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SPISAK OZNAKA

R skup realnih brojeva
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rang{ A) rang matrice A

det(A) ={A| determina.ﬁta. matrice A

Crxn skup kompleksnih matrica dimenzija m X n 1 ranga r
Rpxm skuf) realnth matrica dimenzija m X n i ranga r

AT transponovana matrica matrice A



~ Spisak oznaka

A* transponovana i .konjugoﬁana matrica za A

A konjugovana matrica za A

R(A) slika matrice A

N(A) jezgro matrice A

-1 =112 spektralna norma matrice A.

M(A) vektorski prostor generisan kolonama matrice A.

A [Ei ;;} = Aj podmatrica matrice A € C™*" generisana 1z redova
ay,...,or 1 kolona 3,..., 0

A (gi ﬁ:) = | A3 | minor matrice A € C™*" generisan 1z redova

a1,...,0. 1 kolona gy,..., B
4 .. Xy o Xp1 ) Xp41 --- Or . '__ P+q ¥l ous ﬁp_‘]_ Xpf1 oo Cp _ a | o
;1:,} (ﬁ1 ﬁq—l .? )Bq-i—l ﬁr) o ( 1) A (/31 ﬁq_1 ﬁq+1 ﬁr) T aaij [A'ﬁ |

algebarski komplement minora | A% |

adj(A4) klasiéna adjungovana matrica za A

ind(A) indeks matrice A

Jr(A) | J ordanov blok veli¢ine k sa sopstvenom vrednoscu A
1 of{iogoné'..lriﬁ" kémplem;é_ﬁf - .

k(A) kondicioni broj matrice A

(E) binomni kdeﬁcijent

| ar norma. sa tezinom M



Ovaj rad posvedujem svojoj supruzi, Svetlani Stanimirovié

i svajim sinovima lvanu i Stefanu

PREDGOVOR

 Ako je A nesingularna kva.dratna, I:__qatnca., tj. ako je det(A) # 0, tada postoji
Jedmstvena. matrica X ta.kva daje AX'=XA = ]I gde je I jediniéna matrica. U
tom sluéaju X je inverzna matrica matnce A i oznagava se sa A”!. U mnogim
problemima potrebno je odrediti neku vrstu ”inverza” matrice A kada je A singu-
larna ili pravougaona matrica. To je dovelo do pojma uopstenag inverza matrice A.
Pod uopstenim inverzom matrice A podrazumeva se matrica X koja je u izvesnom

smislu pridruZena matrici A tako da:

(1) Uopdtent inverz postoji za klasu matrica koja je Sira od klase nesingularnih
mairica;

(i1) tma neka svojstva vobiéajenog tnverza;

(111) svod: se na uobifajent inverz kada je A nesingularna kvadraina matrica.

Generalisani inverzi proucavaju se u mnogim matematickim disciplinama, npr.
u linearnoj algebri, numeri¢koj analizi, teoriji operatora, teorijt semigrupa, prstena,
polja, kategorija, diferencijalnim jednaéinama, linearnom i nelinearnom programi-
ranjuy, matematicko) statistici.

Potreba za jednom takvom teorijom javila se, 1zmedju ostalog, u vezi tzv. neko-
rekino postavljenih linearnih problema. Prema J. Hadamard-u (1902), jednacina
AX =y, gde Je A preslikavanje 1z topoloskog prostora X u topoloski prostor Y,
predstavija korektno postavljen problem ako:

(1) resenje z € X ove jednadine postoji za svako y € Y (tj. jednadina je konzis-
tentna;



i . [zracunavanje generalisanih inverza

(ii) resenje z € X je jedinstveno u X;
(iii) postoji neprekidna zavisnost resenja z od y.

Prema tome, problem je korektno postavljen ako postoji inverzno preslikavanje
A-': Y = X, iako je ono neprekidno. Kod sistema koji nisu konzistentni, moze
sc posmatrati priblizno resenje dobijeno metodom najmanjih kvadrata. Ove prob-
leme, kao i mnoge druge u numericko] linearnoj algebri, optimizaciji 1 sistemima
upravljanja, teoriji igara 1 elektri¢nih kola, programiranju, statistici, ekonometrij
i drugim oblastima, moguée je resiti uvodjenjem generalisanih inverza matrice 11

linearnog operatora.

Napomenimo da je u radovima C.F. Gauss-a 1809 implicitno sadrzana ideja o gen-
eralisanim inverzima, i to u vezi sa uvodjenjem principa metoda najmanjih kvadrata
kod nekonzistentnih sistema. Jos je I. Fredholm 1903. godine definisao pseudoin-
verz linearnog integralnog operatora kojt nije invertibilan u obi¢nom smislu, a kojim
se refavaju integralne jednaéine u slucajevima kada inverzni operator ne postoji.
Pokazalo se da tako definisan uopéteni inverzni operator nije jedinstven. W.A. Hur-
witz 1912. godine, koristeéi pojam pseudo-rezolvente, opisao ¢itavu klasu takvih
operatora. Generalisani inverzi diferencijalnih operatora implicitno su sadrzani u
Hilbertovom razmatranju generalisane Greenove funkcije 1904. godine, a kasnije su
ih prou¢avali i drugi autori, npr. W.T. Reid 1931., itd. '

E.H. Moore [92] je 1920. prvi definisao i proutio jedinstveni generalisani mverz
proizvoljne matrice, nazvavii ga “uopstena reciprocnost matrice”. Generalisane
inverze operatora na Hilbertovom prostoru prvi je proucavao Mooreov student Y.Y.
Tseng 1933. godine, a zatim F.J. Murray i J. von Neumann 1936., kao i F.V. Atkison
1951. Tek fundamentalan rad R. Penrosea [98], objavljen 1955. godine, inicirao je
pravi interes za izuéavanje ove problematike. Po re¢ima M.Z. Nasheda [94] ovaj rad
predstavlja renesansu u razvoju teorije generalisanih inverza. Penrose je dokazao
da za proizvoljnu matricu A postoji jedinstveno resenje X koje zadovoljava sledece
jednadine: |

(1) AXA=A, (2) XAX =X, (3) (AX)'=4X, (4) (X4) =XA

Matrica X se oznaéava sa A!. Za sekvencu elemenata S iz skupa {1,2,3,4} skup
matrica G koje ispunjavaju uslove sadrzane u § koristi se oznaka A{S}. Matrica G

iz skupa A{S} naziva se S-inverz za A i oznaéava sa A{S).

Penrose je ukazao na ulogu ovog generalisanog inverza u resavanju sistema li-
nearnih jednaéina Az = b U drugom radu [99] Penrose je prodirio pojam resenja
sisterna, dokazavéi da A'b predstavlja najbolje aproksimativno redenje u slucaju da
refenje u uobiajenom smislu ne postoji. Taénije, on je pokazao da pseudoinverzna
matrica A' date matrice A poseduje sledeéa svojstva:

(Vz) |JJAAly ~yll = pa < ||Az —yl,
|Aty|| < |z, ako [|Az —y| = pa -

Rado je [109] 1956. dokazao ekvivalentnost Mooreove i Penroseove definicije
generalisanog inverza, danas je ovaj generalisani inverz naziva Moore-Penroseov
1nVerz. |
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Moore-Penroseov inverz je jedinstveno reSenje cetiri Penroseove jednacine. Me-
djutim, reSenja jedne, dve 1li tri Penroseove jednacine nisu jedinstvena, i ona se
zbog svog znacaja detaljno 1zuéavaju.

Od autora koji su izu€avali generalizacije kondicionog broja matrice i teoriju per-
turbacije napomenimo Ben-Israela [13], Demka [30], Stewarta [148], [149] 1 Zielkea,
[163].

Brojni autori su izucavali reprezentacije generalisanih inverza pomoéu Jordanove

kanonicke forme matrica [20], [37], [42], [47], [71], [74], [136], [141].

Numericki aspekt generalisanih inverza bio je predmet interesovanja brojnih au-
tora. Direktne metode za izracunavanje Moore-Penroseovog inverza dali su: Decel
129], Zlobec {166}, {167], Ky6nanosckaa [81], Noble [96]. Shinozaki, Sibuya 1 Tan-
abe {124] su dali pregled nekih metoda za direktno izracunavanje Moore-Penroseovog
inverza. Iterativne metode za izratunavanje Moore-Penroseovog inverza uveli su:

Soderstrom 1 Stewart, [126]), Mareees [87], Tanabe [154], [155], Turbin [156], Zlobec
(166], "Rykoscru [168], itd.

Drazinov pseudoinverz matrice A € C**" je matrica A, koja ispunjava uslove
1¥)  A*14,; = A* za neki prirodan broj ,
p J A

(2) A(As)* = Aq,
(5) AAy;= A,A.

Drazinoy pseudomverz posto_]l 1 Jedlnstven je za sva.ku kvadratnu matricu. Termin

~ ”Drazinov” ‘poti¢e od imena M.P. Drazina, kOJI ga Je 1958. godine prvi definisao
za elemente semigrupe ili asocijativnog prstena [34]." R.E. Cline je 1968. godine
definisao Drazinov pseudoinverz za matrice [23), [24] a S.R. Caradus 1974. za
ogranifene linearne operatore na Banachovom prostoru.

R.E. Cline je 1980. dao uopstenie Drazinovog inverza na pravougaone matrice,
kao 1 odgovarajuce uopstenje pojma indeksa matrice [27].

Metode za izratunavanje Drazinovog inverza uveli su: Grevile [55], Rose [122],
Hartwig [60], {61}, Campbell, Meyer [20].

Napomenimo da je akademik profesor Djuro Kurepa je pedesetih i ezdesetih
godina rukovodio izradama magistarskih i doktorskih radova M. Radiéa [107] i M
Stojakoviéa. Ovi autori definidu i izucavaju determinante pravougaonih matrica i
odgovarajuce generalisane inverze [106], [107], [150]. Kasnije, 1982. je V.N. Joshi,
ne citirajui njihove radove dao jos jednu definiciju determinante i odgovarajuéeg
generalisanog inverza, za matrice potpunog ranga [69]. Stojakovié [152] je dao i
elegantan dokaz Kramerovih pravila za sistem linearnih jednaéina.

D. Djokovié [31] je ispitivao uslove pod kojima vazi (AB)" = BtA'. S. Kurepa
182] je proucavao Moore-Penroseov inverz za operatore na Hilbertovim prostorima.

J.D. Keckic [71)}, [73], [74], [75] je izuéavao reSavanje nekih matri¢nih jednaéina,
kao i probleme reprezentacije generalisanih inverza pomoéu minimalnog polinoma
matrice il pomoéu Jordanove kanonicke forme.
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V. Rakodevié¢ izutava generalisane inverze u Banahovim i C*-algebrama [110],
[111], {112], [114]. U 3] se izucavaju aproksimativna svojstva generalisanih inverza.

Stojan Bogdanovic i Miroslav Cirié [18] su izugavali algebarske strukture u kojima
postoje resenja za neke od jednacina koje se koriste za definisanje uopstenih inverza
ili njihove generalizacije.

U radovima [132], [135], [136], [137], [138], [140], [143] izucava se reprezentacija
generalisanih inverza pomocu Jordanove kamonicke forme kao i njihova determi-
nantska reprezentacija. U [133], [140], [142] izucavaju se metode za numericko

izratunavanje uopstenih inverza.

Pored pomenutih, izu¢avaju se i drugi tipovi generalisanih inverza, kao sto su
komutatvni inverzi, ili kvazi-komutativni inverzi, uvedeni od Engefielda [35], odnoso

Erdelyia [38]. Grevile [53, 54], Erdelyi [37], i drugi autori {125], {159] su izucavali

spektralna svojstva generalisanih inverza.

Jos je 1986 godine Ben Israel u svom ekspozitornom radu [11] naveo preko 2000
radova i 15 knjiga koje se odnose na teoriju generalisanih inverza. Danas je ta} broj

znatno vedl.
Naravno, nemoguce je na ovorn mestu opisati sve aspekte izu¢avanja teorije gen-

eralisanih inverza.

Nekoliko reci o ovom radu

Ovaj rad predstavlja doprinos teoriji generalisanih i inverza i njihovom numerié-
kom izraéunavanju u razli¢itim programskim paketima. Sadrzi rezultate iz razliéitih
matemati¢kih disciplina: linearna algebre, numeri¢ke analize, a svojim znaéajnim
delom eje ukljuéena u oblast raCunarstva (prevodioci i interpretatori, programski

paket MATHEMATICA.)

Ova disertacija je nastala prvenstveno na osnovu publikovanih rezultata u med-

junarodnim i nacionalnim ¢asopisima ([131], {132}, [133], [135], [136], [137], [138],
(140], [141], [142], [143]), ali sadrzi i rezultate koji se sada prvi put pojavljuju.

Rad je podeljenu u tri glave, svaka glava je podeljena na poglavlja, a poglavlja na
odeljke. Svaki odeljak sadrZi svoju numeraciju definicija, teorema 1 formula. Ako
se radi o rezultate iz iste glave, izostavlja se oznaka glave.

Prva glava je uvodnog karaktera, 1 u njoj su izloZeni poznati, neophodni pojmow,
oznake 1 rezultati: koj se kasmije koriste.

Druga glava sadrzi originalne rezultate, koji su grupisani u okviru slede¢ih celina:

1. determinantska reprezentacija;

2. reprezentacija pomodcu Jordanove kanoni¢ke forme matrica;
3. reprezentacija pomocu racionalne forme;
4

blokovska reprezentacija generalisanih inverza.
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U prvih pet poglavlja druge glave izucava se determinantska reprezentacija gen-
eralisanih inverza matrica. U 2.2. izucavaju se determinante pravougaonih matrica
i njima indukovani generalisani inverzi, uvedeni u radovima M. Stojakoviéa [150],
M. Radiéa [106], {107], {108] i V.N. Joshia [69]. Dokazana je veza izmedju ovako
uvedenih uopstenih inverza sa poznatom determinantskom reprezentacijomm Moore-
Penroseovog inverza, kao 1 {¢,7,k} generalisanim inverzima. Osim toga, uvodena
je generalizacija ovako definisanth determinanti i generalisanih inverza, koris¢enjem
minora ¢ije su dimenzije manje od ranga matrice. Ovi problemi su 1zufavani u radu

1143].

U 2.3 dokazana je, na elementaran naéin, poznata determinantska reprezentacija
za, Moore-Penroseov inverz matrica, koja je uvedena u radovima Moorea [92], Arg-
hirtade, Dragomira [6] i Gabriela [40], [41], [42]. Jednostavno je izvedena deter-
minantska reprezentacije Moore-Penroseovog redenja za sistem linearnih jednadina
1z [15]. Rezultati ovog poglavlja su predstavljeni u radu (135]. Osim toga, uve-
dena je determinantska reprezentacija za klase {1,2}, {1,2,3} i {1,2,4} inverza
za pravougaone matrice. Drugim recima, elementl ovih inverza neke matrice A4,
izrazavaju se pomodcu minora matrica koje uéestvuju u odgovarajucog potpunoj rang
faktorizaciji A = P@), kao 1 pomocu minora dve matrice W; 1 W, odgovarajuéih
dimenzija, koje ispunjavaju uslov

rang{@QW7) = rang(W, P) = rang(A).

Koristedi ove rezultate dobijjamo poznatu determinantsku reprezentaciju Moore-
Penroseovog inverza, kao elementa klase {1,2}, {1,2,3} ili {1,2,4} inverza. Takodje,
i determinantska reprezentacija grupnog inverza moze se dobiti ako se grupni in-
verz tretira kao jedan elemenat klase {1,2} inverza kvadratne matrice. U ovom
poglavlju je pokazano da se, u taéno determinisanim sluéajevima, determinantska
reprezentacija {1,2} inverza svodi na Radidev ili Stojakoviéev, odnosno Joshiev
generalisani inverz.

U literaturi, do sada, pod determinantskoin reprezentacijom generalisanih inverza
neke matrice podrazumevalo se izraéunavanje elemenata inverza pomocu minora
polazne matrice. U ovom radu, pod determinantskom reprezentacijom generalisanih
inverza neke matrice, podrazumeva se izraZavanje njihovih elemenata pomocu njenih
minora ili pomocu minora nekih drugih matrica. Ovi rezultati koji su izuéavani u

132], [135].

U poglaviju 2.4. je uvedena determinantska reprezentactja teZinskog Moore-
Penroseovog inverza, uopsten je pojam generalisanog algebarskog komplementa, koji
je uveden u radovima Moorea, Arghiriade, Dragomira 1 Gabriela. Ovo uopstenje
nazivarno teZinski generalisant algebarski komplement. Izvedena je determinantska
reprezentacija teZinskog najmanje srednje-kvadratnog resenja minimalne norme lin-
earnog sistema, 1 pokazano je da takvo reSenje lezi u konveksnoj ljusci resenja
kvadratnih podsistema polaznog sistema. Rezultati ovog poglavlja su 1zucavan:
u radu [132].

U 2.5. uvedena je opsta determinantska reprezentacija kojom se mogu reprezen-
tovati elementi Moore-Penroseovog, tezinskog Moore-Penroseovog, {i, j, &} inverza,
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grupnog inverza, levih (desnih) inverza, kao 1 Radicevog, odnosno Sto jakoviéevog in-
verza. Ovi rezultati su publikovani u radu {140]. Prema tome, svi radovi u kojima je
do sada izu¢avana determinantska reprezentacija generalisanih inverza: Moore [116],
Arghiriade i Dragomir [6], Gabriel [40}, [41], [42], [43], Bhaskara, Prasad i Bapat
(7], [16], [102], [103], kao 1 radovi [132], [135] u kojima je uvedena determinantska
reprezentacija klase {7, j,k} generalisanih inverza 1 tezinskog Moore-Penroseovog
inverza, praktiéno su nalazili razlicite pojavne oblike jedne opste determinantske
reprezentacije. Pokazana Je veza 1zmedju determinantske reprezentacije general-
isanih inverza 1 determinantske reprezentacije Moore-Penroseovog resenja sistema
linearnih jednacina. Preko determinantske reprezentacije su sagledane definicije de-
terminantt pravougaonih determinant: 1 njima indukovanih inverza koje poticéu od
M. Stojakovi¢a, M. Radic¢a, 1 V.N. Joshia. (vidi [143].) Takodje, u poglavlju 2.5.
1zvedeno je jos nekoliko "logicnih” definicija pravougaonih determinanti 1 general-
1santh 1nverza.

U poglavljima 2.6. 1 2.7. i1zuCava se reprezentacija generalisanih inverza pomocu
Jordanove kanonicke forme. Jordanova reprezentacija iz {47] je koris¢ena pri resava-
nju odgovarajucih matri¢nih jednacina. Neki od ovako dobijenih rezultata potvrd-
juju poznate ¢injenice, neki predstavljaju dopunu poznatim rezultatima, a neki
su originalmi. Prvi put je ovakva reprezentacija koridéena za reSavanje matrié¢nih
jedna¢ina (AX)* = AX 1 (XA)* = XA, Sto je sadrzano u radu [136]. Takodje,
ucinjena su neka poboljsanja pri resavanju matricnih jednaéina A*X = XA,
ALY = A%, XA = AF. Na taj naéin je dobijena efektivna reprezentacija
klase slabih komutativnih inverza pomocu Jordanove kanoni¢ke forme [141], kao i
“efektivna reprezentacija spektralnih inverza

Poglavlje 2.8. sadrzi rezultate iz linearne algebre koji se odnose na reprezentaciju
klase {1}-inverza i grupnog inverza pomocu racionalnih kanonickih formi.

U 2.9. je razmatrana blokovska reprezentacija generalisanih inverza. Koriséene su
razlicite blokovske reprezentacije matrica. Osnovna ideja je bila da se kombinuju dva
razhcita pristupa u 1zracunavanju generalisanih inverza: blokovski pristup 1 potpuna
rang faktorizacija matrica. Glavni rezultat je efektivna blokovska reprezentacija
klase {1, 7, k} inverza, Moore-Penroseovog, tezinskog Moore-Penroseovog i grupnog
inverza. Dobijene reprezentacije su efektivne, i podesnije za izra¢unavanje u pored-
jenju sa do sada poznatim. Takodje, pozitivna osobina dobjenih blokovskih rep-
rezentacija je njihova jednostavna generalizacija. Koristeéi ovo svojstvo, za svaku
blokovsku dekompoziciju matrica pronadjena je opsta forma blokovske reprezenta-

clje.

Treca glava sadrzi numericke rezultate koji se odnose na izra¢unavanje gene-
ralisanth inverza kao 1 opis interpretatora za izraéunavanje generalisanih inverza.
Posle pregleda poznatih metoda za izratunavanje generalisanih inverza, u poglavlju
3.2., dat je opis univerzalnog algoritma za izradunavanje razli¢itih klasa general-
isanih inverza, koji je zasnovan na opstoj determinantskoj reprezentaciji [131], [140].

U poglavju 3.3. je opisana primena rezidualne aritmetike na taéno izracunavanje
generalisanih inverza [142].
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U poglavlju 3.4. se uopStava generalisani kondicioni broj matrice, na taj naéin
5to se generalisam kondicionl bro) posmatra ne samo kao funkcija matriéne norme,
ve¢ 1 u funkeiji koriS¢enog generalisanog inverza. Ovakvim postupkom, dobija se
mera, koja se moZe koristiti pr1 konstrukeiji test-matrica za razlicite tipove gen-
eralisanih inverza, ili pri prouc¢avanju numericke stabilnosti algoritama za njihovo
izracunavanje {131).

U 3.5. je dat opis programskog jezika za izradunavanja generalisanih inverza,
kao 1 opis interpretatora za njegovu implementaciju {132]. Ovaj interpetator je
implementiran u programskom jeziku TURBO C, a prilikom njegove implementacije
su kori§éeni pozitivni principl programskih jezika LISP, MATLAB 1 MATHEMATICA.

U poglaviju 3.6. je dat pregled rutina za izraéunavanje generalisanih inverza u
programskom paketu MATHEMATICA.

U poslednjem poglavlju je konstruisan univerzalni iterativni proces za izraéuna-
vanje {1,2} inverza ogranicenog linearnog operatora, koji je baziran na hyper-power
iterativhom metodu, odnosno na ekspanzijama Neumannovog tipa. Taéno su pre-
cizirani uslovi za konvergenciju ovog procesa prema {1,2,3} ili {1,2,4} inverzima.
Takodje, specificirani su uslovi kada iterativnl proces generise Moore-Penroseov,
teZzinskom Moore-Penroseov inverz ili grupni inverz. Dobijeno je nekoliko pro-
cena greske. Pokazane su prednosti ovog metoda u odnosu na Tanabeov metod
za 1zracunavanje refleksivnih generalisanih inverza [155], i pokazano je da je metod
samokorigujudi.
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1. OSNOVNI ELEMENTI MATRICNOG RACUNA

Elementi matriéne algebre mogu se naéi, na primer u [21], [49], (66], [72], [78], [84].
Pre pregleda osnovnih definicija 1 éinjenica, napomenimo samo da I, predstavlja
jediniénu matricu r-tog reda, dok se nula matrica predstavlja sa ©.

1.1. Slika, jezgro i rang matrice

Rang, jezgro 1 slika matrice su ospovnl pojmovi u matriénom raéunu.
Definicija 1.1.1. Shikaijezgro matrice A € C™*" definidu se, respektivno, pomodtu
RA={yeC":y=Ax, ze€l"}, N{A) = {xzeC": Az = C}.

Teorema 1.1.1. Za matricu A € C?*" vpaz:
dimR(A) + dimN(A4) = n.

Definicyja 1.1.2. Rang matrice A je maksimalni broj njenih linearno nezavismh
vrsta, odnosno kolona. Rang nula matrice je Q.

Matrica A € C7'"" se naziva matrica potpunog ranga ako je rang(A)=min{m,n}.
Teorema 1.1.2. Zg kvadratnu mairicu A € C**" su slededt uslovi ekvivelenini:

(1) A je nesingularna;

(ii)  N{A)={0};

(1i1) rang{4) = n.

Teorema 1.1.3. Za mailricu A € C*7 slededa tvrdjenja su medjusobno ekviva-
lentna:
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(i) rang(A)=r;

(ii)  matrica A 1ma r hnearno nezavisnsh vrsta;

(iii)  najveée nesingularna podmatrica matrice A je ipa v X1

(iv) dimR(A)=r.
Teorema 1.1.4. Za matrice A € C™*", B € C**? 1 C € C** vaZe sledeéa
tvrdjenya:

(i) R(AB) = R(A) & rang(AB) = rang(4);

(iiy N(AB) = N(B) & rang(AB) = rang(4);

(i) rang(AB)+ rang(BC) < rang(B) + rang(ABC)

(iv) rang(A)+ rang(B) —n < rang(AB) < min{ rang(A), rang(B)}

(v} rang(A) = rang(ad), « €C, a #0;

(vi) rang(A) = rang(A*) = rang(AA*) = rang(A*A),

(vil) R(AA*)=R(A), N(A*A)= N(A).

Nejednakost (iii) poslednje teoreme se naziva nejednakost Frobeniusa, dok je
nejednakost (iv) poznata kao nejednakost Sylvestera.

Teorema 1.1.5.. Neka su sve matrice odgovarajuéih dimenzija, 1 neka su matrice
F i G potpunog tanga. Tada je

(i) A= FHG = rang(A) = rang(H);

(ii) rang(A) = rang(FA) = rang(AG),

(iii) rang(XA) = rang(A) = rang(X AC) = rang(AC);

(iv) rang(AY) = rang(A) = rang(DAY) = rang(DA);

(v)  rang(XA) = rang(A),quadX AL = XAT = AL = AT}

(v1) rang(AY) = rang(A),quadSAY = MAY = S5A = MA.

Tecrema 1.1.6. [17] (i) Konzistentne matriéne jednacine
AX =1 ) MAX =ML
su ekvivalenine ako 1 samo ako _‘]6 rang( M A) = rang(A4).
(i1} Dve kenzistentne matriéne jednacine
XA=K ) XAN = KN
su ekvivalentne ako i samo ako je rang(AN) = rang(A).
Teorema 1.1.7. Ako je E € C*** idempotentina matrica, j. E* = E, teda vaiu
(i) E* 1iI—~E suidempotenine matrice.
ity Fr=z&z € R(E)
(i) N(E)=R{I - E)
(iv).  reng(E)=Tr(E)

(v)  E e E{1,2}.

Teorema 1.1.8 Zao svako linearno preslihavenje P : V > V vektorskog prostora
V., sledeéa tvrdjenya su medjuscbno chvivalenina:
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(i) P*=P,

(ii) za svako z € R(P), Pz =z,

(ii) R(I - P)=N(P) i R(P)= N(I - P),

(iv) V=R(P)®R({I-P) ili R(P)UR(I - P)=1{0}.

1.2. Blok-matrice

Neka je A = (a;;) tipam X n,inekaje m =my + -+ + m,, n=n;+- - +ng.
Tada matricu A moZemo zadati u obliku
(1.2.1) A=(A4p4) (1<p<a, 1<£¢< A),
gde je Ay submatrica matrice A, definisana sa;
Apq = (aij), (m1+---+mp-1<5Sm1+"'+mp-1+mp;
Nyt tngey <J<ng .4 ngg +ng).

Submatrice A,, se nazivaju blokovima matrice A Blok A,, ima m, vrsta i n,
kolona.

Teorema 1.2.1. Ako je A blok-matrica tipa (1.2.1) i ako je c skalar, tada je
proszvod cA takodje blok-matrica, definisana sa

cA = (qu) ? qu = cApq.

Teorema 1.2.2 Ako su A = A,; i B = B,, blok-matrice takve da su blokovs Apy
1 By, 1stog tipa, tada je zbir A+ B takodje blok-mairica, definisana sa

A+B=(Yy), Ypy=Ap+ DBy

Teorema 1.2.3 Ako je A blok-matrice tipa (1.2.1) + B blok-matrica oblika
Z(‘Bqﬂ)! {1295181 15“57)1
pri cemu blok By tmang 1 ky kolona, tada je AB blok-matrica

AB=(Zp.), (1<p<a, 1<u<y),
gde je
Jéi
Zpu = ), ApgByu
q=1
Podmatrica 1 minor matrice A koji sadrie vrste ay,... ,a; 1 kolone 5y, ... , 5

3 aq... 0 . . ,
su cznatene sa A {,311 ﬂ:} A”‘ 1 4( ﬂt) = | Ag |, respektivno, dok je

algebarski komplement odgovara_]um elemfmm a;; definisan sa

a ] o ' .
— e OXpay 1 ﬂp+1 ean Oip _ ,__ p+q Oy ... Qp_1 EEP..|_1 aen X
3515; Aﬁl 4” (ﬁl e Ba—1 J Bgg1 .. ﬁ:) = 1) 4 (,51 e Ba—1 Bgt1 - ﬁt) '
Za A e O™ r e C™, 7 €{l,...,n}, A(j — z) oznalava matricu dobijenu

zamenom 7-te kolone u 4 vektorom z.
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Teorema 1.2.4. (Cauchy-Binet) Za dve matrice A € C™** § B € C**™ vyasi

det{AB) = ! 15ﬁ1<§fﬁm£nA (1.';1 ﬁ",:,) BY (;1 ﬁn;) , mM<n
l > | m > n.

Generalizacija Cauchy-Binetove teoreme data je u [33].

1.3. Matricne dekompozicije

Matri¢ne dekompozicije se €esto koriste za reprezentaciju generalisanih inverza i
njihovo numernicko izra¢unavanje.

Teorema 1.3.1. Svaka matrica A € C"*™ moze da se predstavi u obliku A = PQ,
pri éemu P € C**" 1 () € CTX"

Ovakva dekompozicija matrice se naziva potpuna rang fektorizacija matrice A.
Ona nije jedinstvena. Medjutim, ako je jedna od matrica P ili Q zadata, tada je
druga matrica jednoznacno odredjena.

Teorema 1.3.2. Matrica A € C**" moze se razloziti u obliku A = LU, gde je L
donja trapezoidna m X r matrica, sa jedinicame na glavnoj dijagonali, a U je gornja
trapezoidna. |

Potpuna rang faktorizacija i LU dekompozicija su bazirane na Gausovom metodu
eliminacije. Za nalaZenje QR faktorizacije korist i se ii Householderova transfor-
macija 11 Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije. QR faktorizacija je opisana
slede¢om teoremom.

Teorema 1.3.3. Ako je A € R™*", tada postoji ortogonalne matrica Q € R™*™
1 gornja trougaona R € R™*" takve da je A = QR.

U sledecoj teoremi je opisana singularno vrednosna dekompozicya.

Teorema 1.3.4. Matrica A € CI'*™ (m > n) moze se predstaviti u obliku

A:U.(gg).w.

Matrice U 1V su unitarne 2

Z = diag(al,crg, ‘e ?Ozr),

gle A = diag(as, ... ,ax) ozneéave dijegonalnu matricu za kojujea;; = a;, 1 <1 <
r. Takodje, on < ap < ... < ay > 0 su singularne vrednosti matrice A, definisane
sa

| aj=-!—\/z\j(A*A}, 1=1,...,r
gde su XJ{ATA) < QAT4A)Y < ... < Ar{A*A) > A1 (A*4) = ... = X, (4%4)

sopstvene vrednosts mairice A* A.

-T- . »aa - » . - . . - . " b
teoriji generalisanih inverza Zesto se koristi pojam Jordanove kaninicke forme.
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Teorema 1.3.5. Neka je A n X n mairica 1 neka j¢ A = T~VJT njena kanonicka
reprezentacije sa transformacijom sliénostt koja je zadata reqularnom matricom T.
Blok dijagonalne mairica J se moZe na jedinstven nadin predstavitt pomoéu Jor-
danovih matrica u obltku

L 0..0
0 J:..0

J=12000
00 ..J

pri Cemu Q oznacava nula blokove odgovarajuéih redova 1 pri emu su n; X n; Jor-
danove mairice J; asocirane sa svim sopstventm vrednostima A;, tj. determinisane
elementarnim deliocima (A — A;)™ 1 tmaju oblik

Ai 1 0 ... 0
()
¢ 0 0 ... X |

Jordanova matrica I; dimenzije m X m
1
0

¢ 10..0
D00 1..0

II = ('Il "ERE apy Samy i--) ,
6 00 ..0

asocirana sa elementarnim deliocem A™ (koji odgovara sopstvenoj vrednosti nula)
jeste nilpotentni blok i postaje nula za m-ti i veée stepene.

Matriéne dekompozicije su poodrobnije obradjene u {21], [49].

2. NORME, SEMINORME I PROJEKTORI

2.1. Norme 1 seminorme vektora i matrica

U literatur: su Ceste definicije vektorske norme pomoéu skalarnog proizvoda, kao
1 uopstenje norme pomocéu pozitivino definisanih matrica.

Definicija 2.1.1. Ako z* oznaéava vektor dobijen primenom konjugacije i trans-
ponovanja na vektoru ¢ € C", tada se uobitajeni skalarni proizvod (-,-) definie
sa

Ve,y € C",  {(z,y) = z™y.

Fuklidova norma vektora z € C* definisana je jednakodtu ljz|| = (z,%£)'/?, a vektori
z 1y su ortogonaln pe Euklidovoj normi ake je (z,y) = 0.

Definicija 2.1.2. Za zadate pozitivno definitne matrice M i N seminorma vektora
z € C" i1y € C™ definisana je jednakostima

lellv =2"Nz,  lyllar = y*My.

Uopstenje uobicajenog skalarnog proizvoda u prostorima C™ i C* definisano je
jednakostima (z,y)a = (2" My)/? i (z,y)n = (z*Ny)'/2, respektivno.

Pored Euklidove, koriste se i sledeée vektorske norme [49]:
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(1) p-norme, ili Holderove norme, definisane sa

1
Izl = (1 [P+ -+ ]z )P,  p>1;

(i) lelleo = max|a: .

Najcesce se koriste sledeée matri¢ne norme [49], [165]:

™"
|All1 = max ;1 |aik; lAllz = omax;
[Alle = max > jaix; [Allr =4[ 20 22 laix|* = 4] 20 0i(4);
lﬁlsm k=1 t=1 k=1 1=1
lAllp = ma-’f(m,n)'ﬂg?laikl; lAllc = ymn - max |aix],

gde 0mazr 0znacava maksimalnu singularnu vrednost za A.
2.2. Projektori

Definicija 2.2.1. Neka su £; i £; potprostori linearnog prostora £. Ako je £; N
L; = {0} (skup koji sadrzi nula vektor), tada se skup

Ly Ly={y+2z:y€Ly, z€L}

naziva direktna suma od £; 1 £, i obelezava se sa £, & £3. Ako je £ = L, & L,,
L1 1 L2 se nazivaju komplementarni potprostori prostora £. U tom sluc¢aju je

L={z=y+z:y€eLly, z€Ly}.

Tada je y projekcija elementa z na potprostor £, duZ potprostora Lo, a z je pro-
jekcija elementa z na £, duz £,.

Svaki element = € £ je na jedinstven nacin odredjen svojim projekcijama. Prema
tome, za svaki element x € £ moZemo definisati preslikavanje Pz, 2, : £ — y, koje
se naziva projektor na £y dui L,.

Teorema 2.2.1. [115] Linearan operator je projektor ako i samo ake je idempo-
Tenton.

Teorema 2.2.2. (9] Za svaku tdempotentnu matricu A € C**", R(A) i N(A)
su womplementarni potprostor: 1 pritom je A = Priay n(a)- Obrnuto, ako su L s
& komplementarn: potprostor: prostora C*, tada postoj: jedinstvena idempotenina

mairica PL,M tako da je R(PL,M) =1, 1 N(PL.,M) = M.

Definicija 2.2.2. {115] Projektor na £; duZ £, je ortogonalan projektor na L,
ake je Lo jednak ortogonalnom komplementu za £; u L, t].

Lr=Li={z€L:(a,y)=0, (yeL)}

Teoremas2:2.3. 115t Rowegent limearaw operator P je ortogomulan projektor ako
2 swmo ake je P° = P ¢ P* = P, pri éemu je P* adjungoevans operator za P,
definisan sc |

Ve, ye L, (z,Py)=(P"z,y).
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Teorema 2.2.4. [9] Neka je C*= LM 1 Ll ortogonalni komplement potprostom.
L. Tada je M =L~ ako i samo cko je Py p hermitska matrica (. Pr oy = PrLu
). U tom slucaju Py, 11 se naziva ortogoanaln: projekior prostora C" na potprostor
L, t kraée se obelezava sa Py.

Teorema 2.2.5. [9] Neka je A€ C"*", R(A)@S=C" i N(A) T = C". Tada:
(i) X je {1}-inverz za A takav da je N(AX)=S ¢t R(XA) =T ako i samo ako

_(2.2.1) AX = Prea),s, XA= Pr n(a)-
(i1) Opste resenje jednaéine (2.2.1) je
(2.2.2) X = PryAVPL s + (I, — AW AY(I,, — AAD),

pri éemu je AQ) proizvoljan element iz A{1} a Y je proizvoljan element iz C**™.

Kako su hermitske i idempotentne matrice ortogonalni projektori, sledi
X € A{1,3} & AX = PR(A)a
X € A{1,4} & XA = PN(A).L = PR(A") .

3. MOORE-PENROSEQV INVERZ I {1,j,k1 INVERZI

3.1. Moore-Penroseov inverz

Poznat je veci broj ekvivalentnih definicija Moore-Penroseovog inverza. R. Pen-
rose je 1955. godine dokazao sledeéu teoremu [98]:

Teorema 3.1.1. (Pen.rose) Za datu matricy A € C™™ postoji jedinstvena mairica
X € C™™ koja ispunjava jednaéine (1), (2), (3) i (4). |

Penrose je matricu X oznacio sa A' i nazvao Je generalisani inverz matrice A.
On postoji za singularne 1 pravougaone matrice, a u sluaju regularne matrice je
At = A™!. Za matricu AY koristi se naziv Moore-Penroseov inverz matrice A.

Teorema 3.1.2. {Moore) Za datu matricu A € C™™" postoji jedinstvena matrica
A € C*™ tako da za pegodno 1zabrane matrice Y 1 Z vai:

AXA = A, X =YA = A7
Osim toga je
XAX = X, (AX) = AX, (XA = XA,
Teorema 3.1.3. (Radov komentar) [109] Iz Teoreme $.1.2. sledi Teorema 3.1.1.

Definicija 3.1.1. [19] (Funkcionalna definicija generalisanog inverza) Za datu
matricu A € C™*" definifimo linearnu transformaciju A" : C* — C® relacijom

. ) . -1
Az =0 akoz € R(A)" 1 ATz = (A]R(A,}) r ako r € E(A). Matrica inearne

transformacije A" oznadava se sa A' i naziva se generalisani inverz za A.
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Definicija 3.1.2. [92] (Mooreovade finicija.) Generalisani inverz za A € C™™" je
jedinstvena matrica AT takva da je

(i) AA' = Pgeay, (ii) AtA.= Ppary.

Definicija 3.1.3. [98] (Penroseova definicija). Za A € C™*" generalisani inverz Je
jedinstvena matrica A € C**™ koja ispunjava jednadine (1), (2), (3) i (4).

Sledeéom teoremom dokazuje se ekvivalencija prezentovanih definicija:

Teorema 3.1.4. [19] Funkcionalna, Mooreova i Penroseova definicyja generalisa-
nog inverza su ekvivalenine
Teorema 3.1.5. [19] Neka je A € C™*" 1 A € R. Tada vaZe sledeca tvrdjenja:

(i) A" = A~1 ako je A regularna matrica;

G) (At = 4;

(i) (47)! = (al)";

(iv) (AA)T = ATAY) pri demu je At = { AT AED,

0, A= 0;

(v)  (AA) = AN(aty;

(vi) (AA®)! = (4")1AY;

(vil) A* = ATAA* = A*AAT;

(viii) A = AA*AY = AT A*4;

(ix) A = (A*4)TA* = A*(4AA")Y;

(x) Al = (A*A)TA* = A*(AA™);

() (4%) = A(4° )14

(xii) (UAV)T = V*ATU*, pri éemu su U, V unitarne matrice.
Teorema 3.1.6. {19] Za A € C™>" vazZe sledeca tvrdjenja:

(i) Ako je A =) A;, tako da je A;AT =01 ATA; = C za 1 # 7, tada vais
At =3 Al

Ap .. 0 N\ Al 00
(11) ( ......... ) = | ..
0 ... Anm 0 ... Al
(111} Ako e A normalna matrica, tada je Atd = AAT (A“)T = (Af)n.

Teorema 3.1.7. {2], [90] Za pravougaonu matricu A vazi

(i) Ako je A* = A = A? (1. maetrica A je hermitska 1 idempotenine), tade je
Al = A;

(1) Matrice AAT AT A B — 448 i AbA— L su-hermitske 3 idempotenine, 1.
ortogonaln: projekiors;

(iii) R(A) = R(AA") = R(AA*);
(iv)  R(A") = R{(A%) = R(ATA) = R{4A"4);
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(v} R(I— AA') = N(AAY) = N(A*) = N(4A") = R(A)*;

(vi) R(I — A'A)= N(A'A) = N(A) = R(A*)* = R(4);

(vil) rang(A) = rang(A*A) = rang(A') = rang(A'A) = Tr(AtA4);

(vili)  Ako je matrica A potpunog range vrsie, tada je AV = A*(AA*)™Y;
sliéno, ako je A potpunog ranga kolona, tade je AT = (A*A) "1 A*.

Teorema 3.1.8. [9] Neka je A = P(Q potpuna rang faktorizacija matrice A, 1.
P eCm™*r i Q € CT*". Tada je At = QTP = Q*(QQ*)~'(P*P)~1P*.

3.2 {i,j,k} GENERALISANI INVERZI

Skup {1}-inverza se esto primenjuje u resavanju matricnih jednaéina, kao i u
reSavanju sistema linearnibh jednacina, u slué¢aju pravougaone ili singularne matrice
sistema. Tada ovi inverzi imaju ulogu obi¢nog inverza u sluéaju nesingularne ma-
trice sistema.

Glavni rezultat je sadrZan u sledecoj teoremi, koju je 1955. godine dokazao
Penrose, koristeéi AT umesto A, uz napomenu da je to moguée [98].

Teorema 3.2.1. Neka je A € C"‘"“ Be(Cr*1 ¢ D e CmXe, Mmtncna jednadina
AXB =D je konzistentna ako 1 samo ako je

AAVDBYRB = D,
za neko AY) 1 BV, Tada je opste resenje te jednadine jednako
X=AYDBW 4y - AW4yBBM)
pri emu je Y proizveljna matrica 1z CP%P,

Posledica 3.2.1. [98] Sistem linearnih jednacéine Az = b, A € C™*", b & C™ je
konzistentan ako 1 samo eko je

AABb =}
za neko A € A{1}; tadu je opste resenje te jednadine dato sa
z = AWb4 (I — AW Ay,
pri femu je y € C? proizvaljen vektor.

Znafaj {1}-inverza u refavanju sistema linearnih jednacina sledi iz sledece dve
teoreme ({9]).

Teorema 3.2.2. Neka je A€ C™ ", X € C**™. Tuda X € A{1} ako t samao ako
je za svako b € C™ ze keoje je sistem Az = b konzistentan, refenje tog sisteme dato
34 I = ..}fb.

Teorema 3.2.3. [9], [19] Za ststem linearnih jednading Ar = b, A € C™*" b C™
sledeia tordjenja su ekvivalentna:

(1) rang({4 8]) = rang(4), gde je {4 bl prodirena mairica sistema ;
(11) b€ R(A);
1) A44Mp = 3,
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Teorema 3.2.4. [9], {20] Neka je data mairica A € Cmxn_ Koristedi Gaussov
algoritam moguée je naés elementarnu matricu E i permutacionu matricu P tako

I, K
par= (5 ¥,

r = rang(A). Ako je r =min{m,n} matrica K se svodi na nula matric.

da je

Tada je, za protzvoljnu matricu L € C{n=r)x(m~r) matrica
I. O
X_ =F ( 0 L) P

Ovim ne samo da je opisan naéin odredjivanja {1}-inverza proizvoljne konacne
matrice, veé se moZe i naéi odnos njegovog ranga i ranga polazne matrice:

rang(X) = rang(A) + rang(L) > rang(A).

{1}-inverz matrice A.

Teorema 3.2.5. Za A € C**™ vaie sledecs rezuliats:
(i) AW postoji, i nije jedinstven
(i) m=n=r& Al =471
(i) rang(AM)>r
(iv) AAW i AM A su idempotentne matrice, i rang(AAD) = rang(AVA) =r
(v) R(4AW) = R(4) |
(vi) N(AWA)=N(4)
(vii) R((AAD)") = R(4")
(viii) AVA=I,or=n; AAV =1, &r=m.
Iz Teoreme 3.2.1. sledi:

Posledica 5-2.1. Neka je A" proizvoljno odabran {1}-inverz matrice A € C™™".
Tada je klase svih {1}-inverza matrice A data sa

A{1} = {A®) 4+ U - AW AV AAD © U eCrrmy.
Skup {1}-inverza koristi se pri reSavanju matriénih sistema jednacina:
Teorema 3.2.6. Mcairiine jednacine |
AX = B, XD=F

imaju zajednicko tedenje ako i samo ako je AE = BD. U tom slufaju 7€ OpSte
refenje tog sisteme dato sa

X=Xo+(I~-4AW4)Y (I -DDW),
gde je Xo neko resenje datog sistema.
72 razliku od AT koji je jedinstven, generalisani inverzi koji ispunjavaju samo neke
od jednagina (1) — (4) nisu jedinstveni. Za sekvencu S elemenata skupa {1,2,3,4},

slup matrica koje ispunjavaju uslove reprezentovane u § oznacen je sa AlSY}. Ma-
trica G iz A{S) se naziva S-inverz za A, 1 oznatava sa AlS),
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Teorema 3.2.7. () Y € A{1}, Z € A{l}, => X =Y AZ € A{1,2}
(i) X e A{1,2} & A€ X{1,2).
(ii1) Ako je X € A{1,2}, tada je AX = Pr(4),n(x) + XA = Prix) N(4)
Teorema 3.2.8. Za A € C™*" vpasi:
(i) (A*A)WA* e A{1,2,3)
(ii)  A*(AA*)V e A1,2,4)
(1) At = AL 4403,
Teorema 3.2.9. Za A e C™X" pazi:
A{1,3} = (AU + (I - AUDQ)Z ;. Z e C™m).

A{1,4} = {40 1+ V(T - 4409) . Y e CP¥m),

3.3. Aproksimativna svojstva generalisanih inverza

U ovom odeljku se posmatra problem nalaZenja vektora z € C*, takvog da je
Az = b, pri cemu su A € C™*" 1 b € C™ zadati. Ovaj problem ima resenje ako i
samo ako je b € R(A); reSenje je jedinstveno ako i samo ako je N(A4) = {0}. Osim
toga, posmatra se sledeéi provlem: ako b ¢ R(A), tada odrediti z, tako da Az bude
“najblize” vektoru b.

Definicija 3.3.1. [90] Dat je sistem jednaéina Az = b, A € C™*", Pseudoinverz X
Je minimalne norme matrice 4 ako je za svako b € R(A4), x = Xb redenje jednaéine
Az = b, 1 ako je

min ||z]] = |X3].

Teorema 3.3.1. [90], {115] X je g-inverz matrice A tekav da je Xb refenje sistema
Az = b minimalne norme ako 1 samo ako X ispunjava uslove

AXA=A4 (XA)* = XA.
Lema 3.3.1. [115] Sledeés uslovi su ekvivalentni:
(1)  AXA=A4, (XA)" = XA
(i)  XAA* = 4*
(1i1) XA = Py,
Lema 3.3.2. (115} Ako je ||z|* = 2*Nz (il (z,y) = y*Nz), gde je-N.pozitivna

matrice, tede uslove Leme 3.8.1. moZemo napiseli v obliku

(i) AXA=4 (X4) = NX4
(i) XAN'A*=N"14*
(iii) XA = Py-14s

(1li (XA)" = P4+ preko skalarnog preizveda (z,y) = y* N 'z)

;l
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Teorema 3.3.2. [9] Neka je A € C™*", b € C"‘, Ako je sistem Az = b konzis-
tentan, vektor z = ALYy ALY ¢ A{1,4} je Jedmstvcna refenje za koje je ||z||
najmanje. Vaii 1 obrnuto, t). ako je matrica X € C**™ {gkva da u sludcju konzis-
tentnog sistema Ar =y, * = Xb predstaviia redenje sa najmanjom normom, teda

X e A{1,4}.

- B i - - v ] - . <o B T

= '. : . . . . N T T A . A .- . - = - - s A . . R

g i . ‘ : ; : T 95’# o ; R I R : : Y - NN FoORGTTE L. . JieT 2 e it ‘:t"

A u;._ xR oa ;,.,i'. o '..3"- R i O L T U B IR o TIPTIE BRI I P VUL ¥ Taed g .,-‘ . - T S T 'J_-'-'-j A S SN e P Y 5
1 1]

bm i J-1NVET2Y)a jedmstvena)

Matrica X koja obezbedjuje resenje sistema Ar = b minimalne norme oznacava
se sa A, ili sa A (N) ukoliko se koristi teZinska seminorma, dok se odgovarajuce

klase oznacavaju sa {AL }, ili sa {A_ \y}
Refleksivan g-inverz koji je 1 reSenje sa minimalnom normom oznadava se sa A _

Teorema 3..3. [115] Neka je ||:1:|| (z,2)/2. Tada je A =A*(AA*)D ({1,2,4} -

Inverz).
Ako je A € C'*™, tada je svaki g-inverz od A jednak A,

Teorema 3.3.4. [115] Neka je ||z = (z*Nz)1/2, pr éemu je N pozitivno definitna
mairica. Tada je A}, = N"1A*(AN"14%))

Teorema 3.3.5. [115] Neka je M pozitivno semi-definitna matrica + neka je X
g-inverz od A, takav da je Xb refenje od Ax = b sa minimalnom semi-normom.
Tada A zadovoljava uslove:

AXA=A (XA)*M = MXA.

Definicija 3.3.2. [115] Data je nekonzistentna jednaéina Ar = b. Vektor z, je
najmanje kvadratno resenje ako je

|Azo — b]| < [[Az —bl|, (z€C™).

X Je tezinskl najmanje srednje-kvadratni inverz za A sa tezinom M ako za svako
b € C™ vektor x = Xb obezbedjuje minimalnu vrednost izraza

|Az — milp, Vze Cn.

Za pseudoinverz X Lkoristi se oznaka Ayary, 11 Ay, dok se klasa takvih inverza
oznacava sa { Ay}, il sa {Ar}. Podklase ovih klasa u kojima su izdvojena regenja
Jednacine Az = b oznacavaju se sa {A; 3} , odnosno {4;}.

Teorema 3.3.6. [115] X je g-inverz od A, takav da je Xb najmanje srednje-
tvadraino refenje jednacine Az = b, za svako b € C™, ako 1 samo ako X ispunjava
uslove

AXA=A4 (AX) =
Teorema 3.3.7. [9] Za A€ C™*" ib & C™, ||Ax —b|} je najmanje za = = A3,

Obrnute, ako je X € C**™ takva matrica da je za svaki vektor b norma || Az — b]|
naymanya, tade X € A{l,3}.
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Lema 3.3.4. [115] Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
() AXA =4, (AX)'=4AX
(it) ATAX = A
(i11) AX = Ppa.
Lema 3.3.5. [115) Neka je ||z)|| = y t*Mz, M pozitivno odredjena mairica. Tada

st sledeér uslovi ekvivalening:
(i) AXA=A, (AXY'M =MAX
(ii) AMAX = A*M
(ii1) AX = Ppa).

Ako je Xb najmanje srednje-kvadratno resenje, tada je klasa najmanje srednje-
kvadratnih reSenja data sa

Xb+ (I - XA)z, z proizvoljno.

Pseudoinverz G koja obezbedjuje najmanje srednje-kvadratno resenje sistema
Az = b se oznaava sa A; kada je norma indukovana skalarnim proizvodom (-,-) ili
sa, A}E My U slu¢aju kada je norma izvedena iz skalarnog proizvoda (-, -)as (1 naziva
M-najmanje srednje-kvadratni g-inverz).

Refleksivnl g-inverz kojim se dobija najmanje kvadratno resenje oznacava se sa A, .

Teorema 3.3.8. [115] Neka je ||z|| = ||z]|pm = (2*Mz)/2, pri éemu je matrica M
pozitivno definiina. Tada je:

(1) AL =(A*MAYWA*M
(i) Ako je A € C*™ svaki {1}-inverz od A je Al
(ii)  Ako je ||z]| = (z*z)'/?, tada A, = (A*A) D A* ({1,2,%} inverz),

SledeCom teoremom uspostavlja se veza izmedju inverza ko obezbedjuju resenje
minimalne norme i najmanje kvadratnog resenja.

Teorema 3.3.9. [90], [115] Uocimo pozitivno definitnu matricu M. Tada je

(A*);(M) = [ EEM-I)] '

U radu [14] Ben Tal je izveo eksplicitnu determinantsku reprezentaciju najmanje-
kvadratnog resenja predefinisanog sistema linearnih jednaéina Az = b, pr: cemu je A
realna matrica dimenzija mxn, rangan (m > n). Koristeci dobijenu reprezentaciju,
Ben-Tal je pokazao da najmanje-kvadratno resenje lezi u konveksnoj }juscl reSenja
kvadratnih podsistema polaznog sistema, i time dao njegovu geometrijsku inter-
pretaciju. |

Teorema 3.3.10. [14] Najmanje kvadratno reienje jednaéine Az = v, 11 femu
matrice A podleie gore navedenim uslovima, izracunava se na slededt naéin:

T = Efesr;-t,n AiTi
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pri emai: '“”"*';-w
skup Fmn J€ zzgradjcn od podskupova I = {31, . ,in} kardinalnosts n sa elemen-

tima iz .sk'u,pa {1,... m} Fro={1€Fnn:det(A) #0};

A je determinanta éije vrste odgovaraju mdek.ssma. skupa I;

A = A%/ﬁ\, Ar=det(Ar), A= det(ATA),
gde je x; refenje podsistema Az = by
Najzad, £ € S = conv{z; : I € f,ﬁn

U istom radu je pokazano da i reSenje tezmskog najmanje-kvadratnog problema.
min{(Az — b)T M(Az — b) iz € R"}, pri ¢emu je M = diag(p1 - fim) dijagonala
matrica, takodje lezi u skupu S /

Od svih najmanje kvadratnih resenj_a. sistema Ax = b moze 5¢ traziti reSenje sa
najmanjom normon, saglasno sledeco) definiciji. /

Definicija 3.3.3. Matrica X je najmanje kvﬁ“dga.tni g-inverz/ininimalné norme od
A ako je X = A;,1zasvako b€ C™ je

'.J_,_,..-""

-

Xt < flsly (@€ {2+ 4z = blm <Az = Blm, (= € C))),

U mnogim primenama posmatra se uopstenje ovog problema na norme koje nisu
Euklidove:

Definicija 3.3.4. [9] Neka je A € C™*". Matrica X € C"*™ se naziva najmanje
kvadratni ¢ -inverz minimalne seminorme od 4 ako je X = A(U}™, i za svaki vektor
y € C™ je

(Xy)*M(Xy) <z2*Mz

B3 e o (A —y)'N(dz —y) < (A2 —y)'N(4z —y), (: €T}

pri ¢emu su M € C**" 1 N € C™*™ zadate pozitivno definitne matrice.

Veza izmedju Moore-Penroseovog inverza 1 najmanje-kvadratnog reSenja mini-
malne norme, koju je prvi dekazao R. Penrose [98] data je sledecom teoremom.

Teorema 3.3.11. Neka je A € C"*" 1 b € C™. Tada, izmedju svih naymanje-
kvadratnih refenja jednadine Az = b, minimalne norme je ¢ = ATb. Obrnuto, ako
je X € C**™ takve mairica da je za svaki vekior b norma Xb najmanje-kvedraino
reienje minimalne norme, tada je X = Al.

Lema 3.3.6. [115] Ako je lyll = Jullar = (" My)¥ i lofla = llzlv = (" Na)¥,
gde su M 1 N.pozitivna deﬁnitne tada su sledeér uslovi eknvalentna:

d) AXA = A XA =X, (AXTRr= MAX,] (XA)'N=NXA
(i) A*MAX = A"M, X'NXA=X'N
(111) A..X- — -PR(A) XA — PR(X}-
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Lema 3.3.7T. Akoe su M 1 N jediniéne matrice dobijaju se sledeéi ekvivalenin:
uslov:

(i) AXA=A4, XAX =X, (AX)*=AX, (XA) =XA4
(i) A"AX = A", X*XA=X"
(ili) AX = Pray XA=Ppx.

Rao 1 Mitra [115] su g-inverz koja zadovoljava uslove Leme 3.3.6. oznadili sa
A]:ﬂ. N Sto predstavlja reSenje sa minimalnom N-normom (ili seminormom) i naj-
manje kvadratnom M-normom. Kada su M i N jedini¢ne matrice, koristimo oznaku
AT izostavljajuéi indekse.

Ben Israel 1 Grevile [9] su koristili nesto drugalije oznake, i dokazali opstiju
teoremu.

Teorema 3.3.11. Neke su A € C™*", be C™, i neka su M € C™*™ N € C**»
pozitivno definitne matrice. Tada postoji jedinstvena maitrica X = AE;"E}J) € A{1,2)
koja ispunjava uslove

(MAX)* = MAX , (NXAY = NXA.
Osim toga, ”A.'L‘ — b||pr uzima minimalnu vrednost za x = Xb, ¢ za skup vektora z
reienje ¢ = Xb ime minimelnu normu ||z n.

Obrnuto, ako Y € C™*™ ima osobinu da je, za sve b, z = Y'b, takav vektor za

(1,2)

koji je ||z||n najmanje i ||Az — bl|as minimalno, tada je ¥ = Aat )

Lema 3.3.8. ({100] A;’w}N je jedinstveno ako je M pozitivno definitna. Kade su N

t M pozitivno semidefinitne tada AI‘M,N ne mora biti jedinstveno.

Teorema 3.3.12. [9], {201 Neka je A € C™*", { neka su S i T proizvolini
potprostors komplementarn: sa R(A), 1 N(A), respektivno, i neka su U € CP*»
W € C™*™ pozitivno definttne matrice. Tada:

(1) Matrica AE;’% = PT,N(A)A(I)PR(A),S je jedinstvent {1,2}-inverz za A koj
ima shiku T 1 jezgro S.

(1) Za svaki vektor b € C™, vektor z = Agifs))b je jedinstveno reSenje probleme
(3.3.1) za matrice U 1+ W koje 1spunjavaju uslove

T=U"'NAT, S=WTTIRUA™L

Obrrnuta, ako je za zadate matrice U 1 W, matrica X € C*™ {gkva da je za sve b,
z = Xb refenje problema (3.3.1), tada 76 X = AE,II{ZS)); pri cemu su podprastort T 1
S definisant kao v Lemz 9.5.7. |

Ako je T = N(A)* i § = R(A)*, tada A% postaje Al

U sledeéoj teoremi je data reprezentacija teZinskog Moore-Penroseovog inverza
matrice pomodu njene potpune rang faktorizacije, sto ée biti od velike koristi za
determinantsku reprezentaciju generalisanih inverza.
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Teorema 3.3.13. [104] Ako je A = PQ potpuna rang fakiorizacije mairice A €
Cm*" . tada je
Al n = (@N7)(Q@NT)) I (MPY P)" (MP)".

Teorema 3.3.14. Tezinski Moore-Penroseov inverz ispunjave sledece jednakosta:
(A;J,N)T = (AT)LI,N;

(AL,N)L-lM*l = 4; |

M~1(A}, \)TATMA = ANAT (A}, y)TN71;

NAT(Aly N)TN Ay y = Alyy =AM (Al N)TATM;

ALy w1 (A )T = (ATA) )y v

(Aly nA)? = Ay vA 1. Al v A je idempotent;

Aly = A7! ako je det(A) #0;

(A )y, = M Ay N

(UAY)RI,N = YTARLNUT, ako su U 1Y unitarne 1+ ako N komutira sa Y, 1 M

komutira sa U, |
A v=SAyy A=Y AGAMAT = AiNA; =0, i#j;
A, ATA, ALN, AL‘,NA imaju rang jednaek tragu AR{,NA*

Aproksimativna svojstva generalisa.nih.inverza, mogu se detaljnije prouéiti u {3].
4. DRAZINOV PSEUDOINVERZ

Definicija i osobine Drazinovog inverza

M.P Drazin [34] je uveo pojam Drazinovog inverza za semigrupe.

Definicija 4.1.1. [41] Neka je § semigrupa (asocijativni psten). Element a € S je
z — pseudoinvertibilan ako postoji element z € § takav da vazi:

1 . . .
a™tly = a™ za neki prirodan broj m,
ax® =z,

ar = za.

U tom sluéaju se kaze da je z pseudoinverz elementa a.

Teorema 4.1.1. Neka je § semigrupa (asocijativni prsten) 1 a € S njen proizvoljan
element. Tada a tma najviie jedan pseudoinverz u S. Osim toga, ako pseudoinvers
za a postoji, on komutira se svakim elemeniom iz S kojt komutira se a.
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Definicija 4.1.2. Najmanji prirodan broj m za koji vazi a™*lz = a™ naziva se

indeks elementa a 1 oznacava se sa indA.
Ako element a nije pseudoinvertibilan uzima se ind4 = oo.

Drazinov pseudonverz za kvadratne matrice je specijalan sluéa) Drazinovog pseu-
doinverza definisanog za elemente semigrupe 1l asocijativnog prstena.

Definicija 4.1.3. Drazinov pseudoinverz matrice 4 € C**" je jedinstvena matrica
A, koja ispunjava uslove

(1¥) A*1A; = A* za neki prirodan broj ,

(2) A(4g)* = A,

(5) AAg = Aq4A.

Neophodan pojam u prou¢avanju Drazinovog inverza jeste indeks kvadratne ma-
trice, koji se izucava u sledecoj teoremi:

Teorema 4.1.2. Za A € C**" sledeéa tvrdjenja su ekvivalentna:
(1) indA = k.
(ii) k je najmangi prirodan broj za koji vazi A¥T1 A, = AF.
(iii) k je najmangi prirodan broj ze koji je rang(A*) = rang(A¥+1),

(iv) Matrica A tma O-vektor stepena k, ali nijedan O-vektor stepena veéeq od k.

Za Drazinov inverz matrice A Cij1 je indeks 1 koristi se naziv grupns: inverz matrice
A, oznacava sa A¥,

Sledece dve teoreme sadrze osnovne osobine Drazinovog inverza. Dokazi se mogu
naci, na primer u {9] ili {20},
Teorema 4.1.3. Zea kvadrainu matricu A dimenzije n i m, ! € N vazi:

1) AAy)™ =A™ zam >0, —m > indA4;

(ii) A™(Ag) =A™, 2¢ 1> m > 0Q;

(i) (A%) = (40)";

(iv) (A7) = (Ad)";

(v) (ADa=(42)", zal€N;

(vil)  inddg =11 (A7 = A%A4y;

(viii) (Ag)a = A ako 1 samo ako je ind4d = 1;

(ix)  ((Aa)a)y = Aa;

(x)  Aq(A)™ = AA,.
Teorema 4.1.4. Neka je A € C*" i indd = k. Tada za svako [ > k vaze sledea
turdjenja: .- | |

(i)  indA' =1 i (AH* = (4,

(1)  rang(Ag) = rang(A"), R(42) = R(4") i N(44) = N(A);
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(i) R(Ah) @ N(4") =C";
(iv) AA4 = AgA je idempotent i projektor na R(AY) duz N(AY.
U sledeéo] teoremi su sadrzane najvaZnije osobine grupnog inverza.

Posledica 4.1.1. Za kvadrainu matricu A dimenzije n, takvu da je indA =1 vazi:

Q) (AT = (4r)

i) (AT)* = (4%)";

(1) (AF)¥ = 4;

(iv) indA!=1:i(AN)¥ = (A#)!, za svako l € N;

(v) rang(A¥) = rang(A), R(A*) = R(A) i N(A%) = N(4);

(vi) R(A)® N(4)=C" |

(vii) AA#* = A* A je idempotent i projektor na R(A) duz N(A).

Grupni inverz X kvadratne matrice A, ako postoji, jeste jedinstveni {1, 2}-inverz
koji je R(X) = R(4) i N(X) = N(A), tj. A#* = AR ni4- Koristedi Af =

(1,2) .
A4y, N(A*)’ dobija se

Teorema 4.1.5. A¥ = AV ako i samo ako je matrica A rang-Hermitska, 1).

R(A) = R(A").

Erdelyi [37] je dao reprezentaciju grupnog inverza pomocu Jordanove kanonicke
forme.

Teorema 4.1.6. Neka A ima indeks 1, i neka je A =T JT Jordanova kanonicka
reprezentactja za A. Tada je

A = TAIT = T71J*T.
U sledeco] teoremi je data reprezentacija Drazinovog inverza pomocu {1}-inverza.

Teorema 4.1.7. Ako je A € C**" i indA =k, tada je za svako [ >k, I e N
A, = Al (Afﬂ)(l) Al
Teorema 4.1.8. Neka je A € C*™", ¢ neka je niz mairica A = P1Qy, Q1P =

Py, QP = P3Qs,..., tekav da je P;Q); potpune rang-faektorizaciyya matrice
Qi1 Pi—1, 1 = 2,3,.... Tada, za neki privodan broj k, ily (QkPk)'"l postoji, 1l
j¢ Qe Pr = 0. Ako je k € N najmangi broj za koji to vaZi, tada je
ind4 = { s (QxPx)™" postoyi
k+1, QrPr=0.

Ako (QxPi) " postoji, tada je rang(A*) jednak broju kolona matrice Py 1 broju vrsta
matrice Q. Osim toga, R(A¥) = R(P,Py... P), N(A*) = R(QxQi—-1--- Q1) ¢

Ad — P}-PL% .o ...P;;-(LQ&;FP;:)._#(&_*_I) Q_k_Q:k__}g_ L. QI;' (Qkpk)—l pGStOji
L O, Qi i = 0.

Iz poslednje teoreme sledi uslov egzistencije grupnog inverza kao 1 jedna njegova
reprezentacija, podesna za numericki rad.



Uvod 19

Posledica 4.1.2. [9] Neke je A kvadraina matrica, sa potpunom rang fakiorizaci-
jom A = PQ. Tada A ima grupn: inverz ako 1 samo ako je QP nesingularna, 1 u
tom sluéaju je

A* = P(QP)7*Q.
Campbell i Meyer [20] su u sledecoj teoremi izuéavali Drazinov inverz proizvoda

Teorema 4.1.9. Za A € C**® vazr
BaAy4, AB = BA
(AB)4 = { )
A(BA);B, AB # BA.

Cline je u [23], [24] proudavao "stepene” inverze kvadratnih matrica. Osnovni
rezultati iz tog rada su slededi.

Teorema 4.1.10. Za matricu APE C**"* takvu da je indA =k, vazi
(i)  Ag= A (42)7 45
(i) AAg = A* (42%)7 45
(i)  Ad(4a)t = 4% (4%), (4a)' A4 = (4%)" 4%
Definicija 4.1.2. Matrica A se naziva FP matrica ako je AAT = ATA.
Teorema 4.1.11. A; = A' ako i samo ako je A jedna EP matrica.

U sledecoj lemi (Grevile [64]) Drazinov inverz je izraZen pomodu minimalnog
polinoma kvadratne matrice. |

Lema 4.1.1. Neka je za matricu A € C**" polinom Q(t) definisan sa
) = et [ tq(t)], 0,

gde je m(t) minimalnt polinom matrice A. Drezinov inverz za A je

Ag = AF [g(A)*T

4.2. Spektralni i kvazi-komutativni generalisani inverzi

Spektralni generalisam inverzi poseduju odredjena spektralna svojstva, koja ne
posedisje Moore-Penroseov inverz. Ova spektralna svojstva se definidu pomoéu po-
jma A-vektora. Neka je A € C"*", 1 neka je A karakteristi¢na vrednost za 4. Vekior
z, rakav da je |

(A-ADPz =0, (A-ADP1z+#£0,

gde Je p pozitivmi ceo broj, naziva se A-vektor za A stepena p.

Definicija 4.2.1. Za fiksirano A, prostor generisan svim A-vektorima zove se A-
prostor od A. Prostor generisan svim A-vektorima za sve sopstvene vrednosti A #£ 0
zove se glavni nenula prostor od A, za razlika od glavnog nule prosiora od A,
generisanog svim glavnim vektorima koji odgovaraju sopstvenoj vrednosti A = 0.
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Definicija 4.2.2. Za dve kvadratne matrice se kaZe da su jedna drugo} spektraln:
inverzi ako su jedna drugoj {1,2}-inverzi i ako imaju isti glavni nenula-prostor 1 isti
glavni nula-prostor.

Definicija 4.2.3. Matrice A1 X su jedna drugoj S-inverzi, ako za svako A € C1za
svaki vektor z vazi da je z A-vektor od A stepena p, ako i samo ako je z At-vektor

od X istog stepena p.
Ako ovo svojstvo vazi za svako A # 0, a za A = 0 O-vektori nisu ist1 za A1 X,
onda se 4 1 X zovu S'-inverzi

Glavnu ulogu u teoriji spektralnih inverza odigrala je sledee leme

Lema 4.2.1. Neka za A € C™*", matrica X ispunjavae uslove (1), (2) 3
(2%) X AR = AF,

za neki prirodan broj . Ake je A nenula karakieristiéna vrednost, za A asocirana
sa \-vektorom z stepena p, tada je A~ karakteristi¢na vrednost, za X asocirana 3sa
z, koji predstavija glavni vektor za X stepena p.

Lema 4.2.2. Neka mairica X prdstavija resenje jednaéina uslove (1), (2) ¢
(lk) | AH'IX:A"',
za neki prirodan broj l. Tada je svaki glavni vektor za X asociran sa 0 takodje

glavnt vektor za A asociran sa 0, ali u opStem slucaju ne 1stog stepena.

Regenje jednaéina (1), (2) i (2¥) se naziva levi slab spektralni inverz za A, oznagen
sa A¥, dok se reSenje jednaéina (1), (2) i (1¥) naziva slab desni spektralni inverz za
A, 1 oznadava sa A,,.

Teorema 4.2.1. Proizvoljan spektralni tnverz je istovremeno levi 1 desni slab spek-
iraln: tnverz.

Definicija 4.2.4. (I.Erdely:[38]) Kvadratne matrice A1 X su jedna drugoj kvazi-
komutativni inverzi ako ispunjavaju jednaéine (1), (2) 1 jednacine

(5%) AR X = X A% |

(6%) X*4A = AXF,

za nekl pozitivnl ceo broj k.

Veza izmedju kvazi-komutativnih 1 spektralnih inverza data je u [159]

Teorema 4.2.2. Potreban i dovoljan uslov da A 1 X budu jedne drugoy kvazi-
Lkomutativnt inverz: jeste do A 1 X budu jedna drugoy spekiralni inverzi.
Teorema 4.2.3. Zao kvadraine matrice A 1 X su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(1) At X sujedna drugoy spekiraln: inverzi;

(i) A v X sujedna drugoj kvazi-komutativni inverzi,

(ii1) A 1 X su jedna drugej istovremeno i levs 1 desni slabs spekiralnt inverz.



U ovoj glavi su opisane tri razliCite reprezentacije generalisanih inverza:

1. Determinantska reprezentacija generalisanih inverza;
2. Reprezentacija generalisanih inverza pomodu Jordanove kanonicke forme ma-
trice;
3. Reprezentacija generalisanih inverza pomocu racionalne kanonicke forme ma-
trice.
4. Reprezentacija generalisanih inverza blokovskih matrica.

1. OPIS REZULTATA
1.1. Determinantska reprezentacija

Pod determinantskom reprezentacijom generalisanih inverza matrice A podra-
zumevamo izraéunavanje elemenata tih inverza pomodu minora matrice A. Prob-
lem determinantske reprezentacije generalisanih inverza razmatran je jo§ u prvim

21
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radovima Moorea [92]. Arghiriade i Dragomir su 1963 izveli determinantsku rep-
rezentaciju Moore-Penroseovog inverza za matrice potpunog ranga [6]. Uopstenje
tog rezultata na matrice nepotpunog ranga dao je R. Gabriel 1965 [40]. On je kas-
nije uopétio svoj rezultat posmatrajuéi generalisane inverze u razli€¢itim algebarskim
strukturama {41], [42], [¢3]. Bapat, Rao i Manjunatha su u novije vreme prouéavali
determinantskn reprezentaciju generalisanih inverza u integralnim domenima [§],

(16], {102], {103].
Sledi kratak opis glavnih rezultata iz pomenutih radova, koji se odnose na komp-

leksne matrice.

Moore je u [92], [93] uveo sledede jednakosti, kojima se element a:;'j matrice A7
predstavlja u obliku razlomka sume determinanti.

Teorema 1.1.1. Za A € CT**", (1,7)-t1 element inverza AT je dat sa
> AGRIYA(R )

I:?.{h#'{‘.l‘
‘I’ _ 12 <-«-‘<Jr

(1.1.1) al. - |
Fi ... S, 13 e ty
31<;<3,. A( . tr ) A (31 3,.)
6 <...<t,

Problem da se definise Moore-Penroseov inverz pomodu opsteg algebarskog kom-
plementa prvi put je razmatrao Arghiriade. Arghiriade i Dragomir su u [6] ge-
neralisali pojam algebarskog komplementa i izveli determinantsku reprezentaciju
Moore_-_l?en_i;psem{g}g_j__pgquoinversg. za matrice potpunog ranga. U tom radu nisu

citirali Mooreov rezultat.
Teor?ma 1.1.2, Za zadatu'mci:tm'cu potpunog ranga A € C™*"™ generalisani alge-
barsk: komplement odgovarajuéi elementuy a;j, jednak je sa
Bre G Bm )3\ g s ) m < n
(1.1.2) AL‘ = { Pr<<Bm B bl |
Z A ﬂil &“ ,..n)Aij(ﬂil e B aﬁ): n <m.
a1 <...<i<...<ap, |

5 Z(I...m)A(l.“m <

B ... Bm B1 . B ] m s n,

(1.1.3) IIA” _ J] 1£A1<..<fm<n B 1 1
o1 ... Qp -. Op

1<a1 <., <a <mA( AT W), n<m,

Norma za A je

dok je (z,7)-t element Moore-Penrosecovog inverza At =

{ A*(AA*)™Y, m <n,
(A*A)"1T4*, n<m

jednak |
t_ L 4t 1<ign
W Ayt (u_:.f:;m) '-
U [41] R. Gabriel je dobio isti rezultat, uvodeci eksplicitnu formulu za (i, j)-ti

A adi(44%) | adi(4"4)- A"
det(AA*) det(A*A)

element matriénog izraza

rezultat (1.1.2).

, 5to predstavlja
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U [40] je pokazano da determinantska reprezentacija Moore-Penroseovog inverza
moZe biti generalisana na proizvoljnu matricu, te je na taj nacin ponovo izvedena
determinantska reprezentacija uvedena od strane Moorea. U tom radu je koriscen
veoma komplikovan, sedmostrani dokaz. Njegovo poboljsanje je usledilo u [43].

Teorema 1.1.3. Element na i-toj vrsti j-toj koloni Moore-Penroseovog pseudoin-
verza date matrice A € C™*™ moze da se reprezentuje pormnolu kvadratnih mainora

na slededi nacéin:

Ceng e MG ) A G 1 E)
(114) o = 2 _ 15m<<ardm
I > A IDAG T

1< <. <bp <
1< <...<yrEm

Matricu sa elementima jednakim AL- oznacavamo sa adj'(A), 1 nazivamo gene-
ralisana adjungovana matrica za A. -

U [41], [42] je R. Gabriel definisao pojam generalisanog algebarskog komplementa
1 matriénih normi razli¢itog reda, i to za matrice sa elementima iz proizvoljnog tela.
U radu [42] on je uveo pojam karakteristi¢nog ranga r, < r za matrice sa elementima
iz nekog tela, kao najveéa dimenzija kvadratnih minora u (1 —4) za koje je imenilac
- tog izraza razli¢it od nule. |

U radu [44] R. Gabriel je dao reprezentaciju Moore-Penroseovog inverza kao
a.dJJEIltEl. koja je ekmvalentna. n_]egovm determmantskm reprezentaciji.

- Lema 1.1.1. Uopstent inverz At kompleksna matrice A € C™*™ ranga v moZe se
predstaviti keo gradijent, prema formuli

(a1 = (Vs +i9,) VRTAD)

Z=A

0 0
V. = : _
* [3$kj] -y [3!;&;']

predstavijaju gradijenta realnih i imaginarnih delova matrice Z.

pri cemu je

Gabriel 1 Hartwig [44] uveli su gradijentnu reprezentaciju Drazinovog inverza.

U radu {108] Radié¢ je uopétio Arghiriade-Dragomirovu reprezentaciju Moore-
Penroseovog inverza, koja je opisana u Teoremi 1.1.2. Radi¢ je, u ovom radu,
generalisani algebarski komplement elementa a;;, definisao sa

zk T f U eee -av aes ™m 1 ... een oaa m
¢} oA <E<ﬁ (4) (ﬁl i d o B )A‘J (m wF e ﬁm)* m < n,
(1.1.5) Al,= -
> @F (g i (w ), nm,
ﬂl'(--v(:ﬂn

a normu od A sa
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. 1
A)gk_l(l...m)A(l...m) mgn,
lﬁﬂu‘i;{ﬂmgn( Br ... Bm Br - Bm [}
' 1
X @F(T AT ), nsm,
1<o; <...<ap,<m _
U pomenutom radu, Radi¢ je dokazao: ako je Axr = b nekonzistentan sistem,
m =n+1, gde je n = rang(A4}, 1 v = [v1,...,vn] predstavlja vektor Az — b, tada

je vZ¥ 4 ... 4+ v2F minimalno za = = Xb, pri ¢emu je X generalisani inverz uveden

sa (1.1.5) i (1.1.6).

(1.1.6) [lA]l =

Berg [15] je uveo determinantsku reprezentaciju Moore-Penroseovog resenja li-
nearne jednacine Az = b, A € C**" b € C". U tom cilju uvodi se nekoliko

oznaka.

Sa p = {p1,...,pr}, ¢ = {q1,... ,¢r} oznaéimo multiindekse u kojima je 1 <
<...<ppS<mi1l1<g <...<q<n. Tadat € q oznacava da je 1 = ¢; , za
neko k. Zatim, za matricu A = (a;;) woéimo sledeée minore:

pA = () €C™, Ay = (aig;) € C™, A, = (apg;) € .

Za determinantu kvadratne matrice A koristi se oznaka det(A) = |4]. Konaéno, sa
A;|z] oznatava se matrica €ija je ita kolona zamenjena vektorom z.

Teorema 1.1.4. :-ta komponenta Moore-Penroseovog reienja z = A'b jednadine
Ax = b ima sledeu determinantsku reprezentaciju:

2. [pAqllpAig[p2]]

_ P9 :

' 2 lpAqg?
71

! i
pri emu ) oznalava sumiranje po svim multiindeksima P,q z2a koje jet € gq.
2.q

U cilju dokaza i interpretacije tog rezultata posmatra se potpuna rang faktor-
izacija A = BC matrice A i uvode sledeée oznake:

ﬂ=§|p3l2= By =glBI*, v=XIC1*, 7 =1lC,
q

Tada je
3 E [pAqlzlpAiq[Pz” ¢ (p.9)
i = fﬂ“ﬂp-‘iq, = Eqﬂp7?$i ’ >
.4 P

pri ¢emu je :cgp’q) = lp‘i‘i[:z]' reSenje podsistema , A4, =, z u slucaju |[pA,| £0. U

slucaju A4 = 0 je fpy, = 0, tako da singularni podsistemi ne uti¢u na vrednost
re3enja polaznog sistema.
> obzirom da je 58, =1, Y.4,=1, dobija se sledeéa posledica:
P q
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Posledica 1.1.1. Moore-Penroseove refenje x' linearnag sistema Az = b moie se
1zrazitt kao konmveksna kombinacya

3;1' - Zﬂpa)/qm(f’ﬂ)
P,

resenja r-dimenzionalnih podsistema polaznog sistema.

U sluéaju C = I, tj. A = B (tj. kada je matrica potpunog ranga kolona} na ova;
naéin se dobija interpretacija najmanje-kvadratnog reienja linearnog sistema.

Ben Israel {12] je uveo alternativnu determinantsku reprezentaciju reSenja mini-
malne norme. Malom modifikacijom dokaza, u [158) je pokazano da ovako predstav-
ljeno redenje obezbedjuje i najmanje srednje-kvadratno reSenje u slucaju nekonzis-
tentnog sistema. Na ovaj naéin je dobijena determinantska reprezentacija najboljeg

aproksimativnog resenja r = ATh.
Teorema 1.1.5. [12], [158]) Za A € C**™, refenje minimalne (Euklidove) norme 4
najmanje srednje-kvadratino refenjye x, sistemna hinearnih jednaéine Ax = b dato je,

pokomponentno, sa

A(3—b) U
det {V"‘(j—m) o}
T; =

det[AU} ’

j€{l,...,n},
v* O '

gde je

U € C™*(m=") neka matrica &ije su kolone bazis za N(A),

V e Cv*(n=") neka matrica cije su kolone bazis za N(4),

V*(y ~—>0) je matrica V* 3a j-tom kolonom zamenjenom sa 0, 1 A(j — b) je A
sa j-tom kolonom zamenjenom se b, | :

O je nula-matrica odgovarejuée velicine (konkretno (n —r) x (m —r)).

Sli¢no vazi i za teZinsko Moore-Penroseovo resenje.

"Teorema 1.1.6. [58] Neka je A € C™**, neka su S € C™*™ 1T € L pozitavno

definttne, 1 neka su U € C:fs_m-r) 1 V € C::ff.“hr) matrice ¢ije kolone formiraju

‘baze za N(A*) i N(A), respektivno. Tada resenje mimimalne (T)-norme 1 (S)-
najmanje srednje-kvadratno reienje z sistema Az = b tspunjava uslove

z € TT'N(A), y— Az € STIN(A"),

A(j—b) SU
det {V*i‘?(j-—ru) o ]

det [ V’}T S_(;U ] ’

T = je{l,...,n}.

U [59] je izvedena determinantska forma za jedinstveno redenje konzistentnog
linearnog sistema Az = b, = € M, koje se redukuje u klasitna Kramerova pravila
ako je A nesingularna. Takodje, u ovoj reprezentaciji Je sadriano, kao poseban
sluéaj, i redenje minimalne norme za sistem Az = b, koje je uveo Ben Israel [12].

Za datu matricu 4 € C™*" definisani su slede¢i skupovi:

NAA)={M: MBNA) =C"}; R(A)={M: M@R(A)=C"}.
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Teorema 1.1.7. [59] Neka je A € C"*", M € N.(A) 1+ § € R(A). Neka je U

matrica ¢ije su kolome bazis za S, 1 V matrica od baznih vektora za M~+. Tada je

refenje sistema Ax = b dato, pokomponentno, sa
A(j—b) U

_ det [V*(jj—ﬁ}) 0]

. ST [AG]

U slucaju M = R(A") 15 = N(A™) ova reprezentacija se redukuje na Kramerova
pravila za reSenje minimalne Euklidove norme konzistentnog sistema Az = b, a ako
je A nesingularna, ona se svodi na klasi¢na Kramerova pravila.

Teorema 1.1.8. [58] Naka 4 € C™**, b € R(A), 1 neka je S € C**™ Hermit-
ska pozilivno definisana matrica. Relenje minimalne S-norme (jiz||s = Vz*Sz)
konzisteninog sistema Axr = b dato je, pokomponentno sa (1.1.7), pod uslovom da
je matrica V izabrana kao matrica baznih vektora prostora ST1R(A*).

j€{1,...,n}.

1.2. Generalisani inverzi i Jordanova forma

Reprezentacija generalisanih inverza pomoéu Jordanove forme izuéavana je u
vecem broju radova {35}, [37], [47], [T1], [74], [136], [141], kao i u monografijama [9)],
[20], [115]. -

Shodno opisu Jordanove kanonicke reprezentacije, koji je dat u Teoremi 1.3.5. u
uvodu, Jordanova matrica J se moze, bez umanjenja opstosti, predstaviti u obliku

J ... O 0O ... O\

llllllllllllllllllllllll

120J=1 0o ... 0 J. ... 0|90 .00L8Jnme.. &/,
oG @JP .
gde su Jy,... , Jq invertibilni blokovi, a J41,... , Jp neinvertibilni blokovi.

U vecini radova matrica A se predstavlja pomocu transformacije sli¢nosti A =

TJT™!, gde je 7 = (g ) blokovska 2 x 2 matrica. Blok R je regularan, t]

sastavijen od regularnih Jordanovih blokova, a blok N nilpotentan, tj. sastavljen
od nilpotentnih Jordanovih blokova.

Moore-Penroseov inverz Jordanove matrice J, koja je opisana u Teoremi 1.3.5.
iz uvoda je [37]

Jo..o0
gt=| 0 J..0
0 0 .. J!

U [20] je data reprezentacija veéeg broja generalisanih inverza pomoéu Jordanove
kanoniéke forme.

Definicija 1.2.1. [20] Neka je A € C**™ i ind(A) = k.

Tada je B slab Drazinov inverz za A, u oznaci A%, ako
(2k) BA¥1 — Ak.
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B je projektivni slab Drazinov inverz za A ako ispunjava jednaéinu (1¥), tj. jedna-
cinu AFF1B = A i

(p) R(BA) = R(AAa).
B se naziva komutativni slab Drazinov inverz za A ako ispunjava (1¥) i

(c) AB = BA.

B se naziva slab Drazinov inverz minimalnog ranga za A ako ispunjava jednacinu

(1%) 1
(m) rang(B) = rang(Aq).

Teorema 1.2.1. [20] Pretpostavimo da je A € C**", ind(A) =k, 1dajeT € Crxn

nesingularna mairica takva da je

TAT"lzJ:(gg), R je reqularna, N* =0.

o) B predstavljo Drazinov inverz za A eko i samo ako je

TBT-! = (fg‘ g) .

b) B predstavija (2¥)-inverz za A ako i samo ako je

TBT! = (Rﬁ;l ;,{) , X,Y proizvolyno .

¢) B predstavija (m,2%)-inverz za A ako i samo ako je

TBT ! = (Rél g) . X proizvolno .

d) B predstavlja (p,2%)-inverz za A ako i .sam;_é ako g€

TBT ! = (R[; if) , X proizvoljno YN = 0.

e) B predstavija (c, Z.k)-inverz za A ako i samo ako je

TBT™! = (Rg 2) YN = NY.

f) B predstavlja (1,2%)-inverz za A ako i samo ako je

TBT' = (%' X)), XN=0.

¢) B predstavlja (2,2%)-inverz za A ako i samo ako je

TBT“1=(R¢;§), YNY =Y, XNY =O.

U [35] Englefield je izudavao reprezentaciju komutativnih inverza pomodcu Jor-
danove transformacije slicnosti.

Teorema 1.2.2. [35] Matrica X ispunjave sistem matricnih jednacina

(1) AXA=4 (2) XAX=X
(5%) AFx =x4F  (6%) AXF=X*A

= (%2):

ako t samo ako je
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gde je NZN =N, ZNZ =Z, N*Z = ZN* 1 Z*N = NZ*.

U [125] Sibuya je izucavao reSavanje matriéne jednacine (1%) pomoéu Jordanove
kanoniéke reprezentacije. |

Teorema 1.1.3. [125] Neka je A € C*™", ind(A) = k1T € C**" nesingularna

matrica takva da je

TAT =J=(§3), Rjeregulorna, N*=0.

"

Usloy A¥1X = A% ekvivalentan je sa

X =T (R);I g) ., X,Y proizvolimo .

Navedenim reprezentacijama generalisanih inverza nedostaje efektivnost, tj. ne-
ophodno je da se tacno odrede elementi blokova X, Y, Z.

U [47] je posmatrana reprezentacija matrice J u obliku (1.2.1), kao1 odgovarajucéa
particija matrice Z = TXT~!. Na taj naéin, u [47], resavajudi jednagine (1) i (2),
dobijeni su sledeéi rezultati:

Teorema 1.2.4. Ako je A= T"YJT Zordanova kanonicka reprezentacija matrice
A € C**", i matrica X € C"*™ ispunjava prve dve jednaéine Penroseovog sistema
(1) — (4), tada matrica Z = TXT ! ispunjeva jednacine

(J1) ZJZ=2Z (J2) JzZI=1J
1 mozZe da se predstavi u obliku
J75 0 ... 0O Zigyr .- 2y
0 J;l awon 0 Zgjq-.l.]_ . % = ZQP
1.2.2) g e o SR 'j;—'l ..... Z”+1 s “Z'q:p |
Zat1,12g41,2 ---Zgt1,q4  Lg+1,9+1 Zq+1,p
ZP:1 ZP2 Zp,q Zp.q+1 ' Z;;P

Osim toga, blokovnt Z, g 1spunjavaju sledeée uslove:

(21) JiZuJi=Ji; (1=4q+1,...,p)

(22) Z,‘jJJ'=@; (izl,...,q;_ qu—l—l,..,,p)
(1.2.3) (23) JiZi;j=0; (@=g+1,...,p5 j=1...,q)

(Z4)  JiZiJ; =0 (Izq-"l""’pf j-=q+1,...,p;)’
1 £ g

Jo €CMeXMe (a=1,...,p), Zag€Cme>ms  (a=1,...,p; B=1,...,p)

Na kraju, v istom radu, reSavajuéi sistem (Z1)-(Z4), dobijens su sledeér oblic
blokove Zy g: |
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if
0 0 21, m;
o ] ) 1=1,...,q .
(€1) Zi=1}0 .. | 0 zgim; [ (=awiillp):
0 0 27 m,
] 1] i)
11 *12 21, m; ot
(C2) Ziy=[ 0 0O 0); (5507);
3 SR SEIEETREE 5
(1.2.4)
H g g u[;j
00 .. .
N E R ]
. ~ 00 ..0 0
3 ; — 0 0 ...0 i
( ) g+t,9+] 100 “0
0 1 ...0 O . 1= 7,
00 .. 1 0

gde je uj; = Z (z‘f';:f_l mzf";f) zl’f,;tj ,
gde zgg predstavlia (a, B)-ts element v bloku Z, 5.

Potrebno je poznavanje reprezentacije {1} inverza, koja proizilazi iz (47]. Jedna-
éine (C1) 1 (C2) ostaju, a (6'3) se za.men_]u_]e sa

ij  ij ij 5
3113’12 cer 2 mJ -1 2 T .
0 O l-? I:_q-l_l'!"'lp
0 ... ermj y ‘?:q-t;__,'... WP .
........................... L
00 0 2 ’
my,my
1.2.5 4 Z,‘ — 1] _t7 £} 13
( ) (€4) ! f11712 00 FLmi-1 2Lm,
1 0 ... 0 Z;Jm_ (:-—-q+1 vea s P
o J=q+1,... p) .
'J 3 ? ]
0 1 0 ZS,ml 1"‘“3
% & g & & = 5 4 & ¥ =2 4 = & § ¥ w o oa 4 & =un & :‘:?‘" [ ]
0 O | A=

U vezi determinantske reprezentacije, ova) rad sadrzi sledece rezultate, po pog-
lavljima:

U poglavlju 2.2. izuéavaju se determinanti pravougaonih matrica 1 induko-
vanih generalisanih inverza, uvedenih u radovima M. Radi¢a, M. Stojakovica 1
V. N. Joshia. Pronadjena je veza izmedju Radievog i Stojakovi¢evog, odnosno
Joshievog inverza, kao 1 njthova povezanost sa determinantskom reprezentacijom
Moore-Penroseovog inverza [143].

U poglaviju 2.3. je izvedena determinantska reprezentacija Moore-Penroseovog
inverza, pomoéu potpune rang faktorizacije i poznatih rezultata za matrice pot-
punog ranga (135]. Takodje, u ovom poglavlju se izuéava jednostavna derivacija za
Moore-Penroseovo resenje sistema linearnih jednadina.
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U 2.4 su uvedene determinantske reprezentacije {1, 2}, {1,2,3} i {1, 2, 4}-inverza.
Ovo je omogudéeno koriséenjem, pored matrica P i Q) iz potpune rang faktorizacyje,
dve matrice Wy 1 Wy koje ispunjavaju odredjene uslove, i uz korisenje tehnike
za izvodjenje determinantske reprezentacije Moore-Penroseovog inverza. Ovo je
predmet radova [132], [135]. |

Determinantska reprezentacije tezinskog Moore-Penroseovog inverza 1 odgovara-
juceg resenja za sistem linearnih jednaéina razmatrana je u 2.4., odnosno u [132].

U poglavlju 2.5. je uvoden opsi oblik determinantske reprezentacije za klasu
{1,2} inverza {140].

U poglavljima 2.6. 1 2.7. uvedene efektivne reprezentacije pomocu Jordanove
kanonicke forme za slabe k-komutativne inverza, za spektralne generalisane inverze,
kao i za Moore-Penroseov inverz. ) Drugim redima, pomocu Jordanove kanonicke

forme resavane su jednaéine (1), (2), (3), (4), (1¥), (5%), (6%).

Osnovni cilj ovih poglavlja jeste izvodjenje efektivne reprezentacije za general-
isane inverze pomoéu blokova Jordanove kanonicke forme. U implementaciji tog
cilja koriséen je princip iz rada [47]. Takodje, u poglavlju 2.7. prvi put su resavane
jednacine (3) i (4) pomoéu Jordanove kanonicke forme. Za sada je pronadjen veci
broj relacija izmedju blokova matica J, Z 1 TT". '

Ovakva ideja je iskoriséena za reprezentaciju generalisanih inverza pomo¢u drugih
kanonickih formi. U poglavlju 2.8. opisana efektivna reprezentacija generalisanih
inverza pomo¢u racionalne kanonicke forme.

U poglavlju 2.9. je izuavana fepfezehté,éijaf;"jgéneraliéa;hih' inverza u blokovsko]
formi, tipa 2 X 2. Za svaku od blokovskih reprezentacija polazne matrice pronalazi
se odgovarajuéa potpuna rang faktorizacija. Zatim, polazeéi od Radiéeve reprezen-
tacije klase {1,2} inverza [105] dobijena je efektivna blokovska reprezentacija klase
{i,j, k} inverza, Moore-Penroseovog, tezinskog Moore-Penroseovog, kao 1 grupnog
inverza. Dobijene reprezentacije su efektivne, i podesnije za izra¢unavanje u pored-
jenju sa do sada poznatim. Za njihovo izracunavanje koriste se metode obicne
inverzije, a ne metode za izratunavanje Moore-Penroseovog inverza, §to je bilo
potrebno za poznate blokovske reprezentacije u [164]. Takodje, pozitivna osobina
dobjenih blokovskih reprezentacija je njihova jednostavna generalizacija. Koristeci
ovo svojstvo, za svaku blokovsku dekompoziciju matrica pronadjena je opsta forma
blokovske reprezentacije. Kao potvrda dobijenih rezultata mogu se uzeti poznate
blokovske reprezentacije generalisanih inverza, kao §to je Robertova reprezentacija
grupnog inverza {119] ili Ben-Israelova reprezentacija {1}, {1,2,3} i {1,2,4} inverza
blokovskih matrica [9].

Pored reprezentacija ovakvog tipa, u literaturi se mogu sresti i reprezentacije
generalisanih inverza pomoéu blokovskih oiviéenih matrica, reprezentacije bazirane
na minimalnom i karakteristi¢nom polinomu matrice, kao i reprezentacije bazirane
na razli¢itim matri¢nim faktorizacijama (pored potpune rang faktorizacije). Ovi
problemi se mogu razmatrati u vise matenatickih disciplina: numeri¢koj analizi,
linearnoj algebri 1 algebri.



2. DETERMINANTE PRVOUGAONIH MATRICA
I DETERMINANTSKA REPREZENTACIJA

2.1. Uvod

Predmet ovog poglavlja jesu determinante pravougaonih matrica i njima induko-
vani generalisani inverzi, uvedeni u radovima M. Stojakovi¢a, M. Radica i V.N.
Joshia. Dokazana je ekvivalencija Stojakoviéeve 1 Joshieve definicije generalisanih
inverza. JIzucava se veza izmedju ovako uvedenih uopstenih inverza sa Moore-
Penroseovim inverzom i {2, 7, k} generalisanim inverzima. Uvodi se njihova genera-
lizacija, koriséenjem minora ¢éije su dimenzije manje od ranga matrice. Glavni cilj je
da se pronadje korelacija Radicevog, odnosno Stojakovicevog inverza sa poznatom
determinantskom reprezentacijom Moore-Penroseovog inverza.

Ovi problemi su izuéavani u radu [143].
Teorema 2.1.1. [6] Neka je A € C™*" matrica potpunog ranga.
Ako je rang(A) =m < n sistem - |
(2.1.1) | - AX=I, ; (XA)'=XA
ima jedinstveno refenje X = Al
Sli¢no, ako je m > n = rang(A), sledeéi sistem ima jedinstveno resenje X = At:

(2.1.2) XA=1, ; (AX)* = AX.

Teorema 2.1.2. [105] dke A € C™*"™ ima potpunu rang fakterizaciju A #-PQ,
(P e C**7, (Q € C*™), i ako su Wy € C**" i Wy € C™™™ matrice koje ispun-
javeju uslove rang(QWy) = rang(W, P) = rang(A), tada vazi:

At = @*(QQ")}(P*P) P = QP!
A{1,2} = {Wy(QW1)(WoP) W, = Q1 P71}
A{1,2,3} = {(W1(@W1) ™ (P*P)"'P* = Q;' P!}
A{1,2,4} = {Q*(QQ*) (W P)"'W2 = Q'F'},

gde P predstaﬂja. levi inverz matrice P, a Q7' predstavlja desni inverz matrice

Q.

31
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Pojain determinante pravougaonih matrica je uveden u [106], [107], [150] od
strane M. Stojakovica i M. Radica. Njihove definicije mogu da se obuhvate sledeéom

definicijom:
Definicija 2.1.1. Determinata matrice A € C**" je funkcija det(, ) : C™*" > C,

‘definisana sa: .

5 bt A A (53 p < mingm,n)
: , 1<ay <..<ap,<m
det(fjp)LA) = 1€01<...<Bp<n

0, p > min{m,n}.

Za € = 1,1 p =r, dobijamo Stojakoviéevu deteminatu, oznacenu sa det(g 5)(4).
Sliéno, za € = —1 1 p = r, dobijamo determinantu uvedenu od M. Radiéa (oznaéenu
sa det(r ){(A)). U ovom radu se ove determinante krale nazivaju pravougaone

determinante.

Kasnije, u [69], V.N. Joshi je definisao determinantu pravougaone matrice pot-
punog ranga, ne citirajuéi prethodne definicije, na sledeé¢i nacin.

Definicija 2.1.2. Neka su m, p1,... ,Pm celi brojevi za koje vazi:
(1) m<n; (&) pi€{l,...,n}zasvei€ {1,...,m}; (%) p1<...<pnm.
Za zadati ceo bro-j d,1 <d<(n—-m-+ 1) posmatra se skup

Sq = {ed,i, =(d,p2,... ,Pm) | d<p2<...<pm <n}.

7Za pravougaonu matricu A € C™*" (m < n) sa Aq,, se oznagava m X m podmatrica
¢ije kolone odgovaraju uredjenju brojeva u

edpy 1<d<n-—m+1, 1<p<Nyg=(27%.

m-—1

Determinanta matrice A je sledeca vrednost:

n~-m+1 N4
det(er)(A) = dZ: 21 det (Ad}p) .
do1 p=

Za pravougaonu matricu A tipa m X n, (m > n), det J‘n)(-A) je definisan sa
det(J]n)(AT).

2.2. Determinante pravougaonih matrica

U ovom poglavlju izué¢avamo vezu izmedju definisanih pravougaonih determinants
1 njihove glavne osobine.

Teorema 2.2.1. Za A € CI**", pri éemu je r = min{m,n} ves

det(j,r)(ﬂ) = det(sj,.)(A).

Dokaz. Pretpostavimo da je m < n. Iz (i) i (ii:. ¢vi:--no da su eqp, kombinacije
od m elemenata izaranih iz skupa {1,...,n}, koj» +  iu brojem d = p;. Tako je
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1 ... ... m 1 ... B
det(Adjp) =A(dpz Pm) =A(p1 ...3::,)’
Pr=d<p<..<pn<n 1<d<n—-—m+1.

Prema tome, -

N4 N3 |
2 det (Ag,p) = > A(pl '“m), l1€<d<n—-m+1,
p=1 d=p1<...<pmS<n L e Pm
Konaéno, dobijamo
n—m+1 Ny
. 1 ...
detrm(A)= Y Y det(dgp)= > A, r)=
d=1 p=1 1€ <...<<gm<n |
— de_t(gim) (A)

Posledica 2.2.1. Za A € C**" yaz |
det(;’p)(f-l) = det(p 5 (A®),
gde je A® = [(~1)*a;;], ip<r. | |
Dokaz. Sledi iz Teoreme 2.2.1 i jednakosti (videti [106}, [107):
det(n,p)(A) = det(s) (A®). o

Lema 2.2.1. Za A € C™*™ § kompleksan broj ¢ vasi:
(1) del:(E,P)(cA) = deet(f,p).(A), (ll) det(ﬁp)(fl*) =-‘ det(e,p)(A).

Osobine multiplikativnosti pravougaonih determinanti su pokazane u {106], {107].
Pokazacemo ova svojstva koristedi sledeci, jednostavan dokaz.

Lema 2.2.2. det( (AB) = det( n(A)det (B), za A € C**", B € CT*" 4
r < min{m,n}.

Dokaz. Prema Definiciji 2.1.1. dobijamo

det(,r)(AB)= ),  eliheditOtetidag) (4 k) =

Iﬂjl <'--{jr S"
lﬂll S _<_m

Z elirttiedtGitetin) g (4 - ir ) B ( L. ?’) -

| Jt e Jr
1£31 <...<Jr£ﬂ
1511 <-.-<ir im

— Z gt tic (14 47) 4 ( ill - i:) : Z ettt dn) g (;-1 ;) —

i <y N<a. <<
= det( ) (4) - dct(fi,—) (B). O

U sledeCem primeru je pokazano da je det( ,){AB) # det(, ) (A)det( ,)(B), za
p < r = rang(A) = rang(B).

Primer 2.2.1. Posmatrajmo matrice
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- -1 3 0
2 -} § 2 e
| 0 1 2
A=|0 -1 3|, B= o,
’ 5 3 2 5 5
0 1-3 7
5 2 0

_Za njih je rang(A) = rang(B) = 3. Medjutim,

det(s2)(AB) = 5577 # 550 = det(s,z)(A)det(s;2)(B).

U [69], [106], [107], [150] je definisana generalizacija kofaktor ekspanzije. Ovde
dokazujemo istu teoremu, koristeci nov dokaz.

Teorema 2.2.2. Za matricu potpunog range A € C™*" vazi Laplasov razvoy:

det( m)(A4) = Z aik A('E ™ i=1,...,m, zam<n,
det(, ny(4) = Z aﬂ.,r,A(E ™= l1,...,n, za n < m,

gde je A( ’ )J odnosno A( ’ ), generalisan: algebarsks komplement odgovarajués ele-
mentu a,,, definisan na sledeés naéin:

A(E’m) — Z E(1+n¢+m)+(jl.+---+jm)A y 1 o l m ) 7 < n
Y I ] . FENfL o foidm ]! -
1£51<...<fm <
(Efn) — | 3 . R ‘n 1 ™ | . LR ; asw I..l'll
A = ) 5(:1;1- +in )+ (14 +")Aji (:11 ; - ) , n<m.

1< <...<tp <m

Dokaz. U sluéaju m < n, prema Definiciji 2.1.1., korlstem Laplaceov razvoj za

kvadratne minore A (; " Jm) fiDleaIIlO
| . ]
dotm(A) = Yo etmRGietind \ N a (AT ) | =

1<j1 <...<jm<n k=1 _

n .
_ | i+... i) 1 ...t ... m
— Za‘.” Z A+ Am)+(Gr+.. 4] )A,;; (1‘1 o jm)

1{11{ <Jm<n

,_._Zat A('E m) _. ]

Posledica 2.2.2. Za matricu A € C™*" potpunog ranga vasi |
{ Zk*— aik A(E m) _ 5ijdetﬁim(..4.), zam<n,
Ek =1 & (ﬁ " = 6i.‘fd6tfiﬂ(‘4)1 ze n < m,

1, zai=j,

gdejecﬁ,-j*z{o zaz%]
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Dokaz. Za ¢ = j dobijamo tvrdjenje Teoreme 2.2.2. U slucaju i # j, dokaz se
mozZe dobiti polazeci od matrice 4 sa jednakim i-tim i j-tim vrstama, 1 <1 < m,
1 < 3 £ n, koristeéi Laplasov razvoj po j-to] vrsti za dobijene kvadratne minore
1 poznatu {injenicu: pravougaona delerminanta matrice potpunog ranga sa dve

jednake vrste jednaka je nuli, ([69}, [106], [150]). = OO
2.3. Pravougaone determinante i generalisani inverzi

Definicija 2.3.1. Za A € C**" generalisani inverz A( .,y Matrice A je matrica sa

(7,7 )-tim elementom
' _ AE_;:F)
( ( rp)) dEt(e p}(A) |

Ovde je 1 < p < rang(A4) < min{m,n} najveéi ceo broj, takav da je det5(A4) # 0

(oznacen sa 1¢(A4)), i A( “?) je generalisani algebarski komplement reda p odgo-
varajuél elementu a;;, kOJl se definise se na sledeéi naéin:

Ag;,p) _ Y ettt 4 (h e ,g'p) '

- . e b el B
1<51 <3< . <jp<n 4
1<i1 <. << <ip <

Matrieu adj{éP)(A) = (AE.;*P )) , (11&{';3;) nazivamo generalisana adjungovena mat-

rica za A reda p. |

U slu¢aju p = r,(A) = r dobijamo generalisane inverze uvedene u [69], {106],
[150]. Pored ovog uopSenja, nadalje se izufavaju osobine determinantskih gener-
alisanih inverza. Sledefa teorema je dokazana u [69). Dokaz se moZe dobiti iz
Posledice 2.2.2.

Teorema 2.3.1. Ako je p =r (4) = min{m,n}, matirica A( o) JENETISANA prema
Definicir 2.1.1. predstevlje desni tnverz za A, u sluéaju m < n, i levs inverz u
sluéaju m > n.

U daljem izucavanju osobina generelisanih adjungovenih matrica i determmant-
skih inverza potrebna je sledeca lema. |

Lema 2.3.1. Za matricu A € C™*" { matrice P € C™*", Q € C7*", takve da je
A = PQ, vaz: - .

‘ d IR K- TR B - I {1 k. j...n,.
e31) S Ea(grinr)eu (et ) = (5ing).
Dokaz. Jednatina A = PQ implcira P [r':‘ {:,'] Q [ﬁll ;.-] =A [;: ﬁp} Pret-
postavimo da je j sadriano u kombinaciji @y < ... < @, a1 u kqmbmacul

ﬁ] < ... < ﬁr! tj. 441 < .e < Xy = 01 < . ap-l < J < ap-‘-} < &y 1
b1 <...<fBr=p <...0-1 <1< Pys1 < Pr Ta.da dobijamo

HI Ly arul ap-l—l rea ﬂr]

Xy ... Qp-] Opfl v Qg . L
P[ 1 ... i' ’ ]Q [ﬁ]_ . ﬁq 1 ﬂq-}-l sae ﬁ,-:l e A [Bl e ﬁq-—l ﬁq‘-{-i e ﬁr "



36 Izra¢unavanje generalisanih inverza

Primena teoreme Cauchy-Binet povlaci
| e Qipai Cpdl --o [ 3 _
A ( Br - Be1 Batr - Br ) -
Z - ap ... Op_1 Qpgl ... O | . -rr_u
~ P ("71 sun  eas atn  wes 'I"r--l) Q (,31 ﬁq_l. ﬁq-l-l ‘ee ) -
1<71{ '<‘Tr-1'<r _ e,

_ nu e Opo] Qpgl - Or 1 ... k=1 k41 ... r |
ZP 1 ... k-1 k+1 .., r )Q (ﬂ1 vee Bg=1 Bed1 - ﬂ,-) y

§to predstavlja, ekvwalenta.n obhk jednadini (2. 3 1. Q4

Lema 2.3.2. Ako su A € C™*7 B € C™*" dve matrice potpunog ranga, takve da
je rang(A)=r = rang(B) = re(A) = r(B) =r(AB), tada

| adj(®"(AB) = adj(¢")(B) - adjl* 7 (4).
Dokaz. Element i-te vrste 1 j-te kolone u adj(®"(AB) je
(‘E "’) QB ees J ses Qlp
(AB)$; )3 (4B);i (5150

1<ﬁ1 <---<i<-.-<ﬁr <n
1< <...<J <oy <m

Prema Lemi 2.3.1. je

Cor
(f ") , Ay vee J oaee Oy 1 kL
(AB);; Z ZAJ*( Yt ) Beil g _
1<01<...<i<...<fr<n LE=1 - o J
1<ﬂl< {J{ {ﬂr{:m

- % a(aring) Y Aw(voiny)

1<8:1 <., Li<... LB <n | | __15&1_<...<j<,..<ar <m

— Z BEE:T)A(E ‘-")- | .

o
A
——’
|

Lema 2.3.3. Za k = r.(A), sledece jednacine vaZe za o generalisanu adjungovanu
matricu matrice A € CI*";

(i) a,d_](f k)(cA) — k- ladj(f’k)(A), ceC;

(i) adjle®(4*) = (adjl*®(4))";

(111) (CA)(E b = A(E t) €€ C,

(iv) Za k = min{m,n} vas

[det(flm)(A)]m — E - (Pl < Pm ) (&dJ(E m)(A)) ( 1;;) . om S n,
15]11{...{}3"-. <n

" — ' PL .- Pn (e,n) . 1 ... n
[det(ﬁjn)(A)] 1<py -Cz;;:pﬂ{niA( .11 o (adj (A)) (’_'.1 P") , ns "

Dokaz. d) Za m < n matrica A(f m) jeste desni nverz za A, paje A- adjle™(A4) =

det (e m)(A) « Im. _Prema tome, det (A - adj(®™(4)) = [det(.E m)( A)] . Primenom
Cauchy-Binetove teoreme dobijamo | |

I
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[det (e my(A)]™ = S 4 (;1 - ;u,,.) [(adjts™(A)) (7 = )] . 0

15p1<...<pmSn

U sluéaju m X m matrice A dobijamo poznat rezultat det (adj(A4)) = det™ ™ !(A).

Saglasno lemama 2.3.2. 1 2.2.2. moZemo generisati determintske inverze koristedi
potpunu rang faktorizaciju. '

LY

Posledica 2.3.1. Ako JE A= PQ potpuna Teng fakthzamya za A€ C"‘"“, mverz
mﬂt?‘zce A Jﬂ A(E,l‘) Q(E 1r‘).F"E’!r_)

Iz Teoreme 2.1.2. 1 posledice 2.3.1. sledi:
Posledica 2.3.2. Ako je A € C7*™ ir =r(A), tada A7) = Q. P, je

- Moore-Penroseov inverz zo A, u slucaju Q;lr) = Q3 P(';_'l) = Pt
- desni normalizovant generalisani snverz za A, ako je P(:’;_) = P1 Q( ) r) * Q1;
- levi normalizovani generalisans nverz za A, u sluéaju Q(E = Q' , (f r) # Pt ;

- refeksivni generalisan: inverz za A, u ostalim sluéajevima.

202

Primer 2.3.1. Za A = (2 i ;) vazi m = 4, n = 3, rang(A) = 2 < min{m,n}.

012
Prema Definicijn 2.3.1 vazi:

12 0 ~2 0 —2 0 -2
det(sy| 13 | det(sy)| 13 dﬂ‘(ﬂ.l)(—I -2) de‘(ﬁ.l}('*I “2)
1 2 1 2 1 2 ~1 =3
Al : det (ﬂ 2)r;li; (21‘5,2)“ (121_3) det (g"%)
el(s,1}y -1 3 Q€L g, — e . — e s, —_—
det (Olhi)dt (2—2)dt (2_2) det 30
e -1 — e -1 3 e 0 —2 e 1
CAON Upting SO - 5.3 8 5 (5,1) 0

SERE)
C12\-4 1 2 5]

290

Sli¢no, prema Definiciji 2.3.2. je A = PQ; P = (f ;) . Q= (; . ;) ,
01

Desni inverz matrice ) je

det(g,1)(1 2} detis (0 -1)

1 dEt(_g_l)(ﬂ 2) det(s* )(—'1 1)) s
Q(S 2) dﬂt(g’g}(Q) (dEt{S.l}(u -1) dEt(slll)(l ﬂ)

» 1 ) det(s 1) ( ) dEt{S,l} (

P,y =
5,2
( ) dﬁtg (P) dﬁt(s 1}( 1) det(_g 1)( ) dEt{s,l}(
D

-3(11873)

B [t
PN
l
b=t bG L2
|
=t
M

Levi inverz matrice P je

! o

det(_g 1)

) ( : )
1 ) detg. )| —1
S
2
1

ﬁl O d ke
0 T bt
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o ' o 1 , (10 5 -2 -9
dok je inverz za A _]edna.k Q(S,z).' (52) = 1z #g ;’-: [2} -—g) :
Sada izutavamo vezu izmedju AE}; g 1 AE'SI o 28 k=71 (A)
Teorema 2.3. 2. Za A€ Crx " mogu se dokazati 3ledeca tvrdjenja:

(i) A® (R’k) = (A(_Sk))gi (i1) Ar;k) = (A (R, k))G;

(111) A.(Sk)"(A(Rk))@E (iv) A(_Rk) (A (Sk))ﬁ).

Dokaz. a) Elernent u preseku j-te vrste i ite kolone matrice A© (R ) Je

<E<i (— —1)Grtbit i) Gt it +ix) AO . (;1 ::;:: ;:)
1 <... <1
A@-—l _ J1 LIk . o
( (R’k))ji | det(sjk)(/-l)

_1)i+s A (B 1o e | -

(=1 '=j1<;<£_;. M (;1 7 ‘"')- | A(SE)
— 71 e Jh . — (__1 i+j 1)

det(S,k)(A) | det(s k) (A)

_ +5 ( 4~1
= (1" (A7y) . ]

2.4. Pravougaone determinante i Moore-Penroseov inverz

Teorema 2.4.1. Za pmvougaonu matricu A € C**® potpunog ranga, ir=r(A)=

min{m,n}, vaZ A('E ry = Al ako 1 samo ako matrica A ispunjave sledeé: uslov
(2.4.1): -
S el +m)+(J1+ +im) A ( DERE )
1< <p<aalIm _.n e P i Im
det(e m)(4)
E' L1+ +m)+(:1+ +-"'m)A( ......... 311)
<. <p<i<im Mo g dm .
det(eim)(A) ) =
(2.4.1)
S 1+ An) Gt +Jn)A( P e dn)
<. <p<... <In ene nes aam 14 _
T Fetn)tibetin) 4 (21 4 in )
71<...<g<. < vee ree aen TH
- | y N <m.

dfzﬂ?(.{E n)(A)
Dokaz. 1z Teoreme 2.3.1. i Teoreme 2.1.1,, A’y # Af ako i samo ako A('E ‘A #

( ” A) . Zaista, element vy, u p-toj vrsti 1 ¢-to] kolom matri¢nog proizvoda

(¢,m)
A("'J ) A jednak je sa.
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m , ) m
A(e,m) Z 14 Fm)+i 4.t im) l: Qg A ( 1o m )]
k;]_ q Jl"‘-‘: I k§1 q P e P I
dEt(e m}(A) dEt(t,m)(A) |
3 > (o tm)+ (it tpt..tim) 4 ( R m )
v 1€ <KL <Jm <R o Jt e g er I
| det(fim)(ﬂ) :'
Slitno se moie dokazati 1 |
5 €(1+...+m)+(jl+...+q+...+jm)H( Lo m )
71 <3 <P i e P Jm
T op = . 0
det(ﬁim)(A)

U Teoremi 2.4.1. nalazimo potreban i dovoljan uslov za jednakost determi-
nantskog inverza 1 Moore-Penroseovog inverza . Ovaj uslov je dobijen primenom
Teoreme 2.1.1. Osim toga, u sledeco) lemi, koristeéi determinantsku reprezentaciju
Moore-Penroseovog snverza, opisanu u Teoremi 1.1.4., nalazimo dovoljan uslov ek-
vivalencije determsinantskog snverza 1 Moore-Penroseovog snverza.

Lema 2.4.1. Ako jer = r.(A) 1+ matrica A ispunjava uslov
A(i i) = K-ttt Gibti | K
1 e J7 Y

2.4.2 D -. : . .
( ) za sve kombinacye 1 <j1 <...<jr<n, 1< <...<1t. Sm,

tada je A"l " = Al

Dokaz. Za izabrane cele brojeve : € {1,... ,m}, j € {1,...,n} jednostavno je

verifikovati jednakosti [|A|| = K - det;.(4) 1 Ag’r) = K - Ag-:’r) : O
Primer 2.4.1. Sledece matrice ispunjavaju uslov (2.4.2)
A A+ 0) c -
E2+ID K+D%A+G‘j 2+3 K%CD A’ B’ C’ D e C

Prema Lemi 2.4.1. i Posledici 2.3.2. dajemo sledeéi algoritam za detekeiju tipa
determinaniskog snverza A(E re( A))" |

Algoritam 1.
Sluéaj 1. Za p = r(A) = min{m,n} primeniti pravila 1.11 1.2.
Pravile 1.1 Ako A ispunjava uslov (2.4.2), tada je A( p) = Al
Pravilo 1.2 Ako uslov (2.4.2) nije ispunjen za A, tada

. —1 —
a) Za m £ n, ako je (A(e,P)A) A(E’ A, tada A(e,p) = Af,

1nadce A( je desni inverz za A;

) ,_P)
b) Za n < m, ako je (AA] 1) = AA7! tada A(E,p) = AT,
inace A;! je levi inverz za A .
Slucaj 8. Za r(A) = rank(A) = r < min{m,n} primeniti sledeéa pravila.
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Pravilo 2.1 Ako A ispunjava uslov (2.4. 2), tada je A( er) = = AT.

Pravilo 2.2 Ako uslov (2.4.2) nije ispunjen, naéi potpunu rang faktorizaciju

A=PQ , PeCr*, Qe Cr™" za A,

4 izabrati jedno od sledeca dva pravila:
Pravilo 2.3 Ako P 1 Qi Ispunja,vaju (2.4.2), tada je A(E r) = AT

Pravilo 2.4 Ako jedan od P ili Q ispunjavaju (2.4.2), tada
a) A( ..r) Zadovoljava jednacine (1), (2) 1 (3), u sluéaju m < n;

b) (:’r) zadovoljava jednaéine (1), (2) i (4), u sluéaju m > n.

Pravilo 2.5 Ako niti P niti Q ne ispunjavaju (2.4.2),
primeniti Posledicu 2.3.1.

Sluéaj 8. Za r(A) < ra.ng(A) A . & A{L,2}.

Primer 2.4.2 Matrica A = (_% _i _g) ispunjava uslov (2.4.2), te je

—r 1
| 15 5
— 2 1
A(sz)‘"‘“’AT— —15 5
1
s 0/
. | 110y
Primer 2.4.3. Matrica nepotpunog ranga 0 1 1 ] ispunjava uslov (2.4.2).
| | -1 0 1 |
| 1 1
3 V-3
Prema pravilu 2.1 A(—E;) je'MGore-Penroseov inverz Al = ;1;- 5 0| za A
1 1
0 5 3
| | 202
Primer 2.4.4. Uoéimo A = (': :g) Potpunu rang faktorizaciju za A cine
012 |
20\ |
matrice P = ('1}; ) , Q= (; ': ;) Koristedi P~1 £ Pti Q7! # QF, jednosta,vno je
01 - | | |
5 s o _1 _3
6 12 6 4
verifikovati A(S =1 3 3 0 —% € A{1,2}.
-1 _1 1 5
3 T 12 6 12/
| 1-2. 2 3 -
Primer 2.4.5. Posmatrajmo matricu A = (0 0 0 1 ) Prema Stojakoviéevo]
2 3 -3 -1
- definiciji, lako se proverava da _]B rE(A) =2< ra,ng(A) = 3. Osim toga,
g 1 1
2 2 1 9 9 3
5 5 5 | 8 B S
-1 g8 4 8 _ " 7 4 Y AY
8 4 8 31 31 .
11 _1 2 5 —%
i 8 8



3. REPREZENTACIJA MOORE-PENROSEOVOG
~ INVERZA i {i,j,k} GENERALISANIH INVERZA

3.1. Reprezentacija Moore-Penroseovog inverza

Determinantska reprezentacija Moore-Penroseovog inverza mozZe. bit1 izvedena
kao jednostavna posledica Leme 2.3.1. i sledece leme.

Lema 3.1.1. Ako je A = P(Q potpuna rang faktorizacije za A, tada je
adj?(4) = adj!(Q) adj!(P).

Dokaz. Za matricu potpunog ra.nga dokaz je evidentan. Pretpostavimo rang(A) <
min{m,n}. Element na i-toj vrsti i j-toj koloni matrice adj’(Q)adj’(P) evaluira

na sledec¢i naéin:

r r
SokRL =31 3 @) o6 I

k=1 _1_<_ﬁ1<“-<ﬁ,-__<_n |

X Yoo P(qrder Py d )

1< <...<a, <m

— A Xy ... j N . 0y ... j vee O¥p . 1 ... ... ... r
S A(G i)Y Py ) Qui (5 7T )
lﬂﬂ].{---{ﬂrgm k=l
141 <...<f, S

Sada, primenom Leme 2.3.1 dobija se }: QJ' PJr = AJr [
k=1

U slededoj teoremi je dobijena determinantska reprezentacija Moore-Penroseovog
inverza kao jednostavna posledica Leme 3.1.1.

Teorema 3.1.1. Neka je A € C™*" r < min{m,n}. Element na i-toj vrst11 3-t0;
koloni Moore-Penroseovog inverza A' za A moze da se izrazi u obliku koji je dat u

41
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Teorems 1.1.8.:

S U T 1 AL S T T
2. A(G i gr)Au (5o g)
1 lgﬂi <...<ﬁr;‘:{_ﬂ
1] <... r
(IT _ AT __15m <a-<m

YA > A(s ) AR B!
1</ <...<Br<n :
15&1{.-.<ﬂr£m

Dokaz. Neka je A = PQ, P € CI'*", @ € CI*™ potpuna rang-faktorizacija
za A. Matrice P i1  su maksimalnog ranga, te imaju poznatu determinantsku
reprezentaciju za matrice potpunog ranga, prezentovanu u Teoremi 1-2.
Sada, koristeéi A" = QTPT, Lemu 3.2.11 || P))}|Q]l = ||A]|, dobijamo:
1 r 1 '
t bt t
a;; = ZQIP:.—_-.AI (]
PoIPNIQN &= TR 4T

Lema 3.1.2. Za A € C"*" { kompleksni broj ¢ vazi:
(i) adjtf(cd) =c"c"? adj’(4);
(i) adjf(4) = (adit(AT))";
%, za ¢ # 0,
0, za ¢ =0.

(i11) (cA)! = c'AT, gde je ¢t = {

3.2. Moore-Penroseovo reienje sistema linearnih jednaéina

U ovom odeljku je opisan jednostavan metod za, izvodjenje determinantske repre-
zentacije Moore-Penroseovog refenja sistema linearnih jednagina, koju je uveo Berg
[15]. |
Teorema 3.2.1. i-ia komponenta Moore-Pentoseovog refenja linearnog sistema
Az = 2z, A € CP**"*, 2 € C", z € C™, mose se predstavits slededom determi-
nantskom representactjom:

1<q: <...<¢r<n (
t _ 1<pi<...<pr<m

pl “un wma ana Pr p]_ srm sAm aAw pr .
w T ) (A ) G- 2)
b

' 14| ’

gde pz oznalava vektor {z,,,... 2, }.
Dokez. Polazimo od potpune rang faktorizacije za A:
A=BC, BeCr*r . (CeCr*n,

Sada je z' = C1B'z, te se startni sistem Az — 2 razbija na dva ekvivalentna
sistema: By = z 1 Cz = y. Moore-Penroseovo reSenje y' = Bz sistema By = 2,
y € C" je dobijeno u {15, Teorema 1.):
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£ LB T )6e)

t __ 1£p1<...<prSm .
Y = - dEt(B B) ’ 1 S (2 S T.
U drugom koraku, Moore-Penroseovo resenje ¥ = CVy' sistema Czr = y je

predstavljeno originalnom metodom, kako sledi.

Koristedi zt = C*(C'C*)~ 1y, lako je proveriti da je 3::' jednako skalarnom proizvodu
i-te vrste matrice det(éC*) . C*adj(CC*) i vektora y¥, 1 <1 < n:

'7":[ == ic\%;n«l : (i:(c* adj(CC*))l-ky}:) :

k=1
Element na i-to) vrstii j-toj koloni matrice C* adj(C'C*) je [41]:
* . * = i ......... T 1 ... ....... T
(C*ad)(CC™));; = D ¢ (q1 e E q,.) Ci (gl o 4L, q,.) *

159’1 << gy ‘(_:ﬂ
Sto povladi

demeery, & Clini)en(Liiii)x

k=1 g <...<gr

x det(;*B) Z E(P; Prr )(B(Pll prr )(k — pz))

P1<...<pr

L PL e e e - - S
e Al T LEI Cui (g7 7 0 ) B(R 5 ) (h ﬁpz)]
SN Sgr 0 =

1<p1<..<p, <m -

TBTTCT

Koritseci Laplaceov razvo; po k-toj koloni kva,dratne matrice B ( P ”') ( k— 52),
dobijamo
Yy nay a4y was r T 1 - I"
Y AR ...z‘,)[z Cui (7 )z:zpf ok (3 )}
15?1 ‘(-“{Qri:ﬂ

:I:f o 15p1<'-'<pr_'_<_m

ISi1<...<¢gr &0t
1€p <...<pr <M

i

Prema Lemi 2.3.1. vazi

—— PI, --------- pr r pl ......... pr

A( . ) ( ,
l{ql <§<q-p {ﬂ 1 .- e qr E ZPJ AFI qr --» t ... qr)
t 1<p1<...<pr<m
T = _
' i1 Al

Dokaz se mozZe kompletirati iz
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3.3. Determinantske reprezentacije {i,j,k}-inverza

U sledeéoj teorem: razvijamo determinantsku reprezentaciju klase {1,2} inverza.

Teorema 4-2.1. Ako je A = PQ potpuna rang faktorizacija matrice A € CI'"", 1
W, € C**7, Wy € C™*™ matrice takve da je

rang(QW,) = rang(W2 P) = rang(W,;W,) = rang(A),

tada se element na i-toj vrsti i j-to] koloni inverza AWM izraéunava sa:

SINCATALE GRSl VI G g
15ﬁ1<---<ﬁr§ﬂ ree r
1 2) 1€ar <...€<a <m
(331)  ay ) 3 T TV
J > A T ) (W W) T
lﬂgl'{---‘{grﬂﬂ (61 6") (61 ‘Sr)

1<m<...<vr&m

Dokaz. Polazeéi od Teoreme 2.1.2., tj. od A2 = Wi (QW1) 1 (W, P)~1W;, prime-

timo da je (i,j)-ti element za A 2) oznaden sa a( 2) | jednak

(1 2) W1 a,d_](QW1) - ad_](WQP)Wz
“ij o det{QW1) - det(WoP)
Primenjujuéi Cauchy-Binetovu teoremu imamo:

det(WgP)_ . det(QWl)

= 2 PLran)( Z Q(h Ywh (L)
11 <..<ty J1 < <r
= Y W) (Eui)A

1I<n <., <r
1< <. <)r<s

r

Element na i-toj vrsti i j-toj loloni matrice W; - adj(QW;) jednak je sa

Ll

> (W) adi(QW1))x;
k=1
T k47 1 eer e ees v r — [L ven mee mae ean e —
=3Il Y @A o YWD G e i )
k_:l ] N<...<jr=1 )
= > et ) [V D G i )
.}'11{---‘(31'-— L k=1 __,

Ako je ¢ sadrZano u kombinaciji ji,... ,jr—1, tada je

X 0RO (5 i ) =

Slicno, ako skup {ji,..
predstavitl sa j,,.
W, - adj(QW;) :

. yJr—1} ne sadrZi ¢, tada je ¢ = j, i kombinacija se moZe
e yIp=1y Jp+15--+ 1 Jr- Sada dobijamo ovakvu reprezentacyu za
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' 1 eee Tomt 7 vee Jr— T 1 cee aes =% aer an.
S CWQE R T P (e T e
1< <Jpo1 <Jpp1 <o Jr
TN{(71 v & e Jr R A T RV TR
— Z (Wl )(Jll I Jr ) QJ‘ (JII ......... Jr ) .
j1< i< Ly
Element na i-toj vrsti i j-to] koloni matrice adjWo P - W, jednak je sa
9} J
T 1 r _ | T
2 () Py
Odatle, elemenat i-te vrste i y-te kolone matrice W1 adj(QW;)- adj(W, P)W; jednak

je sa

(W1 adj(@QW1) - adi(Wa P)W3),, -——2; ﬂ ;gwf (4o i 5 ) Qu (g5 . )
- Hag DEEEE r
x| D (W) (e )Py (I )
Lo <., .
=| 2 WmW)T Gl | [P (i) ew (5 )
C!]_{..(E!,- Lk=1
-)Bl‘(u-{ﬁr - )
= 2, wwW)T(Ring) A (gin ) R

1<o <...<ar<m
1Sh1<a<Br<n

Sliéni_m postupkom se mozZe dokazati sledeéa teorema.

Teorema 3.3.2. Ako je A = PQ potpuna rang faktorizacija za A € Crx™ ¢ ako
su Wy € C™", Wy € C™™ matrice odredjene iz uslova

rang(QW;) = rang(W, P) = rang(4),
tada element: aﬁ}'z’” € A(23) § (L2 o 4(1,2,9) mogu da se predstave slededom

. 5 i
determinantskom reprezentacijom:

2 (W, P*)T ay ... : &")A-- oy ... J a,.)
1<A1<...<Br<n Br ...7 ... B NP i Br

(1,2,3) _ 1Za1<...<a,Zm
(3'3‘2') a;; - Y1 oo Yr W, P*\T T1 - )
8y ... 5,)( 1 P*) (51 6,.)

i Z A(
1<6; <...< 6, <n
].i"fl {.--{Tr ﬂm

E (Q*W)T(ﬁl - I- .ea ﬂ'r)A'i(ﬁ'l ...';f - (]r)
1<8:1<...<B:<n ’ Br o f o B )TN By i B,
(3.3.3) aﬁ,z,-;) _ 1S <..<a.<m I .
_ > P o W T ——
1561 <”’<6r£ﬂ 61 e 61" )( 2) 61 .on 6'_ )
1< <...<1<m

Determinantska reprezentacija Moore-Penroseovog inverza matrice 4 moze da se
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dobije iz determinantske reprezentacije jedne od klasa {1,2}, {1,2,3} ili {1,2,4}
inverza matrice A, stavljajuci Wp = @Q* 1 Wy = P*,

Determinantska reprezentacija grupnog inverza matrice 4 mozZe da se dobije iz
determinantske reprezentacije jedne od klasa {1,2} inverza matrice A, stavljajuéi
Wy = P1 W, = (. Na taj nacin dobijamo sledeéu teoremu:

Teorema 3.3.3. Grupni inverz A¥ = (aﬁ) matrice A € C'*™ ima ovakvu deter-
minantsky reprezentaciju:
AT(D:l .j'. CE,-) -;(&1 j aes ('.t,-)
# - 1Sﬂ1<---{ﬁr5"
(3.3.4) Qij = > AT(“H T Yr )A('n ‘?,-) "

1<y <Ky < 81 ... & 81 ... 6,
1<61<...<8.<n

Ovako dobijena determinantska reprezentacija grupnog inverza ekvivalentna sa
odgovarajuéom koja je data u radu [102].

Uporedjujuc: determinantsku reprezentaciju klase {1,2} inverza sa definicijama
determinantskih inverza iz drugog poglavlja, lako je zakljuéiti sledede. Ako su ma-
trice W1 1 W, takve da (W;W2)? ispunjava uslov (2.4.2), tada se determinantska
reprezentacija {1,2} inverza svodi na Radiéev, odnosno Stojakoviéev generalisani
inverz. |



4. DETERMINANTSKA REPREZENTACIJA
TEZINSKOG MOORE-PENROSEOVOG INVERZA.

U ovom poglavlju je tezinski Moore- Penroseov inverz Al M, N> Matrice A predstavl-
jen pomocu njenih kvadratnih minora kao i kvadratnih minora matriénog proizvoda
MAN. Ova determinantska reprezentacija je razvijena na dva razhiéita naéina. U
prvom metodu, teZinski Moore-penroseov inverz posmatra se kao elemenat klase
{1,2} inverza. U drugom pristupu je uopsten pojam generalisanog algebarskog kom-
plementa, 1 uveden je tzv. feZinsk: generalisani algebarski komplement.

Takodje, uveden je 1 izuCavan pojam determinantske reprezentacije teZinskog
najmanje-kvadratnog reienja minimalne norme linearnog sistema.

4.1. Tezinski Moore-Penroseov inverz kao {1,2) inverz

Determinantska reprezentacija kla.se {1, 2} inverza je dobljena. u Teoremi 3.3.1.
Determinantska reprezentacija tesinskog Moore- Penroseovog inverza moze da se

. 1zvede ako se on posmatra kao poseban sluéaj {1,2} inverza.

- Teorema 4.1.1. Neka su M € C™*™ N € C**" poxntivno definisane matrice, i
neka je A = PQ potpuna rang fakiorizacija za A, tako da je

rang( P*MP) = rang(QNQ*) = ra.ng(MAN) =r.

Element tezinskog Moore-Penroseovog inverza AM Ny Kkogi se nalazi u preseku i-te
vrsie 1 j-te kolone, moZe da se predstavi pomoéu ‘kvadratnik minora matrica A i

MAN kako sleds:

> (MAN)( )A_,‘ )
1<4) <...<f,<n i B

1<o <...<a, <m
(4.2.1) (a‘tvf,N)‘ij: = = p

1<6,<...<6, <

1<t <...<yr<m
Dokaz. Koristeci reprezentaciju {1,2}-inverza A{1,2} = W (QW,) "YW, P)~1W,,
gde su matrice W, i W2 odgovarajuéih dimenzija i ispunjavaju uslov rang(QW;) =
rang(W, P) = r (Teorema 2.1.2.), kao i Teoremu 3.3.13 iz uvoda, teiinski Moore-
Penroseov inverz AL,’ ~» moZe da se dobije kao poseban elemenat klase A{1,2}
mnverza, stavljajuéi Wy = (QN)*, Wy = (M P)*. Dokaz moze da se izvede primen-
Jujuci ove smene u formuli {3.3.1), koja predstavlja determinantsku reprezentaciju
klase {1,2} inverza. O]

.51 T)(MAN)( ?)

47
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4.2. Tezinski generalisani algebarski komplement
i teZinske matriCne norme

U ovoj sekeiji definiSemo teZinsk: generalisan: algebarsk: komplement 1 teZinsku
normu za pravougaone kompleksne matrice. Koristeéi ove pojmove ponovo se dobija
determinantska reprezentacija teZinskog Moore-Penroseovog tnverza.

Definicija 4.2.1. TeZinska norma matrice A € C**"  oznadena sa ||A4]are o,
jednaka je
 Allateen = det((MP)"P) - det(Q(QN)"),
dok je teZinska generalisana adjungovana matrica za A, oznadena sa ad jL,,. v (A),
jednaka
2di3e,on(4) = (QN)*adj(Q(QN)*) - adj((MP)* P)(MP)*.

U sledecoj teoremi je izvedena efektivna determinantska reprezentacija tezinske
matriéne norme.
Teorema 4.2.1. TeZinska norma za A ima sledeéu determinantsku reprezentacyu
llsew = & A(hi)0aANy (3.
IS:1<,<i,<_Zm
171 <...<3r <m

Dokaz. Pretpostavimp da je A = PQ potpuna rang faktorizacija za A. Tada je
| Allar,n = det((MP)*P) - det(Q(QN)*)

2. Pron)MPY (o) | X e(nrn)@m()s -
L1y <. <1, . _j1<..._<jr i
>, AQG ) MANy(jzp). O

1<1; <... <2 i:?‘
lﬂjl <a-.<jr 5-’

U sledeéoj teoremi je izvedena determinantska reprezentacija opsteg elementa.
tezinske generalisane adjungovane marice.

H

|

Teorema 4.2.2. Element koji leii na i-toj vrsti ¢ 7-tof kolont tesinske adjungovane
matrice, odgovarajuée matrici A, oznaden sa a,djfw ~(A)ij moze da se predstavi
pomocu kvadrainih minora na sledeéi naéin:
-1 1 v ] oo Op O s J o-. Otp
adjl,  (A)ij = > (MAN) (5 ) Asi (G ).
‘ N 1<) <...<a,<m Aot B J TN By i By
1<8:<...<8, <n

Dokaz. Neka je A = PQ potpunarang faktorizacija za A. Element i-te vrste i 7-te
kolone za (@N}*adj(Q(QN)*) jednak je sa

- QN (I r) 'i(l l r .
Slicno, elemenat na i-toj vrsti i j-toj koloni matrice adj((MP)* P} M P)*) jednak

je sa,
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Qy oo J e X | r
Z (MP) ( 11 J r") ij (nrl D t:r,-) )
1< <...<a.<m

Odavde, elemenat u preseku z-te vrste 1 j-te kolone teZinske generalisane adjungo-
vene matrice, oznacen sa adjL_’_N)(A)ij jednak je sa

. 4 a1 o r | r
adﬂw,w(“”if ~ Z Z (QN) (,@1 RO B ﬁ,-) Qi (m YO ﬁr)

k=1 liﬁl*{...'(ﬁrgﬂ |

r -
X > (MP)(%p i ey Py (% d )
_1‘(:&1(:“.([! <m _|
B i - )
= | > QAN (g s P () Qe (074
oy <., Oy L k=1 -
L3, <. <8, i
= )3 (MAN) (52 o d g Y A (3 i %) O

1<y <...<a, <m
<81 <. <fnZn

Teorema 4.2.3. Elemenat i-te vrste i j-te kolone tesinskog Moore-Penroseovog
inverza jednak je sa

o
1] o adiy N(A)ji
(aM,N)U = Al ~

4.3. Reprezentacija teZinskog Moore—Penroseovog reSenja
sistema linearnih jednadina

Sledeéa teorema je analogna teoremi 3.2.1.

Teorema 4.3.1. i-ta komponenta tezinskog M oore-Penroseovog refenja

1.
M N ““AMNZ

hinearnog sistema Ar = z, A '€ CI'**, z € C", z € C™, moze da se predstavi
sledecom determinantskom reprezentacijom:

o R R 4 Pl +oe nen «v- Py _
2 (MAN) . A _ (i )
1< <...<¢, <0 (91 cer bl '&'r) (q1 ee T ... q,.) P
(:I:T ) — 1£P1<-n<pr£m
M N/? “A“q:(MN) . y

gde pz oznalava vektor {zp,,... ,z, }.

Kao §to je ranije napomenuto, u {14] je pokazano da tesinsko najmanje-kvadratino
refenje lez1 u konveksnoj Ljusci reSenja kvadratnih podsistema polaznog sistema.
Medjutim, ovaj rezultat vaZi za pozitivno definitne dijagonalne tezinske matrice. U
sledecoj teoremi izvrsena je generalizacija ovog rezultata, i pokazano je da proiz-
voljno teZinsko Moore-Penroseovo resenje linearnog sistema lezi u konveksnoj luscs
resenja kvadratnih podsistema originalnog sistema.
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Teorema 4.3.2. Tezinsko Moore-Penroseovo refenge "BRI,N sistema linearnih jed-

naéinag Az = z predstavlja konveksnu kombinacyu

“’EW,N = 2 ﬂp’l’qx(p’q)

1<q:1 <...<¢r S
1£p1<...<pr<m

jedinstvenih refenja r-dimenzionalnih podsistema kanoniék: sadrzanth u C™, gde je
g= >  MB)(TT)B(TIT);
1< <..<a,<m
1 ... r 1 ... r .
1= Z (CN) (,61 ﬂr)B(ﬁl ﬁr)’
1</ <...<BrZm
1 { .. Pr 1 -er Pr 1 1 .. 1 ... r
Bty w=sem(an)e(a)
Dokaz. Prema Teoremi 4.4.1., (3:34_}. N )i poseduje ovakvu determina.ntsku repre-

zentaciju

Bp

1 ««s Pr Tt AT 1 ... .0 .t r Pt ... Pr _
X B3 ) ON) (4 DY AT,
1<p1 <. <py T _. |

Q1 - Or NI AL D) { Q1 -+ Of 1 ... 1 1 ... r
1§ﬂ1<;<ar5rf( IR )15ﬁ1<.z..:<5,-an (ﬁl ﬁr) (QN) (m ﬁr)
- Y BB (g )0 (i)
1<q1<...<¢- &1 |
1<p1<...<prsm

AR (i )
X .
NS

U slucaju A (1;: 1;:) £ 0, pretpostavimo da z(P9) predstavlja reSenje linearnog

. Pl wan P » . ¥ ' - - »
sistema A [ a ... q:] = ,z, koje je kanoni¢ki sadrzano u m-dimenzionalnom pros-

toru. Ovo znaéi da, prema Kramerovim pravilima, z(79) ima komponente oblika

PL .-« Pr .
A . )(:-—vpz)

2P0 T\g L LVA
t . 1 « Pr Y
A( g1 .- gqr )
za 7 sadriano u kombinacijil < g1 < ... < ¢ < n,1 xEP’Q) = ( mace. U singularnom
slucaju A (2; ::) = 0, te {79 predstavlja nula-vektor. Sada je ocigledno
1. — 1
xMo,-N — Z ﬂp')'qm(:p Q)-

1<q1<...<gr <
1<p1<...<p, <M

Kako je > By =1, Y. v, = 1, dokaz je kompletan. O
1<p1 <...<pr<m 1<q1<...<¢r <n



5. OPSTA DETERMINANTSKA REPREZENTACIJA

U ovom poglavlju uveden je opsti oblik determinantske reprezentacije razli¢itih
klasa pseudoinverza: Moore-Penroseovog i tezinskog Moore-Penroseovog inverza,
grupnog inverza, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,2} inverza, levih (desnih) inverza, Radiéevog
1 Stojakovidevog generalisanog inverza. Jednom redju, opsta determinantska rep-
rezentacija izrazava klasu {1,2} inverza kompleksne matrice. Takodje, opsta de-
terminantska reprezentacija generalisanih inverza sadr?i Moore-Penroseovo regenja

sistema linearnih jednacina.

Ova determinantska reprezentacija se izrazava pomoéu minora matrice R koja
1spunjava odredjene uslove, kao i minora polazne matrice.

U poslednjem odeljku, koristeéi razli¢ite vrednosti za matricu R biée izvedeno i
nekoliko "logi¢nih” definicija pravougaonih determinanti 1 indukovanih reﬂekswmh

generalisanih inverza.

Ovo poglavlje je napisano na osnovu rezultata koji su publikovani u radovima

(132], [140].

5.1. Izvodjenje opSte determinantske reprezentacije
Slede¢om teoremom je uveden opsti oblik determinantske reprezentacije.

Teorema 5.1.1. Neka je A € C™*" i neka matrica R ispunjava uslov
rang{ AR*) = rang(4), m <n,
{ rang(R*A) = rang(A), n <m.
Proizvoljan (1,7)-t1 elemenat, oznalen sa g;;, klase {1, 2} inverza ima sledeéu de-
terminantsku reprezentaciju:

> R( )A”( )
1<61<...<f: <n ﬁr
I<fx1<: {m(m

(5.1.1)

5.1.2 ij = P o
( ) 9ij 71 ‘;t)R(‘?1 Vi

A{
1<6, <. <6 < 81 ... &y ... &
1<y <. Lp<m

Brojulac u 1zrazu (5.1.2) kraée oznaéavemo sa A( ’ ), a tmenilac sa DET (p (A).

Izraz A(R Y nazivamo generahsant algebarski komplement odgovarajuéi elementu
aji, dok se 1zraz DET(g 1(A) naziva generalisana determinanta, odnosno generals-
sana norma.

Broj t = ro(A) £ r £ min{m,n} predstavlja najvedi ceo broj koji obezbedjuje
DET (gr,n(4) # 0, 1 nazive se karakteristiéni rang matrice A.

Dokaz. Posmatra se vise razliditih slucajeva.
1. Pretpostavimo da je t = m < n. Koristeéi Laplaceov razvoj za kvadratne
minore matrice A, dobijamo

ol
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- e

T

DET g m(A) = det(AR*) = ) ff"(;l N fn) D aij Aiji (;-11 .. ;:.)

jl '<u-<jm _k=1 -

—

n . mn
/{1 ..o ont m | RS m (R,m)
= Zaﬂ Z R (3'1 o ;,-'m) Ail (j1 N B jm) = Z“ﬂAu :
Jl‘( ‘(Jm :
Za dva cela broja p # ¢q, 1 < p,¢ £ m, zamenom ¢- te vrste p-tom vrstom u

minorima od A koji se pojavljuju u 1zrazu
/{1 .. m 1 ... m
DET(R’m)(A) - Ejl{---“:jm R (.fl jm) A (it jm) )
i polazeéi od DET(g m)(A4) = 0, na slican nacin se moZe pokazati

z ap,A(R ™ _ .

Na taj naéin je gi; = 5,‘_;DET(R’m)(A),
Odavde proizilazi A - AE—I%,m) = I, 8to znaéi da A(}l,m) predstavlja desni inverz

matrice A potpunog ranga. |
Na slican naéin mozZe se pokazati da AE}% n) predstavlja levi inverz u slucaju ¢ =

n < m. Sada je jasno da (5.1.2) sadrZi determinantsku reprezentaciju klase desnih
(levih) inverza matrice A potpunog ranga.

2. Za R = A dobijamo determinantsku reprezentaciju Moore- Penroseovog inverza
AT, Tada je lako proveriti jednakost r.(A) = r, §to je poznat rezultat u {41].

3. Zam=mn,ind(Ad) =11 R = A* dobijamo determinantsku reprezentation
grupnog inverza (Teorema 3.3.3.)

4. Ako je r = r.(A) i matrica R ispunjava uslov (2.4.2), tada se iz opste determi-
nantske reprezentacije dobijaju Ra.diéev odnosno Stojakoviéev inveerz.

5. Ako je A = PQ potpuna rang faktorizacija za A € C**" i ako su W; € C™*7
i W, € C"™*™ neke matrice takve da vazi

rang(QW;) = rang(W, P) = rang(W1W2) = rang(4) =r,
tadas
- iz R = PW7 proizilazi determinantsku reprezentaciju klase A{1,2,3}.
- za R = W@ dobijamo determinantsku reprezentaciju klase A{1,2,4}.
- iz R = (W1 W,)* proizilazi determinantska reprezentacija za A{1,2}.

6. Za R=MAN, pri ¢emu su M i N pozitivno definisane matrice odgovarajucih
veli¢ina, E_Fi - se redukuje u tezinski Moore-Penroseov inverz (vidi Teoremu 4.1.1.)

7. U sluéaju regularne matrice A formula (5.1.2) se transformise u inverziju
regularnih kvadratnih matrica, za proizvoljnu n x n matricu R.

8. Ako je A matrica potpunog ranga i svaki minor matrice R jeste stepen odgo-

varajuceg minora od A sa eksponentom 5 kl 7, za neki pozitivni ceo broj k, dobijamo

Radiéevu generalizaciju Arghiriade-Dragomirove reprezentacije Moore-Penroseovog
inverza (vidi [137], odnosno formule (1.1.5) i (1.1.6).)
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Interesantno je sledece pitanje:
Problem 5.1.1. Naél determinantsku reprezentaciju Drazinovog inverza, tj.

determinisati odgovarajucu matricu R.

5.2. Opsta determinantska reprezentacija
i najbolje aproksimativno resenje

U ovom odeljku se izuava veza izmedju determinantske reprezentacije Moore-
Penroseovog resenja (Teorema 3.2.1.), odnosno teZinskog Moore-Penroseovog rese-
nja {Teorema 4.3.1.) sistema linearnih jednacéina Az = b, i opste determinantske
reprezentacije koja je zadata u Teoremi 5.1.1. Poredjenjem rezultata ovih teorema

dobija se sledeci rezultat:

Teorema 5.2.1. Neka je zadat sistem linearnih jednacdine Ax = b, gde je A €
Cr*"™ zadata matrica, z € C"* 1 b € C™.
(¢) Ako je matrica R € CI"*" takva da za svaku kombinaciju vrste a = a; <

... < ar, 1 za svaku kombinacyu kolona 8 = 51 < ... < B,, vrednost izraza
R(3 ) = A5 5) (A(55) 6= ab) DETR4)
Ar ... B | A, (g: g:) | HAH

je ista za svako 3 € {1,...,m}, & jo3 je A;; (g: ;:) # 0, tada se opsta deter-
minantska repre:cntactja redukuje u determinantsku reprezentaciju Moore-Penrose-

ovog refenja zadatog sistema linearnih jednadina :vf

-Preciznye, tada je GL = a:-rz =...= a;-rn = :1::-(, 1=1,...,m.
(22) Za pozitivno definisane matrice M € C™*™ N € C**" { matricu R € C™*",
koja za svaku kombinaciju svojih vrsta o = a; < ... < an, i za svaku kombinaciju

svojth kolona B = 1 < ... < B, 13punjava uslov:
OraNy (5105 ) - (A5 5 5) G = b)) DET p, (MAN)

R (;; ;:) — A (‘;: ;:) - ||MAN]|

Je isto za svako j € {1,... ,m}, i A 311 g:) # 0, tada se opste determi-
nantska reprezentacija redukuje u determinanisku reprezentaciju tezinskog Moore-
Penroseovog refenja zadatog sistema linearnih jednacina. Tada je ispunjen uslov

1 f ) ¥
f _ t _ _ -
(AM,N) il — (AM’N) £2 = a s g — (A.;{’N) — (:I:R{!N) i ’ 3 — 1’ s ey m-

n

5.3. Neke definicije {1,2)} inverza

Odabiranjem razli¢itih vrednosti za matricu R iz skupa matrica odgovarajuéih
dimenzija i ranga, mogu da se dobiju razli¢ite definicije pravougaonih determinanti
1 algebarskibh komplemenata, odnosno razlicite definicije determinantskih inverza.

Primer 5.3.1 Kao $to je poznato, ako matrica R ispunjava uslov (2.4.2), tada
se opSta determinantska reprezentacija svodi na Stojakoviéev ili Radiéev Inverz.



54 Izraédunavanje generalisanth inverza

1 ... 0 0 ... 0

Primer 5.3.2. Koriste’ c1 B = g ; g 3 = (]FOT g) , R e Cm™*",

0 ..0 0 .0 _
m < n, moze se dobiti slededa definicija pravougaone determinante za matricu
AeCm™* m<n: |

DET(g,)(A) = det(AR") = A (} "' 7).

1.
Ovakva definicija pravougaone determinante se moze opisati ovakvom definicijom:

Definicija 5.3.1. Determinanta pravougaone matrice A € C'*" jednaka je nje-
nom prvom kvadratnom minoru dimenzije r.

Algebarski komplement odgovarajuéi elementu a;; je oblika
za ] >rilit >,

A(R:r) —_ 0’ )
P\l . f..T ) Za J,t = T,
Dok je generalisani inverz za A jednak

1 ... 7 1 r
A“(l r) - Ara r) 0.0
. = 1 Al,.(i r) o Are (] ’") 0 ..0

R,T‘ - e T e T sen T
0 0 0 ..0

Primer 5.3.3. Ako je_ matrica A rangar,1 A (': :i:) 7 0 tada se moZe uvest:

slededa definicija determinante pravougaonih matrica:

Definicija 5.3.2. Neka je k prvi ceo broj takav da je A (: :i:) # 0. Tada je
DET(R};—)(A) = A (i i+r‘) ’

t ... 14T
O 0O O
stosedobijaza R=|0 I, O
O O ©

Moze se reéi da je determinanta pravougaone matrice A € C**" jednaka "njenom
k-tom kvadratnom minoru”. Tada se dobija sledeéi generalisani inverz za A:

0..0 0 0 0..0
0..0 0 0 0..0
. k k+r k ... k4r
0..0 A Apyr 0..0
k (k k+r) £+ "‘(k k-i—r)

-.-1 —— 1 [ ] a [ ] w
(R,r)"(k k+r) P : : : Dol
k... k+r1 k ... k4r k... k+r) 0 0
: o 0 Akt (:‘ k-i-r) o Akprede g gy, )00
0 0 0 0..0

0 0 0 0. o}



6. SLABI r--KOMUTATIVNI I SPEKTRALNI INVERZI
I JORDANOVA KANONICKA FORMA

U ovom poglavlju se reSava se skup jednacina koje odgovaraju klasi slabih k-
komutativnih tnverza za kvadratne matrice.

Rezultati opisani u ovom poglavlju predstavljaju osnovu rada [141].
Za A € C"*", slabi k-komutativni generalisani inverz za A predstavlja reenje
sledeceg sistema po X [71]:
(1) AXA=4 (5*) A*X =XA* zaneko k> 1.
Ove jednacine su prvi put izuéavane u [38] (vidi Teoremu 1.2.2). Matrica A je
predstavljena transformacijom sliénosti
| ” _ ~-1_mf{R O\p
A=TJT _T(@ N)T |
1 nadjena je reprezentacija ovih inverza u blok-dijagonalnoj formi

X="T (RE; g) T-1  Nkp = PNF,

Nedostatak ovog rezultata jeste neodredjenst bloka P.
U [71] je dobijena sledeca reprezentacija slabih k-komutativnih inverza:
_ R™1 O ~1

X—T( 0 N(l))T .

Reprezentacija slabih k-komutativnih inverza moZe da se odredi iz rada [74], u
obliku
_ (1) (1) —
X=T(R7 eI e . 0s")T"

Takodje, u [74] je pokazano da je odredjen oblik (1)-inverza za nilpotentne

blokove. Znadci, iz [74] se prvi put moZe odrediti efektivna reprezentacija slabih
k-komutativnih inverza. |

Reprezentacija slabih k-komutativnih inverza, dobijena u ovom poglavlju sadrzi
reprezentaciju ovih inverza koja je implicirana rezultatima iz [74].

59
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6.1. Reprezentacija slabih k-komutativnih inverza

Lema 6.1.1. Ako je A =TJT™! Jordanova kanoniéke reprezentacija za A € C*™"
[ 2 =T YXT, tada je jednacina A*X = X A* ekvivalenina sa

(J5) JkZ = ZJ*k .

U sledeée dve leme se izudava povezanost Jordanovih celija Jo 1 blokova Z;;
matrice Z.

Lema 6.1.2. Neka je X slabi k-komutativne inverz za A 1 neka je J Jordanova
matrica koja odgovara transformaciji slicnostt A = TJT-'. Tada za nilpotenine
blokove Jordanove kanonicke forme J vaz |

i1=0, a=q¢+1,...,p, 1[>k.

—

Dokaz. Pretpostavimo da je A™ + ap—1A" "' +-- -+ oy A minimalni polinom matrice
A. U [71, Teorema 4] je pokazano da se najmanje jedan od koeficijenata ay, ..., ag
razlikuje od nule. Koristeéi ovu &injenicu i rezultat iz [53]

ind(A) =min{aj . Oy 3&0, 1 EJ 51’1—1},
J .

lako je izvesti zakljucak ind(A) < k. Osim toga, svi nilpotentni blokovi su reda
manjeg ili jednakog sa k, te se anuliraju za k-te 1 vece stepene.

Lema ,__.6.1.,3. Néka_’je Let A € C*", A =TJT™! njcna_';_ffqrdanom kanonicka
reprezentacija, X € C**™ slabs k-komutativni inverz za A, 1 Z = T-1XT. Tada
blokovi Zo g 1 Jordanove éelije J., 1spunjavaju sledeée jednacine:
k a=1,..., .

(Dl) JCEZﬂ,ﬂ = 0! (ﬁ:q—*-l.,__,q,p) )

(6.1.1)
k a=g+1,...,
(Dz) Zﬂ’ﬁjﬁ = @, ( ﬁil,...,qp) .

Dokaz. Polazeé od jednaline J¥*Z = ZJ* iz Leme 6.1.1. 1 koristeéi Lemu 6.1.2.
dobijamo:

(700 0 T Zign - JEZy JE=1 0 0...0)
() J;_'l Jquq+1 .,J;‘:qu _ O J;:-l O )
Q) O O O ZGF-H,IJ{c Za+1,q7, O O |
\ 0... O 0.. O Zor JE ... ZpgJf O...0)

Komparacijom odgovarajuéih elemenata u levoj i desnoj matrici u poslednjoj jed-
naéini, dobijamo skup jednaéina (D1) i (D2). O
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Teorema 6.1.1. Neka je A=TJT™! Jordanova kanoniika reprezentacija za A €
C™*™ 1 neka je X klasa slabih k-komutativnih inverza za A. Tada je X = TZT1,
pri éemu su matrice Z slabt k-komutativni inverzi za J. Osim toga, matrice 7

ymaju ovakvu blokovsku reprezentaciju:

g8 ... 0 o ... 0
~ o .. J! o ... 0
(6.1.2) Z = q !
| O ... O Zgs1,4+1 Zg+1,p
@ cee @ Zp,q+1 ZPJ’

gde su blokovi Zag, za a=q+1,...,p, B=q+1,...,p oblika (C4).

Dokaz. Iz Leme 6.1.3. lako se zakljuéuje da jednacéina A*X = X A* nema uticaja

na oblik nilpotentnih blokova Z, g, a = ¢+1,... ,p, 8 =¢q+1,... ,p. Na ta.j nacin,
ovi blokovi ispunjavaju jedino relaciju (C4), ko ja se odnosi na odgova.ra, juce blokove

proizvoljnog {1}-inverza za A.
Zaa=1,...,q,=q+1,...,p, zamenom poznatog oblika za 3% [71] u (D1),
dobijamo

S (AR Bk (LR AEmett 0.0 2P

0 MG R ez oo anf |
0 0 0... | xé 0. 0z'1,1,1"mﬁ1,],,‘,rﬁi
meq —1
0 ... 0 X (DA,
=0
m,—2
0.0 )y (DA s
= B =Q,

m,-—3
0O ... O I_Z:[} (?)x\g""zfﬁg’mﬂ

...............................

0 ... 0 A2l s

uz pretpostavku (ﬁ) =0, za k < c.

Odavde proizilazi sledeéi sistem linearnih jednaéina
Kyyk—1_o,f
E ()'\ El'cmﬂzo’ c:]':'“smn"

Koristeéi Agy # 0, a=1,...,q, Jedinstveno reSenje ovog sistema Je
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(6.1.3) zf’”ﬁ =...=z%8 =0,

mg My ,Mp
Zamenom (6.1.3) u (C'1) dobujamo
_ a=l,...,q
Zap =0, (ﬂ=q+1,---,P) -

Sliéno, za « =¢+1,... ,p, 8=1,...,4, iz jednadine (D1}, dobija se:

— — k—m
(e N (N GO M ()
0 0... O 0 A DA () Xs ™|
........................................... |
\ 0 0 0 0 0 0 A /
Me2P 0 L0
1
B ) (f)k;_‘lsz_i_l 0 ... 0 _o
MO Nkl ap
142’ (I))“ﬁ_ 21,141 0 ... 0

Odavde proizilazi sledeci sistem linearnih jednaéina

mg—c

Ky k—1_ a8
I;U (f)/\ﬂ zl,l‘-{-lzoﬂ C:]'!"'jmﬂ-
[z pretpostavke Ag #0,8=1,...,q, dobijamo
(6.1.4) zzﬁﬂ =...= z;’f,mﬁ = Q.

Saglasno (6.1.4) 1 (C2), dobijamo
_ a=1,...,¢q
Zﬂr,ﬂ =0 ) (ﬁ:q—{-l,...,p) '

Opsti oblik matrice Z je dobijen resavanjem sistema jednadina JZJ = Ji JFZ =
ZJ*, tako da je Z slabi k-komutativni inverz za J. O

6.2. Efikasnost

Rezultati Teoreme 6.1.1. su saglasni sa reprezentacijom slabih k-komutativnih
inverza, koja je razvijena u [38]. U [71, Teorema 5] dobijena je ovakva reprezentacija
za slabe k-komutativne inverze: Ako je matrica A sliéna sa Jordanovom matricom
J, 1 ako se matrica J moZe napisati u obliku J = S® R, gde je S Jordanova matrica
reda > k sa nulama na dijagonali, R je regularna matrica, i ako je S neki {1}-
inverz za S, tada je X =T - SO @R~ . T slgbi k-komutativni inverz za A. Ovde
je pokazano (Teoremom 6.1.1.) da su blokovi u S opsteg oblika (C1), (C2) ili
(C4). Na taj natin dobijamo eksplicitnu reprezentaciju klase slabih k-komutativnih
inverza.
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Pored toga, reprezentacija slabih k-komutativnih inverza moZe da se dobije 1z
poznate reprezentacije generalisanih inverza A, koji ispunjavaju sledece jednacine

po X
(6.2.1) AFX =XA* AX"A"=A" n=1,...,k—1, k=ind(A),
a koje su uvedene u [74]: Neka je A = TJT~! Jordanova kanonicka reprezentacija

za A. Tadaje J=J1 92 D... 8 J, D R, gde su blokovi Jy,... ,J, nilpotentni, a K
nesingularan blok. Drugim re¢ima, svaki od nilpotentnih blokova je ili nula matrica

ili matrica oblika
Or—1.1 I
B = ‘N r 1<r<k
( @1,1 lf*D]l,,av'—l) ( =T = )’
pri cemu @), , predstavlja nula matricu sa p vrsta1 ¢ kolona, a I, je jediniéna matrica
reda p. Proizvoljan {1}-inverz za B je oblika

B9~ (1,5 E)

gde su C, D, E proizvoljne matrice korektnih dimenzija. Tada svaka matrica
(6.2.2) A, =T (Jl“) oI oR) T

ispunjava uslove (6.2.1). Koristeéi svojstvo A"A, = A A", za sve n > ind(4) [74],
lako je primetiti da slabi k-komutativni inverzi mogu biti reprezentovani u obliku
(6.2.2). Poredjenjem ove reprezentacije i reprezentacije dobijene u ovom poglavlju,
zaMJuquemo da reprezentacija (6.2.2) moZe da se dobije koristeci jedino sluca] (C4),
za ¢ = j, 1 zamenom preostalih blokova odgovarajuéim nula blokowma

Prema tome, splsa.k generalisanih inverza koji se izraZzavaju Jordanovom kano-
nickom formom (Teorema 10-1.), moZe da se prosiri ovakvom reprezentacijom slabih
k-komutativnih tnverza, koja sledi 1z Teoreme 6.1.1.:

Posledica 6.2.1. Pretpostavimo da je A € C**", k = ind(A). Takodje, neka je
T € C**™ nesingularnae matrica za koju je

T-1AT = (g g) . R nesingularno ,N* = Q.

Tada je X slabi k-komutativni inverz za A ako i samo ako
— —~ O\ p-1 _
x=Tz1' =7 (¥ Q) vnv=v,
1 blokovt v Y su oblika (C4).

U sledeéoj teoremi je pokazano da su slabi k-komutativni inverzi dve sliéne ma-
trice sli¢ni u odnosu na istu transformaciju sliénosti. Proizvoljni slabs k-komutaiivns
inverz za A oznalimo sa AMF) a klasu slebih k-komutativnih inverza za A sa

A{1, k).

Teorema 6.2.1. Neka je M(1:E) ¢ M{1,k}. Tada matrica N sliéna sa M preko
transformacye
N = RMR™

ima slabi k-komutativni inverz slidan sa M(L%) ga istom transformacijom, 1.
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NLE) = ppm(LEYR-T

6.3. Primeri

010000
002000
Primer 6.3.1. Posmatrajmo matricu A = g g g 3 g ; . Njena Jordanova repre-
000000
000000
zentacija je A = TJT ™!, za
0 0 1/0 0 0
0 0 0jJ0O 0 O 020099
J = T = 000100
- 0 0 0j]0C 1] 0 [~ T loo1000
0 0 0]0 0] O 000001
000 0 0l0 000010

Prema Teoremi 6.1.1., slab: k-komutatsvni snverzz X, k > 3, imaju oblik X =
TZT™ 1, gde je

11 .11 11 12 .12 .13

211 2?19 Zﬁ 211 zﬁ z%

S I !

Zl] Z12 Zl3 O 1 2'33 0 332 331

Z=| 221 292 Zaz | = ;21 21 21 22 22| 23
g7 7.. 11 212 23| 211 %12 11

31 32 33 0 0 -221' 1 '_222 2,23

23 29 21

31 31 31 32 - .32t _33
211 *12 Z13 211 %12 | 411

Jednostavnije matrica Z se moZe napisati u obliku
11 Z12 313.214 Z1% <18
1 0 223 0 z35 226
0 1 £33 0 Zas Z3s

Z =

Z41 242 Z43 %44 Z45 Z46 y £13 pI‘OIZVOI_]no.

0 0 253 1 ZeE <58
Z81 462 263 T84 285 266

Jednatine JZJ =J i J*Z = ZJ* = O (k > 3) mogﬁ se lako verifikovati. Konacno,
slabi k-komutativni inverz X za A je X =TZ7T 1.

Napomenimo da se iz [71] 1 [74] mozZe dobiti ovakva reprezentacija za X:
zz 0 0 0

211 212
REN N
—_ (V)p-1 _ <33 -1
X=TJVWT" =T 0 0 0 zia zes O T-1.
0 0 0 <55 () |
0 0 0 0 0 <66
0 -3 1 2
Primer 6.3.2. Jordanova kanonicka forma za A = :% % :% % je
-2 -3 1 4
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2[0 0 0 R
J=| 0210 0 ‘dokzaT = (g : 1:;) vazi A=TJT™ .
8 88 (]j 1 010

Prema Teoremi 6.1.1., proizvoljni slab: k-komutativni inverz X, k > 2, moze da se
dobije iz X = TZT 1, koristedi

3|0 0 0 Lo 0 o
—1 =
/ X o 0/3] 0 0 01 0o o0
Z —_ G JQ— . @ — 2 — 0 % j
z z
O O Zj3 0 0 Zf? Z'I?'g 0 0 3% Zji
¢ 0O 1 233
gde su z;; proizvoljni elementi. Lako je verifikovati jednacine
2= 90 00
JZJ=J, JZ=2ZJk=|[ ©° 2700} (r>2)
0 o0 00
0 0 00

Iz [71] i [74] dobija se ista matriza Z.
6.4. Reprezentacije spektralnih inverza

Lema 6.4.1. Ako je A = TJT™! Jordanova kanonicka reprezentacija matrice A €
Cr**", tada: | | |

(2) Jednaéina X A*¥tY = A* je ekvivalentna jednading

(J3) ZJk = gk,
(12) Jednadina A¥H1X = A* je ekvivalentna sa
(J4) JEt1z = Jk,

Lema 6.4.2. Neka je A = TJT™! Jordanovae kanoniike reprezentacija za A €
Crxn, 1 AY € C™*" slab levs spekiralns inverz za A. Tada blokovi Zo g mairice

Z =T 1A®T,

1 Jordanove Celyje J, 1spunjavaju sledeée uslove:

k = yevey .
(D1)  Zaglit' =0, (o5Lr);

(D2) Za g, ﬁiji’l';:_’_ ) ispunjavaju jedino (C1) i (C3).

Lema 6.4.3. Neka je A = TJT™ Jordanova kanonicka reprezentacija za A €
Cr*™ 1 neka je Ay € C**" slabi desnt spekiralni inverz za A, 4

U= T"lAwT.

Tada za blokove Uy g matrice U i Jordanove éelije J, vaii
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(D3)  JHW.s=0, (52357,);

(D4) Us.g s (oFLT1P) ispunjavaju jedino (C2) i (C3).

Sledeéom teoremom je data eksplicitna reprezentacija klase slabih spektralnih
inverza pomodu Jordanove kanonicke forme.

Teorema 6.4.1. Neka je A =TJT! Jordanova kanoniéke reprezentacija za A €
C"*"  A™ neka je slab spekiralni inverz za A, 1 A, slab desni spekiraint inverz za
A. Tada matrice Z = T YAYT 1 U =T 'A,T imaju ovekve reprezentacije:

Jl_l “as O Z1,9+1 ZI:P
(6.4.1) 5 o ... J Zag+l .- Zq.p
o ... O Zq+1,q+1 . Zq—l—l P
O O Zp,q+1 Zp.p
J ! O O O
~1
(6.4.2) _ O ... Jq O ... | O |
Ugt1,1 Ugt1,4 Ugtr,e11 Ugt1,p
UP:I Up,q Up.g+1 Up.»
pri Cemaus
. . =1,..., . . .
(1) blokovi Zyp, (ﬁiq+1,...q,p) Imaju obhk.(C'l);
(i3) blokovi Uyg, (a;i';l_j:"‘q”’) jesu oblike (C2);
. ) a=q+1,..., . .
(122) blokovi Uysp t Zag, (ﬁ=g+i,... j) poseduju oblik (C3).

Rezultati Teoreme 6.4.1. jesu generalizacija sledeéih rezultata, dobijenih u [20],

[125], [159]:
Akoje A=T (gg) T-1 tada:

- GAF! = A* je ekvivalentnosa G =T (R(_)l B;) T-1,i

L S
pri éemu su L, M 1 S proizvoljne matrice odgovarajucih veli¢ina.

- GARTY = AF je ekvivalentno sa G = T (R-l 0) T,
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Kao posledicu Teoreme 6.4.1. 1 sledece ¢injenice {159]: proizvoljan spektralni
inverz za A je istovremeno i desni i levi slabi spektralni inverz za A, dobijamo:

Posledica 6.4.1. Neka je A€ C"*", A =TJT™! Jordanova kanoniéka reprezen-
tacyja za A, 1 X njen spekiralni inverz. Tada matrica Z = T~ XT poseduje ovakvu
reprezentaciyu:

O J! O O
4= :

O O Zgt1,441 Zq+1,p

O ... O Zpgtr .-.  Zp,

gde blokovi Zy g (gzgii”i) ispunjavaju uslov (C3).

Iz Teoreme 6.4.1 1 Posledice 6.4.1 dobijamo: _
Posledica 6.4.2. Neka je A € C**", k = ind(A). Pretpostavimo da je T € C**"

nesingularna matrica takva da je
T1AT = (g gi) , R je nesingularna ,N* = O.

- X je slab levi spektralni inverz za A ako 1 samo ako je

X = T(OY)TI

gde blokovi u M tmaju oblsk (Cl) YNY =Y, NYN =N 1 blokovi v Y jesu oblika
(C3).

- X je slab desn: spekiralni inverz za A ako i samo ako je

~r(%e)r

blokovi uw L tmaju oblik (C2), YNY =Y, NYN = N, i blokovi u Y jesu oblika
(C3).

- X je spektralnt inverz X za A ako i samo ako je

X=T7 (%" )7,
YNY =Y, NYN =N, 1 blokovi v Y poseduju oblik (C3).
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6.5. Primeri

0 -3 1 2
Primer 6.5.1. Jordanova kanoniéka reprezentacija za A = (:g ; :: 3) je

-2 -3 1 4

210 0 0 211 o

A:TJT—I J= 0 2 0 0 T= 0 1 1 -1
| 0o ofo 11| or1-2

| \ 0 0/0 0 Lo

Prema Teoremi 6.1.1. dobijamo AY = TJWAT-! = TZT-!, Skup {1,2%}-inverza
matrice J je

1 13
510 O 211 L )
_ Y 214
Jl 1 0 Zis l 23 2
K=(O Jz—lzza): 0 2 0 ‘11 = 0 % 0 224 3
0O O Zss 33 33 0 0 233 234
0 0211 2 0 0 1 24
0 0O 1 zgg

pri ¢emu su z;; proizvoljni elementi.

Iz jednacine KJK = K proizilazi 233244 = 234. Prema tome, matrica Z se moie
dobiti nametanjem uslova 233244 = 234 matrici K.



7. MOORE-PENROSEOV I GRUPNI INVERZ
I JORDANOVA KANONICKA FORMA

Cilj ovog poglavlja jeste re§avanje sve éetiri Penroseove jednadine u klasi kvadrat-
nih matrica, pomodu Jordanove kanonicke reprezentacije.

Glavni deo ovog poglavlja je razradjen u radu {136].

Napomenimo da, do sada, Jordanova transformacija slicnosti nije korisena za
reSavanje Penroseovih jednaina (3) 1 (4). U ovom radu nije dobijena efektivna
reprezentacija matrice Z, ali su dobijene vazne korelacije izmedju blokova matrica

Z., J1T1TT*.,
7.1. Moore-Penroseov mverz 1 Jordanova kanonicka forma

U prvoj lemi se nalaze najgrublje relacije izmedju matrica J,-Z 1 TT", koje
proisti¢u iz Penroseovih jednacina (3) i (4).

Lema 7.1.1. Ako nxn matrica X ispunjava treu i éetvriu Penroseovu jednacinu,
tada matrice J, Z =TXT™ ¢ TT* ispunjavaju sledeéa dva uslova, tim redom:

(73) (JZTT*)* = JZTT*
(J4) (ZITT*Y = ZJTT".

Dokaz.  Matrica A = T7'JT ispunjava (3) i (4), odakle proistiéu sledece dve
jednadine, tim redom: “

(7.1.1)

(T-'JTXY =T'JTX
(XT7'JT)* = XTYIT.

Mnozeéi prvu od jednadina poslednjeg sistema sa (771)* sleva, drugu sa T* sdesna
1 oznaéavajuéi izraz TXT ™! sa Z, dobijamo

(TYIZ) =(TT*)"'JTX
(ZJTY = XT~YJTT™.
Posle mnozZenja prve od ovih jednacina sa T~! sdesna a druge sa T sleva, dobija se
(TT*Y'7Z) = (1T 'JZ
(ZJTT*Y = ZJTT".

Dokaz zavrsavamo mnoZeéi jednaéinu (JZY(TT*)"! = (TT*)'JZ hermitskom
matricom TT* sleva i sdesna. O

Sada podelimo matricu T7* u blokove koji po veli¢ini odgovaraju blokovima J,
matrice J, odnosno matrice Z:

Ti1 ... Ta1p
TT* — UROURRUR B
TPI S FE‘PP

65
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Lako je uoéiti da T;; € C™*™i. Na ta) nacin je obezbedjena egzistencija matricnih
proizvoda ZTT™ 1 JTT™.

Sada, koristeéi prethodnu lemu, i relacije (Z1)-(Z4) iz Teoreme 1.2.4., koje vaZe
za. Z € J{1,2}, usledecoj teoremi dobijamo sledece relacije izmedju blokova matrica

Z, J1TT*..

Teorema T7.1.1. Neka je A € C**" fkvadratna matrica 1 A = T 'JT njena
kanonicka reprezentacija. Tada Jordanove éelye J;, odgovarajuée blokovima T;;
matrice TT* 1 blokovi Zo g matrice Z = TXT ™! ispunjavaju relacyje:

(T1) T =Tji;
p p ’ ( ",_=_11=---=Q) :
(TQJ Z JiZ:'.sT.s_f = Z: JJ'ZJ‘STSJ‘; J=Eaee

s=gq-+1 s=q-+1

(T3) Ij'_ EZJS'] T.s:"l' Z ZJHJ Ts:

a=1 s=q-+1 i=1,...,q '
 (imaril)
(I'4) T;; + E JiZis Ty = E JiZ s Tsi;
s=g+1 s=q+1
= s=eh i=atl e p)
) J'-l g )

(T6) E JiZisTs; = Tﬁ +- E JiZisTs;;
s=q-+1 s=q+1

P _ _.
(T7) E Z‘ISJ T3J+ Z;i_lZIsJ THJ —_— Z J ZJHTSI Z J Z 31,
.s:-'q s=q+

{ (TE)) z Zisds Ta‘;'i" E Z'ISJ TJ} le!
{ (TS) 2 JiZiaT.sj - Z JijaT.si;

s=q+1 s=q+1
( 1=¢+1,...,p
1=g+1,...,p

Dokaz. Lako se proveravaju sledece jednakosti:

P .
i=1,...
T;J_!_ Z ZISJSTSjg (lel :?}

(ZJTT*):J _ s=q+1
P i=q+1,...,p
21 ZistT.aj: ( J?- yore s )
P 1=1,...,p
T;‘j + E JiZiSTSjr (j::l,...,q)
(JZTT*)” _ s=g-+1 .
E T;t.}TtZtJ, J_—‘..;-}—I::ip)

3-.—.

Matrica ZJTT* je hermitska, pa dobijamo



Moore-Penroseov inverzl 1 Jordanova forma 67

P .
= TF M i=1,...,

TI} + Z Z;ISJSTSJ —— Tt + Z Z_}:SJSTST;} (J:l,,ﬁ)

3=q+1 s=q+1

D 2Ty = 3 2T T+ Y 7,70 T i

T;} _'I— Z tgvgllgy — Z 39 8 =31 + Z J&< 8 -3y . (J'=Q+11“~1p)

s=q+1 3==1 s=g-+1
: N Zu Ty =Tj+ 3 Z;7.T Sl
Z ZISJSTSJ + Z 13+ g Sj - _]'i + Z jsf 3 31" ( j:]:-"nq )
s=1 s=q+1 g=q+1
%3" P 7T = i 7 T 4 d 7 TP i:q+l,.,.,jj)
b JI'ZI'STSJJ - Z J:’ sl g7 — Z 318 3 L3t + Z Js¥ 8 S 3i (,f“—'tl"Flw--}P
=1 s=g+1 g=1 s=q+1

Primenjujuéi (Z£2) u poslednjim jednakostima, dobijamo (7'1), (T'3), (19} 1 (1°7).

Takodje, matrica JZTT™* je hermitska, te je:

Tt'j -+ E JﬁZingj = 144 + Z JijSTsi: (_f=1~..---,q)
s=g+1 s=g+1
P g . P — = = i=1,...,q
Tij+ > JiZiTsj= 2. JiZ5sTsi+ Y, Jj4djsTa, =g t1 . p)
s=g+1 g=1 g9=q+1
1 P 7. T.. =T E 7T T i=q+1,---,p)
Z J,ﬁZiSTSj +- Z Ji tglgy — dgg + Z IR ER I ( 1=1,...,¢
s=1 3=¢+1 s=gq+1 .
q p T q 7 7 -T P 7 —‘Z— T J i=qg+1,...,p
Z J,‘ZI‘STSJS -+ Z Jizis s — E 34 38 s T Z 14338 431 (j=q-l-1,--- :P)
3:1 3:q+1 -5=]. -3:q+1

Primenom (Z3) i (T'1) u nizu poslenjih jednakosti, dokazujemo (72), (7'4), (T6)

i (T3). =

Napomena 7.1.1. Relacije (Z1)-(Z4) 1 (T'1), (T3), (T5), (T7) vaie za X €
A{1,2,3}. Sliéno, (Z1)-(Z4) 1 (T2), (T'4), (T6), (T'8) su tacne za X € A{1,2,4}.

Konaéno, polazedi od jednacina (C'1)-(C'3), u ko jima je dat precizan oblik blokova

matrice Z € J{1,2}, u sledeéoj teoremi se izuéavaju relacije izmedju elemenata u
blokovima matrica J, 2 1 TT”".

Teorema 7.1.2. Pod pretpostavkama Teoreme 7.1.1., waZe sledeée jednakosii za
blokove matrica Z, J 1 TT*:

\

F

\

mt-:mj
T;{ﬁ:?ﬁsﬁ a’:l"“"m‘-" ﬂzl?"':mi (;'.:1,..-,9').
g(Li, 5, ) =g(L, 7,5, k) I=1,...,mi—1, k=1,... m, =100

gi{e,1,7) =g1(¢c,5,2) e=1,...,m;

™; = M

e =F(B,5, ) =75 —0(L,i,5,8), B=1,...,m (it )
ro=T a=2,.,mi—1, f=1,...,m, , (f:q:;;’) ;
gla,i,j,) =0, a=2... ,mi~1, f=1,...,m; I=hoerod

., :_'f'_f;i,-,c = —gi(¢,4,7) ,c=1,... ,m;
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i ' — )1

’ﬁ_”r B a=1,...,m; f=1...,m (i:rﬁ-l,...,?’).
f(l’]j?'): (lﬁzﬂj) ? l::l'j'-' }mi ’ }—_"Q"l'l,,p ’

gde T;jﬁ oznacavae element u preseku a-te vrste 1 B-te kolone bloka T;;, 1 koriste se

sledeée oznake:

p
.o . 87 I=1,... m;—1
g(lazt]a k) — Z (’\ me + Zf-f—l m, )Tm“k? ( k=1...,m; )
B s=q+1
(7.1.2)
gl(c 2 ]) _ Z A‘“m:,m m £1C7 €= 1!"' y 774
s=q+1
(7.1.3) f(ln,7)= 2. |2 ﬁ/\s’r + Z ( ifc+1) Tet1,l
s=1
Dokaz. Lako se proverava
O , JFES
8 0 0 ... 0 0 _ 41
. =g+1,...,p
(i7.1.4 isdg = 0 1 0 0 . (J_ )
3 ) Js= 38 G ¢ 1 6 0 ’ _? — ? 3—-9’+1: Y
0 0 0 ... 0 1
78 L Js 23 78
Zi1As 211 T 2124 2 my 1 T Zim, As
0 ( 0
2o =
(T1.8)
0 0 0
(J=q+1: JP)
s=1,...,q
O . 1 F£ s
1 0 0 ...0 O
. . c 1 @ 0 0O i=q+1,...,p
(a‘,l.ﬁ) J1Zw — 0O 0 1 0 0 S — 4 y (3.._9,4.1 . )
’ =
¢ 0 0 ...1 0
0O 00 ...0 O
[U .. 0 Nz, 2 \
0 o 0 N, o, |
—- 7k i=1:“'aq
(7.1.7) JiZis = | ’ (3=g+1,_.,,p) '
. . |
ol
ko o ) Alznii-]rma + z:r‘:”m‘,_.
13
g ... O A; zm”msj

Prvo se resava skup jednagina (T1) i (T2). Iz Ti; = Tji, dobijamo sledece
jednakosti:

| m; = m;
(J’lrl) ij ?_‘,-t i=1,...,q)
o, — Ta,B 1=1,...,¢ /"
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[Koristedi (7.1.5) i m; = my, Jednakost

p P ‘

. —_—— = =1,...,

(T2) Yy JiZiTs; = 3. J;Z;Ts; (;:IZ>
s=g+1 s=g-+1

rransformiSe se u

/U .. 0 /\iZiTms - Zé‘?m, \

oo 0 e, + 2 | [ i o
Z | IEEEEEICITECTITITOTORIDIPITI I RUPPRUTR IS -
TR0 0N e, |\ T/
\ 0 0 Aizis
[0 0 Ao, + T,
o 0 XZpm, ¥ Zhm, | [ T im,
=S .
O O i AT | \Tia o T,/
\0 ... 0 AE ) |
Koristeci oznake 1z (712) dobijamo sledecu matri¢nu jednakost:
( - g(1,4,5,1) g(1,4,7,2) ... (1,2, 7,m4) \
g(2,%,7,1) g(2,1,7,2) ... g(2,1,7,m;)
g(m;—1,1,7,1) g(mi — 1,4,7,2) .. glm; —1,2,7,m;) |
\ O ai) ai(249) - gi(misiyj) /
JLi6Y)  FLA62) . §(Lhm)
9(2,7,%,1) 9(2,7,1,2) ... 9(2,7,1,mi)

_g_(mi “_}_:J:i:' 1) ?(m: _iij'.'z??) SR g(mt s s
91(11]12) 91(21113) gl(mi!?’?])

Komparacijom odgovarajucih elemenata dobijamo ovakav skup jednakosti:

) ohirjik) = 9L Jyi k), 1=1, o mi=1, k=1, m, (1Y,
gi{c,1,7) = g1(¢c, 7,8) e=1,...,m; v =1,
(M1} 1 (M2) impliciraju:
mi = m;

t] 1 _— . o ;
M3 Tﬂr,ﬁ'—‘rﬂ’,ﬁ a—-—]-:'-'smla ﬁhli""m‘ =1,...09
( ) 11“"Iq

p—
g(zazjj‘!k):-g’_(l.}jjzjk) z: 1: }mi"_lg, kz]., ,mi: (3:
gl(cii:j):?_l_(c-]jai) Czl&"*}mi-

69
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Sada se resava drugi skup jednakosti teoreme, tj. jednakosti (73} 1 (74). Pri-
menom (7.1.4} u prvu od ovih jednakosti dobija se

q :
i T A i=1,...,q
T,-j;:: ZZ}SJSTSii-ijJjTﬁ ( ’ p).
§=1 ' '

i=g+1,

Nakon toga, primena (7.1.5) implicira

_t] 17
"11 F"—l,m.J \
1J ) /
rrm,l Tmi,m_,
)4 Js 8 L
/311’\3 21y + ~12/\ 21y + 213 As Zim,~1 T 21 m, As / 7o I \

0 0 g...
0 0 0 0 0 —Jt =7t
T T

0 1 0 0 0 11 L,m;
D 0 1 0 0

NS B S E O
g 0 0 ..10 73 — i
0 0 ...0 1 Tmu,l ij,m;

Koristeéi oznake (7 1.3) dobija se:

) ij
[ Tip - T1,mji

i) ij
\Tmm e Tolmy

— e = . — .. 0 { §
f(,7,4) f(2,5,4) ... f(mi,1,7) | .
0 0 ... 0 o Tz oo Tom
= + - :
0 0 . 0 ?‘::I._, ,1 —flij , 2 :'F‘:T:J 1
odnosno:
M = MM
, — _ =1,...,
o1y =FERD, 1=1.,m, (S

¥ _4” — . — .
Tﬂriﬁ"-‘ &,ﬂ‘ a-—-z,*..,mt,ﬁ—-l-’,.~.’m1

Posmatrajmo sada jednakost

' P P — = = i=1,...,
(T4) Tyt 22 JiZiTej= 3 J;Z; T, (j:.qi’l ...qp) :
s=g+1 a=g+1 o
Prema (7.1.6) 1 m; = m;, ona se moZe uprostiti u

—_— - — 1=1,...,¢
lj ~- Z J Zthsj J Z T (_j--g-l—l,,.. ,P) ’

s=q+1 -
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t1. u sledeéu matriénu jednakost:

( 1 +9(1,4,5,1) 1y +9(1,4,5,2) ... Thme T 9(1, 6 7,m4)
4+ 9(2,4,7,1) o +9(2,4,7,2) ... )+ g(2,4,5,m)
TU 1y tglmio,7,1) T 1.2 +g(m; —1,4,7,2) ... Tri‘f;—l,m.- +g(m; —1,1,7,m;)
\ “r:,f 1 a1l 7) T;{hg +g1(2,2,7) ... T:;,{‘_!mi + g(mhz’,j)/
/ 7L ff{‘m\
e i,
—Jt __}1
Tm—1,1 -

Y

koja Je ekvivalentna sa slede¢im skupom jednakosti:

1) —.? a=1,... m;—] .
(M5) Top = Tas ~ 9lonts g B)y (T=i ) ( 1=l ) |
Tm;,l = —*gl(l,%,j) ) [ = 1?' « .y Ty I=qtL-p
Uslovi (M4) 1 (M5) iniciraju sledeéi skup identi¢nosti, koji vazi za (J;E_I ;?p):
m; = m;,
z'j —7t

Tad = To g 1 a=2 ... m—1,8=1,...,m;
(MG) Iﬁ_f(:ﬁ .713}_7_1,3 (lvi?j:ﬂ): g=1,...,m;

Sy =T =T — g(e,1,5,8) = g(a,i,5,8) =0, (o5t
T:I‘L, ?f,‘lncz—-gl(c,t,;:) c=1,...,m;.

(7°5) 1 (T'6) su ekvivalentni sa uslovima (T'3) i (T'4).
Konacno primenjujuci (7.1.4) i (7.1.6) u (T'7), dobija se

g .
. . LT — T.7. W T .. i=¢+1,...,p
X ZisJToj 4 ZiJiTy; = g TiZ5Toi+ 132355 (i)
Koristeli uobi¢ajene oznake, dobija se ova matri¢na jednakost:

(FLD) FRiG) o fmai )\ (T8 T2 .. Ty

13 1] i} : 71 —71 —Jt
T T » & 1 J }
21 22 T2, m; 21 Taa - T2,m;
- 1 ij —Ji —7i —3i
-Fl T L] - [ ] Jl
( Tt 1 m;,2 Trn_,-,mj ij,l ij , 2 v ij:mi

Odatle je, posle uporedjivanja odgovarajuéih elemenata:

I
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m; = mj
e N F( 4. _ | i=q+1,..,p
(MT) flha,i) = flgi), I=1,... m, ().
vy =t — : — }
Talﬁ_rﬂrﬁa_ ’."’mtf‘ﬂ_ ?“‘}mt
Sliéno, zamenom (13 — 2.6) 1 m; = m; u
P p
Iy t=g+1,...,p
Z JthTa_; = Z J_jZ_;s 31 (J=q—f—1 p)
3=g+1 s=q+1 s
dobija se
L t=q+1,...,p
JiZiiTij = Jj 25515, (_;=q+1, ,p)
To znaci,
. —Jt —71
tJ tJ T T
/ Tl T 'm / 11 1,m;
RO I R R |
—J1 17
J 1] T Ty
\Tm.'—l,l Tin —1,m; \ m;—1,1 mi—1,m;
0 0 0 0
(T S L _ . _
(..'.11’8) Tﬂ,ﬁ—TG,ﬂ 1 Ct’w].,... }ml_]._} /B— 1‘]"' ,m:-

Iz (MT7)1(M8) sledi:

17 _ —Jt _ : — :
T&:ﬁ_-‘rﬂ;ﬁ? CI—].,...,TTL,, ﬂ_lﬁ""mi (*l:'?‘l'lsm:}’)

flLg,0) = f.4,7), I=1,...,m; 7=g+1, P
7.2. Grupnl Inverz 1 Jordanova kanonicka forma

Lema 7.2.1. Ako je A = T 'JT Jordanova kanonicka reprezentacija za A €
C™*" tada matrica Z = TXT™!, gde je X = A¥ grupni inverz za A, ispunjava

(7.2.1) (J5) ZJ]=17Z

Iz ove leme kao 1 iz poznatih rezultata za {1,2}-inverze [57], dobija se blokovska
reprezentacija grupnog inverza. Prvo se dokazuju neke relacije 1zmedju blokova
matrice Z 1 odgovarajucih Jordanovih éelija.

Teorema 7.2.1. Neka je A € C**" { A = T~'JT njena Jordanova kanonicka
reprezentacija. Ako je X grupni inverz za A, tada postoje sledece weze 1zmedju
blokova Zy g matrice Z = TXT™ 1 odgovarajuéih Jordanovih éelija J:

(G1)  JaZap=0; (207%,)

=q+1,...,p
(7.2.2) (62)  Zaplp=0; (G

)
(G3) Jalo,g = Za,pds; (ﬂ=q+1,---,p; B=g¢+1,...,p ).

Dokaz. Polazeéi od JZ = ZJ i poznatog oblika matrice Z € J{1,2}, dobija se
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/ Il O J}Z:[]g_!_] J],le\

O ... Iq quq,q+1 Jqu,P

Jo+1Zgr11 - JeriZgrrg JeriZgsrr 01 oo Jgr1Zg41p

lllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll

\ TpZp,1 ToZp.q JpZp g+ JPZPP/
/ Il @ Z] q+1Jq+1 Z1p.jp\
............................................... L
B O... Ly Zyg+rdorr o0 Zgpdy
Zgt1001 - Zerrgly Zosrgirdgsr oo Zogipp |
F
\ Zpadi Zp,qdy ZP,qHJq-I-I ZP:PJP)

gde I; oznacava jedini¢ni m; X m; blok. Poredjenjem odgovarajuéih blokova u
poslednjoj jednacini, dobija se

_ a=1,...,q rye a:q—]—i,...,p
Jaling = Zapgls, 2a (ﬁ=q+1,...,p) 1l ( 8=1,.. ) .
Dokaz se modZe zavr§iti primenjujuéi (Z22) 1 (Z3). B
Teorema 7.2.2. Ako je A = T7VJT Jordanove kanonicke reprezentacija za A €
Cr*" tada blokovi Zog, za o 2 g+ 1 i f > g+ 1 jesu reda 1. Ostm toga,

odgovarajuce Jordanove celyje Jo, (a =q+1,... ,p) se redukuju v nulty sopstvenu
vrednost, dok njen grupni inverz poseduje ovakav oblik:

JJL0 ... 0 0 ... 0
o Jt 0 o0 0
(7.2.3) ' 1 o o .. J7to . o | - T.
0 0 0 0 ...0
0 0 0 0 0
Dokaz. 1z (Gl) 1 (C'1) proizilazi
Ao 1 0 ... 0 0 0 . 0 Zf'i
0 Ao 1 ... 0 0 ] allﬁﬁ
JﬂZa',ﬁ — tar awt e e wan ee. . 0 .. z?,mﬁ — @'
0 0 0 ... Aa 1§ § o cer
o, 8
0 0 0 ... 0 A, 0 o 0 250 g

Posle matriénith mnoZenja dobija se sledeéi linearni sistem:

o, o, (1 — _
)\ﬂz‘,mﬂ-]—zi.i_l’mﬁ—-D, I=1,... ,mag—1
o, .
AaZyt o =0,
¢1jim se resavanjem dobija zf;fﬁ =0,1=1,... mqu, t].

_ a=1,...,q
(7.2.4) Zag=0, (,505,).
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Slicno, koristeéi (G2) i {C2) dobija se linearni sistem:

«,p —
o, a, B __ — -
21y T2 =0, [=1,... ,mq — 1.
Njegovo reSenje je zi’fﬂ =0, {=1,...,mg. Na taj nacin,
- x=g+1i,...,p
{ D =
7.2.5) Zag=0, ("),
laa=03=q+1,...,p, Jednacina (G3) se prevodi u
0 10 ..00 0 0 0 ...0 Ugwyg,a—gq
0 0 1 ..0 0 100 .0 0
0 1 0 ... 0 0 —
00 0 ..0 1
00 0 ...0 O 6 00 .1 0
0 ¢ 0 0 Yog_go—gq 01 .0 0
1 00 ...0 0 00 1..00
= 0 1 0 ... 0 0 e
00 0..0 1
00 0 ..1 0 00 0 ..0
Matriénm proizvodi u ovoj jednacini postoje samo za me = 1, a« = g+ 1,...,p.
Sada Je odigledno
(7.2.6) Jo =0 (o =g+ 1,...p).
Konac Z @=atheaP ) oliie 7 d erifu na slededi nacin:
onacno, za | 5., " ), celije Zy g mogu da se generisu n ¢l nacin:
| g P
(7.2.7) Log = Z ZokJkZir g+ Z ZokJklrg = O
k=1 k=gq-+1

Prva suma u {7.2.7) jeste nula-blok, zbog (7.2.4) ili (7.2.5), dok se druga suma
anulira zbog (13 — 3.6). tJ



8. INVERZI KVADRATNIH MATRICA
I RACIONALNA KANONICKA FORMA

8.1. Uvod

U ovom poglavlju se resavaju Penroseove jednacine (1), (2), kao i jednacina (5) za
kvadratne realne matrice pomoéu racionalne kanoniéke forme. Koristi se sliéna ideja
kao 1 usluéaju Jordanove kanonicke forme, tj. pronalazi se reprezentacija {1}, {1,5)
inverza, odnosno grupnog inverza X kvadratne matrice A koristeéi transformaciju
slicnosti X = TZT~}, gde Z predstavlja odgovarajuéi inverz matrice B,1 A=
TBT-' predstavlja racionalnu kanonicku reprezentaciju za A.

Koliko je poznato, ovakav metod pri reprezentaciji generalisanih inverza nije
koriscen.

U vezi racionalne kanonicke forme videti [66], [84].

Definicija 8.1.1. Dat je moniéni polinom

(8.1.1) p(t) = t*F +ap_1t*1 + ... + ayt + ag.
Matrica
‘ 0 0 ... 0 ~—ag
1 0 0 —da
(8.1.2) A=10 1 ... 0 -—ap | € RF*%
0 0 1—"(1;;_1

poznata je kao pridruZena matrica polinoma (8.1.1). Kanonicka forma asociarana
sa elementarnim deliocima minimalnog polinoma matrice A naziva se racionalna

kanonicka forma za A.

Teorema 8.1.1. Svaka matrica A € R™™" je sliéna direktnoj sumi pridruzenih
matrice svojith (realnih) elementarnih delioca. |

Prema tome, ako je A = TBT™' racionalna kanonicka reprezentacija za A €
R™"™™ tada se blok-dijagonalna matrica B mo7e predstaviti u obliku

B, ... O o ... O
. o ... B o .. o
(8.1.3) B = © ... O By, .. O =B &...0 B,,
O ... O O ... B,

pri cemu su blokovi B;,1 < i < p pridruZene matrice za elementarne delioce
t™ fal, _t™ T L talt4al, 1<i<p,

1 1maju oblik

75
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/ 0 0 O —a{‘}\
1 0 0 —a
[8.1.4) B; = 0 1 0 —al | & R77mi
0 0 1 —a}:m_il /
Bez gubljenja opstosti se moze uzeti da su blokovi By, ..., B, invertibilni, t;j.
al # 0, 1 =1,...q,
wo 1 dasu Boyr, ..., By netnvertibilni blokovi, tj.

a, =0, r=q+1,...p.
8.2. Reprezentacija {1}-inverza kvadratnih matrica

Lema 8.2.1. Ako je A =TBT™! racionalne kanonicka forma za A € R™ ", tada
je jednading AXA = A ekvivalentna sa jednacdinom

'8.2.1) BZB =B, z2aZ=T1'XT.
U cilju reSavanja jednacine (8.2.1) nalazimo particiju Z;, (;zii) matrice
Z na blokove Z;; dimenzija m; X m;, odgovaracih particijama dobijenim u B, i

izutavamo relacije 1zmedju blokova B, ¥y = 1,... ,p i blokova Z;;.

Lema 8.2.2. Neka je A € R*"™" A = TBT! njena ractonalna kanonicka rep-
rezentacija, X € A{1} 1+ Z = T XT. Tada blokov: Z;; € Rmixmi (I:L“"P) 2

7=1,...,p
blokovi B € R™YX ™M~ =1 ... p ispunjavaju sledeée uslove:
(B1) Zﬁ::B;l, t=1,...,q
i=1,..., : -
(B2) Zi; =0, (Z108), i#7

(B3) B ZyB;=B; i1=¢g+1,...,p

(82.2) (34 Z B - @ i:l,...,q
) =y — Y j=q+1,-~,p)
7 t=qg+1,...,
(35) BEZIJ — I ( jil,l...,qp)
(B6)  BiZijB; =0, ([ZWPP2), i#j

Dokaz. Iz jednacine BZB = B dobijamo
B =
BizijBj = { Y
L O, i#5.
Tada jednakosti (B1)-(B6) proizilaze iz regularnosti blokova B;, 1 = 1,. .. ,q In-
vertibilni. [

Sledecom teoremom je ustanovljen opsti oblik klase {1}-inverza.

Teorema 8.2.1. Neka je A = TBT ™! racionalne kanoniéka reprezentacija za A €
Rrx™ ¢ X proizvoljan {1}-inverz 2a A. Tada je X = TZT™!, za Z € B{1}. Osim

toga, matrica Z poseduje sledeéu blokovsku reprezentaciju:



=1

inverz: t racionalna kanonicka forma
—1 .
( Bl . s om @ thq_{..} . - . Z[‘P \
-1 .
@ - Bq quq_f,.l . e qup
Zﬁ"rlﬁ} Zq+1,q+‘1 Ce Zq+1,p

oo
!\J
Tl
N
i

N
)
+
:"‘"‘

\ ijl Zp’g Zp,q+l ZP:F )

/ 20 0 0

R _ i [ i=1....9 )
1:“.?_‘:1'! ZL; - 321 O O b k-?:‘?'f"l*@f 1
i7
“m;1 Q 0)
P Lt i _iJ i 1]
( 3 th,l s zm,,? G’I"‘m,,mJ \1
t b7 Y ! 2]
(IQZml-jl ﬂZznt,‘,Z ﬂZan.,mJ i:q+1, P
(SzﬁJ Zij: ....... N R REEE : i=1....q
t Ly, t oy ! ~1] »
amt—l‘"mijl am‘wl w; ,2 a’m,—-l"’m; W
i3 3] 17 )
\ zml,l zm;,? zmt,mJ
L RS t 1]
/ 211 alzm;,Z (.11 Zm.,m_f\
1} i t] T 1] _
221 U2%m;2 - A2 m, .m; i=q+L,. P
(826} Zl}: ..:.... ----------- t ------------------ .--. ’ .}Iq-?—#]'!- !.p 1
)y ] t] ] 1] 71
zarﬂ;—lj.l aml-lzmgﬂ tr a?n;**-lz'rﬂt,mj
1] r
t] 1] /
\ th,l zm;,E mi,m;
it Y t it
/ <11 1 +a’lzm 2 alzm.,m. \
i1 1 .11 1 .,1]
23 Ay o~ Ao 2. m;
(82.7) Zy=1 +-vvvvirnns PR FER T e e s (i=¢+1,...,p) .
ti i i z it
zmi'_].,]_ am‘hlzm‘12 1 + am,—lzm,,m,
1t zii zii
zmhl m;,2 ™, ,m;

Dokaz. Matrica Z ispunjava jednaéinu BZB = B, te predstavlja element skupa
B{1). Opéti oblik za Z mozZe se dobiti refavanjem jednacina (B1)-(B6).

Iz (B4) dobijamo ovakav sistem linearnih jednacina:
17 a=1,...,m;
zcrj,ﬁ = 0, (ﬁzz,...,m,; )

m;j—-1 _
;E a‘;z::ff_l_l:(], (c=1,...,m;).
=1

Druga od ovih jednaéina implicirana je prvom, odakle proisti¢e (8.2.4).

Sliéno, polazeéi od (B5) dobijamo



-

g

1] it _
< aazmiaﬁ o

“o, 3

0,

(

sto povladi (8.2.5).

Sada, polazeéi od (B6) moze da se dobije

(1] ot i) _—
2 = CpZimig = U,
§ mj—1 . )
7 .t t Lt .
k ;Z ¥ ("*c (41 aczrn;,f+1) — Yy
1._—'1 g

(

(c=1,....m;— 1},

[zra¢unavanje generalisanth inverza

a=1t,...,m;—1 :
g=1,...,m; '

p=1,...,m;—1

G=2,...,M; )

Druga jednaéina tog sistema je zavisna od prve, odakle proizilazi (8.2.6).

Konaéno, jednacina (B3) implicira sledeci sistem linearnih jednacina

11 i .0t _ — :

(23 T Q2 1 = 1 (p=1,...,m; — 1)
mi—1 oo _
L It [ S R 2 - o

< IE a4 (zc}f+1 o aczm;,f—}—l) = ¢, (C — 11' IRRLLE: 1)

=1

T t 1t — p=1,..., m;—1 . »
\ “p.g Upmi,g — 0, ( g=2,...,m; ) ! {Fp+ L

Druga jednaéina je implicirana prvom 1 trecom, pa je

p=1,...,m;—1
q=2,...,m :

i { l+a;’z2nq’ g=p+tl
zi = L :
SR W% S ¢ #p+1
ito je ekvivalentno sa (8.2.7). [

8.3. Primerl

/0 2 0 -6 2\
1 -2 0 0 2
Primer 8.3.1. Za matricu A = |1 0 1 =3 2| dobija se racionalna
1 -2 1 -1 2
\1 —4 3 -3 4)
kanonicka reprezentavija: A = TBT ™! gde je
/0—2 0 0 0 1 0 0 2 0\
1 010 0 O 0 1 1 -2 1
B = 0 olo-2{0 |, 1 T=10 1 0 O 1
¢ 0j1 00 01 0 -2 1
0 0 0 O 2) 0 1 0 —4 2)
[z Teoreme 8.2.1 sledi
0 1] o0 0 0}
—1 T o G 0 0 0
B O O
Z=| O B;y! 0O |= 0 o ¥ 1io [,
0 0 0 0 %}
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g —1 0 3 —1\

1 3 1

S D

X =TZT7" = -—-2]-:- 0 1 -—g ;{—

1T L)

-3 23 —3

2 1 -1 —4

. . . -5 -3 2 9 i . _
Primer 8.3.2. Neka je A = 5 0 0 _= . Karakteristicni 1 minimalni

-3 -1 2 4
polinom za 4 jesu A’(A — 3). Odatle, racionalne kanoniékae forma za A je

3({0 0 0O
B = 00 0 O 3
1t 611 0 0
010 1 0O
dok je transformacija sli¢nosti data matricom
-1 1 1 1
2 0 -3 -1
'={_11 2 1
1 0 -1 0
Iz Teoreme 8.2.1 dobija se sledeca klasa {1}-inverza za B:
sl 0 0 1 -
0 3 212
ZH(B;I Zu)_ 21 1 0 0 zg 1 0
221 ZEE 0 Z%% 0 1 0 Z379 0 1 T
- 29 99 £41 242 243 <44
,21) %31 232 %33
31

gde su elementi z;; proizvoljni. Na kraju, bilo koji {1}-inverz X za A dobija se iz
jednacine X = TZ2T1. |

8.4. Grupni inverz i racionalna kanonicka forma

Analogmm postupkom se mogu se reiti i jednadine XAX = X, AX = XA.
Pretpostavicemo da X € A{1l}, tj. da je matrica Z oblika (8.2.3) i da ispunjava
uslove (8.2.4), (8.2.5), (8.2.6) 1 (8.2.7).

Lema 8.4.1. Ako je A= TBT ! racicnalna kanoniéka forma za A € R™*", tada:
XAX =X << ZBZ =7, AX =XA<— BZ =7B.
Lema 8.4.2. Neka je A = TBT™! racionalna kanonicka reprezentacija matrice
A e R*™"™ X matrica koja ispunjava jednaéinu AX = XA :Z =T 'XT. Tada
V421 -
a=1,..,
BQZ&:.B — ®? (ﬁ:q+l,...q;p) L
— a=g+1,...,
ZagBg =0, ( ﬁil,...,qp) 1
. a=g+1,...,
BoaZop = ZapBs,  (5=iiiln)-
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Sledeéom teoremom je ustanovljen opéti oblik klase {1,5}-inverza pomocu racio-
nalne kanonicke forme.

Teorema 8.4.1. Neka je A = TBT ™! racionalna kanoniéka reprezentacya za A €
R™*" § X proizvoljan {1,5}-tnverz za A. Tada je X = TZT™ !, za Z € B{1}. Osim

toga, blokovi matrice Z su sledeéeg oblika:

a=1,..., g
r (6=q+1,...q,p) i
@" (Df:q—{-l,...,p.) ,
ﬁ:l,... ¥
af O\
ay 0 ...
a=q+1,...,p
PR BT . (ﬁ =4+l ) ,
(8.4.1)  Zag =4 e
\ 1 O 0
af O 0 0\
ay 1 0 O
T 1, (o=g+1 )
ag, —y O 1 0}
{ 1 0 0 1
Dokaz. Za (ﬁzgi’l”:_’.qu), koristeéi BoZy, 5 = O 1 (8.2.4), dobija se
/ (ﬁ_a{] ma,l) 0 ... 0\
(Zflﬁ‘_“?z:fl) 0 ... O
ﬂ ﬂ, ] = @.
(227 — a3 ma,l) 0 ... 0
\(zﬁthlilma“ 113ma,1) 0 ... 0)

Uporedjivanjem odgovarajuéih elemenata dobija se Zq,g = O.

Za (55 P ), Koristeti Za,sBp = O1i (8.2.5), dobija se

Bg=1,...,q
. ,ﬂ"l \
x ﬂ’ﬁ ﬂ‘ﬂ & . of ﬂﬁ ﬁ
/ a1 a2 Ay %y, 3 e A1 Zm,,mg tZ{} Ay Zm 416
mg—1
a . ap o af o off . a_ of p
a2 zmu - ﬂ2 zmu '3 az znla:mﬁ t;) a’? zmﬂt :t+1at @
............................................... - ﬁ—l .. — ).
o af o ofl o af . o a8 o
am“ -—lzma,2 ama—-lzmaj ama—lzma,mﬁ fz:g amn-—l Mg ,t+41 ¢
mg—1 8 8
af of3 af — za a
\ “mia 2 e ,3 “mg,mp t;{) Mg ,t+171 /

Uporedjivanjem odgovarajuéih elemenata moze se dobiti

zma,c:(], c=2,...,mg.
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Koristect ove rezultate, sume u poslednjo] koloni matrice iz posledunje matricne

jednakosti postaju
ma —1

a.af .6_,__ .. 2 —
— > afzy af =alzm, 1ap, u=1,...,Mq,.
t=0
(Odavde se dobija
g
Cf.:ﬁi’rna!l{l[} — 0’ U = 13 T jma-
Kako je bar jedna od brojeva ay razlicit od nule, zakljuéujemo z,, ; = 0, sto

zajedno sa Lemom 8.4.2, daje Z.s = Q.

Za (ﬂ:gﬂ"”’!}), a # B, prema jednalini Zo 3Bg = ByZ4 51 (8.4.6), dobija se

B=g+1,...,p
/ 0 0 ... 0\
of o, 0f
(211 *alzma,l) 0 ... 0
o o off —
(221 _‘azzma,ﬁ 0 0=
.&ﬁ ......... . ) a;’;’ ............. /
\( me—1,1 ama-—lzma,l) 0 0
g g SR ge,eB B\
o o "
~ 01 %m, 2 y zma,mg o Z A Zmg 1%
(8.4.2) =
al = B aazaﬁ . 'ﬂg a< <) o}
2%mg,2 2%mMqy, My Z'Zma,tat—l
t=2
¥ af3 x ~oad <A x | g - B {
amahlzma,, 'amawl“mﬂ,mﬂ o Zi)am&-—lzma,tat—-l
=
8 $2 Laf  p
o o3 o
a2 Smg ,mp o Z zmmtat—lj
=2
Odavde je
Zma,e = O, c=2,...,mg.

Sada desna strana u (8.4.2) postaje nula matrica, pa dobijamo sledeéi sistem linearih

jednacina

zclza?z:im c=1,... mgyg—1.
Odatle
ai 0 0
P ﬂag 0 ... 0 oc=q+1,...,p
Zﬂ:‘,@ — Zm}mjl ............... P 3 )8:9"‘*'1;:?
- a2 , 0 ... 0 el
6 0 ... O

Konaéno, za (e=g¢+1,...p ), prema Zy o By = BaZga,qo 1 (8.2.7), dobijamo
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12
/ 0 0O O\
Lo e
211 ay zmﬂ,l) 1 0
oo o oo _
(237 — as "ma,l) 0 0=
XY P oY’ /
\("’ma—l,l a’mc.-lzmu,l) 0 ... 1
( ms )
e 15 o e o & ooy o
1+(11 zm.;,,? a ‘Fl"".l'irl,:kJ,‘mﬂ,E —dy — Z th z'm“,tat—l
t==2
8 <2
o X, oy ., Xy X Cx ., O Cx o
a? zmctpg T a? zmﬁjm& —-a2 o Z a2 Zmﬁ’tatﬂ]
g £==2
........................................... R,
a® L 1 + a SO . _ 2:& a® o o
ma_']. ma,?t ma_l mcl,ma mﬂtﬂ-]' ma_'].zmm,t t""’l
t=2 g
mC!
Lo e o ox o
\ “My,2 ’::‘f:rr.tc,,,'ﬂri,.:.E o Z Zma,fat—I)
=2
Odavde je otigledno
1
A ,2 — —
o a?’
LMy ,c = 01 C= 3’ .’mﬂ
[z poslednje dve jednacine dobijamo
af
Zo1 :afzmml, c=1, y Mo — 1
Sto kompletira dokaz. [

Teorema 8.4.2. Ako je A =TBT ™ racionaelne kanonicka reprezentacija matrice
AeR™", i Z =T 'A#T, tada vasi |

B! 0O 0 0
(8.4.4) A* =T} O ...B7! 0 0
0 . 0 0 ... O



9. GENERALISANI INVERZI BLOKOVSKIH MATRICA

9.1. Razlicite blokovske dekompozicije

U ovom poglavlju se 1zucavaju razlicite blokovske reprezentacije generalisanih
{1,7,k} generalisanih inverza, Moore-Penroseovog, tezinskog Moore-Penroseovog i
grupnog inverza. Za svaku blokovsku dekompoziciju matrice pronadjena je opsta
blokovska reprezentacija kojom su obuhvadeni svi navedent generalisani inverzi.

Na pocetku je dat kratak pregled blokovskih reprezentacija matrice.

1. Eselonska forma. Poznato je da postoji regularna matrica R 1 permutaciona
matrica E, takve da je

| I, K
).1. E=1" .
(9.1.1) RA [@ @]
2. Normalna forma. Za A € C**" postoje regulaner matrice R 1 G, takve da je
- I, O
3.1.2 RAG =71 :
(9.12) ac=1g ol

3. Transfomacija kvadratnih matrica. Iz (9.1.1) se dobija sledeéa transforma-
c1ja siicnostl kvadratne matrice A:

-1 vp—1_|Ir K] pepor |11 T
(9.1.3) RAR™ = RAEE*R _WEP{DJEff ‘[mp @J.

4. Blok dekompozicija permutacionim matricama. Za matricu 4 ¢ C7*"
postoje permutacione matrice £ 1 F', takve da je

| A AnpT
'EJ‘”:"‘[JM_El SAmTJ’

gde je Ajy regularna matrica dimenzije r, a S 1 T su "kolicnici” definisani sa

T=A7'412, S§=A3A7.

5. Blokovska dekompozicija specijalnih matrica. Neka je 4 € CP*™,
r <min{m, n) razbijena na sledece blokove:

Al A
9.1.5 A=
( ) [A'Zl An] ’

gdﬁ je ra,ng(A) = 3!C'a?:‘.l.11g(.¢‘5111)1 tj. Ag‘g = A21A1_11A12.
9.2. Generalisani inverzi eselonske forme

horistedi blokovsku dekompoziciju (1.1) i klasi¢an metod uporedjivanja blokova,
mogu se dobiti sledeci rezultati [163]:

Theorem 9.2.1. [163] Iz transformacye (9.1.1) dobyaju se sledeée blokovske rep-
rezentaciyje generalisanth inverza matrice A € C™*";

) _ [IL,-KYs Y,
(7) A{1}~E[ . YJR.

83



54 [zracunavanje generalisanih inverza

Ir — Ing Yg
Y3 Yy
(L +KK)™ 1] .
K4, + KK*)~' v, |
I,
K*

(i7) A{l}.z}:E[ }R, gde je Y3(Ys + KY,) = Y,.

i) A{1,4}=E [

(iv) A{I,Z}é}zE{ }[(IHLKK*)*-I 2] R.

I,

Ry
K* '

) AT=E [ J (I, + KK*Y™' [I, ~-R4RI|R, 2a R= {R
2
Zaizracunavanje A’ prema Teoremi 9.2.1. mora da se i zra¢una Moore- Penroseov
inverz za Ry kao 1 (I, + K K*)~'. U ovom radu koristeéi originalni metod, razvijamo

efektivnu blokovsku reprezentaciju generalisanih inverza.

Teorema 9.2.2. Neka je date matrica A € C™*" { matrice Wy 1+ Wa koje 1s-
pungavaju uslove rang(QW,i) = rang(WyP) = rang(A). Iz transformacije (9.1.1)
dobija se sledeée blokovske reprezentacije generalisanih inverza za A:

('?.') A{].,Z} = F [gl} (Ul —+ I{Uz)_l [fr I/;—II/:Q }R,
2

I

i) A{1,2,4} = E [BJ (I, + KK*)"'V"' [V, V,]R,

[

L

(iii) A{1,2,3)=E [Ul}(UlJFKUQ)*l ([.rr O](RR*)™! [gD_l[L OJ(R*)™,

i) 4= | G| @ rry (5 orry [5]) i el
Uy

{](iﬁ' jE [Ug} — E*Wl 3 [Vl Vg] = WQR_I.

Dokaz. 1z A = R~} [L K] E* = R™! [ITJ | I, K| E*, dobija se sledeéa pot-

O O O
puna rang faktorizacija za A:
P:R“l[g], Q=[I, K]E*

(¢) Koristeét A{1,2} = W1 (QW) (W, P)~1W,, dobija se

A{1,2} = E [gl} (U + KU)W Vi VR
2

(12) Sledi iz A{1,2,4} = @Q*(QQ*)"'(WLP)"'W, i QQ* = I, + KK*.
(122), (1v) Ovi delovi dokaza se mogu dokazati pomoéu

A{l1,2,3} = Wi (QW) "1 (P*P)-1 P*, Al = Q*(QQ*)"Y(P*P)" ' P*
kao 1

QQ* = I, + KK*,  P*P=[I, O](RR*)"! H)] .

Iz dobijene blokovske reprezentacije refleksivnih generalisanih inverza generisu se
blokovske reprezentacije grupnog i teZinskog Moore-Penroseovog inverza.
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Teorema 9.2.3. Grupni inverz matrice A € CI™ postoyi ako © samo ako je E*
B, 1 vazr

I,
(@)

Dokaz. Koristedi A% = P(QP)~?Q [23], [24], grupni inverz moze da se dobije iz

A# -_—.E[ J (I, KR

1

klasc A{1,2} zamenama W; = P, W, = ). Jednadina W; = P povlaci F [glJ
| 2

R H})J £].
E* =R, U, = I, Uy = Q.
Slicno, Wy = Q znaéi (Vi Vo]R=1[I, K]E* t].
E* =R, i = I, Vo = K.
Posle ovih smena u blokovskoj reprezentaciji za A{1,2} dobija se dokaz. O

Teorema 9.2.4. Za A € CT*™" 1 pozitivno definisane matrice M € C™X™ ; N ¢
C**" blokovska reprezentacya tezinskog Moore-Penroseovog inverza ALN data je

Sl

x ([I,. O)(R*)"'MR™! [g])_l[r,. O](R*)"'M.

Dokaz. Poznato je [104] da se ARI,N moze dobiti iz klase {1,2} inverza matrice 4

smenama Wy; = NQ* W, = P*M. Prema tome
!

1; ) I
Wl:NE[K*J’ QW =1, K|E NE[K*}.

Wo=[I, O](R)™'M, WoP=[I @](R*)’IMR‘l[g'J. 0

Teorema 9.2.5. Opsta blokovska reprezentacija generalisanih inverza za blokovsku
dekompozicyu (9.1.1) data je sa

Pl[g;J([Ir K]E*NE{g;D"l ([1/3l VQJPQMR"I{%D-IM V1P,

9.3. Generalisani 1inverzi normalne forme

U ovom odeljku se izucava blokovska dekompozicija (9.1.2). Navodimo poznate
rezultate [163].

Propozicija 9.3.1. () A{l} =G [? }Z{J R,
I

(i) A{1,2} =G [Y

[t xR
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{id1) 3{112?3}:@[{;} [I. —R,R]|R

(iv) A{1,2,4}:G[ é;"G }[I,.,X]R,
Weltel

I

A }[I,, ~RR}| R

{U) A —G{_GgGl

Ovde se dobijaju sledeéi rezultati:

Teorema 9.3.1. Neka je A € CI**" 1 neka su date matrice Wi 1 Wy, koje 1s-
punjavaju rang(QWi) = rang(WyP) = rang(A) Iz dekompozicyje (9.1.2) mogu se
dobitr sledece blokovske reprezentacije generalisanih inverza za A:

U1

U»

(2) A{LQ}:G[U'I[}‘A}[L V'Vl R = G{

]UIV (Vi V2R,

(#2) A{1=2=3}:—“G[51]U ([I O] (RR’ )*‘[gb_l[n O)(R*)™,
5] (i oreor [5]) vom e
I |

i at=@7 5] (tn oxera[§])

2
() A{1,2,4} =(G")”

X ([L. OWRR*)™! [g]>_l[fr O}R*)™

Dokaz. Iz A = R™1 [g 8} = R™1 [g] [I, O]G™!, dobija se potpuna rang

faktorizacija za A

Sada Je
A{1,2} = Wi(QWL) { (W P) 1 W, =
S —1
. Uy ~1~ | -1 | Ly .
_.GLU%([I,. 0)|G~ G{UQD ([1/1 Vo] FF [OD (Vi W,]R=
R2£0
:G_U;‘UIIT/}][VI Vo] R [UZU_I}[I VW% R O

Teorema 9.3.2. A% postoji ako 1 samo ako je G = R™!, sa sledeéom blokovskom
reprezentacijom

Iy

# _ g1
A R [@

|1z or

Dokaz. Iz Wy = P 1 Wy = @ dobija se

G[g;]zR_I[g]* Vi |R=(I, 0]G"

Prema tome,
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G =R1, U, = 1,, Uy =0 i = 1,, Vy = 0. ]
Teorema 9.3.3. Za A € C*" { pomtivno definisane matrice M € cmxm N €
C*X " paz

I LI\’
A =ney ] (1 geme K
7 -1
X ([[,. O(R*)"'MR™! [6]) (I, O](R"Y'M.
Dokaz. 1z Wy = NQ*, Wi = P*M, dobija se

. I , I,
LLI:NE[E*}, QWi =[I. T]E NE[K*}.

We=[I, O}(R")"'M, W,P=][I, @](R*)*IMR‘I[gJ. »

Teorema 9.3.5. Opsta reprezentacija za {¢,7,k} inverze, Moore- Penroseou, te-

Zinskr Moore-Penroseov 1 grupni tnverz, za matrice reprezentovane sa (9.1.2) je

P [g,l] ([f,, 0)G-'NP, { g;D B

x([Vl %]PQMR“I[gDhl[T/} Vo] P,.

9.4. Blok generalisani inverzi kvadratnih matrica

Zam =n1i A{S}, 5 € S, koristi se slede¢a transformacija:

| (S)
A =R [Tl TQ}R; A(S):R-I[Tl TQ] R=R"! [Xl XZJR.

O O Q O X3 Xy
Lema 9.4.1. Za A € C™*" gko se korists transformacija (9.1.3), tada:
. o1 [ Xy X L .
AXA=A&X =R [X3 X.J R, 1 vaze uslovs
(9.4.1)
(1 X1 + T2 X3)Th = Ty
(T]Xl -+ T2X3)T2 = T5.
N -1 1 X7 XS S
XA X =X&X=R [Xs X4:,R,1’U{LZT,
(9.4.2) - Xi(Th X5 + T2 X3) = Xy;

XXy + T Xy) = Xo
X3(MX1 + 1o X3) = Xs:
X3(T1X2 + T2X4) = X4
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X1 X

AX = X = —1 ] So arr
4X AeX =R I:X3 X-:J £, 1 vaze usiovt

(9.4.3) T Xy + 12 X3 = X417,
T Xy + T Xy = XqTo;
X371y = O
X315 = 0.

Grupni inverza za A postoji ako i samo ako je 7j regularna [119], te se dobija
dobro poznat Robertov rezultat [119].

7Y T2
" # — p—l 1 1 +2
Teorema 9.4.1. A R [ 0 O JR.

9.5. Inverzi blok matrica koje se dobijaju
permutacionim matricama

U ovom odeljku se koristi transformacija matrica oblika (9.1.3). Ovaj algoritam
je pogodniji za matrice poznatog ranga. |

Teorema 9.5.1. Neka je A € C™*", 1 neka su Wy + Wy mairice dimezyya i X r
;i v X m, respektivno, takve da je rang(QW,) = rang(W2P) = r. Neka je (9.1.4)
blokovska reprezentacija matrice A, 1. |

A= P [*;] AnlL TG

Neka je G*W,y = [EUI;] s WoF* ={V V3], Tada
. U
() A{l,2} =C [U;} (U + TU) 1A (Vi + V25)~ 1 [y V| F.
(12) A{1,2,4} =G [%"} (I, + TT*) AT (Vi + VoS)H [ Ve F.

(i73) A{1,2,3} =G [g,;] (Uy + TU,) YATMI, + §*S)™ ' [I, S*]F.

(iv) At = G [;] (I, + TT*) YA (I, + §*S)" I, S*]|F.

Dokaz. Poznato je [9] da (9.1.4) predstavlja potpunu rang faktorizaciju A = PQ)
matrice A, gde je, na priumer,

P=F*[‘2,"]A11? O0=[I. T|G*. O

Napomenimo da se za Uy = V; = I, Uy = V3 = O dobija poznat rezultat iz (9]:

AT ©
A G [ 0 @] F.



{(veneralisani mnverzl blokovskih matrica 39

Takodje, za Vi = I, Vo = @, odnosno Uy, = I, Uy = Q, dobijjamo poznate
rezultate iz [9]:

A124) — @ ;,’;](IF+TT*)*1[A1’11 O] F:

T 41
44(1,2,3) = Aq}})} } (Ir + S*S)-l [[r 5#]F
Teorema 9.5.2. Grupni inverz matrice A € C?*"™ postoji ako 1 samo ako je
(1) G = F~,
(21) I, + TS je tnvertibrlna matrica,
1 tada je
(9.5.5) A¥ = F~ [é} (L + TS 'AL (I, + TSI, T|F

Teorema 9.5.3. Neka je data matrica A € CI*" 1 pozitivno definisane matrice
M e Cm*™ 3 N ¢ C**. Tada je blokovska reprezentacija tezinskog Moore-

_ * t
Penroseovog inverza Ay, , v data sa

I
SEtd

9.5.6 —! —1
059 (1 mewe| L)) (st sime 5] an)
x A% (I, S*|FM

Opsti oblik za sve do sada posmatrane generalisane inverze u formi (9.1.4) je
Uy
gis
* Ul I * * Sl -
X [Rl RQ]G NG Ug AH[Vl ‘Vz]FMF 52 -‘4—11

x Aj (i W lh,
za proizvoljne blokove Ry, Ry, S, 59, Uy, Uy, Vi, V5 1 proizvoljne matrice P; 1 Ps.

9.6. Generalisani inverzi matrica posebnog tipa

Iz A = An Au J = [A“} A7 {A“ ] , nalazimo sledecu potpunu

Agy Ax ATl Ap A Ay

rang faktorizaciju za A:
;ST | An
pelin]a e-{2)

Teorema 9.6.1. Za A € C7"*" 1 blokovsku dekompozicyyu (9.1.5) dobyjaju se sledece
reprezentaciyje generelisanth inverza

. U _ _
(z) A{l,2} = [Uﬂ (A3 Uy + Ay Us) ™ Ap (VAL + Vadgr) I[Vl Val,
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A7 - s
(2¢) A{I,2,3}:{ 11}(;4“141“1—!—4412/4}‘2) IAM(V}AIJ + V2 A2r) 1[1/1 Ve l,

ATy
U _ _
(101) A{1,2,4}:[U;}(A11U1+A12U2) YAy (AN A+ A A THAY, A5,
- A'* * * \T * * — * s
(ﬁ“f) AT:{ il}{AIIAn +‘4I2-’412) 1“111(1411‘411 +A21A?1,) 1[A11 Af»j‘l]?
12

—1
A:ﬁn - Ax_r

o) AL,N:N[AEJ ([A“ A2 | N [A}}D Ay
12 | 4

~1
* * A * *
X ([An A3, | M {A;]) [AT, - 21]M

U literaturi je poznata blokovska reprezentacija Moore-Penroseovog inverza [163).

H

Teorema 9.6.2. Grupn: inverz zo A € CIX" postoyr ako 1 samo ako je QF =
Aq +A12A21A;11 invetibilno, 1

I

.
lrr —_ -— ) —
ELii AglAﬂl} (A + AP A AT T AL (AL + Ap Ao AL A=
] 11

|

-A _ . \
A;}(Aﬂ%-flmfim) PAn(Af 4 Azda) 7 [Au A,

Opsta blokovska reprezentacija je sada
Uy vt [0
H [Ul} <[R1 By ] 7N IIE[U;D

. — * S ! *
><< C Vi W]EMVE [ 1}@) AL (Vi V)P

za odgovarajuce blokove Ry, Rs, S1, S2, Uy, Us, Vi, V4 i1 proizvoljne matrice P 1
Ps.



U ovoj glavi su opisani numericki i interpretatorski pristupi generalisanim inverz-
ima. U vezi numerickog izratunavanja postoji veliki broj radova, a to je bio predmet
mnogih monografija koje se bave ovom tematikom. Ovde je prvi put opisan interpre-
tatorski pristup ovoj problematici. U ovom uvodu je dat kratak pregled postignutih
rezultata, po poglavljima.

U poglavlju 3.1. dat je pregled nekih poznatih metoda za izraéunavanje genera-
lisanih inverza.

U drugom poglavlju opisana je nova metoda za izraéunavanje generalisanih in-
verza, bazirana na opStem algoritmu koji proistice iz opste determinantske repre-
zentacije (vidi poglavlje 5. druge glave.) Ovaj metod po broju koraka nije najbolji,
pogotovu za matrice sa rangom koji je manji od njihovih dimenzija. Medjutim ono
Sto daje znacaj ovom metodu jeste njegova opstost, jer je efektivan za veéi broj ra-
zlicitih klasa generalisanih inverza. Ovakvi algoritmi za izraéunavanje generalisanih
inverza, kolitko je poznato, originalni su.

91
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Treée poglavlje ove glave bavi se primenom rezidualne aritmetike u tacnom
izracunavanju generalisanih inverza. Metode rezidualnog brojnog sistema su poz-
nate, i koriséene su ¢esto u ta¢nim izracunavanjima, pa i u ta¢nom izratunavanju
generalisanih inverza. Ovde je princip rezidualne aritmetike primenjen na tacno
izracunavanje generalisanih inverza, pomo¢u metoda baziranog na opstoj determi-
nantskoj reprezentaciji. Opisani su algoritmi za procenu rezultata. Ovi algoritmi
mogu da se pojednostave, ali se time dosta gubi u proceni rezultata, sto povlaci
nepotrebno poveéanje broja modula i njihovih vrednosti. Vrednost ovog poglavlja
je detaljan opis algoritam za izracunavanje modula, ako je poznata procena rezul-
tata, 3to do sada nije ucinjeno na tako efikasan nacin.

[Kondicioni broj matrice prvobitno je uveden na osnovu obiéne inverzije, a za-
tim je generalisan pomoéu Moore-Penroseovog inverza. Cilj cetvrtog poglavlja ove
olave je da se pokaZe kako je bila moguca generalizacija ne samo pomocu Moore-
Penroseovog inverza, veé 1 pomoéu bilo kog drugog generalisanog inverza. lzucavana
je veza izmedju ove generalizacije kondicionog broja i generalizacije proistekle iz
Moore-Penroseovog onverza.

U poglavlju 3.5. je opisan programski jezik, koji je podesan za primenu u nu-
merickim izradunavanjima generalisanih inverza, kao za numericka izracunavan)a
u linearnoj algebri. Takodje, opisan je interpretator za implementaciju tog jezika.
Ovaj interpretator je prvi za ovu svrhu, iako se pojedine njegove funkcije mogu naci
u okviru drugih programskih paketa.

U poglavlju 3.6. su opisane procedure za izracunavanja generalisanih inverza u
programskom paketu MATHEMATICA. |

U poglavlju 3.7. su konstruisani univerzalni iterativni, samokorigujuci proces:
za izralunavanje {1,2} inverza linearnog ograni¢enog operatora, bazirani na hyper-
power iterativnom metodu ili Neumannovim ekspanzijama. Odredjen: su uslovi
kada metod konvergira prema {1,2,3} ili {1,2,4} inverzima, odnosno Moore-Pen-
roseovom, tezinskom Moore-Penroseovom ili grupnom inverzu. Izvedeno je nekoliko
procena greske. Ovako definisani iterativni procesi poseduju nekoliko prednosti u
odnosu na Tanabeov metod za izracunavanje generalisanih inverza.
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1. PREGLED METODA ZA IZRACUNAVANIJE
GENERALISANIH INVERZA

1.1. Izraéunavanje {1} i {1,2}-inverza

G1. Koristeéi Gausovu eliminaciju, matrica A se moze dovesti u Hermitsku
normalnu formu:

O 0O

gde je R nesingularna matricai E je permutaciona matrica. Tada je, za proizvoljnu

matricu L [9]
AM =P, [I“ @] E

RAE:[I" K}.l

O L

Najjednostavnije je uzeti L = @, sto daje {1, 2}-inverz matrice A:

(1,2) _ '_ I, O p»
oo [L 9]

U numerickim izracunavanjima na kompjuteru, kao i u nesingularnom sluéaju,
tatnost zavisi od izbora vodelth elemenata u toku Gausove eliminacije.

Kao jedna od metoda moie se uzeti blokovska reprezentacija klase {1} i {1,2}
inverza koja je data u Teoremi 9.2.1,

1.2. Izracunavanje Moore-Penroseovog inverza

M1. Jedan od direktnih metoda za izracunavanje Moore-Penroseovog inverza
potite od Decella [29], i zasniva se na modifikovanom Leverrierovom metodu za
odredjivanje koeficijenata karakteristi¢nog polinoma matrice AA*. Metod proizilazi
iz sledeée teoreme, koja predstavlja uopstenje Frameovog rezultata {39].

Teorema 1.2.1. Neka je data matrica A € C™*". Definifimo nizove Bj, 3 =
0,1,...,1p;,7=0,1,... sa

1 |
(121} Bﬂ=Im1 Py = }TT(AA*BJ‘-Q), BJ = AA*BJ;._] '_PjIm~

Tada je
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1
(1.2.2) Al — —A*Bj 4,
| Pk
gde je k # 0 najvecs prirodan broy za koji je pr. # 0. Akojepy =pr =... =10, tada

je Al = Q.

M2. Sledeca metoda potice od 5. Zlobeca [167], a zasniva se na sledeéo] teoremi.

Teorema 1.2.2. Moore-Penroseov inverz matrice A € C"*” jednak je

AT = A*(A*A4%)(D 4~

M3. Hermiteov algoritam se zasniva na sledeéoj formuli

Al = A*(AA*A4%12) 4>,

M4. Jedna od metoda proistice iz potpune rang faktorizacije A = P(Q i poznate
relacije AT = QTP = Q*(QQ*)"1(P*P)~1P* = Q*(P*AQ*)"' P*.
Za matrice potpunog ranga ova) metod veoma pogodan, 1 svodi se na
At = { A*(AA*)TY, m<n
(A*A) 1A*, n<m.

M5. Opisani metod, baziran na potpunoj rang faktorizaciji je najpoznatiji. Ta-
kodje, koristi se veéi broj direktnih metoda za izraéunavanje Moore-Penroseovog
inverza koji se zasnivaju na drugim matriénim faktorizacijama.

(i) Ake A = LU predstavlja LU faktorizaciju matrice A, tada je

(1.2.3) | At =UILY = U~ (UU*)"Y(L*L)'L*.
(ii) Ako A = QR predstavlja QR faktorizaciju matrice A, tada je
(1.2.4) | At = R1QT = RT(RRT)-1QT.

Metode za izrai’:unavanjé Moore-Penroseovog inverza, zasnovane na LU i QR fak-
torizaciji opisao je Noble u {98], kao i Shinozaki, Sibuya i Tanaka u [125].

M6. Penrose ([98], 408. str.) je predloZio metod za direktno izratunavanje
Moore-Penroseovog inverza pomocu singularno-vrednosne dekompozicije (vidi Teo-
remu 1.3.4 iz uvoda). |

Teorema 1.2.3. Ako je zadata singularno-vrednosna dekompozicija matrice A

(1.2.5) A=U(§g) v,
tada je
(1.2.6) at=v (%) g) U*,

MT7. Metod pregradjivanja (partitioning method) za izraéunavanje Moore-Penro-
seovog inverza [115]. U ovom metodu se koristi izraz koji povezuje Moore-Penroseov
inverz matrice [A]a] (matrica A € C™*" sa dodatom kolonom a € C™), i Moore-
Penroseov inverz maftrice A.
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Teorema 1.2.4. Neka je A zadata m X n mairica i a dati m x 1 vektor. Tada je
At — dbT
(12.7) | At = |4 5],
gde je
d=A'qa
b { ¢/cla, c'a # 0
L AaNTd/(1+dTd), Ta=0,
¢c=(I—AANa.

Algoritam baziran na ovoj teoremi se sastoji u sledecem. U algoritmu je sa a;
oznacena i-ta kolona matrice A,

(1.2.8)

Korak 1. Postaviti A = a;, izradunati A" = ai = — - qa}

Korak 2. for ¢t — 2 to n do
(2.1) Prema (1.2.7) i (1.2.8) izratunati [A]a;]"
(2.2) Postaviti A = [A]a;]

Korak 3. Izrag¢unati AT, koristeéi (1.2.7) i (1.2.8).

U [86] je opisan algoritam za taéno izraéunavanje Moore-Penroseovog inverza,
koji se zasniva na primenji rezidualne aritmetike u metodi ogradjivanja.

M8. Glican algoritam poti¢e od Matveeva [87]. I njegov metod se zasniva na
u uzastopnom izra¢unavanju Moore-Penroseovog inverza za k + 1 vrstu polazne
matrice, polazeci od Moore-Penroseovog inverza za prvu vrstu. On je dao sledede
rekurentne relacije:

Uk1 = Ux — vi41 — [vk+1a§+1lvk+1] )

Uy = (a"lral)_lal :

V41 = Tkﬂk+1'(ag+1Tkak+1 + 1)“1,
V41 = Skﬂk+1(af+15kak+1 + 1)_11
Ti+1 = Tk — vi+1a441 Tk,

T1 = I — U1A1 =I— Uia?,
Sk+1 = Sk — vkt1aj41 Sk,

Sk = U UL = (AT AT,

gde je Uxyy Moore-Penroseov inverz za prvih k + 1 vrsta polazne matrice, af 11 J€

k + 1-va vrsta matrice, a vgyq je k 4+ 1-va kolona Moore-Penroseovog inverza.

Metode M7 1 M8 su direktne, 1 poseduju sve prednosti koje odgovaraju meto-
dama ograni¢avanja. Na primer, pri koriiéenju ovih algoritama, moguée je kon-
trolisati pravilnost izracunavanja posle svakog koraka. U slucaju Matveevog al-
goritma moZe se proveravati simetri¢nost matrica S i T, ili jednakost AUA = A.
Takodje, moze se odrediti i rang polazne matrice, prema broju nenultih vektora vg.
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M9. U [154], Tanabe je dao iterativni metod za izracunavanje Moore-Penroseov-
og inverza matrica i asociranih projektora, koji je zasnovan na metodi konjugovanih
gradijenata. Ideja je bila da se iskoriste minimalne srednje-kvadratne karakteristike
metode konjugovanih gradijenata i Moore-Penroseovog inverza. Razvijena su dva
dualna algoritma: jedan za izratunavanje najmanjeg srednje-kvadratnog inverza, a
drugi za izraéunavanje generalisanog inverza minimalne norme. Polazedi od nulte
startne matrice, oba procesa konvergiraju prema Moore-Penroseovom inverzu po-

lazne matrice.
Tanabe koristi rekurzivni proces koji, za konacan broj koraka, daje najmanje
srednje-kvadratno resenje
i=Ab+ (I — ATA)zg
za linearni najmanje srednje-kvadratni problem

mjn |z — Az]]5.

Vektor zy predstavlja pocetni vektor tog iterativnog procesa. Uopstavanjem tog
iterativnog procesa, Tanabe je definisao dva dualna iterativna metoda koji, polazeci
od startnih matrica Xp 1 Yp, u kona¢nom broju koraka, generisu generalisane inverze

AT+ (I — ATA) X, € {4] },
At + Y (I - AAY) € {4}

Odavde, za X; = Yo = O, mogu se dobiti dva algoritma za izracunavanje At

M10. Hyper-power iterativni metod je uveden u radu Altmana {4] za inverto-
vanje nesingularnog ograni¢enog operatora u Banahovom prostoru. Ovaj metod je
proizvoljno visokog reda ¢ > 2. U [101] je dokazana konvergencija ovog metoda pod
pretpostavkama koje su jednostavnije od onih koje su koriséene u [4], i dobijene su
efektivnije procene greske.

Zlobec je u [166] definisao dva hyper-power iterativna methda proizvoljno visokog

reda ¢ > 2, na sledeci nacin:
Ty = Ix — YiA,

Yer: =(Ix + Tk. + -+ Tf_l)Yk;

(1.2.9)
Tk, = Iy — AYkri

Yig!' =Y (ly + T + -+ T477Y), k=0,1,...

U istom radu Zlobec je dokazao da za pocetne vrednosti

vazi Yy = Y} T AT, Na taj naéin, hyper-power iterativni metod generise Moore-
—+ 00

Penroseov 1nverz.

M11. Soderstrom i Stewart {126] su opisali iterativni metod za i1zracunavanje
Moore-Penroseovog inverza, baziran na singularno-vrednosnoj dekompoziciji.
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Teorema 1.2.5. Neka je data m x n matrica A, i neka je (1.2.5) njena singularno-
vrednosna dekompozicyje. Neka je 0 < a < —, gde je o1 najveéa singularna vred-
o

nost matrice A, 1+ Xg = aA*. Sekvenca matrica Xy, Xq, ..., definisana iterativnim
postupkom (Schultzov metod)

(1.2.10) X1 =2Xr — XG AX
konvergira prema AY, 4j. vai
. * _ E—I O
lim VXU = (57 ).

M12. U [45] hyper-power metod je Je adaptiran za izraunavanje AT B, gde su
A e C™*N i B € C™*™ kompleksne matrice sa jednakim brojem vrsta i kolona.

Pokazano je da ovaj metod pogodan za m > N > n.
Yo = AW A*, zaneko W
za koje je p (Pria) — AYy) < 1

Z{} — Y{'}Ba
T{] '-“-—'I"‘Yl.ilAs
p—1 .
(1.2.11) Mk:ZTé*! k=0,1,...
1=0

| ' p—1
Zigr = MyZy = Zp Y TiZy,
1=1

Teg1=TP =T+ M [T - I], k=0,1,...,
gde p(A) oznalava spektralni radijus matrice A.

U [96] je data sledeca procena broja potrebnih aritmetickih operacija.

Broj potrebnih aritmetickih operacija za LU dekompoziciju je
2r [mn — %(m +n)r + -;—r2] .
Za primenu metode M4, u slutaju matrice potpunog ranga je potrebno priblizno
r? (3m + 3r)  operacija.
Za izracunavanje Moore-Penroseovog inverza pomodéu LU dekompozicije, potreb-
no je
r? (4m + -;—r) operacla,
a za njegovo 1zratunavanje preko QR faktorizacije

r? (3m — 2r)  operacija.



98 [zraGdunavanje generalisanih inverza

1.3. Izracunavanje Drazinovog inverza

D1. Neke od metoda za izracunavanje drazinovog inverza koriste njegovu osobinu
da se moZe predstaviti kao matriéni polinom po stepenima polazne matrice. Jednu
od tih metoda je izlozio Grevile u [55], dokazujudi da je za izra¢unavanje Drazinovog
inverza dovoljno odrediti koeficijente karakteristi¢nog polinoma polazne matrice. U
tom metodu, Grevile je koristio metod za izracunavanje koeficijenata karakteristié-
nog polinoma koji je jos 1840. godine dao Leverrier, a koji su modifikovali Souriau

1 Frame.
Teorema 1.3.1. Ako je za zadatu matricu A € C**7,
BU — I[m

1.3.1 P — :

( ) pj - ] 1TT(ABJ;-1), BJ' - ABj_l "PjI[m J = 1,2, “ee g
tada je

(1.3.2) Ag= P7E14kBHHL

gde je s najveés prirodan broj za kot je ps # 0, k = r — s, r naymany: prirodan broj
za kot je B, = Q.

U slu¢aju nesingularne matrice A, primenom poslednjeg metoda se dobyja £ = 0,
s=n1i1Aq = A7, te jednacina (1.3.2) postaje A™! = p 1B,_;, 5to predstavlja
poznati rezultat koji su izvell Souriau i Frame.

D2. sledeéi metod za izracunavanje drazinovog pseudoinverza, takodje se za-
sniva na njegovo} polinomskoj reprezentaci)i. Za njegovu primenu je neophodno
poznavanje svih sopstvenih vrednosti polazne matrice i njihova visetrukost. Ovaj
metod je predloZio N.J. Rose u [122].

Teorema 1.3.2. Nekaje A€ C**"?, s neka su Ay, =0,1,...,t razliéite sopsivene
vrednosts matrice A sa odgovarajuéim visestrukostimae m;. Neka je g = 0 1 m =
mi+...+me=n—my. Ako je p(x) = ™0 (ag +oyr+...+ am_l:::’""l) polinom
¢yt se koeficyyents odredjuju kao jedinstveno resenje sistema linearnih jednaéina

1
XT =P(’\i)r
1
_1—27 — p’()‘l'):
(—'1)m;—1 (mi — 1)’ - p(miml)()\i);

A
tada je Ag = p(A).

D3. Ova metoda za izra¢unavanje Drazinovog pseudoinverza potiée od Camp-
bella i Meyera [20]. Ova metoda koristi indeks matrice.
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Teorema 1.3.3. Ako je A € C*™" i ind(A) = k > 0, tada postoji nesingularna
matrica P, takva da je -

(1.3.3) A=P(ga)P,

gde je R nesingularna matrica, ¢ N nilpotenina matrice indeksa k. Za bilo koje
matrice P, B 1 N za koje vazi (1.3.3), Drazinov pseudoinverz matrice A je

| _ R™'QO -1
(1.3.4) Aa=P (% o) Pt

Napomenimo da se u formulama (1.3.3) 1 (1.3.4) umesto matrice R moze koristiti
matrica dobijena od nesingularnih blokova Jordanove kanonicke forme za matricu 4,
dok se u ulozi matrice N moZe koristiti matrica izgradjena od nilpotentnih blokova

Jordanove kanonicke forme za A4.

D4. Poznat je i veci broj metoda za izraunavanje Drazinovog i grupnog inverza
koj1 su zasnovani na blokovskoj reprezentaciji. Jednu od takvih metoda je uveo P.
Robert u [119], i moZe se koristiti za izraéunavanje grupnog inverza.

Teorema 1.3.4. Neka j¢e A € C**™ ranga r, 1 neka je R nesingularna matrica,

takva da je .
Bl B
Rd = ( o 02) ’
gde je By regularna r X r matrica. Tada je RAR™! = (g g), odakle

Ove rezultate je uopstio Hartwig [61], ¢ime je razvio metod za 1zraéunavanje
Drazinovog inverza.

leorema 1.3.5. Neka je A € C**" ranga r, i neka je R nesingularna mairica,

: - Uv . ; . . . \
takva da je RAR™Y = (0 0). Tada se Drazinov inverz matrice A mosze izradunats

Ay = R (Ud U3V) R.

koristecs
O O

D5. Takodje, za izratunavanje grupnog inverza moZe se koristiti metod koji se
zasniva na potpunoj rang faktorizaciji: Ako je A = PQ potpuna rang faktorizacija

matrice 4, tada je A¥ = P(QP)2Q.

D6. U [83] je predoZen iterativni metod baziran na Gauss-Jordanovom metodu
eliminacija, kojim se istovremeno mogu izraéunati indeks, generalisana jezgra i
Drazinov inverz.

Algoritam D
Neka je data n x n realna matrica, i neka je potetna iteracija (A(G), B(g))
= (A, I). U algoritmu se generise niz sekvenci (A(") : B(k) ), na slededi nacin.
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Izvrsiti elementarne transformacije nad vrstama matrice A*), da bi je kon-
vertovali u matricu &je su nenula vrste linearno nezavisne. Ako je A(%)

nesingularna, algoritam se prekida. Zatim se izvrsavaju iste transformacije

nad vrstama matrice B¥), Neka su A(k) 1 E( ) matrice koje se dobijaju posle

ovakvih transformacija. Ako matrica E(k) ima nula vrste, zamentti ove vrste
sa odgovarajucim vrstama matrice BY Algoritam konvergita u ind(A) ko-
raka, Osim toga, vrste zamenjene u k-toj iteraciji, k = 0,... ,ind(A)—1, jesu
bazis za generalisano jezgro N(A*). Ako je uiteraciji p = ind(4) matrica 4}

. e =) . NPT,
transformisana u jedini¢nu matricu, t]. A" = [, tadaje Ag = {5 A

U

U [96], Noble je dao vise kriterijuma za ”dobar” numeri¢ki metod za izracuna-

vanje generalisanih mverza.

1. Stabilnost. Metod mora da izbegne kvadriranje kondicionog broja.

2. Eksplicitno odredjivanje ranga, zajedno sa odredjivanjem da 11 je problem

lose kondicioniran.

Efikasnost. Ona se moZe meriti na vise naéina. Na)céeile se kao mere

efikasnosti uzimaju broj aritmetickih operacija 1 memorijski zahtevi.

4. Fleksibilnost. Potrebno je da algoritam izracunava, pored generalisanog

inverza, eventualno i jezgro matrice, generalisano jezgro, indeks, 1 drugo.



2. IZRACUNAVANIE OPSTE
DETERMINANTSKE REPREZENTACIJE

Teoretska osnova algoritama opisanih u ovom poglavlju jeste opsta determi-
nantska reprezentacija generalisanih inverza, opisana u petom poglavlju druge glave.
Polazeéi od opite determinantske reprezentecje razvija se opsti algoritam za tacno
izratunavanje razliéitih klasa pseudoinverza: Moore-Penroseovog, teZinskog Moore-
Penroseovog inverza, grupnog inverza, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,2} inverza, zatim levih
(desnih) inverza, kao i Radi¢evog i Stojakoviéevog generalisanog inverza {140], [131]. .

Implementacija algoritama kojima se mogu generaisati kombinacije skupa, opi-
sana je u [85].

2.1. Algoritmi

U opisanim algoritmima, celi, realni, kompleksni i racionalni brojevi reprezento-
vani su kao elementi jedne odgovarajuée strukture u programskom jeziku C, koja se
naziva unutradneje forma brojeve. Unutrasnja forma matrice je dvodimenzionalan
niz ili binarno stablo izgradjeno od unutrasnjih formi brojeva. Sabiranje, odu-
zimanje, mnoZenje i deljenje kompleksnih ili racionalnih brojeva predstavijenih u
unutrasnjim formama oznaéenojesa® © ® @, respectivno (makrooperacije).
Determinanta kvadratne matrice A predstavljene u unutradnjoj formi pise se u ob-

Liku det(A).
Globalni parameteri, za prezentovane algoritme jesu:
o S: aktuelna vrednost generalisane norme DET g ;)(A).

o p(1:n), ¢(1:n): vektori koji reprezentuju kombinacije vrsta i kolona od A,
respektivno.

U Algoritmu D opisan je algoritam za izraéunavanje vrednosti generalisane de-
terminante.

Procedure D(u,m,n,z,y) { Izratunavanje generalisane determinante za A.}
Formalm parametri:

o u = rang(A),

101



102 | Izractunavanje generalisanih inverza

o m,n : broj vrsta i broj kolona u A, respektiveno.

oz, y: unutras$nja forma za A1 R, respektivno.

begin |
p(liu)e—=(1:u); pl{l:u)e—(1:u);ql:u)e—(1:u); ql(1:u)(1:u)
S 0

J —m
while 7 > 1 { zavr3ava se kada su sve kombinacije [p] formirane. }
Jien
while j; > 1 { zavrsava se kada se formiraju sve kombinacije {g{. }
KORAK 1. |
" Formirati unutrasnju formu za & Hll ‘::} 1 A [‘:11 z:jl :

koristedl y 1 x, respektivno.
KORAK 2.
p(1:u) e~ (L:u); pl{l:u)e (1:u);
g(l:u)e— (1:u); ql(l:u)e (1:u)
S —S@det(® |5 T Y @det(a [ 5 70 ])

1 u
p(liu)e=pr(l:u); q(l:iu) e qi(l:u)
if qlul=nthen j; « j; -1 { formirati kombinaciju [¢g] }
else ) «—u
if 7, > 1 then for : = u downto j,
q[i] «— qlj1] +1 - 71+l qlle] «qff] | kombinacija [¢] formirana }
end while
if pluj=mthen j«j-1 { formirati kombinaciju [p] }
else 7 u
if > 1then for :=u downto ;
pli] — plj]+i—j5+1; plfy] « p[i] { kombinacija {p] formirana }
end while

end { D} .

Nadalje opisani Algoritam [ predstavlja metod za tacno 1zracunavanje razlicitih
klasa generalisanih inverza.
Procedure I(m,n,z,y,T} { lzracunavanje generalisanih inverza za A.}
Formaln: parametri:
o m,n: broj vrsta 1 kolona za A, respektivno.
o z,y: tunutrasnje forme za 41 R.

o T = (ti;) : unutradnja forma izra¢unatog generalisanog inverza za A.
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begin
u + rang(A4)+1
repeat
U — u—1; norma «— D(u,m,n, z,y)
+until norma # 0
p(l:u)e—(1l:u); pl(l:u)e(1:u);
¢(1:u)— (1:u); ql(1:u)«(1:u)
for w=1:n
for v=1:m
suma «+ ()
jem

while ;7 >1 { terminira se posle formiranja svih kombinacija [p]. }

J1 1
while j; > 1 { ciklus u kome se formiraju kombinacije lq]- }
KORAK 1.
Formirati unutrasnju formu matrica R [’;: ’::] 1A, [’;1 g:}

koristeéi y 1 z, respektivno.
KORAK 2. |
p(l:u) —=(1:u); g(l:u)e (1:u)
suma +— suma @ det(R [‘Z: i: ]) ® det( A,y [’;: J;: J)
p1iw) cpi(liu); gl u) e gqu(l: )
if glul=nthen j; « j;—1 { formirati kombinaciju [¢] }
else 7 « u
if 53 > 1 then for : = v downto j;
qle) = qln]+i—ji+1; qlfd] ~ qfs]
{ nova kombinaija [¢] formirana }
end while
if plul=m then j«j—-1 {formirati kombinaciju [p]}
else j e« u
if j>1then for :=u downto j
plt) = pljl+1—J 4+ 15  plfi] « pfi} { nova kombinacija [p] }
end while |
Ly & Suma Q) norma
end for
end for

end { I} .
U [131] su izuCavani parcijalni algoritmi, izvedeni iz slucajeva:

1. R= A, koji odgovara Moore-Penroseovom inverzu, i
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2. Matrica R ispunjava uslov
R(3 1 3p) = dovtbaontatsn

za sve kombinacije ]l o < ... <ar,<m, 1<B <...<fr<n,

sto odgovara Radiéevom, odnosno Stojakoviéevom inverzu.

2.2. Numericki primeri

Za zadatu matricu A € C™*", ako matrica R uzima razli¢ite vrednosti u skupu
yn X m matrica, primenom Algoritma I, dobijaju se razli¢iti generalisani inverzi za
A. U ovom odeljku je to tvrdjenje ilustrovano vec¢im brojem primera.

Primer 2.2.1. Ako je r = r.(A) 1 matrica R ispunjava uslov (2.4.2) iz druge
glave, tada je AC,% " jednak Stojakoviéevom inverzu, t]. ekvivalentnom Joshievom

inverzu, u sluéaju € = 1, odnosno Radicevom inverzu, u slu¢aju € = —1. Neka je
3o 1 2 0 —2

data matrica 4 = ( e Y ) Koritsedi R = (1 1 _O)’ moze se dobiti
20 7 233

Stojakovicev inverz za A

28600 619780
440191 1320573

~1  _ | 139335 366975
R,2) — | 880382 440191

22135 1720705
880382 1320573

Predstavljajudi elemente matrice A u obliku realnih brojeva u fiksnom zarezu, 1istu
matricu R, dobijamo
A = (5.50000000000000000000 1.53333333333333344000 1.00000000000000000000)
]

0.14999999999999999400 —0.28571428571428569800 1.00429184549356232000

i ovakav Stojakoviéev inverz za A:

0.13312403025050492700 —0.46932657263172883300

—f% 2) = (0.15325652521291895100 0.83367220138530784300 ) .
’ 0.02514249496241404220 1.30299877401703657000

Primer 2.2.2. Osim toga, ako je R = A i ispunjava uslov (2.4.2) 1z druge
glave, tada je A(_}% = Al i oba inverza su identiéna sa Stojakoviéevim, odnosno

Radiéevim generalisanim inverzom (Za € = 1, odnosno € = —1, redom.)
5729 5729 0
327 327
Konkretno, za R = A = 0 5372279 5372279 dobija se slede¢i Moore-Penroseov
2729 g — 5729
, 327 327
inverz za A:
2008044837 0 _ 2008044837
256295929 256295929
~1 _ at _ | 2008044837 2008044837 0
(R,2) — | "256295929 256295929 )
) 2008044837 2008044837
256295929 256295929

koji j identi¢an Stojakovidevom generalisanom inverzu.

Primer 2.2.3. Ako je A€ C™*" i R= A, dobijamo Az , = A.
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175 5 175

23 2
0 1 175
a) Na primer, iz R = 4 = oo , proizilaz:
175 1 525 '
46 13 46
1 175
0 3 =3
192878339 201395239 4258450 201395239
497627891 995255782 497627891 995255782
— Al = 1684865000 1263648750 421216250 _ 2263648750
(R 2) T 497627891 497627891 497627891 497627891
655721205 1075979571 1281633260 1075979571
497627801 995255782 995255782 995255782
_ &+l a a a
: . s . a a—1 a a . .-
h) Koristeci test matricu Zy = iz [191], za a = 1, dobija se
@ a a+1 a
a e a—1
0 1 1 1
ZT - Zvl — 1 -2 1 1
4 4 1 1 0O 1
1 1 1 -2

Primer 2.2.4. Za kvadratnu matricu 4, takvu da je ind{(A) < 11 R A* dobija
se A( Rom) = = A% . Na primer, neka je data matrica

21.93 — 3 4. I35 0.13570 + 2950. 84725
11.35 35.75 — 22 0 1257420
A= = /—1.
91534 213574 (|’
257384 12 4+ 152 25103
150384 — 135/ 109825.23 183224 0.000579
Koristeéi R = A*, moze se dobiti, priblizno, ovakav grupni inverz
-~0.006 —- 0.011: ~0.00003 4 0.00001: 0.000004 4 0.000001: 0
A# = —0.029 + 00112 0.00002 4+ 0.00007: ~—0.000004 + 0.000001: 0.00001
167.245 — 23.231: 0.05330 — 0.3926514 ~0.0109 4 0.0004: —0.0057 — 0.00073:
0.000001 0.0¢60001 0 0
Primer 2.2.5. Posmatrajmo sledecu matricu ranga 2:
2 0 -5 4
A={7 -4 -9 3
13
3 -4 1 -3
. 20 N. 10 —2 2 . T :
Matrice P={ 7 -4 }]1Q) = (0 I _1_:;': H) ¢ine potpunu rang faktorizaciju matrice 4.
3 —4 8
0 11
Ako se koristi matrica Wy = _42 i , koja ofigledno ispunjava uslov rang(QW;) =
2 7
rang(A) i R = PW{, tada se dobija ovakav {1,2,3} inverz za A:
143 11 341
735 147 735
3 20 26
A= o 245 245 345
(R,2) — 109 31 _313 |°
735 147 735
5 1 _17
35 7 3
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Primer 2.2.6. U ovom primeru je pokazana neophodnost uslova rang(QW,) =

2 0 -5 4
rang(A). Posmatrajmo matricu A = (7 -4 -9 %

3 —4 7 -1

) ranga 3. Potpunu rang
2

faktorizaciju matrice A sacinjavaju matrice

2 0 -5 100 %
— —_— 117
P=|7-4-9 y Q—“ 010 % "
3 -4 7 001

;0 11 0
Iskoristimo sada matricu W) = (_2 24 ), za koju je rang(QW;) = 2. Za R =

i s

4 3 —8
2 7 —4
PW I se dobija:

5959717 1i%

5717 990 5717
129 176 211
Al 5717 5717 ~ 5717
(R,2) = { 251 278 1031 |’
5717 5717 5717
_ 120 634
5717 5717  B717

Lako je proveriti da jednagine (1), (2) i (3) nisu ispunjene.

Primer 2.2.7. Za A € C™*", koristedi
1..00..0

o100} _ (10 _
R=1477"3 ¢ N (00) , ReCm>m
0..00..0
dobija se
DET g, (4) = A (j - :)

1 algebarski komplement odgovarajuci elementu a;;, oblika

AR _ 0, o za j>riie>r
i Aj-(l:".“':), zaji<r.

Y S
Generalisani inverz za A € C™*" | jednak je sa

All(l r) Arl(: 'r‘) 0 ... 0

1 ..r1 r
oL Ty e
~1 1
A(R r) —_— 1 — Alp(l . r) anr Arr(l . r) D {]
* A(l r) 0 0 0 ..0
, 0 0 0 ...0
13 176
56 115 53 \
> 312 = 1090 |
3 26 ] . .- ’e
Konkretno, za A = w2 | i R = 3; {1) moZe da se dobije sledeé
—3 3 17 - \oo0oO
3 1 0}

desni inverz za A:
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10652600
6188751

35980
2062917

76388480
185662353

-1 .
AR =

Primer 2.3.8. Posmatrajmo matricu 4 = (

3 —1 3
-1 2 -2
3 -2 3

i~

R=MAN =

matrice M = (

determinantske reprezentacije 107

dobija se slededi tezinski Moore-Penroseov inverz za A

-1 _ 4% _
A(R,z) — AM,N .

2.4. Efikasnost

__ 8558144 1364947612 g
30453763 26817921
_ 3615752 _ 7448660
8939307 160907526
7857808 _ 1097248
6188751 6188751
2 2
A A .
0 1 2 )1 pozitivno-definisane
3 3
5 9 15
4 —33
~3 4 1 . Koristedi
3 15
135 62 D¢
_ 476 _ 184 _ 2692
5 5 15 |
698 29 4021
5 5 15
3516685 __ 69873 12501
2227904 79568 1113952
2229475 41919 19557
1113952 39784 556976
205075 __ 9327 61419
2227904 79568 1113952

Kao mera efikasnosti se koriste broj floating point operacija (skraéeno f lops) i

potreban memorijski prostor [96].

Determinanta kvadratne n x n matrice A, primenom Gausovog algoritma, moze da

se 1Zracuna za

B(A) = g (4n® + 3n® — 7n)

+n =z (4n% + 3n? — n) flops [89].

Ako je broj rc(A) skraceno oznalen sa ¢, i ako D3(A), K5(A), US(A), DE(A),
K;*(A), UE(A) predstavljaju broj makrooperacija potrebnih za izraéunavanje pra-
vougaone determinante, adjungovane matrice i inverza za A € C™*™ | prema Sto-
jakovicevo] 1 Radiéevoj definiciji, tada je:

™

o () Qo)
S (e o]
{22

()05

U’(A) = DY (A) + K5(A) + mn.

n

)-1

g
t

—
—

)5

5 (4t® + 3¢ —t)+1]—-1;

()(

(4(75—-1)3—]—3(15—-1)2—-(1‘—1))+1J}+

-

1

6

% (487 — 9t + 5¢) + 2
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Vrednost izraza (—1)(fit-+id+n+-+i) moje da se izrafuna za 2¢ — 1 arit-
metickih operacija, tako da je

Dj(A) = (T) (7:) [B(A) 1+ (2t — 1)) + (T) (j) + (T) (?’) - 1=
(7)) [Eae s s 1] -

K['(4) =mn { (T:11) (":_-—11) [é (46 — 9t + 5¢) 4 (2t — 1) + 1] } +
vy V) E S
~  mn { (T:ll) (’*::11) [é (48 — 982 + 17¢) + 2] _ 1} ;

U (A) = D{#(A) + K*(A) + mn.

Takodje, neka B,(A), Gr(A) i U.(A) oznaéavaju broj makrooperacija potrebnih
za izracunavanje norme ||A|, adjungovane matrice Moore-Penroseovog inverza i
Moore-Penroseovog inverza pomocu determinantske reprezentacije. Tada je:

B.(A) = (T) (’:)% (4r® +3r2 — 1) + (T) (:) + (T) (‘:) —1=
— (T) (:) [%(@3 +3r? —s) + 2] ~1;
G-(A) = mn { (T__11) (1: - D [% (4r® =3 +27) + 3] - 1} ;

U-(A) = B.(A) + G-(4) + mn.

Ovim je istovremeno prdstavljen broj potrebnih makrooperacija za 1zracunavanje
generalisanih inverza pomocu opste determinantske reprezentacije.

1. Memorijski zahtevi opisanih procedura za matricu A € CI'*" jesu dve
pomoéne r.(A) X rc(A) matrice, za smestanje elemenata iz minora matrica A i
R, kao 1 memorijski prostor za matrice A i1 R,

2. Prednost prezentovanih algoritama jeste njihova opstost, indukovana teoret-
skom teZinom opste determinantske reprezentacije.

3. Broj operacija u velikom broju methoda za izratunavanje Moore-Penroseovog
inverza zavisi od ranga matrice. Ali, veéi rang ne povlaéi uvek veci broj operacija.
Ovde opisani metod poseduje ovu osobiny, tj. broj koraka je obrnuto proporcionalan
rangu matrice. Za vrednosti ranga matrice koje su manje od dimenzija matrice
premaduje se broj operacije koje su neophodne za izraGunavanje generalisanih in-
verza pomocu drugih metoda (vidi [96]). |

4. Napomenimo da ovaj algoritam predstavlja, koliko je autoru pozna.to prvi
pokusaj implementacije opsteg algoritma, koji se moze koristiti za izraCunavanje
razliéitih klasa generalisanih inverza. Bilo bi korisno da se analogna generalizacija
primeni i na ostalim metodama za izra¢unavanje generalisanih inverza.



3. REZIDUALNA ARITMETIKA
I IZRACUNAVANJE GENERALISANIH INVERZA

3.1. O rezidualnoj aritmetici

Ovo poglavlje izucava primenu rezidualne aritmetike sa jednim i vise modula u
tacnom izraCunavanju generalisanih inverza pravougaonih ili singularnih matrica sa
racionalnim elementima.

Izracunavanje pravougaoinih determinanti i determinantskih pseudoinverza po-
mocu rezidualne aritmetike jeste predmet rada [143). U ovom poglavlju je dat opis
odgovarajuéih algoritama, ali i njihova primena na opstu determinantsku reprezen-
taciju generalisanih inverza.

Opisani su algoritmi za razli¢ite procene rezultata, na osnovu kojih se vrsi iz-
bor odgovarajuéih modula. Ovi algoritmi su vezani za metodu koja se koristi za
izracunavanje generalisanih inverza.

Takodje, potrebno je skrenuti paznju na algoritme za efektivau selekeiju modula,
kao i njihovu medjusobnu komparaciju. Takvi efektivni algoritmi za izbor modula,
posle 1zvrSene procene rezultata, do sada nisu opisani u literaturi. Stoga se oni
mogu primeniti ne samo na opisane algoritme, veé i na svako drugo izratunavanje
pomocu rezidualne aritmetike.

U radu [131] su opisani algoritmi za taéni izraéunavanje pravougaonih determi-
nenti i indukovanih generalisanih inverza, za pravougaone matrice sa racionalnim ili
kompleksnim elementima. Zatim, u poglaviju 2., odnosno u [140] je opisan opéti al-
goritam za taéno izrafunavanje razli¢itih klasa generalisanih inverza, koji obuhvata
parcijalne slucajeve opisane u [131]. U tim algoritmima su celi, realni, komplek-
sm 1 raclonalm brojevi reprezentovani kao elementi jedne odgovarajuée strukture
u programskom jeziku C, koja se naziva unutrasnaeje forma brojeve. Unutrasnja
forma matrice je dvodimenzionalan niz ili binarno stablo izgradjeno od unutrasnjih
formi brojeva. Medjutim, implementacija arithmeti¢kih operacja sa unutrasnjim
formama brojeva zahteva znaajan broj obiénih aritmetickih operacija, kao i sporo
skracivanje brojioca i imenioca, u sluéaju racionalnih brojeva.

Cilj ovog poglavlja jeste da se manipulacije nad unutrasnjim formama brojeva
zamene odgovarajuéim, ali znatno brZim, izradunavanjima sa malim brojevima,
pomoéu principa rezidualne aritmetike. U prvim algoritmima je opisana primena
rezidualne aritmetike u izracunavanju Radiéevog, odnosno Stojakoviéevog inverza.
Zatim se rezidualna aritmetika primenjuje na opsti metod, opisan, u prethodnom
poglavlju, koji se zasniva na uopstenju determinantske reprezentacije generalisanih
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inverza. Posebno se razmatra izracunavanje determinantske reprezentacije Moore-
Penroseovog inverza, a data je i komparacija tog algoritma sa drugim algoritmima
za 1zracunavanje Moore-Penroseovog inverza koji se rukovode rezidualnim ostacima.

Slicni principi su koriéeni za razliéita izracunavanja, vidi 11}, [52], [153]. U [134]
Je opisana primena rezidualne aritmetike u teoriji mathemati¢kih spektara, uve-
denih od strane M. Petroviéa. Takodje, algoritmi rezidualne aritmetike su koriséeni
pri 1zratunavanju Moore-Penroseovog inverza [52], [116], [127]. U [127] je opisana
primena rezidualne aritmetike na izracunavanje Moore-Penroseovog invrza koji je
baziran na metodu M1. U [52] je rezidualna aritmetika primenjena na metode M3

L AT,

Sledi kratak opis principa rezidualne aritmetike i popis nekih oznaka karakier-
1stiénih za ovo poglavlje.

Primena rezidualne aritrnetike se sastoji u moguénosti da se zamene izraéuna-

vanja na konacnom skupu racionalnih brojeva odgovarajuéim izracunavanjima nad
rezidualnim ostacima, uz koriséenje dovoljno velikih modula.

Definicija 3.1.1. [153] Za zadatu bazu 8 = {m1,... ,my} rezidualna reprezenta-
cija celog broja a, oznacena sa |a|g je n-torka {r1,...,ra}, pri éemu su celi brojevi

r; definisani skupom od n jednaéina

a=qm;+r;, t=1,...,n,
u kojima je q; ceo broj, izabran tako da je 0 < r; < mi. Veliéina r; jeste najmaniji
pozitivan ostatak pri deljenju a sa m;, i naziva se naymanjt ostatak od a za moduo
??’Bg, i].i ,alm‘-. '
Teorema 3.1.1.. [153] Neka su a i b reprezentovani u rezidualnom obliku, pomoéu

n
reziduainog bazisa koji se sastoji od modula my,. .. M. Ako je M= [] myi, tada
k=1

unuter sntervele (0, M ~1] samo jedan ceo broj, upravo laobl,, poseduje rezidualnu
reprezentaciyu

{{ Ialml O lb{ml Iml Terr l (almn o Ib'mn [mn}j
gde o stoji umesto sabiranja (+), oduzimanja (—) ili mnozenja (*).
Teorema 3.1.2. [52] Akojea # 0i (o, M) =1, tj. (a,mi) =1, i=1.... n
tade postoji jedinstvent ceo broj b takav da je 0 < b < M i lablpe = 1, 45, ab =
L(rmod M). Ceo broj b se nazive multiplikativni inverz za a po moduly M, i oznadave

LY )

Teorema 3.1.3. [52] Neka je Q skup racionalnih brojeva konvertibilnih u
L= a
Zy =A{0,... , M -1}, tJ.Q:{E:(b,M)::l}.

Takodye, neka je [ bazni vektor koji se saston od prostth modula mq,...m,, M =

mn

11 mx i neke je N maksimalni nenegativni ceo broj takav da je2N*+1< M. Ako
k=1 '
se definide podskup

FNz{g-e@;(a,b)=1, 0<aj <N, 0<]|bj< N}
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skupa Q, i konaéan podskup
Ly = {la/blM cafbe Fy}
skupa Zy, tada je preshikavange |- |,, : Fy — YAy bijekciya.

Skup r x s racionalnih matrica ranga ¢ je oznaéen sa Q;*. Skup svih per-

mutacija (kombinacija) p1,... ,p: je oznacen sa (p) ([p]). Indeks permutacije (p)

oznatavamo sa J(p), dok je suma preko svih moguéih permutacija (kombinacija)

Pt,--.,pt oznaCena sa ) , () ). Apsolutna vrednost datog celog broja i oznatava
(r)  [r]

se sa 1.
3.2. Neki novi pojmovi

U ovom odeljku, koristeéi opisanu teoriju, uvodimo nekoliko novih pojmova, ko-
risnih za kasnije opisane algoritme,

Definicija 3.2.1. Data je matrica 4 = (a;;) € Q"*° i moduo m, uzajamno prost
sa svim imeniocima u A. Matricu P = (p; ;) € Q7*® nazivamo rezidualni ostatak od

A po modulu m ako je p;; = Ialjlm, zasver=1,...,r,7=1,..., 5,1 oznafavamo
sa P = |A|m. )

Definicija 3.2.2. Neka je data matrica 4 = (ay;) € Q™* i neka je 8 =
lm1,... ,my,] n-torka koja predstavl_]a bazu rezidualnog brojnog sistema. Ako je
svaki m; uzajamno prost sa svim imeniocima u 4, tada je rezidualna reprezentacija
za A, u oznaci |A|g uredjena n-torka matrica [Py,... , P,], gde je P; = |Al|pm,.
Definicija 3.2.3. Rezidualna Gausova ehmmac:ja, sa vodelim elementom u

odnosu na modul m za matricu 4 € Q7" predstavlja sledeéu matriénu trans-
formaciju:

aj,) S+ (k) (k) k=1 !
o =1y 8— -
=[Sy ] o a0 =16~ Imaa® | ], (S
1
CI()= apq'm: pg=1,...,r

Definicija 3.2.4. Za A € Q}**, rezidualna reprezentacija za det(A), oznadena sa

|det( A)|m jednaka je

|det(A)|m = |det(|Alm) |, = (=1)" | [alValP | .- af¥

gde p predstavlja broj izmena vrsta i kolona, izvrenih u toku ovakve Qausove eli-

m j

minacije.

Definicija 3.2.5. Rezidualni rang za A ¢ C;*°, odgovarajuéi datom modulu
m, oznacen sa r(A,m) jeste broj nea.nuhra_]uah elemenata koji leZze na glavnoj
d1_]agonah posle rezidualne Gausove eliminacije sa modulom m.

Relacija r(A,m) < rang(4) je ocigledna. U slede¢em primeru je pokazana egzis-
tencija matrice A i modula m koji ispunjavaju nejednakost r(A4,m) < rang(A).

1 7 2
) vaZzi rang(A) = 2, r(A,m) = 1,

Primer 3.2.1. Za matricu A = 2

—1
za svaki moduo m # 17,1 r(4,17) = 0.

m‘gmi
mlgml
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Definicija 3.2.6. Generalisani rang za A € Q;”° odgovarajuéi modulu m, oznacen
sa (A, e,m) je najvedi ceo broj 1 < r(A4,e,m) < g takav da je

ldEtr(A,e m)(lAim) lm # 0.
3.3. Izracunavanje pravougaonih determinanti

: b 1<5< : :
Neka je A = (;L:—), (Izij:':) pravougaona racionalna matrica ranga ¢. Selek-
J —_—

cija baznog vektora 8 = [mi,...,m,] je veoma vaZna, i mora da obezbedi da
brojilac 1 imenilac kop predstavljaju vrednost pravougaone determinante mogu da
se reprezentuju u odgovarajucim skupovima, Zy i Fiv, koji su uvedeni u Teoremi
3.1.3. Medjutim, vrednost pravougaone determinante nije poznata unapred. Oda-
tle, gornja granica N za brojilac 1 imenilac rezultata mora da se proceni, §to je
opisano u procedurt MODUL. Takodje, koristeéi procenjenu vrednost N za rezul-
tat, vréi se selekcija modula my, ... ,m, u Algoritmmu MS(N). Formalni parametar
[ procedure MODU L je ceo broj koji predstavlja veliéinu selektovanih minora. Broj
modula n zavisi od N, 1 moZe da se izra¢una na osnovu sledeéih kriterijumas:

- (K1) Elementi baznog vektora 8 = [m,... ,m,] jesu najmanji nzastopni prosti
n
brojevi takvida je M = [[ m, > 2N?2 4+ 1,1
=1

- ( ) my JE Ilajma.nJ1 prost bro_] takav da j je my 2> Iy 2 +1, prl cemi Je u =

n}akx{lzjk 1,105k 1}

Napomene 3.3.1. 1. Napomenimo da kriterijum (), prema. Teoremi 3.1.3.,
obezbedjuje da |- |,, : Fy — Zp bude bijekcija, dok iz kriterijuma (Ks) pr01zlla.z1
(m;,2k) = 1, za sve 1menioce i sve selektovane module.

2. Moduo m; se izraéunava nezavisno od N.

3. Moduo m; moZe da se dobije kao najmanji prost broj takav da je my >

max {75 [,10j%{}. Ali, uslov (K2) se favorizuje zbog sledeéeg principa: “pozeljno

7.k
je imati 5to manje modula, jer sve operacije koje ukljucuju mixed-radix konverziju

imaju vreme izvrSenja proporcionalno sa n, tj. sa brojem modula” {177].

Algoritam MODU L(I)
KORAK 1. Izracunati IP(Q = ,ig(pl)ql ”iﬂ'(Pz)qz, o ,ig(m)qtl )

BPQ = lba'(m}ﬁ ”bﬂ'(fiz)ﬁl e lba(pr)er ’
gde {to(po)qel 1 [Popa)als 1 < k <1 oznacavaju apsolutne vrednosti brojeva t,(,,)q,
1 ba(p.)qe TESPEktivno, za sve kombinacije

Pl=1<p<...<p<r), [g=1Lq<...<q<s)
i sve permutacije (o} skupa {py,... ,pi}. Skup odgovarajuéih vrednosti biée oznaden

sa {IPQ} i {BPQ}, respektivno.

KORAK 2. Izracunati najmanji zajedniéki sadrzalac za elemente skupa {IPQ},
ko)1 se oznacava sa lcd({IPQ}).
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KORAK §. Izratunatid= > > BPQ- ZCd({IPQ}).
[4),[} (@) IPY

KORAK 4. N = max{d, lcd({IPQ})} . O

Koristedi gornju granicu IV, u sledeéoj proceduri se determinidu moduli. Ova pro-
cedura je nezavisna od upotrebljene metode, i moze se koristiti za sva 1Zracunavanja
pomocu rezidualne aritmetike.

Algoritam MS(N)
KORAK 1. Odrediti broj modula n i module {m,... ,m,}, kako sledi:

(1.1) n 1
(1.2) my je prvi prost broj takav da je m; > 2u? + 1, u = ma}c}c{lijk |, 185x |}
7,

(1.3) pr « my.
(1.4) while pr < 2N? +1 do
n—n-1
My Je prvi prost broj veéi od m,_,
Pr o pr* m,.
end while
KORAK 2. Optimizacija modula, ako je posle mnozenja sa poslednjim modulom,
vrednost 2N? + 1 znatno prekoraéena;
(21) 1« 1
(2.2) while pr > 2N? +1 do
pr « pr/m;
for j«—1to n-1do
mj & Mjin

nen-1.
end while (W,
Teorema 3.3.1. Pravougaona determinanta deti(A) mairice A € Q}*° moze se
tacno 1zraéunats pomoéu baznog vektora 8 = [m1, ... ,my] koji je dobijen primenom

Algoritma MODUL(t), za t = r (A) i Algoritma MS(N).
Dokaz. Imenilac determinante det{(4) jednak je sa led({IPQ}) < N. Takodje,

brojilac je

. led({IPQ)
Z pit+p )+ +q) E(—-I)J( )ba(m)ql --*bc(pt)q., _ }) <d<N.

[g].(r] (o) to(p1)qr - - ia(p;)g;

Iz uslova M = [] my > 2N%41, lako je zakluéiti da bazni vektor B =[mi,...,my,l,

k=1
selektovan prema Algoritmu M QDU L(t) ispunjava zahteve Teoreme 3.1.3, te sho-
dno tome omoguéava taéno izraéunavanje vrednost; detf(A). O]

Sledec¢i potprogram izracunava rezidualnu reprezentaciju pravougaone determ:-
nante racionalne matrice A4 € Q,™*, za zadati moduo m i generalisani rang I.

function DET(A,l e,m)
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KORAK 1. Izraéunati W = |A|.

KORAK 2. Neka je G = G [;J:" 2:] matrica dobijena primenom rezidualne

- * . u * pl tre P,l'. .
Gausove eliminacije sa modulom m na submatricu W |~ |. Tada Je

L
1 G }

k=1

DET(A,lLe,m) = (]

) [E(P1+---+p=)+(q1+...+q=)
(p],[4] |

Algoritmom R, za zadatu matricu A € Q7*®, izratunava se bazni vektor §
= [my,... ,my], dovoljan za taéno izracunavanje pravougaone determinanie, koja

odgovara generalisanom rangu t = r(A, €,my) kao i vrednost DET(A,t, e, m;).

m

Algoritam Rj;.

KORAK 1. Izracunati m;, kao najmanji prost broj takav da je my; > 2u® + 1, i
rezidualni rang r{ 4, m1 ), uveden Definicijom 3.2.5.

KORAK 2. Selektovati module my,... ,m, pomocu procedura MODUL(t) i
MS(N).

KORAK §. Izracunati DET(A,t, e, my).

KORAK J. If DET(A,t,e,m;)#0then r(4,e,m1) =1
else t =¢—1 and goto KORAK 2. O

Algoritam DM opisuje primenu jedno-modularne rezidualne aritmetike u izracu-
navanjima pravougaonih determinanti za zadatu matricu A € Q*°. Ovaj algoritam

se primenjuje za m =mq > 2N% +1 > 2u? + 1.

Algoritam DM.
KORAK 1. Primenom Algoritma R1 selektovati modul m = mi 1 izracunati
t =r(A,e,m)i DET(At e,m).

KORAK 2. Dobiti vrednost za det{( A) konvertovanjem rezidualne reprezenta.cue
DET(A,t,e,m) u odgovarajuéi razlomak pomocu modula m.

Determinanta racionalne pravougaone matrice moze se izracunati pomocéu rezi-
dualne aritmetike sa veéim brojem modula, kako sledi:

Algoritam DBETA.
KORAK 1. Primenom algoritma R; selektovati bazni vektor 8 = [mq,... ,my]
i izracunati t = r( A4, €, m1).
KORAK 2. for 1 — 1 to n izratunati DET(A,t, e, m;).
( Dobiti reprezentaciju [det{(4) |5 = {[det;(A4) 1, ,-.-,ldeti(4) |, }) .
KORAK 3. Konvertovati dobijenu videstruku rezidualnu reprezentaciju u rezi-

dualnu reprezentaciju po modulu M = [] mg, tj. u meSoviti brojni sistem sa
k=1
Osnova'ma ml, LR L mn,-

KORAK 4. Transformisati dobijenu reprezentaciju u odgovarajuci razlomak,
koristeci moduo M. C
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Primer 3.3.1. U ovom primefu je pokazano tacno izracunavanje Radiceve deter-
| -z 2 =
minante date matrice A = 1| ;5§ 29 0 ,
% —2 § 1L
Moduo m je najmanji prost broj veéi ili jednak sa 2 * 4* + 1, tj. m; = 37, te je
r{4,m1) = 2. Sada, koristeti t = 2, prema Algoritmu MODU L(2) dobija se
led({IPQ}) = 1cd({2, 4, 4, 16,2, 4, 2,4, 1, 1, 4, 2}) = 16;

{BPQ}=1{2,6,3,3,1,0,6,2,2,0, 1, 0};
16 48 48 48 48 48 48 _48 48

=2 464 3— 3 —1+1— N, el Y 1—=40 =
dpg = 25 +6-L+3 -5+ 3o+ 15 +0+6— +2—= 42— +0+1--+0

= 155.: .
Primenj.ujuéi izrac¢unavanja M S5(155), dobija se n = 3, § = [37, 41, 43]. Takodje,
u koraku 3 Algoritma R; dobijeno je DET(A,2,¢,37) = 4 # 0, §to povlaci t =
r{A €, 37) = 2. |
Standardna rezidualna reprezentacija za det; ( A) je | detst( A) g = (4, 35, 42), repre-
zentacija sa meSovitim osnovama je 44848. Na kraju, transformacijom ove vrednosti

3
sa modulom M = [[ my = 65231 u rezultujuéi razlomak dobija se det;'(A4) = 27/16.

k=1 .
¢ 1 B -1 12
Primer 3.3.2. Za A = -—}—3— i* 2 %% —1 | opisano je izraCunavanje
85 _78
2 715 L—g O

vrednosti det; (A). Primena Algoritma R; dovodi do:

led({IPQ}) = 18900, d = 4477952 = N.
Odatle je n = 6, 8 = [347, 349, 353, 359, 367,373], t = r(A4,¢,347) = 2.
Standardna rezidualna reprezentacija za dets(A) je

\dets (A)|g = (83, 239, 310, 176, 59, 298).

Reprezentacyja sa mesovitim osnovama my,... ,Mg za pravougaonu determinantu
dets(A) je 1234065952988185. Konverzijom ove vrednosti iz Zps sa modulom M =

6
[ my = 2100868898529971 u odgovarajuéi razlomak iz F,,, dobija se
k=1

det5(A) = —217253/1350.

3.4. Izra¢unavanje determinantskih inverza

U ovoj sekeiji se posmatra racionalna matrica 4 = (j—:—), (;jkEZ) ranga g. U
j k<
algoritmima koji slede koriste se sledece oznake:

Za dva cela brojal <u <s, 1<v<r, oznatimo sa

Pl={p <...<pii} [@']l={d < ... <gi,}
kombinacije 1zvedene 1z kombinacija

pPl={1<pm<...<v<...<p: <7}, [fl={1<pm<...<v<...<p:t <r},

1zbacivanjem elemenata v 1 u, respektivno.
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Takodje, sa o'(pl),... ,o(pi_;) se oznacava skup permutacija skupa
{p1 <...<pi1}

Skup vrednosti

IPQL = [igrptytlliorphyat] - - lior o ez, |
BPQ]' - lb 1(?1)9’1 ”b 1(?2)'3%' Ibﬂrl(fptl...1)qtl'_1| )
definisan za sve kombinacije [p!] i [¢!], i sve permutacije (o) skupa {p{,... ,pi_1}

oznacava se sa {IPQ1} and {BPQ1}, respektivno.

Teorema 3.4.1. Generalisana adjungovana matrica adj(*"(A) za A € Q}*° moze
se taéno izracunati pomodéu baznog vektora B = [my,... ,my], definisanog uslovima
(K1) i (K3), pri éemu se gornja granica N za sve brojioce 1 imentoce u tnverznoj
matrici moze izradunats kako sledu:

N = max {led({IPQ}), max{dm, :1<u<s;1<v<r}}, gdeje

IP
[a],[p] (o) ¢

zﬂﬂ. . . .

d , ako led({IPQ1}) nije deljivo sa iy,
d. == bﬂﬂ (lﬁuﬁa)
Uy — 1 _ ISvsr

d , inace.

| by |

Dokaz. Tmenilac za A% 9 jednak je sa
led({ITPQ1}) = led({|ts(p1q? ||zg(p2)q§| o tapr_ ygr 1} S led({IPQ}) < N.

Sliéno, brojilac se moze proceniti na sledeci nacin:

ZE{p1+--'+Pt)+(QI+---+qt)Z(_I)J(gl)b b ICd({IPQl})
ol(pi)ey Yol (pi_ e, ;
(¢'],[p!] (o) zﬂ'l(P%)ﬁ‘ e tet(piiy)e
e | lcd({IPQl}) o
S L Lb"(pl)‘h b bf-"(Pt)Qt * b .
[a],[7] (o) to(pi)gs + - tvu -« - ta(p)ge  Dve

led({IPQ}) , ako lcd({IPQ1}) nije deljiv sa 1y,
Koristedi led({IPQ1}) = ¢ led({IPQ}) . . ;

mace ,

ZUH

Lako se proverava da je brojilac u AlgY manji 11 jednak sa

d , ako led({IPQ1}) nije deljiv sa 1y,

Z‘UIL

bvu
duu — 1

| buv |
Prema tome, brojioci u adj{¥(A) su limitirani sa

max{dy, : 1 <u<s1<v<r} <N,

d , inace.
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Kako Je napomenuto, uslov (K2) obezbedjuje egzistenciju rezidualne reprezen-
tacije za date razlomke u odnosu na svaki od selektovanih modula. Konacno, kri-
terijum (K1) je generisan zahtevima Teoreme 3.1.3. O

Algoritam MODU L] izradunava gornju granicu N za taéno izraéunavanje ma-
trice adj{&V(A).

Algoritam MODULI(I)

KORAK 1. Generisati skupove {IPQ} i {BPQ}, i odgovarajuée vrednosti
led({IPQ}) 1 d, koristeci korak 1, korak 2 i korak 3 Algoritma MODUL(]).

KORAK 2. Izracunati

tuun d, % ZCd({IPQ]-}) nije delJIV Sd, Eltm
g bou (1 S S)
Uy :- 1 . - ? lsvsr |
d, mnace, -
| byo |

KORAK 3. dy = max{duyy : 1 Su<s;1<v<r)
N = max{lcd({IPQ}),d,d;}. O

T
Moduli my,... ,m, su sukscesivni prosti brojevi takvi da je M = 1] me >
k=1

2N? + 1, i mogu se dobiti pomoéu Algoritma MS(N).

Generahisani inverz A(:jlt) za A € Q"™* mozZe se tatno izradunati pomoéu modula
m, saglasno slededem Algoritmu IM.
Algoritam IM.

KORAK 1. Selektovati najmanji modul m = my; > 2N2 41 > 242 4+ 1 i nad
t = r(A,e,m). Primeniti Algorithm R;, koristeéi u njegovom koraku 2 Algoritam

MODULI(t), a zatim Algoritam MS(N).
KORAK 2. Izratunati razlomak I = det{(A), koristeéi Algoritam DM.

KORAK 3. for j=1to sdo
for :=1to rdo

(3.1) l (Gdj(f’t)(W))jt. l _ ' E [e(}’l+...+Pt)+(91+...+§'t),SIm] l gde je
. m {pllq] m
G { (D)W (LR e ) el jeld
0, mace .
(3.2) Konvertovati vrednost | (adj(et)( W))ﬁ lm u razlomak B,
koristeéi modul m.
(3.3) Vrednost za (A;_;)) Jednaka je skradenom razlomku ? O

33

slededi algoritam sadrzi metod za izratunavanje Radiéevog 1 Stojakoviéevog ge-
neralisanog inverza pomoéu rezidualne aritmetike sa vise modula.

Agoritam [IBETA.

KORAK 1. lIzratunati gornju granicu N i generalisani rang t = r{A,e,m),
saglasno Algoritmu Ry, koristeéi u njegovom koraku 2 Algoritam MODULI (1), a
zatim, algoritmom M.S(N) selektovati odgovarajuéi bazni vektor 8 = [my, ... ,mal.
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K ORAK 2. Izra.é.unati I = det$(A), izvrsenjem koraka 2, koraka 3 1 koraka 4
Algoritma DBETA.
KORAK 8. for 3=11to s do

for :t=1to rdo

(3.1) for £k =1to ndo
izradunati | (adJ(E t)(W)) | H prema. koraku (3.1) Algoritma IM.

{ Dobija se | (adj (¥ (A))

IJI

(3.2) Konvertovati | ( (adj(® tjﬂ(f‘l) ‘ u odgovarajuél razlomak B
pomocu modula M = H M.
k=1 .
(3.3) ( (e t)) je jednak skraéenom razlomku i
Primer 3.4.1. U ovom primeru je opisano taéno izratunavanje Stojakovicevog
i+ -4 3
2
42 _
inverza za A= | o5 130 _11
g5 130 4
EE- R

Lako se proverava da je m; = 2987, tako da je startna vrednost za ¢ = r(A,e,my)
jednaka r(A4,m;) = 2. Iz Algoritma MODULI(2) dobija, se '

N = maz {6, 8301, 8301} = 8301, n=3, @ =[2897, 2903, 2909)].

Sada je, DET(A,2,€,2987) # 0, and r(4,¢,m;) = 2.
Primenom Algoritma DBETA dobl_]a se detS(A) = 1223

Standardna rezidualna reprezenta,cua za adj (5 2)(A) je

(2881,2887,2893) (957,959,961) (3,3,3) (1944,1948,1952)
|adj(A)|ﬁ — | (1399,1402,1405) (2859,2865,2871) (1441,1444,1447) (28,28,28,28) ,
(1415,1418,1421) (1902,1906,1910) (1438,1441,1444) (981,983,985)
Reprezentacija za adj 52 (A) sa meSovitim osnovama je

< 167375697 111583800 3 55791917
ladi (52 (A)|ar = | 83687807 167375675 83687849 28
83687823 55791875 83687846 11583824

Prevodjenjem svih dobijenih elemenata sa modulom M u odgovarajuce razlomke
dobija se

16 =28 3 38]
-(5,2) 59 4 15 o
adj'®*(A) = | =32 —38 =° 28
: —-67 —88 =21 46
. 2 3 2 3
- —96  —52 18 76 -
E R B
Konacno, A(S,z): 1253 1253 1253 179
—201 —-176 —9 92
| 1253 1253 179 1253 -

3.5. Efikasnost

U sekeiji 2.4. je dobijena procena broja operacija nad unutrasnjim reprezentaci-
jama racionalnih brojeva, potrebnih za tacno izracunavanje pravougaonih determi-
nanti i indukovanih generalisanih inverza |
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Za rezidualni brojni sistem f koji se sastoji od n modula, vreme izvrsavanja
ovog algoritma je proporcionalno sa n, zbog ponavljanja izradunavanja za svaki od
izabranih modula iz 8. Glavna prednost rezidualne aritmetike u odnosu na algo-
ritme opisane u [157] jeste ubrzanje inicirano izvrienjem elementarnih aritmetickih
operacija u prstenu rezidualnih ostataka umesto sloZenih operacija nad unutrasnjim
formama brojeva. Ovo kompenzira jednostavne transformacije racionalnih brojeva
u ogovarajuce rezidualne reprezentacije i multiplikativno poveéanje broja neophod-

nih operacija.

(Glavni nedostaci rezidualne aritmetike su:

- znacajan bro) arithmetickih operacija potrebnih za izracunavanje adekvatnog
baznog vektora; '

- sukscesivno izracunavanje vrednosti det(A), poéev od n = r(4,m), pa do
n = r(A,e,m), u toku izraCunavanja generalisanog ranga r(A,e,m), u sluéaju

r(A,e,m) < r(4,m).

Opisani algoritmi mogu da se koriste u sledeca dva sluéaja:

1. Za tacno i1zracunavanje Moore-Penroseovog inverza, u slutaju kada se on
poklapa sa definisanim pseudoinverzima [168]. .

2. Kako su Radiéev 1 Stojakoviéev pseudoinverz najmanje {1, 2}-inverzi, u sluéaju
r(A,e,m) = rang(A) [168], opisani metodi mogu da se koriste za taéno izraéunava-
nje {z,7, k} generalisanih inverza.

3.6. Rezidualna aritmetika i opsta
determinantska reprezentacija

U ovog odeljku su opisane metode za odredjivanje gornje granice N pri taénom
1zracunavanju opste determinantske reprezentacije pomoéu rezidualne aritmetike.
Ostali principi se prenose iz prethodnih odeljaka.

tjk
matrice ranga g. Procena gornje granice N je opisana u proceduri MODULR.
Formalni parametar [ procedure MODULR je predstavlja veli¢inu minora.

Algoritam MODULR(I)

KORAK 1. Izﬁra.éuna.tiﬁ _
IPQR = lsz(Pl)*h ”30'(112)4?2, s IZU(P:)QI‘ ' Iﬁf’(l’l)@'l “ﬁa(PE]‘?EI e 'ﬁﬂ'(}”)qt [’

BPQR = |bo(p,)gul[bo(p)gal - - - Potmiya - [€otpa 1€ome] - - - [%tp)als

b; 1<<ry - : 1<5< :
Neka su A = (—L’“—), (lzi:::) 1 R = (gi;"- : (12';2:) pravougaone racionalne
SES ik, SRS

za sve kombinacije -

pl=(1<p1<...<p <), gl=01<qg <...<q<s),
1 sve permutacije (¢) skupa {py,... ,p;}. Skup odgovarajuéih vrednosti bi¢e oznaéen
sa {IPQR} i {BPQR}, respektivno.

KORAK 2. Izrafunati najmanji zajednicki sadrzalac za elemente skupa {IPQR),
koji se oznacava sa led({IPQR}).
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. lcd({IPQR})
r = P . .
KORAK 8. Izracéunati d [q%pl% BPQR TPOR
KORAK 4. N = max{d, led({IPQR})} . O

Analogno Teoremi 3.3.1. moZe se dokazati 1 sledeca teorema:

Teorema 3.6.1. Imenilac opite determinantske reprezentacije matrice Ae C'7™7,

t7. 1zraz oblika
N TN T
S A TR 1.
5y ... 6, 5, ... 5,
1<6,<...<8,<s
1< <<y &r

mozie se taéno izraéunati pomocu baznog vektora B = [my,... ,mp] koji je dobijen
primenom Algoritma MODULR(t), za t = r.(A), a potom primenom Algoritma
MS(N)..

Takodje, analogno Teoremi 3.4.1., koriste¢i oznake
IPQRL = ligi(pnygt ot piyasl - - Lot i yar_ NBoronyg 1Bar(pyas | - 1Borpi_ar_, |
BPQ1L = |bs1(phyg1 181 (pyq3! - - - ibcrl(p}_l)q}_l”aﬂ'l(ﬁ)q{‘ o phyanl - - 2o (pr_yar_, 1
moze se dokazati:

Teorema 3.6.1. Generalisana edjungovane matrica adj(©Y(A) 24 A € Q,™° moze
se taéno izradunati pomodéu baznog vektora f = [my,... ,my|, definisanog uslovima
(K1) t (K2), pri ¢emu se gornja granica N za sve brojioce 1 tmenioce u 1nverzno)
mairict mozie tzrafunats kako sleds:

N = max {lecd({IPQR}),max{dy, : 1 <u<s;1<v<r}}, gdeje

[l.{p] (o) IPQR
| touPun d , ako led({IPQR1}) nije deljivo sa iyyBou |
g — ) 1 buut (15u$3)
vy — 1 1<v<lr
T ,d , nace.

U parcijalnom sluéaju, za ayy = byv, Buv = tuw, 1 Su <r, 1 <v < s, dobija
se opis metoda za primenu rezidualne aritmetike u ta¢nom izracunavanju Moore-
Penroseovog inverza pomocu njegove determinantske reprezentacije. Kao prednost
ovakve metode u odnosu na druge metode opisane u [140, 153] mozZe se uzeti veca
preciznost u odredjivanju gornje granice N, §to povlaci preciznije odredjivanje mod-
ula.

Opisani algoritmi za odredjivanje vrednosti N mogu se uprostiti, ali to dovodi
do poveéanja vrednosti N, odnosno do nepotrebnog povecanja broja modula ili
vrednostl modula.



'4. GENERALIZACIJA KONDICIONIH BROJEVA
MATRICE

4.1. Uvod

U literaturi je poznat pojam kondicionog broja matrice i njegovo uopstenje
pomocéu Moore-Penroseovog inverza.,

Definicija 4.1.1. Kondicioni broj regularne matrice 4, u oznaci cond(A4) je
(4.1.1) cond(A) = ||Aff|A1].

Jedna od primena kondicionog broja invertibilne matrice A jeste u odredjivanju
granice relativine greske za reSenje sistema linearnih jednaéina

Az =b, ze€C® be(Cr

u zavisnosti od promena vektora b.
Teorema 4.1.1. Za matricu A € C*" vazi

[N
ey = oA gr

|65}

(4.1.2) TR

S. Demko [30] je prosirio ovaj pojam na singularne i pravougaone matrice, uvodeéi
tzv. generalisani kondicioni broj matrice.

Definicija 4.1.2. Generalisani kondicioni broj K(A) matrice A € C™*", u odnosu
na spektralnu normu, definiSe se jednakoséu |

K(A4) = AfjlAt) .

Generalisani kondicioni broj je vaZna mera osetljivosti u numeriékom resavanju
sistema linearnith jednaéina ili kao faktor pouzda.nostl pri izracunavanju Moore-

. Penroseovog inverza.

U radu [13], A. Ben Israel koristi ovakav generalisani kondicioni broj matrice za
uopstenje nekih poznatih ocena greske na pravougaone matrice, odnosno na najbolje
aproksimativno redenje = A'b.

Pored malih perturbacija u vektoru b, u istom radu su posmatrane i male pertur-
bacije matrice A. NajvaZniji rezultati iz ovog rada su slededéi.

121
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Teorema 4.1.2. [13] Ako za maitrice A€ C™*" 1+ B ¢ C"*™ yai

(4.1.2) AA'B = B,
(4.1.3) ATAB* = B*,
(4.1.4) ATBll <1, .

tada vaie sledeéa tvrdjenya.

() (A+B) =T +4'B)14l

(4.1.5) (ii) (A+ B)Jr — Al =‘;(—1)k(ATB)"AT
TTe |4t BljjLAT)
(i) (4 +B) -4l < 77 TATB] "

Takodje, u [13] je izucavana osetljivost vektora r na promene elemenata iz A 1 &
u jednaéini x = A'b. |
Teorema 4.1.3. [13] Neka je sistem Az = b konzistentan, 1 neka je z = ATb.

(1) Ako je - |

(4.1.6) | (z + éz) = A¥(b + 6b),
tada
o] l|6b}]
4.1.7 < K(A)id
(417) E AT
(i1) Ako je -
(4.1.8) (z +6z) = (A +64)'D,
: matrica 0 A spunjava uslove: -
(4.1.9) - AATEA = 6A,
(4.1.10) | CATA(6A)* = (8A),
(4111) C o lAthlisAl < 1,
teda vazi | |
li6]] |AT][[6 Al [6A]
4.1.12) 170 < = K(A .
(4112) =l = T-farmied] ~ Y ara = ransan
Teorema 4.1.4. (13] Neka je sistem Az = b konzistentan, i neka je ¢ = A'b. Ako
B J : _ . |
(4.1.13) ' (z + 6z) = (A + A (b + 6b),

i matrica 6A ispunjava uslove (4.1.9), (4.1.10) i (4.1.11), tada vazi
AT ClsAllAtlleh + Havl) _ K(A) |5 AHILATHIIN + (166l
- 1-jlAM[[ja 4] 1Al (1~ JjAT[[sAl)

(4.1.14) |)6z)) <

Kondicioni broj cond(A) je izuéavan u [17]. Njegova generalizacija je predmet
izuéavanja u [13], [148], [149], [164], [165]. G. Zielke [164] je koristio generalisani
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kondicion1 broj u konstrukeiji test matrica za Moore-Penroseov inverz. Takodje,
Zielke [165] je izucavao generalisane kondicione brojeve u zavisnosti od koriséene

matri¢ne norme

Kp(A) = || Allp [l AT,
U istom radu je pokazao sledecu teoremu o ekvivalentnosti kondicionih brojeva:

Teorema 4.1.5. Za svaki par kondicionih brojeva
Kp(A) = [[Allpl AT, K (A) = [|All A,
gde je p,q € {1,2,00, F, M, G}, postoje pozitivne konstante ¢, i cp, takve da je
e1Kp(4) < Kol 4) < 1K (A).

Konstante c1 3 ¢ date su u odgovarajucoj tabeli [164, T'abela2).

C1lj ovog poglavlja se sastoji u sledeem: kao sto je izvriena generalicija kondicionog
broja regularne matrice matrice pomoéu Moore-Penroseovog inverza, na sli¢an naéin
se mogu definisati generalisani kondicioni brojevi pomoéu {7, j, k} generalisanih in-
verza. (Ovde je pokazano nekoliko osobina ovako uvedenih kondicionih brojeva,
koje predstavljaju uopstenje rezultata koji se odnose na generalisani kondicioni
broj K(A). Uvedeni kondicioni brojevi pomoéu {i, j, k} generalisanih inverza mogu
koristiti kao faktor pouzdanosti pri njihovom izraunavanju kao i za konstrukciju
odgovarajuéih test matrica. Generalno, pri uopstavanju pojma kondicionog broja
izucava se ne samo uticaj matricne norme, ved i uticaj izabrane klase generalisanih
inverza.

4.2. Generalizacija kondicionih brojeva

Prilikom generalizacije kondicionog broja, izabrani inverz se oznaéava sa 4(5).
Definicija 4.2.1. Generalisani kondicioni broj matrice 4 € C™*” jednak je sa
K(p,S)(A) = ”A”puA(S)“p :

gde je || - ll; jedna od gore navedenih matri¢nih normi i A(S) jedan od generalisanih
inverza matrice A4, § € {1,2, 3,4, 5}.

Teorema 4.2.1. Za A € C**" je K, 5(A) 2> 1, za sve mairiéne norme i za
Al € A{1}.

Dokaz. Kako je A'®) najmanje {1}-inverz za A4, vazi [JAAS)||, < ”AA(S)HZ, odakle
je ”AA{S)”P > 1. Dokaz se moZe kompletirati iz relacije ”A]IPHA(S)”;, > ||AA(‘S)”JJF
(]

Lema 4.2.1. Ako za matrice A E Cmxn B e CrXm™ _vai’i
(4.2.1) | - AAYB = B,

(4.2.2) (AT + A®B)D = (1 + AOBYS A,
(423) | |49 B, <1,
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tada vais:
(4.2.4) (A + B)YS) = (I + ASIB)~1 A(S),
Dokaz. Saglasno uslovima (4.2.1) i (4.2.2) dobijamo
(A+B)® = (A4 + AAPIB)S = (I + A B)S)I 45)

Koristeéi Posledicu 1. iz {13]: ako je ||A]| < 1, tada je I+ A nesingularna, kao i uslov
(4.2.3), lako je zakljuéiti da je T4+ A(S) B nesmgulama. ma.tnca., ¢ime je kompletiran

dokaz. {1

Teorema 4.2.2. Al'ca za matrice A € C™"" 1 B € C"*™ vaZe uslovi (4.2.1), (4.2.2)
1 (4.2.3), tada vaZe sledeéa tvrdjenja:

(i) (A+B)(3?; (8) = Z( 1)"( (S)B) A(S)
(4.2.5) | k=1

Gi) li(4+ By — 4o, < JADBLIAD],

1~ [|AS) B,

Dokaz. (i) 1z Leme 4.2.1. proiziiazi

(A + B)(S) AS) — = (I + A(S)B)—IA(S) A(S)
4.2.6 -

( ) !(I_l_A(S)B)-I ]A(s)
Prema (4.2.3) vazi

(I+A®B) = 3 (<1t (49B)*,

k=0
odnosno

N _
(A+B)® — 4 - Z(_l)k ( AS) B) A _ 4 _

— Z( —1)* (A(S)B) AlS)
12) Polazedi od (4.2.6) i Leme 4.2.1. dobijamo sledeéu nejednakost
J

(A + B)S) — A9, <|I(I+ ASIB)™ + I|], | AP,
Sada, koristeci Posledicu 2. iz [13], koja glasi:

1Z USIOV ”.A.” < ]. vazl ”(I + A)—-l — .I” S 1 |Iﬁi&u 3
zakjluéujemd | | |
| A B |
BYS) — 4| < M P_ 1 AG)| .

Iz tvrdjenja (i) Teoreme 4.2. 2. proizilazi

Posledica 4.2.1. Ako za matrice A i B vaZe uslovi (4.2.1) i (4.2.2), a u.slo*u (4.2.3)
je zamenjen uslovom

"A(S) I2llBlly < 1,
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tada je
IAS2 1Bl
~ JASHLIBI,

A4+ B)D — A9, < <

Ocigledno je da se uslowi (4.2.-1) i (4.2.2) mogu dobiti jednostavnim uopstava-
njem uslova (4.1.2) i (4.1.4), redom. Sledefom lemom je pokazano da se uslov (4.1.3)
moze dobiti iz uslova (4.2.2), ako se u uslovu (4.2.2) stavi A(5) = 41,

Lema 4.2.2. Uslov (4.1.3) je ekvivalentan uslovu
(4.2.7) (A(I + A'B)' = (I + A!B)t A,

Dokaz. U (13, Lema 1.] je pokazano da iz A'AB* = B* proizilazi (4.2.7)
Obrnuto, neka je ispunjena jednadina (4.2.7). Grevile je pokazao da je jednacina
(AC)! = CTA' ekvivalentna sa sledeéa dva uslova (vidi [7], [13])
(4.2.8) ATACC*A* = CC* A,
(4.2.9) CCTA*AC = A*AC.
Odatle, prema (4.2.7) proizilaze (4.2.8) 1 {4.2.9), za C = I+ A'B. Prema Lemi
4.2.1., matrica C je regularna, pa je relacija (4.2.9) ocigledna.
Prema (4.2.8) vazi |
ATA(I+A'B) (I+B*A") 4* = (I+ A'B) (I + B*al") 4"
Prema osnovnim osobinama Moore-Penroseovog inverza dobijamo

At A(A1B)*A* — (AtB)*A* = O.

Koristeéi transformaciju (AT B)*A* = B*AAT, dobijamo

(A1AB* — B*)AA' = O. .
Kako je, u opitem sluéaju, AA' # O, odatle proizilazi AtAB* ~ B* = O, 5to je
ekvivalentno sa (4.1.3). O

Napomenimo da je Stewart doSao do Ben-Israclovih rezultata iz [13) (Lema 4.2.1.
i Teorema 4.2.2.), ali je uslov (4.1.3) zamenio uslovom {148, Lema 3.1.}:

BAYA = B.

Sada se izucava osetljivost resenja z = A(S)§ na promene elemenata iz A 1 b, tj.
uopstavaju se Teoreme 4.1.3. i1 4.1.4.

Teorema 4.2.3. Neka je A € C“‘"I“, b e C™. Takodje, neka je sistem Az = b is |
konzistentan, i pretpostavimo da je z € C" dobijen 1z = AS)b, Ako vas

(4.2.10) (z + 6z) = AS)(b + 6b),
tada je -

IP2le < Ko sn(Agfe, 20 p € {1,2,00,F, M, G).

Dokaz. Koristeéi pretpostavke teoreme zakljuéujemo dz = A(5)8b, odakle ||6z||, <
LA 168]] ,. Takodje, sistem Az = b je konzistentan, i [|8]l, < |Allpllzll, . Prema
tome
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el < A4l Pl = Ko (5. O

Poslednja teorema predstavlja generalizaciju tvrdjenja (i) Teoreme 4.1.3. Za sve
inverze koji su bar {1} inverzi matrice A, uvedeni kondicioni brojevi nisu manji od
1, tako da se mogu koristiti u procenama kao faktor uveéanja za relativne pertur-
bacue Na taj naéin, uvedeni kondicioni brojevi K(p s) obezbedjuju efikasnu meru

osetljivosti matrice A pri izra¢unavanju inverza A ili pri numeri¢kom resavanju
sistema linearnih jednaéina Az = b. Ovakva uloga ovakvih kondicionih brojeva

potvrdjena je i sledeéim ¢éinjenicama.

T

Teorema 4.2.4. Ako je jednaéina Ax = b resiva, z ispunjﬁva uslov z = AD)p, «
je definisano sa

(4.2.11) | | z+ 6z = (A + 6A4) S,
pri éemu matrice A € C"‘"“ t 6A € T**™ ispunjavaju uslove
(4.2.12) - AAIEA = §A,
(4.2.13) (A(I + A®64)D = (I + A)54)9 A,
(4.2.14) . - IIA"")IIPHMIIP <1,
tada vais: o | |
oz, "A(SJ [l oAljl, ($)

< A 4

T e B TN 2
- o 84
= Koy (sp(4) - g r e - 144,

IAllp (1~ A l8All,)

Dokaz. polazeéi od ¢ = A(s)b ig+éz=(A+ 6A)(5) b, dobijamo
5z = [(A + §A)S) — (3)] b.

Iz Teoreme 4.2.2., (%), proizilazi |

Sz = Yo (=1)* (A®84)" A9 = > (—1)* (A954)" AS 4z,
k=1 k=
1z osnovnih osobma. normi doblja. se sledeca tra.nsforma.cua. |

162, < E (LA 18 4]L,) " HAS Al |l

Ovo je ekvivalentno sa

Sz | . . | | i~ *
",,.,...;,:L’ < AD Al - JAS 641, - 3 (1A 6A1,)
| | | k=0 | |
”A(S) ”P“aA”P ) “A(S)A"p_ | ul

T 1 [[AG)],]l6 4],

Uporedjujuéi rezultate poslednje teoreme sa tvrdjenjem (:¢) Teoreme 4.1.3., za-
kljuéujemo sledeée. Ako 2 ¢ S ili 4 ¢ S, tada jednakost (4.2.15) ostaje nepromen-
jena. Medjutim, ako je 2 € § i 4 € S, tada je matrica A°?A idempotentna i
Hermitska, tj. projektor, sto povladi JJA'S)All, = 1, te jednakost (4.2.15) postaje
obiéna generalizacija tvrdjenja (i1) Teoreme 4.1.3. Odatle je ocigledno da u slucaju
A(®) = AT, koristeéi spektralnu normu, iz (4.2.15) proizilazi Teorema 4.1.3.
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Teorema 4.2.5. Ako je jednadina Az = b redive, x 1spunjavae uslov x = AS)p 1 ¢
7e definisano sa |
(4.2.16) z + 8z = (A + 6A)S) (b + 6b),
pri éemu matrice A € C™*" 1 64 € C"*™ ispunjavaju u.slovf: (4.2.12), (4.2.13) 3
(4.2.14), tada vaii: -

1AW, 18 Al 5]l + {i68]],

(4.217) 162lly < Kip59(4)

PR A] (V- 146 4lL)
Dokaz. polazeéi od z = A5 i z + bz = (A + §A)S)(b + §b), dobijamo
(4.2.18) §z = [(A+64)S) — AP b+ (A + 6§4)S)é6b.
Iz Posledice 4.2.1., za B = § A, proizilazi

_ A AL 1),
4.2.19) (A +6A)S) — A4 p
( I Vol < T—aG T jeay,

Prema Lemi 4.2.1. i1 osnovnim osobinama norme je

~1
(4 +84)sbll, = | (1+454) 4], <

~1
<I(T+AS64) 14|, 155]l5.
Sada, koristeéi {13, Posledica 2.], koja glasi: |

iz | 4| < 1 proizilazi |[(I + )| < —

T AT

dobijamo

o 1A ] 58] JAS |, [16]]
(4.2.20) (A + 64) 68|, < | P < P .
T T 1~ A4, T 1A, |64,

Iz (4.2.18), (4.2.19) i (4.2.20) zakljuéujemo
g, < MACBISALI, | j4® ), o3,
L= [AST, 4], © T~ TA®], 64T,
_ A (LA 8 Al bl + 15b1,)
T VI N7 TN

. LA U AL B, + 155]
= Ko = TAS ], JeAlL)

+

P el—

T —

Lako je zakljuéiti da poslednja teorema predsta.vlja. jednostavno uopstenje Teo-
reme 4,1.4.

Nastojeéi da se generalizuju Zielkeovi rezultati u [165], [166], u sledeéoj teoremi
Je pokazana ekvivalencija izmedju kondicionih brojeva

K(P-Sj{A) = “AHPHA(S) lips - ,

koji se mogu dobiti primenom razli¢itih matriénih normi, i za razli¢ite klase gen-
eralisanih inverza. Ovo predstavlja uopstenje Zielkeovog rezultata o ekvivalenciji
generalisanth kondicionih brojeva, koji je opisan u Teoremi 4.1.5.
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Teorema 4.2.6. Kondicion: brojems

Ku,5(4) = JA A, Ka,s)(4),
K(m,s)(A)s

K(r,s5)(4),

K(oo,S)-(A)a
K(g,s5)(4A)

kompleksne matrice A € CI'*™ ispunjavaju sledeée nejednakosti, u kojyma je r =

r&ng(A), max = max(m,n).

—A=K(1,5) < K2,5) S v/ nK,s)
=Ka,s) SK<F;3) < VmnKg,s)
Kq,s) < Kg,s) S mnKq,s)

;7"=’LnK(2 5) < K(co,5) £ vVmnKk( s)
2 K o,5) < K(a,s) < max’ Ky s)

#K(m,m S K(I,S)S mnK(co,s)
T K(oo,5) < K(F,5) £ vVmnK(c,s)

K(oo,5) < K(G,5)MnK(c0,s)
1K(rs) < Kqa,s) < K(F,s)

) |
maX_K(r,s) < K(m,5) < max*K(r,s)
—aKws) < Ka,s) < mK(M s)

et K(m,5) £ K(oo,5) £ ooes K(M 5)

25 Kar,s) < K5y < 220 K(M.S)_

L-Kc,s) £ Ka,s) < K.s)

K5 < Krs) < Ke,s)

=K, < K(oo,5) < mnK(,s)

max” mn-K(1,5) < K(m,s) < max’K(; s)

K@,y < Ka,s) < vmnK,s

Kq,s) < Kps) S rKq,9
K(2,5) £ K(g,symnK,s)

T K(0o,5) < K(2,5) S VmnK(o0,5)
max K(m sy < K(M s) < max® Ko, s)

T Krs) < Ka,s) < VmnKp,s)
ﬁK(F,S} < K(mﬂg). < \'/mnK(F,S).

Krs) < Kg,symnK(rs)
e Ku,9) < Ka,9) < sais Kou,s)

n:m]i.:l:i K(M‘s) < K(F:S) < mtzi K(Mss)

2 -
max
-—  mn K(Gis) )

Dokaz. Konstante mogu da se nadju iz definicija odgova.rajuéih kondicionih brojeva,
iz odgovarajuéih nejednakosti za matri¢ne norme (vidi {164}) i &injenice da za A €
Cm*", generalisani inverz A% jeste n x m matrica. d



5. INTERPRETATOR PROGRAMSKOG JEZIKA.
ZA IZRACUNAVANIJE GENERALISANIH INVERZA

U ovom poglavlju se opisuje interpretator koji se moge primeniti za izracunavanja
u linearnoj algebri 1 teoriji generalisanih inverza, kao 1 opis njegove implementacije.
Opis ovakvog programskog jezika i njegova implementacija opisani su takodje u radu
(132]. |

5.1. Zasto interpretator?

(Glavni cilj je opis implementiranog interpretatora za nov programski jezik, pode-
san pre svega za numericka izratunavanja u linearnoj algebri i teoriji generalisanih
inverza matrica. Pri konstrukciji ovog programskog jeziks koridéeni su pozitivni
principi sledecih programskih sisterna: MATLAB [146], MATHEMATICA [80], LISP [63],
[67], {117}, [100} i REDUCE [5]. Iz MATLABa se koriste oznake za vektore i matrice i
funkcije iz toolboza za linearnu algebru. Osim toga, uoéljiva je velika povezanost
1izmedju listi i linearne algebre u programskom paketu MATHEMATICA. Na primer,
matrice se predstavljaju kao liste ¢iji su elementi liste odgovarajuée vrstama ma-

trice.

Opisani programski jezik predstavlja pokusaj implementacije programskog jezika
koji ujedinjuje snagu LISPa u simbolickom i numeritkom izrafunavanju, sposob-
nost programskog jezika MATLAB u numerickim kalkulacijama u linearnoj algebri i
mogucnostl programskog sistema MATHEMATICA u numeriékim i simboli¢kim izra-
¢unavanjima u linearnoj algebri, kao i moguénosti njene manipulacije sa listama.

Osim toga, implementirani programski jezik sadri skup standardnih funkcija,
primenljivih u 1zratunavanju generalisanih inverza. Takve funkcije su prvi put im-
plementirane u opisanom programskom jeziku, osim funkcije za izradunavanje in-
verzije regularne matrice 1 Moore-Penroseovog inverza u programskim sistemima
MATLAB 1 MATHEMATICA.

5 druge strane, koristeéi funkcionalni programski jezik kakav je LISP za bazu
novog programskog jezika, dobija se moguénost da se svaki element novih struktura
podataka (vektori 1 matrice) moze tretirati kao aktivni LISPovski ili matriéni 1Z1a7z,
sposoban da evaluira u sopstvenu vrednost. Konaéno, znaéajan skup LISP ugradjenih
funkcija i makroa mozZe se na prirodan naéin modifikovati, tako da budu sposobne

129
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za primenu u vektorskim i matriénim izra¢unavanjima. LISP obezbedjuje takva
izracunavanja koja ukljué¢uju druge funkcije kao argumente. Ova tehnika, nazvana
function mapping moZe se na prirodan nacin prilagoditi novim tipovima podataka,
te postoji moguénost primene funkcije na skup argumenata, sadrzanih u nekom
vektoru ili matrici. Principi ovakvog naéina programiranja se takodje srecu u paketu
MATHEMATICA.

5.2. UopSte o Interpretatoru

Interpretator je napisan u programskom jeziku TURBO € [70], [76], [120], i baziran
je na ranijem LISP interpretatoru [128], [129], [145].

Interpretator sadrzi beskonacan LISPovski read — eval — prent ciklus. U svakom
prolazu kroz cklus izvriavaju se sledece aktivnosti:

- Uéitava se jedan kompletan izraz, zatvoren izmedju levih i1 desnih zagrada 1
translira se u L15Povsku unutrasnju formu (leksi¢ka analiza) [129];

- Izra¢unava se vrednost izraza, takodje u unutrasnjoj formi (sintaksna 1 se-
manticka analiza) [128];

- translira se dobijena unutrainja forma u eksternalni oblik, ako je vrednost
uspesno izradunata, inace se generise kod greske, i edituje se odgovarajuca poruka.

5.3. Tipovi podataka

Implementirani programski jezik obezbedjuje tri glavna tipa podataka: lispouvsk:
tipovi, malriéni i vektorski tipovi podataka.

Lispovski tipovi podataka: U interpretatoru su implementirani: liste, simboli,
celi brojevi, realni brojevi u fiksnom zarezu, kompleksni 1 racionalni brojevi, file-
pointeri, NIL, T i znatan deo XLISP ugradjenih funkcija.

Matriéni tipovi podataka: Matrice, matriéne funcije 1 matri¢ni 1zrazi.

Vektorski tipovi podataka: Vektori, vektorske funkcije 1 vektorski izraz.

Proizvoljan vektor se oznacava kao sekvenca lispovskih ili matriénih izraza koja
pocinje simbolom ') a zavriava se simbolom”]’. Proizvoljna matrica se oznacava
kao sekvenca vektora odvojenih znakom ’;’.

5.4. Standardne funkcije iz linearne algebre

U svim opisima naredbi ovog jezika, < matrizerp > oznacava proizvoljm ma-
¢ricni 1zraz &ija je vrednost matrica, < vectorerp > oznacava proizvoljni vektor ili
matriéni 1zraz &1ja je vrednost vektor, dok < vmatrizerp > predstavlja proizvoljm
matriéni ili vektorski izraz. Takodje, < n > predstavlja izraz ¢&ija je vrednost ceo
broj n, dok < z > oznaéava proizvoljni izraz ¢ija vrednost moze da bude proizvoljan
broj .
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5.4.1. Ekstenzije domena ugradjenih lispovskih funkcija

Veéina arithmetickih 1 funkcija za liste je primenljiva na matri¢ne tipove po-
dataka.

(+ < matrizezp > ...) Zbir liste matrica.

(- < matrizerp > ...) Razlika liste matrica.

(* < matrizezp > ...) Proizvod liste matrica.

(¥ < x> < matrixexp>) Proizvod date matrice i datog broja.

(/ < matrizezp > ...) Koliénik liste matrica. Vrednost za A/B je Ax B™1.

(expt < matrizezp > < n>) n-tistepen date matrice.

(abs < vmatrizezp >) Matrica ili vektor sa elementima jednakim apsolut-
nim vrednostima elemenata polazne matrice, odnosno vektora.

(1+ < vmatrizerp >) Povecati za 1 sve elemente datog vektora ili matrice.

(car < vmairizerp >) Prva vrsta date matrice ili prvi element datog vek-
tora.

(cdr < vmatrizerp >) Polazna matrica bez njene prve vrste, ili polazni
vektor bez svog prvog elementa.

(c.r < wvmatrizezp >) Sve car i cdr kombinacije.
(list < vmalrizezp > ...) Matrica dobijena iz zadatih matrica i vektora.
(append < vmatrizezp > ...} Spoji datu listu matrica i vektora.

(last < vmatrizerp >) Poslednja vrsta date matrice ili poslednji element
datog vektora.

(length < matrizexp >) Broj vrsta u dato] matrici.

(length < vmatrizerp > 0) Broj vrsta u dato] matrici.

(length < vmatrizexp > 1) Broj kolona u datoj matrici.

(nth < n> <wvectorezp >} n-ti element datog vektora.

(nth  <m> < n> < matrizerp >) (m,n)-ti element date matrice.
(nth < n> < matrizexp >) n-ta vrsta date matrice.

(member < expr > < vmatrizezp > [<key> < test>]) Nadi izraz
u vektoru ili matrici, gde < expr > predstavlja trazeni izraz, < key > predstavlja
kljuénu re¢ : TEST or : TEST — NOT, 1 < test > oznalava test-funkciju (po-
drazumeva se eql). Rezultat je ostatak date matrice ili vektora.

(remove < expr > < vmalrizerp > [< key > <test > < keyl > < n >|)
< keyl > predstavlja kluénu re¢ : COUNT. Rezultat je vektor ili matrica iz
koje je trazeni 1zraz 1zostavljen n puta.

5.4.2. Matriéni izrazi sa brojnom vrednoséu

(rang < matrizezp >) Rang date matrice.

(indez < matrizezp >) Indeks zadate matrice.
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m
(normal < matrizecp >) |All1 = max > |ai; |, za A € C™*",
7=
11/2
(norma2 < matrizezp >) |Allz = Z Z lai; 1|, za A € C™X",
| t-—l 1=1
(normab < matrizezrp >) |A|leec = max Z | ai; [
1=1

(norma < matrizezp >)

HAYl = > A( T IYA(] T raAeCmn,

1<61 <...<6, <
1<71 <. Lyr<m

(norma < matrizezpl > < matrizerp2 >)
SN Y o Yr
A= 3= R(5 s )A(s s ) zad, RECT™
].Erﬁ]_{...{tﬁ,-ﬂﬂ
1Sy <. <y em

Prvim i1zrazom je zadata matrica A, a drugim matrica R.

5.4.3. Logicki matriéni izrazi

Ove matriéne funkcije detektuju matrice posebnog tipa, kao 1 jednakost dve ma-
trice. |

(equal < vmatrizerp > < vmatrizerp >) Proverava jednakost matrica.
Dve date matrice su jednake ako su njihovi odgovarajuci elementi jednaki ili 1den-

t1éni.

(symmetric < matrizerp >) Rezultat je T ako je data matrica simmetri¢na,
1 VIL mace.

(positive < matrizezp >) Rezultat T, u slucaju a;; > 0, za sve s, j,1 NIL
mace,

(hermitian < matrizezp >) Testira da li je data matrica hermitska.

(orthogonal < matrizexp >) Rezultat je T ako je data matrica ortogonalna,
1 NIL inace.

(unttary < matrizezp >) Da le je data matrica unitarna?

(diagonal < matrizexp >) Resultat je T ako je ai; = 0 za sve 1 % j, inace
NIL. |

(tridiagonal < matrizexp >} T ako je a;; = 0 kad god je |t — 7] > 1.

(nilpotent < matrizezp >) T ako sumatrice A 1 A? identiéne, inate NIL.

5.4.4. Generlsanje matrica

Izrazi ovakvog tipa kao rezultat svoje evaluacije generisu nove matrice 1 vektore,
1li modifikuju postojece matrice 1 vektore.

(magic < n>) Formira n X n magiéni kvadrat, za neparno n.

(eye < n >} Formira jediniénu matricu dimenzije n.

(zeros < n >) Formira n X n nula matricu.
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(make —array < m > <n> [<z>]) Formira m X n matricu sa ini-
cijalnom vrednoséu x za elemente. Ako je izraz < x > izostavijen, kao inicijalna

vrednost se korist1 NIL.

(setf < vectorezp> < m> [<z>]) Dozvoljava da se m-tom elementu
datog vektora dodeli vrednost z. Ako je izraz < z > izostavljen, podrazumevana

vrednost je NIL.

(setf < wvectorezp> <m> <n> [<z>]) (m,n)tom elementu date
matrice dodeliti vrednost z 1t NIL.

5.4.5. Determinate, dekompozicije 1 generalisani inverzi

U ovoj sekciji su opisane ugradjene funkcije koje mogu da se koriste za 1zracuna-
vanje generalisanih inverza.
(det - < matrizezp >) Determinanta zadate matrice.

(dets < matrizezp > [< n >]) Stojakovieva determinanta date matrice.
Ceo broj n predstavlja veli¢inu kvadratnih minora. Ako je argument <n > 1zostavl-
jen, automatski se koristi rang date matrice.

(detr < matrizezp > [<n>]) Radiéeva determinanta zadate matrice.
(inv < matrizerp >) Inverz regularne matrice.

(invs < matrizezp > [<n>]) Stejakoviéev inverz pra.ﬁougaone matrice.
(invr < matrizezp > [<n>}) Radifev inverz pravougaone matrice.
(invmp < matrizexrp >) Moore-Penroseov inverz.

(invmp < matrizezp > (< n >]) Determinantska reprezentacija Moore-
Penroseovoeg inverza date matrice. Ceo broj n predstavlja veli¢inu kvadratnih mi-
nora, a ako je 1zostavljen koristi se rang date matrice. |

(invd = < matrizezp >) Drazinov inverz date matrice.

(fullrank < matrizezp >) Rezultat je doted par koji ima za car 1 cdr ma-
trice koje ¢ine potpunu rang faktorizaciju date matrice.

(ludemp < matrizezp >) Rezultat je doted par koji ima za car 1 cdr matrice
koje éine LU dekompoziciju date matrice.

(transp < matrizezp >) Transponovana matrica zadate matrice.

(conjug < matrizezp >) Konjugovana matrica za zadatu matricu.

5.4.6 Vektorske funkcije
U ovim funkcijama, vektor: se koriste 111 u zadatoj formi ili kao sekvence koefici-
jenata odgovarajucth polinoma.
‘(¢ :7) Kraéa oznaka za vektor [z...j].
(+*O < vectorexp > < vectorezp >) Spoljasnji proizvod dva data vektora.
(«U < vectorexp > < vectorezp>) Unutrasnji proizvod dva data vektora.
(vnormb < vectorezp >) Vektorska norma max{a; ...an}.

(polyval < vectorezp > < z >) Vrednost polinoma ¢iji su koeficijenti
sadrzani u zadatom vektoru, za zadati bro) .
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(polyvalm < vectorexp > < matrizezrp >) Matrica koja predstavlja vred-
nost matri¢nog polinoma, sa koeficijentima sadrzanim u zadatom vektorskom izrazu,
za zadatu matricu.

(poly < vectorexp >) Vektor koji sadrii koeficijente polinoma &iji su koreni
sadrzani u datom vektoru.

(conv < vectorerp > < vectorexp >) Proizvod dva polinoma éiji su koefi-
cijenti zadati vektorskim 1zrazima.

(deconv < vectorezp > < vectorezp >) Koliénik dva polinoma sa koefici-
jentima sadrZzanim u datim vektorskim izrazima.

5.4.7. Maping funkcije

U programskom sistemu MATHEMATICA funkcija M ap mozZe da sekvenciajalno pri-
menjuje drugu funkciju na elemente date liste. Koristeci principe mapinga funkcija
1z LISPa, u interpretatoru su implementirana dva tipa ovakvih funkecija: maping ele-
menata 1 maping ostataka, koji se razlikuju samo po naéinu na koji se obezbedjuju
argumenti za funkcije. Implementirani maperi imaju moguénost da obezbedjuju
argumente za funkcije 1z listi, vektora ili matrica. Na taj nadin, izvrSena je gene-
ralizacija pojma mapinga funkcija. U sledeé¢im deskripcijama < fern > oznacava
funkcyu, dok < vmatrizerp > sadrzi argumente funkcije.

(mapcar < fen > < vmatrizerp > ...) Primena funkcije < fen > na
sukscesivne elemente iz datog vektora ili matrice. Rezultat je vektor ili matrica

dobijenih vrednosti, saglasno tipu argumenta.

(maplist < fen > < vmatrizezp > ...) Primena funkcije < fen > na
sukscesivne cdrove datog vektora ili matrice, a rezultat je vektor ili matrica dobi-
jenih vrednosti.

(mapc < fen > < vmatrizezp > ...) Primeniti funkciju < fen > na
sukscesivne elemente datog vectora ili matrice, a rezultat je poslednja od dobijenih
vrednostl.

(mapl < fen > < vmatrizezp > ...) Primena funkcije < fen > na cdrove
datog vektora ili matrice, a rezultat je poslednja od dobijenih vrednosti.

5.5. Primene interpretatora

U ovoj sekci)i opisano je nekoliko programa koji su napisani na opisanom pro-
gramskom jeziku.

Primer 5.-5.1. n-ti stepen date matrice moZe da se izraéuna na vise nadina:

(defun emat{mat n)
(cond ({(= n 0} (eye n))
(t (¢ mat (emat mat (1- n)))) ))

(defun emati(mat n)
(prog ((res (eye n)))

again
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(cond ((= n 0) (return res)))
(setq res (* res mat))

(setq n (1- n))

(go again) ))

(defun emat2(mat n)
(do ((res (eye n)))
((= n 0) res)
(setq res (* res mat))
(setqg n (1- n)) ))

(defun emat3(mat n)
(do ( (res (eye n)(* res mat)) (mn (1- m)} )
((=n 0) res) ))

Primer 5.5.2. Moore-Penroseov inverz za sve matrice sadrZane u datoj listi:

(defun lmp()
(dolist (mat *([1 23; 321] [010; 021; 0 -2/3 -1/31) )

(print (invmp mat) ) ))

Primer 5.5.3. Izracunati Stojakoviiev inverz za datu pravougaonu matricu:

(defun Stojakovic(mat)
(prog ( (n (rang mat)))
again
(cond ((/= (dets mat n) 0) (return (invs mat n))))
(setq n (1- n))
(go again) ))

Primer 5.5.4. Dat je vektor v = [ag,ay, ... ,a,] 1 matrica A = [a;1... @15} @21 . ..
Ggn;...;0nl ... Gun). Vrednost matriénog izraza a, A" +a,1A" ' +... a1 A+aol,
gde je I jediniéna matrica, moZe se 1zraéunati sledeéim programom.

(defun polmat(vekt mat)
(prog ( (s (eye (length mat) ) )
(setq s (* (car vekt) s ) )
(setq vekt (cdr vekt))
agaln

(cond ({(null vekt) (return s)) )
(setq s (+ (* (car vekt) mat) s) )
(setq vekt (cdr vekt))
(go again) ))

Primer 5.5.5. Za zadatu n X n matricu A izrafunati ) a,;.
1=1
(defun trag(mat)
(prog ((s 0) (n (length mat) )} (i 1))
again
(cond ((> i n) (return s)) )
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(setq s (+ s (nth i i mat) ) )
(setq 1 (1+ i))
(go again) ))

Primer 5.5.6. Proveriti poznate relacije (4*)" = (AT)* 1 (AT)Jr = A, za Moore-
Penroseov inverz Al za A.

(defun check(a)
(prog
again
(setq a (read))
(setq mpa (invmp a) )
(setq a* (transp (conjug a)))
(cond ({(not (equal
(invmp a*) {(transp (conjug mpa))))
(return null))
({(not (equal
(invmp mpa) a))
(return null)))
(go again) ))

5.6. Unutrasnja forma

(Globalna promenljiva NODUE predstavlja slog koji sadrzi sledeéa polja:

- karakter T'Y P, u fiksnom delu sloga, koji predstavlja indikator tipa atoma

- promenljivi deo sloga, koji je predstavljen odgovarajuéo unijom u programskom
jeziku TURBO C, a koji je sastavljen iz sledeéih delova: |

1. Slog koji se koristi jedino za ¢vorove binarnih stabala, koji se sastoji iz dva
pointera, LEFT 1 RIGHT, koji ukazuju na levo i desno podstablo, respektivno.

Ostala polja mogu da se koriste jedino za évorove listova, kako sledi:

2. Slog koji se koristi za simbole sadri polje sa imenom simbola, koje se
naziva NAME i polje sa atributima, oznacene sa. ATT R, koje sadrzi sledeca polja:
unutrasnju formu VALUE vrednosti koja je pridruZena simbolu; unutrasnju formu
LAM tela odgovarajude definisane funkcije, i unutrasnju formu odgovarajuée liste
svojstava, oznacene sa PROP. '

3. Pojedinacno polje koje predstavlja ime odgovarajuéeg stringa.

4. Polja koja predstavljaju realni i imaginarni deo odgovarajuéeg kompleksnog
broja.

5. Polja koja predstavljaju brojilac i imenilac odgovarajuceg razlomka.

6. Ime odgovarajuce ugradjene funkcije i pointer na pridruZeno telo definicionog
12T aza.

Unutrasnja forma vektora [a; ... a,] jeste binarno stablo koje odgovara listi (a;
... Gn ), osim elementa strukture koji indicira tip podatka. Binarno stablo koje odgo-
vara matrici [@11...@1,; G21...G205...;Qm1 ... Gy jednako je stablu koje pred-

stavlja listu ((@11...@1n)(@21...a2n)...(@m1 ... @mn)), pPri éemu je prvi element
strukture unikatni indikator. |
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5.7. Manipulacija tablicom simbola

U interpretatoru se koristi tablica simbola konstruisana u obliku binarnog sta-
bla, taénije, binarno stablo degenerisano u povezanu listu. U toku organizacie
tablice simbola koriste se dva polja za povezivanje sa ostatkom tablice, tzv. levi 1
desni pointer. Pristup stablu pocinje od cvora u korenu. Pretrazivanje se nastavlja
po stablu, sve dok se ne ustanovi jednakost izmedju argumenta éija se vrednost
racunava i imena sadrianog u tekuéem &voru, ili ako se prepozna polje NULL.

Ako je prvi &vor tablice simbola oznacen sa dodel, tada se moze koristiti sledeca
procedura za dodeljivanje vrednosti ili lambda-izraza, predstavljenog unutrasnjom
formom y, simbolu, koji je reprezentovan unuira$njom formom x:

setvalue(x,y,fcn)
p « dodel
while(NAME(x)# NAME(car(p)) and p# NULL)p «cdr(p)
if (p=NULL)then
NEW< NODE
NAME (NEW) NAME (x)
if(fcn="V’)then
VALUE (NEW) «— y
LAM(NEW) «— UNBQUND
PROP (NEW) «— UNBOUND
else if(fcn='L’)then
VALUE(NEW) +— UNBODUND
LAM(NEW) — ¥y
PROP(NEW) «+— UNBQUND '
if(dodel=NULL)then dodel« cons(NEW,NULL)
else
NEW— cons{NEW,NULL)
rplacd (NEW,dodel)
dodel«— NEW |
else if(fecn='V’)then VALUE(car(p))« ¥y
else if(fcn="L’)then LAM(car(p))— ¥

Napomenimo da se koristi fen =' V' za dodeljivanje vrednosti simbolu, 1 fen ='
I’ kada se simbolu dodeljuje telo definisane funkije. Pointer UN BOU N D oznacava
podetnu vrednost za polja sa atributima. Pointer NEW je novi évor, dok je p pointer
varijabla.

Ista binarna stabla mogu da se koriste za manipulaciju sa lokalnim parameterima
definisanih funkcija il prog-1zraza.

5.8. Evaluacija

U toku evaluacije, koriste se dva niza &ji su elementi pointeri: niz FUN koj
sadr7i unutrainje forme definisanih funkcija, i niz ARGS, koji sadrzi unutrasnje
forme liste argumenata. Osim toga, u toku evaluacije se koristi niz NUM ARGS,
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koji sadrzi broj argumenata. Indeks niza FUN je oznacen sa IFUN, dok je in-
deks niza ARGS oznaéen sa IARGS. Polazeci od IFUN = 1, TARGS = 01
NUMARGS[1] = 0, moZe se koristiti sledeéa procedura evlis za evaluaciju date

liste argumenata, koja je sadrZana u pointeru z.

evlis{(x)
vale— X

while(vals# NULL)
- if(atom(car(val)))then
e«— eval{car(val))
TARGS«— TARGS +1

else
IFUN«~ IFUN +1
- e« eval(car(val))
TARS«— TARGS-NUMARGS[IFUN]+1

NUMARGS[IFUN]« O
IFUN«— IFUN-1

U vezi unutrasnje forme, tablice simbola i evaluacije, za izu¢avanje se preporucuje

(28], [123).

5.9. Napomene

1. U interpretatoru je koris¢ena LISPovska prefiksna notacija, all se moze modi-
fikovati u infiksnu hotaciju.

2. Interpretator se moZe prosiriti implementacijom novih funkcija za numericko 1
simboli¢ko izracunavanje generalisanih inverza. |

3. Prinpcii koridéeni pri konstrukeiji ovog interpretatora mogu da se koriste pri
1zgradnji interpretatora za sli¢ne programske jezike [123].



6. IZRACUNAVANJE GENERALISANIH INVERZA
POMOCU PAKETA "MATHEMATICA?”

6.1. Izracunavanje matric¢nih karacteristika

Sledeée procedure sluZe za detekciju matrica posebnog tipa.
SquareMatrixQ[a_] :=Lengthlal==Lengthlal[[1]1] /; MatrixQla]
DrtogonalMatrixQla.]:=

a.Transposefal==IdentityMatrixflengtnlal} &&
Transposela].a==IdentityMatrix[Lengthlal]l /; SquareMatrixQ(a]
HermitianMatrixQ[a_]:= a== Conjugatel[Transpose(all] /;
SquareMatrixQlal

Trag date matrice moZe da se izratuna koristeci funkciju Sum.
Tracela_]:=
Block[{b=a, 1, i},
1l=Length[bl;
Ssum{b((i,111, {i,1}]
1l /; SquareMatrixQ[al

Izracunavanje ranga.
Rankla_]:=
Block[{b=a},
Trace[RowReduce[b]];
1 /; MatrixQ[a]

6.2. Izracunavanje generalisanih inverza

Izra¢unavanje generalisanih determinanti.
L eoe Yr N /71 - Yr
LT ACTDRE D).
1<r <...<vr€m
GDetRlia_, r.}l:=
Block[{b=a,t#r,ra=Rank[b], f, s, k, 1, ma,mc},
ma=Minors[b,ral]; mc=Minors[t,ral;
f=Length[mal; s=Length{Firstimal];
Sum[Conjugatelmc[{k,1111 mallk,1}], {k,£}, {1,s}]
1/; MatrixQla] && MatrixQ[r] &&
Dimensions{al==Dimensions[r] && Rank[a]==Rank[r]
Sledi opis funkcije kojom se moze izrat¢unatl determinanta submatrice, koja se
dobija odbacivanjem i-te vrste 1 j-te kalone zadate matrice A.
MatrixCompla., i_Integer, j_Integer]:=
Block[{c=Minors[a, Length[al-1],1 },
1=Length{cl; c[[1+i-i,1+1-3)]
1/; MatrixQfa]

U sledeéoj proceduri se generise minor date matrice A, koji je determinisan kom-
binacijama p, g vrsta, odnosno kolona matrice A4, respektivno.
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Minor[a_, p.List, q_List, r_Integer]:=
Block[{b=a,i,j, c}, |

c=IdentityMatrix({r];

For[i=1, i<=r, i++,
For{j=1, j<=r, j++,

cf[i,j3I=bllp{[il],ql(j111]
]

1;

C

1/; MatrixQ[al

Konaéno, dato je izradunavanje opste determinaniske representacije :

oy ... 7 ... Op Q) veo ] oer. Oty |
R . Az .
C enZae TR I )
OB 1<a; <. <apr<m ( 1<i<n
i.? T =7 Y1 -+ ¥r 1 --- Ir ) 1SJ<:m
> R(s 5 )A(s s _

1€6:<...<b6.<n
1< <. <y <m

RInversela_]:=
Block{{b=a,t=r,p,q,ra, m,n, 4, w,v, i,j,k, j1, pl,ql,
pr,prl, awv,mr,mrr, mc,s,inv, sw,am},
inv=Transpose[b]; |
ra=Rank([b]; d=Dimensions[b]; m=d[{1]]; n=d{{2]];
d=GDetR[[b,t]];
p=Table[k,{k,m}]; gq=Tablelk,{k,n}];
qi=q; pi=p;
For({v=1, v<=n, v++,
For[w=1, w<=m, w++,
s=0;
If [(ra==m, j=1, j=m];
Whilel[j>=1,
If[ra==n, ji=1, jil=n];
While[j1>=1,
pr=1; pri=1;
While[pr<=ra && p[[prll='=w, pr++];
Whilel[pri<=ra && qll{prill=t=v, pri++];
If [pr<=ra && pri<=ra,
mr=Minor(b,p,q,ral; mrr=Minor[t,p,q,ral;
am=MatrixComp [mr,pr,pri]l;
mc=Conjugate[Det [mrrl];
awv=(-1){#"tPr1) am nc,
awv=0
1;
s+=awv;
If[qflrall==n, jl1--, ji=ra ];
Iflj1>=1,
Forli=ra, i>=j1, i--,
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ql(i11=ql(j111+i-j1+1; q1([ill=ql[il]
]
]
1;
1f[ra<n,
ji=n; q=Tablelk,k,n]; ql=q,
j1=0 |
1;
If{plirall==m, j--, j=ra ];
If(j>=1,
Forf[i=ra, i>=j, i--,
pl[[il)=p[[jl11+i-j+1; pil([i]]=p[[il]
]
- 1;
If [ra==m, j=0]
1;
inv[[v,w]]=s/d
q=Tablelk,{k,n}]; p=Tablelk,{k,m}];
pl=p; qi=q
]
1;
inv
1/; MatrixQ{al
Moore-penroseov inverz matrice A moZe se izratunati prema metodi M4, t)
prema Al = Q*(QQ*)~1(P*P)~!P*, gde je A = PQ potpuna rang faktorizacija
matrice A. |
Ukratko, algoritam za nalaZenje potpune rang faktorizacije matrice A se sastoj
u sledec¢em:
1. Gaussovim postupkom eliminacije naéi hermitsku formu E A matrice A.
2. Matrica P je sadinjena od onih kolona matrice 4 koje odgovaraju jedini¢nim
kolonama hermitske forme E A.
3. Matricu Q &ne linearno nezavisne vrste matrice EA, tj. nenula vrste matrice
EA.
FullrankMP[a_.]:=
Block[{ b=a, p,q,pl,ql, m,n,i,j,k,s,h,nn, zam,1,11},
mn=Min [m,n] ;
For[i=1, i<=mn, i++,
If(b(li,il==0,
k=i+1;
While[k<=m && b({[i,i]]==0,
Iffbllk,il]==0, k+=1,
For(s=i, s<=n, s++,
zam[ [s}]=blli,sl];
b[[i,s]11=bl(k,sl];
blfk,s]]=zan{[s]};
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1;
1;
If[k<=m,
1=b{[i,i}}]; |
For[s=i, s<=n, s++, b[li,s]]=b[{i,s]]/1; J;
Forl[s=i+1, s<=n, s++,
11=b[[s,1i1];
For[h=1i, h<=n, h++,
bl{s,h]]=b([s,h1]-11*b[[i,n]];
1;
1;
For{s=1, s<=i-1, s++,
11=bl[s,1i]];
For{h=i, h<=n, h++,
b[[s,h]1=bl{s,h]1]-11%b[[i,h]];
1;
1;
1;
1;
k=0
For[i=1, i<=mn, i++,
If[p[[i,il]l==1,
k+=1;
For{j=1, j<=m, j++, pl[j,k]])=allj,il]; J;
1; |
1;
k=0;
For{i=1, i<=m, i++, .
For[j=1, j<=n, j++,
If{b([i,j1] =t= 0,
k+=];
Forlj=1, j<=n, j++, ql[k,jll=bl[k,jl]; 1;
1;
1;
1;
pl=ConjugatelTransposelp]]; qi=Conjugate[Transposelql];
ql.Inverse{q.ql] .Inverse[pl.pl.p;

1; /MatrixQ[al;



7. UNIVERZALNI ITERATIVNI METODI
7ZA IZRACUNAVANIE GENERALISANIH INVERZA

U ovom poglavlju su konstruisani univerzalni iterativni procesi za izra¢unavanje
{1,2} inverza linearnog ogranitenog operatora, bazirani na hyper-power iterativnom
metodu ili Neumannovim expanzijama. Pod taéno odredjenim uslovima ova) metod
konvergira prema {1,2,3} il {1,2,4} inverzima. Takodje, specificirani su uslovi
kada iterativni procesi konvergiraju prema Moore-Penroseovom, teZinskom Moore-
Penroseovom inverzu ili grup inverzu. Izvedeno je nekoliko procena greske. Ovako
definisani iterativni procesi poseduju nekoliko prednosti u odnosu na Tanabeov
metod za izracunavanje generalisanih inverza. Na kraju je dato nekoliko primera
kojl ilustruju teoretske rezuliate.

7.1. Iterativnl metod

Neka je rang(A) = r > 2. Koristi¢emo oznake B = W AWy, € = AW, D =
WeA, zbog jednostavnosti. Za zadati ceo broj ¢ > 2 definiSe se sledecCi iterativon
proces za 1zratunavanje (W AWy )™

Tk ey IX - YkWQAWI,
Yit1 = (Ix + Tp + - + T Y4,

T = Iy — Wo AW, Y3,
Yie!' =Y Iy + T + - + Téq-l), k=0,1,...

Poznato je [166] Da za pocetne iteracije
%:I/{']’:(IB*, 0 < a< tt(é"B)’

vazi ¥} =Y/ k——} (WzAwl)f = (WgAWl)_l.
Ako je Xy = W1 Y W, tada Xy — X. Odigledno da je ovim formiran iter-

k—+ o0
ativni proces za izraGunavanje {1,2} inverza za A. Medjutim, pod odgovarajucim

uslovima omoguéena je konvergencija ovog metoda za izraéunavanje {1,2,3} ili
{1,2,4} inverza, Moore-Penroseovog inverza, tezinskog Moore-Penroseovog inverza
ili grupnog inverza za A.

Theorema 7.1.1. Neka je tang(A) = v > 2 1 neka su QW;i, WoP inveritbilng

operators.
(a) Ako je Wy unitarns operator u odnosu na posmatrani skalarni proizvod 1

- 2
0<axs mln{ tr{B* B)? tr(Cz"‘C‘) } ?
tada Xy — X = Wi(AW) ako k — o0 1 X je {1,2,3} tnverz za A.
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(b) Kada je Wi unitaran v odnosu na posmatrani skalarni proizvod i

: 2
0<eacs n:un{ tr(B*B)? tr(D"D)

tada X — X = (W A)'W, € A{1,2,4} za k — .
(¢) Ako vaze (a) i (b) tada X3 — AV,

(d) Ako vazi (b) i Wy = P*, tada X} — X = AT.
(e) Ako wazi (a) 1 W) = QF, tada X — X = AT.
2
= ()* 3 <
(f) Zﬂ.Wl Q 30<&mt1‘(B*B)}

vaii Xy — X = Q*(W AQ*)_IWQ = A{l, 2, 4}
. 2
(g) Ako je W2 Prib<a< (BB
tade Xy — X = Wi (P*AW,)71P* € A{1,2,3)}.
. _ 2
(h} Ako je W1 =Q*, Wo=P*i0< a <

tr(B*B)’
tade X — AT, .
' = * = Pi* 3 < -
(1) Za W1, =(QN)*, Wo = (MP)* i0<a< (B E)
dobija se Xr — Al y
G) Usluégjum=n, Wi =P, Wy =Qil0<ac< tr(;;)*B)’

dobija- se Xp — A7,

Dokaz. (a) Oéigledno,
Xiy1 = WY Wo = Wi(Ix + Tk + - + T3 Vi Ws.

Neka je Zp = Y W;. Tada |

i =Y iWo = (Ix+ T+ + T YW = (Ix + T +--- + T )2k,
gde je T = Ix — YW, AW, = Ix — Zy(AW;). Kako je

Zy = YoWy = aWFA*WEW, = aWF A* = o AW;)*,

dobija se [166] Zx — (AW1)!, za k — .

Ovo povlati T} = (Ix — Zi AW;)! o (I (AW AW, 1=1,2,..

Kako je ((AW1)TAW,)?2 = (AW,) AW, dobija se
! z z
Tl — Iy — (1)(AW1)TAW1 + (2> (AW AW, + - + (—1)‘(1) (AW AW,

k—o00
= Ix — (AW1) AW,
Odatle je
Ziv1 =Ix +Tp + -+ Tf_l)Zk —

k— oo

Ix + (= (AW) AW 4+ 4 (Ix — (AWL) AW)] (aWs) =
= (AW)".
Sada dobua.mo Xy — Wi(AW))' = X, za k — 0. Kako je (AW (AW =
AHG(AWI) vazi (AX)* = AX te X pripada klasi {1,2,3} inverza za A.
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(b) Neka je Wy unitarna. Ako se uzme
b = WY (W = WYLy + Ty + - + T )W,
1 Z, = W1Y] dobija se
Zi =WY =W (Iy + T+ + T ).

Kako je Ty = Iy — W2 AZ; and Z; = W Y] = oW, WFA*WS = oW, A)*, koristeéi
postupak u (a) zakljuéuje se Z; — (WLA)' i Xip1 — (MAYW, = X. Kako
e (W2 AW A)* = (WL A WL A, vazi (XA = XA, t). X predstavlja {1,2,4}
inverz za A.

(¢) Sledi iz (a) 1 (b).

(d) Napomenimo vaZzno svojstvo Moore-Penroseovog inverza (7], (19]:

(7.1.1) (UWI=ViIUt o UtUVVU*=vV U« i vViUrUv =UUV
Uzmimo U = WP i V = @ u izrazu AX = PQ(WLPQ)'W,. Operator W, P je

invertibilan, te je Q! desni inverz matrice Q potpunog ranga. Znaci da je desna
strana u (7.1.1) 1spunjena. Sada je |

AX = PQQt(WQP)HIWQ —_ P(WQP)_1W2.
Takodje, (AX)* = Wy(P*Wy)~!P*. Sada, za W, = P*, dobija se (AX)* = AX.
S druge strane, ako je (b) ipunjeno, tada je X = (WQA)TWQ {1,2,4} inverz za A,
te zakljuéujemo X = AF,

(e) Ako je Wy unitaran dobija se da je X = Wi(AW;)! {1,2,3} inverz za
A Za U = P1V = (W, lako je zakljugiti da je (7.1.1) ispunjeno. Prema
tome XA = WI(PQWI)fPQ = W](le)_IPfPQ = W](QWI)_IQ. Takodje je
(XA = Q*(WyQ*) "W} . Zaista, za Wi = Q* vazi X = AT. O

U slucaju rang(A) = 1 mofe se iskoristiti sledeca &injenica [166):
1
P zicija 7.1.1. Z A)y=1je AT = A
ropozicija a rang(A) je (A% A)
Teorema 7.1.2. Neka je rang(A) = 1 i neka su QWy, Wy P invertibilni operatori.

(a) X = Wi(AW)T € A{1,2,3)} je zadat sa

1 _
X = Wi(AW:)*.
tr(( AW, )*AWy) (A7)
(b) Y = (W, A)'W, € A{1,2,4} jednak je sa
1
Y = Wy A)* W,
tr((WzA)*WgA)( 2 A) W
(c) Z = Wi (W AW,)"'W, € A{1,2) je zadat sa
1
Z = Wi (W AW, )* W,
(W AWA P Wy AW, ) (W2 AW )W,

Dokaz. (a) QWi je invertibilan i P levo invertibilan, te je AW, = POQW; # 0,
sto povlati rang(AWi) > 1. Koristedi rang(AW;) < rang(A) = 1 dobija se
rang(AW;) = 1. Na taj naéin, iz Propozicije 7.1.1. dobija se
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1
tI‘((AWl )* AWl)

Sada pokazujemo da je X = W] (AWl )f iz klase {1, 2, 3} inverza za A. Lako je uoéiti
da je Wi(AW;)' {2,3) inverz za A. Da bi dokazali jednadinu AXA = A koristimo
osobinu (7.1.1)sa U = PiV = QW,. Tada je

AXA = PQW,(PQW1) PQ = PQW,(QW1) 1P PQ = PQ = A.
(b) Na sli¢an naéin se moZe pokazati da rang(WyA)=11AYA=A. O

(AWt = (AW,)”.

7.2. Procene greske

Kako je X = Wi (W AW,)7'W, i X = W, Y W,, dobija se
‘ | X~ Xi|| < Wl - [[(W2AW1) ™! = Yil| - [|[W2]. _
Dovoljno je naéi procenu greske za |[|[(WoAW1)™! — Yi|l. Operator B = W,AW,
je mnvertibilan, te je B*B invertibilan i1 pozitivnho-definisan. Spektar za B*B je
g(B*B)} = {A1,Az,... Ar}, te moZemo uzeti
0 < A <Ay < v <€ AL

Potrebna je neka matriéna norma || - || za koju je ||To|| < 1. Neka je || - ||sp spek-
tralna norma, tj. [|Cllsp = v/max A(C*C), gde je max A\(C*C) najveéa sopstvena
vrednost za C'*C.

Lema 7.2.1. Neka je Ty =1 ~aB*B 1

2
tn(B*B)’

l<a<

Ako je rang(A) > 2 tada ||To||sp < 1.

Dokaz. Kako je T3y = I — 2aB*B + az(B*B)z, dobija se
A€o(B*B) < 1-2a)+ a?A% = (a)\ -1)? € o(T}3T).
Tada je (aA —1)* < 1 ako i samo ako aA < 2 za sve A € ¢(B*B). Lako je videti da
. . : 2 : T ..
je [ Tollsp < 1 ispunjeno za 0 < a < . Kako je tr(B*B) = )_ A; > A,, dobija se
r =1
2 2

(B B) < A -

Moze se koristiti Lema 7.2.1. i procene greske za normu ||[(W,AW;)~! — Yil|,
date u {101] u cilju dokaza sledeée teoreme:

Teorema 7.2.1. Pod uslovima Teoreme 7.1.1. vazi:

YTk [55
d. .X_‘.X 8 g W A § W 3P
( ) " k" P 1 — ”Tk“.sp l 1" P" 2" P
- — Yk-—lTk—lus
b .X—X 8 g T_ g 1} F W 3 W Sps
(6) 11X = Xllap < Tics g5 FEZER2 g1y 1)
Yol
a::}['—-Xa.r‘iT""ch ”USP WillspliWallsp,
(c) | ellep < [170lf3p 7 Tl {Willspl{W2|lsp
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I Xellspll Te-2 1,

(d) ”X“Xk”sp <

1~ (Te-1flzp °
1 Xellspll T 1 flap | T2y s
(e) ”X - Xk”.sp < 1 — ”Tk—lns: y

(f) Red konvergencije je g, 1.
1X — Xeqallsp = O (JJ X ~ Xikll4,), k= oo

Ako su Wy i W, unitarne, tada X = A’ prema Teoremi 7.1.1. Na taj naéin se
odmah dobija procena greske za [[A! — X¢||,p, zbog [[Willsp = [Wallsp = 1.

Sada se istraZuje optimalna vrednost za o.

Propozicija 7.2.1. Neka je rang(A) > 2. U svakom od slucajeva Teoreme 7.1.1.
optimalnd vrednost za a je gornja granice za intervael koji je zadat za taj sluéay.

Dokaz. Kako su I 1 aBB* komutativni samoadjungovani operatori, dokaz je iden-
tian odgovarajuéem u [166, Propozicija 1.]. O

Napomena 7.2.1. Poznato je da je hyper-power metod za izra¢unavanje obi¢nog
Inverza samokorigujudl, ali da nije samokorigujudi za izrafunavanje generalisanog
inverza [162], {163]. Poznato je Zielkeovo poboljsanje ovog procesa koje resava
problem samokorekeije. Preciznije, iterativio poboljdanje hyper-power iterativnog
metfoda za 1zraunavanje Moore-Penroseovog inverza za A je sledede:

X = A" XX X2 A

Ti =1-X; A

Xeg1 =T+ T+ + Tf_l)ji;k-
Ova modifikacija nije obavezna u svakom koraku.

Gore definisan iterativni metod za izra¢unavanje sekvence Y; je samokorigujuéi,
tako da je ovaj metod samokorigujuéi 1 za izraéunavanje Zx i Xx. U ovako defin-
1sanom metodu nisu potrebna iterativna poboljianja. Na taj naéin je reSen prob-
lem samokorekcije za iterativno izratunavanje generalisanih inverza na elementaran

nacin.
7.3. KoriS¢enje Neumannovih ekspanzija

Poznato je [155], [166] da hyper-power iterativni metod g-tog reda generise par-
cijalne sume beskonaénih serija

> [I-Xayx] i ¥ [x (- axe)],
=10 1=0
odnosno
7* —1 _ . gt —1 _
Xe= % (- XQA)‘XO] i Xp= Y [Xﬁ (I-4X,)|.
=0 =1

U slucaju p(I — XpA) < 1 inverz A™! nesingularne matrice dopuita Neumannovu
ekspanziju [155]
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A7l = 3 (I - Xo4)' X .

=0
- Slicno, u slucaju p(I — 4Xq) < 1 vazi
471 =} [Xﬂ (I - AX{,)"] .
t=0
Zlobec [166] je pokazao da A" moZe da se izrafunava pomoéu beskonaénih serieja

uz pretpostavku 0 < a < tr(j"'/l)'

Sada je koriséena adaptacija beskonaénih serija da bi se 1zracunalo (W, AW:)~1,
Na taj naina je ponovo razvijen odgovarajuéi iterativni metod za izraunavanje re-
flcksivnih generalisanih inverza Wy (Wy AW, )1 W,. Takodje su determinisani uslovi
kada definisani metod generiSe {1, 2,3}, {1, 2,4}, Moore-Penroseov ili grupni inverz.

Ako je ¢ 2 2, rang(A) =1 > 2, B = W AW, C = AW, D = W, A, mogu se

detfinisati iterativni procesi na sledeéi naéin:

Xo = X} = aB*, I<a<

~ tr(B*B)’
|
Xy = W, -qz (1~ XoB) Xo| - W, il
i=0
g —1 _
Xp=wi- Y [XG(I—BXU)'] Wa, k=0,1....
=0

Slededi rezultati, analogni rezultatima Teoreme 7.1.1. mogu se lako verifikovati.
Teorema 7.3.1. Neka je rang(A) = r > 2 1 neka su QWy, WolP invertibilni
ograniéent operators, | -

(a) Ako je Wy unitaran operator i

e 2 2
0<a< mm{ tr(B*B)’ tr(C"'C)} ’

tada Xi — X = Wi (AW1)! za k — 00 i X predstavije {1,2,3} inverz za A.
(b) Kada je W, unitaran i

0<ax min{ w(B7B) WD) } 1

tada Xy — X = (WhAY'W, € A{1,2,4} za k — .
(c) Ako su ispunjeni (a) 1 (b) tada X — AF.
(d) Ako wazi (b) i Wy = P*, tada X — X = AT,
(e) Ako vaii (a) i W1 = Q*, taga, X — X = Al
(

f) Z = % 2 <

) Za W) = Q) zO<&"tr(B*B)’
vazi X — X = Q*(WoAQ*)"'W, € A{1,2,4).

2

Ako je Wy = P* 4 <

(g) 0 J€ ¥¥2 10<as tT(B*B)"
tada Xy — X = W (P*AW;)~1P* ¢ 4{1,2,3).

(h) Ako Wy = Q" W, =P* i0< o < —o

t(B*B)’
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tada X — AT,

(1) Za W, =(QN)*, Wa=(MP)* i0<a< 2

tr(B*B)’

dabya se Xy — A};{,N,
Q) Usluéajum =n, W1 =P, Wy =Q il <a< BB
vair X — A#,

Napomena 7.3.1 Sada je dato nekoliko poredjenja sa radom Tanabea [155]. U
[155] su dati neophodni i dovoljni uslovi za startnu aproksimaciju Xy da bi se
prosirila konvergencija hyper-power iterativnog metoda ili Neumannovih serija za
generisanje refleksivnih generalisanih inverza. Prednosti metoda, definisanog u ovom
odeljku u odnosu na metod definisan u [180] jesu:

(a) Jednostavnije je koristiti pofetne uslove Teoreme 7.1.1. nego uslove u {155,
Teorema 2.1.).

(b) Za ovde opisan metod je dato nekoliko procena greske.

(c) Za ovde definisan metod poznati su uslovi koji obezbedjuju konvergenciju
definisanih procesa prema {1,2, 3}, {1,2,4}, Moore-Penroseovom inverzu,
grupnom inverzu ili tezinskom Moore—Penroseovom inverzu za A.

7.4. Primeri

1 O
Primer 7.4.1. Data je matrica 4 = (-1 0) . Za unitarnu matricu Wy = (T ;)
0 1 _
LW, = (; ; ;) dobija se .
B=WoAW, = (3 ),  u(BB")=3,

D=WoA = ( 1 1), te(DD*) = 3,

-1 0

= mi 2 2
& = min 373 (

Koristedi paket MATHEMATICA moze se konstruisati ovakav iterativni proces reda 4:
36

Vi = Yo(l +To + T2 + T2) = (‘1

0 —
2 0
Tl':I'_B}rl:( )1

_28
0 81

53
|
.
|
o
A
I
|
i
W= eaina

'I-':n
L [

)

42656096 42856096 )

YV, =Vi(I+ T + T2 +TF) = ( it

L+ ]

a __ 42656096
43046721

Sliéno se moze dobiti
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3433533?970ﬂ9443119270335193555 3433B883797009448119270886198656

}f 34336838202925124846578495083821 34326R38202925124B4657849083R821
3 — ;

0 __343353379?009445119275835195555

34336838202925124846578450884821

Sada se dobija ovakva sekvenca X r = W1 Y Wa:

56
X P T 0

=\ 56 356 56 /7
81 81 81

0 _ 42656096 0
e 43046721
<2 42656096 42656096 42856096 |
33046721 43046721 43046721
0 _ 3433683797008448119270886198556 0
¥ 3433683520292512484657849089821
Ag=

14336R3797009448119270886198656 343368379T0090448119270886198656 34336837970094481192708361938656
1336838202925124846573490893821 T433683820202512484657849089821 3433683820292512484637849089821

Dobili smo sekvencu koja konvergira prema X = (? _11 2) c A{1,2,4}.

Primer 7.4.2. Za iste matrice A1 W; 1 W, = P* (; ";1 ;J), dobija se

10

B = W, AW, = (" '*’) . tx(BB*) =5,

D =W,A= (2 “) _ 4(DD*) =5,

01

2 2
a=min§ -, =
55

Dobijaju se sledeée vrednosti sekvence X = W3 Y Wy:
272 _ 272

X §35 ~ 625
1= 544 ?
0 G 533
76272421952 _ 76272421952 0

152587890625 162587800625

X2

L

0 0 152544843904
152587830625
Prva vrsta matrice X3 je
2971050543121374391659953053961243098931900672 __271053543121374391559953053951243093931BDUETE 0
E3i2101056242752217003726400434970855712890625 E42101086242752217003726400434970855712890625

dok je druga vrsta matrice X3 jednaka

0 0 5421010862427522170037264004343708557]128B90625
£42101086242752217003726400434370855712890625 °

Dobijena sekvenca konvergira prema X = ( ‘:2; —u% 2) = Al
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generalisam nenula prostor, 19
glavni vektor, 19
gradijentna metoda, 96
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iterativna metoda, 143
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— pravougaone, 35
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reSenje linearnog sistema
— minimalne norme, 11
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singularno-vrednosna dekompozicija, 4
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tablica simbola, 137
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