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ABSTRACT 
 

Finite difference method is one of the most important tools for the 
numerical solution of partial differential equations. It can be applied 
to the solution of different boundary and initial-boundary value 
problems for all types of partial differential equations.  

When we approximate differential equation with its finite-
difference counterpart (finite-difference scheme) there arise two 
groups of the problems. The first one is connected with the questions of 
approximation and convergence, while the second relate with the 
effective solution of the obtained discrete problem.  

This work deal with the problem of effective solution of finite 
difference schemes, while the problems of approximation and 
convergence are treated only sometimes and indirectly. The main 
subjects of this work are iterative methods for solving difference 
analogues of boundary value problems for partial differential 
equations of elliptic type. The work consists of six chapters.  

The first chapter is introductory. It is devoted to well known 
iterative methods, such as simple iteration, Richardson method and 
implicit alternating-direction method. For each of them the optimal 
choice of iterative parameters is given. It is shown how the numerical 
instability of Richardson method can be eliminated. Iterative methods 
are compared by number of elementary operations necessary to reduce 
error norm for 1/ε times (0 � ε � 1). In the case of two-dimensional 
domain, for the method of simple iteration the number of necessary 
operations is O(h-4 log ε-1). For the Richardson method this number is 
O(h-3 log ε-1), and for the implicit alternating-direction method - O(h-2 
log h-1 log ε-1). Here h is the step-size of the mesh.    

The main results of the work are given in the chapters 2-5, and 
relate with the relaxation iterative method proposed by Russian 
mathematician Fedorenko in �31�, �32�, and developed by Bakhvalov �4�. For 
this method the number of necessary operations is  O(h-2 log ε-1) and it 
is asymptotically close to optimal. The method is based on the use of a 
series of meshes of different densities. Methods of this type are now 
known as "multigrid" methods. They are widely used in practice.  

In the second chapter it is shown that the Fedorenko-Bakhvalov 
method can be applied to the solution of the Dirichlet's and Robin's 
boundary-value problems for the general elliptic equation with 
variable coefficients on the series of quasi-uniform quadrilateral 
meshes in a rectangle. In the third chapter this method is applied to 
the Poisson's equation in a cylindrical coordinate system, while in the 
fourth chapter we considered finite-difference approximation on a 
triangular mesh. The fifth chapter is devoted to the application of 
Fedorenko-Bakhvalov method to the difference problems of higher order. 
In all cases it is shown that the previous estimate of necessary 
elementary operations holds true.  

Several numerical experiments presented in the sixth chapter 
support the theoretical results.  
 
 



APSTRAKT 
 

Metoda konačnih razlika predstavlja jednu od najvažnijih metoda za 
numeričko rešavanje parcijalnih diferencijalnih jednačina. Danas se 
ona koristi za rešavanje najrazličitijih graničnih i početnih problema 
za različite tipove jednačina.  

Pri aproksimaciji diferencijalne jednačine njenim diferencijskim 
analogonom (diferencijskom shemom) pojavljuju se dve grupe problema. 
Prva je povezana s pitanjima aproksimacije i konvergencije, dok se 
druga odnosi na efektivno rešavanje dobijenog diferencijskog zadatka.  

Ovaj rad se bavi drugom grupom problema, dok se problemi 
aproksimacije i konvergencije samo mestimično i uzgred dodiruju. Tema 
rada su iterativne metode za rešavanje diferencijalnih analogona 
graničnih problema za linearne parcijalne diferencijalne jednačine 
eliptičkog tipa. Rad je podeljen na šest glava. 

Prva glava je uvodnog karaktera i posvećena je poznatim metodama 
proste iteracije, Ričardsona i promenljivih pravaca. Za svaku od njih 
pokazan je optimalan izbor iterativnih parametara. Takođe je pokazano 
kako se može otkloniti numerička nestabilnost Ričardsonove metode. 
Metode se upoređuju na osnovu jedinstvenog numeričkog kriterijuma - 
broja aritmetičkih operacija koje je potrebno izvršiti da bi se norma 
greške smanjila 1/ε puta (0 � ε � 1). U slučaju dvodimenzione oblasti, za 
metodu proste iteracije ovaj broj iznosi    О(h-4 log ε-1),  za 
Ričardsonovu metodu О(h-3 log ε-1), i za metodu promenljivih pravaca О(h-

2 log h-1 log ε-1). Pri tome je h korak mreže.  
Glavni rezultati rezultati rada nalaze se u glavama 2-5, i odnose 

se na relaksacionu metodu koju je  predložio Fedorenko u �31� i �32�, a 
dalje razvio Bahvalov u �4�. Za ovu metodu pomenuti broj aritmetičkih 
operacija iznosi    О(h-2 log ε-1) i asimptotski je blizak optimalnom. 
Metoda se zasniva na korišćenju niza mreža različite gustine. Metode 
ovog tipa kasnije su dobile naziv "multigrid" i danas se široko koriste 
u praksi.  

U drugoj glavi je pokazano da se metoda Fedorenko-Bahvalova može 
primeniti za rešavanje prvog i trećeg graničnog problema za eliptičku 
jednačinu s promenljivim koeficijentima na nizu kvaziravnomernih 
mreža u pravougaonoj oblasti. U trećoj glavi se ova metoda koristi za 
rešavanje Dirihleovog probema za diferencijsku Puasonovu jednačinu u 
cilindričnom koordinatnom sistemu, a u četvrtoj - na trougaonoj mreži. 
U petoj glavi se ista metoda koristiti za rešavanje nekih diferencijskih 
zadataka višeg reda. U svim razmatranim slučajevima se pokazuje da važi 
ocena broja aritmetičkih operacija dobijena u drugoj glavi. 
U šestoj glavi je izloženo nekoliko numeričkih primera koji podržavaju 
teorijske rezultate. 
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IV 

о. PH1.~DG()VOR 

Vazno шс:зtо u sаV1:'бпеl10ј lуuпн;:r:iСkо:ј аrШ.lizi zаuziшајll 

metod~ za re~avanje parcijalnlh difercncijalnih jedna~ina. 

1'1ейј u пј irna [ie naroci -Со istice шеtоdil шr~zа 111 'korl<1cl1ill 

ra21ika • Intenzivan razvoj опа do~ivljava posle poznatog 

rada Courant-a, Friedrich-a i Lewy-a [36Ј u kane је teorij-

зki zasnovana, а narocito u toku poslednjih 20-30 godina s 

роја\гош i ~~;;l:::;vојеIП elcktrons}~e rClcunskiё: tehnike. ГЈапаэ ае 

ОП·,}, };:o:t·ist.:l ~.з. :r:esavanjc naj:t:"azlicitij:!Jl grапiС:r..1ћ i pocet-

nih P:CObl€l;1[i za razlici te tip::JVc jednaCina. OVOnl kr\щu pro-

blG~a ровуе6епа је brojna ~aBopisna i monografskn literatu~a. 

Озnоуnа ideja metode mre~a sastoji ье u prelasku od di-

f(;.i~i:,нсiјаl):ю jednacine па l1јеl1 diferencj,jski analog - tako-

Z~ianu difеrс.п(~iј skl1 Scxnu. Pr1 tome se pojavljU)tl д.уе 9':t:"upe 

рт:оЫета: 

1. da 11 1 u kom sbl1s1u difcrencij ~;ki 7.adat.('~k аrr,'оkзinti-

ra c1iferencijalni, i d<J. 11 i u kom smiп11Ј, resenje prvog kOl1-

vergira ka re~enju drugog pri beskona~nam usitnj~vanju mre~e~ 

ruju. Rezult~ti u vezi 

T~na nVG9 rada su 



Prva glav~ ја cksrozitbrnog k~raktera i posve6e~a је 

Ыlnочt niсhаrЈ~оn-оvе rnetode. MGtode ве uporedjuju nз 08"0-

уа jc<Hnstvel"l::H] nuшеri(~kсч kr.:ltcr':1.j1J111cl - Ьrоја arii~,H1c;t1ckih 

оЬ]л:<,; ti, J,znos:I. 

, 
~~ljivih prBvaca. (S11~nirn prchlemima posvefen 

Gl;;l'J'~11. rezultD.ti rайа љйа:::е ве t.1 glavaE!<1 2-5, i orJncse 

а dalje уа~ч10 Бахnоnов u Za ovu metodu ротеnи-

јЈ drl1.goj 

(1) ',} :: .', 
f.) :/ 
.\ ј ј 

.' 
А .,-, ., , 



VI 

mogu6nost da вс norma podcljenih rdzlika 

(lсrзе 2.2 Ј 2.5). 

u tre60j glavi ве uvedena rolaksaclona rnetoaa koristi 

za ј:~i;sаv;::шјз Diriclllci.:-ovog р!:оЬ1сша za difercnc1j :;ku Ро-

а u ~ctvrtoj - па trougaonoj mrc~i. U оЬа slu~aja ве poka-

zu:j,~ да ya~H осепа broja аrit.mсi.-,iёkih opcr':icija dot)ijena u 

d~~1.:,ryoj glf.\.i/i. 

Осеllе os1:atka tJpa (1) ве izvode uglavnom и diferen-

(sa iztl~~зtkоm drage glave, g(le ви 

pored toga осепс йоЫјепе i и normi Lz(Ы) t i pete glave) I 

51":0 ОЙЧОУд.Ј:Ћ осеп! g:r:eske и поr:п,i \1I./{(t'J) • Оуа l10rma se 

pr:L:::-оdпо javlja jer uoptiteno rc:Jcnje cdgovarajuceg ~J:1':anic-' 

nog probleilla 23 parcijdlnu difer~ncijalnu jedna~inu pripada 

prost:oru СоБОflt3s-а \;J:(5~) (pokazano napr. u [14], \)5], [27]) • 

Da Ы ве nnrrea ostatka mogla occniti u Lz~~) re~enjo mor~ 

pr ip.::tdati p:r:ostoru \'!2~ (!Ј.) • Za ovo је potrebno с1а l,й(.'(Zr!ј, 

pod'~ci imaju Уеси glatkost, sto ;:;е u pa.ragrafima 2.6 i 2.7 

implic1 tno i p:\:"(~tpOI:: i;;().v1ja. 

veunih diferencljskih zаdэtаkа vi§eg re~a. Za posm~tranu 

jedr'iJ.C.:!..nll 2",... ··'I:og :z:cd.':\ с10ЬiјС11С SI.1 осепс ostatka ti.ra (1) 

5.1 i 5.2). 

lH~imere • 



:ССi1с.:!.ј .. :йпс јС~1паё1љ:;; cliptic,:}(og tipa 

og:ra:r1.1.Cerl8. , 

pOVOZDna obl~st, i Г nјепа granlca. 

kOlt\!eksna, ј r:хlп()stЈ:ukо 

Neka funkcija Н:; Н(ХОХ<)"'јХ"') 

>1 ":Ј'·. и .. 
Н 

~~:<. I 
<:" __ оа 

~""" 

К + ,с. t'l f 
(1) LH ) О.' . + ) _. 

-". СЈ "\., '\" <-- ... ~ J\i r 
i,j . I Qi\l (Ј'',ј ~"'1 

а па Г јеdЗП оЈ slede6ih granicnih uslova 

(2) 

( 
.., , 
..;Ј 

о , 11! 

с 

Zndatak (1)-(2) nazlvamo 

i а ви funkcije od 

.,. 
L~ • 

Ј 
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'l'iше эе grаn5.Спi Рl"оЬ1сз svor.Ii па s1э tC':71 linгi-1rr11h ј с.јпа(!ir\,а. 

ПZ;йiшо .)(:):;>::1.1: .R. > о ·1. 07.ПZ1.('; i~,\o R.1'v::: {\. ~,.! .;. "- (), :t", , ± 2 )". } • 

syojom oko11nom 

(.)е., , 

i (3~ ", GJ.e,. (Ј У..г.. о znac :!.iiЮ Vi..\. ј., _., t>\'- 'll ( t, ~) i ,.~ ) . -. ) t,.д..) . 
Defini~imo operatore PQdeljenih razlika 

(5) 

ZC11i1enjujuc.i parcijalne !zvo,]e kОщЬiл..:: .. с::!..јаыа tlVб<.lспih ро

deljcnih razllka, i ako је to potrebno, vrednosti koaficije

шз .. :::а u (;vоrочiша шrеzа nеkiш i.H::;:cc(}njenirl1 џrеdnоstiрщ I Ul1testo 

(6) J\v ~ с.р 

Uslov (2) za!nenji.lje1l10 :за 

(7) 

Рrir.::dпо ј ~:. t~.\? ~J t3 t i skпр 

naki.ll ntйi па '., 
ТаЈа ()~ . 

(8) Л V ::; о 

, 

Hi, ћш,kсiја dеfiп.i.~џ,пih n.::{ 6)1\. i jed

/\ шоzе1110 dodefir.l.isati sti):vljajuci 

х Е 6t. 

Tako <'lcbijarno operator Л: H~.-> H-l... , i шнеstо (6) - (7) 

(9) 1\ v ::; <f V ,Ср Е: Ht. 
Slicno ze pOfJtupa u slucajll trcc(~g grani.c~nog рrсыl:r~1аa (·"ideti 

пар:::'. [2з1 Ј2б] ) . 
IJ !;kupt1 Н" raozemo (:1еfiniSд.с.i skalarHi proiZVO(1 :i.. nor:mu 

. '" 

(10 ) (1) )k!) ,~ -e~' '- ·\/{x)·w(x) 'ј ~ \' ('I\r V )~/2. !1'1) \ '-, 1.) 

х Е. ~.)t" 

Aproksi~aclju parcijulnih izvnda u (6) vr§imo tako йа bи~ 

йи z:..;;f!(;volj C~;l.i sl(Jdec.i ;';:Jhtevi: 

Ј. Zada)(.a]~ (9) j(~ ;;,c:cE.,kt,an, tj Q za ,9\.:: 8,,, irila :i~:f3.;.nst:veno 

rеЗ!:':;,ј(;;' /tJ Е :1(. ZiЗ. s\ra!;:o (f Е H~ ~ 'Ј.'о res~l1j<J rн::РЈ:·(;l:.Ј.Йп~::> zi17is1 
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,1 

-r\--;' О :t.·I:::S(:;:BjC~ z;::.di1.i:::.ka (9) k\)rl~!G'-:О~iј.'.~а 

кп. 1~'~~;S';~л1јн :~;",(.iClt.:ku (1) -. (2) • 

Ро.сед. totJa 'tJ:L1dimo З,:} t:1i\ Й:1.iе:t·е~ј.;::5.ј sk:i. opera'c()r Л 

zar~i i druge kаrdktGrlзti~пс o~oЫne difer~ncj.jalnog opcra

tOJ:.:'a l.. , пп p;:-il;\(';Х :Ј~1'.Г,ОkО~1јU9()'}':нюstq ro:zi.tivl'1u Cl~)Еiп1sа"" 

nost ј. 81. 

pri~er difurcncijulni орсrэtоr 

(11 ) L ·{··! ", + ·С it 

с\ .' ~.: (;1 .• ~ о •. ~ ;;. о, a'~,I' i ..с -\l ,ј\") 
8и cgrani~eni, i neka је ispu-

Ilјгн ш::;10V (1). ~i\\iJa nјс:г]очu dif(~r<.·шсiјskL1 aproks1maciju {9} 

( . ')) 1.. ~., 

Od~tle ~ledi da је operator Л ~~~okonjugovan. Stavliaju61 

u (13) "11]"" V i 1-:оris1:еd:L lЈ:::еtrю:..:t·С'/k.н о \:.~~р_'.::.nј.Сглозt.i 

i,.. о..;1nо;:зпо Ј1с~:l,~Йn~kо::.:;t (.i) (.k:bJ.j.~~r.:o 

(14 ) п 11 ,,' ." /' .... ..,.,\ 
( , .. ~ 
џ f", 

Kori~te6i йаlје nejednako3t 

( 15) 

(1.)'} V ) 

(;1.-' ' 
'Ј 
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(16) 

d," J' д,m'''''~·,.7"r оЬ· 1-."',~t- i (:") • 0(1" '"'1 г' ~ 1,"'" 'Ј 'l ""0"" i . :] L _,~\_ . _~, __ ~(,uL~~ 5 са. ~ ~~~ vna ~e-

sopstvene vredno~ti 

л ви pozitivne i zadovoljavaju nejectnakost 

(17) 

SO(")st:vel1i ~],c;1':·i.:ori su ш(;zlјш:.;оi)110 o:rtogonalHi u S~i,йslu ska1ar

поч proiz~/od;.\ (10). 

1.2. Specifi6nost d1ferencijskih sistema 

D.i.fеrепС.i.јski sistemi izflvajaju зе iz ops'tih c;istm:1a 1i

nеаrпih jCl1l1<:lcina slc<xec.im svој!:::tviша (videti [10],(111): 

а.) vеliki.ш Ь:еојеш l1cpoznatih, Ь) retkoi~cu mаtriс:.э., с) speci

fJC110SCt1 ыепtа па kојlша se па1а~е nerHllti ele:::nent1, d} veli-

kоп 1:аZЬд.саnоSСu spel;,:.trа • 

Zbog prvog iz nabrojanih svojstava pri izu~avanju razli

~itih metoda re§avanja difercncijskih зistеmа nnro~ita pa~nja 

ве шо:rа PO~:';'i,.,.:~'titi n.јiћоvim аsirарtоtsk1ш оsоЫпаmа kad N --',. оо 
gЙL~ је N тед matrice. 

Za izu~Jvanje osobina matrica diferencijskih sistema роуе

zanih sa sчојstУiша Ь) 1 с) 1.l~le(Hтo flE.koliko ilefinicija. 

Neka ј е А=-( cti.j) }:vad:r:atna 1~1a trica N -tog reda u cijoj пе 
svaJcoj 'ITst.:i i svakoj коl0П! ni11azi nешй ti еlешепti. Sa (џ (А) 

oznacimo :з1uр indeksa (.;, ) ј) Јсој i Оdgоv.э.rајu пгЙlll tim ele

mепtimа А I а ва I (.\.1(' Л) \ nј j.hov икирап broj. 'l'ada се па,га 

(18) 

d<"1.va.ti il1forraaciju о ~cct:kosti nase та \:;1" Ј.се. 

Prelaz od јеdrюg Jy\dcksa (1.)ј) Е (Ј(А) do d:r2"ugog 

(t,,},i,)EG.J(A), kod kој.эg је 111 {1.~" i11 ј'ј:': ј nazj.'la

cE:'..Тno skokol1. Hatricu Л сето z'''t1ti леsvоdlјivо:rn ~k,o za вуа

ki p.~r (i.,j).,C.;,,!.,Jl) ((,)(А) розt:ојi n:i.z skoJ:ova J:oji ih зраја. 

Lako пе vidi dn ве ncsvodljiva rnutric~ 

vrsta i kolDna svesti n~ oblik 
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(19) ,)(1\) '<~ 
(i • ј ) ) ( ;, ј !!ј i ~ (~ (.t.,i ( 1'\ ) 

~iлlmаlаn broj skоkоvз koji spaja 

• L~ko Бе vidi da i f (А) 
!1С:: ziJ.'lir,e ed реr~t:;,t,i1с:i.:јэ уг;1-:), i kоl0Пэ. ша'сriсе л. Тдkос1је 

ЭС l;ЮZt'~ ko:r.· :i,зt:.i ti \"c:1J.i:~i.na 

l' \ј 
.,(/л iч N .3 

( 20) '1. ( А) .::-, -·Г··_··-- ј ~ 
(~!\ ('(д) 

Ј ' 

k<1O :mera "l:tё:lаt.ivљ; slo2enostl si:ruktHl.'e'· rпаtr:l.ее А . 
I .. ako 3;:} p1:O'lerava dfi jt~ 1.1. rй 11сајt1 li:li:1tr.ice А koja оЈ<јО'lа

ra opcratarn (12) i oblasti 51 = [о,1Ј" 
"iln , - ',1. 

1::1 (А) .. ·Ј "11'1. + '\'1 + '1 р (А ) N N ;;:'(, '1.. ( А) ,.... ;1 
(21) I ) 

• 11, c:t i 
gdэ t\'"''' -G '?~,nac1 ,·{А.ћ" () ._' Vi<.1iшо da зс kar~kteri-

11 .',' .-,.<) '1.> 

зi;Н;,с ГЙ::1t:.-.:'i.I.;>: k~lе.t·г гri. ро\/е,5;1Гlј 1 1 })i:oja dјлн~nziја п • Na 

O~~OVU ovih jednakoGti тo~e B~ clokazati ~leJe6~ 

;;в pel';;iu':::-::::Ј:U:,:;оm tН'Г;'са i kol();',~a uvesti па 

;;ЮZ?i.U !?lа"i;:rirJЦ. 

D о k ~ z: Neka је В 

(Z '1. + '1) -dij а(ЈО-

da је • 'rad~ је 

• Nek<.' је С 

~(B) l' (~(C) 

ша1:riса ~:akv<': 

se l.зkо • Znaci 

k ;. о • Неdјt1t3.l'\.1 i )' (Л) zаviзi оЈ 

per~mtacije vrsta i kolona ра se zna~i А пе rno~e transformi

sal:.1 1.1 (2. 'f.. + 1 ) -с1:I.јаgопаll'.\'-' 1~1atric1.H,\i! 

Р:с.i.шепоm 

G:щ;:,;э-оvз E'.·:~t:odc siзt,эн за 0\1' ~7C"!1 ШZ~'\:l.:':Lсощ зе r:lOzc x'cs1tj, sa 

О( и) a:t:i ~:lt~(~·t:iёki.l1 opf.:.r~acija .• 1.! d():(;;:',~:,H1!~ ler1e ::.~J.e<.1! (1а ::Н3 t~ 
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iI 

POVE:t::ii'ia. kad Ј'\. ...... '" О • Za operatl.)l· (12) је 

dok је :г.а (Hf(!L"-,,:;псiјэk,,,~ operatore тс(1а vj,~eg оа t1v"a оуа zavi

snost !I~:.~~{~~) od -џ. јоз gora. Posledica veli!ce rаzЬз.сапо~· 
"1'11\'\\ л( Л) 

sti spektra matrice А је spora konvergencija klasi~nih itc

rat~vnih metoda. 

1.3. Iterativne metode za rc~avanje 

elipticl:ih diferencij skih zada tD.ka 

U prethodnom paragrafu зrnо vidcli ао primena d!rektnih 

metcda linearne algebre za re§avanje elipti~kih diferencij

skih zadataka nije cclishodna zbog vellko~ Ьхоја potrebnih 

аritmгtiсkih operacija. Zato зе и! njihovo rеsаVilпје ol')icno 

koriste iterativne metode. Рх! tome se, zbog ukazanog utica

ја razbacanosti spektra па brzinu konvergenc1je, Ыхаји ta

kve metodc kod kojih је konvergencija ~to је mоguбе br~a. 

IterativT1C шс:tойе 6еnю uporedji\rati па QSIШVU broja arltrne

tickill operac.ija potrebnih da se norma grcske (i11 ostatka) 

зта.nј! puta. 

Zadrla~~~o sc prvo па op§tim karakterlstikama рајта ite

з:аti.vш~ meto,ie (Seme). Neka је potrebl1o I.-еЗiti diferencijski 

zadatak 

(22) 

RazmatracenlO 

toru Н , а 

=:: Лv 
л kao l1nearni operator u Hibertovom рrоз

kao proizvo1jan e1ement iz Н. 

Код iter.ativne rnetode polazeci od neke priblizne vredno

s't:.i-J"E Н reiJenja јеd:rЕ),~iл.е (22) l:едоm odL'edjuj(;~no sledece 

pribllzne vrE~(lno~ti '1)'1 ) v1.) • __ ) 'V~J) 'i.,j+1) _._ 

Ј+1 V' 1) V i-'I _ •• ) ... ~ о. Pr i tоще se '\1' izrаz,з\lц pre}~o pz.'ethod!iih ' ., 1 V 

Ako ::;е za odredj i vanje V·'t1 kо:r.1эti SёJiЮ "J~ ka2cJ!iO д.а је 
iterativna mctoda prvog reda. U ovoj glavi сето razmatrati 

samo ovakve iterativnu mэtоdе. Saglasno definiciji svaka od 

nј ј,ћ se moZ(.' prcdstav1 t1 u oblikt.1 

(23) С(Ј' 'tl Ј. I '."" f' "1"" (. Ji'1 t' 
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gde L.;iJ lincarni opcratori па 

п! p,~; 1: cliЂеtr 1. 
~? ... ", .. ,.,. ~ .. (22) " 1" .. <.."(1\.,,,УО Ја :а, (23), ј;:ј. Poslr.::d-

р\, -. (" ... '1"1'-'- -1 /\ • 
~'''.J -,{' 

( 24) 

:i:{ao sto f:;,iO :rek1i 1 О {x::rn, to.r.·[! ВЈ i Р;;trаnюtrе {1:ЈН ы

rаШQ :J.:;~ нв10уа Ја broj i:.!J:: 1 tшсtiсkiil operacij а pot.::rehHih za 

oЙ.c~J ј Ј, <Ј апј е 
,~~ Ј 
V 1.:.:lkvo<J (la vazi 

(25) 1\ ! К ј '\ ' с \\ о 11 ( -р "1 !! А, 'о i(, l' '1 <. ~ 111 tA\ 1,' • , ••. Р,' I! \. '\) -, '\.' \ ::: ~ V -. '1Ј 11 • • 'Ј I \ И -;-' ". џ ,. 'ј \ I 

bude ~to rnanji. Ukupan broj oper~cija је (Ј ("') оо 
;,"" '-оо -

gde је q'J' Ь1."О:) operacija pO"1::t'eban za odreclj:1.vanjr:: .1 -te 
'< 

itcr~cije. Ako 7, zadovoljava uslov ekoncMl~nosti ( q, = О(Н), 
,"! "'1 

чЈе је N ukur~n broj ~vorova mre~e ~~, u sl"~aju diferen-

cijskc..;r zi:i.datka} 'c,ilda 80 ::adatak о miпimuшu Q((.) svt.xli па 

z~(lat:ak о mil1iIl1:.НЩ broja itcracija kcs) • 1z (24) је јазnо 

da (f.J+f zаvi~зi sz<,rпо od ВЈ. Пslоv ekonOl'l1H:nost1 је zado-

voljcn napr. ako је ВЈ dijagonalni 111 trougaonl operator, 

ili PY.'oj,~~·Jo<5, оЈ konacno m110g0 t,~:kvi}1 operQ tora. 

1.4. Pro~ta itcracija 

Metodu proste iteracije доЫјвто 1z (24) stavljaju6i 

Вј = 1 == jedinir5ni operat:or i 9:'J1-I::: '{~ • Za operator А pret-

post<1'\li:no да j(~ s,:н:юkонј~19'оvаn i p:J~:itivno dc:f.inisan 1 да 

njegc'\xo sорst·.Ј"Ш1() vredrl0~J t:l. zac1ovolj <'l'"aju из lov о < /; ~ л. (л) ~ ь. . 
(Ove HG1oY8 isrJl;mjava Љ).р;::-. o!Jeraco;:- (12); ~:(1 njega је rJI:= .с" 

i зе (24) 

(26) '\Ј ,ј+ I __ 

Ода +.:10 ~1оЬ1ј шt1Q 

(27) 

SlecH 

:i !,I,"'"X.""o ,1'\ ' \'!' ," ~ГО"/Л \}', !'\' 111""°-__ '1' /'јl ~':::~\~""~'I)i t_ V ј 
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Орш~[~~ t.o.(' I .- 't Л 
11 l' ,~.'!: ~'\ 

с., 1\ 1 ... ~ 1\ 11 • Nоrш.з. 

')11~~ Х I·L -. 'Т Л~ I .:-; '(rl о. х.. /1 - '{~ А l 
ОО " Г r 'ј Л(: L (, I 1.\ 

Na t:aj пас i11 dorj1j ашо 

(28) 

Sli~no, mnО~Gбi (27) ва Л 1 dobijamo 

(2В') \I/\V"'_:'(!\ !~ ( rrH\X !1-.tt'ЛI)~ !lЛVО-t: 11 
Ј .>. (; [b'j~] 

r Q--'Л , opera.r.ora . - с· i \ 1 оапозпо 

(29) 

L е т а 1. 2. Л ko ј е 0< <:1 ~ л {~ t:. 

i d08ti'~;J 813 za 

ta.da је 

~"! __ 2_ 
'\ + d' 

D о k Q z: Funkcija ~(~)~ 1~-~~\ dost1~e па intervalu 

[6'1 д] mаksi,ю.ln oce'\J.i(lJ10 111 ZZl ,,;;:; Ј 111 za 1\ '" 6.. Razmotri:mo 

sada fU.lkc.1.jl: ~)/'{.,)::: 11·-Z0\~'1 i "'~('\.') C~ loj-'t't~l • Prva od 

п ј ih ора(ја z а (1:' < :~;- i r as te za ':r.~;> 4, , а drug а opada za q.' < ~ 
Q Q 

i raste za ~:> { • Po.sto ј е о < д < t-.. kr.ive ? =; Cf/'r) ј, '7 -:;: (p~ ('1;') 

" ... ( " ., \ 4 \' W rf ( ) se seku 1..1 tacki '1; '" \{~o Е "ј.' > '6:'} р:е i <:сти ј е - 'Z'Q (] С::: 1-1 (<:'-~ ):= . l <:(0 -= 

.- "-~o <1 - '1 (па slici) . 

А 'fl 

"-~\~ А (.,.) 
\ '" / 
\ " . \ -'--,_/ 'f, (:) /~ 

\ /~"'~'~" /./// 

: ~ // 
--_\ : __ ••. ~ ___ '_L./ --_. .> ~'r.' 

--~10 t ''t'o i 

O:1;1t:1e dobi.j апю . 
1 

Cio;'~i:.i2C :::н:~ minirйн:-n. fШ1kсiј() (;'('\:'):::. ,~,\c\~~ { Н-О::-{'с\ ј ~ \-1-9::: Ь \ } 

v, ~;ZH:t1.!;\ tJm i '1\ \;\ ': ,.\ 0..;';' I 'i .- се ~\ I ~ 
ч: )\ {: !:8! t,.j 
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Pri Q'\7<1kvom opt:.Jmal!loN ј,:,~Ь()ri.l с[' осепе (2.:3) i (23") 

glasc 

(3<.) ) 

Da Ы (Ј ,i.J.i'1. 

1,'0. -. S \V'. с 
\-&+д'Ј ~ с 

ispunjena nejednakost (25) dovoljno је da Ьиао 

(31) '1< 

( С",. U slucajl\ kada је о'"" (~I i !::,. ~ п. , koji је tip:lcan za cHf.eren-
'\ k '~"1 ( 0-" r 1 ) cijsk.e opc:,~'ator(~ дх:и'ЈО9 rl.~d.i;i, dОЬј.ј[н;ю СЕ) ,;-;. u 1'\ ~):-;1E- , 

dok је 11Ј:пр~ш broj ari tmetick1ll orer~cij а Q,(~) ~ (Ј(с.:" ~{H С-·ј ) 
-ц slt.1c':1j t.l сlvоСl.ilпспziоnе оыlзti,, оdпоsпо 0,,((;;) -:;; с/( K 11

-?"',PI1 Е. -1) 
-и slu~aju n-dimcnzione oblasti . 

1.5. Richardson-ova metoda 

Ricl1<..lrdson-ovu Inetodu (videti [221,[34] ) dоЬiјашо iz (24) 

Sl61i11jajllc1 ВЈ "-, 1 . Као u prethorlnc:a paragrafu pj~etpoBtavinlO 

аа је op~rator Л samokonjugovan i pozitivno definisan i аа 

пјеgоvс :.::;~~рst.vсп;~ vrеdпозt:i za.dovoljavaju uslov 0<6 ~:\СЛ) ~ 6. • 

Tada Ба (24) svodi па 

(32) 

Odatle dobijamo 

(33) v,it-~џ= 1JJ-'tf--c-r~~1Л(v~'-1Ј) .. - (Г-1'd"н!\)(1)Ј-1.Ј) 
к 

s 1 ed :1.,i) к -'V :;: П' (I - ~C i Л) (1Ј () -. 15 ) ~ 
.ј"'! " 

~ 

(34) 11'1]1<-'\.111 ~ 1\ П (1"'("Л) 1\·I!'I/~'-"V Н 
ј='\ '·Ј ј 

Sli~no, mпо!ебi (33) па Л , dobijamo 
к 

(34 .. ) \1 Л v\(. ,- '.~:\ ~ 1\ П ( I'- '-\ј Л) н . \lЛv о- ~ 11 
~ ~1 

Ope1."atol.' ТЈ\ (I-"\:j:\) је sаr:10;~оn:јU90'ПП ра је zato пје~;оча nor" 
'1 

та јеdљ:.:.}:;::.l mаk:.:;јЛ1UЈ;Щ г.юд.u1а ;:ljr::go~rlll r.opstvenHl vredno~;t,:j .• 

Sled1 

(З 5) < .-;}l,о",/,: 
9-, Е. :.Ј, D,J 
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Paril"\,'t:re tr.J осЈ.t·(~(lјL,јешо 12 uslo-./,.:t !'l1il1imаl:rюutl 0'10 norm~~. 

Tako dоl&ziюо с1.() slгd,,::,јс::r.j ;:;a<!.at.kL1 шiлimах-а : оЙ:rе:lН:.i Iliz 

7.~ koj i зе dost.H:e 

(36) 1'n \ћ ·m (А>!. 
{'i.'.j } }, <. [»~] 

\1. 

\l( (1- q.",j '>-.) \ 
ј о 1 

Iz tcorije Чв6ышев
k.. 

lje'l.il! роlј.nоща (vidct:l, (8]) sle:(]i da је 

р (~ ) ~ Г-~ (1- l~ л ) Че{)ЫllНН)- ljev po1inom normiran us1ovom 
~ 

р ((,))::; .t , i с1'::1 S е '1::1" i:;;:;~-аСtlпаvај .. '! ро fоrншli 

(З '7) q;'. .- f1' О _ - d -. ~'i 

_. ___ . __ ._ ... ,. __ ._ .. ?:!.. ___ . __ . __ .0 ____ _ 

> 

Sledi 

(З8) 

, Od!105nO 

(39 ") 

Оа Ы bila ispunjena nejednakost(25) dovoljno је da bude 
;<1;\_ {:f \ ( 

2 (-F.-:-";~) ~ G od.:tk1e dobijamo 
{; 'Ј. 

\\~<'.+V5 

М\ "6-

(; 'l6+~l 
.( I"f\ -"'7--'·· 

k 
. ~6 - '{С с 

U slucaju kada је (5'~ С., , Л::; ,{!.ј: odavde эе dobija k(l: .. ):~V({:е"С-1). 
Ukщюаn broj аr.i'tшеtiСkitl operac1ja potrebr1ih da ве поrrпа 

greske (о,:Ј.l1ОЗnО ostatka) smanj i :С puta је O(.e1.-~ J!m.E..'-1) u 

s11..1c;J.ju с1vоdirпеl1ziоnе ob1asti, od;10SnO O((i1-1)~\ с-") u slu-

~ajи n-dimenzionc oblasti 

Pri оvаkvош urcujenju pararnetara <t'J Riсћ;лrЙSОП-О'Ii.t шеtоdа 

је ncstabilna u odnosu па gre§ke kaokrugljivanja (videti [37]) 

Do ·Co~!a. dolazi zz\to sto је norrna ор:::э::аtоrа р:сtcйаzа SJ == I-~' 1\ 
Z~~ dovol.jno veliko i veca. od 1: . 

. , сл-8)( -1 + \ c.o~ Jc,l,~_"!.;J[ 1) 
\\ S· Н ::~ 1I 1 '- ''t.:' л iI = -111,.::\ ~', , '1- ct:; ;~.!. I ::;: ____ -=-_..\o". __ -;, .. ____ §-~~:-.-
11 .\ i. ј f:, + д +- (6." о ) с: () 5> '::)i~1_ :jl' 

1 \' с \\ -'-, ~,., 1 '1 ? ,-; I ") '." f\ I z tt S Oi.t а \ :,),.!' \ 'ii (~O:)1. " ;;H:lO :..- ( (,,-," .::7c.1.-t 1r - (, С'''-. :'jo:~ ("ЈУ ~" '" .. ... z ,"" ;,Ј,,: """ ;:к Ј :.; 4 - о, 

Za ј (,:i је iSРI.шјсn p:cvJ. uslov tj. 1\ S.j I!..: '1 • Za Ј >·i 11 SJ 11 

rast~:,. Za. j'~ k -ј е ., ,~_'~I . ~: k.- '1 ,'" \К 
Ij ( I . '. ;['>. I "Т I -- (' f') ~ - "-. '! ) (' " ,С _._--- с. о Ј -" -~ --.-- !ј , - ....;) ,) ,џ -... - ....... ..) '1 Ј 2.. -- ~,\( ",1< -<-'<. 



а ОУО је, u 81u~dju л ,~ 
) " , ~.;(;Ce od 

.i-:.;t..:U:5.rю za sV<:'.ko k:;-,.2. Zl1aiSi j 

izш(:dјu ,! i k 6<) iepunjcna nejcdnako~t . 
Рrсшаt.о.йс,,:;, u itm:асiјШI1С1 р()зl.;.~ io -te се gre:;ka. :па~tаlа uslcd 

za():~:cug1j .!.уапја pO'l€Cava. 

Као r~zultat gre~aka zaokrugljivanjn т! umcsto zadatka 

( 41) 

resava:mo z:H1atak 

.~'; ~+i _ С'. (1)"'-: i 
џ' " vd'H 

Da Ызто ocenili gre§ku 

пје zadatk<.1 

vi_'V i :: i';J trcba da оеспшо rese-

(43) 

рото6и 

::::. Ј'Н;::; S,i+'/ {(:' + ~+" 'fj -1-

;( O~ '1)" - 11") 't Ј::: ;ј - f. i 
Ј( 1(-1 k 

_. тт S· z ~ 
L~ 1 1.-

.,. (~ q:". ТТ 
J~ <1 ~"Jt1 

'( . , 
ТЈ ~\. ,Г' 
\.~1T1 

+ \ 1<-1 ) . 
1 

, Sledi 

S· \. 
t ј_., 

~ IН k 1(-1 1< 

IIzkjj (~ НЈ! S~ !I'H~~iI -ј- (? 'lJ :1.1Т \. (I'~~k )1I'fl! + (I н,Тг S~ 11+ -1) i!t 11 
р I ~"1 Pd t1 ~.1 ~'~J'I" 

( 4 <!) 

чде је 
\(, \\ rr s ~ \\ 

/.;·1 

РаrdЈlюtri <:t,'j rrюgu se ul'ed1ti nд С!хпgi пас1л tako да moto

да Ьиде stabilna u odnosi пп gre~ke z~okrugljivanja (vidGtirl~; 

slican rezult:at dO}Ji:jen је i iЗ. [16]). Р!.'! tome ве С(ј I o<1rlO-

(' Ч· 1." ~ " ~ , 1 ! ""1 " . ~ r'. r зnо ~OS -;"k""~~( 1 gruрl.SП 1.1 _et"lo:r,<;.e па ;,- ссе!,.; nасЈ.n: cos 1- ) ~ -o.s ) 
<: • I г'\ r 

~~"i1 ј:-' -; - S i"r1.jj • PretpoS'caViE\() ёи. Је ".~~. • Роtrt~;шо j(~ odre-

д.iti ~:::? ~-~ para:(I(~i:ara Ir~.~ Pritol:;c~ је Г~,., + (~ . :-.: ~ 
'1 l'ј"l I-?"d /1 ра 

је dovoljno \.1 stvari Odrf~(1iti ~:::: .zf'<J р:,сt'r1.шсtаrа p.>'liH • 
• 1 ~1Г 

Оn! ве o(lredjuj i.l .r:ekur:t:i'-IНо: f.,.., '" ')1, 
I ,,-'" Z pt1 

од.z:ес1ј еn! za 

Pri ovakvc~ хзsроrсdu 

tada је 

~t'J oc~:ma (44) ~; 1,1:з1 
,. .... -

_l" Е' \t_~_ 
, '1 () 

; ako su 

Н\Н • 
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(<:' i "" kc ... "С: Ј " Ј о; ,- "'tom) __ .. 1 ••• '. )~J.. .I.""Ј.._, ,.~". .0 

ljiva па и~и klasu zadataka od lllchardson-ove, ali јој је 

rJl-:-с1]nоst.: bila \1 nШП,:;Ј.:-iёkој si'.дЬilлоr;·1::.:L. Роэ 1е rю~ј аУе rа.dОVЋ 

[16] i(l~ koji otklanjaju ncst~~~lnost Richardson-ove metode 

оџа ве prcdnost чиЫ. 

1.6. Иеt,оdа рrошсшlј i v il1 p1:.~[i'laCa 

# ча~ БU ЛI . / 
1. 1\;:' sаmОkопјпgоvаПi, 

pozitivno dcfinlsani i rnedjusobnQ komutativni operato

rj .• N!31(a za sорst·ч()nо "lrednost:t oгerato::a Л, i ЛЈ. vaze осеnе 
i 0<'0.., ,~А(Лl) ~~ 6." • ОУе Hsl0ve zado-

А h 

voljavaju n~ prliaer difcrencijski operatori 

(46 ) 1\1 11 

1.1 :::;1исаји da је 

оа х , funkcija 

Л2. V --

(.)t pravougaOnik, da fШ1kсiј а Q. zavisi samo 

4 sапю od У i da ј е CI.. ~ 6(> l' о , .~ ':; f:.~() > О. 
Za re~avanje jednacine (22) primenimo slede6u iterativnu 

metodu ('I.:·.U!.,~~;; i [211 ; takodj € [9 Ј, [24 Ј ) : 

(47) ~+j v 

(1) (" • ј. 1 
~+' {\" V 

• 1 ( .. ) (Л Jt 1. 
(r

J "!) 
'-'q'tl ·1 

::::0 

== о 

0pGY'.;J.tor Р,1Ј је sа!'юkопјugоvап :1 roz:H:iY(.o dеfЈлisап. Зета 
~ " (17)-(48) ј(:1 1шрliс:i.tl1а. Ako S1J. <)pi:.:rato:cL 1'1 i ;\:~ dсfiniзапi 

аа ( АС) t~,.1··· Ј'е ор·..,."."····· ... · [)'. e'-·С"I"·l,,\т"iс",...,., rп:'~(;n~Ј'''~ np""rator t). ·Н) ~џ.'~ - ' .•. I., .. "' .. "J.'. :Ј -'''~;''.'"'' ,.., ..... C.'~ .• ,. "-у "."'" • РЈ 
је p!:oizvocl clva оре:саrл:t:а kojiJ;'.J. ОЙ";јо\?'1i:ё,јн шаtЈ:.-:i.се koje ее 

p~·Cf'.lUtacijo;i1 vX'sta i kvlona ш.о~·!ц svest:L ]"li'1 t:r'o<iij;:)~!onalni оћ-

1 . 1 ,~... "i.' • Ј . '-1: ~p -:, ( . С" ) t' 1.k. И tOr:i. В. џсаЈи Је ;~a ОClл::с1.~i .vanJc - Ј.:?:: '1,) рс :r·~tШО 

I z ( <18) ('1 (' Ь ј. ј ато 

"'!" ,\-\'1 _ '1,' ~ 
'.1 .• , ,. 

\Г:+ t •• ~, ('1,ј "О') . . с. "'0 v 
~ •. <1+<1 -

~ .. 
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Odavde dnljc dobijamo 

(50) , i 

(51) 

i sliсш) 1 l'::US.lH blhozcnja за Л 
k. 

( 50") ,\~tX f-. ТГ S, сЛv tJ - <') 
i .. - ( ~~' Ј I 

(51 ") t\ k\J :< - ~ н (, 1\ Ј1 ~ d !\ ' Н Л v" -, .(. н 
Ј"1 

1z <)sоЬ1ш:t operato:r.-a Л 1 i Л 1, sledi <~д јР. opcrator 

sщтюkоnјаgОi!аn, ра j\~ zato !1jegova nоrща јеdпаЈ<:а nшksirr.ui.1Ш 

шоаulа njegovih sop~tvenih vrcdnosti. Komutativni sarnokonju

g<.Nan1 oper'Q.'!:ur i ibla:ju zaj c:~c.1ni(;ki sist:еш sopstvcnifl vektora. 

Lako ве D:'oVer<.lva c1a:l.z ЛIj:::'Л:' Л 2 ::; л: i ;\",1\2. ""Л2 Л 1 s1e-
е11 .'\(1\,,/\,)-; ~\(л.,)Л(Лl)) Л(Л1-1'1\,)::; ~(А)+:'\(Л2) } р\(Л-~1) -:-:.[~(л,,)г1 
gdв ,8\.1 А (л',) :1, л(Лz ) sopstven(~ vre':ll'1Osti operatora 'л1, odnc-

ВnО I\?, koje odgovaraju јеdпош istcm sорstvепоП1 vektor.u. 
1( к А _ c,,~,,) л(f) 1 _ ~c~IJ ~(2) 

Sledi л ( }Ј1 S.j)::: 11 ~ +-~=јiТ~(f)' ~i'i;;Ј''ni-k'tv i 

1( о{ '1:,,(,,;\,(1) /-_",.(1»)/1' 1,1<. ,1_ .. •r";1.(t) 1-~j~);).(')\ 
(Го") lј"*У':: 11 ." I'j'j- 1:: .. ,,/,--1:-, .,-':::1.-{-' ~ ,/'>1о.х i1-"::·:I...--,- __ ,:.:1 __ 
1\.::J;r. I ј "'Ј 'н ", '1'1)('\;:' "A+"i:')'1'" ,1 t'7"')\(') ~,' "1' ,j.~"I""\"1 /I+'С!·I"щ "1 .,',0 ,\,.) '"1 I '1.. 1'\ r " "ј ,~.. ~"I:,.Г'" t 1 lч '.Ј ~ f\ 

• 1, r I 1\ 1., 1 '" 1'\ ','.l~11 '. ч 
~)~ [,E .. Al ! 

PiJ.rametrt~ 'Гг ' 't'J'-! biramo iz uslova rпinirnаlnоsti ovc norl'!te. 

'l'~,ko dobij.:~,mo sledl'!ci lаiniшах zadatak: odrediti !1izove para-
<>.~O tl-!~' ч:(-!) i ,,..(1) q;-IJ,) ',.. (~) k ј ., rr,etara <'(1) '2 )"') '< "1):!. ,-_.,., • 1< za '0· е se роstizэ 

(53) 

Pl.·e nego 

ftll'lkciju 

F :- r- ( <:rJ (4) 't' (~, ) 
(54) . r,,-) ) 

\ 

It .ј _ '{ • .'~) л (ј) '1 _ 't', ш ~ ( .. ) I 
п ______ -L__. -'"-_.~ 
',. 1'1 ~,....~O,1{-;) 1.1 'Y(~) ,\(.) 

I Ј,,1 . ~ d 1\ r 1- d 1\ 

re~av~nju ovog zadatka transformi§lmo 

1- 't,. (:) ;\ ;0 

-:г;-:t:с1",;,\;-ј , 
1\, т ,! "i (~) I г':. Umesto (\ t\ i..1'!e<1ir.lO nО\!IЭ promei''llj i 'lе џ. i l' koje ве 

ffi(;!ljajt1 па Ј.ntеr'7С,.lп ["/) 1Ј g.-lг је (;:' С' • Stavj.mo 
p~ 'i' r 

').,(1 Ј_, ,r!:._~J i 
- '1.,- I[d. 

'" (l) _ 
л --

i 

_,_ .... <м_~_ ... 

ZD. 

1Ј~йоvа ·1 ';0 I--:'} :;- "1" ,.,.-, \"." {.оС} (~~ 
i ;\ (.) ::- ;;' , 

. (,,) 

1 ',\ "L,,-'1. с10}Лј ашо cet:.1.r i ј 0clHati~1e 

Ј /'Q_7} '~) ::?) -. Р ,ј ('1I' У) 'l. ) '-- 'УЈ +f' 
1 \ 1_. I ( , С.2 '" i ( , 



i 

mize u 

( 55) 

gde је 

ualze u 

te1.;valu 

(56) 
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• Odat10 c1011ijamo 

_ '-,\ ~t -1- 1.\1. ;; 
i '1- ··л:i'7~;;-;.·-:i)·· 

~~i >"- '-\", L\-z. \. v l,,"1 ~ 

~(, ~ (' .- ;Ј.:t}_~.з. • Lako З~ vidi dn је 
и\).+Ј1) lч 

f> ~ о • Na taj nz'\(;1n зе F tl'ansfor-

Dace.тuo р:l'iы1znоo rc~!cnje z.J.d:;~tka (56) (videti [;н] , [25Ј) , 

tj. pri pOgC(t'!1On1 izfJot'u (.ЈЈ oce:nicemo Ьrој iteracija 1( k (.5) 

pot.r~~1)an za чаzеnје ntZ!jcdnakost1 (25). Oznacirno Fk ~ П (1.::~,j_:':)~. ~;11+(')4' Ј. 

Niz parametara 

( k~: 't1 о k о ) 

(GИЈ) sa.stoji зе od k" ciklusa (.Ј1 )(,Ј2 )ОО') !С)"о 

tako da је (.)i.Ho+j -= .(..јЈ ' 1.,-,,11'2.,···, k o·1 .) ј= 1,'Z, ••. }71 Q • 

Ра:r:аГ)эtrе ("/')1) (')1. ) оо -) с.))10 Ыхоато tako da bude FI'I
Q 
~ ~ « 1 ) 

gde 11(-': zavisi od ( • Lak.o ве dokazuje sle(1eca 

L е т а 1.3.: Neka ви dati funkaiJa F(x) =('10'o~)< i dva 
,О" х " 

Iz lете sledi da аЈсо је (..J~ >0 
iSРlшјеn bal: za jedno ј::: 1,'2.) .... ,110 za svako ri.€[71)'1] tada је 

..... х' F ~ р ,,'\ <7'., \'\' ') 
Ј..( (1);1) ., 

d.. ('-: [-'1' 1 Ј nad ј е 
'r'I'\ ~ ("ui d.... ~ М 

то niz intervi.l1a 

• Niz (~~) biramo tako da se ~a svako 

bar ј ес.1по (.v~, (ј С; 11 1] ... ) ')1,,) takvo d<.;'. vaz i 

~_= 1'} ~;.j~. Е...јЈ..1 ;'c'Oj1} ...• ·,1~ I l: :'~'1;: >1 (i! !:' i П. 
":::,~ t ~ -Q ~,,~. I '; ,V :>'110 } -'111JТ"1 -.,р···)со,tJn+t 

trcba odredi ti). r!'ada 8чаkо r.1 {: \' ;)јЈ prir .. ·ac1a nеkvЈ'П intervalu • v '4 '" ( } 

(57) = "11' ..! /1" , . ." 
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9<1э ЗИ (Уј i јУ\ pozitivl1i b:cQje\/i koji lН"; zilvise od '7. 

(58) 
1 Ј. <:: '1 

1 
1?1 .1, 1 .. ~" 

~: . а ,<;. .- -::: 

i j (';)о 
~ ... 

'1. Ј " -:.> Ј-1 <Ј I М ~, ",1-1 ,... 
.... ,.1 
r Ј.. bill zadovoljcni mora biti 

(60) (, \ . 
""'Ј 

(58) u 

,1 iv'\ 
'l' -1-

t.j. 

(57) йоЫјато 

/.t1'1)J М 
= \1'" У 

[ 

f) .1/"'1 .... ~;1. "{ 

1'\ ;:: --'" ------
о (ј'1 Ј {..:t' i 

Posle 'У1 !.) i teracija s раrашеtrir11а 

va:>'1 ocena 

(Ј (...)') _") (...;,! ·1 ) ~ о 
zbog 

(61) 

( '1-101 \? (1-- ~'1 )'" 1 М gdв је ~.o /~1.\I"X 1 CTj:-ј,ti) ) ~':+H Ј, а 'т i I зи })rojevi koji 

llе za"lise оЈ "1 i Zi.lc1cvoljavt1ju uslov 0<'-'»1.( '1 <: ivi • Izvr-

S.iшо sada jos ko-1 ciklus od ро ;10 i teracija sta1'ljajuci 

CtJi.Y'oI-Ј - (<')d' , ~='117.'-··1 k';"f Ј'" 1,2./ ... , ~(jo • Tada се vaziti 

ос(ша 

(62 ) 

Us10v 

S1t:di 

(63) 

Vel.icina 

ra i i 

r€C,jlije Ш.l::-:1,сr.iСki: '111~;: О. '1 i (-г t:::;; О. ~2 • Pri i:akvom 1z})oru 

је 

(64) k (6) .-- 0.32 ..... "" 

Ду.,:) је 
(, (' 

C~ ..6..., О.,:: r" 6~ .. <> 
-1 ) ) 

( (5) k (r; '\ ()( О _ .... ( -- -1,.." ~., 

UkЛ;;1i1П bJ~oj аritшг;;t:1С:!r.ih Opt;;r.,:cija роt:!'·::ћпih da Бе norrna grгs

kc (ойло~;t~о os'l:at:<a) smDonji }~~. puta \1 [;.lucajll opc:ratora Л с: Л./Л .. 
г'·" п" ::", г ~ 1 (, r: - 1 ) 

dсr:iZliiЗёы:\~r ~;a (46) ~jcdrH1k је ј<. {~{,'!\ {~'(.1It('; • 
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Ta~no re~enje zadatka (56) па~ао је Jord~n, а navodi ве 

~1l0rnэz!1О i 2i.lto дајеыо krajnji 

• Рсrшulа 

broj iteracija glasi 

(67) I (е \ ,-Ј :1. р.1. 
к со I ,~... је?' 'У>1"n 

( 

Vidirno da rczHltat (64) koji Би aobili Реасеll1аn i Rachford 

[21] Јл'i.ј е орti:n:шlаn ali ј е istog reda vеliёinе. 
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2. REL1\!:\~ZACIONA )\'IE'I'ODA nE::;~\Vt\NJA 

ЕI..IРТIСКПl DIFERENCIJSI<IH 7:AD1\'l'A1\l\. 

Као §to GMO 1stakli и prvoj glav1, ~ 

ya~c':nи, ako n~~ 1 11aj-v<:lZ-

nijlJ j ttlogu pl"i rеНсРЈапјu granl l;nih prob1e.ma za elipticke par

сiј:йпе d1fc:eel1cijalne jednaciI1G юеtоdоm .шrеZа ј.Т'l1ајп i ter;-l, ti у

по metode. Za k~rakteristiku kvaliteta iterativnc metode uze1i 

ато broj aritmet16kih opcracija potrebnih аа ве norma gre§ke, 
,( 

111 osta tka, t;manj 1 р puta. U вlисаји dVO{11mer'::~ione oblast1 

оуај broj iznosi О ({-ој 'СI1 С·ј ) za metodu pro::;te 1 tf;~1.·aci:i е 1 

o(~-:>:, .е"" Е.- 1 
) za metodt1 R1chardson-a i (Ј( -f~-Z ;;'1 ,е.- ( )~ Е "1) 

za metoc1u pror.n~nlj 1v1h pr,'lvaca. U rc\dovir;;,a Фе.дорвнка [31Ј, [32] 
predlo~ena је, zasnovana па sasvim novim idejama, rclaksacio

па ю:зtоdа re~avanja diferencijske aproksimacije roisson-ove 

јеdl1(lёinе u kvadratu ('.rideti tаkuдје [ззЈ ). Za ~;Ш.Ј.nјivапје 
-i • _/,,-1. () __ .. '1) 

поr.ши ostatk.·~ ~c' puta оvош Iuetodom роtrf~Ьrш Је Ul"l\. .~c.: 
G 

аrit:s::эt1сk111 op~.eacija. U radu Бахвалова [4] doxazaria је 

рr1mr::nlјi,rо:зt ove metcJf19, s istom осеnот broja a.t'itmetickih 

operacija, па пlи~ај proizvoljnog elipti~kog operatora s пе

рrсk1(ћ1irа. kОс':i:i.сiјепtiша. АстрахаНЦ8В је 11 [2] рriлн::пЈо istu 

metodu па re:s::l\lanje treceg grал:lспоg рrоћlе.mа. U ovoj glavi 

Се.;"1l0 opisati Шf:'!tоdu i c10kazati l1~Jenи рr'iшепlјivоst па resava

пјс prvog i tJ:e6{;~g grЕшiспоg prcb1ema и р.r.аvоugаопikl1. u slпса

ји ш:;rаvпоmеrn:::: m:r.eZe. ()сепе Ot':)t:.f1.t.ka SB i ~:'vOl\e н diferencij п!сir(t 

\ ',.'".- .ј ,f:t '.) 'Ј L ( ! р /1). ) norIН(:~i!la у. ~ о' i -. (~)) . (О p~r.()s tor iља funk,': i ј i:1 _ "'.:..... , 

<. \.,iS')- [ 1 1 1 prostorima Сабо лева ~p(~} v1deti27 J ). Оео rezu tаtз 

koj:l зе odnosc па осеl1е 11 norrai \'4~"1(ц)) vbjavljen је u [13] .. 

2.1. Definicije j oznake i рото6n! stavovi 

re~ava parcijalna diferonc1jalna jedna~ina 

(1) 

(2) 

1"" ~ ~ -.. ' s~~ ( ",-(х,'1) ~~;~) 
» I ~ ( 'Ј \ ~ l\ ) .- >~ ( <. ;<.,; ," 
о,, ~';' , 

I 
{.'о \ 

r 
о 
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Pretpostavimo йа је iярuпјеп uslov eliptl~nosti 

( З) с > о 
1 

РrеtРОGt:.аviпlО dnlje йа је 1."..1., .е I со ~ С). О !: J~ .;:~ (;,ј, i йа 

Со\. I ~ С. 1 F iшај!.l оg:t"апiсспе раrС1ј;:Йпе. izv~:~,,' ,.ј,). С:\ СеПlО 

\1 dаlјrД1 l:adu ОZЉ::'Сi:'1\П1.1:i konstante. 

Пvсч:Ншо Iю:еZ1Ј (Ј'" (JNtA, :: (:31 х (Ј2. , gde је 
,1 ј .- { у р L 

••• <. xfl .... {.1~! (,),,:: О:: 'јо <. У., < ... < м ::: ... ~ { 

i С,)::; с;}" 'о • Oznacimo -е. ~ :: Хј. - Xi.-1' , 

• Neka је 

k ј '.': Уј - УЈ-1 , 

t:~ ;: i ( ~ .. ~ + -e.~+1 ) i tJ :: ~~. ( kd, + "ЈТ1 ) , 

Neka ј е с, <. 't\>:~:_~J.~~~_.~t ~ с.!) i ..l "" 111 ;:ћ t R
1

) ... } '~N) k
ll

- __ ) k,-\ Ј . 
, -- Yr'\ .. Т, ~ ,t,.. I k ~ 1 

Uvcdimo r;;.}~up funkcija def:tnisanih пп mrezi ~ 

Н:; НnН ". t (AJ~j) ::: (1J(Xi"Yi))! i~O)1) ... ) N ; i::О,'l~ ... )i'-'1 

Defini~imo operatore 

.. t -Н«"Ј,), +("'1),); Ј , u 
ли;: 

·Н 

О, 11;1 t{ 

{ jJ'~.'-)"") 'У] 'ц Л '\Ј ~ ":?, L(;'.)Y у (С. у),! I 

:L1 

О 1 па о 

/\" ~ Л-t1;' 1\1 + Л2.1 -~ л 2'). i 

Operator Л = Л NM::; !\-1 t - Л 2 
aproksimiramo sa 

(4) л 1] = . 
) 

(џ { -(4'\)·)' 
Л';"L V :: 

у i'\ ) 

() I \'\а 

С,) { - UT]o)~ 

Л1:"V 
. с1 Х 't > 

'" 
О nа 

r 

1\ v::;J f'V, 
7. L о 

tJreslikava Н u Н • Z,adatak 

u skt.7.pu Н dеfilliSi.шо sk.;CЙarni proizvoc1 i пот-ми 

( 5) 

} . 

u c.u 

6 

1\ UJ 

(f 

(1)--(2) 

[, е т ("l 2.1.: Opcx'ato1" Л: Н -]> Н је sаmйА:оtl.1ugОiJаn ·i ро

~itivno J~finisan. га njego~B nopstvcne vvsdnosti va~i осе па 
.() ~ .I!\ <":?-

C~ " .'\ ~ -{{'-: 
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На osnovu l'~.l!1e 2.1. mozemo dcrinisati slec1ece norft1e 

(б) 

N01:rnn 

(7) 

а псrша 11'\/11 л·1 :за поrmош 

(8) !I '1} 11 ;:: 
1\ , W~"(<..J) 

Ако је 'V resenje jednacine 

dl'lost tас1љ ј(а 11;; - v 1\ л ;:: 

(4), а :v njegova pribli:~na vre
IIЛ{;··:f II Л"1 •. 

Dokaz је analogan dokazu odgovarajuce leme za dif~rencij

ske opsratore (videti D1J str. 115, [15]) = Predstavlmo оре-

t ' 1 1 о 1 Л - Л + /1 d I Л~" ~ 't- А. !) гi ') 1"11J л ra or /\ u ОЈ:> J.. .. ~и ,,- ;;. '\4 g е Је I\:,v::; Clv~.)( + "".()1)ј.У +1..' У,'1 

а t1 Л/'Ј ucestvHju .џ", ,''\)Х, ,џ '1' 1)T~ i 1.; • Slec1! 

1I Л,:; '1) \\ :;~ 11 Л/lЈ 11 -4 !! ЛL/') 11 :; 11 Л·'.;!I +- с з E-v li л {., C~" Ii Лv а 
Da1jc је 
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Л:,1Ј Ч + 

Р о з 1 е d i с а: 

Pretrost:.avimo аа 8\1 N i ("1 рё.rni broj evi i uvеdiио rпrеzu 

У ~. . о. D " ,'1.\ L 
ј ~ 11_ј ' Ј - ) I 1"') '2.: I • 

S1edi Ј t.c.1s Uvей i~:'"(o od-

govaraju6i prostor funkcija definiG~nlh па mre~i -" ( .... ) 

111 ~ н о. ((" l' '\ . I .г I X I '" / ) \ ! . - с 1 ;'~. i' () '1 ,.~ t r I ! ~: о }. 
I ј -- f~ [~ - :. I.,~. - \." 1. <' 14 I i ј ~ - " ј" • I 1. I 1 .. I , .- • I ? "1) I ~ I 

Ј. l' I 
s:kalarrli proi:zvoc1 i nоrIЩ.1, i opera to:e Л..: Л l!.Ч : 11' --, /-'1 • Ое-

t ' ј ' , "Ј. l. 

f inЈ351r:ю opera tore IТ: Н,·" \ \ .l Р ~ 11" ј';"1 па .зЈ.еdеСi П;:'.Сin 

(9) 
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L s т а 2.3.: Vale nejednakosti , " 'ТТ;;' '1 '" с /1):'1 1. ''; I л ~ 15 .... ј N 

D о k u z: Prva ncjednakost neposredno sledi 1z jednako-

sti (1Т'<: ) - --- ,,' (Т"Г"7) 
",' оГ""')\, 21.'1.4 -, г; х., i,i - " <:,. х I ,-~+1"1J 

!<lj+i. ~':~,;~:.:J'H ':~~J2.:t. ( Ђ-",,: ) . " ' • 
-. 1.," + k ' - 1:-:>)( , q ~t1 , ~J t-.j 1 51. 

\,.,~",' . Ч+'I. 

Drliga slec1i iz prve i iz jedl1akosti (ТТ~ I ,"'{ ) ~ (t,) Р'7 )' е'Ј 

2.2. Korak iterativnog procesa. 

Осеnа u nО;С,\I1! W:;, t (f.,J) .. 

Зета р:rосгsа заstојi sc u s1еdе6ш'1: Ncka тј. uюешо snшлјiti 

ПО1:'1111.l osta.tka I\л I 1.Ј -- ~{ н W;1(w,) i-.., p11ta за С). (с. о > ~ I ~ ) 

ar.1. tIпсtiСk:Ц·\ operacij а pri proizvolj пој funkcij i 3 Е. Н I i 

рrОiZVОlјПQј pocetnoj 'J'redno::;ti w Е Н' . Korak i terativnog 

лv о ":1 1.. р}:осееа ko'~ зс srn':Hljl1je попrа ostatka 11 - 1~ (\.J:;,'I(W) ·tJE
o 

puta (i)·t) sa5toji ве iz tri etnpe: 

1. VrsiIno 'W\ i ter'1cija ро t;оrП1uli za prost1..1 iteraciju 
{2 

't':: 
с.1-

(11 ) VO 

11"'" ) k", ()/ 1) .,- I 'т - i 

Oznacimo 
I 

2. Nalazl.:ilo pribliz11U vrеdлоst 1.1.1 с: Н rei1enja јеdnаСј.ле 

Л';~ ": p~ koj а zadovolj,'tva uslov 

I л I С. 11 А ,~ '1 Р '! ( 12 ) I i \ .1.1.1 - I ~ \-0,; 2:1 (ц), )'-: С с") I Ј Н\{;: 1 ((.Ј') 

Ро на.Бој рrеl:(юstаvсi za оуе nаЛ1 је (lovol~~I10 

aritmetickih operacija. 

3. Intе:r'f,'оl.i.rа:rю f'Hnkciju /((} s rпrоzс ,;;ј' па иrеzu (.Ј , 

(1.3 ) 



-22-

2.3. Осеnа sшаnјiVflnја ostatka па 

jcdnorn ko~uku itгrаtivпоg procesa 

Neka 8\.1 ј\р (p"-',L, ... , (N-1)'U'1- 1)) sорstvе:пэ ~/rednosti оре

rat()1~a Л , i 'I'P cdgo'!arajuce sopstvene fUnkcije. Neka је 

О <. е <. '1 • 5.;а Н ~ О:;;;Шlсirnо plxlp:costor linearnil1 kошЬinа-
I!Jf 1\ 0"'1 1.'1 cija оn1ћ т za koje је Л р :;:; ,-~;; " а за г! [) podpx:ostOl' 

~& Р О 
liпеаХЋiћ koblbina.c1ja pi-соstаlЈћ '{! • Fi.шkсiј е i z Н е то-

i 
zеша t1s1ovno zvati qlatkim, а fнпkсlје iz Не oscillljucim. 

Poka ?:.1.Сето da :~;,~ u prvoj ctapi i~ cra ti vnog procesa {,)1 tno 

этапјије osciluju6i deo ostatka, dok ве u arugoj, zahvalju

јш.5:!. fJl:i.skost:i. g1atki11 sорstv(шill fUl1k~ija operat.ora. Л i Л' 
(i ј ec1i'\e ј. d:t"lJtjE:~ 511 aproksirnacij е prvih SOp[;t'vel1ih fШ.1kсiја 

difercncijalnog operatcra L), llitno smanjuje glatk:!. део 

ostatka. Ти ее nalazi j.zvcsna analogija в relaksacjonom meto

dom GЭ.uss-а i Sou'chwell-a (videti [34]). код nje ае па svakcrн 

kоrа3ш popravlja vredГlost resenja "., u je(lnoj tack:l (X~) УЈ) 

i to tako da 20 pri tornf..! pOl1is,ti, 111 sblanji, nајv~ч;а kornpone

ntil ostatka и.·1] - ~)ч • Kod ra:7;:matralle mctode glatki де.о 08-

tatka pos1e p?:'ve etapc prec1sta',lja U drugo:n, spektrfJ.lnom, 5rn1-

slu l1ј ego·vu ј',,,,:ј'Ј'(;;СU kO:-:lроnепtu. Ova k.Оl11роnгntа se sj'~;,anj иј е и 

drugoj etapi. 

Hazvijmo l:ocetni osta.tak рс si:;temu ftшсk1ја ~) р : 

Ociglc(1nO је 

Л 'Ј о _~. : 'f =: ;- d.!, ~ Р =. i: Ј. р '}Ј Р + L <i Ј> f р "" 'f о... (f 1 
f '!I?с: НО I '2. 't'f~ Н& 

\\ (f 111. -. {:I "5" .::':..t... _ 1I и)"1 '1. +:1 (;,'1 !I~ t 
НЛ'I - r 'Л f - IIТI,,-1' I л-

- Л;ОЈ ~\ - f' ., (! - (;с' Л )11\ (Л v 0_ t) - (1 - 1:' t\ /11 се ::, Dalj~ је 

gc1e је 

• Та.сЈ.а ostatak 

u o})liku 

(14) 

:! ,'1 \/1 -р \\ ' . Н':;1Б ci 1ј ј f~ da oCf .. mir1O .0 1\. - Т ;;\\~':',I)' odnosl1o 

zbo<) L~ka ~~ <:ш,} ck\1 i vaJ. еп t!"10:3 ti rю:t'г,1.:i .• 
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1. 

(15) (
11- LJ \~)1 
, ИЈ 

н (r) l' 
ji '1 ! л--'I 

2. 

(lб) 

+ I!f(l!л" ] 
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Sli(5:r,o dobij ашо lj "ОУ ,.'\ ~"" ,\ 1.,' -' Л~.,' "f \," '·".(1} "', ) ~ о jI {Ј.\ I ,;- '1" /'/ ''УЈ l[ 
" о ... ·' .:... '7 -:~ <':'2.2 -"\,.1 11 '~j I {I Л . 

Takcdje pola~e6i od 

(, i 
+ (". 

I,~ f 

dobijaroo 

,~(~ vV .' ·~/' t_,. ,!.Ј .,... 
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(18) 

Iz осеnа (15) -, (18) ао})! i ,;tйо 

( 19) 

'1 • 11 • "А-\ i 

Uzтпiмо r.eko t ';> 1 ,i, од.rсЙiоо ;1.,2 uslova 
~~·г:;,~" 

v" -'f '~,1" '-. <о ..... 

:) 

(21) 
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т е О m а 2. 1.: Za mogu ве odpediti b~o-
. . "'" • с l' . . .1 -:. k ,.., ";.. •. -/ tl е V 1. '" .~ (.: (; :1 <. 0.7 '''' ;.: а 1) t. ;3 е о а ....Ј О е Ј -& С 1.-Ј с п а "'" а р СП" в -/- ,} а /.- r! е 

ii((Ci'>cnaijQl?!e je(.!na:l-ilLlЗ (1):1 /(.Ј .е1 i C,~ .Ј Cs , tak.vl: (lп :'(l::ri 

nojednakost (21). 

Dobijen1 rezuH:.'lt шоzе se preformtl.1irblti tako da se Шl1е-
I '1 л\.r 1 ., jI 1 1 Ь' . sto осепе .1:,!:'I;;Н ostat.(u. I V - '1' ,I\'Ј; (М) С,О 1.Је осрпа rЮl-те g11 e-

ske !\ I/"-'!Ј н \.\111(,) • U tom cilju p:'L'etpoctavimo d.:l urr.esto (12) 

slede6~ nejednakost 

( 22) 
. л,-1 '1 11 ",I]":~ 1\ 'fJ~(W') :" И tv - Ра I wi(fл)') 

Tada 60 ве promeniti Damo izvodjenje осепе (16): 

\\ЛП/tv~IIЛ"1 "" 1I1Т-t\}~l!л~: e-15i11.V-~НЛI ~ c.1s-(II·.I)"1_Л'--IР~fIiЛI + 

f ) / јl 1 л,-ff" '1)1 АI··'р·1 I ) <. + а Л'. ГJ~HII' ~ C1S (СН ј 1iJ - l' ~I}.~(&:;') + Н (\ d I л' .... 
1 ~ 

~ С 15 (C11-l:o /iN- р3Iј\ ... ·2~((U') + !!ЛI-1РЈ11Iлt) {: CfS"(C'f(,Cf7-GО НЛ' p~ IIЛ'+ 

+1\!(IРg1!1л,} -:.: C1S (C;6C,f:,tEo UђЈI!Л'-1 + IIf\j-lIlЛ I - 1 ) ~ 

<. (' 2. (с. ,- ',:) '1 Q \' + \\,~ 41\ ).(. C(~ [с1 , С,., СО -+ (-1- 8)1'11] 11 <f 11 л-·ј 
.... "15 \. 1:; Lц. ,-." 1, d \ Л- 1 11 d '1\-1 .... _ .. ~r 

ZШ1<Н, tаkойје dоЫј;;нrю осеnи (19) odakle sledi 
Н 1('.' '(1 \1 Л :'~ [<::'Ъо Е. о +- С:'1 (1- е )~'r\ + С·И .. Га"] н V b .. ··V 11 л 

i 1 zl:юg еk·V).\ТёЙеntnоsti normi 

( 23) 

Odl-edjujuci ео, е i 111 па poka~~;::\n1 nacin odavde dobijml\o 

(24) l' у" '"~'I ~ I - v • '.Л!i,(<Ј) ... 

Na оСеvidап. ndcin зе ню=i.е preforrnulisati i teore.Ilia 2.1. 

2.4. ОсеПи broja С).ј:;i1::шеtiс.k111 operac1ja 

iЧеЈса је 1:.>1 сео broj, 

stante. Роnаvlјајпсi -[ puta kO:Ci1k itm~acije mоzешо S!nanjiti 

по'.!"'-'.)." 05'1:-'" 4.··.k::> 11 Л'I о f 1: 1 ( .. 110 -о "'~'r 'lU gre?! 1- "\ Н V Q - '1) јl.,. i '(.-) -, .... .~ \... 1,"- i \, \'J~ (t.lJ) (Ј:..:: ~ 1~'_:~' ,:).\.~~" • 't·-." .. " 

~ puta. Za izvr~enje svakog koraka potrehno j~ по vi§o 
<;; ,) ' ..• , (. ~! 11 ., ~ 1 

од 1: r.. !..:.. :.).L С. , .. , 1:. ari·t':lctiCkih O",.,eraci-j l ,1. V~llcino. 
,:\~ \. с О) 2. ) ~ r ..'; (, 2 ;~ Ј. 

(' [{, tt 
-~'" ? .. ',~ ,~.. ~ 

~cenjиjc ociozgo 1Јl:0ј operacija роtr;:;п.'t.ll za 1;·~

',t.eracija р.:; fоrrrл1:L (11) i odredjiv<~~).~Je Ра :1. ·Л:\!.':. 
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N {~J ] 
1 Z 

(25) 
, 1. +. '1. ) . +- -' 

Ijl. • 

моz<.:шю smatrat:i da j(~ 

jer :парr. ako c1iferencij ski za{}iJ. tak па mrczi (Ј (:~ /.\,., :cesa-

v'ашо Gal1SS-ОVО,,1 r~1е'tоdQrп (;;( (F,"I H('IH~) nе zavisl ой Е. ђ ~ 

Ntijja.ce [>0 роr.еtkп осеnе k:1ёi ~->oo dobijaju ~H"~ i~l (25) 

za -С-.:2 i t ~ :) 

(26) 
f) C!,~ {: 
\.с'(, ( Е. о Ј N ) ('Ј\) ~ !1-:-Е- N 1'<1 

Za је 
1 ~ N~l С')' .,,-2. 1) n- 1 ) Q. (1:0. ('-Ј) "") ~ C~'I- ј' + с.:>ь 1, l' ::: "'\.,"'" ..-{.m..r,,,, I 

t'· ~ / t ) '1 ~ С ..{ о ~ {:) 
а za 1'1 је Q,(е",.ч 1(-\ ) ~ (с.:'ј- l' С-,!,ь NoN D :Ь~~ t :: О( .;" 7. 

Ako јС:'! norrt1u ostD.tka (o-i.1ЮSnО greske) potrebno SfПаГlјiti l-
puta, [~. С:, tada citav postupak ponavljamo \ ((\Ј:: с. \ puta, 

(';'0 

ра је broj potrebnih ~riti'11etick.ih operacija OCf .. ·2..·CYlC- i ) о 

2.5. Tre6i grani~ni problem. 

W-1 
Осепа u normi 2. (л)). 

RaZn1atrr,'110 sada u p:1:-avol1gaoni.ku Q jednac1nu (1) s gra

пј.СпШ uslovom 

(27) 

Ovde је }I spoljna n01.T1ala па f" • Za (~(.'(., '1) pretpostav1mc 

da је ograniC(H1o: о <. ,]Је' ~. dcx,y) (. -;?, ' i !Ја irпа оry~~апiсеnе 

prve p<:4rcijaln(~ 1zvode. иа Г.Ј! \.7.::l;2io ana1:)g l::;ше 2.2. p·.cetpo~· 

st1'l'Ј:!.ИО jos (lа је 

(28) 

" ~ ~ м Ј r;pe-at \~-Ј "~ џ 11 1'" I • f • с, А. _\..: ,- ';: 

) 

r dovoljno malo, tj. 

о :(, ,s <1 

i promex'J.i .... 
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-(~Vy)fl, Ч t= 1,'1., .-. I N-1 . , 

i.:: N 

i=o 

":::: О 

t::: N 

ј'" --1 I " I ... 1. 

ј ~ r'l 

,ј =- о 

,ј :: t-\ 

М -1 

--(gvy),x,oi > i:::o - ((~ 'i) У ) х I NJ 
I 

~ '-' N I 
ј:: '1,1.",./ М-1 

- (~'1)'1) ~ ~o ,. I Ј ., () - (I!-Vy )х, ~t-\ , ј - м . i. '" 1,7. t''', N-1 
4'" I 

i,= О I ј:= О (~"IJY)Xl0M t 
(= о I ј= М 

t= N Ј>: о - се'!.))" )х,нм i:: N I Ј 
:::: м I I 

Analogno ве defini§u ЛаV i Л l.1Ј zащеrlјuјu6i raesta Qi ·с . 
i Х i У • 

(Л1.'V)i.j о. i\';Ј ч i=O,f, ... ,N j::o,'t, ... ,M 

SkаlаПli р::,:оiZ"ilОЙ i norr:'\u dеfiniS01:Ю за 

(29) 

Vaze anaJ.o.zl lЕс~шг. 2.1. i 2.2.: 

L е т а 2.4.: Ope"!'atop Л: H'-~ Н ј е uamOk011-7ugоvаn i ро

zitivno definisan. Za njegove oopstvene vrsdnosti vaEi ойвnа 



(Зо) 

(31) 

а norma 

(32) 

-29-

(V'"!-1A.!J.. 

IL 1Al]1 wi.«<I) 

i anaZogno u ostaliт ta5kama. 

D о k а z: Opera tor Л рrеdstаviшо u oblik.u Л - Л-;; -1- Л ~ 

- Z.e <'l)",,<, _. cv--') '1 У ('ј 

ostalim ta~kama, а u 

\[А:,'11]1 ~ Ir.Л>'џЈ! 

za , Ј '" ~ 1 '1 I • • - I /1- 1 , i analogno 1]. 

Sledi 

Л'i 1fl1cestvl1jil 1.1)\, '{Ух) 'Ј/УЈ '\Ју i -V • 

+ Н~Л~ 'Ј]! ~ ILЛ1;:!l +- (:1Z.If.ctJJI,\ (~ Ct/'S![ Л';ЈЈ\ • 
Оа1.је је 

. " ., 
11 /'\ -1~' Ј 1·' ;..: 
Р.. ",.Ј I 
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) -. 

, gc1c ј е 

r ) trапsfо:с,п:lsemо па sledeci nacin: 
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н 

.1- У k. г / d с \. , 'LY. 1). . +- (r? ( )... . v . l1j _. . ] 
'~.:" I L. \... I У'nЈ '-'.Ј' '1,01 "" '/,IJJ ;'Ј"! М,ј 

ој" (- ~ 

+ ((;\" \Ј . ~J . '\] , Ј" -1-
" X,Lt·\ ,~, Х,с;1 

н 

Г :; 
. 

k· '-, ,... 
,/ C~ l_ ~~,-~ 

.(1 ~ 

I, --
'1'" 

N-1 

-t) с . V -Ј . 
. 't I ОЈ 't I ,~,j 

( ,v. 2• 
, LD 

+ (г) а.. ) -. ·и· 11 -. Ј! >-'-,."' х f l ,'-\ l. (Ч '"' х, l,"" f r 

-+- 'и,?" )Ј 
Ч"I , ) 

+ ?~ t l С Qi.1 ei,o 'I)X,iJ.)i)x~,i.u а р -1Ј.. АЈ .. ,,,-· ') .Ј.. 
i.ft-"it·\ х,Џ-1 'XI<,l,-ч' 

t~1 ' 

+- ((Л ~~\ v: -/- ,~, с 'Vy2. + .?;'- 1.\ 'и У - с:,Ј,е 'tI!}x -. d Д Vl! у + 

+ (- .,}, 1Јх"}. - 11 (. 1J~ - .€2. 0x ,fJy -#- (;ЈД 'r) '1} х - <1д '1)1/,/ +. ~ ··v ~ ) О,Ч 1-

( 
() , fJ :1 /)2 ,) )/)., f ...)ђ)I- +~J1_,,1' -t. + .' с..>:., их~ - '''' CIJ

y
' -- у:, 1))(v't - G --'<> ".) 1 Х '1- \ј /0) ,t 'Ј У '" v Ј N () 

( () v'" о ,~,1. f)1.lJ 1] .Ј(Ј ЈА>- + ....)iI .• t • L G):>"~)' 'Ј -+ (.t.-" Х + '-' с ',Ј у i· \1 1;;: '/ 1- со -·Ј -1 V Х C;>"<,,'v 1.1 У 'Г u ЈЈ Н 

., L 
-!~~~'/'J\_ 

,. t. ~./ r 

С.,., ,'1 " _ ~)y·t~,::. 

"~ .1)'Н ..Ј. :ј ·~)'t,1 Ј 1. ) .{-
~y 1 _.'ј .. оо 
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12 ј cdnakost:i I 

( ,. у) 
l\ ;,/} (:<:1 i (X N ! УМ) izrаzаvалю 11)( 1 1Ј у i zamсnјtlјсшо u 1100 

+ (_~(l.C __ cd2.V 1-) + 
а..с. - .е}- IH-'\ 

+ 2-<~ tN ~o 'liX;.l '\J~9 +- с: i<~- V;9)] No + 

-- z-fo t N ·k,..\'1.)~Si ~)y9 + с. i<:, '1}~9) 1 NM ::;. 

Iz lzvedenlh осеnа sledi 

+ 

С,(,1( I r ] I ;. .-,-- '~ Л '\Ј 
t ... ~ 

·1 • 
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Stavljajuci 

odakle slcdi tvrdje:n.je lетеli;!ј 

Као и slucaju prvog granicnog zadatka uvodi ве mreza 

.-1 --
6Ј :; L<) t! В 

:1.. ~ 

, prostor funkcija Н';;: н N :' .- .. , 
,- 1.. 

, opCl:ator 

i operator П . ц f .0. Ц , . . • "',1 • Operator р тепја ве u granicnim 

tackama, tako да y~~! jednakost [ <: р ] / [ .,. ~ ) '1-) ] 'Ј) 1] ::: 11.",) {_ 

i simctricllo u ostalim tackar.18. 

NepoS1:edno ве pl'overava da vazi аrшlоg lel11e 2. з. : 

L е т а 2.6.: Vaze nеје(/.наkоэti l[1Тl,ll л ~ CSS• )[.;]IЛ' 

i 
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i !;;J,.icno za (.-= N • Zato u razvoju [Tr Л~1 ·ttТ - Л'Н ТГ"!·if 1 "1 ] 
dobijamo nСУС ~lanove 

koji S~ ОС(;:!llЈнји sa 

AnaJ.ogno se осеnјије [ тr л~2.1V "- Л2.'Ј. lТ AN, "7 Ј dok зе осепе 

za ITr л' 1.v -- Л Л',w t. 1}. "11.) ГУ! ] i [тr Л~11V •. Л:f.1 тт 1.v > '1'1 ] 

sko:r.o direktI10 prenOSp. 1z р.2.З. (sumiranje ide ро cJ.tavoj 

oblasti сУ). Prema tO:r1e vaze i Цlыlоzi ссеnа (18) I (19) i 

(20) odakle sledi da za diferencijsku aproksirnaciju tre6eg 

gran.l~nog problerna vazi 

+ 

т е о r е т а 2.2.: Za sva:k.o t >1 mogu ве od'l>editi ы'-
jevi 'Н1 i (';0 ~ koji zavise оЈ ·t .t koefiaijenata pal'aijalne 

di!rJl1 e'tzaij а Zne ;ј ednaiHne (1) Ј d (х, у ) J.f1 .) -€2 i C.l1 Ј Cs-

takvi da vaJi neJednakoot 

(33) 

оаnоnnо 

(34) 1 f +~~ IГ vo "ЈI П, V -vЈ W:{(tv) ~ -Је., IL ~1J .. lwi((.V) 

Iz teore.rae 2.2. sledi да i za difereJ1c.ij sku aproksimaciju 

treceg gra11icnog problcma vazi OCf~na broja ar:1.tmetj_cR.ih op€!

racija izvedena u р.2.4. 

2.6. Prvi grani~ni problrnn. 

Ос:еl1а u по!:):.:!. L:t(r....». 

u ovom paragrafu 6е,,\0 pokazat:.1. da зе kcri!3cenjC'lТi tаСrliј.гg 

oper~tora interpolacije ~oie dohit1 analog осепе (21) u ja~oj 

nоrшi 1-;:,«'))' 
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I{aZ1notT .1то pOnO'IO gran1cl1:l p:roblerl1 О) - (2). Radi uprosca-

, tj. 
ћ 

( 35) -t (х,у) 
1<.30 u р. 2.1. uvedir.1O шrеzu 65 , prostor fнпkсЈ.јд с1еfin1SЮlih 

па П1rеzi Н , i (1if~~!:(:O;J1Ci ј sxc operatO.r.e. Nas zad<l t:ak сепlO 

a:r-соЈ:simirаt;i за (4), gde је Л 'С: Л,11t Л'а + Л,. • MreZi.1 {;] 
{Ј __ f 

рrоdl1ziщо r;Ј.:rпс.triСnо preko granice (i st:avljajuci е{,о- ''''ј , 
f) .. 1I / I ј .' I Х - _.(, 'Ј - '>! + 

··;'~i'.Ј.t-.t·- '~" N 1 Ко .-:: К" , i(N·~ 1 .- К ~4 '--'1 -. 'о I "t-/~1 .• "'" 

() ,; - - k i У - У + (" FunkciJ' е + ·v...N+.1 ' 1--1 - о ~+1 - М 'Н+-1 • , ~ 

1\)" .-;.- (V'.i ) Е i{ рrоduZ.i.rпо preko granice ncparno, s·tavljajuci 

'V.
1
• Ј :.:' _. 't}ч· ,'!.JNf1 .j :::.:"" ''lTN - 1i ' '/Ј i. _., ::: - 1/ i.1 ,'и ~, f'.1t 1 ~ - 11 i., М- 1 

Naj zad, ftШkсiје С.I.. i с. procluzimo proko gran1~e parno, 

stavljajuci o....."-i ':: <;1,1/' CJ.. N -I-1.'::: tЛ N- 1) it.d. 
Pored ranije uvеdепiћ norrai uvedimo јоз jednu 

(36) I11)НЛ' .- I/Л'V!I 

Ocegledno, vazi sledcca jednakost Н 'lJ "'~ 1) 11 Л"2. ~ 1\ л:v - ~~ 11 • 

Iz lета 2.1. i 2.2. sledi да је norma (36) ekvivalentna s 

nоrГilоm 

(37) 

u dаlјеш radu bi6e пат potrebna slede6a 

L е т а 2.7.: Нека је funkc'i.ja 

cи,:~:,: {о::: Х '" ,(о Х '1 < _., <: х N =: -€.(} Ј i 
(~i) definiaana па mre~i 

t: o ;:: г;N := О • Тај,'д iJ:~;:ri 

1zej ednakost 

( 38) 

D о k а z: Razmotrlmo sistem jednacina 

- ,·1. ~ -," f'I.., 1 
.- -~ ','- I ' .. '.. /"' I.r· " "'.т t , 

i 

(i.ricleti Г2З-: f str.42). Ind.ukcljom dоЬ:i.јшnо .. -



odakle sledi 

Analogno за осеnјије [;2. ,odakle sabiranjem ЈоЫјато (З8) i~ 
.-f 

lТ TI~ " LI/->.. t'~. Sa 1 ozna~imo operator I [1~T definisan ва (9). 

Dеfiпisiпю takodj е opera tor lТ,', н Ј --)о Н па sledeci naci11 

(39) 

Lako ве 

(t-7>lj) ~ (~(:< > УЈ )) polinon\ prvog stерэпа, а ТГ]~ ako 

је l ~Li) polinoxn drugog stepena. Definisimo takodje оре-
rator ~: Н -~H' па slede6i nacin 

(40) 

06:i.gledno је 

L е т а 2.8.: Va~e ne~nakoeti 

, 
1. !I л' 1~ '? п' t; НА,?/! 

( 

D о k а z: Iz јэdnаkоsti 
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-. ;; Х>( I i.-1, ј ) Ј 

sJ.~di 

(41 ) 
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Druga nejcdr) . .:tko~t sledi 1z еkv:t'.)·d.lепtПОGt.i nОrЛI! Н Н л'1 

i \\ 11"1;("'-') , i 12 jedn.:\kosti 

(r"~)'1IЧ 

(Fo '7 )'Х>?IЧ 

:::: 

1') d • • 

1 х I ?-\"'1, <'Ј 

(Рс)~)Х'lIЧ == (X't l 'LI.H,ZJH 

С Р. 'у) ).", " ::: _-: ___ 1 (k.. 'I?-л. . + k .1'1_" .. +- k 1- " \ 
Q ('I'I,ч 9(1<. -f.t( .) ~J+2. {yy,H'~JH Ј. Ч (уу,2Џ'd )·Ј»1 lуу 'lџ.~--1,! 

~ Ld--1 2d+1 1 

Korak iterativnog procesa је isti kao u р.2.2., ~aтo ве 

umesto norme W;.It(w) svuc1a javlja norma L2. (L..») • Ostatak 

Л \}-1.._ :~ predstavicemo sada u oblik.u 

(42) Л~~~::: ~~-ЛlТ~_~}~+(gО- ТГ1Рс.d,,)+(т~лIА4(!"- Л rr?_W"°) 
Ocenicemo роэеЬпо svaki od sabiraka \1 (42). 

( 43) 

(44) 

(45) 

1. 

2. 

1I~{/lL~(Ц):=' 11 (I-"СЛ)'m Ч"1\ 

~ (It.- е ) 'm ( 2:. Ј.. ~ ?7. ~ 
'V/'(~ Не 

11 л 1" .\; '" 1 /1' ) ~ с s.o I! л I t, .. t 1 Н, I ') ~ с ,_ ~ ( н л 11<1 ~.- ~ <;!1 Ii L. (1.) 1) + 
(\ '~ v L1(t.J '" "2.,,,", "''' , 2-

+ \1 Ре> ~~ 11 LL(W'») ~ Cse ( [с 11 f~ ~ 111.1('->') -., Н Ро ~j 1\ L,(CJ 1») (. 

~ CS './ Css (со 11 ~ I!L
1
.(I.V) + iI ~" Н L2,(CЏ) ) ~ с.:>-1 CS & [Со+(1--О )''''Ј I\te I! L~·>-) 

3. Iz jednakosti 

1! () с iI ~ 
\ ,.1 _l I ( .• " 

.... Ј "'ј . ..;. ... Ј ; 
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4. Iz jednakosti (41), kao i iz 

(46) 

i 

(4"7 ) 

( 48) 

Poslednji С1.аn se йоЫја iz pojedinih сlёшоvа u (41) i 

(47) za L= 1) i L =. ~ :1.1 sluca~ju da је ,~]..9.: \ + о izraz 
,~X ~.""O 

0.' , .. (] I . 

0...'" . == _"d __ .,. __ ~':'!..·J. -. О ве арrоksiшirа ovaj izvcd, рз. зе napr. 
)I,\CiJ Z 'f;,:~ -

rI / о • - .... ' nе moze oceni ti за -R I ~~~ I \.Л."I~d <л~,аЈ "2> х" • 

Аnаlоg!:ю ве осеnј1.lје 11 л 7,1. lT,.-w - Тi~ Л~i. ",џ 11 L .. CLJ) 

Najzad, iz jednakosti 
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ltd. dobijamo 

(49) 

Iz доЫјеn1ћ осеnа пlеdi 

(50) 

Iz lema 2,1 i 2,2 slec1i 

(51) 

(52) 

{, I I "ђ. "Ј 
~: С:;'2 Н л' Н) I!' It [ !I лл t\,' ,!' + 11 (Л~f Ai"L '" Л;_2Л~11 ) ,.ч; /) I ~ +-

+ /1 ( Л~1 Л~ '''', II~ Л~i ) ,,~~! !!' '/1 -~ /! (Л':2 Л;, -- Л~ Л~ј_ ) ,.щ'lf I f/J. Ј 

Iz 

+ I ... 1"" '", '1 , t I I 
Cl. u С х "l-'1 ј фЈ х 'У'( i,i + Q.i.i С у" :: {V" vx'" i.i '/-- (("\С _-", + О," СЛ ) " 1{)',", 'Ј-

~ /'~ I ~ а I \Ј (" I ~ »>< Х' х LJ у,/ I Ч 

I (\ I I ( I I 'Ј \ ' 
С\" , с"'' '. ~I~ ,1, п" С ... ", .. 1.', _ " I ..... ~ +- 11, Ао -" ") Х (1 '" [-+'1 ' "" \ј " ,.... ~., , ОО '''~,' "х\" """;:'-У 'i" ,"'",' '., y,;i 

/ ~ I I '1/ I л I/'Ј 'Ј" ! i t', 'Ј '..,. Х y,~! "1 "А" 'q 
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( 54) 

(55) 

(56) 

Iz ocena (43), (44), (45) i (56) sledi 

(57) I\ЛV"-t!lL2.(tV) <-:. [CgSfi +Сgс,СО+С&'i. fб ~~Сg&С1-е)1'.11I1ЛV:''\I!L2.('СI} 
t:Г;' 

Uzmimo neko t >·1 i odredirno со j.z uslova C~% Е. о ~ ~~_:. , 

, tJI: 
) .... 0 iz uslova Св.)" \[0 ~ "'1-

'м tГl 
iz uslova Се,& (-1- е) ~ "'10 

(58) 11 лv.f- ~-II L2.(CJ) 

Uzirnajuci u obzir jednakost 

*'7" 
1\ \ r.:'e ":" () • 

, <:] 1z uslova С,._. ~ {. -,- 1. 1'1Ј 
'...... 'i 

• Тада se (57) za. R. 6 h(;. 13"''0<11 п.:.~ 

t r;;- 11 Ј: \, о .р l' 
~ V<:'u I (\" -'Ј .1 L;?,. (с.Ј) 

11 лv- ~!I L.z(W} =. !I v·· 11 I1 л"i.. 

i ekvivalentnost normi 11- \\1\1. i It· II\Ј 1:('''))' осепа ost.atka (58) 

ве lako moze transform15ati u sledecu осепи greske 

(59) 

Na taj na~in је dokazana 

т е о 1" е т а 2. :5.: Za 8vako 1.? " mogu ее odrsai '[;i Ь'1'о-
• '. 1: .' {I (а 1" ! ! ) k •• • d t k Ј ev't- '111 >' ('''0 't- .~" О nоено 'о -z,' ,', ОЈ" .:at."L.oe о .: ~ Ое-

fiaiJenata pa'1'ciJaZne difcrencijaZnJ Jcdna~inc (35)~ ~ Ј 1~ " 
r: - l' d k} ~ р ( , А t, \ ! • 1-. '1, 1-.'\.. ) 
~-J! ~ {'$.' tat(V1.. .а za GVa.O .• ~:::::.>'\.:> ОС:nО8r10 п·}- I\lp 'l, ('\.; Il y 



va~e nejednakosti (Бг) i (59). 

Iz te(.'~::e1;le 203. slcai va~~c:m:i(: ocen(~ broja ar1}cT:H~>ciGk.ih 

operacija izvedene u р.2.4. 

2.7. Trcci grani~ni problem. 

Оеепа u r~~)Ј;.·:.тii l?. (r,,)) • 

u OVOlТi раrаgrаfп 6ешо poka~~;;~ti йа ве rezu1t:at:i p:CE:,tho

dnog paragrafa точи preneti па tre6i grani~ni problem. 

Razmotrirno jec1nadinu (35) SR tre6im gral1icn,irll t.cslovom 

(60) 
d{-t ' " d (,( , 1 \! -Је) ~(X У) --- c.os()) ,,) + сех/у) '-::'у- u,::;'('V) 1) + (5 х/У ЈЈ.::; О 

I dX) 0', 

Као u р. 2.5 uvedin10 Нlre~u СЈ , prostor ftшkсiја dеfiпiSё.11i}--i 

па mre~i f-l , i difercncijske operat.orc. Z;;;Hla.'t.<lk (ЗS) - (60) 

арrоksimirа.Сешо ва (4:), gde ј е Л = /\.11 + Л'п i ;\2 ) 

- :!. Г(а:\Ј;;;)х '1' (6..Vx )X Ј i= -1, ',-" I Н-1 2 ~ I cl " О) '1 , ., I 1'1 

1. (- .~?i-!~i 'l) . + с5.. v .) i:= о t a \ Z .~,OJ "Ј Об ~ 
.:. О, 1, ., Ј 

('1 

,ј (Q,N-C,i -t 0,11 ј ,. ) "Ј \ . N t
N 

--~'-"" '\.:}Џ'i + c?t:j 'С/Iј) 1.- -= 

. 
(!, 1 i'" м 

~ .' i 

. 
0,1 N ( ::: : ..... I 

t. ;: (Ј/1 I _ .. ј N 

t~ 0/1 !. "'1 N о, 

Mre!u ~ produ~imo s1metri~no preko granice, kaa u р.2.7, а 

takodje furlkcije C}~, с. i d • Najzad, fl1.!1kcijc 1) '" (Усј ') f7~ Н 
produ~imo prcko granice stavljuju6i 

л'и v-,,~ == - i[(CJ..\)x)x +(0.1,\:>: Ј оЈ) Л'ј\Ј Nј =" t [(-:1.v;(); 

Л-n."V~о" -1[((1\;)-; +(ct\)Y]ic 1\'22..1.)('1"::= -1 [(C'\.)Y)~' +(("'~ \,,·1 
• - t.- " f ~ ј l""'\ • 

Sledi ~ 

(61) 



( 62) 
11 __ О 

11 
C~1 ·1 С јО 

1td. 

Ope:ratore iпtеrроlасi) с ТГ1 , Пl. i ~ uyoc..1i.r"o kao и УЈ. 2.6. Ро
rcd normi (29) - (32) uyedimo jos аnаlоg-з norm1 (36) i (З7): 

( 63) 

(64 ) 

gde је, s11cno kao u lerni 2.5. оznасеrю 

itd. 

Vazi analog leme 2.8. Fоrшulе (41) i dalje y:~?~e. Za l::. () 

prva od njih glas1 

\. о; ·11 '2.. I - .. о· ) N ·-1 

{ ::: О 

Va~c analozi (43)-(47), s tim ~to (47) za g1a5:1. 



-44-

u pretposlednjem silbirku zаm€:пiсеmо ых,"Ј , A.Jx"!}li 

i 1u у I i,~ па sleueci nacin: 

-~ .. _~-
о: . + c~/· 

ОЈ '1& 
itd. 

Sledi: 

Prvi sabirak ве ocenjuje k8n u р.2.6 ва (5" 

sе осеnјцје ва СЭ 2. .f-.I[Л"I!;]I' , а treci ва 

1Z!y i. о , , 

Prerrta tome, Y8Ze i analozi OCetla (56} i (57) 

odakle sledi да za d1ferencijsku aproksimaciju tre6eg gran1-

cnog problerna (35), (60) va!i 

т е о 1" (~ т а 2. 4.: Z а fj 1) с1 k о f > 1 т о g u 8 е о d l' е си t i lЈ'':Ч) ј е V 'i 

1'rl ~ С" i -(" (оdпо::що Но i f'vl 0 ) koji zavise ccll: 1 kое/iс":,;[егщt:а 
.• 1 ' • f .. 1 • 7 ~ • ( ~ r.:) G' т. \,' .{ ,( • ,-. ,.-

pali~1,..Ja ·nе й1, epe;Ц~1,<!a:"ne ,7е(.7'1(и,1,nС ,1й;) '(Х,и Ј -,и -;.. 'Z- '-"'ј Ј •. ::; 

takvi аа ZQ 6vako 

Kosti 



-Ј- "..' ...... 
1, ' . '" t l' (6Б) I[ Л'Ј~ -- 1. JI, ,., .- -,1.' IL!\~ - Ј\ с,),с( . .Ј) ~ '{ (.", 

, ~- 1. \. (~ .... ) 

i 

I[ у'\ -- V 11 \.J~(.'J) 
t k _. 

'Г\Ј':> 11 (66) ~ 
1", 
V С. " . L,: ·-1;. I \\'.: ((~) 

Iz tеоrеше 2.4 slcdi va~enje. оссnе broja ari trretickih 

operacija izvadene u р.2.4. 



З. РНПШNА П~П,ЛКSАСIО:~Е ),ШТОDЕ Ni\ RЕSАVIШ,Л:: 

DIFERENCIJGKE POISSON-OVE JLDr~~INE 

U СILINDRIСIЮI1 КОО;ШINАТNО2il SIs'rЕИU 

u оуој glavi ве uvcdena relaksaciona rnetoda koristi za re-

~ayanje difercncijske aproksimacije Poisson-ove jedna~ine u 

sluбајu овпе simetrije. DOkazuje ве пјепа primenljivost па '§е-

те drugog i cetvrtog reda tacnosti. 

3.1. Definicije, oznakc i роmобni stavovi 

Neka ве u oblasti 2::: {('ЏО I O~'L" R 1 OL~.~f} resava јеdllс.Сiпа 

(1) 

pri granlcnorn uslovu 

(2) 

Као u [з 5Ј I [3] zadatak О) - (2) aprokSlmirarao difer\?Hc1j Sk:1,:i, 

zadatkom па sledeci nacin. Uvodimo mrezu 

чде је ;, -{", _/.-,l\Р ';··с·,-, 'Ј' <.v 't •.. ~ i. " ,V' 2, ) ...... ,r. I - 'о' l' I .•. I ) 

- k ~ I k - о " tv1' Р. - д. 1. р d - i .' ф ј"') ;"1:- М (. rеtРОБtаvј,rпо а 

gde ви Лlо i ~1" kопstапi.:е. Neka јо 

nica oblasti S? , i С.) :о. СЈ '\ 'б • Uvedimo skup funl~cija ае! i" 

пi С',·,('?п 4 h nc'~ ј",' "·ezvi.' Н- Н '" {(", \ -,(,-,\.1" ::1 ,\)! ' .,." t'· 1, 1) 1 .,/'. ";/ :;'С', ) - -... • "... - 'IlH VL, ... Ј - vl ~<I'"K Ј i t'-'-",'I, .. ,/ ' I '."'" ""1' ' .. с. '1' - r 

н U skupu 

(З) 

defini~iDO skalarni proizvod i normu 
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Dcfini~imo diferencijske operatore 

о 

. i:: о 
I 

L"' N 

i. ':z. О, -f ."". I tJ 

i.~ O,1,~",N 

k"'1"'I,""/1'-1-1 

k::;;o 1 k::M 

prcslikava Н и Н. Zadatak (1) - (2) 

aproksimiramo эа 

(4) 

Greska apx'()ksi111acij е ј е, pr i dovoljnoj glatko~::;t:!. resenja ,к 
/"ј 7.. ~ 

zadatka О} - (2), jednaka Лtt··;. "" () (~~'!.t)~i: ) (vitJ.ct.i [351, [з]) . 

Operator Л 

(5) 

Nероsrеdпо эе proverava da Би operi:Jtori Л~ i Л"t komutatjvni. 

sopstvcne vrednosti opera tora Л;: su dot)ro 

,,(~)". i. ~l'1,1- ~~~~~ 
deti napr. [23] st:r. 48): "\1';1 - 1.'- ...." zi!, ) 

~ 

Sledi Sopstvene funkcije эи 

u D2] је pokazano йа эи sopstvene vrednoEti operatora Л~ 
1('L} 2. (-1 >.' ) jednake "'п:=' гр._ -л... > 

-i"'t 
gde эи х .••. kc-

reni po1il1oma [,сgепdrе-а N-tog stерепэ.. Sop~tvene funJ:cije 

(diferencij ski analozi Bessel-ovill ft1nkcija Ја (:~'" ~) .. gde 51.1 

I ~,~ ~ 
koreni ј Е:Йl1ас 1пе Jt; (:; R ).; О) Би \f' i.. ::: Pt, (1, ...... ) f gde ј е t ~ Le'-

gCl1dre-оv polinom i ·-tog s'L.cpcna. 7.ai:,t:.a, j.z 

sledi 



gde је 
t l л ("!'") 

Х '" 1- _:~~':," . DоЬi.јела је :r:€~klj,:.celltna TC;'lac.ija =·:а Le~' 

gendre-ovc polinome (vidcti [5Ј), ра је zna~i 

'1
N 

:;; ~~ сх ) :;: о dO}~.Ii.jaJno uslo"J koji t:l:'cba сЈа ;~il(lo'101ji Х , od
('. ) 

поsпо ~ • Neka. 8\1 Хс,., ћШ.',С::~ i.sani н op~i.da ј 1..1 Сиn. pOl·etkH: 

1 > х > Х >. Оо > Х/Ј > - -1 • Poznata :је осеllёi. (videti [~5]) 
-1 :.. 

1z kojc sJ.cdi 

Iz рrеthоdпоg sledi da је opcrator л pozitivno definisan. 

Njegove sopstvene vrcdnosti ви ~ ~ ,.('1.) i- '},c.l.):~ ~ 1.. (1- .x.1~ ) + 
"" 1-)\ ~ "'и. ""I.{ "hl't 

(6) 
_1 + i 

с :: 
1 R'L..e' 

sopstvene funkcije А su 

Vaze sledece nejednakosti 

(7) 11 Л't '1) 1\ ~ (1 Л '\" Н 

I Zaista, ako је 1Ј" L C~~ '1("'" 

11' Л 11 - [")- ('\(~) \~. ;~:. ]1/2-
,! =2;1) I - ,~ """\'YI.) -.""" 1 
I М,'М 

Definis1mo поrг:н':! 

(8) 1 

111 .. 1, '2 , о о _ I М - 1 

.i. -~ .~. 
С<" 0'2.. 

't-wtt "''''~:t 

> 

tada је 

Prva od njil1 је ekvivalentna s normom 

(9) 

а druga s normom 

(10) 
_("Ј_1 .У __ ._) 

~lл Р . 11 
I fl У 

У ~ fI ,1 '''J~(''') 

'" 

Vazi осепа 

Ako је V resenje j>Z:c.lnaC1nc (4), а (L) njego,ra РЈ:ibli~Шl 'Trpd" 

nost tada је ј' с" и 11 :::: 11 Л'l! _ ,.Г 

11 i ";,..: __ о 
IIЛ 'ј' А "1 

Po~to эt:l. N ј. Н parni l:..':c:-o:jevi IllO~:еmо UVGsti rn.reZ1.1 
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N k 1 t'1} lc: ЏI 1) "') :-.. ; "~ О) Ј -") i 9(lс је 

! () / 
~) ;; I( .{., '" ~ ) Uvedlmo takodja odgova-

r~ju6i prostor funkcija 

;' ") 'Ј \ -- t.. \ } , Ји. ~ i opcJ:.'ator: 

Н Ј :-: Н N {'\ 
'ј. , i-

.о, I Л 
ј, "~ f \ ,., ".} 

'i' -i. • 

( \" 'iJ,I):. 

Def.inisj..rao opcratore П...,: Н'-.>;' Н , 1Т..,: f(-} и i р: Н .. ,. н' па 

(11) 

(12 ) 

ОЗ) 

i: .. 
'~ :!.;;H,'l.:'; 

РУЈ I ::. о 
L I '1 ' 

IJ 

\ i ~ о 

Operator lТ; је t:acan za роlinОП1е prt,,'og st:epena, а operator ПО 

za polinome nultcg step0na. 

L е т а 3.1.: УаЈе neJednakosti 

i 

D о k а z: Prve ауе nejednakusti neposredno аоЫјато iz 

(8) i (5) zam~njujuci vrednosti 

( ТТ -.:\ _. 
1 <:::. /'(:1'2\'.2.1(. - itd. Trc6a nejednakost sl~di iz 

prve i iz jednakosti (1То ~ 1(1) " (' ',; < ... I 



~ 50 -

3.2. Korak itcrativnog procesa 

Бета p.tocer.a је isi:a kao ц р. 2. 2. Neka m! Ш1(;Ш() ~;;r;1,:'i1jit:i 

I10rmu os·tatka 

ti~kih operacija pri proizvoljnoj funkciji ~ Е н' i proiz-

voljnoj pocetnoj v-l·cdl\!')st.i IIЛ) Е. Н 
Ј 

сеэа kojim se smапјuје nerma ostatka 

ta ct>1) sastoji Ge iz tri etape: 

1. Vrsinю F i tcracija рс formuli 

(14) 1ЈО"" V fJ 11 Ј-Н,," V~· - ~ ( л v Ј _ -\) > 

Oznacimo Лvf' - t :;; d · 

za prostu iteraciju 

Ј"· " 1 r А ~".~ (,/(. + !i. \-1 - V, , .. " --о ,~ ~ t..1. .(;.'1.. I 
't l 

2. Nalazimo pribliznu vrednost ·il} f: {( ТF.?Sp.!1ja у jcdrk','

I 
cine Л '/'" Р.ј koja zadovoljava t1s1ov 

(15) 11 л' t1.AJ - Р ~ tI w.~\w') ,с,,,, 1\ Ј' 'd 11 W~1((..;') 
• ,(1 (Р r.J {'.'1) 

Ро паsој pretpostavci za ОУО nara Ј е dovolJIlO ~{. ':'0,2: I z.- ari--

tmetickih operacija. 
-,/ 

з. Iпtеrроlirашо funkciju w s mreze w па mrezu (џ рс'-

теси operatora П1 • Oznacimo 

(16) V~ _. 1) f' - ТТ1 W 

3.3. Осепа smanjivanja ostatka па 

jednom koraku iterativnog procesa 

Neka зп \'11-\ sopr.:;1::vcne vrednosti opera tora 1\, 
I ~\ ... ~ 

у; od~Jova-

• .< f ' .. . ()'" е .(,. '1' • ra]u\,;e sopstvene U)1Л:С~Је ~ .... 

prostor l.:i.пеаrпill komlJinaej,j ;::. onih 

1 t/J ~'~J"'. 
а эа Не podprostor 11::1earnHl kornbin.acija preostalih 

\1/ '1I~" .' Razlozill!O pocetH:l. O~:i:i1 t~;}k рс sisteтu funkc1j.:, r 



.- 51 -

Ocigledno је 

Da 1 ј е ј е g =: Л '1:/ -~.f ~ (1" т Л )" (1\'/ ,~- 5~ ) ::, ( 1 _. ~~ л / с.(' ~ 

= (Ј-тл)t'(f" +- (I _ttЛ/(f1 ~ ~O+ d1
) g0c. H~ ) g"( Нд . 

~ A.~O ;" l' " D" Oznacimo {;) '" 'w -t- ф gde ј е \ 1Џ :.- ј:3 i 

mоzешо p:t:edstavi ti tl 

obliku 

(17) Л V '!- ~ ~. л V r.- Лтr~t.! - ~ ~ d 1 ... Л 1r/i-'/+(~ t>~ 110[; ~() + СlТџЛ%u~ А1[/-.) t) ) 

11 "\1" .91' ,'~\J1 (/(1 Nas cilj ј е da occl1imo (\" .. .,. I \l>Ј~-I{r»)) , odnosno 11\ - + ,; Л -: 

zbog еkvi·Џi."йеntnоsti ovih norEI.1. Осеniсешо posc:.bno svaki оо. 

sabiraka u (17). 

1. 

(18) 

2. 

( 19) 

з. (~о-.lТ~rdо) 'tl): (~O) 1,--110:?Ј) .~ Hg"!(·I!'T-ЋЈ)"l!Ј 
1 2 i.+ .~ 

Dalj е ј е ('1l- 1То r "7) '. :: -~ Г _~<O';_""':~_ (-\7 +- 2_ 'i'(. - }7. . \ ·f· 
"2.\.1.1( .;5 l. /. < t-{ 'Li.7.I:.~1;Ц.?k ~t..11<..1-':) 

2"4- .}. 
+ -'-~ (1 '1 - 1? - 2. ')1 - "7 ) Ј 2i..t~ t ·L~.,-" l\·\-1.'Н-1 2L}1.'./<: i.~+'I.'2.I'::-+1 

Na slican nacin se '1- 'Ј'СЈ}( р:се(1эtаVlј а. i u osta1in1 tu.Ckarii'l 

шrеZе. Sledi /1 ~l -- 'Т" Г'? i/ ~ С:-.,Р, 1f''7 lJ Л:; oQElkle c10bij !:!.ПtО 

(20) II~О_·lТ(1Р~О!lЛ_1 6 сз к Jl~oll ~ C'.:,Jftve-(Щ·t-7~-) II d"IIII-1 ~ C~{C~ {{ј iil'UЛ- 1 
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t. 'ђоl'~ r, ",с·; i ,...rl ј ""с' '1 О" '., С) С' ti .:. f. C~ .... v;.>~ _" ~ \.ј L ~.{ А ... ..... {'о. v 

dobijblf\O 

( Л ТГ '~~J) ::::: 
't. Ч 1.'2.:": 

sledi 

+д,. 



dalje dоlЈ:l.ја.11Ю 

Iz clobijenil! осепi'i аlг<.Н 

(21) 

Sabiraju6i ос епс (18)-(21) konacno dobijamo 

(22) 
, 

11 
, ,',. "'/ 
I I - ~\ (1 А _ " ~ , (\ (С'7,е·о + (н-ћ) (1- 0/' + Са vё Ј Ii л Vo - + 11 л- 1 

(23) 

Uzmirrю пеkо ·t >-{ i odredi:r.lO Ео 1z l1s1o~,a 

iz uslova . ,~.; <. 
{'Ј .ј ''Ј ...... (.; , • Tako 

(2-1) 

ооЫјеnа осеnа ostatka lako ве тo~e preformulisati u sle-

de6u осепи gre~ke 

(25) .' ;1 , .1 , 
'/'ј :.!. (lл») 

'( VO "1 /'! I -', УЈ: (t...J) 

Na taj па~ln је dok&zana 

'f е о ,Т' е т а 3 •. 1,: Za i.JvaklJ ·t>1 lI:оаи ве od!'(;(1i'l;;i {Ј1'О-

F i с.> " k о ј i 7, спЈ i [) в о d Л·1 , о s аа 

va1i nejednuko~t (24)~ оЈnогnо (~5). 



cija izvedena u р.2.4. 

3.4. [;Cj!~a роvisсг:ю'] rcda U;.СпоstЈ. 1 

zena је di:ferl~r).cij зка .scrna cc:t.·v;r.:t:og re(1c< tаСrюsi.:i. Nсkг<. је, 

;;:- { ( • .1 ,4,,, ј.. f\ R 1 
(.):: 't.,.. l + -'- -1- •• L;_ )' )1: L''(' ': 1'" r (-1 . }; :: .'-'.'-''',-, 1 ,;:"ј" ~ С'Ј .. ~ с:ј:с, о zna;-:;. ""',;0 .. ';,. .. z v,i ""1 i I I ""'е I 1+ '~+;~7 Ј • '- ._: '-' ... 1,. 

1. ~ 11. 
/'о л F'-.. ;: .Л 

0"= (.<Ј () r i (A)~" (-<Ј' '6 • P.rostor fl1пkсi ј а, def iп1заПНl па mrezi 
л. А-

Н::: HNM ' skal<1rni p.:oizvod i поrmu UVCC.i~lO kat) t1 р.З.!. De-

finisimo d1forenc1j sJ;;i operator 

''\ л 
'[... tIJ it 1 1( 

't.o t't,' 1 

- { ~ .. " ·1 I ? , .. _. 1 г·! ,. -1 

о 

л 
Ј!2. 

Oznaceno 

!zadatak 

је t-{. ::: , ~ 
л"-

--'--'-'~-

(1)-(2) арrоkziп'!1rаЈ:!Ю Ба 

f 
... 

r 12 
0:::-•• 1 I (26) I 

I 
gde је .; .... 

р-:: 
-t· 

п 

1 .'. 
I 

Pr1 dovoljnoj glatkosti re~cnja « zadatka (1)-(2), gre~ka 
л л. (!'f ,1) 

aproksimaciJ' е Ј' edl1aka. Ј' е Л/~t-- f. -= () ( .~:.~:. t- .ео?; (v.i.det:l. Г 1 71 ! \ .... j(~ L...:s-· ~ , .. 

л 

Opcrato:ci Л't- i Л l зи sаrnо}совјщrо\гаni i kOНiutativn,i. 

SlicIlO kao и р. 3.1 za opera tor Лrr.., 
л 

stvene vrednosti opc"Cuto:ca Ло?. :јеЈ.паkе 

gdc зи Х. koreni J'iЭ,colj:i -evog ,)(;liI1сша 
~ . 

Iz 



2.. ( 
. \' . 1, (' ., /! • \1 t+·t ; !.l·+ _';0' l+ 'ј'" -:-;) , > _ •• 

) '- \Г- I 1,(.,' •. ,--. r::' У.ј"' , 

.1, ',: (" (' -1", _с 
( 1 ..... \. 1:.... ./.. ~ 

gde је оznасепо Х:::. ·1 ._. 

koren poliHOJ:'ila. t од. [10 ~.:;г; о 

Odatle sledi da va~e осеnе I 
~ .. 

02-,-.. 
л 

sopstvene funkcj-:;e ope:t·."~t:,o:ctJ. Л"'- sa 

Iz prethodnog slec1i dп эи sop~;t:·\.Ie!;e vrc(,\nosti OPC~I<:'l·torёi Ј: 

jednake 

(27) 

I Л 

sорstvсше funkcij е opera t01.-а А БU 

Iz (27) slcde nejcdnakosti 

(28) 1 

Vu.zc: оаепе 

.. ~(,; "" (~) 
г\ !', \" ".\.""4А 

? 
.:;.~ 

( /. 

." " 
Ozna.clrno А'; Л,щ1::. Лr~·t- /.1. i UУQс1iпю поrпю 

( •... ; \,) 
< ~ I ' 

(29) Ј. 

Nj irna ckvi valent!1c r!orJ~C аа 

( За) i 

(31 ) = 

Као u р.З.l uvedimo 

i opcTato-

""-

А Л/ "-

'Ј'" '1 Ј I ! • L .- "'",'}I' .,. 

• ~ • i ~ I 

1 ..... '1. 

i 

gde се 'По Ь! ti t:i:t\'5,ш :;?;а polinoтne za роЈЈ_поте 

prvog stepena. Stavimo 
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л 

"[Гс, г;,О.:<k '" S<,K 
,.. 
ТС, ~ 2.tH.!l.K:::' (1_" t;i!<;'- (-1.- С'-';') l;i+'!' ~~ 
л 

11' ';: "" () ~:> ~,t ..... ~. 2.1< ' Q. ~; .. t- (-1 .. {;:) "!::. 
'\..- • ;;"\:1-1'.1< 

" ПО ~ •. 2/(.'H ::: 

., Л .л 

';[ ( Тio :;; •.• _<"'1- ПО ?;-t ... t'<.+1 ') 

л 

Operator Р o~redjujema 1z uslova 

gde је, kao ranije, oznaceno 

Za 

_. ,., (2' ~. Ј. \ . ',-. ....... . 1. + 7"" -r ,-- ) .t-'\. 2 \-)2 

+ fl,. (2.i + f -1- -r1;:~) :::: 
1. .2 \'ј1. 

Sledi ( . > "). () (". J:;+-.1~ ) (.\. ?t-+·- +- - .,. -\S. ~1.т- - Г~ .~ 
t - 2 (i2 '\. .2 ~ 12. 

( 7..). 2~':-:::::' f. , (:z 

Dalje pretpostavljnrno da а . .е. Е [о) 1] 
'\.) 1. (za to је dovoljno 

... 
napr. staviti ) .Opcrator 1Т1 dеfiпi.;~е.шс liпсаrпоm irJ'= 

terpolacijorn 

Neposredno ве dokazujc 
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L е т а 3.2.: Va~e nejadnakosti 11 тr." 1::!' "- С I1 ~,. 11 0'--;.'\1\ "'1 .1: .. ";"А') 

i 

3.5. Осепа smanjivanja ostatka па 

je(1110~ kor<1.kl1 i tcrati \'Hog procesa 

za S~llU pov.ii:,;enog rеl1.з t<lсnозt1 

Na isti nacin kao u р. 3 о З, dеfiпis1nю podprostore H~ 1 

II~ 
t1 Q' • O.sti1 tak po~,>1e prvog J~or(i.ka 1 tera t1vnog pr'ocesa opet 

рrеdstаviио и obliku 
... ,,'" л л л А' '" Л 

ЛV,f-~~ ~~ -g"_ ЛП~1U" +(gr>_ '1i:>р~б) +(п;,л «Ј"- ЛТ4-w
О

) 

1. Озсiluјu6i Ј(Со ost(lt~,=a осеl1јнје ае kao 1 ran1je sa 

(32) ,,~.ff!Л-1 ~ (-1~·e)" 11'(11,,-'0-1 odnosno 

(33 ) 
,дл I ?> [Г---Z- Р] 

НЛП~-1,.I)~IIА-1 ~"2 C1~C.t~ ~~.rзё4~Со+(,f···е) IICf(lл· 1 

2. (~о-tТЈ;~Id) '7) ::: (~O, i- ПI1Р'7) ~ IIЗ13Ii'!l1-I-fr~r71/ 

.... А 

S11(5no Ее '7. - ТГо ?'? рrс(1эt.Ј.Vlја i u оst.а11ш tackama. Sledi 
л А 

/('7-n,1)'7/{ ~ с:.1s Ј]"jf'?({л oaakle d.о:·:):t:јашо 

(34) 
.." .... 

Ј ! q ,") - ТТ' Г;, /.?" 11 
1(\ .l? ~ '1\-1 



Ј л I 

( /\" ПI ,\-\.Ј) "- 2. Л 'Ј '''')0'' " 0.'2.1.<, ~,.~ 

о 

dоЫјi"l.nю 

Dalje је 

dоЬiјu.пlО осеШl 

Preostali ~lanovi вс lako осеnјијц 

:1. "!' .. Ii I (i Ii \;:.'с,Џ ј, 

'1 \ 
';I~~' ) 

+ 

....... I r~ ( 

tt. ~ '} r":., I ЛЈ 
_.k'·: < "~") {"-ОО. ј.:.:'" 

7. '\ \' 11. 

!IА:I'" 
с, 

1,,",1,1 ' >ј ,'!. 
I ~ 11; I ,Л . " 



1z dobijenih осспи ~lcdi 
/,' л ,.., I • .... л (> l' ~ {! / ,.~,! I} о Ј' 1. l' , I " ,'; :' 1) ~" !) Н I..P 1I 

(35) 1,' Т1' 1, 1'1"·" (Ј ';1' 'tl~ 'ј' -,,-1 .,. с.·'1{'\ \ ';1"1'; ј Тј;,'\'ј ..•. ':! ..:.: С...,. '.' о. \ .ј ;",": 
.1 ~ О f '... \ 1 i 1 џ ',г~ ;.. \.~ 1, ~.:: • '. 

Sabiraju6i осеnе (32) - (35) dobi.jari1O 

! ....... 1 ;ј 11 
! Л V -<\- !; --1 

I • Л 
(36) 

t--.. р -~ ." ГС Е. f-" 1('" + /' /'" (~ )' Ј ,,::... .,~'4' "'" C~ \-'2.! \с о- '-~ ,- \.. .~ ' ... ' . 
.. (,. '--od --*1 .... 'оЈ. 

odakle dalje slcdi 

(37) 

Odredjujuci с." , е i r kao u р~з.з dоЬiја:ю 

( зщ 

i sliСЂО 

(39) 
.{;,-

v Е" 

PreIna tome , i za Беrnu роvisспvg rед.а tacnost:i. v;)~:e teo-< 

rema 3.1 i осепа broja CJ:~Jtmetick5.fl operacij':l izve..terl? 11 

р.2.4. 



I 
I 
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4. РRНЕ:r:Ћ HEI,llKS1'.C :rОNБ !-1Е'ГСЮЕ NA" 

-О,ТЕ JEm'U~CH!E NЋ, 'ГНОUGi\ОNО':Г нrШZI 

4.1. Definici.jc, oznak(.~ 1 ролюспi stavovi 

Neka је АЬс. јеdљ:.Й::.оstrаniСni 1:rc.ugao stranice Ilt; .. , 1 н 

ravni Оху 

А1 i А 2 odsecku ь С. i [:)1 i Ь 7. од.sеСku • Neka је daljE: 

А " !f А [~ l' с 1/ r.> /' 2. ђ.Ј f! ... I '-:;'7. '1 1I и '--- . с А /! { i 1. l. '1 '1 . ('; 

neka od st:canJca sestoHgla moze dc~gcr~erica.ti и tаСЈш. P.retpc," 

А 

\ 
\. 

stavimo da зи fl.tranic8 sestou91a i jedil1ic!1i. o<,1scca.k )';"·.7:(iјшз()f,,, 

по sшuсrlј.ivi i йа irn је zajeCJ.J.lJ::::ka шеха k n ::: {;: • 

ёC~ u oblasti .Је razrnot1':tp1O D:i.!:iсII1(~t-О'1 p.robleI\\ Zi:!. Ј:'о.issол··' 

-оуи ј ednacil1u 

(1 ) 1::,. ~t{ - .f 
I 

(2) 1 o,~ 11' .. () 
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" ·f\ '.:' 

ti mre~a jednnkostrani~nih trouglova stranice -;Ј' f ',{с1е ј (? 

N priroclan 1)1:.'0 ј . r'Jeka је t'l tack'-! tншtах' tгоп rЈlа 

1, • 

~~ ..;, d , 

OZnaCiI\lO ~ '" v е::: (~) '\ r 
U {-'<. 

, ) 

~~ { (V lJ'I( ) о: Си(t>!)) \ Го'( f iJ ~ г I ,-.' ') ~ 
) v '~ \. 1 skup funkcija definisanih па 

mrezi. lJеfiпisirrю diferencjjske ор"l~д,·tоrе 

!Л::: Л ... "" I ~ 

Л 2 '\1" " 
о , r; 

'} 3' ( л 1 -t Л 2, -1- Л:. ) 

r .- ~J 1 ~:') ''';' 

1 О) 6 

(

peratori. л. .. , 1\-:. , Л.::, i Л preslik<-:':''\7<1ju Н t1 Н. 

Zadatak (1)-(2) aproksimirnmo ва 

I (З) Л v ~: ~ 1)) -f; с Н 

u skupu Н definisiI'l1O ,:;kаlагп]. [,).~o:U.:\ГoJ i rюпlt1.1 

(4 ) 

Lako Бе provcra.va da је 

Iz [2з1 str. 55, sledi 

tvrdjenja va!e za Л7.. i 11., • Slc(JJ. <1i! ј С огеГ<'1 tor Л snг,юk()-
.> 

njugovan, pozitivno dсfiпisап i ба ya~! осепа 

( 5) 

Tako mozeIi1o defi.111sati 1101:'ЛЮ 

(6) 1 
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koje ви zbog (5) ekvivalcnthe Ба 

(7) 

(8) 

Lako Бе proverava nejednakost 

gde је i iz analognih пе-

(9) 

Pretpostavi1l1O da је !/ pararl broj i u'.,ТL';di:r.1o mr(~ZH 

prostor 

rator 

па slcde6i nacin 

(10 ) 

(11 ) 

-г .. I " ! : i~ --~ ~ 

i оре-

i 'ј) , 11.....". I i i • П ., 

fV, С: (Ј 

Lako 8е i da vazo relaci.je 

(12 ) i 

4.2. Iterativni proces. Осеnа 

smanjivanja norme ostatkn. 

Sсша. PJ.-осеБа је ista kao н р.2.2. Nekv. Jrl! umешо 5):lanjiti 

рп·t.а sa 

ckih orel::-acija pri proi:,::voljnoj Eurlkciji ,? (:О 11! 1 p:coizvolj-

пој po~etnoj vrcdnostl ~~ Е Н' • Korak ite~ativnog rrocesa 

kojim se зтапјије norma ostatka t Г',' 

IE" 
pu,t:a 
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1. Vrsinю '(1'l i ter(:~cij Е!. ро fоrшu.li 
" 'ј. {:, 

(1 З) ~;, ) 

О znacava.1uo ,- ~( . 
2. Nalazimo pribli[nu vrednost vJ С јеdzш-

cinc Л''7 ;-: Р,", 
\ 'с) , koja zadovoljava ивl0У 

(14) 1; !, I ,', г _ р (1 ~! 
.1\ •• , 1"\';1\, .. 1(_,) 

\Ј \": 2. 'и 

З. Intcrpoliraroo f\ш-kсiјu .~o} s шrеzе (.,Ј f па т~·e~~H (·Ј ро:nlО-

си operatora "ГГ. OZnaCt1.\TamO 

(15) 

Као u р.2. З uvodimo podprostorc H~ i Il'ь 1 vrз;'що raz1a-

о -: "t Л \,-1 '" ganj е ~ ~ d -f ~J i ф) <.': -иЈ ',Ч("). Osta 'tak ј .- :')" p:retista.vlja.mo \1 

obliku 

( 16) /1 V 1 .{Ј_..( • -11' ,1 р \ ( I '1 \ \ -"'r'О ~ - 1\ '/и -1 (~ .-- 1r t' ~ С' I -ј- -П" Л "',Ј ,о -, \ тг,.,; ., I 

Prva ауа clana ее осепјији sliбпо kao и р.2.3: 

(17) 

( 18) 

Iz 

1 analognih jednakosti 

sledi 

odakle dObijarr:o 

( 19) 

Najzad, 1z јеdпаkоsti 

( јг л! ~'J -- Л 11' ·t~J )." . ' ,,, '-' 
... t· ~-q' '." 

( тr Л ' -1,I) - Л ТГ 1i)) , . ::; 
• 2..l'Ч1.~kН 

1; (Р 11 
!. "А'-' 
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odakle dоЫјашо 

А ,-.~ Ј ~ 11 
п ,ј ,-!,; 1, Л-1 

" (f' .!. \ () I1 А Ј -, l' "11 ... ') r,._ v--~ / ':.:, ., (. ;'f.lJ 
1 t, 

(20) 

Sabiraju6i осеnе (17)-(20) dobijamo 

(21 ) 11 Л \/ 1 __ :~ Ii ;:_! :.~ [:! : ~ t о + ( "2; ој_ ;~ {:<I- ~J!)-~ ) {о t- 1. С 1· -е /"] 111\ ~ С_ ~ 11 л -1 

/
1 ).\.1 l' '1 о [ (:. ,- 2' ·г-- r7;'" ( O)~'\l \\лvЈ.1 
1/0" -.:r:j .,,1, ~- -;:;- (~o т- L·"e ,. \i -~:~ {- - I -1-1'\'J.~-!/.cv) Vv&. l -,<} ) I •• f ,') V> <_ , 

odnosno 

(22) 

Odredjuju6i Ео I е i ~;: kao u р. 2.3 odatle dоЫјашо 

( 23) ) 

Dobijena осспа ostatka ве lako Ilюzе preformulisati u осепи 

greske 

(24) , I l' ) V'!~. (tJ 
t r- !! VO t Ј! v с." ј .- 't '11/.2.( W) 

Na taj na~in вто pokazali da za diferencijsku aproksima-

ciju (3) Z.:ldat.k;.J. (1)-(2) vaze сша10g teoreme 2.1 i ()сепа bro-

ја aritmetiCSkih operac;i.ju (lob.1.j':~'J:\ н r,:.2.4. 



_. 65 -

DIFЕ:;:ШNСIЈSЈ\IП Zl~DA'l'AKi\ \/ISEG 1\.Е.01l. 

5.1. Poutavka рх:о1Јlехпаь Гото6п! s>c:avovi. 

u ovoj glavi бешо pokazati аа se uvedena relaksaciona те-

toda moze рrimеп:l:'сј. i па rсэаvапје cHferencij зЈсi.h апаЈ.О~Ја 1z-

vesni.h gran.icnih рrоblеша :;;а elipt:J..cke parcija 1:ое d if er'cnci-

јаlпе jednacine vi~eg reda. 

Rаznюtrimо u kvadra tu Q ~ [о ,1 Ј ); [о, '1] s1 edE'ci granicni 

problem 

(1) 

(2) М( ::: 
r 

Ovde је r grarlica kvadrata Q, а )) spoljna поrш«lа lщ г. 
Uvеd1шо mreze (<~= l(.iA)\.,jR)1 i.IJ~o,t1,t:.~} ... ;-f .. ::h 1 i сЈ ~Ц)€. ~. 

:. R~ () Q.. OznacinlO ~ .. Qf.. ::: сЈ r. r i си .. (t..'~::: t:J" '(. N(>}~a ј е ~j ,;: 17 f... "" 

{ /~~ ) f.v(·{' 'Р))' о • О +Ј +'" t . н".и,,:; f
l 

С"'Т(ј) ::::(1J(t~,i.(~),';(: П \ :о 'ViJ '" '- (·,;,Ј'И., I. IJ=: ,_1, -/../ ... ! 1 П...... ~ ~ • 

vr~::: О ) 11_t..(=- Vi.i ) 'lJN+L.( -1JN-ii ,Viг(-Vii I ViI1l1(~1)i,;{~i}' Еао i оЫсrю С.С·-

fini§imo diferencjjske operRtore 
1..Ji,..·<v.l - Vit' '\.,1'0' 1 -1.f;; 

'\JXrtJ ::;. 1)x,i.t1'J:::: ---Т-~ I V'(f~' ;:;: 'Vу,Ч+1::: ._I:..J:!:-~r;.---

} 
!\~V=-V)'Y i Л~ Л(;..:;: 1111- Л 2 

Opera tor 1. Л.. , 1\ '- i Л presl ikava.jt1 Н u 1-1 • Za.da tak (1) - (2) 

арrоksiш1:r'аmо sa 

(3) 

pJ:oizvod i !lоr:шu 

(4 ) 
." 

'fV /, .. tI.нћ -- ," "'ff' • (-:1 1 ... )f" I 1-' П V !ј .... , i 'v I (W)"" I ' "" ...... 
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Ozna~imo takodje 

(5) 

Jasno 

NepoSl-ес1по эе йоЈ:а Zi..lj е da ЗН operator 1 11-1 i Л<2., sашоkо~ 

njugo\'an1, pozi tivno dcf iпisапi i komuta t.i vni u r·/. sорstvепе 
funkcij е орс:r..'г:tоrа Л su ~,f''f~;:: Z. S ~"Yi ,;Јn: 5 c.. lf1. r./ry (х:.:: i..f.. ) У :::{е,,) , 

а Bopstvenc vrednosti ви 

napr. (23]). Za ~j01.. pre;na tome vazl осепа (za H~?_): 

§
{' ~ ~P!.. ~ (2. sopstvene funkcije opcratora 1\' k 

su tako'-

dje tpf''t , а sopstvene 'Vrednosti эи ~~t. ( k=:1,'2., ••• ). S1edi 

(6) (лlf.-v,·'{)·) ~ 1~ (лk~~Ј'V) ~'{6~(Л!(-;',v) ~ ... ? ~6 k..('IJ·,'t!) 

Na osnovu ovoga moze...11o <..'J.efinisat:i.. sledccc rюrln~.?! u 11: 
k .~;... ' -k) (1)') 1,,':-) I .' 111.l!( . ~ с л -1) _!) ) "l /11) 11 .. ' ~ (Л -v 'v :.:::. t"-I:> i;'~:'1"Г- ) I{::: -1, ;:.. i ' ... . л k.} Л ". Ј -wf:!"{ Ij ... ..{) li (( .. 

L е т а 5.1.: NOl'ma Il1ЈUЛIt ekl1'l:vaZent'f1a је 8 nOl'moТl1 

1« 1111 w: С"') = ( 11 v" II(~, + «'\1 и ~}:-«.,) )'1% аае Ј е 11 v N W~ (ц) ~ 111) I!,., с,.,) , 

/1'lТ1I(:,~ ~(;) fi tJ,,[4'-'ЏЏl yl'1'J у Щ [\: • N01'IIJa 1!1Јllл-.. "",:"а 1 еn tna 
I ~-1.v-)_ 
је 8 normom {(1l11 _~;.. ::: StA.f' • 

W'2, (""') <{'I С:" '11 А· "/1' ~ 
'" '" п ! vv tЦ?. (,'1> 

D о k а z: Iz kОШtltаtiv'лоs'ti operatora Л1 i Л" 
1< I r. 'r. [џ- g·H., [i!+-1J 

1( ) _ '" (.~ ) ( 1(-.:> ~, ) ~.. (~ ) ( л ~Y'- -1 Л 7;:- ..,)' 
(Л 1) 'iJ' - L..... ~ Л'I ЛL V ~ '\Ј I t::; .С-." :::. \ 1 -z.. ) 

5-=CI ::"","0 

Drugi аео tvrdjcnja sledi 1z prvo~ ~ 

(8) 

L е т а 5.::!.: 
.-L. 

llлt 1)" н
К 
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D о k a:?~ SG iZ110(:t.i inc1ukcijom m 

Pretpostavino da је N paran broj i uvedimo mr~~e 
_. , .~, I 11 
н::= 1'/1.$, i Н r: Н:;_е.. i operator Л с 11';.(. -' -(џ ~ {-.Ј fJ I prosto:r.e 

2-t; .. 

Ба П оzпасimо skup orerat:01::-a int(::rpolacije 
-, -

ТГ', Н -\> Н 

definisanih formulam~ sledeceg oblika 
~ ~>t 

тr:; .' :... L- C.I. t; l; 'ёot 
~~ " 

H-2.~I, 'Ј·-аl ~ C oi 

Pri tome pretpostavljamo йа ya~! nejednakost 

<tи. ~> I Ј.. ~"; I ~ с .. : ~.x ~ ~J .. 
t.tJ $, ... 

pretpostavimo takodjc йа svi operatori interpolaci.je ТТе 7ПГ 

zadovoljavaju sledcci uslov: ako ~ (: н' оnйа тr~ Е Н • Vazi 

o~igledna nejednakost 

(9) (1 ТГ ~ 1\ ~ C~ 11 ~ !I' 

gde C~ zavisi od С1 i С2.,. 

L е т а 

(10) 

Б.3. (videti [4]): Пеkа је 

l "" 
Q. 'tJ:::. L. L с.!.{.' '"lj .. 

L'" /<. d::..... ~ t~ 

i neka је Q.'V:.:O ako је 

Zinom s tepena 1:,-1 ро ;{ 

viti u obZiku. 

(v Е Н ) 

mо:':е pl'edsta-

(11) 
~. -.:;- ~. s,~ .р f.+t ( ) Q.v =. Q 1Ј ;::; L- /-"Ј "" "v ~~yt и 

'!.. k~t~,e-~; !>tt~o Q 

;f44~Ј6~-'f:; ~i>i .. 'l. 

D о k а z: Svaka vrednost VЧ u oblasti G= {(С,&) I k ~ i. ':f.J!..> 

• , " () ) у 
4" ~J ~"-11 ) l.+Ј ~ Ј;...Ј.11-'!. ј i:,;razava sc linea:t·no ротоси vcJ.icine 

5+'1: 
t.. V'x$.y't, Ч i vrеdпоsti ~(':> 
~ ј+ i.~7'l, 5+ {""1'1'\ ) j.+(~ t{ +- I~ .. 

za kojc је 

Zаmепјuјu6i u ОО} :ссаот 

dobij aтno ј cd:n.akost Q:tJ::: Qr....'J"" . L '() tJ 11 Ч 
k:;\,se ~.џ.~ Ј ~'1>t 
R.1'H-1. ~ <,+Ј 



viпю da је псki kocfJc:i.jcmt G' " l.'azlicit: ос1 nule. Post.oji 
(.°d Q 

[ 

- tl) • /Ј ''р 
(vidcti 6]) po1inom Ii.l.'~ step:::l1<1 1;-1 ро 1.{'\. i Ј У\. r.oj i је 

jednak i jec.1nak 

tak'"im da ј е i (-:1!.. } i 1::: 'tt ) .е+Гll- t <: (:I-i. },ako ј о UI"':"'yt :;,,, pri 

s+i='l. to је О -tflio ". Q. ~О 
::: О tj. dobijamo rrotivre~-

nost. Sledi Q1J :::, ~('!.. v f;] 

L е т а Б.4. (videti [41): Neka је Q. opel'ator' koji 

. P:N~S likava flt_f,. u Не.. (t~ '" 1, 2 ) dejinisan ва 

Neka је U BlulJc:.iu аа (је 

Tada је 

D о k а z: Svaku vrednost Q ~ Ч predst:avimo u olJ1iku 
t.t 

(11). O~igledno эи аус vrednosti rч koje odgovarnju razli-

с1 tLl\ ta~kama (р-- I 'Yt) оgrа111сепе rаV!10гr.еrrю ро {!- I "VL , ~ , i I 

S ,t. nekim fJroj ет Ci~ koj i zavisi od Су' C.,r i Ј: . Otuda 

sledi tvrdjenje leme f'ij 

u skupu opcratora il':terpol~e:i.j с lГff izd'ЈОјшо г{.нlskUр []~o 

sirnetr!cn1h opcratora intcrpolacijc, kcd 

,~,.~ ;: 
samo od modu.la razlike J:oordina ta; ~ 'Ј 

<О;; 

J~cjih ~ii ~;аv1зi 

d. IL-1s,I,tЈ-2:ti. Оуа-
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Lako ве proyerava da ako је lТ tacan za polinome 'ј)И -tog ste

репа 2; :::~.;(.{z.e.,J2f~)) ,onda је i р tacan za polinoNe 4-'1-'cog 

stepena ~ с ('7 (tel I ј.е,») • 

L е т а Б. 5.: Neka 8и тr1<t~~ П i Рм._ .. Е 1P~ ope1"ato1"i inter>

poZaaije tacni za potinome (o/~-1)-og stepena. Tada vaze nе-

jed7'zakost'i 

gde је k :: О I -1 I • _. Ј '~-1 . 
1. C-to"" С"О (1<) • 

D о k а z sledi 1z pr:ethodne leme • 

5.2. Iterativni proces. Осепа u normi L2(~) 

Serna iterativnog procesa је ista k(1o u ranij.im·slucaje-

vima: 

1. Vr s iшо 't1i 

(12) 1J(lc Vo , 
Oznacavarno Л~ 't/ '~H _ .~ ::о: <.1 • 

(] 

I 

2. Na.l.:1zimo pr.ifJliznu vrec1nost .. ..! ... Е Н rеSепјг. ~ jednaci-, 
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nе koja zadovoljava uslov 

{ 3 ' 11 л' 1'\"" r _ Ь (-1 1: <' ~ 11 ђ q !ј 1 ) 'VV I (1" ј [''А.((,Ј) .:: со I (Ј .ј L'2.. с",,') 

Ovdc је р. opc~rator koj.i preslik<1va Н u Н I dеf'iпisал ва 

(14) 

Broj aritmeti~kih operacija potrebnih da ве norma ostatka 

l' Р\ '11' -4 i Л1'Ј -s sri1o.!lji fi." pt1ta oznaci.mo эа QCE.",Z({.). 
о 

з. Intсrроlirаг.ю fv.l1]:;,ciju 1џ s mreze R;t. па щrсzu R.""r ... 

рото6и operatora ТГ).,,( "IПТ tacnog za pol.inome 2.'1 _·tog stepena. 

ОZnёtсimо 

( 15) 

": -1 пО' i Н е i vrijimo rаzlё~-1<ао u р. 2. З uvоdiшо podprostore 

ganje ~={·'+-.;rf 1 "/А)о; 1<1"+14'''. Ostatak А\' .... V~ .f' '! ;- predstavlja.-

то sada и obliku 

(16) л""V 1- t -= ~"- л ..... ТГl~'ЧI" + (~o_ 71~P8<!o) -i-(No Л''!1".v- С._ Л?1 ТГL-у,-1 ј ") 

Ovde је 1ТCI operator intcrpolacije iz ТГff tacan za polinome 

nultog stepena. 

Oceni6emo роэеЬnо svaki оа sabiraka u (16). 

1. а 1 ае ocenjuje kao оЫсnо 
с;1 

(17) 

2. Na овnоуи lema 5.1 i 5.5 је 

{(Л)\ 1Тн-\1v-"II::: IIТГ'l.~1Ј)fНл~'\1 ~ с.'н(/'kt111Л'1.~ Ia С'и 11 Л'~'I,)"lI' ~ 

(18) !;: С-1-1 (НЛ''''w 1 _ p~" f('.f-IIP'J·U') ~ с'и (Со I!Ра 11 "f-I!P~(II') ':': 

~ 2C,,~ (Eoll~1t +I!ct f
([) ~ 2C".f[E,,-f-({-8)'Щ] HCfH 

з. , ako jE~ tf" proizvoljan роliпоrn nи1--

tog stepena • Zato је па osnovt1 lema 5.4 i 5.1: 

ll~с-Т[С1fd"lI ~ Cof .. RII~t't((,f}::: С1'1.R(Лd"I~,,)1/;;. 

. . (Л с с)<46. ~ I( "1,9-..{, л OlIY:/"'-DalJe Је па osnovu lсЛ1С 5.2: ~ 'd ..... ~ I .\f\g t:: 

~ -{- ~ !. :L i. &.. CI i 
~a~C>i{"(!I~!!1( i!Л"~ОI!'t)·Ј.(; .. ~ ~ 11~"/!"(II~~H1"~t (IЛћ~С(I;;;)~ 
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Sledi 

(19 ) 

4. 

1inom 

(20) 

Iz осепа (17)-(20) sledi 

(21) I{ л" V~- ~ I! ~ (c. i , СО + С.(1- 'l:.fё' + c.-1g (1-Э),щ] 1\ ,,1\ vo- ~.I\ 

Odredjujuci Ео, е i "Мо slicno Јсао 11 р.2.3 o(lavde dobijanlO 

1I Л'!tv" р 11 tr; I1 J,''II.V() /) i! i -1 
(22) - -! L,(c.» ~ ~ ео . (\ ~ ОЈ' !I f..?,(tu), ... 

Pos1ednja осепа ве 1аЈсо mozc рrеfоrrпu11sаti u sledecu осепи 

greske 

(23) 

Na taj nacin је dokazana 

т е о 1" е т а Б. 1. : Zo. s1Jako t>'1 mogu 88 odl'editi br-o

je1Ji ёо Е (0,,1) i 41-1 koji za1Ji8e оа t" 11. i ope1:t ato.1'Q. ТГ2.11" 

tak1Ji аа va!i nejednakost (22)" оаnовnо (23). 

Iz teoreme 5.1 sledi осепа broja aritmet.ickih operacija 

izvedena u р.2.4. 

5.3. Осепа u negativnoj normi 

АЈсо se u (15) tlmest:o 11; .. 1'1 kor isti opera tor intcrpolacij е 

tacan za po1inome nizeg st;ереП<l ш.1сst;о осепе (22) nюzе ве do-

biti ana10gna осспа, а11 u вlаЫјој 11orrni. Preciznije: УlеЈса 
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opcrator j.nterpolacije ta~~n Z~ polinome 

.,..- .::. П,. 
('2.'I't-2.r.),-togstepcna, oc..2.k~"i1_ • Nekasucl,лIje 112"'1'';. 10 

i f';1(.f 1[\, 'operatori int.erpolacije t.аСпi za polinol1lG (j~k-1)-og 

stepena takvi da је 

(24) 

Umesto (l З) i (15) pretposta\·imo da vazi 
'. 

(25) 11 Л't"<1~ - P't~_" ~ llw;2.I«(e,J') ~ Се Н f':t.K-1 ~iav/;~~(c...>I) 

odnosIlo 

(26 ) 

Ostatak Л"'v"-~ "t рrеdstаvlјапlО u obliku 

л""v"- t =- g'* - Л~ТГ~?t_,н(.1V4 + (~е>-lГ'I<._1~1<~-f ~C) + 

(27) Л'~ k 1'1\-1<,) (К 1\' .... -" t> Ј.'И Т "tV<I) + (тr~_1 1{;-(l __ Л ТТ;.К Л 'ЧЈ О + Л Yi;cv.; {\ -1Џ- - ,1 Г2_11-1..к I 

gde је Tr:1.1( proizvoljan operator iz ПО tacal1 za роlirlOzпе 

2 k -tog stepena. Oceni6emo роэеЬnо svaki оа saIJiraka u (27): 

(28) 1. tt ~. I1 л-'I<. ~ (1- е)""" U (е II Л-2К 

IIЛ'!.\ТТ: ... · .. ·'1 11 fl-1f.n· -fll (' "tt-I< ill' 2. ;:''И ф '2.k vv Л-:НС "" Л '-,"-H~ 'f.t.t ~ е.н· 111 ,!,) I : 

= C'f'1 11 лl~v· (/ л,-:tl(. ~ С'" (I{ЛI~v1_ r,,~-1~! u л,-2.k +- (1 F';ц.:_1 ~4I1лt-21() (. 
(29) 

~ С1 '3 ({~I Ео 111?"'.1 ~ Н Л'·2.1C + I! ~Y.--1 d Чf Л'-),~) ~ c'-tЈ ~o Otf [:0 If d !:А<"+ 
+ {l ~-1 (1 Л-).I() ~ С-1З С2.0 [Ш 8.1;> + «- f) )",,] IiCfНл-ц: 

З. Iz (24) sledi 

(~O-77;/(~" ~!{~1 ~C, 7 ) = (~O ~ {- 7r;." . ., ~!(-/7 ) ~ /iSC!HI rtl- ТТ;.1<-1 ~U~t( О 

Na osnovu 1ете 5.4 је 

11 '7 - Т/~ 1(-1 r2.I<_1 i (( ~ ~ .. .e. 2.'<, и'1 il (2.1t: ) :: C'2.1.R ~I(. Il "7 ({ Л-Щ 
Sledi 

(30) 

Л 1 '1",-10: t> 

4 о О znacimo 1.V "" ~ • Тада ј ~ 



dobijamo 

•• '/ 'Ј _ , -' 

j~~ncik је nuli ako 

:1'Z:ГiiZ 

(T~.tN л' I(~ - л 1( 1r~1t ~ I '( ) ~ C~t,,! 11 i; 1t;1) l!')/l! (lk) ~ c-1.4) .. 1l ~ 11 л I lt -'7 fJ л н 

Oda tle sledi, па osnovu lerne 5.5 

и 1Т "I~,." /'!('rr Л'~-'~ ~II ~ C""~' р IIЛ/·;~··~ .... Ј"оllлr :;: ~.~-1 (\ 'VV ... \ II'H~ -t') ~~л~1..v. ~ "~ 

(31) 
'" с. () l' А 1'1\ rO 11 ~ ,- ,~ 1! [') С: () [' ... 

'мt ~ i fi 1А.. 'л I ~:>.~ он .- ""1.'1 ~'. I Г:Ј,. K-~ It \ /\\ -1..(<+1 " 

() 2,'91/--
~ C-:tr <... I! ~., iI Л~')_~"'1 G С:ц;. "1 О Н (111 Л~4~ 

5. Poslednji sabiraJ~ se lako осепјије па osnovu lema 5.<1 

i 5.5 : 

odnosno 



I 

Odrcdjuju6i EQ , е i"1 kao ranije odavde JoЫja~o 

111 '\.\ V 1\ ~ (tI _" "" (З 5 ) \ '7 \1 \'Ј .<.I« \ ::. ... 
'2.. (,јЈЈ • 

'Vf.: н Л'" Ve. - ~ н \",_,.1« \ -t > '1 
'1.. (".; I ) ) 

I 

Poslcdnjn осепа зе lako noie preformullsati u осепи gre~ku 

( 36) 

Na isti n~~in эе izvodi осспа i u slu~aju norrne 

{ "" V-1_i.f s neparnim lnckksош, 2.,} ·1 ~ 2.1(+,\ (:: 'ii. 'l'ada se o8ta tak \ -Т 

predstavlja u obliku 

Л
4\v!,- Р =: q.f _ Л1\1I' iI.r" (.? 11' р ~)..!.. 

;- <1 11111-2.1<:-1 vv + ~.- 2.1< ''2.1<: ~ • 

к ,II-it-of )) k( (/1-/toof »)) 
+ {Тf2.K Л'''tи/(I- ~[/\ (ff2.1(1"((Л -W-(I ~)'Y. 't Л Tr~k.j.1( л' '-''11'' х х + 

+ Л~(ТТ1/(+1((Л'4\-k::rо)у)\ +- лk(lТllN1 ((N"Ht-~.о)у ))-; 1 \ + 

+ { t[ I\I{(Tr,.I<oН «( л' 'k·"~:'о)д)х + лl{(lr1.Кi'1((t\11!-It-~\Ј")х))х т 

It( (,'It.k-i ) )\ К( (( ,11-"-1 \ )\ Ј '1'\ L<:': , + л ТГ2.I(+1 (Л 'нЈ С У 'Ју + 1\ ТТz.tсн • Л <НТ(> Ју I У - Л lr,.-fI"llC.~11iiЈ Ј' 

i pojedini sabirci осепјији kao u prethod~om slu~aju. 

Na taj na~in је dokazana 

т е о 1" е уп а 5.2.: Za 8vako k~ 1!:k ~I'", ,Ј i s1)ako 1;'>1. 

mogu 8е odrediti brojev1.~ Cr;, Е (о, -1) i 1'YI" koji zav'ise od -/; Ј; 

~ ~ k i kopi~denih opsl"ato1"a interpoZaaije,J takvi аа va!i 

nejednako8t 

(37) 

odno8no 

(38) 
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6. рн.rИЕRI 

Prin1Cl~i su radjenl па еlсk1:rоnskоПl racunaru II3!'1 360/44 

Matematickog iпstiЈслt.а u Beogradu. Resavana је c1ifereI1c:ijska 

Poisson-ova jednacina 

'V~)f. + Vyy ::: ·f(x.Y} : 1.00' [х'.,<,>у.у ;~)~ - 2/,~~- 3'x'~'l'-

_ ~x)'7._y~ +х"'+ зхl-'1 +G,.\~)''i.. + .. 3:<'('" + (y"L_)J): .1БО О ] 

u jedinH5ncrn k\radratu [011])( [о) 1Ј, s grдl1iсniЈН uпlО'\lоm \Ј!\_;:; О . 

Koriscena је ravnomerna mreza s kоrаkоПl 

.. VO :: О • iteraciJu uvek Је uzimana -

.,R "" -~ • Za pocetnu 40 

Za E:~1 teorijskc осепе potrebnog broja iteracija ZQ 

metode proste iteracije i Richardson-a (forrnule (Зl) i (40) 

1z glave 1) iznose 3000, odnosno 126. IzrаСtшаvапја Riсћа.:сd

эоп-о\'от metoCiom vrsena su ва 128 :: 27 iteracija. U slucaju 

prvobitne nestabilne verzije Л1еtоdе proces izrаСllпаvаnја. је 

prekinut розlе 125. iteracije usled prekoracenja kapacitcta 

racunara. U slucaju stabilnog uredjenja itera~ivnih parauleta-

ra dobijen је rezultat u teorijskim granicama ta~nosti 

( 1\ \il&_V 11 := о. ~::.~ 02 gъ . '10-4. 11 V{) - V 11 ) I" ј t . • zrасцнаvаn f'>. те. ('\-

dош proste iteracije s ist.im brojem it.e:r:'iCtcija. (128) nije Q<::.lo 

п! pribliz110 zаdоvоlјаvајшН re;..~ul ta t ( 1\ v"1& - '1.; \\ :: 

.:: О. 612.5~01 . 11 Vo- 1/11 ). 

Za metodu promenljivih pravaca izr~~unavanja ви vr~ena s 

1: :: ЈО -5' Ј' k J 1 ј t· h i ~. (f .' 6 ') i с:.. '1 • Teor Ј.Ј S ОЈ. >ro potX.l)nl . 'ter'ac .•. )a ·О1.ЋШlа \. З ~.Z 

glave 1) iznosi 24 u Hcelim" koracima, odnosno 48 u hpuluko-

rасiша 11. Dobij еп! l~еZlЙ ta t је u teOJ:-iј ~:J~im gral1J.ear:ia tacnc)st,i 
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Za relaksacionu шеtос1u, s осеrlOШ osta tk<:1 u nоrш1 \'!z.-1 (и.ј) 

pri 

10-5 
С. :: '1 

, dob1ja Da Ы ве dobila ta6nost 

potrebno је izvrsiti 9 сiklлsа оЈ ро 2 .itE:-:r.;.с1је op:i.·-

sanih u р. 2.2. Коrisсеш:~ ви dve рошоспе mreze: 20 х 20 i 

10""10. SisteIl1 је па шrсzi 10Х.10 resavan RiсhаrdfЮП-ОVОШ 

metodom ва stabi.lnirn uredjcnjem parametara. Dobijen, је rezul-

tat u tcorijskira granicE:Ji\a tacl1osti. Na sledccim str"шiсаrnа 

nalaze эе progrro~ i izlazna lista rezultata. 



RESAVANJE DIFERENCIJSKE PQISSQ~-C~E 
JEONACINE RELAKSACI0NOM METOOC~ 

REAL*e F,FF,V,VM,PG,W,WM,PPGthh,~hMtA,etC 
OIMENSION FF(41,41),V(ltlt41t,~~(41,ltl., 

*PG(21,21.,W(21,21),WMC21,21),PPG(11,11), 
*wW(11.11t,WWM(11,11),Z(41) 
F(Xty)=-гОО.*(Х*Х+З •• Х*V+V*У-2 •• ~*.З-9.*~.~.V 

*-6.*Х*V*V-V**З+Х**4+З.*V*Х**З+6.*Х*Х*V*V+ 
*З.*Х*V*·З+(V*У-V'*О.О2S*О.О2S) 
U(X,VI=lOO.*x*X*Cl.-Х)*У*(l.-VЈ*(Х+V) 
Н-О.О25 
ОО 100 1=1,41 
ОО 100 J w l,41 
FF(I.J)=F«I-l)*Н,(Ј-l)*Н) 
VH,JI=IJ. 

100 CONTINUE 
А-а. 
оо 101 1=1,40 
СО 101 J=2,ltO 
AnA+(U(I*H,(J-l)*Нt-U«I-l)*Н,(Ј-l)*Нt).*2 

lJl CONTINUE 
ОО 200 .-2,40 
ОО 200 J:rl,40 
A-А+(U(I-lt*Н,Ј*Нt-U«I-lt*Н,СЈ-l)*НI)·*2 

200 CONTINUE 
A-ОSQRТ(Аl 
11-1 

102 CQNTJNUE 
КК=О 

103 CONTINUE 
CALL ITER(V,FF,VM,PG,ltl,21J 
ОО lv4 1-1,21 
(Ја 104 Ј-l,21 
W(!,Jt-о. 

104 CONTINUE 
КЈ<К-О 

105 CONTINUE 
CALL ITER(W,PG,WM,PPG,21,11' 
оо 106 1-1,11 
ОО 106 Ј=!,11 
WWCI.Jt-О. 

106 CONTINUE 
CALL RICHCWW,PPG,WWMt 
CALL INTERl(WWM,W,21,ll) 
ОС 1')1 1=1.21 
ОО 107 Ј-l,21 
WCI.J)-W~(I,Ј.-W(I.Јt 

101 CONTINUE 
lF(KKK.EQ.l) GO то 108 
KJ<K-ККК+l 
60 ТО 1115 

108 CONTINUE 
CALL INTER1(W,V,41,21t 
оо lOQ 1-1,41 



ОО 109 Ј-},"1 
VCI,J)-VМ(Ј,Јt-V(I,Ј. 

1()9 CONTINUE 
lF(KK.EQ.l) <ЈО ТО 110 
KK=KK+l 
GO ТО 103 

110 CQNTINUE 
IF(II.EQ.9) <ЈО ТО 111 
1I=1!+1 
<';0 ТО 102 

111 CDNTINUE 
8·0. 
ОО 112 1-1,"0 
ОО 112 Ј-2,,,О 
B-В+(V(!+I.Ј)-\Ј(I*н,СЈ-l'.Н)-V(I,Ј)+U«I"l).н,(Ј-l).ћ)) •• 2 

112 CQNTINtJE 
ОО 201 1-2."0 
ОО 201 J-l,"О 
Б=В+(Vtl,Ј+l)-U«I-l).Н.Ј*НI-V(I,Ј)+U«I-l).Н,(Ј-lЈ.Н') •• 2 

201 CQNTINUE 
Ba OSQRT(8) 
C-B/A 
ОО 113 Ј·l."1 
Z(I'=(I-l).Н 
ОО 113 J a l,"1 
VM(!.J)=U«I-l)*Н,(Ј-l)*НЈ 

113 CONTINUE 
ОО 120 IЈ а l,12 
WRITE(6.114) А,В,С 

114 FORMATCIHl,5X.'NDRMA L •• (-l)(F) = ',ЕI4.7,5Х, 
.'НОАМА L •• (-l)(LV-FJ = ·,Е14.7,11,5Х, 
.'NORHA L**(-l)(LV-F)/NORMA L*.(-l)(FЈ - ',E14.7J 

WRITE(6,11S) 
115 FORMAT(lHl,IIIIIII,45X,'IZRACUNA1E VREC~CSTI ~(x,Y)',II) 
116 FORHAT(lHl,IIIII,22X, е(2Х,·Х='.fS.З.2~),II) 
117 FORMAT(IH .lох.'Уа·,F5.З,2Х, a(2~tF9.SJ) 

СО 118 К·2,З4,8 
L=K+7 
WRITE(6,116J (Z(I), I-К,Lt 
ОО 118 Ј-2,4.э 
WRITf(6,l17) Z(J),(V(I,J"I-K.L) 

118 CQNTINUE 
WRITE(6,1191 

119 FORMAT(lHl.IIIIIII,"5X,·TACNE ~RECNQSTI U(X,~J'.II) 
ОО 120 К=2,З4.8 
L=K+7 
WRITE(6.116) (ZCIJ. I-K.L) 
ОО 120 Ј а 2,40 
WRITEC6,117J ZCJ),(VM(I,J).I=K,L) 

120 CQNT!NUE 
STOP 
END 

SUBROUTINE ITER(V,F.Z,PG.N,L) 
REAL*a V.F,Z.PG 



CIMENSION Y(N,NJ,F(N,N),Z(N,NJ,PG(L,L) 
М-Н-l 
TAU=I./C8.*CN-IJ*(N-l.) 
СО 10 l-l,Н 
оо 10 J a l.N 
Z(I,J)-O. 

10 CONTINUe 
К-l 

11 CONTINUe 
оо 12 1=2,М 
оо 12 Ј-2.М 
Z(I,J)-У(I.Ј)-ТАU*«4.*УСI,Ј)-У(I-l,Ј)-У(I+l,Ј)-У(I,Ј-1) 

*-УСI,Ј+IЈt*СN-l)*(N-l)-F(I,Ј» 
12 CONTINUE 

IFCK.EQ.12J GO ТО 14 
оо 13 1=2.1'4 
ОО 13 Ј=2.М 
Y(l,J)=Z( I,Ј' 

13 CONTINUE 
К=К+l 
GO ТО 11 

14 CONTINUE 
оо 15 Ј-2.М 
оо 15 Ј-г.м 
y(!,J)=(4.*Z(I,Jt-Z(I-l,Ј)-Z(I+l,Ј)-ZС!,Ј-l)-Z(I,Ј+l)) 

**(N-l)*СN-t'-FС!,Јt 
15 CONTINUE 

оо 16 IIII1,L 
оо 16 J=l,L 
PG(I,Ja-У(2*I-l,2*Ј-l. 

16 CONTINUE 
RETURN 
ЕМО 

SUBROUTINE RICHCy,F.Z) 
REAL*e Y,F,Z,8ETA,T,TAU,Dl,02,PI 
DIMENSI0N Y(11.11),F(11,11).Z(11,11),eETA(2),1(8t,TAU(S) 
РI-З.1415926S4 
01=S.*CCSJN(PI/20.'.**2*100. 
02-е.*СОСQSСРI/20.')*·2*100. 
ВЕТД(I)-РI/16. 
ВЕТД(2)-Э.*РI/16. 
оо 11 1-1,2 
Т(4*1-Э)--ОСОS(ВЕТД(Ј)' 
Т(4*1-2)- DCOS(SeTA(I) 
T(4*1-1)=-DSINС8ЕТА(lf) 
1(4*1) == DSIN(BETA(It) 

11 CONTINUE 
[Ја 12 t=l,8 
TAU(I'-2./(02+01+(02-01'*1(I)J 

12 CONTINue 
оо 13 1-1.11 
ОО 13 Ј а 1,11 
Z(I,J)=O. 

13 CONTINUE 



к-о 
14 CONTINUE 

ОО IS 1-2.10 
ОО 15 Ј-2,10 
ZCI,J)-У(I,Ј'-1АU(К+ll*«4.*У(I,Јt-У(Ј-l,Ј)-V(I+l,Јt 

*-У(I,Ј-l)-У(I,Ј+l)t*100.-F(I,Ј» 
15 CONTINUE 

IF(K.EQ.1) GO ТО 11 
1(-1(+1 
(ЈО 16 1-2,10 
ОО 16 Ј-2,10 
Y(I.J)aZ(I,J' 

16 CONTINUE 
GO ТО 14 

11 CONTINue 
RE1URN 
ENO 

SUBROUTINE lNTER1(Y,Z,N,Lt 
REAL*e Y,Z 
OIMENSION Y(L,L).Z(N,N) 
M-L-l 
(ЈО 11 J-l.L 
(ЈО 10 J-1.L 
Z(2*I-l,2*Ј-l'-УСI,Ј' 

10 CONTINUE 
ОО 11 Ј а 1," 
Z(2*I.2*J-l)-О.'*(V(I,Ј)+V(I+l.Ј) 

11 CQNTINUe 
со 12 I-l.Н 
ОО 12 Ј а 1.М 
Z(I,2*J)-О.S*(Z(I,2*Ј-l)+Z(I,2.Ј+l») 

12 CONTINUE 
RETURN 
ЕНО 

REZULTATI 

!I л v<> - F /1 Л~1 

111\ у"" - F 11 Л- 1 

\\ Л Vf
& - F 11 Л- 1 

11 Л v о - F 11 л-1 

- 10.96161 

• 0.00005570798 

• 0.000005082099 



Х аС.О25 Х-С.С5() Х-О.О15 )Са().10С )(·0.125 )(-0.150 )CaO.l1~ )аО.2СС 

У·О.О25 0.СјОО07 0.00043 0.ОС127 0.00274 0.00500 С.С)СЗ16 С.012Э2 C.Cl1~5 
y-o.osc 0.00022 0.00113 о.оозо~ 0.CC6ltl 0.01136 С.01а17 C.OtlCC С.СЗЕСС 
У·0.075 О.ОО()42 О.()О206 0.OC5'tl О.<11<1<;З 0.Olв~7 0.O2~85 (.0413.2 c.()eJC~ 
Y-0.l<10 0.OO06~ 0.00Э21 0.0082С 0.Cl~2() O.0216~ о.с~зоз С.Оt4~Э c.ceE~C 
У=О.125 о.сса<1<1 CI.<104S5 С.Оl1зе CI.0221~ CI.О313З 0.()5152 C.O@24iC (.11315 
Y·O.lS0 0.СС136 0.СО6<16 0.014';3 (1.<1286С; 0.0111<;4 0.01315 C.I0"6~ С.142ЕО 
У·О.175 0.00176 С.ОО172 С.<1181е С.С351З C.OS922 0.()E~7" С.12161 С.11З~5 
У=О.200 0.0021<; 0.00950 0.022e~ 0.С432С 0.011()<Ј <1.Ј<111<1 O.151~CJ С.2(Ј48() 

У·О.225 0.С0266 0.0113<.1 0.()2122 ().()51СО 0.оеЗ44 0.125С6 С.l1Е2З С.2З1В 
У-О.250 0.ОС314 0.01336 С.СЗl11 0.059<16 0.09613 0.1~Э411 С.2С1З~ С.21(( 

У.О.27!) 0.00364 0.015Э~ 0.03631 0.06129 0.10<.103 0.lе205 (Ј.22еее С.ЗС3()~ ... 
у=о.зоо 0.С0416 0.011~6 0.0"(<;1 С.С1560 С.12202 0.18013 0.2~2()2 (].:зtсс 

.. 
У-О.325 0.0046е 0.019SIt C.04SE6 С.ОSЭС;Ј 0.13~~7 (Ј. 14iCJ2<.1 С.21113 С.:Н8'! I У·О.350 О.0052С 0.02161 О.ОSCiЭl C.0921~ 0.1~714 0.21155 с.зеl17 C."CC4lC 
У-О.З7' 0.00571 0.02366 O.O~Heв 0.1002С 0.16022 О.2ЗS3Э C.32~6C; ().~3]~~ 

Y-О.ItОО о.а0622 0.02565 <Ј.05<ЈЭ2 О.10еао 0.11221 0.2S2~5 с.э~еЕ1 C.~E(EC 
У·О.425 0.ОС610 0.02157 О.06з,е C.ll~~1 0.18316 0.26874 С.Э1С~t (.41Ee1~ 

i Y·O.~50 0.00116 0.02939 0.06161 0.12251 0.19"51 0.28401 С.ЗС;СЕ3 C.~]ItE(j 

Y·0.lt7S 0.ОС160 0.03109 0.01136 0.12~OS 0.20457 0.24)808 C.40~~4 C.S3EE~ 
У-0.500 0.ОС800 0.03266 0.0748С 0.13;00 0.21362 0.31078 C.42f3E С.!ЕСС(] 

Y-0.S25 0.0<1в36 0.О34(Ј6 0.07785 0.14021 0.22161 С.Э2193 C.~~10" C.51E~~ 
~ Y-0.5S0 0.00867 0.03527 0.080ltC; 0.1"47<3 0.22841 0.33134 ().It~ЭЭ6 C.SCjltCC 

У-0.'7' 0.00894 0.03627 0.0826S (].llt846 0.23387 0.З388" ().4Е!Сl C.6CEC~ 
... 
< У=0.600 О.СС<Ј14 0.03105 0.08429 0.IS12C 0.23189 0.3""25 ().4E~9" c.el~~C -> 

()о 

У·О.625 0.00928 0.03157 0.08536 0.15293 0.24033 0.34739 С."1:13 (.6IE1~ -" Y·O.~50 0.00936 0.03762 0.085в2 <1.1~ЭS6 0.24105 с.з~вО1 C.lt142C С.ЕНЕС .. 
У·0.675 0.00936 О.ОЗ111 0.08561 (.15301 0.23<.194 0.3~61З C.lt1112 C.61lt2~ fOC -У·О.700 0.00928 ().ОЭ141 0.08~6e 0.1512() 0.23681 С.З~lзв C.4t~26 ~.6Clt&O 
У-0.125 0.00~11 0.03610 0.ае299 O.1480~ 0.23110 0.ЗЗЗ61t (.45336 C.5~(jJ~ 

Y*0.lS0 0.оавв6 0.03563 0.OS()1t9 (Ј. 14З.1t 0.22430 0.32213 Q • .,З82С1 С.51()(() 

Y-0.71S 0.00850 0.03411 ().01'12 0.131~2 0.21456 c.:cв~в C.ltle~1t 0.~~1t(5 
У-О.ВОО 0.00в04 0.03230 (.012e~ 0.12960 О.2С23" 0.2~070 ().зq~l1t С.512()(Ј 

Y-O.82S 0.00148 0.03000 0.С6161 О.12С19 0.18152 0.26921 С::.364\17 C.~13~5 
y-o.sso 0.00680 0.02725 0.06136 0.1(901 O.169~6 0.24384 С.ЭЗС19 C.1t2E~(J 
y:rO.875 0.0'0600 0.02403 C.05ltOE Ci.09SCJS 0.1~951t C.21lt41 (ј.29СЈ6 C.31l25 
У·О.900 0.00507 С.<120Эl 0.04566 0.ае100 0.12612 0.НС13 C.241t1t5 С.:Јtес 
У сО.92!) 0.00"02 0.01606 О.СЗ61С 0.(64СС 0.0<;95<.1 С.1426З ().lСЈ2еl C.2~C;'5 
Y·0.9S0 0.00282 0.01128 0.02533 C.04ItSC; 0.06981 O.0~C;93 0.13501 C.11ltEC 
У-0.975 0.(ЈОI4С; О.ООS~З 0.01332 0.02эsе 0.03666 0.C52~1t С.ОlС82 С.СС;Н5 



Х-О.225 Х-О.250 )(-0.215 )1-0.300 )(-0.325 )(-0.350 )1-0.315 )I-C.~C() 

У·0.О25 0.02391 0.031~2 0.04009 0.04991 0.06083 O.~1278 C.08!6~ c.oc;c;~~ 
Y-().CSO О.С5125 С.066ео 0.08464 0.10474 0.127СО O.1!i129 C.l11~3 C.2C~40 
У-0.07' 0.08166 0.10569 0.13313 0.IЕ3СЈО 0.19185 0.23477 0.21~эе С.ЗЈЕЗ! 
У-О.I00 0.11476 0.14766 ().18~04 0.22680 0.27271 0.32248 (Ј.З1!..,Э С.~З2СС 
У-О.125 0.15019 0.19226 0.23961 0.2«;285 0.35091 О.lfl!68 (j.48C6~ C.!~14~ 
У·О.150 0.18759 0.23906 0.29710 СЈ.36146 0.43179 ().5СЈ161 с.~еЕЭ2 С.61Э4С 
У·О.175 0.22658 0.28762 0.35621 ().4!204 0.S11f67 0.60Э53 0.691~1 С."Сј6Сј5 
У-0.200 0.26679 0.33750 0.41669 0.50400 0.59889 0.7Ci(J70 С.8С)Е59 (J.~2JEC 
У·О.225 0.30787 0.38826 СЈ.1f1803 СЈ.51675 0.6SЭ78 0.19836 С.91С;55 1.Ci1f625 
У-О.250 0.34943 0."3945 0.53971 0.64~6C; 0.76867 ().еС;578 1.02С;С;1 1.11(СО 
У-О.215 0.39112 0.49065 0.60122 0.72224 O.8S2f3C; 0.99220 1.1З4l01 1.2C;1~~ 
у-о.зоо 0.1f3256 0.54141 0.66205 0.1<;380 0.93577 I.СЈе688 1.2~!E5 J.~lJ2C 
У-О.Э25 0."7339 0.59128 0.72167 СЈ.8ЕЭ1С; 1.01665 1.11901 1.Э~~Еl 1.~2EE~ 
У=0.Э50 0.51323 0.6зс;е" 0.11959 0.<;3161 1.09~в5 1.26803 J.~~~'~ Ј.6:Еса 
У-С.315 0.55113 С.68665 0.83521 O.Ci9668 1.16911 1.35300 1.5~4I~5 1.'~315 
У-О.400 0.5ее52 0.13125 0.е8В22 1.(5840 1.24056 1.ItЭЭ2S Ј.6зltlЕ I.ЕItЭ4С 
Y=0.42S 0.62321 0.17322 0.93190 1.11618 1.30674 1.50802 1.11826 1.<;:5.5 
"-С.450 0.65546 0.81211 0.9е382 1.169"4 1.36756 1.51651 1.1~<462 2.С НЕС 
У=0.415 0.68"88 0.8411f9 1.025"6 1.21157 1.42231 1.6З816 Ј.863(11 2.CCj41~ 
У-О.500 0.71112 0.87891 1.06229 1.26000 1."1С50 1.6Сј2СЈ3 1.92261 2.1ЕССО 
У-О.52!) 0.73381 0.90593 1.09382 1.29613 1.51121 1.1!744 1.97~'Cj 2.2JIt~~ 
У=О.550 0.75256 0.92812 1.11952 1.32536 1.5"402 1.17365 2.0121~ 2.2~12C 
У-О.57' 0.16103 О.945(]4 1.138e8 Ј.Э~712 1.56809 1.7СјСј9СЈ 2.01tC44 ~.~e1:5 
У-С.600 0.1168" 0.95625 1.1S1ЭS 1.36080 1.58219 1.81545 2.05464 2.ЭС·4СС 
У·О.625 0.78162 0.96130 1.15653 1.36582 1.587"7 1.81956 2.0~fici't 2.3062S 
У-О.650 0.18101 0.95971 1.15319 1.36159 1.58145 1.8Јl"1 ~.O~~!(J 2.2СјЭёС 
Y-O.~15 0.11"63 0.95120 1.14265 1.34151 1.56401 1.1С;СЈ44 2.CJ2~!0 2.2ЕЭС;~ 
У·О.100 0.76213 0.93516 1.12261 1.32300 1.53466 1.7!513 1.9Е413 2.2Ј1Н) 
У=0.725 0.74312 0.91121 1.09314 1.28746 1."9255 1.7Q6S9 Ј.921!5 2.1~Зё5 
Y·O.7S0 0.71125 0.81891 1.05373 1.2"031 1.43708 1.64226 ).85394 2.С1С(С 
"-0.115 0.66415 0.83782 1.0Q3El 1.18095 1.36756 1.56202 1.76248 J.~EECj~ 
у·о.аоо 0.6"Э41f C.781S0 0.94Э(ј4 ).10Е8С 1.28334 1.46510 1.652Э4 1.&ItЭ2С 
У=0.Е25 0.59471 0.72751 0.87014 1.02Э26 1.18З15 I.з!а76 I.S221C 1.6Сј1Е! 
У-О.850 0.!3716 0.65742 0.1864" 0.92374 1.06812 1.2Ј826 1.31214 Ј.SЗССС 
У-О.815 0.4120" 0.57678 0.68963 0.ЕС965 0.93517 1.06685 Ј .20 Н Э ).:3&15 
У-О.900 0.39125 0.48516 0.57981 0.680"0 0.78605 0.89518 1.0се!4 1.1232СЈ 
У-О.925 0.31302 0.38210 0.45644 0.53540 0.61828 0.1С431 С.7Сј266 C.€E24! 
Y=0.9S0 0.21898 0.26119 0.ЭIС303 0.Э1406 0.43179 СЈ.4<;168 <Ј.5!31Е CJ.ElStC 
У-О.975 0.11476 0.13991 0.16105 (].19S19 0.22!92 0.25716 0.2ЕС;21 С.Э211~ 



Х-0.425 )(-0.450 )(-0.475 )j-C.SOO Х-О.525 )(-0.550 ~-0.~15 )I·(I.~CC 

У-О.025 0.11392 0.12895 0.1"436 0.15996 C.175S2 O.1~O79 0.20~50 (.41937 
У-О.050 0.23"33 0.26"52 0.29539 0.32656 0.3~758 0.ЗЕ796 O.~1116 C.~4"EC 
У-О.О75 0.36026 0.40565 0.45191 0.49863 0.'4496 0.59023 С.6ззе4 (.614:2 
У-О.I00 0.49074 0.55131 0.612'3<3 0.67500 0.13643 0.79633 0.85ЭЕЭ (.9(120 
У-О.125 0.62418 0.700"" 0.11735 0.85""<3 0.93011 I.СС"98 1.07!Е2 1.I"lf1 
У-О.150 0.161"2 0.852С2 0.9"3<32 1.СЭ59Lf 1.12615 1.21"91 1.2t;lfJ9 1.311С<l 
У-О.175 0.89«;68 1.00it98 1.11161 1.21816 1.32313 1.42"8" 1.52152 1.6J1~2 
У·0.200 1.03859 1.15830 1.21929 1.40000 1.51869 1.63350 1.74439 I.Elt32C 
У-0.225 1.11118 1.31092 1."4587 1.SE!C27 1.11221 1.83960 1.96019 2.(171~1 
У-О.250 1.314it1 l.it6180 1.61022 1.15181 1.90246 2.0"187 2.1136С! 2.2S!CC 
У-О.215 1.4"9"9 1.60989 1.17124 1.93144 2.0е82С 2.43904 4.ЭЕ13<1 2.51412 
у-о.зоо 1.58126 1.75415 1.921Е2 2.1СООО 2.26822 2."2С;8Э 2.'t11~1 2.12НС 
У-0.325 1.70881 1.89355 2.07885 2.26230 2.""128 2.61296 4.11~ЭС 2.4122(1 
У-0.350 1.83111 2.027(12 2.22322 2."1119 2.60616 2.78716 2.9!t91 З.1Ј~~С 
У-О.315 1.<;"136 2.15Э~" 2.35<;21 2.56347 2.16163 2.95115 3.12861 3.2С;СЕ2 
У-0.4(10 2.056"1 2.27205 2.4е151 2.10(lОС 2.9()646 3.1е365 э.zsеС6 З."~t(ЈС 
У-(l."25 2.15135 2.З8151 2.60523 2.82'58 3.03943 3.2-1339 Э.43ЭЕS э.еОЕ<јl 
У-О.450 2.24920 2."8(1ве 2.11183 2.93906 3.15931 з.эе909 З.S6"'С З.llt22() 

У-О.415 2.33099 2.56911 2.80623 З.СЭ926 3.26486 3.419"8 3.61931 Э.НСЗ2 
У-О.500 2.1t0175 2.6"516 2.88129 3.12'0(1 3.35487 3.51328 3.11f3E 3.t;ECC(] 
У-О.525 2."60"9 2.70798 2.953<;2 3.1<;512 3."2811 3.6"921 З.8~"~2 ".C:~~l 
У-О.550 2.50626 2.15653 З.00501 З.2"84" Э.4SЭ34 Э.iО6()О 3.91248 it.CS8EC 
У-О.515 2.53806 2.78911 3.03С;4Э 3.2831<3 3.51934 3.7"237 З.9"е~э ".134&2 
У·О.600 2.55"94 2.80665 3.056<19 Э.3С10<lС 3.53489 3.15105 3.962'4 it.Jit14C 
\,-0.625 2.55591 2.80613 3.05381 3.29S90 3.52815 3.14875 3.95200 4.1Э~:1 
\,-0.650 2.5"001 2.18116 Э.О31Е6 3.21031 3."9971 3.11621 З.91!~9 ~.cc;!(c 
У=0.675 2.'Ot26 2.1"87<1 2.98835 3.22201 З."4е52 З.6S&15 З.8!Э2С ~.C2113 
У-О.700 2."5368 2.68911 2.92283 3.15(100 3.36197 3.51328 3.7t2Эl Э.~ЗI2С 
У-С.12!) 2.381ЭС 2.60913 2.8Э3S9 3.05293 3.26282 3.4ЕОЭ~ Э.64Н9 З.t!С4СЕ 
У=0.150 2.28815 2 • .5059" 2.12012 2.92969 3.12985 3.Э180S 3.49(94 Э.t4!СО 
У-О.715 2.11326 2.319(17 2.58191 2.1191С 2.96184 3.1"513 Э.ЭСlеэ 3.it!2ЕЭ 
У-О.800 2.0356~ 2.22150 2."164" 2.6СООС 2.11555 2.9"ОЭО З.(lСј}Э! Э.42SЕС 
У-О.825 l.e1434 2.05011 2.22322 2.39121 2.55115 2.1()2ЭО 2.8~Cl' 2.C;E2~E 
У-О.850 1.68836 1.8"604 2.00112 2.151St 2.29523 2.42983 2.S5ЭСО 2.ЕЕ22С 
у-0.е15 1.41615 1.61"01 1.74C;O~ 1.81<;88 2.00414 2.12164 4.22E~9 ~.З23]3 
У-0.900 1.23852 1.Э5321 1.46526 1.5750С 1.67901 1.;1643 Ј.вЕ!!' 1.C;~"CC 
У-0.925 0.97211 1.06241 1.1sc~e 1.2351" 1.31699 I.Э929~ 1.4E22~ 1.S2Э~Е 
У·О.950 0.61833 0.1"064 <1.80118 0.86(1<;" 0.9]121 0.96989 1.()11Е6 I.С6СНЈ 
У-О.915 0.35442 0.38685 О.418ЕЕ O.1t4941 0.41868 О.5<16()() с.sзое9 С.S~2ЕЗ 



Х II О.62' X-O.6~O )(-0.615 )С-С.70С )(-0.725 )c-C.1S0 )-O.11~ )а(ј.ЕСС 

У-О.025 0.23209 0.24330 0.2S2t~ 0.25';18 0.26~25 0.2Е565 С.2tЭS2 C.2~1~C 
УIIО.О50 0.~6966 0.491Е8 0.50994 O.S236'j 0.53211 О.S:4З1 C.54~!!E C.~HE() 
У-О.О;5 0.11136 0.74376 0.17041 0.19035 0.80223 0.e(;~в6 С.19ЕСЈl с .111«:0 
У-О.I00 0.95581 0.99816 1.03284 1.0584С 1.01326 1.С1518 1.0E~23 I.СЗЕЕС 
у·О.12! 1.20163 1.25341 1.29568 1.32644 1.3438З 1.34582 1.ЗЗС29 1.2Cj~C;C 

Y-О.lS0 1.~"145 1.50832 1.55159 1.59311 1.61260 1.61361 I.Sfiзеl 1.5~C~C 
У-О.115 1.~91S9 1.76133 1.8171CJ 1.ES102 1.81820 I.Е1800 I.SS:!!~ 1. Е( нс 
У-О.200 1.93359 2.01110 2.01309 2.11680 2.13929 2.13750 2.10Е19 2.c~eco 
У-О.225 2.11117 2.25625 2.32390 2.31106 2.39451 2.39084 4i.Э5ЕSl 2.4iE1EC 
У·О.250 2.4032~ 2.49539 2.56S2Э 2.61&4З 2.64249 2.63612 2.59123 2.'i(CC 
У-О.275 2.628"8 2.1211" 2.80469 2.85154 2.88190 2.Еlзео 2.82~OE 4.1~Э~О 
у-о.зоо 2.84546 2.9501с:Ј 3.0319С 3.0Е100 3.11131 З.IС018 ;.o~cec 2.~~~E(J 
У=0.Э25 3.05282 3.16290 3.2~e~E З.ЗСS4Э 3.329'4 З.З1633 Э.2tl11 3.1~C;CC 
У-О.Э50 3.24920 3.36415 З.ItS2Сј9 З.S114Е Э.5ЗS01 З.51914 3.45115 !.3~E'ec 
У-О.375 З.4Э322 3.SS21t6 3.64411 З.103'71 Э.12Е60 Э.1С188 З.6~24Е З.5t5СС 
У-О.400 3.60351 3.72645 3.82041 Э.Е8080 3.90216 Э.ЕЕI2S Э.81сс;е 3.EeE~O 
Y-O.1t25 3.1'869 З.8е~12 3.98052 4.04135 4.06222 ".031«;1 3.9ЕЗСС З.Е3НCi 
У·О."50 3.89740 4.02589 ".12305 4.1ЕЭ98 4.20360 4.11656 ~.OC;149 З.(ј~(СС 

У-О.41' 4.01825 4.1"858 ~.24660 ".301ЗЗ 4.32556 4.29587 1t.21ё5Сј ".CE~EC~ 
У·О.5(ЈО 4.11981 4.25140 4.34919 1'.41(ЈОС 4.42~15 4.3С;45Э ~.ЭС161 -4.НССС 
У=О.525 4.2009С 4.33291 4.4Э121t 1'.4С;С62 4.50580 4.41122 4.ЭЕI09 ~.22C;~C 
Y-O.SSO 4.25995 4.39189 1'.4е954 4.54181 4.56136 4.52461 -4.43111 ~.ё1EEC 
У-О.515 4.29565 4.42618 4.52332 4.5еО2С 4.59207 4.55339 1t.4~ЕЭ7 ~.3C1CC 
У=О.600 4.З0664 4.43625 4.53119 4.5861t0 4.5<365<3 4.~~625 ~."~fj64 ".зссес: 
У-С.625 4.29153 4.41892 4.~1176 4.5t504 4.51356 4.~ЭI86 ~."3~ЭС: ~.t1~C(J 
У·О.Е50 4.2489~ ".31340 4.46363 4.511t14 4.52161 ".~1в91 ".3~ICC; ".442~C 
У-О.675 ".17155 4.29831 4.38543 4."3412 4.439"0 4.3С;601 1t.2CSE14 ~.I"lEC 
У-О.100 4.01593 4.19226 4.21516 4.32180 4.32551 4.2е20Э ~.lESCJe ... e~2CC 
У=О.725 З.94212 It.О5ЭЕ6 4.13323 4.11641 4.11E76 4.13548 It.Oltl!S З.Е~1ЕС 
У-О.150 З.17655 з.ве172 3.<356"7 3.<;<;657 3.99163 3.<;5508 З.86~IЕ З.12ССС 
У·О.775 3.51605 З.61441 3.74401 э. Н!ОЕС; 3.78()81 3.13953 3.65260 З.SЈS"1 
у-о.в()о 3.ЭЭ9SS 3.43010 3.49465 З.528СО 3.52695 3.4Е150 З.4С!S5 3.21tfJ 
У-О.825 3.06656 3.14905 3.206Е2 З.2365З 3.23469 З.1Сј169 З.1211~ з.сезе1 
Y-O.8S0 2.75482 2.82811 2.81920 2.90509 2.90269 2.ЕЕЗ16 2.7СјСјСј, 2.6Сј2Еl 
у-о.в15 2.40326 2.46651 2.51039 2.53231 2.52957 2.4С;9З9 2.43ЕЕ1 2.3"5(( 
У-О.С;СО 2.СI050 2.06286 2.099Cl 2.116во 2.11400 2.СЈЕВ29 2.0З125 1.Cj~в~c 

У-О.92' 1.51511 1.61517 1.64361 1.~5720 1.65461 1.63411 1.59382 1.SЗНС 
У-О.950 1.09589 1.12385 1.142Сј8 1.15211 1.15Q05 1.13555 1.101Эl 1.CEItCC 
У-О.975 0.51129 0.58512 0.59555 0.60011 0.5<;891 0.5S12<з 0.51646 C:.S53EC 



Х-О.825 )(-0.850 )(-0.875 )(-0.90С )(-0.925 )(aCl.«,;SO )=0.~;5 )а].ССС 

Y-О.О2!i 0.2~678 O.2311~ О.209(ј5 О.lВ263 0.14860 0.IС124 (].0519Э с.с 
У-О.050 0.443505 0.~6З30 C.~2C49 0.ЗЕ;51 0.2<';120 0.21~З4 C.l1~;1 с.с 
У-О.015 0.14369 0.69546 ().6З014 0.54789 0.~4S19 0.32088 0.11312 С.(Ј 
У-О.100 0.99158 0.92660 0.83919 0.1290С 0.5«,;198 0.~264З 0.22(ј93 с.с 
У=О.Ј25 1.23162 1.15512 1.04615 0.90808 0.13691 0.53051 (.28593 с.с 
У-О.150 1.48068 1.38118 1.25012 1.0е439 0.81955 0.63288 fJ.З4С!8С; с.с 
У-О.l1; 1.11964 1.60318 1.45СЕО 1.2~114 1.01913 С.13293 (j.!9~~e с.с 
У=О.200 1.95339 1.82010 1.6lt6C9 1.42560 1.15509 о.еэозо C.44t19 с.<: 
У·О.225 2.1е081 2.03152 1.83~ПС 1.58899 1.28684 0.92457 С).4СЈ129 с.с 
У-О.250 2.40019 2.23523 2.01813 1.14656 1.41378 1.0Ј531 С.5451!1 с.с 
У·О.215 2.61221 2.4зоеl 2.19429 l.е9155 1.53531 1.10211 0.S922E с.с 
у-о.зоо 2.81396 2.61125 2.361~7 2.0412C 1.65082 1.1Е453 C.63~!2 С.С 
У=0.325 3.00490 2.19353 2.51СЈэв 2.17675 1.7!1971 1.2~216 С.611;7 с.с 
У-О.З50 3.18Э9~ 2.95863 2.66712 2.ЭОЗ~З 1.86138 1.З3~51 О.11~эе с.с 
У сО.31; 3.3~995 З.11154 2.80380 2.42051 1.95S24 1.40134 C.1~1t;~ с.с 
У=О.400 3.50181 3.25125 2.92851 2.52120 2.04066 1.46205 C.1e~2; С.С 
Y-O.~25 3.63842 3.31613 3.04037 2.62275 2.11107 1.51627 0.81эсе с.с 
У=О.450 3.15864 З.~8696 3.138"6 2.706"1 2.18ЗSS 1.56358 С.8З!1Е с.с 
У-О.41; З.86138 3.S80fj5 3.221fjO 2.11141 2.24040 1.6(1356 С.8~~Э~ С.С 
У·О.500 3.94550 3.65766 3.28980 2.8З5СО 2.28612 1.63518 С.81fЭf с.с 
У=О.525 ~.009в9 3.11608 3.3it124 2.е1841 2.32042 1.65982 fЗ.еЕе~е С.С 
У·О.550 4.053~4 3.75519 Э.Э75ЗЗ 2.90689 2.34268 1.61521 О.8СјlСО С.С 
У=0.;15 4.07503 3.77399 з.3911е 2.91961 2.35230 1.68168 С.9СС2() с.с 
У=0.600 4.0135~ 3.71145 3.38189 2.Сј160С 2.34869 1.61е65 с.вс;е:э" С.С 
У-О.62; 4.04186 3.14656 3.36451 2.89512 2.33125 1.6Е575 0.89121 с.о 
У=0.650 3.99687 3.69830 3.320:30 2.ES627 2.29936 I.E~2SS CJ.81f59 с.с 
УIIIО.67' 3.91945 3.62566 3.25~21 2.Ј9е6е 2.25244 1.60e6~ c.8EC2~ с.с 
У-О.700 3.В10448 3.52161 З.16sзе 2.72160 2.18987 I.S6358 С.8з!~t с.с 
У·О.725 3.6ЗО86 3.40315 3.05293 2.62~2E 2.11106 1.5С691 O.BC~Sl с.с 
У·О.150 3.51145 3.25125 2.91SC;t 2.505904 2.01540 l.о4зв36 ().1~EE7 с.с 
У-О.175 3.32316 3.07091 2.15356 2.36584 1.90230 I.З~735 С.72522 С.() 
у-о.воо 3.09685 ~.86110 2.S64ES 2.20320 1.77115 1.2t3S0 C.61~95 С.С 
У·О.В25 2.8Э11tl 2.620е2 2.304892 2.()112е 1.62135 1.1~61t0 0.61161 с.с 
у-о.зsо 2.5~З1З 2.34903 2.104ее l.вО1З2 1.45229 1.03562 ().55ЗСС с.с 
У=0.В1!! 2.21469 2.041t14 1.8ЗIЕ2 1.57254 1.26339 O.9C07it С.48СЈЕЕ с.с 
У-О.90О 1.84918 1.706<;1 1.52ЕЕ6 1.31220 1.051t03 0.75133 С.401О5 С.С 
У=О.С;25 1.44601 1.33454 1.19510 1.0255'" 0.82361 0.~&6ge С.ЗIЗ2Е с.с 
У=О.950 1.00~2-'1 0.92661 0.82963 С.71119 0.57153 0.ltC12S С.21131 с.с 
У·О.97' 0.52259 0.48210 0.43156 0.37020 0.29120 0.2117-'1 C.112~E с.с 



'" 86 -

Za rеlа};.sгсiО11U шеtоdu s осеnош оsttэ.tkа и norra.t L2. (LC), p!:i 

-l: = 2.. , dobija эе Е.о -::: 3~O i }'}1:: 2.3. Оа bi ве dobi1a tacnost G ::I:'
s 

potrebno је izvr§iti 2 ciklusa od ро 2 iteracije. Dobijen је 

rezultat u teorijskim granicama ta~nosti: 

/lЛV О -FtlL1(w) = 73.35224 

IIлV4 F 11 - 0.00001841387 - L (t.» -,. 

Na sledecirn stranicama nalazi эе izlazna lista s ,rrednostima 

V~ dobijenim оуоm metodom i s ta~nim vrednostima. 



)(-0.02' )(=0.050 )(-0.075 )-Cl.lСС )(-0.125 )C-CJ.1S0 )-0.J1~ )·С.2()() 

У-О.025 0.00007 СЈ.0004Э 0.СС127 0.С027" 0.00500 СЈ.С0816 С.СЈI2!2 C:.Cl1~~ 
У-О.05О 0.ОСЈ022 С.00113 0.003С9 0.СЈСЈ641 0.01136 0.СЈ1817 С.02јСС fJ.C38CC 
У-О.С15 0.OQ042 0.00206 СЈ.ОСЈ'41 0.С:1СЈ93 0.01897 0.02985 с.с~эе2 C:.fHIC:~ 
У-О.100 0.00СЈ69 0.00321 0.00820 0.01620 0.02769 0.0"303 С.О~2!Э (.ce~~() 

У-О.125 0.00100 0.00455 0.011зе 0.CJ221S 0.03738 0.С5752 c.oe2~C (.11315 
y-О.lS0 0.QQIЭ6 0.00606 0.01493 0.С2869 0.04794 0.С1Эl' С.1(I469 С.142ЕС 
У-О.115 0.ОС176 0.00172 0.01878 0.С3'73 0.05922 0.08974 СЈ.12167 С:.l1З4~ 
У-О.200 0.ОСЈ219 0.00950 0.02289 0.С4320 0.01109 0.1(110 C.l~I~9 CI.2C4EO 
У·О.22' 0.00266 0.01139 0.02722 0.С510С 0.08344 0.12506 0.11623 С.2Э1Ј~ 
y-O.2S0 0.ОС314 0.01336 0.03171 0.05906 0.09613 0.14344 С.2С134 С.21ССО 
У·О.275 0.00364 0.01539 С.ОЭ6Эl 0.С6129 0.10903 0.16205 0.22668 с.зсзс~ 

.... .. 
у-о.зоо 0.ОСЈ416 0.01746 C.Olt097 0.С7'6СЈ СЈ.12202 0.18073 С.252С2 CI.:Э6СС 

I У-О.325 0.00468 0.01954 0.04566 0.оеЭ91 0.13491 0.19929 0.21113 с.эе8~5 
УаО.ЭSО 0.COS20 0.02161 0.05031 0.0921~ 0.1411~ 0.21155 с.зе);7 (1.~Cc!"C 
у аО.31' 0.00511 O.023~6 0.0548е С.I0С2<1 0.16022 0.23533 e.32!t9 0."31.5 
У-0.400 0.00622 0.02565 0.05932 0.10800 0.11221 0.25245 0.3~8El С."есеСЈ 
У-0.<425 0.00610 0.02757 0.06358 0.11547 0.18316 0.26814 0.31С .. 6 (1."'815 

i У-О.450 0.00116 0.02<;39 O.061~1 СЈ.12251 0.1~451 0.2Е401 0.39(183 C.S14EC1 
У-О.415 0.00760 0.0310<; 0.01136 0.12<;0' 0.20451 0.29808 0.4C~'. (Ј.~ЭSЕ~ 
y-о.SОО 0.00800 0.03266 0.01480 0.13500 0.21362 О.3107е 0.42~Э6 C.~ECCC: 
У-О.52! 0.СЈОвЭ6 0.03<406 0.07185 С.14027 0.22161 0.32193 0.4~104 C:.Sle~! 

= yaO.SSO 0.00867 0.03527 СЈ.08049 0.14479 0.22841 0.Э~IЭ4 СЈ.45ЗЭ6 С.!С14(ЈС .... 
У-О.515 0.00894 0.03627 С.08265 0.14846 0.23387 0.33884 0.46301 С.ЕС6(15 < 
У-О.600 0.00914 0.031()5 0.08429 0.1512С 0.23189 0.34425 C.46~Cj4 С.61440 ...t--

У-0.625 0.СЈ0928 0.03151 0.08536 0.IS293 О.2"ОЭЭ 0.34139 С.41:13 C.E1Ej~ -~ 
У-О.650 0.00936 0.03782 <1.08582 0.15356 0.21tl05 0.34801 (1.41420 С.61Еео 

.. 
tOC 

У·О.615 0.00936 0.03771 0.08561 С.В1301 0.23994 0.Э4(:13 С.41112 0.6]425 -
У-О.700 0.00«328 0.03741 СЈ.08468 0.15120 0.23687 0.34138 0.46426 C.6CItEC 
У-0.125 0.00911 0.ОЭ610 0.08299 0.1~80~ 0.23110 0.З3364 0.45336 C.S~OI~ 
Y-O.1S0 0.00886 0.03563 0.oeO~9 0.14344 0.22~ЭО 0.32213 (!.43Е2С CI.51CCC 
У=О.715 0.00850 0.03411 С3.С7112 0.13132 0.21"56 0.зое~8 е.418!!4 C.S~~05 
У-О.ВОО 0.00804 0.03230 0.O128~ 0.12960 О.2023" 0.29070 О.ЭС;~I~ C.~12CC 
у-о.е25 0.007"8 0.03000 0.06761 0.1201~ 0.18152 0.26921 0.Э6~"1 C.~13!S 
У-0.850 0.00680 0.02125 0.06136 0.lС901 0.16996 С.2~зе4 0.ЭЭ(]19 C.42B~0 
У-0.В1' 0.00600 0.02403 CJ.OS4C6 C.09S9E 0.14954 0.21441 C.2~Clt: С.Э1Е25 
У-О.900 0.00507 0.02031 СЈ.04566 0.08100 0.12612 0.111073 C.2~~"!! С.3Ј6ЕО 
У-О.925 0.00402 0.01606 0.03610 0.06400 0.09959 0.1~263 0.192Еl C.2~C;1~ 
Y·O.9S0 0.00282 0.01128 0.02533 0.04489 0.069еl 0.С999Э 0.135(1 C.l1~EC 
y-O.91S 0.00149 С.00593 С.ОIЗЭ2 ().023S8 0.03666 0.05244 0.07СЕ2 С.СјСјН5 



Х-О.22' Х-О.250 )(-0.215 ~-о.зоо )(-0.325 ~-0.З50 "·0.315 )·a.~C(i 

'1=0.025 0.02391 0.031it2 O.Oit009 0.Oit991 0.06083 0.0127(1 (I.oe~E9 c.c~c;~~ 

'1-0.050 0.05125 0.06680 O.O(lit64 0.10it7it 0.12100 О.В129 0.11143 C.2C~4C 
У-О.075 0.08166 0.10569 0.13Э13 О.IЕЭ9С О.191Е5 0.2Эit71 0.2'1itЗЕ С.З1Е::~ 
'1-0.100 О.11Је76 0.14766 0.18504 0.22680 0.21271 0.Э22it8 0.Э7~73 С.itЗ2Сti 
У=0.125 0.15019 0.19226 0.2З9Е7 0.29285 0.35091 0.itlЗ68 С.4ЕСЕ5 C.!~12~ 
'1-0.150 0.16759 0.23906 0.29710 О.Э614t 0.43179 0.50761 <Ј.S8ЕЭ2 С:.ЕiЭ4С 
У·О.17' 0.22658 0.28762 0.35621 C.lt3204 0.51467 О.60ЭSЭ 0.69191 C.19E~5 
'1-0.20(1 0.2Е679 0.33750 0.41669 0.!0400 0.S9SS9 С.1С07С (J.8C)E~9 C.~~JEC 
У=0.225 0.30787 0.38826 0.47S0Э ().S161it О.6ЕЭ78 0.19836 C.91~!! I.С4Е25 
У-О.250 0.3it9it3 0.439it5 0.53971 ().64969 0.76867 0.6C;S7S 1.02СјСјl I.I1ССС 
У-О.27' 0.39112 0.49065 0.6С122 С.12224 0.85289 0.Сј9220 1.1Э9<:1 1.2СјН5 
у-о.зоо 0.43256 0.54141 0.662()5 0.79Э8() 0.93577 1.0е688 1.21t!ES 1. '-112С 
У-0.325 0.it7339 0.59128 ().72161 ().Е6Эlt; 1.01~65 1.119C1 I.Э~(јtl 1.!:2Н!!: 
'1-0.350 0.'1323 O.63~8" Q.779SCJ 0,93161 1.09485 1.2t8QЭ J.~/j~e~ 1.6зесCl 
У·О.З75 0.55113 0.68665 0.83521 0.99668 1.16971 1.ЗSЗQQ 1.S~"9S 1.1~Эl~ 
'1-0.400 O.SS852 Q.7Э12~ 0.88822 1.CS8ltC 1.2itOS6 1.43325 1.6Э~1Е l.f4З2С 
У=0.425 0.62321 0.17322 0.9Э74iQ 1.11618 1.30614 1.'СЕ02 ].1112Е I.СјЭ!~!: 
'1-0.4'0 O.655it6 0.81211 0.9SЭЕZ 1.1694it 1.36756 1.51651 1.7~462 2.019~(J 
Y-О.it7S 0.6е488 0.841it9 1.02546 1.21751 1.42237 1.63816 Ј.в6ЗС) 2.Ct;"1~ 
У-О.500 0.11112 O.87e~1 1.06229 1.26()0() 1.47050 1.6~203 1.«;2261 2.НССС 
У-0.'25 0.73381 0.90593 1.093E2 1.29613 1.51127 1.13144 1.912!СЈ t.21"~! 
У-О.5'О 0.75256 0.92812 1.11952 1.32536 1.5""02 1.'11365 2.01415 2.2!12С 
У-0.575 0.16103 0.94504 1.1эеее 1.34712 1.56809 1.1~C;9() 2.0~C~4 2.2еlЭ! 
'1-0.600 0.71684 0.95625 1.15139 1.3608С 1.58279 1.f!]SitS 2.05Ее" 2.ЭС4ес 
'1·0.625 0.78162 ().96130 1.15653 1.36582 I.S81it7 1.81956 2.0!99" 2.ЭС62~ 
У-0.650 0.76101 0.95«;71 1.15379 1.3615СЈ 1.58145 1.81147 2.0"~SO 4.2С;Э2С 
У-0.Е75 0.77463 0.«;5120 1.1426~ I.Эit7'1 1.56~07 1.1~0"4 (.02~~C (.2ЕЭ~~ 
У-О.ЈОО 0.76213 0.93516 1.12261 1.32300 1.'3466 1.1'573 1.Сјf!~IЭ 2.21јЕО 
У-О.72' 0.7it312 0.91121 1.0931" 1.2E!7ltt 1.492" 1.1()6S9 1.921SS 2.1~З2! 
У-0.750 0.11725 0.87891 1.0']13 1.2~031 1.itЗ108 1.Eit226 ].85Э~it 2.С1ССС 
'1-0.775 0.68415 0.83782 1.00361 1.·18C9~ 1.36156 1.56202 1.7~24E J.~EE~5 
у-о.зоо 0.6it344 0.787'0 0.9itзсit 1.10е8С 1.2ВЭЭit 1.ItES10 Ј.6SiЭ4 l.е~э(о 
У-0.825 0.'9477 0.72751 0.87074 1.02326 1.18375 1.3~O76 1.5247С l.tCjlES 
'1-0.850 0.53776 0.65142 O.786itit 0.92314 1.06812 1.21826 1.31.101 1.5ЗССCi 
у-0.е75 0.it120it 0.57678 С.68СЈЕ3 0.ЕС965 0.93577 1.0~68' 1.20 Н Э I.ЗЗf15 
У-О.900 0.39725 ().4SS16 0.S79t?l 0.680"0 0.18605 0.e~S7B 1.0().~it 1.12Э2() 
У-0.СЈ2!; 0.31Э02 0.38210 ()."'6itlt 0.SЭ54() 0.61828 Q.7С4Эl (j.7t;2e~ 0.ЕЕ245 
У-0.950 0.21898 0.26719 Q.ЭI9С3 0.Э7itС6 0.itЭ179 0.49168 С.55ЭIЕ С.Е15ЕС 
У-О.915 0.11476 0.13997 0.16705 0.19579 0.22!92 0.25116 С.2ЕСј21 С.З211! 



Q ~O~g~Q~..,~gNg~"'N"'~"'Ng~ONO~"'~"'W..,~gwg~uwg~ 
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... =0.500 о.оозоо 0.03266 С.07419 0.13500 0.21362 0.31078 С.42ЕЗ~ е.!ЕССС 
Y·O.S25 0.00836 0.03406 0.07785 С.Ј4027 0.22161 0.32193 0.4"1<14 C.S1E!5 ... 
... ·0.550 0.00867 0.СЭ527 0.oeClt9 0.1<4419 0.22в41 0.З3134 0."SЋЗ6 C.!5~ltCC <: 
\'=0.575 0.00893 0.03621 0.08265 0.1"846 0.23387 0.ЭЭ8S4 С.46ЗCi1 C.6cacs -N 
... ·0.600 0.00914 0.03705 О.0842СЈ 0.1!120 0.2З78СЈ 0.34425 (].46~Cj" C.E14~C .. 

IC 
У-О.625 0.00928 0.03757 с.ов5Э6 0.15293 0.240Э3 C.3lt73CJ С.~1!1З С.Е1Е15 -
... ·0.650 0.00936 0.03182 C.08S82 0.15356 0.2410S с.з~е07 0.lt1~2C С.61Еес 
... ·0.615 0.00936 0.С3777 0.08561 0.15301 0.2ЗСЈ9it С.Э~613 (.41112 C.~J~2~ 
... -0.100 0.00928 0.03741 0.OSltt8 O.lS12C 0.23686 С.Э~lэе (].4E~26 С.ЕС4ЕС 
... ·0.725 0.00911 0.03610 C.082~C; O.l<4eo~ 0.23170 0.ЭЭЭ64 С.45ЭЭ~ C.5C;Cl~ 
... -0.750 0.00г85 0.03S62 0.080~C; 0.1~344 0.22~30 0.32273 С.4ЭЕ20 С.51((( 

У·О.775 0.00850 0.03417 0.07112 0.1З7Э2 0.21"56 0.ЗСЕ4S C.ltlESlt (.504"(5 
У·О.800 0.00804 0.03230 0.07284 0.12960 0.20234 0.2<;070 (i.ЭСЈ~llt (j.~12(C 

У·О.825 0.OC11t8 о.озссо О.067Е1 0.12СIСЈ 0.18752 0.2ЕСЈ21 (.360411 с.lt1З~5 
... ·0.850 0.00680 0.02725 0.0613Е 0.10901 0.16СЈ96 О.2~зв4 С.ЭЗСI9 (.~lB~C 

... ·0.875 0.00600 0.024С3 О.О54С6 o.(Jc;s~e C.lit954 0.21441 С.2СјСIЕ С.Зlt2S 

"'=О.СЈОО 0.00'01 0.02031 0.04'66 О.СЕl0е 0.12612 С.ЈЕ073 C.2~~~~ С.ЗЈН!С 
... ·0.СЈ25 0.00402 О.016С6 0.СЭ61С 0.О640С 0.0<;959 0.14263 С.IС;2Еl C.t~Cj15 

... ·0.950 0.00282 0.01128 0.02533 0.C~4e9 0.06981 С.О9Сј93 С.IЗ~СI C.l1ltEC 

... ·0.975 0.0(Ј149 с.оо,с;з С.ОIЭЭ2 0.02358 0.03666 C.()~2~1' (.01С82 С.СС;IЕ5 



)(-0.22' )(=0.250 )С=().275 )СсО.300 )(=0.325 )(=0.350 )-0.375 )=О.-4СО 

У-О.025 0.02391 0.031~2 0.04CC~ 0.04991 0.ОЕ08Э 0.01278 O.O~~E~ C.C~<Jo1~ 
У-О.050 0.05125 0.06680 0.08464 С.I04;4 0.12700 0.15129 0.177.3 C.2C~2C 
У-О.075 0.СВ166 0.10569 0.13313 С.lfЭ<ЈС 0.lсз185 0.23477 (i.21.эе С.ЗН!~ 
У=О.lСО 0.11476 0.14166 O.leSQ~ 0.226ео 0.21211 0.32248 С.З7!1! (Ј.4!2СС 
У-О.125 0.15019 0.19226 О.239Е7 0.29285 0.35<191 С.41368 CI.4eCE5 C.~~12' 
У-0.150 0.18159 0.23906 0.29110 С.ЭЕ146 0.43119 С.5С161 (.sеIЭ2 СЈ.Е1Э2СЈ 
У=0.11' 0.22658 0.28762 0.35621 С.43204 0.'1467 0.60353 0.69191 C.;CjE~! 
У-О.200 0.26619 0.33750 0.41669 0.S040C 0.59889 0.10010 C.80ESC; С.Сј21fС 
У-О.225 0.30181 0.3.826 0.47803 0.51674 0.6еЗ18 0.7Сј836 С.91Сј!' I.C4E2S 
У-О.250 0.34943 0.43<)45 0.53971 O.6496~ 0.76861 0.ЕСј578 1.02Сј91 1.11С(0 
У=0.275 0.39112 0.49065 0.60122 0.72223 0.85289 С.<ЈСј220 1.13Сј(1 1.2Cj]<j~ 
у=о.зсо 0.43256 0.54141 0.66205 0.79Э8С 0.93517 I.СЕ68З 1.24~B5 1.~J12C 
У-О.325 0.41339 0.59128 0.12167 <I.8ЕЭ19 1.01665 1.11901 1.3~~67 J.~26E~ 
У-О.350 0.51323 0.63984 0.17959 0.93161 1.09~e5 1.2Е803 1.44~6~ 1.63ЕСО 
У-О.375 0.55113 С.68661' 0.83527 0.99668 1.16911 1.3SЗОО 1.S<4~9~ 1.1~Э75 
у-о."оо 0.58851 0.1з125 0.88821 1.С5е,,0 1.24056 1.43325 1.63~;6 I.ЕltЭН: 
У-О.425 0.62321 С.77322 0.9379( 1.11618 1.30614 1.50802 1.11826 1.С;З!~~ 
У-О.450 0.655"6 0.'1211 0.98зе2 1.169"" 1.36756 1.51657 1.19~El 2.CIC;~C 
У-О.415 0.68488 0.8"748 1.02546 1.21757 1.42231 1.6З816 1.86ЗСQ 2.()Сј"1! 
У=0.500 0.71112 0.87890 1.06229 1.26ССО 1.47С50 1.69203 Ј.922НЈ 2.16(СО 
У-О.525 0.13380 0.90593 1.09Э82 1.2Сј612 1.51127 1.13144 J.912~9 2.21~~~ 
У-О.550 0.15256 0.92812 1.11952 1.32536 1.54402 1.11365 2.0121" 2.2!12С 
Y=C.S7' 0.76703 0.94504 1.13888 1.3"712 1.56808 l.iCjc.i90 2.0"С.3 2.2e1::~ 
У-О.600 0.77684 0.95625 1.1513<; 1.360ес 1.58279 1.81545 2.0~E6~ 2.3С<4СО 
У=0.625 0.18162 0.96130 1.15653 I.Э6!82 1.58741 1.81955 ~.OSc.i93 2.ЭСЕ2~ 
У-О.650 0.18101 0.95976 1.15379 1.36159 1.5814~ 1.81147 2.04~!O 2.~СјЭ'С 
У=0.615 0.77"63 0.95119 1.14265 1.34151 1.56401 1.1~O4~ 2.024!С 2.2fЗ4i! 
У-О.700 0.76213 0.93516 1.12260 1.32300 1.'3466 1.15573 1.9Е41Э 2.21160 
У-О.125 0.1~312 0.91120 1.09313 1.28146 1.4~2!' 1.1(659 1.92155 2.1!~2~ 
У-О.750 0.11125 0.87891 1.05313 1.24031 1.43108 1.f4226 1.85Э94 2.С1«(0 
У=0.175 0.68415 0.83782 1.00З81 1.18095 1.36756 1.5Е202 1.76246 1.C;6e~! 
у-о.всо 0.64344 0.78150 С.94ЭС4 1.10880 1.28334 1.4~510 1.65234 Ј.е4З2С 
У-О.825 0.5~417 0.72151 0.87014 1.(12326 1.18315 1.Э!076 1.52210 J.E~lf! 
Y-C.8S0 0.53176 0.65142 С.18644 0.92374 1.06812 1.21826 1.3121. 1.53C~C 
У=0.875 0.47204 0.51678 0.68963 0.ЕССЈ6! 0.93511 1.06685 1.20 ЈЕЗ 1.3ЗЕ1~ 
У=0.900 0.39125 0.48516 С.519Еl 0.6Е040 0.78605 0.8c.;S78 1.00Е!4 Ј.l.Э2С 
У-О.925 0.31302 0.38210 0.456"4 O.S354C 0.61828 0.lС431 С.79266 c.eE2~! 
y=o.c;so 0.21898 0.26119 0.319<13 0.31406 0.43179 0.49Н8 С.55Э1Е C.61'~C 
У=0.975 0.11476 0.13991 0.16705 0.19519 0.22592 0.25116 0.28Сј22 С.З211! 



Х-С.425 )(-O.'t50 )(-0.415 )C-(].SOC )(=0.525 Х=(Ј.550 )c=O.~15 Х-(Ј.ЕСС 

У-О.025 0.11392 O.128~5 0.14436 CI.1599е 0.17552 0.1«;019 C.2Q~'C с.t19Эl 
У=0.050 0.23433 0.26452 0.29539 С.Э2656 0.3~7S8 0.эе796 С.4111Е C.~~·HC 
У=0.075 0.36026 Q.'tQS65 0.45191 0.49863 0.'4"96 О.S902З С.6ЭЗЕ4 С.Еl~Э2 
У-О.I00 0.49073 0.55131 O.612~C; 0.е150С 0.13643 0.1~63З с.в'!6! C.~()1H: 
У-О.125 0.62478 0.70044 0.П135 0.6'44<; 0.93077 1.СО4С;8 I.07~E2 I.Ј41Е1 
У-О.150 0.16142 0.85202 0.94392 1.СЭS94 1.12674 1.2Ј491 J.2t;8e9 I.З11(( 
У=0.175 О.В9<;6е 1.00498 1.11161 1.21816 1.32313 1.42484 1.52152 l.е1Н2 
У=0.200 1.0Э859 1.15830 1.27929 I.4СОСО I.SHI69 1.63350 1.7"2Э9 l.е·Н2( 
У-О.225 1.11718 I.Зl<192 1.445~; 1.5802'1 1.71221 I.Е3960 1.9ЕС19 2.Cl1~1 
"-0.250 1.314"1 1.46119 1.61()22 1.1~1el 1.90246 2.Clt181 2.1iЭ6С 2.2fj5CC 
У=0.275 1.4494в 1.60989 1.77124 1.9314" 2.0е820 2.23904 2.36Ј30 2.51212 
у-о.зао 1.58126 1.15415 1.92182 2.10000 2.26822 2.42983 4.sel~1 2.121~O 
У=0.325 1.10881 1.893'5 2.078е5 2.26230 2.44128 2.61296 2.11~З() 2.-;22(; 
У-О.Э50 1.83111 2.02102 2.22321 2.41118 2.60616 2.1е116 2.95e~; Э.11240 
У-О.315 1.94736 2.15354 2.З59Еl 2.56341 2.76163 2.~5114 Э.12Еtl Э.2~СЕ2 
У=0.400 2.05641 2.21205 2.lte1~1 2.1000() 2.90646 З.ЈеЗ65 Э.28fСЕ З.45ЕСС 
У-О.425 2.15735 2.38151 2.60522 2.62sse 3.034943 Э.24ЭЭ<; З.4ЭЭЕ5 Э.ЕСtСјi 
У=0.450 2.24<;20 2.48088 2.71183 2.-;3906 3.15<;31 3.зt<;ОСЈ З.SЕ~'О З.1421Сј 

"·0."15 2.33099 2.'6911 2.80623 Э.СЭСЈ26 Э.264Е6 3.41948 З.614јЭl З.ЕЕСЗ2 
У-О.500 2.40174 2.64515 2.8812СЈ 3.12500 Э.3Slt81 З.51328 3.11635 Э.~!Сј4ј" 
У=0.525 2.46(149 2.101<;8 2.953.,2 З.l.,511 3.42810 3.64921 Э.S54!2 4.СЗСјf; 
y-o.sso 2.50625 2.7565З 3.00500 3.2484З З."8Э34 З.1С6СО 3.<;1248 4.ССјЕЕС 

"=0.515 2.53806 2.18971 3.0ЭС;4Э З.2837Сј Э.51СЈЗ4 3.14231 З.94ЕСЗЗ 4.1:482 
У-О.600 2."494 2.8066" 3.05609 з.эсоос 3.5348СЈ 3.75105 3.9Е2!4 ~.J412C 
"-0.625 2.55591 2.80612 З.О5ЭЕ1 Э.2~5вс; 3.52815 З.1~е15 3.952(10 4.1Э~Э1 
У=0.650 2.54001 2.78116 3.03165 3.21031 3.449910 3.11621 3.4H!~Cj ~.Ot;<4S~ 
У=0.615 2.50625 2.74810 2.98835 3.22201 3.44652 3.65814 3.8S320 ~.C2112 
У-О.700 2.45367 2.68910 2.922ЕЭ 3.15000 3.36196 3.51328 3.1Е2ЭС Э.~ЗI2(Ј 
У=0.125 2.Э8130 2.60913 2.езз~с; 3.05293 3.26281 З.~Е034 З.6~IСЈЕ 3.8(4(1 
У-О.750 2.28815 2.505<;3 2.72012 2.92966 3.12985 3.31804 З.49СС;3 З.Е~~СС 
У-О.715 2.11325 2.37901 2.5819С 2.1791СЈ 2.96183 э. Н512 З.3С182 Э.~~2Е2 
у=о.воо 2.03564 2.22750 2.416~4 2.6(00«) 2.77554 2.Сј~ОЭО 3.09134 З.22~tС 
У-О.825 1.87"33 2.05011 2.22321 2.Э·Н21 2.55115 2.7С22СЈ 2.84011 2.CjE2~1 

У"0.850 1.68836 1.8460" 2.00112 2.15156 2.2СЈ522 2.4298З •• S529C; 2.ЕЕ22С 
у аС.875 1.41615 1.61'101 1.74903 l.в1988 2.0(414 2.1216З 4.22e~CJ 2.32312 
У-О.900 1.23852 I.ЭSЭ2С 1.46585 1.51500 1.67901 1.11643 1.86~Э~ 1.«;44ео 
У=0.925 0.97271 1.06241 1.IS04E 1.23574 1.31699 1.39294 1.46224 1.52348 
У-О.950 0.678Э3 0.14064 O.8011E о.ееС94 0.91121 О.9t989 1.011et l.сеСНЈ 
У·О.915 0.ЭS41t2 0.З8685 С.4186Е 0.~4942 0."1868 0.'(600 С.5ЗСII~ С.~~2ЕЗ 



)(-0.62S )(-0.650 )(-С.615 "-0.100 )(.:0.725 )Ca:~.150 "а:О.115 )СаО.ЕСО 

'1-0.025 О.2Э209 О.24Э30 0.25266 О.2591Е 0.26425 0.26565 0.26Э!2 C.2!1~C 
~·0.050 0.46961 0.49168 (J.50~94 0.~2369 0.53211 (].5Э4З1 0.5.it;'E (J.~JEEC 
'1·0.075 0.11136 О.74Э16 0.770~1 0.19035 0.80223 0.~04в6 C.1Cjf~1 (.111(0 
У-С.I00 0.95561 0.99815 1.032Е4 1.05840 1.07326 1.01518 1.0Е423 Ј.СЗ6ЕО 
'1-0.125 1.20163 1.25341 1.29568 1.32644 1.34383 1.34582 I.ЗЗ()29 J.2«;~C(1 

'1-0.150 1.4"71t5 1.50832 1.55760 1.59311 1.61260 1.61367 ].543311 1.5~0~O 
'1·0.115 1.69169 1.16133 1.81719 1.851С2 1.87820 I.Е1800 1.853'4 1.ЕСНС 
У-О.2СО 1.93359 2.01110 2.01309 2.ЈЈ68С 2.13929 2.13750 2.]ое19 2.C~8C(] 

~-O.225 2.11111 2.25625 2.3239С 2.31106 2.Э':l451 2.390е4 2.35651 2.2Е1ЕС 
'1-0.250 2.40326 2.49539 2.56823 2.6Н!43 2.64249 2.63611 2.5Ci12З 2.52((( 
'1-0.215 2.62848 2.1211" 2.80"69 2.85154 2.8{!19() 2.S1З8() j.в2~CJE •• 1~Э~0 
~·о.зоо 2.64546 2.95010 3.031«;(1 з.ое70С 3.11131 Э.IС018 З.О!iсес 4.Cj~Eec 
У-О.Э2S 3.05282 Э.16290 З.24846 З.30'43 3.32954 З.З1633 3.26Јl1 З.ВЕС;~ 
У-О.Э50 3.24920 з.з 64 15 3.45299 3.511"6 3.53507 3.51914 З.4~еlS З.З4ЕЕО 
У-О.375 3.43322 3.55246 3.6"410 3.10311 3.12659 З.1С788 3.64246 з.~t4~«; 

'1-0.400 3.60351 3.12644 3.82041 Э.ЕЕС8Q Э.9С)216 3.Е&125 3.81ССЈЕ Э.ЕвЕ~(! 

'1-0.425 3.15869 3.88412 3.98052 4.04134 4.06221 4.С)З191 З.96ЭСС з.е:НЕО 
'1·0.450 3.89740 ".02589 4.12ЭС4 it.HJ39E 4.20360 4.11656 4.0«;129 З.Сј~«;СјСј 

'1·0.415 4.0182" 4.14858 4.2466С 4.30132 ".32556 4.29581 4.212!е 4.С6СјЕО 

'1-0.500 4.11987 4.25140 ".З4Cil«; ".41000 4.42674 4.3«;"52 4.3С16С 4.15CjCj~ 

'1-0.'25 4.20089 It.ЗЭ296 4.43123 ".49062 4.50519 4.41121 4.3ЕIСЈСЭ 4.22С;4С 
У-О.550 4.2SCj91t 4.391е8 4.48954 4.547Е1 4.56135 4.52460 ~.4Эl11 4.216ЕС 
'1·0.515 4.29565 4.42611 4.52332 4.5801'3 4.59201 4.5~339 ~.,,~еЭl 4.эс(t;Сј 

'1-0.600 4.30664 4.43624 4.53119 4.58639 4.59659 4.55624 4.4Sge4 ~.ЭССЕ() 
'1-0.625 4.29153 4.41892 4.~1115 ".5650" 4.57355 ".53185 ".4З4ЭС ~.214\~Cj 

'1·0.650 4.2"896 1t.37340 1t.46Э63 ".51413 4.52160 4.4189С 4.3Е1С9 ~.42t~C 
'1·0.615 4.11755 4.29831 ".385"2 4.43411 ".ItЗ939 4.3'9606 4.29Е11t ".141ЕС 
'1-0.100 4.07593 ".19225 4.21515 4.32180 4.32556 4.2е203 4.185~e 4I.СЭlСјСј 
'1-0.125 3.94271 ".оsэеs 4.133iЭ 4.1164С 4.11816 4.13541 ".04154 Э.ЕСјЈЕС 
'1-0.750 3.17695 З.88111 Э.С;564~ 3.9Cj6S6 3.99162 3.'95501 З.8Е"11 З.12ССО 
'1-0.175 3.57605 3.61446 3.744(6 Э.18сее з.78080 3.13952 Э.6'2!9 з.~1~4с 
у·о.воо 3.33984 3.43070 3.494'4 3.528СС 3.52Е94 Э."8150 3.4055" !.41~E(J 
'1-0.825 3.06656 3.14С3С" 3.20661 3.23652 3.23468 3.1'9168 3.12115 Э.ССЗСCi 
~-О.sSО 2.75"82 2.82811 2.87919 2.9050Е 2.90268 2.8t815 2.1СјСјСј" 2.E~2H1 
У-О.Е15 2.4С326 2.1t6651 2.51038 2.53230 2.52951 2.4Сј939 2.431'1 2.34\5(0 
'1-0.900 2.01050 2.06285 2.0990] 2.11680 2.11400 2.CfJf.!28 2.03124 Ј.9!641С 
'1-0.925 1.57516 1.61',6 1.64361 I.Е511':1 1.65461 1.63"11 1.St;эе~ 1.SЭJfС 
'1-0.950 1.09589 1.12385 1.14298 1.15211 1.15005 1.13555 1.1СЈ1Эl J.ce4lCC 
'1-0.915 0.51129 0.58513 0.59S~S C.~COle О.59е91 C.S~129 C.51E4t С.!~ЗЕ(ј 



)(-0.825 )(=0.850 )(=0.815 )(-0.900 )(-0.925 Х-С.95С )-O.C;lS )C-l.ССС 

'1-0.025 0.2"618 0.23114 0.2ОСјСј5 0.18263 0.14860 0.1(124 0.05193 с.ссссс 
'1-0.050 0."9505 0.46330 0."2CiSO 0.3Е551 0.29120 0.2J43~ С.11!11 (.((с(с 

'1-0.075 0.14369 0.69546 0.63014 0.~~1в9 0.44519 0.32088 Ci.l1Э12 с:.ссссс 
'1-0.100 0.9915е 0.92~61 0.83979 О.1290С 0.59199 С.42643 C.22~93 с.ссссс 
'1-0.125 1.23162 1.15512 1.0461~ 0.90еосз 0.13Е91 C.S30S1 С.28S9Э (.(ессс 

'1-0.150 1.4е068 1.38118 1.25012 l.celt3<; 0.S1СЗ56 0.63288 О.З'-СЕ9 с.еессс 
'1-0.115 1.11964 1.60318 1.45080 1.25114 1.01913 0.1:293 с.зs .. ~е с.есссс 
'1=0.200 1.СЈ5339 1.82010 1.646(9 1.42560 1.15509 0.Е3030 C.4~e19 (.(есес 

'1-0.225 2.Н!О82 2.03152 1.8Э51С 1.56899 1.28685 0.92457 С.4С;1ЭО (.(ессс 

'1-0.250 2."0080 2.23523 2.01813 1.14656 1.41379 1.01531 C.54~E1 с.(ессс 

'1 .. 0.275 2.61222 2.4З081 2.19429 1.8Cj1S5 1.53531 1.1С211 0.5922<; С.Сј((јСС 

у-о.зоо 2.81396 2.61725 2.361~7 2.0-4120 1.65082 1.1Е453 С.63ЕЗЗ с.ссссс 
У-О.325 3.00-49О 2.793~З 2.519зв 2.11675 1.75911 1.2Е216 С.61111 (.е(ссо 

'1-0.350 З.1839-4 2.9sв64 2.66112 2.3Q34З 1.86139 1.33457 С.11ЕЭС; (.сессс 
У-О.З75 3.3ltCJ9S 3.11155 2.8038С 2.42С51 1.9552~ 1.04С134 C.7S19E с.(ессе 
y=o.~oo З.50181 3.25125 2.92851 2.5272С 2.01,061 1.4Е205 C.1e~21 (.((ссо 

У-О.425 3.63841 3.37673 3.04031 2.Е2275 2.11701 1.51621 0.81эсе (.((с(с 

'1=0.450 3.75864 3."8696 3.1Э81t6 2.10641 2.18385 I.SЕзsв с.еЗЕЈСЈ с.(сс(с 

'1=0.475 З.86131 3.58095 3.2219С 2.11741 2.2"0"0 1.H13S6 Q.8~qэ~ (.(((јСС 

'1-0.500 3.94S5C 3.65765 З.28919 2.еЭ500 2.28612 1.63578 С.81ЕЭЕ с.(ессС 
'1-0.525 4.00СЈ89 3.11607 3.З"123 2.Е1841 2.320"2 1.Е5982 С.8ее!Е (.(ессс 

'1-0.550 4.053"4 3.1S51CJ З.З75ЗЗ 2.90689 2.34267 1.61526 0.891С]1 (.(((јСС 

'1-0.575 4.07503 3.17399 3.З911е 2.91961 2.З5230 1.62168 ().9СС2С с.ссесс 
У=0.6()О 1t.01ЭS4 3.11145 3.Э81вс; 2.С;16()О 2.3"Е69 1.61865 О.8<јЕЭ~ (.(ессс 

'1-0.625 4.0"786 3.1"656 3.Э64SЕ 2.6<;512 2.33124 I.EES75 о.е<;121 СЈ.осссс 
'1-0.650 3.99686 3.69829 3.32030 2.Е5626 2.29936 1.64255 C.81E~9 о.с((сс 

У=О.б75 3.919-44 3.62565 3.25-420 2.1~868 2.25243 1.60864 O.86C24i (.((С(С 

'1-0.100 3.814"8 3.52160 3.16538 2.12160 2.18981 1.56358 О.8ЭSС;Е (.CCCC(i 
'1-0.125 З.68085 3.40314 3.052<;3 2.62421 2.11105 1.50696 C.80~~1 с.еессс 
'1-0.150 3.517~5 3.25125 2.91595 2.50594 2.01540 1.43836 С.1ЕЕ61 (.((ссо 

'1=0.775 3.З2315 3.07091 2.7SЭ56 2.Э6S8Э 1.90230 1.Э~135 0.12542 о.сссес 
'1-0.800 3.09684 2.86110 2.56484 2.2СЭ20 1.11114 1.2ЕЗSQ <1.61 .. <;5 С.(((јСС 

'1-0.825 2.83741 2.62081 2.34891 2.01128 1.62134 1.15640 0.61161 о.ссссс 
'1=0.850 2.'4З73 2.3490З 2.10481 1.80131 1.45229 I.СЭ562 0.55:<:0 с.ессес 
У=0.В75 2.21~69 2.0"413 1.83182 1.51254 1.26338 0.90014 С.4еС8е (.((ссс 

'1-0.900 1.84СЈl1 1.106''Н 1.52еВб 1.31220 1.05"02 0.15133 C.401()~ (.(сен) 

'1-0.925 1.1,4606 I.З3"54 1.195(9 1.02554 0.82361 0.58698 0.31Э2Е с.с(ссс 
'1-0.950 1.0042" 0.92661 0.82963 0.11119 0.51153 0.40725 0.211Эl (.((ссс 

'1-0.975 0.5225<; С.4в210 0.4Э15Е ().31020 0.29120 0.21114 0.112<;6 С.(јСССС 
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Poredjenje rna§inskog vremena potrcbnog za dObijanje re-

zultata pokazuje йа relaksaciona metoda ima prednost pred 

metodama p~oste iteracije i Richardson-a, dok је ne§tc zac" 

stajala za metodom promenljivih pravaca. Posledl1ja cil1jeni-

са эе delimicno rnoze objasniti duziJn рrоgrаmош, а sашim tiln 

i duzim :vrE'.meno!li potrebnim za r~jegovu kompilae:!.jll. Drugi 

razlog эи nedovoljno preciznc оеепе m i 80, а tr~6i i nај
vazniji - velicina koraka ~ .• Ve(5 ве i па sаdаSllјеш stupnj!J 

razvoja racunske tehnike u praksi koriste mreze аа znatno 

vecim brojem tacaka od 40 х <10. Posto је recl velH::ine broja 

potrebnih aritmetickih operacija za relaksacionu metodu l11а

пј! s pravom эе moze ocekivati йа pri п,апјim vredno:::tima R. 

оnа pokaze prednost i pred metodor:1 promenljivil1 pravaea. 
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