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ReSavanje nekih problema zadovoljenja ogranicenja primenom
egzaktnih i heuristickih metoda

Apstrakt

Problemi zadovoljenja ograniCenja (Constraint Satisfaction Problems, CSP) predstavljaju
matematicke probleme definisane kao skup objekata cije stanje mora da zadovoljava niz
ogranicenja. CSP je definisan kao skup promenljivih X;, X,, ..., X;,, i skup ogranicenja C;, Cs, ..., Cy,.
ReSenje problema predstavlja skup dodela vrednosti promenljivima iz odgovaraju¢ih domena,
{X1 = v, Xy = vy, ..., Xy, = v}, koji zadovoljava sva ogranicenja. U ovom radu su reSavani

e problem magi¢nog kvadrata,

e problem binarnih sekvenci male autokorelacije,

e problem dizajna uravnotezenih nepotpunih blokova, i

e problem turnira u kojima se sve ekipe medusobno sastaju.
Predstavljene su egzaktne i heuristicke metode reSavanja, kao i analiza i poredenje rezultata.
Egzaktne tehnike su predstavljene kroz kreiranje modela za Microsoft Solver Foundation, IBM ILOG
CPLEX i SAT reSava¢, a heuristicke kroz reSavanje problema metaheuristikama, genetskim
algoritmom i metodom promenljivih okolina (Variable Neighborhood Search).
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Poglavlje 1

Uvod

Problemi zadovoljenja ogranicenja (Constraint Satisfaction Problem, CSP) su matematicki
problemi definisani kao skup objekata ¢ije stanje mora da zadovoljava niz ogranicenja.

Definicija 1.1 CSP P je trojka (X, D, C) gde je X n-torka promenljivih (x;, x5, ..., X,), D odgovarajuca
n-torka domena (D, D, ..., D,;) takva da x; € D; i C m-torka ogranicenja (Cy, Cs, ..., Cip).

Svako ogranicenje C; predstavlja par (Rg,, S;) gde je S; prostor promenljivih ogranicenja C;, a Ry,
relacija nad promenljivama prostora S;. Drugim reCima orani¢enje C; predstavlja podskup
dekartovog proizvoda domena promenljivih iz S;.

Definicija 1.2 ReSenje CSP-aP jen-torka A =(a,,a,,...,a,)gdea; € D; i svako C; je zadovoljeno
tako Sto Rs; sadrzi projekciju n-torke A na prostor §;.

Neki CSP-ovi zahtevaju reSenje za koje ¢e data funkcija cilja biti maksimalna. Detaljniji opis
formalizacije CSP-ova dat je u [Ros06].

U odredenom zadatku moZe se zahtevati pronalazenje skupa svih reSenja datog problema,
utvrdivanje da li je taj skup neprazan ili pronalazenje nekog reSenja, ukoliko ono postoji. Ukoliko je
skup reSenja prazan CSP je nezadovoljiv.

Klasa CSP-ova pokriva veliki broj problema vestacke inteligencije, operacionog istrazivanja,
planiranja, upravljanja lancem snabdevanja, racunarske lingvistike i grafova. Problem
zadovoljivosti u iskaznoj logici (Satisfiability, SAT), problem zadovoljivosti u teoriji (Satisfiability
Modulo Theories, SMT), i programiranje prema skupu odgovora (Answer Set Programming, ASP)
mogu se posmatrati kao podklase CSP-ova.

Primer 1.1
Neka su date tri celobrojne promenljive x4, x5, X3 sa svojim domenima:
o x,€{4,7,2},x, €{3,4,0}ix; € {4,3,9}.

Ukoliko postoje dva ogranicenja:
o (i:Xi+X,+X3=10,
o (r:X1>X,,

dobijaju se dva razlicita resenja:
o x;=4,x,=3,x3=3,
o x;1=7,%x,=0,x3=3.




Ukoliko je dato i trece ogranicenje:
o (i:X1+X,+X3=10,
o (X1 >X,,
o (3:X, # X3,
dobija se samo jedno moguce resenje:
o x;=7,%x,=0,x3 =3.

CSP-ovi se obi¢no reSavaju tehnikama pretrage, zakljucivanja ili nekom od kombinacija ove dve
tehnike. Ukoliko su svi domeni D; konac¢ni, postoji konaCan prostor pretrage mogucih resenja
Q =Dy XD, X..XD,. Tada se za svaku n-torku prostora pretrage moze ispitati da li predstavlja
reSenje. Ovakav pristup naziva se tehnika nabrajanja i moZe biti poboljSana tehnikama
zaklju¢ivanja i pretrage. Tehnike pretrage sistematski pretraZzuju (, ¢esto eliminiSuci podprostore
sa nekim nezadovoljenim ograni¢enjem. Tehnike zaklju¢ivanja propagiraju lokalna ogranicenja i na
taj nacin eliminisu veliki broj podprostora prostora {1 koji sigurno ne sadrZe reSenje. Uspeh obe
tehnike zasnovan je na Cinjenici da je CSP konjuktivan (da bi bio reSen, sva ogranicenja moraju da
budu zadovoljena). Osnovne tri algoritamske tehnike pretrage su pretraga sa vracanjem
(Backtracking), dinamicko programiranje i lokalna pretraga.

Algoritmi za reSavanje CSP-ova mogu biti kompletni i nekompletni. Kompletni, ili egzaktni,
algoritmi garantuju nalazak reSenja ukoliko postoji. Mogu se koristiti za pokazivanje da problem
nema reSenje i za dokazivanje pronalaska optimalnog resSenja. Pretraga sa vra¢anjem i dinamicko
programiranje su u opStem slucaju primeri kompletnih algoritama. Nekompletni, ili heuristicki,
algoritmi ne mogu da dokazu da CSP nema reSenje ili da je pronadeno optimalno reSenje. Ipak
nekompletni algoritmi su Cesto efikasniji u nalaZenju reSenja ukoliko ono postoji i mogu biti
iskoriS¢eni za pronalazak aproksimacije optimalnog reSenja. Algoritmi lokalne pretrage su primer
nekompletnih algoritama.

U tehnici pretrage sa vracanjem grade se parcijalna reSenja, dodeljivanjem vrednosti
promenljivima, dok se ne dostigne dodela nakon koje se parcijalno reSenje ne moze dosledno
prosiriti. Tada se poniStava zadnji izbor i bira novi. To se izvrSava na sistematski nacin koji
garantuje ispitivanje svake moguénosti. Tehnika pretrage sa vracanjem poboljSava jednostavnu
tehniku nabrajanja i testiranje svih kandidata za reSenje grubom silom tako S$to proverava
zadovoljivost ograni¢enja pri svakom novom izboru, umesto da c¢eka generisanje kompletnog
kandidata za reSenje. Proces pretrage sa vracanjem Cesto se predstavlja stablom pretrage, u kome
svaki ¢vor (ispod korena) predstavlja izbor vrednosti za jednu promenljivu i svaka grana kandidata
za parcijalno reSenje. Otkrice da parcijalno reSenje ne moze biti proSireno odgovara odsecanju
podstabla iz razmatranja.

Dinamicko programiranje predstavlja metodu za resavanje sloZenih problema svodenjem na
jednostavnije podprobleme. Da bi se resio dati problem, reSavaju se razli¢iti podproblemi i na
osnovu njihovih re$enja se dobija celokupno re$enje. Cesto su mnogi podproblemi isti i nastoji se da
se svaki podproblem racuna samo jednom i tako smanji koli¢ina racunanja. Da bi problemi mogli da
se reSavaju dinamickim programiranjem moraju da zadovolje osobine optimalne podstrukture i
preklapajué¢ih podproblema. Optimalna podstruktura znaci da se reSenje datog problema moze




dobiti ra¢unanjem reSenja podproblema. Optimalne podstrukture su obi¢no rekurzivno opisane.
Preklapajuéi podproblemi podrazumevaju da prostor podproblema treba da bude mali i da
rekurzivni algoritam koji reSava sam problem treba da reSava i podprobleme.

Lokalna pretraga je jedna od osnovnih tehnika za reSavanje tesko izrac¢unljivih kombinatornih
problema, ukljucujudi i CSP-ove. Uprkos znatnom napretku egzaktnih algoritama, lokalna pretraga u
mnogim slucajevima predstavlja jedini nacin za resavanje velikih i slozenih problema. Osnovna
ideja lokalne pretrage je kreiranje slucajno generisanog kandidata reSenja koji se iterativno
poboljSava uglavnom malim modifikacijama. Razlicite metode lokalne pretrage variraju u zavisnosti
od nacina na koji se postizu poboljSanja i od nac¢ina prevazilaZenja situacija kada ne postoji direktno
poboljSanje. Stohasticke metode lokalne pretrage koriste proizvoljnost da obezbede da proces
pretrage ne stagnira sa nezadovoljavaju¢im kandidatom resenja.

Ideja tehnika zakljucivanja je da propagiraju lokalna ogranic¢enja. Metoda pretrage sa vracanjem
vrlo Cesto dovodi do nepotrebne pretrage. Nepotrebna pretraga je ponovljeno istrazivanje
podstabala koja se razlikuju u dodeli promenljivih beznacajnim za neuspeh podstabla. Uglavnom
takvih beznacajnih dodela ima eksponencijalno mnogo. Nepotrebna pretraga je ¢esto najznacajniji
faktor u vremenu izvrSavanja pretrage sa vracanjem. Do poboljSanja dolazi propagiranjem lokalnih
ograniCenja. Propagiranje ogranicenja smanjuje domene promenljivih, pojacava pocetna
ogranicenja i kreira nova. To vodi do smanjenja prostora pretrage i ¢ini problem jednostavnijim.

U biblioteci problema zadovoljenja ogranicenja ([WSCsp]) izdvojeno je pedeset razlicitih
problema razvrstanih u sedam kategorija pri ¢emu jedan problem moze biti sadrZzan u viSe
kategorija. [zdvojene kategorije su:

Planiranje (Scheduling),

Dizajn, konfiguracija i dijagnoza (Design, Configuration and Diagnosis),
Pakovanje i particionisanje (Bin Packing and Partitioning),

Dodela frekvencije (Frequency Assignment),

Kombinatorna matematika (Combinatorial Mathematics),

Igre i zagonetke (Games and Puzzles), i

Bioinformatika (Bioinformatics).

NS W

U sklopu ovog rada resavani su:

e problem magi¢nog kvadrata (kategorije 51i 6),

e problem binarnih sekvenci male autokorelacije (kategorije 415 ),

e problem dizajna uravnoteZenih nepotpunih blokova (kategorije 2 i 5), i
e problem turnira u kojima se sve ekipe medusobno sastaju (kategorija 1).

U radu su problemi reSavani egzaktnim i heuristickim metodama reSavanja, a zatim je izvrSena
analiza dobijenih rezultata i njihovo poredenje.




Poglavlje 2

Tehnike resavanja

Neka su dati prostor resenja S, funkcija cilja f:S = R i dopustiv skup X € S, koji je zadat nizom
ogranienja nad prostorom reSenja S. Problem matemati¢ke optimizacije ili matematickog
programiranja je definisan kao pronalaZenje

min {f(x) |x € X, }.

U praksi se uglavnom Koristi prostor resenja koji je podskup od R™ i racionalna funkcija cilja.
Problem je kombinatorni optimizacioni ukoliko je S konacan skup. Ukoliko je S = R" problem je
neprekidno optimizacioni. ReSenje x* € X je optimalno ako

f(x*) < f(x),vx € X.

Mnoge klase problema mogu da se posmatraju kao podklase problema matematicke
optimizacije.

Kod problema konveksnog programiranja je potrebno da funkcija cilja bude konveksna i da
dopustiv skup bude zadat konveksnim jednacinama i nejednadinama. Problemi linearnog
programiranja su problemi konveksnog programiranja u kojima je funkcija cilja linerarna i dopustiv
skup zadat linearnim jednacinama i nejednacinama. Ukoliko se u problemu linearnog
programiranja zahteva da sve promenljive budu celobrojne onda problem nazivamo problem
celobrojnog programiranja, a ukoliko se zahteva da samo neke promenljive budu celobrojne onda
problem nazivamo problem mesanog celobrojnog programiranja.

Kod problema kvadratnog programiranja funkcija cilja osim linearnih moze imati i kvadratne
izraze, dok dopustiv skup mora biti zadat linearnim jednacinama i nejednacinama. Problemi
kvadratnog programiranja mogu biti konveksni i nekonveksni u zavisnosti od funkcije cilja i
dopustivog skupa.

Kod CSP-ova funkcija cilja je konstantna. Klase SAT i SMT problema su podklase klase CSP. U SAT
problemima potrebno je odrediti da li se promenljivama date iskazne formule mogu dodeliti takve
vrednosti, da formula daje tacan iskaz. SMT problemi predstavljaju proSirenje SAT problema i kod
njih je potrebno odrediti da li je data iskazna formula zadovoljiva u teoriji.

Egzaktni algoritmi za reSavanje optimizacionih problema, ukoliko postoje, pronalaze optimalno
reSenje, zajedno sa dokazom njegove optimalnosti, ili pokazuju da ne postoji dopustivo resenje.
Medutim u praksi nije uvek moguce Kkoristiti egzaktne algoritme jer je za velike probleme potrebno
dosta vremena za reSavanje. U takvim slucajevima se Cesto koriste heuristike. OpSte heuristicke
tehnike koje se koriste za reSavanje razlicitih klasa problema nazivaju se metaheuristike.




2.1  Egzaktne tehnike reSavanja

2.1.1 Metoda pretrage sa vradanjem

Metoda pretrage sa vracanjem prvi put je formalno uvedena 1965. u [Gol65]. Primenjuje se
samo na problemima koji podrzavaju koncept parcijalnih reSenja, za koja se mozZe proveriti da li je
moguce da budu dopunjena do dopustivog reSenja. Proces pretrage metode je opisan u poglavlju 1
ovog rada. Pretraga sa vradanjem se primenjuje za reSavanje CSP-ova, u nekim tehnikama
parsiranja i ¢ini osnovu za izvrSavanje logickih programskih jezika, kao $to je Prolog.

2.1.2 Simpleks metoda

Simpleks metoda je metoda za reSavanje problema linearnog programiranja. Ova metoda, koju
ju je 1947. osmislio DZordz Dancig (|[Dan63]), testira susedna temena dopustivog skupa tako da se
za svaku novu tacku funkcija cilja poboljsa ili ostane nepromenjena. Dopustiv skup je predstavljen
kao viSedimenzioni mnogoguao. Simpleks metoda je vrlo efikasna u praksi i za odredene
distribucije sluc¢ajnog ulaza konvergira u polinomijalnom vremenu ([Noc99] i [For02]). Ipak,
najgora vremenska sloZenost simpleks metode je eksponencijalna, kao $to je pokazano sa specijalno
konstruisanim primerima u [Kle72].

2.1.3 Metode unutrasnje tacke

Metode unutra$nje tacke su metode koje reSavaju probleme linearnog i nelinearnog
programiranja. Ove metode konstruiSu niz dopustivih tacaka koje konvergiraju ka reSenju.
Dopustiv skup je predstavljen kao viSedimenzioni mnogoguao, a tacke koje se testiraju se nalaze u
njegovoj unutraSnjosti za razliku od simpleks metode gde se nalaze na temenima. Metode
unutrasnje tacke imaju polinomijalnu vremensku sloZenost. Karmarkar je u svom radu 1984.
([Kar84]) zapoceo istrazivanje metoda unutrasnje tacke. U praksi, jedna od najboljih metoda
unutrasnje tacke je prediktor-korektor ([Meh92]) metoda, koja je konkurentna simpleks metodi,
pogotovo za probleme velikih dimenzija.

2.2  Metaheuristicke tehnike resavanja

2.2.1 Genetski algoritmi

Genetski algoritmi su metaheuristike koje imitiraju proces prirodne evolucije. Tvorac genetskih
algoritama je DZon Holand, razvio ih je 60-ih i 70-ih godina proslog veka sa grupom kolega i
studenata, na Univerzitetu Micigen ([Hol75]). Holandova originalna ideja nije bila da dizajnira
algoritme koji reSavanju specificne probleme, ve¢ da proucava prirodni fenomen adaptacije
simulacijom u racunarskom sistemu. Daljim razvitkom Holandove teorije, genetski algoritmi su se
pokazali kao veoma pogodni za reSavanje problema pretrage i optimizacije.




Osnovni bioloski pojmovi vezani za evoluciju su:

e Celija
Celija predstavlja osnovnu gradivnu jedinicu Zivih bi¢a. Celijsko jedro sadrzi hromozome
jedinke.

e Hromozomi
Sve genetske informacije su saCuvane u hromozomima jedinke. Hromozomi su podeljeni na
vise delova koji se nazivaju geni. Geni odreduju osobine jedinke. Skup svih gena jedne vrste
naziva se genom. U genetskim algoritmima je svaka jedinka predstavljena svojim
hromozom, koji je u potpunosti odreduje.

e Reprodukcija
Reprodukcija je proces u kome jedinke, roditelji, proizvode svoje potomstvo. U genetskim
algoritmima se pod reprodkukcijom uglavnom podrazumeva ukrStanje jedinki, gde dva
roditelja ukrstanjem daju potomstvo.

e Mutacija
Mutacije su iznenadne i spontane promene na genomu jedinke. U genetskim algoritmima
mutacije uglavnom predstavljaju male sluajne promene na hromozomu jedinke.

o Selekcija
Selekcija je proces biranja jedinki za reprodukciju. Prilagodenije jedinke imaju ve¢u Sansu
za opstanak i reprodukciju. U genetskim algoritmima prilagodenost predstavlja
verovatnocu da ¢e jedinka dati potomstvo, a meri se kvalitetom jedinke u datoj populaciji
jedinki.

Populacija jedninki je osnovni pojam genetskog algoritma. Jedinka predstavlja jednu tacku iz
prostora reSenja i predstavljena je hromozomom. Najcesce je kodirana nizom bitova. Na pocetku
algoritma zadaje se inicijalna populacija, uglavnom generisana slu¢ajnim izborom. Zatim se
iterativno, sve dok se ne ispune uslovi zavrSetka algoritma, izvrSavaju sledeci koraci:

e Selekcija: Biraju se pojedinci za reprodukciju. Izbor se vrsi slucajno. Verovatnoca izbora
jedinke je srazmerna njenoj prilagodenosti. Prilagodenije jedinke imaju vec¢u Sansu da daju
potomstvo.

e Reprodukcija: Potomstvo se kreira ukrStanjem izabranih jedinki, nakon Cega dolazi do
mutacije.

e Ocena: Racuna se prilagodenost novih jedinki.

e Zamena: Jedinke iz stare populacije se zamenjuju novim.

Prilagodenost zavisi od funkcije cilja, ali i od raznovrsnosti populacije. Da bi populacija ostala
raznovrsna, ukoliko dode do znatnog ponavljanja jedinki, ponovljenim jedinkama se prilagodenost
postavlja na vrednost koju imaju najlosije jedinke u populaciji.




Kao operatori selekcije najceSce se koriste rulet selekcija i turnirska selekcija. Kod proste rulet
selekcije verovatnoca odabira jedinke je direktno proporcionalna vrednosti njene funkcije cilja.
Jedno od unapredenja je da se umesto vrednosti funkcije cilja koristi vrednost prilagodenosti
jedinke. Kod turnirske selekcije se organizuju turniri u kojima se jedinke nadmecu za uceSée u
ukrsStanju i davanju potomstva. Veli¢ina turnira je broj jedinki koje u¢estvuju na turniru. Na slucajan
nacin se iz populacije biraju jedinke za uceS¢e u turniru i pobeduje najprilagodenija jedinka. Jedno
od unapredenja turnirske selekcije je fino gradirana turnirska selekcija gde veli¢ina turnira nije
fiksna nego se koristi realni parametar koji oznacava oekivanu prose¢nu veli¢inu turnira.

U genetskim algoritmima ne dolazi uvek do ukrstanja jedinki. U zavisnosti od parametra koji
predstavlja verovatnoc¢u ukrstanja, nekad dolazi do ukrsStanja, a nekad potomci ostaju identi¢ni
roditeljima. Najc¢eS¢e se koriste jednopoziciono, dvopoziciono, viSepoziciono ili uniformno
ukrstanje. Kod jednopozicionog ukrstanja se na slucajan nacin bira broj k koji predstavlja tacku
ukrStanja jedinki. Ukoliko su xyx,..x, i y1y2 ..y, geni roditelja, potomci ¢e imati gene
X1X2 - X Vi41 - Yn 1 Y1V2 - ViXk41 - Xn. Operator dvopozicionog ukrStanja koristi dve tacke
ukrstanja i roditelji razmenjuju genetske kodove izmedu tih tacaka. Kod uniformnog ukrstanja se na
slu¢ajan nacin generiSe binarni niz iste duzine kao genetski kod. Roditelji zatim razmenjuju gene na
svim pozicijama na kojima clanovi niza imaju vrednost 0, dok na mestima gde €lanovi niza uzimaju
vrednost 1 roditelji zadrzavaju svoje gene.

Mutacijom dolazi do promena na jedinkama populacije. Verovatno¢a mutacije je dosta mala.
Ukoliko je odredeni gen jednak u svim jedinkama populacije, verovatnoéa mutacije tog gena se
povecava. Ukoliko se kod jedinki kodiranih bitovima na istom mestu u celoj populaciji nalazi isti bit
onda se on naziva zaleden bit. Verovatno¢a njegove mutacije se mnozi sa faktorom zaledenog bita.

U konkretnim implementacijama se retko cela populacija zamenjuje novom. Uglavnom najbolje
jedinke ostaju da Zive i u sledecoj generaciji, a ukr$tanjem se ne kreira cela populacija nego samo
deo nje.

Genetski algoritam se izvrSava iterativno, sa idejom da ¢e generacije postajati vremenom sve
kvalitetnije, a najbolja jedinka u populaciji u jednom trenutku dati tacno reSenje problema.
Kriterijumi zaustavljanja mogu biti, na primer, maksimalni broj generacija, maksimalni broj
ponavljanja najbolje jedinke, stepen sli¢nosti jedinki, ograni¢eno vreme izvrSavanja ili dostizanje
optimalnog resSenja.

Detaljnije opis genetskih algoritama dat je u [Siv08], [Mel98] i [Mar08].

2.2.2 Metoda promenljivih okolina

Metoda promenljivih okolina (Variable Neighborhood Search, VNS) je metaheuristika koja
reSava probleme kombinatorne i globalne optimizacije. Zasniva se na sistematskim promenama
okolina, kako u fazi trazenja lokalnog minimuma, tako i u fazi izlaska iz njega. Metoda je nastala
90-ih godina proslog veka, a tvorci su Nenad Mladenovi¢ i Pier Hansen ([M1a97]).

Neka su dati prostor resenja S, funkcija cilja f:S - R i dopustiv skup X € S. Oznacimo sa
Ny (k = 1...k;4,) niz unapred odabranih struktura okolina prostora S i sa Ny (x) skup resenja u k-
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toj okolini tacke x, x € S. Struktura okoline predstavlja oblik i vrstu okoline i moZe biti izraCunata
uz pomoc¢ jedne ili viSe metrika definisanih na prostoru resSenja S. Optimalno resenje X,y (ili
globalni minimum) je dopustivo reSenje u kom je dostignut minimum. Ako ne postoji resenje
x € N (x") € X, takvo da je f(x) < f(x"), onda x’ € X nazivamo lokalnim minimumom u oKolini
Ny (x").

VNS je zasnovan na tri jednostavne Cinjenice:

1. lokalni minimum date okoline nije neophodno i lokalni minimum druge okoline koja ga
sadrzi;

2. globalni minimum je lokalni minimum, kada se posmatraju sve okoline;

3. u mnogim problemima, lokalni minimumi jedne ili viSe susednih okolina su relativno
medusobno blizu.

Poslednja, empirijska ¢injenica podrazumeva da lokalni minimum ¢esto pruZa neke informacije
o globalnom minimumu. Mogudée je, na primer, da viSe promenljivih uzima istu vrednost u oba
reSenja. Medutim obi¢no se ne zna koje su to promenljive. PoSto one ne mogu biti otkrivene
unapred, potrebno je sprovesti organizovanu studiju okoline lokalnog minimuma, sve dok se ne
nade bolje reSenje.

VNS algoritam se sastoji od upros¢enog i osnovnog VNS algoritma. UproS¢eni VNS algoritam se
prvi izvrSava, i njegov rezultat se najce$¢e koristi kao pocetno reSenje osnovnog algoritma. Osnovni
VNS u izvrSavanju koristi algoritam lokalne pretrage.

Algoritam uproséenog VNS-a:

Inicijalizacija. Izabrati niz struktura okolina Ny, k = 1 ... ky, 4, koje Ce biti koriSéene u
pretrazi; izabrati inicijalno reenje x; izabrati kriterijum zaustavljanja;
Ponavljati sledece korake sve dok se ne zadovolji kriterijum zaustavljanja:
1. Postavitik « 1;
2. Ponavljati sledece korake sve dok je k # kpqy:
a. MeSanje. Izabrati proizvoljnu tacku x' u k -toj okolini tacke x
(x" € N (x));
b. Pomeriti se ili_ne. Ukoliko je f(x') < f(x) tadax « x" i k « 1; inace
k<k+1;




Algoritam lokalne pretrage:

Inicijalizacija. Izabrati niz struktura okolina Ny, k = 1 ... k4, koje ée biti koriséene u
pretrazi; izabrati inicijalno resenje x ili primeniti algoritam za prosledenu tacku x;
Ponavljati sledeée korake sve dok se se dobijaju unapredenja:
1. Postavitik < 1;
2. Ponavljati sledece korake sve dok je k # Kkpqx:
a. IstraZivanje okoline. Pretragom kroz sve tacke okoline Ny (x) pronadi
tacku x' takvu da je vrednost f (x") minimalna;
b. Pomeriti se ili ne. Ukoliko je f(x") < f(x) tada x « x' i k « 1; inacde
ke<k+1;

Algoritam osnovnog VNS-a:

Inicijalizacija. Izabrati niz struktura okolina Ny, k = 1 ... ky,4y, koje Ce biti koriSéene u
pretrazi; izabrati inicijalno reSenje x ili primeniti algoritam za prosledenu tacku x;
izabrati kriterijum zaustavljanja;
Ponavljati sledece korake sve dok se ne zadovolji kriterijum zaustavljanja:
1. Postavitik < 1;
2. Ponavljati sledece korake sve dok je k # kpqy:
a. MeSanje. Izabrati proizvoljnu tacku x' u k -toj okolini tacke x
(x" € N (x));
b. Lokalna pretraga. Primeniti lokalnu pretragu na tacku x' kao pocetno
reSenje; ozanciti sa x'' dobijeni lokalni minimum;
c. Pomeriti se ili ne. Ukoliko je f (x") < f(x) tada x « x" i k « 1; inace
k<k+1;

Kriterijumi zaustavljanja mogu biti, na primer, potroSeno procesorsko vreme, maksimalan broj

iteracija ili maksimalan broj iteracija izmedu dva unapredenja.

Detaljniji opis metode promenljivih okolina dat je u [Gen10], [Han01] i [M1a97].




Poglavlje 3

o

Resava

3.1 Microsoft Solver Foundation

Microsoft Solver Foundation (MSF) je biblioteka funkcija za matematicko programiranje,
modelovanje i optimizaciju, razvijena od strane Microsoft DevLabs-a ([WSMsfA]). U industriji se
koristi kao pomo¢ kompanijama za povecavanje efikasnosti, maksimizaciju profita i upravljanje
rizikom. Za reSavanje koristi metaheuristike, pretrage i tehnike kombinatorne optimizacije. MSF
moZe da se koristi kao biblioteka u svakom programu koji se izvrSava na .NET Framework platformi
([WSNet]). Postoje tri verzije biblioteke Express, Standard i Enterprise. Razlikuju se u podrzZanoj
hardverskoj podrsci i broju promenljivih i ogranic¢enja koji se mogu definisati u jednom modelu.
Express verzija je besplatna, dok su Standard i Enterprise komercijalne. Za potrebe ovog rada
koriséena je MSF Standard 3.1 verzija.

Problem se definiSe preko modela, zadavanjem promenljivih sa njihovim domenima,
zadavanjem ogranicenja, ciljeva i podataka koji se obraduju. ReSenje se dobija reSavanjem modela
nekim od resavaca:

e Simpleks reSavac - reSava probleme meSanog celobrojnog programiranja,

e ReSavac koji koristi metodu unutrasnje tacke - reSava probleme linearnog i kvadratnog
konveksnog programiranja,

e (SPresavac - pronalazi reSenja problema zadovoljenja ogranicenja,

o Kompaktan kvazi Njutnov reSavac - pronalazi lokalni minimum ili maksimum neogranicene
nelinearne funkcije,

e SATreSavac - reSavac koji odreduje zadovoljivost iskazne formule.

Za potrebe ovog rada koriS¢en je CSP resavac. On u reSavanju koristi tehnike pretrage sa
vracanjem, lokalnu pretragu i metaheuristike. Detaljniji opis MSF-a dat je u [WSMsf].

3.2 IBMILOG CPLEX

IBM ILOG CPLEX (CPLEX) je optimizacioni softverski paket za reSavanje problema matematickog
programiranja. CPLEX reSava probleme linearnog i kvadratnog programiranja. Za reSavanje koristi
simpleks metodu i metode unutrasnje tacke. Problem se definiSe zadavanjem matematickog
modela. Pruza interfejse ka C++, C#, Java, Python i Matlab programskim jezicima. CPLEX je
komercijalan softver i za potrebe ovog rada koriSéena je verzija Teaching Edition 12.1.

U radu je CPLEX koriS¢en kao primer linearnog resavaca za reSavanje CSP-ova. Detaljniji opis
CPLEX-a dat je u [WSCpl].
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3.3 Picosat

Kao SAT reSavac koriS¢en je picosat, razvojen od strane instituta za formalne modele i
verifikaciju, u Lincu ([WSPic]). Picosat je otvorenog koda i slobodan za koriS¢enje. Za potrebe rada
koriS¢ena je verzija picosat 936.

3.4 GA Framework

Za reSavanje problema genetskim algoritmom koriS¢ena biblioteka otvorenog koda GA
Framework([WSGaf]). Biblioteka ima podrSku za rad sa populacijom jedinki, funkcijom
prilagodenosti, za razne vrste selekcije i ukrStanja i za mutaciju. U slucaju konkretnog problema
potrebno je samo definisati osobine algoritma specificne problemu. Biblioteka podrzava
viSeprocesorsko izvr$avanje algoritma. U njenoj implementaciji se u iterativnim koracima izvrsava:

sortiranje jedinki prema funkciji prilagodenosti;
selekcija jedinki za reprodukciju;

ukrstanje;

zamena najlosijih jedinki novim;

SANEER I

mutacija.

3.5 VNS

Za reSavanje problema VNS tehnikom resavanja nije koriS¢ena ve¢ implementirana biblioteka,
ve¢ je za svaki problem implementiran specifican VNS algoritam koji odgovara problemu. Osobine
implementacije date su u slede¢em poglavlju rada, u odeljcima vezanim za same probleme.
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Poglavlje 4

Problemi

Za reSavanje svih problema genetskim algoritmom u ovom radu kori$éena je populacija od 150
jedinki. Inicijalna populacija je slucajno generisana. Za funkciju prilagodenosti je koriS¢ena
normirana funkcija cilja na intervalu [0,1] (najbolja jedinka ima prilagodenost 1, najlosija 0).
Ukoliko broj identi¢nih jedinki prelazi maksimalan broj dozvoljenih identi¢nih jedinki, jedinkama
koje su visak se prilagodenost postavlja na nulu. Isto tako, ako broj jedinki sa istom vrednos¢u
funkcije cilja prelazi maksimalan broj jedinki sa istom vredno$¢u funkcije cilja, visku se
prilagodenost postavlja na nulu. Za selekciju je koriS¢ena fino gradirana turnirska selekcija. Bira se
50 jedinki roditelja, koje ukrstanjem daju potomstvo, 50 novih jedinki. Prostor reSenja, funkcija
cilja, kodiranje jedinke i operatori ukrstanja i mutacije su zavisni od problema koji se reSava, i bice
opisani za svaki problem posebno.

Za reSavanje svih problema VNS tehnikom u ovom radu kori$éeno je da je uslov zaustavljanja
upros¢enog VNS-a hiljadu izvrSenih iteracija. Inicijalno reSenje za upro$¢en VNS je slucajno
izabrano, a inicijalno reSenje za osnovni VNS je rezultat upro$¢enog VNS-a. Koriséen je isti niz
struktura okolina u algoritmima uproséenog VNS-a, lokane pretrage i osnovnog VNS-a.

4.1 Magicni kvadrat

Magic¢ni kvadrat (Magic Square, MS) dimenzije n je matrica dimenzije n X nkoja sadrZi sve
brojeve od 1 do n?. Brojevi su tako rasporedeni da su sume svakog reda, kolone i dijagonale u
kvadratu jednake. Problemi vezani za magi¢ni kvadrat su:

1. nalaZenje jednog kvadrata date dimenzije,
2. pronalaZenje svih kvadrata date dimenzije.

U ovom radu analiziran je prvi navedeni problem. Primer magi¢nog kvadrata dat na slici 1.

8 =15
TS T T
15 151515 15

Slika 1. Magi¢ni kvadrat-3x3
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4.1.1 Microsoft solver foundation

Model magi¢nog kvadrata dimenzije n definisan za MSF CSP reSava¢ sadrZi n? promenljivih,
X11, X12, - Xnn, gde svaka promenljiva predstavlja odgovarajucu vrednost u kvadratu. Svaka
promenljiva uzima vrednost iz domena

2
X11,X12, ) Xnn € {1, 2, e, n }

Prvo ogranicenje koje se uvodi je da sve promenljive moraju da budu medusobno razlicite. Ovaj
tip modela sadrzi ugradeno odranicenje

Unequal(xq1,X12, - Xnn)-

Zadaje se promenljiva b koja predstavlja vrednost potrebne sume svakog reda, kolone i
dijagonale,

_n-(n-n+1)

b 2

Zatim se dodaju ogranicenja:

e suma svakogredaje b
n

inj = b, i€ {1,2, ...,Tl},

j=1

e suma svake kolone je b
n

iji = b, i€ {1,2, ...,Tl},

j=1

e suma svake dijagonale je b
n

ini = b,

i=1
n

z Xi(n-i+1) = b.

i=1

Prilikom resavanja ovog modela prvi put kada reSava¢ pronade reSenje koje zadovoljava sva
ogranicenja, staje sa radom i vraca rezultat.

4.1.2 CPLEX

Model magitnog kvadrata dimenzije n definisan za CPLEX linearni re$ava¢ sadrzi n?
promenljivih, sa domenom:

2
X11,X12, - Xnn € {1,2, ...,n°},
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slicno MSF CSP reSavaCu. U ovom modelu ne postoji ograniCenje koje opisuje razlicitost
promenljivih, pa se ona uvodi preko niza ogranicenja:

|xij — x| >0, @i, )) # (L k).

Ovakav nacin zadavanja ogranicenja nije efikasan jer se za magitni kvadrat dimenzije n

n?.(n?-1)

zadaje razli¢itih ogranicenja. Zadaje se promenljiva b koja predstavlja vrednost potrebne

sume svakog reda, kolone i dijagonale,

_n-(n-n+1)

b 2

Model zahteva postojanje funkcije cilja koju je potrebno minimizovati ili maksimizovati. Iz tog
razloga uvodi se pojam greSke. Odstupanje zbira svake vrste, kolone i dijagonale od traZene
vrednosti doprinosi funkciji greSke. U trenutku kada su sva odstupanja jednaka nuli, pronaden je
magicni kvadrat. Funkcije greSaka po vrstama, kolonama i dijagonalama su zadate pomo¢nim
promenljivima ey, e i e3, respektivno:

e ukupna greska po vrstama
n n

e = |Xij—b
J

1

Il
[
Il
[

i

e ukupna greska po kolonama

n

z Xi(m-i+1) — b|-

i=1

_|_

ReSavac¢ minimizuje funkciju greske
f(xll, X12, ...,xnn) = e + (=3 + e3.

Kada resavac¢ naide na tacno reSenje ovog modela (ono koje nema gresku), racunanje se
nastavlja u cilju dokazivanja optimalnosti reSenja. Preciznije, algoritam proverava da mozda ne
postoji neko bolje resenje koje ¢e dati manju funkciju cilja. Iz ovog razloga, kao i zbog prevelikog
broja zadatih ogranic¢enja da bi se opisala razli¢itost promenljivih, linearni resavaci nisu pogodni za
dat tip problema.

4.1.3 Genetski algoritam

Kao prostor re$enja je kori$¢en skup S svih permutacija brojeva {1, 2, ...,n%}. Svaka tactka iz
skupa S jednoznacno odreduje matricu dimenzije n X n, koja se dobija zapisivanjem brojeva
redom po vrstama matrice. Funkcija cilja je definisana kao
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f:S->Z

i ima vrednost sume odstupanja zbira svake vrste, kolone i dijagonale matrice od trazene vrednosti
u magi¢nom kvadratu.

Potrebno je minimizovati funkciju cilja, odnosno na¢i onu permutaciju za koju je greska jednaka
nuli. Ta permutacija predstavlja magic¢ni kvadrat dimenzije n X n.

Svaka jedinka u populaciji kodira jednu permutaciju skupaS. Hromozom se sastoji od niza
brojeva duZine n? koji predstavljaju traZenu permutaciju.

Proces ukrstanja je definisan na sledeci nacin:

e Sa verovatnocom 0.6 Ce jedan roditelj dati jednog potomka, drugi roditelj drugog (bez
pravog ukrstanja), tako Sto e se zameniti dva slu¢ajno odabrana broja u hromozomu.

e Sa verovatnocom 0.2 ¢e oba potomka na mestima na kojima se roditelji poklapaju dobiti
njihove vrednosti, a ostale vrednosti ¢e biti slucajno rasporedene, tako da se ocCuva
permutacija.

e sa verovatno¢om 0.2 ¢e ¢erka dobiti deo hromozoma majke i deo hromozoma oca, a sin
drugi deo hromozoma majke i oca. U ovom sluc¢aju moze da se dobije nevalidna permutacija
(ponavljanje nekih brojeva, a da drugi brojevi nisu ukljuc¢eni) i neophodno je da se izvrsi
validacija koja ¢e popraviti jedinku.

Mutacija je definisana kao permutacija dva broja u hromozomu.

Koris$¢eni parametri su:

¢ maksimalan broj identi¢nih jedinki - 2,

e maksimalan broj jedinki sa istom vrednosc¢u funkcije cilja - 20,
e ocCekivana prosecna veli¢ina turnira - 5.2,

e verovatnoca ukrstanja - 0.8,

e verovatnoca mutacije - 0.5 / n?,

o faktor zaledenog bita - 4.

4.1.4 Metoda promenljivih okolina

Prostor reSenja i funkcija cilja, redom S'i f, koji su kori$¢eni u metodi promenljivih okolina su
identi¢ni onima koji se koriste u genetskom algoritmu. Potrebno je minimizovati funkciju cilja,
odnosno na¢i onu permutaciju za koju je greSka jednaka nuli. Ta permutacija predstavlja magi¢ni
kvadrat dimenzije n X n.

Kao prva okolina date tacke x iz prostora reSenja koristi se skup tacaka koji se od tacke x
razlikuje u ta¢no dva broja. Zamenom dva broja u datoj permutaciji se od tac¢ke x dobija tacka x, i
vazi x' € N;(x). Tatka iz druge okoline se dobija sa dve zamene, tacka iz k-te okoline sa k zamena.

Nakon zamene dva broja u permutaciji potrebno je izracunati novu vrednost funkcije cilja.
Racunanje vrednosti funkcije cilja se moZe optimizovati koriS¢enjem podatka da se nova tacka
nalazi u okolini stare. Svakoj tacki je pridruzena informacija koja govori kolika je greska svakog
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reda, kolone i dijagonale, kao i kolika je ukupna trenutna greSka. Vrednosti u nizu gresaka redova
gr ikolona gk kao i greske dijagonala gd,, gd, mogu biti i pozitivne i negativne, u zavisnosti da li je
suma veca ili manja od Zeljene sume. Tada je ukupna greSka g jednaka zbiru apsolutnih vrednosti
svih greSaka po redovima, kolonama i dijagonalama.

Ukoliko se tacka x;; menja sa tackom x;; onda se:

¢ od ukupne greske oduzima greska i-tog reda: g = g — |gr;l,
e racunanova greska i-tog reda: gr; = gr; — x;j + X,

e ukupnoj gresci dodaje greska i-tog reda: g = g + |gril,

¢ od ukupne greske oduzima greska [-tog reda: g = g — |gn|,
e racunanova greska [-tog reda: gr; = gry + x;j — X,

e ukupnoj gresci dodaje greska [-tog reda: g = g + |gn|.

Na slican nacin se manjaju greSke kolona i dijagonala. Na taj nacin se funkcija cilja racuna u
vremenu O(1), $to u znacajnoj meri poboljSava brzinu izracunavanja.

U algoritmu meSanja se izvrSava k uzastopnih zamena parova ta¢aka u permutaciji. Broj koji je
jednom bio zamenjen ne moZe u istoj iteraciji opet da se menja. Zamena je definisana na sledeci
nacin:

e Sa verovatno¢om 0.9 se na slucajan nacin izabere broj u permutaciji za zamenu, i onda se

trazi najbolji koji ¢e zameniti mesto sa njim.

e Saverovatnot¢om 0.1 se oba broja za zamenu biraju slu¢ajnim izborom.

KoriS¢eni parametri su:
e uuprosc¢enom VNS-u k,pqr = 1,
e ulokalnoj pretrazi k4, = 1,
e uosnovnom VNS-u k4, = 1.

4.1.5 Rezultati

Sve Cetiri pomenute tehnike reSavanja su testirane za reSavanje problema magi¢nog kvadrata
dimenzija od 3 do 21. Svi testovi su vrSeni na racunarima sa Intel Core i7 860 procesorima i svaka
instanca je pustana da radi do sat vremena. CPLEX reSavac je reSio dve najmanje instance, MSF CSP
reSavac je reSio prvih pet instanci, genetski algoritam Cetrnaest, metoda promenljivih okolina
devetnaest.

U tabeli 1 dati su svi dobijeni rezultati a njihov graficki prikaz dat je na grafikonu 1.
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Dimenzija | VNS [s] | GA[s] MSF [s] | CPLEX [s]
3 0.02 0.01 0.10 0.03
4 0.40 0.05 0.10 4.28
5 0.25 1.32 0.23 -

6 0.34 3.27 | 3271.94 -
7 3.00 15.09 0.14 -
8 7.28 417 - -
9 1.13 | 117.23 - -
10 12.44 31 - -
11 13.23 16.55 - -
12 49.13 72.39 - -
13 14.56 | 1027.54 - -
14 9.16 95.52 - -
15| 156.84 | 554.87 - -
16 | 154.56 | 1405.69 - -
17 | 302.16 - - -
18 | 1067.04 - - -
19 | 1596.38 - - -
20| 870.74 - - -
21| 2577.42 - - -

Tabela 1. Magi¢ni kvadrat - rezultati

vreme [s]
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Grafikon 1. Magicni kvadrat - rezultati
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4.2 Binarne sekvence male autokorelacije

Problem binarnih sekvenci male autokorelacije (Low Autocorellation Binary Sequences, LABS)
ima mnoge prakti¢ne primene u oblasti komunikacija i elektrotehnike. Cilj je kreirati binarnu
sekvencu S; duZine n koja minimizuje autokorelacije promenljivih iz sekvence. Svaka promenljiva u
sekvenci ima vrednost +1 ili -1. U zavisnosti od uslova, definiSemo k-tu autokorelaciju:

1. Neperiodic¢ni (otvoreni) grani¢ni uslovi
n-k-1

Ge= ) St Siw
i=0

2. Periodi¢ni (cikli¢ni) grani¢ni uslovi
n-1

Cx = S; - S(i+k)mod n-
i=0
Cilj je minimizovati zbir kvadrata autokorelacija
-1
cz.

1

3

=
Il

U ovom radu je analiziran problem pri neperiodi¢nim grani¢nim uslovima, s obzirom na to da je
pri periodi¢nim grani¢nim uslovima pronadeno ekzaktno analiti¢ko reSenje.

4.2.1 Microsoft solver foundation

Model LABS problema dimenzije n definisan za MSF CSP reSavaC sadrzi n promenljivih,
Xg, X1, -, Xn_1, 8de svaka promenljiva predstavlja odgovaraju¢u vrednost u sekvenci. Svaka
promenljiva uzima vrednost iz domena

Xg, X1, -, Xn_1 € {—1,0,1}.
Prvo ogranicenje koje se uvodi je da svaka promenljiva mora da bude razli¢ita od nule:
x; #0, i€ef{0,1,..,n—1}

Racunaju se odgovarajuce autokorelacije:

n—-k-1

Cp = Z S, Sivw, kef{1,2,..,n-1},
i=0

i njihovi kvadrati:

Dy = CZ, ke{1,2,..,n—1}
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ReSavac minimizije funkciju:
n-1
f(Dl,Dz, ---an—l) = Z DL"
i=1

Prilikom resavanja ovog problema resavac¢ dokazuje tacnost pronadenog reSenja, odnosno da je
ono zaista minimalno. Tek kada dokaze korektnost staje sa radom i vraca rezultat. Vreme ra¢unanja
prikazano u rezultatima ne prikazuje vreme za koje je reSavac¢ dosao do tacnog reSenja,ve¢ vreme
za koje je reSavac dokazao njegovu korektnost.

4.2.2 Genetskialgoritam

Kao prostor reSenja je koriS¢en skup S svih sekvenci duZinen u kojima se kao vrednosti
pojavljuju jedino brojevi 1 i -1. Funkcija cilja je definisana kao

fiS->LZ
i ima vrednost traZene sume kvadrata svih autokorelacija. Potrebno je minimizovati funkciju cilja.

Svaka jedinka u populaciji je niz binarnih brojeva duzine n. Nula u hromozomu kodira broj -1 u
sekvenci, a jedinica broj 1. Kori$¢eno je standardno dvopoziciono ukrstanje.

Mutacija je definisana kao promena vrednosti jednog bita u hromozomu.

Koris$¢eni su parametri:

¢ maksimalan broj identi¢nih jedinki - 2,

e maksimalan broj jedinki sa istom vrednoscu funkcije cilja - 20,
e ocCekivana prosecna veli¢ina turnira - 5.2,

e verovatnoca ukrstanja - 0.9,

e verovatnoca mutacije - 1.0 / n,

o faktor zaledenog bita - 3.5.

4.2.3 Metoda promenljivih okolina

Kao prosor resenja je koris¢en skup S svih sekvenci duZinenu kojima se kao vrednosti
pojavljuju jedino brojevi 11 -1, slicno genetskom algoritmu. Funkcija cilja je definisana kao

f:S->1Z
i ima vrednost traZene sume kvadrata svih autokorelacija. Potrebno je minimizovati funkciju cilja.

Kao prva okolina date tacke x iz prostora reSenja koristi se skup tacaka koji se od tacke x
razlikuje na samo jednom mestu u sekvenci. Promenom jednog broja (1 - —1ili—1 - 1) se od
tacke x, dobija tacka x', i vazi x" € N, (x). Tacka iz druge okoline se dobija sa dve promene, tacka iz
k-te okoline sa k promena.
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Nakon promene broja u sekvenci potrebno je izracunati novu vrednost funkcije cilja. Racunanje
vrednosti funkcije cilja se moZe optimizovati koriS¢enjem podatka da se nova tacka nalazi u okolini
stare. Svakoj tacki je pridruZena informacija koja sadrZi gornje trougaonu matricu m dimenzije
n X n, za koju vazi my; = x; - x;4, i niz izracunatih autokorelacija c. Implementiran je slededi
algortitam pri promeni i-te vrednosti u sekvenci:

Promena i-te vrednosti u sekvenci:
za vrednosti broja k od 0 do n — 1 izvrsi:
1. Ispitati uticaj broja sa i-te pozicije na k-tu korelaciju;

2. Ispitati uticaj broja sa (i — k)-te pozicije na k-tu korelaciju;
n-1

rezultat « Z c?;
=1

[spitati uticaj broja sa i-te pozicije na k-tu korelaciju:
ukoliko je (k + i < n)A(0 < k <n)A(0 < i <n—1) onda:
1. ¢ < ¢ —my;;
20 My < X Xiggs
3. Cp < cx +my;;

Na ovaj nacin se funkcija cilja racuna u vremenu O(n), $to u velikoj meri poboljSava brzinu

izraCunavanja.

U algoritmu meS$anja, u zavisnosti od parametra k, izvrSava se k uzastopnih promena vrednosti
sluc¢ajnog izabranog broja u sekvenci. Broj koji je jednom bio promenjen ne moZze u istoj iteraciji
mesanja opet da se promeni.

Koris$¢eni parametri su:

e uuprosc¢enom VNS-u kg = 1,

e ulokalnoj pretrazi k4, = 1,

e uosnovnom VNS-u k4, = ndiv 2.

4.2.4 Rezultati

Sva tri tehnike reSavanja su testirane za reSavanje LABS problema dimenzija od 10 do 50. Svi
testovi su vrSeni na racunarima sa Intel Core i7 860 procesorima i svaka instanca je pustana da radi
do sat vremena. MSF CSP reSavac je resio prvih 15 instanci, genetski algoritam 30, metoda
promenljivih okolina 37.

U tabeli 2 dati su svi dobijeni rezultati i graficki su prikazani na grafikonu 2.
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Dimenzija | VNS [s] | GA [s] MSF [s]
10 0.23 0 0.21
11 0.31 0.01 0.40
12 0.25 0.01 0.52
13 0.24 0.1 1.00
14 0.21 0 2.00
15 0.27 0.03 5.33
16 0.22 0.02 9.45
17 0.24 0.02 22.42
18 0.23 0.27 39.00
19 0.87 457 | 112.57
20 2.64 7.33 | 182.73
21 0.50 6.09 | 412.76
22 0.31 3.67 | 758.20
23 0.66 9.38 | 1610.19
24 3.87 7.78 | 3581.50
25 2.78 16.99 -

26 1.29 8.57 -
27 2.15 59.11 -
28 4.15 15.01 -
29 3.31 12.28 -
30 14.16 7.64 -
31 1.85 11.54 -
32 5.15 16.99 -
33 16.71 14.08 -
34 | 152.06 223.8 -
35| 233.64 201.3 -
36 5.15| 177.54 -
37 | 123.62 17.57 -
38 | 320.02 80.36 -
39 | 337.23 86.68 -
40 | 510.65 - -
41 | 1343.60 - -
42 | 2503.09 - -
43 - - )
44 - - -
45 | 914.81 - -
46 | 967.11 - -
47 | 1647.00 - -
48 - - -
49 - - i}
50 | 279.84 - -

Tabela 2. LABS - rezultati
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4.3 Dizajn uravnotezenih nepotpunih blokova

Dizajn uravnoteZenih nepotpunih blokova (Balanced Incomplete Block Designs, BIBD) je
standardni kombinatorni problem teorije dizajna. Prvobitno je koriS¢en za dizajn statistickih
eksperimenata a kasnije su pronadene druge primene, na primer u kriptografiji. Predstavlja
specijalan slucaj uopstenog problema dizajna blokova, koji ukljucuje probleme Latinskog kvadrata
(Latin Square problems).

BIBD se definiSe kao uredenje v razli¢itih objekata u b blokova takvih da svaki blok sadrzi k
razli¢itih objekata, svaki objekat se pojavljuje u tacno r razli¢itih blokova, i svaka dva razliita
ovjekta se pojavljuju zajedno u ta¢no lambda blokova.

Drugi nacin definisanja BIBD-a je preko matrica binarnih brojeva, dimenzije v X b, sa ta¢no r
jedninica u svakom redu, k jedinica u scakoj koloni, gde je skalarni proizvod svaka dva razlicita reda
jednak lambda . Na taj nalin BIBD je definisan petorkom celobrojnih parametara
(v, b, 7, k,lambda). Na primer reSenje problema za parametre (7,7,3,3,1) je

0110010
1010100
00110001
1100001
0000111
1001010
0101100

4.3.1 Microsoft solver foundation

Model BIBD problema za parametre (v, b, 1, k, lambda) definisan za MSF CSP reSavac sadrzi
v+ b promneljivih, x;4, X1, ..., Xyp. Svaka promenljiva predstavlja odgovarajuéu vrednost u matrici i
uzima vrednost iz domena

X11,X12, - Xpp € {0, 1}.
Uvedena su slede¢a ogranicenja:

e sumasvakogredajer
b

inj =7, ief{1,2,..,v},
j=1
e suma svake kolone je k

v
iji = k, i € {1,2, ...,b},

j=1

23



e skalarni proizvod svaka dva reda je lambda
b

Xin * Xjn = lambda, i,j €{12,..,v}

n=1

Prilikom reSavanja ovog modela prvi put kada reSava¢ pronade resenje koje zadovoljava sva
ogranicenja, staje sa radom i vraca rezultat.

4.3.2 SAT

Model problema definisan za SAT resSavacC sadrzi v - b promneljivih, x11, %12, ..., Xpp. Svaka
promenljiva uzima vrednost iz domena

X11,X12, = Xpp S {T, F}

T (ta¢no) kodira broj 1 u matrici, dok F (netatno) kodira broj 0. Ograni¢enja uvedena za SAT
model su:

e suma svakogredajer
Card(x;q, Xiz, ., Xip) =1, ie{12,..,v}
e suma svake kolone je k
Card(xqj, Xoi, oy Xpi) = k, ie{12,..,b},
e skalarni proizvod svaka dva reda je lambda
Card(xi1 A Xj1,Xi2 A Xja, ..., Xip A Xjp) = lambda, i,j €{1,2,..,v}

Funkcija Card(ay,as, ...,a,) vrata broj promenljivih sa vredno$éu T u nizu promenljivih
ay, ay, ..., Ay,

Prilikom resavanja ovog modela prvi put kada reSava¢ pronade reSenje koje zadovoljava sva
ogranicenja, staje sa radom i vraca rezultat.

4.3.3 Genetski algoritam

Kao prostor resenja je koriS¢en skup S svih matrica v X b u kojima se kao vrednosti pojavljuju
jedino brojevi 0 i 1. Funkcija cilja je definisana kao

f:S->1Z
i ima vrednost
v b b v v v b
f(x11, X12, ooy Xpp) = Z Xijj— 1|+ Z iji —k +Z Z Z Xin * Xjn — lambdal,
i=1|j=1 i=1|j=1 i=1 j=i+1In=1

koja predstavlja sumu odstupanja zbira svake vrste, zbira svake kolone i zbira svakog skalarnog
proizvoda dva razlic¢ita reda.
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Potrebno je minimizovati funkciju cilja, odnosno na¢i onu matricu za koju je greska jednaka
nuli. Ta matrica predstavlja reSenje problema.

Svaka jedinka u populaciji je niz binarnih brojeva duZine v - b. Jedinka kodira matricu tako Sto
se binarni brojevi hromozoma jedinke rasporede redom po vrstama matrice. KoriS¢eno je
standardno dvopoziciono ukrstanje.

Mutacija je definisana kao promena vrednosti jednog bita u hromozomu.

Kori$éeni su parametri:

e maksimalan broj identi¢nih jedinki - 1,

e maksimalan broj jedinki sa istom vredno$¢u funkcije cilja - 10,
e ocekivana prosecna veli¢ina turnira - 5.4,

e verovatnoca ukrstanja - 0.85,

e verovatnoc¢a mutacije- 0.4 /v - b,

o faktor zaledenog bita - 3.5.

4.3.4 Metoda promenljivih okolina

Kao prostor resenja je koriS¢en skup S svih matrica v X b u kojima se kao vrednosti pojavljuju
tatno v - r jedinica, a ostalo su nule. Vrednost funkcije cilja je ista kao i u genetskom algoritmu za
ovaj problem, samo se racuna na manjem domenu. Cilj je na¢i onu matricu za koju funkcija cilja ima
vrednost nula.

Kao prva okolina date tacke x koristi se skup tacaka koji pripada prostoru resenja, a od tacke x
se razlikuju na tacno dva mesta u matrici. Tako se promenom dva broja u tacki x, jedne jedinice u
nulu i jedne nule u jedinicu, mogu dobiti sve tacke iz prve okoline tacke x, N; (x). Tacke iz druge
okoline se dobijaju sa dve promene, tacke iz k-te okoline sa k promena.

Nakon promene brojeva u matrici potrebno je izracunati novu vrednost funkcije cilja.
RacCunanje vrednosti funkcije cilja se moze optimizovati koris¢enjem podatka da se nova tacka
nalazi u okolini stare. Svakoj tacki je pridruZena informacija koja sadrZzi niz gresaka redova gr
(odstupanja zbira redova od vrednostir), niz greSaka kolona kr (odstupanja od vrednosti k),
marticu gresaka skalarnih proizvoda redova m (odstupanja od vrednosti lambda) i trenutni
rezultat r. Implementiran je sledeci algortitam pri promeni vrednosti brojeva x;; i x,, u matrici:

Promena vrednosti brojeva x;; i X, u matrici:
Promena vrednosti broja x;; u matrici;
Promena vrednosti broja x,,, u matrici;
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Promena vrednosti broja x;; u matrici:

xij e | —1;
Promeniti vrednost greske i-tog reda gr; i osveZiti rezultat r;

Promeniti vrednost greske j-te kolone gk; i osveZiti rezultat r;

Promeniti vrednost greske skalarnih proizvoda svih redova sa i-tim redom u matrici m

i osveZiti rezultatr;

Na ovaj nacin se funkcija cilja ra¢una u vremenu O(v), Sto u velikoj meri poboljSava brzinu
izraCunavanja.

U algoritmu meSanja se, u zavisnosti od parametra k, izvrSava k uzastopnih promena vrednosti
dva izabrana broja iz matrice. Broj koji je jednom bio promenjen ne moZe u istoj iteraciji meSanja
opet da se promeni.

Promena je definisana na slede¢i nacin:

e Saverovatnotom 0.9 se na slucajan nacin izabere broj u matrici za zamenu, i onda se trazi
najbolji koji ¢e zameniti mesto sa njim.

e Saverovatnoé¢om 0.1 se oba broja za zamenu biraju na slu¢ajan nacin.

Kori$éeni su parametri:

e uupros¢enom VNS-u, kyqr = 1,

e ulokalnoj pretrazi k4, = 1,

e uosnovnom VNS-u, k4, = min (20,v - b div 2).

4.3.5 Rezultati

Sva Cetiri tehnike reSavanja su testirane za reSavanje BIBD problema, na ukupno 85 instanci. Svi
testovi su vrSeni na racunarima sa Intel Core i7 860 procesorima i svaka instanca je pustana da radi
do deset minuta. MSF CSP reSavac je reSio 14 instanci, SAT reSavac svih 85 instanci, uz najmanje
prosecno vreme izvrSavanja, genetski algoritam 65, metoda promenljivih okolina 44.

U tabeli 3 dati su svi dobijeni rezultati i grafic¢ki su prikazani na grafikonu 3.

vbrklambda | SAT GA VNS MS Solver

610532 0.00 0.03 0.20 0.08
6201034 0.00 0.07 0.18 67.08
6301536 0.00 0.21 2.94 -
6402038 0.00 0.25 0.86 -

65025310 0.10 0.47 3.29 -

66030312 0.10 0.42 5.79 -

67035314 0.10 0.71 7.91 -

680403 16 0.50 0.66 4.53 -

714632 0.00 0.09 5.94 0.10
721933 0.00 0.12 0.81 2.67
7281234 0.00 0.22 0.58 -
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7351535 0.00 0.46 2.59 -
7421836 0.00 0.97 0.45 -
7492137 0.00 0.44 4.05 -
7562438 0.00 0.77 7.39 -
7632739 0.10 0.73 7.33 -
77331 0.00 0.02 0.15 0.08
78436312 0.10 0.97 | 21.66 -
814743 0.00 0.27 7.02 90.00
8281446 0.00 5.03 6.48 -
8422149 0.10 0.85 1.51 -
8562136 0.10 0.9 | 20.15 -
85628412 0.10 1.65| 15.78 -
87035415 0.50 3.05| 12.93 -
912431 0.00 6.95 1.29 0.09
918843 0.00 045 | 17.61 -
924832 0.00 | 10.28 1.10 -
9361233 0.00 1.19| 25.28 -
9361646 0.10 3.52 - -
9481634 0.00 2.91 | 149.38 -
9542449 0.20 2.87 | 112.54 -
9602035 0.10 3.58 | 15.53 -
97232412 1.40 2.56 | 113.91 -
990404 15 1.00 7.85| 57.76 -
1015642 0.00 0.45| 19.89 0.10
1018954 0.00 0.63 - -
10301244 0.00 7.56 | 16.14 -
1030932 0.00 133 | 14.13 -
10361858 0.10 | 145.95 - -
10451846 0.20 2.75 | 281.38 -
1054 27512 1.30 | 14.81 | 278.96 -
10602448 0.20 7.13 | 225.89 -
107236516 0.80 | 74.02 - -
107530410 0.60 5.78 | 582.52 -
109036412 0.70 9.48 - -
1111552 0.00 0.28 2.81 0.12
11221054 0.00 - - -
11331556 0.10 2.33 - -
11442058 0.70 | 41.98 | 520.45 -
11551533 0.10 | 66.01 - -
11552046 0.10 | 27.38 - -
115525510 140 | 14.73 - -
116630512 3.00| 6541 - -
117735514 | 10.70 17.5 - -
118840516 | 29.50 | 18.96 - -
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12221165 0.10 - - -
12331143 0.10 | 37.65 - -
12441132 0.00 | 24.54 - -
124422610 2.90 - - -
12662246 0.80 | 161.61 - -
126633615 | 11.90 | 177.15 - -
1313441 0.00 1.17 | 39.86 0.08
13261265 2.90 - - -
1326631 0.00 - - -
1326842 0.00 - - -
13391243 0.00 | 130.1 - -
13391555 0.20 | 186.02 - -
13521232 0.00 | 126.28 - -
13521644 0.10 - - -
135224610 2.10 - - -
13652045 0.10 | 93.02 - -
1515773 0.00 | 32.44 - 0.68
1535731 0.00 - - -
15421454 0.50 - - -
15632156 3.20 - - -
1616662 0.00 - 113.63 0.14
1620541 0.00 - - 0.13
1624963 0.20 - - -
16401042 0.10 - - -
16481554 2.70 - - -
16601543 0.20 - - -
1919994 0.30 - - -
2121551 0.00 6.34 - 0.18
2530651 0.10 - - -
3131661 0.20 - - -

Tabela 3. BIBD - rezultati
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4.4  Turniri u kojima se sve ekipe medusobno sastaju

Turniri u kojima se sve ekipe medusobno sastaju (Round-Robin Tournaments, RRT) je problem
organizacije turnira sa n timova. Turnir traje (n — 1)-nu nedelju, svaka nedelja je podeljena na n/2
termina u kojima se igraju utakmice. U svakom terminu se sastaju tacno dva tima. Turnir mora da
zadovoljava sledeca ogranicenja:

e svaki tim igra jednom nedeljno,
o svaki tim igra najviSe dva puta u istom terminu za vreme trajanja turnira, i
e svaki tim igra po jednu utakmicu sa svakim drugim timom.

Primer turnira dat je u tabeli 4.

nedelja 1|nedlja 2 |nedelja 3 |[nedelja 4 |nedelja 5 |nedelja 6 |nedelja 7
terminl| 0-1 0-2 4-7 3-6 3-7 1-5 2-4
termin 2| 2-3 1-7 0-3 5-7 1-4 0-6 5-6
termin3| 4-5 3-5 1-6 0-4 2-6 2-7 0-7
termin4| 6-7 4-6 2-5 1-2 0-5 3-4 1-3

Tabela 4. RRT - 8 ekipa

4.4.1 Microsoft solver foundation

Model RRT problema san timova definisan za MSF CSP reSavac sadrzi matricu promenljivih
X11,X12, «) Xn(n-1), dimenzije n X (n — 1). Svaka promenljiva predstavlja po jedan tim, kolona u
matrici predstavlja odgovaraju¢u nedelju, a vrsta odgovaraju¢i termin. Tacnije vrste (2-i)i
(2-i4 1) predstavljaju i-ti termin, a u preseku sa kolonom j dobijaju se dva tima koja igraju
utakmicu j-te nedelje u i-tom terminu. Svaka promenljiva uzima vrednost iz domena

X11) X125 s Xn(n—1) € {0,1, ..., n — 1}.

Prvo ogranicenje koje se uvodi je da sve promenljive u svakoj koloni moraju da budu

medusobno razlicite, jer jedna ekipa ne moze da igra dvaput jedne nedelje
Unequal(xyi, X35, v, Xni), i€ef{1,2,..,n—1}L

DefiniSe se niz b duzine n/2 takav dai-ti ¢lan niza predstavlja niz timova koji igraju u i-tom
terminu

b; = (x(zi)bx(zi)z. w0 X2 (n-1) X(2i+1)1, X(2i+1)2, ---'x(2i+1)(n—1))' [ € {1,2, ___,n/2}.
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Zatim se za svaki termin i svaki tim uvodi niz logic¢kih vrednosti, ¢iji ¢lanovi imaju vrednot ta¢no
ukoliko ukoliko se se u datom terminu dati tim pojavljuje na odgovarajuéem mestu u matrici

Cij = (bl[l] =j,bi[2] =j,...,bi[2 ‘n— 2] =j), i € {1,2, ...,n/Z},j € {0,1, o, — 1}

Uvodi se niz ogranienja koji ograni¢avaju da jedan tim ne moZe da igra viSe od dva puta u
istom terminu

AtMostMofN(2,¢;;),  i€{12,..,n/2},j €{01,..,n—1}.

Ovim modelom i dalje nisu zadata sva potrebna ogranicenja. Potrebno je jos zadati ogranicenje
koje govori da su sve utakmice razliCite, ta¢nije da dva tima ne mogu da se sastanu dva puta. Da bi
se uvelo takvo ogranicenje potrebno je kreirati pojam utakmice. Pre svega potrebno je uvesti da ako
se sastaju eKipe x(,;); 1 X(24+1); tada vazi

Xe2ij < X2i+1)j-

Tada je moguce napraviti niz d svih odigranih utakmica, tako Sto se utakmica ekipa x(2;; 1 X(2i+1);
kodira brojem

X2i)j "M+ X2i+1))-
Na kraju potrebno je ubaciti ogranic¢enje da su sve utakmice medjusobno razlicite
Unequal(dl, dy, ., d(n—l)-n/z)-

Prilikom reSavanja ovog modela prvi put kada reSava¢ pronade reSenje koje zadovoljava sva
ogranicenja, staje sa radom i vraca rezultat.

4.4.2 Genetskialgoritam

Za reSavanje RRT problema genetskim algoritmom uveden je skup U svih utakmica koje treba
da budu odigrane na turniru. Kao prostor resenja je koriSéen skup S svih permutacija skupa U.

Svaka tacka iz skupa S jednoznac¢no odreduje jedan turnir tako Sto se utakmice redom, po
vrstama, zapiSu u tabelu turnira. Tabela turnira predstavlja raspored odigravanja utakmica po
terminima i nedeljama (primer je dat u tabeli 4 za n = 8). Funkcija cilja je definisana kao

f:S->1Z

i ima vrednost greske koju daje data permutacija. GreSka se racuna kao zbir prekoracenja
pojavljivanja svih timova u terminima i nedeljama. Ako se tim pojavi { > 1 puta u jednoj nedelji
onda je prekoracenje i — 1. Ako se tim pojavi j > 2 puta u jednom terminu onda je prekoracenje
j— 2.

Potrebno je minimizovati funkciju cilja, odnosno na¢i onu permutaciju za koju je greska jednaka
nuli. Ta permutacija predstavlja regularan turnir.
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Svaka jedinka u populaciji kodira jednu permutaciju skupa S. Hromozom se sastoji od niza
brojeva duzine (n — 1) - n/2 koji predstavljaju trazenu permutaciju.

Proces ukr$tanja i mutacije je isti kao Sto je prikazan na problemu magi¢nog kvadrata
reSavanog genetskim algoritmom.

Kori$éeni su parametri:

e maksimalan broj identi¢nih jedinki - 2,

e maksimalan broj jedinki sa istom vredno$¢u funkcije cilja - 20,
e ocekivana prosecna veli¢ina turnira - 5.2,

e verovatnoca ukrstanja - 0.85,

e verovatnoca mutacije - 0.5 / n?

o faktor zaledenog bita - 4.

4.4.3 Metoda promenljivih okolina

Prostor reSenja i funkcija cilja, redom S'i f, koji su koriS¢eni u metodi promenljivih okolina su
identi¢ni onima koji su prikazani u genetskom algoritmu, za problem RRT. Potrebno je minimizovati
funkciju cilja, odnosno na¢i onu permutaciju za koju je greSka jednaka nuli. Ta permutacija
predstavlja regularan turnir.

Kao prva okolina date tacke x iz prostora resenja koristi se skup tacaka koji se od tacke x
razlikuje u ta¢no dva broja. Zamenom dva broja u datoj permutaciji se od tatke x dobija tacka x', i
vazi x' € N;(x). Tacka iz druge okoline se dobija sa dve zamene, tacka iz k-te okoline sa k zamena.

Nakon zamene dva broja u permutaciji potrebno je izracunati novu vrednost funkcije cilja.
RacCunanje vrednosti funkcije cilja se moze optimizovati koriS¢enjem podatka da se nova tacka
nalazi u okolini stare. Svakoj tacki je pridruzena informacija koliko se puta svaki tim pojavio u
svakom terminu, koliko se puta svaki tim pojavio svake nedelje i trenutni rezultat funkcije cilja. Uz
pomo¢ ovih informacija zamenom dva broja u permutaciji, slicno kao i kod problema magitnog
kvadrata, se nova vrednost funkcije cilja racuna u vremenu 0(1), $to u znacajnoj meri boboljSava
brzinu izracunavanja.

U algoritmu mesSanja se izvrSava k uzastipnih zamena parova tacaka u permutaciji. Broj koji je
jednom bio zamenjen ne moZe u istoj iteraciji opet da se menja. Zamena je definisana na sledeci
nacin:

e Sa verovatno¢om 0.9 se na slucajan nacin izabere broj u permutaciji za zamenu, i onda se

trazi najbolji koji ¢e zameniti mesto sa njim.

e Saverovatnoc¢om 0.1 se oba broja za zamenu biraju na slu¢ajan nacin.

Koriséeni su parametri:
e uuprosc¢enom VNS-u, k0 = 1,
e ulokalnoj pretrazi k4, = 1,
e uosnovnom VNS-u, k4 = min (10,n * (n — 1) div 4).
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4.4.4 Rezultati

Sva tri tehnike reSavanja su testirane za reSavanje RRT problema dimenzija 6, 8, 10 i 12. Svi
testovi su vrSeni na ra¢unarima sa Intel Core i7 860 procesorima i svaka instanca je pustana da radi
do sat vremena. MSF CSP reSavac je reSio tri instance, genetski algoritam i metoda promenljivih

okolina cetiri.

U tabeli 5 dati su svi dobijeni rezultati i grafi¢ki su prikazani na grafikonu 4.

Dimenzija GA [s] VNS [s] MS Solver [s]
6 0.02 0.13 0.14
8 0.31 0.45 0.15
10 8.2 1.01 61.95
12 11.54 378.20 -
Tabela 5. RRT - rezultati
RRT - rezultati
1000.00
100.00 //
w  10.00 — VNS
) —GA
% v/
£ 1.00 : y— : , MS Solver
0.10 //
0.01
8 10 12
dimenzija

Grafikon 4. RRT - rezultati
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Poglavlje 5

Zakljucak

U radu je opisana klasa problema zadovoljenja ograni¢enja. Predstavljena su i reSavana cetiri
problema iz te klase. Opisane su tri egzaktne tehnike reSavanja i dve metaheuristike.
Implementirana su Cetiri modela za MSF CSP reSavac, jedan model za CPLEX i jedan za SAT reSavac.
Implementirana su Cetiri programa zasnovana na genetskim algoritmima (uz pomo¢ GA Framework
biblioteke), kao i Cetiri programa zasnovana na metodi promenljivih okolina.

Svaki problem je reSavan egzaktnim i heuristickim metodama i analizirani su rezultati. Dva puta
su bile uspesnije metaheuristike, jednom egzaktni reSavaci, a u jednom od problema su rezultati su
dosta sli¢ni u obe tehnologije.

Nakon analize rezultata ne moZe se precizno utvrditi koju tehniku treba koristiti za klasu
problema zadovoljenja ogranicenja, ili neku njenu podklasu. Ono $to se moZe na osnovu dobijenih
rezultata zakljuciti je da je za jednostavne probleme linearnog programiranja uglavnom bolje
koristiti egzaktne reSavace, dok je za sloZene probleme linearnog i nelinearnog programiranja
velikih dimenzija bolje koristiti heuristike. Takode nije dovoljno za neki problem doneti odluku da li
Ce se reSavati heuristikama ili egzaktnim reSavac¢ima. Ima mnogo razlic¢itih egzaktnih reSavaca, kao i
razli¢itih heuristika, koje mogu da daju znacajno drugacije rezultate. Potrebno je testirati vise
opcija, proveriti koji je reSava¢ najbolji za problem. Konkretno kada je testiran BIBD problem,
testovi su pustani na picosat i cryptominisat reSavacima (cryptominisat je na zadnjem SAT turniru
dao najbolje rezultate i pokazao se kao najbolji). Picosat je instance izracunao i po nekoliko hiljada
puta brze od cryptominisat-a. Isti zakljuCak se moZe izvesti i iz rezultata koje su dale heuristike. Na
dva problema je genetski algoritam bio uspes$niji, a na dva problema VNS.

Dalja unapredenja rada i dalje istrazivanje moguce je realizovati na neki od slede¢ih nacina:

e testirati druge egzaktne i heuristicke tehnike,

e testirati druge probleme zadovoljenja ogranicenja,

e testirati drugu klasu problema,

e kreirati i testirati hibridnu tehniku resSavanja problema kao kombinaciju egzaktnih i
heuristickih tehnika.

Jedna od moguénosti za kreiranje hibridne tehnike je kombinacija VNS i SAT tehnika.
Pronalazak okoline u kojoj se nalazi bolji lokalni minimum je Cest problem koji se javlja u VNS
metodi. Pretraga okolina oko trenutnog lokalnog minimuma SAT resavacem bi mogla da doprinese
efikasnijem reSavanju problema.

Za potrebe testiranja tehnika reSavanja u radu su kori$¢eni neki ve¢ implementirani resavaci i
biblioteke kojima se zadaje model problema koji se resava, ali su i neki reSavaci implementirani u
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potpunosti. MoZe se zakljuciti da je implementaciono jednostavnije zadati model ve¢ kreiranom
reSavacu ili biblioteci. Medutim implementacija je samo tehnic¢ki deo realizacije koji u veéini
slucajeva ne predstavlja ve¢i problem. Kreiranje samog modela je najbitniji deo realizacije i
neophodan je u svakom pristupu reSavanja problema.
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