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IN MEMORIAM
MILAN POPADIC
(1912—1983)

1. Oktobra meseca 1935. godine, kada sam ulazio u staru zgraau
Univerziteta, da se upiSem na grupu za teorijsku matematiku na
Filozofskom fakultetu, prvi put sam video i sreo na studentskom
trgu Milana Popadic¢a, tada tek diplomiranog matemati¢ara. Kora-
cao je sportski, jednostavno odjeven, upadala je u o¢i njegova bujna
kosa. Delovao je ozbiljno i misaono. Svratio je moju paznju na sebe.
Saznao sam tada, od starijih kolega koji su ga poznavali, da je ma-
tematicar, filozof i Sahist, veoma Sircke ops$te kulture. Upoznao sam
ga tek posle rata u Skoplju, negde pedesetih godina, prilikom jed-
nog sastanka Saveza matematicara, fizi¢ara i astronoma Jugoslavije,
da bi se to naSe poznanstvo, od njegovog dolaska na Gradevinski
fakultet, 1955. godine, pretvorilo u pravo i trajno prijateljstvo, kroz
uzajamnu saradnju na istom poslu na Gradevinskom fakultetu, a
zatim kroz veoma ¢Cestu uzajamnu razmenu misljenja o matema-
tici, filozofiji matematike i nauke uopste, opStoj kulturi, o druStve-
nim tokovima i o mnogim drugim stvarima, koja se ti¢u éoveka i
njegovog polozaja u drustvu i prirodi.

2. Milan Popadi¢ je roden u Beogradu 1912. godine, u lekar-
skoj porodici. Osnovnu $kolu zavrsio je 1922. godine u Obrenovcuy,
a gimnaziju sa visim teajnim ispitom 1930. godine u Beogradu. Di-
plomirao je teorijsku matematiku na Filozofskom fakultetu u Beo-
gradu 1935. godine. Po odsluZzenju vojnog roka, od 1936. do 1938.
godine suplent je u Mu§koj gimnaziji u Subotici; od 1938. do 1942.
godine profesor je u Prvoj muskoj gimnaziji u Beogradu, kada su
ga kvinsliske i okupatorske vlasti otpustile iz drZzavne sluibe kao
»nacionalno nepouzdanog« i kao takav proveo je izvesno vreme u
zatvoru. Posle oslobodenja od 1944. do 1948. godine profesor je u
gimnaziji za ratom ometene uéenike u Beogradu, a zatim asistent
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1 predavat na Filozofskom fakultetu Univerziteta u Skoplju od 1948.
do 1955. godine.
Februara 1954. godine doktorirao je sa tezom »O induktiv-

nim sistemima« kod profesora dr Dure Kurepe, na Prirodo-
slovno-matematickom fakultetu SveuciliSta u Zagrebu. Od aprila
1955. godine je na Gradevinskom fakultetu u Beogradu, najpre u
svojstvu docenta, zatim vanrednog i redovnog profesora.

Na Gradevinskom fakultetu u Beogradu, Milan Popadié¢ izvodio
je mastavu na redovnim studijama iz kurseva Matematike I i Ma-
tematike II, a zatim nastavu na poslediplomskim studijama iz Par-
cijalnih diferencijalnih jednacéina, Specijalnih funkeija, Furijeve
analize 1 Integralnih jednatina sa uvodom u funkcionalnu analizu.

Izvodio je nastavu ma Filozofskom fakultetu u Skoplju, gde je
predavao aksiomatiku geometrije i viSu algebru sa teorijom bro-
jeva, zatim na Saobracaijnom fakultetu u Beogradu, Tehni¢kom fa-
kultetu u Ni$u, Tehnitkom fakultetu u Pristini, Centru Gradevin-
skog fakulteta iz Beograda u Titogradu i Novom Sadu.

Bio je vise puta ¢lan Komisije za polaganje profesorskog ispita
i ¢lan Komisije za polaganje magistarskog i doktorskog ispita; uce-
stvovao je u radu mnogih fakultetskih komisija, narocito u Komisiji
za nastavu; bio je Sef Katedre za matematiku i fiziku Gradevinskog
fakulteta, kao i predsednik Sekecije Udruzenja univerzitetskih na-
stavnika.

Aktivno je ucestvovao na svim Kongresima matemati¢ara Ju-
goslavije. Kao recenzent pregledao je veliki broj srednjoSkolskih i
univerzitetskih udzbenika i napisao je za njih recenzije. Bio je stal-
ni recenzent za radove iz oblasti teorije skupova, teorije brojeva i
matemati¢cke logike u referativnim cCasopisima Nemacke akademije
nauka Zentrallblatt fiir Mathematik und ihre Grenzgebiete i Ame-
ritkog matemati¢kog drus$tva Mathematical Reviews.

Za svoj rad i postignute uspehe u tom radu, Milan Popadi¢ je
dobio javna priznanja: Orden rada sa zlatnim vencem i Orden Re-
publike sa srebrnim vencem; od Saveta i Vetéa Tehnic¢kog fakulteta
u NiSu povodom otvaranja Univerziteta u NiSu 1965. godine; od
Univerziteta u Pristini povodom njegovog osnivanja 1970. godine;
od Tehnickog fakulteta u Pristini povodom proslave deset godina
rada 1976. godine i od UdruZenja univerzitetskih nastavnika i dru-
gih nauénih radnika SR Srbije 1976. godine.

Umro je u Novigradu u Istri 14. juna 1983.

3. Brojni su nauéni i struéni radovi Milana Popadic¢a, koje je
objavio od 1950. godine u raznim nauénim i stru¢nim casopisima i
edicijama Jugoslavije.

Njegovi nauéni i mnogi struéni prilozi pripadaju teoriji brojeva,
teoriji konaénih mnoZina i posebno teoriji matematicke indukcije.
Zalaze u osnove i metodologiju matematike i granide se sa njenom
filozofijom. U svojim nau¢nim radovima, $to je karakteristiéno za
Milana Popadi¢a kao matematicara, tragao je uvek za odredenim
uop$tenjima i u teme je postigao originalne i nove rezultate. To daje
njegovim radovima istaknutu vrednost i znacaj za oblast matema-
tike na koju se odnose.
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Poznat je, na primer, njegov rad Jedno karakteristiéno svojstvo
konaénih mnozina, koji predstavlja originalan i znacajan prilog teo-
riji konaénih skupova i kao takav istaknut je u nauénoj literaturi.
Naime, medu savremenim radovima koji doprinose karakterizaciji
konacnih skupova citira se medu prvima ovaj rad u ruskom pre-
vodu sa engleskog veoma poznatog dela Osnovi teorije skupova od
Abrahama A. Frenkela i Josua Bar-hilea, u komentarima poglavlja
Aksiomatike osnove teorije skupova. U svom drugom radu O ure-
denim mnozinama sa konaénim lancima dokazao je novu teoremu
koja generaliSe osnovni rezultat iz prethodnog rada.

U doktorskoj disertaciji O induktivnim sistemima Milan Popa-
di¢ je generalisao princip potpune matemati¢ke indukcije. Formu-
lisan je »opsti princip indukcije«, i dat je nuzan i dovoljan uslov
da bi se »induktivnim sistemom« S(M) podskupova M mogao iscrpsti
skup M. Navedeni su primeri induktivnih sistema uglavnom u okvi-
ru klase uredenih skupova. Dalje je definisan pojam karakteristi¢-
nog sistema S(M) za M u okviru neke klase C, kao sistem koji je
induktivan tada i samo tada ako M pripada klasi C. Navedeni su za-
tim primeri karakteristiénih sistema i uopSteno je Lebeg-Hindinovo
svojstvo za uredene skupove. Pri tome je formalisan princip induk-
cije za skupove ovog tipa i pokazano je da je odgovarajuéi sistem
podskupova od M karakteristi¢an za M tada i samo tada ako je
skup M bez unutrasnjih lakuna. Pokazano je da je svaki sistem
S(M) karakteristican za M u okviru klase konaénih skupova, pa je
na osnovu toga data jedna nova definicija konaénog skupa. Popa-
diceva doktorska disertacija zauzima znacajno mesto medu radovi-
ma koji se odnose na matemati¢ku indukeciju, a ¢iji su autori bili
istaknuti matematicari. Mentor njegove disertacije bio je na$ istak-
nuti matemati¢ar dr Puro Kurepa, a disertaciju je, na primer, za-
pazio istaknuti sovjetski matematiéar A. N. Hinéin, pa ju je pri-
kazao u Referativnom casopisu — Matematika Sovjetske Akademije
nauka.

I svi ostali nau¢ni radovi Milana Popadica odlikuju se istim
kvalitetima kao i radovi koje smo neposredno istakli. Tako je, na
primer, u radu Jedna nova formulacija principa indukcije data znat-
no opstija shema principa indukecije no S$to se nalazi u njegovoj
doktorskoj disertaciji. Tu se uvodi pojam induktivne &etvorke (M,
S, Si, @), gde su M, S, S1 skupovi, a ¢ je binarna relacija.

Nauéni radovi Milana Popadiéa prikazani su u referativnim ca-
sopisima: Zentralblatt fiir Mathematik und ihre Grenzgebiete, Ne-
mactke akademije nauka; Mathematical Reviews, Ameri¢kog mate-
mati¢kog drus$tva; Referativni Zurnal — Matematika, Sovjetske aka-
demije nauka. Medu recenzentima bili su veoma istaknuti matema-
ticari.

Stru¢ne monografije Milana Popadica Matemati¢ka indukcija,
Deljivost brojeva, Kongruencije i Iracionalni brojevi predstavljaju
znadajne priloge na naSem jeziku oblastima matematike na koje se
odnose. Prva monografija je prvo delo te vrste na srpskohrvatskom
jeziku. U tre¢oj monografiji obradeni su osnovi teorije kongruenci-
je pri ¢emu izlaganja imaju skupno algebarski karakter i popraéena
su nizom svrsishodno izradenih primera, dok je u drugoj monogra-
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fiji dat uvod u elementarnu teoriju brojeva. Tu su, pored osnovnih
pojmova i stavova o deljivosti, obradeni delovi o linearnim neodre-
denim jednadinama, o prostim brojevima i o multiplikativnim funk-
cijama. Cetvrta monografija predstavlja solidnu studiju o iracional-
nim brojevima namenjenu, u prvom redu, nastavnicima matemati-
ke srednjih $kola, kao i mladim matemati¢arima u svrhu njihovog
uvodenja u probleme teorije realnih brojeva. Njegova monografija
Neodredene jednadine, koja se veéim delom odnosi na linearne neod-
redene jednacdine sa dva i viSe argumenata, namenjena je takode
mladim matemati¢arima u svrhu njihovog uvodenja u probleme
teorije neodredenih jednaéina. U njoj su izloZene i metode odredi-
vanja Pitagorinih brojeva i re§avanja Pelove jednacine.

Autorizovana skripta Parcijelne diferencijalne jednaline sadrie
predavanja iz Parcijalnih diferencijalnih jedna¢ina koja je Milan
Popadié drzao na poslediplomskim studijama na Gradevinskom fa-
kultetu. U njima je koncizno izloZena teorija linearnih i nelinearnih
parcijalnih diferencijalnih jednaé¢ina prvog reda. Najve¢i deo po-
sveten je linearnim diferencijalnim jedna¢inama drugog reda, od-
nosno jednatinama matematic¢ke fizike. U specijalnom dodatku obra-
dena je koncizno teorija sistema obiénih diferencijalnih jednacina.
Autorizovana skripta Integralne i parcijalne diferencijalne jedna-
¢ine sa uvodom u funkcionalnu analizu sadrie predavanja koja je
Milan Popadi¢ drzao iz integralnih i parcijalnih jednaéina na po-
slediplomskim studijama na Gradevinskom fakultetu. Tu su izlo-
Zeni osnovni pojmovi iz funkcionalne analize. Obradena je teorija
linearnih integralnih jednadina, a posebno poglavlje je posveteno
linearnim parcijalnim diferencijalnim jednatinama matematicke
fizike.

Pored spomenutih radova, Milan Popadi¢ je objavio viSe struc-
nih prikaza matemati¢kih knjiga, udzbenika i monografija u raznim
nauénim Casopisima i ucestvovao je svojim struc¢nim prilozima u iz-
radi mnogih knjiga, namenjenih studentima i uéenicima. Posebno
treba podvué¢i da je kao stalni recenzent objavio brojne recenzije iz
oblasti teorije skupova, matematidke logike i teorije brojeva u re-
ferativnim casopisima Zentralblatt fiir Mathematik und ihre Grenz-
gebiete i Mathematical Reviews.

Treba posebno istaéi da je Milan Popadi¢ mmogo stru¢no i nauc-
no radio uz pomo¢ i saradnju sa naSim istaknutim matemati¢arem
dr Dragoslavom Mitrinovicem u Skoplju, a zatim u okviru Matema-
ticke biblioteke u Beogradu. On je bio saradnik i recenzent za &aso-
pis »Dijalektikac.

4. Kao solidan i vrlo savestan srednjos$kolski i univerzitetski
nastavnik sa bogatim i plodnim metodsko-pedagoskim iskustvom,
veoma Siroke matematicke i opSte kulture, bazirane ma jakim pod-
logama klasitnog humanizma, Milan Popadi¢ je matematiéki obra-
zovao i vaspitao brojne generacije srednjoskolaca, a posebno brojne
generacije studenata tehnike i matematike. Njegova predavanja su
bila uvek stru¢no i nauéno savremena, matemati¢ki jasna, precizna
i podsticajna. On je u svoja predavanja uvek unosio savremenu ma-
temati¢ku materiju neophodnu za matemati¢ko obrazovanje i vaspi-
tanje. Njegova izlaganja u navedenim autorizovanim skriptama od-
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likuju se jasnoéom, precizno$éu, postupnod¢u i metodi¢noscu. Nje-
gove recenzije univerzitetskih i srednjoSkolskih udzZbenika matema-
tike, kao i neki njegovi stru¢ni radovi koji se delimi¢no odnose na
nastavu matematike, pisani su jasno i studiozno sa puno razumeva-
nja i za odgovarajuce probleme nastave matematike, pa zato ti ra-
dovi imaju znaéajnu metodsko-pedagosku vrednost.

Uvek je u punoj harmoniji saradivao sa svojim asistentima u
organizovanju i izvodenju celokupne nastave i ispita; podsticao ih
je i pomagao u njihovom metodsko-pedagoskom, strué¢nom i naué-
nom usavrsavanju. Njegov nastavni rad i njegov kontakt sa stu-
dentima bio je uvek predagoski vrlo odmeren i principijelan, pa je
kao takav mnogo cenjen od studenata, kao i od svojih mladih i sta-
rijih kolega.

Hteo bih posebno podvuéi da je Milan Popadi¢, kao covek, va-
spitaé, nauénik i intelektualac imao uvek veoma razvijena ¢ula za
progresivne drustvene tokove, kao i za ono $to je novo i napredno
u nauci i filozofiji, postavljajuéi se uvek kriti¢ki kada je reé¢ da se
nesto »staro« potisne ili odbaci i zameni netim »novime«, imajuci,
implicitno ili eksplicitno, uvek u vidu da »niti je sve staro loSe, niti
je sve novo dobro«. Na tome su zasnovana i njegova opredeljenja
kada su u pitanju nastavni i nauéni sadrzaji matematike, kako u
celini, tako i u pojedinim njenim disciplinama.

Po njegovim opite ljudskim, zatim pedagoSkim i nauénim kva-
litetima pamti¢e ga njegovi ucenici, studenti i njegove kolege sa-
radnici. Svim tim osobinama vajao je fizionomiju Skola i fakulteta
na kojima je delovao. Njegovi radovi iz teorije konac¢nih skupova i
matemati¢ke indukcije, zapaZeni u medunarodnim razmerama, zau-
zeli su znacajno mesto u jugoslovenskoj matematici.
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MILAN S. POPADIC

JEDNO KARAKTERISTICNO SVOISTVO
KONACNIH MNOZINA

1. Pre no $to formuliSemo sam problem da¢emo prethodno
neka objasnjenja, nave§emo izvesne definicije i pomocne
stavove.

MnoZinu u kojoj je definisana relacija <C, ¢ija su karak-
teristi¢na svojstva dobro poznata, nazvalemo uredenom mno-
Zinom. Ako za svaka dva elementa a i & od A vaiZi bar jedna
od relacija a < b, b <C @, A je potpuno uredena mnoZina.
MnozZina od jednog elementa takode je potpuno uredena.

Definicija 1. Neka su a i b, a <_ b, elementi mnozine A,
mnoZina [a, a]a svih elemenata x ¢ 4, za koje vaii relacija
a <_ x <_ b, naziva se segmentom mnoiine A. a i b su krajnji
elementi segmenta.

Definicija 2. Komadom mnoZine A naziva se svaka pod-
mnoZina B od A4, za koju iz relacija @ ¢ B,. b € B sleduje
[a, b]la € B. Pravi komad je komad od A koji je prava pod-
mnoZina od 4.

Napominjemo da prava podmnoZina B od A zadovoljava
relacije A B — A, pri ¢emu A ozracava praznu mnoZinu.
Takode jasno je da je i segment neke mnoZine njen komad.

Definicija 3. Dvostruko dobro uredena mnoZina je uredena
mnoZina ¢iji svaki deo ima krajnje elemente.

Napominjemo da su Kkrajnji elementi pocetni i’ zavrsni
elemenat. Pocetni (zavr3ni) elemenat uredene mnoZine A je, kao
§to je poznato elemenat @ za koji iz relacije x € A sleduje
a < x (x<{ a). Dvostruko dobro uredena mnoZina je takode
potpuno uredena MnoZina od jednog elementa je takode dvo-
struko dobro uredena mnoZina.

Sada ¢emo dokazati neke stavove.

Lema 1. Svaki komad dvostruko dobro uredene mnoZine
jeste segment te mnoZine.

Stav je ocevidan.

Lema 2. Neka je S izvestan sistem komada potpuno ure-
dene mnoZine A, i B € 4 komad od A4 kO]l je jednovremeno
podmnoZina svakog elementa od S. Tada je U X=X komad

XsS
od A za koji vaZl takode relacija B © X".
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4 Milan S. Popadi¢ (\: 6)

Dokaz. Dovoljne je dokazati da iz relacija
(M a €X', be X'
sleduje [a, b]Ja S X', odnosno da iz x € [a, b]4 sleduje x€ X'
Najpre jasno je da za svako X €S, zbog B € X, imamo
B C X'. Dalje iz (1) i relacijeXUSX=X', izlazi da postoje ko-
8

madi X, €S i X, €S za koje je

(2) a€X1, bEX2)
a takode
3) B C X, B C X,.

Ako je ¢ € B, odnosno zbog (3)
4) eBX,, e € Xy;

parovi ¢, @ i ¢, b odreduju (kao krajnji elementi) dva segmenta
takva da svako x € [a, b]4 pripada bar jednom od njih. Medutim
kako je zbog (2) i (4) segment, odreden elementima ¢ i a, sa-
drzan u komadu X,, segment odreden sa ¢ i b-sadrZan u X,,
sleduje da je ili x€ X, ili x€ X,, a u svakom slu¢aju x € X".
Time je lema dokazana. B

Lema 3. Ako je svaki pravi komad potpuno uredene mno-
Zine A segment, onda je ona dvostruko dobro uredena. (Ovaj
stav vaZi i za parcijalno uredene mnoZine). 1

Lema 4. Za svaki segment B potpuno uredene mnoZine A
koja nije segment, postoji segment C od A za koji je B — C.

Dokazi ovih lema su jednostavni.

Napominjemo jo§ da ¢e nam ubuduce simbol P (A4) ozna-
¢avati partitivnu mnoZinu (mnoZinu svih. podmnoZina) od A4, a
non p — negaciju propozicije p.

2. Sada ¢emo formulisati problem.

Radi se o slede¢im propozicijama:

Propozicija 1. Neprazna mnoZina M je dvostruko dobro
uredena.

Propozicija 1. Za potpuno uredenu mnoZinu M iz uslova:

1. Postoji segment A od M za koji vaZe relaciie AC ACM
i AC N, pri ¢emu je N proizvoljna mnoZina;

2. Za svaki segment B od M, za koji je ACACM i
B T N, postoji segment C od M koji zadovoljava relacije B C C
CMiCEN
— sleduje M S N.

Propozicija Il pretstavlja ustvari specijalan slu¢aj principa
indukcije koji, kako ¢emo pokazati, vaii samo za dvostruko
dobro uredene mnoZine.



(N 6) Jedno svojstvo kona¢nih mnoZina . TS

Stav 1. Popozicije I i Il su ekvivalentne.

Dokaz. — Neka je najpre tacna propozicija | i neka su
zadovoljeni uslovi propozicije I, ali pretposiawmo da i pri
tome nije M C N veé

(1) non (M < N).

Iz-uslova 1 propozicije Il sleduje A C MO N =D, a zatim,
zbog A A, takode je

) AcC DC M, DCN.'
Napomenimo prvo da je
3) D # M,

jer bi, da je D=M, bilo M C N, §to protivredi pretpostavci
(1). Dakle imamo

4) DcM, DCN.

Ako je dalje S sistem svih®segmenata od M koji sadrie kao

podmnoZinu segment A, mnozina S'=SNP(D), pretstavlja izve-

stan potsistem od S i, prema lemama 2 i I, UX = B je segment
Xs§

od M. Kako je uz to 7a svako l-\"gS i AcX sleduje
©®) A=ACB.

Posto je S'©P (D) imamo UXcUX=D odnosno B < D.
XeS'  XeP(D)

Odavde | iz relacija (4) i (9) imamo A=BcM, BSN. Me-

dutim na osnovu usluva 2 propozicije II postoji segment C

takav da je

(6) BoCcM,  CCN.

QOdavde sleduje CoMON =D, zatim CcP (D), a takode, posto
je zbog (5) i (6) A=C i CES. Tako se dobija da je CtS' i
"Cc B, $to protivre¢i prvoj od relacija (6). Zbog ove protivred-
nosti osnovna pretpostavka (1) je neodrZiva. Dakle propozicija
Il je posledica propozicije

Neka je sada propozidija [l ta¢na za potpuno uredenu
mnoZinu MDA, ali pretpostavimo da i pri tome M nije dvo-
struko dobro uredena mnoZina. Zbog leme 3 mora postojati
bar jedan pravi komad N od M, koji nije segment. Dakle imamo
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) AcNcM.

Odavde sleduje da postoji segment A za koji je ACASM,
ACN, tj. uslov 1 propozicije Il je ispunjen. Dalje neka je B
segment od M koji zadovoljava relacije

8) AcBcM, BCN.

Medutim poSto N nije segment, na osnovu leme 4 postoji seg-
ment C takav da je B Cca N, a zbog (7) imamo i Cc M.
Dakle iz (8) sleduje da postoji segment C za koji vaZe relacije
BcCaeM, Cc N, Sto znadi da je i uslov 2 propozicije
zadovoljen. Odavde sleduje relacija M N, §to protivredi rela-
ciji (7). Dakle ucinjena pretpostavka je neodrZiva, iz Cega sle-
duje da je M dvostruko dobro uredena mnoZina. Na taj nacin
je dokazano da iz propozicije Il sleduje propozicija I, a time i
taénost stava 1.

3. Kao 3to je poznato ima vrlo razli¢itih definicija ko-
na¢nih mnoZina* ¢ija je ekvivalencija dokazana bilo sa ili bez
pomo¢i aksiome izbora. Poznata Dedekind-ova definicija
glasi:

Definicija 4. MnoZina A je konacna, ako za svako obo-
strano jednozna¢no preslikovanje ¢ “mnoZine A na samu sebe,
vazi relacija ¢ (A)=A[9 (A) pretstavlja mnoZinu onih elemenata
od A na koje su, pri preslikavanju ¢, preslikani svi elementi
od Al

E. Zermelo** je pokazao, oslanjaju¢i se na aksiomu
izbora, da je ova definicija ekvivalentna definiciji:

Definicija 5. MnoZina A je konana ako se moZe dvo-
struko dobro urediti.

Iz ove primedbe i prethodnih izlaganja sleduje da se za
definiciju kona¢ne mnoZine moZe uzeti i sledeéi iskaz:

Definicija 6. MnoZina A je kona¢na ako se moZe potpuno
urediti tako da je za nju propozicija Il istinita.

*A. Tarski Sur les ensembles finis. Fundamenta mathematicae
T. 6. 1925. Str. 45—95.

* B, Zermelo, Sur les ensembles finis et le principe de Iinduk-
tion compléte. Acta mathematica, T. 32 1909. Str. 185—193.
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Milan S. Popadié

A CHARACTERISTIC PROPERTY OF FINITE SETS
(Sm\nmaly)

We suppose that the notion of the ordered (partly ordered) set and
one of the simply ordered set is known. In an ordered set A the aggre-
gate of x satisting @ < x < b is called the segment [a, b]Ja of A. The

section of an ordered set 4 is any subset of 4, for which from the rela-
tions a C A, b€ A follows [a, b]la € B. The section B of A, satisfying
AC BCA (A — empty set) is called the proper section. It is clear that
each segment of an ordered set 4 is a section of A. Finally by a double
well-ordered set is meant an ordered set each subset of which has the
extreme elements (the ,least element and the ,greatest® one).

The exactness of the following lemmas is obyious.

Lemma 1. Any section of a double well-ordered set is its segment.

Lemma 2. Let S is a class of sections of a simply ordered set A,

and B C A a section of A contained in each element of S. The set U X=X’
XsS

is a section of A, satisfying B € X',

Lemma 3. If each proper section of a simply ordered set A is a
segment, than A is double well-ordered set.

Lemma 4. For each segment B of a simply ordered set A not being
a segment, there exists a segment C of A, satisfying B C,

By P(A) we shall denote the class of all the subsets of a set A,
and non p means ihe negation of a proposition p.

2. We deal with the folloving two propositions:

Proposition 1. The nonempty set M is double well-ordered set.

Proposition 1. For any simply ordered set M and any aggregate N
from t/ze conditions:

There is a segment A of M, satisfying the relations ACACM

and A C N;

2. For any segment B of M, satisfying A € B CM and B C N, there
exists a segment C of M, satisfying BCCCM, CGN
— it follows M € N.

Theorem. The propositions | and |l are equivalent

Proof. First let the proposition | be true, and let the conditions 1
and 2 of the proposition Il be satisfied, but yet let us assime that is

(N non (M € N).

From the condition 1 of the proposition Il it follows A €M n N=D, and
then since A € A, we have

2 AcDcM DCN.
Moreover one has
(3) D#M.

Indeed if D=M, then M € N which contradichs our hypothesis (1). Thus
we have

) Dc M DCN.
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Now it S is a system of all the segments of M, containing the segment 4,
and §’=Sn P (D), then it follows from the lemmas | and 2 that B=UX

Xes
is segment of M too. Since for each X€ S is A C X, one has

6) _ ACACBS

From § € P (D) we obtain UX C U X=D and B € D. Hence and from
Xx8S’  XepP(D)

(¢) and (5) one obtains A\ € B c .U, B € N. But according to the con-

dition 2 of the proposition [l, there exists a segment C satisfying

® . BcCcceM CEN

Then we have C € M0 N=D, whence C€ P (D) and becanse of (5) and
(8), A< C and CE£S. Also we obtain C€S’ and C € B, which is contrary
to the relation (6). Because of this contradiction the hypothesis (1) is
false, hwence one obtains that the proposition Il follows from the
proposition .

Now let the proposition 1l be true for any simpy ordered set
M D A, but yet let us assume that M is not a double well-ordered set.
Because of lemma 3 there exists a proper section N of M not being a
segmént. Thus we get

). ACNCM.

Hence it follows that there exists a segment A of M, satisfying ACACM,
A C N, i. e. the condition 1 of the proposition Il is satisfied. If B is a
segment of M satisfying

) ACBCM, BCN,

and since N is not a segment, it follows from the lemma 4 t{hat there
exists a segment C satisfying B € C € N and, because of (7), C S M.
Thus because of (8) there cxists the segment C satisfying the relations B€C
S M, CCN, i e. the condition 2 of the proposition Il is satisfied. Hence
it follows U € N, which contradicts the relation (7). Thus each section
of M is a segment and, because of lemma 38,-M is a double well-ordered
set. The proposition | implies the proposi.ion Il

According to a result obtained by E. Zermelo*, aset 4 is finit
(in Dedekind’s meaning) if and only if it can be double well-or-
dered (this is proved by using the axiom of choice). Hence it is clear
that one can for a definition of a finite set take the following proposition:

Definition. A set is finite if it may be simply ordered such that
Sfor him holds the proposition Il. ’

* See the footnote *¥ in the original text.

- e
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MILAN S. POPADIC

O BROJU LANACA U KONACNIM
PARTITIVNIM MNOZINAMA

Partitivna mnoZina P (A) mnoZine A (sistem svih pod-
mnoZina od A) uredena je relacijom inkluzije €. Ako je A4
kona¢na mnoZina, isti je slu¢aj i sa mnoZzinom P (A). DuZinom
jednog lanca (potpuno uredena mnoZina) od P (A) nazvaéemo
broj njegovih elemenata. Ako je A4 kona¢na mnoZina, ta defi-
nicija uvek ima smisla. Posto su P (4) i P (B) izomorfne mno-
Zine ¢im A i B imaju -isti broj elemenata - recimo r- obeleZa-
va¢emo njihov tip sa P(n). U ovom radu odredicemo koliko
ima lanaca duZine k< _n+1 u mnoZini tipa P (n).

Svaki elemenat mnoZine P (A) tipa P (n) je podmnoZina
od. A te sadrZi izvestan broj elemenata od A. Taj broj nazva-
¢emo rangom tog elementa. Jasno je da je prazna mnoZina A
elemenat najniZeg ranga -ranga 0, a mnoZina A - elemenat
najviseg ranga, tj. ranga n.

-Elemenata ranga m<_n ima (},); obeleZava¢emo ih sa a
ili a,; ako ih je dato viSe od jednog.

Simbol C(n, k) ozna¢avace broj lanaca duZine k& u mno-
Zini tipa P (n). Imamo C (n, 1)=2" (to je graniéni slu¢aj kada
svaki lanac sadrZi samo jedan elemenat), a takode lako se do-
kazuie da je broj maksimainih lanaca (lanci koji sadrZze mak-
simalni broj elemenata — dakle n+ 1) C (n,n+1)=n!

Segmentom [a, 6] uredene mnoZine nazvademo mnoZinu
svih elemenata x za koje je a<_ x<_ b, a mnoZina [a, &) ozna-
tavace, kao Sto je uobicajeno, mnozinu [a, b] bez elementa b.

Izve§¢emo najpre formulu za broj svih lanaca duZine £ u
mnoZini [.\, a.y,), pa ¢emo je iskoristiti za dobijanje krajnjeg
rezultata. Elementu a4, neposredno prethodi i+1 elemenata
ay, j=1, 2,---, i+1, koji odreduju sistem S od isto toliko
segmenata [A, a;;] tipa P (i). Svaki od ovih segmenata sadrii
C (i, k) lanaca duiine k. Medutim svi segmernti nekog potsi-
stema od S sa r elemenata, sadrie jedan zajedni¢ki segment
tipa P(i-r+1)i, ako je i~r+2_=k, oni sadrie C(i-r+1, k)
zajedni¢kih lanaca duZine &, Sada lako dobijamo sledele
rezultate, '
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Segment [A, a,] sadrZi C (i, #) lanaca. Kako segmenti
[A, a,] i [A, a;,] imaju zajednicki segment tipa P (i- 1, &),
koji sadrZi C (i-1, k) lanaca, onda u mnoZini [A, a;,] ima
C (i, k) - C (i~ 1, k) lanaca duZine &, koji ne pripadaju mnoZini
[A, a;,] Na shéan se na¢in moZe dobm broj lanaca u mno-
Zini [A, a;]), koji ne prlpadaju ranije navedenim segmentlma
Cli,kh-2CU-1,k+C(i-2,

Tako se moZe pokazati (mdukcuom) da se dobija sledeci
niz od i+1 izraza:

c(i, k),
C(i, by-Cii-1, k),
CU, kj-2C(i-1, k)+C(i-2, k), y

) Wi o2 3 k)+('.*/5+1) Cli =2 Boaony

N VAR A

(- 1)k k+1) Clk-1, k).
Sabirajuci ove izraze dobija se formula
(+1) €, k) - (‘“) ci-1, (3 cu-2,m-

+ (- )i ( “,:12) Ck-1, #)

i—k+2

=]_§( )11( )ca j+1, k),



(M 4) o) broju lanaca u konacnim partitivnim mnoZinama 5

’

koja pretstavlja broj svih lanaca duZine & u mnoZini [A, @wy).
Medutim ovaj izraz pretstavlja i broj svih lanaca duZine k+1,
¢iji je zavrSni elemenat a,4,. Kako elemenata istog ranga — tj.
ranga i+1 — ima (}.), slufeéi se prethodnim Tezultatom,
dobija se za broj svih lanaca duZine k+1 u mnoZini tipa P (n)
slede¢a rekurentna formula

n-1 i—k+2 .
(1) ClksD= 3 3 (-1)= (iil).(‘;‘) C(i-j+1, ),
i=k—1 j=1 ‘

pri ¢emu je n > k.

Koriste¢i se ovom formulom dokazaéemo indukcijom da
je konacni rezultat

k—1
(2). Cm =3 (<1 (*J1) Gr1-sp
s=0

pri ¢emu je'rz+1;‘.-k.
Pre svega se lako dobija iz (2)
C(n, 1)=27,

§to znali da je obrazac (2) za k=1 tadan. Pretpostavimo sada
da je tatan i za vrednost k=m, tj. da vaZi relacija

(3) c(, m)zmz_‘](-r)s (’”;1) (m+1-s)
s=0

za- svako [ > m. Iz formula (1) i (3) dobija se
C(n,m+1)=
i—m+2 m—1

S 30S o) () (7 -

i=m—1 j=1 s=0

Posmatraéemo pojedine delove ovog izraza. Najpre imamo
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~

i—m+2

Z‘ (-1 ( ) (m+1 - s)i=itt
j=1
i+1
z (-1y 1t (H— ) (m+1 - 5)i=I+t
J=1
i+1 ’
Z =y (L ll) (m+1—s)i—7+t
i=i m+3
. i+1
=(mtl - s+~ (m-s)yt— ' (- 1y~ (H]) (m+1-s) I+,
j=i=m+38

MnoZeci prvi i poslednji ¢lan ove dvostruke jednakosti sa

(-1)s (ms— 1), i sabirajuci.po s, dobija se

L]

i—m+2 m—1 i+
1)s+/—1 i~j+1
g: | g( ) ( )( )(17'z+1 s)

TS (S | R R

8 B e

[=i—m+8 s=0

Kako je

mz—]( 1y (m; ])[(m+ 1-s)H - (m—s)f+1]

§=0

a zhog i-m+3<_1, odnosno i-j+ 1‘<m—1

iy
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relacija (4) svodi se na relaciju
i—m+2 m—1

8o o

j=1 §=0

= ﬁo( ~1)s (’?) (m+1- s.)"+1 |

Odavde se odmah dobija

m n-1

() € mmrD=3" N (-1 (T) (l.fl) (m+ 1 = s)HH.
§=0 i=m-1 i
Dalie je
n--1 n~|
n oV o o)t
.§](i+1)(m+l Sy ZD(+]J(HZ+1 §)iH
=M — =
m—2

- Z (H ) (m+1-s)t = (m+2-s)" S ( )(m+l—s)’+‘.

L=

Otuda sleduje, posle zamene ovog izraza u (9),
m R !
—_ —_ N m - n
C(rz,/n+1)—20( ) (S) (m+2-5)
S=

©)

m—2

> o) o

i=0 s=0

* Eugen Netto, Lehrbuch der Kombinatorik, Leipzig, Verlag
von B. G. Teubner, 1901. Str. 249, formula (17).
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Najzad posto je zbog i< m -2, odnosno i+1<m
m
3 (-1 ('g) (m+1 - syt = 0%,
s=0

formula (6) svodi se na izraz
m

- _1\s [ _c\n

C(n,m+1) 520( 1) (S) (m+2-s)n,

Sto pokazuje da je obrazac (2) tatan i za k=m+1, &im je to
slu¢aj i za k=m. Prema tome on vaZi i u op$tem slucaju.
Napomenimo da se iz (2) lako dobija broj maksimalnih

lanaca — tj. formula

C(IZ,IZ“—F 1)———-2”"(— ])S (g) (”+2_S)R=nlii,
s=0

§to se slaZe sa ranijom napomenom.

* Vidi belesku na str. 7.
~** Vidi beleSku na str. 7.

-p
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Milan S. Popadic

ON THE NUMBER OF CHAINS
IN A KIND OF ORDERED FINITE SETS

(Summary)

A class P (A) of all the subsets of any aggregate A is ordered
(partly ordered) by the inclusion relation €. We shall consider only. Hi-
nite sets. The sets P(A) and P(B) are Lsomorphlc if and only if the
aggregates A and B have the same number of elements. We denote by
P (n) the type of every class P(A), when A contains n elements. Also
by a; € P(A) we denote each subset of A, containing i elements; i is
the rank of a;.

A chain of the ordered set A is any simply ordered subset of A.
The length of a chain is the number of its elements.

Finally by the segment [a, b] of a ordered set 4 we mean the set
of all x € A satisfying a < x < & (or in our paper @ € x C b). The set
la, ) is the [a, b] withoul element b.

In this paper we deduce a formula for the numbcr C (n, k) of all
chains of length k in the ordered sef of type P (n). It may easily be ve-
rified that C (n, 1)=2% and C (n, n+1)=n!

At first we are going to determme the number of all chams of
length k in the set [A, aiqy) © P(A), i < n—1, where A is the element
of rank 0, and @iy, one of rank i+1. ’]'he element ai4, covers the ele-
ments a;j, j=1, 2,---, i+1, of rank /, and the set [A, ai}y) is the union
of all the segments [A, ai4,] of type P (i). Every segment [A, 'aij% con-
tains C (i, k) chains of length k. However, as some of this chains belong
to many segments of the mentioned type, one obtains for the sought
number of chains in the [A, aiyy)

k2 _
- E (= 1)—1 [‘7‘} C(i j+1. k).
=

It is clear that this expression represents the number of all the chains
of length k+1 in the P (4) whose the last element is a;44. Since .there

exist lﬁ]] elements of rank i+1, and k-1 <_i<_n -1, one obtains the

recurrent formula (1)* representing the number of all the chains of leugth
k+1 in a ordered set of type P (n).
By using (1) one prove by induction the final formula

. e
@ C (n, k)uzl: (=18 ["glJ (k+1-s)a.
s=0 N

At first we have for k=1 C (1, 1)=2". Then, if the formula (2) is true
for k=m, it follows from (1) and (3)

* See the formula in the original text.
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n—1 {--m+42 m41
Com+n= 3 3 Sty (B ) () (") tme 1 sy

i=m—i j=1 s=0

After transformations and applications of some formulde from the com-
binatory analysis, we obtain.

m

C(n,m+l)=2 (=1 {’;‘] (m+2-s)",

s=0

what means that (2) is true for k=m+1, and for any k &1 n+1 too. It
is easy to show that from (2) follows C (n, n-+1)=n!
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MILAN S. POPADIC

JEDNA RELACHA IZMEDU PROSTIH BROJEVA

Neka su

(1) Pis P2y s Pa

n prvih uzastopnih prostih brojeva, tj. p,=2, p,=3, itd. U
ovom radu bi¢e reSavana dva problema: 1° kako se iz podata-
ka (1) moZe odrediti broj prostin brojeva u intervalu (p,, ¢],
gde je ¢ pozitivan broj manji od 2p,4y, @ Puyy n+1-v1 prost
broj; 2° odredivanje jedne relacije izmedu n prvih uzastopnih
prostih brojeva.

Da bi se izveo zadatak pod 1° freba reSiti:
Probien: 1. — Odrediti broj svih prirodnif brojeva oblika

St L pSn 7
(2) Py Py P

gde si p,, (i=1,2,---,n) proizvoljni ali dati prosti brojevi (nije
nuZno da su wzastopiii), @ ¢ pozitivan brof — pod pretpostay-
kom da su i brojevi s; takode piiroani brojevi ili nule.

[{ako svaki prirodan brej moZe biti rastavlijen na jedan
jedini nacin na proste faktore, sleduje da svakom broju oblika
(2) odgovara jedan jedini sistem brojeva s, i obrnuto. Prema
tome broj brojeva oblika (2) jednak je broju sistema brojeva
s; koji zadovoljavaju relaciju (2). — Logaritmovanjem levog i
desnog ¢lana nejednacine (2) dobija se

Sy S ot S, A
gde je
hi = Ingm[ (Z: 1, 2‘”-,12), l=10g(],
pod preipostavkom da je logaritamska osnova veéa od jedinice.

Odavde sleduje da se relenje problema 1 svodi na reSenje sle-
deCeg zadatka:
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Problem 2. — Qdrediti broj sistema prirodnih brojeva (pod-
razumevajuli tu i nuly) s; (i=1,2,---,n) koji zadovoljavaju ne-
jednacinu
3) Sphy+ Sy btk Sy hta< |

gde su h; [ [ pozitivni brojevi.

Zadatak e biti reSen na taj nacin §to e se prvo obi¢-
nom indukcijom doli do opSte formule za broj reSenja, koja
¢e zatim biti dokazana matematickom indukcijom.

Neka je n=1. Nejednacina (3) se tada svodi na nejedna¢inu

“4) sih <!
odakle sleduje
$1 << lﬁ :
1

Prema tome s, zadovoljava relaciju

)
0<51< [E]’

gde uglaste zagrade oznalavaju, kao i obi¢no, najveli ceo broj
koji nije ve¢i od broja u zagradi. Odavde sleduje da nejedna-

¢ina (4) ima
o (q) = [/zi,_| +1=r+1 (/', = [Fl:])

reSenja. — Neka je sada n=2. Nejednacina (3) svodi se na relaciju
) S by + S hy < L
Prema tome dobija se

Sohy<I-8 hy= 1y,

odakle se, na sli¢an nacin kao u prvom slucaju, nalazi za broj
reSenja nejednacine

S by < Uy,

za neku odredenu vrednost broja s,,
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2 (g,) = [‘/i] +1=r+1,
f, |
gde je
logg,=1;, ro= [ﬁ]
gql TPy 2= ’12 ’
Kako s, moZe da ima vrednost ma kog celog broja od 0 do

ry o= [71%] (ukljucujuéi tu i ova dva broja), onda se za broj reenja
nejednacine (5) dobija

'y I
©) (@)= D @)= Dt 1)
§,=0 =0
ili
ry
(6") INOE Z ro+ry+ 1.
S;=0

— Najzad neka je n=3. Tada se ima nejednacina

(M Sy Py + Sp g+ 85y <L
odakle sleduje
Sgha+ S Ay <L -5 hy=1,.

Prema predhodnom rezultatu ova nelednadina, za odredenu vred-

nost s;, ima
s
Ay (qy) = Z (rs+1)

82“0
reSenja, gde je

"a‘:[l—z]: lp= 1y~ Sy hy=1-8 ~y =Sy .

hg

Broj redenja nejednacine (7) je tada

% (0) = Zuq, Z E(ml)

§;=0 §,=0
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ili
2 (9) = E 2 2r2+rl+l.
=0 §,= =0

Sada Ce biti dokazano da je u opStem slucaju za ¢>>p,

I'n—
®) ) (q)—E E SNCES)
=0 s5,=0 Sn—y=0
gde je
-[Z"—‘] i=1,2
r = /11 (v— 3 ,"',ﬂ),
lo:l, [1' = Zjﬁl—Sj/IIj = 1—51/21—52/22~---—Sj/l/

(G=12,---,m-1).

Doista formula (8) ta¢na je za 7=2 jer se u tom slucaju svodi
na formulu (6), Pretpostavimo sada da je (8) ta¢no i za n==£#,
ti. da nejednacina

32}12+53h3+~--+5k+1f2k+1<11

©  le)- g Z Z (rers+1) (logg,=1h)

=0 s5,=0 Sk =
reSenja. |z nejednaline

(10) Syl Sp gt Sy P <L
sleduje
Suzh2‘1‘$3 fl,;+"'+5/{+1 hk+1<z_ Sl /l‘-

Stavljajuéi [-s, k=1, a s obzirom na tek ulinjenu pretpo-
stavku, broj reSenja poslednje nejednaline, za jednu odredenu
vrednost broja s,, dat je formulom (9). Kako s, moZe imati
vrednost ma kog celog broja od 0 do r, (ukljuCujuéi i ova dva
broia), broj reSenja nejednacine (10) je
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Iy

My (9) = E 24 (92)
5,=0
odnosno

Meri (9) = ‘Q g' 2 {(regg+ 1)

5;=0 s Sk =

Na taj natin tainost formule (8) je dokazana. — Lako se doka-
zuje da se ona moZe napisati i u obliku

n—1
(®) 7 (@) - 2 6+ 1

gde je
18 Iy, i
AN )
Go="T4y, Gimz Z "'Ei'i.{_l ¢G-12,--,n-1).
§y=0 s,=0 Si=0

Doista iz (8) dobija se

ry 7'y F'n—s I'n—y
Al X
hon (9) = Gy + 2 E 1.
§1=0 §o=0 Sn—s=0 $p~;=0
Kako je
rn—y
V=rpy+ 1,

Sn—1=0

posle zamene ovog izraza u prethodnoj formuli, sleduje

'n—o
X7 (q)=06p—y+04 2+E E E 1
Sn—s=0

S).—

Nastavljaju¢i isti postupak dobija se obrazac (8'), §to se takode
jednostavno dokazuje matamatickomn indukcijom.

Treba napomenuti da je X\, (g) srnefrlcna funkcija argu-
menata pm; (i=1,2,--+,n), §to se vidi iz samog na¢ina izvo-
denja formule (8)
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Pretpostavimo sada da je pm = pi (i=1,2,--+, 1) 1j. da je
mesto n proizvoljnih prostih brojeva dato n prvih uzastopnih
prosiih brojeva. Neka je pored toga ¢<2p,4,. Formuie (8) i
(8') pretstavljaju tada broj brojeva oblika

S .52

pps e g

Jasno je da su to svi prirodni brojevi intervala [1,p,] i svi slo-
Zeni brojevi intervala (p,, ¢]. Prema tome obeleZzavajuci broj
svih prostih brojeva koji nisu veci od x sa =« (x), sleduje

7(q) - (pa)=[g] - 2a(g).
Kako je n(p,) =7, dobija se

(11) 7(q)=[g]l+n-2a(g)

Najve€a vrednost koju mozZe da ima [¢q] jeste 2p,y, - 1. Ako
bi bilo ¢>2 p,4,, tada izraz s desne strane znaka jednakosti
u relaciii (11) ne bi pretstavljalo broj samo rrostih brojeva, ve¢
ukupan broj prostih i onih sloZenih brojeva koji su deljivi ne-
kim prostim faktorom ve¢im od p,.- Naravno formula (11) ima
viSe teoriski znacaj jer je njena prakti¢na primena vanredno
glomazna.

Naveséemo sledeci primer. Neka je n=4, dakle neka su
data prva &etiri prosta broja 2,3,5,7, i neka je ¢=2.11-1=21.
Tada imamo prema (11)

n(21)=21+4-2,(21).
Sada treba iztacunati 2.,(21). Dobija se prvo relaciia

M(g)=1+0,+0,+0,+0,

u kojoj ie
)
Co=1, [/l_l ,
ry r
- L /11]
01 = Z 2= [g S13,1,
§¢=0 5=
Iy s Iy Iy
- B l hy /12]
Oy 2 E fa—E 2 [7;;—51;73‘52/73 ,
$;=0 §,=0 §1=0 $,=0

335038 S0
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gde je

I=10g21, hy-10g2, hy=10g3, hy=10g5, h,=1log1.

Odavde iziazi

4
o Yt st s
5,=0
pri ¢emu je
ri=2, =2, ri=1, ri=r;=0
Dalje je

HM*

E [log21_ log 2 log 5]
log 5 S1156 5 S2Tog 5

2 2
2[-——— il 3 e o siokd]
2= 2=0

1
log 21 log 2 log 8 log 21 ,log 2
Eio [iac;r*’s“ " Ziog 5 S2log 5] + [log 5 8 fog 5]

log 21 log 27
+ [log 5 g4fog 5] -4

pri demu je

Najzad je
]

oy 3 [l toxs)

1
log 21 _log 8 _ lo_gj]
Liog 7 8fog 13 E [Tb’gfl fog 7 Salog 7

1
log 21 log 81 2 [log 2t log 2 log 5;]
+ L‘ou 7 " Ciog )t og 7 log 1 S3log 7

4
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[log 21 log 2 log 3] + [log 21 log 2 lgg_a]
log7 log7 log17 log 7 log1 log 7

Ny ﬁ [iig 21 _,log 2  log S] [log 21 log 2 log 3]

S liog T T “1og 7 “siog 7l T llog T "¢ Tog 7 log 7
e

Flpﬁgﬁ?lﬁ_ log 2, luog 2_1_ log 2] 3

[log 7 log 1. log 7 log 1 ’

Dakle dobija se
MEH=1+4+4+5+3- 11,
a odavde sleduje
n(21) =25 - 17=8.

Sada se lako reSava zadatak pod 2°. Doista s obzirom

na znafenje funkcije x,(g), ili jo§ jednostavnije, zamenom u
(11) g =pn ili g=paty (POSLO j& Puyy <2 Pat), sleduje

(12) Pn= )\n (pn)

odnosno

(13) Pnt1=2q (pn+1) +1.

Formule (12) i (13) daju relacije lzmedu prvih n odnosno n+ 1
prostih brojeva. Prema tome ceo pozitivan broj koji zadovo
ljava jednadinu

X=X(X)
ili

X=hy(x)+1
pretstavlja prost broj p, odnosno p,+,. U prvoj jednaéini je
dakle p, definisano kao implicitna funkcija prostih brojeva
Piy P2y * "y Pa—y, 8 U drugoj p,4, takode kao implicitna funk-
cija svi prethodnih prostih brojeva.

Primedba. Jedna relacija izmedu svih prostih brojeva koji

nisu veéi od x, i koja definiSe najveli od njih kao funkciju

svih prethodnih, bila je poznata ve¢ Legendre-u* To je
relacija:

EZEE | I

pi < x

* E. Landau, Handbuch der Lehre von der Verteilung der Prim-
zahlen, 1808 B. 1, str. 75, B. lI, str. 884. Teubner, Leipzig.
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J. Braun** je posmatrao specijalan slucaj ove formule,
a C. Isenkrahe** koristio ju je za odredivanje eksplicitne
formule za ppy,.

M. S. Fopadié

A RELATION BETWEEN THE PRIME NUMBERS
(Summary)

Let
(]) P P2y oo s Pn

be n first consecutive primes — i. e p;=2, p,=8 and so on. In the fol-
lowing we solve the two problems: 19 determine from the data (1) the
number of primes of the interval (pa, ¢], ¢ being real less than 2pu4,
and pnty the next prime to pn; 29 determine a relation between n first
consecutive primes.

At first it {s necessary to solve the following:

Problem 1. Determine the number of all natural numnbers of the

form
@) Py Pty =+ pf;ﬂgq,
pm; (i=1, 2, ---, n) being any given primes (unnecessarily consecutive ores),

q a positive number, assuming that si are natural numbers or zeros.
From the fact that cvery natural number can be factored uniquely
into prime factors, follows that to every number of the form (2) cores-
onds one system only of the numbers s; and vice versa. Thus, the num-
er of numbers of the form (2) is equal! {o the number of the systems
of the numbers s; satisfying the rclation (2). Logarithming both sides of
the inequality (2), we obtain

Sy h1+52/lz"r‘ e 4+8Sp hn<l
where
hi=log pm; (i=1,2,---,m, [l=log g,

assuming the base of the syslem of logarithms to be greater than 1. In
order to solve the problem [, it is nccessary to solve:

Problem W. Determine the number of the systems of natural rum-
bers, including as well zero, si (i=1, 2, --. , n), which satisfy the inequ :lity

3) SyMy+Salta+ -+ in<_ L
where it and | are positive numbers.

** Braun, Das Fortschreitungsgeseiz der Primzahlen durch eine
transcendente Gleichuny dargestellt (Programmabhandlung N: 496, Jahres-
bericht des Fr. Wilh. Gymnasiums in Trier, 1899).

***x C. Isenkrahe, Ugber eine Ldsung der Aufgabe, jede Prim-
zahl als Funktion der vorherpehenden Primzahlen durch einen geschlos-
senen Ausdruck darzustellen (Mathematische Annaien, B, 53, str. 42).
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Denoting by A, (¢) tke number of solutions of the inequality (8),
we can prove by mathematical induction the formula:

'n—q

o w33 e

$;=0 §,=90 Sn—=0
where

li— .

r=i] =120

and
b=l l=liy—sjhj=l-sly~Shy ---—s;hj (j=1,2,---,n).

It easy to show that this formula is true fo nz=1 and n=2.
Let us assume now that (4) is true for rn=%, i. e. that inequality

Sphat Sy gt - - -+ Skepy Bk <L

has

) M ()= 2 2 Z (rick+1) (log ¢,=L,)

§5=0 $3=0 $k=0
solutions. From the inequality

©® Syhy+Sghat - Sk hr <L
follows
SofytS3 byt - o FSkedy fay < - 51 By
Putting —s, h;=1[; and accoiding to the above hypothesis, the num-
ber of solutions of the last inequality, for a definite value of the $y, is

given by the formula 25). By summing over all values of the s;, we ob-
tain for the number of solutions of the inequality (6):

Iy
Mt (9)= D) 1k ()

5,=0

or

Thus exactness of general formula (4) is proved. — It is easy to show
that (4) can be written aiso
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n—1
) Lalg)= D) witl,
=0
where
ry Iy ri
G,==ry, 01:2 2 R Z ridy  (@=1,2, ..., n-2).
§;=9 §,==0 5i=0

It should be noted that 2,(¢) is a symmetrical function of the

arguments pm; (i=1, 2, - - -, n), what can be seen from the manner used
to deduce the formula (4).
Now let assume pm;, =p, (i=1,2,---, n) and ¢<<2puy,. The

formulae (4) and (4) rcpresent then the number of all numbers of the
form

Sz

po p . pa=_gq.
n

H 2

It is clear that to this set of numbers belong all natural numbers of the
interval [I, pn] and all composite n.umbers of the interval (pa, ¢). Hence
denoting by = (x) the number of ail primes not exceeding x, we have

7 (g)—n{pn)=[q]- 2n(q).
For «(pn)=n, we get

M 2 (q)=[g]+n—1n(q)

The greatest value of the [¢] is 2 pnt,—1 (if q>2pn+,, then the
right side of the equality (7) represents the number of all primes and
composite numbers, divisible by a prime exceeding pn ).— We remark that
the formula (7) has rather a theoretical significance, for its application
is very inconvenient.

In the original paper is computed = (2]) for n=4.

It is now easy to solve also the problem 2.

According to the signification of the function 2, ¢, or still simpler,
inserting g=pn or ¢q=pa+, in (7) (since pp4,; <2 pn+,), we obtain

8 Pu = 2n(Pu)
and
9 Pt 1=hn (Pnty)+ 1.

The formulae (8) and (9) represent the relations betwecen r and n+1 res-
pectively first p imes. Thus the number which satisfies the equation

x==N\p (x)
or
X=A\n (X) + 1

represents prime p, and pa+, respectively. In both formulae the greatest
prime is determined as implicite function of all previous primes.
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A remark. A relation between first primes < x was known to Le-

gendre. It is the relation
] e[£]+-
[p ]+ [p2 +

i {

=11 p ,
pi < X

which determines the greatest prime<( x as funktion of all previous
prims*.

* See the footnotes at the end of the original paper.



FOAULLEH 3BOPHUK
HA dUJTI030PCKUOT PAKVIITET HA YHUBEP3UTETOT BO CKOIJE
MpUPOJHO-MATEMATUYKN OALEA
Kuura 3 (1850), & 7

| ANNUAIRE
DE LA FACULTE DE PHILOSOPHIE DE L’UNIVERSITE DE SKOPJE
Section des sciences naturelles '
Tome 3 (1950), M 7

Oagenen olilieyaliox
Tirage a part

Milan S. Popadic¢

GENERALIZACIJA JEDNOG KARAMATINOG
PROBLEMA O JEDNOJ VRSTI NIZOVA

Milan S. Popadi¢

GENERALISATION OF A PROBLEM
OF J. KARAMATA ON A KIND OF SEQUECES

Ckonje — Skopje
1950



F'OOIVUIEH 3B50PHUK
HA ©@UTO30DPCKHOT DAKVITET HA YHUBEP3UTETO T BO CKOIIjE
MprpoRHO-MATOMETHYKW O AN
Kurra 3 (1950), M 7
ANNUAIRE
DE LA FACULTE DE PHILOSOPHIE DE L’UNIVERSITE DE SKOPJE&
Section des sciences naturelles
Tome 3 (1950), M 7

Milan S. Popadié

GENERALIZACIJA JEDNOG KARAMATINOG
PROBLEMA O JEDNOJ VRSTI NIZOVA

Milan S. Popadié

GENERALISATION OF A PROBLEM
OF J. KARAMATA ON A KIND OF SEQUECES

Skopje — Skopje
1630



MILAN S. POPADIC

GENERALIZACIJA JEDNOG KARAMATINOG PROBLEMA
O JEDNOJ VRSTI NIZOVA

U Vesniku DruStva matematicara i fizicara NR Srbije [,
3—4 (1949), str. 1595—156] profesor J. Karamata postavio fe
zadatak (br. 12) koji sadrzi sve tacke teoreme dokazane u ovom
clanku, samo za specijalan slucaj k =2. Prema tome, ovaj ¢la-
nak pretstavlja jedno uopstenfe problema postavijenog u pomenu-
tom céasopisu.

1. Definicija niza (k). — Neka je k prolzvoljan prirodan
broj. lzvr§imo u nizu prirodnih brojeva permutaciju tako, da
pocevsi od prvog iza svakog broja stavimo £ puta veli, a zatim
preostali naredni broj. Na primer, ako je k=3, onda iza prvoga
¢lana prirodng niza, tj. iza 1, treba staviti 3=1-3, a zatim
broj 2. Dalje iza 2 doéi ¢e 6=2.3, pa broj 4 itd., te ¢e se
dobiti niz:

1,3, 2,6, 4,12, 5,15, 1,21, 8, 24, ...
U opStem slu¢aju odgovaraju¢i niz bi izgledao:
1, ky 2,2k 3,3k ..., k-1, (R-1)k, k+1, (k+1)k, ...

Nizom (k) nazvademo niz obrazovan od ¢lanova neparnog ran-
ga poslednjeg niza, tj. niz

(%) 1,2,3,...,k-2, k-1, k+1, k+2,...
Na primer niz (k) je za k=3:
1,2, 4,5 1,89, 10, 11, 13, . ..

Pre svega bi¢e dokazana sledeca lema:
Lema 1.— Opsti ¢lan niza (k) je oblika
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r

U a=(kl-p)kr,
gde je
I=1,2,3,...5 p=1,2,...k-1 r=0,1,2,...

Dokaz.— Frema definiciji niza (), od prirodnih brojeva
samo brojevi oblika k2 ne pripadaju njemu. Prema tome niz
prirodnih brojeva moZe se rastaviti na dva niza ¢iji su opsti
¢lanovi a (¢lanovi niza (k)) i ka. Pokazalemo. matemati¢kom
indukcijom da je (1) opSti ¢lan niza (k). Doista za r=0 (1) se
svodi na

@) kL p.

S obzirom na znalenje broja p, brojevi #/-p i & su relativno
prosti. Odavde sleduje da (2) ne moZe bili oblika kg, te da
mora pripadati nizu (#). — Pretpostavimo sada da je tvrdenje
fatno i za r=s, tj. da je

a=(kl-p)k*
éla>n niza (k). Tada je istii slu¢aj i sa izrazom
(kl-p) Gt = k2 a

Doista ako ovaj izraz ne bi bio ¢lan niza (&), onda bi bio ob-
lika ka', gde je o' neki &lan niza (k). Ali kako bi tada bilo
a' = ka, sledovalo bi da &' nije ¢lan niza (k). Iz ove protivre-
¢nosti sleduje da je i (k/-p) k26D &lan niza (k), pa dakle i
ta¢nost same leme.

Iz samog lzlaganja izlazi da se op$ti ¢lan niza (k) moie
definisati izrazom

a=qk* , s=0,1,2, ...,

pri ¢emu je ¢ proizvoljan prirodan broj koji zadovoljava rela-
ciju (¢,k)=1.
DokazaCemo sada sledeli stav:
Lema 2.— Brojevi I, p, r su jednoznacno odredeni za svaki
dati clan niza (k).
Dokaz. Neka je dat opSti ¢lan niza (&), tj. neka je
a=(kl-p)k*.

Fretpostavimo da postoje dva sistema reenja £,,p,, 7y i Ly, Py, s
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Tada treba da je
3) (kly - p)) k2= (kly - py) K27

Posto se svaki prirodan broj moZe rastaviti na jedan jedini na-
¢in na proste faktore, i s obzirom da je (k,-p,, B)=1 i
(kly - py, k) =1 — sleduje

k2 < kzrg’
odakle Fy=r,.
Relacija (3) se svodi tada na

kly = py=kly - pa,
odnosno

4) Py = Py=k (L~ 1)

Ova relacija je medutim zadovoljeno samo u slu¢aju kada je
pa=py 1 Ly=1. Jer ako je |l,—1|#0, tada je uvek k|/,- /|
>k>|py-pil, odnosno k|l —Li|>[py-p,| poSto je k>p, i
k> p,. Medutim ova nejednakost protivre¢i jednakosti (4).
Dakle doista je /,=1[, i p,=p, — ¢ime je lema dokazana.

Napomenimo da se efektivno izra¢unavanje brojeva / p, r,
za datl ¢lan niza, moZe lako izvrsiti.

2. Oznatimo sa K (x) broj ¢lanova niza (k) koji nisu veci
od x, a sa [x], kao i obi¢no, najve¢i ceo broj koji nije veli
od x. Sada ¢emo dakazati sledeli stav:

Teorema.— 1. Za broj ¢lanova niza (k) vaZe sledete for-
mule :

o kw- 33 (k]
n>0 m=1
©) K@= > o | 5]

m_>=0

(7 K(x)= kTIf]—xr# O (log x), X =00,
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2. Ako se sa a, obeleZi n-ti clan niza (k), tada je

{8) ap~ n, n->oo.

3. Neka je prirodan broj n napisan u brojnom sistemu od k
cifara — dakle neka je
r
= E ki (4]
=0

gde svaki od simbola ¢, (1=0, 1, 2, . .., r) pretstavija neki
od brojeva 0, 1, 2, . . ., k-1; tada vaZi formula

[
©) K() = k+12( Deer.

Dokaz.— 1z leme 2 neposredno sleduje da je broj &lanova
niza (k) koji nisu veci od x, jednak broju sistema /[, p, r koji
zadovoljavaju relaciju

(10) (ki - p) R < x.
Iz ove relacije dobija se, za odredene vrednosti p=m i r=n,

m X
&

Prema tome / moZe imati jednu od slede¢ih vrednosti:

I<

1, 2,3, ..., lam,

/ [m X
nm = —k"‘f'W .

Dakle broj reSenja nejednatine (10) za p=m i r=n jeste lym.
Stavljaju¢i u poslednjoj formuli n=0,1,2,... i m=1,2,...,k-1
I sabiraju¢i sve tako dobijene izraze, obua se za br01 svih
reSenja nefednacine (10), pa dakle i za K (x):

gde je

k-1

-3 3 (1]

n>0 m=1
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Ovo je medutim formula (5), ¢iju je tacnost ftrebalo dokazati.
Jasno je da je za konalno x broj sabiraka u zbiru s desne
strane znaka jednakosti takode konacan. Doista iz nejednaline

X 1
(11) Ifn+_1<7
sleduje
m X m+1
7 < <L

a odavde, za svako n koje zadovoljava nejednacinu (11),

m X
[+ o] -0

Dakle prema (11) dovoljno je (aii ne i nuino) da je u ovom
slu¢aju
log x ]
n> [Zlogk ‘

Sada ¢emo pre¢i na dokaz formule (6).

Broj svih brojeva koji nisu veci od x, a deljivi su brojem
a, jeste

(12) [i]

. a

Na osnovu leme 1 svaki broj niza (k) oblika je

(13) qr*"
gde je ¢ proizvoljan prirodan broj za koji vaii relacija (¢,4) =1,
ar=0,1,2, ... Tada brojevi oblika

qur—{»l

ne pripadaju nizu (k). Broj brojeva koji nisu veli od x a deljivi
su sa k* , odnosno sa k*** na osnovu (12) jeste

X X
[7‘72’_—] odnosno [W] -
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Kako su brojevi deljivi sa A*+! deljivi i sa &%, broj brojeva
oblika (13), za odredenu vrednost r=n, je

o] - L]

Stavljajui ovde n=0, 1, 2, . . . i sabiraju¢i tako dobijene izra-
ze, dobija se za broj svih brojeva oblika (13) koji nisu veli
od x tj. za K(x):

k= 2 (] - [rss]

n>=0

K@= (-1 [k—"m]

m_>0

odnosno

sto pretstavlja formulu (6). Jasno je da je i u ovom slutaju
broj sabiraka u poslednjoj formuli konacan. Kraijnji sabirak
razli¢it od nule je oblika

x

1 []

gde je
_[log x]
(14) 5= [logk '
§to se lako proverava.
Kako je .
X X
L] - i om 0<8a <t

tada se iz (6) dobija

(15) K (- EH)W Z( 1)y 8.

m=0

Prvi zbir pretstavlja zbir konac¢ne geometriske progresije te je

s -
_] mi=x¥.
( km 1
m=0 +
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Za drugl zbir se dobija

N

Z ( ])” 6/n 2 m<3*‘]

m=90 1 a2 (}

Zamenjujuéi ove izraze u (15), imamo

(?J

(16) K(x)= xr6(s4 1), 0 o< 1.
S obzirom na (14) dobija se
riogx]_ ) 108x o ,,
O([log/c_ vl 1 i & ()(:;.;,x), X

Posto prema (14) s—>>c kada x -, iz (16) lzlazi
K(x) -, x+0(100 X), X500,

§to pretstavlja formulu (7). Na ovaj nacin je prva tacka teoreme
dokazana u potpunosti. Napomenimo samo da iz (7) neposredno
sleduje formula

k
K(X)f\’mx, X 00,

koja izraZava da brojevi niza (k) sa¢injavaju k/(k+ 1) deo brojeva
prirodnog niza, ili da ja njihova asimptotska gustina /(£ 1)

Ako je a, n-ti ¢lan niza (k), onda je prema poslednjoj
formuli

k
K(aﬂ)’\" E+ 1 an, n->00.

Medutim prema definiciji K (x) sleduje K(a,) . lz poslednje
dve relacije dobija se

k-l

@y~ =g iy n->00,

Sto pretstavlja formulu (8).
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Najzad pre¢i ¢emo na dokaz poslednje tacke.
Stavimo x=n, gde je

(17) ne=cy+ ke, +Rkcy+---+ ke,

u formulu (6). Pre no $to izvrSimo smenu izra¢unajmo koliko
je [L] Dobija se

km
n Co Cy Cm—y )
k—mak—m"‘k”l_l‘{“--"i‘ k +Cm+k6m+‘+-..+kr ”IC’-.
Kako je
Co , G Cm—y k-1 k-1 k-1

k_m+/¢m—-l+'“+ k

1
<ttt 1<

(poSto c¢; moZe blti samo jedan od brojeva 0, 1, 2, ..., k-1),
{mamo

n
[IF’] =Cm+RkCuqq+- o +E e,

Stavljaju¢i m=0, 1, 2, . . ., r, dobija se iz (6):

K@)=co+ ke, +Rcy+ - - - +k ey +---+ke -
-¢, ~key - ke - kT +
+Cy A+ FETEe 4 TR -

..................................

+(-1)¢r.

~ Kada se izvr3i sabiranje sli¢nih sabiraka, koeficijenat ¢lana koji
sadrzi ¢, bice

CHE (1) kR (=)

A /7 B =2 I
Fok (=D Fil s
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Prema tome je

r
K(Iz)=2kk;£l<l) Zk(,Jr 1Z(—l)’c,.
=

QOdavde, s obzirom na (17), sleduje

!
k+1 ? e,

K(n)=

§to je i trebalo dokazati.

M. S Popadié

GENERALISATION OF A PROBLEM OF |]. KARAMATA
ON A KIND OF SEQUENCES

(Sumunary)

A generaiisation is given of the problem piroposed by J. Kara-
mata in the Rulletin de la Société des mathématiciens et physiciens de
la R. P. de Serbic |1, 3—4 (1949), p. 155—156].

Definition of the sequence (k). t being a natural number, let us
periorm in the sequence of natural numbers the following permutation:
we put after the first term, namely after 1, the k-times greater number,
then the next remained term of the sequence and after this number again
the k-times greater one and so on. So we obtain for k=3, for instance,
the following sequence (k):

1,8 2,6 4,12 515 7,21, 8 24, ...
In general we have

1L, k, 26, ..., k=1, (k=DFk k+1, (k+1Ek ...
A sequence formed with all terms of odd rank of the last sequence, i. e.

1,28 ..., k=1, kt+l,

is called the sequence (k).
It is easy to prove the following two lemmas:
Lemma 1. The general term of the sequence (k) is

a=(kl—p) k2r



v
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et

where
1=1,2,8 ...;:p=1,2,...,%k-1;r=0,1,2

Lemma 2. The numbers 1, p, r, are uniquely determined for every
terin of the sequence (k).

Let K (x) denotes the number of all terms of the sequence (k) not
cxceeding x. Then the foilowing theorem can be proved:

Theorem. 1. For the number of terms of the sequence (k) we have:

k—1
n K(x)= E Z‘ [%+++‘]
n>20 m=1
@) Koy= > om[]
m=0
6] K(x)— x+0(log Xx), x> .

2. If we denote by an the n-th terin of the sequence (k). then we have

k+1
k

n, n— oo,

(4) an ~

3. Let n be a natural number written in the number system of k digits,

,
(5) n= > te,
=0

where each of the letters ¢; ({=0.1,2, ..., 7r) represents one of the
nuinbers 0,1, 2, . . . k—1Y; then we have

3 Y

©) Km= k+1 k+12( Dfes.

We are now going to show the main polints of the proof.

From the lemmas | and 2 it follows at oncc that the number of
terms of the sequence (%), not exceeding x, Is cqual to the number of
system /, p, r, satisfying the relation

M (kl—p) kor < x

Hence
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whence follows that / can have

! m X
= [75 + l?fn—]

values, for definite values of p=m and r=p. By summing up for

m=1, 2, ., k—1 and n=0, 1,2 ..., we obtain for the number of
systemsl p, r and thus for K(x) the formula (). It is easy to show
that the number of terms of the sum in this formula is finite for finite

value of x. _
To deduce the formula (2) it must be observed that the number of

a
Since the terms of the sequence (k) are of the form

the numbers not exceeding x, dlvisible by a, is [i]
1)) gk,

with (¢, k)=1 (lemma 1), and the number of the form ¢k2r+! do not be-
long to this sequence, it follows that the number of numbers of ihe
form (8), for definite value of r=n, is

(] - L]

By summing over all n=0, 1, 2, . . . we get for K(x) the formula (2).
s [LX _[log x
The last term nonzero of the sumis (—1) [ks ], where s= [—logk]'
Inserting
X X
[ﬁ]=k_m*5’"' 0L dm<1,

in the fo:mula (2), we obtain by simple calculation the formula (3). Hence
it follows immediately

K(x)r\.ak—f_].x, X > 00,

Denoting by an the n-th term of the sequence (k), we get according
to the last relation

an, X > 00,

K(a")Nkal

Hence and from the formula K (an)=n follows (4).
Finally to deduce (6) it is necessary to insert In the (2) x=n, n
being given by (5). Then first we find

n
[k_m] =Cm+kemy+- - -+hT—mcr,

and then it 1s not difficult to deduce the formula (6).
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PREDGOVOR

Ovaj ¢lanak je namenjen studeniima matemati¢kih nauka,
a takode i onima koji bi Zeleli da dobiju ne$to podrobniju sliku
o matematickoj indukciji, koja se u novije vreme tako plodno
primenjuje u svim oblastima matematike kao metoda za doka-
zivanje. U tu svrhu teZio sam da izlaganje bude §to elementarnije
a relativno veliki broj primera ima za cilj da se ¢&italac S§to
bolje srodi sa ovim dokaznim postupkom.

Na kraju sam, potpunosti radi, dao kratak istoriski pregled
i dotakao se znacaja matemati¢ke indukcije.

Brojevi u uglastim zagradama upucuju na literaturu koja
je stavljena neposredno iza ¢lanka.

Aprila 1949

Matematicki institut Univerziteta
u Skoplju



MATEMATICKA INDUKCIJA

I

/. Pri proutavanju matemati¢kih zakona, narocito kada je
zakonitost izraiena kao funkcija izvesnog celog broja, ¢esto se
opSti stav moZe naslutiti | iz posmatranja pojedina¢nih sluca-
jeva. Tako, na primer, iz definicije aritmeti¢ke progresije, pre-
ma kojoj je razlika (d) dva njena uzastopna ¢lana (a, ,, a,) stal-
na, izlazi da je

(1 An—ay -, +d.

Ako se sa a, oznaci prvi ¢lan progresije, onda se na os-
novii formule (1), dajuéi indeksu n vrednosti 2, 3, 4...., mogu
odrediti drugi, treci, Cetvrti i ostali ¢lanovi progresije.

Doista dobija se:

a, a, d

(2) a, ~a,+d (a,-d)id-a,+2d
a,=a,+d-(a,+r2d)+rd a +3d

Ako se uoci da je Koeficijenat, koji se javlja uz d, u sva
tri slu¢aja manji za 1 od ranga ¢lana, moZe se pretpostaviti da
je to opsti slucaj, te bi se moglo zakljuditi da je, recimo, i dva-
naesti ¢lan dat izrazom
(3) a,,-a +1ld,

ili da uopste za n-ti ¢lan vaZi formula

(4) ap=a, +(n 1)d,

koja sadrzi kao specijalne slu¢ajeve formule pod (2) i (3).



Sli¢an zakljutak se moZe izvesti i o zbiru prvih n nepar-
nih brojeva prirodnog niza. Kada se -obrazuju zbirovi prva dva,
tri odnosno Cetiri neparna broja toga niza, dobijaju se slededi
rezultati:

I +3=4-=2¢
1+3+5=90=3
1+3+95+71T=16-=

Ve¢ se odavde moZe izvesti pretpostavka da je zbir prvih n uz-
astopnih neparnih brojeva jednak kvadratu njihovog broja tj. da je

Naravno — to treba narocito ista¢i — ne moZe se uvek
tako lako, kao u ova dva sluc¢aja, naseutiti opsti stav.

2. Medutim ovim nac¢inom uopStavanja, nazvanim induk-
cijom i vrlo mnogo upotrebljavanim u prirodnim naukama, ne
mora se uvek doli do ta¢nih rezutata.

Tako je veliki francuski matemati¢ar Fermat pretpostavljao

P13

da je svaki broj oblika 2* + 1 gde je n ceo pozitivan broj, prost
broj. | doista stavljaju¢i da je n jednako 1, 2, 3, 4 dobi-
jaju se prosti brojevi 9, 17, 257 i 65 S31.Medutim Euler je po-
kazao da se ve¢ za n = S dobija broj4 294 967 297 koji je deljiv
brojem 641.

_ Nesigurnost ovakvog nalina uop$tavanja moze se ilustro-

vati i na slede¢em primeru. Oba ijzraza

(5) ()~ 5 (n* + 150% + 8)

(6) ¢ (n) = 6_10 (7* + 85 n* + 214) n,

kao $to je lako proveriti, imaju iste vrednosti zan = 1, 2, 3,4, 5:

£(1) =9(l) = 6
£(2) = ¢(2)= 21
(3 =<pE3 = 56
f4) =94 = 26
£(5) = v(5) = 2

Medutim za n=6 dobija se
f(6) =461, i (6) = 463.

Prema tome ispitivanjem samotprvih pet ¢lanova niza



@) 6, 21, 56, 126, 252......

ne bi se moglo sa sigurno§éu utvrditi da li je op$§ti ¢lan niza
(7) dat formulom (8) ili formulom (6) ili eventualno nekim
tre¢im izrazom.

Mogu se obrazovati jo§ opStije funkcije istog svojstva. —
Tako na primer funkcija

S k
F(n) = (n)+c ]_'[(n _—

gde je ¢ potpuno proizvoljna konstanta razli¢ita od nule,a £, pozi-
tivne konstante, ima za n = 1, 2, 3,.... s iste vrednosti kao i
funkcija ¢ (n), dok je za n > s uvek f(n) == p (n).

Dakle za uopS$tavanje nekog stava nije dovoljna samo ve-
rifikacija izvesnog kona¢nog broja pojedina¢nih slucajeva, ma
koliki taj broj bio.

3. Analizom jednog konkretnog primera dolazi se do na-
¢ina na koji se moZe, u ovakom sluéaju, dokazati opSti stav.

Kao §to se vidi narolito jasno iz prvog primera sa arit-
meti¢ckom progresijom, dokaz svakog pojedinaénog stava izvodi
se na osnovu pretpostavke da je prethodni stav ta¢an. Tako
stav izraZzen trecom formulom pod (2) izvodi se na osnovu de-
finicije artimeti¢ke progresije i prethodnog stava izraZenog
drugom formulom pod (2); ovaj pak stav proizlazi iz iste de-
Cinicije i prethodnog — prvog stava. Prvi stav je medutim ne-
posredna posledica definicije aritmeti¢ke progresije.

Na sli¢an na¢in bi se mogao dokazati ma koji stav dobi-
jen iz formule (4) stavljajuci zar jedan odreden ceo pozitivan broj.

Iz ovog sleduje da bi se op§ti stav (4) mogao dokazati ako
se uspe da se pokaZe:

| Da postoji bar jedna vrednost od n za koju je istinitost
stava verificirana bilo na koji nacin.

II Da tagnost stava ma za koju vrednost od 7 proizlazi iz tag-
nosti stava za n 1.

| zaista moze se lako pokarati da je svaki stav koji iz-
razava izvesno svoijstvo prirodnih brojeva, i koji ispunjava oba
navedena uslova — istinit i za sve prirodne brojeve, pocevsi od
one vrednosti za koju je verificiran prema uslovu I.

Doista neka je vrednost za koju je stav verificiran n=n,.
‘Time je uslov I ispunjen. Neka je ispunjen i uslov I, ali neka
se pretpostavi da postoji ipak bar jedna vrednost od n _> n, za
koju stav nije tac¢an. Neka je od iih brojeva (ako ih ima viSe)
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za Koje stav nije ta¢an najmanji broj m. Prema tome za pret-
hodni broj m -1 stav je istinit, jer da nije tako onda ne bi
broj m bio najmanji broj te vrste. Ali prema uslovu 1l, poSto je
stav ta¢an za broj m -1 mora biti tacan i za m S§to protivu-
re¢i pretpostavci. Znac¢i — svaki stav, za koji se moZe pokazati
da ispunjava oba uslova, istinit je i za sve prirodne brojeve vece
od n,.

Dakle potpun dokaz stava (4) izgledao bi ovako.

Stav izrazen formulom:

ay=a+(n-1)d

istinit je-za n=1, jer se u tom sluéaju prethodna relacija svo-
di na identitet:

a,=a,.

Uslov | je dakle ispunjen.
Neka se sada.pretpostavi da je taj stav tadan i za jednu
specijalnu vrednost n~=m. Tada se ima

(8) tlm=al+(m—‘1) d.
Iz same definicije (1) dobija se da je
allz+L:allr+dy

odakle proilazi na osnovu (8)
Ay 4 =Qm +md,

Sto pokazuje da je stav (4) istinit i za sluéaj kad jen=m+1.
Uslov Il je dakle takode ispunjen te je na taj nacin dati stav
dokazan.

4. Kao $to se vidi iz prethodnog izlaganja za dokaz stava
koji je izraZen nekom relacijom sa n, gde je n ceo pozitivan
broj, dovoljno je da ta relacija jednovremeno ispunjava oba uslova
t.j. uslove | i Il

Da je nuZno da bude ispunjen uslov Il izlazi ve¢ iz ra-
nije konstatovane <¢injenice da se, iako je utvrdena taénost
‘nekog stava za izvestan konacan br‘Oj pojedina&nih slulajeva,
ipak moZe desiti da stav nije istinit u opStem slu¢aju. — Sli¢no

se na jednom Kkonkretnom primeru moZe pokazati nuZnost
uslova pod |.



Doista neka se pretpostavi da je relacija

9) 14242 .. ... w2t -2t

Dodajui levoj i desnoj strani poslednje jednakosti 2”1

dobija se

14242+ BRI G TP S L )

$to pokazuje da je relacija (9), pod pretpostavkom da je taéna
za n=m, istinita i za n- m (1. Medutim ova relacija nije za-
dovoljena ni za jednu pozitivou celu vrednost od n, a moZe
se lako dokazati, opet na sli¢an nacin, da je uvek

14242 + ... A

S. Ovaj nacin dokazivanja, koji se naziva najce$e pot-
punom ili matematickom indukciiom,* Poincare [1] je formulisao
na sledeCi nacin:

| Ako je neko svojstvo istinito za broj 1, i ako se pokaze
da je istinito za n1 1 samo ako je istinito za n, ono ce biti is-
tinito i za sve cele brojeve.

Ovde treba sledecu primedbu uciniti.

Svojstvo ne mora da je taéno za broj 1, §to je uostalom
jasno vel iz ranijeg izlaganja. Njegova ta¢nost moZe-da zapo¢-
ne od nekog veceg broja. Tako na primer relacija

(10) 2" <l

gde je n ceo pozitivan broj, ta¢na je samo za n > 4, $to se
moZe lako dokazati matemati¢kom indukcijom. U tom sluéaju
bi se ovoj princip izrekao na slede¢i nadin:

Il Ako je jedno svojstvo istinito za izvestan ceo pozitivan
broj n,, i ako se pokaze da je istinito za n+1 samo ako je
istinito za 7. ono ¢e biti istinito i za sve cele brojeve vecée od n,.

* U francuskoj literaturi nalazi se i izraz ~aisonement par
recurrence, a u nemackoj Beweis durch Abschreiten — Ta-
kode postoji i naziv ,prelaz od nnan— 1"
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Medutim razlika izmedu ove dve formulacije principa ma-
temati¢ke indukcije &isto je formalnog karaktera.Doista svaka
relacija sa n, koja je istinita za svako n_>n, > 1, moZe se
transformacijom n = m + n, - 1 svesti na relaciju sa m koja
je istinita za sve cele pozitivne brojeve. Tako relacija (1) posle
transformacije n=m+3, prelazi u relaciju

m—+3

2" < (m+3)!

koja vaii za sve cele pozitivne brojeve. Takode podesnom trans-
formacijom se moZe udesiti da je relacija ta¢na za sve cele po-
zitivne brojeve i za nulu.

Najzad ako se sa R(x)=0 ozna¢i neka relacija sa x,
ovaj se princip moZe formulisati i na slede¢i nacin:

Il Ako postoji relacija R(1, -0, i ako se iz relacije R(m)=0
moze izvesti relacija R(m+1) =0 onda vazi i relacija R (7) =0 gde
n pretstavlja ma koji ceo pozitivan broj [2].

Mesto znaka jednakosti u prethodnoj relaciji moZe stajati
i znak > ili < (takode i >, <.).

Na kraju moZe se sledeéa primedba uginiti.

Posto se ¢esto dokaz da izvesno svojstvo vazi za pri-
rodan broj n, izvodi iz pretpostavke da ono pripada svim pri-
rodnim brojevima manjim od n, ovaj se princip formuliSe i na
slede¢i nacin:

IV Ako je neko svojstvo istinito za broj I, i ako se pokaze
da je istinito | za 7 samo ako je istinito za sve prirodne brojeve
manje od 7, ono e biti istinito i za sve prirodne brojeve [3].

Ovde je, kao $to se vidi i.vr§ena izvrSna modifikacija
uslova Il. Medutim jasno je da se ova i prethodne formulacije
mogu svesti jedna na drugu. | doista pretpostavka da je svoj-
stvo, o kome je re¢, istinito za sve brojeve manje od n sadrii
1 pretpostavku da je ono istinito i za broj n-- 1, dakle pret-
postavku koja je u¢injena u prethodnim formulacijama. — Obr-
nuto, iz prethodnih formulacija jasno izlazi da tanost nekog
stava za proizvoljan prirodan broj zahteva njegovu ta¢nost za
sve prethodne brojeve.

1l

6. Kada je neki stav, koji ispunjava uslov I, istinit za iz-
vestan ceo broj n,, onda je, kao $to je ve¢ pokazano, tatan i
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za sve cele brojeve vele od n,. Medutim ako se moZe poka-
zati da je pomenull sfav istinit i za n- 1, kada je-istinit za
n, onda se moZe i vesti zuklju¢ak da je 1stm11 i za sve cele
brojeve manje od n,, pa dakle i za sve cele brojeve uopSte. U
ovom sluéaju proSiren princip indukcije mogao bi se ovakeo
izraziti:

V Jedan stav, koji vazi za neki specijalan broj, i &ije va-
Zenje za ceo brOJ k ]ednovremeno povladi njegom vazenje i za
k+1 i k-1, vazi za sve cele brojeve [4].

Primena ovog proSirenog principa narocito je pogodna
ako svojstvo, izraieno datim stavom, pripada ne samo celim
pozitivnim nego i negativnim brojevima i nuli. U tom slu-
¢aju u poslednjoj formulaciji israz za sve cele brojeve 0dnosio
bi se na pomenutu brojnu oblast.

Kao primer moZe se dokazati da relacija

(1) (ab)" - " &"
vazi za sve cele brojeve (pozitivne, negativne i nulu)*. Pretpo-
stavlja se da je ab=0.

Pre svega za n=0relacija (1) je identi¢no zadovoljena jer
se u tom slucaju dobija '

1 1L

Neka se sada pretpostavi da je talna i :a jednu speci-
jalnu vrednost n -m, t.]. da se ima

(2) ()" -
MnoZeci obe strane ove jednakosti sa ab, dobija se

(ab)rrz+l;a/n+lbln+l

Ovim je dokazano da relacija (1), pod prefpostavkom da vaii
za m, vazi | za m+1, iz Cega izlazi da vaZi i za sve cele bro-
jeve veCe od 0 — dakle za sve cele pozitivne brojeve.

Dele¢i sada obe strane jednakosit (2) sa ab dobija se

n— 1 m—1 m—1

(ab) - a b

* Naravno pretpostavlja se da su osnovne racunske adnje s nega-
tivuim brojevima t nulom definisane.
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¢ime je dokazano da je relacija (1) taéna i za sve cele brojeve
manje od 0 tj. za sve cele negativne brojeve. — Dakle stav, iz-
razen formulom (1), vaii za sve cele brojeve.

Sema ovog dokaza je sledeca: 1) konstatuje se da posto-
ji_relacija R(ny)=0; 2) pokaze se da relacija R(n)-0 vaii
za sve cele brojeve veCe od n,; i najzad: 3) da je tacna i za
sve cele brojeve manje od n,.

Medutim dokaz da je stav R(n)~0 tacan za sve broje-
ve manje od n,, svodi se na dokaz da je relacija R{(—n) -0
Istinita za sve cele brojeve ve¢e od - n, (dakle manje od n,).

Prema tome i primenom ranijih formulacija principa ma-
tematicke indukcije moze se uvek, kada je to sluc¢aj, dokazati
da je dati stav tatan za sve cele brojeve — pozitivne, negativne
i nuiu. \

7. Stavovi koji se dokazuju matemati¢kom indukcijom is-
kazuju svojstva niza celih brojeva. Medutim ako se ovaj niz za-
meni proizvoljnim nizom brojeva, recimo nvi/zom

(3) S Auyovonn ..
tada se ovaj princip moze formulisati na slede¢i jo§ op$tiji nacin:

. VI Ako je neko svojstvo istinito za prvi &lan izvesnog niza, i
ako se utvrdi da je, pod pretpostavkom njegove istinitosti ma za
koji ¢lan toga niza, istinito i za slededi ¢lan — onda je istinito
i za sve Clanove toga niza.

U slu¢aju kada je niz, o kome je re¢, niz prirodnih bro-
jeva, tada se ova formulacija, poklapa s formulacijom 1.

Medutim i ovo je proSirenje samo formalnog karaktera.
Doista neka je relacija. koja izraZzava svojstvo ¢lanova niza (3)

(4)° R (a) -0,
gde a, pretstavlja ma koji ¢lan niza. Kako je svaki ¢lan niza

tunkcija svoga ranga, to se moZe staviti da je a,= p(n), pa
se posle smene u (4) dobija

R(ay)- R v(n)]-Ri(n)-0
Odavde izlazi da su relacije

R(a.)-0 R (n)-0

ekvivalentne pa prema tome su i formulacije | i VI takode
ekvivalentne.
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Najzad ako se definiSe pojam klase kao mnoZina brojeva
koji imaju izvesno odredeno svoistvo, moZe se navesii sledeca
formulacija:

VII Ako prvi ¢lan jednog niza pripada izvesnoj klasi, i-ako
pripadanje klasi ma koga njegovog ¢lana povlaci prlpadan|e i sle-
deceg ¢&lana — onda ceo niz pripada toj klasi [9].

S obzirom na ono $to je dosada refeno, iako na izgled
znatno opstija defincija, jasno je da je i ona ekvivalentna« pret-
hodnim.

Treba napomenuti jo§ da se uopStenje ovog prmcnpa moie
izvr8iti i na sledeci nacin.

Dosada se pretpostavijalo da je stav, koji treba dokazati,
bio izrazavan relacijom sa jednim argumentom. Medutim mogu
se na sli¢an nacin dokazivati i relacije oblika

(5) R(m,n)-0

gde su m i n proizvoljni celi brojevi.

Sema dokaza da je izraz (9) tacan sledeca je.

Neka je za m m, i n n, pomenuta relacija zadovo-
liena tj. neka je

R(m,, n)-0.
Ako sada
R(p,n)~-0
povladi
R(p+1,n)-0,
onda je taina i relacija
R (m,n;)~-0.

za svaki prirodan broj m .-m,. .
Na isti nadin ako

R (m,q)=0
poviaci

R(myg+1)-0
onda je

R (m,n)=0

za svako n - n,. Time je dokazana tacnost relacije (5) Kao
$to se vidi dokaz se sastoji iz dvostruke primene principa ma-
tematicke indukcije.
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Na sli¢an se na¢in moZe primeniti ova metoda i u slu-
¢aju relacija sa vise argumenata.

8. Najzad jedna specijalna vrsta induktivnog dokaza, koja
bi se mogla nazvati povratnom ili regresivnom indukcijom*, for-
muliSe se na slede¢i natin [6]:

A. Istinitost izvesne relacije

R(n)-0
sleduje iz dve pretpostavke:
"' R (n) - 0 je istinito za beskona&no mnogo prirodnih brojeva;

II' Istinitost relacije R(n)~=0 povlaéi takode taénost re-
lacije R(n—1)=0

Doista neka se pretpostavi da data relacija nije istinita
za n-m. Prema prvoj pretpostavci sigurno postoji jedan pri-
rodan broj N > m za koji je relacija ta¢na. Medutim na osnovia
druge pretpostavke relacija R (n)=0 mora biti ta¢na za sve
prirodne brojeve n < N, §to se dokazuje na sli¢an na¢in kao u
tatki 3. Dakle relacija je tatna i zan m. Iz ove protivreZno-
sti sleduje ta¢nost stava A.

Da bi se izvestan stav dokazao, kao 5to sleduje iz uslova
I, potrebno je znati da je tatan za izvesnu beskonalnost pri-
rodnih brojeva. Medutim u konkretnom sluc¢aju i ova ¢injenica
se katkada dokazuje matemati¢kom indukcijom.

Kao primer za primenu ove metode moZe se navesti Cau-
chy-ev stav:

Geometriska sredina izvesnog broja pozitivnih brojeva ni-
kada nije veéa od. njihove aritmetiCke sredine™,

ili simboni¢ki ozna¢eno

-gde je

) ay+ay+ -+ apy
A, =2 L
n

Pre svega moZe se pomoc¢u matemati¢ke indukcije doka-
zali da je stav tatan za sve brojeve oblika n=2" gde je m
proizvoljan prirodan broj.

* Prema izrazu backward induction — koji se nalazi u ma-
tematickoj literaturi na engleskom jeziku.

** U kujizi: C. \.Horocenos, AnreGpa, 1846, cr. 262—263,
Yynenrns Mockea-Jlewnnrpag — ovaj je stav dokazan obi¢nom mate-
mati¢kom indikcijom.
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Doista za m=1, odnosno n =2, dobija se

9 ((/'1

. g2 .2
2 a,\? a, a, LAyt Ay 2
Gz =@,y = ) ("’_—) IS (‘_ 5~ ) = A,

2 2 ,

dakle

(6) G2 A2‘
Sada treba dokazati da je stav takode tatan i za n=2""

koL . k .
¢im je tafan za n=2 , ili ako je tacan a n-2 -5 da Je ta-
Can i za n -2s. ’

Neka je .

gde su simboli ¢, pozitivni brojevi. Podelimo ovih 2 s elemenata
na dve grupe od kojih prva sadrzi a,,..... as a druga dg.......0,5,
i obrazujmo sledele izraze:

A 1
Us = (a,ay...... as)s G’.\.:((]H~| asl-z----ﬂzs)s

Ay tayt ...y, 41 sy + gyt oot C s,
s s = Al = —1_79%2 —

S S

As

Kako G i G’ prefstavljaju geometriske sredine a A i A's
odgovarajuée aritmeticke sredine od po s elemenata, to iz uéi-
njene pretpostavke izlazi da izmedu tih veli¢ina postoje sledele
relacije

G, < As Qs < A
Dalje na osnovu (6) i poslednjih relacija dobija se

b

(Gs G‘)%% ﬁ".,'zﬁ{

a kako je

najzad izlazi
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ito je trebalo dokazati. Ovim je dokazana i tatnost Cauchy-evog

stava za sve prirodne brojeve oblika n-2ma na taj nadin i

to da je uslov I’ ispunjen. _ . _ _ _
DokaZimo da je i uslov I’ ispunjen tj. da iz pretpostavke

(7 G A
sleduje
Gk—1 S Ak—1
Neka je
! A tds o+

G,,_,f(ala.z.....ak..,)ﬁ, Ak-l': A

i obrazujmo geometrisku i aritmeti¢ku sredinu od & elemenata

@y, dg,...... Qg Ux-t
1 w1

- k-1 —
Gy ~ (‘11‘1: ----- Qg1 Gk~l) i (Gk—l Gk~1‘) " = G
Q- ayt oo F g+ Gk—l (k“l)_dk'l + G
k k
Na osnovu relacije (7), sleduje

(k-~]) Ap—y -+ Ugy
k

Gk— [

odakle izlazi

Gk—.l : Ak -1

II" takode ispunjen, jasno je da Cauchy-ev stav doista vazi za
proizvoljan broj pozitivnih brojeva.

Ovakvi slu¢ajevi, kada se i prva postavka, tj. pretpostavka
da je tvrdenje tacno za izvestan beskrajni niz (s) prirodnih bro-
jeva, dokazuje matematickom indukcijom, pretstavlja u stvari
slu¢aj, kada treba dokazati tacnost relacije sa dva argumenta,
slu¢aj koji je tretiran u tacki 7. Doista neka se stavi

A - Gy = R()

Sto je trebalo i dokazati. Posto je sada utvrdeno da je uslov

Tuda treba dokazati da je relacija

(8) R =0

taCna za sve prirodne brojeve /. Ako se stavi
L=1(m)~n,
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gde je f (m) op3ti ¢lan niza (s), dobija se
9 R[f(m) - n]>=0.

Da bi se dokazala relacija (8) dovolino je pokazali da i
relacija (9) vazi kad god su m 1 n prirodni brojevi [dovolino
je pokavati da vaii samo za brojeve koji ispunjavaju uslov
f(m) n_-1). Medutim kako izraz (9) sadrzi dva argumenta to
se ova] dokaz izvodi kao i dokaz relacije (5) u tacki 7. U
ovom slucaju je my, 1, n, 0 a f (m) 2m.

Potpunosti radi moZe se jo§ napomenuti da postoje i
druge znatno opStije formulzcije priincipa indukcije, samo nii-
hovo iz'aganje iza3lo bi iz okvira ovog ¢lanka.

11

9. Princip matemati¢ke indukcije primenjuje se u svim ob-
lastima matematike. \rlo Cesto se izvesni stavovi na ovaj nacin
prostile i elementarnije dokazuju no drugim putem. Medutim
naroditi znacaj dobija matemati¢ka indukcija u Aritmetici &iji
se ¢snovni stavovi izvode jedino na osnovu tog principa iz de-
finicija.

Kao primer moZe se navesti dokaz zakona asocijacije, koji
se simboli¢ki izrazava formulom:

a+(b+c)=(a+b)tc
gde su a, b t ¢ prirodni brojevi.

Prethodno freba pretpostaviti da je odreden smisao izraza
m-+1, kao i da je zbir m+ n definisan rekurentnom formulom

(1) m4n=|m+(n 1)]+1.

Dokaz glasi:
Stav

(2) a+(b+c)y=(a+b)+c

je tacan za ¢ =1 jer se u tom sluéaju svodi na jednakost
a+(b+1)=(a+b)+1,

koia je neposredna posledica definicije (1).

Neka se pretpostavi sada da je stav (2) ta¢ani za ¢ - v,
1]. da se ima

(3) a+(b+y)=(a+b)+y.
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Posto je prema definiciji (1)
b+{(y+1)=(b+Yy)+1
to je
a+[b+(y+1)]=a+[(b+Y)+1].
'Dalje opet na osnovu (1), dobija se
a+[(b+y)+1]=Ta+(b+v)]+).
Iz (3) sleduje
[a+(b+y)]:1-[(a+b)y+y ]+1.
Najzad ponovo na osnovu definicije (1) —
[@+d)+y 141 @@+ b)+(y+1)
|2 poslednje Cetiri jednakosti dobija se
a+[b+(y+ 1) ]-(a+by+ (v +1),
¢ime je dokazano da stav (2) vaZi i ra ¢ =y + 1, pa prema to-

me za svaku vrednost od c.

Na ovakav nacin se dokazuju i ostali osnovni stavovi
Aritmetike.

10. U Teoriji brojeva postoji sledea teorema (Fermat):
Ako je p prost broj, a n proizvoljan pozitivan ceo broj, onda
Je izraz

f(n)=n?-n

uvek deljiv brojem p. -

Ona je nesumnjivo ta¢na za n=1, jer je gornji izraz tada
jednak nuli.

Neka se sada pretpostavi da je ta¢na i za slucaj kada je
n-m, tj. da je izraz f (m) - m? m deljiv brojem p. Sada treba do-
kazati da je teorema ta¢na i za izraz £ (m+1)=(m i 1)P - (m+1),

Posto je

P P PN p- Py
(m+1) - m -F(ljm o +(p_l)m+1
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sledeuje

f(m+1)»——f(m)+(’17)m"‘li+ .......... ; (pﬁj]>m.‘

f(m) je deljivo sa p prema pretpostavci. Medutim lako se
uvida da su i svi koeficijenti polinoma

(4) (};j w (g)m” e +A(pl_)_1j/n

deljivi brojem p.
Doista ti koeficijenti su celi brojevi oblika

p(p-1)(p-2)---- (p-k+1)
1:2 «enn. k

gde je k ceo pozitivan broj manji od p. PoSto je p prost broj
a veéi od k&, 1o on nema zajednickih ¢inilaca sa k/, usled ega
proizlazi da je on takode ¢inilac celog broja 17ra2en0g tim koe-
ficijentom. Dakle po$to su svi koeficijenti polinoma (4) deljivi
brojem p, sleduje da je i izraz f (m+1) deljiv brojem p.

Iz svega Sto je reeno sleduje da je izraz nP-n, gde je
n ma kakav ceo pozitivan broj, uvek deljiv prostim brojem p.

11. Dokazati formulu

Iz redukcione formule

L ¢ . 2n-1 “dt
(3) (1+t2)n+1 " 2n (I+ 6 Zn | T+ P
dobija se za n=1 A

+ oo ’ + oo

a1
(T+e22 . 2 |1+8

— 0 —_

+
f 1+t- -

odakle se vidi da je za n=1 fofmula, -ta¢na.
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Neka se sada pretpostavi da je taéna za n=m-1, 1j. da
se ima ‘
+ 00

(6) f dt _ ] . 3_5 """ (Zm - 3)_ 1

xf ~ 2746 - - (Zm-2)

— 00

Na osnovu (9) dobija se

+ 0o + 00 + 00

dt 1 t 2m-1 dt
f (1+z2)m+f’ﬁ[(1+ﬁ)m] * me (t+F)m’
- 00 - 00 - OG.

a s obzirom na (6) izlazi

+ 00
dt 135 ... @m-1)
A+ + ~ 2.4.6 - - - - 2m ’

- &0

¢ime je dokazano da je data formula ta¢na i za n - m, pa prema
tome i za sveku celu pozitivnu vrednost od n.

12. Dokazati da je relacija

d” ( s n €
(7) aﬁ‘xn lex>:(_]) —xn—-f-l
tacna za svaki prirodan broj n.
Pre svega se dobija sledeéi rezultat:

d"**‘(,. T) & d<n .
— | X € = Xe)

dx*+’ dx" dx
L (x,,_, e'x) 4 d7 (xn_zg'x)
dx" dx gy

Kada se stavi
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poslednja jednakost glasi:

(%) Aper-A, -2 A

"odx nTa

Ako je relacija (7) ta¢na :a sve prirodne brojeve, onda jedna-
kost (8) treba da se, posle smene A, -, Asi A,+, odgovara-
juéim izrazima, svede na indentitet. Doista tada se dobija

I 1 1

(1) —m e (-1 ,,;u ST : ( ,.)

Sto se lako proverava.

Odavde sleduje da je relacija (7), ako je tatna za n=m~- 1
i n=sm, takode tatna i za n-=m+1. Tako ako je to sluéaj
za n=11i n=2 sleduje da je relacija istinita i za n=3, pa bi
se kao i u prethodnim slu¢ajevima mogao izvesti zakljufak da
je ta¢na i za sve prirodne brojeve.

Dakle da bi se dokazala ta¢nost formule (7) potrebno je
i dovoljno da su ispunjena slede¢a dva uslova: 1) da je (1)
tatno za n=1; 2) da talnost date formule 7a n=m proizlazi
iz pretpostavke da je ona ta¢na za sve vrednosti n < m (tatka 5,
formulacija 1V).

Stavljaju¢i n - 1 u (7) dobija se jednakost

¢ija je tacnost ocevidna, $to pokazuje da je uslov 1) doista
zadovoljen.

Da je uslov 2) ispunjen sleduje iz onoga §to je ve¢ receno
o formuli (8).

Prema tome formula (7) je dokazana.

13. Kao primer iz Geometrife bi¢e dokazana Euler-ova
teorema o konveksnim polijedrima:

Kod svakog konveksnog polijedra zbir broja grenicnih po-
vr$ina i broja temena veli je za dva od broja ivica.

Ako se sa F, S i A obelete brojevi grani¢nih povrsina,
temena i ivica, stav se simboli¢ki izraZava

F+S=A+2
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Kada se iz polijedra izbaci jedna grani¢na povrsina, do-
bija se jedna otvorena polijedarska povr§ina koja ima isti broj
temena i ivica ali jednu manje grani¢nu povrSinu. Frema tome
za nju bi, ako je teorema taéna, vaZila relacija

() F'+S=A441

gde je F’ broj grani¢nih povrSina otvorene polijedarske povr3ine.

Pre svega bi¢e dokazan pomoc¢ni stav da za svaku otvo-
renu polijedarsku povrSinu, koja je deo nekog konveksnog poli-
jedra, a ¢ije slobodne ivice obrazuju jedinstvenu zatvorenu li-
niju bez viSestrukih tacaka, vaZi relacija (7).

Ta je relacija doista ta¢na za slu¢aj F' =1, jer je tada broj
temena jednak broju ivica $to sleduje i iz formule (T).

Neka se sada pretpostavi da je stav tacan za sve otvorene
polijedarske povrsine &iji je broj graniénih povrina manji od
broja F’, (tacka 5, formulacija V).

Neka se najzad na jednoj otvorenoj poltjedarskoj povrSini, &iji
je broj grani¢nih strana F',, spoje dva temena njene graniéne linije
izlomnjenom linijom sastavljenom od ivica te povr$ine. Tada se do-
bijaju dve nove polijedarske povrSine iste vrste, pod pretpostavkom
da deona linija nema viSestrukih tacaka i da osim krajnjih, nema
vie zajedni¢kih tacaka sa grani¢nom linijom prvobitne polije-
darske povrSine. Ako se sa F'\," F',, §,, S; i A, A, O%eleie
-brojevi grani¢nih polijedarskih .povr§ina, odnosno temena i ivi-
ca tih novih polijedarskih povriina, onda se, s obzirom da je

1 < Flo  FL P

dobijaju relacije
Fi+S8 =A,+1, F,+8S,~A,+1.
Sabiraju¢i odgovarajuce strane poslednjih dveju jednakosti izlazi -
(8) _ F’1+F’2+SI+SZ=A1+A2+2.'
Ako je broj ivica koje ¢ine deonu liniju k£, onda je broj
temena na njoj £+ 1. Jasno je da je u zbirovima S, +S,i A, + A4,

broj temena, odnosno broj ivica deone linije dvaput uradunat,
zbog ¢tega je

'S,+SQ S+k+1, A +A,=A+k

gde su S i A brojevi temena i ivica provobitne poluedarske po-
vidine. Kako je pored toga

F{1+F’2=F’D’
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to sleduje iz (8)
Fo+S=A+1.

Dakle pomoc¢ni stav je tacan i za slu¢aj kad je broj gra-
ni¢nih povrSina ', iz ¢ega proizilazi njegova tac¢nost i za pro-
izvoljno veliki broj grani¢nih povrSina.

Posto je ovaj dokazani stav talan.i za polijedarsku povr-
Sinu dobijenu odbacivanjem jedne jedine grani¢ne povrSine kon-
veksnog polijedra, jasno je da je Euler-ova teorema dokazana [7].

IV

/4. Metoda matematic¢ke indukcije je relaitvno dockan ot-
krivena, ma da se po nekim piscima tragovi ovoga nacina do-
kazivanja nalaze ve¢ kod Zenona, Platona i Euklida [8]. Kao
pronalazac¢a vecdina autora u svojim istoriskim delima naznacuju
Franceska Mauro!ika* (Francesco Maurolico, 1944 -1375) iz
Mesine. On je bio sveStenik i izmdu ostalog bavio se i
matematikom. Prevodio je gr¢ke klasike i medu njima i Arhimeda
zbog Cega su ga savremenici nazivali drugim Arhimedom. —
1575 god. izisla je u Veneciji njegova Aritmetika — Arithmeti-
corum libri duo — u kojoj je prvi put upotrebljen dokaz pomocu
matemati¢ke indukcije u vezi sa poligonalnim brojevima.

Medutim M. Cantor, u svome opseinom delu Vorlesungen
iiber Ueschichte der Mathematik, navodi kao pronalazaca Paskala
(Blaise Pascal, 1623 -1662), koji je ovaj na¢in dokaza upo-
trebio u svome delu Traité du triangle arithmétique, iza-
Slom 1654 godine. — Takode je Jakob Bernoulli (1654 — 1705)
nezavisno od Paskala upotrebio istu metodu u svome delu Ars
coniectandi (1713 g), tako da je ¢ak jedno vreme nazivana i
Bernulijevom indukcijom. '

Radi ilustracije kako je matemati¢ka indukcija upotrebljena
od svojojih pronalazaé¢a, nave§éemo jedan Paskalov dokaz. — Nje-
mu je neki njegov prijatelj, koji se mnogo kockao, postavio
sledeCe pitanje: ako dva igraca, posle izvesnog broja odigranih
partija, budu prinudeni da prekinu igru ne zavrSivsi je, kako
treba podeliti ulog ? — Paskal to reSava na slede¢i nacin. Ulog
treba podeliti u odnosu koji obrazuju brojevi mogucénosti do-
bitaka oba igra¢a, ili, $to je isto, u odnosu odgovarajucih ve-
rovatnoca.

* A, Ostrovski (Vorlesungen iiber Diferential-und
Integralrechnung, Erster Band, 1945, S. 9— 0. Biirkhduser, Basel, na-
vodi Levi Ben Gerson — a kao prvog koji je jasno formulisao
ovaj p incip jo§ 1321 godine.



24

Da bi nasao taj odnos on se sluzi aritmetickim trouglom :

u kome horizontalne redove naziva bazom.

Pre svega treba znati koliko svakom od igrata nedostaje
dobitaka da bi dobio i igru. Ako recimo igracu A nedostaju
2 dobitka, igracu B 4, onda se u Sestoj (6=2+4) bazi koja
ima Sest elemenata

1 5 10 10 5 1

obrazuje zbir od prva dva elementa 1 + 5 = 6, $to pretstavlja
broj moguénosti dobitaka igra¢a B; zbir sledeca ¢etiri elementa
10+10+5+1=26 pretstavlja broj moguénosti dobitaka igraca

A.— Odnos
(.. 26 6 )
26:6 | ili 32 32,
pretstavlja razmeru po kojoj treba podeliti ulog izmedu igraca
Ai B.

Dokaz ovog tvrdenja je slede¢i. Za slu¢aj kada je ukupan
broj igara koje nedostaju igra¢ima 2, onda se mogu desiti dva
slu¢aja. Prvo: igracu A nedostaju 2 dobitka, igra¢u B nedostaje
nula dobitaka. Jasno je da je verovatnoca da dobije igra¢ B

l;l 1, a za igraca A g 0, odakle sleduje da ceo ulog
pripada igra¢u B. Drugo: igra¢ima nedostaje jo§ po jedan do-
bitak. Tada se ulog deli u odnosu 1:1. Dakle ocevidno je da je
tvrdenje ta¢no za drugu bazu.

Ako se sada pretpostavi da je tvrdenje ta¢no .za <efvrtu
bazu, moZe se dokazati njegova ta¢nost i za petu bazu. Doista
ako igra¢u A nedostaju 2 igre, igratu B 3, onda posle odigrane
jedne igre, moZe se desiti da igracu A nedostaje 1 a igracu B
opet 3, ili igracu A 2 igre a isto toliko i igracu B, s obzirom
na to ko je dobio odigranu igru. Kako je po pretpostavci tvr-
denje ta¢no za Cetyrtu bazu to je u prvom slu¢aju broj mogu-
¢nosti dobitaka za A 1+3+3=17, a za B 1. U drugom sludaju
za A je taj broj 3+1=4, a za B 1+3=4, Dakle broj svih mo-




25

suénosti za igraca A je 1+4=11, a za igraca B 1+4=5. Ne-
dutim ovaj rezultat pokazuje da je {vrdenje ta¢no i za petu bazu.
Iz ovoga dakle sleduje da je tvrdenje {a¢no i za svaku bazu [9].

Dokaz da je stav tacan i za petu bazu pod pretpostavkom
da je tacan i za <etvrtu, pretstavlja u stvari prelaz sa n na
n+1. Ma da je on uCinjen na posebnom sluéaju, potpuno se
jasno vidi da je ideja matemati¢ke indukcije sasvim jasno izra-
Zena.

15. Metoda matematic¢ke indukcije dobila je svoj puni za-
mah i znadaj tek u novije vreme kada je zapocela njena primena
u svim oblastima matematike, tako da je postala jedna od naj-
plodnijih metoda. — ,Neka se samo upoiredi — kaie A. Voss
[10] — s kakvom je virtuoznoSéu upotrebljavaju C. fordan u
raspravi o supstitucijama, R. Gordan u svojim ispitivanjima u teo-
riji invarijanata [ H. Weber u predavanjima iz Algebre.”

Znataj matemati¢ke indukcije naro¢ito je istakao H. Poi-
ncaré u svojim filosofskim delima. , Na svakom koraku, ako se
dobro zagleda, nailazi se na ovaj nacin rasudivanja (tj. rasudi-
vanja pomoc¢u matematicke indukcije) bilo u prostom obliku . . . ...
bilo u vise ili manje izmenjenom obliku. — To je dakle prven-
stveno matematicki nacin rasudivan'a“ [11].

Kao §to je reCeno, malemati¢ka indukcija se primenjuje
polevsi od Aritmetike i Algebre, svuda gde matematicki stavovi
izraZzavaju u krajnjoj liniji svojstva celih broijeva. Njena primena
je isto tako plodna i u Geomeiriji sa dve i 1ri dimenzije kao
i u Geometriji sa viSe dimenzija. U ovoj poslednjoj indukcijom
se pokazuje da izvesni stavovi koji vaze za geometriske oblike
u dvodimenzijalnom i trodimenzijalnom prostoru — vaZe i za
odgovarajuce oblike prostora sa vise dimenzija. — Najzad u Teo-
riji mnoZina primenjuju se izvesna stvarna uopS$tavanja principa
indukcije *.

S jedne strane zbog svoje specifi¢nosti, s druge strane zbog
svoga znacaja, princip matemati¢ne indukcije postao je predmet
logi¢kih ispitivanja tako da je stvoren logi¢ki problem mate-
mati¢ke indukcije. U diskusiji oko toga ucestvovali su i veliki
matematicari Poinkare i Hilbert, kao i mnogi logitari.

* Transfinitna indukcija i opSti princip indukcije.
— Opsti princip indukcije formulisao je D. Kurepa u svom radu En-
sembles ordonnés et ramifiés (Publications mathématiques de
I’ Université de Belgrad, T. IV, 1935, p. 1-138).
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BrBOS
MOJHA UHIAYKUMWA

CraTs MHCTPYKTHBHOrO KapaKTepa W pa3CMaTpuBaeT BONPOCh JOKa-
3aTeLHOrO0 MeTOAAa T. Ha3. NOAHON MHAYKUUHM.

[ana nepevenb pas/nuHbIX (POpMYyIsiuMid MONHOH KHHOYKUKH, TaK Xe
KaK H MHOTO NpHMEpOB pa3/MuHbIX OTpacieH, riasHbiM 00pa3oM aneMen-
TapHOH MaTeMaTHKH.

B koHue cTaTbH BMeCTe C HCTODHYECKHM OYEPKOM, MOIYEPKHYTO
3HayenHe ITOrO MeTOHA.

Résumé
INDUCTION COMPLETE

Cet article est de la nature instructive et informative et s’ occupe
de la méthode de démonstration nommé — |’ induction compléte.

C est un abrégé de différentes définitions du principe de |’ induc-
tion compléte, avec plusieurs exemples de mathématiques élémentaires
principalement.

Ala fin, aprés une apergu historigue, on a indiqué I’ imprortance
de cette méthode.
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PREDGOVOR

Sadriina ovog rada upravo je tema obradena za doklorsku diserta-
ciju, koja je branjena 9 februara ove godine, na SveuliliStu u Zagrebu.
Rad je u vezi sa izvesnim radovima profesora D. Kurepe. Profesor
D. Kurepa mi je predloZio da pokuSam iscrpsti ravan elementarnim
poetnim komadima, Sto bi, ukoliko uspe, pretstavijalo uopStcnje jednog
njegovog stava*. Upravo teskoce na koje sam tom prilikom naiSao, dovele
su me do uvodenja pojma . induktivnog sistema“ i rezultata u vezi sa tim,
a najzad je doslo i reSenje pomenutog problema.

Ovom prilikom smatram za neophodno da najtoplije zahvalim g. pro-
fesoru B. Kurepi na sugestijama i pomoci koju mi je pruZao tokom celog
rada, kako upulivanjem na literaturu, tako i usmenim pretresanjem izvesnih
problema.

M. S. P.

10 mart 195¢ godine
Skopje

‘) Vidi teoremu 2 na strani 23 u radu pod brojem 4, navedenom na kraju &lanka.



1. UvOD

1. 1. Princip ,matematicke indukcije“ najpre se pojavio u
matematici u obliku principa ,fotalne indukcije* koji glasi:

Ako je neki stav istinit za broj 1, [ ako iz istinitosti za
prirodan broj n sleduje njegova istinitost [ za broj n+1, onda
fe on istinit [ za svaki prirodan broj.

Ovaj princip omogucuje jedan prvenstveno matematicki
metod dokazivanja, koji je narocito u poslednje vreme korisen.
Prvi put se javljaju elementi ovakvog nacdina dokazivanja kod
EUKLID-a, pa zatim u nesto jasnijem obliku kod Italijana FRAN-
CESCO-a MAUROLICO-a, i najzad kod B. PASCAL-a [1, 504]
i J. BERNOULLI-a [2, 341]. Medutim tek u pro$lom veku pocinje
njegova svesirana i plodna primena, a pocetkom ovoga veka
javlja se znalajna diskusija o logi¢koj prirodi navedenog prin-
cipa. U diskusiji su ucestvovali i najpoznatiji matemati¢ari no-
vijeg vremena POINCARE, ZERMELO, HILBERT i drugi.

U isto vreme javljaju se izvesna uopStenja. Najpre princip
transfinitne indukcije [3, 113], koji je karakteristi¢an za dobro
uredene mnoZine kao §to je princip totalne indukcije karakteri-
stican za mnoZinu prirodnih brojeva. Zatim imamo, prema na-
zivu B. KUREPE [4, 22], LEBESGUE—HINCIN-ovo svojsivo,
karakteristi¢no za potpuno uredene mnoZine bez unutrasnjih
lakuna.* Najzad D. KUREPA, izmedu ostalog, formuliSe opsti
princip indukcije za uredene (1j. delimic¢no uredene) mnoZine.

1. 2. ObeleZzavajuéi velikim latinskim slovima mnoZine, a
sa A praznu mnoZinu, opSta Sema principa indukcije moZe se
formulisati na sledeéi nadin:

Pr 1. 2. 1. Za proizvoljne mnoZine M i N iz relacije NS M
i uslova:

1. postoji mnoZina A za koju su zadovoljene relacije
ATACM, ACN;

2. za svaku mnoZinu B, za koju je ACBC M, BSN, po-
stoji mnoZina C koja zadovoljava relacije BCCCEM, CTEN
— sleduje M= N.

Druga nedto opstija formulacija glasi:

Pr 1. 2. 2. Za proizvoljne mnoZine M [ N iz uslova:

1. postoji mnozZina A za koju su zadovoljene relacije
ACTACM, ACN; '

* Vidi definiciju 3. 1. 6.
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2. za svaku mnoZinu B, za koju je ACBCTM, BTN, po-
stoji mnoZina C koja zadovoljava relacije BCCSM, CSN
— Sleduje MCN.

Sledeci ocevidan stav karakteriSe odnos navedenih pro-
pozicija:

T 1. 2. 1. Istinitost propozicije 1. 2. 2. povlaci istinitost
propozicije 1. 2. 1. _

Prema tome svi rezultati koji se dobijaju u vezi sa pro-
pozicijom 1. 2. 2 odnose se i na propoziciju 1. 2. 1.

Princip indukcije ukazuje u neku ruku na koji se mnacin
data mnoZina M moZe ,iscrpsti“ [3, 110]. Iscrpljivanje se vrsi
podmnoZinama mnoZine M (mnoZine A, B, C u navedenim
propozicijama). Medutim u konkretnom slu¢aju te podmnoZine
pripadaju odredenom sistemu S (M) Z P (M) [P (M) — partitivna
mnoZina od M]. Tako, na primer, ako pod elementarnim po-
cetnim komadom ( -, a|u potpuno uredene mnoZine M razumemo
mnoZinu svih elemenata koji prethode elementu a, bilo da «
pridruZimo ili ne toj mnoZini. mogli bi formulisati sledeu
propoziciju:

Za potpuno uredenu mnoZinu M i proizvoljnu mnoZinu N
iz uslova:

1. postoji elementarni pocetni komad A od M, koji zado-
voljava relaciju ATACTN;

2. za svaki elementarni pocetni komad B od M, za koji je
ACBCM, BSN, postoji elementarni pocetni komad C od M,
koji zadovoljava relaciju BS&CSN
— sleduje MESN.

Ova propozicija dobija se iz propozicije 1. 2. 2 kada se
specificiraju uslovi za mnoZine A, B i C, na taj nadin $to se
pretpostavi da pripadaju sistemu svih elementarnih podetnih ko-
mada od M. Kao $to je dokazano [4, 23—24], ovaj stav je
istinit ako je M bez unutradnjih lakuna; medutim ako M ima
unutra$njih lakuna, onda on nije tacan. Iz ovog prostog primera
vidi se znalaj sistema kome pripadaju mnoZine A, B, C. U vezi
sa ovim, imamo slede¢u definiciju:

D 1. 2. 1. Sistem S(M) podmnoZina od M naziva se in-
duktivnim sistemom za mnoZinu M, ili prosto induktivnim siste-
mom, ako je propozicifja 1. 2. 2 istinita kada su A, B i C ele-
menti od S (M), ili preciznije:

Sistem S (M) podmnoZina mnoZine M naziva se induktivnim
za M ako, ma kakva bila mnoZina N, iz uslova:

1. postoji mnoZina A€(S(M)N{A}) QP (N)*;

2. za svaku mnoZinu B€(S(M)\{A M})n P (N) postoji
mnoZina CES(M)nP(N) za koju je B&C
— sleduje MSN.

* AN B znai mnoZinu svih elemenata od A koji ne pripadaju mno-
Zini B,
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Ubuduée, kada se pozivamo na uslove 1 i 2, koristicemo
njihovu eksplicitnu formulaciju u propoziciji 1. 2. 2.

Dakle kada su za elemente induktivinog sistema zadovoljeni
uslovi 1 i 2 uvek je MEN. Prema tome, za svaku potpuno
uredenu mnoZinu bez unutra$njih lakuna, mnoZina svih elemen-
tarnih pocetnih komada pretstavlja induktivan sistem. Medutim,
ako M sadrZi bar jedan unutraSnji ponor, ovaj sistem nije in-
duktivan za M. Takode se moZe lako pokazati da je za svaku
mnoZinu njena partitivna mnoZina induktivan sistem.* — Dakle
postavlja se slede¢i problem:

P 1. 2. 1. Koji su nuZni [ dovoljni uslovi da bi dati sistem
S (M) podmnoZina mnoZine M bio induktivan za M?

Resenje ovog problema i njegovih uopstenja, kao i primene
dobijenih rezultata, jeste glavni cilj ove rasprave.

1. 3. Da bi se izbegle raznovrsne interpretacije pojedinih ter-
mina, sve glavnije definicije bice eksplicite formulisane. Takode,
radi preglednosti pri dokazivanju originalnih stavova, nave§¢emo
i neke poznate stavove. U toku dokazivanja neCemo se, tamo gde
je to razumljivo po sebi, ba$ uvek pozivati na sve stavove.

Cela rasprava sadrzi pored uvodnog joS osam odeljaka
(2—9). U drugom odeljku se navode potrebne definicije i sta-
vovi koji ¢e posluZiti za dokaz jedne od osnovnih teorema, a
kojoj je posvecen treCi odeljak. Cetvrii odeljak se bavi induk-
tivnim sistemima, pri ¢emu su uvedeni jo§ neki novi pojmovi.
U petom primenjuju se dobijeni rezultati uglavnom na uredene
mnozZine. Tu ima i originalnih rezuitata, ali je i na ve¢ pqzna-
tim rezultatima ilustrovana teorija induktivnih sistema. Sesti,
sedmi i qsmi odeljak sadrZie nove formulacije principa indukcije
i uopStenja pojma induktivnog sistemna. Deveti odeljak sadrZi
jedan stav karakteristican za konalne mnoZine, a pored toga tu
se odreduje mesto stava CCT 4. 1. 2 u sistemu GODEL-ovih
aksioma za teoriju mnoZina.

Svaki odeljak je podeljen na paragrafe a numeracija je
poziciona. Za izvesne pojmove su upotrebliene skracenice:
A-aksioma, D-definicija, Pr-propozicija, L-lema, T-teorema, C
(uz oznaku onog stava iz koga sleduje) — posledica, P-pro-
blem. Ako su u nekom od ovih iskaza navedene tatke pod
rednim brojem, onda, pri pozivu na neku ta¢ku, pored njenog
rednog broja navodi se u zagradi oznaka iskaza. Na primer 2
(Pr 1. 2. 2) zna¢i da se radi o uslovu 2 propozicije 1. 2. 2.

Najzad brojevi u zagradi uglastoj odnose se na spisak
literaiure koji je na kraju teksta. Masno otStampani pretstavljaju
redni broj u spisku, a ostali strane u delu koje je navedeno pod
prvim brojem. Ako stoji [2, 36; 12, 13, 82—96] to zna¢i da se
radi o raspravama pod brojevima 2 i 12, dok ostali brojevi
pretstavljaju strane u tim raspravama.

* Vidi stav CCT 4. 1. 2.

+
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2. POMOCNI STAVOVI

2. 1. Najpre ¢emo objasniti upotrebu nekih simbola i
operatora.

Ako je p neka propozicija, onda je ~p njena negacija.

Ako je p binarna relacija, izrazi x, y,---p0 A1 Apx,y,---
ekvivalentni su sistemu relacija xo A, yp 4,---, odnosno Ap x,
Apy,---. Tako, na primer, izraz x,p,z¢A ekvivalentan je si-
stemu x€ A, yEA z€eA.

Neka je p binarna relacija definisana ( mnoZini S. Ako
je aeS i ACS, onda relacija ap-A (ili 4-pa) znadi da je za
svako x€4 i apx (ili xpa), tj. ap-A=UA{ap_x} (ili A-pa=

xE

U {xpa}). Takode, ako je 4, BSS imamo da je A-p-B=
A

U{xpy}. Na primer relacija {x,p, z}-€A ekvivalentna je
X€EA, B
relaciji x, y, z¢ A. Dakle tacka u ovom slucaju pretstavlja ope-
rator koji vrS8i ,dezintegraciju“ ili, jo§ bolje, ,atomiziranje“
mnozine uz koju je; stoga je moZemo nazvati afomizatorom.

Ako je o proizvoljan operator a 4 ma kakva mnoZina,
na ¢ije se elemente on moZe primeniti, onda e izraz o-A
znaciti isto §to i U {o x}, tj. mnoZinu elemenata ox, x€A. Tako,

XEA
na primer, relacija A-<a pretstavlja mnoZinu svih relacija
x<a, pri ¢emu je x€A. Medutim ~ - (A-<a) pretstavlja mno-
Zinu ¢iji su elementi relacije ~ (x<Ca), gde je x¢A. Sli¢no
znadenje imaju i operatori -o0,-0-.

2. 2. Sada ¢emo dati neke osnovne definicije.

D 2. 2. 1. Relacijom reda < naziva se svaka binarna re-
lacija, definisana u izvesnoj mnoZini A, ako su za x,y,z€ A
zadovoljeni sledeti uslovi:

lLox<Cx;

2. iz x<_y, y < z Sleduje x<z

3. iz x<_, y<x sleduje x =
Relaczje x<Lyiy>xsu ekvzvalem‘ne a x<y (y>x) ekviva-
lentno je sistemu relacija x<_y (y > x) i x==p. Ako je jedno-
vremeno ~ (X< y) i N(y<x) kaZe se da su elementi x i y
neuporedivi, i belezZi se x||y.

Iz definicije relacije neuporedivosti lako se vidi da je ~
(x|l x), dalje da x ||y povla¢i y||x, i da nije tranzitivna. Kao
§to je poznato, relacije S, 2 su takode relacije reda.

D 2. 2. 2. Relacija xcy znacéi da je bar jedna od relacija
X<y Ly < x ispunfena. ¢ je relacija uporedivosti.

Napomenimo da je ova relacija refleksivna, simetri¢na ali
ne i tranzitivna. Jasno je da su relacije x ||y i N(xcy) ekvi-
valentne. )

D 2.2. 3. MnoZina A, u kojoj je definisana izvesna rela
cija reda, naziva se uredenom mnoZinom. Ako je A-c-A, mno-
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Zina A je poipuno uredena. Ako pak sistem relacija x,y€A i
x==yp poviaci uvek x ||y, A je neuredena mnoZina.

Praznu mnoZinu i mnoZinu od jednog elementa moZemo
smatrati i kao potpuno uredene i kao neuredene mnoZine.

D 2. 2. 4. Neka je A uredena mnoZina. Elemenat a ¢ A na-
ziva se gornjim (donjim)* ivicnim elementom ako je za svako
X€A takode ~(a<x) (~ (x<a)), #. ako je ~-(a<-A)
(~-(A-<a)). Ako je pak A-<a (a<-A), onda je a zavrsni
(pocetni) elemenat mnoZine A. Elementi koji nisu ivicni nazivaju
se unutraSnjim. Pocetni i zavrsni elementi nazivaju se i krajnjim.

Ako su u nekoj mnoZini definisane izvesne ralacije, onda
one odreduju njenu Strukturu. Ubudule, kad god je re¢ o pod-
mnoZini B neke mnoZine A sa izvesnom strukturom, smatra-
¢emo da je i njena strukiura potpuno odredena relacijama koje
definiSu strukturu mnoZine A. Tako, na primer, podmnoZina B
uredene mnoZine 4 je uredena mnoZina i to tako da za svaka
dva elementa x, y € B vaZi isti uredajni odnos kao i u mnoZini A.

Isto tako B je prava podmnoZina od A, akoje ACBCA.

D 2. 2. 5. Neka je BS A, gde je A uredena mnoZina. Svaki
elemenat a € A, za koji je B-<a (a< -B), naziva se gornjom
(donjom) granicom ili majorantom (minorantom) mnoZine B u
mnozini A. Ako mnoZina majoranata (minoranata) ima donji
(gornji) ivicni elemenat, onda se on naziva supremumom (infi-
mumom) mnoZine B u mnoZini A, i beleZi se supaB (infaB).

D 2. 2. 6. Potpuno uredena (neuredena) podmnoZina B
uredene mnozZine A, naziva Se lancem (prevojem) mnoZine A.
Ako za svaki lanac (prevoj) CCZ A relacija BSC poviaci rela-
ciju B=C, B je maksimalan lanac (prevoj).

Ako je F mnoZina svih lanaca neke uredene mnoZine,
lako je uoditi da su maksimalni lanci gornji ivi¢ni elementi od
F. Jasno je takode da je svaka podmnoZina potpuno uredene
mnozine A lanac, dok je A maksimalan lanac. Najzad napo-
menimo da ¢emo sistem mnoZina, potpuno ureden relacijom
inkluzije, nazivati jo$ i monotonom porodicom™ mnoZina.

2, 3. Sada navodimo pomoéne stavove, od kojih izvesne,
zbog njihove ocevidnosti, ne¢emo dokazivati.

L 2. 3. 1. Ako je F sistem mnoZina, relacija A€ F povlaci
relacije ACU X i A2 X.

XcF XEF

L 2 3.2 Ako je F-C A pri

sistem mnoZina, onda je U XS A (n X2 A).
XcF XEF

Cermu je F izvestan

x) Citanjem izraza u zagradi, namesto termina pred zagradom, do-
bijaju se dualni stavovi.

** Termini sistem, porodica imaju isto znaCenje kao i termin mno-
Zina, a upotrebljavace se obi¢no za mnoZine &iji su elementi takode
mnoZine.
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L 2. 3. 3. Za svaki sistem mnoZina F, sa zavrSnim (po-
cetnim) elementom X', vaZi relacuaXUX X’ /{/(]X X'). Obrnuto
EF F
ako za X'€F vaZi relacija UX=X" (N X= X) X' je zavrSni
XeF XEF
(pocetni) elemenat od F.

L 2. 3. 4. Ako za sistem mnoZina F vaZi relacija ~ (X' ¢ F),
pri cemu je X'=U X (X'=( X), onda F nema zavrSnog (pocet-
nog) elementa. Ako je pored toga F monotona porodica, onda
za svako X,€F postoji X,€ F za koje je X,C Xy (Xo& X)).

Dokaz. Kada bi F imalo zavrSnog (pocletnog) elementa,
to bi, na osnovu L 2. 3. 3, bio elemenat X’ koji medutim ne
pripada mnoZini F. Dakle F nema zavrSnog (pocetnog) elementa.

Neka je sada F monotona porodica mnoZina i X,€ F.
Posto X, nije zavrsni (pocetni) elemenat od F, postoji elemenat
X, za koji je ~ (X,S X)) (~ (X;E X,)), a zbog monotonosti
X,CX (X CX

L 2. 3.5. Ako u uredeno; mnoZini A svaki lanac ima su-
premum (mftmum) u A, mnoZina A ima bar jedan gornji (donji)
ivicni elemenat.

To je tako zvana ZORN-ova ltema. Dokaza ima viSe [6,
42; 7, 110—113; 8, 434—438; 9, 174—1716] i vecina se pojavila
poslednjih godina, ma da ju je M. ZORN formulisao, nesto
druk¢ije, jo§ 1935 godine [10, 667—670]. Svi dokazi pretpo-
stavljaju aksiomu izbora.

L 2. 3. 6. Za svaku monotonu porodicu F lanaca uredene
mnoZine A, mnoz*ineXUFX = X' je takode lanac.

€

Dokaz je jednostavan.

L 2. 3. 1. Neka je S(A) izvestan sistem podmnoZina mno-
Zine A. Za svako FS S(A), za koje jeXUFX=X’ES(A) /(Yn X=

€ F

= X' €S (A)), vaZi relacija supsaF = X' (infsaF = X').

Dokaz. Da je X’ majoranta (minoranta) za F u S(A) —
to je oCevidno. Ako X' nije supremum (infimum), onda nije ni
donji (gornji) ivi¢ni elemenat mnoZine svih majoranata (mino-
ranata) od F; dakle postou majoranta (minoranta) X”€S(A)
takva da je XS X (X'S X”). Kako je F-SX” (X" S-F), iz
L 2.3 2 imamo UXCSX” (X"S(X), odnosno X'&SX”

XEF XeF
(X”E X’), $to protivre¢i relaciji X" X' (X'CSX”). Dakle
tvrdenje leme je ta¢no.

CL 2. 3. 1. Za svaki sistem FS P (A), gde je A proizvoljna
mnoZina, vaZi relacija suppanF =U X.

XeF

Dokaz ovog stava moZe se i dlrektno sasvim jednostavno

izvesti.
L 2. 3. 8. Svaki lanac B uredene mnoZine A podmnoZina

je bar jednog maksimalnog lanca.
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Ovaj stav utvrduje egzistenciju maksimalnih lanaca u ure-
denim mnoZinama. Dokaz postoji kod HAUSDORFF-a [3, 140—
1411 i kod drugih [11, 676—671], i pretpostavlja moguénost
dobrog uredenja, odnosno aksiomu izbora. Mi ¢emo ga izvesti
iz prethodnih stavova.

Dokaz. Neka je S(A) sistem svih lanaca XS A za koje je
BZ X. MnoZina S(A) je uredena relacijom <, i B je njen po-
Cetni elemenat, tj. BE.S(A). Neka je dalje C proizvoljan lanac
od S(A), tj. C je monotona porodica lanaca od A. Prema
L2 3. 6 UX=X" je lanac od A, odnosno X'€S(A4) a zbog
L 2. 3. 7T imamo X'=supscaC. Dakle za svaki lanac C postoji
supremum u S(A), te zbog L 2. 3. 5 postoji bar jedan gornji
ivicni elemenat D u S(A). [z DES(A) sleduje BE D, Cime je
stav dokazan.

CL 2. 3. 8. Svaki elemenat neke uredene mnoZine pripada
bar jednom maksimalnom lancu.

Ovo je neposredna posledica prethodnog stava.

L 2. 3. 9. Ako je x elemenat uredene mnoZine A, a B njen
maksimalan lanac, relacija xc- B povilaci relaciju x€ B.

Stav je ocevidan.

Ubuduce ¢emo partitivnu mnoZinu (mnoZinu svih podmno-
Zina) mnoZine A obeleZavati sa P(A).

Sada ¢emo dokazali jednu, za na$§ cilj, vrlo vaZnu lemu:

L 2. 3. 10. Neka je BTZA, S(A)C‘P(A) i S'(4)=
S(A)nP(B), pri cemu je A protzvoljna mnoZina. Ako je F
maksimalan lanac od S'(A), za koji je UFX X' €S (A), iada je

XC
X'€F. X' je zavrsni elemenat od F [ za svako X” €S (A) rela-
cija X'S X" povlaci relaciju ~ (X" C B).
Dokaz. 1z FES'(A) sleduje FES(A), P(B). Iz poslednje
relacije 1z]aanUX X'€P(B), a kako je prema uslovu same
F

S

leme X'€S(A), dobija se X'¢S'(A). PoSto je F maksimalan
Janac od S'(A4), a kako je F-S X', zbog L 2. 3. 9 imamo
X'€F. 1z L 2.3. 3 sleduje da je X’ zavr3ni elemenat od F.
Neka je dalje X”€S(A) atakode X'C X”. Ako bibilo X" < B
(protivno tvrdenju leme), imali bi X" €P(B) pa i X" €S8 (A4).
S obzirom da je F- < X”, dobija se X”€F i X”_C.XlEJFX=X’,
odnosno X” S X', §to protivre¢i ¢injenici da je X' X”. Dakle
pretpostavka da je X” C B neodriiva je, te je ~ (X” S B), ¢ime
je lema u potpunosti dokazana.

L 2. 3. 11. Ako sistem mnoZina S sadrZi bar jednu nepraznu
mnoZinu, tada i svaki njegov maksimalan lanac sadrZi bar jedan
neprazan elemenat.

L 2. 3. 12. Ako sistem mnoZina S sadrzZi bar jednu nepraznu
mnoZzinu, tada je svaki njen gornji ivicni elemenatl neprazan.
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Obe su leme ocevidne.
2. 4, Ovde ¢emo dati neke stavove u vezi sa operatorom P.
L 2.4.1. Ma kakve bile mnoZine A i B, uvek je P(A)N
P(B) P(Aqn B).
L 2 4 2 Ako je S (A) izvestan sistem podmnoZina od A,
a B proizvoljna mnoZina, onda je S(A)nP(B)=S(A)nP (AnB).
Dokaz. Iz XES(A) N P (B) sleduje XS A B, odnosno
X€EP(AnB) i najzad X€S(A4)yn P (A B), odakle se dobija

(2. 4.1) S(A) nP(B)SS(A) nP(AnB).

S obzirom da je AnBE B, sleduje P(AnB)SP(B)i S(A)n
P(ANB)ES(A)nP(B), §tosa (2. 4. 1) potvrduje tatnost leme.

3. OSNOVNI STAV

3. 1. Pre no &to izloZimo osnovni rezultat, koji nam daje
opSte reSenje postavljenog problema, nave§¢emo jedan nuZan
uslov za induktivnost sistema. U vezi sa tim imamo sledeCu
definiciju:

D 3. 1. 1. Sistem mnoZina S naziva se prekrwacem mnoZine
A, ako je zadovoljena relacija ACXUX KazZe se jOS ida S pre-
kriva mnoZinu A. &

Sada imamo sledeCi ocevidan stav:

T 3. 1. 1. Da bi izvestan sistem S (M) podmnoZina mnoZine
M bio induktivan, nuZno je da prekriva M.

Jasno je da je u ovom slu¢aju U X=M. — -Ovaj uslov,

XES(M)
naravno, u opstem slu¢aju nije dovoljan.

3. 2, Sada prelazimo na dokaz osnovnog stava.

T 3.2. 1. Da bi sistem S(M) podmnoZina mnoZine M, koji
prekriva M, bio induktivan, nuZno je i dovoljno da, ma kakva
bila mnoZina D<M, sistem S'(M)=S (M) P (D), ukoliko nije
prazan, sadrZi bar jedan maksimalan lanac F za koji je U X =

XEF
X' e€S(M).
Dokaz. Uslov je nuZan. Neka je S(M) induktivan sistem,
ali pretpostavimo da uslov stava ipak nije zadovoljen. Postoji
dakle bar jedna mnoZina

3.2.1) NCEM
takva da je
(3.2.2) SM=SMaP(N)=2 A

ali da pri tome ni za jedan maksimalan lanac F od S'(M) ne
vaii relacijaXU X' € X'€S(M). Dakle za svaki maksimalan lanac
F

S
F od §'(M) imamo



O induktivnim sistemima i1

(3. 2. 3) ~ (X' ES(M)),

gde je X’=U X. Sada ¢emo pokazati da mnoZine M i N za-
XcF
dovoljavaju oba uslova iz Pr 1. 2. 2. Doista iz (3. 2. 2) sle-
duje da postoji bar jedna mnoZina A€ S’ (M) koja zadovoljava
uslove A S M, ACN. Dalje S'(M) mora sadrZati bar jedan
neprazan elemenat. Doista ako ne sadrZi nijedan takav elemenat,
posto S’'(M) nije prazno, imali bi §"(M)={A}. Ali tada se za
maksimalan lanac F={A} dobija XIEJFX=AES’(M), odnosno

A€ S'(M), §to protivredi pretpostavci (3. 2. 3) (jer je X'=A).
Dakle postoji elemenat A4 koji zadovoljava uslov 1 (Pr 1. 2. 2).
Neka je dalje B€S (M) mnoZina za koju je

(3.2. 4) ACBCM, BSN.

Posto iz BEN sleduje BEP (N), imamo B¢S' (M). Prema CL

2. 3. 8 B pripada bar jednom maksimalnom lancu F od S'(M),

a zbog ucinjene pretpostavke za X’ Z/\UFX vaZi relacija (3. 2. 3),
(S

pa dakle i relacija ~ (X'€ F). Odavde, na osnovu leme 2. 3. 4,

sleduje da postoji mnoZina C ¢ F, takva da je B C. Ocevidno

je takode

(3.2.5) BSCCSM, CCN.

Na taj nacin iz pretpostavke da postoji mnoZina B koja zado-
voljava relacije (3. 2. 4), sleduje da postoji i mnoZina C koja
zadovoljava relacije (3. 2. 9), §to znaci da je i uslov 2 (Pr 1. 2. 2)
ispunjen. Medutim, zbog induktivnosti sistema S (M), sledovalo
bi MCS N, §to protivreci relaciji (3. 2. 1). Dakle uslov stava je
nuzan, ‘

Uslov je dovoljan. Neka je zadovoljen uslov stava i neka
su takode ispunjeni uslovi iz Pr 1. 2. 2 za sistem S (M); pretpo-
stavimo da je ipak

(3.2.6) ~ (MSN),
tj. da S(M) nije induktivan sistem za M. Odavde sleduje
3.2.7) MOAN=DCM, DTN,

a s obzirom na uslov 1 (Pr 1.2.2) postoji elemenat 4 €S (M)
za koji je ACACSD, odnosno A€ P (D) i najzad AcS'(M)=
S(M)n P (D), $to znac¢i da S'(M) sadrzi bar jedan neprazan
elemenat. Prema pretpostavci postoji bar jedan maksimalan lanac
F od §'(M), za koji jeXUFX=X’ES(M), a zbog prvog dela

€
leme 2. 3. 10 X'€F. Zbog L 2. 3.1 svaki maksimalan lanac od
S'(M) mora sadrZati bar jedan neprazan elemenat, iz Cega sle-
duje da je i X’ neprazno. Odavde, a poSto je takode X'&D,
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imamo s obzirom na (3.2.7) ACX'CM i X’SN. Na osnovu
uslova 2 (Pr 1. 2. 2) sleduje da postoji elemenat X” € S(M)
takav da je X'CX"SEM i X”"EN, odakle se dobija X”SMn
N =D, odnosno

(3.2.8) X" < D.

Medutim, prema drugom delu leme 2. 3. 10, za svako X”, za
koje je X'CX”, sleduje ~ (X”"=D), sto protivre¢i relaciji
(3. 2. 8). Zbog ovoga pretpostavka (3. 2. 6) je neodrZiva, sistem
S (M) je induktivan, a uslov stava je dovoljan. Ovim je stav
u celosti dokazan.

S obzirom na CL 2. 3.7, ovaj se stav moZe ovako for-
mulisati:

T 3. 2. 2. Da bi sistem S(M) podmnoZina mnoZine M, koji
prekriva M, bio induktivan, nuZno je i dovoljno da, ma kakva
bila mnoZina DS M, sistem S'(M)=S (M) P (D), ukoliko nije
prazan, sadrZi bar jedan maksimalni lanac F za koji je suppumF
€S (M).

3. 3. Pri dokazu osnovnog stava pretpostavlja se da u
svakoj uredenoj mnoZini postoje maksimalni lanci. | doista nji-
hova egzistencija je dokazana (L 2. 3. 8), ali u opStem slu¢aju
samo pod pretpostavkom vaZenja aksiome izbora. Zbog tloga
vazenje teoreme 3. 2.1 (odnosno 3. 2. 2) izgledalo bi da zavisi
od ove aksiome. Medutim pokazaCemo da nije tako i daemo
novu formulaciju osnovnog stava:

T 3.3. 1. Da bi sistem S(M) podmnoZina mnoZine M, koji
prekriva M, bio induktivan, nuZno je i dovoljno da ma kakva
bila mnoZina D CM, sistem S'(M)=S (M) P (D), ukoliko nije
prazan, sadrZi bar jedan gornji iviéni elemenat.

Najpre ¢emo izvesti dokaz sluZeli se teoremom 3.2.1.
Uslov je nuZan. Doista ako je sistem S (M) induktivan, onda
prema T 3.2.1 za svako DCTM postoji u S(M)=S(M)n
P (D) = A maksimalan lanac F za koji jeXUFX=X’ES(M). Po-

kazaCemo da je X' gornji ivi¢ni elemanat od S’ (M). Najpre je
zbog L 2. 3. 10 X'€F. Ako X' nije gornji ivi¢ni elemenat, po-
stoji elemenat

(3.3. 1) X" ¢S (M)

za koji je X'C X”. Medutim, opet na osnovu L 2. 3. 10, imamo
~ (X"ZS D), odnosno ~ (X” € P (D)), i najzad ~ (X" €8'(M)),
Sto protivreci relaciji (3. 3. 1). Dakle uslov je nuZan.

Uslov stava je dovoljan. Ako je X’ gornji ivi¢ni elemenat
od §'(M)2 A, onda za svaki maksimalan lanac F od §' (M),
koji sadrzi X', vaZi reIacijaXUFX=X’, jer u suprotnom slucaju

X’ ne bi bilo gornji iviéni elemenat. Dakle prema T 3. 2.1
S (M) je induktivan sistem.
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Sada ¢emo izvesti direktan dokaz, koji nece pretpostavljati
egzistenciju maksimalnih lanaca, a ni vaZenje aksiome izbora.

Uslov je nuZan. Neka je S(M) induktivan sistem za mno-
Zinu M, ali pretpostavimo da uslov iz T 3. 3. 1 nije zadovoljen,
tj. da postoji mnoZina

(3.3.2) NEM

takva da sistem S'(M)=S(M) P(N)=A nema nijednog gor-
njeg ivi¢nog elementa. Sada ¢emo pokazati da su uslovi iz Pr
1. 2. 2 zadovoljeni. Posto S'(M), prema pretpostavci, nije prazan
sistem, postoji bar jedan elemenat A€ S'(M), koji zadovoljava
uslove ASM i ASN. Dalje §'(M) mora da sadrZi bar jedan
neprazan elemenat. Doista u suprotnom slu¢aju bilo bi $(M) = {A},
odakle je ofevidno da je A€S'(M) gornji ivi¢ni elemenat, §to
protivre¢i pretpostavci. Dakle postoji elemenat A€S'(M), koiji
zadovoljava uslov 1 (Pr 1. 2. 2).

Neka je dalje B €S’ (M) mnoZina koja zadovoljava relacije

(3. 3. 3) ASBSM, BSN.

lz BS N sleduje B¢ P(N), pa dakle i B€S'(M). PoSto B nije
gornji ivi¢ni elemenat od S'(M), postoji bar jedna mnoZina
CES' (M) za koju je BSC, odnosno

(3. 3. 4) BSCCM, CSN.

Dakle iz pretpostavke (3. 3. 3) sleduje da postoji mnozina C koja
zadovoljava relacije (3. 3. 4), Sto znaci da je i uslov 2 (Pr 1. 2. 2)
zadovoljen. Medutim, zbog induktivnosti sistema S (M), imali bi
MZN, §to protivreci relaciji (3. 3. 2). Dakle uslov stava je
nuzan.

Uslov je dovoljan. Neka je zadovoljen uslov iz T 3. 3. 1
i neka su takode ispunjeni uslovi iz Pr 1.2. 2 za eclemente
sistema S (M), ali pretpostavimo da je ipak

(3.3.95) ~ (MSN),
tj. da S(M) nije induktivan sistem. Odavde sleduje
(3.3.6) MONN=DCTM, DCN,

a s obzirom na uslov 1 (Pr 1. 2. 2) postoji elemenat A ¢S(M)
za koji je ACACD, odnosno A€ P (D), pa najzad i A€S' (M) =
S(M)n P(D), §to zna¢i da S’(M) sadrii bar jedan neprazan
elemenat. Prema pretpostavci samoga stava S’(M) sadrZi bar
jedan gornji ivi¢ni elemenat B koiji, zbog L 2. 3. 12, nije prazan.
Dakle odavde i iz (3. 3. 6) imamo da za B vaZe relacije
ACBCM, B&N. Na osnovu uslova 2 (Pr 1. 2. 2) sleduje da
postoji elemenat C€S(M) za koiji je

(3.3.7) BTCCSM, CTN,
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odakle se dobija CEM 0 N =D, odnosno C S D. Odavde imamo
CeP(D), zatim CE€S (M). Kako je B gornji ivini elemenat,
sledovalo bi ~ (BCC), §to protivre¢i prvoj od relacija (3. 3. 7).
Zbog ovoga pretpostavka (3. 3. 5) je neodrZiva, sistem S(M) je
induktivan, a uslov stava je dovoljan. Ovim je feorema 3. 3. 1
u celosti dokazana.

Napomenimo da Ce, pri ispitivanju induktivnosti nekog
sistema, biti upotrebljavan kako kriterijum izraZen teoremom
3. 2. 1 tako i onaj izraZen teoremom 3. 3. 1, prema tome koji ije
u konkretnom slutaju pogodniji.

3. 4. Uveséemo neke nove definicije koje ¢e nam omo-
guciti upros¢avanje formulacije osnovnog stava.

D 3.4. 1. Neka je S(M) proizvoljan sistem podmnoZina
mnoZine M. Potsistem S'(M)=S(M)n P (D), gde je DS M, na-
zivalemo vezanim za D, a D bazom potsistema.

D 3. 4. 2. Sistem S(M) podmnoZina mnoZine M, Ciji svaki
neprazan potsistem, vezan za proizvoljnu mnoZinu D < suppwuS(M),
ima bar jedan gornji ivicni elemenat, naziva se potencijalnim
sistemom za mnoZinu M. .

Sada ¢emo kriterijum induktivnosti formulisati ovako:

T 3.4. 1. Da bi sistem S(M) podmnoZina mnoZine M bio
induktivan, nuZno je i dovoljno da je potencijolan z1 mnoZinu
M [ da je prekriva.

Napomenimo da u feoremamia 3.2.1, 3.2.2 1 3. 3. 1 stoji
DS M umesto D S suppumS (M), §to je isto s obzirom da S(M)
prekriva M, jer je tada suppmyS (M)=M (CL 2. 3. 7).

Kao specijalan slu¢aj navodimo stav:

T 3.4. 2. Da bi potpuno ureden sistem S (M) podmnoZina
mnoZine M bio potencijalan, nuZno je i dovoljno da je za svaki
lanac F, ukoliko je neprazan, suppumF €S (M) samo ako je sup F
= suppuyS (M).

Dokaz. Uslov je nuZan. Neka je S(M) potencijalni sistem
za M, FSS (M) proizvoljan neprazan lanac za koji je

(3 4, 1) SLlpp(M)F= D Supp(M)S (M)
Zbog potencijalnosti sistema S (M), sistem
3.4.2) S(M)=SM)n P (D)

ima bar jedan gornji ivi¢ni elemenat koji je jednovremeno i
zavrSni elemenat potpuno uredene mnoZine S’(M), tj. elemenat
supsmyS' (M) = suppn S’ (M). Odavde je

(3 4. 3) Sllpp(M)S' (M) €S (M)

Posto je iz (3. 4. 1) F-S D, odnosno FESP (D), sleduje FES'(M),
a zbog (3. 4. 2) FES'(M)S P (D). Odavde imamo suppumF <=
suppunS' (M) & suppony P (D), odnosno D S suppuyS' (M) S D,
o%aklge je zbog (3. 4. 3) i (3. 4. 1) suppun FES (M), Sto je trebalo
i dokazati.
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Uslov je dovoljan. Doista za D C supp@yyS (M) imamo pot-
puno uredenu mnoZinu S'(M) = S(M)n P(D) za koju je
suppunS' (M) € S (M) ukoliko je S'(M)= A. Kako iz S(M)S P (D)
sleduje suppanS' (M) S suppmyP (D) =D, imamo i suppmyS’ (M)
€ P(D), odnosno suppunS'(M)€S'(M), §to znali da ie suppunS' (M)
gornji ivi¢ni elemenat u S'(M) i da je sistem S(M) potencijalan.

4, INDUKTIVN] SISTEMI

4. 1. Iz dosadaSnjeg izlaganja izlazi da je za problem ma-
temati¢ke indukcije pojam potencijalnog sistema od narocitog
znacaja, i prema tome proucavanje tilt sistema ima veliku vaZnost.

NaveS¢emo neke vrlo opSte induktivne sisteme. Najpre da-
jemo sledece definicije:

D 4. 4. 1. Sistem S(A) podmnoZina mnoZine A naziva se
neprekidnim ako za svaki njegov lanac F iz relacije X' = suppayF
== suppayS (A) sleduje X' €S(A).

D 4. 1. 2. Sistem S proizvoljnih mnoZina naziva se apso-
lutno zatvorenim u odnosu na operator U, ako je za svako FCS
i UXxes.

XEF

Sada imamo sledeée stavove:

T 4. 1. 1. Svaki neprekidan sistem S(M) podmnoZina mno-
Zine M potencijalan je za M.

Dokaz. Neka je S'(M)=S(M)n P (D), pri ¢emu je D <
suppn S (M). Lako se dokazuje da je za svaki maksimalan lanac
Fod 8 (M), zbog suppmy F == suppy S (M), suppun F gornji iviéni
elemenat od S'(M).

CT 4. 1. 1. Svaki neprekidan sistem S (M) podmnoZina mno-
Zine M, koji prekriva M, induktivan je za M.

T 4. 1. 2. Svaki sistem S(M) podmnozZina mnoZine M, apso-
lutno zatvoren u odnosu na operator U, potencijalan je za
mnoZinu M.

Dokaz. Jasno je da je za svaki sistem S' (M) =S (M) P(D),
DM, mnoZina U X njegov gornji ivi¢ni elemenat.

XeS (M)

CT 4. 1. 2. Svaki sistem S (M) podmnoZina mnoZine M koji
prekriva M, apsolutno zatvoren u odnosu na operator U, in
duktivan je za M.

W. SIERPINSKI [22, 165] navodi specijalan slu¢aj kada je
S (M) potpuno uredena mnoZina. Tu je za S(M) upotrebljen
termin ,potpuno aditivan sistem*.

CCT 4. 1. 2. Partitivna mnoZina P (M) proizvoljne mnoZine
M induktivan je sistem za M (vidi direktan dokaz [5, 110—111]).

T 4. 1. 3. Svaki konacan sistem S (M) podmnoZina mnoZine
M /p‘/’otencijalan je a u koliko prekriva M, takode induktivah
za M.
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Sleduje iz Cinjenice da svaki konacan ststem ima gotnjih
ivi¢nih elemenata. I

Kao specijalan slu¢aj imamo da je svaki sistem {A}, pri
temu je AS M, potencijalan, a prema tome sistem {M} je in-
duktivan za M.

Najzad imamo stav:

T 4. 1. 4. Svaki potsistem S'(M) potencijalne mnoZine S (M),
vezan za mnoZinu AC M, takode je potencijalan za M.

Dakaz. Posto je S'(M) = S(M)n P (A), za proizvoljnu
mnoZinu D < suppumyS(M) imamo S”(M)=S' (M) n P (D) =S(M) n
(P(Ayn P(D)), odnosno (L 2.4.1) S”"(M)=S(M)n P(A'nD).
Zbog potencijalnosti sistema S(M), i kako je A D & suppumyS(M),
sleduje da S”(M) ima bar jedan gornji ivi¢ni elemenat, $to
znaci da je i S’(M) potencijalan sistem.

Napomenimo da se T 3.4. 2. moZe formulisati na slededi
nacin:

T 4. 1. 5. Da bi potpuno ureden sistem S (M) podmnoZina
mnoZine M bio potencijalan nuZno je i dovoljno da je neprekidan.

4, 2, Ovde ¢emo izloZiti jo§ jedan stav o potencijalnim
sistemima. U vezi s tim navodimo jednu ofevidnu lemu:

L 4. 2. 1. Date su dve podmnnoZine B i C uredene mnoZine
A. Ako B ima bar jedan gornji (donji) ivicni elemenat i ako je
C konacna mnoZina, onda i mnoZina BU C ima bar jedan gornji
(donji) ivicni elemenat.

Sada imamo sledeli stav:

T 4.2. 1. Ako je S(M) potencijalan sistem podmnoZina
mnoZine M, a S; (M) < P (suppmS (M)) konacan sistem, onda je i
Sy (M) = S(M)U S, (M) takode potencijalan sistem. Ukoliko je
S(M) induktivan sistem, takode je i S,(M) induktivan sistem.

Dokaz. Da bi S,(M) bio potencijalan sistem dovoljno je
da sistem S,’(M)=S,(M)n P (D), za D < suppunS,(M), ima bar
jedan gornji ivi¢ni elemenat. Najpre je S,/(M)=(S(M)U S,(M))
NP(D) = (SM)a PD)U(S, (M) 0 P (D)) = ' (MU (S, (M)
P (D)). Posto je S(M)S P (suppumyS (M)), takode je i S,(M) S
P(suppin S(M)), odnosno suppuny S, (M) S suppan S(M), usled Eega
imamo i D CsuppyS(M). Zbog ovog i zbog potencijalnosti
sistema S(M), sleduje da sistem S’(M) ima bar jedan gornji
ivicni elemenat. Medutim s obzirom na L 4. 2. 1 unija sistema
S (M) i kona&ne mnoZine S, (M) n P (D), tj. sistem S, (M), mora
takode imati bar jedan gornji ivi¢ni elemenat, §to znadi da je
S, (M) potencijalan sistem. Drugi deo stava je o&evidan.

4. 3. Kao S§to je poznafo, stavovi: (1) potpuno uredena
mnoZina je bez nnutraSnjih ponora, i (2) potpuno uredena mno-
Zina poseduje LEBESGUE—HINCIN-ovo svojstvo — jesu’ ekvi-
valentni (T 5. 4. 1). Dakle LEBESGUE—HINCIN-ovo svojstvo
(D 5. 4. 1), koje pretstavlja jednu vrstu induktivnog principa za
potpuno uredene mnoZine, karakteristi¢no je za potpuno uredene
mnoZine bez unutra$njih ponora. Docnije ¢emo navesti i druge
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primere kako specijalna vrsta induktivnog zakljucivanja kara-
kieriSe izvesnu klasu mnoZina. U vezi sa tim imamo sledeén
definiciju:

D 4. 3. 1. Neka mnoZina M pripada klasi mnofing C i neka
je C' takode izvesna k'asa mnoZina. Sistem S(M) podmnoZina
od M naziva se karakteristicnim za M u okviru klase € ako su
propozicije:

1. M je elemenat od C';

2. S(M) je .induktivan sistem za M
— ekvivalenine.

Jasno je da je mnoZiia M, u ovom Slucdju, elefmenat
preseka C C".

5. NEKE PRIMENE

5. 1. U sledeéim paragrafima bice izloZena primena téorije
o induktivnim sistemima uglavnom na uredene mnoZine, Ranijim
definicijama 1 pomoc¢nim stavovima dodacemo jo§ neke.

D 5. 1. 1. Ako postoji jea’rzoznacno preslzkavanje uredene
innoZine A na uredenu mioZinu B takvo da fe ¢ - X Bida
iz reldcija x <y, odnosno x||y, x,y € A, sledujé e {x) K ¢ ),
odnosno ¢ (x) || ¢ y) onda je mnoZina A zzomorfna s nirzozmom
B, §to se pife A=~

Lako se pokazure da je, u ovom slucaju, presllkdvah]b
obostrano jednozna¢no. Pored toga relaciia izomborfizind je re-
lacija ekvivalencije. Relacije x||y i ¢ (x)| % (y) samo jednovte-
meno vaze.

D 5.1.2. Neka su A i B dve mnoZine tirédene relacijoma
reda <, <’ { neka sadrZe iste elémente, $to Cerio obelezavati
|A|=|B|. Ako iz relacija X<y, x, yEA slediife p<' %, a iz
x<'y pak y< x, onda je relaczja <' invefzna ili dualmz u od-
nosu na relaciju <, i beleZifemo je sa <* ili > . Mnozinu
B = A* zvaéemo inverzijom mnoZine A.

Jasno je da su relacije < i > medusobno irverzre 1 da
je A**= A, ako se sifiibol * trehra kdo operator kojim se iz
mriozine A dobija njena inverzija A*.

DS 1.3. Neka je A wredena mnoZina i a,b€ A. MnoZina
svih elemenata x€ A, za koje /e x<_b (a < x), nazlva sé pocét-
nim (zavrsnim) segmentom mnoZine A [ belezi se (-, 6la ([2, - )a)
MnoZina svik elemenata x€ A, :a koje je x< b (d<x) jeste
pocetni (zavrsni) interval i oznacava se (-, bya {(a, = )a). Pocethl
(zavrsni) segmenti [ intervali nazwaju se elementarnin rocetniim
(zavrsnim) komadima a beleZe se (-, bla (la, - )a). Svaki hepra-
zan presek poceinog (-, bly i zavrsnog komada |a, - )a hazive
se takode elementarnim komadom i beleZi se |a, b|sa. Sve nave-
dene vrste podmnoZina oi A nazivaju se elementarniii Romadima
& Sirem smislu. Specijalino elementarni komadi n niem Smislu
jesu mnoZine (a; b)a (interval), [&; b)as (4, bla, [d; 6] (Segmient):
Pocetniim (zavrinim) komadom naziva se mnoZina BSA; dRY
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relacija x € B povilaci relaciju (-, x]a & B ([x, - )a & B). Pocetni,
zavrSni komad, kao i neprazan presek pocetnog i zavrsnog ko-
mada, nazivaju se uopSte komadima.

Napomenimo prvo da su elementarni komadi takode ko-
madi mnoZine A. Drugo, iz same definicije intervala (a, b)a,
sleduje da elementi @ i b ne pripadaju njemu, ali ne i da nema
krajnjih elemenata.

Ubuduce kad je re¢ o elementarnim komadima misli¢e se
na elementarne komade u uZem smislu.

Za pocetni (zavrSni) komad B mnoZine A vaZi relacija
B=U (-, x]a (B=U [x,-)4). Ako je B proizvoljan komad

xcB xcB

onda je B U [¥, y]a. Takode napomenimo da je, ako je B

pocetni (Lavrsm) komad od A, onda i AN\ B zavrSni (pocetni)
komad.

D 5. 1. 4. Neka je mnoZina AU B, gde su A i B proizvoljne
mnoZine, uredena. MnoZina (-, b]B, be A, pretstavlja mnozZinu
svih elemenata Y€ B, za koje vazi relacija y<_b. Slicno se de-
finiSu mnoZine: (-, b)s, [a,-)s (za a € A), (a )z, la, bls,
(a; b]By [(l, b)B! (ax b)B

Za B=A ove se mnoZine svode na mnoZine prethodne
definicije.

D 5. 1. 5. Presekom (rezom) neprazne uredene mnoZine A
naziva se ureden par (A,, A,), gde je A, pocetni, A, zavrsni
komad od A, [ pri cemu je AN Ay =N, A,UA,=A. A, [ A, su
komponente preseka.

D 5. 1. 6. Lakunom (pororom) nepraznme potpuno uredene
mnoZine A naziva se svaki njen presek (A, A,), za koji ne po-
stoji sups A, Ako je A,, A2 N lakuna je unutraSnja, inace
spoljasnja.

Za presek (A,, As), Ay, A, = A potpuno uredene mnoZine A
sups A, 1 infs A, jednovremeno postoje.

D 5. 1. 1. Donjom (gornjom) bazom mnoZine B & As
gde je A uredena mnoZina, naziva se mnoZina B=UB(~, X]a

=%
(B= léJB[x’ ~)a). Prava baza mnoZine B je B B.
X

Jasno je da je donja (gornja) baza pocetni (zavrsni) komad
mnoZine A, a i prava baza je komad. Isto je lako uoditi da je
B =8 itd.
~ D 5. 1.8. Mnozine B,CS A, gde je A uredena mnoZina,
jesu konfinalne (koinicijalne) ako je B=C (B=C). B i C su
koekstenzivne ako je BnB=CnC.

Svaka mnoZina je konfinalna (koinicijalna) sa svojom
donjom (gornjom) bazom, a takode koekstenzivna sa pravom
bazom, Ako je jedna od konfinalnih (koinicijalnih) mnoZina sa
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zavr%{lim (pocetnim) elementom, tada je isti s'u¢aj i sa drugom
mnoZinom.

Sledele definicije odreduju specijalne kiase mnoZina.

D 5. 1.9. Uredena mnoZina A, u kojoj za svaki lonac C
postoji supa C (infa C), ukoliko je C=- A (C=E A), naziva se su-
premalnom (infimalnom) mnoZinom. MnoZina jednovremeno su-
premaina i infimalna jeste ekstremalna. Supremalnom, infimalnom
i ekstremalnon mnoZinom u uZem Smislu naziva se mnoZina za
Ciji svaki lanac C postoji supaC, infaC, supaC i infaC, res-
pektivno. Ekstremalne mnoZine nazivacemo i alakunarnim (u Sirem
[ uZem smislu).

Oc¢evidno je da je svaka potpuno uredena supremalna ili
infimalna mnoZina takode i ekstremalna. Ubudude, ukoliko se
ne naglasi druk¢ije, ovi pojmovi Ce se upotrebljavati u svom
Sirem znacenju.

Najzad istaknimo da lanci alakunarnih mnoZina, u uZem
smislu, imaju uvek supremum i infimum u tim mnoZinama.

D 5. 1. 10. Uredena mnoZina, cija Svaka neprazna podmno-
Zina ima pocetni elemenat, naziva se dobro uredenom mnoZinom.

D 5. 1. 11. Uredena mnoZina, ¢ifi svaki neprazni deo ima
bar jedan donji ivicni elemenat, naziva se razvrstanom mnoZinom.

D 5. 1. 12. Potpuno uredena mnoZina, Ciji svaki neprazan
deo, ogranicen s donje strane, ima poceini elemenat, naziva se
poludobro uredenom mnoZinom.

Dobro uredena mnoZina je specijalan slu¢aj poludobro
uredene mnoZine, ti. poludobro uredena mnoZina sa pocetnim
elementom.

D 5. 1. 13. Uredena mnoZina, &iji svaki neprazan deo, ogra-
nicen s donje strane, ima bar jedan donji ivicni elemenat, naziva
se polurazvrstanom mnoZinom.

Razvrstana mnoZina je specijalan slu¢aj polurazvrstane
mnoZine.

D 5. 1. 14. MnoZina je dvostruko dobro uredena ako svaki
njen neprazan deo ima krajnje elemente,

D 5. 1. 15. Uredena mnoZina c&iji svaki neprazan deo ima
bar po jedan gornji i donji ivicni elemenat, naziva se dvostruko
razyrstanom mnoZinom.

5. 2, Slededi stav je ocevidan:

L 5. 2. 1. Ako je F sistem pocetnih (zavr$nih) komada ure-
dene mnoZine A, fadaje i /mozz/zaXU X takode pocetni (zavrSni)

crF
komad od A.

L 5.2.2. Ako je F monotona porodica komada uredene

mnoZine A, onda jé [ mnoZina (U X=X takode komad od A.
XeF

Dokaz. DOVOI]HO je pokazati da za svako a, b€ X', a <_b,
steduje [a, b]4 = X'. Doista poSto je a, b€ X’ postoje dva ko-
mada X,, X,€F, pri ¢emu je a€ X, bEX2. Kako je X, ¢ X,,
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ili ie XS X,, ili pak X, S X,. Neka je recimo X, & X,. Tada
W . 6€X,, paila; bla C X, i najzad, zbog X, S X', [4,bla S X,
Sto dqkazuje tvrdenje leme.

)a bx doveli u vezy nasSy definiciju konfinalnostj i koini-
cualnostl (D'5. 1. 8) sa uobicajenim definicijama [12, 245], na-
vodimo stav:

L 5. 2.3. Da bi podmnozme* B i C uredene mnoZine A bile
konfinalne (komzcualne) nuZno je i dovoljno da su zadovol]ene
relaczjeB U(— x]s, C U(~ xle (B xlEJ[x, )8, C= U[x =)c)-

Dokaz Uslov je nuian Neka su Bi C konfmalne mno-
Zine, dakle B=U (-, x]A—U(— x]A—C Dokaza¢emo da je

€8 xC
B= U(— £]z. Doista iz yEU (-, x]s sleduje da je y€ B, dakie
xEC x€C
(5 2.1) U(—,x]B cB.

Dalje iz JEB dobijja se yEB C= U(—,x]A Znatj, postoji

x€C
%, €C takvo da je y€(-, xJa, odakle izlazi y<Cx,. lz ove
relacn]e i'iz. y€ B sleduje ye(- Xo]s, a takode lyEU (-, xls,
xeC

odakle najzad imamo BCU(— x]B Ovya relacija 1 relacija

(5. 2. 1) daju rezultat B= U(— x]s. Sli¢no se dokazuje da je

C=U(-, slc.
XEB
Uslov je dovoljan. Nekaje
(. 2.2) B=U(- x]g, C=U(-, x]c.
XEC X€EB

Dokazacemo da je B=C. Doista iz yEB=U(—,x]A sle-
*EB

duje da postoji elemenat x,€B takav da je y<(x,, a zbag
(9. 2. 2) postoji x, €C, za koje je %, < %, odakle se "dobija
V< %, pa takode 1y€C Dakle imamo BEC. Sli¢no se po-
kazuje daje g§§ iz fega sleduje B= Q Na slian se nacin

izvodi i dualni stav.

QOyaj stav ustvari utvrduje ekvivalenciju naSe i upbi¢ajene
deflrucxle

L 5. 2. 4. Neka je mnoZina A potpuno uredena, a B komad
od A koji nije elementaran. Tada za svaki elemenfarm komad:
C od A, za koji je CS B, postoji elementarni komad C od A
takay da je CCDEB.

okaz e jednostavan.
é Svaki komad potpuno uredene mnoZine bez ponore

jeste, elemerztaran komad (u uZem smislu).
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Napomenimo samo’ da, posdto' se radi o potpuno uredenoj
mnoZini, za svaki njen deo postoje i stpremum i infimum.

L 5. 2. 6. Neka je B podmnoZina uredene mnoZine A. Mno-
Zina svih poceim/z segmenata (-, xla, X€B, je izomorfna s
mnoZinom B, pri cemu je obostrano jednoznacno preslikavanje ¢'
definisano relacijom ¢ (x)=(-, x]A, xe B.

L 5. 2. 1. MnoZina C(C), gde je C lanic uredene mmnoZine

A, ili nema gornjih (donjit) ivicnik elemenata, ili ima zavrini
(pocetni) elemenat, ako [ samo ako C ima 'zavrini (poceini)
elemenat.

Obe se leme jednostavno dokazuju.

5. 3. Sada ¢emo najpre formulisati kriterijum za potenci-
jalnost. nekog sistema komada uredenih mnoZina.

T 5.3. 1. Da bi izvestan sistem S (M) pocez‘mh (zayrsfnz/z)
komada uredene mnoZine M bio potencijalan, nuZno je i dovoljno,
da svaki njegov neprazan potsistem, vezan za pocetni (zavr$ni)
komad D < suppmS (M), ima bar jedan gornji ivicni elemenat.

Dokaz. Da je uslov nuZan, to je ocevidno. Uslov je i do-
voljan. Neka je Csupp(M)S(M) proizvoljna' mnoZina, a S(M) =
SMyq P (D). Zbog L 5.2. 1 mnoZina

(5.3. 1) D=UX
XES' (M)

je pocetni (zavr3ni) komad od M i, kako je S'(M) S P(D’),
imamo D<C U X =D, odnosno

XeP(D)
(5. 3.2) DCD

i DCsuppmsS(M). Dokazacemo sada da je S'(M)=S"(M)=
S(M) n P(D). Doista iz relacije X€S(M) sleduje X€S(M) i
zbog (5. 3. 1)) XS D, odnosno X € P (D), odakle imamo X €S (M)
nP(D) i X€S”(M). Dakle

(5.3.3) S'(M)C S”(M).

Dalje iz X€S”(M) imamo X€S(M) i X€P (D), a’kako'je zbog
(5.3.2) P(D)SP(D)pai XEP(D'), dobija se X€S(M), od-
nosno S”"(M)S S(M), §to sa (9. 3. 3) daje S’(M S”(M). S ob-
zirom da S”(M) prema pretpostavci stava, ima bar’ jedan gornji
ivi¢ni elemenat, isti je slu¢aj i sa S'(M). Otuda sleduje dovoljnost
ustova, a i ta¢nost stava.

Kao neposrednu posledicu ovoga stava dobuamo teoremu
koju je formulisao i dokazao B. KUREPA [5, 111]:

T 5. 3. 2. Sistem S(M) svih pocetnih (zavrinih) komada
uredene mnozZine M induktivan je za M.

apomenimo da se dokaz moZe izvesti, zbog neprekidnosti

sistema S(M) iiz CT 4. 1. 1.

T 5. 3.3. Sistem’ S(M) svih komada uredene mnoZine M
je induktivan za M.
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Dokaz. Sistem S(M) prekriva (M), a zbog L 5. 2. 2 je
neprekidan, pa dakle i induktivan.

5. 4. Za potpuno uredene mnoZine D KUREPA je formu-
lisao LEBESGUE—HINCIN-ovo svojstvo [4, 23—25; 13, 112%;
14, 164—1606; 15, 186—191**]:

DS 4 1. Potpzmo uredena mnoZine M ima LEBESGUE—
HINCIN-ovo svojstvo ako je sistem svikh njenih elementarnih po-
cetnih (zavrSnih) komada induktivan.

U istom radu- dokazan je sledeli stav:

T S.4. 1. Da bi potpuno uredena mnoZina M imala LE-
BESGUE—HINCIN-ovo svolstvo nuzZno je i dovoljno da je bez
unutrasnjih ponora.

Dokaz. Uslov je nuZan. Pretpostavimo da je sistem S(M)
svih pocetnih komada od M doista induktivan, ali da M sadrZi
bar jednu unutra$nju lakunu definisanu presekom (M;, M,). M,
je pocetni komad mnoZine M, ali ne elementaran, tj.

(5.4. 1) ~ (M €S (M)),

jer ne postoji supyM,. Neka je F mnoZina svih elementarnih

pocetnih komada (-, x|y za x€M,. Medutim posto je suppmF

S M, M, as obzirom na induktivnost sistema S(M), sleduje

iz T 3. 4. 2. da je suppmyFCS(M). Kako je dalje zbog CL

2.3.1 supp(M)F=XU( , X |m=M,, dobili bi M,€S(M), §to pro-
M

tivre¢i relaciji (5. 4. 1).

Uslov je dovoljan. Doista ako je M uredena mnoZina bez
unutradnjih ponora, ounda je svaki pravi pocetni komad X od M
elementaran, tj. postoji supuX. Prema tome za svaki sistem
FCS(M) za koji je suppmF = M, suppmF je takode elemen-
Jaran pocetni komad, tj. suppmFcS(M) je na osnovu T 3.4.2
potencualan i, poSto prekriva M, takode i induktivan sistem.

Odavde sleduje i stav:

CT 5. 4. 1. U okviru klase potpuno uredenih mnoZina sistem
svih elementarnih pocetnih (zavrsnih) komada je karakteristican
za mnoZine bez unutrasnjinn ponora.

T 5. 4. 2. U okviru klase potpuno uredenih mnoZina sistem
svih elementarnih komada u uZem smislu karakteristican je za
mnoZine bez ponora.

Dokaz. Doista pretpostavimo da je S (M) induktivan sistem,
ali da u mnoZini M postoji lakuna definisana presekom (M,, M,),
pri ¢emu je M; 2 A. Jasno je da ne postoji supyM,, odnosno
da komad M, nije elementaran. Ako je D pravi zavrdni komad
od M,, onda je ASDTM,, odnosno D M. Naravno D, zbog
konfinalnosti sa M,, takode nije elementaran komad. Zbog in-

* QOvde je iskoriSéeno to svojstvo za dokas jednog stava.
** U ovom radu je, po‘ed formulacije principa indukcije, navedeno
nekoliko primera za njegovu primenu,
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duktivnosti sistema S (M), u mnoZini S'(M)=S(M)n P (D)= A.
postoji bar jedan gornji ivi¢ni elemenat, tj. elementaran komad
AC D, sto znaci da je

(5. 4. 2) ~ (AT S (M)).

Medutim postoji (L 5. 2. 4) bar jedan elementaran komad X od M
takav da je

(5. 4. 3) ASXCSD.

Dalje iz X€S(M) i XEP (D) sleduje X€S (M), Sto pokazuje
da su relacije (5. 4.2) i (5. 4. 3) protivrecne. Dakle M je mno-
Zina bez ponora.

Sada ¢emo pokazati da iz ¢&injenice, da potpuno uredena
mnoZina M nema ponora, sleduje induktivnost sistema S(M)
svih elementarnih komada (u uZem smislu) od M. U tu svrhu
dovolijno je primetiti da je za potpuno uredene mnoZine bez
ponora sistem S(M), pored toga Sto prekriva M, takode i ne-
prekidan. Doista ako je F lanac od S(M), tada je (L 5. 2. 2)
XU X=X komad od M, a zbog L. 5. 2.5 X’ je elementaran

cF
komad, tj. S(M) je neprekidan pa i induktivan sistem.

5.5. Navescemo jo$ neke stavove.

T 5. 5. 1. U okviru uredenih mnoZino sistem S(M) svih
pocetnih (zavrinih) segmenata karakteristican je za mnoZinu M
Ciji svaki lanac, ako nije konfinalan (koinicijalan) sa M, ima
zavrsni (pocetni) elemenat. :

Dokaz se sastoji iz dva dela. Prvo treba pokazati da je,
ako je S(M) doista induktivan sistem, mnoZina M sa navedenim
svojstvom. Zatim da je sistem svih poletnih segmenata mnoZine
sa datim svojstvom doista induktivan.

Neka je S(M) induktivan sistem a C nexi lanac od M
nekonfinalan sa M, tj. C==M, odnosno CC M. Zbog ovoga u

sistemu S'(M)=S (M) n P (C)>= A postoji bar jedan gornji ivi¢ni
elemenat A=( -, alu. Kako je S (M) mnoZina svih pocetnih
segmenata od M, ¢iji zavrSni elementi pripadaju mnoZini C,
zbog L 5. 2.6 ¢ mora biti gornji ivi¢ni elemenat u C, a zbog
L. 3. 2.7 zavr$ni od C pa i od C, §to je trebalo i dokazati.
Neka je sad M uredena mnozina ¢iji svaki lanac, nekon-
finalan sa M, ima zavrdni elemenat. Pokazademo da je sistem
S (M) svih pocetnih segmenata od M, pored toga Sto prekriva
M, takode i neprekidan. Doista neka je F lanac od S(M) za
koji je suppmyF = X’'3=M. Posto je on izomorfan s mnoZinom
C zavrdnih elemenata pocetnih segmenata iz F, i kako je C= X/,
odnosno C S M, lanac C nije konfinalan sa M te ima zavrdni

elemenat. Otuda sleduje da i mnoZina F ima zavr3ni elemenat
ito X7eS(M) (L 2.3.3). Dakle S(M) je neprekidan pa i in-
duktivan sistem. — Dokaz dualnog stava je slican.
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Napomenimo da je mnoZina M inverzija jedne vrste po-
lurazvrstanih, mnoZina, odnosno, u dunlnom stavu, upravo: jedna:
vrsta polurazvrstanih mnoZina.

Kao neposrednu posledicu ove teoreme imamo stav:

CT 5. 5. 1. U okviru potpuno uredenih mnoZina sistem
S(M), svih pocetnih (zavrsnih) segmenata karakieristican je za
inverziju poludobro uredene mnoZine (poludobro uredenw mnoZinu).

Dokaz. Dovoljno je pokazati da je potpuno uredena mmno-
Zina M, ¢iji svaki lapac, nekonfinalan sa M, ima zavrSni ele-
menat, inverzija poludobro uredene mnoZine. Doista poSto je
M potpuno uredena mnoZina, svaki njen dec ogranicen s gorn’e
strane, ukoliko nije konfinalan sa M, ima zavrsni elemenat; ako
je konfinalan sa M, onda je sama granica zavr$ni elemenat tog
dela. Medutim ove <¢injenice karakteriSu inverziju poludobro
uredene: mnoZine.

Najzad dokazaCemo joS dva stava.

T 3. 3. 2% U okviru klase uredenih mnoZina sistem. svih
Sggmenata karakteristican je za dvostruko razyrstane mnoZine
(23]

Dokaz, Pretpostavimo najpre da je sistem S (M) svih seg-
menata uredene mnoZine M indukiivan. Neka je dalje C pro-
izvoljna, podmnoZina. od M, ali pretpostavimo da nema nijedan
garhji- (ili donji)- ivi¢ni elemenat (dakle M. nije dvostruko raz-
vrstana mnoZina). ObeleZimo sa. D pravi zavr$ni komad mno-
Zine C, §to znali da je D konfinalno sa C, dakle nema gornjih
ivi¢nih elemenata, a takode je ACDCC, odnosno ASDCM.
Sistem: S'(M) = S(M)n P (D)2 A, zbog induktivnosti sistema
S{(M), sadrZi bar jedan gornji ivi¢ni elemenat, tj. postoji segment
[a, b]1m € S" (M) za koji je

(5. 8. 1) ~-([a, b]u = - S" (M)).

Posto b ne moZe biti gornji ivi¢ni elemenat od D, postoji ¢€D
takvo da, je b < c. Kako je D komad od M (komad D komada
C od; M-je: takode komad od M), sleduje da je [e, c]uE=D,
odpesno [g, clu€ S (M): Medutim relacija [a, by = [a, ¢]u protiv-
re¢i relaciji- (5. 5. 1), Sto znaci da. je naSa pretpostavka o mno-
zini C neodrZiva. Dakle svaka mnozina C =M ima bar po jedan
gornji i donji ivi¢ni elemenat, tj. M je dvosiruko razvrstana
mnoZina. ‘

Da hi dokazali.da je sistem. S(M) svih segmenata dvo-
struko razyrstane mnoZine induktivan, dovoljno je primetiti da
je, pored toga Sto prekriva M, takode neprekidan. Doista. ako

*P. Kurepa u svome radu [20], koji-se upravo Stampa u V
tomu-Casopisa Publication de VlInstitut mathématique (Académie serbe
des sciences), ima, u bitnosti, isti stav.

** U citiranom ¢lanku postoji direktan dokaz.
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je F lanac od S(M), krajnji elementi segmenata iz F obrazuju
lanac od M. Medutim poSto ovaj lanac mora imati ivicne,
odnosno krajnje elemente, jasno' je da oni odreduju segment
suppmF, ¢ime je tvrdenje dokazano.

Ikao- neposrednu posledicu ove teoreme imamo' stav [10]*:

CT 5 5 2. U okviru klase poipuno uredenih mnoZina si-
stem svih segmenata karakteristican je za dvostruko dobro ure-
dene mnoZine.

Kao §to- je poznato postoje razne definicije kond¢nih- mno-
Zina [1,, 45—-96]. E. ZERMELO je' dokazao [18, 188], oslanja-
juci se na aksiomu izbora, da je proizvoljna mnoZina konac¢na
u smislu DEDEKIND-ove definicije, ako i samo ako se moZe
dvostruko dobro urediti. Otuda imamo sledeCu definiciju za
konacne mnoZine:

D 5. 5. 1. MnoZina je konacna ako se moZe potpuno urediti
tako da. je sistem svik njenih segmenata induktivan za nju;

5. 6. Pored uredenih- mnoZina spomenuc¢emo’ jo§ neke po-
znate klase mnoZina koje se javljaju u topologiji, kao S§to su
otvorene. i u sebi guste mnoZine. Smatrajuéi ove pojmove kao
poznate- (vidi na primer [12, 286, 288]), navodimo stavove:

T 5. 6. 1. Svaki sistem S (M) otvorenih podmnoZina mno-
Zine M je potencijalan; a ukoliko prekriva M [ induktivan za M.

T 5. 6. 2. Svaki sistem S(M) u sebi gustih podmnoZina
mnozine M je potencijalan, a ukoliko prekriva M i induktivan
za M.

Oba stava sleduju iz ¢injenice da su sistemi otvorenih,
odnosno u sebi gustih mnoZina apsolutno zatvoreni u odnosu
na. operator: U [12, 298, 307].

6. NOVE FORMULACIJE PRINCIPA INDUKCIJE

6. 1. Dosada smo preipostavijali da mnoZine 4, B, C iz
uslova 1 i 2 propozicije 1. 2. 2 pripadaju jednom te istom- si-
stemu S (M), koji smo nazvali, ukoliko je ova propozicija isti-
nita, induktivnim sistemom za mnoZinu M. Medutim u opStem
slu¢aju moze se desiti da mnoZine A i B pripadaju jednom, a
mnozina C drugom sistemu podmnoZina od M. U vezi sa tim
imamo slede¢u definiciju:

D 6. 1. 1. Uredeni par ili spreg (S;(M), S,(M)) sistema
podmnoZina mnoZine M naziva se induktivnim spregom za M,
ako je propozicija 1.2.2 istinita kada je A, BES,(M)a C€S,(M),
ili- preciznije:

Spreg (S; (M), S,(M)) sistema podmnoZina mnoZine M na-
ziva se induktivnim spregom za M ako, ma kakva bila mnoZina
N, iz uslova:

* U citiranom ¢lanku postoji direktan dokaz.
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1. postoji mnoZina A¢ (S, (M)~ {A}))nP(N);

2. za svaku mnoZinu BE (S, (M)\{A M}) nP(N) postoji
mnozina C€S, (M) P(N) za koju je B&C
— sleduje ME N.

S: (M) i S, (M) su komponente, prva [ druga, datog sprega.

Definicija 1. 2. 1 je ustvari specijalan slu¢aj tek navedene
definicije, tj. slu¢aj kada je S, (M)=S,(M). Dakle dosada prou-
¢avani induktivni sistemi mogu se smatrati kao induktivni spre-
govi Cije su komponente jednake. Napomenimo opet da ¢emo
se i dalje sluZiti eksplicitnom formom uslova 1 i 2 propozicije
1. 2. 2.

U vezi sa definicijom 6. 1.1 postavlja se problem:

P 6. 1. 1. Koji su nuZni i dovoljni uslovi-da bi spreg (S; (M),
S, (M)) sistema podmnoZina mnoZine M bio induktivan za M?

6. 2. Pre no $to predemo na reSavanje postavljenog pro-
blema u potpunosti, odredi¢emo dva nuZna uslova za induktiv-
nost nekog sprega. PoSto pri ,iscrpliivanju® mnoZine M, iz
sistema S, (M) dolaze u obzir samo elementi koji sadrZe kao
podmnoZinu bar jedan neprazan elemenat iz S;(M), ubuduce
Cemo smatrati da S,(M) sadrii samo takve elemente. Radi
jednostavnijeg 1zraiavan]a spreg (S; (M), S,(M)), ukome S, (M)
ima navedenu osobinu, nazivacemo redukovanim spregom. Sada
imamo stav:

T 6. 1. 1. Da bi redukovan spreg (S, (M), S,(M)) sistema
-podmnozma mnoZine M bio indukiivan za M, nuZno je da je

Sy (M) AM}YS S (M).

Dokaz. Pre svega ako 51stem S, (M) sadrZi kao elemenat
samo M jasno je da je dati spreg mduktlvan a takode i uslov
stava zadovoljen. Neka je sada (S,(M), S2 (M)) induktivan
spreg za koji je ACS,(M)~{M}, i pretpostavimo da je ipak
~ (S (M)~ {M} © S, (M)). Dakle postoji bar jedan elemena
NES, (M)~ {M} za koji je

(6.2. 1) ~ (N¢S (M),
a takode
(6.2.2) NCM.

Medutim moZe se lako pokazati da su uslovi 1 i 2 iz Pr
1. 2. 2 zadovoljeni za M i N. Doista poSto je NV elemenat druge
komponente redukovanog sprega, postoji mnoZna A€S,(M)
koja zadovoljava uslov 1 (Pr 1. 2. 2). Neka je B€ S, (M) mno-
Zina koja zadovoljava relacije ACBCM i BSN. S obzirom
na relaciju (6. 2. 1) imamo BN, a ofuda, stavljaju¢i N=C,
sleduje da je uslov 2 (Pr 1. 2. 2) zadovoljen. Zbog induktiv-
nosti datog sprega imali bi tada MZ N, S§to pronvreél relaciji
(6. 2. 2). Dakle uslov je nuzan.

D 6. 2. 2. Spreg (S,(M), S,(M)) sistema podmoZina mno-
Zine M naziva se saglasnim ako je S,(M)~ {M}Z S, (M).
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Lako se dokazuje sledeéi stav:

T 6.2.2. Da bi saglasan spreg (S;(M), S,(M)) sistema
podmnozina mnoZine M bio induktivan za M, nuZno je da S, (M)
prekriva M.

6. 3. Najzad prelazimo na dokaz stava koji daje nuZne i
dovolijne uslove za induktivnost nekog sprega, i koji pretstavlja
uopStenje osnovnog stava T 3. 2. 1. Sledeca definicija uprostice
nam njegovu formulaciju.

D 6. 3. 1. Saglasan spreg (S, (M), S,(M)) sistema podmno-
Zina mnoZine M naziva se potencijalnim ako za svaki neprazan
sistem Sy (M)=S5,(M) n P (D), ma kakva bila mnoZina D <
SUPP(ISy (M) postoji elemenai EE€S/(M)=S,(M)n P (D) takav
da je ~-(ES- S/ (M)).

Sada imamo stav:

T 6. 3. 3. Da bi spreg (S, (M), Sy (M)) sistema podmnoZina
mnoZine M bio induktivan za M, nuZno je i dovoljno da je po-
tencijalan za M i da sistem S,(M) prekriva M.

Dokaz. Uslov je nuZan. Da je nuZno da sistem S,(M)
prekriva M veC je pokazano i ostaje da se dokaZe nuZnost i
potencijalnosti datog sprega. Dakle neka je spreg (S, (M), Sy (M))
induktivan, ali pretpostavimo da nije potencijalan. Postoji bar
jedna mnoZina N < suppaS, (M), odnosno

(6.3.1) NCTM,

takva da ne postoji nijedan elemenat E €S,/ (M)=3S,(M)yn P(N)
za koji je ~-(EC.S,)/(M)), pri cemu je S,/ (M) = Sy(M)P(N)= A.
Dakle za svaki elemenat BE€S,/(M) postoji uvek elemenat
C€S,' (M) takav da je BSC. S obzirom da je

(6. 3.2) S/ (M), S (M)SP(N),

jasno je da je uslov 2 (Pr 1. 2. 2) ispunjen. PoSto je Sy/(M)= A,
a dati spreg redukovan, sleduje iz S,)(M)ZS S,/ (M) da postoii
bar jedan neprazan elemenat A€ S,’ (M), §to s obzirom na (6. 3. 2)
znaci da je i uslov 1 (Pr 1. 2. 2) takode ispunjen. Medutim zbog
induktivnosti datog sprega sledovalo bi tada M SN, §to protiv-
re¢i relaciji (6. 3. 1). Dakle potencijalnost je doista nuZan uslov.,

Uslov je dovoljan. Neka su zadovoljeni uslovi iz T 6. 3. 1,
a takode i uslovi 1 i 2 propozicije 1. 2. 2, ali pretpostavimo
ipak da je

(6. 3. 3) ~ (MESN),
tj. da dati spreg nije induktivan. Iz (6. 3. 3) sleduje
(6. 3. 4) MAN=DCM, DCN,

a s obzirom na uslov 1 (Pr 1. 2. 2) postoji clemenat 4¢SS, (M)
za koji je ATASD, odnosno ACP (D) i najzad A€S/(M),-
gde je
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" (6.3.5) Sy (M) =S, (M) P (D),

Sto' znalic da Sy (M) sadrZi bar jedan neprazan elemenaf. Zbog
potencijalnosti datog sprega i kako je D<M = suppaSy(M),
sleduje da' postoji bar jedan elemenat B€S;' (M) za koji je

(6: 3. 6) ~ (B Sy (M))

pri cemu je S,/ (M)=S, (M) P (D)= A. Iz ove relacije, posto
je dati Spreg redukovan sleduje da S,’(M) sadrZi bar jedan
neprazan elemenat, pa je i B zbog (6. 4 6) neprazan elémenat.
Kake zbog (6. 3. 5) i (6. 3. 4) B zadovoljava relacije A S BC'M,
BTN, sleduje, na osnovu uslova 2 (Pr 1. 2. 2), da post6ji’
mnozina C€S,(M) za koju je

(6.3.1) BSCCSM, CCN,

odakle se¢' dobija CCSMON=D, odnosno CCD. Dalje je
CEP(D) pa takode i CESy/ (M) i na]zad zbog (6.3.6)' ~ (B C),
Sto protivreti prvoj od relacija (6: 3. 7). Zbog ovoga pretpo-
stavka (6. 3. 3) je neodrZiva, dati spreg je induktivali a’ uslovi
stava su dovoljni. Ovim je stav u celosti dokazan.

6. 4. Da bi izloZili odnos definicija 3.4.2 i 6. 3: I déKa-
zaCemo sledeci stav:

T 6.4.1. Ako su u poterzczjalrzom spregu (S; (M), Sx(M))-
sistema podmnoZina mnoZine M komponente jednake, onda je
sistem’ S (M) = Sy (M) = S, (M) potencijalan.

Dokaz. Po§t0 je spreg (S (M), S;(M)) potencijalan; za
svaki neprazan sistem S, (M)=3S8,(M)'n P (D), ma kakva bila
mnoZina D C suppinS, (M) postop elemenat £ € S, (M) = S«(M)
N P (D) takav da je ~-(ES-S, (M)). Ako je S, (M) =S, (M)=
S (M) onda za svaki neprazan sistem S (M)=S(M)n P(D), pri
¢emu je sada D C suppmyS (M), postoji elemenat £ €5’ (M) takav
da je ~ - (EC.§ (M)), tj. postoji gornji ivi¢ni elemenat u S’ (M),
Sto znaci da je S(M) doista potencijalan sistem.

Dakle definicija 3. 4. 2 i teoresia 3. 4.1 su specijaldi slu=
Cajevi definicije 6. 3.1 i teoreme 6. 3. 1.

6. 5. Kao uopstenje teoreme 3. 4. 2 imamo sledei stav:

T 6:5. 1. Da bi saglasan spreg (S, (M), S;(M)) sistema
podmnoZina mnoZine’ M, cija je komponenta S, (M) polpuiio ure-
dena mnoZina, bio potencijalan za M, nuZno je i dovoljno da je
za svaki neprazan deo F od S,(M) suppmF €S, (M) ukoliko je
suppunF == suppanSs (M). .

Dokaz. Uslov je nuZan. Neka je dati spreg potencijalan za M, a
(6.5. 1) FCS S, (M)

proizvoljan neprazan lanac za koji je suppumf =D Csupp(M)Sg(M)
Kako je zbog ovoga F.- S D, imamo FS P (D) i najzad zbog
6. 5.1

(6. 5. 2) FSS) (M),
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gde je S,'(M)=S,(M)n P (D)= A. Zbog potencijalnosti datog
sprega postoji bar jedan elemenat £€S,/(M)=S,(M) P (D) za
koji je ~-(E<-Sy (M)) S obzirom da je S, (M) potpuno ure-
den sistem, dobija se S,/ (M)- SE, d iz (6 S. 2) takode i F- CE,
zatim suppunF S E. Kako je zbog E€S/(M)i ECD = supp(M)F
dapija se supp(M)F E€S, (M), 3o je Irebalo dokazati.

"Uslov je dovoljan. Doxsta neka je uslov stava zadovoljen
i neka je DCSUPP(M)Sz(M) Sistem S, (M) SMnPD)=A
je lanac i, kako je supp(m)52 (M)Csupp(M)P([)) DCsupp(M)b2(M),
imamo sypp(M)52 (M)y=E€P(D) a na osnovu uslova stava
EES(M}, sto najzad da]e E€S/(M). Posto je takode zbog
S, (M) € E zadovoljena relacija ~-(EC- Sy (M)), sleduje tac-
nost stava.

6. 6. Kao i potencijalni sistemi tako sy i potencijalni spre-
govi od velikog znataja za matemati¢ku indukciju. Zbog toga
navodimo nekoliko opstih potencijalnih spregova i izvesne sta-
vave o njima.

T 0. 6. 1. Saglasan spreg (S, (M), S,(M)) sistema podmno-
Zina mnpZine M, cija je komponenia S, (M) potencijalan sistem
za M, takode je potencijalan za M.

Dokaz Doista ako je S,(M) potencijalan sistem, onda za
syako D S supppnS. (M) sistem Sy’ (M) = Sz(M)nP(D)DA ima
bar jedan gornji ivicni elemenat E, tj. vai relacija ~-(E<-
S,(M)). Kako ie zbog saglasposti datog sprega i E€S8,(M),
odnosno E €8, (M), sleduje da je tvrdenje stava tacno.

CT 0. 6. 1. Saglasni spreg (S, (M), Sy(M)) sistema podmno-
Zina mnoZine M, cija je komponenta S, (M) neprekidan sistem
ili sistem apsolutno zatvoren u odnosy na operator U, jeste
potencijalan.

Sleduje iz prethodnog stava, s obzirom da su pomenuti
sistemi potencijalni.

T 6.6. 2. Saglasan spreg (Sy (M), S,(M)) sistema poa’nuzo-
Zina mnoZine M, u kome je komponenta S,(M) konacna mnoZina,
potencijalan je za mnoZinu M.

Sleduje iz ¢injenice da je svaki konacan sictem podmno-
Zina mnozine M potencijalan za nju.

T 6. 6. 3. Ako je spreg (S, (M), Sy (M)) sistema podmnoZina
mnoZine M potencijalan za M, tada je i spreg (S{(M), S, (M)),
pri cemu je S/'(M)=S, (M) P(A), S/(M)=S(M)n P(A), ACM
potencijalan za M.

Dokaz. Neka je DCsupp(MS '(M). Tada imamo S,”(M) =

S/(M)n P (D)= (S, (M) P(A)) n P(D)=S,(M)n(P(A) 0 P(D)),
odnosno zbog L 2. 4.1 §,"(M)=S5, (M)nP(A N D) a takode i

$.4M) =5, (M)q P(A D). Kako je A0 DS DS suppunS, (M)
CSUPP(M)S2(M zbog potencijalnosti datog Sprega sleduje da
postoji elemenat E€S,"(M) za koji je ~-(E<-85,"(M)). Medu-
thalovo pokazuje da je i spreg (S, (M), Sy(M)) takode poten-
cijalan
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6. 7. Sledeli stav se odnosi na proSirenje komponenaia
potencijalnih spregova.

T 6.7. 1. Ako je spreg (S, (M), S,(M)) sistema podmnoZina
mnoine M potencijalan za M, i ako su T,(M) i T,(M) izvesni
sistemi podmnoZina od M, pri cemu je T, (M)CP(supp(M)S,(M))
N (S (M)U T,(M)) konacan, onda je [ spreg (S;(M)U T,(M),
Se (M) U T,(M)) potencijalan.

Dokaz. Po$to je novodobijeni sistem saglasan, dovoljno
je pokazati da za svaki neprazan sistem S,”(M)=(S,(M)U
T, (M)) nn P (D), pri ¢emu je D T supp 1y (S, (M) U T, (M)), postoji
bar jedan elemenat E€S,”(M)=(S,;(M)U T,(M))n P (D) za koji
je ~-(EC-S,”(M)). Najpre imamo S,”"(M)=(S;(M)nP(D))U
(To(M)n P(D)), a kako je, zbog T,(M)Z P (supopar Ss(M)),
D S supp (S, (MYU T, (M)) T supppnS, (M), usled potencijalnosti
sprega (S, (M), S,(M)), sleduje da postoji elemenat £’ € S,/(M) =
S; (M) 0 P (D) takav da je ~ (E'S-S,/(M)), gde je Sy (M)=
S:(M)n P (D). Ako je pored loga i ~-(E'C . T,(M)n P(D)),
onda je i ~-(E'S.S,”(M)), $to znaci da je dati spreg doista
potencijalan. Ako nije takav sluc¢aj, obrazujmo mnoZinu R svih
onih elemenata X konacne mnoZine T,(M)( P (D) za koje nije
zadovoljena relecija ~ (£’ X), tj. za koje je £'C X. PoSio je
takode i R kona&na mnoZina, postoji sigurno bar jedan njen
gornji ivi¢ni elemenat E”. Kako je E'CE” i ~-(E” <. R), ta-
kode je i ~-(E” - Ty(M)n P(D)) pa najzad i ~-(£” < -8,"(M)),
¢ime je stav dokazan.

6. 8. Ispitivania kako o induktivnim sistemima tako i o
induktivnim spregovima mogla bi se u viSe pravaca nastaviti,
ali to ostavljamo za drugu priliku, a sada ¢emo dati jednu de-
finiciju analogu definiciji 4. 3. 1:

D 6. 8. 1. Neka mnoZina M przpada izvesnoj klasi mnoZina
C [ neka je C' takode neka klasa mnoZina. Spreg (S;(M), S,(M))
sistema podmnoZina od M naziva se karakteristicnim spregom
za M u okviru klase C, ako su propozicije:

1. M je elemenat ‘klase C;

2. spreg (S, (M), S,(M)) je induktivan za M
— ekvivalentne.

Ocevidno da je karakteristi¢an sistem S(M) ekvivalentan
karakteristicnom spregu (S(M), S(M)).

Napomenimo na kraju da primena dobijenih rezultata ta-
kode ima Siroko polie. Medutim mi ¢emo u idué¢im odeljcima,
samo ilustracije radi, navesti neke primere.

7. JOS NEKE FORMULACIJE PRINCIPA INDUKCIJE

7. 1. U uslovu 2 (Pr 1. 2. 2) zahteva se da za svaku ne-
praznu mnoZinu B M postoji mnoZina C za koju je BSCCSM.
Ustvari ovaj uslov_zahteva da postoji izvesno preslikavanje ¢
sistema S, (M) S P (M) na sistem P (M), takvo da za svaki ele-
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menat BE€S, (M)~ {A, M} vaZi relacija BT @B i ¢ B€S,(M).
Prema tome princip indukcije moZe se formulisati i na sledeci
nacin:

Pr 1. 1. 1. Neka su M i N proizvoljne mnoZine a S,(M) i
Sa (M) izvesni sistemi podmnoZina od M. [z uslova:

1. postoji mnozZina A€(S,(M)N{A})n P (N);

2. postoji preslikavanje ¢ sistema S;(M) na sistem P (M)
takvo da za svako BE(S; (M)~ {A, M})nP(N) vaZe relacije
BCoB i 9BCS,(M)nP(N)

— sleduje MCN.

Jasno je da je ova propozicija ekvivalentna propoziciji iz
D 6. 1. 1. NuZni uslovi da bi spreg (S,(M), S,(M)) bio indukti-
van izrazeni su feoremama 6. 2.1 1 6. 2. 2. Dokazademo stav:

T 1.71. 1. Da bi saglasan spreg (S, (M) S2(M)) sistema
poa’nmozma mnoZine M bLO potencijalan, nuzno je i dovolino da
je za svako preslikivanje ¢ sistema S;(M) na sistem P (M), za
koje iz ACX [ X€S/'(M) rleduje XC(p X, zadovoljen uslov
~ (9-(S/ (M)~ {A}) C Sy (M), gde je S, (M)=S, (M) P(D),
Sy (M)=S, (M) P (D), ma kakva bila mnoZina D C supp@S, (M).

Dokaz. Uslov ie nuZan. Neka je dati spreg potencijalan,
dakle za svaki neprazan sistem S, (M) postoji elemenat E € Sy’ (M)
takav da je

(1. 1.1) ~-(EC- S, (M)).

Treba sada pokazati da je za svako preshkavanje ¢, pod uci-
njenim pretpostavkama, ~ (p- (S (M)~ {A}) S8, (M)). Doista
ako nije tako, tj. ako poston jedno preslikavanje s iste vrste
za koje je - (S, (M)\{A})ES S, (M), onda bi znatilo da za
svako neprazno X¢S/ (M) postoji elemenat X = Y €S,' (M), pri
¢emu je XY, Sto protivre¢i relaciji (7. 1. 1). Dakle: uslov je
nuzan.

Uslov je dovoljan. Neka sada za svako preslikavanje ¢
pomenute vrste vaZi relacija

(1.1.2) ~ (- (S (M) (A} S Sy (M),
ma kakva bila mnoZina D C suppyS.€M), pri ¢emu je S,/ (M) = A.
Treba pokazati da postoji bar jedan elemenat £ €S/ (M) takav
da je ~-(E< -S,/(M)). Doista ako nije tako, onda za svaki
elemenat X <S8, (M) postoji bar jedan elemenat Y €S, (M) takav
da je X Y. Medutim to znali da postoji preslikavanje  po-
menute vrste, za koje je - (S (M)\ {A})C Sy (M), §to protiv-
re¢i pretpostavci (1. 1. 2). Time je teorema u celosti dokazana.

Odavde sleduje da bi se potencijalnost sprega mogla de-
finisati i na slededi nacin:

D 1. 1. 1. Saglasan spreg (S, (M), S,(M)) sistema podmno-
Zina mnoZine M naziva se potencijalnim sistemom za M ako Je
za svako presiikavanje ¢ sistema S,(M) na sistem P (M) za koje
iz AT X, X€§/ (M) sleduje X T o X, zadovoljena relacija
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~ (¢ (SY (M (A} & S, (M), gde je S, (M)=S,{M)nP(D)
SZ(M) S(MNP(D)= A, ma katva bila mnoZina D < supponSAM)-

S obzirom na teoremu 1. 1. 1 ova definicija je ekvivalentna
definiciji 6. 3. 1.

7. 2. Medutim osim formulacija principa indukcije dosada
navedenih, postoji jedan tip druge vrste:

Pr 1. 2. 1. Date su proizvoljne mnoZine M i N, a takode
sistem S(M) podmnoZina od M i preslikavanje ¢ sistema S(M)
na sistem P(M). Iz uslova:

1. postoji mnoZina Ac(SM)\{A}) P (N);

2. za svaki elemenat B¢ (S(M)~{A, M}) 0 P(N) vaZe re-
lacife BT 9B i ¢ BEPL(M)nP(N)

— Sleduje MCTN.

Dok su u dosadaSnjim formulacijama figurisali kao dati
dva sistema, odnosno spreg (S;(M), S;(M)), dotle se u ovoj
javlja sistem S (M) i jedno presllkavan]e ¢ (koje u opStem slu-
¢aju moZe biti i viSezna¢no). Stoga Cemo uvesti sledeCu de-
finiciju:

D 1. 2. 1. Uredeni par ili spreg (S(M), 9), gde je S(M)
izvestan sistem padmnoZina mnoZine M a ¢ odredeno preslika-
vanje sistema S{M) na sistem P (M), naziva se induktivnim spre-
gom za M ako je propozicija 1.2.1 za dati spreg tacna.

Pre no §to predemo na reSavanje opSteg problema, tj. na
iznalazenje nuZnih i dovoljnih uslova za induktivnost nekog
sprega, naveSCemo sledecCi stav:

T 1.2.1. Da bi spreg (S(M), »), gde je S(M) izvestan
sistem podmnoZina mnoZine M a ¢ odredeno preslikavanje sistema
S (M) na P(M) bio induktivan, nuZno fe da sistem ¢ -(S(M)~
{A, M}) prekriva M.

Ovaj je uslov ocevidan.

7. 3. Uvescemo jo$ jednu definiciju:

D 1.3. 1. Spreg (S(M), ¢), gde je S(M) izvestan sistem
podmnoZina mnoZine M a p odredeno preslzkavan]e sistema S (M)
na P (M), naziva se potencualmm ako je za svaki sistem S'(M)=
S(M)n P(D)=E A, {A}, za koji iz relacija AT X, X¢ S (M) sle-
duje X =9 X, zadovoljen uslov ~ (¢ - (S (M)~ {A })CP(D)) ma
kakva bila mnoZina D T suppane - (S (M) N {7, M}).

Sada ¢emo dokazati sledeCi stav:

T 1. 3. 1. Da bi spreg (S(M), ¢), gde je S(M) izvestan
sistem podmnoZina mnoZine M a ¢ odredeno preslikavanje sistema
S(M) na P (M), bio induktivan, nuzno je i dovolino da je poten-
cijalan i da sistem ¢ -(S(M)\{A, M}) prekriva M.

Dokaz. Dovoljno je pokazati samo da je potencijalnost
nuZan uslov. Dakle neka je spreg (S(M), ¢) induktivan ali-pret-
postavimo da nije potencijalan, tj. postoji bar jedna mmoZina
NCsuppane - (S (M)~ {A, M}), odnosno

(1.3.1) NTM

H]
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takva da je . .

(1.3.2) o (S'(MN{ANEP(N),
ane ~ (@ (SMN{ANESP(N)), pri ¢emu je
(1.3.3) S(M)=S(Myn P(N)== A, {A},

a za svako neprazno XeS’(M) ie zadovoljena relacija XC g X.
Iz (1. 3. 3) jasno je da postoji elemenat A € (S (M)~ {A})n P(N),
Sto znaci da je uslov 1 (Pr 1. 2.1) zadovoljen. Dalje neka je
BE(S(M)~{A, M}) n P(N). Kako je s 1edne sirane BC¢ B i
pBEP (M), aiz (1. 3. 2) ¢ BE€P(N) — sleduje takode ¢ B€ P(M)
N P(N). Prema tome i ustov 2 (Pr 1. 3. 1) je takode zadovo-
ljen, te bi zbog induktivnosti datog sprega sledovalo M N,
$to protivreci pretpostavci (7. 3. 1).

Uslov je dovoljan. Neka je ¢ - (S{(M)~{A, M}) prekrival
od M a dati spreg potencijalan za M. Pretpostavimo takode da
su uslovi 1 i 2 propozicije ‘1. 2. 1 zadovoljeni, ali ipak da je

(1.3.1) ~ (MSN),

ti. dati spreg nije induktivan. Odavde imamo MO N=DGCM,
DZEN, a prema uslovu | (Pr 1. 2. 1) postoii bar jedan nepra-
zan elemenat A€S (M)=S (M) P(D), odakle sleduje S'(M)==
A, {A). S obzirom da je za svako neprazno X €S (M) takode
i Xcth (uslov 2 (Pr 1. 2. 1)), zbog potencijalnosti datog
sprega imamo ~ (¢ - (S' (M)~ {A})E P(D)). Odavde sleduje da
postoji neprazan elemenat B€S' (M) za koji je

(1. 3.5) -~ (9 BEP(D)).

Medutim prema uslovu 2 (Pr 7. 2. 1) za B&€(S(M)~{A, M})
N P(N) zadovoljena je relacija pBEP (M) P(N)=P (D) (L
2. 4.1), odnosno ¢ BE€P(D), Sto protivreci relaciji (1. 3. 5).
Dakle pretpostavka (7. 3. 4) je neodriiva, dati spreg je indukti-
van a uslov stava je dovoljan. Time je teorema u potpunosti
dokazana.

7. 4. NaveSCemo neke primene {ek dokazanog stava. Najpre
imamo stav [20]:

T 1. 4. 1. Neka je M razvrstana mnoZina a RyM mnoZina
svih njenih donjih ivicnil elemenata. Spreg (S (M), ¢), gde je S(M)
sistem svih podmnoZina od M ablita R,MU (-, xX)u, pri cemu
je ~ (xERM), a ¢ preslikavanje definisano relaczjom ¢ (RyM
U (-, X)) =R MU (~, xly, jeste induktivan za M.

Dokaz. Poto je o&evidno da ie - (S(M)N{A, M}) pre-
krivaé od M, dovoljno je pokazati da je dati spreg potencualan
tj. da je za svaku mnozinu DS M zadovoljena relaciia

(1.4.1) ~ (9 (S (MN{A) S P (D)),
pri <emu je



34 Milan S. Popadi¢

(1. 4. 2) S (M)=S(M)n P (D)= A, {A).

Doista poSto je M razvrstana mnoZina, mnoZina M~ D, koja
je takode razvrstana, ima bar jedan donji ivi¢ni elemenat a.
Pos§to S'(M) nije prazna mnoZina jasno je da je ~ (a€ Ry M).
Kako je dalje ReMU (-, a)u€S(M), azasvako x<aix€D,
takode je RyMU (-, @)y € P (D), odnosno zbog (1. 4. 2) Ry M
U(-,a)y€S (M). Medutim kako je ¢ (RRMU (-, a)u)=Ry M
U(-,aly i ~ (a€D) dobijamo ~ (R,MU ( -, alu € P(D)), 8o
potvrduje ta¢nost relacije (7.4.1). Time je stav dokazan.

Sledeci stav je neposredna posledica prethodnog.

CT 1. 4. 1. Neka je M dobro uredena mnoZina. Spreg
(S(M), 9), gde je S(M) sistem pocetnih intervala (-, x)y, a ¢
preslikavanje definisano relacijom ¢ (-, X)y={-, X|m, indukti-
van je za M.

Sleduje iz ¢injenice da je dobro uredena mnoZina specija-
lan slu¢aj razvrstane mnoZine. Lako je pokazati da iz ovog
stava sleduje ta¢nost principa transfinitne indukcije (vidi na
primer [12, 133]).

8. OPSTA FORMULACIJA PRINCIPA INDUKCIE

8. 1. Da bi §to prostije formulisali op$tu Semu principa
indukcije, koja obuhvata propozicije 1.1.1 1 1. 2. 1, navodimo
slede¢u definiciju:

D 8. 1. 1. Neka je A uredena mnoZina i B < A. Preslika-
vanje ¢ mnoZine B na A, pri kome je za svako x€B i x< ¢ x
(¢ x < x) naziva se gormjim (donfim) preslikavanjem u Sirem
smislu; ako je za svako xéB x<¢x (px<x), ¢ je gornje
(donje) prislikavanje u uZem smislu.

Ubuduce termin gornje (donje) preslikavanje upotrebljavace
se samo u uZem smislu.

Pr 8 1. 1. Neka su M i N proizvoljne mnoZine, (S(M), F)
uredeni par u kome je S(M)S P (M) a F izvestan sistem pre-
slikavanja mnoZine S(M) na P(M). Iz uslova:

1. postoji mnoZina A€ (S(M)\ {A}) 0P (N);

2. postoji elemenat ¢ € F G, gde je G sistem svih gornjih
preslikavanja mnoZine S(M) na P (M), takav da je za svako
Be(S(M)N{A,M}) P(N) takode [ ¢ BEP (M) P (N)

— Sleduje M S N.

Da se propozicija 1. 1. 1 podvodi pod ovu formulaciju,
sleduje iz primedbe da se za F moZe uzeti mnoZina svih pre-
slikavanja sistema S(M)=S,(M) na sistem S,(M).= Ako je F u
propoziciji 8. 1. 1 jedno¢lana mnoZina onda se dobija propozi-
cija 1.2. 1.

D 8. 1. 2. Spreg (S(M), F), u kome je S(M) izvestan sistem
podmnoZina mnoZine M a F izvestan sistem preslikavanja mno-
Zine S(M) na P (M), naziva se induktivnim spregom za M ako
Je propozicija 8. 1.1 za dali spreg istinita.
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T 8. 1. 1. Da bi spreg (S(M), F), u kome je S(M) izvestan
sistem podmnoZina mnozZine M a F izvestan sistem preslikavanja
mnoZine S(M) na P (M), bio induktivan, nuZno je da za svako
p€Fna, gde je G mnoZina svih gornjih preslikavanja sistema
S(M) na P(M), sistem ¢ - (S(M)~{A, M) prekriva mnoZinu M.

Stav je ocevidan. Doista ako je za neko V€ F G

Uy X=NCM, i ako su zadovoljeni uslovi 1 i 2 propozi-
XE SN {a, M)
cije 8. 1. 1, sledovalo bi ME N, §to je nemoguce.

D 8. 1. 3. Spreg (S(M), F), gde je S(M) izvestan sistem
podmnoZina mnoZina M, a F izvestan sistem preslikavanja mno-
Zine S(M) na P (M), naziva se potencijalnim za M, ako je za
svako ¢ €F G, gde je G sistem svih gornjih preslikavanja mno-
Zine S(M) na P(M) [ sa svako D < suppan - (S (M) N {A, M}),
pri uslova S'(M)n P (D)= A, {A}, zadovoljena relacija ~ (¢ -
(S' (M)~ {ADE P(D)). o o

Slededi stav daje nuZan i dovoljan uslov za induktivnost
nekog sprega.

T 8.1. 2. Da bi spreg (S(M), F), gde je S(M) izvestan
sistem podmnoZina mnoZine M a F izvestan sistem presltkavanja
mnoZine S(M) na P (M), bio induktivan za M, nuZno je i do-
voljno da je potencijalan za M i da za svako cpEF NG, gde je
G sistem svih gornjih preslikavanja mnoZine S(M) na P(M)
sistem ¢ - (S(M)\{A, M}) prekriva M.

Dokaz. Uslov je nuZan. Dovoljno je pokazatl da je poten-
cijalnost nuZan uslov. Doista neka je spreg (S(M), F) induktivan,
ali pretpostavimo da nije potencijalan. Dakle postoje elemenat
VveFNG 1 mnoiina NCsuppmV - (S(M)\ {A, M}), odnosno

8.1.1) NCM

takva da je, i pri uslovu

(8.1.2) SM)=S(M)nP(N)=+ A, {A},
ipak

(8. 1. 3) V- (8 (M)\ {A}) S P(N).

Iz (8. 1. 2) jasno je da postoji elemenat A €(S(M)\ {A})n P (N),
Sto znali da je uslov 1 (Pr 8. 1. 1) zadovoljen. Neka je dalje
Be(S(MN{A, M) P(N). Kako je B€S (M)~ {A} sleduje
Y Bey - (S(M)\{A}), odnosno zbog (8. 1. 3) ¥ BEP(N), pa
takode i V BE€P (M) y P(N), §to zna¢i da je i uslov 2 (Pr8.1.1)
zadovoljen. Medutim zbog induktivnosti datog sprega sledovalo
bi MS N, §to protivre¢i relaciji (8. 1. 1). Dakle uslov teoreme
-je doista nuZan. _

Uslov je dovoljan. Neka je dati spreg potencijalan za M
i neka za svako ¢€F( G sistem ¢-(S(M)\{A, M}) prekriva
M, §to znati (CL 2. 3.7) da je
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(8.1.4) supeany@ - (S(M)~ {& M) = M.

Pretpostavimo takode da su uslovi 1 i 2 propozicije 8. 1.1 za-
dovoljeni, ali ipak da je

8. 1. 9) ~ (MEN),
tj. dati spreg nije induktivan. Odavde se ima
(8. 1. 6) MAN=DCM, DSN,

a prema uslovu 1 (Pr 8.1.1) postoji bar jedan elemenat A€
(S(MN{AH O P(N). Kako je(L 2.4.2) S(M)n P(N)=S(M)n
P (D)=5"(M), jasno je da je i &'(M)==A, {A}. [z poslednje re-
lacije i iz relacija (8. 1. 4) i (8. 1. 6), a zbog potencijalnosti
datog sprega, za svako 9 € F) G je ~ (¢ - (S (M) N\ {A}) S P(D)).
Odavde pak izlazi da za svako ¢ € F) (G postoji elemenat B¢
S'(M)N{A} za koji je

6. 1.7) : ~ (9 BEP (D).

Kako je ocevidno BE€(S(M)\{A, M})n P(N), iz uslova 2 (Pr
8. 1. 1) sleduje da postoji bar jedan elemenat V€ Fy G za koiji
e WBEP(M)n P(N), adnosno (L 2. 4. 1) y B€ P (D), $to pro-
fivre¢i prethodnom zakliuc¢ku izraZenom relacijom (8. 1. 7).
Dakle pretpostavka (8. 1. 5) je neodrZiva, dati sistem je indukti-
van. Time je stav dokazan.

8. 2. Da bi naveli jedan primer obuhvaden formulacijom
principa indukcije u propoziciji 8. 1. 1, daiemo prethodno neke
definicije.

D 8. 2. 1. Neka je A potpuno uredena mnoZina. A", gde je
n prirodan broj, pretstavijate mnoZinu svihh uredenih slogova
(Xy) Xo,+++, %), ;€A, i-1, 2,---, n, uredenih na sledeéi nacin:
relacija (xlr x2)"')xll)g(ylryw""yn)l J’iEA, [:1, 2:"'1”
ekvivalentna je sistemu relacija x; < y;, i=1,2,---, n; takode
Je 1(,\512, Xay ooy Xn) =V, Vo, -+, Yu) ako i samo ako je X;=y;,
t=12,---, n.

Za n=1 stavicemo A" = A.

D 8. 2. 2. Relacija (x,, Xy, -+, X2) <" (V1, Y2, -+, Ya), gde
su X, v, i=1,2,---, n, elementi potpurzo uredene mnozine A, a
n i m prirodni brojevi, pri cemu je m <_n, znaci da postoji bar
Jedna kombinacija bez ponavl]arz/a ks, ko, -, ky m-tog red(z od
n prvih prirodnih brojeva, za koju je Xi; < Vej, 1=1,2,-

Za n=1 piSe se i <, §to je u saglasnostl sa prethodnom
definicijom. Takode ¢emo radi prost.jeg izraZavanja mesto sim-
bola < upotrebljavati katkad i simbol <°.

Jasno je da za svaki prirodan broj m (1 < m <_n) iz re-
lacije u <"v sleduje u < °v, a iz u<"v — u <"y

Pored poletnog (zavrSnog) segmenta (-, u],. ([4, ~)4n)
mnoZine A", gde je A potpuno uredena mnoZina, uvescemo jo§
jedan nov pojam,
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D 8.2.3. Neka je A potpuno uredena mnoZina. MnoZinu
(-, u);”: svih elemenata z€ A", za koje je z <"u, nazvalemo

redukovanim pocetnim intervalom mnoZine A". Pocetne segmente
i redukovane pocetne intervale obeleZavatemo zajednickim sim-
bolom (-, u| n. — Slicno se definiSe i redukovani zavrini in-
. (n)

terval (u, —)An_

Jasno je da ovde simbol ( -, «|,, ima znalenje razli¢ito
od onog u D 5. 1. 3.

Napomenimo da ¢emo elemente tipa (x, x,---, x) mno-
Zine” A” zvati dijagonalnim.

Sada moZemo formulisati sledecu propoziciju:

Pr 8. 2. 1. Neka je M potpuno uredena a N proizvoljna
mnoZina. [z uslova:

1. postoji elemerat z € M”, gde je n prirodan broj, takav
da je zadovoljena relacija A< (-, z[,SN;

2. za svaki elemenat u€ M", za koji je AT (~, ufy, &M,
(—, ulynEN, postoje elemenat vEM" i mnoZina (-, v],. koji
zadovoljavaju relacije u<"v i (-, u|;w<S (-, V] EN
— Sleduje M"Z N.

Napomenimo da w<("v znaci da je ili u<"v ili u=v.
Pored toga mesto segmenta (-, v],, u uslovu 2 (Pr 8. 2. 1)
moZe stajati i mnoZina ( -, v|,,. Lako je uociti da je ovako
dobijena propozicija ekvivalentna navedenoj propoziciji.

Dokazaéemo slededi stav:

T 8.2. 1. Da bi za potpuno uredenu mnoZinu M bila tacna
propozicija 8. 2. 1, nuZno je i dovoljno da je M bez unutrasnjih
ponora. ,

Ova se teorema moZe formulisati i ovako:

T 8.2.2. Neka je M poipuno uredena mnoZina. Da bi
spreg (S (M), F), gde je S(M?) sistem svih pocetnih komada
tipa (-, u|y. mnozZine M", a F sistem svih- preslikavanja mno-
Zine S(M™) na P(M"), pri cemu za svako ¢ €F vaZe relacije
P(~, uign=(~, Vlgyn, 8, vEM" i ucv, bio induktivan, nuZno je
[ dovoljno da je mnoZina M bez unutrasnjik ponora.

Najzad sledeca definicija bila bi uopstenie definicije 5. 4. 1.

D 8. 2. 4. Poipuno uredena mnozina M ima uopsieno Le-
besgue—Hincin-ovo svojstvo ako je propozicija 8. 2.1 istinita
za M.

U tom slucaju stav T 8 2.1 (odnosno T 8. 2.2), koji
pretstavlja uopSienje feoreme 5. 4. 1, mogao bi se i ovako for-
mulisati:

T 8. 2.3. Da bi mnoZina M posedovala upSteno Lebesgue—
Hincin-ovo svojstvo, nuZno je i dovoljno da je bez unutrasnjih
ponora.
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Prvo femo navesti izvesne pomocne stavove, pa zatim
izvesti direktan dokaz teoreme 8. 2. 1. Na kraju ¢emo pokazati
da njena talnost sleduje i iz T 8. 1. 2.

8. 3. Sledele leme su ocevidne.

L 8. 3. 1. Ako je B pocetni komad potpuno uredene mno-
Zine A, takode je i B", gde je n prirodan broj, pocetni komad
mnoZine A"

L 8. 3. 2. Ako pocetni komad B poipuno uredene mnoZine
A nije elementaran, onda za svaki elemenat u€ A", gde je n
prirodan broj, za koji je (-, u|,, S B", postoje elemenat v& A"
i mnoZina (-, v]yn koji zadovoljavaju relacije u<"v i (-, u| n
C(-, vl EB

L 8. 3. 3. Svaki neprazan pocetni komad B mnoZine A", gde
je A potpuno uredena mnoZina a n prirodan broj, sadrZi bar
jedan dijagonalan elemenat z € A", za koji je AT(~, 2], S B.

L 8. 3. 4. Neka je F izvestan potpuno ureden sistem po-
cetnih komada (-, z|yn, 2€ M", mnoZine M", gde je M potpuno
uredena mnoZina a n prirodan broj. Neka je dalje za svako,
(-, z|yn € F, z dijagonalini elemenat od M". Ako jeXUFXC M, F

€
je ograniceno s gornje strane u mnoZini svih pocetnih komada
pomenute vrste.

L 8. 3.5. Za svaku podmnoZinu B potpuno uredene mnoZine
A bez unutrasnjih ponora, ogranicenu s gornje (donje) sirane u
A, postoji supremum (infimum,).

L 8. 3. 6. Neka je F izvesna potpuno uredena mnoZina po-
Cetnih komada ( -, z|,,, mnoZine M", gde je M potpuno uredena
mnoZina bez unutra$njih ponora, a n prirodan broj. Ako je sistem
F ogranicen s gornje strane u mnoZini svih pocetnih komada ove
vrste, tada postoji pocetni komad (-, &|yn SXléIFX, ueM?, takay

da za svako vE€M", za koje je u<"v i (-, u|yaS(~, Vlya, vai
relacija ~ (( -, v],;m S U X).
XEF

Dokaz. Posto je F ograni¢eno s gornje strane, postoji je-
dan pocetni komad (-, a|,, e€M”", takav da je za svako
(-, 2|y €F, zEM", zadovoljena relacija (-, 2|, S(-, @[;n a
iz<%a. Akojez={(z,2,, -, za)i a=(ay, @y, -+, @), 21 A€M,
'=1,2,---, n, takode je i z; <°a;, $to znaci da je mnoZina svih
elemenata z; ograni¢ena u M i da, prema L 8. 3. 5, postoji za
nju supremum u M. Neka je to u; € M. Lako se pokazuje da
elemenat u=(u,, u,,---, u,) zadovoljava uslov stava. Doista ako
bar za jedno i u; ne pripada mnoZini e’emenata z;,, onda se za

(-, u|yn uzima redukovani interval (-, u);:i a inae segment
( ) u]Mll-
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L 8.3.7. Neka su u i v elementi mnoZine A", gde je A
potpuno uredena mnoZina, a n prirodan broj. Ako je u dijago-
nalni elemenat i ako je u<"v, postoji dijagonalni elemenat
VEA" za koji je u<"v <°v. Ukoliko je (~, u|yn S(~, Vlyn
takode je i (—, u|yaC(—, V]yn

8. 4. Sada prelazimo na dokaz teoreme 8. 2. 1. Uslov je
nuzan. Pretpostavimo da mnoZina M ima bar jedan unutradnji
ponor, definisan presekom (M;, M,), ali da je ipak propozicija
8. 2.1 tatna. Posto je AC M, =M, takode je i

(8.4.1) AC M = NC M7,

§to znali da postoji bar jedan elemenat z€M" takav da je
(-,z|yn ©M" Dakle uslov 1 (Pr 8.2.1) je zadovoljen za
mnoZine M" i N. Neka je sada u€ M" i AS(~, u|,» SN, a zbog
8.4.1)i (-, u|;SM" PoSto M, nije elementarni pocetni ko-
mad od M, iz leme 8. 3. 2 sleduje da postoje elemenat v€M”
i mnoZina ( -, v],. koji zadovoljavaju relacije u <"v i (-, #fyn
(-, vl EN. Prema tome i uslov 2 (Pr 8. 2. 1) je zadovo-
lien te izlazi da je M"Z N, §to protivredi relaciji (8. 4. 1). Dakle
u¢injena pretpostavka je neodrZiva — uslov stava je nuZan.

Uslov je dovoljan. Neka je mnoZina M bez unutradnjih
lakuna, ali pretpostavimo da ipak propozicija 8. 2. 1 nije ta¢na.
Dakle neka su uslovi 1 i 2 propozicije 8. 2. 1 ispunjeni, ali neka
je ipak

8.4.2) ~ (M"SN).
Stavimo
(8.4.3) M0 N=D.

Zbog prvog uslova postoji bar jedan neprazan pocetni komad
od M" koji je podmnoZina i od D. Otuda sleduje da D sadrZi
bar jedan dijagonalni elemenat z (L 8. 3. 3) od M"” za koji je
AC(-,z],;mED. Neka je F mnoZina svih pocetnih komada

(-, 2|,»E D kod kojih je z dijagonalni elemenat. Kako je

(8. 4. 4) UX=X'ED,

XEF
a posto je zbog (8.4.2) i (8. 4.3) DT M”", takode je i
(8.4.95) X' Mn.

Prema lemi 8. 3. 4 F je ograni¢eno s gornje strane, a prema
L 8. 3. 6 postoji komad

(8. 4. 6) (-, lySU X=X,
XEF
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gde je u takode dijagonalni elemenat, takav da za svako z € M”,
za koje je

(8. 4. 7) Ugnzn (—;u|MIIC(~12]M"’

sleduje ~ (( -, 2], S X’). PoSto F zadrZi bar jedan neprazan
elemenat, iz (8.4.4), (8.4.5) i (8. 4. 6) sleduje ACS( -, ulyn
SM", (-, u|ya S N. Medutim prema uslovu 2 (Pr 8. 2. 1) tada
postoje elemenat v€M® i mnoZina (-, v],.» koiji zadovoljavaju
relacije u<"vi (-, u|m,,C( -, v]m,,EN. Na osnovu leme 8. 3.1
postoji dijagonalni elemenat v € M" za koji je

(8. 4. 8) cu<v <], (“;ulmnc(_: n—( V]Mn-
Odavde sleduje (-, v] .S D, zatim (-, V], € F i najzad
8.4.9) (-, V] EX".

Medutim kako v zadovoljava relaciie (8. 4. 8), dakle iste kao i
elemenat z u (8. 3. 1), trebalo bi da je ~ (( -, V’]M,,EX’), sto
protivreci relaciji (8. 4. 9). Dakle pretpostavka (8. 4. 2) je neo-
drZiva, uslov stava je dovoljan. Time je teorema u celosti do-
kazana.

8. 5. Sada cemo, sluZe¢i se formulacijom u T 8. 2. 2,
tadnost istog stava isvesti iz teoreme 8. 1. 2. Pokazatemo da je
za induktivnost sprega (S (M?"), F) nuino da je M bez unutra$-
njih ponora. Neka je dati spreg induktivan, ali pretpostavimo da
M ima bar jedan unutra$nji ponor defin’san presekom (M;, Mz).
Posto je ACM,C M takode je i AT M,”=D S M" 5to znaci da
postoji bar jedan elemenat 1€ M" takav da je AC(- u| 2 & D.
Odavde sleduje da je S'(M")=S(M") P (D)= A, {A} Medultm
na osnovu /eme 8. 3. 2, pos§to M, nije elementaran pocetni ko-
mad, postoje elemenat pEMn i mnoiina (-, v] ,» koji zadovo-
ljavaju relacije u<"v i (-, #|,»=(-,v] S D. Dakle postoji
jedno preslikavanje € F 1 G mnoZine S’ (M”){A} na mnoZinu
P (D), tj. ¥ -(S"(M")N{A}) S P (D). Medutim ovo je nemoguce
posto je dati spreg zbog induktivnosti potencijalan. Pretpostavka
da mnoZina M ima bar jedan unutraSnji ponor je neodrZiva,
uslov stava je doista nuZan.

Uslov je dovoljan. Neka je mnoZina M bez unutrasnjih
ponora, ali pretpostavimo da dati spreg nije induktivan, odnosno,
posto za svako € F G sistem ¢-(S(M")\{A, M}) prekriva
M”, nije potencijalan. Dakle postoji mnoZina DCM" takva da,
i pri uslovu S’ (M")=S(M")n P(D)= A, {A}, bar za jedno
€ F G vaii relacija

(8.5.1) V- (S (MYN{A)) S P (D).
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Neka je HE 8 (M") mnoZina svih pocetnih komada (—,z|m,,,
gde je z¢€ M" dijagonalni elemenat. Pos§to S’(M) sadrii bar je-

dan neprazan elemenat, isti je slu¢aj i sa mnoZinom H (L 8. 3. 3).
Odavde i iz S’(M")CP(D) sleduje

(8.5.2) ACX ESD,
gde je X'=U X. Zbog DT M*" izlazi da je H ogranieno u
XEF

S
S(M") s gornje strane (L 8. 3. 4), te prema lemi 8. 3. 6 postoji
pocetni komad

(8.5.3) (-, ul . SX

M

(gde je u takode dijagonalni elemenat) takav da za svako z&€M”,
zakojejeu<"z, (-, i, 2C(-, z]M,,, vazi relacija ~(( -, 2],

S X'). Iz (8. 3. 2), (8. 5 3) i posto je u dijagonalan elemenat.
sleduje (-,ul,n€H, odnosno (-, ul, €S (M")\{A}. Odavde
zbog (8.5. 1) fmamo (-, u|m,,=(—, v],,€P (D), pri cemu je
u<"vi(-,ul,aS(~,v],n Dakle imamo (-, v], .€S (M").
Medutim na osnovu leme 8. 3. T sleduje da postoji dijagonalni
elemenat v takav da je

(8.5.4) u<V (=, u][ynC (=, V]S (-, V] yn

Lako se pokazuje da je i (-, ] €S (M") pa posto je v di-
jagonalni elemenat, takode i (-, v'],,» € f1, odnosno

(8.5. 5) (- V], S X

Ali kako v zadovoljava relacije (8. 5. 4), trebalo bi prema
L 8.3.7 da je ~ ((-, v],. S X'), Sto protivreci relaciji (8. 5. 5).
Dakle uslov stava je dovoljan.

8. 6. Ma da se principi totalne i transfinitne indukcije mogu,
posle izvesne modifikacije, podvesti pod jednu od ranijih for-
mulacija, ipak pokazacemo da postoji jo§ opStija Sema koja
obuhvata ove a i prethodne slu¢ajeve. Ona glasi:

Pr 8.6. 1. Neka su M i N proizvoljne mnoZine, a (S (M), F)
uredeni par — Spreg, gde je S(M)S P(M) a F izvestan sistem
presiikavanja mnoZine S(M) na P (M). Iz pretpostavke da postoji
uredeni par — induktor — (S;(M), F,), gde je S;(M)S P (M) a
F, izvestan sistem preslikavanja mnoZine S(M) na P (M), pri
Cemu su ispunjeni sledeéi uslovi:

1. S(M)n S, (M) P(N) = A, {A

2. postoji elemenat € Fn F, takav da je ¢ - (S(M)n P(N)\
(A, MHSP (M) P (N)

— sleduje MCN.

Razlika izmedu ove i ranijih formulacija, specijalno one
“izraZene propozicijom 8. 1.1, je u tome Sto je dosada uvek bilo
S; (M}=S (M), dok je F; pretstavijalo redovno mnoZinu svih
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gornjih preslikavanja sistema S(M) na P(M). Dakle ovde je
izvrSeno uopStavanje u dva pravca.

Da bi se izbegla Cesta ponavljanja nekih obja3njenja, na-
glasujemo da ¢e u ovoj tatci simboli M, N, S(M), S,(M), F i
F, imati stalna znalenja — znalenja iz prethodne propozicije.

D 8. 6. 1. Spreg (S(M), F) naziva se induktivnim za mno-
Zinu M uw odnosu na indukior (S,(M), F,) ako je propozicija
8. 6.1 tacna.

D 8.6. 2. Spreg (S(M), F) naziva se potencijalnim za mno-
Zinu M s obzirom na induktor (S;(M), F,), ako je za svako
9€FNF, i za svako D suppeyye - (S(M)N{A, M}), pri uslova
S'(M)n S (M)=E£ A, {A}, gde je S'(M)=S(M)n P(D), zadovo-
ljena relacija ~ (¢ - (S"(M)N{A})ZS P (D)).

T 8.6. 1. Da bi spreg (S(M), F) bio induktivan za M u
odnosu na induktor (S,(M), F,), nuZno je da za svako 9€FQF,
sistem ¢ - (S(M)N{A, M}) prekriva M.

Stav je ocevidan.

T 8.6. 2. Da bi spreg (S(M), F) bio induktivan za M u
odnosu na induktor (S, (M), F,), nuZno je i dovoljno da je po-
tencijalan i da za svako o€ F( F, sistem o¢-(S(M)\{A, M})
prekriva M.

Dokaz. Uslov je nuZan. Dovoljno je pokazati da je po-
tencijalnost nuZan uslov. Doista neka je spreg (S (M), F) induk-
tivan, ali pretpostavimo da nije potencijalan. Dakle postoje
elgmenat VEFNF, i mnoZina NG suppyyV-(S(MN{A, M}),
odnosno

(8.6.1) NCTM

takva da je, i pri uslovu

(8.6.2) S(Myn S; (M) == A, {A)
gde je

(8. 6. 3) S'(M)=S (M) P(N),
ipak

(8.6.4) V- (S (M)N{A})E P (N).

Iz relacija (8. 6.2) i (8.6.3) jasno je da je uslov 1 (Pr8.6.1)
zadovoljen. Medutim kako je zbog (8. 6. 1) P(M) n P(N)=P(N),
vidi se iz (8.6.3) i (8.6.4) da je 1 uslov 2 (Pr 8.6. 1) zado-
voljen. Zbog induktivnosti datog sprega sledovalo bi tada MS N,
$to protivre¢i relaciji (8. 6. 1). Dakle nasa pretpostavka je neo-
drZiva, potencijalnost sprega je nuZan uslov.

Uslov je dovoljan. Neka je dati spreg potencijalan za M
u odnosu na induktor (S;(M), F,) i neka za svako 9€ F F,
sistem ¢ - (S(M)\{A, M}) prekriva M, §to znali da je (CL 2. 3. 7)
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(8.6.9) suppiy® - (S (MN{A, M})= M.

Pretpostavimo takode da su uslovi 1. i 2 propozicije 8. 6. 1
zadovoljeni, ali da je ipak

(8. 6.6) ~(MEN),’
tj. dati spreg nije induktivan. Odavde se ima
(8.6.7) MAN=DCTM, DSN,

a prema uslovu 1 (Pr 8. 6. 1) je S(M) 0 S, (M) P(N)=F= A, {A}.
Kako je (L 2. 4. 2) S(M)nPN)=SM)nPMN)=S(M),
jasno je da je i S'(M) S, (M)== A, {A}. Odavde i iz relacija
(8. 6.9) i (8.6.7), a zbog potencijalnosti datog sprega, za svako
PEFNFy je ~ (¢p-(S"(M)\N{A})ZS P(D)). Medutim ovo, kao §to
je lako uociti, upravo protivrec¢i uslovu 2 (Pr 8. 6. 1) koji je
prema pretpostavci zadovoljen. Dakle pretpostavka (8. 6. 6) je
neodrZiva, dati spreg je induktivan. Time je teorema u celosti
dokazana. )

Prema onome 3§to je vel receno jasno je da je teorema
8. 1. 2 specijalan slu¢aj ovog stava.

8. 7. Radi upro3cCenja, narolito u konkretnim sluéajevima,
moZe se Pr 8. 6.1 zameniti sledeCom:

Pr 8.71.1. Neka su M i N proizvoljne mnoZine, a S(M)C
P(M). Iz pretpostavke da postoji uredeni par — mduktor —_
(S:(M), F), gde je S,(M)S S(M) a F izvestan sistem preslika-
vanja mnoZine S(M) na P (M), pri cemu su ispunjeni sledeci
uslovi:

L. SiM)nP(N)=EA, {A}

2. postoji elemenat ¢ € F takav da je ¢-(S(M)n P (N)\
(A, M))S P (M) P(N)

— sleduje M S N.

Jasno je da ovde mnoZine S,(M) i F imaju ono znacenje
koje u Pr 8. 6.1 imaju mnoZine S(M)n S, (M) i Fn F,.

U vezi sa ovim mogu se formulisati sledece definicije:

D 8. 1. 1. Sistem S(M) naziva se induktivnim za mnoZinu
M u odnosu na induktor (S,(M), F) ako je propozicija 8. 1. 1
tacna.

D 8. 1. 2. Sistem S(M) naziva se potencijalnim za M u
odnosu na induktor (S,(M), F) ako je za svako ¢ € F i za svako
DT suppiy - (S(MYN{A, MY}), pri uslovu S'(M) 0 S, (M) == A, {A},
gde je S"(M)=S (M) P (D), zadovoljena relacija ~ (¢ -(S'(M)\
{A)EP (D))

Najzad bi se feorema 8. 6. 2 mogla iskazati ovako:

T 8 1. 1. Da bi sistem S(M) bio induktivan za M u od-
nosu na induktor (S,(M), F), nuZno je i dovoljno da je potenci-
jalan i da za svako ¢ € F sistem ¢ -(S(M)N{A, M}) prekriva M.
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Sada je lako uociti da se formulacija principa totalne in-
dukcije podvodi pod Pr 8. 7. 1. Doista tu je, ako se sa N obe-
leZi mnoZina sv.h prirodnih brojeva, sa S(N) mnoZina svih
jedini¢nih podmnoZina od N, S;(N)={{1}} a F={p}, pri ¢emu
je ¢{n}={n+1} za svako n€N. Dakle princip totalne indukcije
glasi:

T 8.71. 2. MnoZina S(N) svih jedinicnih podmnoZina mno-
Zine prirodnih brojeva N induktivna je za N u odnosu na induk-
tor ({{1}}, {@}), pri cemu je prislikavanje ¢ definisano relacijama
p{ny={n+1}, n€N.

Dokaz ove teoreme je jednostavan kad se zna da je N
dobro uredena mnoZina i ne¢emo ga izvoditi. Medutim D. KU-
REPA je, definiSuci prirodne brojeve kao kardinalne: brojeve
konaénih (u DEDEKIND-ovom smislu) mnoZina, ne oslanjajuéi
se na aksiomu izbora, dokazao princip totalne indukcije [19,
238—248].

Najzad princip transfinitne indukcije, izraZen terminologijom
iz ove tacke, glasi:

T 8. 1. 3. MnoZina S(M) svih poceinih intervala dobro
uredene mnozine M, induktivan fe za M u odnosu na induktor
({{1}}, {o)), pri cemu je preslikavanje ¢ definisano relacijama
e(-, %), =(-,xl,, xEM.

Dokaz je takode jednostavan.

9. DODATAK

9. 1. IzneCemo jo§ dve interesantnosti — jedan stav ka-
rakteristi¢an za kona¢ne mnoZine, a zatim odredicemo mesto
stava CCT 4. 1. 2 u sistemu GODEL-ovih aksioma za teoriju
mnoZina. .

Najpre navodimo potrebne pomocne stavove.

L 0. 1. 1. Za svoku mnoZinu A mnozZine P(A) i P*(A) su
izomorfne, pri cemu jJe obostrano jelnoznaino preslikavanje ¢
definisano relacijom ¢ X - A~ X, XE€EP (A).

L 9. 1. 2. Ako je P(A) rezvrstana mnoZina onda je ona i
dvostruko razyrsiana.

Prvi stav se jednostavno dokazuje, dok je drugi posledica
prvog.

L 9. 1. 3. Svaki neprazan deo dvostruko razvrsiane mnoZine
je takode dvostruko razvrstan.

L 9. 1. 4. Svaki neprazan lanac dvostruko razvrstane mno-
Zine je dvostruko dobro ureden.

Dokazi ovih lema su takode prosti.

L O.1.95. Ako je neki neprazan sistem FCS P(A), gde je A
proizvoljna mnoZina, bez gornjih ivicnih elemenata i ako je pri
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fomXU X = A, postoji takode neprazan sistem GS P (A) koji ta-

€F

kode nema gornjih ivicnih elemenata i za koji je U X == A.
XEG

Dokaz. Neka je FSP(A) neprazan sistem bez gornjih
ivi¢nih elemenata za koji jeXU X=A. Neka je dalje AT B, B¢F;
F

zavr$ni komad [B, -)r ie takode bez gornjih ivi¢nih elemenata.

Obrazujmo sada sistem G na sledeci nacin: za svako X€[B, - )¢

neka je X\ B€G i neka G ne sadrZi nijedan drugi elemenal.

Jasno je iz relacije G=[B, —-)r da G nema gornjih ivi¢nih

elemenata. Kako je uz to UXZ A sleduje UY=UXNBCA4,
XE[B,—)F YEG X€[B,-)F

tj. 0 je doista sa navedenom osobinom.

9. 2. Medu raznim definicijama konaénih mnoZina mi ¢emo
usvoijiti definiciju A. TARSKOG [17, 46] u formulaciji D. KU-
REPE [12, 51]:

D 9.2. 1. MnoZina A je konacna ako je mnoZina P (A)
razvrstana.

Sada ¢emo dokazali sledeci stav:

T 9. 2. 1. Propozicije:

1. A je konacna mnozZinu;

2. Svaki sistem S(A) podmnoZina mnoZine A, koji prekriva
A, induktivan je za A
— Jjesu ekvivalentne.

Dokaz. AKo je A konac¢na mnoZina sleduje da je P(A)
razvrstina mnozina, odnosnc zbog L 9.1. 2 dvostruko razvr-
stana. Na osnovu leme 9.1.3 sistem S(A)SP(A) je takode
dvostruko razvrstan, a zbog L 9.1.4 svaki njegov lanac je
dvostruko dobro ureden, odakle jednostavno sleduje da je S(4)
neprekidan pa dakle, ukoliko prekriva A, takode induktivan
sistem. A. Na taj nac¢in pokazano je da iz propozicije 1 (T 9. 2. 1)
sleduje propozicija 2 (T 9. 2. 1).

Pretpostavimo sada da je svaki sistem S(4)S P (A4), koii
prekriva A4, induktivan za A. Da bi dokazali da je P*(A) raz-
vrstana mnoZina dovoljno je pokazati da svaki deo od P(A)
ima bar jedan gornji ivi¢ni elemenat. Preipostavimo. da postoji
sistem FC P{A) bez ijednog gorn‘eg iviénog elementa. Ako
je U X=A4, izabralemo sistem G = P(A) bez gornjih ivi¢nih

XEF
elemenata za koji je U X= X'T A, odnosno
XcG

©.2.1) XS A,

§to ie prema lemi 9. 1. 5 moguce. Sistem S(A)=G U {4}, zbog
UX=(UX)UA=A, prekriva 4 pa je prema pretpostavci induk-
AES(AY XEG

tivan. Oluda sleduje da mmnoZina S (4)=S({(4)n P (X") zbog
(9. 2. 1) mora imati jedan gornji ivi¢ni elemenat. Medutim, posto
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je GEP(X') i ~(A€P(X"), sleduje S'(A)=G, dakle G ima
bar jedan gornji ivi¢ni elemenat, $to protivre¢i naSoj pretpo-
stavci. Dakle svaka podmnoZina od P(A) ima bar jedan gornji
ivi¢ni elemenat, §to znaci da je P*(A) razvrstana, odnosno P(4)
dvostruko razvrstana mnoZina.

S obzirom na ovaj stav kona¢na mnoZina se moZe defi-
nisati na slede¢i nacin:

D 0. 2. 2. MnoZina A je konacna ako je svaki sistem pod-
mnoZina od A, koji prekriva A, induktivan za A.
0 2 %bog T 9. 2.1 ova definicija je ekvivalentna definiciji

8. 3. Navescemo aksiome i definicije GODEL-ovog sistema
aksioma teorije mnoZina [21, 91—108], a zatim ¢emo dokazati
leme potrebne za na$§ cilj. Uglavnom ¢emo zadrZati simbole
koji se nalaze u citiranom radu, sem $§to ¢emo praznu klasu
obeleZavati sa A, i upotrebljavati kao i dosad operator .

Osnovni pojmovi su klasa (Cls), mnoZina i binarna rela-
cija €. U toku izlaganja upotrebljavatemo i termin elemenat
umesto termina mnoZina. Velikim latinskim slovima beleZi¢emo
klase, malim — mnoZine. Za logi¢ke pojmove sluZe sledeli
simboli: (X) (za svako X),- (i), V (ili), > (povlaci), = (ekviva-
lentno), q (postoji), pored vel upotrebljavanih (~, = 5=). Od-
vajanje pojedinih delova propozicije vrSi se tackama i zagradama,

A 1. Cis (x).

Svaka mnoZina je klasa.

A. 3 (W) [u€EX = u€Y]l~>. X=Y.
L931*@WluteX=ucY]l= X=Y.
Dokaz. 1z A 3 je

9.3.1) W[eeX = ucY]~>. X=Y.
Dalje je
9.3.2) X=Y.». (©)lucX. ». ucY),

Y=X.-». () [u€Y.~». u€X],
a kako je X=Y.=. Y =X, imamo

X=Y.»>. (u)[ucY.». n€X],
§to sa (9. 3. 2) daje

X=Y. > (0)[ueX = ucY],
a odavde i iz (9. 3. 1) sleduje ta¢nost stava.

* Stavove, kojih nema u GODEL-ovom radu, obeleZavadéemo po
dosadaSnjem sistemu.
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Napomenimo da iz A 1 sleduje da je svaka propozicija,
istinita za klase, istinita i za mnoZine.

1.2. Din XS VY. =. (u) [u€X.>. ucY].
XCY.=: XCY. XFY.
B2 (A)(B)(AC)(u)|ucC.=:ucA. ucB].
Ovo je tako-zvana aksioma preseka.
1.4 Din x€AnB. =:x€A. x€B.
L932 (A)(B)[AnBSA. AnBEBAB].
Dokaz. [z 1. 4 Din sleduje
(¥) [x€AQB.=: xcA. x€B]
odakle se dobijaju stavovi
(x) [x€ANnB.~>. x€A],
(¥) [x€ANB.~>. xEB],
a s obzirom na 1. 2 Din takode i
AnBZS A, AnBEB.
L 9.33 (A)(B)(C)[ASB. ASC:=. ASBnC].
Dokaz. Na osnovu 1. 2 Dfn imamo stavove
(A) (B)[ASB.=. (x) (x€A. >. x€B)],
(A) (C)[ASC.=. (x) (x€A. ». xEC)],
odakle sleduje
(A)(B)(C)[ACSB. ACSC :=. (x)(x€A.>: x€B. x€()]
Takode zbog 1.4 Din i 1. 2 Dfn dobija se
(A) (B)(C)[ASB. ASC:=. ASBn(],
§to je i trebalo dokazati.
1.22 Din A=A =. (u) ~ u€A.
L9034 (A)B)[AFAN ASB:~>. B3=A]
Dokaz. 1z A== A sleduje (g a) (a€ A). Kako je
AC B.=. (x) [x€A.~. x€B]
takode je a€B, odakle se neposredno dobija relacija B = A.
L 935 (A)(B)[ASB. BSA:=. A=B].
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Dokaz. Na osnovu 1. 2 Dfn imamo
(A) (B)[ASB.=. (x) (x€A. >. x€B)],
(A) (B)[BES A. =. (x) (x€B.>. x€ A)]
Odavde sleduje
(A) (B)[ASB.BS A:=. (x) (x€A.=. x€B)),
a zbog L 9. 3.1 dobija se
(A) (B)[ASB. BSA:=. A=B]
L9036 (A)(B)[AEB.=. AnB=A]
Dokaz. Zbog 1. 2 Din imamo
ACB. = (x)[x€A.». xCB]
a zalim iz .
x€A. > . x€EB:=:x€A. > :x€A. x¢B,
zbog 1.4 Din, sieduje ACB. = ASAnB, azbog L9 3.2
ASB.= AnB=A4
§to potvrduje ta¢nost leme.
L9317 (A)(B)(C)[ACB. BSC:+. AC(]
Dokaz. lmamo najpre
9. 3. 3) ACB =:ACB. A=+8B.
Dalje je (1. 2 Dfn)
ACB.=. (x)[x€A.~. x€B],
BEC.=. (x) [x€B.~>. x£C].
Odavde sleduje
ACSB. BSC:».(x)[x€A.>. x€C]
0dnosto
ACSB. BSC:~». . ACC.
Ako je A=C, iz relacija AS B, BSC dobija se
ACS B, BS A,

a na osnovu L 8.3.5 imali bi A=B, 3to je nemoguce zbog
(9. 3. 3). Imamo dakle A== C §to sa relacijom ASC daje ASC
(1. 2 Dfn).

Sada ¢emo dokazati stav CCT 4. 1. 2 koji se moZe sim-
boli¢ki na sledeéi nacin izraziti:
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TO3 1L MN){QA)[AFA. ASM. ASN].
(B)[BE=A. BCEM. BSN:~>.(qC)(BSC.CEM. CEN):»MEN}.
Dokaz. Pretpostavimo da nije tako tj. da su uslovi
(9.3.4) (QA)[AF=A. ACSM. ACSN],
(9.3.5) (B)[BFA.BEM.BSN:~>.(gC)(BSC.CEM.CEN)]
ispunjeni, ali da je .ipak
9. 3. 6) ~ (MZN).
Na osnovu B 2 i 1. 4 Dfn postoji klasa
9.3.7) D=MqnN,
a zbog L 9. 3. 2 imamo
9.3.8) DEM, DEN.
Odavde, iz uslova (9. 3.4), L 9. 3.3 (9. 3. 7) sleduje
A=A, ASMON=D,
odnosno zbog L 9. 3.4
(9. 3.9) D= A.

Takode je D == M, jer bi inaCe iz D=M sledovalo, s obzirom
na (9.3.7), M=MqN, a zbog L 9.3.6 MSN, §to protivreci
pretpostavci (9. 3. 6). Dakle iz D<= M dobija se zbog (9. 3. 8)

i.39
( ) D=+A, DCM, DCN.

Medutim otuda i iz uslova (9. 3. 5) sleduie da postoji klasa E
za koju je

9. 3. 10) DCE, ESM, ESN.

Iz ovih relacija na osnovu L 9. 3.3 imamo ECSMON=D,

odnosno ECD, §to sa (9. 3.10) daje DCE, ECSD, odakle
(L 9. 3.7) je DS D. Najzad imamo (1. 2 Din)

DSD.=:DCD. D=+D,

Sto je nemoguce. Dakle pretpostavka (9. 3. 6) je neodrZiva, tj.
teorema je dokazana. Kao $to se vidi ona je posledlca aksnoma
A 3i B 2. S obzirom na aksiomu A 1 stav vaii i za mnoZine.
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Milan S. Popadié
ON INDUCTIVE SYSTEMS

(Suminary)
I.Introduction

1. 1. The object of this paper is, in fact, the content of the doctor
dissertation which was defended at the University of Zagreb on 9th of
February 1954. The article itself is in connection with certain works of
Professor G. Kurepa. Protessor G. Kurepa has suggested to me to try
to ,,exhaust* a plane by the elementary initial sections, what would re-
rresent a generalization of a his theorem [4, 2371). The difficulties, which

have met during the work, conducted me to the introduction of the no-
tion of the ,inductive system*, as well to certain results connected with
it, and, at last, it is found the solution of the mentioned problem,

On this occasion 1 consider obliging to thank sincerely to Profes-
sor G. Kurepa, for his suggestions and aid during my working. Thanks
are particularly due for conversations about certain problems.

1. 2. There are many kinds of ,inductive conclusions* in Mathema-
tics. The best known are the statements: the principle of complete induc-
tion, the principle of transfinite induction and, according to Kurepa's
term, .Lebesgue—Khinchine property |4, 22]. The principle of complete
induction is as follows (we suppose that the theory of natural numbers
is founded in the frame of set theory):

T 1.2. 1. For the set M of all natural numbers and a set N, from
the conditions:

1L1EM;

2. if mEM, mEN, it is also m+1€EN
— it follows MS N.

The principle of transfinite induction is:

T 1.2.2. For a well-ordered set M and any set N, from the condi-
tions:

1. the first element?) of M belongs to the set N;

2. if (=, x)y €N for x€M, then also (—, x], S N?%)

— it follows M € N.

At last, as every simply ordered set without interior holess) pos-
sesses Lebesgue—Khinchine property, we have the following theorem
[4, 28—24]:

T 1. 2. 8. For a simply ordered set M without interior holes and
any set N, from the conditions:

1. there exists an elementary initial section A of M, satisfying the
relation ACACN,5)

2. for every elementary initial section B of M, satisfying the rela-
tions ACBCMand BEN, there is an elementary initial section C of
M, satisfying BCCCEN
— it follows M C N.

1) Black printed numbers in brackets are referred- to the ordinal
numbers in the list of reference at the end of original text; other num-
bers represent the pages of the quoted paper.

?2) See D 3. 1. 5.
8) See D 5. 1. 2,
4 See D S. 1. 4.
5) A — empty set.
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In all three cases one gets the result M € N, based ‘on two hypo-
thesis: the first hypothesis guaranties the existence at least one subset
common to the sets M and N; the second one guaranties the enlarge-
ment of the system of subsets of the same kind.

In this paper we have presented a general formulation of the in-

ductive conclusion, which comprises, like special cases, all till now the
known formulations. We determine also the necessary and sufficient con-
ditions under which this proposition is true. Finally it is given the ap-
plication of obtained results, as some theorems which we have conside-
red of intferest. , :
N Let us mention that in this summary the ‘basic problem is formally
differently expessed than in original text. The notion of a system oftrans-
formations [gn the original text (for instance in T. 8. 6. 1) denotfed by'F]
is replaced by the notion of a binary relation (see T 8. 3. 1), Accordin-
gly, we have made still some changes of formal character too.

1. 8. The numeration of statements and relations is positional, and,
for certain terms, we use the following abreviations: definition — ‘D,
proposition — Pr, lemma — L, theorem — T, consequence — C ‘(with
the mark of the statement from which it follows), problem — P.

2. The formulation of the basic problem

2. 1. Before we give a precise formulation of the main problem,
we shall get some explanatios and definitions.

.. D2 1.1. Let A, i=1, 2,---, n, be n sets. By the Cartesain pro-
duct Ay X Ay X --- X An is meant the set of all n-tuples (x,, Xy, - - - , Xn), Where
xt€Ai If Ai=A, i=], 2,..., n, then this product we denote by A~

In a couple (x,p), we shall call x and y the left and right compo-
nent, respectively.

D 2. 1. 2. By a binary relation defined on a set 4, we mean every
noln-empty aggregatel) ¢ € A2 The symbols (x,p)E¢ and x oy are equi-
valent.

D 2. 1. 8. By the left (right)?) domain of a binary relation ¢, de-
fined on a set A, we mean the set of all left (right) componets of its
elements. The left domain we denote by D¢ the right one — by We. If
SC 4 Dgo(Wg9) represents the set of the left (right) components of
all elements of ¢, whose right (left) components belong to S. For x€ A
we have D, 9=Dix;¢ and W, o=Wix}o.

D 2. 1. 4. Let ¢ be a binary relation. The set ¢—1 of all couples
(x, »), for which (y, x)€ o, is called the converse of the relation .

It is clear that (p—1)—1 :
) D 2. 1. 5. A binary ralation ¢ is one-valued if W, ¢ is an unit set
for every xCDg. If p—! is one-valued too, then ¢ is a one-to-one re-
ation.
| It is obviously that ¢ and ¢—! are simultaneously one-to-one re-
ations.

In the following P (M) denotes the partitive set of M, i. e, the class
of all subsets of M.

D 2. 1. 6. Let S(A) be a syStem of subsets of a set A, and let B
be any set. The subsystem Sp(A)=S(4)nP(B) is sald to be ‘bound
for B; B is a basis of the subsystem.

d 2. 2. We now may state a general scheme of the principle of in-
uction:

1) The terms ,system®, ,aggregate®, ,class” we understand as sy-
nonymous with ,set“.
2) By reading terms in brackets instead those before brackets, one

obtains a dual statement.
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Pr 2. 2. 1. Let M and N be any sets and let S(M) € P(M). From
the hypothesis that there is a couple — inductor — (S;(M), ), where
S;(M) € P (M) and ¢ is a binary relation with D ¢=S (M)and We < P (M),
and from the conditions:

L Sy (M) S (M)# 4, ta;

2. there exists ¥ € P (¢) with Dy =S M)\ (A, M}1) and with

Ws g a, my¥ € Py(M)

— it follows M C N.

It is easily to show that the propositions expressed by the theo-
rems 1.2.1, 1.2.2 and 1. 2. 3, are special cases of this proposition.

The following definition is of basic importance:

D 2.2. 1. Let M and N be any sets. A system S(M)ES P (M) is in-
ductive for M with respect to an inductor (S, (M), ¢), where S;(M)S P(M)
and ¢ is a binary relation with Do=S(M) and Wo <& P (M), if from the
conditions:

L Sy(M)N S; (M #4, {A); |

. 2. there exists ¥ € P(e) with D ¥=S(M)\ {4, M} and WsN(M)\{A,M}‘I’
S Pn(M)
— it follows M © N.

This statement may be proposed as follows: a system S(M)is in-
ductive for M with respect to an inductor (S;(M), ), if the proposition
2,2, 1 is true,

Finally, using the notation of the previous definition, the main
problem of this paper is as follows:

P22 1 [,))etermine the nacessary and suficient conditions in or-
der that S (M) is inductive for M with respect to the inductor (S; (M), ¢).

We shall solve this problem in the next section. .

3. The fundamental theorem

8. 1. Previously we give still some definitions and statements ne-
cessar?' for our purpose.

If p is a statement, — p is the negation of p.

D 8. 1. 1. A binary relation ¢, defined on a set A, is an ordering
relation if, for all x, p, z € A?), the following conditions are safisfied:

1 (x, %) € o

2. if (x, p), O, 2) € @, then (, 2) € o;

3. 1f (x, »), (0 %) € o, then x=y.
¢ being an ordering relation, cp*=<p\U{(x, x)} is a Strictly ordering re-

xelo

lation. 1f we do not use some special symbols, we shall, instead x ¢ y,
x ¢*p, usually write x < p, x <, respectively. — The set A is ordered
(strictly ordered) by the relation ¢ (¢*) or, shorter, it is an ordered
(strictly ordered) set. We say too: A is with the ordering ¢. .

We suppose that the properties of an ordering relation are kouwn.

A set with the ordering ¢—1 is the dual of the same set with the
ordering <.

D 3. 1. 2. A set A is simply ordered by a relation o, if A2=@Uep—1.
If p=9—1, A is an unordered set. -

D 3. 1. 8. A simply ordered (unordered) subset of an ordered set
A 1s a chain (anti-chain) of A.

1) AN B represents the set of all-elements of A not in B.
*2) If pis a binary relation, than the expression xy, x5, ... xn.p is equi-
valent to the system of expressions x; p a, x; p @,...,Xap G.
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D.3. 1. 4. Let A be a set ordered by a relation ¢. An element
a € A, for which Da<p={a} (Watp={a}), one calls the minimal (maximal)
element. If W, 9=A(D,9=A), a is the first (last) element; first and last
elements are called extrem elements.

D 3. 1.5 Let A be a set with an ordering ¢, and let BC A. An
element x€A is a lower (upper) bound or minorant (majorant) of B, if
B € Dxo (B € Wxg); one says also that B is bounded below (above)in A.
A minimal (maximal) element of all majorants (minorants) of B is called
a least upper (greatest lower) bound or supremum (infimum) of B in A.
If a supremum (infimum) is uniquely determined, then it is denoted by
sup 4 B (inf 4 B).

3. 2, To simplify the formulation and proof of the fundamental sta-
tement, we quote some definitions and theorems.

D. 3. 2. 1. A system S of sets covers an aggregate 4, if A CUX.
One says also ,S is a covering of A*. XeS

T 8. 2. 1. In order that a system S(M) S P(M) is inductive for the
set M with respect to an inductor (S; (M), ), where S;(M) € P(M) and ¢
is a binary relation with D ¢=S(M), Wo C P(M), it is necessary that, for
each \y € P() with Dy =S(M)\ {A, M}, W covers M.

Proof. Suppose that S(M) is an inductive system, but yet there is
Y€ P(p) with Dy=S M)\ {4, M} so that the system W+ do not cover M:
Since W € P(M), we have UX=N €S M and, because of the made hypo-
thesis XeWr

3. 2. 1) NcM

However, if M and N satisfy the conditions 1 and 2 of the defini-
fion 2. 2. 1, it follows M € N. This contradicts (3. 2. 1), whence one in-
fers the truth of the theorem.

The following lemma is evident:

L 8.2.1. Let S(A) € P(A), where A is a set. Then supP(A)S(A)=U X

XeS(A)

Thus the supremum of S(A) is uniquely determined.

D 3. 2. 2 Let S(M) € P(M), where M is a set, and let (S, (M), ¢) be.
a couple, where S;(M) € P (M) and ¢ is a binary relation with b =38 (M),
We C P(M). The system S(M) is potential for M with respect to the in-
ductor (S;(M), o) if the relation "“(WSE(M)\{A} ¥ C P(E)) is satisfied
for every w€P(p) with Dy=SM)\ {4, M}, provided EcsupP(M)Wq;
and Sp(M)n Sy (M) # A, {A). .

Remark that we might, with respect to L 3. 2. 1, propose the de-
finition 3. 2. 2 without the notion of supremum.

T 8. 2. 2. In order that a system S (M) C P (M) is inductive for the
set M with respect to an inductor (S;(M),¢), where S;(M) € P(M) and ¢
is a binary relation with D ¢ =S(M), thp C P (M), it is necessary thatS (M)
is potential for M with respact to the given inductor.

Proof. Let S(M) be an inductive system for M with respect to the
inductor (S;(M), ), but let us assume that it is not potential. Thus
there is an element ¥ € P (o) with Dy =S(M)\ {A, M}, and there is a set

N CsupP(M)W\]/, or, because of Wy CP(M) and L 8. 2. 1,
3. 2. 2) NCM,

such that neverthelless, though it is

(3.2 3) © Sy S (M EA, {A),

the following relation holds
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(3.2 4 Ws st ay ¥ EPN).

From the relation (3. 2. 8) it is obviously that condition 1 (D 2. 2. 1)
is satisfied. Since, because of (8. 2. 2), P, (M)=P(M)n P(N)=P(N), it
follows that the condition 2 (D 2. 2. 1) is satisfied too. Then, for the
given system is inductlve, we have M C© N. This contradicts (8. 2. 2), and
the theorem is proved.

3. 8. We are, now, going to give a complete solution of proposed
problem. The fundamental theorem of our exposition asserts:

T 8. 8. 1. In order that a system S (M) C P(M) is inductive for the
set M with respect to an inductor (S;(M), ), where S; (M) S P(M) and ¢
is a binary relation with D=8 (M), W € P(M), it is necessary aud suf-
Sicient that S(M) is potential for M with respect to the given inductor, and
that the system W+ covers M for aech ¥ € P (¢) with D¢=S(M)\{A,M},

Proof. The necessity of this conditions is established by T 3. 2.1
and T. 8. 2. 2. We shall now prove that they are sufficient too. Let S(M)
be potential for M with respect to the induclor (S, (M), ), and assume
that, for each ¥ € P (¢) with Dy =S (M)\ {4, M}, the system W covers
M. Thus we have (L 3. 2. 1)

3.3 1) SUPp(uy Wir=M.

Suppose, also, the conditions 1 and 2 0of D 2. 2. 1 are satisfied, but yet let
332 ~(MEN),

i. e., the given system is nof inductive. Hwence we obtain

(3. 8. 3) ManN=EcCM, ECN

and, according to the condition 1 (D 2. 2. 1), S, (M)U S; (M)#A, (A},
Since

.34  Sy(M=SM)nPM=SM)nPMnN)=Sg(M),

it is also

3. 3. 5) Sg(M)n Sy(M) £ A, (A}

By 2 (D 2. 2. 1) there is ¥ € P(p) with

(8. 8. 6) Dy=S(M)\{A M)}

and WSN(M)\{A, my ¥ S P (M) or, because of (8. 3. 4) and P j(M)=P(E),
(3.3 Ws e ia, my ¥ S PE.

However from (3. 3. 1), (3. 8. 3.), (3. 8. 5), (3. 8. 6), and since S (M) is po-
tential, it follows ~ (WSE(M)\GA}‘P CP(E)) or ~ (WSE(M)\{A,M} W
C P(E)), which is contrary to (3. 3. 7). Thus our assumption is not frue,
the theorem is proved.

3. SOME SPECIAL CASES

4. 1. In what follows we shall quote one special case of Pr 2. 2.1
and some general inductive system.

Pr4.1. 1. Let M and N be any sets. and let S(M) € P(M). From
the conditions: )
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L Sy(M)FA, {A);

2. for each Set BESN(M)\{A, M} there is an aggregate C¢€ Sy (M),
satisfying B CC
— it follows M CN,

It is clear that Pr. 2. 2. 1 involves this proposition as a special
case. Indeed, here S §M)=S(M), and ¢ is a strict inclusion relation such
that, for all X, ye§ M), the relations X¢ ¥ and X € ¥ are equivalent.
Accordingly, we introduce the definition:

D 4. 1. 1. A system S(M)CP(M) is simply inductive (potential)
for M, if it is inductive (potential) for M with respect to the inductor
(S(M), p) being a strict inclusion relation such that, for all X, Y €S (M),
the relations X ¥ and X C ¥ are equivalent.

We have now the statement: y

T 4. 1. 1. In order that a system S(M) S P(M) is simply potential
Sfor M, it is necessary and sufficient that, for each E Csupp(M)S(M), the
system S g (M)# A has at least one maximal element.

Proof. The condition is necessary. Let the system S(M) le singly
potential for M, 1. e, potential for M with respect to the inductor
(S (M), ), where X ¥ is equivalent to X C ¥ for all X, ¥ € S(M), Let

4 1. 1) E Csuppy, 8 (M),

and suppose S(M)# A has no maximal elements. Then

@ 1.2 Sg(M)# A, {A),

and, for each X€ Sz (M) there exists ¥ €Sg(M) such that X V.
Let us put

4. 1. 3) A=Sg(M\ {7}, B=S(M\{{A}, 4}

and ¥=(A2U B%) n ¢. Hwence it follows ¥ € P(p) and, because of (4.1.8),
Dy=S(M)\{A}. Since S(M)=D+ and ~ (MeDy), it is

(4. 1.4) Dy=S(M)\ {8, M},
By definition of ¥, we have
4. 1.5 WSE(M)/{A} ¥ € S (M)

However, as by definition of ¢
(. 1. 6) Supp py Wo=supp S (M),

because S(M) is potential. and since the relations (4. 1. 1.), 4. 1. 2), (4.
1. 4) are satisfied, it follows — (WSE(M)\{A}"’ € Sg(M)). But this con-

tradicts (4. 1. 5), and so the theorem is tfrue.

The condition is sufficient. Let ECsuppl(M)S(M) or, because .of
(4. 1. 6), E Csuppqy Weo, and let Sp(M)#A, {AH have at least one .ma-
ximal element C. Since'SE(M)\{A} C S(M\ (A, M}=D o {A, M}, ithen
CEDcp\{A, M}. Accordingly, we have CED ¥ for every V€ P(p) with
Dy =S(M)\{A M}. Since C is a maximal element of Sg(M), then —(We ¥
C Sg(M))and at last,because of W, ¥ © WSE(M)\{A} ‘]"~(WSE(M)\{A} ¥
C Sg(M)) too. This shows that the system S (M) is really simply potential.

4. 2, In.o-der to cite some very general simply inductive and simply
potential systems, the following definitions are necessary.
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D 4. 2. 1. A system S(4) € P(A), where A is any set, is supremal
if, for every chain F of S(A), the relation X’=supP(A)F;&supP(A)S(A)
implies X’EsgA).

D 4. 2. 2. A system S of sets is absolutely closed with respect to
the operator U, ifXUI_g{ES for each FCS.

8,

The following statemens are evident.

T 4. 2. 1. Every supremal system S(M) € P(M) is simply potential
for the set M, and, as far S(M), covers M, simpfl,)y inductive too.

CT 4. 2. 1. 1. Every finite system S(M) C P(M) is simply potential
Jor the set M, and, as far S(M) covers M, simply inductive too.

T 4. 2. 2. Every system S (M) € P (M) absolutely closed with respect
to the operator U is simply potential for the set M and, as far S(M)
covers M, inductive too.

CT 4. 2. 2. 1. The partitive set P(M) of a set M is simply inductive
Jor M1j']_15, 110—111].

is s also a consequence of T 4. 2. 1.

4. 3. To simplify formulations of some statements, which will be
later quoted, we introduce this definition:

D 4. 8, 1. Let C and C’ be any classes of sets and let MEC. A
system S(M) C P (M) is characteristic for M in the frame of C, if the pro-
positions:

1. MeC’;

2. S(M) 1s a simply inductive system for M
— are equivalent.

&
S.Some applications

5. 1. We shall cite some applications of obtained resulis, in the
main, to ordered sets. For that reason, we quote some definitions and
statements.

D 5. 5. 1. Let A and B be two sets ordered by relations ¢ and +,
respectively. A one-to-one relation p, with Dp=A and Wp=18, is an
isomorphism of Ato B, if the relations xop and x' vy, x,x' y,y satisfying
xpx, yoy, are equivalent. A is isomorphic to B, and one writes A= B.

The isomorphism is an equivalence relation.

D 5. 1. 2. Let A be a set ordered by a relation ¢, and let @, b € A.
The agg-egate Dy o=(—,b1,(W, o=[a,~),) is-an initial (frinal) seg-
ment.of A; Dyo¥=(—,0),(W,0*=(a,—),) is an initial (final) interval
of A. Initial (final) segments and tnlervals are called elementary initial
(final) sections of A; an elementary initial (final) section is denoted by

—,b] 4(la,~)4). The non-empty intersection ot (—,b|, and |a—) 4 is
an elementary section which we denole by |a, bl 4. All cited kinds of sets
are called elementary sections in the larger sense. Especially, there are
elementary sections: (a, b)4 (interval), [a, b)A, (a, b]A, Ea, b, (segment). A
set BC A is an initial (final) section of A, it Dgo=B(Wzo=18). Initial
and final sections, as its nonempty intersections, are called section of A.

Elementiary sections are sections of A too.

D 5 1. 3. The cut of an ordered set A is a couple (A, A,), where
A, is an initial section of A, and 4, is a final one, satisfying ;the rela-
tions Ajn A=A, AU A=A _

D 5. 1. 4. By a hole of a non-empty simply ordered set A is meant
every cut (A, A, of A, if thereis not supy A, If Ay, A, #A, then the hole
is interior, otherwise exterior.

A, and A, being non-emply sets, sup, A, and iuf, A, exist only
simultaneously.
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D 5. 1. 5. Let A be a set ordered by a relation.¢, and let B, C C A.
B is confinal (coinitial) ‘with C if Dgo=D, ¢ (Wg o= W,9). If B iscon-

final and coinitial with C, then it is coextensive with C too.

Confinal, coinitial and coextensive relations are sorts of the equi-
valence relation.

The following definitions determined some kinds of sets.

D 5. 1. 6. An ordered set A is called well-ordered if every non-void
subset of A has a first element.

D 5. 1. 7. An ordered set A is called ranged if every nonvoid sub-
set of A has at laest one minimal element.

D 5. 1. 8. A simply ordered set A is called semi-well-ordered if
every non-void subset of A, bounded below, has an first element.

D 5. 1. 9. An ordered set, whose each non-empty chain is semi-
well-ordered, one calls a semi-ranged set.

D 5. 1. 10. By a double-well-ordered set is meant an ordered set
if every its non-void subset has extrem elements.

D 5. 1. 11. By a double-ranged set is meant an ordered set if every
its non-empty subset has minimal and maximel elements,

5. 2. It is easy to verify the following lemmas.

L. 5.2 1. If Fis a system of initial (final) sections of an orde-
red set A, then the set U X is aslo an initial (final) section of A.

sF
L 5.2 2. If Fis a chain of the system of all sections of an or-
dered set A, then the set U X is also a section of A.

sF

S. 8. At first, we cite a general theorem:

T 5. 8. 1. In order that a system S (M) of initial (final) sections of
an ordered set M is simply potential, it is necessary and sufficient that
every non-void subspstem of S(M), bound for an initial (final) section
D Csupp yy S (M) of M, has at least one maximal element.

The necessity is evident, and it is easily to prove the suificience.
— As an immediate consequence of this theorem and of L 5. 2. 1, we
have the statement formulated and proved by G. Kurepa [5, 11]:

T. 5. 8. 2. The system S(M) oj all initial (final) sections of an or-
dered set M is simply inductive for M.

Note that, in this case, S (M) covers M.

T 5. 8. 8. The spstem of all sections of an ordered set M is simply
inductive for M .

It follows from T 4. 2, 1, L 8. 2. 2 and the fact that 'S (M) co-
vers M.

(. Kurepa has formulated Lebesgue-Khinchine groperty for simply
ordered sets [4, 23—25; 13, 1121); 14, 164.-166; 18, 186—1912)]:

D 5. 8. 1. A simply ordered set A has Lebesgue-Khinchine property
if the system of all initial (final) sections of A is simply inductive for A.

In the same paper the author proves this theorem: .

T 5. 8. 4. In order that a simply ordered set has Lebesgue-Khinckine
property, it is necessary and sufficient that it has no interior holes.

In connections with D 4. 3. 1, we have:

CT 5. 8. 4. 1. In the frame of the class of simply ordered sets, the
system of all elementary iuitial (final) sections of an aggregate is chara-
cteristic for sets having no interior holes.

It is easy to establish the following theorems.

T 5. 8. 5. In the frame of the class of simply ordered sets, the
system of all elemeutary sections of an aggregale is characteristic for
sets having no holes.

1) Here is used this property for proving a theorem.
2) In this paper the author has formulated this kind of inductive
conclusion and given some applications.
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T 5. 3. 8. In the frame of the class of ordered sets, the system
S(M) of all initial (final) segments of a set M is charocteristic for M,
ijl’ every chain, not being confinal (coinitial) with M, has a last (first)
element.

Note that the system S (M) (ordered by inclusion relation) is iso-
morphic with M. Tte relation p=U {(x,(—, ¥]y)} is an isomorphism.

xsM

CT 5. 8. 6. 1. In the frame of the class of simply ordered sets,
the system of all initial (final) segments of a set is characteristic for
duals of semi-well-ordered sets (for semi-well-ordered sets).

T 5. 8. 1. In the frame of the class of simply ordered sets, the Sys-
tem of all segments of a set is characteristic for double-ranged sets [23].7)

© CT 5.8.17. 1. In the frame of the class of simply ordered sets, the
systefnsc])f all segments of a set is sharacteristic for double-well-ordered
sets [16]*. :

In connection with this fact we have:

D 5. 8. 2. A set A is finite if it may be simply ordered such that
the system of all its segments is simply inductive for A.

The e%ulvalence of this and Dedekind's definition [12, 51] follows
by CT 5.38. 7.1 and from a proof of E. Zermelo [18, 188], which as-
sumes the axiom of choice.

S. 4. Supposing that the concepts of the open and dense-in-itself set
are known, we shall cite sti!l iwo theorems.

5. 4. 1. Every system S (M) of open subsets of a set M is simply
potential for M, and, if S(M) covers M, simply indictive too.

T 3. 4. 2. Every system S (M) of dense-in-itself subsets of a set M
is simply potential for M, and, if S(M) covers M, simply induciive too.

Both theorems follow from the fact that this systems are absolu-
tely closed with respect to the operetor U [12, 298, 307].

5. 5. We shall now expose some applications of general fheorem.

T. 5. 5. 1. Let M be a ranged set, and let Ry, M be the aggregate of
all minimal elements of M The system U {RyMU (-, 1)y} is inductive

XsM
Jor M with respect to the inductor (R, M.¢), where p=U{(Ax, Bx)} Ax=
ROM U (_)x)M) Bx:RoM u (—', x]M.

The proof may be found in [20]. If M is an ordered set, one ob-
tains a speciai theorem from which it follows, also, the exactness of the
principle of transfinite induction.

To generalize the definition 5. 3. 1 and the theorem5S. 3. 4, we in-
troduce some new notions. _

D 5.5 1. Let A be a simply ordered set. The symbol A" repre-
sents the set A" ordered in the following manner: the relation (x; x,, ...
.o .,xn)<(y,, Yoy - . . Yn), Where xi, yi€ Az, i=1,2,...,n, Is equivalent to
the system of relations xi< yiLi=1,2,...,n

D.5.5.2.Let A be a simply ordered set, and let u=(u;, tty, . . ., un),
v=(V, Vs ..., va) be elements of A”.The expression u < nv is equivalent
to the system of symbols w<<w, i=1,2, .. ey signifies that
u<lny or u=v.

D 5.5.8 Let A be a simply ordered set, and let u€ An. A set

(—,u)%",), of all elements z € A% satisfying z <nu, is called a reduced ini-

tial interval of A™, The symbol (—,uI'X,z will denote either (—,u]_, or
(—,u)%"i,. Similarly we deiine the reduced final interval.
The following definition is a generalization of D 5. 3. 1.

1) In this paper is exposed a direct proof.
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D 5. 5. 4. A simply ordered set M possesses generalized Lebesgue-
Khinchine property if, for M and any set N, from condilions:

. 1. there exists an element z € M™ satisfying the relatign A C
-(—',zlnﬁn gN; w ! ol

2. for every ellement u€M”, satislying'A ©(~, u |4, C‘_/\«i",(—,ul'ﬁ,I
C N, there exist an element v& Mn, and the set (—,v| which satisfy
relations u <7 v and (—,|'ﬁn Bl N

_ M2 =
— it follows M" CN.
This may be proposed as follows:
D 5. 5. 5. A simply ordered set M possesses generalized Lebesgue-

Khinchine property if the system S(Mn) of all initial sections: ( —,zl'w.,
ZEM™, is inductive for M" with respect to the inductor (S (M"), ¢), where
Q= {((—,u|m",(—,v]ﬁn)},u, vsatisfying u<nvand (-, u }ﬁn c(—,v |ﬁn i

u,vs M"

A generalization of the theorem 3. 3. 4 is as follows:

T 5. 5. 2. In order that a simply ordered set M possesses generali-
zed Lebesgue-Khinchine property, it is necessary and sufficient that M has
no interior holes. '

The proof may be derived directly or from T 3. 8. 1, but in both
cases depends on the lemma: ,

'L 5. 5. 1. Let F be a chain of the system of all initigl Sections
(—,z|'mn,zEM"' where M is a simply ordered set. If F is bouynded above

in the mentioned system, then there is an initial soction ( —,ul'w, %{ UFX,
8

’
M2’

€M™ such that ~ ((—,v l'ﬁ c U[g{j‘oreach v€ M" satisfuing u<nv and
& o

n —

(_)ulﬁn c ('_ » V ,ﬁn

5. 6. We are going to expose theorems 1. 2. 1 and 1. 2. 2, using
our terminology. Then the principle of complet induction is as follows:

T S5.6.1. Let N e the set of all nitural numbers. The system
S(N)=U {yn3} is inductive for N with respect to the inductor ({{1i},9)

neN
where o=U {{ny, tn+114)}.

neN

The Froof of this theorem is simple, if one knows that is a well-
ordered set. Note that G. Kurepa has proved this statement, not depen-
ding on the axiom of choice [19,-288—248]. In his paper the natural num-
bers are'deffned as cardinal numbers of finite sets. \

The principle of fransfinite induction is as follows:

T 5. 6. 2. The system S(M)=U {(—, x)y }» Mbeing a well-ordered set,

xeM
is inductive for M with respect to the inductor (R, M, ¢), where Ry M is the
set containing only the first element of M, and ¢=U {((—, ¥}y, (=, X]u)}.
TxeM

6. Appendix

6. 1. Among diverse definitions of the {inite set we shall accept
that of A. Tarski [17, 46]. G. Kurepa has formulated this definition as
follows [12, 51]: '

D 6. 1. 1. A set A is fjnite if the system P (A) is_ranged.

In the same paper A. Tarski has shown, depending on the axiom
of choice, that this definition is equivelent to that of Dedekind.

We have now the following theorem:
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T 6.1.1. In order that a set A is finite, it is necessary and sufficient
that every system S (A) S P(A), which covers A, is simply inductive for A.

The

proof depends on some properties of partitive sets, and on

the fact that P(A), in this case, is a double-ranged set.

6. 2. At last, accepting Godel’'s system of axioms for set theory
[21, 91—108), one proves that the theorem CT 4. 2. 2. | follows from the
exioms Al, A3, B2. Symbolically this statement may be expressed as

follows:

T6 2 L MW {@A(A#A ASM ACN). (B)[B#A. BCM.
BEN:».(3C)(BCCEM.CEN):». M SN},

Here we use for the implication the symbol + instead 2. Also the
intersection of sets A and B we denote by AU 8. The proof is indirect
and it follows from the mentloned axioms and lemmas L 9.3.2,L 9.3.3.
L98.34L®9 3 1L 9. 8. 10, quoted in the original text.
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