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KVALITATIVNA ANALIZA LINEARNIН 
1 NELINEARNIН DIFERENCNIH DINAMICКIH SISTEMA 

Glavni predmet гооа је ргоиеа.уапје svojstva гевenја lтеаrпјЬ diferellCIliIt 
jednacina oblika 

Хn+l + ьnхn + Хn-l = О, п Е N, 

u nekim вlисајеујmа razmatranih u obIiku 

dobljenom втепот ЬN = -t;c,. > мо i opStijih јооnaёiпа obIika 

а takodje i пеПпеаrnЉ diferencnih jednai':ina tipa 

Та svojstva ви, ogranicenost гевепја Ш razne, asimptotske ili јedпоst,гюlO 
ogranicavajuce ргосепе пјЉоуЉ ропaSапја, pod odredjenim ивl0ујта kojc јв
рипјауа struktura jednaCine, одповпо njеni koeficijenti. Navedene јеdпаёiпе, 
lшо i pomenute оsoЫпе пјтоуЉ reЗепја , Ч. nizоуа х .. koji ih zadovoljavaju, 
imaju dosta primena u mehanickim i tehnickim naukama (kao 8to је, па рriшег, 
uloga гевепја ргуе od tih jednacina u рroЫети trepereee zice pod diskretno гав
poredjenim optereeenjima). Та kvalitativna апаНzз u izvesnoj meri је analogna 
i paralelna takozvanoj kvalitativnoj integraciji diferencijalnih jednaёina, аlј Бе 
оЈ n,iе u mnogome i bltno razlikuje, naroCito u pogledu metoda kojima Бе do!azi 
(io odgovarajucih rezultata. 

Glavno sredstvo u tretiranju navedenih diferencnihjednacina su tzv. diskгеtпс 
пејеdпаkоsti, odnosno stavovi Gгопwаll~Вellmап-оvоg tipa. 

Kljucne гесј: Diferencne јмпасјпе, Gronwall-Bellman-ova. lema, ШZ, kVf!.Ii
tativna ana1iza, asimptotika, ogranicenost. 
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QUALITATIVE ANALYSIS OF LINEAR 
AND NONLINEAR DIFFERENCE DYNAMIC SYSTEMS 

ТЬе таЈП object оС the paper 18 investigations оС properties ос the solutions 
of the fol1owing difference equations: 

:l:n+l + bnx n + х"._1 = О, п Е N, 

it сап Ье also written ЈП the following forrn 

:1:",+1 - 2х,. + :1: ... _1 + C,,(Xn+l - Х"._I) = о , п Е N, 

Llo.ing the change ЬN = - l';c,,' аз well as 

aHd 

А( Cn_lA:Z:n_l) = dn!(x n) + g'H П Е N. 

We investigate the bOWldedness, the asymptotic ЪеЬаујоиг of its solutiollS 
1шder same conditions which ме imposed оп its coefficients. These equations 
llClve тanу applications ЈП mechanics and technics. For ехатрlе, the first eqHu.
tions models the amplit.ude оС oscilation оС the weights оп а discretely weighted 
"i!Jrating string [1, рр. 15-171. This qualitative analysis Ј8 not similar to tlle 
чнаlitаtivе analysis оС analogous differential equations, althoug there are sO!lle 
aJlalogies. 

ТЬе main device in соnsidеrаtiоП8 of the equation.s are GrопwаП-ВеЉшш's 
1.уре inequalities. 

Кеу words: Difference equations, Gronwall-Bellman's lеmта, sequence, 4113.1-
itative analysis, the asymptotic behaviour, boundedness. 
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Predgovor: 

Оуај тм sadrZi viSe od dvadeset originalnih rezultata оЬиЬуа.еепШ ва 18 
tcorerna i nekoliko роmоспјћ tvrdjenja. Osnovni tekst ovog rada podeljen је па 
:,!edeeih pet pog!av!ja: 

1. Uvod, 

2. Ротосni rezultati, 

3. Linearna jednaCina, 

4. Nelinearna jednacina, 

5. Gronwall-Bellman-ovske nejednakosti beskonaenog tipa. 

Ровlоопје poglavlje podeljeno је па tri potpoglavlja: 
5.1 Uvod, 
5.2 Nejednakosti za funkcije jedne рсоmепlјјуе, 
5.3 Nejednakosti za funkcije od dve promenljive. 

Glavni predmet rada је proucavanje svojstva те5enја IiпеатпЉ difеrепспiћ 
jednacina оblјм 

хn+l + ЬnХn + Xn_l = О, п Е N, 

11 nekim slucajevima razmatranih и obliku 

ЈоЫјепоm вmепоm Ьn = - 1';.:", ka.o i opstijih jednacina оblikз 

а takodje i nelinearnih diferencnih jednacina tipa 

(1) 

(2 ) 

(3) 

(4) 

Та svojstva su, ogranicenost сеВепја ili razne, asimptotske Ш jednostrano 
ogranicavajuce procene njihovih ропзSапја, pod odredjenim uslovima kojc јв· 

рunјауа struktura jednacine, odnosno пјenј koeficijenti. Navedene jednacine, 
\ШО i pomenute osobine пјЉоујћ те5епја , tj. nizova хn koji ih zadovoljavaju, 
јrnаји dosta ртјmепа u mehanickim i tehniCkim naukama (kзо sto је, па pгirner, 
uloga те5enја ртуе od tih jednacina u ртоЫети trepereee zice pod diskretno ГШi· 
poredjenim optereeenjima). Та kvalitativn.a analiza и izvesnoj техј је ana]ogna 
i paralelna takozvanoj kva1itativnoj integraciji diferencijalnih jednacina, 1:I.lј ве 

od пје u mnogome i bitno razlikujc, naroCito u pogledu metoda kojima ве dolazi 
Јо odgovarajucih rezultata.. 
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аlа.Упо sredstvo u tretiranju navedenih diferencnih ј,еdпаёiпа su tzv. diskretne 
пејеdпаkоsti, odnosno stavovi GгопwаП-ВеПmап-оvоg tipa. тri takva stava , i 
jedna posledica prvog od пјЉ, koji ее u tim ispitivanjima neposredno koriste 
izloZena su pod nazivima Lema 1,2 i 3 i Posledica 1 и drugom pogtavlju роЈ 
ла;;10vоm "Роmоспј rezultati." Prva оЈ ovih lеmа., koja ее и опоm 5to slcdi Т\а 
!lajvise mesta koristi, glasi: 

Nekaje Х",Ь",С" > О, п Е N i 

n-' 
Х" < а" +b"LCiXi' П Е N. 

';=1 

ГаЈа је 

хn :s а" + Ь" ,П Е N. 

Slicnog karaktera su i ostali iz ove grupe iskaza и disertaciji (и ovom i и 
p~tom poglavlju), аН veeina njЉ, а medju пЛmа i Lema 3, slozeniji еи i еа neiito 
dllzim dokazima nego navedena Lema 1. 

Sledeea, treea glava, pod naslovom "Lineama јedпаёiпа" , sadrzi rezultate 
koji ее odnose па reSenja јмпаёјпа (1),(2) i (3), а izlozeni еи u osam teorema. 
РгУе cetiri teoreme izvode se iz jedne jednakosti koju zadovoljava svako геsепје 
.Т" јеdпаёiпе (2), рп ёети dokazi treee i cetvrte teoreme koriste i navedcJ1u 
Lcmu 1 i пјenи posledicu. 

Cetvrto poglavlje sadrii tri teorerne koje se odnose па пеlјпеаmи difer
сnсnи jedna.Cinu obIika (4) i kojima ве, pOd odredjenim kombinacijama иеlО\Ћ, 
t\Tdi vazenje odredjenih asimptotskih svojstava svih пјепјћ reSenja. U пјљо\,јm 
c\okazima takodje зе koriste Јете iz drugog poglavlja. 

Najzad, u petom poglavlju dokazano је sedam teorema kojima ее uopstavl>ju 
п:шiје dobijene nejednakosti tzv. beskonaCnog Gronwall-Bellman-ovog tipa, 
tj. nejednakosti апаlоgnе опјmа konaenog Gronwall-Bellman-ovog tipa, ali ;;а 

]к'Skопаёпim umesto konaCnih вита. Nejednakosti, zapravo stavovi, koje su 
пјiша uopstene Ыlе ви dobijene u radu B.G.Pachpatte-а iz 1993. godine i u jcd
пит ranije publikovanom autorovom radu. U poslednjim dverua od tih tеОГI'П16 
flgнriSu funkcije dve сеlоЬгојпе promenljive, а u озtаlim еато Сиnkсјје jednog 
cclobrojnog агguшentа. 

Zeleo Ыћ da ее zahva1im svim ёlапоviта komisije па izuzetnom strpljer1ju 
koje ви pokazali ргеmа тепј i па veoma korisnim savetima ргј izradi ovog гаЈа, 
pazljivom Citanju rukopisa i literaturi koju зи тј ргерогиСНј. 

Beograd, Februar 2001. godine 

Kandidat: 

Мг. Stevo Stevic 
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1 Uvod 

с ОУот radu сета ispitivati d.inamiku геВеnjа nekih klasa diferencnih јednariпtl 
drllgog reda. Prvo сета se baviti sledecom jednacinom 

Хn+l + ЬnХn + Х n_l = О, п Е N. ( ] ) 

OYde је х" traZeno rciienje пауооепе јedпаеiпе а ЬN је dati niz геаlпЉ Ьгоје\Ћ. 
fspitivaeemo ogranicenost i asimptotiku гмепја оуе јООпаСјпе. 

N avedena jednai:ina јта velike рптепе u praksi, па primer, rcienja јеdпасiпе 
(1) pretstavljaju amplitudu oscilacija teZina diskretno rasporedjenih па zici koja 
osciluje [1, рр. 15-17]. 

B1iski rezultati u slucaju diferencijalnih jednal:ina drugog reda mogu ве паСј 
Ila ргјтет, u [2Ј, [3] , [6] i [9]. 

Ako је Ь" = -2 , п Е N, imamo da је Хn+l - 2хn + Хп_l = О. Poznato је da 
је opste rcienje ОУе јмпаЫпе oblika ап +Ь, gde su а, Ь proizvoljni realni Ьгојсуј. 
Dakle оуа jednacima јта i neogranieenih resenja. Тakodje dobro је poznato da 
ako је Ьп = d Е R, п Е N, gde је d > 2 ili d < -2 , ova jednacina takodje iша 
пеоgгапiсenih reSenja. Ova сјпјenјса пм motivise da ispitujemo slисај kada је 
-2 < Ьп < 2 , п Е N, specijalno kada Ьп --t О kad п --t оо. 

Sledeei "princip simetrije" је vrlo koristan u гаzmаtпщјu jednacine (1). 
l:\'odjenjem аmепе Уп = (-I)пхп. jednaCina (1) postaje 

(-l)n+1(УпН_ bnYn + Уп-l) = О, п Е N, 

t ј. 

Уп+l- ЬпУп+Уп-l = О, п Е N. 

Zato је u nekim 51ucajevima dovoljno i5pitati 51исај kada је -2 < ЬN < 
() . п Е N. Na ргirnег, ako pokazemo, pod nekim uslovima, da jednaCina (1) u 
o;lucaju -2 < Ьп < О , п Е N, јmа ogranicena ili neogranicena resenja tada се 
jednaCina (1) imati i5ta takva i u аlисаји kada је О < Ьп < 2 , п Е N. 

Sledeea prosta аmепа Ьn = -l';С" , [11], transformise jednacinu (1) u sleder':ll 
t~kvivalentnu ' 

Хп+1 - 2хn + Хп_l + Cn(Xn+l + Xn_l) = О, п Е N. (2) 

.1ednacina u ovom oыkuu је mnogo pogodnija za rad i оп omogнeиje да se dohiju 
Ilcka tvrdjenja kзо u kontinualnom slucaju. 

Razmatracemo i neiito generalniju једпасјпи 

( .1) 

g(le аи Ьn i Сп dati nizovi realnih brojeva. 
U jednom од tvrdjenja сето dati dovoljne uslove да rcienja једпасјпе (.1) 

(\proksimiraju reSenja једпаЫпе Х n+1 - 2Хп + Хn_l = О. 
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u cetvrtom odeljku сето razmatrati asimptotiku resenja sledeee пеliпеагnе 
cliferencne jednaCine 

~(c .. _l~x .. _l) = d .. f(x .. ) + 9 .. , п Е N. (4) 

u drugom odeljku сето dokazati neko1iko роmоепјЬ tvrdjenja koje сето pri
шепiti u israzivanju navedenihjednacina, od kojih се najznacajnije biti diskretne 
v'arijante Gronwall-Bellmanove nejednakosti. 

u petom odeljku сето se sistematski baviti nejednakostima ЬeskОПIiCrюg 
Gronwall-Bellrnan-ovog Ира. 

з 



2 Pomocni rezultati 

t: сilји ispitivanja rasta i asimptotike rciienja х ... , jednacina (1)-(4), ffil сето 

riokazati nekoliko ротоспјЬ tvrdjenja. Prvo od пјјћ је diskretna vаriјапt8 
I:3cllman-Gronwallove leme. Kontinualni slueaj оуе leme se moze паБ u izvогпiш 
Clапсimа [2] i [8], dok пјЉоуе рлтепе i dalje generalizacije nalazimo иј па 
ргјтег, [2-4Ј,[6],[8],[9Ј,[12-14] i [23] (vidi takodje геСегепсе iza оујЬ гадоуа). 

Lema 1. Neka је Хn , Ьn , сп >0, > п Е N i 

Tada је 

n-' 
Х" < an+bnLCiXi' п Е N. 

1=1 

n-' 
Е"-' Ь-С' 

Laicie Ј=,Н Ј' ,П Е N. 
1=1 

Doko.z. Neka је НN = L.~-11 с,х,. Tada se (5) moze napis8ti u obIiku 

х ... < (јп + Ь",Н ... , п Е N. 

l\lЛО2ееi (7) ва сп, dobijamo 

Kako је 1 + х < еЖ , х > О, јтато 

tj. 
R +, е-Ь"С" _ R < а , "-Ь,,,,» Е N 
п п _ .. п'" > П . 

SшпiгајuCi (9) od 1 do п - 1, јтато da је 

tj. 

4 

(" ) 

(О) 

(7) 

(8) 

(9) 



" "тО i tvrdili. 
~ о .., 

posledica 1. Neka је з:.", сп > О, п Е N, с positivna konstanta i neka је 

Tada је 

n-' 
xn<C+Lcixi,nEN. 

i=1 

n-' 
ХN < С exP(LCi), п Е N. 

ј=1 

l,eII1a 2. Neka је :1:.", сп ~ О, п Е N, с pozitivna konstanta, р Е [0,1), i 

Tada је 

n-' 
ХN < С+ LCixf, п Е N. 

ј=1 

п Е N. 

( 10) 

( 11 ) 

Dokaz. Neka је R n = с + L.~-11 cixf. Tada se (10) moze napisati u obliku 

Х,. < Rno п Е N. 

Odatle је 
о < Rn+l - R n = cnx~ < cnR~. 

'1а оапоуи teoreme о srednjoj vrednosti јтато da је 

H~+~ - R~-P = (1- p)(Rn+l - R n) (~, 

neko (п Е (Rno Rn+l), Iz (12) and (13) dobijamo 
'" 

R~+i - R~-P ~ (1 - Р)Сn ~E s; (1- Р)Сn . 

S тјгајиа (14) od 1 do п - 1, dobijamo 
,и 

n-' 
R~-P < c1

-
p + (1 - р) I:>., 

ј=1 

udakle sledi (11). 

5 
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Lelua 3. Neka эи Х n , аn , Ьn i сп pozitivni nizov1, рп ёети (јп i Ьn zadovoljavaju 
uslove 

i neka је 

, 

1 < аn+l < М, 
- оп 

1 < Ьn+l < М N - Ьn - , пЕ , 

n-' 
Хn < аn + Ьn L ctg(Xi) , п Е N, 

i=l 

g(le је realna Junkcjja у(х) neprekidna, neopadajuca i g(x) 2: х, za х > о. 

,пЕ1,по, 

gd~ је С(u) = 1:'" 97:5' ~ > О'а 

ј-l 

о·Ь· '" по = sup{jIG(al) + Mln...L1. + L.,.-Ьi+lСi Е G(Rr)}. 
аl ы1 i=1 

(15 ) 

( 16) 

ТаЈа 

(17) 

Dokaz. Neka је R n = Ьn L.~-11 Cig(Xi)' 811. = E~=l Cig(Xi), i VN = R n + аn · 
'lada sе (16) moze napisati u obliku 

Хn ::; аn + Rn , п Е N. 

о < Vn+l - V" - Ь"+l(Э"_1 + cng(x,,)) - bnsn _ 1 + (jn+l - (јп 

- (ЬnН - ьn)эn_l + bn+1Cn9(Xn ) + аn+l - (јп 

~ l\ osnovu teoreme о srednjoj vrednosti јтаmо da је 

< 

6 

(18) 

(1') 



Sumirajuci (20) od 1 do п - 1, dobijamo 

Koristel:i uslove Јете dobijamo 

posto svaki pozitivan neopadajuci niz У .. zadovoljava sledeeu nejednakost 

I: Уј+) - Уј < 11''' dt = Јп у .. , 
i=l УН1 1'1 t Уl 

(lоЬјјато 

odakle sledi (17). 

LetJl84. Neka је. v .. > О i pretpostavimo da redovi L:=~ и,. i L;='7 V N konver-

ујгаји, Tada је. +00 

1· "n l' Li-n иј 
нп -=с::::> пп =с, 

....... +00 V.. ..->+00 ~:OO v-
L..-.=n 1 

DokaZ оуе leme тozвтo паВ, па primer u {15, str.281]. 
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3 Linearna јеdnаёinа 

Sada сето ргееј па ispitivanje ропа5апја reSenja jednaeina (1)-(3). Od sada ра 
Пi\dаlје smatracemo da је trivija1no leSenje iskljuceno iz razmatranja. Sledc(-a 
lmпа predst8vlja jedan od potpornih stubova istrazivanja јоопаёјпе (2), sto се 
;;(' videti u prve cetiri teoreme. 

Drugi potporni stub се biti Јете Gronwall-Bellman-ovog tipa dokazanc u 
prcthodnom odeljku. Primena ovakvih lета jejed.an od озпоупјЬ aparata u ispi
ti\'апјu rasta геВепја diferencijalnih i u poslednje Угете i diferencnih jednacina. 
lJ зlисаји diferencnih jednacina sledeei radovi koriste taj aparat [5], [11], [1 7-
2-1],[26-29]. U оУоrn odeljku сето dati ом doprinos ispitivanju ропа5апја гeSспја 
l1ckih diferencnihjednaCina па takav naСјп. Deo navedenih tvrdjenjaje sadrzHn 
11 autorovom radu [26]. 

Lcma 5. Neka је Хn resenje jednaCine (2). Tada је 

п-' 

("',,-+1 - ж,..)2 + CnX~+1 + c ... _1X~ = (Х1 - хо)2 +CIXg +сохј + L(Ci+l - C;_l)X~ , 1t Ео N. 

''''1 

(21 ) 

Dokaz. MnaZeCi (2) sa хn+l - х n_l = Хn+l - Хn + 2:n - 2: n _l dobijamo 

(хn+l - х n)2 - (Х n - Х n_l)2 + Cn(X~+1 - X~_l) = О , п Е N. (:!2) 

1:<'. (22) sledi da је 

п п 

L[(XHl - Xi)2 - (х, -Х;_1)2Ј + Lc.-(X;+1 - Х;_I) = О 
i=1 • ј=l 

:<'.а svako п Е N sto daje (21). Ll 

Теогета 1. Neka је сп, п Е N u {О}, pozitivan nerastuCi niz ~ Х n resenje 
]ednaёine (2). Tada ји nizovi Хn+1 - хn i Cn-1X~ ograniceni. AkQ је daJ}e 
lјтn-->OQ сп> О, tada је i Х,.. ogranicen. 

Dokaz. Iz (21) јmаmо da је 

(Х n+1 - хn)2 + CnX~+1 + Cn_1X~ < (х! - хо)2 + Сlхб + COX~ 

јег је l:~-ll(Ci+l - Ci-l)Х; < о. Odatle зlоој ргуј deo tvrdjenja. Sресiја1по је 
CrL_IX~ < (Хl - хо)2 + Сlхб + coxr = М, za svako п Е N. 

8 



Zato, ako је Hmn --+oo Сп > О, imamo da је 

м м 
Х;' < ...0"- < l' < +00. 

c n _l Imn ..... oo Сп 

Odatle sledi drugi deo tvrdjenja. 

Теосета 2. Neka је сп, п Е Nu{O}, pozitivan neopadajuci пи takav аа је е" > 
f, za п > по i neka је х ... resenje jednacine (~). Тааа је lim suP ........ oo C ... X~ > о. 

Dokaz. Bez иmапјепја opstosti томmо pretpostaviti da је по = 1. lz (21) 

јmато da је 

S druge strane је (Хl - 2"0)2 + СIХб + COX~ > О, jer mozemo pretpostaviti du. хо 
i х1 nisu istovremeno jednaki nuli. 

Na osnovu nejednakosti izmedju aritmeticke i geometrijske sredine i kako је 
~ > Б јтато 
-п _ ' 

(х ... +1- х ... )2 < 2(X~+1 + X~) < ~(CnX~+l + C ... _1X~), П Е N. 

lz svega navedenog sledi da је 

(1 + ~) (CnX~+1 + Cn_IX;') > (Хl - хо)2 + Сlх5 + coxi > О, п Е N. 

pnStajuci da п - оо u poslednjoj nejednakosti dobijamo 

( 2 + ~) limsup cnx;' > (хl - хо)2 + Сlхб + cox~ > о. 
{) ........ 00 

Odakle sledi tvrdjenje. 6. 

Teorema з. Neka је сп, п Е N u {О}, пи takav аа је Сп > 6 > О, п Е 
N i L:i_'7ICi+1 - c._ll < оо. Тааа ји sva теаепја diferencne jednacine (2) 
IJgranicena. 

Dokaz. Iz (21) sledi da је 

n-' 
Cn_lX;' < (хl - хо)2 + Сlхб + cox~ + L IC'+1 - Ci_llx; , п Е N, 

,=1 

јег је С; > о. 
Kako је сп > 6 > О, п Е N, па osnovu Posledice 1 dobijamo 
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Zato је 

(Х! - хо)2 + СIХб + cox~ , ( 

"-1 ) ехр ~ l: ICi+1 - Ci-ll . 
fJ i=1 

.2 < " -
(Хl - хо)2 + СIХб + COX~ , (

1 +00 ) 
ехр "6 k1c':+1- Ci-ll < +00. 

Odakle sledi ogтanicenost niza Хn . А 

Teoreroa 4. Nekaje Сп, п Е NU{O}, pozitivan niz takav daje 1 <т < C~:l < 
,\{ < оо, п Е N u {О}, i neka је х n resenje jednacine (2). Tada је 

x~ = О (с~(М+I)-I) 

2 о тР- ! ( М"-+Ч_1) хn = СП , 

za svako р >2, р Е N. 

Dokaz. lz (21) irnamo da је 

"-1 

Cn_1X~ < (ХЈ - хо)2 + clx3 + cox~ + l:(Ci+l - Ci_l)X;, п Е N, 
':=1 

јег је с.: > о. 
Poslednju nejednakost mozemo napisati u obliku 

"-1 ( 
2 """ СНl - С;;_1) 2 

Сn_1Хn S С + ~ "",,"'-'-"""-'С·i+Р-IХi 
':=1 С;;+р-l 

д-dе је С = (Хl - хо)2 + СIХб + COX~ i Р Е N fiksirano. 
Posto је Сп > О, (23) је ekvivalentno аа 

n+р-l n-l 

2 П c;-I < С + """ (Ci+l - с;; 
Сn+р_ЈХ n _ ~ 

. С, . 1 C,+p_l 
\=n \= 

lj. аа 

< 

( 

"-1 
мр С + L (Ci+l - с.: 

1=1 Ci+p_l 
< 

10 
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'Ia овпоуџ uslova teoreme i Ровlоојсе 1 dobljamo 

С х 2 < С ехр мр ~ СНl - с.; 
( 

n-' 
.. +р-l .. - L..J 

• _ <,", 1 > О. 
jer Је С,+1 .-,.--

Ocenirno вџтЏ 

ртуо, prirnetimO da је-

;:=1 ~+p-l 

n-' 
2.:(;;:+I-С;: 1 

':=1 C,+p-l 

,-, 
1 п Ci+j-l, 

j=1 СНј 

Na osnovu uslova teoreme Imamo C~~l < ;. za svako ~ Е N. Zato za р > 2, 

јmато 

, < 
.. -1 .. -1 
2.: ei+l - С; 1 2 + 2.: с, - с, 1 

,.~, C,+l т" С; т" 1 i=1 

1 
(24) 

i:lzap=l, 

S druge strane је 

[
"dX 

< -
О, Х 

(25 ) 

, [,,_1 dx 
< -. 

~ Х 

1, (24), (25) i (26), dobijamo 
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>1-- 1 
--.. Со+l - с.: 1 

L Со+р_l , , < =",1" [" ах + 1 1'"-' а_х 
тр2: х mpl х 

" оо 
1 1 =-'::0, (ln сп - ln Сl) + 1 ОП с .. _l - ln со), za р > 2. 

тР тР 

, 

Posto је с .. neopadajuCi imamo da је 

, 

n-' L Со+l - Ci-l 

. Со+,_' 
0=1 

n-' 

< ( 1 + 1 
- тР 2 тР 

L Ci+l - Со-l 

' . • =1 

r ~ svega navedenog sledi da је 

, ( '( 1 С .. +р_lХ ... < С ехр М тР 

, 

za р = 1. 

l)lnC .. +C, za р2=:2 

za р = 1. 

za р >2 

c ... x~<Cexp(M(M+l)lncn+C), za p=l. 

Zato је 

za 

t ј. 

х' < п -

с х 2 < ссМ(МН) za р = 1 . ... ... -... , 
Odatle sledi teorema. Д 

(27) 

Primedba 1. U prethodnom dokazu smo koristili С lшо oznaku za pozitvnu 
konstantu koja moZe varirati od mesta do mesta. 
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Posledica 2. Neka је сп, п Е N pozitivan ogranicen niz takav Ја је 1 < 
т < ";;1 < М < оо, п Е N. ТаЈа ви sva reJenja diferencne jednacine (2) 
ogranicena. 

Primedba 2. Primetimo da uslov 1 ~ m < ";:-1 < м < оо, п Е N implicira 
псораdапје пјzз (Сп) u Теогетј 1 i Posledici 2. 

Теогеша 5. Neka је Јn, п Е N pozitivan neogranicen striktno konkavan ШZ. 
ТаЈа jednaCina (1) gde је ЬN = - d...±l:..d .. I јта resenje koje striktno rastuci 
t~ii ka +00, рп ёетu ЬП --+ -2 kad п --+ ОО. 

Dokaz. Ocigledno da је Јп rciienje od (1) koje striktno rastuCi tezi ka +::>0. 
Posto је Јn striktno kokavan niz tj. Јn+! + Јn_ 1 < 2Јn , п Е N, јтато da је 

Јп+ 1 - Јn < Ј" - dn - 1, п Е N. 

l)akle niz Јn+1 - dn је opadajuCi. Zato postoji Iimn .... oo (dn+1 - d,,) kao konacna 
јlј beskonaena vrednost (tj. -оо). Neka је limn .... oo(dn+! - dn) = Ј. Ako је 
,[ < о iz Јn = Ј 1 + L:-l

l
(di +!-di ) zakljucujemo daje Јп negativan za dоџоlјrlO 

HJiko п. То је kontradikcija аа pozitivnoscu niza Јn. Dakle d > О. Zato је 
([" н >Јn. п Е N. Kako је 

\' ( ) \' (dn•• ) Iт dn+1 - Јn = Iт dn -';:'" - 1 = d < +00 
1'1. .... 00 1'1. .... 00 dn 

i liшп .... оо dn = +00, dоЬiјашо da је 

Odakle sledi da је 

liт dn+1 = 1. 
1'1. .... 00 Јп 

liт ь.. = _ Нт dn+! + Јn_ 1 = -2. 
1'1."'00 1'1.-+00 dn 

Primer 1. Uocimo јоопасјпи 

lп(п + 1)+Iп(п -1) 
2:1'1.+1 - 1 ХN + Х n_l = О , п > 2. 

пп 

Опа је оblјkз kao pod (1) i јта oCigledno reSenje хn = ln п , Јn = Јп п, п >2, 
i zadovoljava иаЈоуе Teoreme 5. 

Primer 2. Uocimo jednaCinu 

(п + Ј)" + (п - Ј)" 
X n+l - O:=--'.-"'-::';;-"'--""--xn + хn_l = О, п Е N, 

п" 

Ј3 

ОЕ(О,Ј), 



Оваје ОЫјЬ Ьо pod (1) i јmа ocigledno reЗепје хn = па. Јавпо daje dn = п'" 
pozitivan, neogranil:en striktno kokavan niz, jer је funkcija ј(х) = ха, О, Е 

(0,1), takva. 

Prim.edba 3. KoristeCi" рппсјр simetrije" moZemo dobiti analogne rezultate 
\1 slucaju Ьn Е (0,2), п Е N. 

Теосеша 6. Neka је 

+00 

2::'(11-'.1+12-'.1) < +00. 
i=l 

Tada је opste resenje jednaCine (9) asimptQt3ki ekvivalentno эа ап + Ь kad п _ 

0,::'. gde Ьroј а ili Ь moie biti jednak пиН ali пе ОЬа istovremeno. 

Doka.z. Mozemo pretpostaviti da је сп > О, п Е N u {О}. Napisimo (3) u 
sl~decem obliku 

(28) 

.Jasno је da је dn = Ьn - сп - Cn_l' Neka је Уп = Xn+l - х n . Тшiа iz (28) imal1lO 

СnУn - Сn-1Уn-l = dnx n , п Е N. 

SlIlnirajui:i (29) od 1 do п - 1, dobljamo 

t ј . 

n-' 
Сn_l(Х ... - Xn_l) = Сn-1Уn-l = СОУО + LdiXi 

,"=1 

Х N - х n _l = 
1 

'п-' 

Оаlје, sumiranjem (30) od 1 do п, dobljamo 

..\" а овпоуц uslova teoreme , сп _ 1 kad п -+ оо. Zato је 

"п , 
1· L..i=l с"(""1 1 lm = 

71.--+"" П 

::t. nizovi (ll/c ... l) (1 E~ 1 c(~Jnl) ви ograniceni, па primer ва М > О. 

14 
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Odatle sledi da је 

< 
п 

Zato је 

п 

Ixol м - + lcollxt -хоlМ +-
п п 

< 

.. ;-1 

LLldjllxjl 
i=I;=1 

< 
.. -1 Ix-I 

Ixol + ICOllxt - xolM + М L ildi l----7- o 

ј=1 ~ 

:.\ а osnovu Leme 1 sledi 

(Ixol + loollx, - xolM) ехр (М ~ 'ld;l) < 
п 

< ((xal +Ioollx, -хоIМ) ехр (M11- 001 +2M~i(11-0;1 + Ib, -211) 

~<= (31) 

T~ (31) јmаmо da је 

.. -1 .. -1 +00 

L Id;llx;1 < м, L ild;1 < м, Lild;1 < =. (32) 
ј=1 i=1 ј=1 

1z (30), moZemo zakljuCiti da postoji Нm ....... оо(х ,. - х .. _l) = а. Ako taj liшеs 
нјје jednak nuli, јmато da је Х,. ...., аn kad п ...... оо. Specijalno, х .. -=1- о za 
doviljno veliko n. Оа bismo оЬеzЬedШ da пе bude lјmn .... ос(х,. ~ Хn_1) jedllako 
IшJi, izabracemo Хl i хо tako da је 

+00 

lcollxt ~ xol ~ Мl Lildil > о. 
,=1 

Dalje, iskori.stimo cinjenicu da је 

( 

п-'Н ) СјХ; 
z .. = х .. С + k]1Cj+1X j+2 
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jos jedno resenje, linearno nezavisno аа Х .. ; vidi, па primer [11, р.lБОЈ. Odatle 
је specijalno 

j~ jos jedno rcienje, lјneато nezavisno 88 Х ... Опо је dobro definisano јег је 
,/,'п =f- о z8 dovoljno veliko п i Х .. '" ап kad п --+ оо. 

N 8 08поvи Leme 4 је 

1 
1 

Нт 
c ... :t:,,:t: ... +l 

~a 
1 -

.-~ "(71.+1) а 

Zato је azn '" 1 kad п --+ оо. 

Ako је У .. proizvoljno resenje od (3) i аko је Нmn .... +оо уп kопаепо, tada тога 
lJiti УП = CZn , П Е N za neko с Е R. Zato ako је liтn .... +оо У .. = О dobijamo аа 
је ,-; = О, tj. Уп је trivijalno rciienje. U ostalim аlисајеујmа је Нтn .... +оо Уп = ОС, 

]Ја је а =f- О. Ll 

Ispitajmo dalje sta ае dogadja и 81исаји [:;_'7 *.1 = +00. Jedan od prostih 
вlнсајеуаје za d .. = 71.1"" () Е (0,2] ј С .. = 1 za svako п Е N. 

Teorema 7. Neka је di = '''..' i Е N, с Е R, о: Е (0,2]. Tada za svako resenJe 
jednacine 

vazi asimptotska forтula 

(а) хn = О (n1c1+l) ako је () = 2; 

(ь)хn =О(пеIС1 "!i2::) akoje о:Е(0,2). 

Dokaz. Neka је Уп = ХNН - Х ... Као i и Теогетј 6 јmаrnо 

71.-1 1 
Х .. - х .. _l = Уn-l = Уо + с L:: -:;;ХО. 

1=1 t 

Sшпiгајuсi (34) od 1 do п, i koristeei prost гасип dobijamo 

Odatle sledi da је 

n-l 1 
х .. = ХО+П(ХI-ХО) + с L::(n -i)i,,,Хi. 

о=1 

.-1 

Ix .. 1 < Ixal + nlX! - ха! + n!cl L:: i: Ix,1 
.=1 

16 
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i ааlје 

< 
п 

• 

Iхоl .,.-1 1 
- + 1', - '01 + lеl "',... 1';1 п ~ 1а 

ј=1 

Iхоl + IХ! ::.... хоl + lеl 

Primenom Leme 1, dobijamo 

• 

Kako је 

< 1+1n
-

1 
,dt 

t Q l' 
аЕ(I,2) 

, 
.,.-1 1 

Е;о , 
;=1 

<[ "' - t'" l' , za аЕ(О,I), 

odutle је 
n-' 
Е ~ < 1+ Iп (п - 1), 

• • 0=1 

(п - 1)2-0 - 1 
<1+ 2 о: ' ха аЕ(I,2) 

2-0 1 
п -

ха аЕ(О,I). 

l?' svega navedenog sledi rezultat. 

Primer 3. Uocimo jednacinu 

2 
х.,.+1 - 2х.,. + Х"'_l = 2Х"" п > 1. 

п 

она se dobija iz (33) ako stavimo е = 2. Jedno пјепо resenje је х.,. = n 2 

Primer 4. UoCimo jednaCinu 
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Опа зе dobija iz (33) ako stavimo С = б. Јоопо пјenо reSenje је - - п' "'п - . 

Оуј primeri pokazuju da Za fiksirano а rast геЗепја јоопаёјпе (33), zaista 
шvisi od parametra с. 

Теогета 8. Postoji niz dn taka1J da је liшп--о+оо dn = О, 'L.t-'7 ild.1 = +00 i 
(lа za neko resenje jednacine (33) 1Jazi 

n k = Q(lxnl), za svako k Е N. 

Dokaz. Uocimo jednacinu 

:\Ii znamo da је 

1 
ХП+l - 2хп + Xn_l = -'П, 

п· 
а Е (0,2). 

I\eka је ха = О i Хl - 1. Lako је videti da је u tom зlиёајо х п > О za syako 
п Е N. Odatle је 

х п > п, za п Е N. 

PrimenjujuCi to u (36) dobijamo 

> 
п-l 1 п-l 1 

п + L:(n -i)iai = п +n L: ја 1 

.=1 0=1 

п-l 1 

- L:. 2 
0=1 ~ 

Ka.ko је 

za .в -# 1 

iшашо da је 

za п Е N, i za neko сl > О 

tj. 

zaP<3-а. 

Ponavljanjem prethodne ртосооше dоЫјашо rezultat. 
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4 Nelinearna jednaCina 

о ovoj sekciji Сето studirati asimptotsko pona5anje геВenја jednaёine (4). 

'Теогеша 9. Neka је 

(а) cn>о>О, п>по; 

(Ь) 9п proizvoljan realan пиј 

(с) dn realan пи takav Ја је L:i_'7 ildil < +00; 

(а) f теајпа funkcija takva da је, I/(x)1 < Llxl"', х Е R, za neko L > О 
i neko а: Е [0,1]. 

Тааа za svako гевепје хn јеапасјпе (4-) vaii sledeca asimptotska formula 

kad п ---> +00. 

Dokaz. Neka је УП = СП (ХП+l - хп ). Тма iz (4) dobijamo 

Уп - Уп-l = а.Ј(хп) + 9п , п Е N. (37) 

Као u Теогетј 8 јтато da је 

" ~'o + ,<>Уо L: -. - + L: ~ L:(djl('j) + Уј) . '1 'I(Н ) 
0=1 ct.-l ':=1 ct.-l j=l 

(.18) 

Iz (а), (d) posle i prostog racuna dobijamo 

п-l '1.-1 

1.,1 < Ixol + nl'<>lIx, - xolM + М L:(n - ')1.,1 + п L: Id,ll/(x,)1 
,=1 ,=1 
п-} п-l 

< Ixol + nlcollxl - xolM + М 2)П - i)lgil + пМ L L Idillxil"', 
,=1 ':=1 

gde је М jedno gornje ogranii':enje niza (Il/cnl). 
Neka је Sn = L~:ll(n - i)19il. Kako је Ixl<> < 1 + Ixl, х Е R, о: Е [0,11, 

јmато da је 

,-, 
1.,1 + 1 < Ф + п + s,) + '" L: Id,1 (lx,1 + 1), 

':=1 
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z[\ neko с > 1. 
Na osnovu Leme 1, i uslova (с), dobijamo 

1=1 

n-' 
< с(1 + п + Вn) + СIп L(1 + i + Si)ldil, 

,...+- '1' 1 glie је Сl = с2еС L.,,=~ 1 '. 

Iz (39) sledi da је 

i=l . 

јег је Si neopadajuCi. Iz (40), sledi rezu1tat. 

l'гiПlеdЬа 4. Ako је а > 1, tada teorema пе vaZi. 

РгiПlег 5. Uocimo jednaCinu 

хn+l - 2хn + xn_l = _2-2-X~' 
п" 

п > 1, Q; > 1. 

(39) 

Ova jednacina zadovoljava sve uslove Теогеmе 9 izuzev uslova Q; Е [0,1]. Jedno , 
Ilјепо reSenje је хn п2 , аН х n пјје O(n). Takodje limn .... ".,(xn+1 - Х n ) Ilije 
konaCno. 

РгiПlег 6. Uocimo jednacinu 

п ~ 1, Q; > 1. 

Za ovujedna.cinu хn = п 3 је reSenje, аН xn пјје О(п). 

Теогеша 10. Neka је 

(а) сп > 6 > О, п >по; 

(Ь) 9n realan niz takav da је E:_~ 19.1 < +00; 

(с) dn realan пи takav da ie Ei=..~ iOldil < +00, za neko а Е [О, 1); 

(d) f realna funkciJQ, takva da је, If(x)1 $ Llxlo > х Е R, za neko L > О. 
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Tada za svako rese.nje х", je.dnaCine. (4) vaii 

xn=O(n) 

i sle.deci limes је konacan, 

kad п --+ +00 

Нт cn-l(xn -Х",_I). 
n-->+о:> 

Dokaz. Као i u dokazu Теогеmе 9 јmаmо 
"'-1 ",-1 

IX1"l.1 < Ixol + nlcollxl - xolM + М 2)П - i)19il + пМ L L Idillx,j<O 
1=1 ';=1 

n-1 n-1 

< сО+п+ п L19il) + сп L Id.llx.la, 
-ј=1 -ј=1 

za neko С > о. Kako је, Etoo; ]9il < +00, јmаmо 
n-1 

< Сl + С L Id.llxil Q 

п 

.-1 (11)a 
< cl + с?= iQld .. 1 ~. 

~=1 

Za а Е.{О, 1), па оsпоvниmе 2 dobijamo da је 

(с:-а + (1 _ а)с ~ ;a 1d•l) l/(l-а) < 
п 

< (с:-а + (1 _ а)с }: ;a 1d•l) l/(l-а) < +=, 

udakle вlоој ргуј deo tvrdjenja. 
Iz gore navedenog вlоој da postoji М > О, takvo da је Ixnl < Мп, za s\'ako 

п Е N. SumirajuCi (37) od п + 1 do п + р, dobijamo 

п+1' n+1' 

Yn+p - Уп = L 9 .. + . L dif(x;). 
;=n+l 

Zato је, 

< 
"=п+l 1=n+l 

п+р n+р 

< L 19.1 + ма L iald.l· 
1=п+l ;=n+l 
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.:\а osnovu шlоуа teoreme i Cauchyjevog kriterijuma dobijamo tvrdjenje. 

Primedba 5. Рптег 5 pokazuje da пе mozemo dopustiti da bude Lt'7 i"'ld.1 = 

+:::ю, za neko Q Е 10,1). Zaista, u tom зlисаји је dn = п; .. i L::'7 j"ld,1 = 

Li=~ .2.. = +00, ak.o је ct: Е {О, 1). S druge strane је хn = п2 јоопо гeSeпје оУе 
јеЈпасјпе takvo da је хп =1 о (п). 

Tl:\orema 11. Neka је u jednaCini (4), ОП = О i сп = 1 za svako п Е N, f 
геаlПа рата, neopadajuca funkcija za х> О, takva da је Ј(х) > Iz! za х Е R 
1 Ј-<ХЈ Л;,) = Ј+<ХЈ J(~) = +00. Tada za svako геЛепје х n od (4) imamo 

х n ~ о (с-' (С(2') + 41" п + ~(' + 1) Id.I)) kad п - +00, 

(Jde је с = тах{l, Ixol, Ixo - Хll} ј С(u) = J~" Л:), g Е (0,1). 

Dokaz. Као u Теогетј 10 јтато 

.-, 
Ix.1 < Ixol + nlx, - xoll'Ol + п L: Id.IIJ(x.)I 

.=1 .-, 
< ,(1 + п) + '" L: Id.1 J(lx.I)· 

.=1 

~·a osnovu Leme 3, dobijamo da је 

( 
n(n+ 1) .-, ) 

Ix.1 < с-' С(2,) + 21" 2 + k(' + 1)ld.1 , za п Е N, 

јн је Ј-оо j(~) = Ј+<ХЈ Й:) = +00, odakle sledi tvrdjenje. 
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5 Gronwall-Bellmanove nejednakosti Ьеskопаёпоg 
tipa 

5.1 Uvod 

{] оуот odeljku сета sistematski proucavati diskretne Gronwall-Belimallovt' 
ncjednakosti beskonacnog tipa. 

Koristicemo sledeee oznake: Z skup celih brojeva, R skup геаlпјЬ brojev8, 
R+ = (О, +00), dok се п, ј, ј, 8 oznacavati elemente iz skupa Z. Мј сета takodje 
pretpostavljati da вуе beskonai':ne ашnе i beskonacni proizvodi, koji ве ја',:lјајн 
li оуој sekciji konvergiraju па вуојјт domenima definisanosti. 

Tokom protekle tri dekade ројаујо se veliki broj radova ровуееenјЬ diskl"et
ојт nejednakostima i пјЊоујт prirnenama, vidi, па ргјтег [5Ј,[11],[17-24].[26-
29Ј, kao i reference u пјјта. Rekurentne nejednakosti koje sadrie геаlпе пј
zove а koje ве mogu smatrati diskretnim analogonima Gгопwаll-Веllmапоvе 
пејedпаkоsti ili пјепјт varijantama, ргШепо ви koristene и analizi diferencnih 
jednaёina. U prethodna dva odeljka и ovom гми dat је odredjen doprinoB toj 
tematici. Jedan od takvih rezultata ви dokazali Mate i Nevai и (13], sto је bila 
polazna tal:ka za razmatranja и ovom odeljku. 

ТеоrеПlа А. Neka ви u(n) i Ј(n) funkcije definisane па Z ва vrednostima u 
R+, i neka је с > О konstanta. Ako је 

~ 

u(n) < с + L J(i)u(i) 
i=n+l 

I.<:~da је 

оуо је јоопа od dikretnih varijanti Gronwall~Bellmanove nejednakosti . .\Л 

сето геСј da је оуа nejednakost GгопwаlI-Веllmапоvа nejednakost beskonacnog 
tipa. Motivisan Teoremom А, Pachpate је и (21] dao nekoliko analoga 11atc· 
,'-Јеуајеуе nejednakosti. U (25] вто generalizovali tri od пјјћ. Те generalizacije 
щ za<>novane па teoremi о srednjoj vrednosti koju вто upotrebili umesto сlс-
1I1entarnog ral:una datog и (21]. 

U ovoj sekciji сето deta1jnije istraZiti takve nejednakosti, tj. gencrl\li· 
zovacemo опе iz (21] i (25] мо i izvesti поуе. 
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5.2 Nejednakosti za funkcije jedne promenljive 

р [\'0 cemo generalizovati Teoremu А. 

Theorem 12. Neka зи и(n), с(п), Ь(п) i Ј(п) funkcije definisane па Z за vrcd
Ilostima u R+ i neka је П(п) = ffi( 1 + f(i)b(i». Ako је 

~ 

и(n) < ф) + Ь(n) Е ј(ј)и(') (41 ) 
i= .. +l 

ttJ.da је 

Ь(n) ~ 
.(n) "C(n) + П(n) L- f(i)ф)П(. - 1). 

1= .. +1 

(42) 

Dokaz. Neka је R(n) = L:~"+l J(i)u(i). Тada iz (41) sledi 

"(n) - R(n + 1) ~ ј(n + 1).(n + 1) < ј(n + 1)( c(n + 1) + Ь(n + I)R(nl 1)) 

tj_ 

R(n) - (1 + Ј(n + 1)Ь(n + 1) )R(n + 1) < ј(n + l)ф + 1). (43) 

bl!lozeei (43) sa П(п) dobijamo 

R(n)П(n) - R(n + 1)П(n + 1) < ј(n + l)ф + 1)П(n). (И) 

Sllmirajuci (44) od п do п + s - 1 dobijamo 

n+. 
R(n)П(n) - R(n + ,)П(n + ,) < Е f(')c(i)П(i - 1). (45) 

i= .. +1 

pu.stajuCi da s _ оо u (45) i koriзtесi сјпјепјси da је lims--->c:o R(n +s)П(п + В) = 

О: dobijamo 

R(n)П(n) < Е f(i),(')П(i - 1). (46) 

[(оmЬјпијисј (41) i (46) dobijamo (42). 

Sledeea teorema је generalizacija Теогете 2 u [21]. 

Теогета 13. Nekaje u(п) funkcija definisane па Z за vrednostima и (е, +=), 
ј(n) funkcija definisane па Z за vrednostima u R+, i С > е konstanta. Ako је 

~ 

u(п) < с+ L ј(i)tф)lпu(i)Iпlпu(i) (17) 
.:= .. +1 
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tada је 
П"" (~+J(<)) 

( ) < (Јnс) ;"'''Н 
и п _ е . (48) 

Dokaz. Neka R(n) oznai':ava desnu stranu od (7). Тада је 

R(n) - R(n + 1) ј(п + l)и(п + l)lnu(n + 1)lп1пи(п + 1) 

< f(n+1)R(n+1)lnR(n+1)1n1nR(n+1), 

jcr је u(n + 1) < R(n + 1), odakJe sJedi 

R(n) < R(n + 1)(1 + ј(п + 1)lпН(п + 1)ln1nR(n + 1)). (49) 

\[nozeei (49) od п до п + в - 1 dobijamo 

n+. 
Н(п) < R(n+,) П (1+f(i)lnR(i)ln1nR(i)). (50) 

ј=п+l 

pu.stajuci да В""" оо u (50) i koristeei сinjепјси da је liШ .. --оооR(n + В) _. С, 

110Ыјато 
~ 

Н(п) <, п (1+ ј(ј) IпН(ј) lnlnR(i)). 
'=п+l 

Odatle sledi da је 

~ 

lnR(n) < lno+ I: Iп(1+ј(ј)lпН(ј)lпlпН(ј)) 
i=n+l 

< ln,+ I: ј(ј) lnR(i) lnlnR(i). (51 ) 
i==n+l 

Stavimo да је JnR(n) = v(n) U (11). Na оsnоуи Теогеmе 2 [10], dobijamo daje 

v(n) < (lпс)П:пн(l+f(i» 

tj. 
П':'" (НЈ(.ј) 

R(n) ~ еОnС) '_ ... +1 

~to РОУlаЫ trazenu nejednakost (48). 

Prin1edba 6. Теогета 13 эе тои generalizovati Л1Ј, ргјгодап паi':iп, u slutaju 
kada umesto и(ј) Јп u(i) lпlп и(ј) јтато u(i) Јп u(i) ... Јп·:· щ u(i), k = 3,4, ... , 

k 
u (7). Vidi takodje Теогети 17 koja sledi. 
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Sledeea teorema је genera1izacija Теогеmе 1 u (21) i [25}. Ovu teorell1u 
шоi.emо interpretirati kao diskretnu varijantu Bihari-Lasalleove [4},[12} nejcd
nakosti beskonacnog tipa. 

Теогеша 14. Neka su u(п) i Ј{п) funkcije definisane па Z sa vrednostima u 
R+, с> О konstanta i g(x) nenegativa neprekidana rastuca ftmkcija definisana 
mJ. ~. Аko је 

оо 

"(п) <, + L I(;)g("(;)) (52) 
':=-+1 

цнiа је 

u(n) < с-' (с(,) + ; ~, 1(;)) , (53) 

za svako п Е Z takvo daje С(с)+ Е:п+1 Ј(ј} Е G(R+), gdeje С(u) = Ј,," g(~) 
1 f: Е [О, с). 

Dokaz. Neka R(n} oznaeava desnu stranu od (52). Tada је 

R(n) - R(n + 1) ~ I(n + l)g("(n + 1)) < I(п + l)g(R(n + 1)), (51) 

ј()[ је u(п + 1) < R(n + 1) i g(x) rastuca funkcija. 
Na osnovu teoreme о srednjoj vrednosti је 

G(R(n)) _ G(R(n + 1)) ~ R(n) - R(n + 1) 
g«((n)) 

'" neko (п) Е (R(n + 1), R(n)). 1, (54) ; (55) sled; 

(55) 

G(R(n)) - G(R(n + 1)) < R~IR(n~n1~ 1) < I(п + 1). (.;б) 

Sumira.juci (56) od п do п + s ~ 1 dobijamo 

n+. 

G(R(n)) - G(R(n + ,Ј) < L I(i). (57) 
",=п+l 

PtiStajuCi da s ...... оо u (17) i koristeei neprekidnost od С(х) lшо i ёјпјеnјсll da 
lilnS ..... oo R(n + s) = с, dobijamo 

G(R(n)) < с(,) + L 1(;). (.\8) 
.=п+l 
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ЈазпО da postoji neprekidni јпуеп od G(з:) koja је opet газtuса funkcija defin
isana па G (R+). Zato је 

('9) 

Iz (52) i (59) dobijamo trazenu nejednakost (53). 

Primedba 7. Ako је integral го 91;) divergentan, tada mozemo pretpostaYiti 

Ја је Е: Е (О, с). 

Розlешса 3_ Neka зи и(n) i Ј(n) funkcije dеfiпiзапе па Z за vгedпоstiпш u 

R с > О i р > 1. Ako је +, -
оо 

uР(n) < с + L j(i)u(i), 
\=n+l 

t ada је 

Dokaz. Neka је g(x) = х1јр . Tada је С(х) = го 9t;) = ~xl-; i с- 1 (х) = 

«р _ l)х/Р )p!.i. Ako primenimo Teoremu 3 па niz z(n) = uР(n), dobijamu 

z(n) < 
~ 

('-1 ( ~ 1"-; + f Ј<ЈI)) ,-. 
р р i=n+l 

Odakle sledi rezultat. 

posledica 4_ Neka је u(n) funkcija dеfiпiзапе па Z за vгеdпозtimа u (ek-l, +=), 
Ј(n) funkcija dеfiniзапе па Z за vrednostima u R+, i с > ek_l konstanta. Ako 

l' оо 

и(n) $с+ L f(i)u(i)lnu(i)lnlnu(i) ... ~u(i) (60) 
;=n+l k 

(дЈа је 
",,"" Ј1') 

Qn .. ~ Јп C)cL..i~nH 
• 

и(n) < ~ ._1 (" I 
Н 

grie је ek induktivno definisano за ео = 1, ek = e"·-l, k = 1,2,3 ... 
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Dokaz. Neka је 

1" d, 
С(х) = =ln ... lnx. 

е slnslnlns ... ln ... lns ~ 
0_1 ~ k+l 

• 
оо 

.Ju.sno da је C-1(x) =~. Na osnovu Teoreme 14 i prostog rаёuпа dоЫјаrпо 

(21) . 

Interesantno је primetiti da је nejednakost u Teoremi 13 preciznija od опе и 
Posledici 4. То nije ёиdпо s obzirom da је Teorema 14 opstijeg karaktera. 

Sledeeu teoremu mozemo shvatiti мо Willett-Wongovu nejednakost Ьeskопаёl10g 
tipa, vidi [291. 

Teorema 15. Neka ви и(n), g(n) i ј(n) funkcije definisane па Z sa vrednostima 
11 R+, С >0 i р Е (0,1). Ako је 

и(n) < ,+ Е f(i)u(i) + Е g(i)u'(i) ("2) 
I=n+l .=n+1 

t О\Ја је 

...L. 

и(n) < П;n) ('П(ОО ))'-, + (1 - р) .f, g(i)П(i - 1)'-') .-, (63) 

",Ie је П(n) ~ rr.~,(1 + f(i)) i п(оо) ~ П;,(1 + Љ))· 

Dokaz. Neka R(n) oznaёava desnu stranu od (62); tada је 

R(n) - R(n + 1) ~ Ј(n + l)и(n + 1) + у(n + l)и'(n + 1) 

< Ј(n + I)R(n + 1) + g(n + I)R'(n + 1), 

jer је и(n + 1) < R(n + 1). Zato је 

R(n) - (1 + Ј(n + 1))R(n + 1) < g(n + I)R'(n + 1). 

[I:[nozeei (64) ва П(n) dobijamo 

П(n)R(n) - П(N + I)R(n + 1) < g(n + 1)П(n)R'(n + 1) 

- g(n + 1)(П(n)R(n + !))'П(n)'-' . 
.\'а osnovu teoreme о srednjoj vrednosti dobljamo 

(64) 

(П(n)R(n))'-'- (П(n+ I)R(n+ 1))'-' ~ \-)Р (П(n)R(n) -П(n + !)R(n + 1)), 
( п , 

(65) 
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gde (п) pripada intervalu sakrajevima u П(п)R(п) i П(п + l)R(n + 1). Pгet
postavimo da је П(п)R(п) > П(п + l}R(n + 1). Tada је 

(п) > П(N + I)R(n + 1) > П(n)R(n + 1), 

јег је П(п) пеорооајисј niz. Odatle i iz (25) sledi 

(П(n)R(n»l-p - (п(n + I)Н(n + 1»1-, < (1 - .)9(n + 1)П(n)'-', (66) 

Ako је П(п + l)R(n + 1) > П(п)R(п), tada је nejednakost (66) oCigledna . 
. SumirajuCi nejednakost (66) od п do п + s - 1 dobijamo 

n+. 
(П(n)R(n)ј'-' - (П(n + ,)Н(n + ,»н < (1- р) L 9(i)П(i _1)>->, 

i=n+l 

PnStajuCi da s _ оо i koristeei сјпјепјси da Hm~--+oo П(п + s)R(n + В) = сЛ(оо) 
јтаmо da је 

= 
(П(n)R(n»'-' < (оП(оо»'-' + (1 - р) L g(i)П(i - 1)'-', (б7) 

i=n+l 

Iz (67) dobijamo 

odakle sled.i nejednakost (63). 

Sledeea teorema generaliSe Теогеmи 3 и [21] i Теогеmи 2 u [251. 

Teorerna 16. Neka su u(п), ј(п) i у(п) funkcije definisane па Z sa vгеdПОl;tiПЈ3 
\1 R+, с > О konsta.n.ta, h(x) nenegativna dva puta diferencijaЫlna rastllca 

funkcija definisana па R+, Н(х) = 1.:'" h1:j' s Е (О, с) i (h о H- 1 УI(х) < О za 
х Е R+. Akoje 

.(n) < 0+ • ~, j(')h(,('j) (h(U('» + ,~, 9(;)h('(;») (б8) 
t.ada је 

ф) < н- 1 (Н(Ој + "(Ој. ~, ј(ј) ,Цу + Ј(ј)(" он-')'(Н(о» + 9(;») , 
(69) 
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Dokaz. Neka је с > О i пеkв R{n) oznaeava desnu stranu od (68). Tada је 

Н(n) - Л(n + 1) ~ Ј(n + l)ф(n + 1)) (ћ(и(n + 1)) + ј ~2 9(ј)ћ(и(ј))) 

< Ј(n + l)ћ(Л(n + 1)) (чл(n + 1)) + jt.2 9(ј)ћ(Л(ј))) , (70) 

јег је и(п) $. R(n) za п Е Z а ћ(х) јејюпа rastuca funkcija. Sa druge strane је 

j,R(n) "' Л(n) - Л(n + 1) 
Н(Л(n)) - Н(Л(n + 1)) ~ R(nH) h(t) < ћ(Л(n + 1)) . (71 ) 

1L. (70) i (71) dobijamo 

Н(Л(n)) - Н(Л(n + 1)) < Ј(n + 1) (ћ(Л(n + 1)) + jt.2 9(ј)ћ(л(m) . 

PrimenjujuCi argument slican gornjem, dobijamo 

Н(Л(n)) < н(,) + ,~/(j) (ћ(Л(ј)) + jt., В(јЩЩј))) . (72) 

.\сЬ је L(n) desna strana od (72) i М(п) = h{R(n)). Tada је 

H(h-1(M(n))) < н(,) + ,t., Ј(ј) (М(ј) + j~' 9(ј)М(ј)) , (73) 

, 

L(n) - L(n + 1) ~ Ј(n + 1) ( М(n + 1) + ј%;.2 9(ј)М(ј)) 

< Ј(n + 1) (h(H-1(L(n + 1))) + ј%;.2 g(j)h(h- 1 (L (ј)))) , (74) 

јег iz (72) јmаmо da је М(п):$ h(H-1(L(п))) za п Е Z. 
Neka је 

W(n) ~ h(H-l(L(n + 1))) + Е g(j)h(h-1(L(ј))); 
ј=п+2 
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tada је 

W(n) - W(n + 1) 

h(H-'(L(n + 1))) - h(H-'(L(n + 2))) + g(n + 2ЩН-'Щn + 2))) 

< ,(н-'Щn + 1))) - h(h-'(L(n +2)) + g(n + 2)W(n + 1), (75) 

јег је h(H- 1 (L(n + 1))) < W(n) za п Е Z. 
Na osnovu teoreme о srednjoj vrednosti dobijamo 

h(H-'(L(n+1)))-h(н-'(L(n+2))) ~ (hoH-')'«((n+1)) (L(n+1)-L(n+2)), 

za neko (п + 1) Е (L(n +2), L(n + 1)). Koristeei uзlоvе teoreme sledi da је 

(76) 

ш svako п Е Z. Zato је 

/,(Н-'Щn +1))) - '(Н -'(L(n +2))) < (' oH-'), (Н (о)) (L(n + 1) - Цn + 2)). 
(77) 

Iz (75) i (77) sledi, s obzirom па (74) 

W(n) < W(n + 1){1 + Ј(n + 2) (' о н-')'(Н(о)) + g(n + 2)). (78) 

Na slil:an naЫп kao u prethodnim гзsudјivanјimа dobijamo da је 

W(n) < '(о) П (1 + Ј(ј)(' о н-')'(Н(о)) + gU)), (79) 
ј=n+2 

ј" limn_= W(n) ~ limn_=h(H-'(L(n + 1)) ~ '(Н-'(Н(о))) ~ '(о). Ко
risteCi (74) i (79), dobijamo 

Цn) - L(n + 1) < Ј(n + IЩо) П (1 + f{j)(' oH-')'(Н(о)) + gU)). (80) 
ј=n+2 

lz (72) i (80) lako sledi da је 

L(n)<H(o)+h(o) L Ј(ј) П (1+f{j)(hoH-')'(Н(о))+gU)) (81) 
i=n+1 j=i+l 

odakle је 

R(n) < Н-' (Н (о) + '(о) ;f, Ј(ј) Ј,!,(1 + f{j)(' oH-')'(Н(о)) + g(;))) . 

(82) 
.\Oejednakost (69) је posledica nejednakosti (68) i (82). 
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5.3 Nejednakosti za funkcije od dve promenljive 

Sledeee dve teoreme ви generalizacije Теогеmе 13 i 14 za funkcije od dve РГОПlспlјi\'е. 

Теогеша 17. Neka је u(т, п) Сunkcјја definisana па Z х Z эа vrednostima u 
(ek_l, оо), ј(т, п) Сunkcјја definiвana па Z х Z ва vrednostima u R+, с > el<_l 

gk(:t:)=xlnx .. ·!n.:.ln.x. Akoje , 
~ ~ 

и(т,п) < ,+ L L Ј(ј,Љ.(и(ј,ј)) 
i=m+lj=n+l 

tada је 

(83) 

(84) 

Dokaz. Dokazimo ovu teoremu indukcijom. Za k = 1 dokaz mozemo naci 11 

Tcoremi 5 [10}. PretpoBtavimo da tvrdjenje vaZi za k > 1. Ako је 

~ ~ 

и(т,п) < ,+ L L f(i,j)g .. ,(u(i,j)) (85 ) 
i=m+ 1 ј =n.+ 1 

tada, kao и dokazu Теогете 5 iz [21], тоито dobiti 

gde R(m, п) oznae8va desnu st.ranu od (83). za det.alje vidi [21, р. 381]. 
Neka је L(m, п) = lп R(m, п). Tada эе (86) moze napisati u sledeeem OiJ1ikl1 

~ ~ 

Цт,п) < Iп,+ L L Љ,Љ,(Цј,ј))· (87) 
i=m+lj=n+l 

Na osnovu indukcijske hipoteze dobijamo da је 

П- (>+"- "",,) чп .~. ~(!II с)) '~"'H L..j",n+l 

• L(m, п) < ~ ~-I 

,-, 
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sto povlaCi 

Tvrdjenje sledi indukcijom. 

ТеогеПIa 18. Neka su и(т,п) i ј(т,п) funkcije definisane па Z х Z Ба '..-теd
nostima u с> О konstanta i у(х) nenegativna neprekidna rastuca funkcija defin
isana па R+. Ako је 

оо оо 

u(т, п) <, + L L!(i, љ(u(ј, ј)) (88) 
i=rn+l j=n+t 

~l\da је 

u(т, п) < с-' (с(,) + '~'jt.. Ј(ј, ј)) , (89) 

Zi.I brojeve т,П takve da је С(с) + L:m+1L:}:n+1 J(i,j) Е C(R+), gde је 

С(u) = LU 
Д:ј i g Е (О, с). 

Dokaz. Neka је с> о. Definisimo Ба R(m, п) desnu stranu od (88). Tad1.l. је 

(R(m,n) - R(m+ l,n)) - (R(m,n+ 1) -R(m + l,n+ 1)) 

~ Ј(т + 1, п + l)g(u(m + 1, п + 1)) 

< Ј(т + l,n + l)g(R(m + l,n + 1)), (90) 

jer је и(т + 1, п + 1) < R(m + 1, п + 1) za т, п Е Z а g(x) rastuca funkcija. 
Iz (90) i О < с < R(m + 1, п + 1) < R(m + 1, п) sledi 

R(т,n) - R(т + l,п) 
g(R(m + 1, п)) 

< Ј(т + l,n + 1). 

R(m, п + 1) - R(m + 1, п + 1) 
g(R(m+l,n+l)) 

La fiksno т u (91) sumiranjem preko ј = п, п + 1, ... , п + 5 - 1 dobijamo 

R(m,n) - R(m + 1, п) 

g(R(m + 1, п)) 
n+. 

< L Ј(т + l,ј). 
j=n+l 

R(m,n +5) -R(m + 1,п +5) 

g(R(m + 1, п + 'Ј) 

зз 

(91) 



l-'uStајuсi da s _ оо u (92) i koristeCi Cinjenicu da је liщ, ..... оо R(m, П + В) .= с 

JoЪijaтo 

R(m,n)-R(m+l,n) ~ Ј( .) 
(R(m + 1 п)) < L. m + 1" . 

9 , ј=п+l 

Za fiksno П u (93), sumiranjem preko i = m, m + 1, ... dobijamo 

f R(i-l,n)-R(i,n) < f f ј(ј,ј). 
<=т+1 g(R(l,n» <=т+1ј=п+1 

Kako је R(i, п) < R(i - 1, п) imamo da је 

G(R(i - 1, п)) - G(R(i, п)) < 

< 

rR(i-l,п) dx 

lЩј,П} g(x) 

R(i - 1, п) - R(i, п) 
g(R(i,n)) 

КотЪiпијисј (94) i (95) dobljamo 

= = = L: (G(R(i - 1, п)) - G(R(i, п))) s L: L: Ј(ц) 
i=m+lj=n+l 

odakle је 
= = 

G(R(m, п)) - с(,) < L: L: f(i,З), 
i=m+lj=n+l 

jer је liщ- ..... "'" R(i, п) = с. 
Zato је 

R(m,n)<G~l (G(')+ј~~'ј~/(i'з))' 
odakle sledi rezultat. 
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