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KVALITATIVNA ANALIZA LINEARNIH
I NELINEARNIH DIFERENCNIH DINAMICKIH SISTEMA

Glavni predmet rada je prouéavanje svojstva redenja linearnih diferencnili
jednacina oblika .
Tatl + bnZn +t -1 =0, 8 €N,

u nekim sluéajevima razmatranih u obliku

dobijenom smenom b,, = _'TET’ kao i opstijih jednaéina oblika

enZn+l — bpTn +cn-12a_1=0,n €N,
a takodje i nelinearnih diferencnih jednatina tipa
ﬁ(cﬂ—lﬁmn-l } = dnf(mﬂ) +gn, ne N

Ta svojstva su, ogranienost reSenja ili razne, asimptotske ili jednostrane
ogranitavajuée procene njihovih ponaZanja, pod odredjenim uslovima kojc is-
punjava struktura jednatine, odnosno njeni koeficijenti. Navedene jednatine,
kao i pomenute osobine njihovih redenja , 1j. nizova z, koji th zadovoljavaju,
imaju dosta primena u mehani¢kim i tehni¢kim naukama (kao &to je, na primer,
uloga reSenja prve od tih jedna¢ina u problemu trepereée Zice pod diskretno ras-
poredjenim opteredenjima). Ta kvalitativna analiza u izvesnoj meri je anslogna
i paralelna takozvanoj kvalitativnoj integraciji diferencijalnih jednaéina, ali se
od nje u mnogome i bitno razlikuje, narofito u pogledu metoda kojima se dolazi
do odgovarajuéih rezultata,

Glavno sredstvoe u tretiranju navedenih diferencnih jednaéina su tzv. diskretne
nejednakosti, odnosno stavevi Gronwall-Bellman-ovog tipa.

Kljuéne reti: Diferencne jednatine, Gronwall-Bellman-ova lema, niz, kvali-
tativnha analiza, asimptotika, ograni¢enost.



QUALITATIVE ANALYSIS OF LINEAR
AND NONLINEAR DIFFERENCE DYNAMIC SYSTEMS

The main object of the paper is investigations of properties of the solutions
of the following difference equations:

In+l + an“ + In—-1— 0 y 1 < Nj
it can be also written in the following form

Tn+1 -2z, + Za-1+ ﬂn(ﬂ?n+1 —In—1) =0,n €N,

using the change b,, = -1—41__:, as well as

CnZn+i — nTn ¥ Cno1Zn-1 = O,n e N,

and
&{cn—-lﬁzn—l ) = dnf(mn) +gn: NE N.

We investigate the boundedness, the asymptotic behaviour of its solutions
under some conditions which are imposed on its coefficients. These equations
have many applications in mechanics and technics. For example, the first equa-
tions models the amplitnude of oscilation of the weights on a discretely weighted
vibrating string [1, pp. 15-17]. This qualitative analysis is not similar to the
qualitative analysis of analogous differential equations, althoug there are some
nna.logies.

The main device in considerations of the equations are Gronwall-Bellman's
1ype inequalities.

KKey words: Difference equations, Gronwall-Bellman’s lemma, sequence, qual-
itative analysis, the asymptotic behaviour, boundedness.
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Predgovor:

Ova) rad sadrzi viSse od dvadeset originalnih rezultata obuhvaéenih sa 18
tcorema i nekolike pomoénih tvrdjenja. Osnovni tekst ovog rada podeljen je na
sledeéih pet poglavlja:

1. Uved,

2. Pomoéni rezultati,

3. Linearna jednadina,
4. Nelinearna jednatina,

5. Gronwall-Bellman-ovske nejednakosti beskonaénog tipa.

Poslednje poglavlje podeljeno je na tri potpoglavlja:
5.1 Uved, _

5.2 Nejednakosti za funkcije jedne promenljive,

5.3 Nejednakosti za funkcije od dve promenljive,

Glavni predmet rada je proudavanje svojstva redenja linearnih diferencnih
jednatina oblika
In+1+bn1n+xn—-l=0:ﬂEN, {1}

1 nekim sluéajevima razmatranih u obliku

L4l — 2rn 4 Zpn-1-+ ﬂn(In+1 - Iﬁ-l) =0,ng N, (2}
dobijenom smenom b, = — ﬁ, kao i opétijih jednaéina oblika
tnZatl — nfn +cn1Tn-1=0,n € N, (3)

a takodje i nelinearnih diferencnih jednacina tipa
Alen_1Azn ) =dof{zn) + 90, neEN. (4)

Ta svojsiva su, ograniéenost reSenja ili razne, asimptotske ili jednostrano
ogranicavajuée procene njihovih ponadanja, pod odredjenim uslovima keje is-
punjava struktura jednatine, odnosno njeni koeficijenti. Navedene jednacine,
kao 1 pomenute osobine njihovih refenja , tj. nizova z, koji ih zadovoljavaju,
irnaju dosta primena u mehanitkim i tehni€kim nankama (kao 3to je, na primer,
uloga reienja prve od tih jednaina u problemu trepereée zice pod diskretno ras-
poredjenim opterecenjima). Ta kvalitativna analiza u izvesnoj meri je analegna
i paralelna takozvanoj kvalitativnoj integraciji diferencijalnih jednagina, ali se
od nje u mnogoerme i bitno razlikuje, narotito u pegledu metoda kojima se dolazi
do odgovarajucih rezultata.



Glavno sredsivo u tretiranju navedenih diferencnih jednatina su tzv. diskretne
nejednakosti, odnosno stavovi Gronwall-Bellman-ovog tipa. Tri takva stava , i
jedna posledica prvog od njih, koji se u tim ispitivanjima neposredno koriste
izlozena su pod nazivima Lema 1,2 1 3 1 Posledica 1 u drugom poglavlju pod
nasiovem " Pomoéni rezultati.” Prva od ovih lema, koja se u onem Sto sledi na
najvide mesta koristi, glasi:

Neka je p,bp,cn >0, ne N i

n—1

tnSontin3 e, nEN.
i=1
Tada je
n—1 nely
Tn S dn+ by Za,—c,—e j=ia I ,n e N.

i=1

Sli¢nog karaktera su i ostali iz ove grupe iskaza u disertaciji (u ovom i u
petom poglavlju), ali ve€ina njih, a medju njima i Lema 3, sloZeniji su i sa nesto
duzim dokazima nego navedena Lema 1.

Sledeéa, treéa glava, pod naslovom "Linearna jednaéina” , sadrzi rezultate
koji se odnose na redenja jednatina (1),(2) i (3), a izloZeni su u osam teorema.
Prve tetiri teoreme izvode se iz jedne jednakosti koju zadovoljava svake redenje
r, jednadine (2), pri temu dokazi trefe i Zetvrte teoreme koriste i navedenu
Lemu 1 i njenu posledicu.

Cetvrto poglavlje sadrzi tri teoreme koje se odnose na nelinearnu difer-
enenu jednaginu oblika (4) i kojima se, pod odredjenim kombinacijama uslova,
tvrdi vazenje odredjenih asimptotskih svojistava svih njenih redenja. U njihovim
dokazima takodje se koriste leme iz drugog poglavlja.

Najzad, u petom poglavlju dokazano je sedam teorema kojima se uopstavaju
ranije dobijene nejednakosti tzv. beskonaénog Gronwall-Bellman-ovog tipa,
tj. nejednakosti analogne onima konacnog Gronwali-Bellman-ovog tipa, ali sa
beskonaénim umesto konaénih suma. Nejednakosti, zaprave stavovi, keje su
njima vopstene bile su dobijene u radu B.G_Pachpatte-a iz 1993. godine i u jed-
nom ranije publikovanom autorovem radu. U poslednjim dvema od tih teorema
fisuriSu funkcije dve celobrojne promenljive, a u ostalim same funkcije jednog
celobrojnog argumenta.

Zeleo bih da se zahvalim svim &lanovima komisije na izuzetnom strpljenju
koje su pokazali prema meni i na veonia korisnim savetima pri izradi ovog rada,
pazljivom ¢itanju rukopisa i literaturi koju su mi preporuéili.

Beograd, Februar 2001. godine
Kandidat:
Mr. Stevo Stevié
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KVALITATIVNA ANALIZA

LINEARNIH I NELINEARNIH

DIFERENCNIH DINAMICKIH
SISTEMA

STEVO STEVIC



1 Uvwvod

1 ovom radu éemo ispitivati dinamiku reSenja nekih klasa diferencnih jednacina
drugog reda. Prvo éemo se baviti sledeéom jednaéinom

In+1+anﬂ+Ina1:0,ﬂEN- {])

Ovde je z, traZeno reSenje navedene jednadine a b, je dati niz realnih brojeva.
[spitivademo ograniCenost i asimptotiku refenja ove jednacine.

Navedena jednacina ima velike primene u praksi, na primer, refenja jednacine
(1) pretstavljaju amplitudu oscilacija teZina diskretno rasporedjenih na Zici koja
osciluje {1, pp. 15-17}.

Bliski rezultati u slu¢aju diferencijalnih jednatina drugog reda mogu se naci
na primer, u [2,{3],[6] i [9].

Akojeb, = -2, n € N, imamo da je ,,) —2zn 4+ Zn-1 = 0. Poznato je da
je opéte refenje ove jednatine oblika an +5, gde su a, b proizvoljni realni brojevi.
Dakle ova jednaCima ima i neogranitenih reienja. Takodje dobro je poznato da
akojeb,=de R, neE N, gdejed >2ili d < -2, ova jednaZina takodje iina
necgranitenih reSenja. Ova &injenica nas motivise da ispitujemo slutaj kada je
—2 < by < 2, n € N, specijalno kada b, — 0 kad n — o0.

Sledeéi "princip simetrije” je vrlo koristan w razmatranju jednadine (1}.
Uvodjenjem smene y, = (—1)"z,,, jedna¢ina {1) postaje

(_1)“+1(yn+l — bpYn + Yn—1 } =0,n € N,

t].
Un+l —bp¥ntin-1=0,n € N.
Zato je u nekim sluéajevima dovolino ispitati sluéaj kada je —2 < &, <
0. n € N. Na primer, ako pokaZemo, pod nekim uslovima, da jednaéina (1} u
slucaju —2 < by, < 0, n € N, ima ogranicena ili neogranifena reSenja tada ¢e
jednaéina (1) imati ista takva i u sluéaju kada je0 < b, < 2, n e N.

Sledeéa prosta smena b, = —ﬁ%, [11], transformiSe jednaéinu {1) u sledeu
ekvivalentnu
Tntl — 220+ 2n 1 tcn(Znsr1 + a1} =0,n € N. (2)

Jednaéina u ovom obliku je mnogo pogodnija za rad i on omoguéuje da se dobiju
neka tvrdjenja kao u kontinualnom sludaju.
Razmatraéemo i nesto generalniju jednaginu

Cnfn4l — bﬂ.Iﬂ. + 1Ty = 01 n € Nr (3}

oile su b, i ¢ datl nizovi realnih brojeva,
U jednom od tvrdjenja ¢emo dati devoljne uslove da reSenja jednaéine (3)
aproksimiraju refenja jednatine 2,41 — 22, + zn—1 = 0.



U éetvrtom odeljku éemo razmatrati asimptotiku reSenja sledeée nelinearne
diferencne jednaéine

ﬁ(cn—lamn—l ) - dnf(m‘n) +9n, mnEN (4)

U drugom odeljku éerno dokazati nekoliko pomoénih tvrdjenja koje éemo pri-
meniti u israzivanju navedenih jedna¢ina, od kojih ¢ée najznatajnije biti diskretne
varijante Gronwall-Bellmanove nejednakosti.

U petom odeljku éemo se sistematski baviti nejednakostima beskonainog
Gronwall-Bellman-ovog tipa.



2 TPomodéni rezultati

U cilju ispitivanja rasta i asimptotike reSenja z,, jednacina (1}-(4), mi ¢emo
dokazati nekoliko pomoénih tvrdjenja. Prve od njih je diskretna varijanta
Rellman-Gronwallove leme. Kontinualni sluéaj ove leme se moze naéi u izvornim
élancima [2] i [8], dok njihove primene i dalje generalizacije nalazime u, na
primer, [2-4],{6],[8],[91,[12-14] i [23] (vidi takodje reference iza ovih radova).

Lema 1. Neka je zp,bn,en >0, ,ne N i

n—1

xnﬁ“n+bnzcizi:“EN- (5)
iz=]1
Tuda fe
n—1 el
Zn S Gn+bn ¥ aicielimnt Y n e N (6)
i=1

Dokaz. Neka je Ry, = Z:::.l c;z;. Tada se (5) moZe napisati u ebliku
Ty ﬂ an + b, R,, ne€N. (7)
MnoZeéi (7) sa ¢p, dobijamo
RBpni1— Ry = CpnZTn = Gntn + bncalia.
[{ako je 1+ 2 < e, z > 0, imamo

Ro+1— € Rn € Ragt — (1 + bpcn}Rn < Gata, nEN

tj.
Rppie 2 — R, < anepe~ 2%, neN. (8)

MnoZedi (8) sa e Qi bues , dohijamo

™ b ™ b.c.

_Z "'_lh.c. _
Bpyre &=t " — Rpe Lui=1 T < guepe deimi . p g N (9)

Surmnirajuél (9) od 1 do » — 1, imamo da je
n=1 g
ee =1 DI < Zu‘f&g ,;=l. bse;

L.
[
Rn < 5 AL e i= "H‘ JJ:

i=1



posledica 1. Neka je z,,,cn 2 0,n € N, ¢ posttivna konstanta i neka je

-1
Tn S C—l"z'::izi , ne N,
i=1
Tada je oy
zn <cexp() ), nEN.
i=1
Lema 2. Neka je Zn,cn 2 0,n € N, ¢ pozitivna konstanta, p € [0,1), i
n-1
mn£c+zcixf, n €N, (10}
i=1
e T
Tada ] not \ 1/0-9)
Tn X (cl"’+(1—p)Zci) , n€EN. (11)
i=1

pokaz. Neka je Ry =c¢+ 30 ezl Tada se (10) moze napisati u obliku

IHERﬂl ﬂ-EN.

Odatle je
0 E R“+1 - Rn - Enxlﬂ E cnRﬂ. (12)

\z osnovu teoreme o srednjoj vrednosil imamo da je

1

Rodh = By = (1= P)(Bnva = Ra) 3. (13)
,a neko {n € {Rn, Rn+1). Iz (12) and (13} dobijamo
P
R::I-g - Rfll._p = (1 - P)cn% S (1 - P)ﬂn- (14}
)]
g umirajuéi (14) od 1 do n — 1, dobijamo
n-1
RyP< P+ (1-p) ) e
i=l1

Udak]ﬂ Sledi (11)



Lema 3. Neka sau xn, an, by, 1 cn pozitivni nizowt, pri femu a6y, 1 by zadovoljovaju

usiove

I
1 o, 12 oy aeN, (15)
Gy bn
i neka je
n—-1
:rnf_ian-kbnzcig(n}, n € N, (16)
t=1

,
gre je realna funkcija g(z) neprekidna, neopadajuca i g(x) > z, za z > 0. Tuda
je

n—1
nb
T < G71 (G(al) + M In —2°n +Zb,-+,c,-) n e I ng, (17)

gde je Gu) = _]; ﬁ%, e>0'a

a5b
= G(a1) + M1 J bis 1€
no = sup{ 7| G(ar) nm+z o1c € CRL)

Dokaz. Neka je Rn = bn 31, ci(@s), 9n = L, ci9(2:), i vy = R+ an.
1Tada se (16) moZe napisati u obliku

Iﬂian_l"Rﬂ, ﬂEN.

Odatle je
0 <vnt1—%n = bns1{sn-1+ cng(2n)) —busn-1 + 8ny1 —an
= (b“+1 - bn)Sn—l + bn+1ﬂﬂy(2n) + Ant+y — Gy
Bpyi — b
= “b—ﬂRn + bnt1cng(zn) + Gnt1 — Gn- (18)
T

Ny osnovu teoreme o srednjoj vrednosti imameo da je

1
C(tnt1) — Glvn) = (vns1 — v , 19
nt ( +1 ﬂ)g(Cﬂ_} ( ]
2a neko Cn € (vn,vn+1)- Iz (18} and (19) dobijamo
O = Glon) = i (TR + bnssng(on) + o — o
b —b a —a
< n+1l n + b + nt+1 1l 20

jer je glan) < glwn) < g(n).



gumirajuéi (20) od 1 do n — 1, dobijamo

n—l
G(vn) £ Gla1) + Z I+1 f 4 Z bipics + Z 2 ﬂ‘-
i=1 i=1 i—1 g(ui)
Koristeél uslove leme dobijamo
-1,
Glun) < Gla1) + M Z ";‘ Ly Z bivrci + M Z s B
v+1 = %i+l
posto svaki pozitivan neopadajuéi niz y, zadoveljava sledeéu nejednakost
n—1
Vit — U ¥ dt
- = =2
dobijamo
n—1

G(va) < Gla1) + M In

ﬂnbn
a1br + E bit 184,
[}daklﬂ stedi (17)'

4. Neka je vy, > 0 i pretpostavimo da redovi 21—1 By § Z =) Vn konver-

Lema
_;1? -ilj'ﬂ Tada JE
" +oo,
i—=n ~3

Dokaz ove leme moZemo naéi, na primer u {15, str.281).



3 Linearna jednacina

Sada ¢emo preéi na ispitivanje ponaSanja relenja jednatina (1}-(3). Od sada pa
nadalje smatraéemo da je trivijalno reenje isklju¢eno iz razmatranja. Sledcca
lema predstavlja jedan od potpornih stubova istraZivanja jednatine (2}, 5to ce
se videti u prve etiri teoreme.

Drugi potporni stub ée biti leme Gronwall-Bellman-ovog tipa dokazanc u
prethodnom odeljku. Primena evakvih lema je jedan od osnovnih aparata u ispi-
tivanju rasta reSenja diferencijalnih 1 u poslednje vreme 1 diferenenih jednatina.
U slutaju diferencnih jednatina sledeéi radovi koriste taj aparat i5],[11],[17-
21},[26-29]. U ovom odeljku éemo dati nas doprinos ispitivanju pona3anja resenja
nekih diferencnih jedna¢ina na takav natin. Deo navedenih tvrdjenja je sadrzan
i1 autorovom radu [26].

Lema 5. Neka je x,, reSenje jedngline (£). Tada je
) n—1
(1 = 2a)? + enziyq +Cn122 = (w1 — 20)® + 12§ +coxf + Z{Ci+1 —eci-1)xi ,ne N.

=1

(1)

Dokoz. MnoZzeti (2) 88 2nq) — Zna1 = p41 — Tn + T — In— dobijamo

(Trg1 — 5":11)2 - (2 — I1r:—1]'2 + Cn(mfwl - x?:—l) =0,n€N. (22)
1z (22) sledi da je

Z[(I"H - Ii_)2 — (z: — @) + Zﬂi(m3+l - 31‘2—1} =0

za svako n € N 3to daje (21). A

Teorema 1. Neka je ¢q, n € N U {0}, pozitivran nerastuéi niz i z, refenje
jednadine (2). Tada Su nizovi zn41 — Tn 1 cy_122 ogranifeni. Ako je dalje
UM, o0y > 0, tada je 1 z, ograniien,

Dokaz. 1z (21) imamo da je
(Zn+1 — xn)2 + cnxiﬂ + cﬂ,_lzi < (21— zu}z—k clmg + cu:::%

jer je Z;:ll(c,-...l —¢;_1)z2 < 0. Odatle sledi prvi deo tvrdjenja. Specijalno je
tn_122 < {z1 — :r:.:.)2 + clzg + cpzf = M, za svako n € N.



Zato, ako je limp oo cn > 0, tmamo da je

, M M
2y < <= < +00.
Cn—1 limy, o0 €n

Odatle sledi drugi deo tvrdjenja. A

Teorema 2. Neka je c,, n € NU{0}, pozitivan neopadajuci niz tekav da je c,, >
i za n > no t neka je o, refenje jednacdine (2). Tada je limsup,_,, enz2 > 0,

Dokaz. Bez umanjenja opstostl moZemo pretpostaviti da je ng = 1. Iz (21}

imamo da je
2 2 2
(Tn+1 — In) +CtnZny1 F Cp-1Z, = (11 - 13)2 -+ clrg -+ cgmf.

5 druge strane je (21 — :-5'1:1}2 + ::11% + ctuzf > 0, jer moZemo pretpostaviti da zg
{ z; nisu istovremeno jednaki nuli.
Na osnovu nejednakosti izmedju aritmetitke i geometrijske sredine i kako je

r, = 6, iMamo
(E“+1 - Iﬂ} E Q(Iﬂ-'i"l + Iﬂ) 5 E(cﬂzn+1 + ﬂn—lIn)l n € N.
iz svega navedenog sledi da je
2 2 2 2 2 2
1+ E (Gn$n+1 +ﬂﬂ.—lIn) 2 (:5]_ - Iﬂ) —I—clzn -+ £ox] = {}, n e N.
Pustajuéi da n — oo u poslednjoj nejednakosti dobijameo

4\ .
(2 i 6_) lim sup cnz;: 2 (21 — z0)® + e123 + coz} > 0.

L=

Odakle sledi tvrdjenje. A

Teorema 3. Neka je ¢y, n € NU {0}, niz takev da je ¢, > 6 > O, n €
N i Z:;:’flﬂiﬂ — ¢i-1] < oo. Tade su sva redenja diferencne jednaedine (2)

ngrantéend.
Dokaz. 1z (21) sledi da je
n-—1

2 2 2 2
122 < {xy —20)° + 125 + coxi + E leirr — ei-1 -’ﬂ?,ﬂEN,

=1

jer je ¢; > 0.
Kako je cn = 6§ > 0, n € N, na osnovu Posledice 1 dobijamo



:1:1.-" L0 +c1m + cpz?
-’ﬂiﬂ( ks 5 0 - ( E|&+1'ﬂ=—1l)

Zalo je
2 2 2 +oxa
Ty —X + ey x4 + cox 1
2% < (21 - 20) 0 T exp 'Z‘ﬂi+1“'ci—1| < +00.
] 0 £
=1
Odakle sledi ogranicenost niza xy,. A

Teorema 4. Neka je ¢, n € NU{0}, pozitivan niz takev dajel <m < =25 <
M < oo, n € NU{0}, i neka je z,, refenje jednadine (2). Tada je

=0 (ch{M+1}-1)

MP{m+l 1
Iﬁ:O(cn“" ),

Dokaz. 1z {21) imamo da je

-a svakop > 2, pe N.

n—1
cﬂ_lzf‘ < (%1 — zl;;}2 + clzg + cuzf + Z(CHI - ﬂi—l)-’ﬁ? , n €N,
i=1
_](_11‘ j& &y > 0.
Poslednju nejednakost moZemo napisati u obliku

Con— 1-’-.-" <C+ Z (cata - c:-l)ﬂi+p—11't‘2 (23)
+p—

gde je C = (z1 — z0)? + c12d + coz? i p € N fiksirano.
Posto je ¢ > 0, (23) je ekvivalentno sa

n+p-— 1
2 . 9
Cntp—1Tn - Ci+p—1F;
i=n i=1 t+p-1

1]. 5&

n+p=-1
2 E : (Ct+1 — 0i-1 2
t=r Ci-1 =1 c‘+F 1
(£1+1 — 4 1 3
= ¢+ § : Citp-1%§ |-
ﬂ1,-+-P_

10



\a osnovu uslova teoreme i Posledice 1 debijamo
Na o

n-1

Ci4l — Ci—1

2
criperely < Coxp 47y 2L
=1 P

. 1> 0.
_]El' ]e Cit+l — Ci—1
Ocenimo surnu .
2 : Ci+1 — Ci-1
—1 Citp—t

Prvo, primetimo da je

n—1 P—ﬂ .

Ci+1 beititl

Ci+p—1 i=

r

= o - Cq — G4 Ol - c — i

) Ereeaniab Dl | Everetld Dhrnng ||
- Y 1 c- J

£ I3 [

N Ciy1 — M
1maimno
-1 — C n—1 Cirt — o ! e
" - i p—2 E : _
=1 Citp—l o7 Gi+1 m — c
azap— 1:
n—1

n—1
- ‘ G Zc — i1
E:l+1 Gi-1 E z i+l — 'tM i i

i=1 o i=1 Cit+l

g druge strane J¢

n—1
$oETA "t dz
Cy - o 2 -

=1

I (24), (25) i (26), dobijamo

11

ospovu uslova teoreme imamo % < X zasvako i € N. Zatozap > 2
a

(24)

(25)

(26)



-

-

1--

Z ¢iy1 —ci-1 . _1 f‘" dz 1 f"“" dz
“ Citp-1 — mrtf, =z mpl [ z
1
= —mgnem—lnea)+ —mlnen1-Inc) za p22

[

n—1

Yl < M(nca—ine)+(nepi—Ine), = p=1
Cq

i=1

'o3to je ¢, neopadajuéi imamo da je

2 i — ciog 1 1
Z < + Ine,+C, za p=>2

=1 Cite-1 mP=2 © mp-l

n—1

Zc"“;c"‘l <(M+Dlnea+C, 2za p=L
i=1 i

[ svega navedenog sledi da je

1
mP-1

1
cn+p-1I§£GEXIJ(M”( 5 + )lnanrC), za p>2
mP~

tn2l < Cexp(M(M +1)Inc, +C), za p=1

Zato je

# M B P P
2 p—T v p=T =7 +;.|-L-l'
lc'|:‘!"l.+j]1\—:|.I'|I'|, E CETT ':_: Cﬂﬁp—l 1

{j.

2
Iy i: Crl5:":'1+,7:r—1

(27)

cnz?;ﬂCcf(MH), za p=1.

(Odatle sledi teorema. A

Primedba 1. U prethodnom dokazu smo koristili C kao oznaku za pozitvnu
konstantu koja mo2e varirati od mesta do mesta.



Posledica 2. Neka je ¢, n € N pozitivan ograniden niz takav da je 1 <
m < 5311 < M < o0,n € N. Tade su sva refenja diferencne jednaéine (2)
ngraniéena.

Primedba 2. Primetimo da uslov 1 < m € =L < M <« o0, n € N implicira
ricopadanje niza (c,) u Teoremi 1 i Posledici 2.

Teorema 5. Neka je d,, n € N pozilivan neogranicen sirikino konkavan niz.
Tuda jednaéina (1) gde je b, = —ﬁ% ima refenje koje strikine rastudi
teii ka +00, pri femu b, — —2 kad n — o0.

Dokaz. Otigledno da je d,, reSenje od (1) koje striktno rastuéi tezi ka +oc.
Posto je dy, striktno kokavan niz tj. d,, 1 + dn—1 < 2d,, n € N, imamo da je

dpyl —dn < dy —dy_1, n € N.

Dakle niz dn 41 —dy, je opadajuéi. Zato postoji limy, .oo{dns+1 —d,) kao konaéna
ili beskona€na vrednost { tj. —o0). Neka je limyoo(dni1 — dn) = d. Ako je
d < 0izd, =dy+ ’5:11 (di11 — d;) zakljuéujemo da je d,, negativan za dovoljno
veliko n. To je kontradikcija sa pozitivnodéu niza d,. Dakle 4 > 0. Zato je
a1 2 dn, n € N. Kako je

. : d
lim (dnyy — dn) = lim d, ( ntl _ 1) = d < 400
n— o0 d

e —+0 n

i liniy e dn = +oo, dobijamo da je

d
im —tL .
n—oa dﬂ
Odakle sledi da je
. a '/ .
lim bp= — lim o1t 8nzt 50 A
Ti— 00 n—00 d"

Primer 1. Uofimo jednadinu

In{n +1)+In{n —1)
In n

Lo+l — $n+mn—1=utﬂ:_}2*

Ona je oblika kao pod (1) i ima oéigledno refenje s, =Inn ,dp=1Inn, n > 2,
1 zadovoljava uslove Teoreme 5.

Primer 2. Uotimo jednaéinu

n+ 1%+ (n - 1)°
*'rn+1_( ) nn(n ) Zn+2Tn-1=0,n N, E!E(D,].).

13



Ona je oblika kae pod (1) i ima oigledno refenje z, = n*. Jasno da je d, = n©
pozitivan, neograniéen striktno kokavan niz, jer je funkcija f{z) = z%, o &€
(0, 1), takva.

Primedba 3. Koristeéi ” princip simetrije’ moZemo dobiti analogne rezuliate
u sluéaju b, € (0,2), n € N.
Teorema 6. Neka je

+o0

Zi(}l —ci| +]2 = bi}) < +oo.

i=1
Tuda je opdte refenje jednacine (3) esimptoiski ekvivalentne sa gan+b kad n —

oo, gde broj o idi b moZe bits jednak nuli ali ne oba istovremneno.

Dokaz. MoZemo pretpostaviti da je c, > 0, n € N U {0}. Napisimo (3} u
slede¢em obliku

Alcp-182n_1) = dyzy. (28)

Jasno jeda jed, = by —cp —€n_1. Neka je yp = Tp 41 — 2. Tada iz (28} imamo
Cnln — Cn-1¥n-1=dnZn , n € N, [29)

Sumirajuéi (29) od 1 do n — 1, debijameo

n—1

en-1(Tp — Tn-1) = Cn-1¥n-1 = covo + E diT;
i=1

t].

Ln ~Tn-1=

n-1
(cgyg + Zd .-rt) . (30)

Dalje, sumiranjem (30) od 1 do n, dobijameo
—1
O DA N |
i=1 o1 -1\ D

Na osnovu uslova teoreme , ¢, — 1 kad n — 00, Zato je

2in1 oy
. =1 ci—
lim —_—L

™ —00 i

=1

a mzovi (|1/eal) (| 30, v l,fn[) su ograniéeni, na primer sa M > 0.

14



Odatle sledi da je

n 1—1

|zof
—zo|M + — § >l
m + |eo| [21 — zo + - EHIER

1=1 j=1

%l

i

IA

g M :
G I + |eof Jz1 — 2o M + — Z(ﬂ — 1)|di]|24].

i=l]
Zato je

n—1
T x
'_"_I. < Iﬂl—f—|cu| |zy — zo| M + M Zid”;ﬂ‘

i=1

T
< |=zo| + |eo| |z1 — zo|M + M Z |d;|| 'l

=1

~Na osnovu Leme 1 sledi

n—1
“al < (Jol + [eol |21 — ot} exp (M Z*ldil)

n =1
< (Jwol +cof |21 — 20| M} exp (Mll —col +2M Y (|1 — i) + )b, - 21)
i=l1

= M; < o0. (151)

I+ (31) imamo da je

n-—1 n—1 o0
> Ml ol < a1 Y ilai) < My Y ildi] < oo (32)
i=1 =] i=1

z (30), moZzemo zakljuZiti da postoji limp eo(#n — 2n-—1) = a. Ake taj limes
nije jednak nuli, imamo da je z, ~ an kad n — oco. Specijalno, z, # 0 za
doviljno veliko n. Da bismo obezbedili da ne bude limy, oo (2 — Tn-1} jednako
nuli, izabraéemo z; i zg take da je

4+

lco| |£1 — 70| — M1 Zﬂdil > 0.

i=1
Dalje, iskoristimo cinjenicu da je
n—-14i-1

n—1
L2 1
S G2 | Erene =”““(C“"”’“‘1215:_)
'l=

il j=1 G317 42 L1 Ti+1

15



joi jedno resenje, linearno nezavisno sa z,; vidi, na primer [11, p.160]. Odatle

je specijalne
+oo 1
Zn =T . ——
e (E ﬂimizi+1)

i=n
je jod jedno redenje, linearno nezavisno sa z,. Ono je dobro definisano jer je
ryn # 0 za dovoljno veliko n 1 z, ~ an kad n — oo.
Na osnovu Leme 4 je

( +oo 1 ) 1 1
. . En o, V=R CiTiE L) : Cn X Enil

lim z, = lim — lim 1 = ¢ lim —~'~‘1—“+=—.
1 —eo =0 Yl om0 ; n—o0 m a

Zuto je gz, ~ 1 kad n — o0,

AKo je ¥, proizvolino resenje od (3) i ako je limg, _, 4 o ¥n Konaéno, tada mora
Litl yu = ezy, n € N za neko ¢ € R. Zato ako je limp 1o yn = 0 dobijamo da
je e =0, ). uyn je trivijalno reSenje. U ostalim sluéajevima je limy, — 400 n = o€,
pajea#0. A

[spitajmo dalje 5ta se dogadja u sluéaju Z:’f i|di| = +o0. Jedan od prostih
slucajeva je za dy, = “%, a€(0,2]icn=1zasvakon € N.

Teorema 7. Neka jed; = 5,1 € N, c € R, o € (0,2]. Tada za svako refenje
jednaéine

vedl asimptotska formula
(a) tn =0 (nlcl"'l) ako je a=2;
22—
(b) 2a=0O (neiﬂ'%::) ako je  a € (0,2).

Dokaz. Neka je yn = 2,41 — I, Kao 1 u Teoremi 6 imamo

n—1
1 .
In_mn—lzyn-1=yﬂ+cz i._ﬂz'i' (34)

i=1

Surnirajuéi (34) od 1 do n, i koristeéi prost ratun dobijamo

n—1
In:Iﬂ‘i‘ﬂ(Il"‘I{])'l'ﬂ Z(n—i)-ﬁ;mi. (35)
i=1
Cdatle sledi da je
n-1 1
|2a| < |zo| + nlzy — zo| + n|c| ;F |24

16



| dalje

Tg
-— = lzo| +f51—zu|+|c| Z EX
" =1
5 ool +la = 2ol + o Zla 74
- i=1

Primenorm Leme 1, dobijamo

l2 ,{(|In|+|x1-—zu|} EXP(¢|Z )
=1 _

Kako je
- 1 -ty
P -£1+/l = @ ac (L2
i=1
i -1
1 dt
Z 13_1 E fl ta_li‘ Za e (ﬂ, 1]:
i=1 1
udatlﬂ jE

n—1
1
DIEESER YR
1=1

n-1
1 — 12— _ 1
Z “_:1+(1rlr Y , za a€(l,2)

o —
i v 2-a
i n—1 1 ng'"ﬂ -1
< %t = ————, za aec(01].
;ia_l _[ 2—-o € (0,1]

1z svega navedenog sledi rezultat.

primer 3. Uotimo jednacinu

2
Zntl = 2Tn +Tpoy = —2ZIn, N = L
n

Ona se dobija iz (33) ako stavimo ¢ = 2. Jedno njenc resenje je z, = nZ.

primer 4. Uofimo jednacinu

6

Tntl _'23371 + Tnw.l = —5Tn, 1 2 1.
. (1}

17



Ona se dobija iz (33) ake stavimo ¢ = 6. Jedno njeno redenje je z, = n>.

Ovi primeri pokazuju da za fiksirano o rast relenja jednaéine (33), zaista
suvisi od parametra c.

Teorema 8. Postoji niz d,, lekav da fe limp 400 dn = 0, Z::’f tildi] = +oo ¢
de za neko refenje jednadine (33) vaeZi

n® = o(|zp|), za svako k€ N.

M Zznamo da je

n—1
1 .
Tn = 2o + n{zy — To) + Z(n - i);zi. (36)

=1

INeka je zy = 0 i z; = 1. Lako je videti da je u tom sluéaju z, > 0 za svako
n € N. Odatle je
p>n, za ne N

Primenjujuéi to u (36) dobijamo

n—1 1 n—1 1 n—1 1
Tn > n+Z(n—i)i—ai=n +nzin_1 - Ziﬂ"ﬂ'
i=1 i==1 i=1
IKako je .
e, 1 ~Y 4t n

1-8
i=l;'§"*l t_ﬁwl—ﬁ’ Za ﬁ-‘,fl

imame da je

Tpo>n+cn®™*, 2za neN, izaneko e >0

.
n? =o(|zn]), za B<3-—a.

Ponavljanjem prethodne procedure dobijamo rezultat.

18



4 Nelinearna jednacina

U ovoj sekciji éemo studirati asimptotsko ponasanje reienja jednagine (4).
Teorema 9. Neka je

(a) en 28>0, n2=ng;
(b) gn proizvoljan realan niz,
(¢) dyn realan niz takav da je ¥ ooy i|di| < +00;

(d) [ realna funkcija takva da je, |f(z}] < Liz|*, z € R, za neko L > 0
i neko a € [0,1]. '

Tada za svako refenje z, jednadine ({) vazi slededa asimptotska formula

Ty= 0O (n + nZ(n -i]|gif) - kad n — +oo0.
i=1

Dokaz. Neka je yn = en(Tn+1 — zn). Tada iz (4) dobijamo

Yn — ¥n-1— dﬂf(ﬂ:n) +gn b c N. (3?)

Kao 1 Teoremi 8 imamo da je

i 1 n 1 i—1
Zn = Tp + Co¥o Z ot +) Z(djf(ﬂfj) + 95} |- (38)

i=1 = 51 \5o

Iz {a), (d} posle i prostog ratuna dobijamo

n—1 n—1
zn] < |zol + nleollzr —zol M + M D (n—i)lg:l +n Y |dil |f(za)l
i=1 i=1

n—1I n—1
< |zo| + nlegl|zr — zo|M + M Z(n —i)|g;l + nML Z CANER
i=1 i=1
gde je M jedno gornje ograniéenje niza (|1/cn|).
Neka je S, = 3 {n — i)|g;]. Kako je {z|* < 1+ |z|, z € R, @ € [0, 1],
irnamo da je

n-—1
leal + 1< e(l+n+Sn) +en Y |di] (J=i + 1),

i=1

19



za neko ¢ > 1.
Na osnovu Leme 1, i uslova (¢), dobijamo

n—1 n—%1 . ..
o] +1 <€ e(l4+n+85,)+en 141+ 8;)|dile” Los=ter 7™
1 1 8.} + e? 5.)|dile® 2ogmor 1451

i=1

n-1
< G(l +n+5ﬂ)+c1n Z:(] +i+si)|di|: (39)

+oa
gdﬁ jE cy — cﬂeczi=l ﬂdi.'*
Iz (39) sledi da je
lza| +1 . 1 n-1

n < cof — 1 1. 10
n+ﬂsn_ﬂ(n+1)+'ﬂ1;( +‘l]| 1I, ( )

jer je S; neopadajudi. Iz (40), sledi rezultat.
Primedba 4. Ako je o > 1, tada teorema ne vaZi,

Primer 5. Ucéimo jednaéinu

2

Trntl —2Zy tTpn_y = nz—azﬁ, n>1 a>1l,

Ova jednatina zadovoljava sve uslove Teoreme 9 izuzev uslova a € [0, 1]. Jedno
njeno redenje je zn, = n2, ali zn nije O{n). Takodje limp oo(Tni1 — Tn) nije
konaéno.
Primer 6. Uoéimo jednatinu

6 o '

In+1—2In+In_.1: “Ta_1Za n>1 a>l.
n

Za ovu jednainu z, = n? je reSenje, ali z,, nije &(n).

Teorema 10. Neka je

(a) cn =2 86> 0, n > ny;
(b} gn realan niz takav do je :’f l9:]| < +oo;
(¢} dyn reclan niz tekav da je ;t__of i%|d;| < +o0, za neko a € [0, 1);

(d) f reaina funkcije takva da je, |f(z)| € L|z|*, r € R, za neko L > 0.

20



Tada za svako refenfe £, jednaéine (d) vaZ

zn=0(n) kad n — +oo
i slededi limes je konadan,
lim cn_l(.’rn - 31’1—1]-

1 —-} o0

Dokaz. Kao i u dokazu Teoreme 0 imameo

n—1 n—1
Izl < lzol +nlcollzy — zolM + M D (n—d)|g| +nML D> |di} |z, |*
i=1 =1

n-1

n-1
< el+n+nd lgl+en S ldid il

=] i=1

sa neko ¢ > 0. Kako je, 3750 lgi} < +oo, imamo

n—-1
X
Ll < oa+e Zldd |z:|*
i im1
- el \°
{ ] d T '
_c1+c;w=|(i)

Za a € {0, 1}, na osnovu Leme 2 dobijamo da je

In l-ox X
—_— — -
— = (61 + (1 - a)e E 1 |d1j)

i=]

+oo 1/(1-a)

i=1
odakle sledi prvi deo tvrdjenja.

[z gore navedenog sledi da postoji M > 0, takvo da je |zn| < Mn, za svako
n € N. Sumirajuéi (37) od n + 1 do n + p, dobijamo

n+p n+p
Un+p — ¥n = Z gi + Z dif(mi}'
i=n+1 i=n+1
Zato je,
n+p n-t-p
|yn+p - yﬂl < E |§t'| + Z Idi”Iilﬂ
i=n+1 i=nl
nip n+tp
< ) dml+M D i%d

i=n+1 1=n-+4+1
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Na osnovu uslova teoreme i Cauchyjevog kriterijuma dobijamo tvrdjenje.

Primedba 5. Primer 5 pokazuje da ne rmozemeo dopustiti da bude ):: =1 i*d,| =
+20, za neko « € [0,1). Zaista, u tom sludaju je d, = —,— i Zi 3%y =

Z::T tl,, = +00, ako je a € [0, 1). S druge strane je x, = n2 jedno resenje ove

jednagine takve da je z, # O (n).

Teorema 11. Neka je 4 jednadini (4), gn = 0icy = 1 za svegkon € N, f
realna pama, neopadajuia funkcija za = > 0, takva da je f(z) 2 |zl za z € R
i f_m Ty = f+m 22 = 4o0. Tade za svako refenje z,, od (4) imamo

=0 (G“l (G(Qc) +4Inn + nz_:(i-i— 1) ]d,%)) kad n — 400,

i=1
gde je ¢ = max{l,|zol, |z0 — 21|} i G(u} = _r: ﬁfj, e € (0,1).

Dokaz. Kao u Teoremi 10 imamo

n—1

zal < oo} +n|z1 — zolfeo| + 1 Y |dif | £ (x:)]

i=1

n—1
< e(l+nr)+en Z |ds| f{|zs)-

i=1

Na osnovu Leme 3, dobijamo da je

_ +
lz,| € G 1(@'(2{:)—}-211’1 z }+Z(+1|d|) za n €N,
i=1

jer je f_m ﬁ% = f+m T‘{";j = +o0, odakle sledi tvrdjenje.

22



5 Gronwall-Bellmanove nejednakosti beskonaénog
tipa
5.1 Uvod

U ovormn odeljku éemo sistematski proutavati diskretne Gronwall-Belimanove
nejednakosti beskonaénog tipa.

Koristiéemo sledeée oznake: Z skup celih brojeva, R skup realnih brojeva,
R, = (0, +o0), dok ée n, i, j, s oznatavati elernente iz skupa Z. Mi éemo takodje
pretpostavljati da sve beskonaéne sume i beskonaéni proizvodi, koji se javljaju
u ovoj sekceiji konvergiraju na svojim domenima definisanosti.

Tokom protekle tri dekade pojavio se veliki broj radova posvedenih diskret-
nim nejednakostima i njthovim primenama, vidi, na primer [5],[11],[17-24].[26-
29]. kao i reference u njima. Rekurentne nejednakosti koje sadrze realne ni-
zove a koje se mogu smatrati diskretnim anslogonima Gronwall-Bellmanove
nejednakosti ili njenim varijantama, prilitne su koristene u analizi diferencnih
jednatina. U prethodna dva odeljka u ovom radu dat je odredjen doprinos to]
tematici, Jedan od takvih rezultata su dokazali Mate i Nevai u [13], to je biia
polazna tatka za razmatranja u ovem odeljku.

Teorema A. Neka su u(n) i f(n) funkcije definisane na Z sa vrednostima u
R, i neka je ¢ > 0 konstanta. Ake je

u(n}<ct+ ) fliuli)

t=n-+1

Lada je

u(n) -s;.cexp( y f(i})-

i==n41

Ovo je jedna od dikretnih varijanti Gronwall-Bellmanove nejednakosti. Mi
¢emo redi da je ova nejednakest Gronwall-Bellmanova nejednakost beskonaénog
tipa. Motivisan Teoremom A, Pachpaie je u [21] dao nekoliko analoga Mate-
Nevaieve nejednakesti, U [25] smo generalizovali tri od njih. Te generalizacije
511 Zasnovane na i{eoremi o srednjoj vrednosii koju smo upotrebili umesto ¢le-
nientarnog ratuna datog u [21].

U ovoj sekciji éemo detaljnije istraZiti takve nejednakosti, tj. generali-
zovademo one iz [21] i [25] kao i izvesti nove.
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5.2 Nejednakosti za funkcije jedne promenljive

Prvo éemo generalizovati Teoremu A.

Theorem 12. Neka su u(n), ¢(n), b(n) i f(n) funkcije definisane na Z sa vred-
nostima u Ry i neka je TI{n) = [T (1 + £(3)d(z) ). Ako je

u(n) <c(n) +b(n) Y F(i)u(s) (41)
i=nt1
tada je
s(m) S o) + ok 3 ST - ) (12)

Dokaz. Neka je R{n} = 37" ., f(i}u(i). Tada iz (41} sledi
ARn)— Rn+ )= fln+Vum+ 1)< fin+ D(e(n+ 1)+ b{n+ 1)R(n + 1))

£J-
R(n)— (14 f(n+1)b(n + DIR( +1) < f(n + Le(n+1).  (43)

Mnozedi (43) sa II(n) dobijamo
R(p)I(n)— R(n + NH(n + 1) £ f(n + 1}e{n + DII(n). (44)
Sumirajuéi (44) od n do n + s — 1 dobijamo

n-+s

R(a)I(n) — R(n + s)I{n + 5) < Y F{i)c()TI( — 1). (45)

i=n+t1

Pustajuéi da s — oo u (45) i koristeéi Zinjenicu da je lim, o B(n +s)I{n+s) =
(. dobijamo

R(n)(n) < Z £ (#e(i)ILE —1). o (46)
[{ombinujuéi (41) i (46) dobijamo (42).

Sledeéa teorema je generalizacija Teoreme 2 u [21].

Teorema 13. Neka je «{n) funkcija definisane na Z sa vrednostima u (e, +20},
f(n) funkcija definisane na Z sa vrednestima u R, ic > e konstanta. Ako je

u(n) <e+ i F(H)u(i) Inu(i) Inlnwu(i) {(47)

i=n+1
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tada je I
)
ufn) < ellhey =nh : {48)

Dokaz. Neka R{n) oznatava desnmu stranu od (7). Tada je

fn+ u(n+ inuf(n + 1) Inlnu(n + 1)
< f(n+1)R(rn+1)InR(n + 1)Inln R{n + 1),

R(n) — R(n + 1)

jer je w(n + 1) < R(n + 1), odakle sledi
R{n) < R(n+1)(1+ f(n +1)InR(n + 1) Inln R(n + 1)). (49)

\inozedi (49) od do n + s — 1 dobijamo

n+s
R(r) < R(n+s) [] (14 7G)nRG)Inin R()). (50)
t=n+1
pustajuéi da 5 — oo u (50) i koristeéi ¢injenicu da je lim,_oc R(n + 5) = ¢,

dobijamo
[}

R(n) <e [] (1+7(G)InR(G) IninR()).

i=n4l
Odatle sledi da je

InR(n) < Ilne+ i In{1 + f(i) In R(i) Inln R(i})

i=n+l

< e+ Y fE)InRE) nln R(). (51)

i—n+1

gtavimo da je In B(n) = v(n} u (11}. Na osnovu Teoreme 2 [10], dobijamo daje

v(n) < (Ine) [Zna O+76)

t- )
R(n) < SU“ .::)Hi-,,,+1[1+!tij}

510 povlati traZenu nejednakost (48).

primedba 6. Teorema 13 se moZe generalizovati na prirodan na&in, u sluéaju

kada umesto (i) Inu(i} Inlnu (i) imamo u(i) Inu(é)}---In---In wli), k= 3,4, ..,
. ke

u (7). Vidi takedje Teoremu 17 koja sledi.
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Sledeta teorema je generalizacija Teoreme 1 u [21} i [25]. Owvu teoremu
mozemo interpretirati kao diskretnu varijantu Bihari-Lasalleove [4],[12] nejed-
nakosti beskonaénog tipa.

Teorema 14. Neka su u(r) i f{n) funkcije definisane na Z sa vrednostima u
R, ¢> 0 konstanta i g{z) nenegativa neprekidana rastuéa funkeija definisana
na R,. Ako je

u(n) Se+ Y fli)g(u(d)) (52)
i=n-+1
tada je
u(n) < G71 (G’(ﬂ) + Z f(i)) ; {53)

za svako n € Z takvoda je G(c}+2:n+1 f(i) e G(R,), gdeje G(u) = f: EE{%_]
i e €[0,c).

Dokaz. Neka R(n) oznalava desnu stranu od (52). Tada je
B(n) - R{n + 1} = f(n + 1)g(u(n + 1)) € f(n + 1)g(R(n + 1)), (54)

jer je u{n + 1) £ R(n + 1) i g{z) rastuéa funkcija.
Na osnovu teoreme o srednjo) vrednosti je

R(n)—R(n+ 1)

O(R{n)) = G(R(r -+ 1) = T LD, (55)
za neko ¢({r) € (R(n + 1), B(n)). 1z (54) i {55} sledi
R{n)— R{n +1) -
G(R(n)) —G(R(n+ 1)) < o(Rn 4 1)) < fi(n +1). (56)
Sumirajuéi {56) od n do n + s —~ 1 dobijame
G(R(n)}-G(R(n+8) < D f(i). (57)
i=n+l

Puitajuéi da s — oo u (17) i koristeéi neprekidnost od & {z) kao i &injenicu da
g ..o B(n + 8) = ¢, dobijamo

oo

C(R(n)) < Gle)+ D Fi). (58)

i=n41
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Jasno da postoji neprekidni inverz od G(z) koja je opet rastuca funkcija defin-
sana na G(Ry). Zato je

R(n) < G~} (G(c}+ > f(ar}) (39)
i=n+1

Iz (52) i (59) dobijamo traZenu nejednakost (53).

Primedba 7. Ako je integral j;‘ E‘gj divergentan, tada moZzemo pretpostaviti
da je = (U: C).

Posledica 3. Neka su u{n) i f(n) funkcije definisane na Z sa vrednestima u
R+T cEU lp} 1. Akoje

wP(n) c+ 3 f(i)uli),

i=n+1

rada je 1
u(n) < (* +Eo Y f(i)) *
P i=n+1
Dokaz. Neka je g(z) = z'/P. Tada je Gz} = Jj Rd':".l' = ;f‘_'—lzl-% i1G™H(z) =
((p — 1)z/p)FET. Ako primenime Teorernu 3 na niz z(rn) = u”(»), dobijamo
1 s T
- D 1—-1 )
z(n) <_1( ( e ?+ Z f(i])) ,
p b~ 1 i=nt1l

Odakle sledi rezultat.

Posledica 4. Neka je u(n) funkcija definisane na Z sa vrednostima u {e;_;, +o0),
f(n) funkcija definisane na Z sa vrednostima u Ry, i ¢ > e;_1 konstanta. Ako

1€

w(n) <e+ igl F()u() Inu(i) Inlnud)... In : In u(i) (60)

iada je
uln) < e k-1 \ (61)

S
k-1

ede je €k induktivno definisano sa eg = 1,e, = e, k= 1,2, 3...

27



Dokaz. Neka je
* d
G(z) =f - =In..Inz.
. ———

1 slnsinlns...In...Ilns
- — k+1

k

x

Jusno da je G~(z) = ¢~ . Na osnovu Teoreme 14 i prostog ratuna dobijamo

k<41
(21).

Interesanino je primetiti da je nejednakost u Teoremi 13 preciznija od one u
Posledici 4. To nije €udno s ebzirom da je Teorema 14 opstijeg karaktera.

Sledecu teoremu mozemo shvatiti kao Willett-Wongovu nejednakost beskonaénog
tipa, vidi [29].

Teorema 15, Nekasuu(n), g(n) i f(n) funkcije definisane na Z sa vrednostima
uRy,e>0ipe (0,1). Ako je

) e+ 3 FuE+ S eliur() (62)
i=n+1 t=ntl
tada je
() < 7 ((cﬂim))“’wu—p} 5 gﬁm@_l)l_p) RS
i=n+l

ade je II(n) = [T, (1 + £(3)) i M{oo) = [ 2, (1 + £(5)).
Dokaz. Neka R(n) oznatava desnu stranu od (62); tada je

R(n)— R(n+1) Fin+ Du(n+1)+g(n + DNuP{n+ 1)

< f(r+ DRME+1) +g(n + 1)Rn + 1),

jer je u(n + 1) < R(n + 1). Zato je
R(n)— (1+ f(n+ 1))}R(n + 1) £ g(n + 1)R"(n + 1). (64)
Mnozeéi (64) sa II{n) dobijamo

H(n)R(n} - H{n +1}R(n +1) < g(n+ HI(n}R(n + 1)
= g(n+ 1){II(n)R(n + 1))?1'[(“)1-?.

Na osnovu teoreme o srednjoj vrednosti dobijamo

(MT(m) R = (U(n+ 1) B(n + )17 = ql(;)i (T(n) R(n) ~TI(n + 1) B(n + 1)),
(65)
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cde ({n) pripada intervalu sakrajevima u II{n)R(n} i H{n + 1}B(r + 1). Pret-
postavimo da je II{(n)R{(n) > H(n + 1)R(n + 1). Tada je

((n) > O(n+1)R(n+ 1) 2 O(n)R(n + 1),
jer je H{n) neopadajuéi niz. Odatle i iz (25) sledi
(IL(n)R(n)) '~ — (T(n + DR + 1)) < (1—p)g(n + DII(m)"?.  (66)

Ako je IlI{n + 1)R(n + 1) > II(n)}R(n), tada je nejednakost (66) otigledna.
Sumirajuéi nejednakost {66) od n do n + s — 1 dobijamo

n+a

I(r)RE)? - (Mn+s)R(p + ) P < (1—p) D g(@HGE — 1)

i=ntl
Pustajuéi da s — oo i koristeéi &injenicn da lim, .o, [I{n + ) R(n + s} = cll{cc)
imamo da je

o

(T(n) R(n )" < (o)) P+ (1—p) 3 g()IG-DP.  (67)

1=n+1

Iz {67) dobijamo

1 > =
R(n) < T ((cﬂ(m))l‘“r (1-p) ‘-;dg(im(i — 1)1"’) ,

odakle sledi nejednakost {63).

Slededa teorema generalise Teoremu 3 u [21] i Teoremu 2 u [23].

Teorema 16. Neka suu(n), f(r)ig{n) funkcije definisane na Z sa vrednostinia
u Ry, ¢ > 0 konstanta, h(z)} nenegativha dva puta diferencijahilna rastuéa
funkcija definisana na Ry, H{z) = [~ %, € (0,e)i(hoH W(z) <0za
z € Ry. Ako je

wy<et S SO (h(u(s I LC10) (68)

i=n+1 F=i+1

rada je

un) SH T [ HE +h() Y () [] (1+f(j)(h°H'1)’(H(ﬂ))+9(J)))-

i=n+l =i+l
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Dokaz. Neka je ¢ > 0 i neka R{n) oznatava desnu stranu od (68). Tada je

R(n}~ R(n +1) = f(»n + 1)h(u(n +1)) (h(u(ﬂ +1)+ Y g(j)h(“(j)))

j=nt2

< f{n +1)2(R(n + 1}) (h(R(n+ )+ Y QU)h(R(J'))) , (70)

j=n+2

jer jeu(n) < R(n) za n € Z a h(r) je jedna rastuéa funkecija. Sa druge strane je

(71)

- R(n) g R(n) - R(n +1)
H(R(n}) - H(R(n+ 1)) = L{nw R(t) = h(R(n+ 1))

iz (70) i (71) dobijamo

H(R(n)) = H(R(n + 1)) < f(n + 1) (h(R(n )+ S gmh(fzun) .

Primenjujuéi argument sli¢an gornjem, dobijamo

H{R(n)) <H()+ Y f(i) (h(R(i)H > g(j)h(ftun). (72)

i=n+1 J=it+l

Neka je L(n) desna strana od (72} i M (n) = h(R(n)). Tada je

HRHM@)) < HE+ Y, ) (M(f)+ 2 g(j)Mu)), (73)

=141 =i+l

Ln)—L(n+1)=f(rn+1) (M(n +1) + E g{j)M(J'})

j=n+2

< f{nt+1l) (h(Hdl(L(ﬂ +O)+ > y(j)h(H'l(L(J)))) , (74)

J=n+2
jer iz (72} imamo da je M{n) < h(H~{L(n)}) za n € Z.
Neka je

O

W(n)=h(H Y (L{n + 1))+ Y g(i)h(H H{L{)));

J=n+2
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tada je

W{n)—Wi(n+1)

RH YML(r+1))) = h(H HL(n +2))}+ g(n + DRH " (L(n +2)))
< WHEH Y LE+D) -r(H HL(n+2))+9(n +2)W(n + 1), (75)

jerje h(H Y L{n+1)}) < W(n)zaneZ
Na osnovu teoreme o srednjoj vrednosti dobijamo

M H YL+ D))-A{H YL (n+2)) = (hoH Y {((n+1)) (L{n+1)—~L{n+2)),
za neko ¢(n + 1) € (L{n + 2}, L{n + 1}). Koristeéi uslove teoreme sledi da je

(ho H Y (C(n+1)) < (ho HTY)(H(e)) (76)
za svako n € Z. Zato je

p{H YL+ D) —A{H Y Em+2)) € (hoH YW (H(c)) (L(n+1)—L(n+2)).
(77)

Iz (75) i {77) sledi, s obzirom na (74)
W) <Whn+1)(1+f(n+2)(hoHTY(H(e) +9(n+2)).  (78)

Na slitan natin kao u prethodnim rasudjivanjima dobijamo da je

wn)<ale) [T U+ 7G) (ko BT (H () + 8(5)), (79)

j=n+2

jer limp oo W{R) = limp oo A{H YL{n + 1)) = A(H Y (H(c})) = k{c). Ko-
risteéi (74) i (79), dobijamo

Lin)—Lin+1) < f(n+ Dale) J[ @+ rG)RoH Y (H()) + 9()). (80)
j=n+2

Iz (72) i (80) lako sledi da je

L(n)< H(e)+hie) Y f6) [[ Q417G ko H-Y(H() +30G))  (81)

i=n+1 J=i+1

odakle je

R(n) < H™ (H(c)+h(c) S ] (1+f(j)(h°H")'(H(C))+y(;}})

t=n+1 j=i+1
(82)
Nejednakost (69) je posledica nejednakosti (68) i (82).

31



5.3 Nejednakosti za funkcije od dve promenljive

Sledede dve teoreme su generalizacije Teoreme 13 i 14 za funkcije od dve promenljive.

Teorema 17. Neka je u{m, n) funkcija definisana na Z x Z sa vrednostima n
(ex-1,00), f(m,n) funkcija definisana na Z x Z sa vrednostimau R4, ¢ > ex_)
1

gr(z})=zlnz---ln---In z. Ako je

k
umom) et 3, D Sliew(uls ) .
i=m+lj=n+l
tada je
Lw_h}lﬂ}n'-fﬂﬁ-l( +Z.:n+1 I{t.j))
s s . (34)
k-1

Dokaz. DokaZimo ovu teoremu indukcijom. Za k& = 1 dokaz moZemo nadi n
‘Teoremi 5 [10]. Pretpostavimo da tvrdjenje vaZzi za £ > 1. Ako je

u(m,n) <c+ > Y i Dena(ul, ) (85)

i=m+1 j=n+l

tada, kao u dokazu Teoreme 5 iz [21], moZemo dobiti

In R(m,n) <lnc+ Z Z G, )g"‘“(R(‘j (36)

i=m+1l j=n+1 }
gde R{m,n) oznacava desnu stramu od (83). Za detalje vidi [21, p. 381).
Neka je L{m,n) = In R(m,n). Tada se (86) moZe napisati u sledeéemn abliku
o0 o
Limn)<lne+ > D" fi,5)gx(L(E5)). (87)
i=mt1j=nt1l
Na osnovu indukcijske hipoteze dobijamo da je

(n ... In{in ¢)} :-mﬂ (14'2;':_““ i })

L(m,n) € g+ ,
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5to povlaéi

(In.., IE ,:}H:mu (1+Z:._n+1 .ﬁi.ﬂ)

R(mn)<g~ *
k

Twvrdjenje sledi indukecijom.

Teorema 18. Neka su u(m,n} i f{m,n) funkcije definisane na Z x Z sa vred-
nostima u ¢ > 0 konstanta i g{z) nenegativna neprekidna rastuéa funkcija defin-
isana na R4. Ako je '

u(m,n) < e+ D Y fliA)e(u(i i) (88)
i=m+1 j=m+1

Lada je

i=m+1 j=nil

wm, ) <67 6@+ 30 Y f(z-,.-n), (39)

za brojeve m,n takve da je G(c) + Y o 1y feeml f(i,3) € G(R,.), gde je
Glu)= [ 55% i g€ (0,0c).

Dokaz. Neka je ¢ > 0. Definidimo sa R(m,n) desnu stranu od (88). Tada je

{(R(m,n)— R(m+Ln))-(R(m,n+1})~R(m+1,n+1})
= fim+1,n+ l)g{u(m + 1,n + 1))
< fim+1,n+ Dg(R{m + 1,n + 1)}, (90

jerje u(m+1n+ 1)< R(m+1,n+1) zam,n €Z a g(z) rastuca funkcija.
1z(90)i0< e < R(m+ Ln+1) < R(m + 1,n) sledi

R(m,n)— R{(m + 1,n) _R(m,n+1)-R(m+1,n+1)
g(R{m + 1,n)) g(R(m + 1,n + 1))
< fim+1,n+1). (01)

Za fiksno m u (91) sumiranjem preko j=n,n +1,...,n + s — 1 dobijamo

R(m,n} —R(m +1,n) R(m,n+s)—R(m+1n+s)
g(R(m +1,n)) g(R(m +1,n +s))

< ) fm+1,35). (92)

J=n-+1
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Pustajuéi da s — oo u (92) i koristeéi tinjenicu da je lim, oo R{m,n + 5) = ¢

dobijamo

R(m,n) — R(m + 1,n) _
o(R(m + 1)) Z”‘“”

Za fiksno n u (93}, sumiranjem preko i = m,m + 1, ... dobijamo
o =]

R‘i—l,n ""R’i,ﬂ. = oo o
2. ( y(R(?i,n))( }5 S >, fG3).

i=mtl i=m+1l j=n+1

Kako je R{i,n) < R(i — 1,n) imamo da je

| | R(i-1,n) .
G(R(i — 1,n)) — G(R(i,n)) < ]:m“} g(x)
R(i —1,n) — R(i,n)
= g(RG, )

Kombinujuéi (84) i (95) dobijamo

> CRE-Ln)-GRGMNS Y, D fG,1)

i=mi+1 i=m41l j=n+1

odakle je

G(R(m,n)) — G(c) < Z E ),

t=m+] j=n+1
jer je imy_, o R(i,n) = c.
Zato je
[ ] o]
R(m,2) <G | Ge) + Z Z £G4} ).
i=m+1 j=n-+1
odakle sledi rezultat.
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