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i

ISKAZT, ISKAZNE FOrwULE, TAUTULOGIJE, HIPOTEZE I POSLEDICE

Iskazi i operacije sa njima

Iskazi su jedna vrsta relenica koje se najéesde
Javl jaju u matematici.

Iskaz Jje ona relenica koja je ili taéna (istinita)
ili netadéna (neistinita). KaZemo takodje da Je iskaz reclenica
koja ima jedhu i samo jednu (potpuno ©dredjenu) istinitosg;nL
vrednost. Iskaze Cem> oznalavati slovima p,q, I; coe (dakie:
D,q,T,.00 nNisu iskazi nego samo oznake za neke iskaze), a
vrednosti tih iskaza sa v (p), v (q), v(T), seos Znaéi; ako
Jje p oznaka za ma koji iskaz tada Jje +. ili v(p) =T ili
v (p) =41 , gde su T , ! redom oznake za "talan", ddnosﬂo
"netadan".

Sledeée redenice su iskazi:

Ll PostoJi broj koji je istovremeno manji od 2 i veéi od 3.
21l  ReSenja Jjednadine X2 + 2x — % % O su realna i razlicita.
e Kvadrat je cetvorougao.
4., Svi skupovi su Jjednoelementni.

Tskazi 1. i 4. su netadni, a 2. 1 %. su tadni.

Sa iskazima se prave novi iskazi pomocu tzv.logi-
¢kih operacija” Logicke operacije su: Konjurkeija, disjunkcei ja,
implikacija, ekvivalencija i negaci ja.

A¥o a2 p 1 q oznake nekih iskaza onda je

konjynkéija f -p1iq
disjunkei ja , redomn iskaza, ¢ije su p ili q
implikaci ja ; oznake p 1 g, iskaz 8 ako p onda g
ekvivalenci ja ako p onda q ﬂ

_ ako gq onda p }
Negaci ja iskaza p Je iskaz ne M .
Iskaz "ako p onda q" ima isto znalenje kao i

sledede recenice:

1. Iz p sledi q,

2. p Jje pretpostavka za .

3, p Je dovolijan uslov zZs Qo

4. a Je neoohodan uslov za p.
Iskaz "ako p onda q i ako q onda p"

ima isto znadenje kao i sledede reclenice:



Lo p Jje ekvivalentno sa .
2e p Je neophodan i dovoljan uslov za Q.
D p Je ako i samo ako Jje q,/

Istinitosna vrednost svakog novog iskaza zavisi
od iskaza pomodéu kojih Je obrazovangonjunkcija -redom iskaza
p 1 q Jje talna onda i samo onda kada su 1 e i q tacni,
Disjunkcija redom iskaza p i q Jje tacéna ako Jje bar jedan od
iskaza p i g tadan. Implikacija redom iskaza p i q je netad-
na Jjedino tadkx kada je p tacan, a g netadan iskaz, a ako p i
q imaju druge istinitosne vrednosti implikacija redom tih
iskaza je tacna. Ekviyg%encija redom.iskaza p i q je tagna,
ako p i q imaju iste isnitosne vrednosti, a netalna ako su
im istinitosne vrednosti razlidite. Negacija tadénog iskaza je
netadan iskaz, a negacija netadnog je talan iskaz.

Oznadimo lonjukeciju, disjunkeiju, implikaciju i
ekvivalenci ju (redom) iskaza p i q (redom) oznakama pnaq,
pPvq, P=>q, P<«<>q¢ 1 negaciju iskaza p oznakom -ip. Tada sledeée
tablice prikazuju zavisnost vrednosti novog iskaza od vrednos-
ti iskazs pomocéu ko jih Jje ovaj obrazovan uz pomoé navedenih

logidkih operacija:

C P [ pag pvalp=a | pend
L | |
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Ll Lo ‘ T T
b !

Iskazne formule

Uvedimo Jjedan novi pojam, pojam iskazne Formule.

Iskazrne formule su odredjene reéi(l) ¢ija su slo-

va elementi pretHodno odredjenin skupove, Ti skupovi su:skup
iskaznih slova, skup operaci skih simbola i skup pomocénih

simbola. Skup iskaznih slova wmcZe titi proizvoljan, ali pre-
brojiv. Dogovorimo se da iskazna slova budu slededi simboli:

o e n o o un no - I‘ 5 © O
p?Q."“ J.D-fy'_' 5 ‘:EJ_ N r] 7 J pn/ Q-n7 n °
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Operacijskih simboli ¢e biti
- ' A =R , Vs —
--_Po,moéni simboli-.su
(G f

Sada uoclimo skup ¢iji su elementi iskazna slova,
operaci jski simboli i pomoéni simboli. Ovaj skupr‘nazovimo
~azbukom. Dakle, iskazne formule se formiraju od slova ove
t_azbuke-i to na odredjeni . nadin.

Definicija iskazne formule:

L. Iskazna slova su iskazne foémule.
2 k0 su A 1 B*(oznake za) iskazne formule onda su.i
(ArB), (AvB), (A =B), (A > B),

iskazne formule. :
b Iskazne formule se mogu obrazovati samo pomodéu konadnog
broja primena 1. i 2. ‘

(Ovo Je rekur‘zn*na definicija jer se pom@cu
formula manjih dumna obrazugu formule vedéih duZinal) -
. = Prema ovoj defimciji (p = —q), ((p/\.Q)_\/ r),
(=pv(qesr)) Jjesu formule, dok =), p-p, (pv—q, to nisu.

Radi 8to Jjednostavnijeg pisanja formula usvaja—
mo razne konvenci je. "

Konvencija 1. Ako su A i B formule; onda formu

le (AnB), (AvB), (A=;B), (A=+B) oznalavamo redom sa
ANB, AvB, A =B, A= B. v

Konvencija 2. Oporac:lekl s1mbol\? naJJace
yooait,

razdvaja zagrade. Za njim, po Jjalini razdvaJanfa dolaze ’7’
v o, AN, Ukoliko se simbol odnosi na pog formolu u kojoj ima
vide iskaznih slova onda se ta potformula mora pisati u
zagradama. Shodno konvenciji 2. i uz konvenciju 1. formulu
"A.Bv C,D demo shvatiti kao (An B)~ (CaD), a formulu
AMB®CAD ka 0 (Aw B)=)(CAD).

Konvencija 3. Ako su AjyhAs, ., Ag neke formu-
1le onda ret Al'\A?_ Aaoo AA Jje zamena za f(\ormulu A1 ako jJe
n =1, odnosnc zamena za (Al;\Ag/\ oo o AL ) AL ako Je
nyl. Sli¢no usvajamo za Ay ¥ A,V ... vA - ~1

Ako su P1s Pps o003 Pp redom n razlicéitih

iskaznih slova pa akc svako od njih "zamenimo" Jjednim od

(1)
"~ ALo su 813855 oo elementi nekog skupa onda
rec¢ .Clja su slova redom 81 3853000 5 8y, U 0ZNACL &1850.080,

shvatamo kao preslikavanje ( t2 3., m )
’ €, G, T o0 o Ko -
3 Y e -~



W aimbola T,
"pps Poa vt ooy
po definiciji, uredjena n

razloditih iskaznih slova n onda

. n

sti 27,
Neka Je A
obrazovana pomodéu slova

4 onda dobiljeime tzw,
»_ (u oznaci v(pl),

Zornula ko ja

vrednost redom slova
V(Do) yeeey (D) Je To e,
torka simbola 7,: . Ako Je broj

je brei odgovaraju¢ih vredno-

!

Je, na ocdredjeni nadéin,
Svako ! vrednosti tih

p1: Pos R pn'

slova odgovara vrednost formule (u oznaci v(4) ), kola e
takodje T ilil . Znali: v(A) € {T, 6L}
Ako su A 1 B neke fornule anda definideno:

v((AAB)) = V(M)A V(B) |

v((AvB)) = v(A)v v(B)

v((A=B)) = v(A)=v(B)

v((AeB)) = v(A)ev(B)

v(tA) = v(A) ‘
gde su simbolian, v , = &>, , na levoj strani ele-

menti uvedenog skuoa operaci jskih simbola, a simboli A + Yo
= 2T s T

definisane tablicama (x) (na -
Znaci; vrednost v

na ‘desno i

_ &

strani su oneracije skuoa {T'_L}

<

edndo J stran2) .
formule je

~

su elenenti skupa {7

nreslikivanje

&iji su orginali formule, a slike L)

Interprctaci ja
-~

Nave3déemo dve internretacije formula i e€lene-
nata T L1 .

slova interpretira-
simbole A~ , Vv

Iskazna
, a operacijisk

T internrct ac1gaa

jmo kao clemente skupa {1, .i:

3

5, TV inprepretirajno kao operacije koje demo oznadavati
istin znacima, a koje sz definisu slededinm tablicana:
S R T L R e R =
_ —_— T il : H
T | 4 T T T 4 7"1 L 'T[.L
% ?
. = \ - [
N A P4 v T 1 Il_ T AT
_ | '
Cvom intcernretaci jom smo Goboili tzv. iskaznu
algebru. . oL
Iskaznu algebru moZemo uvesti i formalno:
kafemo da Je to urediena 3estorka &iii je nrvi ¢&lan skup,

. . . ! b ; — o~
a ostali &lanovi su operacigje: ( T G, Y, y T, T



U skupu {71 ijposmatrali smo operacije ANy Ty, -
c

—~ ,» Da ovec operacije nisu medjusobno nezavisne tvrdi slede=
éi

Stav. Svaka opcracija skupa {7V,A1 se moZe defiw
nisgti formulonm koja kao Jedine pperacije sadrzi: 1. A , 7,3
2.V , T3 3. =, 7.

Vidimo da se ne mogu pomodéu Jjedne oé navedenih pet

operacija izraziti ostales: No, postoje dve operaeije, Shefferg

5!

ova i Lukasiewicz-ova, rddom u oznacit i ¥ , od koJjih svaka
ima osobinu da se samo pomodéu nje mogu izraziti operacije
A,V , =>,&y, 7. Operacije? i ¥ se defini3u pomodu slededih
tablica

A | \

- { L Ty i
B |
T | R

Neposredno sc dokazuju'da izmedju operacija 1 i v

operacija A , Vv, 7,0, ™ postoje slededc veze
1. ptq= T (paq) , pig= " (pvq) .
2. 2p = p'p , pAaq = (pT)V (%) , pva = (ptp)Mghq)

(p¥pl¥(a¥q) , pvaq (p¥q)w (phag)—

,’?\p
3. =P = pvDP ; PAQ

O

. . { 3
cde su p i g elementi skupa {7 L7,

Zaninl jivo Je da vaZi
Stav.,Jedine binarne operacije ponodu kojih se
mo¥e izraziti svaka formula su } iV,

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tJj. da postoji
btnarna operacija ﬁ takva da se pornodéu nje mogu izraziti
operacije A,v, = , <>, 7, Konstruisimo tablicu ove opera-—
cije ho A» bi bilo’h (T ,7T) =T onda s2 pemodu h né@i
mogla izraziti negacija; dakle je h (T,7T) =1 . Iz istik

razlmsga je h (L ,4) =1 . Na sr-ostala dva mesta ne moeno
staviti T (ili L) jer bi tada dobili Sheiver - avu (odnosno
Lukasiewicz-ovu) owcraci ju. Dakle, nosto jo nosugnosti:
1. h(a,T) =T ,n(7T,1)=43 2. n(L,T)=4L  h(T,i)=
='T_; no, u prvon sludaju je zapravo h(p,q) = =1 g

£]

, 3 u drugom .
h(p,q) =7p (Lde su p,qe {T,1L}), a sano porodu-isec ne mogu
izraziti ostalc opsracije. Dakle: pomodu h se ne mogu izrazi-

ti ostale operacije 3to je 1 trebalo dokazati. ' ‘



IT interpretacija. Iskazna slova P»QyT3P3Q7 5T 5000

ﬂ"'pﬁ,qn”fn,,pe se interpretiraju kao relenice koje su ili tad-
ne (u oznaci T ) ili neta¥ne (u oznaci ) ), simboli ( , ) se
interpretiraju kao leva, odnosno desna zagrada , a operacij-
ski simboli 4 , v , =, <, 7 se inteppretiraju redom kao

konJjukei ja, disjunkcija, implikacija, ekvivalencija, ‘hegacija
(i pri tom se za ove operacije zadrzavaju gornje oznake, uzete

“tim redom).

Tautologije

Definicija. Zalfformulu A ka¥emo da je tautologija

ako ima vrednost T 2za sve vrednosti svojih iskaznih slova.

Neka = A 2znadéi da Jje A tautologija.

Za formulu A kaZemo da Jje kontradikcija ako ima
vrednost . za sve vrednosti svojih iskaznih slova.

Jedna od moguénosti da se dokaZe da je neka formu-
la tautologija Jje da se obrazuje tablica vrednosti ko je ona
prima pri svim moguéim vrednostima svo jih iskaznih slova.

ObeleZimo sa A formulu.

(p=>(qg=1m)) ={p =q)=> (p=r)) .
i dokaZimo, obrazovanjem tablice, da je ona tautologija

Py |93 Ip>q Haﬁ; E=la>Y) lp-“'@q) S(pFr) A
T T’J T T T T T T Y
TIT]L] L T o] L 1 L T
T |T | T L T T T T
t%— 44 T A i T T T
LT v T T T T T T
LT L T ¥ T T T
LT T 1 T T 1 T
Lol T T T T T T
Na ovaj nadin se za svaku formulu moZe utvrditi
da 1i je tautologija ili ne.

7a formulu oblika A =B (tu su A i B takodje neke
formule) postoji Jod3 jedan nadin za odredjivanje dg}i je ona

tautologija ili ne. U ovom postupku se traZe takve vrednosti



njenih iskaznih slova pri ko jima sgma férmula ima vrednsst
L « Ako se pokaZe da takve vrednosti ne postoje onda je
dokazano da je ta formulla tautologija. No, formula oblika
A = B moZe imati vrednost { tafla 1 samo tada kada je
v(a) =T , v(B) = L . Ako se poka¥e da p& ma kakve vrednosti
iskaznih slova ne moZe biti v(A) =T i v(B) =L znadi da je
data formula tautologi ja.

Navodimo primer: dokaZimo da je formula

(p=q) =% (q = 1p)

tautologija. Predpostavimo da ona nije tautologija tj. da
sa neke vrednosti iskaznih slova ima vrednost 1. Tada je
v(p=q) =T i v(—1q= p) =L, Ovo drugp Jje ispunjeno samo
ako je v(=q) =T, tj. w(q) =L i v(p) =4, tj. v(p) =71 .
No, tada je v(p =q) =1 $to je suprotno udinjenoj prebpostav-
ci. Znaéi: data forgula ni za kakvu vrednost iskaznih slova
ne mo¥e imati vrednost L pa je ona tautologija. =~

Za objasnjavanje treéeg postupka ko jim utvrdjujemo
da 1i je neka formula tautologija ili ne bide nam potrebne
sledede tautologije ko je navodimo bez dokaza:

(1) - IR &P - (Zakon dvoijne negaci je)

(2) (p e q) <> (p =>q) ~ (g =>p)

(3) (p=q)<>(pvq)

(4) (pvql=>(=pAr—q) ; _
~(prq)<(Apv—q) [ (De Morganovi zakoni)

(%) pvigarm<=>(pva)Aalpvr) (Zakon;distributivnosti v

h

prema A o)
(6) pAl(gar)e(pAag)ar (Zakon asocijativnosti za A)
_ Cilj ovog postupka Je da se doblje formula ekviva-
lentna (1)
forgule Al’AZ’ oomy An oblika P1V PoV eoe VD3 ovde su
P1s Pps o-e Py iskazna slova 1li nJjihove negacije. Tada je

sa polaznom ko ja je oblika Alﬂ A2/\..° A A, gde su

data formula tautologija ako i samo ako su Ai’A2’°°”An tau-
tologije, a one su tautologije ako 1 samo ako bar sa jednim
slovom sadrZe 1 njegovu negaciju.

)
Definicija. Formule A i B su ekvivalentne tada i

samo tada ako imaju ¥stu vrednost pri istim vrednostima udle-
stfujuéih iskaznih slova, tj. tada i samo tada kada Je formula
A<= B tautologi ja.
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Sam postupak se izvodi ovako. Prvo, koristeci se
tautologijom (2) od date formule prelazimo na fqrmulu‘koja
ne sadrzi&s. Zatim, pomoéu tautologije (3) dobijemo formulu
koja ne sadrzi ni=». Pomolu tautologija (1) i (4) najzad
dobi jamo formulu K6ja ima samo operacijske simbole ~ y Y oy
i simbol ™ stoji samo uz slova. Na kraju, primecnom (5) i (6)
dolazimo do formule traZenog oblika koja je ekvivalentna

polazno j.
Ilustrujmo ovo slecdedim prinerom. Neka je A formulaw

(wp=-q) = (q =p). Tada Jje

=. AcyGimipy vq) =7 (- qvp) (zbog (3))
= A&y H(pviq)lv ngvp (zbog(l) i (3))
= A<y (7vpaA Q) vV TiqQVvD (zbogz (4))

p= A= (mpvigvp)a(aqvp),
a oda-vde se¢ lLako vidi da jec formula A tautologi ja.

Hipoteze, Posledice.

Neka je;}vskup iskaznih formula i F ncka formula
toga skupa.
Za formulu F kaZemc da je (gsemantilka) posledicy

formula skupal?vako je ispunjen uslov: ako za neku vrednost
iskaznih slova formula skupa:?ﬂte formule dobijaju vrednost

tada i formula F dobija vrednost ' . ,
Formule skupa ¥ zovemo hipoteze za formulu F, a

F o= F Jje oznaka da je F (scmantidka) posledica formula
skupa ) o je I = {Fl,FZ,“,, Fn’; pigemo F13F5, oos
Fnﬁi Fe.

VaZe sledeéi stavovi:
Stav 1. Formula (Fy A F,~ e nF ) =F je tautologi-
J ako 1 samo ako je formula F posledica formula Fl,F2,eoe,-Fn,
ti. 7= (FpaFy .. AE ) =>F je ekvivalentno sa Fy, ..., F =F.
’ Dokaz. Pretpostavimo da je formula (Fl,uF2\~.o,/\F5wu
= F tautologija. To znaci: za one vrednosti slova za ko je

levazétrana dobl ja vrednost | i desna strana dobija vrednost
T , a podto leva strana ima vrednost T tada 1 samo tada
(1) |
Ako Je skup .° prazan onda Jje formula F tautolo-

gija &uporedi sa definici jom tautologijei.
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kada svaka od formula F;,F,, ..., F  ima vrednost T  znali
da je F 1,F2'°,.,F = Fa
Neka Je sada Fl,F2,a.o,F = F. Tada, za one vred-
nosti slova za ko je formule Fl’F2’ ieej F doblgagu vrednost
T i formula F dobija vrednast T . Onda,kada bar jedna 6d
fornula Fis Foyeoes Ty dobije vrednost 1L i formula
(Flf\F2fx...»\Fn):$>F ooret ima Vrednogt‘T . Dakle je
t:(Fl Fy oo F, ) = F.

Stav 2 Formula

) ((Fm~ AR S e R S (R, (L ELSE) L)
.je tautologi ja. ;{“

Dokaz izvedimo indukci jom. Za n = 1 imamo formulu
(F1:§>F)<§>(F1:;IF), a ona Je odigledno tautologija.)Pretpos—
tavimo da Jje formula noA

(EAFn AR )RS (R (R =S (o (RS r)m)
. tautologija*i dokazZimo da je i (1) tada tautologija. Neka
'férﬁuie Fl’F2""’ F_,F imaju ma koje vrednosti. Postoje dve
moguénosti: 1) V(Fn) =T , 2) v(Fn)”=_lTwo Lako se provera-
va da u oba sludaja formula (L) ima vrednost | .Dakle: (1) Jje
tautologi ja. |
Ova’ stav se moZe dokazati 1 1) Zoristedi
tautologiju (p =q)<v (1 pvq) gde su p i q oznake za ma kakve
formule; ili &) pokazujudi da leva strana ckvivalencije (1)
ima~vredno$t L tada 1 samo tada kada i dcéna strana ima vred-
nost L . ' ' -
Stav 3. Formula F Jje posledica formula Fl’”"’Fn
tada i samo tada keda jc formula (Fq =3 (F, = e ? ’(Fn'ﬁ>FZ ,E

tautolozija, t1 Fl,Fz,ooanF"F "o(ekv1valentno sa r
= (Fy = (Fp =D (.0 =(F =DF)...)) L

o . I .
Ovaj stav Je neposredna posledica prethodna dva

stava.
Posledicas

FisFosecest b= F jec ekvivalentno sa Fl,Fz,oo.,Fn 1= F,=F.
Koristedi se nekim od gore navedenih stavova doka-

%imo da Je formula

(1)
Ovaj stav se naziva teorema dedukcije (za tau-

tolog_ije).
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(p=>q) =>((1 p 2>q) = q) (1)

Tautologl,]e° :
1 ‘ Da bismo- pokazall da je ova formula tautologi ja ‘poka-

Zimo da Je

P=>q, “‘D—ﬂll‘—‘q (2)
Hipoteze su, dakle’, formule p=>qi —1p-*\q i one imaju
“vredhost T samo ako je v(q) =T (pri tom v(p) moZe biti

bilo T bilogL ) pa znadi da je q stvarno posledica-formula
P =q, P =(q. Prema stavu 3 (2) Jje ekvivalentno sa-tim-da
je formula (1) tautologi ja. _

Napomena. Kada imamo for‘mu‘lu/'»,L

(F) = (Fy = (oo S (F =5F) ...))
-dovolJnoje pokezati da je ¥- F pa Jje tada sigurno -
Fl’FQ’ . nf::F No, da bi se pokazalo da je F12Fos .ao,F =
= F nije i potrebno pokazati da je = F Jjer F ne mora bltl
tautologija, a da je ipak posledica formula Fl,Fz,.,.,F

n®
.U narednom tekstu dokazujemo dva osnovna svo jstva
tautologija. U tu svrhu skup svih iskaznih formula obele#imo
gsa GF , a skup bhautologija sa 'I#c
1) Neka je F(pysPpae=~sPy } iskazna formula &ija su
iskazna slova PysPpye-«,p, 1 neka su A 13h0se0e; A bilo ko je
iskazne formule. Oznadimo sa F(A A2,...,A ) formulu dobIJenu
iz prethodne z amenom slova p; (i= l,,,,,n) formul vA
(i=1,...,n). Tada vaZi tzv. pravilo supstituciie kOJe glasi:
ako je F(pl,pz,.oo,pn)efT/ onda je i-F(Al,Az,m,,,An)'é(7;
' Cvo pravilo je odigledno Jjeir: cko za sve mogucde

vre@nosti slova pl,pz,,”,pn (F(pl,pz,,oo,pn)éir onda i
F(Al,A2, .fo,Am)EfT jer formule Ay ,A,,..0,A imaju najvide
" onoliko razliditih vrednosti koliko i slova P13sPpyecosPy

(mogu imati i manje vrednosti Jjer neke od formula Al,Az,;o,,
Am'mogu biti tautologije ili kontradikcije).

?&\2) Ako su formule A i A= B tautologije onda je
i formula B tautologija. Ovo svejstvo se zove modus ponens.

Dokaz izvedimo indirektno. Pretpostaviﬁo da, pri

nekoj vrednosti slova koja udesvuju u B, moZe biti v(B) = 1 .
No, podto je formula A =B tautologija, tj. v(A=B) =T za
sve vrednosti udestvujuéihslova, to je i v(A) =1 , a ovo ne
moZze biti jer je formula A tautologija. Dakle, ni za jednu
vrednost slova koja udestvuju u B, ne moZe biti v(B) = 1 - tj,

DL
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B je tautologija.

Postavlja se pitanje: koJja su svojstva karakteris-
tiéna za skup 7d, tJ. pomodéu ko Jjih svojstava se ovaj skyp
moze potpuno opisati? Da bismo odgovorili na ovo pitanje uves-
éemo pojem teoreme, tj. skupa teorema T,

Definiclja teoreme:

1° Ako su A,B,C neke foruaule onda su A =(B=>A),
(A =(B=C)) == ((A=>B) = (4 =5)), (" A=»1B) =(B=>4)

- teareme.
2° Ako su A i A —=yB teoreme onda je i B teorema.
3% Teoreme su samo one formule ko je se dobi jaju
kona¢nom primenom 1° 1 29,
O¢igledno je da T =T,
Stav(semantiéke potpunosti). Svaka tautologija Jje
i teorena i obrnuto, svaka teorema Jje tautologi ja. tj.‘jw; T.
Ovoljc'dadan od osnovnih stavova u tzv. iskaznom

radunu. _
Na osnovu definicije teoreme i ovcga stava skup tau-

tologi ja moZemo uvesti sintaktilki, tJj. odredjenim pravili-
ma. Ta karakterizacija tautologija Jje:

Ako su 4,B,C 2a kakve fofmule tada su formule

1° A =(B =1)

2% (A = (B =0C)) = ((4 =B) = (A =C))

5 (A <=—B) = (B=y4)

tautologi je.



14

KVANTIFIKATORSKI -RACUN PRVOG REDA

U ovom racdunu znalajnu ulogu imaju tzv. kvantifikatori koji

se inace u obidénom jeziku uzimaju kao ramjenice : "svali", "neki",
"bilo koji", "ma koji",... Cesto se simho i ¥ odnosno 7 uvotre-
bljavaju umesto ggpenica » "svaki", odnosno "neki",

Usvajamo da je ¥ univerzalni kvantifiketor, dok‘je jngggigﬁ—
encijalni kvantifikator. Kvantifikatori V', 7 udestvuju u nekim

formulama raduna koji éemo nosmatrati , i to uvek u obliku* -
(Yu), (Fu), gde je slovo u oznaka za tzv. promenliivu.
Navodimo primere zakljudivanja sa kvantifikatorima.

Primer 1.

Iz pretpostavki
Svi prosti brojevi su prirodni . (1)
5 je prost broj _ ' 5 (3)
Zakljudujemo : 5 je prirodan broj (z)

Primer 2.

Iz pretpostavki
Rilo koji Markov orijatelj je Jovanov priiatelj (»)
Petar nije Jovanov vrijatelj (i)
Zakljutujemo : Petar nije Markov »rijatelj. (z)

Navedeni i slidéni mrimeri mogu biti ovisani tzv. formulskim rede-

nicama, Ilustruimo to na vorimeru 1.
(Vx) (x(x)=L(x))
X(5)
B (5) ,
U ovom nrimeru x Je »nromenljiva a 5 je konstanta,
~ Dogovorimo se da redenicu "x ima svojstvo «" ozhafav-mo sa Q(X).

U nagem nrimeru neka ~(x) znadi "x je nrost ‘roi", a,ﬁ(x) "x je
prirodan broj".
zakljudivanje u wrimeru 1 moZemo onisati i slededom formulom :
(Vx)(a(x)=p (x))21(5) =4 (5).

Navodimo vrimere vnrevodernja na formulski jezik nekih moznatih
matematickih tvrdenja.
Primer 3,
Iz X)y i yyz sledi x)z (x,v,z, su realni ‘roievi)
Ako sa +-(x,y) oznadimo &injenicu "broj x je ve*i od broja y",
onda navedenom tvrdenju odgovara formula:

(((x,y)In(y,2)) =>4x,2) '

Primer 4,
Ako je x>y ondes vnostoji broj z tekav da je xpz 1 z}y.
Uvodedi ozhaku kao u »nrethodnom »rimeru im~mo
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Primer 5.

U skunu realnih brojeva vaZi: Za svaki nar brojeva x i y isounjena

je-jedna i samo jedna od relacija x=y, X>y, x<7J.

Uz iste oznake imamo (/,(X v) znadi "x jednako y") -

dew(%AWAWW)MTWHyWWWyMVAWAhwaWﬁ%yAMAﬂA/W&y

Primer 6

Za svaki par razliditih tadaa x i v nostoji treda tadka z tako

da Jje y izmedu x i 2z,

Uvodedi oznake : ¥(xX,vy) oznadava "x razlidito od y"

- & (x,v,2) oznadava "y je izmedu X i z i ta¥ke
X,¥V,2 su razlicéite"

dobijemo odgovarajuéu for ulu :

WVx)Wy) (' (x,y)=>T=z) §(x,v,2))

FORMULE KVANTIFIKATORSKOG RACUNA,GIAVNA INTERPRETACIJA. MODEL,
VATLJANE FORMUTE,

:%\.7)()V

Zatim nromen?'jive : X,V,2Z, X V9B eeoe XyVaByono
i Relacijska slove :R,, R’

Polazni simboli su dogovorno

41 eees RO, . (1,3 - mrirodni brojevi)
gde je gornji indeks tzv. duZina relaciiskog slova.

Definicija 1.

Neka su u,, u,, ..., U,, (oznake za) nromenljive i neka je # (tako-

&e oznaka za ) relacijsko slovo duZine n. Tada red :
¢ (u,, uy, ... u,) nazivamo elementarna formula,
Dajemo definiciju formule kvantifikatorskos radune nrvog

reda ( u daldem irlaganju : forrula ),

Definiciia 2.

1) Flementarna formula je formula. ,

2) Ako su A i B formule onda su i : ( A=E ) , 7o , (Vu)A

formule , ede je u izvesna promenljiva,

%) Formule se mogu dobiti jedino onadnom »nrimenom 1) i 2)
Definicija 3. '

Ako su A i B neke formule ond-s .
(AAB) je zamena za T(A=>1B)

(AVB) je zamena za ( 7A=B)

(A<=3) je zamena za (A=R) A (334)

(7u)A je zamena za 7(VYu) 74.

Prema usvojenim defiBiciiams sledede reCi su formules
R(x), (R (x,y) 5B[(2)), ((Vx) R(x,y)2(Gy) B (y))

ali redi RJ(x,vy), (Vx)A(Jy) nisu formule,




‘Hﬁsvajamo slidne konvencije o brisanju zagradd kao u sludaju
skaznih formule. :

Kratkoée radi, relacijska slova RJ , ¢emo ubudule oznelavati
malim grékim slovima r,pyf;.. nri dermu ée iz same formule biti
jasna duzina slova, ‘

Pojavyivanje promenljive u u formuli F nazivamo vezano mnoiavliva-

nje ako je:

1) to mojavlivanje oblika (Yu) i1i (F) ili

2) postoji formula A u kojoi u ima nnjavliivanie i »ri tome (Vu)A
ili (FJu)A su nodformule formule F.

Ono vojavlivanje oromenijive u koje nije vezano nazivamo slobedne

pojavliivanje,

Ako u ima slobodno pojavlivanje onda nromenljivu u zovems sleho-
dna promenl jiva., Formulu A, koja eventualno ima slohodnu premen=-
ljivu u, oznaZavamo sa A(u).

Nanrimer, a-o je A formula : (VX/a(x) = (ﬁ/y)v-’%(z))

onda su u njoj y i z slohodne nromenljive, dok x ima samo vezano
vojavlivanjes PFormulu A mo¥emo ornafiti sa A(x),A(y), A(z).
“Postavlwa se pitanje : za8to, pri ta"vim proizvoljnostima, uvodi-
mo oznaku A(u), Raz’og je slededi: neka je v neka promenliiva,
tada uzimamo da A(v) oznadava formulu koja se dobije kada sva
slobodna pogavlglvanja u u formuli A zamenlmo sa v,

Naprimer, ako je formu /\12 vrethodnog primera bila oznalena sa
A(y) onda je A(z) sledeca formula: /VX)O((K) )[ﬂ/z)v % (Z))

Ako je ta formula bila oznaSena sa A(x) onda je A(v) formula A
ma kakva bila nromenljiva v,

Glavna interpret3011a. (u daljem izlaganju : intermretacija)
Domen D internretacije I je bilo koii nenrazan s'un,
Promenljive internretiramo kao elemente sku»na D, a relaciiska

slova kao relacije odeovarajuée duZine sku»a D,

Simbole : | 5. 7, V}A.:ib Internretiramo kao odrovarajude
operacije iskazne algehrre.

Simbole ¥ odnosno I internretiramo kao "svaki" odnosno "neki",
Dajemo strogu definiciju intervretacije.

Definicija 4,

Interpretacija formule F je ureden var dije su komnonente redom:

domen interpretacije D, nreslikevanje f ,

Dakle , ako sa I ozraZimo interpretaciju onds je I

gde je f sledece preslikavanje P R;R, Ry.oun Rp}
"\®, R, B,.... R,/
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Pri tome su R?,RZ,...Bp y svea ra-li¢ita motrebljena relacijska
slova u formuli F, a R, Fé,... ﬁ;, relacije odrovarajude du3ine
skupa D.

Primer,

Neka je data formula  X(X,y) =2 B(xy) (2)

Jedna od mogui1dih intermretacija navedene formule je slédeéa.-
Nera je domen sku»n Z celih brojeV@, a 18 internretacije relaci-

Js'ih slova o414 : X (X,y) ¢— " x-y deljivo sa 4 "
A(xy) = " x-y de'jivo s2 2 "
Interpretacija je dakle ureden par
’ 7L (5A) )
: . D o(/g

Primetimo ds formula (2) ima pri navedenoi internretaciii uvek
vrednost T ma kako intermretirali »romenljive x,v. Ka¥emo da je
formula (2) tadna za'interﬁretaciju (3).

PrecizZirajro taj PRojan.

Pri internretdciji I formuli F odgovara Zavisno od internretacije

promenljivih, jedan od simbola T ili L , tzv. vrednost formule F,

Za formulu P kaZemo d~ je tadna u odnosu na internretaciju I sa

domenom D i utvrdenim intermretscijama relaciisih slova ;
ukol¥ko je vrednost formule uvek T bez obzira na internretacijia

njenih »romenljivih.

Formula F je netadna (»ri interoretaciji I ) ak%o ie formula ‘1F
taéna ( nri inter»retaciji I),

Ako je formula F talna »nri internretaciji-I onda T zovemo Model

te formule,
U malo »nre navedenom primeru model formule (2) je 1nterﬂreta013a

(%), jer je ona tana za tu internretsciiu ..
Formula je wl jana ako je tadna »ri svako} interpretaciji. -

Prema usvojenim cefinicijam valjane su sl edede formule: -
(q(&ypaaﬁyxﬂ‘v 7(W(&%P“q7/0)

(V)(3,) wixy) = (Blry) =5(Vx)i3y)«(xy))

Ma kako izatrali skun D i ma kako intermretirali relacijsks slova

(4)

«,,4 formule (/) uvek imaju vrednost T.

Neka je sada I izvestan s%up formula i ne'a su to taﬁne_fofmule
u odnosu na interpretaciju I koju ¢ini domen D i igvesne njegove
relacije kao anternretacije odgovarajuéih relacijskih slova, »ri
gemyse iste relacijska slova u reznim formulama inter»retiraju
na isti nadin, Tada algebarsku stru%turu koju *ini domen D-u
odnosu na pomenute relacije zovemo model skuna formula F,

Iz redenog sledi da je u slucaiu valianih forrmula model Tilo
xoja algeharska struktura, odredena nekim domenom i nekim njego-

wim rolardidama.
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Primer. :
Neka je dat skut) formula : P = {O(("'X),- (%) F Ay Ay, 2)= O-’(’CZ‘)}

Model skupa formula F je bilo koji neprazan skup D sa nekom svo-

jom relacijom ekvivalencije, kao interpretacijom relacijskog-

slova o . |
Neka svojstva valjanih formula.

U primeru (4) valjane formule su konstruisane koristefi tautolo-

gije : pv7v, 7p=zx(g=p), gde smo iskazna slova p 1 q
zamenlli kvantifikatorskim formulama, S1icéno vaZi 1 u ovnsStem
sluda ju,
Neka Jje A iskazna formula giia su sva razlidita iskazna slova
Usy Uopaeaslly, i neka je F formula koja se dobija kada se slova
Wyy UgsesisUp zamene nekim formulama kvantifikatorskog raduna
(ista slova zamene se istim formulama) i pri tome se , = , 7,VA
<> zamene odgovarajudim zna€ima kvantlflkatorskog ractuna..
tada vaZi slededi stav )
Stav 1. .Ako -je A tautologija, onda je F valjans formula.
Medutim, na .ovaj nadin se moZe dobiti samo jedan deo klase

\) kvant. Lormole

[ eoegy W//\//

Navedimo primere valjanih formula Voge seimogu ﬁobltl iz tautole-

val janih formula.

gija na opisani nadin.
1) o« (x) =>(3x) «(x)

2)  (Vx)(AnB) <> (Vx) An(Vx). B

3) . (3x)(AAB) = (Ix) A~ (Fx) B -

4)  (Fx)(AvB) & (Fx)Av(Ix) B

5)  (YxY(AVR) < (Vx) Av(¥x) B

gde su A,B neke kya@tifikatérske formule.

MoZe se pomiéiiti da je i formula (Vu) A(u) = A(v) (5)
gde su u,v promenljive, A kvantifikat rska formula, valjana,
Medutim slededi nrimer ¢ée nas uveriti da to nije tadno,

Neka je A slededa formula : Fy) o« (x,v)

Tada formula (5) vostaje : (Vx) (iv)ﬂy(X,Y) =?(JY)‘X(Y’Y) (6)
NavedimqQ interwretaciju za koju formula (6) nije tadna (orema
tome nelioZe biti valiana). B

Neka je domen D skun prirodnih brojeva, a relacijsko slovo <X
internretirajmo kao relsciju < (manje). Intemnretacija formule
(6) je slededa : (Vx)({Uy)( x<y)sEv)(y<y) (7)
Leva strana u (7) ima vrednost T, a desna L, pa cela formula
ima vrednost : :F = _L =4 -
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Stav 2. Formula (5) je valjana ukolivo formula A ispunjava
sledeéi uslov : U formuli A(u) promenljiva u se nigde ne nalazi
vod dejstvom kvantifikatora (Yv), Fv).

Dokaz.

Pretnostavimo da formula (5) nije valjana, Tada nri nevoj
internretaciji I formula (5) ima vrednost | . U tom sluéajﬁ
formula (Vu)A(u) ima vrednost T , dok formula A(v) ima vrednost L
Po pretpostavci nfonenljiva u u formuli A ne nalazi se nigde vod
dejstvom kvantifikatora (Vv),(Jv). Stoga zakljndujemo da, ako
nromenmenlive u i v dobiju »ri internretaciji I istua vrednost,
onda ¢e i vrednostiformula A(u) i A(v) biti isfe, "nadi , za evu
odredenu interpretacijﬁ nromenljive u , formula A(u) ima vrednoost
1y dok premé nretpostavei formula A(u) ima vrednost T za svako U,
Dobijena kontradikeija dokazuje tvrdenie.

Navedimo jo$ cva svojstva valjanih formula. _ _
Stav 3. Ako su A, A=B valjane formule onde je 1 B vaijana formula,
Stav_4. Ako je A valjan» formula onda je i (VYu)A(k) valjana

formula,

Hipoteze i nosledice,

Definicija 1.

Neka je P skup formula i F neka formula. KaZemo da je F semantidka
nosledica skupa férmula, u oznakom ¥ = F , ako je za svaku inter-
pretaciju I skuna evih tih formula is»unjen sledeéi uslov:

Kada su sve formule skuna F tafne tada je i formula F. tacna,

Formule skupa F rovu se hinoteze.
Kratkoée radi, umesto semantidka nosledica , reéi éemo kratko

posledica.’ ‘ .
Umesto  {F,,F,,...,5j = F nisademo T, ,¥,,..., F I F,

Prema usvojenoj definiciji vaZi sledede

F=F , F,RFF , BaR, e, FREFVE, Pk (Yu)F.
gde'su"F‘,F% ordiévohné formule, 2 u nromenljiva,
7 iskazno] 2lgebri smo imali AF?EC a%o i samo ko [ A =3B
U kvantifikatorskom radunu analogno’va®i, jer nanrimer

x(x)F (Vx)r(x) , ali nije Filx) (¥~)x(x) , (8)

Navodino intermretaciiu za formulu (8) za *oju ona nije tadna.
Neka je T skuv N nrirodnih brojeva, a relacijsko slovo « inter-
oretirajmo kao relacijiu duZine 1 :"biti paran broj".

Desna strena je netalna, leva je tadna ako X internretirsmo kao
broj 2. Tada formula (8) ima vrednost Ta=]| =_L, pa (8) nije
valjana formula



Karakterizacija valianih formula,

Uvedimo skun T-tzv, teorema,
Definicija.
1) Ako su A,B,C proizvolne kvantifikatorske formule , tada su

sledede formule teoreme,
I A={B=4)-
II " (A=(B=C))=((A =B)=(A=%))
III (7A =7B) =>(B=>4) '
IV (Yu)A(u)=A(V) _

“u formuli Alw) nromenljiva u se nigde ne nalazi nod dejstvom
kvantifikatora (Yv), (Jv).
YV (Yu)(A=B) = (A= (Vu)B)

(promenljiva u nije slobodna vromenljiva formule A)
2) (a) Ako su A, A= B teoreme, onda je B teorema.

(b) Ako je A teorema onda je i (Vu)A(u) teorema , gde je u
promenljiva, _

-3) Teoreme se mopu dobiti samo konadnom vrimenom 1) i 2) ove

definicije. | I
Prema usvojenoj definiciji odigledno je da je svaka teorema
valjana formula. Ako skun svih valjanih formula anaéimo sa V
onda imamo slededu inkluziju : T <V,
Medutim, inkluzija vaZi i u drugom smeru, na imamo sledecé¢i,™
) Godel-ov_stav.
Skup T svih teorema poklana se sa skunom V svih valjanih formula

odnosno T = V,

Ova] stav je od ‘izuzetnog znadlaja, jer dozvoljavé da se skun
valjanih formula uvede sa manje intuicije i begz pominjaqa
interpretacije i semantickih pojmova : "tadan'","netadan',

Inace, ovaj stav se naziva stav o potpunosti nredikatskog raduna.
Navomena., Kvantifikatorski radun onrvoga reda, %oji smo posmatrali
jv tzv., &isti kvantifikatorski racun, za razli'u od o~&teg
kvantifikatorskog raduna u kome se mored simbola koje swo mi
upotrebili, uvotrebljavaju jos konstante i funkcijska siova, i

na osnovu njih definisu tzv. termi.

Svi izloZeni rezvltati. u &istom kvantifikatorskom radunu lako se
prenose (sa izvesnim izmenama) i na sludaj ovdteg kvantifikator-
skog raduna. Nakon uvodenja neonhodnih definicija objasnidemo to
na orimeru. |

Za konstante uzimamo simbole : . a,, 27, ... , &, ...

'7a fun%cijska slova : f' fé Y eee s f{ y ees

gde je gornji indeks oznaka za tzv., du¥inu slova,



Dajemo definiciju terma,

Definicija.

1) Promenljive i konstante su termi.
2) Ako Su -t' ] -tz’ e o b .t”
duZine n, onda je i red f(t,, t,, ... t,) term.

termi 1 ako je f oneracijsko slovo

3) Termi se mogu obrazovati samo posle konadno mnogo primena

1) i 2) ove definicije. | .
Termi su na»rimer : x, a,, fka,y,z,a,,az), ff(f;(x),ff(a,,az)).
edutim, redi ff(x,y) , £ (£), £,(a,,a,) nisu termi,
Definicije formula uvode se analognd kao u ¢istom kvantifikator-
. skom ragunu gtim $to umesto nromenljivih dolaze termi. Isto va¥i
i za pojam intervretacije, Pri tome se konstante internretiraju
- kao fiksirani elementi domena, a'funkcijska siova kao operacije
domena odgovaraju®e duZine, |
Razjasnimo reééeno na sledeéem nrimeru,

(9)

'Neka je date f%rmula:‘ L . o ,
) (Fy) (£ 00m), LA e, L)) (0] W)))
Za domen intermretacije uzmimo skup R realnih brojeva, relacijsko
slovo ofduZine dva internretirajmo kao "jednakost", a funkcijska
slova £, fé, 7, ﬁf, redom kao sin, cos, + , . , tada formula
(9) vostaje : (¥Vx)(yy)( sin(x+y) = sinx.cosy + cosx.siny).
Ova formula ima vrednost T. Kaéemo”‘Kao'i ranije, da je formula
(9) tadna pri interoretaciji I, 7 -(R /{/ ;{4 7 /{z)) |

- I\ Sim tos  t \
Valjane formule se definidu analogno, a vredi i slidna karakteri-
zacija (Godel-ov stav),
Postavlja se nitanje kakav je znodaj Valjanih formula u matematici
uonste,
Matematidke teorije (danas) uglavnom se zasnivaju tzv. notpuno
aksiomatski na slededi nadin.
Polazni termini i aksiome se iskazuju koriSéenjem navedenog
formulskog jezika., MozZe se rec¢i : termini i aksiome se nrevode na
taj jezik. Teoreme matematidke teorije su onda : aksiome,
valjane formu%g (koje sé ohiéno uvode momocéu navedenih karakteri-
stigkih svojstva I,II,III,IV,V i zovu teoreme vredikatskog rafuna)

kao 1 sve formule koje se izvode "z njih nrimenom »nravila
izvodenja, .

Ta @ avila izvodenja su : modus nonens (iz A i A =B proizlazi B),
generalizacija (iz A proislazi (Yu)A, gde je u promenljiva,)

Kao 3to demo kasnije videti, svako korektno zakljucéivanje
(dedukcija) je izvestan niz diji su elementi hipoteze ili

valjane formule ilé se dobijaju iz nekih orethodnih &lanova niza

nrimenom tzv., vravila izvodenja.



FORMALNE TEQRIJE

Po analogiji s obi¥nim metematidkim teOrljﬂmﬂ wvode se ﬁormalne

teorije i pojmovi : dokaz, teorema;'hlnoteza, "osledica - itd,

ovi pojmovi sadr¥e i neka bitna oreciziranja koja obi¥no nisu

nagf%ena-u nefofmalnim teorijama,

Formalna teorlja u oznaci ., odredend.je kd su ismunjeni slede-

¢i uslovi o '

1) Dat je najvise prebrojiv skuv simbola, tzv, 6snovhih»simb01a
teorije t ,

2) U skupu svih redi sa osnovnim simbolima odreden je mod s-up,
tzv. skup formula teorije ¢ . Uz to je dat i efektivan nostu-
pak za odludivanje dali je neka red formula 111 nije,

3) U skupu svih formula odreden je jedan vnodskup ¥ije elemente
zovemo aksiome . .. Ako je jo& dat i efektivan nostumak za
odredivanje dali je neka formula aksioma ili nije, onda teoriju

Y zovemo aksiomatskom teorijom.

4) Dat je konadan broj tzv., nravila izvoder+4, Svako nravilo
izvodenja je izvesna relacija u skunu formula teorlge ", Ako
je 4 jedno pravilo izvodenja duZine n , naprlmer, onda ma

kakve bile formule A Ay ouuy A, An mOstoji efektivan mostupak

za odludlivanje dali su redom formule Aﬂ,Al,...,Ahu relaciji 111

nisu, Ako su redom formule A;, A;, ..., Anu relaciji ﬂ(bnda

ka¥emo i:A, je direktna posledica redom formula Ay,A ,. 0 A L.,

po nravilu izvodenjad, 1 visSemo

A4,Az,...,Aiqq

Oznadéimo redom sa S(T> J if’(?; N?’)

osnovnih simhola, formula, aksioma i nravila izvodenja teorije
Navedeni skupovi odreduju formalnu teoriju ma se teorija i moZe
striktno definisati kao uredena Setvorka (&7 F1ATIAN;)

Umesto formalna teorija kaZemo i formalni radun,

Definicija. Konadan niz formula B,, Bj,..., B,zovemo izvodenje
(dedukeija dokaz) u teoriji e ako svaka formula B, ( 1< ii{ﬁ)

tog niza isnunjava uslov

Skurove /

1) Bi je aksioma , ili

2) B; je direktna nosledica nekih »rethodnih formula no izvesnom
pravilu izvodenja tegrlae 7.

Definicija. Formulu Bw , formalne teorije 7 zovemo teorema u

teoriji 37 u oznaci = B (I1i samo /-~ B) ako mostoji bar jedan

niz B, ,B,,...B, koji je 1zvoden3e u teoriji 7, U ovom slgcagu

ka%emo i da je taj niz izvodenje teoreme B,, . Dokazati teoremu

Bm , U teoriji 7 znadi konstruidati niz 'Bs,Bi,...,B., koji je

izvodenje u ovoj teoriji.
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Pojam dokaza u formalnoij teoriji uveden je. no ugledu na obidne
matematicke dokaze., Dokaz u obisnoj matematidkoj teoriji je
ktonadan niz ¢iji svaki &lan’®: aksioma , ranije dokazana teorema
ili se dobija iz nekih nrethodnih d&lanova po izvesnom nravilu
izvodenja (ta se pravila obicno ne e pllClraJu).
Nanrimer u: sistemu ne negativnih realnih brojeva, niz

1) X+y =x+y (aksioma)

2) O'-éi'-QVE&' (dokazana teorema)

3) X +y &KX + 21y + ¥ ("sabiranjem" 1 i 2)

1) WEF Y7 L (VE +VT) (iz 3)

5) v§“¥f§££vﬁf1ﬁv§7 (iz 4, korenovanjem)
predstavlja dokaz tvrdenja : Ako su x , vy ne negativni rezlni
brojevi onda je X7y < VYv—@7

Primer formalne teorije

)

Neka su slova a i r osnovni simboli teorije ¢ . Dogovorno redi
' v s E S 4. - nerj
a , aaa, .. oznadimo sa a’,-&“, (dakle a* je a, a - = a"a,, ns 1,2,

7

Neka su formube rec¢i oblika a ra, a ra, 2 ra,...odnosno sve redi
n

oblika a ra, gde su m i n mozitivni »rirodni hrogev1. Za aksiome

uzimamo formule : a’r a, a’r a, a za pravila izvodenja :

737 } , A +
& r el Ca”ra” z- 2ol al el
G I c ﬁ LA a X . 5

o

O_,h‘/"a_m a’ H—//_Qn,-/ LT - ol

od kojih su = < duZine dvs a dje dufine tri. Tada niz formula:

) 3 7 & 2 £ 3 < 7 . . . .

I) a°ra, 2) a'ra 3) a'ra“4) a’ra’ pretstavija izvodenje u

teoriji “jer : 1 je aksioma, 2 dobijeno iz 1 vomodu pravila

3 dobijeno iz 2 pomodu mravila &, 4 dobijeno iz 3 i 1 oomodu N

pravila o .,
- 57 . - Pt

Prema tome formula a’ra’je teorema teorije 7 .

Takode su i formule a’ra®, a‘ra? ara? a“ra”, teoreme,

Uonste ako je m + n paran broj tada je formu'la A"ra™ teorema
teorije /. Dokazaclemo da vaZi i sledede: Ako je a“ra” teorema
teori je 7 onda je zbir m + n paran broj.

Neka se formula a' r & zove parna formula 2ko je m + n maran broj.
Aksiome a7raz ajra; su narne formule. Ako su a“}a“parne formule
onda su i formule a’ra'fi Adgac takode parne. $1idno ako su a"Ta

.
i a”"ra” parme formule onda je formula 2 ra*

7y

varna, kratko
kaZemo : aksiome su marne formule i pravilarizvodenja Cuvaju
parnost formula. Zbog ovoga svi &lanovi B,,B,,...,B, nekog
1zvoden3a u teorlgl ¥ moraju biti narne formule. Zakljucak :
Teorema raduna / mora biti varna formula . Dakle u sludaiu
navedene teorije 7 tadan je ic'az : Famula A teorije ?Jje

teorema ako 1 samo ao Jje A »narna formula. N



‘1) Ako je EefZl o FrA onca 7;’ S~ A

7a odludivanje varnosti neke formule nostoji efektivan nostuvak,
otﬁda postoji efektivan vostunak za odlu*ivanje dali je neka
formitla teorije C teorema ili nije, Iz ovog razloga za teoriju 4
kaZemo da je odlucliva,.

UopSte, neka formalna teorija ?fje odludiva ako vpostoji efektivan
postunak kojim.se mo%e 2za proizvolnu formulu A te teorije
odluditi dali.je teorema teorije € ili nije.

Definicija.

Neka je & neki skup formula neke’formalne teorije ?7, 1 neka je
A odredena formula iz te teorije. KaZemo : formula A je mosledica
skuma formula ¥ alo vostoji konalan niz formula B,,B,,..B,

( B,= 4) , 8ija svaka formula B, isvunjava uslove : ‘

1) B, je aksioma, ili
2) B, je iz skuma
3) B¢ jedirekinaposledica nekih orethodnih formila niza vpo
‘0 isvesnom nravilu izvodenja teorije T .
Ako je A vosledica skupa formula  , onda viSemo ?%’9)7
ili F 7 , & elemente skuna J zovemo hivoteze (nremise,
oretpostavke). Pomenuti niz B,,Bs;,..., B, zovemo izvodenje
formule A iz skusa hinoteza 7, Ao je & Konadan s+up , onda
umesto :  fA;,A., ..., A fFADiSemo 1 A, ,Ag, ... AR A
Izvodenja iz hinoteza imaju slededa gznadajna svoistva :
2 . P
2) F+~A ako i samo ako vostoji konadan nodskuvn J, skuva
takav da- je A /A
3) Neka j?f’é3 gde je B vroizvolna formula iz skuna 3i Ako abﬁ
onda % ~4. .
Formalne téorije.obrazuﬁu jednu klasu matematic¢kih teorija.
Ostale matematidke teorije zovemo obilne matematidke teorije.
Za ovisivanje 1 izgradivanje neke formalne teorije koristi se
izvesna obidéna matemr tidka teorija , koju zovemo metateorija te
formalne teorije ., Formalnu teoriju u tolm slufaju zovemo 1
objekt-teorija. Meta~teorija nuZno sadrzi osnove logike i

b g

o@fovarajuéi deo logi%e sa kvantifikatorima.

Jedsn od tvoraca formalnih teorija , D, Hilbert, u svome
programu izgradivanja formalnih teorija postavio je zahtev
korigdenja striktne finitnoslii u metaZteoriji, odnosno ne %oris-
genja , nanrimer, Zorn-ove leme, aksiome izbora, aktualne

- beskonadnosti i slidno. Ali vmomolu takve meta-teorije nije

mogudno dokazati, na»nrimer, nenrotivrednost formalne teorije
brojeva. To je rezultat K. Godel-a, tzv, druga Godel-ova teorema,
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Medytim ako se meta-teorija »nrodiri teorijom ordinalnih brojeva,
odnosno neelementarnom teorijom skuvova, onda se nenrotivrednost
formalne teorije brojeva &okazuje (G.Gentzen) .

422 neki rezultat koji se odnosi na formalnu teoriju veoma je
znacajno nomocdu koje metateorije je dobijen . Ako se o ovome ne
vodl raduna mogu nastati razni nes»norazumi.

Metateorija se izlaZe korigfenjem jednog dela obidnog jezika
nroSirenog odgobarajudom matematidkom terminologijom, Taj jezik
zovemo meta-jezik, I formalna teorija ima svej jezik tzv. objekt-
jezik. To je skup &iji su elementi polazni simholi formalne teorije
redi sastavljene od tih molaznih simbola , kao i konadni nizovi

tih 'reé¢i., Prema tome, formule, a%siome i izvodenja »rinadaju

objekt jeziku. U »nrethodno navedenoj teoriji formule ara, araa,,.
su u objekt-jeziku dok je iskaz : "Formula ara je teorema " , u
meta-jeziku. U meta-teoriji koristili smo i izvesne elemente
teorije prirodnih brojeva.

Tvrdenje koje se odnosi na neku formalnu teoriju zovemo meta-teor-
ema, Tako :"formula ara je teorema" jeste meta-teorema,

Obiéne matematicke teorije izsraduju se na sleded¢i nacin,

Polazi se od jednog skupa volaznih (osnovnih) termina i odredenog
sk%pa redenica sa tim terminima, tzv, aksioma., Za teoreme se onda
uzimaju reéenice koje su ta¥ne pri onim interpretacijama »nri kojima
su 1 aksiome taclne, isto tako teoreme su i sve redenice koje se
dobijaju iz aksioma nrimenom izvesnih logidkih nravila ( koja se
obidno ne istidu ) . Za »rvi sludaj kaZemo da se teoreme izvode
semanticki a sa druei sintak¥tidki. Kod obiénih matematidkih teo=-
rija testo se nreplidu ta dva naéinqﬁobijanjn&eorem&.

Osim toga nostoji i jak steven intuicije o skuvnu.

Kod formalnih teorija upotreba intuicije svodi se na neizbezni
minimum, a takode se precizirsaju »ojmovi aksioma, teorema, izvodje-
nje i slicno, \

Pormalne teorije se obrazuju sa ciljem tzv. votounog aksiomatskog
zasnivan ja neke obiéne matematilke teorije, Radi toga se formalna
teorija tako izabere da elementima njenog objekt-jezika--odgovaraju
objekti matemati*ke teorije koju formalno izgradujemo, Preciziranjem
re¢enog dobija se pojam gkvnih intervretacija, "

Inade intervretacija neke formalne teorije je svako preslikavanje
objekt-jezika te teorije u klasu objekata neke druge natematidke
teorije. -
Navodimo dve infernretacije nosmatrane formalne teorije.
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e sledecim tvrdenjima iz teorije

celih brojeva

a) -1 = -1 ’ "']: = (-1 ; ;
e & - ; 4 _ k2

b) av%o je (-1)" = (-1) onda je (-1)Y = (-1)% , zde su
i 1 j prirodni brojevi,

B

Stim u vezi pri njeno] glavhoj intervretaciji imamo : internreta-
cija slova a je broj -1, intervretacija slova r je relacija
"jednakost", a interpretacija re¥i a je broj (-1) , itd...

Za isti orimer druga intermretacija u oznaci = jeste slededle
preslikavanje objekt jezika u skup nrirodnih brojeva :

1) e(a) =1, g(r) = 3, g(aa) = 11, g(araa) = 1311 ,

odnosno g(s,,s,,...,8.) ( gde su s, slova a 1 r ) jecte priredan
broj &ija su cifra u dakadnom sistemu redom g(s), g(s)yv.use(s).

2) Ako su g(w), g(w), ... ,g(w) priro?’ni brojevi dodeljeni
redom reéima w,, W,,...,W, onda nizu redi w,,w,,,..,Wq
dodeljujemo nrirodan broj u oznaci g(w)2g(w)2.,.2g(w) &ije su
. cifre redom cifre brojeva g(w) i 2.

Naprimer nizu.éraﬁ a’ra dodeljujemo broj-131112111731.
Koris€enjem slidne interoretacije Godel je dokazao neke svoje

poznate stavove,

Prineri formalnih teorija.

1) Iskazni radun, -
N L. N / __5‘,' .]
» o 0 n s
volazni simboli su ©v,q T, q 7T, nqr | )
Formule se definisu na vogznati nadin,

Aksiongie su

1) A=(B=4)

2) (A=(B=C))=>((A=B) =(A=C))

3) (TA =7B) = (B=A)

gde su A,B,C proizvolne formule,
"Pravilo izvodenja je mo'us ponens : A, A=B //5

Iskazni radun je odludiva teorija. To sleBi iz Cinjenice da Je
skun teorema jednak skupu tautolegija (to je ujedno osnovni stav
u ovoj teoriji). ‘

2) Cisti predikatski radun prvoga reda, -

Polazni simbnli su
nromenljive X,¥,Z,X,,V, 32,54,

relacijska slova RJ,R;,..., Rl,..., R ,..

&
Aksiome su :
1) A=(B=A)
2) (74 = 1B) 5 (B=>A)
3) (A=(B=C))=((A=B)=>(A=C))
4) (Vu)A(u)=A(v), 2%0 se u formuli A(u) »nromenljiva u ne nalagzi
u oblasti dejystva (Yv) i1i (Iv)
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Medytim ako se meta-teorija nroSiri teorijom ordinalnih bro jeva,
odnosno neelementarnom teorijom skuo§va, onda se nenrotivrednost
formalne teorije brojéva &okazuje (G.Gentzen) .

Za neki rezultat koji se odnosi na formalnu teoriju veoma je
znacajno nomodéu koje metateorije je dobijen . Ako se o ovome ne
vodi raduna mogu nastati razni nesnorazumi.

Metateorija-se izlaZe kori$€enjem jednog dela obidnog jezia
nroSirenog odgobarajudom matematidkom terminologijom. Taj jezik
zovemo metA-jezik, I formalna teorija ima svej jezik tzv. objekt-
jezik, To je-skup &iji su elementi vpolazni simholi formalne teorije
red¢i sastavljene od tih molaznih simbola , kao i konadni nizovi
“tih redi. Prema tome, formule, a¥siome i izvodenja nrinadaju

objekt jeziku. U »rethodno navedenoj teoriji formule éra, arag,..
su u objekt-jeziku dok je iskaz : "Formula ara je teorema " , u
meta-jeziku., U meta-teoriji koristili smo i izvesne elemente
teorije prirodnih brojeva.

Tvrdenje koje se odnosi na neku formalnu teoriju zovemo meta-teor-
ema, Tako :"formula ara je teorema" jeste meta-teorema,

Obidne matematicke teorije izsraduju se na slededi nadin,

Polazi se od jednog skupa volaznih (osnovnih)_termina i odredenog
skupa redenica sa tim terminima, tzv, aksioma, Za teoreme se onda
uzimaju recenice koje su tatne pri onim interpretacijama »ri kojima
su i aksiome tadne, isto tako teoreme su i sve redenice koje se
dobijaju iz aksioma nwrimenom izvesnih logidkih nravila ( koja se
obiéno ne istidu ) . Za vrvi sludaj kaZemo da se teoreme izvode
semanticki a sa drueci sintaktidki. Kod obidénih matematidkih teo=
rija Cesto se »nrenlicu ta dva naéinqﬁobijanjd&eorema.

Osim toga »ostoji i Jak steven intuicije o skunu,

Kod formalnih teorija ﬁpotreba intuicije svodi se na neizbezni
minimum, a takode se precizirsju mojmovi aksioma, teorema, izvodje-
nje i slicno.

Formalne teorije se otrazuju sa ciljem tzv, w»otounog aksiomatskog
zasnivanja neke obicne matematidke teorije, Radi toga se formalna
teorija tako izabire da elementima njenog objekt-jezika odgovaraju
objekti matemati*ke teorije koju formalno izgradujemo. Preciziranjem
rec¢enog dobija se pojam glvnih intervretacija,

Inade intervretacija neke formalne teorije je svako preslikavanje
objekt-jezika te teorije u klasu objekata neke druge matematidke
teorije.

Navodimo dve internretacije mosmatrane formalne teorije,



Prvu smo obrazovali insvirisndi se slededim tvrdenjima iz teorije
celih brojeva :
a)‘-—l=-1,—1_=<1)35 | |
b) avo je (-1)% = (1Y onda je (—l)Jj = (—1)i , zde su

i i J priredni brojevi.
Stim u vezi pri njenoj gluvno] intervretaciji imamo : internreta-
cija slova a je broj -1, -intervretacija slova r Je relacija
"jednakost", a interpretacija redi a je broj (-1) , itd...

Za isti vnrimer druga intervretacija u oznaci jeste sledede

preslikavanje objekt jezika u skup wnrirodnih %rojeva :

1) e(a) =1, g(r) = 3, g(aa) 5 11, g(araa) = 1311 ,

“odnosno g(s,,s;, ,,..,5,.) ( gde su s, slova a i r ) jeste priredan
broj &ija su cifra u dakadnom sistemu redom g(s), g(s),...,2(s).
2) Ako su g(w), g(w), ... ,g(w) priro?ni brojevi dodeljeni
redom redima w,, W.,...,Ww, onda nizu redi w.,w,,...,Wq
dodeljujemo mrirodan broj u oznaci g(w)2g(w)2...2g(w) %ije su.
cifre redom cifre brogeva g(w) i 2, '

Naprimer nizu ara, a’ra dodeljujemo broj-1%111211131.
Koriséenjem slidéne interoretacije Godel je dokazao neke svoje

poznate stavove.

Primeri formalnih teorija.

1) Iskazni radun.,

volazni simboli su ™m,q T, P, q,r ... L

Formule se definiSu na voznati nadin,
Aksiope su
1) A =(B=A)
2) (A->(B->C))“>((A*B)~>(A~>C))
3) (A 7B) =(B=4A)
gde su A,B,C proizvolne formule. _
Pravilo izvodenja je .mo’us vonens : A, A=B /ﬁb
Iskazni radun je odluéiva teorija. To sleBi iz injenice da je
skun teorema jednak skupu tautolagija (to je ujedno osnovni stav
u ovoj teoriji). |
2) Cisti predikatski radun prvoga reda.

Polazni simbnli su

nromenljive X,¥,2,X,,V, ,Z,,

relacijska slova Rj,R;,..., Rl,..., R7,..

Aksiome su : '

1) A=(B=A)

2) (7A = TR) % (B =A)

3) (A=(B=C)) =((A=B)=>(A=0C))

4) (Vu)A(u)=A(v), a%o se u formuli A(u) nromenljiva u ne nalazi
u oblasti dejstva (Yv) ili (Iv)
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5) Yu)(A=B)=(4=(Vu)B) , ako u nije slobodna promenljiva u A.
Pravila izvodenja su :

Modus ponens - A, %553
Generalizacija A
' (vu) &

Predikats»i racun nije odluéiva teorija. To je dokazao Church
1936 god.Predikatski rafun je nenrotivredna teorija,
3) Kvantifikatorski radun.

Ova formalna teorija »redstavlja »nroSirenje orethodne. Izlaganje

o0 ngoj dobija se iz izlaganja o nredikatsom radunu nrvoga reda
ukoliko se na odredeni nadin »romenljive zamene termima, ‘
Formule ovog kvantifi"atorskog raduna su "vodesnije" za onisivanje
matematidkih tekstova. Tu treba traZiti osnovni razlog njegovog
_uvodenja. MoZemo medutim (Sesto vrlo "komnlikovano") i vomocu
formula~oredikatékog raduna prvoga reda da ovpisujemo matematilke

tak stove.
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AKSIOMATIZACIJA MATEMATICKIH TEORIJA POMOSU KVANTIFIKATORAKOG RAGUNA

Neka je T izvesna (intuitivna) matemat;éka teorija. Njenim polaz-
nim terminima - relacijskim i operacijskim , moZemo dodeliti po
jedan relacijski odnosno operacijski simbol. Aksiomama te teorije
T mo%emo dodeliti izvesne formule kvantifikatorskog raduna.
Drukéije redeno, aksiome moZemo prevesti na formulski jezik
kvantifikatorskog raduna. Oznadimo sa Fof skup svih kvantifikator-
skih formula u koje ne ulaze drugi oneracijski-i relacijski simbe-
1i ved samo oni koji odgovaraju polaznim terminima, Skup Ax ¢ Fer
je onda skup formula koje odgovéraju aksiomama teorije T.

Preciziranjem skupa For i1 skupa Ax je izvrSena aksiomatizaci-
ja matematilke teorije T u okviru kvantifikatorskog raduna. Take
smo odredili jednu formalnu teoriju, koju demo oznalditi istim
simbolom T,

Aksiome teorije T su :

1) svi elementi skupa Ax - tzv. sobstvene aksiome teorije T.
2) sve logidke aksiome iz skunma For - u stvari sve val jane formule
iz skupa ‘For.

Teoreme teorije T su one formule Fe For koje imaju dokaz
(izvodjenje) - izvestan konalan.niz F ,F,,...,E ,F &iji je svaki
8lan aksioma ili se moZe dobiti iz nekih prethodnih &lanova niza
primenom MP (modus ponens) ili Gen (generalizacija). |

MP : £ BB (xits 56 : iz A i A=B proizlazi B)
B
Gen : -2 (u je promenljiva ).
(Vu)A

Jedan od osnovnih problema teorije T je problem nenrotivured-
ncst teorije T.
Definicija 1. )
Teorija T je neprotivuredna ukoliko u skupu For formula te teorije
nema dve formude oblika A i A koje su obe teoreme teorije T,
Ukoliko je teorija T pnrotivuredna onda joj Je svaka formula
teorema. Zaista onda su izvesne formule A i 7A teoreme pa ake je
B e For bilo koja formula onda na osnovu logicke aksiome
A= (7A=B) dvostrukom primenom MP dobijamo da je formula B

teorema,
Sta vige, ukoliko teorija T ima bar jednu formulu koja nije

teorema te teorije onda je ta teorija neprotivureéna. Stoga se
mo¥e dati i sledela definicija neprotivurednosti :
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Definicija 2. . .
Teorija T je neprotivuredna ukoliko ima bar jednu formulu koja

nije teorema te teorije,

U danasnje vreme nemamo za mnnoge znacajne matematidke teorije
dokaz neprotivurednosti, Na osnovu poznate Gédelove teoreme kori-
ste¢li se u meta-teoriji samo finitnim sredstvima nije mogude , na
primer, dokazati neprotivurecnost formalne aritmetike - &ije aksi-
ome dalje navodimo. Nenrotivurednost aritmetike mogule je dokagzati
(Rosser) korisdenjem teorije skunova. Onravdano je pitan je koliko
smo uvereni u takav dokaz sa toliko snaZnom meta-teorijom odnosno
intuicijom.

Navodimo vrimere.

- I Formalna aritmetika A, .

Ta teorija ima relacijski simbol X - duZine 2, jednu konstantu a,
jedan operacijski simbol f - duZine 1, dva operacijska simbola

g i h - duZine 2. ‘
- Umesto : «(%t,,t3), a , £(t,), g(t7,t2), h(t,,t,) gde su t, i 1,
neki termi, piSemo : t, = t,;, O, t, t+ t,, t7.'§g.
Sobstvene aksiome aritmetike su )
(x=yAx=2)2y =2
X=y<& x'=y, Tx'=0),x+0=x, x+y'=(x+7y);
X . ¥V'=X .7+ X 4
(A(0) A (Yx) (A (x)=2A(x"))) (¥x)(a(x))
gde je A - proizvoljna formula te teorije.

Jedan model je odredjen skupom »nrirodnih brojeva 0,1,2,...
relacijom =; oneracijama + i.. , overacijom x'= x + 1, i konstan-
tom 0. To je tzv. Standardni model. Prihvatanjem tog modela,
odnosno prihvatanjem toliko intuicije, moZemo zakljuditi da je
teorija A neprotivuredna.

Napomenimo da su teoreme teorije A razne, dobro poznate for-
mule, koje"izraZavaju dobro poznata svostva overacija + , . ,
kao 1 relacije =", Navodimo vprimere.

O .x =0, 0+x=x,x", =X .Yy +Y,X+Y¥ =Y + X,
X .y=y .x,x+ (y+z)=(x+y)+z,x. (y+2)=%X.75 + X.%
(x.7).2 = xo(¥.2), X.7 =¥ .X,y...
Med jutim ostalo je otvoreno pitanje dali postoje prirodni brojevi
takvi da je za x,y,z,n (x>0,y >0,z>0,n7>2) ‘

n n n
X + y = =z
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1T, Aksiomatske teorije skunova.

U svojim prvim istraZivanjima tvorac teorije skupova Cantor
nije se eksplicitno pozivao na neke aksiome o skundv1ma.“

Medjutim, anallzom njegovih dokaza moZe se gzakljuditi da se
~skoro sve teoreme koge je on dobio mogu izvesti iz slededih
.aks1oma : ' :

1) Dva skuna su jednaka ako imaju iste elemente,.

2) Za unapred dato svojstvo postoji skuv diji su elementi bad
oni koji imaju to svojstvo (Aksioma apstrakcije).

%) Za svaki neprazan skup nostoji bar jedna funkcija 3iji su
originali nenrazni nodskunovi tog skuna, a slike su elementi
originala (Aksioma izbora).

Aksiomu apstrakcije-prvi je formulisao G.Frege (1893)

B, Russell je 1901, godlne iz te aksiome izveo kontradlkcigu pos-

matrangem skupa svih skupova koji imaju svojstvo da nisu sami

sebi elementi.-

Neka je, dakle po pretpostaveci, U skup svih skupova V, koji
imaju svojstvo V£V . Za skun U postoji jedna od dve moguénosti
1) UeU, U tom sludaju je U jedan od V-ova, odnosno elemenata

skupa U, pa ima svojstvo U U.

2) U¢U. U tom sludaju U nije jedan od elemenata skupa U, pa nema
svojstvo U¢£U , odnosno.jeste U<U, _

Oznadimo sa P iskaz Ue U, Prema tome, izveli smo tadnost
iskaza : P-» ne P, ne PLfP,_pdakle na osnovu pravila istinitasti
za imnlikaciju vroizlazi da su i P i ne P igtiniti.

" Primedba. Neka je A oznaka za neko predikatsko slovo duZine dva,

Formula (Vy)(]x)'7(A(x,y)<~>'7A(x x)) je valjiana, 8to se

neposredno dokazuje . | ’
Negacija te formule je ekvivalentna sa sledeéom formulon

(X) Ty ) (Vx) (A(x,y)¢& T7A(x,x))

Formula (K) je, nrema tome, uvek netadna. Uodimo slededu
interpretéciju
Domen je bilo koji skup i A se internretira kao relacija .
Tada prema (K) zakljudujemo. da nije tadéno
@y )(x)(xcy & T(xex)), ‘

odnosno da ne postoji skuv ¢iji su elementi skunovi koji nisu

sebi elementi, |
Istorijski, Burali-Forti. je nrvi 1987. otkrio maradoks u

jednom delu teorije skunova - u teoriji ordinalnih brojeva,
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Ubrzo zatim (1899) Cantor je naSao slidan paradoks u teoriji
kardinalnih brojeva. '

Tako su matematidari bili jednodufni u vwitanju neophodnosti
izmena u samim osnovama matematike, u -itanju nadina ostvarivanja
tih igmena do8lo je do dubokih razmimoilaZenja.

Prema formalistidkom glediS$tu zasnivanje neke matématiéke
teorije ne sme da se temelji na intuiciji, veé je motrebno stvori-
ti aksiomatsku bazu i tada je matematicdka istina jedino ono &to
proizlazi iz aksioma bez obzira na moguéa znadenja takvog tvrdje-
nja.

Dakle, za formaliste reSenje nmroblema se sastojalo u izgrad-
nji aksiomatske teorije skunova, iz ¥oje izlaze svi. rezultati
Cantorove teorije skunova, a istovremeno u onemoguéivan ju oosto—
JanJa "skuoova" koji dovode do otkrivenih naradoksa,

Mnogi su nastogall da izbegnu paradokse nroidavajuéi dublje
njihovu strukturu Tako Jje Russell svojom teorijom tinova uspesno
otklonio uolene mnaradokse. Stroglm nrihvatanjem njegove teorije
mnogi rezultati matenmatike nostaju neobidno sloZeni., Medjutim
zajednidka odlika mavedenih madina redavanja je nastojanje da se
saduvaju svi nostojeéi rezultati teorije skunova.

Nasunrot takvim shvatanjima razvio se vravac intuicionizam,
¢ijim koncencijama se uklanjaju paradoksi, ali se zato dovode u
pltange ¢itave grane ¥lasi*ne matematike.

Jezikom formula nredikatskog racuna uvode se razne tzv, aksio-
matske teorije skuvova. Te teorije su specialni kvantifikatorski
racuni.

Med jutim, ni za jednu od poznatih aksiomatskih teorija ne
znanro da 1i je neprotivuredna.

Navodimo nrethodno tzv, NBG. sistem, koji je nrvobitno uveo
von Neumann (1925,1928), a koji su zatim doounili R.Robinson
(1937),P.Bernays (1937-1954) i K. Gsdel (1940). |

Radun NBG je snecijalni kvantifikatorski ra®un »rvog reda
kojl ima samo jedno relacijsko slovo Rg.(obiéno se Rg(u,v) zaren-
njuje sa u v i konadno monogo (individualnih) aksioma, Izuzetno
nri onisivanju tog raduna nromenljive su Xl’XZ""" dok za
njihove oznake uzimano X,Y,Z,..., Promenljive Xl’XZ’XB”"’Xn"'
internretiramo kao klase, a klasa je odredjena svojstvom koje
voseduju njeni elementi. Inace, ne zahtevamo da svakon svojstvu
odgovara klasa . To nretﬂostavljano samo za ona svojstva koja su
u skladu sa aksiomama raduna NBG. Samo neke klase su skunovi,

odnosno uvodino sledeée definicije.
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DeflnlClJa 1.

M(Xi) ditamo : Xi je skup.
Definicija 2. !

X; Jje zamena za M(Xi) (i;l 2900l

Na taj naﬁin XprXpsXgsee X seen je niz nromenljivih kojima -
u interpretaciji o@govarajh skunovi. Za njihove oznake uzimamo
Xy ¥y Zy Uy V, Wy .. &

Formule . ' . )

(VX ) M(X;) = a(X,)), X)X A AX))
ozhacavamo dogovorno redom
. (Vgi)A(xi), (Hxi)A(xi), gde je i = 1,2,... &

Navodimo aksiome i osnovne definicjie recuna NBG, dajudi pri
tom i komentare koji su u skladu sa internretacijom promenljivih
Xi’ Xy kao klasa, odnosno skuﬂova 1 sa internmeetacijom 81mbola
re1a01gom kogu mozemo zvatl "biti element od",

Definicija 3.

X =Y je zamena za (VZ)(Z€X<=7 7€ 7Y)
(2. je prva nromenlglva niza Xl’XZ"" X

9+ e+ Koja se razlikuje
od X i Y), -

:Deflnlclga 4.,

X <Y je zamena 22, (VZ)(Z&IX = 7€Y)
(Z je prva promenlglva niza X_,X l,Xn,..}'koja se razlikuje
od X i7Y).

Definicija 5.
XC‘YA je zamena za X.QY(\-X"";é Y.

Definicijama 3, 4, 5 uvedene su jednakost i inkluzije (nepra-

l’ 2’¢l

va i prava).
Aksioma T. (Akqloma ektenz13e)
Aksioma P.(Aksioma eggistencije nara)
' Ix.) (V & = = x, V -
(Vxl)(sz)(Jx5)(Vx4)(x4 Xz & x, = XV, XZ)‘
Za bilo koje skupove Xq9%o postoji skup X3 tako da su Xy %o
jedini elementi tog skupa.
Aksioma N. (aksioma egzistencije praznog skupa)
(ﬂxl)(VXZ)(ijf x
Iz navedenih aksioma izvode se sledede teoreme
X=X, X=Y¢& (Xe¥ A YEX), X =Y =Y = X,
(X =YAY =2) = X =2, X_Y--~/('Z€X<‘-_~>'ZEY),
XeY = MX), X =Y & (Vz)(z"X <> ze¥Y),
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(x)(Vy) Gz)Pu)(vea<= u=xv u=y), x)Fy)(yéx).

Na ‘¢sno¥u njih zakljudujemo da je NBG radun sa jednakodéu.
Poslednje dwe navedene teoreme opravdaju uvodjenje jedne nove
konstante, u ognaci § , i novog operacijskog slova za skuvovne .
promenl jive , u ognaci | . ‘ 3
Definicija 6.

z = fx, y] je zamena za (Yu)(uc z<¢= u=xVu =7y), gde je
.. koja se razlikuje

- U prva medgu promenl jivim niza xl,xz,.l.,xn,.

od x, v 1 z.
Definicija 7.
x, = {§ je zamena za (VXZ)(XZ;Lxl)

1
Definicija 8. ‘ .
(x,y) je zamena za - ﬁ?} ; Z(
(x,y) zovemo  uredjen var redom za x iy, Mogli smo staviti
/cF r ‘l |
(ny) = éJXL fx V2

Inage, {x} je zanmena za {k,x}‘.

Uredjenu trojku (x,y,z) definiSemo kao zamenu za ((x,y),2).
Slifno, rekurzivno definifemo (Up,Us,...,u, ). o

Navodimo niz tzv. aksioma o egzistenciji klasa, u kojima se..
govori o egzistenciji klasa i skupova &iji elementi zadovoljavaju
neke uslove.;_;.; e
Ak81oma B.1. (7X (sz)(Vx )((XZ,XB) X=X, G'XB)
Aksioma B 2. (VXﬂ)(VX )(jX )(Vk )(x Xz & %46 Xy A %€ X5)e
Aksioma B 3. (VXl)(3X2)(VX )(X36X2 Q_ 3‘¢_X ) U |
Aksioma B 4. (VXl)(.?XZ)(\/x4)(x4e X, <&> .Gfx3)((x4,x3)€ X)),

Aksioma B 5. (VXl)(RXZ)(VXB)(VX4)((XB,X4)é;Xé<@9ﬁxaszi)f

Aksioma B 6. *°

(VX)) (3X) (Vx5) (Y, ) (Vxg) ((x5,%4,%5) € Xy <= (xy,Xg,%X5) € Xp).

Aksioma B 7.

(V1) (3Xy) (W) (e, ) (Vaeg) (5%, %5 ) € Xp 5 (%5, %5,%,) € Xy ).
Kor;steéi aksionmu T.mogﬁ se 1z Aksioma B2,B3,B4 dobiti teore-

me, koje se razlikuju od tih aksioma jedino u tome Sto u njima

stoji (jX ), Lﬁ 3) unesto (3X ), (ﬁXB). To opravdava uvodjenje

novih oner301gsk1h slova u ozna01

redon : presek, komplenment, donen.

Definicija 9.

7z =3XNY jezm%naza(fuﬂﬁéZ<a>chA ueY).

7 = X je zamena za (Yu)(ue 72 &= ud X). '

7 =£(X) je zanena za (Vu)(u: Z <> (Fv) ((u,v)¢€ X)), R
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gde je -u orva med ju promenljivin xl,xz,...xn,,.. ¢iji se indeks
razlikuje od indeksa : u prvonm slucaju od X, Y, Z, u drugoen
slutaju od X i Z, u treéem sludaju od X, Z, v,

Definicija 10. '

XUy je zamena za (XNT). : )
v je zamena za {0,
X -Y je zanena za XNY .

Navodino neke teoreme koje se izvode pomoéu izloZenih aksioma.
{x,v} = {Z,u}<=>(x =zAy =WV (X = uAy = 2),
(X,Y) = (z,u)(:»(x‘= ZAY = u),
(Vu)(ue X U Y & ueX vueY), |
Yu)(uev), XNX =X, XU X = X, XnY-—YﬂX,XUEf:YIfX, 

XNg =g, XNV =X, XUP=X, XUV =7V,
(XﬂY)OZ;Xﬂ( Z), (XUY)UZ=XTU(YUZ),
XN(Y UZ) = (KNnY) U(XNZ), XU (¥ynz) = (XUY)N(X U 2Z),
XUY =X%XnY, m:YUY,XfX=Q,§=X,

VvV -X= —_, V=90, , :
(VX)@Y) (V) (Vv) ((u,v)cY & (v,u)eX)
Aksioma U (Aksioma egzistencije sume.skuva)

' (Vxl)(fle)(‘/x3)(x3;e X (Ix ) (x50 A x4€%1) ) s

MoZe se dokazati ddvaZi teorema dobijena iz te aksiome na taj
nadin Sto se (]xz) zameni sa (3x2). Na osnovu toga moZemo uvesti
tzv. SUMU skupa x, u oznaci U(x) ibi 05V na slededé¢i nadin :

ue Ux)e= @v)(uevavex), ‘
Aksioma S (Aksioma o podskupovirma)

(Vxl)(VXz)(JXB)(VXA)(X4€ Xg &5 Xy € Xq 2 X4G‘X2)a

Za bilo koji skup X4 i klasu X2 postoji s¥up Xz ¢iji su
elementi zajednidki elementi skuna Xq i klase X2, tj. presek
skupa i klase je skup.

Aksioma W (hksioma o partitivnon skupu)

(Vxl)(]x2)(Vx3)(x3€ X = X é'xl).

Teorema je i ona formula koja se dobija iz aksiome W kada
se (JX ) zaneni sa (Wx ). Tako, moZemo uvesti novo oneracisko
slovo, dusine 1, u ozna01 /J(x) na sledeé¢i nacin

y& Px) = vy ooz
U tom sludaju su, na nrimer, teoreme sledele formule
O m DUk = {0, B8, P, B3
10}, (8, {24 f{9)] }}
Definicija 11
Un(X ) je zamena za
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) (V)

(Vxgpp ) (Vx i+3

i+2 Xi410%5400 € %5
A (X 5) € Xy D Xy, = Xy 5)
(1 = 1,2,%3,...).
Un(Xi) itamo : klasa X je jednoznmdna.
Aksioma R (Aksioma zamene)
(Y ) (Un(Xs) = C?Xz)(Vx3)(x3e;x2
(Fx,) ((x4,x3) € XA x4€ x1))).
Dakle, ako je X jednoznacna klasa, tada klasa svih drugih
komponenti uredjenih parova koji su elenenti te klase jeste skup
ako je 1 klasa nmrvih konponenti neki skuv.
Aksioma I (Aksiorma beskonadnosti)
(3X2)(¢GEX2A(VX1)(X1€ X X U {Xl}g,xg)).
Dakle postoji skup X5 koji ima element § i sa svakim elemen-
ton Xy sadrzi i elenent Xq U {Xl} . |
Tako su aksiome raduna NBG potpuno navedene, Aksiome’ su
P, P, N, S, U, W, R, I, BL - BY
Inade, aksiome N i S mogu se izvesti iz ostalih aksioma.
Aksiomatska teorija skupova ZSF (Zermelo-Skolem—Ffaenkel)

u stvari je podteorija teorije NBG, i to onaj deo koji se odnosi

na skupove.

Promenljive su X1,XpsX35..., @ jedino relacijsko slovo je €
Aksiome su : T, P, N, U, W, I i jedna shema -- aksionma koja
odgovara aksiomi R. ' ‘

Ako je F(x,y) bilo koja formula, onda je aksioma formula
P=Q, .gde su P i Q redow sledele formule

y ‘ . N .
(V) (V) (V) (F(xq ,%5) 2 Py ,%,) = %5 = %),
Svaka formula raduna ZSF moZe se smatrati i kao fornula

raduna NBG. Dokazano je da je ZSF neprotivurelan radun ako i
samo ako je NBG neprotivureclan.

Aksiomu izbora nismo ukljuéili ni u jedan od tih racuna.
Za zasnivanje teorije skupova usvaja se 1 ta aksiona,.

Ta aksioma glasi P=Q gde su P i Q redom sledeée formule
(VXl)(X1€X2£® Xl.# ¢/k(Vx3)(X36X2/\X3 £ Xy > Xz N %y = 2)),

(3X4)(VX1)(X1€'X4 :>(3X5)(X56 Xlr)x4)).

Dakle, ako je x, skun med jusobno disjunktnih nenraznih sku-

pova, onda postoji skup X, koji sadrZzi tadéno po jedan element tih

nepraznih skupova.
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U teoriji skupova je dugo bio neresen tzv, PROBLEM KONTINUUMA,
Da bi se on prikazao, votrebno je uvesti igvesne definicije, na
primer "skuv x Je beskonacan", "skup x Je ekvivalentan sa skupon
y", Zadovoljavano se da obilnim redima oniSemo drugu definiciju :

KaZemo de je skup x -ékvivalentan sa skunonm y ako postoji bar
jedno 1-1 preslikavanje skupa X na skup y.

Pitanje je da 1i je tacdan sledeli iskasz
"Ako je x beskonadan skup i ja(x) njegov partitivan skuvo, onda
ne postoji skup y koji ima sledele svojstvo : skup x je ekvivalen-
tan sa nekinm podskuvon slupa y, skup y je ekvivalentan sa nekim
podskupon skupa %) i pri tome skup ¥y nije ekvivalentan ni sa
skupom x ni sa skunom JI(x)", ,

Odgovor ' na taj problem (uopdteni nroblem kontinuuma) dao je
P,Cohen, 1964(g.(The independence of the continuum hyvothesis ;
Proc.Nat,Acad.Sci.USA,I - 1963, 50, 114% - 1148 ; II - 1964, 51,
105 - 110).

Oznac¢imo sa C formulu koja na formulskonm jJjeziku nredikatskog
raduna odgovafa iskazu »od znacima " " u navedenom pitanju.
_P.Cohen dbkazao je da ni C niJC.nisu teoreme ZSF sistema (u koji
je ukljuéeha aksioma izboré), odnosno nezavisnost hipoteze konti-
nuuna od ostalih aksioma sistema ZSF (u koji je ukljudena aksionma
izbora), !

Prema tome, moZemo proulavati aksiomatske teorije skupova
koje imaju aksiomu C, kao i one koje imaju aksiomu 1C,
Primedba., Na kraju ove tadke napominjemo da u daljem tekstu za
simbolizovanje matematidkih misli ¥eSdée uvotrebljavamo obidan
jezik nego navedeni formulski jezik. | u

Naravno moguce je prevodjenje skoro &itavog matematidkog
teksta (sem minimalne metateorije) na taj formulski jezik,



°R.SLIKAVANJ .

O~isno Teeno, nreslikavnnje B una A u s-up B, je svaki nostuvak

dogovor, pravilo koji:. se svakom elementu x s¥uoa A dodel juje

talno po jedan element y skupz B. Uonitte svako nreslikavanje se

mo%e jednoznadno odrediti pomodu sku-a uredjenih parova (x,y),

gde Je xcA a y odgovarajuldi element skupa E.

Prethodno definiSemo uredjen par.

TFefinicija 1.

Uredjen par redom elementa x i y, u oznaci (x,y), jeste sledeci

skup {fx} ,{x,yk} . U uredjenom paru (x,y) element x zovemo

prva komponenta a y - druga kommonenta. logulnost ovakvog defini-

sanja ured jenog para otkriva sledede svojstvo kOJe ima {Zx} {x,xv
(B ) = 5 oy @ (=2, -

8to se inade nemosredno dokazuje.

Uredjenu troj~u redom elemenata x,y,z definiSemo Yao ((x,y),2),

odnosno, uonte uredjenu n - torku redom elemenata X1sX2se0s3Xn,

je “XYXT'”’X)EH) (nx3 ).

Da bismo pojam preslikavanja definisali uvodimo jo3 neke oogmove.

Definicija 2.
Direktan proizvod redom skupova A i Bu oznaci AXB, jeste skup
svih uredjenih paraova (a,b) gde je achA, beB. Ako je A '= B, onda
umesto AxB pidemo i AT,

Na slidan nadin uvodimo i dire¥tan proiuvod redom skunova

AIP 2"°’An_? oznaci AqXA, X .. XA kao skup svih aredjenih-n»torki
;(al,az,...,an) gde je a;c A (i =1,2,...,n).

Definicija 3. :
Preslikavanje skupa A u skup B u oznaci f : A= B Jeste podskup

f skupa AX B koji ima slededa svojstva

1) Skup svih prvih kﬁmponenfi elemenata skupa f, tzv. domen za f,
u oznaci D(f), jeste skuv A.

2) ako (x,y)e f, (x,2)e f onda je y = z.

Definicija 4.

Kazemo da je f preslikavanje

1) Postoje skuvovi A s B i

2) £ : A—=B . ‘

Ako je f : A- B i ako je (x,y)ef, onda x zovemo original a y

slika tog originala. u oznaci y = f(x).
Sem uvedenih oznaka uobidajne su i sledede

, /%
(TP E N BT o)

alaz..n (ln
£ =lvy10, ... by
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primeri |
1) f {(l 8),(2, 9)} nije preslikavanje skupa A {1 2,3, 4] u
skup B = {8 g, 10} jer nije isnunjen uslov 1.

2) Ako su A i B skunovi iz prethodnog »rimera onda (1,8),(2;9),
(3,8),(4,10),(3,10) nije preslikavanje A u B jer nije isnunjen
uslov 2.

3) Neka je A = B = R skuvn svih realnih brojeva, Onda su :
[KX,XQ),/ xeR} , g(x,sinx) / X€R} nrimeri nreslikavanja R u R,

Definicija 5. '

Preslikavanje f : A->B je 1-1 preslikavanje ako je ispunjen uslov

¥

f(xq) = f(xz) —»  x,= X, za sve elemente x,, x skuna A,

Na primer, preslikavanje f : R—> R definisa 0 na slededi nacin
{(x,lxl) /xeR} nije 1-1 preslikavanje jer je |x| = [-X] dok je

X # -X za sVe realne broaeve, dok f {(x tex) / x & [ Z QQ/}

jeste mrelikavanje 1-1 skupa Ojﬁ skup R svih realnih brojeva.

Definicija 6.

Preslikavanje f : A—=B je nreslikavanje A na skun B ako je svaki

element skupa B slika bar jedrnog elementa skuma A.

Preslikavanje f ={(x & ) /xeR}'hije sreslikavanje skuna R na skup
R jer naprimer -2 nema svog orlglnnl

Deflnlclqa T

PresllkavanJe f: A-A je'oermutécija skupa A ako je f 1-1 pres-

likavanje skupa A na skun A. AkS f jos ispunjava uslov £(x) =
za svakl element X skuna A onda f zovemo 1dent10ko nresllkavange

skupa A

Def1n1c13a 8.

Preslikavénje f : A-B je konstentno preslikavanje skuna A u skuv

B ako za sve elemente skuna A ispunjrva uslov-: f(x) = b gde je
b neki fiksirani element iz B.
Primeri voreslikavania.

1) Niz skuna A je nreslikavanje f : N—A skuna nrirodnih brojeva
u skuo A. Ako je ncN onda f(n) oznadavamo sa x, 1 zovemo n-ti
¢lan niza f. '

o) Red du¥ine n skupa A je nreslikavenje skuna {l,2,...;n} u A,
Obicno A zovemo alfabet.

ree (i 2>oznpéavnmo i 2, a
| | 2) Y 2.8avs B A e.ed
~ srimeri,
a) f = (l 2 3\ ili u drugoj oznaci =x =1 jJje reé duline tri
x = 1/ ¢ija su slova simboli : x, = , 1.

1234 5
b) f (( 2 4 x )J idi  (2+x) je red du%ine pet.
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f
Direktan vnroizvod familije skunova F :{Ai / ie¢ I} je skun u
oznaci rTA , svih nreslikavanja f : I->A , gde je A = U As,
takvih da Je f(l)g.A za svaki 1€.I cel
Na primer ako Je I = { ...,n onda je fe’rTA S f :(al as. @3
aj

~

fj. f = aja a_je red duzine n koja 1spun3ava uslov € Ay 1€:I

Rani je smg geflnlsall f%A pomocu uredjenih n-torki. Mogll smo da
usvojimo i prethodno ﬁ%edenu definiciju.

Definicija 9.

Overacija duZine n skuna A je preslikavanje skuna An u skun A,

primeri.
1) {(x X ) / xeR} f(x e™ / xeR fgesu operacije duZine 1 skupa
realnih brojeva. Ove onera013e smo mogli ovisati i pomodlu Jedna—
kosti : ¥y = x , ¥ = e kao &to se inale desto &ini.
2) Neka je A = {1,2,3} i neka je * slededi skuv
- {((1,17,2),((1,2),3),((1,3),3), ((2,1),1),((2,2),2),
<<2,3>,1>,<<3,1>,3>,<<3,2>é2>,<<3,3>,1>}
Ovaj skun je preslikavanje skupa A u skuv A, odnosno X je operaci-
ja duZine 2 (binarna) skuva A, U sludaju binarne omeracije bilo
kog skuna A uobilajeno je da se umesto f(xq,x,) =y (original
(x9;%0) , slika y , x7,xp:A ) piSe x;f x=y. U ovom primeru
imamo prema tome 1Xx1 =2 ,"Ix2 = 3, 1x3 3, 2%1 =1,
2X2 =2 ,2x%3 =1, 3% = 3, 3%2 = 2,
3 x3 =1, 8to se jo$ preglednije vrikazuje

1
]

pomoéﬁhtzv. Cayley-eve tablice te operacije : x|1 2 3

Sliéno se ma kojoj binarno] operaciji 112 33
‘na nekom konacnom skupu, dodeljuje izvesna §|% g %
Cayley-eva tablica ¢&iji Earakteristiéan £ ' Q
detal]j nevodimo

' X xFy

%) Skun {((X19X27X3), xq- x2+-x3/ X1,Xp,X3€ R} je operacija
duzine tri skupa R realnih brojeva, MoZemo redi da nju odredjuje

brazac = 72— ¥yt X
© Y s AT Rt

Proizvod preslikavanja.

Neka je f Dreslikavanjé.skuﬂa A u skun B a g oreslikavanje skuna
B u skup C, u oznéoi f - A>B, g :+ B=C

Proigvod nreslikavanja I sa »reslilavanjem g je rreslikavanje

skuna A u skup C odredjeno na sledeli nadin
original x - slika (“f)g Inade ovako definis-no nreslikavs ‘nje
oznaBavamo fg (zovemo ga i desni wr01zvod) i piSemo X(fF) =(xf)sg.

Primeri :

et

o353 e-Giid) (G110




, e

_ [ X ' p‘—x ,;/X : y
2) f “(;in x) xe R < ‘(cos x) x¢R fg = kcos(sinx)) x¢R

3) f =(l)/(x> x¢R \f0J & =(x}—(l) xcR T# =(_1/>}§—"1} x ¢ R\{0§
levi proizvod n»nreslikavanja g ss preslikavanjem f je po definici-
ji desni proizvod f sa'g, Oznaavano ga sa gof.

Dakle gof = fg. : '

U sludaju levog nroizvoda nise se : (gof)(x) = g(f(x)).

Levi mroizvod ima sledela svojstva :

1) ho(gef) = (hog)of

2) Neka £ : A= B, g : B—=C i h = gof,

Tada vaZzi ‘ )

a) Ako je h preslikavanje SKupé A na skun C tada je g nreslika -
vmmeshmaBjmfﬂm)Q

b) Ako je h 1-1 preslikavanje skuna A u skup ¢ tada je f 1-1
preslikavanje skupa A u skup B.

3) £ : A+B je "1-1" i 'na" preslikavanje skuna A u skun B
postoje presliavanja g : B~2A i h: B-A takva da su proizvodi
gof i foh identiékappreslikavanja redom skupa A i B.

Inverzne grane preslikavanja i invergzne funkcije.

Definicija 10. - -

4 v .
Neka je S nepragzan skup i £ : P(S)— S gde je P(S) skup svih
nepraznih podskuvova skupa S. Tada f zovemo funkcija izbora ako

ispunjava uslov : A € ﬁ(S)——e~ Afed (%)

Primeri. . . .

l) g = {1’2,3} £ = (\/l} {2} 7}3} .{1’2} {173} {2’3} {192’3,5)
: L1 2

3 1 3 2 . 3

je jedna funkcija izbora. .
Med jutim, i ofeslikavanje f definisano na slede®i nadin

(21} (2t 3% {1,2} (1,2} {2,3} {1,2,3‘()

1 2 3 2 1 3 3

ispunjava uslov (x) pa je i f funkcijg izbora, Jasno Je da u
ovom -slucaju to nisu jedine mogudnosti. -
2) Ako je N skun svih »rirodnih brojevé, N je dobro uredjen u
odnosu na relaciju-<£, pa ta osobina omogu*ava sledefu definiciju
funkcije izbora f :  MeB(N) : Nf 2 min M .
Postavlja se nitanje dali svaki nenrazan skup ima funkciju
izbora. Za wrebrojive skunove odgovor je potvrdan, jer se jedna
takva funkcija uvek moZ%e definisati kac u -~rimeru 2). Medjutim
kod realnih brojeva ne znamo algoritam za konstrukciju funkeije
izbora f.. U teoriji skunova se u mnogim teoremama koristi
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pretpostavka o eksistenciji funkcije izbora proizvolnog skuva S,
odnosno koristi aksioma izbora :

Za svaki nepragzan skup S postoji funkcija izbora f.

I1i u drugoj formulaciji :

Ako je A sku» medjusobno disjunktnih nevraznih skupova, onda
nostoji skup B koji sadrZi po tadno jedan element tih newnraznih
skuvova,

Koridlenjem te aksiome u matematici d&esto dokazujemo'egzistenciju
izvesnih objekata ali »ri tom ne znamo dali nostoji algoritam za
njihovu konstrikeiju. '

Ona je ekvivalentna sa Zornovom lemom, Haussdorfovom teoremom i
jod nekim iskazima o demu de biti redi kasnije.

Neka je £ : A—-B ., U skupu A definiemo relaciju ~~ na slededi
nadin : x,y€ A, x~y L xf = yf . Nenosredno se dokazuje
da je ~v relacija ekvivalencije skupa A, va njoj, na osnovu
osobine vproizvoljne relacije ekvivalencije, odgovara ragbijanje
skupa A na nevorazne disjunktne podskuvove (klase ekvivalencije).
Znaéi da nmresli%avanjem f svi elementi iz klase Cx imaju istu
sliku, u oznaci xf.

Definicija 11. ‘
Inverzna grana »reslikavanja f : A— B je preslikavanje g 3 Af — A
koje ima slededa svojstv.o : (xg)f = x ( x<Af )

Tvrdjenje. Svako nreslikavanje ima bar jednu inverznu granu.

Ovo sledi iz a%siome izbora.

Primeri, 12 3% 4 5\ a b e
1) Ako je £ = (a ba o b) inverzne grane su : g =(l 2d4)_

(a b c> sra b c) - 7a b ey
e =\154) € =324/ €=[354) .
2) Ako je f preslikavanje definisano na slededi nadin : f = (xz&gR-

jedna inverzna grana je : g = JT%E} O<cxgl '
; l+yx) lcx =< \

X
Sve inverzne grane definisane su sledecom formulom: g —(/( )GVX)
gde jei{(x)e/{l,—lf , odnosno « : Rﬁ\{O} —%‘{—l,l} XLR
bilo koje preslikavanje.

3) f = (:inx> " jedna grana tog nreslikavanja Je g /’ j
koje zadgvoljava uslov arcsina =y <» siny = a 1 ?~<Vs 4 Tecosx
Ako je £ : A—- B 1-1 »recslikavanje skuna A u skunB onda su klase
ekvivalencije u odnosu na napred definisanu relaciju -~ , jedno-

glane , "na nostoji samo jedna inverzna grana wnreslikavanja f, koju

u tom sludaju zovemo inverzna funkecija (nreslikavanje) 1 oznadava-

-1 .
mo f . Dakle inverzna funkcija je definisana samo za 1-1 nresli-

kavanja.
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Zadaci, ,
1) Ako je ACX 1 Bg;Y dokazati da je :
a) AxB ¢ XxY
b) (Xx¥) N\ (AxB) = [(x\)xY]u [Xx(7\B)

Ako je AC X, B<Y, CCX, DcY, dokazati da vazi
a) «(AxB) n (CxD) = (A C)x(B"N D)
b) (AxB) i (CxD) £ (AvC)x(BY D)
Nadi kontravrimer u kome nevazi jednéksot ub).
Ako f : X—=Y i AcX i B<X onda vazi :
a) f(AUB) = f(A)vVI(B)
b) (AN B) < £(A)/ 1 £(B)
U sludaju b) ne vazi obrnute inkluzija Sto se vidi iz slededeg
primera : X =¢a,b} , Y ={y} , A= {a} ; B={p} i f: X>Y
definisano nomo*u , £ = (; ;) tada je f(ANB) = £(B) = ¢

- ) f(A)MN£(B) = Y
Neka je f :. X—Y i A,BCY . Oznadimo sa f(A) slededi skun
{XiX_/ f(x)sz A} (f nije ovde oznaka za inverznu funkeiju,
jér nigde nije oretpostavljeno da je f 1-1 nreslikavanje).

Dokagati da vazi

a) £(AUB) = £(4) V£(B)

b) £(ANB) = £(4)N £(B) -
¢) F(ANB) = £{A)\ £(B).

f: X-Y, g: Y~»2 , AZX 1 C<Y +tada vazi

a) (gof)(a) = g(£(4))
b) (gof)(C) =£7(g”(C))
f: X=»Y , A2X , BcY , Dokazasi

a) £7(£(a)) 2 A

v) £(£7(B))c B

c) f(XvAa)s> £(X)\Nf(4a)

a) £ (Y\B) = X £ (B)

e) f(Ai:fB) = £(A)1B gde su £(A) i £ (R) oznake za skunove
£(8) S jxf / xed) , £7(B) = [x:X / £(x)eB}

Ako je X dati skum a A< X, preslikavanje ¥, XusR (R skup

realnih brojeva) definisano nomodu : ;{;(x) ZQQ% ;g iié\A

zovemo karakteristicna funkcija skupa A, ' ]

Dokazati da ﬁaéi : |

a) X,,, (x) = Ka(X)é(X)' |

D) x,,.  (x) = X (x)+ X (x) - X(x)X(x)
) x () = X%,»(X)( 1 - ’)Qlj-(X)')

AV



RELACIJE

1). Ako za svaki elemant x iz skuna M postoji samo jedna od
mogucnosti : a) x jeste u relaciji ?
b) x nije u relaciji f
tada ¢éemo kazati da je u skupu M definisana relacija P
duzine 1.
Primer.1
U skupu prirodnih brojeva N, svaki od brojeva 3,649,12,.0.530,..
jeste u relaciji ¢ , koja u ovom slucaju oznalava svojstvo
"biti deljiv sa 3", dok ostali prirodni brojevi nisu u relaciji.
Primer., 2 2
U skunu vrirodnih brojeva N inté?erirajmo relaciju‘f duZine 1
kao :" biti prost broj". Tada Jje sv=aki od brojeva 2,3,5,7,11,...
itd. u relaciji\ﬁ , dok recimo, nijedan od brojeva 1,4,6,8,10,..
nije u relaciji £
Analogno u nenraznom skuvu il definisemo relaciju £ duzine 2 ako
svaki uredjen par (x,y) iz MxM=M postoji samo jedna od mogudnosti:
a) X,y tim redom jesu u relaciji jQ ’
b) %,y lim redom nisu u relaciji f
Primer. 3
Neka je M skup svih pravih u Euklidskom nrostoru R 1 neka relacije
LP duZine'2 u M bude :"prave s. ortogonalne”. ‘ .
Primer.4
U skupu Z celih brojeva kagzademo da je var (x,v) u relaciji g
ako i samo ako je x -y = ck gde je k iz 2 fafiISiram.ceo broj.
(ova relacija se zove kongruencija no modulu c. Umesto X9y
pidemo 1 x=y (mod ¢), '
Primer, 5 :
U skunu R realnih brojeva moZ%emo da definiSemo na slededi na”in
relacjiu N : X,y tim redom jesu u relaciji ¢ avo i 'samo ako
x £y . Tako su sledeéi marovi u relaciji #: (2,5),(3,3),(4/7,1),.
dok parovi (5,2),(-2,—7/3),.; nisu u relaciji ¢ .
Za nrimere 1 i 2 karakteristicéno je dili ne¥i element "jeste u
relaciji ¢" ili "nije u relaciji p". Analogno smo u »rimerima
3,4,5, posmatrali dali parovi "jesu u relaoijiff” ili "nisu u
relaciji p".
Analognim postupkon moZemo uonstiti mojam relacije définisane u
nekom skupu i tako dolazimo do ondte definicije relaci je.
2). Definicija 1. .
Relacija S3duéine n skupa M.je svako preslikavanje skura M u

skup {7/,,L.1

J
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Neka je 0 s " 7’JL}

Ako je .F (x4,xz,...,x ) = 7 onda ka¥emo X) 93X, 50009%,

/

tim redom jesu u relaciji ¢, a ako je F(X Xy yuensx,) = L

onda. kazemo X 493X g54003Xp tim redom nisu u relaciji j’ .

Za n =1 kaZemo samo "x Jjeste u relacijiAf” ili "x =nije u rela-
ciji\F ".

Ako je n = 2 oblono kaZeino x, je u relaciji ¢ sa X, i niSemo x f
Relacija duz1né7ha proisvolnom skupu M su simboli /.L .

Nanomena, Intuitivno opisana relacija je karakterisana (odredjena)
poznavanjem skupa svih x koji jesu u relaciji. To »nruZa mogulnost

~da se uvede sledeca definicija relacije.

Relaciju‘f duzine n u skupu M moZemo definisati i kao neki

vodskun skuoa M”7, tj. g cM",

U primeru 1 elenanti izpodskuva 3,6,9,..,3n,.. jesu u relaciji
§ , dok elemanti koji nisu u tom podskunu nisu u relaciji ¢ .

Ako tako uvedemo relaciju £ ond= prouéavanje relacija u nekom
_skupu ne odvajamo od ﬂroucavanga nodskunova toga skupa. S»ecijalno

mozemo govoriti o ukljudivanju relacije Py )fgf,zatlm o}
7 . o) 2

preseku, uniji relacija itad. °

Neka. je Jﬁ binarna relacija definisana u mnoétvu M, Onda je:

a) refleksivna, ako je za svako xell | X £x

b) tranzitivna, ako iz xpy i yfz sledl x¢z

c) simetridna , a¥o iz x§/y sledi yix

d) anti-simetridna, ako iz X {y i VX sledi x =y

3). U ovom “elu obradjujemo one binarne relacije koje noseduju
nelze od nrethodno navedenih osobina.

Definicija 2.

.Binarna relacija skuna M u oznaci-/ jeste relacijia ekvivalencije

ako Je : refleksivna, simetridéna i tranzitivna,

U orimeru 4 je definis na jedna relacija ekvivalencije,

U skunu M u %ome je definisana relacija ekvivalencije ~ uvodimo
i nojam klase ekvivalencije elementa x. To je¢ skun , u oznaci

Cx , svih elementa y:II, skupa i, ta-vih da je x-~y .

Stav_1, o

Ako su x i y »roizvolri elemen'i suna If, onda x 'ye=» fx = Cy
dokaz: Zaista, ako je x-y, tads z= nroizvolno z¢Cx , po defini-
ciji klase Cx , sledi da je z-~x, ztog osobine 3 , iz z~x 1
x7/y sledl z~y, Ma jé zbor 2 3 definicije Cy , zeCy. Analogno
se dokazuje ak%o Z*CV , tada z:Cx, va je na osnovu definicije
jednakosti skupova Cx = Cy ‘

Obrnuto, ako je Cx = Cy , tada y<Cv -re:s osobini 1, »ma veCx,

-tj. X,Nyb



Stav 2.

Klase ekvivalencije Cx 1 Cy s'wuva ¥ u odnniu na rekeiju ekviva-
lencije ~ 1li se »oklavaju il:i su disjunktne.

dokaz: Ako su klase Cx i Cy bez,zajedniékih elemenata stav je
dokazan., Ako.nije tako onda neka je z njihov zajednidki element
tj. z¢Cx 1 zeuy, pa je vo definiciji klase ekvivalencije x~gz i
yrz o Odatle zbog 2 i 3 sledi d~ je xey . Prema stavu 1, je
Cx = Cy. Dakle ako klase Cx i Cy imaju bar jedan zajedniXki
element tada se one noziavaju.

Skup ¢iji su elementi klase ekvivalencije zove se k~1idnik skup.
SimboliSki : M/ = {Cx / xeM}

Prema definiciji 2, stavu 1,2 elementi Cx sku»na M/o voseduju

sledeca svojstva :

.a) . Nijedan neodskup Cx nije prazan. \
b) Razlifitl wmodsitvo~i su bez zajednidkih elementa.

c) Unija svih podskupova Cx je s-uo M.

Zbog ovih osobina skuva M/~ kaZemo da je to razbijanje skupa M

U primeru 4 klase ekvivalencije su slededi skunovi :

Co = {ck, kez}, 01 = fekel, kez{}... , Ck-1 = {ok+(c—1), ke;}
Tako dobijamo da ie Z/. = {;Co,Cl,...,Ck—l} ,
Stav_ 3. ’ ‘

e e T

Svako razbijanje P skupa M odredjuje u skupu I izvesnu relacijﬁ

!

ekvivalencije v ,
dokaz: Stvarno, ako za x,y€M stavimo da je x~y , tada i samo
tada a%o x 1 y »rinadaju istoj klasi razbijanja P, onda u skupu
M dobijamo binarnu relaciju '« 2a koju se nenosredno dokazuje-da
isnvunjava sve definisane zahteve relacije:ekvivélencije;

Druzi veonma vaZaa tin binarne relacije je relacija
delimidnog moretka ili relacija moretka.
Definici’ - 3,
Binarna-relacijalf skuna M je relacija noreta alo je :

refleksivna, tranzitivna i antisimetridna.

7s relaciju moletka desto se koristi i oznaka £, Ako su x,y € H
i.x<y, tada u zavisnossi od situacije , to demo ditati

x Jje manje ili jednako y, x se sadrZzi uy, x prethodi y. Ako je
x<y 1 x # y pisadenc x<y . <. nije relacija noretka, Sto se
nenosredno proverave,

-Parcijalne uredjen sistem (¥,<) #ija su svaka dva elementa

uporediva, zovemo 1iinearno ( motHuno ) uredjen sistem 111 lanac.

- Elementi skups M su uporedivi ako je x{y 1l1i v <X.
- Linearno uredjen skuvo ili lanac je onaj ckun u kome S%Evaka dva

elementa unorediva,



Neka je I skup i £ njegova relacija noretka, Tada (, é;) ZOovVemo
parcijalno uredjen sisten., Ako je (M, <) narcijalno uredjen sistem

onda kaZemo i : sku» I je parcijalno uredjen relacijom < .,

U primeru 5 Je definicana Jedna relacija poretka , Tako'ﬁredjen

skup R je i lanac.

Primer 6.

Skup prirosnih brojeva moZemo urediti délimiEno ( ali ne i linear-

no) slededom relacijom £ : a<b tada i samo tada ako je b

deljivo sa a bez ostatka.

Akolpostoji obostrano jednoznadéno prelikavanje f uredjenog skupa
xé7y S=> Xfé}dyf

tada kaZemo da je f jedan izomorfizam izmedju (M,, &) i (Mé,é%),

(M1,<i) na uredjen sisten (M4,éi), takvo da je za x;yell, -

a da su skunovi izomorfni s obzirom nA svoju relaciju vnoretka,
Kada nas , u skunovima, samo »oredak interesuje , tada moZemo
identifikovati izomorfne skunove u odnosu na moredak,

Kazerio da se delimiclno uredjen sistem ¥ izomorfno potana u delimi-

¢no uredjen sistem N ako je M izomorfan nekom nodsku»-u N° skupa N.
Pri tom je relacija delimidnog uredjenja u N° inducirana relaci-
jom delimidnog uredjenja u N ,

stav 4. ‘

Svaki delimidno uredjen sistem M izomorfno se notava u partitivni
skup P(N) nekog skxuna N koji je delimidno uredjen relacijom
inkluzije skunova. '

dokaz: Neka je skup N bad sam i, Preslikavanje f : M-—aP(M) defi-~
niSemo na slededéi nadin. Za svako a iz M neka je

f(a) = {x/’x{aj = A

Ako je a, be M 1 A, B odgovarajuci nodskunovi ( elementi skupa
P(11)) dobijeni presli%avanjem f, tada iz dinjenice da je A = B,
sledi a4b b<a ., 0 _datle zakljuf%jemo da je a = b, tj. nresli-
ravanje f je 1-1. Neka Jje dalje a<«b , tada zbo x< « dobijamo da
je x<b tj. f(a)c £(v). Obrnuto %o je A =R tada je 2e¢B »a prema
tome kako je definisano f sledi a<b PoSto f odrZava voredak,

stav je u celini dokazan.

4) . Operacije sa_relacijama. —
Uvodimo Sledeéégwerécije sV, AN, T <, 7. “j' v

sa skunom relacija R definisanih u skunu !, Oneracije,A,V;=a,¢%
su binarne, dok su oneracije \//jy' —yunarne (tj. duZine 1 ).
‘Definicija 4. :

Neka su (X, ,X,,..01%5,) i/j(ﬁ;,xg,,;.,YA) dve relacijie defini-

~

T . A / .
sane u skupu M duZine m i n. (m,n’> 1). Tada je : )
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O’(X,a j,---,Xh)V/a(y, s Yy "”’Iy"’)) zd/j(X,,ng--o:XrHY, 9Yg90-09ym)
.O“X, 1Kgroes ;X'n)/\ /3 (Y,\. 3Yy 900 ,.Vm) Xé(.Xl 1X 79 e009Xpn,Y, QY_gob.uym)
_(I):O{(X, ’X_90-~7Xn):>ﬁ(y,l';y€ ’ff’?y”)_) =3;(X,,X3,,-3,Xh,y, ng.o-opym)
O((X, 1Xpgeo X )(/‘7/'3 Y, ’YZyof-’ym> =52,(X|;X27--73Xn9y, oye'ooo-_vym)
7<>((xl ,qu,,..,x ) —J:)L(x, ,xé,...,xn) o
gde ‘su J" I Xb/- xe b’;~ relacije sku»na M definisane Jednakos—

L) 7 7

tima .
, bl
J‘—(X;9 ,.,_-,X,llgy/),...,yl.’n) = D\/(X; ,X%,oaoyx%)v_ﬂ(y;"OOOYM)
' Jt(xp 3 Xg95 00 9X)naY,) 900 e ,.V,i]) = O((X)) ’Xéy oo ’X;'_))A /‘} (y'., owoquz,)
(2) a/(X[ X 3’ .. agx)n’y’) . "’y’j”) = o{(x” ’X‘;,'..’XZ/J) -f?yi(x)‘ooo-o’-y;)
(Xlaxzroo-vxn,y ,---’V,«,,) = Q‘(X; ,X%,...,Xﬂ)_f_:;/j('y‘ o'oco'cy,);,)
a’:l(X' ,Xz’a--,xf> /q(x' ’Xz9"',xn) -
nri tome su x’ , y’ elementi skupa M 1ntergret301ae 28 Xy Yoo
¢ d / “ <f

U Q) ANy =, =, 7, jesu znaci novouvedenih omeracija
med ju relacijam,do% su simboli navedeni u (2) znaci eneracija
algebre (7,L). § ' ’
Primer 7.
Neka su u skunu orirodnih brojeva N definisane relacije ¢+ &
duzine 3 i /4 duZine 2 na sledeéi nadin .
o (x,5:2) = [ &> 2x+5y+z je paran broj
Yy (x,5) =7 & x+4y je potmun kvadrat.
Ma osnovu toga kako smo definisali relacije gtjgj,a“,ai,dﬁ,
imemo da je :  &£,(1,2,3)= %(1,2,3)v 4 (1,2) = Lv T = T
(1 2,3) =9(1,2,3)44(1,2) =1AT =1
/ (1,6,2) =<><(1,6:,2)/\ﬁ(1,6) =TAT =T
5(5,1,1) =%(5,1,1)58(5,1) =T=7="T
2(“(’) 4,3) =H(2,4,3)&42,4) =led=T
§03,2,2) =(3,2,2) = 77 = -
Ako je  :3(x,7,2) = (A (x,z2,2)Ax(y,v,7)) =(A(x,y)VX(x,7,¥))
tada Jje na primer:
§(4,2,3) = (A(4,3,3)Ax(2,2,2)) = (L (4,2)Y(4,2,2)) =
= (TAT ) = (L~vT) =T=T=T \
U skupu {T,,J.} uvedimo relaciju poretka £ tako da je 1 <T,
Neka su :
min § i} min{//}! min gL,Tf} max {J_} , max {/’jf , max Z'_L,—/_j
dogovorenc oznake redom za [ 7, L, L, T, T
Definiciia 5.
Neka je o (A,,xa9goa,xn) relacija sku»na M gija je duZina n, gde

\.7
{ v

X Jedna od promenljivih x; ,X XERREESE tada Je:
2) A Ky aesk,) = max (x(X,,X,,...,%,) / XCMT,
Jx)( ( :9.1(,'50-0,:{")) = min :‘;')‘/(X/’X_&""’XH) / XG’M‘}

£
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Kada x nlge Jedna od wromen131v1h x',...xn, dogovorno uzimamo:

(VX)O((X. ,X‘aa---’xn) :O((XV"X,Z.?".'.’XH.)
Primer 8.

Neka je o{ binarna relacija .skupa vrirodnih brojeva za koju:

o(x,y) =T & 2x-3y = 5

Tada za relacije xyf definisane jednakostima
/3(Y = (Ix) x(x,y) , & (x,y) = Vk)ow(x,y) =(x,X) imame:
A(3) = @Fx)«(x,3) = T

<4>=J_' G(6) =1

- (3,4) = (Vx) K (x,4) =x(4,4) = d=J_ 7
a*<1,3) = (Wx) A(x,3)=%(1,1) = L=1=T operac, %

U skunu binarnih relacija F definisanih na skupu M (£ 9) uvedime

koju zovemo vroizvod binarnih relacija. Ako su ¢ i4g dve -

binarne relacije u skupu M njihov vroizvod je binarna relacija
C'__j9)€ G u M saglasna tone T (x,y) =T za x,y¢M tada

i samo tada ako nostoji element z¢ M takay da Jejj(X,l) =T

i g (z,y) = 1T . Ili simbolilki :

(¢ (x,7) _77 x, yeM) & (Je)zen §(x,2) =Tallz,y) =7T)
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USLOVI MINIMALNOSTI
- Zlement a delimiéno uredjenog skuna M je minimalni element

toga skupa ako u M nema n;vjednog elementa x takvog da je x<a .
(i1i : 2 Jje minimalan element &= (xg«a=x = a)., Dualno se
defirii$e maximalni element.)

Nanrimer u sisterm (P X,€) jedini minimalni element je nrazan skup.

. O\

U skXupu svih nepraznih podskubé skupa X minimalni elementi su
svi jednollani pod_skunovi od X. "
Medjutim sistem (Z,4) gde je Z skun celih brojeva nema minimalnog
elementa,

Pojam minimalnog Qlemenia se koristi za definisanje klase deli-
mic¢no uredjenih skunova, koji zaddvoljaVaju sledele medju sobom
ekvivalentne uéﬁove 2 ’

Uslov minimalnosti --Min,

e e v o

Svaki nevrazan nodskun N nekos delimi*no uredjenog skuna M ima
bar jedan svo] minimalni element,
Usleov prekida opadajudih lanaca, -P.

Svaki strcgo ovadajudl lanac elemenata delimiéno uredjenog

1 J o
skupa M : apya,yava,> T - |
nrekida se na konadnom medu . Drugim redima : 2> a.za. 2. e A, .
posto;l t2kav indeks n, tako da je a, = A, T e
1

Uslow induktivnosti- Ind,

Svi elementi marcijalno uredjenog skuna M imaju neko svojstvo

alko - -

1) 7o svojstvo imaju svi minimalni elementi toega skupa (ako

nostoje ). »

2) Iz vafenin tog svojstva za sve elemsnte koji su manji od

nekogélementa o moze se 1 zvesti vaZenje tog svojstva za sam

elemeht a.

Dokaz ekvivalentnosti ovih iskaza izvodimo "o ovoj Semi :
iiin = Ind = P = lin

5) Iz vslovz minimalnosti sledi uslov induktivnosti.

Neka su za neki delimiéno uredjen skun M ispunjeni : uslov ITin

i neka su zo neko svo.ziVo éf ispunjene indukcijske hinoteze-1 i 2.

Trebs da dokaZemo da svaki element ima svojstvo [ .
Pretpnostavimo sunrétno, tj. da mostoji nenrazan skun S<II eleme-
nata koji nemajuv svgjstvo é? . Po uslovu minimalnosti skun S

. . . - . . . } .
ima minimainih elemena®ta, Neka je a jedan o:ui tih elemenata,
Element a nemo?e da bude minimalni elemant skuna ! nmrema DIVO]

hipotesi uslova Ind. poSto svi elementi koji su strogo manji

0d a imeju svojstvo & . Fo drugoj hipotezi usleva Ind. 1 sam
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element a -mora da svojs*tvo :5'. Tako smo do8li do nrotivrednosti,
b) Iz uslova Ind. sledi uslov P.

Neka je M delimidno urédjen skup koji zadovoljava uslov Ind;
Primenimo uslov Ind. na svojstvo -5' koje je definisano na sle-
dedi nadin: element a M ima svojstvo & ako se svi opadajudi
nizovi koji poédimju sa a , prekidaju na ¥onadnom mestu.

1) svojstvo é; voseduju svi minimalni elementi ako mostoje

(lanac se tada mrekida na prvom mestu)

2) neka svi elementi koji su strogo manji od a imaju svojstvo 8'.
To znac¢i da se svzki lanac koji modinje 3a *ilo kojim od tih
elemenata mrekida na konadnom mestu. Ta osobina ¥a%i i kada tim
lancima dodamo element a, tj. svaki lanac koji nodéinje sa elemen-
tom a nrekida se na konafnom mestu, odnosno a ima svojstvo & .
Na osnovu uslova induktivnosti sledi da se gsvaki lanac prekida

na kKonacénom mestu a to je unravo uslov P.

¢) Iz uslova P sledi uslov Min.

Treba da dokaZemo da svaki neprazan modsku»n suna M koje je
varcijalno uredjen, ima minimalni element, Pretvpostavimo suprotno.
Neka vmostoji nevrazan »Hodskup N skuna M koji nema minimalnih
elemenata. Po aksiomi izbora , iz svakog nepraznog podskuna

skupa N moZemo izeabrati po jedan element.

Obrazujemo niz a, (n = 1,2,..) na sledecdi nadin : a%o jJe Y

birajuda funkcija, neka je a, = ¥ (N)
'anf'l = \( (A”) gde ;]e
A, ={ x/ x<2, 1 x€ N}

kako skup N nema minimalnih elemenata, skun A, Je nenrazan za

svaki n, i1 na ova] nacin smo dobili beskonadan strogo onadajudi

lanac : a, > §2>’aé>°">' an>...,

§to je sunrotno nretpostavci da je svaki strogo onadajuéi lanac

konacdan. . , '
Linearno uredjen skun koji isnunjava uslov minimalnosti je4ibﬁi4

uredjen skun. Nanrimer ( N, 6 &),

~Svaki podskup dobro uredjenog skuva 1 sam je dobro uredjen.

~Iz definicije dobro uredjenos sku»a sledi da on ima jedinstven

minimalni element.

~U dobro uredjenor: skunu svaki elemant a ili je maksimalni elemeri-
ili ima svog nenosred ncgnaslednika., Element a moZe da nema

neposr ednog: prethodnik:, %ao na »rimer u swudw 1,3,5,7,..2,4,..

2 nema neposrednog prethodnika.



TEQOREME EKVIVALENTNE AKSIOMI I7BORA

Ako je N podskun sku»a I parcijalno uredjenog relacijom moretka
tada za svaki element a€lM koji zadovoljava uslov x<€ a za svaki
x € N kaZemo da je fornja medja tog skuvna N,

U skupu svih lanaca parcijalno uredjenog skuva M moZe se uvesti
parcijalno uredjenje relacijom skunovne inkluzije. Maksimalne
elemente tog skuna, ako nostoje, nazivamo maksimalnim lancima.

A g : . . ..
Sledce teoreme su ekvivalentne aksiomi izbora

- Z2ermelova teorema,.

“

Svaki skup se moZe dobro urediti.
Haussdorfova teorema.

Svaki lanac delimiéno uredjenog sku»a .sadrzi se u nekom maksimal-
nom lancu, '
Teorema Zorn-Kuratovskog.

Ako sva¥i lanac delimicno uredjenog svuna M ima ecornju medju
tada je svaki element skuna M manji (il; jednak) od nekog
maksimalnog. ‘ .

Naoomena, To ne znali da su svi elementi skuna M ééh od nekég
fiksiranog elementa m (jer M moé¢ imati viée_razliéitih maksimal~
nih elemenata). | _ , _.

Pre nego Sto dokaZemo ekvivalentnost ovih stavova i aksiome izbora
uvodimo joS neke vojmove koji 'su motrebni za dokasz.

Ako je A neki dobro uredjen skun tada svaki Podskup B skuva A .
koji ima osobinu da uz svaki svo] elemenat ggréi i sve one
elemente koji su manji od njega, zove se odgelak skuna A.

skun svih elem%ata strogo manjih od nekog elem%%a aeA je »ravi
odsedak A’ (A"# 4).

Ovom konstrukeijom se iscrpljuju svi Pravi odsecci,

Odsecak B se sastoji iz svih elemenata strogemanjih od minimalnog
elementa razlike ANB, tj. definisan Je tim elementom.,
Dokaz.

a) Iz aksiome izbora siedi Zermelova teorema.

Neka je M »roizvoljan skun. Prema aksiomi izbora , u svakon

repraznom podstunu N sku»a il moZemo da odredimo po jedan element
¥ (N) gde je ¥ birajuca funkcija. Ako nodskun A ima svojstva :

1) moZe se dobro urediti nekom relacijom noretka .

2) svai element af A ima oblik a =P\ &), gde je A'p;avi

odsecdak definisan elementom a,

tada kaZemo da je A istaknut podskun.

Istaknuti podskunovi u M postoje, takt je nanrimeP{PGﬂ%;
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Neka su A i B dva istaknuta nodskuna, A i- B su dobro uredjeni pa
imaju najmanje elemente, rcdom S "

a, =PM\4,) =¥Ym\p) =00,

b, CINB, ) = WP(M)

Dakle : a, = b_. "

Uodimo skun svih zajednidkih odsedaka D skunova A i B takvih da

"

su elementi (D, ,<£) i (W ,éé) izomorfni,

Taj skup nije orazan jer ‘¥ (M) .je takav odsedak.

ObeleZzimo sa C-uniju svih takvih zajednidkih odsedaka. C je
odsecak u svakom od skupova A i B i to najveli koji Je Zagednlékl
Ako se C ne poklava nlg}édnlm od \odskunova AT Bk, po definieciji
1qtaknutosVPoqt031 element koji Se nalazi i u A i u B i oblika
je e (MNe), ta™ da definiSe odse*ak C, Tada bi A i B imali
zajedni&ki odsedak vedi od C : C = C'U {F(P'I\C)}koji 0&igledno
zadovoljava uslov (q’,éﬁ) = (C( ,:%), a to jJje u wrotivredno-
sti sa definicijom odsecka C, Dakle, -jedan od istaknutih vpodsku-
nova je odsedak drugosea.

Neka je A odselak od B. Pri tome se sistem (A ,fé) izomorfno
potapa u (B ,:éé). .

Po uslovu induktivnosti koji je isnunjen jer je B (" 2A) dobro
uredjen »a ismunjava uslov minimalnosti ekvivalentan uslovu
induktivnosti, izlazi da su inm uredjenj% jednaka, '
Oznadimo sa .L uniju svih istaknutih nodskupova sku»na M,

DokaZimo da je L istaknut podskun.

Neka su a 1 b ma koja dva elemé¢wta iz L, koji prinadaju redom
istaknutim podskuvovima A 1 B, tada nrema nrethodnom dokazano,
sledi da mrinadaju velem od njih , na»nrimer skunu A,

Neka je agab . Kako se za svaka dva elementa iz T moZ%e nadi
istaknut nodskun kome oni privadaju ( i koji je dobro uredjen)
oni su unoredivi pa je L linearno uredjen skun. Svaki strogo
onadajuéi lanac iz I ceo nrinada nekom istaknutom modskunu A€L

u kome se on na osnovu uslova P »rekida na konadnom mectu.

Prema tome taj lanae_se“prekida na konadénom mestu i<P skupu L,
tj., I je dobro uredjen skun. Za svaki a¢L mostoji nds™um A<l

tako da acA »ri Yemu je a = Y (MNA') . Tlement a je i u L
" takvog obli%a na Jje T zaista istaknut nodskun,
Na kraju dokaZimo da je L = M,
Pretpostavimo sunrotno, tj. da je M £ I, va sku» FiNL nije vra-

zan, PoSto je L istaknut onodsku»n on je i1 odseéak koji jJe
definisan elementon %7(M"\L), Tada le L U {Q(M*\L)j- novi
istaknut podskup koji ne vprinada L jer je veéi od L, a to je
nemoguée na osnovu definicije istaknutog nodskuna L.
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Dakle MNL = ¢ va se M i L vnoklavaju.
b) Iz Zermelove teoreme sledi Haussdorf-ova teorema.

Neka je M delimicéno uredjen skuo u kome je A proizvoljan lanac.
Ako je A = M stav neposredno sledi jer je tada A maksimalan lanac.
zato pretpostavimo da je M\ A = B neprazan nodskuo,

Po Zermelovoj teoremi skup B se moZe dobro urediti, ali je to
uredjenje razli¢iteood marcijalnog uredjenja skuna B kao vodskuna
.skupa M . Neka je b minimalni element skuna B, Elemente skupa B
.delimo u dve klase i to tako da b prinada Prvoj klasi ako je on
u relaciji delimicénog noretka sa svakim elementom lanca A, inade
je u drugoj klasi. Ako Je b B proizvoljan elemenat tada ako smo
sve njegove prethodne ved modelili u klase stavimo b u vrvu klasu
ako je on unorediv sa svakim elementom lanca A i svakim njegovim
prethodnikom koji je u wmrvoj klasi, U nrntivnom sludaju b nrivada
drugoj klasi. PoSto je B dobro uredjen skup na osnovu uslova
induktivnosti sledi da svaki element skupa B na jednoznadan nadin
pripada prvo] ili drugo] klasi,

Skup elemenata lanca A i mrve klase oznalimo sa C. C je lanac u
M jer su svi elementi u njemu uporedivi. To je i maksimalni lanac
jer nijedan elemenat druge klase skuna B orema konstrukeiji nije
uporediv ni sa jednim elentom skupa C. Ovo je uvravo tvrdjenje
Haussdorfove teoreme.

c) Iz Haussdorfove teoreme sledl teoremg Zorn-Kuratovskog.

Neka je M takav parcijalno uredjen skup u kome svaki lanac ima
gornju medju. Ako je a mroizvoljan elemenat skuva M, on je rada

i lanac, pa po Haussdorfovo]j teoremi on se sadrzi u maksimalnom
lancu C, Po ripFtezi teoreme Zorn-Kuratovskog C ima gornju medju
c, pa je prema definiciji gornje medje a £c., Ako c¢ rnije maksimalni
element, tada 7ostoji ¢’ M takav da je c<c/

Prema definiciji gornje medje xg Cza svaki xe C, a zbog toga je
i xgc, odrnr ™o CL){CU'je ve¢i lanac od C, a to je u suvnrotnosti
sa tim da Je C maksimalan lanac, Dakle , ¢ ne posto}i, na je stav
dokagzan, ‘

d) Iz teoreme Zorn-Kuratovskog sledi aksioma izbora.

Neka jJe dét proizvoljan skun M, Uodimo sve familije nepraznih

nodskupova skuva M , talvih da je na njima mogude zadati birajuéﬁ
funkeiju. Takve familije vostoje, jedna od njih je na primer
familija sastavljena od jednog nenraznog nodsku»na. Skun svih
familija ¥ koje odgovaraju familijama S ognadimo sa % . U skupu
@ relacijn delimilnog poretka < defini&imo na slededi nadin :
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ako su v i/ dve funkcije iz skuva § zadane redom familijama
Si T, gde je ScT i na S se poklanaju, tada je P&,

Neka je " neki lanac sastavljen od familija 2 iz skupa B, koje
su zadane na familijama Sy . Na familji F = U S, definifemo
fﬁnkciju f kojdﬁ%bkiapa na svakoj familiji Se sa funkoijbm Y.
To je mogude jer je T unija familija Sx. f€p 1if je géﬁja
medja lanca ", va po teoremi Zorn-Kuratovskog, skup @ ima maksi-
malnih elemenata. Neka je jedan od njih X ', i neka je U famili-
'ja podskupova na kojo] Jje ta funkcija zadana, Ako U ne sadr¥i
neki podskup A skupa M, tada na familiji UV A moZemo zadati-
funkciju X, , strogo vedu od X koja se sa X poklapa na U, a u
skupu A odredjuje jedan njegov element. No , ovo je protivrééno
sa tim da je ?C_maksimalni element, va familija U obuhvata sve
neprazne nodskuvove skuva M. Znadi X je birajuda funkcija za

¢itav skup M.
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UNIVERZALNE ALGEBRE

I. Prve definicije,Homomorfizmi. Kongruencije.
1, Grupoid. |
Jedan od najvaznijih algebarskih pogmova je pojam algebarske

operacije., To je prgslikavaﬁje oblika A A, gde jen =1,2,,,.
i A neki skup. '
Svaki skup na kome je definisana neka binarna overacija,slobodni-
je redeno, naziva se grupoid. Grupoid se strogo definife kao
uredjen par (G,+) skupa G i binarne operacije + : chG . On se,
“prema tome,sastoji iz skupovnog i operacijskog dela. festo
(x,y)+, X,y G, obidno se piSe x+y .
Specijalni grupoidi se zovu grupe, podgrupe,...
2. Univerzalne algebre.

Izmédju mnogih delova teorije grupa i teorije prstena postoji
paralelizam, éesto je pogodno ne razmatrati grupe i prstene odvo-~

jeno vet graditi jedinstvenu teoriju 3iji rezultati vrede i za
grupe 1 za brstene. S tim ciljem je zavoleno izucavanje proizvol j-
nih algebarskih struktura, sa proizvoljnim brojem algebarskih
 operacija kojevhe moraju obavezno biti binarne, OnisnoOpisno

_ redeno, skup'G naziva sé univerzalnom algebrom ako je u
njémﬁ zadat neki skup L n-arnih oneracija, pri Zlemu za razlidi~
te oneracije wﬁl_{lbrojevi n mogu biti kako razliditi tako i
jednaki (n = 0,1,2,...). Ovaj skun mose biti i beskonadan - nanri-
mer kod vektorskih prostora nad beskonadnim voljima nostoji jedna
binarna operacija, sabiranje, i beskonadan skiis unarnih Opéfééija
mno%enje elementima oSnovnog polja. . ' o
Specijalno, nularnom overacijom skupa G nazivamo neki odredjeni
element skupa G. Prema tome, nularnih omeracija moZe biti onoliko
koliko ima elemenata u skupu G.
Univerzalna algebra ima skupovni deo G (skup G na wome su defini-
sane izvesne operacije), i operaciiski deo (skuv izvesnih operaci-
ja wy; , kada 1< 1 gde je I neki poroéni skup indeksa); | B
U stvari , (G, ng/ iaI} ) zovemo univerzalna algebra.
Prema nrethodnoj definiciji u univerzalne algebre snadaju grupoidi

grupe, kvazi grune, prsteni, itd. Primetimo da grunu, kao univer-
zalnu algebru, mo%emo nosmatrati na dva naldina: s Jedne strane to
je skup s trima binarnim oneracijama -"mnoZenje"i"levo i desno
deljenje", s druge strane, to je skup s jednom nularnom operacijom
"jedinicom",. jednom binarnom oneracijom "mno%enjen" i jednom
unarnom oneracijom ,"nalaZenje inverznog elementa". Primetimo
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takod je da tela moZemo smatrati uneverzalnim algebrama samo ako

u razmatranju dopustimo algebarske operacije koje nisu definisane

na <¢itavom osnovnom skupu, jer su takve levo i desno deljenje u

telu i nalaZenje inverznaog. elementa. . B

Neka je data undverzalna algebra G sa skuoém oneracija f2. PédSkub

ACG nazivamo podalgebrom univerzalne algebre G, ako za svaku

n-arnu operaciju wefl iz aj,ap,...,a,f A uvek sledi (aqy,...,a,) TA

i ako A sadrZi sve nularne oneracije algebre G.

Specijalni skudéajevi ovog mojma su, ocigledno, podgrupoid grupoida

podgrupa gruve, vodprsten nrstena. Primetimo, takodje, da ako

prsten R ima jedinicni element i poshatramo ga kao univerzalnu

algebru &ija je jedna nularna overacija jedinica, f.%::tada su

vod algebre samo oni vnodprsteni »nrstena R koji sadrZe Jedinicu

prstena R a ne ma koji podprsteni, dak i ako imaju sopstvenu

jedinicu. '

Tako se dokaZe da je presek ma koga skupa podalgebri univerzalne

algebre G, ako nije prazan, takodje podalgebra te algebre.

Otuda sledi, da ako u univerzalnoj algebri G usmemo proigvol jam

neprazan podskup M, tada postoji jednoznacno odredjena podalgebra
@M},minimalna med ju podalgebrama koje sadrZe M, To je presek svih

podalgebri iz G koje sadrZe M . (jedna od njih je i sama algebra

G). Ako je Mi = G kaZemo da je M skuv generatornih elemenata

za G.

3, Homomorfizmi. Kongruencije. Kolidnidke strukture.

Homomorfizmi.
Univerzalne algebre bﬁé {w / ie IJ) i 9% (B ,Lw /Jc{})
(wi i w5 su oznake za neke oneracije skuvova A, odnosno B)

nazivamo jednakotipnim ako postoji 1-1 i "na'" presliavanje
f : I=J takvo da odgovarale opewacije W, i Wf(i) imaju
jednake duZigne.
Definicija 1.
. ; . 7 .G
Ako su 7o = (A, /w / i¢I ) i 43 = (B, Lw / ¢ J}) dve jednako-
tipne un;verzalne algebre if oresllkavange skupa A u skun B

.takvo da je 2a svake dve odgovaraguoe oneracije w i w’  univerzal-

_,-/

o
nih algebri \y , odnosno /> isounjen uslov

((Xl_ 2,...,xrgw)f = (x f X;f v g X f)w za Sve X]}...,foA

I.,

kaZemo da Je f homomorflzam ﬂ,u S
-Homomorfizam koji je 1-1 i '"na" nazivamo izomorfizam,

~Homomorfizam univerzalne algebre u samu sebe nazivamo endomorfi-
zam, ' '
~Izomorfizam univerzalne algebre na samu sebe nazivamo automorfi-

zanm,
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Primer : o
7 i :‘
J1.7 ( 4 81’32’a37bl’b2} s 0 ) i %] ({@( Wy X )

R
dva grup01da s operacijama definisanim n4 sledeéi nadin

Neka su

© | ayazasb by )

a1| a3 a3 a; by by : x y.ﬂf /2
ap| ap as az by by Af?‘r’X /3
23| ap az ap by by 2l g

b1[ by by by by by o

bo by by Dby bl bl

a7 a, 4z by b
Tada je preslikavanje f = 17275 "1

grupoida ¥, u grupoid ¥
gz 6

e

Kongruencije univerzalnih algebri,.

%) jedan homomorfizam

Definicija 2,
Neka je //~ (A, {wl jeTl
oneracija duZine n, Kazemo da je relacija ekvivalencije

) univerzalna lagebra i w jedna njena

skupa A saglasna s oneracijom w ako iz

X, vy,

s1edi (X5 ,XnyenesX W A {To s Tnyneesy )W
X~y 1’72 n 172 n

Ako je  saglasna sa svakom operacijom univerzalne algebre
kaZemo da je v kongruencija univerzalne algebre

Primeri

e g e el . Pt

1) Neka je (Z,+,.) prsten celih broaeva i rv relacija skupa Z

definisana na sledeéi nadin

' x/:y  ako je sgnx = Sgny
Lako se vidi da je ~v Dlaoqu ekv1valen01ge skupa 2 k033 je
saglasna s oneracijom ., , a nije saglasna s overacijom +. Za
semigrunu (Z,.) je ~/ kongruencija )

2) Za prsten cellh brugeva Jje relaclja -'mod m , definisana na
sled901 nadin :

x =7y (mod m) &> (- z)(zaZ/\(y X = mz))
kongruencija, jer je saglasna sa obe oper301ge + 1 .
x=zy (mod m) { __, X+z = y+u (med m)

z = u (mod m)'f B x.z2 = y,u (mod m)

3) Neka je I :{a,b} iW = {a,b,ab,ba,aa,...,bab,...} skun reci
sa simbolima a i b. U skun W uvodimo oneraciju "donisivanje",

u oznaci . , na slededéi nadin

W W A

WioWp = WiWy 1 ¢
Tako dobijamo semigruvu (W,,) . Jedna njena kongruencija je

relacija ~ , definisana na sledeéi nadin:

W, & W
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wp v w,  ako je d(wl) = d(wz) (tj. ako reéi wy 1w, imaju
jednake duZine ).
Sledeée relacije su takodje kongruencije semigrune (W,.):
a) Wy o Wy ako je d(wl)EEd(w ) (mod m)
b) Wy s W, ako je broj a-ova u redi wyw, paran.
c) Wy W, ako se iz w; moZe dobiti w, konafnom primenom

zakona Xy = yx ( gde su x i y elementi skupa W,

4) Ako u skuou W = {a,b,ab,aa,ba,bb} uvedemo oneraciju "dovisi-
vanje sa skraéivanjem na duZinu dva", u oznaci ., , dobijamo
grunoid (W,,)
a b aa ab ba bb

a aa ab a8 aa ab. ab
b ba bb ba ba bb bb
aa| aa aa aa EY:) aa aa

ab| ab ab ab ab ab ab
ba | ba ba ba ba ba ba
bb | bb bb bb bb bb bb
Relacija n, , definicana na slededi nadin :
Wy v W, ako jJe d(wl) = d(wz) , je -jedna kongruencija

grupoida (W,,)
Kongruencije su sledede trivijalne relacije

W W, ako je wy o= W,

Wy v Wy za svake Wy sWs iz W.
Definicija 3 ' - .
Neka je Jg { 1/1eip unlverzalna algebra i1 ~u njena kongruen-
cija . Svak03 overaciji strukture 7¢ na slededi na01n dodeljuje-

mo po jednu omeraciju skuna klasa A/RJ

1. Konstanti a ( odnosno nularnoj‘oneraciji skuna A) dodeljujemo
klasu C (nularnu operaciju skuvpa A/ ).

2. Opera013l w (duZine n >1) strukture 7% dodel jujemo oweraciju
® (iste duZine) skupa A/. definisanu na sledeéi nadin :

(cXl ’?Xz ,...,an ) & = Cx

Na taj nadin prelazimo na tzv,., kolidnicku strukturu (; ¢iji
je skuvovni deo A/., i oneracije Ca i@ (gde 2 1 w "nredju" preko

19X0y e ee Xy Yw

svih operacija. strukture 7%).
Iz definicije kongruencije proizlazi

AkoC =C ,C =6 ,...,C_  =C_ onda
¥ 00N X0 Yo Xn Yn

( Cy CXZ,...,CX Yo = (¢ ,C )® va je nrethodna defini-

1
01ga oneracije @nkorektna

y2, yn
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Osnovna teorema o homomorfizmima.

Ova teorema uspostavlja vezu izmedju homomorfizama iakongruencija
univerzalnih algebri., o

1) Neka je n/ kongruencija univerzalne algebre Q@E.

Tada je kolidnicdka struktura(/ié,homomorfna slika algebre Jdg.
Jedan homomorfizam je oreslikavanje x-—»;CX (tzv, nrirodni homo—
morfizam). ‘

2) Obrnuto : ako je 7g’homomorfna skika univerzalne algebre dﬁ?
tada ova ima bar jednu kongruen013u ~s takvu da. su struktureAﬁyv

i o '1zomorfne .

Dokasz.
1) DNeka je f oresllkavanae deflnlsano sa xf = CX .
f je mreslikavanje skuna A-na skun A/~

Prema definiciji operacije @. Je

(Cxl’cxz”"’cxn)® = C(x x2,.:.,xn)w
odnosno, uzimajuéi u obzir definiciju f

(le,xzf,,..,x £)8 = ((X9,Xpye.0yxJw)f , za svaku opera-
ciju w strukture \fg Prema tome f je homomorfizam algebre v/”
na Tt/ . ' ] '/

2) Obrnuto : neka je f homomorfizam univerzalne algebregﬁgﬁa-Jég,
Defini8imo relaciju ~v na sledeéi nadin :
X,ye¢h , x~y ako je xf = yf
je relacija ekvivalencije skuna A :
xf = xf = x~.X
Xrey = xf =yf=yf =xf = y~x
xevy 1 y~z = xf=yf 1 yf =zf = xf = zf = X~ 2
As je i kongruencija universgalne algebrecf%, jer je za svaku

njenu cperaciju w

x; ys (1= 1,2,000m) & oxf o= y,f =
= (X f,x,f,. x-f)w’ = (yl:,y2f,...,ynf)w’ (gde je w’odgovara-
juéa oneracija strukture Jd ). ‘
& (), xp, 0 x JW)E = ((y,¥p,. 0y &=
<:>;Cx1,x2,,..,xn)w p> (Sl,YQ -,Yn)w

Uvedimo sada skun A/, =/bx / xeA% i odgovarajudéu kolidnicku
: L o

strukturu (”Z/J o
Definidimo nreslikavanje ¥ na sledeéi nalin ;f}// X )_
: : - oxf Sxed T
. o je preslikavanje A/, na A’
& je 1-1 nreslikavanje : CX,¢ C xwy & xf £ yf &

e (0% £ (0¥
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'%& Je saglasno s odgovarajuéim oneracijama univerzalnih algebri

ﬁ/n. i »75%/ s
C C oo yC ® = . =
'(( Xl’ X2’ ’ Xn) ) % C(X19X27""Xn>w ¥
= ((x,x ,...,x )w)f = (x fox f,...,x f)w’ =

» A
(CXl{’CXép""’pXﬁg)w

- /
Znaéi ¥ je izomorfizam, odnosno strukture Jf%p i uﬂg su izo=-
norfne ' '
Razni nrimeri kongruencija i kolic¢nickih algebri.

Kongruencija grupe.
Svaka grupa ¥ =(G,.) predstavlja univerzalnu algebru ko ja

. . - . C e . S d B
ima tri operacije : jednu binarnu . , jednu unarnu (), i jednu

nularnu - e (jediniéni element grupe). S obzirom na ovo , kongru-

-4

encija grupe V. moZe se definisati kao relacija ekvivalencije v

skupa G kojé ima sledeéa svojstva

1) xwuy |
z o

2. x~y =2 xteoyo _

lako se medjutim dokazuje da je uslov 2) nosledica uslova 1)

—

= ’ XeZ y,u

f

pa se zato kongruencija grupe moZe definisati i samo pomcéu
uslova 1).
Definicija 4. o .

Za vodskun H skuva G kaZemo da je podgrupa grupe ;f =(G,.)

ako ispunjava sledeée uslove : ™

1) x,y¢H =» X,y H
2) x¢H = x~'oH
3) ecH
Ovi uslovi su ekvivalentni sa jednim jedinim :
(x,y H= xy ¢H ) i (H £ 9)
7a podgrupu (H,.) grune (G,,) kaZemo da je normalna ako isvnun-
java uslov : (Yx)(x:G = x.H = H.x )
11i neki o0d ekvivalentnih uslova
(¥x)(xeG = x.Hx'=H ), (Vx)(xcC=D :X-KH,XQ;H )
Kongruencija mo modulu nodgrune,
Ako je (H,.) vadgruva gruve (G,.,) lako se dokazuje da su rela-

cije = modqH 1 =modyH , definisane na sledeé¢i nadin
x =y (mod,H) ako (Jh)(heH 1 y = xh)
X =3 (moddH) ako (Jh)(h¢H i y = hx)

relacije ekvivalencijc skuna G,
Va%i sledela teorema

s
/
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~ (H,.) je normalna nodgruna gruve (G,.) ako i samo ako je
= mod4H jednaka = mod;H (tada se ova relacija oznada-
va samo sa = mod H ), R

-Teorexa o kongruencijama gruva :

1) Ako je (H,.) normalna podgruva gripe (G,.) tada je relacija
= mod H skuna G kongruencija grune (G,,)

2) Obrnuto, ako je rv -kongruencija grupe (G,,) tada ova ima
" normalnu podgruou H takvu da je ~o jednaka = mod H ,
Dokaz, | ' , )
1) Neka je (H,.) normalna tjodgrupa grune (G,,) .Tada je = mod H
relacija ekvivalencijev

x = x (modH) jer ee¢H 1 x = ex \

x =y (modH) => (Fh)(heHny =hx)=x =hy , h'eH =>
‘ ‘ = y = x (modH) | -

x=y (modH) i v = z (modH) = (jhl)(hleH AT = th)A
| oA (3h2)(h25H/\ z = th) =
= 7z = hyhx , hyh B
= x = g2 (modH)
=(mod H) je i kongruencija grupe (G,.)
x =7y (modH) ] = y = hyx ;\hl , hycH =
z =u (modH) u = hzz
=5 YU = hlx.hzz = hlhfx.2wwq ~Irfe Hy hivh‘eH
= xz = yu (modH) -
tj. = (modH) je kongruencija grupe (G,.) .

2) Neka je ~s kongruencija grupe (G,.) .
Definisimo skup H = ix/ x¢G A er/e} ;
' gde je e jedinidni element grupe
(H,,) je podgrupa gruve (G,.)
H £ @ jer je eeH

z N A\ -/ N . -/
oyl ;{r;g = 3};’?«;: = Xy ~ve =7 X.¥ el

(H,.) je normalna podgrupa :

Neka heH i xeG . Tada je

X x!

e 'L sledi : x'hx ~ue 43, x 'hx <H odnosno x 'Hx ¢H .

N | 2 .

DokaZimo da je = mod H jednaka sa ~v

x =y (modH) => (3h)(heH ~ y =hx)= yx = heH = yx e =

= Y X = X sy

Obrnuto ¢ x vy = X wa/\x'Cmfx"=¢.e,«Jyx";gkyx~Qp)e =7
= YXJGH = x =y (modH) .

Prema tome gzaista je = mod H jednaka ~ .
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Kolidnicka gruna,

Grunu ;f i njenoj normalnoj nodgruni %f, odnosno njenoj
kongruenciji = mod H , odgovara kolidnidka grupa Q?/ = modH
Najle$be se ova kolidnidka grupa oznadava kratko sa ;’/jg .
Osnovna teorema o homomorfizmima grupa.

Koristedi raniji stav o vezi izmedju koﬁgruencija i homomorfizama
univerzalnih .algebri, kao i prethodni stav o vezi kongruencija
grupa i njenih normalnih nodgrupa,  zakljudujemo da vaZzi slededi
stav @ . o
1) Neka je H normalna nodgruva gruve ?ﬁi 567@ odgovarajuéa
koli¢nidka gruva . Gruva g\ﬂﬁf je hotomorfna slika grupe ;f .
"Jedan homomorfizam je preslikavanje V: x — Hx (tzv, prirodni
homomorfizam), )
2) '‘Obrnuto, ako je'gflhomomorfna slika gruoef;ﬁ onda gruna ;Z
img bar jednu normalnu podgrunu QEi takvu da su grune,'kkfi. }ZI
izomorfne, Ako je f homomorfizam grupe(;'na grupu ;f/tada je
jedna takva podgruva jezgro homomorfizma f. definisano na slededi
naéin : ker f = {x / x¢G A xf = et}(efje jedinicéni element
grupe gf!). ‘ '
Kongruencija prstena . ,

. Svaki nrsten A= Ri+,.) prestavlja univerzalnu algebru koja

ima Cetiri operacije : dve binarne - + , . - ; jednu unarnu :
~{), i jednu nularnu : O (nularni element u odnosu na +).
%@b21rom na ovo kongrueneija prstena 4, se moZe definisati kao
relacija ekxvivalencije -~ skupa R koja ima sledeéa svojstva

1. xnvy = X+2 v y+u
z o

2. X’\jy -Z( __:> X,Zf\Jy.u
Z no U ’

3, Xy = -X ~u =y

Lako se medjutim dokazuje da je uslov 3., posledica uslova-i.,

pa se zato kongruencija prstena definiSe samo nompdéu 1. 1 2,
Definicija 5, . , )

Za neprazan skup I skupa R ka¥emo da je ideal prstena ¢ﬁif (Ry+,.)

ako ispunjava sledeée uslove 3=

1. x,yel = ZX-ye.l

2. eI ,53eR = xyel ay.xel.,

Kongruencija po modulu ideala

Ako je Ji = (R,+;.) prsten i I njegov ideal tada je relacija

= mod I definisana na sledeéi nacin: xzy mod I{(=z) x-y . I
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j?/]‘ = (R/I,+,.) R/I = {I+X / XCB}
(I+x) + (I+y) = I + (x+y)
(T+x) o (I+y) = I+ (x.7)
~(I+x) = I+ (-x)

Osnovpa teorema o homomorfizmima za prstene glaéi :

1. Ako je I ideal vrstena % tada je prsten-zyy homomorfna slika
prstena . ﬁ&, V. |

2. Obrnuto, ako je-f?jhomomorfna slika prstena,thada.\7Zima bar
jedan ideal ./ takav da su prateni iZ/] i R izomorfni.

IT,Primitivne klase univerzalnih algebri, Zakoni, Posledice,.

1. Zakoni klase %. Model tih zakona,
Jedan od va®nih algebarsklh pojmova je vnojam algebarskog
zakona,Pod tim podrazumevamo formulu (red) oblika tl t2 , gde

su t; 1 t, termi. . L B
KazZemo da u univerzalno] algebpi 5? = (G,-2) va%i zakon tl = t2
ako kada sve operacijske simbole koji se pojavliiuju u ti'i ts
interpretiramo kao odredjene operacije algebre’;f terni 5 i'té
dobijaju istu vrednost za sve interoretacije promen131v1h koae
se u njima javljaju, kao elemenata skupa G.
Interpretacija I klase zakona Z nagivamo modelom Xlase zakona
Zz ako je svaki zakon zel tadna formula ori toj 1nternreta0131.
Prema tome, univerzalna algebra ?Z je model klase zakona 7 ako
u njoj vaze svi zakoni iz te klasme.

Na primer : svaka grupa je model za klasu zakona 7Z gde Je

EI&L{, A ( x.(y.2) = (x.y),2 , X.e =X , X.® =¢€ j .

. se interpretira kao operacija grupe , () kao nalzenje inver-
znog elementa , e kao jedinicéni element grupe, a X,y,2z kao elemen-
ti grupe. ”

2. Primitivne klase univerzalnih algebri.
Pojam jednakotipnost algebri suvise je opSt da bi mogao da
razdvoji razne klase algebarskih struktura, Na nrimer nije svaka

univerzalna algebra s jednom binarnom ., jednom unarnom i Jednon

nularnom operacijom grupa nida Jje jednakotipna S grupana,
Med ju ovakvim algebrama grupe karakteriSe to Sto za njih vaZe

zakoni : x.(y.z) = (x.y).2 , X.6 =X , X.X = € ,

Ako je data klasa algebarskih zakona 7Z tada sve Jednakotlpne
univerzalne algebre u kojima vaZe svi gakoni iz Z ¢ine primitivnu
klasu univerzalnih algebri, Nju %akodje oznadavamo istim slovom
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Z kao 1 klasu. zakona koja je odredjuje.

Na primer grupe Cine primitivnu klasu algebri.

Abelove grupe &dine u¥u primitivnu klasu , jer za .njih va¥i dopun-

ski zakon x,y = y.x . Jo$8 uéu,primitivnu_klasu éine grupe“za

kojé vazi zakon %2 = e,

A i e -

Prstenl,hasoolgatlvnl prstenl, a80013at1vno kenutativni prs-

tenl, ‘Lee-evi, nrstenl takodje su primitivne klase univerzalnih

algebrl.

Citavu klasu med ju sobom jednakotipnih univerzalnih algebri

takodje moZemo smatratl nrimitivnom klasom i to za prazan skup

‘zakona ., S druge strane klasa zakona 7 mo¥%e biti takva da je

njena posledlca zakon x =y . Tada se odgovarajuéa primitivna

klasa sastoji iz jedne jedine algebre koja ima samo jedan element.
Svaka Drlmltlvna klasa univerzalnih.algebri zajedno sa svakom

svogom algebrom sadr21 sve njene podalgebre i sve njene homomor-

fne slike,

3, Posledica klase zakona. -

_ Neka je 2 izvesna klasa univergalnih algebarskih zakona.

.fNeka'uIEJ oznadava da je term v podterm za term u’', i neka je

ulw] term koji se dobija iz uivlkad se term v zameni termom w.

Terme-u(vj i u[W)na21vamo susednim ako zakon v = w pripada klasi
Z. Takodje ka ¥emo da ~je svaki term susedan samome sebi.

Ako je u, ul,uz,...,un,y niz terma takvih da su u i Uq ull u2,

’.-o,u

n

i v susedni termi tada kaZemo da je zakon u = v sintaktid-

ka posledica klase zakona Z 1 piSemo Z v u=v,

Smatramo i Z/~ u = u .
Sintaktidkii posledicu klase zakona 7 moZemo definisati i na

.8lededi nadin

Skup svih posledica klase .zakona Z, u oznaci Con(Z) (od.

Consequence .= posledica) je minimalni skup za koji je

1.
2.
5.

2 C

u

u

u =
Ako
gdé

Con(Z)

u ¢ Con(Z) .
Vc.Con(Z) e 'v'= ue Con(Z) _
Vo, VEwe Qon(Z = u = we Con(Z)"
u = veCon(z) onda 17 = ¥ < Con(Z)

suuiv terml koji se dobijaju iz terma u i v kada se

nromenljive koje w njima uceqtvuJu zamene nekim termlma

(praV1la suostltu013e)

5.

Ako" Je ' f womeracijski- simbol’ du21ne n kOJl se pOJaVlJuJe u

zakonima iz Z i ako

uiyé Vlgué'zfvé,;;,u ﬁ“vn-ezicon(z) o
onda f'(ul}u2’-°°9u ) = f(V_l,V2,...Vh) e Con(Z)
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Kazemo da je zakon z sintaktidka poSledica klase zakona 2 3 Z+ 3

ako z prlpada ovako definisanom skuDu Con(Z).

Neposreéno se proverava da su sve ove definicije ekvivalentne,
Ako definifemo formalnu teoriju &ije su aksiome Z i x = Xx,

a pravila izvodjenja su u skladu sa 3.94.,1' 5. dobijamo teoriju

giji je skup teorema Con(Z). i}
‘Ka¥emo da je zakon' z semantidka posledica klase zakona Z ako

je svaki model za 7 istovremeno i rodel za z. To se oznalava sa

Z = 2 ’

O¢igledno vazi : ako 2 -~ 2z  onda ZlF z.

Primeri: . S |

1) Neka je klasa zakona 2 = <x.x :-x}

L
Tada Con(Z) sadrZi , naprimer, sledede zakone

(x.x).(x.x) = x.%
(x.x).(y.y) = x.y | .
2) Posledica asocijativnog zakora (tj. Z = /k(yz).z_(xy)z} )

je uopSteni asocijativni zakon.

3) Ako je 7 ={%(yz) = (xy)z , X.e = X , X.X'=-€ tada

e.x =X , x/x=¢e, x"'=x, (xy)'=y'x” £ Con(Z)
, Dckagzg A

DokaZimo nrvo ds vaZzi zakon kancelacije

ax = bx .

a=ae = a(xx’) = (ax)x’= (bx)x'= b(xx") = be =D

tj. ax = bx = a = b

Tada je )

(ex)x'= e(xx’) = ee = e = xx' = ex = X € Con(Z)

(x’x)x’'=x" (xx’)=cx’e = x'. ex’ =>x‘x = e < Con(7)

X x =€ 1 x'%’= xx” = x"'= x & Con(Z)

x¥x’ = el

(y)iCey) = e imig)i(xy) = (5'x)w = (xy)’ = y'x’ & Con()

(y'x").(xy) = ¢ o

VaZe sledecda tvrdaenja H

1) Grupoid s jednim elementom zadovoljava svaki algebarski zakon,

2) Svaki Eonaéan-grupoid ima netrivijalne zakone. '

3) Svi konadni grupnoidi reda n imaju zajednilke zakone.

4) Ne pbstoji zakon koji zadovoljavaju svi'konaﬁni grunoidi,

5) Postoji beskonadan (Drebroalv) grupoid koji ne zadovoljava
nijedan zakon.

Navedimo dokaze tvrdJenga mod 3) , 4) , 15)
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Dokaz tvrdqenga 3.
' Dokazademo da postogl tar Jedan algebarskl zakon
u(XQY> = v (x,y)
“(gde 3u v iyv razlicditi termi , &ije su sve nromenljive x i y
1 operacijski éimbol . ), koji zadovoljava svaki grupcid ,

koji ima tacno n elemenata ( n-dati prirodan bro%)

Dokaz, B ~ mo%e se na n". nadina uvestl
U skup ) G = fgl,gz,...,gn} operacijar x : GXGiraG.; tj,
1% ima nm'y " grunoida ;é?= (G,xi) (i =1,2,...yn

Obrazujemo klasu Ko svih terma, u koje ulaze nromenljive X,y 1

)

operacijski simbol , . ’

={xy , y.x, x.(y.y) , y.(x.x), }
Nije teéko uv1det1 da Jje klasa Ko beskonadéna.

Uzmimo sada grup01d‘]7. Promenl jive x 1 y interpretirajmo

nekim parom elemenata iz G, a operacijski simbol ., sa .
Svakil term iz K dobije pri toj intermretaciji odredjenu vrednost
iz G. Iz konaonostl grup01da G i beskonacdnosti klase K sledi
da postaji beskonacna klasa ~ K1 , U kojoj termi imaju 1stu
vrednost. Sada uzmlmo drugi par elemenata iz G i Plasu Kl itd.
Kada iscrnimo sve parove iz G dolazimo do klase Kn2 . 22 grup01d
%Z ponovimo opisani postunak uzimajuéi za polaznu-klasu K 2

-nu,itdc 2 2
' o - _ 2 n 2 nCy2
Konagno se dobije klasa K n“+2 = K . (n° .n% =n )

sa .osobinom : Ma kako interpretirali promenljive x-i y -elemen-
tima iz G i oweracijski simbol . elementimé iz skupa -
fxl,x2,..,,xnn2}‘ termi u K imaju jednake vrednosti. Ako su
uw(x,y) , v(x,y) bilo koja dva terma iz K onda odevidno je
u(x,y) = vix,y)
traZzeni algebarski zakon.,
Dademo ideju dokaza za 4.

‘4, je ekvivalentna sa :
Za svaki netrivijalan zakon postoji konadan grupoid koji ne
zadovoljava taj zakon .

. Neka je zakon  X.¥ = y.(x.x).
Obrazovacdemo konafan gruvoid koji ne zadovoljava taj zakon.
Polazimo od skuna a,b! .
Polazedi od a i b i operacijskog simbola . kao i sinmbola ( 1)
obrazujmo sve redi koje imaju najvisSe tri slova . To su\reéi
a,b,(a,a),(a,b),(b.a),(b,b).(a.(a.a)),(b,(g.a)),(é.(a.b)),
(b.(a.b)),(a.(b.a)),(b.(b.a)),(a. (b.1)); (b.(b.b)),((a.2).a),
((a.a).b),((a.b).a),((a.b).b),((v.a).a),((b.2a).b),((b.b).a),
((b.b).Db),
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Flementi gruvoida koji obrazujemo su navedene redi i simbol =O.
Operaciju . definiSemo na ova] nadin

w.v = (u.v) ako je (u.v) jedna od navedenih redi

= o0 inade

Takodje o0,V = u,”0 = 0.7 = OO
Dobijeni gruvoid ne zadovoljava navedeni zakon, jer ako umesto
x 1y redom stavimo a i b dobijamo

a . b= (a.b)

b.(2,a) = (b.(a.a))

odnosno a.b # b,(a.a) jer su (a.b) i (b.(é.a)) razliditi
elementi ‘
' Dokaz tvrdjenja 5.
Obrazujmo skup W svih terma u koje ulaze slova a i b, operaci-

jski simbol . - duZine dva, kao i pomiéni simboli ( i ) .
Skun W je minimalan s%un koji zadovoljava uslove

1) a,beW

2) u,veW =  (u.v)eW

Na nrimer

| (a.a) , (b.(b.2)) , (((a.a2).b).(2.b))

su elementi skupa W.

U skunu W uvodimo omeraciju o na sledeéi nalin

. e
woev = (u.v) |
Tako a ob=1(a.Db), aol(aoed)=1~_(a. (a.0Dn)).
Taj grunoid W= (W, o) je nrimer grupoida redi (uresto i2sb,

mogli smo uzeti i bilo koji nenrazan skun) .

Gruvoid redi ne zadovoljava nikakav netrivijalan zakon (odnosno
zakon razliditi od zakona t =t , t je term).

Na »nrimer, zakon X oy =7 o X nije zadovoljen jer uzimajuéi
umesto x i y redom a i b imamo a o b # b o a jer a o b = (a.b)
i boa-=(b.a)aredi (a.b) i (b.a) su razlidite.
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VISEOPERACIJSKE GRUPE

4 v y .
Za algebru g kazemo da je visSeomeracijska gruna, ili

.fzgrupa, ukoliko ima skunovni deo G , binarnu omeraciju + i

skuv fzdrugih oneracija skunma G i ako su pritom ispunjeni uslovi:

1) (G,+) je gruva sa neutrainim elementom O (ova erund nemora
biti komutativna) - o

2) Ako overacija W piivzda skunu.<2. i ako je d(w) = n (ny1) tada

je w(0,0,..,,0) = 0 .(x)

Jasno je da se videomeracijska gruva svodi na obidnu gruou ukoli-

ko je 0= g , a na mrsten ako je grunma (G,+) komutativna i skup

{)se sastoji od samo jedne oneracije i to binarne koja je sa

operacijom + vezana odgovarajucim distributivnim zakonima.

Svaka pod-algebra neke viSeonracijske gruve je takodje videopera-

cijska grupa. ,

Takodje, dokazuje se kao za algebre, da je presek svih.f?:Dodgru-

pa m-grune G opet L) -podgrupa ( koja sadr21 O) /

Svaka homomorfna siika Zl-grune G je sama iz gruna (ozna01mo je

sa G7). , _

Stvarno, ako je .f?;gruna G homomorfizmon f preslikana na isto-

tipnu univerzalnu algebru G° tada je £ homomorfizam i za grupu

(G +) pa je zato algebra G’ i sama grupa u odnosu na odgovarajucu

overaciju +° {(nulu ove gruve obeleZimo sa 0’ ). Dalje, nodto je

f homomorfizam i £(0) = 0" to za svaku operaciju w'e () vari

zbog (%), w (0,0{...,0”7) = 0’ pa je gruva G' stvarno .f):grupa.

Ideal viSecperacijske grupe demo definmisati analogno definiciji

ideala prstena.

Definicja 1.

Kazemo da je ideal Vlseoperac13bke grupne G neprazan nodskup skuna
G koji zadoveljava uslove -

1) (I,+) je normalna Uodgruna grupe (G,+)

2) Za svaku operaciju w« \Ldulee n, i za sve n-torke 11,12,..,1n
iz I, i x e Xy iz G,vaZi

+ X

1:%0
1t Xysdot o, 1 xn) - w(xl,xz,..,,xn)-éI .

Ovako definisan ideal se poklava sa normalnom nodgrunom kod

w( i

grupa jer tamo uslov 2) odpada,
Kod vnrstena se ovarso vveden onojam ideala voklana sa pgjmom idedlsz.
Uslov 2) u definiciji 1. s2 moZe gzameniti slededim uslovom
bQZ)”Za svaku cperaciju w < L du¥ine n, i za svaku n-torku x ,.,X
iz G 1 svaki 1 Iz I vazi o 1 n
W(X) 3 %p s oo ey X L% = 1% peeia Xy ) = WXy 4 Xo,ee.,Xy) ¢ 1 (k=1,2,...)
Lako sse dokaEuJe e<v1vri%ntnost cve dve definicije.
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Iz definicije ideala sledi da je svaki ideal I _()-grupe ustvari
jedna fl-podgruva te grume. Stvarno, (I,+) je, zbog uslova 1),
nodgrupa gruve (G,+)., Dalje, za svaku omeraciju w ¢ {1 du¥ine n

i svaku n-torku i ,12,...,in'iz I, nri x_=x =;..=Xn=-0, je, zbog
(x) w(i_,i ,...,i] ¢ I i time je dokazano da je ideal T
stvarno -(_-grupa?

ViSeoperacijsku grupu nazivamo prostom ako nema drugih ideala
osim .one orodgruve ¢iji je jedini element O,

Lako se proverava da je presek svih ideala () grune omet ideal.
Deflnlclwa 2. )

Rela013u kongruencije po modulu ideala , kod viSeoneracijske gru-
pe, uvedemo na slededi nalin: x = y (mod I) (=> x -yel
Lako se dokazuje da ovako uvedena relacije je relacija ekvivalen-.
‘cije . Sada mo¥emo govoriti o ragbijanju _()L-grupe na klase

-u odnosu na relaciju msmod I (tj. o raglganju ()gruoe no idealu
I) i nritom demo to shvatati. kao razlaganje gruve (G,+) Do

normalnoj nod gruni I.
(za neku relaciju ekvivalencije v kaZkemo d= je kongruencija
_ngruoe ako je saglasna sa overacijom + 1 sa svakom operacijom

+ X Pu y + y2
i Xy X'\)%?l..,X Sy tada w(xlf.;.,x )an%%_ ..,y .
n n
Formuligimo i dokaZimo stav .o kongruenci jam: v1seoner30138k1h

we /L, tj. ake je : x_ov y_i X, 00, tada x

grupa : . S

Stav 1.

1) Ako je I ideal wviSeomeracijske grupe G onda je relacija
= mod I kongruencija. ' N

2) Ako je neka relacija r kongruencija vieoneracijske grave G

onda ta viSeomeracijska gruna ims bar jedan ideal I takav da

je . = = mod I.
Dokaz. .
1) Vedé smo rekli da je relacija = mod I relacija ekvivalencije

Doka%imo jod da je saglasna sa omeracijom + i svim operaci jama
skuna 4. Posto je (I,+) normalna podgruna grune (G,+) to jJe
relacija = mod I..saglasana sa oneracijom + (to je dokazano
prilikom dokazivanja ove teoreme za grupe).

Neka je w ma koja omeracija iz skuva L duZine n. Treba joé_
dokazati da vazi :

X, = yl(mod 1), X = %Z(mod'l),..., anE yb(mod I)
w(xl,xé;,.,,xn)gg w(ylfyg,...,yrg (mod I)

Leva strana ove imnlikacije moZe da se nanide u obliku:

X, = v T, x,- Vpe Toecns X - eI tj. postoje elementi 3,;;.,1(;I
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takvi da je

% y + 11, x2 yé+ 12;..., Xn:.yn+'i a to znadi da je

w (3 RETEEN ) = w(y. + 11,y2 2,..-,V + 1 )e_w(yl,yz,...,y ) + I(
odnsno (xl x yeos X % - w(y. 1Y esY ) < I a OVO upravo nam

daje w(xl,xz, .,xn);g w(y ,yz,...v ) (mod I) i time smo doka-
zali da je = mod I kongruen013a

2) Neka je relacija » kongruencija _(l-grune G, DefiniSimo skuo

I ovako : I ’*ﬁf / x¢ G ixw0 2 i doka%imo najore da je I
ideal {LL- grupe G

Prilikom dokazivanja odgovarajuleg stava za grupe, dokazali smo
da je (I,+) normalna vodgrupa grupe (G,+). DokaZimo da je zadovo-
ljena i karakteristika 2) iz definicije ideala, ‘
Neka je w ma koja operacija °kupa.0 i neka je d(w) = n (n>1).
,Xn su ma koji elementi iz G,

Ako je i ,1&‘1 a X s X

1,12.,... gy
onda je : i~ 0, i O, 1ru Oyevey 1oV 0 (1),
1 2 .3 n A

XV Ky, X/ Kgoen,Xn) X (2)

1 1 727 7P n n _
pa podto je rv kongruencija, iz (1) i (2) sledi
il+ Xla}Xl,.i2+ X2n%X2..., i+ xdx'xn i odavde, iz istog razlo-
ga, imamo w(i1+ x112+H¥2...,1 + xgzu w(xl,xz,...,xm) (3)
No, voSto je _W(Xl’XZ""’Xn) v -w(xl,x2,..,,xn) "to odavde i
iz (3) dobijamo : w(ii+ Xiié+ Xy sl + x) - W(Xl x2,...,xn)/U 0,
ti. w(i_+x ,12+ x2,.h.,i + Xn) - w(x ,X2,...Xn)€ I
Ovim smo dokazali da je I ideal. DokaZimo jo$ da jews= =zmod I,
a) Xy i =yrm=y = - 0 X-ye I == nAsczmod I
b) x=y (mod I) =x-ye I =3x-yu0 = xywo i y~y =

x~nvy = =mod I < ~v
a odavde sledi da ~» = =Zmod I
Razlaganje _(l-grupe G no kongruenciji ideala I, odnoéno DO
fdealu I, &emo oznaldavati sa G/I.
O8evidno je da je ideal I nula ove _fz-grupe G/I.
U h(l—grdpi G/A se definide oneracija £ na slede(l nacin :
(I + x ) o (I + X2) = I+ (xl + x2)= i (I + x) = (I + X')
@(I %- + X, , I + x ) =1 +.w(x1,x2,...,xn) za svako
&i) gde su ¢ 1 @ oneracije u G/I koje odgovaraju

oneracijama + i w u G,
- Koristedi ranije dokrzan stav o vezi izmedju homomorfirzama i
kongruencija univerzalne algebre kao i nredhodni stav o vezi
kongruencija JSflLgrupe i nekog ideala, zakljulujemo da vaZi
sledeéi stav
Stav 2. .
1) Neka je I ideal “-grupe G i neka je G/I odgovaraguca kolidni-

Eka, ,ﬂ;grupa. Tada je I/-grupa G/I homomorfna slika ./ ;grupe G.
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(jedan homomorfizam je tzv. mrirodni homomorfizam : f : f(x) ; Ix
2) Ako je _fﬂé}uﬁé G’ homomorfna slika {-grune G tada _fZ-grupa
G ima bar jedan ideal I takav da su J[.-grupe G/I i G’ medju-
sobom izomorfne.

Stav_ 3. _

1) Neka je G proizvoljna {J)-gruva, I njen ideal, a G'= G/I
odgovarajudéa kolidnidka 7’ -gruna . Neka je B’ vroizvoljna

- podgrupa {)-grupe G, a B potpun skuv njenih originala u €

. pri-prirodaom homomorfizmu f : G-G" tj. B je skup svih elemena-
ta iz G koji leZe u kosetima od kojih je na*injena ) podgruva B’
Tada je B [flepodgruna u G.

2) Ako je data nroizvoljna l-gruna G, vpri demu B sadrZi ideal
iz G, tada je njena sliva B pri vrirodnom homomorfizmu f: G =G’
jedna {i-podgruna u G~ i pritom je B motvun skun njenih origi-
nala,

Dokaz. )

1) Doka%imo da iz x,v< B sledi X + ye B ‘

No, iz X,y«B sledi I + x, I + yzB'na je I + (x+y) = (I+x)e(I+y) -
element iz B’ te i x+y je iz B. Dalje, iz oretnostavke

I-x = -(I+x)e¢ B’ sledi d» i -x¢B kada x¢B. Prema formulaciji
zadatka, U B se nalazi 1 neutralni element © u odnosu na operaci—
ju  +. (

Za operaciju w ¢ 12, duzine n, n elemenata iz B u oznaci X ,..,X
zbog toga &to va’i da je I + xeB'i I + x =x + I (i=1,2,...,n)
sledi : I+#W(xy ,%Xp ... %, ) = w((I + %), (I + KXo )yeeey (I + xn)k;B’
pa je w(xi,xg,...,xn)e:B. .

Dakle dokazali smo d= je B ll.grupa:

2) Zaista, vprirodni homomorfizam £ : G-= G’ inducira anomomorfizam
kojim se Be G presliava na B’ G. Na csnovu ranije dokazanog
stava, B’ je f?.podgruoa u ¢! Dalje, iz L ¢ B sledi da se svaki
element koji je v nevnom kosetu iz B; nalazi u B.pa je zato B

potpun skup originala Sl grupe B!
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SLOBODNE UNIVERZALNE ALGEBRE , STRUKTURNE JEDNAKOSTI,

Upoznademo jedan metod kojim se mogu onisati (a u nekim sluda-
jevima i konstruisati) sve univerzalne algebre koje zadovoljavajuj/
odredjenu klasu algebarskih zakona.

Navodimo prethodno jedan primer.
Neka je klasa algebarskih zakona sledééi-skups
z = {(x.x) =x, (x.3) = (y.x), (x.(y.2)) = ((x.y).Z)_}
Obrazovademo tzv, slobodan grupoid generisan slobodnim generator-
nim elementima a i b koji zadoybljava‘.sve zakone iz Z.
Postupak koji cemo ovde izloziti analogan je postupku koji se
primenjuje u opétém skudéaju.
1) Obrazujemo grupoid redi koji smo ragmatrali u prethodnoj tadki.
Skupovni deo tog gruvoida je ]
W =fa,b,(a.b), (b.a), (a.a), (a. (b.(2.1))),... }
tj. skup terma obrazovanih vomodéu slova a i b i operacijskdg
simbola . duZine dva. ‘
- U skupu W uvodimo operaciju o du¥ine dva na slededi nadin
W,ve W ue v = (u.v) S
Znadi ; za dve redi u i v iz skupa W rezultat je red (u.v).
Na primer za redi (a.b) i (a.a) imamo (a.ble(a.a) = ((a.b).(a.a))
"Grunoid redi je onda W/ = (W,e). j
Taj gruvoid né'éadovoljava nikakav zakon sem (trivijalnog) zakona

u = u.

U grupoidu 10# definiSemo rélaciju nJ (gzvademo je "kongruencija
po modulu klase zakona Z" i oznadavati = mod %) na slededi
nadin : '

Za dve redi u i v redéi demo da su ekvivalentne (niSemo uw~v) ako

se od red¢i u moZe predéi na re¢ v konalnom primenom zakona Z,

Ta relacija je relacija ekvivalencije skuna W, /

DokaZimo da su zadovoljeni uslovi koji definisu relaciju ekvivalen-
cije

a) Refleksivnost., u~ u je ispunjeno (broj »nrimena zakona je nula)
b) Simetridnost. Ako je u ~ v onda je v~ u. Ovo nenosredno sledi’
iz reverzibilnosti procesa primene zakona 7.

¢) Tranzitivhnost., w v i v~ w no 1aéi u -+ w, Zaista, od u

mozemo preci na v konaCnom primenom zakona Z, na isti nalin od v
na w, $to znad¢i da smo od u na w ovre$li konaclnon nrimenom zakona Z.
Uvedena relacija ~ je i kongruencija za 1./°. Zaista, neka je :
upv vood )u?ﬂ/ Vo, Treba dokazati da je uje ugv vie v, tj.

(u .u2)rl/(vi.vz).

1
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Kako je ujv vito od redi (uj.u,) mofemo preéi na red (vy.u5)
konagnom primenom zakona Z, ma je (uj.up)w (vy.,up) (1)

Iz pretpostavke ugu voanalogno sledi (vyouy)md (vyvy) (2)

Na osnovu trangitivnosti iz (1) i (2) sledi tvrdjenje.

U nasem primeru sve rec¢i koje sadrze samc a ekvivalentne su redi
a , a one koje sadrze samo b ekvivalentne su sa D. Ako neka red
sadr?i 1 slova a 1 slova b onda je primenom drugog i tredeg
zakona moZemo svesti na ekvivalentnu red, kod koje vrvo dolaze
a-ovi pa onda b-ovi, Zbog prvog 1 tredeg zakona ova je rel ekvi-
valentna sa (a.b). ' :

Iz svega sledi da je skup-kolidnik W /m,:{ba,Cb, Ca.b'}.

DokaZimo da su klase Ca,Cb,Ca.b, razlidite., Zbog jednakoslovnosti
zakona 7 prelaskom od redi u na njoj ekvivalentnu red v skup
slova koja ulaze u re¢ u ostaje nepromenjen. Stoga su klase
Ca,Cb,Ca.b zaista razlidite. ﬁ

Koliénik grupoid W /., nazivamo slobodan grupoid klase 2 nad sku-

pon I (I :-{a,b} )
Njegova Cayley;va tablica je 5] ka "Cb  Ca.b
Ca [ca  Ca.h Ca.b
Chb [a.b'Cb Ca.b (x)

| Ca.BCa.b Ca.b Ca.b
Dobijeni grupoid zadovoljava zakone 7.
Zaista, neka su Cu,Cv,Cw, neki elementi tog grunoida. Tada

Cu & Cu = Cu.u; = Cu

Cu & Cv = Cu,w- Cv.u = Cv 8 Cu

(Cu & Cv) 8 Cw = C((u.v),w) = C(u.(v.w) = Cu 6 (Cv & Cw )

jer su redi u i (u.u), (w.v) i (v.u), (u.(v.w)) i((u,v).w)
ekvivalentne (u paru). '

‘Da su klase Ca,Cbh,Ca.b medju sobom razlilite moZemo zakljuditi I

I

[l

na sledec¢i nadin

Pretpostavimo ds ne znamo da su Ca,Cb,Ga.ﬁ tri razlicite klase
i da smo obrazovali tablicu (:) koristedi definiciju

Cu 6. 0v Z On.v

Dobijena tablica nas inswirise da uvedemo sleded¢i gruvoid

¥l 2 3 (Ta druga tablica je obrazovana momodu prve
1'Ni_'3 3 ”zamenjivénjem Ca,Cp,Ca.b redom sa 1,2,3").
23 2 3 ) : |
3 \3 3 3

Tyrdimo da su klase C2 Ch,Ca.b raziicite ukoliko dobijeni grunoid

zadovoljava zakcne 7.
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Inacde, u.ovom slucdaju, neposredno nroveravamo da ta] gruboid
zaista zadovoljava zakone 7.
Pretpostavimo na vnrimer Ca = Ch,
U tom sludaju postoji izvestan nim a W unb ¢iji je prvi
¢lan a, poslednji b, takav da se na iduci c]an prelagi jednom
primenom izvesnog-zakona Z. Pretoostav1mo da se u tom nizu a 1 b
zamene sa 1 1 2, Tako se dolazi do izvesnog niza 13, o, ... W, 2
Ako jo$ . interpretiramc kao x , onda vpoSto gru001d ( {1 2 3/* )
zadovol java zakone Z, dobijano = I’ Ul— Dy eeesy W= 2 $tn jJe
kontradikei ja.
Slicéno pretpostavka Ca = Ca.by dovodi do 1 = 3, a pretnostavka
Cb = Ca.bi, do 2 = 3. .
Navedeni postupak utvrdjivanja razlidtosii elemenata slobodne
strukture nomodéu pomodne ("Sifrirane") strukture' je vrlo opSti i
bide i dalje koriSéen.Elemente pomoéne strukture zovemo u daljem
kanonski predstavnici,

Prelazimo nqbpstl sludaj.
Neka je data klasa Z zakona, neka je K {5/ iel } skup slobodnih
generatornih elemenata, zatim A = fak/ ch} skun konstanti
(shvatamo ih kao nularne opera013e), koje udestvuju u zakonima Z.
Neka je dalje () —.fw / J‘J} skup svih oneracijskih slova, koja
ulaze u zakone 7.
1) Uolavamo skup {~ U A.: G. Taj skup zovémo poiazni alfabet,
2) DefiniSemo skup W na slededi nadin

a) 51(161) i a,(keK) su u skupu W,

b) Ako su Tto s,

onda je W(tl)tZ"'f’trQ €
c) Elementi skupa.W su samo one redi koje su odredjene

t£W, wz (2 omeracijsko slovo du¥ine n,

uslovima a i b

U skupu W definiSemo operacije na sledeéi nadin.
a) Svaku konstantu ape W-uzimamo za nularnu operaciju skupa W.
b) Operacijskon simbolu w< {L du¥ine n (n:l) dodel jujemo

operaciju ® iste duZine , definisanu pomoclu
B(t % 50 nnt ) T’é""ﬁw(tl,tz,...,t,n), gde SU byt e en,t W,
Dobijena algebra redi %/ ne zadovoljava nikakav algebarski zakon
sem trivijalnog t = t, gde je %t neki term. Primetimo da zakoni 2
do sada nisu imali skoro nikakvu ulogu. U vezi sa tim zakonima
uvodimo jednu relaciju ekvivalencije skuva W, koja je, u stvari,

xongruencija algebre L/,
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Def1n1011a 1.

Red tzge ekv1valentna sa rec1 t (plsemo t ﬂjt ) ako ‘se reé t moze

1
dobiti iz t,.konacnom nrimenom zakona Z- Sto zn301 da postogl niz

tlt'tl,,.i“tz’ tako da se od jednog c¢lana prelazi na sledeli
jednom »mrimenom samo jednog zakona, Pri tome uzimamo da je t.wt_ .,
..Jvedena relacija je relacija ekvivalenci] S§to se‘neposrednol 1
__'Droverava (ka0 u vrethodnon primeru). DokaZimo da je ona 1
: kongruencija algebre.lafﬁ Neka je we 12 bilo ko je overacijsko
slovo duZine n . Odgovarajuéa overacija u 4/ je ® (takodje duZine
n). '
Neka je u,~ v, (¥’ =.1,2,...,n) i dokaZimo da je
W(uy,up,..iup) ®(vy,V0,...,vn), t.
WUy, Uy eeu,Upy) VY WV, Vo,uu.,Vy) (%)
Kako se od re?i u prelazi na v konalnom primenom gzakona 7 to

isto vaZi i za reli w(Uy ,Up,e..yUy) 1 W(vy,vo,...,7y), DPa je
w(ul 2,.,.,un)ﬁJ w(vl,u2,...,un) (1)

sllcno ‘nalazimo
W(Vl,u2’ y U )NW(VI’VZ’. "'U-n) (2)
..'W(_‘Vlsvz’--"a.un)ﬂ\/ W(V19V29--- Vl’l) (I’l)

Iz (1),(2),...,(n) na osnovu tranzitivnosti relacije ~v sleéi (x)
Sto je trebalo dokazati. : .

Kolidnicku strukturulﬂ%N zovemo slobodna univerzalns algebra
klase % nad skuvom /' slobodnih generatornih elemenata. Tako nazi-
vamé i svaku njoj izomorfnu strukturu. ‘

Tnade, elementi koli¥nidke strukture su klase Ct (t<W), a

operacije su

a) Ca -~ nularne oneracije

b) Svakoj overaciji w, odnosno @, odgovara operacija ®
B(Cty ,Cty, vy Cty) = CO(E b ,0uuyty) T
@(Ctl,Ct2,...,Ctn) = Cw(tl’tz"'°’tn)

DokaZimo da algebra"U%V gadodol java zakone Z.

Neka je T = tg (%x%) proizvoljan zakon iz Z.

Neka SU Xy000:090e0sWyous redom promenl jive, konstante i oner301—
jeka slova koja udestvuju u pomenutom zakonu. Terme t 1 1o
oznaé%mo 'tl{x, .a,,,.w,..A} . tQ{X""a""W"'{}

Treba dokazati de jJe )

- t) {Ct,...08,...0,..) = tp{Ct,...Ca,...0,... ]

&to je s obzirom na definicju operacija u- [/~ ekvivalentno sa
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%t fyeviay. oW, ) T Ctl{t,...a,...w,..} ()
gde su t,... proizvoljne reci:iz W. <
Kako je tl{t,...a,...w,...} v tg{t,;..a,...w,...}
(od t, sc prelazi na t¢ jednom primenom zakona (¥x) tozaista vaZi
(=xx) , $to je i trebalo dokazati. '
U primeru koji smo na poletku naveli utvrdili smo efektivno koji
su elementi slobodnog grupoida. 0Odnosno u tom sluéaju za relaciju
n/ (ekvivalentnost redi) imamo odredjen algoritam poriocu koga
se za bilo koje dve redéi u i v moZe utvrditi da 1i u~v v ili
ugl v,
Jedan takav algoritam izlazi iz &injenice

u v v<= skup slova.redi u .= .skun slova redi v
Med jutim u opStem sludaju za relaciju nv ne moZe se nac¢i odgovara-
juéi algoritam,:MoZe se navesti “primer relacije ~s/ za koju ne
postoji nikakav algoritam "prepoznavanja ekvivalentnosti reci',
Problem postojanja navedenog algoritma zove se nroblem reéi.

Tnate slobodna univerzalna algebra obrazovana na izloZeni nacin
egzistira @ matematidkom smislu ).
Primetimo da skup ' moZe biti nrazan, ali skun [ U A = G
(polazni alfabet) ne moZe biti prazan. Ilustrujmo. to na primeru,
Neka je skup zakona Z sledeéi skup _
7 = 4(1.1)=1, (1.2)=2, (2.1)=2, (2.2)=1;

-

. -datin

Fép,6=rva ={1,2) = A S
Rezultat je struktura &iji. je skupovni deo {Ql,q§ i koja ima
sledece operacije : & duZine 2, i1 nularne overacije C%,C;.
Cayleyeva tablica overacije ® je @ | Cp Co -

o o ¢
dlor 2
» 1 Gy Oy

Podto i izomorfnu strukturu uzimamo kao sl obodnu moZemo 1 sledede

zakl juéiti : _ ' . .
Rezultat je struktura koja se dobija od grunoida ({l,Z},K )

¥ | 1 2
1 1 2
) 2 1

uzimanjem svih njegovih elemenata za nularhe oneracije.

U stvari i u o»nsStem sludaju ’, ako jeafﬁ bilo koja univerzalna
algebra onda je algebarska struktura 53 , dobijena iz nje uzimanj-
em svih elemenata ailgebre J? za nularne cneracije, slobodna,
Naravno, Strukture:jgii 73 zadovol javaju iste zakone,
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Primeri slobodnih univerzalnih algebri,

1) Slobodna semi~grupa.

Neka: je ' izvestan neprazan skup i neka klasa Z sadrzi
jedi socljativni k : '
J ino a.OVlJ ni zaxon (X.(y.Z)) - ((X.Y).Z),
Odgovarajudu slobednu algebru zovero slobodna semigrupa nad skupon

.
U ovom sludaju skup W je odredjen uélovima'i

e W o, uwwveW = (uv)eW,
Operacija e je definisana oomodu : u,veW , ue v e (u.v) -
PosSto uopSteni asocijativni zakoﬁ je posledica asocijativnog zako-
na to su svake dve redi sa istin slovima u istom redu medju sobom
ekvivalentne. Na primer, ako a,b,c,d< /- onda je reéd
((2.b).((c.d).a)) ekvivalentna redi ((a.((b.).d)).a). Svaka

re¢ iz W je ekvivalentneg sa izvesnom redi oblika

«

.(-"((ul-uZ)-HB)-"gn) gdenﬂ = 1,2,... i gde we /" .

Ove red¢i (tzv. proizvodi L):Tui ) oznadavamo, dogovorno UpUpUsz e« o Uy
Na primer, red (((a.b).c).a) ima oznaku abca.

Re¢ wjup...u, zovemo kanonski predstavnik(svoje klase, .

Elementi slobodne semigrune su klase tih predstavnika Culuz--vuﬁ
OCigledno, vrema onsto] definiciji € , imamo,

Cu;uL..yun @ CV,Vl...Vmé Cu,ul...unm Vi oeesVm®
Pitanje je koji su (razliditi) elementi slobodne semigrupe, odnos~
no da 1i svaka klasa ima faéno jednog kanonskog predstavnika.
Dakle, dAli :

Cu‘ul.,.un: CV,VL...VM u_uz...un = V1v2"'vn.'
Odgovor je potvrdan Sto se zakljuduje iz <¢injenice : pomoéni
grupoid G ¢&iji su elementi redi u u ...u , a overacija x

(1) UyUpe ooy ¥ ViVso. .V = uluz...unvlvg..,'vm
zadovoljava asocijativni zakon,
Taj grunoid je izomorfan sa dobijenom slobodnom semigrunon.
Iz toga razloga desto se slobodna senigrupa & nad /7 definife
na sledeléi nadin,
Skupovni deo semigrupe'f'éine sve red¢i duZine 1,2,3,... nad alfa-
beton I' . Operacija te semigrunme je definisana jednako$éu (1) -

tzv. konkatenacija (dopisivanje).
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2)Slobodna grupa.

Neka je 7 izvestan skup i neka se 7 sastoji iz Zakona :
(xo(y.2)) = ((x.y).2),(x.e) = x, (x,x) L
gde su : , - operacijski simbol duZine 2, ‘- operacijski simbol
duzine 1, e - konstanta. :

Slobodna univerzalna algebra klase . Z nad skupom [
zove se slobodna grupa nad ", ~

Skup W je u ovom sludaju odredjen uslovima :
1, ec W, [McW

2, u,ve W (w.v)e W , ueW'.
Struktura ../ ima operacije O, :
wov = (u.v) , u® = uw

i operaciju duZine O - element e.
Slededi zakcpi su posledice zakona 7 :

’r 7’

(e.x) = x 7 (X:X)_= e, x""=x, (xy)'= yix’.
Oznagimo sa [’ skup svih redi ¥’ gde X<(', a sa UgUoUsg. .U
red (...((u .u, ). u3)°.,,oun)
Svaka red 1z W ekvivalentna je ( u odnosu na(zakone Z ) sa nekom

’ PR =i’ AN
redi oblika u Uy, .. gde ui c MYy e

Pretnostavimo da za neko i, u, i u, , su re&om Jki. I gde je

J izvestan element iz 7 ,

Re¢ v u,...u ekvivalentna je sa re01 u.u ...u o0, Isto
12 n 172 IR S

vazi i ukoliko su u 1iu redom Jh éf. Za red uqu 2"'%~Ti42'un
kazemo da je dobijena iz redi uluz...unjednim skraéivanjem ( u
stvari primenjeni su zakoni (x!x) = e , {x.x") = e , (x.e) =
kao i asocijativni zakon ). ‘
Oznacimo sa S(uluz.f.un) re¢ dobijenu iz redi UqUp.. .Uy nogsle
izvrSenih svih skradivanja ( koja su obavljena izvesnin redosle-
dom - na primer "s leva na desno ".)
Primeri : : _—
S(baa’b’b’ce’) = S(bb’b’cec”) = S(b’cc”) = b ,
S(c’b’a’abe) = S(ec’b’be) = S(c’c)
S(amaa’bacc’cc) = abacc .
Redi S(uluz..»un) nazovimo kanonski predstavnici.
U te redi dolazi red e kao i svak:red oblika

vlv,).‘,_vl( ( Vlé"\ 77 U.F,) N . .
gde vy 1 Vi, nisu oblika 6'1L3§ ili 4 i 4 za neko D€l
Elementi kolidnidke strukture W/ . - odnosno slobodne grune
su klase ckvivalencije 1 u svakoj od tih klasa nalazi se bar po
jedna red koja je kanonski predstavnik '
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Operacije te strukture su

2 j (glug...un)§ CVIVZé..Vk = CS(ulug...uHVIVQ...vk)
’ UjU2. .. Uy wou. .u2ul
, (ulu2 .t V1V2"'Vk su kanonsk1(predstavnici ; ovde u; je
i1 8 prema tome da 1i je uj = & i1i wuy = 47 )
Ce - nularna oneracija.

Pitanje je da 1i svaka klasa sadrZi tadno no jedan kanonski

predstavnik, odnosno da 1li vaZi

. : .= AN —
(%) Culuz---un Cvlvz...vm & uup...uy ViVo...Vpy
gde su ul peest s vlv2...Vm kanonski predstavnici.

Odgovor je potvrdan 1 to se zakluduje na slifan nadin kao kod
semigrupa .
Uolimo skunm XK svih kanonskih predstavnika i u tom skupu definifi-
mo opera013u % na sledeéi nadin
oAb
Uqloe . Uy ¥ VVoe.. V= S(ujuo...upvivo...vy)

Operaciju du¥%ine 1 , u oznaci =/ , uvodimo pomodu jednakosti :

(u1u2...un)ﬁ L fUney U]
(i je ¢ ili ¥ gde Xe/7 , vrema tome da 1i je ul_:4 111 ul.-f
Red e je , po definiciji , nularna owmeracija skupa K.
~Struktura Moo= (K, x,',.e ) je, $to se moZe
neposredno dokazati, grupa. B
Gruna ﬁf je igzomorfria sa kolidnidkom strukturom U//m/ .
Grupaﬂn,,ge,prema tome, slobodna gruna nad skunom .
Napomenimo da je A sa jednim elementom ako je." =.0 1 da je
ona beskonadna ciklidna grupa ukoliko I ima tadno jedan element.
Ako je I7 = {a,b} onda su izvesni elementi gruDe.7{ sledeéi :

a, e, aababbba’a’a’, a"a’a’bbbaaaa ...

%) Neka skup zakona Z ima €l emente
(x.(y.2z)) = ((x.y).2)

(x.e) = X

(x.x7) = e
(. ) = (f2.=)
(/) = €
(foep) = e
(e , o, /.- konstante, . - operacisjki simhol du¥ine 2 i ‘-

overacijski simbol du”ine 1. ).

Neka jel’= § . Tada Dolaznl alfabet ima elemente e, 7, a skup
W je odredien na sledeé¢i nalin ‘
(1) e, 2 <W (2) uyve W = (u.v)EeW , u’-w,

Svakared je ekv1valentna,sa Jjedn od refi e, , 7, (¥.4)
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Te reci su kanonski predstavnici.
Operacije @ i @ imaju tablice

@| Cg GO Cy Cov ) &
C] ¢, C. Cz c(w) c, | o
S| O Col QumCp c. | c.
Col G GumCy Cj Co | Cp
C C cC. C C '
(M CpH TP TX e Eﬁm qaﬁ)

Klase C_ C.» Qﬁ Su nularne operacije,
Dobijene klase su razlifite jer skuv {e,cX,/j, (Mvaz} u odnosu
na operacije X | € o & () '
@ € /"9' ()(/j‘)
. F7w,ﬂ)€ ! .
(O/ 'I[}/IQJ /J 2 € (‘//3) (‘)( /D)
¢ini strukturu koja zadovoljava date zakone. Tablicom x Jje defini-

sana gruva - ona je izomorfna sa noznatom Kleinovom detvornon
gruvom permutacija (1) , (12)(34) , (13)(24) , (14)(23) .

Krajni rezultat je Strukturr ;%' éiji su elementi
Cy , Cr s ﬁ ,Q/psl operacije (L’ (a) Cos Cq/,C/s,QQ/y Oznadimo
sa & strukturu koja ima igte elemente i &ije su oneracije C)’ﬁzy

Cor Ta struktura je grupa. Ka%emo da ta grupa ima strukturne
jednakosti

<Q/‘/j) ::(ﬁ}'(’\/) 9 (:'/-O‘/) = e ’ </3"-/9’) = é.

Strukturne jednakosti,

Pretpostavimo da je klasa zakona Z unija dve klase zakona ﬁ_l
Z2. Neka klasa Zzp svojim zakonlma ne sadrzi nijednu promenl jivu
vel samo neke konstante. Neka, dalje, nijedna od tih konstanti
ne ulazi u zakone Z,. Oznalimo sa A i A, skunove svih konstan-

1 2
ti koje ulaze u zakone Z,odnosno 22

Neka je c/fslobodna uilverzalna algebra klase Z nad skupom
"= ¢ . Za tu algebru je polazni =21 fabet A U A2
Oznadimo sa J univerzalnu algebru koja 1ma iste clemente kao
algebra4¢¥1 iste operacije duZina 1,2,...ka0 ta algebra, all
gije su nularne oneracije jedino C gde je ac AlA2
Za algebru U5 ka¥eno da je unlverzalna algehra klase 7 sa
klason strukturnih jednakosti % .
Navodime primere. U tinm primerima koristicdemo izvesne uobidajne

dogovore oznalavanja redi, kao na primer : red ((u.u).n) oznadava-

bl o O w »
no u’ , red e ozgnadavamo u -:sludaju grune .
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Primer 1.
Konstruisati semi grupu koja ima strukturne jednakosti

(z,)
Primetimo da je u ovon skuga ju Z1 ix(yz) = (Xy)z} .
{a,a%, ...,ab,ba,...,abc,bc,ca,. .. .
S obzirom na jednakosti 2 svaku re¢ iz W moZemo svesti na oblik
a’e"v” (okf0,1) , s ref0,1,2,... 5 )
0 ) jer sve . a-ove noZemo

a =a , ab=ba , ac = ca , bc = ¢

Skup W rec¢i je W =

(pri tome ne moZe biti « = /5 = 4" =
staviti na pocetak, a svaki b koji se nadje ispred c nestaje, Na
taj na®*in smo izdvojili kanonske vpredstavnike i onisali sve klase,

Proizvod dve klase je C/K*iffﬂf 3
c, NG, 4 < A& e b
a ' = Ta

,beacﬁ,_ - o (
Ca'(/.’,‘_)c %, -b./’//‘/bl— za 8’[.:0

[
q za 4,20
~
b ¢

Dobijena gruna zove se grupa Kvaterniona.

gde (2/+% )’ znadi svodjenje mod 2, _ ) )
D g kv . It oo, we 10,17 - Zﬂf
Kolidnidka struktura je W /., =1 C x5.8 / L0 s &S,
L ach ,_{A«(O,I,Z,.{.}
Primer 2. VAR
Konstruisati grupu sa strukturnim jednakostima
. . .2 .2 s s .
‘ 14 =1, 34 =1,1 =7 , 1.3.1 =] .
Klase su C1 , Ci g Cj f,Ci”L ?jﬁ,20j4i4, Ci2 .
Uvodeéi za ij , i~ , §j , j i', i® redom oznake k, -i,-j , -k ,
~1 , dobijemo klase
' Ciov Cy s cj,, Cr » Cy o C;j , c_’k ,_C_l ,
kojima odgovara sledecéa Cayleyeva tablica
o 1 3 y 'y ¢ ¥ 3
5 C
@ ¢ Ca C.i % Oy Gy Pk Ok
N O . C C
gl 81 L . Clg—:j g;;. R
- :
°oi1%s % % S % REE
i Ci Ci C-i C1 C—l C_k Ck 3 -3 -
£C_ 4105 C5 O € Cy G Gy Oy
05|05 Cly O O O Oy O Gy
C |0 € Oy Gy €y Cy Cp Oy

Primer 3.
Konstruisati grupu &ije su strukturne jednakosti

a3 = e , b2 = e , ba = a2b
Skup koli&nik je
‘ .
(2 = /
/v dca’ Caz’Ce ’Cb ’Cab’Caij
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Dobijena gruna, (tzv, grupa SB) ima slededu multiplikacionu

.je onet 0 = 0 ,

tabl;cu
Ce Ca Ca2 Cb Cab Cazb
Ce Ce Ca Ca? Cb qab CaZb
Ca Cé_ Ca2 Ce Cab Cazb Cb
Ca2 Ca2 Ce Ca CaZb Cb | Cab.
Cb Cb Ca2b Cab Ce Caz Ca
C ab Cab Cb Cazb Ca Ce Cé2
.Cazb Ca2b C ab Cb Ca2 Ca Ce

Primer 4,
Konstruisati grunoid sa strukturnin jednakostima :

alaJ = bij (i, = 1,2,{..,n)
0. a; = 0 = ai.O :
0. b i35 0 = bij . Q
al.ka =0 = bjk'a
bjk 117 o
Skup kolidnik je "U\}/,-U = {C'O 4 C'a_ 4'-', :Cb... /i, = ‘1,2,...,n}.
: , st ij. : )

Pravila "mno¥enja" u ovom primeru neposrednb se dobiju iz
strukturnih jednakosti.
Napomenimo da je, dobijeni gruvoid semigruva. Zaista -, ako je bar
jedan element trojke (X,y,z)”cb_: i11i nula, asocijativni zakon
se svodi na 0 = 0 , Ako su sva t#i elementa oblika C,. Trezlutat

- : i

Otigledno je da je svaka univerzalna algebra neke klase Z1

izvesna univerzalna algebra iste klase sa nekom klasom struktur—~

nih jednakosti ZZ'
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