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Uvodno poglavlje 

Кагссшаtiпа lШПЈа ргаујlпо promenljivih funkcija danas је opste prihvac;ena u s\'et.skim 

r:lzmсгаша k?л cfikasno sredstvo u resavanju ртоЫета asimptotske prirode u гаzпim gтаIlата 

rпаt.еШ'tt ikc: .:'саlnој i kошрleksпој analizi, verovatnoCi, teoriji Ьгојеуа, teoriji distIibHcija, itd. 

ZCi.]lyaljlJ.:II(:i tome, Јоvan Karamata је паВе najcitiranije matematicko iше "tl ",\'clskoj 

пшtеrrJitt j(:koj literaturi. 

1т S:lгюј tcoriji, od 1933. godine kada је Karamata izlozio fundamenta1ne l)(1stcl\'kc TCgti:'" 

Јаше уйтјјас;ј,ј"" do danas, парОГЈта inostranih i dornacih matematicara iz takО;l,\ЋIlС "К<Јта-

matiIlc ,::;k()l(:- (loslo је do burnog razvoja, о сети је najpotpuniji pregled dat. u mОГЮi2,Пtfiјi 

([4;) .Лсglllаг \Ћгiаtiоп", Bingha.m-a i drugova. 

1Т Ilаsеш radu istraZujemo asimptotsko ponaм.nje роЕпоmа i celih fuнlџ :iја k()n<lc~l1og 

Ieda u Сiјiш koeficijentima ucestvuju pravilno promenljivi nizovi datog indeks<l. 

Sl(~\щ·ј )1,[ koje se, u konkretnom slucaju pozivamo, eksplicitno su navedcI1i sa imenom 

а ll\.rЯ<t i (нЈi!:()\Ћгајuеоffi referencom. 

7:сlјm (Ја паglasim da su svi dokazani rezultati, stavovi i teoreme u radll orii{irиlпi. tl 

,:,шi",ll] (ја је :l11tor samostalno do njih dosao, пе videvsi niSta slicno u dоstuрпој liter-at llТi. 

Izlo;if:cJТlO sada, ukratko, postignute rezultate. 

, 
Ро:-;lсн-lј(' ~\: l- оуот poglavlju, ilustrujuci snagu poznatog stava о suргеmllШll (iлfimшпu) 

РП1.уilно РГ()l:iспlјivе funkcije (ррЕ) па intervalu, dokazujemo jednu opstu tеorеПlll о оdsсстјпш 

.. 
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S\epc:lO~ ]'('С],! i п.iillOvоm asimptotskom ропмапји kada stepen, па odreden naCiIl, zd.yi~i oc.l. 

РГППl(:нl.i 1 \.~ .г. 

Ргiтеп.i1.1.il16i t н \ еагеmи па odsecak eksponencijalnog reda, dolazimo, izmedu ostalog,. da 

slcdcc:cg illtсгеsа;l\ rюg rezultata: 

Тсогсша АЗ: Za Бумј pravilno promenljivi щz (Ck) , k Е N, pгoizvoljnog indcksa. 

с + ~ Erf (b/h) ) С[ж[, x~ оо 

go:.l(: ј(:: 0(.1·) = 6ЈХ(1+0(1)),х -+ оо,Ь Е IR,[·] oznaka za celobгojni deo, а Erfa 

};)" r: 1
1
!l1. t akm.\,;c,lil. "funkcija greSke" u teoriji verovatnoce. 

l.T poglavl.iu 13 сlcfiпiSemа klasu L* analitiёkih эрата promenljivih funkcija koje се пат Ьј1ј 

ТlсорllOС!Ш..' 11 (lаЈ.јс:т radu. 

~<limc, svakoj s.p.t". L (х) Е Loc (L) (skup lokalno ogranieenih funkcija sa оsoЬiпоПl L (а!-) = 

() (1)), eksplic:i1 пп clodeljujemo s. рЈ. L* (х) Ба osobinom: 

• 

L' (х) Е СОО ; L' (х) ~ L(x), х ~ ОО. 

Takuc1c роkаZ.llјсЈЛО da se L* (х) moZe analiticki produziti па desnu kompleksnu poluI"iiYil!l. 

pri ccmu sc нс J;UЪi svojstvo sporopromenljivosti, tj. vazi: 

L' (z) ~ L (Izl) , Izl ~ оо, Rez> О. 

l~ ощm (Јеј1) iz\·()(!imo karakteristicne osobine funkcija L* i L. (0+ umesto +00) i оdgО\ЋI<l-

.јНЫl р.рЈ. :!!Ilr'k-;a а Е IR.. (паргјтег, R~ (х):= х"'и (х)). 

ТCUГСПЈа 138: Н:. (х) Е SRo (Smooth variation Theorem [41, str.44) tj. 

х" (R' (х)){п) 
R~(x) ~,,(,,-l) .. ·(,,-n+l), X~OO. 

ш 



PoglayJ.ic с: 1~ оуот delu sadrzani su llaSi glavni rezultati. 

РоsшаtГШ!Ј(Ј lюliпоm: 

Рn (х):= LAn.,x', k Е N, 
k$n 

i пјСПlll ргitlл:zепе polinome: 

Р;; (х):= LIAn.klx', х> O,k Е N, 
k$n 

1 

Р: (х):= :l=>kAn,kXk, 
'<п 

g(ic је (('}:) ,К Е N pravilno promenljivi niz indeksa а, ct < О. 

Sluzcl:i se jel!tJim poznatim stavom M.Vuilleumier [36], dokazujemo da su usloYi: 

. . IРn (х)1 
I:Ьmшf () ,"О; 

п р+ Х 

x.!ip+ (х) 
II:liminf d:ю п =f0 

п n'Р';(х) 
п 

ЛСОРIlO(lлi (la l)ј asimptotska relacija: 

• 
P;:(x)-с,,·с(х)·Рn(х), x>O,c(x)fO,n~oo 

\cazila za s\'aki pravilno promenljivi пш (cn),n Е М. 

[)nk<ЈЛ1.iсшо, t<lkode, da su ti uslovi (1 i II) i dovoljni u slueaju da su sve rlllJe роЈiпоша: ('\ I 

Г~J- (:т) /.1; гсаЈле i negativne. 

с dаlјеш ПL(.1ll posmatramo роlјпоте Qn (х) , 

Qn (х) := L вn.,х', х> О, k Е N, 
k$n 

"-;;-1 оsоlЈiТЮJ!l (:а su sve пиЈе polinoma Qn (х) /х realne i negativne, i njima pridruzC!le роliпош€ 

Q~(x):= L,ckBn,kxk, 
k$n 

. 
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g(lc .јс (CI') , k Е ~'~. kao i ranije, pravilno promenljivi niz indeksa а, а < О. 

Zn. tc роlirюТ!lС l;~lov 1 је automatski ispunjen ј, pod predpostavkom: 

l' xfxQn (х) ~ () -" о 
lт Q () с х r 
п п п Х 

iSРШ1јеп .јс i Ш:ilоу II ра dobijamo: 

ТL.'Оl"uша С4. C2~ (х) '" С ... Со. (х) Qn (х),х > О,N ------t ОО. 

х Е IR.+ , 

РГЕ:пш ргс\ ~юd~шп, navedena asimptotska relacija пе vэZј za svaki р.р.п. (Ck), k Е 1\". 

~1С(111tiш, rta~jm originalnim metodom, odredujemo asimptotsko ропаВanје i u tUI!l sl-:'lca.il1 

Z<l IllZOYC: с' (k) := k"L· (k),k Е N. 

ТСUI'СШ<1 С:Ј. Za svaki р.р.п. (Ck) , k Е N indeksa -/3, /3 > 1, postoji asimptotski еkуi\·<tlсп-

[.ЩI вј;;, (с;.). СП r--..o c~, П ------t ОО, tаlщ da vaii: 

2.: C:Bn,kxk '" с(:Р(n)] (с (х)) -8 Qn (х) , п -+ ОО, Х Е IR+, 
'<п 

,,(п) Г, liт"~ ~ о i 
" 

и o,lll(:Iljll Ја је: lјш!р (п) = с Е IR+, dolazimo do zakljucka da: lјт Qn (х) = d (х) IлеdSl.(н:lј<Ј. 
п п 

IJI'kll СС111 fl1:1kc:ij II Ба negativnim nulama, ра i tada izvodimo odgovarajucu asimpt.ot ikll (Тсо-

( '(' l' т '1') ]"(;1[1С _' Ј, ".~'. с •• 

Кй kTajll. koristE'ci analitiёko produzenje funkcije L* (z) па desnu kompleksIffl '.роlUI<i\Ћll 1 

јсј(јс jz n;,!'cg IZ\cia [30], dokazujemo: 

v 



Tcorcrna С8: Za: Iz + 11> l,z Е Z,a: > О, 

L:М/(n) ,L; ( 1)"( )nL~ z - "" 1+- z+l - n~oo 
k k'" z п'" ' 

}l~~ 

koja \Ћzi za klctsu nizova (Lk) iako zahtevi iz Stava М. Vuilleumier о potrebnom i dСАulј:шm 

uslo\"u пi.su јс:рипјепј. 

с pog:la\'lju 1) рпmеПЈUЈеmо naSe teoreme С3-С6 па odredivanje asimptotskug ропа:';апја 

;ПOllifikП\'а,liIl klasiёпih ortogonalnih роlјпота (Lagтanzovog, Jakobijevog, LageIOvo~, ... ) kao 

PogliJYljc Е је. kao samostalni rad pod naslovom "Slowly varying sequences ащl cntirc lиI1С-

tions of" finit.c order" prikazano па Simpozijumu iz mаtеmаtiёkе analize i njcnill рriшспа u 

Агаm](-']пуCll Њ-30 mаја 1997.g. 

'С: tOНl лнјll posmatramo cele funkcije А (х) ,А (х) := Е akxk sa nenegativnirn kueficijf:Jlt јrnа 
• 

konac:rlOg rcda е> О, i pridru.zene funkcije А* (х) Ј А* (х) := Е с* (k) akxk. 

• о' - 4' ( ) ._ xDA(x) ()per"ltor . t. . х .- А(х) Ј х> О. 

ОSПО\"Тli "и,\" koji izvodimo istom metodom kao i prethodne, glasi: 

:\ko је: :'\;Р.т Л (х) < +00, 

()fHi:l. је 

А' (х) • ([-]) А(х) ~ с А(х) , х -+ ОО, 

r;a SYiJ.ki р.р.!!. (с* (k)) ,k Е N indeksa {З,fЗ < -1. 

Takocle fОШ11Јisеmо odgovarajuce teoreme za polinome Qn (х) sa pozitivnim kо(фс:iјСПј-,mш, 

0\'0:; pllt.a lJez olJzira па karakteristike nula tih роlinоmа . 

. 
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Т\<1 kгaju, zelim da izrazim n8Iucitu zahvalnost dr. D.Adamovicu i Ш. S.Radсуюvi(:ll па 

'l)(xi:·en.ill i !ЈОО1'!,:сј bez koje ovaj rad u ovim tei3kim vremenirna пе Ы јтао mоr;lll:по.-:;(i (Ја 

па;;tапе 11 (Ю1Уll obliku. 

Sla\'ko S~Пlil: 

.. 
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Poglavlje А 

Odsecci stepenih redova i pravilno 

promenljivi nizovi proizvoljnog 

indeksa 

с П<t~еПl рГ\'от prilogu dokazaeerno, koristeci jednostavnu cinjenicu: 

sleljr-:C:11 j,corcmu: 

ТСОГСlIlа Аl: Ako postoje funkcije: f : IR+ --t lR+; Ь1 : (0,1) ---+ JR+; b.z : (1, оо) ---+ JR+, 

t akl'c dn 2(1 uс1sеёak stepenog тооа S (л, х) (sa nenegativnim koejicijentima) vazi.-

,')' ()., .Т) := L ak xk = 
"<).х 
r1k~O 

о (е-"(Л)Х) f (х), 

(а + О (е-"(I)Х)) f (х), 

~ 

8 

0<>'<1 
-, х ~ оо, а Е IЖ+ U {ОЈ 

(1.1 ) 
, 



torla., za {::7.'Ukl рљтilnо promenljivi niz (Ck) , k Е N proizvoljnog indeksa Q Е IR, vazi: 

х ~OO (1.2) 

aclx] (1 +0(1)), л> 1 

Лоkа.z, 

SmatrH('CmO cla је niz (Ck) generisan pravilno promenljivom funkcijom +- ха Т.' (х). о' :::: 

IR. L (.т): Loc (L) , tj. С, = kO L (k) , k Е 1'1; Clx] = [х]О L ([х]) . 

Ргimспi('сmо poznati stav о р.рЈ. u sledecoj varijanti ([7], Seneta, str.19 i 20): 

Za о > О. у,йј: 

Nckc.. је л. U < л < 1, fiksiran realan Ьгој i Ck = k" L (k) , k Е М, Q Е IR : 

1 ( k ) 0-' ( kL (k)) , 
Ј(х)Е [х] . [x]L([x]) а,х 

k$лх 

1 (k)O-' < f ( ) ,up -[] sup (Н (k)) I ([хЈ L ([х])) . L а,х' 
х k$>'x Х k$лх 

k$>.x 

. _ 1 ( 101-') ([ЛХ]L(i,IJ])) - (prema А, ,u,lovu 1,1) - f (х) о ([хЈ) ,О [тЈ т, ([,У]) . 

,О (е-Ь'(Л)Х) f (х) 

Nekfi је :-,(\(1;1: л> 1, e-fiksiran realan Ьroј, О < е < mјп (1/2, л -1); јтато: 

+ 
~l-E)X {l-Е)х<k$(1+Е)х 

5, +5,+5з 

9 

(l+Е)х<k$лх 

"- k 
akCk X 

f(X)cl,1 

(1.1) 



l'Л:~!Jlа ргсtlю(lпо dokazanom (). = 1 - Е: < 1) : 

SI = 0(1), х ~ оо. 

/1 .. tlR]оgrл jr:: 

SЗ < 1 SUp(Ck). L akxk 
f (х) k9x С/х] (1+t)ж<k:S>..ж 

f ~x) О (x101 +1) (S (л,х) - S (1 + е,х)) 

0(1), x~oo 

Оа )ј ргои:Ilјlј sumu 82, predpostavimo nacas da је indeks niza (Ck) pozitivan. 

Ро;:ј () јг: (] < Е: < 1/2, koristeci osobine A1 i Аз dobijamo: 

sup С;; 

k"'5(l+t)ж 

С[(1+ф] (1 + 0(1)) = CI.] (1 + &)0 (1 + 0(1)) 

- С].] (1 + еО (1) + 0(1)); 

С].] (1 +еО(l) +0(1)), х ~ оо. 

S, < 1 '" k . sup С}; ~ akX 
f (х) С[х] k"'5{1+t)x {l-t)x<k"'5{l+t)x 

1 
f (х) (1+ еО (1) + o(l))(S(1+ е,х) - S (1 - е,х)) 

(1 + еО (1) + о (l))(а + 0(1)) 

- а+еО(l)+о(l); 

S, > 
1 . 

Ј() . mf ck·(S(l+e,x)-S(l-е,х)) 
х С!х] k>(l-t)x 

10 
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- а+оО(I)+о(I), x~oo (1.',', 
\ . - I 

1'0;:;10 је Е proizH)ljno тыј pozitivan broj, а konstante u 0(1) пе zavise od с, iz (1..1) i (1.':;) 

i'l-\.klј~l(:llјс:rю па је: 82 rv а, х --t оо; sto zajedno sa (1.2) i (1.3) daje dokaz паvedсrюg o;ta\"Cl 

~aCl>U_ 

Za Q < U. {jO;';:,LiC izvodimo па slican паёјп koristeci osobine А2 i Аз _ 

Za о = U, н:;.: (kLk ) ,k Е N је indeksa 1, раје ргета prethodnom: 

1 
5, ~ =-с-о-I (:1) L 1xl 

1 
[(1 _ о) х] + 1 [(1+ е) х] (а + о (1)) 

. , 
1 

5, > '-;[(1'-+~o-;-)--;xJ ([(1 - е) х] + l)(а + О (1)), 

st.o pokazu.:t' ас! .је. i u tom slucaju 82 rv а, х ---.--ј. оо, cime је doka.z Теотеmе Аl. zavr'-cn. 

Ргiшс(:1)ii. Z<l (), = О, oCigledno је 82 = 0(1) ра iskaz Теогеmе Аl glasi: 

Ј!х) L ~,a,x' ~ О (cl'J) , л Е Jl!.+,x ~ ОО. 
,<"" 

ГгirпСIl;('('~П() ,,;cda prethodno doka.zani stav па izvodenje asimptotskog ропаВапја odseC:kil 

ck~pOIle))ci.i<llnog, rcda: 

Тсогсша А2: Neka је (cn) ,П Е N, pravilno proтenljivi niz proizvoljnog indek81L й Е lR. 

'rada Је 

х' -. L е С,- -
k! 

1 
2 С[х] , х -+ ОО. 

kS',>'x 

С[х], ). > 1 

11 



с okolir,i t acke >. = 1 vaZi јов precizniji stav: 

ТСОl'СIШl А3: 

-. е 

х' 
" Ck- ~ ~ k! 

k:5x+a(x) 
с + Ј,г Erf (ь/Ј2) ) СIФ x~oo 

Dok;n: ~]юdпо premisama iz Teoreme Аl, dokaz navedenih teorema zavisi od аsiшрtot-

skop; РО'1ils:,пја sume L:k<n ~~, п = п (х). - . 

lz\т~f:СГ:1I1 пјепи integralnu reprezentaciju. 

\ .1 . 

Za П = : АХ] ргосепјто prvi faktor: 

." \ 1.1.::;:='-

1 >.х-l п 
л--==-"<-= 

х х х 

~ ВЕ [0,1), раје 

[лх] 

х 

лх 
<-=л 

х 

-~-+I--=л~л+l-л--~л+о - , п п п 8 (1) 
х х х х х 2 

х -t ОС. 

о(lllОЧlO Ј2.:2) i п = [>.х]): 

Za А <: Ј. , 

[" 100 d (е-" (1 + t)n) 1 1 
с -., (1 + t) п dt = п < -- ~ ---",-'---ссс 

. {) о ж - х х - п х (1 - >.)' 
х -7 ОС, 

12 
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;:t.o, /.ајеdло 00(1 )':3) daje procenu za л Е (0,1) : 

k 

S([лх],х)~ L :, =O(e-(ЛlnЛ-Л+1)Х).еХ , x~oo 
k~лх 

1:<1. Л > 1. sшсл;-, f + 1 --+ t daje: 

е"([,+[,), 

п! 

а рагс;јјаЈ1Юг.1 iIltcgTacijom lako dobijamo procenu integrala /2 : 1121 = о (е:ж ) , sto, s оЪziгош 

, 
L :! = (1 +0 (e-Х(Лlnл-Нl))) еХ, x~oo 
,Ох 

Poslo је Ь (,\) : = ,\ ln л - л + 1 konveksna nenegativna funkcija za л Е (О, +00) , 
• 

ь (О 1) = 1 Ь (1) = О, Ь (л) > о za л l' 1 i v"zi, 

Ь(л) > 
ln' л , ' 

лЕ(О,l) 

л Е (1,00) 

1.lропх111јll(:i (2А::, i (2.5) sa Teoremom А1, vidimo da su uslovi teoreme zadovoljeni й: 

. (l-л)' lп'л 
ј(Ј)=е",а,=l,kЕN';Ь,(л)= 2 ;ь,(Л)= 2 ;а=l; 

j~ С:еiЏt slc(;: u\(~];():;t prvog i treceg tvтaenja iz Teoreme А2. 

1т tlOki:t:I1, "!l:I}]'cme А3 koristicemo sledeCi poznati stav (Lebesque) (Vidi [6): 
\ , 

St<lV А; .Ус /,"ј su Јп (t) , п Е N, neprekidne Junkcije па [о, ос) pri ёетu је IJn (t): < ;: (t) I 

J~--':J ';: (t) dt !,'IJ{/('( r:qira. Zatim, neka Јп (t) --+ f (t) ,п --+ оо ravnomerno па svakom inlrЛЮ!U 

13 



[О, и] . (1 > О. Tada је: 

100 Јп (t) dt ~ 100 Ј (t) dt, п ~ оо. 

Dokaz: 1.",cedimo u (2.1) smenu: 1 + t -t ~ (1 + tn). Dobijamo: 

c'S(n,x) ..;п х,,+l -х ЈОО -1I+X (n)1I -,,Гnt+1IlD(1++ \, it - -. е е - е VnJ ( _ 

х n1 y'n(~-l) х 

_ v;>nne-n (100 +ЈО ) (e-(vn'-nln(1+-;!;;JJ) dt 
n. О ,Гп(~-J) 

(3.1 ) 

ОZ!l<lёiшо p,yi integral u (3.1) sa Ј1 а drugi za Ј2 i пеЬ је 

9 (п, t) := vnt - п lп (1 + Јп), t > О, п Е М. 

N<i ОО'П()\'l1 Ci:ljcnica: 

1: Л (п. t) ,је I!lonotono rastuCa funkcija ро promenljivoj n. 

Dokaz: 

l
Ј+<I,Гп1( 1)' 0< - s-- ds= 

- 1 2 s 
1 (1) ЈЩ,Гп 
2 s- s -lns 1 =g~(n.t,). 

• 

р,iшенјllјuсi Stav А sa: 

(:12) 

Zi\ 71 = [х --;- l\ (х)] , imamo 

t' 
9 (n,t) = -2 (1 + 0(1)), х -t 001 

14 



ра ргсша 1 оте 

s (1)!'.jгnm cla \,:Ln.ne-n ----t J~'n ----t ОО, iz (3.1), (3.2) i (З.З) i Teoreme А1 sledi t\тс1епјс iz 

nПlgi ~t й\" iz Теorете А2 dobija se iz А3 za Ь = О. 

Коmmш.н:iј()ј:Ј metoda primenjenih pri dokazivanju А1-А3 тте se dokazati s]ulcc:i sta\": 

ТСОГСПlН А4: Neka је f (х) pravilno promenljiva junkcija proizvoljnog indeksa (ј, lokalТl () 

oymnii.x IШ 110 i7i(crvalu (а, оо) , а (х) : JR+ --t IR+, :;':) = 0(1) ,х --t 0+ i {3 (х) : ffi.+ ----t IR. f У 

k!Јl/1;сk.'ща Junkciju koja dostize svoj (jedinstveni) minimum и tacki х = с Е (О, ос) , ;з (с) = 

.1 > 0,3' (с) = О. ј!! (с) = В > О. Pod tim uslovima vaZi asimptotska relacija: 

2п -Aa(s) 

Ва(в)е , 
s --t 0+. 

• 
lkt S(~ Il~ l,i pOllavljali ovu teoremu ostavljamo bez dokaza. 
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Poglavlje В 

Klasa analitickih L * sporo 

promenljivih funkcija 

с opstem Slll'::CljU, sporo promenljive funkcije, uprkos svom iПlепи, роlшzији \'elikll ircgu-

lаПlOО:'t Il р()па ... <;апји. Naprimer, (Bingham [4], str.16) za spara promenljivu fllпkсiјu L (х) = 

ехр (Јп Т) " сав (lnx) Је ( Ј 'ј 1/3) . 
• 

Ет inf L (х) = О, 
х_= 

lјт оир L (х) = +00. 
х_= 

~tOyj;,;c, (Асiшпоviс [2],[3]) za svaka dva elementa а i Ь intervala [0,+00] (а < Ь) . poc-tОЈl sporo 

рmшепlјiУ<1 fllпkсiја L (х) , neprekidna па [О, +00) , takva da је 

liminf L(x) = а, lјтоир L (х) = Ь. 
х_= 

х_= 

() г.сkim (iГl1~im analitickim svojstvima (diferencijabilnost, monotonija, itd.), u орstсЛl ,;lUl:ajll, 

нс 1IiО7Х: 1-Jiti р.;оуога. 
'. , 

s о)/.imrп cla sporo promenljive funkcije ucestvuju u asimptotskim геlасiјаша kojc yaze 

ZC1 (!о\'о)ј1\С1 H~like vrednosti promenljive х, njihovo pODa.Sanje па koпаспјrn iнtсгv'аЈimа koji 
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oI:Jull\"aiajll I111111 је od drugostepene vaZnosti i data funkcija se uvek moZe tako "pOprayili" 

da Ьшiе lС1kаlrю oganieena i 0(1) za х ---+ 0+. 

Кla"u taKxill fllnkcija oznaёavamo sa Loc(L). Ocigledno је da njihova asimptotska ,,\'(;-

јst'Ђ \1 Ъеskorшl'IJ(.1sti nisu narusena. 

с mпоgi:Јl C'tiJ\'ovima Karamatine teorije pravilno promenljivih funkcija, пјјЬоуе sp(Co:;j-

јnlпс ()sоЪiпс Sll t'ksp1icitno naznaeene. Naprimer, u definiciji kompleksne sporo рготnеп1ii\'(-: 

flшkсiјс L (,-:;) , /.ilbleva se пјепа analiticnost u oblasti: {z, Izl > т, largzl < а} HZ ш;lоу 

с liгщ;im slll('ajevima ogranieenja se odnose па indeks pravilno promenljivc fHH kcijc 

(р.рЈ_) ili SC IlIHlpred zadaje monotonost, itd. 

КоmРГl..гаliпю је mali broj teorema koje vaZe za р.рЈ. proizvoljnog indeksa . .Јеdла оЈ 

t,alc\'ill .ie Stay ("1 ~.Vuilleumier koji сето koristiti u Poglavlju С. Јмпо је da u"lO\-ј Уа 

\,C\L;(:'Jl.;C lak\,j}1 .. ~jobalnih" stavova moraju biti dovoljno restriktivni da bi obuhvatili i napIcrl 

сitiгапс сk':itгепшс slueajeve. • 

s liгщ::,е stлше. teoreme tipa : 

::и(:' B1-llјјЈl. Н);ј9): Za svaku s.p.f. L (х) postoji L1 (х) Е С=, L (х) - L1 (х), х ~ х. ili 

'\ј. · .. ·Hl[·6)·Z -,- f ',.! ( ,IП1()\ 1(;. ,. ) .. а sva.кu S. р .. L (х) i proizvoljni monotono rastuci, пеоgГЩliССJli niz 

(.t,,) , posto,ii Т п Е сео takva da је L (х) '" Lo (х) , х --t оо i Lo (хn ) = L (хn ) Zfi (!U;()ljIlO 

H:liko '11_ 

iшрliсјГ;lјll сlа "е "loSe" s.p.f. тogи, za dovoljno velikH vrednost promenljiYc zamcIljj i 

сk\'ј,Ћ]спt,пim, analitickim funkcijama sa svirn povoljnim svojstvima koja iz toga sl~(k:, Sашim 

tirп -",е гј;:о;iсiпi llC'!O\"i о kojima smo govorili тogи oslabiti ili см ignorisati (Vidi PVg1av1jc СЈ-

РЮЫСПl C',I ,шаlitiсkim funkcijama Lo i L1 U navedenim teoremama је sto su z1юр; "\'ојс 
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kon;:;tr\1k,alJil:lOsti apsolutno neprimenljive u konkretnim problemima. 

Sl,O~i\ jr Тlas zadatak u оуоm odeljku da eksplicitno, za datu s.p.f. L(x) odrcdimo П = 

.'1 (L (.г)) 9 Е (700 i 9 (х) - L (х) ,х ~ оо. 

Роkct:,ti.,t:спю takode da se analiticka funkcija 9 (х) moZe produziti па deSHlJ kошрlcksпu 

роlurау<:ш ti.i.ko da svojstvo sporo promenljivosti ostane saCuvano, u smislu: 9 (ХЕ:,,,Ј) "-' [./ (Т) '" 

9 (х) . Ј ~ "'.1\01 < 7Г/2. 

НаZНlO\гiс:г;mо, u tom cilju, realnu ili kompleksnu funkciju il (В), Laplace-StifЈtјсs (lS) 

lгап;:;fПГIfJ<tсiј1l date funkcije и (х) , definisanu kao: 

pri L't'ШlJ је iJlt,cgral apsolutno konvergentan za Re s > а > о. Osnovu za dalja isрitiУiшја dajc 

~lc(lc(i [4]: 

Stay В1. (Feller 1971.): Neka је и nеораЈајuс.а funkcija па 1R; и (х) = О ZIL Х < О i 

'й (s) < ()о 211 sve dovol[ino velike s. Neka је L Е В.Р./. С > о, е > о. SledfI(1 [иН/С1lја su 
• 

(- kL"1 '(1(11 ('11 t11 п.: 

u(х) - cx'L(I/x)/r(l+e), (x~O+) 

Zil (! '-= (). с = 1, stavimo L (э) = il (э) . Iz navedenog stava sledi: 

1 [, (s) Е L 'Х Iйо LS transformacij а monotone funkcij е. 

L' (s) ~ - f.= xe-"du(x) , 

18 
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Ргеmа tтлс sпю. \lZ uvaZavanje uslova iz Stava В1 dobili eksplicitan oblik funkcije в.р.Е. 

I (,Ј ~ [. (s). I Е С;=, za Бvзkи nerastucu Б.рЈ. L(x). 

Sacla ПlO/.СПlO definisati klasu analitickih р.рЈ. indeksa е Е IR, generisanih sa L (8) : 

:t..foze ",С' (l()kH7(l1 i (yjdi Teoremu В5) da su R (х) elementi klase SRe (smooth variatiOJ1) (ВiП5Z:­

Ьаш [{,.~I lј. ЈУ") (:с) = О (~(:»),x -1' оо. 

Posto је l. (s) Jiferencijabilna (za dovoljno veliko s) s.p.f., ocigledno уыј (vidi ['11): 

A ~ :"[/(7) --+ U т --+ ,..",.., 
. Цrј ." '-"-' 

13 : Ца",) -----'- 1 Е II!.+ 
ЦЈ) . . У -----'- оо, а 

РОО;Шћlга,јпю o;n.da funkciju kompleksnog argumenta: 

L(zx) = 1.= е-Щdu(у); х Е 1I!.+,z Е Z,Rez > О 

L (.:.г) prcLlsr:i\)jii, analitiCko prodpzenje funkcije L (х) па desnu kompleksnu роlUГ(1\ЋП. (Za 

Iт= = О.Цсг) = L(xRez) ~ L(x)). 

l·\llIkci.:a l. ('::1') је dobro definisana јет: 

1 1.(=.тl 1 < {ОО le->ХУdu (y)1 = 1.= е- Rm'du (у) = L (х Re z) = О (L (х)) < оо 
.10 о 

Ћ,'UгеП1<i Н]. Funkcija L(zx) је s.p}. u sireт smislu, naime vaZi: 

L (zx) 
L(x) _1, x-оо,Rеz>О. 

Поkаz. Ncka је z = а + Ы, а > О. Imamo: 

L(zx) -1 
L (х) 

< 

(
L(zx) -1) L(ax) + L(ax) -1 
L (ах) L (х) L (х) 

I~L;-c("-'zx+) _ 1 L (ах) + L (ах) _ 1 
L(ax) L(x) L(x) 
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.:'\IеСјlltiтп: 

L(zx) -1 
L(ax) 

јоОО e-(о+bl)хУdu (у) - јоОО c""1ldu (у) 

L(ax) 

јоОО е-=У (e-biжУ -1) du (у) 

L(ax) 

јоОО е-=У Isin ~xyl du (у) < 2 _ 
L (ах) 

Ibl (ОО e-=Vaydu (у) 
< (Isin tl < Itl) < _x·"'Jp'----=-,.---'с-= 

а L (ах) 

Ibl L' (ах) О 
- ~~ax L (ах) --+ , х --+ оо 

Z~)():; :).2';' i В, iz (1.1) sledi: 

L (zx) _ 1 О Re О 
--+ , х --+ ОО, Z > 

L(x) 

IЈ. t,i1.Спос;t Пflусdепоg stava. 

}1rсша loтnc, analitiCkim produzenjern se пе gubi svojstvo s.p.f . 
• 

L(zx)~L(x)~L(x), x~oo,Rez>O, 

L(xe") ~L(x) ~L(x), x~oo,I'P1 <7[/2 

(Ј .2) 

( 1.3) 

Леf-iпi:;ul:i ,,,:с' kao е!!ln;!: gde logaritam uzima glavnu vrednost, dobijamo analiti{;ko РПХ\llZ.спје 

ЈЧ.f. 11 (с) - z'L(z) , largzl < 7[/2. 

Iz (1. Т :-;l<':lli: 

1))"1]!"",l \:Mijanta analitickog produzenja dobija se iz sledeeeg ([4] str.274): 
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StHV Пl: Z(J ncopadajucujunkciju u(х) ,Х Е (0,+00), iskazi: u(х) Е s.p.j. ~ '11 (1/:г) :::: 

s.p.j .. :Г ----+ Х. su medusobno ekvivalentni i daju: 

и (~) 
и (х) 

~ 1, х -1- ОО. 

l~\"С(lirrю ;:;шtoIlll 1/х = s,s _ 0+ i stavimo: 

Al1alitil:ko ргщluzепје је dato sa: 

.Ј;, (z.r) .је (\0\)1'0 dcfinisana i сиУа s.p. svojstvo. Na nal:in slican prethodnom, dоkazuјепю 

оан о;:; 1]( ): 

• 

L (zx) 
L (х) 

~ 1, х-О+ , Rez > О, 

Y]"(~(lp()";l;j\·k(; (") monotoniji generisuCih s.p.f. L (х) i и (х) u prethodnim stаvо\'iша IЛО;.';\l 

Ъili i;_',"Il(лј:-;i"I~јС kilO sto kaZe Karamatina ТаиЬеroУа Теогеmа (1931) ([4]јstг.4З); 

StaV: Х! 1,11 је и, (.) > О, с > о, е > -1, 11. (s) = s ЈоОО СВ:Сu (х) dx konvergira z,~ s > U. L с 

s .р.ј. 111(1([: 

u(x)-сх'L(х)јГ(I+е), x~oo 
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imp!ielra 

I\<ld,:Jjc (~еПlО koristiti i sledeci stav: 

St~v П2 (AljanCic (1954)): Ako је ,а neko б > О,јо
ОО t" Ik (t)1 dt kOnVf"Qim za -6 < 

1) < 6 i Т.' Е Loc (L) (tj. в.р}. L (t) је lokalno ogranicena i 0(1) za х --+ 0+) Lшlа је 

1.00 k(t)L(xt)dt~L(x) 1.00 k(t)dt, x~oo 

:\ko је Ј;Ю k (1) dt = о ondaje 

1.00 k(t)L(xt)dt=o(L(x)), x~oo, 

S\il\'iпю II citiranoj Karamatinoj teoremi: с = 1,е = О,u(х) = L(x) Е Loc{L) ,L. (5) 

11 (s) . l)оЬiјШllО: 

[,(S)=S1.00e-·'L(t)dt, L,(s)~L(l/s),s~O+,L.(S)EC~· 

.л.паliti(;kо proclu.zenje funkcije L*.(s) па desnu kompleksnu poluravan, dato је sa: 

7r 

largzl<2' 

Тсог(mш ПЗ: 

L. (z) ~ L. (Izl) ~ L C:I)' 
7r 

Izl ~ О, largzl < 2' 

Ncka је ~ ~ г", Izl = т, 'р = argz Е (-" /2, ,,/2) , 

Г)()kЩilС:-(Т:l.О, preciznije, sledeci rezultat: 

Т'согсша ПЗ': 

ReL. (ге") ~L(l/r); ImL. (ге") =o(L(l/r)), 
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Оulш.z: 

раЈС 

ReL. (ге") г 100 e-"ОО',сos (<р - tr,in<p) L(t) dt 

ImL. (ге") - г 100 e-"ООО'siП(<р-tгsiП<р)L(t)dt 
l~\'()(!c(:i smСПll : ir = и i primenjujuci Stav В2 (uslov је ispunjen za б = 1/2)1 1/, -+ +х 

- 1°Oe-uооSЏ>сos(tp-usintp)L(~u)du 

,..... L (~) 100 е-исов<р соэ ('" - usintp) du , 

_ 100 e-U<DS<рsin(tp-usintp)L(~u)dU 
'" L(~) 100 e-uсов<Рsin(tp-usintp)du, 

T~O 

Inlc~ro.li па (!cc;JJim stranama postoje (СОЭ'" > О) i пе zavise od parametra 'Р. Prvj је јс(iлаk 
• 

1 ,l (irllgi О, iz {;cg<l proizilazi taenost tvrdenja u Teoremi ВЗ', ра prema tome, vaZi i Теorсша 

11:;. 

Zпас-i, (Ја kшпрlеksпо-апalitiсkе funkcije L. (z) preuzimaju ulogu s.p.f. u desnoj korпрlеk~ 

srюј роlШil\·лi . 

.Jos јс(јl1а illla!ogija data је sledeeim stavom: 

ТСОГСr1Ш П4: Za svako с Е Z+ iz desne kompleksne poluravni vaZi: 

L. (cz) 
L.(z)~l, 

7г Izl ~ О, largzl < 2 - largcl· 

Dokaz ЛРј)()С'гс(lпо sledi, jer је: arg cz = arg с + arg z ра је: 

7г largczl < largcl + largzl < 2· 
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РгiПlt'1Јјl1.ilJ(~:i Tcoremu В3 dobijamo: 

Апаlо(.';uп pm\·ilno promenljive funkcije indeksa О!, ттеmо definisati эа: 

R(O) (z) .= e-"to- 1 L (t) dt 1 1= 
, . Г(о) о ' 

1г 

О > О, larg zl < "2 

(11 сkfiпi('iјi stcpena zC< uzimamo опи gтanи koja је pozitivna za z Е IR+). 

Тсогсша 05. 

R~O) (z) ~ С) о L' (z); 
1г Izl ~ O,largzl < 2,0> О. 

])ok;u .јс !-'lieall izvodenju Teoreme В3: z = Izl ei<p, 

Re(R~O)(z)) -

Im (R~o) (z)) 

1 1= 
Г (о) о 

e-*I =. со, (t Izl ,in '1') to - 1 L (t) dt 

- e-*I=',iп(tlzl'iП 'l')tО- 1 L(t)dt 1 1= 
Г (о) о 

ра 1.1уо(!сСј ,,;лспu t Izl = и i primenjujuCi Stav В2 koјј vaZi za 6 = а/2, dobijamo: 
• 

L (&i) 1 г= -џ=. ( . ) 0-1d 
~ Г (о) . Izlo Јо е со, U'Ш'l' и v 

Im (R~o) (z)) ~ L (&i) 1 г= -џ= •• . ( . ) 0-1d 
Г(о) . Izlo Јо е ,ш U'Ш'l' и и 

ako !~; ~ u- I . , 

Z,,- izгаl:1.:лаvanје integтala па desnoj strani, koristimo ([35] Titchmarsh, Тћсо:-у оЕ fllПС-

100 e-r"ООSUЛсоs(rUsiпал)dr ~ соэ).'Г (~) 

100 e-r"ООЗUЛsiп(rUsiпа)')dr ~SiПЛ.Г(~) 
1г 

а > О, la>'1 < 2 
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'Г\'оdс(:i С;Пl('llll (= u1/а ,о: =! > О,>. = o:rp dobijama: 
" 

ра У" 

ЈоОО e-U!,DS 'Рuа- 1 сав (и вјn '{Ј) du = Г (о:) сов о:с.р 

lI~a)(z) _ Re(R~")(z))+ilm(R~")(z)) 

- L C~I) Iz~" (со,,,,!, - i,iпй<р) 
L, (z) 7г - (prema ВЗ) - ,Izl ~ О, larg Zl < -. 

'" 2 

NaH:::;CT:r)(J јо; i jf'dnu analogiju ва klasom SRCt (smoothly varying functions) [41: 

Duk<-lZ: ']'п(lсnјс II В6 је pasledi~a Теотете В5, јет је: 

7г Izl ~ О, largzl < 2 ," > О. 

Уагiјrш\;) s.p.f. L. (s), је funkcija 

L' (B)'~ S J.~ e-"'L (l/t) dt, L(x) Е Loc(L) 

L'(s)EC~, L'(B)-L(B), B~OO 
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ТСОЈ сшс 1133-B6} se analogno izvode za klasu funkcija L" (8) (эа obrnutim 0+ i оо:. Pusto 

t1.l kl(i>'11 kогif'limо u Poglavlju С, izve~cemo dva пova stava: 

Теогспш П7: Ako а (8) -+ +00,8 -1' ООј а (8) "" Ь(8), 8 -+ оо onda 

L" (а (В)) - L' (Ь (в)), В ~ ОО, 

Ookaz:: S obzirom па uslov teoreme, 

a(8)~b(B)(1+o(1)), B~OO 

Ргсrrш 1 оте. za dovoljno veliko 8 > 80 тoZeто naei е = е (80) tako da vazi: 

Sada је: 

ј alluJop;тlO: 

b(b)(l-Е)<а(в)<Ь(в)(l+Е), в>во 

L'(a(B)) - а(в) 100 e-аИVL (l/у) dy 

< Ь(в) (1 +Е) 100 e- Ь(')(l-<lvL(l/у)dу 

~. Ь(в)(l+Е) .и(Ь(в)(l-Е)) 
Ь(в)(l-Е) 

L'(a(B)) > (l-Е)L'(Ь(В)(l+Е)), 8>Во, 
- 1 +Е 

St og<L је 7.'l O'Yako fiksirano е 

li 
L'(a(B)) < 1+0 li и(Ь(в)(l-о)) l+Е 

ffiSUp m = 
,-оо L'(b(s)) -l-Е'-ОО L'(b(B)) 1-Е 

)' 'Еи(а(в)) 1-Е), и(ь(в) (1+ Е)) 1 --'О Е 
IШlП > Јт =-
,-оо и(ь(в)) - l+ЕНОО и(ь(в)) l+Е 

Ј-с ) ,nfи(а(в)) <)' и(а(в)) li и(а(в)) Ј +Е 
1 1-" ~ ';";:" L' (Ь(в)) - ,!..~ L' (Ь(в)) < ;п,:р L' (Ь(в)) ~ 1- Е 
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s оЬ:tirош Clil је ,:" proizvoljno mali pozitivan broj, zakljuCak iz teoreme sledi. 

])еfiнi:;iУП() ~;-C(:''-' па uоbiёајепi паёјп, р.рЈ. R~ indeksa а sa R~ (х) := ха L· (х) , (): Е ј( 

Iшапю: 

:.са .';-\'<-"kll .<-.п.(. L (ос) Е Loc (L). 

О,шаtimо Si". НО skup svih p.p.f. indeksa а Е IR. 

Sa SП" oZlla(,I\oЋ se skup svih funkcija f Е Ra , f Е СОО za koje vaZi: 

,;сП Ј(n) (х) 
I(х) ~a(a-1)···(a-n+1), x~00.([4],str.44) 

TC'<H'Ulllo Н8, Za L(x) Е Loc(L) vaZi 

х" (R' (х))(n) 
О ~ а (а - 1) .. · (а - п + 1) х ~ оо. 

R~ (х) , 

Dukш: P();:i10jc: 
• 

(
L' (х))(n) 100 
х ~ о (-l)n tne-·'L(ljt)dt, п Е N, 

lпшtпо 

х" (хо+! (и;х))) (п) 

х" t, (хo+!)(') (и;х)уn-') (:) 

хО+1 100 е-·' (t, (:) (a+1)a(a-1) ... (a+2-k)(-xt)n-') L(J/t)dt 

Smепош .1'1 - 1/ i primenom Stava В2, dobijamo: \ , 

rn(H:(.c))ln) ~ (-l)nn!хОL(х)· (1+ :t(-l)' (a+1)a(a-~ ... (a+2-k)) .. 1~ х 
k=l 

27 



Izraz 11 zii.!-':I"acli је: 

(_1)" а(а-1) ... (а-n+1) 
п! 

sto se lako (iokazuje, naprimer, indukcijom. 

хо L (х) - R~ (х), х ~ ОО, 

t аl:п()с,t iska:;," 11 Teoremi В8 sledi. 

P05'lcdicCl.: 

.r;dc арsоlulllЛ konstanta и О nе zavisi od х. 

Jos \"azoi.ia posledica sledi iz stava ([4], str.45) (Srnooth variation theorem): 

Zu .т,;"" р.р.ј. ј(х) ,Ј (х) Е Ro postoji g(x) ,g(x) Е SRo tako daje 

g(x)-f(x), х _ оо . 

• 
1; (iоkn.zгшоg sledi da za svaku s"p.f.E Loc (L) пa.Sа funkcija R~ (х) predstaYl.ia cksrlicitnu 

("CCJ.limr.iju f"llлkсiје 9 iz navedenog stava. 
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Poglavlje С 

Asimptotsko ропаБапје nekih klasa 

polinoma sa pravilno promenljivim 

koeficij entima 

с О\"ОПl (J~:)11 љ(lа posrnatramo роЕпоте Рn (х) оЬЈјЬ Рn (х) .- LkSn An,kxk sa rCi:lll1im 

kocficijCll1 iпы i llјјта pridruzene polinome 

Рn+ (х) :~ L IAn,.1 х', х> О, k Е N, 
.<n 

Р;: (x):~ LC.An,kX', 
kS',n 

",;'(1<:' је (1, ргаУilrю promenljivi niz indeksa Q Е 1R.- U {о}. 

ћ-ј ј,.;рiјј\'i~лil] asimptotskog ропаВапја polinoma Р:: (х) za п ---Јо +00, роslllziСТI::Ю .С;С 

sle(lc('iJJl ",1 (\\"(Н)1 \l.Vuilleumier ([4Ј,[36]) koji daje neophodan i dovoljan uslov za "h.c;impl otC'ko 

роnаsан.је Jlt7.0\'i\ 11 kojima ucestvuju sporo promenljive funkcije Lk• tj. nizovi (Ck) indcksa О. 
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StclY С.l. Za svaki sporo promenljivi niz (Lk), k Е N asimptotska relacija: 

LankLk '" ALn , п - оо 
'<" 

cai"i (11.:1) i 5(Ј1!)О ako matrica (ank) ispunjava uslove: 

с) роslлјi ~Toj А Е IR+, tako da је: 

Lllnk - А, п - ОО. 
k~n 

Slc(kf:i sti1\! koji Сето koristiti је dobro poznat u teoriji konveksnih funkcija. (yi(li [:Ј:;. 

Stav С2. Nekaje <р: (а,Ь) - IR, konveksnafunkcija i t k Е (a,b);k Е N. Т(Ј(](Ј. za 

pT·oi2l:olj7ll.:. Jio;;;itivne brojeve Pk, k Е N, vaZi: 

1"(1Пr;1l1i~illlО sledeeu teoremu: 

TeOJ"crн<1 Сl: Da bi asimptotska relacija 

(11 \ , 

"I.'u.zifIJ ZIL s1.'oki pravilno promenljivi niz (cn) indeksa а, а < О, neophodni ви us/ovi 

1: lJIЛ јп! ;:','(")1> О; 
.. , Ј,,(х) 

l!o 
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Dokaz: j'rul"tavimo ШZ (Cn) u obliku cn = -!::; а > О, gde је Ln proizvol.i:1Тl ~poгo 

рroшr.пlјi\'i lliz. i ргјmепјmо Stav 1. па matricu (ank) definisanu па sledeci naein: 

(~) '" А",kжk 
Рn (.т) 

О, 

1 < k < п, х > О, Рn (х) I о. 

k>n 

S:lCiu је: Lл~" I!"I. ""' С (х) ,п --t оо јет relacija (1) vazi za svaki niz (4.) ра i za Ln ~ 1. ТI = 

1.2.. Тiше је j~pиnjen uslov с) Stava 1. Uslov Ь) је trivijalno ispunjen јет је Jlitsa ((Јп},) 

Ш:Ј.t,гн.:u tГПll:;';Юllil. Za uslov а) Јтато: 

Lk<n ~ IAn,kl xk 

L'$n IA,."1 х' 

Ро!;!о j(~: :1: ---'> .г-(ан) konveksna funkcija za х> О,а + е> О, рптenјијиб Зј.ау2. ~a 

s оЪziПJI!Ј (!а :--;1) оЬа izraza u zagradama nenegativna i пе уееа od 1, neophodnosl \'(i/(;ПР 

lCll:kc а:) ј?; St<l\Ћ 1. implicira neophodnost uslova 1 i II iz Теогете 1. 

Ргimсtiпю ll,-t su uslovi 1 i П u navedenoj teorerni nezavisni rnedusobno i od paramr.t<1ra 

о i с:. Pok,"-z.аl:ICШО da su to i dovoljni uslovi za validnost relacije (1) iz Теогете 1.) za siroku 

k1<LC'Ll роlirюпш 1.1" (х). 

:\faime. clokaZill:emO da, ako su sve nule роЕпота рп+ (х) /х negativni realni bro.ic'vi, опсlа 
, 

:--;ll lls10yj 1 i П Jlcophodni i dovoljni za vazenje asimptotske relacije: 

31 



ОSIЮ\"Шl tшrеmа koju сеmо koristiti рп dokazu ovih i ostalih stavova, glasi: 

TCOl'Crn<l С2. Neka је 

k:::;n-l 

Sn (a):~ L : ' а> О 
k:::;n-l а + n-l,k 

(2.0) 

i pn(Ijlosl(1I'I:mo ћт Sn (а) = +00, а Е IR+. Tada је: 
п 

qde u'jJsl)lufllf1 konstanta и О nе zavisi od п i а. 

Doknz: Posto је 

а>О 

(\о1,iјarrю H:'Z11 izmedu Q~ i Qn : 

1ј. 

1 (' 1 1~ Q: (о) ~ Г (а) Јо x O
-

1
Qn (ае- х ) dx + Г (а) , x o- 1Qn (ае-Х) dx ~ 1, + 1,. 

~clc је " :~ " (а) :~ ln (1 + (Sn (а))-1/'). 

Z,1. ргосс:ю integrala 11 potrebna је sledeca lema: 

Lcma 2.1. Za х > О,U > О: 

е-Х + и 1 
ln 1 + и - 1 + и (-х + О (х')) 

pri ;::t ти (fJl.~()lutna konstanta и О nе zavisi od х i и. 
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е-Х + и _.::х,---
]п + 

l+u l+u 
_ 1Х 

t ue:t-
t 

dt 
о (1 + uex - t )2 

1
Х uеж-t 1 

t . . t dt 
о l+uеХ t l+ueX 

< t·1· dt=-· ·х' 1" 1 1 1 
о l+u 21+u 

Z ["_"!]" 
(i 11 = -'-'---'- ( () )lЈато: 

о ' 

!n ае-" + Ьn- 1 •> = : (-х + О (х')) 
а + bn - 1,k а + n-џ: 

sa kоnstдlltоm II () koja nе zavisi od а ili bn -1,k. 

Sa(l<1 је 

=-х+ ~ lnae-"+bn-1.k =-х+ ~ а (-х+О(.т')) 
а + bn _ 1,k а + Ьn- 1 k 

k<n-l k<n-l' 

t,j . 

ln Qn (аг)") = -х (Sn (а) + 1) + О (x'Sn (а)) 
Q ... а • 

Slccii: 

(ж, 
, . 

Po;to је. ,а 1 > О, с' = 1 + О (te') i za х Е (O,~) : 

S" (п) .Т' = () (s" (и) е) = о ( Sn (а) ln' (1 + (Sn (а))-1/')) = о (О (1)) = о (1) , S" (и) ~ х 

LiоЫјап](): 

еО ("'8.(0)) = 1 + О (x'Sn (а) О (1)) = 1 + О (x'Sn (а)) 
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'>< , -
!)([ l ) РО::;\ Н.Ј с: 

SaUit је: 

1; - (1,00 -100) xO- 1 ехр(_Х(1+ Sп (a)))dx 

- Г (а) (1 + Sп (а))-О + О (ехр (-~SП (а))) 100 xO- 1 е- Хdх 

Ј 

Pr-j ргосснi intL'gТala 12 koristimo slede6e: 

Qп (а) е-Х П (1 - : (1 - е-Х)) 
k~n-l а + п-ц 

< Qп (а) е-Х ехр (- (1-.-") SП (а)) , 

(јег је '::'/ Е'::::;'; 1 - t < e-t ), ра је 

(2.1.1) 

'2 1 2' " - . ) 

1, ~ г t,,) 100 xO- 1Qп (ае-Х ) dx = О (Qп (а)ехр (- (1- е-') Sп (а)) 100~a-lc ХЈХ) 

(2.1.3) 

Po~1 () је: 
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.!:"огmllliSilrС1П() sada sledecu teoremu: 

()nmCimO;-ја Ф,.', (х) familiju роћпота 

{ }~: (х) Е фn (х) ; Р; (х) ;~ t, ±A",kxk } , card Рn (х) ~ 2" 

gспсгiS<1fJirl роlјl:ОПlOт Р: (х) := L~=lIAn,klxk,X > О pri cemu su sve nule роlillOПШ 

p~- (х) /:1: ПС)С,ilt јУ:lј realni brojevi. 

'ГСОП:lш-t С.1 . . YekaJ·e Р; (х) proizvoljan polinom iz skupa фn (х) safiksiraniт ± znacima, 

ГаЈа. аsimрl!ttsЈ,:п relacija: 

L ±Аn"Х' Lk - Р; (х) Ln, п ~ ОО, Р; (х) # о 
kS;n 

1юzi za sm.ku ,~J}()ro promenljivu funkciju L (.) ako i samo ako је: 

(1) 

(ТI) 

)' 'f ",;(")( О' lrnlП "_<~-I'-'-) > , 
" ('" 

)' 'f x4-p;:t(x) О т+ 
lilllП n-.= '.~ +() > ,Х Е lI'It. • 

, "Рn Х 

• 
Dokaz: :Ксорlюdпоst uslova (1) i (П) dokazana је u teoremi Cl. РгedроstЮ'imо sblla 

а<1 su nClycciclli 11,.;lovi ispunjeni i dokaZimo vaienje Stava A.l., sluzeCi se Теогетоrn С2, за 

Qn (.т) = Р,,! (.тЈ. Iz uslova (1) sledi da х пјје nula polinoma p~ (х), ра moZemo sta\'iti: 

l<k<n 

О, k > п 

АПeLlоgпо (lО:<Ш.ll Teoreme Сl imamo: Lk:5n G.nk = 1, i za 'rf > О, х> О,: 

i:<n 

L IAn,kllxlk ,k-' 
«n IP; (х)1 
Р;; (х) Q~ (х) 

IP; (х)1 Qn (х) 

(l+:n(X))-' (1+0 (вn1(х))) Р;; (х) 1 
,- , 

IP; (х)1 п' 

35 

(' ) 



l'o~lo је 

0< liminf р':() < 1, 
п n· х 

о 

0< liminf IP; (x)1 < 1 
п Рn+ (х) - , 

s о1Ј7јгоm. Ја su uslovi iz Stava Сl zadovoljeni, posledica) Teorema С3) vaZi. 

ГОЫ:Ш1Ј'ајrло ponovo роЕпоm Qn (а) iz Teoreme С2" (Sve nule роliПОШ<i Qn (а) ја su 

гсаlпе i пеца1 јупе) , i predpostavimo da za neko а > О, vaZi: 

Ет a1.Qo (а) '" Ет So (а) ~ с (а) t о 
о n·Qo(a) о п 

Tilda 511 01 й Hslova iz Teoreme С3 ispunjena (Р,: 0= Р: О = Qn (а)), ра va7:i: 

L B!l>kak Lk ,..... Qn (а) Ln, п --+ оо 
k5n 

7,:1 s\"a:r.:.i С;јЈПГО promenljivi niz L (.) . Ali, va1:i i mnogo vi§e: 

Teurell1<t С4: Pod uslovom: 

lim So (а) ~ с(а) t о 
о п 

z.a sUll..i pml'ilno proтenl:jivi niz (Сп)) п Е N indeksa -о: (о: > О), о: Е R, vazi: 

LВn,ka'Ck - Qo (а) (с(а))-Осо , п ~ оо 
kSn 

(4.1 ) 

( 1.2) 

Dokнz: ?\арјвјто niz (Сп) u obliku сп = ~ gde је (Ln) sporo promenljivi пi;/" 'fada (с'1) 
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Stav 4.]: Tl'Т'Jenje (Сl) vaZi za Ln = 1,n Е JR.. 

Pod ЉЈщОIЛ ((;.1), оуај stav је neposredna posledica Теотеmе С2. Zaista: 

- Q~ (а) 

~Qn (а) (1 + Sn (а)) -о (1 + 0(.1.. 1 )) 
по п п В .. {а) 

п 

~ :oQn(a) ((с(а))-О) , n~oo 

РГ~lIlеЈ]ј,IlО ",ГL(ia Slav С1. па matricu [bnk ] : 

1 < k < п; а, а> О 

о, k>n 

korist.ei:i (\()k:Lz.:шi Stav 4.1.ј imamo: 

L ји",1 k-' = noQJ:~~~) ~ (с(а))-О-'. n-' = О (n-') , п ~ оо 
"< " • 

рй. РГtCПl<-l StaYll A.l. vaZi relacija (4.2)' odnosno (4.2). 

l" ргсtlю(!rю izvedenim teoremama, asimptotske ekvivalencije vaZe za svaki pra\'ilno ргощел]јivi 

пi7; (Ci,). k :- 1 2 .... ' indeksa а <О, sa neophodnim uslovima 1 i П iz Теorете Cl. 

Нлzrпоt гiССllЮ sada asimptotsko ponaS8Jlje polinoma Q~ (х) u slucaju da su us]ovi 1 ili II 

п аЛЈ::i(;lll. 

s tiтп 1] \'(:71. posmatrajmo klasu pravilno promenljivih шzоva (Ck) , gепегisапi}Ј spo:o 

\ 

рmшt'н].iiУОI!l fllJlkcijom L· (х) = х Јо
оо e- xt L (l/t) dt, uvedenom u Poglavlju В. 

• 

L' (k) 
k" 

kEN,a>O. 
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РгiПlеtilIlО (j"t Iliz (Ck) , indeksa - (о: + 1) iша sledecu integralnu reprezentaciju: 

с' , L' (k) 
-

L' (k) 
k 

1 

о: > о, 

'" оы/i:лJtj па ;Joznati stav о konvoluciji Laplasove transformacije. Prema tomc је: 

, L' (k) 1.= -ы ( ) 
Ck := ko +1 = О е и o:,t dt, k Е М, 

),;(lС је: 

u(",t) ~ 
г('о) Ј; (t - u)о-' L (l/u) du, ,,> О 

L (l/t) , 0:=0 

\-'П'\'јЈl"Ј:,-t."уiпю sada da uslov II iz Teoreme С1. пјје iБрипјеп, tj. 

li 
. fxf.Qn(x)_o 

mш Q () - . 
п П п Х 

l- ::;1 апјll о,JnО da formuliSemo sled~cu teoremu: 

Тс()гсшо. С5. Za svaki pravilno promenljivi niz (Ck) indeksa -(3Ј3 > 1, postOj1. ILszmp-

tot,ski cA'L'il'a!cntan niz (ci) ,k Е N, cn "" c~, п --+ оо za koji vaZi: 

LC;Bn.kXk - ci,(n)]Qn (х). (с (х))-' , п ~ оо ((.1.1)) 
k:Sn 

'Ј(Ј( ј'С '~(n) - . У, monotono rastucafunkcija, limtp(n) = +oo,lim <р(n) = О i 
п п п 

. xf.Qn (х) ( ) 
Ь~ 'р (п) Qn (х) ~ с х t о 

(]п (.1':\ јг го!mоm iz Теогеmе С2. 
, 

l)ukaz: 1;.-: uslova teoreme, oCigledno је da uslov II iz Teoreme С1. lllЈе ISРllПЈСll. Sporo 

proillPHljiyCi f\шkсiја L (х) koja generise proizvoljan niz (cn) ,cn .- L~;), П Е N је lokalno 
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оgтапiСtor).'-(, Р[l :l.<mptotska relacija cn rv c~, tj. 

L (п) 
пI' 

__ L '~( n-,-) 
пI' 

n~oo 

Z<l pгoiZ"\"OJjllil. ]okalno ogranieenu sporo promenljivu funkciju L (х). (Vidi Poglavljc IЗ). 

Uoka·;; гсkс:,iс С.1 sledi direktnim predstavljanjem polinoma Q~ (х) u integralnoj formi. 

РгiIш:t.iнlO пп. ~C St ау С1. ујве пе тoZе primeniti zbog nevaZenja neophodnog usloYi1 п. 

Iпш.mо: 

_ {~ [I:Bn'k{xe-')k] u(f3-1,t)dt; 
Ја k<n . -

'ј. 

с ршс(ll1јl1i'i tОПlllllu (5.2) sa izrazom (2.2) iz Teoreme С2. vidimo da је integrator {.(l:,Ј'" . lЈI 

Z<1.ПlCilјсп ~" и (.,3 - 1, t) dt ра, reprodukujuci dokaz Teoreme С2 i koristeCi: 

1. (а(.~)-Щ8~ооЛа(s)-Ь(s),s~оо)=>L'(а(s))-L'(Ь(s)),s~0о 

2. J~"') (~u (.3 -·l,t)e-stdt = ~ (L)S» = О (~;isJ) ,8 --+ оо 

(ЧiL\'о"\"i n7 i 1.38 Poglavlja ]3), dobijamo: 

' .. ' L' (1+ Sn (х)) ( (1)) (," (х) ~ " 1 + О S () . Qn (х), п ~ оо 
(1+ Sn (х)) п Х 

( - 'Ј\ , ;) ., I 

39 



Potito је 

xQ~ (х) 1+ Sn (х) = Qn (х) - ['1' (п)] с (х), п ~ ОО, 

za f1k:-;iг;шо .У Е IR.+, iz (5.3) sledi tvтdenje sadrzano и Teoremi С5. 

Ргiшс<llщ С. Zbog prirode Lapla.sove transformacije, koju Бmо koristili pr·i dоkаziп\.пјu 

t.eorCl1lil С1 i С5, dokazi Би validni ako indeksi а i fЗ pravilno promenljivi11 lliz.o\ra (СI::) i 

(CiJ ,А" :::: IЧ. zп.dovoljavaju uslove: а < о, f3 + 1 < о. 

),1ccll.ti:,1, паvedепе teoreme vaZe za proizvoljne vrednosti indeksa й i /3, st.o (~cтo 

ынlа pokaz<lti. Neka је: 

Qn(x) = LBn"x" 
k=1 

]ЈnliпоП1 ko.ii ii.f.,'1lrise и teoremama С4 i С5 (Буе nule polinoma Qn (х) /х Би геаlпс i I1cgatiyne). 

Posrnatгa.irr'l! polinom: 
п 

R" (х) 0= xQ~ (х) = L kBn"x', 
k=1 

Nule р()li])(ю~а Rn (х) /х ви, ро Rollе-оуој teoremi, razdvojene пиlаmа роliпоша Q" (:с); ра 
• 

Сјll ј!Г(;Шi"l t.orne Буе realne i negativne. Dokazacemo sledeee: 

(P,l) ;1\0 Је )imn'l' (п) = +00, tada su tvmenja 

)' xQ~(x) 
Im 
п 'I'(n)Qn(X) 

с(х), 

)' xR~ (х) 
Im 
п 'I'(n) R" (х) 

- с (х), 

mпЈIJS(ЈЬ/}() r.kuivalentna. 

Dokaz: Ртета prethodnom је 

xR~ (х) 

R,,(x) 

п-I 

1+ L х , 
1::=1 Х + аn-l,!:: 
п-I 

_ 1+L х , 
1::=1 х+Ьn_ 1 ,!:: 
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0< (Јn_1,} < й.n-l,l < Ьn_ 1 ,2 < аn-l,2 < ... < Ьn- 1 ,n-l < й.n-l,n-l, 

(ј. 

Х' ..; х + Ьn-l,1 < х + D.п-1,1 < ... < х + bn _ 1,n_l < х + аn-l,n-l, 

ра је ргегш.\ 1.шсс za х > О : 

х х х х 
1 > > --,-- > ' , , > --,-;-"-- > --,-"--

.У + Ьn-џ - х + аn_џ - х + bn- 1,n-l ~ х + an -l,n_l ' 

lj. 

_xQ:,!~","(xc.!.) xR~ (х) xQ~ (х) х --:; < < +1- , 
Qn (х) - lЦх) Qn (х) х + ""-1,n-1 

xR~ (х) lln-l,n-l xQ~ (х) xR~ (х) 
Rn(х) Х+""_1,n_1 < Qn(x) < Rn(х) , 

ра Је: 

. J:(2~, (Ј;) ]' xR~ (х) < ],'т xQ~ (х) + ],'т аn-l,n-l 
IЈт -- . . < lт ~,,'';О+, 
" ,,(u.) (2" (х) - п <р (п) Rn (х) п <р (п) Qn (х) п <р (n)(х + аn-1,n 1)' 

l
' ЈП; (Т)], ""-1,n-1 ]' xQ~ (х) <]' x~ (х) 
lт .. - lт < lт lт . 
п у(n)П,,(х) п <р(n)\х+аn-1,n-1) п <р (n)Qn (х) - п <р(n)Rn(т) 

oclaklc s:ccii t\"'сlспје iz stava (Р.l). 

РгiшеlliпlO '"'c1(la Teoremu СБ (ili С4, sa 'р (п) = п) па polinom Rn (х). DоЬiјапю: 

-:L !Се; П,,-,ЈЈ .~ сiФЈ!'" (х) Rn (х) ~ ci,CnJ!'" (х) xQ~ (х) ~ <р (п) ci'CnJ!c1+' (х) Qn (х), п ~ оо, fЗ < -1 
/; -1 

\ОЈ . 

п 

L; kc;Bn,kXk ~ [<р (п)] ci,CnJ!"'+1 (х) Qn (х), п ~ ОО, (1',2) 
1;=1 

ltelacija (P.~·"I p()kazuje da Теогета СБ (С4), vaZi za р.р. nizove (c~) indeksa (3 + 1. 

l)гirпеIlјс!.il;("ј Illt\'edeni algoritam па polinom 

п 

вn(х) :~xR'n(X) ~ L;k'Bn,kXk, 
k=1 
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it.(I., (lо1r..z.iшо (10 tvrdenja u Primedbi с. 

Ро,.:r:lшо је zanirnljivo asimptotsko pona.sanje polinoma Q~f3 (х) Ыа: 

'Р (п) -t С Е JR+, П -t оо. 

Ta(li1. 11"lоу si:J.clrzan u Teoremi С5 glasi: 

l' xQ~(x)_ () 
liPQn(x) -сх (6.0) 

Па lJi "li-'шс)tla С5 mogla da se primeni, izraz па levoj strani mora teziti ka +:х. Stoga 

ргсdр()с;t,(\\-iпю da relacija (6.0) vaZi uniformno za (recimo) х > 1 i limз; ...... оо с (х) = -ј·х. 

;!,iL clt Nolj но veliko п i е > О iшато: 

:сс ",(х.!...) ---=се < 
х 

Q~(x) с(х)+е 
Qn (х) < х ' 

х>l (1)01) 

l'о~tл је г- .2'3~~:; = Sn (х) oCigledno monotono rastuca funkcija ро promenljiyoj х. ш02еmо 

';ПЈ<1tгаt.i Ја .је с (х) neopadajuca funkcija za х > 1. Integraleei izraz (6.0.1) dоЫјапю: 

• 

(0.0.2) 

Smatrajlli:i (111 је Qn (1) ogranieena konstantom kada п -t оо, iz prethodne rclaci.ic ујдЈто 

cla рпlill())Л (Јп (х) predstavlja aproksimaciju neke cele funkcije q (х), tj. Нтn Q" (.Т) = q (:r:) , 

llпi[о] 1Т111O рп .7: > 1. 

КilН'::;('С!ПО, stoga, neke opste poznate pojmove iz teorije celih analitiCkih fllпkсiја. (Vidi 

~Iа:{~il:lНШ modula cele funkcije f (z) па kr\lgu Izl = т, definii3e se kao: 

М[ (Т) ~ sup 1I (z)1 , Izl ~ Т. , 
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Rc(l celc fllпkсi.iс Ј (z) је Ьroј 

li 
InlnM,(r) 

(}:= m sup , О < (} < оо. 
Т->О<Ј ln r 

SY,cka ccla fl1пkсiја reda (} Е (0,1) moze se razloziti u (kanonski) proizvod oblika: 

g(Z)= СZЛ П(l- ;), 
k=l k 

оо 1 
L-I 1 <00,'\>0, 
k=l Zk 

ј)О ::;уојiш Iш:юпа Zk. (Hadamard) 

171Лlkсi.iа 11 Ј (г) predstavlja Ьroј nula cele funkcije f (z) koje se nalaze unutar krllga Izl = г. 

Ро:;rлаtГ<tјшо sada celu funkciju f (z) oblika: 

f(z) o=ze~~g(z), а>О, 

;;(Јс је.9 (;;) C'cta fl!llkcija reda (} Е (0,1) sa iskljuCivo pozitivnirn nulama, tj. 

g (z) 0= П (1 - b
Z
)' 0< Ь, < Ь, < ... 

k=] k 

Tejloroy raL\"oj fHIlkcije f (z) glasi: 
• 

оо 

f (z) = LB,z', В, = 1. 
k=] 

Р,idгuziпю IHnkciji f (z) polinom 2n-tog stepena 

Tacl.1. је: 1imФ2п (z) = f(z), ravnomerno u svakom krugu Izl < т, i limBnk = Bk ~a syako 
• • 

fiksirano ". (\Ti(ii: Hurwitz, Courant: Teoria funkcii, Moskva 1968. str.69-72.) 

Ъ;гасппајrnо sada maksirnum modula polinoma Ф2n (z) па krugu Izl = х. ImапlO: 

IФ,. (z)1 = Izl (1- ~) • п (1- :) 
k$n-l k 

< Izl (H a: l) • 
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- L(-1)k+1вn,х'~-f(-х)=Мf(Х), n~oo 
"'52т1 

(*) 

ОZПflС:irrlO sa: 

оо 

q (х):= -Ј(-х) = LA,x' 
":=1 

1 

Q2n (х) - М. (х) = -Ф2n (-х) = L А",х' 

С (х) = 9 (-х) = П (1+ :) 
"=1 k 

РГСIЛ<L ргеtlюuпоm stavu imaroO: 

limA", = lim(-1)'+1 ВМ = (_1)'+1 В, = А, > О 
п п 

,"а S\Ћkо fiк~iпшо k Е tч, i 
, 

lјт Q2n (х) = q (х). 
п-оо 

Ггiшспirrю c;cнia Теогети С5 па polinom Q2n (х). Dobijamo (5.3): 

" '\',' L'(1+S2n (x)) ( (1)) () (ј" (.1) :~ ~ А",С,х = • 1 + О S () Q2n Х , 
. 1<2n (1+S2n(x)) 2n Х 

аnх '"'" 1 В2n(Х) = n+ах +х ~ х+ь, 
k:5n 

а > О. 

'ТеOl·СЈ1Ш. С6. Nekaje q(x):= хей.Хс(х) = L:~ 1 Akxk , а > О gdeje с(х) 

i'J> 1.'11--+00 

(**) 

rc!a funf,('ija SrL .. 
, 

ncgaLi"I:!U711 7Iulama, reda е Е (0,1); с (х) = П~l (1 + ~) ; о < Ь1 < Ь2 < ... ; (с;:Ј p'r(},'uilno 

proтru~n!ii1'i niz indeksa -fЗ, {з > 1, definisan kao и Teoremi С5. Tada Ј'е: 
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".1' \~~ \ .'- , () de' () - х + ,,'(х) u L!._1 ," ,1:1),')' '" c[r(.:z;)]Q Х ,Х --t оо 9 Је r х - а с(ж) --+ ОО,Х - оо. 

6.2' Мо ЈЕ 

lпс(х)-Ьх'L,(Х)~Ьd,(х), x~00,b>0,0<e<1, 

dy (х) је рГrпilnо proтenljiva Junkcija indeksa (2, е Е (0,1) , tada se asimptotska п/(Ј.C'lјu. 

6',1 1/11':;( рп:сizniје napisati и obliku: 

а>О 
х ~ оо 

6.3~ .1kn 811 111Јl(; Junkcije с (х) regularno rasporeaene tj vaZi: 

П'lIlll1 Је ku'lt~lдntа Ь и relaciji 6.2 jednaka: 

b ~7ГB (О) . ,еЕ ,1. 
sш 7Г{! 

, 

Пukv,: 

С, 1 ~ Z:l fiksiг:-шо х Е nt+, pustimo u relaciji (**) da п -t ОО. S obzirom па ргсthndпа 

lЋ7mаlс(l11;а, iIJli\Г10 

lim Ао, ~ А" limQ,n (х) = q (х), 
п п 

. ~ 1 ~(~ 
llmS,n(x)~ax+x~ Ь ~ax+x () ~c(x) 
п Х+!;; ех 

k=1 

])()kдza(:(~]IЮ ':;(l(],L Ја r (х) --t ОО, za х --t ОО. ТО је oCigledno ako је а > О. Za а = О, iтrшпlO: 

r (х) = x~ (х) = ~ х т 
с (х) ~x+b, 

k=1 

45 



i рге(lрпs! {\'\"iшо da је r (х) ogranieena funkcija 

с(х) < М, "х EJR+ 

Ггiпн{iгпо (lа је с (х) maksimum modula funkcije 9 (z) па krugu Izl = Х. 

1;, (6.1.m (iubijamo: 

раЈС 

!ј. 

раЈС 

с' (х) 

с (х) 

М' 
< -х-+:--71 ' 

1'~~J dx ~ lnc(r) < M'ln(r + 1), 

lnln М, (с) lnlnc(r) 
lim sup = lim sup =-,----'-' 

т lnr т lnr 
< limsup ln (M'ln (с + 1)) ~ О, 

r lnr 

sto је 11 kОIJr,Г<ldikсiјi sa uslovom Ја је red. е funkcije 9 (z) pozitivan, е Е (0,1). 

Гнта !о,ое, r (х) ~ [с (х)] ~ оо, х ~ оо, ра је Stav (6.10) dokвzan. 

ln с (х) ~ ln М, (х) ~ Ьх' L, (х), Х ~ оо 

(6.1.0) 

(13.2.0) 

g(k је Т'l (.г) proizvoljna sporo proroenljiva funkcija, predstavlja preciziranje тas1 il сеlе fllпkсiје 

.9 (-::). Аkп. l1артјтет, L1 (х.) - с > О,Х - оо, kaZe se da је cela funkcij<l 9 (2) [сЈС!. (! i 

nоlйZ[lе:сшо sada da iz uslova (6.2.0) sledi: 

хс'(х) 
ђ(X):~ с(х) ~bex'L,(X), x~oo,eE(O,I). (6.2.1) 
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РоtгеЬrш Iја]Јl је ,,-,lcdeca lema: 

Т-,ста 6.2.: Funkcija Ј (л, t) : JR+ Х IR+ --t JR, definisana за: 

1(\1) := 

О, л=l 

jE-' SITO,Qi) 'lJr.ljOUC!i1L za л Е (0,1), i strogo pozitivna za л Е (1, оо). 

L)oki1.Z lcT~lC sl(Odi iz fakata: 

д 1- л 1 (л t) - ' lјт 1 (л, t) = О 
&t ,- (л +1) (1 + t)" ,_= 

St<t\'ljajllf:i : t = !;~ > о, iz dokazane leme dobijamo: 

х " 1 (In(l+ лх) -In (1+.:'.)), 
х + bk Л - 1 bk bk 

;tлујс;rю r1<t 1Ј .~e л :=- (0,1) ili л Е (1, оо). 

}ЈгсшCl t,()-:1)C, 1i1. л Е (0,1) : 

раЈе 

Т, (х) 

,rrL1 (х) 

< 

.AT1<J.logno. za ,,\ t: (1,00) dobijamo: 

l' '! ђ (х) > ле - 1 
Јтln 
х_= xeL1(x) - л-1 
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Posto lr:\"c "t;'n'lle izraza (6.2.1) i (6.2.2) пе zavise od '\ stavljajuCi u prvom.\ r 1. а 11 dгщ~um 

л 11. (iULЈiјIШlO: 

<li 
. f ђ(х) 

(! m III 
- х--->оо xeL1 (х) 

C:im(C .ic l \т(kпје (6.2.1) dokazano. 

Iz jog," i Sto.vo. 6.1 sledi 6.2, jer је 

а [х] , а > U 

be[d,(x)] , а ~ U 

мс]" .Т·. :хс i 9 Е (0,1). 

б.~)~ 'l\тuепје u ovom sto.vu је posledico. Stava 6.2 i poznatog fakto. da iz: 

п, (х) ~ Bd, (х), х ~ оо 

sledi 

Љ' Inc(x)~. d,(x), x~oo,eE(O,I) 
• sш 1Г{! 

О\"iщ SIlЮ zavrsi1i ispitivanje navedenih asimptotskih razvoJa u slucaju (10. 1.1s10\' II ј;>; 

TL"Oremc 1 пјјс validan. Konkretne primere za svaku od dokazanih teorema, ргimспјСllih па 

L;:ЩТi-lП/'()\"С i Lagerove polinome, Beselove funkcije, itd., da.eemo u daljem rad1l. 

Pok;lza':'cтno sada da asimptotska relacija (1) iz Teoreme 1 moZe vaziti Zi"t siгokll klasu 

pr?,\"illiO Гi"Ошепlјivih nizova (tj. c~) iako uslov 1 пјје zadovoljen. 

РО:--;llli.l:тајто роНпот: Р" (z) = (1 + z)" - 1, z Е Z, z f о. 

'lСОП'ШiL С1. kaZe da asimptotska relacija: 

п Lk L" п ( ) k k z\n ~ Рn (z) . с (z) пп' л >O,c(z) ој О,n ~ оо (7.1 ) 
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. k· ]... . (L) ak _. ] 1]· . f IP.(')I 
\"(1:(1 L(i :,\Ћ 1 sрш() prornen ЈIУl DlZ k зато о vaZl us ОУ : lrnш np,t(z) f о, (ј. 

. . 1(1+ z)" - 11 
ћmшf ( 1 1)" f О, п l+z -1 

-~t.n је т()~l1(-e sапlO akoje z = а Е IR+. U radu [30] dokazali smo (izmedu ostalog) аsiщрtоtsklЈ 

гс]асјјll: 

1 
о: > О, п -t оо 

k,\(l ~()д је: !x·l- 1\ > 1, z Е Z. Na osnovu toga, koristeei Stav Сl M.Vuilimeuir, tj. uf,lo\'c 1 

i П tiok\.z.uE СОШ() C'lcdece: 

ТсогеШ<l С7: Za svaki ВРОТО promenljivi niz (L k ) vazi: 

" () ()О L -..., п k L k 1 п п 
" ' а· - - 1 + - (а + 1) _. 
L.......k ka а пО' 
'_Ј 

а > О, о: > О, п -t оо 

(/'ЈОј Pтopositiuil 4.) 

~1rх1utiш lJ]J1 )п~divanјеm Teoreme С7 i izraza (7.2) vidimo da (7.3) vaZi za L k = С Е=" jlt+ i 

syuko Z.I,,; + 1! > 1,z =f а Е IR+. 
• 

0\'0 g"(J\'ori аа su uslovi iz Stava 1 neophodni i dovoljni da Ы navedena asimptotska Tt'Jilcija 

\"i:\l\la Zi1 ",\Ћki "рога promenljivi niz (Lk ) , (sa nagla.skom "za svaki"), а da пјБи пеОРIю(!нi '.I;a 

псkс kl<ise "IЧ,)I"О prornenljivih funkcija koje se ропмаји nesto pravilnije od ostalilJ. Dnkaz.:t-

(;сmо <-1а је (.0 C'.llН~:l1j sa klasorn (ck) iz Теorеrnе 5. 

TL"UI·CJIl::J. 8: Za ]z + 11 > 1, z Е .z,o: > О, va.ii : 

" () L' (1)0 L' п ;; ;; п п 
" ,. - - 1 + - (z + 1) -~ k ka z па' 
;;=1 

J)okaz ј(1с lil1ijom dokazivanja Теorеmе 2 ali је роисап jer koriscenjem апаlЈ1 iC:kng: pro-, 

сlll/Сllја fllllkcijc и (8) па desnu kompleksnu роluтю,rап, pokazuje kako se ТсогеПltc :2-(ј пю;:;u 

Llпрstiti "а ге;-t!JlС promenljive х, па kompleksnu promenljivu z. 
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Когј.<"с(:ј illtegтalno predstavljanje (vidi Teoremu 5): 

11l1атпо: 

L' (8) {ОО 
Sa+l = Ја e-stu (а, t) dt 

п (п) k L' (k + 1) 
Јп (z, а) - ~ k Z (k + 1)"+1 

_ ?"~ (~)Zk (e-('+1)'u(а,х)dХ 
_ (е-Хи(а,х) ~ (~) (ze-')' 

100 е-'и (а, х) (1 + ze-')n dx 

()ZЈ1CIСiш() ~" := ln (1 + n- 1j2 ) ,П Е N. 

rosto ј(ј .т !----'> 11 + zl е- Ж + 1- е-Ж , monotono орооајиеа funkcija za Iz + 11> 1, lтnашо 

• 

1, - 100 е-Хи(а,х) (1 +ze-')n dx ,. 
- о U~ e-ХU(а,хJl1 +zе-'I П dх) 

- о U~ e-'u(а,х)(IZ+llе-х+l-е-Х)ПdХ) 

о (Iz + 11 е-'· + 1 - е-'п) 100 е-'и (а, х) dx 

О ( (Iz + 11- 1\++Ij" 1) п) 

_ О (Iz + llПехр (_Jnlzl~ ~ ~ 1)) 

( 
еХ_l) х 

ln 1 + Z + 1 ~ z + 1 + О (х') , х 6 (О,Сп) , 

50 

',81 ) 

(8.2) 



(,,,),:--;1 
'. - - Ј 

I-'О;ј() је (1 = 1 + О (tet ) , t Е (о, +00), i za Х Е (O,~n.) : 

m2~0(Щ~). 0(nln2(1+n-1/'))~0(0(1))~0(1). 

(l1zc\'si рпо О 11 odnosu па х Е (О, ~JJ а drugo u odnosu па п Е М), sledi: 

г'" 11 = (;:~1IП Јо e-Хu(а,х)е-ZПЖ/(Z+I)dх 

·-п (:: + 1)11 1€" e- Жu(а,х}е- Z11Х/(Z+l)Q (х2) eO(11x
2
}dx 

_ (;: --:-1)'1 100 е-Хu(а,х) e- Z11X /(Z+l)dx _ (z + 1)n 100 e-Xu(a1x) e-znжј (Z-l-I)d.'7: 
о '" 

+п (.0 + 1)" /,'" е-'u (а,х) е-·"·/(·+1)0 (х') dx 

z cosarg(z+1) 
Re ~1- I I >0, IZ+ll>I,ZEZ ,+1 ,+1 
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:\лаlо;;:rlO: 

Ј" - о (IZ+lln 1~ e-Хu(а,Х)еХР(-nХRе Z:I)dX) 

- О (IZ+llne-n'nв..~, 1~ e-ХU(а,Х)dХ) 

- о (Iz + ll" (1 + n-1!') -nв. .~, ) 

- о (Iz + 11 e-'гnв. .~,) , 

!" _ (Z+I)n1= u(а x)e-(1+",!(Hl))xdx~(z+l)n L'(1 +nzј(,,+ 1)) 
о ' (l+nzj(z+I))n' 

}Јгсrпfl tошс, 

nL'(I+nzj(z+I)) ( nL'(n)) 
Ј, ~IJ2+113+114~(z+l) (l+nzj(z+I))O +0 Iz+ll nо ,-, . 

ра је prl'rr:a ~l,avu В4 Poglavlja В" 

f ( ) 1 ( )n+О+1 L'(n) 
п z, а = 1 + 12 '" Z + 1 а+l' П -7 ОО. 

(nz) 

s оЪziгош llа је: 

п (п) L' (k) k 2: k ka Z = nZ . !n-l (z, а), 
k=l 

lrпа11l0: 

~ (п) L' (k) k ( )n-1+0+1 L' (п - 1) 
~ k kO Z -nz· ,+1 . ((n_l)z)o+l' 

t.l . 

(~irfl(~ јг: tyrclcrtje iz Teorerne 8. dokazano. 
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0\"(1 tСШС:tl<l. kao i diskusija povodom пје, pokazuje da relacija (7.3) пе vaii za syaki sporo 

ргшr:fCлlјјуј :liz (Т'k) u slucaju IR :;)а < -2, аЕ vazi za svaki sporo promenljivi niz iz klasc Т.:, 

ро l:t'Шll јс !а kl<lsa izuzetna. 

с (iаlјеrп лс(ill. da.eemo primere asimptotskih razvoja koji ilustruju рпшепu (loka7<1nil\ 

tеorсш'-\ ;)-ti 
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Poglavlje D 

Primeri primena teorema С3-С6 

Ргiшсг 1: Polinoт koji generiSe Stirlingove brojeve prve vrste 

с kоml-Jiп<-tt.огпој analizi va.zDU ulogu јтаји takozvani Stirlingovi brojevi pr\'f:: п,,\ (; S' (п, т) , 

сlсhпisапi k;-;o koeficijenti роliпота (х)n := Х (х - 1) (х - 2)··. (х - п + 1), tj.: 

п 

(Х)n = 2::S(n,m)xm 
==1 

• 
А~iПlрtоlikl Stirlingovih brojeva је prilicno пеоЬјСпа. Naime, Jordan је dokazao, za m 

о (п) , 

о ( ) (l)n+т (п -1)! (1 )т-, ( ( )) ""П,m=- (m_l)!Пn+С 1+01, п -+ ОС. 

;.'.;cie.ie ('-()јЈсroуа konstanta, а Moser i Wyrnan u [15], za п - о (Vn) < m < п : 

lc,ti illltori izгacunali su asimptotiku Ьroјеуа S (п, т) u "preostalom" iпtепаll1 Za тn, аlј је 

forn1l11a tako komplikovana tako da је ovde пееето navesti (Vidi [20Ј). 

1.~ tccmi]"j()logiji teorema С3 - С4 oznaCimo sa: 

п 

p~ (х) := (аnх)n = L a~B (п) k) xk 

k=l 
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i-';lle је (о,,) pгoizH)ljan niz pozitivnih realnih brojeva koji monotono tezi ka +00, Tacla је: 

п 

Р;; (х) 2.>~ IS(n,k)lx' 
k=l 

(а,.х) (а"х + 1) (аnх + 2)", (а"х + п -1) 

Г (аnх + п) 
-

Г (а"х) 
х > О, Г - gama funkcija, 

1~stапоУiс:епю i:\c;iJ:lptotsko ропмапје pridruZellog polinoma: 

l~ О\'ШII S]llСЂјtl .Је: 

раЈС 

Рn:а (x):~ i>~ IS(n,k)1 ~>" х> О,а> О, 

l
' Sn (х) 
lт 
п П 

k=l 

n-l 

l' аnХ2:: 1 - lт--
п П аnх+ k 

k=O 

l ' аnХI аnх+n 
lт - п -'-'--­
п П ~x 

_ lim аnх ln (1 + ~) 
п П аnх • 

1, lim.!!D. = +00 
п п 

cxln (1 + C~)' lim.!!D. = с Е IR.+ 
п п 

Od<LYlle. kшi.",t('{:i Tcoremu 4 (Bn,k = a~ IS (п, k) I , Qn = Рn+) dobijamo: 

Stay ]: 

" L L ,';; 1.1 (п, k)1 k>' ~ 
,1;-1 r(a .. :I:+n), Ь (cxln (1 + 1..))-0: liПln ~ = с 

Г(а..х) п'" C:I:' п 

ko(1a п ---> Х, 1; > О, а > О, с Е IR+, za svaki spara pramenljivi niz (Lk ), k: Е N. 

1~ slllc:aju (]i1 .је 

Zat () је 

Ет !!п 
п п 

о sledi lim S,,(:I:) 
п 

п 

= О, ра se Teorema 4 пе moze priJtlcniti 

п 
Sn(x)~xanln-~o(n), n~oo, 

аn 
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ра ЩОZ(~!!Ю ргimепiti Teoremu 5. (i.p (п) = а .. ln ~ -+ оо, с (х) = х). Dobijamo: 

StdY 2: 

L
n 

'1 ( )1'" г (а,.х + п) -, аn S п, k С,Х - СЈ 1n -,,-] Г ( ) . х , п ~ ОО, 
а.". <>-n а .. х 

1;=1 

}"пr1<L \ОI":Щ dobili smo asimptotsko ponaSanje polinoma p .. ~a (х) U odnosu па .'.xaki пiz 

. \. 
lCLnJ l' Х'. 

}-'гiШ(СПlС:Сrnо sada rezultate Teoreme С3 па polinom p~ (х) = (~x) .. u slџt;aju limn 2-n" = 

+Х. lТslo\" 1)1) је ispunjen jer је, shodno prethodnom dokazu: 

liminf xfxp; (а,.х) ~ lјт (1+ Sn (х)) ~ 1 
"-->00 n· Р .. + (а .. х).. п 

ьа сlО\'оl.iпu \"cliko П i fiksirano х > 01 pooto је а .. »n, sledi da је а .. х - k > о, k Е [о. то] , ра 

Је 

јР,; (и"у), 

FHt- (пn.Т) 

"nх (а,.х -1) (аnх - 2)··· (а,.х - п) 

аnх (аnх + 1) (а,.х + 2)··· (а,.х + п) 
• 

• 

( )" (' а .. х - п п ) > ....... ехр -2-·-
а..х + п Cl T ! 

п --+ оо 

11 Sllli'il.ill ,i" је ~ = о (1) ,П --+ оо, ра, s obzirom па Teoremu СЗ, iшато Slclicci reZlllla1: 

Stav 3: ~a svaki sporo promenljivi niz (LI;) ,k Е N,pri uslovima: 

1'1121: 

п 

l
' а,. 
Јт- = +00, 
п п 

п' 
-~O(l), 
а,. 

L a~S (п, k) LI;Xk 
'" L .. (а..х) .. , х > О, п ---t оо. 

1;=1 
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с f"lllca.ill Ја !l:Z pozitivnih brojeva (аn ) ,п Е N пе tezi ka +00, уес је lima.,. 
п 

то/сшо ;t.nklju{iti sledecu posledicu. Posto је: 

Sn (х) 

""' ех ln п, п -t 001 
• 

sle(ii: 

]Х\. П:UL<-'ЈПО ргјltк~пiti Теогеmи СБ sa 'р (п) = ln n, е (х) = сх. Dobijamo: 

St,av 4: ",'lko ј(, limn аn = с Е IR+, vaZi slede1:.a asimptotska relaeija: 

п -t ОО,е > О, 

za ,'n:аЬ j!ml'i!n() proтenljivi niz (c~) indeksa -{3,/3 > 1. 

РгiЩСI' 2: },fodiJikovani Lezandrov polinom 

с ГТct.}ЮUП(Ј)ll ргјmеги bile su пат poznate nule роЕпота p~ (х) = (х)n. Du Tczl\11.nt:l 

llйусЈенјЬ 1f'ОН'Шilша С3-С6 moZe se doCi i ako nule роЕпоmа p~ (х) nisu eksplicitno zndate, 

korititeci I'еkШ('lltJlС formule za p~ (х), ~P~ (х), itd. 

l'оkаZ;'l(':СЈ:Ю ји па sledeeem primeru. 

1\)~Пliltlil,јrт:() iпtеgral: 

l'оппаlllО јп ;l(~l1Тlil\'anje vodi ka: 

57 



.:ег .Је 

s dгщ;" SlraIj(~, 

- 1: [(1+ y'Xei
,) (1+ у'Хе")] п d<p 

1: (1 + y'Xei
,) п (1 + y'Xe-i') п d<p 

1: (~ (~)Xk/'e(n-k)i') (~(~)Xk/'e-(n-k)i') dy 

2к ~ (~)'Xk, 

О, mfO,mED 

2п, т=О 

Јп (Х) 1>1 + У'Х (ei
, + e-i

,) + Х)" d<p 

- 1: (l+x+2y'Xco,<p)n d<p 

21' (l+x+2y'Xcos<p)nd<p 

St,<lYlmo (1::, .!r" Qn (х):= Е (~)2xk,x > О. Iz razmatranog, dobijaroo iпtеgтаlПl1 геРГСL;tшt.{lс;iјl1 
• 

роlirЮIIlil (2,\ (.7:) : 

Qn(x) = Јп =.1:. {' (1+x+2y'Xcos<p)nd<p 
21Г 1г Ја 

(2.1) 

S\'(,: 111l:С гюјпоmа Qn (х) Би negativne, sto Бе moze pokazati njegovim uрогсdi\'олјсrn sa 

LС:::;Юl(lгоуiш polinomom Рn (t) : 

IeZ{-lш1.'()у т)()lјпот је ortogonalan па intervalu t Е [-1,1], ра su тп sve пиЈе гсаlпс i Jczc 11 

~,ОШ :пt.tт\'аlll. (Vidi [21] G.Szego: Orthogonal polynomials,N.Y. 1959.) 

:\Icclllli::l. stavljajuCi da је t = ~~:' vidimo da је: 

Qn(x)=(I-x)npn с=:) 
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РГCI1ы tomc ~\-'t' 1Il1le polinoma Qn (х) su takode realne i ocigledno negativne. Da l)ј Пlugli 

РIimспit,i ТСOIеПlll С4 па роЕпот Qn (х), mora biti liInn ~~:i:~ = с (х) i О. Da ы tu ЈокшаЕ 

(ј сkс;рliсitrю izri.llunali с (х)) potrebne su пат sledece rekurentne formule: 

'1, 2x(]~ (.,)- nQn (х) + (1- x)nQn_1 (х) = О 

(", (п + 1) (2'_1 (х) - (2n+ 1) (1 + x)Qn (х) +n(l- X)'Qn_1 (х) = О 

koje llјјс 1 cc;ko dokazati sluzeci se osobinom binomnih koeficijenata, ili reprezcJltac:ijom 

(2.1). 

- "2' i\. 17, 1. ): 

)- xQ~ (х) _ 1 (1 (1 ))_ (Јn-1 (х)) 
1т -~ - -Хlт 

п nQn(x) 2 п (јn(х) , 

)- (Јn+1 (х) + (1 _ )')' (Јn-1 (х) = 2 (1 + ) 
';;' (јn(х) Х 1;;' (јn(х) Х 

ро{1 ш;10\"о::::1 Ја 1јrnп QQ~M) = q (х) postoji za х Е IR+. Dokazaeemo to. , 

Iz illtc;:~;Гitln(: H;prezentacije (2.1) sledi: 

"'(2" " (.Т) - 2а(ЗQn (х) + (З'Qn-1 (х) = 

za sYaku (}. Ј Е c::~. То је moguee samo ako је: 

(j~ (х) - (јn+! (х) (Јn-1 (х) < О 

-.. , 
lJ. ај;. (9~2"(;~)~\) је monotono opadajuCi ро п i pozitivan (ograniёen s desna), ра p~'CIna tOr.1C 

( . Q" .. J(:I) - -) t" 
lill,,' :,--(-_ -) - (1 (.с pos ОЈ1. 

( " .С 
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Iz (:2.:.1) (io1,ijamo da је: 

1 
q(x) = (1+ уХ)" 

lјт xQ~ (х) = УХ 'Vx Е IR+ 
п nQn (х) 1+ УХ' 

Ргirпснiпю '3i-\(la Teoremu С4 па роЕпоm xQn (х). 

}Јо;.;1 о је: 

lјт _х",:!.сО( x-;Qoe-n,-;("XC'-» = lim xQ~ (х) = УХ 
п n·xQn(x) п nQn(x) l+yX' 

х> О, п - ОО, (l :::: о (2.4) 

Zlю::;: 

sI<L\'lјйјlll:i '11 + 1- n,k + 1_ k,2 - а _ (3, iz (2.4) sledi: 

• 
Stav· 5: 

п - оо, (3 < 2,.7: Е IR I . 

za ~"'("(jki _~]!(J/"O promenljivi niz (Lk ). 

P();tn Sta\' 4. VaZi za svako х > О, stavimo daje х = ~~~,t 1- [-1,1]. S nl)zirom da.ie 

Stav (): /а Lagranzov polinom 

Рn (t) = t. (:) , с ~ 1) k С ~ 1) n-> 
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1'(1zi slul(J:o o.'iimp!utska relacija: 

~ п" 1-1 t+l 1 t+l " ()" ( )' ()n-' (~)'-" t; с, k ,2 2 - 2 (t - 1) 1 + t _ 1 c,.Pn- 1 (t), п ~ оо, 

za sl'!lko t ~ [-~.l] i svaki pravilno promenljivi niz (Ck) indeksa ј3,ј3 < 2. 

\1гщ.>;i Щ1Ј:i:l clil. sc dode do vrednosti q (х) = limn QQ:(~) је odredivanjem iz iпtеgта.lпс fш-

IПllk ::2.1;" il.::;imptotskog ponaSanja polinoma Qn (х). Ovaj Сето metod primeniti 11 s!el]cf:cm 

ј!ЛПlСГН. 

Ргiшег 3 J(lk(ibijevi i ultrasfemi polinomi 

J'lkoLi.it'\"i p()li~lOmi p~a,ь) (х) zadati su formulom (Rodrigez): 

( 1 .г \" (1 + х)Ь р(о,ь) (х) ~ Н )n. d" ((1 _ х)n+о (1 + х)n+ь) 
1. п Znn!dxn ' 

а, Ь > -1 

i z.щlоуоlјю·ајl1 llOmogenu diferencijalnu jednacinu drugog reda: 

(1 - х') у" + [ь- <>- (а + Ь+2)хЈу' +n(n + а+ ь+ l)у ~ О 

То с,1l ог\оgОП<llпi polinomi па intervalu х Е [-1,1] ра su јm sve пиЈе realne i пшыс se II lOIП 

iIl1.clY<llll. Za а = Ь = л - ~, dobijamo ultrasferne polinome рР) (х). 

lТ р:rсtlю(lПОJll primeru razmotren Lezandrov polinom је p~1/2) (х). (Vidi [21]). 

~ksplic:i\ Ilј ()]Jlik ЈмоЫјеУЉ polinoma је 

а>-l,Ь>-l. 

St<lујшо I = 'j~~ i posmatrajmo polinome 

... , 
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SYt' Jlllk poliJ10ma Q~(I,b) (х) su realne i negativne, ра mozеmо primeniti Теоrсшн ('4. rosto 

.Је: 

d _Q{o,bl (х) 
dx п 

t, (:+~) (n:b)kx
k
-

1 

_ (n+ь)~ (n+а) (n+b-1)xk-1 
L- n-k k-1 
1=1 

(n+ь)~( n+а )(n+b-1)х> 
L- n-k-1 k 
k=O 

_ (n+ь)~(n-1+(a+1))(n-1+Ь)x, 
L- n-1-k k 
k=O 

(п + Ь) Q~,,-+,',bl (х) 

:=,le(ii 

x.!LQ{O,bl (х) х. Q{0+1,bl (х) 
\ . dж п \. =----";,n,*' -:-'с:.<. lm = lm 

f"\ n. Qr,b) (х) п Q~,b) (х) 

Isknri~t i))]() sil.(la formulu koja predstavlja asimptotsko ропмanје Jakobijevih роЈiпоша J)r~,,·I,) (t) 

"а t ~ 1-1Ii; ([21],Darbu); 

, 

l;;",ы� (t) ~ (t _1)-0/2 (t + 1)-Ь/2 [(t _1)1/2 + (t + 1)1/2]0+0 

. (27Гn)-1/2. (t2 _1)-1/4 [t + (t2 _1)'/2]"+'/2,n ~ се. 

StflУ:ШО (la је t = ~~:' х> О; posle izvesllog uproscavanja i sredivanja, dоЬiјо.лю: 

Q{o,bl(X) = (l_х)nр{о,ЬI +х ~ уХ+ n~сю 
(

1 ) (r:;. 1)0+>+2n+1 

п п 1 _ х 2J1Г1i. ха/2+1/4 
(3.2) 

х> о· , (:,.3) 

, 
tj. (li.1.ti liшс." не zavisi od indeksa а i Ь, odnosno od tipa Jakobijevog роliпота J)r~,n.,b) (.г). 

Гr-imсlIilJl() Teorernu С4 па polinom xQ~a:...b{ (х) . 
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· . х:х (xQ~~bi (х)) 
с (.Т) := Ьт (а Ь) 

" n· XQ"~, (х) 

xA-Q(а,ь) (х) 
= lim --""""--'.,.";.--,,1-,--"-

" Q(a,b) ( ) n· п-l Х 

.;х 

1 +.;х' 

~- (п - 1 - а) (п -1 + Ь) L, х' ~ х (1 _1)" L" Q(a,b) (х) 
~ ТI - k k _ 1 ka +..;х ПО: n-l ,П --+ оо ,-, 

јlј. posto је 

(П + Ь - 1) , 1 = 1 (п + Ь) 
k-1 k n+Ь k ' 

za k > 1 sl,a<jiIjll(:i а - 1 --t а, 

~(n~a)(n+b) L, ,~ (1 _1)" L" Q(a+J,b)() n~oo (3 . .51 
L 11 _ k k kQ 1 Х Х +.јХ па 1 n-l Х, \ • 
i: ~_1 

za :OYaki S1H)m jJj()menljivi niz (Lk ) ,k Е N. PйSto (3.5) vazi za svako х> О, stа\'iню: :!: ----о 

: i':'" if- [-1,Ј]. Posle тПoZепја sa C~l)n, dobijamo: 

St<'lV 7: 

~:;~, c,C~:) (":Ь) (х - 1)' (х + 1)' ~ 

~ (х-1) (1 + JX't1)" р(а+Ј,ь) (х). 
2 х-l п-} е,.., п ~ ОО,Х </с [-1,1], 

za S'l'uki jirm'il1!iJ promenljivi niz (Ck) , k Е N, indeksa 1 - 0:, а > О. 

РгiШСl' 4: fлуеrоvi polinomi 

IлgСl'()\': :Ja~Llerre) polinomi L~a) (х) dati su Rodrigezovom forrnulom: 

i Z,ilС!О\ТЈlјi1\Ћј11 (!јЕсгепсјјаЈпи jednaeinu: 

ху" + (а + 1- х) у' + nу = О. 

Е.ksр!iсitпi пblik c10bija se iz Rodrigezove formule ргјmепот Lajbnicovog pravila\ 

L(a) (х) = ~ (п + а) (-х)' 
п ~ П - k k! 

k=O 
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ОУ ј роlirюmi su ortogonalni па intervalu х Е (0,+00), ра Еи sve nule роlillоп:а ,";,") (х) 

pozitjYl1c. 

l\):,iп:аtГilјmо klasu polinoma Q~) (х) := L~a) (-х). Sve nule polinoma Q~(l) (х) 51.1 rcalne 

i ne;.c;ati,·;!c. pet moZemo primeniti neku od teorema iz Poglavlja С, zavisno ос] щ::iшрtоtskоg 

kada п _О :х:. Posto је: 

~ (Q(o) (х)) 
dx п 

xtQ~O) (х) 
Q~o) (х) 

_ ~(n+a) х'-1 
L n-k (k-l)! 
k=l 

_ п (п _ 1 + (а + 1)) х'-1 
L n-l-(k-l) (k-l)! 
Ло=1 

_ ~(n-l+(a+l))X' 
L n-l-k k! 
k=O 

Q (0+1) ( ) 
n-l Х, 

i",koгist.iccrno Peronovu formulu za asimptotsko ропмапје Lagerovih роЕпота II kompleksl1oj 

• 
:r-Iа\"I\; p::-с..,r:С:епој duz pozitivnog dela realne ose. (Vidi [21]) 

[(О) (х) = ~7Г-1/'e·/' (_х)-О/'-1/'. n o/'-1/'e'v-n • (1 + 0(_1_)) 
п 2 ..;п . 

НIliГопшю 11 svoakoj oblasti koja пета zajednickih tacaka sa polupravom х > о. Ртста tome: 

xQ~<>+,') (х) 
Q~o) (х) 

xL (0+1) (-х) 
n-1 

~O)(_x) 

х· ~7r-1/2e-X/2x-(a+l)/2-1/4. (п - 1)("+1)/2-1/4 е 2 ..ј(n 1)'" (1 + () (~7,')) 

~7Г-l/2e-x/2x-a/2-1/4. n,,/2-1/4 е2.јnж (1 + о' (v~) ) \. 
~ ..;п . ..јХе'( у'(n Ф ГnX) 

,...., Fn·..;x, п ~ оо, х Е IR+ 
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ра ПЮZi:'ПlП ;)J'j;-:1Clliti Теогети С5 па polinom XQ~a~l (х) sa 'р (п) = Vп, с (х) = ЈХ. 

L" (п -1 + а) х' L; -~/2 Li vп] Q(o) ( ) 
-,-,--=·-,.....х·х х 

, n-k (k-l)! k" [VГnJ" "-l , 
" . 1 

{3> 1,n-+ос, 

оdrюsпо, "l.i\\·ljajl:Ci а - 1 -+ а, {3 - 1 -+ {3, dobijamo: 

Stav R: 

L" L; (п + а) х' _ x'f' Lifi] L(o+l) (-х) 
1 · k kl "+1 п 1 ,n~oo,x>O,(3)O, ,--' п -. [ 'ii' -,_1 Y'~J 

2(Ј -"I.'akl S]Ю!"О ]Jlиnеnljivi niz (ЦЈ ,k Е N, definisan и Teoreтi С5. 

l);tf:с-:шо .'iilcJa псkе primere primene Teoreme С6. 

PrimCl' 5. Neka је 

• 

Тас!й је -г (.г) = и.Т ра 6.2 daje: 

оо k-l L' L' 
~ а k k (ж1 -f3 = 
L (k )1 . k~ х - ,а . хе , 
'~1 - 1 . [х] 

х -+ ОО, {3 > 1 

LJ. 

х-+оо,{3>l 

Ггста tоПlС. IIюL.еmо formulisati stav: 

Stюг О: /SU scaki pravilno promenljivi niz (ckJ indeksa -0:, о: > О, vaZi: \ , 

х -t ОО,а > О. 
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IzyedcIIl .,,1 аУ predstavlja svojevrsnu dopunu Teoreme А2. 

Рriпюr (ј. Posmatrajmo celu funkciju 9 (z) = SiJf ,Z Е z. Као sto је poznato, она se 

шо:7,с ralloz~ti 11 proizvod ро svojim nulama (Vidi [34] А. MarkuSevic "Teoria analiticer,;kih 

~U!lkc:ii··. t'n:ll :2, Moskva 1968.g.) 

О(iге(liП1() ll1:t;\:simum modula Мg(ж) te funkcije па krugu Izl = х 

у'ј(lir:ю сlа ;(; 
--

Мg(ж) 

ОLiг("(liП1l) r-ed funkcije 9 (z) 

• 
_ lпlnМg(ж) _ lп"Гх 1 

е:= llmsup = lIт = -
ж ..... ОО lnx ж ..... ОО lnx 2 

РrimСlli1ЈЮ :-;аЈа Stav 6.20 (ili 6.30) teoreme Сб (а = О) па funkciju 

~ 1 
q(x)=x-с(х)="Гхsh"Гх=L( ) -х' 

2k --1 I 
k=l . 

Pns(o је: lл (' (.1;) r-.J ~,х --+ оо, dobijamo 

oUrlOH11). kako је 

"гх 
[УГХ] ~ 1, 

stD.Yljajll6i : -ј - 1 = а > О, dobijamo: 

е';; 
sh Гx~­y~ 2' 
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Stav ] О: Za ,~l'aki pravilno proтenljivi niz (Ck) ,k Е N, indeksa -0:, о: > О, vazi: 

])"с:с:nо s:-uЈа p1'i!ll~r сеЈе funkcije Бје nule eksplicitno пе znamo (osim da su rеаlпс i пе~а-

PI·jrнcr 7. Ht sclove funkcije 

Ikselo\"p :Бе:..;с,сl) funkcije prve vrste i reda а, defini§u se kao: 

оо (_1)' (z/2)·+2I< 
J.(z) ~ ~ k!r(k+a+ 1)' 

i zado"\"olj'H·,\jll I.ksclovu diferencijalnu jednaёinu: 

}->mпаt.о је сlа Sl1 S\'C nule funkcije: 

а> -1 

J.(2i,!Z) ~ z' 
(i,!Z)·, ~ ~ k!r (Н а + 1) ~ 9. (z) 

rcall1e i пр~аti\';:С" (Vidi [23]. Titchmarsh: "Teoria Funkcii", Moskva 1980.g) 

.\Iak-;јmll1Il lIJ()c1ula Му,,(;,:;) па krugu Izl = х > О је oCigledno 

Ј. (2ivГx) 
Му"(.) ~ 9. (х) ~ (iyГx). ~ с (х). 

A~imptotsk[j. ргосспа : (Vidi Szego:Orthogonal polynomials,[21]) 

t:"""") Ј" (-i::) = 

koja \"a:2i Zi1 --;'-' .... '2 < argz < 3п/2, Izl---j- оо, za z = -2-ЈХ,аrgz = п, daje: 

2.,(Х 

Ј. (2i,!Z) ~ e~i/2. 2e.jiГx (1 + О (х- Ј /2)), Х ~ оо, 
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(Ј· 

}Jo;lo је !г,с(х) ,..,., 2.,јХ,х --+ ОО,е = ~,primenivsi Teoremu СБ (6.2), za q(:T) = хс (.Т) 

Що (.тЈ ' 

оо х' Lk Lifi] t=, (k -1)!Г (k + а) . k~ ~ [yГx]~ . Х90 (х), fJ > 1,х ~ о<>, 

оdIlU.",!Ю: 

St<:t,,- 11: Za Beselove Junkcije Ја (х) i proizvoljni sporo proтenljivi niz (ЦЈ ' k Е N, 1Jazi: 

" k L' L'[ '-Ј '" х '-0.'/2 у" ( . r:;:, 
kl;.'r(k+a)"k",rv e " [.ЈХ]o+а l Јо 2~vx), х -t ОО, а > -1.0 > О. 
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Poglavlje Е 

Pravilno promenljivi nizovi i cele 

funkcije konacnog reda 

Skup Rc> ргауј~I10 promenljivih funkcija indeksa а, а Е IR (и Kaxamatinom srnislu) Је1 аl.iпо 

је u1Яij(Јf:Il 11 ]Пl)]ј()grafiјаrnа [1] i [4];[7] stoga сета smatrati da је citalac upoznat sa лјiћоvirn 

с pogla\)ju 13 гма [2] uveli smo klasu (и) 8poro promenljivih funkcija (L Е 1Ro), arшli-

til:kili 11 c1f'C')l(lj kпшрlеksпој poluravni, sa osobinom: 

L' (z) - L(lzl), z ~ oo,Rez > О; 

u odnosll П<l Sy"kll 8poro prornenljivu funkciju L Е Loc L (tj. lokalno ogranicene yarijacije: 

[(О+) -()(l),. 

с сk,р~iсi'I!()Ш obliku, 

L' (z):= z 1.= e-"L(ljt)dt, Rez > O,L Е LocL. 
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Ртаујl110 рtOlпспljivi niz (c~ (k)) indeksa а, generisan sporo promenljivom fllпkсiјоПl и (.Т) 

(lcEJli~emo ::.<.1: 

c'(k):=k"L'(k), kEH,aEIR. 

1~ dalj('Ill ТiHlll potrebno је sledeee: 

OZll(h:-:i1ЕО sa F, skup neprekidno diferencijabilnih funkcija:F := {fll ; IR.+ - R+,.f Е C1} 

i па tO:I1 ;;lЩРll definisemo operator ј, ј := XJ~~)). 

I\i:\\,тсliвю neke oCigledne osobine tog operatora, I,g Е :F: 

1.cГ~IJ>O; 

/ 

2. :С'; =- (ј, (): Е IR; 

-_." 
1. ј. СI = I + 9; 

_.-.......-.-
·1. Ј"· 9" ~ а! + {39, а, {3 Е IR; 

.-~~ ----- ----
.Ј. Ј ОСј(.') = !(а) ·g(x),a=g(x); 

~ " , ~ . .' [. JEFc;!/,XEIR+; l.- : Ј • 
'~ 

х. (.Т ----> Il, а Е IR, х --+ оо) => / Е Яа.> 

РО-:;Н:йј гајmо sada celu funkciju 1 (z) Ј konacnog reda, е Е IR+. definisanu sa: 

оо 

! (z) = 2:akZ', а, > O,k Е Н,ао > О. 
k=O 

Кес] cclc f1.lIlkcije 9 (z) definiSe se kao: 

lnlnM (х) 
{!:=limsup g, 

X-tОО lп х 
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.L;Jt' .је ј/у (Т) - шaksimum rnodula funkcije 9 (z) па krugu Izl = х. 

оо 

''.Ј} (,,) ~ mах If (z)1 ~ mах 
'lzl=:I: Izl=:I: 

~ L:a,x' ~J(x), 
k=O 

A(x):~ МЈ (x)~V (х) ,х > О), 

Slcdi: 

l
' lnlnА(х) 
lffiSUP = е, 
Х--->ОО ln х 

е Е rn:.+ 

А (х) Е СОО , А(') (х) Е .1', А (х) Е .1' 

])оk<:Ј.zаСешо Silll;-\: 

StaV 1 . . ,1 Е:. ;:. 

s () Ъz.iл Ш) Љ1. ,)) i osomnu 7. lrnamo: 

Po.'it.(j је: 

Ciшс је (!okaz 7;HT::icn . 
. > (, 

оо 

х (xA1)1 = L k2akxk, 
k=O 

A~ 

St<1V 2. Л ј( monotono rastuCa junkcija па IR+. 

()\·о г\'ПЈспјr jr poslcdica prethodnog stava i osomne 6. 

Stav з. lim C'ilpx--->oo :~ = е. 
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Оо kc:t.z. 1\ cka ј е : 

IпА 
6:= limsup , 6 Е JR.+ 

:1:--->00 ln х 

I>;;! I:.с (1) "lt,( 1: (k је, za svako pozitivno ~ i dovoljno veliko/: /'1.0 
I ., I -

lnA<x~e, Х>Ха (3,1; 

s ol)ziHJJn :ш Stav 2, јmаmо: 

1~ А' (t) 1~ - dt - 1~ dt -
lл,\(сх)-!nА(х)= " A(t)dt= " A(t)'T>A(x) " Т=Л(Х) 

ро. iz (:1_l) za :с > Ха, sledi: 

А (х) < Iп А (ех) < (ех)Н' , 

'Ј, 

-
!пА (1 ) !nх«е+е) l+lпх ' Х> Ха; (3,2) 

PoslO .је :: р:лizvоlјпо mаН pozitivan broj, iz (3.2) sledi: 

• 

-s (iп!;.'.;с 0;1 [ane, za х > хо : ln А < (6 +~) lnx, tj.: 

,-i ,~ ! 
;_~:_J 

А' (х) 7!-+ < xO- 1+б". 
А (х) , 

17. ::).4 "Jcdi: 

·~3.5) 

Iz (.')_.5) i (.:;.::Ј) dobijamo 

-
,lпА IпlпА 

lun sup ln = lim sup --:- (!. 
:1:--->00 Х :1:--->00 ln х 
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, ' -, 

PoslcclicD. OYO~ c-lа\Ћ i Stava 2. је: 

-Stav 1. :1 (.1--:1 је strogo monotono mstuca funkcija па IR+ i limx~= А (х) = +00, А (11) = 

11, 

Ргсс:i СГТlЮ sac!a па glavnu temu na.seg rada, tj. ispitivanje asimptotskog ропа."<LПЈil 

[ш,kсiја А' (.Т) oыka:: 

= 
А'" (х) := L cZa"x" 

"=0 

. gCIlcri"anirl ccl()I!l funkcijom А (х) = L~-o а"х", gde је CZ_ 1 := kC> L'" (k) , k Е К Q :::: IR. 

РГйУЈЈlO рroше!Ј lј iyi niz indeksa а, generisan sporopromenljivom funkcijom 

L' (х) := х Ј.= е-Х' L (l(t) dt. 

I\";-tРСШlinјсПlО Ја је: c~ '"'"' Сп, п --t ОО, za р.р. niz с,." indeksa а generisan рrоizvоl.irЮIrl ".р. 

fllЈЈkсiјШll L (.r;). ::L· (х) Е Loc L se рошэzиmеуа) 

Nus OSIlOYIli rE-:zultаt sadrzan је u sledeCoj teoremi: 

Т~ОI'сrш-\ 1. /lko је: sup А < +00, 
• 

onda јг Л· (х) / А (х) '"'"' С[АЈ' х --t 00lza svaki pmvilno proтenljivi niz (c~) , п Е l\" )iл(јl km 

й, (): < ,-1. 

t.ош slHcajll пiz ((';,) Јmа sledecu integralnu reprezentaciju. Stavimo da је: f3 = -о: - 1, /-ј :> О, 

Iшапю 

1\Iсс1\11,i1П: 

1 

k" 
L' (k) 

k 
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])<1, kori~tcC:i konvoluciju Laplasove transformacije, dobijamo 

u(t,(J)~ 

L (1/t) , (J~O 

ОО 

А"(х) - ECZakxk 
k=O 

I>, {ОО е-'u (t, (Ј) (хе-')' dt 
k=O Јо 

Г е-'u (t, (Ј) (~a, (хе-')') dt 

- 100 е-'u (t,(J) А (хе-') dt 

Prelaz с;а Sll 1:11: па integral оргаvdал је s obzirom da i suma i integral konvergira.iu :т :с Е IR+. 

l'гесЈс-tCl\'ilЛ() dobijenu integralnu r'eprezentaciju эиmе А* (х) u obliku: 

Л' (х) 

А(х) ( 
А-'I' ОО) ( _, А (хе-') ) - 1 + fл-'I' е u(t,(J) А(х) dt ~T,+T2, 

ј pгoccllimo iпtеgralе Т1 i Т2 za dovoljno veliko х Е JR.+, uzevsi u obzir Stav 4. 

Za ptoc-еIlu integrala Т1 potreban пат је sledeei identitet (osobina 5.): 

хе - --А ( -'Ј . l' -
ln А(х) +tA(x) ~ о wA(a)A(a)dw, 

s (ЈlЈ7iГО~ll Ila predpostavku u Teoremi 1 i па Stav 1, imamo: 

О<А(а)<М<+оо, 

gde kuљtаllth 1и пе zavisi od а. 
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- -
Takout;, ]1ГСГГ.а Stavu 4, posto је а < х sledi А (а) < А (х), ра је: I '():/ 

гс u < [ шА(а) A(a)dw < м7ф) [ wdw = ~ A~)t' 

А (хе-') -
ln А (х) =А(х) (-t+О(t')) , х EIR'+,t > О; 

!-:с\с арsоLlltш'_ k{J,J~t,anta u О пе zavisi пј od х пј od t. 

(1.2: 

!'o;to је: ,Л = 1 + О (ВеБ) ,В > О, sa konstantom u О nezavisnom od В 1 za [ Е 

(о,/l ,со).о ('1 (х) t') =0(1); iz (1.2) dobijamo 

"_\ _1 2 .4:-1/2 

11 - / ('u(t,/3)e-tJi(Х)dt+1 е-'и (t,/3) е-ЩХ)О (A(x)t')dt 
. () о 

- /', -.( Н4(Х))и (t, /3) dt - [= е-'и (t, /3) e-tА(Х)dt + О (А (х)) 1= t'u (t,3) с ,( н.ј(х) )dt 
, () 1),-1/2 О 

• 

S,-l{-la је (па l'",IЈС1Пl Teoreme 5 poglavJja В): 

i ol:i!Z,leclllo: 

11' " , 

О (е-А(Х)'!') ; 

х --+ ОО· , 

О (А ()) d' (и (8)) 
х . ds2 S~+l (S=I+А(ж)) 

- (ртета Teoremi В) = О (А (х)) ,о (L:i:)) _ 
. 8 (_'M~)) 

О 
и(А(х)) 
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ра Је: 

x~oo (1.3) 

Za РГО(:Сn11 integrala Т2 potreban је sledeCi stav: 

Stav 5 . . 1ko је ispunjen uslov Teoreme 1 tj. sup А < М < +00 tada је za S1I(Jko Х', t Е R+ : 

А (хе-') (е-М' - 1 _ ) 
А(х) <ехр М А (х) . 

Doknz. Л < М је ekvivalentno sa: 

м <-
8 

, 8>0 

Iпtсg,ујг;-'.јш:-i (5.1) u intervalu s Е [хе-и,х],u > о, dobijamo: 

.. 

(,,1 
~ 

1пА(х) -!ПА (хе-и) < Ми, и >0, 

• 
Iпt(:fЏ~Гii.i11{:i ;5.2) ро и, za и Е [о, t] , dobijarno tvrdenje Stava 5. 

N а о"п 0\'11 toga јтато: 

t ј . 

- -
А = А(х) ~ +оо,Х ~ оо. 

,).~)) i (1.-1::1 ukazuju па zakljucke u Teoremi 1. 

(5.1 ) 

( 5.2) 

(1.4) 

О\"а. tcorema је formulisana uz minimalne uslove: da је f (z) (А (х) = тах ,. =-:1: !Ј (z) 1) (:cla 

1,гапссаспtпа funkcija (е > О) konaёnog reda (е < +00) i зир А < +00. 
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},kdlltirn, blil:<:O ошооепје funkcije А(х) dovodi do sledeeih tvrdenja: 

Stav 6 . . ,1ko је Етх .... оо А (х) = Б onda је Б = (! i 

lnlnA(x) lnA(x) "-
lim = lim = Јјт А (х) = е. 
х ..... оо ln х Х .... оо ln х Х-Н'" 

q . 
. Im,"13r;, (L [1)),'/, ,,)lIr:aju А mот biti pravilno promenljiva funkcija indeksa (! . 

.. -

е­

Dola-a: рп·ј (!со tvrdenja sledi iz Stava 3 i Cinjenic1i~ 

_ d (InA) d (xd ln А) 
А= d(lnx) =~; 

а сiпщi (!со ј/, роz!шtоg stava о ргаУЙПО promenljivim funkcijama: 

Ako је !јтх ... "Х x:;ij) = Q onda је f (х) р.рЈ. indeksa а. (Vidi [4], Bingham, str. 59\ 

-
St,av 7. ;lko ј(- za neko М > О; А/хМ nerastuca funkcija za х Е 1R+, tada је вирх А .-:::: Jl.'!. 

Dokaz: }\шk('iја ln (А/ХМ) је takod~~stuca, tj. (posto svi izvodi postoje) : 

, . . -

Stav 8. 18kaz1: 

(Ь) A~cm'Rlx). 

• 

:г ----+ Х. П (/1 Е IRO, С;е Е 1R+, su ekvivalentni. 

Duk,,", (1,) =} (а) 

Ро;;'јо је: Јn .,1 -= f
1

x А· ~t + С, tvrdenje sledi iz stava о integraciji pravilno ргошепlјi\"iЬ 

fШlkсiја ([:2:~I: 

(" dt 
lпА-сеВ(х)ј, t"t+C-сх'В(х), x~oo 
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s ouzjJ'()1!l па Stav 4, za х > у > о : 

1" -dt 
!nA(x)-lпА(у) = А-

у t 

<A(x)!n~ 

> А(у)lп~ 

SCCJYljajl1ci 11 1:8.1) х = )..у,).. > 1 i У = )..х,).. < 1 dobijamo 

А(х) 

< lnA(>'.1')-lпА(.1') 

- ln>. ' 

> lnA(.1')-lnА().ж) 0<).. < 1 
- lnl/>. ' 

РГСПlil (оп:с j(~: 

. А (х) 1 ( 1. lп А (Ах) 1. _!n~A",,( х'-'с) ) lJmsllp < -- lт - lт-
,." ,.т'В (х) - lпл "~OO ех'В (х) "~OO сх'В (х) 

lјтјп! А(х) 
.1'--->00 схев (х) 

1 - )..е 

> "-lп-:l"ј7л ' О<л<1 

л' - 1 
!nл ' 

).. > 1. 

(8.1 ) 

(8.2) 

(8.3) 

Post() (lсsпс strane u (8.2) i (8.3) пе zavise od х, stavljajuci u ргуоm slucaju л 11. а u drllp;om 

). ,- 1. clоЪiјапю tvrdenje iz datog stava . 

• 
Stлу 9. Ako је lim.1'--->оо А = (!, tada је А р.р.Ј. indeksa е. 

nokaz. ОвоЬјпа 8. 

А:щlizi:"ајuCi navedene stavove moZето doCi do zakljuCka da se ogтanicenjc: 

supA < +00 

iz TCO:T:tlC 1 moze smatrati prirodnim. 

I\jillo\'Om kombinacijom dolazimo do preciziranja sadrzanog и: 

Ђ:огсша 2. Ako za celu transcedentnu funkciju А(х) = L~=oakxk sa n(lt(qа[il'"П.im 

;"o(/"icij(.lit':n1il I!щi: 

(а) lпА Е H,.g > О 
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(1) postoji /Јгој 'I! > О, tako daje А/х'"' nerastucafunkcija па JR.+. 

Лulu. ZIL ji!\'Izvoljne р.р. nizove (с· (k)) , k Е N indeksa fЗ, fЗ < -1 vaii 

А' (х) +~ '([ Ј) А(х) -р с InА , x~oo 

([ - I!ши/,;а za celobrojnu vrednost). 

Ргiшсг: .\lillag-Leffier-ova funkcija 

Irnarno: 

оо , 

А(х) - suplf(z)I~Lr(l:ka)' х>О 
Izl_x k=fl 

А (х) _ 1 ж'/n ln А () Ј/а ае, х",х, x~ оо 

([-1], НiТlр;rlШЛ, "1г.:329). 

ТCnГСIШl 2. cla ;е: 
, 

оо , 

,"о "', Z -Р-Ј' ([ Ј/а]) f3 ( . L...,.ckr (1+ka) "'а с х , x-too, <-1. 
k=O 

1'oIInuli"';J(:e::rlO ovde jos dve teoreme koje se izvode analognim postupkom i tiCll St' роlј-

IlOШ(i Гг. (:т) _.У > U, definisanih sa: 

п 

Pn{X):= Lankxk, a..k> О,Х > О, 
k=l 

п 

Р; (х) :~ Lc'(k)an,x', c'(k) :~kPL'(k),k ЕМ, 
k=l 

ТСОl"ст<') з . . ,1ko је: 
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ТаЈ(Ј је: 

~: ~:; - с (х)' с' ([\, (п)]), п ~ оо 

2а 1'.1' п"",е (с' (k)) indeksa (3 < -1, k Е Н .. 

Tt)Ol'C1Jla_ 4, Ako ви ispunjeni uslovi: 

-------.---------------
(а) S11pjJ" 1>") < +00 ,. 

(Ь) Ет 'џ .. ) ~ с(х) i о 
" r_ 

/(Ј(]ll;"::О ргоizvоlјnе р.р. nizove (Ck) ,k Е N,Ck:= kO:L(k) , indeksa а <О 1-'(l2i 

п 

L Ckan.kxk '" СО: (х) CnРn (х), п --+ ОО. 
k=l 
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