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Uvodno poglavlje

Karamatina tcorija pravilno promenljivih funkcyja danas je op#te prihvatena u svetskim
razmerama keo efikasno sredstvo u reavanju problema asimptotske prirode u raznim granama
matematike: realnoj 1 konipleksno] analizi, verovatnodl, teoriji brojeva, teori)i distribucija, itd.

Zalivaljniuél tome, Jovan Karamata Je nafe najcitiranije matematic¢ko 1me u svetsko)
matemat icko] hteraturi.

1T samo]j teoriji, od 1833. godine kada je Karamata izloZio fundamentalne postavke regi-
larne varijaclje, do danas, naporima inostranih 1 domacih matematicara iz takozvane ,Kara-
matine 3kole” doslo je do burnog razvoja, o ¢emu je najpotpuniji pregled dat u monografi
([4) .Regular variation”, Bingham-a i drugova.

I nagem radu istraZujemo asimptotsko ponaSanje polinoma i celih funkeija konaénog
reda u ¢1jim koeficijentima uéestvuju pravilno promenljivi nizovi datog imdeksa.

Stzvovl 1 koje se, u konkretnom sludaju pozivamo, eksplicitno su navedcnl sa imenom
antora 1 odeovarajucom referencom.

Zelim da naglasim da su svi dokazani rezultati, stavovi i teoreme u radu originalni, u
srrisln da jo antor samostalno do njih dogao, ne videvs nidta sli¢no u dostupno) literaturi.

Izlo71éeme sada, ukratko, postignute rezultate.
Poglavlje A: U ovom poglavlju, ilustrujuéi snagu poznatog stava o supremur:rm-K(inﬁmumu)

pravilno promenljive funkcije (ppf) na intervalu, dokazujemo jednu opstu teoremu o odseécima

rd
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stepenoe reda 1 njthovom asimptotskom ponasanju kada stepen, na odreden naéin, zavis od
prorenl)ive r.

Primenjujudél tu teoremu na odsefak eksponencijalnog reda, dolazimo, 1zmedu ostalog. do
sledeceg interesantnog rezultata:

Teorema A3: Za svaki pravilno promenljivi niz (cx),k € N, proizvoljnog indcksa, vaz

asimptotska relacija:

k

o T Z ck%ﬁ-f(%-%\/iEErf(b/\/ﬁ))qm], r— o0

k<z+afx)

gde jer a{z) = by/z(l+0(1)),z — oo,b € R,[| oznaka za celobrojni deo, a Erfa :=
foe b, takomvana funkeija greske” u teoriji verovatnoée,

U poglavlju B deliniSemo klasu L* analitickih sporo promenljivih funkeija koje ¢e nam biti
neophodne 1 daljem radu.

Naime, svako) s.p.{. L (z) € Loc (L) (skup lokalno ogranigenih funkcija sa osobinom L (07) =

(7 (1)}, eksplicitno dodeljujemo s.p.f. L* (x} sa osobinom:
L*(z) e C=; L' (z)~ L{z), z— oo

Takode pokazujemo da se L™ () moze analiticki produziti na desnu kompleksnu poluravan,

pri ¢emu se ue gubi svojstvo sporopromenljivosti, t). vazi:
L*{(z) ~ L{|z]), [z] =00, Rez>0.

U ovom dele izvodime karakteristiéne osobine funkcija L* 1 L, {(0* umesto 4-c0) 1 odgovara-
juéih p.p.f indeksa @ € R. (naprimer, R, (z) ;= z*L* (z)).

Dokaxujemo steded: stav:

Teorema B8: 4 (z) € SR, (Smooth variation Theorem [4], str.44) tj.

2" (R;, (2))™

¥

R: (z)

—ala—1)---(a—n+1), z—cx.
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Poulavlje C: 17 ovomn delu sadrzani su nasi glavni rezultati.

Posmatramo polinom;:

F,(x):= ZA",;;I&, EeN,

k<n

1 njemu pridrizene polinome:

BY(z) =) |Anzlz", z>0k€N,

k<n

1
Fr(z) = ZCkAﬂ,kmk: K
E<n
gde je (¢x ), & € N pravilno promenljivi niz indeksa o, o < 0.
Sluzedl se jednim poznatim stavom M. Vuilleumier [36], dokazujemo da su uslovi:
IR s 4P} (2)
I:hmmfl—-—— 0; II:liminf—22-2 0
B T S e

neophodni da 11 asimptotska relacija:

Pr(z)r~ven-c{z) - Pulz), x>0,c(z)#0,n—> 0
vazila za svakl pravilno promenljivi niz (¢,),n € N.
Nokazujemo, takode, da su t1 uslovi {I 1 II) 1 dovoljni u sludaju da su sve mile polinoma: o)

£ {z) /& realne 1 negativne.
U daljem radu posmatramo polinome @y, (x),
@n(z) =) Busz*, z>0,k€N,
k<n

sa osobinom da su sve nule polinoma @, {z) /z realne i negativne, i njima pridruzene polinome

h,

Q- (x) = Z i B k2,

k<n
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ade jo (¢} .k € X. kao i ranije, pravilno promenljivi niz indeksa @, a < 0.

Za te polinome nslov I je automatski ispunjen 1, pod predpostavkom:

L Z3Qa(z)
llrr]n 20, (7) =c(z})#0

ispunjen je 1 uslov II pa dobijamo:

Teorema C4. ()2 (z) ~ cac® (z) Gn(x),z > 0,11 — 00.

U slucaju da e
d
T (z
lirn dx "'( )

n nQn (T) -

prema prethodnom, navedena asimptotska relacija ne vaZi za svaki p.p.n. {cx) &k € I\,

0, zeR™,

Medutam, nasim originalnim metodom, odredujemo asimptotsko ponasanje i u tom siucaju
za nizove: ¢F (&) = k°L* (k) ,k € N.
Teorema C5. Za svaki p.p.n. (¢x),k € N mdeksa —f, 8 > 1, postoji asimptotski ekvivalen-

tan niz (¢ ). ¢ ~ i, m — 00, takq da vazi:

Z ¢t Brxz" ~ Clatny (€ (m))'ﬁ Qn (z)}, n— 00 z€RT

k<n

w(n) T, li};ﬂ "{T;l =01

U sluéaju da je: lirl;n{p (n) = ¢ € R*, dolazimo do zakljucka da: lign On (2) = d(z) predsiavlia
neko ceiu funkoiju sa negativnim nulama, pa i tada izvodimo odgovarajuéu asimptotiku (lco-
reme C6, 17,29, 37).

Na kraju, koristel analiti¢ko produzenje funkcije L* (z) na, _.desnu kompleksnma ‘poluravan i

ideje iz nageg rada [30], dokazujemo:



Tcorcma C8: Za: [z+ 1> 1,z€ Z,a > 0,

E: Yk I‘. n :1
(k>z-;~(1+;) (E+1) — /X
p=A

koja vazl za klasu nizova (L;)} 1ako zahtevi iz Stava M. Vuilleumier o potrebnom 1 doveljnom

uslovu nlsu ispunjena.

U poglaviju D primenjujemo nafe teoreme (C3-C6 na odredivanje asimptotskog ponaganja
nodifikovanih klasiénih ortogonalnih polinoma (LagranZovog, Jakobijevog, Lagerovoz,...) kao

1 Beselove funkeje I vrste.

Poglavlje I je, kao samostalni rad pod naslovom ,Slowly varying sequences and entirc func-
tions of finite order” prikazano na Simpozijumu iz matematicke analize 1 njenih primena u
Arauvdeloven 26-30 maja 1997.g.

L tom radu posmatramo cele funkcije A{z) , A (z) := ) a,z* sa nenegativnim koeficijentima
konacnog reda p > 0, 1 pridruZene funkcije A* (z), A* (z) = ¥ ¢ (k) arz®.

Operator A = A(z) := %}Q,I > 0.

Osnovnl stav kojl izvodimo i1stom metodom kao 1 prethodne, glasi:

T
S, —

Ako Jor sup, A (z) < 400,

onda jo

L (1))

za svakl p.p.a. (¢* (k}) ,k € N indeksa 3,8 < —1.
Takode formulisemo odgovarajuée teoreme za polinome @y () sa pozitivnim koeficijentima,

ovoz puta bez obzira na karakteristike nula tih polinoma.
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Na kraju, zelim da izrazim narucitu zahvalnost dr. D.Adamoviéu i dr. S.Radenovién na
bodrenjn 1 podria bez koje ovaj rad u ovim tefkim vremenima ne bi imao moguinosti da

nastane 1 ovorn obliku,

Beograd 5.6.1947. Slavko Simic



Poglavlje A

Odsecci stepenih redova i pravilno
promenljivi nizovi proizvoljnog

indeksa

U na¥em prvom prilogu dokazacemo, koristecl jednostavnu €injenicu:
Va,b e R, z%¢ ¥ =0(1), z-— oo,

sledeén teoremu:
Tecorema Al: Ako postoje funkcije: f: RY — R™; by : {0,1) — R*; by - (1,00) — RY,

takve da za wdsetok stepenog reda S (A, z) (se nenegativnim koeficijentima) vazi:

r

O (e~ 2= £ (g 0< i<l
JST()\,:I:_};ZG*:rsz ( ) @) Tz — oo,a € RT U {0}
5 | erorrtnsm. aon
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tada. za svoke privilne promendjivi niz (cx), k € N proizvolinog indeksa « € R, vaZi:
o

'J_ 0 CE::]) ' U < )\ < 1

) Z Ckakxk = 4 s e (1.2)
P ke ac (1+0(1)), A>1

Dokaz.

Smatracemo da je niz (cx) generisan pravilno promenljivomn funkcijom :F z%L{z).a £
]R,_ L (.1‘) = Loc Iiﬂ-:l . tj. Cr — kﬂL(k) ,k & N; C[E] = [.’L‘]n L ([m]) .

Primeni¢emo poznati stav o p.p-I. u sledecoj varijanti {[7], Seneta, str.19 i 20):

Za a =0 vali
Apzosup,, ("L (1)) = 2% L(z) (L +0(1));infenz ((°L(3)) = 2°L(z) (1 +0(1)), z—
Ay infie, (0 °L(t)) =2 %L(z) (1 +0(1));8upy, (7L (E) = 27%L(z) (1 +0(1)) .z — o0
As i Cpg ~ Caag ~ A%y, € — 00, A € RT o € R. (Bingham [4], str.52)

Neka je A, 0 < A < 1, fiksiran realan broj 1 ¢y = k%L (k},k e N a e R:

fif'm}_(i—-f} 2 ot = fzm) 2 ([_%)a_l' ([m?i((Tj:])) B

1 ) k a—1 i
< roue(m) mper@ @) So
= rema 1 uslovu — __L T lod—113 [Ail L ({}“I])
prema s wlov 1.1) = 7150 () -0 (7 )

O (E—bl("-}m) f (.T)

l

(prema Ajz) = O (mi“l"le'h{"')”) =0(l), z— .

Ovim je dokazaro prvo tvrdenje u 1.2.

Neka jo sada: A > 1, e—fiksiran realan broj, 0 < ¢ < min(1/2, A — 1}; imamo:

L Yaatr = T Y+ ¥ onount
/ I;:I::I e f (I) Clr]

k< Az bafi-e)x {1-e)x<k<(l+e)r  (I4e)z<k<ia

= 51+5+5 (1.1)
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Prema prethodno dokazanom (A =1—¢ < 1) :

Sy =0(l), z—oc. (1.2)

Analogro je:

1 Ck
g < sup | — 1. arz”
= f(z) kE-’ﬂ (c{fl) {1+s)n:Zﬂ=£J~m :
_ 1 || +1 T) — T
TP @) EAm) - S0 +e2)

I

O (lH1) O (e~ mintba(1+)5:00)

o(1), z— o0 (1.3)

Da bi procenili sumu S;, predpostavimo nacas da je indeks niza (c;) pozitivan.

Podto je U < £ < 1/2, koristeti osobine A; i A; dobijamo:

I

sup Gk = Cfate)n) (1 +0(1)) = ¢y (1 +£)7 (1 +0(1))

k<{1+e)x
= ¢ (1 +€0 (1) +0(1));
inf cx = cp.ge(l+0o(1))=cy(l—¢)*(1+0(1))

k>{1—£)x

= ¢y (14+0{1)+0(1)), z— co.

Zbor tooa e
w1 ]

IA

1
Sy ——— suUp Gk ar
f (@) cpa 2

kSt o or<k<(te)
- ﬁ (1+£0(1) +0()) (S +e,z)—S(1—¢ 1))
= (1+e0(1)+o0(1)}){a+0(1))
= a+e0(1)+o0(l); (1.4)
Sy 2 . inf ¢ (S(1+¢,2)—85(1—¢,2))

f(.T,.) Ciz] k>(1-€)z
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= a+e0(1)+0(l), z—o00 (1.5)

Posto je & proizvolino mall pozitivan broj, a konstante u O (1) ne zavise od ¢, iz (1.4) 1 (1.5}
zekljudujerno da je: Sy ~ a,z — 00; 8to zajedno sa (1.2) 1 (1.3) daje dokaz navedenog stava
va o > U

Za a < 0. dokas 1zvodimo na sliéan nafin koristeél osobine A, 1 As.

Za o = 0, niz (kLg) ,k € N je indeksa 1, pa je prema prethodnom:

1 1 1
Si=wmro 2, pokhadts (1 +¢)al (@+0(1))
f (IJ L[m] (1-e)z<k<(1+e)z k [(l — E) .7.-'] + 1

1
%2 [

(1 —e)z] +1){a+0(1)},

$to pokazuie da je, 1 u tom sluéaju Sy ~ a,z — o0, &ime je dokaz Teoreme Al. zavrien.

Primedba: Za o = 0, ofigledno je S = 0 (1) pa iskaz Teoreme Al glasi:

1 k
- § = ), AxeRH .
f(:E) <Az ﬁkﬂkm D(CI ]) ' T

Primenié¢emo sada prethodno dokazani stav na izvodenje asimptotskog ponasanja odsecka
cksponencijalnog reda:
Teorema A2: Neka je (¢,),n € N, pramino promenljivi niz proizvoljnog indeksa o & K.

Tuda je:

K

- —I—- o 4 1
: Y 2Clal A=1 ., T
k<A "
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17 okolini tacke A = 1 vaZ1 Jo¥ precizniji stav:
Teorema A3:

P Z cki—TN(%-l-%Erf(b/‘\/ﬁ))cm, €T — 00

k<z+al(z)

gdeje o (1) =b- /T (1 +0(1)),z = 00,b € R,Erfa = ffe " dt.

Dokaz: Shodno premisama 1z Teoreme Al, dokaz navedenih teorema zavisi od asimptot-

. kK
skog ponabun|a sume Zkgn HEn=n (x) .

lzveséemo n)jenu integralnu reprezentaci)u.

» :'L‘k :12“'+1 n k! $"+1 n oo etk
S (n,z) = Z K pl Z (k) o Tl ; (k)/ﬂ et

k<n " k€n

i].

ontl oa . n
S{n,z)= o /ﬂ e " (1+t) dt (2.1)
Za n = Azl procenimo prvi faktor:
gt I amr-nhain-z z E‘-'ﬂ(;"lﬂ‘EJrl_f} (2.2)

Medutim:

t]. 2=X-20€10,1), paje

T

8 1
Elnﬁ-kl—rﬁ=)u1n)\+1—)x~‘—ln}\+a(—-§), z — oo,
xr T X €T T

odnosno {2.211n = [Az]):

n+1
- — =0 (\/EE—{}.luA*A+1)m)  z— o0 (2.3)
n!
Za A< ], '. "
- © g (e=% (1 + )" 1
/ E‘ﬂ(1+t)"dt=/ (Eu(+))< p— , L o0
Jo 0 TH-O z—n z(l-A)



ito, zajedno sa {2.3) daje procenu za A € (0,1) :

k
S(z),z) =Y % = O (g PRAMDz) g2 p g (2.4)
k<iz

Za A > 1, smena t+1— ¢ daje:

/Dme*m* (1+8)"dt = “’fm e” T dt
<[ e

"(h+5),

|

nl
In+]’

I] -

a parcijalnom mtegracijom lako dobijamo procenu integrala I; : |I| = O (Ez:) . 8to, s obzirom

£

naf\)lsil 3} cajeza A > 1:

[

K
Z % = (1+0 (e M0 em 5 5 oo (2.5

E< Az

I'o5to je b{A) := Aln A — A+ 1 konveksna nenegativna funkcija za A € (0, +o<)

B{OM)=1.0{1)=0,b(A) >0za AF11vazi:

1—2)?
. AE(0,1)
b{X) > « ’ :

2
57, A€ (1,00)

)

uporedujudi (2.4 1 {2.5) sa Teoremom Al, vidimo da su uslovi teoreme zadovoljeni za:

_ 1—A)? In®
flry=€"a,=1,keN; b, (\) = (T);bz (A) = HI—}Q—A;H. =1;

1z Cega sledl tadnost prvog i treteg tvrdenja iz Teoreme A2,

U dokazu Teoreme A3 koristi¢erno sledeéi poznati stav (Lebesque) (Vidi [6]):

Stav A: Nelusu f, (t) ;7 € N, neprekidne funkcije na [0: oc) pri temu je |fn (£), < ¢ {I) t
. :J v (t)dl konvergira. Zatim, neka f, (t) — f (¢),n — oo ravnomerno na svakom inicrvalu
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0, ¢|.a > 0. Tada je:

/nmf,,(t)dt—r‘/l;mf(t)dt, n — ©0.

Dokaz: Uvedimo u (2.1) smepu: 1+t — 2 (1+ ) . Dobijamo;

T n! T

_ __ne ( /"1)( (VAt-ni(2 T)))d.ﬂ

Oznagimo prvi integral u {3.1) sa Jy a drugi za J, i neka je

+1 oo 0
- noE - A" _ 14t
¢ “S(n,z) = \/_ e m/ E N+ (__H) e ﬁt+ntu( t75) dt

i
g(n,t) 1= ﬁt—ﬂln_(l-}-ﬁ), t>0ne N
Na osnovu Clajenica:

I: g{n. t} jc mmonotono rastuéa funkeija po promenljivoj n.

Dokaz:

14t/ n

0 < j1.1+th/ﬁ% (swé)2d3= % (3— %) g
IT: 11'_(1;:1 gl t) = t?—z,t c Rt
priuenjujuci Stav A sa:
fn (@) =700, f(t) = "2, (1) = €700,

sledl dac

Za n = v+ o (x)], imamo

\/E(E —1) b, g(nt) =

- (1+0(1)), z— o0,

=g (n.1).

(3.1)

(3.2)



pa prema lome

U b/ V2 ,
Jy — / e™" ?dt = \/E/ eV dt = /2 Erf (b/\/ﬁ) (3.3)
—b 0

S obzirom da %n”e“" — \/—liﬂ-,ﬂ — o0, iz (3.1), (3.2) 1 (3.3) 1 Teoreme Al sledi tvrdenje iz

Teoeoreme A,

Drugi stav iz leoreme A2 dobija se iz A3 za b = 0.

Kombinacijorm metoda primenjenih pri dokazivanju Al-A3 moZe se dokazati sledcél stav:
Teorema Ad: Neka je f (x) pravilno premenljiva funkcija proizvoljnog indeksa ¢, lokalno
ogranitena na intervalu (@,00), a(z) : Rt — R, % =o0(l),z -0 i 8(z) :RT =R je

konveksna funkciju koja dostize svoj (jedinstveni) manimum u talki z = ¢ € (0,0¢), 0 (¢) =

AZ0,5(c)=0.3"(e) = B > 0. Pod tim uslovima vaZi asimptotska relacija:

* 1,71 27
-o()BE) gy . Zf [ 2 = —Aals) — 0Ot
/,1 flx)e T ~C sf (5) Ba(s)e , §—0",

¥

Da se ne bl ponavljall ovu teoremu ostavljamo bez dokaza.
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Poglavlje B

Klasa analitiékih L* sporo

promenljivih funkcija

17 opstem slucaju, sporo promenljive funkcije, uprkos svom imenu, pokazuju veliku iregu-
larnost n ponasanju. Naprimer, (Bingham [4], str.16) za sporo promenljiva funkaju L (z) =

exp ((11’1 1) cos (In :’L‘)”s) je .

liminf L{z) =0, limsupL(z)= +oo0.

T— 0 =0

Stavide, {Adamovié [2],[3]) za svaka dva elementa a 1 b intervala [0, +o0o] {a < b) , posto]ji sporo

promenljiva funkeija L (z) , neprekidna na [0, +00) ,takva da je

liminf L(z) =a, limsupl(z) =0

o0 T— 00

O nckim drugim analii¢kim svojstvima (diferencijabilnost, monotonija, itd.), v opstem slucaju,
ne moze biti govora.,
. ““"1
S obzirom da sporo promenljive funkecije ucestvuju u asimptotskim relacijama koje vaze

za dovoljno velike vrednosti promenljive z, nihove ponafanje na konacnim intervalima koji

16



obulvataju nulu je od drugostepene vaznosti i data funkci)a se uvek moze tako " popraviti”
da bhude lokealie {'ngj‘aniéena, 1 O (1) Za X —r 0+.

Klasu taxvih finkcija oznagavamo sa Loc (). Ocigledno je da njihova asimptolska svo-
15tva u beskonacnostl nisu narufena.

 munogim stavovima Karamatine teorije pravilno promenljivih funkeija, njihove speci-
jalne osobine su eksplicitno naznaéene. Naprimer, u definici)l kompleksne sporo promenljive

funkeiyje L(z), zuhteva se njena analitinost u oblastl: {z,|z| > r |argz] < o} uz uslov

2Lz
L{z)

— 0, iz] - 2.

U drugim slucajevima ograni¢enja se odnose na indeks pravilno promenljive funkeijc
(p.p.f} 1li se unapred zadaje monotonost, itd.

Komparativno je mall bro) teorema koje vaZe za p.p.f. proizvoljnog indeksa. Jedna od
takvih je Stav 1 M. Vuilleumier koji ¢emo koristiti u Poglavlju C. Jasno je da uslovi va
vazenie Lukvih “alobalnih” stavova moraju biti dovoljno restriktivni da bi obuhvatili 1 napred
citiranc ckstremne sluéajeve. .

5 druge strane. teoreme tipa :

‘De Bruijn. 1959): Za svaku s.p.f. L{(z) postoji Ly (z) € C®,L(z) ~ Li{z),z — oc, il

(Adarmovie, 1966.): Za svaku s.p.f. L (z) 1 proizvoljni monotono rastuél, neograniceni niz
(). postojl Lo € C takva da je L(mj ~ Lg(z),z — o0 i Ly (zn) = L{z:) za dovoljno
vohko 1

impliciraju da se "loSe” s.p.f. mogu, za dovoljno veliku vrednost premenljive zameniti
ckvivalentnim, analitickim funkcijama sa svim povoljnim svojstvima koja i1z toga slede. Samim
tirn se rigidni uslovi o kojima smo govorili mogu oslabiti ili €ak ignorisatt (Vidi qu;]avl_jr_: .

Problem sa analitickim funkeljama Lg 1 Ly u navedenim teoremama je 3to su zbog svoje
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konstruksabilnosti apsolutno neprimenljive u konkretnim problemima.

Stoga je naf zadatak u ovom odeljku da eksplicitno, za datu s.p.f. L{z) odredimo g =
g{(L(z)).ge C®ig(z)~ L{z),z — oo

Pokazuéemo takode da se analiticka funkclja g () mozZe produziti na desnu kompleksnu
poliravan tako da svojstvo sporo promenljivosti ostane saguvano, u smislu: g (ze™) ~ L{z) ~
g(z) & — e Yol < /2.

Razmotri¢emo, u tom cilju, realnu ili kompleksnu funkeiju 4 (s), Laplace-Stieltjes (LS)

transforinacijn date funkeije u (z) , definisanu kao:

G (s} = /l;me"”du (z),

pri cemu e Integral apsolutno konvergentan za Re s > a > 0. Osnovu za dalja ispitivanja daje

slededt [4:

Stav B1. (Feller 1971.): Neka je v neopadajuéa funkcija na R; u(z) = 0 za z < 0 ¢

w{s) < o0 2a sve dovolno velke s. Neka je L € s.p.f. ¢ > 0,p 2 0. Sledete tvrdenjo su

¥

cheroealoritna:

u{x) ~ cx®L(l/z)/T(1+p), (z—0%)

i(s) ~ cs?L(s), (s8— o0)

7a o= 0.¢ =1, stavimo L (s) = 4 (s). Iz navedenog stava sledi:
L{s)=1d(s) ~u (—) ~ L(s), s—0o0
i [ {s) € (™ kao LS transformacija monotone funkcije.

L(s) = /ﬂm e “du(z), L (s)=- /ﬂm re *Tdu (z),

18



Prema tome smo. uz uvaavanje uslova 1z Stava Bl dobihi eksplicitan oblik funkaje s.p.L
L{s)~ L(s). I € (C™®, za svaku nerastuéu s.p.f. L(x).

Sada mozemo definisati klasu analitickih p.p.f. indeksa p € R, generisanih sa L (s) :
R(z) :=z?L(z)

Moze se dokazati (vidi Teoremu B5) da su R (z) elementi klase SR, (smooth variation) (Bing-

ham [41 1. B (2) =0 (-‘fﬂ—l) L — O3,

mn

Posto je L (s) diferencijabilna (za dovoljno veliko s) s.p.f., oigledno vazi (vidi [1]):

A 2kl J.or — o0

L)

B: ezt .o — 0,0 € RT

IANSY
Posmatramo sada funkeiju kompleksnog argumenta:

E(zm):/ e *du(y), zeRY,2€Z,Rez>0
0

L (zir) predstavlja analititko prodpzenje funkeije L (z} na desnu kompleksnu poluravan. {Za

Imz=0,L(zr) == L{zRez) ~ L(z)).

Funkeiia L {zz) je dobro definisana jer:

Lzl < / " e au (y)| = / e Ferigy (y) = L(zRez) = O (L(z)) < o0

Teorema B1. Funkcija L{zx) je 5.p.f u Sirem smislu, naime vai:

L (zz) 1

E(z) : maco,Rez::D.

Dokaz. Ncka je z =a+ bt a > 0. Imamo:

e - e ) e el
< [ | 7 e




Medutim:

f;‘" E“(“‘F“}‘”!’du:(y) — j:‘-“ e~ dy (1)
L {ax)
Jo_ e (e — 1) du(y)
L (az)

. ﬁjm e~ =Y |sin %$y| du (y)
L (ax)

|A

< (sint] < 1) < Mo eyl ®)
L )

= = ar—

a Lax) ’

T — 00 (1.2)

LT I
prema A

Zhog (1.211 B, iz (1.1) sledi:

L_(z:z:) _11 — 0, z—00,Rez>0
L{z)

t;. tacnost navedenog stava.

I’rema tome, analitickim produzenjem se ne gubi svojstvo s.p.f.

r

L(zz)~L(z)~L(z), z—o0,Rez >0,

odnosuo: (= = €, jo| < 7/2)

L(ze¥) ~L(z) ~ L(z), z— o0,)p|<m/2 (1.3)

Definizuéi 2° kao e?'®? gde logaritam uzima glavnu vrednost, dobijamo analiticko produzenje
pp.fo (2 = 28L (2),latg 2| < w/2.

Iz (1.3} sledi:
R (ze™?) it
R(z) ’

Drngs varijanta analitiCkog produzenja dobija se iz sledeteg ([4] str.274):
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Stav B1: Zo ncopadajutu funkciju w(z),z € (0,+00), iskazi: u(z) € sp.f. 1 «(l/x) €

s.p.f..x — . su medusobno ekvivalentn? ¢ daju:

(z)
u(z)

=
EY I+

— 1

I — OO,

?

3

Uvedimo smenu 1/z = 8,8 — 07 1 stavimo:

Tv navedennae stava sleda:
[l

za ncopadajucn s.p.f w(x).

Analiticko produzenje je dato sa:
o
Lzz) = / e *du(y), Rez>0
0

L {zx) je dobro definisana i &uva s.p. svojstvo. Na naéin sli¢an prethodnom, dokazujemo

L(EI) _*1? I U'i-, REE:?'G,
L() -
odnosno:
1 aw
I{F —— .~ — + i
L {ze") ~ L () u(m) z— 0% ol < 2

Predpostavke o monotoniji generiguéih s.p.f. L(z) 1 2 (x) u prethodnim stavoviina mogu
bitl ignorsanie kao Sto kaZe Karamatina Tauberova Teorema. (1931) ([4];str.43):
Stav: Neka jeu(-} 2 0,¢ 20,0 > =1, 4(s) = s [, e**u () dx konvergira za s > 0. L C

AN

s.p.f. Tuda



implicira

G(s) ~cs?L(1/s}, s— 0T
Nadalje cemo konistiti 1 sledeta stav:
Stav B2 (Aljangi& (1954)): Ako je 2a neko & > 0, 7 ¢ |k ()| dt konvergira za —6 <
n < §i L &Lloc(l) (4. s.p.f. L(t) je lokalno ogranitena i O (1) za x — 0%) lada je

fmk(t)L(mt)dtmL(:c) fmk(t)dt, T — 00

Ako e [uf kit)dt =0 onda )e

/ﬂmk(t)L(mt)dt=a{L($)), z — oo

Stavimo u citiranoj Karamatinoj teoremi: ¢ = 1,0 = 0,4 (z) = L(z) € Loc{L) L. (s) =

i (5) . Dobijamo:
L(s)=s / et L(2)dt, L.(s)~L(1/s),s — 0%, L.(s) € C~
0
Analiticke produzenje funkcije L, (s) na desnu kompleksnu poluravan, dato je sa:
= —zt ?T
L,(z) =2z e “L({t)dt, l|argz| < 5
0

Teorema 133:

Neka jo z =1 |z| =r,p = argz € (—7/2,7/2).
Dokazucorno, preciznije, sledeéi rezultat:
Teorcema B3:

Re L. ('rei“’) ~LQ/r); ImlL, (’rei“’) =o(L(1/r)), r—0lp <

e e
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I. (rfz“"') = rei‘*"/ e_”EML(t) dt = ’r/ gty gile—trsing) y (1) dt;
0 0

pa jo

Re L, (re¥) = r/ e ¥ cos (p — trsiny) L(t) dt
0

Im L, (re) T / e "% sin (p — trsiny) L (t) dt
0

Uvodedt smenu @ ir = w1 primenjujuei Stav B2 (uslov je ispunjen za § = 1/2), 1/r — +oc

dobijamo

Re [.. {'r‘c.‘;w)

* 1
] e " ¥ cos(p—using) L (—u) du
0

T
1 [w o]
~ L(;)/ e “¥Ycos{p—usinp)du, r—0
0
c oo 1
Im 7, (re¥) = f E_“m“’sin(ap—usingo)f;(;u)du
0
1\ [ . _ | .
~ L(—)/ e “°®¥sin (¢ — wsin @) du, r-+0,|(p|~i§
r/ Jo

Intezrall na desnimn stranama, posone (cos > 0) 1 ne zavise od parametra . Prvi jo jednak
1 a drugl 0, 17 ¢ega proizilazi ta¢nost tvrdenja u Teoremi B3’, pa prema tome, vaZi 1 Teorema
133.

Znacl, da kompleksno-analiticke funkcije L, (z) preuzimaju ulogu s.p.f. u desnoj komplek-
snoj poluravni,

Jof jednua analogija data je sledetim stavorn:

Teorema B4: Za svako ¢ € Z7 iz desne kompleksne poluravny vazs:

L,
(c2) lz| — 0, |arg z| < g — jargc|.

Dokaz neposredno sledi, jer je: argcz = argce + arg z pa je:

T

larg ez| < large| + |arg 2] < 5
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Primenjujuc Teoremu B3 dobyamo:

s = )5 (3) o

Analogon pravilno promenljive funkcije indeksa o, moZemo definisati sa:

1 i T

REG} (E) = Ta) E_zttarlL(t) dt, o > 0, |arg .z[ < E

(1 deliniciji stepena 2% uzimamo onu granu koja je pozitivna za z € R™).
Teorema 35,

1 o
R (2) ~ (E) L*{(z); |z} —0,|argz| < E,a > 0.

Dokaz je slican izvodenju Teoreme B3: z = |z] e,

Re (R{™ (2)) = F%a—)/u e84l cog (1 |2] sin )t L (¢) dt

1

n (R () =~ /.:, e H7103% gin (1 12| sin ) £ 1 (£) dt

pa uvodedl smenu £ |z| = w 1 primenjujuéi Stav B2 koji vaZi za 6 = /2, dobijamo:

L[ oo
Re (R (2)) ~ (|2|) la f e™¥ %% cos (usin @) u* du
0

S IE

I'(a)
L (ﬁ)
Im (RE"‘} (z)) ~ NCER f e ¥ sin {usin ) u* 'du

o
ako 'zj — 0.
Zn lzraCunavanje integrala na desnoj strani, koristimo ([35] Titchmarsh, Theory of func-

tions, str 144;

o0 - 1
/ e M cos (r®sinal)dr = ~cosA-T (1)
0

i)
/ e " ™% gin (r*sinal) dr
0

Il
& | —
u,
H
e
1
Pt
| =
N

a > D,|{1)&|<~;E
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Uvodett sinenu » = ul/? o = ':]: > 0,2 = ayp dohjamo:

fﬂm g ¥ Os Py a—1 g ('I.L gin (p) duy =T (Dﬂ) cos gy

a>0,|p <3,

pa je
1 (2) = Re (R (2)) +ilm (R (2))
1 1
~ L| — ) —5(cosaypy —isinay
(=) ! )
T

L,
@) o0, g s < X

~ (prema B3) ~ s 5

Naveitemno jod 1 jednu analogiju sa klasom SR, (smoothly varying functions) {4]:

Teorema BO:

;L {n)
Ptk (H.:‘f‘} {z))
") alat 1) (@ 1);
R (2)

|z2| = 0,a>0,n €N

Dokaz: Tvrdenje u B6 je posledida Teoreme Bb, jer je:

(R ()™ (=1) f e~*to 1+ [ (1) gt
0
I'(

Tb-l-CI) L (z) T
F(af) nta ]El — 0, |argz| < 5;.03 > (.

~ (1)

Varjjanta s.p.f. L, (8}, je funkcija

L* (s) = 3/:3 e *L(1/t)dt, L(z) € Loc(L)

Sledr:

L*(s) € O, L*(s)le(s), § — 00

na osnovu 4] {5‘[1‘.-—15)).
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Teoreme [133-B6) se analogno izvode za klasu funkeija L* (s) (sa obrnutim 0% i oc;. Posto

tu klasu koristimo u Poglavlju C, izvestemo dva nova stava:

Teorema B7: Ako a (s} — 400,58 — o0;a (8) ~ b(s),s — oo onda
L*(a(s)) ~L*"(b(s)), s— occ.
Nokaz: S cbzirom na uslov teoreme,
a{s)=b(s}(l+o(l)), s— oo
Prema tome. za dovoljno veliko s > 5o moZemo naéi £ = £ ($p) tako da vazi:

b(s)(l—e)<a(s)<b(s)(l+¢€), s>sp

o~
--h__']
 —

LS

Sada je:

Fa() = al) [ e Lam e
< b(s) (1 +e¢) f ) e UL (1/y) dy
RECLES
1 analogno:
L (a(s)) > 1=e);. (b(s)(1+¢)), s> s

Stoga je za svako fiksirano €

: L*(a{s))  14+e¢ . L*(b(
PTG () *

Fla(e)  1=c,  L(p()(+e) _1-e

. , _
hminf 0 = The i ™ I (6(s)) 1+e
Prema tome Je:
1-¢ " (a(s)) "(a(s) _ L'a(s)) 1+¢
= liminf < lim < limsu =
Lhe  eme L' (b(s)) ~ smoo L' (0(8)) = seo’ L*(b(s))  1-¢



S obzirom da je & proizvoljno mali pozitivan broj, zakljucak 1z tecreme sledi.
Definigimo sada, na uobiCajeni nagin, p.p.f. R}, indeksa o sa R, (z) := z®L* (z) , @ € I1.

Imamo:

R {zye C*iR,(z) ~z°L({(x), z -0

za svaku =l L) € Loe (L),
Oznuacimo se B, skup svih p.p.f. indeksa o € R.

Sa ST, ormaiava se skup svih funkcija f € R, f € C*™ za koje vaii:

:I:nf(n](x)-‘*ﬂ & — rrrlE— TR T —r o0 sty
o) (@=1)---(a—n+1), (4], str.44)

Dokazatemo sada da je Ry, € SRy.
Teorema BR: Za L{z) € Loc (L) va3i

z" (s, (=)™
. (z)

—ala—-1)---(a—n+1), z— oo

Dokaz: Posto je

(L-sm(:c))(ﬂ} _ /ﬂm (—1)* e L(1/t)dt, neN,

1TILEI 1O

T * {n)
2 (R (N = 2 (2 (=z)
x ’ I

e (=70

k=0

= got f e %t (E (E) (e+Dala—-1)--(a+2—k) (—zt)”‘:> L{1/t)at
0 k=0
Smenom &l — v 1 primenom Stava B2, dobijamo: N,

(e ()~ (1) Rl D (o (1+Z (e +1)a (a?!...(a-rzﬂk))_
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Izraz u zagradi je:

ala—1)---(@a—n+1)
n!

T
(-1)
$to se lako dokazuje, naprimer, indukcijom.
S obarom da e

z®L(z) ~ Ry (), = — o0,

tacnost 1skarza 1 Teoremi BR sledi.

Posledica;

(7, @) = 0 (F=2)

mﬂ
gde apsolulng konstanta u O ne zavisi od z.
Jog vaznija posledica sledi iz stava ([4], str.45) (Smooth variation theorem):

Za svakn p.p.f f(x),f(x) € Ry postoji g(z),9(x) € SR, tako da je

Iz dokazanog sledi da za svaku s.p.f.€ Loc (L) na3a funkcija R}, (x) predstavlja cksplicitnu

realizaciju funkelje g 1z navedenog stava.
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Poglavlje C

Asimptotsko ponasanje nekih klasa
polinoma sa pravilno promenljivim

koeficijentima

7 ovomn dein rada posmatramo polinome P, (z) oblika P, {(z) := > ;. Anxz" sa rcalnim

koeficijentima 1 njima pridruZene polinome

Pt (z) = Z |[Anklz®, >0k€EN,

k<n

e (z) = Z ckA,,,kmk,

k€n

gde jo ¢p pravilio promenljivi niz indeksa @ € R™ U {0}.
Pri ispitivanjn asimptotskog ponasanja polinoma Py (z) za n — 400, posluziterno se
slede¢im stavorn M. Vuilleumier ([4],[36]) koji daje neophodan i dovoljan uslov za Asimpt otsko

ponaiainje nzova 1 kojima uéestvuju sporo promenljive funkcije Ly, tj. nizovi (¢;) indcksa (.
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Stav C.1. Za svaki sporo promenljivi niz (L), k € N astmptotska relacija:

Zﬂ'nkLk’“‘ALﬂ, mn — 00

k<n

vait ko 1 samo ako matrica (any) ispunjava uslove:

H_) Z.l:fin |”'”F.'i L O ('n,‘s) ;
b)Y 3o lawe k8 = O (nf), za neko € > 0;

c) posiuji broj A € RY, tako da je:

Za.nk—rA, n — 00,

k<n
Slededi stav koji éemo koristiti je dobro poznat u teoriji konveksnih funkcija. (vidi [5].
Stav C2. Neka je ¢ : (a,b) — R, konveksna funkcija i t, € (a,b);k € N. Tadu, za

protzuoljne pozitivne brojeve px,k € N, vazi:

2k Pri (te) D k<n Prtr
Z
Zkt_in Pk - ‘Ekﬂn Pk

Formnlisimo sledeéu teoremus:

Teorema Cl: Da bt asimplotska relacije

Pi{z)~ch-c(z)Palz), 2>0,FP(z)#0,n—

—
=t
i

vatile za svaki pravilne promenlfivi niz (c,) indeksa a,o < 0, neophodni su uslovi

T - r "")n!;.'.n"_]l )
I 1]H1tlnl T () > 0
o e d = _E, f:"1'1-‘- (I)
11: Lmﬂmf s > 0.
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Dokaz: 1'redstavimo niz (¢,) u obliku ¢, = %&; a > 0, gde je L, proizvoljan sporo

promenljivi niz. 1 primenimo Stav 1. na matricu {an:) definisanu na slede¢i nacin:

r
=}
(3)" An szt

r o 2 Sk<nz>0,F(z)#0.

ank:<

0, k>n
k

Sada je: S, ., . ~¢(z),n — oo jer relacija (1) vazi za svaki niz (Ly) paiza L, = l.n =

1.2, ... Time je ispunjen uslov ¢) Stava 1. Uslov b) je trivijalno ispunjen jer je nuda (on)

d s

matrica trougacma, Za uslov a) imamo:

e n® 1 L
Y ok = IE(T)IZE“_“ | Anx|

k<n kan
.::P: (m) ) Z*‘Fﬂ’ﬂ}n'ﬁ"l1 Aﬂ'rklmk

" |Fa ()] Z;;_gn | An i z*

(2
L 4

Pogto je: x — x~ (&%) konveksna funkcija za x > 0, 4+ € > 0, primenjujuét Stav2. sa

pr = 1Al T D oien Pk = Pl (z), iz (2) dobijjamo

= (a+£)
Z lank| K75 > n“———P: (%) . k| Anl z* )
> ")\ P @

L .

- (8 ()

T
S obzirom da su oba izraza u zagradama nenegativna 1 ne veca od 1, neophodnost vaZenja
tacke a) 1z Stava 1. implicira neophodnost uslova 11 II iz Teoreme 1.
Primetimo da su uslovi I1 II u navedeno) teoremi nezavisni medusobno i od parametara
a i 2. Pokazatemo da su to 1 dovoljni uslovi za validnost relacije (1) iz Teoreme 1., za firoku
klagu polinoma £, {z).
Naime, dokizaéemo da, ako su sve nule polinoma P (z) /z negativni realni brojevi, onda

Y

<11 uslovi I 1 11 neophodnt 1 dovoljni za vazenje asimptotske relacije:

Pl (z)~ P, (z)- Ly, n—oco,x>0 P, (z)+#0.
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Osnovna teorema koju ¢emo koristiti pr1 dokazu ovih i ostalih stavova, glasi:
Teorema C2. Neka je
Qulay =eaa [] (@+bars) =) Buga®, a>0,bars>0k=12,..n-1
k<n-1 k<n

Oznudimo sa

T
e

a .
Snla) == ) _ o 420 (2.0

kin—1

2 predpostavimo im Sy, (a) = +00,a € RY. Tada je:
T

a® 1
2 (a) = Bﬂ’k_n:Q“ (@) (1 + S, (a})™" (1-}—0( )),&}U 2.1,
; k Sn (@)

gde apsoluing konstanie v O ne zavisi od n 1 a.

Dokaz: osto je

1 1 1
— fa] ﬂ:d
P = ___(cx) A ¥ e z, a>0

dobijamo vezn izmedu Q5 1 Qy ¢

. ﬂﬁ: 1 oo
O A
kiz; k I'(a) Jo
1].
Qr (a) = —1—-/{ 2°7'Qn (ae™") dz + L fm 27 Qy (ae™%) dx = [, + 1.
r ! I\ (ﬂf) o Ti F (ﬂf) ¢ T 1 )

sde jo £ = & () = (14 (Sa () 71%).
Za procenu integrala I} potrebna je sledeéa lema:

Lema 2.1 Zaz >0,u>0:

e +u 1 9
- =13, (F2+0 (&)

pri Lo apsolutna konstanta u O ne zavisi od T 1 u.
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Dokaz: Zasta,

-
ne +‘u.+ z = / L sdt
14+ 14w 0 1+‘a;.w?,mt

1
/ - dt
0 1+ ue“"*'*t 1 + uex—t

— . .
0 2 1+'Ur

IA

" E"ﬂ—' X .
Za u = =% dobljamo:

=]

ag F+by 1k a _ 2
In P = P ( m-i-O(m ))

sa konstantorn u (7 koja ne zavist od a 11 by .

Sada je
(), lac 'r) ae " + b,_14 y
In - = —z+ In = —1T + —z+ O (x
(. (a) k§1 a+bn_1x k;IR—Fb * ( ))
£].
@n (ae™") 2
In —z (S +1)+ 0 (z°Sn{a
Sled:

_ @a (@) [* a=1 gy (1’1 [Q“(aerm)]) -
h = Tl / e 1w )
%“(Lﬁ) f g le e g a5a(0) | O gy )

Posto je, za £ > 0! =140 (te') iza z € {0,§)
Sy (a)z* =0 (S.(a)€%) =0 (Sn (a} In? (1 + (S (a))_lﬁ)) =001))=0(1),5%(a) ==

debijarto:

05 @) =14 0 (228, (2) 0 (1)} = 1 + O (28, (a))
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L \ -
pa [T postaje:

) [, = /ﬂe:cﬁ"l exp(—z(1+ S, (a)))dz+0O (Sn (a) ./: * e T exp (—zS, (a)) dj:)

= L+I

Dada i

I = (f f) a1 exp (—xz (1 + S, (@) dz

@) (1+ Sa{a)) "+ O(exp (—£5, (a)))-/ﬁmmn_le_zdﬂ: (2.1.1)

i

=0 (Hn (a) fnm z*Mexp(—z (1 + S, (a,)))dm) =0 (Sn(a) (14 Sn{a))™™ %) (2.1.2)

1’1 proceni integrala I koristimo sledete:

Qn (ae_”) = C,ae H (a.e'm+bn 1;;)
k<n-1
= ¢, 0e " H (a+bqp—a(l—e™))
k<n-1
—x _* a LT
= Qnla)e k@r‘[_l (1 e+ bn_1 (1—e ))

< n (a) e ¥ exp (— (1 - E_m) Sy, ([I)) ,

Pogto jo

iz (2.1.1-3} sledi (2.1).
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Formuiisaéemo sada sledeéu teoremu:

Oznadimo sa &, (z) familiju polinoma

{Pf‘( ) € ®, (z) Z:I:A,,k:ﬂ }, card P, {z) = 2"

generisanih policomom Bl (z) = ) 4, iAmklmka-T > (0 pr1 ¢emu su sve nule polinomna
Pr iz} /o negativil realni brojevi.
Teorcma C3. Nekaje Py (x) proizvoljan polinom iz skupae @, () sa fiksirantm £ znacima.

Tada, astmpfols La relactja:

Y A7 L ~ Py (z) Ln, n— 00,P;(x) £0

kin

vkt za svaki spora promendjive funkciju L (-) ako i samo ako je:

Fole) .
(T) liminf,_. . ) > 0

I%P,;'-(I]

...I.
ey O 0,z € R™.

(IT) liminf, ..o

[

Dokaz: Neophodnost uslova (I) i (II) dokazana je u teoremi Cl. Predpostavimo sada
da su navedeni uslovi ispunjeni 1 dokaZimo vaZenje Stava A.l., sluZeéi se Teoremorn (2, sa

Qnlz) =P} (x). Iz uslova (I) sledi da z nije nula polinoma P? (z), pa moZemo staviti:

F‘
+An px*
Py > 1Sksm
Ank =
0, k>n

Analogno docazu Teoreme Cl imamo: > . o =1,12an > 0,2 > 0,:

> ok = ZIA m)|k'k_ﬂ

Pia) Quiz)
B@ %@

)
)
- www () (olgm) o
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Posto e

d
1+Sﬂ($)= d‘; i

dgF:(m)!
<1 | L e A g
0<hm1rr}fn-P,j(:r)" , 0< im in P+ (2) <1

1z C.1 dobjamo:

e D) o PH@) (zZPf @) 1)) _
hi]fl (r;,?{;a,k k ) i{hmsgp (]P;; @) . (nai = (:c)) (1+O (E))) =0(1), n—o0

S obzirom da su uslovi 1z Stava C1 zadovoljeni, posledica, Teorema C3, vaZi,

Posmatrajmo ponovo polinom @y, (@) iz Teoreme C2. (Sve nule polinoma (, (@) /a su

rcalne 1 negativne), 1 predpostavimo da za neko a > 0, vadi:

ﬂ'iQn (ﬂ*)

lim —2%———— = lim S 2)

n n-Qy(a) non

=c(a) #0
Tada su oba uslova iz Teoreme C3 ispunjena (P} (} = B} () = Q. (a)), pa vazi:

S Byt la~ Qa(0) Loy s 0

k<n

7a svaxi sporo promenljivi niz L (+) . All, vaZi 1 mnogo vise:
Tevrema C4d: Pod uslovom:

lim 52.(9)

n T

=c{a)#0 (4.1)

za svaki pravilne promenyjivi niz (c,),n € N indeksa —a{a > 0) a € R, vali:

Y " Baxatcr ~ Qn(a) (c(a)) “en, n— o0 (1.2)

k<n

Dokaz: Napisimo niz (¢,) u obliku ¢, = £2 gde je (L) sporo promenljivi niz. Tada (C.1)
izgleda ovako:

L L,
ZBn,kﬂ.k_{E’. ~ Qn (ﬂ) (C (ﬂ.))"a ;] n— co,x 2 0 (12)5



Stav 4.1: Tvrdenge (C.1) vazi za Ly=1,n R

Pod usiovorn [C.1), ovaj stav je neposredna posledica Teoreme C2. Zaista:

Z Bmka""k—la-

E<n

I}

Qs (a) (4.3)

- w00 (134) (120 (3 5)

~ —Qu(@) ((c(@)™®), n— oo

3

Primmeniymo sada Stav Cl. na matricu [bnk] :

r Bkﬂ.k
a‘ﬁ'm)—k;'na, l<k<ne,a>0
bnk =
0, k>n
\

koristeér dokazani Stav 4.1.; imamo:

St =t S (ea) 7 = 4

- o+ (g ~
Sl k=B @)y = 0 (), noo

pa, prema Stavu Al vazi relacija (4.2)’ odnosno (4.2).

LT

[ prethodno 1zvedenim teoremarma, asimptotske ekvivalencije vaze za svaki pravilno promenljivi

niz (ce), b —1.2 , iIndeksa ﬂ.’.“_: (), sa neophodnim uslovima I 1 II 1z Teoreme C1.

. o mman o= o4 ow

Razmotriéemo sada asimptotsko ponadanje polinoma Q% (z) u sluaju da su uslovi I il 11

naruscrl.
5 tim 1 vezi, posmatrajmo klasu pravilno promemljivih nizova (c}), generisanih sporo
|
LY

promenljivorn funkeijom L* (z) = mfum e” "L (1/t)dt, uvedenom u Poglaviju B.

ke Na2>0.
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Primetimo da niz (c}), mdeksa — (@ + 1) ima sledecu integralnu reprezentaciju:

(k) L*(k) 1
katl - k - foo

r(la) fﬂ e ML (/1) dt fn " Mgy
ﬁ/ﬂme-kt (/ﬂt(t—u)“"lL(I/u)du) dt, a>0,

s obzirom na poznati stav o konvolucijl Laplasove transformaciie. Prema tome jo:

- = f e *u (o, t)dt, k€N,
0

ade je

my Jo (6= w)* 7 L(L/u)du, @ >0
u{a,t) = ¢

L(1/t), a =10

Pretpostavimo sada da uslov IT 1z Teoreme C1. nije ispunjen, tj.

.. -T:_%Qn (33) n
hr?z inf ; 0@ - 0.

|7 stanju srno da formulidemo sledeéu teoremus:
Teorcima CB. Za svaki pravilno promenlyivt niz (cx) tndeksa —8,8 > 1. postoyi asimp-
totskt chvivalentan niz (c}) ,k € N, ¢, ~ ¢4, n — oo za koji vaZi:
D Bt ~ Clony@n (2) - (@)™, n— o0 ((5.1))
E<n

gde je o {n) monotono rastuéa funkeija, limg (n) = +co,lim ﬂnﬂ =01
n n

: md%*Qn (z) _
P 7

(). Lt je palimom iz Teoreme C2.

A

Dokaz: Iz uslova teoreme, ocigledno je da uslov II iz Teoreme Cl. nije ispunjen. Sporo

promenljiva funkcija L () koja generide proizvoljan niz (¢,),cn = Ln" .7 € N je lokalno
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h

ogranicena, pa as:mptotska relacya ¢, ~ ¢, t].

sledl 17z dokarane relacyye:
L (z) = m/ e ™L(1/t)dt ~ L(z), z— 0
]

za proizvoljin. lokalno ogranitenu sporo promenljivu funkeiju L (z) . (Vidi Poglavlje I3).
Dokaz relacije C.1 sledi direktnim predstavljanjem polinoma @Qf (z) u integralnoj formi.
Primetimo da se Stav Cl. vide ne mogZe primeniti zbog nevaZenja neophodnog uslova I1.

Imamo:

,, L* (k
Q:zﬂ (:H) = Z:Bn,kcj;:rk:ZBﬂ,k k'*(a )a:k

k<n k<n
= ZBnykmkf e Mu(f—1,t)dt
k<n o

I

-

i

Z B, (met)k] u{f — 1,1)dt;

E<n

4.
o
@@= [ u(B-1,0Qn (o) at /509
0
Uporedujuél tormulu (5.2) sa izrazom (2.2) iz Teoreme C2. vidimo da je integrator -[%ﬁji.“ ~tedt
zamenjen sau (7 — 1,t) dt pa, reprodukujuél dokaz Teoreme C2 i koristeéi:

L (afs) —oco.s 2 c0Aa(s) ~b(s),s = 00)= L*(a(s)) ~ L*(b(s)),8 =

2. f;ﬁ Puld—1,t)e ®dt = Ed;f (%&ﬂ) =0 (iﬁ:&?) y § 7™ 00

{stavont 37 1 B8 Poglavlja B3}, dobijamo:

- ESG (o(d) 0o, am
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Posto je

zQn (z)
Qnla)

za fiksirano z € R, 1z (5.3) sledi tvrdenje sadrzano u Teoremi C5.

1+ S (z) = ~lp(n)c(z), n— o0,

Primedba C. Zbog prirode Laplasove transformacije, koju smo koristili pri dokazivanju
teorerna C4 1 C5, dokazi.su validni ako indeksi « 1 8 pravilno promenljivik nizova (¢x) 1
(¢1) k& € N, zadovoljavaju uslove: @ < 0,8+1 < 0.

Meditim, navedene teoreme vaZe za proizvoljne vrednosti indeksa « 1 3, §to cemo

sada pokazatl, Neka je:
n
. § k
n (:I'J) - Bn,km H
k=1

polinom kojt liguride u teoremama C4 1 C5 (sve nule polinoma @, (x) /z su realnc i negativne).

Posmatrajmo polinom:

R.(z) =2zQ, (= Z kBy i z".

Nule polinoma Ry () /& su, po Rolle-ovoj teoremi, razdvojene nulama. polinomwa (7, (), pa

'

su proma torne sve realne 1 negativne. Dokazatemo sledeée:

(P.1) Ako je lim, @ (n) = +o0, tade su turdenja

2@y (z)
hm e )’ @ c(x),
hm zf, (m) = c¢{x),

medusobnn chmvalentnao.

Dokaz: Prema prethodnom je

x( {x) o z
L
T+

Qn (‘T’) k=1 Ay, 1,k
i (x) — T
—rt- L = 14 }

Rn(:ﬂ) ;m‘l'bn—l,k



0 < hn-—],] ':_: ay—1,1 i bn-l,? i: an—],? {_: e ﬂ bﬂ—],ﬂ—l E On—1n-1,
G,
I x4+ bn_1,1 < T+ n-1,1 <- <L+ |i~!3"n-—1,-n—1 <z+4 An-1n-1,

pa je prema fome za £ > 0

X i X €T
> > > 2 > |
T4+ bp11 T T+ Cn1 TH4by 1n-1 T+ Cn-in-1
.
@ (x) _ zR.(z) Q) (=) z
< < +1- ,
Qn{z) = Rulz)  Qn(z) T+ Gnoypnt
SR, (5) _ _onans  _2Qh(@) _ o ()
R.(z) zH+anana Qnlz) = Hulz)'
pa o
‘ (2, &) , R, (z) _ x@;, (z) _ Cplm—1
lm ——--= < lim < lim + lim ’ :
nop(n)Qa(x) T on e} Ra(z) o p(n)@nlx)  » e}t an-in 1)
, xIt (x) _ On-1n-1 _ Q] (x) _ zR (x)
lim ‘ — lim ’ < lim £ < lim -,
Do (@) R F e R o (m) @ (@) = ) Ba ()

odakle sledi tvrdenje iz stava (P.1).

Primenimo <uda Teoremu C5 (ili C4, sa ¢ (n) = n) na polinom R, (z). Dobijamo:
Z ker By pa’™ o~ [:ﬁ,ﬂ-[ﬂ)}cﬁ (z) R, (x) = cf’w(“)]cﬁ (2) 2@, () ~ @ (n) c’["'a[n}]c”ﬁ (£)Qn(x), n—o0,8< -1
=1

L].
D keiBasz® ~ [ ()] o™ (2) @ (z), 1 — co. (1.2)
k=1

Relacija {P.2] pokazuje da Teorema C5 (C4), vazi za p.p. nizove (¢}) indeksa 8+ 1.

Prirmenjajudl navedeni algoritam na polinom
n
— _ 2 : 2 K
Sﬂ (E) A m-R'n (I’) - k Bn,km 3
k=1
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itd.. dolazimo do tvrdenja u Primedbi C.

Poscbno je zanimljivo asimptotsko ponasanje polinoma @Q3° (z) kada:
o{n) —ceR"Y, n— oo

Tada uslov sadrzan u Teoremi C5 glasi:

HmiﬂM =c(z) (6.0)

n Qn(r)
Da b Teorema C5 mogla da se primeni, 1zraz na levoj strani mora teziti ka +o¢. Stoga
predpostavimo da relacija (6.0) vazi uniformno za (recimo) z > 1 1 limgoe ¢ (2} = ox.

7 dovolino veliko no 1 € > 0 1mamo:

clr)—e @ule) clo)+e o (6.0.1)

T Qr (2) x

Posto o F .1,%:%% = Sn (x} otigledno monotono rastuca funkcija po promenljivo] z, mozemo

stnatrati da je ¢ (z) neopadajuéa funkcija za z > 1. Integraleti izraz (6.0.1) dobijamo:

x c!t!
L

Qn (1) z %k T4 < Q, (2) < Qn (1) %6l 6.0.2)

Smatrajuél da je @y (1) ogranicena konstantom kada n — oo, iz prethodne relacije vidimo
da polinom (Jn (z) predstavlja aproksimaciju neke cele funkcije g (z), tj. im, &, () = q{z),
unilormuno po 2> 1.

Naveitemo, stoga, neke opste poznate pojmove iz teorije celih analitickih funkeija. (Vidi
35]}.

Maxsirum modula cele funkeije f (z) na krugu |2| = r, definiSe se kao:

My (r) =swlf (2)], el =~
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Red cele funkeije f(2) je broj

_ inln My (r)
— < p < 0.
0 hmrsfﬂpﬂ - , 0<p< 0

Sveka cela funkeija reda o € {0,1) moZe se razloziti u (kanonski) proizved oblika:

g(z).—_cz}‘H(l—i>, ) 'L ce0,A>0,
2k
k=l

po svojim nulama 2. (Hadamard)

Iunkeija v {r) predstavlja broj nula cele funkeije f (z) koje se nalaze unutar kruga |z| = r.

Posmatrajmo sada celu funkeiju f (2z) oblika:

gde je g (z) cela lunkeija reda o € (0,1) sa iskljutivo pozitivnim nulama, tj.

i Z
9(2)-'=H(1—g)= 0<b <b<--

k=1

Tejlorov razvoj funkeije f (z) glasi:

f (z) = ZBkzk, Bl = ].
k=1

I’ridruzimo funkeiji f (2) polinom 2n—tog stepena.

Dy (2) =2 (1 - ff)" T (1 - i) =3 Bu#

E<n—1 E<2n

Tada je: lim @9y, (2) = f(z), ravnomerno u svakom krugu [z| < v, t im B = By za svako
Ta 11
fiksirano k. (Vidi: Hurwitz, Courant: Teoria funkecii, Moskva 1968. str.69-72.)

Izracuna)jmo sada maksimum modula polinoma ®3, (2} na krugu |z| = z. Imamo:
2 |(1- %)
n
alz[\|"
2| 111+
n
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na e

Mae) = {1+ ) ] (1 +b—i) = — B0 (—3)

ka<n—1
= Z (—1)'“1 Bzt = —f(-z)=M;(z), n— (*)
k< 2n
Oznadimeo sa;
q(z)=—f(-z) =) A"
k=1

Qan(z) = Ma(z) = s (-2)= 3 Ama®

cte) = gt =T[ (1+2)

Prerna prethodnom stavi: imamo:

lm Apg = im (-1)** ' B = (1) By = 4, > 0

za svako fiksirano k € N, 1

lim Qo () =g (x).

n— o0

Primenime sada Teoremu C5 na polinom Qgy, (z) . Dobijamo (5.3):

an (__?;) = Z A,—,;;C;;Ik _ [E'" (1 +82n (-T- ) (1 +O ( 1 )) Qﬂn (.’E), ﬁ E 1.1 — o0

< 2n 1 + 5o (m))ﬁ Son ()
(**)
ode je S, (), prema (2.0}, jednako:
an 1 .
n = > 0. R
52 (2) n+am+$;m+bk’ a0 U

Teorema C6. Neka je g (HJ) = xe®Te (.T.‘) = Z?ﬁ Ak;{:k: a >0 gde je c (I) r_g:fr{,‘ funkcija sa
negativrnim nulama, reda p € (0,1);¢c(z) = [[12, (1 + i) 0 < by < by <o (ef) pravilno
promenlyiv: niz indeksa —8,05 > 1, deﬁm’sdn kao u Teoremi CH. Tada je:
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ze'(x

6.1° 37 | Awcia® ~ ¢4 (T), T — 00 gde je T (x) = az + 255 — 00,z — %

62_ AI{!O _'J,n'-E: N

Inc(z) ~bz?Ly () =bd.(x), z-—00,b>0,0<p<]1,

d, (x) jo pruvilno promenijiva funkcija indeksa p,p € (D, 1) , tada se astmptolska relaciju

6.1 muoic precizniyje nepisaty v oblikw:

iA e ) Ce e (@), a>0 .
kCRT ~ § ;I 00
| e 00) g (2), a=0 |

6.3 Ako su nule funkcije ¢ (z) regularno rasporedene tj vaZi:

ne (z) ~ Bx?l, (z) = Bd,{z), = — o0

onda je konstanta b v relacift 6.2 jednaka:

Dokaz:

(5.1° 7a fiksirano £ € R*, pustimo u relaci)i (**) da n — ©0. § obzirom na prcthodna

razmalralld, HDamo

lim Ang = Ay, limQap () = g (2),

1 proma (¥
¢ (z)
¢(z)

Dokazaieimo sadn da r () — oo, za £ — 00. To je oéigledno ako je ¢ > 0. Za a = 0, imamo:

Zm-i-bk

k=1

=7 (2)

hm Son (%

r(z) =
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L predpostavimo da Je r (x) ograniena funkcija

r(z) < M, VzeR

Prirneiimo da je ¢ (x) maksimum modula funkcije g (z) na krugu |z| = z.

Iz {6.1.01 dobljamo:

(z+1)d(m)gM+z ! =M+O0{1)=M, VzeR"

C(I) P T+ by
pa jc
C"(.’L‘){ M
clz) " z+1°
t].
"¢ (=)
de=Inc(ry < M'In(r+1),
| 5 (r) < M'In(r +1)
pa je
f
lim suphlthy r) = limsupM < lirﬂsl.q:);ln(Mr n(r+1)) = 0,
r Inr r Inr r Inr

st0 je n koutradikeiji sa uslovom da je red p funkcije g (2) pozitivan, p € (0,1).
Prema tome, 7 (z) ~ [r (z)] — 0o,z — o0, pa je Stav (6.1°) dokazan.
.27 Uslow:

Inc{z) =M, (z) ~bzx?Li(z), z—

(6.1.0)

6.2.0)

«de je L, () proizvoljna sporo promenljiva funkcija, predstavlja preciziranje rasta cele funkeije

g (). Ako. naprimer, Lj(x) — ¢ > 0,z — o0, kaZe se da je cela funkcija g(z) reda o1

konacnog Lipa be.

Dokazatemo sada da iz uslova (6.2.0) sledi:

ry (z) = mf(S) ~box?ly(z), z—00,0€(0,1).
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Potrebna nam je =<lede¢a lema:

Lema 6.2.: Funkeija f (A t) : RY x Rt — R, definisana sa:

1 Att i
1-X In 1+t T Tie

Ae R/ {1}
F(AD) = /!
0, A=1

& strogo negativna za A € (0,1), © strogo pozitivna za A € (1, 00).
Dokaz leme sledi 1z fakata:

4} 1—A

gf(}ut) =

Grnuror amfn=0

Stavljajucl : t = Ft— > (), iz dokazane leme dobijamo:

T 1 AT T
> 1428 _ z
m+bk‘:z—1(ln(+bk) ln(ku))’

zavisno da lije A £ {(0,1) il A € (1, 00).

Prema tome, za A € (0,1) :

] (A (:C) o +1 i I
w¢hi{x)  zeL;{x) T+ b

k=1
r-1)' ¢ B
—  zeLy (x) ; (]n bt by i (1 i E’:))
(rA—-17" _
2L (2) (Inc{dz) —lne(x));
pa e
, r (x) 1 [lne(Azs) Inc{z)] 1-X°
i P w0 [mELl @) z¢L, (m)} =15 A€l

Analogno. za A € (1, 00) dobljamo:

o r {z) A¢—1
1 >
e ) = A1
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Posto leve strane izraza (6.2.1) 1 (6.2.2) ne zavise od A, stavljajuéi u prvom A | 1. a u drugom

Al L dobijame:

r1 (z)

i m ) P 2oL, (z) =0

< liminf ———— < 1i
0= 0% 1oL, (z} = gmoo 201, {z)

¢ime je Lvrdenje (6.2.1) dokazano.

Iz toga 1 Stava 6.1 sledi 6.2, jer je

zc' (z) alz], a >0

c(x)

r{r) =azx+r(z)=az+ ~ az + bpzl Ly (z) ~ ¢

k bold, (z)], a=0
kada -+ 2c10€(0,1).

£.3° Tvrdenje u ovom stavu je posledica Stava 6.2 1 poznatog fakta da iz:
ne(z) ~ Bd,(z), z— o0

sledi

(Vidi [343[35:.

Ovim smo zavrdill ispitivanje navedenih asimptotskih razvoja u sluc¢aju da uslov 1T 1z
Teoreine 1 nije validan. Konkretne primere za svaku od dokazanih teorema, primenjenih na
Lagranzove 1 Lagerove polinome, Beselove funkeije, itd., dat¢emo u daljem radu.

Pokazalemo sada da asimptotska relacija (1) iz Teoreme 1 moze vaziti za Siroku klasu
praviluo promenijivih nizova (). ¢}) lako uslov I nije zadovoljen.

Posmarrajmo polinom: P (2) =(1+2)" - 1,2 € Z,2 £ 0.

Teorema Cl. kaZe da assmptotska relacija:

nC!

i(n)z"L—:ruPn(z)-c(z) L", A2 0,e(2) #£0,n — oo (7.1)



) . .r . . - . p
vazi za svaki sporo promenljivi niz (Li) samo ako vaZi uslov I: liminf,, = (z) £0,1).

.+ =1
lirn inf
no (142)" =

L0,

_3to je moguée samo ako je z = a € R, Uradu {30] dokazali smo (izmedu ostalog) asimptotsku

relacijn

Z T

() Em G (163) L azon—w 7.2)
-1

e

kad god je: x4+ 1} =1,z € Z. Na osnovu toga, koristeéi Stav C1 M. Vuilimeuir, 1). uslove I
1 JT dokazali smo sledece:

Teorema CT7: Za svaki sporo promenljivi niz (Ly) vaZi:

" @ L. |
S ()~ (1)) @rr g evezon—e 03

Py
([30] Proposition 4.)
Medutim uporedivanjem Teoreme C7 1 izraza (7.2} vidimo da (7.3) vaziza Ly = c ¢ BT |

svako z, [z +1' > 1,2 £ a € RY. .

Ovo govori da su uslovi iz Stava 1 neophodni 1 dovoljni da bi navedena asimptotska relacija
vazila za svaki sporo promenljivi mz (L), (sa naglaskom "za svaki”), a da nisu neophodni za
ncke klase sporo promenljivih funkcelja koje se ponasaju nedto pravilnije od ostalib. Dokaza-
temo da je to slucaj sa klasom {c}) iz Teoreme 5.

Teorema 8: Za |z+ 1 >1,2€ Z,a > 0, vazi :

g(:)zk i; (1+1)a(z+1)"%, n — 00
Dokaz 1de linjjom dokazivanja Tecreme 2 ali je poucan jer koridéenjem analitickog pro-

._\

duzenja funkeye L* (s) na desnu kompleksnu poluravan, pokazuje kako se Teoreme 2-6 mogu
uopstitl sa realne promenljive z, na kompleksnu promenlivu z.
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Korisieéi integralno predstavljanje (vidi Teoremu 5):

L (s) =/ﬂm e *u (o, t) dt

ITTIATTICN

oz,

o
|
A
=
T
D
S
-
el
Ti=
N-_!-:"_l..
+| =
Road |

i
20
,..,-rl'_'l-\q“\
o=
Mo
N
-
c-\\
8
o
™
x
"
o
o~
jn
=
o T
a1
8

Oznacuno £ =In (1 + n_lﬁ) ,neN

falz, @) = (]E /)e u(o,7) (1 + 262 Vdz =11 + I

Potto je v — |1+ zle”® 4+ 1 — ™, monotono opadajuéa funkcija za |z + 1} > 1, imamo

I>

/ e "u (o, ) (1 +2e7%)" do

£

= 0 /m e u(a,z) |1+ ze'ﬂ“dm)
£

] e ®u(a,z) (Jz+1e "+ 1~ e'“’)"dm)
£

n

|
S

I
S
e S o N

|2+ 1]e 5 + 1 — e %) ] e ‘ula,r)dr
0

)

(
- O(|:—:-|—1| exp( \/—‘”1'“1))

|2 + 1]

{
»'

Posto je za |z + 1] > 1,

(8.1)

8.2)



dobijamo

Poito je ¢! = 1+ O (te?},t €

nrt =0 (n{i) =

En
/ e *u{a,z) (1 +2¢7%)" dz
0

(z+1)" fn " o (at, ) exp (n In (e_"’: (1 +
2+ 1) fﬂ " e (0, 7) exp (n (_

£n
(z + 1)"/ e "u{a,z)exp {—
ﬂ

(0, +c0},iza z € (0,¢,):

nzt

i

:c+I—I-
zZ+

O (ﬂ,ln2 (1+ n_lﬁ)) —

0(1))

1

Z

+
O

1))

(mﬂ))) ds

P exp (O (nzg)) dx

=0(1).

(uzevE pryo 9 u odnosu na = € (0,£,) a drugo u odnosu na n € N), sledi:

H = (=z=1)" e "ula,z)e

0

—zn::f(z—l—l}dm

En
sz +1)" / e “u (o, z) e /O (o) (") dy;
0

(1) f 1 (, 7) e g — (2 4 1) f

En «
+n(z4+1)" f

= [yp + 13+ Iy

S obzirom da je:

dobijameo

er =

—zn::f(.z+1]O (:132) dr

F4 cosarg (z + 1)

Re

z+1

o(n(zﬂ)“f"m
O(n(z+1)”/:ﬂa:

2z + 1

EE—:EH

2072

L* (s)

o (w5

Pl +1

> ()

¥

£n

o

e "u(o,x)e

lz+1]>1,z€ Z

(o, ) exp (—nm Re

(o, z) exp (— (1 +nRe

).
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+1

Z

Z +

1))

z+

n)7)e)

—znm,‘{z-{—ljdm

(3.3)



L* (s)

= (stav * Poglavlje B) O (n (z+1)"

= O (Iz + 1 iﬁ)) .

Analogno:

o

Ly = O(z+1[ e "u (o, x) exp (—n:sRe
En
= O(z—lrl!" R‘“‘Hl/ e"mu(a,m)dm)
in
= O(l+1" (a7

+1) ,

flz -

Prema tome,

n L (L+nz/(z+41))

Ii = et st ha = (24 1)~ -

pa jc prema Stavu B4 Poglavlja B,

n+otl L* (

fn(z,a)zl']—l—fgw(er-I)

5 obzirom da je:

k) k=

ar
H

1ITIHITION

2
T,
3
~—_

=
S B
R
L S
bt
o
?
3
[}

L.

— /n\ L* (k) , ﬂ INY L* (n)
2 (k) e ~(z+1) (:H_,z) prant

cime jo tvrdenje 1z Teoreme 8. dokazano.
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Sr:r—l—ﬁ [5___

Z

Z -+

(Z + l)n/ u(&,:c) e—(l+nz;’[z+1]]:ﬂd$ — (z 1 1y
0

Lr(n)
(nz)a+1 !

- (n) EW) bz fus (z0),
1

)

1))

n L' (L+nz/(z+1))

(1+nz/(z+1)%"

L (n)
Q (|z+ 1| n“‘(*-r> :

T — 00,

a >0

n—oo,lz+1>1ze%



Ova tcorema, kao i diskusija povodom nje, pokazuje da relacija (7.3) ne vaZi za svaki sporo
promenljivi W7z (L) u sluéaju R 3a < —2, ali vaZi za svaki sporo promenljivi niz iz klase L”,
po Cernh je ta klasa 1zuzetna.

U daljern radn. daéemo primere asimptotskih razvoja koji ilustruju primenu dokazanih

teororng G-

a3



Poglavlje D

Primeri primena teorema C3-C6

Primer 1: Polinom koji generide Stirlingove brojeve prve vrste
U kombinatornoj analizi vaznu ulogu imaju takozvani Stirlingovi brojevi prve vrste S (n,m)

definisanl kao koeficijenti polinoma (z), :=z(z —1){z —2)---(z - n+1), tj.:

(z}, = Z S(n,m)z™

m=1
L

Asimptolika Stirlingovih brojeva je prilicno neobiCna. Naime, Jordan je dokazao, za m =

o(n) :

nim (n—1)!

(m—1) (Inn+c)™ ' (1+0(1)), n—oc

S (n,m) = (=1)

ade je e—Qjlerova konstanta, a Moser i Wyman u [15], za n —o(y/n) <m < n.:

$(nm) = (1 () () aro@), nooo

mj \2
[sti antori izra¢unali su asimptotiku brojeva S{n,m} u "preostalom” intervalu za m, ali je
formula tako komplikovana tako da je ovde netemo navesti (Vidi [20}).

U terminologiji teorema '3 — C'4 oznadimo sa:
E(z) = (an2), = )  ohS (n, k) 2*
k=1

o4



«de i {(a,,) proizvoljan niz pozitivaih realnih brojeva koji monotono tezi ka +oo. Tada je

W (z) =

> ek (n, k)| <*
k=1

(anz) (anz +1) (anz + 2) -+ (Guz + 0 — 1)

I'{anz + 7)
T (anx)

z > 0,1 — gama funkeija.

Ustanoviéemo asimptotsko ponaSanje pridruzenog polinoma:

+ .
Bl (z):
U ovomn shnéaju jo
pa je
Sn (x
lim n )
n T

Stav 1:

. , I
D aklS (k)| ok e~

-1

- L
—_—ZailS(ﬂ,kﬂﬁmk, z>0,02>20
k=1

OnT
1 o =
+ S, (z) ;_nﬂnm+k}
QT o 1
— Jim 22T
En ') ;anﬂ:+k
I + P 0.T 4+ 7t
= lim In
n n an X
- 1imE1n(1+ ”‘)
. " £ dn
,
1, lim % = 400
= ¢ n

-

P T +'ﬂ L x

) T limy, 52 = o0
Manz4n)} L 1\ .

T L (ot (14 )7, i =

kada n — o0, > 0, a > 0,¢c € RY, za svaki sporo promenljivi niz (L), k€ N.

U sluéaju da jo : lim %

(clr] =0% Zato je

A

Sp () ~ za,In — =o(n},

= 0 sledi limﬂ”:nEl = 0, pa se Teorema 4 ne moZe pruneniti
e .

n
T — 00,
a"ﬂ
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pa mozemo primeniti Teoremu 5. (@ (n) = @, ln = —00,¢ (z) = z). Dobijamo:

Stav 2

Zﬂn's T k)lck:ﬁ [ hﬁ] P(ﬂ, _'L') T ) L — OO,

ode je ol = 2= B> 1,z €RT.

=
Prema torme, dobilt smo asimptotsko ponaganje polinoma F', (z) u odnosu na svaki niz
(an) T oC.

Primeni¢emo sada rezultate Teoreme C3 na polinom Fj (z) = (@ax),, u sluaju lim, & =

+ac. Uslov (1) je ispunjen jer je, shodno prethodnom dokazu:

Igmp:( $)= 1+S“($) —
hﬂfn P*‘( 2.7) 1111111 - =1

Za dovolino veliko n i fiksirano x > 0, posto je a, > n,sledidajea,z—k > 0.k € {0, 7], pa

je

P{e,z)i  anZ(onz — 1) {anz— 2) -+ (anx ~n) an —1n\" 1
p = > | ———— ]| ~exp|—2- . Tt — 00
Pria,z)  apz(anz+ 1) (@nx +2) - (anz +n) G, T + n

Anali da e

- - . 2 r N s
u slucajn da je == 0 (1) ,mn — o0, pa, s obzirom na Teorernu C3, imamo slededi rezultut:

Stav 3: Za svaki sporo promenljivi niz (L) .k € N, pri uslovima:
Gy 7
T

im — =400, —=0(1),

H

NIAR

ZaﬁS(n,k) Lez® ~ Lo (apz),, = >0,n — o0.
k=1
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U sludaju da niz pozitivinih brojeva (a,),n € N ne tezi ka 400, vet je lima, = ¢ € R",
n

mozemo zakljuditl sledetu posledicu. Posto je:

Sa(z) = Z__‘.]_’"m_

i
)
A
8
ol
I
°
=3
B3
e

sledi:

ok (B ()
n Inn- Pl {a.x)

= cx,

pa mozemo pritneniti Teoremu C5 sa ¢ (n) = Inn, ¢ {x) = cz. Dobijamo:
Stav 4: ko jo limy an = ¢ € RY, va3i sledeta asimpiotska relacija:

',ri_—\ . F(%m -I- n) _
* _k * 3
%ai 1S (n, k)| cxx" ~ Clany I (o) (cz)™, n—o0,c>0,

za svaki pravilne promendpivi niz ({:E) indeksa — 3,3 > 1.

Primer 2: Modifikovani Lezandrov polinom

U prethodnom primeru bile su nam poznate nule polinoma £, (z) = (z), . Do rezultata
navedenih teorcmama C3-C6 moZe se doéi 1 ako nule polinoma P (z) nisu eksplicitno zadate,
- . R \ * d * .
koristedl rekurentne formule za Py (x) , - Py (z} , itd.

Pokazaderao to na sledeéem primeru.

Posmatrajmo integral:

Mdp, 1z €RT

I, () =/_Z|1+\/5e*@

I'ormalno izracnnavanje vodi ka:

2n dip

L) = [ Ve
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{ (1 + Vze™) (1 4 \/:u_"e*“’)]nd{p
(1 + v2e®)" (1 + Vze ™) " dp

(Z k2 gln— k]ﬂP) (Z (";‘) mk;"EE'{nuk]ﬁP) dis
k= k=0

= ()=

k=0 k

f’-‘f _ 0, m#*QmeD

I

I
\\\.\

Il
b2
=

jer e

27, m=1_0
S druge straue,

I (z) = / (14 VE () ) dp

= / (1+m+2ﬁcosg@)ﬂdw

—m

2[ (L+z+2v/zcosp) dp
0

Stavimo da je Qn (2) == Y (:) z* z > (. Iz razmatranog, dobijamo integralnu reprezentaciju

polinoma 2, {z)

In 1 T T F
Qn(m)-————:—/ (1+m+2\/5cnscp) dip (2.1)
0

2T 0w

Sve nuie po.noma (, (z) su negativne, 3to se moZe pokazati njegovim uporedivanjem sa

o-3 () (59 ()

Lezandrov polinom je ortogonalan na intervalu £ € [—1,1], pa su mu sve nulc realne 1 lee

Lezandrovim polinomom P, (t) :

tom ntervalin. (Vidi [21] G.Szego: Orthogonal polynomials,N.Y. 1959.)

Medntin, stavljajuci da je t = 1—""— vidimoe da je:

Qn (@) =(1-2)"F, (1”)

1—=x

a8



Prema tome sve nule polinoma @, {z) su takode realne 1 o¢igledno negativne. Da bi mogh
primenith Teorernu C4 na polinom Qa {z) , mora biti limy, % = ¢ (z) # 0. Da bi to dokazall

(1 eksplicitno izracunali ¢ (x)) potrebne su nam sledece rekurentne formule:
0 22 (2) - nQu(z) + (1 —x)nQp_1 () =0
2 (n+ D)0 (D)= (2n+1)(1+2)Q (@) +n(1-2)°Qu 1 (x)=0

koje nije tesko dokazati sluZe€l se osobinom binomnih koeficijenata, ili reprezentacijom
(2.1).

Iz, formule (1} debijamo:

_z@n(z) 1 v @nm1 (@) e
1111111 m = *2—) (1 (1 fﬂ) 11;[31 "F'——Qn (3“_,) ) \ '12,2!
a iz (2
. t:1?'4'1-+1 (:E) Y2 Qﬂ"l (‘T) _ IS
lir Q. (@) + (1 — z) llrlin———r—Qn @ =2(1+4+1z) (2.3)

pod uslovom da limy, %’E—é)ﬂ = ¢ (z) postojl za x € R*. Dokazaéemo to.

Iz integralne reprezentacije (2.1) sledi:

a?(n 1 {2) — 208Qn () + B0, .1 (z) =
=L 0 +2+2y/3cos9)"”  (e(l+a+2y/Zcosp) ~ B) dp >0, Vo€ R*

za svako o, € 5. To je moguée samo ako Je:
Qi (.’L‘) — Qn—H (3-7) Qn—] (5-") i: 0

t].

Qﬂ-l (I) Qn (‘T“) +
On(@) = 0@ K

o Qe (Y e S > s :
). iz (_Cé—nii‘}_ ) j¢ monotono opadajuél po n 1 pozitivan (ograni¢en s desna), pa proma tore

.
\«

-Q-':‘;-l"i} = {:f?) pc)stc}ji.

klmﬂ' {.JT’L (:F)
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1z (2.3) dobijamo da je:

a v (2,27

Prirnenimo sada Teoremu C4 na polinom 3@, (z) -

Posto o
L TE @) . sQy(a) __E
n n-zln (m) n G (:I:) 1+\/E:

dobijanmo

i(ﬂ)z Pras oz (14 l)a Zod Q (-‘13‘) r>0,n—oco. >0
(k;__l_l)-‘l (n_l__l)ﬂ: n ? ] H -

2 2
n 1 1 1
) T mr () ke
k (k +1) (n+1) kE+1
stavljajuéin +1 —n,k+1—k,2— o — 8,1z (2.4) sledi:

Stav 5

n.ovz 2 2-8
L (R) kﬂLkmk ~F (1 - L) nﬁLﬂQﬂ—l (‘T) mrﬁ < 2: re R :

zo, svaki sporo promenljivi niz (Ly) .

(2.4

Al Q [-1,1]. S obzirom da je

Posto Stav 4. Vazi za svako > 0, stavimo da je z = 57,
t+1\" t—1

Yo (=) =P.(

(51 o (557) =P,

dobijamo sledeél stav:

Stav G: Za Lagranov polinom

)



vaii slededa asimplotska relacija

o) (2) () e (/) ema0, wom

E—1

za svako t € [-1, 1] 1 svaki pravilno promenljivi niz (cx) tndeksa 3,5 < 2.

Drugi rnadin da se dode do vrednosti ¢ (z) = lim, %——;E%) je odredivanjem iz integralne for-
mule (2.1}, asimptotskog pona$anja polinoma €y, (z) . Ovaj éemo metod primeniti u sledeéem
Prirmery,

Primer 3 Jokobijewi 1 ultrasferni polinoms

Jakobljevi polinomi P {z) zadat: su formulom {Rodrigez):

—_1\V* g7
{l N ‘I.,}El |::]_ —I— m)b Pfgﬂyb} (ﬂ:) —_ (211]';3‘ . dﬂ:n ((1 _ :ﬂ)ﬂ*{‘ﬂ (1 + m)ﬂ-l—b) : ﬂ,’b } -—_]_

1 zadovoljavaju homogenu diferencijalnu jednacinu drugog reda.:
(1-2)y' +b—e—(a+b+2)zly+n(n+a+b+1)y=0

To su ortogonalni polinomi na intervalu ¢ € [—1,1) pa su im sve nule realne 1 nalaze se u {om
intcrvalu, Zaa=b= A— — , dobljamo ultrasferne polinome P ().
U prethodnom primeru razmotren Lezandrov polinom je P/ {z). (Vidi [21]).

Eksplicitu oblik Jakobievih polinoma je

) " /n n+bd\ ft—1\F /e +1\"*
J?rf'lf"'j{ﬁ]rZ(nii)( N )(T) (%) Ca>—1b>—1.
k=0

Stavimo ¢ = 2% i posmatrajmo polinome

-

o —~ (n+a\ {n+b nomiamf 1+ 2
wr@=3 (L) (") = amarpen (£

k=0
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: g a,b : : g : » : y
Sve nule polinoma Qi ‘ }(I) su realne 1 negativne, pa moZemo primeniti Teoremn C4. Posto

1e:

d “/n+a
_Q{ﬂ,b] _ §
dz " () (n -k

k=
— n—1+{a+1)\/n-1+b\ ,
= b
e (L))
k=0
= (n+b) QW (z)
sledl
i iﬂ,h] - ‘ (a+1,4)
lim ~ (“)( ) Jim Q(";]l (@) (3.1)
"neQu(z) " n (T)

[skorist imo sada formulu koja predstavlja asimptotsko ponasanje Jakobijevih polinoma / et (1)
zat ¢ —1,1;; ([21],Darbu):

a+b
PED ()~ = 1)) (- 1) (4 1)

-(27rn)’”2 _ (tg _ 1)—1f4 [t n (tg _ 1)1;2]n+1f2 s oo,

Stavimo da jet = %,m > 0; posle izvesnog uproséavanja i sredivanja, dobijamo:
1 1 a+b+2n+1
QY (1) = (1 — z)* P& Ltz  etl)  on— o (3.2)
& 1 —z 24/ - po/21/4

Iz {3.21 1 (3.1) sledi:

ab
lim md_di 51 }(m) \/E

= , x>0 (3.3)
oL QP () 14/

: A
tj. dati line- ne zavisi od indeksa a 1 b, odnosno od tipa Jakobijevog polinoma JEAY ().

Primeninie Teoremu C4 na polinom mei’? (z).
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Kako je:

nonex@l (2) " 'Qiﬂ-’? () 1+Vo
dobljamo
e/n—1=a\/n—=14b Ly k 1 aLﬂ (a,b) ‘
Zah ezl ! — (3.1
EZ_;( - )( k1 )ka:ﬂ -T( +\/E) naQn-]‘. (m)? . >0 k-J) ;

i1, posto jo

za k> 1 stavijajucia—1 — a,

~(n=a\ (ntby L, 1\ Ln  (as1p) o
Z(ﬂ—k)( k )kﬂ—lm N$<1+ﬁ) na—lQﬂ~1 (), mn—oc 13.5)

k=]

za svakl sporo promenljivi niz (Lg) ,k € N. Po$to (3.5) vazi za svako z > 0, stavimo:

:r i 4@ [—1,1]. Posle mnozenja sa (HTI)H , dobyamo:

Stav 7

S a0 @ - ) @+ )t ~
-2 (14 /2 PO (@) e, m— o0, ¢ 41,1,

za svaki pravilio promenljivi niz (cx) ,k € N, indeksa 1 — a,a > 0.

Primecer 4: Lagerovi polinomi

Lagerovi | Laguerre) polinomi LY (z) dati su Rodrigezovom formulom:

e "z L () = ;i-;&% (e7*z"®)

1 zadovoljavaju diferencijalnu jednadinu:

zy" +(a+1—-x)y +ny=0.

IPksplieitm oblik dobija se iz Rodrigezove formule primenom Lajbnicovog pra.vila}x__

L (z) = i (: J_r :) (.._;!)k.

k=0
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Ovi polinomi su ortogonalni na intervalu £ € (0,4+00), pa su sve nule polinoma 4 (x)
poz1livne,

Posmatrajmo klasu polinoma QE;B) (z) := A (—z). Sve nule polinoma Qf{ﬂ'} (x) su realne
I necallvnie, pa moZemo primeniti neku od teorema 1z Poglavlja C, zavisno od asimptotskog

ponadalla 121raza
z QW (z)
‘o) ()

!

kada n — 2. Posto je

Lerw - Sy

- (e

|

Nk
P

=
3 I
I | e
-
| &
> +

=
M
|,

li
)
~ X
..-""'\
B
o

iskoristiéemno Peronovu formulu za asimptotsko ponasanje Lagerovih polinoma u kompleksnoj

z—ravi preseéeno] duZ pozitivnog dela realne ose. (Vidi [21))

uniformno u svakoj oblasti koja nema zajedni¢kih tataka sa polupravom z > 0. Prema tome:

L O () zQl (x)

Tdw et VL n-1
N () QW) (x)
_ el (-a)
Ly (—)

1. dnm1 2= 2~ (a4 1)/2-1/4 (i 1)(et/2-1/4 24/(n-1)e (1 +0 (—1,—))

| .

LN

%W—lfﬂe—mﬂm-—aﬂ—lfi . nof2-1/4p2v/nz (1 + O (

~ e Jzet Vi Da-vEI)

4
:ﬂ!“



Iz dokazanog sledr:

s (@)
GV T R

pa mozerno primeniti Teoremu €5 na polinom IQEﬂl (z) sa ¢ (n) = /n,clz) = /=

Sledi:

k o — ]_ + ﬂ-) .T:k L* _'B!jz ['\/_] {ﬂ}
’ ~x- T n—1 (m)l ﬁ‘;jl,nw—roc,
— ( no— (k—l)! kP V7 |’B

odnosno, stavljajuéia —1 —a,8—1 — 3, dobijamo:

Stav &:

rn L*_ —I'-ﬂ. Ik “
Z_h(n )me [V:;.]{.]LL-I-IU( m): n_}mr’ﬂ:}ﬁ:ﬁzD:
A

za svaki sporo promendjivi niz (L}) ,k € N, definisan v Teoremi C8.

Daderno sada ncke primere primene Teoreme C6.

Primer 5. Neka je

k=
L.
=0 L*
I I 7= R
—a —e", T—00,42>1
LZ__; k‘ kf}‘ [33] [I] ’

’'rema tome. mozemo formulisati stav:

Stav 9: Zu svaki previlno promenljivi niz {¢}) indeksa —a, @ > 0, vazi: k

o~ (az)*
a“e*‘“’z Tc; ~Cy, T oo,a >0
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Izvedenl stav predstavlja svojevrsnu dopunu Teoreme A2.
Primer 6. Posmatrajmo celu funkeiju g (z) = %,z € Z. Kao 3to je poznato, ona se
oz razlozitl u proizvod po svojim nulama (Vidi [34] A. Marku$evié ” Teoria analiiiceskih

funkeii”, tom 2, Moskva 1968.g.)

@ =11 (1 B k:ﬁ)

k=1

Odredime maxksimum modula Mgy te funkcije na krugu |z| =

9 (2)] = lﬁ (1-3)
k=1

Vidimo da je

[ 8]

<1+ ) ~fi o2 -

Y _ _siny/—z _ siniy/z eiivE) _ -ilive)
g{z) —g(—-:c)— N = N = NG
eV® — g~ V3 _shy/x
NN

= c(z)

Odredimo red funkeije g (z)

In+/z

Inln My
0 := limsup 2 o= _ lim =%

T— 0o T T—C0 lIl T

Primenino sada Stav 6.2° (ili 6.3°) teoreme C6 (a = 0) na funkciju

g{z)=z-c(x) =ﬁ8hﬁ=z(2k—1—-l)iﬁmk

Posto je: Ine(x) ~ /T,5 — co, dobijamo
L*
[

> Ly A1\
o 0 () s,

k=1

odnosno. kako je

VT ev®
Nl il —
[\/E_l 3 Sh\/“:*‘ g r — 00,

stavljajuél 3 — 1 = a > 0, dobijamo:
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Stav 10: Za svaki pravilno promenljivi niz (c;) ,k € N, indeksa —a, a > 0, vazi:

i k
—\E. T - a-—1 =*
T G Ty B

Datemo sada primer cele funkeije €ije nule eksplicitno ne znamo (osim da su realnc 1 nega-
tivne.
Primer 7. Beselove funkcije

Beselove [Besscl) funkelje prve vrste 1 reda e, defini$u se kao:

j;i (—1)* (z/2)**%*

> —1
KTk+atrl) ©

Jo(z) =

-

=0}

1 zadovoljava)u Besclovu diferencijalnu jednaéinu:
y' + 27y + (1 s agz"z) y=0

Poznato je da su sve nule funkcije:

Ja (262 ii z*
(i/2). “~ kIl (k + 2 + 1)
realue 1 negativre. (Vidi [23]. Titchmarsh: ” Teoria Funkeii”, Moskva 1980.g)

Maksimurn modula My, ;) na krugu |z| = z > 0 je ogigledno

Mg, (z) = Ga (z) = Jc(tz-(j;;?)

=c(z).

Asirnptotska procena @ (Vidi Szego:Orthogonal polynomials,[21])

T, (—iz) =

= (252) e (1 + O ([zl_l) + (2mz) " exp (-z+(a+3)m) (1+0 (|z|_1))>

i - . . 3
koja vazi za -7 2 < argz < 3w/2,|2| — o0, za z = —2/z,arg z = m, daje: A

e2VE
2\;?@
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.

e2v=
c{z) = mm*{”w? (1+0 (3:“”2)) , T — 0O.
Poito je Inc(z) ~ 2¢/z,2 — o0,p = 3, primenivdi Teoremu C6 (6.2), za ¢(z) = zc(z) =
rge (1) :

dobiamo:

= i
g(k—l)lf(kﬂka)'k; [\/E]ﬂ'mgﬂ(mL f21lz— o0,

odnosno:

Stav 11: Za Beselove funkcije J, (z) i proizvolini sporo promenlfivi niz (L;) ke N, vaiu

il L; _emif2 L/‘
ame amt P (21\/‘) m"—?DG,a}-—l,{‘z}_“ﬂ.
;*'”M b [/
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Poglavlje E

Pravilno promenljivi nizovi i cele

funkcije kona¢nog reda

Uvod

Skup R, praviino promenljivih funkeija indeksa ¢, @ € R (u Karamatinom smislu) detaljno
je obraden u monografijama [1] 1 [4];[7] stoga éemo smatrati da je &italac upoznat sa njihovim
DHTI(J"'-.-'I'liIﬂ (JHUblﬂE—LIﬂa.

U poglavlju I3 rada 2] uveli smo klasu (L*} sporo promenljivih funkcija (L € Ry}, anali-

tickih u desnoj kompleksno) poluravni, sa osobinom:
L*(z) ~ L(|z]), z-— oc,Rez > 0;

u odnosu na svaku sporo promenljivu funkeiju L € Loc L (t]. lokalno ograni¢ene varijacije:

L(0Y) = O(1)

S

U ckspiainom obliky,
L*(z) = z/ e **L{(1/t)dt, Rez>0,L e LoclL.
0
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Pravilno promenljivi niz (¢* (k)) indeksa @, generisan sporo promenljivom funkcijormn L* ()
definiemo sa:
c' (k) =k°L*(k), k€N,aeR
17 daljem radu potrebno je sledete:
Oznacimo sa F, skup neprekidno diferencijabilnih funkeija F := {f|f : R* — R*, f € C'}
1 na tom sknpu defimi$emo operator f, f = I—_}%%l

Navedimoe neke oéigledne osobine tog operatora, f.g € F:
l. r? =f >0

—_ -
2.t —a,a €R;

L feg =af +Bg0,BER;
5. Jeg(s) = fla)-g(z),a=g(2);

|I.. I"’ r

6. feF=f /zeR

!

fﬁ(f)=1—f+)?";

T

7./
% (f—aa€eRz—00) = f€R,

Posiratrajmo sada celu funkciju f(z) kona¢nog reda g € R*, definisanu sa:

f(2) =Y arz*, 0x>0keNa >0
k=0

Red ecle tunkelje g (2) defini%e se kao:

o := limsup in In M, (z)

¥
i DG Inz
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vde je M, (2} — maksimum moduls funkcije g (2} na krugu |2| = .

U nasern shiéaju imamo:

Wy (o} = max|f (2})] = max axz"| = axzr" = z), >0
o) = maxlf ) = a3 St = D anst = 1 0

Ornacimo sa A {x)

==

= Alz) = M, (m)(#_-- (2),2 > 0).

Sledi:

lirn sup Inln A (z)
00 Inx

=p, peR’
Alz) € C*, A¥ () e F,A(z) e F

Nokazaterno sada:

Stav 1. A4 e F.

S obzirom na [2) 1 osobinu 7. imamo:

i

p—

- ~ - — " Y .

|

Posto jo

o . e ») k k
z(zA) =) Kaz*, A= Lo KOT”

k=0

dobijamo

Y
{l

1 2
Z(k“fl) art >0, zeR*:
T4 k=0

]

cre Je dokaz zavricn.

R
o o o
(21 Stav 2. A jc monotono rastuta funkcija na Rt
. _

.

Ovo tvrdenje je posledica prethodnog stava 1 osobine 6.

i

3. S lnA __
E)T.;dv 3. 11111 blll)fﬂ—fm oz g.
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Dokaz. Ncka je:

In A
& := limsup —=

r— 0 Inz’

Se Rt

Il'.d-"mL

"1z (1] slecll de Je, za svako pozitivno € 1 dovoljno Veliko/zd/: /KD
T

InA <z, x>z (3.1
5 obzirom na Stav 2, imamo:
At e dt  ~ = d -
MMm%hA@:l-E%ﬁ=£fmj?>A@£ 2 =A@
pa iz (3.1} za & > Ty, sledi:
Alz) <InA(ex) < (ex)?**,
1.
In A 1 ,
e — { — - !,J .
o (0+¢) (1+lnﬂ:) , I > Ip; 3.2)
Poito je < proizvoljno mali pozitivan broj, iz (3.2) sledi:
. b<p (3.3)
S druge strane, za T > Ty - In A < (6+e)inz, t).: ;
*o
— A (x) / ,
— < pb+e §—1i+e. g
] A<z, A(2) < I : m}/.;,/. (3.4)
Iz 3.4 sled:

3
| %

= A (1) e e
| = — !
|4 n A(z) ].-;5 A(t)dt+lnA(:ﬂu){6+E+c, :‘ﬂ}}d{ ,

(1),z —> o, odnosno:

1

.! 1 a".%. —_ "
. 24 e s eto

o<4é (3.5)
Iz (3.3) 1 (3.3) dobijamo
lim su l__n;i = limsu Inlnd _
:n—rmp Ing ..'-:—rmp Inz &
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Posledica ovoy stave 1 Stava 2. Je:
Stav 4. A (1) je strogo monotono rastuta funkcija na RY ¢ lim,_, A (z) = +o0, A (0) =

(.

Preéi éemo sada na glavnu temu naSeg rada, t). ispitivanje asimptotskog ponazanja

funkeyja A™ (r) oblika:

o

A* (z) = Z chaez”

K

o 2

generisanih celomn funkeijom A(z) = Y00, axx”, gde je ¢;_, = k*L* (k) k € N.a £ R,

praviino promenlilvi niz indeksa ¢, generisan sporopromenljivom funkeijom
o
L*{z) = 3:] e ™ L{1/t)dt.
0

Napominjoemo da je: ¢ ~ ¢q, 7 — &0, 28 P.P. NIZ ¢, Indeksa @ generisan proizvoljnom s.p.
funkeljorn L {x}. [L(z) € Loc L se podrazumeva)

Nug osnovnl rezultat sadrzan je u sledeto] teoremi:

Teorcma 1. Ako je: supﬁ < +oo,

onda je A (x} [A(Z) ~ sz] , T — 00,2a svaki pravilno promenljivi niz {(c}) ,n € I\ indcksa
e, < -1

Dokaz: Za o < —1,¢;, = O(1) pa Y rocianz” konvergira (ka A* (z)). Primetimo da u

tomn slu€aju niz (¢, ) ima sledeéu integralnu reprezentaciju. Stavimodaje: = —a—1,;9 > 0,
Imamo
) . L (k) 1
Cy_1 = kL™ (k) = RE )'kﬁ
Medutim:
1 1 * k-1
= —— t7~dt >0
k'ﬁ 1—1( )L € } 45 ;
L (k oo
k) _ e ML (1/t)dt,
k o .



pa, koristedl konvoluciju Laplasove transformacije, dobijamo
=3
C:]:—l = / u’(t:f@) E_Mdt: k € N:
0

gt

w5 fo =9’ L(1/s)ds, §>0

u(t, B) =

L(1/t), 3=0

Premsa tome:

A* (x)

I
L
E
=

r
o
ar

Il
‘:":\3
8
!
:n
’:E-Ti‘
=
A
()8
&
o
——
8
T
S
£
[

Il
é:“s
8
4]
J.
[
E;?
=
I
—~—
=
)
~—
L.
o

Prelaz sa surne na integral opravdan je s obzirom da i suma i integral konvergiraiu za z € RY,

Predstavimo dobijenu integralnu reprezentaciju sume A* (z) u obliku:

I procenimo integrale 71 1 Ty za dovoljno veliko z € R, uzev# u obzir Stav 4.

~1/2

7o proccnu integrala Ty potreban nam je sledeti identitet (osobina 5.):

A{ze™)

@)

-I—tA(:r:)=/ wA{a) Aa)dw, a=zxze¥ ¥ (1.1}
0

5 obzirom na predpostavku u Teoremi 1 it na Stav 1, imamo:

-
-—

0 < Afa) < M < +o0,

gde konstanta M ne zavisi od a.
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Takode, premra Stava 4, posto je a < x sledi fi(a) < A (z), pa e /a_}

0 < f;wﬁ(a)z(a) dw < MA(z) /ﬂtwdw = —ﬂfﬁl(/ﬁ)tz

\tﬁ‘;".

Prema tome, 1z {1.1) dobijamo

A(zxe™)
Alz)

In

=A(z)(-t+0{)), zeR  t>0

wcle apsolutna koystanta u O ne zavisi ni od = ni od ¢.

Sada je

A Aze™) AT ; T N2
= / ¢ ‘u(t,B)exp (ln _> dt = f ety (t, B) e AP ) gy (1.2
J0 A (m) D

Pogto jer ¢ = 1+ O (BEB) ,B > 0, sa konstantom u O nezavisnom od B 1 za { €

( A ”’) 0 (;1 (z) t?) = 0(1); iz (1.2) dobijamo

FRE: . A-1/2 ) _
T, — / ) e @ gt 4 / et (t, B) e A0 (A(a:)tz) dt
0
- / (1HA@)y (2, B) dt — / ety (t,ﬁ)e*ﬁfﬂdu-o(ﬁ(m)) f 120 (£, B) e {HAE) gy
A-1/2 ' 0
= In+ip T )

Siaeda je (na osnovu Teoreme 5 poglavlja B):

Tl 1

r~ C[ﬁ[m}]’ T — oo;

1 ocigledno:
oy ~ Ayl
|'.J{]g| = O (E Az) ) ]

- o(am) & (58)

= (prema Teoremi B) = O (Aﬁ (m)) O (

(s=1+ﬁ(m))

% (,Ei (3:))
A(z)"+? ;

79



pa jer
Ty ~ CEA"(@]? T — 00 (1.3)
7a procenu integrala Ty potreban je sledec stav:

Stav 5. ko je ispunjen uslov Teoreme 1 tj. sup A< M < 400 tada je za svako x, L € RT :

AGEY oy (2141,

Dokaz. A < M je ekvivalentno sa:

s>0 (5.1)

odnosnes

|"*| A(ze™) > Az)n M ' (5.2)
— - Ne

S

Integrirajnéi {5.2) po u, za u € [0,1], dobijamo tvrdenje Stava 5.

Nu ospovi toga 1mamo:

o0 Alxe™ = “M 1o
T, = / e ‘u(t,B) _—151 (i) gt < f e "u(t, §) exp (E—*ﬂ}—if’l {fﬁ)) at

A-1/2

e MAT _q [\ e
< exp Vi A -/{; e~ u(t, B)dt;

tj.
T,=0 (E;guz) , A= A(z) > +00,z — . (1.4)
1.3) 1 (1.1} ukazuju na zakljutke u Teoremi 1.
Ova teorema je formulisana uz minimalne uslove: da je f (2) (A(z) = max. -, \f (2)]) cela

Pl

trancedentna funkeija {p > 0) konaénog reda (p < +00) i sup 4 < +o%.
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Medutim, blize odredenje funkeije A (x) dovodi do sledetih tvrdenja:

Stav 6. Ako jc limge A(z) =6 ondaje §=p i

v

In =
lim Inln A(z) — lim Alzx)

0 111 T T T I— 00

I
3
I
G
|
o

Stavide, u [ow slutaju A mora bitt pravilno promeniyiva funketja indeksa p.

&
Dokig: ’rvi deo tvrdenja sledi iz Stava 3 i &injenical

vk L 7= (ln A) d{zdln A)

= d ]n:n B hl/m /-:,g__.

a drugi deo 1z pornatog stava o pravilno promenljivim funkcijama:

Ako je lim, Iﬂ:; = a onda je f (z) p.p.f. indeksa o. (Vidi [4], Bingham, str. 59).

Stav 7. Ako jc za neko M > (0, .;‘-i/mM nerastuca funkcija za x € Rt, tada je sup, A < M.

. c
Dokiz: Funkeija ln (A/J:M ) je takodﬁgastuéa, tj. (po%to svi izvodi postoje) :
. _ _ 1 /=
s 0>d(n(4/z")) =d(nA- Mnz) == (A-M
> d (in (/2 7) =3 (A-M)x ol
Stav 8. [skaz:
(a) In A~ cz?D (x),
(b) A~ cox?B(z),

r— ¢, B (1) € Ry, ¢,0 € RY, su ekvivalentni.

Dokaz: () = (a)

Posto jer InA = {F A- 2 + C, tvrdenje sledi iz stava o integraciji pravilno promenijivih
funkcija ([273;

lnAchB(ﬂ:)/ %-PCNCIEB() T — 00
1
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S obzirom na Stav 4, zax =y > 0

lnA(:r)—lnA(y)=/ A— ¢ , Ty (8.1)
y

Stavlijajnéi v (81} z = My, A > 1 iy = Az, A < 1 debijamo

r

_ < ]1:|LJ-fllli,?'.a:}*—11:11"1(:.':]:r A1
Alz) 4 I
In A{z)-1n A(Me
\ 2 {1]1']_1;",1 }r 0 < )\ < 1
Prema tome je:
: A(z) 1 . InA(Xz In A(z) A — 1
5 < — {1 T _ - ,
h?;?“ﬂB@}_M)(éﬂmﬂBﬁﬂ ﬁﬂmﬁB@ﬂ o o] (8.2)

1 aralogio:

A 1— AP
_Jﬂ# 0<Ai<l (8.3)

Posto desne strane u (8.2) i (8.3) ne zavise od z, stavljajuéi u prvom sluéaju A | 1. a u drugom
A " 1. dobijamo tvrdenje iz datog stava.

Stav 9. Ako je imy o :i = 9: tada je A p.p.f. indeksa 0.

Dokaz. Osobina 8.

Analizirajuéi navedene stavove moZemo doéi do zakljucka da se ogranienjc:
sup A < 400

17z, Teoreme | moze smatrati prirodnim.
Njthovom kombinacijom dolazimo do preciziranja sadrzanog u:
Teorema 2. Ako za celu transcedentnu funkciju A(x) = Y poparz® su nencgalivnim

oc fietjentioma vaze:

{a) InAc H,,p0>0
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(b) postoyt broj m > 0, tako da je A/z™ nerastuéa funkcija na RY.

Tudu, za prozvolne p.p. nizove (¢* (k)),k € N indeksa 8,0 < —1 vazi

A* ()
A(z)

e (I A)), T oo
(1 1 - ommaka 2a celobrojnu vrednost).

Primer: Mittag-Leffler-ova funkcija

f(z) =§r(1+ka)’ a>0

Imameo:

2=z
1 _1/a
Ag) ~ =€ InA(z)~*, T o0
o
([4], Binghain, str.329).
Teorema 2. da’e:
00 k
Cplior j : . A - . &
N -k=u£kr(1—+—kﬁ)ma e ([‘Tua])r z—o0,f< -1

Formulisatemo ovde jo§ dve teoreme koje se 1zvode analognim postupkom 1 ticu se poli-

noma £ {x) .z > U, definisanih sa:

P, (z) = Zankm"‘, @ > 0,2 > 0,
k=1
i njirma pridruzenth polinoma:
Pr{z):=) c (k)auz*, c (k):=kL" (k) keN
k=1

Tcorema 3. ko je:
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T
_—

(a) sup P, (x} < 400

(b) L 2 = e (2) £ 0,0 (n) /=, 52 =0 (1)

-

Tuda je:

za p.p. nizove (c* (k) indeksa § < =1,k € N.,

Teorema 4. Ako su ispunjeni uslovi:

——

(a) supl (2] < 400
M

(b) lim =80 = c(z) # 0

-

fada, za protzvoline p.p. mizove {cx ),k € N, ¢y := k%L (k) , indeksa o < 0 va
]

chanﬂ:k ~ e (ZYenPr(Z), n— o0
k=1

&0
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