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1. U-vОD - - -_ .. 

ReE;.'lyanje siste:;-' 1inез.гnih е.1gеЬз.гskih 

1ја prableu koji z2uziD~ zna~Qjno uesto 

tici. on se јаУ1ја kod ana1ize izyesnih 

. - ,-,. " t 
{'1 -:11'"" ' . -. '""'_ Ј e_~_,",~_" lЙ.:\ preU.s ,_,у 

u prakticnoj uаtепа

fizickih sistema ci-

ја se роnавanј:о, ш,,~ЈGеmаtiсki definistl sistemom 1inearnih а1-

gebarskih jednacina. 0170 se narocito odnosi па probleme iz 

raznih tehnickih nauka kao sto su: ispitiyanje e1e)~ricnih 

mreza u e1elctroteb1lici, proracun resetkastih nosaca u 

skoj tehnici i gradjeYinarstyu itd. Sistemi 1inearnih 

v • maS1H-

a1ge-

barskih jednacina. takodje se јЕ'.У1јаји u s10zenim numerickim 

postupcima koji s1uze za resayanje nekih matematickih proble

та. OVо је slu.":a.j kod probleme. eksponen.cijalne aproksimacije 

i interpo1acije, odredjiyanja integracionih konstanti kod re .. -

Sг.vэ.nја diferencij'~lnih jeclne ~in.'. i njihoYih sistei.1a i dr, 

ГоаеЬаn ZIl··~2.j im: .. ju sistemi 1 ineZLrnih а1gеЬзтskih jedna6ina 

kod ге,:;.lУ,".Ilј:. izyesl1ih slozeIlih matemi2tickih problemг., kada 

s е re\:1Y'-n ј е OYill poslednj ih вашеl1јиј е У'еfЗауаnј ет odgoyarc~' 

себ aproksimatiYl1og sistеша 1il1earnih a1gebarskih jedl1acina. 

Najpoznatije primel1e оуе yrste su 1.1 oblasti numerickog resa

У<З-nја раrсiјз.ll1ih i obiCl1ih cliferencijalnih jednacina sa gra .. 

ni?5nim "LlSloYima, геsауз~,"је integra1Ilih jedIlacina, problemi 

koji se геS2,уэ.јu metodom najma.njih kvadrata i td. 

~ t . k t ·v. ~a eorls~og в S110Vls~a. ргоЫет resa.ve.nj~{ sistem[~ 1inearY'~' 

algebarskih jednacinc је re1atiyno prost. ~ozIlato је da је

d::ш. siBtem od]C nеhошоgеnih 1inearnih a1geb . .rskih jedIlacina 

ва., ne'Joznatih је од.rеdјеn ako је nјеБОУС, determinaIlta raz-

1ici ta od nи1е, Resenj~ su tad& tacno defiIlisfu"1.a KrameroYim 

prJ.vi1om. 

, 
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Za prak"cicno resavanje sistema 1ineprnih algebarskih jedna

cina postoji ve1iki broj raznovrsni11 metoda [;} . Опе su па
sta1e u teznji da, se sаv1iз.dгјu mnogobrojni ~Jroblemi i tes·

koce 118.. Јсоје ве :L-l.::ilazi kocl pTakticnog rest-~-v8.nja sistеша. 

Nedju svim tеskоiаlпа, jednu од.. 
. , . h l1aJvecl predstav1jaju tzv. 

10Бе res1jivi sistemi, poznati u ruskoj 1iteraturi pod nazi

vоm,јПЛС'ХО обусловл;,ныые cVlcTeMbl /', V. engleskoj kao ili11-con~ 

ditioned sуstешs" а. u francuskoj "les systems ma1condition

nе s tI • 

u оуош radu bicSe iz10zeni izvesni prob'emi koji se odnose 

па 108е res1jive sisteme 1inearnih algebarskih jeclnacina. 

J3ice obuhva6ene nеЈ:е gle.vnije karaJcteristiJ,e ovih sistema i 

metode koje sluze za njihovo resa.vanje. OVг.ј rad је proiste

kao }шо rezu1tat desetogodisl1.jeg islo_lstva koje sam stekao u 

ode1jenjll z? пuшеriсku ana1izu Tl1.stituta ZD nuk1earne nauke 

"Boris Kidric il
, bc'veci se problemom resflvanje. sistema 1ine

arnih а1gеЬаrskiћ jednacina, i radova /2/, /3/, /4/, /5/. 
/6/ i /7/ iz оуе 01J1asti, ]сОЈе sam u tom vremenu olJjavio,. 
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IйIТБЛ.RlТIН ATGI:B."~RSKIE ЈЕDПАСIЫА 
~----_._-_._----_ ... -- .. _----_._._--- -----_._._---

Prakti~no res~vanje sistema 1inearnih a1gebarskih jednacina, 

koje Бе moze izvrsiti пеkош осЈ. !Г,nор;оЬrојпiћ metoda koje ро-

stoje Z': ОУ'_' svrhcc, daje obi~l'lo priblizna resenja sistеmг, 

Ta?5l1ost resel1j-:, prover,:,v 

nl'h re~"lt~t,· u --е~Аv~Пl-~ v. _ . _,_ ~~ _ Ј... ,._ с-. c:t..L 

Бе n,'jjedl1ostavnije zашепош cI_obije,-

sistem. Kva1i tet rеsаvгпја пајсевсе 

Бе осеl'lјије пэ. ОБIlоуи togc )сгЈ;:о resel'lja Zсдоvо1јаvг,јu jedna-

cine sj_stema, 

Ov,:Јъу pOB~иp",};: provere t :,,"nosti resel'lja ЕЈоО'е u i zvesnim Бlи,

сајеviпг_ dc, dovec1e do rea1nifl zak1jucaka 1Oostoje, иеdјиtim, 

i ta]cvi sistemi kocl kојiћ ovakvo ispi tivanje daje sasvim ро

gresl'le z;:ЙЙјvЈSkе. I~od ovih Б; stema moze Бе dogodi ti da, iako 

Би jedlE,'5ine re1:c;tiVll0 clobro zadovo1jene, greske u dobijenim 

rezul tаtiив mogcl bi "i ogroIili"'le tako da Би оуа resenja potP1lll0 

neupotrebljivEt< 31edeci primer to пајЬо1је i1ustruje. 

Posmatrajmo sistеш: 

121734Х1 + 169217 Х2 + 1766241:з + 166662 У." = 

169217 Х,,+ 235222::(2 + 245505 Х3 + 23165ЗХ4 

(1 ) 176624Х1+ 2455 05X'z+ ?56423X~ + 242029Х4 
Ј 

166662Х,+ 231653 Х2 + 242029 Х ~ 
" 

+ 228474ХЦ 

Тасп'" resenja ОУО2; sistema SUХ1~Х;2"ХЗ" Х"" 

ako Бе u jedna~ine uvrste sledece vrednosti: 

"'. _ ,,,-- - + 130214370 

:(2 = - 78645876 

(2 ) Т, = -, 32701403 -
Х'1= + 19395<381 

634237 

881597 

920581 

868818 

1. MecIjutim, 

sistеш се bi ti relE,tivno dobro zadovoJ,jel1 Jer raz1ike izшесk 

1evi!::!. i desnih strэ'lШ jednecina iZl10se + 1. То drugim recima -
znaci da, ako Бе u sistemu (1) za ko10nu apso1utni11 с1аl'lоуа 

uzшu vredl1osti: 
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. 
634238 ,- " -

, : .. -
, 881596 ('.' = , 

(3) "'J~ = 920580 . , , 

,f.-;ц = - 868819 

tacna rезеnја оуое; sistеша bice yrednosti (2) . 

О'тај primer i1ustruje yr10 јаэnо i drasticno јесlnи од. osnoY

nih i u isto утеше najneprijat~ijih osobine 108е res1jiYih 

sistеша, 'То је, РОП.оуо й", ists.kJ.eblo, osobina koja. је kara.kte-

riSEtlla ...1-" '" 
сlше осО эе рт; blizna тезеnја raz1ikuju yr10 Ш10g0 од. 

tacl1ih теiЗеnја sistema i pored togs. sto је sistem re1atiV1'l0 

dobro zadov01jel1 :pribliznibl reSenji!!l&. 

Gornj; pri;-;:er takodje i1clStruje јаз jeclnu osobinu, nе таnЈе 

neprijatnu оо. gore рошеl'lutе, која se s<, •. stoji u tome sto та .. · 

1е prome'-'le v. с\рsоЈ.1.сtniш clal'loYima izaziyajH ogromne рrошеnе 
v ' , u rезеnЈ11l1а. 

Nezl"ode koje iz oV'-.kvih osobilla 10,ве rе\1јiУiћ sistеша рто

isticv., o~igJedne БН. Zbog tog2 se 108е re.81jiYim sistemima 
• • • 1 "osyecuJe Ь 

У. 

рове ш,. paznJa н pr2~kti-?5noj matematici. 

'Prob1emi, koji se jaY1j~jи u yezi 10Бе rеslјiуiћ sistema., 

mogu ве razvrstati u s1edece grupe' 

- ocel'ljiyanje kvaliteta res1jiyosti sistema; 

- trЭ.nsfоrEl~lсi јеС. 10зе resljiyih sistema u d.obro res1jiye; 

- те,:)2.УеЂје 10.;';е res1jiYill sistema. 

Ос enjiyanje ]гvа1itеtг. res1jiyosti sistebla 1inearnih .з 1gebar

skill jednacinsc yrsi ве pomoCcl izyesnih nјiћоуil1 karakteristi···· 

ка које pruzajv. prc'kticne mogucnosti za to, Pored oYih, ро

stoje takoci.je i osobine koje iшајu cisto teoris]'i znacaj. U 

оуот РОб1а.У1ји bice rгzщ,·trал9. i jedna i dr1.lge. yrstEi. karakteri--
. 

stika 10.О;е re.s1jivih sistema. 
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2.1. Sopstve11e vrейпоsti matrice 108е re81jiyi h sistema 

, t ']" , ".. . I:ogucnos ogrorillll.l gre:':a.1Ca u rеsеllЈl::йа. l porecl , "t "{; ор-в .'3 О 
~. 

sistеш rel,tivno clobro ze.dovo1jell, naprec1 " 
Је 

jedl1a ой 

sist el~Y~.· 

oSl1ovnih i najnepri j~tnijih 

шесIјutiш, nе bi 

оаоЬinе. 

prikG.zana kao 

10ве resljivih 

se mog1a strogo defini-

sati 120 osobina jer ве оnэ. 11е јаУ1ја o!)avezno уес вато ро

stoji mogucnost пјепое: ispo1jev.:.nja. Опа је u stvari ров1е

dica izvesIlih sus·tinsJ{ih osobina koje karakterisu 108е re-

81jive sisteme, 

Za ana1izu ШО[~11споsti {теУС'.Ј.ш u rеSеџјiшэ. вс stеша. 1i11ear11ih 

sluzi defil1isanje dOl;lena 11 !соте se то-
1 t t" "1 ,,"" gu .;:сте г l gres {е 11 rе,'·,еПЈlша ZC: odredjel1.e vrecll10sti gresaka 

u jednacincl.l11~i.c Ve1icine kојiПЕ: se definise с10шеп gresal{E~~ lra

rakterisu 11;:. izvеsti:Ш љ;.с5i111CVС'.Ј.itеt re81jiyosti sistеша. 

"Pre l1ego se prelje 11а рrоЫеш йотеl1В greske, potrebno је 

izyrsi ti izуеюн.l kl:::.sifikaciju 

a1geb'rskih jedl1~6il1a. 

gresaka u . t . l' "h SlS еШlыа lnеэ.rnl 
~ 

?robleI;) grupisanj-.. gresaka zа11iшао је vr10 u.gledne autore. 

Јейс'Д od nэ.јРОZ'-'l8.tiјih radOY2. па оуош polju. је clanak od уоn 

Пеv.mаШ1-а i G-oldstil'le--a /8/, 1.;- nјес::;и se izшеdјu оstэ.10g ras-
1 . t· " '" k d ' . "" bl " pray --Ј& о lPOVlIl2. gres:::.:cC'. . э. а s е ne1:l nau.Cl1l pro ет resa-

• v 1 • v 
ПUiдеrlС.L{:lШ rС:.СLLnОП1" 

ја. је рrоЫеш velj вуеје11 Пс' 

s11.."!.cc;. ји, 

liпеаrпi 

greo.=.ka moze Йё.\ ве sve(~.e па dya /9/: 

posto polazimo ой to· 

oblil(, broj tipova 

а) Greske koje su posJ.edica gresaka u kоеfiсiјеntiпа i 

арs01utniш с1а110уiша; 

Ь) Greske Јсоје ви pos1edica pribliznih izrЗСUl13.vапја u 

procesu re ЗG.У9,пј Г' (rac1-msl~e gre11ke), 

u SVОП1е radu. /7/, i'lIlo:lizirao s?ш dошеIl greske u rе;зеl1јiша fJi 

ste:ll.' 1il1earIlih & J.geboTskih jedne.cil1a uziШ9.јuСi u obzir racun-

ske greske Radi 1conciznijeg iz1аgЮlја koriscen је matriCl1i 

oblik preds'co.y1jal1ja. 
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Пеkа је d:?ct 8istеш 1illе,з.rn.iћ е.lgеЬ:'rskiћ jeC:.llaCillB.~ 

gG.e 811., 

, 
---~ 

.~ 

, 
. ~ .. 

- '"'", - -

А..- rеаlrlсэ. lC-\ГZidrаtl'l8 шг.tr'i са 
.-
Х - n-dirJеll·::iо~13.1ni Jco10na vektor, cij е koтponellJce 

predstavljaj11. nepoznate; 
-... 
6 -п -diУ'lеУlziо21аll1i 1;:оlО11.а veJ>::tor, cije kошроnепtе 

preclst~:YJ_jaju apsoll1t~le сlапоvе с 

...,...... .., I • 

J::-'re с ро s -с ;~:'YlraO д.Е':. SblO clobili - prilJ1i:?ho геьепје slstешг. .... 
reG 'С' -_1 i е '1.0 р .3:. v -'-.Ј -.~ 

~, 

уе]"С orom .Хр' Z·Ј,те:1.0П veJ,:tor", Хр u sistеп:: (4) 
" 

йooj_jE~ se .::.. 

~ t· C'08~'~ '0""=0 __ -"-..L ~,._..., .l.Ш 

"те1," O~ v .. _L..L 

..... 
С_ 
L. -

...... -
/ '-. ... 0- ,L\, '-"-Р 

':Ј V • " ., еа'о' с ln'" nil~ . Ј. и ... .L С\. ~"C. ~ 

koji 

1 
. v , • 

.i:OrlSC enJ еш ш"tгiсnе simboli}ze рrед.stзУ1јед slеdесiш izra--

(6 ) 

је da, Ј f? С U (6) uye}~ pozi ti V8.l1. lЈТО ј . 

z аше:;:l" (4) u ( 5) с za tim (5) u (6) йа ј е 

{.......,. --+- \t f (- -.. \ 
(7) ~X-Xpj·AA ... X-x.p):::C. 

Izraz (7) predstc:v1ja за gеошеtrislcоg stапоvistа jedan n..
-diшеnziоnаlni e1ipsoiG. јег је АХ,А uvek pozitivno definit·· 

~ -
па шаtriс'.'. Kelco Х - Х;:) pre(lst.~vl ј::с vektor gresaka u rese11.ji-

та, to је iz (7) ocipledno йа је ZB odredjell11. vred11.ost zbi

r2. kvеdгt.: grеsз'э ёс јеdrшсiнссmа (velicina С), gеошеtгiskо 

шеstо gresak9c 11. геSеl1јi;л2. predstccvljel1.0}( -dimenziona1nim 

1 . . d'T ' 1 . 1 't l' v е lPSOl Ot.l, l'-~a ОВЈ.'10уи -r;og[~~ IlE.-!._{Slг-'а аа vrea110S ":[ОЈи шоzе 

-- -+ 
iша.ti ve}':tor X-ХрјесЈљ,l~а је l1.в.јуеСој poll'osi e1ipsoida, а 
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о о 1 
П11П 1 ПК: ~ 'lа пајшспјој, 

о 

ра Је (10Ш811. U kоше 
v 

С!О z·e уэrirаti yek-
-? -~ 

tor dеfiпјsал sledecim о lzrazom: 

t / ,"_ ", f l . ~ ~ . 
I L. \~.i" .'~ i "',,,,- V IL--. 

, _. __ ~ . .t:... i ~'. ! -.,Ј.. ј-. --
Ј!). 11' -!~/"-- -I-'! 
,,-"'оо I?i" Х/ • 

(8 ) 

f ' I / 00. \ ! i I (~ . . ~ .• , - '.&. I _ _ Ј. 

!\) -.! I ! \{,\_ ЈТЈ ~ (~j , 

gde ви: 
, 

~Л .... Лi Q)t'_ 
о , 

nе.Јуеса 

1, 

" 
i , 

--+ -'1>-
___ о ....... 

! X~ Т' о . _.р 1- поrша yektora Х-Хр. • 

t ' t o t· А'!. А о k ::;:'ozn,· о је de SopstY82:e vrессдоs 1 та rlce о moraJu цуе 

bitj_ pozitivni rec::1ni brojeYi zato gto је At.Asimetricna i 

pozi tivno defini ty,c. iУuЭ.triса, 

PreIOa (8) dobija se s1edeci о lzraz za odnos koji П10zе posto-

jati izшеdјu zblr:::~ ]:va.dr:~tu gre,s8J~a 
'" . . . u rеsеl1Јlша 1 jednaci-

паша: 

(9 ) 1 
""- ~ 
Лmй)( 

1 
--:--_ .. 
). mif1 

• 

1z izraza (В) i (9) moze se zakljuci ti da l1G".j oveca i пајта

пј&. sopstyeIla VreCll'lOst matriceAf'A (А је matrica sistellla) 

predstav1jaju па izуеstап 11aci11 mer'Ll kvaliteta resljivosti 

sistеша liпеаЛ'lih з1gеЬёrskih ј ednaCii1.a, о·' 1 gledno ј е da се 

10зе reslj i vi sisteui biti kar .. kterisani time §to је kod njih 

odnos izшеdјu пајуесе i пајmапје sopstvene vrednosti matrice 

AtoA vr10 ye1iki П",suрrоt оуоше. ako је A.ortogonal...'1.a 

шаtriса. onda је, l=э.О i3to је poznato,A~Azl( 1 - jedinicna та-
trica), ра su ВУе sopstvene vrеdпоsti 6d 

1 а i njihov шеdјusоЬпi odnos је takodje 

",.fA 1 УО 
F-'. . • U оvош s 1-1са Ји 

1 Т1". k • .L~.cl:.... О је ОУО пај·-

ma.nji moguci шес'јusоыl.i OdY10S izmedju sopstvenih vrednosti 
I'! matrice /-" . А , осi[lеdпо је da sistеш У. • 

ClJ& ј е шаtriсв. orto-

gопа1ш: рrеdstэv1јс. nc.jbolje odnos~,o ideall'lo res1jiv sistem. 

11102е i111a.ti vredl'losti 
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(10) _4 /' 
) <::':-

А гг! о "'( 
--------.~ 

1evoj 
, , 

f!:.ral1lCl 
" 

odgoVex,~:jl). dobro resljivim , 
Sl-

stemi:e. а blize аевnој gr:·nici 108е rеs1јivсш sistешiшг.. 

оdшзh nаnошеnuti аа sODstvene vrednosti ша-
.0 • 

za 
, 
'er Ј , Ј::ао 

'." ..L. 
.. ', џО је pozn:to, od.recl ј i v,:~n ј е 

sopstvenill vreCJ.nosti catrice predstav1ja daJ.eko slozen"i ji i 

tezi рrоЫеш ~:1ef;o sto је ref;~avanje sisЈGеПЕ:l 1 lll.ee..rl1ih algebar-~ 

slciћ 

, 1 t 't' t' k 1t ," 1-9. -':0 SO};JS- -уеllе vrea..ilOS l за rlC е "'::'~.ra.J3: еГlЗU па 

odredjen na~in 108е re81jive siste~e, опе i~aju ~isto teori

ski zna~aj u ispitivanju 108е re§ljivih sistеша. 

2,2. Dеtеrшiпапtа 108е re81jivih sistеша 

"'vno ~_,' C~ је vec l..lo~eno /10/ йа sistemi 1inearn"ih 8. 1 g;ebe.rskih 

је dеtеrшil'l':шtэ. ша1а predstc\vljaju ровеЬаn 

Vreccnost dеtеrшiпа:Ј.tе (Kc·.C~:ё. је r9.z1ici te. ой nи1е) sаШё:, za 

эеЬе, шеclјсltiш, ссе di:.\je uvek pod",tke о ~;:vг.li tetv. re.s1jivosti 

Slstem9.. Onа зе Ш02е рrоizvо1јпо menjati ш .... о"е6i jedna~i:(le 

siзtеlll..а lJroizvolj21iru f·dl;:torim,.:~ i nje~la vreLcl1.ost rйoze se па-
v, 't' 1'1 Clill 1 ve_l-<:~Ol:;:l ko1iko ае 2e1i а йа ве pri tome resenja nе 

promel1e .. 

De, bi д.еtеrшil'1Ю'ltа 

st4 sistеlЙ8. treba 
l ~,. у_. 

па s .. eaeCl naCln~ 

""КО је CJ.at sistem: 

sister::la bi1a pouzdan kritеriјuШ" resljivo
i7vrsiti svodjenje (sca1il1g) sistema i to 
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(11) 
.- ",. 

", ""Ц'?п 'А., 
~ .. о" •• 

- А -- ~2 

---'-- - - -- ----

рое1е 

I - • {' .Ј' ,... - -.1-... ""'" _ 
CX..A.f' . ..l. '7 +·«':г'·· Z' 1r; 1; • • 

(12 ) 

-----....... --_. - - - - --. "\....-~ / -,/ ,. . ~ I '0 IV r-' -,-,t: -~. 7" ·• ..... 1·2 

cde su: 

(13) 
'7 I ,о . .. , п 
'- . ~, 
• 1. 2, 17 k. " , 

~. , 

(14 ) 12 , . .,' п , 

Posto svedeni koeficijenti.x'zk imaju sledecu osobinu 

(15) f (.: f 2 , . . " п. , 

to dеtеrmiпг.пtсс sistemG'. (12) moze iшсti vreclnosti izmec', ји 

+ 1 i - 1 l..lk1jHcv.jccci i gro.nice, sto dokazuje Пасkmаrd-оvа 

teorema koja glasi /11/: 

(16) 

п 

I~Г'7t' 
рј 

ZQ 

" 1 

О ?;2' 
'k ~ / -, . . I . 

PreIJ8. tоше, deternlil'l.2nta svеdепоg sistema (l?) moze ае koris-
..., Т'-, ~ .-::'\ t '~'l 'd ~ 01 .'_".0 Ј е дс. 

t - d' " s eт~). 1 re.!~-cn о 

vrstэ mere resljivosti si stelEf-::" о :;:leslji-vost si~

Је sпшшеrIЕ, г.рsоll..:tпој vrec~nosti dеtеrшiпапtе 

svedenoi2; sistеш'; < 
rr v' d "1 ' _О Zn~tCl а паЈ~О Ји reslj i Yr)st imajH oni 

svedenog cpso1Htna vrednost dеЈGеrl'liПЗ.l'ltе 

sistema. iznosi 1. Ke,o';to је роzпаtо, ortogonalrle mэtriсе 

od1il;:-uju ае tiше d-' njil'lova determinanta iH8, vrednost 1. 

је d~ ви siвtешi, 
V' , 

c1Ja 
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idea1no res1jivi. .и" k1 е --- I 1<:00. 1 clea1-

по ree'ljiv1l'l S1 stеыз. apsol1..1tl1.a vrednost dеtеrш1пг_'1.tе svede·

nе Ilatrice ioa vredXlost 10 

se 
. , . 
lzveS-Сl d ,,· 

" ., apso1utna vrednost deter-, 

p:L-её~stэ.vlја. d.irel:.t~l"Ll lcleru resljivo-

Кой lозе resljivih s-i steIJa. OVE. '.тrеcLl1.0st ј е bli--
V l' Z2. У' ... н l а Jrod Ьо1је resljivill. bliza 1. 

sistеша 
• • V lL1a Vlse te ori ".-о 

l' 1,..L°""-
S~l nесо })raK~lCnl jer је u praksi уг10 tesko ва do-

vо1јПОПl t v V' ,', ~noscu odrec'.i ti ,'alu vгеLспоst determil'lZi,llte. Тра 1, - - ~::; 

iZVeSl'li пuлеri,~Ј[i postupci оыоguСюrајu. odrec1jivc-:'l'lje pribliz

пе vrec1:10sti dеtеГЕliпаlltе nesvedenog: в; stеШd i to ЈС::'ео spore·-

dап. rezu.ltat procesa reSF.iY2.nja sisteliJ.8. je(LnE}5iJ:1E:.;> ТаЈсо, па 

рrlшег. Взљ:сl'liјеУi:;еv posJcupak, рruz,з mogucnost ргiЫizпоg 

i zгаСUД"lvаl1.јЕ. dеtеrыiП2.пtе Оусс vreCI.l!.ost dobi ја ве llIl1.оZепјеm 

"lапо'1,', l1..1J.vnoj dј.јаg:опаli т,1Э.tгiсе koja se dobij~', 11а kra

ји pr"cese" Т пеl:е druge direkt11e bletode pruz-ju пз. i,~yestan 

izггсuдаvапј=,- )riblizne vrecll1.osti dеtеrшinап-

r-:озtо za. 
_, -,о •• 

O(~ rec Jl уаl1.Ј е 

о dеtегmiпгпti 11esvede11og 

kvali teta resljivosti slv.zi 

d е t е rLiiдаЈ.~!.. t е. оп :'е 
• 

ве lZ d et еГГ.:iпапt е неБуе-

den0f',' sistеШ9. doD"i ј,::;. па sledeci l1.Clcin: 

(17) 

.o-de 
с 

SU~ 

!~~ , -.;( 

• 
t._':) 

.' .. 

. ~. 

- i 

: ~ .; 

;' '-

--" 
i . . f 

.' . .(.. \ _. 
, Ј .;; 

i/·'·i--
'. ~~- . . -"',' / ,,' 

.; .~ 

". 
dеtеrшin.элts. svedenop 

со 
Slstеша 

nesvedenog sistеша 

с1апоvi nеsvеdепе matrice sistel113. 
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~ .. 3 .. Проrеd ~eпj (:; s ~l)stven.ih vred:a~)sti I'l'J.trice i 

с1 ct .rcil'l -:'.1'lt6 k-_":.--'~ l~~ E::ro r ев lj i v :'sti s istGLl'J. 

resljiY"sti ВО В t ес.'. lilleJ.Tl1ih :".12:eb::.rskih ~ ec111-:~ci:::1_.:~ ,. - i lcje 
1..-1- • у. ,-,. (~ , 1 

pr~A~lcnl zп-:с~~Ј rreD-._·-~ bl' ~ 
oce·~ 

kiv:::.ti 

1i t et,:::, 

::Јуе yelicil1.C se 

'7~k1J·uX., 10 u p',gled" l~Tn,. ~_ \....- ••• -<-_ '. ј.. v- _'-v_ .... 

ist1 sisteu. I"ecLjutir.l, 

d " z.:: lr1 "i 'llC
v 

!о, k " -'" -. ....... tJ '-"- --' ]:v·:tli t etu 

re61jiv~sti nije z:::. :::.Ье cere re§ljiv·)sti. Sled.eci 

г~eT с5 е t о p'.Jk.c~ZQti ~ 

P -~,·.,tr···Ј·"~ ,'-~>', ,О, -' :.::1 ••. _. _,'. __ С 1..Ј._ ncjpre 

.. 
, . -_ .. , , 

f' _ , 

. , . , -' 

• • 
Ј еа.Ilи 

• 
• 

i ;~. i _) ј }-. --. .: --

од.rеd ji Y.l1'lj е 

з opstve:ne 

s~pBtve~oh vredn~Bti 

• 
;. . f.. 

,.:. L' -
.-, " , - :: '..-: 

П ." , .,' 

.-': "0'-" ... ~ 
/ '.Ј-:'_Ј.'( - !_'о 

, 
А. .' / i '-Ј. )( 

. 
~, 

(1 . .. ---
~ [;,,;,;-_. . . . 

"1' • • 

", 
1 ... " 
-- " '. ' , _ r . 

/'\ <0- • ./" - --, 

Гl ere 

ви 

res1jiv"sti 

d:ЈЬiјз. se 

в is t е·· 

JIedjutil:l, lс; rist ес i k:::.o ;:leru re§ 1ji vosti d c,bi ј:::. 

ве dru.g o rezu1tat. 

)(lredjiv=j:~ I.lere rе§lјiv г'sti 
, 

рог.:ЮСll 

d et erIlinL1.Il t е ~ " . 
vr~3l lт -) .-

.'.!.. _~V је napred вуоае-
. ., 

пЈ е SlSlJel:-1[l с 

se njeIlic svodjeIlje:; d·)b1j::', reda: 

.. ', l' l' џ 

{ј 

ра је njeIlQ detercinanta 



, 

, 
.' , , , 

" '....,. '- -,~ Ј.. 

Ci 
1 

1 - , 
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"fredl1ost /~~- 1 UТ'оt'"е"оl:iе"2'" '.<:8.0 -'e~~ re"'l "l'-rostl' ро"- . ~'-"...... <Ј ~-'-' , - - El.L .:,;,. ,.ј - Ј - \ , - _ .i:l..CL Z 1.1 Ј е 
• 

д,8. --,·_.Lr" С" Ei '.::~ u -'- .:.:t. ј еdl1.г.1-с:.i шаtriс i ._:\ iz OVOf' 

PI'edsta-у-lјЭ idee,b'lo dobro res1jiv sisLеш sto z;e,is'ta i jeste 

logica:l za!cljHca1~ ~ 

оусе' эе i koris6e~jeu sopstvenih 

vre~nosti ш?triсе kao mere resljivosti sisteuc ako эе ОУО 

priUeJ1i n~ svedeni sistem. U оvош primeru шгtriса svedenog 

sistешз 
, 

Је 
, l' 'У 
"ес ., ~ l"~-' -.' <Ј - ~.iJ. . -- -- ра ви sopstvene vre(nosti matrice 

рв Је 
, 

l шеrз resljiyosti РOLю6'" sорstvепih vrednosti 

ос' ", оэ'" о L.'.-,- ; !_-,-

• 
:..,tl'rl q.~, = 1 
А ... ,,, 

ista '.:ао 1TOJ'~ ...:::.. с... 

.::"l'lE' .. li z i та ј ис 1 rezult,c.-te 
, 
lZ 

эе dOIJi ја 
, 

роmос1.С .1 е+ er"'l' 'СЧ' t е v. v li .. .1. ........ _-1-

у'\ 7', 1"",'е ~п-) 1-'''''''' -'-- tH .Ј.. С"..<. stice ве uti-

sak d[:"l зе resljivost sistema uel1jc::. :::-:1..ko se si stеш pomnozi di-

jagollalll0f:} шз.-t;riсош .i. '/~>/\_:::" -- I ~ !" jer =-:;_~" d.?:cti рriшеr 

Sl~:tеп:: ::;atric ош D=H~ ~I РОЗЈlc:,-сrсш,i ~ о'. 

Р О S ,~ 'Ш' О с 0':1" -. _'_ ~ 1 1. _С: ' ...... Ј. ...;:::::. 

i dеС,.lпо resljiv, оБД08ПО пј е('о"<,, ,-;"'.tг; са se ргео .. 

1)rE:,zi1a u јеd_iпi,~:;'ll.;_ ш&ti"iс1...:'. 1~еdјl..l-tiш;, оуа.ј l..:.tj_sak !{ао 1 raz~ 

J.ik:: u zR.kl.ju~cima о re~ljivosti J~oje daju оуе dve mere те·-

8'-',1 ~ivnst-i '-'-<1- ._, ....L ВН роз ~~ec~ica ~'''i'h д.теЈ'и ~era u v __ ,' . .!.- v V 1Ll. " 

TT.~ О '0' ;Ј ..... __ 'to 50pstvene vreclrlostj. metri се поr···· 

1 ' • t -о _-, 1 о" '\ .-,- [.'!' о - -', ~ Ыо_!.. __ /,О T::~IIO,_·. : ..... 18 е.о .. :. - 1 . v" .. 

Sl."!. U ryrvош -re:>.l.l .c[OrlSCene 
~ 

d 0 '11 еу, ,:; 
~'__ ~L_'" gre.ske v ' , 

II re·; e11JlL1:" sistebla 

za odredjivanje 

'Pored. elcstrerEJ:lih 

Sops-Gye1.:i~~ vrеdпоs·ti ~ u clefil1.is';:-_::.J.1jl.l Йоmеll'::': гтезlсе, Ј:::::10 :sto 
se vidi lZ 

1 ј C~ ~'D l' r l~т'--dr" L_. ...... _'LVC~ (.."L., ... 

pocl1eze 

(В) 

:Т'" • , d ., __ , а 

H~estvllie 
о 

~ . 1 . v • 
1 ve _1 с lIl:? '_ koja prec1sta,7-

T!:.,lTO 
._ .' о •• ..' ,_ i velicil1cc 

se evidel1t-

d ' ,о °t"d "'1 ,/ .• 
по Је ~. се ве mоrЗ~l prOEenl 1 1 .Ol~en gres_~e u resenJlmi~~ 

'"'r е 1~· ,- "~ .. -.. tоше , sopstyeile vгед.:;.lоsti l1orI..:.c':.lizove.::'~i.e Ш'7~,triс е siste·, 

svako ~,., t" lt 'v с-' -;"7 - , .... ) -.,.. ....... ,..... r е ,.;Ј _,- Ј --'_', 08 ..L . ,._.,.r . ,~,_ е.!.. 1 ,ј Н эа.ыо 

~ , 
Ш1:10 zen Ј е .- у_ r"·lt· ~ 

Ј eo.."i.1ELCllla. 1.<3_-': orlm.a шоzе u Vt ""V".:1 • ops -еУЈ. э _LHC3. Ј11 QcL promeUl 
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vrednost оуе mere. 

Determinanta sveC',el10g sistem8., medjutim, Јсао шеrа resljivo

sti ima шnоgо objeJctivniji karakter. Heka је ь, matrica datog 

sistema, ciji ви 'Slanovi а,/ (t.'= (2, ... /1,; ј .. ,'2 ''', '1) • Deter-
.. '1 ,. 

шinаntа svec1.ene matrice, koja predstav1ja шеrи res1jivosti 

Z8. dati sistеш, i~raculli~va ве рошоси izrc:za (17). Ako је 

(18 ) ,L.I, =- L: 'А ' '1 

gde је ј) diјгgоnа1nа m&trica, ciji ви c1anovi (jii (ј = ~2.,,,,,rJ 
• 

bi10 koji reaL"li brojevi raz1ici ti оа nu1e, i determinanta 
" svedene matrice ой .,"-,~ imace istu vrednost k20 i determinan,-, 

ta svedene шаtriсе od А • • Jer Је prema (17) : 

_. LJz ' L'J Q. -(19) 
П {., rz )f П ,dti2:. а;: z 

(: 1 "- '1 ј 
.1= 

gde ви: 

• '\ 1<,1 
.;....\а - determin8.l1ta matrice А1 

- c1anovi mC:.trice А1 , 
- dеtеrminолtа matrice ,]) 

Posto је 

! 

11 

Пd .. 
" 11 
('" { 

• 

determinanta dijag0112L"'le matrice.lJ , to ве zашеnоm (20) и 

(19) i skrасiVЕ'лјеm dobija 
Lla 

( ) 6;ћ!"l ~).! 
2 О :!. [!,(г; a~:<:~ . 

kao и izrazu (17), Prebl8. tome, vе1lСlnад« је invarijantnp 

n,,- trаnsfоrшасiје L1E'.trice prikazane i'/Tazou (Ј.8). ""bo€" toga, 

determinanta Ј<:ао mera res1jivosti ima objektivniji karakter 

и ocenjival1ju resljivosti sistema. 



14. 

2 А. Il'lverzna ma.trica sistema kao шеrа res1jj.vosti 

йа ве inverzna 1'1E'.trica 1.1 linearl'lo ј E.lgebri kori·· 

t ~ t ~ . 
асnов теsеl1ЈС. 0'13. ј 

арв 011.' tl'lih С 13..по'19. па 

ј е obrad.io Ј)ч'уеr 19/, 
/12/. Сјуйе се '.;iti ukratko рrikзzап. 

rekQ је dat sistem 

(21) 

gde ви 

А - matrica sistema; 
.-
~ -.. , ko10na. vektor ~ . resenJe..; 
-.-
о- - ko10l'li:c ve'c:tor арв 01utn. i h с 1апоу8.. 

.~_ko ви gre~ke ~ g.peolutniu ~lanovi~& date 

te.d: сето, umesto jednacille (?1) irйati 

Јсо10па '1ektorom 

(22 ) А 

Оdv.zimсшје1:1 (21) од. (22) dobija ве 

(23) -.. 
л Х __ ,' Е 

tako йа se za 
. ~ . 
lZrc~CVJlaval1J е ko1ona vek·i;ora г:rеSйkа 1.1 v •• res 811ЈЈ-

1:1а ima 

(24) 

Iz (24) оСiс:Ј.еdпо Је йа оуај izraz llije l1ЕТlЕШЈеll zэ. ispitiva-
• 

l1Је Si steri1a уес za 

i zr.:::,Сunг.уз.nје grе:зki koje su posledice popye~1l0 . . zadatih ро-

d ~t~l.~ "·o-nlut~l·~ ~l-поvR ct ;:;, ~ }.' .- С\..;::;, '-" 0'0 .I...i..l.':' -' _"_с. с(.. о tooe пг,li1 sved.oci iIlvеrzпа ша-
t ri с г. /_ ... , 

inv erzn::-:~ 

kојё>. pred.etavlj::. n".jvrecll1iji йео to,;;a 

l:!:c:,.tri са ро вуојој sustini predstavlj" 

izrг.zа., Kako 

opste уезеIlј е 



1 . . , 
_lП8fЈrrllй 

v • 

Ыеш теаг,уа.ПЈ·С' si ste1113. u 

algebBrskih jednefin~. 

оуот slufaju uopste пе 

, 
to ве рто··· 

postav1ja ра 

је sапiт tim i otklonj епа mo,gu6nost za grеSlсэ.JlШ 

l~edjutim, ispi·tival1je oset1jivosti sistеша, оЈновnо пјеgоvih 

rеSепј: •. п? ртотепе Ll ilрsоlиtl1iш i"lal1ovima predstc,v1ja takode 

јеdПL! оа IkjvclznijEl оsоЬiпа 10эе res1jivil-l sistea8. Izraz 

(24) Ьаэ za takve svrhe i S111Zi. bljegova. vaznost narofito ве 

ispo1javB 1). рrоЫешimг. Ј:оа kojih S11э.рsо1v.Ll-:.i c1anovi dati 

pribliZl1ic vrеС'поstiша. Пеtаспоst u врsо1v.tl1iш c1anovima то-· 

ze a~, ьнае пеllli110vпа posl edica П1-шеriсkоg postv.pka kojinl ви 

rac1J.Ilate njihove vredl'!.osti i1i p&k k?,o rezH1tat тетепја koje, 

шаkо1ikо bi10 precizl1o, ааје vrednosti ва ogranicenom tаспоs-
, Т( " t· Ј' 1 . 1 1 ... . си. "ља s о Је llil}JI'e уес po.:~,ziO'llo, 1 ут_о па е varlJBclJe и 

aps01v.tnim с1а110viша Пlоgv. аа izazovu tBkve greske v. rевепјi

ш& da оуг. izcybe svaki sшisао ako вн rezu1tat rеВэ.VСlпј.2 10ве 

resljivog sistе;:щ, П tom вlисйјН, пе postavlja se ртоЫеm 

kako resiti 10зе resljiv sistem, јет је ОП reBeIl арsо1v.tпо 

tаспо samim tim sto је оdrейјепа njegova il1vеrzпа. шаtriса. 

J:-osta.v1ja se рitапје da 1i iI'l8. 1J.opste smis1o. koristiti теэе-

ПЈ" "ea~o~' C~ и .L.L ,_. , te.kvog sisterua koji је ут10 osetljiv па рrотепе v. 

ilр~оlиtпiш C1anovi;;Ec. 

Izraz (24) ро}шzuје da ве iпvеrzпа matrica I;lOze koristiti 

kэ.О тета res1jivosti siste= a1i 11е u tom s'cis1u аа 1i је 

sistem tesko resiti, јет оп је уе6 теве11 ako је dobije11a. i~

verZ11G. matrica, '1ес kao ,:Јега 1:v.o 1i teta теэеIlја u odnosu па 

vb;r-iјвсiје и apso1llt11io C1a110'1ima. 

Do sada inverzl1.8. ГЙЬ. -'crica ј е рril:cз..ZС1.Ј."'1г. k-:io пеrа r esl ј i yosti 

sistema za зl~~ај kada postoje greske и apso1utnim ~lano'1i

та а рrеdроstаv1јз. se аг ви c1-:\11.0'1i matrice zE'.dati арsо1u.tпо 

taCno. к&.]::о вн теа ј1Ј.tiш, 

greskama. za opBti slucc.j 

i l1јiћО'1е '1recll1os-i:;i ~esto роd10zпе 

lсаав postoje greske i u c1ano'1ima 

ГШЈ.triсе i 1..1 арsоl'L:tl'liш ~lаl1.0viпа;. (24 ) ima6e nesto рто-

sire11. oblik. .''-11:0 greske и ~1г.11.0'1iша matric е оЬе 1е zimo та tri

сош.~:. , 011аг. cerlO\ lшеstо jed11acirl c; (22)\ iшаti , 

(25) 
.~ '\ .. - . ....". ~'\ 

. А . , .. )" \ :J"\T.',,:;j-јУ,,,,,, j~ '- '/ \. - --и 
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..с;.-

• ••• л ' -
Од " z l' 'l--~;::; 1" -i e 1-=l _ ,,~ • .Ј. .......... Ј.- t.I ~~_ (21) 0<:1 (25) 1 ZCt~1.el:larlVanJ eL:1 lzтг,zа /_:\ с .. .l .: 

'~ ~-

se 

(? 6) 

Izr::.z (26) ~ pr1.LZa r;,og'llcnost is"01 t1vc:.n.-jr:, oset14ivosti sister:J2. 
-'" .., .... 

i IE,. pr ОПlеn. е 1., ,"< l&;.,оуiПl8. "1:'. tric е i па pr оше::l е 

u O'IOL1 slucaju~ grе~Ј-се u re~enjibl2 

i ой yrednosti re~enj8.. 

u 8.pso11.,tniJ:l 

zaYise te.kod ~-

т izr~.z (24) i (26) 
, 

оапо ве se па odred јепе sistепе јет -, ј_. 

'-·,.Је 

'" 
-.у 1 ./ __ • 

?5. cere ye1icine Yдp.trice l.;:ao kri tеriјu.Пl 

Icv?11 "Getc. re?ljiyosti sistema 

u prethodnoIl с 18.l1Л • 
l """erz·- -.:. ... V ... 1 '_." ш.з.triса posmatr.:·.::l.3. • 

Је k~O mer~ __ t,;~ CI. 

reslJivosti z.:. 

се:; 

v'·'ес1.::юsti gresaka II С1апоУiПlо. matr" 

i rсSепјiТili? в1 stema, bledju.tim, zna-

сај ilу\геrzпе ea.tricc kao lTiterij1..1JIla kYa1i teta res1jiyosti 
• V· • =ogo Је Slrl. PogoC:-:ibl kоriзсепјеm nekill. n~ enih шеrа ye1i·· 

сiпе do1Ezi ве 

sistешrЈ. jer опе. v'l~e Z8. эуе sisteme l:oji iПЈајu. 

тatricll па l~Ojll ве 

д е 'Cl"~ i B~' О _ _ .!..Ј.._ ~(, 

оуа тeri1a ойпове /11/. 
/13/ . 

Оуе 

о re.s1jiyost1 

za ј edniclru 

kritеriјuше 

u тг.triСпоПl rаС·сшu. ]:",0 Беrе уе1iсiпе lC1E:.trice роzпоtе Вll i 

Бlесlесе сете: 

!'Jzo ј е iCl::tr1 ср, А всс i<lапоУiш.г. О. [ј (t = 1,2, "'Ј i( ; /=.~ 2,'" п ј, 
ОllЙа. jeCcl11J. yrstu '::ете veJ.icil1e П2.tгiсе predstEY1ja тaksiтa,.: 

~2:_. koefic i j_t::E_~ ~ 1'1 <~) : 



(27) 
? . 

Н/А) 
. . : ' / . , 

а druge. vrsta mere dеfiпisапа је 

i dat Et је sa 

(28 ) 
. , " 

N /A )= 
, ./ 

. ,,) 1 
(17 О.:;/ј2 

.~ 

17. 

~T", OS110VU ovih mere. ye1icine Turin[' је dao sledece kri teri ·

јuте kVcceli teta resl jivosti: 

l'slo,mi broj ј-! шг.triсе А definisaIl је kao 

(29) N = f ЈЈ /А)' /..;' (L1,-1) 
п 1; '. 

gde је гt red kvЕcdrаtпе uatrice А . 

uslovni broj /1 me.trice ):\ definisan је );:ао 

(30) 
r;) t: -1 \ /V! = !(, 11 (А Н \:.А ) 

1 јеdЮ1 i drllgi 1~ri terij1..lbl zаћtеvа ј1I pozne.va.nje il'lVerZne 

m?tric е ali п; S1..l ye"'''.ni ni ZEt greske 1I c l anovimQ ПР.triсе i 

apsol1..ltnim clanoviEla, niti ze. velicinu resenjH , kao s to је 

to bio slucaj и prethodnom cla nu. 

,Т l' х . " 1 ." ь . '" ' . I ; Л·1 t· 1-'-\ 1 У . • • ,е ~v~np. и .. , ~OYl1 ~l1 rOJev" N ~ {' та r~ce \ s uz~ za ocenJ~'-

VЮ1је kvcclitet8. re s ljivosti sistema. Тuriщ; izlaze d a. ideal

по re s 1jive шаtriсе, sto znaci ortogonal."1.e Ш :'. triсе , imaju 

иуеl, za v.s10vni broj f/ vre<:cnost 1. Uko1iko је sistеш 10si

је resljiv u toliko Је OY~~ j broj veci. 

I~еdјl't iПl, z ,,: "oslovni oroj Н, TuriE[ ne de.je neki pouzdani

ji kr;te rijum Z E', procenjivanje kY3.1iteta reSljivosti. 1 za 

оуај u s 10vni oroj v,·~zi йа , ukolil;:o је sistem losije resljiv 

i ОУ8. ј broj је veci. 



18. 

OSi'lovni lledos~ce.tг.k Turing-ovih kritеriјuша za res1jivoBt 

Bas>coji ве u tome 6to ве Vredi'lOBti us10vnih 'orojeva ЛI i /1 
теl1јајн kada ве jecll1acil1e и в; stemu pomnoze raz1ici tiш fal(

t·)riшС',. Us10vni brojeYi OStc.jl.l l'lерrошеnјеni sашо и вlисаји 

kada ве ВУе ј edlla~i::-,e рошлоzе jednim istiш fаЈ~tоrош, 1'ед. ји>

tiш, Jceko и praksi tc,]:vi s 1ucojevi do1aze vr10 retko, Oyo::k·> 

уа inуаriјЕшtnоst l:.slovnih brojeva nеша ve1iki znaCaj. 

Па tri priillera ortogona11lih I:1e.trica drugoge. reda bic е prika

zan l1edostate.k Turil1g-ov;}, 1cri tеriјиша i лелrесiznоst ив1оу

i'lOg broja !1 . 

10sсшtrа јшо ort оgоnа1ле ШG.triс е 

А, -

~osto ви matrice 

nош Шбtriсоm im-

IJ (А) 1соје iшајu 

р 
; , , 
" 
~ , 

0,6 

-o,,~ -> 

V2.~ -- -'-- , 

'7 - 2ј 
• 

i2: -_.-

оrtоgоnаlле, sva.ka шаtriса Вс"> svојош inverz

iste mаksimз.l..."1.е lroefic ijel1te МеА) i nоrше 
sledece vrednosti 

У2 ; 

v2 , 



Рrеша (29) i (30) za us10vne 

111=2; М=! 

Z Г -

• 

t · !, 
та rJ~CH /\? 

~ 

-
l Zi: ПЕtriсu Ас . . , 

19. 

brojeve Ш8.triс еА1, , dobija se 

lJVe vred;'losti polc,":,zuju da i u оуоы slucajcl kada iшашо tri 

ide8.111o resljive j;bl:::.'trice, UBlovпi brojt'1daje razlicite ше

re njihovof' kv;::li teta. rеs1јivоstiэtо је ocig1edno ne1ogi·

спо. LTs10Yl1i broj!)u sva tri S1UC8,jJ. dovodi do istog zaklju

сЈса da вн matrice idealno dobro resljive. 

Za.jedni")ki neQostc,t~,k, о );:оше је bilo reci na.pred, bice pri

kazan па matriciJ\, Јсоји је i sаш 'ruring uzeo za ilustraciju. 

r:rпozenjem prvog reda sa 0,01 dobija ве 

-
.i::' 

/ i ,_ ~ 
';": 

, 

l' 110,008 
, I 
li о, 6 , , 
, , 

0,00611 

0,8 11 
, 

Uslovl1i brojevi оуе шаtriсе su 

Uporedjujuci оуе vreclnosti sa рrеtћоdl1im (М2 t" 1,1;; ) 
lako se носауа koliko su uslovni brojeYi oset1jivi па modi·

fik:::ccije шаtriсе koje u sustini пе тепјаји nji110vu res1ji

vost, 

1 uslovni brojevi i inverzna ma.trica, koris~el1i kao mera 

res1jivosti, рruzгјu podatke о resljiyosti sistema tek posto 

је sistem prs.kticno resen (izracunata inverzna mг.triса). 

Рrеше tome, oni se пе mogu u_potrebi ti Zcl sag1edavanje tezine 

samog postuplca rе::i,~vanјг. уе·5, kao sto је napred receno, za 

ispi tiV3.11je osetljivosti resenji', па varijacije u koeficijen

tima i apsolutnim clanovima, odnosllo za ispitivanje сеlisћоd-

110sti resaval1j" sistешг .. 



2 О, 

На l:r'= ји treba ist.,6i a~, i i:'lverzna шэ,triсг i uslovni Ьто··, 

ј еу; l1.еri<?јп SЕ,ШО teorijski уес i prakticni zш:~сгј za ispi

tivanj е re.sljivosti sistebla, 

2.6. ~тoЫeт resl~iv osti sistema kod 

iterativl1.ih роstпраkа 

Рете resljivosti, о kojima ј е nартеа bilo reci, nisп veziva·· 

nе ni Zd kak:v pOBeb~n nuтnericki роstuрё~k Z~~ res[Lv:~nje ~ Оnе 

па izvеstзn n;:,cin рrеdstаvlјајп opste osobil1.e; koje ke.rakte-, 

risп 108е resljive sistenle 1illearnilJ. algebc,rskih јеdП8.Сinа . 
• 

ОУе ыете re?a:ivosti, medjutim. пе ll1ogc'. se рriшеniti па вуе 

numericke postupke sa podjednakom sigurnos6v,. Drпgim recima, 

za izvesYle postupke оуе mете nе predstavlj:jcl dоvоlј2.П uslov 

za. '-vali tet resJ.jivosti sistemc. Оуа рrimед.Ь"- оаnов; se nа

roci to п", i tera.tivne postupke zэ rеSаv3.пје liпеаrnih algebar.· 

sl;:ill jed.n[,CirE\. Kclko iterc:tivni роstпрсi а;:mс'в icraju veliku 

пlоt::u u prz:kticnoEJ теС'аУ.·.nји sistema lii1.e",rn.ill:.,lgebarskih 
-,_1 .V.~_ . ..; ;_ lnac lnc.~ ;. 

РОПОСl,с kojih ве теЗ8.угји ovi sister'1i, ko:ci sti uglютnоm i te

те, ti уне postupke, рове Ьnа. раzпј д. ЕЈОТё: se posveti ti ртоЬ 1еmи 

rе,з1јivоsti в" stec Јсга;? ве ovi тезауаји i tеrгtiVlliш postup-
• 

Сlша" 

2 . 6" 1 Klasicni i tera.tivni postupak 

Јеааn od najpozY1Jtijih i nајсеБсе koris6ellih iterativllih 

postup<lk.J z" re8avanj е sistema linearnih аlgеЬэ.rskih ј edlla

cilla је 'tzv, kle.sicni iters.tivni postupaJ:, nazvan takodje u 

јеаllоm delu litera.ture i kao Gaus- Sajdelov iterativni ро

stupak. /14/, /15/. /16/. Iako је оуај postupak dobro poz

nat, ovde се biti ukratko prikazan radi ce10vitijeg prika·, 

ZiYE,nja ртоЫета res1jivosti 
• 

Је da.t sistеш u шаtriСnОlJl obliku 

(31) 



gde је 

Н, 'Ј' , i ".-, 
.... ~ I Ј; 

RGst~:.vimo matrj,cu. па sled~6i nacin 

t "lгo d '" i е <...- ..... с..; 

• 
l 

, , 

,.-'0 

.... -

L-

~= , , 

, ' 
" , 

" " " 

-;- ,Г "" ,Р 

О, 

О, 

... . 

, О, О, • 
а" , О, О, 

. " .. -.- ... ,,'" • О, .' • 

О, .. .. о 5t 

... ~ о 
.. " . :; о 
,~ . . ..... ~ 

о 

" 

О, 
О, " ~ , 

" • • )о о 
, 
, 

'.', ~ ~ а ,;с .. ,-
;~ '. , ~. . 
о" _. .. .'~- I 

, 
ј, _ ••• • о __ ",_.~ '-' . ..,~------ '. _ .. -.......... , .'-....•... '.- . 

I! 
~ I \\ 

" , 
" 
, 

~ 
L...<. • -' 

О, а" ' t • .:. 

О, О, 

'. а. . \ .~ , 

,а , , 
'" 

а2 , 
, • • • , а, " 
а • , • • • , а. 

~. . ~. 

• -_ •• -- - - Ц' •• -~, ',- ,,_а " •• __ 

O~O~o •• ,O,ai,i ... 1 9a!~jT:::' 
О, О, О, ••• , о ' 

, . 

, о 

г, 

21. 

d 
I . 

О n::>fПl0, L Је tгоu.гl~,stа шаtгiса 

шс tric Е.1. а ,;;, ј е r· d" l L} Је lJ :'_gOl'lC. __ :n::. 

ispod glavne dijagonale, 

trouglastc matrica iznad 

glecvne dijcc"gol'lale 

Fostoje dve v~rijante klаsiбпоg i teratiYl1o{'; postu.pka pozna·-

te kao itегзtivдi 

lovc, v c.ri ј 11 ta) -l 

postupak Вс, pojec,il'lacnim kогасiшг, (5ajde~. 

iter:O,.tivni postupak еа zc.jedniCl;:im kогаkош. 



22. 

1 jed.s.n i Cc:ru.gi postupc'~c po1,2ze od пеЈсос proizvo1jno[ ve'.c

tor"'~: lcoji se, ~rосеsоEl iteracije, e>ribli> .. va t"azenoEl vek-
--. 
. -

t отн j~ • 

Iterativni postup?l. sa pojedin2~nim koracima izvodi se pre 

mз. sledecoj l::OorEl"L"!.lj_~· 

. .' . 
(33) 

. ~ , -- -'г 
.' I . I " ,..,' Ј - ( .' 
'-- -'-". "'_, . 

• 

dok ze. i ter~,tivni postupak sa zз.ј есlпiсkiш kоrаkош vazi sle

deca i'o:eblu1a: 

-> 
,. 
/ . , 

--~ . .--' '- 1< 
• , . 

ТЈ i z rз.z il7lE.'_ l (34), 
0-. .---

.-i....!: preC,stav1ja. vekJGor koji se dobi-

Ја u Jc--tОI!l kor?k"L: i teracije., 

Proces iteracije ze.yr(~en је 

.~ .~ 

" 
• -. - -,> 

( 35 ) . - <: г . .''- • 
1:-' / ! >-r -" '-о -'. -" -

ро ie1ji шзli vektor, 

Osnovni prob1ei.' kod iterativnih procesa Је рrоЬ1.еш konver

gel1tnosti. Оп је ovde od poselJnog zn:!.!Sc.ja јеу 1). isto vrеше 

olJullv.c.ta i ~9yoЫe,: res1jivosti sistеШ2" 

;'7" -- О -- , - . . . "rc,~·ti~ni lсritеriјu.ш za procenjivalje kO;:1vergentnosti 

ОО,? iter.::,'ci'Vl"l" post'Llpka 'Uziша se ve1i~in? 61".nov:, па g1avnoj 

dij5.g0Zl,:li ПЕtriсе А. Лkо Sl..l ovi c1anoYi zn:::tno veci od os .. 
• 

t а 1ih (~ 1a11 ОУ с' ~(ltrice /' .. , pretpostav1j~ se da је proces Јсоп-

"eyp'e-- t·'Y1 " с- Ј • .i. с. .1. _ _ .' 

Frc>,vi l;-ri t erij1,lbli о kOl1vergel1 tnosti d obi ј с јН зе • 
lZ 

rakteristi~nih једпа<in? i ter: .. JGivl1ih руосевС'. /11/. 

tzv . 

Iterativnol:l pos L'Llpk1,l sa ројеdiпаспiЈЛ lcorac.il1la odgov2ra s1e

dec& ke..r;-::)~teristi cn;~ jedl18.ci::18. ~ 



23. 

'1 ан '1 .... , а :/.",. а м . t ~ 
, a 2.<f · t, , а2.А s о .... ,a;;tJ1 

• • _ ..... .. . , . _~.~ , •• • . _. 0 - .. , О ~ , • • • •• _ ... . . ~ • •• • • , • •• '" ". ' ' . __ . ' . 

\ 
: " ! :;.: v 

: а '.Ј ~ ; t :> а ,~~ . t s ..... ,а ~ ~ . t ~ а ~ I •• "''' I g о .. aiГc. i 
, - ... - . _,-" ,- ..•• .• ..•. .•.. .. -_ .... '~' " -.~---_ ._- .••• _ • • _ - . ' - "'-'.'-' -.- ~. I 

i г. ."" . t , а (::' . t • а '., . t, .•. , а г, (., t I 

D. i tera ti 'ЈЋОЕl ро s tlIpkH с" '.:=! ..... .. ,. • < • xk . 
Z.::':J ес.l1. ~ \,,; .. lП Ј.::: о r a.]c оп :, 

а ., . t, а 'i ~ ~ а !,. .. .... , а _р',: 
г~ :~'~ ) a ,-.;-:t, a. -:I . ••• , a .:.' r"r. ... . LL. ~_ . , • - --.... --~.- -- . -- - -_ . . --....... ----.- ---- ~ . ~~-

(3 7 ) 
, а < ' , ... , '.;.-~ . a ; ·. ; t . a ;j T~ .•. ,а ,.· , 

• .. . • "t" . 1 

e.~ ... ) 8. n2 'ј ...... ., a -... {l--1 a'~ r. -t 

Ка о s to k O::lverg entno8t i tе rз. tivпо:?; prOC e 8 & zavis i od redo

s led a r edov a i 1{o l ona u ШЕ triсi , evid ent: ~ o t оше i oblik k a-· 

ra~' terj.sti <'5ne јед.ПQ <~ iIl е i terEctivno g proce s iC z avisi od роте· · 

nl.ltog rед. 08 1еd г .. 

definisana ј е 

v • r e s enJ8. 

-

, 
ротОСl.l 

, . 
• 

][~ r~kteristicnih vrеdпо sti 

slеd е6 iш izrs zom 

( 39) . " .,. 
/ '" -

;.-.!. - "- J~ -

,К -1> .{ 

;' -. . - r • ~.)<1.1· + :" ~ оО t'2< ~ 
'-- ~ с.... --... , 

g d e 8Н 
-" у 
.' 1 

-; 

Г:' јЏ" 
{ ": , .. . , 
~ < 

od proizvoljnog vektori koji • z av 1 se 
' t Х 1 .. уе..;: orc. о {О Ј 1Ш а е pocinje pr oces iter a ci je. 

-. 
I z raz (39) ј аапа paka zuje da 6e4X/(teziti nlIli 

sаша u s luc? јн kad 2 kara]~teristi cne vredno s ti ,~ , 

јн иа l ov 

( 4 0 ) , , , .,. . 
, , Ј 

I ~ • ! <- : 
I 

! -, -, 

za k .... ОС, 

. . 
lspUnJava-

• 



24. 

j·'ec1.jutira, zc:: i spi tivсшје Jz:vc:,li teta rei:Hjivosti ir'.tегеsспt-

па је brzin.,: 1rol1vergencije. Опа tэkос1је z .. '.yj.si осЈ. kcr'~teri·-

sti~nih vred~osti [1 . 1z izraza (39) обiсlе~по је dc 6е 
" ··t·,v 11'1 10 d t. , 

1.сО!1vегgеllС1Ј'-::, 01 -2 or:?-::. l1~J:O 1 ... :0 su Е~РБО иc~~e vre 1103 1 J:a~ 

rа~::tСјristiсniћ vrecll1.osti f i blize nl.-:.li. U obrnutoll1 sIHcajv., 
, . . 

t · lпd'1 s1' оче vre"'10st1' bli~e Ј о -- _u.. '.. _. \ \..-:..1_ je(Hnici, proces се spor1Je 

konyerz,ir:c:ti sto zпабi й,." је ·tQkav sistеш 108е resljiv za 

iter~tivni postupak. 

, 1 ·· ., . . 'l"' 1"1'0--' JUCl .;::...1. 0:.. •••• '_ .~ .L." __ 
• 
lzrз..z (39) Ш8zе se zаk1ј1..lбi ti йа S1-1. jedino 

, 
yre,'~n.osti [i шеrоclаvпе za оdrесlјivз.пје klТali teta res1jivo:>-

ti l.I sluбајu kadG. se sistem rei'iav:.: јеdпiш od рошепutа dva 

ртос ese. i ter.,'.c i ј е. lJruр:iп reCii;13., рriшеliОrn bil0 kog drugog 

kri tеriјuш::-, о kvali tetu re'§ljiyosti moze эе i:.:'.vesti pogre·

вап zэ.klјuС.;Й, a~~o эе ze1i cla i spi ta re"'ljiyost nekog siste· .. 

ша С1. OdТlOSU п". јесl'П od ov •. • Ју:;]' procesa iterecije .. 

OV'2 oko1nost • • 
N nVO'l '.__ U __ јес1ап opi'itiji zakljv.~2.k, ];:0 ј i Ь i шо·-

ьао bi ti ior;:1U1is::cn п:'. s1ede6i nacin: 

Res1jivost 

od: 

si stеша. 1inearnih a1gebarskih ј ednacin~, 
. . Z;:-V1S1 

- шаtriсе sistema i 

- пссmеl'iбkоg postv.pka kojim se sistem v resava. 

То zнабi da ispi tivanje 

kog осЈ. партеЈ рошеhv.tih 

posmc.traju sаша m~tricu 

l:l :-~ CV1" ..... ) ~ 
с. , .• _. 

о l 0 t e~" '-' D J.~!'+ ~ 

а koji, kao sto је роzпг.tо, 

пе uziшајv.Сi u obzir nUL1eri-

cki postupe.k kојiш se sistеш те8ау;о, пе6е Hve~,: dati ртауи 

s1iku о kva1 i tetu Т'еs1јivоsti sistema. јет postoje l:lшпеri бki 

postv.pci zз Јсоје оу,.' ispitiv'.:mja l1iSH dovo1jna.o Naime, izves-

ni пv.шеriСki postupci zэ.htеVС'.јu posebna ispitivanja koja se 

odnose sашо па njih i пе va.ze пi za jedan clrHgi пuшеriбki ро

stupak. Уао sto је napred ve6 rесепо, јеdвд осЈ. nv.merickih ро-

stv.pak. zp koji postoji роэеЬап Пi?'Ci11 ispi tj,V3.11j;c,. res1jivosti 

sistеша Је k1c:sic c'.l1 iterativlli роst1.lрг.k. Па s1ede6im prime

ribld bi се ро'с 'Z'.113. OVc~ пј еБОУа osobina. 



Роsuаtr;с.јШО ortogonaJne matrice' 
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0,8 
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0,6 
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koje ви уес bi1e jednom koriscene и 2.5. 

25. 

lzbor оrtоgоnв.Jnih matrica namerno је ucinjen da bi ве ро

kaz~:lc~ neupotrebljivost osta1ih kri terijuma za ispi tivanje 

res1jivosti sistешCl. 

• 

Рriше110П kritеriјUШе, iz t~'.cke 2.1. koji za пеrи kva1itet2. re

sljivosti koristi odnos izmedju nајуесе i nајпаnје sopBtvene 
-1-

vred""losti Ас. А, za паtriсе А 1 , /'\2. i А:;. d.obi ја ве 
;1 "~ac' 1 .::'...~':1,- л ~ 
~ , 
(, ," /' /\..ј!{{ 

јет је z~ вуе tri matrice 

posto ви Ol"le оrtоgопаlnе. Posto odrios JL (I"!ЈХ /.1.. ,Гfiin ima 
I 

vreG.rlost 1, sistешi cije эи matrice A~,A2 l А з эи idealno 
dobro reC:1jivi OVо је i logicno jer ви оуе mc.trice ortogo-

па1nе. 

1 рriшеш?, }cri terijuma iz t;:-:cl~ 2,2. koja l{oristi determinan--
• tu sistешс: Јсс.О шеru res1jivosti, pol;:azuje d", matrice A 1 .1·\z 

iА з obrazuju si stel;le koji ви idее.1по dobro reS1jivi. 
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• " . д .. 
J'~2~,'~~yec s'Tedene 

~ 

У', '--1 o~ 1 l' 1,.. 1"0 -; l' ....... '-- Ј __ Ј... \. tJ 

teva ОУЗ.ј n~'_cin ispi tiv::.nja resljj.vos-ti ~ 

Љёсу",јн l1jil'love О.еtеrшil'lЗ.Iltе. 

се ire1,:tl'l0 ве 

1 
.-_' , ..... .Ј ~ ...... -= ..... ' ,,-:= О ' , 

i 
1 

• , 

i 0.8 0,6 [ , , 
._ f ti 

, , -1 I ..... ~ е '- ~"-\ r,= I 0,6 -о 8 
~ i 

, 
• 

I \~ -.(2. 
, 

2 2 , 
1 det А,,= -1 
I '121 ~ . I \12 - I I 2 21 , 

. ~ 

lZraCl1-

КЭ.kо :.'cpso1utl'la vrеЙ:lоst dеtеrminапtе вус.1се iЛ2.triсе iznosi 

1, рrеtћоdi',l'l z:;JcljucaJc йа оуе E1o.trice pripadaju idea1no Йо-· 

Ьуо rеs1јiviш sistemima је i оуйе vэ.ZеСi. 

Inverzna шаtriс:, 100 шеrс: resljivosti (tac. 2.4.) пе ~ moze 

se рriшеni ti za пt::.~ slucaj, jer опа sluzi za o.irektIlo odre

d јivзпје gres~·.lc.~. н rei3enjir;,,, и Z"ViSl'lOSti ой gresaka и арво· .. 

1и tl'liE1 .:" 1апоv iE1a , 

Ilere ve1i'Sine ш?tri се 1'''.0 )rri terijumi 1'Va1i tete. rei31jivosti 

уео su и tэ.С 2.5. primenjene па вуе tri шаtriсе. Us10Yni 

broj fJ pokazuje и SY3. tri вlпСајг. йа se radi о idealno йо·· 

Ьх'о res1jiYim sistemima, йоЈс us10Yni broj /1 inace ne preds·· 

tay1j;-:, neki pouzdan lcri terijum, 

Dosada.snja. ispi tiycmja kva1i teta res1jiyosti mC'.trica .А 1 ,A'i.. 
i А" pokazuju, йа опе pripadaju idea1no dobro rеslјiУiш si-

" 

stешimа sto је i 10gicno, jer su оnе оrtоgопаlnе. 1 йоЈс za 

pretiloc1~'le lrri terijHme sye tri паtriсе iшг.јv. роЙјеЙпаЈсе kva-

1itete,. ispitiyanje res1jiyosti sistеша zo: рriщеnu k1asic

nog iteratiYl'loc; postupka pokazclje йг. оуе tri matrice и оуот 

slucaju iIlHju sE,syim raz1ici te kvг.1i tete reSljiyosti. 



rrimenjv.jv.ci 1care},:teristicnv. jednc.cinv. (36) koja se оС'споsi 

па i teratiY~li :::юstv.р:;.k sa ројес1.iпз.Спiт lcoг.ccima, z': ILlc).trice 
, 

А л iA~dobl ;iaJ'u se sledece vrеd.поsti: . 1 ' .>-\ 2 " -

• 

It 
10 
• 

0,8 

0,6 

• 

• 

8 

t 

t 

t 

I 

, 
0,6 ! . 1= 

·-08·~j , , 
• • 

·Koreni оуе l<:arakteris'i:;icne 
•. v • 
Ј ecnaClne su 

Za matricu 

I i2· t 'v'2 , , , 
г-

, , '5 I I 
t 

1= 1 .t2 

I '12 
- '2' v2 • 

I 

·t . tj • I -
• 2 2 • • 

ciji su koreni 

t 1 = О; t 2 = - 1,. 

о 

1 .t - '2' о 

Kv~',li tet re.sljivosti sistema> lcoji se resava klasicnim i te·

rс·tivпim postup]{om sa pojeC'cinacnim koracima. odredjuje se ро

mocu koren.:; kar: kteristi·'5ne jednacine (36) па t"lj ne..cin sto 

se ispituje->obrzino. konverGencije izraza (39) za k--=(ve-
1icine С i 1.; .... su kопstапtе). 

Zаmепа kоrепа karakteristicne јеdпаС:i.пе za matricuA j , u -јеdш?,сiПU (39) poko.zv.je йа је liXk=O nezavisno од. Ьтоја ko-

raka .1<.' , јет svi kоrепi imaju vreG.nost ПV.lа. То znaci йа 

sistem, cija је matrica А" za k1asicni itеrаtivпi postupak 

predstav1ja idealno res1jiv sistem. 

Па sl. 1а gr2.ficki је dat prikaz resavanja sisterna 
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r - - " , , '; , 

1 , 
Х 

, , 
" 

, , , , , / I ! 1 
, 

i r , , . .. , 
, , , , . - .'>- = ~ . 
, , 'Х ' , 

, - ! , 
\.: z) ; ~ ". . , 

'1 ' , ' о' , , , i \... Ј 

ь. 11 tabe1i 1 роkаz-ше эи numeric}re v-red:nosti аоЬ; јепе pri~ 

шеnоrд i ter2.tivl1.0[; postupke, sa ро jec~inacnibl kоr.э.сimа и теЭа·-

уаnјсс 

decih 

Iterativni postup~~l~ se odvija preko sle-

ТаЬеЈ2с 1 

-----

! , . 
i '~, , 

----.-.-., .. -.. _- -r-
о Ј 1 2 

---t-. ___ о .-'. ,------{ 

, ,.. ---1 
1 

,У . о -'Г1 ---1 -·----·I! - .. 'l-
: "'--') ! r ~ .... : ._..! ._-._-'--- - ------_. __ .. --'-... -- "-

' ·r 
" , 
, Ј_ 1 I 

.. 1-- "----'1 , 
о 1 1 

Као sto в'е Yid.i l на slici i iz tabe1e 1 тевеnје se dobija 

оdсаћ и prvom kоrгkп (pocetlle vredlloBti вн 11zete: X1~O ; 

)'-2;$0 ) sto takod.je potvrdjuje dc: оуаЈ зistеm prelIstavlja 

idea1no dobro re,''iljiv sistem za k1asicni i terativni postu

pak. 

z .'шеnа lroreHa ]ё~1T .• kteristicne ...,.. 
raz (39) pokazuje аа 4Xk....('za 

jednacine z" шаtriсu. А2 u iz

.'" ~ = i оуај proces rеЈдtiv
..,L. /-., 

по brz о kOl'lvergire. ј ет ј е .: 1 = с..' а t 2 R - 5/16 . Ртеша 
tome, moze se izvesti zak1jucak da шаtriса А" pripada sistemi-
! .L-

.ша koji su dobro res1jivi za k1,иiсan i ter:ltj.vni postupak 

(iako ро opstic kriterijumima za res1jivost sistema, matri

са А? spada и l;:ategoriju idea1no dobro resljivih\ -
На sl. 1Ь gre.ficki је prikazc'.llo rеSаvэ.nје siEtema 

~ 
.. 

\' 0,8 0,6 х' I 1,4 , , . 1, , , , 
, 1 .. ':- -< , • 

0,6 -о 5'8 
, , , 

(-0,2 , 
LX

2) 
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29. 

а н t",-b e1i I.L nl'.Inericko resECvanj е ротоси klas icnog i t era.·

tivc10C postclpka. Za nc'.mericko resavnnje koriste se sledeci 

izrazi~ 

1,75 - О, 75·х. 2 

0,25 + 0,75'):.1 

Pocetne vrednosti su: . 1 па 91ici i iz 

tabeJ.e 11 vic1i se da proces konvercira reI . .::.tivТlo brzo. bloze 

·t· d 1'7 ;::.1 ~ '-1 ~ S е .<..Ј _о . .р t:.:~ Z l l C~ se proces spir;:,lno рriЫiZБVО. resenjH .. Ovakav 
.-

kar-kter proces8 - .... dol:.!zi zbo,z tO.Q-а f' \'0 
~ ~ 

је '2 negctivno, ра 

LlXk • • lZ lzr<cza (39) теПјЈ. svoj znak н вуаЈсош korakl1 i tera-
• • 

Cl Је. 

Zamena kоrепэ. kar:J::t eris ticne ј edaacine zc llЫ tricu р.,,, и iz-,- -
. (39) k- . d ,. v. /\ X'~K l'm" "velr,. l,.гопstЯ.'ltпи rE.'.Z pO",.::CZUJ е а уе -'.lС ll1э. ~ _. и ~ _. арв 0-

lпtпи vrednost i da вато шепј.:с: zna.k и tоkп i ter:.'ltivno,z POB~ . ' 

tu,pka, Premг, tоше iter,:.,tivl'li postHpak и оуот slucaju nije 

l'li'ti konvergentan niti divergentan уес osci1atoran. OVakav 

kclr:J:ter procesa cloIazi zbog toge. sto је t z = -1. 

Sistemi koji ве ovako ponasa ји pri resavd..."1ju klasicnim i te·

rаtiVl'liш postHpJ~OE1, пе ::lO@.1..l se llopste resavati пэ, оуај l1acin. 

Oni su l1ероv01јйi ji za resavanj е ovim poc:tupkom i od Ol1ih 



sistema kod kojih је proces iterabije divergentan. Poznato 

је, naime, йа је kod sistema kod kojih је proces iteracije 

divеrgепtэ.п. moguce рrотепош redos1eda jednacine, uciniti cla 
proces роstзnе konvergentan. 

На sl. 1 с greficki је рrik"ZЛlО resav2.nje sist8Jla 
I! \/~' у.-;::: i /" ~". ,.........., 

'1:> -i' , Х1 i (У? l' ,-' ",! L.. . '. 
t1 \"? \;?.- i у Г' = ! О I 
Н --;- - ~-, [ Ј"-2ј i I 

L_ L.. _..." "'---."/ 

а и tabe1i 111 пишеriсkо resavanje ротоси k1э.siСпоg iterativ-

ПОЕ pOBtupkC' ва ројеdiпаспiш koracima, Pocetne vrednosti su: 

Хј=О; X2~O 
sledeci izrazi: 

. Za numericko resavanje koriste se 

Х1 =2-Х2 

X z ~ 'Х1 
ТаЬеЈд 111 

Г" -г,---г--' 

k i О 1 1 2 3 , 
I 
I -

',~ I 
О 2 О 2 .А..1 I - i , , '-' ---,-.' 

-~ 10 I 2 .L~ 2 _1.-2 _._ , , 
-- -

Jasno ве vidi da proces postaje osci1atoran ойтаћ pos1e prvog 

koraka,. potsetiElo se йа шаtriса ,4з pripada sistешimа koji su 

ро opstim kri teri јишimа idea1no dobro reS1jivi. 

Upored,jujuci ройа tke о Jcva1i tetu res1jivosti sistema cije su 

matrice А 1 ,Az i Аз , kada se ovi resavaju k1asicnim i terativ

nim postupkom sa pojedinacnim koracima, dolazi se йО zak1juc

ka йа samo ша trica А 1 zadrz3.va svo ј kva1i tet idealno dobro re~ 

sljive matrice koga inace опа poseduje prema opstim kriteriju

mima о reS1jivosti. Matrice А2 i А:, gube kva1i tet idealno йо
bro res1jivih ako se njihovi sistешi rеsаvгји k1аsiспiш ite-

~ 

rаtivпiш ровtирkош sa pojedinacnim kоrасiша. St2, vise, matri-

са Аз prelazi и drugu krajnost jer se njeni sistешi uopste ,,: 

пе шоgи rеSаvэ.ti ovim numeri~kim postupkom posto koreni 

karakteristicne jednacine пе ispunjavaju uslov (40). 

• 
ПЈепе 
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31. 

Ispitivanje kva1iteta resljivosti тatrica А 1 ,А 2 i Аз ka

аа ве njihovi sisteтi re,savaju k1asicniт i terativnim postup

kom. ва zајеdпiсkiш kоr8.kош dovodi ао slicnih zak1jucake kao 

i u рrеthоdIlОШ вlиСаји. Zc:. оуо ispi tivanje koristi ве karak

teristicna jednacina (37) . 

. Za matricu А: опа ima slede6i oblik: 
, I I 

k 0'1' _ t2_o 10 1. 
а koreni ви јој 

[1=[2=0 

оаIlОЭ110 isti kao i za jednacinu (36) . 
• 

Рriшепа karakteristicne jednacine (37) па шаtriсu А 2 аај е 

06 -[ј/Н 
а koreni ви јој -~ '.ј 

t~",-'-17j 
1,L , 

Za шаtriсu Ај dobija эе 

ciji ви koreni 

v2 
2 

'1/7 I 
---+ ,-, '. , 

112= + i , 

1 ,~ - ;::;... ,-' 

2 

Kva1itet res1jivoBti sisteтa koji ве resava k1asicnim itera

tivnim pOBtupkom вс zajednickim korakom iBpituje ве рот06и 

bDzine konvergencije izraza (39) za k-- оо (kao sto је bi10 

i u prethodnoт вlиСаји). 

Za matricuA 1 i u оуот вlисаји ве do1azi ао istog zak1jucka 

jer koreni njel1ih );:г.rаktеristi;>;пih jednacil1a (36) i (37) iтa

ји iste vrednosti. Posto ве i za postupak ва pojedihacnim ko

raciтR i za pOBtupak ва zajednickiт korakom ispitivanje kva-

1iteta res1jivosti vrsi рото6и izraza (39), јаВIlО је аа је 
kvalitet res1jivosti isti. Kako је prethodno ispitivanje ро-
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kaza10 da i za i terc.tivni p ::> Bt1.lpak ва l)ojedinacnim korakom 
, 

matrictl /\ј prip<,od a ideamo dobro res1jivim siBtemima, опа 

оуај вуој kve.1i tet zc:drz;:N,,\ i za pOBtupa k 

racir.aa . 

Па в1. 2а dat је resava1'1 ј l '. В iB t еll1а 

Е, 1.l tabe1i г:r numericko rеS э.vапје POI:lOC1.l k1aBicnog i terativ,

nog post1.lpka эа z a jednickim kor:tkoUl, Za П1.lшеriСkо resaval1je 

kori s te ве iBti i z rг zi kao i u p:cethodnom в1нСаји. 

То.Ье1а IV 

Г~-Г~ --- -----.• _ ._ - -._- Т· " 

1 2 1 
! - ,._- -- -t-----i 

1 1 

- . 

! I I -----. .--... - t-----+·· --

Ј ~ - i I 1 • , I ~l2 ! О 1 ___ _ ___ '---.. ----.-.-0..----- ... ,, __ _ 

I iz graficlcog priJ:aza i iz tabe1e IV vidi ве da matrica .А 1 
pripada idea1no dobro res1jivim Bistemima . 

А 

Zamena kore1'1a karakteristicne ј ednacine (37) .za ша tricu 1-\" 

u i;O;ri~Z (39) pok,"- z1.lje d <:'_ LlХ~-Оzа K-·~. Ртосев пе konvergi-

ra tako brzo jer ви t1,2-=i 4~ . Fre ma tome, moze ве 
izvesti zэ_k1јuсаk da matrica А2 za оуај numericki POBt1.lpak 

. 

:t>ripe.da sistemu 1~oji nije n8.roci to dobro res1jiv, jer njeni 

ko:reni kаrэЈсtеriвtiсnе jednacine (37) imaju apso1utnu vred

nost blizu 1 (3/ 4) , ali jos uvek оуа vredl10st 11ije takva da 

biA2.Bpada10 u k c:tegoriju 108е res1jivih. По, u Bvakom эlи

саји, ll1atric ", A;:ni z a оУ[: ј l1.uпеriСki postup?knije zadrza1a 

вуоји osobinu id ea mo dobro resljive ш.:о.tri се ; kakvu inace 
poseduje prel::J.E~ op s tim l[ri terijumima. 
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• 

Uzgred ве mog1.1 koreni ka:i:a.kteristicnih jedna cina (36) i 

(37) za ma tricu А 2 iskoristiti za uporedjel1 je brzine kon

vergencije itera tiv nih postupaka ва ројеdiпасnim koraaima i 

ва zajednickim kora komo Иоzе ве izv.esti sl edeci zak1jucak: 

k1as icni iterativni posLupak ва pojedinacnim koracima brze 

konvergira od itera tivnog postupka эа zajednickim korakom. 

OVakav zakljucak izvodi ве па osnovu toga s to је apso1utna 

vrednost najveceg ](orena kare.lcteristicnih j ednacina za i tera·

tiv.ni postupal: эа pojedinacnim koracima Си ОУОШ эlисаји ta 

vrednost iznosi 9!t6)manj a od odgovarajuce vrednosti za ро

stupalc эа ze. jednickim korakom (koja u оуот эlисаји iznosi 

3/ 4). OVakav zak1jucak је i 10gican jer pos tupak еа pojedi

na cnim koracima za Bvald korak, tj. za racunanje popravke za 

эуаkп pojedinacnu nepoznatu koristi najnovije poprav1jene 

vrednosti z a osta1e nepozna te, koje ви izra c unate iz n-1 

prethodnih koraka. OVо medjutim nije эlисај kod postupka эа 

zajednickim korakora , jer эе kod njega za r acunanje popravke 

pojedinacnih nepozIlatih koriste poprav1jeIle vrednosti osta-

1ih nepozIla tih Јсој е эи dobijene iz pos1ednjeg zajednickog ko

raka, odnosno cik1usa, sto naravno usporaVd proces iteracije. 

Posto itera tivIli p OBtupak ва pojedinacnim koracima brze kon

vergira, jede.n isti sistem bice bolje re s l j iv ako эе resava 

ovim postupkom nego i t era tiv.nim postupkom ва zaj ednickira 1(0-

rakom. 

Na вl. 2Ь graficki је prikazano resavanje s istema 

1\\0.8 С:6 Ј. [х l' _ ' -1,4"' 

,0,6 - 0,8 I l х2 - "0.2 

а ' и tabe1i V numeri c ko resavanje ротоси k1a sicnog iterativ

nog postupka эа zajednickim korakom. Za numericko resavanje 

koriste ве iste jedIlacine kao i u prethodnora вlиСаји. 

ТаЬе1а V 

I 
I 

k а 1 2 . 3 4 , 5 
~- - . . _-- -

у- а 1,75 1,56 0,58 0,70 1, 2 4 .л..1 -
Х2 а 0,25 1,56 1,42 0,69 0,77 

. • . ---- -
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34. 

Као sto ве viд~i iz slike i 
gira tako brzo, а u svаkош 
ji је prikazan lE'. 81. 10. 

iz tHbe1e У, руосев ne konver
вlисаји је sporiji nego onaj ko-

Koreni karakteristiclle jednacille Zc". шаtriсu\inа1аzе ве па 
jec1~inicnoт krugu (1:.12= -::: [) ) te zашеllјеni u izraz (39) 
cine dE', fuџkcijaL1X"postaje cis~to osci1atorl'la. То znaci da 
се i k1asicni it~r~~tivni postupak ва zајеdniсkiш kоrakош, 
primenjen па sistеш cija је шаtriса A~ biti osci1atoran. 

Рrеша tоше, tаkэ.v sistеш nесе шосi da se resi ovim numeric
kim postupkom. Posto је proces cisto osci1atoran, оп se ne 
moze uciniti kOl'lvergentan ni promenom redos1eda jednacina. 

Na sl. 26 dat је graficki prikaz re~avanja sistema 

v2 
2 

\12 
2 

v2 
r 11 
~ 1 

I 

• 

~ .' , 
; 

I , 
./ 

---
/' ~ 

\ f 

Х1 
I 3V2 , 

\ 
I 
I 

2 I 
>- -

Х2 
f 

v2 1 

) 2 

а u tabe1i УТ l'lШ:Ј.еriСkо resClvanje роmоси lzlasicnog iterativ

nog pos-Gupka ва z2cjednickim korakom. Za l'lumericko resc.vanje 

koriste se јеdnасiпе 

X1~ 3-Х2 ; Х2 = Х1 - f 

ТаЬе1а УТ 

,-' 
loТl 51 i<. 2 3 4 

- - - - .- -
Х1 О 3 4 1 О 3 

Х2 О -1 2 3 о 
I -1 

-
М/ 

TackeYU. вl. 2с (-(=0,4,8,12, ••• ) predstav1jaju rezultate 

2jajednickih koraka u procesu resavanja dok tacke ).Ј/ pri

kazuju proces kada se оп рriшеni па obrnuti red jednacina, 

odllOSnO kada se resava sistem 

~ I \ rr; 1,/-;; v . 
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а za pocetne vrednosti ве uzmu 
, .. _(о} ~ А _ ,/_(0) 

А. 1 = И'~ј ..А.2 ~0'1l.. 

(Tako ве moze videti аа koreni karakteristicne jednacine 

matrice i ovog sistema imг,јU vrednost {t,;~ ~ -!:: / ,odnosno 

keo i matrice А з • te i to dokazuje аа u slucaju osci1ator

nog karaktera procesa, promena redos1eda jednacina пе moze 

" "t"" 1 lt) lzшеПl l п Ј egov ,o:ara -;: er . 

Upore djujuci podco.tke о kva1i tetu res1jivosti sistеша 1inear

nih a1gebarskih jednacina cije ви matrice А 1,А 2 i .А э ' ka

аа ве ovi resav.:,ju k1asicnim i terativnim postupkom ва иајеа

nickim korakom do1 .. lzi ве ао istih zak1jucaka kao i u slucaju 

resavanja роstuрkош ва pojedil'lacnim koracica: 

• - matrica.L\1' zadrzava i иа iteratiVl'li postupalr ва zajednic-

kim kоrаkош вуоји osobinu ideall'lo dobro res1jivematrice; 

- me.trica A 2gubi kva1i tet ideall'lo dobro res1jive matrice, 

a1i ве njeni sistemi ipak mogu resavati ovim iterativnim 

postupkom; 

- matrica.A"pripada sistemima kO'ji ви apso1utl'l0 neres1jivi 
~ 

postupkom ва zBjednickim korakom, jer је proces cisto ов-

ci1atoran, 

2.6.2. Iterativni postupak metode najmanjih kvadrata 

K1asicni iterativni postupak ве vr10 cesto primenjuje иа 

prakticno resavanje sistema 1inearnih a1gebarskih jednacina. 

Njegova primena narocito је ve1ika kada ве sistemi resavaju 

рошоси digitalnih racunskih masina /16/. Takodje postoje i 

апа10gnе racunske masine koje koriste оуај numericki postu

pak ив resavanje sistema 1inearnih a1gebarskih jednacina 

/17/, /18/, /19/. Nedjutim, оуај postupak ima jedan ve1iki 

nedostatak koji ши smeta аа njegova primena Ьиае mnogo sira. 

Nedostatek ве sastoji u tome sto је оуај proces vr10 cesto 

divergentan а ponelmd i cisto osci1atoran (kao sto је bio 

вlисај ва mаtriсоmАзu tac. 2.6.1.). Postoje neko1iko nacina 

рошоси kojih ве ispituje da 1i је оуај proces konvergentan 
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za l1e1zi sistem. ПајоЬјеlct:!.vлiјiоd svih је ОnЈ.ј koji za 

ispitivenje konvergentnosti koristi korel1e karal:teristic

nе jec1Tl8.ci:ae (36) odClOSnO (37) • . ·.Ко ovi l<oreni zadovolja

У['.ји izr~'.z (4-0) оййа је iter ,tivni postupak konvergelJ.tan, 

Tzraz (4-0) prec1st~\vlja potreb.an i д.оvоlјЮl uslov zec kon

vergel1.tnost Iclasicl1.0g iteretivnog postupka Eedjutim, n~Йo-

st.!.ta.k ОУОЕ l1.~.ci:{!.a ispi tiv8.l1.j с: SL1stoji se 1.1 tome, sto Z'.c 

nј egovu priblel1.1.1 treba POzl1.c;.vati korene у,дrс,kt eristicl1.e ј ед.

l1.--~i:;.-"e. ~. izr~~cUl1.·v .. nје ovih korel1.a predstav1ja d.:l1el;:0 veci 

pOS'C .. O nego sto ј е samo reSaval1. ј е sistema. 

Izyesni Cl1.1tori /15/, )сеО u'-Jlov Z-. kОl1.vеrgепtllоst l.'Clasicnog 

iteratiynog postupka postavljaju slede6e: йа је matrica si

stema simetri?':na i pozi tivno defini tna, 'l'reba odr;lah nароте

n'L'.ti й;:: је оусј uslov dov01jall э.li nе i potreban Буо, па 

prirler sistеш 

, . [" , 
IL 

I1 

11-3 

iш ... Ш.сtriСll l-oja пiје simetri;;na, ра ipak је kl~:sic= i te·

rati'1mi РЩ'јtuр,l~ Ј~О~'lvеrgепtаn Jer kar .. kteri s·ticn:, јеСш.г.Сil'lд. 

nJegove шаtriсе 

lH~a korel1.e 

''- . . /' t . ~ . , -
i _ [ 
Ј_/. . , ~, 

[/ "О,. (2:-0.3 
lcoji z,hc1oyoljav~ll lls10y (40) 

Јейаn ой n.Tjprc."ticnijil'l l1всiпа z·::: ispi tjvanje kоnvеrgепt
/ 

+. k1 . ~ ." t' t k t· . t ~t ПОSоl. ,-"Sl'n.og lcera lVnO,~ pos ир,.2. эаэ OJl эе u оше s о 

se ispituje оЙ:о.оэ diјэ.gоn'"Јљih clanov3. matrice sistеша pre

та оstQliш clanovim m::trice, Ako su арsоlutпе vrеdпоsti di

jagoI1i.'.ll1ih ''S1гпоvа уе6е ос! ostalih Сlвпоv::. i ter;:tivni ро

stupaJ<: је Ј:опvеrgеl1tаn :Оо ОУО!;, uslova do.'il h se iskllStV0111. 

~-еdјl1tiIй ni оуа.ј 1.1s10v nije potrebal1. vec зато dovoljs.n da 

bi iter,,,tivni postHp:1Z bio kоnvеrgепtа. 
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Па је ovo ta~no pokazuje sistem' 
" '- -',10' ~ [: .-~ "v'" \ {7 i 

--!1 ~ _i_·1 ) ј.; 
'" 1",' -.. ;.. - ~ '-

i -,.." - .ј А)' 
Н 2 1 l! [ ... --::"'2) L I 

~iji је jedan ~l2.Il Шс gli.ivnoj di јаgопг~li cenji od ostalih 

~lal10v[' matrice, ра ipe,k је kl,':si~ni iterc,tivni postupak 

konvergentan jer kar,'Jcteristii5Ila jeclnacinc, njegove mat:r.ice 

3 

2,С 1: 

iша korene 
t1 -:J, (, =0,6 

koji zadovoljavajll uslov (40) 
, 

~ 

Г;iпјепiса dг Z8. lzvesne sistеше 1iIlearl1ih C',lgebarskih jed-

lla~i11? klasicni i terativIli postupe.k llije kOllvergentaIl stva

ra ZIlE:tIle teskoce u рrаktiспош I'eSaVBllju ovih sistemao 1z

vesni BHtori /18/ pOkllBa.Ji БН da рrоиепош redosleda jedna

cinE', dobiju takvu. konf'igllraciju Сlапоvэ. metrice sistema da 

iter'''.tiYIli postupak postane kOIlvergentan Меdјutiи. predlo

zeni роstuрг.k ima cisto empiric1r:i kаrэ.ktеr i пе postoji ni

kakav sistеше.tizоvапi 11.llcin z". рrошепu redosleda jednacina 

kuji bi iterE'.tivlli postupak ucinio konverc;eIltnim "'-ko Бе to

ше ЈоЈа dc1 postoje i takvi sistemi (Јеао sto је primer iz 

С1ю1.а 2.6.1 cija је matrica Ај ) kod kojih је iterativni 

postupak cisto oscilatoraIl i Ilike.lcva рrошепа redos1eda jed

nacina пе шоzе ga ucil1iti kОl1.vеrgепtпiш, шоzе ве sag1edati 

ko1iko pitanje kOIlvergentnosti predstav1ja ozbiljal1 рrоЫеш 

u pralrticnoj рriшепi klasicnog i terativno[' postupka zэ. re

~аvз.nј е sistеша linearnih algebarskih ј ednaCina. 

Prob1em konvergentnosti пе postav1ja Бе, шеdјнtiш, kod svih 

i terativnil1. postupaka Jedan od takvih је i i tеrдtivni ро

stupak шеtоdе пе jmenjih kvadrata оп је Hvek konvergentan, 

рriшепјеп bi10 па koji odredjeni sistem 1inearnih a1gebars

kill jednacina. 



38, 

Иеtоdа пајnшпјih kvadrat~! poznata ј е 11 prakticnoj matemati

ei vec davl10 i опо. је prvobi tl1obi1a koriscena z resavanje 

preodredjelli"l sistепш. ).·;еdјutiШ, pojavom г.1l~,10t'Џlih racuns

kih masina, пјеl'lэ. рriшейа se prosiri1a. KOll.struisane su spe

еiј.Йпе ап3.10,<:,пе шаSil1е /15/, /17/ za resavanje sistеша 1ine

arnih a1gebarskih jednacin", koje koriste iterativni proees 

шеtоdе n.?јШЛ1.јiћ l::vadrata. Od1ike. ovih шаsiпа sэ.stојi s е u 

tоше da se kod resavanja sistema пе mora voditi тасunа о 

рrоЫешu konvergentnosti iterativnog роstuрkэ. jer је оп 

uvek kолvеrgелtэ.п. 

Radi potpunijeg iz1аgсшја bice ukratko prikazan i terativni 

postupak metode najmanjih kvadrata. 

Роsш~trајшо sistem jednacina 

(41) 1:' ' - 1 ('=12···,П· • I f } 

i njegov zbir kvadr,~ta gresaka 

(42) 
п -, 

'(Ј";' ..... · ') 
, - • 

, -. " , . 2 

Iterativni postupak metode najmanjih l::vаdrэ.tа sastoji se u 

minimiziranju vе1iсiпе (п izraza (42). IIiпiU1izirапје ее 

vrsi па taj пасiп sto se vrednost'i пеРОZП8,tih _"С,; sukееsivпо 

шепјајu tako д.аi)(~О(iz izraza (42) ocig1edno је da је (iI.. 

uvek pozitivno). Sistem је resen kada su vrеdпоsti роаеэепе 

tako аг. је fi. < Е . СЕ је ро ze1ji izabran ma1i pozitivan 

Ь,тој) , , 

Јеаап korc.k ovog i terativnog postupka sastoji se u tome sto 

se trazi vrednost nepoznate_~p za koju se dobija 

ve1icine (и OC.l'lOSllO koj,c<. z~',dovo1jaVd jedn8.cinu 
, 

(43) 
i 

... ~! (Н - \--" ,~ ...... Ј ~ Ј-"'"\ 
~j....!--- ;Ј 

• • mll1lmUm 

'3prov odeci рате i ј сllПО diferenciranje funkeije('U. iz izraza 

(42) ро x..,L-' dobij а se 



,. п ~ ~ ~ 
.' 11. ' ~ , l , 

" , 7-Хр_ 1 -'Z-:;Z,-p -а ,', Р-ј f- Ј::р + 1 - ,? а 'р -:..1,;"",.,. . .):;, L u.,j"C! '7. 1j:!r... Olf'~ 
, .-; 1..;:. ., l~1~! ~i.1 / 

~,; -' .-

Iako izraz (44) izg1eda vr10 glomazan, za ana10gno racuna

ПЈе оп пе predst~v1j'3 nika.kvu teskocu jer ве njegovo e1ek

tricno mode1iranje izvodi re1ativno jednostavno. 

Posto izraz (44) predstav1ja osnovni korak u 

itera.tivnom postupku metode пэ.јшanјih kvadrata, njegova а

na1iza шоzе da posluzi za izna1azenje kriterijuma о kva1ite

tu resivosti sistema kada ве оп resava ovim iterativnim ро

stupkom. Ovu ana1izu ја ват izvrsio u јеdпош svom radu /2/ 
i опа је da1a sledece rezu1tate. 

Predpostavimo da zbirovi u izrazu (44) ispunjavaju us10v 

11 • 

(45) L Q јр . а <'; '" О 
, 1 :Ј 

ј= 1,2, ... ,12; I~P 
1" 

Zamenom (45) u (44) dobija ве 
)( 

") о' 6' ,Г j'~"::::'~' ;:.~. _' ~( (., -1 
-'-р= Д 

~ а: 2 

(41) ) 

• 

(= 1 '/1 
Izraz (46) pokazuje da ako је ispunjen uslov (45), nepozna-

ta ve1icina Хр zavisi B~тo od c1anova matriee а/р (;-~ 1,2, ... п) 
odnosno ko10na vektoraJ.p i apso1utnih c1anova !N а uopste пе , , . 
zavisi od osta1ilJ,veliCina_X;'(J=f,2, ... ,n; f-l-p) i <51а-
nova matriee koji не pripadaju ko1oni Р . Ovo drugim re<5ima 

z9aci da се ве za odredjivanje vrednosti nepoznate ЈСр pro

еев iteraeije zavrsiti vec u prvom koraku jer u izrazu (46) 

пе ucestvuju vrednosti Xj(kt;~/J) (1<.- korak i teraeije) koje 

ве dobijaju kao rezu1tati k koraka iteraeije. 

Sa geometrijske tacke gledista, izraz (45) 
~ 

10па vektor Ор (njegove komponente ви а,р 

ortogona1an па osta le ko1one vektore 

triee sistema (41). 

znaci da ј е ko

gde је ,'= 1,2,,, .,n) 
Ој' (/1: р) та-



Pro§iruju6i uslov (45) i па ostal~ nepoznate 

op§ti uslov 

(47) 

40. 

па овпоуц kog'?~ ве za izrаСШ1аvanје svake nepoznate dobija 

slede6i izr2z: 

(48) 

17 

"" L 
.. --., ! 

~I..//. /]./ 
у- ,,': 1 ..i 

-А,. i = ~-'------
,17/ 
~ L а!,/2 

:_'" / 

• 

ј= 12,,·,/7, , , 

Izraz (48) pokazl.,Cje dэ', ako је iSРШ1јеп uslov (47), sveka 

nepozn;c,tc. ,'(ј sistema (41) dobija ве u prvor~l koraku i tera·, 
'. 

tivno(' postupka );letode najmanjih kvadrг.ta, tj. dobija ве 

direlctno, jer za,visi вато od clanova matrice Cltj' i od 

1 -'-'1 v 1 " . . 'd ' t ' x~) apsO_Uvnl1. с 2Л0уа и, g пе zaVlSl о vrednOs l / Јсо-

је ве dobijaju kг.о rezultati koraka. u iterativnom procesu. 

Drugim recimг, ОУО znaci da аЈсо ;';lanovi Clii matrice sistema 
..; 

zadovoljavaju uslov (47) onda је takcN sistem idealno dobro 

resJ_jiv za iterativni postupak metode najmanjih kvadrat9,. 

Ва geometriske tacke gledista, izraz (47) znaci da вн svi -kolona vektori1i matricesistema шеdјusоЬпо ortogonalni. 

Prerae, tоше, J:ri terijuI:l о idealno dobroj re,sljivosti sistema 

linearni11 algebd.rskih jednacina za i teratiyni postupak :neto

de nc.jmanjih kvadrat," izrazen geometrijskim jezikom glasio 

bi: sistem ј е idealno dobro resljiv аЈсо вн kolona vektori ....,. 
(Ој njegove matrice medjusobno ortogonalni. 

Ovaj zakljclcak ј е v. saglasnosti ва opstim kri terijumima о 

resljivosti sistema, Naime, ро ovim kriterijumima idealno 

dobro resljiv sistеш је опај cijt: је шаtriса ortogonalna. 

!{аЈсо оrtоgопаПЕ шг,triса iine Ьае tH оsоЬiпл da вс1 јој kolona 

velctorj, ortogonalni (zato ве i zove' ortogonalna), ocigledno 

је da ве kri tеriјuш о idealrlo dobro resljivim sistemimiO' za 

iterztivni postupaJ,: metode n).jmanjih kvadr?ta uklapa u opste 
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kri terijume о res1jivosti sistema, koji ви iz10'zeni ti tac

kama 2,1, 2.2 i 2.5, 

Za prakticnu matematiku, medjutim, idealno dobro re81jivi 

sistemi nisu uopste interesantni јет ве oni u praksi skoro 

nikad i ne j~y1jaju. Njihov znacaj u ртоисауanји re81jivo

sti sistema sastoji эе u tome da эе ротоси njih odredi gra·-

nica kojoj teze dobro re81jivi sistemi. Takodje, uda1ja-

vanje od оуе granice pokazuje vrednost kojoj teze 106е re

sljivi sistemi. 

Za вlисај iterat;vnog postupka metode najmanjih kvadrata 

granicna vrednost dobro res1jivih sistema је ив1оу (47). 

Uda1jRv ~lllje od ovog ив1оуа pokazuje втет kretanja lоэё re

sljivih sistema . 1 dok је granica dobro re61jivih sistema 

precizl10 odredjena i iпю vrednost О granica 108е re81ji

vih sistema је sasvim neodredjena. Za tacnije odredjivanje 

granice 108е res1jivih sistema moze pos1uziti geometrijska 

interpretacija problema re81jivosti. 

Sa geometrijsko('; stanovi13ta, kao ~sto је уес iz10zeno, uslov 

(47) znai:5i dг. ви ko1011a vektori а;, matrice sistеша шеd:usоЬ

по ortogol1alni. Оуо pokazuje da sustinu problema resljivos

ti sistema za iterativni postupak metode n a jmanjih kvadrata ..,. 
predstavljaju uglovi iz~dju kolona vektora ај . Kada ovi 

uglovi imaju vre~nost ~ sistem је idealno dobro resljiv. 

U suprotnom slucaju, kada ovi ug10vi teze nuli,sistem posta

је 1013е resljiv, Ako је ugao izmedju bilo koja dva kolona 

vektora nula ,. sistem postaje apso1utno neresljiv odnosno ne

Jdredjen јет njegova determinanta u tom slucaju ima vrednost 

nula. PTemг. tоше , kao objeJr:tivan kriterijum za ispitivanja 

resljivosti sistema za iterativni postupak metode najma.njih -kvadrata. mogu ве smatrati uglovi izmedju k010na vekt ота Ој 

matrice sistema. 

, 

Za prakticno ispitivanje res1jivosti ne mo gu эе, medjutim , 

direktno Iroristi ti ug10vi izmedju kolona vektora јет эе ne 
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mogu direktno meriti. Prakticnumeru res1jivoBti uBtvari 

predBtav1j~,ju kOB inuBi ug10va izmedju ko10ne. vektora jer 

ве oni mogu па re1ativno jednostavan nacin izracunavati 

kada је poznata matrica BiBtema. Ako эа Ј'р,? obe1ezimo kosi-
-.> .. 

пив ug1a izmedju ko10na vektora Ор i аСЈ onda ве оп izracu-

пауа iz B1edeceg izraza 

п 

(49) 1F9=' ~d.ip·d.{2 p~I,2,"'ln; О:.хЏ,···,n; р+Сј; 
[> f Ј. 

gde је 

• 

(50) оС а' , .. - џ 
1/ - .7fz ; ~ 
~ 1I 2-а L .21:2 

'-. i=f Ј) 
(50) uBtvari pokazuje 

/= f 2 '" п . 
1.. " / I 

.f=f.2·",n' 
(/ '1 

Izraz па koji nacin treba svesti c1F1·' 

поуе matrice Bistema da bi эе роmоси njih 1ako mog1i izra

cUnEvt:,ti kOBinUBi ug10va izmedju ko10na vektora matrice si

Btema. Izraz (50) B1ican је izrazu (13) kojim ве vrsi вуоае

пје BiBtema kada ве za ispitivanje res1jivoBti ze1i da kori

Bti determinanta Bistema. Raz1ika izmedju оуа dva izraza ва

stoji ве u tome sto ве u izrazu (50) Bvodjenje izvodi ро ko

:",,""аmа а u izrazu (13) ро redovima matrice Bistema. 

Velicine ";y~'] predBta.v1jaj1.1 vr10 pralrticne rлеrе res1jivosti. 

'Posto ви to l,COBinusi ug10va izmed ји vektora, njihove vredno-

Bti mogu ве kretati u domenu -1~ 'ра (, т 1 . Ako su арво-... .. 
J.utne vrednoBtilp'l blizu пи1е sistem је dobro res1jiv, ako ви 
blizu jedinice siBtem је 108е res1jiv. 

/ 

Dozadasnje iz1аg[Шје о iterativnom postupku metode najmanjih 

kvadrate. i njegovim kri terijumima о resljivosti Bistema od

поsi10 ве па primenu ovog postuplca u ana10gnom racunanju. т 

racunanju koje koriste obicne i1i digitalne racunske mai3iIle 

nikada se direktno пе primenjuje оуај пuшеriсki postupak, 

jer је izraz (44) Buvi8e glomazan da bi оуај postupak bio 

praktic8.n Z'c ovaks.v nacin koriscenja. Medjutim, па jedan 

posredal1 nacin оуај itеrаtivпi postupak ве cesto i efikasno 



koristi i u digitalnom racunanju. Poznato је, naime, da эе 

sistemi 1inearnih a1gebarskih jednacina za ko је klasicni i

terativni postupak nije konvergentan preobrazuju u sisteme 

za koje је оуај postupak konvergentan па taj nacin sto эе и

mesto sistema za koji proces nije konvergentan 

(51) 
~ ...... 

А·х= Ь 

resava sistem 

(52) 

Sistem (52) иуеЈс је konvergentan za k1asicni iterativni .. 
postupak jer је njegova тDtriсаА-·Аuvеk siтetricna i pozi-

tivno defini tna sto predste.v1ja dovo1jan uslov za konvergent

nost procesa. 

РrimеШl k1asicnog iterativnog postupka па sistem (52) u эи

stini predstavlja posrednu primenu iterativnog postupka mе

tode najтan.jihkvadrata па sistem (51). Drugiт reciтa, ite

r2i;ivni poatupak metode =jmanjih kvadrata пе mora эе direJ<:t

по odvijati preko izraza (44) уес эе moze rastaviti па dva 

de1ao 

U prvom delu vrsi ве поrтаlizасiја sistema Јсао sto pokazuje 

izraz (52). Hormalizacijom эе u Btvari izracunavajujedl10m 

za svagda vrеdпоsti zbiX"ova u izX"azu (44). OVо је moguce zbog 

toga sto эе pod zne.cime. 2: nalaze вато clanovi matrice i ар

so}.utni clanovi, dok semedjurezultati iterativnog postupka 

nalaze izvan ovih izraza. 

Udrugom delu vrsi seizracunavanje izraza (44) koji је эа

da иРТОБсеп па taj nacin stosu u njemuzbirovi zamenjeni 

эУО jim vrеdпоstimз.. OVako uproscen izraz (44) пе predstavlja 

пistаdrugо уес izraz (33) k1asicnog iterativnog postupka, 

primenj епоg па sistem (52). 
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Im~~ju6i u vidu vezu koja postoji izmedju оуа. dva i terativ

па postupka, moze ве kriterijum о resljivosti sistema koji 

vazi za i terativni postupalc metode najmanjih kvadrata posre

dno priraeniti i па klasicni iterativni postupak kг.dа ве оуај 

koristi za resavanje sistema (52). Njegova primena је vr10 

jedllostavnao Ispi tHjU ве kosinHsi ug10va izmed ји 1~010na vek

tora шаtriс е sistema. оа njihove ve1icine zavisi brzina kon

vergellcije k1asicnog iterativnog postupka рrimепјеnоg па 

nоrшаlizоvаni sistеш. 

Kriterijum koji za ispitivanje kva1iteta resljivosti koris

ti kosinuse Hg10va izmedju kolona vektora matrice u saglas

nosti је Stl opstim шеrаmа о res1jivosti sistema,To znaci аа 

вн i ро оvош kriterijumu ortogonalne matrice idealno dobro 

res1j i ve Ovо је ev4dentno jasno, jer za or~ogonalnu matri

си vazi C,.L"I.. !.Ј = 1 (а - ortogonalna matrica; 1 - jedi

nacna шаtriса. 

Efikasnost kriterijuma koji koristi kosinuse ug10va ~medu 

ko10na vektora matrice kao meru res1jivosti pokazuje i nје"

g(),Ta рrimепа па sistem (1) 1со ji predstav1ja vr10 drastican 

primer 108е res1jivog sistema. Primenom izraza (49) i (50) 

па matricu njegovog sistеша dobijaju ве s1edece vrednosti 

kosinusa ug10va izшеdјu kolona vektora: 

..... , ~ 
Ји , 0,999 999 999 5 

'" 0,999 999 92 .' -• <- -
« ~ . " 
':r~4 = 0,999 999 8 

, 

; У 2,3 = 0,999 999 91 

~и = 0,999 999 8 
"\" 0,999 999 98 ~·ч = ~, 

ОЬzirош da svi kosinusi imaju vrednost vr10 blizu 1, ko)()np 

vektori ви medjusobno skoro par",1elni ра је ocigledno da ta

kav sistem mora biti vr10 10ее res1jiv. 
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2.7. Uglovi kao mera reSljivosti· 

U prethodnom clanu prikazano је da za iterativni postupak 

metode najmanjih kvadrata kao mera kvali teta resljivosti 

sluze vrlo prakticno i efikasno kosinusi uglova izmedju vek

tora kolona matrice sistema. Prema tome, uglovi su уе6 lcoris

сеn! kao mera resljivosti za jedan specijalan numericki ро

stupak. Medjutim, njihov znacaj kao mere resljivosti mnogo 

је veci, jer nni, tretirani па izvestan drugi nacin, dobi

јаји opstiji karakter mere resljivosti< 

Uglovi izmedju kolona vektora matrice nе predstavljaju 8igu

.ran kriterijum resljivosti za opsti slucaj jer su oni podlo

zni promenama prilikom mnozenja jednacina sistema proizvolj

nim faktorima. Posmatrajmo, па primer, sledecu matricu 

Ugao izmedju njenilJ. 

da је za iterativni 

·1 i, 
,; б 2!! 

li-з It!i .. 
vektora kolona ј е dt2 = О sto znaci 

postupak metode najmanjih h~adrata оуа 

matrica idealno resljiva. Medjutim, ako se prva jednacina 

sistema kome pripe.da matrica 1"\ pomnozi 8а 0,5, modif'ikovana 

nдt:сiса imace slede6i '''oblik: 

. 

-3 
1 

4 
i kosinU8 ugla izmedju njegovih kolona 

111 . , ' 
',,... r '5 ' vektora је: f 12 ~ -И" 6 , 

Uticaj mnozenja redova matrice proiEvoljnim f'aktorima, sto 

se za opsti slucaj prikazuje matricnom jednacinom 

gde је D dijagonalna matrica, vrlo jasno је prikazan па 

prethodnom priEleru. 

Matricna jednacina (53) predstavlja јеdnи vrstu modifikaci

је sistema linearnih algebarskih jednacina koja эе vrlo се-
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sto koristi u prakticnoj matematici. U оуот radu уес је ko

riscena u clanu 2.2. Mnogi numericki postupci za resavanje 

sistema linearnih algebarskih jednacina zahtevaju оуи vrstu 

modifikacije sistema. Jedan od najpoznatijih takvih postupa

ka је i Gausov algorita~ eliminacije. 

Posto uglovi izmedju vektora kolona matrice nisu invarijant

ni па modifikacije prikazane matricnom jednacinom (53) nе то-· 

gu ni imati neki opstiji znacaj kao mera resljivosti, уес ве 

kоristг iskljucivo za iterativni postupak metode najmanjih . 

kvаdrг.tа. Иеdјutim, lako se moze dokazati da su uglovi izme

dju vektora redova шаtriсе А invarijantni па modifikacije iL 

jednacine (53). о оуоте је уес izlagano u clanu 2.3. izrazi

та (18), (]9) i (20). Zbog ovakve svoje osobine, uglovi iz

medju vektora redova matrice predstavljaju vrlo efikasnu те

ru resljiyosti jer se relativno lako izrаС1.Шаvајu. 

Не treba narocito isticati, jer је вато ро sebi evidentno da 

uglovi izmeau vektora redova imaju razlicite vrednosti od и

glova izmedju vektora kolona samo kod nesimetricnih matrica. 

и"r1 jutim, ~шkо se u praksi vrlo cesto javljaju sistemi koj:i. 

imaju simetricnu matricu (па primer normalizovani sistemi, 

sistemi koji predstavljaju matematicki tretman роnавanја nе

kih fizickih sistema i dr.) u takvim slucajevima sasvimje 

sve jedno da li se za ispitivanje resljivosti sistema koriste 

uglovi izmedju vektora redova ili vektora kolona. 

! 
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~ 

3. РО:ВОLЈSДУ Ј""' 

U prethodnom pop;lavlju moglo эе za.paziti па nekim primeri·

ша da izyesne modifilc.cije sistema шепјаји njegovu reslji

vost. Tako primer iz clana 2.7 pokazuje da је matrica 
., 
,: 2 11 
11 

41 
idealno dobro resljiva za iterativni postupak metode пајша

njih kvadrata. Nedjutim, posle mnozenja prYe jednacine fak

torom 0,5, dobija ве matrica 

3 

koja vise пеша isti kvali tet resljivosti Јсао matrica А , 
nego iша losiji. S drl.lge strane, ako эе izvrsi normalizaci

ја sistema cija је matrica А , шаtriса novog sistema bi6e 

f 
А-А= 

• 

I 45 

I О 
о 

20 

Posto је поуа matrica dijagonalna, опа је idealna dobro re

sljiva ро bilo kome kriterijumu о resljivosti sisteme i za 

bilo koji postupak resavanja, jer вн u пјој nepoznate razdvo

јепе ро jednacinama. Prema tome, па јеапош istom primeru ро

kazano је da эе razlicitim vrstama modifikacije sistema moze 

njegova resljivost pogorsati ili popraviti. Da ве пе bi, ше

djutfm, izveo pogresan zakljucak da poboljsanje odnosno ро
gorsanje resJ.jivosti zavisi od vrste modifikacije, treba is

taci da эе istom vrstom modifikacije moze postici i jedan i 

drugi efekat. Tako, па primer, u strucnoj literaturi эе па

vodi da је поrшаlizасiја sistema postupak koji uvek kvari 

resljivost sistema, Оуо zaista vazi u пајУе6еш brojuslucaje

уа, ali prikazani primer pokazuje da эе moze posti6i i obrnu

ti efekat. 
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Cinjenic8. ае_ izvesne modifikacije sistema теnјаји kva1itet 

njegove rei§ljivosti doyodi па pomisao аа эе pogodnim izborom 

vrste modifikecije i nacina njenog sprovodjenja moze vrsiti 

ро1:Јо1јваnје resljivosti 

Ьоlјs,,~V[Шје resljivosti 

sistemo, Ne}g:.,da ј е postupak za ро-

оЬimлiјi Zo. izvodjenje 

В8.ус.nје sistema a1i se оп neminovno nаше6е kod 

sljivih sistеша. 

neg-o 

vr10 

sашо re-

108е re-

Kakay efekat эе ocekuje оа ро1:Јо1јБаnј-?с res1jivosti sistema? 

on эе rйoze okar.3.kterisati slede6im: 

- эrйanјеnје uticaja gresaka zaokrug1jivanj5. u direktnim 

рrосеsimд. rеsаvапја sistеша J_inearnil1 a1g-eba.rskih јеапа

cina па tacnost уеБепја; 

_ ubrzanje iteractivnil1 роstuраk.з. za resavanje sistema; 

- poboljsanje'vred.nosti koje predstav1jaju meru res1jivosti; 

- smanjenje oset1jivosti nepozne.til1 Шl promene u apso1ut-

пiш c1anovima. 

Pre nego sto Ьиаи iz10zeni 11elci postupci za pobo1jsanje re

sljivosti, potrebno је rаzшоtri ti sta u susti11i predstavlja 

оуо роЬо1јаапје i аа 1i је пје еоуо sprovodje11je uvek ce1is

hod110? 

Као sto је napred уе6 istaknuto, po1)oljsa11je res1jivosti iша 

za ci1j аа olO1ks8. res.~vanje 10se res1jivill sistema i smanji 
, 

gresl{e u reselljima. Pobo1jsavanje res1jivosti sistema u stva-

ri predstav1ja transformaciju 10se res1jivog sistеша u dobro 

res1jiv. Ба stanovista пuшеriсkе mаtешаtikе ovakav postupak 

је орrаvdал i korista11, Medjutim, эа stanovista fizicke Би

stine problema, роЬо1јэanје resljivosti moze predstav1jati 

beskoristan i nece1ishodan роэао. OVо 11arocito vazi ako 10-

ве rei31jivi sisterl dire'.ct11o odrazava ропав?пје nekog fizic-
~ 

kog sistema, Cinjenica аа је matematicki тоае1 posmatranog 

fizickog эјя tеmэ. јеаап 10эе res1jivi sistеш z11aci аа је i 

эат fizicki sistem vr10 oset1jiv 11а та1е руотепе njegovil1 
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parametara. Primena mаtешаtiсkоg aparata za ispitivanje fi

zickih sistema ponelmd se zaustav1ja па konstataciji da је 

роnаэаnје sistema vr10 oset1jivo i nesigurno posto је njegov 

matematicki sistem 108е resljiv. Роmос mаtешаtiсkоg tretma

па је u ovom slucaju vrlo korisna i dovoljna. Problem se 

vraca njegovim postavljacima dq istrazuju novi fizicki si

stem koji nесе biti tako osetljiv i nepouzdan kao sto је bio 

ispitivani. Ispitivanju osetljivosti fizickih sistema u teh

nici pridaje se u poslednje vreme veliki znacaj, tako da је 

teorija osetljivosti postala posebna disciplina< Ispitivanje 

resljivosti sistema linearnih algebarskih jednacina i oset

ljivost resenja па promene u kоеfiсiјеntimБ. i apso11-ltnim 

clanovima predstavlja samo jedan deo teorije osetljivosti. 

3.1. Poboljsanje res1jivosti роmоси l~aziinverzne matrice 

Za ocenjivanje l~ali teta resljivosti odnosno brzine konver

gencije Gaus-Sajde10vog iterativnog postupka koristi se, kao 

jedan praktican 1criterijum, odnos izmedju clanova па glavnoj 

dijagonali i ostalih c1anova matrice sistema. Poznato је, 

naime, da, ako је iSPQ~jen uslov 

• • 

(54) Ci") 

gde su ОјЈ c1anovi matrice па glavnoj dijagonali i ау csta-

1i clanovi matrice sistema, Gaus·Sajdelov procesiteracije 

konvergira brzo. 

I 
Koristeci ovu cinjenicu S.Acl{:erman је u SVO!i1 radu /20/ pred-

lozio jedan postl.lpak kojim se povecava tacnost resenja odno

sno, l:oji u sustini poboljiiava reS]jiNCEU'. РоЬоlјSFшје se iz

vodi рошоси kvaziinverzne шаtriс е koju је Ackerman nazvao 

"dijagonalizirajuca operator matrica". 

1,оэе res1jivi sistemi nе stvaraju teskoce samo kod resava

nја sistema vec isto tako i kod izracunav~~ja inverzne та-
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tric е. Ako је А matrica 106е re61jivog sistema, onda se iz 

poznate relacije za inverzne matrice 

gde је 1 

се дl neka 

sprovedeno 

ti tako da 

jedinicna matrica, dobija umesto inverzne matri

matrica Q . Ako је izracunavanje re1acije (55) 

sa dovo1jnom tacn066u, matrica Q se moze odredi

re1ativno dobro zadovo1java US10'1 (55) odnosno 

da se umesto jedihicne matrice 1 dObije matrica ciji 6е 

clanovi па gla~10j dijagona1i imati vrednosti priblizno 1 

а osta1i 6е biti priblizno пн1а. Kako је, medjutim, pred

postav1jeno da matrica А p.:::-ipada 106е res1jivom sistemu, то

ze se ocekivati da, iako matrica Q veoma dobro zadovo1java 

jednacinu (55), njeni c1anovi se znatno raz1ikuju od с1апо-

A~1. va inverzne паtriсе Ova mogu6nost proiz1azi iz jedne 

od osnovnih osobina 106е res1jivih sistema da jednacine si

stema шо?н biti vr10 dobro zadovo1jene i vrednostima koje se 

znatno raz1ikuju ос1 tacnih re6enja kao 6to је pokazano па 

primer"Ll sistema (1). 

Be~ obzira 6to se c1anovi matrice Q mogu znatno razlikovati 

od c1anova inverzne шаtriс е А- I , matrica Q moze эе korisno 

upotrebiti za роЬо1ј6апје re61jivosti sistеша, zahvaljuju6i 
• 

cinjenici da proizvod Q·f\daje matricu koja је vr10 pribliz-

па jedinicnoj l;Jatrici 1 . C1anovi matrice Q -А, naime, vr10 

dobro zadovo1javaju "Lls10v (54), koji obezbedjuje brzu kon

vergenciju Gaus·-Sajde10vog procesa i teracij е, 
i 

PostupC'.k za роЬо1јзапје re61jivosti sistеша, pred10zen u ra

du Ackerman-a, sastojao -bi se u slede6em: 

1. OdreCli ti kvaziinverznu matricu с.{ ("dijagona1iziraju6u та

tricu" kako је naziva Ackerman) iz jednacine 

(56) 
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2. Izvrsiti transforDaciju 108е res1jivog sistema ротоси 

k:vaziinverzne та tric е prE:m~: ј ednacini 

(57) О·А·У = Q·b - .. 

gde ви: 

х- ko10na vektor v • resenJa: 
-+ 
{) - ko10na ve1.ctor apso1utnih С1аnОУЕ. 

Тrаnsfоrшасiја 10эе res1jivog sistema -oralcticno ве svodi па 
~ 

izracuna-vanje maJcricnih proizvoda Ц'А i ~{-i) ой kojih ве za-

tim formirQ dobro resljiv sistem, kako је pokazano и јейnа

Cini (57). 

дnа1izirајисi оЬiПШ.оst ka1ku1acija Јсоје zaIlteva оуај postu

pak za poboljsa:r:je res1jivosti, moze ве staviti zamerlm. йа 

је pored norma1nog r~savpnja zadatog sistema., potrebno resi

ti ~оэ 71 sistema, iz kojih ве йоЬ< ја kv"шiinvеrznа matrica - ~ 

(ј, i izvrsi-i:;i ша-сr::'сnа mnozenja (('А i (~: Ь. Ovo predstav1ja 

ogromno роуесаnје оЬ~ша kalku1acija te ве postav1ja pitanje 

celishodnosti ce10g postupka. Opravdanje zEC оуо шоzе se йо

"lе\.lе tr""zi ti 1: cil1.j~nici йа је za 108е res1jive sistеше nе

kada. nетог,'се uoci i йо pribJiznih теэеnјн ako ве koriste вато 

normaL"li postupci za resavanjA. U takvim sluсајеviша neophod .. · 

по ј е potrebno pribeg",-vati posebnim postupc iш,:., za transfor-. 

maciju 10эе res1jivih sistema u dobre, 8tO, razum1jivo, ро

v1aci za воЬот i olJiIY'niji ka1ku1atorski rad. Ыо, i pored ovog 

obraz10zenja, cini ве йа је ipak postupak koga је pred10zio 

Ас/kеrшаn suvise glomazan рrеша koristi koja ве ой njega dobi·· 

ја. Пеstо vise opn:vdanja ima ako ве оп ае upotrebljava sашо 

za rе8аvэ.nје jedll.og 10эе resljiyog sistеша уес ako ви 1..1 pita

nји vise siБtеrr:а koji im.~ju istu zajednicku шаtriсu.А. 

U radu .Асkеrmэ.n·--а prop'lsteno је da ве ukaze па jednu cinje

nicu koja је neolJicno 'J8.zna za olJezbedjenje tacnosti resenja . 

• 



~oznato је йа se greske u resenjima javljaju kao posledica 

zзоkrиglјivаnја 

sistешг" G-reske 
v 1 о о А k re s Ј 1 v. ~ •. о s е , 

тedjurezultata i 

эи и toliko ve6e 

pored direktnog 

rеzиltаtз и toku resavanja , 
и koliko је sisteт losije 

re8avanja sistеша, sprovodi 

i trаnsfоrшасiјсt u cilju poboljsanja re81jivosti onda 6 е i 

zaokrugljivanja, koj;:., se vrse u procesu trаnsfоrшасiје uneti 

sa svoje str:::.ne greske и resenji!J.a. Drugim reciтq, efekat 

poboljsanja resljivosti moze biti obrnut. Паimе, posle trans

formacije moze se kao posledica zaokrugljivanja dobiti sisteт 

cija se resenja znatno razlikuju ой resenja zadatog sisteтa. 

:Оа bi se ovo izbeglo, odnosno, йа bi i zadati i transformi~ 

sani sisteт lтali apsolutno ista resenja, potr~bno је obez

bedi ti йа se u toku procesa transforblac ij е ne vrse nikakva ..... 
zaokrugljivanja. То znaci йа se proizvodi O .. Ai О .. О L'-> moraju iz~ 

racunati apsolutno tacno. Ovo se тoze postici ako se clanovi 

kvaziinverzne тatrice izaberu tako йа mnozenje тatrica г\ 
~ 

i Ь sa njiтa ne zah'ceva nikakvo zaokrugljiV2cllje. Ocigledno 

је йа se па ovaj nacin sтanjllje efekat poboljsanja resljivos-

ti ali se zato ne unose nikakve deforтacije u resenja sisteтa. 

~.~. Poboljsanje resljivosti sistema рото6ц 

kvaziortogonalizacionog postupka 

п ode1jku 2.7. р-rilшzani su ug10vi izтedju ve1ttora redova 

тatrice sistema kao mera res1jivosti. Као sto је ve6 izloze

по kosinllsi uglovi izтedju vektora redova тatrice 108е res1ji

vih sistema iтaju vrednost blizll 1 а kod dobro res1jivih si

st~тa iтaju vrednost blizll о. Za 108е res1jiv sisteт (1), па 

primer, kosinusi uglova imajll s1ede6e vrednosti: 

• 
,- r. .... ..ј 0,999 999 999 5 '- .~-~), _1 '";' 

,', L;. 

.:..osd 1 ~ 0,999 999 92 / ,о' , 
0,999 999 8 СЙ5с<.'UЈ 

" ' 

CtJSd Z,3 - 0,999 999 91 
соз 01...2.4 :;::: 0,999 999 8 
~ , 

0,999 999 98 ,-О:5dД 4 = 
оО, 
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Imajuci и vidu оуи osobinu lове res1jivih sistema, iz1ozio 

sam и svom radu /6/ jedan postupak za pobo1jsanje res1jivo

sti koji se и sustilli s.~(stoji и роуесаl1ји щ;10vа izmedju 

vektora re.dova matrice sistemao Ovaj postup"k slican је ро

znatom Smitovom postupku za ortogona1izaciju /21/;/22/. Tran

sfоrшасiја, Јсоја роЬо1јвауа res1jivost sistema, zasnovana је 

па сiпјепiсi da, ako se ug10vi izmedju vektora redova matri

се sistema роуесаји, res1jivost sistema bice poprav1jena. 

Тrапsfоrшасiја se izvodi па оsпоvи sledeceg postupka za orto

g:опа 1i zac i ј и. 
.... 

I'Jeka је dat sl~up 1inearno пеzаvisпih vektora а/ (L' = 

• •• , Г( ). Iz пјеgа se moze dobiti drugi skup 1iпеаrnо 
• 

1,2, 
-0)/ . 

nezavisnih vektora 0/ l ~ = 1,2, ..• , ГL ), kod koga su vekto
~ (f) 

ortogonaJпi и odnosu па vektor а 1 . • 
rl 

-(~ -/ .. ' --( 
.. ..., .Ј 'т' I} Сl,1) 
и~ ;А..- - •• 
~/-.:?' I П 

Postupak za dоЬiјапје ovog drugog skupa је sledeci: 

(58 ) 
_. -+ 
_..... i .... 

(...( 17-и2 
-----~--

~(1) ~-
и/( - )Чn . о 1-1- а п. 

(59) р- 2,3, ... ,n. 

"'I!! -+/1) -(1' 
Slrup vektora 02',0з, .. '. 0,,/ 

. -/?) -12) -(2) 
Vl skup vektora a?~ a~ . .. ,017. 

".-·1>/2) _! ...... I 

011 оrtоgопаlпi 11 оdпоsи па 
/ 

moze biti trапsfоrmisan u no
-(2) .. 7Ј2) 

kod koga su vekt ori О; и-::- ... 
-(2) .,Ј I -r / , 

vektor й2 • Postupak za 

dоЬiјапје ovog skupa sliсап је prethodnom: 

(60) 

gde је 

(61) 

-+(2) .... ('! 
02 ~ а2 
'-(2' л -+(1) .... (1) 
О, '- ./ '-2,з'02 -r (2з 

• 'I2 ) - -л- - .~ (1) - r(1) 
, "" ~n"'2 +0,.., '~i? . .с:., "- , '" 
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оvзј postupa1-, dobija 

Бе Sk12P vektora 
~/') 
O'~ 'f , 1:08'''' Б12 V ekt ori 

->(.е; -->(') 
И'Т~' '--с' ~ оrtоgог,а1l'li u Odl'lOSlI па 

t::1'··J ........ n v,,]rtor Ur::'J . 
.ј 

Па krэ.јu procesa tr.,tll.sf'oriili?ci је dobije Бе БХ1."!.Р ortogonaln.ih 
-+ ....... (1,' ~(2 I -а.(I7_": 

1 t ....., а" о·) СУ / ve .. :C ora (-L 11 2 I 3 / ... / Ll? ' 

~ 

.'~]co vektori L~1 рriрсдајu 10ве resljivom sistemu, rigorozl'lo 

sprovodjenje pos-tupka ortogon~tlizacije praktiono је neizvod

ljivo iz istog raz10ga zbog kojeg је i~sko resiti i Баш si

stem, I оуае Би, паiг.н" greske zaoky'u~~vanje. glavni izvor 

tei3]-:oci? ZG. dobijan.je zadovo1javajucih rezult",t,.'. Kako је, 

medjutim, svrhG. ОУОь postupka da izvrsi роЬо1јвапје res1ji·· 

vosti sistema, а пе аа g='. transformise 12 ideaL'YJ.o dobro res-

1jiv sistem, to nije ni potrebno illsistirati da ug10vi izme-
--. (;---

d ји ve~=tora ец bucI 12 tacno . ./f.J2' уес ј е аоуо1јl10 аа se оуа 

trапsfоrшасiја izvede Б9 pribliznim vrednostima .Л .. Za pra

vi1no izvodjel1je postupka ZQ poboljsanje rеэ1јivоsti sistema 

оеnоуnа stvar пв. koju treba obrc:ti ti paznju jeste d,:: Бе izbe

gnе svako ~aokrug::'jj-yanje pri1ikom izrасuпаvаl1ја kоmропепаtа 

,-",>tora JI(!, Јсоје su prikazane izr<zima (58) i (60). '1'0 Zrla

ci аа se vrеdпоsti Z1.l .7Lip iz izraza (59) i (61) moraju tako 

bir .. :ti аа njihova zamena u (58) odllos~l.O (60) пе ize.ziva ni

kakvo prekoracenje kEcpaciteta mаsiпе рошоси koje Бе sprovodi 

postupa)[ transformacije. Па оуај nacill postize Бе аа 6е i 

tr"'.nsf оrЕliSЗТЈ.i si s tem ir"a ti aps olutno ista r езепј а .1:ао i пе·· 

trЕшsiоrшisап. T'reba, mеdјutiш, napomenuti аа se za )Lipmora

ju i bir2ti пајуесе шоguсе Txednosti јет в(' time postize nајуе6е 

moguce р01::о1јВ8.nје res1jivosti sistema. 

Efik?snost primene ovog postupka za роЬо1јвапје resljivosti 

ј "sno Бе viд.i па 108е res1jivom sistemu (1). l'ransformacija 

се ~)iti izvedena zc sistem koji ima za kolonu. apso1utnih оlа

поуа vrednosti iz izraza (3). 

Prvi korak trгll.sfоriдас ij е bi6 е 

, dobijell.ih па ОБпоуи 

izveden sledecim vrednostima 

izraza (59): 
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, 
1,390 009 4 Л12= -• 

JlI,З = ~ 1,4-51 511 54 

.А I " = - 1 369 909 68 .. • 

Primenom izreza (58) dobijaju ве slede6e vrednosti za kom
~ (1) -(1). ::-М 

ponente vektora (~~2 ,0з ,а" : 

-
5,595 700 4; + 

8,746 622 8) 

8,779 360 2; - 4-,020 265 6; 

(.Z~)( - 74-,305 810 36; .- 115,428 264 18; + 51,225 759 04; .:s 
+117,183 720 52) 

·~(1) 

a~./ (0-102,584 

+162.112 

• 

985 12; -159,006 320 56; + 70,072 679 68; 

911 84) 

Ров1е pl'VO" kore:.ca tr.:?.l1sfоrЫ8Л ije apso1utni c1anovi imaju 

sledece vrednosti ~ 

,( О 
02 = ~. 0,7818372 

6~)= -23,77610652 

д'Ј) = -29,77562384 

u s1edeceLl koralrn transformacije dobija ве: 

• 

л 1,3 = + 13, 23 

'\2,4= + 18,252 

1 . 

d- r2Ј . > (-0,::>74694068; +0,722671266; -1,962354848; +1,465900076) 
~ . . 

.~,~ 1 

u~' (--0,4522614-192; +1,2345618104; -3,3052080512; 

+2,4695524944) 

!~~) = -34,119812676 

fj~: = -44,0457164144 

Rezu1tati pos1ednjpg korak:& Llё:Ylsfоrmасiје ви: 
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-'\",'1 = -1,69 -' ~- , otJ (+0,01197155572; +0,01324737086; +0,01117164192; 

-0,00781998604) 

+ 13,61676700304. 

Pos1e zavrsel10g postupka trаl1sfоrшасi је dobijen је sledeci 

siste1ll: 

+121734-):::,+ 169217 ·.Х 2 +176624 'Хз+l66662 Х4 =:+634238 

+5,5957004 '):1 +8 , 7793602 . Х2 -4,0202656 'Хз -8,7466228 ·Х 4 -

- -0,78l8372 

_. 0,274 694068 '."(1 +0,722 6712 66' Х2 -1,962354848 'ј,::.: + 
+ 1,4-65900З76'Х4 = -34,ll9812676 

+ О, Oll97155572 . ХнО, Ol324 73708 6· X z +0, Q1l17164l92 'Хз

- 0,00781998604'Хь= + Ј.7,61676700804. 

Ovај siste1ll је dobro resljiv i3to эе шоЊе ustanoviti ispiti
-({: 1) 

• vanJ е1ll КОВ inиэа, н[,lоуа izmed ј 1..1 vektora CZ{ (i = 1,2,3,4-), 

koji u оvош slucaju. imaju sledece vrednosti: 

I 

CO::::.d12 = , 0,0002 
cf.' ,- - .? ..... O~., f,~ - 0,0002 

" 0,6076 с cs с.х..'" iI -" ' 
.. < I 

с ()Sc.X? Ј = ".. . 0,0034 
" 

0,649С СО5><-';ч= -, 

COSo(~LI= 0,4696 
I 

... / ' 

Rе,заvanје trе.nsfOl.шisг.nоg sistema па stonoj racunskoj шаSi .. 

ni "Fried en" (ko ја imз. rеgistБr S2. 2 О dec illl3.lnih mest::) ро

тоси J3anahijeviceyog pOt:itupka dЭ.lо је ke.o rezu1tat: 

Х1 - + 130?60855 -
",,\00 -

78673952 I - -· .... -2 -

.х: - .- 32713077 -~ 

х.ц , ~ 9402805 - -г 
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sto је 7rJ.o pribli{no tа~niшvrеdnоstiша. Kad2 ве, medjutim, 

koristi isti postup&k i masina za. resavanje netransformisa-

nog sistema, kao rezu1tLt ве dobiju: 

~~ .. -
62141,60761 -L 1 -

-.- + 37533,42275 ' 2 -~ -~ 

Х,,= + 15604,98051 
Ј 

'\ .- 9253,748983 i It = --~ 

Ocigledno ј г koliko su o-.-i rezu1 tati mnogo pogresni u odno-

t 
v у. su П2 ,~cna rеsеnЈЙо 

Vt " t . t l' V k . Кг.о s о је no.prec. 'Тес Љ~јЈошеnи о, оуаЈ ров ирес .. С Је са l 

obimniji OU Ilekih postupake za теэе,уаnје sistепш 1il1.earnih 

a1geb",rsk:'.l1. jecJ.Y1.acino. (П2 рТ. Gausovo[' a1gori tша е1iшil1.ас i .. 

је), а :;;Јтейв С8.у1ј,:- в".шо :pripremu sistema Zcc kasnije resavo.·· 
• 

nЈе. 'сrапsfоrшасiјоm znatno роуесауа obim 

ka1kulac~.~a koje Бu po'i:;rebne йа bi se sistеш ивреэпо resio. 

K·~ 1<0 ci. __ , mеdј 1.ltiш, 

vosti пе dovodi 

re8:lVen;je bez prethodno, роЬ01јэаnја 

Ili йО pribliznih тезепја, kao sto је 

'p;:,·.~p.zano i па рriшеrv_, роуесаnје оЬiша kalkulacija u 

108е re81jiv i h sis'~еш8. :lе moze ве izbeci. 

res1ji-

јаВll.0 

в1исаји 

Postoji jednei oso'oine, avog postupka za poooljsanje resljiYo 

sti koja ga сiпi :'liЭ.roc;ito pogodnim. U izvesl1.im s1ucajevima, 

паimе, пi ј е ]Jot7'G опо sprovesti с elokupan postupak trэ.nsfоr·· 

шэ.сiје, уес s?шо dеlimiссш а da ве ipak postigne zCldovolje.-

уајисе po~)oljsanje res" jivosti. OVо se оdпоsi па опе sluca·-

јеуе gde 8е isрiti7Ешје2 l'glova izmedju vektora :""Liшаtriсе 

sistema ustclloyi dг. пi:о'U. s'!i ugloYi mali уес sашо neki осЈ. 

пјih. U tв.kУim sluСг.јеv;.ша postupak ortogonalizacije ВРТСЈУО-

di ве sаша ш?cd tiш u&loYima sto syakako predstavlja znаtпо 

skracivpnje posls. oko poboljsanja re81jiyosti. Posto ве u 

praksi cesto srecv. sistешi kod lrojih sv_ sашо neki od uglaT i". 

izшеdјп vеktогг. rеdоув. ШЕЈ.triсе mali, оуај postupaJc za роЬо:·:ј· 

эаnје res1jivosti postaje ут10 praktican za рriшеnu. 

sisteli'--' 



Iakopostoji ve1iki broj metoda za resavanje sistema 1ine

arnih aJgebarskih jednacina, ma1i је broj onih koje mogu 

иврезпо аа ве lcoriste ",8. reS8.yanje 10se res1jivih sistema. 

Оsпоvпi пеdоstаt;:;.k vecine od njiJJ. sastoji ве u tome sto za·

htevajи zaokrl..lg1jivanje racunskih ve1icil1a и toku procesa 

resavanja< Ovа z80krug1jivanja izazivaju greske kod reSava·· 

пја 108е re81jivih sistema koje ви tako ve1ike аа potpuno 

izoblicavaju resenja i cine ih neиpotrebljivim . 

. Koristeci jeclnи siвtеmаtslш роае1и metode za resavanje si-

t 1 · .- -, - j'h'd у. s еыз. lnearnl"" а .l.ge огт s_п_ ;) е пас lПз. 

и вуојОј kcjizi J'Iatrix Са1СlЙUS /11/, 

kojи је аао E.Bodewig 

moie ве 1ako doci ао 

za.k1jucka ko ј е sv. Tile toгl е pogodl1.e за resava.n ј е 108e res 1ј i

viћ si stеЕ'г.. Bodewig је вуе metode pode1io па d irektne i i

terativne. Da1je је direktne metode k1asifikovao па опе ko

је аај1..1 tг.спа. reseEja i па dn:ge kojima ве dobi јаји pribliz-. 

па теВеllјё".< Z,,: ::езауаl1је 10ве res1jivih sistema. ocig1edno је 

аа ви ne.jefik'sn.i ~e direko;;ne metode koje de,ju tзСпг. resenja, 

;<'С' sv_ u ll.jim;:c is~::ljucene вуе racunske operQcije koje ze.llte

уа;)и zaokrug1jiva.nj е rеZlйtаtа. 

U svojim r,,-dоУimа /4/ i /5/ i ја ват iz10zio јеап1..1 metodu ZR 

rеSС,VЮ1.је si stemali:J.earnih .... lgebarskihjedl1.acina. koja bi 

ро svојiш osobinG.ГiE\ зро.dа1а u grиpu dirеktпih metod~l koje 

d,-,,-j1..1 taCl1ёO. теВепје-., Primel1jena ze. те8'}ус:.nје 108,", res1jivih 

sistema оу' wetoda ве pokaza1a ут10 efikasnom, kao sto се вс 
, 

videti iz а,с1јес iz1аgз.nја. 

4.1. I.:еtоdэ. postv.pnog iZraCиl1dVanja determinanata 

sis·tema 1i,learJ:1ih a1gebc:.rskih jednacina. 

j>"etoda. lcOj11 sаш p'~eC:.10iio 1,-'. svojim radovima /4/ i /5/ kao 

1..1 S11stini pred-

stэ,vЈјсс јеааn sisteme.tizovi1ni postupa][ за izrе,СUnЕ~VЕшје s11b

dеtеrшiпапь.-i;Е sistешс: linearnih a1gebarskih jedne.i':ina. Као 
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1 druge direktne metode koje ааји ta~na Te~enja tBko isto 

1 ov:" metoda пе saclrzi ni јеапи оретас1ји deljenja koja se 

пе moze izvesti t",спо do Јстаја. Ovde se pod.razumevaju samo 

опе oper'1.cije l;:оје se zahtevaju za izra~unavanje determina

nata. Ina~e dе1јепјэ. Јсоја trebd. izvrsit1 ртета Кrашеrоvот 

pravi1u za izra~ul'lc.vanje rеSепјэ. sistеша, koristeci pr1 tom 

tаспе vrеdпоsti determinanBta, шо[;и эе uvek izvrs1ti эа 

lјепоm tacnoscv., te пе predstBv1jaju krit1cl1e operac1je 

tacl10st resel1ja. 

4.1.1. PrillC ip шеt од. е 

v ze-

za 

"Pri;:J.cip шеtоdе prilcazan. је gеошеtriјskош iпtеrрrеtас1јоm 

pos tupka. сашо izvodj еl1ј е postuplca zahteva. uvod јепј е 1zves·

l1ih dodatl1il1 s1stеш2.. Prema svojoj uloz1 ovi sistешi pode-

ljel1.i ви l1а posredr:e 1 РОШОСl1е. l'j1hove osobille i U10g8. ы

се jasl1ije рr1kаZ,ёЋе u da1jem iz1agan.ju, в sadacemo l1ajpre 

defil1isati simbole za oZl1a~avBl1je pojedi11e vrste sistema. 

Ako је zadat sist~ш za reSaV8.11je 7( -tog red"" ol1da се ве u 

tг:'"u postupka re saval1j е, pojavi t1 П pomocl1il1 sistema reda od 

1 do П. i ,,](17. +11 ~·l posred111h s1stешв reda оа 1 do )( -1. 
,: <.. '.Ј 

Opst1 oblik svih ovih sistema bi6e 

(61) 

gde, 
I 

({ !г;\ 0'-

'"" " •. ус/ _ 1_, . 
? \...,( ',/' )1'" - ~ .. .lI.~ 
~ ~J ~... Ј-' .. 1-

А-О! ОЈ 
~ - .. 
" 

• 

\ 

1::-' """) . - . 

lzraz ( 1) prec:stav1ja: 

za 

za 

za 

Г-(:-; posredl1i sistem r _tog 
,. . t t 

Г=5 POElO"111 SlS еш r - og 

15= n+! zadati 

reda; 

reda; 

sistem. 

"Prema tome, па osnov1., 

Ь ·' '1 . 1C е prl raz?,n lzrazom 

usvojenog оzпаСэ.vanја, 

sledeceg obl1ka: 

dati sistem 
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(б2 ) 
У' Ј'- "',.,. ,. . 

~." .. y'.':- {= 
/ [Ј! 1.-/-.1 /,'-r 
.-._ ~I ,Ј 

• '. ..1 

ј'''' f " 

1, . . 
(!i, '?f1 

БО. 

Predposta-vljamo 

се sistemb. (62) 

аа sи. determil'l8.:nta l [sla-vni minori matri,-

raz lici ti оа nи1е. • 

(17) (П) 
U Је -dimеnziОIlаlnош Euk1idovom prostoru Е ,тевеnје ХЈ,П+1 

(ј = 1,2, ..• , п) sistema (б2) predstav1ja koordiIlate tacke 

. /'1}rгj • Ako izostec-vimo јеаnи jednacinu u sistemu (62), 

preos ta1ih 11-1 ј eC'l1acina def'inisu ртауи 1iniju u istom pro~, 
. I 

t с::(п, '" 1 Ь d . t l' 1 а' . d V • s oru,- . L"e_ca u е lZOS ау Јешз. pos е nЈа Је IlaClna. 

OstEle jed.naCine 

(б3) 
/, 

(С = 

(Т/ ' 
predsta-vljaju pra-vl,l lil1iju u prost oru Е Ј, koju сето oznaci-· 

/ r, Ј 

ti ва Ln~t ' dok izost:'vljen;, jednaciIla 

(б4) 
= Ьn П+I , 

def'inise hiperravp,n l,l prostoru 
()7 I 

_ЈП) 

1<9 'Ј /-'П + 1 • Еvidеп t110 ј е аа 
, d 'Vl t vk /Vt(") 

Е ), Јсоја 
Јn) 

prava L.. n-tf 

imaju zq Је nlCКU ас _и Ј '/0 • 

се biti oznacena 
(rг ) 

i hiperravan J:h",'f 

(n-1) 
Ako se za nepoznatu Хn , п.,.! us-voji neka proizvo1jna -vrednost, 

Jn-t) 
<-п П .. 1 , zo.menom u izraz (б3) dobija se , 

(б5) n'-1 

" , L._ 

ј.1 

_ ("-1) 
а' "У:'П+1 (ј I ' 

!, ,) 
и = 1.2, ".,17.-1) 

.Јn - 1) 
Resenj:). sistebla (б5) i usvojena vrednost '-п П.,. 1 predstav-

lj",jl,l koordillate neke tacke M~n) па prvoj l!'')i''f' Sistem 

(б5), sag;lasno siшЬоlimа koji su napred us-vojeni, а i prema 

svojoj posredIlickoj ulozi u odredji-vаIlјu koordinata tacke 
(п) 

1'11 , spada u l;:lasu posrednih sistema. 

Zamenom 'koordinat~" tacke 

izracUn:lva se velicina 

/v1 (О) 
,11 u izоstаvlјепu jednacinu (б4) 
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(66) 

,_ (17) 
Ротоси vrednosti C'-'+fiz (66) moze se izracunati ,odstojanje, 

" (17) Иј 
neka Ьийе oznaceno sa cin + f ' izmedju tacke f1t i hiperrav-

. Г) (1/.) 
nl 1/("1" f ' prema poznatom izrazu: 

(67) ,.(Пј 

С1. I)I·1 = 
Е 

(п) 

l7+f 

Uporedo sa datim sistemom (62), posmatrajmo i јейап drugi 

sistem koji се biti oznacen kao pomocni sistem i cija сето 

resenja proizvo1jno izabrati: 

(68) 

Као sto se vidi, sistem (62) i (68) 

се. Primenjujuci ista razmatranja 

ucinjeno za sistem (62) do1azi se 

па 

imaju identicne matri

sistem (68) kao sto је 

йо sliспiћ zak1jucak а: 

- 1i.esenj:>. sistem (68) odred јији koordinate tacke 
('1 , 

prostoru Е ' . 

- Sistem 

(69) (11) 
О/ј' ,Х: п = , :; , 6/ п , (i~~2, .. ,,1?-f) 

1 /()7) 
IУо u 

definise 
/ 

pravu 
(>7) 

L' 17 U prostoru 
(п) 

Е , а izоstэ.v1јепа јейпа-
v • Clna: 

(70) 

predstav1ja 

-- Usvг..јг_ se 

(ђ) 
hiperrava.n ~ u istom prostoru. 

proizvo1jna vrednost 
(17- f) 

с п п za nepozna tu , • 

- Zal'lenom 
(/(-1) 

С n,П u sistem (69) dobija se posredni sistem: 
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(П) 12 ... 17.-1' 
I I " ~ 

- Resenja sistema (71) i vrednost 
(п) 

Jcoordinate tacke N1 па prav,oj 

(п-п) 

С'п, п predstavljaju 

- Zamena koordinata ta~ke 

(72 ) 

., , r .' 1) 

":'-·17 
. . (r,.) 

N1' u izraz (70) 

- Odstojanje 
(t?) (ryJ 

а'п ой tacke јЈ1 йО hiperravni 

Бе iz izraza: 

d (n) _ c-;t:.~-~~n)==-
r; - ...; + I 11 -

-у LO~j 
ј-

, . 
Cti3.J е: 

(п) 
~ dobija 

Uporedjujuci rаzшаtrаnја koja su. утiЗеnа п,' sistemima (62) 

i (68), evidelltni Б1.1 sledeci zakljucci: 

(11). (11) 
1'те.уе Lh.+11 [ п ви pare.1elne. 

'м \ (п) 
Eiperravni f?,"', :i. ~ ви paraleL'1e 
пО' ,>' d(17.)· I ~ ((П) t 1 й' 1 ln , ","1 n .. ! 1 С П Би а со Ј е para е е. 

Duz (1(n/"/'1'т) . ПЈ'еnа рrоiеЈссiЈ·З. па hiperravan р(n) i 
'.0,,-;,1' v ·П"1 

duz Cir-,lvн obrc.zёlj1J. tr01.lgs~0. Оdgоvаr;'.јш5е velicine siste·, 

Ш& (68) obrazujv. drugi trоv.gё,О. ОУ!'. йуе, trou€;le. ви slicna 

posto iЗи 

Йји d11Zi 

ЛА(П) Л/I (п) 
/F10 / -11 _ 

1 1 (l?)l 1 (п) 
·"-10 /У1 

Па OSl1.0V11 оуе slicnosti, izme-
• 

d
{n) , 
п. post о ј i s ledec i ОйНОБ: 

Treba IlaporaeIluti йа kvadratni koreni u iraепitеlјimа izrccza 

(67) . (73)' 1 "1 d Ь'" d t· Ј(П) . d(n j 
1 1Z {OJ1-'l Бе о 1JE.JU vre nОБ 1 . 1(+1 1 П' то-

raju uvek biti 1J.zeti Ба istim znakora. U izra.Z1.l (74) tada Бе 

d (n} . d(li) . . с (11) . с(1'/) 
mogu umesto veliciIla П+f 1 П uzetl vrednost1 '--17rf l Сп • 

1Iа 
• osnovu 1zre.za (74) , . kt . ,. d V' м (ГЈ.)м(n)' ,,(п), /11) proJe 11JUC1 UZ1 .) llf 1 N" fYf 

па koordinantne оsоviле, dobijaju. Бе sledece rel.:::.cije: 



(75) 

" 

I П \ 
_._ј, -Ј 
\.--
/-'{ "' '~.-{'J 

• 
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, 
1 ··./1-,. 12" ,- V 
'1 I - . 

Iz izre,za (75) sledi da se re~enja datog sistema dobijaju 

prema izrаziша: 

(76) 
.'._~ . , , -. -. . 

" , tit -., } 
,-._ о" 

, --1-
_-п n+? ' , 

~ " !),.-{ 11) 

(-п,n 

.', ,\' 
,,'-.ј' ." ..... '. - -. i 

- <-",/,)';) 

'>;'1)' ' (77) ~ А' 'Ј / 1 .! - ) -/. (! =IL .. ,n-1 
--'-IТ;, 1· 1." _. 

Ј' .Ј .:: ./ 

Izrazi (76) • 
1 (77) mogu 

ru pogodne vredllosti za 

biti znatno uрrоsсепi ako se izabe

опе ve1icine cije se vrednosti mogu 
• 

рrоizvо1јпо birati. Пајуесе l..lprOscenje ве postize ako ве 

ивуоје sledece vrеdпоsti: 

./- , 

(78 ) -,..--1"·; ,. " 1 . .') =-, 
. ~., '-- I '- 7; , I - ' 

ZaI'1",nom О7ih'rrедлоsti u izraze (76) 

obzir izraze (66) i (72) za ve1icine 
~ , . 

јаји ве up:::-оSсеnl izrazi za 

~79) 

(80) 

, } 
, "', 

-у-. 

'п О' , _'_ / 1'",,-. , . 
~-- , ( _- l , 

С" 
= \..... '7.-1:1 _ 

-, ""; , 
-'0.::.". ,) 

',- , .. , .. 

" -1 ~ - _.-Тi-'j '/ '. -I ' 
--"'-i, 77 т' 

ј 

rеSеl1.јэ.. 

, 
, о" 

I ~, -,,,-
\.:' . 

А/' -' {; _. . ; .... 
,/ ••• ,~ I 
• ~ • Ј • , / 

i (77) 
с (77) 
<-n+1 

. . ., . 
1 uZlmaJuCl u 

,--,ЈП) 

i г:: ~ ,dobi-

datog sistema: 

KD.o :ој to vidi • • (79) • (80) , ~ datog siste-ве lZ lZraZa 1 rеsепја 

(62 ) dobiti direktno • (79) • (80) ;:) 1. ... О та mogu ве lZ 1 C ... ~~~ su POZDP 
I 

ta v • posrednih sistепs (65) • (71) . Tako • problem rеsеПЈS 1 Је 

reSEVCL'lja јеdпоg sisterna П -tog redc. svеdеп па rеSаvг.nје dva 

sistema rede. ?'( -·1. Ako ве i па оуг. dva sistema П -1 reda 

рrimепi isto razmstra.nje kao sto је to uХ.iпјепо za sistem 

(62), опds, се se problem dalje svesti па res'<vanje tri ро

sredna sistema n-·2-og reda. Hc;st,::,.v1jccjuci da1jeisto raz

matranj е, doJ,e.zi se n;<.:,jzad do П posrednih sistema prvog re .. 

da i jedno[ pomocnog sistema takodje prvog reda. Poeto su 
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njihova теве:l.'lја evidentna, to cese lako obratnim postup

kom dobiti тевеnја svih osta1ih posrednih sistema ра па 

kraju i dutog sistema (62) о Ovako dobijena тевеnја, medju

tim, opterecena su_ greBkama koje su pos1edica zaokruglji

villcja rezultata pribliznih de1jenja iz izraza (79). ~теша 

tome, al~o bi se postupak тевауanј а sist ета i 2;\Тоdiо па os

nоуи izraza (79) i (80), nе bi bio pogodan za тевауanје 1е

ве resljivih sistema iz s1icnih raz10ga zbog kojih i drugi 

postupci, koji и toku rada koriste zaokrugljene medjurezul

tate, nisu podesni za 106е resljive sisteme. U da1jeiJl razma

tranju bice pokazano da se сео postupak moze izvoditi sa 

deterll1inantama posrednih i pomocnih sistema cime эе izbega-

уаји sva deljenja koja se nе mogu do kraja izvrsiti. 

predpostavimo da su poznate determinante koje эи potrebne 

za dobijanje тевеnја posrednih sistema (65) i (71) о Пјih 

сешо obe1eziti illdeksima koji su и saglasnosti sa napred 

usvojenim nacinom ooe1ezavanja: 
,1'// . 

: ., . .,-. , 
c,-_~ К - determinanta posrednih i ротОСnОЕ sistema reda 1< • 

-. 
i' \ 

! Ј( i r". '/ 
./. -'-'-

о ...... 1' ........ 
• • 

determinanta istih sistema kao и prethodnom s1u-
- I 

саји и l<:ojima је lиlоnа Ј zamenjena kolonom C,:s 
(1= 1,2,.оо,К)о 

На osnovu usvoj enih indeksa za obe1ezavanj е, теэеnја posre

dnih sistema (65) i (71) izrazena ротоси determinanti Кта
merovim pravilom bice: 

(81) 
!n,- ,) 

-у' . ; ... ,-,. п = 
ј" , 

Zamenom (81) u (79) dobija se 

(82 ) 

("--f) .,-,. . 
!./-1,п 

- Ј '( 

(
/ АО "'- 12 -.. n-i\ :r 'ј , I ) 
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Iz izraz~ (82) ocig1edno је da njegov imenite1j predstav-

1jadeterminantu zadatog sistеша (62) kao i pomocnog sis

tema (68), rC.zvi јеllи ро с1,шоvimа pos1ednje g reda: 

(83) 
11-1 ., 

Л /ђ- 'ј " - -z «'-1) _ -" --т _ I _; 1_-,- ,_ п . 
- --"<11.7/'''_117_' L._ '. 71,ј Q,n 

. ј= 1 -

Broi te1j izraza (82), medjutim, predstav1j::c dеtеrmilliшtu , 
3~'~: u kojoj је pos1ednja ko10na zamenjena ko10nom 

:'~)/,lH" (1.= ~2,"" п) , i takodje razvijenu ро c1anovimp pos1e-, 
dnjeg reda: 

(84 ) 

Zamenom izraza (81), (83) i (84) u (80) dobija se: 

(85) ." " ., ) (1=IL'" ТI-! I.....tJ '1 1/" 

S",druge strane, preme. Kramerovom- pravi1u ј е: 
",.~ 

(86) 

• 

_ (l() 
ј ) • 

.L.j, 11 +, 
. г,.!."'2 ј 

.L.-'n.. п , 

Uporedjujuci lzraze (85) 

(87) 
I 

, , 

и·'·'1 1 
1-

-~"j, It+1 -
Ј 

(ј' "" f '1 ... 17.) \..: '/~, -' . 

i (86), dobija se 

Gi- 1,2, ···,17..-1) 

Izraz (87) је jedina vrsta аеlјеnја koju zahteva оуа postu

pak. Posto se njime izracunava vrednost determinante, oci

gledno је аа се se оуо ае1јеllје иуе};: moci аа obavi bez os

tatka. 

Izrazi (84) i (87) pokazuju аа је moguce izracunati determi

nante koje su potrebne za dobijanje resenja sistema (62) 

ako su poznate determinante za resenja sistema (65) i (71). 
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Priaenjujuci isto razmatranje da1je па posreLlne sisteme 

nizega reda, problem se opet svodi па sisteme prvoga reda. 

posto su njihove determinante stvarno poznate: 

(88 ) (Ј 1.5 

С1u 
("i= 1,2, "'Ј П+ј) 

РОГд06и njih ве, koristeci izra.ze (83), (84) i (87), odred:u

ји determinante ostb.1ih posrednih sistema а па kraju i da

tog sistema (62). 

4.1.2. Tabelarni postupak za prakticnu primenu metode 

Сео postupak rеsаvю~ја ротоси оуе metode moze se izvesti 

1а1<::0 i sisteaatski preko jedne tabe1e koja је napravljena 

па osnovu izraza (83), (84) i (87). 

Dok је po1aznd ta15ka Z6. razvijanje roetode bio dati sistem, 

ра је u toku razvijECllja. problem sveden па П +1 sistem prvo

ga reda, proc es prakti15ne primene metcd е ј е obrnut. Proces 

rеSаvаnјэ. prikazan је u tabe1i VII. Ovc~ to.be1a ima йуа Йе1а. 

"Ј gornjem йе1и nа1г,zi ве matric~ sistema i 1co1one nezavis

nih 15lэ.nоvэ. (ko1one S = п + т) gde је m bro ј sistema koji 

se rеSаvэ.јu. U йоnјет delu tabe1e su determinante posrednih 

sistema i datog sistema dobijene u procesu resavanja. U 

N
(/I 

• prvom redu su determinante {_~ koje ви jednake Q1S 

1 . V • d t . ' t г/2 } 1" d zrez zэ. lzracunavanJe е ermlnana 'о! -'-'2 с па aZl эе u ru-,-
gom redu i dobijil se ротоси faktora 1J1~} (determinanta ро-
m06nog i posrednih sistema prvog reda koja. ве na1azi u prvom 

redu donjeg de1a t"cbe1e) i Oz,f (151аn8. matrice sistema). U 

trе6еш redu је izro.z za izracUn8.vanje determinanata п{2Ј •. /. 1,5 
,,' . f) 

koji koristi faktore п2'~ .DI~ i n/f , izra.15unate u prethod-
,".,~ I 

nim redovima. Dalji pOBtupak za dobijanje izraza za izra15u-

nауаnје detexminanata oBta1ih posrednih sistema i datog si

Btema је јаэan. 
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4 /- ~ . 
---./'-~ ( , , . 

I +8 + 1 , ~ 
, 

17 • + , + , 
-- - -- • - ._--+ ---------

, 

I 

2 , +1 1 6 i + 19 · i I , .... +- ------_._----_.- - ----1-- • 

• 3 I + 4 ' . + 11 , , 
i , 

I 
. , , 

п") ! 
, , 

Qf.s +8 I 5 17 • , + + + 1.' , 
, , 

, 

пl2J I V(I) I , 

8 9 
, 

Й2.5 - +7 +.3 
, 

'1 2.5 . 1 5 -
ј 

, 
ј 

, 

-t--- ~--_._----------- -- ---+- .. +------_.-"'---- --~-,,-----. 

п(2) i (7 D{I~ [Ј(2) 
I , 

. I.З 
. 1 8 , О +4 , + 15 , '. З 

i , 

п(3) 
, , , 

7·а.,." 7 I i i 2} .ј D(7) 9 
, 

25 Ј,5 I - " ... .- - 2,.'3 - -, . , 
I ----_. - t . - ------ . ---------------- - ----- -_ .- -- - " --- -------- , - - --- -

D(3) 
, 

I () 
., . 

1 [)~;1 ) I , - D'- 7 О 
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-t 12 2.З 
i 

" 2,:'> . 
, - _ ... _---- - .. . . --- _о. ___ - .. __ ... _-_._- - - ----------_. -,,--- . .-t ._. - --- -;-- _.,,-_._-, . , 

Ј/3) ( 9 n(2) [J~31;) '1 (: 5 '.S - 't 4-- ' t .:_. -, , , 

I i I 

TABELA VI/I • 
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-РО sto ве с е о ров tupeY reSc.Vel1.ja i zv odi s а d eterminantama, 

evide:ritl1.0 ј е de Yйoze d"!. ве koristi i za izr."_~unavanj е de--

tегшinепtе m~trice. 
• v • 
l ';'Т .-, -,unpvf'n ЈР .:..1." _<-..-'#_. deterr.linante za-· 

"u tоlш рто-vrsen је kado. 

сева dobijaju 

• 
Је do1Jijena vrednost n;n./ . , 

... .-/ '<."п 
taJcodje kao medjurezu1tati. i vrednosti 
..- ,/k! 

glаvпih minora i/~~* (k= 1,2, ••• ,n -1). OVа osobina metode 

prosiruj е llј еуш primel1.u i па ispi t ivanj е defil1i tnosti та·

trice о 

Koriscenjeill vrednosti determill.anata posrednill sisteme, Јсоје 

ве dobijaju )~ao шеd, jurezu1tati u toku procesa. оуа metoda 

ве то?е koristiti i za izrQcunavanje koeficijenata ko.rakte·

risti~ne ј ec'naJ5ine 1:0 јг. sluzi za d obi јаnј е s opstvenih vred

nosti ПJ2.trice. 

4.1.3. -Prikaz metode n2 numerickim primerima 

'Prakticll.E' primen" пеtоdе ргikе.z'?ла ј е н.=' sledeca dva prime

ra. 

1 тrе]г::'l • _.-= reda ва nesimetricll.om 

таtгiсош: 

sledeci sistem tre6ega 
., у ..., - ?' "(. l' 
(') • . Ао.....'1 -r " _ r .'. _ '7 -= .1 - - .... L. ..... - _1 

Za с1адоуе matrice izabrani вн jedll.ocifrell.i brojevi kako bi 

ве пргоsti10 prikaziyall.je metode. 'Primena postupka pokezana 

је u tabe1i VIII. 
! 

Iz tabe1e VIII vidi ве da је dеtеzшinаntа шг.tгiсе sistema: 
/~, nl .. 

.f -<3.3 
nШ 

..:.......1". 1.. ,., 

.sistema 

-9, dol[ В1). dеtегшill.аll.tе ko је odgovaraju nepoznatim: 
Т-'. (.3) ТЈ (з) 

5 . . 12 25 1:> t v. - ; V2.Lf + ; --'.3.4 = - • L rema оте, resell.Ja 
. . . 

у 5 о у' 12 о 
вн --1 = '9 ' ...А.2 = - ~ , 25 

9 

2 о U drugom primeru prikazano ј е resavanje dva sistema се

tvrtoga reda koji imaju identicnu matricu А о Izabran ј еуе6 
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u pocetl':u ovog rad a pominjan vr10 karakteristican 1013е Јј.е;!'! 

sljiv sistem (1). :Oata su i re13enja za ko10nu apS01utnili:1;j 
, " ',,-' "-- .. ; \ . . 

с1апоvа iz izra zc. (3) . 

Postupak rеSг.vапја pokazan је u tabeli IX. l1 eterminante 

koje Бе odnose пг. rеsепј й prvog i drugog si s tema nalaze se 

u ko10nama 5 i 6. . , 

Ка о sto se iz t a be1e IX vidi, determinanta matrice sistema 
TJ~J 

је: L/4,4 = 1, dok su determinante Јсоје se оdпоsе па resenja 
(<;) ZJ{I,) ,",м п М 

prvog sistema: ZJ"'5 = 25 .1./з,5 L-~< = 1, а deter-
, (It ; '- (~, 

mi:qante. drugog 
~_.\ '9) 

UЗ,6 = - 32701403; 

sistеша: 
zi';) 

4,6 

prvog sistema su: 

а drugog: 

Df,б = +13021437 0 ; Лм = ~7864587б; 

= + 19395881. Рrеша tome, re13enja 

Хl,б = + 13021437 О; )~.б = - 786458 7б; .::c:~6= - 32 7 01403 ; 

ХЦ,6= + 19395881 

4.2. Kar':~ kteristike metode P Qs tupnog izre.clli'1SVanja determi

n ana t a, рrеша пеkiш mеtоd аnш. za izracunavanje determinanata 

i resa.vallja sistеша 

Uobic2,jello је da se efik:? snost пе'-:е numericlc e metode осепји

ј е рrеШR broju r acul'lskih ореrзсiја !соје treba izvrsi ti za 

njel'l O sprovodjeEje . Kada se, mеёl јutiо, razmatraju шеtоdе 

lcoje d a,ju t аспе rezu1tate , оdпоsпо, l{oje п е dozv01javaju ni

kakvo zaokrug1ji y,~,n j е vrednosti, za pravilnu procenu efikas

n o sti mora Бе uzet i u obzir, pored broja r acunskih operaci

ја , takodje i ve1ic ina medjurezu1tata. OVо ј е vazno zbog to

ба, jer svaka r ".cunslrn. ша iЗ inа iПlа ogranicen ka.pacitet regis

tara i ako neki od medjurezultat ,e1 u tOk\.1 r acunanja prekora

сikг.р,?сitеt registra, tak E~v medju.rezu1tat se mora uzeti ва 

z i?,okrug1jenom vrednosc u. Ocig1edno ј е da s e posle ОУОба пе 

тОби oceldvati tacni rezu1tati а ako se izra,cunava determi-
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I 

Oi,s 

. 
1 

• 
I 

2 

3 

4 

s 1 

! 

+121734 i 

I 

2 3 4 5 

I L --, ----- , 

+169 217 ! tl~6624 i .. ,66662 1 ~63"2З7 i 
, I . 

t 235 222 12,5505 I .. 231 653 ! + 881 5';7 i 
+ 256 ~23 + 2"2 029 

+228474 

t 920 581 

+868818 

6 

+634 

+881 5!1б 

.. 9205& 

+1\б8819 

, - .. --+------ -.--1-- --+ - - ~-- ---Ј 

D
(I) 
1,5 ЙI.' + \21 734 I + \69 217 + 176624 t 166662 I + 634 237 +63'1 

D(2) 
2.$ 

D(:tJ 
t,5 

. С 

D(t) 
121 73~ ·Q',s-l69 2\7· I,S 

( D(I) D(2}\ 
121 859· 1,5- 169 217 - 2.5): 1:21 7'!>4 

-
D lJ) (2) (2Ј 

3.' 121 659 : О5о5-116 024 · D,,5-245505. Dџ 
13} о(2} (3)Ј 

О.,5 (1 441 615 · Џ" 1 4+7138· О.џ : 1211159 

+ 121 859 - 1471 7.38 i - \ 99'1 352 
I 

О +:223094з 1 +2943263 

.. 1 441 615 

о 

о 

-ј 2 430 559 

.. 5 a.S "18 

.- 9618 288 

-3353231 -36"" 182 
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nanta 108e res1jive illdtrice, moze Бе dogoditi d~ Бе пе do

biju ni pribliz.no Jcacni rezu1tati. 

4.2.1. Izracunavanje determinanti 

i'letoda postupnog izrасunаvапја determinanata zahteva slede-

6ј: broj rac"Lills},ih operacija za determinantu шрtriсе YL-tog 

reda: 

Sabiranja: 

Ипоzепја: 

De1jenja: 

Da bismo oceni1i efikasl'lost оуе illetode; uporedicemo је Ба 
, 

dve poznatij е illet ode za izracUl1avanj е tC1Cl'le vredl'lost:i: deter-

minccl'l.::;to. /25/, /26/. Jed.IE: ј е Ga"Lls-Кiоvа metoda za iZraClli"1.8. 

уапје dеtеrmШапг.Јс? ()va varijanta Kiove metode izabran:o: је 

zbog toga st о опа omogu6ava dobijanj е tacne vrednosti deter

mil'lante. Drug:c vю:iј,шtа Kiove ," metode /27/, /28/ пе spada 

'. "etode koje daju t&Сп3. rеsепја p08to zahteva dе1јепја ve1i

сiпа koje u op8tem slucaju nisu de1jive, ра эа пјоm nije пј: 

vrseno poredjenje. 

Zэ, izrасunаvапј е determinante f7.-tog reda рот06и Gaus-Kiove 

metode treba izvr:',iti sledeci broj racu.nskih operacija: 

Sabiranje: 

IInozenja: 

.ue1jenja: 

4 (n3-;-ј,n2_ 18' 12+20) 

1 Z;J. П> 2 l' () гО n" 2 

Uporedjel'ljem se do1azi do sleQe6ih zak1jucaka: 

- ОЬе metode za;,1tevaju isti broj sabira.nja. 



- Gc:us-Kiova шеtоdа ze.l'lteva veci broj mnozenja nego metoda 

postupnog iZraClmavallja deterrainanata o Razlika iznosi: 

2· }'[2_ .. 9·lf.' -!-Ie) 
, " 2 Ovај izraz veci је ос:. nule za ,,) , 

- G",us-Kiova metoo.a zahteva za o.etermina.ntu bilo kog reo.a 

(sem za o.etermillantu o.rucog reo.a) uvek samo јео.по o.eljenje, 

o.ok metoo.a postupnog izr",сuлаvапја dеtеrтiпапз,tе. zahteva 

vise, l:ао sto РО}ШZ1Ј.је napreo. pomenuti obrazac о 

- Ako se роsшаtrа uk1.lpCCn broj mnozenja i o.e1jenja опо.а је 

rэ.z1ikа izmeo.ju metoo.e postupnog izrаСunаvрпјэ. o.eterminana·

ta i Gaus-Kiove шеtоо.е izrazene, sledecim izrazom: 
. ~ ~ , 

., ( . - « ~ 66. Ј ",- 'Тг- 1 ј, т2 -r -"'О . П - :; 
'-

Ovај izr--:z је Г:lEmji оо. nu1e za 2,--- П" 10 а veci od пи1е 

za 'П > 10 sto znaci о.й metoo.a postupnog izracu.l'l&v=ja o.eter

min8.l'l.ata za.llteva шС'.пјi bro ј operacija. оо. Gапs-Кiоvе metoo.e 

lrao.2. se опе primenjuju za izrcccunaV8l'lje determinanti zak1juc

по sa desetim redol~:. а za determinante уесе оа desetog reda 

је obrnut slucaj. 

Iz dosC1.dasnjeg иротео.јепја. тo~e se steci utisak о.а је metoda 

postupnog izracUn2.v~:nja dеtеrmiпапаtэ. pogoo.nija za determinan

te reo.a 11> 10, Pogodnost koju pruza Gaus-Kiova metoda za ае

terminante reo.",- IL';;' 10 је, шеdјu.tiш, sашо prj.7io.ne priroo.e о 

ЫёО se апа1izirэ оуа шеtоdа moze se uvio.eti о.а se 0.0 sашо је

о.пе operacije o.e1jenja doslo па taj nacin sto је ае1јепје 00.-

1age.l'l0 iz kora1ca u korak i ost?v1jeno о.а se izvrsi 1I:ao zao.nja 

operacije. ОУО&: postupk2., Ovо od1ag:?J:lje iша za rezu1tat sleo.e

се negativne pos1edice. 

Zbog tog.::, sto se o.e1jenja пе vrse u toku postupka, шео.јurеzu1-

tati su optereceni Р2.rаzitпiш сiпiосiша сiше se nepotrebno 

роуе6о.уа broj cifara шеdјurеzu1tаtа ili se роуесауа greska 

koja se jav1j" zbo['; zaokrug1jivanja rеzu1tз,tао Za 10se res1ji-

уе matrice ОУО је оо. presudnog znacajao 
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F'aktor kojim se vrsi ае1јепје па krc,ju Gaus-Kiove metode 

dobija se као rezu1tat ~ (Н -3) ПLУЈ.оZепја. Za il = 11, kada 

pocinje pogodnost ОУе metode prema metodi postupnog izracu

пауапја determiIlQnat~,; treba izvrsi ti 44 ЕшоZепја. То znaci 

аа, ako SH cinioci J.{:oji ucestvHju u оvoш nmozenju dvocifre

ni ce1i brojevi, rezu1tat ovih шnоzепја bice veci оа 1046. 

Ocigleclno ј е ko1ika ј е za pre.kticIlO rасuш:шј е ovakva vred

nost IlepodeSIla, 

Iшајu.Сi н vidu оуе cinj enice шоzе se shvati ti ko1iko је sa 

stanovi'3ta prakti~ne рriшепе pogresaIl zak1jucak о prednosti 

Gaus-Kiove шеtоdе, iz10~en u /25/ i /26/. Do ovoga је аоа10 

zbog toga i'\to је ispusteno iz vida da se, kao sto је napred 

уес pomenuto, efik:c.sno st numerickog postupka пе о eni samo 

ро broju racunskih operacija Јсоје оп zahtevE'. уес эе isto to-

1iko шоrа uzeti 11 obzir ko1iko оп uspeva аа smaIlji uticaj 

greske koja se јг.У1ја zbOEo zaokrug1jivanja mec.jurezu1tata i 

rezu1tatd. Sшаl1јепје broja operacija u Gаus-Кiоvош postupku 

izvrseno је Ьав па potp11l1i ustrb ovog drHgog иэ10уа. 

:rтasuprot ОУоте, metoda postupnog izrасunаV2лја determinana-· 

ta obezbedjuje pravovremel1o ае1јеl1је de1jivih med ju.rezu1ta·

са cime se ао пајуесе mogu.ce шеrе smanju.je broj cifara те

dju.rezu.1tata, OdEOS110 sprecava njihovo opterecivanj е parazi

tnim ciniociilla< Ovа osobil1a i cini оуај postu.pak efikasnim 

za re8aVal1je 108е re81jivih шаtriса jer јеапа od osobina 0-

vakvih ill2,trica је a::~ su. im determinante ша1е, 

'Druga шеtоdа za tacno izrac11l1avanje vredEosti determinante, 

koji се biti poredjen sa postupkom postu.pnog izrac11l1avanja 

determinanata, ј е МасIOi11ап-оv,,; metoda /25/ i /26/. 

Za iZraC11l1dvanj е determinante n-tog reda ротосп I:li.::tcMillan .. 

оуе metode treba izvrsiti sledeci broj operacija: 

Sabiranja: 
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1!Inozenja: /. ( ('Ј.. ;r-/ Ј· п --:'. () 
-.. , .' 
,~ 

Deljenja: 

Upored jujuci ave izraze sa odgovarг јuсiш izr"шiша шеtоdе 

postupnog izrаСШLаv~nја dеtеrшinаnаtа dolazi se do sledecih 

zakljucak[i.: 

- ОЬе шеtоdе za~ltevE.ju isti broj sabiran'j3.. 

- Ha.cI:;illanova шеtоdг. zahteve. 
тz. ...... "У/ 2 '::':. 7~ '2)' 

( /{- •... / {-r 
6-

vise шnоZеnја. OVaj izraz veci је оЈ nule za То2 (zaYl= 2 

ј ednak ј е nuli). 

- I,~асЕillаn-оvа шеtоdа zahteva 

vise deljenja. ОУё:ј izrilZ veci је od nule za n>3, 

ЕасI~il1аn-оvа шеtоdа obezbed.juj е pr::vovreme:Lo deljenj е Је

ljivih шеdјurеzu1t::'.t:о .. сiпе se оуај postupak oslobadja optere

cCi:Lja parcczitnih fйktоrЕс. OVa osobina cini nјеьоуи рriшеnu 

narocito еfikР.SnОШ kод. Ј.оВе resljivih шаtriса. Izvestan nе

dostat."k ОУе nјеБоуе osobine sastoji эе u tоше BtO se delje

nја vr.se vесiш Ьrојеш r-zlicitih faktora nego sto је to slu

сај kod ]Jostupka postupnog izracunav"'.nj::>. determinanata. Не

dosts.tk је vise роtеnсiј~,-ЈJlе prirode jer шеdјu vесiш Ьrојеш 

ri?,zli:\itih faktora шоzе se desiti da је nе]а od njih jednak 

nuli sto bi оnеШОЕUСilо delje~Lje, 

Sa gledistE. рrlшеnе ovih Lletoda u, digi talno ј racunskoj te1mi

ci, EacEillan··ova metoda iша. prednosti jer је jednostavnija 

za рrоgrашiп.шје o(~ metode postupnog izracu""'1.,,.vdnja dеtеrшinа·

nata. 
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4.2.2. Resavanje sistеша 

Da bi ве occni1a efikasnost шеtоdе postupnog izracunavanja 

dеtеrшinаnа ts., l~з.dil ве ova koristi za dobi јаnј е ta':'nih vred

nosti resenjE, uporedicemo је ва шеtоdаша т е1iшinасiје i 

II е1iшiпаai. је iz /11/, posto i ove dve шеtоdе pru~8.ju шо

guспоst tаСпо.,:, izrcicunavanja resenja siste= 1il1.earnil1 а1·· 

gebc:.rskih ј ednacillG .. 

lIetoda postupnog iZraClli'1.avanja dеtеrшillаnаtа zahteva s1edeci 

broj operacija za resavanje јеdпоg sistеша 1iпеаrnih a1gebar

skih јеdпасiпаn-tоg rедљ: 

Sabiranja: 

Enozenja: 

De1jenja: 

r:etoda I е1iшillасiје zallteva s1edeci broj operacija: 

S2.biranja ~ 

TEnozenja: 

De1j еnја: 

л , ..Ј ... --4,. ~ ..... . . 1 и 
~;.- (ч' т! +.:5 Л -7(- О 
t' 

Upored jujuci ove dve шеtоd е, шоzе se zak1juci ti : 

- ОЬе шеtоdе zal1tevaju isti broj sabiranja, 

- r.:etode. I е1iшinасiје zallteva: 

n(ТI~.:j·n+2) 6 ~. ;,; 

JIi:nozenjaviSe (izraz jeveci od llи1е za 7(>2). 

- I·!e t oda I е 1imine.c i ј е zall t eva 
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deljenja vise (izr~z је veci оа nule za7l>3 а jednak nuli 

za 7t = 2 i П = 3). 

За stanovista progr::miranja оЬе metode ви ргiЫiznо ј ednako 

pogodne. 

lletod~1 11 еliшinасiје zз.ћtеvа sledeci broj operacija: 

Sabir=j8.: 

I1nozenja: 

Deljenja; 

7"/~/ l ,~+ . .;\ 
--- i I { - / ' 

...., \".. .1 

"-

~, ll'n 2 А '\ 
il. , -;'ј 

Uporedjenjeu оуе шеtоdе sз metodom postupnog izracunavanja 

deterIilinana-tс. аоь" јсс se: 

- I,:e-tod[; 11 elimi~lacije zE:lhteva. 

71 ('n2 ~ УЈ '~) ~ -..:)"/(IL 
t 

sabiranja vise (izraz је veci оа nпlе za 11> 2). 

- 1sta ше-tоdG. ZE\h-t еуе, 

1 (/123 ~ 702 П ')1 -2 -L.'/( - r,,/ 

mnozenja vise (izrёСZ је veci оа l'lUle za 7[>2). 

- Takodje је potrebno izvrsiti 

ТI /n 2 _ ;;;, п + ') '\ :) t. I ,-' #... --./ 

'-' 

deljenja vise (izraz је 
, , . 

уеСl оа nule za 11. > 2) . 

РrеШЕс -tome S8, gledi.s-ta broja operacija, uetoda pos-tupnog 

izr&Сl.1...."lэ.v о.nје, de-tеrlllinаlJ2_-tсс је povoljnija jer zah-teva manji 

broj operacija. 

За gledista pro[T"cmiranja, cetoda 11 eliminacije 

nе prednos-ti jer је nesto jednos-tavnija. 

, , 
lша lzves~ 
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Iz dosadasnjih uporedjivanja шоzе se videti аа шеtоdа роэ~ 

tupnog izracunavanja dеtеrшiпапаtа zahteva шапјi broj ra

cunskih operacija nego osta1e шеtоdе njenoga ranga. OVo ро

kazuje д.а је racunski postupal: izveden vr10 sistешаtizоvanо. 

Nedosta.te1<:: јој је зtо је и Od110SCI п[;. neke шеtоdе slozenija 

za рrоgrашirапје< Ako se, шеdјиtiш, иzше и obzir usteda vre

шепа koriscenj а r,:.cunske шаsiпе (ko ј е ј е, uzgred bud i receno, 

vr10 skupo), јеЈ:' ве zalltev;::c manji broj operc:.cija, опаа оуај 
v 

пед.оstаtаk nije оа nekog ve1ikoG znaCaja. sta vise, и s 1и··· 

сајеviша kadi?" је slozeniji рrоgrэ.ш cesto и upotrebi, оп шоzе 

iшаti .prednost nad ј еclпоstаvпiјiш рrоgrашiша (koji zahtevaju 

veci broj operacija) .. јеЈ:' se postiZ1.1 z11atne ustede и "шаsiп

skiш sаtiша". 

Uporedjenje sa dru.giш dirеЈdпiш шеtоdаmр" koje dc.ju prib1izno 

tacna resenja nije vrseno jer izmedju ovih i шеtоdа koje аа·· 

j1.1 tacna reseIlja postoji Кv"a1i tetna raz1ika. Ako bi se ipak 

n~lpravi10 poredjenje sa "еskаlаtоrпош шеtodоm" /29/, /30/ 
kojoj је ,r,etod.co pos·tupnog izracunavanja determiIlanata slicna, 

moze se РО]ПсZdti аа eskalatorna шеtоdа zahteva veci broj ra

CUl1skil:. operElcija . 
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v 

5. ZAKblUCAK , 

Lose resljivi sistешi 1i~ean1ih a1gebarskih jednacina pred

stavljaju роэеЬаn problem u numerickoj matematici. 

, 

Najv8.zni је lcarakteristike 108е re81jivih sistema эи: 

- Jednacine sistema mogu biti zadovo1jene аа ve1ikom tacn08-

си i vrednostima koje эе sasvim raz1ikuju od tacnih re8e-
, 

nЈ8.· 

- Ма1е promene u aps o1utnim c1anovima izazivaju ogromne pro-
v • , 

теnе u resenJlma. 

Ро svojim оэ obine.ma. 108е re81jivi sistemi pripadaju nesta

bi1nim zadacima. 

Sa gledista t e orije oset1jivosti oni spadaju u k1asu vr10 

oset1jivih sistema . То znaci da, ako 108е r e s1jiv sistem 

predstav1je. matemat icki mode1 nekog fizickog sistema, takav 

fizicki sistem је onda oset1jiv па promene nekih svojih ра

rametara. 

Res1jivost sistema us10v1jena је strukturom njegove matrice. 

Као mera kva1iteta res1jivosti sistema koriste эе: 

- vrednost determinante sistema; 

- sopstvene vrednosti matrice; 

- 'inverzna та trica; 

- neke norme matricaj 

- ug10vi izmedju vektora redova matrice. 

Za pra J.cticnu primenu najpogodni је ј е ispi tivanj е kva1i teta 

re 81jivosti ротоси ug10va izmed ји vektora I'ed ova matrice si

stema " 

Pored strukture matrice, па kva1itet res1jivosti sistema u 

izvesnim slucajevima utice u numericki postupak koji эе 
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koristi za resa.vanje sistema. Kod iterativnih postupaka 

res1jivost sistema. zavisi od korena karakteristicne ј ооna

cine iterativnog postupka. 

Najefikasnije resavanje 10эе res1jivih sistema postize se 

ротоси direktnih metoda koje daju tacna res еnја. CJvo zbog 

toga sto оуе metode omogucavaju da se оео postupak resava,,

nја izvodi sa tacnim vrednostima. Time se otk1anjaju greske 

koje su pos1edioa zaokrug1jiv~nja vrednosti sto је od pre-· 

sudnog znacaja kod 108е res1jivih sistema. 

• 



78. 

В 1 В L 1 О G R А F 1 Ј А 

1. Forsythe, George Ео "Tentativ(: C1assifieation of 

IIIethods and Bibliography оп Solving Systems of Linear 

Equations" NBS AMS, Ыо. 29, \'lo.shington (1953.) рр.1-28. 

2. IIIo.diC, Р., "L' etude ае solubi1i te des systemes des 

equo.tions a1gebriques 1ineo.ires", Recuei1 ае travo.ux 

ас l'institute ае recherches sur 10. strueture ае 10. 

mo.tierc Beogradc, (1953.) У.2, ыо. 18, р.р. 13-15. 

3. Mo.dic, Р.В., "Expericnces with Ana10guc Computer for 

Solving Systems of Linco.r A1gebraie Equcctions", Proe. 

Int ernationo.1 i\l1::tlogy Computo.tion Mecting, Septembo.r 

1955, р.р. 222-226. 

4. IIIo.dic ,- Р. "Sur une m6thode de reso1ution dcs systemes 

d'equlil,tions a1gebriques 1ineo.ires", CoR. Aeo.d. Sci., 

Po.ris, у. 242 (1956.), р.р. 439-441. 

5. IIIo.dic, Р. "А Method of Solving I11-eonditioned Systcms 

of Lineo.r Simu1taneous Algcbro.ic Equo.tions", Bu11. Inst. 

Nuc.Sei. "Boris Kidrich", Be1gro.de, у. 6 /1956.), р.р. 

-;'.- _ - 75-86. 

6. Mo.dicP. "Тrаnsfоrmз.tiоn of I11-conditioned Systems 

of Lineo.r A1gehro.ic Simu1to.neous Еquз.tiОnS into We11-
eonditiohed Systems". Виl1. Inst о Nuc. Sei. "Boris 

Kidrich", Ве 19r::td с , у. 6(1956.), рр. 87-92 

7. IIIo.di6 Р. "Domen greske u rcsenjima si stemD. 1ineo.rnih 

з1gеЬо.rskih jodnaCino.", Vesnik drustv:J. Elдt.еmаtiСо.rа i 

fizico.ro. NR Srbije -Beogro.d, t.VIII , No 3-4 (1956.), 

рр 191-194. 

• 
8. Jovon Nеum:шn .. шd H.H.Goldstine, "Nuoeriea1 inverting 

о! oo.triccs of high order", Bul1etin of the AoerieQ.l1 

Mathcoo.tiea1 Soeiety, у. 53 (1947.) рр. 1021-1099. 



79. 

9. Dwyer, P.S., "Errors of Matrix Cooputations, SiJ;1u1-. 

taneons Linear Equations and Deteroination of Eigen

va1ues", NBS AMS 29 (1953.), рр. 49-58. 

10. F.R.Mou1ton,. "Оп the 'so1ution о!' equations having 

sш:tl1 dcteroinants", Ao.erioan Мо.thепо.tiс::i.l Month1y, 

v. 20, рр, 242-249 (1913.) (iz Dwyer, "Linear Сопрutаti

ons" рр. 3 ОО) . 

11. E.Bodewig, "MCl.trix Ca10u1us", North - Ho11o.nd 

Publishing С опр., Апstеrdо.п, 1959. р. 78. 

12. Р::щ1 S.Dwyer, "Linear Сопрutаtiоns", Јоhn Wi1ey, 

New York, 1951. 

13. А.М •. Turing, "Rounding-off Errors in Mat.rix processes", 

Quart Арр1. Math., v. 1(1948.), рр. 287-308. 

14. C1ifford E.Berry, "Acriterion of convergence for the 

c1o.ssic::i.li terative пеthоd о! s01ving 1inear siпu1 to.

neou.s equo.tions", Ann. Mo.th. Stat., v.16 (1945.), 

рр. 398-400. 

15. Fr::шсis Ј . Murray , "Thc Theory of Mo.theoatico.l Machines, 

King's Crown Press, N.Y. (1948.). 

16. Anthony Ra1ston und Herbert S.Wilf,· "Мо.thеПЈ.tiса1 

Methods for Digital Cooputers", Ј. Wi1ey and S., New 

York, (1962.). 

17. D.Mitrovic, R.TorlOvio,. "Аn Ano.1og Сопрutеr for 

So1ving LineCl.r Siпu1tо.nеоns Equo.tions", Recueil de 

Tro.vCl.UX de l' Institut de Recherches sur 1.'1 Structure 

de 10. Mo.tiere, v. 2 (1953) рр. 5-11. 

18. F.H. Rayoond, "Sur untypegener0.1 de пасhinеs паthе

ПD.tiquеs a1gebriques", i\.nnQ1es des Теlесоr:ШUniСQtiоns, 

Т.5, No. 1 (1950.). 



80. 

19. С .Berry and. а1, "А Computer for Solving Linear 

Simu1taneous, Ј.Арр1. Phys., У. 17 (1946.), рр.262-272. 

20. S.Ackerman, "Precise So1utions at Linear Simu1taneous 

Equations Using а Low Cost Ana1og, "Rev.Sci. 1nstr., 

У. 22 (1951.) рр. 746-748. 

оо оО 

21. E.Schmidt, "Uber die Anf10sing 1ineare g1eich1lligen 

mi t abz1ihlbar1llied1ichvie1en Unbehanten", Rend. de1 

Circ. Math, Ра1еrшо, t. 25, (1908.) 

22. G.Ju1ia, "Introduction.Мathematique аих The.ories 

Quantiques", Go.uthier - Vi11ars, P::tris, (1938.), р.8 

23. Maria Sofio. Roma, "11 metodo de11' ortogon0.1izzo.zione 

per 10. reso1uzione numerico. dei sistcmi di equo.zioni 

1ineo.riQ1gebriche~, Ricerca Scientifico., У.16 (1946.) 

рр. 309- 312 . 

24. E.Apo.ro, "Su11e equo.zioni o.1gebriche mo.trici0.1i", 

Atti ACC2d. no.z. Lincei. Rend., ser.8 No 1 (1957.), 

рр. 20-23. 

25. D.S.Mitrinovic, "о MC1.cMi11o.n-оvој modifikaciji Gauss

Chi~-ov:og postupko. zo. izro.c1llio.vanje determino.nata" 

Pub1iko.c ij е E1ektrotehnickog fo.ku1tet:t, Serija: 

Matematiko. i Fiziko., Beograd., No. 25 (1959.). 

26. D.S.- Mitrinovic, D.Miho.i1ovic, "Linearna a1gebra, 

ano.meticko. gcometrija, po1inomi", Gro.djevinsko. knjigo., 

(1962.) Beogro.d, рр. 100-108. " 

27. E.\'lТhitto.ker, G.Robinson, 11 The. Со.1си1ив о! observo.tions", 

B1o.ckie Son, Ltd. G1o.sgow (1946.), рр. 71-75. 

28. К.С • .н:унц, "Численный Аналиэ", Изд. "Техника", .н:иев, 

(1964.), пп. 232-235. 



81. 

29. J.lVIorris, "Ап еsсо.1э.tоr procesli3 for the solution of 

1ineo.r sirnu1tэ.nеоus equo.tions", Рhi10s.Мэ.g. (1946.) 

7, рр. 106-120. 

30. Д.IС Фаддеев, В.Н. Фаддеева, "Вычислителъные метод:ы 

линейнойалге6ры, Москва (1963.), фlv1., пп. 203-207. 

; 

• 




	scan0001a
	scan0001b
	scan0002a
	scan0002b
	scan0003a
	scan0003b
	scan0004a
	scan0004b
	scan0005a
	scan0005b
	scan0006a
	scan0006b
	scan0007a
	scan0007b
	scan0008a
	scan0008b
	scan0009a
	scan0009b
	scan0010a
	scan0010b
	scan0011a
	scan0011b
	scan0012a
	scan0012b
	scan0013a
	scan0013b
	scan0014a
	scan0014b
	scan0015a
	scan0015b
	scan0016a
	scan0016b
	scan0017a
	scan0017b
	scan0018a
	scan0018b
	scan0019a
	scan0019b
	scan0020a
	scan0020b
	scan0021a
	scan0021b
	scan0022a
	scan0022b
	scan0023a
	scan0023b
	scan0024a
	scan0024b
	scan0025a
	scan0025b
	scan0026a
	scan0026b
	scan0027a
	scan0027b
	scan0028a
	scan0028b
	scan0029a
	scan0029b
	scan0030a
	scan0030b
	scan0031a
	scan0031b
	scan0032a
	scan0032b
	scan0033a
	scan0033b
	scan0034a
	scan0034b
	scan0035a
	scan0035b
	scan0036a
	scan0036b
	scan0037a
	scan0037b
	scan0038a
	scan0038b
	scan0039a
	scan0039b
	scan0040a
	scan0040b
	scan0041a
	scan0041b
	scan0042a
	scan0042b
	scan0043a
	scan0043b
	scan0044a
	scan0044b
	scan0045a
	scan0045b
	scan0046a
	scan0046b

