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PREDGOVOR

Ova zbirke zadatsaka nemenjens je prvenstveno udenicima naista—
Pl ih rezreda gimnazije 1 svrSenim maturant u ciljn da im ‘se akSa

prilikom spremanja za polaganje Viseg tela jnog ispita, odnosno pri-
Jemnog ispita iz matemetl&e za upis na Veliku texnidku 3kolu i Univerzi-
tet.

Priroda najveéeg broje zadatals u ovoj zbirei je takve,ds mogu
posluZiti keaoodlidéni primeri, koji dolaze u obzir za pismeni deo pomenu-
tih 1spite. .

Razume se da matematika u tom pogledu dopudta i druge moguéno-
sti. . N

S druge strane posto{i nada da de ona moél da poslu®i inastaw
nicima matematlke srednjih 3kola, prilikom komblnovanJa ‘zadataka za raz-
1li%ite ispite.

Naposletku ne treba isklju®iti ni moguénost da ée se, pojavom
31i%nih ali. bo131h sbiraka ovakve vrste, doprineti da se numerilkim ze-
dacims, kojima se daje prvenstvo u matematifkoj nastavri naSih srednjih

- Ekole na rafun zadataka koji zahtevaju izvesne diskusije, da ono mesto

koje im, prema njihovoj prirodi, i pripada.

M.St.
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ZADACI -~
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U jednading (b - a)x2 -20a +b)x + ab- 1 = O odreai & 1 b tako, da

. koreni budu recipro¥ni i da njihov zbir bude .

2)

3)

1

2)
3)

, 1)

2)

3)

1)

2)

Dokazati da je povriina pravilne Zetvorostrane piramide Jednaka tro_
strukom kvadraty njene bcine visine (3h ), 2ko je:

2) ugao izmedju bolne visine i visine piramide gy = 309

b) bofna strana nagnuta prema bazisd pod uglom a = 600

Konstruisati pravu koja dodiruje deti krug i sa datom pravom zaklepa
dati ugao. Diskusija.

2

U ravnokrakom trapezu srednja linija jednaka je sa njegovim krakom:
a) Napisati kvadratnu jednaéinu &iji su koreni paralelne stra-
ne trapeza;
b) konstruisati korene te jednadine.

Neéi sve reenja jedna&ine tglx + ctglx — 1L = 0 lzmed]u Oir,

Konstruisati krug datog polupreénika koj1 dodlruJe datu prevu 1
prolazi kroz datu talku.
Du¥ & podeljena ie ne dve nejednekn dela tako da je 2zbir povriina

kvedrata konstruisanih nad tim delovima m puta veéi od povriine pra-
vougaonika Zije su strane -ti delovi. Isralunati te delove. -

Prav valjak, polupreZnike osnove r i visine h, presefen je paralelno

0381 jednom ravni na rastojanju —5— od Centra-osnove. Izragunati po-
vrEinu manjeg dela.

Uglovi trougla &ine aritmetxékl red. Izragunati uglove, ako je zbir
njihovih sinusa

A
U lopti poluprednika r upisati valjak najveéeg omotada.

. 2 -
Poznata je povrS$ina P = _QE_JKZ_ 1 visina h = k pravilne trostrane

pxramide %de je k realan i pozxtlvan broin
grafunati povriinu ono% paraleinog presela koji deli vi-
sinu piramide u ednosu
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bg izradunatl nagibni ugao strane prema osnovi,
¢} dokazati da je piramida pravilan tetraedar.

3) Re3iti jednadinu ktg?x + ctgx - k1 = 1. Posmatrati sludej kad je k=3.

2

1) Zbir tri broja, keji &ine rastudu aritmetifku progresiju, je 3k, gde
je k ceo i pozitivan broj. Ako se drugom broju dode , & tredem

k, red prelazi u geometriski. Koliko &lanove aritmetiZkog reda’ treba
sebrati da bi njihov zbir blo 7k ? ‘ : .

2) Ako presek paralelan osnovi REEVS zarubljene kupe polovi njen omotal,
+r

onda postoji relacijg_yz = gde je ¢ poluprelnik preseka, e
R-i r poluprefnici ‘osnova. ’ # ’

3} Koordinate temena trougla su A(~k,-k), B(6k, 0}, C(x,3k), gde je k-
realan broé:
. 8) Odrediti epsclsu tredeg temena tako da trougeo bude ravno-
kreki sa osnovicom AR ; '
bg izragunati uglove trougls ;
¢) napisati jednaéinu kruga opisanog oko trougla.
£

1) Za koje ée vrednosti od x izrez x2 + (a - b){x - a) ~ 22 imati naj-

manju vrednost i kolika je ta vrednost ? '

2) Osnovne ivice prave trostrane prizme sua = 3k, b = 2ng; ¢= lk, gde
je k realan i pozitivan broj. Kroz jedno teme na osnovi povuéene je
raven &1ji je presck sa prizmom ravnostian trougaoc. Izradunati stra-
nu trou% a., U kakvom odnosu stoje povr3ina trougla i povriina bozisa
prizme

'3)Za svaki revnokraki trougao va%i ovaj odnos -ﬁ— = sin 2a tg -%;-,gda

" su R 1 p polupretnici opisanog i upisanog kruga, & o« ugeo na osno~
viei trougla. ’

L

1) Du¥ a podeliti na dva nejednaka dela tako, da zbir povrsina ravno -
stranih -trouglova konstruisanih nad tim delovime bude :
a) k puta veéi, : ‘ )
b} ze kV3 veéi od povriine paralelograma tije su strane ti de-
lovi (k je realan i pozitivan droj).

© 2) IzraBunatl ngao pod kogim je negnute straﬁa prave kupe prema osnovi,
~ " sko se poluprednici upisene i opisane lople oko kupe odnoae keo 1:2.

3) Poznet je obim 25 i obe visine hj 1 he.iaralelograma. Dokazati da
je zbir kvadrata dijagonala jednak dvostrukom zbiru kvadrata strana
paralelograms, i izradunati taj zbir.

- : 8 )
1) Cd svib ?ravougaonlka, koji imaju istu povr$inu P, odrediti omaj 2i-
ji je obim ne jmanji. : :

2) Ako je ravnokraki trepez tangentni i istovremeno i tetivni getvoro-
ugso, onda je: / '

a) Rr = (—%—)2VSin2cx+ 1, gde su R i r polupreénici opisanog
i upisanog kruge u trapezu, c¢ krak, a o o3tar ugeona osno-
vici trapeza ; / ]

b) ako je & = 300 povr¥ina trapeza je dva guta manje od povr—
Zine kvedrate konstruisanog nad krakom trapeza.

3) Konstruisati trougao sko su date dve strane a, b i visina hy, koja od-
govara jednoj od datih strana. Diskutovati.

2 < A
1) Iz tefke A na kraku MN oftrog ugla MNP spuitena je normala ABna dru—

gi krak NP; iz talke B opet normala BC na prvi krek itd. Izpralunati
zbir svih normals gpko je AN = d 1 ¥ MNP =«.

2) Izraéunatl.povréinu i zapreminu prave kupe, sko je poluprefnik njene
osnove dva puta veél od poluprenika lopte upiseane u kupi. -

%) Napisati jednadinu prave koja prolazi kroz_tadku M(k,2k) i sa koordi-
natnim csama obrazuje trougao povrdine , gde je k realan broj.

0

1) Izmedju kojih vrednosti moZe varirsti p u jednaZini
4 Yol ( wp)x2+(p+1)x-(p.+.i)=0
da bi njeni koreni bili reglni i pozitiwni ?

2) Rawnokrakl trougac ¢iji je obim 2s a krek mu jo aritmetifln sredina

- osnovice 1 visine koja joj odgovara, obrée se_oko prave koja prolazi

kroz teme osnovice 1 stoji normelno na njoj. lzradwnati povrSinu 1
zapreminu obrtnog tela. :

%) Ako u revnokrekom trapeszu ABCD medju straname postoji. odnos BC:CD =

R , onda je poluprednik opisanog kruge oko trapeza R = —5— , a
Agio izmedju dijagonala ja w = 1209 -
11
x+y+z=2-1
X +2y + 3 =2a
. ' x+ by +92 = 38
i odrediti a tako da koreni sistema budu negativni.

1) Rediti sistem jednadina

2) U pravilnoj n-stranoj piramidi, ¢ija je osnovna ivica a, 1 nagibnl
ugzo bolne strene prems osnovi ¥, upisana e lgpta.-lzraéunatl e~
reminu onog dela piramide koji se nalazi izmedju vrha i ravni pera-
{elne osnovl koja goairuje loptu.
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v
3} U krugu golupreénik& q upisan je ravnostrani trouga6 i opisan pra-

vilan petougao. U kome odnosu stoje njihove povrgine,ked im se stra-
ne odnose kao m:n ? '

12

l)fStrape trougla obrazuju aritmetitki red &ije je {azlika d. Izredunati
strane 1 najvedl ugao trougla, ako je cos « = '

nji ugao trougla. » 3¢ je o najma-

2) Povrdine bazisa i bodnih strana pra#e trostrane pri =
prizme su B = 2Lk,
P1= 3k, Pp = Lk, Pz = 5k. U kome o@nosu stoje omotati opisane i upi-
sane oblice u prizmi ? (k reilan i pozitivan broj).

3) Za avaki trougao vaXi relacija

R
ctgac+ ctgh+ ctgy = “%"bp-*cz
gde sua, [ 1 y uglovi, a, b i ¢ strane, p povréina trougla.

) A3

1) Nad datom du®i 1 konstrulsati pravougli trougao najvece povriine.

\

2) Ako se sveke strana trougldrproduéi ze 8voju duXinu, pa se krajevi
apoje, dobija se trougao ¥ija je povrdina 7 puta veéa od  povriine
datog trougla. ' :

3) Simetrala unutreZnjeg ugla, koji iznosi 1209, deli suprotnu stfénu na

»dva otseéga kqji'stoje u oéno§u 5:3. U kon oanosu stgje poluprednici

opisanog i upisanog kruga u-trouglu, ake je razlike onih drugib dveju
strana 2k, gde je k realen i pozitiven broj.

A

1) U pravouglom trouglu ABC, ije su katete b 1 ¢ (b >c), s éétene'é' i
. v : : o1 ¥ u 1z
'S POdnozi& hipotenuzne visine normale MP1 B i éQ.LAC’nE obe katete:
a

b) kakve ce korene imati pomenuta je madina, ako je povriina
pravougaonike Fonstruisanog nad normalama MP i MQ dva’puta
mgnga_od?povr§1ne kvadrata konstruisanog nad hipotenuznom

visinom

2) Pravilna getvoraestrana piramida, &ija je osnowvne ivica a % ugao «
izmedju dve susedne bolne ivice, presedena je jednom revni koja je

peralelna sa jednom njenom stranom. I 3 . )
prescka. J J! » anom. lzradunati povrinu dobijenog

3} Strane paralelograms su a 1 b, & dijagonale stoje u odnosu mmn. Iz-
radunati dijagonale.

A5

1) Oko kruge poluprednike r opisan je ravmokraki tw ¥ija je sredni
linije m, Izredunsti strane trapgza. e ®pez Cije Je srednja.

Obrazovati kvadratnu jednadinu &iji su koreni te normale ;

2) Re§iti jednadinu:
28 Sinlx + 2b Cos2x = (b + a)Sin2x + (b - &)Cos2x

%) Date su tri taZke A(-2k,k), B(2k,-3k), C(Lk,~k) u pravouglom koordi-
natnom sistemu, gde je k realan broj:
a) Napisati jednadinu kruga koji prolazi kroz date talke ;
b) odrediti k tako da prava x — 3y - 22 = O dodiruje krug.

16

1) U kvadrat ‘strane a upisan ié pravougaonik dije su strane parelelne
sa dijagonalama kvadrata. lzraduneti strane pravougeoniks, ako je nje-
%ovg)povréina k puta manja od povriine kvadreta (k realan i pozitivan

- broj). ) .

2) Oko lopté polupreénika r opisana je prava kupa take da dodirne raven
deli povr3inu lopte na dva dela koji stoje u odnosu 1:3 ; izradunati
ugao pri vrhu osnog preseka kupe. = :

3).0ko kruge poluprefnika r opisan je ravnokraki frapez gija je  jedna
paralelns strane hr ; izralunati povrZinu trapeza.

a7

1) Ako strane‘pravouglog trougla stoje u aritmetidkoj progresiji, onda
je pg}upreénig'upisanog ¥ruga u tem trouglu jednak diferenciji pro~
gresije. :

2) Centralni ugso k%uinog isebka, koji se dobiia keda se omotal prave
kupe razvije u revni, izraziti pomoéu povrdine F i omotada M kupe.

3) Resiti jednatinu (1 + Cos2x)tgx - Cos2atgla= O .
BT

1) U revnokrekom trouglu, &ija je povrdina P & krsk b, upisan je kvadrat
tako, da se jedna njegova strana nalazi na osnovici trougle ; izra~
tunatl stranu kvadrata. . _

2) Igrafunati omotal prave_kupe, eko se zna njena povréina P=2l@x i
njena zapremina ¥ = 12k3 7, gde je k.realan i pozitivan broj.

3) Kad se ugao, pod kujim je strana prave kupe nagnuta ﬁrema osnowl, u~-
dvostrudl, omotaZ kupe posteje za V3 puta vedi; izradunati ugso.
19

- ¢
)

1)/Strane trougla su tri cela uzastopna broja, a nejveéi ugao  je dve
puta vedi 9& najmanjeg. lzrafunati strane i uglove trougla.

2) Izratunatl omotal prave zarubljene kupe &ijs je povriina P = 80m21;
zepreminge V = 52md# I visina h = 3m, gde je m realan i pozitivan
broj. : . : :

3) 4ko su brdjevi P, 9 1 r tri uzastopna &lana aritmetidkog reds, onda
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oni zadovoljavaju jednadimu (2q + r)2 = p° + Bqr .
20

1) Izmedju svih trouglova iednakih obima 2s i jednakih osnovica ¢ odre-
diti onaj €lja je povriina najveds. .

2) Poznat je obim 30k i povriina 30k2 pravouglog trougla, gde ie k rea—
lan i pozitiven broj. Izradunati duZinu simetrale pravog ugla.

1t ! 1 : la &ije su
%) Bez upotrebe logaritamskih tablige izradunati uglove trougle &ij
strane a = 2¥2, b =2V3, ¢ = +V2 . .

-l

Data jo jednsdina 7(a + x) = 11 = (a + 2)(a = 2) + 3(x + 1) ; izmedju
l) kﬁjihlsrggnosti mo%e varirati a da bi koren jednaline blo negativan?
1

2) Date su strane trapeza AB = a, BC = ¢, CD = b, DA = d. Dokazati da je
razliks obime trouglova koji se dobijaju produZenjem neparalelnih
strans trapezz a2 + ¢ +d — b . :

3) Dokazati da je Gos2al+ Cose B + Gosly = 1, alo suer, 1 § uglovi
izmedju dijagomale i ivica pravouglog paralelopipeda.

ord

1) Reiti i Aiskutovati jedmadimu x3 +Jx® - kx - 1 = 0, glde je kreslan
¢ broj. :

2) Izredunati strane trougle, ako je poznat njegov obim 28 a dva ugla
aif.

2

3} U svakom pravouglom tfouglu zbir poluprefnika opisanog i wupisancg
kruge je aritmetilke sredina keteta.

23

1) Z%a kojs ée vrednosti od x trinom x2 - 16x + 80 istovremeno biti vedi
od 20°1 manji od 65 7 \

2) Izraziti povrdinu pravouglog trougle pomoéu poluprednika opisanog 1
upisanog Eruga. C

3) Ako medju uglovima or, S iy jednog trougls postoji odnos
/ Cw&w—%ﬁﬁ+$hg$ﬂaaﬂ)+ﬂﬁfzﬁ%,
koliki‘je ugeo y ? .
2
1) U pravouglom trouglu upisan je pravougaonik, tako da imaju jedno te-
: ggnza;?dniéko; izraunsti strane p?avougaonika ako je njagova poavr-

N

! 11

2) Prava zarubljendﬁkupa presetena je paralelno osnovl tako da je njena
zapremina prepolovljena tim presekom. Izradunati poluprefnik preseka.

~—

3

Re3iti trougav, ako je poznata njegova povrdine P i njegovi uglovia,

Bily. |
25
1)/Koréne jednadine bl = Jx2 + 1 = Coslax svesti na najprostiji oblik,

2) Prave zerubljene kupa presefena je paralelno osnovi tako da tej pre—
sek polovi njen omota?; izratunati poluprenik preseka.

3)°Ako _je u. trouglu ABC jedan ugao 4 = L5°, onda postoji odnos a2 + b2~
= ¢2 = LP, gde su a, b, c strane a P povriins trougla.

26

Data je jednaline x2 — 2ax + b2 = 0, gde je a>0, b>0. Obrazovati
. x}-xp | _ax1-be . _ .
izraze i axo-bZ gde su x3 1 xp (x1>-x2) ko?eni jednatine

)

i jzvadunati.njihove vrednosti 1 za & = b,

[
~

2) Ns keugu predpika AB = 2R sa centrom u O nelazi se talka M; iz A 1 M
povudene su tangents keuga do njihovog preseka T. Ako se krug obrée
oko prelnika AB, Yzraziii keo funkeclju od R 1 AH = x (MHJ.AB% povr—
gine koje oplisuju iuk 1 du%i AM, AT 1 TM.

%) Date je jednadina (2Cosx - 1)x2 = lix + LCosx+ 2 = O, Zahteva se:
s ai da se odrede vrednosti od a za koje jednaZina ima  realne
korene 1 ) ) i
b) da se nadje proizvod korene - bez obzira kakvi su oni -~ i-
dz se tsj proizvod udesi za logaritmovenje.

27

1).U jednadini x3 ~ kx? + 2kx — (k + 1) = O odredi k tako da bude:
o ag zbir korena 7, : : o
b) proizvod korena 8.

Igradunati korense. :

2) Igratunati povrsinu i zapreminu preve kupe, ako je ﬁolupreénik njene
osnove dva puta veél od poluprefnike p lopte upisane u njecj.

%) Iz krajnjih tadaka luke manieg od 1809 povudeme su dve tangents do
njihovog preseka. lzraBunati povrsina izmedgu luka i1 tangenata, ako
je poznat ugeo o izmedju njih i polupreégi Juka r,

28

1o jednééinama hx=3=Xk+1ix2 = (k+1)x+k=0 odreditl k tako

da je koren linearns jednadine geometriska sredina korena  kvadrat-
ne jednadine.

2) lzredunati oSter ugao romba, ako je njegova strana geometriska sre-

Adna diironnalsn.



3)

1)

2)

3)

1

~—

Dat je polﬁpreéniknkruga r: v '
a) izradunati duZinu one tetive koja deli obim kruga u odnosu

m:n ; .
b) ako tetive deli obim kruga u odnosu 1:5, onda je njena du-
Zina jednaka pelupreéniku.

23

U jednadini (a - 1)x2 - (2a + 1)x + {(a = 1) = 0 odredi a teko da ko-
reni budu realni , pozitivmi i nejednaki.

‘Nad stranama kvadrata ABCD strane a konstruisani su pawvnokraki tro-
uglovi, od kojih se Zetiri nalaze van kvadrata, a Setiri-u njemu.Iz-
raunati povriine konveksnog i konkavnog pravilnog mnogougle koji se
na taj naéin dobijaju. ,

Ako je tgx = m, izradunati Sim lx .
! 20

Izmedgu dva mesta koja se nalaze na Pastoganju am treba

izvestan broj telegrafskih stubova take, da rastojsnje izmedju dva

susedna stuba budu jedneka. Ako se postave dva stuba vi3e,onda se ra--

~ stojanje izmedju svaka dve susedne stuba smanji za 2m. Koliko je bilo

2)

3)

stubova 7 Diskusija.

‘Povr8ina pravilne Zetvorostrane piramide je 2k2, o njens bodna visi-

na k, gde je k realan i pozitivan broj.
a holik§ je nagibni ugao bodne strane preﬁa osnovi 7
b) Koliki je taj ugao, ako je povrSina k2(3 + 2V3), a bodne
-visina ostsje nepromenjena ?°

Konstruisati trougao ake je data jedna strans ¢, ugao y nespram nje

.1 visina h; koja odgovars datoj strani.

1)

2)

51
Ako strane pravouglog trougla stoje u afitmetiékoj progfeéiji, onda
je: : :
a) najmsnja strana —%—fobima trougla ;
b; strane stoje u odndsu 3:4:5 i
¢) zbir kvadrata sinusa oftrih uglova je 1.
Vis% e_ravnokrﬁkog trougla su h, = k (koja odgovara ésnovicl) ihy =
= (koja odgovara kraku), gde je k realan i pozitivan broj.U kom

odnosu stoje povriine dateg trougla i trougle koji od njega  otseca

-dodirna tetiva upisanog kruga u trouglu ?

3)

Data je jednaZina 5
2x2CosCoc— lxCos e+ LCos2a~ 1 = 0 , _

gde je 18009>ca>00. Za koje de vrednosti ugls « koreni jednaZine bi-
ti realni ¢ .

postaviti,

1)
2)

3)

1)

2)

N~

3

1)

- 2)

1

~—

~nN
~—

23

32

Tri broia stoge u aritmetitkom redu; njihov_je zbir a, a zbir njihe-
vih kvadrata b; kada de ti brojevi bitl realni 2 -

Izradunati povrSinu pravouglog trougla ako su poznati otsedci m.in
na koje dell hipotenuzu upisani krug u trouglu,

Pravilna Setvorostrana prizma preseena je jednom revni,koja prolazi

kroz njenu osnovnu ivicu., Pod kojim je uglom nagnuta pomenuta ravan

preme osnovi, ako je povr3ina preseka dva puta veda od povriine osno-
ve 7 Koliki mora biti taj ugao, ako je prizma kocka da bi ta ravan
polovila kocku ?

23
Koreni jednaline —ﬁégﬁ— = 1§m pretstavljaju visinu i osnovicu rav-

nokrakog trougla, gde je m realan, ceo i.pozitivan broj. ‘Naplsati
jednaZinu &iji su koreni obim i krak toga trougla, ako Je visina jed-
naka vedem korenu date jednaline. .

Date su visine ravnokrakog trougla hg ~ koja. odgovara osnovici- hp —
koga odgovara kraku. Dokazati da su povriine krugova konstruisanih
ned stranama trougla -obrnuto proporclonaine sa odgovarajuéim visina-
ma. -

Dokazati da je: .
.. a) Sin(« + B) Sin{e'=4)
b) Cos{ac +8) Cos(ac = 8)

b

Kad se jedna strana kvadrata poveda za a, a susedns smanji za b, gde
je b>a, onda je dijagonala pravougaonike konstruisenog nad - duZima
x+a8 1 x +b, gde je x strana kvadrata, d. Kolika je strana kva-
drata ¢

Sin%x - Sin2 4
Coslo + Cos2fB- 1

Povrgina pravilne fetvorostrane piramide je P a zapremina V; izradu-
nati povriinu onog paralelnog preseka koji otseca od date piramide
dopunsku piramidu &ija ¢e zapremina biti k puta manja od . zapremine

cele piramide.

Ako medju stranama trougla postoji odnos be = a2 4 ac, onda je 8=2a.
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U jednedini lx2 - Lkx + k€ = L = O odrediti granice u kojima se mo¥e
kretati k da bi se oba korens jednadine nalazila izmedju -3 1 L.

Kroz jednu krajnju tadku preénika 2r kruga povudena je tangenta kru-
ga. Izradunati poluprelnik onog kruge koji prolazi kroz drugu kraj-
nju taelku prednika, dodiruje pomenutu tangentu, e centar mi se nals-
zi nd obimu datog lruga.

3) U trouglu ABC date su dve strane a i b; izradunati tredu stranu ake



3)

1)
2)

)

"2)

3)

vige od I1 tela. Kolike je brzina sva

16 ' 4

Omote& previlne trostrane piramide i povrdina njene osnove stoje u
‘odnosu  3:1., Pod kojim je uglom nagnute strana piremide prema osnow?

b

Dva tela polaze u isto vreme iz A u B,i I telo prelazi za 1 &as b km
&og tela, ako I telo stigne u B
za b Gasova pre Il tela,i ako je rastojenje AB = a km.?

Iz tafke A van kruga povulene su na krug tangenta AC = ai selica AB=
= b koja prolazi kroz centar kruga. Izrafunaeti rastojanje dodirme
tetke C od selice AB. '

Oké 1opte polupreiniks opisana je prave kupe; izratunati zepremi-
nu kupe, ako je ugao prl vrhu osnog preseka kupe 2« . ot

i AS ‘ 1

Iz dva mesta, koja su udaljena a km jedno od drugog, polaze istovre~
ieno dva tela jeéno drugome u susret i sretnu se b minuta posle po-
lasks. Kad jedno telo prelazi za 1 minut 1 km viZe od drugog tela,
koliko je vremena potrebno svakom telu da bi predlo 1 km ¢

Izrafunati visinu koja odgovera hipotenuzi eko je poznata povr3inz P
i obim 28 pravougleg trougla.

U tagki A kruga polupre&nika r povulena je teangenta duZine AC =2ri/§i
a iz C se¥ica CB, koja prolazi kroz centar kruge. Izralunati povedi-
nu tela koje postaje .obrtanjem otsetka CB selice oko tangente AC.

L6

Dva putnika podju istovremeno jedan iz A w B, a drugi iz B u 4. Kada
su se sreli, onaj koji je pofao iz A,preSac je a km viSe od drugog
putnike, Koliko je rastojanje AB, ako se zna da je prvi putnik sti-
gao u B posle b cana od momenta njihovog susreta, a drugi putnik u
& posle ¢ dana ? . o

U rombu, Zije su dijsgonale d) i dp, povuéené su iz temene tupog ugla
dve visine, pa su njibove podnoZja spojena. lzradunati povrginu take
dobijenog. trougla. '

Re%iti jednalipu sinx + sin2x + sin3x = 1 + cosx + cos2x .

A cvr8i neki posao za a dana; B svr3i isti posao za b dana.Za koliko_

bi dane svrsili isti posac A 1 B kad bi zajedno radili na njemu ?

e ¥om rastojanju od krace paralelne strane trapeza treba povuéi pa-
ralelnu pravu sa osnovicama da bi ona prepolovila povrSinu trapeza ?
Kako je povr3ine trapeza podeljena srednjom linijom %

sinx + sin3x + sinSx
COSX + CO0S%X + cO0Shx

Dokazati identilnost = tg 3x .

S 11
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A8

‘1) Tetiva a kfugg prepoiovljena je drugom tetivom b ; koliki su otsedol

2)

i/

- tetive b ¢

'Trougao ABC i u njemu upisani romdb imaju jeaan ugeo zajednidki.U ko-

me odnosu stoje njihove povrSine, ako strans trougle izmedju kojib se

- nalazi taj ugao stoje u odnosu m:n ?

’3)

1)
2)
32

1)

2y

3)

2)

3)

Ne polukrug prednika AB = 2¢ povulene su u A i B dve tangents.Utsé~
ki M, koja se nalaszi na polukrugu, povulens je treda tsngenta koja
sele prve dve u A7 i By. Izralunati zapreminu tele koje postaje obr-
tanjem Zetvorougla ABBAy oko preZnika AB, ako je poznat ugao « iz-
medju pretnika AB i polupredniks u M. t

A9

Tangenta povudena na krug iz tadke S van njegae za a je veda od unu~
trainjeg, a za 2a od spoljadnjeg otsedka sellce povucene na krug iz
iste talke. Izrafunati duZinu tangente.

Date su te¥i¥ne linije ty, ty, t, trougla ABC:
a; izradunati njegovu povriinu,
b) konstruisati trougeo.

Odrediti proizvod sinocos o ako je sina+ cos ax = m .

0

U trouglu ABC govuéeno jo MN I AB tako da je aABM = ANMC. Kako je
strana BC podeljena talkom M ¢

Zbir tangente i sedice, povulene na krug iz talke an kruge,je 15k ;
unutradnji otsedak je za k menji od du¥ine tangen 2, gde jo k reslan
i pozitiven broj. Kolika je duZina tangente ?

U ravnokrakom trouglu upisan je trougso na taj na%in 3to su spojene
sredine njegovih strina. Naél razliku zapremina tela koja postaju o=
brtanjem tih trouglova cko osnovice datog trougla, kada je poznatnje-
gov obim 23 i ugao o ne njegovoj osnovici.
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Simetrale ugla ACB u trouglu ABC deli naspramnu stranu ne dva otsel-
ka koii-stoje u odnosu m:n ; izrafunati strane trougle izmedju kojih
se nalazl pomenuti ugao, ako je njihova razlika k.

Izragunati polupreénik

lopte upisane u pravilnoj, trostranoj pirami-
di %ija je povrZina 108'|/B

, a visina 3. .

Kroz presek dijagonala trapeza povufena
vim osnovicams; lzradunati njen otselak
trapeza.

ie prava paralelno sa njego-
zmedju neparalelnih- strana
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Rz ‘
1) Neka su data tri realna i pogiti%na broja &, b 1 ¢. Dokazati da” je
log b(a) .Jog c(b).log 8(c) = 1. !

2) U vedem od dva koncentrifna krugas povulena je tetiva_koga dodiruje
manji krug. Izrelunatl poluprefnik manjeg kruge sko je duZira tetive

m, & o centralnl ugao koji odgovars manjem lultz nad tom tetivom.

v .

3 . i
|
53 ) ]
) |
1) Pokazati da koreni jedna&ine X3 - Tl + 1hmx - 8m3 = |
" metriskoj progresiji, gde je m realan broj.

3) Re3iti jednatinu Cos Tgé‘ +~f— = Cos —5— +

0 stoje u geo-

2} Otsedak srednje linije trapeza izmedju njegovih dijagonela jednak je|

polurazlici paralelnih strane. |

3) Date su dve strane a i b trougls ABC i duZina t simetrale ugle izme-
dju njih; izradunati povrsinu trougla {trigonometriskl).

3

1) U sistemu jednaSina x - ky = k + 1
vyrednosti zs x i y budu:.
a) pozitivme,

o
a)

2} U ravnokrakom trouglu krak je a, osnovica ¢ ; izrafunati rastojanje
temena od centra upisanog kruge. |

i x-y=8 odredi k tako ds

razligito oznadene, ‘ ’ .
jednake. :

%) Date su strane trougla a, b, ¢ ; izratunati simetralu,ugla o (tri-

gonometriski). . E
~ |
1) Reiti i diskutovati sistem jednalina
2(a ~ b)x + ga -bly=2a+b
{a —b)x +2(a~Db)y=8+2b

2) IzraZunati rastojanje

kruge u ravnokrakom trouglu &ija je osnovica ¢ i krak a. :

2) Izradunatl omota 1 zapreminu prave kupe upisane u pradilnom tetrae-

dru ivice a.
56

1) A ima a godina, B ima b godina. Posle koliko ée godina A biti stari
ji ¢ puta od B ?

negativne, |.v2

izmedju centra opisanog kru&a i centra upkmnoé

r

W
=

1)

i lupagunati zeapreminu pravouglog
uale D nagnuta prema osnovi po

1)

—

" 3inu i zapreminu obrtnog tela.

Ronb sa dijegonalama 45 i
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U ravnokrakom trouglu kraka 8 i osnovice ¢ upisan je krug ; izraluna-
ti tetivu krupga koja spaja dodirne talke krekova trougla.

Polukrug ned pre¢nikom AB podeljen je tafkom M na dva luke koji stoje
u odnosu 2:1 . Izrafunati povrSinu 1 zapreminu tela koje postaje obr—
tanjem trougla ABC oko prednika AB.

21

U sistemu jednalina

Ix + 21 + kgy =2k-1

2x + (1~ k)y = -(2k + 1)
siredl k tako da vrednosti za x i y budu negativne.

e ravnokrakog trougla, 8iji je krak a'i osnovica ¢ opisan je krug,
i je_povuZena njegove tetiva koja polovi krakove trougla ; izralune-
T3 duZfira tetive. . T

paralelopipeda ako je njegova dijago-
uglom o, a dijagonala sa veéom osnow
nom ivicom zatvara ugao A.

=3

Jedan kilogram A vrste neke robe koita a dinara, a 1 kg B vrste iste
robe b dinare. Trebs naZinitl m kg meZavine od obe wvrste da bise 1 kg

melane robe grodavao po c dinara. Koliko se kilogrema mora uzeti od
svake vrste ¢ .

Neke su R 1 r polupre¥nici dva kruga koji le%e jedan van drugoga i a
i b du¥ine nglhove zagedniéke spoljasnje i, unutrainje tangents. Doka-—
zatl da je ac - B2 = 2R 2r :

Ugao izmedju dva polupredniks koji su povuleni ka dvema talkema na
povrdiri lopte je o. Izradumati povrsinu i zapreminu lopte, ako je
restojsnie izmﬁgju tih talaka d,

22

Jedan bazen moZe da se napuni za a fasova kad je otvorena samo jedna
cev, 8 za b asova kad je otvorena samo druga cev; kad je papunjen on
se moZe kroz tredu cev isprazniti za c Sasova. Za koje  bi se vreme
bazen napunio ked bl bile otvorene sve tri cevi ?

Izraduneti unutra$nju razdaljinu dva kruga %iji su poluprednici R ir,
ako krugovi le¥e jedan van drugoga i ako je b du¥ina njihove rajed-
nitke unutrasdnje tangente. -

obrée se oko prave koja prolazi kroz te—

me romba & paralelnas je sa duXom dijagonalom rombe ; lzradunatl povr-

)

Refiti sistem jednalina x© - 2kx - 2ky + 3k2
i v2 - 2ky - 2kx + 3k

0
0.
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o - 4 6l
) Reziti sistem jednadina
2x -3y +lhk =0
2) Oko lopte poluprefnike ¢ opiséna je zarubl;enaﬁkupa strane 1. DoLaJ V bxx -"y2 = 0,
zati da je njena povr3ina 2212 - 2792 . gde je k realen i pozitivan broj. Dati geometrisko tumatenje zadatka.

gde je k realen i pozitivan broj. Datl geometrisko tumafenje radat

3)/Ravnokraki trougao obrée se okc prave koje prolazi kroz t°mexu195n012) Kakav odnos postoji izmedju strane i polupre¥nika osnove prave kupe,

3)

viel i peralelne je sa visinom. lzradunati povrSinu i zapreminu obrt

nog tela ako 3e zna: r.

a) osnovica ¢ i krak a,
b) osnovica ¢ i njena visinma h i
c) krak 8 1 visira h koje odgovara osnovici.

;
61 |

i povriina pravilnog mnogougls opisenog oko istog kruge.
sludajeve ked je n = 3, 4 i 6,

Dve su kupe postevljene tako da se vrh jedne xupe nalazi u centru 03)

snove druge 1 obrnuto. Izradunati:

precnik kruga po kome se kupe seku i

b zapreminu zagegnlékog dela obeju kupa, =ko s2 zne ds stre,

ne & jedne kupe zatvara sa visinom ugao_ﬁ i ugao o« pri ve
bu osnog preseka druge kupe.

Ispltaaz)

ako je omotal:
ag aritmetigka,
b) geometriska sredina osnove i povrZine kupe ?

Romb, &ije su dijsgonsle dy i dp, obrée se oko jedne
igradunati povrSinu i zspreminu obrtnog tela.

85

svoje strane;

1) Data je jednalina ax2 — (2s + b)x +a +2b =0, gde sua i t koor
: dinate tadke M u pravouglom koordinatnom sistemu. Diskutovati o pPivl) Dve preve kupe imaju Jednaku stranu 1. Ako se njihovi omotadi razvi-
rodi korena za razlifite poloZaje tafke ¥ u ravni. ju u ravan, oni se dopunjuju do kruga. lzradunali i olupre&nike nji-
hovih osnova, ako njihove povriine stoje u odnosu 1: Z
2) U kakvom odnosu stoje povriina previlnog mnogougla uplsanog

U svakom paralelogramu zbir kvadrata dijagonasle dva puta je veéi od
zbira kvadratae strana.

Ravnokraki trougao obrée se olko visine koja odgovare osnoviel. Izra-—
Bunati zapreminu obrtnog tela, eko je obim trougla 2s, a povrélna o
brtnog tels k, gde je k realan i pozitivan broj.

66

‘1) Dijagonals parslelogreme su d] i dp i rezlika strana m ; izradunati
b2 ! strane.

1) Data je jednatina (s + b - 28 - 2v2 (a- )x + (a - b=2) =0 2) U ravnostranom trouglu strans a opisen je nad svakom stranom keo nad
gde su a i b koordinate tadke M u pmvoualom koordina tnom 1s‘cemu precﬂlkom po Jedan Poluk'pug teko da se oni seku Izradunati Povl'él’
Diskutovati o prirodi korena date )ednaiine kad tatke M zauzima raz nu figure ogranifenu lucima tih polukrugova i polupreinik kruga 0p1—
1i%ite poloZaje u rawmi. sanog oko nje.

2) Ako su vy, vp i vy zapremine tela koja postaiu obrtanjem pr%vouglogﬁ)-Zapremine tela koja postaju kad se paralelogram okrede oko %edne 8vo-
trougle oko hipotenuze i keteta, onda je —o— = Tt . Jje strane, pa zatim oko druge, obrouto su proporcionalne stranams, a

vl v2 Tz | & takodje su i njihove povrine obrnuto proporcionslne stranama.
%) IzraZunati povrinu tela koje postaje obrtanjem romba visine h ol . 67
prave koja prolazi kroz teme oStrog ugla a, a nagnuta je prema bli: - -
%0j strani romba pod uglom f. {1) Grafigki pretstaviti funkcijuy = V(1 - 2x)2 ~ V2
63 12) Oxo ravnokrakog trougle opisan_ je i upisan krug. Izradunati dufinu
L . tetlve opisanog kruga koja prolazi kroz talks u kojima upisani krug

1) U jednadini x -~ ¥mx2 =1 =2 odredi m tako da se koreni-jednadi dodiruje krakove trougla, ako je krak e i osnovica c.

ne nalaze u granicama izmedju 2 i 5.
|3) Ravnokraki trougao, &ija je osnovica a i o ugao pri vrhu, obrée se

2) U kakvom odnosu stOJe povréina osnove, omota® i povrdina kupe,ako J!  oko;osnovice, a zatim oko kraks; izradunati razliku zapremina dobi-
povriine kupe jednaka povrdini kruga 8iji je poluprednik Jednak vl jenih tela.
sini kupe ¢

3) postaje obrtanjem pravouglog trougl

Izradunati zapreminu tela koge

oko hipetenuze, kad je poznat oblm 2s i jedan oftar ugao o trougls
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68

1) Teme pravog ugls pravouglog trougla nalezi se u koordinatncm pofat

Envouglog koordinatnog sistema, kateta OB = a na apscianci osi,

ateta OA = b pa ordinatnoj osi. Iz takke S, koja se nalezi ma hi.o-

tenuzi sg:ﬁtene su normale na katete: SP. OB, LOA. Tzrsdunati -

ovdinate taZke S ako je zbir pmotgla tela koj j an
2 Ja postaju obrtaniem pra-
vougaonika OPSQ oko kateta -IEL&?&—EE o

2) Ravnokraki trougao osnovice ¢ i kraka a obrée se oko Tangénte opie s

nog kruga koja je paralelns sa osnovicom (a ne iazi tema tro-
ugi;). ﬁraéuna%i gapremimi obrtneg tela, prolezt kroz tame fre-

3) Data jo strana c trougla ABC i uglovi & if ne mio: Teesfrst:
yriinu i zapreminu te%& koje postaje obrtanjem ti]’gu i

6

1) Odrediti oblast u ravni u kn'o'. se mora nalaziti te¥ka u{
B tefka Wix,y
njene koordinate zadovoljava eJnejednaéinu 2L vesaa Wi,yd

a)-%—i{%%>0, b)%/\o.

2) R&Hloh‘aki tl Oug&o Obrée 3e Oko tﬁﬂ ent (] 3 0 i 3
A g e Pl an g k} nge Le I & <
P&le 1!18. 88 kx'&kom trou 13 . Izraélma.ti Zg pl‘ ﬂin i a &l je . b \‘
g e uw 1& ﬁ-‘i.(O L2 S A

2o giranc.

da i

tije  wy
povrsing

'3) Nad krugom poluprednike r konstruisane su dv
strane nagnute prema osnovi pod uglovima o 1eﬁpf‘a¥;‘r§€§ati
1 zapreminu fela izmedju omotaZa tih lupa.

10

‘1) Odrediti oblast u ravni u kojoj se mora nal iti tedke M(x,v! ¢z’
njene koordinate zadovoljavaie Jnejednaéinu aziti tadke M(x,y) <=

(x -3y +2)(x + 3~ 1)(2x - %) >0 .

upise:

-2)//01;0 ravnokrakog trougla, &ija je osnovica ¢ i _poluprednik
| g5,

r, opisan je krug. Izrafunati poluprenik opisanog kru

3) U ravnokrakom trouglu je krak b a j aci
3 ] ugao izmedju krakova a« . Naci

preminu telse koje postaje obrtanjem trougl ; P
sanog oko trougia koja je paralein S1oi o grangente krug

snovici. & visini trougla koja O&EOVHP&M."

-

1) Kad se koreni jednadine x2 -~ {m + 2)x + 2m = O ta ju :
- N = ov A U0 o
%k realan broj, dobijaju se brojevi koji su k’ox-exrx,l ;Zgit:éiiek’ e

i - (2 - R
. igredunati k { m . x (m+,1)x+m2+3_0,

2) Povrsine pravilne trostrane piramide i j
; povr3ina njenog omotals ste -«
u. odnosu 3:2 . Izradunati povriinu onog piramidnoé pP%SE’ ':L“:;njib g

Bl T e e o —

-

B
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dobija kade se piremida presede jednom ravni koja prolazi kroz njene
dve botne visine kao funkciju osnovne ivice.

%) Dati trepez pretvoriti u kvadrat jednake .povréine.
' 12 .
1) Re8itl i diskutovati jednetimu x2 - 2(n~ 3)x + 11 - 5a = 0 .

-~ 2) Izredunati ugao pod kojim je nagnuta strana pravilne trostrane pira-

mide prema osnovi, ako je povrSine piramide tri puta veda od povr$i-.
ne osnove.-.U kom odnosu stoje: povrsina i omotal piramide ?

3);"Trougao pretvorit.{ u kvadrat jednake povrsine.
Vo :

B

1) Rediti 1 diskutovati jednadinu

(M- 322 ~2(m+1)(m=3)x+(m+3 =0

2) Pravilan tetraedar presefen je Jednom ravni kojzi prolazi kroz njego-

ve dve bo¥ne yisine. lzrazitl povr3inu tog preseka lmo funkelju ivi-
ce i prorafunatl njegove uglove.

3) /Pretvor-iti pravougaonik u kvadrat jednake povr3ine.

b
1) Data je jednadina ‘ . '
%2 = 2xVe? + b2 - ha +h(1-a) = O,
.gde sua f b koordinete tadke ¥ u pravouglom koordinatnom sistemu.
Diskutovati.o prirodi korena date jednaline sko talka M zaugima raz-
9i%ite polo¥aje 'u ravni.

2) Omota® i povidina osnove pravilne trostrane .pimmide stoje u odnosu
3:¥3 . Piramida &:kpreseéena jednont ravni koja pFolazi kroz dve nje-
ne bodne visine. Kako taj presek deli zapreminu piramide ¢

-3) Pretvoritl romb u kvadrat jednake povraine.

I

1) Data je jedna¥ing x2 - 2(a - b)x + 2(}, —~ ab) = O, gde su a8 i b koor— '

dinate taZke M u pravouglom koordinstnom sistemu. Kakve ¢e  korene
imati jednaZina kada se ta¥ka M krede u ravni koordinatnog sistema ?

2) Pravilna Zetvorostrana piramida presedena i’e jednom ravni koja pro-
lazi kroz mjene dve susedne bodne visine. lzradunati povr3inu teg
reseka ako je data osnovna ivica a i nagibni ugao x = 60° bo&ne
ivice prema bazhsu.

3)- sin(x + a) + sin(x -~ &) = cos &



1) Re3iti sistem jednadims

+3y-2z=2a-1
2X~ 3 + 35 = -2
i odrediti a tako 48  stoji odnos xy + 4z = O .
2) lzrafunati povrSinu trougle koji se dobija kad se produfe neparalsl-

ne strane trepeza do svoga preseka, ako su date osnovics a i b i vi-
sina h trapeza. ’

.3) Re3iti jednadinu sinx - cosx = Wls-— .

17

1) Pod’'kojim ée uslovom trinom x2 — (a +b)x M-I b2 = s
kvadratni trinom ? ) & 0 biti potpuni

2) Date su osnovice a i b 1 visina h trapesa. Kroz presetnu tadku dija~
gonala povué'ena_je prava parslelnoc sa osnovicama. Izradunati povrsi-
ne delova ne koje je trapez podeljen tom pravomn.

3) Re3iti jednaSinu 2cosx + cosdx + cos5x = O .
_18_

. . 2 s s :
;1") U jednadini —E?T = x5 odrediti a tako da koren bude:
&) pozitiven, !
- b) negativan.
2) Izragunati povrdine delova na koje -je trd
i je pez podeljen sv sred—

njom linijom ake su date obe osnovice a i b ip‘;i.siga h tgtjx;gza. e

3) Re¥iti jednadinu sinbx - 2sin3x + 28lnx - 1=0,

19 .
1) Rediti 1 aiskutovati .jednadinu ;;fm =5

2) Povrsine pravouglog paralelopipeda je 2P = 15k, a dija o;xal D=k
gde je k realan i pozitivan broj. Izradunati z;premimegt'ela? ako j;
manja osnovne ivica aritmetilka sredina druge osnovme ivice i visine
paralelopipeda.

3) sinx + Y3 cosx - 2 = 0
. 80
1) Ke resavajusi jedna(‘.‘inu x2 - 2ax + 82 = b2 = Q odrediti:

a) zbir kvadrata,
b} -gbir kubova njenih korena.

-2) Tzratusti povrdinu prave kupe, ako je dat njen cmotal M = 15%x2  {

3.),
1)

2)

3)

1

~

2)

N
~—

1)

2

~—

3

~—

1

~—

2)

3)

25

visina piramide H = Lk, gde je k realan i pozitivan broj.
Re3iti trougeo sko je poznat njegov obim 2s i dva ugla ai 4.
81

Strane traugle su a-1, a 1 a+l. Ako se svaka strans smenji =za istu
duZinu trougao se pretvara u pravougli trougao; kolike su strane pra-
vouglog trougla ?

PovrSina bazisa i bosnih strana prave trostrane prizme su B = -—]6)—,
P = ‘251;_’ Py = » gde je P povrZina prizme. U kome
odnosu stoje povr3ine opisane i upisane oblice u prizmi ?

iP3=

Izragunati ugao izmedjlu dijagonale pravilne Zetvorostrane prizme &i-
ja je povriine P =1 N3 }rz, & visina h = k, gde je k>1 .

82

U jednadini 6x° - 5mx + (m - 1)2 = O odrediti m tako da njeni koreni
zadovoljavaju jednatimu 3xy + 2x5 = 2. M, gde su xj i x5, koreni date
jednadine.

“

Izragunati strane, uglove i povrSinu revnokrekog trapeza,ako je nje~
gov obim 7 puta, a jedna paralelna strana > puta veda od njegove vi-
sine. '

Dokazati da je tg 7030’ = V6 - V3 + v2-2.
8
Data je jednaSina x2 - (m + 1)x + m = 0. Ne refavajuéi datu jednadi-

nu obrazovatl novu kvadratnu jednalinu &iji su koreni « = X}- X5 i

A=« , gle suxg i x, koreni date jednatine.

X3 - XZ
Izraduneti omotad i zapreminu prave kupe &ija je povrsina P = ¥r i
visina H = 5 gde je k realan i pozitivan broj.

Izredunati povr3inu romba, ake je poznat zbir s njegovih dijegonala i
jeden njegov ugao o = 300.

8L

Izradunati povr3inu 1 zapreminu pravilme &etvorostrane piramide, ako
je rp = 2k { rp = k, gde je ry poluprednik upisanog kruga wu osnovi,
rp polupretnik upisenog krugs u strani (bo¥noj) piramide, a k realan
i pozitivan broj.

Strane trougla ¥ine aritmetidku progresﬁfu éiga je razlika 4. Izra~
gunati -strane, ako je najveél ugao y = 1209, Dokazati da je cos o +
cos B = —7-—-12 .

Konstruisati rombako je poznat zbir njegovih dijegénala 1 njegov o-
§tar ugao. '
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w

R

Zbir svih &lanove beskonalno opadajuéeg geo@etriskog reda je'2k! a
1) zbir kvadrata svih &lanove pgda‘je 5k, gde je k realan 1 pozitivan
broj. Keko glasi ta progresija ? .

2) U pravilnoj éetvorostranog prizﬁi! tija je povriina 16k° & visina Xk
- gde je k realan i pozitivan broj ~ upisana je kupa (grava), a u
kupi lopte. U kome odnosu stoje povrdine lupe i lopte : :

3) Dokazati da se ma koji ugao /3 trouglse moZe izraziti. kao funkcija
strana b 1 ¢ i zahvadenog ugla a , tj.
ctg A = cxb cosa

A~ AL

» sinx
86

" 1) U sistemu jednafina »
ac + 2a

a—- 2)x + 5&2 - )y,
3

a-2)x~-(a-2)y
Odrediti a tako da bude:
l; sistem jedna&ina odredjen i obadva reSenja negatiwns,
2) sistem jednalina nemogué i
3) sistem jednafina neodredjen.

2) Konstruisati pravougli trougao, sko je poznata hipotenuza i njena
visina.

3) Igradunati uglove rombe, ako.medju njegovim dijagonalama poatoji od-
nos d; = 4,(2 - V3.

87 _
1) Data je jednaSina x2 - 2mx + m - 1 = O . Ne reSavajuéi jednadinu
dokazatl da je: A
8) x° - xf = lm ;¢
L, e
. b) x9° + x5 = 2(rf + 1) ,
gde su x3 1 x, korenl date jednaline.

2) Konstruisati trougao, ako su date hve strane 1 visina koja odgovara
jednoj od njih. “ .
. : »
3) Izradunati uglove romba, sko je poznata njegave povr3ina P = —iz- i

zbir njegovih dijagonala d3 + do = s, gde je s realan i pozitivan
broj. - o

~ - 88

1) Za koje ¢e vrednosti od x izraz (x£ - 6x + 8)(x — 5) biti:
. a) pozitivan,
b} negativan 7

2) Izraunati obim i povrdinu romba, wko je poznata njegova visina h i
jedna dijagonala &. Konstruisati tej romb.

ol
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3) Poznata je povraina 36 k2ri zapremine 16 k3x prave kupe koja postaje
obrtanjem pravouglog trougla ABC oko katete AB, gde je k realan i
pozitivan broj. Pod kojim je uglom nagnuta strana kupe prema osnovi?

89

1) PolupreZnik opisanog krugd oko pravouglog trougla je R, & poluprednik
© upisanog kruga je r. Oprazovati kvadratnu jednadinu &iji su koreni
katete trougla. Kekav odnos postoji izmedju R i r eko su koreni po-
menute jednaline jednaki ? ‘ '
2) Dve prave koje zaklapaju ugao od 120°, dodiruju krug datog polupred-
nika. Naéi.poluprednike krugova koji dodiruju dati krug i date prave.

%) Naél sva re3enja jednaline 2c08%x + 8in?x + sinx - cosx= 2.

20

L) ta rastojenju od a m treba postavitl izvestan broj telegrafskih stu—
bova tako da rastojanje izmed ju svake dva susedna stuba bude podjed-
nako. Ako se postave dva stuba viSe. onda se Pastoganje izmedju dva
susedna stuba smanji za 2. Koliko je bllo stubova * ;

Konstruisati geometrisko mesto talake iz kojih se data duZ a vidi pod
datim uglom, :

™
~

c+

3).U jednom trouglu ABC dato je: a = ¢ +8, b=c+ 71 cos = . ;

izralunati strane trougla i ctg 4%- itg —5— .

91

-1) Tri broja &ine geoﬁetrﬁski red. Ako se drugom broju doda k, red pre—
lazi u aritmetiZki. Ako se tredem &lanu aritmetitkog reda doda 8k ,
red prelazl ponove u geometriski. Koji su to brojevi ¢

™y
~—r

Visina kojs odgovars hipotenuzi pravouglog trougla deli njegovu po~
vrginu u odnosu m:n. Odrediti kosinuse o3trih uglova trougla.

%) Ako u pravouglom trouglu izmedju hipotenuzine visine i poluprednike
kruge upisanog u trouglu postoji odmes h:r = V2 + 1, onda je trougao
ravnokrako-pravougli trougao.- Dokazati.

. 92

1) Data su tri algebarska izraza
: "a+b,3=-bilha+b),
gde sua I b realnl brojevi. Kekev odnos mora da postoji medju bro-
jevima &.1 b da bi dati izraki bili &lanovi geometriskog reda ?

2) Ako su strane trougla izra¥ene izrazima a = 2mn, b=m « 08 i c¢ =
=me + 12, gle sum i-n realni i celi brojevi (m>n), ondE j82 polu—
prenik kruga opisanog oko trougla izra¥en izrazom R = B e . Ka-
kav je taj trougao 7



<Q

3) Izratunati povrZinu trapeza ako je data du%s paralelne strana e i
uglovi ai/g na njoj, & produfenja neparalelnih strana do svoga pre-
seka jednakes su sa neparslelnim straname.

25

Za koje Se vrednosti od x izrazi
x +2,10x - 21 Ux? -1
pretstavljati 8lanove aritmetitke progresije ?

-
~—

2) U pavnokrakom trouglu, &ije je osnovica ¢ a krak b, opisen je- oko

© jednog temena na osnovicl krug polupreéniks r = hy, gde je hy visine
koje odgovara kraku trougla. Odrediti otsedke na koje taj krug deli
strane trougla.

3) Igradunati poluprefnik kruge opiszmo_/% oko trougls ako je poznat zbir
dveju strana b + ¢ = s 1 uglovi a i 4.

b

Iz suda koji sadr%i & litara alkohola otoleno je b litara alkohols i
zamenjeno sa b litara vode. Zatim je od dobijene smeXe otodenc b li-
tara smefe i zaménjeno sa novih b i

je nqputa.- Koliko je u sme&i ostalo alkohola pogle poslednjeg otaka-
nja ?

1

~—

2) Date su strane trougla a, b i ¢ ; izradunati teXi%ne linije trougls.

3) igraéunzti strene trougle ako je pognata simetrals sa ugla o i ugle-
vialilfph.

23
1) Medju 8larovima rastude sritmetilke prosresije postoji ovaj odnos
8p.8¢ s
a5v37 = Tk,
gde je -k realan broj. Koliko Zlanova progresije treba sabrati da bi
njihov zbir bie 55 —kT ?

"

2) Dokazati da je u svakom prevouglom trouglu ) (tbz + tcz) = 5a2 , gde
sub i c katete, a hipotenuza & t,, ty 1 t, teZiSpe linije trougla.

3) Izraduneti povr¥inu i zapremipu prave kupe ako je det polupreinik R
lopte- oplsane oko kupe i ugac o pri vrhu osovinskog preseka kupe.

96_
1) Zbir od nekoliko prvih parnih brojeva sabran sa zbirom iste toliko

Ex'vlh neparnih iznosi k, gde je k realan, ceo i pogitivar broj;koliko
rojeva treba sabrati ? .

2) Konstruiseti ravnokraki trougao &iji je krak dats duZ s, a osnovice

itara vode. Ovaj proces ponovljen.

29

veél otsedak duZl a podeljéne }610 neprekidnoj proporcljl. Dokazati da
je ugao pri vrhu trougla a = 369.

N

Nad istim krugom konstruisane su sa iste strane dve prave kupe, 2iji

z
2 su vrhovi udaljeni za d. IzreCunati povr¥inu 1 zapreminu .tela koje
se nalazi izmedju omotada tih k-ugi, ako su dati uglovi i g pri vr-
bovime njihovih osovinskih preseka.
ST
1) Telo predje u prvoj sekundi-a m,a u svakoj slededoj po d m vise ne-

go u prethodnoj. Ze koje de vreme telo preéi put od s m ?

2) Ako je u revmokrakom trouglu R = _EBL , gde je ¢ osnovica & R polu~
preénik krugt opisanog oko tr'ouiglla, onda je:
a =¢ ;
: b) ¢ = Lh,
gde je h visina koja odgovera osnovici.

6k kruga polupreénike ¢ opisan je revnokreki trapez. Zapremina te-
laokojeg ogtajz obvtanﬁam trapeza oko simetrale paralelnih strana Je
10¢5% . ?zraéunati ugao izmedju dva polgpre_énika koji spajaju tadke
u kojima dve susedne strane trapeza dodiruju krug sa njegovim  cen—
trom.

—

3

9%

Dat ie trinom -x@ + (a — b)x + ab. Za koje ée vrednosti od x trinem

= i%mti ne jveéu vrednost i koja je ta vrednost ?- Kolike je najvecda
Yrednost trinoms sko je a = 2, b = 1. GrafiZki pretstaviti taj slu-
taj.

: Dva jednaka polukruga poluprednike r postavljeni su tako da su im
2 pr:é%]x;ci pabzlelni _%ada jedan prolazi kroz centar dmgoga.lzrabunati
povréinu njlhovop zajedniZkog dela.

%) hko je tg & = —-}"i tg B = ‘%— , gde sua i /3 oatri uglovi,dokazati
da je: a;a-pzﬂ:hﬁo i
: b) cos2a= sinl f .

2

1) Kakav odnos treba da postoji medju brojevima a 1 b u trinomu
%2 - 2ax - 2(ab + b2) , ‘
pa da njegove vrednost bude -hx%, gde je xy ona vrednost promenljive
n

ze koju vrednost trinoma postajé najmanja
2) U pravouglom trouglu izmedju visine koja odgovare hipotenuzl 1 polu-
" prednika opisenog krugs oko trougla postoji ednos —— = . Kakav
odnos postoji izmedju kateta ?
mo~1

3.)"‘Ako je tgra= ' onde je sinx + cosx = m, gde je m >0 1

002 x< 900 .

my2-me
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10

1) Data su dva trinoma x2 - (a + b)x + ab i x2 — {a - b)x ~ ab. Dokaza-
ti: ' ) a2+b2
¢) de je zbir njihovih ne jman jih'vrednosti - 3
b) de je zbir vrednosti od x u oba trinoms za koje oni dobi-
jaju najmanje vrednosti a.

: h
2) U pravouglom trouglu postoji odnos ~p— ='1£i€§;i3 gde je h vising

koja odgovara hipotenuzi a r polupreénik upisanog kruga. Nac¢i uglove.

3)'Nad prednikom 2r polukruga konstruisan je ravnostrani trougao. Nedéi
povr3inu onog dela trougla koji se nslazi nad polukrugom.’

’ 101

1)U jednadini (m - 5)x2 - (m+ 3)x +m~ 2 = O odrediti m tako de ko~
 renl budu realni.

2) Izragunati nagibni ugao bodnih strans pravilre Setvorostrane pirami-
de prema osnovi sko je povr¥ina piramide P = h2(3 + 2V3%), gde je h
bo¢na visina piramide.

3) Date su strane a, b i ¢ trougla ABC; dokazatl da je
(224 B2 + ¢2) & (2 + 142 + £2) = L:3
gde su ty, ty, t, tefiZne linije. .

) 102

1)U iednaéini x2 -8 x + L k-1=0 odrediti k tako da =njeni koreni
zadovoljavaju nejednainu x - 5>k .. :

2) Date su dve strane trougla b i c¢; odrediti sin —%; , ako je te%isna

linija koja odgovara tredoj strani geometriska sredina datih strana.

%) Ako je u praveuglom trougln r = , gde je 1 polupreénik upisanog

kruga, 2 b jedna kateta, onda je kateta b aritmetidka sredine za hi-
potenuzu 1 drugu katetu.

103

1) Za koje de vrednosti od ¢ trinom (c - 3)x2 — (¢ +2)x +2¢c +1 biti .

ag potpun kvadrat,
b) imntil realne vrednosti ¢

2) U kvadrat strane a upisan je drugi kvedrat 3Zija
prema strani datog kvadrata pod uglom o.
kvadrata.

je strana nagnuta
Iz?aéunati povriinu drugog

3) Ako je jedna kateta pravouglog trougla aritmetifka sredina za hipo-
tenuzu 1 drugu katetu, onda je obim trougla 3 puta vedl 0d te katete

51

104

1) Za koje 6e vrednosti od x trinom —-x2 + 2(e + b)x -l ab imati najvesu
yrednost i kolika je ona ?

2v3
‘11‘12=_a14”3‘"

gde su d, i-dy dijagonale 1.a strana; izrééunati uglove romba.

2) U rombu postoji odnos

i

3) Praveougli t;ougao obrée se oko prave paralelne hipotenuzl na restoja-
nju jednakom hipotenuznoj visini {prava ne prolazl kroz teme pravog

: bt .
ugla). Ako je zapremina dobijenog obrtnog tela V = , gde je ®

iedna kateta prevouglog trougla, onda je ta kateta aritmetilka sre-
.éina ze hipotenuzu 1 drugu katetu. Dokazati. _

105

1) Ako se svaki koren jednaline x2 - 6x + 5 = 0 poveéa za & dobija se
" nove jednadina. Odrediti « taka .
_"a) da korenl nove jednadine budu suprotni,
b; da jedan koren bude jednsk puli.

2) U ravnokrakom trouglu postoji odnos sin a + cos 4 =0, §ge je a ugao
‘ na osmovicl, & g ugao pri vrhu. Izraduneti uglove trougla. .

3) Ako je povrdina tela, koje postaje obrtanjem ravnokrakog trougla oko
osnovice, P = , gde je a krak trougla, onda je ¥rek aritmetid~
Xa sredina ze osnovicu i njenu visinu. Dokezati.

106

1) Za koje ¢e vrednosti od x trimom x2 — 2(¢ + 2)x + 8c imatl najmanju
vrednost i kolika je ta vrednost ?

2} U rombu postoji odnos %— = v , gde .je a strana romba, a T polu-
pretnik kruge upisanog u rombu. IzraSuneti uglove romba.

' vouglom trouglu postoji odnos a:h = 25:12, gde je a hipote-
2 ﬁtgauipﬁanjzgn visinai onda je jedna kateta arituetiZks sredina ze
e

. bipotenuzu i drugu katetu.
107
1) Broj & rastaviti na dva Zinloca tako da je zbir pjihovih kvadrate

na jman ji.

2) U pravouglom trouglu pastoji- odnos R+h = —%— (2 +¥/3), gde je & hi-
' otenuze, h njena visina, R polupreZnik kruga oplsanog oko trougla.
gzraéunati uglove trougla.

3) Ako je u pravouglom trouglﬁ jedne katets aritmetitka sredina ze hi-
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potenuzu i drugu katetu, izraziti poluprefnik upisancg kruga u tro-
uglu pomoéu te katete.

108
U kvadrg@ dijagonale d upisan je pravougaonik ¢ije su strene paralel-
ne sa dijagonalama kvadrata. Od svih pravougeonike odrediti onaj &ija
je povrSine najveda. - :
U kupi, &ije je visina aritmetiZka sredine za poluprednik osnove 1
itrgnu kupe, upisana je lopta. U kome odncsu stoje zapremine tih te—
a

Rediti jednadinu sin(x - —g—-) + 8in(x -7) = Ve

-
109
U jedna&ini —E%l—-— _5%2_ = O -odrediti a tako da njen koren bude si-

nus odtrog ugzla.

Ako je poluprednik lopte upisene u kupi 2 puta manji o oluprednika
osnove kupe, onda zapremirna kupe i lopte stoje u odnosu 8:3.Dokezati.

U pravouglom trouglu postoji odnos Rip = —=2F » gde je ¢ kateta,

R_% r poluprednici opisanog i upisanég kruga. Izradunati uglove tro—
ugls. : '

110
Leos?x - 2(1 +V3)cosx +¥3 < 0 .

Pravougli trougao obrce se oko prave peralelne hipotenusi koja ne
prolazi kroz teme pravog ugle a koja je udaljena od hipotenuzeza ra-
stojenje jednako hipotenuznoj visini. Ako je jedna kateta trougla a-
ritmetitka sredina za hipofenuzu i drugu katetu, izraziti P i V o
brtnog tela pomodu te katete.

Oko.trougla ABC, %ije su strene a, b, ¢, opisan je krug, & oko kruga
novi trougao &ije su strane paralelne sa stranama datog trougle. Ig-
rafunati strene novog trougla, ako su strene datcg trougla a = 2°k,
b=3k, ¢c=kk, gle je k realan i pozitivan broj. ‘

111
Regiti nejednalinu 2sinx - (2 +V2)sinx + ¥2 < 0

Ako je bofna strana pravilne trostrane piramide n ngta prema osnovi
pod uglom & = 609, onda je povriina piramide P = 8§h Vr", gde je h
njena bona visina.

Ako je jedna kateta pravouglog frougla aritmetike sredina za hipo-
tenuzu 1 drugu katetu, onde postoji odnos

htgzﬂ—lotgéj— +L=O’
gde je S ugeo nespram te (prve) katete.

33

. _ A2 _
1) Resiti 1 diskutovati. jednadinu asinfx — asinx + a - 1 = O

- 2) Trougao i u njemu upiseni romb imaju jedan ugao zajednilki. Strane

trougla koje &ine ta] ugao stoje w odnosu m : n . U kome odnosu sto-
je povriine trougla i romba 7

3) Ako polupreénici opisa.nih'krugbva oko osnove ! boZne strane pravilue
getvorostrane piramide stoje u.cdnosu ) :'3, "onde je bodna  strana
piramide nagnuta prema osnovi pod uglom od ﬂSO :

) 113
1) Date su linije jednadinama: '

X2 -nmx-ly +3=0 i
x+y=-3=0.

Odrediti n tako da se linije seku.

2) Izragunati du¥ koia spaja sredine paralelnih strans trapezé’ ai b

(a>b), ako je zbir uglova na vedoj paralelncj strani 900

~—

3) Ako je jedan o¥tar ugao prevouglog trougla dat jsdnaBinem

c0s 2x — 8in 2x = sin x - ¢co3 x ,

onda medgu stranama trougla postoji odmos: b2 : ¢2 = 3 : 1, gde su

b 1 ¢ katete trougla.

Ay _

1) Koji kruZni iselak datog oblms 28 3ima najvedu povriinu 7
2) Dat je trapezoid ABCD 2iji je jedan ugao (A) 900 1 koji ima dve strane
© AB = AD = a, a druge dve BC = DC iednake su sa dijagonalom BD, Igra-
tunatl zapreminu tela koje se dobija obrtanjem trapezoide oko strane

~—

3) Ako u trouglu postoji odnos b cos «= & cos/, onda je to ravnokraki
trougao. - : )

15 : N
‘1) Tpi broja, ¥1ji je zbir k, obrazuju eritmetifku progresiju. Ako prva
dva broja ostanu nepromenjena a tredem se broju deda’ k dobija se
geometriske progresija. Koji su ti brojevi, sko je k reslan broj ?
2) U trougao ABC, %ija je osnmovica ¢ = 12k, a visina koja joj odgovara
/h = 3g, upisan je pravougasonik tsko da je jedna strena-njegova para-

lelna sa osnovicom i&odgla. Tzraduneti obim prevougaonika,ako je nje-
- gova povriina P = 8kc, gde je k realan 1 pozitivan broj.

3) Ako je strana pravilne Zetvorostrane piramide naﬁéuta prems  osnovi
pod uglom = 59, onda postoji odnos Rg iR, = 4:3, gde su Rgi R,
polupreénici krugovae opisanih oko osnove i bolne strane piramide.
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1) 0d svih pravouglih trouglova hipdtenuze‘a odrediti onaj ¢ijajea) po-
vriina najvedéa, b) obim najvedi. . )
2) Temena trougla spojena su sa centrom krugs upisangm u trouglu,i tako

je trougao podeljen na 3 dele Eije su povr$ine Tke, 15k2 i 20k2, gde .

je k realan i pozitivan broj. lzrafunati strane trougla.

3) Izradunati zapreminu pravilne Zetvorostrane piramide 1 uguo pod ko—

jim je negnuta njena strana prema osnoyi, sko jé Rp = iR,= k -
gde su Rg i R, _polupredniel krugova opisanih oko osnove i strane
piramide, a k realan-i pozitivan broj. ~ ,

117

1) U ravnokraki trougao osnovice ¢ 1 visine h koja joj odgovara, upisan'

je pravougaonik tako da je jedna njegove strana para]'.e na sa osnovi-
com pravougaonika. Od svih tih pravougaonika odrediti omaj -Eija Je
povrsina najveca. . .

2) U revnokrakom trouglu postoji odnos sina+ cosg + cosoc = ..g_ s gle
je o ugao na osmovici a g ugao pri vrhu trougla. lzralunati uglove
trougls. . : -

3) Ako u trouglu:postoji odnos a = 2bcos g, onda je to ravnokreki tro-

ugao. ) P
| s
1)U deltoid, &ije su dijagonale d; i dy upisan je pravougaonik Eije su

strane paralelne sa dijagonelame deltoida. Od svih pravougaonike ko-
ji se na taj nalin mogu upisati u deltoid, odrediti onaj €ija je po-
‘vriina najveda, ) : . .

2) U ravnokrakom trouglu postoji odnos hsi;lou 3tga-Lsin "{' = 3, ' gde
%'e o ugao pa osnovici a & wugao pri vrhu trougla. Izradunati uglove

rougla.
' . . o : 9h2 V3
3) Ako je povriiha pravilne trostrane piramide P = —E—l , gde jeh
* bodna visina piramide, onda je njena bodna strana nagnuta prema o
snovi pod uglom a = 600 ' ‘

119

1) U kvadrat strane a upisati Kvadrat najmanje povrdine.

&

2) Oko lopte povrZine P = 16K2 7 opisana je zarubljena InIp_a ¢ijije omo-
tad M = 25k, gde je k realan i pozitivan broj. Izradunatl =zapre-
minu kupe. .

3) U ravnokrakom trouglu postoji odnos
: _cosoc+sin—éL +cosy=_g_

35

szfaéunati wglove trougla, ako je o ugeo na 'omovici.‘ 8 g ugao pri
vrbu trougla. : . : .

120
1)'Broj e rastaviti na dve sabirka tako da je njihov proizvﬁd najvééi.

2) Tupougli trougeo povr%ine 9k2 obrée se oko na jkrade strane.Povriina
dobijenog tela je 54kZ & a zapremina 2hk3s, gde je k realan I po-
zitivan broj. Izralunati strane trougls. :

5)/ Ako u trouglu postoji odnos
' : © cosoc+ cos B = sin g

onda je to pravougli trougao.

121
1) U ravnokraki trougab osnoviep ¢ 1 visine hy upisan je paralelogram
Yoji ima jedno teme zajednilko sa trouglom wa osmovici. Odrediti o-
.naj paralelogram &ija Je povrSina najveés.

2) Izresunati tgx eko je Lsin2x + 3cosx = 3.

3) Date 'su linije svojim jedna¥inama y = X2 - 2x - 31y =ke~-7, 0d-.

,rediti k tako da se one seku. Grafidki prikazati,
' 122

1)U i)ravougli trougao $ije su katete b 1 ¢ ugisan je pravougaonik ko-
g‘i ims jedno teme zajednilko sa trouglom. O
ija je povrSina ndjveds. _

. ' .
2) U pravouglom trouglu 4BC, ¥iji su odtri u§1ovi B1 g, povutena je
- teZi%ne linija AM iz temena pravog ugla. Izradunati uglove na koje

je vrav ugeo podelieh pomenutom teZisnom linijom, :

3) U kru®ni isedak polupredniks R ,u{isan je krug polupreénika r. Izra-
Sunati duXinu tetive koja spaja tadke u kojima poluprednici vedeg
. kruga dedfruju manji krug.

123

1) 0Od svih pravougaonika koji imsju istu dijagonalu d,' odrediti ohaj '

¥ tija je povriina najvede. :

9/11:0 je u trouglu ABC jedan ugso x = 60° & medju stranams postoji od-
nos —Eé—c— = V'3, onda je to pravougli trougso. '

3} Obim krﬁga je 2s; izradunati duZinu ome tetive koja dell obim kruga
., na dva dela koji stoje u odnosa m:n .

J1e)

]11) 0d4 svih pravougsonika koji imaju istu dijagonalu odrediti onaj eiji

je obim najveéi.

(.

rediti onaj pravongaonik
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=.a._cos(ﬂ-#;f)

-12/2— s gde je hl vigina

2) Za svaki trougao va¥i odnos bcos B+ ccos g

b
3) U ravnokrakon trouglu postoji odnos —5-1-— =

ko ia. odgovara osnovici, & hy visina kOJa odgova.ra kreku; - izradunati
ove trougle,
T 125
1) U jedna&ini (2cosoa-— 1)x% = bx + heosox + 2 = O odrediti « tako da
koreni budu realni i pozitivmi. .
2) Neka je u trouglu ABC visind AH, njena sredina L, &« M sredina sirane
BC, onda postoji odnos
ctgrlMB = otg g~ ctg b
3) U ravnokraki trougao, &ija je osnovica a, a h visina koja joj odgo-
vara, upisati lkvadrat.
126
1) 0d svih ravnokrakih trouglova kraka s cdrediti onaj kcji ima najvedu
povriinu, . .
2) Izraz (sin o + 8inf)2 + (cos a + c0sB)2 preudesiti za logaritmovanje.
3) U pravouglom trouglu postoji odnos Rr = g— (¥3 - 1), gle su R i r
poluprednici opisanog i upisanog kruge u trouglu i & njegova hipote-
nuza. IzraZunati uglove tx'ougla._
27
1) Kakav odnos treba da. post031 medJu bro;evma aib, P2 da izraz 5e8—

-1kab -~ 3b2 ima &) najvedu, b} najmanju vrednos t e  Kolike te

vrednosti ?

su

2) U pravou lom trapezu &iji je oStar ugao o upisan Je krug polupred-
nika r. lgraluriati njegove strene.

3) 0‘51111 pravouglog trougla je 12k, a zbir polupreénika uplsanog i opi~

sanog kruge oko trougla je , 2gde je k realan, i pozitivan: broj.

Kolike je zapremina tela koje postaje obrtanjem trougla. oko ose ko;a
prolazi kroz tems B i stojl paralelno ka hipotenuzi ?

128

1) U trouglu ABC da.ta je strana ¢ i ugao 4 naspram nje. Koliki trebada
su ostali uglovl, pa da povrsins trougla bude najveda 7

2) Rediti trougao sko je c=l, a =2§ i vos g —_—*E— .

3) U deltoid, %ije su dijagonals d i d2 i jedma strana a, upisati kva-
drat.

12

1)

A
—

~—

1

-~

3)

1)

2)

3)

1)

2)

3)
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-

04 svih pravougaonika upisenih u krugu poluprednika R odrediti

onaj -
glja je povrsina najveca.

Ako medju uglovima trougla postop odnos o :f:g = 2:3:), , onda posto~
Jl i ovaj odnos cos %— =__2b_.

Na kojoj se razdaljini od sr'edlsta mora preseéi lopta polupreémka R
da bi povrSina kalote bila T povriine kruge preseka ?

130
0d svih ravnokrakih trouglova upisanih u krugu polupr'ecnlka. R odre—‘

~diti onaj &ija je povré:.na najveda.

Unutragnji uglovi troug’]a tine ar etlékl red. Igradunati
ako je zbir njihovih kosimusa —J—E—i-

U romb, éije'su dijagonale dy 1 dp, upisati kvadrat. Konstrukeija.

131
Voa - 1 -2

uglove,

Ze koje de vrednostl od a 1zraz biti manji od 5 & ve-
édiod 22
Izradundti povrsinu pravilne Zetvorostrane
polupreénik upisanog kruga u osnovi ry= 2k
sanog u strani plramlde rp =

iramide ako je poznat
poluprednik krugs upi-
k,gde je'k realan i pozitivan broj.

U trouglu ABC dato je e = c+z, b=c +11itgy =—Ii’2°* Do-
kazatl da je trougao pravougll. ¢+
132

Re3iti sistem jednalina :

3x+2y-z=48+1,

.5x + 3y =2z = 28 - 1,

' 2X' -~y + 32 = -a
iodrediti a tako da je xy + Lz>0 .
Romb, &ija je strena a, obrée se oko Erave koja prolazi kroz teme
.oftrog u§;1a i stojil normalno ne strani romba:
izraégmz.;i uglove romba sko je povriina obrtnog tela
+

b) dokazati da je strana romba geometriske sredina nje-

govih dl]agonam. ,
Prava, koja prolaz:. kroz taéku S(5m,—3m) 1 sa pozitlvnim delonga ko-
ordinatnih osa obrazuje trougao povrsine deli obim kruga
~6mx-lyqy+8m = O na dva luka. U kome odnosu sto;e duﬂne oblgenih
lukova, sko je m realan i pozitivan bro; ? .
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1) Du¥ a podeljens je na dva nejednaka dela,pa je ned svakim delom kom

2)

- koje postaje obrtanjem itrapeza oko simetrsle para

3)

struisan kvadrst.0dreditite delove tako da je zbir kvadrata konstrui~
sanih na njima k puta manji od kvadrate konstruisanog nad datom duZi,
Izmedju kojih se granice mo¥e kretati k da bi zadatak bio mogud ?

Oko kruga polupreéniks @ opisan je ravnokraki tragez. Zapremina tela
elnih sirana JeV =

2693 . Izrafunatl ugso izmedju dva poluprednika nkojima dve

sedne”strane trapeza dodiruje krug. . .

Za dva kruga,koji leZe jedan Van drugo_f,postoji odnos 82 -2 =2R.2 v,

gde su & ib du¥ins njihovih zajednidkih tangenata (spoljasnje i wnu~

‘tra%nje) a R i r njihovi poluprednici.lzrasunati poluprednike R i r,

=

F:3)

ako je poznata centrelns razdaljina km;)go%r& m i duZine tangenataalie

1)

2)

3)

1)

2)

3)

'ABB,4; oko preZniks AB jednska -2

1)

3k -

Povriina pravouglog paralelopipeda je P = 22k2 o dijagomle D = k Vi,
gde je k realan i pozitivan broj.lzratunati njegove ivice ako je kra-
éa osnovna lvica sritmetiCka sredina za drugu cspovnu ivieu i visinu
paralelopipeda. ’ ‘

Strane treugla Zine aritmetl®ki red Zije je razlike 2,8 najvedél ugeo
g= 1200, Izradunsti povrSiru i gapreminu tela koje postaje obrtanjen
trougia oko prave koja je paralelna sa najduZom stranom na reastoje-
janju od nje i:dnakom visini te strane & koja ne prolazi kroz teme
naspramnog ugla. . o

Ako u trouglu ABC postoji cdnos tgh=
pravougli trougao.

cos(¥-A)
sin « + sin(sy-A8) °

onda je to

135 : _
Povrsine Rravouglog paralelopipeds ge P=2%2 K s 8 dijagonala: be~
zisa d = 10k, gde je k reslan i pozitivan broj. Izradunatl gapreminug

paralelopipeda, ako je boZna ivica aritmetidke sredina osnovnih ivi-
ca. U kojim se granicams moZe kretati k da bi zadatak blo mogué ¢

u ravni,oni.se do-

Kad se omotali dveju kupa jednakih strana s mzvig‘ﬁ
nih isefaka koji

punjuju do kruga, Izralunati centralne uglovs,
6

s
.pr:ésgavljaju pomenute cmotase, ako se povriine kupe razlikuju =za
o S 2 A .

T

Ne dati polukrug preénika AB = 2¢ povudene su dve tangente m A 1 B.
U tadkl M,Xoja se nalazina polukruku,povudena je 1 treéa tangenta koja
sele prve dveuiq i Bl.Izméunati ugao izmedju prednike AB 1 polu-
preinika u M,ako je povr3ina tels koje Eostaje obrtanjem &etvorougla

-

136

Du¥ a podelitl na dve nejednaks dela tako da je zbir povriina ravne-

‘stranih trouglova kenstrulssndh ned tim delovima k puta manji od pe-
vr3ine rawnostranog trougla €ija je strana data du¥f. Kad je zadatak
mogué 7 '

e

2)

29

2 Izraéu;ﬁa"ci o pod kojim je nagnuta strana prave kupe prema/osnbvi
') ako se polu;%’:én{ci upg.sane i oplsane lopte oko kupe odnose kat,)
(2v3-3) : 2

3) U kom odnosu stoie krek i osnovica ravnokrakog trougla, ako je krak
~(eritmetitka sredina za osnovicu i njenu visinu ?

137

1) U jednadini (1 - m)2x2 - 2(m~ 3){(1 - m)x + (n~ 3)2 <0 odrediti m
tako do se njeni koreni naleze izmedju 1 1 2. -

2) Resiti i dis}mtovﬁti jednainu 2 sin?x - (3a - 2)sinx +a(a - 1) =0

avog ugla pravouglog trougla ABC nalazi se u koordinatnom po-

2 ’g?tr:w}cuprrav%ug og obrdi%atﬁog sistems, kateta OB = e nms apscisnoj osi;

e kateta OA = b ne ordinatnoj osi. 1z talke S,koja se nalazl na nipo-
temuzi, spuitene su normale na katete: SPLOB 1 SQ10A, Igralunatl

koordinate tatke S,ako je poznat zbir povr3ina omotada tels koja po-

: 2
staju obrtanjem pravougeonika OPSQ oko katete P = & +blew

A8
k

U romb, &ije su dijagonals 43 = idy = k -, gde je Xk realanipo--

‘zitivan broj, upisan je gmvougaonik gije su strane paralelne sa di~
jagonalama romba. Odrediti pravougeonik najvece povriine.

1)

Ako u trouglu postoji- odnos sina‘ = 2 cosy, on je ravnokreki tro-
ugao, 1 obrnute ako je trougao ravnokrak (b = ¢),onda medju njegovim
uglovima postoji odnmos ——z—’;l%% =2 coSg. . “ /
Oko lopte poluprednika ¢ opisena je zarubljena kupa &ija je strana s.:
Dokazati da je zapremina kupe V = —3-——2' I (s2-p2),

1% g

U jednedini (k -5 - 2(2-K)x +k=-3=0 oc_li'editi_k tako da ko-
renl budu realni, suprotnog zmaks i da je pozitivan omej ijs je ap-
solutna vrednost veda. ‘ ,

~—

)

1)

‘?) ﬁ}%k%z’dg)szi.}}{rzngep;gi%g:g%ﬁlzgﬁgz,-?{kiésgg,a?wsign nalazi na Trisi
35 ;[iméunati tg(l50 - _XF_) ako je sin g = %}G—- . '

| Lo
1) U jedna8ini (8- mx@ - (11 -m)x + 3 - m =

0 odrediti m tako da Xo-
renl budu realni 1 negativni.

1iniil nalaze se L talke &lja su medjimobna' rastojenja M=
2). l:a E’rﬁgoz 24 &). = G. Odrediti u ravni talku iz koje se duZi M]i,NP 1
RQ vide pod istim uglom. Konstrukeije. .
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)

3) Povrdina tela,koje postaje obrtanjem ravmokrakog trougle oko prave
paralelne osnaovici na rastojanju jednakom visini koja odgovara osno-
vici, je 138 k27 (prava ne prolazi kroz tems ugla pri vrhu). Izradu-
pati zapreminu tele, ako je -visina koja odgovara osnovicl 3k, gde je
k realan i pozitivan broj. . .

AL

1) Strane trougla su prva 3 &lana aritmetifkog reds %ija je razlike 1

Naéi strene eko povrdina trougla sadr¥i iste toliko emkoliko ima” u
obimu obiZnih cm.

2) Polukrug ge podeljen talkom € na dva dela koie stoje u odnosu m:n ,
va je ta tadka spojena sa lrajevima prednika. lgredunati poluprednik,
ako je razlika tako dobijenih tetiva 4. ' :

3) U pravu-zarubljenu kupu povrine P = )2 mPrupisana je lopta folupreé—
fika ¢ =} m, gde ge‘m realan i pozitivan broj. U kome odnosu stoje
zapremine tih tela

&

2 :
- . 2 - 1
1) Pozitivan 1 racionalan koren jednaline X hx6'25 + 7o gfzs =
=2 rastavitl na dva sabirks tako da je razlika logaritama tih

sabireka jednaks logaritmu njihove: razlike. o

2) U kru¥ni isedak upisan je kru%. Izradunati odgovarajuéi centralni u-
geo krufnog isefka, ako se poiu
we odnosu stoje povr3ina kruZnog isefka i povr3ina kruga upisanog u
njem ? , o o _ : .

3).U pravouglom trovzlu postoji odnos 2(R - r) = a(2 -V 2), gde su R 1

- 1 poluprednici opisanog i upisanog kruga, i & hipotenuza trougla.lz-
radunati uglove trougla. o :

1) Brojevi strana 3 pravilna mnogoﬁgla 3ine geometriski red &iji je zbir.
‘19, Zbir svih dijagonals u sva 3 mnogougla je 38. Kojl su to -poligo-

ni ? .
-2) Ako je poluprednik kruga opisanog oko raviokrakog trougla 2 puf;”vef
. éi o%zvisine koja odgovara osnovicl trougls, onde je: ugao pri vrhu
g: Q0 : L S o

3) Lko je visine ravnokrakog trapeza.srednja geometriska proporcionél&x

njegovih paralelnib strana, onda se u njemu moZ%e upisati krug, . a
neparalelna strane trapeza je onda aritmetilka sredina paralelnih
strane.

1) Ne redavajudi jednadinu x2 - 12x + 35 = O obrazovati novu kvadratnu -

+/ jedna¥inu glji ée koreni biti iednaki razlici korena.date jednaine
’ i reciprodne] vrednosti te razlike. .

preénici krugova odnose kao 3:1.U ko--

INg.

2) Povr¥ina kruZnog isefke i povr3ime kruga upisanog U njemu odnose se .
kao 3:2, a povrsina kruge kome pripada isedak i povrdina kruge upi-
sanog u niemu stoje u odnosu 9:1 . - :

' a) lzrafunati centralni ugao koji odgovara iselku;
"b) u kome odnosu stoje delovi ne koje je podeljen polupreénik
veéeg kruga talkom u kojoj on dodituje manji krug ?

3) U pravouglom trouglu postoji odnos: —E— = —légig_ , gde su K i rpo-

lupreénici opisanog i upisanog kruge u trouglu. IzraSunati = uglove -
trougla. * .

s
1) 0d svih previh 6b11ca upisanih u lopti poluprednika ¢ odreditl o- -
" naj: :
a; ¢iji je omotad najvedi,
b) &ija je povrsina najveca.
2) Ako se polubreénici'opisanog i upisanog kruga kod pravouglog trougla
odnose kao 5:2, onda strene trougla &ine aritmetiku progresiju. -

3) Ufpravu‘zarubljenu kupu upisana je loéta polupreéniks @ = 2 m, &ija
je zapremina 2—8— puta manja od zapremine kupe. Izradunati povriinu
zarubljene kupe.

L6 | <

1) U kru¥ni iseak kruga poluprelnika R_upisafi pravougasonik &ije su
dve strane paralelne sa onom tetivom koja spaja krajnje talke odgo~
vers judeg luks. Odrediti onaj pravougsonik &ija je povrdina nejveda.

2) Izradunati povr3inu prave zarubljene kgge ako je u njoj upisana lop-

ta poluprednika ¢ ¢lja je zapremina 1—7?—-puta manja od zapremine
kupe. .

3) Dat je obim pravouglog trougla 2s = 3k, gde je k realen 1 pozitivan

- broj. U kome odnosu stoje polupreSnik opisanog i poluprenik upisa-
nog kruge u trouglu, ako je jedna kateta aritmeticka sredinaza dru-
gu kateti 1 hipotenuzu ? .

A7

1) U ravnokrski trougso, %ija je visine koje odgovara osnovici —%— o~

snovice, upisati pravougaonik najvede povrsine tako de je jedna nje-
gova strana parszlelna sa osnovicom trougla. ) .
i

2) Ako je u ravnokrakoﬁ trouglu krak geometriska sredins osnovice ivi- = -
sire koja joj odgovara, onda je osnovica 2 puta duZa od visine.

3) Ako je polupreénik upisane lopte u praﬁilnoj Setvorostranoj pifami—'
di h puta manji od njene osnovne ivice, dnda je boéna visina arit-
metitke sredina za osnovnu ivicu i visinu piramide. Dokazati,
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1) Za-koge ée vrednosti od x vrednost izraza y = 2sinxsinfx~x) biti n&j—
veda ' ' ‘ ‘

2) Kad se u pravouglom trouglu. povufe visine koja odgovara hipotenuzi,
pa g8 u dobijenim trouglovima upisu i opi%u krugovi, onda ‘je: .

a) zbir povriina upisanih krugova jednak povriini kruga upi-
sanog u datom trouglu, » ’

b) zbir povriine opisanih krugova jednak povr3ini kruge opi- ‘

sanog oko' datog trougla.

s

2
3) Ako je povrEina pravilne Cetvorostrane piramide P = 'ﬁ%— , gde.je a

osnovna ivica piramide, onda je:
a) bodna gisina aritmetitke sredina ga osnovnu iviecu i visinu
iramide. '

ne osnovne ivice. Doknzati.

A9

1) U jednadini prave (8 - Im)x ~ (m~ 10)y +2-lm=0 odrediti m tako
da prava obraguje sa x-osom tup ugao i da see negativan deo y-ose.

b) Polupre®nik upisane lopte u piramidi je h.puta manji od nje- -

2) Axo je u trouglu jedna teZidna 1in1ia.jednaka polovini strane koju '

‘polovi, onda je taj trougao pravougli.

~—

3

Prevougli trougao obrée se prvo oko jedne, & zatim oko druge katetel
proizvodi dva tela &ije se zapremine odnose kao 3:4. Ako se taj tro-
ugso obrée oko hipotenuze, postaje telo ¢ija je zapremins k ,gde

je k realan i pozitivan broj, Dolmzati da strane tr -
Je X reatan P i \ ne trougla éing arit:

10
1) U trouglu ABC dato je:,.a, y K b}, = -Qb— Odrediti trougao take da

strana ¢ bude najvede duZine.

"2) ko je visina ravnokrakog trapeza geometriZka sredina paralelﬁih stra-
© ne, onde se u njemu moZe upisati krug,

3) U pravilnoj (‘,etvgros’trahOj pirapddi upisana je lopta. Kako je pove—
3ina lopte podeljena onom ravnl koja prolazi kroz tagke u kojima

bosne strane piramide dodirujw loptu, ako je povr3ina plramid
veda ol povré?.ne svoje oanovg ? ’ o F piramide 3 puta

. treba prvo povuéi OPLAB,zatim kod O kon-

 REBENJA

1

1) Ake su koreni jednaline reciprodnl, onda je njihov proizvod 1, {Pema
tome imademo ove jedna§ine; . : “h

2a+b® _ 5 . ab -1 _ ;
b-e "—g— i b-2a 1

Odakle je 8y = 1, by = 3 ; 32=-_—]‘?—, by = -1

2) ag P=aZ +2sh, &
b) P=a2 +28h, &

JUN!

n

=2

[<]

o

&
<]

3) Pretpostevimo da je zadatak reSen 1 da je
1z centra kruga spuStena normale OP nada-
tu pravu AB. %ada je ¥ MOP = & NCA kao
‘nglovi se normelnim kracima. Prema tome

struisati.dati ugso oc 81ji je jedan krak
OP, pa de nbj‘cgov drugi krak MN seci dati
krug u ¥ i N,

" Naposletku kgnstruisafi tangents datog
Jruga u M 1 N, . o

} 8l.1.

Diskusija. Keko se kod ) moga konstruisatl dve ugla: sa svaks sirane
od OF po jedan, to se u opiitem sludaju dobljaju l redenja. Dakle,mogu
86" dasgti ) sludaja: _ _

a) ako je 00w oc< 900, postoje L tangente

b n %0‘<a<1800’ . SN h L] . .

¢ * a= 00, " 2. " - papslelne sa datom pravom,
a " o= 900, " 2 ™ . normalne ne datoj pravoj.

.

1) a) Neka su %7 1 Xy peralelne strane, b visina a ¢ krak trapeza, P8
Cemo 1mat} g

- ¥, 12
arm Ly (ApRfeow
11 ' Xy + % =2 1 xl-xe-f'Zch—hg_,

sdakle jo xy=c+ V2 -12 1 xp= 0~ Ve2-12.
Tra¥ena jednatina je x° - 2ex + B = 0, '



Lk

.b) Nad AB = 2h opisati S%Iukrug i iz sredine O te
duZi podiéi normalu = ¢. Naposletku konstru~
isati tangente polukruga u "tadkams A, BiC, pa
ralelne strane na taj nadin dobijenog trapeza
BlAl pretstavljaju tra¥ene korene. .

? Dokaz: izc;ABBlAl: X+ X = 2c

A 0 2] iz A AyB,By: (x1+x2)2= (29)2 + (xl;x2)2
_ ili X)Xy = q2

2) Jednadina se moge ovako napisati:

2 1 :
tgx+Tt ” -1 =0, tghx - Wtg2x + 1 = 0,

tg2x=7zh1f3,:t x=tV7+ V3
+

Primenom obrasce Va xvd =V -2 2’ a?-b + V.2 - Valp
se '
tex=2(2+V3) 1 tg

A= 4 dobija
tgxy=2+V3, tgx, =-(2 +V3)
tg3x 2-v3, tghxz = =(2 _V_g)

odakle je g
X7 = 759 = —%— Xp = 75° + 180 n _%T_ .
11050 = '%g" Xz = 105° +180 n = —Z?—"‘r' +nr

/ x3 = 15°='—§— x3‘=.150 +,180nn_.1,2_\7r + T

x), = 1650 = dlr x), =165° + 180 n = ~HZ , ,p
gde je n =0, #1, 42 ... '

odakle je

>

=+ (2-v3) 111

i
H

X2

3) Neka je B data tatka p data prava i p i .
1
Zenog kruga mors isp;njavati gve uslmxrlel:)0 npretnik krugs. Contar tra-

a) da se nalazi na prevoj p k
. ralelna sa (}atom “pra;vgmpi °
b) da se palazi ne obimu krugs polupredniks r sa centrom

u B, tj. centar krupga se nalazigy
.nije, 1 mogu nastupati ovi Bluéaﬁx;?.im pomenutih 1i-

ja je na rastojanju r pa-

hsl'

v

a) postoje dva reSenja, ako je
b) postoji jedno refenje,

c) nema resenja, . ) r,
gde je d rastojanje talke B od prave p .
1) Neka je duf AB = a Bgdeljena'na dva nejed-
naka dela AC = x i =a - X, pa ée povr-
Sine kvadrata biti Py = x2 i P; = (a = x)2

& pravougaoniks Pz = x(a - x).

Prema uslovu zadatka bidd x© + (a - x)2 = _

= mx(a - x) 111 (2 + m)x€ - a(2 + m)x +a2= A e, 8

= 0, odakle je L — L ]
a(? +m) raVm~ ) X a-x

Xisp = 5w+ 2) . sl

Prema prirodi zadatka koreni'moraju biti realni, bar jedan i)ozitivan
i manji od a, tj. mora biti ,

@ - >0 i _a@%%-{_,__»_ ;"“_2-14 a

n>2 i m>-2
Prvi nslov obuhvata drugi, pe je problem mogué,' ako je m>2 .

2) Ako se razvije povr¥ina manjeg dela vidi se da . je . N
- jedneka zbiru povrSina dva pravougsonika i dva kru- | 0
%na podudarne otsedka. Prvi.pravougaonik je presek . [
valiks i pomenute ravni; njegova’ je osnavica tetiva -
MN a visina jednaka vﬁlni valjke. Osnovice drugog
-. pravougaonile je luk MN, & visina mu jednske tako-
gjs visini valjka. Prema tome tra¥ena povriina je.

_ i o 2 7o _ M e
P = WN.H +MNH+2(7R}_. 'T—)' v
gde je H visina valjka, a b visina trougla MON.Kako 0
'j°h=ﬂ5—,t° je%—m—= I_'V—, §to znedi da jo M,
% MON = o = 1209, pa de biti sl.5

"P-r 3};+£§H—/+2(%2!£. _PQ-EVJ_—)
P rﬁ(ﬂ~%§)+%’—(ﬁ+r).
3) Neka su uglovi troﬁgla. x, X +a,. x + 2, tada je
sin x + 8ln (x +a) + sin (x+2a)=—5_—5—zj-—ioc=60-x,
" a jle sin x + sin 60 + sin (120 - x) =—}—5—ﬁ- ,vi.li

8in (120—x)+sinx=‘ag—

2 sin 60 cos (60 - x) = 3
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cos (60-x)=-%—5~.-'
60 -x =30,
x =300, x + = 60, x + 20 = 900
a = 300 .
- e

1) Neka j;e x poluprednik osnove valjka, onda je njegovae

visina H=2Vy2~ x2; a omota® M=L2xVr2 - x2. Vredngst” ' ’
omgtada bide najveda, kad izraz = 162252 (p2- x2) g

bude najvedi. Poito 3js poslednji izraz proizved - od 2 H
pozitivne promenljive veliline x2 i r2 - x2 2iji . e b

zbir stalan (x2 + r2 — x2 = r2), njegova de vrednost 2X

biti najveda ked su Sinioei x2 i x'g - x2 ~jednaki, tj.

kad je x2 = r2 ~ x2, odnosno kad je x =r¥2 iH = ry2. 81.6

Dakle, traXeni valjak je ravnostrani valjak.

2) Iz uglova zadatka:

o 20Nr§9+r)=BC!r§R+r; D g <
ili 2CN (¢+r)=BC (R+r)...1 '
Iz 4 EBC oo 4 FNC : ‘
(R=r) : (¢-r)=BC:cCN ML FLAN :
il BC (§-1r) =CN (R- r) vuvra. II / &K
- Mno¥enjem jedna¥inae I i II dobija se :
2 BC.ON (92 - r2) = BC.ON (R2 - y2) A 0 ERrB
iy g2 g2 |  elba
3) AC = BC

“ ;AC2=(x +'k)2+(3k+k)2;'B(‘/2=(x—6k)2'+(k-_siz.
Cdakle je x = 2£Lk. Koeficljenti pravaca strana AC i BC su é-l s

e je tg g = ; £ = 1, odekle je a = [5¢=/; 4= 900. Koordi~
3’7 5k _ k ' '
nate centra krugs su 59" 3~ s 8 preénik 2r = 5k V2. Prems tome’

-jédnadina krugs glasi (x - _g_k__)Z +(y + —3k-)2 = 2",321:2

_ =
1) Neka su a,ka.l +d, 8y +2d Elenovi aritmetiZkog reda, tada su 8y
. . ’ ’
ay +d + 75 » 87 +2d +k Elanovi geometriskog reda, pe Geme imati
ove jednaline: e +d =k i kye
Kle jo oy = 12k 2y - - _%k_(&l + ;1 : T)_ék_aléal + Sﬁ + k), oda-
5 9 - 1 = s Qo = -_5_.

Imamo dva redenja:

12k - 2k
o B
geom,pr. : —l-gk—-, —515-, -.L.sk

1) ar,pr.

7

1I) ar.pr.: .%k_, X, _gk_
. geom.pr.: —?E—, ._gk_,_125k_

Ako se saberu n &lanova rastude aritmetiZke px"ogresije dobija se
nfeay + (a-1)2] =7k 111 m2+2-35-0, ny =5, ny =7
(poslednje reSenje ne mofe Qvéi u obzir, jer je negativmo).

2).a)Nekn je B povriina bazisa iramide, a P povrSina preseka, pa éa__biti
B:P = &2:8{32 < (2) . Kako je 001:075 = 3:1 114 ((7>1+Oi3§:h=015:1.

y dodije se 075 = OB Kad se poslednja vrednost
zameni u jedna®ini I dobija se P = —1— B, Kako

je B=£h_"3 1£21‘ﬁ3 + 38k _11#1 111 odatle

8y =_.ﬁ‘.¥1. (drugi koren 8y = ;-Bk kao ne-
gativan ne dolazl u obzir) imademo B = ng— ,
ya je P = % .

) . o = -k _ 1
b) Iz 4 OMS: cosm2 , = = 3~
o) 2 b2 4 (5 ME s 2YE L s

' znati a = s, tj. pira.miéa je zaista pravilan te-
sl.7 traedar. A .
3) Stavi ctg x = 'té_x , pa se dobija k ,tg);#x - (K24 1)tgéx + k = 0 oda-

kle j_etgx=iV1—c itgx=_+_—Vk£. le k=3 jetgx=2yY34 tgx=

=i-g" pa je
X

1=60°=—73[—.; x1=60°+180n=—3-—+.nx
x2=120°-_-_3.2’; 12=120°+180n=—3—27+nr
Xz = 300 = —g—i x3’= 30°.-+‘]80n='—§—+nt
. xh=150°=-‘r'-g—; xh=150°+180n=_-26€-+n7-

zan=0, £1, 2 ,....

6

-

1) Dati izrez mofe se na.pi;éntihl QVAkgly =x2 + (a~-b)x +ab - 222 il
= a-b y2 _ (e-b)e-L(ab-2a2) , . ‘a=by2 _ (3a=b
y = (x + . ) — s v= (x+ £2) (2&2._)2, On

.ée imati najmanju vrednost za x = - %—b—-, & najmanja vrednost bice

y = - (2R

2) Neka je strana trougls x, a':y 1 z otsedci koje njegova ravan otseca
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od ‘bodnih ivice prizme kroz &ija femena ne prolazi, pa demo imati

iz & BON: x2—y2 Cereeeas

iz a ABM: %2 - 72 6 nrgeeee g ;

iz o MNR: %2 -~ (y-2)2 = 2 k2 ....
Eliminisanjem nepoznate x iz gornjih Jadna—
tina dobijaju se jedna&ine

Z;iz_—zi? s %3

MnoZenjem jednaine(l)sa =15 a Jednaéine (5)
sa 7 dobija se homogena jedna&ina

s1.8 822 + 1L yz - 15 ye =
Ako se u poslednjoj Jednaéim 1zvrsi supstitucija z = yt dobija se
Jedpaé.’ma
odakle je tl = —%—, odnosno z = —E—y ity =~ _%_ i1 g = - _g_.y,

Zamenom vrgdnosﬁkz = —E—y' jednadini(l) dobija se y = Lk,z =3k,

pa 8e zatim lako nalazi i1 x = 5k (za z7= -
ginarna refenja).

=

2
Povr3ine trougla je P = 25 k V3

se dolazi upotrebom Hercnovog obrasca:

p o)/ TarZk V6 k +2% VE Tk- 2cVE 2k B-k . 5E2 V35 .

Prema tome imademo —-?,— —%—- —32?_)— .

» & do povriine bazlsa najbrie

u

u

3) Po sinusnoj teoremi R

Iz A ADO: r:—%’—th s

pa je

*3
(]

8 cosottg—%—

9in 2atg —%‘— .
1

1) a) Neks su delovi x i a — x, onda ée povr3ine
trouglove nad tim delovima biti

—x )2 23
P1= ax4V’3__’ _P2= k“/-

& povr3ina paralelograme P, = Leﬂ%iﬂ .

Prema uslovu zadatks bide

iii _ 5

—2%- doblijaju se ima-

2)

19
(a - i)zﬁ XZ{g - k(o - )x V3
s = =2 2
€1}t su koreni N . a+aXtavi2- ]
1,2 7T X ~

Prema pmrodl zadatka korenl moraju biti:

&) realni i nejednaki i
b) bayr jedan pozitivan i menji od a, tj.

ulOI’a. biti
a) k2~ 1>1 ili k>1

p) =2 ek * Vi - 1

1113 ) b
5T <a 1ili k=>-1

Odakle se vidl da je problem mogu¢ kzcz je k>1 .

b) Prema zahteva gadatks dobija se jedr:ac’;iﬁa
AR MO L B
s5s . a * 2‘/—12
¢i)1 su koreni 3,2 = -———‘—?-— pa kso i u prvom slufaju  tireba

a+2‘ﬁ€

da je k>0 1 2=glE g il1 %20 i k<[$)% da bl pro-
blem blo mogué. . \_‘é‘-)

a
———,
2 8in X

tg —5— Kakv je iz a ABC:

Iz a ABC preme sipusnej tsoremi: R =
a iz a ADOy: r= -5

e - s 4 - X :
- = 8 Co5 X bide ?-acosxth, pe Je

sin 2x tg~%-=-%—
-hainkcos:ctg—zx—sl

X
8 sin —5—— cos -5—- (06'32‘—5— - sine—g-—) f_i_i_g_ =1
. : - coz § 81.11

1ésinh_’2‘.._831n2_5_+1_._

R e A s e

Odakle je x = €00 = —— 3 , Xp = 1200 = .g_ Poslednje resenje ne dola-

" 21 u obzir (za&to?).

3)

Iz a ANC: 442 = (a + xgz N D , °
iza BDM d32 = (a - x)2 + b2 . :
Keko je iz a BNC: x2 = b2 ~ h,?, imademo |
1
d12=82+b2+2 b2_.h32 : }
& N
d22=&2+b2-2 b?_hB'Z A X M BN

87 + & = 2% + b2 s1.12

st

Madjutim, po§t0 je W,

2a + 2o = 25 1 aha = bhb, imacdemo a =



I oW |

h : 2 §2(h,2 + hy?
b;WSa spaje 32 + 3,2 = 5 (ha” + hi©)
a t M (hg + hp)e
8
1) Weka su strane pravougaonika x i y, onde je xy = P ili y = )I: , P& je

obim 0 - 2(x + P)
x .
Poslednji izraz pretstavlja zbir dveju pozitivnih promenljivih veli‘-
¢ing x i ——, ¢iji je proizvod stalan (x.T = P), pa da bibionaj-
manji, potrebno je da su te velifine jednake, tj. da ‘je x = < od-

V_}_’iy?—%:ﬁ.

Prema tome, tra%eni pravougaonik je ustvari kvadrat strane x =v?P .

nosno da je x2 = P, ili x =

2) a) PolupreZnik upisanog kruga je r = —%—; iz A AMD: h = ¢ sin «, pa je

¢ 8lnc | polupreinik opisanog kruga nalazi se kao poluprednik

ade de s gde je

T =

kruga opisanog oko a4 ABD: R =
h visina trapeza.

d dijagonale a

D L Kakojedz=h2+(a—x)2gdejex=—a§b—,ai
b paralelne strane irapeza, imademo
1) 2 +b = 2¢ (trapez je tangentni Zetvorougao),
2)a=-1%b=2c COSd(lZAAMD%. . .

Iz jednalina 1 i 2 dobija se

a=¢c¢co8 a+ ¢ =}
=2cc092—"5—-,paje :
s1.13% Y @2 = o2sinlac+ (2¢ cos? -~ = ¢ cos «)?
' 32 = ¢2sinCa + ¢2 (2c032—%— - cosz—%; +§in2-%‘-}2.
. a2 = ¢2(sin? &+ 1)2,' d = cV¥sinuw+ 1

Na tz?.j na&in bide R = 7—:5&— Vsiu2a+'l,pa je Rr= (-—g—)zvsi'nQoul

b) Povriina trepeza je P = _ﬁa_ﬂslh_ = cesinaj, za o= 500, P = —°§- .
3) Ako se prvo konstruile strana b dobijai‘u se dva te-

mena trougla A 1 C. Trede tems B nalazl se na pravoj
koja je na rastojanju hy paralelns sa AC i nalazl ‘ge
ne rastojanju r = a od temens c.

B,

Ako je b>h postoje dve reSenja.
Ako Je b = h postoji jedno reSenje.
Ako Je b<h nems relenje.

2
1) Neka je 2bir svih normala x = AB + BC + CD + DE + ....

s141h

Podto je AB =

il |

=d sina, BC = & sinx cosx, €D = d sinx cos?a .... imedemo besko-

. 2)

51

naénu opedajudu geometrisku p;'ogresiju u kojoj je kolignik q = cos a,
pa de biti a sine :

Z d sina _ o
X "1 - cosx 5 sin? _é'g“— a ctg -
2 ; . '
P=prg(r+s), V= —P—%t—h- . Ako je ¢ polupretnik lopte, imademo:
2 T . ' -
0= _2_§T$°+_h§_ i1i s +20 = 2h.... (1),8 izaADC: o2 - 12 = ho2 .1
Re%avanjem poslednjih jednalina po s i hciobijamo 5 = 1(3)9 ih —839'——-,
pajeP=10%§0'271’iV=_5.“73—'5°27’- |

Jednalina prave Je -—::— + —%—v = 1" ili % + -%’: 1... (1), e po
vriina trougls ab = 8 k& ...(2). Iz jednefine 1 i 2 dobija se a =
=2k i b =Lk, pa je trafena jednalina 2x +y - lk = 0. Ako je k>0
prava se prostire u LI, I i IV kvadrantu; sko je k = O prava prolazi

kroz koordinatni podetak i1 za k¢ O prava se prostire u II, III i IV~
kvadrantu. . : -

10

Koreni su realni i ﬁejé&naki, ako je diskriminanta D>0, tj.
-{p+1p-3)> 111 (p+1)(p~ 3) <0,

odakle jo - 1<p<3

Koreni su pozitivni, ako koeficijenti (2 - p) i -(p + 1) imaju
znak, a znak koefici jenta
mogu se desiti dva sluCajs:

isti
p+1 je suprotan tom znaku. Tom prilikom.

1) da je 2~ p>0 ; ~(p+1)>0 ; p+1<0
ili p< 2, p<~-1, P<~1

. - B
Dakle, de bi koreni bill realni treba da je p > -1, a da bi bili po-
zitivni potrebno je da je p « -1, Sto je otigledno nemoguce.

2) Da bi koreni bili pozitivni ostaje jo¥
da_je 2 - 520 ,,','?P"" 1)<0, p+1>
il y P > -1

gedna mogudnost :
P>

tj. potrebno je samo da je p>2. Uzevdl u obzir uslov o réalnostike
rena, dolazi se do slededeg uslova '

. 2<p<}

kojl mora biti ispunjen da’ bi koreni bili rea_lhi i pozitivmi.

Povrgine obrtnog tela sloZena je iz donje osnove B iarubljene kupe,
njencg omotata M i omotala male kupe m : :
P=B+N+n
P=cl2 % 3a§7r + 8.021' '=cx(c+23),
gde je ¢ = AD = DB. & . .
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' \ 8 7 a 2 tg ¥
Zapremins obrtnog tela jednaka je razlieff = - H-29= 7 tgf-atg 5= 7 41 s~ a8 tg -%_
zapremina V1~ Vp, gde je Vy zapremina za. v ‘tng » :
rubljene kupe Vo zapremine male kupe: - : tg

; ’ : - Po= 2 X _ 7 e *r

v - _lc?hx _cPhw  _clha , gle je. | B-2¢=atg > 1t T te? - tgf

12 12 12 : 2

nal 180

visina trougla. —-ﬁ-—— ctg —— tgh —;— , Pa je

. Prema tome je b =
Prema tome, problem se svodi na izrecuna-

M . cm se. 3 180 6 ¢
vanje osnovice c¢ i visise h datog trougl ) Vo= B2 oty = tgftg
a na osnovu uslove zadatka imamo ove jedf’ 2L n Z )
s1.15 nafine: : ) a5 : az=min ; ag-= V3 ; as = mg V3 P 2yv3% ’
1) 2 225, 2)a=-Sfh 5 n2 = a2 e no =%
8 + ¢ 5, 7S s 3 N + ac , Py = _ﬂ_{i_ . P : Py = 10m: 3n
a .. _ 5= h, = _8 - _ s _ N 3 ’ 5 > _
oakleJeal———e—, 1——2—’61_/2;—_’&2—‘2"’}‘2"0’02 =3 ’ .

oy 5 3,

(drugo regenje neme smisla), pa je P = oscw oy 98K

). Ty s =] - 1) Neks su strane a3, a7 + 4, a3 + 2d. gde je 2y najkrads strene,pa Gemo

3) b }ékogtggxllgz z%g _’gzafj):za istovremeno je opisan | primenom kesinusne teoreme imati:
5

. &

3 _ e . .

R o= e B d i ) a12 = (a) +7d)¢ + (ag + 2d)e - 2(aq .+ a)(aq + 2d).-—%‘:ﬁ— ili
. 2 3 -

gde je & dijagonale trapez%,a P povrgina trough . 2ef - ad —d5 d = 0. 1 1 _

/ ABC. Rako je P = g Vﬁggde je a-AB, i Odakle jo: ag = =4, ap = —5— , &g = —5— 1 drugo redenje koje

A5 MBC: j = _E-_I?’_ZF:”), d = ¥ AM + he = _5—2—64--, ima~ neme smisla a3 =-3, 8, =0, 8z = a.

? demo R=_2 |

116 Z Za dobijanje ugla takodje se sluZimo kosinusnom teoremom:
V_S_-‘ : Iza ABONACDOZX:('Q—X)=&:'—§‘—, odekle  js d‘)2_( da \2 5d \& 5. 3d 53 1
X = ng_, pe je iz o AEQ: tg —‘*é_ =¥3 ; _i?. = 600 i1i e« = 1200°. , (—72— -12—) +(—-—-2 ) .—%-.—%—.cos X j COS X =~ —5—;
1 x = 120° .

L - . Al o 2) OmotaZi stoje u odnosu R : r, gde su B i r poluprednici opisanogi upi-
1) Koreni sistema su xp = %&, y=2a+3, 2= —lgiz—L; de bi bill sanog kruga u bazisu prizme.,AkQ sua, bic csnovne ivice prizme, a 8

negativni, potrebno je da su ispunjeni ovi uslovi: njihov poluzbir, bide R abe  ; . _B
—(a + 10)<0, 2a + 3<0, -(a2 +2)<0 ili . *T LB S
a>~10, a<—%—, a> -2 Ako je H vising prizme bide: eoH = 3k, bH = Lk, cHl = 5k, odakle je:
Po¥to treéi uslov obuhvata prvi, koreni ée biti negativni, ko je a = -%k— » b= —E{- s €= —%(— » 8§ = —ﬁ'{-— Zamenom ovih vrednostli u
-2<p<- “obrascu za povriinu bagisa prizme, dobije se :
i : £y .,
Neka je B bazis piramide, b povr3ina p _ ‘/ 6k %k L2k ko
lelnog preseka koji do_élix.’uje loptu, ¢ A R ¢ b
polupretnik lopte, H visina pu'amiée‘ odakle je H = _%_ ,a8=6,06=8,¢=10,B=24 R=5ir=2, pa je
}é L @ visina traZene piramide, pa ¢ : R 5 2 -
<y s : tr =512«
- - b - ag ’ cos 2P b2+l
3) ctg o = =, sin o = -, cos & = itd., pa je

C Kako je B : b = H2 : (H - 2¢)2

. c
b2+c§-a2 be  82+c2~b2 ac | al+be—ol @b
—Ep- + .

p - o2l 1807 ey, | ST BRI T i) e
= n 3 B=-35-tgy; . _ _ 9.2+b2—_<£_
a [4 - P

el o



" 1) Neks je jedn katets x, onda je druga keteta 12 -5,

5k

S
pe je P =

|
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slutaju jednatina glasi alix2 - 262b3x + b® = 0, o njeni koreni sujed-
n&kiX1=X2="B‘“

=~_..,_.§ 1,12_}(2_

Poslednji izraz imade najvecu vrednost kada izraz ») Presek je ravnokraki trapez MNQR, pe je
2 :
X

p o UM RE
IzAABS:MR=—-%—, iZAADS:QR=—3—,
iz a BES: s = & = + fako je 2x =
=a-—%—ilix=-—i——,biégR=-%I-Vhsz—a2,

P2 = ~ (12 ~ x2) bude najvedi., Medjutim, pomenuti izraz je proizved
dve ju pozltivnih promenljivih ve]_i‘éine. X2 112~ x2 ¢1ji js zbir sta-
lon (x2 + 12 — x2 = 12), pa de imati najvedu vrednost kad je x2=12-x2

ili x =--—l—¥— . Druga kateta je takodje -—1‘-4‘2{—2— , pa je traZeni tro-

2 sin 5
ugao ravnokrako-pravougli trougao.

2) 'C‘\ Povrsina trougle jednaka jé zbiru gde je s bofna ivice. ’
/ / \(\,:\E\'\\ Eg#{ziuilakggouglova A.lBlA,} BB;1C; , Proms tome je
//; by ’6;;\\\\ P - z be s%nEIBO—Z) , , P = -17-(9.+'—%—).—][;—]/h02 - 82 =
,;.é’fl’i_f BoEm=y Y 2‘&: séngzi ; * -2 Vi -2 1
A:#—-—— b B s%n £ . p b %‘/_F———_l_; 322 m
61.18 Py = 2P+ 2P 2P + P = 7P 4 Lsin? S 16 sin 5~

3) Helm su p i g otsedci na koje simetrala  1a deli naspramnu stranu,pa

252 gos % 2 :
P bt I STV & |

demo imati : = s
a:b=p:q ’ 16 sin —3
a:b=5:3% ..., (1) :

b =2k . Tz a AMD: b2 = b2 — x2
o eThsE L @) 3) 154 B0 12 5 3,2 - (a = x), odskle Je
Iz jedpadina 1 1'2 dobija se & = 5k, b = 3k. Strana ¢ doblja se pri- ‘ )

denom kosinusne teoreme 2 = 25 k2 ' 9 k2 - 30 k2 cos 120°; ¢2=49k2;

SRS N GOt
c=7k,pa'jeR=—ﬁc—5L/i;P= 5

3 R:p-= 1).{. N 3 ‘ . » IZA DNC: hzl = b2 - X2 2 .
iza ANC: b2 = 412 = (a + x)2,0dakle je
c . ..&. L X d 2 - 3,2 - b2 (2)
1) a)Nelmjeth=x,MP=y‘BM; i MC = 3 * = e 7 :
5 = q 1 MC = p, onda je .
x:ec=p a 1 y:b=gq:8, cdakle je ! 1z jednaéinaliZdobija s8 d12+d22=2(32+b2) .‘”“Ii,
P x =L, 7= Kako je p = g - a iz uslove zadatka dy 1 dp=m il e H
a 8 m s Q= L .
Ql__x M 2 s Ve * cb o Iz jedna¥ina I 1 II doblja se . ' 5
=—f-——~——_iméemox=ﬁ;——2-i = G 2 2(al + be)
) Lyq V12 + o2 red T TR 43 =m A%Z_I%ZL' dp = n e + 1
A H——g Pe je zrzienazjédnaéina ; 15.
_ : _ _ . b : .
61,19 a%xc - a Zc (b+e)x+b2d=0. 1) Xeko je trapez tangentni Betvorougao blée ¢ = _.2:2*___ =m, & iz Ao AMD:
: h . . : S
b) Ako je xy = L'r» gde je h = —V——"E%—;———'T, imademo (%l’._)z + (20)2 = (_“_EP__)Z i1i ab = } r2. Keko je b =2m - &, imaceno
b3e3 $202 . te ; , ~ L r2 . Koreni moraju
(bT+cc2)2 TR 11i (b - ¢)2 = 0, odakle je b = ¢.U tom a2 = Tma + L r2 = 0. Odatle je 9\1,2 = nt Ve | L r oreni mora]

\
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] . a 3 /
biti styarni i jednaki, tj. more biti'm? - r?=0 11 mz2r . Zs

m-= 2r dobija se kvadrat.
2) Deobom obeju strana sa cos?x dobija se
2a tglx +2b = 2(b + a)tg x + (b - a)(1 - tgex)
tefx -2 tgx #1 =0, |

ili

odakle je

tgx =1 ;' x =150 = &
g L T

x=l¢50+180n=—§—+n, gle je m = 0, +1, +2...

3) a) Posto se date talke nalaze ne krugu, njiho-
ve ée koor@inate zadovoljavati jednadim kru- D b C
ga
¥ +y2 +dx +ey + £ =0, :
. pa éema imatl jednacine g ¢
f+ke-2kd+ 5K
£ — ke + 2kd + 13 k2
f—ke + 5 kd + 17 x2

odakle je.d = -2k, e = 0, F = -9 ¥2, Jedna-
¢ina kruga

QOO0

A
D
A M a b

i 51,22
X+ g2 -2kx~9k2 =0 Co

b) Da bi dats El;a\!& dodirivela krug treba da je (Ap + By + ¢)2 -

= r2(A2 + B2) ili u nadem sludaju

(k-22)2 =10 KB(1 + 9) , ‘
odakle jek1=2,k2=——%2—. .

A6

1) Neka su stra‘ne ravougaonike x i j = a2
Toke Acnmammg g ¥.pa je kxy = ac,

' | I = SRS LTy P
te cemo imeti kx(d - x) = @2, odakle je
‘ _ kit ViR - 2k
X1s2 = ek
}.’x‘ema prirodi zadatka koreni moraju. biti realni,pa
je k€ -2k= 0 11 k=2 . Za k=2 _pravougaonik
MRQN prelezi u kvadret strane x = y = - —52—3/—2——

2) Tangentna raven deli povriinu lopte na dve ka-
lote &ije su povrdine Py=2rrk 3 Pp= 2raH, gle
su h i H njibove visins. I3 A C10: h-r =
=7rsino i1l h = p(1 + sinx), H=2i - h '=
= r(l~ sina), pa je :
Pp=2r22(1 +sine) L Py = 2027 (1 - singd
113 (1-sine):(i+sina) = 1:3 ; sinec= —%-‘,oc: S

I
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z2) Po¥to je trapez tangentni 8etvorougao imademo

ili ¢ = & +D0

2c =a+b .
Kako je o2 = h2 +(_L5—L).2 bide (—”‘-—5——*’—)2 =L 12 4 (_a:z—b—)z ili

(_lQ'_ZZ“_L)E =k r2 + (——M—_é——b—)z odakle je b = r, pa je P = 5 rc

1)P=—§— p=—-—2———a(a+d).s=—L2—¥m—a+. . Kako je (a+2d)2=(a+d)2+'

+ 02 1li a2 - 2 ad -~ 3 42 = 0, odakle je ay = 3d (druga vrednost
a12 = ~d ne dolazi u obzir -~ za¥to ?), pa demo imati:

P _ a(a+d) _ a_?_ |
s "3(a +d) 3 -d.
&)1 B 2re s A, @ IRT w2 - pou, oy BRN

M o o o _360(P - M)
mﬂ(?- 5 pe je

r =

I’ﬂTS:‘M‘,S.:

3y .2t o tex (1 + cosfa~ sine)
BN T, c08C —~ sinda
2 2 cos :
~ tgx = 0, odakle je tg x =0 ;
- tgl 2o gin? ? ’
(1 tgco coscax smoc) tg2 x = cos? x, pa je
- X =0, X =, x5=180°-cx>
18
1) Iz 4 QPCp~ ahBC: x : ¢ = (A= x) : h , gde je
. x strana kvadrata, ¢ 1 h osnovica i visina tro- . €
ugla, x = —h——Ch :
2 c + .
Iz uslove zadatkal imemo jednaSine a/ [s\P
ch'=2P i 24+ h2 =] 12
Ako se prva jednalina pomno%i sa ki, zatim sa ~)
i doda drugo] jednalini dobija se
45"(0+2h)2'=h:b2+81’ 114 c+2h=2V‘b2'+2P'A M T N b
(c-20)2 =52 -8P ©° c-2h=2Ve2- 2P 81,25

{negativna re¥enja ne dolaze u obzir). Odatle je

¢ Vb2+2P+Vb2-_2P
p oY b2 +2P- Vb2 - 2P
= Z

, \
P(3¥12 + 2P - Vb2 ~ 2P)
2 b2 + 5P




2)

‘3)

2)
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Problem je mogué za 2 b + 5P >0 .

M=r s
h1=l}k,sl=5k§h2=12k,‘32=7k B;P&je
My =15 ke 1 M, = 21 K2

M=rrs My = vy VJ‘—I‘E.T[\= rég
r =8 cos cos @ cos 2a .
S o 5y = _r V3(cos 2a) = cosa ..
cos o cos2a - 2 s 2
2 x o o _T2T V3(cosla - sinfa) = cosa
cos o 1~ 652« 2vV3 cosecx—co'scx—ﬁ=Q
oy = 300, oy = 150 (nedolazi uobzir)
19
“"Neka su_ strane trougla a, & + 1, & + 2, a uglovi a, 180 - 3ol 20;,.pa
éemo primenom sinusne teoreme imati & : (a + 2) = sine: 2 sinacos o
odakle je cos a = %—2— . Kako je prema kosinusnoj teoremi

82 = (a +1)2 + (a +2)2 - 2(a + 1)(a +.2) —%;—2—

a=h,a+1=5,a+2=6;0¢=h1°2h'_3)4"

2

imademo
Iz uslova zadatka i primenom Pitagorinog pravils imamo:
R2x+r2x+ sx (R +r) = 80 mer

-E% (R + Rr + r2) = 52 md=x
52 - (R~ 1r)2 = h2

Upotrebom supstitucije B2 + r2 = w, Re = v, R +r = Vu + 2v dobija se
u+sVo+2v =80 m

s—(u-—2v)=.9m2

U+ v =52v1r‘12

Iz druge jednadine je = V 3u - 95:2, e iz trede v = 52 o€ - u. Za-
menom ovih vrednosti u prvoj jedna¥ini dobija se . :

~ u+V3u~- 95 Vo - u =80 m2
111 b w2~ 567 meu+16280mk =0,
odakle je . uj = O_m2 up = LO m
199 w2 1

vy = v =12l

(vrednosti up 1 vy ne dolaze uw obzir - za3to?), pa je

M=10my

. Kako je r2 + rsv 2L K2, r2h = 36 k2, h2 - 52 - 12 imademo

T

3)

2)

~ odekle je a

3)
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Prems uslovu zadatka je g- p=r-gq,29-r=p,2q
(2q+r)2=(p+2r)2=p2+hr(p+r)ili zbeg p +
jamo .

s+

(2 q+r)2=p2+8aqr

N ) ! 20 \

A

Povr3ina trougla data je obrascem P = V(s - a)(s = b)(s ~ ¢), pa ce
ovaj izraz imati najvedu vrednost kad izraz P2 = s(s - a)(s - b) s-¢)
dostigne svoju na jvedu vrednost. Na desnoj strani poslednjeg izraza pro-
menljivi proizvod pretstavlja semo izraz (s -~ &)(s - b), Jer izpaz
s(s = ¢). ima uvek stalnu vrednost. Medjutim, izraz (s - a')zs - b) ima
uvek stalan zbir s - a + s - b = 25~ }a +b), pa e proizvod (s-a).
(s = c) imati nejvedu vrednost, ako su &inioci s-a i s - b medju
sobom jednaki, tj. ako je s - a = s = b, odnosno ako je a = b

Prema tome, od svih trouglova istog obima 2s, najvedu povriinu imace
ravnokraki trougao. .

Neke su m i n otseGci na koje simetrala pravog ugle ¢
deli hipotenuzu, pa cemo imati iz 4 ABM: :
MC = @ + m2 - 2 cm cos B,
Iz uslova zadatka dobije se :
‘ a+b+c =3k
be
b2
13 k,

o 4+ W

[}

Keko je min = ¢:b im +n = a, bide

) m=—§§7-.k—-,n=167k,paéemoimati
12 = ¢2 + 12 = 2 em cosf

S

b2 + c2 — a2

Prema kosinusnoj teoremi: cos ¢ =

VIR (VEVE-@VER 303 L VE . 4l
"2.2V3(VerV2) VEVewz) | 2

cos B = al + ¢ = b2 (2¥2)2+(VE+V2)2-(2¥3)2 _ _1+¥3 _ 1-

Zac - 2.2V2(V&+ vV2) Viere 2.
: 2 4+ b2 - o2 2V2)24+ (2V3)2- (V6 +¥V2)2

| P=60° ; cos g = -2 +2 =% J =J\ V;.)2+;.2[5% (Vo4 =
5“/—5 = Vz-V_Z br= .0
2v6 L '

1)

21 ‘

2 7510 . . j
Koren jednsZine je x = —& a + 10 i da bi bio negativan treba da
a2 — 7a + 10<0, & to de biti, allo je 2<e<5, i
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2) 3 Neka su x 1 y produZene neparalelne strsne tra-
] peza; tada je iz a ABS ~ 4 DCS:

a:b=af{d+x)ix 1 asbe(cry):y

A : bd : i :
odakle je x = e S A il pa je
be

1

b bd )
(a+b+c+a—b+d+a—b)-(b-+ ————Fa__ )
=a+d+ec-b .,

) 2

5) IZADBDI cos X m
Iz o ABDj: W o
= 82 + 82 + 62 + c2 - 2aV2 + 12 + 2 cosa

2o 8l
Co8~x = —m—————————
a2“,2“:2
iz o BCDy: e 4 ¢'=
—b¢+a2+b2+02-2bi/a2+bévcz cos 4
2 b2 '
2B = P ne
A FTwL 2
pa je cos€o +c082,6+cos¢‘5».=1,
22
D x3-1+kx(x=1)=0; {x=-1)= +x+1) +kx [x =1) =

(x—l)[x2+x k+l)+l]—0,odakle je
+ -
=1, mpye- ErD Y- 1)(,“1)

Jednadina ima uvek jedan realan koren x3-1; za k>lik<~3

druge dva korena su stvarni i nejedneld ; za. k = 1 ili k = -3 dva ko-
‘rena su stvarni i jedpaki, dok su za ~3<k <l druge dva korens imagi~

narni,
2) Iz A MNC: :
MG :25 = sinZ- :sin(180 at8)
2r sin
gin —
81,29 ' Iz A MAC: M2 = ?b? 292 cos{180-a)
L o2 otz 2 MC2 =2b +2b2 cos o
s¢ sin .
s 2 . i s gin —
1 — o 2 s 22 (] s - 2
11i 7 aib 2 b {1 + cosa }, odakle je b NP
. CoE 2 Sin ~-—-é

o
fat)

. [
85 BN —pg—-
. e . sl - <
Ne isti naéin se¢ dobija a = Sin P

- 7 .
OB h 3in & )

e 2" ; a+hl
8 €08 -7

coS —%— (1023 -vg—-

1z .A ABC: ¢:a = sin{ec+/8) :sinea, odakle je ¢ =

. b P a4 . bo __ {b+ell valbrc) -
5)-R+P=%§”'+T='T"' a+ibrec ?la + & + c)
_ {(b+coia+b o) . bre
B g + b + ¢) 2
23

2. 16z +80>20 i x2- 16x + 80<65, ti.da Je
1) Treba da je x2 - lgi 1 A S S Nl r 99 2

x< 6. Prema
T veél od 20 za 6>x >10, & manja od 65 za 1< x<
tlc;;gomtrl’;no; Se biti vedi od 20, & menje od 65, ako je l<x<

dnadine: .
2) Imamo jedna 1) C b s o 25
(1I1) be = 27
(II1) 12 + c2 = a2
Iz (1): b + ¢ = ﬁ--» &, 1 kvadriranjem = §mjuéi w obzir jed:na—
) P2

' p
gine (IL) i (III) - ‘dobija se 82 + LP = —J——-r————‘-—“ + 82, 0dakle je

P=r2+ar ili P=rZ +2Rr, pssto;eR——g—. _
1
3) cochx— cosl B + sxn[lBOO - {o +/3)]sin(ac-/3) + sin?(y I
coslo - cos2h + sin(c+4) sm(zx ~B) + sinly = -1—— s
ili - posto je sin(«x +A) sinle - A) = smeoc- vsin2/3
’cos2or - coseB -+ sinfa - 31n2/3+ stX T X

' 4 -
odakle je slny=+—,2-— pa jo gy = 300 = _g.-, §= 1500 = % P
= 300 +360n=-%+n7r 1X—150°+§60n—o¥6—+n1r, gde is
n=0,__1+2....
1) Neka je AQNM upiseni praveugacnik, AQ = x, BN = y, onda je xy =
Vb202 hbc
¢ x=b (b - y);iz a ABC~ aMNC, pa je X3,2 =

2b .
¥ = 2 (¢~ x). Prablen. je mogusé ako je e - 4 ba P> 0, ti. ako
Je P?——I——Ze.p—-"f—dobign sex——z—,y.._B._,
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2) Neka su R r polupreénlcl asnove, @ poluprecnlk preseke, a x 1y de-
lovi na ko;le je podel;ena v1sina pa cemo imati

V1= 3 (B2 + Ry + 92), vy = 5” (g2 +or +02)
odakle je (prema usloyu) Vi = Vo. Kako je (R —p):lg-r)=(x+y)iy
4y s HEEED v (24 89452) < S28 g21pn s ),

jeysz}rﬁ;’g :

br sineg

3) & = 2R sin &, b=2Rsinﬁ ck=2Rcoszr; P =

’

]/ 2P sm(x
= sm/flsmf’

el
]

2R? sina sinf.siny,

b = 1/ 2P sinB
. sinasing ’
25 o -

1) hoxb - ) 2 + sina =0 odakle je x1,2 =+ 1/—-__7—_1 * cosa = toos &
]/-1—cosa_+ ol
1X3,h=i =z = *sin &

2) Neka Je strana kupe podeljena na delove sy i sp , 1 neka su R irpo-
lupreénici osnova, a @ poluprednik preseka Pa cdemo imati

M=s12(R+¢) i M- S5 ( rh splp - 1)
Kako je (R - p) : (P =) = (s3 +8p) : 8) , odakle je Fl ——R————
52 (9 - : sp-(f + r), odakle jep = VER .

3) Prema kosinusnoj teoremi o2 =a2 4+ b2 2h cos # 111 ¢ = a2+ b2= ab V72,

VZ sine sm,ﬁ sing?

‘/ 2P s1n
Slneg slnﬁ

pa de biti

Keko je P = ‘Mg—’éﬂ‘, abV2 = )P, pa ée»biii 82 + b2 = o2 < )P,
| 26
1) Koreni jednaline su xp=a+ Va2 -2 i Xp = a - Va2 - b2
%%_— =2Va +b; 28 8 =" izraz dobije vrednost 2 VZa .
8- %2 (e s VaZ - 82) - 12 .82 -2 5 o Va2 —p2 .
: aXZ_E ala - Va2 - 12) - b2 - 82 - b2 - a Va2 < p2

= b vrednost lzraza je -5 Medjutnéx ako ge brojilac i imenilac

ax, - b
s 1 Vel ~ b2 - a :
podele sa - ¥ dobija se = » Paje za
B = v T,
& = b vrédnost igraza -1 . .
2) Luk AM oplsuje loptinu’ kalotu 613& je_povrSina Py = 2Ra Al = 2R7x , -

a tetiva AM omotad prave kupe P, = M.z, iN, Iz pravouglog - trougla
ABM: HMR = AH.HB = x(2R - x), 4M¢ = KH.KB = 2Ry,pa je P2 x# V2R(2R~x)
Du A7 opisuje krug &ija je povriina Pz = ATZN__ Keko je TOH BM (ze-
~r __Al - HM _ X .
$to?), to je 4 TAO v 4MHB, odakle je . l/f'Z—p =~ ,pe je

odakle

'2) Posto je v - 29, a ¢

1

y 63
\
AT = B V'EEZ—_{ » 8 Pz = _zg_xf_ DuZ T™ opisuje omotag zerublje-

ne kupe Plt = r TM(AT +HM). Kako je ™= AT, imacemo
_ Rx(3R - x)
Ph=me(Rfm_ - V(@R - x) 121 Py - %Y—

3) a) Koreni de biti realni. ako je diskriminanta 6 - 8 coslq 2 0, ti.
3- ) cos€a =0. Ako je 3 -1, cosla = 0 ili cosa= + , onda

JGC(=3O°=-—§—1116(-150°"'%‘- Ako je 3- L cos2a > 0,

, onda je a >30°, odnosno o > T iea > 1509, 0dnosno

cosa< t
“7“56'&" ‘
b) 2+y6-8 cosey

X102 " 2 oos =

2{cos @ +

2(2 co8 e + 1)
2 cos a -1

00 - 606
=~ 2 ctg “—560 ctg a260

s pa je X X5 =

-

)

o

COS &. = -

27
1) a) Jednadina se mo¥e nepisati ovako:
x3-1-k(x2-2x+ =0, (x 1)(x2+ x +1) - k(x-1) =
(x- D[x2-x(k-1) +k+1] = 0. Poito je xy = 1, Xy + x2 + 13 7,
Tp +x3=6 1 xp+x5=k~1, imacemok-7,x2-2 Xz =

k+1, pa je k = 7.

b)x1x2x3=8,x1=1,x2 5~8 i xp 3=
=--§—-—, gde je p = 2ph
1

povrdlna osovinskog preseka, & 57 = s +2¢
njegov polucbim, imacemo

2h =8 +2¢

¢

cess (1)

a po P.’Lta_gox'inoj teoremi iz A DBC
s - B =4p2 ... (2)

1z jednadina 1 i 2 dobije se 3 s2- l;g)s-.?Oy

= 0, odakle Jes%—lgg—-'s“-%?,h -—8{;—

ih=0, pa je P=105-92%; V3537,

81.30

3) TraXena povr3ina jednake je razlici povr3ina deltoida ONSM i kruXnog
isecka 2.5 (1809 = ot )
2 S

. MN.CS
P = ==

Iz o OTM: MN =

2r sin (90° - —g‘—) = 2r cos —S‘—-



6l
Iz A O3M:
i Smwg_,p&;je -
=r2ctg £

N s1.31 P = pl ctp & - e (1000 )
Y —Lrh

p 20T TR

28
1) R en linearne jednadine je x = k + b s & kvedratns jednalina  ims
korene x; =k, x, = 1, pa je (&J_L_.)z = k , odakle je k = .

. 2,42
2) 1z.4 ABD: ctg—%—i% » 2 iz jedmadine a2 = d) 4, 1 2 =E-1—§i‘-

d(-abi]:a se (.112 -4 dyd, + 622 =0, i'li, ako se cbeme stranams posled-
nje jednaline doda 3 dp2: (dp - 2 dr)e = 3 622 -, odekle js
=dy (2 +V'3), pa je ctg 5 =2 + V—f,—?=15°,a’=§0°. Ne I1I
d;d “dyd, A

; b= —s e,

dy =

nadin: sin @ = ~£—- an =

: } 1
ili e = 300 , pa je sina= —-

3) a) Neka su du¥ine lukova i:L: rre . rx(360%x)
S ilim:n =a«: (360 -«) odakle je a = _200° m
‘ -
Kako je iz 4 OBC: :
- in X = op gip 300W
t 2rslnT—c.rsm -
b) 38 m:n=1:5 bide a =600, pa je t =1,
29
s . . 2a + 12 ¥ -
1) Koreni Jednatine su x,, = & 5la= %%a 2. . Ds bi koreni bili

2)

negativni treba da je 12a ~ 3>0, tj. a > -i—, a da bl bili pozitlv-
28 + 1 + V - - '
& (s __.1% 3> 0 ili a2 - 2a + 1>0, odakle je 8 »1. U

slov o realnosti korena 1 obuh ;
Tedind pedor obtake a>la.>T obu vaé»en poslednjim ?slovom, pa  kao

ni

Strane mnogouglove su jednake.

Podto je ag? = 2R(R ~ VB2 - _,_“ZL , B=2V2

2
—'8‘—2}-/2—-(‘[2—"—1), P = a2+hp s
Py = 82 ~ Lp gde je p povrsing a ABM= 4 ABM;. Kako
8

jep=Six=3-V3-2V2 i kmko

V3-2V2 mo¥e ovako ui)roétiti: N

imademo 8‘82 =

ge lzraz

|

H 7

3)

—
~—

2)

65

V3-2vz-Y5-VB= V2% Y I-Yo3 3 -1, e

j8 x = —5'—- (‘/-2— - 1), p = —ﬁ—— (ﬁ - 1), Pl = 32(2',. "/T?—)’ P2 =
= 621/5_. ) ' S0 .
sin Lx = 2 sin 2x cos 2x = L sin x cos x (cos2x - sin2 x)
sin x . i1 W2y = Y _+ nvVm v+ 1 .
W sirfx + coslx = 1, odakle je sin x ™ A
Vme +1 .
-+ ne + .
cos X = & 1 ‘,vp‘}.]e |
. oo mVnd +1 me + 1 [_m2+1-m2(m2+1) i
sinlx =k - B v w2 112 ] ili
’ " sin =t Ln(1 - nf) -
_ hx (1 + m2)2
% .
Stubova x, rastojanje izmedju dve stuba ——;-—
1 + 2 u .on LI
x ’ ¥+2
" Otude jednaZina —2—- - 2 = a+x. i1 x2 + 2% - a = 0,81ji su koreni

X152 =~11 Vl_‘+ 2 . Prema prirodi zadatka korenl moraju biti re-
alni; bar jedan pozitivan 1 vedi od 3, jer ako bi posle _povedanja
broje stubova za 2 njikov broj blo 3, onda bi pre povedanje broj stu-
bova bio 1, 3sto 89 odigledno nemogude. Da bi koreni bili realni tre-
be da je 1.+ a>0, ili a > -1,a da bl koren bio pozitivan i vedi od
% potrebno je da bude ~1 X V1 + a >3, odekle je a>15. Poslednji .
uslov obuhvata prvi (o realnosti korema a > —1), pa je problem mogud,
sko je & > 15. '

Iz pravouglog. tp‘ouglé Eije su kalete H visina piramide,r poluprednik
upisenog kruga u osnovi, a hipotenuze h bolne visina, dobija se
008 w = -5-1;- . Kako je 82 + 2 eh = P ili a2 + 2 ak = 3 k2, odakls
je a =k, imademo cos w = ~x- .= 600, o

P zemeni aq = 2k cos y dobija se jed-

»
§

Kad se u jednaini a12 + 2 8qh

‘nadina L k2cos? P + 4 kPcos ¢ = K2(3 4+ 2V3), odakle je cos y =

-1 k% +2 ﬁ_. Izraz VL + 2y3 moZe se ovako uprostiti:

VETevs- Vi V- VA V- R Y k- ViE- D

"l’t(;fjdr 1.) , costf1='}§-,“f1=' 0

=}/3 +1, pa je cos ¢ =
(drugi ugao ne dolazi u obzir jer je tup - zagto 7).

5 Zbirka zad.
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3) Dva temena trougla A i B su krajnje talke date strane, a trede teme
C treba da zadovoljava uslove: :
a) da se palazi na rastojanju ho od strane. ¢, tj. na pr&voi

1)

2)

pamleanJ sa ¢ na rastojaniju hc

b) de se iz temena C vidi duZ & c pod datim uglom a ,tj.dy
se C nalazi na krufnom luku 61]1 e centar presek sxmetxm
le du¥i AB i prave povulene iz Je&ne krajnje tatke du?i Aj
pod uglom 800 — .

Diskusija:

1) Za he < MC postroje 2, odnosno L relenja -
jer se sa obadve strane duzi AB = ¢ mogy
povuéi prave paralelne s& njom.

2) Za hg = MC postoji 1, odnosno dva rege-
nja.

mogué .,

s1.3h

| 31 |
Neka su strane frougla ay, 83 +d iey+24,1 25 njegov l:c.ubim,pa ie

) ay + 8y + d+a) +2d=2s 111 ey +d = —%“1—— (1)

a po Pitagorinoj teorem va12 + (a1 '+ d)2 =.(ay + 24)2 7 ..., . (2)
Ked se u posledn;o,] Jed.nacml izvpsi zamena d = *—3—5ﬂ~ dobl;a se
jednaline 2 s a] = 12 s2, odakle je a] = —2-— id = _6_.

b)a1=T,a2+d —lz—,a1+2d —5—65—-,3

ay : (>a1 +d) (ay +2d) = "3: 4 :5 =
Ca (D a1 +d 2 a7 2_\
c) sin2fB+ smlg—(al +2d) +( E +2d) =1

Strane ‘crougla doleaJu se iz jednalina
[ chy = bhy ‘
: 2 . R
N _ (-,3-) £ hef = b2

odaile je b= 2~ o =3 "o dodirns

tetiva MN doblja se iz A TON~ ACDB:

M A < . k
B :r=he: b ili poSto je r=-g—,
"'2" 3k %‘

VlSlna. %T dobxga se iz A CTN"-’ACDB

5)_ Za hg > MC nema reéenjé - zadatak je ne-| .

3)

S 1)

- 2)

b o=
c=”"“.+ V2 + 6 mn + n?
2 . }
1 . o . -
P=—2—b_c=mn. . o |-

67
T -_-.-I‘gl ';zhc”: —5’-— s “odekle je CT = -—5—-2k . Otuda ]e Pl —%‘— i
P, = v_’,paJeP1:'2-25 L.
Koreni jednaline su xq,, = 24 260038 Lo, | pa de oni biti¥ re-

alni ako je cosa<* —‘/2-_2 (iz 6 - 8 cos?a = 0),

e > 500 korenl su realni i ne]eunaki a.ko je cosa=

nosno & = 309 ili ar = 1500,
= 900 zedatak je nemogud.

tj. eko je 150°
1_21/3;_. s .'od_
koreni su realni i Jednakl ,, & 8ko je a =

32

Ne}fa su brojevi x, x +d 1 x + 2d, pa ceb A _ _
B3X 438 =8 L iiiiiiiieieianas . 2])
x2+(x+a)2+(x+2a)2 cevees (I1)
Iz jednatine I: a = _3'7"_& i smenom,u jeduadini II dobija se
1832-123x+552'-9't}2=0,\ ’
+V 2 _ G gl
odakle je Xq9,0 = 18 b 6 . Da. b1 koreni bili

potrebno je da bude 18 b2 - 6 a.2>0 ill a2 < 312,

realni,

(x +m)2 + (x +1n)2 =
odakle je

—n-n* V€ + 6m +a°

(m + n)2 111vx2 +(n+n) x~m=0

a) Presek je pravougaoniksa stranems x i a, pa

e biti ax = 282, x = 2a, iz A ABM: ,
Z.C?_-‘ ;éogo?‘oc, X = ?x cosa, c.os'.a: =: -allt
o b) vy = 83, vy = —T_ 2 ili keko JeMA—atgoc,
irg.—i%gl—. Poéto je v1_=2v2 s imé~
éemo,—z—ﬁg—'_—tgg'—-;aa ; tga= 1, a=}5°.
35

j}
~

=6m="h; x
16 m, pa je tra¥ena. jednadina

Koreni jednadine su x
28 =

=hkm=c; krak b = 5m, obin .7
¥ - 21 m + 80 1f =
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2) Nelka su Pb i P povriine krugove kenstruisanih ned krakom {(b) iosuo |

vicom (c), pa demo 1mat1P e (b 2 o2
biPems(5) s ()
ch, 1 62 + L4 h2 =) b2 dobija se

Iz jedna&ina bhy

2 bt

b = 2 bhyb,

vhhc 'hbz a/)-.lhcg'hb2

S P = . i . 1
P, : P =h2 :h?2 i1i P, : P T TlZ'

1
<

ic

pa Ce biti ¢

3) g) (sinacos B + cosa sinB)(sina cos B ~ cosor sinf) = ginl e coseh -
- cosla sin2B = sin2a (1 - sin2 B) - sin28 (1 - sinl«)
8inlor— sin2f3 .

"b) (cosa cos B~ sina sinfB )(cosa cos A + sinasinf) :
sinfa sin2f = cosle cos2 S — (1- cosle {1 ~ cos2 @)
cosCa+ cos2 - 1 .

it

3k

Iz o AMN: (x +a)8 + (x - b)2 = a2 11

oo 4 s
2 %= + 2(a = b)x + a2 + b2 —- a2 = 0, odakle
, je
0 ST 5
N xo oo —la=b)* V2 a2~ (a+D)
}x—b‘ 12 o 2 ,
A X B7IM Prema prirodi gadatke koreni moraju biti re-
S alni, bar jedan pozitivan i veéi od b (zaste?)
s1.%8

. tj. 282 - (a + b)2>0
g =la=b)*V2d- (a+1)2
2

62$ (a + b)2

>0. Iz prve nejednekosti  sleduje
, a iz druge @°>(a + b)2. Kako drugi uslov obuhvata
. prvi, problem je mogué, ako je d>a + b . - | |
"2) Neka je povrina toga preseka b, & x nrjegovo mstojaﬁje od vrha pi-

ramide, pe-cemo imati B]; kgx {1 YB:Vb=H odakle je
B B‘Q-f , ali kako j\eB=a?'=—P€21P—1£L,_bide
Vi (2 - 12 v) % -

DX,

P =

b =

2 kP .
: . o .. b sina b sin b sin{ec + 4
P s = 2 Sina - _ .bsin{ec+ 4)
3) Prema sinusnoj teoremi: a , ¢ —S# )

sin

sin 4
pa zamenom ovih vrednosti u datom odnosu dobijamo -

8inh8 = sin«x + sina sin(ox + A
i1l sin?f - sinloc= sinasin{oc +5 )

00521 0082/3-
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emam e |

Ksko je siff - sinfa= sin(f+oc) sin(f=oc) imacemo

sin(B =) = sinasin(f ¥ x) .
~x)=sina ili A=2«

_ 2
Koreni jedneline su xy,p = _k__ét_@_‘ Prema zahtevu zadatka treba daje

sin( b +a
11t sin(

1)
k*2 <l 1 k_;;_Z > -3 o
odakle je k<6, k<10; k>-8, k>-l. Prema tome, imademo ~h <k <6,
2) 1z o BMS: BSC =_:x2 +y2 ' o A
iz o ABS; BS% =L r2 - 22 , X
iz o ATS: 32 = x2 - (2 v - x)2, odakle je T 5
. e
2x2 +,rx~-8r2=0
13 ¥ +2rx~-Lr2d=0 x
|
X150 = -r +rV¥5 T B Y M
Polaprednik je x = r( V5 - 1) 81.39

%) Prems kosinusnoj teoremi ¢2 = a2 + b2 — 2 b cos (1800 - 3c) ,
(1) 62 =82 +2 + 2 ab cos 3. Keko je cos 3& = cos {(2a+a). =
= c082a coset ~ sin 2asine= (cos2a ~ sinZec), cosx- 2 §infa cosoa =
= cosa {cos2a ~ % sin?a) = cosa ( cosa -~ 3), 8 po sinusnoj
teoremi a : b = sina : sin 2a, odakle je cosa =—%a— , imademo
cos 3« Ba . b2 ——73 a2 , pa knd se dobijenaz vrednost za cos 3&

. s 2 a2 - b2
zameni u izrazu (1) dobija se ¢ = ——(—— .
36
1) Neka jo x 9% kojs se otseca od strane a detog kvadrats, & — x oste-

tek, b strana novog kvadrats, pa demo imati po Pitagorinoj teoremi

- L + 1;’_2__';2' . B
xZ2 + {& = x)2 = b2 odskle.je xp,5 = & = ?Eb 8¢ . Koreni . mo—
raju bitl stverni i bar jedan pozitivan i manji od b (za3to ?), a to

“ée bitl ako je “im"(b
; 5 Dy

212 - 02320 1

odakie je b 2—3—1?— i b< a. Problem je mogus, ako je L}-z—/_z—fb<a.
- S } . :
Za b = 2K2 ipano x = B _ ‘

) Pokto jer
S deli stranu b u odnosu (b= x) : x =

ne iz o ABC ~ aBCD (zalto ?) b : e

--i— prethodno treba odrediti stranu ¢. Simetrala ugla
¢ : e ; kako je s drugté stra-
: x, odskle je x = ~—,ima~

&
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. S bR — g2 .
. demo ¢ = _b_&_ﬁi; . Otuda je:
s = _&b + e . .
— 5 (poluobim),
s -5 = _8b+b2- g2
°_ 5 ’
-} = _be-
8~ b = . ab 5
. 8- = 28l 4 - B2 '
s1Lo Tes 20 b e

- 1 .
o P= Y V(—b - &"02.)(5\_82b2 -} alt = b}%) .
Kako je 5 82b2 ~ ) o — pl o Y. a2)(La? - b2), bige |

A3) 5/

p . b(b2 . g2) - ' g
N ~ae— Vi al - b2, pe je p = b= 8) y a2 ~ b2
a .

IzAAMC: arcX sing; j
iC: ae ¢; iza MBC: b =y si O-¢)
Prvs. jednadina se podeli drugom, gégiig :2

. b ) . a .
. M N R T
L T e
i c A pa je a< +ab + b2 "7
6243 o x\=_‘—sia—ﬁ_’f2@
27

1) Neks avion prelet;‘{ po lepom vremenn a km z

njegova bizins __]%m ‘ & x Casova, $to znadi de je -

Brzina “aviona uz vetap je -2

. .
vetar, njegove se brzina smanjuje za brziny vetr’g, pa imamo jednadinmu
8 = 8 EET ,. ] ‘
- ~ 13 bxZ 4 bex ~ac =0, odakle je
T xyp = ~be 2 Yb2e? 4+ | abe
’ T2 T ————

Pi-ema priropdi zada’é}'a e o
; vd: zacatka potrebno je g :
ii.;,lvan, &ak?t_a? h’e’?&.de‘je chg + Z igc >0 (1),
brzzgamirg._blm pozitivan, ora biti zadovolienr‘oé Jed j
‘6 kojom se avion krede uz vetar veca of ine vebra oto! ot 1°

5 —>b 111 bt W22 4 | b '
T o -——zwﬂj-—~—l-L-L-b<a ; (2) odakle je a>? be.

?‘gsl@dnji uslev obuhvats prvi uslov o
i ovako. napiseti
a>2 be . '

o - B, - realnosti korena, koji  se mo¥e
- I~ » P& Je problem mogué ako je ispunjen uslev

Za, 8 = 2 bc imaml) xls? :-.:%‘Libc_ ‘ :

v a :
x = 2 1] R} .
. ) > X1 = ¢, pa bi brzina v :

. & . 1lona  po
iepom vreemsnu bile ~E.. niegova brzina uz vet g ins :
takodjo &, . ¢’ o ‘Ovar ——, & brzina veips
: — 3 on bi
> nagl avien bi mirovao. .

7 )

Iz'a ABC~ a BMN dobija se P:Py=hyZ:(hy - r)2,
ali lako je by = -2 i r = F | potrebno je

prethodno izredunati P, Kako je & : b=k :ni
ib:c=m:a ili a = —l:n—k—, ¢.= b!;’ ,odakle

je poluobini s = -;b—m— {kx + m + n). Obelefimo 1i

kratkode radi k +m+n = 27, onde je s= bTA’

s-a=-2 (A-k)s-beD (A-n), soc-
b At m

—— (A-n),

m

"ol b2 -
P %VA(A- K(A- w)(A-n) , r-=

]

2 VAa- 1) (- m{A-n)i

hy = %g_w(f\-‘k)(,\- m)(A-n), paje P : Py = (Z_AA:_r\l_JE .

3} Prema kosinusnoj teoremi imamo @ = 82 + B2 ~2 8b cos y. Kako je
§=900~ 28 bice ¢ = a2 + b2 - 2 ab sin 28, 2 po¥to je po sirusnoj
teoremi & : b = sin«: sinfB ili s obzirom da je ox= 900 + A, bice

a :b=.cosB : sin B, odakle je sinB=—2 a :
c0s B , je s T S
2 ab

sin 2/3=—-3—2752—~ , pa je ¢2 = 82 + bz—%fz% i1 (a2+b2)c2' =
= (a2 - B2)2. , REUEPE :

,co8 /=

8

1) A bl svriio .ivbsao za'x\dane.,' B z8 l.g_i;,'n obavio bi.—%— ‘delova posla .

~—

B provede na poslu x + b dana, $to znadi da bi za 1 dan uradio x—i—g

delova posla. Prema tome kede A i B zajedno rade, oni za 1 dan svrde
<t xFn delove posla, dok de ceo posao obaviti-za a dana, pa
. PR . 1 01 - 1318 2 _ - - _ _

emo imati jednaZinu &(T+ _xTT) =111 x (2a -~ b)x -~ ab=0

: - v 2 2
81ji su koreni x3,p = ga-D if La® + b . Koreni moraju  biti

realni,bar jede.n‘imziti*’mn i veéi od a ~ (zafto ?)' - tj. mors biti
(1) Lea +p¥220 i (2)" ‘2?‘ -b -tr' L a2 + b2 >0, odekle je
a2 + b2 20 .1 2> 0 {(iz druge nejednakosti). Problem je, dekle
uvelk mogué, ako je a>0 ;' pa bi A svriio pésao e x 28bile +L %2
aBzax+b=-22*tb2 l.a2-+.l‘;b2’ da‘na‘. U slugaju da je a2 '+ b=

=0, iméemox=ﬁ?l,x+b~=-—2a7i—b—;dabi zadatak  imao

smisla, u ovon slufaju treba da je 2a -~ b >0 1ili a> -}2)—— .

2) Kad se prodw’i kateta do preseka sa svalcim‘l(i'u%om, a 8¢ presetne tad-
ke spoje sa temenima o¥trih uglova datog trougla dobijaju se dvé no-
va pravougla trougla BCM i ACN .
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)Iz A ABM ~ A BCM:

tb i rspf-a
iz A ACN ~ ABCN:
2R :a=Db : ¢

. BF2 =

2r 1 ¢c =@

1i R =32,

0yF2 - r2 ,

ali kako je 1z istog trougla pq =
(gde je 015 =
je

Vip +q)2 =—§— .

P=rx(r+s8)

1z A O1BF:

¢ p imacemo p

= ZCE 1gq =_2';Pa

Iz A MDC: = b1l
‘ : 2 sin 3 * °
- : d
1zaAOC: P = 5 cosq ili p = B COSKX
‘ | ' 2 six‘1 _g__
P = _nfrcoé«x (ncosa n )=
2sin B '2sin 8 250 B
: - > 0
_ _n2z cosa nlRcoso cosCg -
W'(ws“"’ 1) P= 57
Sin€ - sin2 4~
39

1) A redio x dans; njegova nsdnica —;‘—
B redioc x - b dana; njegova nadnicat '-—QT

Da je & radic x = b dang zaradio bi (x - b)-x— ; da je B radio x da-
ne zaradio bi —-—*——B— tada bi njihova zarada bila jednaka:

(x=1b) B - X
(x - b) x I-b
ab _bVa—.é

odakle jo xq,5 = + Korenl moraju biti stvarni ibar je-
dan pozitivan; stvarni ée biti uvek ako je a0 i ¢>0 {b>0),a po-
ab + b vac

. zitlvarx ako is o 0, tj. ¢>0.
Za ¢ = & problem je nemogué (za3to 7).
2) 1z a TCD: = V2 + 02 , b = m ’
Iz a BNC: b2 = h2 + x2 +ne
s iz » THC: (_%_...1\2 ‘2_112,

piSF=q)ilp+tqlir=

¥

3)

1)

2)

3)

Sva tri pravougla trougle - na koje js dati

73
dakle ] i L~
odskle je - B D M e ¢
né - . n°_+ n2 o1 s
————————— D2 ‘j& b = 5 . —I\\]t\ =
Rt | Db/
2 2, p2 — AN
Iz Ao ANC: a = (& + x)¢ + he {11
1 Vi + 9 nl A 0T 3 BN
dy =———>3 8 s '
: sl.}5
tza OBD: 3 = XABEHDE 7
Iz jednaZina s(R + r) =8, R+r =135, s - (R - r)2 = doleaJu
se eliminactjom s Jednacme N Rr = l i R+ r=e, odakle Je
R Va i r= a + - 1
1° E _ 2 o

pa je V = _17%_. (2a +1)(2a - 1), f.axb)tak je mogué z& sve vredmesti
1 -
8> 5. ; -
Ao

P = 2 gz - xy, gde je x polovina osnovice, a y ujena yisina. Keko

jey = a/?-:ﬁ trademo x Va2 — 2 = P 111 xb - 222 ¢+ P2 = 0 111 ,

t2 — 2% + P2 = 0, gde je t = x2. Da bi koreni pretposlednje jedna-
gins bili realni potrebno je i dovoljno da koreni ﬁosledme jednagi-
ne budu reelni i pozitivni. Oni su realni sko je alt - L P2 » 0 ili
a2 >» 2P. Da bi blgg pozitivni potrebno js da su linearni i slobodnl
koeflclﬁgnt suprotnog zneka; taj je uslov oZigledno ispunjen (-a2 <

o3

78 a< = 2P3ex——2— V.

trougao podeljen - medgusobom su podudarni,
pe je y = A ELD = 4 EBD = ¢ DBA,pa se o3tri .
uglovi dateg ‘t"ou la odnose kao 2 : 1. Zbog
toga -Je & ECD = 300, ¥ CBA = &00.

Ay - 1)2 =12 4+ _%__2
ili b b2 ~ 8b1 ~ &€ =
Korenl treba da su stvarni, bar jedan poz1tivan i manji od a ; to de

biti ske je -
(1) L2 +a250 1 (2) 2E2VEI2+al

odakle se vidl da je prvi uslov ispunjen za 1>0 i _a'.>0', a drugl za

sl.lié .
z2 .
0, odekle jp b - LRI VEIZre?

Iz A ECD:

<O,

1< . Zadatak je uvek mogué za 1< ;azal 12 + 82 = 0ze
datak je nemogué, jer je teda 1 =
Neka je b povréina pa"elelnmﬁapreseka h visina piramide a x resto-

jsnje preseka cd vrha pirs

82 1 b2 = h

¢ B e biti

2 :x2 i b:—%—h—um:n..“‘;
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2r : ¢ =8

2R :a=>D

Iz o OjBF: . BF2

‘,IZAA.BMNABCM:

S SNLE R T

1z'A ACN ~ aABCN:

¢ 111 R=—§-%—.
= 012 - r2 |

ali kako je iz istog trougla pq £

(gde je 0;5 = p i §F = qJi (p+q):r=
=y - s __c _ b
ger : p imacdemo p —.—Zr ig-= ——:Pa
(p+a2 = 3. ’
3) P=pa(r+s)
Iz 4 ¥DC: =
z4 8 -——xl—-Te o , 8
izaAdC:P=soos,a ili p=-—_RcOS&
: | ' 2 siéﬁéﬁ._ _
P=_n7rcdsoc (ncos«x n )=
2sin B8 12 sin 8" 2512 B
_ nlrcose ., nzxcosaccos&g_
=——— 7 (cosa+1) P= 3
L sin? 2.51n2
- =z ,
39

1) A radio x dana; njegova nadnica —=
B radio x ~ b dana; njegova nadnica’: '—_C;‘B—

Da je A radioc x — b dang zaradlo bi (x - b)T

da je B radio x da-

na zaradio bi ——«—B— tada bi njihove zarada bila jednska:

(x - b) 22— & =X ___
X~ b
ab ch

odakle jo xy,5 =
dan pozitivan, stvami ce biti uvek sko je a’>0
ab £ b Vac

_ zitivan ako je p 0, tj. ¢>0.
Za ¢ = a problem je nemogué {zaito ?),
2) Iz A TCD: 8= Vnl +jn2 , b= m
Iz o BNC: b2 = h2 4+ x2
a iz a THC: (_g_;x)2= - 12,

Koz'eni mora;u biti stvarni i bar je—

ie>0 (b>0),8 po—

_3)'Neka je b poyr$ina paraleln

(E
dakle j i o
olaxle e . D M _a c
_ 10l - w? ia w4+ n2 A —
X = ———————, pa je b=——"5——, ! \J‘\ =z
2 Vm2 + n2 : 1 '}—></ A h
12 4 ANC: 302 + B2 1 =7 A
za = (a8 +x) 0T N
g V2 + 9 ne : f
dl s——> " —,a . i - .
: ' : s1.15
fza QBD: & - X2
3) Iz jednadina s(R +r) =82, R+pr =138, - (R - p)2 = 1 dobijaju
se eliminacijom s Jednacme LBr=1 i R : r = &, odakle je
a t Va2 -1 a + l’az-—.l'
N Rl = —'-'—-—-2——-—-— ir= —y o
pa je V ='_17£2.- (2a +.1){(2a = 1). Zac}‘atak je mogué za sve vrednesti
O .
1) P = 2 %z _ ¥, gde j= x polovina osnovice, & y njena visina. Keko

je y = Vel - x_é, imademo x ¥a2 — x2 = P ili- xb - 2242 + P2 = 0 111 ‘
t2 ~ a2t + P2 = 0, gde je t = x2. Da bi koreni pretposlednje  jedna-

8ine blli realnl potrebno je i dovoljno da kereni Eosle&me Je&naéi-
ne budn realni i pozitiwvni. Oni su realni sko je & » 0 ili
22 > 2P. Da bi bilj pozitivni potrebno_je da su linearni i slobodni

koaflcxgﬂnt suprotnog znaka; taj je uslov ofigledno isp\mjen (-a2 <
A

0¥
—Zz "V
Sva tri pravougla trougla - ne koje je dati
trougao podeljien - med%usobom su podudarni,
pe je y = 4 BLD = 4 EB < DBA, ga se oStri .
uglovi datog trougla odnose kao : 1. Zbog
toga -je & ECD o, x (BA = &0°.

- 1)2 = 12 - a 2
(b~ 1) .7,1 Fog
ili k b2 ~ 8b1 - 8¢ = O , odakle jp b =

Z&BZ“ZPJGX‘
2)

sl L6 o
1 P).;. 12 4 82 -

Koreni trebe da su stvarni, bar jedan pozltivan i man,]i od g ; to de

biti ake je
' 2

Iz A ECD:

(1) L12+8250 %
odakle se vidi da je prvi uslov ispunjen za 1>0 i .a'>0', a drugl za

1 <25, Zadatak je uvek mogué za 1 < ;azal 12 + 22 = 0ze
datak je nemogué, jer je tada 1 =1 .

<0,

mg preseka, h visina piramide a x rasto-
de, pa de Dbitd
he : x2 i1 b :

janja preseka od wvrha pira
: —%‘— =m:in.

al : ¥2 =



1)

2) -

3)

1) Iz jednadine ab = P -2(&'-‘1)) : Va2 + 2 = m :

i

: » 2
Kako jed=a}’§,h=—a—%§—-tga,im&éemb= mantga ;

‘0l te
2 . mec tge
ac.: 2n

= a22 tgla : x2, odakle jo x =5 tgx Yo tge.

g

Supstitucijom x2 = y data jednafina se svodi na y2 - by~ (K2-11%k+2h) =

= 0. Da bi koreni date jednaine bili realni, potrebno je i dovoljno

da koreni poslednje jednedine budu realni i pozitivmi; to de biti, ako

{:

! 1gk2—11k+28>0i : _

2) eko su koeficijenti b (<L) 1 ¢ [~(k2 - 11 k + 2),)]
razli¢itog znaka. _ .

Prvi uslov ie ispunjen ako je-bh>k>7 ili k=1, k
<
k -

= z Drugi uslov
bide zadovoljen ako ie koeficijent ¢ > O jer _;e 0 (-4 <0), a to
Ge biti ako je k& - (k-3)<0 ili 3 <

lk+2,<0 1ili (k-8

< k<8 .

Uporedjenjem poslednjeg uslova sa uslovom o realnosti korena, vidimo
da de koreni kvadratne jednaline biti realni i pozitivni ako je
Z3<k<l ili 7<k<8., . : ’

a to znali da dée samo u tom sludeju koreni date jednaline biti realni.

Za k=L ili za k=7 koreni suxy,p = V2, ks, = -V2. :
A - Iz.4 EDA: -
. R R i L
b 1li posto je h = e { p. DT
' > \2
Vi 2 _ _b2e2 . a2 - 212 \¢
C—F5F gpD g 6 == +( 2a )‘
2 Co_ (w2 4+ 2)2 - g2 1.8 .
S s1. L7 Y- L Z
N\ Neka je MN = a tetiva po kojoj ravan sede o-
snovu kupe, h visina tog preseks, pa demo
imati .
_ ‘ah
Pz
Iz 4 0845:
1 h = -—E{———— s
; 81N o
8 iz 4 M54S: o P
. s e
et s —
B He tg 8
d j . P = —71
pe e since
L2 _

n dobija se jed-

2)

- 3)

.1)

75 :

nafina (h n2 - m2)al + 8 n2Pa2 4+ J nep2 - meP2 = 0 odekle je
N | n2P + P V8 n2 - m2.

b n? - w2

Koreni goz’njé jednadine treba da su realni i bar jedan dé, je poziti-~
ven, 5to znagi da-poslednji izrez mora da bude realan-i positivan;da
bi fo bilo potrebno je i dovoljno da je '

- _ Ve e - 2 :

o 8)8n2~-m@ =0, b) bk n.2P+mP 8 n : m2 >0
| o 2 - w2 .
odakle je < 8 n2 i wl>L n2 ili m <2n¥?2 i m>2n. Prems
tome, problem je mogué ako: je Zn<m<2n¥2-. : D

3

Za m = 2n_V§ imamo x2
zadatak je pemogué (x

P, odnosno a.= VP = b, tj. kvadrat.Ze m =2n

~ ),

Ako dijagonala polovi oitar - ugao

 {¥BAD =a), onda,je x ACD = %

(zadto?), ps je iz a MBC: hzé ce- .

—(-g:zb—) . Keko je b=1¢, a= b
=b+m i a+b+2c=2s, do- N,
bija se ' h 5
25 — m . -b
b = ., a
R i :

T ETTI R age
= —Zl‘-— V(s - Zn)(2s + n). Zafatak jé' mogué ako je s >—%m— .

it . 4
Kod tangentnog Zetvorougla ABByA je S
2R+ar=2¢ iliR+r=c (1),
a iz Midy: R-r.=coosa | 2) .
i : - ' 2 o N 54
Iz jednatina (1) i (2) dobija se R = ¢ cos -
ir=c sin? &~ Iz a KAy ~ a4NS;  imno-
(R-~r) tr=c: (s- c),odakle je s=~R-°§—P= ¢ 0
2 _x . ‘
%FZ‘:P&J'GM1=M(R+I-) =clx 1 I A
(G0SX2 4 o« - : A : Y >
My = Sl il cosz. — , ‘odakle je TRFM '
. CoSC& - . E

. ’ - o 51- .
i - s cosk g .

. » A3
Neka sama I cev nepuni begen od .k hl za x % sova, a JI za x - b,onda
kroz I cev protede za 1h: —I;-— vode, a lkroz II: —x—:]-{"T’ kroz obe

IS



2)

3)

1)

76 -

covi za 1 h protece —-)-c— + T_——B— a-za a fasove & (-k— + ___T)
Posto se tade bazen napunl, imademo jednatinu

a (s k) -k 11 2o @bz ad s, §1j1 su koreni
X X~-Db

2a + b+ V] 82 + b2
T2 .

Xy,0 =

1:2

jedan pozitivan i veéi od b (ze8to ?), morsju biti ispunjeni ovi v
slovi: 1) L a2 + 622> C & 2) 2a+-b12‘h_52+b >b, & opi su
ispunjeni sko je 8>0 1 b >0, a>b . Za " L a2 + b2 = 0 dobijamo
X = —ga—g——b— ix=b= —2i—.é—h— , Pa je problem mogué ako je b<2a.

Neka je M presek d1ijagonala deltoida ABCD, AD = y 1 AB = x,pade biti
S VER- a2+ Y2 - a2 =41 2+ 2y -
Iz gornjih jednafina dobijamo jednaZinu

(s - a2)x2 - Ls(s? - 2)x + (82 - a52)% + a2 =0

811 koreni § ) s(s@ ~ a2) + a, V(2 ~ 32)(s2 - 352 - 4,2)
more ju da budu stverni i bar gedan pozitivan, a to ce biti ako je
82-d2 »0 1 82-d12- 4220 1li 8 3»d a2 »d

T : 1 2 1 25 1
Ze s = A zadetak je nemogué. Zs d; = ¥/ 82 - L dobi;a se kamar«t
strane x = —-5—-.,Druge. strana je y = s -x, a poluprefnik r = —-SLa- .

Neke je « ‘ugao izmedju boénih ivica, w ugao izmed ju strane i osnove,
3 a2 ct
onda jehﬁ-é"—ctg-—%— M= ————g—z-, pa je

lM:B='—-——;—L—=-— —LXL i1 3otg G :yF = V3 o,
odakle je -92‘— = }5e. Kako je cos u;'= T , b.--—2— ctg T,r—-‘-‘—gj
cosw=—3—%:‘2z,cosw =.—‘§z—,w=30°

B

Neka je x brzina sporijeg tele, x + b brzina brieg tela.,
spomJe telo predje za JL—

nadina —%» - 4)—{-—2‘_T a b 1)1 %2 + bx - & = O, &iji koreni

-b t !/252 + le

, brie za ——15— odakle se dobija jed-

X3.2 =

moraju bitl realni i bar jedan pozitivan, tj. mora da bude b2+ha >0

b+ Vb€ + Lo
’ 2

i >0 , Kako su poslednji uslovi uvek .ispu.njeni za

. Kako koreni treba da su realni i bar:

Put od a m

2)

3)

L pute prvi ce predi put AC =

+afz0 i

71
a>0 1 b>0, ‘zadatak je uvek mogu¢ ped pretpostavkom da su a i b re-
alni 1 pozitivni brojevi. Za 2+ la =0 dobija se x = - —8— pa . keko
je b>0, dobijeno negativ-no PesenJe pokazuje da zadatak pod tim u-
slovom neme smisla.
TraZeno rastojanje CS je visina koja odgovara hlpotenuu A BCD,pa je

— =5 a2 _ _
CS = ¥ BS.50. Keko je BS = —gi— SD , bide S = BC DC 1

proporcije AD.AB = AC2 i1i AD.b =

a2 ima~ .
mo, 5 obzirom da je AD = b - 2r slededu f\ : _
1ednac%nu b{b - 2r) = odakle je B 05 \D A
-C . :”65’ . W

I’=T'.

Iz o ABC ~~.a ACD: AB : & ¢ &
iz A BCD: BE2 -+ C@§_= Lre 1l
b C: CD i
=0 b b2 - 82 12 . s1.51
BC2 + (D2 = (—-r—.) , odakle je
C—D__b—-az BT = b2 ~ g2 e
- B -8 pp . Do ef
bVbe + a2 a Vvl + a8

V= —%(* r2h ; iz 4 ACS:

r=9sina i h=
sinusnoj teoremi

s2
$ =

s cosa, & iz a AOS po ko-

i)

292 + 2p2cos 2a= 292 (l+cosew)

hrsozcoszoc_ ; 5 =2 [4 goséc _

V= 2% 43 oine 2
V = siné 2& cosc oL
. ] 3 ¥ : 31.52

L5

Neka. jedan putnik predje 1 km ze x minuta, a drug1 za x + 1
= 8 drugi —x—+-—T- gde je C mesto-nji-
= AB, imademo Jednacmu -]L + —-b—-l— =

X +

X

;- 28 bmi-

U"

hovog susreta Kako je AC + BC
-~ {2b-a)x - b =0 &iji koreni -

@ db.—ai,&h'b2+a2'

1’2 e
moraju biti stvarni i bar jedan poz:.tiva,ﬁ ato ¢s biti ake ,]e N ve +
~ y 2 2
ch-2l h LN druge nejednakosti dobija

je zadatak moguc ako su ispunjeni poslednji uslovi,
+ 8¢ uvek ispanjen (za%to ‘?g

=a 1l1i ax

8¢ >0, b>0 ga
jer je uslov i;

T zaista ako je 2b ~ &>0 1li a<2b pezitivan je onaj koren &ija je
apsclutng vredaost veda; za 2b — a< 0O, odnosno a>2c pozitivan je ko



NG

Ten manje apsolutne' vrednosti, dok su za a =:2b koreni. suprotni.Prema

tome, prvi putnik predje 1 kn ze ¥ = 20" & ‘t'dal b %2 8.2.' e drugi
. 2b s et Vb B2+ a2 o ' -
28 - - Ako je L Y2 + a2 = 0 koreni su _jedneki

_ 2b - : o
X1sp = -_—,za—i—, u kome sludaju zadatak nema smisla.

v

2 2 , .
2) b= vVra, p = b Q=b—,h= be C . .
4 —— gde su b i ¢ kantet

tenuza. Kako jea;L a a : .e. e, a hipo-

be=2P (1)
a +b'+c=2s5 z
b2 + o2 = g2 &

imaéémo iz jednadine (2): b + ¢ = 25 ~ 2, ili posl L ' :

B : “ > e kvad :
b2 + ¢ + 2bo = | 82 - sa + a2 . Ako se u posi)'ednjo'j ?e:il;:g?‘]? za=
mene vrednosti.za be i 82 iz 11 2 jednadine ,dobija se a = E‘__P;

5 +_P_

Prers tomé je b + ¢ = S L odakle je ¢ = 85+ F 8

; zemenom po—

slednj dnosti u j i ‘2 se Todnafi
PR reeint 1) sobtie se jeamene 2 (52 )b

__s2 =P : 52 +.§P ‘ 2, 3
bl = T’ cl = __2? s hl - S ;- P
; = -%—P - 2g ~ P s g2 -
):)2 s G = 25 ! h2 = BP] gdi sES = FP’

Zédat?‘ak je mogué u 1 sluéaju. ako‘ je 825 P, a u II slﬁéaju za 32>—§—>
Neks je ITC: X spoljagnji otsedak s.eéice, R
poluprednik osnove kupe, a s njena strana,pa
Gemo imati ‘ '

- 3)

. P =
Kako je AC2 = CN. x
dobije se jednalina x2 + 2 px — s2p2
dakle je x = 2r, 5 = ),

Rz (R +5)
n

(B i1t (2r v2)2 = x(x + 2r)
8 =0,

Iz a BSC ~ 4 0AC: R :r=BS O_S,. .odakle
— e - _ML,
s1.§§ : N pe je P - & ra
_ L6
Y putnit prete rhsiane + 1o o Mk 1 o sl prvd
 isti nalin dobija se brzina drugog putnika —)ci- Dok prvi putnik p;*e—

.

dje put x, ‘drugi patnik za isto vreme predie 5
3 = = ! ut -
dqenl putevi za isto vreme proporciona.{ni grz?namz,’ ?:aggrigo o e
e x el
R b AR RNt

C

79

Pored toge je x = a +y (2), odakle se dobije jednalina (b - ¢)y2 +
—a}) i_&cm moraju biti realni

i bar jedan pozitivan, Sto ¢e se desiti ako je be»O i ~ab€+—act/5;>o

+2 aby + a2b = 0, ¢iji koveni y =

ili ako je b>0, ¢>0 ; ¢>b. Za b = ¢ zadatak je nemogud,jer je tada
y =~ . 5lutaj be = O ne moZe nastupitl jer je b>0, ¢>0. Keko je

. L —ac + .
X =y +a, imacemo Xy,p = .a'c_—f cbc . ’

Za ¢ >b pozitimi koreni su xp = —RETBIOC g =

= —-ab - - 23 ¥b b 2¥b
pa je AB = -=8b %c_catf—c _ .8 .+z:c_+%1./_c

. 2) Visina romba je

dqd dqds :
h o= %éz = — 122 =, jor je
3 d 2d1 + d2
e
a = -———1—2——3— « Tre¢a strana m dobija
se iz A MND~ A ACB: m : dl =DV : a.Keko

— a,2
je DN = ]/622 - he = R | ima-
247452

P 2
éemo.m=_l§2_ Y 4+ 4

42+ 42" : _ 'ds%fh‘
12 paje

Povrgina trougla je P =_—%— n BT, a iz A BTN: BT =

o _ 893353
((-112 + d22 )2

d12 + d22

. 3) (sin 3x .+ sin x) + sin 2X = 3inlx + coSeX + ¢OS X + coSZ X - sin2x
2 sin 2x cos x + sin 2x = 2 c0s2 X + cos o ‘
sin 2x(2 cos x + 1) = cos x(Z cosx + 1)
(2 cos x + 1)(sin 2x = ¢os x) = 0
2cosx+1=01 sin2x=-cosx=0 ili 2 098 x +1 .='O__"1'i
(2 sinx - 1) cos x = 0., gdaklé je cos x = - - simx = &~ i
cos x = 0 1l x3 =120°=—5-, %2 =300 =, x3 =,900= ——, odnosno

xq = 1200 + 360n = 25’ +2npr;x2=30°+'560'n=—675+2n7(

Xz = 90° + 360 n = —2—”— +2am, gle je n = 0;';11,_12

. lz
1) Neka posao zajedno obave za x Casova., A svr3i za 1 &as ——;‘-— deo posla,
a B za isto vreme uradi ——%— deo posla ; zajedno za 1 Cas svr3e -t

1 - b
B i £+D delova posla., Prewa tome za x Zasova obave a&-{) X,
ab ) '
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tj. ceo posao, odakle se dobija jednatina

J.L_ ;_EB_= 1

. Problem je mogué eko j j »0 i
K . - je a ¥+ b=>0, tj. a0 1 b>0
jer je tadaz koren odredjen i pozitivan keako i zezhteva priroeda zad,élti

ka.
2) D ¢ 2) O 45D = 2 A MNCD 111 SLILES] S
_ - ‘7—&(— Lt

pa je X = mjpgb

{a * x)u=2(b +x)

p /] 5 , _ )y (1)
EFax Iz o EBC ~ a SHC: !

51.55 - (a—x.) {x-b)=h:y (2}

Iz jednaina (1) i (2) dobija se

' 2 4212
. VST SRS s wil

2(v +1,’_§_%i3.é_‘%?_) |

b),pl._._ifﬁ_%_“’lh_ i p2=_$2__+7;2>_&_

3) gin 5x + sin x + sin 3x _ ¢ . 2 8in 3x cos x j
cc.)s;x(; cosx+.c;j§x g 3x ; 2 cos 3x cosx:iig§‘=tg Sx
sin 3x(2 cos x + 1 . 8L
T¢as 3x(2 cos X + 1) “-thx"c;rsl%; = tg 3x ; tg 3x = tg X

8
1) Proizvod otsetaka jg ive jednsk je pro J
M ec):a_e. gédn?lzezl.;e jednsk je proizvodu otseZaka druge te—
x) = i ~ L bx + 22 = 0. Koreni-gornje jedna-
bt VDZ - 8% yrovs da
. - eba su stvarni, bar jedan da
zitiven i menji od b (zadto ?), 2 to de biti a}:o je b2 ~ 82 ;ieopo;

+ 2 . ' ;
b Vb2 - a2 .y Iz prve nejednakosti dobije se baa, a iz drugs

a>0. Prena tome, problem je uvek mogné pod pomenutim uslovima;otsed-

b_tl/}d)z—az bF Ve ~ a2
) 2

gine x},r =

. Ze b = &, otsedel su jednaki

Iz 4 BBC~ aMNC: b :c=h 1 (h—y)
[y

(b=x) :x=D>:c, pa kako je b : :=L

=m:n,maéemoh:¥()h-y)=m:ni

(b-x):x=mn:n, odskle jox=- —208

. ;- M= n ) , oGtaklie jJeXxX= E +1n
n

Pp :Pp =2nh{m-n) :em(m + n)
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3) V= __%——2 b8 (H2 + Rr + r2). Kako je & AAjBy =

- ¥ MOB (za¥to ?) i AM +MBy =R+ v (z85t0?)
iz a ADBy imacdemo (R+r)2=(®R-~ r)2 = )1_92

126 = (R + r)sina 111 Rr =92 iR+ = Zoae
odakle je R = g)cth—%‘— L D= S°t€2 __‘27‘_',
v =—2—,%—I— (R2 + Rr + r2); kako je

Ry c@ v Re - AEE_ gl | .57

sinloc

- in?
B2 + r2 + Rr = pe '_9231n—o: imademo
sinc ot

_: 27 3 }_] - sinfu
V= i sinlec b

L9.

1) Neka su otsetci setice SaBL_(spoljaénji)_i BC (uwfutrasnji), & x dufize
tangente, pa demo jmati SB = x — 2a, BC = x — 8, 8¢ = 2x -~ %a ; kako
je x2 = §p.3C bige x2 - (x ~ 2&)(2x - %) ili ¢ -~ 7T ax + & 82 =0 ,
odakle je x7 = bu, x, = a. Drugo resenje ne dolazl v obzir (zagio 7}
Zedatak je uvek mogud ako je 2 pealan i pozitivan broj.

) a) Kada se spoji sredina veceg otsetks svake te¥ifne linije sa sre~
dinom svake strane dobijeju se 12 trouglove jednakih povrdine(za~

§to ?) Povrdina gednogtod onih sa 28 jednitkim temenom u tefistu —
i 3"’ dobija se po Heronovom cbrascu

gije su strane 39* s —5—* 1

p- Vels - 2)s - e - o) gte Jo o= —g(ta +ib +Eo),
e g s(s—_tf_)(s_%l)(s__’%c_)

b) Analiza: Pretpostavimo da je trougao ABC konstruisan 1 da su kroz
Temena 4 1 B povulene prave paralelne se nespramnin siransma; ta-
da se dohija paralelogram AUBCy, sastavljen od datog trougla ABC
i njemu podudarnog trougle ABCq.
Dijagonala CCp je 2. Povlate-

) njem ostalih dveju teriZnih linija
o svakom od pomenutih trouglove do—
bija se_ trougso ATTy Eije su strane

2ty 2ty 32t 3 koji se uvek

’

noe konstruisati ako je zbir dve ju
strana vesl od trede. Frema tome,tre-
“ba prvo konstruisati pomeéni trougao
ATTq &ime se dobija jedno teme A tra-
%enog trougla. Teme B dobija se ked
ge ua ATTq povute teZifna linija

£ 7Lt dea -3
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koja odgovars streni TT; i produ¥i preko F za svoju dufimu. Teme C

dobija se produfenjem Strane TT) preko Ty zs njenu dwfinmu.

3) Cos x =m~— sinx ; V1= sin® x =m~ sinx ; 2 sin? x-2nm 8in'x +
412~ 1=0, odakle je

Binxz_rg‘t_}ﬁg__-_—ﬁ. cos x = BEVZ-uwZ
sin X cos x = _ﬁ%
R
1) : Prema. zahtevu zadatka imamo
C ‘ ey = MK (h — y) (1) &
‘\lo_x o iz & NH‘\J_C ~ A ABC: i
*-y= \\M W :C=(~y):b (2)
N e '?\\\(X odelkle je IN = _-C-EE:-I-L .
, y|{ \\ Iz o TBM ~ 4 PBC dublja se y :h=x:a
A B ;fl »!3 ili y = h: . XKeda vrednosti za @ i
vy wrpestine u jednadini ;1) dobija se
81,59 jednalims x2 - 3 ax +.82 = 0,0dskle je

Ja + a'/—Q
Xys2 = )

Prvo refenje ne dolazi u obzir (zadto ?), pe éemo' imati

a-x=3 (V5-1) i BE:MC=-(3- v5):l¥5-1)

2) Heka je x dufina tangents, y  dufina

g setlce 5B spoljednji i BC. unubradnji
otseéaf&__seéice, p2 cemo imatl x +y =

° ~= 15k, BC = x = k, 8B = 16k~ 2x.Proma
tome, bide .

C _ .
€ = (16 k- 2xJ{15 k- z) il
A 51.60 22~ L6k + 240 % =0, odakle je
xy = 1O ¥, xo = 6%

Prvo reSenje ne dolazi u obzir (za X3 =h0 k debija se Fi=- 25 k).

3) Sveks sipans A MMQ jednaka jo polovini strane A ABC sa kojom je pa~

ralelra. Trougao ABC cpisuje Guplu kupu zepremine Vy = heow Za~
. 2 e .
premina tele koje wplauje 4 MHQ:V) = Li%g- s .8 frjibova razliie

V= ._b_‘il":i« Keko jo 22 + ¢ = 28, ¢ = 22 c0Be | im&é&_m

2)

Prems tome je V = 18¥3 1 §=-%-.
5
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n = s . s ¢
T ¥ cos 2 cos? - g M N
= _LM_ , h =g tg _g_ , 1
cos? —?— 0l
2 o A B
pa jo V = 82X sin? -7 cos |
' L b e N
cost —- M, N,
:21 81.61 C

Neka su otse¥ci AD § DB, onda je AD : DB = m : n. Kako simetrale u-
gla g deli nasprammu stranu po odoosu & : b=m : 1, (1) & prems za-
datku je a = b = k (2), imademo iz jednadina (1) 1!(2)

Jon v, . __kn
7 m-n L b= m=-n
Vrednostl za & L b moraju, prema prirodi zadatke, da budu reslni 1§
pozitivni brojevi, a to ¢e biti ako je m>0, n>0, k>0 i m>4 .

a =

Kada se centar lopts spoji sa temenom svakog roglja piramide, dobi~
jaju se Zetiri trostrane piramide jednakih visina. Visina svake ta-
kve piramide jednaka je golupreéniku # lopte, a zbir njlhovibh pove—
Sine jednak je povr3ini date piremide .

B Pip Prg Pzg
V1+V2+V3+Vh=v;—f—-+—3—+—§—+—g—= V,
gde je B osove & Py, Py i P3 povrdine bolnih strana piramide.lz po-
slednje jednaZine je ' '
F(B+ Py +Pp+By) =3V, 9= g
gde je P povrSina piramide. Osnovna ivica & dobija se iz jednadina
4

A3 3 108yE 1 w- (230291 a2yF s b an -
= 132¢¥3 1 12 he - o€ = 108, Ako sa druga jednadina  pomno%l -
Lv3, pa zatim odusme od prve dobija se jednafina 5/82¥3 + 6 ah -
- 48 h2¢/3 = 0. Kad se u poslednjoj jednatini izvesi zamena a = ht,
inademo jednainu 5 t2¢/3 + 6t - 48Y3 = 0, odskle ie

1ty =-2¥3, o je a.=&¥5; i1l 8 = -2hyE

Ako se uvrstl prva vyrednost za a u jednadini 12 h€ - a2 = 108 dobija
se a =8¥3 i h =5 (Zaa=-2hv3 ne dobijaju se realna radenjz).

t) =

Neke je trapeg tom pravom - Ziji je otsetak MN = x ismedju paralel-
niB strana - podeljen na dva trapeza ABNM 1 MNCD ¥ije su visine O% <
=Yy 1 OF=h -y, pa demo imati



8l

(& +x)y , (x+b)lh-y)
2 v2

2

i iz A ABO ~ A CDO:

a:b=y: (h-y) (
. 1z druge jednadine je y = ‘Z%%B‘,
s1.62 & iz prve y = (aa_-‘“xgh , odakle
jo g - BT 110 x - 28 |
52

Stavimo log'b(a) =, log (1) =81 log.a = g, odakle je b = 8%
c¥. Kako je a = el = (b/j)‘! = bb¥ (aa,,)ﬂ‘y = a“ﬁf pa lo-
geritmujemo obe strane izreze & = a“/jf_r. Uzima juéi za osnovu &, ima-

c=b‘s,a=

¢emo log &(,y = log a(a)‘xﬂ‘y iliafd=1 111
log b<a) log q(b)_lng Bo) = 1

Povude se kroz jedmu krajnju tadku N tetiw
MN vedeg kruga sedice NQ manjeg kruge kojs
prolazl kroz njegov centar i centralna raz
daljinae OC tetive MN; pa je iz o OCN:

P | SR
2 sin 5= !
8 ﬁren&a teoremi o tangenti i sefici povude
¢+ nih iz talke van kruga na krug
(B)2 - ¥8.50 i1 _ﬂ‘f_ = (R~ r)(R + )|
2
2 - n2) i1i 12 = n - ) -
(L RZ - m2} ili r Th(hsinz-—g— me
m2. (h 2 2) 113 m2. .
= — M (4 RZ - m2) ili r2 = cos® F- = N\
L sin? _%_ _ gin? 7@:_ =z
o o o
=T ctg = odakle je r = - ctg -
Jedna®ina se mo¥e napisati ovako:
2x N\ X _Z - .
cos ( 5 + T) co8 (—'2—('*' T) = Q y
ili prema poznatom obrescu cosx- cosf = 2 sin “'2*6 sin 0‘5
i ovako s _ " :
sin lltxzi /2 A 2‘2112? -0
Odakle je sin Lx+ T2 _ g 3 sin ~2% -‘f? = 0, Iz prve jednadls

2)

3)

4

‘ne dobija se x = - %~ a iz druge x = —5—. Da biemp napisali
redenja, odredidemo osnovne periode funkcija sin Mfﬁi'i sin z

1)
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z 4

opsta
X -7
Neka su te periodew 1wy, pa demo imati ’

sin —]‘—l‘-—?—aj x + 92 g5n A +££) + IZ . sin( 119(2]: /- %ﬂ’)

X +

Pogto se funkeija sin = O nede promeniti kad se argumen-

tu —n%ﬂ—ji doda ili oduzme 7, bide —nﬁf’— =, iliw = _1%&.

Ne slidan nalin palazi se iwq = 12« . Opste reSenja su

x1=-77z-—+ 127-I£ix2=—275+12n12, I
gde jen =0, 41, 42 , +3 ....,
' 3.
Jednatina se moZe napisati ovako
3-8md-7Tm (x-2) =0,
(x - 2m)(x® + 2m + h w) = 7Tmx (x-2) =0,
{x ~2m)(x2 - Smx + L me) =0, N
odakle je x = 2m=0 i x2- 5mx + L@ =0, pa su kogeni
X3 = 2m, xp = lm, Xz = W . : ‘
Koreni m, 2m i ln su zaiste Clanovi geometriskog reda. |
EF = MN - (ME - FN), iz & ACD: qu:_g., iz
A ACD: ME = -5, pa kako je M = BF D ip
c’emo]ﬁ‘:Ji_g___—b:._%m%.b._
Keko je o ABC = 4 ADC + » DBC, imademo

ab sin g = bt sin——%—-+at sin—g-,

sl. 6l

gde je t simetrala ugla g, ili
2 adb sin—-af—cos—g— =

cos & = t{a +b
5 ‘

5 ; ’sin—%’— Vl-dos%—:ﬁg—j/h afb2- (a +b)t2 ;
—b—j——b-)i—l/h a%h? - (a + b)2 t2.Pre-

. . &
51n5’=251n—2—-~cos%—= 5
ms, tome , imademo 2 a2b )

P = ——-—2-———‘:"'b sin g :‘—S—-R—m)—& +ab t" VJ-L 9~2b2 -~ (8. + b)2t2 .

Zadatek je mogué ako je L a2b2 — (2 + b)2t2 >0, odnosno t <
Za |y 6262 ~ (o + b)2t2 = 0 il1 t = 22D
u ovom sluéeju nemogund.

t (a +b) sin —g— ; 2 ab cos ﬁg— = t{a +b)

2 ab
2 +b "
bice P = 0, pa je zadatak



1) Koreni su x =

3)
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Sh

-1 .o - :
—4iy- H— Da bi sistem bio odredjen, pe.
trebno je'da bude k- 1+0 jer je zak=lix=rn iy =n

@) Koreni ce biti pozitivni ako je Tk - 1>0, k-1>0 4 7 -
ili ako je 7k - 1<0, k-1<017-k<0. I prve h'i?nsjléd:a?

< 1 ,
¢ine dobije se k>——, k>1 1 k<7, a druge tri deju k<‘%".k<

<1 i k>7. Poslednji sludaj je nemogud : .
tivni ako Se k nalaal izdeJngmn;cagu > pa de korenl biti po..;_

I<k<«<?7
Kereni su negatiwvnmi ako je 7k — 1< - -
-1%0, % k0 9 2 k0 7 Iy ;rvs,gf'upelx:(j);dZaéiia( °a§%ijZ"a;
k<T, k>1, k>7, 3to je o¥igledno nemogvde, a iz druge k- 1
k<1, k<7, pa su oba korena negativna alto je —:]7‘—<k<1 . o
520 T hmiato b siProtpog wmeke, mote y<0, onds Jo
=1>0, k~1>0 i 7-K<0 11i 7k~ 1<0, k ~'1<0 1'7 - k>0
Prve tri nejednatine daju }:>—%—, k>1, k>7, a druge tri k< 1
k<1, k<7, pa de biti x>0 | ¥<O0 ako je >k >7. Ako j'ex<6
8 y>0 treba da je Tk~ 1>0, k 1<0, 7~ k<041i Tk - 1< 0
k- 1>0, 7~ k>0. Iz prve tri nejednatine imademo k> -—-, k< 1:
k>7, 8to je nemogude, a iz -druge tri k<-%—, k>1, k<7, Zto je
takedje nemogude, dakls, ne mo¥s se desiti da je x<0 a2 y>0.

d) Koreni ne mogu biti jednaki, jer je ted .—Zer =1 . _Z_T‘ k i
kle 33 k _ 1’ a Qnda je X =,~J 1 ; - N? ‘ - . ‘ . ] oda—
Neka je AD = x, 00 = 3, pa je 1z a ADO:

2 2 p2 ¢ ) -
x +PL—Z. Keko je h =—@g_& s
Py e ac - ¢ 2a +¢

~—

b

~—

c

= — 8 = bide
r =S¥k et~ o2 .
2 + ¢ » pa Je
2 . _ac? ‘/ a '
i wmyer oV A

Poito je y = h = 2 Vo2,
_ .\; y r, hm/éemoy Ty lisfmc2.
¢ . Neke je t simetrals ugla « , pa demo imati
4BDC + 4DCA = AABC 114

bt sin -% ct sin _?_
+
2

il z

SN X odakle
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Keko jo 1y SRS1BE _ p 3 sina . 2R hice cosg o /2o VBES - LFE

- V2 o
}/b" + V22 - L 72 Zadatek je mogué

Prema tome, biée t = 2 be

a+c 2 be
V 2 ) g2 i
ako je RSt gz.gc : L realan i pozitivan broj, & to de bitiako

be + Vb2c2 = ) P2

>0, Iz prve nejednatine

je b2 = L P2 20 i 7 Yo

dobijs se P< %g_, e druga je uvek zedoveljsne ako je >0, ¢>0 1
1 be o be s .,, - be¥ 2
P_.é—-r ZaP-—-—E-—-lmﬂ.évaSlna——-Fc-'—l,oc=90°it= s

22

a _ b
a-b 7" e~ 1
1 Sistem je odredjen (ima jefan odredjen par regenja) ako je a #0,
b+ 0 ia—b#O i to: ) :
a) oba su.reSenja pozitivms ake je a>0, b>0, a = b>0, tj.
a>b ili eako je a<0, b<0, a ~b<0 i a<b; :
b) oba su redenja negetivna kad je 2>0, b>0, a = b<Oia<h,
: >0, a ~ b>0, a>b .
¢) koreni su suprotnog znaka ske je a>0, a - b<0 {a<h) i
b<e ili a<0, a - b>C {a>b) L b>0, tada je x<O, 8
y>0 . Kqreni su takodi'e suprotnog znaka, ako je a >0, & ~
~ b>0 {a>b) i bce ili kad je a <0, a - b<0 {a<«<b)ib>0
i tade je x>0, 2 y<O . : : '

1) Koreni su x =

2 Sistem je necdredjen (kecreni se javljeju u obliku -%-) ako e a =0
4 b =0 i a=>% ) o ’

3 3istem je nemogué (x =~ , y =~) eko je a # 0, a=5b,b=0.

2) Neka je 0p centar upisanog,a O centar opisenog lkruga,
h visina koja odgovara.osnoviei, R poluprelnik - opi-.
sanog = r poluprefnik ugissnog krugs, pa cem> imati:

(30]_:(_}—01—11;(—)_01=h-r,h=—1}—-’/ﬂ-a2»c2,
82 oo oVl a2 - o2
V-2 2(%&+c§

hal - ¢2

,R_=

3) Visine kupe jednake je visini tetraedrs

S e v (ﬂ-y—

a strana kupe belnoj visini telresedra s = h =




1)

3)
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osnnve :irak je polupreéniku kruga upisanog u osnovi tetraedra r =
o

= ...._'GL . Prema tome biéei
Ly wdz V6
108

W= S v -

56

+ X, a Bde imti
(b + x) tije je re-
Zenje % = _—% Da b3 problem bio mogué pre svega mora biti ¢ -

~ 1>0, jer je samo u tem sluaju & stariji od B. Prema prirodi za-
oatLa reSenje mora biti odredjenoi pozitivno, tj. sko je a - be>0 1

Neka se to desi posla x goding; tada de A imati a
b + x godina, te demo imati jednalinu a + x =

- 1>0, odskle je C<p— § ¢>1. Prema tome problem je mogué ako se
¢ nala,:u w grenicema 1<c/—-b— Medjutim, koren nije odredjen  samo
u gornjem Jihéa‘]u. On je takodje odredjen ako je a — be = 0 lia-bec<

<0 {uvek pri uslovu da je ¢ — 1>0). Iz poslednjih uslova doblja se
¢ = —_——%—- , c>_~%~- . la ¢ = —%— koren jg nula (x = 0), §to znadi da je
4 sada ¢ pute starijl od B, 2 za C> == koren -je negativan, iz Gega
pr'ouiau 82 je A bl u prodlosti ¢ puta stariji od B, Problem je ne—
wogud, ako je ¢ — 1<Q ; tadse bi vrednosti nadjene za starosti A i B

bile negatlvne. Jo3d u jednom sludaju problem je nemogud: i

za ¢=1,jer
je tada x =~ . Ako je a - bc=01ic-1-= O(i11a=b) koren se

javlie u prividno neodredjenom obliku x = -5 -

Polovma traZene tetive MV je hlpbtenuzna
visina pravouglog trougla MCO, pa demo imati

M = MO Karo 3eCO=L'§Ja—(v1d1
GO c

zadatak 54/2) bice

T = 2 - 2
N2 = (02 - p2 = < 2a -'¢
co r Got o j1i MC = £

pe je
T = c(2a = ¢) _ _c(2a - ¢)
: 1 bide + BOM = 600,

Zphog A B -

6%'—‘& jlv M= 3,

MCn AN + MCx BM = MC 7 (M + BX)

pa je

o
]

+d
1]
o
N
NE
>
-+
-
e

-
]

1)

2)

3)
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20

Resenja sux=__b_'1.;_f’5riy= 101(:1
bile negativne kad je k>O potrebno je da je 5k - 1>0 1 10k + 1<,

. Da bi vrednostl za x i y

odakle je k>—:é— ik<- —m—~ $to je nemogude. Za k<O potrebno je

da je 5k~ 1<0°1 20 k + 1>0, tj. de je k<-1—lk>———m—.Prema

tome obe de vrednosti biti negativne, ako se k nalazi u granicams
-1 1
5 <k < = )
Neka trajena tetiva MN seée u T visinu koja odgo- C
vara osnovici, tada iz a CClN imemo TN = CT. TCl
Kako je iz A ABC~ A EFC: & : T =h ; (T,odekle M A N
_ Fa oo . 0
je CT = »}21—— , & posto je TCy = 2R - -—125 , imademo
NG = -%r* (ZR —-2——)' A1i postoje h= 1 La? - o2 A B
2+ e
: bige TNE = =& ili TN =
' }/—,;z—? ice ‘L‘IB— 51,70
8l + c2 2+ ¢2
-

Neka sue i b {a>b) osnovne ivice, ¢ bolna
iviea, d4 dijagonela osnove, dp dijegonale

‘menje bofne strane, pa demo imatl c=Dsina.
1z o ABDy primenon koumusne teoreme dobije

se 452 = a2 + D2 - 26D cos 3 (gde je D dl,]a—
gonala p&raleloplpeaa) ili posto je d2 =

= b2 +.¢2 = b2 + D2 sin2 o bide _

b2 + D2sinlq = a2 + D2 — 2aD cosf...(1) y ;
Naposletku iz A DBDy je a2 + b2 + 2= D2
ili 82 + D2sinl e + b2 = (11), pe se 51.71
zamenom vrednosti (II) u Jednaélnl (1) do-

=2 aD cosd ili a = Dcosf. Zamenom dobijenih vrednostl z8

bija 222
D2 dobija se

2 i cu jednatini a2 + b2 + 2 =

b2 = D2 - D2cos? B ~ D2sin2a
b2-= D2(1 - cos2B -~  sina) = D2(sinfl - sinZa) =
"= D2{(sin B + sina)(sin B - sina p 5
b2 = D2 2 sin ﬂ;a cos ﬂaa .2 cos Ea' sin 5“
b2 = D2 sin{B+a)sin{f-x) ili b =D sin( f+a)sin(f-a)

= D3 sina cos 3 }/:;ln(/-fﬂx)sin(ﬁ—ot).

Prema tome bide V =
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1) Neka je uzeto x kg od A vrate, &to ko¥ta ax, 1 neka je uzeto m- x kg

0d B vrste, 3to kosta b{m — x). PoSto 1 kg meSane robe koita c E ima~
demo jednatinu —a—xJ'—b(—“—‘Li{)— = mac_- L,pa

m
. " m{a ~ ¢) , . -
jem - x = ——=C -« Prema tome, obe vrste koje ulaze u sastev sme-

Ze stoje u odnosu

¢, Cije je refenje x =

x:(m—x):(c*b)\:(a"c)

De bi problem imso smisla koren mora biti cdredjen i pozitiven, a to

ée biti ako je a = b0, m>0 1 ¢~ b+*0, Tom sa prilikom mole de-

‘8iti:

ldajea-b>01c-b>0, odakle je a>b i c>b. Keko izraz m — x=
= maa—-bc takod je mora da bude pozitiven, potrebno je da je i
a-¢>0 111 axc. Dskle, probiem je mogué sko je b<c<e.

2 NoZe se desiti da je a -~ b<0O-1 ¢~ b<0, odnosno a<b 1 c<b ,

jer je koren i tada pozitivan. Kako i ovom prilikom izrez m - X
treba da je pozitivan, mora biti a - ¢<0 3li a<ec, pa je problem
mogué¢ ako je a<e<h. ,

Za ¢ = b imacdemo da je x = 0, m - x = m, pa problem nems smisla, Za
c =

a
a~b=0,tj. 2 =5, ¢c-b=*0, problen je nzmogué jer fe x =~",

L, Ako je a = b = ¢ problem je neodrsdjen jer je teda z = in~x=
v ke jen jer j N x

Neka' js m centralna razdeljina krugo-
va 1 neke je unutradnja tangenta dell
tadkem 5 na otssBke p i q, pored toga
neke e unnirafnje tengenta tatkom S
podeijena na otselke x i b - x,.Iztad~
ke B u kojoj spoljadnja tangenta do-
diruje menji lrug povede se BE § 00p
- va je onda iz A ABE:

51(72 ’ m = }/-8—.;2__?'__(-?- — I°)2 vern (l)

" S druge strane imamo da je m = p + g, a kako je iz trouglova ODS i

OICS:p=VR2+x—2 i g= VY2 4+ (b~x)2, 2 iz, ADS ~ 40108{\:
x:(b—x)=R:r.ili x#—ﬁb-%—ra—,b?xs%%; imademo:
p:—R%f— (R+r)2+b2,q=—'ﬁT (R + )2 + b2, pa je

I m = V(R‘+r)2+b5..“ (2}

Naposletku ge iz_jednmadina (1):1 (2) Gobija a2 + (R-r)2=b2+ (R+1)2
odakle je al — b2 = 2R.2r. _

dobija se x =mim=- x =0, 8o je takodje basmisYeno. Akoje -

T

3)

e cR=-—1d

1)
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Iz » OAB: .

42 = 2 R2 ~ 2 R¢ cos a =
=2 R2 (1 - cosax) =} R2 sin? —§~ ,odakle

3

2 sin TP‘
pa je .
Lz S
P=) Ry = =
2 _«& ? 3 _o
sin 6 sin 5 $1.73

29
Neka bazen zapremas k hl vode, onda kroz I cev protede za 1 &as -E—
vode, kroz II cev za isto vreme 5 & kroz ILI cev -—k—. Kroz sve tri
) c
cevi protede za 1 %as k (—aL + -—%—-- —1-—-). Ako je potrebno x &asova
da se bazen napuni kada su otvorene sve tri cevi, onda de za x 3asova
kroz sve cevi protedi kx-(—i—- v 3

1 1

- %—), pe Ceme imati jednalinu

-~ kx (—é— +'T—-c—- =k ili X('%'++_—%")’ SE131 je kogen

2)

X = -—-E—c—-}?é-'—m—. Prema prirodi problema koren mora da bude odre-
djen i pozitivan, a da bi se to desilo potrebno je da je abe >0 1
bc + ac ~ ab >0, odakle je a >0, b>0, ¢>01 c>Ta—l+’—B—. K?oz prve
dve cevi mora proteéi za 1 Zas veda kolifina vode nego kroz tredu cev

za isto vreme da bi se bazen napunio, ti. mora biti ‘% + 5> —i——

i1l c>—a%—5—, a to je' malopredjagnji uslov, Za —i- + —%—- = % ili
¢ = 22— imli bisno x =~ , 3to znadi da se bazen ne bi niked
nepunio jer koliko bi vode u$lo u bazen isto bi toliko istekloizire-

ée cevi. Za bc + ac — ab< 0 ili ¢« aai koren ée bitl - odredjen
ali negativan, Sto znaZi da bi u ovom slu¥aju kroz tre¢u cev isteklo

vi%e vode nego 3to kroz prve dve cevi ulazilo u bazen.Problem je tada
besmislen.

Neka je S (slike iz gr.58/2) presetns tatka tangente i centralne raz—
daliine i neka ona deli centralmm razdaljinu na otsadke p i q,a tan-
gentuna x 1 b-x; tada jem=p+q. Kako je iz a4 ODS: p =
= VB2 +x2 ; 2 iiz 4 03CS: q ;RVPZ + (b= x)2 ; iz A ODS~A0;03;
. = -y = r _
x:(b-x)_:R.r 111 !—Wlb x-—m,lméemo

PR Vs 2 %, g VR + 02 b2, pa o
' m:V(R+l‘)2+b2
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Povrsine tela je P =2 M; +2 My, gde je My
omotag kupe BCCy, a M2 omotad kupe zarublje—
ne DD3CC. Kako je 2 My = a.‘d_zz,_EMg = 3adoT
biée P = had,m = 2 dpm Va2 + 452 . Zapremi-

na obrtnog tela jednaka je dvostrukoj raz-
lici zapremina zarubljene i obine kupe

V=2V1'—2V2=

2z d1d,2 d1d.2
- 2 s d1d o G1dpem 2
sl.7h 12 o ~ l2

60
1) Ako se oduzme. (2) od (1) jedna&ing dobije se x2 - y2 = 0 odakle

: - je
X =y, X =~y. Zamenom vrednosti x = { u jednoj od datih  jedna&ina
dobija se xq = 2k, y) =2k i x, = 3k, y, = 3k, & zamenom vrednosti

x = -yikereni xz = -k i V3, 5 =k RV x), = ki V3, v =-kiy3.

Jednagine pretstavljeju dve parabole ¢ijasu
temena van koordinatnog poletka pravou log
koordinatnog sistems i Gije su ose para%el-
ne sa koordinatnim osama; jedna se prostire
u smislu pozitivnog dela X~o0se a druga u
smislu pozitivnog dela Y-pse. Krive se seku
u tatkema T(k,k) i B(3k,3k). One se mogu br-
zo xonstruisati ako se * njihove jednatine
prethodno napisu ovako:

- 2kx + k2 =2ky - 5K + k2 |
Y2 -2k +k2'=2 kx - 3 k2 + k2 11i
(x = k)2 =2k(y - k) i (y - %)2 = 2k(x - k)

2) }128;7[ (R + r2) + 17rER + 1),
Kako je 2R + 2p = 2¢ (ze3to ?) ili R+ =
1 (R-r)2=12~1]¢2 (iz A EBC), imaéemg
0s 25 B RE + P2 + 2 Rr = 12 4
R2 +r2 - 2 Fr =12 - |92,
odakle je ’
v : P2 +r2 =12 - 2¢2

pa je
P=212g - 29027,

Povriina tela je jednaka razlici omoteda zaru-
bljene i prave kupe:

Po=My - M,y
Ml =. aﬂ(c + ‘—5—) = —2%‘2’[—, ME = acxw;
P = sco '

Zepremina tela jednaka je razlici zapremine po-
sl.77 menutih kupe :

.ako se tetka M(a,b) nalazi ma- = ‘g

93
hy 2 2 2 2 2 ‘
L R P G +ﬁ-)—°{;h=°§h.}(ako
. 1 2 2 i cea), a2 - 12
je ho= g L a¢ - ¢%, imademo V = >

b)P=__°.”Vlih2+02 vy . bzl af - ?)

2

R

o) P ax¥h a2 - w2 ha(l a8 ~ c2)

Yo H

S

Date je jednalinam ax2 — (2a + b)x + & + 2b = 0, gde su a i b koardi-
nete talke u pravouglom koordinatnom sistemu. Diskutovati o prirodi
ze. rezlifite poloZaje talke ueravni.

Koreni ée biti realni ako je

b(b - La} >0, Da bismo ovom ‘ Y
izrazu deli geometrisko tuma- =

tenje konstruisacdemo pravey = —— — ! )
=01y~ lx = 0. Nejednadina — —~——ki ] f|

b(b ~ ﬁa)>0 bide zadovoljena ~——

gde u ravni osim uoblasti iz-
medju prave y — hx = 0 i po- i
il

zitlvmog dela X-ose ili izme-
dju pomenute prave i negativ-
nog dela X-ose,tj.u oblastima

osendenim paralelino Y-osi.Pre- X
me tome koreni date jedna&ine
bide imaginarni ako se M na- s1.78

lazi u jednoj od pomenutih

cblasti.~ Koreni de bitl suprotnog znake ako je a(a + 2b)< O,Postu-
pidemo kso ma.lopre: konstruisademo prave &ije su jednadine x = 0 1
x + 2y = 0, pa ée onda biti jasno da ¢e gornje negednaéiha-biti 28~
dovoljena ako se M nalazi izmedju prave x + 2y = U i pozitivnog de-
la Y-ose ili sko se M nalazi izmedju pomenute prave 1 negativnog
dels Y-ose, dekle u oblasti osenfenoj paralelno X-osi.~ Korenl de

biti istog znake 1 imade isti znak sa znakom izraza _M. Znak

poslednjeg izraze istl je keo znak izrazs a(2a + b), pa ake konstru-
iZemo prave X = 0 1 2x + y = 0, videdemo da de oba korena biti -Eo—
zitivna ako se M nalazi u ged_no' od belibh oblasti.~ Dabi koreni bi-
1i negativni treba ds je 22— <0 11j a(2a + b) <0, tj. treba
da postogi u ravni neka oblast u kojoj kad se nalazi tadka M njene
koordinate zadovoljavaju nejednadinu a(2a + b)< 0. Takva oblast ne
postojl jer je ravan veé lspunjena oblastima do sada pomenutim,a to
znadi da koreni date jednaline ne mogu biti negativmi.~ Celokupna
diskusija mo¥e biti prikazana tabelom (stn.9h).

Diskusija ovim nije iscrpljena, jer se tatka M mofe nalazitine gra-
nicama pojedinih oblasti kads mogu nestupiti ovi slulajevi:
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Polo¥aj talke M~ Priroda korena

1) Oblast osendena paralelno Y~usi | Koreni imaginarni '

2) Oblest osen¥ena paralelno X-osi | Koreni realni i suprotnog znag

%) Bela oblast Koreni realni i pozitiwvni

1. Axo se M nalezi u koordi Y
pa je jednadina neodredjena. ordinatnon pofetku, onda je a = b = 0,

2. Keda je M na Y-osi onda j =03 j 3 s
jednaginu bx - ¢b = 0, koja 11?1: ioggnax =O2? Jednabina se gvodi na

. 3. Ako je M ne X-o0si, onda jeb =0 j
jednelinu ax2 - 2 ax +& = 5, koj&lim dupiip;og’:?:iigal Er;;lazi *
L. M se nalazi na pravoj | j
nal . jx +by =0, knda = j
e ==-2b datainednaéma se svodil na 3jrta-dna(‘,.’mu —bJ?Zaxg Eb5x)02 b
g1ji su koreni Xy = 0, % =

?
.

5. M je na pravej y - hx = 0, onda je b - . i ‘
_pe jednaline prelagl i - je b~ 4a =011 b= La
Foron X, =3 Erx;f u jednadioy axl - 6s +'9 = 0, koja  m dupid

6. Ako je ¥ na pravo) 2x +y =0, onda ja 22 +b =01li b =

= — 2a ; jednedina prelazl u jednedinu a x° - 3e = 0.31ji

su koreni

;
g =2 V3.

Ako je ap strana, P; povriine pravilnog
mnogougla uplisanog u krugu poluprednika R,
a by 1 Py strane i povrSina pravilnog mno-
gougla od;istog broja strana opisamog oko
istog kruge, onda je Pl = __r%_g__ 111, poste

h =~ an nam

2 251"
' : nb
Isto tako je Py = _.___2211 111 kako jo by = 2 h{f P

je r -

noap B2 . m ’
Vh R2_ . > s, D& Je Pl H P2 = (h RZ— &32): th
T

Za n.s- 3 doblija se Pl : P2 =1 :)k;ran=1 dobi ja s:Pl:P =] :2
& zan=6imademo Py : Py = 3 : . : . & '

‘1) Diskeiminants je a2 4+ b2 - 2, pa Ba Ko-
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3) Neka je v polupreénik csnove Elje je strana &,
h njena visina, R polupretnik osnove druge kupe
i ¢ poluprefnik kruga po kome se Kups seku.

1z 4 AOOy ~ o 150y dobije se ¥ c WS =h ot 018
i1 5;5 = .21.}-‘-—, g iz a D030 ~ 4 N30 imaemo: '

R:8=h: (a- 08 115 63 - B e
je Brf o £, oddklo je ¢ L, Ko je

r=asing, h=2cosf 1 R =htg-—>5 =

= & cpsf tg 5, bite
. . e cosftg —5— sin s sin 2 fsin 5—

2 sin (B+ -%L)

a cosh tg -—%—-Ha sinf
Zajednitki deo obeju lupe &ine kupé MOy 1 ¥NO 3iji je zbir zapremi-

na
R L R gy  Fomf2lsin? §-
T3 3 I, sin?( A+ %)
ad% sinlf cosd 3 sin2 -‘3‘:
3 e (f+ 5-)

acos A =

a3# sic? 2 Boos Asind L~
12 sin® (B+ -5)

62.

renl realni sko je 8@ + b2 — 230 Da,
bismo izrazu ae + b2 - 2>0 dall geo-
metrisko tumadenje, komstrulsademo 13-
niju koja odgovers jednaiinl A FYye 2=
= 6 Te linija je krug sa centrom u ko~
ordinatnem podetku i poiuvpreteikom r =
= y? ., Prema tome sko 5@ ¥ nelezi u
oblasti lruge (bela), koreni de biti
jmaginerni, a eko se M nalazi vén obla-
sti krugs korenl su realni. '

Korenl ée biti reelni i suprobno ozna-

Zenl, ako je (8 + b - 23(e - b ~ 2)<0. . :

Ako se konstmidu prave koje odgovareju . 31.31
jednaéimmx+y-—2=0'i‘x-y~2'= .

= 0 leko je uvideti da e lizres {a +b - 2)(a b~ 2) biti negativen
eko se M nalezi u obplasti izmedju previh x +y=2=03ix-7~ 2=

= 0 (osenteno paralelns %~081).

Koreni ée imati isti znsk kojl ime israz ?‘-iz:s%—__—%l— 114, éto.ja
gvejedna, keo izraz (e ~ 1)(a + b = 2), pa ako kons truigeno prave
ey Ly~ 2 =0 vidino ds de izras (a- 1){a +b - 2)
bitl poritiven ske se nelagi u oblastl oaenéeno% g&raleino Y-osi ,
a negativen kad se M malezi u totkaato} oblasii., Uslokupna diskasija
jggleda ovako: ‘ .

'
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Polo%aj tatke M Priroda korens

L

1} Cblast osenlene paralelno X-osli + -

2) Oblast osentena paralelno Y-osi + + 0
—-5) Talkesta oblast - -
_—lg) Bela oblast (u krugu) imaginarni

Specljalni slubajevi:

1. Ako je M u koordinsfnom peZetku,
jednatina prelezi u jednatinu-R x¢ +2¥2 x - 2 =

X1sp = -%2— (11 1).

v

onda jea =D

2, Ked je M na pravoj x *y -2 =0, onde je a +

=0ilitbt =2~ a, pa;‘}]_e JednaCJ.na—?‘v/— (a=1)x +2a - L =
. _ la-2)V¥2
je kor'.en X = .~

3, M na pravej x ~ y - =,a-b—2=0, 13
jednagina prelezi u jednatinu (2a - L)x2 - 2V2 (e - 1) x = 0
ima dva korensa Xq = 0 i %= ; E

L. M nasprevej
b +1

-(b - 1) = 0, &1ji su koreni %y $=T -

=+‘

5. M u Bl’ a =1, b=-1, koren x = O,

6. MuB.a=1,b=1, koren x = ~ ;

7.Muh, a=2,b=0, jednagina -2V2 x =

8. M na periferiji kruga a2 + b2 = 6, jednatina 1
pli koren xq = ‘:i(a - - X5

=0 i

O, &1)i su koreni

b-2=

0,811
b=a-2
, Xoja

x=-1=0,a-=1, jednadina (b - 1) x& ~-.

\

0,koren x =0

ma  du-

beac

Zapremne tele koje postaju obrtanjem tx’ougla oko katete su V2 3

' boZ 7 _ _amhe .
i V3 =z, oko hipotenuze Vl ==z —- Keko je b = —— _'bide
b2cln : 1 y2_ 2 1 3 1 \2_ 942
V= —3 ,paae(vl)———%ﬁ;—bc 1(V22)+(V5 - i
. 1 1 1 '
te je — = — + —
1 Vz‘ V5
Povriina obrinog tela jednaka je zbiru omotads M‘ i M? dveju  garu-

bljenih kupa 1 my i m2 omotads dveiu obidnih kupa:

- 2+ Vom-1 .
¢ijl su koreni X955 = ——Am—_%li——l— . Pre svega,mot'& biti
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P o= }:‘11 **L_ oy b,
Posto je My = aw(far), My = az(R+g),
Ty = 8T 1 T, F AT, imademo

P=2ax R+ +¢)
Keke je & = -5—-27-; (iz & AMD), \

r o= & °5_nu3(.1/ a @ 02), 1.87
Zeo + 2o+ 24 = 3600, «w = 1800 - (a+3), gde jew ugao izmedju
ot vem L : h sin(es 08
strane romba .i ose obrtanja, r = —-——b—;% 7¢~—2 , § =asinfd= u“fua
B po=a sinfl(iz o FEA 1Dy} ili R-r =9 , odnesmwo R = ¢ +¢, i~
wmademe P o=l oaw (v +9 ), ‘ :
p . Lhe khosin{a+B) +h sinf _ L;hg 2sin{g+4) cos ~F

Sin. sin o

sine ESm_—g—— cos ~&-

IRNA 3 & N
,hptmsin (FwB) . op dobije se P = méa——“zi‘
sine sin —§— : sin -
/. . 6 N .
4
Kad se¢ jednadina oslobodi korena dobija se (m - 1)x X2 + lx ~ 5 =0 ;

n-1+0,

tj. m 21 (za8to ?), a da bi bili realni trebaz 82 je 5m — 1 3 0,0d~
nosno Mm -%-« Pored toga — prema zahtevu zadatka - treba da je
2 & == __—ST“ < 5
odukle se denijaju nejednaline
=2+ ¥5m-1 . 2+ ¥5m—1-
o > 01 —=7—7—<0 ili
Lmd = 5m+1<0 i 5~ Tm+2>0,
£ (m - 1) (m -~ ——1—-— )<0 1 (m~ 1)( 2 )>0. Prva nojednadina
bice zadovoljena za <mr<1 (1) a druga za >m>1 (2). Da
bi kor'enl bili manji od 5, m ne sme biti vede od 1, jer tade; prems
uslovu (1) koreni ne bi Dili veéi od 2. Znadi mora biti me-g= Mo

pitanje koju nejmanju vrednost mo%e imati m dsje odgevor opet uslov

(1): ona mora biti veda od - %to nije u protivrefnosti sa uslo-
. . i
om0 egz1sten0131 korena (m >——§—') Prema tome, m se mo¥e nmauti
1 :
<m< —5. Zam= — korenl su jedneki xjy =————-=
u granicema T m 5 1 -—1

= ¥,. Poslednji uslov (T< m<—5~) ostaje u vainosti i zs

siudaj.

ova §

pals + 8) = b2 313 p2 4 ws = h2. Kola 50 h2 = a2 — we imedema
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o (B2

dacbe sa i 2 & e = {7 odakle Je

+ e = 68~ v2 13 posle
-1, {li 2 =2r i s = ~p. Kupa‘je ravnostrana (cdnos
= =2 ne dolazi u obzir — zaflo 7}, pa je P = 3 ply , M= 2:21*, B =
r2z , pa je 2 M =P + B, tj. omotal je arltmeliks sredinas za. po-
vr3inu kupe I povrEinu njene osnove.

S-2zi-de=
\y

r
8
=

3) Neks je & hipotenuza, b i ¢ katéte, pig )‘otseéci bipotenuze, & hi-
. potenuzna visina, pa demc imti
Ty . . h2zxp kExg  hlxa
. . 5 5 -3
Kako je s +b + c'=2s5, b =8 sine, ¢ = 8 cosw= a sin (90% ~a)
imacemo - : ’
. el +sine + aln (90°~—a)] = 2s
313 s cos Li5¢ cos ~§"-~ cos (L5 - #«%‘—) =23, -
cdekle je
’ e = sV2

2 cos “‘%" cos (150 - —5—‘—) .

4

“he

' Pored toge je b -= = =8 sine cos o, ta demo imati
% % -2 - P,
; V'_—__a—Z)E— 3ina cos o 7z tg —5- sin zac’:h
’ . ) 3 cosd (150 ~ —5~)
bl

1) Iz).;.lcx-uy2=05.mamox=-té—
2x — 3y + Lk'= O dobijamo jednalinu y2 - 6 iy + 8 k2 =
¥y = bk, y, = 2k, X = Lk, x, =k Prva
jednalina pretstavija pravu, & druge pa-
rabolu sa temenom u koordinetnom polet~ -

8ija se osa poklaps sa pozitivninm
delom X-ose. . :

: , i
» Pe zemenom ove vrednosti ujednalini
0, odakle

je

Prava 1 yperasbols imzju préseéne tadke
S000x) £ B (g,7k). ‘

R+ P, 2 rmIs = rzyr + l‘ﬁ‘(f‘*}'s)
g = 2r

Yay2¥N=
28 =T 4+ ¥+ s,

[ae]
~—

b) 022282 = r27 . v (v + s), : ' sl‘.SB\

82 = v2 + re, ili posle deobe sa r2:

2 : ' V5 |
T T B je S - LEVD 445 5.1
£ . 0, odekle je > > ili s —2-—(1+$/§),
Druga vrednost je negativna —f-‘—- =Lz ¥5 5 ne dolazi u obzir.

Povrsina obrtnog tela jednaka
i dvostrukoe omotada kuve BCBa.

3)

je zbiru omotada pravog veljka AlBlch

| 1) Zbir obime njihovih bazise
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Py +2iy ;Ml'=.2&h1z,-2M2=23h,r’.
‘P =) arh . Kak9 je a=_%_.‘/5-12 +d'22 i

2 dqd : .
4 12 , imademo P = b d4dr7 .

Zepremina obrinog tela jednaks je zapremini
pomenutog valjka . d '

2 28,2 Va2 1+ 1,2
' d12 + 322 .
. 65

V = hlax

gedna-k je obimu kruga koji pre\tstavl(Liz;.,
N .

zbir njihovih omotade, fe otude imamo jednalinu ry+r, = 1...

e pusto

se njihove povrsire odnose kao 1 ; 6, imedemo i drugu jed-
nadinu (rq2 + 1 '

‘ Pl) (r22 + 1 r2) =1 6'- «er (2). Iz “jednadine
(1) jerp = 1- ry, Pe se zamenom poslednje vredrosti u - jednedini

(2) dobije jednadina 5 r,'12 +91r -2 12 = 0, odakle je Py = —-]g—

iry,==21. (Druga vrednost ne dolazi u obzir, jer je negativne)

2) Iz a MMC: B2 = 42 - (a +x)2,
‘iz o NBD: _h? = d22— (8 ~x)2, a
dza BMC: W2 = W2 xR, ‘ li
Iz prve i dr.uge ‘jednaline imamo

(112 - (8.2 + b2)
‘2a

: b4
. . , dlz - 3,2
' & ig prve i-trede x = —TL s Pa je otuda
B v : 2 2
&2 + 'b2 = _dl;J._ .
3) Neka je c osnovica, h visina keja joj odgova.ra\i'a krak trougla, pe
2s, —CEL (22 +,¢) = kx, odakle je ¢ =
(5 -

1

éemo imati 2a + ¢ =
T ‘k z

+

a = T Prema tome zapremine obrtnog tela jevV =
kP (2 - 2k) l B
o 3 s
. “@ | )
1) Iz AMC: he = d12 ~ {2 + x)2, iz o NBD ; h2 = d22 - (a - x)2, iz
4 BHMC: b2 = B2 - x2 , Iz prve i druge jednadine dobija se
. A2 ~ 22 = W _ 3.2 - 4,2 ’
=__l_i__y_2_‘,aj_zlj_5x=—l_?L,Paje

DA

X =



-

100 -

s

442 + 32

82 + b2 = , a kako jea—b=mili_b=a—m,iméemokaé
poslednju vrednost za b zamenime u pretposledn%oj jedratini ovu jed-
-

5 natinu iy a2 — 4 ma + 2 w 612+622).=0

C  x:%% . Z
5 01,].1 su korenl ™+ dle N 622 g
T2 '
VA

#1s2 ©
Koreni moraju biti redlni, bar jedan pozitivan
A—~—N 'B‘T"M
s1.86

?

i, prema prirodi zadatkse, vedi od m té. trebe’

n+ /3412 + 422 ~ R

2

>, _Iz’pi've nejednadine je me}/dTL + 42,0 iz
m

V-d12 + 622 imacemo aq = —%‘—- ib=- VE

pa je problem nemogué. Problem je uvek mogud ako je m < Vd12 + d22.

da je 412 +d,2-n220 i
druge m < dle, + 622. Za m =

Povrgina traZene figure dobija se kad se.od po-
vriine datog trougls oduzme trostruke povrSina
figure koje se nalazi izmedju dve strane tro-
ugla i luke izmedju tih strana. Povriina po-
slednje figure jednaka je razlici povrSina rom
ba ByCiAA (Bija je strana jednaka polovini.
strane trougla) i kru¥nog isetka sa centralninm
uglom « = &° i polupreénikom r =
a .

b w2Y3

al
2 -z
Py = -%va, trostruks razlika njihovih povrsi-

na B(P]. - Pz) = _a'.z—g_-‘é-_j_::’_t_)‘_’

8,
-5 Povrsina

romba Py = povriina.iselka

' ' 2
pa je trajena povriina P=—9é—-(z—7/'3)

* Krug opisan oke pomenute figure je krug opisan oko_trougla éije strane

()
~—

spajaju presetne tadke polukrugova, pa je @ = —&

; (njegov
pregnik).

Povriina tela koje postaje obrtanjem paralslograms oko strape a je'
Pi=2hy%e + 2hyad +2 hgw(a + D), a oko strane b:Py = 2y 2d +

+2hyra = 2 hye (a + b). Prema towe, imacemo

Pl H P2 =\5ha : hb

Kakojeaha..:bhb ili h&:hb=b:a,biéeP1:P2=b.:a. 111
| Py By \—2;— : —%r- '
* Zapremine pomenutih tela su Vi = hazna iV, = hb2ka. Keko je
by = __as_l_x_L, imaéZMO Vi : Vo= hazza : —ﬂ%;-ib—-‘ i1 V) 1V, =
=12, il AR B

polu-

1)

n>
~—

101

67

Grafitki pretstaviti funkeijuy = V(1 -2x)° - ¥x2 funkcija sé mofe
nepisati ovako: y = /1 - 2x/~- /xf, gde su /1~ 2x/ 1 /%] apsolutne
yrednosti izraza 1 - 2x i x. Prema tome mogu nastupiti ovi slule—
jevi: 1. da je /1~ 2x/ jednako 1~ 2k keda je 1 - 2x >0, odnosno kad
Jo x < -, 2. @ je [1- 2x/ jednsko 1= 2x,kads je 1~ 2x <0, ti.

x >3 , 3 da je [x] jednako,x kadaje x>0 >i L. da je [x/ jednako
-x, kada je x<0. Ispitajmo sad te slutajeve. .
: Y

1. Ako je x<0, imaéemo_da,]e/l—&'(éf i || R
=1—2xi/x/=x-.pajey:}.—2x~+::11 R I
x+y~-1=0. Poslednja jednaCine pretstav- 4
1ja prevu koja sefe X-osu u P(1,0), a Y-osu ‘(0’1} .
w'Q(0,1). 0d pomenute prave za slufaj x<0 L Pua)
odgovara semo njen otsedak QR. R . X(Q\,\\'

2, Za 0<x < - imamo /1 - 2x/ = 1~ AN §
__2xi[x]=x,pa(jiey.=1—2x»x.i]i5x+ }\
+y-1=0.0Ove jednalira pretstavl;alpravz.x |
koja sefe koordinatne ose u tatkama (—3—,0)1

Ve

(0,1). Medjutim, za sludaj 0<x<—%—— s8mo
njen otsedak QQ pretstevlja datu lf\mkciju
jer su apscise tataka Q i Qq: 0 1 =5~ Talka Qq ralazi se u preseku
pravex=f—%——i5x+y-l=0‘. .

3, 2a X >-%’— imademo [1 - 2x/ - (1 -2x) i/x/ =x, pa jey'i
=={1-2x)-x ili x=y~-1=0,2 to je prava koja sede koordi-
natne ose u (1,0) i (0,-1), pa ée z& X > —5— samo njen otseéa:k Pth?a-
govarati datoj funkeiji. Prema tome, .datoj funkciji odgovara izlomlje~
na linija RQQ3Rq. - :

Polovina tra¥ene tetive EF je TF, tj. visina
koja odgovara hipotenuzi pravouglog trougla
CCyF, pa Gemo imati TF = v {T.TC;. IzaMO;C:
— W2 .
CT = —-m———l . Kal ,
=a _%__4“;‘2-(;2 (vidi zad.36/2 i 5h4/2) bige

a + ¢
(e = °)_'h1“2' ¢ § T -2r- T,
2.3 Py
- a2

pa posto je R =

CT =

, imacemo TCy=

— ¢~ ) ac3 + 8 adc
16 a<

ot~ ) acd + 8 adc
2a

-

V) a2 - c2

ol 82 = c2) + 2 ac?
bk a2 ~ 2

; EF =

i1i




10z -

3) C Zapremina tela koje postéje obrtanjem -t ] 2) \',s—%—qr_g_ [(ZR)2+2R(2R_M’(2R')1)2] -
g ~  vgla oko osnovice ) Pos - ~-1)2 ’ '
A, PV , (2R-h)cem .
Ve = hg 7{'@ " hazﬂ'_.' ’ haZT - v » ’ -
1 o o3 DB = — (D +TB). V2% ()R2 +)R2 - 2Rh +L4RZ - 4Rk +h) ~
R & 1_. : ., . - 2 2 ”
R R T aerav
A o Uy = BT g2 a V=—8& (6 Bh-2h2) = S5 (3R -h).
e =Ty o g5 , 3 B .
Zaprening tela koje posta j P . Kako je b= 1, haz— 2, R = &
ugle oko kraka jeJ postaje cbrtanjem tro. 1mad K ' } 82 -c ’
: : mademo
T A R oY
Vo= = 0B+ ~—EB = —3—8 kako | - Ve -oh (2024 2) snot O
& 81.8% je b= — 2 ihby = 'bsj_na=-a51n"-‘ ‘ o . _,..
! 2 sin 5~ 2sin & 3) P=hne + hab = bhw (2 +b) ;5 = a S 'y . c sinfl
= & cos ~§-, imademo V, = adx cotg & o : -2 B = o sing sinf ‘ e slag
‘ ’ R c ) . = g .
. - _ %% Frove tome je ‘ sinyg 2 i gina s‘mg (sina+ sinfl)}
R A S - S N S " « y ' sinc g .
i- e’ c,g Zz —% - °tg "’2_,003“'2[:‘- 2 g sinasinfB . _a+f o« -
\ 3 . B sing g 8N~y 608 Ty
=&Ict€q(]_,_a o Y- ‘ . 0
6 2 oT ctg Tz~ ocos T) = Ly . hPzer dm sinfa 2in?A
’ ' ’ % in? ¢
3 x__ x_ : 3 sin® g
- .8- v Ctg _g_ co8 I— 2 sin 7 cOos —%——- - i
. ’ 2 sin -%‘- : - o _ 09
ady © co8 —- - sin« - . . .
= —F— clg - = : - '1) Nejednagina se mo¥e napisatl ovako:
: —%- 2 sin 5 (y+21)(y-—2x)(2x—2y-—5) z 0.
olx 5in(90 - %) - sin - - ' .- Kon 3181 ; ;
= —— cte & T Konstruigdimo prave koje odgovaraju
" &z 2 gin -& = ik %'ednaéinama y +2x = 0,y - 2x =01
3, otg __za_ =z ) x -2y = 3=0C 1 koje dels vavanna
BE T8 2 s vike oblesti, pa se vidi ds je prvi
sin S— 2 sin {457 -~ "éf[(') cos (L5% j‘f‘) =, &lan nejednaéine pozitivan za talku
3 ; kN ) ' V x =1,y = O,8to znagi da je uvek
_ _8om ., CLE ¥ 608 (459 + £~} sin (150 - L&) pozitivan ko se taclke krede u to]
R sin -2 : oblosti ® i ne 'sefe nijednu od da-
K z . , : : tih pravih. U tom slufaju nede pro-
v o : menitl svoj zmak nijedan tinilscda— .
68 o . ) te nejednaline, pe preme tome 5Vo]
1) R ‘ znak nede menjail ni sama ne jedna-
Neka su x 1 v Xk . %ina. Ako tatka prelazi iz jedne 1 )
zbir omotald y}g‘ 2°f:nm-t-e taéke-S, onds je | drugu. oblast 1 tom prilikom presecs jednu od datih winvih koje raven
~ A SBP: . b - Kako jo iz 04RO dels na viBe oblesti, &inioel ma levoj sireni nejeﬁfﬁaﬁ‘,ineg menjaja
G = bf:; -x) . y= ‘a ‘: (ab“ x) _ ili gvoj znek, ito znali da menja sve] zmak i nejednadina. Ne taj nadin
y o= £ imacemo M= -ST=- x(a ~ x), © lsko je zakljubitl da Ce ‘ne jodnading u obs siutiaja biti zadoveljera
' ") bax ' ako se tatka M malazl u svetlim cblastime, » :
a prons uslovy zadetks _bBrE(e=x) T .
5, f . . .
N -y - 2) Zapremina tels je _
=d—‘1ﬁ-\b—2£,é3_._ﬁ_ 114 x2~ax + b - b2 = 0 pC—DX:T [ ‘ ’J> \ o7, DB2x [, ‘ 2 | 1 2
- odalde je ] s ) SEE M, 4¢P+ (ha+9)e+e+ (ha+9)-+(b.a+g~}§§d‘+g)2 - angq
81.90 “Xys=a-b, xz=b, 7= 2 15{2:‘)@"(%”%)? 3 J 3R ) |




 =[tng + - ng2r -

+ 02 4 (h, +§7)§:+92:’ @_: DB )

Kako jego:R—(T‘l,R=—_&2

= _.2{la’—c)
Zy) a2 ~ oo
"= che 321 by =

Vi a2 - o
Za 4 i °

+ _ﬁiaif;ﬁLTJ=
2@[1; &2 - 2

eVl a2 - 2
2a

= 1h— (6 a5 + aZc - ¢3)

3} a) Kupe sa iste strane osnove:

= r N L 2
s—_co_s.ﬁ__.,H=rtgw,h=rugJ
Poa ret (cosa+ cosh) =
g cosa cos
= o+ « -
h 2 €08 =5
2 . w2 ' : :
S ¥ 4 SR = S SN S (» tga ~ 7 458 =
> 5 3 > = =
C L r3x sin («-8)
3 chsx cosA
b) Kupe nad razliditim stranama osnove : Pevrsina kas pod a),'
v . .renh ' r2ah oz sin {a +4)
- 3 3 3 cosa coa
. o
Konstruilimo prave 2x - Zy+2=0, 1+
+y=-1=0 1 2x-3=0, pa ¢e ong po- |
deliti ravan na sedem oblasti.iko se ta-
ka M krede u jednoj oblasti i ne prelazi
preko makoje grani¢ne prave u  susedny

oblast,

ni proizved na ‘levej strani

samo preko jedne prave,&inioci

(by +9)2 + (by +9)9+92] A amg2 o = BE b (h, + 39)

e, 8 iZ
Vi a2 - 2

£ ONC~aEBC: ON :R = —5- :a  ili OF =
_ _Re _ ac o s

- Medjutim, posto je ahy, =

inacdemo

Cinloel 22« 3y + 2, x +y ~ 1 1
2x - 3 ne menjaju znuk, Sto znadi da nece
nejédnaiine
promeniti znek. Ako M(x,y) prelazi iz jed-
ne u susednu oblast i tem prilikom rredje
meniaju
Svoje znakove, pa prema tome menjz znak i
‘ proizved. Za X =y = O prvi lsn nejedps-~

Cine je pozitiven; on js pezitivan za =

¥

. dovoljena. Predje 1i sad M 1z oblasti @ u oblast @ , &inilac

R = _28¢_

3)

1

~—

an

talke oblasti @, pa je nejednafine zadovoljeus keordinatams makaje
tatke u toj oblasti. Ako M yredje iz__obl;x_st%. 9 u @ 1 presede ypravu
2x - 3y + 2 =0, prvi {:1&11 ne jednadine menja Vo] zn%k; 1_1§l_e‘d' Lega
ée 1 proizvod promeniti svoj znzk, pa nejednalina nede vige ,olt:.’)za—
ZX -
~ 3y + 2 de opet promeniti svoj znak, a te.lg‘odjevi prolzvod, pe Ce ne-
jednalina bitl zadovoljena koordiretama svih tadeke iz oblasti )
itd. Prema tome nejednaine je zadovoljens kcordiinatama tadska iz
svetlit oblasti. : .

Neka je a krak, h visina koja odgovara osnovici, P povrdine trougla

1 R poluprednik kruga opisanog oko trougls, pe demo imati:

. : ch
I . Kako je P = =

= _%_ VL al - o2, biée ch - 2 rs ili —%— V0 e€ - oZ = 2r __@g_?tg_- N
©j. dobija se jednadina L(c2 ~ L r2)a2 ~ 16 cxfe ~ c2(c@ + | re) = 0,

/2 2 2)
£ijl su koreni &1-—'-—9—( gt

2(c2 = } r2)

- St én + ¢,
i P=rs, gie je i = Rt

o m E
> 27 Z

s 2 ) . - . R
Zadatak je mogué ako je ¢© - L ré>0 ili ecxZr, po demo imatl samo

Sen jeo: | 2 ¢ Po—S o i {2 e2)2
jedno reSenje: b = Z oL -t e e

162(c2 -~ L 22)

Ve BER 452 4 (R F0R 4R - A N
_ _hx R oL A - a2 = <___,_m__ Y
- --.3-- [RZ + f.\R > ) + (R 2 ] ///: i\k—

\’_'/'
e 7\
= ehRx _ //0,’_\‘"" y

? -~

b — __.._.._’_/‘“\
Keko je h = b cos '—%-, R = = . \/ 477X \X
. 2 ¢0s —- ¢ Vs ____jA
& = 2b sin —%-, imacemo A%‘_ _E/‘» A
b

v

n
1l

2b sin——%”—-—b cos —';_f—e

n

b3 sin —7—‘; .
71

Neka su x; 1 % koreni trve, & a 1/ korerl druge jedneline,pa Gemo

imtio +B=2m+1 Toaf=m +3 ili x3 + % +2k=2m+ 1,

Cxpxp + kixg +xp) 4 k2 = x€ + 3. 1z prve jedmaiine je m = 2k + 1, i

2)

zemenom u drugoj dobija se jednatina k€ ~ 3k + 2 = O, odakle je ky=2,
k2=l;m1=5,mz=3. .

‘ 2v3 % & 3 ab .
i a .3 L . .o,
Posto je P héls;‘ 3 ; 2, imacdemo ( Fj + s ) : 2-2——- 32
Keko je iz o OSM: - - 2 o
he —2 = _Eﬁ/iw, bice ( 22¥3 Lol SO f‘ .ﬂﬁd =32,
ST Tcosc cog0C N VL; cese " T cos



e 1- . 1

1111(1 Y Tcosa ) ' cosa

=g &= 0%

Iz o MNS: :MNQ = 2 h2(1 - cos:...?) ;
iza MNB: MN - - ;

iz, MOS: h = —9'2(3?,
ag . 2 a2 (1 - cos w )5 odekle je

pa demo imati T' = —\‘—3——- . -
41.96 cosw = —g— Povriinsi praseka MNS = —_h—-—-g—ill—"l’_—, pa
kako je sinw = ¥I- cos?ew = Y2 i1 - 2 Y3, vico WS = ﬁa%’i

=3 v 2,0dakleje copa =

R Neka je strane kvadrata x, a.3 b osnovice i h

ili %2 = mh, gde je m srédnja linije Lrapeza.
Prema toms potrebno je konstruisati srednju
.geomstrisku proporcionalu m i h. . Produfi se
P @ srednja linija za NP = b, pe se ned MPkeo nad
pre&nikon oplse ﬁ'olukrug. Naposletku se iz N
podigne normala NS do preseka sa polukrugom, pa
¢e onuyretstavijati stranu kvadrate €ijaje po-
vr3ina jednalks povr&igzi trapeze.

2.

. F ‘
1) Koreni suxy,p =m=- 3 2 Voem2 i1 B30 = m = 3+ V(w-2){m+l) .

Koreni de biti imaginarni sko ge (m—2¥m + 1) €0, tjako je -1«
<m<2, a stvarni ako je (m = 2)(m + 1) > 0, odnoeno eko je ~1>m >
>2. Za m = 2 koreni su jednaki xj = x5 = ~1, a tekodje i zo m =~ 1
kada su Xy = Xp = ~k. :

Ako su koreni realni i nejednaki, onl mogu biti:

a) pozitivni, ako je 11 - 5n>0 im~ \5>‘O,0dak1e je m<2 -%.-—

m>3, §to je ofigledno nemoguée. Dzlkle jednalina neme pba korena
ozitiwna. -

i
P .

b) Koreni su negativmi, ako je 11 - S5m0 i m -~ 3<0, odakle
je me?2

gativni ako je m<2 5 411 m ne mo%e biti proizvoljno menje od 2-’-;5-

jer da bi koreni bili realni trebe da je m>2. Dakle, oba korena su
. negativna, ako se m nalazi izmedju granica 2<m< 2k

5

¢) Korenl su suprotnog znake i pozl.itivan je onaj &1je je ap-
solutna vrednost veda, sko je 11 - Sm=<0 i m~ 3>0, tj. sko je m >,

el i m>3. Drugi uslov obuhvate prvi a takodje 1 uslov, dasu ko-
reni reelni (m>2), pa kao jedini uslov ostaje m>3. '

\

visina trapeza, pa demo imati z2 = —-(—%—;b)l '

i m<3. Prvi uslov obuhvata drugi, pa bi koreni bili ne~

5

1) Koreni su Xy 0 =

1wy

o

&) Medjutim, koreni ¢e biti razlilitog znaka, a pozitivan o~
nej 8ije je apsolutnasvrednost manje ake je.ll - 5Sm<0im-3<0,
ili sko je m>?2 13 m<3, tj. ako Je 2 1 me< 3. Poslednjim uslovonm"
obuhvacen je i -uslov o realnosti korena_%r;>2). '

o) Koreni su siprotni (suprotno relativni brojevi) i realni
oko jem~- 3 =0, tj. m= 3, keda je x7 =x, = 2. Celokupna diskusi-
ja, prems tome, izgleda ovako: ;

i

Vrednost za m Prirode ‘korens

l, ~lem<2 imaginarni

2. —i> a2 realni i nejednaki

3, m=2, m=-1 realni i jednaki

b, 2« m<231-— negativni
. m>3 razliitog znake,
pozitivan veée aps.vr.
6. 2-—%— <m<3 razliditog znaka,
- pozitivan. manje aps.vr.
72
Z.m=3 suprotni
' 2V3 . 3 2 ] ‘
2)e) P =3B, ili &l}/_j + jgh = 533/—., odzkle »Jeh=%_L.

Kako je cosar= _._}I)' =_2,1_ bide o« = 600
2477 E 2v3 ,
b)P::lﬁﬁj_i-’M:j:h &25,}):}“:3:2

¢ Neke ie a osnovica, h visina trougla, a x strans
kvadrete, pa ée biti - = x2 ili Sxo= xh

‘8to znall ds treba konstruisati sredrju  geome—
| trisky progorcionalu za polovinu osnovice i vi-
5 7P B simu trougla. Redi toge treba prepoloviti osno-
: vicu i preneti od njens sredine OD = h.Zatim nad
, AB opisati polukrug i podiéi OML 4B, pa de O
sl.98 pretstavljati stranu traZenog kvadrats. '

Dokaz: o ADM je pravougli, pe  je hipotenuzne vizina

Od geometriske
sredina hipotenuznog otsegka AD = -ET i0D="h, o

) z é B
m+1+ Yol +m-2 m liVT(m'_l)(mé’)
. . .m=5 _ n-3
Koreni su imaginarni sko je (m - 1)(m + 2)< 0, tj. ake je

¥il X-l 2 =

-2<m<l



FRVIV]

Koreni su beskomadni ako je m~ 3 = 0 ili m = 3.

Koreni su neodredjeni, ako jem + 1+ V¥ (m~ 1)m+2) =0 l m-3=0,
odakle je m = =3 L m = 3, §to je ofigledno nemoguce. Dakle, jednalina
ne .mo¥e imati neodredjene korene. ) _

Koreni su realni i jednaki

1ako' jem =
m = -2, kada je

1, knda je xy,p=~1, ili ako je
X = 2 :
12 5

Koreni su reelni i nmejednaki ako je =2 >mx>1. U tom slugaju mogu biti:

a) oba pozitivna ako je B 503 fm+1)(m~- 3)

P o e -2 70
tj. ako je m +3>0 i (m+ 1)(n- 3)>0ili keda je m>~3, m +1>0,
m~-3>0 111 sko je m>-3, im+ 1<01im~3 <0, U prvon sludaju
sve tri nejednadine {(m + 3>0, m +1>0 i m~ 3>0) zadovoljene su
ako je m>5. Kako poslednji uslov obuhvats i uslov da su koreni resl-
ni (m>1) koreni ée biti pozitivni zs sve vrednosti m> 3. U drugom
sludaju sve tri nejednadine (m + 3>0, m + 1<0 i m- 3<0}) zadovo-
ljene su za m>-3. Medjutim, de bl koreni bili realni, potrebtno je da
je m<—2, 3to znali da de koreni biti pozitiwni sko je ~3<m<-2,Pre~-
me tome koreni su pozitiwni za sve vrednosti od m koje su vede od 3 i
zg sve vrednosti izmedju -3 i -2, : ' .

b) oba negativna, ako jem +3>01i (m+ 1){(n - 3)<0. Prva
nejednadina je zadovoljena za m>-%. a druga za -l<m<3. Uslov m>-1
obuhvata uslov m>-3, all je otigledno da se ne mogu pizeti ma koje
vrednosti vede od ~1, jer da bi koreni bili realni pdétrebno je da je
m>1, Prema tome, koreni ¢e biti negativni, eko je 1 l<m<3.

c) Koreni su razliditog znaka i pozitivan je onaj &lja je aj
solutna vrednost veéa ako je mg+ 3<0 i {)m + D 263 rfg).éll‘i]ﬂiaw f;g:
jednadine je zadovoljena za m<=3, e drugs 1li ze m<-1 ili za n > 3,
Dakle, obe nejednaline su zadovoljene za m<-3, a kako ovej uslov ni-
je u suprotnosti sa’ uslovom o realnosti korena (m<-2), pozitivan je
koren ¢ija je apsolutna vrednost vece, ako je m<-3,

o d)_Da bi bio pozitivan koren msnje apsolutne vrednosti treba
de jem+ 3<0 i (m+ 1){m - 3)<0. Prva nejednedina ‘je zadovoljena za.
m<-3, a druga za =l<m< 3. Prema- tome, ne postoji nijedna  vrednost
koga bi istovremeno zadovol javala obe nejednadine, a to znadi da data
jednadina ne moZe imati korene pomenute prireds.

- e) Jedna&ine ne moZ%e imati ni suprotne korene, jer da bito bi-
lo potrebno je da jem + 1 =0 ili :

m = -1. Koreni su,imsginarni, e ako je m = 3, koreni su .
Celpkupna diskusija izgleda ovako:
_ Vrednost od m Priroda korena
1. ~2<m<l impginaeni
- -2>n>1 realni i nejednaki
E m=1, m= -2 realni 1 jednaki
. m>3, -3<m<-2 pozitivni
5. l<m<3 nega tivni
[N m<-3 pozitiv.koren veée aps.vr. |

I —

m-3=0, Ao jem+1 =0 tj.

1)

. vougaonika. -
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. s
I natin: P = _h,;_*“_ﬁ_
' Iz o MNS: M@ - =2 b2(1 ~ cos©) i o
iz o VUB: MN-= (%—) + (%—) - 23 cos 60°
i1i MN = —g’-—- (Do istog se rezultata MN = —&T
dolazi ako se ima na umu da je x\%\l_srednja lini-
je trougla ABC). Dakle,—ah—=2-if'—(1 - cosw)

1=6~ 6cosw, cosw = —5— itd.
sinew =Vi- cosfw = V(}l ; P aibm

1T nadin: neke je hy visina tog preseks, tj. fl*ougla MNS, te cemo

fnatd iz BE . a¥TLj po YL

s1.99

hy =
. . - 6 £
Neka 'su strane pravougaonika a 1 U, & X D c
strana kvadrate, pa ce biti
x& = gb , o 3

sto znati da treba konsfruisati srednju A\_\%Ed

geome trisku proporcionalu za strane pra-

B—5— &

51.100

. ‘ _ﬂL_ l

Koreni su imaginarni eko je ag '+ b2 - < 0. Da

bismo ovom izrezu dali geometrisko tumalenje,

potrebno je konstruisati liniju koja odgovara

jednatini x2 + y2 = L = 0. To je krug sa cen—.
from u koordinatnom podetku pravouglog koordi-

natnog sistema . i polupresnikom r = 2. Prema

tome, ako se M nalazi u oblasti kruge x2+-{2 =

= ), koreni de biti imaginarni,a sko se nalazl

van te oblasti, koreni e biti stvarni. Koreni

¢e biti suprotnog znaka, ako je L(1 - &) 0, e
to ¢e biti ako se tadka M nilaz§ sa leve sgraf

ne prave, tj. u belo] oblasti, Kgreni de biti
pozitivai eko je h(1- a) O,;/agﬁ-bif s > 0, )
tj. kada se M nalezi sa’desne strane prave L - x = O 1 van
kruga x ;
gativni, sko je L(l - e)}>0 1

zi sa desne strane Brave 1 - %
i u oblasti kruga x2 # y2 — Lx
Diskusija izgleds ovako:

oblasti
+y2 ~ hx =0 (oblast osenlena kvedraticdima). Koreni su ne=
a2 + b2 - La < 0, ti. ako se M nala~
0 éoblast psendena paralelno X-osi

i

0 (oblast osensens paralelno Y-osi).

PoloZaj talke N N Koreni
Tatkaste oblast imaginerni
Kvadratna cblast pozitivni
Oblast osendena par.X | negetivni

Bela oblast. suprotnog znaks




Specijalol sludajevi:

jednadina se
- 3 =0 2iji su korsai 1 =0 i Xy =

1. iko je M na’ pra.vdj,l--- b'e =/0, onda jea = i
svodi na jednaginu x2 - 2x ¥b ;
=2¥be - 3 ; -

2. ¥ ma krugn x2 + 32 = ) = 0, onda je a2 + b2 =}, pa  dats

jednatina prelazi u jednadinu x2 - Lx¥1 - & ¢ (1 —a) =0 &iii s
koreni xq,0 = 2¥1 - a . i o

3. ko je X na h'\.zp;u X2 + ¥ = Ly

=0, onda.je &2 + b2~ p =0
pe se dobije jednsfina x2 + L (1 ~ a) = 0O, : : 8=

8iji su koreni

=2Va-T1 ‘ el
Lo Mu i (1,73) kada'je‘a=l,b=}/*,paimamox=-0 |
. 5. Ako je M u Ay, tj. eko jea=1, b= -¥3,0nda je cpet x=0 '
2) a) Iz o MNS: WNZ2 = 2 n2 {i- cosw); iz a ABC: MN = —S—; 0 j 2 =
F

nN o

'-=2h2(l—cosa).Ks_kojeM;B:};1/75111 al:a
f 3 : V3, odakle je h = —%—. © Kad se poslednja vrednost zameniu
jednaini &— = 2 b2 (1 ~_corw) dobija se 1 = 2-2 cos w; coSw=

=-—%—,iliw=600 ,

b) Presek deli piremiduna jednu trostranu i j tvorostrs
d jedru trostranu i jednu Zetvorosirsnu pi~
ranidu jednekih visina, Neka je V Sl
tvorostiane. s ce bini Je Vy zapremina trostrans i Vo . ée-

V2 =V - Vl :
2H V3 2 .
= 2 . .e?HV3 - -
‘V Z ho -’Vz"LTR[L’P“Je‘Vl:Ve=1:5
2 Neke je & stra L ,
ne romba, h X s
£ o' shrans mdeata, pa Cony fongi T

: - %2 = 'gh .
$to znali da treba konstruisati srednju -
geome trisku proporcionalu za stranu ivi-
sinu ;_"gmba. Na produZenu stranu romba pre-
neti B:A.= h, pa nad AM konstruisati po-
lukrug i iz B podiéi normalu BNLAM  do
reseka sa polukrugom, pa de BN V-
Ejati stranu kvadl’gta: pe ce pretetay

A i ME

N
lfc N
gc s
| \
a B
' s1.102
Dokaz -

BN.je visina hipotenuze pravouglog trougle AMN, p‘e. je  gecme—
‘triska sredina za hipotenuzne otsefke AB = & i BY = h. )

15

1) Koreni jedna&ine su X1,2 = & — b
stvarni treba da je  e2 + b2 - |

"

Va2 + v2 - 8 . Da bi koreni bili

8 > 0. Ako konstruifemo krivu koia °

I

* znake ako je L, - ab< O,

2

3

)

~—

treba da je L — ab>0ia - b>0, Iz 3 20}
konstrukeija linija xy = L i x-y=0 Y PP
zakljudujemo da de gornje ne jednaline 2722574 , (L
biti zadovoljene ako se M nalezi u o~ — —==iZZZd 0 } (|| X

11z

A
1

odgovara jednadini x2 + y2 ~ 8 = O dobijamo krug sa centrom u koor— .
dinatnom potetku prevouglog koordinatnog sistema i  polupre¥nikom
v =2¥2, pa je lako zakljuditi ds de :
koreni biti imaginarni ako se Mnalazi

v oblasti kruga. Koreni su suprotnog 14
Konstruk'gi't{ -

277

krive = pokazuje da de to
ko je M u oblesti izmedju grana hi-
perbole. De bi koreni bill pozitiwmi

]
X
ray
X
y. |
v
x
X
2272 ‘X
v 2z X
y s X

blastl wu unutrainjosti svake gra-
ne hiypertole, i ako je M u oblasti -
osendenoj parelelno Y-osi. Koreni su
negetivni ako je b - ab>0 1 a - b<O
Prva nejsdnelina je zadovoljena ako se

"

.51||

< M nelazi u unutragnjoj oblasti svake
grane hiperbole xy = ﬂ, a druge sko je
M u oblesti osenlenoj paralelno X-osi. 51.10%
Pregled diskusije:
Folo¥aj talke M Koreni
1. ¥ u oblasti kruga imeginarni
2. W van kruge realni
; Oblast koso sendana ‘razliZitog znaks
. Oblast osendena paral,Y-osi pozitivni '
5, .Oblast osendena paral.X-osi negativni

Specijalﬁi sluda jevi: _

1. M na krugu, onda je 22 + b2 -~ 8 = 0 i jedne¥ina ime korene

X} = Xp = a - b

2N xia. prevoj X -
ﬂ. - a?-%

O, onda je a = b; jednefina se svodi
ne jednafinu x2 + 2(

0, 8iji su koreni X7,0 = +¢/2a2 - 8

3. M ne hiperbeli, onda je ab ~ L = 0, jednafina prelazi u
jednsginu x2 - 2(a ~ d)x =0, &ijl su koveni xy = 0, %, = 2(a ~ b)

b=2 111 a=1b==2, vpa je

LL.._MﬁBiliBl,ondajea=
x=0 .

Neka je w ugeo %zmedju dve susedne bolne vis‘ine, pa ¢e povrSina pre-
sels biti p ~ BSSMw 155 MiS: MV = 2 b2 (1 - cosw); iz a ABC:
) a V2 )2 -
(%=

321/—2 '
Sin(x + a) + gin(i -a) =

cos 8, 2 sin x cos & = cos a; 8in x = 1 y
$ el - BTyl 2 E L 2ng. xo =3% +2n7.xde je n=0.%1 42

o -4 aye-." . S o= B =
W= i iz ONS: b = e =

=2 22(1.+ cosw); cosw =.-E—, sinw = LA , h=a,pa je P =

a, pa je



T8

1) Iz jednafine (1) imawe z = 3% + 2y — &, e zZamenom ujednadlinana {2)
1 (%) dobijumo

5% 4+ 5y -~ 2(3x + 2y ~a~-1; =2a~1
Zx -y + 3ixi2y—a-1) =-a
/-—15—75—, 7 = -—9——% 28 prems uslovu zadstlke
< ‘ H

e

= 0, 11i &2 + 3a - 18 = 0, oda-

7
J

Dobijaju ce dva trougla ABS i DCS Eije su
povriine

_ afh + x) ; _ bh
P——-—?———-—.— ,1 P_T ‘
Tz a £BS~ s DCF:a : b= (b +3x) : x, oda—
kle je
___bh p. a8k _ _bch
A Ta -8 P 7a=-1):
51.10)k )
3) Y2 sin x - V2 cos x = 1, Y2 sinx - 1= ¥2 V1 -"sinx ;
L sin®x - 2¥2 sin x = 1 = 0, sinx=-—2—£—;1/—§— i sin x =
.,’___ P4 I
_-J’——e—z-y‘g ;X1=—f§',x2=—1752—; x1=—§-§——+2nz',
Xy = —f‘é—' +2nm, gie jen =0, 1, 2 ...
- 7n -

i X . » . - P . .
1) Tpirom axé + by + ¢ je potpuni kvadratni trinom ako je b< - Lac = 0
Spome tome U mafer siudaiu imacdemo: (a + b)2 — L (a2 - b?)_: 0 ili
5 b2 + 2°ab -~ 3 a2 = 0. Ako se poslednja jednaline podeli sa e<,do—
P Y B R S
bija se 5<W£( TR ey %

5

. S Y-
. % 2. & = vy . 2 =
: b -_4522,. ib=-s. Zab= ——55—— dovije se trinom (x - -?——) ,z& b=~a
x = 0. ’
2) E Neka je % otsedak te prave izmedju nepara-
lelnih strane trapeze, a y i h — y visine
b F C trapeza na ¥ole je datl trapez podeljen tom
N e * prevon, ps éemo imati -
% / A=y

1 U i et S S

~_ \ €

tog trapeza, bice

(a +x)y + (b+x)(h-7) = (a+b)h (,

)
a iz o ABO ~ o CDO: & :b = v : ( )

0, odakle je — = —&- 2= h e

~ N\ v s Tl _ oo <o -
i\%B Kako je P + P2 = P, gde je ¥ povrina da:

3
h-7v)...{2L

N
~—

2)

13)

113

imacemo iz jednagina (1) i (2) x

2% 3 ab bh
__ac + 3a - -
- & + s By a+5° 7

_ 8H(a +3b) . o,
N oz th-

-—E—ibB—.. Prema tome bide a.+ x =

it

ah .
s +p 2 P& e

b2h(b + %e)
2{a + b)2

Jednalina se moje napisati ovako: ,2. €08 X + cos 5Xx + cos 3x

2 cos X +2 cos ox ; 3% o5 X E ox

0,
=0 ; cos X + cos lix cosx =0

1 + cos bx =0 1 .cos x =0 . Prve od dobijenih jednadinag moZe se
ovako nepisati: 1 + cos (Zx +2x) =0, 1+ co822x — sin2 2x = O
1+1- 5in2 2x - sin€ 2x =0 ; 1 - 5in2 2vr = 0 ; 1 - }sin2xcos2x = O

1 -k sin2x + 4 sink x = 0, odakle je sin’x = —-, sin x = ._"?2_ i
V2 , & lmamo jo¥ i cos x = O, Poslednje tri jednaline da—

iu x1=—ﬁ-, x2=—%, x5=—%’(—, xh=—7ﬁr—, x5=—7§—, pa  su opita
regenj = = <% —TSI =

& Jaxl——l’%+2nr,x2— +2n7z,x5- + 2 nn, x), = +
+2n2 i Xg =—§C—-+2ﬁﬁ gde je n = 0, +1, 42, +3 ..l..

18
a) Koren je ¥ = 1 bide pozitivan ako je 15 - 2a>0 i Se-g>
>0 ili ako je 15 - 2a«<0 i %a ~ 8<0 odakle je a<—12§— i ﬂ>—3-
tj. -%— <a<—32 ill a>-—32 i a'<78_. Ovaj drugl uslovje oti-
gledno nemogué, pa je koren pozitivan .ako je —%—<h<—%2— .

sin X = -

15 - 2a

b) Koren ée biti negativan, ako je 15~ 22>0 1 3%a - B<0, odakle
je a< iac 8 . Posto drugi uslov obuhvate prvi, koren ce
biti negativan za._a<-%— Medjutim, koren je negativan i ako je

15 - 2a<0 i 3a - 8>0: ili ako je a>—]-‘25—- i a>-§——, odnosno ako

je a.> —1}- Prema tome, koren e biti negativan ako je —%—>a>

>~

Srednja linije m = ~2—% b deli visinu tLpapeza. na dva jednaka dela,
. a+m _h v + a)h
pa je py = —p v = §§a+b)h,P2; 3 a)

Sinbx - 1 - 2 sin x(sin2x = 1) = 0; (sinx +1)(sinx +1)(sin x- 1)~
Z2(sifx - 1) 0; (sinx - 1)(sinfx + 1 - 2 sin x) = 0 ; i1
sinx = 1= 01 sin?2 x - 2 sin x + 1 = 0, odakle je sinyx = 1,
sinpx = -1 1 sin3x =1, tj.

MR i ak
pajexl=x3=—ﬂ2—+2mrix2=—5—23—+2n‘,gde jen=0, +1, +2 .
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11 115
79 3} I nadin: < ‘ '
_ : 1 2t - X
1) Koren je x = a _b I ps e biti odredjen ako je a =~ b# 0, m#0 Kako je sin x = & 2~ i cos x = 1ot imademo
3

2)

ap - b# 0, Tadgpmogu nastupitl ovi sludajevi:

8) Koren je pozitivan ako je a = b>0'v, n>0 i ap~ b>0, tj. ako je
a>b, m>0, b<ap. Poslednji uslov zahteva da je a>0, p>0 ili
a<0 1 p<0. Dakle, ako je a>0(a<0), p>0 (p<0), a>b i mn>0

koren je pozitiven.

b) Keren je pozitivan ako je = - b<0, m<0, ap - b>0, tj.ako jea<b,
n<0, b<ap (a>0, p<0 ili a<0, p>0). ’

c¢) Koren je pozitivan ako je o - b>0, m<0, ap ~ b<0, tj.akoje a=h,
n<0, b>ap (>0, p>0° ili a<O, p<0.

d) Naposletku koren je pozitiven sko je & — b<0, m>0, ap — b<0, od-
nosno ako je a<b, m>0, b>ap (a>0, p>0 1ili a<0, p<0).

e) Koren je negativan ako je a — b<0, m<O, ap ~ b< 0 ili ako je a<h,
m<0, b>ap (a>0, p>0 ili a<0, p<0).

£) ko je 2 -~ b>0, m>0, ap -~ b<Q, tj. ako je’&>b, n>0,b>ap{a>0,
p>0; <0, p<0).

g) Ako je a - b>0, m<0, ap =~ b>0 ili'a>b, m<O, b<ap.

h) Kada je & — b<0, m>0, ap - b>0, odnosno kada je a<b, m>0 i k<«
__<ap.Zaa—b:@(a=b§kor‘enjex=0.Zaa—b#O,m#:O i

ap—b=0§b=ap§ imademo x =~ ,floje & ~ by=0 (a = b), m#0,
ap - b =0 (b = ap) koren je neodred'enx:—c—, a takodje i za
a-—b.,-‘:O,m=0,ap-'b=0(b=apg.

2(ab + ac + be) = k, a2 + b2 b2 =12 ,b=2tC ..Zamenom osled-

nje vrednosti n prvoj i drzggoi jednatini donijamo a2 + L ac + cf = 15k
i'5 82 +2 ac + 5 ¢ = L k€. Ako se drugs jednalina pomno%i sa_2,pa se
zatim od nje oduzme prva jednaiina dobije se 9 a2 + 9 ¢2 = 8 k2 ~ 15k,
a ako se prva jednalina pomno%Zi sa 5, pa zatim se od nje oduzme  prva
jednegina dobija se jednadina 18 ac = 75k - L k2. Sebiranjem i odusi~

manjem poslednjih jednaZina dobija se 2a + 3¢ = £ V| k2 +60k i 3a -

- 3¢ = + V12 k2 - 90k, odakle je-a = Yhke + kg‘£12k2-90k,
_ VI X2 + 60k = Y12 X2 - 90k _ V1L X2 + 60k

c = 5 , b = S .

realni ako je L k2 + 60k>0 i 12 k2 -— 90k >0, Prva ne jednadine je uvek
zadovoljena, jer je k>01 a drugs de biti zadovoljena ako je 2 k > 15
tj. ako je k>0 1 k> . Keko prema prirodi zadatka treba da su ko~

Z
reni pozitivmi, treba da je VY k2 + 60k + V12 k2 - 90k >0, odakle je
k< ~—’§15— Prema. toms, problem je moégué ako je‘ 1 <k« —JE— o Za k=
= A2 imageno kocku a = b = ¢ = VO KE + &0k 5152:;60}(-, g2e L X2+ 60k = O
0, :

Koreni su

zadatek je nemogud, jer je tada ¢ =

| 2) Povrgine oblica stoje u odnosu Py : P, = R(R + h)

1+tg2—§—

(2+V_3_) tg2—§—-—2tg—§—+(2~‘/_5)=0, odakle je tg%—: -

X1 _ _«x X 137 ...
= —-%.2_ iii xl = _g.’.xz - 1;)27['

1+ tg? 5~

— x—.
5= 1%, s S -

IT nadin:
Vl'»coazx=2—1/3cosx;hcoszx—hﬁcosx+3=0

‘}Zfisxl= 3

11z . '
, B %o = g 1lxy =y ong, xp -
+2nm, gde'je n = 0, #1, #2, 43

cos x = .L%LT ¥

‘\' 80

1) &) xy + x5 = 2a, x1x2=a2—b2, x12+
+x2 +282 - 212 =) 82,

x22 +2 X%y = ) &2

X+€ X12 + 122 = 2(&2 + b2)

A
b) x15 + x23 +3x9%p (x) + %) = 8483 ; X3 + %3 = 28 (a2 + 3 B2)
= 1% . 2
2) r8 = 15 X2, r2 + H2 = g2; s=_1%g_, r2 + 16 k2 = 22r§k2 ;
rsh = 16 k282 - 225 kb =0, odakle je s = 5k i r = 3k, P = 2 K2z .

3)a +b +c=2s Keko je a = 2R sina, b =2 R sing = i
§ =180 - (¢ +B), ¢ = 2R sin(«x +/3),’to je 2R sina+ gR s?.nftssmf;
+ 2R 8in (@ +8) = 25, Rfsinx + sind+ sin{fa +4)] = s ; ‘
thos-éZ’-‘—cos%i:os a+B8 _ s R- g '
’ L cos & cosL cos2iB_ ?
: i 8 s8in 3 2 Z X+ 4
o = . & sing B 5 8 8in ~— %
cos/jcosoﬂ'ls’h £ aa8 T e X s &
+ -5 08 5 08— cos 5 cos -g—
. 81

a+1l-x, pa éemo
+ {a - x)2 = (a+1-xK
= g - .
-x=0;

1) St1_°a.ne pravouglog trougla sua -~ 1~ x, a — x
primenom Pitegorine teoreme imati (a — 1 — x)2
?3 x2 — 2x(a = 2) + azl— ha = 0, odakle je x% =8, X
esenje x = a nems smisla, jer bi tada jedna i
Strane trougla su 3, L i S.J : e steta blld e
. : r(r + h), gde su
R i r polupreénici oplganog i upisanog kruga u bazisu, a h  visina
prizme, Kako je R = -BBC 5 5 - —5-_treba prethodno odrediti osnov~

ne iviece prizme. Posto je ah = P , bh = h =
S =

ch = »
6 P TR
bide 2s = _Q%.P_’s_a= 15P,s—b= J%P,S—c=%”

bl
pa éemo imaél'



~

116 .

v v
= 5 7

= —5—31/—2—— ir = ﬁ Prema tome bide Py :

odakle je h =

,a—

5YP .2VF®
\EJ = 3

0.15.10. Pl
VRIS
_izg: - V5, R

= 125 :

P2 =

?
1z di;lugonalnog preseka: el = —5— . =

prizme a, w ugwo izmed ju dijagonale — odakle je cos w =

Keko je D€ = 2 82 + W2 =

05 w - gdeje D dijagonala

2 i T e 2 a2
3 .
2 a2 + k2 (b je visina dijagonalnog preseka)

2

Osnovne ivica o .dobija se iz jednaline 2a“+

k
T 8.2 =
itd.

bide cos w =

+1 ab =
9k

-

_——.
2 al + X2

P, ili 16 &2 + 32 ak - 9 k2 = 0, odakle je a%
k2 !
_T6_2 e

i

. Prema tome imademo cos w =

+

82

—6— i (2) x1x2 '—(—_"F)—"

oxz Zamenom poslednje vrednosti u jednalinama

imacemo iz jedna-

1

~

Kako je (1) xq + %5 =
Sm =
gine (1) 3 = —¢

(2) i Jednaéml 3xq + 2xp

= 2 m dobijaju se jednaline Zup = m, 5X2 -

2 _
-6 x2 = (m ~ 1), odnosno jednatine 6(—2—, - 5——-— + (m=~-1)
odakle je m = -—]2— .

a—-b

.7h, ¢ - (—2——-) = b2, odakle je ¢ —%h—-b
S P b

c ? E ]
sin (459 —- 300) = Vo= V2 ;i g0 15%=

1 150 1- M

-~ o5 - ¢os 7

_——-———1sm°g oc2 &, bige tg 7930 = —— Y50 T VB -y
-

2____
- 'V—__'. ﬁ ‘/E’ Vji)(%%r ‘/—2_) = ‘/—_ V-34+ V—Z——Z
6- 2 S

2) Zh, & + b + 2¢

3, sinwx =

a

3) Poito je sin 15°

/

i tgx =

=

’ 83

dnadine, a o 1 B koreni nove Jednaélne,
Q =ac B3, Kako je fx=x1—X§2

1 1 (x1 — % 1
X1 - %2 EAREE x1- %2

1. Posto je (x:L + x2) = x12 + x22 + 2 X% i1i p2 = x12 + x?_2+ 2q,
p2 - 2q. Ali kako je (xy - x2)2-'p2— ho-

1) Ne¥a su xy i X, koreni date je

pe cemo imati P = ~(x+AB) i

biée ? = "(Xl - - i

Q=
dobija se da je

- (m+1)2-km= (n- 1) bide xy -

(12 + x22

x2=_t(m-l), re je

% ‘/_c'-
“"_If"

1

3)

1)

2)

, povriina bolne strane 1 s njen poluobim, imademo jednaZine E.b_i%- =
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P=3 _m(;mn%)_ . Prema tome, traZena Jednaéma Je
X2 3 m('rﬁ 2 yim-1-0 il
_ m-x2 smm-2)x +m-1=0.
o .y _ rexH . N
2)M=ras iV =-—""F5— Da bismo resili proble? stoje nam na paspo-
lo%enju jednadine p(r + s) = k2 i &2 = r2 = I il 2 4+rs = k2 4

L s2 - ), r2 = X2, Ako se prve jednadine oduzwe od druge jednadine do-

bija se h ¢ -rs- 512 = 0 ili posle deobe sa r2 jednadina L( : )

- - - ____ = - 5 - r
(T) 5 = 0, odakle je —-E— i 1, pa je s = _ﬁ_

8 = -r (posledngl odnos ne dolazi u obzn- - za3to?).

i

Prema tome, za

-E—dobl;ja se da je r =—%—15—i 8 =—g—k—, P8 je M='-i§’r— B!
V- 2 Xem '
: 27 * . .
Imamo jednetine d,d, = 2 ah, d‘12 + d22 =) e i d) + 4, = s,ali kako

je h = a sin 300 ili h = doBi_.jaju se, posle zamene vrednosti za
'h u prvoj jednaini, obe jednaZine d,d, = a2, 442 + d22 =) a? i

4y + 8y =8, i1 832 + 4,2 = h &3, 1a2 s = d; ili dalje 6 3,2 -

J}—'g—il- i d = _ﬂ}_‘é_ﬁ.)_,p,

- €0 &; + s€ = 0, odakle je a4y

3 . g
je B=—ap

8 |
P

S a2 _ alH s 8 .1 .
P=a +2_ah,V——-3-—. Kako,]e_—?—-rll-—s-=r2gde je -P1

1a=Lk, tj. jednadinu -piior— = 11112k = b + 2k ... (1).Kako je

" g druge strane ( - )2 + 1P = b2 dobijamo 1 drugu Jednaélnu Lka +H =

=12 ... (2). Kad se zatim vrednost za h iz (1) jedmaZine b =
zameni u drugoj jednagini dobija se jednaina 3 b2 - | bk -~ 20 k2= 0

b + 2k
25

odakle je by = =zt (b == 2k) 1 b = G5 ¢ galje u - Ve2- 12 -
ST e M2y ROV -
Neka su strane trougla AC =a, BC =2 +d i AB =a + 2d, pa demo

frmenom kosinusne teoreme imati éa +24)2 = a2 + (&_+ ds 2e.
a+d) cos 1200 111 2 82 — ad - 3 @2 = 0,  odekle je & = —%— X

a = -d (druga vrednost ne dolazi u obzir).Strane trougla su a =—%d—,
e +4d = _%&_ ja+ed-= —'é@—- Dalje, primenom kosinusne teoreme ima-
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demo (—g—d—)z = (—%—a—)z + (—?—)2 — Z—Zi-—gd— cosa i(—gd—)i (%‘92;
+ (_gd_)z_ 2.—;—‘1—-.-3‘1—41;036 odak‘le jo cosax = —ﬁ— icosh = —}f-, ‘

pa je cose + cosB = -7 -

Pomocni trougao ABE mofe se uvek kon-

struisati jer je poznata jedna njego-

dy + 8o

.5‘ : ~ va strana —

3 1 7

i uglovi na njoj

450 1 %~ . Strana AB ovog  pomocnog
trougla je strana traZenog romba.

Diskusija: Zadatak je uvek mogué akvo
je « <&50

d4 * da

81,106

85

onda_je zblr njihovih
__1_2__3 2 = Bk. Po-
1-gq

= 2k dobijamo

1) Neka su &lanovi progresije aj, aﬁq, al'qz ceen s
kvadrata Sy = &.12 + 9.12q2 + alzq caes 111 8] =

‘s 41 .
ito je zbir svib &lanova progreslje 5, = T T si-
stem od dve jednadine sa dve nepozmate 212 = Sk(1 - q€) i ay = 2k(1~q)

20 k

odakle je 8y = T+ iq-= : , pa je tra¥ena progresi ja
0%k 20 - 20 = 5)2 wvse, Pe je otigledno problem
R + (e +5)3 ’
mogué ako je bk = 5 Z 0, tj. ako je k> 111 k<—ﬁ—
Vi - sin®f . .
2) Rako je ctg B = gg;g 81:/3 , 8t b=sinx: sin B i
’ ' ]/ 1- besinzcx
a2 = b2 + ¢2 - 2 be cosx, imademo ctgh = as =
’ b sina
. a
a2 — besinla V12 + ¢ — 2 be cosa - b2sinle
= b sinax b sino
V12 + ¢ - 2 be cosax— b2 + b2 cos? _ e =b cosx
a b sin«x b sinx
3) Neh je & osnovna ivica prizme, 1 strana kupe, r polupreinik  lopte,

P, njena povrdina 1 P1 povréina ¥wpe, pa demo imatl

2
Py : B, = —&2’!—{—3—+1) NS 2

1

\

1

119

, 2 i
Kako je ‘12 = % +he i r = —g— {p je povriina a s obim osovinskog

preseke kupe, potrebno je prethodno izrafunati_osnovnu ivicu prizme
a, 3to se postiZe reSavanjem jednaline P =292 + ) ah, tj.jednaline

a2 + 2 ak - 8 k2 = 0, odekle Je &y = 2k (drugo reenje ap = - Lk ne
dolezi u obzir - z8%to?). Prema tome imademo 1 = k¥2, r = k(¥2-1)
pe de biti : P :
- 1 5V2 + 7
F2 b )
‘ 86
) Retenjo su  x - 2o t2et6 . fevile s )
ac + a - a - a + 3
i _ 82 +2 - 3 (6. = 1)(s + 3)
V= 2+ 2e -6 (e ~2)(a + 3)
o) Sistem je odredjen ako je a# 2 i a# -3. Tada su re¥erje
_ea+2 ., 8a=-1
N R A
ReSenje ée biti negativno ako je: 1) & + 2<0, a - 1<0 i & - 2>0,
tj. sko je a<-2, a<l i a>2, 5to je ofigledno nemogude; 2) eko
jea +2>0, 8a~1>01ia-2<0, t]. sko je a>-2, a>1 i e<2,tj.
ako je l<a<?2
b) Sistem jednalina je nemogué kade je s #-~3 i a = 2, jer su tada e
"Zenja x =~ 1y =~ ' '
¢) Sisten jednatina je neodredjen ako je & = ~3, onda se refenja jav—
ljaju u obliku —8—
2) Dva temena A i B lako je konstruisati]

trede teme C treba da zadovoljava / ove
-uslove:

1, da se nalazi na pravoj C1Cp koja je
ne’ rastojanju h paralelns sa AB;

.2, da se nalazl na krugu opisanom nad
ks.0 pag prefnikom. .

‘Dakle, teme C nalazide se upreseku po-
menutib linija. Zadatek de imati:

&) 2 refenja ako je h <

"b) 1 redenje ako je h =

[

A—B 2
5 ;
-

¢) nede imati re¥enje ako

—
>T.
+ d

je h .
. d
3) Iz jednadina d12 =2 82 - 2 a2cosar i 82 = _1F-2— dobija se dlz =
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a2 + a2 3,2 + a2 ' 2

Y B 4 2 cosoc, odakle je cos e = L- (- Y3)

sl 2 (2- V3)° -

= _21, X = 300, /3: 1500

. 87
1) a) Ksko je xy +x, =2m i (x:L + x2)(x1 = L m bide Xp = X, = 2,
Exq2 = 3% = (xg + xp)(xy = %,) = b m
b) Po;to je x12 + )(22 +2 x1x2 =) mei?2 Xq%p = 2 m2 - 2, imacemo
xq _+x2 =4 me - 2m—c)-2(m2+1)

2) Neka su date strane AB = ¢, BC = a 1 visi-
na by koje odgovara strari c. Dva temena A
iB dobl;al]u se lako, a trede C treba da
zedoveljava sledece uslove a) da se nale-
zi na pravoj koje je na restojanju ho pe-
ralelna se AB i b) da se nalazi na

opisanom iz B polupreénikom r = a .

Zadatak de imati: 1) 2 Pesenga ako je a>hg
= h¢e 1 3) bide nemogud “ako je a<hg .

3) Primenem kosinusne teoreme dobija se d22 2 a2 -2 aecosoc,

> odakle
. 2 a8 - a2 X 2, .
je cosa= — Keko je d1d2 = —6-—— idq +.d2 = 8,iz posled-
njih jedna®ina imacemo d; = —6—(5 + V'3) = _.%_(3 - ﬁ)ia__._gg,
2 a2 - 5,22
‘e biti o o o Y3 i15 4= 200
pa ¢e biti ros — %z —25— 1li ¢ = 20

88 : N
1) a) Izraz je pozitivan sko je x2 - €x + 8>0 1 x - 550, tj. ako js
2>x>L i x>5, dakle za vrednosti od x koje su vece o& 5. Izrez
%e takod]e pozitivan ako le x2 ~ 6x + 8<0 1 x - 5<0 ili ako j je

<x<) x<5, tj. ako je 2<x«l.
b) Izraz je negativan ako Je x2 -6x +8>0 1x-5<0, ako je
2>x>h 1 x<5 111 ako <x<5 Izraz de takod;e bl%l nega-
tivan keds <0 ix-5>0, odakle je 2<x<Lix>5,

sto je oéig{edno nemoguce

2) &) Iz jedna¥ina
ddp = 2 8b i
d12 + 622 = h 32
dobija's 2
ime P 4
2Ya;2 - 1 2 yae-n2

krugu

; 2) 1 reSenje, kad je

|

3)

1)

" na ¢e izgledatl ovako

2 4;° 342 h
1/d12 - h2

b) Konstrukc:.%om pomaénog pr'e.vouglog trouglé
BDE (poznats hipotenuza BD jedna
kateta BE = h) dobljaju se dve temena B i
D romba.

pa je 0=

2 (112 ~ h2

Druge dva temena nalaze se u preseku si- 8
metrale hipotenuze BD i1 normala povugenih

na lkatetu = h u njenim krajnjim tatka~ '
me- B i F. )

51.109
_L‘;;c_fr. - 16103,

Zadatak je uvek mogué, ako je h < dy.

Za resenje problems raspolaZemo jedralinama

bala + b) = 56 K27 i1 b2 + ¢2 = a2, odnosno jednadiname o2c = 48 k3 ,
b2 + gb = 36 k2 1 b2 + c2 = 82, Iz druge jednstine dobija se da je
36 k2 ~ b2

, P& i zamenom ove vrednosti u tredoj jednadini dobi-
ja se jednaZina b2 (2 + 72 X2) = 1296 kb, Medjutim, keko je iz prve

jednatine bC = M, zemenom ove vrednosti u poslednjoj jednaZini
dobija se ]ednaélna @ - 27 ke + 72 k2 = 0, odekle je ¢ =2L k, by =
LkV2, ay = kv 78 1 cy =3k by, =lk 1 ay =5k Prema tome ima-

demo tgﬂl =12v2 i tgﬂa % itd,

8
Ako su b i ¢ katete 1 2 hipotenuza pravouglog trougla. traZena Jednaéi—

x2 -~ (b+c)x +be=0

Dekle, potrebnozﬁa (odreditx) igrazitl izreze b + ¢ i bec pomodu R i

r. Ksko je & = ir{a +b*e)=be, a pored toga b2 + ¢ = a2, ima-
demo ‘
b2 + ¢2 = ) R2 1
- r(2ZR+b+¢)=be II

4 -r2 Br , pa se kvadriranjem pe-

Iz poslednje jednaZipe je b + ¢ =
slednjeg izraza dobije
212 =bo- L Rr,

odakle je be = 2 ¥2 + ) Rr..Zamenom poslednje vrednosti u jednadini II
dobija se b + ¢ = 2(R + r), pa je trafemns jednalina

x2 - 2(R+1p)x +2r {r +2R) =0

"Da bl njeni koreni bili jednakl treba da je

LR +1r)2 ~2p(r +2R) =0

i R2—2Rr—r2=0
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2)

3)

122

r r

odskle je -~ =14 ¥Z . Dekle, R = r(VZ + 1), drugi odnos R =
=r(¥2 - 13‘ ne dolazi u obzir ~ zalto ¢

i1 (R)Q._QR_]_._O

Neka je S centar a Ry  poluprednik
treZenog kruga i neks on dodiruje da-
ti krug u D. Zajednitka tangente o
vih krugova u D obrazuje sa  datim
pravame raviokrski trougso ABC. Spo-
glmo 1i svako teme a ABC sa centrom
otigledno je de cemo imati

Py ABC = P, ACS + P, BCS - P, ASB

MW BR | KR _B.R
e
R —_— —_ —_—

P=R ({5 +B0- i)

gak? je AC + BC - AB = 2(s - iB), gde je 5 poluobim « ABC,  imacemo
s je P . ' '
Ry = ~— 15 ° takodje R, = -

P . P
—_— R, = e+ ___
s-BC 3 5-IT
Ako sad krak a ABC obeleZimo sa x, osnovicu trougla dobi jamo primenom
kosinusne teoreme AB2 = 2 x2 — 2 x2¢cos 1200 i1i AB = xV3, pa je

2 .
R, - _X° sin 120 _ xV3 . Keko ; B} x¥3 )
Voa-xd3 2-vE) T T Ry e i

~

= _‘fL(.E_"’l-iL imademo 8a i r(2 + vV3
- ’ Je R’l= N ,R=P(7+h‘/—§),
V3 v rovy) 2 V3

a na slidan nadin i R2 =

Data jedna&ina: 2 cos? + sin 2x + sin x ~ cos x = 2 mo¥e se nepisati
ovako:

sin x - cos x + 8in 2x = 2(1 - cos%x)
2]

sin x — cos x + 2 sin x cos x = 2 sinSx
sin x - cos x +2 sin x cos x - 2 sin2 x = ©

gin x — cos x - 2 sin x (sin x - cos x) = O
(sin x - cos x)(1 - 2 sin x) = 0 '
odakle je e) sin x = cos x = 0 b) 1~ 2 sinx =0
sin x = cos x sinx=1
sin x = Y1 - sinlx arT Sx
sin?x = 1 - sjnex X3 = =5 x) =
sinx=i——§— x5=—g—+2nz
X1=—£—,12— x XIL:—S-%-T—+2D7I
x1=—f{-+2m n =0, +1, +2..

n=0, +1, +2...

1)

2)

W
~—

1)

123

20

Neka je bilo x stubova, pa je rastojanje izmedju svaka dva
stuba bilo —-;'—.

susedna

Kad se postave x + 2 stuba, onda rezdaljina izmedju dva uzastopnastu-
ba iznosi —;—:—2——, pa prema uslovu u zadatku imamo jednadinu

a a
_~_9_+2=_ s
X + 2 X

111 X2 +2x-8a= 0
8iji su koreni xy,p = -1 + Y1+a.

Prema prirodi zadatka koreni wora ju biti realni, bar jedan pozitivan
i veéi od 3. (Kad bi ulupan broj stubova posle poveéanja za 2 stuba
bio 3, onda bi brej svih stubova pre poveéanja njihovog broja za 2
stuba bio 1, a to je o¥igledno nemogude), tj. mora biti

l+ea20 i -1+ V1+a>3

Prva nejednadina je uvek zadovoljena jer je prema prirodi
8>0, & 1z druge se dobija a>15. Prema tome problem je
je a>15,

zadatka
mogué ako

Pretpostavimo da je zadatek reden, onda je odi-
gledno da je jedna od talake tra¥enog geometri-
skog mesta teme € trougle konstruisanom ned de~
tom duZi tako da je ugao ked C jednak datom u-
gluoc, Prema toms, tra¥eno geometrisko mesto je
krug €ijl se centar nalazi u preseku simetra.ie
date duZi i prave povulene iz jedne krajnje tat-
ke te duZi pod uglom 900 -~ prema njoj. Zadatak
ima:

b) 1 reSenje ako jea = 9CO

ag 2 re¥enja ako jeo < 90°
¢) nema resenja ako jea > 900

Primerom kosinusne teoreme doblja se

¢ = a2 + b2 - 2 ab cos
‘ cﬁ=(c+8)2+(c+7)2-2(c+b)(c+7)21'
ili 02—20—15§Q,odak1ejecl—-5,b=121a=13,
pa je cf‘g—g— = —%j—ggzﬁ—, 811 keko je 1hh = 196 + 25 - 130c0s
ili cos A = —%—, bide ctg %— =+ -%—, a na slifan nadin tg—%—:—%—
91 -

Neka su traZenl brojevi a, ag i aq2, pe ¢e, prema uslovu zadatka ,
trojevi &, aq 4 k, agd pretsftavljati aritmetiZki red, odakle se do—
bije jednadina & + agc = 2 aq + 2k. S druge strane, brojevi s, ag+k,
1802 + gk obrszuju geomptriski red, odakle sleduje druga jednalins
(ag + k)2 = a(aq2 + 8k). )
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Poslednje jednatine se mdgu napisati ovako:

2~ =
Zfé-ei :11<)_Zk

pe sc deobom (1) sa (2) jednadinom dobija jednagina
Q2 + 29 ~-15=0

Tt

. _ X : ’
Odakle je 9= 3, 83 = -1 9 = =5, 8 = —]%B— TraZeni brojevi su

k k9% ... k
2 % 1, - g, Bk
2) Povr¥ine trouglove na koje jo dati trou 5 i i
0 t gao podeljen h -
sinom stoje u odnosu p : q. Prema tome imaéEmo jé]dgaéggtenuzmom v
P:g=m:n ... (1)

Keko je cOSI3=J;- fesy «B, ¢= Vag, b = vap, a iz jedne~
gine (1) je (p+q):(m+n)=q:n,paéemoimatio=q n+n g

—1
b = pVHL, odakle je cos =‘/__n_m.___2:gn icosy = + mn

m+n

. . be -
5) Kako je h = D0 § r - 00— imagemo 21Dt e 45 g p

red toga je b2 + ¢2 = a2, Iz prve jednagine je ¢ = 2-1,
menom ove vrednosti u drugoj jedma&ini dobijg jednagina Lope se za-

2b2—2&b}/§+32=0
odskle jo b = 242 by jo o - 8¥2

2z_
4ko su dati izrazi &lanovi geometriskog reda,onda

je(a-—b)2=(lm+l;b)(a+b)111532- ab—

=3 b2 = 0. Deobom poslednie ; 3 2 -
ja.se jednadina P Je Jednadine sa bZ dobl

2
5(—%—) -l & -3,

jo & . 1
yosLI odakde Jo 5= =3 -~ 5—ilia=-3bia=}-

2)p=4%£)_h_ Iz ABS ~ A DCS imemo & : b = 2¢

Iz 4 ¥BC: b = ¢ sinf, iz A NBC: ¢ :-—g—= sinoc: sin y, odakle js

cmb:—g— .

a sina 6 8ingx

pa demo imati < sing 2 sin(a+3) °* ‘

i P = g 8 sina sinf
_ sin (a+
3) Poto je R = —&B¢ .

biti R m—ﬂge—ivs-m2+mn,iméemop,mn(m2_n2)_' pr de:
iR= 5 .

h - -&.sina sin B
SIn (ec+

)

i

1)

2)

3)

1)
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Po3to njegove strane iadovoljavaju jednatinu a2 + b2 = 02, trougao
je pravougli,

23

Da bi dati lzrezi bili Zlanovi aritmetilkog reda potrebno je da bude
2(0x -2) =1 x2-1+x +2

i1i U %2 - 19x + 5 =0,

odakle jexy =1 1 xp = “IITS .

Iz o ABD: AD?

=2 -x2, 8
iz A ADC: AD2 = b2 - (b ~ x)2, odakle_je

B2 - (b-x)2=0c2-x2 il x=—g
Prema tome imademo '
2 b2~ ¢2 = c
b~ x=——pp—, FC=0b- 02-—h-b-2—
_E=c——§g— I B2 = 2 . §1.113
R=‘ ima,a:b:-sinoc:sinﬁ,a=—-——-b:i'-——-—gg . Kako je b + ¢c=s
i oo _bsing . . _bsin (x+4) -
iec SIng odnosno ¢ STnj , imademo
b= s 8inf ia = 3 sine
. o d . "3 X 0

2 sm(T +8 )cos —‘5— 2 sin(-5- +8)cos =

pa je R.= g ?

L si.n(—g— +8) cos —%‘-
b

Posle prvog otakanja ostalo je a litara smefe 1 a = b litara alkoho-

© la 3to znadl da 1 1 sme3e sadrii a-b litara alkohola. Kad se otoZl

b-litara sme3e,otoli se tom priliko; a; .b litara alkohola, te u

novoj sme3i ostaje (a - b) - (a-b)b " (a=b litara alkohols,

. 2 y)e -
- odnosno 1 1 nove smede sadrzi -L&———-b-L litara alkohola. Kad se za-

)
.. - 3)2
tim otoli b lﬂara.smeée, otoli ‘se _—(-%——b)—b— litara alkohola,pa u

- b)2 - ? a- _
novoj sme3i ima (e Y b) {a %)Eb = —Si—&%)i litars alkoho-

la. &
otakanja ostaci alkohola u>pojedi—

Dakle, posle prvog, drugeg .....
nim smeSama izraZeni su brojevima
a-b (& = b,Le (a = b)?’

’ a 3, &T LI Y
Poslednji niz brojeva pretstavlja opadajuéu geometrisku progmisiju,

8= D5 4 %iji poslednji 8lan sy = ayq" =

¢1ji je koliénik q =
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= (a~ b)('Lab_)n_l pretstavlja preostalu koliZinu aikohola u po- 2) Kalko je . tbi = _];T (2 a2 +2 ¢2 - b2) ..., (1)
slednjoj smedi. : , te” = - (212 +2 € - 82) ... (2)
2) c Iz A ACE: he2 = b€ = (¢ = x)2, a iz a DCE: (vidi zadatek 9/2). Sebiranjem gornjih jedna&ina doblja se
g hcg =t 2 - (-—5—--— x)2, odakle je h(tbQ +%2) = b al + b2 + ¢2
to 2 = b2 - _EESE- + e aean. (1) - ili imajuéi u vidu de je b2 + 2 = a2 i L({2 + t,2) = 5 a2
A “737 8 Iz A ECB: he2 = a2 - x2, & iz & DCE: k@ = © 3 P=ra(r+3s), V= -zﬁg;é—: ' ¢
5 = tef - (-gf - x)?, odakle je _ Iz o AOC: s2 = R2 + R2 - 2 R2 cos (1800 ~«) 1li
81,11}, t2 = 82 + _frz___ N ) s2 = 2 R2(1 + cosa), s% = | R2cos2 ~&-, s=2R cos &
Sabiranjem jednedina (1) i (2) dobija se 2 te2 = a2 + b2 - —53— ili : Iz 4 ADC: r = 5 sin -§- = 2R sin %~ cos 5~
tel = -Ilr(Z a2 + 2 v2 - ¢2), a na slidan nadin i _ P-=2Rp sin—’é(— cos —%‘(ZR sin—%(— cos —5‘—+2R cos%‘)
2 = 'H"(Z b2 +2 2 - a2), {2 = n%—(a 82 + 2 g2 - b2) . P = ) R2xsin f; cos®(sin g; +1) = 61.116
Iz A ABD: ¢ ; s& = ginm : sin §, m =1800- (-E—J.ﬂ) . =8 R27 sin T 0032 sin (45° + T) cos (45° — T)
.- sin(-"?- +8) V- 8 Rix . 81n2 cosl‘
Iz Ao ABC: . sin f . o ’ 96 .
B b= -?ﬁ§§(§§$é%7-, tj. b = —2 :i;§:3§:2;;9) 1) Prvi parni brojevi su 2, i, 6 ... a neparni 1, 3, 5 ..., pa je zbir

prvik n parnih brojeva —3— [L+(@~-1)2] =n2+n, a neparnih

; o«
; _ b sing _ S¢ sinasin(—-+8) n R
s.LJlS &= g Sinp sin(w +5) | - [2 + (n ~ 1).2] = n2. Prema tome, imedemo jednatinu
. 212 +n-%kX=0,
22 odakle je ny,p = - ——11——1 2¥1 48  Koreni ove jednadine moraju biti
1) Imamo jednadine (a +4d)(a +54) = hk stvarni i ber jedan pozitivan i veéi od 1. Da bi koreni bili stvarni
: (a +2d)(a + d) Tk . potrebno je da je 1 + 8k>0. Taj je uslov 001%1edno uvek zadovoljen,
1li ’ al + 6 ad + A jer je k>0'. Da bi koren bio pozitivan i ved od 1, potrebno je da
a2+8ad+12d2 Tk je-———r—li'ﬂ+8k >1, odakle je k>3.
ko se (1) jednadina pomno%i sa 7 & druga sa )i, pa se zatimdruge 3~
nadina oduzme od prve, dobice se Jednaé%na uee Je 2)

382 + 10 8d - 13 @2 =
3 (4)F 104~ -
°dak13je—:‘=1,—3—=——%—,odnos'noa=die.—-—%-———la". Za.
ddobijasea=d=iy1§,azaa= —%—~aob1jasa d =

VT Ako se naposletku vrednosti (realne) za a 1 @ gzamens u

SRR

a

I+

81,1172 s1.117b
obrascu Sy = T [2 a1 + (n - 1)dJ dobija se jednadina n?+ n-110=0, : —
odakle je ny = 10, n, = -12 ) U krajnjoj tacki B date duZi podiéi normalu i na nju preneti BO=

a zatim polupreénikom r = %— opisati krug sa centrom u O. Sedica




3)

1)
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toga kruge, povulena iz druge krajnje talke A date du?i kroz centar
0, sefe krug u M i N. Mangl otsetak AM sedice je vedi otsedak date
du?i podeljene po neprekidnoj proporciji.
Dokaz : Prema plenimetriskoj teoremi o sedici i tangenti kruga imamo
1z & ABO: a2 (— x(x)+ a) ili a2 - ax = x ili a(a < x) = x2, odakle je
a:x=x.:(a=-x :

Konstrukciga trougla je prosta. Otseéak x dobtje se iz A AOB:
X*—?—2_32+T— odekle je x = T(f—l) Ako se opige

krug poluprenika & sa centrom u B onda je AMy strana pravilnog de-
setougla upisanog u krugu, pa je 5 5600,1odnosno &= 600

rlg h rég (h-d) _ rlzad
3 3 3

P=rns +rasg = ra{s + 87), V:

1z 4 ACIC: s @ = sin (180° - 4-) : sinx CAC. Kako je ¥ CAC; =

- . - d sin 5 . ‘. :

= S imademo s LY . Iz istog trougla . ddbija se takodje

[24 ) 3 X [23

d si d sin ¥ CO5 .=

8y = 30 inajzad iz A AOC: P = s cos 5= = — £ €
1 sin -x_? B-x
'0—2— ] 51n —T

Prema tome imademo

i dﬂtsin——é——cos—g— d smﬁ/g—- d sin - :
sin B-ot s.mﬂ-o( in/j—oc
Op ain A 3
2d2ﬂ51nTcos—z— sinﬁ+“ B o
= . 2 B-a It
sin” “5—
Y- déz sin? -éﬁ—cos2 7”‘— ~
3 gin? Zhels
91
Neka telo predje put od s m sa n sekunada, onda de u svakoj sekundi
prelaziti sledece puteve ’
a, a +d, & +2d .....
pe déemo imati jednadinu
—%—-[2&+(n—1)d]=s ' .
114 : dnf 4 (28 - d)n - 25 = O,
~(2e - @) # Y(ze. - d)2 +8 s

odakle je my,, = . Koreni moraju bi-

ti realni, bar jedan pozitivan i veci od 1 (za%to ?). Da'bi  koreni
bili stvarni treba da je (2-4a)2 +8sd >0, a taj je uslovuwk is-
punjen jer je 8>0 i 4>0. Drugi uslov dovodi do ne jednaline

~(2a - d) + V(2a - 4)2 + 8 sq S
2d

129

odakle je s>a. Dakle, problem je mogué i ima anisia ako je. s>a,

abe

. _ N
2) Potto je R = TP imacemo u nesem sluda ju

a kako je 2l =
jednafina podeli sa 2

o .
ac . 5S¢
&g
, bice L b2 + ¢ = 5 ch. Ako se
, dobilcée se jednalina

he & o2 poslednja

N

L(.l)z—/s—h—Jrl:o,_

c

U _h_ - -
odakle je - - 1i T odnosno h = ¢=Lh

3V

-_}%"‘_(R2+Rr+r2) Iz & 0BC: r'=¢ tg-5, D F_l.p
a iz 4 OBE: Q—gocthLH

29 , pa je

N 7 E‘
RO (g 4 ctg § g £ 4 te2E) - l0gln g \
- R
/

111 otg? 5 4 tgfg =

- 1k tg? 5 + 1 =0, odakle je

Primenom obrasea Va + Vb = ‘/

1, , odnosno tgh—% -
. A

sl. 118

V743
Vel- b ‘/am/*'—

g 5 -

>do-

bija se da Je

tg—g—=2+ﬁ i tg-g—=2—ﬁ
odaklé'je —%— =759 i 7“— = 15% odnosno « = ;I.SOO i x= 30°.
98

b)

(1) &) Trinom se mo%e napisati ov ko:

i 2
y=_[(x_ agy)z_ (a—b)h-bhab]
£y = (- 2527 4 (2507

, pa je ofigledno ds de imatl . 4

- C : by2 ~b)2
na jvedu vrednost za x = —a—zl (jer ce razllka/(%—) —(x—éz——_) ,
8 obzirom da je umanjilac (x - -%—13)2 uvek /};ozitivan, imati pajve-

2’

: ‘
éu vrednost sko je umanjilac nula)- najveda vrednostje y = (’

Zn 2. =2 1 b=1 8e moZe

ovako napisati 5
y=- (x- —g—) + —11;—’

pa Ce .oé_igledno imeti ne jveéu vrednost 2a x

trinom postaje y = + 3x + 2 s on

= —g— ; najveda vred—..



2)

3)

¢ h
umu da je cosfe = -%297, bide cos 2 o = “25"“ }Cgko je sin kB =
= 2 sin 28 cos 2B= ) sinfBcosf (cosel - sin /3_),_ sinf = @ i
cosﬁ = —%@—, bide sin L 3 = 25.', pa je prema tome cos 2¢x~=v
in L. ..
29 . . )
1) Dati trinom se moZe nepisati ovako y = (x - e.)2 ~ (& + b)e. Za % =
trinom ima najveéu vrednost y = -(a + b)2, pe demo, prema uslovu za—
datka imati .
—(a +b) =.=) a2
111a+b=123,-ddakle'j'ea=b1ha= —-%—-
| : | V3 2
2) Keko je b = "abc iR-= T ‘bide -—-2-~ —-Zi- Pored toge je b +02
= 82, pa demo imati jednaBinu ¥3 b2 4 be + ¥3 ¢2 = 0, kojase po-
sle deljenja sa c2 svodi ne Jednaému
_ , V3 (——) -2y f o,
odakle Jeb 3 1 b= 051/-. .
s:.anL_sinZo(_ - 1 e o
3) tg 2 = cos 2 > Tcos 2 - N7 ili  posle. kvadriranja
2 ml;_ 2 ‘ . v
s5inc 2« b -2 m + 1 . 3 -
T- e 7w > 2 - ok , odakJTe je sin 2; me = 1 ili

130 ’ ‘ﬂ

1
-
i

Yy nost .je
B R A

(34

Linija koje odgovara funkciji

'imaéemoP=_x’2_ﬂ;+u(P27f - Pfi)iliP:_?(yg.. v3)

je parabola pretstavljena ne slici.

s1.119

~p 51.120

Tra¥ene povrdira dobija se kad se povr3ini rombe MONO doda Ceivorg -
struke povriina krufnog otsetka nad stranom romba. Dakle, P= Pp +l;p°

2r2v3 _ _r2y/3 r2q 60 _ FL#‘%V:

Kako je Pg= = > ,po,=

2 tgh 3
—2ted .3,

imade
1~ tgeh N

tpo + tg 28 Cn s bm 9 A o
a) -Tg.__@(_%—g-ﬁ- = 1.»K&K0 RE] ‘té B
tg (o + 2f) = —BX EOZC g22/5ﬁ =1

b) Posto je cos 2& = cosla~ sindw 2

=2 cosc & - 1, 111 imajudi ma

1)

2)

131 g
¢ sineeosec = me = 1, 313 2 sina ¥1 - sinfa = m2 ~ 1 111 (posle
kvedriranja) L sinltec = ) sine + (m- 1)2 = 0, odakle je -
+ e e
i - LERVZ- 2
- Vel 2
Pmmspom oznatog obrasca Ve + ¥ = Y2 Yatd , 3/a- Va-b
dobija P & + ¥o 2 T
sincc=-—g——2uisin0(= l2—-m2=-.m'a dalje
- - e -V2 - 12 -~
lako i ‘cosec = - 2o m Pocosx = -—¥2 o m 1 .
pa je sina + coset =m .

Drugi par vrednosti za sin « i cos« ne

- 20 v 500 odgovara uslovu zadatka, jer
je cosac < 0, pa jeo > .

i
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napisati ovako

a) Trinomi se mogu
' a + b 2

y = (X - 5 (8. - b )
) - 2
y = (x - -2 ‘b)_(_a+b)
Ne S 4 .y : s/ 8=hy2 . _ a+h
Najmanja vrednost prvog trinoma je (—"T‘) 28 X = ~—m—— , 2
2 - R
drugog (L%) z8 X = LE—L’ pa je zbir njihovih  najmanjih
: a+b 2 (a-b,2 al + b2 :
v?ednostl -( 5 ) - ( ) = - -——*r
‘b)Y a + b a—-b _
2 Tz "¢
Kako je ¢ = % = ’;l—lim zamenom ove vrednosti u datom odnosu
‘dobija se- :
a+b+ec . V3+3
Y 2 B
19t b e _ V35«
i1i 1+ e T_‘ -—TL y -
& poste je —ab—- = sina 1 - = sinf, imacemo
1+ sine + sin A =—l/—22i—}—
Kako je f3=90° -« i sinf3 = cosx dobija se jednatina
' 25ina+2V1-sin2a'=ﬁ+I
iéi L sina - 2(¥3 + 1) sina+ ¥3 = 0,
odekle je V3
. _ ; : _ 1
sinax ”_Ei I sine = 5
© o = 600 &Ko = 300
177
31 = %00 5% = 6po
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3) c Ako se spoje talke M i N (u kojims polukrug se-

ge strane trougla), a zatim svaka od njih i ss
centrom polukruga, onda ée ravnostrani trougeo
biti pedeljen ne ﬂ manja podudarna ravoostrana
trougla strane r. Povrsira izmedju duZi CM1(R

i luke MN o¢igledno se dobija ako se od . povr-
Bine a MNC oduzme povr3ina kruZnog otsetka iz-

A 0 B P - _rznfﬁ - (% € pe-ﬁ)

sl.121 i E’:—i—(j}——r'2 5V3 -%)
' 101

1) Koreni su realni ako je b2 = L ac >0, odnosno {m+3)2- L(m5)(m2) >
>0ili 3m - 3m + 31 <0, tj. ako je (m - —oi)(m - 1)<0,odakle
je 1<m<—%—1— 7

)

2) 5 ’ Keko je P =ac +2 gh, & = 2h cos«, imademo

“ ' P=Lh? cos?x + ) h? cosa, pa je
L h2cos2a + L h2cosec = hZ(3 + 2¥3) ili
b cos2a + L cosx - (34 2¢3) =0

cos & =
Upotrebom o’brasc& . . : '
dobija se 1/)_;'+‘21/3 = VLL + Y12 = ¥3 + 1
Prema towe imacemo coso = -1 4 (? + 1_) ili cosa = —¥3—icosa
- %—‘_/_i Odatle je o = 309. (Drugc reienje cos a = -2-V3 ne
dolazi u obzir Zatto ?)
.3.) :

s1.122

Iz .4 DCE:  te2 = h2 + x2
Iz a AEC: k2 = b2 - (_5__ x)2
Iz A EBC: hE = 32 - (T + X)2

Iz poslednje dve jednaline dobija se

b2 - (£ - x)2 = 82 = (% + x)2, ode-

mediu tetive MN i odgovarajuceg luka MN (manjeg).
Dak1le, '

-2+-V,u£12+8ﬁ=—1i1/h+21/3
2 -
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i naposletku tce =

282 +2 b2 - ¢2
L -

- . 2 432
Prems fome imaéemo taa + tbz + 'tc2 - 28t ¥ 3 2 + 3 c?

(82 + b2 + @) : (t,2 + 12 + t;é) =L :3

‘

ili
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1) Iz jednaZine se dobija xy,, = L + Y17 - bk, pa Ge biti L+v17 -Lk>

>k + 5 111 +¥17-Lk>k + 1, k€ + 6k - 16<0. Poslednja nejednatina
56 mo¥e napisati ovake (k - 2)(k + 8)<0, odakle se dobija da je

-8<k<«?2

2) Kako jo t,% = 5 (2 32 + 2 o2 - a2) 5 t,2 = bo bide & = (b~ ¢)VZ,

Prema kosinusnoj teoremi imademo a2 = b2 + ¢2 - 2 be coswx ,odakle je
i

2 4 el -~ g =
cosa:——T‘b——b +°c 8% ., pa je sin—%:i\/——z——l cosex
-l_b2+02—2(h-c)2 .
-+ 2 be - b-¢ .
: 2 ‘ = 2vbe
5 : c o & \ b-a iq: (b=¢)2
Poito -5~ <900, bide sin <1, odnosno ——— <1, ili L}T%'
Z =z ’ 2vbe ’ c

- 1<0, ili b2 - g gg * 2 0. Keko je uvek h be >0, bBide bl -

~ 6be + c2< O, odakle je: - ¢{3 - 2¥2)<b<e(3 + 2¢2).

3) Posto je r = b_+§_-__a__, imademo —2F g8

28 - b
<22

= —-E—, odakle je ¢ =

=

. Zemenom poslednje vrednosti u jednadini b2 + ¢2 = a2 do-

‘bijasedajga:%_i(;:?_&?&_:‘jhb_’pajea_,_.c___zb i

b= 255, §to je trebalo i dokazati.

103
1) &) Da bi trinom bio potpun kvadrat potrebne je da je b2 - } ac = O,
: ti. da je,{c +2)2 - hic-3)(2c +1) = 0 i1i 7 02 - 2~ 16 =,
odakle je c1=hicz= % S

b) Da bi trinom imao realnu yrednost treba da je b2 - ) ac>0, odno-
smo 7 2 - 2he - 16<0 ili (o= b)(e + H)<o, odakle jo - b-<
<c<_)4 . , .

2) Neké. je m strana up,isamg' kvsdrata, pa ce njegove povrdina biti p =
= . Kako je iz.a AByAy: i I

x = (a - x)tgax ,x=1a—+t%;(T,

X
n = — =
- sine



3)

1)

134
bide m = A les pe je
. sine (1 + tgec) ’ d D
_ 22tgl Lo ¢
Sinec (1 + tgo )2 ~+C,
Medjutim, poito je 1 + tgoc = tg 45° + tgo =
= _S_”‘_M imademo A:
cos }45¢ cosa
- 2 A o BB
2 sin? (459 + o) : _ 81.12L -

Iz b = _'_a_2+__c_i b2 + ¢2 = 82 imaGemo ¢ = 2b ~ a i b2 + (2b.—e.)2;a2

) L 2 \
odakle je_a:—%’—ic:-}hh-, pa je 25-‘7'—%:0—+b+-—5£—1]_‘1‘25 = 3

10!
Neka je y majveda vrednost trinoms, pa je y = =x2 + 2(a + b)x - b oab
Izraz na desnoj strani wmoZe se naplsatl ovako i
y:-—[x2-4(a+bx+hab]
y=-[x2 - 2(a + b)x + {a +b)2 « (& + B)2 + L ab]
¥y =-{x - (& +1)]2 - [a2 + 2 ab + b2 = ) ab]}
y:-[[x—(a»n-b]?—(a—bZ} : -
v=(a=-1)2~[x~- (a+b)]2,

pa ée razlika na desnoj streni oéendno bltl najveca kad je umenjilac
jednak C, tj, kad je [x —)(a +b 12 0, odakle je x = a +,b. Najve-

¢a vrednost jey =

Al 51,126

sl.

(a - b)2
C .
: Kako,]edl—acos—z—ld=asin7_ hide

8.2 sin —-2— coSs T —‘Eu

=4

smTcos =T

!

125 .%—=f{i,sin¢x;—v;—

a= 600, A= 1200

Dobijeno telo je dupla kups 1z koje je izvadjen

valjak, pa j& njegova zapremina

v;_BD;“ b h2+2 b2 § hE)+DC’r (4 82 + 2 h2 4+ pI)-

2
~ hera = L‘%ﬂ Kako je h = bc 7 imademo

202 22
bc]r ps.,]epremaza.datku bc” 3 2%

ili 20 c2 9 &b, odekle je <2 = 220:9-

1)

Y]

3)

2)

3)

tj. sin« = f?ﬁ olakle je o = 600 . v .
. . _
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Ako se poslednja vrednost zameni u jednalini b2 + ¢2 = a2 dobija se
20 a2 - 9 ab - 20 B2 = 0, odakle je a = = 1 c=_%£_, pajea+to =
=2b 1ili b = LE_C_ ‘ :

, 105

a) Neka je nova Je&nacma x2 + Px +Q = 0, a njeni koreni mz;.l +er i
t

Xp +o , gde su X i X, koreni date Jednaé_me, pa demo i

P=—(x +x5 + 2a) = ~(6 +2a) = <2(3 +«)
G

Koreni nové jednatine bice suprotni ako je P =0,tj.ako joe 2(3+a) =
=0, oda..Ue je & =3 (.

’(xl +z?!)(x2 +a) =Xy¥p ra (%1 +‘x2) +al=al 4 69"* 5

b) Da bi jedan koren bio jednak O, potrebno je da je Q = O, odnosno
a2 4 b+ 5 = 0, ' : ’
odakle je le = -] 10(2 -5 .

sine + cos (1809~ 2} = O, olncc ~ c08 2cx = 0, sina—(cosz-—sin2a)=
= 0, sinx- {1~ 2 81n2(:() ; 2 sina + sina~ 1 = 0, odekle je
sinoc= =~ i sino = -1, pa je & =\300 i o = 2700 (drugo refenje ne.

dolazi u obzir)..
Keko je P = 2 ahx 1 P = _8-#, _imaéemo b= -% pe keko je b2 +
* —ﬁ?" = a2, bide GLL a2 + 252 = 100 a2, odakle je ¢ =‘L‘§-_ 1 najzad
h+c=65a +-}=£58‘—,h+c=2a,ilia-=u :

_ 2

106

Trinom se mofe napisati ovako: y = x2 - 2(c + 2)x + 8¢ ili y = x¢ -
—2{c+2)x +(c+2)2 +8c;y=[x-(c+2)]2-(c-2)2.

Izraz na desnoj strani biGe nejmenji ako je x = (¢ + 2) = 0, tj.akoje
x =¢+2 . Najmanja vrednost je y = ~(c - 2)2
r

Kako je r = "Qh'f,i’h,= a sina, pa je —— = _—%—“—_i najzad ﬂ%ﬁ‘-z—’/{;’

Poito je h = be imademo & £ 12 ili a2 : be = 25 : 12.Ka-
ko Jea?- B2 4 o2 olCe%L-=b2+c2 11112b2—25‘)c+12c2 0
3D ' bo
oda&le je eq = —El—“ i /2 = b 5 + Smenom ovih vrednosti u Jedna-
b b
gini 82 = »2 4+ ¢2 &obi',a se &y = 2 1 ia,= —5-?2— Prema ' tome
imademo 8 +'¢ = % «%— ili a = 2b Drugo redenje ne odgovara

zedatku jer ‘Je a + ¢ = -+ —%——- odnosno & + ¢ = 3b .
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].OZ »
a
1) Feks su &inioei x i —~— onda je y = ._2_ + x2.2bir dVGJ“PPomenl_)ivnl
kolidi d j _
olitina na desnoj strani, &iji je proizvod stalan (—;Z—.x = 22), by

¢e najmanji ako su sabirci jednaki, tj. eko je —-i—g_ = x2, odakle je

= A . _ 8 j =
- V—a:‘ x ﬁxpa Jey 2a,

g - be . .. 3 g be

2) Kako jeR="—2—1h=T lmacemo—é-+—a=_%_-(2+‘fi)akak°

.,jefb;asimx i¢=a cose bide — +-§M—T2+V§)

ili—-2-—+sinacosv(-—%'—+ ‘I/LB’ odn Sine‘“ —%‘1111 sm2a~l/25

odakle je 20c= 609, e = 300 ’
P i hsc—a

3)r=T=+2————-,a1z,_b=—.—2—-1b2.¢c2= 23 olea.se c =
a2, odakle jea:-—sﬁ-—{c=—%—,pa jo |

=2b-a i (2b-2a)2 4+ 12

v r=‘b+'_51bt__—%)—_ b

2 T
108 o
1) L /g ¢ Neka su strane pravougaonika MY = ; iN =y, pa
- N\ je njegova povrSina P oo :
AN IE '
. “»NV Koko je iz A BON~ ABSN: BO : OC = (BO-&) : &
R(\ 7] s, i1i a d d-y
N > 7}; i -72—.—2-— —>=— !X, odakle je y=d -x,
NSNS pa ¢e bitl P ="x(d - x) 11i P = =x2 + dx. Posled—
4 B % nji izraz se moZe napisati ovako
© P=-|(x- B P- - e
s1.127 -3 s “ —2_)

Razlika na despoj strani blée najveda gko je (x - —2—)2 = b,tj.ako je |-

X—Tlll&kOJeP —%—- , )

g2 o 3. _ \
Vk:,Lg’lJ_V1=—LL%——I” , odakle je
Vi : V3 = r2h: g3, xakojeh——"——g—“;i
b2 + r2 = 52 imagemo (r+s) =82 il
532—2rs—5p2=o,odaklejes;j“—i

k = -%ﬁ— Poito je ¢ = -SL:P—, zamenom do-
bijenih vrednos'tl za sihu poslednJem ob~
rageu, imademo ¢ = Prgme’ toms imademo:

1,128 = pe . ~.A.
S_ . _ ’Ykrvl re. h(T) 11 Vy 17, =8:3.

157

3) Leva strana jednagine mo%e se napisati ovako:

2 cos 2 2

2 sin (x—-%f;-) COS-*E- =—.1£2'
V2 sin (){.—'—%—) = ——21/5—;l sin-(x - ‘ZE]L) =
Odakle je x1=—§+-3§—=%£1x2=%, ti. x1=—11%2£+_2n4t
x'2_=—’zf—+2n7t, g\de je n = 0, +1, ;2_.....
109 o+

ReZenje jedna&ine je x = —l‘a%g—, pe je sin & = —= £—. Ako je ugao
o oftar, onda je sinw >0 1 cosx > 0. Kako je

cose = Y1- (=g . 2fes 3

pa de biti’ 3
e L
§to ¢e biti, ako je h - a>0,a-2>012Va~ 23>0 ili ako je L -
- 8<0, a~2<0 i 2%a - 3 <0. Iz prvih uslova se dobija
a<l, a>2 i a>3, pdakle je Z<a<l

Iz drugog uslova dobija se a>b,_ a<2 1 a«<3, 5to je nemogude.

2 sin

1

~——

2) Kako je ¢ = 5 , gde je € poiupreénik lopte, p povr3ina - osovinskog .
preseka kupe, s poluoblm osovinskog preseka, 1 strana, h visina, r
. poluprednik osnove kgpe imademo ¢ = PET i Prz T = —Er_’ odakle

je h =__r__§_1_. 41i podto je h? + ré = 12 bide (r_g_l)z + 12 =19111
3122711 +512 =0, odakle jer=§31——1h=—l—‘3-1—,a-_9=551_',pa

éemo imati:

vk:v1=~%- —43— —1*3’1--56—) 114 Vg 1V, =8:3.
L _a be 82 yab +ac +2be _
3)Kak°JeR+r_T+a+b+c_ 2(a + b + ¢) R

(b+c)2+a(b+c)
2(a + b +¢)

=2 ge pige D EO °(i* V3) 121,

poétojeb=ctgx,biéectgx+c-—-—§-—-(5'+1/3)5tgx+3 =
=3 + ¥3, odnosno tgx=—%3—, odakle je x = 300 1 900 — x = 60°.
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1) & cos? x - 2(1 + ¥3) cos x +.¥V3 =0, odakle 3e

cosx—1+i/d “k—z .
Kakogev I, - 2v3 ?b’i/—l—‘/i— ‘/[‘—2———

= ‘/-9—-— 1, pa je cos x = %jw 1 ‘cos X = —%r,pase date nejednalina

moZe napxaatx ovako: {cos x - -».,_L Y(cos % - —-2—) < 0, odakle je —]§'<

< cosSx &L —22— pa je 300< °<<60°

“ Povrdine obrinog tela jednaka je zbiru omo-
tada dveju 7ﬂt’ubl;gem.h kupa 1 omotala valjka:

P=%bx (Ph+h)+c¢ (2h +h) + 2 har
P=3hr (b +c¢)+2hbar,

dok se zapremina dobija kad se od zapremina
dveju zarubljenih kupa oduzme zapremina valj-
ka.:

C ¥= BDR(hh2 4 202 4 12)
hew a _—_.,)i,_h_g_ﬂ_a__

QDz{)h2 4 2h2 4 h2) -

Kako je b = %+ %  odnosno ¢ =2b~a 1
J 2

b2 + ¢2 = a2, imademo b2 + (2b - a)2 = a2

c=_5j:b___ih= bac =—J—b—, pa de biti
1]

13 oo . b57r
= )_L -—-26— b2.!.. . 1 V = —L’S——

3) Trouglovi su slini, pa postoji proporeijs 8y by i ¢y = 2k:3k:1k
odakle je 87 1 9k = 8y 2k itd., odnosno 2 87 1 9 = ay ! 2 itd.,

: : 51 ba: 81 . 5s
odakle je al=__9l-, b1:—§-l—-’ 0y = —g— 1 Sl'al=_9L’-

Ty 3_51 : . ovriina novog trougla
. Sl - bl = —9—-—, 81 - Cl'— g pa :]e P ] g g
512 V15

P = ..

1? 127 . Sl ﬁg

. 27 ?
. - Slﬁb:
obrasca R = _-_9'-1%— imademo R - -2~k—rﬂ . Kako je @ = R,bide 57

B .

Upotrebom obrasca ¢ =

a primenom

-
1

139
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1) oin x - 2 V2L VE-LTE Vi Vi -

- ‘/a+3£m i\‘/a- 2"_"2'1’ dobija se ¥&LV2=2-Y2,p je
. _¥V2 o

sinx=1 i sinx = —5 . Nejednalina se mo¥e napisati ovako:

»(‘sin x - 1)(ein x - %2)40

. Upotrebom obresca:

$to de biti ako je ) sin x = 1>0 i sip x - j£~§<0,odakle je sin x>

>1 i sin ng» a to je nemoguée, b) sinx- 1<0 i sinx- %.550,

odakle je % < gin x«1, pa se x nalazi izmedju [i5%< x< 900

: S
o 82YR h . "
) P = ahj ?28 | ._

+ . Kako je r = h cos &0

1li r = -—hT, imaéemo %— = —ag—;‘,odaﬂe je
a=hv3, pa je

p. (0¥3)2 ¥3 _ 3he¥3
- 2y3
P"g'—hlr'j_

3) Neka je b = _a;_c, gle sub i c katete, a

hipotenuza, pa kako-je b2 + c_2 ‘= a imademo : 51, 130

; - 2 .
(a ; c) +¢2 =22 111 52 + 2 ae - 3 oli= 0, odakle je ¢ = 558.

(drugi odnos ¢ = - —,%— ne dolezi u obzir; zasto ?) i b ='-Ab§_, ve je
,8in B = —%— = -—15L . ' . P

Medjutim, kake je sin 8 = —_2———— imademo —15‘— = —-E—t—-gl—

. 1+tg2—2— ' 1+_tg2_4g—

-ii‘ivhtgz-g——lotg—/zj—+'h=0. o
_1;@__

1) sin x = _a%;” isinx = —%—; Podto je -l< sin x ‘1, imademo: =1<

<22l i oaed o edakle je 2T >o1; 22l o1

Loy oy Bazloog-lags 2xlosgg

_-L_".L.<o .

a
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Prve dve nejednaline bice zadovoljene eko je
2a - 1>0, a>0, tj. ako je a>—- (1)

dok su druge dve nejednatine zadd¥oljene ako je

a +1>0,2>0, 1~ a<0 ili ako je 2 + 1<0, a<0, 1 - a<0 ti.
ako je

a>-1,1a>0 ia>1 (11)
ili ako je a < -1, a<0 i a>=1 ¥to-je nemogude.

Upored jen jem uslo-
va (I) i (II) dolea se kao jedini uslov a>l :

2) C Neka je o zaJedniéki ugso, x strana a
y vislra romba, pa e biti
b-x . be si . .
- P/_'\ = '—"’-—2—-——"1“0( i . PD = Xy
Dy
N Kake je y = x-sinx bide
X _ ,
y Py Py = be : 252 .
Med jutim, iz 4 ABC ~ ADNC doblje se
A= M & Do = .
X bire=(b-x):z
s1.131. ili poSto je-b . c=m : n bléebm rn =
X = (b~ x):x, odakle je x = —2B __pa
5 T : - m+n
je ?A 1 Pp=c (ib+n;1_)_2_‘ Kako je iz proporecije b : ¢ = m . ndo
bija se da je ¢ = —2, imademc Py : Pg= (m + n)2 : 2 mn.
. . 8y Y-
3) Kako je RDZ = 7;—-— i Rpa= s 11;. pozto
je 32 = —&'—%'h—-—, pa 3'3 ["/f\. :: WLhEhLE—__
"h2 2 . i
311 agfé : hheh” =k 3,
L h2 - 3 8h¥2 + 22 = 0, cdakle je b =‘—'i§/§~
ih= -—&-[}/———, pa je sinu« = —‘2/—-2_- iﬁinu:ﬁ
odekle je & = 45O . ‘

Drugo refenje sin « = ﬁ ne dolazi wiobsir,
jer je sinw >1, : '
113

1) Ako se linije seku koreni sistema jednalina koji Cine jednaline da-
tib linije moraju biti realni. Ksko je y = 3 - z imademo kad posled-
nju vrednost zamenimo u prvoj jednaZini

¥~ (n-1)x +3-12 =0,

“odakle j - 1)
odakle je =n-4+ Y- 16)(n - L),

X152

’

2)

A7)
~

1)

~ Kako je 2y + x_ =2s iliy

“toje se mogu napisati ovako

pa kako je iz a EFN:; EF2 =

BN

8 je (n~1‘)(n-l‘,) 0111L>Tl>16
Ze. n = 16 1n o=} dObl)&]u se krive

Xe = ibx - Ly + 18 =
i xg-l;_x by + 12 = 0

y = ”i—@i—-h J_-J——I——_ —,é_)z + 2,

pa se mogu iako konstruisati, Frems tome

mogu se desiti ovi sludajevi: 43
lg Axo ie l;>n >16 -linije se seku 0
2) Ako je n = 16 ili n =5 linije se do~

diruju
3) Ako je ';\n<16 11n;33nema3u za jednidé~

ka temens

Povude se NEJ DA i NF§ CB, pa je 4 EMN pravo-
ugli zbog toge 3to je o« + 8 = 900, Kako je EM
= g - b 1 kako se ¥ nalazi na sredini hipote— Vs

nuze, traZena duf M je teZilns Jlm,ia koja . . el \\
odgova.m h1pctenuz1, pa de bitl (vidl zadatak ~ L A\ A\
1/2 . , o o AE M  F B
M 0 2 Nf< - EF

T( Nee + ) 21.13)

M2 = _i— [2(NE2 + NFR)'~ EF2],

NEE + NF2 bicée MN = 5 = ———2———
Jednazina se mo¥e nepisati ovako: ‘
cos 2% + cos X = sinm 2x + sin X
. , X . X _ . X iq X
ili ) 2 cos —52— cos —5— 2sin -8in =5

-—bi!\—%——Olcos—z— 0, pa j —%——

= %——, odnosno ¥ = —51:— (drugo refenje x =%

odakle je cos i _2_,-
ne dolazi u obzn’)_.Dx’ugi
ugao je —-%t—. Prems tome bide b = -—5— ics= _-—S—, odakle je
e . c?- 351
A .
M_ Neka je polupreénlk krugs. y, & duﬁina luka

ps Gemo imatl

= 2(1 - x) biée P=x(s-x),

odnosno P = =x< + sx
g2
P=-(x2~- sx), P= —»(x2 - sx +T T)
. 2 \ 52 .
P = ~—.x [(x - _§~)2~ —Sr]; P = T (X-T)z 81.134a-



3)

U2

Razlika ne desnoj strani bide najveda ako je umen jilec jednak O, tj

ako je (x - —-23——)2' =0 ili sko je x = —— dok je najveda povriina

. p. 82

I ne&in: Neka- je or centralni ugeo koji odgovara luku 1, pa dce biti
. T a _ o~ 37 IR : —

1 i i igﬁ;l = s \111 2r + —1—86’.‘— = 25, odekle jex = ﬂ;;\r‘)

Kako je P = =56~ bide
P=r(s-r) ili P=-r2 +prs, P=—(r2~ rs)
P _ 82 _ g2 e 2 2
(o= 5022 ] i pa g2 (e = —2-)
pe ce razlika na desnoj strani biti najveda ako jer = —87, odakle je
2
P = _h__ﬂ
Zaprenina tela jedneke. je razlici za; i arubl
iR e ] je r icl zapremine zgrqblqene

V=_(%_X_2£ (y2 + 8y + a2) - xx?t )

Kako j? é.z 4 AyByM: (x +a)2 + (y - a)2 = 2 82 (1)
iiz 4 0BC: X2 32 =72 g2 (11)

imacemo iz jednadine (I): y = & + 3 L iadma
&ini (II) jednadinu ¥ X & zamenom u jedna

51,135 2x2+2ax-a2=0 ,
odakle je x = a, y = 22, pa je V = 10 a3 g _ ) )
.ne dolazi u obzir). pe J 3 (druga vrednost x = -2a
; 82 4 2 - b2 : :
Keke je cosp = 8 +dcac- be cose = b2+ c2 - a2 . bige SoSa

2 be

. a2+ 62 - 82) i, _cosa 2
= 5t = ; be 4+ ¢2 - 42
(a2 + o2 - b2) e podto je —rr- = - imacemo = 52 - :2 =
= 1, odakle je a = b
115

Prema uslovu zadatka imademo . .
s+a+dta+2d=k ili 3 43d-k (1)

Geometriske progresija je a, a +4d, a + 24 + —lé_, pa je srednji

geometriska sredina krajnjih &lanova, ti. ¢len

- : k
(2 +4d)2 = ala + 23 + T) - 1)
Iz (I) jedna&ine je d

k . - _
73~ 7 & 1 zamenom u (II) jedpaZini dobija se

16 82 - 1 _ o . : 2k
882 - 15k +2 %2 =0, odakle jeay = S iap=Eopajed; -

2)

3

—~—

~—

13

= -;--k§—'i d12= ——Z— Prema tome postoje dva reSenja:

a) aritmetidke progresija: __2_51(_, —%—., 0 : geometriska praogresija %k’
k J's
Ry _
b) aritmetiéks progresije: -—%C“, —%—-, __lzc_“; geometriska progresija —-}6(—-,
k 2k
= 5
— — : /
Neka su MN = x i MS = y strane pravougaoni- c -
ke, pa de biti - _ 5
: xy = 8 k° (1) S/ 1™ @
Druga jednaZina dobija se iz a4BC ~ A SQC: :
¢c:h=x:(h=~-17y) ; y N
ili % : 3k =x : (3k- y)s (I1) - A M D b

odskle je x = 12 k ~ Ly. Zamenom poslednje 151'1.36

vrednosti u gednaéini {I) dobija se jedna-
gina y2 - 3 ky + 2 k€ = 0, odakle je 71 =2k yp = k, x1=)4k,x2=8k,
pe je 05 = 12k 1 0, = 18'k, '

Keko je —%—ET = sinw ilia = h¥2, gle je a osnovma ivica, s botna
. . o vsax B wp s ___ast
ivica a h bodna visina, pa ¢e bitl By = h. Po3to je R, = -arvels

=—;—1_2)—-i’32=‘i2h—2—_, imedemo Ry t Ry =4 1 3

116 '

Neka je x jedan oftar ugeo, & hipotemuza, b i ¢ katete, pa demo ima-
i: :

’ N 2 53 ,
2) P = ab sin x -, 8C sin X coSX po_

ili, po3to je b = e sinx, P

7 . . . 2 i .
slednji obrazac se mo%e napisati ovake P = -BZ 51 2x , pa ce,o0li-
gledno, imatl najvecu vrednost kad izraz sin 2x  dostigne svoju
ng jveéu vrednost, tj. kada je sin 2x = 900, odekle je x =159, 8to
znedi da trougao mera biti rawnokrako-pravougli.

b) ObeleZimo obim sa v; pe demo, podto je b = a-cos X 1 ¢ = a sin x,
imati: ) .

a+b+c .

a +a cos x + ¢ 8in x .

a[l + sin x + sin(90% x)]

afl +2 sin 159 cos (x - hSO)] L

a[l + ¥2 cos(x - L50)] .

Izraz na desnoj' strani imade nejvecu vrednost, kad izraz ‘

cos(x = L,50) dostigne svoju najvedu vrednost,tj.kad je cos(x~}59)=

= 1, odakle je x = 59, #io znai de trougao mora biti ravnckrako-

pravougli.trougao

o

B
1l

+



1hk

2) Ako sua, bic stmne trougla, & r polupre?nik kruga upisanogu tro-
trou‘glu onda je ——2— 7%, —b;—— =15 k2 i
dobija s : bt c=7:15:20 i1i (a + b + ¢):
tj. s:2l=a :7,8:21=Db:15is : 2l =c :20,pa je a=—ky—,

(
c
1 20s . Z
b=—21——55,c=-v218—15—a=-%-)ii,s—b=~«‘§%-—,s—c=—§-1--,pa
je’.\ ..
_ s 65 8 s 2 52
-'VS-‘zl‘Lf—-“z:r—-—zr Hi- Py o= =
__azr_ _bzx_'_+( = 2 X2, imacemo
=21k, pa je & = Tk, b = 15k i ¢ = 20k
. S &2 o2 :
6o By = —g——gh— = —p— Ali podto je 82 = _kz_“I%@_h_Z_, ,  bice

7 + 45 +20) =a:7,

Kako je s,druge strane P, =
%%2_ = L2 k2 ili s

3)8) V= _ag_ﬂ_ Kako je Rg¥2 =

= - =0 =
—gr_ i kv— 9 + > odakle :je h —3—’
=—-6-, odnosno H = 1}1:_6_ e je V = k5_¥2.
8 A

b) sinx = ) el - ill & = )5°
' 117

Neka su Ml = x i 438 = y strane pravougacnika,
pa je njegova povrSina P = xy, Medjutim, iz
,‘ & ABG ~ AAIB:LC imamo AB %i) 189 ¢ CDl ili
AL D\B, c:h=x:(h*y),odak1e3ey=M
je P=_-—bc—x2 + hx.

Poslednji izraz se mofe napisati ovako

A M D N B Po- - 52- ]
61,157, R e T =

pa ée razlika na despoj strani biti najveda ako je umanjilac jednak
i, tj. lma'jex=-—§—iy=-_-%—.

1800— 2a 1 cosy = -cos 2 bide sinu roos 2a +
ili sin « - (cosa — sina) + cosza =

2) Poéto je g =

2o =
+ cosfa -, odnosno

L sinle + L sina - 3 = 0, odakle je sin « —2—1 31n0€=--—g——,pa-

. .
je =« =3001 g = 1200, (Drugo reSenje ne dolazi u cbzir - za¥to ?)

3) Kako je 2 = a2 + b2 - 2 ab cos g, odskls je cosy= 2”5-02 ,
va poito je COSX__’Z'E—: { 8o 0 a? +2b§b- c2 . gb Lo

= 20 ¥2, odakle se

c ,pa,

1) Neka su ﬂ)

pa de njegova povriina biti P

4 2
'.P=T——a—l—(x' )

3)

1)

15

118

1 BD =&, dijagonale delto-

ida WS x i MR -y strane pmvoug&omka ,

= Xy. * Ag
Keko iz A-4BD~ 4 AMR proizilazi da je

— — — __ . d]_ (1]'_-'*)(
BD : A0 = MR : ASillae‘—g—=y:—2—',

d.d, - d-x .,
odakle jey = __l_?___Z___ , bide

d

2 R .
P - —a—l— };2 + d2X ill
434y a2

51.138

B

Rezlike na desnozl strani bléedna‘]veca a.ko je umanJilac jednak nuli,

=1 2
t;.allﬁojex—z L y=—-—.

Keko je g = 1800 - 2, —5

imademo 1y sin & +l€i%of",h cos X ~ 3 =

- cosa () cosa+ 5) 0, odskle jo L cosa +3 =

= 900 - i sin ——g— = 8in (90° ~a)=cos «,
0 iii sina(h cogc(+ 3) -
01 smzx- cosa = 0,

pa je cos X = - T ova vrednost ne dolazi u obzir - zadto 7) . 1

V2

sinx = V1 - sinx ,

' 2
Kako je P = ahﬁ + 28 aiza SOH imamo

= h cosx, a posto je i r = _a%_i, bide & =
2h ¥3 cosx, pa je :

= 3 he V—(c0320f+ coSK).

Prems tome imademo 3 h2¥3 (cosfd + cosa) =

= —9—}‘@— 111 ) coslx + )y cosa— 3 = 0,0dakle

je coso = —%— i cosX =~ —%—_1_11 a = 609,
(Dm'xgovreﬁenje ne dolazi u obzir - zasto ?)
1_.19_ .
Neka je m' N strans upisanog kvedrata, Q—TC =
=ga=-x, ode je povr¥ina upisanbg pravougag-

nike P = x2.+ (22— x)2 111 P = 2%2 = 2 ax + ac.
Poslednji izraz se moZe n&’pisa.ti oveko

= 2[(-3_.__2‘_..).2__}';.&1%_8—&2—] ,

r

ili sino<=_t = , ti. o= h5°ig( 135° .,

AM B
s1.10
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pa ¢ée razlike ne .desnoj strani biti ne jveéa, ako je umanjenik jed-
8

.nak nmuli, tj. ako je x - —g— = 0, odnosno x = - .

cy = A (RZ + Re + r2). Poito je povrsine lopte

2)
‘Lelr = 16 k2% bige ¢ = 2kiH =2¢ =)k, a kako ]e
omotaé kupe (R + r) c?n- = 25 k22 1mac’emo
¢ (R + r)e =25K (1)
Medjutim, osovinski presek je tangentni Zetvoro-
. ugao, pa ée biti ]
| S
ApF ™™ R & Rep=oc (11),
sl 1) a iZA AMD
=16 X2 + (R ~ r)2 (I11).
Iz posledn e tri Jednaéine dobl;a se R = kir-= k pa de zapremina
bitl V .
3) Kako je y = 180°—. 2a, T= 990 -, ‘sin—g—= coset 1 cos yp =

=cos 24, imademo cos & + co8 & ~ €08 2a(= , 2 cos « - 2 cosla+
+1- = 0; I cos2a ~ L cos o« + 1 =0, odakle je cos & = —%—— ili
a=8=yg= 600, : :

120

1) Ako je x jedan sabirak, onda je & = x drugi sabirak, pa je- njihov pro- -

izvod y = x(a - x) Dobijeni 1zraz se moZe naplsatl 1 ovako:
re-fa-g2- 2]
2 .
113 y= - (x - -3,

Razlika na d'e,s_noj strani blde najveda ako je u’manjllac jednak nuli,
tj. ako je x - T =0 111 x = —5—,‘ pe je drugl sabirak a - x=-§'—-,
& njihov proizved y = L . ' 3 _ -
j 5 .

Povrdina trougla je = 9 k2 ili ch = 18K2(1),
povr¥ine tela h(a + h)2= sh k2 (II), a zapremina
tela héx(c + m) L 5 WPV P
hee = 72 k3 (I1I). Ig trouglova BOC i AQC -dobi-
aju e éoé dve %ednaélne (o + m)2 = a2- h2(IV)
i - w (V). Iz Jedn%]é( ne (II) i (I11) dc

ki e = , & zamenom ovih

2)

L2
_ vrednosti u ostalim jednadinama dobi;a;u se jedna¥ine a +b = -%L,»

bija se lako h =

" poslednje

m = b2 - 16 12 1 (191{—+m)2=a —161(2 Izprveod
jedna-

tri jedna®ine imnmo-b = 27K =28 3 zemenom u ostelim dvems
tinama dobijaju se 2 jednadine

odnosno

iy

U7
hla2-6h 2 =) m2 -
i / 2-6h1r =81mk2+7§2ﬁ ﬂebf

odakle je

Zan}gr_)om vrednostl za m u
dobija se jednadina 2 a2

a = 5, o

3) Keko je cosa + cos A =

jednadini k a2 - ¢} k2 - 2
- 27 ka + 8 X2 = 0 oda glJle( + 36km+
_?Ek_

5k, b1=5k, b2=—-?(—ic=
cosTw w0~ («44)

2 cos & +ﬂ
= gin (a+4), 11méemo 2 cos x—g'— cog —2— =sin(+d)

les?

odnosno siy- s

ili 2 cos Q—Q— 08 a;/j 2 sin azﬂ cos ag/j,cos “§ﬂ=sin %’.ﬁ;
Po¥to je _cyz-_ﬁ; 900 - —-2- blée cos —2— = cos —g, odakle je —2,—"""/j 2
=f-1lia= Big, a+B+y = 1800, 2 =180 1 o= 90°

- 121 . ' '

1) Ne:ca su i = x osnovice pamlelograma,DDl =ynjego-

va visina, Iz 4 ABC 'VAA.IB]_C]_ dobi ja se” propor— -
ieija ¢t x=hg : (b, ~y), odaklegey— C'Xh,
. x holc-
pa je P = —(c_._.x_)_ ili P = hc X2+ hx. Posled-
njl izraz se moie nepisati ovako :
h 2 h 12
P = J.. L) - € (3. ¢
() - <=0

pa Ce razlika na desmoj strani biti m jveda, ako

je umanjilac Jednak nuli t,] ako je (x - 2=

odakls jo x = S iy - ’ : o
_2_ T

2) Data jednaZina se mo¥e napisatd ovako:-

tg x
1+tEx\ 1+tg§§‘x‘-=3’1li 6tg2x - 8 tg x = 0 0,

odakle Je tg xl =0 1 tg X5 =

4

si.lhB

3) Neka su o 1/3 koordinate preseéne taé—
ke, pa demo imati jednaline

B=aZ-20-3 i f=ka-7,
odakle se dobija Jednaéina
a2 - (x + 2)a+ =

6131 su koreni ’ '
- t Ve - N
oy, = £ k+hk.12 5

k2
Prema prirodi zadatka. dobijeni koreni
treba da su realni i ne ednakl, Sto de
biti, ako ie k2 + bk - 1250
111 (k - 2)(k + 6)>0,




s -

odnosno ako je ~6>k>2. Za k = -6 jednadina prave

posta je y-—6x+
pe se reSavanjem jednadinag y = x€ - 2x - 3 iy-= 7,

~6x - 7 vidi da one

mm]u duplé koremexy = x, = -2 1 yq = = 5, &to znaél da je praya
= =bx — 7 tangenta date krive u tadki ( 2,5). Za k = dobi jame
. ’pravu y = 2x - 7 koja dodiruje datu krivu u "akki (2, 3) Prema toms
a) ze k =~6 i k = 2 prava dodiruje krivu,
b) za =6 >k>2 linije se seku,
¢) za -6<k<? 1linije nemaju zajednitkih tadaka.
122 ad
¢ Neke su ACl*x i KA =y strane pravougaonika, pa
ée njegova povrdina biti P = xy.
. - Kako je iz o ABC ~ A A9B1Cq: b :(b-y) = ¢ :
A, & " odakle AR akBilr: b (b o) -,
odakle je y = ——(c-x), pa je P = 2X:(c - x),
ili P = ——2— %2 -+ bx. Izraz za povrdinu  mo¥e
A c & se i ovako napisati :
' b ¢y _ b c\2
#1105 P (z) - =(-2)% \
18 ce o(‘,lgledno biti nagmnax ako je (x - —%—)25 0 ili ako je x =
“ iy .
Iz trouglova ABM i AMC:
_AM a o AM a .
sing = 2 sbinx Y Sy T 7y 0 cdekle e
_ _a sinf . _ & siny a sin
AM = sinx L AM = Zsiny odnosno T—'_Lsmy =
- _asinf sinx _ _sinj :
Z2.sinx siny sin §

Poslednja proporcije se moZe napisati ovako

sin x + sin y

sinf + sin ¥

1 146 “sinx -siny  Tsinf = siny
_‘sin.-x—g—z 7—-1 231n—6—t—‘r-c 465—*
i T — o , ~odnosno ovako
sin 231n
sin 25T cos 5% T‘”STL
tg T+y tg ﬂ+5’ ;
tg X% gg iz 7 _
a kako je x +y = f+y = 900 bide tgx b tgﬂz"’ , odakle je
x-'y=f3—x,pajex=h5°+£-§Liy=h5°--§-gL
3) Iza MOO; imamo MS = MO cos x, a kako je MOZ = OP.OT i OP = 001 r=

=R—r—r=R—2r bice MO =

¥V R(R-2r),pa je MS = cosx ¥R(R - 2r)..

1

1)

" ne dolazi u obzir, jer bi u tom sludaju bilo b - ¢<0), s

3)

1)

149

m,alemool

W T_
Y R(R - 2p)
SR

-r b4

2R(R - 2r)
- r

83
Neka je x ugao izmedju dijagonale i jedne strane
(4B). pravougaonika, pa demo imati AB = d cos x. i
BC = d sin x 11i

Posto je cos x =

sin x

imaéemo
cos x =
pa ée biti’
S = R(R - 2r)
’ -r

s odnosno MN =

D

d2 sin x cos x il1i P =

_Z_ sin 2x .
Izraz na desnoj strani imade na jveéu vrednostkad
je sin 2x = 1 111 2x.= 909, tj. kad je x = L59
Prems tome, traZeni pravougaonlk je

AB = _‘1_‘/.22_ i BC = d__\sz_, tj. on je kvadrat.

A
s1.148

Primenom kosinusne teoreme dobijamo 3(b - ¢)? = b2 +.¢2 =2 be cos 60°
ili 2 b2 - 5 be + 2 @ = 0, odakle jeb=2cib=—2 (odnos b=—b~
. primenom

sinusne teoreme dobija se (b - ¢) /3 —g- =b:sinf, odekle je

sin A= T('EbTF)— 11i sin ﬂ:.é(—ErF-)—, odnosno “§in A= 1"-9.

A= 900 . z

Posto je B :BA=m:n bide o : 360-a) =m: n,
odakle je o= mt E . Iz A ABO primenom kosi-
nusne teoreme dobija se t2 = 2 r2(1 - cos B&m
ili posto je r = 4~ i 1 - cosa = 2sin? e
imademo tz\'=‘h(ﬁi) _l‘si,rl'2 _11‘1‘8-?;1 , odnosno

2 s 180%m
b= sin T s1.149

12l

Neka je x-ugao izmedju strene pravougaonika i nJegove dijagonale
§1.148 - pa e biti AB = d cos x,BC =d sin x i

0 =24 (sin x + cos x), - —
0 = 24 [sin x + sin(900- x)] = Ld sin % u 9(2)0 )‘('cos x - 90°-x
0 = La sin L5 cos (x = 159) ili O = 24 ¥2 cos (x - }45°)

Poslednji izraz imade najvedu vrednost ako je cgs (x — }5°) =_1, tj.

ako je x - 450 = 0 ili_x = 159, pa je 4B = _‘12.2_ i BC =~iﬁ,
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2) Na osnovu sinusne teoreme je' s : b = sine :

odakle ‘je b = & 8inf . = & 8in
j —slng — 1 ¢ —e{ﬁ'—

natine mo%e napisati ovako:

sinf, a : ¢ = sing: Sin;
pa se leva strana date jed~

8. /
T {

bcosa+ccosg sina

(sinfcos B + siny cosy)

—sﬂfZ_T (bin 28 + slnx) = —tra— Sin (B+ 4 )cos( - &)

Kako je B + 4 =
(B-~¥).

1800 ~a, i sin (f+¢) =
= g cos -

3) Iz trouglova DBC i AEC imamo da je

hy = a sina ih; =& siny=
=a 5in(180° ~ 24), = & sin 2«4, pa je
sina.x _ Y2 sina V2
sin2a T 727 T sina cos & - T3
| a=ls®
1) Da bi korenl b111 realnisi p021t1vn1 potrebnc je da je be - L ac>0
T ——>0, 50, ti. da je ’

- (2 -1 ) ' |
L~ (2 cosa- 1)(} cosm+ 2)>0 ‘2_&75%(?['>01%Twm83‘£‘% >0
i1l (cosa+ —g)(cosd- —t?)<0 T—(:o—s;f-x-—_—’:—>0 i -H%ES{—:%- >0
odakle Je - < cosa « ili > a |
a - < oon & i

- 2) A Iz a MHL J.mémo ctg*LMB = -m- Kako je

MH = ¥B - EB - T-ocos/&im %—-h:
Tcsinﬂ,pa 68 biti :

a ,

A —— = ¢ cosf3 .

N\ S — ! = & - 2 ﬂ

ol [ MH B exliB c sgnﬁ T ghﬁﬁcos .
, Medjutinm, iz a : ¢ = sina; sin dobi

81.151 se da ;e a =S Sina i

—Eﬁ—;-' pe és biti

(
¢ 3ina
~ - 2¢
cos A sine ~ 2 singcosf

ct“w = 8 & - =

_ L ()50 8}1)1/3 ) SinA sin & =
- ~81n(4 + -2 8indcos S _ si -~ 5i
SRy ESTY: =_8inBcos & ~ sind cosB

sing eing
=ctgg - etg P _

.4

sin a bice beos 8 + ccos p =

T A
= 'Jl'
"l

3) ko se pretpostavi-da je zsdetak reden,. oqua se iz slifnosti troug%o—
(h - x), odakle je x =

' Ea se zada*axc svodi - na konstrukciju Setvrte proporclonale za duE:L 2,

1)

2)

3)

ve ABC i MNC dobija propqz'c;,]a a :

‘oﬁa.kle je sina= VY3 + 1thV_ 3+1)2-) ¥3

151

x =h":
¢

M/ DAN

X ) '

sl.152

APDQ b

m = a + h. Neposletku treba preneti na visinu du¥ DD x  (po-
Bevil od njenog podno%ja Dl) i kroz Dy povuéi MNH AB a iz M i N spu-
stitl normale MP1AB i NBI'AB, _

’
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1

Neka je x ugao na osnovici, ¢ osnovica, h visina kola odgovare osno-

vici, pa de biti c = 2a cos x, h=asinx, P= —»,—- h, odnosno

P='agsinxcosx ili P=-—5'22-—sm2x.

Izmz na desnoj strani bide na;vedi ako je.sin 2x = 1,tj.ako je 2x
= 900 ili x ‘-E;5°, pa. Je treZeni +rouga,o ravnokrako-pravough “tro-

ugao.

sin o+ 2 _sina 8inf + 8in2f + cosZa + 2 cosx cosf+ coseh =
=2 + 2{cosa cosB+ sina sinB) = 2 + 2 cos(a -A3) = 2[1+cos(a—ﬂ)]=
=2 [coso°+ cos(&—ﬁ)]=hc052 =48 :
Kako je.R = &, 'p = be = be
2 8 +Dd ¥ b+oe+ b2 +c2
be(b+ ¢ — Vb2 + ¢2) be(b + ¢ < 8)

—bte=8 g sina

(b + ¢)2 = (b2 + c2) ¢ be

1 ¢'= & cosa, pa e biti Rr = -5 brc-a _ a.ZLsina+hcosa— 1)
Proma tome imademo 2E(slnact cosa= 1) | e (y3_3)un-
2 sina+ 2 cosx~- 2 = 1/'3- 1,
2 sina+ 2V1 - sin?& = Y3 + 1 11

) sinCa - 2(1’3 +1) sina+ ¥3=0,
=§ﬁ+1)_+( -1)

111.8'1uo;=.—g— isina= T' pa je «= 60° 1 &= 300
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—’%L)E - (—J%L)e] Pa de

1) a) Izraz se mo%e napisati ovako y = 5 [(& -

razlika na desnoj strani biti na jman‘ja ako je umanjilac- jednak mu-.

1i, tj ako je {a.-— —1}—)2 =01ilia-= &, & sama najmanja vred-
. 5
16 b2
5

b) Dati izraz se mo¥e napisati i ovako y = 3(%&——) 2 3(b + --23-’3'—-)2 pa

nost je y = -

de imati najveéu vrednost ked je (b + —2 )2 =

= - 7; , & najveéa vrednost je y = —6)'*3£_,

0, odakle je b=

2} : Iz osobine tangentnog éetvorougla dobi~ -
D b C ja se:
a+b=c+d
i . = op 3 - 2r -
P Kako je c2 2riad m,pa J]e a+h
0 ¢ =2r+—S§l~;;a+ —2r(1+sma)ili
' _ 2v ;
Lo | a +b = -»m(sma+ 1) (1)
ATy @ b Iz o ATD dobija se
o = cos &
e b=zr sinxk - (11)
s§1.153 Iz jednaina (I} i (II) Qobija se
8 = —cm(l + sina+ cosa) i b= TI;.W(I + sina- cos4) ili
= T%ﬁ‘[l + 8in e+ 'si‘n(90° —a)]ib = —smll +'sine - sm(90°-—£t)]

Keko je sinc+ sinf+ sing= ) cos —oé(— cos —2‘— cos ‘—étlsina+ sinff~

- sing =L sin %~ sin - cos '—{—-, pa Ge najzad Diti

. r¥? 0L Oy 5
8= T —Sg— cos (50 - ) 1 b= —coPsL“— cos (459 - —g‘—)
Z ‘
3) ] ; _ V= h}ﬂ' (2 + pe + pe) - _:‘.1.%__1’.2_
P )
~ ;f______‘ g v - _chz (¢ +p) Kako je h = a(.:b ip2 s
b _ h N\ b 2 . 2
NV P = -——z' bice V = _&bm {8c + cc) (%c + ¢?) Podto je
A\\f B‘: : ;7”A,a+0+c 1%k, R+ r = _'Qf:_2+b¢_c’2
- imademo s-obzirom da je R + r = '-wz—a 28 ove
51.15) jednadine:

a+b+c=12k,2a+b="7c i a2 + b2 = ¢2

bd

-8in g, odakle ‘je

3)

) 153.

odakle se. dobija &g = Lk (32 = 3k), by = 3k { hk

= SRQ,PB'A g8
16)_., K3~

Y28

Neke je drugi ugeo x,

onda ée tredi ugao biti- 180°- ix +¢), a prema
sinusnoj teoremi a : ¢ = sin x

Dsing’i b o:oe = sin [1800°=" (x +4)]:

. _esinx 5 p_ _csin(x +g)
sing - sinyg ?

pa je P = .sin x.sin{x * ¢), lzraz ne desnoj strani imadenaj
vedu vrednos’gjkaz{ izraz sin x. sm(x +ty) dostigne svoju najvecu
vrednost ednji izraz se¢ moZe naplsatl ovako : .
—2- [cosy - cos(2x w9,

pa_je ofligledno da de imati.majvecu vrednost kad je vrednost umanji-

telja najrmn%gé tj. ked. je oosin +y) = ?LEliéoili 2x + ¥ = 1809, -oda-
. _ 0 - ' o_ -4 « s wa g

kle je x = __'Z—L 1180°- (x +§) = —2—‘1'—-, §to zdalida tro-

ugao mora biti ravnokraki trougao ‘2 njegova je povrSine

sin x sin(x +y§) =

P — :?lng sin 180; ¢ sin 189; +8&
Prema smusnOJ teoremi bide —Si‘—n—&— = Tﬂ 11i kako jea = 2% ima-
Gemo _s'lﬂ__ _'s_%ﬂf” odekle je a = 2¢ cosy = 2.h. —%— 6.Primenom
Kosinusne teoreme dobija se b2 = a2 + ¢ — 2 ac cosf ili posto je

34+ A= 1800, tj. B= 180° - 3y, imademo b 52 + LB cos 34 Podto je
cos 34 = cos 24 cosg— sin 24 sing = (coszx— sm23')r‘osg—9sngcosr

= cosy (cos2y - 3 blnzg) = cosg (L cos?p- 3) = —Ts—, hide b2 52 -
- LLB-T?-— ili b = 5. . N

, Ako 'se pretpostavi da je zadatak re-
N p ) Sen, onda se iz slifnosti trouglova
ok ,/.‘:-\‘ ACD 1 MND dobija'proporeija
D_- ! ;_a’, ) d) te=y:x,
N;j)/ a iz slitnosti trouglova ABD 1 AMQ
M S o

proporcija
a4 Jdp ta=y (8-~ x),
' , gde je y strana kvadrata,
delovi na koje je podeljena
deltoida & temenom kvadrata.

axia-x
strana
Iz po-

s1.155

slednjih prcporcija dobija se
Ay ’ 8 d2
X =
Ay vdp
Prema tome, zadata.k se svodi na konstrukeiju Zetvrte proporcxonale za
duzi a, d dl + 4o (vidi zadatak 25/%). Zatim se konstruige del-
toid na osnovu datih elemenata (dl, d2 i a), pa’se prenese duf x =
= D' = DN, 8ime se dobijaju dva temena, itd.
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1) ' Neka je x ugao ismedju dijagonale i strane a
')_ jea=2Rcosx,b=2R¢inxi ' F

D (4 P =1 B2 sin x cos x, odnosno
P = 2 RZ sin 2x. :
< 0 b Izrez ne desnoj strani imeée najvecu vrednostimd
a 3 izraz sin 2x postane najveél, a to de biti kad
A Je sin 2x = 1, odnomo kad je.2x = 900 i%}ix=
=.)50, ; Lo
Tada je a = RY? = .‘6, §to znali da je traZeni
§1.156 pravougeonik ustvari kvadrat povriine P = 2 R2

2) Prema sinusno] teoremi bice a : b = sina: sinfia : ¢ = sina:sing.

ilib:sinf=a : sinai (2 + c) : (sina+ sing) = & : sina, odas
kle je .
b _ a + ¢ i
- sing " “slna+ sing ()
ko jew:f -2 :3iarp=2:) il B= = 5 p-2a jedna
&1 * ta i = a + ¢ T b -
ra (%) postaje Sin & _ 8ina + sin 2« i sin B

= atec o _"a+e

- odakle je cos %X &t ¢
'ZSin—ﬁeg—cos—éL ' ] 2 2

- 3) Neka je ta razdaljina i:, pa-¢e visina kalote
biti h = R~ x, & njena povrEina P = 2R(E~x)z.
Ako je r poluprednik kruga preseks, onda e nje~
. 8ova povrsSine. p = r2x-, pa Gemo prema  uslovu
postavljenom u zadatku imati o :
. R (R-x) x-S
i 3x2-4Rx+R2=0, odakle je
x3 =R i Xo = 7R-
Prvo reSenje ne dolazi u obzir. Zasto 7
1) Neka je —~ ugao pri. vrhu ravnokrakog trougla,
<y

& krak i njegova osmoviea, pa de biti:

Iza ASC: y = 8in %, & .‘ ;
iz A AOC: 82 = B2 + I?E_- 2 R2 cos (180° - ¢) , |
tj. 82 =2 B2 (1 + cos x) ili 82= JR2 cos2 el I
odnosno a2 = 2R cos —g—-, s je y = R sin x.

Poslednji izrez e biti nagveéi ako je 8in x =
=1, tj. ako je x = 900, 3to znsdi da je tra- ’
Zeni trougao ravnokrako-praveugli’ trougao. - |
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2) Nek . uglovi x, x + d 1 x + 2d, pa demo imati ove jedratine:
) Neka sy ug s xtdix ‘ e
x +4d = 60; cos_x+c.os(x+d)+cos(x+26)-—.—-?—5—
" Keko je d = 60% x poslednja jednatina postaje ‘

cos X + cos 609 + cos (1209 ~ x) = __TLI + V3
€OS X + %—a + cos (1200 ~ ,x&j ﬁfﬁ '
cos (1200 - x) + cos x = ' :

.2 cos 120°2x+x cos 1202x'x= 3

.2 cos H0% cos (60° ~ x) =;‘£__3;
Jeos (600 - x) = Y3
©60° - x =. 300,

odakle je x = 30°,-d = 300, pa su uglovi 309, 600 i 900 .

j i3 je x st ta, pa Ce-
Protpostavimo da je zadatak reSen i neka je x strana kvadrata,
2 moei}z) sJi%nosti trouglova ACD i MND imati _
o d - x )
dlzx=d2:————22 , odakle je

l A == -
X = , 5to znadl da se zedatak svedi na konstrukciju cetvrte

G 2 . L cesisacans
proporcionale za duZi di’ 62 im= dl + 2&2. Radi toga konstruisace
prvo m = 4y + 24, . -

.m.d‘fe.dz:

/ /.
M m—"7
. g / // Y
P ‘ ,

X b d - A

A0 e ! % 51,159

2 zat"m.x X = 8142 . Dalja konstrukcije je prosta: poSto se konstru-
i%e rvomb dije su dijegonale d) i 45, prenese se na svalu dijggon&}? -
potevii cd njihoveg preseka sa obe strane dué_ —5—-, pa se kroz dobije-

ne tadke povuku prave paralelne sa dijagonalama rombe; njihove  pre-

sene talke sa stranama romba su temena kvadrata. S

' : . . V5 ~ 1 - . VBa-1-2 .
1) Postoje dve nejednadine —-53'——{:1—1——2——>2 i 8 aE 1 <‘5 koje

se mogu napisati i oveko: - N o _ ‘
| YE=1-2 505 ¥EZ1-% 43 (o
8 - a -
i koje ¢e bitl zadovoljene eko je: - .
2) Y52 - 1-22>0,a-1>0, ¥5a -1~ 5a + 3<0 iliako je
b) ¥ 1 - 240, 8~ 1<0, ¥5a -1 - 5 *3>0.

Poslednji uslovi daju se izrezitl i ovako:
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L 4

g 2-5a+1<o a-1>0, 582 - 72 + 250 .
ha2—5a+1>0 a—l<O 5 a2 - Ta + 2<0 ili

a) (a - 1)(a - —11’—)<0, a-1>0, (- 1)(a- 2)50 %

> .
b) (a- 1)(a - _llI')>0 a-1<0, (a- 10 - 220, odaie 5o

—-5—<a<1 i

, 8to je nemogude;

a) a<1l,a> T’ a<l, a<l, a > =

b) a>1; a > —_H—,' a>11;\ a< ?
ili ako je a< 1, a < T’ a > —5— w5 gto je tekodje nemoguce.

_ a8 _ ah '
1- 2 Y 2r i

b2 imademo ove jednadi-

i

P =2a2 + 2 ah. Kako je

82
ai"ABMSJ.—r+h2
Cne

~=ch . _q (1) .

M" i L X2 +h2 = 52 (11)

A ) B Iz (INj dn . b + 2k
s1.160 z \jednadine dobija se h = i zamenom
. "oy (I1) ‘]e%aéim imaéemo Jednaélnu 302~ ) kb -
=20 ¥ = 0, odakle je by = —3E- 5 by = -2k, pa ']ehl—-.sTk,hz-O.
Prema tome traZena povriina je P = 37-—51— k2 ,
3) Prema ko.slnusno,] teoreni bide

1)

+ 5y = 2a + 3, odakle ,]e X = ~2_ Zamenom poslednjih
_vrednostl u Jednzél;u (1) dobija se z = 9_T2- Prema uslovu u za-
“datku bide 32 3 & 4 A - 3 za > 0,0dnosno ‘22 + 3a - 18<0 ili N

={c+2)2+ (c+1)2=-2(c +2)(c +1) .cos g

- sin ¢ Vac )
Pored toge je = — ++TB 18in?g + cos?y =1, pa e biti

cosy
: _ _¥2c +3 iq: [V 2 : ‘
sing = B2 cosy i (FEERT o00)% 4 c0a2yp L1,
odnosno (¢ + 2)2 cos2 g = (¢ + 1)2, odakle je e+l .
Prema tome -imademo ’ e cosy ¢+

=(c+2)2+ (¢ + 1)2 - 2(c + 2)(
2,—2c-—3-0, odakle je c] =31
Strane trougla sua =5, b=k ¢ = 3,
- : i32

Iz jednaZine (1) 1mamo z = -a-1 kad
L pa kad se ova vrednost za-
menl u jednalinama (2) i (3? dobigagu 56 ,]édnacme x+y =31 1lx +

o+ 1) -
02‘= "1.

(a = 3)(e + 6)<0, 5to de biti ako je -6 < a<3 .

N
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|
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2))iz slike e vidi da je povriina obrt-

nog tela .
P'—'—'Ml +M2 +B-5b C’ C

Kako je My = an (2a + x), Mp = amx, /

B-b=(a+x)2~x2x=2a%n+ 2amx a

iiza AMD: x = & cos«, imademo
¢ P=4g22 (3 +) cosa ),

pa de biti alm 53 + ) cosx) =
= a22 {3 + 2V3) , odakle je
o= 300 i B= 1500, : )

b1z trouglova ABC i-ABD dobija se primenom kosinusne teoreme

d2 aV2 + 31&1-9.1'2— V3, odakle je d1d2~a2 .
Y

3) Prema zadatku imedemo ove jednaline

s1.161

-3m _Om l'_ . _ 2 ’
3Bl i oeb=12 R,
odakle je ay = 2m, a, =~ 6m, by = ém,

byo = 2m, pa_je jednafina prave
i X +y~6m=.0,

Re$avanjem éednaéme prave i  jedna-
tina kruga dobijaju se préselne tai-
ke A{m,3m) i i?m 0). Dobijeni = 1lu-
kovi stoje u odnosu BA:AB=a: (3600-«)
Ugao o nalazi sé izmedju pravih ACi
BC €iji su koef1c13ent1 pravaca

@
%

-
3\

o

3

n

o

- m— m 1 51.162
R £ R R S iex bl
pa je « = 900, \3600 -« = 2709 i naposletku BA:AB =1 : 3.
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1) Neka su ti delovi x ia = x, pa de biti x2 + (a - x)2 = 1&(2 , odakle -

_ka +aV2k - k2
k

je X1y0 = . Prema prirodi zadatka potrebno je da su:
a) koreni realni i b) da je bar jedan koren pozitivan i manji od a,

. ta V2k - k2
Sto de biti ako je 2k - k2>0 § SB=BYEE-KE
natine dobija se da je k<2, a druga ¢e biti zadovoljena eko je

ka + a ¥2k - k2<0 jer je 2k>0, odakle je k>1 Prema tome problem
je moguc ako je l<k<?2.

< 0. Iz ﬁrve nejed~

2)v_ L (B2 + Rr + r2), _ _
Iz A OBE:R=‘9tg'(90°— %) =¢ ctg ‘x,aizAOEC:r=g3‘cg =,
Ksko jo i = 2¢ bide - 2 K EE

) .
V:i%i(tgz—g—+ctg2—g—+l) R
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pa poéto je V = _2_6__.@_3!_' imademo

th%—ﬂ”cth Xyl = _37&.

5tgl‘—2——10tg T+3

odakle je
) tg%‘=i‘€i tg%=i_75_,l

tJ- . a= 1200 i x = 60° -

A
3) Kako je prema 2 zadatku (S8)

?1) Br = 82 - b2
1) R +12)2 =2 - b2

(v1di ? zadatak, grupa 59), imademo iz druge jednadive
- =R- Vu2 -2 :
Zamenomn dobiéene vrednasti u jednagini (1)

i

dobija se jednefins
L R2 - JR Vn? ’b2+,a:2>"b2 s
odakle je : t

R = sz;bz,isz—aZ
2.

P Ve — b2 F ¥m2 - a2
. z

- 51,16k Zadatak je mogué ako je beacm .
) \

1) 82 + b2 + ¢2 = 1 k2, eb +ac + be = 11 k2, b = _“-5_2-
vrednosti ze~ b u prvim dvema jednalinama dobijaju

' 582 +28c +5 ¢ = 56 k2
a2 + Lac + ¢2 22 2 _
_Ako se druge jednatine pomnoZi sa 5, pa se od tako dobijene jednadi-
ne oduzme prve jednadina dobija se ac = 3 k2, 113 ¢ = ake .Kad se
naposletku vrednost za ¢ zameni u Jednaéini 82 + ) ac + ¢2 = 22k do=

bija se ey = 3k, &5 = k, ¢ —k, c2—5kina32aahl-b = 2k.

Zemenom
se jednadine

2) Povréina dobi;eno tela jednaka je zbiru omotala dveju zarubl;emh
kupa i omotala valjka P = b#.3h + e®.3h + 2 hex = hxiEa + 3b + 2¢).
Zapremma obrtnog tela jédneka je rezllici iz zb:.z-a zapremlna dveju

zarubljenih kupa ‘i zapremine valjka V = .égz_ (Lh2 + 2 B2 + B2) +

+ 2, b2+ 2 B2 + b2) - hléx =L BEOT

159

Kako Jeb—al, a. —a1+2 c—al+l', bide
prema kosinusnol teoremi
(al + h)2 +(&1 + 2)2 2&1(&1 + 2)0051200
311 a12 - al - 6 = 0, odakle je ag = 3, al_-z
b‘= ’7)’ N 7 . . .
) - 2Py o
Visira b do’bija se ovako: h, = —c——&_-gde ;e
1 .
By = V(s #)(s - Bl(s - o) V-;%;i.pa je
hc=,lir‘§- Otuda je P _ﬁ_.i v —,?—

3) Kako je B+ y=180"- o« i sm(ﬁ+g) sina, dati izraz se moZe na-—’
pisatl oveke:

S sinf cos(g=8)

cosf . 1. sir‘(x+lﬂ)+sm(r p)
os
Z}c.)g ﬁB = Ecsmx cosﬂ 5)
- Ako je cosﬂ# 0, onda. je Sin/} - cossfiynx

ing = cos (g-B)
% gix?x% :mi{ = cogy cos P+ sing smﬂ
.sinf siny — cos cos B=
cos (g+B) =0
J+ﬁ = 000

pa .je prav ugao u temenu A. |
Ako je cosB=0, onda je tg 3= ~, pa je prav ugeo u temenu B.
135. . . '

1) 1z uslove u zadatku dobijaju se ove jednaZine

b+ac+bc)=292k2 C
2l a2 +.b2 = 100 X2
e =2t b
' Z&nenow vrednosti za\c' .=- ._”:—,3—1-’—\\;. prvin dvems jednalipama dobijaju

se jednatine B by . a2
2(ab + . _—2——~ + b.—-?—»—) =
32 + b2 = 100 k2

2% k2 _ 21;

ili ‘ a2+hab+b? 1

S e +b2:100k2
.1z poslednjih gea.naélna dobije se jednadina
28b =96k (3)

Ako s ;ednaéini (2) prvo doda, & zatim oduzme jednalina (3) dobi,pmo

2+2&b+b2=196k2 111 a+b
a2-28b 4+ = LK a-Db
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Uzimzjuéi u obzirvsamgggoi%tivne vrednosti (zaSto ?) imacemo & = 8k, -
b =6k, ¢c~= 7k i = . -
- 6k, : k[)@ﬁ N ja—X)zﬁ]; 82 V3
Zadatak je mogué za sve realne i pozitivne vrednosti broja k. L I ’ I
2) Centralni uéaé dobija se pomocu obraze ca i ill . kx? + k (a2 - 2 ax_+ x2)= a8 \
1 Sfec 313 1 57 (3600 ~ o) ) ' 2 lo =~ 2 akx.+ ka? - 0% - 0 .
1= 1800 ili = - %) . odakle je '
‘ : 2 1800 ) _ 8k % V22 - 2% (ka® — ne)
Pogto je 1] = 2 v i 1p = 2 R%, imademo e T Lk
_ _STa © s(3600 - _ ek + a ¥2k ~ K2
2 re Wé; 2R% —. ——(-lIBb—a—a'-L- B A . . ) 1132 - 2k
Kle je o = 20T o - 360R_ . . ‘ o : ‘ _‘
61,166 odekle je o = 71 3600 - & = St snati Prems prirodl zalatka koreni moraju biti realni, ber jedan pozitivan
da je potrebno prethodno odrediti poluprednike : 1 manji-od a, §to ¢e biti, ako je :
; 6 'sex . 2 ) -
Kako Je.Pl—Pz_;___g_frlnm(am)_m(“s)=_65_S_7f imae | 2k - K250 N akiaV%]};-k_é>a
» R(R+s)-r (r+s) =6_55__,,. (1) : _ . kizwc;;oo i teV2k- ¥cak
\ , _ k(2-K)»0 12k-k <k 111
Po¥to je zbir obima osnova obeju kupa jednek obimu kruga dobije se ' ' k <2 1 k>l
2Rt +2r® =2 sm Zadatak je mogué, ako je 1<k<2 .
111 ' R4D =8 coeveenes (11) J:- gues Ja , . .
: e : ’ - 2) Kako }e = sin 2at {vidi zed. 7/2), ime-
Iz (I1) jednadine je r = s — R i zamenom ove vrednost u jednefini(J) Gemo e &~ g7 7/2),
dObij& se . . 6 2 ' N sin 2(1 tg X . 2 hat
RR+s)-{s~-R)s-R +38) = 55 N 2 >
Odgkle je R =-—)§S—-i r ='—.;,_’ e jed=_g&.%_= 720 i 5600_“_:: ili 2 sinx COS(th-%—_ =——@—i ]
= 2880, . PR 4
% _— ’ ’ ' . :  sin %~ cos o cos & =7 T = 2¥3-3
3) Povpriina dobijenog tela je A : R cos —%— c
- " P = 2% (R2 + Rr + r2). : R ( ; o ;
Iz A DByAy: : Rr M 8 sin? 5~ cos& =2 Y3-3
2¢=(R + r)sinai R~ r = 2¢ ctga ili R r 8 sin? -& (cos? ~& - sin?2 %) = 2¥3 -3
R = _ﬂl_—%-'COS_dl_ =@ ot & i \\ b1 2 2 2z '
« ) sind &2 ' 4 X}r BSinE—g‘-(l-—E‘sinz—‘xr)=2V——3
. _ 2‘ - coso(} S - [+4 . R ) .
VT g S YT, mls A [ B §1i 16 sinb & - 8 5in2 - +2¥3- 3 =0, olakle jo
P - 29%a(tg? G-+ otg? §- +1) i b l.167 ! sin? 4 - L *{1;_-_71
29212 & s ot 5+ 1) - LG_%_JT_ i1y /_ - ‘ -
3 tg2 G-+ 3 ctg2 5 -10=0 & ° o, Posto je Vb= 2¥3 = ¥3 -1, bite
. Z ° 7z B ,Odn.oitg T-IOtgcT+3=O’ ’ Sinz%"— V—ii“isinz'%—'= 2= V3 pa Je .
odakle je tg-g—‘:ﬁ i tg-—%‘-=-§—, odakle jo ox = 120% 1 « = : ’ v
= 600 , . v o sin%—?—%z—’is'ln—g—: 2—2B_=3/€I‘V-2,-.
_13¢6 / Iz prve vrednosti dobija se
1) Neka su delovi na koje je Podeljeha‘ dats duZ x 1 & - x, pe emo ima- " ) log sin -%— = 1,81825, tj. -%[_ = 1199 il a = 82918’ ,

ti
a iz druge —-‘é—‘- =15° il «, = 300
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3) Postoje ove jednaline

1)

2)

‘U prvom sludaju imademo m>2, m<l i m<-

/

ch

ch =27

ily > ¢ +h =2a
a 12

(=)

Iz jednafine (2) imamoh =
u dvema drugim jednaéinama dobija jednalina .

+ b = al 2+hh2=ha2

5 o~ 16 ac + 12 82 = 0,
odekle je =2 i o =_%&_
Za ¢ = 2a dobija se P = 0, pa ono ne &olaz_i u obzir, dok 8¢ za ¢ =
_%a__ dobija P = , §to znali da refenje ¢ = —-569'— ostaje
vaénosti. Prema tom Je c = ilic:a=5:6.
137

-

Koreni jedneline su x1,2 = H, pa je prema uslovu zadatka 1<

—1—1-<2, odakle je —l—L>1 i -%—i<0 tj. dobijaju se dve

ne jedna&ine
- ey 2E=3 o,
koje e biti zadoveljene ako je - _
: ;Zm-h>0 l-m>013%m- 5<0 ili
b) 2m- 4«0, 1 - m<O0 i %m - 550 .

—%—, §to_je oligledno

guée, a u drugom slutaju bide m«2, n>l im > , ti. 2« m<? .

b

Koreni jedna¥ine su sin x =a-11isinx = —.-5'—, pa posto je - 1<

< s&in xsl ‘imademo . :
-lga-lgli-le <1

Iz prve nejednadine doblga se 0<a<?2, a iz druge —2<a<2 §to znadl

da je O<gag?. Za g = obija se Jednaélna

sin2 x + sin x = O,

odakle je sin x =0 1 sin x = -1, tj.
x=0 i1i x =180 n i
x=2F 1lix=3L 22

Za X = 2 jedpaina posiaje

' s:mzx—2sinx+l 0,
odakle je sin x = 1, odnosno

S 1

xr=-7

Heees

=—%t—+2nr,

ilix

gde jen = 0, +1,

28 — ¢, pa se zameponm posledn je vrednosti -

nemo~

1

1 2)
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Neka su x 1 § koofdinate tagke S, onda je - l
A ' © vr3ina pomerutih tela: | . o Ond® Jezbir po-
P=2xa(x+y)+2vya
=2(x+y)2y y (x +y), il
Kako;eiZAJ‘LBO~ASPB:b: =a: (& - x)
3 - y M a X y O
a4 | dekle jey = 22=X) pige
O P 4 X P=-2F (ax +ab- bx)?
s1.149 Prems uslovu zadatka imademo:
: 2 ~
. 21’1 (ax + ab - bx)2 =JE_B..M
ili ﬁf- (ax + ab = bx)2 = {a +1)2
—‘a‘-—(e.x+ab—bx) = a+b
odakle je = 2 ax +2ab-2bx = a2 + sb
i1 . 2(a-—b)x=a(a-b),odnosnox-T,y T
A8 '
Neka su MN = x i MS = y strane pravougao—

nika, pa de biti P = xy.
Keko je iz A ABC ~ 4 MNB:

d -
AC ¢ MN = 0B : TH ili Zl X = —2— —-2—
odakle. je y = ldgd; X k- jx i A M 8
_Il—z— '1T' .81, 170

Desna strans peslednie Jedn&(‘.ino mg_ﬁe se napisati ovako:

- e - ) - P2 - 2.2, ~

.=-—E—[(x—-—16{--)2-——13§€— 1i y——i—%— —ﬁ—-(x»—-é——)

y:

‘Razlika na desnoj strani biée najveda kad je umenjilac jednak nuli,

© 5. ked Jex—-]é-—-()lhx—T, odakle Jey-—lé—lP—-Eg—

1

Posto je sina: sinfi=a 1 b i c_;z_ = a2 4+ be -.2 ab cosy bide

al + b2 - ¢2

i 2 2 - 2 .
s -ac + b c sq: B

Snp T i2ocesy sy —— il - b ,

Odnosn032=52+b2_02=o.b=c

Obrnuto; ¢2 = + b2 - 2/ab cosy La :b=sina:sinf. Zab = ¢

iz prve Jednaéine dobiJa se
b2 = g.z,_+ b2 - 2 b cosy il 2 cosy=-—%— s
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1)

' -

16l :
a 1z druge jednaiine imacemo —:—j‘h’;’—g = -_%_, pa je {g‘.-%%‘— -2 cos g
He (g2 = 28T (p2 S
3 (R +Rr +72) ——%— (RZ + Rr +1?) D+ ¢
Kako je 2R + 2r =2s ili ) .
' R+r=g3s (1) 5 0 2 s
13z EBC: (R-r)2 = 82 - 92
2R— p;2 = (R+1r)2-)e?
Ar =92 () . A R Eprh
Iz jednagine (I) dobija se r = s - R i za-
menom u jednadini (II; dobija se jednalina 81.171
: R(s-R) =02 ili R2- sk +¢2 =0, -
odakle je - 5 5 : _ 5 5 .
. p--_8% Vg -Lhez , _ sF Vés -Le
Zamenom dobijenih vrednosti za R i r u obrascu,za zapreminu imacdemo '
. v._‘ 2¢2 [(S+ ‘/;2" h£2)2+-s +'/82“ 162 8—1/82— 1,62 N '(s— s2— h&’z}z]
S ol L s 7 2 2
v _ . 2¢x [32+25 ¥ s2-1,82+59-),02+52— 52 +1182+52-25 }/52—)492+s2—'1&§2]
= , z L
2 - 2
V= 2.9r L s L9 ili v =_2§£(52_g)2)
3 L. 5 , .
139
Potrebni i c_lfov‘oljni uslovi su
b2 - ) ac>0, ——E->O i —%‘—40 113
(2 - k)2 - (k- 5)(k -k3>>o, 22K 501 22«0 111
M = 174 2 - - k-3
. hk 11>0, —FT >Q 1 —E—:T<0
- Qdakle je: f

2)

a) m>?i—, 2-m>0,m-5>0im- 3<0 ;

< b)'m>T, 2-m<0, m-5<0im- 3>0.
Iz prve (a) grupe nejednatina dobija se m‘>-lh:—l-, m<2, n>51m<3,
5to je otigledno.nemoguée, a iz dr_uge {b) grupe nejednalina imademo

m>—1£1—, n>2, m<5 i m>3, 8to znadi da je 3<m<5 .

Sa visine SM = h vidi se kalota koju od loptine povrsine otseca ra~ .

van povudena kroz talke & 1 B u kojime tangente iz S dodiruju glavni
loptin krug. Ako je MO, = x visina kalote, njena ¢e povrdina biti

10
P = 2Rzx.

3)

1)

165
Iz o OBS dobija se R
"2 = (b + x)(R-x),
s iz A 0B01:
r2 =R - (R-x)2 ,
pe. je
' h+x)(R-x) =R - (R~ x)2
ili - Rx + hx = Rh ,
odakle jJe 2
Posto je ‘
X i x)z—oszi—-Zsi’nLcosx+sin21 i
(cos - - sin F) = cos® 5= -.2 sin 5~ cos 5~ =

(g:os S+ sin ——)2(—)2 = cos? —5— + 2 sin - cos % + sin? 2111
cos —’2{—— sin%— = ¥I-sinx i cos.—g——+ :?in —é—— = VY1 + sin x,

pa kako je ' X x
e kpowh 1wk wdomd
- ~ Xy = _ = . - - »
fe (5 2 tg L50 + tg-}z(- 1+tg —’2(—— cos ——é— + Sll.]'_%-
bide . ' . !
» — i X = ——I—j—_r_b— = i
tg (150 - ) =« s o ], 2-0 =
. ' ) ' M
o K
Usiovi su ovi: b8 - ) ae>0, - %<0 i —§—>O , ti.

(11 - w2 - k(8 - m)(3- m)>0, =B <01 4250

Ako se prva ne jednadina prethodno uprosti ovako: _

121 - 22m + m2 = b(2h = 3m-Bn + m2)>0 1li 3 n? - 28m- 25<0 ,
odnosno (m - 22 )(m + 1)< 0, gie su ny = - i mp =~1 koreni jed~
232m— 25 = 0, nadi uslovi postaju -

Ovi uslovi biée zadovoljeni ako je ‘

a) m- —25i>o, m+ 1<0, 11 - m<0, 8 - m>0 1 3= m>0
b) m - 33?—<o, m+ 150, 11 - 150, 8 - m<0 1 3 - m<O.

nadine 3 me -

.. (m- —%5—)(m.+ <o, H-L

n_.0
—m <

U prvom. slutaju imademo m>—25—, m<l, m>1l, n>8 i m<3,5to je nemo-
guée,s u drugom m<—§'—-, m>-i, m<1l, m>8 1.m>3,0dekle je B<m<F~

'



2) N - Neka je tatka O, a ugao x, pa Gomo imati 2) Neka gu tetive b i a, tj. b-a =d, pa keko jo B <
- o ! NO iC CB m : n hide (180°-¢7<)=“=m¢1’l s
iz 4 MNO: sinx  sinx’ : (_1) ‘ odakle je o = 1803 . Iz trouglove AOC' i BOC Q
iz 4 MPO: Ej_g = = s{ga s {2) primenom kosinusne teoreme doblja se 19074.,‘ 7
, . M0: 8 % . ) v = 2r7 (1+cos<x) i@ =212 (1‘°°B°‘)A 0
iEa ‘osin 2x ;O?inﬂ * (3) i il = 2r cos &1 ¢ =2r sin '2' 81,175
61,173 ' _ iza RO 5= np (L) " Zamenom posledn;ih vrednosti u jednadini b-c =d- ' '
_ : ' o . : doblja se o
Iz proporcija (1) 1 (2) dobija se proporcije 2 Btnnzi = %— (1) 2r {(cos —5- - sin &) =4 it r= 2 (con ‘}x vin 20)
a iz proporcija (3) 1 (L) proporcije -%—ih;—%— = -g%—- (1I1) - L ' o 8 .B z
. _ . 5 B1N cX b s : Pcito je cos _%_ = gin (900 - T)- gde je 3= komplementan ugao uglu
Proporcije (I) i (II) daju jednadinu 2830 2x _ L sin x i1
' . : 3 sin X “378in 2x , imademo '
cosfx = —17- il cos x = -‘/-21 j. x = 5O, - T r = (150 ) (h5° -3 3
o . 8 ¥ —-!-L_— sin - -—2-—'“
c Zapremma tela jedneka je razlicl iz dvostruke ' b co g :
zapremine zarubljene kupe i zapremine valjka
v - hégc 3) Postoje Jednaéine
0
. ’ . Z 2 1+ B + 1‘:)
dok %e ovréina. obrtnog tela jednsks zbiru iz Rn I §r = c ( tangentnl éetvm"ougao) e
dvgﬁk“r og omoteds zarubljene kupe 1 omotela c2 - R~ r)2 = 16 n2 (iz 2 AED)
valjka - . :
P=2bhz(3 + c). 1z 1 =R + r, pa 28— :
, 2 I1 jednadlme imamo.da je ¢ i
: Prema toms imséemo ove jednadine: menem gvea:r‘r’gdeti u jedna¥inama I i1l do-  A'Rrp 2R 8
. ’ ' v wom ©F in )
51 lc’;h 1) 3a + ¢ = 23k , bijamo Jecne eR2 +Re + r2 = 21 m (%; 1.176
. . sl.
2)9,2—(.(1)._112 . Rr=hm2 ‘ ‘
ij jednadina oduzme od
Iz 1) iednaéme ao'biga. se ¢ = 23k - 3a, pa éemo zamenom ove vrednosti A.k" se‘II ietmaéina pomégz;éi:;’ pe se dobijena je )
u jednd¥ini 2) dobitl jedrafinu jednaline dobili se JRm 2 .9m ili R—r = %n
. : : - =9 m -r-=
58—2—1581{5.1-565}{2_:0, z | ) R 2 +PR—p+3m
. s 113k . . . . . . odekle je : = '
cdakle je &y = ——-53-— ia, = 5k. Prvo reSenje ne dolazi u obzir, jer

je tada ¢y = - ;—r‘)-%):‘:‘-(—, dok se za & = 5k dobija ¢ = 8k. Prems ftomeza-
prenina obrtnog tela je V = 96 ki« . : '

Al
1) Strahe_trougla su a1, 87 + —%%—-, ay + 11, pe je poluobinm
-Prome zadatku bide . = s
' : Vo = 111 ¥V, : ¥, =21:8
[ 5(28y + 11) 12 . 3(2sy + 11) 28y + 53 2ay + 11 2&1 -1 | 2=T¢ ‘3‘ 1%
PR L , . ) L Y
bay® + by o= 555 = 0, - : 2
' 1 1) Deta Jed.ne.éina se moZe napisati ovako.

A 12-25 _%_

Zamenom vrednos+i 28 P U Jednaémi 1 dobija se jednadina
p2 + 3mr - hwe =0,
" odakle je r =m, pa je R = L m. Prema tome * zapremina kupe bice
vy -—4‘§—(16m2+m2+hm2) =28 mdx,

3(2aq + ll) » zaprenina 1opte V2 - _,3_2_'“_3_95_ pa demo imatl

o .

odakls Je 8y = 7-7—, b =13, ¢ = 18-—2—-1 3
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. -
113 posle smene rCD_ =t ovako 15 t2 - BL t+15 = -odakle

t1=—g— ty = -g—,pajexl —ZE_XZ“ _g_. %5, = ig/%g‘

. Dakle, broj _1;_ treba rastavitl na pomenute sabirke.
sabirak x, a drugi - X, pa je

. 1 . : \
log (_gi_x)- log x = log (__1}- X~ x) i L x2- 17 4+ 15 -
odakle je x; =3, x = -% itd. : '

Neka je prvi

_a) sin x =—01M—

007 —R—-&_r,akako,]eR r=3:1,
odnosnoR:

3r, bide

- - r - _ 1
Sin x —BE,T}—_T,

tj. x =300 i 2y = goo .,

, RPro _ R2 P ‘
v b) P, = —366%1- =—-R'-6£ » P =rlx, i1t zbogr:-%..,

: 2 . .
P = B, pa ce viti b, tPp =302
, bc
3) Prema uslovu zadatka Mnademo R - p =
TT_ —B +c s tTT =
> -

be

_.a ;
T T EE b Br-g- al ‘

3 R-p =2 -
b+e+ Vb2 4 ¢2 Tt
_ be (b + - ¥H2 4 o2 ‘Repo_ 28 be(b + ¢ - a)

(b+c)2—(b-—c)2 ; e - i R-r-

2 be ’

- - _b+ec-a . —ib -
- .T — = R—r=—2u-g-+—°)—. Dakle, “bice

2a - (b +¢) = 2-V_2)111b+c—a1/“

Kako je b'= a s} i =

éhemo je & 5lna 1 ¢ =a cosa, gde je w oitap ugao ’crougla, ima-
sina + cos x = 1/—, sina + l’l— sinx =

V1- sinfte = 2-=.n

113" 2.sin20f -2 sina + 10(

‘odakle. je sin‘a( = %—5—, pa je¢ « = L5° =4

1) Neka su &y, g i a-,qz brojevi str;an'a. tih poligoné pe je

ay + a1q + alq = 38 ili 81(1+q+q2) = 19 (1)
Zbir §vih leagonala u sve 3 poligona dat je: jednadinom
(23 - 3)ay {ayq - 3)alq (a1q2 - 3)eef

= s é )
SR (qu2+qll-)-ja.1 (2+q+q?) - (11)
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Iz jedneZina I i II eliminacijom nepoznéte ‘2 dobije se jednadine

11} ob - 153 3 - 19 g2 - 133 q + 11} =
koja se moZe napisati i ovako: A

11k (g2 f—%é——_) - 133 (g + %) - 19 =0,

’ koja posle smene q + —-é— =t postaje 1L t2 - 133 t - 2);'? = 0,0dakle
je A , .
Za t = -—18— dobija se jednadina 6 ¢ - 13q + 6 = 0, odakle jegq =—2——
q =_%_‘ 'Zz}q=‘g_dobija se a1 = L, azaq;—%—blée 2y =9

Prema tome. poligoni su od L, 6 1 9 strana. {Za t = -1 koreni su ima
ginarni. : : :

!

2) Iz A AOC imamo

a2 = 2 R2 - 2 R? cos(180° - 2x) ,

a2 =2 R2 (1 + cos 2x),

al = hRZ cos2 X,

a = 2R cos x, odakle. je

= &

R = 2 cos X °
Kako je h = & cos x 1 —%—=-—%— ima-—
éemo % = 2 cos?x 1ili coslx = -5
cos ¥ = —-%—, odakle je B :

' = 609, odnosno 2x = 120° 81,178

5) Tede je trepez tangentni Zetvorougao, pa je 2¢ = a + b ilic = a%b ’

Kako je h = }/m imséemo h = ‘/69—?-)2- ('a—é—b), péakle

je h = Vab .

A
1) Neka su koreni_date jednadine o i B, pa Ge koreni nove jednadine hi-
"tia -8 _i—m'. Kako je

Eoc—/jgz =2 + 32 - 2a 8

. ili  (x-7 2=L’(2 +ﬁ2_2q

i . _(a+ﬁ%2 a(2+62+2a/3

. : 311 '_'P2\=o¢ +2q_

odekle je o2+ p2 = P2 -2q,

pa je (et~ B)2 = —‘hq=122—l;.,35 =),
odnosno a-f =2 1i. o(ﬂ =

“Prema tome imademo P = -(x -8 + = 1 -g—lQ = (o= 8) 3 i

pa. Je traZena ]ednacn.na 2x2 ~ 5x +‘2 O
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2y a) Iz proporcije R2x : r2a= 9 : 1 dobija se

: RE = 9 1_:2
i zamenom u proporciju’
dobidemo, 2,05k

Rer« crem=3:2

:r2 = 3702, odakle je
o =. 600

2 = OP.OT = (00; - PO7),0T = (R - r - r)R=
“= R(R - 2r), ili %&ko jg R =3, imaéemo
OM2 = 3 r2, odnosno OM = r¥3,
MA =R-OM=r(3~- V3),

pa je OM :MA = V3 : (3- V3)

b)

: ‘b+c-a
S S ‘ ~  b+e-a _ b
3) Kako je | = _%_. = 5 i e
Dakle, imademo jédnedinu sin x + cos x— 1 = -ﬁi——z—— ili
2 8in x + 2 cos x = Vg,' 2Y1 -~ sinx = V6 - 2 sin x,odnosfm
L sin’x - 2V6 sinx +1=0
Y6+ vz
2

+ -z— ~1 = sinx+cosx~1

3.

VE- vZ

i sin_x el —-—?-—-—-.—, Da je
‘:'cl =750 i % = 159
A5

a) Neka je x ugao izmediu predénike lopte (29)
%_‘preénika osnove oblice (2r),pa demc ima-
i :
% 2r =20 cos x 1 h =2¢ sinx i
0 _ M =2prh 11 M 2 292.2 sin x cos X

h ¥ =2 ¢2¢ sin 2x

Vrednost izraza na desnoj strani bide na j-
veéa kad je vrednost sin 2x najveda,3to de
biti i gko je ) ’ .
gin 2x = 1 ili 2x = 909, odnosno x = L5°,
$1.180 : §to znali-da je to ravnostrani valjek.

odakle je sin x =

" b) Kako je P=2 rx (r +h), 2r =29 cos x L h = 2¢ sin x, bide
P=L¢2 cosx (cos x + sin x)

Izraz na demoj stranl destidide svoju najveéu vrednost kad — lz-
raz cos x (cosx+sin x) dostigne svoju najvedu vrednost. Radi to-

ga potrebno je posledrji izraz pretstevitl m vidu razlike ovsko:

cos x (cos x + sin x) = cosx + sin x cos x = 1 - sinx *_S_-‘:B._Q -
T 2] el sin2x ~ ein 2x .

_ 5 >, P& je oBigledno da de on destidi svoju
pajveéu vrednost kad mu umsnjilec bude jednak nuli, -tj. kad- j2

2 sinZx - sin.2x = 0. Dobijena jednalins se mo%e napisati ovako:

2)

3)

odnosno a =.-M
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2_51:121(—2 sin x cos x -—-VOo..

si_.n? X~ sin x ¥1 = sinlx = O,
ZSinhx—sinax-O

3

odakle je sinx:Oisinx:.y_g__., tj. x =0 1

x = )59, &to  gzna&l
da je oblica ravnostrana, a njena je povr3ina P

Lger.

Kako je R = —%— ir-= ’_;b_+_cr—a_._ imademo

Kad se ova vrednost zameni u jednalini b2 + ¢2 = 82, dobija se
‘ 12 b2 = 25 be + 12 ¢2 = 0,

odakle je by = —%—, by = _%c__ 1 a9 = —%9-—, gy = -—S,f— . Prema tome

strane trougla su 530 , _l%c_’ ¢ ili —-Bf—, c, —%—f—f i zaista obrazu-

juaritmetitku progresiju.

Postoje. ove jednaline: ‘ O o I
L wPn o2 2-.-—":"? 21 , 8mlx
3 (R: +Rr+r)'=—8—.h.———3——

y ¢

2¢ = 2R + 2r (iz tangentnog Zetvorougla ABCD)
i3za ARD: 2 = (R=r)2 =16 n . Iz druge

jednaBine dobija se ¢ = R + r, pe se zamenom L \ .
ove vrednosti u prvoj i tredoj jedmadini do- ARrf 2R B
bijajn jednatine : : :

R2 +Rr + 72 =21 nm éI) ' 81.181
i Rr = Ly me 1I)

Ako se 11 ied-naéina pomnoZi sa 3 1 dobijena )j2dnaZina oduzme od jed~
natine I ‘dobija se jednaZina R ~ 2 = 3m, odeikle je R =r + Zm., Za-
menom poslednje vrednostl u jednalini(I1I) dobija se jednalina

2+ 3w - 4w =0,

odakle jer=m,'R=)ﬁnic=5m,pajeP=L2m2'rt.

U6 , i
Neka je 2o odgovarajuéi cenmtralni ugeo, o
2% = FOE,pa Gemo imati P = FE.ED = 2 GE.ED.
Keko 89 iz A GOE: GE ER sinx i iz o ODE:

D =

Sl %)~ TSIa(lB00 —og, ¢ dakls e
gy = Bosin(a= x) o0 g ity
sin a32 . i
_ 2 . . _ :
P = Sy oo x sin (o= x}. . 61.182

Izraz ne desnoj strani bide najvedi ked iz~ o
raz sin x sin (a~ x) dostigne svoju najveéu vrednmost. Poslednji iz-
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raz se moég napisati (vidi zadatek 18/1) ovako;
2 sin x sin (&~ x) = cos (2x ~a) - cos « R

‘Pa je oligledno da o imati majvedu vrednost ked
nika najveéa. tj. ked je cos (2x ~a) = 1 Soda.kle nger‘S.n(_)S(g mﬂnli

2) _ Povz'éina kupe je -

P=x[R2 4+ x=2+c(R+r)]

Pa je potrebno prethodno 1zr'at,unat1 R, r i
8. Za to postoje ove jednatine:

¢
Egoar
(R ¢ Rr + p2) = l—%_ M,odmosno

A‘E 2R B R2/+ Rr + r2 = J%éﬁ T(1)

§1.183 111 = 2R + 2r (iz tangentnog Eetvorougla A.BCD)
"¢c=R+r (2)
i.e2 - (R-r)2 = g2 (iz 4 4ED), Rr = ¢2 " (3)

Sabirsnjem jednadina (1) i (3 ) dolea se Jednac:lna

(R+P)2-L6%—6£ i1i R‘_r3+r=—lég—,\

oL 1 g '
odakle je r. é—;—— R. Zamenom posledrije wrednosti u jednadini (3)
dobija se gednaéma 6 R2 - 13§JR 602 _
- + 3)

Zjal;lﬁi‘]eRl —%LR? —«zg—rl——yﬁ— x'2 —%:Lic=——6—2-,.a

a8 te YA 2 2 ‘
» + €% = a%, Zamenom vrednosti za b u
prvo; 1 drugoj Jedna?jml dobija ju se jednadine

2 : -
Ja + 3¢ = 6k -i (_a_g_g) +¢2 = a2, odn. jednaZine
a+c¢ =2k i 50 +2ac- 342 - '

Posto ¢ = 2k -5-‘ &, zamenzm ove vrednosti u poslednjoj jedna®ini do-
bija se a = 2% = -%._ L—z—-
~ s ¢= > 0=k, po je R = ip= A=A
= T Prema tome imaéemo T
\ R:pr-= Sk

Til:LR =5:2 .
A7

1) Neka su x i y stran : ; 5 '
" ABC X AAi’BlCl e pravougaonika, pa cemq imati P = xy.

c:ix =h:
odakle je

Kako je iz

(h - y) ilic : X = (T ),

2

173
bice , i -
P - ﬁL-B_Zx_ 311 P = i%._ N _2?_ ¢
Izraz na desnoj-strapni moZe ge. napisati ova- \
ko: 4
P=——5_-(x2_cx), ‘ ' A 2 \B.
C 2 . ¥y ,

S S B T - o : A

T([_ | L ) A W—5—N B
P=—2[(x— $-)2 = °2]

= =z T s ‘ s1.184
P = ¢ _ —3— X - %)2 pa ée razlike na desnoj strani oéigledno :
blti na.Jveéa, ako ja umanjilac 0, tj. ako je (x - T)2 =0ili x—-z—,

y = "'3— Povraina pravougsonika je P =

—E—' .
1z Jednaéina a2 = ch i a2 = h2 + T doblje se jednadina

—

he + T = ch, 0dnosno h he - Jex + 02 0 il (2h - ¢)2 =

odakle -je eh = - K
3) Polupreémk upisene lopte je ¢ = -—agggh——,
paJe_EM _z_ ili & = I - 2h. Ako

1) Znamo da je cos 5«-}/1;

. se poslednga vrednost zameni 4 jedna&ini

2
(—2’-'- + H2 = h2, koja se dobija iz A ONS,
imademo (2H - h)2 + H2 = h2 , odakle’ je
;H=-%—‘ ‘1a =) —2h,'a=—5—6h , i
. _ ok 6h .-
najzad H + a = —%E-z— =5 odekle je

ho= 2B gho je i trebalo dokazeti.

A8

cos (« cosB - sina sinf)
cosacos B + sinasin 8,

o

- cos (-5
psb se oduzmanjem I od II “jednadine dobija .
' . 2sm¢x.>1n/3 cos {a~A) = cos (x+83)
Desna strans datog izraza mofe se prema tome nepisati ovake:

¥y = cos (2x —a) - cos & ,

pa ée izraz imatil najvedu vrednost kad je umanjenik najvedi, tj.
kad je cos (2x -«) =1, odakle je 2x - & = 0 ili x = -—%—,a sama
najveda vrednost bide y = 2 sin ~3~ sin («= —‘2"—) ili

= 2 sin? &
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koga odgovz_zra hlpotenuu dobijaju se dva

J& prema obrascyp= gde su b
| s ic
.kat_ete ia hlpotenuza, imademo

e | b2
T 5P1=h~+'§;h=_i—+-;_?__.3_=PC_+b2-Q=
81.186 =_b___b+cr-e. "l;r ‘
\ A oigte . b _
Ty = L“}J =T pa je r%n+ rfx “,t( b2r2 22 9
b) Kako je R 2t ) =
Je T i RQ T, imademo Rl 1{ + R/}eyt~ b2ﬂ' 2
T 4 =

&)KakOJeP—a2+zah 842
i P = i3 s
8&2 - a2 ?“‘ bide

T3 T 8% +2ah, odakle je a = 5h.

Ali kako je HE = =he- (_9 2 . h2 _ 9?1-2
H2 - 16 b2 113 }: Lh B
i -
75— -l

pa. ¢e biti
c . 6h : L
& +.‘h = o +»-‘2*‘l-]?, Od.n(o's‘no h = i.gtﬂ

b) Polupretnik upisane lopte piramidi je

- M bl
4y 2h ’9=‘»~*—~—*,s«>=..ﬁ~ﬁ_._
PRy o o —

. 3
Kako je b = . s> 2. .
o je h —%&—11{2 (e.) - he _ﬁ_{_:g—@_ 82 113

- H= —%-h—, imademo @ = . — i .
. o a2+2. e 1 5a=-%—.
VR
1) Jednadina prave moe Se napisati ovako:
_8=ln |
s ERE-E
m - X n - ? ’

pa je potrebno 4
§to de biti ako ?ele Prems uslovlma zadatke ‘SE‘%-KO i 2,—%%__>0
me- 1

g - ln>0, m- 10<0,.2 - o
8- <0, m=~ 10501 2 -hf‘}:fo il
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Iz prve grupe ne jednaZina (&) doblje se me 2 ;<103 m> T,t_) —2—— <

<m-\2 a iz druge grupe nejednaZina (b) imademo m>2, m>10, m <«
—-é—-, §to ie ofigledno nemogude, pa.ostaje da se m mo%e kretati u

gramcama »-?-<m<2 , ,

2) Neka je ty = —2— {vidl zad. 1/5) pa poéto je t e(b +‘ﬁ) - ot ,

bice '32 2(b2 + EEL_ of , 0dnosno a2 - b2+ o2 .
L BRY- 2 :
3) Postoje ove jednatine: —‘%-’L : _%’lb_ =34
herp |, _héxq 3 k35t
b2 + ¢2 = g2

ens . } 1,2..2
. b - = b2 2 =
ili ¢ 3 __%0_. + e ] a

Iz prve jednaline dobi;a se ¢ = s & Zamenom ove vrednostiudmgu

. 1 tredu jednalinu dobijaju se jednaline
b2 (_L%_)i Ske 52, (A )2_; o2
odakle je & = g, i _ '
2(Lb 32 _ 9K _ . . :
b ( 3) ST ‘E%": odn. 6l b = 27 13 = 0 111 B(ELb3- 27K3) =0,

odekle je b =0idb = —é}ﬁ—, pa je a = -5-11%— i ¢ = k. Strane trougla su

-—i}i—:—, ki —ﬁkf i zaista pretstavljajt_; aritmetiék_i‘ red Eaiazli‘kom-ﬁ—

A0

1) Prems kosinusnoj teoremi imademo .
02=a2+b2-—2&bcosg \

Kako jeb=2hy, by =asing (iza BDC),
= 2,23 sin ¢ ‘oiée
7 .
: <;2= 2 4 La2 smg—ha slngcosx :
e = a2(1 + ] sinzg li sing cosy) 51.189 -
¢ a¥l- h(singeos y - 31;3})
jvedu vrednost sko je sin cosy» smzx 0 1
z

Izrez za ¢ imsde na
Sin g (cos & - sing} 0, odskle je sincg‘ = COS §.
prve gednaéme dobija se g = 0, Sto ne gova.r& pI‘lI'Odl zadat ka,Dru-
ge jednaline se moZe napisati ovako: . . el
sin2 p =1 - smpy, odekls je sin2 x ——2—, s1ng- + —t
1350. = 150 dobija se ¢ = &, pa je=h5°,

pa je £ 150 113 g’
“B= 90 Druge vrednost. g = 195 ne dolazi Ut obzir jer bismo tads i-
meli da je ¢ = 2V5, & preme simsno] teoreni a : ¢ = ginac : singl

. 5 -
sin « = .-9-—1-—/?;--, pa bismo imali i A = 90°, 3to je nemogude.
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2) ' : ¥ako je h = YVab, a iz A MBC:

ho= Ve? - (—a—-_rb) , imadeno

2 - a2-2abzb2+hab

. 2 .
cC = (__a__E__b__) 111 ¢ = _a__%-__b_ _
s1.190 .
3) 5 Ako _se oba tela preselu jednom ravni koja
: ’ rolazi kroz vrh S piramide 1 dve njene
ofne neuzastopne visine, dobija se kao
presek ravnokraki trougao MNS 1 u njemuu-
K pisan krug. Posto je
8l + 2 sh = 3 a2, odakle ;e h = a,
trougao NS je ravnokreki trougeo, pa je
poluprednik u njemu upisanog kruga, tj.
M. . poluprednik lzopije o V3 :
51.191 B

gde je & osnovna ivica piramide. Neka je

EF = x visina jedne kelote, & FO = (2¢~- x) visina druge kalote, pa
de biti

Py 1Py = 2¢7x : 2¢ (29— x)x ili Py:P : (2g - x)
a ' . (.8
odnosno Py :Py=x: (__g___ x) |
Iz o EOL imamo x(2¢ - 'x) = FL2 Kako ‘je FL = ——2—- T s bice
7(—ﬁ—— —(——E—)E_lllhﬁx2—16ax1/—+3a2

odakle je xq = 4&&‘—/-—1— X, = _&J{l Dobijeni koreni su visine kalo-

ta na koje je lopta podeljena pomenutom ravni, pa cemo imati da je
Py P2 =1:3

-'.c2 - (-a—;;r;b—)-e = ab il1i e = (L’Z—b)z +. .ab,. |

-
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