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L. UV OCD

Ldzja o uvod}

l\-.—u

enju novog modela xontin

b x1
puema /1/, 1893, god. Jo tada izufavani msdel, danas ¥lasidni maodel
teorije kontiruuma, prsza cvo} ide]ji je »nrodSiren tire, $%c se 1 sva-
koj talki kontiruuma zami3lia da postiji trijedar vektorz takeo, 4da

b

se pri kretanju Jdeformaci)
sidénom smislu reci, iz
dopunske, Xoja z2 sastoji u zbhrtanju vektora trignaara.
atidku razradn Duemove ideje dzla su brada E. i
2/ d. Usvajajuéi ortogonzlni trijedar vektora,rnji-
hov model Kontinuuma predstavlije skup Cestica vezaﬂih'sa ortogonal -
rima. Deformacija ovog kontinuuma sastoji se u poxzerzaju

d
¢estica kao krutih tela, translacije 1 rotacije trlgedra. Ceo r=24d
.

_,-

/2/ je izloZen u skalsrnom obliku u Dekariovim koordinatama.
Teoriiu braée E. i F.Xosera, tek 26 godira kasnije, prih-
vatio je 1 preradioco na tada savrenmenu vekiorsku notaecliju 4. Sud
551 . I |

/3/, 1935. zo

sTupacaom danasnj
0

ine, 1 time osnovnu koncepciju bracde ﬁose“a'uéinlc D

zocu. Njemu pripada 1 zaslugz za 1lzvesne doou~

-I,

em Cit

znijz izveodienle pojedinih stavova. |
Daras 32 pod kontinuumom Kosera podrazunsva materiizini
vako] tadki nalazi definisan iz '

- L]

3V
tri nskoaplanarna vektora, koji se pri deformacijii

: e = aa —— 2
O etliraju teoriju deformaci]
; . _ 1. - - — < 2 - . emen L T S
noatezZe napcers ovaxvog kKenftinuuza. Veze izmedju naponz :odeigormaclja
- -
ne uspostavijaiu.
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~ Koncepeije kontinnuma sa unutrasnjom oriaentacijom nasla

je primenu, pre svega, u teoriji dislokacija. Tako je Krener /5/ za=
; menio diskretnu kristalmu reSetku kontinuumom, koji zadrZava izvésna
svojstva kristala (strukturna i materijalna simetrija u odnosu na
" privelegisane pravce), a 3to je u stvari kontinuum Kosera. Ists tako
V. Ginter u svojim radovima /6/ i /7/, posmatrajuél napone i deforma-
cije kod;greda i 1ljuski, pri ¢emu popredni preseci grede odnosno za-
preminski elementi 1ljuski predstavljaju orijentisane elemente, treti-
ra infinitezimalne deformacije poloZaja i pravaca, odredjene ortogo-
nalnim trijedrima jedinidnih vektora. ' |

Nezavisno od kontinuuma Kosera, biohemijska i1 hemijska is-
traZivanja dovela su do spozraje o postojanju tednih kristala (Fri-
del /8/ ). Sa stanovi3ta mehanike teoriju teZnih kristala su treti-
rali prvo Ozen /9/, zatim Frank /10/, koji je ispravio neke Ozenove
rezultate i najzad Eriksen u nizu redova (napr. /11/,/12/,/13/,/14/
i dr.). o : |

Eriksen se u svojim radovima vezuje za tedne kristale i
neizotropne fluide sa jednim privelegisanim pravcem, nastojedé¢i da
Ozen -~ Frankovoj teoriji da precizniju formulaciju sa stanoviita me-
hanike i da na taj nadin klasidénu mehaniku kontinuuma prosiri. Model
ra kome je zasnovana Ozen — Frankova teorija je tzv. "dumb - bell® -
= model; osnovni elesment. kontinuuma jesu dve materijalne &destice,
‘tako da je polozZa] jedne u odnosu na drugu odredjen nekim vektorom
q . Eretanje takvog sistema opisano je pomoéu dve vektorske funkecije
vremena i1 to pomocu vektora poloZaja centra masa ocvoga sistema i po-
moéu vektora 'Em(t). Prelaz na kontinmum zahteva da se masa sistema
(dvoatomnog sistema) shvati kao gustina elementa Xontinuuma, koji u
svakoj tadki ima definisan pravac'ﬁh. Ovo je omaguéilo Eriksenu da
sa stanovista mehanike napise diferencijalne jednalire kretanje tak-
vog fluida.

Sem u Eriksenovim radovima, koji koristeéi jednadine meha~
nike nastoji da uspostavi linearne veze izmedju napona i brzine de=-
formacije ovakve sredine, ni n jednom od navedenih radova nije se
pokugalo sa uspostavljanjem te veze. Osnovna teSkoda ovde ge nalazi
u &injenici da deformacije izazvane promencw vektera a povliale za
sobom izvesnz naponska stanja koiz nisu bilaz predmet dosadasnjih
eksperimentalnik opaZanja, pa se 8 toga neizbeino postavlja pitanje
kako formulacije, tako i interpretacije til stanja i matematiZkih
slmbela sa kelima Dl ze opiseli.
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Veé je Eriksen u /13/, sledeéi Ozena u /9/, ukazao da se
pored zakona koliine kretanja i zakona momenta kolidine kretanja,
koji sluZe za izvodjenje osnovnih jednaina meéehanike, mora da uvede
jedan sistem jednacina koji bi vezao promene vektori koji karakteri-
Su orijentaciju elemenata kontinuuma. Za strukturu ovih jednadina je
upravo bitno ono sto smo gore izneli, naime kakve se predpostavke mo-
raju u¢initi za sile koje uticu na promenu ovih vektora, a koje nepo-
sredno ne opaZamo i o kojima klasic¢na mehanika kontinuuma ne vﬁai
raduna.

U Eriksenovim radovima, koji se odnose na tedne kristale i
anizotropne teGnosti sa jednim privilegisanim pravcem, predpostav-
ljena je linearna veza izmedju napona i brzine deformacije kao gene-
ralizacija Xlasicéne mehanike Njutnoyog tj. klasifnog viskoznog flui-
da. R. Stojanovié, L. VujoSeviéd i S. Djurié /15/ su uspostavili eg-—
zaktne veze izmedju napona i deformacije za elasticéni kontinuum sa
unutrasnjom orijentacijom. Tim radom je omogudeno da se dublje udje
u dve na prvi pogled medjusobno nezavisne oblasti. Sa jedne strane
da se pitanje unutrasnjih napona izazvanih dislokacijama u kristali-
ma tretira sa stanovista elasti¢nog kontinuuma Kosera, sto bi vero -
vatno doprinelo konaédnom resenju problema unutrasnjih napona izazva-
nih dislokacijama. Taj problem je jos uvek otvoren i metodima klasi-
¢ne teorije elasticénosti ne moZe se definitivno resiti, kao sto su
ukazali A.Seger /16/ i R. Stojanovié /17/.

Sa druge strane pitanje elastiénih greda i ljuski, u smis-
lu egzaktne teorije Eriksena i Truzdela, moZe sada da se postavi u
definitivnom obliku, jer se uz odgovarajuée predpostavke o struktu-
ri unutradnje energije mogu naponi sa dovoljnom ta&nosSdéu da izrage
kao polinomijalne funkcije deformacije.

U ovom rzdu se ne zadrZavamo na problemu dislockacija u
kristalima, veé se orijentisSemo iskljudivo na problem deformacija i-
zazvanih zapreminskim silama. Cilj nam je da, koristeéi osnovne ide-
Je gore navedenog rada. /15/, proudimo kretanje kontinuuma Kosera sa
stanovisSta linearne teorije. Taj cil) postiZemo uz predpostavku da
su deformacije dovoljno male, tako da se sa dovoljnom tadnosSéu sve
veze mogu da linearizuju. _ _

| U odeljku 2. prikazan je troosovinski model kontinuuma Ko-
sera, u kome je dopusStenc da se vektori privilegisanih pravaca pri-
likom deformacije qaﬁjaju i po praveu i po intezitetu. Pored prikaza .
u radu /15/, izvedenih jednadéina za diskretni sistem, prilagodili
Smo zakone konzervacije za kontinmuum Kosera slulaju grede, kako bj
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omogucé¢ili primenu opsSte teorije na konkretan problem malih oscila®
cijs grede, a sa stanoviita egzaktne teorije. U odeljku 3. izvedene
su diferencijalne jednadine kretanja kontinuuma Kosera, a u odelijku
4. je proudena struktura veza izmedju napona i deformacija za slu -
¢aj potpuno elastiéne sredine. U odeljku 5. izvrSena je lineariza -
cija konstitutivnih jednac¢ina, linearizBvane su jednadine kretanja
i izvedene egzaktne diferencijalne jednadine malih oscilacija prave
greda. |
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2. TRODIMENZIONI KONTINUUM KOSERA
2.1 Model za diskretan sistem

Neka je My b5istem od Zetiri materijalne Zesticeé, sa ma=
sama m, 5 My By 1 W, (sl. 1), &iji su poloZaji.u prostoru odredje-

ni vektorima f&-(\}--ﬁ. Q,1,2,3) , u odnosu na nepomiénu tadku = pol 0 u
prostoru. PoloZaji talaka Ml ; M2 1
Mz u odnosu na tatku M, odredjeni su

—E e

vektorima Nl, N2 ¥ Nj, tako da je

R

i:; = rO = H\) ‘! (Q=1$213)- (1)
Oznadimo 1li sa M = Zmi - ce-

lokupnu masu, a sa I, = vektor po-
loZaja centra inercije ovog diskret-
nog sistema, poleozaji pojedinih ta -
Caka sistema; u odnosu na fentar i-
neyrcije sistema C, bide odredjeni vektorima

Sy Tg - To » (V= 0,1,2,3) s (2)

Koli&ina kretanja, moment kolifiné ¥Feétanja u odnosu na
nepomidan pol O i kinetilka éhergija Sistemd mogu se napisati u ob-
likﬂ | A é ’

Ef= By ) ( 3)
- # ﬁ-%ﬁf;'fé'* j;m§i5‘§5;r | [

gde talka izned rnéké veliline oznadava izvod te velifine po vrel =
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Vektore ?Q moZemo izraziti pomodéu vektora Ny
koristeédi jednaéine |

.quf’q = 0 3 ?q’—?u = Ny, (6)
(V= 0:19293)1& )
tako da dobijamo

ll*

1 —t= - -k A =
$ = (=mqy Ny ~m N )= )N
""'"_ 1 — T — M e
?“-- E[(E—ml)ﬂl-mzﬁz-EBNBJE c‘(l)N)" ’
- —— — - \
f -P2= E [-mlNl +(M-m2)H2 - m3N3]a c&.(z)ﬂx -,

93"‘ %['mlﬁ; = 2?0"2 *.('1"""3)7-1‘?;]5 [’«()'3)1“3» .

(7)

i

G

gde su U'a)') - koeficijenti, zavisni od masa sistema, &ija matri.
ima oblik

B3
Hv:-_% H-ml ""'mz "Iﬂ3 (8)
N
"7 -m E-m - om,
- Oy -mzhi-m3

Sada smo u moguénosti da vektor §, zamenimo izrazima
i jedna®ine {4) i (5) napiSemo u obliku

= :

[ =u(T =5 + o Ny Fu)) » - (9)
T = 3 M(T.T, + PPHGHKy)) | (0

Velidine i™" jesu neimenovani brojevi koji iskljudtiv
vise od masa sistema m, » My 5 MW, T2 i dati su izrazima

L]

1 - |
£ = ﬁg Myt M) (11
O
Koeficijenti ™ = Ll obrazuju simetric¢an sistem koeficijenat
jih ima Sest; u daljem izlaganjun zvademo ih koeficijentima gusti
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Ako su zi (1 = 1, 2, 3,) Dekartove pravougle koordinate

centra inercije sistema, jednaZine (3), (9) i (10) mo%emo napisati u
koordinatnom obliku

ki o gt - | (12)
(19 = u(z [1£ﬂ + 1"5: N(j:) 'ﬂ | (13)
T = %M(éifi + M N(J\-)N(ct)i)‘ . (14)

Strukitura prethodnih Jjednadina omoguéuje nam da sa diskret-
nog modela predjemo na kontinuum. Vidimo da su velifine koje karakte-
risu ovaj diskretan model celokupna masa M, poloZaj centra masa r ’
,vektori NOR) i koeficijenti gustine .inercije s o A Posmatrajmo sada
neku oblast u prostorv napunjenu materijom. Neka su u svakoj] taéki
te oblasti zadani gustinaf ,» poloZa] tadke zi, tri vektora d(.h) 3
sisten  koeficljenata gustine inercije 7' u odnosu na pravee a,pm
( =_l, 2, 3), Izrazi koji odgovaraju izrazima (12), (13) 1 (14) glase

gzt , _ (15)
113 e (plizdl . i""‘d(.,..)d(gq y . (16)
T = %f(éigi + f""'d{&)&(b)i) (17)

(gde tadke naznaduju materijalne izvode). Ozna¥imo 11 sa £ gustimu
inutrasnje energije u poloZaju zi, koja u mehanici kon'l;inﬁuma {pri re-
verzibilnim procesima) igra vaZnu ulogu, za ukuprnu energiju u tadki

kontinnuma imamo

PE + 7 - | (18)

11 Greds kao kontinuum Kosera. Pretpostavijamo da se gre-—
la S&?tOJl iz ¥krutih delova konaénin dimenzija, mase m 4 dobijenih
‘DOd&10m grede ravnime uprazvnim na uzdusnu osu grede, (sl. 2)

Neka je (C, § &%, §3) centralni koordinatni sistem uodenog
legmenta grede. Polozaj cestice M; segmenta, mase mn;, u odnosu na
centar inercije C segmenta, odredjen je vektorima polozaaa.cm Sbi’

‘fako da se izrazi za kolidinu kretanja, moment kolidine kretan;a i




kinetidku energiju za ';]edari _aegmenf grede mogu napisati

* - .
K = mr_'c ’ o (19)
r s P - - X ' - :
= mryxf, + 2my §x¢, | (20)
. o «2 - - ' ' -
P =mzr, +3m §,-§; | (22)
gde je m ‘=_Zmi - masa segmenta-i T = OC - vektor poloZaja centra

inercije segmenta u odnosu na*nepomiéan pol O.- |

. Segment grede smatrademo kmtim, tako da se deformaci ja
grede ogleda u pormeranju centra inercije C i rotacije trijedra vek-
tora E?J\_) y, (A= 1, E:_ 3), 8iji se poZeci nalaze u centru C. Pred-
postavimo da vektori d(l)obra_zuju trijedar Jediniénih vektora, ¢&iji
se pravei poklapaju .sa praveima centralnih osa CS'i segmenta, tako
da vektore .5ﬁ'i = ?; moZemo rastaviti na pravce &'a ). ti. s

$y = ?);d'(;) ’ - (22)

pri dem je Q?‘) = 0 , zbog predpostavke o krutosti uoéen“og Segmen—
ta grede. Zamenom (22) i (21) dobijamo

.

=m(i~:'xf'¢+i¥é'a)x&(9)'), . (23)
or = m(F,.E, + PE a0, - o (20)

de-e‘,___s@g veliéine Zmiﬁhcj’_’ » Koje poseduju osobine iner-

cije uodenog dela grede, zamenili koeficijentima gustine inercije
M uz pomoé izraza

ut®=2n 005" - e



e

Shvatimo 1li da je greda sastavljena iz velikog broja tan~
kih delova, masa m Jednog.dela moZe biti zamenj}ena gustinom grede
u taéki C, (maf’), i tada su jednaéine (19), (23) 1 (24) potpuno je-{
dnake sa istoimenim jednadinama op3teg modela (15), (16) i (17).0vo
nam omoguéava primenu svih jednadina i gzakonitosti koje vaﬁe za Op-
81 model 1 na model oblika grede.
| Ostaje da se jo3¥ razjasni pitanje izradunavanja koeficije-
nta gustine'inercije iho.'Iskoristimo l1i obrasce iz geometrije ma-
sa za odredjivanje momenta inercije,‘na Primer u odnosu na osu -;;
za aksijalni moment inercije imaéemo |

| | ‘ C 1
i za centralni moment inercije .(proizvod inercije) za ose ?; i cz

=Zm£(l:}_ z'i = m:l.:l‘2 ,

tako se koeficijentl gustine 1nercijé'mogu izraéunatilpreko.mome@ata
inercije uodenog dela grede pomodéu obrazaca |

L 13\3‘.%("1*-?2—33),, o (26)
10 - 112 23 <13

2.2 Zakoni konzervacije za kontinuwum Kosera

Neka je V zapremina materijala ogranidenog povriinom 3,
a dV zapremina elementa u V 1 dSg vektor upravl jenog elementa po-
vriine S. Ako je ¥ ma kakva fizi&ka velidina koje karakterise
" neko stanje ili proces, tada se, u fizici poznat opsti zakon kon-
zervacije (uravnoteZenosti) moZe napisati u obliku

JAAE SUER L (@

[Y] priliv veliéine ¥ u Jedinici vremena po Jjedinici
povréine, &
B[Y]"‘ izvor welidine ¥ PO jedinici zaprﬂmine i vremenu.

gde je:
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Ovaj zakon moﬁemo~br1meniti ne sve veliline koje karakteri-
u kineticko stahﬁje posmatranog kontinuuma. *Pretpostaviéemo dahje_
Kinetidko stanje définisano gustinom § , koli&inom kretanja K-, mo-
mentor koli¢éine kretanja lij i gustinbm totalne energije E. | B

Primenom zakona konzervacije na gustimz i koliinu kreta-

nja dobijamo . | a | -

, g?{?av =0 , | | (28)
& (clay = & 413 i

dt-gK av : _ft ‘de +_£f d? ,y (29)

gde je 'l:i'.j tenzor napona, a fi gila po jedinici zapremine. Predpos-
tavili smo da se masa u zapremini V u posmatranom materijalnom kon-
tinuumu ne menja. - SR
Dalja primena zakona (27) na moment kolidine kretanjes Z 13
i totalnu enefgiju E beznadeZna je bez prethodnog uvbdjenja nekih
novih veliéina. Zapravo pojavlijuje se manji bdbro] jednaéina od broja
nepoznatih velic¢ina koje opisuju kretanje kontinuuma: ovde se pojav—
ljuje jo3 devet osnovnih promenljivih, koordinata vektora privilego-
vanih pravaca d%&)' (A= 1,2, 33 1 =1, 2, 3. Dosledna primena ga-
kena o konzervaciji zehteva uvodjenjle izvesnih novih velidina koje
¢e analogno naponima 13 predstavl jati neke dodatne unutraSnje na-
pone i neke nove sile koje ée uravnoteZavaii one wveliline koje vrée
deformaciju orijentacije kontinuuma. Kako u izrazu za moment koli&i-
ne kretanja (16) 1 kineti¥ku energiju (17) kao inercijalne velidine .
u smislu deformacije orijentacije figurisu vektori d%n) pomnoZeni
koeficijentima gustine inercije i"fc‘ i guatinom § , to demo velidine

e 0 -
$4 A ) (30)

nazvati "momentima uvijania" . Prli ovome se ogradjujemo od ma kakvog
istog il1i sliénog termina u klasidnoj mehanici kontinuuma. Kao urav-

note¥enje momentima uvijanja predvidiamo postojanje "napona uvijania"
i 1 . ) _ :
koie éemo obeleZavati sa h( )ij kao i zapreminskih sila uvijanja

A3 . y ——
k( )i pri &emu indeks (A) odredjuje u odnosu na koji vektor dGA) s8¢
odnosi promema orijentacije. Napominjemo da je uvodjenje velidina

' A . AY 3 . .

h( )13 i k( ll;&ﬁﬁxéeno pretpqstavljajuéi njihovo postojanje kao
potpuno teorijsku-moguénost u Zelji da se doslednc drZimo opsSteg za-
kona uravnoteZenosti, pri ¢emu ne umemo da ukaZemo na njihov neposred-.
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an fizidkl smisao, a nemamo pré?a da unapred pretpostavimo da takve
velidine ne postoje. Karakteristidéno je da su u teoriji te&nih kris-

tala, odnosno na tzv. "dumd - bell"” modelu vrienja uvodjenja sila

C“)i ali ne i napona uvijanja. Njihova istraZivanja u ovom pravcu
pokazala su nemehanidki karakter sila AL, Upravo njihovom posto-
‘janju pripisuje se magnetno dejstvo. Medjutim, pokazalo se 1 to da
spoljadnji uticaji (savijanjem) na nemati¥ke tedne kristale, izazi-
vaju elasti¥ne momente kao protivdejstvujude veliline iskri#ljenjima,
tj. promeni uglova izmedju molekularnih osa. Ovo u svakom sliudéaju do-
prinosi puno] teorijsko]j opravdanosti uvodjenja navedenih veli&ina.

~ Sada kao dopunski zakon za uravnotefenje promena vektora

d@*) dobi jamo slstem od devet jednad¢ina oblika

a_ ®* 3 = (f‘)ij (1 |
Postulirajuéi prethodnu jednad¢inmu uzedéemo da jJje

4 -0,

$to je u sludaju greda opravdano predpostavkom da su segmenti kruti,
Na ova] smo nadin pro3irili definisanost kinetifkog stanja kontinu~
uma zavisno$éu i od momenata uvijanja.

Daljom primenom zakona o uraynoteZenosti na moment koliéi-

ne kretanja Jzij i gustinu ukupne energije E ﬁa potpuno reverzibilne
(elastidne) procese neposredno dodbijamo -

‘[[ijdv sf,'(z[itﬂ.'lk alt h(“)3]k+m13k)dsk+ (32)
+I (z[j'fﬂ-i- ﬂ(a)k(&‘)ﬂ*lnij)'ﬂv,
\ .

g_fmv f(tik' ek L Rl3E yasie (33)
v .

f(fi + k("‘)iau)i - Lijzi av

Izraz (33) predstavlja dobro poznaﬁi oblik II zakona ter-—
modinamike za reverzibilne procese (konstantna entrnpija) prilagoden
.1 ovom sludaju prisustvu momenta uvijanja hch 1 i sils uvi;anJa
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U jzrazima (32) 1 (33) stavili smo ~
i |

13k o _ o3k

m - téﬁzor'napanskih spregbva;

tid = - 131 O tenzor zapreminskih spregova,

CO) i?ﬁil. . N . -
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3, DIFERENCIJALNE JEDNACINE KRETANJA

Kako se u izrazima (28), (29), (31), (32) i (33) radi o
proizvoljuim zawweminama V ogranilenim povriinama S unutar posmatra-
nog materijalmeg kontinyuma i s obzirom da te relacije moraju da bu-
du zadovoljepe za svaku proizveljnu zapreminu V, to koristedi Stok-
sovu teovemu pevriinske integrale moZemo da pretvorimo u zapreminske
i navedene igrage napisemo u obliku

$+Pil =0, (34)
£zt = ¢, + 2b - (35)
Porar,, = h(f")iaj + k(1 -, (36)
t[iﬂs ii'k * d&), NCRETR SRS EE I (37)

- (ia)a _1ike (-u)i

Wi d(-‘-)k,j) o

‘Ovde su ﬁ(i’j)gﬂij komponente tenzora brzine deformacije,

a le_

zﬁiﬁi]- komponente tenzora vrtloZenja.

Pri svodjenju jednadine (32) na (37) koristili smo (35) i
(36) a pri svodjenju jednadine (33) na (38) koristili smo (35), (36)
1 (37). &

Oélgledno je da je jedna jednadina (34), da imamo tri jed~-
nadine (35), devet jednadina (36) i tri jednadine (37), 5to ukupno
iznosl 16 jednaélnag Sa druge strane pojavlijuju se kao nepoznate ve-

1i&ine: 1(,1:) d(}.), f(t) miak i hw')ij, kojih ukupno ima

3+ 9+ 9+ 1+ 9+ 27 =58, Ofigledan nesklad igmedju broja jednadi-
n2a i nepoznatih veliina posledica je medjusobnih zavisnosti izmedju
nepoznatih velidina. Xoristeédi jednadinmu (38), u narednom odel jku
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bide igvedene konstitutivne Jednadina za kontinuum Kogg?gg kXoje d&e
popuniti ragliky izmedju broja-nepoznatih i broja jedngéina tako da
problem bude eodredjen. - o

Jednadine (34) =~ (38) jesu tenzorske jednafine i eblik im
se nede promeniti ako umesto Dekartovih koordinata uvedemo na kogi
sistem generalizanih koordinata xi.-Pri tome parcijalne izfode, 6Z-
nacene do sada zapetom isgpred indeksa, treba shvatiti kgo kovarijan-
tne indekse, a izvode pc vremenu kKao apsolutne izvode.

Prelazom na generalisane koordinate xi , rastavlijanjem
tenzora napona u jednalinama (35) na simetridan i antisimetridan deo
i zamenom antisimetridnog dela tenzora napona iz (37), jednadine (35)

i (37) se svode na tri jedna¥ine oblika

§xt -t(13;+f +m1(31:3k+1.133+afj)’th("")ﬂk [i),kh(”ﬂ}:j | (39)

koje zajedno sa devel jednadina (36) predstavljaju osnovne jednadine
kretanja kontinuuma Kosera.
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4. KONSTITUTIVNE JEDNAGINE ZA ELASTISNI KONTINUUM KOSERA

Newa je podetna (nédeformisana i nenapregnuta) konfigura-
cija komtinuvuma Kosgers opigana u odnosu na sistem krivolinijskih ko=
ordinata Kk' sa fundamentalnim tenzorom gg; 1 neka su u toj konfi-

guraclji wvektorl privelégovanih pravéca_ D%h)(xl,xz,x3). Deformacija
kontinuuma je opisanz pomodu jednadina

£ = =%xt,x%,x3;¢)
a¥ = a¥f 0% . 3t) = a¥ ,(xt,x%,x3;¢) (407
) T @) T @) 0t 0

gde su xk - prostorne koordinate sa fundamentalnim tenzorom gyl
koje origuvju deformisanu konfiguraciju, u trenutku t, kao i vektori
d%ﬁ) koji opisuju deformaciju orijentacije.

Prilikom kretanja kontinuuma materijalne koordinate i veli-
¢ine opigarne v odnosu na njih ostaju ne promenjene. Apsolutne izvode
pe vrement pri kojima se materijalne koordinate me menjaju zvademo
naterijainim izvodom..

. Diferencijzluz jednalina uravnoteZencsti unutradnje energi-
je (38), opisane un odunosu na krivoiinijske prostorne koordinate, ima
obliXx

saé"_._ t(ij)'dij“mijk"ij,k*h(”ij(a(&)i,j'“ikd(.h.)k,j) ’ (a1)

gde (.) ocnadava kovarijanini izvod u odnosu nafgeneralisane koordi-

nate xk >

Prvi 8lan sa desne strane jednadine (41) moZemo napisati u
2bliku

§Y. _ (i3 - (i), _ (1j)2 <L _

a; t xi,j gﬂt i,j—gﬂ'{: X;Lx;j_

£(13)5 T ¥b
Y

33 7
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gde smo sa (3) oznalili parcijalni izvod, odnosno totalni kovériisni
ni izvod tenzora definisanih istovremeno u odnosu na dve konfiguraci
je posmatranog tela. Istovremeno smo iskoristili &injenicu da e ma-
terijalno diferenciranje po vremenu he odnosi na materijalne koordi-
nate; sa (=) oznadili smo na koju se veli&inu odnosi~materija1ni
izvod po vremenu. -7
Drugi &lan sa desne strane jedna&ine (41) moZe &e takecdje

transformis€ti na podesniji oblik. Pre svega moZemo ga napisati u ob

1iku
. jke7

et}
i ako stavimo da jé
st 2 el L R I/
!Jk (xlj)sk =(x ' x ) k !Lxxgj sk = in'x;jk y

izraz (41) ﬁoéemo.napisati u obliku

(42)

Ovaj izraz za uravnoteZenost unutrasSnje energije karakte=
riSe brzinu promene unutrasnje energije za ma kakav reverzibilan
proces u kontinuumu Kosera. On se u odsustvu napona uvijanja svodi
na dobro poznati izraz za brzinu promene umiirasnje energije u kla-
si&noj teoriji elastiénosti sa naponskim ﬂpregov1ma e 4 nesimetricnlm
tenzorom mnapona.

Zelja nam je da desnu stranu izraza {42) predstavimo kao
linearmu funkeciju materijalnih izvoda nezavisno promenljivih po vre-~
menu i to s toga 3to se leve strane znaka jednakosti imamo materijal-
re izvode energije. Ovde nam teskoéu predstavlija izraz koji se ja=
vlija kao mnoZitel] uz koordinate tenzora napona uvijanja. Ako ozna-
imo sa " A " u mehanici poznati izraz za izvod nekog vektora ko-
ji ima relativnu proment, tje. stavimo da je

-

T - i+ =T,

odnosno

gde je di = di w, dk ’

i | - - x e .
ot = 5 rot v , Wi:] ""€ij‘ic(n) Ex[iwﬂj’



i uporedimo sa mnoZiteljem uz tenzor napona uvijanja, uvidjamo da se
taj izraz mo¥e napisati u obliku |

-

o X .
d(-’\)i 3" “’1 d(x)k,g’* (“(Jt)i"“’ do0x), 3+ )k 11f,j

Ovde smo morali da uzmemo u obzir da vektori dpn) zavise od materi-
jalnih koordinata, tj. od individualne materijalne &estice koje pos-
matramo, pa smo 8 toga kovarijanitne izvode tih vektors PO prostorhim
koordinatama predstavili kao kovarijantne izvode posredno preko izvo--
da po materijalnim koordinatama.
Ako sada kovarijantne izvode tenzora vrtloZenja izrazimo

kao druge kovarijantme izvode vektora brzine,za brzinu promene unutra—
énje energije dbbijamo

L 4
Sl

[ ~my 3k)+g1 (h(-h) Jd(&))[ik]] kx S (44)
__lﬁﬂm. | |
K h(l)iij d(-h)i,L .

Shvatajuédi ovde napone, naponske spregove 1 napone uvijanja
kao funkcije kinemati¥kih velidina koje karakterisu konfiguraciju de-
formisane sredine, predpostavidemo da je unutrad3nja energija funkcija
nezavisno promenljivih kinematidkih veliéina

E=E s oy s alay 5 Ay - (45)

i to od: 9 koordinata deformacije xﬁK,-ls medjuscbno nezavisnih adru-

- ..t ) k . N
gih izvoda x'LM('x,ML) , 9 vektorskih koordinata Arpy 1 27 materijal

nih gradiaenata tih vektora ﬂGh),L’ 5to &ini ukuphoc 63 nezavisnih
promenlgivih. - |
Predpostavljajuéi da svaka od navedenih kinematidkih veli-
8ina mo%e potpuno nezavisno da se menja, sledi da de izraz za uravmo=

teienostienergije.biti zadovoljen ako su zadovoljene sledede Jednadl-
he! |
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'<3é? L | .k ' -_ . A)ij o ‘
5 0= gil"(ia)x,:i (j_ )xI:jk"' (h( a6y e 46
? (95 h(“h’)ijxj . . | - | (48]

d(A)1;L ’ - |

Ova tri sistema jednadina moZemo da shvatimo i kao algebar

ske jednadine koje sadrfe simetridan deo tenzora napona, simetrican
deo naponskih delova u odnosu na kontravarijantne indekse 1 tenzore
napona uvijanja. Kako se broj navedenih mnepoznatih velidina i Dbroj
jednadina (46) ~ (48) poklapaju, moZem6 ih neposredno rediti

(1) _e 11, 0¢€ Jé | '
10130 = Pg (az ng"' xE ngQ) ’ ' (49)

XL 3 PQ | |
i(ik)_ _ il_iLJ k J 5if_d | 'o)
m §e xgm";ﬂ;m ¥ Px;L( R () [1x] (5
. £
WM pge (5D

Medjutim unutrasnja energija ne moze da bude sasvim proiz-
vol jna funkeija navedenih kinematidkih velidina, vedé mora da zadovo-
ljava uslov invari jantnosti pri proizveljnom nedeformabilnom (xru -
tom) kretanju tela. Sa obzirom na to 6d kojih nezavisno promenljivih
energija zavisi, opsti uslov invarijantnosti (Tupin: /19/, &1. 10)

moZemo da napiSemo u obliku

26 a X 1 a'i—d(.x) df o ) 2 a0 (52

=g,y ° KZ'LM LM da iy

Pored uslova (52), iz simetri&nosti levih strana-jednaéi -
na (49) i (50) sledi da i njihove desne strane moraju da poseduju
iste oblike simetrije. Zbog toga iz jednaZine (49) sledi da mora

biti - - -

[ iz(ﬁ? C?E = O o (53)
aL |

2E 3 3
;LM [13]



-19-

Medjutim predhodni uslov dovodi do raspadanja uslova inva~
rijantnosti pri krutom kretanju (52) na dva: prvi je upravo dat sa
(53),_a drugi se svodi na

dé

atay +
™79 I COLZY

(ad(_m )51 fzm = © _ (54)

Kako je tenzor naponskih spregova po definiciji antisimet~
ri¢an u odnosu na prva dva kontravari jantna indeksa, to kombinovano
sa simetrijom izraza (50) u odnosu na druga dva indeksa daje

a dE 1 . A
-g Xy Xy FeX9r( dray) : = 0 (55)
[ ax_f ;L T ¢M :L d(a)1:L (N) [1k]:)(1;jk)

I najzad iz simetrije 2t (3%) 51eai da mora biti i

[_1135 i+ _k

j

o

& J.r. 3L TiM 3, |
3 T

afn) (18] ] pg=° 59

Navedeni uslovi koje mora da zadovoljava unutrasnja energi-
ja predstavlijaju &etiri sistema linearnih parcijalnih jednacdina i to:
tri nezavisne jednadine (53), tri nezavisne jednadine (54), deset ne-
zavisnih jednaéiﬁa (55) 1 devet jednadina {(56), Zto ukupno &ini 25
med jusobno -nezavisnih linearnih parcijalnih jednalina prvog reda sa
63 medjusobno nezavisne veliliane i Jednom nepoznatom fankecijom. 1z
teorije parcijalnih jednadina je poznato da takav sistem dopusta
63 — 25 = 38 funkcionalno nezavisnih integrala.

Integrali su: '

' L | - .
— | _ 4 k 1  _1
Doy = Cxfr,] = 28k (Xyra®sn ~ XyxrFim) o (58)
E = ( . dk ﬂz' ) .
. MAP T VBRI (M) () 3BT () (59)
= et 0 (60)
Pri lemu je'aéigledho
c[m] = 0, DK(M)=0, D[KIMJ =0, qu p=0, Hpam}= O. {(61)

Ovde imamo ¥est medjuscbno nezavisnih invegrala Cp., osam
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medjusobno nezavisnih integrala Degye 18 nezavisnih integrala.EAPP

i Zest nezavisnih integrala.ﬁarq ¥to Sini uiupno 38 traéenih funke:
nalno nezavisnih integrala. | |

' Prema tome unutrasnja energija se mo¥e izraziti kao potpz
proizvol jna funkcija jedino gore navedenih funkcionalno nezavisnih
tegrala posmatranog sistema p&rbijainih difeféncijalnih_jednaéina,

éf £YCKL 3Eﬁm F ’EMFJ -‘. (€

Koristeéi navedeni fﬁﬂkbibnalﬁi oblik za unutrasnju energ
Ju kao i strukturu argumenata od kbjih Oona zavisi, sada moZemo izra

ziti veze izmedju napona i ﬂeformacije za elastidéni kontinuum'Koser
u jednostavnin obllcima

(6

(6

h('ﬁ)ij ‘PﬂL' d(c,_)xa P . | N _ | | (571
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5. LINEARIZACIJA JEDNACINA KRETANJA

5.1 Unutradnja energija

Prisfﬁpajuéi linearizaciji predpostavidemo da je gustina
unutradnje energi je

€ = E(cxy Dgry sBpep Eapd (66)

polinomijalna invarijanta argumenata.
Umesto argumenta Cp; uveSdéemo relativmu deformaciju pomodu

izraza

cByy, = Cgy, — 8k, | | (67)

gde je gx1, metricdki fenzor po¢etne konfiguracije. Sli¢no umesto ar-

gumenta.EqFP i H;ft uvodimo njihove relativne promene date jednadi-
nama

'JJhELP = F;ftp = ‘.‘liltp E (68)

o .
Hops Fae ™ Fapn (69)
[+
gle su Fyp= i Hapm= definisani u poSetnoj konfiguraciji.

Uvodjenje navedenih relativnih promena izvrieno je da bi
bio zadovoljen uslov da su naponi, naponski spregovi i naponi uvi-
- Janja Jjednaki nuli kada nema deformacije, jer predpostavijamo da u
materi jalu ne postoje podetni naponi. '

Prema tome, unutrasnja energija je sada potpuno proizvo-

ljna funkecija argumenata' EKL : DKLM ’ J-H"-P iJ[J.,Lur tJ.

€ =€ (Bgy, »Dypy +Iapp Japd (70)

Jzostavl jajudéi linearne &lanove po argumentima, kbji otpa~-
dajnu zbog'pre&postavkelda“JeQE#D kada su argumenti nhle, umutrasnju
eénergi ju édemo aproksimirati kvadratnim polinomom
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_ giJ KL IJK . LMK
£ - Ky 13 .Bgp, * K DroxPiwn *

2
1J.1LMN AMED € Q
TRy By Dpun * Ry Thupdveq t
MP,IJ TJK J\MP '
¥ K_; hppPig * Kg Drgkdapp * .

1J, IJK
+ Ko MB Ao kg My Hape
+ K"’C‘P 98J, E‘Px?‘s + hr 982[3&}[95 ¢ (71)

Koeficijenti K, , (i=1,..., 10), jesu tenzori - nosioci
materijalnih simetrija posmatranog kontinuuma. Donji indeks ovih ko-
eficijenata predstavlja redni broj, a gornji indeksi su tenzorskog
karzktera. Indeksi su podeljeni u grupe, prema karakteru velidine sa
kojom se ’oﬁnonuju u izrazu za unutrasnju energiju. Kada su relativ-
ne deformacije JJ&&‘P uhp jednake null, koeficijenti K, predstav-
13iaju "anizotropne tenzore" proulene u mehanici kontinuuma bez unutra
Enje orijentacije (Riv-lin /18/).U nafem sludaju interpretacija koe-
ficijenata je uslovljena vezom privelegisanih vektora sa materijal-
nim simetrijama kontinuuma. Kako to pitanje za sada uop8te nije jos
osvetljenc ni mi na ovom mestu ne moZemo redi nesSto pribliZnije o
nilhovim osobinama. Smatrajudéi, medjutim, koeficijente. Ki u nasem
sluc¢aju uopstenjem anizotropnih tehzora, moZemo slobodno predpostavi-
ti da ti koeficijenti pored toga Bto odraZavaju materijalne simetri -
je karakterisu i mehani&ke osobine materijala na taj nadin Sto sadrie
1 materijalne konstante. | _

hako su relativne deformacije {Nyp.igfa¢¢'u odnosu na gr~-
ke irdekse invarijane, to grdki indeksi u koeficijentima Ki u koji-g
ra se javljaju, u izrazu (71), takodje predstavljaju invarijantnosti..
Na primer, koeficijenti K%J"ltt. pri koordinatnim transformacijama g
transformisade se samo u odnosu na indekse I i J |

KEQ-Mt. g1IAMRE 9xQ
7 7 13%1'1523' .

dok kﬁordinatna transformacija ne utide na indekse Jl.itt .

Jednadine (63), (64) 1 (65) izraZene pomodéu novih argumena-|
ta unutradnje energije imaju oblik



(1) _ 10.0€ 1 1 ¢ £ ('l ) |
£ = 3% By 31750 +§ DIk _"‘;3"?11{ ‘ (72)
niGF) L _p Q€ 1 (5.0 (73)

'm d((}t)"fal’ . (74)

U predhodnim jednadinama figurisu izvodi unutrzsnje energi-
je po argumentima, koje odredjujemo diferenciranjem izraza.(71). Ta-
ko dobljamo |

0E _ . 1J.KL I3 LN 13 MP .
sl S A Dyt A T pu pHHE M Hp e

O& IJK.IMN Ll .IJK 1JK IJE.A
= i RIS Vb R S ikt Al NPT S AL i
3DIJK 2 LMN T3 LE. 6 l‘v}? B J.H.' (e

dE MAP VE Q AMP,1J IJK apmP- AP Vg
: neyde i, otV Ep +Mg f1ax Yo Hpe
IE_ _ yTas TIK.AM A PVE (M, DE

gde su koeficijenti Mi odgovarajucée kombinacije koeficiienztc L

Kombinzcije koeficijenata Ki nameéu novim koeficijentima Mi odrecie~-
ne simetrije. Na primer

LJ LK

1J.KL_ M ] (76)

'y
M

1J KL, ,KL.IJ_yKL.1J
: -

1 +Ky 1 =

o
K I"ll 1

itd.
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5.2 Deformacija

U toku daljeg postupka linearizacije smatrademo da-se.gué-'
tina maferijala ne menja, tj. da jeifnsj:. Necemo vi§e5pravi€i~:az -
liku izmedju prostornih3'xk i materijalnih x* koordinata. Vezu iz-
med ju deformisane 1 nedeformisane'konfiguracije posmatrane u odnosu
na isti koordinatni sistem izrazidemo preko pomeranja.*uk'.jEdnaéinom

= IEE 4 u¥ - (77)

Da bismo dobili 1inearlzovane izraze za t(ij) i(jk) i

A
h( )ij, potrebno je da linearizujemo gradlijente deformacija xFK ’
njihove proizvode, druge izvode deformacija xéKL i njihove komblna-
cije koje se javlijaju u konstltutlvnlm jedna01nama. Svi ti lineariz-

ovanli igzrazi glase

xl-fx""""d-%{c ,K ‘Sk *f“,mx,K“CSk +JK m

}:}ngJ"" d'l "‘C;.i .J’*‘J 'I e '

9 ’

¢ )

x (78)

,IK""“'?IK 3'

(E1.3) e J(4:3

,fom J ,IK ’

x.] xﬁ“(d’%d-x JI“-K + ]KQ"igI + “*j)(jkr.)

:;'J ,ka)%Ji(d’ JK + Ia‘i};!x*’ (ju I)+

+ @d§ s

Takodje cdemo linearizovati i tenzore CKL'odnosno Er1, i

F

DKLE‘:: . 42 njih prema (57) 1 (%8} dobl jamo
_ kK 7 . |
Cxy = Bxr Xk %50 & &1 7 2“(K;L)" (79)
By ® U (gsL) | (80)
_ I WP S TR S | .
Prow = Cxqn, ° 3813\ iee®in T Nirn¥in ISR iM K (-B})
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- Do sada smo linearizovali samo one velidine koje nemaju di-
rektne veze sa .merom -deformacije orijentacije kontinuuma. Sada déemo
obratiti Ezzebnu paznju na linearizovani oblik vektora privelegisanih
pravaca d(y)y kao i na nj;hov uticaj na naponsko stanje.

| Pretpostaviéemo da su privelegisani pravei u kontinuumu u
nedeformisanoj konfiguraciji zadani vektorima

D) = D(ay (%) (82)
U deformisanoj konfiguraciji je

;E',L) = Qo Dy t) = Ay (X, t) (83)

Promenama vektora 5Zh),pri
deformaciji, moZe se shvatiti da
se sastoji iz dva dels: prirast
aja vektora b'ﬁ‘(;) i1 pravcu ve-

o P
ktora D(J,_) 3 uglaca(_,\) za koji

s —p

se obrne vektor D(JL) +AD(A) u

deformisanoj konfiguraciji

(sl. 3), Tako shvadenu deforma-
——

ciju pravaca DCﬁJ moZfemo da

prikaZemo izrazom

SL.3
oy =0+ Dy tOw Oy * day) - (84)

Ovakva interpretacija deformacije vektora 5?_,,_) pogodna
je za tumadenje deformacije kristalne reSetke u kojoj se Braveovi
(Bravais) vektori mogu da shvate kao vektori privelegisanih pravaca,




D

jer se prilikom deformécije kristala ti vektori promene i po pravcu

i po velidini (sl. 4a i b).
Ako predpostavimo da su vektori aj}&)

malne velidine, u prvo} aproksimaciji. imamo

i 6]3(,._) infinitezi~

S T2t Dyt Py (85)
ili u koordinatnom obliku

Iy = Dy * Ax) + (D) * D))’ b

Jvedemo 1li skradene oznake

(w(ﬁ)x D(_h_))i Ei:'l w(&)JD(A)ki S-Zi (87)
¥ T Y i jk i

(S * D)k = €0 Pand sp=0 ()32 o
mozemo pisati |

(89)

{ i
@) % D) + BD(a) *Q)
pa su totalni kovarijantni izvodi po materijalnim koordinatama

31 3 i i
dnsp= Play;p ¥ #07ay;p Y Q (5P ¢ (90)

Meru deformacije uvijanja Epyp, prema (59), mozema da iz=-
razimo k2o linearnu funkciju infinitezimalnih velidina w(.h) J.AD(J._)

u obliku
. - i
i i i j '
2 gia‘[‘Dm;P + 8080y Q b 32) Oyt 42020 e

m a3 5(Din); P%q + Dia)sp “D?N + Da); szigo +

’ “D(:»);PD@) * D (M52 (g - (91)

Ako ranije uvedenu velicdinu f&c‘P - nazovemo"uvijanje" ne-

deformisane konfiguracije i definiSemo izrazom.

pp = {gijD%'@);PDgﬁ-)}(ng\-) ’ (92)

=z rolativro uviianie dobijamo
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d | 1
apwe® Tapp = Fapp % €445(0(a) ;P “’?ﬁ N

i 3 i i |
+D(3-) ;PQ (t‘v) + AD(&) ;Pntu)i'n?r)g ) ;P) (aﬂ (93)
Istim postupkom linearizovademo i meru ﬁeformacije_orijen-
tacije H.‘I\t‘., za koju dobijamo

= | i : . .
ap= gijd%wdzcx) m &3 5(Diay* AD(n)*SL(a)) (Del“)+ Al?fr)+$?. &“) )22
® 91520 DA PhuB(a) )R {0 * 2R () )+ (94)

gde su zanemgreni proizvodi4AD%aJ§2%AJ kao male velidine viSeg redz.
Uvedemo 1i oznaku ' |

iz (94)'dobijamo lineafizovani izraz za relativnu promenu velidine

H&P .’ tj *

Forp= B - B = ZF (D{n)aD p)*Dfr)‘D(.x) Dia)S2 &)*D?r)ﬂz(a-))-(%’

Izrazi za relativne deformacije uvijanja (93) 1(96) sadrﬁe
18 komponentalnih deformacija privelegovanih pravaca AD(J‘_) 1 Q (A)

Kako nam nije cilj da ovde formiramo 1inearnu dinamiku kristalnih
reéetki, veé da neke osnovne ideje kontinuuma sa unutraﬁnjom orijen-
tacli jom primenimo na grede, predpostavicemo; kao 5to su to udinili
Brada Koaera /2/, Sudria /3/ i Ginter /6/, da se vektori privelegi-
sanih pravaca ne deformisu po duZini veé samo da menjaju svoju ori-
jentaciju, tj. predpostavl;jamo da je AD(JL) = 0.

Pod navedenom predpostavkom relativne deformacije uvijanja
%H!P iJZHF;biée predstavlijene jednostavnijim izrazima.

amp = gij(D%?-)iPQip)*D?[t)Q :(lﬁt);P)(ar) r - 97

Jf.&mgijcn(a)szzﬁ * DgR{ny) -  (98)



5.3 Linearne konstitutivme jednadine i jedna¥ine kretanja

. KoriSéenjem relativnih deformacija konstitutivne jedna&ine
za 2lasti®ni kontinuum Kosera (49),(50) i (51) svedene su na oblike
(72), (73) 1 ((74). U linearizovanoj teoriji izvodi unutrasnje ener-
gije (75) izraZeni su kao linearne funkcije relativnih deformacija.

Ako se sada relativne -d'efom'a'.ci;]e EKI." DKI-M’ J,ﬁ.fw ilagl
posmatraju kao linearne funkclje pomeranja i deformacije orijenta =
cije, date obrascima [BQL (81), (97) 1 (98) konstitutivne jednadine
se neposredno svode na

ayide (k)

13) o 1 1j.2 i ser b
(13 g{m 3 L'mn]um,m - uy g LI ENPR Q8 gk
+_Q(e)gab(m13 (95) 1(3’) Mij ('98)131) @),p} ’ (99) R
S -S’{Mgﬂﬂk)'zrmjﬁm,m M ng/i/k) (zm)’lz, &

i/k).(€Ev b -
o WAL I ()R ), . *

n(Mik _ ¢ D?{‘)[u - gfmnj Mk “‘1, M»‘k.(tm) "

» «
"'.Q?'-:),qga (r:)“”““k (€ )a *2( )(MMk ( mqn(ﬁ) o
- mgrk.(ﬂx)n?@))gébj . o (101}

Pri izvodjenju predhodnih veza vrSena su i naknadna zane-
marivanja svih onih &lanova u kojima su se'javljalgfproizvadi5pome—
ranja wd i dgformacije orijentacije '32;,, jer je za te velidine
predstavl jeno da su dovoljno male, tako da linearizaciju moZemo do-
sledno da sprovedemo. - |

Zamenom u jednadine kretanja (39) i (36) dobide se linear-
ne jednad¢ine kretanja kontinuuma Kosera. Pri izvodjenju jednacina
kretanja iz zakona konzervacije za uvijanje dopusStena je i mogucnost

da na kontinuum deluju i neke zapreminske sile k“” s XK0je, prema
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'predpbstavci, uticu isk}jqéiﬁp ng pPromgnu origen?acije privelegisanih
pravacae. Kako je najverovatnije da sy sile k & 1 s nemehaniékog pore-
xla i da ée se javljati samo u sliyfaju kombinovanih zlektro-magnetsko-
mehanikih procesa, ovde ¢emo se egranifiti na &isto mehanidke pojave-
i predpostavidemo da je u celom ]_gontinuumﬁ k(r')i jednako nuli.

S obzirom na sve navedene predpostavke 1 zanemarivanja jed-
nadine kretanja kontinuuma Kgsera mogu'se napisati u linearizovanom
obliku

ﬁei_ _]_-(fj- + L{—g)_: - u'm,n'éjkmg_‘j/i/k). Z[mnklz’mjk(%méj-k{lmj_

: J ykllm] .
_.Mgtm).(j/i/k)w(fi),kbaomgf mj gy

) z _ . ' ; .
* Un,nt Emij'(mn) Jj *”"?ﬂdm}[(n(%,jk‘)?y) *

. . . 1
| ¥ D&')ik])?g") 9j)+ M;tqc.(mn)D([i),}P?[l.) CS’JJ +

[ j [i - k.(Zm)
uy a0, 5l + D 12T, g -

-R0s), piEardle 6 EVR

+=Qd(!8),rtgab M-}’.“k, (PE )k gn(li._)’kbblt)*m%j.(ﬁ)kggb‘?w -
ARG PFCE 2 R R
- 2T"Iéj/i/k)"(;;‘E)D(--a) d5 J *52?5),r’}ﬁc\k'ﬁs)rw?ﬂng,j?ﬁ +
" D?@')D%_i-),kp?g&)sj m?v),:jn([i),kD?ZuJ*DI()v),rDL(—i),kDa&)Jg) d _
g e, S S A

+ 2 85I TPy g ¢ R I -

. fa o | . ' . . - :
- méJ/l/k) a (»?)D??) 4 J(f{ 5§)+2Mgﬂ"k (.’?‘E)D(%a_) ,kngi.)D&ggjgab+

a K. (E9) b [i j b j '
*Q(e)[mﬁ” q(D(v),qD(Ji),jkD?gt)+D(‘9)qu&)qkpef]‘)-.~:i i
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ij.{ve)
M (9),qu(JL) szg.)) + Mg J ( pD(v).pu -

(3/i/k).(V€) b - earlJ e (PE)AD
M 371 Pp? ,ij + 2M7 D(‘P) 3

i/1i/K).(EP)D k.va) 3
- an{3/1/K)-E2pb | eyt ( (n(,,)n(_x),jkngp

. | N L
i D?v)D(fi),kD?@c),j iy D(e),chi),kDZp))] 8ab * - (102)

M8y = g, g M HEDY) ¢y g 0y TS

+ D(e) J wl€3- (mnly u_ nl)%z),jm‘;’j'(mn) +

. e -

"R () ,q38a” €2 (p)*S20w) ,Ba] My A (€),°(@¥a *
d.

* D{g)P(s),q03 * D(e)qu), dg)auf Bl gyt J?] ’

MES . (£(3) '
* Q2 (ot)8a b[“ e q‘D(p),q:iD(e) ¥ D(e),:ﬁ’(p),q ) o+
ME5. { b o
"My M(D(e)n(@),j * D), i%p) )] - (203)

Jednadina kretanja ima ukupno 12 i to tri jednadine (102) i
devet jednadina (104). Jednadine kretanja su oéigledno izvanredno
slozne strukture, jer i u linearizovanom obliku predstavlijaju parci-
Jjalne jednadine detvrtog reda £a nekonstantnim koeficijentima. Nepo-
znate funkcije jesu pomeranja Hi i deformacije orijentacije 52@&)
kojih takodje ima ukupno 12, dakle taéno onoliko koliko i Jjednadina
kretanja. U opStem sluéaju koeficijenti Mi i vektori privilegisanih
pravaca D%m& u nedeformisanoj konfiguraciji nisu konstante veé funk-
cije poloZaja. S toga o integraciji jednadina kretanja u obliku (102),
(103) bez dopunskih predpostavki, koje.bi doprinele njihovom daljem
uprosdéavanju, ne bismo mogli da kaZemo niSta. | |

5.4 Male transverzalne orijentacije prave grede

Kao primer malih oscilacija kontinuuma Kosera posmatrademo
male oscilscije proste grede, za koju predpostavljamo da poprecni
presecl ne ostaju u stalnim ravnima, veé da menjaju relativni nagib.
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Egzaktnu teoriju deformacije i napona grede posmatrane kao jednoﬁso-
vinski materijal sa unutrasnjom orijentacijom dali su Eriksen i Trus-
del /4/ a pre njih je odgovarajuée linearne jednadine veé izveo Gin-
ter /5/ . Indikacije za takvu interpretaciju grede nalaze se veé u
delu .E. i F, Kosera /2/ kao i Sudrie /3/. Osnovne dinamidke velidi-
ne u opStem sludaju za gredu smo izveli kao primer paralelan krista-
lima u odeljku 2.1. U navedenim radovima nisu &injene predpostavke
o mehanid¢kim osobinama materijala. Mi éemo predposfaviti da Jje mate-
rijal elastidan, tako da mogu da se primene rezultati napred izloZe~-
ne teorije. |

Predpostavimc da je greda prava, da se osa grede poklapa
sa osom x3 Dekartovog sistema pravouglih koordinata (xl,x 3)
(x,7,2).Privilegisani praveci definisani u svakom segmentu grede, up-
ravnom na osu grede, u nedeformisanom stanju su odredjeni vektorima

DG*)’ kOJl se poklapaju sa jediniénim vektorima koordinatnih osa,

PoStoc ne predpostavljamo da postoje dilatacije vektora
i
D(}J deformacija orijentacije segmenta je odredjena samo vektorirma

22 =Wy * Bny (104)
i & ) i ° G
pri cemu Jje 'S?(.és.) ={")(a.) x D(.h) (105)

U opStem linearizovanom sluéaju pomeranja segmenta grede
su odredjena sistemom diferencijalnih jednacina |

al _ _;.,_; (e1 & L::;,) _ “m_,n jkmgj/i/_k).xmn] +
rou o (k3 2] Mglm).(j/i/k) Y .
oA (3/1i/%k) . (EV)
T 27, mmiil (mn)“Q(-a) 23 (e ) Eartle 3/ P+

*$2(e), rt8at? (9)(5%13 (€)% Zérgaf(a/l/k) -0

. b ;ij-r(&'é) |
+ 2Q{£)EjgabD(gh g (106)

a deformacija orijentacije jednac¢inama



N2 (a)" [ m,nl3 6[mn] #EIn, - (mm)

m,nj
p? : - )

*$2 () ,q18ab (p)l"‘!'lea s *29(«') j8ab’ (/5)M ged- @ ]Dte) ’

odnosno

$ta) = a&D(e) E nzjm L[PTIKES 4y njutlﬂj-(mn) & |
b £ . } = B L £4. .

Ovde smo uveli recipro&an sistem koeficijenata inercije

i,9 » tako da je
add A
Py, =y .

Sa obzirom na predpostavljenu strukturu privelegisanih
pravaca, koeficijente u jednadinama (106) i (108) moZemo da grupi-

Semo tako da se jednadine (106) mogu da napisu u jednostavnom obli-
ku

- L3y . L (3/4/%). 1 1.kl
& "§;(f 1.;13_) =~ nlakm(j [mz] l,kaHBj B
1 ij.(mn)_ (3/i/k) . (E»)
’ 2 'nsrn:lmlj . 9(9)spjkgabn?€)mﬁa * %

(R e ST 220 W5 ggyply 109

Ovde se mogu uvesti i neke uobic¢ajene predpostavke za tran
sverzalne oscilacije prave grede:

1. Postoje pomerznja samu u pravcu xl upravnom na osu gre-
aes

2. Pomeranja zavise samo od promenljive x} = 2z d4duZ ose
grede i vremena. .

Sem toga predpostavljamo Joﬁ'

3. Elementarna rotacija @ u ;;e&naéinama (104) i (105) za-
visi od promenlijive 3 i vremena;

4. Savijanje grede se vrSi u Cx3 1

ravni pri ¢emu nema
promene orijentacije pravca D2 3

9
5. Grede je od izotropnrog materijala. Iz ove predpostavke

+rniztilfe ds Yoeficifenti ﬁ}ak“ % re postoie, jer su izotropni
..J
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tenzori po pravilu parnog reda (Rivlin /18/ ).

Iz predpostavke 4. sledl da je Ay 1) = O = @ 0y =
=(ojio) a W= @W(z). ( (3) (2)

Sada je obrtni deo deformacije orijentacije
prema (104) |

By = W, Ry =0, Ry = Wi

Uzimajuéi u obzir sve predpostavke jednaéine kretanja se
svode na jednostavne oblike

32"1 _ M 1 azﬂ

(3x3)4 My + 2 @) ¥ (110)
32@ el Wi, + AT )
T T @e)] e T g3)2 Vsl —

Jednadine (110) i (111) mogu da se relSe u op3tem sludaju.

Pri tome se vidi da integral jednadine {111) zavisi od integrala je-

dnadine (110), t3j. da je obrtanje W elemenata grede vezang za poune-—

ranja tih elemenata. Radi uporedjivanja sa uobiXajenim refenjims pro-

blema transverzalnih osecilacija u obliku dvostrukih trigonometrij -

skih redova, predpostavidemo da jedna&ina (110) dopu3ta redenje u
obliku

= T(t)Z2(2) (112)

Sa ovako predpostavlijenim reSenjem, jednaéina (110) se raspada na dve
diferencijalne jednacdine

. 4 2,
~ M d'Z a~2Z
%‘:'=--z£' 4 + —l'—§=—k4=const. (113)
dz 2Z dz
Kratkode pisanja radi uvedimo oznake

. M : .‘ .
2.. — 1
a =H§ ] qug . (114)
Obidna diferencijalna jednadina detvrtog reda koja odgovara
nepoznatoj funkeiji 2(z) ima Setiri reSenja

-11=P :JL2='P.1 3\-3=iqsl4="iq,' o (115)--

pri éemu je



| a2 4
p2e 2tY8 »>0,q° = 2 k. <o . (116)

" Za a = 0 ova reSenja svode'se na'uobiéajena reSenja malih trans -
verzalnih oscilacija homogene grede.

Za funkeiju T(t) reZenje je

T = A coskt + B sink°t. | (117)
Za pomeranje u{z,t) xgéénje je s8liéno uobidajenom resSenju
za transverzalne oscilacije gred¥
a(z,t)=(A cosk’t + B sink°t)(C,Cppz + C,Shpz +
Cycosqz + C4sinqz) (118)

Zamenom izraza (118) za u{(z,t) u jednadini (11l1l), posto se

izvrsSe dve ugastopne integracije po promenljivoj .t , dobide se za
obrtanje izrag - |

- 3 -
o (2,1) k4(Acosk t + Bsink“t) MG ———dzs MS—-——dZZJ +
+ £,(z) .t + £,(2) , - (119)

pri Gemu su funkeije £,(z) i f,;(z) neodredjene.

Primera radi pogledagmo kako izgledaju ova reéenaa u jed—
nom specijalnom slucaju, na primer za gredu slobodno oslonjenu na
krajevima. Za pomeranje moZemo da uzmemo uobifajene granicéne uslove

u(0,t) = 0 5 u(l,t) 3

ks sgo,tz ; 3_3_(__,_15 t | (120)

pri &emu moZemo predpostaviti jednostavnosti radi da su u podetnom
trenmutku brzine pomeranja jednake nuli, +j.

A

u(z,0) =¢(z) , u(z,0) =0 . (121)
Za obrtanje segmenta grede uvedimo pocetne uslove

w(z,0) =0 53(2,0) =0 . | . {(122)

Granidnim uslovima (120) odgovara frekventna jednalina
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I' Shpt ‘singl
| = 0 | | (123)

2

PEShpL-_—q singl

‘ Kako koeficijenti p i q zavise od nepoznate frenkvencije
k¥ a iz transcendentnosti jednadéine (123) proistide aa postoji bes-
konano mnogo reSenja frekventne jednaine k, , (¥=1, 2, 3, ...),
to ¢e postojati i beskona&no mnogo koeficijenata py i L
o Oznacimo 1i proizvode konstanti A029 sa AZO ’ Ac4oaa
A4§, 'Bczgsa BZ@ i 3049 sa B49 s 82 obzirom na navedene grani-
&ne uslove integral (118) se svodi na

iy = 8 2 2 ' , _
'u(z,t) = g (Acoskjt + Bsink,t) %(CZQShpﬁz + 04';8111@_‘)2) =

— 2 2 . -
= é(ﬂz\;coskﬁ,t Shpyz + A, qcoskyt sing,z + (124)

+ qusinkgt Shp¢z + B4osink$t sinqéz)

Za odredjivanje konstanti A

_ | 1 By o (i = 2, 4), podetni
uslovi (121) daju dve jednadine

19

g[ﬂ.z.’ Shp,z + A4.y s:l.nq.,z]= d?(z) s

‘ _ 2 2 -

u‘(z,o‘) "%[ngk-a Shpyz + B“k sinq.,z_] = 0. ~ {(125)
Zamenom reSenja (124) u izrazu (119) za obrtanje segmenta

grede, 1l1i u diferencijalne jednadine (11l1l) i koriidéenjem podetnih
uslova (122) dobiée se za obrtanje defirnitivno izraz

=YL IV\¥ (s o) A a3
Q) (z,t_) =4 kg {[Ms(ﬂzgpq(}hp*z A“%COSQ‘,Z).-i-

2

sinqﬁz)](cosk;t,— 1) +

-+ [ﬁg(BszEChpiz - B49qgcosq*z) +

ry 2 ' 2
F+ M5(A29p¢8hp~’z A‘wq.,

Y 2 ' 2 |
+ Ms(Bz,,PgShP.gz e B“qqsinq*z)] (sink%t - kgt)} (126)
: 5.41 Veza izmedju dobijenih i uobiajenih jednalina u
teoriii oscilacijg_i zakl juéne primedbe. U izotropno) sredini je Mg'
kao tenzor neparnog reda jednak nuli. Ako predpostavimo da je & = 0,

tj. da je kontinuum bez ‘rotacije delida, iz (111) sledi da Je
Mg‘i%y= O, jer nemamo pravo da predpostavima da je aﬁll/GQXB)j = C.
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Medjutim u sluﬁaju neizotropne sredine, ako stavima da je
"H i= fd. - — i o 3 i |
Mg ?H}'_ P a M5 iHF'-_ P5 s iz Jeénaéine(lll) sledi da je
2 : .
u . P u. | '
..é—-—é—l-'-é- = = f)é Eﬂ—%—%— ) » . (127)
(0x’) 5 @x°)

Zamenom ovog izraza u (110) dobidemo

3u, gty 1-4 2uy Pg - .
-3 = - D M =T . M. - 128)
0 (9x°)% @ ° 9x°)° P”5- 1 -

t
. U izotropnoj sredini je 36 = 0 pa se jednaéina_(lEB)
svodi na '
.@ff_l..;= _fol_l__n ' (129)
(9t)° (ax3)§ e
U uobidajenom tretmanu malih popreénih oscilacija prave
grede diferencijalne jednac¢ine oscilacija glase

a2h a4u
-——atg = - cz———l——(ax3) 7 (130)

Pri izvodjenju ovih jednadina predpostavlja se da na ele-
mente grede deluju spregovi (napadni momenti). Iz osnovnih jedna&ina
kretanja kontinuuma (39) proistie da kada na neku neprekidnu sredi-
nu deluju zapreminski spregovi tenzor napona ne moZe da bude simet-
rian, $to uslovljava i postojanje naponskih spregova u materijalu.
Koeficijent M, u jednadini (129) upravo poti¥e od naponskih spre-
gova, kao 3to se vidi u (75)., Prema tome konstanta 02 u jednaéini
(130) jeste konstanta koja je vezana za antisimetridni deo napona.
Otuda je neposredan zakl judak da je jednadina (129) transverzalnih
oscilacija grede, koja je izvedena uz sve nuZne predpostavke iz jed- -
nalina kretanja kontinuuma Kosera, upravo jednaéina koja ukazuje na
pravi smisao strukture jednaGine poprefnih oscilacija (130), koja
se obidno izvodi uz prili&no grubu predpostavku da je naponsko sta-
nje okarakterisano samo simetriéniﬁ_tenzorom napona.

- U uobidajenom tretiranju transverzalnih oscilacija grede
koeficijent 02 se predstavlja kao kolidénik EI4g,, gde je F = mo-
dul elastiénosti materijalé, 1l - moment inercije poprednog preseka
grede i ﬁ* - masa jedinice duZine grede. Uporedjujuéi jednadine (129)



-37 -

i (130) moZemo da zakljuéimé da je nas8 koeficijent M2 odredjen iS~
tim koliénikom, a uopsStenje ovog zakljuc¢ka bi bilo da koeficijenti
uz tenzor DLMN deformacije, koji karakterisSe naponske spregove je-
su 1 funkcije koeficijenata elastidnosti, te u opstem slucaju ne mo-
raju da impliciraju i postojanje nekih dodatnih materijalnih koné -
tanti. Ta&nost ovog zakljudka te3ko moZe da se proveri pre nego 3to
eksperimentalna merenja ne ukaZu na stvarne vrednosti koeficijenata
koji utidu na naponske spregove. Koliko je nama poznato eksperimen-=
talnih rezultata u ovom smislu jos$ nema, pa se moZemo nadati da dge

i neki od rezultata iznetih u ovom radu moéi da doprinesu formiranju
eksperimenata, koji bi omogudili odredjivanje konstanti elastidnos-—
ti koje nisu obuhvadene Hukovim zakonom.
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