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Id_eja о uvod~etlju nO'log modela 1-:0ntin:1Umа potekla је оа 

D1.leтa /1/, god .. i) о taii г. i Zu.c а. уаn! 
, . 

mOd.e.l. , d~nas klasicni model 
.. 

teo~ije kontinu~ma, pr=~a cvoj ideji је SI:;C se :l S'73.-

kOJo t~c·"'; kont' ~""~~ Z~-; 5'1 ~~ а'а -ost' ЈО; ~ .п..... .L,':'I.A.~~ll_ -;:~~~ ... ..... J .. ~ .t-" ~..I.. tz'i ~ edar • 
se pri kretanju ,iеfоrШ6.сiја kontinuuma s3.зtојi iz 

vektora tako t da 
deforDacije u kla-

siёпоm smis1u 

dopunske 1 

PrViJ. 

О· о 

reC.l, lzг.zуаnе pOQeranjem tacaka kontinuuma, ~ jedr.e 

08 sastoji u cbrtanj1.l vektora trijedara~ 

r:!аtеmаtiёю~ razradu Duemove ideje d~la 51.1 
~ , "... oraca ~. i 

Р. Kosera /2/, 1909. god. Иэуајајцс! ,)rtogonalni trijedar vektcra.,!:;ji-
, . 

moae . .L kcn ti ll-:.l.Umа predstavlja skup cestica veza~ih за оrtоgоnг 1 

nitr •. tr i jed.ri!l\.a. Def'orr:lacija Oyog kontinuu.-na s.astoji 5е u. po:::grг.nju 

cestica l-:ao kri1tih tеlз., translacije i rotacije trijedra. Сео ra.d 

/2/ • 
Је 

. , .. -
lZ.LQZer1 јј. skala.:r-nom obliku u Dei.:artovim koordinat2.1!ta • 

IТ: •• ~ " -,-,. 
l.'eor~Ju 01"'асе ~. i 1i'.Kosera, -:Jrih--

о 

ya1;~O Је ~ preradio па tada savremenu vеktоrз~~ " •• т 

no:ta.c~JU- џ, • 

-

/з/,1935. t;;a·iine, i time osnovnu lconcepciju 

stuра~йоm аапаэnјет ci~aocu. Njemu pripada i 

. ' ... ...... t.osera UZ~~O pr.l-o:race 

zaslHg~ za ~z"Ve5ne dOpu.-

nе 1 ri6oroznij~ izvodjenje pojedinih stavova. 
. 

Danas зе pod kоntlnUUЕОШ Kosera pod.raZUDeva 
. ...... 

m.a.-tе"Т"l. ~ ~ : П!. 
о • о 

Kon"tln~.1Hm u 6i;0; 
" " 

ве 

tri ~р.l...-о·-;рl~паI·~1':;' --~~, _ _ .. ,,--
о 

V1Sn'O d r и::.о'О оо" - _. 
'- '-.' 

tаёki na.laz i 

koji se pri 

'а o~~c'" ; u о.... 1. ...... 

defor1:lac;ji, 

model. kao _~ .. e:aera.l i zac i ј u n1;e~c~; h ide-i!> ..... -- • ..: . -*- - <.''--

i Eriksen /1;.-/ u. svoioi . " egzaktnoj ~ 

1 ":1LlSl.~; - Ј ---..1.. • vezane 
• , 't· . - . ctea:o.a lCO!l ::.r;.uuc.3. nazvaJ..l. 81.1 

,. " ... 
·цv· " ~ I1 "~ . ..1.. .. ; ....... .:-..... 

qlobod!lO 
о 

.l. rleza.-
CV.Qira.v 

G..s.l i 
teo.:-iji plocs. i 

розеЬnо tretiraju teoriju deformacije l nezaVlSLO ,.", "t'':'~ u.slove rav-
'- '..о. .-.. ..... 

. "' not:eze n2.'Dоnз. • ovakvog 
~ 1 о • 

пе uspos~av JaJи~ 

, .. 
г . 
';.. \ 
о о I 
~ ) 

, 
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Koncepcija kontinuuma за unu~rasnjom orijentacijom nasla 
је primenu, pre svega, u teoriji dislo~acija. Tako је Krener /5/ za-

о 

Imenio diskretnu kristalnu resetku kont1nuumom, koji zadrzava izveena 
svojstva kristala (strukturna 1 materijalna simetrlja u odnosu па 

• о 

о privelegisane pravce), а sto је u stvari kontinuum ~oBera. lsto tako 
о 

У. Ginter u svojim radovima /6/ i /7/, posmatrajucl napone 1 deforma-
cije kod. greda i 1juskl, pri ~emu popre~ni preseci grede odnosno za
preminski elementi ljuski predstavljaju orijentisane elemente, treti-

- . , 
ra lnfini tezima1ne deformacije po1ozaja i pravaoa,odredjene ortogo-

• 
nalnim trijedrima jedini.~nih vektora. 

Nezavisno od kontinuuma Kosera, Ыohemijska i hemijska 1з
trazivaпja dove1a su do spozriaje о postojanju tecnih krlsta1a (Fri
d.e1 /8/ ). Sa stanovista mehanike teoriju tecnih krista1a ви treti
rali prvo Ozen /9/, zatim Frank /10/, koji је ispravio neke Ozenove 
rezu1tate i najzad Eriksenu nizu redova (napr. /11/,/12/,/13/,/14/ 
i dr.). 

-
Eriksen ве u svojim radovima vezuje za tecne kristale i 

neizotropne f1uide ва jednim prive1egisanim pravoem, nastojeci da 
Ozen - FrШL~оvој teoriji da preoizniju formu1aciju ва stanovista ше
hanike i da na taj пас1п k1asicnu mehaniku kontinuuma prosiri. Mode1 
па жоше' је zs.snovana Ozen - Frankova teor1ja је tzv. "dumb - be11 Q 

-

- mode1; osnovnie1ement_ kontinuuma јеви dve materija1necestice, 
tako da је po1ozaj jedne u odnosu па drugu odredjen nekim vektorom -d • Kretanje takvog sistema opisano је pomocu dve vektorske funkcije 
vremena i to рошоси vektora po1ozaja centra шава ovoga siBtema i ро

тоси vektora d ( t). Pre1az па kontinuum za.11 tcva da зе таэа з1 Btema 
(dvoatomnog sistema) shvati kao gustina elementa kontinuuma, koji u -svakoj tackj 11118 definisan pravac d • Ovo је omoguci10.E:t'iksenu da 
ва stanovista mehanike napise diferencija1nejednacine kretanje tak
vog ~luida. 

Sem u Еrlkзепоvlm radovims, koji kor.isteci jednacine шеЬа
nike nsstoji da uapostavi 1inearne veze izmedju napona i brzine de';' 
formaoije Qvakve sredlne, ni 11 jednol1l. од navedenih radova nije ве 
pokusalo за uspostevljanjel1l-te veze. Озпоvnа teskoca ovde зе nalazi -u cinjenioi da deformacije izazvane promenoll! vekt.ora d povlace za 
воЬош izvesna naponska зtапја koja пiзu 
eksperimentalnih o_pazan;ja, ра ве в toga 
kako fоr.шu1асiје, tako i interpretacije 
"lшЬс1а за 1I:ojima 01 ве opisaH" 

• 

о' 

Ы1а predmet dозаdаsпјih 
neizbczno postav1ja pitanje 
ti11 stanja i matematickih , 



, 

-~-

Ув6 је Егikзеп u /l~j, s1edeci Ozena u /9/, ukazao da ве 
рогеа zakona k()licin~ kretanja i zakona mOlllebta ko1i~ine kretanja, 
koji s1uze za izvodjenje озпоvn1h jednac1na mehanike, mora аа uvede 
jedan вiзtеm jednac1na koji Ы vezao ргошепе vektor~ koj1 karakteri
ви or1jentac1ju e1emenata kont1nuuma. Za strukturu ovih jednac1na је 
upravo bitno опо sto зmо gore izne1i, па1те kakve зе ргеdрозtаvkе шо

гаји uc1n1ti za з11е koje uticu па promenu ov1h vektora, а koje перо-. . . ' #"'-
згеdпо пе opazamo 1 о kojima kla~icna mehan1ka kont1nuuma n~ vod1 
гa~иna. 

u Er1ksenov1m radov1ma, koj1 ве оапове па tecne kr1зtalе i 
an1zotropne tеспозti за jednim рг1v!lеgiзапim pravcem, ргеdрозtаv-
1јеna је 11пеагпа veza izmedju паропа 1 brz1ne deformacije kao gene
ra11zacija klазiспе шеhапikе Njutnoyog tj. k1азiспоg viзkоzпоg flui
da. R. Stojanovic, L. Vujosev1c 1 S. Djur1c /15/ зu u5postavili eg
zaktne veze izшеdјu паропа i dеfоrшасiје za е1азtiспi kont1nuum 5а 
unutrasnjom orijentac1joll1. Т1ш radom је omoguceno аа зе аиЫје иаје 
u dve па prvi pogled medjusobno пеzаviзпе oыsti •• Sa jedne strane 
da ве pitanje unutrasnjih паропа izazvanih diзlоkасiјamа u kristali

ша tretira за stanovista е1азtiспоg kont1nuuma Козега, sto Ы vero -
vatno doprine10 konacnom геаепји ргоышаa unutrasnjih паропа izazva-

, 

nih dis1okac1jama. Тај ргоЫеш је јоз uvek otvoren i metodima klas1-

спе teorije e1asticnosti пе moze зе def1n1t1vno res1t1, kao sto зи 
ukazali~A.Seger /16/ 1 R. Stojanov1c /17/. 

Sa druge strane p1tanje e1asticnlh greda i lјuзki, u зт1з-

1и egzaktne teorije Er1ksena i Truzde1a, moze sada da ве postavi u 
definitivnom obliku, јег зе uz odgovarajuce predpostavke о зtruktu

г! unutrasnje energ1je mogu naроп1 за dovoljnom tacnoBcu аа izraze 
kao polinomijalne funkc1je dеfоrшас1је. 

U ОУОШ radu зе пе zadrzavamo па ргоышиu diз1оkас1ја u 
, 

krista11maf veo ве or1jent1semo 1skljuc1vo па problem dеfоrшасiја i-
zazvanih zаргеmiпзk1m з11amа. Ci1j naш је аа, kог1зtесi озпоvnе ide

је gore navedenog rada , /15/, proucimo kretanje kontlnuuma Коз.еrа за 

зtапоvistа 1inearne teor1je. Тај cl1j posti~emo uz ргеdрозtаvku da 
зи deformacije dovoljno male, 1:ako da ве за dovoljnom tacnoscu зvе 

veze' mogu da 11nearizuju. 
. , 

u ode1jku 2. prikazan је trooBovinski mode1 kontinuuma Ко-

sera, u kome је dopusteno da ае vektori рrlv11еgiзапih pravaca pri-, 
1ikom dеfоrшaсiје manjaju i ро pravcu i ро intez1tetu. Pored prikaza 

, -
u radu /15/, lzvedenih jednaclna za diskretni sistem, prilagod111 

зmо zakone konzervac1je za kontinuum Kosera slucaju grede, kako Ьј 



.. . . 
• 

, - - - -

• 
• 
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omoguc111 pr1menu op!te teor1je na konkretan problemmalih osc11a~ 
01је srede. а ва stanov1!ta egzaktne teor1je. U odeljku 3. izvedene 
ви d1!О:Ј'4!lnсi.~!Ч.:р.е jednac1ne kretanja kont1nuuma Kosera. а u odeljku 
4. је proucena struktura veza 1zmedju napona 1 deformac1ja za slu -
сај potpuno еlазtiсnе зrеd1nе. U odeljku 5. izvrsena је linear1za ... 
cija kоnзt1tut1vnih jednac1na, linear1z~vane BU jednac1ne kretanja 
i izvedene egzaktne diferencijalne jedn4~ine та11ћ озсilасiја praVe 
gredG. • 

• 

• 



• 

-
• 

. . . 
2. TRODlМENZION1· KONTINUUМ KOSERA 

2.1 Mode1 za d1Bkretan в1stеш -
Nek~ ~ И~ bistem od 

sаша то ' т1 , 82 1 111з, (в1. 1), 

~et1r1 mater1ja1ne 
~1j1 ви ро10!ај1.ц 

l5eBt1ce; ва та'"' 
prostoru odredje-

-. п1 vektor1ma ,.~(~~ Q.l" 2,3) 
, 

• u odnosu па nepomicnu tacku ~ ро1 О u 

m~ 

т !С-? 1. 

• 

-N, 
Јј.1 

. . . 
prostoru. Polo!aji tal5aka И1 ' М2 i 
Мз u odnosu па tal5ku Мо odredjeni su 

~.. . 
vektor1ma Н1 , N2 i Nз , tako da је 

__ I • . 

r~ - r о = N~ , (.:) =1,2,3) • ( 1 ) 

Oznal5imo 11 ва М 

lokupnu тави, 
10!аја ceJitra 

-а ва r c 
1nerc1je 

= 1:т. - се-
1. 

"" vektor ро"'

ovog d1skret-

nerc1je slstema 

nog siBtema, ро10!ај! pOjedinih ta -
l5aka sistema; u odnosu па Centar i

С. Ысе odredjen1 vektor1ma 

ЩlРQЩј,сan 

:ц.1at 

. -_. 

( 2 ) 

Ko11Hna kretan;ja; moment koii!lne i€retanja U odnOBU 
ро1 О i kinetic)ta enei-gija aiBteDiii iiogu ве nap1Bat1 

па 

u 6Ь"'-

- • . . -к = • "1.'(ј I ( ; ) 

i .. "- .. Mr .. :itr 
с с 

, ' 

( '* у 

. (. 5 ' 

• 

gde tacka 1znad nekё УН1Нпе oznacava 1.zvod te vel1151ne ро vre:" " 

• 



• 

-е-

• 
Vektore f~ 

kor1steci jednaaine 

-шоzешо 1zrazi ti pomocu vektora H~ 

- -= о· ; S'~ - 3'0 .. = -H~ , 
(у = 0,1,2,3), . 

tako da aobijamo 

~ 1 .-. -~ ~ .Ао-.... 

"О = и( -Ш1 N1-ш2N 2-шзJi, )"'tt(:o) Nл , 

(= k[(M-Ш1)~-шi';-шзN;r t'-(l)N;. , 

, ,,' 1 [-- • --Ј ).... )2= И -ш1N1 +(M-ш2)N2 - ш,Nз !! (:t(2)N).. , 

• 1 [- ~ . --Ј ~ fJз= 11 -~ Н1 - -2!'1 2 ~(М-шз)Nз а t'<:з)N".. • 
• 

(6) 

gde 
1ша 

). 

su ~) 
obl1k 

- koeZ1cijenti, zav1sni.od шаsа sistema, aija ша.tril 

I -~ - Ш2 - Ш3 
). 1 14 - Ш1 - Ш2 - Ш3 

t\~r il (8) 
- Ш1 JI! - Ш2 - шз I 
-~ - Ш2 М -~ 

-Sada вшо u шоguсnоsti da vektor -j~ zamenimo izraz1ma 

i jednaaine ( 4) i (5) napiiemo u obl1ku 

(9) 

(10 

Ve1ia1n. 1~~ jesu neimenovani brojevi koj1 isklju~1v 
У1ве od шаза sistema шо ' Ш1 ' m2 ,mз i dati su izrazima 

, 

i"'tA- • ј! mvttю tt~) (11 
У,О 

Koefici~enti 1"'" = irФ obrazuju simetrican sistem koeficijenat 

jih ima sest; u da1~em izlaganju ЕУасешо ih koeZicijentima gusti 

• 



• , 
. . 

• 
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Ako su Е1, (1 = 1, 2, 3,) Dekartove pravoug1e koord1nate 
centra 1nerc1je s1stema, jedna~ine (3), (9) i (10) molemo naр1заt1 u 
koord1natnom obliku 

• 

(12) 

(13) 

(14) 

Struktura prethodnih jedna~lna omogucuje nаш da за 

nog mode1a predjemo па kontinuum. Vidimo da ви ve1icine koje 
diskret-

, 
karakte-

. 
risu отај ~iskretan model ce10kupna шава М, po1olaj centra шаеа r;. 
vektori N(л) i koeficijent1 gustine .inercije 1~. Posmatrajmo sada 
neku oblast u prostorи nариnјеnи materijom. lleka su u svakoj ta~k1 

i -te oblasti zadani gustinaf , po1ozaj tacke Е, tri vektora a(~) 1 

sistem .. koe!icijenata gustine inercije i'"~ u odnosu па pravce}>.,/:,-
( = 1, 2, 3). Izrazi koji odgovaraju 1zraz1ma (12), (13) 1 (14) gla8e 

к! f .! ;: z , (15) 

1.1ј = f(z(izj] ).(:\ [1 јЈ ) (16) + i d(JI.) d(r) , 
1 f ("i< Т - ... ~ ciZ,.)d<t'-) i) (17) - "2 z Е1 , • 

(gde tacke nаЕnасији materija1ne 1zvode). Oznacimo 11 вае gustinu 
1nutrasnje energije u po1ozaju Е1, koja u mehanic1kont1nuuma (pri re
verzibi1n1m procesima) igra vaznu u1ogu, Еа ukupnu energiju u tack1 

• 
tontlnuuma im&mo 

Е = j'€ + 'Ј: (18) 

2.11 Gred!'. kao kont1nuum Kosera.. Pretpostavljamo da ве gre

ia sastoji iz krutih delova konacnih а1шеnЕ1ја, таве m ,.dobijenih 
.1odelom grede ravnim!'. upravnim па uzduznu osu grede, (81. 2). , 

Neka је {с, S-1 , rZ, ~ centra1n1 koordinatnis1stem uocenog 

!egmenta grede. Po1ozaj cestice М 1 segmenta, шаве т., u odnosu па 
~ .-00 

:entar inercije С segmenta, odredjen.je vektor1ma po1ozaja CMi = f i' 
Gako da ве izrazi Еа kolicinu kretanja, moment kolicine kretanja i 

(
--: ""(~·I.::::--' . ~Ћ . ." 

> ~.. ~ 
" , ',.; , L-

, -- - ') 

" • 
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.tft • 

~f d; 

I 
о 

• ~ 
Sl.2 

IclnetiCSku energiju zajedan segment grede mogu napisati 

--. . 
х .. ПIrо ' 
7*' _ • 
L=mr .. r + 

о о 

2Т = m ;2 
·0 

, 

(19) 

(20) 

(21) 

-gde је ш·= ~ш! - шава segmentai .r; ~ ос - vektorpo1ozaja centra 
inerci;i.e segmenta u odnosu па .перошiаan ро1 . о •. 

. 
. Segment grede smatracemo krutim, tako da ве def"ormaoija 

grede ogleda u pomeranju centra inercije С .! rotacije tr1jedra уеЈс
tora d(л) , (Л= 1,2,3), CSiji ве роаес! цlаzе u centru·C. Pred--postavimoda vektori d(л)оЬrаzuјU trijedar jedin1CSnih vektora, CSiji 
ве pravci poklapajti .ва pravcima centra1n1h ова C)isegmenta, tako 

da vektore ОМ! = ~ mozemo rastavi ti па pravce d(.A.)' tj. 
. . 

(22) 

pri сешu је tlл) = о , zbog predpostavke о krutosti uoCSenog segmen
ta grede. Zamenom (22) i (21) dobijamo 

• 

Ovde.SJ!lQ veliCSine ~Ш! rtr:l ,Јсоје poseduju osobine iner
cije uocenog de1a grede, zamen11i koef"ioijentima gustine inercije 

i>.t'- uz рошос izraza 
• 

• 

• 



• 
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Shvаt1шо 11 da је greda вавtаv1јепа 1z ve11kog broja tan~ 
k1h de1ova, шаsа ш jednog.de1a шо!е bit1 zашеnјепа guвt1nош grede 
u tack1 С, (ш.f), 1 tada su jednaclne (19), (23) 1 (24) potpuno је
dnake ва 1stо1шеn1ш јеdnас1nаша opi§teg шоdе1а (15), (16) 1 (17).Оуо 
na.m ошоguсаvа рr1шеnu svih јеdпас1nа 1 zakon1toBt1 koje уа!е za ор
i§t1 шоdе1 1· па шоdе1 o~lika grede. 

Ostaje da ве јојј razjasni p1tanje 1zracunavanja.koefic1je
nta gust1ne 1nercije i~~. 'Iskor1st1mo 11 obrasce iz gеошеtr1је ша-
еа za odredj1vanje шоmеntа inercije, 
za aks1jalni шошеnt 1nerc1je 1шасеmо 

па рr1шеr u odnosu па OSU ~ 

• • 

i za centraln1 шоmеnt 1nerc1je(proizvod 1nerc1je) za озе ~' i ~2. 
, 

12 _ ~ .,.l 2 _ 12 
Ј - ~ mi t,1 ~ 1 - ш1 , 

• 

tako.se koeficijenti gustine 1nercije mogu izracunatiprekomome~ta 
inercije uocenog de1a grede pomocu obrazaca 

_ Ј3) , 

113 = 131 = J13 
ш 

. 2.2 Zakon1 konzervac1;je za kоnt1nuuшКоsеrа 

(26) 

Neka је V zapremina шаtеr1јalа ogran1cenog роvri§1nОШ S, 

а dV zарrе.шiпа e1ementa u V 1 48. vektor uprav1jenog е1ешеntа ро
vri§ine S. Ako је lr ша kakva tizicka ve1ic1nakoja karakterise . 
neko stanje 111 proces, tada ее, u fiz1ci poznat opi§ti zakon kon
zervaclje (uravnotezenost1) шо!е nap1sati uobl1ku 

gde је: 

• 

. 

1"[у] - prili v vel1cine у u jedin1ci vremena pojed1nici 
povrs1ne, а 

B[Y]~ izvor· ve1ic1ne Уро ;jed1n1c1 zарrеш1nе 1 vremenu • 

• 



• 
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Оуај zakon mo!emopr1men1t1 па зуе ve11clne koje. karakter1-
. . ~ ..... 

ви kineticko stanje posmatranog kont1nu1lma. Pretpostav1cemo da је 
1 . 

kinet1cko stanje defin1sano gust1nom ~, ko1icinom kretanja К , шо-
mentom kolicine kretanja 1.1ј 1 gust1n'om totalne energ1je Е. 

Primenom zakona konzervac~je na gust1пu 1 ko11clnu kreta-
• 

nja dobijamo 

• 
(28) 

(29) 

gde је t 1j tenzor пароna, а f1 811а ро jed1nio1 zaprem1ne. Predpos
tavi1i вшо da зе шаза u zaprem1ni V u p08JDatranom mater1jalnom ko.n-
tinuumu пе шепја. . . 

Dalja prlmena zakona (27) na moment koliCine kretanja [1;1 
1 totalnu energ1ju Е beznade!na је bez prethodnog uvodjenja neklh 
novih уе11С1па. Zapravo pojav1juje зе шапј1 broj jednac1na od broja 
nepoznatih ve1ic1na koje op1suju kretanje kontinuum.a: ovde ве ројау-

• 

1juje јов devet озпоvnih promenljlv1h, koordinata vektora pr1v:i1ego-

van1h pravaoa dt~), (Л'" 1,2. 3;1 '" 1, 2, з1. Dosledna primena &а
kona о konzervaciji zahteva uvodjenje lzvesnih nov1h уе11с1na koje 
се ana10gno naponlma t 1j predstav1jati neke dodatne unutraSnje па
ропе i neke nove в11е koje 6е uravnote!avati one ve11cine koje vr!e 
deformaciju or1jentac1je kont1nuuma. Kako u 1zrazu za moment ko11ci-. . 
ne kretanja (16) 1 kinet1cku energlju (17) kao 1nercljalne Уе11сlпе . 
u sm1Blu deformacije orijentac1j~ f1gurisu vektorl dt~) pomnozeni 
koe!1c1jent1JDa .guзt1пе 1nerc1je '~ 1 gustlnom ~ , to сешо ve11c1ne 

• 

(30) 

nazvat1 "mome1tt1ma uvijan.ia" • Pr1 ovome ве ogradjujemo od ша kakvog 
СА ; 

istog 11i s11cnog term1na u klaB1cnojmehanici kontinuuma. Као urav-
notezenje momentima uvijanja predvidjap!o розtојапје, "пароna иУ1јар.:!а" 

• • 

koje сешо obe1ezavati за h(~)1j , ~ao i zapreminsk1h si1a uvijan~a 
k(A)i pri сети .indeks (д) odredjuje u odnosu па koji vektor d(~) ве 
odnosi promena.Qrij.entacije. Napominjemo da је uvodjenje ve1icina 

. h (,1.) i ј i k(A).i :-;i;:-2<~rseno pretpostav1jajuci njihovo розtојanје kao 

potpuno teor1js'ku ·mogucnost u zelji da зе dos1edno drzimo opsteg za
kona uravnotezenosti, pri cemu nе ишето da ukazemo па njihov neposred-

• 



• 

• 

" 
• 

аn t1z1ck1 зш1вао, а nешато praya da unapred pretpostavimo da takve 
ye11c1~e ne postoje. Karakterist1cno је da 8и u teor1j1 tecn1h kr1s
ta1a, odnosno па tzv. "dumb - belln mode1u vrsenja uvod;)enja з11а 
k(~)1 al1 ne 1 napona uv1jan;)a. Nj1hova lstraz1vanja u ОУОШ pravcu 
pOkazala su nemehani<Sk1 karakter 811а k(.л) 1. Upravonj 1hovom posto
janju pr1pisuje ае . magnetno dejstvo. Medjut1m, pokazalo зе 1 to' da 
spolja5nji uticaji (sav1;).anjem) па nemat1cke tecne kr1stale, 1zaz1-
vaju elasticne momente kao prot1vdejstvujuce ve11<S1ne 1skriv1jenj1ma, 
tj. promen1 ug10va izmedju mo1eku1arnih ова. Оуо u svakom slucaju do
prinos1 punoj teor1jskoj opravdanost1 uvodjenja naveden1h ve11<S1na. 

Sada kao dopunsk1 zakon za uravnotezenje promena vektora 
i d(A) dobijamo siste~ od devet jednac1na obl1ka 

• • 

~tlfl't' dt~)dV = fh(~)1jdSj + r k(~)1dV. 
v S Ју 

Bostu11rajuc1 prethodnu ;1ednac1nu uzecemo da је 
• 

d i~ - О di - , 

5to је u slucaju greda opravdano predpostavkom da su segment1 krut1. 
Na оуа;) вшо nac1n pro51r111 det1n1sanost k1net1ckog stanja kont1nu
uша zavisnoscu 1 od Inomenata uv1.jan;)a. 

Da1jom рr1mеnош zakonao uraynotezenost1 па moment ko11c1-
• 

ne kretanja 
(elast1cne) 

t 1j 1 gustlnu ukupne energlje 
procese neposredno dobi;1amo 

Е иа potpuno reverz1bilne 

• 

. d 
di (1jdV =i (~[1t;1] k+dti)h (А) ;1Jk+m1;1k) dSk + 

'0 + I (z[1t ;)] + d&)k(~) iL1 j)dV, о 
v о 

d f Е V Ј ( lk. (.A)lk" 1;jk·)dS () dt d = S t zl + h d'<~)l- m Zl,j k+ :п 

v о Ј' 1- (А)1· 1;)") : +" (! z1 + kd(.)\)1 - L о zl;;) dV , 

Izraz (33) predstav1ja dobro poznatl obl1k II zakona ter
modinamike za reverz1bilne рхосеве (konstantna entrop1ja) pr11agoden 
u ovom slucaju pr1sustvu momenta иУ1јаnја h(Л)iј i si1a uvijanja 

k(~) i . . ОО "\ • 

• 



• 
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џ 1~~azima ('2) 1 (,,) stavi1i ашо 
f 

~ 
\ (),ј' ~j" 

z 

• • 

• 

.' tenaornaponak1h apregova; 
• • 

• 

, 

. , 

• 
• 



• 
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3. ·DIFERENCIJ ALNE ЈЕDNАёINE КНЕТАПЈ А .'" . -,., " 

Kako ве Ч. izrazima (28), ·(29), (31), (32) i (33) radi о 

proizvo1j~m zа"Qрещ~пamа V ogranicen1 m povrsinama S unutar posmatra

nog materijal~Qg ~опtinџuта i s obzirom da te re1acije moraju da Ъu
du zadovol~@Re za Bya~ prbizvoljnu zapreminu V,·to koristeci Stok
воуц teo~ellu pevrsinskeintegra1e mo.zemo da pretvorimo u zapreminske 
i nayeдe~e ill_.e пapisemo u obli~ . . 

f + ~zi. = О , _ Ј ,~ 

t [iJ1.. ~ijk + d [i h (.).) ј] k + Lij 
,k (Л),k . .' 

РЕ" (ij)· ijk e (ДНј • 
ј = t Z(i,j)-m Z[i,jJk+h (d(J\.)i,j-

- wikd(~)k,j) • 

·Ovde ец • 
Z(i,j)~dij komponente tenzora brzine de~ormaclje, 

а Wij.E Z [i ,ј) - komponente tenzora vrt1ozenja. 

Prl evodjenju jednacine (32) па (37) koristili ешо (35) 1 
(36) а prl svodjenju jednaC1ne (33) na(38) korleti1i вшо (35), (36) 

i (37). • 
Ocig1edno је daje jedna jedпacina(34), da lшашо trl jed

naclne (35), devet jednacina (36) 1 trl jednaclne (37), sto ukupno 
iznoei 16 jednacina. Sa druge strane pojav1jujuee kao nepoznate ve
licine: zi(;t), dI.л)' t ij , P(t), m1jk 1 ћ(е'-)lј, kojlh ukupno lша 

3 + 9 + ~ + 1 + 9 + 27 = 58. Oclg1edan nesk1ad lzmedju broja jednaci
па i nepoznatih ve1icina pos1edlca је medju8obn1h zavlsnostl lzmedju 
nepoznatlh vel1clna. Koristecl jednaclnu (38), u narednom ode1jku 

I 
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Ъ1се i~vedene konst1tut1vne jedna~ina Еа kont1nuum Kosera, koje се 
. - -. - ,-

popuniti r~~l!~ 1~medju broja,nepoznatih i broja jeqnapiUa. tako da 
, •. ~C;;_,_ •. _ 

proыmm bude 9~~e4jen. 
Jednae~ne '(34) - (38) јеви tenzorske jednac1n~ i ~bl~k 1ш 

ае песе promeni ti ako umesto Dekartov1h koord1nata uvedemo 1118. koj1 
sistem generalisanih koord1nata x1 .'Pri tome parcijalpe 1zvode, ОЕ
пасепе do sada zapetom ~~vred indeksa, treba shvat1ti k~P kovarijan

tne indekse, а 1zvode рс v~emenu kao apsolutne izvode. 
Prelazom па geperalisane koordinate х1 , rastav1janjem 

tenzora паропа u jednacinama (35) па simetrican i antisimetrican deo 
i Еатепот antisimetricnog de1a tenzora паропа iz (37), jednac1ne (35) 
i(37) ве svode па tr1 jednacine oblika 

, 
koje zajedno аа devet jednacina (36) predstavljaju оапоупе jednac1ne 
kretanja kOI1.tifluuma Kosera. 

, 

• 
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• 

. 
4. KONSTIТUTIVNE JEDNAClNE ZA ELASTICNI KONTINUUМ KOSERA 

. 
Ncka је pocetna (nedeformisana i nenapregnuta) konfigura-

cija kоn·ti21lшmа Козета opisana u odnosu па sistem krivo1inijskih ko

o,:,dina-~a xk ва fllndaтenta1nim tenzorom gKL i neka ви u toj konfi-

guC'aciji Vel~to:r'i privele'govanih pravaca. D~)(X1,X2,X3). Deformacija 

kontinuuma је opisana рошоси jednacina 

_ k (К .) k (1 2 3. ) - d(,).) D (r)' t = d(л) Х ,Х ,Х , t 

gde ви xk - prostorne koordinate еа fundamenta1nim 
• 

koje opisu.ju deformisanu konfiguraciju, u trenutku 

dfA-) kOji opisuju deformaciju orijentacije. 

( 4-0) 

tenzorom gk1 ' 
t, kao i vektori 

Prilj.kom kretal1ja kontinuuma materija1ne koordinate i ve1i
cine opisane и оапоеи па njih. ostaju nе ргошеnјеnе. Apso1utne izvode 
рс vгеmеш: рг! kojima ве materija1ne koordinate nе menjaju zvacemo 

шаtегiјаlnim izvodom •. 
. Diferencij&lna jednacina uravnote!enosti unutrasnje energi

је (58), opisane u оаnоаи па krivolinijske prostorne koordinate, ima 

oblik 

gde 
nate 

(.) oznacava kovarijantni izvod 
..,.k .. . 

u .odnosu 

( 41) 

па. genera1isane koordi-

РГУ! с1аn ва desne stranejednacine (41) mozemo napisati u 

.obliku 

( ;~, (i~)" t -~, d -t ":Је ij" i,j 

L 
Х... , 
.Ј 
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. 

gde вто ва (1) ozna~111 parclja1n1 1zV9d, оаповпо tota1n1 kovari3~1 
. ni izvod tenzora defln1san :lh istovremeno u odnosuna дуе konflguracj 

је розmаtranоg tela. Istottemeno ыllo iskorlstl1i сlпјеn10и da ве та
terijalno diferenciranje ро vremenu Ье оапов! па materijalne koordl
nate; за ( • ) oznacili вшо Па koju ве velicinuodnoslmaterljaln1 

• 
izvod ро ' vreme:nu. " 

Drugi clan sa desne strane jednacine (41) шо!е ве takodje 
transformistitl па podesnlji oЫlk. Pre svega :no!emo ga napisatl u ОЬ 

liku 

• 
1 ako stavlmo da је 

.1 ·1 ) 
X,jk =(Х,ј ,k 

izraz. (41) mozemo napisati u obllku 

::t XL хК x tLX 'ј ·k , -, , 

Оуај izraz za uravnotezenost unutrasnje energije karakte
rise brzinu promene unu'trasnje energije za ша kakav reverzibilan 
proces u kontlnuumu Коэеrа. Оп ве u odsustvu паропа uvijanja svodi 
па dobro poznati izraz za brzinu promene unutrasnje energije u kla
sicnoj teoriji e1aBti~nosti за naponskim spregovima i nesimetrlcn1m 
tenzorom napona. 

Zelja пат је da desnu stranu izraza (42) predstaviwo kao 
linearnu funkciju materijaln1h izvoda nezavisno promenljivih рс vre
menu i to в toga s to в& 1еуе strane znaka jednakostl imamc materija1-
пе izvode energije. Ovde пат teskocu predstavl ja izraz koji ве ја

vlja kao mnozitelj uz koordinate tenzora napona uvijanja. Ako ozna
cimo ва "л " • .1 mehanici poznati izraz za izvod nekog vektora ko-

" 
ј! ima relativ~u promenu, tj. stavimo da је 

odnosno 

gdeje 

- 1 
- 2 

~ . . . 
d=d+<:.,>.n, 

• • 
rot ,. 

~ . 

, 

, 

• 

• 
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1 uporedimo ва mnozite1jem uz tenzor naропа uvijanja, uvidjamo da Ве 
tajlzraz moze napiBati u obliku 

• 

• 

• 
, . 

Ovde вшо morali da·uzmemo u obzir da vektori d(~) zavise od materi-
ja1nih koordinata, tj. od individua1ne materija1ne cestice koje роз
matramo,pa зшо s toga kovarijantne.'izvode tih vektora ро prostori1i:m 
koordinatama predstavi1i kao kovarijantne izvode pos.redno preko lzvo
da ро materija1nlm koordinatama. 

Ako sada kovarijantne lzvode tenzora vrt10zenja izrazimo 
kao druge kovarijantne izvode vektora brzine,za brzinu promene unutra
впје energije dobijamo 

Shvataju6i ovde паропе, naponske spregove ј. пароnе иујјапја 

kao funkclje klnematickih vellcina koje karakterlsu konfiguraciju de
formisane sredine, рrеdрсзtаviсеmо da је unutrasnja energlja funkclja 
nezavisno promen1jlvih kinematlcklh уе1јсlпа 

С_ [(x'l. . t . dk • dk ) (45) ,,- . ;L' X;LM' (А)' (A);L • 

i to od: 9 koordlnata deformaclje X~K' 18 medjusobno nezavisnih dru

gih izvoda X:LМ(=X~ML) • 9 vektorskih koordinata df~) i 27 materijal

пјћ gradljenata tih vektora df~);L' sto сјni'иkпрпо 63 nezavisnih 
promen1ji vih. 

• 

Predpostav1jajuci da svaka od naуейепlЬ klnematickih теlј-
сјпа moze potpuno nezavlsno йа ве шепја, sledi da се izraz za'u~dVno

tezenost. energlje biti zadovo1jen ako ви zadovoljene sledece јеЙ!lасl'
ne: 

• 



• 
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Це] 

Оуа tri sistema jednacina mozemo da shvatimo i kao algebaz 
ske jednacine koje sadrze simetricandeo tenzora паропа, simetrican 
deo naponskih delova uodnosu na kontravarijantne indekse i tenzore 
паропа uvijanja. Kako зе broj navedenih nepoznatih velicina i broj . . 
jednacina (46) - (48) poklapaju, mozemo ih neposredno resiti 

(50) 

Medjutim unutrasnja energija ne moze da bude sasvim proiz
voljna ~unkcija navedenih kinematickih velicina, уес mora da zadovo-

• 
ljava uslov invarijantnosti pri proizvo1jnom nede~ormabilnom (kru-
tom) kretanju te1a. Sa obzirom па to 6d kojih nezavisno promenljivih 
energija zavisi, opsti us10v invar1jantnosti (Тupin: /19/, ci. 10) 
mozemo da napisemo u oыku 

Pored из1оуа (52), 1z з1mеtrlспоst1 1evih strana jednaci -
па (49) i (50) sledi da inj1hove desne strane moraju da poseduju 
iste oblike simetrije. Zbog toga 1z jednacine (49) sledi da mora 
biti 

• 
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Medjutimpredhodni uslov dovodi do raspadanja uslova inva

rijantnosti pri krutom kretanju (52) na dva: prvi је upravo dat за 

'(53),. а drugi зе svodi па 

Је m ) 
+ д d(.A.);L [tmJ = о 

d(J\.)t ;L 

Kako је tenzor naponskih spregova ро definiciji antisimet-
. 

rican u odnosu па prva dva kontravarijantna indeksa, to kombinovano 
за simetrijom izraza (50) u odnosu па druga dva indeksa daje 

'п ЈЕ i k ј .' 'с k 
-gaxt X;L Х;М +"X:L ( d(",-» (ik] (ijk) = о (55) 

;LМ d(.A.)i;L 

1 najzad iz simetrije mi(jk) sledi da mora Ъiti i 

il де 
- g 

дx~LМ 

• 

[jk] = о 

Navedeni uslovi koje mora da zadovoljava unutrasnja energi
ја predstavljaju cetiri sistema linearnih parcijalnih jednacina i to: 

tri nezavisne jednacine (53), tri nezavisne jednacine (54), deset пе
zavisnih jednacina (55) i devet jednacina (56), sto ukupno cini 25 

medjusobno .pezavisnih linearnih parcijalnih jednacina prvog reda эа 
63 medjusobno nezavisne veliciAe i jednom nepoznatom f~nkcijom. Iz 
teorije parcijalnih jednacina је poznato da takav sistem dopusta 

63 - 25 = 38 funkcionalno nezavisnih integrala. 
Integrali зu: 

k 1 
CКL = gklx;Kx;L ' 

С _1 (k 1 
DHM = К [L ,М] - 2gkt Х; кмх;L 

F~p а (gkl. df.",i,C") ;Р) (Jl.l4-)- , 

H~C" е. gkl drJl.) d<r-> ' 
pri .cemu је· ocigledno 

(59) 

(60) 

C[КL] = о, DK(LМ)=O, D[КLJ.iJ=O, ~J р=о, Hc~J= о. (61) 

Ovde imamo йеst medjusobno nezav1snih 1n1;egrala Сю:,' озат 

. , .-



-20- . 

• 

lIIedjusobno nezavisnih integrala DK:r.M' 18 nezavisnih 

i sest nezavisnih integrala H~ sto ciniukupno 38 
nalno nezavisnih integrala. . 

• 

trazenih funkcJ 

. Prellla tome unutrasnja energija зе moze izrazi ti kao potpt 
proizvoljna ;fu'nkcij&. jedino gore :navedenih funkcionalno nezavisnih 
tegrala posllla'tranog sistema parcijalnih dife:renCijalnih. jednacina, 

(Е 

Koristeci naveaeni fdrtkCibhalni oblik za unutrasnju euer€ 
_. - .. -' -", .... '- --' . , '" 

ju kao i strukturu argumenataod koj1h опа zavisi, вааа mozemo izra 
zi ti veze izmedju napona i def'orms.ci је za elasticui kопt,i.~щШ1 Koser 
u jednostavnim oblicima 

. 

±~: ас (1 ј) ) X~ .i+QD X.LX. Vf" , ,,.. кт,м , , ...... (6 

mi(jk) ... ... f· (6 

h (.АНј (;r 

... _.'-. , .. ~. - .~." .~ .. _~ •..... -.. 
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. .. 
5. LINEARIZACIJA JEDNACINA KRE'rANJA 

• 

5.1 Unutrasnja energija 

. . 
Pristupajuci 1inearizaciji predpostavicemo да је gustina 

unutrasnje energije 

( 66) 

polinomijalna in·vari janta argumenata.· 

Urnesto argumenta CКL иуевсеmо relativnu deformaciju роmоси 

1zraza 

( 67) 

gde је gКL metricki tenzor pocetne konfiguracije. Slicno umesto ar

gumenta F~p i H~~ uvodirno njihove relativne promene date jednaci
naша 

• 
JJ<.f:!-Р = F)fLp - F~p, ( 68) 

J{Af!-= H~ - ~ ~ • (69) 

о о 

gde аи Fлt'Р= i Нлt'"::! definisani u pocetnoj konfiguraciji. 

Uvodjenje navedenih relat1vnih promenaizvrseno је da Ы 

Ыо zadovoljen uslov da su naponi, naponski spregovi i naponi uvi

janja jednaki nuli kada пеша deforrnacije, jer predpostavljamo да u 

materijalu пе postoje pocetni naponi. 

Prema tome, unutrasnja energija је 

ljna fUnkcija argumenata EKL , DKLМ ' J~p 

аада potpuno proizvo-

i Jl~r:-' tj. 

(70) 

Izostavljajuci .l.inearne ... clanove ·ро argumentima, koji otpa

daju zbogpredpostavke.da .. је E"fO kada suargumenti nille, unutrasnju .. . . 

energiju сешо aproksimirati kvadratnim polinomom 
• 
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KIJ.КL- Е XIJK.LМND D 
1 --EIJ • КL + 2 . IJK LМH + 

+KIJ.LMNE lL +K~~~fQJ.. •. _.T + 
3 IJ.-~MN 4· -~F-~fQ 

• 

+ K;-~Р.IЈЈ~tt-рЕIJ + K~JK~DIJKJ.AtLP 

+ к~Ј~IЈЈЬ.lA-+ к~ЈК.J-ttDIЈК;К~~ + 

+ K~r-P.VEJ~'"91 + K~f·~edl~f:'H"E· 

+ • 

(71) 

Koeficijenti К ! ' (! = 1 ••.• ' 10). јези tenzori - nosioci 
materijalnih sirnetrija posrnatranog kontinuuma. Donji indeks ovih ko
eficijenata predstav1ja redni broj, а gornji indeksi зи tenzorskog 
kara.ktera. Indeksi зи pOde1jeni u grupe, prema karakteru ve1icine за 
kojorn se котропији u izrazu za unutrasnju energiju. Kada зu re1ativ
пе deformacije J~~p i;r~~ jednake nu1i, koeficijenti К! predstav-
1јаји "anizotropne tenzore" proucene u mehanici kontinuuma bez unutra 
впје orijentacije (Ri~tin /18/).и паэет s1ucaju interpretacija koe
ficijenata је us1ov1jena vezom prive1egisanih vektora ва materija1-
nirn sj.metri ;1arnа kontinuuma. Кио to р! tanje za заdа uopste nije јоэ 
osvetljelJO п! mi naovom mезtu пе то!ешо reci nesto pribli.!nije о 

njihovim osobinama. Smatrajuci, medjutim, koeficijente, К! u nasem 
slucaju uopstenjem anizotropnih tehzora,mozemo s1obodno predpostavi
ti da ti koeficijenti pored toga sto odra!avaju materijalne зimеtri -
је karakterisu i rnehanicke овоЫпе materijala па taj nacin sto sadr!e 
i materijalne konstante. . 

Kako su relati vnе deformaci је J~p i ј{:л.~ u оdпозu па gr
cke ir.dekse invarijane, to grckl iпdеkзi и koeficijentima К! u koji-, 
х::а зе javljaju, u izrazu (71), takodje predstav1jaju invarijantnosti., 
"'а prirner, koeficljenti K~J ~f:L: pri koordinatnim transformacijama· I 
tl:аг.sfоrп-,isаСе Ее зато u одпови па lndekse 1 i Ј 

• 

• 

dok koordinatna transformacija ne utice па indekse ~ i~ • 

Jednacine (63), (64) i (65) 1zrazene рото6и nov1h argumena-I 

1:а unutrasnje ellergije :iDlaju obl1k 
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t(1j) = l~ ~xl х1 +f (i ј) (72) 
2 Еы џ ;Ј Х;ЈХ;IК , 

ш1С jk) дЕ i x(jxk ) (73) = - f' aDIJK х;Ј 
, ;1 ;К 

h(J\.)1j - 5' at i ј 
d(~)X;p '7~j - дЈ~t:'Р • \ .. 

u predhodnim jedna~inarna figurisu 1zvodi unutrasnje eneг~1-

је ро argument1ma, koje odredjujemo d1ferenciranjem izraza(71). Та

ko доЫјашо 

ЈЕ -
дЕы 

&Е -
aDIJK 

-

Јс _ чJ.i~ MIJK'~D +, .• Jl.L-\Р'%Ј ,,~.i)C7P 
дJl:Л(:f-- В'7 ""1.ЕЈЈ+ '8 'о i IJK '''9 "~Р+"-lО dl--.J& , 

gde su koeficijent1 Mi odgovarajuce kombinacije koeficijenat~ !\ј .• 

Kombinaci.je koeficijenata Ki namecu novim koef1cijentima Mi оагес.:е

nе s1metrije. Na primer 

"IJ .KL_KIJ .KL+KKL.IJ_,,[KL.IJ_1,.JI .KL_'11J .LK 
В'l - 1 1 -" 1 - "1 -" 1 ' (76) 

на. 
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5.2 Def'ormacija 

U toku daljeg postupka linearizacije smatracemo dase gus

tina materijala ne menja, tj. da је f~~. Necemo visepravlti raz -
liku izmedju prostornih ·xk i materijalnih хк koordinata. Vezu iz-. . 

medju def'ormisane i nedef'ormlsane konf'iguracije posmatrane u odnosu 

па lstl koordlnatnl slstemizrazlcemo preko pomeranja u k jednaclnom 

xk .. J~xK + uk 
• (77) 

Da Ъiзшо doЪili linearizovane izraze za t(1j), mi(jk) 1 

h (.А)1ј, potrebno је da 11nearizujemo grad1jente def'ormacija X~K' 
njihove proizvode, druge lzvode deformacija X~KL i njihove kombina

cije koje зе javljaju u konstitutivnim jednacinama. Svl ti 11neariz-
ovanl izrazi glase . 

• 

X
k - fk .;:u k rk +и· k m _Jk + (т k 
;К- О К ;К = ОК . ,ШХ;К '";': К' О ки ,М ' 

x~Ixtr Jicfj +cfiU~Ј+cfЗU~1 + ••• 

Хј -иј ;IK -,- ;IК 
, 

, 

, 

Х(ј x k ) _ (.r;).rk + Jjuk + S~j + ••• )(jk) 
;1 ;К ~ 01 0 Х 01;К ОК;1 

X i x(jxk ) ~ I"i( г(ј rk) + r(ju·k + r(juk ) + 
;Ј ;1;К ОЈ 01 ок 01 ;К ОК ;1 

+ (Г(ј rk)ui ) 
"1 О К ;Ј • 

(78) 

Takodje сето linearlzovati 1 tenzore GKL odnosno EKL 1 

DKL" 0- • Za njlh ргета (57) i (58) dobijamo 

1 ;ј 
Х.".,· Х." 

,ћ.Ј.Ј ,Н .. 

• 

.' 

(79) 

(80) 

(81) 
., ,-
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Do eada ато linearizova1i аато one ve1iclne koje nemaju di
rektne veze sa .Dierom·deformaclje orljentaclje kontinuuma. Sada сешо 
obratlti posebnu paznju па 11nearlzovani obllk vektora prlve1egisan1h 

• 

рrэуаса d(~), kao 1 Па nј 1.Ьоу uticaj па naponsko stanje. 
Pretpostavlcemo da su prlve1eglsanl pravcl u kontlnuumu u 

nedeform1sanoj konflguracijl zadanl vektor1ma 

(82) 

u 'deformlsanoj konflguraciji је 

d(л) = d(;") (D$("",) ,t) .. d"(.A} (Х. t) 

L(t.) 

-- ---

Lft) 
All, 

~---- -
х 

Sl.3 

• -Promenama vektora D(~) ,pri 

deformac1ji, тo~e ве shvatiti da 

ве sastojl 1z dva dela: prirast 
• 

аја vektora AD(~) u pravcu Уе-. .. 
ktora D("",) 1 ugla '" (Л) za koji 

.. . . 
ве obrne vektor D (.Ао) + дD (л) u 
def оrш1 SB.nO ј 1configurac 1 ј i 

(в1. 3). ТаКО shvacenu dеfоrmэ.-
• ciju pravaca D~} mozemo da 

prikazemo lzrazom 

" Ovakva interpretacija deformacije vektora D(JL} pogodna 
је za tumacenje deformacije kristalne resetke u kojoj ве Braveovl 

, 

(Brava1s) vektori mogu da shvate kao vektori pr1velegisanih pravaca, 

а) 

д. 
I 
~I-.)r-I-

/ / 

ЈЈ; 

I 
1--1. 

I 

-I-Ј? 
/ 

ој 

/ 

I 
I 

~-f-J--' 

• 

I I I ј 
r-p- -r-
Ј/ . ..} 

.iJ-- ј8 - -г--, 
/ 
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jer зе pril1kom de!ormaclje . krlstala tl vektorl promene 1 ро pravcu 
i ро уе1Н!lпl (зl. 4а 1 ь). • 

~: - • • 

Ako predpostavlmo da Ви vektorl ~ (л) i Ап{Ј"') lnflnitezl-
• 

ша1пе ve11~lne. U prvoj aprokslmacljl.1mamo 
о 

(85) 

111 u koordlnatnom ob11ku 

(86) 

Uvedemo 11 skracene oznake 

• - 1 ljk O i 
(W(Д) х D (л» .. - € W(Л) ј:Р (~) k- s'2 (87) 

о 

]. 

(<:)(.}\..) х п(.JI,.»~К = (fiј\"(А.)јD(Л)k);Р;:;Л t-".);P , (88) 

mozemo pisat1 

i 
+ sl (А) • (89) 

ра зи tota1n1 kovarijantnl 1zvodl ро mater1ja1n1m koord1natama 

' 1 .1 1 i 
dc.Jl,.);p::: п(~);p + .D(a.);p + 5:l. (.JI,.);p • (90) 

raz1mo 
Meru def'ormacije uvijanja ~""'p, prema (59), mozemo 

~ ~ ... 
kao 1inearnu fUnkc1ju in:finHezimalnih чеН~1па "-'(Л) 1AD(л) 

da 1z-

u obliku 

Fлс4.F:; (g1jdtj\.)d~) ;р) ("-t4> % 

[
1 i i о ј оЈ 

~ gij (D(A);P + .bl)(л);р+Q(",,);р)(D~)+ АD(tч+SZ~r-)1 ~= 

!=: dij (Dt.,..) ;PD~) + Dtл);р АD~r-) + Dt.,..) ;p.Q~) + 

1 . . 1 . 
+ AD(j\.);pD~) + D~r-J.Q(~);р)(~t') • (91) 

• Ako ran1je ичедепи ve11cinu F.).~p - nazovemo"uvijanje" пе-
deformisane konf'iguracije i definisemo izrazom . 

( 92) 

~a r·:<latj 'гr:о uVi j an je dobijamo 
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• 1 З Ј.у.р. F~l'p - ,Fa.rP1l5 g1 ј (D (~> ;Р AD (1'> + 

1 n3 1 ~ ј 1 > (> 
+D(JI,.) ,P~ 'r-> + AD(JI,.) ,P!>IlК)+D(tt)Q (Л);Р (~l"i 93 

Iзtim розtuрkоm 11nearizovacemo 1 meru de~ormacije orijen
tac1je H~t"-, za koju аоЫјато 

H:A(LE gijdt.-.)d~) ,. gij(DtJl,.)+ АDtл)+51. tл» (D~)+ AD~)+Q~»~ 

~ 9ij (Dt~)D~) +Dtл)AD~)+Drr)~tJl,.)+Dtл)Q. ir)+D~).Qtл», (94) 

gde ви zanemareni 
Uvedemo 1! oznaku 

i ' 
pro1zvod1 АD(л).Q (.Ао) kao ша1е ye11~1ne viseg reda. 

iz (94)' dobijaтo 11nearizovani izraz za re1ativnu promenu ve1i~ine 

НЛl"''' tj. 

Izrazi' za re1ativne deformacije uV1janja (93) 1(96) Badrze 

18 komponenta1nih de~ormac1ja pr1 ve1egovanih pravaca ADt~) i Q tл). 

Kako пат nije с11ј аа ovde formiraтo 11nearnu dlnaтiku kriзtalnlh 
resetkl, vec аа neke озnоvnе ideje kontinuuma за unutrasnjom orijen
tacljom primenlmo па grede, predpostavicemo, kao sto зu to u~ini1i 
Braca Козеrа /2/, Sudrla /3/ i Ginter/6/. da ве vektori prive1egi-

. 

заnih pravaca nе de~ormisu ро duzini уес зато da menjaju ВУОји ori-
. 1 

jentaciju, tj. predpostav1jamo da је ~D(л) = о. . 
Pod navedenom рrеdрозtаVkоm re1ativne deformacije uVijanja 

J~p iJr~ Ы~e predstav1jene јеdnозtаvniјlm izrazlma. 

J:A.~ ~ gij (DtJl,.) ;р2 ~)+D~)Q t,Jl,.) ;Р) (~) , (97) 

(98) 

• 
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- -
5.~ Llnearne konstltutivne jednaalne 1 jednaalne kretanja 

• 

Коrl!6епјешrе1аtlvnih deformaclja konstltutlvne jednaalne 
za ·.йавtiаn1 kопtlпuuш Kosera (49) ,(50) 1 (.51) Bvedene BU па oыkee 
(72), ' (73) 1 ~e4). u l1nearlzovanoj teorij1. lzvodi unutraiinje ener
glje (75) lzrazenl- зи kao _ ~lnearne funkclje re1ativnih deforma:clja. 

Ako ве sada re1ativne d-eformaclje EКL , DKLМ , :ЈЗofL~ lJC.1o~ 
ровшаtrајu kao 1inearne funkcije рошеranја 1 deformacije orljenta -
сlје, date оЬrаsсlша (80~ (81), (97) 1 (98) konstitutivne jednaHne 
ве перозrеdпо svode па . 

(100) 

(101) 

Pri lzvodjenju predhodnih veza vrsena ви i naknadna zane
marivanja svih onih a1anQva и kojima BU ве јаvlјil~ _ рrоizvОdi . роше

ranja u·1 i d~forma~ije orijentaclje - я(,.), jer је za te те1НI1пе - -

predstav1jeno da su d-ovo1jno ша1е, tako da 11near1zaclju шоzеmо dO
sledno da Bprovedemo. 

Zamenom u jednaa1ne kretanja (~9) i (36) dobi6e ве 1inear
пе jednaaine kretanja kontinuuma Kosera. Pr1 izvodjenju jednac1na 

• 

kretanja 1z zakona konzervac1je za uvijanje dopustena је i mogucnost 
da па kont1nuum de1uju i neke zapremlnske 811е k(04-)i , koje, prema 

• 
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'predpostavci, uticu isklјчсivо па Р!'РЦlјНЩ ori~en~aCije privelegisanih 
pravaca. Kako је najverovatnije d<i, ~Ч аНе k t'-)~ • nemehanickog pore

kla i da се ае javljati аато u slпg~јu kombinovanih elektro-magnetsko
шеhаniсkih procesa, ovde сеша ~~ pgraniciti na cisto mehanicke ројауе 
ipredpostavicemo da je,u се!ош ~ontinuumu k(~)i jednako nuli. ' 

S pbziram па ЗУе n§vedene predpostavke i zanemarivanja jed

nacine kretanja kоntinuџmа ~Q~era mogu ве napisati u linearizovanom 

obliku 

ai _ l(:fi + Li;!)? ..,. 1i ,оо M(j/i/k). t[mn+u, (.k.!ij.k(lmJ_ 
i ,ј m,ntJr2 > l,mjk ;03 

_ м(f.ш),(ј/i/k)+D[i ОnјЈ Mk[%mJ ."l·Ч) + 
о 3 ( "-) ,}{"oTl-') 6 . 

L ' . 
+ 1.1 f4.мi j.(mn) Ј +fЈ.fjnzj.:Лr'k{D i D;j + 

m,nЧ21 ј 6 (J\.),jk(!,-) 

+ D fi ~ nј) 0)+ M~· (mn)D (i о nјЈ J~] 
(.).),IC'(t') ,Ј 5 (J\.),IC'Cr-) Ј + 

+ut.,m(Df;'),jk?Z~) + Dr~),k?~~),j)ыrk.(tm) -

_,-,Ь Da M(j/i/k).(E")p + 
-', (-i» ,pj~ab (е) 6 

+t"\cI ГN;Л~k.('iS)k rtD[i on~J+Mij.(t"i»k t'tnb _ 
~€. (е) ,rtg ab[1 4 Ој (Ј\.) ,1C'r.t') 5 ' ОјјЈ(у) 

_ M(j/i/k).(e"')PDb (2сЈ: r-(t rq) +'Х::д't tq) ._ 
6 (iI),q pOk ОЈ ОЈ kOp 

21'( j/i/k) • (~C)D t"r r1; +t"\ а M~k. (ie ) r(Db D ["! о nН + 
-:1.18 (y)OjOk "Че),r 4 (.,)~,jlC'r' 

, ь [i ,'] ь [i ј] ь [1 ј7 I'r 
+ D(-9)D(A) ,kDtr-), ј +D(v), јD(л) ,kDCfЧ+D(-.Ј) ,zP(л) ,kDQк) О ј) + 

+ 2Мiј .(Е9)PnЬ . r1rJ~)';M(j/i/k).(E")P( Ј~сГ~Л + 
.5 (~) ,"С d

O

p Ј 6 

+ 2 J<jJ~) cf;)D(v),tq + 2Мiј.(е")D~v) Јј -

_ 4М(ј/i/k) .(C~)D'bo . \,,(r 1'~)+2м~ес-k.(УЕ)D[i о nј] Db '~g + 
8 (у) ,"С О k О Ј 9 (.7~.) ,IC' tf") (УЈо Ј аЬ 

о 



• 

+ 

(102) 

Jednacina kretanja iша ukupno 12 i to tri jednacine (102) i 

devet jednacina (104). Jednacine kretanja зи ocig1edno izvanredno 
• 

s10zne strukture,jer i u linearizovanom obliku predstav1jaju parci-
jalne jednacine cetvrtog reda ~a nekonstantnim koeficijentima. Nepo
znate funkcije јеsи pomeranja .U: i deformacije orijentacije ~tA) , 
kojih takodje ima ukupno 12, dakle tacno ono1iko ko1iko i jednaci~ 

kretanja. U opstem slucaju koeficijenti М! i vektori privi1egisanih 
pravaca Dt~) u nedeformisanoj konfiguraciji nisu konstante уес funk
cije po1ozaja. S toga о integraciji jednacina kretanja u obliku (102), 
(103) bez dopunskih predpostavki. koje,bi doprine1e njihovom daljem 
uproscavanju, nе Ызто mogli da kazemo nista. 

5.4 Ма1е transverzalne orijentacije prave grede 

Као primer ma1ih osci1acija kontinuuma Kosera posmatracemo 
r:Iale oscillJcije proste grede, za koju predpostav1;jamo da poprecni 

Dreseci nе ostaju tt Etalnim raVnlma, vec da п:еnјајu re1ativni nagib. 
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• 

Egzaktnu teoriju deformacije i паропа grede posmatrane kao јеdПООЗО
vinski materijal за unutrasnjom orijentacijom da1i зu Eriksen i Тruз

de1 /4/ а pre njih је odgovarajuce 1inearne jednacine vec izveo Gin

ter /5/ • Indikacije za takvu interpretaciju grede na1aze зе vec u 

de1uE. i F •. Козеrа /2/ kao i Sudrie /3/. Osnovne dinamicke ve1ici
пе u opstem slucaju za gredu зшо izve1i kao primer parale1an krista-

• 

lima u ode1jku 2.1. U navedenim radovima nisu cinjene predpostavke 

о mehanickim овоЫпата materija1a. М! сешо рrеdрозtаviti da је mate

rija1 e1astican, tako da mogu da ае primene rezu1tati napred iz1oze

пе teorije. 
Predpostavimo аа је greda prava, da ае оза grede pok1apa 

за озот х3 Dekartovog sistema pravouglih koordinata (х1 ,х2 ,х3 ) = 

(x,y,z).Privi1egisani pravci definisani u svakom segmentu F,rede, up_· 

ravnom па osu grede, u nedeformisanom stanju зи odredjeni vektorima -- . 
D(~), koji ве pok1apaju ва jedinicnim vektorima koordinatnih оза, 

Dtл) .. crtJ-.) . 
Posto пе predpostav1jamo da postoje di1atacije vektora 

• D(A) deformacija orijentacije segmenta је odredjena зато vektoriffia 

(104) 

pri cemu је • 

u opstem 1inearizovanom slucaju pomeranja segmenta grede 

su odredjena sistemom diferencijalnih jednacina 

.. i u _ __ u .. M(j/i/k).t[mnJ + 
ш,п1.Ј.lё2 

+ U< • (4мiј .k[l.m1_M(tm). (j/i/k) ) 
I..,ШЈk 2 3 3 + 

-:- ~'"т, njMi j • (nЩ) -.Q ~v) ,pj~(e )gabM~j/i/k) • Се"" )р+ 

-сп;;. Db (f'~ij.(€i)r_2J~(""trfl(j/i/k).(~» 
.><; \I.~:) ,rtgab (~) ОЈ- 5 JOk 8 

(106) 

а deforrnacija or; jc~,tac;.je j,,,lna.cinama 



• 

i~Xi =[u М l[mn] 'rE.j+'U .II1~j·(mn) + 
~'(~) m,nlj 6 m,nJ 5 

+..Q (оС) ,qjgabD~~ )M~ej. +,,&)q ~2Q(~), jgabD~p)J4~€j· V3C1C)] DtE) , 
• 
(107) 

odnosno • 

i~iI ' 

оуае вто 

tako аа је 

• 

uve1i recipro~an sistem koe~icijenata inerclje 

Sa obzirom n.a predpostav1jenu struktur'.1 prl ve1egisanih 
pravaca, koeficijenteu jednacinama (106) i (108) шо~ето da grupi
вето tako da se jednacine (106) mogu аа napisu u jednostavnom obli-

• 
о. , 
:.t .• 

1 . - _oи~ 

Ј" 
+ Tij ) = -'1 M(j/l/k).l[md+u Nij.klm + 

;., ,ј 'iD,nljk 2 1..mjk 3 

+ lи Mij.(mn)_r>b g Da M(j/l/k).(6.)P + 
2 ~,nj 1 ~(~),pjk аЪ (Е) 6 

+ (Q СЕ) ,rt J1N~gr. (e~ )+2.2 (В) .i1i j • (t:.,,) )gabD~..,) (109) 

Ovde ве mogu uvesti 1 neke uobicajene predpostavke za tran 
sverza1ne osci1acije prave grede: 

1. Postoje pomer~nja samu u pravcu х1 upravnom па OBU gre-
ае; 

2. Pomeranja zavise вашо оа promenljlve х' = z du! ове 
grede 1 vremena. 

, 

Sem toga predpostav1jamo јОВ: 
. -3. Elementarna rotacija с:..1 u 

.. 
jednaclnama 

' 0 

(104) i (105) za-
visi оа promen1jlve х3 1 vremena; 

4. Savijanje grede ве vrsl u -promene orijentacije pravca D2 ; 
5. Grede је оа lzotropnog materljala. Iz оуе predpostavke 

~ :"r~iзt'; С€; с а ~oe!~ic! ;e:--~ ti ~1~jk .. l.1!l z:e :pos1:- o~e, jer eu 1zotropn1 
-' 



tenzori ро pravl1u parnogreda (Riv1in /18/ ). . ...... ~ 

Iz predpostavke 4. sledl da је (Џ(1) = (U(,) = GV(2) = 
=(o;~;o) а (U= ~(z). Sada је obrtni deo deformaclje orijentacije 

prema (104) 
1 • • 

52(1) = --'c.Jk = о , 

Uzlmajuci u obzlr вте predpostavke jednacine kretanja ве 

svode па jednostaтne oыkee 

a~ a4u 
1 а2'). Ј4. 1 Ј4 + (110) = -

Эt2 (ох')4 2 2 (дх') 2 1 • 
• 

a~ д'~ ео- fA- (111) 
- dt2 - М6 i1l'- + M5i~ • -

<дх')' 

JednaClne (110) i (111) moguda ве rese u opstem вlиСаји. 

Pri tome ве vidi da integra1 jednacine (111) zavisi од integrala је
dnacine (110), tj. da је obrtanje<U e1emenata grede vezano za роте
тапја tih elemenata. Radi uporedjivanja эа uobicajenim resenjima рто

Ыеша transverza1nih oBcilaclja u oыku dvostrukih trigonometrij -
skih redova, predpoBtavicemo da jednacina (110) dopusta resenje u 

oЪ11ku 

u '" T(t)Z(z) • (112) 

Sa ovako predpostav1jenim resenjem. jednacina (110) ве raspada па dve 

dlferencija1ne jednaclne 

Kratkoce рlвanја radl uvedlmo oznake 
• 

L~ 1 a=m:. 1I2=-::2 • 
,2· Ъ 

(114) 

ОЫсna diferencija1na jednaclna cetvrtog reda koja odgovara 

nepoznatoj funkciji Z(z) lша cetlrl resenja . 

.Ј\1 '" р = - р . t Л, = lq , .А4 = - lq , 

• 
prl cemu је 



2 ,>O,q - <'0. 

• 

• 

(116) 

Za а = О ova resenja svode ее па иoЪicajena resenja mal1h trans -
verza1n1h osc11acija homogene grede. . 

Za ~unkc1ju T(t} resenje је 

(117) . 

Za pomeranje u(z,t} resenje је s11cno иоЬ1сајеnот resenju 
, -. • i 

za tranSVerztIIne osci1acije gred~· 

U(Z,t)=(Acosk2t + в sink2t)(C1ChPZ + C2Shpz + 

• 

Zaтenom izraza 

с зсоsqz + C
4

sinqz} 

(118) za,u(z,t) u jednacini 

(118) 

(111), POBto ее 
izvrse dve uzastopne integracije ро promen1j1voj .t , dobice ве za 
obrtanje izraz . 

ы (z,t)= + 

+ ~l(z).t + ~2(z) , (119) 

рг! сети ви ~unkcije ~l(z) i ~2(z) neodredjene. 
• 

Primera radi pog1edajmo kako izg1edaju ova resenja u jed-
пот врес1ја1nот еlисаји, па primer za gredu slobodno оеlоnјеnи па 

krajevima. Za pomeranje·mozemo da uzmemo uObicajene granicne us10ve 

u(O,t) = о ; u(l,t) ; 

Э2uа.t) 
дz2 

= о , (120) 

рг! сети mozemo predpostaviti jednostavnosti radi da ви u pocetnorn 

trenut~~ brzine ротегаnја jednake nU1i, tj. 

u(z,O) =</>(z) , 
, 

• u(z,O) = о • 
. . 

Za obrtanje segmenta grede uved1mo pocetne из10уе 
• 

c.J(z,O) =0 " , Co,)(z,O) = о • 

(121) 

Granicnim uslovima (120) odgovara ~rekventna jednac1na . . 

• 

• 



• 

• 

• 
• 

• 

. Shpt sinql. 
= о 

p2Shp t -q2Siпqt 

Kako koef1c1jenti р 1 q zavise od nepoznate frenkvenc1je 
k а iz transcendentnosti jednac1ne (123) proistice da postoji bes
konacno mnogo resenja frekventne jednacine k.. ' (~= 1, 2, 3, ••• ), 
.to се pcistojat1 i beskonacnomnogo koeficijenata Р.., i <4 • 

Oznac1mo 11 proizvode konstanti AC2~ sa A2~ , AC4~вa 

A4~' ВC2~sa B2~ i ВC4~ ва B4~ ,ва obzirom па navedene grani
спе us10ve 1ntegral (118) ве svod1 па 

• -
i1(z,t} 

• 

= J(Acos~t + BS1nk~t) ~(C~~ShP~Z + CH8in<!~z) = 

= r (A2,.coSk~t Shp,.z + A4"cosk~t sinq",z + 
"i 

+ B2..,Sink~t Shp,.z + B~sin~t sinq~z) 

Za odredj1vanje konstant1 Ai~ 1 Bi~ , (1 = 2, 4), pocetn1 
uslovi (121) daju dve jednac1ne 

!.[A2~ Shp~z + Ан SiП<4zЈ= ф(z) ; 
~ • г; 2 2] u~z,o) =t LB2,)k..J Shp~z + B~k sin<!,)z = о. (125) 

Zamenom resenja (124) u 1zrazu (119) za obrtanje segmenta 
grede, 111 u d1ferenc1ja1ne jednacine (111) i koriscenjem pocetnih 
us10va (122) dobice ве za obrtanje defini tj.vno izraz 

ц) (z,t) 

(126) 

5.41 УеЕа izmedju dobijenih i uobicajenih jednac1na u 

teor1 ј1 os011ac1 ја 1 zak1jucne. primedbe ._ U izotropnoj sredlni је M~ 
kao tenzor neparnog reda jednak nu1i. Ako predpostavimo da је ~ = О, 
tj. da је kontlnuum ЬеЕ 'rotaclje de11ca, lz (111) sledj. da је 

mt1Jt'-= О, jer nemamo pravo da predpostavima de. је a3u ;/(ox3 )3 '" с. 

- <,' 



• 
. . 

• 

• 

Medjutim u аlисаји neizotropne sre~ine, ako stavima da је 

M~ i~ == Рб а M~ ilf- ~ Р5 ' iz jednacine(lll) sledi da је 

д2-и~ • ~ • (127) = -(дх3 )2 Р 5 
• 

Zашеnоm ovog izraza U (110) doЪicemo 

• • 0.28) 

, U izotropnoj sredini је Р -6 ,. о ра ее jednacina. (128) 
svodi па 

= - (129) 

U иоЪiсајеnош tretmanu ma1ih poprecnih osci1acija prave 
grede direrencija1ne jednacine osoi1aoija glase 

(130) 

Pri izvodjenju ovih jednacina predpostav:l.ja эе da па е1е
mente grede de1uju spregovi (napadni momenti). !z osnovnih jednacina 
kretanja kontinuuma (39) .proistice da kadana neku neprekidnu sredi~ 
nи de1uju zapreminski spregovi tenzor nароnа ne.moze da bude simet
rican, sto us:l.ov1java' i'postojanje naponskih spregova u materijaJu. 
Koericijent М2 u jednacini (:1.29) upravo potice od naponskih spre
gova, kao sto ве vidi u (75). ~rema tome konstanta 02 u jednacini ' 
(130) jeste konstanta koja је vezana za antisimetricni deo nароna. . 
Otuda је neposredan zakljucak da је jednacina (129) transverzaJnih 
osoilacija grede, koja је izvedena uz Sve nuzne predpostavke iz jed- . 
nacina kretanja kontinuuma Kosera, upravo jednacina koja ukazuje па 

pravi smisao strukture jednacine poprepnih osci1aoija (130), koja 
ве оЫсnо izvodi uz pri1icno grubupredpostavku da је naponsko sta-

, 

nје okarakterisano sашо simetricnimtenzorom napona. 
U иоЪiсајеnош tretiranju transverzalnih oscilaoija grede 

koeficijent с 2 ве predstavlja kao kolicnik EI/~, gde је Е - шо
dul elasticnosti materijala, 1 - moment inercije poprecnog preseka 

grede i f4' - шава jedinice duzine grede. Uporedjujuci jednat!ine, (129) 

• 

• 
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. 
i (130) mozemo da zakljucimo da је na~ koef1cijent М 2 odredjen 1з-

t1m ko11cn1kom, а uopstenje ovog zakljucka Ы bilo da koef1cijent1 
uz tenzor DLМN deformacije, koji karakteri~e naponske spregove је

ви i funkcije koefic1jenata e1asticnosti, te u opstem slucaju ne шо
raju da imp11ciraju i postojanje nekih dodatnih materija1nih kons -
tanti. Tacnost ovog zakljucka te~ko moze da зе proveri pre nego ~to 
eksperimentalna merenja ne ukazu па stvarne vrednosti koeficijenata 
koji uticu па naponske spregove. Kol1ko jenama poznato eksperlmen~ 
talnih rezultata u оуош smislu јоз nema, ра зе mozemo nadati da се 

i neki od rezultata iznetih u оуош radu шос! da doprlnesu formiranju 
eksperimenata, koji Ы omogu6i11 odredjlvanje konstanti elasticnos
ti koje n1su obuhvacene Hukovim zakonom • 

• 

• 
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