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Ubersetzungsrecht vorbehalten.

Vorwort zur ersten Auflage.

Die Wissenschaft, welche den Titel |, Analysis“ fithrt, kann
als eine Fortsetzung der Algebra und zugleich als eine Briicke
zur Differential- und Integral-Rechnung betrachtet werden. TIhr
Inhalt ist, wie der der Algebra, so mannigfaltig, dals es auch
hier unmdglich ist, denselben in wenigen Worten zusammen-
zufassen oder eine bestimmte Definition von dem Worte Analysis
zu geben. Was dies Wort bezeichnet, kann man nur nach und
nach erfahren. '

Zu ihren Resultaten fithren indessen mehrere sehr ver-
schiedene Methoden. Wir haben diejenige gewihlt, welche uns
fir den ersten Anfinger und zum Selbstunterricht, wozu dies
Werk bestimmt ist, am geeignetsten schien.

Wer jedoch die Mathematik nicht als Mittel, sondern als
Zweck betrachtet, wird schon von selbst nicht unterlassen, sich
auch mit den tibrigen, namentlich mit der Cauchy’schen
Methode, bekannt zu machen.

Hamburg, im Juni 1853.

Liibsen.



Vorwort zur achten Auflage.

Nach dem Tode des um die mathematischen Wissenschaften
bochverdienten Verfassers des vorliegenden Werkes wurde der
Unterzeichnete mit der Herausgabe der 7. und nun auch der
8. Auflage betraut. - Aufsere Griinde bestimmten mich, die
Anordnung des Stoffes unveridndert zu lassen und den Umfang
nur um ein Geringes im Interesse der priziseren Darstellung,
der strenglogischen Deduktion und der unbedingt notigen Er-
ginzungen zu vergréfsern. Dies gilt namentlich in Bezug auf
die hohern arithmetischen Reihen (§ 34) in Verbindung mit den
dieselben begriindenden Sdtzen (§ 83a bis § 33¢) und hinsicht-
lich einiger Zusatze in den §§ 2, 34, 64b, 76, 80, 111, 120,
121 b, 128, '129. Eine neuerdings von anderer Seite vertffent-
lichte Auflosung der Gleichung 4. Grades notigt mich hier zu

der Bemerkung, dals ich die meinen Mulsestunden entsprossenen

Theorieen der §§ 139 (Auflésungen der Gleichungen 4. Grades),
178—180 (Auflssung der Gleichungen auf Grund der hohern
arithmetischen {Rethen), 166b (Interpolation von mnicht &dqui-
differenten Reihen), 78 (rationellere Berechnung vielstelliger
Zahlen), 33 (elementare Ableitung des binomischen Lehrsatzes)
schon im Jahre 1856 einigen Mathematikern von Ruf vorlegte.
Die algebraische Auflosung des casus irreducibilis (§ 137) datiert
aus neuester Zeit und ist eine Frucht mehrjihriger Studien.

Leipzig, 1885.
Richard Schurig.

NB. Das Inhaltsverzeichnis befindet sich am Schlufs des Buchs.

Druckfehlerverzeichnis*) zu Liibsen’s Analysis (8. Aufl.).
Seite 37, letzte Zeile, (n—1)nAx statt (n— 1)nAy.

39, 16. Zeile v. 0., B(x,+ )" statt B(r, 4 h)?.

59, 8 , ,u, x==1 statb x=1.
59, 11. , , , § 256 statt § 266.

18 18
3) E n o» = o107 T o1a~°
73, 11 " +2197 statt 5197

73, 10.u. 9. Zeile v. u., liess:
3 3
28>3 18 28 9 98 . 9
(ﬁ tagr—13 V1t e =t 1m
3L

75 + 51 T0875)
_ 1 — _
9(10976>+81 10976

Seite 77, 2. Zeile v. o., Z_a statt Zﬁ
le le
w 17, 4., ,u, § 69 statt § 70.
s 1T, 2. , , 2% statt nd
. x® 92zt T Qb
o 87, letzte Zeile: — = — " - ==
etzte Zeile i 945 statt i 315 -

99, 4. Zeile des § 92: § 75 und § 76 statt § 76 [3].

113 lies: 7. Zeile v.u., ....isin(n—1) q)]—l—l
6. ” n o» 281“(72—2)@]—*— _+__N . (2)
5 »  » » | Mo(cos g>.+isin o)

144, 3. Zeile v. 0., — 272 statt — 27,

145, 4. ,  der Randbemerkung, >>¢° statt < g%

148, 2., v.o., 2,56352940 statt 2,534 ...

148, 4. , , , 1,1039302 , 1,102...

149, in Formel V u. (B): —L statt ‘/i
ey ey
149, in Formel (C): ‘/L statt ‘/;—b
2Vr 2Vr

150, 2. und 4. Zeile v. 0., 5,29249 statt 4,29 ...
150, 3. Zeile v. 0., 2,18320% statt 2,40132;.

150, 5., , , 7,40409 statt 7,27....
150, 6. , , , —0,39621 statt —0,26....
2 ]
151, 9. Zeile v. .,(2 “J””) : ( “JF”?)“
eile v. 0., (2?4 5 statt |z 4 5 .
175, 14. , , , 723,74 statt 723,73.

178 ist am Schlusse der Zeilen 3 bis 6 v.o0.: < zu setzen.
187, 4. Zeile des Beweises, ... isina) -4 cx? (... statt
coasing)ex? (..

188, 9. , V.., muss es z—{-yizi—{—l—l - heissen.
—u

*) — welches die Verlagsbucbhandlung der freundlichen Mitteilung des Herrn Dr. Phil.

Fiedler, hier, und C. A. Kohler in Fitchburg zu verdanken Lat. (Leipzig, Marz 1889).



Erstes Buch.

Kombinationslehre.

Einleitung.

1.

Die Kombinationslehre (Kombinatorik, Syntaktik) ist die Wissen-
schaft von ‘den Geesetzen, nach welchen eine Anzahl gegebener
Dinge sich ordnen und verbinden ldfst. Sie hat als solche nicht
allein ein rein wissenschaftliches, sondern auch ein praktisches
Interesse, indem sie bei verschiedenen mathematischen Unter-
suchungen sehr oft Anwendung findet, namentlich in der
Wahrscheinlichkeitsrechnung, wo man das Reich der Moglich-
keiten durchsucht und dessen Grenze bestimmt, dann auch in
der Kunst zu beobachten und eine Reihe notwendiger Versuche
in gehdriger Ordnung und Verbindung anzustellen.

2.

Um den oben ausgesprochenen Begriff der Kombinations-
lehre und das, was man unter Ordnen und Verbinden versteht,
noch etwas deutlicher zu bezeichnen und zugleich die Haupt-
fragen, deren Beantwortung sie lehren soll, zuerst hervorzuheben,
geben wir in nachstehendem die wesentlichsten Vorbegriffe und
in den zunichst folgenden Paragraphen vorbereitende Beispiele.

Elemente nennt man in der Kombinationslehre Dinge
(Individuen) ohne Riicksicht auf Quantitat (Grofse) und Quali-
tit (Art). So sind z B. a, d, e, oder 1, 4, 6 drei Elemente.

Komplexion (Gruppe) ist eine Vereinigung (Zusammen-
stellung) von Elementen, die nach irgend welcher Reihenfolge
angeordnet sind. So ist z. B. ad b ¢ eine Komplexion von
4 Elementen, 231 eine Komplexion von 3 Elementen.

Litbsens Analysis. 1
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Zwei Elemente bilden eine ,Inversion®, wenn das erste
dieser beiden hoher als das zweite ist. So hat z. B. 2 4 3 1
vier Inversionen: 21, 43, 41, 31.

3.

Ts sei die Aufgabe gegeben: Alle moglichen vierzifferigen
Zahlen darzustellen, welche sich mit den vier Ziffern 1, 2, 3, 4
schreiben lassen.

Einige der hier geforderten Zahlen darzustellen, ist offen-
bar leicht. Verschieden sind z. B. schon die Zahlen 1234,
1243, 1423, 3124 &c. Allein man sieht wohl, worauf es an-
kommt, wm alle méglichen zu erhalten, namlich eine all-
gemeine Methode zu finden, nach welcher man eine Anzahl
Elemente (die wir der leichteren Ubersicht halber it Ziffern
bezeichnen wollen) in allen moglichen verschiedenen Folgen
(Nebeneinandersein) hinschreiben kann, oder, was dasselbe ist,
in einer Komplexion von Elementen, z. B. in 1, 2, 3, 4, die

Plitze derselben auf alle mogliche Weise zu verwechselu. Der-

jenige Teil der Kombinationslehre, welcher diese Art Aufgaben
l6sen, nimlich alle moglichen Versetzungen ‘(Permutationen)
einer bestimmten Anzahl Elemente angeben lehrt, heilst Permu-
tation und durch die Bezeichnung P (1, 2, 3, 4), wofiir man
auch P, oder auch P (4) oder P (a, b, ¢y d) oder P (all d)
schreibt, wird die hier in Worten ausgesprochene Forderung kurz
angedeutet.

4,

Es sei ferner die Aufgabe gegeben: Alle moglichen Ver-
bindungen (Kombinationen) darzustellen, welche sich aus einer
gegebenen Anzahl Elemente 1, 2, 3, 4, 5, 6 (z. B. Sauerstoff,
Wasserstoff, Stickstoff, Kohle, Schwefel &c.) herstellen lassen,
indem man je zwei, oder je drei &c. Elemente verbindet, oder
wie es in der Kunstsprache leilst, zur zweiten, dritten Klasse &e.

kombiniert und welche Forderung in Zeichen durch é (1,2,3,4,5,6),
é‘ (1, g 3; 4, 5, 6) angedeutet wird. Fiir den letzteren - Aus-
druck findet man auch die Abkiirzungen & (6) oder C (6) oder
Q, (1] 6) u s w. ’

3

Einige dieser verschiedenen Kombinationen aus den sechs

- Elementen 1, 2, 3, 4, 5, 6 lassen sich offenbar leicht bilden.

Zur zweiten Klasse hdtte man unter andern z. B. 12, 13, 16,
23, 35 &c. und zur dritten Klasse z. B. 123, 124, 136, 345 &c.
Derjenige Teil der Kombinationslehre, welcher diese Art Auf-
gaben losen lehrt und ein allgemeines Verfahren angiebt, alle
an Inhalt verschiedenen Kombinationen zu einer bestimmten
Klasse darzustellen,” sowie auch eine allgemeine Regel aufstellt,
ihre Anzahl im voraus zu berechnen, heilst Kombination.
Hierbei diirfen also keine Permutationen einer schon aufgestellten
Kombination vorkommen, und Formen, wie 123, 132, 213 z. B.
wiren also, weil sie ganz dieselben Elemente enthalten, an In-
halt gleich und fiir eine zu rechnen, weshalb man auch nur
eine, hier am passendsten 123, aufstellt.

5.

Es sei endlich noch die Aufgabe gegeben: Aus mehreren
verschiedenen Reihen Elemente alle moglichen Kombinationen
so zu bilden, dals jede der verschiedenen Kombinationen aus
jeder Reihe ein Element enthiilt, z. B. eine Reihe verschiedener
Ssuren A, B, C, D...... mit einer Reihe verschiedener Basen
a, b, ¢... zu verbinden, so dals jede der moglichen Kombi-
nationen eine Siure und eine Base enthilt.

Diese dritte Aufgabe ist offenbar darin von der vorher-
gehenden zweiten Aufgabe (§ 4) sehr verschieden, weil dort
die Elemente aus einer und derselben Reihe, hier aber die Ele-
mente aus verschiedenen Reihen miteinander verbunden
werden sollen. Zur Unterscheidung nennt man deshalb auch
den Teil der Kombinationslehre, welcher diese letztere Art Auf-
gabe zu behandeln, d. h. eine Methode und eine Regel aufzustellen
hat, nach welcher man alle moglichen Verbindungen dieser
Art darstellen und ihre Anzahl im voraus berechnen Lkann,
Variation®). :

Einige der verschiedenen Verbindungen (Variationen) aus
den beiden obigen Reihen A, B, C, D .. und @, b, ¢, d.. wiren

*) Dies Wort, Variation, ist freilich nicht bezeichnend und schon deshalb
sehr unpassend gewahlt, weil es spiter in einem ganz andern Sinne zur Be-
zeichnung des hochsten Teils der Infinitesimalrechnung gebraucht wird.

'1 *
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z. B. Aa, Ab, Ac..., Ba, Bb &c. Bei der Variation ist der

Grad der Klasse offenbar durch die Zahl der verschiedenen

Reihen bestimmt.
Sind m verschiedene Reihen, jede von » Elementen ge-
geben, so bezeichnet man die Anzahl aller nur mdglichen

o Hy

Variationen mit V. (1, 2, 3,...n) oder V. () oder V (1| n)

w. s, W,
6.

Hiermit hitten wir nun die Hauptfragen der Kombinations-
lehre, welche die folgenden in Aufgaben gekleideten Paragraphen
beantworten sollen, zuerst hervorgehoben und mit dem Anfinger
besprochen. Und da dieser nun gehorig vorbereitet ist und
weils, worauf es ankommt, so moge er jetzt versuchen, die
tolgenden Aufgaben selbstindig zu losen und diese Wissen-
schaft selber zu erfinden.

Permutation.
7.

Aufgabe., Ein Verfahren anzugeben, nach welchem man
alle moglichen Permutationen einer gegebenen Anzahl Elemente,
z. B. P (1, 2, 3, 4), darstellen kann,.

Auflgsung. Die bequemste Regel scheint folgende zu sein:
Man schreibe die mit Ziffern (Zeigern, Indices) bezeichneten
Elemente erst in natiirlicher (arithmographischer) Folge hin, so
erhilt man die niedrigste Form, hier also: 1234. Durchlaufe
diese erhaltene Form riickwirts, bis man an ein niedrigeres
Element kommt, setze an dessen Stelle das darauf folgende
hohere (oder wenn mehrere hohere folgen, das nidchst héhere)
und lasse hierauf die durchlaufenen (das verdringte mitgerechnet)
in natiirlicher Ordnung folgen. Diese einfache Regel wird fiir
jede erhaltene Form so oft wiederholt, bis alle Permutationen
zum Vorschein gekommen. Aus P (1, 2; 3, 4) hat man zuerst
die niedrigste Form 1234. Weil nun 3 niedriger als 4, so ist
die ndchst hohere Form 1243. Durchldauft man diese wieder
rickwirts, so kommt man erst bel 2 an ein niedrigeres Ele-
ment; setzen wir an dessen Stelle das nichst hohere der beiden

5

durchlaufenen, so folgt aus der Form 1243 die nichst hohere
1324 &c., namlich:

P, 238 4
1234 | 2134 | 3124 | 4123
1243 | 2143 ‘ 3142 | 4132
1324 | 2314 | 3214 | 4213
1342 | 2341 | 3241 | 4931
1423 | 2413 3412 ‘ 4312
1432 | 2431 \ 3421 | 4321

Dafs man auf diese Weise alle moglichen Permutationen
sicher erhilt, ergiebt sich daraus, weil man allmahlich von
der niedrigsten Form bis zur héchsten aufsteigt, worauf
die Regel nicht mehr angewandt werden und mithin auch keine
mogliche Form fehlen kann,

8.

Formen, welche dasselbe Anfangs-Element haben, rechnet
man zu einerlei Ordnung. Vorstehendes Beispiel giebt also
vier verschiedene Ordnungen, weil offenbar jedes Element gleich
oft an die Spitze zu stehen kommt. ‘

9.

Aufgabe. Eine allgemeine Regel oder Formel zu finden,
nach welcher man die Anzahl aller moglichen Permutationen
aus » Elementen berechnen kann.

Auflgsung 1. Ein Element (1) giebt keine Versetzung, also
nur eine Komplexion, kommt aber ein zweites (2) hinzu, so
kann dieses jenem auf zwei verschiedene Weisen zugesellt,
niamlich nach- und auch vorgesetzt werden; mithin geben
zwei Elemente 1.2=2 Permutationen, nimlich 12, 21. Kommt
noch ein drittes Element (3) hinzu, so kann dieses jeder der
beiden vorhergehenden Formen auf drei verschiedene Weisen
zugesellt, nimlich nach-, zwischen- und vorgesetzt werden.
Drei Elemente geben also 2.3 = 1.2 .3 = 6 Permutationen.
Ein viertes Element (4) findet bei jeder der vorhergehenden
6 Permutationen vier verschiedene Plitze. Vier Elemente geben
also 1.2.3.4 =24 Permutationen. Setzt man diese Schluls-
reihe fort (Beweis durch Induktion!) und bezeichnet die Anzahl



6

Permutationen aus n Elementen mit P,, so findet man leicht,
dals ganz allgemein
P,—=1.2.3.4....n=mn! (lies: ,n Fakultut).

Auflésung 2. Weil jedes der »n Elemente gleich oft an
die Spitze kommt (§ 8), so erhilt man die Anzahl der Per-
mutationen aus 7 Elementen offenbar auch, indem man die An-
zahl der Permutationen aus % — 1 Elementen mit » multipliziert,
weil es 1 verschiedene Ordnungen geben mufs. In Zeichen:

P/,,, = . Pn——l~

Setzt man nun in diese Formel nach und nach n=1,2,8,...

so hat man, weil P, =1,

P,=2. P1:2 1=2!

P3:3 P2:3 2.1:3!

P,—4.P,—4.3.2.1—4!

P, = n.P.,;_l:n (n—1) n—2)....... 5.2.1.=mn!
10.

Sind  unter den zu permnutierenden Elementen mehrere
gleiche, wie es haufig der Fall ist, so leuchtet ein, dafs die
Anzahl der moglichen Permutationen nicht so grols sein kann,
als wenn die Elemente alle verschieden wiren, weil die Plitze-
Vertauschung gleicher Elemente keine Formverinderung her-
vorbringt. Es fragt sich nun, wie man in solchem Falle die
Anzahl der moglichen verschiedenen Formen im voraus be-
rechnen kann. Das Verfahren, sie wirklich darzustellen, bleibt
dasselbe, wie in'§ 8. So giebt z. B. P (1, 1, 1, 2, 2, 3):

111223 1,1,1,223

111232 1,1,1,223
111322 1,1,1,223
112123 1,1,1,223
112182 1,1,1,223
112218 1,1,1,228
112231

112312 2

1,1,1
112321 1,1,132,2,

w. 8, W.

7

Nennen wir die Anzahl der verschiedenen Permutations-
Formen z, so ist klar, dafs, wenn in jeder dieser z verschie-
denen Formen die drei gleichen Elemente (1, 1, 1) verschieden
wiirden, dann auch durch Permutation derselben statt jeder
der z Formen 1.2 .3 = 6mal soviel kommen wiirden (wie es
fiir die niedrigste Form 111223 in nebenstehender Reihe an-
gedeutet worden). Wiirden in jeder dieser verschiedenen
1.2.3.2 Formen auch noch die zwei gleichen Elemente (2, 2)
verschieden, so wiirden aus jeder der 1.2.3.2 Formen noch
1.2="2mal soviel hervorgehen. Dann miifste man offenbar
so viele Formen erhalten, als wenn alle sechs Elemente ver-
schieden wiren. Daher ist (§ 9)

1.2.3.1.2.2=1.
1.2.3.4.
1 1

r=

z = 60.

Ist allgemein n die Anzahl aller Elemente und darunter
einmal p, einmal ¢ und einmal r gleiche, so ist die Anzahl
aller moglichen Permutationen

1.2.8.4...0..0000000 (n—1)m n!

1.2.8...p.1.2.8...9.1.2.3...r plq/v!

n

Kombinatien.
11.

Aufgabe. Fin Verfahren anzugeben, nach welchem man
aus einer gegebenen Anzahl verschiedener Elemente alle mog-
lichen verschiedenen Kombinationen zu einer bestimmten Klasse

bilden kann, z. B. C (1, 2, 3, 4, 5, 6).

Auflgsung. Man stelle so viele der niedrigsten Elemente
in natiirlicher Folge zusammen, als der Klassenexponent (der
hier 3 ist) Einheiten hat. Aus der erhaltenen niedrigsten Form
leite man successive die nidchst hoheren ab, indem man in
die letzte Stelle nach und nach die noch vorhandenen hiheren
Elemente nach ihrer Aufeinanderfolge setzt. Liflst sich in die

- letzte Stelle kein hiheres Element mehr setzen, so mufls man

erst die vorletate (vorvorletzte &c.) Stelle erhshen und dann
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wieder wie vorhin verfahren, so dals nie ein niedrigeres Element
auf ein hoheres folgt und auch keine Permutation stattfindet.
Alsdann miissen alle an Inhalt verschiedenen Kombinationen
auf diese Weise sogleich geordnet zum Vorschein kommen.

So ist z. B.

& (1,2,34,5,6) & (1,2,3,4,5,6)
1,2,3,45,6 193 234 -345 456
124 235 346
. 125 236 356
C (1,2,3,4,5,6) 126 245
12 23 34 45 56 134 246
13 24 35 46 135 256
14 25 36 136
15 26 145
16 146
156
& (1,2,3,4,5,6) & (1,2,3,4,5,6) & (1,2,3,4,5,6)
1934 9345 3456 12345 23456 123456
1235 2346 12346
1236 2356 12356
1245 2456 12456
1246 13456
1256
1345
1346
1856
1456
12.

Aufgabe. Kine allgemeine Formel zu finden, nach welcher
man die Anzahl aller moglichen Kombinationen zu einer be-
stimmten Klasse aus einer gegebenen Reihe verschiedener Kle-
mente im voraus berechnen kann.

Auflésung. Nehmen wir zuerst an, man habe 0 Elemente,
so ist klar, dafs es nur 6 Kombinationen zur ersten Klasse

giebt. Zu jedem dieser 6 Elemente lalst sich jedes der 5

iibrigen setzen, was dann 6.5 =30 Verbindungen (Arrange- -

ments) zur zweiten Klasse giebt. Da nun aber kein Element

9

vor dem andern einen Vorzug hat, sondern alle auf gleiche Weise
in die Verbindungen eintreten, mithin jedes Element gleich oft
vor und nach zu stehen kommen mufs, so sind diese 6.5
Verbindungen offenbar je zwei an Inhalt gleich oder permutiert.
Man hat z. B. 12 und auch 21; 13, 31; 14, 41 &c. Nennen
wir also die Anzahl der wirklichen, an Inhalt verschiedenen
Kombinationen aus 6 Elementen zur zweiten Klasse z (vergl.
die letzten Zeilen von § 4), so geben diese 1.2z Permutationen

6.5
und weil dann 1.2.2=—20.5 sein muls, so ist z =——=15.

1.2
Jede der 6.5 permutierten Kombinationen aus den 6 Ele-

"~ menten zur zweiten Klasse ldfst sich mit jedem der 4 tibrigen

Elemente verbinden, was 6.5 .4 Verbindungen zur dritten Klasse
giebt. Da nun aber in diesen Verbindungen jedes Element not-
wendig wieder auf gleiche Weise vorkommen, d. h. gleich oft
vor, in der Mitte und am Ende stehen mufs, so erscheint hier
jede Kombination in allen ihren Permutationsformen. Nennt
man also die Anzahl der wirklich verschiedenen Kombinationen
aus 6 Elementen zur dritten Klasse 2, so ist, weil jede der-
selben 1.2.3 Permutationen giebt, 1.2.3.2=06.5.4. Daher
6.5.4

1.2.3
Setzt man diese Schlulsreihe fort, so ergiebt sich die An-
zahl der Kombinationen aus 6 Elementen zur vierten Klasse

6.5.4.3 6.5.4.3.2
= ———— zur funften Klasse = - — w.s.w. Allgemein
1.2.8.4 1.2.3.4.5

ist also die Anzahl der Kombinationen aus »n Elementen zur
mten Klasse

P, . 6,( =nn—1)mn—2)..... (m—[m—1)),
also, da P,, =1.2.3....m ist (§ 9),
& nn—m—2)..... (n—[m—1])

1.2 .3 ... om

kN

13.

Die vorhergehende IFormel lifst sich auch auf folgende

‘Weise finden:
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Aufldsung. Die Regel ist hier ganz dieselbe wie bei der
Kombination ohne Wiederholung. Man schreibt nimlich das
niedrigste Element so oft hin, als der Klassen-Exponent Ein-
heiten hat; setzt dann in die letzte Stelle successive dié nichst
hoheren Elemente aus der gegebenen Reihe. Ebenso verfihrt
man mit der vorletzten, vorvorletaten Stelle &c., indem man
aber die darauf folgenden Stellen nicht mit den n#chst hsheren,
sondern mit demselben Element (weil es wiederholt werden
darf) besetzt. Auf diese Weise erhilt man aus der niedrigsten
Form erst die ndchst hohere, aus dieser wiederum die nichst
héhere &e. bis zur hochsten Form und mithin alle moglichen
Formen in den verschiedenen Ordnungen a, b, ¢, d, e. (Die
Bedeutung der mit e, 8, y, d, ¢ bezeichneten Kolumnen wird
der folgende Paragraph geben.)

& (1,2,3,4,5)

a o b. 51 ¢ y d d e } &
1111 | 1284 2022 | 2345 3333 | 3456 4444 | 967 555 5018
1112 | 1285 9993 | 246 3334 | 3451 4445 | 4568
1113 | 1236 9224 | 247 3335 | 348 4455 | 4578
1114 [ 1287 9995 | 2848 3344 | 367 4555 | 4678
1115 | 1238 9933 | 2836 3345
1122 126 92234 | . 3355
1123 (1246 92235 | | 3444
1124 | . 2244 | . 3445
1125 | . 2245 . 3455 | .

1133 | . 2255 | . 3555 | %67
1134 | . 2333 |

1185 | . 2334

1144

1145

1155 | . ) .

1222 | . 2555 | 2678

1223

1555 1678

16.

Aufgabe. Eine allgemeine Formel zu finden, nach welcher

man die Anzahl aller Kombinationen mit Wiederholung aus n

Elementen zur inten Klasse berechnen kann.
Auflésung. Man denke sich alle Kombinationen mit Wieder-

holungen, z. B. é (1,2,3,4,5), wirklich hingeschrieben und fol-
gende Verinderung damit vorgenommen: Das Anfangs-Element
bleibe in jeder Kombination unverdndert, die zweite Stelle aber
werde um eine Einheit, die dritte Stelle um zwet Einheiten &e.
erhoht, wie in § 15 durch die neben a, b, ¢, d, ¢ stehenden
Reihen a, 8, y, d, ¢ angedeutet, so erhellet leicht, dals dadurch
aus den Kombinationen mit Wiederholung notwendig just so
viele Kombinationen ohne Wiederholung zu derselben Klasse
hervorgehen miissen, jedoch aus so vielen Elementen mehr, als
der Exponent der Klasse Einheiten hat, weniger eins. So geben
z. B. 5 Elemente zur vierten Klasse mit Wiederholung genau
s0 viele Kombinationen, als 5 4 3=28 Elemente zur vierten Klasse
8.7.6.5 0. (8 12
1.2.8.4 - G 12)
Ferner geben 20 Elemente zur fiinften Klasse mit Wieder-

holung so viele Kombinationen, als 20+ 4=24 Elemente zu
24.23.22.21.20

1.2.8.4.5
Allgemein: 7 Elemente zur mten Klasse mit Wiederholung
geben so viele Kombinationen, als #n + m —1 Elemente zur mten
Klasse ohhe Wiederholung. Also in Zeichen:

ohne Wiederholung, namlich:

derselben Klasse ohne Wiederholung, nimlich:

m

6;n — CnJr—m—]; oder
& m+m—1) (n+m—2)...n

n 7

1 . 2 )

oder so geschrieben:
& n.m+D).n+2)...n+m—1)
Tr.2 .8 .m
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Variation.
17.

Sind mehrere verschiedene Reihen von Elementen ge-
geben und sollen aus ihnen alle moglichen verschiedenen Ver-
bindungen so dargestellt werden, dafs jede Verbindung ein
Element aus jeder Reihe enthilt, also weder Wiederhoiungbnoch
Permutation stattfinden darf, so nennt man, wie schon in der
Einleitung erwihnt, eine solche Art Kombination aus mehreren
Reihen: Variation. Der Exponent der Klasse ist also hierbe;
durch die Anzahl der gegebenen Reihen im voraus bestimmt.

18.

Aufgabe. Ein Verfahren anzugeben, nach welchem man
alle moglichen Variationen aus einer gegebenen Anzahl Reihen
z. B. aus den drei: A, B, C, D; a, b, ¢, d und o B, v, 6’
darstellen kann.

Aufldsung. Man stelle die gegebenen Reilien untereinander:

)

A, B C D
a, b, ¢ d
@, ﬂr 12, d

Die Anfangs-Elemente der Reihen zusammengestellt, geben
die niedrigste Form, nimlich Awe. Hieraus folgen nach und
nach die nichst hoheren Formen, indem man in die letzte Stelle
successive die ndchst hoheren Elemente der letzten Reihe setzt
bis dieselbe ganz erschopft ist. Hierauf wird die vorletzt(;
Stelle durch das nichst hohere Element der beziiglichen (vor-
letzten) Reihe, die letate Stelle aber wieder mit dem Anfangs-
Element der letsten Reihe besetzt &ec., wie nachfolgend an-
gedeutet:

Aae Bae Cac Daa
Aag  Bap Caf Dap
Aay Bay Cay Day
Aad Bad Cad Dad
Abe Bba Chba Dba
Abz Bb3p Cs8 Dbp

Add Bdd Cds§ Do

15

Es ist klar, dals man auf diese Weise notwendig alle
Variationsformen, von der niedrigsten, Aaca, bis zur hichsten,
D dd, erhalten muls.

Anmerkung. FHitte man das Produkt aus den drei vier-
teiligen Faktoren A+B+ C+D;a+b+c+dund e+ g3+ y+d
zu entwickeln gehabt, so ist einleuchtend, dafs die Teile des
Produktes mit den obigen, durch Variation erhaltenen Formen
tibereinstimmen miissen; kurzum, dals der Mechanismus der
Multiplikation durch Variation ersetzt werden kann. Diese Be-
merkung ist fiir die Folge wichtig und deshalb wohl zu beachten.

19.

Um bei der wirklichen Darstellung der Variation durch
Einfithrung der Ziffern, als Stellvertreter der Elemente, eine
bequemere und deutlichere Schreibweise zu erhalten, wollen wir
alle Anfangs-Elemente der verschiedenen Reihen mit 1, alle
zweiten mit 2 &c. bezeichnen. Setzen wir dann noch fest, dals
die Stellenzahl in einer Variationsform zugleich diejenige
(Iste, 2te etc.) Reihe angiebt, aus welcher das beziigliche Ele-
ment genommen werden mufls, so lassen sich alle Variationen
nach der vorhin gegebenen Regel leicht darstellen, wie nach-
folgendes Beispiel zeigt:

L 2 3 L
A, B C D
a, b, ¢, d
o By d
11 211 311 411
112 212 312 412
113 213 313 413
114 214 314 414

121 221 321 421
122 222 322 422
123 223 323 423

144 244 344 444
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Anmerkung. Hier scheint es zwar, als ob die Variations-
formen, z. B. 112, 121, 211, permutierte Kombinationen mit
Wiederholung wiren. In formeller Hinsicht sind sie es auch,
allein in materieller Hinsicht sind sie an Inhalt wirklich ver-
schieden; denn nach vorhergehender Bestimmung bedeutet in
‘112 die erste Stelle das erste Element der ersten Reihe; die
zweite Stelle das erste Element der zweiten Reihe und die
dritte Stelle das zweite Element aus der dritten Reihe. Es ist
ndamlich 112 = Aag; ebenso ist 121 = Aba; 211 = Bae;
142=Adg &c.

20.

Aufgabe. Eine allgemeine Regel anzugeben, nach welcher
man die Anzahl der méglichen Variationen aus einer gegebenen
Anzahl Reihen berechnen kann.

Auflésung. Hat die erste der verschiedenen Reihen n, die
zweite Reihe m Elemente, so lilst sich offenbar jedes der m Ele-
mente mit jedem der % Elemente verbinden, was also m.n Varia-
tionen giabe. Hat nun die dritte Reihe p Flemente, so kann
man wieder die mn Variationen mit jedem der p Elemente ver-
binden, was dann mnp Variationen giebt &c. Hat man also m
verschiedene Reihen von je n Elementen, so ist die Anzahl aller

Variationen % .7..... 5w =mn"In Zeichen

V (1,2,3...0) ="

21.

In § 19 Anmerkung ist schon bemerkt worden, dafls die
Anzahl aller Variationen aus m Reihen von je n Elementen

mn

(was wir durch V (1,2,3...%) angedeutet) gleich ist der An-
zahl der permutierten Kombinationen mit Wiederholung aus n

n
Elementen zur mten Klasse, was wir durch p C/ (1,2,3....7%)

17

andeuten wollen. Dies giebt uns noch folgenden praktisch
wichtigen Satz:

m

V(1,23...0)—=yp ¢ (1,23...n).

Kombination mit Wiederholung zu einer bestimmten
Summe.

22,

Unter Kombination mit Wiederholung aus % Elementen

W
zur mten Klasse zur Summe s (in Zeichen *C/ [1,23....n])
versteht man: nur diejenigen dieser Kombinationen zu der ge-
forderten Klasse anzugeben, worin die Quersumme der Elemente

immer —s ist. Aus 12(¥ (1,2,3....9) hitte man z. B. unter
andern: 1119, 1227, 1236 &c; denn 141 4 1 4 9 =12,
142-+247=12 &c. Um alle msglichen dieser Kombinationen
zufinden (eine Aufgabe, welche zuweilen in der Wahrscheinlichkeits-
rechnung vorkommt und Discerptionsproblem genannt wird), wird
man folgendes Verfahren beobachten: Man schreibe das niedrigste
Element der Reihe so oft hin, als der Exponent der Klasse Ein-
heiten hat, setze dann in die letzte Stelle von den iibrigen Ele-
menten ein solches (notigenfalls das hochste), welches, zur Quer-
summe der vorhergehenden addiert, die verlangte Summe giebt.
Kann selbst das hochste Element der Reihe cdiese Summe nicht
hervorbringen, so mufs man mit der vorletzten und wenn nétig
mit der vorvorletzten Stelle &c. so verfahren. Auf diese Weise er-
hélt man zuerst die niedrigste Form. Hieraus folgen dann nach
und nach die nichst hgheren bis zur hochsten, mithin alle mog-
lichen Formen, indem man (wie folgende Beispiele zeigen) von
einem hoheren Element eine Einheit abnimmt und der vorher-
gehenden Stelle hinzulegt und dann die rechts folgenden Stellen,
soweit moglich, mit gleichen Elementen besetzt und darauf
achtet, dafs kein niedrigeres Element auf ein hoheres folgt. Eben-
s0 ist es leicht, die Kombinationen mit und ohne Wiederholungen
zu einer bestimmten Swmme zu bilden.
Liihsens Analysis. . 2



18

120 (1,2,3,4,5,6,7,8,9); td (1,2,3,45,6)

1119 146
1128 155
1137 236
1146 245
1155 335
1227 344
1236

1245 ,

1335 ud (1,2,3,4,5,6)
1844

2226 146
2235 236
2944 245
2334

3333

Variationen zu bestimmten Summen.

23.

Weil, nach § 19, Anmerkung, die Variationen aus m ver-
schiedenen Reihen von je n Elementen (wenn man sie aus den,
allen Reihen gemeinschaftlichen Zeigern 1, 2, 3...# bildet) in
formeller Hinsicht auch zum Vorschein kommen, wenn man aus
den gemeinschaftlichen Zeigern 1, 2, 3...# alle moglichen Kom-
binationen mit Wiederholung zur mten Klasse bildet und dann
die erhaltenen Formen permutiert, so erhdlt man offenbar die
Anzahl aller Variationen zu einer bestimmten Summe be-
quemer, indem man die Kombinationen mit Wiederholung zu
dieser Summe bildet und dann die Permutationszahlen der er-
haltenen Formen addiert. In Zeichen:

o

V2. =y G250

24,

Aufgabe. Wie viele verschiedene Wiirfe sind mit drei
Wiirfeln moglich und wie viele sind darunter, deren Augen-
zaht =12 ist?

— ———

19

Aufiésung. Denkt man sich den einen Wiirfel mit weifsen
(w), den zweiten mit roten (r) und den dritten mit blauen (3)
Nummern bezeichnet, so erhellt leicht, dafs z. B. die Wiirfe
1235 1235 123 &c. als wirklich verschiedene betrachtet werden

wrb ruwb rbhw
missen. Wir haben hier also drei verschiedene Reihen von je
6 Elementen. Die Anzahl aller verschiedenen Wiirfe ist also:

3
V (1,2...6)=63=216. Waeil ferner

oV (12,345,8) =p 120 (1,2,3,4,5,6)
ist, so giebt es hier offenbar 25 verschiedene 156 |
Wiirfe, deren Augenzahl==12 ist, denn die drei 246 |
Formen 156, 246, 345 lassen jede 6, die Formen 255
255, 336 jede aber nur 3 Permutationen zu, und 345
444 kommt nur einmal vor. 444



Zweites Buch.

Binomischer Lehrsatz fiir ganze
Exponenten.

25.

Die Buchstabenrechnung lehrt die Regeln, nach welcher man
die entwickelte zweite und dritte Potenz von einer beliebigen
zweiteiligen Grofse (Binom) gleich aus dem Gedichtnis
hinschreiben kann, namlich:

(a—%—b)gzaﬂ—i—2(1113—1—62

(a+bpP=a®+3a?b+3ad*+0b°

Es kommt nun aber auch hiufig vor, dafs man eine viel

hohere Potenz von einem Binom zu entwickeln hat, was durch
unmittelbare wiederholte Multiplikation offenbar sehr mithsam
und langwierig sein wiirde. Da nun aber die entwickelte Po-
tenz z B. von (a4 b)1° gewils nicht willkirlich, sondern durch
den Potenzexponenten im voraus bestimmt ist, so mufs offenbar
auch ein allgemeines Gesetz (Formel) existieren, nach welchem
man die Entwickelung gleich fertig hinschreiben kann. Es ent-
steht deshalb die Aufgabe, dieses Gesetz zu entdecken und auf-

zustellen.

26.
i ! sverschi zwei-
Nehmen wir zuerst an, es solle aus verschiedenen z
teiligen Faktoren, z. B. aus sechs: (@ +b), (c+d),...... das

Produkt entwiclelt werden. Schreibt man diese sechs Faktoren
untereinander und setzt dariiber den gemeinschaftlichen Zeiger

'I':
g
[
4_
|

—

21

1, 2, so konnte man das verlangte Produkt, zufolge 21 2
§ 18, Anmerkung, durch Variation finden. Es wire a-+
dann, indem man in den erhaltenen Variationen, c+d
statt der Zeiger 1, 2, die ihnen und ihren Plitzen e+ [
entsprechenden Elemente setzt: 111111 soviel als ¢+ 4
acegil; ferner 111112 = acegim; 111121 = acegkl &c. itk
Es ist hier namlich 111121 nicht als Permutation [ -+
von 111112 anzusehen, indem die Zeiger 1 und 2

an verschiedenen Plitzen verschiedene Bedeutung 11111

3 . 111112

haben. Wiren aber, worauf es hier nur ankommt, 111121

die 6 zweiteiligen Faktoren einander gleich (a+b), 111129

so wiirde der Zeiger 1, an welchem Platze in einer 111_,;{;
Variationsform er auch stehen moge, immer ¢ und -

. . ! _ . 111212

ebenso der Zeiger 2 immer & bedeuten und die 111991
Variationsformen 111112, 111121, 111211 &c. wiren .

dann an Inhalt gleich (ndmlich jede =¢%b) und als 295992

wirkliche Permutation der Kombination 111112 an-
zusehen. Ebenso wiren dann 111122, 111212,
111221, 112112 &c. jede =a*b®. In diesem Falle also, wo die
sechs zweiteiligen Faktoren alle gleich sind, erhilt man das

Produkt derselben, d. i (a4 5)¢ weit kiirzer,

wenn man, wie nachstehend angedeutet, die L 2
Zeiger 1, 2 zur sechsten Klasse mit Wieder- a-+b
holung kombiniert und jede Form so oft nimmt, a—+b
als ihre leicht zu berechnende Permutations- a+b
zahl angiebt. a—+b
Die Form 111111 oder a® enthilt sechs a—+b
gleiche Elemente und kommt also nur einmal a+b
vor. Dasselbe gilt von der Form 222222 oder m_

b, Die Formen 111112, 122222 oder «3b,
ab® enthalten jede unter ihren sechs Ele-
menten finf gleiche, jede Form kommt also

1.2.3.4.5.6
- -=06mal vor (§ 10).
1.2.8.4.5

Die beiden Formen 111122 und 112222

111112=4ab
111122 =q*b?
111222 =a383
112222 =a%b*
122222 =ab®
222222 ="0%

oder a*b? %% enthalten jede einmal vier ‘
~und einmal zwei gleiche Elemente und jede kommt also

1.2.3.4.5.6 6.5

- — — = mal vor.
1.2.3.4.1.2 1.2
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1.2.3.4.5.6 6.5.4
i 222 = a3b® =
DieForm 11122 a?b kommt1.2.3.1.2.3 3.2.1ma1
vor, daher:
(4450 = a - 6ah 45 oatbi 400 V40D 6 b b

(a4 b)°—a® +6a> b+ 15 a* b2 4 20 a3 b 4 15 a2 b* 4 6 b’ - b®

217.

Aus vorstehendem § ist nun wohl &
klar geworden, dals, wenn man all- a+b
gemein das Produkt, aus » gleichen a+b
zweiteiligen Faktoren, d. i. die nte Po- a+b
tenz eines Binoms, (a-+0)*, zu ent-
wickeln hat, darin die nebenstehend an- “‘i‘f’m
gedeuteten Formen a®; a*~'b; a"—2b%; 1111...111 =a»
av3b%;. ... ab* 1y b zum Vorschein 1111...112—=a*-1p
kommen miissen und von welchen die 1111...192 — q»—2b*

erste und letzte Form nur einmal vor- :
kommt. Bezeichnen wir die Koeffi- 1122...292 — g2pn—2
zienten der iibrigen Formen vorldufig 19992 ...929 — ghn—1

mit é ]%, B..., so hat man 2222...222=0"

>
20—1

(a+b)"—a"+B a"—‘b+B @224 ...+-B.ar—7b .- B abi— 1+b"

Die noch zu bestimmenden Koeffizienten B, B... ., welche

die Binomial-Koeffizienten heifsen, sind, wie schon bemerkt,

nichts anderes, als die Permutationszahlen der Formen, vor

welchen sie stehen, und deshalb leicht zu berechnen.

Jede Form a*, a*1b &c. enthilt » Elemente, indem jede

folgende Form ein a verliert und dafiir ein b wieder aufnimmt.
Die Form ¢* kommt nur einmal vor.

Die Form ¢*~'b enthilt » Elemente, worunter n—1 gleiche,
daher (§ 10)

1.2.3.4...(7—2) (h—D n__
1.2 —

! 3.
B=1" .3' . (n—2) (n—1)

e —

e g e
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Die folgende Form, a*—2b%, enthilt wieder n Elemente,
worunter einmal n—2 gleiche und einmal 2 gleiche, daher
é_l 2.3...0—2)(n—)n_ n (n—1)
S 1.2.3...m—2) . 1.2 1 . 2°

Allgemein ist der rte Binomial-Koeffizient

é:1.2.3...(n—r) m—r+1) m—r4+2)... m—1) n
1.2.8...m—7) . 1 . 2 7
é:n.(n—l).(n—2)...(n—-r—i—l)
1. 2 . 3... r '
Folglich auch
B" m—1...n—r+1) —r) (n—r—1)....(r+2) (r+1)
1.2 . . . 7 1) (r42) ... (—r—1) (n—7r)
n (n——l) ...... (r_—}—l)
1.2 ...... (n—7)
ot I R

Die Koeffizienten, welche von Anfang und Ende gleich-
weit abstehen, sind also einander gleich und man braucht des-
halb dieselben nur bis zum mittelsten Gliede zu berechnen und
die folgenden in uningekehrter Ordnung nur wieder abzuschreiben.
(Vergl. die Anmerk. zu § 13.)

Daher ist nun, weil n eine ganze Zahl ist, ganz allgemein ¥)

n%l nnlnz

(a+b)'=a +n.av lb—}— ar 2b2—i—— a2+ A n.abv b

28.

Wir fiigen vorstehender wichtigen Formel noch ein paar
sich von selbst aufdringende Bemerkungen hinzu:

1. Die nte Potenz eines Binoms hat allemal n -4 1 Glieder.

2. Ist der eine Teil des Binoms, z B. b, negativ, so sind
natiirlich alle diejenigen Glieder in der Entwickelung negativ,

*) Diese zuerst von Newton gefundene Binomialformel, von der wir in
der Folge zeigen werden, dals sie unter Umstanden auch fur gebrochene
und negative Exponenten giltig ist, soll Newton zu Ehren auf seinem
Denkmal, in der Westminster-Abtei, eingegraben sein; sie ist in der That so
wichtig, dafs man sie mit Recht das IFundament der ganzen héhern Mathe-
matik nennt.
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in welchen b in einer ungeraden Potenz erscheint. So
ist z. B.
(a—b) =a%—5a*b 4+ 10a°b*> — 100?53 + bab* — 5.

29.

Aufgabe. Man entwickele nach der Binomialformel folgende
Potenzen: (a—+ 0)"; (14-x)*; (x4 1) (a+by+L

Auflssung. Man hat
(a4 0)" = a"™+Ta*b4-21a°b%+ 35043+ 35a%b*+-21 4265+ Tab®~+-b",

7 (n n (n—

1) 2—{—)“13 ( —2)x3 + o Fnatl 4 2y

7 (n 1) n (n—.l) (n— _J)

(A+a)'=1+nr+—-

(x-{—l)”—x"-l—nx“ 1+ ;L—0+

(n+1) 7

R AEE S T

ar ll +(n+1)2n (92 1) n-‘lb3+

._..+(1z-+1)ab”+b"'+-l.

(o+-by ' =at4-(n+-1)a"b 4%

30.

Da die Binomialformel

(a4 b) =a" +na1b + —1

....4

= °b°+ +b:

fitr jeden Wert von ¢ und b gultxg ist, so kommt, wenn man
a=1 und b=1 setzt, (14-1)* nimlich:

g 2 B0 2 )B—2)

| 1.2 {.2.3 +tootl
und hieraus
. noomn (n—l) n (n 1)(n—2)
2 —l= g g g g ]

Zufolge § 12 driickt das Glied % die Anzahl aller mog-

lichen Kombinationen aus n Elementen zur ersten Klasse aus,

n.n—
das folgende Glied —2—
zweiten Klasse &c. Es ist mithin die Anzahl aller Kombina-
tionen aus m KElementen zu allen moglichen: ersten, zweiten,
dritten &e. bis nten Klasse—=2+—1.

die Anzahl der Kombinationen zur

T ——
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31.

Setzt man in der Binomialformel ¢=1 und b=—1
kommt (1—1)", niamlich:
n(n—1) nm—1) (n—‘>)

0_1_T+_1 .2 1.2 .38

, SO

A1
und hieraus
1n_m (n—1) nmn—1)n—2)

1 1.2 1.2.3

Hier driickt die Summe der positiven Glieder der rechten
Seite die Anzahl der Kombinationen zu allen méglichen un-
geraden und die Summe der negativen Glieder die Anzahl
der Kombinationen aller gevraden Klassen aus » Elementen
aus. Die Anzahl aller ungeraden Kombinationen aus n Ele-
menten ist also immer um eine Einheit grofser, als die An-
zahl aller geraden Kombinationen. Dies ist ein merkwiirdiges
Faktum der Rechnung. Gretft man blindlings in einen be-
liebigen Haufen gleicher Elemente (z. B. gleicher Geldstiicke,
Kugeln &e.), so ist es nach den Regeln der Wahrscheinlichkeits-
rechnung wahrscheinlicher, eine ungerade als eine gerade An-
zahl in der Hand zu haben.

— ...+ 1

32.

Addiert man die beiden gefundenen Gleichungen
nn—1) nmr—1) (n——2)+

—l=7+"1 3 1.2 .3 S
~n nmr—1) nmr—1)(n—2) —
I=7—71 o+t 17 2.3 ~*t-+}
so erhilt man
o ”n (92—1) (n—2)
_ n—1_—
g == gt

folglich ist die Anzahl der Kombinationen aller ungeraden Klassen
aus 7 Elementen =— 2"~ und mithin die aller geraden Klassen
=271 —1 (weil ja, § 31, die Anzahl aller ungeraden Klassen
um eine Einheit grofser ist, als die der geraden).
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33 a.

In Bezug auf die Binomial-Koeffizienten lassen sich mehrere
nmerkwiirdige Beziehungen entwickeln, wir nehmen aber nur
die drei in § 33a bis § 33 ¢ auf, da dieselben in der Folge un-
entbehrlich werden.

Entwickelt man mehrere aufeinander folgende Potenzen
eines Binoms, z. B.:

(a+bY=a-+Dd

(a4 0)2=0a®+ 2ab+ b2

(a4 b)®=a®+ 3a®b + 3ab® 4 b

(a4 b)*=a* + 4a®b + 6a°b + 4ab® 4 bt

(a4 b)’=a®+ 5a*b + 10a%b* 4- 10a%b® + 5ad* + b3,
so zeigt sich, dafls allgemein die Summe des rten und - lten
Koeffizienten irgend einer Potenz gleich ist dem r-1ten Ko-
effizienten der ndchst folgenden Potenz. Deutet man den

rten Koeffizienten der nten Potenz durch (;f), gelesen ,n iiber r“,
den r + lten Koeffizienten derselben Potenz durch (,._;i 1) und
durch (,.)j_ll) den 7--1ten Koeffizienten der n- lten Potenz

an, so ist
G =)+ (1)
Es ist ndmlich nach § 27

( n.m—1.m—2).(n—3).. (n—r+1)
S L T

( ) _n. (n—l) (m—2) n—3)..... (—r+1) (n—r)
r+ 2 .3 . 4 .. r L @+

Addiert man diese beiden Koeffizienten, indem man gleich den
ersten als gemeinschaftlichen Faktor heraussetzt, so ist

n. n—l n—2. .(n— r+1)/
\7+1)_ | . 3 ... \ +r—{—1
B n.n—l.n-:% (n—r+1 (n+1)
1.2 .03 L. 7 (r+1)
n—i—l n.n—1.n— (n—r—l—l)
1.2.8.4... (r+1)

Letzterer Ausdruck ist offenbar der (r+ 1)te Koeffizient
von (a4 b))} ,mithin der behauptete Lehrsatz bewiesen.

O

Lehrsatz. (,,_*_1)

Beweis. (r—i—l) L (_1_1) 2. (1_7)

1 2 . 3 ..... (r4-1)
C1.0.(—=D....(1—)
—1.2.8 ... ()
—0.
33 c.
Lehrsatz. (,) + () + () + oo+ () =(50).

Beweis. Nach § 33a ist (;)+ (1) =("}), folglich
(; :(r’ill) —(r—}n—l) und hiernach ist

(r) (r—ﬁ—l)_(r—ll—l)
=611 — 611

(r) = (r—i—l) - (r—{g—l)

7 =G40 — ()
() =G —64a)
Durch Addition dieser G]eichungenig‘g}ebt sich
G+ +6) + -+ (=0T —61)
=(1) —0 (s § 331]

=),

33d.

Hier mag noch eine elementare Ableitung des binomischen
Lehrsatzes (von R. Schurig) Raum finden. *)
Man entwickele aus (¢4 0)?=0a? -+ 2ab + b* durch Multipli-

*) Vergl. Lehrbuch der Avithmetik von R. Schurig, 2. Teil, § 62, 7.
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kation mit a+b: (¢+ )2 =a8 4+ 3a2b +3ab24-b° w. s. w. So
ergeben sich als Koeffizienten _

fir die 10. Potenz: 1, 10, 45, 120, 210, ...

P » 1, 12, 66, 220, 495, ...
Zunichst ist ersichtlich, dafs ;

(@+b)r=a"+na"+ (... )a 20+ (...)a» 3B +....

Nach dem Satze A=B.% lassen sich nun die noch fehlenden
Koeffizienten (...) bestimmen. Es ist namlich
3. Koeffizient

der 8. Koeffizient=29. K i ——
)\ oeffizien oeffizient >< 5. Rooffiziont’

. 45 9
fir die 10. Pot 45 —=10. = — =
iir die otenz 10 10 10. 5
66 11

12. — = kel

” " ” 66 12. 12 12, 9"

.. i . 4, Koeffizient
Der 4. Koeff t =3. Koeffi bt
1zien oe 1z1ent><3. Koeffizient’

g 120 9 8
f " d . = . e —_—
ir die 10. Potenz 120 = 45 a5 10. 5 g
220 11 10

2- _ . A == —_, — 7

N ” 1 ” 220 66 66 12 . 2 . 8 S. W.

Mithin sind die Koeffizienten
i o 10.9 10.9.8 10.9.8.7

der 10. Potenz =1, 10, 1.9° 1.2.9 1.9.5 2

12.11 12.11.10

1.2’ 1.2.37° "

und durch Induktion ergeben sich die Koeffizienten der
nm—1) n(n—1) (n—2)

2 7 1.2.3 T

der 12. Potenz =1, 12,

n. Potenz: 1, n,

Drittes Buch.

Arithmetische Reihen héhern
] Ranges.

34.

In der Einleitung zur hohern Geometrie ist der hier als be-
kannt vorauszusetzende Begriff einer verdnderlichen Grofse,
sowie auch der Begriff Funktion einer verdnderlichen Grofse
gegeben und durch Beispiele erliutert worden (pag. 14). Auch
ist daselbst schon die Einteilung aller Funktionen in transscen-
dente und algebraische erwihnt. Wenn nimlich in einer
Funktion von x die veriinderliche Gréfse 2 als Exponent,
Logarithmus oder auch als Bogen oder Winkel vorkommt,
z. B. @*, log 2, sin z &c., so heilsen solche Funktionen trans-
scendente, alle iibrigen dagegen heifsen algebraische.*)

Die algebraischen Funktionen heifsen rational, wenn die
verinderliche Grofse mit keinem Wurzelzeichen oder gebro-
chenen Exponenten behaftet ist. Ist dies aber der Fall, so
heilsen sie irrational.

Die algebraischen rationalen Funktionen heilsen kurzweg:
ganze Funktionen, wenn die veriinderliche Grilse darin nicht
als Divisor vorkommt; ist dies aber der Fall, so heilsen sie

*} Diese bisher allgemein giiltigen, aber unlogischen Definitionen fiir
»algebraische und transscendente Funktionen und Gleichungen“ glaubt der
Bearbeiter dieser Auflage durch die nachstehenden ersetzen zn miissen.

Ein aus einer endlichen Anzahl von Gliedern der Form axr Lestehen-
der Ausdruck ist ein algebraischer; ein transscendenter dagegen, wenn sich
derselbe nur als eine unendliche Reilie von Gliedern jener IForm darstellen
lafst, wie es bei =, llg 2, sin 2 u. s. w. der Fall ist. (Vergl. Lehrbuch der
Arithmetik von R. Schurig, 3. Teil, § 76, 1.)
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gebrochene Funktionen und zwar echt gebrochen, wenn die
verinderliche Grofse im Nenner einen hthern Exponenten hat

. b 2
So ist z. B. ﬁ_!c—th;_x;i eine echt gebrochene,

dagegen eine unecht gebrochene Funktion.

als im Zihler.

a -+ bx?
a+ Ba+ya?

Die ganzen Funktionen unterscheidet man ferner nach
Graden, welche der hochste Exponent angiebt, a-- bz -+ ca?;
a—+cx?; ¢x? sind z. B. alle drei vom zweiten Grade.

Eine Funktion heilst eine gerade Funktion, wenn sie fiir
gleiche entgegengesetzte Werte der veranderlichen Grofse
vollkommen gleiche Resultate giebt. Solche sind z. B. a-+bz2-+ca?,
cos z, ¢*, r®—a?® &c., denn ob hierin z=h oder x=—"h ge-
nommen wird, man erhilt doch dasselbe Resultat. Diejenigen
Funktionen dagegen, welche fir gleiche entgegengesetzte Werte
der verinderlichen Grofse gleich groflse, aber entgegengesetate
Resultate geben, heifsen ungerade Funktionen. Solche sind
z. B. ax - ba® + ¢x®, sin 2 &e.

Wenn schliefslich fiir keinen endlichen Wert einer ver-
dnderlichen Grofse der Betrag der daraus gebildeten Funktion
weder unendlich noch imaginir wird, so heilst die Funktion
stetig (kontinuierlich), sonst unstetig (diskontinuierlich). Un-
stetig sind z. B. y/ 52 @, @—?3, x—j—b’
Werte von z, die kleiner als a sind, also zwischen den Grenzen
von =0 bis =+ « imaginir, die zweite fiiv =0 und die
dritte fir z= >0 unendlich wird.

well erstere fiir alle

35.

Sei nun y irgend eine Funktion von «; in Zeichen y=¢ (z),
so ist in der hohern Geometrie gezeigt, dafs eine Funktion
zweier verdnderlichen Gréfsen, wenn man darin die absolut ver-
dnderliche sich stetig sndern lifst, eine geometrische Bedeutung
hat, némlich (im allgemeinen) irgend eine Linie darstellt.

Lassen wir nun aber in der Funktion, y= ¢ (2), die
absolut verinderliche Grofse z nicht stetig sich #ndern, sondern
sprungweise und zwar immer wm gleiche Intervalle, z. B.
x=1,2 3, 4... und berechnen den jedesmaligen Betrag der
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Funktion, so erhilt dieselbe eine rein arithmetische Bedeutung.
Sie stellt dann keine ILinie, sondern eine Reihe von Zahlen
dar, die wie die entsprechende Linie begrenzt sein, oder auch
ins Unendliche fortlaufen, sowie auch fiir gewisse Werte von
z unterbrochen sein kann.

36.

In geometvischer Hinsicht heifst ¢ (z) das Gesetz, nach
welchem die raumliche Grolse sich bildet, und wir wissen, dafls
diese an Gestalt und Eigenschaften dadurch vollkommen be-
stimmt ist. Ebenso kann man in arithmetischer Hinsicht
sagen, dals durch ¢ (2) die daraus entspringende Reihe von
Zahlen im voraus samt allen ihren etwaigen Merkwiirdigkeiten
vollkommen bestimmt ist und die ¢ (x) deshalb das Gesetz (all-
gemeine Glied) der daraus entspringenden Zahlenreihe nennen,
und es ist klar, dals jede andere Funktion von z (im allge-
meinen) eine andere Reihe von Zahlen giebt, und ¢ (z) also
auch eine unerschopfliche Quelle von Zahlenreihen darstellt.

317.

Wir konnen diese Vergleichung der Arithmetik mit der
Geometrie noch weiter fortsetzen, denn so undhnlich sie in
jeder andern Hinsicht sind, so haben sie doch in ihrem Zweck
und Wesen eine gewisse Ahnlichlkeit.

So wie nimlich die hohere Geometrie aus der willkiirlich
aufgeworfenen Funktion y = ¢ (z) das darin enthaltene Bild und
dessen Merkwiirdigkeiten darzustellen sucht, sowie auch aus
einer mechanischen Entstehungsweise oder gegebenen Eigen-
schaften einer rdumlichen Grofse ihr eigentliches (arithmetisches)
Gesetz aufsucht, aus welchem alle iibrigen Eigenschaften, so-
wie die Rektifikation und Quadratar derselben gefunden werden
kann, so soll dagegen die Analysis in #hnlicher Weise die in
der willkiirlich aufgeworfenen Funktion, y— ¢ (x), enthaltene
Zahlenreihe, sowie alle ihre Merkwiirdigkeiten darstellen und
umgekehrt, wenn eine auf andere Weise gebildete Zahlenreihe
gegeben ist, z B. die mittleren tiglichen Thermometer- oder
Barometerstinde &c., das darin herrschende allgemeine Gesetz
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aufsuchen, nach welchem jedes beliebige Glied der Reihe be-
stimmt, sowie auch die etwaigen Eigenschaften der Reihe, die
Summe einer bestimmten Anzahl Glieder &e., gefunden wer-
den kann.

38.

Nichts in der Natur ist gesetzlos, und um die mannig-
fachen Erscheinungen erkliren und voraussagen zu konnen,
kommt es nur darauf an, die Gesetze, nach welchen die Natur
wirkt, zu entdecken. Die Forschungen nach Naturgesetzen
fihren aber fast immer auf riumliche Gestalten oder auf Zahlen-
reihen, in welchen sie liegen. Deshalb gewihrt auch die
Spekulation itber rdumliche Grofsen und Zahlenreihen nicht
allein wissenschaftliches, sondern auch praktisches Interesse.
Die Zahlenreihen sind besonders fiir die Experimental-Physik
von grofser Wichtigkeit, weil man durch dieselben eine ver-
anderliche, aber deshalb nicht zufillige Erscheinung unter
einem sich immer gleich bleibenden Gesetze aufzufassen sucht.

Die Betrachtung der Zahlenreihe hat auf manche gliick-
liche Entdeckung in der Mathematik selbst gefithrt. Leibnitz
und Newton sind dadurch auf die Erfindung und Begriindung
der Differential- und Integralrechnung gekommen. Ohne
Kenntnis der Zahlenreithen wiirde Babbage seine merkwiirdige
Rechenmaschine nicht erfunden haben.

39.

Da es unzihlige verschiedene Funktionen von einer ver-
dnderlichen Grrofse und mithin auch unzihlig viele Zahlenreihen
giebt, so ist es offenbar unthunlich, jede besondere Zahlenreihe
mit einem besonderen Namen zu benennen. Wir miissen des-
halb, um Ordnung zu erhalten, die verschiedenen Zahlenreihen
in Klassen zu bringen suchen, wovon jede eine ganze Sipp-
schaft begreift, und hierzu verhilft uns die § 34 erwihnte Ein-
teilung der verschiedenartigen Funktionen. Denn es lifst sich
mutmalsen, dals Reihen, welche aus einerlei Art Funktionen
entspringen, bei all ihrer sonstigen Verschiedenheit, dennoch
dhnliche Merkmale besitzen werden.
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Wir betrachten deshalb zuerst die einfachste Art Reihen,
deren Bildungsgesetz eine ganze Funktion ist und mithin die
Form: y=a+br+cx*+d2®>+..... hat (§ 34). So wie man
nun iibereingekommen ist, alle Linien, die aus einer ganzen
Funktion entspringen, kurzweg parabolische Linien zu
pennen *) und sie nur nach dem durch den hochsten Exponen-
ten von z bestimmten Girade zu unterscheiden, so ist man eben-
falls iibereingekommen, alle aus solchen ganzen Funktionen
hervorgehende Reihen kurzweg arithmetische Reihen zu
nennen und- sie blofs nach dem Range ihrer Funktion zu unter-
scheiden.

40.

Um das Vorhergehende zuerst durch ein einfaches Beispiel
zu erlidutern, sei

y=2z*—x-4-1.
Setzen wir fiir die absolut verdnderliche Grofse z nach
und nach die aufeinander folgenden Zahlen 0, 1, 2, 3...... ,

welche zugleich die Zeiger (Stellenzahlen, Indices) der ent-
sprechenden Glieder andeuten, so erhalten wir folgende Reihe,
welche der gegebenen FErklirung zufolge eine arithmetische
Reihe dritten Ranges ist:

g 1l 2 A L S

1, 2, 15, 52, 125, 246....

Betrachten wir nun diese Reihe, so scheint auf den ersten
Blick die grofste Unregelméifsigkeit darin zu herrschen. Gleich-
wohl wissen wir, dals kein blinder Zufall die Glieder derselben
zusammengewiirfelt hat, vielmehr jedes derselben nach einem
und demselben Gesetze ¢ (2)=22° —z -1 entsprungen ist
und dafs jeder, [der dieses Gesetz kennt, im stande ist, jedes
andere Glied sofort zu bestimmen. Wollen wir z. B. das zehnte
Glied, so ist dieses=2.10° — 10+ 1=1991. Dieser Reihe,
sowie allen iibrigen arithmetischen Reihen sind offenbar nur
willkiirliche Grenzen zu setzen, d. h. wir konnen sie beliebig

*) Die gewdhnliche Parabel ist als spezieller Fall darin enthalten.

Libsens Analysis. 3
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weit fortsetzen und zwar nach beiden Seiten, denn setzen wir
statt z auch nach und nach —1, —2... so erhilt man:

ceee T8 = 2 L 2 3 Lo

....—50, ~13, 0, 1, 2, 15 b2 125....
Und eine solche nach beiden Seiten unbegrenzte Zahlenreihe
konnte, im Fall sie das Gesetz irgend einer verinderlichen
Naturerscheinung darstellte, ein Bild der Zeit sein. Von einer
bestimmten Epoche aus konnte man sowohl vorwirts als riick-
wirts schauen und sehen, was war, ist und sein wird.

41.

Man kann aus dem bekannten Gesetze einer arithmetischen
Reihe durch eine leichte Umformung ein anderes von gleichem
Range fiir dieselbe Reihe ableiten, nach welchem jedes beliebige
Glied derselben zum ersten wird. Die Funktion

giebt die Reihe:
e ) 3 2
L1800, 1, 2 15, B2, 195...
in welcher 2 das erste Glied ist, indem filr 2=1:y=2 wird.
Um nun fiir dieselbe Reihe das Gesetz zu erhalten, nach
welchem nicht 2, sondern 15 als erstes Glied erscheint, braucht

man nur in Gleichung (1) z + 1 statt 2 zu setzen, so erhilt man:
y=2(+1P%—(z+1)+1....... (2)
denn setzt man in (2) z=1, so kommt offenbar dasselbe, als
wenn man in (1) =2 setzt &. Die Gleichung (2) oder, in-
dem man die Klammern auflost, die Gleichung:
9y =22%+ 622 + bx -+ 2
giebt nun fiir z=0, 1, 2..., y=2, 15, 52... Soll in obiger
Reihe 52 das erste Glied sein, so wiirde man in (1) 2+ 2 statt

z, und wenn 1 das erste Glied sein soll, z —1 statt 2 setzen &e.
(Vergl.: Hohere Geometrie § 68.)

42,

Liegt nun irgend eine gesetzmilsige Reihe von Zahlen vor
uns, so konnen wir aus derselben sogenannte Differenzreihen
bilden, indem wir jedes Glied von dem néchstfolgenden abziehen,
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Die aufeinander folgenden Differenzen bilden dann eine
andere Zahlenrethe, welche die erste Differenzreihe heilst. Mit
dieser konnen wir dann ebenso, wie mit der gegebenen oder
sogenannten Hauptreihe verfahren und erhalten dann die
zweite Differenzreihe &ec.
Sei z. B. das Gesetz oder allgemeine Glied der Hauptreihe
' y=2z3—z+1,
so ist die
L 2 x5 & S D

Hauptreihe...... 2 15, 52, 125, 246, 427 ..

I. Differenzreihe.. 13, 37, 73, 121, 181..

I1. " .. 24, 306, 48, 60..

III. \ .. 12, 12,  12..

43.

Es ist klar, dafls alle Differenzreihen durch die Hauptreihe
im voraus bestimmt, und wenn auch nach andern Gesetzen
gebildet, so doch gesetzmifsig sein werden und dafs die Ge-
setze (allgemeinen Glieder), nach welchen sie entspringen, aus
dem Gesetze fiir die Hauptreihe sich miissen ableiten lassen.
Um z B. aus dem allgemeinen Gliede, der Hauptreihe des
vorigen Paragraphen, niamlich

' y=22—z+1,

das allgemeine (Gtlied der ersten Differenzreihe, welches wir mit
Ay bezeichnen wollen, zu finden, iberlege man die Sache so:
Subtrahiert man das erste Glied der Hauptreihe von dem
zweiten, so erhilt man das erste Glied der ersten Differenzreihe.
Subtrahiert man das zehnte Glied der Hauptreihe vom elften,
so erhédlt man das zehnte Glied der ersten Differenzreihe &c.
Setzt man also in dem allgemeinen Gliede der Hauptreihe
228 — 241 einmal =100 und dann 2==101 und subtrahiert
das erste Resultat vom zweiten, so erhdlt man offenbar das
hundertste Glied der ersten Differenzreihe

=2.101* —101+41-—(2.1002 — 100+ 1)

und wenn man statt 100 und 101 ganz allgemein z und z 1
setzt, so erhdlt man offenbar das zte (allgemeine) Glied der
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1ten Differenzreihe, welches wir mit Ay bezeichnen, so
dals also

Ay=2+1P—(@+1)+1—2®—z+1)
oder, die Klammer aufgelsst,

DNy=06x+6x+1

das allgemeine Glied der ersten Differenzreihe. Diese ist also
wieder eine jarithmetische Reihe und zwar von einem Range
niedriger. Setzt man hierin z=1, 2, 3..., so kommt die Reihe:
13, 37, 73... :

Da man nun offenbar auch allgemein das zte Glied der
zweiten Differenzreibe erhilt, wenn man das zte Glied der ersten
Differenzreihe vom z--1ten subtrahiert, so ist, indem wir das
Resultat mit A%y bezeichnen:

APly=6(@+ 1)+ 6@+ 1)+ 1— (62°+ 62+ 1).
Es ist also
Ny=12z+12

das allgemeine Glied der zweiten Differenzreihe, welche also
wiederum von einem Range niedriger, nimlich vom ersten
Range, also die gewdhnliche (gemeine) arithmetische Progression
ist. Setzt man x=1,2,3..., so kommt die Reihe: 24,36,48...
Subtrahiert man wieder das zte Glied der zweiten Differenz-
reihe vom «--1ten, so erhdlt man das allgemeine Glied der
dritten Differenzreihe, nimlich

Ny=0.z+4+12=12.
Diese Betrachtungen fithren wuns auf folgenden merk-
wiirdigen Satz:

44,

Lehrsatz. Jede arithmetische Reithe vom mten Range
(oder von der n.Ordnung) giebt immer # und nur % Differenz-
reihen. Unter den Gliedern der nten Differenzreihe giebt es
néamlich keine Differenzen mehr, sie sind alle einander gleich
und zwar gleich der vollen Permutationszahl aus dem hochsten
Ixponenten der verinderlichen Grofse, multipliziert mit dem
konstanten Koeffizienten, womit die hochste Potenz im all-
gemeinen Gliede behaftet ist. In Zeichen: wenn

y=Az" 4 Bur ... 4 T...
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das allgemeine Glied der Hauptreihe und = der grofste Ex-

ponent ist, so hat diese Reihe, was auch die iibrigen auf das
hiochste Glied Axz" folgenden niedrigeren Glieder sein mogen,
immer 7 Differenzreihen und in der nten (letzten) Differenzreihe
ist jedes Glied==1.2.3.4....n.A.

Beweis. Subtrahiert man das zte Glied vom z -+ lten, so
erhilt man das ate (allgemeine) Glied der 1ten Differenzreihe,
n#imlich

Ay=A@x+1D"+Bz+1)r+....4+T— (Azt+Ba? +...+ T)
oder entwickelt [weil nach § 29 (z+1)"=a"+ nz*1+....]
kiirzer: Ay=nAz""14+ B4+ ....+ T,

Die hier auf das hochste Glied, n.Az"~!, folgenden
niedrigern Glieder B2 &c. brauchen wir fiir die Beweis-
fithrung nicht zu kennen, indem sie (weil zuerst herausfallend)
auf die fragliche allerletzte Differenzreihe keinen Einflufs haben
konnen.

Aus dem gefundenen hochsten Gliede n.Az"—1! des Gesetzes
fiir die erste Differenzreihe konnte man nun auf dieselbe Weise
das hochste Glied des Gesetzes fiir die zweite Differenzreihe
ableiten. Man sieht aber leicht, dals man dies viel kiirzer er-
halten kann. Denn so wie aus dem hochsten Gliede fiir die
Hauptrethe, Az"+4 ....4T, das hochste Glied der ersten
Differenzreihe entspringt, indem man den Koeffizienten A mit
dem Exponenten der veridnderlichen Potenz multipliziert und
diese Potenz um eine Einheit verringert, nidmlich: nAa"—1, so
mufs offenbar aus diesem hdchsten Gliede fiir die erste Differenz-
reihe, indem wir nur diesen Schlufs wiederholen, das hochste
Glied fir die zweite Differenzreihe entspringen, nimlich:

(n—1).nAz"=2 &c. Mithin ist
ANy=(n—1).nAz"2+ Bya==3 4 ....
Aly=mn—2).(n—1).nAz""3 ...
Aty —(n—9) (5—8)....(n—1)nAzn—1 + ... d. i
AYy=[n—10—1)] [2—~(10—2)]...... (n—1) nAz" 204 ..., folglich
/_T\"—lyz [#—(n—1—1)][n— (n—1—2)].... (n—1) nAz*~0:=1 oder
Ay =9.3.4...(n—1)nAz+ They.

Esist also 2.3.4....(n—1)nAy + T, das allgemeine Glied
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der (n—1)ten Differenzreihe, indem wir mit T,_; den etwaigen
konstanten Teil bezeichnen.

Subtrahiert man nun schliefslich das zte Glied der (n—1)ten
Differenzreihe vom x -+ 1ten, so erhalten wir das ate Glied der
nten Differenzreihe, ndmlich

Ay=2.3.4....08+1)+T, ,—(2.3.4....042z+T, ;)
oder
Ay=0.2+4+1.2.3....(n—1)nA.

Da nun dieses allgemeine Glied fiir die nte Differenzreihe
kein z mehr enthilt, indem fiir jeden Wert von 2=1,2, 3....
doch immer 0.2=0 ist, so ist klar, dafls jedes Glied der mten
Differenzreihe=1.2.3....nA ist, wie der Lehrsatz behauptet.

45,

Der vorstehende Lehrsatz ldfst sich noch allgemeiner so
aussprechen : *)

Setzt man in einer ganzen Funktion y=Az"+-.... + T, fiir
die veridnderliche Grofse z erst einen ganz beliebigen Wert,
den wir mit 2, bezeichnen wollen und dann immer um eine
ganz beliebige Grofse, h, mehr, d. h. setzen wir statt z nach
und nach z,, o+ k, 2o+ 2k, 2,4+ 3k.... (sowie auch abnehmend
Zo—h, Zo—2h....), so erhilt man eine arithmetische Reihe,
welche n Differenzreihen giebt. In der mnten (letzten) Differenz-
reihe ist dann jedes Glied =1.2.3....nA. " **)

Nennen wir hier die Glieder der Hauptreihe, welche fiir
z=zy+ 0.h,=2y+ h,=x,+ 2h.... entspringen, das Ote, 1lste,
‘2te Glied &c., so erhilt man offenbar das rte Glied der ersten

*) Dieser und [der folgende 46. Paragraph hangen mit dem Folgenden
nicht zusammen und konnen deshalb auch Gberschlagen werden.
*¥) Sei zur Erlauterung «? das allgemeine Glied und 2,=3, h=2, setzen

wir 2lso statt 2 nach und nach 3, 5, 7, 9...., so kommt:
R
Hauptreihe ....—27, —1, 1, 27, 125, 343, 1729, 1331....

J 26, 2, 26, 98, 218 386, 602....
Differenzreihen: —24, 24, 72, 120, 168, 216..
l 48, 48, 48, 48...........

und in der dritten (letzten) {Differenzreihe ist jedes Glied, wie behauptet,
=1.2.3.23=48.
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Differenzreihe, wenn man das rte Glied der Hauptreihe vom
r+ lten subtrahiert. Um nun die allgemeine Richtigkeit des
behaupteten ‘Satzes einzusehen, setzen wir in das allgemeine
Glied der Hauptreihe

y=—Az*+ BaP+....4+T
statt # einmal £+ & und einmal z, und subtrahieren das letztere:
Resultat vom ersteren, so hat man fiir das xte (allgemeine)
Glied der 1sten Differenzreihe den Ausdruck
Ay=A(z+hy»—+Blz+hy+... +T— (Az"+4 Bar 4. 4-T) ... (1),
denn setzt man hierin nach und nach zy+h, z,4-2h....statt z,
so ist das soviel, als wenn man das erste Glied der Hauptreihe
vom zweiten, das zweite vom dritten,.... subtrahiert und man
erhilt also das erste, zweite .... Glied der ersten Differenzsreihe,
welche man mit Ay, AYs.... bezeichnet. Der Ausdruck (1)
giebt ndmlich fir z=—=x,+ h:
Ay—=A @ +2h)y+ B (@g+2h)P 4.+ T-[ Alzoth)"+B (ro+hyP+...+T]
und fir z==2z,+ 2h:
Ayg=A (@y+3h) +B(@,+ 3R +.+T-[ Ao +20)"+B (2o +2h)P+.. +T]

Reduzieren wir den obigen Ausdruck (1) auf seine kiirzere
Form, indem wir die Klammern auflosen, so ist: ‘
Ay=A(x"+nx"”h+.+h")+B(avP+pxP'1h+..+h1’)+.+T—(Ax”+Bxl’+..+T)

Ay=nAha'+ B2+ .. T

Man sieht also, dafs das allgemeine Glied fur die erste
Differenzreihe von einem Range niedriger ist, als das der
Hauptreihe. Wollte man dies allgemeine Glied genau kennen,
so miifste man alle auf das hochste Glied nAh.z"—* folgenden
niedrigeren, hier nur angedeuteten Glieder wirklich berechnen.
Fir die Beweisfihrung unseres Satzes ist dies aber nicht
notig, weil sie auf die nte (letate) Differenzreihe keinen Ein-
flufs haben.

Durch ein shnliches Résonnement, wie in § 44, ergeben
sich nun die allgemeinen Glieder der 2ten, 3ten....nten Differenz-
reihen, n#mlich:

Nqy=m—DnAr*. 2" 2+4....

APy =(n—2)(n—1)nAhPx" 3+ .. ..

A"“‘y —2. 3. 4....nA V. 2+ T,
Ary=1.2.3....nAR"
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Von Wichtigkeit fiir spatere Sitze wird zugleich der hier
und schon in § 45 abgeleitete Satz, dafs in Bezug auf jede
Reihe, also auch jede Differenzreihe, die nichstfolgende Dif-
ferenzreihe einen Grad niedriger sein mufs. Ist also eine
gegebene Reihe vom mten Range, so ist die 1. Differenzreihe
derselben eine Reihe #-—1ten Ranges, die 2. Differenzreihe eine
Reihe #—2ten Ranges u. s. w. Ist z. B. eine Reihe vom
3. Range, sind also die Glieder ihrer 8. Differenzreihe einander
gleich, so muls die 1. Differenzreihe eine Reihe 2. Ranges, die
2. Differenzreihe eine Reihe 1. Ranges sein.

46.

Aus vorstehendem Satze folgt, dals , Wenn man aus einer
arithmetischen Reihe beliebig viele Glieder in gleichen Inter-
vallen herauswirft, die tibrigen Glieder dennoch eine arith-
metische Reihe von demselben Range bilden.

Denn denkt man sich eine arithmetische Reihe gebildet,
indem man in ihrem allgemeinen Gliede %y, X9+ h, x5+ 2h &c.
statt  setzt und nimmt aus der Reihe zwischen je zwei Glie-
dern eins weg, so kann man sich die restierende Reihe aus
demselben allgemeinen Gliede entstanden denken, indem man
statt # nach und nach z, z,+ 1.2k, 2,+2.2%.... und wenn
man in gleichen Intervallen zwei Glieder weglisst, %y, o+ 1.3h,
Zy+2.3h.... gesetzt hat &ec.

Ist z. B. 2® das allgemeine Glied, a,—3 und h=1, so hat

man die Reihe:
L 2 2 L 58 z g o
.9, 16, 25 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144....
Lalst man vom Oten Gliede an zwei Glieder ausfallen , S0

kommt die Reihe:

9, 36, 81, 144...

27, 45, 63....
18, 18=1.2.82

417.
Aufgabe. Es sind so viele Glieder einer arithmetischen

Reihe gegeben, dals der Rang derselben dadurch bestimmt wer-

den kann; z. B.
=13, 0, 1, 2 15 B2 125....
Man soll das allgemeine Glied derselben finden.
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Auflésung. Die Reihe giebt drei Differenzreihen, niimlich:
13, 1, 1, 138, 87, 73 121....
—12, 0, 12, 24, 36, 48....
12,12, 12, 12, 12....
und da nun bestimmt ist, dafs die fragliche Reihe eine arith-
metische sein soll, so muls das allgemeine Glied derselben
notwendig eine ganze Funktion vom dritten Grade sein, deren
allgemeine Form
y=oax® 4+ bx*+cx+d....... (1)
Zufolge § 41 ist es gleichgiiltiz, welches Glied in der Haupt-
reihe als das erste angenommen wird. Wir wollen deshalb
das Glied 2 als erstes nehmen, mithin 1 als Otes Glied. Dann
miissen die in Gleichung (1) zu bestimmenden Koeffizienten
a, b, ¢, d offenbar so beschaffen sein, dafls fiir z=0,1,2,3.....
y=1,2 15 52.... wird. Dies gibe dann zur Bestimmung von
a, b, ¢, d vier Bedingungsgleichungen. Da aber jedes Glied der
letzten Differenzreihe = 12, und, zufolge -§ 44, 1.2.3a=12 ist,
12

1.2.8
mufls, so ist (weil fir x=0 die drei ersten Glieder in (1) auch
=0 sind) d=1, und wir brauchen also, um auch noch die
Koeffizienten b und ¢ in dem schon niher bestimmten allgemeinen
Gliede

so ist a= =2, und da aufserdem fiir =0, y==1 sein

oy =28 + ba® + cx+1
zu finden, nur zwei Bedingungsgleichungen aufzustellen. Nun
ist fir z=1, y=2, daher: 2=2 + b + ¢ 4 1
und fir x=2, y=15, daher 15 = 16+ 40+ 2¢ 4 1.
Hieraus folgt: 5=0 und ¢=—1. (Algebra § 160 bis 163.)
Mithin ist das gesuchte allgemeine Glied der vorgelegten
Reihe:

y=2x —az+1.

Soll nicht 2, sondern 1 das erste Glied sein, so ist das

allgemeine Glied (§ 41)
y=2 (z—1)¥ —(z—1)+1
oder y=22% —62°+ 5z.

Aufgabe. Man sucht das allgemeine Glied der arithmetischen
Reihe: §, 1, 13, 733, 243, 6045..... , in welcher 1 das Ote,
1 das erste Glied ist &e.

4
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Antwort. Man findet y—a*— 22?4 1.

z?
Ebenso findet man 92% und 1000 als die allgemeinen Glieder

der arithmetischen Reihen: 9, 86, 81, 144.... und 0,001;

0,008; 0,027; 0,064; 0,125..., worin 9 und 0,001 die ersten
Glieder sind.

48.

Aufgabe.*) Aus dem Anfangsgliede der Hauptreihe und
jeder der samtlichen Differenzreihen das allgemeine Glied der
Hauptreihe zu finden.

Auflssung. Um eine allgemeine Formel und eine bequeme
Zeichensprache zu erhalten, wollen wir die den Zeigern
0, 1, 2....x entsprechenden Glieder der Hauptreihe mit y,,
Y1, Yz--.-Ys Dezeichnen, so dals y, ¥y, y;.... das Ote, lste....
Glied bedeutet. IEbenso soll Ay,, Ay, .... das Ote, 1ste....
Glied der ersten Differenzreihe und A?%y,, A%;.... das Ote,

1ste .... Glied der zweiten Differenzreihe bedeuten &c., so
dals also

die Hauptrethe und ibre sdmtlichen Differenzreihen bedeuten.

*) Dieser und der folgende 49. Paragraph, sowie auch § 50, 2, kénnen so
lange ungelesen bleiben, bis darauf zuriickgewiesen wird.
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Nach den schon oben aufgestellten Definitionen ist nun
1 2 3
Y1 —Yo= LYo Dyy— Dyo= Lo \ Ny — D= L%
ho—th =Ly Agp— Ay =A%, | Dl A= 2L0%
y3 - 92 = Ayz Aya - Ayg — Azyg A2y3 - Azyg — Aayz

Yr1— y;‘-Z :Ay-r-Q Ayr-l_Ayr-‘Z:A 2yr-2 JAN 2yr-l_A 2@-2:&3%-2
Yr—tYr1=LYr1 DYy —AYri—=A 1 A%y — APy =LY
Durch Addition erhilt man aus dem 1. System dieser
(Hleichungen:

Yr —Yo=— Dyo+ Dy + DAY+ AYyg+ .o —+ Ay,
Aus dem 2. System:
DYy — DYoo= DPyYo+ NPy + JANG 73S SIPEN . + APy,
Aus dem 3. System:
Aty— APyo= A3yo+ A%+ A%+ - - 4 A3y
Aus diesen 3 (leichungen ergiebt sich:
Yr =Yo+ DYoo+ AYyr+ DY+ o oo oo SRAY | IS TP (A)
Ay == Nyo+ Ao+ APy - Apt oo HLOMYpogn s (B)
Ay, = A2yt Alyg+ A%+ DN¥yy 4 o A DYy (©)

Ist nun zunichst
Yoy Yvo Yoy Yoy - -+« - Yn
cine arithmetische Reihe ersten Ranges, sind also die Glieder
der 1. Differenzreihe (Ayy, Ay, Ay, -..) einander gleich und
setzt man jedes derselben = Ayo, 50 geht (s. A.)
Yn=Yo+ DY+ AY1 + Dot -+ - - + DYn—s
iber in
L Z & "
Yn=Yot LYo+ AYo+ LYo+ - - + LYo
folglich ist das n+ lte Glied der gegebenen Reihe
Yn=Yo+NAYp .« - (D).
Ist die Reihe 4o, 91, ¥s - - - - Y €inG aTithm etische Reihe
2. Ranges, so bilden nach dem Schlufssatz von § 45 die
Glieder der 1. Differenzreihe, d. i. die aufy, folgenden Glieder in

Yn="Yot A'yo+ ANy + AYog~+ oot -+ Ayn—l (S. A)
eine arithmetische Reihe 1. Ranges, deren Differenzen .gleich
und zwar = A?y, sind. Mithin geht (s. B):

Ay = Dgo+ Ao+ A%y + D%+ oo+ LB%ry
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iiber in: 1 2 3 .
DYy = LYo+ AP+ APy 4+ Ay + ...+ A2y, oder
DYy =DYo+7. Do . . . . (V).
Nun ist Yo="1Y,
DYy =Ny,
und nach Y: Ay, = Ay,+1. A%, n Gleichungen, wie
DAYy = Dyo+2. A%, sich aus den Indices

_A?/s =Ay,+3. A%, [ der linken Seite
ergiebt.

Dy = Do+ (1—1) A%,
Die Addition dieser (leichungen giebt
Yo+ A?/.o +.A?/1+ DYt - DYy =yin . Ayt [14-24-.. +Hr—D]Ay,.
Hier ist die linke Seite = ¢, (s. A), die Rethe 14-2+4-...
“+ (n—1) aber in der Form (}) + (3) + () +....+ ("
= (3) [s. § 83c], folglich ist das n --1te Glied der gegebenen
Rethe
Yn=Yo+n. Ay 4+ (3) L%, oder
S AU S 1I).
da=to+ 1. g+ py o

Ist die gegebene Reihe y,, 4y, ¥,....... Y» vom 3. Range,
sind die Glieder der 3. Differenzreihe also einander gleich

(= A%,) [s. den Schlufssatz von § 45], so bilden die Glieder
der 1. Differenzreihe, d. i. die auf y, folgenden Glieder in
Yn=Yo+ DYo+ Ayi+ Ao+ oo+ Ay (5. A)

eine arithmetische Reihe 2. Ranges, fir welche das 1. Glied
= AY,, das 1. Glied ihrer 1. Differenzreihe — Ny, das
1. Glied ihrer 2. Differenzreihe (wie iiberhaupt jedes Glied der-
selben) = A3y, ist, so dals nach II:

DAY= DYoo +n. A%+ (3) NPy,..... (Z).

Nun ist Yo="1Yo

DYy =Dy,

und nach Z: Ay =Ay,+1. A%, + () Ay,

DYoo= Dyy+-2. A%, + (g) APy,
Ays=Nyo+38. A%+ (3) A3y,

Ayn—l - Ay() + (n_l) AQ@/O +<“§1>A3y0‘
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Durch Addition dieser Gleichungen folgt mit Riicksicht auf
A und § 33c fiir das n+1te Glied der gegebenen Reihe:

Yn=Yo -+ 1. DAYy (5‘) Ny, 4+ (@ A3y, oder l

—1) ., —1) (n—2 -(I1D).
y7z=yo+n-Ayo+”’("2 )A‘yo+n——(n2).(n3 )Nyo-[ H

Aus den Gleichungen I, II, IIT lafst sich schliefsen, dafs
fir die Reihe 7. Ranges das (n—+ 1)te Glied:
*yn=yptn. Aot (5) 2% 4 (3) %90+ (5) A%+ + (1) Do - - (W)
sein wird. Der evidente Beweis kann in folgender Weise
durch Induktion erbracht werden.

Ist die gegebene Reihe y,, 91, ¥oy.e-... ¥y vom (r— 1)ten
Range, so ist zunichst (s. A)

Yn=1Yo + Ayo '+" Ayl + Ayg -+ Ay_g ... +Ayn_1 ..... (W*)

Da nun die Glieder der (r41). Differenzreihe einander
gleich und zwar = Ay, sind, so bilden die Glieder der
1. Differenzreihe, also die in W * auf y, folgenden Glieder eine
Reihe rter Ordnung, fiir welche
das 1. Glied = Ay,
der 1. Differenzreihe = A%y,

» » »

Bl » 5 ” 2. » - A3:‘/0)
s n , letzten (r.) = A"y, ist, so dafs (s. W):
Dyn= Lo + (1) Do+ (5) D20+ (5) A%yot-- - +(3) L+ go - (W),
Nun ist Yo=Y
Dyy=~LY, -

und nach W **: Ay=~Ay,+ (1) Ayo+ (3) Adyo=+-.. ._}_(;).Ar—l-]yo
D=L+ () A%yort- () A%t .. () ATy,
Ays=20Yo + 3) A2yt (3) Aypt-- .. —1—(3) Ay,

A Y=o+ THA YT APyt - -+(n;1)A"+’y0.
Durch Addition dieser Gleichungen folgt mit Riicksicht
anf W* und § 33¢:
Yn=Yo+ nYo+ () A% + () A%t (1) Ay,
Da nun das (n+1). Glied der Reihe (r+ 1)ten Ranges
wirklich dieselbe Form wie in W das (n+1). Glied der Reihe
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7. Ranges hat, so mufs die dort angenommene Form die ge-
suchte sein,
Ist die gegebene Rethe:
oz 3 ntt
-
Yor Y1y Yayeoonn. Yn
und setzt man der Kiirze wegen

das 1. Glied der 1. Differenzrethe = d,,
» L. » » 2 » = dy,
1. s 9. » = d; u. s. w., so ist

das (n—l—l) Ghed der Reihe . Ranges nach W:
Yn=yotndi+ (5) de + (3) ds + (D dut.....+ () d, I

oder y,=yy+nd;+ n(nT—l)dz -}—ML;—L’;—E) dst..... f
Diese Formeln benutzt man, um ein beliebiges Glied einer

gegebenen arithmetischen Reihe zu finden. Ist z. B.
L 2 8 & S S
31, 51, 68, 77, 73,  5l,.... gegeben, fir welche
Reihe die Differenzen
20 17 9 —4 —22..
—3 —8 —13 —18....
—5 —85 —5... sind,
und soll das 7. Glied (=y,) gefunden werden, so ist 9o =31,
dy=20, dy= —3, dy= —5, d,—0, folglich ist (s. N)

Yo=31+6.20+ () (—3)+ () (—5)

. 6.5.4
:31+6.2o+7(—3)+ 55 (—5)
=381 4 120—45—100 —86,

Entwickelt man N nach Potenzen von =, so erhilt man
das allgemeine Glied der Reihe. Bis # und dy entwickelt
ergiebt sich aus N:

n2—mn 93—3m? +2n

2
yn2y0+ndl+—2- dy +—— L ——dy+..

n2 3 2
yﬂ:yo—}—ndl—f—?dg—-;z—d2+’é(l3—%d3+.... oder
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dy d d
y7l:y0+<d1 2 + 38 e + j)”

4, d, 11d, 5d5> o (e A T
+<2 or 12 )" G~ +24>” oo ().
d, d5 d .
+<24 12> + 1" T

Fiir die Reihe: 31, 51, 68.... (s. das letzte Beispiel) ist
hiernach das allgemeine Glied
B (0= P (=
Yp— 31 + 198 n4n>—2n3. ... P*).
Z.B. ys=381+192.6+36—2%,216=6.
Setzt man in P* der Reihe nach #=0, 1, 2, 8, 4...., so
erhidlt man die gegebene Reihe: 31, 51, 68, 77,.
Eine unmittelbare Anwendung der Formeln fiir die arith-
metischen Reihen ist die Interpolation (s. § 158).

49.

Ist das 1. Glied der gegebenen Reihe nicht ¥, sondern %,
die gegebene Reihen also

1 2 3 n

. Yy Yo, Ygyeenr Yn
so0 ist y, nicht (wie im vorhergehenden Paragraph) das n+-1te,
sondern nte Glied und daher ist in N auf der rechten Seite
n—1 statt » und ¥, statt y, zu setzen, Man erhilt:

_ - n—1 n—I r
p=tn oD+ ("5 ot ("5 Yk ode L

pmyi DD (DB, ||
Beispiel. KEs sei dle Reihe 3. Ranges:
L 2 3 L 5 8
1 64 343 1000 2197 4096
‘mit den 63 279 657 1197 1899
Diffe- 216 378 540 702
renzen 162 162 162

gegeben und das (—2)te Glied zu finden.
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Mit y, =1, d,=63, d,=216, d;=162 tindet man

Yoo —1+(—3).63+ w 1216 -+ (_3)2(f4)3<‘5) 162
=1—189 41296 —1620—= —512.
Probe: - L L Ll 2 SR L
(—8)% (—5)% (—2)?, 1%, 43, 7% 10°...
—512, —125, —8, 1, 64, 343, 1000.
Entwickelt man Q nach Potenzen von #, so erhilt man als

allgemeines Glied (n. Glied) der Reihe:

2
y'n :yl +n(ll_d1 +ﬁ2‘ dz—s‘bndz_'_ dq + PRI Odel‘

ynzyl—dﬁ—dz—d3+d4—d5~|—<dl 3(zo+161 25 4+137 )
35 15
. +(§d dS+ d) 2+( 12 4+ (70) 3 (Q*)-
Z
+ (Frdi—4ds)n* 4 190”°+

50.

Um anzudeuten, dafs die Reihe, welche aus einer Funktion
von @ entspringt, indem man darin =1, 2, 3,..
werden soll, setzt man vor die Funktion das Zeichen = (weniger
passend f) So bedeutet z. B. = (2*) die Summe von 134 23
3B 4+4354.... 4 (z—1)® + 2% Die Summe 9y, +ys+ys+....
+v, kiirzt man in gleicher Weise mit X (y,) ab.

Aufgabe. Es soll das summatorische Glied (die
Summenformel) einer Reihe, d. i. eine allgemeine Formel ge-

funden werden, nach welcher man die Summe beliebig vieler

Glieder der Reihe bestimmen kann.
Auflosung., Ist die Reihe rten Ranges:
Y, Yo Ysy-o-Yu

gegeben, bei welcher das 1. Glied der 1. Differenzreihe = d,,
” 1. ” » 2. ” - dQ’
» L. ” ” 3. ” - (7‘37
. 1o , letzten = d,

ist, so soll also die Summe der ersten n Glieder, d. i. 9,4y,
- Ygeen.. +y. oder = (y,) gefunden werden.

. setzt, summiert

49

Nun ist Y=Y
w.nachQ(s.§49): yo=y,+ (1) dy+ Q) dot+ (3) o+ ... + () dv

Y=yt () dit- () do- (3) ot .+ () 4,

Y= +("7") 4+ ('2Y) A3yt A7) A

Die Addition dieser Gleichungen giebt mit Riicksicht auf
§ 83¢ als Summe der ersten n Glieder der Reihe:

Sy =+ () dy 4 () do+ () do oo (1) dreeon (B,

Vorstehende Formel ist offenbar das n. Glied einer Reihe,
die dadurch entsteht, dafs man in der gegebenen Reihe nach
und nach die Summe von 1, 2, 3,...n Gliedern bildet. Die
gegebene Reihe . Ranges ist daher die 1. Differenzreihe dieser
Gliedersummenreithe und folglich ist das summatorische Glied
vom (r+1). Range. Dies ergiebt sich auch aus dem vollstindig
entwickelten Faktor (.7,), der n’+! enthalten mulfs.

Beispiel. Es soll die Summe der ersten 6 Glieder (n=206)
einer Reihe 3. Ranges gefunden werden, fir welche

das 1. Glied y,=31

., 1., der 1. Differenzreihe d; =20
n ] . ” bt} 2 n dg - —3
” 1. ” » 3. » (]3 =—75.

(Vergl. in § 48 das Beispiel zur Formel N.)
Mit diesen Zahlen ergiebt sich aus R:

T (ye)=6.31+(3). 20+()<—3>+(><—5>

6.5 6.5.4 5.4.3

— 186475, 20 4 2= (— g) 40043 2 S8

=186 4 300 — 60— 75=351.

Entwickelt man R nach Potenzen von =, so erhilt man

“(wie aus einer Vergleichung mit den Formeln N und P in § 43

unmittelbar erhellt) als Summe der ersten n Glieder:

Lubsens Analysis. 4
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Beispiel.

50

dy  d, d5) |
1T g /"
_ 5d, 137d5> .

12 7 360 /"
__5d5> . < d 174\ (O
16)" T gi—mt 144)

790" T+

Es sei von der Reihe
13428438443 ... -+ n?

die Summe der ersten # Glieder zu finden.

Da die Reihe folgende Zahlenwerte zeigt :

Differenz-
reihen

Hiernach ist z. B.
13 + 23 + 33 __}_ 43

1

7

‘ 12

soist yy=1, &, =", dy=12, dy—6, d,—0 und folglich ist
7 12

3y — - R,
R

12
6>n3 —}—En‘i

27,

37 61 91

18 24 30

6 6...

o (-1

6 4 24
n3 ) 2 2 2
-+ ? % — n (’l’lz—_l) 0de1

2
2=’ ) =210

In gleicher Weise findet man:

SM)=14+2+3+...4n
S =124922 432 4 pp—

S(n4) =14 420 B4 ot

_n (n—i—l)

1_2 (n+1) (2n+1)
6

64, 125,  216,...

n(n—i—l) (2n+1) Bn*4-3n—1)

11. 6) ,
24

30
WS mt

=5+t

.
30°

ntoons  owh w o
Tt tE e e
A S
E<n7):§+2+1—2—ﬂ 5
n  wm® 207 Tn® | 2nd n
S =gty +t3 T 9 I

Die Formeln fiir die Summen der 1. bis 4. Potenzen finden
in der Mechanik &fter Anwendung.

Soll & (223 —=x+41), d. h. die Summe einer Reihe, deren
allgememes Glied 22% —z 41 ist, gesucht werden, so sind zu-
nichst aus diesem Ausdruck mit 2=1, =2, x=3 u s, w.
die Glieder der Reibhe zu bilden. Man findet die in § 42 ent-
haltenen Zahlen und mithin ist in S: n=2z, y,=2, d,=13,

di =24, d;=12, d;=0 zu setzen und es ergiebt sich

13 24 12 13 24  11.12°
I — = = __ -~ - == 2
= @ —a+1) (2 513 4>‘v+<2 g+ o1 )0

<g§ 12
6 4

:%(x3+2.7;9+ 1),

D)o oo

4*
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Viertes Buch.

Yon den figurierten Zahlen.

52.
Bildet man aus der Reihe der aufeinander folgenden natiir-
lichen Zahlen 1, 2, 3,....#n die Summenreihe, niamlich:
R n.(n4-1
1, 3 6, 10, 15.... g_*g“)
o 0 00t
0 00 o Q90

so entstehen die sogenannten dreieckigen Zahlen, weil, wenn
man sich Kugeln von gleichem Durchmesser denkt, die Anzahl,
welche jedes Glied der Reihe darstellt, sich in einer Ebene so
aneinander legen lassen, dafs immer ein gleichseitiges Dreieck
entsteht. Die Richtigkeit folgt unmittelbar aus der Reihe 1, 2, 3...
An n Kugeln kann man #—1 legen, an diese wieder n—2 &e.

Aus demselben Grunde nennt man die Quadratzahlen auch
wohl viereckige Zahlen *).

L, 49 16........ ne
00 V00

0 QOO0 s reernsnnn
o 000

Beiderlei vieleckige Zahlen sind offenbar  arithmetische
Reihen zweiten Ranges. '

*) Es giebt iibrigens noch viele andere Zahlenreihen, welche, jedoch
unpassend, figurierte Zahlen (Polygonalzahlen) heifsen, aber keinen praktischen
Nutzen haben.
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53.

Bildet man aus den Reihen der dreieckigen und viereckigen
Zahlen die Summenreihen, welche also vom dritten Range sein
miissen und deren allgemeine Glieder, nach § 50, leicht zu finden
sind, so erhdlt man die sogenanuten dreieckigen und viereckigen
Pyramidalzahlen, namlich:

nn+1) (n+2)

1, 4, 10, 20, 35....

T .2 . 3
. 9
1, 5, 14, 30, 55....’1””12) (“";L])

Der Name rithrt daher, weil sich aus Kugeln von gleichem
Kaliber wirklich regelmifsige Pyramiden bilden lassen. In der
Reihe der dreieckigen Zahlen z. B. findet die erste Kugel Platz
und kommt fest zu liegen auf den folgenden drei. Die hier-
durch erhaltene dreieckige Pyramide von vier Kugeln kann man
auf die folgende Schicht von sechs Kugeln gesetzt denken &c.
Ebenso lassen sich offenbar die Kugeln, welche die viereckigen
Zahlen darstellen, zu einer viereckigen Pyramide aufschichten,
wie es auch in den Zeughdusern wirklich geschieht.

54.

Es ist also leicht, die Anzahl Kugeln in einer dreieckigen
nnd viereckigen Pyramide zu berechnen.

3_”.(”:}—,1,1 n+2) s " n+1) 2n41)
1.2 .3 1.2 .3

So viele Kugeln némlich in der untersten Reihe BC liegen, eben-

so viele liegen auch in der schrig aufsteigenden Reihe BS und

ebenso viele Schichten liegen folglich aufeinander. ILiegen

also in der untersten Reihe n Kugeln, so hat man nur die Summe
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von 7 Gliedern der dreieckigen und viereckigen Zahlen zu
nehmen. Diese ist, wie schon angegeben, fir die dreieckige Pyra-
mide =22 (n+1) (n+2)) und fiir die viereckige:"’_(n‘*__l) (2”+_1).
.2 .38 I .2 . 3

Sind die Pyramiden nicht voll, Jedoch parallel zur untersten
Schicht abgekiirzt, und liegen in der untersten Reihe 7, in der
obersten Reihe m Kugeln, so ist die Zahl der Kugeln in der abge-
D) (n+2)  m(m-+1) (m~+2)
2 .8 1 .2 .3
1) m.(m+1)(2m+1)
3 1.2 3"
Lagen z. B. in der untersten Reihe der vollen dreieckigen

kiirzten dreis. Pyramide :nl(n-i— und in

der abgekiirzten viers, Pyramide :?@; QH—

Pyramide 20 Kugeln, so ist die Zahl aller :302% = 1540.

55.

Aufser in dreieckigen und viereckigen Pyramiden werden
die Kugeln auch in linglichen Haufen aufgerichtet, und es ist
auch hier leicht, die Anzahl derselben zu berechnen. Liegen
ndmlich in der obersten Reihe
(Riicken) m Kugeln, so liegt diese
offenbar auf einer Schicht von
zweiReihen von jem—+-1 Kugeln;
diese Schicht enthiltalso 2(m—+4-1)
Kugeln und liegt wieder auf
einer Schicht von drei Reihen
von jem+-2 Kugeln. Diese dritte
Schicht enthilt also 8 (m+2) Ku-
geln &c. Liegen also in einer
Seite eines Seitendreiecks (welches offenbar gleichseitig ist) »
Kugeln, so besteht der ganze Haufen aus 7% Schichten und die
unterste Schicht enthilt % Reihen von je m4+n— 1 Kugeln.

Die aufeinander folgenden Schichten des ganzen Haufens

sind also:

X 2 K 2 3. 2
m,  2m+42, 3m+4-G, 4m-4-12, om~+-20,...n(m+n—1).
Diese Reihe ist offenbar eine arithmetische vom 2ten

Range, das summatorische Glied also vom Sten Range. Mithin:

7 (n+1) Bm+2n—2)

1.2 .3

Ao
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s=an®+bn*+4cen+d. Weil aber 1.2.3.a==2 und zufolge
des § 50 erwiahnten Grundes fir n=0 auch s=0 sein muls,
so 1st a=4 und d=0, folglich niher bestimmt:

nd ‘
s=§ + tn? -+ cn.

Die noch zu bestimmenden Koeffizienten &, ¢ miissen nun so
beschaffen sein, dafls fir n=1, s=m und fiir n=2, s="3m + 2
wird. Dies giebt uns die beiden Bedingungsgleichungen :
m=%+b+4c
3m—+-2=§+4b42¢
woraus: b=4m und c=1im—1.
Es ist mithin:
s=1imd + L mn® 4+ Jmn—4in

oder: s:%[Q(n—i—l) (mn—1)+3m (n+1)]

~ nn+1)(Bm~+-2n—2)
T T2 3
Anmerkung. Vega giebt fiir diese Formel folgende Ieic}.lte
Gedichtnisregel : Man addiere zu dem Riicken des Haufens b.elde
mit ihm gleichlaufenden Grundlinien und multipliziere den dritten
Teil der Summe mit der Anzahl Kugeln eines Seitendreiecks,

welche Anzahl immer :% ist. Diese (redichtnisregel pafst

(wie schon Vega bemerkt) auch fiir die dreieckige und vi.er-
eckige Pyramide, wo dann aber bei der viereckigen Pyramide
der Riicken nur eine, und bei der dreieckigen sowohl der
Riicken, als auch die eine Grundlinie, jede nur eine Kugel hat.
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Finftes Buch.
Konvergenz unendlicher Reihen.

56.

Einen Grofsenausdruck , welcher nach ganzen und positiven
Potenzen einer verinderlichen Grifse 2 fortschreitet, wie
a+bxr +cx’ 4+ dx® -4 ... nennt man die Grundforn’l der
Analysis, und es ist eine der wichtigsten Aufgaben dieser
Wissenschaft, alle Funktionen einer verdnderlichen Grifse, welche
diese Form nicht haben, wie z B, a®, sin z, cos z &e. 7 in die-
selbe umzuschmelzen, weil man aus dieser einfachern Gr;undform
das Wesen und die Eigenschaften der Funktionen oftmals deut-
licher erkennen, sowie auch den Wert der Funktion fiir ein
bestimmtes @ danach leichter berechnen kanm,

Man kann die Grundform der Analysis, in welcher die
bestindigen Koeffizienten a, b, c.... beliebige ganze, ge-
brochene, positive oder negative endliche Zahlen, Null 711i§ht
ausgenommen, sein konnen, gleichnisweise ein ‘a.llgemeines
Zahlensystem nennen, indem in der That jedes besondere darin
enthalten ist, z. B. das dekadische, fiir welches =10 ist, und
die Koeffizienten a, b, ¢.... einen der Werte 0,1, 2 3 )bis 9
haben. So ist z. B.: s

57034=4+3.10+0.1024-7.108 45 10¢,

Ferner nennt man die Grundform der Analysis eine Form
Isten, 2ten....nten Grades, je nachdem der héchste Exponent
der verdnderlichen Grofse L, 2 3....n ist. a+ bz oder bz ist
eine Form Isten Grades, a- bz +cx?; a+ bz® sind Formen
zweiten Grades &e.
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57.

Dals sich eine Funktion, welche die Grundform der Analysis
nicht hat, auf dieselbe bringen lifst, davon bietet schon die
Newtonsche Formel ein vorlidufiges Beispiel. So ist z. E.:

A+ )t =1+ 42+ 62%+ 42° + 2*.
Auf den gliicklichen Gedanken aber, alle Funktionen auf die
Grundform der Analysis zu bringen, mdgen wohl zuerst die
gebrochenen Funktionen gefithrt haben*), die man stets als an-
gedeutete Divisionen betrachten und durch wirkliche Division
in solche Reihen verwandeln kann, welche diese Grundform

haben.
Nehmen wir als Erlduterungs- Beispiel die einfache ge-

und dividieren, wie es in der Algebra

brochene Funktion
1l—=z

§ 321 gelehrt worden, den Zihler (1) durch den Nenner (1—z),
50 ist der Quotient 1, und nachdem man hiermit den Divisor
multipliziert und das Produkt vom Dividend (1) subtrahiert,
bleibt z als Rest. Dividiert man abermals diesen Rest &c., so
kommt nach und nach:

1 x
—s— 1T,
1 22
—a L Teri,
3
l—=z 1—=z

Es ist klar, dals die Ausdriicke rechter Hand, wenn man sie

zuriickfithren,

einrichtet, alle auf die urspriingliche Form i

und dals folglich die Zuldssigkeit dieser Art Division dadurch
gerechtfertigt ist, und dals man auf beiden Seiten gleiche Werte
erhalten muls, was fiir eine bestimmte Zahl man auch statt der
verinderlichen Grofse z annehmen mag.

§) Nikol. Kauffmann, auch Mercator genannt, ein Holsteiner, soll
zuerst auf die Idee der unendlichen Reihen gekommen sein, in welche er die
gebrochenen Funktionen verwandelte, um sie leichter integrieren zu konnen.
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58.

Bei solchen Umformungen der Funktionen kommt man
aber in der Regel auf solche gesetzmiflsig fortschreitende
Reihen, die kein Ende nehmen wund deshalb unendliche
(transscendente) Reihen genannt werden. (Vergl. die Anmerkung
in § 34.) Es fragt sich deshalb, ob in materieller Hinsicht,
d. h. wenn man fir die veridnderliche Grofse einen bestimmten
Wert setzt, der Betrag (Summe) der unendlichen Reihe oder
vielleicht auch schon ein Stiick davon dem wirklichen Betrage
der Funktion, wenn auch nicht vollkommen, so doch néherungs-
weise und fiir die Praxis geniigend gleich ist, oder nicht*).
Dies hingt von einem wohl zu beachtenden Umstande ab, nim-
lich: ob die unendliche Reihe konvergent oder divergent ist.

59.

Fine gesetzmifsige unendliche Reihe, d. h. eine solche,
deren Glieder nach einem bestimmten Gesetz (allgemeines Glied)
entspringen, heifst konvergent, wenn, wieviel Glieder vom
Anfang an man auch summieren wollte, die Summe derselben
eine gewisse bestimmte Grenze s (endliche Zahl!) nie iiber-
schreiten, sich ihr jedoch immer mehr und mehr nihern kann.
Nehmen wir z. B. die gesetzmilsige Reihe:

1
}Z—f—%—i—%—f—-—fl-g——l—....—i—?L....

In infinitum,

2%», so wissen wir schon aus der Alge-
bra § 329, dafs die Summe immer grofser wird, je mehr Glieder
man zusammenfalst, dals trotzdem aber die Summe die Zahl 1
nie iiberschreiten kann. Die fragliche unendliche Reihe
st mithin konvergent und ihre Summe = 1.

Divergent ist hingegen eine unendliche Reihe, wenn ihre
Summe entweder - oder — o ist.

deren allgemeines Glied

*) Unendliche Reihen kommen schon in der Arithmetik vor, =z. B.:
Y 2=1414...., jedoch kennt man hier das Gesetz nicht, nach welchem die
Ziffern der Wurzel aufeinander folgen.
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60.

Damit eine unendliche Reihe konvergent sei, ist offenbar
notwendig, dafs ihre Glieder, bis zum Verschwinden,
immer kleiner und kleiner werden. Aber dies Merkmal allein
geniigt noch nicht. Denn betrachten wir einmal die Reihe:
O N s Bt R AN e
deren Glieder bis zum Verschwinden abnehmen. Denken
wir uns diese Reihe, wie angedeutet (von den beiden ersten
Gliedern an, in Gruppen von 3, 6, 12, 24, 48 &e. Glieder ge-
teilt, so ist klar, dafs, wenn jedes Glied in einer Gruppe auch
nur den Wert des letzten darin hitte, dennoch die Summe einer
jeden Gruppe = 4 sein wiirde. Da nun die Zahl der Gruppen
wnendlich ist, so ist auch die Summe der ganzen Reihe (weil
o .3+=c0) unendlich grofs, und also die Reihe nicht konvergent,

sondern divergent (s. § 59).

61l

Ein leichtes Kennzeichen, woran man in den meisten Fillen
die Konvergenz einer gesetzmifsigen unendlichen Reihe erkennen
kann, giebt uns die einfache geometrische Progression:

a-+ ax + ax®+ax® + ...+ az™!
Denn bezeichnen wir die Summe von # Gliedern mit s, so ist

bekanntlich (Algebra § 266):

ax*—a
T ozx—1
a—ax™
oder s— —
] —2x

Ist nun der Exponent x=1, so ist fiir n=o00 die Summe
der unendlichen Progression a+az+az®+...+...ax" ' =wx.q,
also unendlich (Algebra § 828), mithin die unendliche Reihe

a+artax®+... ...+ a7
fir £=1 divergent, und dies ist sie offenbar um so mehr, wenn
#>>1. Ist aber der Exponent ein echter Bruch, also z<(l, so
wird fir #-——=o0 in obiger Gleichung, die man auch so schreiben
kann:
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g— a ax”
T l—z l1—z
der Faktor 2 —=0%*) und die Summe der unendlichen Progression
=7 ¢ o FEine unendliche geometrische Progression, deren

Exponent ein echter Bruch ist, ist folglich immer konvergent.
Um also zu erkennen, ob eine gesetzmifsig fortschreitende un-
endliche Reihe konvergent ist, dividiere man nur mit einem
Gliede in das nichstfolgende; ist dann der Quotient ein echter
Bruch und bleibt fiir die ganze Reihe immer derselbe, so ist
diese Reihe offenbar eine geometrische Progression und, wie
eben bewiesen, konvergent, und dies um so mehr, wenn der
fragliche Quotient immer kleiner wird. Wird aber der Quotient
immer grofser und zuletzt >1, so ist die Reihe divergent**).

Zusatz. Wenn also in einer unendlichen Reihe ay-+a,z+ a,22-+
&c., welche nach ganzen positiven Potenzen der verinderlichen

Griofse z fortschreitet, — und mit solchen Reihen haben wir.

es in der Folge nur zu thun — die Koeffizienten a,, a,, a,...
endliche Zahlen sind, so ist die Reihe fiir jeden Wert von
<1 immer konvergent. Denn bezeichnen wir den grolsten
Koeffizienten mit @ und legen allen Koeffizienten diesen Wert
bei, so ist, wie eben gezeigt, die unendliche geometrische Pro-
gression a + az -+ az®+&c., fir <1 konvergent, um so mehr
also die fragliche Reihe.

1 1 1
TP IFo 4T O

**) Die Untersuchungen iiber Konvergenz oder Divergenz solcher unend-
lichen Reihen, bei welchen der erwihnte Quotient immer gréfser und zuletzt
=1 wird, fihren auf sehr grofse Weitlaufigkeiten. Da aber alle solche Reihen
nur rein wissenschaftliches und kein praktisches Interesse haben, indem sie
in den Fallen, wo sie konvergent sind, doch immer so schlecht konvergieren,
dafs man mehrere Tausend, ja mehrere Millionen Glieder addieren miufste, um
die Summe nur bis auf zehn Decimalen genau zu erhalten, so konnen wir
alle diese Reihen ganz unbeachtet lassen. Von praktisch brauchbaren unend-
lichen Reihen verlangt man immer eine so starke Konvergenz, dals in der
Regel schon die Zusammenfassung der zwei, drel oder vier ersten Glieder
geniigt.  (§ 170.)

*) Sei z. B. m:%.—:%, $0 ist(3)® 0
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62.
To § 57 erhielten wir durch Partialdivision
N -
1 =1+x+x2—}—x3—}—...+x‘"—1+1 —

11—z o
Setzen wir fiir die verinderliche Grofse z einen beheblgen
echten Bruch, so ist fir n=0, das sogenannte Restglied

" __0. Die dadurch hervorgerufene unendliche Reihe hat
1——x v . - -
also fiirr z< 1 (weil dann konvergent) wirklich Sinn, d h. wir
konnen das Restglied weglassen, die unendliche Reihe statt

ihrer Quellé%— und umgekehrt setzen, weil fir x<1 die
—

wirklich die Summe der unendlichen Reihe ist.

1
Funktion 1

Setzt man z. B. =13, % &c., so hat man:
Q=143+ 4+&+--- in infinitum
3—=1+2+% 4+ .. in infinitum.

63.

Jede unendliche Reihe mit regelmifsig a-b.wechselnden Vor-
zeichen, und deren Glieder bis zum Ver§chw1nd en abnehmen,
ist immer konvergent, so z B. die Reihe:

1
Py ittt T,y
Denn hier ist zuvor klar, dafs ihre Summe positiv sein mufs,
weil die Reihe sich so schreiben lafst: (1—%)—{—(%——'7})—{— .....

1 1 X i
dals die Summe kleiner als das erste Glied ist, wei'l
immer mehr subtrahiert, als wieder zugelegt wird,. oder j?VGll
die als positiv erkannte Reihe sich e},uch 80 schreiben lafst:
1—3—H—GF—¥--- Diese Reihe ist mithin konvergent.

ist klar,

64 a.

n Potenzen einer veridnderlichen

Wenn zwel nach ganze
oder auch konvergente

- Grofse z fortschreitende endliche,

“

-4
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unendliche Reihen : a+bx+cx®+dz®+. . und o+ Bz yx+023+..
fir jeden Wert von « gleiche Resultate geben sollen, so miissen

notwendig die Koeffizienten von gleich hohen Potenzen der

veridnderlichen Grofse einander gleich sein. In Zeichen: wenn

fiir jeden Wert von z

a+ bzt cxt4-d2®+...—=a+Brt+y2+dx4-.... (1)

sein soll, so muls notwendig sein:
a—=c; b=p8; ¢c=vy; d=0J &e.
Dieser Satz lifst sich folgendermaflsen beweisen.

Da nidmlich die Gleichung (1) fir jeden Wert von z be-
stehen soll, so setze man z=—=0, alsdann werden alle mit z mul-
tiplizierten Glieder =0 und es bleibt: a=«. |

Gleichung (1) geht damii iiber in

at+bzx+cx®+...=a+Pzty2?..., d i
br4cx?4-de® 4 ... =Px+ yrt+ 0x® 4-...
oder, indem man durch « dividiert, wo aber, um den vieldeutigen
Ausdruck § zu vermeiden, # nicht =0 sein darf:
b+cr+det+ ... =8+ yx4 0224 ...
Setzt man in dieser Gleichung wieder z=0, so folgt: b=4.
Auf dieselbe Weise ergiebt sich ¢=y, d=0 &c.
Anmerkung. Aus der Gleichung (1) folgt noch:
(¢ —a)+b—PRz+(c—y)x*+...=0.
Wenn also eine nach ganzen positiven Potenzen einer veridnder-
lichen Grolse z fortschreitende Reihe fiir jeden Wert von =0
sein soll, in Zeichen:
A+Br+C2+Dx3+...=0.......... (2)
so mufs notwendig jeder Koeffizient A, B, C....=0 sein. Dieser
Satz ist im Grunde derselbe wie der vorhergehende, und kann

auch ebenso bewiesen werden. Denn setzt man in (2) =0,
so folgt A=0 und es bleibt:
Br+Cx? 4Dz 4...=0
oder durch z dividiert:
B+Cx+Dat+4...=0.
Setzt man jetat wieder =0, so ist auchB=0&c. C =0, D =0...

Zusatz. Es folgt hieraus, dals eine stetige Funktion einer
verdnderlichen Grofse, x, jedenfalls nur auf eine Art in eine
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nach ganzen Potenzen von fortschreitende konvergente Reibe |
entwickelt werden kann. Denn angenommen, man habe ¢ ()
nach zwei durchaus verschiedenen Methoden entwickelt, und
es sejen:
a—+br-cx? + dx’ +....
a+ﬂx+yx2+6x3+....
die beiden Reihen und deren beiderseitige Summen, solange
sie konvergieren, einander gleich, so n.lufs nach dem Vorher-
gehenden notwendig a=a, b=p &c. sein.

64 b.

Die Reihe 9,4+ Yo+ ¥ys+ - T Y0 mufls .konv.ergent sein,
wenn jedes Glied kleiner ist als das Glied mit glelch.em Index
einer schon als konvergent bekannten unendlichen Reihe &, -+,

fot...lon. Denn ist
+3 e.8] y1<t1

y2<t2
Y < U3

so ist y1+y2+y3+...Tr’yoo<t1+t2+t_3+....:{OO, d. i
< irgend eine endliche Zahl.

Nach dieser Vorbereitung konnen wir nun zu der Ver-
wandlung der Funktionen in Reihen schre.lten. Man meLZke
sich aber, dafs, wenn die Reihen, wie fast immex der Fall ist,
unendlich (transscendent — s. § 34) werden, dieselben dann,
wenn sie Sinn haben und ihrer Quelle gleich geachtet werden
sollen, notwendig konvergent sein milssen.



64

Sechstes Buch.

Yerwandlung der Funktionen in
Reihen.

Rekurrierende Reihen.

65.

Hoat man eine gebrochene Funktion, deren Zihler und Nenner
nach ganzen steigenden Potenzen derselben veranderlichen
Grofse x geordnet sind, z B. atbrtot

a+pBr+yx?+ dad
Glied im Nenner konstant ist (kein z enthilt), so kann man
eine solche Funktion, wie schon § 57 angedeutet, durch Partial-

division in eine nach ganzen positiven Potenzen von z fort-

und wo das erste

schreitende Reihe verwandeln. So giebt z B. 2+ oz

) 1 4+ 22 —383x2
2-+ 52 :1+2x—3x2=2—}—x+4x2—5x3+...
Q-4 — 62

& -+ 622

x -+ 222 — 348
4902—%—370_3
422 +- 828 — 1224

:Sx;—F 1_2:c:’=
Es ist mithin:

2+ bx
1oy —gp =2t a+4a®—saP 4. ..

65

Auf diese Weise, nimlich durch die gewshnliche Partial-
division, erhilt man die Reihe (Quotient) am leichtesten, aber
es tritt so das Gesetz derselben nicht hervor, nach welchem
man sie beliebig weit fortsetzen kann., Um dieses zur voll-
stindigen Kenntnis der Reihen notwendige Gesetz zu erhalten,
wendet man die zuerst von Cartesius angegebene, sogenannte
Methode der unbestimmten Koeffizienten an, welche man wegen
ithrer grofsen Fruchtbarkeit und schopferischen Kraft nicht mit
Unrecht den Geist der Analysis genannt hat.

66.

Da wir nimlich im voraus iberzeugt sind, dals der
2+ 5z
1+ 2z—3a®
Nenner in den Zihler dividiert) notwendig eine Reihe geben
mufs, welche nach ganzen positiven Potenzen von z fort-
schreitet, so kann man sie vorldufig fingieren. Wir setzen

nimlich

Quotient aus (wenn man, wie angegeben, mit dem

2+5x 9 3
1+2x_3x2—A0—}—A1x—{—A2x + A
Um die noch unbestimmten (unbekannten) Koeffizienten
A, A; A;... zu bestimmen, *) multipliziere man auf beiden
Seiten mit dem Nenner der gebrochenen Funktion, so kommt

2+5x=(1+422—32%) (Ag+ A+ Az®+...)
oder die nur angedeutete Multiplikation wirklich ausgefiihrt,

A+ A, o4+ A, 224+ Ag |28+ Ay jat+...
2+ bx=— +2A, | + 24, -+ 24, ~+ 24, + ...
— 34, — 34, —34A, ...

Nehmen wir nun vorldufig an, die ins Unendliche fort-
laufende Reihe rechter Hand set konvergent (um das Restglied
weglassen zu konnen), so haben wir darauf zu bestehen, dafs

*) Weil fur jeden Wert von @ der vorgegebene Bruch die Summe der
ganzen Reihe sein soll, so kann man den ersten Koeffizienten A, auch da-
durch bestimmen, indem man beiderseits #=0 setzt, alsdann werden alle in
« multiplizierten Glieder —0 und es bleibt $=A,.

Lithsens Aunalysis. 5
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fiir jeden Wert von z die rechte Seite dasselbe Resultat giebt,
wie die linke. Dann miissen aber beiderseits die Koeffizienten
von gleich hohen Potenzen von z gleich sein (§ 64). Mithin
ist (weil man statt 2--5x: 24+5r4+0.224-0.2°% +... setzen
kann):

A,=2

A +2A,=5

A, +2A,—3A,=0

oder so geschrieben:
Ay=2
A=5—2A,=5—4=1
Ay=—2A, +3A;=—2+6=4
Ay=--2A,+3A,=—8+3=—5
A, =—2A;+3A,=10-4+12==22.

Man sieht hieraus, dafs, nachdem die beiden ersten Ko-
effizienten A,, A, gefunden sind, man die folgenden alle nach
einer und derselben Regel (A,=-—2A,_1-+3A;%) erhilt, in-
dem man ndmlich den nichstvorhergehenden mit —2 und den
vorvorhergehenden mit -+ 3 multipliziert. Dies ist auch der
Grund, weshalb man alle durch Division entstehenden Reihen
rekurrierende (zuriicklaufende) nennt, obgleich es eigentlich
nicht die Reihe, sondern der Rechner ist, welcher rekurriert. Es
erhellet wohl leicht, dafs die Rekursionsregel mit der Anzahl
der (}lieder im Nenner der gebrochenen Funktion wichst.

617.

Die Hauptfragen nun, welche bei einer rekurrierenden
Reihe gestellt werden konnen, sind folgende drei:

1) Aus dem erzeugenden Bruch der rekurrierenden Reihe
das allgemeine Glied derselben zu finden, nach welchem man
jedes beliebige Glied derselben direkt berechnen kann, d. h.
ohne die vorhergehenden erst zu suchen.

2) Die Summe von beliebig- vielen Gliedern zu bestimmen.

3) Zu finden, ob eine vorliegende unendliche Reihe eine
rekurrierende ist, und wenn sie als solche erkannt, daraus den
erzeugenden Bruch zu finden.
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Mit den vekurrierenden Reihen haben sich besonders
Bernouilli und Moivre viel beschiftigt.

Ob eine rekwmrrierende Reihe konvergent ist, entscheidet
man nach der § 61 gegebenen Regel. Da dies aber sehr selten

der Fall ist, so haben die rekurrierenden Reihen fast nur ein

rein wissenschaftliches Interesse, weshalb wir auch nicht bei
ihnen verweilen diirfen.

Die folgenden finf Reihen aber sind von der grofsten
Wichtigkeit, teils schon an sich selbst, teils wegen der wich-
tigen Forderungen und Hilfsmittel, die man daraus zieht, und
weil auf sie die ganze Differentialrechnung gegriindet werden
kann.

Anmerkung 1. Bei der Entwickelung der Funktionen in
unendliche Reihen nach der vorhin gezeigten Methode der un-
bestimmten Koeffizienten wird die unendliche Reihe immer erst
fingiert, und der Verlauf der Rechnung mufls dann zeigen, ob
eine solche Reihe, welche die Grundform der Analysis hat,
moglich ist. Werden dann die vorliufig fingierten Ioeffizienten
dadurch bestimmt, dafs man, wie in"§ 66, zwei Grundformen
miteinander vergleicht und die Koeffizienten von gleich hohen
Potenzen derselben verdnderlichen Gurolse gleich setzt, so ist,
wenn die unendliche Reihe sich als konvergent ergiebt, alles
klar und biindig. Bestimmt man aber die zu findende Reihe
aus gewissen Eigenschaften der Funktion, so mufs man sehr
vorsichtig und jedenfalls iiberzeugt sein, dafs die fraglichen
Eigenschaften der Funktion eigentitmlich sind.

Anmerkung 2. KEs kann eine Funktion einer verinder-
lichen Gréfse, z, vieldeutig, d. h. so beschaffen sein, dafs
sie fir einen bestimmten Wert von z verschiedene Werte
annimmt.  So ist z. B. (Algebra § 326, b) fir =15 die

Funktion (1+a)f =/ 16=2 —— 2 —2.¢/ —1,——2.y —1.
Ebenso (Trigonometrie § 60 bis 62) fir z=14 die PFuuktion
arc. sin x==arc. sin $=30°, ==150°, ==390° &c. Wenn also
eine solche Funktion sich tiberhaupt in eine konvergente Reihe
vou der Form ay+ oy 2 + ay 2%+ &c. verwandeln la(st, so kann
von einer solchen Reihe jene Vieldeutigkeit nicht verlangt
werden. Denn da_die Koeffizienten a,, ¢, ..., konstant sind,

so kann die unendliche Reihe fitr cinen solchen Wert von x,
5*
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fiir welchen sie konvergent ist, doch nur eine Summe (nicht
verschiedene) haben, und deshalb auch nur fiir denjenigen Wert
der Funktion gelten, welcher mit dieser Summe iibereinstimmt.

Binomischer Lehrsatz fir jeden Exponenten.

68.

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, die Funktion (1 + z)?
auch fir den Fall in eine Reithe zu verwandeln, wo der Ex-
ponent keine ganze positive Zahl ist. Wir nehmen das Binom

in der einfachen Form 142, da (a4 b)p =a? <-1+£>p'
@
Es sei nun zuerst p ein positiver echter oder unechter

om . .
Bruch, den wir mit s bezeichnen wollen. Alsdann ist, weil m

eine ganze Zahlund (1 + z)»==1 +mx+ 2.4 ist (§ 29):

(1+~’v)"_1/(1+x)”'~1/(1+mx+ a: NI

Nehmen wir nun an, die hier geforderte nte Wurzel aus
1-+ma—+-...-+2™ lasse sich durch eine nach ganzen Potenzen vonz
fortschreitende konvergente Reihe *) ausdriicken, es sei namlich:

YA-+ma+ 3"1’”;21 2°+ ... 4am) =1+4Az+ Ba*4 CaP . .......

so kommt es zundchst nur darauf an, den ersten Koeffizienten
A zu bestimmen (weil sich die folgenden daraus ergeben). Dals
das erste Glied rechter Hand notwendig =1 sein mufls, folgt
daraus, weil fir 2 =0 beiderseits dasselbe Resultat kommen

muls, ndmlich y/ 1=1. (Vergl. § 66, Note, und § 67, An-
merkung 2.)

*) Dalfs jedenfalls nur eine solche nach ganzen positiven, und nicht
nach negativen oder gebrochenen Exponenten fortschreitende Reihe méglich
sein kann, folgt schon aus den Regeln der Variation (§ 19, 2), oder der ge-
meinen Multiplikation, indem die fingierte Reihe 14 Az--Ba2...., auf die

m.m —1

nte Potenz erhoben, mit 1+mx—}—— 2—902 -+ ... fibereinstimmen muls.

— o
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Erhebt man beide Seiten auf die nte Potenz, so’ ist:

1+mx+’%ﬁ+...:(1+m+Bx2+0ﬁ+...)'n

Es ist nun leicht einzusehen, dafs die beiden ersten Glieder
von der Entwickelung rechter Hand notwendig 14-nAz sein
miissen; *) denn verwandelt man das in Klammern stehende
Polynom in ein Binom, indem man die Summe aller auf 1
folgenden Glieder =2z setzt, so ist, weil » eine ganze Zahl:

= =1

(1+ Az+ Ba?+- A S

oder, fir z wieder seinen Wert gesetzt, kommt:

(oA B oA B I At Bet 24
Es ist also: %
1—|—mx—}—m'1—m~;—x2+. —-—1—{—nAx—|—(nB+n—n—1A2) 22 ...

Da nun die Koeffizienten von gleich hohen Potenzen von
2« gleich sein miissen, so hat man zur Bestimmung des frag-
lichen ersten Koeffizienten A die Gleichung nA=m, woraus:

A:g&—, also A gleich dem Exponenten p. Wire in (1+2)? der
Exponent p eine negative ganze oder gebrochene Zahl, so ist

R S S
A4z 1+4+pz+...
Die wirkliche Division zeigt nidmlich, dals auch fiir diesen

Fall der fragliche erste Koeffizient A in der Entwickelung von
(14-z)=7 gleich dem Exponenten sein mufs. (§ 65.)

(14z)~?= =1—pz+...

69.
Nehmen wir also an, es gibe fiir (14 2)? eine nach ganzen
positiven Potenzen von z fortschreitende Reihe und setzen:
Q+2zpp=1+Az+Ba?+Ca®+Da* +...... 1),
so wissen wir jetzt, dafs unter allen Umstéinden, was auch der
Exponent p sein moge, der erste Koeffizient A=p sein mufs.

*) Dies folgt schon aus § 19, Anmerkung, nach welchem man auch die
tbrigen Glieder auf einem etwas langern Wege divekt bestimmen kénnte.

Cu MR
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Die tibrigen Koeffizienten B, C, D... bestimmt man nun leich-
ter nach folgender hdufiz Anwendung findenden fruchtbaren
Methode.

Weil die Koeffizienten A, B,... nur von p abhingen und
dieselben bleiben miissen, wenn man fir die verdnderliche
Grifse z allerlei Werte setzt, so setzen wir, um auf eine andere
Form zu kommen, in (1) 2+ u statt z,*) so ist

A+z4+uwy?=1+A@@+u)+Bxt+u?+Clxt+u)d+....

Entwickeln wir die rechte Seite nach Potenzen von w
jedoch nur so weit, dafs die Koeffizienten von w in der erster;
Potenz zusammengefalst werden konnen, indem wir die Ko-
effizienten von «?%, «®..., die wir mit M, N... bezeichnen wollen
nicht zu kennen brauchen, so kommt 7

1 + Az + Ba® 4+ Ca® + Dat ...
(I4+z+uw)pP= Ay +2Bxu +3Cz%u+-...
Ma® Naud 4-...

oder, weil (1+4x)? statt der obersten Reihe 1 4+ Az~ Ba?+-....
gesetzt werden kann, Gleichung (1):

(14z+u)P= (14x)?+(A+2B2x+3Cx+4D28.. Ju+Mu?+Nud+....(2)
Da nun aber auch 1+a2+u=(1-+2z) (1 -+ _uw ) mithin
1+z/

(14 24+ w)? =(1 -+ 2)? <1+1 iﬁ)"

und also auch, indem wir in die angenommene Form, Gleichung

u
(1), 142 statt 2 setzen und entwickeln,

1 »——(1 p{ _n o '
A4+ z4u) (1+x) 1+A1+x+B(1—l—x)2+"" oder

(I4z+uyr=(1+42z)"+A(Q+z)?~Lu+ B(1+2z)2u?+ ........ (3)

*) Indem man statt der einfachen veranderlichen Grofse x ein Binom
x+u setzt (der verinderlichen « einen Zuwachs beilegt), kommt auf beiden
Seiten statt x eine zweiteilige Grofse x4 w, wodurch eine weitere
Entwickelung ermoglicht wird, die man nach Potenzen von « fortschreiten
lassen kann. Durch diesen einfachen Kunstgriff erhilt man zwei ver-
schieden geformte, nach w fortschreitende Reihen, die einander gleich sein
milssen &c.

_ 71

Die rechten Seiten in (2) und (3) sind Ausdriicke fiir eine
wnd dieselbe Grofse, nur in verschiedener Form, was gerade
beabsichtigt wurde. Sie miissen also, wenn man fir « einen
ganz beliebigen Wert gesetzt denkt, immer noch fiir jeden
Wert von u einander gleich sein, daher (§ 64)

A(l+z)pt=A~+2Bz+3Cz®+4Dz+....

Multipliziert man beiderseits mit 1-4-z, so ist:

A(l+2)p=(1+x) (A+ 2Bz +3Cx*+...)

oder fiir (1+z)? die Reihe aus (1) gesetzt und beiderseits die
Multiplikationen ausgefiihrt, kommt:

At A%t ABzACzA+ ... —A+ 2B | 4+3C |22+ 4D |2+
4 Al +92B| +3C]

- Diese Gleichung mufs fiir jeden Wert von z bestehen, mit-
hin ist (weill A=p): ’ -

AA=D _p (D)

2B-+A=A? woraus B= < 5 19

_ __B(A—2) p(p—1)(p—2)
3C+2B=AB , C= s — 1.2.3
, _ __Ca—3)_pp—1(p—2)(»p—3)
D+30=AC , D= 4 1..2.3.4

Diese leichte Rekursionsregel springt in die Augen. Daher
endlich

iy pe—=D , pp—1) (=2 s
(1+£)P——1+px—l————1 5 - —+ T 5.3 x4

10.

Das in § 27 entdeckte merkwiirdige Gesetz, nach welchem
fir ganze positive Exponenten die Binomial-Koeffizienten sich
bilden, gilt also ganz allgemein, nimlich auch fiir negative und
Bruchexponenten. Es leuchtet aber ein, dafs fir solche Ex-
ponenten die Reihe nie endlich sein kann, vielmehr eine un-
endliche wird, jedoch fiir jeden Wert von 1>>z>>—1 stets
konvergent, also brauchbar ist. Denn, dividiert man vom
9. Gliede an jedes Glied durch das vorhergehende, so werden



die Quotienten pz, %.x, ...... Iq%; x immer kleiner und fiir
b_4 b
n=—o0, == weil L0y d
=w, =—2z, 1t peun z=—ux (§61).
14 - 14—

Aus (1 4+ 2)? oder (184 2)* lilst sich nun auch leicht
(a-+2z)* bilden; denn dieser Ausdruck ist

[ ) =12 e

( m 72_1
m o :"T m 2 ifa"n x2?
(@+ayr=an{ 14 2+ ﬁa__f_)

L Eem R ) T
(atapimant Ta™ o,
71.

Aufgabe. Man entwickele folgende Potenzen in Reihen:

(1+2)%; (14a)%; (1 +2)77; s (12w (1—a)=; 14a)™
Aufldésung. Man findet:

(o —lto g oy ey g
(140) = 1tja— g ori s 2 o 31_'62_'95.'182904_ T,
(o) =174 x}; Sy 2 at i:g:gx“—{_— ..............

G .132.731 e e

(1——x)‘lzl+x+x2—l—x3+x4—+—x5—|—x6+....

n.nt1, nuntl.at2

1 -n_l_ e
(I +2) L e

73

72.

Obgleich die Wichtigkeit des binomischen Lehrsatzes darin
liegt, dals er zur Begrimdung anderer wichtiger Sitze dient,
so wollen wir doch beildufig noch an einem Beispiel zeigen,
wie man ihn, in Ermangelung von Logarithmentafeln, benutzen
kionnte, um aus einer gegebenen Zahl eine beliebige Wurzel

zu ziehen. Es soll z. B. 13/ 10 gefunden werden.
Man zerlege die gegebene Zahl in zwei solche Teile, dafs
aus dem grofsern Teil die Wurzel rational wird.

3 s @
Es ist z. B. 10=8+42=8(1+4}). Alsoy 10=v 8.y (1+3),
mithin:
8 L 1.2 1 1.2.5 1
— T AL =
y10=20+pF—2(1+4t—5G prgggm—+ )
Je mehr Glieder dieser konvergenten Reihe man addiert,

3
Jje genauer erhilt man y/ 10. Durch kleine Kunstgriffe konnte
man die Reihe noch viel konvergenter machen. Bestimmt

3
man z B. fiir / 10 vorldufig die ersten Stellen = 2,1544...
und verwandelt diesen Wert durch die Kettenbriiche in den

5 28 . 28\2
Néherungswert 13> SO Ist also sehr nahe 1—3> = 10, oder

ena <28>3 ~+ u =10, folglich = 18 Jetzt ist y 10
g u 1—3 U — g 1C U —= — m. elzt 18 V

-V o
<10976) 81" <10976>

der, um 31/ 10 auf 14 Dezimalstellen richtig zu erhalten.

Der binomische Lehrsatz hat aber, wie gesagt, einen ganz
andern und wichtigern Zweck, als die Wurzeln aus Zahlen zu
ziehen, was viel bequemer vermittelst der Logarithmen geschieht.

|/ [1 9
10976 13 3 * 10976

. ], und es geniigen diese 4{Glie-

1

Exponentialreihe.

73,

Die Funktion ¢* heiflst Exponential-Funktion. In derselben
ist die Basis a>>1 eine konstante, der Exponent z aber eine
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verdnderliche Grofse. Es ist von grofser Wichtigkeit, auch
diese Funktion in eine nach ganzen positiven Potenzen des
Exponenten fortschreitende Reihe zu entwickeln,

Ist iiberhaupt eine solche Reihe moglich, so muls (Weﬂ
fir =0, a°==1 ist) ihr erstes Glied notwendig 1 sein. Wir
setzen also

=14+ Az+Bx?+ CaB4......... (1)

Wenden wir jetzt wieder den im § 69 mitgeteilten Kunst-
griff an und setzen z-u statt x, so ist:

ortt=1+4+A(z+wu)+B@x+u)?+ C@4+ud+...

Entwickeln wir die rechte Seite nur so weit, dals die
Glieder mit u in der ersten Potenz in eins zusammengefafst
werden konnen und setzen fiir die mit-erscheinende Reihe
1+ Az+Ba?+-.... die Grofse a® aus (1), so ist, wenn man
den entstehenden zusammengesetzten Koeffizient von #? der
Kiirze wegen M setzt:

a”+“:a’”+(A+2Bx+3Cx2+...)u—}—Muz—}—....(z)

Nun ist aber auch: a*t¥—=gr . g¥=gaz (1 + Au+ Bu?+-...) mit-
hin auch
a*t =a* + Aatu+ Baru® + Cacud +. ... .. (s)

Die rechten Seiten fiir (2) wnd (3) sind Ausdriicke fiir
eine und dieselbe Grofse und miissen fiir jedes u einander gleich
sein, daher miissen auch (§ 64) die Koeffizienten der 1. Potenz
von # einander gleich sein:

Ao* = A+ 92Br+48Ca2 4+ ...
oder linker Hand fiir a* die Reihe aus (1) gesetzt und.mit A
multipliziert, ist fiir jedes x:

A+A%m+ ABa? + AC2® +...—=A + 2Bx+ 3022 + ...

hieraus folgt:

A=A
A2 A
2B=4 B=175
ey AB As
mithin: C 3 i 973
AC A4
" D 4 1.2.3.4
&e.
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Es ist also:
. Azx?  A3a8 Adtgt
w=1+Az+ S+ 159793270

Héatten wir den ersten ganz unbestimmt gebliebenen Ko-
effizienten A, so hitten wir auch die iibrigen. Wie aber diesen
finden? Dals er von der Basis abhingt und sich mit dieser
andert, ist klar; auch ldfst sich leicht eine Beziehung zwischen
thm und der Basis aufstellen. Da n#mlich die Exponential-
Reihe (4) fir jeden Wert von z gelten muls, so setze man
xz==1, dann ist
AT A3 At '
ietiosTigsat 0
Diese Beziehung ist aber offenbar nicht geeignet, um danach
A aus a zu berechnen. Dies kann aber, wie wir gleich sehen
werden, mit Hilfe der Logarithmen geschehen. Der Koeffizient
A ist jedenfalls durch die Basis @ bestimmt. Aber auch um-
gekehrt ist die Basis a durch A bestimmt, und zufolge Gleichung
(5) durch eine konvergente Reihe zu finden (§ 61). Unter
allen Werten von @ mufs es einen solchen geben, fiir welchen
der dadurch bestimmte Koeffizient A=1 wird. Bezeichnen
wir also die fir A =1 bestimmte Basis mit ¢, so ist, indem
man in (5) A=1 setzt:

a=1+4+A+

1 ] 1
e=l+l+tys+io93 782 ()

e=2,718281828459045 ...

Setzen wir also in (4) e statt @, so haben wir (weil fiir
diese Basis ¢ der Koeffizient A=1 ist) vorldufig doch eine
Exponentialgrofse in eine Reihe verwandelt, ndmlich:

a3
]—23—l-— ......... (1)
wo nun aber die Basis e die bestimmte Zahl 2,71828... be-
deutet.
Um die Exponentialgrifse fir jede andere Basis ¢ in eine
Reihe verwandeln zu konnen, bringen wir Gleichung (7) in
folgende Form:

. x?
é :1—i—x+ﬁ+

(ux)?

v (uz)®



7%
oder :
1 1
(eu)zz]_..*_x.u—*—ﬁ(x_u)z+1.2.3(x.u)3+....(8)

Setzt man e*=a, so ist, wenn die Briggsschen Logarithmen -

mit ,log“ bezeichnet werden:
' u log e=log a oder
u:log a.
log e

Mit diesen Ausdriicken verwandelt sich (8) in ’
. log a L( log a>2 1 ( log a>3
a _1+x'loge+1.2 x'loge +io3 x'loge e

welche Reihe fiir jedes endliche @ und z konvergent, und worin
log e=log 2,718281828 =0,4342944819.... ist.

74.

Bei allen wirklichen logarithmischen Rechnungen sind die
Briggsschen Logarithmen, bei welchen bekanntlich 10 die
Basis ist, wegen der leicht zu bestimmenden Kennziffer, die
bequemsten und immer ausreichend. In der hohern Mathematik
aber, jedoch nur in der Theorie, stellen sich noch andere
Logarithmen ein, welche die vorhin gefundene Zahl e
(=2,71828...) zur Basis haben, und zur Unterscheidung von
den Briggsschen die natiirlichen T.ogarithmen heifsen und
durch ,log. nat.“ oder kiirzer mit dem einfachen Buchstaben I
bezeichnet werden.

Weil nun in jedem Logarithmensystem der Logarithmus
von 0=-—o0; von 1 =0, und von der Basis =1 ist, so ist
auch, wenn man sich das natiirliche Logarithmensystem, dessen
Basis e ist, berechnet denkt,*) log. nat. 0=—=-—o0 oder kiirzer
00=—o0; I1=0;le=1 (weil e =0; °=1; e*=¢). Nehmen
wir also in der vorhin gefundenen Exponentialreibe statt der

*) Wir werden in § 77 zeigen, wie man in den seltenen Fallen, wo man
von einer Zahl den natirlichen Logarithmus wirklich haben muls, denselben
leicht vermittelst der Brig'gsschen Logarithmen finden kann.

77

Briggsschen Logarithmen die natiirlichen, so schreibt man

log.a __log.nat.a_ la Z_a) einfacher so:
log.e log.nat.e le 1 o

. (z.la)? | (x.la)?
w=1ltalet g+ 557

diese Reihe (Weil

Logarithmische Reihe.
75.

Obgleich keine Logarithmen-Systeme mehr zu berechnen
sind, indem die Arbeit schon geschehen, so ist es doch fir die
Theorie wichtig, auch die logarithmischen Funktionen log.
(1+2) und I(14-2) in Reiben zu entwickeln. *) Wir nehmen
zuerst letztere Funktion, nimlich den natiirlichen Logarithmus,
dessen Basis e. Dem Begriffe der Logarithmen zufolge ist nun:
(14 2)r = e+ 1+ **) und, indem man fir die rechte Seite
die entsprechende Reihe setzt (Gleich. 7, § 73):

oy =1+t o)+ TS

Aol =g g4 0P

Ferner ist auch fir 1>a>—1, fir jeden Wert von »

§ 70):
A+ — 1=nx+n§%_—'~21‘2xz+n(11—in%—(%;3@x3+ e

— —n) (82—
oy — 1P MO
Ao’ =1, (. 5+ a—m(1—3) 5 =@

*) Der Logarithmus einer einteiligen Grolse, namlich Iz, lafst sich nicht
in eine nach ganzen positiven Potenzen von fortschreitende Reibe ent-
wickeln, weil eine solche Reihe fir 2=0 und fir £=1 nicht —oo und 0

geben kann. ' -
#%) Denn nimmt man beiderseits die natiirlichen Logarithmen, so bat

man: n.l1+z)=—n.11+a).le=n.11+) weil le==1. Die hier folgende
kuze Ableitung der logarithm. Reihe hat zuerst Cauchy gegeben. (Cours
d’analyse.)
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Die Reih.en (1) und (2) sind Ausdriicke fiir eine und dieselbe
Grolse, sie miissen also fiir #<"1 fiir Jjeden positiven Wert von
n gleich sein, daher:

(1 2 2 3
I(142)+ n[gﬁ_}—;ﬂ +..=z—(1—n). %—F(l——n)(l — 9—;—) . % ~

Léfst man n bis zu Null abnehmen, so ist
.’,BS x4 x5

3 4+g'—‘+ ....... (3)

Diese sogenannte logarithmische Reihe ist aber, wie man sieht
nur konvergent finr #<C1.%) ,

2
1 +2)=2— T+

. *) Will man diese logarithmische Reihe mach der Methode der un-
bestimmten Koeffizienten ableiten, so setze man, weil das erste Glied den
Faktor « enthalten mufs (indem fir z=0 auch I(1+2)=0):

1+ x)=ax+ba? + ca? + &c.

Die Kogfﬂzienten a, b, ¢ ....sind durch die Basis des Logarithmen-
Sys@ems bestimmt. Nehmen wir das sogenamnte natiirliche System, dessen
Ba.51s.e=2,7182..., so ist auch, weil die fingierte Reihe der natiirliche
Logarithmus von der Zahl 1z sein soll:

1 d-g=caztba>+e+ . . oder [§ 73, QIE

l1tz=14ax+{ba?+ m_{_(aa}—};bwz-’— --f+(a$+bx2—§—...)3

2 1.2.8
I4azx + b |22 + ¢ |a8 +...
o? 2ab
Ty tig T
o
T 193]

. Hieraus ergiebt sich zuerst a=1 (§ 64). Die ubrigen Koeffizienten be-
stimmt man nun leichter durch den § 69 gezeigten Kunstgriff. Aus:

1+ d=2+ba?+-cx®-das &e........... (v
folgt: Il+a+w=(@+w)4-bxtu?+...
11 _ 2+bxt - cxt 4 dat - .
(1+a+w) {(1+2bx+3cac‘~’+...)u—f—MuZ—{—...
l(l—{—a:—}—u)=l(1+x)+(1+2bw+3cm2—}—...)u—i—MuQ—;—...(g)

Nun ist auch: 142+ w—(1-4z) <1+$), mithin:

. u . . ]
l4+a+uw)y=114x)+1 <1+m> oder md_em man in (1) 1;_7;92 statt
& setzt:

b.u?

Z(l+w—}—u)=l(l—]—x)+$v-}—(~l+x)—z+ .......... ()
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Setzt man z=1, so Ist:
R=1—3+5—1+4—54+—....
oder durch Addition von je 2 Gliedern:

1 1 1 1 1
1873456 78T T @ Dimm

Diese Reihe fiir 12 ist ein wahres Muster von schlechter
Konvergenz. Um ihre Summe nur bis auf die siebente Dezi-
male genau zu erhalten, miifste man mehrere Tausend Glieder

. Lo 1 o
addieren, da schon das 1582. Glled_3—163.3164_0’0000001
ist und die Summe der zunichst folgenden Glieder, obgleich
dieselben erst in der 8. Dezimale 9 Einheiten enthalten, doch
immer grofsen Einfluls auf die letaten Stellen des 7stelligen
Dezimalbruchs ausiiben miissen.

lz +-,.

76.

Beildufig wollen wir hier noch zeigen, wie sich aus der
logarithmischen Reihe eine sehr konvergente Reihe ableiten
lifst, nach welcher man, wenn es noch erforderlich wire, so-
wohl die natiirlichen, als auch die Briggsschen Logarithmen
ohne Vergleich leichter berechnen konnte, als nach der, in der
Algebra gezeigten, elementaren Methode.

Setzen wir in der Reihe

@ | 2F ot
3

Z(l—}—x):x—E—i— T

Die Reihen (2) und (3) miissen fur jeden Wert von « einander gleich
sein, daher: :

ﬁ=l+2bx+3cx2+4dm3+...
Multipliziert man beiderseits mit 142, so ist:
1={1—)—2b 24 8¢ |x? +4d |3 1. ..
1| +20| 4+3¢| +...
204-1=0, 3¢+ 2b=0 &c., woraus: b=—1%, ¢c=], d=—1 &ec. also:

2?  x3 gt
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—z statt 2, so ist auch (indem man in (1), (2), 3) § 75, —= ' Aber auch schon mit den Reihen (1), (2), (&) lassen sich die
statt 4 @ gesetzt denkt): natirlichen Logarithmen aller ganzen Zahlen in sehr kurzer
10 ) 22 o3 : Zeit durch #ufserst schnell konvergierende Reihen berechnen.
— )= — G — e 2
2 3 @ Aus (3) findet man ndmlich mit = —1-16
welche ebenfalls lfiir <1 konvergent ist und ein negatives 0001 0,00001
Resultat giebt, weil die Logarithmen von echten Briichen ne- Z—g—-—Z( 5T ) 0,20067 06955.
gativ sind.
Subtrahiert man beide Gleichungen und beachtet, dafs = 120 giebt aus (1):
1+=2 :
1QA+x) -1 — )=l< > (Algebra § 278), so kommt 121 1 1 1
. lm—m——z‘1202+3.1203=—...._O,00829 88028
z :
l<1__ ) ( +Z + + +> ----- (s) und aus (2) mit Benuuung derselben Glieder Zgg
C e . z . z—1
Setzen wir hierin I 50 ist x:éi 1 und 80 giebt aus (1) Z = (,01242 25200 und aus (z) Z807
1 99 101
o —1)3 L 2—1)5 } ' %=— aus (2) | ~~=—0,01005 03359 und aus (1) I —==
Iz 2{ +1+3 F1 +3 a1 Fipeen(a) - 100 100 100°
: 120 11\ 121 11 121
Ist I.p bekannt, so lafst sich aus (s) fir I.(p+1) eine Nun ist I g %l[< ) 120 =2l —ljgp="039304 258815
. . . 14
sehr schnell konvergierende Reihe ableiten, wenn man y—— = Z%: ] (18210 2%) leo 223:0,40546 51081.
p+1 , also x—2 ! setzt, denn dann ist 81 81
+1 ‘ z5:z[<_> ~4zﬁ Ol 160043 79124;
80 80
() =l tsmr ot
v 2p+1 3@+ 1T T ) o m—1 21510 ) =2,80780 sa728;
oder weil 22 1(p - 1)—1p: 1 1
29_1(11 9)— 11— 15 =2,19722 45773;
1 1 1
lp+1) =1 —f-Z{ ‘o ra T Ees Lyt .
P+ D=2 o g P O 18— 1y T— 19 —1,00861 22857;
Sind z. B. 2 und I3 bekannt, so ist 1.12=1(22.3)=1(2?%) 3 3
+13—212 413 und () giebt nun: 12:z<3;§>:ZS—Z§:O,693 1471806
1 1 =
= - ; — 1 5=2,30258 50930.
I(12+1)= 212+2[2 12+1+3(2_12+1)3+..}, d. i 2110 R2+105=2, e
1 1 1 x= giebt aus (1) I 57~ ==1[7*:(27.3.5%)), womit nun auch
= R IO 2400 2400
‘s “2+2[25+3'.253+5.255+”'}'

17 bekannt ist.

Offenbar wird Reihe (s5) desto konvergenter,. je grofser 3

P st 1x

1000) fithrt zu 13 und 137.

Libsens Analysis. 6
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119 e < 1_>
Zm (s. ob.) fuhrt zu 117, i1 19000/ 2% 171,
1 > . < 1 )
Z<1 — 00, ““ 119, 01 + 1600, 2% 173 und 1107,

M1 ¥ gg) 7 23 wnd U3, | 12 (s ob) 170,
(15 grip) 7 129 und 167, | z<1—2—;0> zu 183,
z(mﬁ) au 181 und 133, | z<1 +32100> zu 197,
l(l——ﬁ) zu 141, 1Oé (s. ob.) zu 101,
z<1 ;8_10 2 147 und 189, z<1 +6900> zu 1103,
Z(HFloo) au 161, 1 m) Zu 7109,
1(1—361%) u 159, z<1 20000) au 1118,
z<1+%) 2u 167, 1(1 8000) au 1127,

71.

Obgleich in der hheren Mathematik immer nur natiirliche
Logarithmen vorkommen, und dieses natiirliche System nach
den in § 76 abgeleiteten Reihen auch wirklich berechnet wor-

den ist, so kann man dennoch das natiirliche Logarithmen-

system recht gut entbehren, indem erstens fiir wirkliche loga-
rithmische Zifferrechnungen die gewohnlichen Briggsschen
Logarithmen viel bequemer sind, und zweitens in den seltneren
Fillen, wo die natiirlichen Logarithmen wirklich selbst er-
forderlich sind, dieselben leicht aus den Briggsschen, sowie
auch umgekehrt die Briggsschen Logarithmen aus den natiir-
lichen abgeleitet werden konnen. Dazu ist nur die Kenntnis
des natiirlichen Logarithmus von 10 erforderlich, den wir zu
diesem Zweck in § 76 eigens berechnet haben.

Bedeutet namlich » den natiirlichen und & den Briggsschen
Logarithmus einer und derselben Zahl N, so dals also 10® =
N und auch ¢*= N, mithin 10" = e* ist, so kommt, wenn man
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beiderseits die natirlichen Logarithmen nimmt und beachtet,
dafs le—=1,
b.110=mn

1
TR
d. h. man erhilt den Briggsschen Logarithmus & einer beliebigen
Zahl N, indem man den natiirlichen Logarithmus % derselben
1

Zahl mit dem sogenannten Modulus M= o = 0,4342944819

multipliziert, und umgekehrt erhilt man den natiirlichen Loga-
rithmus » einer beliebigen Zahl, wenn man den Briggsschen

Logarithmus b derselben Zahl durch den Modulus le 5= 0,43429. ..

dividiert, oder also auch mit /10=2,302585092994 multipliziert.
Wegen ihrer grofsern Basis (10) sind die Briggsschen Logarith-
men offenbar immer kleiner, als die natiirlichen (die Zahl 1 aus-
genommen, indem sowohl log 1=0, als auch I1=0).

‘hieraus: b=

78.

Setzt man in der in § 74 erhaltenen Reihe =1, so er-

giebt sich

(la)®

3
a=14la+ 1% +1 GO,

1.2.3

Mittels dieser Reihe lafst sich unmittelbar aus einem
gegebenen Logarithmus der zugehorige Numerus finden. Ist
z. B. log a=0,0007, so ist (§ 77) la =2,302585 .0,0007
=0,00161181 und

0,00161181°2

a=1- 0,00161181+ = 2——5—.....:1,00161311._.-

Konvergiert dagegen fir ein grofseres la die Reihe nicht
schnell genug, so sucht man zunichst fiir a mittels der Ketten-

britche den Naherungswert % der in gewﬁnschter Weise zu dem
Numerus a selbst fithrt, wenn die Logarithmen von & und ¢ schon
bekannt sind. Denn setzt man a=—.y, 80 ist 4y sehr wenig
von 1 verschieden, ly mithin sehr klein und es ist
la=1 %—{— ly oder ly=Ila-1lc—1b.
6 *
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Dieser Wert fur ly fuhrt mittels der ungemein schnell
konvergierenden Reihe

zu dem Numerus y und es erglebt s1ch alsdann

aq ——=
c

Kreisfunktionen,

79.
Setzt man den Radius CM==1, so ist

fiir einen Bogen AM =z schon die auf CA
senkrechte Linie MP der Sinus und CP
der Cosinus dieses Bogens z. Die Frage
ist nun, ob sowohl sin z als cos z, beide
als Funktionen des veridnderlichen Bogens x
gedacht, sich in Reihen entwickeln lassen,
die nach ganzen positiven Potenzen des Bogens z fortschreiten *)
Fingieren wir vorliufig diese Reihen und setzen

sin = A, +Ax+Ax®+ Az ...

cos = ay+ & x+ a2+ a2®+ ...,
so ist zuvor klar, dals, wenn beide Reihen iiberhaupt moglich
sind, notwendig A;=0 und @y=1 sein muls. Denn da fiir
jeden Wert von 2 rechter Hand dasselbe Resultat kommen
mufs, wie linker Hand, so setze man z=0, so kommt (weil
dann alle mit 2, 22... multiplizierten Glieder — 0 sind) sin 0—=A,

*) Den Bogen # mufs man sich hier nicht in Graden, sondern in Teilen
des Halbmessers ausgedriickt denken (Trigonometrie § 60). Ist der Radius=1,
so ist der Umfang =—=2x, welche Zahl also an Stelle der 360° zu setzen ist.

e 2
Der Bogen von 1° hat mithin eine Léange von idd ”_und kémen z. B.

360 180

auf den Bogen AM 18° so ware die Liange desselben 18. i 7

180 ~ 10
=0,314159265. Der Grund, dafs hier auch der Bogen z in Teilen des Halb-
messers ausgedriickt werden mufs, liegt darin, weil in jeder Gleichung alle
Glieder gleichartig scin mussen und die trigonometrische Funktion eines
Bogens, wie sin x, cos x &c., als unbenannte Zah} (Trigonometrie § 7) nicht
gleich einer Summe von Graden sein kann. ‘
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und cos 0 =ga,, woraus, weil sin 0=0 und cos 0 =1, auch A;=0
und a,=—1. Beide Reihen wiren also etwas niher bestimmt
sin x=Axz+ A2+ A3+ ....... (1)
cos z—=1+4a, 2+ auw+azxd 4 ...... (2)
Aus der Gleichung (1) folgt

S 2 A+ Agzr+ Aga? ...

Nun ist zwar (weil der Sinus kleiner als der Bogen) der

Quotient SH; i immer ein echter Bruch, der aber der Einheit

desto niber kommt, je kleiner der Bogen wird (Trigon. § 62).
Lafst man also (in Gedanken) den Bogen 2 bis zum Ver-
schwinden immer kleiner werden (bis zu Null konvergieren), so

. . . sin & . .. .
wird zu gleicher Zeit auch der Bruch - - der Einheit immer

niher und niher kommen und sie zuletzt (fiir 2=0) wirklich
erreichen. Fiir £=0 fallen aber rechter Hand alle Glieder in
« weg, und es bleibt noch § = A, =1. Der Koeffizient A,
mufs also notwendig = 1 sein und Gleichung (1) ist
+ Aga® Ayt + Ay’ 4. .. (3).
Setzt man hier —az statt @, so entsteht
—sina=——a+ Aa?— Agad.....
Diese Gleichung von (3) subtrahiert:
2sinz=—2a+2A2° +2A2%+... oder
a4 Aga® + Agad ... (4). _
Substituiert man in gleicher Weise in Gleichung (2) — «
fiir @, so erhilt man
cos =1 —az+4 apa?—aza®+....
und diese Gleichung zu (2) addiert:
2 cosz=2+ 2,22+ 2a,2*+.... oder
cos a=1+az®+ a2+ ....(5)

SN x=—

80.

Die durch (4) und (5) moch niher bestimmte Form der
Reihen fiir sin « und cos z kann nun einfacher
sing=—wa+ Aa® 4+ Ba® 4+ Ca" 4 ...
cosz=1-+ax?+bat+ca®4....
gesetzt werden.
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Um hier die noch unbestimmten Koeffizienten AB...ab...
zu bestimmen, operieren wir folgendermalsen :

sin &~ cosa=1- 2+ a2® + Az® 4 bat4-..

Setzen wir, um auf eine andere Form zu kommen, z+z
statt @, so ist auch
sin (#+2)+-cos (a4-2) = 14=(2+2)+a (2+2) A (2+2)34........
oder auch (Trigonometrie § 52, Formeln 55):
Ei‘;fc‘ics‘l’zg O (e a e+ A e
Substituieren wir. linker Hand die fingierten Reihen und
entwickeln rechter Hand die Potenzen von 2 -2 nur so weit,
dafs die Glieder mit z in der ersten Potenz zusammengefafst
werden konnen, so haben wir
(1+a+ax?+Aad+.) (A+ast+bet+ } [1+atam?Axd ..
(l—z+ax?—Ax3+..) (z—i—Az3—f—Bz°+ ) 1(1+2am+3Aw2-{—4bx3+ Je4-Ma2+-.

- Das Produkt linker Hand enthilt einen Teil, welcher der
obersten Reihe rechter Hand gleich ist. Diese kénnen wir also
gegen die unterstrichene Einheit (1) weglassen. Dividiert man
dann beiderseits durch 2z, so hat man -

2 3 3 .
Siﬁigigfﬁsi 3 E‘l‘iﬁii&% ) J= 12 A A M N
Denkt man fiir « einen beliebigen Wert gesetzt, so miissen
noch fiir jeden Wert von z beiderseits gleiche Resultate kommen.
Setzen wir also 2=0, so mufs fir jeden Wert von &
l—zt-aa? —Ax3 bt —Bad+ .. . =14-2aw+8A22+-4ba? 5B+ ..
sein, mithin ist (§ 64) ' ' :
2a= —1,3A =040 =—A 5B=10 6c= — B ete.

SN 1 1 1 o
hlemus.'a:qm’A:*l.ZS’b_l234’
1 .
B=1q 43135

Die Koeffizienten ergeben sich also nach einer sehr iiber-
sichtlichen und einfachen Rekursionsregel. Es ist namlich

) 3 5

e 93T Tes.45 T
1 $2 ’ m‘i

CcOS x—l—lvz+m—’4:—+.(7)

e

87

Nach diesen sehr konvergenten Reihen*) konnten nun,
wenn es noch notig wire, die- trigonometrischen Funktionen
leicht berechnet werden. Aus den Lehren der Trigonometrie
ist bekannt, dafs dieses nur fiir den ersten Quadranten (eigent-

- lich nur von 0 bis —) zu geschehen braucht, indem fir grofsere

Bogen die Werte der trigonometrischen Funktionen periodisch
wiederkehren. Dals nun aber die fiir sin # und cos x ge-

fundenen Reihen nicht blofs fiir den ersten Quadranten (was fiir

den rein trigonometrischen Zweck geniigend wire), sondern

auch fiir jeden beliebig grofsen Bogen giilltig sind und alle

Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen sin # und cos a
besitzen, wodurch zugleich die allgemeine Richtigkeit der Reihen
bewiesen ist, wird sich in § 85 zeigen **).

Dividiert man die Reihen (6) und (7) nach den Regeln der
1 cos &
sin &’

e . . sin &
Partialdivision, so erglebt sich aus und
cos

29:’ 17477 62 2?
, 5 7
cotﬁg:——ni——i—%——r ..... (9)

_*) Die Reihen sind fur ein noch so grofses  doch stets konvergent.

De;m ware @ =100 (in Teilen des Halbmessers, in Graden also == 100. liO

=15729,578 Grad), so wiwden zwar die Glieder der Reihe
sin 100=100— 1666663 - 8333333} —
zunichst immer grofser, die Summe der Reihe miifste aber doch bis zu einem
100199
1.2...199
werden mag, eine endliche Zahl =S sein. Die nun folgenden Glieder bilden
alsdann die unendliche Reihe

bestimmten Gliede, z. B. dem Gliede — welches = — a gesetzt

1002 1004
- 500,201 % 200.201.202.208 T
deren Glieder offenbar kleiner als die Glieder der Rethe a . é — a . % —+
a. %- sind. Die Summe der gegebenen Reihe ist mithin (s. § 64b)
eine endliche Zahl, die kleiner als S - %(1—%+%2 . ) — S +
o 1 a,
4— B m = S + glst.

**) Es liefse sich dies auf ganz elementare Weise, jedoch weitlaufiger,
auch schon hier zeigen. .Quadriert man z. B. beide Reihen, so ist die Summe
ihrer Quadrate fir jeden Wert von z immer = 1 &c.
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Ferner ist sin (z +u)=sin® cosu + cosasinu

. wt | out u?
:s1nx(1——~2—+4—!...)—|—cosx(u—?ﬁ—{— ....) oder

2 3 4
, . u? . u ut .
sin (z-+w)==sinz+u cos 2 — 5 S — gy cosa+ psinae ... (10)

In gleicher Weise ergiebt sich

} u? ud .
cos (z—+u) = cos & —u sin w——cosx—i—g sin 2 4+ .... (1)

2
tg (z+u) kann wie vorher sin (2-+wu) durch Zerlegung oder
durch Division der Reihen (10) und (11) bestimmt werden.
" u® tg @

=+ “+....(12)

cos 2z cos 2x

Man erbilt tg (e +u)=tga+

Ebenso cot (z+u) = cot x — “ + % cotr__ (13)

sin 22 ' sin?z 7

Um den Bogen aus Sin. zu bestimmen, setzt man zunichst
z=uoasinz+ fsin e+ ysindx + dsinta+.....
Statt o: — a gesetzt:
—az=—asinz+ fsin’r—ysindax+4....
Die Differenz beider Gleichungen durch 2 dividiert giebt
e=uwasine+4 ysindz + esindx 4 .... (14)
Setzt man nun in Gleichung (6) fiir » die rechte Seite der

Gleichung (14), so ergiebt sich

. . . 1 . .
sma;:asm.v—}—ysm?’a'...——g(a sin e+ ysin 32 4+ .34 ...

3
. . «®\ .
oder sin &=« sin x4+ (y—— -6> sin 3z ...

o®

Folglich ist ¢=1 und y — 5 -0 oder
o3
r=g= WS

Mit diesen Werten geht (14) itber in:

sin 3z  1.8sin%z  1.3.5sin"2

v=sina 4y oty T g g g o9
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Fir z: %— x gesetzt, giebt

cos 3z

%——m:cosx—{— 58 oder
== ——COSO:——-(%S'%— ......... (16)

Bogen z konnte zwar durch Unkehrung der Gleichung (8)
aus tg x bestimmt werden, wir geben jedoch in § 87 eine
andere Ableitung.
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Siebentes Buch.

Gebrauch der sogenannten imaginiren Grofsen

und der sich daraus ergebenden Konsequenzen.

Zuriickfiihrung jeder imaginiren Funktion auf
die einfache Form:

«a+0 ¢

81.

Schon in der Buchstabenrechnung haben sich im Laufe der
Rechnung manchmal die sogenannten imagindren (oder late-
ralen) Grofsen eingestellt, und wir haben dort darauf aufmerk-
sam gemacht, dafs diese Grofsen in der hohern Mathematik
eine sehr wichtige Rolle spielen, indem man vermittelst der-
selben, gleichnisweise, aber noch viel mehr, wie in der Trigono-
metrie vermittelst eines Hilfswinkels, iber oftmals entgegen-
tretende grofse Hindernisse wegsetzen und damit auf wichtige
Entdeckungen kommen kann. Wir haben schon dort gezeigt,
dafs man mit diesen Grofsen nach den gewohnlichen Regeln
der Buchstabenrechnung ebenso gut rechnen kann, wie mit
den sogenannten reellen Grofsen. (Algebra §§ 325 und 326.)
Hier wird es nun zum weitern Fortkommen notwendig, diese
Sache wieder aufzunehmen. Was iibrigens die eigentliche Meta-
physik, sowie die reelle Bedeutung der sogenannten imaginiren
Grofsen, welche zuerst Gauls in ein helles Licht gesetzt hat,
betrifft, so miissen wir den Leser, um hier den ebenen Gang
nicht zu unterbrechen, auf den Anhang § 176 verweisen.
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82.

Wir bezeichnen wieder mit Gauls das Symbol*) y—1 der
Kiirze halber mit 5. Um eine bestimmte Vorstellung mit dieser
Grolse ¢ zu verbinden, wollen wir sie als Kinheit einer neuen
Zahlenreihe betrachten.

Alle vier Arten Zahlen, nidmlich sowohl die sogenannten
positiven und negativen reellen, als die sogenannten positiven
und negativen imaginiren, sowie auch die aus reellen und
imaginiren Zahlen zusammengesetzten (komplexen) Grofsen,
konnen wir nun, wie Gauls gezeigt, folgendermafsen bildlich
darstellen, gleichsam versinnlichen.

Man denke sich in einer
unbegrenzten Ebene zwei auf-
emander senkrechte Linien XX
und YY und trage dann vom
Durchschnittspunkte 0 aus die
positiven reellen Zahlen auf 0
(+ X), die negativen nach ent-
gegengesetzter Richtung, dann
seitwiirts (lateral) die positiven
imagindren Zahlen auf 0(+Y7)
. und die negativen wieder nach

entgegengesetzter Richtung ab.
So stellt z. B. der Punkt ¢ (namlich die Linie 0 a) die Zahl
4¢ dar, und in dem Punkte a‘ findet man die Zahl — 44, die
Zahl 21 fillt in die Mitte zwischen 2 und 3, die Zahl y/ 5 fallt
ebenfalls zwischen 2 und 3, die Zahl — vy 2.7 — — 1,414 4~
liegt zwischen —37 und —2¢ &e. Um die komplexen Grdfsen
bildlich darzustellen, betrachte man die reelle Grofse als Abscisse
und den reellen Faktor von ¢ als Ordinate. So stellen z. B. die
beiden Linien 04 und 4m die komplexe Grofse 4437 dar. In
dem Punkte m’ findet man die Grofse —4 + 37, in m’’ die Grofse
—4 —34, in m die Grolse 4—31.

*) Die Zeichen 1, 2, 8... —1, —2... sind ebensowohl nur Rechnungs-
symbole, wie die Zeichen 1, 24, 8i,... —17, — 2.
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83.

Da die Zahlenebene unbegrenzt ist, und ihre Punkte stetig
aufeinander folgen, so giebt es keine reelle, imaginire, oder
komplexe Grofse, welche sich nicht auf die eben gezeigte Weise
darstellen liefse*). Dasselbe kann aber auch durch Polar-
koordinaten geschehen. Ist allgemein « + (3¢ eine beliebige
komplexe Grélse, so ist o (z. B. die Linie 04) die Abscisse
und 8 (z. B. die Linie 4m) die Ordinate des Punktes in der
Ebene, welche diese Groflse darstellt. Ferner ist der sogenannte
Modulus ¢ dieser komplexen Grofse, welcher nichts anderes,
als der Radius vector des erwidhnten Punktes ist, durch die
Gleichung ¢—7v/ o® 4 8%, und der Winkel ¢, den dieser immer
absolut (positiv) zu nehmende Modulus ¢ mit der Achse 0X

Ihacht, durch die Gleichung tg cp:égegeben. Ferner hat

man noch:

B=0 sin @
Deshalb kann man auch immer setzen:

e+ fBi—p (cos @47 sin g).

84.
Aus der Algebra (§ 325) ist bekannt, dafs:

i =y —1 Pl =y 1=

2 — 1 ¥¥) ke ]
1’3:——'}/——-1:——7. 7:4”‘"3:-—1/—1 :—2.
d=1 fAntd — 1

Dies vorausgeschickt, gelangen wir nun durch Vermittelung
der Grofse ¢, indem wir dieselbe, sie gleichsam als eine Hilfs-

*) Die unbegrenzte Zahlenlinie hat sich also, als notwendige Folge
unserer Denkgesetze, zu einer unbegrenzten Zahlenebene ausgedehnt. Man
kommt deshalb leicht auf den Gedanken, ob es nicht auch in unsern Denk-
gesetzen liegen und die Notwendigkeit eintreten konnte, die Zahlenebene sich
in einen Zahlenraum ausdehpen zu lassen. Gaufls ist jedoch nicht dieser
Meinung. (S. Anhang § 176 am Ende.)

) Denn 2 —(+V — )*=+(V/=1)? = - 1, da allgemein (111/ ay=aq.

g
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grofse betrachtend, mit den sogenannten reellen Grofsen ver-
binden und, wie in der Algebra gezeigt, den einfachen Regeln
der Arithmetik konsequent unterwerfen, zu sehr fruchtbaren
Resultaten, welche wir ohne Benutzung dieser Grofse 1 teils
gar nicht, teils nur auf sehr grofsen Umwegen erhalten konnten.

85.
Setzen wir in der Exponentialreihe
x2 x3
= e e (§ T3, T
e=ltotigtyggt - GBD
i statt x, so erhalten wir o
2x® Ba? ot L’

. . 2
de=1+ityo+15 3 18841 1.2.3.45 1"

oder:
" xz x4 xﬁ o >
¢ir= (1 —1at 1284 1234561
xz°

: z?
- ’(’”‘ 123 123845
Mittels der Gleichungen (6) und (7) in § 80 erhalt man dafiir

+..

EF=—COoS T ISINT .o eeiinnine (1))
Setzen wir hierin —¢ statt +-¢, so ist:
e F=COSLT—ESINT vrennns (2)

Um zu zeigen, dals die beiden Reihen alle Eigenschaften
der trigonometrischen Funktionen cos und sin z besitzen,
mithin auch fiir jedes z giiltig sind, und statt threr wirklich
die Funktionen cos z und sin z gesetzt und aus den fertigen
trigonometrischen Tafeln entnommen werden diirfen, multipliziere
man die beiden Gleichungen (1) und (2) miteinander, so kommt
erstlich

cos tx+-sinfz=¢" ¢~ "=¢'=1
4. h. die Summe der Quadrate der beiden Reihen ist fiir jedes

+ 2 immer = 1.

ST . kY1,
*) Setzt man in dieser Formel =7~ S0 ist e =y —1. Also

=

wlH

T

auch (V)Y ——1) V7L Mithin: =DV =T =

Diesen merkwirdigen Ausdruck hatte schon Euler gefunden.
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Multipliziert man die beiden Gleichungen
€=cosz +7sing
il’y ..
o € " =cosy t+isiny
miteinander, so kommt

e,-(xiy) . . . AV
==Cos5ZCOsy +-sinzsiny - ¢ (sinzcosy+ coszsin Y)

Nun ist aber auch, 2ty als einen Bogen

gedacht:
ity

::cos(xiy)—}—z’sin(xi—y).

Beide fiir @t erhaltenen kowplexen Grofsen miissen ein-
ander gleich sein. Sollen aber zwei komi)lexe Grofsen einander
gleich sein, mithin ihre. bildliche Darstellung  auf einen und
denselben Punkt in der Zahlen-Ebene fihren (§ 82), so miissen
notwendig die reellen und die tmagingren Teile einz)e]n einander
gleich sein, daher die bekannten Beziehungen : )

cos(xjjy):cosxcosyﬁsinxsiny, :
sin (xiy):sinxcosxicosxsiny.

Anmerkung. Die Moduli der beiden komplexen Grifsen
(I) und (2) sind ¢=vcos’z+sin2z=1. Der Punkt in der
u.nbegrenzt.en Ebene, dessen Lage durch die (komplexen) Grifsen
e” und e, namlich cos z+; sin z, bestimmt ist, liegt also

mmer (wie grofs auch 2 sein moge) auf der mit dem Halb-
messer = 1 beschriebenen Peripherie.

[

86.

Durch Addition wund Subtraktion der beiden vorstehenden

oo
Glelchungen (1) und (2) ergeben sich fiir cos z und sin z die
nur scheinbar imagindren Ausdriicke :

8{:‘" —
COs & = +;8
2 E
. 0% i
s r = — 8
21
- 817.

Die Division der beiden Gleichungen (1) und (2) § 85 giebt
pr_COSEEising _ 14dtge
cosx—ising 1 —qtgx
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Beiderseits die natiirlichen Logarithmen genommen und

(l}izf—ﬁ nach Formel 3, § 76, entwickelt, indem man dort
=)

7 tg o statt z setzt, kommt (weil alle geraden Potenzen von 4 reell):

Btgde | Ptgia

2r=2@tgx+ 3 -+ 5 +oen, )
2 o 4 5
2m:2¢(tgx+”§x+”5gx ------ )
t-B 5 7
x:tgx—-g3f—‘—tg5x—-tg7x ........ (1)

Diese Reihe ist konvergent fiir alle Werte von tg z, die
nicht grofser als 1 sind. Man kann also danach Bogen be-
rechnen, deren Tangenten gegeben, und sie deshalb, wie
Leibniz zuerst gezeigt hat, zur Berechnung der Zahl n
{Kreisverhiltnis) benutzen. Der mit der Einheit beschriebene

L T
Bogen, dessen Tangente = 1 ist, ist offenbar T Setzt man also

. . . 7T
in obige Reihe tg x=1, so mufs man - statt = setzen, und

man hat dann
7T

it St Sk EE I ok ROt PR

Diese Lieibnizsche Reihe ist zwar konvergierend, jedoch
50 aulserordentlich langsam, dafs man an tausend Glieder
addieren miilste, um die Zahl = nur so genau zu erhalten, als
Metius sie schon hatte. Es lilst sich jedoch durch einen
kleinen Kunstgriff eine konvergentere Reihe daraus ableiten.

Euler betrachtete namlich den halben Quadranten % als

Summe zweier anderer Bogen « und B, deren Tangenten also

echte Briiche sind, fiir welche vorige Reihe stirker konvergiert.

. : . 7w
Nimmt man nun « so, dafs tga=4, so wird, weil «+f=—

und also:
tg(atf)—tg =1
. tgad-tgp
oder: l—tga.tgﬁ’_l’
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1—tga_1——§—_]
1+tgae 144 %

Da also die Summe zweier Bégen « und 8, deren Tangenten

woraus: tgg8=

beziehlich 4 und } sind, =7 ist, so setze man in die Reihe

(1) einmal 4 und einmal } statt tg « und addiere beide Resultate,
s0 hat man:

T 1 1 1 1 :
Tttt ) v elgtg) o
Nach dieser Eulerschen Reihe liefse sich die Zahl 7z schon

ohne viele Miihe berechnen. Um jedoch eine noch stirker
konvergierende Reihe zu erhalten, dachte sich Machin einen

Bogen wu, dessen Tangente —1 ist, dann folgt aus tg u=1,
dafs (Trig. § 49) tg 2u=F und tg 4u=433. Es ist also
4u> % Setzen wir nun 4u —%:v, so ist

Mithin muls man, weil —Z—:/iu—v, in die Reihe (1) 4 statt

tg = setzen und den Betrag viermal nehmen, so hat man den
Bogen 4u, setzt man dann noch 444 statt tg z, so erhilt man
den Bogen ». Daher

gt 111 11 1
4_4<5 3.53+5_55_7F_5—7+'-)_'<m~3_—2@+m—...).

88.

Setzen wir in efi*—cosz+isinz (§ 85) nx statt 2, so ist:
et — cosma -+ i sinnz;
da nun aber auch ¢tiw— (eXiz)n = (cos z+isin)*, so hat man die
folgende hochst merkwiirdige und fiir die Folge sehr wichtige
Formel, welche, wie Laplace glaubt, zuerst von Moivre
gefunden worden, und auch dessen Namen fithrt, nidmlich

(cosz tisinz)* = cosnx Tisinnz
giiltig fiir jeden Wert von #.

M =2

Y]
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Ferner folgt noch leicht, dafs <weil e =— el—w> :
T
cosgtisinz costyusma

1 — .. —_
(coszTism x)’i: (cosz F 4 sin x)" = cos Nx + ¢ 51N NL.

Die nachfolgenden Beispiele werden zeigen, wie man
aulser eI und (cosz +4sinz)* auch jeden andern imaginiren
Ausdruck auf die einfache Form o+ 8¢ zuriickfithren kann, wo

aber auch « oder =0 sein kann¥*).

89 a.

Hat man zwei komplexe Grofsen a--b7 und a’+ b zu
addieren, so ist die Summe offenbar = (a-+a‘) -+ (b+-b") .. Diese
Addition lafst sich auch graphisch
bewirken. Stellt nidmlich der Punkt
m in der Zahlenebene die Grolse
a-+bi dar, so dafs also os==a und
ms="> ist, und man trigt nun, vom
Punkte m ansgehend, noch die Grofse
o'+ b’ auf, so dals my==st=a' und
nv—>" ist, so stellt der Punkt n die
Summe beider dar. Die Linie om=r stellt den Modulus der
ersten, mm=—1' den der zweiten komplexen Grofse und on=p¢
den Modulus ihrer Summe dar, ndmlich

r=1 a®+ b%, r‘:V?Z'-i— b2 und =7 (a+ a’)?+ (b4 b*)".
Hierbei fillt auf, dafs der Modulus von der Summe zweier
komplexen Grofsen, @+ bi und @' 4+ b%, entweder unter oder
doch hochstens nur gleich der Summe beider Moduli ist. In
Zeichen:

Via+aP+@+0) < Va+b+ya+bn
Bilden die beiden Moduli 7, 7' eine gerade Linie, dann

wire g=7r+7r".

*) Uber die geometrische Konstruktion der imaginiren Grofsen siehe

Anbang § 177.
Libsens Analysis. 7
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Zusatz 1. Es folgt hieraus, dafs auch der Modulus von -

der Summe beliebig vieler komplexen Grolsen entweder unter
oder doch hochstens nur gleich der Summe aller Moduli ist,
indem man von zwei auf drei, von drei auf vier komplexe
Grofsen schlielst &e.

Zusatz 2. Dafs sich auch die Subtraktion einer komplexen
Grofse von einer andern graphisch bewirken und dadurch auch
die Ausfithrung dieser Operation sich versinnlichen ldfst, ist
fiir sich klar.

89D.
Aufgabe. Den Ausdruck (a+67) . (¢c+di) auf die ein-

fachere Form « -+ @7 zu reduzieren.
Auflésung. Durch unmittelbare Multiplikation erhilt man

(a—+ b2) (¢ + di) =(ac — bd) + (ad + be) . 4.

Bei dieser Reduktion fillt auf, dals der Modulus des Produkts

aus zwel (oder auch beliebig vielen) komplexen Faktoren gleich

ist dem Produkt aus den Moduln der einzelnen Faktoren. Denn
(ac—bd)? + (ad—+be)* =(a®*+b2) (2 + d*) *)

mithin: v/ (ac— bd)? - (ad + be)* =+ a®+b* . y/¢*+ @

90.

-+ b7
~+ di

a . ,
Aufgabe. Den Ausdruck " auf die Form a-+ 7 zu

reduzieren.

Auflésung. Man multipliziere Zihler und Nenner mit ¢—d7
so erhilt man

a—f—bz’_ac—t—bd_‘_llg—ad i
c+di ¢+ d?

&+ @@

Hierbei fillt auf, dals der Modulus des Quotienten zweier
imaginiren Grofsen gleich ist dem Quotienten aus ihren Moduln.
Denn

(ac+bd)®  (be—ad)® a®—+b®

CrEE @ T At E

*) Nebenbei hemerkt ist also das Produkt zweier Zahlen, wovon jede
die Summe zweier Quadrate ist, immer gleich der Summe zweler Quadrate;
z. B. (12429 (3244 =(1.3—2.4)2+(1.44+2.8? & i. 5.25=352+410%
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91.

Aufgabe. Den Ausdruck (z+yi)* auf die Form «--pi
zu reduzieren.

Auflgsung. Man konnte hier den binomischen Lehrsatz
anwenden, wenn, fiir den Fall, dafs » ein Bruch oder negativ
wire, die Reihen fiir die reelle Grofse ¢ und fir den Faktor 8
konvergierten. Bequemer ist aber jedenfalls, hier die Moivre-
sche Formel anzuwenden. Setzen wir nimlich nach § 83
x1yi=¢ (cosptising), so ist:

(@ 1 yi)" =" (cos ¢ Tisin g)* = g" cosnep+ " sinnep .7
worin ¢g=1v/2%+4y® und <weil tg cpz%): ¢ = Arctg —;JE, mithin
auch, wenn man will, so geschrieben

(xtyiy = (2® -I—y?)"-’L cos <n Arctg%)i(xg—l—y?)g sin (n Arctg%) .1

92.
Aufgabe. Den Ausdruck I{(x-+yi) zu reduzieren.
Auflsung. Es ist (z+yi)—=« (1 —+ %@) Daher

L@+ i) =lo+ 1(1 + %z)
mithin (§ 76 [3])

(-Lyi)=lw -i—%z—-}(%) 241 (1)3. P—i (‘-)4. Y (%)5 ...

oty =lo+3 [(L)—4(

L+ yi) =1V 2" J o —i—z’Arctg%*).

1
¥

2 2 | 42 2 2
9 h(1+ ) =) =1 e

7*
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93.

Aufgabe. Den Ausdruck e*% zu reduzieren.

Auflésung. KEs ist
eeti— v, ¢Tvi— % (cosy+isiny)=e* cosy+ ¢* sin Y ..

94,

Aufgabe. Die Ausdriicke sin (27) und cos (27) zu reduzieren.
Auflésung. Setzt man in den Formeln § 86 z¢ statt z, so
hat man:

-~ ___ ea; e?) —_ e—x

sin (z7) = % o =51 (hier ist a=—0)

N et x? xt Ce e
Ccos (xZ)—T—1+ré+m + e (}ller 15t ‘8—0).

Aufgabe. In Cauchys Calcul différentiel findet sich auch
die Aufgabe: Die Ausdriicke sin (y 4+ #¢) und cos (y+ %) zu
reduzieren.

Aufldsung. Es ist

sin (y + x2) = siny. cos (¢%) -+ cosy . sin (x7)

—z —

sin(y—i—xi)zez—_;e .siny—l—ex‘_ze—cosy.z'....(l)

cos (y -+ 2i) == cos y . cos (x¢) —siny . sin (27)

—x —2

cos (y—+ xt) = gf—i;f -. cosy—-ez—z——siny.z'. . (2)

95.

Vermittelst der Moivreschen Formel ist es nun leicht,
die Potenzen von sin 2, cos z durch dieselben trigonometri-
schen Funktionen vom Vielfachen des Bogens oder Winkels z
auszudriicken.

Setzen wir, der Kiirze halber:

cosx -+ esinx =1y,

cosz—isinz=v, so0 ist
u-tv=2.cosz, , w =1,
u—v=2ising, umm =1,
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und weil (§ 88)
(cos 2+ sin 2)" == cos ma - 7 sin mz =",
(cos  — 7sin z)™ = cos mx — ¢ sin ma ="
so ist auch
U™+ v =2 cos ma,
w" — 9™ = 24 sin ma.

Dies vorausgeschickt, hat man nun aus der Gleichung
2cosz=u+v oder 2"cos™x=(u-+ )", wenn man das Binom
entwickelt, indem hier der Exponent m eine ganze positive Zahl
bedeutet

m.m- m.m-1.m-2 .

2meosmp=um--mum-1, y-- 1T 21 w2 g2 +1*23um St +mugm-14-ym

2meosmp =g +m.um-2 uv—}—mim—l

S R R L I A

dmpoogmp— (um_*_vm) _I_,n(um-‘?. +vm-2) +7n§£—212 (26""4 —+ vm-«i) + ...
m(m—1)

2Mcos™x=2 . cosmz{-m .2 cos(m—2)z-+ .2cos(m—4)z+-.. |

1.2

Da die Koeffizienten der Binomialreihe, die von Anfang und
Ende gleich weit abstehen, gleich sind, und (wie notigenfalls
durch ein bestimmtes Beispiel klar wird)*) fiir eine gerade An-
zahl Glieder (also m ungerade) jeder der beiden mittlern mit o

_ m (m—1)(m—2) .. .<’%1+1>
und ymultiplizierten Koeffizienten —
1.2 .3 m—1
. o ) e 4w s s .o T

*) 25c08P & =P 4 Butv 4 10002 4 100203 + Surt -+
25cosd =(ud %)+ 5. (u® +13) -f—% (w -+ )

25cosﬁx=2.cosSx+5.2cos3a;—{—%.2cosx.
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ist, so hat man

1) wenn m gerade

nfm—1).. <m+1>

m
1.2...—2

m+1
z(1n-1)...<—+1>
mm-1) i 2 cos®

2m- 1cosma>=——-cosmx+—~ cos(m- 2)m+——?cos(1n-4)ﬁ..+—T- g
1.2....

2

m(m

2m-1 ¢os ML == COS ML +—cos (m-2) x4

cos(m-4)cc+ +3.

2) wenn m ungerade

Die andere Gleichung 2¢ sin z=u—v, oder 27" sin"z—(u—1v)™

giebt

m (m—1
om gm sintg = u" — mu™ v+ 1( 5 - w29 — 4. o
m m—1
Qm gm g g — Y™ — nlu’m—d ( 2 ) n—4 + .. .i,vm_

Da die Vorzeichen regelmé[‘sig abwechseln, und das letzte
Glied fiir ein gerades m positiv und fiir ein ungerades m negativ

ist, so hat man [well z’"-—(zz)f—( 1)7]
1) fiir m gerade

m m(m-1).. <%+1)
( 2) sim—4)-.+y. ————————

a1 g *
2) fiir m ungerade*)

m-1 m(m-l)...(nil_}_l)

5 e m . 1
-1 2 o l.sinma:-——sin'mx—ﬂsm( 2)x+m(m )s n(m-4)z-..+

1 1.2...... m—1

*) Fur ein ungerades m ist nimlich. das letzte Glied negativ, und da
dann allgemein wn—ym = 2sinme; w2 —ym2=2. 1sin(m—2)x &c., so bleibt

in jedem Gliede der Faktor 1, und indem man auf beiden Sexten durch 2
m—1 m—1
dividiert, kommt auf der linken Seite der Faktor m-1=(12)2 =(—1)2.

96.

Da vorstehende vier Formeln fiir die Integralrechnung
wichtig sind, so wollen wir hier gleich einige spezielle Fille
zum vorkommenden Gebrauch und zum Nachschlagen daraus
ableiten. Setzt man m=2, 3, 4,..., so erhilt man

2cos?r=—cos2x+ 1
4 cosPz=cos3x-}+ Scosx
8 costr=cosdx+ 4dcos2x+3
16 cos®’z=cosbx+ 5cos 3z + 10cosz
32 cosbz=—rcos 6o+ 6 cosdzx+15cos 22+ 10
64 cos™z==cos Tz + 7 cos 5z + 21 cos 3z +- 35 cosx

»

2sin?x= —cos 22+ 1
4sin®z——sin 3z -+ 3sinz
8sintz = cosdx — 4cos2zx -+ 3
16 sin®z=sinbr—>5sin 3z -+ 10sinx
32 sin8x— — cos 6z 4 6 cos dx— 15 cos 22+ 10
64 sin"x =—sin 7z 4 7 sin 5z — 21 sin 32+ 35 sin 2.

97.

Vermittelst der beiden § 88 gefundenen Gleichungen, namlich

cos mx -+ ¢ sin max = (cos Z - Zsin x)™

cos mx — ¢sin mer= (cosx —zsin )™
erhilt man auch leicht Formeln, nach welchen man umgekehrt
die sinus und cosinus vom Vielfachen eines Bogens oder
Winkels durch Potenzen dieser trigonometrischen Funktionen

vom einfachen Bogen oder Winkel ausdriicken kann. Man hat
niamlich zuerst

2 cosmx=/(cosz+ isinz)"+ (cosx— isinz)™,

2¢sin me=(cosz+ isinx)™ — (cosz —zsinz)™.
Betrachten wir hier nur den Fall, wo m eine ganze Zahl
ist, und entwickeln die rechten Seiten nach der Binomialformel,
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indem man auf die sich tilgenden Glieder und gemeinschaft- sin 3z =38 sinx —4 sin®z
lichen Faktoren achtet, so verschwindet alles scheinbar Imagi- sin bz =5 sin 2 — 20 sin3z -+ 16 sinz.
nire und man erhilt folgende beide endliche Reihen, deren ein- _ :
faches Bildungsgesetz in die Augen springt: X
mm—1) Ferner erhilt man
1.2 o8 @S sin 42 == cos z (4 sin x — 8 sin®z)
sin 4z = sin z (8 cos®z — 4 cosx)
sin 6 = cos z (6 sin 2— 32 sin®x 4- 32 sin®z)

COoSs Mer=—Cos™x —

m(m —1) (m— 2) (m—3)

+ 1.2 .3 .4

cos™4gsinty — ++ ...

. mo m(m—1) (m—2) s g ' sin 62 = sin % (32 cos z — 32 cos®z +- 6 cos z).
S1N ML == ——CO0S x.8mLr—-————F——F5" Cos™ P x . SIN°%
1 1.2.3
+ m(nlz—l) 2(17@.—23) (7.’&_432. (77;-4) cos™ 5. sindxr — 4 ...
Hiernach ist z. B. fir m=2, 3, 4,...
cos 22 =cos’z — siny -
cos 8z =cos®z— 3 cosx.sin’x
cos 4z = cos*z — 6 cos®x . sin’z +-sintx
cos Bz ==cos’z — 10 cos®zsin®z + 5 cosz sintz
cos 62 = cosbz — 15 cos*x sinx + 15 cos?x sin‘x — sinfx
: P
sin2zx—2cosz.sinz
sin 3z — 3 cos®x. sinz — sindx
sindx =4 cos®x.sinz—4 . cos x.sin’z.
sin bz =25 cos*z sin v — 10 cos?z sinx + sinfx
sin 62 =5 cos®z sin x — 20 cos®zsin3z + 6 cos xsin’z
Zusatz. Aus dem Anblick der allgemeinen Formeln ergiebt
sich die Moglichkeit, dafs man, wenn m gerade, cos mz auch
durch lauter Potenzen von sin 2z (oder cos z) und, wenn m
ungerade, sin max durch Potenzen von sin z ausdriicken konnte.
Setzt man n#dmlich 1-—sin?x statt cos®z, so hat man z. B.: @

cos22—=1—2smn%zr—=—1 -+ 2 cos?x

cos3x=4cosdxr —3Jcosx

cos 42 =1 — 8 sinzr + 8 sintx =1 — B cosx - B costz
cos bx =16 cos®z — 20 cos®z + 5 cosx

cos 6z =1 — 18 sin2z 4+ 48 sin*zx — 32 sinfx
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Achtes Buch.

Von den algebraischen Gleichungen.

1. Hilfssitze.

98.

Hat man irgend eine ganze Funktion von z, z. B.:
a4 Az '+ Bar 2+ ...+ Mz + N,

wo also die Exponenten n, n—1,... ganze positive Zahlen, die
Koeffizienten A, B, C... bis M aber ganz beliebige positive,
negative, ganze oder gebrochene Zahlen, 0 nicht ausgenommen,
sind, N aber nicht 0 und von z befreit (N also das sogenannte
absolute Glied der Gleichung) ist, so ist klar, dals fiir jeden
endlichen positiven oder negativen reellen Wert von z auch
der Betrag der ganzen Funktion einen endlichen reellen Wert
giebt, weil nimlich jedes Glied, also auch die Summe aller,
einen reellen Wert giebt. Denkt man sich ferner einen fiir
« angenommenen reellen Wert (z,) durch ein proportioniertes
Stiick auf einer Abscissenlinie abgesteckt und den zugehorigen
Betrag der ganzen Funktion durch eine entsprechende Ordi-
nate dargestellt, so ist auch klar, dafs, wenn die Werte von z,
die Abscissen, stetig aufeinander folgen, auch die entsprechen-
den Betrige der Funktion, die Ordinaten, "also auch ihre End-
punkte stetig aufeinander folgen und eine einzige stetige Linie
bilden. Wegen dieser Eigenschaft ist also eine ganze Funktion
von z notwendig immer eine stetige (kontinuierliche).
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99.

Die erwihnte Linie, welche aus einer solchen Funktion
hervorgehen wiirde, kann den Umstinden nach ganz oberhalb
oder ganz unterhalb der Abscissenlinie oder auch zu beiden
Seiten liegen, mithin dieselbe ein- oder auch mehreremal
schneiden.

Die aus 2>—2z-+ 5 entspringende Linie z B. bleibt in
ihrer unendlichen Ausdehnung nach rechts und links stets ober-
halb der Abscissenlinie, weil es keinen reellen Wert von z
giebt, fir welchen die Funktion #2—2z-+5 gleich Null wird,
denn setzen wir 22—2z-5=0, so folgt daraus s=1+2y—1;
diese komplexen Werte von z lassen sich aber nicht durch
eine Abscisse darstellen, obgleich der Betrag der Funktion fiir
diese komplexen Werte = 0 wird. Die aus der Funktion
x?—2x—6 entspringende Linie hingegen schneidet die Abscissen-
linie zweimal und liegt also zu beiden Seiten derselben. Denn

1+5
2

setzen wir 22—z —6=0, so folgt daraus: z=—— &ec.

100.

Aus dem vorstehenden Paragraphen folgt nun, dals, wenn

eine ganze Funktion
24 Az~ Ban—2 4 ... 4 Mz-+ N

fiir zwei reelle Werte von z (z, und z,) Resultate von ent-
gegengesetzten Vorzeichen giebt, d. h. eine positive und eine
negative Ordinate, es dann notwendig auch (wenigstens) einen
reellen Wert von z geben mufs, fiir welchen die Funktion
=0 wird. Denn die stetige Linie, welche die Funktion, wirk-
lich konstruiert, giebt, und welche durch die Endpunkte der
positiven und negativen Ordinaten gehen wiirde, liegt teils ober-
halb, teils unterhalb der Abscissenlinie und muls dieselbe also
wenigstens einmal schneiden,

101.

Lehrsatz. In jeder ganzen Funktion
a4 A 4 Bar—2 ...+ Mz + N

kann man statt z immer einen so grofsen Wert setzen, dafs
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das hochste Glied (%) grofser wird, als die Summe aller
folgenden.

1. Boweis. Diese Funktion lalst sich so schreiben:
N A B M N
“’<1+7+?2+“-+F+x7)-

Nun kann man aber z so grofs werden lassen, dafs die

A
auf 1 folgenden Briiche: = ;,g so klein werden, dafls

ihre Summe kleiner als 1 wird; alsdann ist aber offenbar auch
> Agn—t 4 Bar—2 ., + Mz N.

2. Bewels. Legt man in 2"+ A2"~'4-... 4 Mz + N allen
Koeffizienten A, B,...N den Wert des grolsten, den wir mit
G bezeichnen wollen, bei, so kann man fir # einen solchen
Wert angeben, dals, selbst alle Vorzeichen als gleich ange-
nommen, doch noch

2> G (@ -2+ ...+ 24 1) oder: (Algebra § 254)

2 >G. x;:ll oder
e G.2» @
X > x——l —m .......... (1)

und dies offenbar um so mehr, wenn
v > G, . oder
z—1
2—1>G, also: 2 >G+1.
Setzt man diesen Wert von z in (1), so wird die linke
Seite grofser als die rechte.

102.

Lehrsatz. In jeder ganzen Funktion von der Form
a4 Agn—1 - Ban—2 - Cgr—3 _Dgn—4 —Fgn—5— . __ Mz —N,
in welcher nimlich ein oder mehrere unmittelbar aufeinander
folgende Anfangsglieder alle positiv, die darauf folgenden aber
alle mnegativ sind, giebt es unter den unzihligen positiven
Werten, welche fiir  gesetzt werden konnen, nur einen einzigen,
fir welchen die Funktion =0 wird.

—9
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Beweis. Fir #= 0 giebt die Funktion ein negatives
Resultat (—N). Lassen wir nun z von 0 an im positiven Sinne
immerfort wachsen, so wird zuletzt 2" allein schon grifser, als
die Summe aller folgenden (§ 101), mithin mufs z vorher schon
einen solchen positiven Wert gehabt haben, fiir welchen die
Funktion =0 wurde (§ 100). Von da an aber bleibt bei
wachsendem positiven 2z die Funktion immer positiv. Es giebt
also nur einen positiven Wert von z, fiir welchen obige
Funktion =0 wird.

108.

Lehrsatz. Wenn es in der ganzen Funktion
o4 Azl B2+ ... +Mzx+ N
fir die unbestimmte Gréfse z irgend einen Wert a giebt (er
moge direkt, reciprok, lateral oder komplex sein), welcher die
Funktion zu Null macht, so ist die Funktion notwendig durch
z— a ohne Rest teilbar.

Nehmen wir des leichtern Verstindnisses halber erst einen
speziellen Fall.

Die Funktion z*-—42® —72%+222+24 z. B. wird =0,
wenn man -+ 3 statt z setzt; dals sie nun wirklich durch z—3
ohne Rest teilbar ist, zeigt zuerst die wirklich ausgefiihrte Partial-
division, indem (Algebra § 321)

at—4a® —Tx? | 222+ 24
z—3 -

Die Funktion #* — 42% — 722 + 222 4 26 wird fiir x=23 nicht
=0 und deshalb mufs auch bei der Division derselben durch
z-—3 ein Rest bleiben. Es ist ndmlich

at — 4a® —Ta® 4220426 4

2% — 2% —10x—8.

e 100— 84—,
x—3

r—3
1. Beweis. Sei allgemein
@t + Agn—! +Ba—24-... 4+ M2+ N....... (1)

eine beliebige ganze Funktion und a der Wert, welcher, statt
z gesetzt, dieselbe zu Null macht, so dafs also

a*+ Agr—'+ Bar?+ ...+ Ma+ N=0,

so wird offenbar, wenn man, wie in vorstehendem Zahlenbeispiel,
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mit z—a in 2"+ Az*~ 14 .. Mz + N dividiert, der Quotient
mit 271 anheben. Bezeichnen wir die Koeffizienten des Quotienten
mit A;, B;..., so hat man:
ar--Axn-14-Ban-2+- .+ MaLN

T =l + A g2 B3 M,z +N.+ —~ E =
Dafs nun aber der hier fingierte und jedenfalls von z befreite
Rest R nicht existiert oder R=0 ist, folgt, wenn man auf
beiden Seiten mit 2 — & multipliziert. Dann ist:

x"+Ax”"1+Bz"'9+..+Mx+N=(w—a){x”‘1+A1x""2+..+M1x+N1}+R

Da nun beide Seiten dieser Gleichung fiir Jjeden Wert von

« gleiche Resultate geben miissen, zufolge der Voraussetzung

aber fiir £=a die linke Seite =0, und rechter Hand der Faktor

#—a, als auch das Produkt aus ihm und dem andern ejn-

geklammerten Faktor —0 wird, so hat man, @ statt z gesetzt:
0=0-R, mithin R=0.

Dieser Beweis ist von d’Alembert, der folgende von L a grange.

2. Beweis. Aus der Voraussetzung:
a*+Aa" 4+ Ba" 24 ... Mo+ N=0
folgt: N=—a*—Aa"-1—Bag»—2 ., . ._Ma.
Setzt man diesen Ausdruck fir N in die Funktion (1), so
wird sie
" Ar =l Mz —ar— Ag-l— Mg
oder: a"— "+ A (x"~!—qn—1) 4B (@ 2—a" ) 4 .. M (x—a),
und es ist aus dieser Form nun klar, dafs die fragliche Funlktion
(1), was auch @ sein mége, durch z—a ohne Rest teilbar ist.

(Algebra § 321, 2)

104.

Bildet man durch gewshnliche Multiplikation aus einfachen
zweiteiligen Faktoren (Formen ersten Grades) ein Produkt, so
ist klar, dals das Produkt durch jeden der Faktoren ohne Rest
teilbar sein mufs. Es ist z. B.

(@—1) (x—3) (24 2)—a® — 222521 6..... (1)
und das Produkt rechter Hand muls durch z— 1, durch 2—3
und durch 242 ohne Rest teilbar sein.

-
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Weil ferner, wenn man in die Gleichung (1) fir z be-
liebige Werte setzt, auf beiden Seiten gleiche Resultate kommen
miissen, linker Hand aber jedesmal einer der Faktoren =0
wird, wenn man statt z die Zahlen 1, 3 und — 2 setzt, so mufs
fiir jeden dieser drei Werte von z auch das Produkt rechter
Hand =0 werden, und es ist klar, dals fiir jeden andern
Wert von x keiner der drei Faktoren, also auch nicht das
Produkt, =0 wird.

105.

Aus Formen ersten Grades, z—a, x—b, 2—¢ &e., lilst
sich durch gemeine Multiplikation oder durch Variation das
entsprechende Produkt entwickeln, und es ist einleuchtend, dafs,
wenn man # einfache Faktoren, z—a, 2 — & &c. hat, das Pro-
dukt eine ganze Funktion vom nten Grade sein wird; wichtiger
ist nun aber die umgekehrte Frage: ob man wohl jede ganze
Funktion vom nten Grade als ein aus Formen ersten Grades
gebildetes Produkt betrachten darf und in solche zerlegen kann.
Die Beantwortung dieser Frage hingt von der Theorie der
hoheren algebraischen Gleichungen ab.

106.

Schon in der Algebra (§ 218) ist erklart, dafs in einer
‘Gleichung mit nur einer unbekannten Gréfse jede statt der un-
bekannten gesetzte positive, negative, laterale oder komplexe
Grofse, welche der Gleichung Geniige leistet (d. h. die linke
Seite gleich der rechten macht), eine Wurzel derselben ge-
nannt wird. Kommen in einer Gleichung nur ganze positive
Potenzen der unbekannten Grifse vor und ist die endliche
Zahl n der hochste Exponent, so heilst sie eine alge-
braische Gleichung vom nten Grade (s. die Anmerkung zu
§ 84) und l4fst sich, wenn man alle Glieder auf die linke Seite
bringt, immer so formen:

-+ Azt 4+-Ba* 24 ...+ Ma 4+ N=0,
50 dafls ndmlich die linke Seite immer eine ganze Funktion ist.

Sind alle Potenzen der unbekannten Grofse von der nmten
bis zur lten darin enthalten, so heilst die Gleichung vollstindig,
sonst unvollstandig.
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107.

Die vorhin aufgeworfene Frage, ob sich jede ganze Funktion
vom mten Grade, oder, was dasselbe ist, die linke Seite einer
geordneten algebraischen Gleichung mten Grades von obiger
Form immer in % einfache Faktoren auflosen lifst, kommt
darauf zuriick, ob es fiir jede algebraische Gleichung immer
einen Wert a giebt, welcher, statt der unbestimmten Grofse z
gesetzt, derselben Gentige leistet; denn wire dies der Fall, so
konnte man, wie in § 103 bewiesen, die linke Seite a”-
Axr14 ...+ Mae+ N durch 2—a ohne Rest dividieren und
mithin dieselbe in zwei Faktoren auflosen, wovon der eine
einfach (z—a) und der andere ein Quotient von der Form

a1+ Ay 2+ M2+ N,
wire. Von dem erhaltenen, um einen Grad niedrigeren
Quotienten gilte dann dasselbe wieder. Denn wire b die
Grolse, welche, statt x gesetzt, den Quotienten zu Null macht,
so konnte man ihn wieder durch #—b ohne Rest dividieren und
mithin in das Produkt (z-—0b) (@* 2+ Aya*—3+4 ...+ M,z + N,)
auflosen &e.

Liefse sich also beweisen, dafs fiir jede (geordnete) alge-
braische Gleichung immer ein Wert existiert, welcher, statt der
Unbekannten z gesetzt, derselbe Geniige leistet, so wire man
auch zu dem Schlusse berechtigt, jede Gleichung vom nten
Grade als ein Produkt aus » einfachen Faktoren und zwar als
das Produkt der simtlichen » annullierten Wurzelgleichungen
betrachten zu diirfen.

Diese n einfachen Faktoren kénnten dann, den Umstéinden
nach, zum Teil oder auch alle reelle, imaginidre oder komplexe
Grolsen, zum Teil oder auch alle verschieden oder auch gleich
sein; im letztern Falle sagt man, die Gleichung habe n gleiche
Wurzeln.

So hat z. B. die Gleichung dritten Grades z°—24%—5z-+6=0
drei reelle Wurzeln, zwei positive, 1 und 3, und eine negative,
— 2, denn sie ist das Produkt aus (z—1) (#—38) (¢ +2), und
die drei Werte 1, 3, —2 leisten 1hr Geniige.

Die Gleichung 2% —3a244=0 hat drei reelle Wurzeln,
worunter zwei gleiche. Sie ist das Produkt aus (z—2) (z—2) (x+1).
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Die Gleichung: 2#2—2:~+5=0 hat zwei komplexe Wurzeln,
sie ist das Produkt aus (¢—1+2y —1) (t—1—2¢ —1).

108.

* Dals nun aber jede algebraische Gleichung nten Grades
wirklich eine und folglich » Wurzeln habe (sich in » Faktoren
ersten Grades zerlegen lifst), dafiir giebt es verschiedene Be-
weise, von welchen wir hier den einfachsten Ullherrschen
(im Crelleschen Journal) erlautern wollen. Dieser Beweis zeigt
namlich, dafs es fiir jede ganze, in Bezug auf 2 rationale Funktion

a4 A1 Ba 2+ ... 4+Ma+N....... (1)
immer einen Wert p+ i giebt, welcher statt z gesetzt die
Funktion (1) annulliert*).

Was auch p und ¢ fiir Werte haben mogen (Null nicht
ausgenommen), so konnen wir doch, zufolge § 83, immer
p=0.cos ¢ und g=yp.sin ¢, mithin p+ gi=0 (cosp +isin @)
setzen.

Substituieren wir nun diesen bequemern Ausdruck statt @
in (1), so verwandelt sich die Funktion in:

Ag—Y(cos p—+ising)—! 4

Bo"2(cos ¢ + 2 sin )% +-

0" (cos @ +ising)"+ 4N

+ Mo (c.os @ -+ @sin ¢)

mithin auch, zufolge der Moivreschen Formel (§ 88), in
Ag" 1 [cos(n—1)gp+isin(n—1)gp]
B@““Z[COS(”:*ZWJF"S“](”‘Z)(P] +N....(2)

o™(cosng+isinng)+

Mo (cc;s ¢ + isin )

Um nun anschaulich zu machen, dals es fiir ¢ und ¢
Werte geben muls, welche den Ausdruck (2) annullieren, wollen
wir denselben, wie in § 82 gezeigt, bildlich darstellen, indem
wir ¢ und ¢ als verinderlich annehmen. Aus der unbegrenzten

*) 'Wir nehmen hier die Koeffizienten A, B,...N alle als reelle Groflsen
an, weil dies vermoge § 112, Beweis 2, geniigt. Vermoge §§ 113 und 114
brauchte dieser Beweis nwr fur den speziellen Fall gefiihrt zu werden, wo »
eine gerade Zahl und N positiv ist.
Libsens Analysis. 8



114

Zahlenebene, in welcher wir die fraglichen Werte von ,
nidmlich p -+ ¢¢ oder ¢ (cos ¢+ ¢ sin ) zu suchen haben, kénnen
wir nun ein endliches begrenztes Stiick ausscheiden, iber
welches hinaus sich ¢" jedenfalls nicht erstrecken kann, indem
wir namlich fiir ¢* zuerst einen so grofsen Wert annehmen, dals

" > Apgn 1+ B2 4. Mo+ N....... (3)

was nach § 101 immer moglich ist.

Beschreiben wir nun mit ¢»=O0A einen Kreis um den

Nullpunkt O, so muls die erste komplexe Grifse in (2),
namlich: " (cos ngp +¢ sin nep), fir sich allein dargestellt, fur
jeden Wert von ¢, Punkte der Zahlenebene geben, welche alle
auf die Peripherie dieses Kreises fallen, weil ja der Modulus
dieser komplexen Grofse fiir jedes ¢ immer = ¢" ist, nimlich
v (0™ cos®ng -+ 0™ sin®ng) =" (§ 85, Anmerkung).

Denken wir uns fiir ¢ alle stetig aufeinander folgenden

i 0
Werte von 0° bis ?’E—;Q gesetzt, so ist zuerst fiir =0, der

Betrag der ersten komplexen Grofe in (2), = " (Punkt A).
Bezeichnen wir die Summe aller folgenden Glieder mit «—- 84,
indem wir der Kize halber:

Ao . cos(n—1D)p+DBo* 2. cos(n — 2)¢p+- ...+ Mo cos p+N=c..(x)
A1 sin(n—1)gp+Be"2.sin(n—2)¢+ ...+ Mosingp=p......(s)
setzen, so ist fiilr =0, der ganze Betrag der Funktion (2),
= ¢"+ « (indem nach (5) fir ¢=0 auch £ =0). Weil nun
o">>a*), so ist auch, selbst wenn « negativ wire, ¢"-+4a>>0.
Der Punkt ¢, der Zahlenebene, welcher, fiir ¢ =0, den ganzen
Betrag der Funktion (2) darstellt, fillt notwendig rechts von
DE und zwar zwischen O und A, wenn « negativ, und tiber A

hinaus, wenn, wie in der Figur angenommen, « (=A{;) positiv ist.
0

Fir rp:%, also ngp =90 = ~DOA, istin (2) der Betrag

des ersten komplexen Gliedes =g".4 (Punkt D) und, indem wir
die Summe aller folgenden Glieder fiir diesen Wert von ¢

*) Wenn man Glieder rechter Hand in der Ungleichung (3) mit den
cosinus oder sinus beliebiger Winkel multipliziert, so muls die Ungleichung
bestehen Dbleiben, weil ja alle cosinus und sinus cchte Briiche oder hochstens
= 1 sind.

5
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wieder mit «- f# bezeichnen und, wie in § 89a gezeigt, dem
ersten Gliede hinzufiigen, ist der ganze Betrag der Funktion (2)
=a+ (¢ -+ B) 4, mithin, wenn g
auch negativ wire, doch ¢4 >0
und der fragliche Punkt der Zahlen-
ebene fillt notwendig oberhalb
des Durchmessers AB (und, je
nachdem o positiv oder negativ ist,
rechts oder links von DE).

0
Fir (p:—lig—, also ngp = 1809,

ist der Betrag des ersten kom-
plexen Gliedes = " cos 180 = — ¢»
(Punkt B) und, indem wir die Summe der folgenden Glieder
wieder mit a+p7 bezeichnen, der ganze Betrag der Funktion (2)
=(—¢"+ &)+ pi. Der ihn darstellende Punkt der Zahlenebene
fallt nun links von DE, weil die reelle Grofse (— o+ «),
wegen ¢">a, jedenfalls negativ ist.

. 2700 0 et 5 met 5POO .
Fir o= = , also ngp=270° ist 2 ¢"sin 270°=—g". 4. Der

fragliche Punkt fillt unterhalb AB, weil jetzt der Faktor

von ¢, namlich: — " -+ 8 (wegen ¢ >>f), negativ ist.
0

Fir o= 360

n
Funktion (2) = (0" + «)+ f¢. Der fragliche Punkt fillt jetat
wieder rechts von DE (und, je nachdem p positiv oder
negativ ist, oberhalb oder unterhalb AB).

Es ist nun einleuchtend, dafs fiir die Annahme eines so
grofsen Wertes von g, fiir welchen die Ungleichung (3) be-
steht, fir keinen Wert von ¢ der fragliche Punkt ¢ mit dem
Nullpunkt 0 zusammenfallen kann, weil der Modulus des ersten
komplexen Gliedes stets grofser ist, als der Modulus von der
Summe aller folgenden Glieder (0" >/ a24- 2, § 89 a, Zusatz). *)

Die in (4) und (5) durch ¢ und g vertretenen Ausdriicke

, also ng = 360° ist der ganze Betrag der

*) Wenn auch fir irgend einen Punkt M, welcher den Betrag des ersten
komplexen Gliedes in (2) darstellt, « und 8, statt positiv, wie hier in der
Figur angenommen, (Mv=«, vt=_48) beide negativ (Mv', v't") und so beschaffen

~wiren, dafs der Modulus ¢'M =y «* -2 gerade auf den Modulus O M = p»

fiele, so wiirde der Punkt ¢ doch den Nullpunkt O nicht erreichen, weil
(x>]//((2’i—ﬂ2.
8*
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dndern sich stetig mit dem Winkel ¢, so dafs, wenn ¢ sich
um eine sehr kleine Gréofse #ndert, sich notwendig o und g
auch nur wm sehr kleine Grofsen #ndern. Deshalb miissen
die erwihnten Punkte {4y, ¢,... stetig aufeinander folgen
und in einer gewissen krummen Linie den Nullpunkt um-
schlingen.*)

Lassen wir nun o stetig bis zu Null abnehmen, und
denken uns fiir jeden Modulus von e"==O0A bis ¢"=0 die
Konstruktion des ganzen Ausdrucks (2) ausgefithrt, so wird
offenbar die ganze Kreisfliche ADBE mit konzentrischen, sich
stetig aneinander legenden Peripherieen ganz ausgefiillt.
Gleichzeitig miissen auch die diesen unzdhligen Peripherieen ent-
sprechenden Windungen sich stetig aneinander legen. Und
diese Windungen, die anfangs den Nullpunkt O umschlangen,
miissen fir sehr kleine ¢ ganz aufserhalb desselben liegen.
Denn setzt man ¢=0, so reduziert sich der ganze Ausdruck (2)
auf das letzte konstante (tlied N, und dies giebt, konstruiert,
einen Punkt /&, der auflserhalb des Nullpunkts O auf AB
fallt, und zwar rechts oder links von DE, je nachdem N positiv
oder negativ ist.

Nun kann man sich aber ¢, also auch den Modulus %,
so klein denken, dals in (2) die konstante Grofse N grofser
bleibt, als die Summe aller vorhergehenden reellen Glieder.
Die diesem o" entsprechende kleine Windung (indem man fiir

Ia)

. . 3600 C
¢ wieder alle Werte von 0 bis in— gesetzt denkt) wird jetzt

nicht den Nullpunkt O, sondern den fiir p=0 entsprechenden
Punkt % umschlingen. Es mufs also notwendig zwischen
0»=0A und ¢*=0 ein solcher Modulus ¢" existieren, fiir
welchen die Windung den Nullpunkt weder umschlingt, noch

. 360°. . 2.360°
*) Wollte man ¢ noch weiter wachsen lassen, z. B. von —n—bls pra

also mg von 360° Dbis 2.360°, so erhilt man noch eine Windung, und fiw
¢=0 bis ¢=2360°, also von np=0 bis ng=mn.360° im ganzen n Win-
dungen, die aus angegebenem Grunde (0”>]/52'+ﬁ2') alle um den Null-
punkt O herumgehen. Die in der Figur nur angedeutete eine Windung ent-
spricht .der bekannten Funktion: :
81 (cosd ¢ +isind ¢)+54(cos 2y +isin2¢)+ 5,

welche aus der Gleichung: ' 6224 5=0 entspringt, wenn man darin
z=1p(cos ¢ tsing) und dann ¢=3 setzt.

117

ganz aufserhalb desselben liegt, sondern durch denselben hin-
durchgeht. Uberdies ist auch klar, dafs alle Punkte des von
der ersten Windung #, n und der geraden Linie n{, begrenzten
Stiicks der Zahlenebene, mithin auch der Nullpunkt O zum
Vorschein kommen miissen, und hiermit ist nun bewiesen, dafs
es fir ¢ und ¢ solche Werte giebt, welche den Ausdruck (2)
zu Null machen, folglich auch, weil wir ¢ (cosg+ising) statt
P + ¢i substituiert haben, dals fiir  wenigstens ein Wert von
der Form p-4-¢i (wo jedoch p oder ¢ auch =0 sein kann)
existiert, welcher die Funktion (1) annulliert, mit andern Worten:
jede rationale algebraische Gleichung nten Grades hat eine
Wurzel und mithin » Wurzeln (§ 107).

109.

Uber die nicht leichte Theorie der héhern Gleichungen
haben sich die Mathematiker von jeher sehr viel den Kopf
zerbrochen. Je n#her man ihr auf die Spur gekommen zu sein
glaubt, sagt Montucla, je tiefer verkriecht sie sich. Die
Losung der gemischten quadratischen Gleichungen erforderte schon
einen kleinen Kunstgriff. Mit den hohern Graden aber steigern
sich auch die Schwierigkeiten, und obgleich die grofsten Analysten
sich angestrengt haben, diese sich tiirmenden Schwierigkeiten
zu iberwinden, so ist doch bis jetzt, was die Hauptsache, nim-
lich die Auflésung der hshern Gleichungen, d. i. die Auffindung
ihrer Wurzeln betrifft, das erwiinschte Ziel noch nicht erreicht,
jedoch sind mehrere schon an sich merkwiirdige Sitze auf-
gefunden worden, welche vielleicht dazu beitragen konnen, an
dies Ziel zu gelangen. Die wichtigsten dieser Sitze, zu
welchen die vorhergehenden die Grundlage bilden, wollen wir
im Folgenden mitteilen.

2. Eigenschafien.
110.

Bildet man aus n einfachen Faktoren z—a,, z—a,...2—a,,
das Produkt 2 + Az" 1+ ..+ Mz+ N, so sind die Koeffizienten
A, B...N des Produkts im voraus durch die Gréfsen aqy, a,...
bestimmt. Mit andern Worten: die Koeffizienten in einer alge-
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braischen Gleichung sind Funktionen von den Wurzeln. Es
sollen nun diese Funktionen, d. h. die Beziehungen, welche
unter den Koeffizienten einer Gleichung und ihren Wurzeln
stattfinden, gefunden werden.

Man denke sich zu dem Eunde die 7 einfachen Faktoren
wie angedeutet, untereinander gestellt, die Zeiger 1, 2 eingefiihrt,
und das Produkt nach § 26 durch L
Variation gebildet, so ist leicht einzu- - =

sehen, dals, weil der Zeiger 1, an L O
welcher Stelle er auch stehen moge, M
immer z bedeutet, der Zeiger 2 aber in

der letzten Stelle a,, in der vorletzten :

@, &c. vertritt, und jede Variationsform x—a,
immer n Faktoren enthilt, die erste: z— 0y
1111 ... 111, = z* ist. Die zweite z—y
Variationsformist1111... 112, =a,x* . z—a,

Dé: nun aber der Zeiger 2 an allen 1111_._.1117230”
n btel]e'n %u stehen kommt, so braucht 1111 ... 112, —a, &1
man die ihn enthaltenden Variations- 177y .
formen nicht alle zu bilden. Man kann 159 )
dieselben jetzt auf kirzerm Wege er- 1777
halten. Die Summe der Koeffizienten ;7
von z"*~ 1 oder der Koeffizient A ist .
offenbar gleich der Summe der Kom-
binationen aus «, a5 as...q, zur ersten : .

Klasse, d. i. gleich der Summe aller 2111...111,=a,2""!
Wurzeln, jedoch mit umgekehrtem 2111...112,=a;a02"~*
Vorzeichen. Denn wiren z B., wie 2111...121

hier angenommen, alle Wurzeln positiv, 2111...122

so kommen sie in den einfachen zwei- : :

teiligen Faktoren z—a,, z—a, &c. : :

alle mit dem Minuszeiche?n vor und 22'22 o 2é-2, —a, day..a"
umgekehrt.  Dasselbe gilt offenbar

auch, wenn die Wurzeln teils positiv, teils negativ sind. Da
ferner aus der Variationsform 1111 ...122, = aa2*? alle
iibrigen, in welchen der Zeiger 2 an zwei Stellen vorkommt,
hervorgehen, indem man diese 'orm permutiert denkt, wodurch
offenbar der Zeiger 2 oder die Elemente a, a,...a, in allen
moglichen Kombinationen zur zweiten Klasse zum Vorschein

121, =@, 21
122, =a,a,2" %
211, =azan!
. 212, —=a,agz"%
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kimen, so ist offenbar die Summe der Koeffizienten von 2"—2
d. i. der Koeffizient B, gleich der Summe der Kombinationen
aller Wurzeln zur zweiten Klasse, und zwar mit demselben
Vorzeichen. Denn welche Vorzeichen die Wurzeln auch haben
mogen, so wird das Produkt aus je zwei, mit demselben oder
umgekehrtem Vorzeichen, doch dasselbe; z.B. ;. ag—={(—a)(—a,);
ay(—ay)=—a, . (ay) &c.

Ebenso ist nun wohl einleuchtend, dafs die Summe der
Koeffizienten von z"=3, d. i. C, gleich ist der Summe aller
Kombinationen der Wurzeln @, a,...a, zur Sten Klasse, aber
mit umgekehrtem Vorzeichen. Denn wiren alle Wurzeln —4-
oder alle —, so wiirde offenbar das Produkt aus je drei das
umgekehrte Vorzeichen haben. Dasselbe gilt auch, wenn die
Wurzeln verschiedene Vorzeichen haben. Denn wiren z. B.
drei Wurzeln + a, — b, — ¢, so wire das Produkt 4 abc.
Weil aber in den einfachen zweiteiligen Faktoren der Gleichung
die Vorzeichen der Wurzeln entgegengesetzt sind, z - @, 40,
z+c, so muls sich im Produkt auch das Vorzeichen von
+ abc umkehren &c. Das letzte Glied N ist demmach das
Produkt aus allen Wurzeln mit demselben oder umgekehrtem
Vorzeichen, je nachdem dieses letzte Glied ungerade oder ge-
rade ist. In Zeichen: es ist in

@+ Az1 4 Ban 2 Can=3 4 ...+ M+ N=0,

wenn @, @y Gg...d, die Wurzeln bedeuten, allemal
1
A=—(a;+a+a3+...+t)=—Cla,a,...0,),
2
B= aaeataa+..+a1aa=+Cla,a,...a,),

C:—(a1a2a3+c_l1a2a4—}—...):—é((claz...a“),

N=(—1)(aya0a3.......... ) =(—1)C(aya,...an).

Zusatz. Aus Vorstehendem folgt, dals, wenn in einer
Gleichung 2t + Az* 14 ...+ Mz + N =0 das zweite Glied fehlt,
also A=0 ist, dann die Summe aller Wurzeln auch =0 ist.
Fehlte das dritte Glied, also B==0, so wire die Summe der
Produkte aus je zwel der Wurzeln = 0 &e.

Bilden wir z. B. aus den drei Wurzeln + 1, 4+ 2 und — 3
die entsprechende Gleichung

(z2—1) (z—2) (2 +3)=2®*—Ta+ 6=0,
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so fehlt in dieser unvollstindigen Gleichung dritten Grades das
zweite Glied, weil die Summe der Wurzeln 1 4+2 —3=0
ist. Die Summe der Produkte aus je zwei mit demselben
Vorzeichen genommen ist 1.2—1.83 —2.3=—7. Das Produkt
aus allen drei mit umgekehrtem Vorzeichen genommen ist

—_1.2.(—8)=+6.

111.

Bezeichnet man die Summe der nten Potenzen der Wurzeln
mit S, z. B. ayt+at 4 ...+ a, =8, so ist (s. § 110.)
Si=a;,+ay+....+a,=—A, oder
S;+A=0........ .
Ferner:
[—(a,+as+ ...+ a,)]>*=A% oder
a4 tal+2( a4+ aa+.)=A% d. 1
Se+2B—A2=0 oder
Se+A(—A)+2B=0 oder
S+ AS; +2B=0....(2).
In gleicher Weise findet man
Ss-FAS;+BS;+3C=0 } 3)
S,+AS;+BS,+CS,+4D=0 '
Hieraus ergiebt sich zugleich
ooyt as+....+a,—=—A,
o+ a’+a?+....+ @, =A% 2B,
a®+a®+a®+....+a=—A*4+3AB—3C,
it attayt+ . at=A*—4AB+4ACH+2B2 —4D.

112.

Lehrsatz. Wenn eine Gleichung mit reellen Koeffizienten
at 4 Axp' +Ba24- ... 4+ Ma4-N=0

eine imagindire Wurzel von der Form «-+ 87 hat, so hat sie
notwendig auch noch eine zweite, die sogenannte konjugierte
Wurzel von der Form o — 7.

1. Boweis. Ist o+ p¢ eine Wurzel der Gleichung, so
ist  — a— 87 einer der » einfachen Faktoren. Da nun die
Koeffizienten A, B...N reeclle Grofsen sein sollen, so muls
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sich unter den n einfachen Faktoren der Gleichung notwendig
noch ein zweiter Faktor von der Form a—a- 87 befinden;
denn nur der Faktor & — «- £ giebt, mit a2 —a — i multlph-
ziert, ein reelles Produkt. Es ist ndmlich:
(z—a—p0) (z-—a+pi) = (v — )2+ p*=a*—2az+ o+ p%

2. Beweis. Ist a+ 3¢ eine Wurzel der Gleichung, so
kommt, wenn man diese Grofse statt & substituiert, ein Resultat
von der Form T -+ U7, und es ist klar, dafls alle geraden Potenzen
von f3¢, weil reell, in T, und alle ungeraden Potenzen von (7
in U4 enthalten sind. Setzt man «— B4 statt w, -so muls, weil
die geraden Potenzen von — p¢ dieselben wie von —+ g, die
ungeraden Potenzen von -+ B¢ und — B¢ aber entgegengesetat
sind, offenbar das Resultat der Substitution = T — Uz sein,
mithin, wenn a -+ g7 eine Wwzel, also T=0, U=0 ist, so ist
auch « — B¢ eine Wurzel.

Wenn also eine Gleichung mit reellen Koeffizienten ima-
gindre Wurzeln hat, so sind sie immer gepaart vorhanden.

Hatman daher eine solche Wurzel «+pinachgewiesen, so kann
man dielinkeSeite gleich durch (a—a—g0)(z—a+pi)=2*—2az+a*+(2
dividieren. In dem entstehenden Quotienten: 2724+ A, w34, +N,
sind die Koeffizienten wieder reelle Grolsen. (Vergl. Rand-
anmerkung § 108.)

113.

Lehrsatz. Eine Gleichung von unpaarem (ungeradem)
Grade hat wenigstens eine reelle Wurzel, und zwar eine
positive oder negative, je nachdem das letzte Ghed negativ oder
positiv ist.

Beweis. Man denke sich die linke Seite konstruiert. Setzt
man z==0, so giebt das letate Glied N die Ordinate. Nun
kann man fir @ einen so grofsen Wert + a gesetzt denken,
dafls das erste Glied grofser wird, als die Summe aller folgenden,
und das entgegengesetzte Vorzeichen von N hat &e. (§ 100).
So hat z. B. die Gleichung:

2?43t 4220+ 7=0
wenigstens eine reelle (negative) Wurzel. Denn setzt man 2==0,
so ist der Betrag der linken Seite =47, und setzt man 2 nur
=—2 so ist der Betrag der linken Seite —— 17 &ec. (§ 100)
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114.

Lehrsatz. Eine Gleichung von paarem (geradem) Grade,
deren letztes Glied negativ ist, hat wenigstens zwei reelle
Wurzeln, eine positive und eine negative.

Beweis. Sel die Gleichung
a2 Ag2e—l 4 4+ Mz—N=0.

Denkt man sich die linke Seite konstruiert und setzt =20, so
erhdlt man eine negative Ordinate: — N. Setzt man hierauf
fiir © eine hinreichend grofse positive und auch negative Zahl
+a, so wird (+a)* positiv und grofser als die Summe aller
folgenden Glieder, wenn auch alle negativ wiren. Man hat
also rechts und links der negativen Ordinate — N noch eine
positive Ordinate, und die Linie, welche durch die Endpunkte
aller drei Ordinaten geht, muls die Abscissenlinie wenigstens
zweimal schneiden. (§ 100.)

115.

Lehrsatz, Ist eine Gleichung von paarem Grade und
ihr letztes Glied positiv, so konnen alle thre Wurzeln
imaginidr sein.

Beweis. Aus § 112 1stem Beweis folgt, dals, wenn alle
Whurzeln einer Gleichung imagindr, folglich auch gepaart sind,
das letzte Glied, nimlich das Produkt, aus den gepaarten
imagindren Wurzeln immer positiv ist. (§ 110.)

116.

Lehrsatz. Wenn die Wurzeln einer Gleichung alle reell
und ganze Zahlen sind, so sind die Koeffizienten der Gleichung
notwendig auch ganze Zahlen, und die Wurzeln sind in diesem
seltenen Falle leicht zu finden, indem man das letzte Glied in
Falktoren zerlegt, dann diese Faktoren, sowohl positiv als negativ
genommen, statt x substituiert und zusieht, welche von ihnen
der Gleichung Gentige leisten.

Beweis. Dies folgt aus der Bildung der Gleichung § 110,
wonach das letzte Glied = dem Produkt aus allen Wurzeln
multipliziert mit (— 1) ist. :

117.

Lehrsatz. Sind in einer Gleichung alle Koeffizienten ganze
Zahlen, so sind die etwaigen reellen Wurzeln, wenn sie keine
ganze Zahlen sind, notwendig irrational.

Beweis. Angenommen: es sei ein echter oder unechter

Bruch % eine Wwrzel der Gleichung
w4 Az 14 Bar 2 4- .. 4+ Ma 4+ N=0,

L a’ a1 ar—2 “
l'l'llthln bT+Ab7L_l+Bb7—h2+...+L'I7+N:0
Dafs nun aber diese letzte Gleichung nicht moglich ist, leuchtet
ein, wenn man mit »~! multipliziert; denn dann hitte man
a?l

b

+ A@ 1+ Ba*2 + ... ++ Mabn—2 4 Nbr—1 =0,

Da aber das erste Glied 2 keine ganze Zahl sein kann

b
(Algebra § 316), alle darauf folgenden aber nach der Voraus-
setzung ganze Zahlen sind, so ist klar, dals der Betrag aller
Glieder nicht — 0 sein kann.

Die Gleichung &> —1022— 102 — 6 =0 z. B. hat eine Wurzel
w=y24y4. Die Gleichung o — 6ot — 2805 —182°+195—2—0
hat eine Wurzel z— 16/2 -+ 13/ 24 2.

118.

Den vorhergehenden Paragraphen fiigen wir noch folgende
sich von selbst verstehende Sitze ohne Beweis hinzu:

1) Wenn alle Glieder einer Gleichung das -+ Zeichen
haben, so hat eine solche Gleichung keine positive Wurzeln
(§ 110).

2) Wenn alle Wurzeln einer Gleichung reell und negativ
sind, so ist die Gleichung notwendig vollstindig, und alle
Glieder sind positiv.

3) Wenn eine Gleichung lauter gerade Potenzen der un-
bekannten Grofse enthilt, so sind die Wurzeln paarweise gleich,
aber entgegengesetzt. Denn wenn + a der Gleichung Geniige
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leistet, so mufs auch, der geraden Potenzen halber, — a der-
selben Geniige leisten.

3. Umformung der Gleichungen.

119.

 Um aus einer Gleichung
a4+ Ax 1+ Ban24 ... 4+ Ma+N=0....... (1)
eine andere abzuleiten, deren Wurzeln simtlich um eine be-
stimmte Grofse, h, grolser sind, setze man y—»5 statt 2, so
erhdlt man die neue Gleichung

(y—h)y"+ Aly—h)"*+Bly—n) 24 ...+ M(y—h)+N=0...(2)
und es ist klar, dals, wenn irgend ein Wert a, statt z gesetat,
der Gleichung (1) Geniige leistet, dann der Wert a—+ A, statt
y gesetzt, der Gleichung (2) Geniige leistet.

Umgekehrt werden alle Wurzeln der Gleichung (1) um
die beliebige Grolse % kleiner, wenn man ¥ -7 statt «
substituiert.

Beispiel. Die Wurzeln der Gleichung

a®—22— 9+ 18=0........... (3)
sollen alle um 1 verkleinert werden.
 Setzt man y-+1 statt z, so hat man
(y+12—2@y+1)—9@y+1)+ 18=0,
oder entwickelt
Y4y —10y+8=0............ (4)
Die Gleichung (3) hat die Wurzeln 2, 3, — 3; die Gleichung
(4) aber die Wurzeln 1, 2, — 4.

120.

Vorstehender Satz kann benutzt werden, um aus einer
Gleichung eine andere abzuleiten, in welcher das zweite Glied

fehlt. Soll z. B. aus der Gleichung
2®—22%8—092 +18=0......... (1)

eine andere abgeleitet werden, in welcher das zweite Glied

@
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fehlt, so setze man vorldufig y -+ A statt z, entwickele und ordne,
so kommt

2+ (Bh—2). >+ (Bh*—4h—9) .y+ (AP —2h2—9h+-18)=10..(2)
Damit nun das zweite Glied, (34—2)y?, herausfillt, nehme man
h so, dafs 3h—2=0, mithin h==4%, so erhilt man die Gleichung

LTS RS

In dieser vom zweiten Gliede befreiten Gleichung (3) sind die
Wurzeln um 2 kleiner, als in der Gleichung (1).

Allgemein, um aus der Gleichung:

2 Ap—1+Bar—24 . 4+ Mz N=0

eine andere ahzuleiten, in welcher das zweite Glied fehlt, muls
A .
man y— - statt z substituieren. Denn setzt man y+2 statt =,

s0 hat man

y+r+Ay+r1+Bly+r)2+...+My+r+N=0,
oder entwickelt

iy n(n—1) -
Y -mh+A) .y — Q——lﬂ—i—(n—l)h. A+Bry—24..... =0.
Damit das zweite Glied herausfillt, muls #h+ A=0, mithin

kz—% sein. Wollte man das dritte Glied fortschaffen, so

hdtte man, um A zu bestimmen, eine quadratische, und um das
vierte Glied fortzuschaffen, eine kubische Gleichung zu 19sen &e.

Anmerkung. Um in der Gleichung 2%+ Az?4+ B=0 das

. . - . 1
zweite Glied zu beseitigen, setzt man einfacher x:?; denn

‘ 1,4 _ e Ay 1
dann entsteht ?——}—?—}—B—O, oder 4 + 5 + B — ).

121 a.

Um aus einer Gleichung
2t~ Az 1+ Ba" 2. .+ M+ N=0

eine andere abzuleiten, deren Wurzeln A mal so grofs sind, setze

man 2 statt 2. Diese Umformung konnte benutzt werden,

h

wenn mehrere Wurzeln sehr nahe gleich sind, indem man durch



hinreichende Vervielfachung der Wurzeln dieselben weiter aus-
einander bringen kann, sowie auch, um aus einer Gleichung,
deren Koeffizienten Briiche sind, eine andere abzuleiten, deren
Koeffizienten ganze Zahlen sind. Man braucht zu diesem letztern
Zwecke nur k so zu nehmen, dafs die Nenner verschwinden,
wenn der erste Koeffizient mit A, der zweite mit A2, der dritte
mit A% u. s. w. multipliziert wird. Soll z. B. aus der Gleichung

.2 1 1 5
m°—§x4—i— Zx2—§x+ ‘6—:0(1)
eine andere abgeleitet werden, in welcher die Koeffizienten
ganze Zahlen sind, so substituiere man % statt z, so kommt
Y 2 v 1wy
6° S R

oder y5—4y —5—54y~—648y+6480-:0.
In dieser Gleichung mit ganzen Koeffizienten sind alle Wurzeln
6mal so grols, als die der Gleichung (1).

121 b.

Um die Wurzeln einer Gleichung % mal so klein werden
zu lassen, setze man x=hy. Durch diese Umformung lassen
sich die Koeffizienten in kleinere verwandeln. Ist z. B.

_119x——128~0 gegeben, so setze =4y und es entsteht
TR — 112, 4y — 128=0, oder
Y — Ty—2=0.
In dieser Gleichung sind alle Wurzeln 4mal so klein als in der
gegebenen.

122.
Um aus einer Gleichung eine andere mit gerade entgegen-
gesetzten Wurzeln abzuleiten, setze man — 2z statt z. Die
Gleichung

2 — 222 — 9r+18=0
hat die drei Wuwizeln 2, 3, — 3. Die Gleichung:
(—2pP—2(—2)2—9(—2z)+18=0
oder 2% 4+ 222—9»—183=0
hat die Wurzeln — 2, — 3, 4 3.

S —

S

—_i}.
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123.

Um aus einer Gleichung eine andere abzuleiten, deren
Wurzeln die reciproken Werte der erstern sind, substituiere

man %J statt . Die Gleichung
2% — 22 — 92 +18=0

. ‘ 1
enthdlt die Wwrzeln 2, 3, — 3. Setzt man m statt #, so kommt

1 1

oder 1—2y—-9J +18y =

3 1 2
=3y ——J+

Letztere Gleichung hat die drei \Vurzeln Ly —1

124.

Erklirung.” Wenn in einer (Gleichung zwei gleiche Vor-
zeichen unmittelbar aufeinander folgen, so nennt man dies eine
Folge, und wenn zwei entgegengesetzte Vorzeichen aufeinander
folgen, eine Abwechselung der Vorzeichen. So hat z. B. die
Gleichung

2% —222 —9r+18=0
zwel Abwechselungen + —, — +, und eine Folge — —.

s ist klar, dals in einer vollstdndigen Gleichung vom

nsten Grade die Summe der Folgen und Abwechselungen = ist.

125.

Lehrsatz. Kine Gleichung (vollstindig oder unvollstindig)
kann nicht mehr positive Wurzeln haben, als Abwechselungen.

Beweis. Nehmen wir folgende (vollstindige oder unvoll-
stindige) Gleichung von beliebigen Vorzeichen:

at o~ M —. . Nt . F+ P+ ... +T=0..... (1)
die nach den Exponenten, so wie sie- von % an kleiner sind,
geordnet ist, so konnen wir annehmen, dafs die beiden ersten
Glieder entweder unmittelbar aufeinander folgen oder doch
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die etwa dazwischen liegenden Glieder alle das + Zeichen
haben und mithin bei M die erste Abwechselung stattfindet.
Bei N finde ebenso die zweite Abwechselung statt. Zwischen
N und + P mogen beliebig viele Abwechselungen fallen, bei P
aber die letzte, d. h. Pz" ist entweder das letzte Glied (wenn
r="0), oder die mnoch folgenden Glieder haben dasselbe Vor-
zeichen wie P. Irgendwo muls notwendig die letate Ab-
wechselung stattfinden.

Um nun aus dieser Gleichung die néichst hohere zu erhalten,
welche die neue positive Wurzel -+ o enthilt, miissen wir sie
mit z—a Fnultiplizieren. Die Multiplikation mit 2 lafst alle
Vorzeichen unverindert, die Multiplikation mit — @ aber kehrt
sie alle um, und man erhilt:

et — M|zt — 4+ Nl|agrtl - TH+Ploti+. . +Tx
— + ¥ + +..+ FTa
@ M gpt N gt Pl FTa. . (2)

Weil in Gleichung (1) von 2* bis — MzxP alle Vorzeichen
~+ sind, so ist klar, dafs, wenn die Multiplikation mit —a noch
ein Glied in «rt! giebt, dies Glied (u2r+') und mithin auch
M! notwendig negativ ist. Aus demselben Grunde ist N! positiv,
ob in (1) zwischen Ma? und Nz¢ noch ein Glied in 2+ ent-
halten ist oder nicht, d. h. ob » positiv oder Null ist &. Man
sieht also; dafs es in der neumen Gleichung (2) von z"+' bis
+ Part! wenigstens ebenso viele Abwechselungen giebt, als
in der urspriitnglichen Gleichung (1) von «* bis Pa”. Von da
an giebt es in der Gleichung (1) keine Abwechselungen mehr,
in der neuen Gleichung (2) jedoch wenigstens noch eine
Abwechselung von + Plat! bis 3= Ta.

Da nun jede (vollstindige oder unvollstindige) Gleichung
als ein Produlkt aus einfachen zweiteiligen Faktoren gedacht
werden kann, und jeder einfache Faktor, der einer positiven
Wurzel entspricht (z—a), wenigstens einen Zeichenwechsel
giebt, so ist klar, dafs eine jede Gleichung wenigstens so viele
Zeichenwechsel als positive Wurzeln hat, oder, was dasselbe
ist: eine Gleichung kann jedenfalls nicht mehr positive Wurzeln
als Abwechselungen haben. Diesen strengen Beweis hat Gauss
zuerst gegeben.

S —
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126.

Weil nach § 122 die negativen Wurzeln in positive und
umgekehrt verwandelt werden, wenn man — z statt -+ x setzt,
so ergiebt sich mnoch ein =zweiter Lehrsatz, namlich: eine
Gleichung kann nicht mehr negative Wurzeln haben, als die
in —z umgeformte Gleichung positive hat.

So kann z. B. die Gleichung

2T —32f +4de+6=0............ .. (1)
hochstens nur zwel positive und eine negative Wurzel haben,
denn die Gleichung hat nur zwei Abwechselungen, und die in
— « umgeformte Gleichung, néamlich "4 8322 + 42 —6=0, hat
nur eine Abwechselung. Da nun aber die Anzahl aller
Wurzeln = 7 ist, so mufs die Gleichung wenigstens vier
imagindre Wurzeln haben. ‘

127 a.

Nach vorstehenden beiden Paragraphen kann man also
nicht im voraus bestimmen, wie viel reelle und wie viel ima-
gindre Wuwrzeln eine vorgelegte Gleichung hat, wohl aber, wie
viel reelle Wurzeln sie hochstens haben kann, und wenn
diese Zahl kleiner ist, als der Grad der Gleichung, wie viel
imagindre Wurzeln sie dann wenigstens haben mu/ls.

127 b.

Ist eine Gleichung vollstindig, und sind alle ihre
Wurzeln reell, so hat sie offenbar genau so viel positive
Wurzeln, als Abwechselungen, und so viel negative, als Folgen
der Zeichen, weil die Summe der Folgen und Abwechselungen
einer vollstindigen Gleichung mit dem Grade derselben tiberein-
stimmt.

128.

Erklirung. Gleichungen, in welchen der letzte Koeffizient
=1 und alle Koeffizienten der vom ersten und letzten (liede
gleichweit abstehenden Potenzen von z einander gleich sind,

heifsen reciproke Gleichungen, weil dieselben unverdndert
Litbsens Analysis. 9
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. : . 1 . .
bleiben, wenn fiir z der reciproke Wert = substituiert wird.

Eine solche Gleichung ist z. B.
S LB o

Dividiert man eine reciproke Gleichung vom ungeraden Grade
durch z+1, so erhdlt man eine um einen Grad niedrigere
reciproke Gleichung (vom geraden Grade).

Sind die Koeffizienten einer Gleichung vom letzten Gliede
an riickwirts den ersten Koeffizienten entgegengesetzt, so giebt
die Division durch z#—1 eine um einen Grad niedrigere reci-
proke Gleichung (vom geraden Grade).

Der Beweis ist in beiden Fillen leicht durch Multiplika-
tion der reciproken Gleichung 2"+ Az 14 ...+ Az+1=0
mit z+ 1 oder z—1 gefiihrt.

Jede reciproke Gleichung vom geraden und zwar 2nten
Grade (und auf eine solche kann nach den vorstehenden Sétzen
auch jede reciproke Gleichung vom ungeraden Grade gebracht
werden) reduziert man durch Division mit #* und nachheriger

Substitution von y statt x—{—% auf eine Gleichung, deren Grad
halb so grofs, als der der urspriinglichen Gleichung.
Beispiel. «®—112*4162% — 1622 +112—1=0.
Durch z—1 dividiert (eine Wurzel also 2=1):
zt — 1023 4 62 — 102 4+ 1=0.
Durch #? dividiert

2 1046— 9 Lo (1)
X x

: 1 .
Setzt man hier :v—f—; =y, $0 Ist

I

Diese Gleichung von Gleichung (1) subtrahiert:

—10x—i—4—l£i——f,
durch — 10 dividiert
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1 2
=i+ =10
% %:y subtrahiert
e -
B 10 y

Hieraus ergiebt sich y=5+7¥21 und aus z + % =5+7v2l

die noch fehlenden 4 Wurzeln der gegebenen Gleichung *).

©129.

Wir haben nun in dem Vorhergehenden die wichtigsten
Sidtze itber die algebraischen Gleichungen mitgeteilt, welche
moglicherweise zur Entdeckung einer bequemen Auflosungs-
methode behilflich sein konnten, die, wie schon in § 109
bemerkt, bis jetzt noch nicht gefunden ist. Nur zwel in neuerer
Zeit angegebene verdienen erwihnt zu werden. Erstens die
Griafesche, welche den von der Berliner Akademie darauf
gesetzten Preis erhielt. Man findet diese von Encke ver-
besserte Methode in dem Berliner astronomischen Jahrbuch von
1841. Diese Methode ist aber so unertriiglich weitliufig und
beschwerlich, dals selbst ein so aulserordentlich schneller Rechner
wie Encke dennoch volle drei Stunden gebrauchte, uwm da-
nach nur eine Gleichung vom siebenten Grade aufzuldsen,
d. h. alle ihre reellen sowohl als imagindren Wurzeln zu finden.
Zweitens die Methode von Gaufls**). Diese ist allerdings
bedeutend bequemer, palst aber nur fiir dreigliedrige
Gleichungen. Diese beiden Methoden wiirden zusammen einen
Band fiillen, und konnen schon deshalb hier nicht Platz finden.

Bei den Anwendungen der héhern Gleichungen auf wirk-
liche Fille des praktischen Lebens kommt es jedoch sehr hiufig
vor, dals man nicht alle Wurzeln, sondern nur eine (und zwar

*) Noch andere Siatze tiber die reciproken Gleichungen, iiberhaupt aber
eine erschopfende Abhandlung in prazisester Darstellung uber diesen Gegen-
stand findet man allein im 8. Teil des Lehrbuchs der Arithmetik von Rich.
Schurig (§ 87).

**) Gaufs Beitrage zur Theorie der algebraischen Gleichungen. Gottingen,
in der Dieterichschen Buchhandlung.
9*
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aus andern Griinden oftmals schon halbweg bekannte) positive
Wurzel zu bestimmen braucht. In solchen Fillen kann man
dann, jedenfalls viel bequemer, auf folgende indirekte Weise
verfahren :

Man substituiere die niherungsweise bekannte oder gemut-
mafste Wurzel. Das Resultat der Substitution wird dann zeigen,
ob die Wurzel zu grofls oder zu klein ist. Macht man mit der
allmihlich verdnderten Wurzel ein paar Substitutionen mehr,
so wird man die Wurzel so genau erhalten, als die praktischen
Zwecke es erfordern*).

Weifs man, dafs die gesuchte Wurzel >1 ist, so kann man
die Gleichung auch auf die hochste Potenz der Unbekannten
reduzieren und umgekehrt, wenn die Wurzel <1 ist.

Sucht man z. B. die positive Wurzel der Gleichung

@ —2x—5=0,
welche offenbar ™2 (§ 113), so hat man aus 2®=5-4 2z

B YBA BT e, (1)

Setzt man rechter Hand x=2, so ist x:{/9:2,08...; setzt
3
man aufs neue rechter Hand 2=2,08, so istz=y9,16=2,092..;

: 3
dann: ¢ = {)’/9,184 = 2,094. Ferner z =1v9,188=2,0945 (bis
auf vier Dezimalen genau).

Schreitet eine unendliche Reihe nach Potenzen einer Un-
bekannten fort, von der man weils, dals sie geniigend lkonver-
giert, so kann man dieselbe zunichst mittelst der Methode der
unbestimmten Koeffizienten in einen Quotient verwandeln **).

Es sei z. B.
x3 xi 3 ."CG o
R A IS VI

él)?‘

x—}~3

*) Die Regel: dals man zwei Werte,  und 0, suchen soll, welche, statt
x gesetzt, entgegengesetzte Resultate geben, zwischen welchen Werten, ¢ und
b, dann die wabre Wurzel zu suchen sein wirde (§ 100), ist offenbar falsch,
denn die aus der konstruierten Gleichung entspringende Linie kann ganz
oberhally der Abscissenachse liegen oder auch dieselbe nur beriihren, statt zu
schneiden. In diesem Falle existieren die erwahnten Werte « und & gar nicht.

##) Vergl. Léhrbuch der Avithmetik von Rich. Schurig, 3. Teil, S. 270.

e e,

——y
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gegeben. Da nun

%—:H (A—B)a? + (B — O — AB)z?
+ (AB24+2BC — AC— Bzt ...,
$0 Ist A—B=4%} B*—-C—-AB=}
AB?+ 2BC—AC — Bt =1,

aus welchen Gleichungen sich

A:—%-}-, B:“‘g'7 0273'3'5‘ el‘giebt.
Die gegebene Gleichung wird jetat
, U
21
& e
7 35

und man findet z = 0,09383337 bis zur letzten Dezimalstelle
genau. Der Vorteil dieser Methode besteht darin, dals die
Gleichung nur zu einer Gleichung zweiten Grades fithrt und
die Glieder bis z* vollstiindig enth#lt, 2® aber noch annihernd
berticksichtigt ist.

Bekanntlich fithrt in der Rentenrechnung die Bestimmung
der Prozente p aus der Mise m, der Rente # und der Zeit «
(in Jahren) zu einer allgemein nicht aufzuldsenden Gleichung.

p a1 . .
W)) nach dem binomischen Lehr-

satz auf, so erhilt man durch die vorstehende Methode unter
Anwendung einiger Kunstgriffe den iiberaus bequemen logarith-
mischen und selbst filr ein grofseres @ noch auf etliche Dezimal-
stellen richtigen Ausdruck *)

Lost man dagegen (1 -+

a—1
200 (ar —m) <m>3—(a+—1_)
P="a+1m \ar
Der Taylorsche Lehrsatz bietet iibrigens oft noch leich-
tere Mittel zur Auflésung der Gleichungen dar, und es scheint
eine vollstindige Theorie der hoheren Gleichungen die Diffe-
rentialrechnung nicht ganz umgehen zu kénnen.

*) Vergl, Lehrbuch der Arvithmetik von R. Schurig, 3. Teil, S. 422.



184,

Neuntes Buch.

Auflosung aller zweigliedrigen
Gleichungen.

130.

Dse zweigliedrigen oder sogenannten reinen (binomi-
schen) hohern Gleichungen lassen sich, wie Gauls zuerst ge-
zeigt hat*), alle direkt und leicht 16sen. Wir betrachten diese
Gleichungen zuerst in der Form

z"+1=0,

worauf sie alle gebracht werden konnen.

131.

Beriicksichtigen wir in obiger Form zuerst das untere
Zeichen, nimlich :
z"—1=0
ar=1
so ist klar, dafs diese Gleichung, wenn n gerade, zwei reelle
Waurzeln, +1 und —1, und wenn % ungerade, eine reelle Wurzel,
+1, hat und nach § 127a nicht mehr reelle Wurzeln haben
kann. Die tibrigen Wurzeln miissen also imaginidr, und wie
die Rechnung selbst gleich zeigen wird, alle verschieden sein.
Mit andern Worten: es konnen aus —+1 so viele verschiedene
Whurzeln desselben Grades gezogen werden, als man will. Denn
bezeichnen wir nach Cauchy die gewshnliche arithmetische nte

*) S. Serret Cours (’algébre supérieure. Dies Werk handelt fast blofs
uber hohere Gleichungen, setzt aber nicht allein alles Vorhergehende, sondern
auch Differential- und Integralrechnung als bekannt voraus.
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n 1_
Wurzel aus 1 mit ¢/ 1, alle » Wurzeln aus &= 1 aber mit ((t1))x,

- so ist, weil immer cos 2kz=1 und sin 2k7==0, wenn % irgend

eine ganze Zahl ist (Trigonometrie § 60) und zufolge § 88, was
auch %k und #» fir ganze Zahlen sein mogen, immer

(cos —Z%ﬂ +4sin 2_7;_71)’_‘: cos 2k +¢sin 2k =1.

Da nun der Ausdruck cos 22—” + ¢ sin Z%t auf die nte

Potenz erhoben -+ 1 giebt, so ist dieser Ausdruck auch die
nte Wurzel aus + 1.

Dals nun aber, wenn in diesem Ausdruck fiir n eine be-
liebige ganze Zahl und dann fir ksuccessive die Zahlen0,1,2... 4%
gesetzt werden, n verschiedene Werte (Wurzeln) kommen, folgt
aus den Lehren der Trigonometrie, wonach die Ausdricke

l.7e

..l .
, cos —— tisin -~ &e. offenbar verschieden
n n

cos 0.7 +2sin 0.7

n — n
sind. Man findet also alle » Wurzeln der Gleichung 2" —1=0,
indem man in

1 5
z=(W)n=cos 2%1 iz’sirxzk—7r
fir 2k successive alle geraden Zahlen zwischen 0 und =, oder,
was dasselbe ist, k=0, 1, 2, 3...4n setzt. Man habe z. B.
die Gleichung

2% —1=0,
so ist, weil hier n==6,
z= ((1))71; = cos 227{ Tisin gkﬂ,

6

fir k=0 ist £=-cos O+ ¢sin0w=1,

. k=1 x=cos§jzs1n§:%i1}v3.z*),

—_— — 2 Y 2 — 1 1 y
., k=2 , z=cosinmtismin—=—}14y3.4
n k=3 , z=cosmwtisinm=—1.

Die Gleichung a®—1=0 hat also wirklich sechs ver-
schiedene Wurzeln, und es ist

1= (a—1) (1) (—3—1 Y 3. ) @—4+ 4/ 3.0) (21— V3. ) @HE+4 V3)

Es ist namlich: cos 47==c0s60°=1 und sin { x=1%y3
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oder indem man die Faktoren, welche zweien gepaarten Wurzeln
entsprechen, mit einander multipliziert, um lauter reelle Grofsen
zu erhalten, und deshalb die dreigliedrigen (trinomischen) Fak-
toren einfithrt:

a8 —1=(@—1) (24+1) (e?—2a+1) (@2 +a+1).

132.

Man konnte glauben, noch mehrere Wurzeln zu erhalten,
wenn man fir £ Werte setzt, die itber }» hinausgehen. Dies
ist aber eben nur eine Annahme, die schon § 104 verbietet.

1
Denn, weil cos 2 w7+h)n:cos (n—}—%?n) :——cos% 7z und
n

(3n—7)
h

1
cos 2 (ln;;—ﬁ 7T

‘ 2h .
auch cos 2 7T == CO08 <7r — n) ==—c0s — 77, 50 ist immer
n

Ly —
—=co0s 2 @—n—i) 7, d. h. fiir alle Werte von &,

welche ebensoviel iiber als unter jn sind, erhidlt man die-
selben Cosinus wieder, und ebenso dieselben Sinus, letztere

. . o 2h
nur mit entgegengesetztem Vorzeichen, weil sin <7r+ — n>
n

. 2h . 2h . 2h
= —sin— 7 und sin (w——mn) ==sin — &, aus welchem
n n n
Grunde gleich das doppelte Vorzeichen + gesetzt ist. In obigem
Beispiel fir 2°—1=0 ist {n=3, und es kommt z B. fir
k=34 1=4 derselbe Cosinus wie fiir }=38 —1=2 &ec.
Hitte man die Gleichung
a®—1=0,

2kn | . . 2kn
3 ‘izsm-—gr—
fir k=0 ist: w==cos 0=1
k=1 , aw=-cos 120°+4sin120°
oder: 2=—cos60° +¢sin60°=— L+ 1y 3.7

Mithin ist

W —1=(—1) (e+3+—3y3.9) (e+L1+1y3.9)
af— 1=(2—1) @2+ a+1).

1
80 ist &= (m)? =cos

»
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133.

Man kann auch, ohne erst die zweigliedrigen Faktoren von

am—1 zu suchen, gleich die dreigliedrigen berechnen. Aus

x:cos%?iisinzﬁt

ke . . 2kw
folgt namlich der eine einfache Faktor x— cos —, esin = =

. 2k .. 2k e
und der andere zugeliorige & — cos %—&—zsm 0 Multipliziert

2 2hr__

. 2k .
man beide mit einander und beachtet, dafs cos 2 0 +sin 1,

so ist der dreigliedrige Faktor
:v2—2:ccos2%r+ 1;

hierin setze man k=0, 1, 2...3n. Wird aber der Ausdruck
ein vollkommenes Quadrat, was, wenn n gerade, fir k=0 und
k=1n, und wenn n ungerade, firx k=0 der Fall ist, so mufs
jedesmal nur die Wurzel genommen werden, indem die ein-
fachen reellen Faktoren #—1 und z-+1 nur einmal vorhanden
sind. Sei z. B. n==3, also die Gleichung 2* —1=0, so hat man

m2~2x.cos—2%r+l;

fir k=0 kommt: 22—2z+ 1=(z—1)*
, k=1 " 22 —2xcos 1204+ 1=0a?4-241,

daher 22 —1=(2—1) (@* 42+ 1).
Fiir die Gleichung 2 —1==0 hat man

zvg——chosz—]g—r—i—l,
fir k=0 kommt: 22—2z+1=(a2—1)2
, k=1 " 2?2 —2xc0s60°+1=a? — a1
, k=2 , 2t —2xc0s120°+1=a’+a+1
k=3 22— 2xvcos+1={z+1)%

n

mithin: #® —1=(z—1) (a+1) (22 +24+1) (@®*—2+1).

134 a.

Hat man allgemeiner die Gleichung
ar—a=0,
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so sind die n einfachen Faktoren derselben *)

x—(cos%liisin%)‘n/a
n )
und die dreigliedrigen

x2—2.7:.:/a.cos 2?}—”4— (;/a)z.

134 b.

Um nun auch die » Wurzeln der andern Gleichung
zt41=0
zu finden, beachte man, dals, wenn % eine beliebige ganze Zahl
ist, immer cos (2k + 1) #=—1, und sin (2k+1) w=0
(Trigonometrie § 60). Weil ferner

(cos 210;:_1 .7tt+1isin iﬁn) =cos (2k +1)m+isin @k +1) w=—

so ist notwendig auch

ln-_l-z'sin%—;:l 7

1
% ==(())n=cos 2k

worin fiir 2k +1 alle ungeraden Zahlen zwischen 0 und » ge-
setzt werden miissen.
Die drelghedrlgen Faktoren von z*+-1 sind hier

x? — 2z cos k:—l +1
und allgemein fiir «*+a
z*—2z. ;/a 0052'Zc +1 7r—|—(1/a)2
Beispiel 1. Fir 284-1=0 hat man
ac:((—l))%:cosyc;— ! niisiDZk‘;—l 7T
Fir k=0 ist z=cos}ntisinin=31+1y3.4
, k=1 , z=cosmtisinmg=—1,

mithin 28 4+1=(2+1) (z—3—1y3.%) (z—-} ¥V 3.9),

2t 1=(z+1) (22— 2+ 1).

1
*) Aus @n=1. a folgt namlich: z==((1)r. ;n/a.

\
_—
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Beispiel 2. Fiir 2® 4+ 1=0 hat man

m:coszk;_l niisin&g——ln

Fiir k=0 ist wzcos%iisin%Z%V3‘f_‘éi;

, k=1 x:cos%j-_zsméziz,
. k=2 a::coss%r—i_—isin%—rz——%ﬂ/Si;i.

Es ist also
a8+ 1 =(@+7) (@—1) (@—1y 8—49) (2—31 ¥ 3+39) (x+3y3—19) (z+-4y3+1),
24+ 1=(a?+1) (2?—2y38+1) (2 +- 2y 3+41).
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Zehntes Buch.

Auflosung der kubischen
und bigquadratischen Gleichungen.

1. Auflosung der kubischen Gleichungen.

135.

Da man nach § 120 aus jeder kubischen Gleichung das Glied,
welches die unbekannte Grolse in der zweiten Potenz enthilt,
fortschaffen kann, so konnen wir annehmen, dafs jede auf-
zuldsende kubische Gleichung entweder die Form

B4 pr4q=0.............. (1)
schon habe, oder erst darauf gebracht worden sel.
Wir betrachten nun die Wurzel dieser Gleichung als aus
zwel Teilen, y und 2, bestehend, und setzen y -z statt @, so ist:

W4+2°2+ply+2)+qg=0.......... (2)
Y2+ 3y’e+3y + 22 +py+2)+¢=0
3ye(y+2)+py+2)+ 9+ +9=0
Byz+p) Y+2) + P +22 4+ ¢=0....... (s)
Konnte man nun fiiv y und 2 solche Werte finden, welche
der Gleichung (3), also auch der Gleichung (2), Geniige leisten,
so wiirde offenbar auch ihre Summe, statt 2 gesetzt, der
Gleichung (1) gentigen. Der Gleichung (3) wird aber offenbar
Gentige geleistet, wenn man y und 2z so bestimmt, dals 3yz—+p
=0 und zugleich auch %®+ 2%+ ¢=0, woraus
Yz =—3p,
y¥4+f=—q

—a
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Aus diesen beiden Gleichungen mit zwei Unbekannten findet
man nun aber auf elementarem Wege leicht y und z. Die
zweite Gleichung quadriert und davon den vierfachen Kubus
der ersten subtrahiert, kommt

Yo — 228 4 25 = g+ PP,
woraus y*—2 = Vg + S5p°
hierzu ¥ 4-2*=—g¢q
P=—1q+ 1V ¢+ D
'23:-—%9’_—?1-‘/ (12 + 2‘47‘_2)5

Es ist mithin, weil 2=y 2,

3 3
V il Vg Vit B
v= —%Q+V%q2+§§+ —39— ) "+

136 a.

Vorstehende sogenannte Cardanische Formel®) bedarf
aber noch einer umstindlichen Erliuterung. Jede kubische
Gleichung hat drei Wurzeln und darunter wenigstens eine
reelle (§ 113). Die Cardanische Formel giebt aber scheinbar
nur eine Wurzel, denn die entgegengesetaten beiden Werte der
Quadratwurzel sind schon beriicksichtigt und durch ihre Vor-
zeichen angedeutet. Da nun aber die Kubikwurzel aus einer
Grofse auch drei verschiedene Werte hat (§ 134a), so ist, wenn

3
man die beiden Gréfsen unter dem Zeichen / der Kiirze halber
mit A und B bezeichnet:

= (W)} v A+ ()b, ;/B

3 3
wo nun y A, y B die gewohnlichen arithmetischen, die drei
Kubikwurzeln aus der Einheit aber nach § 132

—1+vy—3 —1——”1/_—3
1 und — o und———2

*) Im Jahre 1505 von Scipio Ferreo gefunden, von Cardanus spater nur
veroffentlicht.
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oder, wenn man, der Kiirze halber, die zweite mit m, also die dritte

—1—V—3:<_1ﬁv—3f

mit m? bezeichnet, weil — =3 5

1 und m und m?

sind, so hat man fiir jede der beiden in der Cardanischen
Formel vorkommenden Kubikwurzeln drei verschiedene Werte,
néamlich :

8 3 3
VA, my A m2y/A
3 8 3
VB,my/B, m?yB.

Da nun die Summe von einem Paar aus beiden Reihen
eine Wurzel der Gleichung 2%+ pz-+¢=0 sein mufls, es hier
aber neun verschiedene Paare giebt (§ 20), so scheint jetzt der
Segen zu grols zu werden, indem die Gleichung doch nicht
neun, sondern nur drei Wurzeln haben kann. Woran liegt’s?

136b.

Es liegt daran, dals wir die Wurzeln derselben in zwei
Teile, y und 2, zerlegten und diese Teile durch die beiden neuen
Gtleichungen

I

Y+ =—yq

bestimmten. Durch diese beiden Bedingungen legen wir aber

den beiden Teilen der Wurzel die Eigenschaft bei, dafs ihr
Produkt reell (=— %) und auch die Summe ihrer Kuben reell

(=-—¢) sei. Durch diese eben durch die benutzte Auflosungs-
methode durch den ersten Erfinder derselben und ihm selbst
wohl unbewufst hinzugefiigte und jetzt zu beriicksichtigende
Bedingung wird die Wahl unter den erwihnten neun Paaren
der gefundenen Wurzeln dermalsen eingeschriankt, dafls wirklich
nur drei ibrig bleiben. Es ist ndamlich, wenn wir die drel
Wurzeln der Gleichung mit o', «", &''* bezeichnen,
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3 3
z =vyA+vyB
3 3
2 =myA+miyB
3 3
x'" =m?yA-+myB.

Da nun m:—_—]‘_i_zL—3 und m3 =1,mé =(m#)2=1, so ist

klar, dals die aufgestellten drei Paar Werte fir y, #z, und nur
diese drei, die erwihnten Bedingungen erfiillen. Setzt man fir
m und m? ihre Werte, so kann man die drei Wurzeln auch so

schreiben:
zr = -f/A —+ 18/B
3 3 3 3
p o VATIE VAE
3 3 3 3
g VATYB VA—VB
Beispiel 1. Aus der Gleichung
2462 —7=0

folgt nach der Formel

3 8
= —
o=V s+ Vie+ Bt V—éq—V%q%L%,

indem hier p=6, ¢=—7

3 3
o=Vir Ve +8+Vi-V¥+8
@ :13/ 8+ 13/——1
nithin sind die drei Wurzeln (weil hier A=8 und B= —1):
o =2—1=1,

o _—14+8y—3
2

w_ —1—3y—3
= )

Brbr—T=@@—D(@+i—3y—3) (e+L{t+3y —3)
Beispiel 2. Man hat aus der Gleichung
2% — 272+ 54=0
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s s
w=Y —27T+V —27
#=—206, a"'=3, &""'—3
a? — 27+ b4 =(z+ 6) (x—3).
Anmerkung 1. Ist in der Gleichung 28 -+ pw + g =20,

p positiv, so hat, was auch ¢ sein moge, die Gleichung immer
zwei imaginire Wurzeln (§ 127).

8

Anmerkung 2. Wire p negativ und §¢° —}—_%:0, 50 wire
A= B = — % q¢ und die Gleichung hat dann lauter reelle
Wurzeln, worunter zwei gleiche:

3 3
it
@ =2V—3}q; " =—V—1g —

~
|

el

i)

137.

Die Cardanische Formel enthilt zwei grosse Unvoll-
kommenheiten.

1. Giebt sie die reelle Wurzel, wenn sie auch rational ist,
oftmals unter einer irrationalen Form. So ist z. B. die reelle
Wurzel der Gleichung

a8 — 62 —40=0,

wie man leicht sicht, =—4. Unsere Formel aber giebt

3 3 -
#—+/ (2047 400—8) + v/ (20 —V 400—8)
©e=3,41421...+ 0,58578...—=3,99999.. ..

Man konnte nun freilich durch ein zhnliches Verfahren, durch

welches man den Wert von Va+ b findet (Algebra § 327),

auch V(H—Vb bestimmen. Dies wiirde hier aber wieder auf
eine kubische Gleichung filhren, mithin ein logischer Kreis sein.

9. Tine grofsere Unvollkommenheit der Car danischen
Formel hegt aber noch darin, dafs sie, wenn p negativ und
¢, v
£ o7

Wurzeln unter einer imaginiren Form giebt, obgleich doch in

2 . .
zuglelch > o also auch die Grofse negativ ist, die
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diesem Falle alle drei Wurzeln stets reell sind*). Trotz aller
Bemiihungen war es bisher nicht gelungen, diese imaginire
Form zu beseitigen, die Gleichung
2® —pa+q=0 fiir 4p®>27¢*

also rein algebraisch aufzulosen, weshalb man diesen Fall den
irreduciblen (casus irreducibilis) nannte. Gliicklicherweise
fand sich fir dieselbe eine trigonometrische Auflosung
(s. § 138), durch welche man zu allen drei reellen Wurzeln ge-
langt. Aber auch eine algebraische Auflosung derselben
Gleichung ist neuerdings von dem Herausgeber der vorliegen-
den Auflage (Rich. Schurig) gefunden worden, welche die der
Null zunéchst liegende Wurzel (z,) giebt. Setzt man nimlich

]ﬂ 27¢° _ 1y, m=—0,0017234;
4p?
n=0,0242368; (lgn="8,3844752:)
d— 05749433 (lgd— 9,7596250 )
r=1,0384386: (Igr —=0,0163808:)
e==0,6041,
80 ist Xy= —— — =
p [m—+nw—+d (14 rw)]
Beispiel. a°® —72+6=0. (Vergl. das Beispiel in § 138.)
07]/1 247 763 - KZSO- (=0,5395207).
lgw — 9,7323529;
lgr =0,0163808
Iy (rw) —9,7487337 ; 0= 0,560704;

*) Man denke sich die Gleichung 2*— pax+ g=0 konstruiert, so erhilt
man fix =0 eine positive Ordinate. Fiw =y 2 kommt:

5VE—pVEitg=—3ipVity
3
also eine negative Ordinate, denn weil nach Voraussetzung‘i—;%— < ¢2%, so ist
offenbar anch Zpy§>¢ Fir 2=y p hat man p ¥ —p¥4q, mithin wieder
eine positive Ordinate. Die Gleichung ® —pax+¢=0 hat also wirklich drei
reelle Wurzeln, zwei positive, zwischen 0 und V?und zwischen y'2 und ¥ p,
und eine negative nach § 113. Dasselbe gilt von der Gleichung «* —pax—gq
=0, welche nach § 122 die entgegengesetzten Wwzeln von &® —px+ q==0,

also eine positive und zwei negative Wurzeln hat.
Libsens Analysis. 10
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elg (1 -+ rw)==0,6041.0,1933205==0,1167849
. lg d=19,7596250
lgd(...)*=9,8764099

d(...)r=0,7523326;  lgw==9,7323520

lg n—=8,3844752

lg (nw) =13,1168281

nw =0,0130867.

6
w7y [0,0917234 +- 0,0130867+-0,7523326] 1.

Diese Auflosung ist noch insofern dufserst merkwiirdig, als
sie mit dem negativ genommenen 2 auch sehr nahe die dem
Zeichen nach mit o, iibereinstimmende Wurzel (2,) giebt, sobald
sich w mehr von 1 ab- und 0 zuwendet. Fiir vorstehendes
Beispiel giebt das negative w:

6
277 [m—0,0180867 4+ d (1 —0,560704)¢]
ely (1—0,560704) = elg 0,439296 — ¢ (9,6427572 — 10)

=0,6041 (—0,3572428)=—0,2158104, oder

lg 0,439206¢=9,7841896

lgd —=9,7596250

nly9,5438146 =0,3497958.
6
“27=710,0917284 — 0,0130867 + 0,3497958] 2,000648.
(Statt wp=2.)

Der Autor dieser Auflésung hat iibrigens die gegriindete
Hoffnung, eine Formel zu finden, welche die drei reellen Wurzeln

zugleich giebt.

138.
Trigonometrische Auflésung des casus irredu-
cibilis, also der Gleichung
a®—pax+qg=0

fiir den Fall, dals 4p3>27¢? ist. .
Fiir diese Gleichung hat die Cardanische Formel die Form

3 B 3
A VT e O B VL
w:V—§‘+VZ’27+l 2 £
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Setzen wir hier
q thin &
5 ==ecosg mithin Vi 0% cos 2,
3 2 ] )8 2 .
ﬁ—%:gsmq) é—,z——gzzgzsmch,
3
hieraus: g— % ............. (1)
1
cos p = ?2— ............... (2)

3 3
2=19(cos ¢ +7sin ) TV e(cosp —ising) *)
& == 915 (cos ¢ +7sin (p)*'r + g‘“lr (cos ¢ —isin go)%

& :g%’ (cos%p “+¢sin g) -+ gé <cos%0 —14sin g) (§ 88)

Man bestimme also erst den Modulus ¢ aus (1), dann ¢
aus (2), indem man zu dem Winkel, welchen die Tafeln geben,
2k hinzufiigt, alsdann k=0, 1, 2 setat, so giebt die Formel

(3) drei und nur drei verschiedene Werte fiir 2, namlich

x’:2g%. cos%p-; x”:2g%. cos 2?;@; w’”:—2g{*’. cos 4—”(;——@;
denn wollte man auch noch k=3, 4...... setzen, so wiirden

doch die drei verschiedenen Cosinus in den letzteren Aus-
driicken in derselben Ordnung wiederkehren. Setzt man z B.

. %
in cos 2”%’), k=3, s0 ist cos <2n+§(p) = C0s %0, also dasselbe

wie fiir =0 setzt man k=4, so ist cos <‘2~7r—f—%ﬁ§-_2> = C0s 2—7?—2
dasselbe wie fiir k=1 &c.
Beispiel. Ist die Gleichung:
28 —Tad6=0

3
gegeben, so ist p=—17, g=14 6 und %>i92, mithin

*) Wenn némlich: Vg2 __¢—=osing,so st/ — 2 —psing.y —1.
10*
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[ cos 3
0 “_1/ o 3 ¢ 0
log 75 = 2,5342940
log 27=1,4313638 log 3==0,4771213 ()
1,1029302 log 0=0,5519651
P———— cos p=9,9251562 (n)
lOg [ 0,5519651 (P:1470 19/ 11//7 4
log of= 0,1839884
32 — 4996'23"8 2“%:16906'23'38 4”;4):28906’23“,8
y 3 2 i 4ﬁ+
' ==2p%. cos %p 2’ = 2¢°. cos ﬂ;_(p x :29%.003 3 ¢
. 4
log cos £ —9,8160116 logcoszjg;cﬁ=9,9921028(n) log cos 7‘; P9 5149817
log o' =0,1839884)  log 2¢"=0,4850184 log 2 0¥ = 0,4850184
log 2==0,3010300 log a"=0,4771212(n)|  log x "= 0,0000001
log o' =0,3010300 z'=—3 ! =1
=2 '

2. Auflosungen der Gleichung 4. Grades
von Rich. Schurig.

139.

1. Auflésung. Nach § 120 kann
‘ ot 4 oz +br+c=0
als gegeben betrachtet werden. Dividiert man diese Gleichung
durch 2?4 nz-+p, so erhdlt man
, b-+2np—an—n®)z-+c+p P—ap—n’p _
22— nx+ a-+n*—p ( p g pray- = =0.
Soll nun (s. 8. Buch) der Divisor @®—+nw+p=0 zZwel
Auflssungen der gegebenen Gleichung enthalten, so mufs der
Rest, d. i. der vorstehende gebrochene Teil des Quotient =0,

oder
b+2mp—an—n®=0...... Y
c+p:—ap—nip=0....... (IT)

sein und die ganze Funktion des Quotient oder
2 —nrt+a+nt—p=0..... (I1D)
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wird dann die beiden noch fehlenden Wurzeln einschliefsen.
Um die Gleichungen I und II nach n aufzulosen, kann man
zunichst aus 1
a-+ n? b
=gy av)
bestimmen und in II substituieren. Setzt man hierauf n® =7,
so ergiebt sich
13+ 2art 4 (a® — 4o)r — b2 =0.
Ist hier » bestimmt, so findet sich =1y und aus IV:
a7 b
- T 2yr
Die Gleichung 2?+4nx+p=0 giebt nun die folgenden
2 Wurzeln der Gleichung 4. Grades

:‘_‘“‘i‘ ‘/nz—p d. i

Vr b a r
z 5 + S 2 T4 (V)
Die andere Gleichung
22—nz+a+n?—p=0
fithrt zu den noch fehlenden Wurzeln, die mit V iibereinstimmen,
wenn daselbst /7 negativ genommen wird, was auch wegen
n==-t/r zu erwarten stand. Die ganze Auflosung reduziert
sich somit auf folgende Ausdriicke
r® 4+ 2ar? 4+ (a? —4e)r—02=0..... (A)
Es geniigt, fir » die positive Wurzel (s. § 113) allein zu

nehmen *).
1 A V" b a7
2und 2 Vanps EERREE (B)
111 Iv_ﬂ __b a7
2" und x 5 =} Syr 2 i C)

Beispiel, 2*—352*— 1402z —50=0.

Mit a=—285, b=—140, ¢=—50 wird A:
18— 7092 + 1425+ —19600=0
r=49,11033 und /»=="7,00788.

2a ,
*) Setzt man r=w%— -, so ist

3)
I ( -{—40)2( 2;7 +§??9_1,2=0,
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Aus B: o= 850394+ |/ ;"70;+ 17,5 — 12,27758

d. i. 2= — 8,50394 +V —9,98876 - 4,22242
oder 2! und 2! = — 3,50394 +2,40132.
Aus C: x=3,50394 +7V 9,98876 -+ 4,22242,
oder M =17,27371
2V = —0,265833.
2. Auflosung. Bezeichnet man die Wurzeln der Gleichung
2t 4 ax?+ br+ ¢c=0 mit 27, 2 2110 21V und setst
Al -+ 2= u, 2 - Ve v,
ol =w, eV =2z, so ist
— gl — gl — gl — 2V==0 oder I. —u—v=0.
Bl -l L =gq oder II. w+uwwt+z=a.
— (Al 2 Ta W gl gV - y=15 oder L ww -+ uz==—>.
Endlich zl2lagMalV—=¢ oder IV .wz=c.

Aus It v=—u, aus IV: zz%giebt in IT und IIT:

¢ ¢ b
2t’+7uza+u9 und wmz&:— ..... (Y)

Quadriert man beide Gleichungen und subtrahiert sie als-

dann, so erhalt man
u® -+ 20u* 4 (0 —4c)u?—62=0.

Ist hier » gefunden, so ergiebt sich aus Y: 2 und aus beiden
28 und 2 u. s, w.

3. Aufldsung. Setzt man die Gleichung

@t + ax® +bxr—+¢c=0
identisch mit (2® +r)2=m (2 +n)* d. i.
at -+ (2r — m) 2® — 2mnx 4+ r? — mn? =0,

80 ist
2r —m=a, —2mn=>b, r*—mn==c.
. a-+m b . .
Mit r="-5— und n=— 2 ergiebt sich aus der letaten
Gleichung

=¢ oder

‘a+ m>"~‘ b2
( 2 T dm
0?4 2am? 4 (a® — 4e)ym — b*=0.
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Mit s ist nun auch # und # bekannt, und
22 r="dvym.@=+n)
enthilt die vier gesuchten Wurzeln.
Anmerkung. Addiert man zu der gegebenen Gleichung
xt 4 ax? -+ c=—bx:
ma? +n=ma*+n
i+ (a+m) 22+ c+n=mz? — bz +n
und setzt diese Gleichung identisch mit

2
(m+ a—;—m) =(ym.z—y n)?
so erhilt man eine Auflésung, die mit der vorstehenden 3. voll-
kommen iibereinstimmt.

4. Auflésung. Setze z==7r (cos ¢ £ isin ¢),
z=1p (cosy t+isiny).
Vergleicht man das Produkt dieser vier annullierten Gleichungen
mit der gegebenen x*+ ax? + bx + ¢=0, so ist
rcosg-+pcosy=0
p?+rit-dpreosgpeosyy=a
2pr (reosy+pcosg)=—1b

(pr)?=c.
Aus der 1. und 3. Gleichung findet man
b
Cos = — 2 )
2rip r%) A
CoOSY=—=z———=——, '
2p (p*—17)
und damit auns der 2. Gleichung
2
PQJ”Z”pT-waW:‘ ...... ®)
piri=z........ ®)
gesetzt, giebt mit p2ri=c:
z—- b ==a, oder
2#—4dc 7

28— az? —4dez+ dac— h2-=0.
Ist hier z==p% + 7? gefunden, so wird B:

b2

z— (pg—_r‘zjé:a’ daher



152

C+D und C—D fithren zu p und #, A alsdann zu cos ¢ und
cos Y u. 5. W.

5. Auflésung. Diese bezieht sich auf die vollstindige

Gleichung

2t ax® +bx® fex+d=0
und macht daher das oft beschwerliche Beseitigen des Gliedes
28 unnétig.

Es seien die vier Wurzeln m—+n, m—n, p+4q, p—q.
Das Produkt der anullierten Wurzelgleichungen (z—m—n=0
u. s. w.) mit der gegebenen verglichen:

a=—2(m-+p)...... (D
b=m?—n?>4+p?—qg®+4dmp..... (ID)

d=(m?—mn?) (p*—q*.......AV)
Setzt man m? —ni=u..... (V)
so erhilt man aus IV: p?—qg*=—........ (VD)
und aus I: p=-— %——m ..... (VII)

Mit diesen Ausdriicken findet sich aus II und III:
a

b:u—i—g—élm(z +m> ..... (VIIT)

und ¢= au + 2mu— %93” ...... (IX)

Substituiert man den fiir m aus der letzten Gleichung ge-
fundenen Ausdruck in VIII, so ergiebt sich, wenn noch
d
%4~ ” =y...... (X)
gesetzt wird :
Yy —by? +(ac—4d)y+ d(4b—a?)—c2=0%)....(A)
Mit dem reellen y, dessen Quadrat >4d, folgt nun aus X:
y+ Vyi—dd
W=t

*) y'= v % gesetzt, giebt

2y b 93
74 (ac — 4d — L?) rg B4 a0 — o —atd—c?=0.
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und da Gleichung VIOT auch
b :y——zlm(% -+ m) geschrieben werden kann, so ist

—a+Va 4 (y—b)
4

m—=

_ c—au
oder auch m:m (s. IX und X).

Aus VIT folgt p =— % —m
aus V: n=Vm? —u.

Y

d . .
o YU (siehe X)) giebt aus VI:

g=Yu—y-+ p-.

Die Gleichung 4. Grades ist mithin mit A und den darauf
folgenden fiiv wu, m, n, p und q erhaltenen Ausdriicken gelost:
denn z=m+n u. s. w. (s. ob.).

. 6. Auflésung. Die Gleichung 2%+ az 45 =0 Lifst eine
ziemlich einfache Auflssung zu.

Setze 2?2 —=mx+n........ (A)
folglich 2t =m?x® 4 Qmmz +n? d. i.

ot =m? (mx +n) + 2mnz + n? oder
@t — (mB - 2mn) & — m2n — n? = Q.

Diese Gleichung mit der gegebenen verglichen fithrt zu

m und %, und mit A zur Auflésung.



194

Elftes Buch.

Zerlegung rational gebrochener Funktionen in
Briiche, deren Zihler konstant und deren Nenner
' Formen ersten Grades sind.

140.

Nach den Regeln der Buchstabenrechnung lassen sich mehrere
gebrochene Funktionen leicht auf einerlei Nenner bringen und
in eine einzige gebrochene Funktion vereinigen. So ist z. B.:

5 2 _ 5(at6)+2e—8) _ Te+24 (1)
5t 26 (@—3)(@+6)  @*+3a—I8
5 @ __@Ade430 (2)
xT2+x+6_—x2—}—4x——12 .......... 4
3 1 a5 Ga®+152—2
i};:ﬁ)a+ﬂ2‘x4—4x3+16x—16 .......... (3)
o4l 5 Tat—1824 63 ©

2 —dr+12 " z+3 2*—a?+-36
und es ist klar, dafs, wenn die einzelnen Briiche echt ge-
brochene rationale Funktionen sind (§ 34), dann auch ihre. Ver-
einigung eine echt gebrochene Funktion giebt. Man kommt
oun leicht auf den Gedanken, auch umgekehrt eine gebrochene
Funktion, deren Nenner nicht eine Form ersten Grades (und
anch keine Potenz davon) ist, als aus einfachern Briichen
susammengesetzt und deshalb in solche zerlegbar zu betrachten,
und weil diese Zerlegung besonders fiir die Integralrechnung
von grofser Wichtigkeit ist, eimne sichere Methode zu erfinden,
nach welcher dieselbe bewirkt werden kann.
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141.

Wir konnen hierbei nun immer annehmen, dafls die ge-
brochene Funktion, welche in einfachere zerlegt werden soll,
eine echt gebrochene ist, denn wire sie es nicht, wie z. B.:

3 2 .
z -:fi?::ixw(iﬁi, so konnte man, wie nachstehend angedeutet,

durch Partialdivision die darin enthaltenen Ganzen erst heraus-
ziehen. Man erhidlt dann aufser dieser ganzen noch eine echt
gebrochene Funktion, deren Zahler einfacher ist. Fs ist
némlich

48t do—66 Tat-24
224+32—18 =5 22+-32—18
2?2 —2zx—5 2241
Bbense 6~ ' T —ds—o

Auch koénnen wir annehmen, dals in der echt gebrochenen
Funktion Zghler und Nenner keinen gemeinschaftlichen Faktor
haben, weil man ihn sonst weglassen konnte. So ist z. B.

244 _ 2 7
@+5) @—6) @+2 (o485 (@—6)

142.

Ta+ 24
a*+3x—18
in einfachere Briiche zu zerlegen, mufs offenbar zuerst daran
gedacht werden, den Nenner in Faktoren aufzulésen, weil dieser
ja als das Produkt aus den Nennern der zu findenden ein-
fachern Briiche betrachtet werden mufls. Xonnte man den
Nenner in lauter einfache und ungleiche Faktoren auflosen
(was aber von der noch erst zu erfindenden Auflosung aller
hohern Gleichungen abhingt), so konnte man offenbar diese
einfachen Faktoren als die Nenner der zu findenden einfachern
Briiche ansehen, deren Zihler dann offenbar konstant sein
miissen, weil, wie § 140, Beispiel 2 zeigt, wenn auch nur einer
der Zahler die veranderliche Grofse enthielte, die Vereinigung
der Briiche die echt gebrochene Funktion nicht wiedergeben
konnte.

Um nun eine echt gebrochene Funktion, z. B.
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Als die natiirlichste Methode, diese fraglichen konstanten
Zihler zu bestimmen, dringt sich hier ganz von selber die
zuerst von Leibnitz angewandte Methode der unbestimmten
Koeffizienten auf, d. h. wir fingieren sie vorlaufig. Fir die

24
gebrochene Funktion w—gj%_m z. E. hat man zuerst aus
22+ 32z—18=0, x:—?;i_?, =3, = — 6. Es ist mithin

(s. § 103 bis § 107)
22482z —18=(2—3) (4 6).
Setzen wir also:

Tx+24 A
2+8zr—18 £—3

B
+w+6

und bringen beide Briiche auf einerlei Benennung, so kommt

Tot o4 (A+Bot (A—3B)

22432 —18 22+ 32z—18

Da nun fir jeden Wert von z die rechte Seite dieser
Gleichung dasselbe geben mufls, wie die linke, die Nenner aber
gleich sind, so mufs auch fiir jeden Wert von a:

Tz 4+ 24=(A+ B)a+ (6A—3B)

sein. Dies giebt uns zur Bestimmung der fraglichen Zahler
A und B nach § 64 die beiden Bedingungsgleichungen

A+B=7 } woraus A=3,
6A—3B=24 B =2.
Es ist mithin
Ta424 _57_*_ 2

22+ 3z—18 2 —3 a+6
Ebenso ist

Tw 1 e 7 4
B 18— s -3 246 350 3+18
Ferner ist

U A LB (1 L)
2L3:—18 2—3 a+6 *\a—3 a+6
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143.

‘Weil man bei dem eben gezeigten Verfahren immer so
viele Bedingungsgleichungen ersten Grades erhalt, als konstante
Zihler gesucht werden, so ist klar, dafs letatere dadurch voll-
kommen bestimmt sind, mithin nicht verschiedene Zerlegungen
stattfinden konnen. Bei dieser Methode lassen sich manchmal
kleine Rechnungsvorteile benutzen. Man hat z. B.

T+ 24_ A B_
(z+6) (z—3) z—3 a+6
Um den Zshler A zu finden, multipliziere man die ganze

Gleichung mit 2—3, so kommt

a2, B@—3
— =A+ porny SURLILISEROY (2)

Da nun die Gleichung (2) fiir jeden Wert von z gelten
muls, so setze man beiderseits #==3, so hat man

21 4+24
B T ATR
Um B zu erhalten, multipliziere man die Gleichung (1)
mit x4 6, so kommt

T +20_A@+6)

7—3  »=3 T
setzt man beiderseits 4= —=6, so hat man
—42+ 24
_—g_3 —b=2
144.
42° 4 8z + 30

Aufgabe. Den Bruch:

zu zerlegen,

2%+ 222 — 212+ 18
Auflésung. Die kubische Gleichung 22-422%—2124-18=0
hat die drei reellen Wurzeln 1, 3, — 6. Es ist demnach
. 42’ +82z+30 A L B C
(z—1) (x—3) (z+6) «—1
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Multipliziere mit 2—1 und setze dann z=1, so kommt

4+8430 ,
—g 7 = A—-—3.
Ebenso findet man B=5, C=2. Ks ist mithin
4480430 2 5 3
283222 —212+18 a2+6 ' 2—3 x—1
Ebenso findet man
1 A B_%_;_l[l_l}_
—a® a—a ' a4+a a—a ata 2alz—a aztal’
1 1
2 A B < - _ﬁl{ 1 1 }
a*—a®  ata + a—x a+x + a—z @ lata + a—a
145.

Enthélt der Nenuner der gebrochenen Funktion mehrere
2?4 32 — 4
C(@—2P
. . A B C
man einen solchen Bruch offenbar nicht aus —— + =
z—2 ' a—2 ' a—2

entstanden denken. Einer der drei Nenner wenigstens muls
(z—2)% sein. Da nun aber aulser diesem auch noch einer der
Nenner (2 —2)2 und # —2 oder beide vorhanden sein konnen,
S0 setze man

a?+32—4 A B C

T (a—2P%  (@—2)° + (z—2)2 i x—2

Mit dem allgemeinen Nenner multipliziert, kommt

@t 4 3o — 4= Ca®+ (B—40) 2+ (A — 2B + 4C)

oder lauter gleiche Faltoren, wie z. B. , so kann

=1 C=1,

B—4C=3 woraus B=17,
A—2B+4C—=—4 A=6,

e, B F3e—4 6 K 1
mithin . ist: “w—2) _(x—2)3+( 2)2+x—2

Anmerkung. In solchem Falle, wie hier, kann man auch
folgendermalsen verfahren:
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2+ 8x—4 . '
Man setze in e y & —2=u, folglich x=wu—+2, so
wird
243z — Se—4 _ (u+2)°+3(u+2)—4 _ wtTu+6 1 7 6
(2 —2)8 u® u® Tt 22 +;a_3
und, wenn man statt  wieder x— 2 setzt,

L+3?,——4 1 7 6
@—2° ~a—3T(pogE T @—ap

146,

3__6 _
Aufgabe. Den Bruch Z @ _’2;};‘1 2)2 zu zerlegen.

Auflésung. Man setze

x3—6x2—i—15x——2:_ A n B C D
(z—2P@+2) (¢ 2¢  (@—2¢ to—2toio

Multipliziert man mit dem allgemeinen Nenner, so kommt:

28— 622 4-152—2=D|a%—6D 2?2412D 2—8D

Cl —2C! — 4C + 8C

+ B+ A'\ — 4B

-+ 2A

C+D=1 D=1
B—92C—6D— —§ hieraus C— 0;

A—4C+12D=15 ( Algebra \ p__ o
9A — 4B+ 8C—8D— _ g | \§ 160—163)° , — 3,
3__ f
mithin ist & ba? +152—2 3 1

=212 (@w—2F ato

147.

Sind mebrere oder alle einfachen Faktoren des Nenners der
gebrochenen Funktion imaginir, so konnte man auf dieselbe
Weise wie vorhin verfahren und z. B.:

Ta®— 252462 A B C
@—8)(@—248) (0—2—3) o—8 1 o o8 vo 5
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setzen, Man erhilt aber fiir den eigentlichen Zweck dieser
Zerlegung (ndmlich fiir die Integralrechnung) leichtere Rechnung,
wenn man die imagindiren Nenner und Zihler der Teilbriiche
vermeidet. Dies kann dadurch geschehen, indem man Teil-
briiche mit solchen Nennern vom zweiten Grade fingiert, welche
das Produkt aus zwel gepaarten imaginidren Faktoren sind. Da
man dann aber nicht verlangen kann, dafs der Zihler eines
solchen Teilbruchs jedesmal konstant ist, indem er eine Form

ersten Grades sein kann (eine Vorstellung, worauf das Beispiel 4, -

§ 140 fithrt), so setzen wir fiir jeden dieser Nenner vom zweiten
Grade (sowie auch fiir Potenzen desselben) eine Form ersten
Grades als Zihler an, z. B.

722 —25x 4 62 A e Bx_—{—C_
(x—38) (@*—42+13) z—3 ' 2?— 4413

Jetzt mit dem allgemeinen Nenner multipliziert, kommt

Ta? —2bx 4+ 62—=(A 4+ B)2?— (4A+3B—C)x 4 13A —3C

A+B="7 l A=5
4A +3B—C=25\ hieraus {B =2
134 —3C—62 | C—1
2 , Z
mithin ist:—rh 252 -+ 62 5 4+ — 2z +1

(x—3) (2 —4o+13) 2—3 22— 4z 13

148.

Aufgaben. Folgende Briiche zu zerlegen:

dof—et6 1 1
(15 222" 2@+ 1)? 21

Auflésungen. Man hat
422 —24-6  Ax4B Cz+4D

D a2 —a+ 2o 1+ 2.

4x9:x—i—67__4—$__.+7 21’.
(14222 (1+2e%)% T 142227

- 161

1 A B Cz2+D  Ez+F
) R
)nug(xz—}—l)g a;2+ z +(:c2—i—1)2 22417
1 o v 1
22 (22412 2 (22-1)2 22410

1 A Ba+C
—1 a—1 24+ a+1 (

§ 132),

1,1 . z4-2

a8 — 1 v—1 T e+ 1

In der Differentialrechnung wird noch eine andere Zer-
legungsmethode gezeigt, welche besonders auf Briiche, wie der
letztere, anwendbar ist.

Lubsens Analysis. 11
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Zwolftes Buch.

Yon den Kettenbriichen.

149.

Erklirung. Unter einem Kettenbruch versteht man einen

Grofsenansdruck in folgender Form:
1

y0+ 1

nimlich eine ganze Zahl, y, (wo y, aber auch 0 sein kann),
plus einem Bruche, dessen Zghler 1 und dessen Nenner eine
ganze Zahl plus einem Bruche, dessen Zshler wieder 1 ist &e.
Die ganzen Zahlen 4,, %y, ¥, ¥s... heilsen die Glieder des
Kettenbruchs. Brounker soll zuerst auf diese Bruchform

verfallen sein, indem er, wm die Zahl Z zu Derechnen, dafiix
den Ausdruck
1+
Y e
z+-2—+:‘9- _
2+

aufstellte*), Euler jedoch ist der erste gewesen, welcher die

-

*) Man erbalt diese Form, indem man die Reihe 1—4-4— 1. ..., in
einen Kettenbruch verwandelt.
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Kettenbriiche einer niheren Betrachtung unterworfen hat und
zwar in der zuerst angegebenen Form (wo ndmlich der Zihler
immer 1 ist), auf welche jeder andere Kettenbruch immer ge-
bracht werden kann.

Die Kettenbriiche bieten so viele merkwiirdige Figenschaften
dar und lassen so mancherlei Anwendungen zu, dafs eine voll-
stindige Theorie derselben einen ganzen Band fiillen wiirde.

150.

Es ist leicht, einen gewdshnlichen echten oder unechten
Bruch in einen Kettenbruch zu verwandeln. Ist der Bruch
echt, so dividiere man Zihler und Nenner durch den Zshler;
den im Nenner entstehenden Bruch ebenso behandelt &c., bis
der letzte Zdhler 1 wird. Ist der Bruch unecht, so stelle man
erst die ganze Zahl heraus. Es ist z. B.

7 1 1 1
— s_ T &
Zaa s A

6 1+ -

5

74
_:4+6_:4+} - 4+1 X
17 17 i 2+1+5

Umgekehrt wiirde man ohne weitere Regel aus einem Ketten-
bruch den erzeugenden Bruch finden konnen. Es ist z B.

1 1 1 1 1 17
IF— TIFL - T TS T
thpr by Hgs  Ary b T
1+ 6 6 AL
— 6
5
151.

Beide vorhergehenden Rechnungen, um einen Bruch in
einen Kettenbruch und umgekehrt zu verwandeln, lassen sich’
aber bedeutend abkiirzen.

Um erstlich gewthnliche Briiche in Kettenbriiche zu ver-

17 74 972 _—
wandeln, z B. T TP 1309 verfahre man mit jedes Bruches

11*
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Nenner und Zéhler, als wenn man ihren grofsten gemeinschaft-
lichen Faktor suchen wollte (Algebra § 29), so sind die Quotienten
die Glieder des Kettenbruchs. Die Richtigkeit folgt aus der

17
Rechnung in § 150, z. B. fur 7k

17:74 =
74:17=4
17:6=2
6:56=1 o4 2 LS
5:1=1 oder abgekiirzt: 17:74:17:6 :5 : 1
1T
mithin 1st: ,74*0—}—4_*_ é+ 1
14
74 Lo e
Fiir 77 74:17:6:5:1
74
mithin: -5=4+5-3
1 el
5
i 212 T >
Fiir 1395° 979 - 1393 : 972 : 421 : 130 : 31 : 6 : 1
972 L
mithin 1393 0+1+‘2 1
+i
btrpri
6
152.

Um nun auch ein allgemeines Gesetz zu finden, nach
welchem man bequemer, als der unmittelbare Gedanke § 150
es angiebt, einen Kettenbruch in einen gewthnlichen Bruch
verwandelt, wollen wir, die allgemeine Bezeichnung beibehaltend,
statt vom letzten Gliede nach und nach zum ersten zurtick-
zugehen, umgekehrt verfahren. Es sei also der Kettenbruch

allgemein

165

yO_}—1 1
%+%+&+*
2 Yy +

Ys +
Nehmen wir nur das Ote Glied, so ist y, offenbar kleiner, als

der Wert des ganzen Kettenbruchs. Geht man bis zum lsten

Gliede, so ist offenbar y, —l—% zu grofs, weil in dem Bruche
1

?_/1_ der Nenner zu klein ist. Geht man bis zum 2ten Gliede,
g1

80 ist:

Yo+, L
Y+ Yo

offenbar wieder zu klein &c. Bezeichnet man die hier auf-
einander folgenden Werte, welche abwechselnd kleiner und
grofser sind, als der wirkliche Wert des ganzen Kettenbruchs

und Niaherungswerte (Partialwerte) desselben genannt werden,

.a b ¢
mit b &c., so hat man
T
a; 1 _
RIS W T
by %+ N W
In dem Bruche % setze man ¥, —i—% statt y,, so kommt
1 . 2
der Bruch
/ 4 1 >+1
e WYy __ Yo+ e+
G hy:+1

1
.1/1+E

Achtet man hier auf die Verbindung der Glieder des

Kettenbruchs, so ergiebt sich ein einfaches Bildungsgesetz,
. N a 1
nach welchem man aus den beiden ersten Brichen & — ¥

a, 1’
izyo—ylj——l, welche jedoch immer erst unmittelbar gebildet

by Yy

werden miissen, Zihler und Nenner der successiv folgenden
Briiche leicht erhalten kann, indem man mit jedem folgenden
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Gliede sowohl Zihler als Nenner des vorhergehenden Bruchs
multipliziert und zu den Produkten Zshler und Nenner des
vorvorhergehenden Bruchs addiert. So ist z. B. wirklich

c by,+a

¢ bt ay

Setzt man hierin ¢, + P statt y,, so ist auch

3

ot L)
d__ Y2 Ys _ bysystays+b eyt b
a4, ) b, b,
d, bl(y2+%)+a1 1YaYs + ¢1Ys + 0y cilYs+ 0y
3

Hiernach ist klar, dafs es einerlei ist, ob man jetzt, uwm

e .
den folgenden Bruch s erhalten, in den vorhergehenden
1

11/3—5—% statt y, setzt, oder nach der obigen Regel verfiahrt, und

4
dafls dieses Gesetz durchgehends stattfindet.

Hat man z. B. 4—%—-12 oder abgekiirzt 43 2, 3, 5,

T S
9L
Ty
so sind die beiden ersten Naherungswerte £ und 4+ 4 =3

Daher

fur 4; 2, 3, 5
die Naherungswerte: ($); (8), 9.3+4
2.34+1
31 31.5+9
7 7.5+2
164
57

Sind 0; 4, 2, 1, 5 die Glieder, so hat man

®), @), & H

1/ \4/)» o T3 71

Sind 03 1, 2, 3, 4, 5, 6 die Glieder, so hat man
(0) (1) 2 7 30 157 972

Th \THh 3 To» 43 2¥3 1393

153.

Subtrahiert man irgend zwei aufeinander folgende Nihe-
rungswerte, so erhilt man einen Bruch, dessen Zihler immer
4-1 ist. Diese merkwiirdige Eigenschaft lafst sich folgender-
malsen beweisen.

167

..om % . .
Seien et . EWel unmittelbar folgende Niherungswerte
1 1

und y das Glied des Kettenbruchs, welches den folgenden

Niherungswert r bestimmt; 50 ist

P
p__ nmytm
P my+my
Nimmt man nun die Differenz von den beiden Niherungs-
werten £ und ﬁ, sowie auch von — und -2, so ist
Dy 7y 7y my’
ny—l—i__ n MR —mn
ny+my  m ny (g +my)
» o om__ (mny—myn)
meoomy oy
Hieraus ergiebt sich, dafs der absolute Wert des Zahlers
der ersten Differenz, ﬁ——ﬁ, ganz derselbe ist, wie bei der
P M ’

. noom - . .

zweiten, PP natiirlich mit entgegengesetstem Vorzeichen,
1 1

weil ja die Niherungswerte abwechselnd zu klein und zu grofs

sind. Es kommt also nur darauf an, den absoluten Wert eines

elnzigen dieser gleichen Zihler zu bestimmen. Dazu kann man

den Unterschied irgend zweier unmittelbar aufeinander folgen-

den, also am einfachsten der beiden ersten Naherungswerte

~ nehmen, ndmlich

b_ o _yntl g 1

by w1y
Es ist mithin der bestindige Zihler in dem Unterschiede zweier
unmittelbar folgenden Niherungswerte =—-1.

154.
Aus vorstehendem Paragraphen folgt noch, dafs die Unter-
schiede der Niherungswerte immer kleiner werden %—ﬁ- =
, 1 M

1 ¢ b . .
abl o B b womit denn auch die Benennung

Niaherungswerte gerechtfertigt ist, weil der letzte den vollen
Wert des Kettenbruchs ausdriickt.
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155.

Der wahre Wert eines Kettenbruchs, und wenn er auch
bis ins Unendliche fortlauft, liegt immer zwischen zwei beliebigen
. . m n - .
aufeinander folgenden Niherungswerten P weil ja der eine
1 1
zu klein, der andere zu grofs ist. Da nun der Unterschied dieser

. + 1 . . .
beiden nur ——, so ist klar, dafs, wenn man irgend einen
my 7y

m

Naherungswert, z. B. po. statt des ganzen Iettenbruchs setzt,
(6

der Fehler gewils kleiner ist, als ein Bruch, dessen Zihler 1 und

dessen Nenner das Quadrat vom Nenner des gesetzten Niaherungs-

. . 1 . . .
wertes ist, also kleiner als ——— weil er ja noch kleiner, als
my My |
ln ist. Der Kettenbruch 1
my M AL
+2+ -
14 5

z. B. hat die Niherungswerte (9), (3), %, &, ++ Nimmt man
den Bruch i, statt des ganzen Kettenbruchs, so ist der Fehler,
den man begeht, kleiner, als g Nimmt man den Bruch £, so
ist der Fehler kleiner, als ¢ &e.

156.

Tn allen fiir einen Kettenbruch erhaltenen Néherungsbriichen
sind Zihler und Nenner immer Primzahlen gegen einander.

: m n . . . ‘
Seien z. B. —, — zwei unmittelbar aufeinander folgende

my Ny
.om 7 +1
Niaherungsbriiche, so ist — ——=—"—,
my  n My My

also mn, —mm==1.

Hier sind nun mm,, mmn ganze Zablen. Hitten also m, my oder
n, m, einen gemeinschaftlichen Faktor, so wirde, indem man
vorstehende Gleichung dadurch dividiert, linker Hand der
Quotient eine ganze Zahl sein, was aber nicht moglich ist, weil
er rechter Hand keine ganze Zahl sein kann. :

e e

PN
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157.

Wir haben im Vorhergehenden die wichtigsten FEigen-
schaften der Kettenbriiche mitgeteilt. Was nun ihre Anwendung
betrifft, so kdnnen sie benutzt werden, um aus einer Zahl eine
Quadratwurzel bis auf beliebig viele Dezimalen zu ziehen, was auf
periodische Kettenbriiche fithrt. Eine andere Anwendung finden
sie in der sogenannten unbestimmten Analytik und in der hohern
Zahlentheorie. Ferner hat man versucht, durch ihre Vermitte-
lung die Wurzeln einer hohern Gleichung zu finden. Die
niitzlichste Anwendung mochte aber wohl die sein: einen durch
sehr viele Ziffern gegebenen Bruch (Verhiltnis) nidherungsweise
und fiir praktische Zwecke geniigend durch kleinere Zahlen
auszudriicken, indem man ibn in einen Kettenbruch verwandelt
und dessen Niherungswerte sucht.

31415926536

So ist 2. B 7= 15560000000
2 U &k 1
31415927 T 10000000 = 1415927 = 88511 88262 &c.
Es ist also: 7’5:34—77_}:l
15+ i -y
202

. . — 3 2 333 355 10399
daher 7z =3, '72-;_ e 83 BN,
Oder ¢=12,71828.... :‘2—\—-‘1 Fys
9+

&

1

'_l;--

N

Die Quotienten sind hier g
2:1,2 1,1, 4,1, 1,6, 1, 1, 81, 1, 10,....
daher e=1¢, 4, §, 4, A, 35 B, A TR
Anmerkung. Diejenigen, welche sich in griindlichster und
eingehendster Weise iiber die so iiberaus wichtigen Kettenbriiche
und die Anwendung derselben (z. B. auf die diophantischen
Gleichungen) unterrichten wollen, verweisen wir auf den 3. Teil
des Lehrbuchs der Arithmetik von R. Schurig (§§ 91 und 92).
Leipzig, Friedrich Brandstetter.
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Dreizehntes Buch.

Interpolation.

158.
Zufolge § 47 geht aus einer ganzen Funktion vom nten Range
y=Aa"+ Ba" 14 ...+ Mz+N

allemal eine arithmetische Reihe vom mten Range hervor, wenn
man statt der verinderlichen Grofse 2 successive Hquidifferente
Werte g, 2y, ... setat, so dals also:

Ty — Ty == &g — &) =g — Tg==...

oder, weénn man die ganz beliebige bestindige Differenz mit 2
bezeichnet (so dals hA=ax;—a,=...), statt z nach und nach
&gy Lo+ R, %o+ 2h... setzt.

Hieraus folgt aber, dals, weil % beliebig ist, und statt z,,
2
zo+h, 2o+ 2h... auch a'o—f—% By xg+ Py 2 xo—f—% %,

n-+1
Ty 1 "
einer arithmetischen Reihe sehr leicht eine gleiche Anzahl
neuer Glieder einschalten (interpolieren) kann, welche dem-
selben Gesetze, wie die iihrigen, unterworfen sind, mithin alle
zusammen eine arithmetische Reihe von demselben Range bilden
(vel. § 48). Dies ist es nun, was man unter Interpolation zu
verstehen hat. Da solche Interpolationen bei Entwerfung .von
Tabellen, welche eine Reihe von durch Zahlen ausgedriickten
Beobachtungen oder berechneten Resultaten darstellen, und die

h... gesetzt werden darf, man zwischen jezwei Glieder
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oft eine arithmetische Reihe bilden, zuweilen notwendig werden,
um die Tabellen zu vervollstindigen, so wollen wir die Theorie
der Interpolation durch ein paar Beispiele erldutern.

159.

. Aufgabe. KEs sind so viele Glieder einer arithmetischen
Reihe durch Rechnung oder durch Beobachtung gefunden, dafs
der Rang dadurch bestimmt ist, z B.:

4

S—

Es sollen zwischen je zwei Glieder n z. B. drei Glieder
mterpoliert werden.

Auflgsung. Da hier vorausgesetzt ist, dals die vorliegen-
den finf Zahlen: 1, 17, 97, 289, 041, eine wirkliche arith-
metische Reihe bilden, so kann man, nachdem durch Bildung
der Differenzreihen ihr Rang bestimmt worden, erst nach der
allgemeinen Formel (§ 48)

—1) @ (a—1) (c—2)
1.8 Rty g

1.2.3
ihr allgemeines Glied suchen. Dieses ist, da hier Yo=1,
d, =16, dy =064, d; =48,

y=8a*+8a%+ 1.

Setzt man hierin ==0, 1, 2, 3..., so kommt die gegebene
Reihe wieder, nimlich

1, 17, 97, 289, 641.

Um nun zwischen je zwei Glieder drei Glieder zu inter-
polieren, braucht man in demselben allgemeinen Gliede statt
der stetigen Zunahme von z, ndmlich =1, nur h=1% zu
nehmen (§ 45) und also #==0, 1, 2,3, 1, 1},... zu setzen, so kommt
die gegebene Rethe mit drei interpolierten Gliedern, namlich

1, 13, 4, 8L, 17, 201,...

Y=Y+ 2.d .-+ Ayt
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Setzt man in der Formel fir das allgemeine Glied einer
arithmetischen Reihe:

z. 1
y=yrke di+ 5l T R
1 2 ] : L
=0, i o RELE so erhélt man dieselbe Reihe mit » inter-

polierten Gliedern. Setzt man, wum Briiche zu vermeiden,

n—T—l statt z, so erhilt man die gewdhnliche allgemeine Inter-
polationsformel

- z.(x—n- 1) (12 z.(x—n—1) (z—2n - 2) d
Y=Yt gt (1 (0417 2.3

worin nun fiir  die ganzen Aahlen 0, 1,2, 3... zu setzen sind.

_]_.

161.

Ist die zu interpolierende Reihe vom dritten oder gar noch
hohern Range, so wird die Arbeit sehr mihsam*). In der
Regel ist aber die zu interpolierende Reihe nur vom zweiten
Range (6fters noch vom ersten), also d;==0, und dann kann
man das Interpolieren durch ganz einfaches Addieren bewirken.
Dies ergiebt sich aus folgender Betrachtung.

So wie man durch Subtraktion aus der Hauptreihe die
Differenzreihen bildet, so mufs sich offenbar auch wieder riick-
wirts durch Addition aus den Differenzreihen oder vielmehr
nur aus den Anfangsgliedern sdmtlicher Reihen die Hauptreihe
bilden lassen. Man hat z. B.

4 9, 16, 25  36...
5 1, 9, 11..

2, 2, 2...

Wiire nun das Anfangsglied einer Reihe =4 gegeben und die
Anfangsglieder 5 und 2 ihrer beiden Differenzreihen (also die
zu findende Reihe vom zweiten Range), so hat man:

Y

*) Fiwe diese Falle hat Gauss expeditivere Interpolations-Methoden an-
gegeben.  S. Berliner astronomisches Jahrbuch finr das Jahr 1830.

173

162,

Man berechne also, wenn % Glieder interpoliert werden
sollen, nach der Interpolationsformel
z.(z—n—1) d,

(n+1)" 1.2
direkt nur so wele Glieder, dals man die Anfangsglieder der
Differenzreihen bilden kann, also drei Glieder, wenn die Reihe
vom zweiten, und nur zwei Glieder, lwenn sie vom ersten
Range (eine arithmetische Progression) ist, und verfahre dann
wie im vorhergehenden Beispiel, wobei man, wie es die Um-
stinde oder die Bequemlichkeit des Rechners verlangen, die
Reihen unter oder auch neben einander ordnen kann. Sollen
z. B. in der Reihe

4 36, 100, 196

welche, wenigstens in der hier gegebenen Ausdehnung (vier
Glieder), als eine arithmetische sich ergiebt, drei Glieder inter-
poliert werden, so ist hier n=3, y,—=4, d,=32, d,=32, d;=—0,
und man hat

(x—4) 32
4.4 '1.2

oder y=4 4+ 42} 22

y=4+ 7 .32+

Fir =0, 1, 2... kommt die Rethe
4, 9, 16..

5,7 ...

2 ...

Mithin sind 4, 5, 2 die Anfangsglieder der gesuchten
Differenzreihen ; daher:

2, 2 2 2 2...
5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23...

4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121...
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163.

Angenommen, es sei die Tabelle der Briggsschen Logarith-
men bis zu log z, = log 6000 = 3,7781513 berechnet und es
solle diese Tabelle fiir die nun folgenden Zahlen 6001, 6002...
bis 6040 fortgesetzt werden.

Statt nun die Logarithmen unmittelbar fur die jedesmal
um eine Kinheit wachsenden Zahlen zu bercchuen, was nach
§ 76 geschehen konnte, ist es bequemer, sie zuerst nur inner-
halb schicklicher Intervalle, 2, z. B. von 10 zu 10, zu berechnen
und dann die Liicken durch Interpolation auszufiillen.

Weil ndamlich, wenn man den Modulus der Briggsschent
Logarithmen 0,43429448...=M setzt und beachtet, dafs

1+ B =1|z (142) =ty -1 (14 1)

und also der Briggssche Logarithmus, nidmlich:

2 3

log (zo + h)=Mlz,+ N %—I\g%—}—%%—
so sieht man, dals, weil 2,=6000, fiir kleine Werte von
k=10, 20, 80... die unendliche Reihe sehr konvergent wird,
und dals bis zu einer gewissen Grenze, z. B. bis A=40, das

3 3

dritte Glied %[%:%Uégo; schon vernachlidssigt werden
kann, wenn man die Logarithmen nur bis auf sieben Dezimalen
genau haben will. Man kann also in diesem Falle die zwar
transscendente Reihe dennoch als eine arithmetische be-
trachten, und zwar vom zweiten Range, so lange das dritte,
und vom dritten Range, so lange das vierte Glied keinen Ein-
fluls hat. .

Da nun log xy==Mlz, schon bekannt (log 6000 =3,7781513),
so hat man aus der Gleichung

log (2 -+ 1) = Mz, + I h_ M . ]L;,
a2

0

indem man A=0, 10, 20... setat,
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Yo
log 6000-=3,7781513 d,
...6010-=3,7188745 7232 d,
...6020=3,7795965 7220 — 12 dy
...6030=23,7803173 7208 — 12 0
...6040=23,7810369 7196 — 12 0

Sollen nun 9 Glieder interpoliert werden, so geht die
Interpolationsformel
(z—n—1) d,
n+1)F 1.2
mit n=9; d,=7232; dy=—12; dy=0 und y,=3,7781513,

iiber In

£ X
y:y0+m'dl+_

y=3,7781513 + 723,82z —0,0622.

Y d, ‘ dy Setzt man hierin x=0, 1, 2...
3,7781513 723,73|— 0,12 so komunt die Rethe in der ersten
2236,74 ’728,62‘| Kolumne, die man aber, nachdem
2960,36 | 723,50 nar die drei ersten Glieder und die

3683,86 | 723,38 erste und zweite Differenz berech-
4407,24 | 723,26 net sind, leichter durch Addition
5130,50 | 723,14 bilden kann.
5853,64 | 723,02 Die kleine konstante Differenz
6576,66 | 722,90 --0,12 kann man leicht im Kopfe
7299,56 722,78 behalten und deshalb sehr schnell
8022,34 | 722,66 die erste Differenzreihe und daraus
8745,00 722,54 die gesuchte Hauptreihe bilden.
9467,54 1 722,42 Offenbar wird auch ein geiibter
3,7790189,96 | 722,32 | Rechner nicht so viele Ziffern
0912,28 | | schreiben, als hier der Deutlichkeit

| halber geschehen.

164.

Auf diese Weise sind nun sehr viele Tabellen (logarith-
mische, trigonometrische, astronomische, physikalische &c.) be-
rechnet. Nur wenige Zahlen werden direkt berechnet oder
durch Beobachtung und Experimente bestimmt und dann die

“iibrigen, also die meisten, durch Interpolation gefunden. Das
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Interpolieren wird innerhalb kleiner Intervalle selbst dann noch
oftmal angewandt, wenn die Differenzen d,, d,, ds... auch nicht
strenge auf 0 auslaufen, jedoch immer kleiner und beinahe
gleich werden. Alsdann wird von den letzten beinahe gleichen
Differenzen das arithmetische Mittel als konstant genommen.
Je kleiner dann die stets abnehmenden Differenzen d;, d,...
sind, desto mehr konvergiert die Interpolationsreihe.

165.

Ist die Funktion zwischen zwei verdnderlichen Grofsen,
z, Y, nicht bekannt und sind die fir » gesetzten Werte 2,,
Z5..., zu welchen die durch Beobachtung gefundene Reihe
Yo, Y1, Yo ... gehort, nicht dquidifferent, so kann man auch nicht
auf die vorhin gezeigte Weise die zu andern Werten von z ge-
horigen Werte von y finden oder interpolieren. Um jedoch
auch in diesem Fall eine Relation y={{z) aufzustellen, konnte
man bei 1 Beobachtungen von der folgenden Form (para-
bolischen Linien) ausgehen:

y=a+bx+ex’+..... - ma
und die Koeffizienten a, b, ¢,..., m aus den n Bedingungs-
gleichungen
Yo =a-+0bxy, +cxl —+....+ mar!
¥ =a-+bxy, +ecxd ...+ ma"!

Yno1—= a0+ b1+ X1+ ...+ mat ]
berechnen. Die Arbeit wire aber selbst fiir wenige Beobach-
tungen eine iberaus mithsame und fir jeden andern Punkt
immer aufs neue zu wiederholen. Durch folgende Betrachtung
kommt man aber leichter zum Ziel.

leca.

Bei dem wirklichen Versuche*), die Elimination nach der
gewohnlichen Methode auszufithren, macht man (was auch vor-

*) Wir folgen von hier an fast wortlich der Abhandlung im Berliner
astronomischen Jahrbuch fur 1830.
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auszusehen), die Beobachtung, dals, weil die Bedingungs-
gleichungen (deren hier nur 4 angenommen werden mogen) in
Bezug auf die Grofsen yo, 91, ¥z ¥s linear sind, d. h. diese
Grofsen nur in der ersten Potenz enthalten, dieselben auch in
den allgemeinen Formeln fitr die zu findenden Koeffizienten
a, b, ¢, d nur linear (nur in der ersten Potenz und nicht mit-
einander multipliziert) vorkommenZikonnen, und dafs es in den
Formeln fir a, b, ¢, d kein Glied geben wird, welches nicht
eine dieser Grofsen ¥, Yy, ¥s, s als Faktor enthielte. Man ist
deshalb berechtigt, anzunehmen, dafs

Y=F @) .9+ @) .41+ ¢ @) .9+ (@) .y,

wo F(x), f(x) &c. ganze Funktionen von z sind. Diese
Funktionen miissen fiir vorliegendes Beispiel vom dritten Grade
und so beschaffen sein, dafs

fiir z=ua, Fx)=1, f(2)=0, ¢(x)=0, yx)=0
fir x—=ua, dagegen F(2)=0, f(x)==1, ¢ (@) =0, y(x)=0
fiir 21—z, F (@) =0, f(@) =0, ¢(&)=1, ¥(&)—0
fitr X=X F(T>:O7 f('r):O) Cp(x):O) w(x)zl

weil sonst nicht fiv v=ay, 23, @5, 37 Y=Y Y1, Yo, Y3 kommen
kann.

Soll aber F(2)=0 werden fir o=z, z,, x,; so lehrt die
Algebra, dafs F(z) die drei Faktoren z—x;, 2—a,, — 2,
enthalten mufs (§ 104). Tn dem, was F(x) sonst noch enthilt,
darf kein # mehr vorkommen, weil « sonst gegen die Voraus-
setzung die dritte Potenz iiberschreiten wiirde. Bezeichnen wir
also mit C den Inbegriff der ibrigen konstanten Faktoren in
F(2), so ist ’

F(2)=Clz—a) (x—a,) (z— ).

Nach der ersten Bedingung muls aber fir z=uz,, F(2)=1
sein, daher

1=C(2g—a1) (2—2,) (20— 3),

. . 1
mithin C==-
e (@ — xy) (2o— 25) (@g— @)

(69— 1) (26— 2p) (Wo—5)’
Libsens Analysis. 12

folglich F ()= (¢ —a) (v —a,) (@ — )
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Dieselben Schliisse auf f(2), ¢ (z), ¥(x) angewendet, geben den
allgemeinen Ausdruck:
(ﬁ:—%) (z — ) (2 —ay) .
(2o — 1) (@0 — ) (-To—xa)"jo
(2 —a) (& — 2p) (2 —a5)
(21— o) (2 — @) (21— 25) 7"
(_i ‘—@) (@ — ) (2 —a)
(2g— ) (22— 1) (wp—wy) 7"
(i;_-'”o) (& —ay) (& —ay)
(25 — o) (w5 —@1) (25 —ap) 7

Diese #dufserst regelmilsige Interpolationsformel eignet sich
fiir den Gebrauch der Logarithmen und lilst sich offenbar leicht
auf beliebig viele Punkte ausdehnen. Sie findet sich auch unter
dem Namen Lagrange’s Interpolationsformel in Lacroix’s
Calcul différent. et intégral, jedoch ohne Begriindung.

y:

166 b.

Die im vorhergehenden Paragraph entwickelte Interpolations-
formel ist nur scheinbar richtig, da das Problem offenbar nicht
durch eine gebrochene, sondern durch eine ganze Funktion
gelost werden mufs. Wir geben daher im nachstehenden eine
von R. Schurig gefundene Liosung dieses wichtigen Problems,
deren unzweifelhafte Richtigkeit unmittelbar aus der Deduktion
und dem am Schlusse derselben hinzugefiigten Beispiele erhellt.

Sind die beiden korrespondierenden Reihen:

Ty, Xy, Tgy Xgeunn-

Yo, Y Yo Ys.-o.
und soll das zu dem gegebenen a, gehorvende y, gefunden
werden, so bestimme man zunichst die Differenzen der beiden
Reihen:

oy By, Xy Tgyee.s Yo, Yo Yo, Yapoo--
A A, A a ay Q...
Diff. B B, B, Diff. b by by...
C C, Cy | ¢ Cy...

Hierauf lose man

;c,,,:.ro+<A——§——}—-§»...>n—{—<§-—%..>n2+<»g-...>n3—i—...
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(s. Formel P in § 48) nach n auf und es ergiebt sich alsdann
sofort (nach derselben Formel):

y,;:yo—i—<a—g+~§———...>n—|—<g———;—..>n2+(é...)?ﬁ—}—...
Beispiel. Die Reihen
3, 8, 15, 24, 35, 48 63... .
8, 12, 13, 11, 6, —2 —13.. }"'(“)
sind vom 2. Grade. Lilst man in denselben ein Glied um das
andere weg, so erhilt man die Reihen:
x=3, 15, 385, 63...
y==8, 13, 6, —13..
die wir als die gegebenen betrachten wollen. Da diese nach
§ 46 gleichfalls vom 2. Grade sein miissen, so wiirde zu dem
nicht unmittelbar gegebenen Werte a,—=8 der 1. Reihe offen-
bar der Wert y,—=12 in der 2. Reihe gehdren, wie aus den
Reihen W ersichtlich ist.

Nehmen wir nun an, dals zu dem gegebenen x,—8 das
entsprechende y, erst gefunden werden soll, so wiirde man zu-
nichst die bestimmenden Elemente aufzusuchen haben.

Fir die z-Reihe findet man die Differenzen :

12, 20, 28,..
8, 8 ...
fir die y-Reihe die Differenzen
' 5, —1, —19...
_ —12, —12.,.
Mithin ist Zy =8, 7y==3, ¥, ==15..., A=12 B=S§,

Yo=38, y1=13..., a= 5, h—=—12.
Nach der fiir 2, gegebenen Formel ist nun
8=3+ (12 —$§)n + § n*; folglich n=1.
Die letzte Formel giebt damit
: 12\ —12
Yn=—=8+ {5—(‘—7)} - o A=12,

wie es die Natur der Aufgabe verlangt, wihrend man nach
§ 166a den falschen Wert 1052 erhalt.

12*
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Anhang.

Summation einiger Reihen.

167.
Bezeichnet man die Summe der Reihe:
cos & -+ cos (¢ + @) 4- cos (a4 2¢) 4 ... 4 cos (a + ngp)
d. h. den dafiir zu setzenden und gleichwertigen geschlossenen
Ausdruck vorldufig mit s und multipliziert auf beiden Seiten
mit 2 cos ¢, 80 ist
2s.cos¢p=2c0sxcosp+2cos (a4 ¢p).cos¢p-+-2c0s (¢ +2¢) cosp+...4-2cos(at-nep) coseg.
Zufolge Trigonometrie § 52, 52 ist

cos(a-+ )+ cos(a—q@)=2cosu.cos ¢

cos (e +2¢) + cosa=2cos (¢ + ¢).cos ¢

cos (& —+ 3¢) + cos (a+ @p)=2cos (a + 2¢).cos ¢

cos (a4 4¢) + cos (¢ + 2¢) =2 cos («-+3¢) . cos

cos (& - (at1) go) —+ cos (& 4 1) o) = 2 cos (& + n) . cos ¢p.

Dies substituiert, kommt

cos(a+¢@)+cos(a+2¢)+cos(a+3¢) ... Tcos(a+mtgp)
cos (¢ — @) + cos a+ cos (e + @) 4. ..+ cos (a4 -1 ¢p)
25. cos (p==5 — C0s & ~}- €08 (a~+(+1)¢p) +cos(a—)—+s—cos(a+nep)
2s. (1—cos @) == cos (a—+n¢) — cos (a-} w-+) ¢)—[ cos(a— p)—cosc]

2s5.2sin? L o =2sin (¢ + (n+4) @) .sing ¢ —2sin(a—4¢).sin §@
2s.sindg =sin (a + (n+3) @) —sin (¢ — 3 ¢)

2s.sindgp=2cos(a + —E‘Zn(p).sin.%-; l(p

2s.cos¢:{

. on-kl
cos (e $ng) . sin 5~ @
sin g )

==

_ 2s.cosqp={
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Es ist mithin

o+ L ng).si ntl
cosa+cos(a+zp)+cos(a+2<p)+..+cos(a+mp)=COS( Ting)sinTy @

sind ¢
und wenn man o=0 setzt, so ist
s
cos L . i
1+ cos @ + cos 2¢ 4+ cos 3¢+ ... + cos np = osgngns;; 2 9
g

168.
Multipliziert man die Gleichung
s=sin a + sin (a+q>)—F sin (e -+ 2¢) 4-... 4 sin (@ + nep)

beiderseits mit 2 cos ¢, so ist

2s.cosp=2sina.cos ¢ +2.sin(c -4 ¢).cos 4. ..+ 2sin(e+ng). cosg...(1)
Nun aber ist
sin (e +- @) + sin (¢ — ) =2sin . cos ¢
sin (@ - 2¢) + sin ¢ =2sin (¢ 4 ¢) . cos
sin (& + 3¢) 4 sin (e + @) =2 sin (¢ 4+ 2¢) . cos ¢
sin (e 4 4¢) + sin (¢ +- 2¢) =2sin (¢ -+ 3g) .cos ¢

sin (e + (++1) @) + sin (e + =1 @) = 2 sin (o + %) . cos .

Dies in Gleichung (1) substituiert, kommt:

sin (¢ + @) +sin (¢ + 2¢) + ... 4 sin (a 4 =+ )

sin (¢—¢) +sina 4-sin (a + @) 4. .. +sin (¢ 41 @)
25.¢0s @p==5—sin & 4 sin (a-f ¢+ @) +-sin (e—e)+s—sin(a+np)
2s. (1—cos¢) = sin a—sin (a—¢) —{sin (¢ ++1) ¢) — sin (a—i—n(p)}
2s.(1—cosp)=2cos (e — }¢) . sin ¢ —2cos (& + (»+}) @) sin 1 ¢

2s.sinjp=cos(a — 3 ¢)—cos{a+ "+ @)
2s.sinfp=2sin (¢ + yny). sin _g L @.
Es ist mithin

. ) sin{e—-4n¢).sin ”—j,_lgp
sine4-sin(e4-p)4-sin(e4-2¢p)+-sin (e 4-3¢)+-. . -sin(afnp) = a

Sin%(‘)
und wenn man a==0 setat,
. .l
. . . . sin ne.sing
sing--sin2¢ +sin3p4-... +sinnep = M . J.
sin ¢
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169.
Um die Summe der Reihe

s1n—+s1n3—+51n 5¢+ —I—sm—nT- @

zu finden, beachte man, dafs (Trigonometrie § 100):
1—cosp=2sin}¢@.sinig

cosq>—0052q)=2sin32—(p.sin%go
cos2(p—cos3q):2sin5—290.sin3[(p

cosm—1) g _ cos g == 2sin 2”;—1 @.sin q.
Addiert man dies System von Gleichungen, so kommt:
1—cosng==2sin 4¢ <Sin'}z<ﬂ+51n °F 4 sin 2 /’ ~+...+sin 2n2— 1 (p).

Es ist mithin <Weil 1 —cosngp=2sin? %;0>

sm%—}—sm&p—}—sm (p—i— —}—snL—lq—

170.

Allgemeine Regeln, gesetzmilsige unendliche konvergente
Reihen zu summieren, kann die Analysis allein nicht geben.
Fast in jedem besondern Falle miissen, wenn die Summation
iiberhaupt moglich ist, besondere Kunstgriffe benutzt werden.
Oftmals geschieht es dadurch, dals man die unendliche Rethe
mit irgend einem schicklich gewihlten Faktor multipliziert (wie
eben schon bei ein paar endlichen Reihen gezeigt), oft auch
dadurch, dafs man die Koeffizienten der Potenzen der ver-
dnderlichen Grofse in cinzelne Briiche zerlegt und zusieht,
ob die dadurch entstandenen neuen Reihen anderweitig schon
bekannt uwad summierbar sind. Ist dies der Fall, so ist damit
zugleich die Konvergenz der Reihe bewiesen. Nehmen wir

z. B. die Reihe

. x_‘ 3 x4 xn
Ts a3 tsa 45 FuarD
1 R T L S S SRR

so kann man, weil (§ ) nn+1) » n-+1’
11 1
1.2 1 2
1 1.1
2.3 2 3
11 1

n.n+1) n n+1

obige Reihe auch so schreiben:

I R

Diese Reihe zerlegt sich nun aber in folgende zwei:

R

lx—g——}—g—z—*—— .......... (1)
z a8

] _—2—+§—Z—{—— .......... (2)

Die erste Reihe ist bekannt, =1(1 4+ 2), die zweite Reihe
lafst sich, indem man-1 addiert und subtrahiert, so schreiben:

2 3

s+E—S+—. -1
oder auch so:

2?2 ot

"TetETa T
z
Dies ist aber = li—*— Y —1. Daher die fragliche Reihe
x xz? 28 x"’ o l (1 +z)

ﬁ“2.3+ﬂ 5T +—...=l0+2)+— —1

- le.1(1+x)—1.
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Setzt man =1, so ist mithin ist

1 1 1 1 ' Arctgu Cwr1,
I S . S TR o 1—74 2s=—1u Arc u-{—————l— —Arctgu—1.
1o 83734 15t -=2R—-1=U—1L i u |

Folglich ist, weil u=v/ 2

171. e @ & 2 1
13 351757 7.97 21/ pg AretgVa—1
Aufgabe. Man suche die Summe folgender Reihe: .
; Setzt man =1, so ist
z  a® x3 x* + 1 5
13 35757 79T T ey @1y 11,1 1 w—2

13 3.3 5.7 7.9 T g

Auflosung., Die Koeffizienten lassen sich folgenderweise
zerlegen (§ 142):

th<l _1_) : . 172.
1.37 2\1 3
1 1 (1 1 : Aufgabe. Man suche die Summe folgender Reihe
3.5 2 ?‘?) 1 1 1
1 1(1 1) ﬁ+2§+ + +n(n—i—1)
5—.7__5 5 7 ! Auflésung. Es ist:
: ' 1 11
Obige Reihe, deren Summe wir =g setzen, zerlegt sich t 1.2 1 2
also in folgende zwei: 7 1 1 1
2 3 4 .
(g T T ) 2.3 2 3
?(“’ sty —7t .11
§ — : — = —
z oz 2 at 3.4 3 4
—(5-5+5-5+—) 5 :
oder, indem wir ==u? setzen, in: 111
u o ouw Ul n—n n—1 =n
2 u@,§+g_7+m) ........ 0 | D=1
§= u? 4 6 n.n+1) n nt+l
O Tt st SESTTIPNS (2) ' _ (1) )
: Addiert man diese Gleichungen, so erhilt man
Die erste Reihe ist offenbar —w Avetgu (§ 87, m). ‘ < 1 1 1 1
Die zweite Reihe lafst sich so schreiben: ‘[ﬁ. (n—}—l)} =1 a+1 1—{—17
w  out b
1_§+§—‘7+"'_1 und fiir n=o00 (weil dann ; oder iizo ist) :
u5 u7 .
0————%—— --}— _ 1 1 1 A
= ... tum.
oder auch so: —— — _ﬁ—-_l 1 1.2+2.3+3.4+ in infinitum
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173.
Aufgabe. Die Summe s folgender Reihe zu finden:

2

x a? a3
S—l—!—?—'——g—‘f—f—i—

Auflosung. Multipliziere beiderseits mit £ —1, so kommt

x? a8 z
([E’—'l)s—&—'—'g-’—g-*—...— ] —g—g‘——‘....
T a2 28
@—Ds+l=g5+g5+q 4
Setzt man jetzt £ =1, so ist
1:L—}—L—}—1—+...in inf.

1.2 2.3 3.4

174.

Umgekehrt lassen sich aber nach einer sehr leichten
Regel unzihlige gesetzmifsige Reihen bestimmen, welche alle
summierbar sind. Schreibt man nimlich eine beliebige Reihe
von Zahlen hin und bildet dann die sogenannte Summenreihe,
indem man die Summen von ein, zwei, drei &c. Gliedern sucht,
so muls offenbar, wenn man in der gebildeten Summenreihe das
erste Glied vom zweiten subtrahiert, das zweite Glied der sum-
mierten Rethe, und wenn man das zweite vom dritten subtrahiert,
das dritte und allgemein das nte Glied der summierten Reihe
kommen, wenn man das (n — 1)te Glied der Summenreihe vom
nten (liede derselben subtrahiert. Aus dieser Vorstellung folgt
nun aber, dafs, wenn man eine nach positiver Seite, also fur
die Zahlen, 1,2, 3..... kontinuierliche Funktion von z, z B.
—’L—T— P als das summatorische Glied einer unbekannten Rethe,
als bekannt annimmt, man das allgemeine (2)te Glied der un-
bekannten Reihe (also auch die Reihe selbst) findet, wenn man
das (2 — 1te Glied vom zten Gliede subtrahiert. Soll z. B.

o das summatorische Glied sein, so ist das allgemeine
(x)te Glied der entsprechenden Reihe
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R @—1 1

Ta4+1 0 x ale+1)
folglich ist (vergl. § 51)

\ z 1,1 1 1
sri-Te2Tzstsat iy
Soll 22 das summatorische Glied sein, so ist das allgemeine
(x)te Glied der entsprechenden Reihe —a?— (¢—1)?=2z—1.
Daher
22=14+83+5+7....4+(2z—1).

175.

T.ehrsatz. Wenn die Reihe @ -+ bz -+ ca® + da® ...
summierbar ist, so sind zu gleicher Zeit auch folgende beiden
Reihen summierbar :

a-+ba.sin ¢+ cx?sin 2+ da®.sin Sa+...
a4+ ba. cos a -+ ca?cos 2+ da® . cos Sa+ ...

Beweis. Man setze die Summe der ersten Reihe =y, die
der zweiten —:z, multipliziere die erste mit ¢==7/ — 1 und addiere
sie zur zweiten, so hat man

s+ yi—a(l + i)+ bz (cos a -+ i sina) ca? (cos 2e +-2sin 2a) + . ..
oder auch (§ 88)

7 +yi=a(l +14)+ bz (cos a+ isin«) 4 c2® (cos ¢ +isina)® + ...
oder wenn man x(cosa--¢sina)=u setzt

z2—4yi=ai+ a-+ bu—+ cu® + du® + eu* + ...
Die Summe der Reihe a+ bx+ cx®+ ..., welche nach Voraus-
setzung summierbar-ist, wird irgend eine Funktion von z sein;
bezeichnen wir sie mit ¥ (&), so ist auch
z+yi=—=ai+ F (u).

Die Funktion F (u) besteht aus reellen und imaginiren
Teilen, lafst sich aber (§ 88) in zwei Teile zerlegen, wovon der
eine reell, der andere imagindr ist, so dafs wir F(u)=p+ ¢
setzen konnen. Mithin ist

ttyi=ptetai=p+(gta.t



188

Sind aber zwei komplexe Grifsen einander gleich, so
missen offenbar die reellen und imaginiren Teile besonders

einander gleich sein (§ 85), daher:
g==p
y=q+a
Setzt man z B. a==b==¢=...=1, so hat man die Reihe

14 242" +2°...deren Summe (§ 62)== 1*1’5’ also F(z) = li’
— &

s 1 .
mithin auch F(u)zl—_ o In diesem besondern Fall ist also

1
1—au

2yt 4+

oder fiir u seinen Wert gesetat,
1

1 —acoso —izsine

etyl=i+

Zihler und Nenner mit 1 — zcos « + sz sin e multipliziert,

— &Cos o 7zsin ¢
1—2zcos o+ a?

etyi—it ]

1—2cosa
1—2xcosa—+ x?

o yi— zsina ) .

+(1 +1 -—2.2:(:?)50:-1—0;E !
Man hat also

l—zcos

2=1- 2 cosa+ &2 cos Qa2 cos3a+...=1 05 cos 4 3F
— 2z cos o+

y=14 xsin ¢+ 22 sin 2 3sin 3 e = agin_a _
Tt e 1+1—2:ccosa+n:2'

Theorie der imaginaren Grofsen.

176.

Die sehr subtile Theorie der imaginiren Grofsen wurde
zuerst von Graufls streng wissenschaftlich begriindet. Die uns
bereits 1830 miindlich mitgeteilten tiefsinnigen Ansichten
daritber sind seitdem in einer Vorlesung der Societit der
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Wissenschaften in Gottingen iiberreicht. Der Bericht dariiber
findet sich in den Gottinger gelehrten Anzeigen 1831, 64. Stiick.
Da aber diese Anzeigen wohl nur wenige sich verschaffen
kénnen, so wollen wir aus dem fraglichen Bericht hier folgen-

_des mitteilen :

w0 wie die absoluten ganzen Zahlen durch eine in einer
geraden Linie unter gleichen Entfernungen geordnete Reihe von
Punkten dargestellt werden, in der der Anfangspunkt die Zahl 0,
der nichste die Zahl 1 u. s. w. vertritt; und so wie dann zur
Darstellung der negativen Zahlen nur eine unbegrenzte Ver-
lingerung dieser Reihe auf der entgegengesetzten Seite des
Anfangspunkts erforderlich ist: so bedarf es zur Darstellung der
komplexen ganzen Zahlen nur des Zusatzes, dals jene Reihe
als In einer unbegrenzten Ebene befindlich angesehen und
parallel mit ihr auf beiden Seiten eine unbeschrinkte Anzahl

#hnlicher Reihen in gleichen Abstinden von einander ange-

nommen werde, so dafs wir, anstatt einer Reihe von Punkten,
ein System von Punkten vor uns haben, die sich auf eine
zwiefache Art in Reihen von Reihen ordnen lassen, und zur
Bildung einer Eintetlung der ganzen Ebene in lauter gleiche
Quadrate dienen. Der nfchste Punkt bei 0 in der ersten
Nebenreihe auf der einen Seite der Reihe, welche die reellen
Zahlen reprisentiert, bezieht sich dann auf die Zahl 7, sowie
der nichste Punkt bei 0 in der nidchsten Nebenreihe auf der
andern Seite auf — 4 u. s. f. Bei dieser Darstellung wird die
Ausfithrung der arithmetischen Operationen in Beziehung auf
die komplexen Grofsen einer Versinnlichung fahig, die nichts
zu wiinschen iibrig lalst.

Von der andern Seite wird hierdurch die wahre Metaphysik
der imagindren Grofsen in ein neues helles Licht gestellt.

Unsere allgemeine Arithmetik, von deren Umfang die
Geometrie der Alten so weit iiberfliigelt wird, ist ganz die
Schopfung der neueren Zeit. Urspriinglich ausgehend von dem
Begriff der absoluten ganzen Zahlen, hat sie ihr Gebiet stufen-
weise erweitert; zu den ganzen Zahlen sind die gebrochenen,
zu den rationalen die irrationalen, zu den positiven die nega-
tiven, zu den reellen die imaginiren hinzugekommen. Dies
Vorschreiten ist aber immer anfangs mit furchtsam zogerndem
Schritt geschehen. Die ersten Algebraisten nannten noch die
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negativen Wurzeln der Gleichungen falsche Wurzeln, und sie
sind es auch, wo die Aufgabe, auf welche sie sich beziehen,
so eingekleidet vorgetragen ist, dafs die Beschaffenheit der ge-
suchten Grifse kein Entgegengesetztes zulifst. Allein so wenig
man in der allgemeinen Arithmetik Bedenken hat, die
gebrochenen Zahlen mit aufzunehmen, obgleich es so viele
zihlbare Dinge giebt, wobei eine Bruchzah] ohne Sinn ist, eben-
sowenig durften in jener den negativen Zahlen gleiche Rechte
mit den positiven deshalb versagt werden, weil unzihlige Dinge
kein Entgegengesetztes zulassen: die Realitidt der negativen
Zablen ist hinreichend gerechtfertigt, da sie in unzihligen
anderen Fillen ein adiquates Substrat finden. Dariiber ist
man nun freilich seit langer Zeit im Klaren, Allein die den
reellen Grofsen gegeniibergestellten imagindren — ehemals und
hin und wieder noch jetzt, obwohl unschicklich, unmogliche
genannt -— sind noch immer weniger eingebiirgert als nur
geduldet, und erscheinen also mehr wie ein an sich inhaltleeres
Zeichenspiel, dem man ein denkbares Substrat unbedingt ab-
spricht, ohne doch den reichen Tribut, welchen dieses Zeichen-
spiel zuletzt in den Schatz der Verhltnisse der reellen Grolsen
steuert, verschmihen zu wollen. ‘

Der Verf. (Gauls) hat diesen hochwichtigen Teil der”
Mathematilk seit vielen Jahren aus einem verschiedenen Gtesichts-
punkte betrachtet, wobei den magingren Grolsen ebenso gut
ein Gegenstand untergelegt werden kann, wie den negativen :
es hat aber bisher an einer Veranlassung gefehlt, dieses ffent-
lich bestimmt auszusprechen, wenngleich aufmerksame Leser die
Spuren davonin der 1799 erschienenen Schrift iiber die Gleichungen
und in der Preisschrift iiber die Um'bi]dung der Fliachen leicht
wiederfinden werden. In der gegenwirtigen Abhandlung sind die
Grundziige davon kurz angegeben, sie bestehen in folgendem :

Positive und negative Zahlen kénnen nur da eine Anwen-
dung finden, wo das Gezihlte ein Entgegengesetates hat, was
mit ihm vereinigt gedacht der Vernichtung gleich zu stellen
ist. Gtenau besehen, findet diese Voraussetzung nur da statt,
wo nicht Substanzen (fir sich denkbare Gegenstinde), sondern
Relationen zwischen je zwei Gegenstinden das Gezihlte sind.
Postuliert wird dabei, dafs diese Gegenstinde auf eine bestimmte

Art in eine Reihe geovdnet sind, z. B. A, B, C, D..., und

S v=—t.L

R

T e T e
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dafs die Relation des A zu B als der Relation des B zu C u. . W
gleich betrachtet werden kann. Hier gehort nun zu dem Be';grlff
der Entgegensetzung nichts weiter, als fler Umtausch der Glieder
der Relation, so dals, wenn die Relation (oder der Ubergang)
von A zu B als + 1 gilt, die Relation von B zu A du}-ch —1
dargestellt werden mufs. Insofern also eine solche Reihe auf
beiden Seiten unbegrenzt ist, reprisentiert jede reelle ganze Zahl
die Relation eines beliebig als Anfang gewihlten Gliedes zu
einem bestimmten Gliede der Reihe. o
Sind aber die Gegenstinde von solcher Art. dals sie nicht
in eine, wenn gleich unbegrenzte Reihe. geordnet werden
konnen, sondern sich nur in Reihen von Relhen' ordI}en }assen,
oder, was dasselbe ist, bilden sie eine l\/Ia'mngfa.ltlgkelt. von
zwei Dimensionen; verhilt es sich dann mit den Relatlo'nen
einer Reihe zu einer andern oder den Ubergingen aus einer
in die andere auf eine idhnliche Weise, wie v01"hin mit den
Ubergiingen von einem Gliede einer Reihe zu einem andern
Gliede derselben Reihe, so bedarf es offenbar zur Abmessung
des Ubergangs von einem Gliede des Systems zu einejm andern,
aufser den vorigen Einheiten + 1 und — 1, noch zweier anderer
unter sich auch entgegengesetzten + ¢ und — 4. Oﬂ".en]?ar mufs
aber dabei noch postuliert werden, dafls die Ei.nhelt g %Lllemal
den Ubergang von einem gegebenen Gliede einer Reihe zu
einem bestimmten Gliede der unmittelbar angrenzenden Re%he
bezeichne. Auf diese Weise wird also das System auf eine
doppelte Art in Reihen von Reihen geordnet werden konnen.
Der Mathematiker abstrahiert ginzlich von der Beschaffen-
heit der Gegenstinde und dem Inhalt ibrer Relationen; er hat
es blofs mit der Abzdhlung und Vergleichung der Relationen
unter sich zu thun: insofern ist er ebenso, wie er den durch

+ 1 und — 1 bezeichneten Relationen, an sich betrachtet,
Gleichartigkeit beilegt, solche auf alle vier Elemente + 1, — 1,
4+ ¢ und — 4 zu erstrecken befugt.

Zur Anschauung lassen sich diese Verhdltnisse nur durch
eine Darstellung im Raume bringen, und der einfachste “thll
ist, wo kein Grund vorhanden ist, die Symbole der (T;?regfanstan‘d?
anders als quadratisch anzuordnen, indem man nal?ﬂTch eine
unbegrenzte Ebene durch zwei Systeme von Parallellnme.n, die
einander rechtwinklig durchkreuzen, in Quadrate verteilt und
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die Durchschnittspunkte zu den Symbolen wihlt. Jeder solcher
Punkt A hat hier vier Nachbarn, und wenn man die Relation
des A zu einem benachbarten Punkte durch + 1 bezeichnet, so
ist die durch — 1 zu bezeichnende von selbst bestimmt, wihrend
man, welche der beiden andern man will, fiir + ; wihlen, oder
den sich auf + 7 beziehenden Punkt nach Gefallen rechts oder
links nehmen kann. Dieser Unterschied zwischen rechts und
links ist, sobald man vorwirts und riickwirts in der Ebene,
und oben und unten in Beziehung auf die beiden Seiten der
Ebene einmal (nach Gefallen) festgesetzt hat, in sich vollig
bestimmt, wenn wir gleich unsere Anschauung dieses Unter-
schiedes andern nur durch Nachweisung an wirklich vorhan-
denen materiellen Dingen nachweisen kénnen*). Wenn man
aber auch iiber letzteres sich entschlossen hat, sieht man, dals
es doch von unserer Willkiir abhing, welche von den beiden
sich in einem Punkte durchkreuzenden Reihen wir als Haupt-
rethe und welche Richtung in ihr man als auf positive Zahlen
sich beziehend ansehen wollte; man sieht ferner, dafs, wenn wir
die vorher als -+ ¢ behandelte Relation fiir + 1 nehmen wollen,
man notwendig die vorher durch — 1 bezeichnete Relation fiir
+ 4 nehmen muls. Das heilst aber in der Sprache der Mathe-
matiker: - ¢ ist mittlere Proportionalgrslse zwischen + 1 und
— 1 oder entspricht dem Zeichen 3/ — 1; wir sagen absichtlich
nicht” die mittlere Proportionalgréfse, denn — 4 hat offenbar
gleichen Anspruch. Hier ist also die Nachweisbarkeit einer
anschaulichen Bedeutung von 3¢/ — 1 vollkommen gerechtfertigt,
und mehr bedarf es nicht, um diese Grofse in das Gebiet der
Gegenstinde der Arithmetik zuzulassen.

Wir haben geglaubt, den Freunden der Mathematik durch
diese kurze Darstellung der Hauptmomente einer neuen Theorie
der sogenannten imaginiren Grofsen einen Dienst zu erweisen.
Hat man diesen Gegenstand bisher aus einem falschen Gesichts-

*) Beide Bemerkungen, sagt Gaufs, hat schon Kant gemacht, aber
man begreift nicht, wie dieser scharfsinnige Philosoph in der ersteren einen
Beweis fur seine Meinung, dals der Raum nur Form unserer aufsern An-
schanung sei, zu finden glauben konnte, da die zweite so klar das Gegenteil,
und dafs der Raum unabhingig von unserer Anschauungsart eine reelle Be-
deutung haben mufs, beweiset.
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punkte betrachtet und eine geheimnisvolle Dunkelheit dabei
gefunden, so ist dies grofstenteils den wenig schicklichen Be-
nennungen zuzuschreiben. Hitte man + 1, — 1, 3/ — 1 nicht
positive, negative, imaginire (oder gar unmégliche) Einheit,
sondern etwa direkte, inverse, laterale Einheit genannt, so
hitte von einer solchen Dunkelheit kaum die Rede sein konnen.
Der Verfasser hat sich vorbehalten, den Gegenstand, welcher
in der vorliegenden Abhandlung eigentlich nur gelegentlich be-
rithrt ist, kiinftig vollstindiger zu bearbeiten, wo dann auch die
Frage, warum die Relationen zwischen Dingen, die eine Mannig-
faltigkeit von mehr als zwei Dimensionen darbieten, nicht noch
andere in der allgemeinen Arithmetik zuldssige Arten von Grofsen
liefern konnen, ihre Beantwortung finden wird.“

Konstruktion der imaginaren Grolsen.
177.

Uber die geometrische Konstruktion der imagindren
Grofsen hat Herr Drobisch der Gesellschaft der Wissen-
schaften in Leipzig eine Abhandlung iiberreicht, welche zu-
gleich eine kurze Geschichte der imaginidren Gréfsen und Nach-
weis der hieriiber erschienenen Schriften enthilt. Sie ist ab-
gedruckt in den Berichten der Gesellschaft der Wissenschaften
zu Leipzig, 2ter Band, 1848, Da auch diese Berichte nur auf
offentlichen Staatsbibliotheken sich befinden, so wollen wir hier
folgendes daraus mitteilen:

,Meine Nachweisung der geometrischen Bedeutung der
imagindren Grofsen, sagt Herr Drobisch, ist folgende:

,Wenn auf einer nach beiden Seiten unbegrenzten Geraden
XX ein fester Punkt, A, gegeben ist, und von diesem aus nach
entgegengesetzten Richtungen auf X'X zwei gleiche Abschnitte
AB=AB’ aufgetragen werden, so bezeichnet man die Lage
des Punkts B’ gegen A in Vergleichung mit der Lage des
Punkts B gegen A durch — AB, und umgekehrt die Lage von.
B gegen A in Vergleichung mit der Lage von B’ gegen A
durch — AB‘. Man erhilt also die Bestimmung der Lage eines.
jeden der beiden Punkte B, B‘ aus der Bé’stimmun_‘gh der Lage..
des andern durch Vorsetzung des Minuszeichens, oder, wie ‘es-

Liibsens Analysis. 13
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auch aufgefalst werden kann, des Koeffizienten (—1), so dafs |

AB’=(—1) AB und AB=(—1) AB’ ist, wenn resp. AB, AB’
die Bestimmungen der Lage von B, B’ gegen A bedeuten. Der
Koeffizient (—1) driickt hier also die wechselseitige Beziechung
aus, welche zwischen den Lagen der beiden, in gleichen Ent-

fernungen von A nach entgegengesetzten Richtungen bestimmten
Punkte B, B! gegen A stattfindet*).

Wenn nun in der Ebene, in welcher X‘X liegt, aufser-
halb dieser Linie ein dritter Punkt, C, in der FEntfernung
AC = AB = AB’ von A gegeben ist, und AC mit AB den
Winkel ¢ bildet, so fragt es sich, ob auch dann noch ein
Koeffizient von AB aufgefunden werden kann, der die Lage
von C gegen A in Vergleichung mit”der Lage von B gegen A
ausdriickt.

Da [die Verschiedenheit
zwischen der Lage von C
gegen A und von B gegen A
nur auf der Verschiedenheit
der Richtungen der beiden
Geraden AB, AC beruht,
und diese durch den Winkel
¢ bestimmt wird, so muls
der gesuchte Koeffizient
eine Funktion von ¢ sein.
Er sei daher = f (¢), so

dals also:

AC—=AB . () evnrernnarn (1)

Andere jetzt AC seine Lage, indem ¢ in ¢+ und AC
in AD iibergehen mag, so wird auf dieselbe Weise die Lage

*) Man kann von hier an auch folgenden kiwzern Weg einschlagen:
Sei 4 der unbekannte Faktor, mit welchem man die Linie AB multiplizieren
mufs, damit sie sich nm 90° dreht (in die Lage AE kommt), so mufs man
nochmals mit A multiplizieren, damit sie sich wiederum um 90° dreht, (in die
gerade entgegengesetzte Lage AB‘=(—1). AB kommt), so dals namlich:
A2 AB=—AB, woraus: =) — 1. Ist nun AB=+41, so ist AK=+p—1,
AB=2= -1, AE =1 = —y — 1, AB=2=1. Die Ausfibrung der
Multiplikation mit lateralen Grofsen wird hierdurch einer Versinnlichung fahig.
So ist z. B.: 24.8{=6.22=—06&¢.
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von D gegen A in Vergleichung mit der Lage von B gegen A
bestimmt durch :

AD=AB.f(¢+v).eeeeiin.... (2)

Es lifst sich aber nach demselben Prinzip auch die Lage von

‘D gegen A in Vergleichung mit der von C gegen A bestimmen,

und wird, da AD mit AC den Winkel ¢ bildet, alsdann sein:
AD=AC.f(y¥).....covvei.... ()
Substituiert man hier fiir AC seinen Ausdruck in (1), so folgt
AD=AB.f(g) - f(y) -

und wenn dies mit dem Ausdruck von AD in (2) gleich gesetzt
wird :

flo+w)=Ffl@f@........... (¥

Dieser Bedingungsgleichung fir die Form der Funktion f ent-
spricht aber bekanntlich allein:

wo @ eine noch unbestimmte Grofse ist. Demnach ist, ver-
moge (1):

AC=AB.a%................ (s)
Hieraus wird nun fir ¢=m:
AC=AB.a".

Fiir diesen Abweichungswinkel geht aber AC in AB’ iiber, und
ist daher AC=AB'=— AB; woraus sofort folgt:

1
a"=—1y a=(—D7....... ... (7)
Demnach ist, vermoge (6): _ :
z
AC=AB.(— D)7, ..o (s)

: ¢
und (—1) 7 der gesuchte Koeffizient.

Wird (p:g, wo AC in die auf X‘X in A senkrechte
Gerade AE iibergeht, so wird nach (8):
AE=AB.(—1)}=AB.y —1......... " (v)

) Weil a . a¥ = a(p—{_w
13*
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Ebenso wird fir ¢= 3522 oder @p=—=— g, wo AC in die der
AE entgegengesetaten Linte AL’ iibergeht:
AE =AB(—1){=—AB.y—1....... (10)

Hieraus erhellt, dafs +9/—1 als der Koeffizient anzusehen ist,
durch welchen die senkrechte Lage der damit behafteten Geraden
gegen die Lage, welche ihr zukommt, wenn sie den Koeffizienten
4+ 1 hat, bezeichnet wird. Es wird nun aber auch:

(— 1)%:——coscp+ isin ¢ ™)
daher nach (8):

AC=AB(cosgp+ising).......... (11)
wofiir auch gesetzt werden kann:

CAC=AB.&%............ (12)

Es kann also auch &% als der gesuchte Koeffizient betrachtet
werden. Schreibt man fiir (11):

AC=AB .cos p+¢AB.sing

so bedeutet in dem Ausdrucke zur Rechten des Gleichheits-
zeichens AB cos ¢ ohne Zweifel eine nach derselben Richtung
wie AB von A aus auf AX aufzutragende Linie, da cos ¢ nur
zur Bestimmung ihres Grofsenverhiltnisses gegen AB dient.
Dagegen ¢. AB sin ¢ nach (9) eine Linie von der Lange AB sin ¢,
welche in A senkrecht auf AX zu errichten ist. Fallt man
also von C auf AB und AE die resp. Senkrechten CP, CQ, so
ist mit Bezug auf die Lage:

AP=AB.cos¢p; AQ=ABsing.y—1.

Sollen nun nach (11) diese Linien addiert werden, so kann dies
nichts anderes bedeuten, als: es soll die zweite Linie AQ, ohne
ihre Grofse und Richtung zu #dndern, so an die erste AP an-

*) Bs ist cos 7 T ¢sinw=—1. Mithin:

¥ ¢

(— 1) =(cos +isinm)T=cos ¢ tising.
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gesetzt werden, dafs ihr Anfangspunkt mit dem Endpunkt der
letztern zusammenfillt. Dies geschieht, wenn AQ sich selbst
parallel fortriickt, bis sie in die Lage PC kommt* &e.

Reduktion der Gleichungen durch das allgemeiné
Glied der arithmetisehen Reihe.

178.

Das allgemeine Glied der arithmetischen Reihe
o ty fy oty tye....
mit den Differenzen

bt (o= §rg—d e 9
e
.
o o) 3o+

Ist nun die Gleichung f (z)==0 gegeben und setzt man in der-
selben fiir # der Reihe nach die Werte

%, #x4+¢& =x+2¢ x-+3e.....
so mag f (z) beziiglich die Werte
tyy byt fye....

mit den Differenzen

b...

annehmen. Da nun f(z)==0 sein soll, so ist {,=0, wenn
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x=7r-+ne. Bestimmt man daher n aus der Gleichung 0=¢,
d. 1. (siehe A) aus der Gleichung

b b ¢ ¢
O:to—}—(a—g—}—g..)n—}—(———..)nz—}—gna-Jr- ...... (N)

272
50 ist T=n—+ne..... Q)
Beispiel. 4% — (8 + 103« “"") Z4+17=0....... f().

z=3; 4; 5 gesetzt, giebt
f(z)=1,28482; —0,20412; 0,25257
—1,48844 0,45669 } .
1,945183 Dift.

Mit #,=—1,28482, a——1,48844, b=1,94513 geht Gleichung

N iiber in

0—1,28432 4+ (—1,48844—1’94513)n+1’94513n2

2 2

und es ist
n'=0,7359 und n'=1,7946.

Aus Q ergiebt sich nun mit x=3 und e=1
x' =340,7359.1=3,7359
z2'' =38-1,7946.1=4,7946.
Zusatz. Benutzt man nur 2 Hypothesen:
z=«, § und erhilt man damit
flx)y=A, B, so ist
»=qo, Differenz e=g-—«, {,— A, Differenz ¢=B — A und
Gleichung N wird '
0=A+4+B—A)n,
_4
A—F
Aus Q ergiebt sich alsdann

A

daher n=

oder die schon bekannte Niherungsformel
A —DBe«
Xr—= —K — B_ .

B
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Anmerkung. Von besonderem Vorteil kann die Reduktion
eines zusammengesetzteren (z. B. transscendenten) Ausdrucks
auf eine einfachere algebraische Form in der Integralrechnung
werden. Ist z. B. y/z.sin #.l(x 4 2) gegeben und weils man,
dals z innerhalb der Grenzen 0 und s liegen mufs, so kann
man fiir z die Hypothesen 0, %, —7??, %, 2?7[, §GE’
und der damit erhaltene bequeme algebraische Ausdruck (vom
6. Grade) ist dem gegebenen transscendenten sehr nahe identisch.

v wihlen

Auflosung der Gleichungen mit 2 Unbekannten.

179.
Es seien die Gleichungen
I f(z,y)=0 und 1L ¢ (z,y)==0

gegeben und es mag y leichter aus I. als aus II. berechnet
werden konnen, wenn fir z bestimmte Werte substituiert
werden.

Wiahlt man in L fir 2 die Werte
%, #-+e #-4-2¢ x+43¢....
und lost diese Gleichung nach y auf, substituiert alsdann die

fir y gefundenen Werte in II. und lost diese letztere
Gleichung nach z auf, so mégen sich hier fir a beziiglich die

Werte

VN ", My Mg.n... mit den Diff.

ergeben. Offenbar ist nun z==m,, wenn m, = x + ne.
Nach Formel A in § 178 geht aber letztere Gleichung
iiber in

b ¢

_ nao—l—(a—%—l—%..)n-}—(E—?..)nz—i—...:x—f—ne ..... (N).

Ist hier die Unbekannte n gefunden, so ist
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Beispiel. L xy—y%_l—m:o; 1I. xy‘2+§_10:0;

Wegen des Exponent% setze man die Hypothesen

x=3, 6, 9, 12.
Diese Werte in 1. substituiert, resultiert daselbst
y=23,66667; 2; 1,29844;  2,93045.

Diese fir y gefundenen Zahlen in II. substituiert ergeben in
dieser Gleichung

£ =38,73273 ; 18;  12,76687:  8,30321.
1426727 —528813  —4,46366
Diff. —19,50040  0,76947
20,26987

Mit v =3, &=3, my=23,73273, a-=14,26727, b =—19,50040,
¢==20,26987 wird Gleichung N:
3,73273 + 30,77409n — 19,88514n? - 3,37831n° =3 4-3n,
oder n® — 5,88612n% 4 8,22130n +- 0,21689=0.
Folglich n’ =2,35095,
n' =—0,02590,
n''=23,56017.
Damit ergiebt sich aus Q:
z’ =8+ 2,35095 . 3=10,05285,
z''=3—0,02590 . 3= 2,92230,
z'’=3-3,56017 . 3=13,68051.
Da der letztere Wert aufserhalb der Hypothesenreihe liegt, so
ist es zweifelhaft, ob derselbe giiltig ist. In" der That findet
man fiir alle Hypothesen, die > 12 genommen werden, keine
Liésung.
Zusatz. Nimmt man fir z nur 2 Hypothesen und zwar
in Gleichung I: z=xu, »*, womit
aus Gleichung II: z-—m, m’ resultiere,
so. ergiebt sich die bequeme Niherungsformel
B ' —'m

T — (o —i——m)'
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Auflosung der Gleichungen mit 3 Unbekannten.
180, ‘

Es seien die Gleichungen _

L f(z,y, ©)=0; . ‘P(“«‘) Y, z)=0; L Y (z, y, 2)=0
gegeben. Setzt man fir  bestimmte Werte, so lifst sich (z. B
nach § 179) aus je 2 Gleichungen y und z finden. Die
Gleichungen mogen nun so angeordnet sein, dafls sich y leichter

aus L und 1., sowie aus L. und III., also weniger leicht aus

II. und IIL. berechnen laifst.
Wiihlt man die Hypothesen
r==1x, x4+ % -+ 2¢....

sotzt dieselben zuerst in I und IL ein und erhalte, nachdem
2 (z. B. nach § 179) eliminiert worden, beziiglich

Y ="y my Mg ..

a 7
Diff. b....

Cos
Dieselben Werte fiir # alsdann in 1. und IIL substituiert mdgen
daselbst
Yy="po [ Porenns
o Alg.es
Diff. { b...
e
ergeben.
Aus diesen Reihen geht sofort hervor, dals y=m, und
x=u -+ ne, wenn My = Pxn.
Nach Formel A in § 178 geht nun letatere Gleichung
itber in

B
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Ist hier n gefunden, so ist

Beispiel. I 24 oy— 7=0,
I1. y+3322+41=0,
I, ay+4-z2z— 1=0.

Mit z=—0,04 —0,03 —0,02 erhilt man
aus I und Il.: y=—41,008 —41,005 —41,002
' Diff. 0,003 0,003
aus I. und III.: y=——380,769 —39,158 —55,882
. —8,389 —16,724
Diff { 8,335

Mit %«=—0,04; £=0,01; m,=—41,008; a=0,003;
b=0; po=—230,769; a'=— 8,389; b'—— 8,335 geht Gleichung
N itber in:

— 41,008 4 0,003n = — 30,769 + (—8,389+4,1675)n —4,1675n°.
Mithin #=1,1405 und nach Gleichung Q ‘
z=— 0,04+ 1,1405.0,01 = — 0,0286.

Zusatz. Bel nur 2 Hypothesen und zwar

z==u, »' mag sich
aus L. und II. y=m, m'
aus 1. und III. y=p, p’ ergeben.

Alsdann resultiert die sehr bequeme Nihérungsformel:
_(m—p)n'— (' —pIx
x= e
m—p—(m'—p’)
Anmerkung. Mittelst der in § 179 und 180 gegebenen
Methoden lassen sich Gleichungen mit 2.oder 3 Unbekannten

selbst dann noch auflosen, wenn die bis jetzt bekannten
Methoden nicht zum Ziele fithren.

Pierer'sche Hofbuchdruckerei, Stephan Geibel & Co. in Altenburg.

o

Inhaltsverzeichnis.

Seite

Kombinationslehre . . . . . . . . . .. o0 oo o oL
Permutation . . . . . . . ... oL 0 L Lo 4
Kombination. . . . . . . . . . . ... 7
Variation . . . . . . o o 0 e e e e e e 14
Xombination und Variation zu bestimmten Summen . . . . . . . 17
Binomischer Lehrsatz fir ganze Exponenten . . . . . . . . . . . .. 20
Satze in Bezug auf Binomialkoeffizienten . . . . . . . . . . . . . .. 26
Arithmetische Reihen hohern Ranges . . . . . . . . . . . . . . .. 29
Von den figurierten Zablen . . . . . . . . . . ... 0oL L. 52
Konvergenz unendlicher Reiben . . . . . . . . . . . . . .. . .. 56
Verwandlung der Funktionen in Reihen . . . . . . . . . . . . . .. 64
Exponentialreihe . . . . . . . . . ..o Lo o 73
Logarithmische Reihe . . . . . . . . . . . . .. .. ... 77
Kreisfunktionen und goniometrische Reihen. . . . . . . . . . . . .. 84

Gebrauch der imaginaren Gréfsen und der sich daraus ergebenden Kon-
SEQUENZEN . .« .+ . . e e e e e e e e 90
Der Moivresche Lehrsatz . . . . . . e e e e 96
Von den algebraischen Gleichungen . . . . . . . . . . . . . . ... 106
Eigenschaften der Wurzeln . . . . . . . . . . . . . .. ... 117
Umformung der Gleichungen . . . . . . . . . . .. . . ... 124
Auflosung aller zweigliedrigen Gleichungen . . . . . . . . . . . . .. 134
Auflosung der kubischen Gleichungen . . . . . . . . . . . . . . .. 140
Auflésungen der Gleichungen 4. Grades . . . . . . . . . . . . . .. 148
Zerlegung gebrochener Funktionen in Briche . . . . . . . . . . .. 154
Von den IKettenbriichen. . . . . . . . . . . .. . ... 162
Interpolation . . . . .. ... oL 170
Summation einiger Reihen . . . . . . . . .. ..o 00000 L 180
Theorie der imagindren Gréofsen von Gauls . . . . . . . . . . . . .. 188
Kounstruktion der imaginaren Grofsen von Drobisch . . . . . . . . . . 193

Reduktion der Gleichungen durch das allgemeine Glied der arithmetischen
Rethen. . . . . . . . . . . . o o000 197

Auflosung der Gleichungen mit 2 Unbekannten durch arithmetische Reihen 199
Auflésung der Gleichungen mit 3 Unbekannten durch arithmetische Reihen 201



	Gray TIFF-Simplex_001
	Gray TIFF-Simplex_002
	Gray TIFF-Simplex_003
	Gray TIFF-Simplex_004
	Gray TIFF-Simplex_005
	Gray TIFF-Simplex_006
	Gray TIFF-Simplex_007
	Gray TIFF-Simplex_008
	Gray TIFF-Simplex_009
	Gray TIFF-Simplex_010
	Gray TIFF-Simplex_011
	Gray TIFF-Simplex_012
	Gray TIFF-Simplex_013
	Gray TIFF-Simplex_014
	Gray TIFF-Simplex_015
	Gray TIFF-Simplex_016
	Gray TIFF-Simplex_017
	Gray TIFF-Simplex_018
	Gray TIFF-Simplex_019
	Gray TIFF-Simplex_020
	Gray TIFF-Simplex_021
	Gray TIFF-Simplex_022
	Gray TIFF-Simplex_023
	Gray TIFF-Simplex_024
	Gray TIFF-Simplex_025
	Gray TIFF-Simplex_026
	Gray TIFF-Simplex_027
	Gray TIFF-Simplex_028
	Gray TIFF-Simplex_029
	Gray TIFF-Simplex_030
	Gray TIFF-Simplex_031
	Gray TIFF-Simplex_032
	Gray TIFF-Simplex_033
	Gray TIFF-Simplex_034
	Gray TIFF-Simplex_035
	Gray TIFF-Simplex_036
	Gray TIFF-Simplex_037
	Gray TIFF-Simplex_038
	Gray TIFF-Simplex_039
	Gray TIFF-Simplex_040
	Gray TIFF-Simplex_041
	Gray TIFF-Simplex_042
	Gray TIFF-Simplex_043
	Gray TIFF-Simplex_044
	Gray TIFF-Simplex_045
	Gray TIFF-Simplex_046
	Gray TIFF-Simplex_047
	Gray TIFF-Simplex_048
	Gray TIFF-Simplex_049
	Gray TIFF-Simplex_050
	Gray TIFF-Simplex_051
	Gray TIFF-Simplex_052
	Gray TIFF-Simplex_053
	Gray TIFF-Simplex_054
	Gray TIFF-Simplex_055
	Gray TIFF-Simplex_056
	Gray TIFF-Simplex_057
	Gray TIFF-Simplex_058
	Gray TIFF-Simplex_059
	Gray TIFF-Simplex_060
	Gray TIFF-Simplex_061
	Gray TIFF-Simplex_062
	Gray TIFF-Simplex_063
	Gray TIFF-Simplex_064
	Gray TIFF-Simplex_065
	Gray TIFF-Simplex_066
	Gray TIFF-Simplex_067
	Gray TIFF-Simplex_068
	Gray TIFF-Simplex_069
	Gray TIFF-Simplex_070
	Gray TIFF-Simplex_071
	Gray TIFF-Simplex_072
	Gray TIFF-Simplex_073
	Gray TIFF-Simplex_074
	Gray TIFF-Simplex_075
	Gray TIFF-Simplex_076
	Gray TIFF-Simplex_077
	Gray TIFF-Simplex_078
	Gray TIFF-Simplex_079
	Gray TIFF-Simplex_080
	Gray TIFF-Simplex_081
	Gray TIFF-Simplex_082
	Gray TIFF-Simplex_083
	Gray TIFF-Simplex_084
	Gray TIFF-Simplex_085
	Gray TIFF-Simplex_086
	Gray TIFF-Simplex_087
	Gray TIFF-Simplex_088
	Gray TIFF-Simplex_089
	Gray TIFF-Simplex_090
	Gray TIFF-Simplex_091
	Gray TIFF-Simplex_092
	Gray TIFF-Simplex_093
	Gray TIFF-Simplex_094
	Gray TIFF-Simplex_095
	Gray TIFF-Simplex_096
	Gray TIFF-Simplex_097
	Gray TIFF-Simplex_098
	Gray TIFF-Simplex_099
	Gray TIFF-Simplex_100
	Gray TIFF-Simplex_101
	Gray TIFF-Simplex_102
	Gray TIFF-Simplex_103
	Gray TIFF-Simplex_104

