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- § 2. Erklirung der Funktion einer unabhingigen Variabelen.
Erklirung und Entwicklung des Differentialguotienten.
Eine Gleichung, in welcher eine einzige unbestimmte

Grosse « mit einer beliebigen Anzahl von gegebenen und un-

verandert beibehaltenén (konstanten) Gréssen a, b, ¢, . ..

“durch irgend welche Rechnungsoperationen verbunden auftritt,

ist entweder eine identische Gleichung oder eine Be- -

stimmungs-Gleichung. Eine identische Gleichung ist eine
solche, die flir jeden Wert der Grosse z gilt, wie z. B. ‘
. (z4a)? =24 2ax o

Eine Bestimmungs-Gleichung ist eine solche, die nicht - fiir
jeden Wert von z gultlg bleibt; ein Beispiel hierfiir bietet

z2?—2ax -{— b=0. ’
Bei einer Bestlmmungs Gleichung entsteht daher die Aufgabe
denjenigen Wert, oder diejenigen Werte von z zu finden,
~ welche die Gleichung erfillen. Die Grosse z heisst .deshalb
die Unbekannte. Ihre Bestimmung ist Aufgabe der Theorie
der Gleichungen. . , '
Eine Gleichung, in welcher ausser' den gegeb’enen Kon-

stanten zwei unbestimmte Grdssen 2 und y auftreten, kann
ebenfalls eine 1dent1sche Gleichung sein, wie- z. B.

o ey =a"—y |
Ist jedoch die Gleichung keine identische, dann kann sie zu einer
Bestimmungs-Gleichung - fiir die eine der beiden Grossen y
(oder' z) dadurch gemacht werden, dass man der anderen z
(oder y) irgend einen bestimmten Wert beilegt. Dieser Wert

kann beliebig gewihlt werden; von ihm ist die andere Grosse

b
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abhiingig. - Die beliebig gewihlte Grosse z (oder y) heisst des-
halb die unabhingige Variabele; die andere durch sie be-
stimmte y (oder %) heisst die abhingige Variabele; sie
wird auch als Funktion der unabhingigen Varlabelen be-
zeichnet.

1. Beispiel: (@) Az+By+C=0,

folglich (b)) y=— —AZI#,
oder auch (é) x = _{3:’/_1—4[—_0_

2. BgiSpiel: .. (a) g—j—f—-i—:— 1=0,
folglieh (b)) y—-+ %W@—xé,

. oder. au.(;h (@) x%i% -

In beiden Beispielen ist der Zusammenhang der Variabelen
durch jede der Gleichungen (a), (b), (¢) ausgedriickt. In (b)
ist die Variabele y als analytischer Ausdruck dargestellt, der
ausser den konstanten Grossen nur die unabhingige Variabele
« enthilt; man sagt hierbei: y ist explicite als Funktion von
x gegeben, oder, was dasselbe bedeutet: y ist eine ent-
wickelte Funktion von x Ebenso liefert (¢) die Variabele
z als entwickelte Funktion von y. Die Darstellungen (a)
geben dagegen die eine der beiden Variabelen durch die
andere in impliciter oder unentwickelter Form Symbole
wie die folgenden:

Y= f(x), J— (x)) ?/\——‘Ij(x)a ...
dienen zur allgemeinen Bezeichnung expliciter Funktionen von
x; die mit z verbundenen Konstanten sind hier nioht besonders
hervoxgehoben In gleicher Weise kann man
flz,9) =0, g(z,9)=0, hiz,y) = .

als Symbole fiir das implicite Abhangig keltsverhﬁltms ansehen,
welches zwischen den Variabelen z und y besteht.
. : } . L



Es ist eine Eigentiimlichkeit vieler Funktionen, dass jedem
beliebigen Werte von z auch nur ein éinziger Wert von y
entspricht, wie in y=2z% y=2% y=sin z; doch giebt es
auch solche, die zu jedem Werte von z mehr als einen Wert
von y liefern, wie y =}z, y=+/z, y=arc sin 2. Hier-
nach werden ein- und mehrwertige Funktionen unterschieden;
die mehrwertigen konnen zwei-, drei-, ...
wie y =are sin # unendlich vielwertige sein.

Substituiert man in einer entwickelten I'unktion y = f(x)
an Stelle der unabbingigen Variabelen z die beiden ver-
schiedenen Werte x und z,, so ergeben sich die entsprechen-
den. Funktionswerte y =f(x) und y, =f(x,), und man kann

aus beiden Wertpaaren den folgenden Differenzenquotienten

zusammensetzen:
Z, — z, —x
Wir bezeichnen die Differenzen _
2, —x=4dux, Yy, _J=f(x1)_f(x)= dy= df(x)$
so dass (1) auch geschrieben werden kann:
. _A_?_/ Af(x) f(z—!—z/a,)——f(x) (13)
dz dx dz ’ '

Der Wert des Differenzenquotienten liefert das Velhaltms
des Zuwachses der abhangigen zum Zuwachs der unabhiingigen
Verinderlichen.

Wir wollen den Dlﬁ'elenzenquohenten auch geometrisch
reprisentieren. Zu diesem Zwecke erinnern wir an die aus
der analytischen Geomefrie her bekannte Darstellung der

Funktion y = f(z) durch eine Kurve in der X Y-Ebene. Die :

Abscisse 0@ eines Kurvenpunktes P giebt den Wert der
Veranderlichen z und seine Ordinate QP den Wert der Funktion
f(x) an. Je nachdem f(z) ein- oder mehrwertig ist, gehoren
zu der Abscisse x eine oder mehrere Ordinaten y. Der Punkt
P der Kurve mige dic Abscisse z und die Ordinate y be-
sitzen. Wir schreiben dies kurz P = (z, ). ‘Ebenso sei

wertige, ja auch

L S ———

. Pl :(xn ?]’1)2(1"1— Az,

i}

y-+4y). Danmn ist PR=¢@Q,
—x, —x=24dx und P, R=y, —y= dy, und wir erhalten
4y flat42)—[(2)
dx dx
‘Wir Lkonnen tang £ in emfaeher und velstandhchel Art
das Steigungsmass der Geraden SPP, nennen. Dann
sieht man:

= tang p.

Fig. 1.

L
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Der Differenzenquotient (1) oder (1*) giebt das
Steigungsmass der Sekante PP, an, welche zu den
Kurvenpunkten P==(x, y) und P, = (x4} dx, y+dy)
gehdért. :

Da wir die Funktion f als gegeben voraussetzen, so kann
in jedem einzelnen Falle dieser Quotient auch ausgerechnet
werden.

1. Beispiel: y=ax? y, =axl;

dy _y—y_ x—a
_ ﬂzx —'x':a'xl-— =q (2, +2).

./—l/wa lef
dy _p—y Vo, —Vx_ 1
dzm—z @ —w l/”r}—f

2. Beispiel:




~ Wir wollen nun in der Figur den Punkt 'Pl' auf der Kurves

‘unbegrenzt dem als fest angenommenen Punkte P sich nihern
lassen. Um richtige analytische Einsicht in diesen.Prozess zu
gewinnen, miissen wir einige neue Begriffe einfiihren.

Sicht man bei einer reellen Grosse @ von dem Vorzeichen
ab, so spricht man von ihrem absoluten Betrage; beispiels-

weise haben |~1 und —1 den absoluten Betrag 1. Der ab- -

solute: Betrag von a wird durch la| bezeichnet.

Andert sich eine Grdsse derart, dass ibr absoluter Betrag
kleiner wird und im weiteren Verlaufe der Anderung kleiner
bleibt,. als jede beliebig gegebene noch so kleine ahsolute

. Grosse, so nennt man die veriinderliche Grisse unendlich

klein. Eine ‘unendlich kleine Grosse hat also keinen kon-

stanten Wert; es ist eine Va.rla.bele, die sich unbevrenzt“

der Null nahert
Ist die Differenz « — a zwischen einer ver:‘inderlichen

Grdsse a und einer festen Grosse o unendlich klein, d. h.
~ ndhern sich die Werte, welche die Differenz « —a durchliuft; -
unbegrenzt der Null, dann heisst @ die Grenze der Variabelen a.

Man schreibt dies .

lim(@—a)=0 oder lima=a

wobei ,lim* das Wort ,limes¢, ,Grenze“ bezeichnet. Durch-

lauft etwa a eine der Reiben
. 1,1 1. 1 }_ _1__
y 3771)'--”' n—l—l""
. 92n___1q 2'271+1+1
9Zn ' T 9Zat1 vt

3 3 9 15
T 3 B 16y 7

o ist im ersten Falle lim« — 0, im zweiten Hma=1. Das
Zeichen ,lim“ wendet man iu uneigentlichem Sinne auch fir =~ |

" den Fall an, dass die Grosse a tiber alle Grenzen hinaus
wichst; man schreibt dann lim ¢ = oo, trotzdemn Ja, von einer
.Grenze keine ‘Rede sein kann. '

Ist ima = a und lim 8 =10, 80 folgt daraus
lim (2 +f) = a+b, lim(a§) = ab,

weil »mit é—— a und 3 —0b 'zuoleiéh auch -
’ (a+8) — (a+b) und
(«—a)F+D)+ (@t @) (f—b)=2(pf—al)
unendlich klein werden. Ferner ist anter der Voraussetzung,
dass b von Null verschieden sei,
lims = ﬁ; :
A b
denn mit ¢—a und 3 —b wird dann zugleich auch
, (e .a)b-—'(ﬂ—'b)a_‘ab—ﬂa__g-__g
. Bb T g8b B b

unendlich klem ’ '

Wir wollen nun in (18) die Differenz 4z bei festem
unendlich klein werden lassen. Wird dann auch oy unend-
lich klein, so heisst y filr den betrachteten Wert von z stetig
variabel. Ist y fir alle Werte z, die zwischen z, und =,
liegen, stetiz variabel, so sagt man, y sei fiir das Intervall
von :zz:'1 bis 2, eine stetige Funktion von 2. Ob fir un-
endlioh. kleine 4z der Quotient (12) sich einer Grenze nibert,
ist fraglich. Gesehieht es, so ‘nennen wir sie den Diffe-

. rentialquotienten von y fir x und schreiben

:q/zf@zlim"z f("”"l“_dfi @) (3)

wobei die Bezeichnungen 3 s ¥ f (%) fir emander emtreten

konnen und vollkommen glelchbedeutend sind. Dass der Diffe-
rentialquotient, der ja die Grenze des Quotienten zweier un-
endlich klejiner Grdssen ist, doch einen bestimmten endlichen
Wert haben kann, zeigen schon unsere obigen Beispiele. Fir

y=az? wird 'd'——J —lima(x+tat d2)=2az,

dx
und fir _ _
Cody o, L 1
y=V= wird Gy =lim e e



Be1 der Schreibweise ?Zé/ 1st streng daran festzuhalten,

dass Zahler und. Nenner nicht fiir sich einzeln definiert worden
‘smd und dass dxz, dy nicht die Bedeutung von. lift 4,
lim 4y haben, Txotzdem diirfen wir uns erlauben, in unseren

. . 1
Beispielen dy — 2 axz dx oder dy = Eﬁ dz und allgemein

dy =y’ dz =" (x)dx = f (@ -+ dx) — f (2)
zu schreiben, sofern wir darunter eben weiter nichts verstehen,
als die Bemehumen (2). Inrtimer konnen dadurch mcbt
bervorgerufen werden.
Wie der Differenzenquotient, so lasst auch der Differential-
quotient eine einfache geometrische Deutung zu. Wir lassen

in der Figur 1 die Punkte P und @ fest und nihern den -
Punkt @, unbegrenzt dem Punkte ©- Dabei riickt der Punkt .
P, der Kurve unbegrenzt an den Punkt P beran und die
Tangente TP wird Grenzlage der Secante SP. Der Diffe--

rentialquotient stellt das Steigungsmass der Tangente
im Punkte P=(x, %) dar:’

—1 dy dy
—lmﬂ=d =y =f () | 3
Nach diesen vorbereitenden Eror terungen ist es. uns
moglich geworden, die Formeln zu entwickeln, nach welchen
aus den einzelnen Funktionsformen der zugehorige Differential-
quotxent abgeleitet werden kann. Wir beginnen mit '
Yy =f(x)=ax" (n ganz und positiv).

Den Werten x und x, entsprechen die Funktionswerte
y=ax" und y, — ax? und daraus entsteht: _ :
dy _ P —an v . _ .

T lima s =llma(xln—1+»xl”—2x—{—...—{—x"*l)

Wird nun ®, =, so erhilt man

dy o
bl A -1
Gp = naz® (4)

tang a

_ S S ——)

S

_Wird n =0, so ist y = @, d. b. eine Konstante, und daher
auch ¢, = a._ Die Differenz 4y ist mithin gleich Null, und
ebenso ist der Differenzenquotient #y:dx=0. Geht man
zur Grenze iber, so folgt fiir

. dy

N i |
Die Richtigkeit =dieser Formel lisst ‘sich auch an der
Funktionskurve nachweisen. Sie geht fir y—=a in eine zur
X-Axe parallele gerade Linie iiber, deren Tapgente in jedem
Punkte mit ibr zusammenfillt. Deshalb ist a == 0, tanga = 0.

Wir zeigen zunichst, dass (4) auch fir negative ganze
Zablen . gilt. Wir setzen: '

y = a = Konstante,

] a . : Coage
Y= =az" (n ganz und positiv)

und finden #hnlich wie oben

1 1
d’( . xn_.xn . —_—a mﬂ_xn
___-lzhma,-l*»——:hm L
dx 2, — xtan x —x
n—1 n—2 n—1
__hmxnx”( “+x, z-+...-Fzrl).
1

Wird nun @, =, so erhiilt man, einem negativen n in (4)
entsprechend: dy
dx
Um den Giiltigkeitshereich von (4) noch zu elweltern,
fihren wir den Begriff der umgekehrten Funktion ein.
Zu jeder Funktion y = f(z) ist eine andere denkbar z = ¢ (y),
die so beschaffen ist, dass jedes Wertepaar (z, y), welches
die eine Gleichung befriedigt, anch der andern geniige leistet.
f(z) und ¢(y) stehen zu einander in dem Verhiltnisse, wie
die Funktionen (b) und (¢) in den beiden Beispielen auf
Seite 3. Man erkennt leieht, wie man aus der, die Funktion
y ==f(z) darstellenden Kurve zu der y — ¢ (x) darstellenden
gelangen kann. Dazu ist es nur notig, die ganze erste Figur
~um die Halbierungslinie des Winkels zwischen den beiden
- positiven Halbaxen umzuklappen.

= —naxr "1,
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~ Sind (2, ) und (2t gz, y-+gy) 2wei Wertepaare,
welehe y = f(z) und 2= ¢ (y) befne(hgen, so ist identisch:
ay dz_,
dx dy -
- Da die Grenze eines Produkts gleich dem Produkte der Grenzen
ist, so folgt hieraus:
Y@=y —1, )

d. h. ist eine Funktion die Umkehrung einer anderen,

- 80 ist 'das Produkt aus ihren beiden le'felentlalquo- |

tienten gleich der Einheit.
~ Auch die Funktionskurve lisst die Richtigkeit von (5)

leicht erkennen, da bei dem Umklappen die Winkel A und «

“durch /91_=§——,8 und a,
halb wird:

:g-—a zu ersetzen sind; des-
dy dx
dz dy

Mit Hiilfe von (5) kann jetat nachvemesen werden, dass
die Funktion:

=tang a. tang ¢, = 1.

1

y=ax/z=az"

(n ganz)

ebenfalls nach (4) differentiiert werden kann.” Der umgekéhx;ten

Funktion & — —17; y* entspricht nimlich der Differentialquotient -

' 1
de 1 . -1 1-g5
ny =Enx y

dy  av
und daraus geht nach (5), tibereinstimmend mit (4), hervor;

1
d?/ 1 ax_";—l'. '

dy 1
Funktion einer Funktion. Wenn y eine Tunktion
von z ist, etwa y =f(2), und # selbst wieder eine Funktion

Ist speciell y —}/z, so wird

dann ist identisch:

11
von z, etwa z=g(z), so folgt aus y = f[g(x)], dass y auch
eine Funktion von z ist. Zu den Werten z, , mogen gemiiss
der Funktwnsbezxehungen die Werte ¥, ¥, und 2, zl gehoren.
er setzen: .

xl—x——da:, zl—z=dz,'

yl_y_:dy’

dy dy 4=z

dx 4z dz’

und- nach dem Satze von der Grenze eines Produktes:

' 2y _4y.4 )
dz dz dz’ :

Ist y eine Funktion von z, und 2z selbst eine Funktion
von z, so ist der Differentialquotient von -y nach =
gleich dem Produkte aus dem Differentialquotienten

von y nach z in -den Differentialquotieriten_von 8

nach z. . _ ,
Beispiel: y=(az)?=2% wenn z=az gesetzt wird;
dy de __ | fi_?/___g ca—2q?
d—Z_ZQZ’ %—’—-a, dx— za a“x.

Aus y = a®z® erhilt man denselben” Wert.
Die Formel (6) erweitert sich dadurch, dass wir annehmen,
es sei:
y—=rfw), w=1g(), ¢ =e(@),
indem man alsdann hat:
dy dy du

. dz du dz du dz dz°

Jetst ist es endlich moglich geworden, die Anwendbarkeit
der Formel (4) auch fir den Fall nachzuweisen, dass der

Exponent ein Bruch, und die Funktion also von der Form ist:
P

j~— a\/xl’—aac”.
Setzt man nimlich 2= x?, so wird

1 1
— . dy 1 _7;_1 dz .
y:a.zn, 2 =xP; ﬁzh—az y a—-———pmﬂ )

_dy du dz
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, r_,

'pxp—’=2—)am”

"%

Hiermit ist die Giltigkeit der Formel (4) fiir alle rationalen

Werte des Exponenten nachgewiesen, und wir kénnen sagen:
Eine Potenz der Variabelen mit rationalem Ex-

ponenten wird differentiirt, indem man ihren Koeff;-

zienten mit dem Exponenten multipliziert und diesen

selbst um die Einheit vermindert.

1. Beispiel. f(x) = 427, f(x) = 1222,
2. Beispiel. flX)=22"%, f'(x)=—6a"
3. Beispiel. f(x)—4a?, (@)= 62t

4 Beispiel. f(@) =2}, @)= —at
Diezusammengesetzten Funktionen, Werden mehrere

Funktionen durch irgend welche Rechnungsoperationen  mit

einander verbunden, so heisst eine solche Verbindung eine

zusammengesetzte Funktion. Sind zwei derartice Funktionen

wie = ¢(z), v = ¢ (2) zur Summe oder Differenz Yy=u+v.

ver‘t.m.nden, 80 ‘ist Jy= Ju+ Jv und daraus folgt durch
Division mit 42 und Grenziibergang: '
dy duw dv

dx. dxi%

Zur Erweiterung setzen wir v 4+ statt » und finden sofort:
dl~iu,+dv aw :

Cdx dztdztaz
Der Differentialqugtient einer Summe von Funktionen
der ndmlichen Variabelen ist gleich der Summe aus den

oder (w4v) =o' +v'. (7

oder (u+v4w) = W+ ',

'Différentialquot‘iente_n der einzelnen Funktionen. Der

Differentialquotient aus einer Differenz aweier Funk-
tionen der nimlichen Variabelen ist gleich der Diffe-
renz ‘aus den Differentialquotienten von Minuendus
und Subtrahendus. ' '

Fir das Produkt y—u.» ergeben sich folgende Be-
ziehungen: |

y_i_'dy:(u—}—du)(v—l—dv),
[ dy=udv-t+vdu Ju dv,
: zly_ dv . du_l_du dv

t
|

f
| .
|

| dz “dz VP Jx dx” s

‘ . dy ., dv . du . du . du,
Y plim 22 2% 1l 2 im 20 ;

| lim ” u lim x—[—vhm oc+ im ——lim — - lim 4;

da das letzte Glied der letzten Gleichung verschwindet, so

n hat man
%#u%—{—v% oder (za.v)’r——@gv’—f—vu’. (8) -

Ein Produkt aus zwei Funktionen der nimlicken
Variabelen wird differentiiert, indem man den Diffe-
rentialquotienten des ersten Faktors mit dem zweiten
Faktor und den Differentialquotienten des zweiten
Faktors mit dem ersten Faktor multipliziert und beide
Produkte addiert.

1. Beispiel: y=a®. 2* = u.v; o = 32°, o = 4%,
y —a*.32% - x®. dx® = T2% ein Wert, welcher auch aus
der direkten Form y = =7 hervorgeht.

2. Beispiel: y=(a+ba?)(ctex®)y=u.v; w =20,
v = 3ex®; Yy =2bx(ctex?) - 3ex?(a -+ ba?)=2bcx
+3aex*+bbex*. Das gleiche Resultat wird erbalten,
wenn man zuerst die Multiplikation ausfiihrt und dann diffe-
rentiiert.

Gebt v in vw iiber, dann verwandelt sich v in v'w -+ w'v
und wir erhalten statt (8): ’
y = (uow) = vw.w - uw. v v w.

Tritt an die Stelle des verinderlichen Faktors v die Kon-
stante a, so ist v" =0 und dabher wird fir y — au jetat
¥ =au" oder (au)=auw. '

Der Differentialduotient eines Produkts aus einer
Konstanten mit einer Funktion vor x ist gleich dem
Produkt aus dieser Konstanten und dem Differential-
quotienten der FFunktion. :
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Fiir den Quoti'enten'y=;:— folgt:

y+dy=u+du

v v’ | .
dy=“+ du_g'Zvdu—uzfv
v+ 4dv v v dv)?
du dv :

lim 2% gt 4

limiy__v Ax—u ]mﬂ |
dz  yflimdv) )
dy v —uv : '
dz= g5 - 1 (9)

Der Differehtialquotient eines Bruches ist gleich}

dem Differentialquotienten des Zahlers multipliziert
mit dem Nenner, weniger dem_Differentialquotienten

~ des Nenners multipliziert mit dem Zihler, das Ganze

geteilt durch das Quadrat des I'\Ienners_.

2 9 _
xx_g =%; wW=2x v =1,
, 2x(x—a)——'1.(m2—a"’)_

(@—ay*

Beispiel: y—

1.

Aus der reduzierten Form Y=} a entsteht derselbe Wert.

Einfacher kann der Differentialquotient eines Quotienten
aus demjenigen eines Produkts hergeleitet werden. Ist nimlich

'y=g~, 80 ist u=y.v, W =0y Jyv,
f-_u’—yv’ _u’—%-v' wy—uy

y v v e .

Die abgeleiteten Theoreme iiber die Differentiation zu-

sammengesetzter Funktionen sind besondere Fille eines all-

gemeinen Satzes, zu dessen Herleitung wir nun tibergehen

wollen, pachdem noch eine neue Bezeichnung eingefiihrt
worden ist. ' :
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~ Bedeutet f (4, v) eine Funktion zweier Variabelen v,
so kann die Differentiation entweder nach % vor sich gehen,

wobei v als Konstant angesehen wird, oder umgekehrt nach v,

wobei u als kongtant gilt. Solehe Differentiation nach einer
der beiden Variabelen heisst partielle Differentiation, und
jhr Resultat ist der partieller Differentialquotient nach
u oder nach v. Um darauf hinzudeuten, unterscheidet man
diese Operation durch Benutzung eines runden ¢ von dem
totalen Differentiieren und schreibt
3 () _ o flut duv)— ()
—2—< =1lim )
Ju ' du
af‘(u)v) lin f(u)v"}_‘jv)_f(%v)
—~ 2~ =lim" .
av dv
Wir gelien jetzt zu dem angekiindigten Satze iber. Es
sei y={f(u,v) und hierbei » und v Funktionen von =, etwa

: d
u,=sp(x) und v=¢(m‘) Es soll d_?a/c

den Werten « und 2, moge u, v, y und u,, v, ¥, gehiirgn. Dann ist
Y1—Y zf(unvl)-—f(u’?”)

bestimmt werden._ Zu

x, —x x, — ,
__f(uuv1)_f(u) v,) +f(“1 01)_7[(“7 v)
o — . ;—T ’
| £y, 0) —f (uy0,) 4y _“_I_f(ua?)l)_‘f(u)”) vy — ”o
= ul—u 'xl'—"'m ?}1_?} . xl—x

Lisst man x, zur Grenze x und damit u,, v,, y, zu den
. ] .

Grenzen u, v, y gehen, dann wird
w,—u _du oo, —v _dv .y —y dy
xi “x da’ hmxl——nb'-_da:’ hm:z:l—a: dx’

lin.lf(u’ v) — ”)IZ 9 f (u,0) ;

: v, — 0 dv
dagegen ist die Grenze des ersten Quotienten auf der rechter
Seite der letzten Gleichung nicht unmittelbar ersichtlich. Nun
erkennt man aber, dass -

f(ul,v]) - f(“v ”1) . f(up ”) . f(“; ’l))

u, —u Uy —u

dy

lim
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" mit Jx sich gleichzeitig der Null nihert. Die Grenze dieser

Differenz ist also Null, und somit

i 002 =1 (60)_ i F60) — /() _ 3/
%, — U —u du
Daher erhalten wir /
dy __df(uv) dfuv)du , If(uv)dv  Jdydu | dydv
dz_ dx _ Odu dx+ dv dx &uax+6’v dz’ (10)

Diesen Ausdruck nennen wir den totalen Differential-
- quotienten von y nach x Wir sehen: Sind % und v
Funktionen von z, und ist » eine Funktion von % und
v, so differentiiert man diese total nach der vor-
"stehenden Formel durch Verwendung der partiellen
Differentialquotienten der Funktion nach » und ..

1. Beispiel: Sind » und » zu einer Sumwme oder Differenz

o
verbunden, so ist y=f(u, v)ﬂu—}-v, ; =1, g,lj=+1 und
PP
dy duw dv B
e =dntds (Vgl. Formel 7.)
2. Beispiel. Ist y=f(u, v) =u.v. so wird g—fzv,
_ : u
af . dy du dv
Ty gL —{—t P (Vgl. Formel 8.)
e _ % Jaf 1
3. Bexsplel. Ist y = f(u, v)=—, go wird =,
du v’ .
of w dy ldu wdv vu—
%—*qu“aﬁ*ﬁﬁ~‘7——(w”“m”>

4. Beispiel. Wenn y eine Funktion nur von w ist, indem
die andere Variabele v ganz fehlt, dann fd]]t in (10) der

-’

zweite Teil der rechten Selte fort; ferner ist 2L gleichbedeutend

ou
it % oder % Fir y=Ffu), u=¢(x, finden wir danp: :
dy dy du _ '
Gz du da (Vgl. Formel 6.) N

Ditferenzen (y,
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Es eriibrigt uns jetzt noch, zu zeigen, auf welche Weise
(10) erweitert werden kann. Aus den drei Funktionen von x,
pamlich % = ¢ (2), v = ¢ (¥), w = ¢ (x) setzen wir die Funktion
y =f (%, v, w) zusammen, legen der unabhiingigen Variabelen
x die Werte = und @, bel, bilden die eutsprechenden Funk-
tionswerte:

w—p(@) v—g¢@), w—el@) y—Fluvu)
= (x,), vy =¢ @) w,=0(x), y= (v w)
und daraus den Differenzenquotienten: :
Y —y __fly,v,0) —f (v, w)
Z, —x : Z, —x

‘den wir, um ihn zum Ubergang zur Grenze geeignet zu machen

folgendermassen umgestalten:

Yy — Y f(“n vy, 0, — [ (W vy, w,) 1, —
. X, —x Uy —u 2z, — _
+f(u vl,wl)——f(u v,w])v +f(u,v,w1)—f(u,v, wyw —w
v, — 0 x, —x LWy — W x,—x

Geht jetzt x, in « iber, so verschwinden zugleich die .
— ), (4, —u), (v, —v), (0, —w) und die drei
aus Differenzen der Tunktionswerte bestehenden Zihler, und
die Betrachtungen, welche oben zur Formel (10) mhnen,
ergeben hier .
dy df du 8fdv af dw
dz du dx+8v dx+8w da’
: Algebraische und transcendente Funktionen. Unter
den algebraischen Operationen versteht man die Addition,
Subtraktion, Multiplikation, Division und das Potenzieren mit
rationalen, konstanten Exponenten. Wenn die unabhingige
Variabele mit den konstanten Gréssen nur durch eine endliche
Anzahl solcher algebraischer Operationen verbunden ist, so
neant man die Funktion eine algebraische Funktion. Da-

(10a)

_bei ist es aber wohl mdglich, dass eine algebraische Funktion

auch durch eine unendliche Anzahl von algebraischen Opera-
tionen hervorgerufen wird. So ist ja z. B. .
Délp, Aufgahen. . _ 7 2 _ -
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. .”“. . 1
L= lim Xk =
© a=wk=0 1 —

1‘.—|~x'—.]_—x"’—[—...+w"—|—"x”'i‘1—{—..

einé algebraische Funktion. Funktionen, welche nicht alge- |

braisch sind, heissen transcendente Funktionen. Ins-
besondere gehoren hierher die Exponéntialfunktionen e und
a® nebst ihren- Umkehrungen lgz und Lgx; ferner die
trigonometrischen Funktionen sinx, cosx,... und als deren
Umkehrungen die cyklometrischen Funktionen are sin z,
are cos &,.. . . '

§ 3. Aufgaben zur Differentiation algebraisebher Funktionen.

2) Yy=ax n =&
3 y=ax-+t0b - y =0
4) y=ax® =2ax N
5) y=2z° : , = 6x?
6) y=4ax® , =20 @zt
_ ba® — 15 2?
Dy=—"" =T
8) y=a-}2bx-}-cx? s =20+2c¢x
: —a
N y—=yg—az”! n =T
o —4da
10) y:.zj \ e x5
1
' 2V = s
2 1
12) y=\3/:z?=m% n =g 3o
x
13) y_n/‘xp 9 =% <’/a‘;p—73‘
‘ 1 1 11
14 — = 2 _——
) Yy Ve » 2 e

-

&

i

ien 1

1) V=337

16)y=m3[/—a;
a

N y=—n

17) y YV

V7

18) y-_—mz\?y;

519)y=9c_§/yyc

3 ——
.3
' 20) yz‘/.cnlc/z

Die niichstfolgenden Beispiele werden durch Einﬁihr'ling

einer Zwischenvariabelen

Formel differentiiert:

21) g =f(e), 2= ¢ (*)
22) y=(a-}bx)>=2"
23) y=(a—bx)®

24) y= (a4 bx?)?

25) y = (a — bx®)®
26) y = (a-+2)°

27) y = (a——%)s‘ |

28) y=(a-Fbztca®p

1- —1
29) yi_a—-l—bx%.? o

2 3 :
) y= T g

‘du 3 1

1.8
n - 2 l/p
11 1

) —‘_F\c/;‘?, -
7 —_
» =_4'\4/x3

C 0/
)1_6 '77{'2’

pach der unter (6) angefiihrten

dy dy dz
dz~ dz dx

» =2b(a+bx)

» =—3b(a—bx)?

» =4bx(atdx?
= —15bx? (s — ba®)*
p ==6x(a-}x??

3(@ax—1)* . -
n = T .
» =n(a—|—bx—-]—cac2)"—‘.(b—|—20x)
A 5
n = (a"l_ bx)a
_ 6bx
" T (a—baxh)t
_pnxrl

-

4 9
»ETETE—
LA
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34) y=y2pz .= P

) 1=V GRS
1 N Ve
%)%=ﬁ;3524, " Wla—ba)®

37 y=Va—ba* y = :_b_m_—__—

38) y—

V2ax =t
— 223 b

-.)9) Y=

Y p—

0 y—VaTitVas :%-‘5&7—/%‘2‘;-& .

' 1 r—a 1
4-1 Y — — =, .
)Y 2uz—a® 7 V(@2 ax—a¥)d i
1 . : 4 x? o B
42 e : W T ooty . .
)y \3/(2__333')1 > \V(z__x;;y O ol
43) y 1 —3 |

Tema T
P T
\/(a+bx)P " Y (aFbayptn -
Bei den folgenden Belsplelen kommen ausser dev ange

fihrten Substitutionsformel auch die zwei folgenden zur An-

wendung:

: dy = du
45) y=u.v cT?:Z dm-,r clx
' ” du ""n dv
W dw " i
4®y:; e
:___495';

47 y=(@*fa) (@ —a?)

_ . : _‘:1.

. | p
48) y=(a+bz)(a—bx) E%zf—Zb’x;i

49) y—(1—20)(143a)  , —1—12z "
5O)y~x4(a_—2x3)z , —43:3(0,—2303)((1»-—5:1;3)

e—3x
51)}[/—(0: 1)'/0_"-’” ) » 2'/“——_; :
B - 2 3x -
B2y y= xl/l—{»x. ‘ n :_ZT/E—TE } _
- N . T
~ b3) y_=fc'|/a~—x » 2%—%i/,/"
SN 122
54) Y = x} 1 —x? ’ » :‘1—% N/
@ SE e : —a®
55)y=—|/a 4+ » :m“'/
wl-2a 41 : 4+4x3+3x2-+—2x—-}—2 :
56) y —_.1—3 —1 33 1)*) ] ,,'
57) L 1l—x '_ — -
25 T e
) y="5 P T @—a _.
2?—2x 43 _ Adz(xz—3) -
59) v 2?42x—3 T (2t 22— 3)° / .
i@t GaeteOdan
(f Y=e—a» 2T (G
N, Lty - ,
lg 1—:f_ ’ ‘/a?(l—[/:x;)2 P
62) V;i—{—b::c o 2a-}bx -
y z 7 2z at-bx i
6':;) — z ____‘Z.:tin__ ;’
atbx o ab I/a—bac |/
64) y = a—bx B > (a—bx)?V atbx f/
-1 2 3
Gb)y:—"— n T _a:j——_x—
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dy x’4-a .z/',’&/ .
dux Ql/x (@® — a?)? a?)® v
2—{—390—]—(290—}—1) 1—[—96

166) y~
67) 9= (z+ V1-4x)?

§ 4. Die Diﬂ’erentxalquotlenten der trlgonometrisehen und
. cyklometrischen Funktionen.

Um die Funktion y==sinx differentiieren zu konnen, er-
innern wir an zwei einfache geometrische Sitze:
Fig. 2. Ist ABO in Fig. 2 cin Kreisqua-

4 Jjeden Punkt C zwischen 4 und B, da-
B zusammenfillt,

G fur kleine Winkel CO B = a.
Ist MUV S in Fig. 3 ein beliebiger

so wird

IyIN—l—NP—}-PQ—}—QR '
+RS<MTH T8,

und zwar bleibt dicse Be-
~ziehung richtig, wie viele
Zwischentangenten auch zwi-
schen M T und ST gezogen
sein mogen. Lisst man die
~Anzahl der Zwischentangen-

einander folgender Tangen-
ten niiher und niher an ein-
"ander ricken, so folgt, dass
MUVS<MI-+T8 wird.
Fallt M mit S zusammen, so
wird MUVS=MT-+ T8.

drant, so wird CD < CB<CEB fir.

gegen CD =CB=CEB, wenn ¢ mit-

Daher ist sina—=<a - -

Vits 7|

stets konvexer Bogen und sind ZiIN.
NP, PQ QE, RS Tangenten an ihm,

ten ins - Unendliche wachsen .
und die Beriihrungspunkte auf-
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- Bedeuten daher CG und G B in Fig. 2 Tangenten in C

wnd B, s0 ist CEB<CG+GB<FG+GB=FB, d h.

a =tang a, wobei sich das Glelchzelchen auf den Winkel
a==0 bezieht. - '
Man hat daher.
sina=a, a cOSa<Slna,
Lacosa="sgina <gq,

Sma_‘<1

OOSa<

‘Lasst man a zur Glenze 0 gehen, so W'lld in. dlesem Aus-

| dracke die hnke Seite =1, und demnach:

sin a

lim =1.

=0 «a
Nach diesen Vorbereitungen setzen wir:

y=sinx, y, =sinzx, , :
4, —y  sinx, —sinx  2co0s(x, | ) sin(x, —x)
x, — oz, —x x, —x
sin 4 (z, — )
=¢00si(x, + ) —2—1 =,
( 1 ) 1 (CB 13)

Geht man zur Grenze x, =« ﬁbel, go wird der letzte Bruch
nach dem soeben Dargelegten gleich 1 werden. Man be-
kommt deshalb:

%= d;‘ix= cOS . (11)
Der Differentialquotient von sinz ist cosz.
Auf die nimliche Weise wird auch der Differentialquotient
des Cosinus hergeleitet.

y=Ccosx, Y, = COST,, - :
Yy —y cosx, — cosx —2sin}(x, 4x)sinf (z, —x)
1'1-—1,'—‘ zl—x o xr, —%
sin § (%, — )
_——31n12(x1—|— )—W’ |
%z d;(fxz—sinw. ' (12)

Der Differentialquotient von cosz ist — sina.
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Ubrigens kann diese Formel auch aus der vorhergehenden

- abgeleitet werden, da y = cosx = sin (T—r—wc) = sinz isﬁ, :

2 .

T - . . dy . dz
wenn zf§fxgesetzt wird. Da nun g, 008, =
ist, so wird ilﬁ-_%_—cosz=—3inx. '

S dx S

Die Differentialquotienten. von tangx und cotgz~ergeben

gich aus den vorhergehenden auf die éinfachste_ Weise:

sinz  dy costzfsin®x 1
=t 55 M —_—— == - _— .
Y=%% = sz’ dw cos?x . cos’z
eosx dy —sinzx—eos®x 1
= Ctg & = — ;g = T = — .
y=ole® sinz’ dx sin® sin® @ (14)
Aufgaben:
o . dy ’ z
68) y =sin(ax) =sinz o @08 (ax) -

69) y = cos (cwc) » = —asin(ax)

' Lz 1 x
70) y = sin — = 08— -
) ¥ a » a a

x : . X
7 = — —_— e —
1y @008 | " sin
72) y = sin (x") = sin & » = na—leos(z) &
- ) asinVazx
73) y=cos)ax L y =
_ ' 2V ax
lrd . s @ ) a2 ‘ :
14) y-asm; . ———;,2—--0085
. : 1. a . 1 . - _
75) y:joecosa—c » —g?-sm; ki .. .
8 /1 _.——1> : S
76) y%51n p » ——2‘/;;— 'éOS z s
. a
77 =t (a = :
‘) Y: D( .’1:) »” (‘/OS“’((!.’E) 3

1.

\

(13). B r

i
|
|
|

e T

—78) yz‘dtbi— -

—=179) y= atgg

4

~80) y =sin (a}-ba) =sinz

81) y = cos (e — ba?)
82) y=sin®x =2

—83) y — cos? (ax)

84) y = 2sin™ (ax)

= P 1
8bH) y = cos®—
£

) v=gng ="

87) y= (m) V2

p—t

88) y— ssina|sin g,

S Y

89) y=—cos3x—_lcosx :

12 4
90) y=tgx—ecotgx
91) y%?)sinx——zlsin?’_x\/'_

- 1 1
- 92 = _
Y ) Y= S sinta 4sin'z
‘ v
a . :
93) ‘1’,”:-00390—!_‘\'gmc

94) y =sinz cosx
95) y=(1—ecos2x)*

96) y = 2 cos®(z—-a)— cos2x
97) y = (xtgx)? |

98) y = 3sinx cos®x - sin®z

»

%

»

»
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coé“f
a
a1 )

w 00822 e
==} cos (a—[— bx) —
= 2bzsin(a—bx?) -
—sin@z) L

= —asin(2ax) -
=nasin®—2(ax)sin (2 azx)
= Z;—g~c()s'"~igsin%_
___ootgz
sinz
nsinx
- cogrtlg

= ¢O0S 3z COSx

1 .
§-cos.‘2xsmx

== 3 cosdx '
s’z
~ Snta

.o fm =
2sin (:1——}—5)
cos’x -
=c0s2x L
== 16 sin?x cosx -
= — 4 cos(a-}+ 2z)sina
___:L_'tgi(sini%x;{:Qx |
cos®z
=3 coszcos2zx

—

’/ .

-

-
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dy
qz = 4cos4w\/

» = b 0822z — asinz 1~

99) y = (4sinx—8sindx)cosx

100) y = (e} bsinx) cose

101) y =sinxsin(ea —x) . » =S8in(a — 2x) 4/

: a—Dbeosz ' 2absing

102) Y= aTbeosz ' " T (@b cosg)?
sinz -} cosx —1 !

103) Y= Sinz — cosz " cos*(45°+x) V

104) y ‘ smx—]—cosx )
sinz cosz sin®zcosiz
105) y =sinz — z cosz » = Zsinz.
Die eyklometrischen Funktionen sind dle Umkeh—
rungen der trigonometrischen; deshalb lassen sich auch ihre
Differentialquotienten aus denjenigen der tngonometrlschen

Funktmnen durch Umkebrung ableiten.

_ __sin a:——cos"x /

1. y=arcsina
ist die Umkebrung von #=siny. Nun ist:

g—:: cosy =}/1 —sin®y = /1 — 2?

und daraus entsteht:
dy . 1

%_l/l—xg. (1_5)
2, y= arc cos r
gehort zu x =cosy. Da nun: | .
g—;;:—siny:-— 1—cos?’y=—Y1—uz?
ay 1 (16)

1St, S0 fOlgt ﬁ: —V—ﬁ.

Kiirzer ist die folgende Ableitung: ,
dz V1i— g
3. y=aroigy

dz T 2 2 :
Y, gy = m_~1+tg y=1-+}2% und daragg

T .
ynz are cosxr — § — arcsinxy,

Bs st o=t

' 27
dureh Umkehrung: » )
. . a9 1 .
| iz 1z ar
s
| 4. y=arccotgz.
. Aus y= 725— arc tgz erhdlt man leicht:.
C
dy 1
dz 14 (18)

. . . . J Y »
Die Ableitung wire auch o moglich:

1 ' 1
g/=amcotgx=arctg;=arctgz, wenn Z=E'

1 . . .. dy 1 dez 1
Nun lstd_e—m’ iz 2° und

]f dy 1 —1 1 .

f ' dz 142> 22 112

i Aufgaben.

» L . dy a

{ 106) y = arcsin(azx B
| ) st )‘ dz " YT—a'a?

' 107) y = arc cos (a — 2) . =—1— i
v Vica—a
A . a®—z? —2a
| (108)y =aresin oo » =@l
i .1 1

{ 109) y = aresin— —_

j ) -z " x[{xe——l
{110 y=arcsinl/1 — z* y = —

| 10 y=arosing/] i

‘ b} acosz |/as‘2 b? ‘

111) y = arccos

i : ~a--bcosx ? a-}—bcosa:
~ 112) y—arccos{ * —7% . . S—
li ‘ ( z x|/2ax—a” v

| ! 113) Y=

- 7

: VZT .
arcsinz] /0 y = ———
a Va—
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IR - ' d'y_'l )
114)_y—awsmmA do—1Ta \,//
) y=arctgl)az » 2(1+ax)m
z
116) y = ar :
1 :
ulll) _/—alctor Ly =
1_+(w— >y
l—x —1 o
\/118 _a'rCth _ ey ==
)¢ 7 2|/1——:L‘2
1
~119 y=arccotv|/2—x 5 = —
) e - 23— )2 —="
.120) J—alccotvL' " e ,
N 1—z° V1—2a? ;-
/1-+z2—1 —1 ,
/121) y:arccotg - I.“'” " S d e e
v122) y = arc (¢os = sin z) o =—1,/
A== : .
"2 123) y=are (tg =mtg v
o )_y ‘"'c(,’b.,m_bx) 7 m® (1 —m®) cos :r:‘/
1 1.
« 124) y = arccotg —= PR e —— _
) Ve T T 2etyE L
-125) y = are (tg:atg§) , = il
. ’ x
: 14 (a 1) sm?§ /,/
~126) y=a. a.lCSIIkV az—a’ —V2az—a?
dy z

d_“’’_l/‘Zasc—:z:2

a - .
L 'gl_y__l Sa—2x
- : dz 2

-2 aretgz iy
128) y = (#—Laretg z).aretgey ,, — B arelsz, /

“und bezeichnen den Rest mit B, ,.
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§ 5. 'Expo'nentia.l- und logarithmische Funktionen.

In der fiir positive ganze n gultlgen Bmomlalentmckelunv '

(+ )__1+ _}__q _ n2+nn 177,——2;33_'_

sechreiben wir die rechte Sejte:

i (s (=) () e
A= (=2 ()

Wir haben die Absicht, » ins Unendliche wachsen zu lassen.
Da aber der Satz, dass die Grenze einer Summe gleich der
Summe der Grenzen der Summanden ist (S. 6, letzte Zeile), nur

_fiir eine endliche Gliederzahl gilt, wiihrend hier mit wachsendem

n die Anzahl der Glieder ins Unendliche wichst, so konnen
wir den Ubergang nicht direkt vornehmen. Es sei p eine
positive ganze Zahl' < #», und der absolute Betrag |z| kleiner
als p. Wir bfechen die Reibe hinter dem Gliede mit z? ab.
Also

o x 1) 2 __l_' 2y z* o
'1+I.T<1—5)1.z+(1 .n)(l“;)l 53

+( ;%>_(1_%);"(1_p;1) 1 lzxg 5T Eane )

Der - Rest R, , liegt zwischen . der Summe aller folgenden
negativ genommenen und aller folgenden positiv genommenen

Glieder. Fir seinen absoluten Wert gllt demnach
1.2...(p—{~1) 1.2.. .(p-F2) 1.2..n

fm%me+QfJ+QﬂJ+w]

Die Summe in der letzten Klammer kann beliebig weit fort-
gesetzt werden. Da |x| < p 1ist, so folgt hieraus durch
Summation ‘der Reihe als Wert des letzten Ausdruckes
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!xlp-i-l 1
2.4+, 7
. o ' p+1
Wir haben demnach _
0< Byl < 2 1 g
I 1.2.3...@+1) N ° .

. CpF1i
Aus dieser Form erkennt man, dass (B) zwei fir jedes
n > p gililtige Grenzen von |R, ,| giebt. Denn die linke wie

die rechte Seite der doppelten Ungleichung ist von » unab- .

hingig. Insbesondere gilt (B) auch noch fiir beliebig grosse

n. Lasst man also die Zahl . in (4) iiber alle Grenzen hinaus -

und bezeichnet den Grenzwert

wachsen, lim R, ,= R,

n=oo _
80 kann man jetzt bei einer Summe von p Gliedern die Grenze
der Summe durch die Summe der Grenzen der Summanden

ersetzen und bekommt

. zy\" z | z® xP -
”11=’1;<1—Q—n) =lt+34+15Ties T 715 5T Em (O

e )
zP 1 :

T 2. I, W ®)
: p-H1

In (C) wollen wir nun auch, nachdem die rechte Seite von n
frei gemacht ist, den Wert von p tiber alle Grenzen wachsen
lassen.
(D) in den Wert 1 iiber, und den zuriickbleibenden Teil der
rechten Seite von (D) konnen wir, wenn k=|z| <k-1 ist,
in der Form - :

() (L) ()<, (e

0T |Byl <

schreiben. Der erste Faktor
wird sich mit wachsendem p als Potenz eines echten Bruches
dem Grenzwerte O nihern. Folglich ist lim R, =0, und
wir haben die Entwickelung PEe

Hierbei geht fiir jedes endliche « der letzte Bruch in

rechts ist endlich; der zweite
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.hm(l—'“) _1+1T1 2"‘1 2v3‘—F . ®

n o
fiir jedes reelle, positive oder negatlve z in Form einer kon-
vergenten unendlichen  Reike.
Den.Zahlenwert dieser Reihe fiir 2z =1 bezelehnen wir
mit ¢ und setzen : :
e — 1im.<1 +1}’L=1+1+L+_1_+.
e 1.2T1 2370

Weil nun die: rechte Selte > 2 uud
<1414 +20+23+ <3

ist, 80 muss der Wert von e zwischen 2 und 3 Legen.  Wir

finden
e=2,718281 828 459...

In (E) ist n als ganze Zahl zu denken. Bedeutet z eine

' ganze, positive Zahl, dann kann man in dleser Formel » durch

nz ersetzen, und hat

in{32) <2 o (1)

_ {lim (1 + %)"]L o,

wo der Ubergang zur letsten Grenze moglich ist, da die
Grenze eines Produkts der endlichen Faktorenzahl z gleich
‘dem Produkte der Grenzen xst  Fir ganze, positive =
gilt sonach s
. z\* .z, a2t z? :
& =”1“1;<1+—} :1+_+T_2+1_‘73+”' 10

]st ferner y eine ganze, posmve Zahl, so kann man n

nglim<1 +1—z> —hm(l—}— >

E )

n—ow

(F) gilt daher fiir jedes rationale, positive 2.
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Schliesst ‘man endlich die positive, irrationale Zahl 2z
zwischen zwei rationale Briiche ein
q <z < P

so wird

‘1
und daraus folgt, wenn-man die Briche von beiden Seiten
her der Grosse # immer niher kommen lisst, die Giltigkeit
von (F) flir jedes positive z. '
In derselben Art kann man fiir positive oder negative

. x n
lim {1 —;}
o (142

behandeln. Man ibersieht sofort, dass, wenn in (D) e die

1+§+(§Zj+~--<1+f+f;%~<1+§+Q+--- |

Stelle von z tritt, der Rest |R, | fir jedes p bei wachsendem

n zu Null wird so dass beim Grenziibergange von (4) zu (C) i
nur das erste Glied 1 tbrig bleibt. Es wird daber fiir alle .
positiven und negativen z:

. 2\
i + =1 =1.
7:11:;(1 nz)A o

Daraus folgt, wenn wan flir 2 einsefzt — 2%

2 LA z\* . 'y
Sy | 1— = =hm(1— ,,) =1
ﬂzm(l }—'n,> nil;( n) n=c %

lim
d. h.

oder N e

| J‘__’f;(“r T) =
Die Formel (F) gilt daher fiir alle reellenZaklen .
Soll jetzt die Funktion y =e* differentijert Werdeq, 50

gehen wir von
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- dy=eotde, Y= dy=cv(edx 1),
' z!y_ .

¢dz 1
z ¢ dz .

’

- aus. Setzt man e"x——1=i—d. h_gdx=1+%,' dm=1g(1—]-£),

80 wird:
dy de—l_ ex e

dz " dx T (TN {1\
o, ' nlg(l—[—;) 1,g(1+%)

Lasst man nur 4z zur Grenze 0 gehen, s0 wird = tber

alle Grenzen wachsen, und 1g (1 —}—o—i)n wird zulg e=1 werden.

Man hat daher : :
' dy de*

dz da

Wenn man auf der rechten Seite von (F) jedes einzelne
Glied der unendlichen Reike differenfiiert, so kommt dieselbe
konvergente Reihe wieder heraus. Es wire also in diesem
Falle erlaubt gewesen, die Differentiation der unendlichen
Reihe gliedweise vorzunehmen,

Die Logarithmen fir die” Basis e, welche wir durch lg
bezeichnen (vgl. S. 18) sollen aus Griinden, die erst spiter
dargelegt werden konnen, die natiirlichen Logarithmen
heissen (vgl. Aufgabe 424). : _ : '

Um die allgemeinere Exponentialfunktion a® zu differen-
tileren, setzen wir a = e™ und haben alsdann m =Iga, d. h.
es ist m der natiirliche Logarithmus von a. Da nun y=— em® =,
wenn mx =z gesetzt wird, so findet man

i, = iz %:mez.zmcmw=a“lga. (19a)
Die Differentialquotienten der beiden logarithmischen
Funktionen gehen wieder darch Umkebrung aus den vorher-

gehenden hervor. Ist:

(19)

| y=lgz,
Db1p, Aufgaben. : 3
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so ist z=u¢¥,

Ebenso gehort zu der Funktion:

die Umkehfung z=a¥, und

129) y = e =¢*

130) y = e %%
z
131) y=ae®
132) y = ¢**
1133) y= Vo

154) g
~13h) y=esi0’Z

\136) Yy = earctgx

A137) y=u2x%e% -
>138) y=
-139) y=e*z"

Flx—1)

dx . dy 1 1 ' .
v ev, dc o g (20)
y=Lgx
adx — avlg : da -
dy @, woraus dann:
ay 1 1 1 :
iz @ ga lga z (202)
' Aufga,ben
@_agax (g
dx
=-—ae 0%,
» @ /
, =—=6% v e
n =2xe** \//
ae?\/ﬁ'z//
B —_—» /_ax
. ~—smxe°°”\//.
” —stxeSm‘”/ :
earctgx
7 1—}—0&2 e
L, =ze*(2-+2) L/ -
I :xem < i .

-140) y=(2? ——290—{—2)(:”
-141) y=a(e“—}—e' j}

-142) y=cosze’n?®
~143) y=¢*>®sin’z

- 144) y=:T:

' ec—1
~ 145) y=e$7_+_1
_146) ¢ %:—n)

2z 2z '
=2 (37—— e 7} v
= (cos® z — sin z) €510 %\
= ¢ (2 sin®z -}- sin 2 x)

.ex(x—fn)/

an+1
_ e
BCGGEE
__ - @—n)°

an+1

.147) vy='/.eam
-148) y= z(e*--1)
- 149) y=qVax+l

-150) y=at8® '

-151) y = (@™} b)?

) AB2) y=a”. 2%

<153) y=Ig (a — 1)
154) y=lg(@) =n.lgz
—155) y.=lg%.=—lgx
-156) y =lg(az)=lga {1g=
'157)' y=(gz)y=2"

A58) y=1lgf__¢
)_ (+x>

-189) y=lgz-|-lgz®=3lgx

-160) y=lg(1—z*)=lg=z

161) y = Ig <1_|_‘_;)

_-162) y=Ilg(a—}/2)

<163) y = lg (em® - e-m“’)

164) y =g (/1 +a?)

n

e v
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=¢@+U+1V4”
IGES)
zaVeztllgg -
Vo' +1

a®lga -

cosei =

=p (a2 4-b)p—lammlga [~

zaxoc“—l(a—i—xlgd)
1 . v

g+



- ' , ‘dy'_ . /
165) y=2—2)/z-+21(1+V2) @ nrys’
';w“’\\ 5 e h _a . .
@ a*—x . —a
b
—167) y=lg(a—|—bez) P =T he
.168 ——'1 .——1—_—-——10-(14—3;2) ) _u_x_fz
: )y‘grﬁ1+x2 o . 1+x
' |r—"_ a—1x
-169) y=lgy/2az—2" n T oax—at
1+ _ 2
-170) yzlgl__x . T b
a z .. G L
-1 y————lgi/&ix " T
-172) y= Ly P =ra—a W
1 1—lgz
14-aV? L oVAigaf 1 )
1) y=ls ST \meVE
dy _ 2g2-4a*4-1
—1175) 1 J—.’L‘l/a o +1o(x_l[_|/ 2 dx et
o dy _ 1
-116) y=1g(a-—}—x—}—|/2aa;—i——x) dz l/ml/ |
mx~{—n -
' Cm n, z—a
~177) y=§lg(x2——a")—|—2—algx.+a " Tt
1 2 22 — 2o L3 \,,
-178) y = Jg” 1g(1+x’)—— » =2lgl+av"
x2 1 - icly %" - —3:5 _

= = — 1) d-lg (2 1)} baretgz
180)1/ lg(w 1)+ lg (z+ )%;Zyg(xbt+dx2+2x_7

iz x——lM

dx

| 37
1 atbz—)a d 1 S
“Va l/a+bw+l/— iz z)atba
1. 142 . 2 1. 142
A8 y=2ley— ey e R 1y
' _1—2 14 142 21 1tz
’1183) y— 2$2 Dl—x n - xg - 323 lgr:t\/
. x 1l—z4lgx '
~185) y =lgsinz » =cotgx
£186) y =lgcosz w =—tgx
| 2
| -87) y =gtz " T Snog
i T 2 L
. f188) y=lgcotgz=Ig to(Q_x) el
' -189) y=Igsin (x_;—g)=lgsinz » —cotg (cv——a) o
z\? x
",/190) y=1g (cosé) .
| . J ' b ‘ )
-191) y=Igsin)a-}+bx » :'———cot Vat-bz .
1 1 -
~192) y=1 cosl/: I/ ~
| ) y=1Ig eri . Mﬂ2b
. a gz _ -2ab '
«190) J——Ig (ma—btgx) » a*— (a* - bNen’z - .-
1 —194) yz——lgtga;—}—lgcos%:lgsin:c g—g=cotga: ’
N . r@ .
-195) y=1lg z)=Igz » == .

) y=lgfl@)=lg @

Der Differentialquotient des n“turhchen Loga-
rithmus einer Funktion ist gleich einém Bruoh, dessen
Nenner die- Funktion und dessen Zibler del Diffe-
rentialquotient der Funktion ist.

. Funktionen von der Form y = f (x4, v) = u?, worin u und »
. Funktionen ven z sind, werden nach Formel (10) differentiiert.
B _ SN

|
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. _ P _
Es ist dann %=vu""‘1, %zu" g, und
d dv § '
d_gyc ur—1 —+ wlgu - = _(21)__

du/ dw

\/Belsplel y=(az)™®; ““‘”’7 V=ML =% T ‘

A oo lge R
' - d dv
2. l},eispielz y = (sin x) ©*8 #; -J%—cosx, dr —sinx;
| e '
L dy cosxz—1 1o sin .’L‘)
ﬁ—(smx) (cos?x — sin®zlg

Derartige Funkfionen konnen etwas bequemer behandelt Werden,
wenn man beiderseits den Logarithmus nimmt und sich er-

innert, dass eine Funktion von y, wenn y selbst eine Funktlon
von z ist, in der Weise nach d1ﬁ'e1entnert werden kann, :

dass man dieselbe zuerst nach y differentiiert und diesen
Differentialquotienten noch mxt demjenigen von y - nach T
multipliciert.

i./?,/,l?,»e‘ispiel:_ y=2o%; lgy—2xlgz; i Zx 1-+lga;
B | . d—i:(l +lgz)y == (1 —l—lg'x).;‘ =
.,.,‘_‘:}B/ei'spielz Y= (g)x; gy =2=z(ga—1g2);
%: %}x (lga—lgz—1).

1wy
q/f,/ﬁ]‘}'é;isp'iel: Y= (1;—@“)( ° )= 2 3 @_ 7 (1 -} lg‘z)

2 _ (1_:@ ."
o ods_ 1 dy 1@ ” {1+1g(1“”)]-%’}
dz = 2%’ d=z x ‘ z &

- . da .
§,.»Beispie1: Y = \z/;:; rﬁlo= V.-.(1—lgz).

o
L
v

-~ Loy (a+bx)w(
: ;8.B,e‘1s iel:y=(a--dx)%;
oz p‘ “J ( "l_ ) _ a+

» . L - x . » -
g Bt ' a\* dy " fa\? a
: };9</=Belsp1.elz Y= (i/;) ; d—; =1 (5) [lg (E) — llf}’i

T10.(B'eispie1- y = (are tg 2)%;

- von %, deren explicite Form y=
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T
7Belsp1e1 J*—E/; T () (Jga;n——_l)

Vs

o)

'dz x2

1%

b

dy 1 g
— K |o N
Ta — (aro tg 2) (1 are tga - tg z 14 o ) bl

.
o § 6. Unentwickelte Funktionen.

Die Entwickelung der Differentialquotienten war seither
an die Voraussetzung gekniipft, dass die Funktion explicite in
der Form y=f(x) gegeben sei. Sind dagegen die beiden
Variabelen m der Weise mit einander verbunden, da,ss eine

: AFunk’non von beiden glelch Null gesetzt wird:

f(z v)=0,
so ist (vgl 8. 3) y eine unentwwkelte oder implicite Funktion
¢(x) zwar duréh f(z,y) =0

bestimmt ist, im allgemeinen aber nicht angegeben werden

. kann, weil uns die Mittel fehlen, f(, )=0 nach y auf-
- zuldsen..

Aus diesem Grunde muss das Verfahren, den Diffe-
rentialquotienten zu bilden, in solchem Falle wesentlich modi-
fiziert werden.

Die Formel (10), S 16, lautete:

dy dy du

. o4 dv
y=f 0 o= v

du d:z:+é’v dz'
wobei # und » Funktionen von # waren. Setzt man insbe-
sondere y = 0, so heisst dies nur, dass die Funktionen u, v die

W _o

Gleichung f(u,v) = O stets erfiillen sollen. Dann wird Qs

u_nd man .erhiit:
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¢9fdu dfdv
f0)=0; i T o0 a0

Nlmmt man ferner u =2 und setzt stait v als neue Bezemh—

d
nung y ein, so hat man, da ou

dx—l wird:
—0: of dy __
f (@ 4)=0; +6’ydx 0

of

ay __ o7

de - Of "
: ay |
U/Belsplel featy?—r®—0. Man fodet direki: |
d dy z -
2242y y_O, und daraus is= "y K

: . of af dy  «
oder nach (22). %—2:&, %_-Qy, 5=,

Aus der hier darstellbaren entwickelten Form:

) v dy x . x .
y=Vr*—a* entsteht: -— = — —=—=——.
dx I/,'.z_xe

dz nyr—1 —;'( p)n—x—;x
x‘ﬂ
Nach der Formel (22) giebt es:
af _ of dy _pa?—1
o p—1 I __ n-—1 v __
gz PP dy " G nyn—1 HSW.

Will man die bei Funktionen in der entwickelten Form:

vorkommenden Nenner, Wurzelzeichen und dergl. vermeiden,
d
80 geht man zu den unentwickelten Formen iiber. Statt - y

wird gcwohnhch Yy’ gesetzt.

3. Belsplelz Y=

1
’;{‘ '/‘,./ W ?

22)

- 3
\ 2
| 198) y'e (z+a)®

dz

f=y*2®—1=0; 3y°y «*-|-2¢y°1 = 0.,.? i
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’ 2‘?/ ’ ’
y = —5 oder: y & , wie auch duxch dlrekte Ab-

—B\F

leltunv aus der entwickelten Form.

4 B,elspxel: y=xVE ?/_ a'—l—b.ﬂ
(.~ a—bz' 2 a—ba’

f=bzy’+bz® —ay®L az?=0;
bJ +2bzyy 4 3b2® — 2ayy’ +2ax_0,
: , by*4-3b2* 2ax
2ay —2bxy

y =

95 Belsplel y—Vx+[/1+x oder f=y* — 2y%z —1 =0;
4y1—4yxy—"J —O,J“ x -V__H/l_Hs-

2(J — ) 2!/ ,Q:-
Aufgaben.
of . af dy
) f=azx+| y—]—c‘_ 0; Epeiankc? ay b, ds="%"

If 2z df 2
197)f_—+——1—0 5= szb_{’
dJ__b2 . b e

dz a’y dYdt—z v

— (@ a)*=0;

@ —a)*
i 3@+@25ﬂ~wx—@,
_3@tar—y ,Vﬂqi L/???‘
dx 2y(x—a) Y z—a (x——a)
199) f=a®—¥ — ¥ — 0; a_,«_‘ax Ulga—yx-/ 1

d
Y cosx_ﬁl.

dz giny - H//’

200) f =sinz — cosy = 0,
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o 3 |
201) f=e¢*t+¥ —a*=0; %-:e”j*‘y—axlga, g—;=e””+y,

dy : o
2_~  da ——1—{_—lg}a.//,,

o f af
202>/,f'= 8az+by_c__%0; .*a—x=ae“?+‘bu, 5? = beax+éy’
v ody, a _ ) _ .

dz— b Aus der einfacheren Form: ax—l—byz,lgc.

folgt das gleiche Resultat

(ew—1)(ey—1)—1 0, ﬂ:ew('ey—q),.

&3)

oz

of _ dy . e—1e & N
j294) f=ay__e\/b—a:=0’ l °” ’ if_‘=a/:
[ z  /fb—a Y
S Pt A

az  2/b—z v : o

N of : ‘ ’

i 208).f = cosz — z cosy = O; ag = — sinz— cosy,

ﬁ—xsmy, dy __ sinz 08y

dy dz  zsiny )
1 206) f=y (x—[— sin ) = 0; man erkennt leichf, dass die.

_~Bo gestellte Aufgabe uns lediglich auf dx =0 oder
dy =0 fiihren kann.
wenn entweder y = 0 oder z - sinz =0 ist.

207) f=xsin(m—y)—(x+y)=0; Z—f=sin(~'v—'y)+~’v005(x—y)*1.

V7 of 1 dy . sin(z— J)—[—a:cos(a:-—g) 1
' Jy y)— ‘da geos(z—y) 1

7y =—xc0s(x'
In den folgenden Aufgaben sollen die partlellen Dxﬁe~

rentialquotienten nicht getrennt entwickelt, sondern es soll-

unmittelbar nach der Formel dlﬁ'erentumt werden:

f(x,y)=0,_ . +ay-

Denn das f verschwindet nur,

—F
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208) f=y°—2pz —0; 2yy —2p=0, o Jﬂ |

----- WA= l/—l—!f-——c—O,Qai/—l—%l/zf 0,
y—"—i/axb/

210 f——aresm———lvx 1 : r - ___1_:
5,_,~) Y !/y —2® yl/y"’—x?y’ 2=
SO ] 4 o
x?
N F =y 40— (aztb)? = 0: gy’ —}—x——a(ax—{—b)~0
212)f = (x— )+ (v — f)* -+ 2 Awy — 0;

AT —a+-Ay) -ty — g+ Aa)y =0.
213) f=9*@*—1)—az®=0; y@— 1)y 4tz —a) =
YT — @2+ by+0) (254 FyF7) — ma—ny® =0,

i

7 et 0y)(est-By+y)+(a+By) (am+by+o)

=2mz—2nyy =0.
(@ ¢* — ) (az+by)—m z? — ny® = 0;

2(x+yy)<ax+by)+<a+by)<x +y*—1
—Zmz—2nyy =0.

216) = (1 — a2) (3° 3% — 4 = 0;
/a2ty —an) =0,
i (1o (100 2) <o

¥ e
07 e

(1_;_')(1“,+ )+(y'——)<1+ . )=

218} 7=

.«/

P =@ty —az)—a*@+y)=0;
A —an)@rt2yy —a)—a? (x—I—J?/'*)~0
(209) F=2%y* — (@® — %) (y + b)* = 0;

cy®’ 2ty y +x(y4-b)° -(H—b)y (@®—u= 2)~~0
5220)° F=0%—e=—v=0; a%lgdi—eo— y+e~—yy—o y’=1-lga.
Einfacher so: mlga—x—_J, y=1—lga.
221) f=y*—2ye” - 2zlgy —0;
vy — e +y)Flgy+ay—ly —o.
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Bl

1 2{2’})’?= sin 2 — sin (2y — 2) = 0;
w7 cosz—+ cos(2y — 2) — 24 cos(2y — x) = 0.
"f,; 223) f=ysinz4z2y?Facosy -4 b= 0;
Jcosx—l—y sinz—+22y(y+2y)—ay siny =0.
“224) f=¢e%cosy —e¥sinz = 0,

€T cosy — e¥ cosx — (e siny + e¥sinz) ' = 0.

225) f—51nx+81ny—|—sxn(x—',—y)=0
, ___ cosz—cos(z-|y)
y= cos i - cos (z--¢)”

§ 7. Funktionen von. der Form:

z=0@), y=¢ @

Oft ist es zweckmissig, y in der Weise von z abhingig

zu machen, dass man beide als Funktionen einer dritten

Variabelen darsteilt, indem man setzt:

s=g (), y=4

Kann ¢ daraus eliminiert werden, so erhilt man die ent-

sprechende direkte Beziehung zwischen z und y wieder. So
geht z. B. x =rc¢osf, y = rsint leicht in f—x 4 y*—
=0 iiber.

Da ¢ in diesen Formen die eigentliche uhabhﬁ.ngige

Variabele ist, so legen wir ihr die besonderen Werte ¢ und ¢,/
bei und erhalten die entsprechenden Funktionswerte:
‘x:—:q)(t) z = ¢ (4)
=¢® Yy =¢ (51)7

die wir zu folgender Identitit zusammensetzen:

Y1—Y
hW—y b —t | (A)
X —x X, —%

t, —1

Da nun der Ubergang von't, in ¢ auch diejenigen von z, in
z und von g, in ¥ zur Folge hat, so gehen alle Differenzexn-

45

. quotienten in (&) gleichzeitigz in Differentialquotienten ﬁber,

und wir erhalten:

ol

dy :
dy at 03)
P (
at
dj dy dz L dy _dy dt
Unter de1 Gestalt: T ds a1 oder: dz=dt az | ist (23)
-nur eine. Wiederholung vop Formel (6), S. 11.
?,/1/ Beispiel: z=acost, y = b sint; :ZZ—";U = — a sint,
dy Ay b -
It b'cog. t; i " a cotg . Wird ¢ eliminiert, so erhilt man

) C oy z® oy b
die Gleichung: f="5+35—1—=0, oder: y=—_ Va — 7,

und daraus fir den Differentialquotienten die belden Formen:
ay bz, dy  —bx
J?—_aw’mméw"qu:;?

Vw—
Formen des Dxﬁ‘elennalquonentcn sich auf einander zuriick-
fuhren

lassen die 3

' b
Da nun cotg t=='a—x und auch =

A . ., dz
_%2-:"Bexsplelz z=1tcosa, y=~tsina-}0; 71 = %4

a . ay . T ’
d_? = sin a; o—l—i = tga. Wird t . eliminiert, so0 entstehi:
' dy
y=xtga-b und daraus: T B
e Aufgaben.
226) y=at oAy
z=a(l—% dz N
?zfsa—t _ab—1"
- b " T hla—1)?
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220)y

_ "'/ z = 3/2t3 -

230) y= (e“‘-1)3
) ““I_‘__,»’ z— (e‘” 1)2

Y
aay y— 2020
| 3a—~2t

. at

23 )/—sm“’t

r=2s8n2t

t//3)/1/~bsm t
z = acos®t
234) 4y — 1 — cos’
\/c=t—sint

bt
235) y = acos® -

2
bt
rx=0btg—5 5
236) 'l/:"—=tgt
: b= ostt

237)% = sint —tcost
xz=co8t-}-1{sint

. B A
238) y = 4 sint|-sin 5

. ’ t
\/v = 4 cost - cos

T v

239M= t—o00st

V/”a;:t——sint

2

Sy
(S

|

&
B

I
l

I

ol ==

=3 —1)

_4(@—1°QaT1)
3a’t

=%tg2t '/

| : | - - : ' 47
Casin? | :
240) y< -
, _Q}Z’/l—l—bcost dy __ab--acost
: 7 ccost dx . csint
1 cost : '
941) y ==%in¢ (cos 2 £)} =__'cotgﬂ3t
% = cos ¢ (cos 2 )} ”
. sin®t '
242) Yy~ ———
\/ (COS?t)z : — ——to 3¢ -
_ cos®t no®
‘ (cos 2 1)t
243) y = 2sint —sin2¢ W o tedf
- LZ=2cost—cos 2t S R
244) ?/=(a+?‘)sint—-asin<%_1)i Qv S atr
‘ i:tg t
L atr x 2a
| 2 = (a—r)cost —acos a ¢
’ 245) y=arcsin—t C :
1+ | —1
1 _ n T 4.
Z==2re eos ——— '
Vite

§ 8. Dxfferentlalquotlenten hdherer Ordnung.

Entwickelte Funktionen Der Dlﬁ’erentlalquohent von
y—,‘(ac) ist wieder eine Funktion von z und kann deshalb
den nimlichen Operationen unterworfen werden, durch welche .
er selbst aus der gegebenen Funktion hervmgegangen ist.
Wir kénnen also setzen:

df (x) ol (H—Ax)—f ()
dz
{f(x+24x)—f(x+4x) f(x+4x)—f<x>]
Ax ' 4z dx
zhmf(x—}—zdx) 2f<v+Ax)+f(x)
A
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den Zihler des letzten Ausdruckes sc]nelben wir 4(df) — 4*f
— A(dy) = 4%y und erhalten: ' :

Arw o dF Ty
P —llmdx,d,—lunsz
Wir gebrauchen hierfir die Bezeichnung f”(z) oder y”, so dass:
" _ oo af’(x) _d (dfy __ &*f
y' =1 = dz  dz\dz) dz* e

Ebenso setzen ‘wir

sy __ prrs d/‘”(x) . d dgf _ d2 df d3f
v =" 0= _ﬁ(d—x“’ =az\dz)" az
u. s. f. Diese Ausdriicke ‘
¥’ ¥y e Y™ oder: (), (), (@), ... ™.(2)

heigsen der zweite, der dritte, ... der n* Differential-
“quotient und generell: Differentialquotienten hoherer

Ordnungen.
1. Beispiel: y=u7; dJ—pxP*l 2‘?/Azp(\10—1)&:1’—2
" dx " dzx?® A
d®y
e — 1)(p—2)a?
dn
__.____ R —_— p—n
gan =@ —1)...(p—n Doz
2. Beispiel: y=sinz; y =cosz, y”’ = —sinz,
Yy = —cosz, ¥y’ =sinz, u. s w.
3. Beispiel: f(z)=e®; f'(z) = €% [” (x) = %, usw.
Aufgaben -
d‘l
'246') Y =z° : 0#{1:656

—120% (a—b)®
— 124~ 122410

_ 9\/x
"250) Y= l/zzz_’_—xl » = T | / (a ___xa)::

,‘2/47)‘,1—(a——ba:)4 ’ T,
-248) y=a*—2a°--6z*f-2

r;%m)wzv@- y =

1

_ ‘szzyf -

f

—\/a—}—bx

%@g-xa—@

.v255 =z 4=
,}jj,+
z
””@ﬁ—(tqp
DY)y = em '

] -wwfy__amw

959)”:}/ — gy’(x)
‘)@/) .t‘/l/ e— 7:?
fmqjxha+x)
26%) 5 — alg
"63) y ztlgx
: Pl ] 5z
2 = o
264y e
- 265)y =sin(a —2x)

{VX
= ’“267)31 = are cosz
268) y = zesine
: e
L 08 .
-i}W?—Q)

y=aresin ——_—

1— co3
sinz

Do
1

g

xr
Vit

2 e
M&ucsm 1—2

142
Dolp, Aufgaben.

253,}-y=a:'—|—\/(x'—a)"‘ '

.

I
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m° emx

—am® (mlg a)®

—W¢wK¢@D~%¢%m

=922z = Ve = _
2(1—2% ’

x

%3+2lgx

TVa—ay

= M2 (2e084 + 2 cos’r—z sinz) |

) (-irotear).
o0z '
BCERrSL
4z

T+
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\272)-‘):’ arctgi—; ‘ dm =
\)%/#xs ./ z654$3
: 1.2.3
\ngq_,— | N
_ s 1.3
LUy =1z o Ty

' 253
ng(a—}-bx) =
\E}w y =sin(nz) , = — n®cos(na).

dy dy dz
Ist y = f(¢) und 2 = ¢(#), s0 ist 5> =7 -~

27 .77, Wird auf
dz dzx

beiden Seiten nochmals differentilert, so entsteht nach (6), S.11:

d*y (Z 'y d’z dy
dz® (dw) +dx sz
Eine weitere leferen’smtmn ergiebt: 2
Py dz d°z
d? d®y dz d*z d*y d*z dy (d*y dz 42
Eﬁ dzj <da:> +2 dz dz* do* +dx3 dz+clzq dz dz*’
. 2 o d3
@y _dy(de)® | gd'y ds &z dy 07
dz® dZ’ \d=z T332 dw dm“‘—‘—da ax’
Beispiel: y— (a-bx®)* =75, s=a-ba% " :
azy d*y dz d*z —9b _0;

d —6, 5= =203, 4
ZZ%—_—_—_S 2’ &5——6”7 —d—: 6’ d.x bej dal‘l ! d [ 3

ég—yz 24b%x (3a -} Hbz®).
dax®

Unentwickelte Funktionen Implicite ist y eine
Funktion von , wenn eine Gleichung f (w 1) ==0 den Zusammer-

bang zwischen # und ¥, ausspncht Wn‘ leiten den Differential-

if dy

quohenten% aus der Gleichung: 8 -—}-ay ax =0 ab.. Wird

. . . 9f " ‘
nun der partielle Differentialquotient 72 nochmals partiell nach

« differentiiert, so erhilt man den zweiten pariiellen Diffe-
~ rentialquotienten der Funktion genommen nach = und be-

51

32 ' 92 :
zeichnet ihn dureh 83:]; Ebenso wird durch 83/]: derjenige

Differentialquotient bezeichnet, weleher entsteht, wenn man f
zweimal partiell nach y differentijert. In ganz analoger Weise -

i (a f)
. . 9*f dx
haben wir untet ;9735 d. h. _6?7/—

quotienten zu verstehen, der dadurch gewonnen wird, dass
man f zuerst partiell nach z und dann partiell nach y diffe-
rentiiert. Von ihm unterscheidet sich der andere Differential-

, a(3f>
a‘l
quotient \9y) oder A

dx dx dy

denjém’gen Differential-

dadurch, dass bei seiner Ab-‘

" leitung die Funktion f (#,9) zuerst nach y und dann nach z

partiell differentiiert wird.
Beisgpiel: f=2°4-32%y —y*=0;

af_ 2 af_ 2 2
-(-9———395 -+ 6zy E-—?)x 3y
o f oy
ax‘z—Gx—}—Gy ayz_—ﬁy
o f o*f
dzay % dyos 0%

o f dtf

In diesem Beispiele 1st. 259y oydn Es soll nun nachge-

wiesen werden, dass diese zwei Differentialquotienten, soweit
sie mit z und y sich stetig andern, einander identisch gleich

‘sind.  Setzt man in:

ﬁ i f(xn\/)_“f(zay)
oz L —Z
an die Stelle von y die besonderen Werte y und y,, bildet

den Differenzenquotienten und geht zur Grenze iiber, so er-
hilt man:

(af} f@uy) —F@y,) _f(xn./) f(qu)
dx o o, — r,—

= lim s
Jy Yi—Y '

4%
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wobei durch lim der gleichzeitize Ubergang von #, zu & und
von ¢, zu y angezeigt ist. Ebenso entsteht aus:

. @) — @)
dy Yi—Y ,

durch Substitution der besonderen Werte # und 2, und durch

analoge Differenz- und Quotientenbildung der Ausdruck:
(af) f(xﬂyi)——f(xuy)__f(xayj)_‘f(x:y)
9Y) _ tim Y —Y e

Az ' Ly, —
in dem sxch das Zeichen hm wiederum auf den gleichzeitigen
Ubergang von z, zu z und von g, zu y bezieht. Da jeder
‘der beiden unter dem Zeichen lim stehenden Ausdriicke. sich
auf_Idie Form bringen ldsst:

f(xl’yl) f(xl7y) (x')-/l)—'_f(x’./)
| (@, —2) (4, —9)

so miissen die angezeigten gleichzeitigen Gxenzubergange auch

zu gleichen Resultaten fiihren, d. h. es muss sein:
af af

) D) o

Tay  dx % Gyon omay

Doch ist zu bemerken, dass die ganze Beweisfihrung nur
fiit ein solches Werthegebiet von z und ¢ gilt, in welchem
fir beliebige Anndherung des x, an z und des y, an y der

Grenzwert
(xUJI) (xuf’/) f(29,) +f(x1 Y)
(@, — ) (y, — ) :
endlich und stetig variabel ist.

1

Soll nun auf beiden Seiten der Glelchuno' f+6f dy _ =0
dx ' dy dx .

nochmals und zwar total nach z differentiiert werden, so muss

man sich erinnern, dass g—’; und —g—g die beiden Variabelen &
und y entbalten, und dass daher die Regei Anwendung findet:

Wenn F'(z,y) =0 ist, so wird:

. 53

z,y) OF  4F dy

_ d:zc T 6’x+ dy dx'

Hiernach erhilt man: ’

O*f | f dy o*f a
) yydy af

ax2+axay iz T 6’x81+6’y dx)dx+dx ay =%
und daraus gewinnt man durch die Substitution éﬁ= _9f : of
dz dz dy

und die geelgneten Reduktionen schliesslich die Formel:

- 9 fof *f dr af of
d%y c?x <8J) 23x8y oz 8J+8y (8:6) (24)

dat o (ary
| {#

Da die bisherigen Erliuterungen ausreichen, um auch die

-noch hoheren Differentialquotienten einer unentwickelten Funk-

tion herzulexten, so unterlagsen wir es,' die besziiglichen all-
gemeinen Formeln hier besonders aufzustellen

1. Beispiel: f==y? +b2° —2ay~t-az—b—0;

af af
2
I op L
ozt Jy?
a*f : 9 f
- —0 LCr
oz dy c?Jé’x—O
Ly 40(G— )+ @bsfap
d x? 4(y — a)?
2. Beispiel: f—ete—bv __ ¢ —;
ar a
d2 . o2
8«;’:=a23_m_by #.:=b“’eaw—bﬂ
. 32}(' agf
— -
axay ‘abeaa.f: v . -a—ﬂ;:—abeax by
| @y _
da?
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Die Form axz—by= lgc | ermoglicht einfacher das gleiche

Resultat.

Aufgaben:

Statt der Qollst'&ndigen Losungen geben wir hier nur die
Teile, 2us welchen jene nach (24), S. 53, zusammengesetzt werden.

278) f=2°—aty-+y° =0
(‘;—’;—-3{02——2933;
g%#ﬁx—Qy

219) f—(z*+y®)*—a’(@*—y*)=0

g—2$(2x2+2y*~a“)

~9

%§=12x2+4y2—2a2
280) f=eu% —gesit¥ =20
g—’c=eSinx§osx——eSiﬂy
z
' ng——cs"‘x(cosx sinz)
281) f=y-tye “—xz=0
| £=—yé—x~1
azf —ye®

282) f= smx+<;mj+°»l'1(x—J) 0

zg = cosx—l— 08 (. — y)
2
9 t: — sinz—sia(z—y).
dx* -

f
3y
02 .
ay® 20y

a*f
8—y895__2m'

2

=Hyt—u

N

| -a-f=2y(2x2+2?/2+a2) |

k |

2
g—?/-~121 —{—4x2—5—2a
af
éxé@_s”f'
of
d

\,}

L gzesih¥eosy
dy .
2

3 - — g esinV (siny — cos®y)
y* Y

9

f psiny
r___ c0s ¥/.
dyda ¢ (5

a—f—l—}—e—x

32f
T
af
dyda
8f~

?.

Q)
\h

-——smy—sm(x——y)

f
d

v
Q,R-\

R

= sin (£ —y)- .

v
<2

‘dx T 1—0®  dt

s

'1. '. . 55

Funktionen von der Form: z=—o¢ (), y=24¢ ().
Der elste Differentialquotient ist unter (23), S. 45, entwickelt:

dy dy dz
dz  dt di’
Wud auf beiden Seiten nach z differentiiert, so entstcht
d*y dt dz d’z dt dy

d*y dt* dz dt  de® dxz dt

dz® dz\?
. dt

Unter Beriicksichtigung der Relation‘g—;— 1: Z—g—; geht diess
Formel ﬁbgr.in O dy {fo_d_xd_y
d*y di* dt  de® dit
d.’L“—- dx 3
dt
Aufgab.en.
283) y=bsint ey b
Z =0 cost dz?  a®sindt
284) y—a (1 — cost) y =
z=a(t—sint) 4asm“§
285) y ==sin”¢ 0
. z=c0s2¢ A
286) y =ea!?
r=e—at ? =2¢3“'

Der zweite Differentialquotient kann aus dem ersten auch
auf folgende Weise abgeleitet werden:

dz? dt dx
Beis?ielz y=l_t', z=Ilgt, |
dy ¢ dz) _ 14t dt ., dy_ 24t

A—9* dz ' dz* (1—ip
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J

g 9. An'wendhng ‘der Differentialrechnung zur Ermittelung de'x-'.

Werte unbestimmter Formen.

Die Formen 9 undf.
-0 co

Fupktionen ¢(z) und ¢ (z) fir den nimlicher Wert =g

S;E g hat dann

fﬂr % =a den unbestimmten Wert f (a) = 9 Dass aber trotz

velschwmden Ein Bruch von der Form f (x)

dJesel Unbestimmtheit der We1t ein bestlmmter sein kann, soll

zunachst an Beispielen: ellautert welden

1. Beispiel, flx)= ot f(a) =3 Werden aber
vor der Substitution z=a Zahler und Nenner durch (z— a)
dividiert, so wird f () = z tt—l—[i;cj_ , woraus dann f(a) = 3a
~ gefunden wird. ' _ o
2. Beispiel: f(@)=——, f(0)= o Zieht man 1 von

. der Reibe fiir e* ab, d1v1d1ext den Rest durch z und setzt

dapn z =0, so findet man f(O) =1.

—o08: 7:, f(0)= o Die reducie._rte

3. Beispiel: f(z)= e
' 2singg _ 1 o
Form: f(z)= — = —giebt: £(0) = =-
4sin25—ccos 22 90052 ” ' o2
2 2 2 :
4. Belspxel f(z) = *—Va’s z. f(a )__

i/c't_w—

- (ZVEVE)
a) = = (Z ax a
f() (l/\ l/(L' _V; z=a ( _l—l/ —'_ )m—a
Als Ursache der Unbestimmtheit zeigen uns die Beispiele
den Umstand an, dass Z#hler und Nenner einen gemeinsamen

Faktor besitzen, der fir = a verschwindet und so zugleich -

Es kann sein, dass die beiden.
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Zikler und Nenner auf Null bringt. Statt nun, wie geschehen,
diesen Faktor aufzusuchen und vor der Substitution dufch
Division zu entfernen, bedienen wir uns mit Vortell der
Methode des Differentiierens. Ist

0

_ @ _o(@
f@ =5 md FO=20—5

g0 ist flad-0)= [M] nicht mehr unbestimmt und
- : r=a

6@+
gebt in f(a) iiber, wenn J die Grenze O erreicht. Da weiter
¢ (a)=0 und ¢ (a)=0 sind, 8o kann man auch setzen:

p(@-+0)—o@)

@+®—-mﬂ_ Erd—s
Flat0= [w@+®—v@)rw_ $10) 3@
. ' (z+9d)—z r=a

Lassen wir ¢ in Null iibergehen, so yird gleichzeitig:

im f(a+-9) = f(a), |

i 1 2@ 10— 0@
RIRas =

Hm [s" (9(0 -}-—F "();)“‘_ ¢x(x>L W @k=a=¢ @)

= [¢" (@) —a = ¢’ (a),

| o) =5, (@)
1 Beispiel; f(m)=ZEZ§=x3a,'_i;£itj_2,.f(2)=%
¢ (2) =2z —5, ¢’(x)=3x2f4x_1 f(‘z):z:—%:_é.
2. Beispiel: f(x)——s-‘ﬂf, £(0) = (%”)MO;L
5 Beispicl: () — =l fO) =3, ¢ O—lga

¢ ’O) (@* +za®lga)e—o=1, [(0)=lga

Es kommt vor, dass ein Bruchwert auch in der 'n_euen
Form noch unbestimmt bleibt, indem ¢’(a)=0 und ¢'(a) =
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ist. Das angezeigte Verfahren der Wertermittelung muss dann
bei der neuen Form unverindert wiederholt werden.

. 23— a’z-t-a 0
4. Beispiel: f(z)= 5 3az2+—[:z3 ; f(a)=5, daher

| 32 —2az—a? 0 6z—2a
f(“)"[ 62°— 6 az L=76 und f()_[12x 6aL =3
sm2x——2smx .
& _—x 2 2) f(O)-——- Dle

Unbestimmtheit verschwindet erst nach dreimaliger Differen-
tiation von Zihler und Neanner, und man findet:

CJe” @1 _ [2cosz—8eos2z]
f(O)— [Sﬁ,”(x)jlx:?[ 2 ]z:7~3.

Will man von der Voraussetzung ausgehen, dass o (x)
und ¢ (2) nur darum fiir z=a gleichzeitig verschwinden

l\'.?

5. Beispiel: f(z) = 5

(2b) etwas kiirzer auf folgende Weise entwickelt werden:

o) @—me® , . e@.
f@= 0o~ t—ax@ " r@’

o @) —o@+@—a)e @, ¢@)=r@)+t@E—ar @).

Fir = a, aber auch nur filr diesen Wert von x, wird -

V@) wd @) =5.

e(a)=¢'(a), =(a)=

Auch eine geometrische Ableltunw der Formel (25) 1st :

moglich. Weunn 4 B die Funktionskurve des Zahlers « = ¢(z),

A C diejenige des Nenners v=¢ () und ¢(@)=0, ¢(a)=0

ist, so miissen sich die beiden Kurven in dem Punkt 4 schneiden,

da ibm die Werte x =a, =0, v=0 entsprechen. Nun -

" sollen dem belichigen. Werte z-=OP die Funktionswerte
1% =@ (2) = BP und v—¢(x)_CP zugehéren. KEs ist dann
—a)tga iga
x —_—‘—: - _ .
(0= = —ap s
Geht z in a iiber, so werden. die Sekanten AB und AC zu
Tangenten der entsprechenden Kurven im Punkt 4, und damit

L
weil sie den gemeinsamen Faktor (z—a) besitzen, so kann -

B9

Fig. 4.

geht zugleich tga in ';a’(a), tg B in ¢ (a).iiber. Fir z=a

ist mithin
¢
flo)= (” )x a ?”’(“)‘

Wird £ (a) = [:Z Ez)} z, s0 ist f(a) = T(x) =%
¢ (@) fr=a

und damit  ist diese Form auf die voxhe1gehende zurtiek-
gefiihrt. Wir finden so:

oA
o) — (¢ (z)]? z _
Fla ¢l [sp ) <y <x)” o
VO e @
f@=5 0 @, fo— 50, (26)

Hat ein Brueh fiir z—a die unbestimmte Form

0 . . . '
5 oder g, 8o findet man seinén Wert, indem man
Zihler und Nenner differentiiert und danr erst

x=aqa setzt.
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Aufgaben.

.u/fu——é;';i—i =g
L/};/': a:—1 f)=n

e L N
290) zx3;|;4_x;;ix1_;s f(iﬁ)%'—
L

29 . =2V () ——z55
R = I

294) =w2€f?;?3 f(@)=0

| fr—a
o9r) , VREEE e ) 18

n | a_ ___
. _ z “ )
296) » = ;= fO) =5
, T 9
297) Ry Py P £(0) =
xecosdf )
298) » T 1—sinz—cosx fO)=—e
)  x—sinz -
. x_l .
00, == fO) =lga
lgx S .
W = eer fy—o
g __ : . “
02) =", f()=lga—1

303) f(x)=

304)

305)

306)
1307)

308)

309)

:310)

311)

312)

313)
314)

- 315)

~ 316)

317)

318)

l(x'
’v—-|—3x

#1w+@—ma

z
g2Vt —a
a
V't —a

_Sin(nz)

x
sinz

" sin22
__sin(ax)
~ sin(b2)
__ 2sinz—1

cos3
X eoST

- z—sinz
ZeosSx —sinz

Z°
sin22 —2sinzx

T2 _2_9g%

2tg®x — cotgz — 1

2sin?z—cos®r — 1

tg?z —2tgx—3

=tg2x—4tg:c—}—3
__aresin (2 —x)

Va®—3zF2
arc sin M
' a

Va*—a?

__arccos (1— )

Ver —z?

__lg CoOSZ

x
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o=t ()0
320) , —ESde) =3
so1) , — '8k fle) =0
a) , =L fle)=0
w =g ()=
320) , — it r0=7;
325) =—5-—n F0)="2.
cotg 75
Die Form co—oco. Wenn in f(z) = S%—g% nu

¢ (a) und ¢(a) gleich Null werden, s0 ist f(a) =oco—oco. Man
setzt dann vor der Substitution z = a statt der Differenz den

Quotienten [¢ (2) ¢ (x) — 7 (@) ¢ (x)] & (x) o (z), weleher fm x=a

- die unbestimmte Form 0 annimmé. .
: .‘ 1 1 sinz—z° :
326) /(x)za?—sinx=_ 23 sin z f(0) =00

i e
¥ 50 T 1
301y , ——° 2% ’(2)
: cotgz coSZ

. 1 1 1

328) ~x_1—]g—x =—3
1
929) 81x1x+]g (1 z) A 2
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Die Form O.co entsteht, wenn in f@)=¢@). ¢ (@)

fir =a der eine Faktor verschwindet, wihrend der zweite
unendlich gross wird. Man giebt dann der Funktion die Form:

7)) o . o)
f(a,):—_ ?("c) | _:6 oqer :c_o’_
¢ (@) Jo=a
je nachdem ¢(a) =0, ¢ (a) = oo ist, oder umgekehrt.
- 381) f()— o lga” FO)=lga
T
333) . :(1—x)tg§x | f(1)_;
334) , =arc sin 2 — 2. cotg (z —a) fla)= %
335) , =(1—sinz).tgz f(i;):o.

Weitere unbestimmte Formen. Die Funktion y —
worin % und v Funktionen von z sind, lisst sich auch se

~ sohreiben y = ¢¥18% weil lgy —vlgu. Wird nun fir 2 —a

1) u=0 und v=0,

2 u=x , v=0, -

so ist y =09,
n »n & —0007
Nu=1 , v=00, , , y=1%,
Wenn endlich y — /w ist, so ist
, 1

lgy=%lgu, oder y—e® °". Wird damn fir s =a

4) u=1 und v=0, so ist yz\o/f,
5) u=0 w U=0CO0 5 =»n y:C{)/aa

6)9,&:00 » V=200, , y:%.

In diesen Fillen wird der Exponent von e gleich 0.co.
336) f(2) —2° FO)=1 .

337) g floo)—1
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338) (@) — (s f{;’—)——:i
339).,, —(sinz)tE® f{-’zf).:;.

Anmerkung. Wenn, wie es vorkommt, die unbestimmie

Form irgend eines Ausdrucks durch Differentation nicht be-

seitigt werden kann, so nimmt man in der Regel dazu die
Reihenentwicklung zu Hilfe.

§ 10. Maxima und Minima der Funktionen.

Entwickelte Funktionen. Wir setzen voraus, dass die
Funktion y =f(z) von z=2x, bis z==,-4h endlich und
stetig variabel sei (S. 7). Man kann fiir die Stellen « dleses
Gebietes die Formel (2), S. 7, so schreiben:

[+ d2)—F @) —d[f (2)+]

wobei e eine verinderliche Grosse bedeutet, welche mit Az
gleichzeitig unendlich klein ist. Nun nehmen wir an, f'(2)
gei von Null verschieden. Dann kann man 4z so klein
wihlen, dass |¢| < |f'(#)| wird (vgl. S. 6); dadurch erhilt die
eckige Klammer auf der rechten Seite der letzten Gleichung
das Vorzeichen von f’(z). Da die linke Seite den Zuwachs
der Funktion f (x) darstellt, so konnen wir sagen:

Ist der Differentialquotient f~ (a:) von Null ver-
schieden, dann kann man um z ein kleines Gebiet .

derart abgrenzen, dass in ihm bei positivem f'(z) die
Zunahmen der Variabelen und der Funktion dasselbe

Zeichen haben, wihrend sie bei negativem f’(z) ent-
Mit anderen Worten: -

gegengesetzte Zeichen besitzen.
Bei positivem f’(z) wichst die Funktion gleichzeitig
mit der Variabelen und nimmt gleichzeitig mit ihr ab.
Bei negativem f’(z) wichst die Funktion, wenn die
Variabele abnimmt und umgekehrt. ‘

" Zur Erginzung dieser S#tze nehmen wir jetat an, [ ()
sei fiir eine beliebig kleine aber endliche Strecke glelch Null,

‘negativ oder auch fiir einzelne Punkte Null

- st
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“etwa zwischen a und b, wobei b > a sein' mag. Dann setzen

wir mit Benutzung einer willkiirlichen reellen Konstanten »
(@) —=f(a) — 22z, ¢(®)—f(@)+ 'z
und finden durch Differentiation
(@) = (a) — = ¢ @) =f (@) F =+,

*P==—u?,
Nach dem oben abgeleiteten Satze wichst also ¢ (z) bestindig

auf der Strecke von a bis b, wihrend & (x) auf ibr bestindig

abnimmt. Demnach ist @ (8) < #(a) und ¢ () > ¢(a), d. h.
FO)— @< —a) wd fE)—F@)>—*(b—a).

~Wire nun f(b) von f(a) verschieden, so wiirde hieraus ein
‘ WlderSpmeh folgen, da man %® so klein wihlen kinnte, dass

IF (&) — (@) > [b— al »* _
ware. Es muss demnach f(®)==f(a) sein; und da die glclchen
Schlisse fiir jeden zwischen ¢ und & gelegenen Punkt gelten,
so haben wir bewiesen: Ist fiir eine endliche Strecke
der Differentialquotient f’(x)—0, so ist fir diese
Strecke die Funktion f(z) konstant. )

Die abgeleiten Sitze lassen sich umkehren: Wachst dle

" Funktion f(z), so ist der Differentialquotient f'(z)

positiv oder auch fir einzelne Punkte Null; nimmt
die Funktion f(2) ab, so ist der Differentialquotient
Ist die
Funktion f(z) konstant, dann hat der Differential-
quotient f’(z) den Wert Null und umgekehrt.

Die eben entwickelten Sitze lassen sich sehr einfach
geometrisch veranschaulichen, wenn man z und y als die
rechtwinkligen Koordinaten einer ebenen Kurve ansieht. Dann

di —f’(z) die trigonometrische Tangente des Winkels,

den die im Punkte (z, y) angelegte Bertthrungslinie der Kurve

mit der Richtung der wachsenden z einschliesst (§ 2, S.5), und

zwar soll ‘die Berithrungslinie immer in der Richfung vom

Pankte (z, ¥) nach dem Punkte (x-}-dz, y-{-dy) genommen

werden. Ist nun die Funktion y=—=f(z) fir das wachsende z

im Zunehmen begriffen, so steigt die Kurve, wenn man sie
D&lp, Aufgaben. 5
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im Sinne der wachsenden z durchliuft. ' Es sind dz und dy
beide positiv.  (Fig. Ha an der Stelle M,, Fig. 6a an der
Stelle M,,, ‘Fig. 7a an den Stellen M, und M,.) Die Be-
rithrungslinie schliesst mit der Richtung der wachsenden z

einen: Winkel ein, dessen Kosinus und Sinus beide posmv

sind, niimlich der Kosinus __:_dx_ und der Sm__us

dy (E.s. ist dies der positive spitze Winkel a,-iﬁ

Vs Fdy®
Fig. ba, der positive spitze Winkel ¢, in Fig. 63.2 und in
Fig. 7Ta sind es resp. die positiven spitzen Winkel @, und a,,)
Ist dagegen die Funktion y={f(z) fir wachsende z im Ab-
nehmen begriffen, so fallt die Kurve, wenn man sie im
Sinne der wachsenden z durchliuft. Hier ist dz positiv und
dy negativ. (Fig. ba an der Stelle 37,, Fig. 6a an der Stelle
11, Fig. 8a an den Stellen 3/, und M,.) Die Beruhrungs-
linie in der oben angegebenen Rlcbtung schliesst mit der

Richtung der wachsenden z einen Winkel ein, dessen Kosinus

positiv, dessen Sinus negativ-ist. (Es ist dies der negative
spitze - Nebenwinkel von «, in I‘)g Ha, von a, in Fig. 6a,
von a, und von g, in Fig. 8a.) Diese Winkel liegen unter-
halb der Abscissenaxe und werden her mestellt, mdem wan die
Beriihrungslinie fiber ihren Schnittpunkt mit der Absclssenaxe
hinaus verlingert.

Hiernach kann man die oben entwwke]ten Satze auch 50
aussprechen:

Wenn die Kurve stelgt 80 schhesst 1hre Beruhlunvshme
in der Richtung vom Punkte (z, y) nach dem Punkte (x-{—dz,
y--dy) mit der Richtung der wachsenden z einen posn:lven
spitzen Winkel ein, und umgekehrt. i

Wenn d1e Kurve fillt, so schliesst ihre Bemhrunf*shme
~in der Richtung vom Punkte (@, ¢) nach dem - Punkte (z--d%,
y—dy) mit der Richtung der wachsenden z eincn negativen
spitzen Winkel ein, und umgekehrt.
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Nach dieser Vorbereitung betrachten wir eine Funktion
y—f(z), die nebst ihrem ersten Differentialquotienten einen
endlichen und stetigen Verlauf hat von z — a — ¢ bis —a -4,
Wir setzen voraus, dass f(a)=—0 sei. Dann ist an der Stelle

—a die Funktion f(2) weder im Zu- noch im Abnehmen.

begriffen. Oder bei der graphischen Darstellung darf man
sagen: die Funktionskurve ist an der Stelle x—a weder im

Steigen noch im Fallen begriffen. Man darf diese Stelle bild- -

lich als ein momentanes Niveau bezelchnen Hier sind
vier Fille zu unterscheiden: ‘

Erstens. Der Differentialquotient f’(z) geht von posi-
tiven Werten durch Null zu negativen Werten tiber, wenn
die unabhiingige Variabele z stetig wachsend die Stelle z=aq
tibergchreitet. Dann ist die Funktion y==f(z) bis an die
Stelle z—a im Zunehmen und nach Uberschreitung  der-
selben im Abnehmen begriffen. Der Funktionswert f(a) ist
demnach grosser als f(a—d) und grosser als f(a—0),
wie klein man auch die positive Zahl J nehmen mége. In
diesem Falle nennt man den Funktionswert f(a) ein Maximum.
Graphiseh findet sich der Verlauf der Funktion in Fig. 5a
dargestellt, wenn man darin x als Abscisse, f(2) als Ordinate
ansieht. Den Verlauf des Differentialquotienten f’(z) veran-
schaulicht Fig. 5b, in Welcher z als Abscisse, f’(z) als Ordi-
nate aufgetragen ist.

Zweitens. Der Differentialquetient f*(z) creht von nega-
tiven Werten durch Null zu positiven Werten tiber, wenn
z stetiy wachsend die Stelle z—a iiberschreitet. Da,nn ist
die Funktion f(z) bis an die Stelle £=a im Abnebmen
und nach Uberschreitung derselben im Zunehmen begriffen.

Der Funktionswert f(a) ist demnach kleiner als f(a—d)

und kleiner als f(a-+0J), wie klein man auch die positive
Zahl ¢ nehmen moge. In: diesem Falle wird der Funktions-
wert f(a) ein Minimum genannt. Graphisch ist der Verlauf
der Funktion f(x) durch die Ordinaten in Fig. 6a, der Ver-
'auf des Differentialquoticnten f’(z) dwreh die Ordinaten in

" g0 nennt man diesen Punkt einen Wendepunkt.
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Fig. 6b veranschaulicht. Die unabhingige Va.rlabele z ist in

‘peiden Figuren als Abscisse genommen.

Drittens. ‘Der Differentialquotient f’ (z) ist pos1t1v fiir
z—a— 0, erreicht stetig abnehmend den Wert Null fir z=a
und nimmt nach Uberschreitung dieser Stelle stetiz zu, so
dass er fiir x—a+6 wieder positiv ist, wie klein aueh ¢
genommen: werden moge. Dann ist die Funktion. f(z) vor
and nach der Stelle z=—¢ im Zunehmen begriffen. ‘Sie hat
also an dieser Stelle weder Maximum noch Minimum.
Die Funktion f(2) wird durch die Ordinaten in Fig. 7a, ibr
Dlﬁ"elennalquotlent f’(z) durch die Ordinaten in Fig. 7b dar-
gestellt. -

Vlertens " Der " Differentialquotient - f(a;) ist - negativ

fiir z=—a—d, erreicht stetig wachsend den Wert Null fir -
" =0 und nimmt nach Uberschreitung dieser Stelle stetig
. ab, so dass er fir z=a-|-J wieder negativ ist, wie klein

auch 0 genommen werden moge. Dann ist die Funktion' f(z)
vor und nach der Stelle z=a im Abnehmen begriffen. Sie
hat also an dieser Stelle weder Maximum noeh Minimum.
Ihr Verlauf wird durch die Ordinaten in Fig. 8a, der Verlanf
des Differentialquotienten f’(z) durch die Ouhnaten in Fig. 8b
vor Augen gefiihrt.

[Wenn eine ebene Kurve in einem gewissen Punkte von
einer geraden Linie zugleich bertihrt und geschnitten wird,
. In dem
dritten und vierten der eben unterschiedenen Fille hat die
Fanktionskurve emen Wendepunkt, und ihre Tangente in diesem
Punkte liegt hief specxell parallel zur Abscissenachse.]

Man kann die gewonnenen Resultate auch 8o zusammen-
fassen: )

I Eine Funktion y=Ff(2), die nebst ihrem ersten
Differentialquotienten einen endlichen und stetigen
Verlauf hat von z=—a—dJ bis z==a-}-d, besitzt an
der Stelle z—a ein Maximum (Minimum), wenn der
Differentialquotient f’ () an dieser Stelle durch Null
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hindurchgehend sein Vorzeichen #ndert, Ein Ma.x'i,~

mum findet statt, wenn f"(a—90)>0 und f’(a0)<0;
~wenn f(a—d)<<O0 wund.

- ein Minimum dagegen,
f'(a-}J) >0 sind.

. II. Wenn aber der leferentla.lquotlent f’(z) mit
wachsendem z an der Stelle z-=—a stetig variabel
" durch Null hindurchgeht, ohne sein Vorzeichen zu

indern, so hat die Funktion f(z) an dieser Stelle
weder Maximum noch Minimum. :
Wir setzen jetzt voraus, dass die Funktion y— f (x) und
ibre aufeinander folgenden Differentialquotienten f7(2), f”(),
@), ... bis zu dem von der mt® Ordnung: f*(x) von

Z2—a—0 bis  =a -} J endlich und stetig variabel verlaufen. .

Es soll ferner f* (z) der Differentialquotient von der niedrigsten
Ordnung sein, welcher fiir z=—a einen von Null verschiedenen
Wert hat. Alle vorhergehenden Differentialquotienten gollen
fir = a zu Null werden: f’(a)=f"(@)=...=f""1(a)==0.
Dann lisst sich J positiv und so. klein wihblen, dass von
£—a—0 bis x=—a-0 der Differentialquotient f» (). sein
Vorzeichen nicht Z4ndert. Infolgedessen geht f»—1(2) mit
wachsendem z an der Stelle z=—a von positiven zu negativen

Werten tiber oder umgekehrt von negativen zu positiven -

Werten, je nachdem f®(a) negativ oder positiv ist. Im erst-

genannten Falle ist f»—2(a) ein Maximum, im zweiten Falle -

dagegen ein Minimum, wie aus dem Satze L ohne weiteres
hervorgeht. Jedenfalls sieht man, dass f#—2(z) zwischen
a—3J und a3 sein Vorzeichen nicht dndert, und dass dies
. Vorzeichen dasselbe ist wie bei f*(z).
bei f—3(x) dieselbe Vorzeichen-Anderung wie bei f7—1(2),
und es wiederholen sich periodisch dieselben Erscheinungen,

wenn man schrittweise zu Differentialquotiénten von geungel er

Ordoung ibergeht.
Ist nun w eine gerade Zahl und f”(a) negatlv S0 ge-

ié,ngt_ man zu der Einsicht; dass f”(x) negativ ist. TFolglich

geht f7(z) mit Wachsendem z an. der._ Stelle T=a von posi-

Danach erhilt man |-
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tiven xu negativen Werten tiber, und es ist f(a) ein Maxxmum

(Fig. 9 4.)

Ist » eine gerade Zahl und f* (@) positiv, so findet
sxch dass f”(x) positiv ist. Folglich geht f’(x) mit wach-
senden z an dér Stelle z=a von negativen zu positiven
Werten @iber, und es ist f(a) ein Minimum. (Iig. 9°B)

- Ist » ungerade, so hat f’(x) positive oder negative
Werte Jje nachdem (@ posmv oder negativ ist.- Folghch
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bat f(z) weder Maximum noch Minimuin an der Stelle ZT=gq,
sondern nur ein momentanes Niveau, weil f'(a)==0 ist
(Fig. 9, C und D.) '

~ Die Figuren 9 hat man sich nach unten penodlsch fort-
gesetzt zu denken bis zu einer Funktion f*(x). Diese ist von
f(x) an gereehnet die erste, fiir welche an der Stelle z=—g4
die Kurve mit der Abscissenachse nicht zusammentrifft. Und

zwar verlduft /™ (z) ganz auf dem Gebiete der negativen .

Ordinaten in 4 uud D, dagegen ganz auf dem Gebiete der
positiven Ordinaten in B und C. Fiir 4 und B ist » eine
gerade Zahl, fir C und D eine ungerade Zahl Sind 'die
Figuren 9 in der eben angegebenen Weise vervollstindigt, so
hat man sie von unfen nach oben schrittweise zu durchlaufen,
um die oben durchgefiibrte Argumentation zur Anschauung
zu bringen.

Handelt es sich darum, von einer gegebenen Funkhon_ !

y==f(x), die nebst ihren ersten Differentialquotienten endlich
und stetig verliuft von z—uz, bis x—uz,-}-h, die Maxima

und Minima aufzusuchen, go haben wir dafiir die folgende Regel: .

Man setze f’(x)—0 und suche die Werte von z auf
welohe dieser Gleichung Genlige leisten und zwischen z, und
z,-+h liegen. Ist x==a ein golcher Wert, so ist f(a) ein
- Maximum oder ein Minimum, je nachdem f”(a) negativ
oder positiv ist.

Findet sich ausser f'(¢)==0 auch 7 (@)=0, so suche
man den Differentialquotienten der niedrigsten Ordnung suf,
der fiir o =a nicht den Wert Null hat.

statt. Ist er von gerader Ordnung, so ist f(a) ein Maximum

oder ein Minimum, je nachdem jener Differentialquotient fir

x—a einen negativen oder einen positiven Wert hat.

1. Beispiel: Fir welche Werte -von z wird f(z) —‘"_3}—%"%:

, ‘ 9
einMax.oderMin.? /() =1 — %=O giebtzx =--1; f"(;g:)zngg-.

Ist dieser von un- .
gerader Ordoung, so findet weder Maximum noch Minimum

‘f,;(a;—n
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Da nun f”(1)=2, d. h. positiv ist, 8o muss f(1)=2 ein Mia.
gein, sowie f(— 1)———2 ein Ma.x. ist, weil £ (— 1)———2
negativ ist. :

2.Beispiel: f(2)=sinx 1 cosa; f'(x) = cos x — sin'x_*——O,

7 5z ., . - AN .
1 1 f” (x) = — sinx — cosz; f(z)————[/Z ist ein. -

Max., weil (Z) <0, f(%) —

/2 ist ein Min, weil

i (5ﬂ) >0. Periodische Wiederholung.

3. Beispiel: Fiir welchen Welt von x wird f(zx) = (3):c
ein Max. oder Min.? - ]

f’(x):(z)- (lga—1lg gx—1)=0, oder lg~——1 -, mx

: 1 :
f”(x):—;cf(x)-—}—f'(x)Ogaflgx— 1; (g) :,*—Z.

a

-d. h. negaﬁv, within ist f (-g) —e® ein Max.

4. Beispiel: Fiir welche Werte von z wird
 f(x)==sinzsin (a —x) ein Max. oder Min.?
f (x) =sin (a—22)=0, woraus a— 2z =0, oder =z, oder =2r;

a —T
xr_—;g,oder:——-—, oder =

2

Nun ist f” (g) =—2, also f(g) z:sin"‘%
):2, mithin f(“fz'”) — —cos®< ein Min. Der -

,g:__ﬁ; f”(x)_—i—Qcos(a'—Qa:).

ein Max,

2
dritte Wert ist dem ersten gleich. Periodische Wiederho]ung_
. 5. Beispiel: Fir welche Werte von erd f(x)= I :il:;x
ein Max. oder Mm.? -
cosx — sm:ctg% - B

[/ (@®) =

=0, odertgiz=1, x= undx:T.

(1 tgx)®
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Wenn £ @)= ist, 50 1st r @ =22 Y ' 349) f@)= T3 o2 —Sa42 Mxfure—— /2
v vt L - - ‘3—|—3:1;—{—2 - Mn. , x=}/2
Da nun fir den in Betracht kommenden Wert von der ~350) , —-+ |/_2a_—a;—_x Mx. , z—=a, Mo fir x—a
Zihler des Bruches -5 vgrschwmdet, 80 redumert sich die lqtzte _351) , —}2aa’@a—a) Mx. |, x_;:_“, Mo, , 2=—0
N , o . . . : ] - . o
Gleichung auf f~ (x):;. o _ £y | “352) =a:—|—|/_1——75 Mx. wzﬁ
In unserem Beispiele wird f z —=1/2 ein Max,, f br) , ' ' 4
' ' 4 I L] ] _8%83) , =—z)2—2a? Mx. , —1, Mo fiirz=——1
. R S - 3a .
ein Min., weil £~/ (71;) negativ und £ (i_n) positiv ist. Periodische - -354) , =zfox—ux* Mx. ,, T=-r
Wiederholung. Ll ' ' "
Aufgaben. - j - 855) , —(@-+a)ya"—2® Mx., x=—2‘\/
Zn den nacbfolgenden Aufgaben sind als LOSungen Buy _356) , — e% +e—% Mn. , £—0
die Werte von z angegeben, fir welche die Funktion. ihre. g2 . _
Maximal- und Minimalwerte annimmt; diese selbst konnen g 357) " T om _ Mx. , =2, Mn. fir m:Q\
durch Substitution’ leicht gebildet werden. R F R _ 1 .
' ._ ) e ’ ’ . = ~,
«340) f(x)—=2"—2a2*+ a’xz Mmfﬂrac__—?;, Mn,ﬂlrmc:a : _ 358) ”'_ z 1 o Mo, @ lga’ a>1
~341) , —2*+ 62— 162 Mx. , 2=—25, Mn. mrx»;—.". . —359_) , =z _ Mn. ,, =1
1, - e 2T : . —]p 2
- 342) , =z*(1—ux) Mx. , :z:zg, Mu.ﬂirx#()_ ot ! 3.60) ” e ve“ Ma. , z= lf’f
| . < - ' ‘ o f 361, =aT Mo,z
—~ 343) , —2z*(ea—ux)? Mx. , 2, Mn. , z<=a . » % '
| x. . . 2 Mn , 2—0 -—362).. y ==Z Mx. , z=¢
— . = PO o *
. _344) » —“xe_{__l Mz , =1, Mn. , x 1 . -~363) .——@ Mn, , x=¢
. 2 . ] . Do . % _ - C
C~ 345) , :x—f—% . Mx. ,,';z::-——a, Mn.firxz=—a ~364) , =gl &= Mz. , x=|e
v - =y : . 7r
' a® 1 ‘  eBT ~365) =_;25inx—{-—sin2a: - Mz, Ze=g
TG —h gy Mes e H‘ a>0 e - o
347 @ Mx. , xz-g WE-366) ~—-sin2x+2sin(a—x) Mx. ,, z—=z, Muo.flirz— —a
Tet =x‘-’—}—2x+4 Mn. , x=—=—2 ' o o | |
PR S ) —367) =coszm+8122x, a>b Mx. , 2237 Mn. , =G -
B - x . MX‘ .n L= - 3 X . : )
= 348) —_ N A .| -368) , ——cosx—}—cos(a——x), a<rw
. n ax*—bx-t¢ ’ P L _ ; i .
C Mo. ,, z=—§/ — : AN - Mx. fiir o === —
_ « ACNY . - - 2
M
S
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T—a

Mx. ﬂir &L == 5 ’

| ~369) f(x) —sin z.sin (« - 2)

- T a
Mn. flr -’.C-_—':‘R""_E

&

- 370) , —sinz.cos(e—x) Mx , m=f+§,
3,
Mn. fir .1:»——‘—) >y
-—371) , =¢€*.608z Mx. , x—Z, Mnp. fire == ;
v e 5
2 —_—— ! ) g2
3712) , =o— | Mo , e=7, Mx. , g==]

Bisher haben wir nur solche Maxima und Minima behan-
delt, bei denen der Differentialquotient der Funktion endlich
ist und sich stetig dndert. Es kann aber auch der Fall vor-

kommen, dass die Funktion y-—=f() von z=a—4d bis

x=—a-}-J endlich und stetig verliuft, der Differentialquotient
f’(x) dagegen an der Stelle x—a eine, Unterbrechung der
Stetigkeit erleidet. Hier haben wir lim f"(a —9J) za unter-
scheiden von lim f’(¢ -+ J) bei unendlich kleinem J. Wir

konnen diese Ausdriicke ohne Missyerstindnisse zu beflirchier. -
kiirzer dureh f’(a—0) und f’(a-}0) bezeichnen. Wir ver-

stehen also unter f'(¢—0) den Grenzwert, welchem sich
f’ (@) unaufhorlich annihert, wenn man = von kleineren
Werten aus stetig wachsend an die Stelle 2z =@ heranriicken
lisst. Dagegen ist f'(a-}0) der Grenzwert der Funktion
f (x) fir den Fall, dass man = von grosseren Werten sus
stetig abnehmend an die Stelle z==a bringt. . Haben nun
f’(@—0) und f’(a+0) verschicdene Vorzeichen, so ist f(a)
¢in Maximum oder ein Mlnlmum, je nachdem f’(a——())
positiv oder negativ ist.

Beispiel: Es sel oc::a(t—sint), y=a(l —cos?), also

dy
dx

—cotg 4t und LY !

Iz TaGmidt Die Funktion g hat
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dy

ein Maximum y—2a mit stetiger Anderung von gz 2 der

7, x=ar, dagegen e¢in Minimum y=—0 mit un-

Stelle §—

stetiger Anderung von 9Y an der Stelle t—=0, x==0. Hier

dz _
'té—i—y———oo fiir x=—20 ?1 ﬂ—— o filr z=-4-90
B deT o u d:z:——‘_ r z=-+0.

Periodische 'Wiederholung mit der Periode ‘t~—'—27r.
Unentwickelte Funktionen. Soll aus einer Gleichung
f(x, yy=0 ein Maximal- oder ein Minimalwert fiir y hervor-

~ gehen, so muss “die unabhingige Variabele = so gewihlt

werden, dass die Bedingung befriedigt ist —g; == Da nun
g‘:’; g £ 2 ?I; , 80 geht dlese in die aundere Bedmgung fiber

"

Varla,belen enthalten sein. In Ve_rbindung mit f(z, y) =0 giebt
sie die gesuchten Werte von x und die zugehérigen Werte

"von y. Wenn fiir ein soleches zusammengehdriges Wertpaar

-« und y nicht nur f_ 0, sondern zugleich auch of =0 wird,

g oz dy

so ist ¥ nicht mehr gleich Null, sondern unbestimmt, ein Fall,
dx ' '

der spiter eingehend behandelt werden wird. Hier setzen wir

of

vbraus, dass 3y nicht verschwinde. Unter den angefiihrten
Umstinden reduziert sich der zweite Differentialquotient auf
o ) d‘.’.y aﬁf af S AP b} 3
den Ausdruck i 92 G nach Formel (24), S. H3. |
Beispiel: f=y*+22%y+ 4o —3=0;
0
aﬁ_zi:n 4-4=0, of =2y 4 22,

Jdx aJ
Die beiden ersten Gleichungen ergeben z==1, y-— —1
und z - - %5 y‘~_~'2, Da fiir das erste Wertpaar auch Zi:/ -
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wird, so ist y weder Maximum noch Mm*mnm Dagegen wn-d
fir das zwelte Weltpaar 3—2% : 196, _nnthm ist y=2. em
Maximum.

, Aufgaben.
373) f:-;2+g—2— =0; -

Fir 2=0 wird y=1> ein Max, y=—12 ein Min.
374) f=@*+y)*—a(@®—yH=0.
Ftu'a:_Owndy OwederMax nochMin. furx-—-!- V

wird y_—4|/§ ein Max. und. y__—— 2 ein Min.

4
375) f==x—3a’z}-y*=0; ' '
z=a gxebt y—a\/§ als Max. und z = —a gxebt
y=—a/2 als Min.
376) f=4a? —20x—8y—|—41='O;

,x':% macht ¥y =2 zu einem Min.

377) f=@—)*+ o4 6=0;
x::—6——1—. macht y_'~—6—[—

T
'm:——6—|——i— macht'yv—_—,—-G——

51/3

378) f__yz—ay—smx_o a>2;

l/—
313

zu einem Min.

x——g macht y=Zla-} 1) a’-+}4 zu einem Max. und

y=4%4a—1Va*+}4 zu einem Min.
Was findet sich fir = —Z? '
Relative Maxima und Minima. Gegeben st die

Funktion #={(z, y) und weiter zwischen z und y die Glei-
chung ¢ (2, y) =0. Es sollen nun z und y so bestimmt werden,

zu einem Max., -

- 19
dass sie der Gleichung ¢ (x, y)_O genfigen - und zuglemh z
zu einem Maximum- oder einem Minimum machen.

- Beispiel: In den Kreis ¢ (7, y) =2?4-y* —r?=0 das
an Fla.che grosste Rechteck zu zeichnen, dessen Seiten den
Koordinatenachsen parallel laufen. Sind z, y die Koordinaten
des Eckpunktes im ersten Quadranten und also beide positiv,
go ist s—4zy der Wert, welcher ein Max. werden soll,
und zugleich miissen z und y die Bedingung befriedigen:
0@, y)=2*+y*—r*=0, weil der Punkt zur Kreis-

~ linie gehort. Hier kann leicht y=}/r*—2® aus der Glei-

chung ¢ =0 genommen und in &=4zy substituiert werden;

man findet dann, dass ﬂ——42?l/1‘ -—:z; fir :z:_—_ri/% ein

Maximum wird. .
In vielen Fillen ist jedoch eine solche Substitution dusserst
schwierig, wenn nicht ganz unmdglich, so dass die Aufgabe
auf andere Weise gelost werden muss. Da y durch die
Gleichung ¢ =0 von z abhingt, so muss z als die einzige

" unabhingige “Variabele angesehen werden, und es miissen die
Werte von z, welche 2 zu einem Maximum oder einem Minimum

machen, der Bedingung %:O gentigen, d. h. es muss sein

dz af af dy
dr +¢9y dz =0. _ @

- Aus der Gleichung (/)—O ergiebt sich:

do | dp dy v
a_:fray iz = B)
und durch Elimination von Z——Z aus (A) und (B) entsteht
of 9y _ Of dp
- ds_dz dy dy ¢9x__0
dz - de -
. dy .
“oder: a—f aip—a—fa—spzo o ©

dz dy dy dz
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Aus (©) und ¢=0 findet man jetst die Werte flir x °

und y, durch welche ¢ ein Maximum oder ein Minimum wird,

und die weitere Frage, ob Maximum oder Minimum, wird
: . 2
‘wieder durch das Vorzeichen von ~$Z entschieden, welcher
Ausdruck unten noch gebildet wird.

Dieses Verfahren lisst iibrigens folgende Abﬁnderung zu.

Die Bedingung (C) ‘kann auch durch die folgenden Gleichungen
‘ 8 o of | ,0p 4
‘{ Aot =0, 3—3/4‘}'5;—-—0 D)
ansgedritckt welden, wenn A eine willkiirliche Konstante be-
deutet, durch deren Elimination (D) wieder in (C) ttbergeht.

Tritt aber die weitere Gleichung ¢ =0 noch hinzu, so haben
wir 3 Gleichungen zwischen den 3 Unbekannten x, y und l

Da nun welter
+ _9t+1e) 37‘_{ 5’(f+79°)
9z ' 9y 9y
ist, so (henen zur Bestimmung von z, y tmd A die folgenden
3 Glelchunoen :

a A 0 A '
Wrio o, —i+ D=0, p@=0. €7
~ Es bleibt noeh iibrig, %—; a.bmlexten “Aus (A) und (B)
entsteht:
@z afaf | 8t dy
Cdz® T da ax+8j dzx
__d |dp , dp dy
"*a;;[a?ﬁayafx "

Wird die letzte Gleichung mit A multipliziert und zur vorher-
gehenden addiert, so erhilt man:
Az ~[86+l¢)+§if+7u¢).d_g]
dz®  dz dx dy  dzl|’
Fithrt man rechts die Differentiation durch,
-d? é(f —!— ¢)

gz—{‘ mit dem Faktor L)

80 erscheint

multipliziert. Bei den hier in

81
Betracht kommendcn Werten velschwmdet dieser nach 7, .
80 dabs wir fir unsern Fall schreiben konnen

Pz 0+l | 3 +iy) dy
dz®  dg® dydx  dx .
L 9
+[3‘(f—|—l¢)+¢92(f—i—l¢) d!/ 2y
-9z dy dy? dz{dz"
- .y d do d
Wird endlich d—i’:—a—s‘o 1—9—? gesetzt, so geht daraus hervor:
‘92(f+l¢) 4 NN (f+l¢),0_¢§s_o+6’2(f+l¢) 9p |*
a*z__ - dx® 19y dzdy  Jdz Jy 2 dz
dx? (22 T
dy

Da der Nenner dieses Wertes ohne Einfluss auf das Vor-
zelcben ist, so wird ¢ ein Maximum, wenn der Zihler negativ,
ein Minimum, wenn der Zihler positiv ist.’

Handelt es sich also darum, z=f(z, ) zu einem Max.
oder Min. zu machen, wihrend ¢(z, y)=0 ist, dann gilt
folzende Regel: : :

Man bestimme die drei Unbekannten 4, x, y so, dass die

Glelchlmgen (27) erfiillt werden. Wenn dle erhaltenen Werte
2

: d
den Ausdruck e i positiv (negatlv) machen, haben wir ein

Minimum (Maximumn).

1. Belspllel Fiir welehe Werte von & und y wird 2 —=uzy
ein Max. oder Min., wenn die Bedingungsgleichung gegeben ist:

o= J-y° ——aasy—O. f+re=2zy+A(z*+y* — azy);
é?(f—{—u,o) J—;—}. (Bx?—ay)=0; a(f+l¢—$+l3? —az)=0.

Aus den vorqtehenden Glelchunrren folgt =1y, und dann .

~aus @ =0 weiter:

s=y=2 und endlich A= —2, ;="
: 2 . a 4’

w:(”x:‘____ﬁ a(f‘l‘l?) —61a
dx? ! A=

D3 1p, Aufgaben, : 6

,Z:

—6

)
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o .
*(f+2e) 5. 99 __ o8 .9
Togay Tl The=E gp=id—ev=17,
“do 2 . a® d¥s__ 18, folelich z:a—eeinMax. b
a—y=3y —-ax:—z, d—mg—'—_ ] g 4

2. Beispiel: Aus einer Seite ¢ und dem gegenube:r lie.
genden Winkel « soll das an Fliche grosste Dreieck gezeichnet
werden. Nennen wir die an der Seite a liegenden Winkel z
a%gin zsiny

2sina _
und variabelen Faktoren zusammengesetates Produkt seineq
gféssten .oder kleinsten Wert annimmt, wenn das Produkt der
- variabelen Faktoren am grossten oder kleinsten wird, so diirfen
wir ¢® und 2sina unterdriicken und z=f(z, y)=sinzsiny

und y, 8o ist F=— Da nun ein aus konstanten

als diejenige Funktion ansehen, welche durch passende Wahl

von £ und y zu einem Max. wird. Zugleich b_estehﬁt die
- Relation p=z+y~+a—n=0, so dass f| Ap=singsiny

: 7] V3
tietyta—n, LY

(f+2¢)
oy ot =
oder auch z —y =0 erhalten wird, weil die andere Relation
2 — y = hier nicht zulissig ist. Fir y =« wird dann weiter

=cosz siny + 4 =0,

—=sinx cosy + L =0 ist, worausleicht sin (2 — y)‘:o,

2 ag }'
PO gnra, UL g, 010

=cos’z, und da g—z:l, -:;—9;':1 ist, so wird fir y==

2 . . .
negativ und die Fliche ein Max. Unter allgn;

der Wert gz

moglichen Dreiecken mit gegebener Basis und gegebenem
Winkel an der Spitze besitzt das gleichschenkelige die grisste
Fliche. "
Eine andere Aufgabe, nimlich die: In einen gegebenen
. Kreisabschnitt das grosste Dreieck zu zeichnen, fillf mit dieself
genau zusammen. '

83
Aufgaben.

379) Wie gross muss der Winkel an der Basis eines gleicb-

380)

381)

382)

383)

. 384)

schenkeligen Dreiecks in gegebenem Kreise gewihlt
werden,wenn die Fliche des Drejecks ein Max. werden goll?

Wenn » der Halbmesser des Kreises und z der ge-
suchte Winkel ist, so ist F— 4+%sin®zcosz und wird

Max. fiir cosz=14, oder #=60° Im Kreise hat das

gleichseitige Dreieck die grosste Fliche.
In einem Dreieck ist die Basis — @ und der Winkel an .
der Spitze = « gegeben. Wie ist das Dreieck zu zeichnen,
wenn sein- Umfang ein Max. werden soll?

Sind 2 und y die beiden anderen Seiten, so ist:

f=2+4+y+a, o=2+}y*—2xycosa—a?=0,

‘Man findet f als Max. fir z —gy.

Eine Strecke a ist so in zwei Teile zu teilen, dass das
Produkt aus den Lingen der Abschnitte ein Max. wird.

z=aY, g=2+y—a—=0; & wird Max. ﬁiry=x___‘§.‘_'

Die Summe der beiden Katheten eines rechtwinkeligen
Dreiecks ist konstant, namlich z4y=2s. Wie sind
die Katheten zu wihlen, wenn die Hypotenuse ¢ ein
Min. werden soll? '

2= Min. fiir z =y.
Zwischen den Schenkeln eines Winkels a, dessen Scheitel
4 ist, liegt ein Punkt 3. Man soll durch M eine Gerade
ziehen, weleke die Schenkel in B und € schneidet und
zwar so, dass das Dreieck 4BC ein Min. wird,

Wir ziehen durch M zu AC eine Parallele, welche
AB in D schneidet. Gegeben: AD=a, MD<=1%;
gesetzt: AB=gz, AC=y. F=1lzysina, oder

a . b
z2=uzxy; ¢=E+§_-1=0'
oder M B— MC.

In der Basis AB eines Dreiecks ~ABC’ ist ein Punkt M

gegeben; eine Parallele zu AB soll AC in D wnd OB
. | . .

F=1Min. fir =2a,
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in E sbhneiden. ~In welcher Entfernung von der Basig
muss DE gezogen werden, wenn das Dreieck DENM

" ein Max. sein soll?

Wir setzen Basis 4 B = ¢, Hohe des Drelecks ABC’ = },

Basis DE =y, Hohe des Dreiecks D ME = x und haben.

385)

386)

387)

F=211lzy, p=cx-}+hy—ch=0; F=Max.firx=1h
Die Grundlinie & und die Hohe % eines Dreiecks sind
gegeben. Wie ist das Dreieck zu zeichnen, wenn die

Summe der beiden anderen Seiten ein Min. werden soll?

Smd 7 und y die Winkel an der Basis, so ist
b*sinzsiny

sin (z )
Flir 2=y wird 2

p=—— —]— —— die Sextensumme, bh=2F=——"—2
sing  siny

b
oder go——cotg:v—{—cotgy——l—zo.
ein Min.. ‘ _
Auf den Seiten AB und BC eines Dreiecks sollen die

" Punkte D und F so gefunden werden, dass ihre Ver-

bindungslinie DI das Dreieck halbiert und ein Min. wird.
BD =2z, BE—=y, BA—¢, BC=ua;
DE*=z2*4-y*— 22y cos B, go:xy——%zo. Man fin-
' ab

‘detz—=2%19y*—accos B=Min, wenn s =y =14}/ . |

2
Die Aufgabe, ,,von einem Dreieck DBE ist der Inhalt

und der Winkel-an der Spitze gegeben, die Grundlinie
- soll ein Min. werden¥,

fallt mit der vorstehenden zu-
sammen. ' '

Eine Gerade DE und 2 auf der nimlichen Seite gelegene

Punkte A und B sind gegeben, man soll in DE einen
Punkt C so finden, dass  AC-} CB ein Min. wird.

Man ziehe AP und BQ senkrecht auf DE; selze
AP=p, BQ=q, PQ=c; L ACP=zx, LBOQ=y,
so ist z——AC’—[—BC—Slgz—I—mgy
geotgy—c=0; 2z wird Min. fiir z=y..

p=mpcotgz+

_ 388)

389)

 390)

391)

- 85
Ist A_C’B der Weg eines Lichtstrabls, so liefert die

~Losung dieser Aufgabe das Gesetz der Reflexion durch

die Forderung, dass der Weg ein Min. sein solle.
Ein Winkel B und eine Strecke DE=—125 sind gegeben.
Es soll b so in den Winkel eingetragen werden, dass
die Endpunkte D und E auf die Schenkel des Winkels
fallen und das Dreieck DBE ein Max. wird.

Es sei BD=2, BE=y; F—LlzysinB, ;o——x
Sy —2zyecos B— b*=0. F—Max fir z—y.

Man vergleiche den Zusatz zu 386). — Die Aufgabe
bietet eine andere Fassung und andere L(")sung von
Beispiel 2.
Gegeben ist ein rechter Winkel mit dem Secheitel A und
auf dem einen Schenkel die Punkte B und €. Man soll
auf dem andern Schenkel einen Punkt D so finden, dass
Winkel BDC=—v mdglichst gross wird.

AB=b, AC=¢, AD=z, {ABD ,8,

- ' —b)z
L ACD=y; %&:% myza; Gl

be}2*
wird mit v selbst Max. fiir z—-+}/de¢.
Welches von allen Vierecken, die aus den 4 gegebenen v
Seiten a, b, ¢, d konstruiert werden konnen, hat die .
grosste Fliche? '
Ist z der von @ und &, y der von ¢ und & emge-

- tgo=

" schlossene Winkel, so ist 2 F—=absinz - cdsiny.

Durch die Diagonale wird die Relation vermittell:
p=2aboosz—2cdcosy —a®>— b4 ¢+ d@*=0.
Man findet, dass fir sin(z-}-y)=0, dh zty=xn
- F ein Max. wird. Das Viereck ist also ein Kreisviereck.
In eine Ellipse soll das grosste Rechteck gezeiehmet
werden, dessen Seiten den Achsen der Ellipse parallel

laufen.
GL der EL: x=acost, y—=>bsin¢;

I“—tlxj——.?abstt——Max fiir ¢t=45°, oder:

z=al}, y=bV/%.



86
392)

393)

394)

395)

396)

Wie ist der Halbmesser eines Kreises zu wihlen, wenn

ein Sektor von gegebenem Umfang . —2a die grosste

Fliche besitzen soll? '
Ist -der Halbmesser — 2« und der Bogen =2y, so ist

x—}—y:a. und F==zy ein Max. fiir w:g.

Ein Parabelsegment wird durch eine zur Achse senk-
rechte Sehne BC begrenzt, deren Abstand vom Scheitel
A gleich a ist. Eine zweite Sehne M N soll paralle]
der ersten innerhalb des Segmentes so gezogen werden,
dass das Rechteck, dessen eine Seite M N ist, und dessen

Gegenseite in BC liegt, die grosste Fliche besitzt.

Sind z, y die Koordinaten des gesuchten Punktes I

80 ist-F?_—y(a—x) und y?*=2pxz; F:Max.fﬁrz:%_

Die vorhergehenden Angaben; jetzt soll der Umfang des
Rechtecks ein Min. werden.

tU0=y+a—=z; y*=2pzx.
ﬁw Yy=p, t=4p.

Man findet U= Min.

Zwei Tangenten eines Kreises bilden einen kael =2aq.

Wie ist eine dritte Tangente zu legen, wenn das dem
Kreise umschriebcne Tangentendreieck ein Min. wer-
den soll?

Die Winkel, welche die dritte Tangente mit den ge-
gebenen bildet, mdgen 22 und 2y sein; dann ist:
F=r7?(eotg x -} cotg y - cotg @) und
=zt y-+a—90°=0. F wird Min. fir 2=y.
In einem Kreise ist eine Sehne AB gegeben, und es
soll im kleineren Abschnitt zu ibr parallel eine zweite

Schne CD so gezogen werden, dass das Paralleltrapez
ABCD ein Max. wird.

Es sei M der Mittelpunkt, B/H der zu AP senk-

rcehte Halbmesser, f AMH=u,  CHH=uz, so ist

2 F'=1r?(sinz -}~ sin &) (cos * — cos &) und wird Max. fiir

397)

398}-‘:¢Eﬁi_n gergder Kreiskegel,

399)

400)

87

= wie aus Bestimmungsgleichung  cos 2z

[7]
-3
=08 (z — a) folgt.

Es soll bewiesen werden, dass der Kreis als das regulire
Vieleck angesehen werden kann, welches bei konstantem
Umfange die grosste Fliche besitzt.

Ist = die Seitenzahl! und P der Umfang des Vielecks,

]

_der

. . . P .
.dann wird seine Fliche F—= — cotg—g ein Max., wenn

_ 4z
singz:gf, d. h. z=o0 ist. _
T .z : _
dessen Spitze A heisst und
dessen Basisdurchmesser BC =27 und dessen Seiten-
kante ADB=s ist, soll durch eine zu AC parallele
Ebene so geschnitten werden, dass der Inhalt der ent-
stehenden Parabelfliche ein Max. ist.

Es sei S der auf ADB gelegene Scheitel, SD die zu
AC vparallele Achse der Parabel, mithin D ein Punkt
von BC. Es sei ferner SD =z und die zu 2 gehdrige
Ordinate =g, so ist F=22zy und ¢*= BD.DC

=DC(2r— DC(). Daraus erglebtswhy—z— sx—uzt

und F wird Max. fir x =}s oder AS=}AB.
Um ein Rechteck .soll die an Fldche kleinste Ellipse be-
schrieben werden.
e und b die halben Rechteckselten, z und y die Halb-
b‘a
achsen. F'=2zyn und gp—;—{—y—-— 1=0. Is wird

F=Min. fir z=a}/2, y=>b}/2. — Vgl 391).

‘Um ein gleichschenkeliges Dreieck soll die an Iliche

kleinste Ellipse gezeichnet werden, deren kleine Achse

" parallel zur Grundlinie des Dreiecks linft.

~ Spitze des Dreiecks 4, Basis BC=2n, Héhe =h.
Sind « und » die Halbachsen, so heisst die Scheitel-
gleichung der Elllpse u?y? =v* (Quz — %) und so be-
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401)

st w?y® =10®(2ux — z?) die Scheitelgleichung der Ellipse

402)

steht die Relation: u?n®?=10?(2uh—Ph?). Die Fliche
F=uvx wird ein Min. fir «=%h. '
In ein gleichschenkeliges Dreieck soll eine Kllipse so
gezeichnet werden, dass sie die Seiten des Dreiecks. be-
riihre, dass ihre kleine Achse parallel zur Grundhme
des Drejecks laufe und dass ihre Fliche ein Max.: sei.
AB=2n die Basis, C Spitze, DC="7F Hothe und zu-
gleich X-Achse, AB Y-Achse, v und v Halbachsen:. Nun

und y = —% z-+n die Gleichung von AC. Suchen wir

die Ab_scissen der Schnittpunkte zwischen der Ellipse und
AC und setzen den Wurzelteil gleioh Null, so ist dies

dle Bedmgung danI, dass die Gerade dle Kurve be-

2u

mhl f. == yvr wird

' h
Max, fiir v = —.
Max. fiir » 3

In ‘ein glejohschenl:eli.ges Dreieck soll eine Parabel so
gezeichnet werden, dass ihre Achse auf der Mitte der

Grundlinie rechtwinkelig stehe, dass sie diebeiden gleichen

Seiten berithre und das von der Bas1s begrenzte Parabel-
seoment ein Max. sei :

Es sei A4 die Spitze, 7 die Hohe, BC’—-—2n die bas1s |

des Dreiecks, 4 der Anfangspunkt der Koordinaten, S der
Parabelstsheifel, AS=u. Die 'Avchsebder % geht durch
die Mitte der Grundlinie des Dreiecks.
gleichung heisst: 4% = 2p (x — ), die’ Gleichung

AB: y= ?x: hz. Als Bedmvung dafur dass AB die

yon

Kurve beriihre, wird gefunden: p — 2%?u = 0, worin auch

» noch unbekannt ist. Die Fliche F =2}/ 2p (i — u)®

__ W11(1 ein Max. fu1 u——;ﬁ.

Die Parabel- -

408)

404)

405)

406)

407)

ist F=z2zy, y*=2pz und y*
folgt, dass I'=

89

‘Ein Kreis ist -durch eine Gleichung y*=2rx —-'_x" be-

stimmt. -Anfangspunkt und X-Achse des Systems sind
zugleich Scheitel und Achse einer Parabel, welche den
Kreis in den Punkten B und C schneidet.. Wie muss der
Parameter p der Parabel gewihlt werden, wenn das von
BC begrenzte SeO'ment derselben ein Max. werden soll?

.Die. Koordiraten von B mogen z und y sein, dann -

—Q2rx—g% woraus
“-[/p(r~ p)* ein Max. wird fiir p:iJ
Welcher von allen geraden Kreisey lmdern deren Ober-
fliche = a? ist, besitzt das grosste Volumen?
.z = Basishalbmesser, y = Hohe, V=2"yn=,
o=2zz(x-+1y)—a®; V wird ein Max. fir y—=22z.
Lin gerader Kreiskegel soll parallel zur Basis so ge-
schnitten werden, dass der zwischen der Schuittfliche
und der Kegelbasis gelegene Kreiscylinder an Volumen
ein Max. ist.

7= Bamshalbmesser I = Hohe des Kegels; z —_Basis-
halbmesser, ¥ = Hohe des Cylinders. V—:c Y,

¢:732.+ry~h1~=(). V wird Max. fir x=&,
[

3
Welcher von allen geraden Kreiskegeln von gleicher
Seitenlinge ==s hat den grossten Kubikinhalt?

Das Volumen wird ein Max., wenn der Bas1shdlbmesser
==gs|/2 ist.
Aus einem Kreise, dessen Halbmesser r ist, soll ein Sektor
so geschnitten werden, dass der iibrig bleibende Teil der

Kreisfliche, als Kegelmantel verbraucht, einen Kegel be-

. stimmt, dessen Volumen ein Max. ist.

Ist der Halbmesser der Kegelbasis, 50 vvird— ¥V ein

Max. fiir x—r;ﬁ

408)

Eine Pyramide soll parallel zur Basis durchschnitten und
die -Schnittfliche als Endfliche eines Prismas benutzt
werden, dessen kongruente Grundfliche in der Basis der
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409)

410)

411)

412)

413)

Pyramide liegt. Wo ist der Schnitt zu fiihren, wenn
das Volumen des Prismas ein Max. werden soll? ‘

B Grundfliche, » Hohe der Pyramide; y Grundfliche,
xz Hohe des Prismas. Es ist y:B=(h—2)®*:h* und

V =2zy Max. fiir x=—g. —(Vgl. die Aufgabe mit 405). |

Dieselben Angaben, nur soll statt des Prismas eine.zweite-
Pyramide konstruiert werden, deren Grundfliche die

Schnittfliche ist und deren Spitze in der Basis der ge-
gebenen Pyramide liegt.
Dieselben Angaben, nur sollen statt der beiden Pyramiden
2 Kegel gesetzt werden.
In der Achsc einer Parabel ist ein Punkt B gegeben
und man soll senkrecht zur Achse zwischen B und dem
Scheitel 4 eine Sehne CD so ziehen, dass der Kegel,
welchen das Dreieck BCD bei seiner Drehung um die
Parabelachse erzeugt, méglichst grosses Volumen habe.
Schneidet CD die Achse in Pund ist AB=a, AP =z,
CP=y, 80 ist y*—2paz—=0 und V_y_ric;_—x) ein
Mazx. fir z == g .

Eine regelmissige Pyramide mit . quadratischer Basis soll

go in eine Kugel gezeichnet werden, dass ihre Ecken in-

der Kugeloberfliche liegen und ibr Volumen ein Max. sei.

Ist = der Abstand der Grundfliche von dem Kugelmittel-
punkt und y die halbe Seite dieser quadratischen Grund-
fliche, o ist V=242 (r+ ) und a;2+2y —r?=0.

Fur x=% wird ¥V ein Max.

Ftir welchen Punkt eines Elhpsenquadranten schliessen

Durchmesser und Normale den’ grossten Winkel ein?
Ellipsengleichung 5222 }- a?y® — a%b%; gesuchterPunkt
2 2
z, y; gesuchter Winkel = ¢; tg ¢ = —2—bf

ein Max. fir z=al/}, y=b}%-

xy wird mit zy
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414) Nachzuweisen, dass die Tangente durch den in der vor-
hergehenden Aufgabe gefundenen Punkt mit den Achsen
ein Minimaldreieck einschliesst.

415) Zwei Kugeln liegen ganz auseinander. In welchem
Punkte ibrer Centrallinie kann das Max. der Summe der
beiden Kugelhauben iibersehen werden?

418) Uber der Centrallinie zweier Kugeln als Durchmesser ist
in irgend einer der hindurchgehenden Ebenen ein Kreis
beschrieben. Von welchem Punkte dieses Kreises aus -
kann die: grosste Summe der beiden Kugelhauben iiber-
schen werden?

§ 11. Die Reihen von Taylor und Maclaurin.

Mittelwertsatz. Wenn die Funktion f(2) und ihr Diffe-
rentialquotient f’(z) zwischen z=a und z =" iiberall stetig
ist, und M das Max., m das Min. von f’(z) in diesem Inter-
valle bedeutst, so setzen wir

P (z)=f(x)—f(a) — M(x—a).
p@)=Ff@)—f(@—m@E—a.
Dann ist in diesem Intervall _
P (z)=[f(2) — MU <0, ¢@)=f(x)—m>0,
also wiobst in ibm ¢ (x) ununterbrochen, wihrend & (x) ab-
nimmt (vgl. 8. 64). Da nun fiir 2 =@ die Funktionen & und
¢ verschwinden, so ist @(b) negativ und w(b) positiv, d. h.
f@® —f(a)— M —a) <O, f(b)—f(a)—-m(b—-a)>0
Lisst man also die Variabele ¢ in

fO—f(@—=0C—a)f ) =¢ @

“das Interyall von a bis & durchlaufen, so wird ¢ fir f'=

negativ und fir f'=m positiv werden. Folglich giebt es ein
¢t zwischen o und b, fur welches ¢ (#) =0 wird. Bezeichnen
wir dies ¢ mit ¢ 6(b~—a), wobei @ einen positiven echten
Bruch bedeutet, so folgt

FO)—f(@=0b—a)f @+ 00 —a) (0=0=<1). (28)
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Dieser Satz heiest der Mittelwertsatz.  Wir konnen

thn  geomeirisch leicht reprisentieren: Wenn eine Kurve
zwischen 4 und B stetig verliunft
s : und das Steigungsmass ihrer Tan-

Fig. 10.

genten filr die gleiche Strecke
B stetig sich dndert, dann giebt es

zwischen 4 und B mindestens

eine Tangente A, B, welche der
1B, Sehne 4B pmallel 13uft.

Aus dem Satze folgt: Wenn
f(a)=0 und f(b) =0 ist, dann
giebt es fiir f/(z) =0 eine Lo-
sung, die zwischen z=a und
rz==0 liegt. ’

Paylorsche Reihe.
nebst ihren ersten Ableltungen auf der Strecke von @ bis b

einwertig, endlich und stetig sein soll. Wir betrachten die
Fuanktion '

Y@= —f@)— =2 -~k

i@ f”()—

(b_x)n—l )f(" b () —

— )P
1.2 (n—

K,

“in welcher p und K von z unabhingige Grossen sein soﬂen.’_

Wir wollen K durch eine lineare Gleichung so bestimmt
denken, dass ¢ (a)=0 wird. Die Form von ¢ zeigt, dass
auch ¢ (6)=0 wird, wenn p positiv ist. Nach dem Zusatze

zum Mittelwertsatze glebt es daher einen Wert z =& zwwchen :

a und b fiir den

b— o
¢ (x) 1(2\())7«") (ﬁ)—f‘ b—x)‘""lK
'verschwxndet; d. D es giebt einen Mittelwert &, fiir den
ib“f)n: o (£
C1.2... T)f )

Es sei f(x) eine Funktion, die

. (29) ist die Taylorsche Reihe.
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wird.  Setzt man dies in ¢(a) ein, 80 wird, da gl:(a)*O
8 = @+ @+

+ (b_‘“) B l)f(n 1)(a)+(p 1“)2(b(n 5)")_pf(n)(5)

Statt a und b schrelben wir 2 und 27, statt § wieder
a—}—(b—a) 0=x-}—h@- dann entsteht

0 1) =@+ @+ 151 @+
'+%f("_”“’+pﬁ1{?{.2 5/ @+ o).

. Das letzte Glied nennt man den Rest der Reihe und schreibt

dafir R. Sefzt man in ihm p=1, dann hat ‘man die La-
grangesche Restform

Ri— oS f et o),

und fiir p =n entsteht die Cauchysche Restform

Bn=1 9.... 1.2, @+ OR).

Sie ist abgeleitet unter der
Voraussetzung, dass die Funktion f(z-+7) und ibre Dif-
ferentialquotienten von der ersten bis zur n** Ord-

‘nung einwertig, endlich und stetlg variabel verlaufen

auf einem Gebiete, welches ‘die Stelle =0 in sich

~enthiilt.

Maclaurinsche Reihe. Wird in (29) statt 2 geschrieben

- 0 und « statt h, so folgt die Reihe

FO+ 57O+ S5O+

60) Fz)=
) an—1 » -
Tie /T OT R
'R(O)ﬂp.l.QQ).(_“ j/ (82
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und insbesondere

(1—@y—lagn
RY=

m—f"”(@x), R =

Sie ist giiltig, wenn die Funktlon f(ac) und 1hre Diffe-

rentialquotienten von der ersten bis zur nt® Ordnung
einwertig, endlich und stetig variabel verlaufen auf
einem Gehiete, welches die Stelle x =0 in sich enthilt,

Natiirlich fordert die Berechnung von f7(0), £7(0)..., dass

zuerst f”(x), f”(2)... gebildet und darin = =0 gesetzt wird.
Ist in (29) lim R=0 flir » —=oc0 und die oben ausge-
sprochene Bedingung erfillt flir die Funktion und ihre simmt-

lichen Diiferentialquotienten, so darf man die unendliche

Reihe ansetzen:

fot) =@+ TF @)+ 2o @+ s 7@ 4. (31)

Ebenso darf man in (31) die unendliche Reihe nehmen,
wenn lim B — 0 fiir n—=o00 und wenn die oben ausgespro-
chene Bedingung fir die Funktion und -ihre simmtlichen
Differentialquotienten erfiillt ist. Dann hat man:

F@A=F O+ O+ 15O+ (55" @O @2)

Die Bedingung: llmR 0, resp. lim RO =0 fiir n—oo
fordert mehr als die blosse Konvergenz der entstehenden un-

endlichen Reihen; denn bei blosser Konvergenz kann R sich

auch einer von O verschiedenen Grenze nihern.

Aufgaben.

417) Das Binomium. Zu f(x)=a" gehioren die Werte
fl@g=a*  [(@)=na—1,  ['(a)=n(n—1)a"~3
7 (@=nm—1)(n—2)a»—3, usw. Nach der Reihe
von Taylor erhidlt man f(x—]—-a) oder:

2

@+axr=a"+nar—1= +n(n—1 a”—zlx

et Ly A
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418) Die Reiﬁe.fﬁf (14 2)—7" zu finden. f(z)==z—", f(1)=1,
f(=—mnf"Q=n@+1)f" (1)=-ﬂ(n+1)(n+2)

usw.

(14

123

-419) Man entwickele den Ausdruck )/1-+z in eine Reihe.

(@) =at, Fl@)=1aF 'f”(w)=—%w—%, usw.;
daher f(1) =1, /(1) =4, f”(l) — ¢, usw.

+2 4 6
420) Man leite die Reihe her:
1 1 ,1.3, 1.3,
l/m l—52+5 4% 2.14.6° +-
421) Wenn f(z) =2 — 32?42 —>b ist, soll f(z4-2) ent~
wickelt werden. Es ist f(2) = —1, /'(2) = 4, f”(2)—6
F7(2) = 6; flo-+-2) = — 14 4ot 3a° 4 o%

'422) Nach der Formel von Mac]auxin soll abweleitet werden:

otz _a  b—a a—b .

b+x Z+ b2 x+ bs + b‘ +
423) Die Reihe fir a®. f(z)= a®, f(0)=1, f(0)=Iga,
| /‘"(0)——(1"“) I""(O)—(l"ﬂ)8

N R A 1

Daraus geht die Reihe fiir e* herv01, wenn man e statt
a setzt, wodurch lga zu lge=1 wird.
424) Die Reile fir lg (14 2). f(@) =Ilgz, f1)=0,
FO=1t"Q=—1"0=2, f""1)=—1.2.3
f(V) (1)—1 2.3.4, usw.
2 2* 2t b
]g(l"l_“’)—“_‘“‘}‘?'—]f"}'g_""
Wird darvin — o statt = gesetzt, so entsteht:
z? % ozt 2t

le(l—a)=—2z
llgif””=2(°12+%s+§+ ..... )

@X
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iT-L1
in folgende fiir die Berechnung bequeme Formel uber.

| 1 1, 1 |
lg(z+1)=lgz+2[2z+i+%(22+1)3—{—?(?‘z-—j——l‘)“—l_“.']'
Aus a® =y folgt Lgy =z (fir die Basis a); andrerseits
‘ergiebt e‘“g“—J die Beziehung ng—xlga und daraus

lgy, Lg(l-+2)= —lg(l—l—x)

Durch Substitution von © = geht die voxstehende

cJ='@

Will man also Lg(1-l-) in eine Relhe entwickeln, so

kommt man auf die fiir 1g(1 < ) zuriick, nur dividiert
durch lga. Die einfachste und natiirlichste Entwicklung
wird also fiir a = e stattfinden.
Basis e gehorigen Logarithmen die natiirlichen.

425) Nachzuweisen, dass: . .
(1+em)3'=8+12§-+241x_2+541‘x2_3+...
426) Die Reihe fir sin(x—+}a). f(@)=sinz, f(a) =sina,
f’(a@)=cosa, [”(a)=—sina, usw.
: : x .t a2t
sm(x—,i—a)———s1na+cosaT—sxnam—cosaw—_3+...

Fiir a = 0 wird:

. I oz
Sne—=s—1 o3t 153,45
427) Die Reihe fiir cos (@ a). f@)=-cosz, [(a)= cosa,
f'@=—sina, f”(@)=—oc0s a, 17 (@) = sm a, USW.
cos(a+x):cosa~smaf 2+sx ag 2 3—{—

Fiir a =0 erhiilt man:

z? x

ﬁ+ 1.2.3.4

428) Auf ahnhche Welse entwickelt man: :
2tga «° 2(1+3t0'-a) x® :

tw(a—{—x)__tga—i— cos*a1+.cos 20 1. 2+ cos®a - 1.2. %+"'

Das Gesetz der Koefficienten ist. hier nicht ﬁbersichtlicb.

4
eosz =1 —

f]f

Deshalb heissen die zur
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429) Nach der Forme! von Maclaurin soll f(z) == cos®’z ent-
wickelt werden.

a;4

1'.2+81.2.3.4 1. 2 6+

Mittelst der Reihe von Maclaurin ist die Formel von Moivre
abzuleiten. Gegeben ist f(z) = (cosz-{-isinz)’. Man
findet: () = n (cosz -} isinz)" ! (—sinz -7 cos 2} =
=n4(eosx -} 18in2)®» =ni.f(x), und daraus folgt, dass
ey=mni.f (x) = (nd)?f(x) ist usw. Nun ist f(0) =1,
FO)y=mnd, {7(0)=—n? ”(0)= —n®, usw., und

3 .2 4 pd
(cosz-}—isinaz)”=1——n'x ne
-L )
TP ,

1.2 + 1.2.3.4
oder nach den filr sin z und cos z entwickelien
Reihen:
(eos z -} 4 sin &) = cos (n ) 4 ¢sin(nz).

32

cos®z -=- 1 —2

430)

431) Die Funktion f(z) =arcsinz soll in eine Rejhe ent-
wickelt worden. Weil die hoheren Differentialquotienten
wenig einfache Formen annehmen, benutzen wir die
sogenannte  Methode der unbestimmten Koefficienten,
" die stets mit Sicherheit angewendet werden darf, so-
bald die Moglichkeit der Entwickelung fest stebt. Wir
getzen:
arosmx=A—{—Bx—{—Cz2+D:c3—!—Em4~L .
'und finden sofort 4 == 0 fiir z = 0. erd auf beiden
Seiten differentiiert, so entsteht:

1
Vi—z?

Fﬁr die linke Seite liefert Aufgabe 420) die Reihe:

(—ay =14 Lot oo *+1 Tt

2.4
D5ip, Aufzaben. 7

=B+2Cx+3Dz*}+ 4 B2 ...
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und so erhilt man durch Véréleichung: _
B=1, C=0, D=—2—}§, E=0, UBW.,
wosine—a+ 35+ 555+ ey T
Far x =1 wird aro smxv=72£.
432) Die Reihe fiir arctga. Setzt man:

arotgr = A -} Bz 4 Czx? 4Dz’ - Ez* ...,
s0 ist A =0 flir x=0. Die Differentation giebt -

]—:l_———-—B-l—QC’x-—I—3Dx2—|—4Ex ~+..
Da nun Weltel, wie bekannt

2 4__0
1—{—x =1 x+x x4 ..

so findet man durch Vergleichung, dass:
B=1, C=0, D=—1%, E=0, usw.

3 ’zb . (177

zr x
o == S G
aretga ] 3 5 7

Fir 2 =1 ist arc:tga:—;;—i, und man hat:
. .

e e R Rl
Werden die Glieder paarweise vereinigt, so entsteht die
zur Berechnung von = praktischere Form:

T 1 ‘

4 2(1 3‘"5 7+9 11+ )
Setzt man tga=17, und tgf =1, so ist tg(a—}—ﬁ)—-l
und daher (a+ﬁ)=;—r. Man darf mithin setz_en.

- () )+ ()

In allen vorstehenden Aufgaben ist jedesmal die Restform
- der Maclaurinsechen Reihe zu untersuchen.

|

folgt leicht:
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Zum Sohlusse dleses Kapltels stellen wir noch einige spiter
notwennge Formeln auf. Wird in der Reihe fiir e* an die
Stelle von z die imagindre Variabele ¢z gesetzt, so eutsteht

. x? xt x®
I =1 — _—
¢ Tr2 1234 12,67
: e a® ., zb
‘H{T'—1.2.3*1.2.3.4.5"""'_)’

oder es ist e = cosz —~+isinz, und allgemein:
€' — ¢0s (nx) -} 1 sin (nz). (33)

Da nun aueh ¢?"® = (608 £ -}~ 4 sin )" ist, so erhalten wir leicht
durch Vergleichung die Formel von Moivre wieder. Aus

6% —cosz+isinz und % = ¢osz — iSinz

eiw_l_ e—iT ix___ p—im
| 2 2i !
worin auch nz statt z gesetzt werden darf.

Tritt ebenso in Aufgabe No.424) an die Stelle von x die
lgl—}—za:=2i(x

23 x? .
e I_§+€_‘J’

unter Berﬁcksichﬁgung der Reihe fiir aretg =

COS & == ) SinZ== (34)

" jmagindre Variabele 1z, 80 erhilt man:

woraus dann

folgt: -

1142
1—dz’

(35)

arctgz — —
o 2

7
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Fuanktionen von zwei unabhiingigen Variabelen,

§ 12. Entwickelung der Differentialquotienten. -

‘Sind in der gegebenen Funktion s=f(z,y) dié beiden
Variabelen z und % unabhingig von einander, so konnen die
- Werte, welche -z nach einander annimmt, wenn man den
Variab¢len # und g immer andere und andere Werte beilegt,
auf folgende Weise graphisch veranschaulicht werden:

In-der gewobnlichen Koordinatenebene benutzt man in be-
kannter Weise das gewdhlte 2 und y zur Festlegung eines
' Punktes D (Tig. 8), errichiet in
Fig. 11. ... D ein Perpendikel zur Koordina-

e ‘tenebene -und . trigt . davauf den
~ Wert von 2 ab ~welcher den ge-
wihlten Welten fiir # und % ent-

ol
~

¢ @ -spucht So erhilt man den Punkt
7 . M im Raume Bei mehrwertigen
4 @ g 'Fl.nktlonen findet man mehr als -

Senkrechten.,
Lagen, welche. der Punkt 37 ver-
mége der Gleichung # = f (x, y) annehmen kann, ist einv
Oberfliche. :

Eine Anderung des Funktionswertes # — f(,%) kann nun
auf dreierlei Weise veranlasst werden, und zwar:

1) dadurch, dass bei festem y nur z iibergeht in z,,

2) dadurch, dass bei festem # nur y itbergeht in y,,

3) dadurch, dass gleichzeitig #und y ibergehen in z, und y,.
Demgemiss miissen auch 3 verschiedene Arten von Differenzen
der Funktionswerte unterschieden Werden, pimlich:

1) f(z,y)—f(x9); 2) f(m) ¥)—f@,y); 3) f(@y,)—f(@y).

einen Punkt auf der nimlichen -
Der Inbegriff aller -
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Dass man die Werte: - L
—fley

i @0 y) — f(v'v,y) O i T 1},)'

6’ x x, —ax dy —y
die partiellen D]ﬂ'erentm‘quotlenten der Funktlon nennt wurde
Pg. 15 und 17 erdrtert, wo sich auch der Modus ihrer Ablextung
angegeben findet. Wn‘ haben uns deshalb hier nur noch mit
derjenigen Verinderung dz zu befassen, welche der Funktions-
wert z dadurch erfihrt, dass sich die beiden Variabelen z und

y gleichzeitig um die verschwindend kleinen Werte dz und

-dy #ndern. Wenn den beliebig, aber doch ganz bestimmt ge-

wiblten Werten @,y und «,,y, die Funktlonswerte z nnd N
zugehdren, so ist (2, — &) =/ (%, 4,) — f(x,4), odeér:

Md’ 1/1)(.27 )_l_f(x% [(x,y)<J

x, — Yy

7 — =

Durch den Ubergang zu den Grenzen wird dieser Aucdmcl. in
den folgenden ubexgefuhrt .,
= f,Z x—Q— o 4. cZ _ ('36)

erd diese Formel nach ﬂner eigenen Anleitung nochm'ﬂs
differentiiert und dabei berticksichtigt, dass dx und dy kon-
stante Werte sind, so entsteht:

P) ﬁdx—}—ozdy ‘ -—dx—}—
pa— \0T 9y "), a d
A 9z x4 dy ¥
2f
A2z =— ?_l. 2» dxdy—}—a
Aufgaben
433) z=3x“—l—xy2“'r?/4 ds = (6a+y) o (2ey+4y%)dy
z*dy+-y*da
434) 5 v = o
x_;_J CENE

xda:—yd_/

Yt —y?

» =3(22-by")*(2dx - 10y dy)

435) zzg/x —y? »

436) 2= (22 —Hy??
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ds=[ycosx —sin (z — )| dg
o ~+ [sin z - sin (x — y)] d
438) 2z = (sin3x -} cos y)* . ) dy

dz=2(sin3z 1 cosy) (3 cos 3z dx —siny dy)
439) s =2 —axy-}y*® d*z=2(d2*— adxdy-|dy?)
440) z =y%e* d*e = ¢ (y* dz®+ dydazdy+2dy?).

437) z =ysinx |- cos(x —y)

§ 13. Maxima und Minima von Funktionen mit zwei
unabhangxgen Variabelen.

Wenn auf der eingangs des vorhergehenden Paragraphen.

erwihnten Funktionsoberfliche der Punkt M von der XY-Ebene
einen Abstand z hat, der algebraisch grosser ist als fiir alle
Punkte seiner unmittelbarsten Umgebung, so nennt man ihn
einen Maximalpunkt; ist er dagegen kleiner, so heisst er ein
Minimalpunkt. Der zugehérige Funktionswert 2 wird daon ein
Maximum, beziehungsweise ein Minimum genanrt. Werden durch
einen solehen Punkt A4 nach beliebigen Richtungen Ebenen
senkrecht zur XY-Ebene gelegt, so entstehen auf der Oberfiliche
Schniftkurven, und es miissen alle Tangenten, welche durch M
an diese Kurven gelegt werden konnen, parallel zur XY-Ebene
sein. Legen wir in der X Y-Ebene beliebige Kurven durch
denPunkt D,so entsprechen diesen ebenfallsbeliebige Gleichungen
zwischen den Variabelen x und y. Jedem Punkte einer solchen
Kurve enispricht ein bestimmtes Wertpaar x und %, und diesem
wieder ein ganz bestimmtes z, woraus dann folgt, dass jeder
Kurve in der XY-Ebene eine ganz bestimmte Kurve auf der
Funktionsoberfliche entsprechen muss. Kann nun ein Wert 2

gso gefunden werden, dass er fiir alle diese Funktionskurven

ein Maximum oder ein Minimum vorstellt, so ist er auch ein
Maximum oder ein Minimum der Funktion. In § 10 haben wir
‘Werte flir 2 und y ermittelt, fir welche 2= f(x, y) cbenfalls
ein Maximal- oder ein Minimalwert wurde, doch mussten die ge-
fandenen Werte noch weiter der Bedingung gentigen: ¢ (x,y) = 0.
Daher unterseheidet sich .unsere jetzige Aufgabe von der da-
maligen nur durch den Umstand, dass die erwihnte Bedingung
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ganz fehlt, d. h. die Abhingigkeit zwischen z und.y beliebig ge-
wihlt werden darf. Flgen wir deshalb der gegebenen Funktion
#==f{x,y) nooh die willkiirlichke Bedingung ¢ (z,4) =0, oder
| gtatt ibrer noch die beiden willkiirlichen Bedingungen 2 — % (),
| y=¢ (@ hinza, go ist diese Aufgabe auf die frithere zurlick-
gefiihrt. Hierdurch ist # in eine Funktion der einzigen Varia-

pelen ¢ umgewandelt, und es muss fiir den Fall eines Maxi-
mums c¢der Minimums:

dz__df f dy |
| it~ 9z dt +¢9y gt —°
v.sein. Bei der Willkiirlichkeit von gi: =" und % =1y  kann

diese Bedmgunv nur erfillt werden, wenn:
of of

T 0 und ¢9—y=0'

Aus diesen Gleichungen gehen diejenigen Werte von x und y

hervor, welehe z zu einem Maximum oder Minimum machen.

Diese selbst werden, wie gewdhnlich, durch das Vorzeichen des

»weiten Differentialquotienten von einander unterschieden. Esist:

(37

d*z  df 4 af o 0%
7~ aa” ;97 +w( idant-rv-rid
- : ’, 2f 2 2
. +y (axgy - 1— 8;;?/}'
Gemdéss der Relationen (37) wird: ' :
e Ol uyy O >f .,
A R Fr T R

Die zweiten D1ﬂ'ﬂ1ent1a1quot1enten gsind hier konstante Grdssen,
weil sie mit den aus (37) hervorgehenden Werten von x und %
zu bilden sind. Wir nennen sie @, b und ¢ und haben:

d®z , azr 4-b6y")? ac— 6% y'?
ﬁ—axg—}-szy—{—m ( +J)"l;( )y

Der letzte Ausdruck bleibt fiir alle Werte von 2" und ¢’ positiv,
wenn (ae—0%>0 und_ zugleich a > 0 ist. Die Funktion hat
- dapn ein Minimum. Ist dagegen (ac—5% >0 und a <0, so
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- muss der Ausdruck stets negativ werden, wie man &’ und y
auch wihlen mag. Die Funktion hat ein Maximum. Ist end.
lich (ae¢— 5% <0, so kann der Wert durch geeignete Wahj

von &’ und % npach Belieben positiv oder negativ gemacht
werden. Hiernach ist es fiir Maximal- oder Minimaiwerte ein

gemeins‘ames Erfordernis, dass -a—i’; Z;f ( ai?«}ﬁ >0 st
und es ist dann ' S

z ein .Maximum, wenn ZZ"<0’

G
Aufgdben.

441) s =2+ y’fay—6x—4y-+5 Min firz—=¢,
442)z—-x2—6xy+y3—}—3x—}—6y w ow X=3%, y=>5
443) e =4dxy--- —1—3 : 0 :c--_;z% /%
444) s=(@+y)*—(@+dy+t2zy , » r=—1,y=3
445) e =z y*(a —x —y)® Max. flirm_g, y = % |
446) z = smx—}—smy—!—sm(m—}—y) w on x=y=6ﬁ"-
447) z=sinxsinysin{a — z —y) s » ac-—-:y——-g
448) z=a®*—3Baxy-}-y®° | y 5 T=U=— 0.

449) DasVolumeneines rechtwinkeligen Parailelopipedesist —ab

Wie gross miissen die Kanten sein, wenn die Oberfliche
ein Min. werden soli?
" Der Korper ist ein Wiirfel, dessen Kanten — o sind.
450) Eine Zahl a soll in 3 solehe Teile zerlegt werden, dass
deren Produkt ein Max. wird.

1st.

Wi R

z=2xy(a —— y) wird Max., wenn jeder Teil =

Dreielf;k ge-

1

451) In einen Kreis soll das an Fliche grésste
zeichnet werden.
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Die zu den Seiten gehorenden Centnmnkel migen x, y
und (27 — 2 — y) heissen, so Wwird 3 r*[sin x 4 siny
~+8in (27 — z — )] ein Max., wenn dxe 3 Centriwinkel -
gleich, mithin auch die Dreieckseiten gleich sind.

Die Summe der 3 Seiten eines Dreiecks ist=2s. Wie
muss man die einzelnen Seiten wihlen, wenn die Fliche
ein Mazx. sein soll? -

452)

F=Vs(s—a)(s—y) (z-+y—s) wird ein Max., wenn
die 3 Seiten gleich sind.
453) -Aus eix_xer Kugel soll das an Volumen grosste resht-
winkelige Parellelopiped geschnitten werden.

Kugelhalbmesser = r, die halben Kanten z, 9, #, £0
besteht die Relation: z®-}-y?-u?=72% Das Volumen

§=8xyu'wird Meax. fiir x=y=u=r§/§.

§ 14. Homogene Funktionen.

Wir sagen, der Ausdruck az®y® sei von der fiinfien Di-
mension, weil die Exponentepsumme der beiden Variabelen B
a (et e

EE
mension, weil die Differenz aus der Exponentensumme des
Zihlers und des Nenners gleich 3 ist. Dass die Dimension eines
Ausdrucks anch eine negative oder gebrochene Zahl sein kann,
ist selbstverstindlich. Sind die einzelnen Teile einer Funktion -
von gleich hober Dimension, so heisst die Funktion homogen.
Zur sicheren Beurteilung, ob eine Funktion die erwiahnie Eigen-

betrﬁgt, und nennen einen Ausdruck dritter Di-

. schaft besitze, dient das folgende Iriterium: Ersetzt man die

Variabelen z, y, 2, usw. durgh die Werte ¢z, ty, ¢z, usw., wobei
t einen beliebigen Faktor vorstellt, s0 muss man fiir eine
Funktion von mter Dimension die Relation finden:
f(tx7 ty, tz?"): tnf(a% ) 37")'
f(@y)=ba*—2uy--Ty%
Flaiy)y=">0¢8x2* —2ixty 11"y =12f (=, ¥%).

(38)
1. Beispiel: '
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2. Beispiel: f(zy,9) =

Bttty yridat byt 2

flta,ty,ts)— Tl g1 t7 = ttf(x,,2)

Euler's Lehrsatz tiber homogene Funktionen. Wir
setzen in (38) tx=u, ty —v, t 2= w, und differentiieren die
beiden Seiten nach £

of du_ of dv_ of dw_ .
dudt Voo di Taw ar " f(w,y,z),__
. adu dv dw )

oder, weil = =z, — =g, = =2 ist,

dt > dt > dt
of o Of 4 Of 1y
T x-}—a—"-?/—{-fm _..a——nt”— f_(x,g(,z).
Lasst man hierin die willkiirliche Grosse ¢ in 1 tibergehen, so
of. af of. df 9f. df

verwandelt sich o ma—é}, o in 8y’ bwm a_z und man erhilt:

Lty —n @) (39

Diese Formel stelit den Satz von Euler dar.

1. Beispiel: z‘—— a—{———z

2 2
.z:—|— cy—22z- 3—-2(%—1—%—23)-
2. Beisplel. f=2*4-2ax*y—ay®=0;

(3x’—§—4axy)x—{—(2az2~—Sayz)y=3(v’”3—f‘2“"’2y““ys)'

3. Beispiel: f—={/x* —y*e=2R
f 32 Of —2y=z Jf  —y°
éz 2R’ Jy 2k ds 2R’
Jad 29tz —1yte x®—yte :
2JR 2 =%( s }2% pe g
.. xy '
4. Belsp1e1 8+y3’
_yletatly 0 xy
4‘J 2yt

y [GERE

=
%, Beispiel: f=1/i5+'_z—y;
—k 3
% y ¢ Y
R %(;FJrf)

o

§ 15. Die Reihen von Taylor und Maclaurin fir Eunktionen mit
_ zwei unabhingigen Variabelen. ,
Ersetzen wir in f(z, y) die Variabele z# durch -} & und y
dareh -7, so kann die Funktion in eine Reihe nach Potenzen
und Produkten von & und % entwickelt werden. Um diese Ent-
wickelung auf § 11 zuriickzuflihren, setzen wir § =#¢, n=s¢
und f(x+4rt, y+ st) = F(¢), indem wir uns unter z, y, r, s
bestimmt-gewihlte Werte und unter ¢ eine Variabele vorstellen.
Nach dem Maclaurin’schen Satze ist jetét' _
' : t ot
— . e 77 77
Bei der Bildung der Funktionen ' F’ F”, usw. 1st es zweck-
missig, x4 rt=wu, y-st=ov zu setzen, wodurch #'(¢) in
f (u,v) umgewandelt wird. Zugleich ist ‘—;3; — 7, %’
die hoheren Differentialquotienten verschwinden. So ist:
F(5)=f(,0)
cgr iy Of du | Of dv.
FO=5 7 Tov ar

v d*f (du 9*f dudv 6’2]” dv

Fr) = au'( ) +2 du dv dtdt+ ( )

s a® f du 5 a%*f (du\®dv o%f du fdv\®
FI(O) = dus ( )Jr &ugg?_;(dt) dt+ dudvt dt E)

-+ f( );usw.

Setzt man ¢=0, so geht f(u,v) in f(z,y) tber und ebenso
verwandeln sich die partiellen Differentialquotienten von f nach
» und v in die Differentialquotienten nach z und y. So
entstehen die Werte F(0), B (0), F”(0) usw. und es giebt: .

=5, und
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Fly— f@mﬂ{;f ~fjf+{§i2+2a§}“+£;3}13.3.

8
a%f 3 9%f Z*
}—[ —]—3—— —}—38 8J s+ ]19,,.._
Werden nun fir F(t), ri, st die Werte w1eder geseizt, dle
gie verireten, so ergiebt sich:
aZf EZ
f(z- €:J+'7)_f(x)y)+g: E—I" jg"l"i:ax i.¢

»f &y o W C
+2-m5-ﬁ+9?1.2}+[m1.2.3
33;‘ Sz asl'p 51’

*f ’73 .
+3 51,0, 43 JroytT.2.3 Tapiasft - “O

Wird darin =0 und y=0 gesemt, so erhilt man die Reihe
fir f(&, n), welche in die Reibe fiir f(xz, ¥) ﬁbergehi, wenn §
mit x und 9 mit y vertauscht wird.

Aufgaben.
454) Wenn f(x,y) = x®-}-xy? ist, so soll f(z-} £ y--v) all-
gemein entwickelt und dann & = 1, 5 = 2 gesetst werden.
FE+1,y+2)=[2° +y* 2]+ [32” + y* +4wy] + [Tz + 4y + b.
455) Gegeben ist f(x,y) =sinzcosy. Bssoll f(z1-4, y-6)
in eine Reihe entwickelt werden.

[l 0,y d)= smwcosy-!—«’fOS(er—J)l

. | 0
—2sm(m—{—y)1'—.2——4cos(:c‘—§—y) 1935

456) Es soll die Funktion a®lg (1 4 y) in eine Beihe eat-
wickelt werden. ,

Man lisst « in (x- &), ¥ in (y—+ 1) tibergehen, ent-
wickelt die Funktionen nach Potenzen und Produkten
von £ und 7, setzt dann in den als Koefficienten auf-
tretenden Differentialquotienten 4 — 0 und y = 0 und ver-

tauscht hierauf & mit = und 7 mit y. So Prha!& man:-

lg(14+y)=y+aylga—fy*+ 27 J(lg a)*— y iga+

Integralrechnung.

Unbestimmte Intregrale,

§ 1 Die einfachen Integralro.rmen.

Die Integralrechnung hat zuniichst die Aufgabe zu lGsen,

‘zu einem gegebenen Differentialquotienten die urspriingliche

Funktion wieder herzustellen, oder allgemeiner, zu einer gege-
benen Funktion f(x) diejenige Funktion ¥ (x) zu finden, deren
Differentialquotient f(x) ist. Wir nennen dann F' das Integral
yon f und sagen, es sei- :

| j f(x)dz = F(x), wemn w —f(2)

ist; f(x) heisse der Integrand. Da nun der Differentialquotiént
von F(x) unoverdndert bleibt, wenn zu F'(x) eine beliebige
Konstante C zugefiigt wird, so sind zu ecinem vorgelegten -
Integranden unzihlig viele Integrale moglich. Doch kdnnen ibre
Werte nur um eine additive Konstante verschieden sein. Denn
wiren F und @ zwei Integrale von £, so wire
aFr dG, dF—G)
f=az=az —az
und aiso mnach S. 65 F— @ eine Konstante.
Aus unseren Definitionen geht hervor, dass
jdo=2+C, [d[f(@)=F(@)+C.
) "Eine Anzahl einfacher Integralformen wird erhalten, wenn
man die in § 1 zusammengestellten Differentialformen kurzweg

umkehrt und_schreibt:
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r~

1) Yadz=1qax-+C

N P a g +1 o
) jemde =Syt

r~

5 (laz—1z240C
X
) Verda—=erf-C

r~ ax

5) amdx==1ga—-}—0 :

r : '
6) §sinxdzr= —cosx+C

7)) lecoszda = sinx%— c

cos? xda:—tg:c—}—()

r

1
9 \ss-de——cotgx+C

dsmz

10) dx—motgx—}—C————a.rccotgx—}-C’

A

) 1—}—

1

Jyt—e ,
Sind # und » Funktionen von z, so ist

und dahev ist umgekehrt:

_ VW +v)de=u-v={u doi{v dz;

das zeigt: Eine Summe aus einer endlichen Zakl von

Summanden integriert man,
integriert.

11)

x_arcsmx—}-C———-arccosx—{—O

du+v) .,
P

Ist a konstant, 80 ist'd(a.u) —a.u’ und darum auch:
fo.wde=a.0=0lwde.
Ein konstanter Faktor unter dem Integralzeichen
dar{ vor dasselbe gestellt werden. '

~ 14)

indem man jeden Teil . |—23)

111
Aufgaben.
Die beliebige Konstante ist den Lésungen nicht zugeflgt.
“2) (1atde="12 -

o 5 o
2 1
"13) 53—:;5 dx = ——6—2';7 o

V?v az = 2‘ z® ";//// |

~15) —dx=2;/5 VA

'ai/z

. (WL
(345 \/xsdx——————-}—BO\/a,
J oy V'

Die Methode der Substitution. Sieht man, dass die
Funktion unter dem Integ"ralzelchen ein sovenanntes vollstéin-
diges Differential, d. h. der Differentialquotient einer einfachen
und bekannten Funktion' multipliziert mit dz ist, so kann
das Integral sofort hingeschrieben werden. Gewdhnlich muss
aber diese Form, wenn sie tiberbaupt méglich ist, erst durch
Traasformation herbeigefilhrt werden, indem man x= ¢ (s)

,16) O\/_dm—d\/'c
- 11 de=4a zc_ o .
1) 4/—5x 5L
2 ’ . 2
-18) (a+bw) dz=agc—,—%— AN ode1 —-—-%ﬁ)?—), indem’ sich
d_ beide Werte nur durch eine Konstante unterscheiden.
b
,19) 5x® —6x+5~g+a% dr= %—3’32—!—32: 2lgm-—§
PRI 6
-20) | (= —de:x 3—’”-]-3” —lgz..
6 2
-21) (3—}—2\/x)3dx-—27x—|- LES WIPYP z+ .
- 292) g/—‘ 2\/—+4\/5$ %QJ% Tix%—’_ﬁ}\?/:lszﬂ,’
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setzt und den gegebenen Diﬁ‘erentiélquotienten nach a:.in den
Differentialquotienten der nimlichen Funktion, aber genommen
nach z, umwandelt. Es muss dies auf folgende Weise ge-

, o d
schehen: Bei dem Integral y = {f(x)dz ist E—z =f(x).
nun = ¢ (¢) gesetzt, so dass y als Funkiion von 2 erscheint

d dy d ‘
dz dZ dz fle(#)].¢’(s). Hieraus folgt:

v={ @ as—(rlp ). s 0s. I

Man muss nun versuchén, ¢ s0 zu wihlen, dass der Integrand
des letzten Integrals moglichst einfach wird.

?

dann ist

"4.»1,._,.‘Béi.spiel: et=2z oder z=Igz;

= 1 az
g—“j‘ﬁ—{—z—l z

zdx
A 2 Belspxel y—}‘y 2—+—a
y—*—j‘ < . i/_g dz—~ dz =z ={/2*-Lat.

axct 2%y \\

dx, arctgar=uz

\ 3. Belsplel y_j 1J_ 3

A dz
y j‘l—l—tvzzcos z

Angmeme Regeln f{iber die Anwendung digser Methode
der Substitution giebt es nieht. -Die Anwendung der Formel

- j. d7~4~z =taretg’s.~

(1) kann an den folgenden Aufgaben geiibt werden.
24) y=§(a—[—bx)”dss; a-tbr=2, Z—Z_:.——%;
1 y 1 2+l (ad-ba)yt?
= — _”)'3 = =
Y bjF R P

(n-+1)b

|

Wird

|
5 Vo' a =2z od. x——g/m _

oder x=tgz
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VZo)J~j P B atba—z;
j‘dz lgz—- lg(a—[—bx)/
26} J-«I[/a—l—b:vdx a—}—bar:—z2 ?f‘:-%bf;
:2_ . 9 4 —
y——zj‘z dz—‘g'—_ b[/(a+bx) /
dz 1
27).y—j‘emxdx m¢~z, T
oMT
yzlj.ezd‘g:z:ﬂ_
e s MY M Rt
28) Y= ;daz x—az.—Statt nun zu setzen-fz—z=a
a?4-2*"7 7 “daz !
‘ist es gebriuchhch zu schreiben: dr =adz;,
1§ 1 otg s 1 to Z '
1+z i = arctg—
29) y=j.smax.dx; ar =2z, dx=—dz-;
1 1 1
y ‘.smzdz————cosz————cosam
a a . a :
30) y=
0= Lc+4 s e = rarEr o

—j +1d5—arct02—alctg(x+2)

Die Integration nach Teilen.
d (. v)
dx
sofort: Sv 4 dz - Su v do=1u.v, wofiir man auch setzen kann:

ju.v dx—u.v—jv.u da:. (2):

Diese Formel hat folgenden Sinn: Soll ein Produkt ., dessen

zweiter Faktor o ein vollstindiger Differentialquotient ist, in-

tegriert werden, so integriert man zunichst nur diesen Faktor -

v’ und bildet aus dem Integral » und dem unverinderten
Dblp, Aufgabea. _ o : 8

Sind % und v Funk—_

tionen von 2z, 80 ist =v.u —{—u o'y und daraus folgt
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ersten Faktor w das Produkt u.ov; dann wird » djﬂ"erenﬁiert_,
das Produkt «’.v gebildet und Sv.u’ dx von %.v abgezogen
Durch dieses Verfahren wird nur ein Teil des ganzen Inte:
grales fertig erhalten, wihrend der andere Teil sich noch

unter dem Integralzeichen befindet. Ist dieses tibrig geblichene

Integral {v.w dx aber einfacher als das gegebene, so ist die
Methode zweckmaissig; besonders ist sie dies dann, wenn dureh
wiederholte Anwendung das zurilckbleibende Integral immer
einfacher und schliesslich auch in ausfihrbarer Form er
halten wird. Da ein gegebener Integrand sich auf ganz ver-
schiedene Arten in ein Produkt u%.v" zerlegen lisst, so ist
die vorteilhafteste Wahl der I‘aktoren eine Sache der Ge-
schicklichkeit.
Wir lassen zunichst za (2) einige Beispiele folgen.

- 31) ./——j‘x ecdx; ‘u=ax® v =€,
S:Jc exdx—xge‘”-—3s et dx; S 2e””dw—x’e‘°——2§xc¢da:;

Smefd:v—xew—Sexdx——mex ¢, Stellen wir nun
noch das Ganze zusammen und addieren

{zferda = x®e® — 35:2;""3’%!95'
—3 ({2t dr = —3z%¢*4  2.3{z e*dx
2.3\x evdo—= 2.3z ¢—1.2.3{ e%da

—1.2.3{ e*de=-—1.2.3. ¢

§ 2% v doc = €% (a® — 30°-2.32—1.2.3).
(21 (1 +x)3dx=§(1+x)3_§Jxﬁ(1 ) de;

- 39)
g! "xﬁ(1+x)2dx=%f(1+»c)2——-j 2 (1 -+ 2) da;

N o

7 .
r'ar:"@—l—:z:) dxzm—-l—%.;
d
o (0P e — T (12— o (1 a4 6{—-#%)
~ 33) Pm.cosxdxx.a:sinx—éfsinxdx=msin:c'—}—eos:x;.

S

. /34)

[

cos xda;— €08z . €08 dx = cos x 8in z 4- gsm zdx

=sinz eosz - { (1 —cos"a:)d:r,'
5' ZScos zdz = ‘

sinzeos x| {1.dz;
cos xdx:———smxcosx—}-—
',?6) Ism“mdz—

- 36) y—.[l/
' - —x[/l—x2+§}/1—x2d:ﬂ;

fmd“”%fmd“jy—l_ —Y

9/——x|/1—x2—|—9.1081nx

le dx—— —Vl

; , 1
BN hlgxdx=(1g:c_) —(igzdz; jé—nlgxdx:é—(lgz)z

ir, x* 1
‘—ij‘x dx—z<lgx—z)

,39)/ /j.x‘z(,osxdw =z%ginzy — 2 S zsinz dz;

)
t

r
V v
"4}0_),.xf6’”5iﬂ zdz=e*sine — {Zooszda;

2
x - ls'
———8INZeosz
2 2 .

—— dr = —

-_—xd:z;
1—a?

_5(;2

z* —}-— arcsinz
.4
%38) ’j‘x*’ lgxdr— :L— lg z—

z8inzds = —zcosz+ | coszrdz;
z?cosx dx = (2® — 2)sinz -} 2z cos z

1
§ercoszds =cmoosz - {ersinzda.
Durch Subtraktion und Addition entstehi:

fex sin z dz —3 (smx — ¢o8 :v) bezw.
"419 fex cos dw = (sma: —+ cos z)

dz

~42) ‘{1 .aresin zdz=zarosing ___J‘VL

. —xarcsmx+|/1—x :
. 8*

115
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| j’”f((’”)’dx—lgf@>+o' e
1st nur die Umkehrung ‘von Aufgabe 195 Diff. R. und heisst i in

Worten: Ist der Zihler eines Bruches der lefexentla,l,
quotient des Nenners, so ist das Integral des Bruches
der nathrliche Logauthmus des Nenners.

ll,g,'(a--l—.bcz:") S

—44){ ant | |
_ 45) f——dx—lg(ex+ ) |

oo
o~ 46) jw dx~—1gsmx

ginx 1
z=—=1g(a4bcosx).
\47)_{ —{—bcosx : b°( + )
Integnation rationaler algebraischer Brliche.

§2

| ¢ ()
j.ax—}-bdx

Nachdem durch Division mit dem Nenne1 in den Zghler

der Bruch in einen ganzen Quotienten und einen Restbruch,

dessen Zihlen die Variabele nicht mehr enthilt, zerlegt ist,

“werden die emze_lnen Teile integriert. : :

Aufgaben. :
_48) g 10z _179;3:02_‘_1_””5”6%‘1401 =j(5x3+4x2—2&‘r|—3+—1%>dx
| '35%44_4“ 2 3o lg 25—5)
_49) x4—6x.3-{;1iz;—'10x+3 dx:g___ 4o +31 —2)
»,05(’)) ONQx3,+;z_{:F34w+2 3 —}—w*-—x—l— lg(2x—{—3)
_ 51) xig x—x—[—(a—b)lg(x—}—b) |
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12—28 24172102 22 3 :
~H2) j 1___!—5'::: “ dx'=~;————m—+5w———]g(1 b).

_ Steht die Variabele unter -einem Wurzelzelchen, go ist der
Xusdruck zuerst durch Substitution rational zu machen.

‘/53) j‘ l/ d:zc—25~ _}_ldz, wenn z_f

|  54) j-

| --~z(——f+w1+m)
dx_loﬁ—zolg(2+|/‘)

+w'—21/5+21g<1+i/?c>._
f 9@ S
2—}—,‘Za:ar:—l—b
Wenn _der.Za,hlel von hdherem Grade ist als der Nenner,
so scheiden wir durch Division cinen Quotienten ab und inte-:

gricren denselben Glied fiir Glied. Das Integral des nceh
iibrigen Restbruches hat im allgemeinen folgende Form:

j‘ mx—+4n

*+2ax - b
Zungichst 16sen wir die Gleichung: ®?--2ax -} b — 0, nennen
die Wurzeln « und g, setzen ®-2ax-t b= (:n —a) (—p)
und unterscheiden 3 Fille.

> L#V’

1) Die Wurzeln « und £ sind reell und verschie-
den. Der Brueh wird dann in Partialbriiche zerlegt wie folgt:
metn - . mxtn A B
2—|—2a,:c—{—b T (x—a) (x—ﬂ):x—a+m-—ﬂ'
Die Zahler 4 und B sind nun so zu bestimmen, dags die
Gleichung identiseh richtig ist, d. h. dass die beiden Seiten fur
jeden beliebigen Wert von x gleich sind. Wir setzen:

nzx+¢z;A+B(x—a)
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wahlen z =« und finden ”;a +§: A.. Auf entsprechende
Weise findet man auch B; doch kann B auch aus A dadurch
mﬁ-l—n

=8

sbgeleitet werden, dass man « mit 2 vertauscht. 8=

ma—+n mpB-fFn
mz-n a—p g—p

(x — a) (x—[-})—‘ z—a z—pB'

mz - n
j‘x —{~.‘2.azr‘;—i—bdgc _ a—pf

e -~ Aufgaben.

56) nx—i—ii—da:=31g(x——5)—-21g(x+1)
Loy (256
Lo Jeat3a4-1
- . 65—13 d:c—21§($~o)—}-4‘g(x_l_)
—% o' —3z43

S sz—16

%:vﬁg) 2_{__0.,1: e i 8-_.1g da:———lg(ac—{—G)— lg($—3)
,.-_"‘3a:3+_o:z; 29.4,——20 32°
7?;60) : 2?2 —12 do="3

‘ \/:c —Vz+1 325 6zt __@ 2
T 61)— Nz dg=—"—— = +2 + 343
_2xz+szs-—6xu‘+31g(m%_1)+91g(x%+1)

_Man setze b — 2.

x=51"(2’+'%)—41g‘(a:+ ) :

ol 1 1, z—a
?T/"ded Qa]gx+a
“63) [ gt W+1—;f2
T‘-F"%—l .{( +1)*—2 2V2 x+1+§/2 |
- [ : 1 1 z-—ar
64) Jz” +a d j-x‘———(az) 4z = m'l x+az

Es ist aber auch bexelts gefunden:

1
j dx == —arotg —
—{ a o a’

&i

(mat-m)lg@—a)—mpimls@—F)
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und da wir wissen, dass zwei Integralwerte der nimlichen
Funktion nur um eine Kouvstante differieren kdnnen, so ist es
1 z—at z - . .

¢ P = lg———=arefg— . y
gestattet zu setzen % lgx—l—m axc.tga—{—'(,’ Wird diese
Formel zir Verwandlung von Integralwerten benutzt, so kann
die Konstante C in die willkiirliche Konstante des Integrals
aufgenommen werden. Setzen wir nun noch 2z — p fiir z und

g fir a, so entsteht die Formel:

% g ;;_—21% — arotg “’”q—p +c, ®)

die bald Verwendung finden wird (vgl. S. 99).

~ 2) Die beiden Wurzeln « und @ sind reell und

gleich, Dann nimmt die Formel (4) die Form ¢ an und er-

halt ihren wahren Wert, wenn man Zahler und Nenner nach

# differentiiert und dann @ = a setzt. So wird gefunden:

v mB—+n

(z—a)* —1 B=a

s ' ma—-n

_ c—a

Wil man diese Formel direkt ableiten, so setzt man:
mr -+ n 4
(x—a) T — a)g_i_a‘——a

oder mz +n— A4 B(x—a) und findet B=m und

A =ma-1-n. Die beiden Teile sind dann leicht zu integrieren.

Man konnte auch so -verfahren:

=mlg(x—a)—

mz+n Z(x a) ma—}—n
a2 =t o |
. ——mlg(x—a) ma_—[—;o,
o) [ fdwwzlu »+—:—
86) 3””_;2; s =3lg @+ +2
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3) Die beiden Wurzeln a« und A der Gleichung

s —{—Zax—l—b——O sind complex und von der Form:

a=p-+qi, B=p—qi.
Es ist dann p = —a, q—l/b——a und Formel (4) gesta,ltet
sich unter Verwendung von (B) wie folgt:
' mr+mn S mz—-n
E 2—|-20wa-1—b j‘(az—p—qﬂ (x—p—i-q%) ‘
— {m(p+ i) +n}lg@—p—qi) —{m(p— gi)+n}lg @— p+q1)
2qz ' ,
g Lyt 0 " gl —p —ai) (¢ —p+a9
g -—p—l—q%+ &= L )
_-_—-—1 (@* —|—2aa;-|-b)+mp+" arctvx_p - C. )

Ubrlgens kann diese F01mel auch direkt entmcke]t werden:
 mz+n dx mj‘ 2z -+ 2a +}‘ ‘n—am
.( *{2az-0b 2+2ax—l—u 2-{—2(1:1:—1[—?)

n—am

'5——‘§1g (x2+2ax+b)+j-‘(x—}—a)*—}—(b-——a'l) dz..

Da nach der Voraussetzung [/b—a reell ist, so ist die Sub- -

stitution (a -+ z) = # [/b — a* moglich, und wir erhalten:

n—am z———am 1 —am

———— arc t 2.
et Fo—a)" T o RN }/b——a s
So-findet man schhesshch
_ mz+n am x+a
1 12 b adiy M)

Diese Formel stimmt b1s auf die Intealatlons-Konstante m1t (M -

uberem, weil dort p = —a, ¢=}/b—a® gesetzt ist.

Aufgaben

2 }‘ 1

du =g Sz—}—?a) 4aret —/4
68) J-u——B %5 w=—=I1g u®>—Su g

| 121
o (ot o w2
wﬁﬂduzélg@pg)ﬂmg:;%=
~71) jaj—_%det 1g(u2+3)+2|/§arctgl%__
- 12) f 2+4Q+13du—31g(u +4u-18)—darotg +2_
~73) juljg +20%z G —4u—|—20)—6arotg —

4) j—mdu:_%u——ﬁ‘/GO arctgu[/j——f

< —_ — \ —
75) ‘gu 6y +10du 21g (u® 6w+ 10) -+ Taretg (» 3)
2Tu® __9u® 5 8 3
.’76) j‘3 2+2 5 — 2u —|—4U‘—‘—ﬁa’rctgui/;
1 b
geBreTL —Vﬁa‘“g“i/;’-

Integration eines Bruches von der Form:

o) ayxmtaxmtla,zm 24t an

N O A Y i B N Y Y
Es wird vorausgesetzt, dass m <n ist. Sollte diese Bedingung
bei einem gegebenen Bruche noch nicht erfiillt sein, so kann
man die Division, so lange es geht, ausfilhren. Der gegebene
Bruch wird dann gleich einer ganzen Funktion nebst einem
¢ (%)
f@)

Vor allem anderen muss nun der. Nenner in Binomialfaktoren
zerlegt und darum die Gleichung aufgeldst Werden
@ =arb ol b a2 b, =
Wir haben bei einer Wurzel « zwel Fille zu tnterscheiden. -
1) Eine der Wurzeln a von f(x)=0 ist von den
ibrigen verschieden, oder mit anderen Worten, f(z) ist
durch {x— a) teilbar aber nicht durch (z —@)?, so dass wir

wenn ab > 0 ist.

angehingten Brueh von derForm y in welehem m <% ist.
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setzen kénnen fl@)=(x—a)g(x), wo dann g(x)=0 d_}e
Wurzel « nicht mehr besitzt. = Wir setzen

@ _p@) _ A g0
fl&) @—ag@® z—a' g
Daraus folgt
o(@) =Ag (@) +¢ (@) (=—a)

und fiir 2 =a ﬁndet man 4= ¢ (a):g(a). Nun ist aber

(@)= (fv—*a)g’(x)—l—g(x) also ' (a) = g (a)
_ e
und : N f (a) (8)
@ (=) a) R (x)
@ f@%w+yw

Emen solchen Bruch wie den ersten rechts nennt man dann
einen Partialbruech. Das Problem der Integration ist hier-
- durch auf ein einfacheres zuriickgefiihrt, da g(z) nur vom
Grade (n—1) ist. Wenn f(z)=0 tberhaupt nur von ein-
ander verschiedene Wwrzeln. a,,a,,...a, enthilt, ist es iiber-
haupt erledigt. In diesem allgemeinen Falle wird

¢ (z) ¢ (a) Y ¢ @) ,
fie = s+ [ s
and fir f(@)=(r—a)(*x—a,)...(x—ay) erhilt man, da

jetzt der gegebene Bruch' vollstindig in Partialbriiche zer-
legt werden kann,

(a) Sﬂ(1)]0'(a7+a)+sp(a2)10(.0-¥—00)+
f() C fa) f(z) o ()
+f( lg(@—
coq ey 124 T2—176
..Belsplel. flz) 2*—922+621-56"
ay=-—2, 0, =4, a,—T; " (x) = 32° — 18240
S”(x) 4, 2 Aq
fl@) x—|—2+x—4+x—7
r ‘-”(_ 2) o 99(4) ¢ — WLPQ:
h=prg= % A= f@‘*% ="
50(7;)2__ — 8 . '
O x—~4 i

) x3—9x‘“’+6x+56dm:—3]g(¢+2)+213(3¢~4)+81g(x_q)“.
' Aufgaben.
¢ But—Tu+13 11 a7
79) ] ua_6u2+11u_6du=—2w1g(u—1)—19l_g(u~2)+_2—1g(u_3)
b * #'+5ut41 I 47 1
80 | B DD du—ng(u-i-3)+—2—1g(u~1)_251g(u__§>
~ 1 1 1
81) R Fmd’l‘:ng(u?_a?)_aé lgu ]
r10u® 4 40%? -- 40u 16
82) u4+—i6—u8+;£;u2—l—éu du:]gu_*_‘_),]g(u_‘w 1)
) +31g(u+2)+41g(u+_3)
r 172 ——u—26 ,4 .
P 40" - 9u® — 270% |- 653
o L _ . G .
81) ,(“—0)(“——4)(u——7)(u+5)d“ lg(u 7u+1d) |
+41"(u—7)—21;;(%4r 5)
i u'—'3u+5 13 13
85) 3_4@&9_7u+1odz¢=ﬁlg(u+2 1 g(u—5)— lgw—l)
r but—Tau-411a®
%) o ‘“8—662%1!-?--]—].1a“’u—fiagdZ (“““)‘;;71"(%&———261)
' +§ Ig (u— 3 a)
: r2u®4-12au®*—8a’u—12a® —2a
8 e
. 7) ) (W' —a?) (WP —4a?) du=1g?*—a )+31 u-—|—2a
(20t — 100 - 21u®—20u-}5 , 20
88) ] T W —3uj-2 du= 5 —2u +5u

—}—lg(u—Q)—{—‘Zlg (»—1).

Wean die Koefficienten in [ () reell sind, aber unter den

Wurzeln @,, @,...a, sich auch complexe Werte befinden, so

milssen diese paarweise konjugiert vorkommen und die Form

haben: a=p-}-q¢, B=p—qi. Die Zerlegung in Partial-

britiche lisst sich mit folgenden Modifikationen auch hier nach
der besprochenen  Methode durchfiibren.

125
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Man hat
@) _ ¢(p+g9) 1 +¢(p-—qz) 1 -,+'
f@ f@+eda—p—qi' fp—ag)z—ptqi'

d e@HID _ y 4iund alse?® 99 _
o, ey T G —gg

j?‘ixgdx——(ertz)lg(x—p Q’D—HS*Wg(”—P‘H")“L '
—slgle—p)"+Ha+tils T s

wo rechts eine beliebige Integratlonskonstante addiert werden

kann. Benutzt man nun die auf S. 119 bei Formel (5) ge-
machte Bemerkung, dann folgt
—p—qr y 11 x

! 9y L 2—p—q@
t'&g p—l—qz 2 Qig

z—p—+tqi. _
=—2tarctgﬂ+0

So gelangen wir von dem oben gegebenen komplexen 20 dem

reellen Ausdrucke
S;Ex; r=slg [(z—p)2—|—q2]—2tarctg—x_p—f—...
Wir wollen dies an den folgenden Belsplelen durehfuhren

p@ 2x .2z l/§
f(a:) (@) (2 -]~3) x—z)(x—l—z)(a:—m)(x—}—rz)’

¢(x)__'A1 .A,, A A
f@ z— .+x+’5+‘x—3rz’+x+4ri
L =(’9—(Q=l, _90( ) 31’ =§p(r{)—_—-_1-
R 6 R Al e Rk U b 7 Rt 4
' @ (—r9) 1 _
A= f( riy 2
f@) x—i x—l—z z—ri z-+ri
i
| %dxf_‘§[]g(x v)+1o (x+e)]——[1° (x_n,Jrlg(H_,m
i .
=5lg @@’ —+—1)—~}g(x'3 253

) | . : jﬁ

=8 —'t;

- wenn J/'b—a’zs=x-}a ist.

125

2 x —-|—1
89) J.(a:"'—i——l)(x‘“'—{—?))dx 82135
' o @ 102:?—}-1109:—(—400
f@)  @®—4zJ-29) @—22-1-b)
4 4, A4 A,

' 1 _ 3 :
z—2 5z+m——2—}—5i+x—1—2i+x—-1—{—2i

245 . 2—54 P
i _?Eziag 230, 4= LG gy =2+
p(+29) _ea—2)_, ..
4= pagen 0T AT pa ey T

o  2—3i 2437 3-41" 3444
f (x) :v——2—5z+ 2—|—5z+ 2'+w—1'—{—2i

j‘?éxidx—(‘7—32)1g(x—2—5z)+(2+3z)10(w—2+5z)
+B—4dlgxe—1—2% 4 3B} 49)lg@—1-4-279)
-—21g[(x 2-bi)(z— 2+5z)]+3lv[(x 1—24)(z~ 1+22)]
—2—5H1e — 27
—3ilg; v R lg =5 ——1—|—2z
Multipliziert man d1e Faktoren aus und wendet auf die beiden
letzten Teile Formel (5), S. 119, an, so giebt es:

102° 4 110 - 400 B . |
90) j-(x 121 99) (& _2x+5)dx——21g(x — 4z 429)
—1

—|—31°‘(z —-23:—|—5)—|—6mctg 5

Die besprochene Methode kommt im Glunde darauf hin-

—|—8axctfr

aus, einen Bruch von der Form % zu 111_tegr1ereu,
wenn 5> a® ist. Das kann auch direkt 50 geschehen

(2a+2a)dz
£ z24-2 a:z:—l—b+

5‘ mz 4+ n do—

J w4 San+b "‘“)j (x~|—a\9+(b )

—ma dz

bmIg(e 4 20sH0) 4 JEE -

~Also erhdlt man
=imlg(x +2ax+b)—l— 7 a ctb 9)

 mx4-n du
5m2+24x+b
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¢(x)  8z® — 29261 A | mztn
fl®) (z—1) (z*—6x4-13) x—1‘+x2—6x—}—13

A= &1) =D5. Dieser Wert wird sofort benutzt

i
8x? —).‘29:&-}—61 __5(z? —6x—|—13)+(mx+n) (w—l)
(x—1) (z*—6z-}+13) (x—1) (2 — 624 13)
Nach dem Satze von den unbestimmten Koefficienten ergeben
gich aus den Zihlern die Relationen: 8 =5 +m 61 =65 —mn,

oder m =3, n—=4.

o) b
f(@) ._a:——l'—'_ac"—6a:—|— 13"

8s°—99z461 .3
91) j(m_n(x2_6x+13)d”—515@ 1)+51g(@*—62-4-13)

13 r—3
.+§31'°t§z2 .
o(@) 1 _ mz-tn + ro-}-t
f@ 2 +at+1 Hao-f1 " a?—azf 1

Nachdem die rechte Seite gleichnamig gemaeht ist, werden
die Zihler gleichgesetst.

1 = (mz -+n) (2? ——x—}—l)—-}—(m:—}—t)(x"’—}—x—i— 1);
m-tr=0, n—m-+r+t=0, m—n-+tr —|——t—0 n-ft=1;

m—1, n=1, t=4f, r=—1}
1 _ te-b¥  do—4
x“ J[—:v"—l—l ztz41 z2P—ai-1

. ezl 1 2241
92) ] 4+x2+1dx__g +x+l+ - aro tg V3

+2—I/_§ arc thB—T
dz=3lg(z—1)}+6lg (x’+4x+29)
+_ : x+2

r 15271662121
- 93) J (z—1) (2?44 2+29)

[ 32?—5bz-+2

%) Jzt—24*+32—6

=$@@—m+ﬁ@@wﬁ>
~'——1-a.rct'gi
W3 Y3

~ und suchen die Zihler 4,, 4,,

L 2z—1
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95) _“Zxxz—{;ﬁi il d:v-ﬁlg (z— 3)—]—1g(x9+4)+6arctg2

22°--282° —”57&:—}—531 .
96) j( 16x—l—69)(a:-—6x—|-—16)d __1g(z

2—16:1:—;—‘69)

62-16)—

aret —10- z%— are
ey o vy
" 2. Eine der Wurzeln a von f(z) =0 kommt in der
Multiplicitdt » vor, oder mit anderen Worten f(z) ist durch
(x — a)” aber nicht mehr durch (z—a)7+! teilbar, so dass
wir setzen konnen f(z) = g () (z — @)”, wo dann g (z) =0 die

» Wurzel o nicht mehr besitzt. Wir setzen
0@ o@ _ 4, ¢
T e e T

... A, der ersten Partlalbrhche
zu bestimmen. KEs ist nicht praktisch, allgemeine Formeln aunf-
zustellen und nach diesen zu rechnen; vorzuziehen ist der
folgende Weg. Wir setzen z— « = y und bilden '

o(yta) _ \ g1 Wt a)
g(J+a) 1+A2/+ +-‘4') 1+g(y+ )y)

dann dividieren wir auf gewdhnliche Art, nach aufsteigenden
Potenzen von y geordnet ¢(y-+a) durch g(y-4a) bis zur
(r—1)ten- Potenz von y; die erhaltenen Partial-Quotienten
geben nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten die
Grossen 4. ' .

1. vBeispiel. xi_—l_—?—= i + —|— -—}—:f) Hier ist
die Emfuhrung von y uberﬂhsmg Dividiert man

2—1—9" a
1+x—2—,c—}—x — 3.

so findet sich
z-+2 2 1 1 1
P e Rl e I Rt S |
Fiar 5!)(16) ergeben nimlich die friheren Methoden den
Wert — 1. '
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R 4, 9@
2._Bels_plel. (z_ 2($+1) (.,6 2) —l_ +:z;+1
y°—|—5fl/+7_‘ V(.'/"I‘ ) 2
Lo = At 4yt %+3y,mr%—r+2
Die Division '
7";5—_W—=%+%y+a%y“+-@-
liefert S
2-tx4+1 1 8 1

=G+ 3G—2°  9e—2 G+
die friiheren Methoden ergeben nimlich ¢ (2)=

Hat man diese Zerfillung in Partialbriiche gemacht, so

kann jeder einzelne integriert werden. -
Su—11u’+5ut4
(e—1)*
unsere Methode giebt hier sehr bequem fir v« — 1=y
3—2y+4y*+0y* =4, + A, y+ 4, 9°+ 4,9,
weil g(z) nicht vorhanden ist. Aus dieser Gleichung kinnen
wir sofort die Zahlen-Werte der vier Koeffizienten 4 ent-

4,
u——l)4+(u 1)3 + (u 1) +u—1’

nehmen. Das ergiebt
A, =3, 4,=—2, A, =4, 4,=05;
E)u —11u’4-5uf-4 3 , _ 5
(— 1) T w—1t (u——l)_s_‘_(u—l)‘f’—l—u —1
Huf —11u2+5u—}—4 1 1 4 -
) j. )t du=— T = w1
' ~+5lg (w—1)
u“—4u?—}—1 w? :
98)—{ gy du="y — 415 (u—
2u®—ou* 44> —Hu-}-1 29
99) j. (u_d)ﬁ du=2Ig (u——3)-———§
490 - 721 o7
(u~—3)°‘ 3(u——3)8 4(u—3)* Hwm—3)°

‘ : | ‘129
3ut— 17421 ‘
6u3—{—89u2—l—438u—{—719 . 4

101 _f ROEEST d““”—?, (2a+5)3+(u+5)"

Wenn der Zahler ein einfacher Wert 1st kann auch die
Integration nach Teilen Anwendung finden.
: N .
102) {w-a)yrdu—_YU=D P ®
J - p—1 p—1
e . ; 2 _ _ \—3
wilu — o)~ du — — 2_&_(1&_3‘_&_ -+ —gj‘u (u—a)=3du

Ilj_(u——ﬁ) —2 + j(u _ a)—? du.

un—1 (u—a)~P+1du

[y (w—a)y=3 du=

re

W“—a)y2du=—u—a)?

~ u? : 1 1
103) (u—a)%d“_:— [ )3+(u +u—aj

(udtaiutal ab 4 2

109 ) (u—a)‘{_du ,( —a— 2u—a)? u’_a—l-3alg(u—u)
' u2 u% : u .
109) J (a-i—bu)sdu=—2b(a+bu)2—b2(a+bu)+b_31g(a+bu)
. ~ w?
106) . (u‘a_‘_ 1) (Mn+4) j‘(NQ_I_ 1) (162—|—4)

_LpAe ) — ), f
3 (u? —{—1)(% +4) 3 +4

I —I"l 3arct 2 Barctgu

92t —3z —239;"’-{—30:6— 2
@—1)*@+3) (a— 14+(:z: 1)3+(x 1)2+x 1+x+3
92°*—32°—232"30x—1 , 1 1
e e e = =

glo—1)+21g(z+3)

D3&ip, Aufgaban, ' 9
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108) fx

t_7x8-322—112-113

13, 37
PatDEety T e

_351:(:1::71)_—!—i1g(x —}—-x-}—;) l/— are tg2a;/i1
2% — 222 x
109 [y d”bm"““’—)

rx?— 222+ 5Tx 32

10V eFire—3 +1 =
—41g(a:—3)
r1z* — 322° -} 50z — 28 1 2
111) ] (x—1)%(x —4) d?%_2(x—1)2+x—1_
- F3lg@—D)-F4lg@—4)
c 21 1 1 .
112) 783 _xdx——(x_——l)—z—x ] +2lg(z—1)—lgz
o 32tz —2 1 5
1) Je—r@+0 YT T2e—1t 2D
—3lg(z— 1)+ 31g(@@*+1)—arctgx
P (x—l)“’(x—}—l) —”Q—x‘z_Eergx
1 7 |

Die bisher entwickelte Zerlegung in Partialbriiche ist auch
‘noch ausfiihrbar, wenn' die gleichen Wurzeln komplex sind.

2241 2241 A, s A B,
) I o o L ey et e L
1, 1, 241l 21
i % i i
T S e o L P R
9i—1 241
251 1. z—i 4 1
115) f( ”_‘—_'"1)2 —z“gi+§— T T
1 to 2 z—2
=5 are gx+-—2(x2+1)

1]

+2( +1)+2lg<x+1> |

'-yllﬁ)f w1

- 131
z? 8 ‘l‘
I @ e
% 1 )
8 16 16
_(x—1,)3 (@ — 9 x+1
1

z—z
2+1)2+ a.rctgx

Reduktlonsfor'neln sind Formeln, durch welche eine

- Aufgabe auf eine andere leichtere von #hnlicher Gestalt re-

duziert wird. Sie kénnen nicht selten dazu dienen, dureh
wiederholte Anwendung derartige Integrale entweder ganz auns-

. zufiihren, oder doch so weit zu vereinfachen, dass ihre weitere

Ausfiihrung nach den bisherigen Methoden sehr erleichtert ist.
Die. Richtigkeit der nachfolgenden Reduktionsformel er-
kennt man leicht, indem man beide Seiten differentiiert. Man

- sieht dabei zugleich ein, dass die Zahlen m, n, p beliebig sein

konnen; nur darf (n-} 1) nicht Null werden.

Il xnj'—l
117) ] x”(a—}—(_ba:’")p d$=m(a+bzm)p
' mbp
m—n m 1
n_fo (@ bam)p=1 dg
r b1
118) x‘(a—!—bx2)3dx=%(a+b:v2)3—~5~ fxs(a+bx?)2dx.

In dieser Gestalt kann die Formel dazu dienen, ein
positives p nach und nach so weit zu reduzieren, dass der

- Exponent kleiner als 1 wird. Seoll dagegen ein negatives g

dem absoluten Werte nach verkleinert werden, so muss man
die Formel 117) umkehren. Wird dann noch p statt p—1

und #» statt n-l-m gesetzt, s heisst sie:

an—m+1
- 119 zr bam)? dz — a - bazmyp+1
) [ @tpam T G
n—m-41
BT f gr-m(q ba:’" PHldg.,
TICE=V) AR
Die Formel wird unbrauchbar fiir p= —1.

34
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2% xt x? > 1 )
120) (s dr—— g 2 e T2 0

Die nimliche Aufgabe kann auch so behandelt werden:

xgs *x3(1+x2)__x3— x3 . $3 :
(1+$2)3— (1-—]—.’52)3 —(1—-1-552)2 (1—}—(02)3 - 1

2 z(l4a)—az z
(A+2%) (14’

22 x(l4at)—az oz
(1429 (42’

_(1+x2)2_(1+x2)3
) z _ z . Qx + . Z
=P T+ GFeP T @

z° 1 1 1o
20 [agap o=~ spay fia T e D,
Die Formeln 117) und 119) sind insofern nicht praktisch,

als in der ersten bei gleichem Vorzeichen von m und %, in
der zweiten bei verschiedenen Vorzeichen der Integrand des
" Integrals rechts nicht direkt vereinfacht ist. Wir verweisen
deshalb auf die Formeln 139)—142), bei welehen dieser Ubel-
stand vermieden ist. '
z .
xff(—)l dz.
Nach der Formel von Moivre (Diff. R. Aufgabe 430) ist

v/ cos ¢ | isin =cos%—|—isin%.

Soll die Gleichung z"-—1 =0 geldst, oder x=\"/ 1 nach

dieser Formel gefunden werden, so setzt man 1= cos2kx
-+ 28in2%7, indem man & eine beliebige ganze Zahl bedeuten
lasst. Es ist dann: : :

ngy o 2kw .. 2km
\ﬁ_COST+ZSIHT’

- und fiir jeden beliebigen Wert ‘von k geht aus der Formel

einer der verschiedenen Werte von /1 hervor:
k—=0; w,=0c080-44sin0=1
27

O
E=1; w, == 608 — --78in —
1 1 T + n

IR e G LR
"z

- Weiter ist nach dem Satze von Moivre:
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. ' Adn ., Ax
; W, =008 — -} ¢sin —

h—2
—1 . |

n p 27r—|—isinn p" 1277.

Wird mit der Wahl der ganzen Zahl % in dieser Weise fort-

gefahren, so wiederholen sich nur die bereits gefundenen-
Wurzelwerte. So_findet man z. B. fur k=n:

k=n—1; w,_j=cos

- 2mm - 2nnr
. Wy =608 —— - 48in — — ) 51
p -+ . €08 27 -}-48in 27

= 6030 |- 7sin 0 = .

: 2r 2mr)?
5 T . . 27 47 47
W] = { CO8S — 2810 — § — - ) 8in — —
P |- cos — ¢ 7
| ( 8sin W,

271' . 271 ‘;72 . (;/.
3 .
1 ( Cos vn, usw,

1 It —_1- — a2 .
Hiernach 1ist: Wy =15 w, = w?; Wy =10}, .. Wy =L,

n—=k —k $
" 27 = cos (271'—&)

Es ist auch cos 27 44 sin

n
- 2k 2k . :
—+ i sin (27:—77[)=00s—nf—,zsin2%r, oder es sind die

beiden Wurzeln wy und w,__; konjugiert komplex. Ist » ge-

rade, so ist w, sich selbst konjugiert und also reell, so dass

die beiden reellen Wurzeln =+ 1 existieren. So finden wir z B,

N . “ N 6 . . . .
fiir ;u=\/T, .dass w;=cosg—|—z’sin%r und w{,—‘tcos%?_
. Bx ' T - . N
+zs1n?écos (—3) —+ ¢sin (—g) =cos%—z’sin§,als‘q ‘
‘w, konjugiert zu w, ist. .
. 1. Beisgpiel: a:———\éy:f; zulzcos??’j-[—'ésinz;:——%
tom, P T S ¥ 1 =
+2V3, w,_,—cos?—}—zmn.?:—g—gﬁ:wf;

10, = €08 277 48t 27 = €08 0 - i 8in 0 — g, — 1.
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2. Beispiel: 1 =/1; w,=1;
Wy, =w:=—1; w,=wd=—1.
3. Beispiel: 2—=y/1; w,=1; w, = 5+5V/3;

——“+ l/—7 wy = —1;
1

w5 ="—?‘-—

w, = 1;

mit sich selbst.

Der grosseren Einfachheit wegen wollen wir wy =¢

getzen und konnen dann die tibrigen Werte von \/_ durch

e &% €Y ... "L ?=1 bezeichnen.

Es 1st dann: .
?(z) — Ao Al Az ! An—1
am—1 z—1+x—e+w——eg—r""+a§—e"“1

und nach Formel (8), S. 112: _
Ay — (@) __|ze(® _ ko ().
nxt 1 o=k nL® jr=ck n

= =l[’”“’+e’”@+s o)1 | teen)

an—1 z—1 ' z—e ! z—¢? x—er—1

129) _{ ¢ (2) - dz — { Mg —1)tco()lg@—e)

G enet <en—1>1g(x.—en—l)].

Die Glieder dieser Formel kénnen paarweise zn reellen Aus-
driicken vereinigt werden. Da namlich die Wurzelwerte ¢ und

e®—~kkonjugiert sind, so miissen es auch die Zihler 4 = e* ¢ (%) °

und 4, _g=c¢e"— kgo(e”—k) sein, oder es muss A, _x=A4—B¢
sein, wenn Ay = A -} B¢ ist. Mithin kénnen wir, da (z—&F), |
(#—en ) =2*—2z cosg——+ 1 ist, nach (9), S.125, setzen:
£ Sa(ek) lg(t— ek)+en kgp(s” k) ]g(x__en k) —
2k
Z— cos ——
7

. 2kw
gin ——
7

Alg(x*«—ZxcosQ—ﬁ—ﬂ—{—l)——ZBaf_ctg

—2—|/§. Konjugiert ist w5 mit w,, w, mit w, und w,

1

dz—3 [lg(x 1)4; (——+ 1/‘) Ig (w+———l/—)

()l

=—-——1?;[lg(a:-—1)—,—llg(x?+m—}—1)— 3arctg x-]—l]
o [z*—3% !
2 LI 2
124) jz‘-—l d 4lgx2__1—]— x+1+2axotgz
Man setze in ‘der folgenden Aufgabe J/3 —=r.
| 125) (
1472 1472 1+1‘7§1 1—72
1 lg(z 1)+ — 5 lg = -3 g x+‘2
=% —~14r2 1474y 1+7¢ 1—ri
+lgz+1)+ 5 Ig ot |- g {e- 5
IR EYINIE S PR _ ote 221
-3 ng(a: 1) —5lg (@' +2°4-1)- V/3arctg l/§

re +1 .
+Y/3arotg % }

Dm Ausrechnung solcher Integrale ist oft leichter, wenn
man die als konjugiert bezeichneten Glieder schon bei der

Zerlegung paarweise zusammen fasst. So ist z. B.:
ar’+batc 4 + mz—-n
z*—1 c—1 " a*+z-41
4— 1?((11; _ ?-'L’?”"U . Wird der Wert fiir 4 substituiert, dio

_rechte Seite gleichnamig gemacht und dann die Zihler gleich
{ sgesetzt, so ergiebt sich daraus nach dem Satze von den unbe-

—b— b—2¢ -
stimmten Koefficienten: m=2a ;’_ % n— a+ 3 ‘.

126) {awgg—iﬁ“{‘”dx:%[(a—}—b—l——c)lg(m—l)
+%(2ﬂ—5——6)1g(.’02—|—x—}—'i)+(b-—c) /8 are tg

2::/—_}3— 1'}



136

por lg(z2 1)+—1g(w2—l—1)

127) fax8+bz2+cx+dd —

b d b—d
+ _i— :-}-1+_ 5 arotga.
@ () |
j‘x"—[—ldx

Die Gleichung: 27 41 =0, oder z =~/ — 1 wird wieder

mit Hilfe der Moivre’'schen Formel geltst, indem man setzt:

—1=-cos(1-}+2k)n}¢sin(1l -} 2%)w, wenn % irgend eine
ganze Zahl bedeutet. Dann ist:

\”/_:_1=cosv—1t2k7?+z’sinlt2kn

T .. 7T
kE=0; w, =cos———}—zsm—
3 T
=1, W, -—«eos———-}—@sm7
57 , .., bm
kE=2; W == 008 — —}- 2 8in —
; 2 o esin
: 2n—1 . 2n—1
c=mn—1; w,_1=-cos 7} 4sin n

Es kann leicht nachgewiesen werden, dass jede andere

ganze Zahl % einen Wurzelwert w hervorbringt, welcher mit

einem der vorhergehenden zusammenfillt, so dass im Ganzen
nur # unter sich verschiedene Werte moglich sind. Nach dem
6fter angefiihrten Satze von Moivre ist

3 3
s
0 = e08 — -7 8in— = w
o s =uw,
: Kk 5n
- .
w = 008 — —}- 4 8in — = 1w,
o p TSI =
2n—1- . 2n—1
wir—l=co 7 1 sin 7= Wy 1
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Auch diese Wurzelwerte sind paarweise konjugiert complex,
denn es ist :
2n—2F—1

= c08 (.‘Zn—zk:—ln)—]—z’sin <27r g—k-ﬂ n)
= éosw — sinzﬁln
n
ein Wert, welcher zu wj; konjugiert ist.
1. Beispiel: x——\"/-—l; —}—2[/3 w, = —1,

{ .
wss:é_"_%l/g

2. Beispiel: _x=.,4/-1; wy, =V 1+ i)L,
=_V§'+7'I/;7 wzz_l/;_"“/jzl7 ws:‘/g_il/;~

Es ist w, 2u w; und w, zu w, konjugiert.

Um das vorgelegte Tntegral auszufithren, setzen wir

W, = ¢ und

o (2) 4, |
$r+1=w_e+ 3+ 5+ + €2n—1
Ay == [fa‘glx) ]szZk_l = [:%(ni)] 251 — —-71%62%:»1 50.(827*_1).
p(®) ep(e) | & (s) 2n—1p(2n—1)
L @ o)y e
128) j;ﬁ)l dx

= [e;o(e)lg( —e)+ep(e )1g(x—e‘°’)+...62“‘1;0(52.”—1)15'(1:.—52"'“1)] .

Ist ko (a")=A+Bz', so ist der konjugierte Wert
g2n—k g (22—Kk)— A4 — Bi, und die entsprechenden Glieder
des Integrales lassen sich Wlederum zu reellen Werten ver-
einigen.



138 -
(44 Bi)lg (x—cosz._kj—ln—isin2k;l_ln) _
—]—(A:——Be)lg(x——'cos2k:—_1:r-l—z’siny%*__—ln)

2%4-1

r—CoO8——
7

2k+1'7r+1)-—ﬂ2:‘331‘0tg . 2k+1
sln -7

(.
Alg(x 22 08— n

+ - 20— 1

129) ‘fzx _ |w1 3dx=2lg(x—|—1)+%arctg—%

3
| Va1, ot al/3
130) jmdx 4 g:v —x[/——l—l
131)f

ax’4-dbaetc
132)£ e

' —arctg(:vl/——1)—ar0tg(xi/§+1)] ‘
[‘gw+1> 2y/B1g0 o Vo 3yt

Gl n i wl PO
2 +1 @o-HY/3) 41

29:;
—[——6alctg2 =

%[(a-b+c)1g(z+1)

+N(2a+b_6)lg(x2—x+1)+(b+0)!/§arctgzg;/_§11 |
._133)_f — iy ar— (e |
1 [1 Z_:;-*-;]bzglzii 3arotg 2;45 e Vg
0 [ g e

10) (Grlpde =36 +H D+ ey
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§ 3. Reduktionsformeln.
Yerwickelte Integrale konnen oft durch Reduktionsformeln

(vgl. S. 131) auf einfachere Formen gebracht werden, und wir

wollen einige dazu dienliche Formeln jetzt aufstellen.

Reduktionsformeln fiir:

1 a
_[(a-—{—bx—-]—ca:g)“ “
Setzt man a—+ba }-ca? =1, so ist:
d (b+2cx\ 2c¢c n(d-42c2)
d_az,'(_z‘ﬁ—) BT
Da (6 + 2 cx)® durch 4ct——(4ac—bg) ‘ersetzt werden kann,

s0 ist auch:

d (b42¢x (Aac—bH)n 2¢(@n—1)

Ei( i ) e T m
Wird diese Gleichung Glied fiir Glied integriert, und n—1
statt # gesetzt, so kann ibr folgende Form gegeben werden:

i. b42cx (2n—3)2¢ 1.
136) E% V= T e8P (n—1) (dac—0%) tn-ld
Fiir =0 und ¢=1 entsteht die speciellere Formel:
1 1 z
150 (G = =1y EF o
' : 2n—3 1
36 —1a) Gt a1 4
Behiilt ¢ seine Bedeutung, so ist:
d fami =2 paml(b4-2cx)
ﬁ( & }:(m_—l) o i
' _(m—1) ™ —na™ 1 (b 2cx)
. _ !
. xm —2 Mt
=(m—l)a —(n m+1)b —(2n— nfz-_l—l)cw_1

Wird wieder Ghed fir Glied mtegrxert so kanu die Glexchung
in folgende Form gebracht werden:

i xfm—-l .
136) f?iTi x T Cun—mEfi)e

w.—yﬁ—}—l)b zm1 (m—Da
| —((anm-}-l)c_{ sy dz +(2n~——m—{—l)c

xﬂb—2

] dz.
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Wie wir sehen, zerlegt diese Formel das vorgelegte Integra]

in einen fertig gestellten Teil und zwei noch auszufiihrende
Integrale, bei welchen der Nenner #*+! unverindert geblieben,
der Exponent des Zshlers aber um 1 und 2 kleiner geworden
ist. Die Formel kommt in Anwendung, wenn m positiv ist,

-Sie ldsst sich aber auch leicht so umsetzen, dass das letzte

Integral rechts zur Aufgabe wird. Nach dieser Umformung ist
sie brauchbar flir ein negatives m. Gewdhnlich wird aber in

diesem Falle durch die Substitution z =% das Integral trans-

formiert, oder vor der Integration die Zerlegung in Partial-
briiche ausgefiihrt.

Die Reduktionsformeln fiir jx”(a—]—bx’”‘)?’dx.

2 [ (atbamplmnari(af-bam)p-fmbp(a-phamp-iamiat,

2" (a-1-ba™)? = ax" (a--bx™) P~ {-pam Y a-t-b )Pl
ist eine identische Gleichung, durch deren Vermittelung man
erhilt: ' '

2 o (@ bam)P) = na a1 (b zmypt

@ b (rp - m) e (@ o B )L,
Das Integral dieser Gleichung kommt in 2 verschiedenen Formen
zur Anwendung:

139) j 21 (@ bam)pt dg — T e 0T

na

b (mz :_ ) ( amn—l(q bx"”)l’*1 dz
140) { g1 (g - by dg — TG EDE)

b (mp +-n)
}‘x"‘l (a4 ba™)P-ldg,

na
3 ~ b(mp+n)

Je pach der Absicht, den Exponenten von # um m Kinheiten

zu vergréssern oder zu verkleinern, muss die eine oder die
andere Formel Anwendung finden. Die Potenz des Binoms
bleibt unverindert.
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4 ac"(a—}—bxm)p ]=mnan! (a—}-bx"’-)i’
- bmpamtr—l(a bxm)l'—l
bamtn=1 — gn-1(q | bz™) — az™;
= o (ak-bamye) = (mp +-n) 2 (a - bamy

—ampa™1(a - ba™)P—L

~ Aus den Integralwerten dleser Glelchunv lassen sich die folgen-

den Formeln zusammensetzen:
s 27 (a—-bamy»
141) jx" (atbsmpdz= "=
ﬂ —1 m 1
+‘mp+nf‘”" (a4-bam)r—1 dz
2" (a - ba™)rp

1 : m 1 —_
142) j-:z;"’— (aF+bamrldx . amp

4PNt (o4 bamye da.

amp
Wihrend die zweite Formel dazu dient, den Exponenten p um 1
zn vergrossern, wird derselbe durch die erste um 1 verkleinert.

§ 4. Irrationale algebraische Funktionen.

{ flz, Va-tbz)dz.
Ein solches Integral wird rational dumh die Substitution:

m o ___ z/n—-l
\/a_}_bx:z, =" 5 a’ dr = 5 dz.

Beispiel: S——zjx;/a—{—bxdx; a-tbx=2° x_L;a’
' 2z 2 az®
dx——:'?.d ; b2j(z —az)dz~——-(g—7>

143) { 1/a+bwdm~b2;f(m )3(“‘{"” %) e

Das Integral kann auch mittelst der Integratlon nach Teilen
ausgeflibrt werden:

jx(a+bx)‘5dx %——1#;— j(a—{—bx)z dx
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- 145)/

\/_

r 144 /j' (u-—}— ba)t do _ V(@ bay’

)

(@4 bz §bx— ——

- 143
2a A < 1 Vm-—l/‘
ﬁ3i5' | yg:xwﬂﬁﬁm»y” SVatbatya a0 |
d“’—“3j‘(58"‘1)25d5=3( 5 +5 } : LI/GQ)/ 1+1V—;\[\/_ﬂ]dx———x§_f}-7xv+a;__x% Yo = 4
=3Y0Fa )*( (2 =50+ o)+ ) 1 | 20l —6sd 4 Garots /z
) r 1 o 161 z -2 1%__ 3
Oy’ da—3V/aFTe i Nz ey +1 D=+
— 147)A " —(av+1)——(oc+l)w———(a:Jrl)rr—_(,»ch1)%l
\/(a—}—bx)l’ 3 (n——p)b\/(a-}-bx):o—ﬂ Man setze x—}—l = 2° .
?ﬁf et AT 1@§ﬁ$}_ah_4k%::i
‘%1}9)/ a;\/_—l—bxdx—28b2(4bx 3(1)\/(00—}—b:1:4 1 1+
! \163)/ clx-_—j-(l/x——a—l—l/a;——b)dx
T150 x“‘\3/ bxdx-——[w—-— ot Ve—a—yao—b |
10 | | 55| e~ + e
Z(a-l—bx)}\/_m [ _3C—a L
MR - 164) ,da:=—— [(x+a) —x]
| 182 jﬁ—w do — 21b2(3b:c 4a)\4/(a-|-bx) 17 vﬂ@ﬂ/‘
'_iy)/j 3o 4 da:=—(ac—x—12)\/a;—— ;(165) 1_fdx——<x+4f+4lg(1—f))
m@ig&f+2w={§+9 )quE? : rw®~;+V;w%2ga+V7 |
154) pfgzz_b.dxsz—%(gg 4x—]—%)|/5+3 167)'”V fdz—4V V?v[(1+5‘/;)2—1_2l/—]
% ,_,./”/1/5 . Vae—1 168) d:c—2|/1—}—x—3\/1+x
P fflM—QVE+@Vi+1 Vi *V +ﬁvﬁ+x 81z (1 +/1F 2)
A1 1 Vata—Va o [
)t e tarat/a ) (e
’}}7) ;.:—V,;Tadxz—zc—tarctg “’;“ 170)_0
<4158y { 1 _ L Vima—yn
Y @+0Y1—s V2 Yi—ct)2

bﬂl/a—l—bx b—mlg(a-{—ﬂj/a+bx)
dz
(@+p2) atba

—of 1

da.
eb—apf -+ pa*
Die weitere Ausfihrung hingt von dem besonderen Werte
von B{eb—ap) ab. Hier ist s* =a-bz
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Bei derartigen Aufgaben kann man zweckmissig vor der
Substitution die Integration nach Teilen vornebhmen, um dj.
durch etwas hohe Werte von » zu erniedrigen. Die folgendey
Beispiele dienen zur Anleitung.

171) nx"]/ a-+bzx d:c=32—b(a—|—bx)% xh — gigfxn—l(a+bx)§'dx

L%

~ 4 -
172) |z® \3/ a-+t+bxdz =-3—£a—_‘—4bTx)3—fc-n——%J‘x”—1(a+bx)§ dz
I 1 x_3(a—{—bx)§x 3n
J \/a~|—b’c 20
Ano?+ Ay @ Ao Ay
f ' |/a—|—2bﬁ—1—cx
Mit Hilfe des Satzes von den unbestimmten Koeffizienten
kann ein solches Integral in einen fertigen Teil und in ein
noch auszufithrendes Integral zerlegt werden.
schieht, wollen wir an einem Beispiele zeigen. Wir setzen:
174) j‘30x5—|— 302* 1224212 — 16— 1 dx
/iFeatsa
= (@' + 4, 2° + 2,2+ ¢,z - ao)l/m

173)

T j V4 2z 32° 33: a
worin die a« und K noch unbestimmte Koeffizienten sind. Zu
dieser identischen Gleichung werden wir durch die Thatsache
berechtigt, dass auf beiden Seiten der Form nach véllig gleiche
Augdriicke entstehen, wenn wir wieder differentiieren. Man
erhilt dann:

30z°+ 30z* 4 12x3+21x — 152 — 1

Vit 2z 1322
= (4a, 2%} 3a,2® —i—2a2x—l—a1)|/ 4+ 2z 3z°
+(1-{-—3x)(a4 t 4 g 2+, 2® +a1x+ao)+K.
Vit 2ot s
302° 4 302* + 122% - 212 — 152 — 1
——-(4(142; —+3a,2°+ 20,2 -} ;) (32° —l—2z+4)
+ A 3a) (a2 + 2, 2° a2+ 0,7+ ¢,) - K

25 xn—l(a-l—bx)’a*dx .

Wie dies ge- -
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"Der Satz von den unbestlmmten Koeffizienten ﬁihrt zu den

Werten der a. . Es ist 30 = 15¢,, a,=2; 30 = 12a3—|—9a4, :
a3=1;12=09a,-}-Ta,+| 16a,, @y =—3; 21—6(11—{—5(12—]—12(13,

'al—-4 —15=3a,+3a, }-8a,, 2y =—1; —1_—K—|—4a1—|-a0,

K=—16.

175) J‘?;Om“—}—?»()x +12x3+21x“—15x—1d a

_ Vitort3z® . . o

(a2t 3t 451 sz—gz_lef 1
( )l/ +22+4-3z ViTerroe z

Bevor wir uns mit der weiteren Ausfihrung des tibrig |
gebliebenen Integrales beschiftigen, sollen zur Berechnung des

* anderen Teiles allgemein gliltige Formeln a.ufgt_éstellt werden,
~ und wir wihlen dazu als Zibler eine Funktion von ganz be- -

liebigem Grade. Nur der einfacheren Darstellung wegen
nennen wir diesen Grad nich n, sondern wir wihlen dafiir

- eine beliebige Zahl, z. B. n=9.

) [ASTAT Lt g,
_ Va-t+2bz+cz® '
(asx3+a7 .. +alx+ao)l/a+2bx+0w

dz
- + jVa+2bx+cz A
Wird diese Glelchung differentiiert und der Nenner durch
Multiplikation beseitigt, so erhilt man:

dyx®t Agat Azt A x—{—A

— (842" Taya® ..+ ) (- 263 c2%)
+ (a5 2° + @, 27 + g 2° +.. Tt z+a,) (b4 c)+ K
und darch Vergleich der Koefﬁzienten gleich hoher Potenzen

«| von z die folgenden Relationen:

4y, =9cag :
A, =8ca, 4 17ba,
4, ="Tcag+15ba, | 8aa;
Ay =06ca;, + 13ba;, 4 Taa; » -
Ay =D5ca, + 11ba, -+ 6aa, : ©(10)
4, =4caz+ 9ba;+6aag - '
nuip Aunfgaben, o .10,
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A, — 3ca, -+ Tha, + 4aa,

4, =2ca, +bba, | 3ag,

4, = 10a0 + 3ba, +2aa,

4y = 1bey+1lae, + K
Aus dlesen sehr tibersichtlichen Gleichungen werden die Koef-
fizienten « und K berechnet. Selbstverstindlich kann unter
den A eine Anzahl den Wert Null besitzen

Die Ermittelung des iibrig gebliebenen Integrales ist eine
ganz verschiedene, je nachdem ¢ positiv oder negativ ist. Wir
untersuchen zuerst: :

s‘i/ +2; - _dx, wenn ¢ >0, und setzen
a z—+ cz?

' — 2 —a
g{a+2bx—|—cx2=xﬁ—}fz, é_(b %R
do — :V—z —{—sz——a[/- z—-]— g/c

2(b—y ¢a)? b—Vca
——i/gz“’—}—sz——a[/c .
2(b—V ¢ce) ’

| X
170 j(;/mm fb_z;/‘d“_ Ve
1

:_W]g(b_{_cx——l/zl/a—{—be—Jr—cxz)

oder =Tl/1—zlg(b+cx—}—ﬂl/a+25x—}—cx2),

Va—{—?bx—i—-c?::

je nachdem V¢ mit dem -+ oder — Vorzeichen genommen

wird. Dass die beiden Welte, wie es sein muss, npur um eine

© Konstante, namhoh um —lg (b?——ac) differieren, 1st leieht
nachzuweisen. VE

Filr ¢ <0 freten in dieser Formel imaginire Werte auf

Statt sie umzuwandeln ist es bequemer, diesen I‘all beson»
ders zu behandeln. Wir schreiben hier:

dzx, wenn ¢>0.

j‘i/a—l;éb;~gx’.

e (— /0
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!/=;§ _L :5 !/_da,

Va-2br—ca® I/(b“’—}—m
—_— - 2

Man setzt z=_b T e b Zi/b —I—ac

Vb ac’ 2 \
|/b"3—{—azcdz [/mr_ S/b —{—ac 1_39)

178)§ — 1{ ds lacs

_——— = re sin 2
g/a—{—2bx—cx2 Vel Ve

1 —cCx

Vo2 Fac

Die in diesem zweiten Falle benutzte Transformation wird

unmoglich, falls % ac=0 ist. Das kann nur fiir ein nega-

tives. a eintreten, da ¢ positiv sein sollte. Dann geht aber
fir « =— a der Radikand —a - 2bx—c2? in '

— om0y — 0t —ai)l = — 2 o 0

= — ——aresin
v

- tiber, so dass ;/a—|—26x——cx2=E/ %(dm—b) wird, die

Irrationalitdt also verschwindet und das Integral unter Ver-
wendung imagindrer Gréssen nach fritheren Vorgehriften be-
handelt werden kann.

In den Resultaten der nachfolgenden Aufgaben ist der in
der Aufgabe vorkommende Wurzelwert hiufig kurzweg durch
R bezeichnet.

(et ba—3a4 ., (2 25 163},
179) f Ve dx—(g 127 24)‘/ wtatl
| + 20 o4 Ly

42t 1523 — 9z 1142} 46 :
180) ——— de=(2®*—2a*+-3z+4 1) R
5 Va® 6245 +10lg(3 42+ R)

20+10 . (5 117
181) §V3w —_5x+8daz——(6x—f—12)R

55" f.

SR

10%*
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| 3-{—491: ~—6m-|—-3 227
o g ()
: 3—=z
. —139arcsm l/ﬁ
: —-45:&3—{—2000’-{—6541: 54 9 :
183)-_ J V14+8z—ba® (3x6—|—4x+i))i%5x.
| S . .———l/—garcsm I/ﬁ
o [(mE2Fnztp 20n— 3bm 5
o [ e (s )V +2”“+“~

. ' 2bcn—-3b2m+acm .
: dz
o —{—_(p - 2¢* )f[/a + 2ba:—1—cx

o [ [

= (EJFQ%)RJF'(%—%

I —dz
) l/a+26x—{—cx2
. Es wird also z. B.

ViFatas = o/ 1F5 4 gl GH/TF ),
_ _I’. 1—a? d_xﬁgwl/l—:x —|—-§arcsmx.
- 186) ”mdx%(g+

o . o 3\, 31 i
_”_1‘87) |/11+12x 82 dz = (2 ’S)R V_alemé %

. 188) 'x;/m_d-x _ I—ng —|—'—_:2—+x 8

3 12 24

W

. o . L
’ : : = — 2b s 2
‘. 189) jl/a—l—Zb_x—i—cx*dx c[/a.—l— x4 cx

b - o
I Zj‘l/a;‘—l_—be—j— cz® i

.'19 ) .g‘;/a—}—.?bx—l-cx a

9 ) fl/3—|—2w—|—x

5\ ., 1 | N
= R—{—-—l\g.(3x+5+|/§R)' .
6) Vi _ _196) f(zx—5)|/mdz

34z

.~‘ > .i——(—;z R — 33.a10.s11.11—‘2x'
i3 16

198)

T
_ [z 3b), 30 —acf 1
= (20 W) R_I_ 26k j‘ﬁ dz
z?  bbz  Bb® 24\ . -
(30 60“+2c‘-" v B
Sab. 5bhS
2¢? " 2¢8 j‘R
» a:“ 7:1:2 :

'_——lg(1+x+11)_

. e
190) 'J‘l/a—}—2bx—|—ca:2d

1T o (L 2° z* 2 Tz 19
199). Jymym (15 5+ 105 + 105 810) R
| o +169f1g(1+3x+fﬂ>;
3 ca:"'—l—-Qba:“—l—aa; ’
194) j‘ [/a—|—2bx—}—cx dx_j-[/a—l—_Qb:v—}-cz

b2 b |
( +60+3c 7’)R (202 )_{R dz
5 3 25x4—|—40x3+46x2+24x+9
195) jV(bx F42F3) do— Jf Vo117 da
53 79z 363 '
-(T+% +40+100) 00, EEH0 /B
(22 —5) (2+3x—x")dz )

|/2—|—-3x—a:"‘

-'_(2%;_3 - )R-l-— arcmn———gl;—l_jfc.
197) (a:"‘—-—3x—}—5)|/ 3z*— 2z} 6dx '

C Y (x® 37z% 625 503 2997 :
(Z_Tﬁ +mx—2T6)R+2 Glf] (3x—1+;f1%)

Ig b=+ B) @ be" Zwﬂ)

| ~ﬂbw =t
'199)‘ 'a—ba? l/;arcsnuaca/z
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201 _7dx
) J Vbe—cx

202) [/a—{—ba: de == |/ bx2+ % l(r(bx—'—V— i/a—{—bx‘-‘)
203) ;/a——bx‘-’dx_ Va—ba®+
204) {}/2az I 2°do —

205) |/ 2az — x* da:—

1 .
= — —=aresin

a
“R—— ——aresin

1 Ohm 1 pm?
200) .5‘1/2523—!— o ﬁlg @t cz -V ey 20z - ca?)

b—cx

‘/ET

_31’0 SH]»CE//ZJ
+“R__1g(a+x+1a)

2

2

~ - 3 2 2 8\
206) m9|/‘2ax~—x2dx=(x——&_?a_x_5_a R

Die Rela tionen (10), S.145, fiihren zu den folgenden Formeln:

are sin @
8

207) »g‘i/ = dz = (ap— 2"~ T gy g2
a bx

+ oo gy ooy af ba? +KjV T

1 n—1 a
a»—1=~z; an9=0; anf—3=—m"5 an—1; an__4=0;
n—3 a _n— 5 a
Ap—b = —— m b Ay—3y An—6— O ap—7== oS 6 b dp-—5 USW,
K=— arzl , 50 dass fiir ungerade » stets K =0 ist.

1

210) Jl/ﬁd@»:(

211) fV‘l l:r) x=(%——

(b 4.

T b Vat s b
Yy

=ﬁ|/a—}—bx-

LYoy

6

 214)

0 l/_lg@an/b R)
33 362) Va+bx

dz
i _ L/
50)R+25 580 +HVB R
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CYE) Y AR Y A ) W -y
- V3tfezt  \10 B "5 +2at.
Das Integral 207) kaun auch mittelst einer Reduktionsformel
ausgefithrt werden.

n—l1 bz

L/a—{—bx" [/a—{—b:z: 4
z—xn—1 Vatbz®— J-x”—Ql/a—]—bx" dx

r'x:”—gl/a_—{— bridr=— aj

il

~ ” _ —2
213) %x__:dx:ix"—l a—[—bx‘l—-(n .UQI in__‘-_—‘d:c

nb nb

D
T

Wenn n eine gerade Zahl, so ist:

b —1 .
215) = _ n—1 1—d
)jyl—x’dx ( v +n n—2"
1 #—1 n— —1
— .. . N5 _1_
n n—2% p— e n n——2

g )Vl‘_ﬁe
1 n—1 n2—3 3
nn—2n—4 "2

216) j‘;/—lbdz:—( -+ 24+16)V1 z* —{—iarcsm'v

Wenn » eine ungerade Zahl, so ist:

z" 1 n—1

217 ——dZ n—1 3
) §§/1—-x’ ( a; +n n—?

1 n—1n—

nn—2n—4

218) L/-—---"d —’( + 35+ix5“+35)'/—”1'

are sin z




220 j‘(x— o)l a-+2bzx -+ cz? aa
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1
S=f@—@Vw+%m+mﬁx

verwandelt sieh S in

Durch die Substitution z — a —
folgendes Integral:

| -

sz—f - _de
Ve+2@®+ca)z-+(a+2ba+ca)s®
Je nachdem der Koeffizient von ¢ positiv, Null oder negativ
wird, ist der Wert dieses Integrales verschieden. -

1) a+42ba —}—ca2 > 0 und = m gesetzt:
219) f 1 dz

(x—a)[/a—{—2bx—}—cx

lga—{—ba—l—(b—{—ca):z—l—{/w[/a—}—,‘lba:—f—c.@
/"‘ -

r—a

2) a+2ba-tca® <0 und =m:
' 1

_ 1 arcsina+ba+(b—{—ca)x
V —m (W-@WIT&
Ist endlich 3) a-+2ba—+tca?=0,
so ist « eine Wurzel von a -} 2bz--c2*=0. Nennen wir die
andere Wurzel 8, so ist ¢(z—a)(z— ) =ca*+2bzs+a.

~ Wird endlich (2 — a) = 2* gesetat, so0 ist (z — ) = ("t 2 — §)

und

dz.

2 1
S=-—
;/ZL?V 224a—g
Durch die weitere Substitution £ =% gebt S tber in:

Sz__z_f “ v 2Vie—puw+1
VedVia—guw+1 Ve —a—F
und daraus durch die umgekehrten Substitutionen:

S 2ce—a)@—p) _ _ 2{/a+ 2bafca®

| ¢ (a—p)(z—a) ¢ (a—p)(e—a)
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Da ferner a-{-l@__gé ist, so kann a__/9_2b+ca ee-

setzt werden. So wird schliesslich:

™ e
222) ] (x—l)l/xi—l—?x-}-g x=71_61g2z+it!{§12
) ‘P(‘”—Q)l/x'—ﬁx—}q T’='_%arcsin(x_"’__ig‘)f;/_l§
m®¢@+JHGiEEx:—_ %if'

Wenn a>> 0 ist, so ist:

295) * 1 a-{—-ba:-r;/a!/a—}-%x—}—cx

JaYa+-2bztcx? V_ z
Wenn a <0 ist, so ist: '
o6y [ 1
226) are sin o+ be

dx =
Jzya-F2bx 4 ca® ;f—a )b —ac

297 i 1 do — V2oax —a?

JazV2ax — x* ax

i 1 1— 1+ 22
228 ————dr=]g—Fr -~ ' 7

~ 1 ’ . o
229) dz — are sin = 2

Jazyz* -2 —1 z)/5
230) {— 1 d:z:=—arcsinl.

Jay/zr—1 z

' 1

S=j(x—a)nVa+2bx+cxédx

_Daureh die Substitution x—am—l— erhilt man:

3

rn—l
o p—
Lﬁ+@@+ﬁ@—+@+2%+ﬂﬂz
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1 1 T
5 j(x—n-’f 3—2x?dx=_(2(m—1)2+ )V 3—2
+71g3—2$—l/f—2x2
1 B 1 2
232) j(x—2)4|/1—4:c-|—x‘2 do — (9 R Y e 2)) R
__l/a—l—2bx+ca:‘3

dx
233) J.mel/a—{—2bw—|—cx‘~f ax
EJ‘ dz
Va-+2bx+4cx®

234 f al/a-f—obx-*—cx?dx (2az2+2a a:)
3?)‘3 < 1 i
X
|/a+9bx—{—cx
235) { ! dx:___R_}_mg_Q;j_R

Jz? )1 — 4z 22
& | 1—yi1-t2®
236) __l_dx_ 1+x l]g—'l_

9

Jz*y1 - 2° 27 x
r 1 1
237)dx“/57—2x+x 9u° o4x2+u4x>
3—x—;/3R
27f z
|/a—}—2b:lr;—{—c:zz:2 . btcx
238)-{ dx—ji/a—}—be—I—cx“’dx
e @t da
[/a—{-be—{—cx‘ i/a—l—?bx—|—cx~
¢ (@) 1

[(@) Va4 2bz+ca® de

Man zerlegt ?;,E; in Partialbriiche und damit das ganze In-

tegral in eine Summe integrierbarer Teile.

155

239) j‘ 5x;|‘i6l/m da;-——.{(ng —{—:ﬁlg)%d}:

:_1_1g11x——1—1/ER_~1:amsin4x+11
V'8 x—3 V3 5@+ 2)
4z 417 1 5 . b—dz’
240 aresin-—————
) J *+az—6 |/5—2a:2 ;/§ (z—2) /10
— —==aresin 6245
Y13 (+-3) /10
2
241) 3v—5 L. _ 2 Vaitd
@—12Ya 4 5 a1
4 x+ 4—fV:v 14
55/5 z—1
1 1 7T— 9z
242 E— dz = arc sin
) j‘(zg—Q)[,/bv—{me—hce 61/40 (z~3);/_
———1~-arcsin——12x—~2 -
6176 (=311

S=f A e dz
(&—p—qi)y at2bzF ca?

| Dieses Integral geht hervor aus 219), wenn man ¢ =p--gi

setzt. Dann ist auch m=a+2bp -+ c(p®—¢®)+ 29 (b 4-cp)s.
Setzen wir m = (cost—isint), oder geost=—a-}-2bp
+ec(p®—q®), esint=2g(b4cp), so sind o und # hierdurch
bestimmt. Zugleich ist:

1t 1 cosz—v'sin—t
W_V—é cos—t+isin£~1/z< 2 2>.
§— t zsm gl a4 bp 4B+ cp)o—p goos L R
| !/@ 2
—{—{(b—{—cx)q—;/ésin—R}i]—Vi_(cos; 78in )lg(a,-p qi).
€

Wenn nun das voistehende Integral bei der Zerlegung von

p(2) .

"~ in Partialbriiche entstanden ist, so muss noch ein zweites

f(=)
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existieren, welches sich von diesem nur durch das Vorzcichep
von ¢ unterscheidet. In abgektirzier Bezeichnung migen beide
heissen:
— (44 Bi)lg (P4 Qi) — (4+ B lg(s— p — qi)
8, = (4— Bi)lg(P— Qi) — (4 — Bi)lg (s —p+79)

S+ 8, =Alg(P"—}—Q*)—}-2Barctgg——Alg[(x——p)‘l—}—g“‘]

—|—2Barctg-x;p

Setzt man z*= 2z, so ist:

z 1
243) ,{(l—kzg)[/l—x‘dx J(l—}—z)l/l—z”

Ly 1—s 1
o2F 1+z_

244) j +$dx_J|/a-——

_z'

4
=—}a*—z*t-a.aresin =,
43

2 arc si !/;3
= n —.
3 a®

Setzt man ¢3=z2, so ist:
2 dz

3 a® — 22

Man setze 2%== 2z in:

2‘“’)f E/1+x f;/l—_z +IV1":?
_é_{l—_—,@; z—}——é}‘—’/i——T—;ds
:_(%4-%2)[/1——#—5—%31'05@{6“

247) {(a; 12 dxﬂlj‘(z”—{—é"—?)dz firs=g2--)/1-+2°

{(z—{—i/ﬂ)"*“_F(x—}—[/mn“‘]‘
i 1L+1 —1

E/m.
2 z?

157
§ 5. Exponential- und logarithmische Funktionen.
j f(e®) dz.
Dxese Funktionen Werden veremfacht durch z=e®,
mx
’ . 3x .
249). - ?(63“’—{— V) do=— 42|/
250/ pes d = de=2lg(e*4-1)—zx
o +1 ~fserpt ety
1,2/51) ex—l—e zdx=arc'tgex
1 Vot be — Va
! )-du/a+bex f SVattotrya V0T
r1 1
§ ’¢253) 235 dz = — =
254) ()T T @ ao— 2y Aoy
re e* 1
%55)/ (e-"’— 1% dy = — =1
62.7:__6-—2:10
257) f'“—i‘ dzx=1g(*+a) .
Tl 6o 35 4\ 3=z
258) | 9eav+4¢—ﬂvd”c 361g( _5) )
259) + 2w =lg(1 —{—e”)———a,
| ] 1 i
260) jmax—_(n—l)(cx—*—a)”-l'
j f(z, &) de.

Neben der Substitution wird bei diesen Funktionen auch
das Integrieren nach Teilen oft mit Vorteil angewendet.
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261) ot Ay — oot — 4j'exx3 dz

262) (6208 4oy — v 25 — 3{8""’.232 dx

usw.
263) I %zt — 42>} 1222 — 242 -} 24)

264) [ 2 4 oy = ¢ (@ —na 1t nin—1]ar2-+..]

~ ML 1Y
26b) lemzardar — CE Dlemzgntgy
m m

© 266) ”<a+bx)nemxdx="’ﬁ(“7jbx ’Zb j o (b

Diese Reduktionsformel ist fitr positive und negative m gleich-
missig anwendbar. Man kann sie auch umkehren und —p
fir » — 1 setzen.

267) f(a - ba)ypems gy — (@ b2) TP

(p—1)b
et bt da,

Fir p=1 ist diese Formel nicht mebr brauchbar, das Integral
muss dann durch Reibenentwickelung weiter gefiihrt werden.

2683) jegdx=j~(%+1+ix—2+1—%g—3+}dx

z® | at
zlgaj—}—-x~]———-{-~1—g+...
~ 4
269) x*‘e‘ﬂ’zda;———e‘”(%-—x" ﬁf_____{_ )
"270) jx%—xdaﬂ;—-—e—x(x3~{—3x2—{—6x—1'—6)
) (2 ds
eTL )z __ﬁem<3ac?‘_!_6.%2 !_Gx} J_Qm

ad 61'

2172) mdxzze“j‘ de, wenn = —a,
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Exponentialfunktionen mit der Basis a werden in solche
mit der Basis ¢ umgewandelt, indem man « =™ getzt.

273) j‘ab“f(x). dz =§embmf(x) dz; m=lga

3 2 4 6
274) j‘xsa‘”dxzax(x——i—f—g:—w

m m? ' m
a® 1 m m? m® ra®
275 LA PO S R B B m” (a*®
275) xt dz a® <3x3+6x2+6x)+ 6 }- z d
2176) 5f(x) dw:féz f(e?)dz, wenmn z—lgu ist.

277) f (g &) dew = 5’ ¢ o de= ¢ (—nav=1b )

=z[(lgz)* —n(gz)* 14+ n(m—1)(ga)—2—..].
Dieses Integral ldsst sich auch sehr leicht m1ttelst der Inte-
gration nach Teilen ausfiibren. : :

278) j' (g 2y dz — x (g ) —n j Qg z)yr—1dz
219) jlga;dx—-——x(lga;—l)
280) y(lgx)edx=x(Dg:c]2—21gx+2)
~ xn-H 1 93‘”+1 _ 1
\ i 7 ‘—____—1 o ——1
282) dar“‘lgzz:dw— 1)z lbx+”_1
[ s z* | 1
283) tz lgxdxzz(gx—z)

rle 1 1

x
285) ”313 lgzds = % (g 2)®
¥ 1o _(a—l— bzyrtl (a+bcv

287) j(4—}—3x)21 gz do— (4+3”) gw—%‘«lvx—mwx—ﬁx —at
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988) ”1g(a+bx)dx_‘-’i“—b—"’f(1o[ L bz]—1)
289) :xﬂlg(a+bxm)dx— I(a—{—bx”n) M’ii’f’l af:j;mdx
290) ‘lg(a—{—bx)dz-xlg(a+bz)—2x—|—2a§ Tl
~201) xlv(l—{—z”)dx—l—i—x?lw(l—{—x)-——
292) | aﬁﬂg(x“’-{—?;)dx:z 1g(x2+3)—z<—2—-43x“’+91g(x2+3)
293) Ur—Vg—?Elgxdx=Vﬁ?.lgx—j@dx

5 a—Ya 1 z?
= (lg 2z — 1)|/a‘2—|—x-—-alg————l/xi'
§ 6. Trigonometrische und eyklometrische Funktionen.

Die Grundformeln zur Integration dieser Funktionsarten

werden durch Umkehrung der entsprechenden Differential-
formeln gewonnen.

294) (coszdo —sin
"
295) |sinadz—= —cosz
.r' 1 . ’
296) {cosnzdz = %sin nx
R . 1
297) \sinnzdzr = — . CosnT
2 - —
98) A singxdx cotg x
299) 1 dr=tgz
Jeos*z
300) toxdx——f smxdx:——lgcosz
i cos z
Ccos
dz = =
301) ] cotgx z jsmxdm lgsinz

=3

311)

161
302) ptg nEAr = — ;12 lg cosna
- 303) :cotg nrdr =% lgsinnz
304) :sinxcosxdx = -;—sm z+C= ——%cosex—}— C,

1r, 1
=§>§‘sm2xdx= — 4 ¢0s 2z C,.
J 3 2 dieser 3 Werte differieren nur um eine Konstante.

Y 1
305) s1n2wdx=§‘§(1 —co82%) dx = 1

1.
5._.,——281{1211: .

306) cosﬁxdxz‘gq(l~sin2x)dx—1®—}— sin2z.

00) und 301) folgi:

C.L')i

Aus
307)

(tgz-cotga)du —=lgsinzg — g cosz — gtz z, oder:

0 (2

300 hd
§ g.sm —dz=Ig tg

310) §——dy—
10) §cosm i gsn
1 }
= jo for E—x =lgcot __E Ig tg T
348y 7 5 S } g 1-4_-5 .

Hobere Potenzen von sinz und cosz konnen mit Hilfe von
Reduktionsformeln integriert werden, Sei:
S, = Ssinnxdx.
{siv" 2 de = {sionl g sin g do
== coszsin" 1 + (n — 1) {sin" 22 cos®z dz
S =~ c08 xsin® 1z - (n — 1) Sgsin”‘Qx(l —sin®z) dz
Sy = —coszsin" 1o (n—1)8, o — (n—1)8,
S =—coszsin®tz{-(n—1) Sn 2
1,
—j‘smn‘gx dz.

feaben. 11

=lgtgx, oder:

1 I z

(ux___—— , = e o
_-_r B _gsm z g 2
2

. 1 —
s Tdz = —=coswsin® 1z —{— -
n V{2

Délp, Aun
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Wird die Formel umgekehrt und n— 2 durch — p evsetzt, so
entsteht: g

312) f(sin 2y e ——

1 7005 (sin :v)“P-H

j(s‘u z)~ P2 dg

Die beiden F01me1n dienen dazu, den Exponenten von sinx
auf 2 oder auf 1 zu erniedrigen und so das Integral auf eine
nach fruheren Formeln ausfilthrbare Form zu brmc"en

313) sm :vdar:————1 sin*«x 42} cosz
J <J

314) (sin* o do — — (%sin“x—{—gsin x) cosa:-}—%—x_
T 1., 4., '8

315) isin®zdr=— 5 5in x+—sm x—}—l—f)- cos
o1 cOS Z

316) J singxdzz 2 sin® x+2
r 1 1 2

317) Jsin4xdw=~_ 3sin3x+3sinx oSz

Die Reduktionsformeln fiir cos™ 2 werden auf dieselbe Weise

direckt gewonnen wie diejenigen flir sin?2z; sie kOnnen aber

auch aus 311) und 312) dadurch abgeleitet werden, dass man

. 7T .
€08 Z == S1n 5 x|} = sin 2z setzt.

318) joos”x dx =j.sin” (f—x d:z:=——fsin‘"zdz.

-Wird das Integral entwickelt und darin wieder sineg dmch

cosz und cosz durch sinz ersetzt, so erhilt man:
—1
I cos" 2z dz

319) cos" zdx = % cos® 1z sinz +

320) P(cosx)“i’ do = » i 1 sinz(cosz)—P+! —-}—g%fj.(cos x) Py

321) (008 2w do — %cose'x—}—gcosx sinx—}——gx

r 1 4 8
b —_— 4 2 . 1
322) {cos xda:——-(beos x—[———lbeos z~|—15)smx

163

o 1 sin z 1 x
523 . L
325) j‘cos% dz 2c08z T3 1° tg (Z T §)

1 sin z 3 sinz 3 :
324) | ——du g(=+2
324) jcos% Zeostz T Boosts T 51818 (Z+§)'
Mit Hilfe der beidén Formeln:

NLL ___ p—Nxi
. e en.’xn e——ﬂ$2
smosz, eosnx=L
2 2
lassen sich sin®z und costz in Funktionen der Vielfachen
des Bogens umwandeln; wir wollen an einem Beispiel zeigen,
wie dies geschieht,
@ i\ 5 . ) ) . ) )
sindg— [ EE €N DAL 1065 — 106w 4 he—Siw__ g5z
24 322
o 1 ef:ix__e—Six 563”’—8‘3’-“" ei.z‘__e—ix
16 21 24 +10 2 ]

1
=16 [sin 52 — 5 sin 3 - 10sinz].

. . 1 cosbhx 5cos3x ]
320).~51n5xd:c:1—6 5 -+ — 10608
326) (cosz dx __sinbx 3sm4x 15sin2:c 5z
)d o2 T T 6 Tis
327) ﬁsm wde — L s1n6x_3s.'m4x+15sin2:c— ba
] 32| 6 2 2 JT1e
; 6 1[sin7x 73111590
328) Ucos%z:da::@ 7 - ~+-7sin3x -1 35 "sinx}
r 1 [sin8« 4s1n6.c
qQ
320)vc0s3md:c=178[ 8 - ~+ 7sindz
. 3bx
28 5in 2 <55
-+ in x}+128°

Wird sinx—y gesptzt bez. cosz=y, so erhilt man leioht:

sin"xdx~f =ay; J‘cos”xdx——j v d
j 1/1 ’ V1—y? v

:)30) j‘sm3xdx—-j(1~cos x)smxdx———j.(l*é’z)dy

., ¥\ eos®z _
Y 3 )= 3 —cosz

11*
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331) j.GOS”x dzx ——jﬁ(l —sin®*z)*cosx dz -—j‘(l —yHdy

gin® r 281[1 x

= ~-sinz
smxdm dy 1 1__1
—_ 1 /
33 )fglnx 1—cos®w 1__.y 2g1+y
sin? 2
e 2 e
2
r dx 1 4 3
339 J sinfz B-Si“ﬁm+15sin3w+155inx] cos
~ dz 1 5 .
e et Todanin Tiaainty I PP
3_34) Jsinx 6Si36$+24sin4x+1esin2x]CO” Figistes
axy 4% sinx 4dsinz 8
335) ] 86563;_56£%+m+15tgx

\ 1 1 .
Setzt man smxz——?/ oder cosz==—, 50 wird man fiadex:
Y

r d: m--1 n—1
fava=~fye fawa=fyim
K A
336) :Gf—s—%{fﬁ@+mﬁ§%ﬂsmﬁ%‘$tg %rf%)
337) :ciy = {7_—_00137x+§5£_s@+ éﬁi%s,?+3si‘"§s—x] in e
innH o
338) ] sin 2 e0s 2 o — E;%_*—_—F
r g1
339) ] cos™x sinx dz — ——92—_*_—19—;

| sin”z cos” zdz.

Gewdhalich wird dieses Integral durch Integration nach
Teilen auf ein einfacheres Integral derselben Art reduziert:
sin?lzeosttlz  m—1
_— T sin™2gcos"2zdx.

n-+1 n4-1
sinm—2 g cos" 2 = sin™ 2z cos” 2 (1 — sin®z) = sin” 2z cos” z

: — sz eest .

jsinma;cos"xdx=———
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Wird hiernach das letzte Integral zerlegt und dann reduziert
so erbilt man:

340) j‘sinm z cos*rdr = —

X

sin™—1z cos™ ! z
m—n
m—1
+m—{— R
Setzt man m==p-+2, s0 wird:
£ sinPHycos™Hz p--1

jsinm“Q reos” g dx

gAY, My A I N R 1Y # .
jbiﬂ zeostzdr P Fnie v sinfxeostxdz
s 21 nbl
341) jsinz’xcos”xdx=sm Toos T @
p+1
+P—1!;_T_'1 }‘smﬁ‘ﬁxco*nwdx.

Wihrend 340) dazu dient, ein positives m zu verkleinern,
wird durch 341) ein negatives p vergrissert; in beiden Fillen

bleibt ». ungeindert. Wird wieder q%-—x} statt ©, —dzx

siatt dx gesetzt, so entstehen aus den beiden letzter Formeln
die folgenden:

_ . _cog™lgsipntly
542) jcos"" N rdr = —-"—

m—-n
m—1 .
- s 7_)2}(305"‘~2 z sin® z dz
. sin? 1z cos?Hl g
343) §5'1n"xeosﬂxdx _————
p—i—l
v-tn .
-—}—L j‘smﬂx cos?2xdx
p—i—l
sin®x sin®z sinz
344) tsinfzeos’rdr = —— — 55— — €0
4)§bxnxo rdx { 6 51 16] sx+16
sin*z  4sin®x 8 {eosz

345) Ysin®zcos®z dz =} sin® t— =15 1T

Anfeaben dieser Art koonen auch so behandelt werden:
346) -gjsin%v cos*x d “fsm z (1 — sin x) dz

sinxz  sinx z
:[ " § :icosx-}—-§
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sin*z  sintg

347) j.sinsxcos%: d’:vzj-sinsa:(l —sin*z) coswdr =

4 5
- 6 cos’x  cos’x
348) ysin*zcostzdy — —
9 7
349) fsin‘-‘a;cos“x adx =jsin4 z(1 —sin®*z)*coszdz
sin®x 2sin’z | sin’zx
5 7778
sin® z COS? %
cosz ' 8in z

Wird im ersten Integral sinz =y, im zweiten cosz =y
gesetzt, so wandeln sich dieselben um in:

. y‘n y?b
jyg_ldy und f—yg_ld_y.
Die Division wird ausgefiihrt, der Quotient integriert, in dem
Restbrueh aber vor der Integration die umgekehrte Substitution
vollzogen, weil so ein leicht ausfiihrbares Integral enfsteht.

350) :sci::; dr=—— sin; z_ lgcosz

35 (s do— —%—%—sinx—{—lgtg(g—}-g}
352) ﬂgs%?g 00s’x -+ cosz+-lg tg 5 |

353} ;%O.iig dz = coi v -+ 00s*2 +lgsinz

354) 5(::5% @z = (n— 1§1cos”—1 x

395) :1(:—;‘; T n— 1)1sinn—1 '

Statt mittelst der Formeln 341) und 343) negative Ex-
ponenten zu reduzieren, konnen derartige Aufgaben auch so
behandelt werden: :

.:‘- [ . ; . 2 \2
356) jﬂl—xdx :j‘smz(l cfs z) dxz‘ 1.) 2
cos'z ~eosta 5% e
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357) "cos3:_z;dx=_1—]—sm’w
v Jsin®z sin z
reos®x 2bcos’z | 15 cosz |, 15
358 - dz = 4p_ o z
) J sin® e [GOS 8 + S]Sin“x—‘L 8 lgtg2
rsint z . 3sinz] 1 3 P
359 =] — gin® e lete | Z 2
) Jeos®z © [ sin® 2+ 2 ]cos% 21btb [4+2]
foin ¢ . int
- 360) sm4xdx= o z—Zsin‘ac—}—Ssin?x—}E !
Jeostz 3 _ 3 |cos®z
r dz
361 —
D) Jsinzcosx glgw
r dz
8 _
362) Jsin®z cos®z 2 cotg 20
8 dz
363) {1 =
3) Jsin’zeosz 2sm‘~x+]gtgx
az 1 8
364 .= = —— .
) Jsin*z oos*z  3sinzcosiz 3cotg2x
Durch teilweise Integration erhilt man:
r n—1
365) {tigrade =fsin":z: cos "z dr = tj_ lx —ftg”—Qx dz
iy n—1 :
366) jcotg" rdes = — E(%g___lx ——j-cot'g”“Qx dz
367 b Lo Lige
) §tg a:dx=ztg x—gtg z—lgecosz
368) ttzdzdz Lie? Ligs Ligs
) ttgtz :L:7tg x—gtg x—{—-?;tg x—tertuo
oD o8
369) fcotg“xdxz_—co% x+cot§ x—cotgz—z
~ a 4 2
370) =cx_}tg":z:d:c:-—CO% ad .COti $'—00t§ x——lgsinx.
et cosbz

e sin b do — — —{—%je‘wcosbxdx

b
€% gin bx a
b )

o/

T oos ba do = e*Tginbrdsx,
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Wird je eines der beiden Integrale eliminiert, so erhidit man:

371) j.e“xsin brdz =
A

T lasinbz— beosbz)
asinbz —bcosbz
a®+4 b*
eaa:
a® b2
Setzt man in beiden IFormeln —z statt =z,
daraus die folgendeun hervor:

—aX av 4 J —_
373) ] e %%gin bx dx = +bg
r —aJ'
374) {e%Feosbrdxr =

g 7

~
375) le**sinmz cosnzrdr = 5}«3“ sin(m —4-n)z dz

372) ‘g‘e‘mcosbxdxz—- [acosdz - bsindz].

S0 gehen

[a sin bz b cos bz}

5 [acosbz — bsiubx}

1 .
+—9§W351n (m —nyadz

376) (o sind b dz— %‘ge‘”’ (cos bz —4eos2bx -3 dz

377) (00w cos® b do — —}J—Jew (cos 3bx + 3 cosbx) dux

>

378) {a"sinaxde—= —a"cos z-+nfaleosxdx

379) \z*coszdxr=a"sinz — nja:ﬂ'—l sinzdx

" rsin z sin @ coS z

380) (T de=— j o du
fcosx co8 2 1 (sinz

) (7, dx=—(nﬁ1)xn~1a%_1jxn_l 1z

‘3

2 gesetzt, so ist y—~tg— und

Wird cosz = 5

Ty
2 ay
352) ga—}—cosx a——lj ,,_}_a—{»l

2 E /a—1 a1
Sy —— L —_— - 0
» az_larctgy a+1,weunadv1> )

r dz —1

Fir a =1 ist
r dz dz x
::j’ :_:'tg___
2 ¢ost 2 2
2

J1-+tcosz
Ebenso findet man fir si na,_J _

383)

z

=g — Wenna
ua—i—eosx ~1_a'20 1 a, a—1
Vi y+E/1lL
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_5_1, dass yztg(g—}—é} und

N
v Yad-1
- 2 ) ; a—l—‘fl a—1
_aé‘—ﬁa‘“gyg/a%ﬂve“ﬂ?ﬁm
9/WV1~a
1 1-1¢a — 1
o TV e e

= Iz ———, Wénn ——
? /1w ® 1—a a—+1
i y+ﬁ/m— +

Fir a=1 wird

ggey (9% _f dv 7, @
/ . 1+Sin{l} sting +—g} COtta(4 }_2}
© oS *
386) .a—{—(g:osx —j.( a—}-cosx)dx:x afa_f:osx
. sinz
28D afsing T8 a—{—sinx
~
383) J a—]—bsincix—[—ccosxz

dx I
S=m |- . =m Tt
ma-{-mbsginx—|-meeosz ma—-}-gind sinz-}-cosdcosz’

wenn mb—=sind, mc=-cos i, also m=——

1
Vb2

Weiter ist 1 — aretg b und
¢

gesetzt wird.
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S—. dx
o mfam +ecos(z—1)’
Hiermit ist das gegebene Integral auf 382) zuriickgefithrt.

1. z ., r i T

LT m——; A==,

389) jsmx—{—cosx Vﬁlgtg(2+8)’ " ye’ 4.
Ist ma—1=0, oder a=}b*-4¢? so ist:

dx 1 csinz — b eosz

390) ja—}-b sinz--ccosz a a-bsinzfceosz’

Bestimmte Integrale.

In die Integrale, wie sie bisher betrachtet wurden, ging
stets eine willkilrliche, unbestimmte Konstante ein; deswegen
nennt man sie unbestimmte Integrale. Ist fir die Kon-
stante einmal ein Wert gewahlt worden, so darf im Verlaufe
der Rechnung nicht ohne weiteres eine Andemng dieses
Wertes vorgenommen werden: dann ist das Integral nur eine
Funktion der Verinderlichen z. In dem Ausdrucke

j f(2) do — F (@) 4 C

ist es ja nun ohne Bedenken, dem z auf der rechten Seite
einen festen Wert, etwa b, beizulegen und F(d)-+C zu
schreiben. Das geht aber links nicht an, da das Symbol dz
nicht in &b tbergehen kann, weil fiir eine konstante Grosse
b der Zuwachs 4b stets Null ist. Man mtisste also anders
schreiben, etwa

. [r@as
Man hat daher

S
oder bequemer j‘f(a;) da.

ff(x) do— F(b)+C.
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Ibenso ist fiir eine andere Konstante a
j *f(#) dz = F(a) 4 C;
und also innerhalb derselben Rechnung
j'bf(m) dz —jaf(x) dz— F(b)— F(a).
Die linke Seite kann man bequemer schreiben
j f (@) de — F())— F(@) = [F () +C)—[F@)+C]. (1)

Dieser Ausdruck heisst: Das bestimmte Integral. Er ist
von der Wahl der unbestimmten Integrationskonstanten unsab-

‘héngig geworden und daher stets gleich der Differenz

aus den Werten des unbestimmten Integrals fiir die
obere und fiir die untere Grenze unter Annahme der
gleichen Integrationskonstante fiir beide.

Aus (11) folgen die Formeln:

[Lrean+{" @ @z —(F0) — F@)+(FO—FO)
— F(e) — F(a) = j f@)da. (12)

j Fa)de — Jf ’fla)az— j “f@az. (12%

f " F@) do— f " f(a) dz— j{ : Fx)de. (12)

ﬁf(x) do — —ﬁf(x)dx. (13)

Nehmen wir als obere Grenze eine Verinderliche u, so wird
j “f@)dr = F ) — F(a)
a

eine Funktion allein von u, nicht mehr von x. Nach der
Definition des Integrals gilt die Formel

%5: (@) do — diu F(u) = (). (14)

Der Differentialquotient des bestimmten Integrals
nach seiner oberen Grenze ist gleich dem Integranden.
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Aus (13) folgt, wenn wir die untere Grenze verinderlich
machen '

d

2] [@dz=—F0). (14
Schreibt man (14) in der Form

d}f“f(x) do = f () du, 1140)

so erkennt man, dass der Zuwachs des bestimmten Integrals
bei verinderlicher oberer Grenze gleichzeitiz mit dem Zu-
wachse dieser Grenze upendiich klein wird, falls f{e) end-
lich bleibt.

Es ist folglich das bestimmte Integral eine stetige
Funktion seiner oberen Grenze. Dabel kann der Inte-

grand unstetig werden, d. h. es darf (vgl 8. 76, Z. 16 fi)

f{z-0) von f(z—0) verschieden sein. Geschieht dies z. B,
an der zwischen @ und & gelegenen Stelle ¢, so milssen wir
jetzt definieren

ji (@) da :gzwof(x) dz +.§j+0f(x) dz

= I'(b) — F(c+0) 4 F(c — 0) — ¥(a).
Bedenkt man die Bedeuiung eines Differentials, so kann
man (14%) in der Form

wt-Aw % u4Au
j f(x)dx ——f f(z) dz =j +f(m) do = f(u) du

a
schreiben, wenn man unter Jwu einen beliebig kleinen Znwachs
versteht. Dadurch erbdlt man der Reihe nach
ra4-du

(@) do — duf (a),

ra+2Au

f(x)dz = duf(a - Ju),
a+Au

ra-+3Au

f(@)dz = duf(a-24u),

o a+2Au

(3
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und durch Sumfnierung von # solchen Gleichungen
" fat+nlu
{1 @ an = aulr @+ fat 20+ flat-2a0)
- fla+(r—1) gu)).

Wenn man hierin ndu=05b—a setzt und dabei zugleich =
ins Unendliche gehen und also 4u zu Null werden lisst, dann
entstebt

15) (") dw=limo [F(@)+f (0 9) +F(a+29)

. o= e (B3],
Diese Formel giebt eine Definition des bestimroten Integrals
ohre Vermittelung des unbestimmten und erméglicht dadurch
anch eine direkte Berechnung. Wir wollen ein Beispiel dafiir
geben:

§‘b e*dx=1md. {e“ d-er I —}——/ﬁ-'.-(n—l)ﬁ}

a azo
—lim §e (1 ¥ 4= &9 - .. -k eln—19)
—timo. e
o e —1
. d
==l (P —¢®) =l —e?, .

e —1
da die Grenze des Quotienten sieh nach den Regeln der
Differentialrechnung als 1 ergiebt.

Es kaon vorkemmen, dass der Integrand f(z) fir einen
Wert ¢ zwischen o und & unendlich gross wird, und dass
man ftrotzdem dem Integral einen Sinn geben kann. Wir
setzen namlich als Definition in diesem Ialle

ﬁb f@)dw=lim § - °f () dee -1 lim Jf i+ef(:c) iz,

unter der Voranssetzung, dass jedes der beiden Integrale
rechts einmen bestimmten endiichen, von ¢ und bezw. von ¢
anabbingigen Wert auch fir den Grenziibergang besitze. So
ist z. B.



9 _dac — % J‘l—é dz

o Vw1 L \/(T_‘f

== i [3(m—1)§]x— J—f—hm[ (x—1Y }
d=0 =0 xr=1+s

=3 1lim36* —lim3e¥ 1 6=3,
=0 =0
wahrend

fm——d“ T LA +nmf -
oS w—1)* s=0Jo Ve—1)*  =o) 1+ (z — 1)1

keinen Sinn hat.

Eine #hnliche Erweiterung des Integralbegriffes ist auch
in dem Falle moglich, dass eine oder dass beide Grenzen insg
Unendliche gehen. Hier setzt man als Definition

§ f (2) dz = lin f *t@)de (3 positiv)
a d=0J} a

unter der Voraussetzung, dass das Integral rechts einer be-
stimmten endlichen, von J unabhingigen Wert auch fir den
Grenziibergang besitze. So ist z. B.

1 1
. 5 ¥ 1
J“e—wdx=1im b= 4z — lim [—e—x]-":1—1imc 5 =1;
0 6=0J0 d=0 0 G0
wihrend j e¢* dx keinen Smn hat. Ahnlich ist aufzufassen
j f(2) de — lim f 7 () da;+11m * o) da.

1

8

. Aufgaben.
%30 T — _ (pn+1__ gn+l
39L) j. ma" dx " + (b ar+1)

3}y§

393/j‘ (a4 by de — _ 2ab+b°—2a"—a®

2

21}94)/§j(2.z+ 3¢%) dz — 36

395) (° (1+?-’§— x2) o =

396) J(s““——3‘mdx — a” <~1—5——81g 2

1

R L
99 [t o 1a
599) ?;‘K—l——;
400)/’7" B

1 3
L PO 3
Nl R L A e

0
\4025’"}7 dz Yo +2 = %
2
2
403) ada:‘/a‘—:z?: ez
0 4

13

48

..........
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411) x nt1 2 4 6 ........ 2%
f ;F_“‘ 3.5.7 . .2n—+1)
412) ' e de —e—1
Jo
r1
413) ze®dr =1
Jo
2 —1
414) | o de ="
Jo
R
118) {Ceor gz — -
Jo @
410) Tlaxdxzza _~.1_
J -1 alga
~9 Z
an g2
J1
1. 93
418) jx 1~x{2x,ﬁ_l§_i
) kil
419) {“sinzds—1—y05
J O
("7
420) 2avm~dx da
o/ 0 "‘
™
n? N 7
421) (2008x~—1)dx_06848.... =/3~-§
422) Wsinmw da:=1*c%
0 .
sin mz

423) § cosma dx —

424) 5 sin2azdx =0, wenn a ganzzahlig ist.

ro| a

yP-irQ

425) f sin?2x dw =

=~

2 Y
426) f sinn g do — jf costn g dy e 1oSe - BR— D) @
| sin )

2.4 .. 2%

177
n ® .
427) 2 m27’+1 xdz ____J\ eos2n+1xdx - 2 4 .......... 271
Jo 3.5... @nd-1)
T
.i— (e
428 costy — 8 —_
)do(os cos®z) dz 33
"% 5 1
429 2 __Eﬂ
) ] —sm zdz iV 3
430) | (1——\/x )%dxr__i”

Man setzt x-—smsgo, und ¢ =0 fir =0, ¢ == fir
z=1 als Grenze. 2
ki

) ' T
431) f"e?wsinzmx:?’es 1
0

T

)
432) f cos%dx:ii
_= 3
Vi3

433) j4tgxdx=—1g2
0

3
2 dw
434 =
) j}d—}—cosx

DO

D8lp, Aufgaben. 13



Anwendung der Differential- und Integral-
rechnung auf Geometrie.

§ 1. Tangente und Normale ebener Kurvein.
Wird an die Kurve o ==f(z) durch den Punkt {z, 1) eine

C . 4 . dy ..
Tangente gelegt, so ist deren Steigungsmass = c_i’._c (5. 8), und

ihre Gleichung:
"o dy
y—J=%JG(X—z), a)

wenn X, ¥ die variabelen Koordinaten eines auf der Tangente
beweglichen Punktes und z, y die Koordinaten des Berlib-
rungspunktes bedeuten. Lrscheint die Kurvengleichung in der

dy f of
Form: f(z, y)=0, so muss flr T der Wert = Oy
substituiert werden; man erhilt dann als Gleichung der Tan-
zente:

(Y~y) +(X* ) : (@)

Diese Form der Giexchung der Tangente kann sehr leicht
aus der homogenen Form der Kurvengleichung abgeleitet werden.
Bezeichnen wir durch f(x, 4, 2) = O eine homogene Funktion
vom n*e® Grad, so ist nach Iluler:

0 af : .
GV LR LN

z
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Wird in (2) fiir _—(x
stituiert, so enisteht:

af 9
alxXL fYJF (4)

Um (2) avs der 0'egebenen Kurvenglelchunw Zt gewinnen,

f d
x+yZ9—J der Wert za—z sub-

macht man sie also homogen, hestimmt die D.-Q. ji af , gf
oy g

und setzt dieselben in (4) ein. Wird dann z=1 gesetzt, 0
geht (4) tber in (2).

2 y‘l

22 2
Beispiel: 9~¥—7‘, 1=01ist die gewdhnliche, o—{—y—t,—z‘zzo
2 \])..

s o PR
die homogene Form der Eliipsengleichung, g’F I

2’ ay ‘ b‘?,’

0

5 /—: = —2z. Homogene Foim der Tangentengleichung:

X | y¥Y . zX  yY :
faz—'—‘:‘-'j?‘z——z'?_—_—;o z=1 gxebt a2+1/:7)—2—1=0 als ge-

wohnliche Form der Gleichung der Tangente.
Wird der Lauf einer Kurve durch die beiden Gleichungen
dy dy dz

bestimmt: z =g (), y=¢ (), so ist > =-7:=7, und
die Gleichung der Tangente: de — dt dt
d
- - == ¢
(¥ —9 7 — (X £) dt 0. (5)

Ist endlich r=f{¢) die Gleichung einer Kurve aunf
Polarkoordinaten bezogen, so ist: x=rcosf; y=rsint;
dz  dr » dy dr .
i HtcOSt rsint; d—t—%smt—i—most. |

Die Normale. Unier der Normale verstehen wir die
gerade Linie, welche senkrecht zur Tangente dureh deren Be-
riibrungspunkt gelegt ist.  Thr - Steigungsmass ist  daher

1 - . .
=~y Den verschiedenen Fermen der Kurvengleichung
dx
entsprechen die nachfolgenden Formen der Normalengleichung
12%
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¥ P (X —5)=0 ®)
(Y-—y)a—’—_—<X—x)§—’;=o m

s=p®), y=9O T—p D4 x—a%P—0. @

Fir die nachfolgenden Kurven soll die Gleichung der
Tangente aufgestellt werden:

y=rf(=

f y)=0

oz oyt . X yY _
1) Hyperbel: a—g——ﬁ——1=0, Tg: —F e —1=0.
- 2) Parabel: y?—2pz=0; Tg: y¥—p(X+42)=0.
3) Neilsche Parabel: 2®—py*=0;

Tg: 32°X—2pyY —py*=0.
4) Cissoide: y*(2r —2)—a®*=0;
Tg: 2y(x—2r) Y} (Bz*+ ¢y X—2ry?=0.
5) Descartessches Blatt: #* —3azy-4y°*=0;
Tg: (*—ay) X+ (W*—ax)Y —azy=0
6) Die Lemniskate erbilt man in folgender Weise: Zwei

Punkte A und B sind durch ihre Entfernung 4B = 2e _

Fig. 12.

S

A [ 2% B

gegeben; man soll den geometrischen Ort aller Punkte M
finden, die so liegen, dass das Produkt der beiden Leit-
strablen B A und BB konstant ist. Fir MAd=r,

MB=—r, muss r><7, =a® sein. C4=CB=¢; CP=z,

MP=y; (y* )"

[v* + e+ @) [y + (e — 2)°] = o

7)

8)

9
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= 2e?(x? —y?) Fa* —ct,
entspricht die Gleichung:

(@ 497 — 20 (@ —

Dem besonderen Fall ¢ — e

y*)=0.

Durch die Substitution: x=rcos¢, y=rsint¢ erhilt man

als Polargleichung: » — a}/2cos 2t — b}/ cos 2¢

Wird in einem Kreis senkrecht zu einem Durchmesser
eine Sehre = 2a gezogen, so zerlegt dieselbe den Durch-
messer in 2 Teile, deren Produkt = a? ist, und die des-
halb als Leitstrablen zur Konstruktion eines Kurvenpunktes
benutzt werden k&nnen.

Als Gleichung der Tangente findet man:
@ty —a®) s X+ (2" 4y’ +a2)JY+a (y*—a%) =0
Logarithmisehe Linie: y = a%;
Tangente: ¥ —y=(X—2z) awlcra,.

4 z .z
Kettenlinie: y :g {em—[— e m) ;
x x

Tangente: ¥ —y = % (eﬁ — e_ﬁ) (X —a).

dy 12 2V Wyt _md
Da tga—%—é(e —e =" ist, so

findet man den Richtungswinkel a einer Tangente, indem
man aus der Ordinate des Beriihrungspunktes als Hypo-
tenuse und m als Kathete ein rechtwinkeliges Dreieek
konstruiert.

Die Cykloide. Wenn ein Kreis (Fig. 13) eine Gerade 4B
in 4 berithrt und dann auf der Geraden hinrollt, so be-
schreibt der anfingliche Beriithrungspunkt 4 eine Cykloide.
Jeder vollstindigen Umdrehung entsprieht ein Kurvenzweig.
Es sei AP=z, MP=y, MU=a. Der Winkel zwischen
C3f und dem Radius OB zum peuen Berithrungspunkte
sei ¢, so ist arc M/ B=at. Da AB—=arc ¥ B, so ist
2=AP= AB— MD =a(t —sint); y=MP =CB
— CD = a(l—cost). Beide Gleichungen bestimmen zu-
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10)

sammen den Lauf der Cykloide. Wird ¢ eliminiert, so

erhilt man: 9c=——a,arccosa:;y——i/Zay——y2

Fig. 18.

\\
AN
N\
\
_HL
Gleichung der Tangente: ¥ —y = (X —x) eotg% _
» » Normale: Y~g;:—(X_—az)¢gé“

Um zu beweisen, dass die Normale in 37 durch den
Beriibrungspunkt B des Erzeugungskreises geht, zeigen
wir, dags X=at, Y==0, die Koordinaten von 55, in
Verbindung mit z=a(f—sin?) y=a(l —cos?), den
Koovdinaten von B, der Gleichung der Normale geniigen.
Die Epicykloide. Rollt der Kreis, dessen Mittelpunkt
ist (Iig. 14), mit seiner konvexen Seite auf der konvexen

1
i
:
t
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Seite des festen Kreises mit dem Mit"celpunkt A hin, so
beschreibt Punkt A7 bei einer Umwilzung des rollenden
Kreises den ersten Zweig einer Epicykloide. Der rollende
Kreis und der Bahnkreis berithren sich von aussen.

Bs sei AB=v¢, OB=a, AP=z, MP—y.
Die Winkel ZAB und MCB werden mit ¢ und ¢, be-
zeichnet; folglich hat man are BE=rt, arc BM = at,,

arc BE = arc BM, oder rét==at,, d.h. ¢ =%t; = A4H

- DR, AH=(a-+}r)eost; DI =—=asin (tj‘—tl ———'E)

a—r\ \
= —aocs(f-} 1, :-acos( . /‘gt; y=CH—CD;
OH — {¢--r)sint; C’D=acos(t—}~tl~g}——=a sin{t-1,)
fa-tp -
= & 5in (—1—‘—-9—\;7,‘. So erhialt man als Gleichungen der
& /

n

Epieykicide:

~x=(a+r)00st——acos( vi;i‘}t

S

y=(a+7) sint——asm{ﬂ_—ﬂg t.
a
\ /
: y -2\
Gleichung der Tangente: ¥ —y= (X —2)tg ——f)--a— t
/e e
. , Normale: Y—y——(X—z)cotg] 2ayy,

'6\_ 2¢ Ji

Sell wieder bewiesen werden, dass die Normale in
¥ Gureh den Berithrungspunkt B des Erzeugungskreises
geht, %0 muss man zeigen, dass X =vycosf, Y=rsint,
die Koordinaten von B, in Verbindung mit den Werten
fir z und 4 die Gleichung der Normale befriedigen.
Die Cardioide ist ein besonderer Fall der Epicykioide; er
entspriekt der Bedingung o =#. Ihre Gleichungen sind
daher: z=2¢cost—acos2t=a(2cost-+1—2cos*?);
y=2asint—asin2f=2a sint (1L —ecos?). Wird das
System in der Weise transformiert, dass man a — z siatt
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setzt, so erhilt man: o = 2a cos?(cost — 1);

—2z
o8t = —F———-
—4daz(z? 4 y?) —4a’y?=0. Selzt man: z=rcosp
y = rsing, 8o gewinnt man die Polargleichung:

r—2a(1—|—cos¢§—4acos2¢

¥
z

= —1tgt;

12) Lisst man in den Gleichungen der Epicycloide —a an
die Stelle von -}-a treten, so erhilt man die Hypo-
cykloide, wenn r>a, dagegen die Pericykloide,
wenn 7 < @ ist. Bei der Entstehung der Hypocykloide
wird der rollende Kreis von dem berithrenden Bahnkreise
umschlossen. Bei der Entstehung der Pericykloide am-
schliesst der rollende Kreis den beriibrenden Bahnkreis.

13) Die archimedische Spirale: r=—a¢, oder z=afcost,
y=atsint.

Tg.: (Y—y) (cost—tsint)—(X—x)(sini|-Zcosé) =0

14) Die logarithmische Spirale: r = a’.

Po. Y—y lgasint--cost
' X—x Igacost—sint
Das Steigungsmass %, des Leitstrahls ist gleich tgd.

Man kann beweisen, dass tgv = 171;7»'7;51 == Ig , d.h. dass

der Winkel v, welchen die Tangente mit dem Leitstrabl

bildet, bei dieser Kurve konstant ist. '

= k(=Steigungsmass d.Tg.)

§ 2. Doppelpunkte, Ritckkehrpunkte (Spitzen), konjugierte
(isolierte) Punkte.

Wenn in Formel (2) durch die Koordinaten des 'Beriihrungs-
of

— =0 und of = 0 wird, 80 nimmt =% dy dle unbestimmte

unktes
p Jx dy dz

Form 8 an, und damit erscheint fiir diesen Punkt, (den wir

als im Endlichen gelegen annehmen), auch die Richtung der

z® ?—=4a®(1 —ecost)?; (@*+y%*
Y
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Tangente in unbestimmter Form. Als wahren Wert dieses
unbestimmten Ausdrucks finden wir:

af
dx 9%f o f dy

dy . dz dz? 6’x&J dz

dz i\ 9f f dy’
(83/) oyéhc+ *dg
dz

und daraus folgt:

, L)/ Iy g
dy  dzdy— dz dy z? dy®
de d%f :

dy?
Vorausgesetzt, dass dieser Ausdruck nicht gleichfalls un-
dy
dz
schiedene Werte, und daraus folgern wir, dass die Kurve in
diesemn Punkt zwei verschiedene Tangenten besitzt, was nur
dadurch mdglich wird, dass sieh 2 Kurveniste in diesem Punkt
durchschneiden. Ein solcher Punkt wird Doppelpunkt genannt.
Damit aber die beiden Werte reell und verschieden ausfallen,
6‘2 f 2 82 f a f 62 o\ 2 ‘92 a
s (6’x (9J> T dz? 6‘y (é?xé{y) 8:51: 6’]:’
so fallen die beiden Tangenten in Eine zusammen, die Kurven-
schleife verschwindet alsdann, und der Doppelpunkt wird zu

: , *f \*_9f &f
emedeUOkkehrpunkt. Wird endlich ( Ep 8y) < 55 35 g 80
y

wird T imagindr. Der Punkt gehort dann der Kurve an, lisst

aber keine Tangente zu, weil er mit den tibrigen Teilen der
Kurve nicht in Verbindung steht. Wir nennen ihn einen iso-
lierten oder konjugierten Punkt. Doppelpunkte, Riickkehr-
punkte und isclierte Punkte haben hiernach die gemeinsame
Figengohaft, dass ihre Koordinaten den Gleichungen:

(9

bestimmt wird, giebt er uns fiir im allgemeinen zwei ver-
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0 d ,
fz,9)=0, Egzov _f::() {10)

geniigen miissen. Aber man hat:

o Af\E O 9
Einen Doppelpunkt, wenn (590_8_}) 72 5y
, Rickkehrpunkt, , = ”

» isolierten Punkf, . < »

Wird aus (9) der Wert fiir C% in (1) substituiert, so ent-

v

stebt die fir die Variabelen X und Y quadratische Gleichung:
(g L2 () (&) LA (e =0, 11
deren geometnschei Ort aus den beiden Tangenten des
Doppelpunktes besteht. Fiir den Ruckkehrpunkt bildet die
linke Seite dieser Gleichung ein vollstindiges Quadrat.

Ist die Kurve durch die beiden Gleichungen: == ¢ (f),
y— & (¢) gegeben, so wird fir den Doppelpunkt die Gleichung
(5) der Tangente nicht unbestimmt, und das Kriterium des
Doppelpunktes wird ein ganz anderes, als bisher. Der Doppel-
punkt hat dann die Ligentimlichlkeit, dass zwei ganz ver
schiedene Werte von £ gleiche Werte fiir z und gleiche Wevte
fir y erzeugen missen. Wir driicken diese Bedingung se aus:

z=g(t)=¢{); y=¢ @ =14d(0). (12)

Die Lésungen beider Gleichungen sind die Parameter der
Doppelpunkte. Werden die zusammengehdrigen Werte ¢ und
¢, nach einander in () substituierf, so erhilt man die beiden
Tangenten des Doppelpunkies.

Ricken die Werte ¢ und #,, welche einem Doppelpuakt
entsprechen, einander immer niher, so wird die Kurvensehleife
immer kleiver und verschwindet zuletzt ganz, wean ¢ mit £,
zusammenfillt. Der Punkt wird dadurch ein Rickkebrpuunkt;
fir ibn muss nicht nur 0 (B =0 (), ¢ (O =¢({,) sein, son-

dern aueh ¢, mit ¢ zusammenfallen. Nua sind fiir den Doppel-

purkt die Gleichungen erfiillt:

¢O—9l)_ 4 dO—0t)_
I——‘ll’l t'—‘bl
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wie eng anch die Kurvenschleife gemacht werde. Diese Gleichun-
gen bleiben also aueh ftir den Gronzfall bestehen, d. h. wir
haben fir den Riickkehrpunkt:

) — o
(3) —¢ U (tll —0, Im ) —¢ (t) —0 oder
£—1, t—1, ,
dz dy
7= 0, YT 0. (13)
Der Richfungskoefficient ?fi ———gg :g—f erscheint je‘r?t in der
a2 v v
unbestimmien Form % und hat den wahren Wert Ik fl t: .

Die @leichung der zusammenfallenden Tangenten eines Rick-
kehrpunkies ist dann:
2
{T—ni—x—af =0 a4

Es wird nieht iiberfltissig sein, den Rfickkehrpunkt noeh
aus einsm aadern Gresichispunkt zn hetrachten.

Wir nehmen auf einer stetig verlaufenden Kurve dvel un-
endliel nabe legende Punkte, die in der Anordnung 1, 2, 3
auf einander folgen, wenn man die Kurve von einem beliebig
gewiblien Anfangspunkie bis zu einem beliebigen Endpunkte
durchléufs. Wir zichen im Punkte 1 und im Punkte 2 die ein-
seitigen Tangenten im Sinne des wachsenden Kurvenbogens,
d.h. die geraden Verbindangslinien, welche von 1 éiber 2 hinaus
resp. von 2 dber 3 binaus einseitig verlaufen. Die Kurve heisst

im Punkie 2 stetig gekriimmt, wenn diese einseilig ge-
2]

£

zogenen ‘fangenten einen unmessbar kleinen Winkel n:it
einapder einschliessen. Dagegen findet in der Stetigkeit der
Kriimmung eine Unterbrechung statt, wenn die beiden Taugenten
einen endlichen Winkel einschliessen. In diesera Falle wird der

- Punkt 2 eine Spitze genannf. ILin Rickkehrpunkt ist eine

Spitze, in welcher die Tangenten 1, 2 und 2, 3 einen Winkel
von 180° mit einander bilden. Um sich davon zu tiberzeugen,
brauncht man nur den Rickkebrpunkt aus dem Doppelpunkie
entstehen zu lassen. Nimmt man zuerst die Punkte 1, 2, 3
in endlisher Kntfernung, so hat man jetzt die Punkte 1 und 3
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in den Doppelpunkt zu legen und den Punkt 2 an irgend eine
Stelle der Kurvenschleife. Die Sehnen 1, 2 und 2, 3 fallen
dann in dieselbe gerade Linie, aber ihre Richtungen sind ent-
gegengesetzt. Sie schliessen einen Winkel von 180° Grad ein.
Dies bleibt giiltig, wie eng man auch die Schleife machen moge.
Es gilt auch noch fiir den Grenzfall einer unendlich engen Sehleife,
d.b. flir den Rtickkehrpunkt. In diesem Falle ist die Sehne
1, 2 in die letste Tangente vor dem Riickkehrpunkte iiberge-
gangen, die Sehne 2, 3 in die erste Tangente nach dem Rtick-
kehrpunkte. Beide Tangenten hat man einseitig im Sinne deg
wachsenden Bogens zu zishen. Beir dieser Auffassung erhilt
man aus (14) die Gleichungen der beiden Tangenten einzeln ge-
nommen, indem man auf beiden Seiten der Gleichung (14) die
Quadratwurzel auszieht, und der ausgezogenen Wurzel links ein-
mal das Zeichen -}, das andere Mal das Zeichen — vorsetzs.
15) Die Lemniskate: (x%-}4*)%—2a?(z*—y* =0 hLat in
=0, y=0 einen D.-P., dessen beide Tangenten:
Y =+ X unter Winkeln von 45° und 135° die X-Achse
- durchschneiden, also zu einander senkrecht sind.
16) Cissoide: y?(2r —2) —a® = O Riekkehrpunkt: z =20,
y=0; Tg.: ¥Y*=0. .
17) Nellsche Parabel: ® — py? = 0; Riickkehrpunkt: x=0,
y=0; Tg.: Y*=0.
18) f=a*-}a®x®*—a%y*=0; D.-P. oc=0, y=0; Tg:

Y=+X.
19) f==z 3—{—:83/ —22? —2y+2 0; Riickkehrpunkt: x=1,
y=1; (Y+X—ﬂf*0

20) f=1y* —ax®—x? —0 D-P: x=y=0; Tg.: Y=1X.
21) f=oa*ty*— —2b0%°2* - b*=0; D-P.:z=+D,

y—=0; Tg: Y=t l/ﬁ(X—{»b), Y— +“"(X—b)

22) f—CL —ZGJ —3a*y*—2a%x*-}-a*=0; D.P.: z, =a,
Xy ==—0, Yo=0; x,=0, J3—=——-rz T'g.

L 4
\17 +V(A —a); Y, +§/-3- X, +a); g/g
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23) f=(—0b)’—(z—a)*=0; Riickkehrpunkt: r=a,
y=>b; Tg: (Y—0b)?=0. '

24) f=5y*410y —2*+4-22*4+5=0 Der Punkt z=0,

y=—1 1ist ein konjugierter Punkt.
25) f=(y —x)*—23=0; Riickkehrpunkt: =0, y=0;
 Tg: Y=X.
26) f=oay®—2a®-Fbx?=0; x=0, y=0 ein konJuglerter
Punkt.

27 f=y*—~Q2—2)*Q1—2)=0; =2, y=0 cin kon-
jugierter Punkt.

28) Fusspunktlinie der Ellipse: az?}+by* — (2* -+ 4%)*=0;
=0, y=0 ein konjugierter Punkt.

29) 5 =ax--b)/sinz —1 stellt ein System isolierter Punkte

ar b San

_2‘; x2=?1 Yo==—— 9 ! usw., die
alle auf der Geraden y = ax liegen.

30) Die Cykloide: x=a(f —sint), y=a(l—cos?); ¢ (?)
=a{(l—cost)=0, ¢ () =asint=0, Da beiden
Gleichungen die Losungen ¢=0, 2m, 47, usw. genligen,
so sind z, =0, y, =0; x,=2am, y,=0; z, = 4ar,
¥y == 0, usw. Rickkebrpunkte. Die Tangenten sind senk-
recht zur Achse.

31) Die Evolute der Ellipse:

2 2 2 2

-z 8 —_— T
x = 2 cos*t, ¥y 5

bat 4 Rickkehrpunkie, welche den Parametern O

d . T
ar: $l=§, Z/1=

sin®¢

(3
a§)

3—27—[ entsprechen.

Ty

§ 3. Krtimmungskreis und Evolute.

Wihlt man auf einer Kurve drei einander nahe gelegene
Punkte 1, 2, 3, zieht die Sebhnen 1, 2 und 2, 3, und er-
richtet in der Mitte beider je eine Senkrechte, so ist der
Schnittpunkt dieser Senkrechten der Mittelpunkt eines Kreises,
welcher durch die drei Punkte geht. Indem diese einander
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immer niher riicken, werden die Sehnen immer kiirzer und
1 Grenzfalle zu Kurvenelementen, welche zugleich auch dem
Kreis angehéren. Die beiden Senkrechten werden dabei zu
zwei unendlich nahe gelegenen Normalen, und der Kreis selbst
wird zum Kriimmungskreis. Die Stirke der Kriimmung einer
Kurve in einem bestimmten Punkt wird gemessen durch die
Grisse der Kritmmung des dem betreffenden Punkt zugehdrigen
Krimmungskreises, und da diese mit wachsendem Halbmesser
==p abnimmt, so gilt der reciproke Wert dieses Halbmessers,

nimlich —:), als Ausdruck fiir das Masgs der Kriimmung, Wir

beginnen mit der Bestimmung des Krimmungsmiitelpunkies
fiir die Gleichurgsform: z = ¢ (¥), y = ¢ (¢), legen durch zwei
vorerst noch endlich entfernte Punkte z, y und x,, y, zwei
Normalen und bestimmen ihren Schuittpunkt. Die Gleichuagen
dieser Normalen sind:

dw ' ,

—a)gp+ (¥ d§=o (16)

Die Koordinaten X und Y ihres Schnittpunktes geniigen
beiden Gleichungen. Die Gleichung (15) wird allgemein be-
friedigt, wenn man unter Benutzung eines noch unbestimmten
Koefficienten 2 ansetzi:

dy dx
X=u -~—mdt, Y-_——y—{--md—t. {17)

Diese Ausdriicke fir X und Y sind in (16) einzuftihren; so
erhilt man eine Gleichung fiir m:

dy dx, dx V Ay,
(x-mdi x)cﬁ-f_{y"}_mdt_%)dtl =0

ax a
() T (g — 1) P
m = at ¢y (18)
dydx, dxdy, ’

dt dt, dt dt,
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Wird dieses 7 in (17) substituiert, so gewinnen wir den
Sehnittpunkt zweier endlich entfernten Normalen. Da aber
jener Schnittpunkt unter der Voraussetzung gefunden werden
soll, dass die Normalen unendlich wenig von einander eni-
fernt sind, so ist in (18) ein Grenzitbergang auszufiihren und
dieser Ausdruck zonichst entsprechend umzuformen.

O 0z, ¥y— 1y, 1 dy,
[t—tlj dt, +! t—1, j

m= = (19)
4y __ 4y de__dz
dt  at, lde  jdt  dt, {dy
t—¢, |dt t—t, |dt
Geht man jetzt zur Grenze iiber, so wird:
3.\ 2
ax dy\?
(i) +(2) ,
== 2o

dr iy dyd's
atdt®  dt di*
Nun werden die Koordinaten des Kriimmungsmittelpunkies

gefunden, wenn man dieses m in (17) substituiert:

[(4o)", ()] dy
. at dt) jdt
X—ax—=%

dtdt* " dt dt ’

dz\® . (dy\?|d=
i a) t\a) la
Y=yt 3

dedy dyd*z

dtde?  at de®
Die Entfemung der beiden Punkte X, ¥ und z, y d. h. der

Krimmungshalbmesser, wird nach folgenden Formeln berechnet:
o= = —ml (B} ()
dit dit
B dy 213
VG + ()] |
= dxd i d1 d Z : (2?‘1
dtdt® E at

<
94

e
&,

2

w R

2y
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Geht in dieser Entwickelung ¢ tiber in x, so wird y=¢(z)

d dy dz d*z
oder =f(x), d—?t/:d—z, Zi_t=1’ W—:O’ und daher:
dy\? :
1+ (32)
dz?
dyy*|dy dy\?
() ]2 AU
X=z— dty ’ Y=y ay (24)
da? dx?
2 ]a
[+ (2)
— do] | (25)
? ey
dx®

Ist die Gleichung der Kurve in Polarkoordinaten gegeben
und von der Form: r={f(f), so ist z=7rcost, y=rsint.
Die Formeln (21) und (22) gehen dann in folofende tiber:

[( )—{— 2 Ztsmt—l—rcost
X=z— . (26)
sy 9 dr\® d%r
4 at) —Tag
2\ 2 7
[(%) ~+r? Zz‘ cost——rsmt}
Y=y e @)
r? e’
+2(dt> Tar
dr\?2 2';
V1) + ;
0= (28)

Wenn endlich die Kurvengleichung in der Form f(z,4) =0

vorliegt, so werden nach (7) zwei zunichst wieder endlich
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von einander entfernte Normalen der Punkte z, y und x,, y,
durch folgende Glelchungen ausgedmckt

(X—x——(Y—y)aE:‘O; (29)

87‘ aif _ -
X —a)z.- _Jl)a——:z:l_ 0. (30)
Zur Bestimmung der Sohnittpunktskoordinaten X, Y setzt
man aus (29), &hnlich wie oben bei (17):
X—z Y—y

=, ,

af of
dx dy
substifuiert dann:
of v, . 9f
X=z-+m 13, I—y+7’11§!} (31)

in (30) und erhilt:
( af £\ of
{Z—x Ly B ) a1y, ( J1+’721ay)ax1

g J
(xl—x)avy]j—(%_./)fgi

of of af of

dxdy, dydux,
9 _ Jl—y 9
dy, \z,—aldx,

of of af 6’]‘] ' 32)
of

my =

inl —_—

of dy, Jy 10z, dzdf
ox| z,—x z, —a |0y

Riicken beide Normalen unendlich nahe zusammen, so wird
ihr Schnittpunkt zum Kriimmungsmittelpunkt. Hierbei sind ian
dem Wert von m, folgende Grenziiberginge auszufiibren:

ﬁw d__‘lf (9f_af_ limyj_‘?/ dJ

dx, dxz’ dy, dy’ z, —x dz’
_¢9_f__§f d<‘9f

. {dy,  dyq T \dy Ffdy.

hm_xl—x - dz 6’J6’x+¢9y da’

Dolp, Aunfzaben. 13
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x84
3z, 9z dz)] of

i = —Z, Werd
tim r,—=x | dz 8902—‘—5’91; dy dx eraen
. of . of
diese Werte in (32) eingefiihrt und — af 7y fiir d gesetzt

go erhilt man depjenigen Wert von m,, welcher in (31) sub-
stituiert, uns X und ¥ als Koordinaten des Kriimmungsmittel-
punktes giebt. Man erhilt:

SN, (1)
e f(af)+ &°f 6’f<9_f_<9‘3f(ﬁ)‘”
T ot dx dydzdy dy*\dz
P—“I-mja/(gi) + (6’ f)~
of)? afj”_
+i/[ 81; 31 (34)

8 f ofof 8Qf(§_f)‘*"

4

I

¢9x (8y +2 dxdydxdy Jy*\dx
Man kann zu der Formel (34) auch dadurch gelangen,
dass man von (23) und (25) ausgeht und dort einsetzt:
dy of . af
dz 9z’ 9y

o*f (of “+2 *f ‘ii_a_f_‘?ﬁ AN
dry 9z \dy dwdydzdy dy*\dz

dz® (éf)“
ay) of

Hier ist leicht zu erkennen, dass m;mla—y

ist. Es ist

also in (34) das positive oder das negative Vorzeichen zu
wihlen, je nachdem g~f positiv oder negativ ist. Dann stimmen
y a
die Werte von ¢ aus (25) und (34) vollstndig uberein.
Wir bezeichnen mit » den Winkel, den der Kriimmungs-
halbmesser in der Richtung von der Kurve nach dem Krim-
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mungsmittelpunkte bin mit der Richtung der wachsenden 2
einsehliesst. Dann ist:

X—z sin v — Y—uy
VE— g V(X —2) -+ (Y —y)

Durch diese Gleichungen ist eindeutig entschieden, in welcher
Richtung vom Kurvenpunkte (z, ¥) aus man den Kriimmungs-
halbmesser auf der Normale abzufragen hat. Man darf des-
bhalb bei der Berechnung des Kriimmungshalbmessers sich auf
den absoluten Zahlwert beschrinken.

Wir unterscheiden die konkave und die konvexe Seife
der Kurve. An der Stelle, wo dieselbe drei unendlich nahe
gelegene Punkte mit ihrem Xriimmungskreise gemein hat,
kehrt sie dem zugehorigen Kriimmungsmittelpunkte ihre kon-
kave Seite zu. Die konvexe Seite ist die abgekehrte.

Jedem Punkt der gegebenen Kurve entspricht ein be-
stimmter Kriimmungsmittelpunkt. Der geometrische Ort aller
Kriimmungsmittelpunkte wird Evolute genannt. Die beiden
Gleichungen fir X und Y bestimmen zusammen mit der Glei-
chung der gegebenen I{urve die Gleichung dieser Evolute.

Die Elemente des Kriimmungskreises fiir die folgenden
Kurven zu bestimmen:

COs v

32) Der Kreis: 2+ —r?=0; my=—14; X=0, Y=0
o= 4. Der K-K. fillt ganz mit dem gegebenen Krexs
zusammnen.

33) Die Ellipse: 2 =acost, y=>bsint;

2 (a2 H2 2 2__H2 2,2
a®—(a*—b%cos t; & b cos®t, Y:b Ay
ab a b

Wird aus beiden Gleichungen die Variabele ¢ eliminiert,
so erhilt man als Gleichung der Evolute: \o/b%Y?

3 - _ A2
+W:\3/(a2—b“)2. Ferner ist X_%~~b—z3

_ae_be N {a‘z_(aa_be) oS t}}

n—=—

13*
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35)

36)

37)

Die Hyperbel: — — Xk 1;
x‘.! 2 a‘lz)é
m,y (E; —i_ %) 9 !

a
xz? | y%\}
9=‘_‘:a252(&’4+lz) .

Die Parabel: y*>~2px=0; m, = J;};fr, X=3z-|p,
3 J— 3
YV aXP o 31577 iy die Parabel-

p 3 3
gleichung substituiert, giebt als Evolute: ¥Y?= 27p (X—p)

Man sieht, dass diese Evolute die Neilsche Parabel ist,

(S. 180). Weiter ist o= Z%‘/@——_‘_ye)s_
. 5 8r—3x
Die Cissoide: z°®—y?(2r —x) = 0; mlz_m;
Xﬁ—rm(lQr—E)x) _ sr)x e:j*__r[/@
- 3@2r—a)? 3y/@r—a) 3(2r —2)*

x x :
Die Kettenlinie: yz—g(ez—l—e “); m=y;
2x 2x x oz
X=$—%<6’7—0—“>, Y———y‘Jrg(e“—l—e “)=2y;
=z AN 2
= i(Fr) -

a
Das Stick der Normale zwischen der Kurve und der

Abscissenachse wird bei jeder Kurve nach der Formel

2
berechnet: N=JE/ 1} (d_y) . Da man hiernach bei

2
der Kettenlinie N — i findet, so erkennt man, dass die

Normale dem Kriimmungshalbmesser gleich ist. Sie
liegen von der Kurve aus einander entgegengesetzt.
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38) DieCykloide: x = a ({—sin?), y=a(1—-cost); m=—2;
X=oa(t-+sint), Y=—a(l —ocost)= —y. Beide Glei-
chungen reprisentieren zusammen die Evolute der Cykloide.
Setzt man ¢, - 7 statt ¢, so wird X — ar =a(f; —sin¢,),
Y+2a=a(l—cost); wird jetzt X —arn durch X,
Y-} 2a dureh Y, ersetzt, was einer Verschiebung des
Anfangspunktes um ez und — 2a entspricht, so erhilt
man als Gleichungen der Evolute:

X, =a(t, —sint), ¥, =a(l—cost,),
und daraus folgt, dass die Evolute eine kongruente Cykloide
ist, die sich nur hinsichtlich der Lage dadurech von der
gegebenen unterscheidet, dass ihr Anfangspunkt wm ax

und — 2a verschoben ist. Wir finden ¢ = — 4asin ;,
. .t :
und da die Normale =2asm§ gefunden wird, so ist

der Kriimmungshalbmesser der doppelten Normale gleich.
Sie liegen von der Kurve aus nach derselben Seite.
Um den Krlimmungsmittelpunkt zu konstruieren, hat
man die Normale nur um sich selbst zu verlingern.

39) Die Epicykloide: z = (a -} r)cost— acos (a-(}l—r) ¢,

Yy = (a4 7)sint— asin (aj")t; m=

X:F%Z—a [(c¢+r)cost+acos(a+r)

Y:r'blfoa[(a_}—-r) sin ¢ —}—asiD(

4a(r—}—a) sin "
r+2a

Der Kl.-Mlttelpunkt wird aunf folgende Weise kon-

struiert: Man zieht (Fig. 14) den Durchmesser MG, ver-

bindet G mit 4 und verlingert die Normale M B; der

Schnittpunkt K ist der gesuchte Kr.-Mittelpunkt und

t
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KM der Kr.-Halbmesser. Da GN parallei und gleich
BM ist, so haben wir
r

”
KB=—_— _—
r+2aGN r+2aBM’ und
r 2(a-t-1)
=1{1 BM = 7
KM (+'r 2a> u 2a-r B
(a+17) .t dala-fv) ., rt
.=_2 _1=— — =
2atr O T a1y MR, T O
40) Die Lemniskate: r =a}/cos2¢. Es ist m =1;
v 2acos®t ___ 2asin®t a _a”
31/ cos 2¢ 3)/cos2t’ ° 31/ cos 0t 3r
Da z=rcost, y=rsint, so ist 2>} y*=a®cos 21,
2 2 2
oder cos 2t =~ —i;y ) g=a—_. Driickt man
@ 3V 4y’

sin®¢ und cos®? durch die Koordinaten des Kr.-Mittel-
punktes aus, so gewinnt man mit Hilfe der beiden Re-
lationen: cos®¢—sin?¢=1 und cos®f{—sin%t=—cos2¢ die
Gleichung der Evolute: 3 (X5 + ¥5) (X% —7vHi—=2a.
41) Die logarithmische Spirale: » — at. Hier ist m = 1;
X=—allgasint,Y=qdllgacost; g =a'}y/1-+(Iga)®.
Um die Polargleichung der Evolute zu erhalten, setze
man den Leitstrahl R=)X*4Y*=atlga. Wird
lga=a' gesetzt, so ist R=a’t?, d. h. die Evolute

dieser Spirale ist eine gleiche Spirale, welche nur nm

den Winkel ¢ gedreht ist.

§ 4. Die Wende~ oder Inflexionspunkte.

Liegen drei unendlich nahe Punkte einer Kurve in einer
geraden Linie, so wird der Kriimmungshalbmesser an dieser
Stelle unendlich gross. Es seien x und y die Koordinaten
dieser Stelle. Dann werden hier auch X—z und ¥ —y un-
endlich gross. Andern diese Differenzen dabei gleichzeitig ibr
Vorzeichen, wenn man, die Kurve stetig durchlaufend, durch
den Punkt (z, %) hindurchgeht, so idndert die Kurve an dieser
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Stelle die Art ihver Kriimmung. Ihre konkave Seite geht in
die konvexe tiber und umgekehrt. Ein soloher Punkt (z, ¥)
wird ein Wendepunkt oder Inflexionspunkt genannt.

Wir verbinden die Bedingungsgleichung fiir das Unend-
lichwerden des Kriimmungshalbmessers mit der Gleichung der
Kurve und erhalten als Losungen beider Gleichungen die
Koordinaten aller Punkte, die Wendepunkte sein konnen. Sie
sind wirklich Wendepunkte, wenn in ihnen der Vorzeichen-
wechsel der Differenzen X — 2z und ¥ — y eintritt,

Ist f(z,y) =0 die gegebene Gleichung, so wird nach (34)
¢ unendlich, wenn:

_ L[N L g F 9P O (f\_
dz®{dy dxdy dx dy dy:\dz) ~ -
Die linke Seite dieser Gleichung lisst sich in Form einer
Determinante schreiben. Alsdann lautet die Bedingungs-

gleichung:
o*f  9*f of
dx® dxdy oz
f o of ,
of 9
dx  dy

Wird die dritte Vertikalreihe mit (n—1) multipliziert,
die ganze Determinante durch (n— 1) dividiert, und 0 durch
nf ersetzt, 80 erhilt man:

f 8 of
gzt dway "V
_ 1| &f ey of \
af  of
3z 3y nf

In der Determinante darf man die mit z multiplizierten
Elemente der ersten und die mit y multiplizierten Elemente
der zweiten Vertikalreihe von denen der dritten Reihe subtra-
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hieren. Dadurch ergiebt sich fir (n—1)4 die Determi-
nantenform
af  of of _ o &
dz* - dxzdy (n-——l)— s Jaxé’J
of  of Lot BF|
deoy ¢ —1) T azay Y|t G0
af af nf _ 6’f af
dx ay : o BJ

Wird jetzt die gegebene Funktion f(z,y)=—0 in die
homogene Funktion f(z, y, 2) = 0 umgewandelt, so kann der

Lehrsatz von Euler: x—I—}—Jay—I—z——g—

Grad der Funktion anzeigt, zur Anwendung kommen. Da ferner
af of If

nf, wobei n den

wieder homogene Funktionen sein werden, und

dz’ dy’ 9z
ZWar vom (n—l)“’"‘1 Grad, so ist nach demselben Satz:
f | &f
6’x- “Haan Sy ra k-
i A A
Sy PR 8y~ teg g, Dg, G
a*f *f of
8z8x+yé’z T 2o =D

Mittelst dieser Relationen bringt man (37) auf die Form:

a°f & 9y
dx® dz dy Yoz dz
1 *f o a*f |
A'_n—l dy dz dy® c?yad =0. . (3)
of of  of
dxz  dz >y

Wird in dieser Determinante wieder z =1 gesetzt, so
bildet sie die Bedingungsgleichung fir das Unendlichwerden
des Kr.-Halbmessers. Sie gebt leicht in folgende tiber:
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: oz? oz dy dx 9z
Fp— ef-Ff  rf | _,
T (m—1)%| dydz dy? dyéz |
of of 3
(n—1) 6" — 1)~ ay (n—1) a—i

Subtrahiert man von den Elementen der dritten Horizontal-
reihe die mit z multiplizierten Elemente der ersten und die
mit y multiplizierten Elemente der zweiten Reibe, substituiert
dann fir die Elemente der dritten Reihe die Werte aus (38)
und setzt dabei z=1, so erhilt man:
arf 3 af

dz® Jdxzdy dxdaz
9? 9 *f
a‘.‘f' a‘.’f a‘lf
G20z 929y 94°
Die Schnittpunkte der beiden Kurven f=0 und 4=0
oder 4, =0 geben die Wendepunkte der Kurve. Ist f=0
vom nt? Grad, so muss die Inflexions-Determinante vom
3 (n—2)n Grad sein. DBeide Gleichungen lassen daher im
allgemeinen 3n(n—2) Losungen zu, und die Kurve hat eben
s0 viele Wendepunkte. Kurven des zweiten Grades haben
demnach keine Wendepunkte, vgl. Aufgabe 48).
Ist die Kurve durch die beiden Gleichungen gegeben:
z=0¢(t), y=¢(¢), so wird der Kriimmungshalbmesser nach
(22) unendlich, wenn:

dz d*y dy d*z
B 1A T T TRt (1)
und aus dieser Gleichung entnehmen wir die Parameter der
Wendepunkte.
Fir die Form y = f(z) wird nach (23) der Kriimmungs-
halbmesser unendlich, wenn:
aty
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Die reellen, im Endlichen gelegenen Wendepunkte fol-

gender Kurven zu finden:

42)

43)

44)

45)

46)

47)
48)

f=a*+y*+6azy4+1=0.
Homogene Form: 2®-}y® 4 6azyzs-2>=0.
z az ay
az y az
ay azx z

édl=xyz(l—(—-2@3)——a"'(x"—f—y3—{—z3)=0; z=1 giebt:
; s 1+2a?
z* 4y 41— g LY =

a
und f=0 finden wir: =0, y=—1; 2=—1, y=0

als Koordinaten der Wendepunkte.

4, — 6°

Aus dieser Gleichung

f=a—3ax?}c*y=0.
Homogene Form: z®—3az%z-}-c2yz?=0.
6(x—az) O —6ax
4, = 0 0 2¢z |
| —6az  2c*2  2cfy |

— 4, =24@—a)c*=0. Aus 4,=0 und f=0 findet
3
man z=a, yz?ci2 als Koordinaten eines Wendepunktes,

f=xy—ax4y=0, oder 2%y —z2* L y22=0.
Bedingung: 2® —a2*y—22x—y=0. Wendepunkte:

z=0, y=0; z=-1Y3, yzi-‘/g-

f=(a—2)>—y=0. Bedingung: (a—2)*=0. Wende-
punkt: z=a, y=0.

f=x*—a’x’+{-a’y=0. Wendepunkte: z =+ : o

V—éy ¥Y=35
f=y—z*=0. Wendepunkt: =0, y=0.

Die Wendepunkte eines Kegelschnitts sollen aus der
allgemeinen Gleichung:

Ay*+4-2Bxy 4+ C2* 2Dy -2 Ex - I'=0
gefunden werden.
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2C 2B 2E
4=|2B 24 2D]|.
2FE 2D 2F

Die Determinante 4 ist von z und y unabhingig. Ist
sie von Null verschieden, so hat der Kegelschnitt keine
Wendepunkte. Ist aber diese Verbindung von Kon-
stanten identisch = 0, so hat der Kegelschnitt an jeder
Stelle die Krtimmung Null und besteht dann aus einem
System von zwei geraden Linien.

49) Die Wendepunkte der Kurve y =sinz zu finden.
z=0, +7, +27, +3x, usw,, y=0.

§ 5. Der Flicheninhalt begrenzter Figuren.

Um das von dem Kurvenstick AB, den Ordinaten AC
uad BD und dem Abschnitte CD der Abscissen-Achse ein-
geschlossene Flichenstlick zu finden (Fig. 15), teilen wir

Fig. 15.

0

CD = (b—a) in n gleiche Teile, deren Grosse d sein mag,
und errichten in allen Teilpunkten Ordinaten. Dadurch wird
die Flache in n Streifchen zerlegt, wie M N@QP, deren Inhalt
bei hinlinglich kleinem 0 gleich dem Produkte aus J und der
zugehdrigen Ordinate gesetzt werden kann. Ist also y = f(2)
die Gleichung der Kurve, dann entsteht fir die Flache
nach (15), S. 173, der Wert

Fl. ABDC—lim 8 [f(a) +f(a—-8) 4. . -F(b—0)] =jb f(z)ds.
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Um ferner das von der Kurve AMBNA (Fig. 16) ein-
geschlossene Flichenstiick zu finden, ziehen wir die beiden

Fig. 16.

. M“M’

| / N
A4

L1

]‘a/' ‘
% t i
g " P P &

vertikalen Tangenten AH und BG, zwischen denen die ge-
samte Kurve liegt. Ist MP=F(z)=Y, NP=f(zx)=y,
OH=a, OG=10, so wird nach dem eben Bewiesenen

HAMBG =jb F(z)de :j” Y dzx,

HANBG =Jf” f(x)dx=jbydx,
ond daher * *

Fl. AMBNA .—_ﬁ [F(2) — £ (@) dz :fb (Y —y)de. (43)

Vertauscht man die X-Achse mit der Y-Achse und setzt
(Fig. 17) OL=a, OD=f; BN=®(y)=X, BM = ¢ (y) ==z,
£0 erbilt man

FI. AMGNA:ﬁ[qs(y)_'go(y)] dyzjz(x—x)dy.

Ist endlich die Gleichung der Kurve in Polarkoordinaten
gegeben, so zerlege man die Fliche in elementare Streifen
von der Form MM, N, N und getze OM=R, ON=r,
OM,=R,, ON,=r,, Wkl. MO4d=t¢t, Wkl. M, 04=¢,
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ol

Wkl. DOA=y. Wki. BO4=J3. Da nach der Voraus-
setzung der Winkel M, O3 = ¢, — ¢ unmessbar klein ist, und
deshalb die Bogen MBI, und NN, als gerade Linien anzu-
seben sind, so ist: '

(BRR,—rr))sin(t, — )

Fl. NMM, N, —lim 5 :

Fig. 18.




206

Fi. BNDMB=lim

S(RR,—

. 3 3 R2—p?
Wzl)sm(lfl )=j. R;‘)_rdt., (47)

weil fiir die Grenze R, — R, r,=r, sin(f,—t)=are(};— tj =dt¢

wird.

Soll hiernach die Fliche O BM DO berechuet werden, so

ist r = 0 zu setzen, wodurch entsteht:

50)

51)

52)

53)

3 R2
Fl. OBMDO — j = dt. (48)
Y

Man soll das Fldchenstiick berechnen, welches zwischen
einem Parabelbogen, der Ordinate y und der X-Achse
liegt; y®>=2pz.

Fl. = xydo:= x[/%dw=gxy.
0 0 3

Der Parabelbogen, vom Anfangspunkt gerechnet, teilt

das aus Abscisse und Ordinate des Endpunktes kon-
struierte Rechteck so, dass zwei Dritteile desselben die
Parabelfliche bilden.

Die Fliche eines Kreises zu finden; x=recost, y=rsint.
. dx=—rsintdt, fﬁl'sc———Oistt:%, fir x =7 ist
t=0.

o] &

Fl. =4jr y dw — —4f° rzsin?tdt=4r?j Sin%t di —ror .
0 T 0

Die Flache einer Ellipse zu finden; x—=a cos?, y =bsint.
: 4

Fl.:4jaydx=—4fo absin‘*’tdt=4abjQsin?tdtzabn.
0 T ) 4]
2

Man soll das Flichenstlick berechnen, welches zwischen

einem Hyperbelbogen und einer zur X-Achse senkrechter
2 2

Sehne liegt; % .

—1.
x x 2

Fl. :zj ydx=2bj dx‘/"i,_L
a a a”

Zum Zweck der Transformation setzen wir z=a¢

etf-et
2 ?

54)

55)

56)
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t -1
er— e
y=b2=

; dies geht an, weil dadureh die Kurven-

gleichung befriedigt wird. Da x=a fir {=0 wird,

¢t—et . .
und da dx=a 5 dt ist, so ist:
_ab(t gy ab(Ee N
Fl.—§j0 (¢t —eH*dt = 2( 5 2t h=zxy abt

L, Y ¢ . z Y
Ferner ist P -+ 7= oder = lg.(—a -+ —b) .
JE— —_— . o _1 g
Fl. =zy ablb(a—}—b).

Man zeichne eine Hyperbel nebst ihren beiden Asymptoten,

2 2
Kurvengleichung: ocy=a jji:m2 s sei A der
Anfangspunkt des Systems, S der Scheitel, SB die Or-
dinate und A B =p die Abscisse des Scheitels; M D die
Ordinate und 4D =z die Abscisse des beliebigen Punktes
B, o der Asymptotenwinkel. Die Fliche SBD I soll
berechnet werden.
Weil das System schiefwinkelig ist, so ist das Diffe-

rential der Fliche = ysinadz, und:

x 2

Fl. =sinaj " G =m*(gz—Ilgp)sina.

P X
Die Fliche zwischen einem Cykloidenzweig und der
X-Achse zu finden; z=a({ —sinf), y=a(l— cos).

2am S 27 °
F1. =j‘ ydx_—_wf (1 —cost)*dt =3a’x.
0 0

Eine Kurve hat von ¢{=0 bis ¢=x die Gleichungen:
x=a(l—cost), y==at; man soll die Fliche zwischen
der Kurve, der Ordinate fir {=x und der X-Achse
finden.

- .
Fl. = a‘zf tsintdt = a’x.
0
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57) Die Fliche zu berechnen, welche von einem Epieykloiden-
zweige und den nach seinen Endpunkten gezogenen Halb-
messern des Grundkreises eingeschlossen wird;

x=’(a+r)cost—;acos(a—{c;r)t,

y == (a-}r)sint—asin (a—i—r}t.

Denken wir uns (Fig. 14, S. 182) die angefangene Kurve
EM so weit gezeichnet, bis sie in einem Punkte ¢ den
Grundkreis wieder trifft, so soll die Fliche AEMQ A
berechnet werden. Man ziehe Leitstrahl AM = E und
setze Wkl. M AL = ¢, so ist: -

Fl. ATMA— H"’R‘—’ d
0

2

o o 2 2 9
Da aber R* =247, tg gp=é, cos® ¢ == + ———s, wenn

z, y die Koordinaten von B sind, so ist:

Y dy dx
dise "o vier L de_Tar Vi
Sdt o de? cos® dt z* !

io ‘f;; J‘Z (a—i—)(2a—}—)|_1—cos—t]

dt !
j R® d¢ H_(a—}—r)(Za—l—r)j’ [l—cosgt} dt.

Fir die I‘lache ALMQGA hat der Erzeugungskreis eine

ganze Umdrehung vollendet, so dass rt-—2an-, oder

2 e
t = —— sein muss.
r

2071
Fl. ALMQA— 2717 (22“+’)§0 " [1 _ cos%i] dt
: :(a—{—r)(Qa—l—r)afr'

r
Wird davon der Kreisausschnitt A FQ A =arnx abge-

zogen, so bleibt die Fliche FMQDE zuriick. .
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58) Die Kardioidenfliche erhilt man aus der vorhergehenden
Formel, indem man r = a setzt. FL = 6a’r.
59) Die Fliche der Lemniskate: R?=— a®cos2¢ zu finden.

F4

Fl. = 2a“‘j40082tdt = a?®.
0
60) Die Fliche der archimedischen Spirale: R = at soll flir

den ersten Umlauf des Leitstrahls gefunden werden.

a?(om, . 4a’n®
Fl._-gj'otdt_ .

§ 6. Rektifikation ebener Kurven.

Sind M und 21, zwei beliebige Kurvenpunkte; 2, y und
z,, ¥, ihre Koordinaten, so ist die Sehne:

M, —s— Y 5T F G ——a)}/ 1+ (Jjﬁ.

1
Beim Grenzithergang erhilt man als Differential des Bogens:

ds — dxi/1+ (gi}g

Sind « und a die Abscissen der Grenzpunkte 4 und B, so ist:

S = are AB:IZ dxi/1+(%>2. (49)

Soll aber are AB aus den Ordinaten der Endpunkte berechnet
werden, so setze man:

s—V@—%>+u—hr—@—%ﬂ/ +( =)

Y —uy

' T Az ?

woraus beim Grenziibergang entsteht: ds= dy a/l—f- ((;) ,
)

und, wenn # und b die Ordinaten der Endpunkte 4, B sind:

S— arc AB—_—f; ay)/ 1+(3—;”)2T © (50)

Fir die Gleichungsform: f(z, y) =0 wird aus (49):

oS/ (@S e

D&lp, Aufgaben.
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und daraus wieder, weil -~ (la; fd_/ ist,

Lol (o

Ist endlich die Kurve durch die beiden Gleichungen:
x=¢(t), y= ¢ () gegeben, und ist weiter a=¢(y), a=¢(c),
so geht (49) tber in:

oL@ e

61) Die Peripherie eines Kreises zu berechnen; z = rcost,
y=rsint.

2n
s :J( dt)/(in®t - cos?8) 7t — 27
0

62) Die Linge eines Parabelbogens vom Scheitel bis zum
Punkt «, y zu finden; y®=2p=x.

Y Yy s, o[y VYt

S—jo dyl/1+pz—2pl/y 058 |

63) Den Bogen einer Neilschen Parabel zu finden, vom An-
fangspunkt bis zum Punkt =z, j, y? = qx?.

_j dx!/1+9ﬂ” — [(1—{-%)%—1].

64) Der Bogen einer Kettenlinie vom tiefsten Punkte bis zum

xX x
Punkt «, y soll berechnet werden; y = 1)2—1(6—”—‘——}—6_7_").

@x x _=x\ 2 m x x
Z%jodx!/4+(_em—e m) =§(em—e m) Vy?:—m?

Der Bogen einer Kettenlinie, genommen vom tiefsten
Punkte bis zum Punkt z, y, ist gleich der zweiten
Kathete eines rechtwinkeligen Dreiecks, dessen eine
Kathete =m die Ordinate des tiefsten Punktes, und
dessen Hypotenuse die Ordinate des Endpunktes ist.

65) Es soll die Bogenlinge der Cykloide gefunden werden;
x=a(t—sint), y=a(l— cost).
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2n — 27 t
S=aI0 dt)/2([1—cost) =2aj'o‘ sin—z—dt=8a.

66) Die Bogenlinge einer Epicykloide zu berechnen.
dz\* [dy\? I
(ﬁ) +(ﬂ) =4 (a -} r)?sin 2—t

2am

r .7 8a(a-7)
S=2(a+r)j.0 51n2_atdt=—T——
Setzt man a=~, so erhilt man 16a als Linge der
Kardioide.
67) Die Linge des Bogens der archimedischen Spirale zu
' finden; r =at.

t S —
szaj-o |/1—|-¢2dt=g [t;/1+t2+1g(t+;/1+t2)].
68) Den Umfang einer Ellipse zu berechnen; @ =acost,
y==>bsint.
Ein Quadrant ist gleich:

14 ¥4
2 7
S:jo dt)/ a®sin®t b2c052t=aj0 dtl/ %
14
9 . 2__ 32
=aj0 dt})/1—e?cos®t, wenn e aeb =¢? ist.
14
2 1 2 2 1 4 4 1 [} [}
= —_= 2= —= — .. dt;
S ajo 1 5¢ o8 ¢ ge cos ¢ T ¢ dt;

. am 1 22 1 + (1.3 L
S_?[l—(é) : (2 4) S (2.4.6) N

§ 7. Die Oberfliche von Rotationskdrpern.

Wird eine Kurve um ihre X-Achse gedreht, so erzeugt
sie eine krumme Oberfliche. Ist die Ordinate eines sich dre-
henden Kurvenelements — y, so ist das Differential der Ober-
fliche gleich der Oberfliche eines kleinen Cylindermantels,
dessen Umfang = 2yn, und dessen Seite = ds, d. h. gleich
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dem Differential des Bogens ist. Hiernach ist das Differential
der Oberfliche d0 = 2yrds, und wenn a und & die Anfangs-
und die Endabscisse des Oberflichenstiickes sind,

0=2nﬁyl/ 1+(g—g)2d:p. - (54)

69) Die Oberfliche einer Kugelhaube zu finden, wenn
- y—)/2rs—a
die Scheitelgleichung des Erzeugungskreises, und % die
Hohe der Haube ist.
0_27rf da)/2ra — o l/1_|_2m —2rxh.
70) Die Mantelfiiche eines Kegels zu belecbnen.
Ist y="Fkx die Gleichung der Geraden, die durch
Umdrebung den Kegelmantel erzeugt, und % die Hohe
des Kegels, so ist:

h
0= 2krr{/1—|—7.:‘-"§oxdx=k7rh9[/ 1-4-%2.

Da k=tga, wenn a der Richtungswinkel der erzeugen-

den Geraden, so ist kh = r = Basishalbmesser, und -

kY1 %% = s — Linge der Lrzeugungslinie. Durch Sub-
stitution dieser Werte erhdlt man: O=rxs.

71) Es soll die Oberfliche des Korpers gefunden werden,

der entsteht, wenn sich eine Cykloide um ihre X-Achse
dreht. z=a(f—sint), y=a(l —cost).
2
0= 2a9n‘§0 (I—cost) )2 (1 —cost)dt

2w ¢ 640w
_ Qa2 ro8 Y — .
=8a njo sin th 3

72) Die Oberfliche eines Rotations-Paraboloides zu berechnen.
Parabelgleichung: 4*=2px.
_ x
0= Qﬁfoo dz/p+ 2z = —[ [(p+22)F — pt].

73) Man soll die Oberfliche eines Elhpsmdes berechner, das
entsteht, wenn sich eine Ellipse um eine ihrer Achsen drcht.
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Erstens: Drehung um die grosse Aclse.

b2
Ist 2= e (a® —2z?) die Gleichung der Kurve, so ist

~0 2:”; dz |/ at— (a® —b%) 22,

Wir sctzen a® — b2 = ¢? und erhalten:

1 2bx

—2'0 a‘ZJ‘ dxl/a

1 ex |3

5 =_2[ [/a —e?z —|— arcsin—e]
0

1 o a? I/ 2 __pt

§O_b n+——a2—b are sin ————

Zweitens: Drehung um die kleine Achse,
1 2
§ = a-rj" dy )/ b* -+ e*y?
1 1)
50= b‘zl: Vi ey 4L lgxe y+e erQ)]o
1

b a+|/'a2—b‘-’
20 =q? ¢
gV =1 ”“h/mlg b ‘

Wag wird aus beiden Resultaten fir b = ¢?

§ 8. Der Kubikinhalt von Rotationskdrpern.

Wird ein Korper dadurch erzeugt, dass sich die zwischen

. einer Kurve und der X-Achse gelegene Fliche um diese X-Achse

dreht, so ist das Differential des Volumens dV = y2x dz, und
das Volumen zwischen den Abscissen « und a sclbst

7=njay?dx.
o
“4) Den Kubikinhalt einer Kugel zu berechnen.

V= QnIr (r* —a¥) do= —g?‘%.
0
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75) Den Kubikinhalt eines Rotationsellipsoides zu finden,
das entsteht, wenn sich eine Ellipse um thre grosse
Achse dreht.

V=27rb2 4abin

a2 2 2
. j‘o(a —z¥dx g
76) Der Inbalt eines parabolischen Zonenkdrpers goll be-
rechnet werden. :
Sind x, und z, die Abscissen der Endpunkte des
Parabelbogens, welcher die erzeugende Fliche begrenzt,
5o ist:

Z,
‘V.:Qpﬂ-j‘x’mdx:Qpﬂ' ('E‘_?__?) (x‘l '—'xl)-

€y
77) Man soll den Inbalt des Korpers finden, der entstebt,
wenn sich die Cykloidenfliche um die X-Achse (Gerade,
auf welcher der erzeugende Kreis rollt) dreht.

om |t .
Vsczsnygn(l—cost)sdt=8a37:§0 sm“—édt———ba",—r .

0 .
78) Ein Kreisabschnitt, dessen Sehne = 2s, und dessen Haib-
" jnesser — r ist, dreht sich um einen zur Sehpe parallelen
Durchmesser. Wie gross ist der Kubikinhalt des ent-

standenen Korpers?

Ly ! 07— e sm0? =5
2 0

V:%.S‘gﬂ.
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