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ТЕјЧZORШг. NAPONA 

Beograёi 1966. 



Predgoyor 

Тета ovog гада је utvI"djivanje egzistencije i utica
ја naponskih spregova k~d viskoznog tecenja. 

Pretpostavka о еgziзtепсiјi naропзkih вргееоуа (bez 
obzira о kakvош ве materijalu radi) ima za posledicu. i u 
оkviгiша linenrne teorlje, ројауи novih materijв1nih kопэ
tanata. Egzistencija 1 velicina ovih konstanata шоzе ве од
reditl Jedino еkзрегimепtоm. 

S obzirom да је k1asicna 11nearna teorija mehanike 
kontinuuma, u vecini sluCзЈеvs, davala zadovoljavGju6e ге
zultate za prakticne primene, розtаvlјalс ве pitanje oprav
danosti uvodjenja паропзkih spregovso U pos1ednje vreme, те
dЈutiш. poJavljuju ве eksperimentв1ni гадоУ! ciji rezulteti 
pokazuju izvesno odstupanje од onih koje даЈе klasicna teo
rija. ТО је u izvesnom smialu dalo opravdanje uvodjenJu па
ponskih spregova. tako да зе poJavlJuju гадоу! koji tretira
ји uticsj naponskih spregova u in~injerskoj praksi. 

Imeju6i to u vidu.pro~. дг R. Stojanovi6 mi Је ргед
lo~io ОУи ternu za moји doktorsku disertaciju. ~to ваш за 
zadovo1jstvom prihvatioo 

Kako т! Је роmoс svih saradnike Grupe za reologiju 
,Jugoslovenskog druвtva Za mehaniku, u kojoJ su rezultati , 
ovog гада bili izlagani, а розеЬno pгo~. дг R. StoJanovi6e, 
bila од velike koristi, to оэесат veliko zadovo1jstvo да im 

зе па оуај nacin nзјtорliје zahvaltm. 

Beograd, десетЬга 1966. Milan Plavei6 
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('.i iz jednacine (3.5), 19ra l.llogu po Oce:'lcije1a ZD odredjivanje 

i:reyerzibilne mal{rosJ.ropske e.ileoQ 

U slucaja viskozno{; :f1uida izraz zedisipati\.'Jl\l fuл-

kciju irза oblik 

• 

Radi mogacnosti prinene ргiпсiра пајша:nје iгеvегziЬ11пе 

izraz иЈ. disipsti vnu :t'unkciju је - uvodeci materijalne 

~torne koordinate - transfOL~isan па oblik 

, 

gde је 

га а: 

i 

. -Sl1. ;:.' 
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ј. опе predst8vljaju najopstiji oblik reolobl-:ih jednaC:ina. 
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rija :f'luicJa, tj о 

U tim jednacinama 

spregova, tj. 
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vu {ј == m fj 
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tel~zora паропskiћ 



,.. --,-- ј 
, ',,' -; '.) ,,',... -"~'~-" -, ~ -

'. , ... ." . ,,, ... '/ ... <'.'\:\' .... -,.;~,..., 
.:..-,~ _., .• ',L, .• ~._ •• з.'С. 

_, ~. _ • ____ , , с ~ .... ~_~, "" _. --..= __ ... " _",_, _ .. ~ - _ •. __ ""._ ._ ., _'" " ... " _~._" '" -

-

, . 
Iј 

"'.-: " 
.1..,) 

[ИЈ i -.-•• • 

- .",.. . 
-""'-,.--0 <, __ ,'_"'."',,, ,,-~ 
,'~' ,- • < , " .- ....• • '~ '.. _.,...:.;, ' .. '-..i.м -.,- _ ~ 

• 

--
Ј 

, 

ј 
Сl е 

-.т·'й ј. 
г · .... G W.~~ .() ... , . f) <::.; ~ Ј.. 

.# Z t.. ~', ј 
.~ ~ .-.. "-

оо 

kako је 

-- \.- ( .. ., 'lj • 

. , ... -",. 

-!. ;.~:. 

Y'izacija гео10s1сLКl 

--'- -," .. "'~--

, 
) 

, 
'-' '-"",-:-'."',.,''':'. "'.' ,_ ....... -,. ,~-, 

• 

:; ,- '}.L ",- /~.,.., 'у )"11 
'- '-,-о ,, __ '_:"', ~ .. . .... .. ~ !-'" •. -- -~ 

. ' . с' "'; .- '~lPћ'" t _z,,_~J.. -.. 

Ј 

Ove jednacine јези 

viskoznog ~luios 88 

linearne reoloske jednacille 

tеЛ_i:ОГОrд 

izotropnog 
Опе зи 

upotpunoj 

је је izveo 

jale за naponskim 

Jednacina 

sa 

(\1[ • Т. К ., 
ОЈ_'сег, 

sрrеgо·viпа. 

(3.12) i (1 е '1'И с па 

nаРОnЭ:Qi 
" 

r l4)" reo ...... o ... l{J..rc, 
.. :-t ..... 
Jeцl1ac~naтna ko-

[8] ) v.a .:;1 !",c:.! •. ~ ~n~ 
'о, -'~ ,д"- L _ l,; _. .... Lls:ce:ci-

• , -. jeGna':;i~ Је ва --:-'·~C) . O"':Il'"01:l _ __ ... ."" ... i. '-~ 



• • 
"о 41 
,.С 

о 

~+Г) -',' ..... 

Za 

()эnоуи 

• А' -,1"1 .... \ Ј. •• 

• v • , _ 
~ 'и"" о"":. ... ј' 1""':::-: t-, д 0.,1, ~"_-''(j'''!' :..0. .. _,-,,-,, 

• 
Ј " •• 

U 'l{ 0,_ 1·-' -, """'''О'А .... ,;;_ С' и.:.. .... . "џ, 

1.1 rlЈ1Ш8 "'i ·:>шr·-~ ~'7 .Ј.. - Б . - ,.~ \,-. 

m:э.tегi.iаlnеkоnstаntе - 'уј . , 

to 

Эl1.tiэimэtI'-iСnсs; 

,...") 2!!) 
~:;''"';:' f" ., 

Ke,kc. • 
Шl~ 

-, .. ~ . . '-". -, , T-~ {" -. _ .. -
"'" ~~_._ ...... 'А" C.L ~'i ...... 

"2'. 

о·е" ~. . <...: ,""---"'.-'~ ,;' 1.:. .;r ..... ' 

~. 
nаРС:1"\8, 

ZD. tэn-



4 .. Dif'егепс:\,ј1Џпе .1ednacine kretan.1a 

Као i u osta1im slucajevima u mehanici kont:i.nuume. 
tako ве i рг! izvodjenju reo10§kih jednacina viskoznog 
f'luida senesimetricnim tenzorom пароns pokazuje da posto
ji neodredjenost tenzora naponskih spregova. Naime. za од
redjivanje de:vet koordinata tenzora nS7:Jonskih spregova па 
гавро1аgзnjи ви sэmо овет jednacina. Poznata је cin,jenica, 
medjutim, да ве u euklidskom prostoru i рогед te пе:Јдге
dJenosti mogu napisati dii'erencijalne jednacine kretanja 
kontinuuma. 

Dif'erencijalne jednacine kretanja kontinuuma ва пе
simetricnim tenzorom паропа. u slucaju otsustva zapremins
kih si1a i zapreminsk1h spregova, imaju oblik . 

(4.1) 

u prvoj од ovih jedпacina pojavljuje ве ukupan tenzor паро
па, tj. njegov simetrican i antisimetrican deo. 
I Llnearne reolo§ke jednacine za izotropn1 viskozn1 
f"lu1d lmаји obl.ik 

(ј}) •• .. i.i 
i-=-Р9'.Ј+.'fdз:~'Ј +2fd. I 

Koristeci re~8cije 

J-L јј = f й (.а 66са. fL 6с-/ Ј' 



, 
devijatorski део tenzora naponskih spreg07a 

mozemo I'1,apisati и obliku 

(4.5) 

Koristeci јов relecije 

\.1 'Ј' "i.s ""'2 • 
УУ =;-q Е си' ~j 

f! <:Ј 1'25 ј 

• • • 

W~{-::!. о/ас r\h<>"l 
2. d Cbl!(;t.LU Ј 

jednacinu (4.4) mozemo пэрisаti u obliku 

• • 
tli. zamenjujuci .;Чу-te iz С4е5). u obliku 

. ~ . . 
( 4 .. 6) 1n IJ~ = !, s:;~ т ре ':. p~ сџ ij, ~ '1Ј. о q 1:!';s,'i'1L с() ~2~ т 

",. ~ ~ 07l('ђ.. d ри , 

рг! cemu ргу! clan па desnoj strani ostaje neodredjen. 

Na oenovи јеdг~сiпе (4.2), za ant1siшеtгiспi део 
tenzora naроna sada imamo 

<4.7> t {ijJ _ .!.. сЈ!ј1С т prгг - 2~ q e~<.и и . 
. -Ј! f'lr .)~ ',Ј (Ј .> e~ , 

pri сети ве prilikom izracUnavanja divergencije розlеdnj1 



clan iz (4.6) anulirao jer је 

Ako jednacini (4.'3) додато jednacina (4.7) доЫсе
то izraz za ukupan tenzor пароnз 

. ~. ... 
(4.8) i Ч= -Р8 iј+7(,dr/Ј+2'!idij~э~8Z~ 1llР~: -2~;j {~:;1(! Ј 

odakle sledi 

t ii - ij d. ij d ij / с/ј#:: 1'fY' fl:' ј' 
.ј -- /;ј 3 +~ :r./i 1-2~ 'ј +ЈТ јО2У" т ~fej -'2~~ С<} :е*.1 .. 

Medjutiru. kako је 

to dobijamo 
• • # • 

t '; ~-f,јfJlј+''4d:r,ј<Јij+2''4d~-2'g~/~(U1~U:ј • 

Zвmenjujuc1 ovo u jedпacinu (4.1) dobijaтo 
• 

{ . . . . 
(4.9) SI>21 =-~. qIJ+?j"d. . qij+2??d'.!. _2f)7ql~ јј" 
. JJ-t 1} d 1 ~.J <Ј i2 '} з с! ;t~j. 
I 
Izvr!imo 11 u jednacini (4.9) зlедесе zamene 

dz,j ::о d ~Jj = 7J'~~j , 

Јјј I ('JfЏ ј; I I ~e i -1;ј f 
cl ~j =2 +?r~l,j =2iJ 1I,ЈС! +2:8 V;fj , 

(ј А jt i 'if ј 
си ,t«'j -:: F 3 11 > fN~j - r 3 lJ Jtf-1Cj ) 

one dobija oblik 



u vektorskom obliku (4.1o) izgleda 
.. 

(4.11 )J5r=-з('ОdР+("41?4Ј1rd{clrt~)t~.1 v.-'8 diJ lJ. +}; ~Гзrad (cI;1I tj) . 

Мaterija1ne konstante ~ i ~ povezone эи за tzv. 
koef'icijentom zapreminske viskoznosti "l'v ' tj. 

te.ko ба је 

рв jednacina (4.11) moze ба ве napi~e и obHkи 

gde је ~y koef'icijent zapreminske viзkоznовti, 1@ koef'ici
jent smicuce viSkoznosti,· а % koef'icijel1t rotacione vis
koznosti. Оуај nзziv za Ћ potice otuaa sto эе оп и reolos
kim jednacinama ројаУ1јије kao r:mozilac uz g:гadljent tenzo~ 
га vгt10Зеnjа. 

Кoef'icijent rotacioneviskoznosti ~ karakteri~e 

"rote.ciono trenje" izmedju ~uidnih delica u strujnom polju~ 
РозtоЈаnjе оуое trenja izmedJuf'1uidnih delica боуоб! бо рго
щепе gradijente. tenzore. 9rtlozenja и strujnom polju, tj. бо 
poJave naponskih spregQva и ~uidu. 

Jednacins (4.12) predstavlja najopstiji oblik dif'e
renciJaln1h Јебпасlпа kretanja vlskoznog ~uida за nesimet
гiёn1m tenzorom naроna. Као !to ве iz Jednacine v1di опа Је 
op!tlja об Nav1e-Stoksove jednacine, tj. dif'erencljalne јеб
nacine kretanja v1skoznog ~uida и Blucaju simetricnog ten
zora napоnaо Razlika Је и tome ito ве и једnaсln! (4.12) 
pojavljuju poslednja dva c1ana kзо pos1edica uticaja napo~ 

~-

skih spregova. U slucaju odsustva napons1dh spregov8 ('з::0) 

jednacina (4.12) ве вуоа! na Nav1e-Stoksovu. 



4. Di~erenc~jalne jednacine krе~Шhјэ 

u literaturi зе ргоисауа i tzv~ fluid bez zapremin

ske viskoznosti (o/v =0). u оуош slucaju di:ferencijalne jedna
cine· kretanja imaju oblik 

-(4.lз)S'ј[;:- -arodp 4o;~ :}ГCld(dilliJЈ+%iil--g дАv.+'g~[3rnd(dl1Ј-:;!Ј • 

Ako је ~luid пеstiзlјiv Си kom slucaju је. јазno, 
bez zapreminske viskoznosti). s obzirom да је 

di~erencijalne jednacine kretanja imaju oblik 

оГ'" -+ ~ 
у 'U-=_QrQclр+1: Lltr -%ААlJ-. 

d t <.1 'Ј!,;.. 
(4.14) 

Poslednji clsn u оуој jeдnacini. za razliku од Navie-Stokso
уе jednacine za nestialjiv viskozni ~uid, predstavlja uti

сај naponskih spregova. 



Uvodjenje naponskih sргеgо'lЭ. pri opisivanju nароn<> 

skog stanjs viskoz!log f'lu1C.s, ima za роslэ':liсu potrebu да 
ве рг1 геваvаnји kolжгеtnih ргоЫеша :formir>aju slozeniji gгa,

n1cni uslovi o Njihovo f'ormiranje vr61 ве па osnovu uzajamnog 

dejstva :nu1d8 i graniCnih роvrliinэ.. Imajuci u vidu da је u 
vecini slucajeva nemoguce tscno ustanoviti kakav је uticaj 

granicn1h роvr6i!lЗ па f'luldne de116e, to ве рг! f'OI"IJliranju 
granicnih uslova pr1stups. шаnjе 111 viэе, idea11zaciji. Рга

vilno :f'ormiranje ovakvih granicnih изl0V8 шога ве, па паји, 
potvrditi eksperimentom. 

Огaniсn! и810v1 ро зуот kагэktеru mogu biti kinema

ticki i dinamicki. Kinematicki granicni uslovi sastoje эе н 
• 

tome !to зе brzilli f'luidn:th delica v~ i nј1.ћОУОј ugaonoj Ьх-
, . 

zini C()~ • па gгanicnim povrsinama daju odredjene (:f'iksira-

ne) vrednosti. 
U тећaniс! viskoznog f'luida najcesce ве pretpostav-· 

lja da зе :f'luidni delici "lере" uz granicnu povreinu, tako 
da је brzina delica jednaka brzini poVr~ineo U tom slucaJu 

iшато sledeca tri granicna us10va 

.... 
gde Је v -brz1na :f'1u1dnih deli6a, а V brzina granicne povI"-

!lne Э. 
u nekim slucajevima moguce је аа је uticaj granic

nе povr~ine па r1uid toliko jak, da тo~e da ее иzше da је 
ugaona brzina delica па povrsini jedneka ugaonoj brzini ва

~e povrSine. U tom slu~aju је 

(5.2) 



, ij~ . 
gde је ЦjL=t.t. (Џј«! ugaona brzina delica. а Дi. ugaona 

brzina granicne pov!'slnev 
Naponsk1 spregovi u viзkоznom ~luidu povezani зu, 

kao зtоsе 1z reoloske јеdnаёinеvidi. ва gpadijentom ten
zors vz'tlozenja. Znaёi. naponski зргеgovi се роэtојаtl u 
~luidu ako u strujnom polju розtојi promena gradijenta vrt
lozenja; а to znaci да розtојi "rotaciono t:t'enje" iz:nedju 
~uidnih delica. Ovo trenje okarakterisano је koe~icijen
tom rotacionc viskoznosti. Ako u strujnom роlји пета rota
cionog trenja, пета ni naponskih spregova, ра mozemo гес1 
да ве ~luidni de1.i6i э10ЬООnO Vl'tlo7.c. 

Na isti nacin kзо izmedju ~luidnih deli6a, posto
ј! rotaciono tren.1e izmedju de11ca i graniспе povгsine. U 

ovom slucaju. medjutim, to trenje ne zaviBi зато од таtэ
riJalnih osobina ~uida (koe~ic1Jenata viskcznosti). vec, 
па neki nacin, i од ksraktera grarocne povri3ine. Рг! 1?0r

miranju granicnih us:!.:ova (5 .. 2) pretpostavili ато да је го
taciono trenje toliko js.ko да delice "kruto" vezuje uz 
granicnu povrSinu. 

U nekim sluсајеviтэ, u kojim~ је uticaj granicne 
povriine па ugaonu brzinu delica neznatan, moguce је uzeti 
да зu nароnзki sprec;ovi па granlcnoj POvrSiIli jednakl nuli. 
То znaci да па granicnoj povr~ini zsnеmaruјещо rotaciono 
~renje, tj. pretpostav1jamo да зе de1ic1 па granlcnoj pov
r~ini slobodno vrtlo~e. Тада imamo sledeca tri dinamicka 
grSnicna uslova 

gde 8U miJ koordinate naponskog вргеба, m1jk koordinate ten
zors naponsklh spregova i 11с jedinicni vektor normale па gra
nicnoj povri:lini. 

Granicni uslovl (5~2) i (5.') predstavljaju izveSI1U 

ldeellzaclJu. Кој! сешо од tih uslovs uzet1 zsvisi, јавnо, 

od sampg рroЫernа. 



5. Grani,i5.J1i uзlQ:l.i _ ----------_._~-_. - ----,,_._-~ 

Postojanje rotacionog trenja па granicnoj povrsi

ni dovodi до pojave паропэkih spregova па РОVI'Зini, ра 11 

tom зluсајu treDa uzeti u obzir uticaj роv.~~iпзkih naponв

l{ih зргеgоvа па ugaonu brzinu delica. S ob2;irom да napons

k1 зргеgоvi па povrsini ne mogu biti zadani, to тогато, па 

neki nacin, uзtапоvitl mehanizam za njihov() odredjivanje. 

То znaci да treba да изtanоvimо vezu izmedju povr~:'.nskih 

naponskih spregova i .ugaone brzine delica на grarticnoj ро
vгЗini. U tom ciJ.ju.najjednostavnije је pr~tpostaviti да 

. ·эи роvriИnski naponski spregovi ргорогсiошйпi relativnoj 

ugaonoj brzin1 delica па granicnoj povгsini [,1 (РОд rela

tivnom иЕаогдт brzinom ovde podrazumevaтno x-azliku izщеdји 
ugaone brzine ое116а па granicnoj povraini i t~aone brzine 
за те роvrЗiпе). Znaci t imamo 

бде ~eM! naponski зрх'еg (racunat ро јед1niс! povrsirle), 

ёV (, relati vna ибаопа brzina data за 

• • • 
-" t лt. си =Ц)- , 

i бое зи о{у koe~icljenti rotacionog роvrsiпзkоg trenjaQ 

S obzirom da је 
I 

i 

to зе izraz (504) шо~е napisati и obl1ku 



Ovakvo ~ormiranje gтэniсnih uslova (5~6). koje Је, 
treba nаg1эsiti, proisteklo iz f'izickih razIl18tr'anja, ty'&

Ьа potvrdi-ti eksperimentom. То znaci ба ве koef'icijenti 
rotacionog trenja mogu odrediti jedino eksp~rimentom. !та
Јис! to u vidu kao i cinjenicu ба ве i koef'icijenti vis

kоznoэtl (smicu6e i rotacione) шогаји odred.jivati eksperi
mentalno. vidi ве па kakve ве teskoce nа11азi prilikom рго
ucavanja konkretnog struјanјэо 

Granicni uslovi (506) sadrze,kaO specljalni sluсэЈ, 
uslove (5 е 2) i (50'). Nalme. ako koef'icijenti povr~inskog 
rotaclonog trenja oC~t teze beskonacnosti, onda эе (506) 

svodi па <5.2). Isto tako. эkо koef'icljenti o{.:tt teze nи-
11 (~to prakticno znaci sko zanemarimo povrGinsko rotacio
по trenje), uslovi <5.6) ве svode па (5.3). 

Na osnovu prethodnog vidL~o аа za r~sav8nje konk
retnih РГОblета, рогеб granicnlh uslova koji ве kcriste u 
klasicnoj mehanic1 viskoznog flu1da. 1тато па raspolaganju 
јо! trl вгaniсna ualova. ТО ви uslovi (5.2). (5.') i11 (56б). 

Uslov1 (5.1) koriste ве i u klasicnoj mehanici ~luida. 
U nаэim daljim razmatranjima, prilikom ргоисауаnjа 

konkretr.ih эtruјenја, pretpostavicemo да је uticaj granic

nih роvrзinа па иgэопи brzinu delica neznatan, tj. zanema
гlуасето роvrйinВkО rotaciono trenje. ТО znaci да сете ве 
koristitl granicnim uslovima (5.1) 1 (5.3). Jasno је да ova-

. 
k~v izbor granicnih ив10уа predstav1ja izvesnu idea1izaciju, 
јег sigцrno је да uticaj granicnih роvгзina postoji bez оЬ
zira па njegovu ve11clnu. Ovakav izbor granicnih uslova роз-
1edicaje na~e ~elje да uвtanovimo да 11 се ве 1 u koj1m slu-

, 

caJevima u viskozncm f1uidu poJaviti naponski spregovi neza
visnooduticaja gran1cnih povI·!ina. Drugim recima~ cilj пет 

је da proucimo зtгujanја viskoznog f'luida за naponskim зрге

govima с1ја pojava nije pos1edica uticaja granicnih povrsi-

па. 



Зv1 do эпаа dоы1епii r~~zul tati iZv6.:\eni 

sebnih ogI.'!>Hrllc6Тlja па pojedine vrste struje.1'lja\J U naEii:i С.В-

lјiш гаZЈщ'сгапјimа ograniciceIilo ве па РГОШ:R'lanје в',;гијаl1,ј," 

nеs·С.iёlјivоg :Ј.zоtл:;рпоg f'lv.ida. pri kOJ."1e ,1е polje lJrzi:o.e щ'., 

гес1јеnо 1:0пtгаvэ:С'iјЩltniш kоогdinаtатl.: 

(6Д) , 

'(~ nekom dорusti"v·счLi. огtоg9Th'3.l1Ј.ош. koc+x'Qi nэt!l'~::',. 

ва kоvагiјаntnim Ille'crickim tenzoro!1l 

(6Д) о 
I .• -

С; t. f 
Ј 

" 
( [1), (;x:t(T о 

[; -2 
О /!2(Х1јl о 

Ј $ _ r".J 

О 'Lrj"il 
! О, LпзrZ'ј/ ' 

() 

Ргеtроs'tаViшо јо!, б.а за koordi1"la'te х1 i х? г ,',,,вnskе • t,j О' д,) 
kеогdinьtnе linije х1 i х2 leze'u ravni х3 '" Ое 

Strujвnja sa ova1."Vim роlјеш bTZ1r2 predstavljaj1.\ ре;

эеЬnи Јйази stгuјэt'1ј8;оnа ОЬ1Јhvэ.tајu ravanE',~a i o8no8imet~ 

ricna strujэ.nЈs.о Рг1 ртьнСаУ8.."lји оvэkvih stгс!.јЩ1.ја doyoljl1o 

јЈ prouciti 'strujanje u ravni х"5 '" о.Јег је спо identicl10 

за struJanJima u svim озtаlim ravn1ma х3 = CQnst o • Ыl0 da 

зе гад! о гаvanзkоm i11 osnosimetricnom strujanju~ S oЬzirOJ, 

аа сешо proucavati зtrujanја u ravui х3 = о, to се ргошеn-
lj ' k di t Ь' t' 1. 2.. • ј' . ј d d' i :1. уе оег па е l ... Х :1. Х • 'tJ о S'~r'il 8IO.Ј е . е УО lшеn.Z с-

nаlnоо 

u slucaju ovakvog dvodimenzio71alnog ct;ru,j аnј а nestH';-

ljivog f'luida, reoloske јеdnзсinе (4.3) i (4с4) геdu]ШјU ве 

па oblik 

• 



pri cemu tenzor naponskih spregova ima эато дуе nezavisne 
koordinate, i to 

i 

(6.6) 

Па osnovu jednacina (6&3), (6.4) i {2.24), s obzi
rom да zanemarujemo zapreminske si1e i zapreminske sprego
уе, za ukupni tenzor napone imamo 

Код nesti~ljivih (inkompresibilnih)'meterijala Ыд
rostatski pritisak је reolo~ki neodredjen, ра зе kao takav 
oQredjuje iz dinemickih grani,~nih uslova. ТО znaci да од 
p~lja де~оrшасlје ne тo~e zavlsiti ukupni tenzor napona, 
уе6 sашо tenzor viskoznostl' 

(6.8) 

• • 
. Ak:o matricu :fizickih koordinata tenzora (3 '1 09~1e-

~lтo 8В' (f») t а matr1ce fizlckih koordlnata tenzora d'l i 

tenzora :r~i~~e ,ва (!г) i (f) respektivno, tBda (6.8) 

шо!ето nвp1SBti u obliku 

(6.9) , 



gde је 

( (3<н, (3" '2> ~<Ф\ 
(6.10) ( l3 ) -=- (!>Of> f3~2t> (1:>(2)') 

. - \ (!><;зt> r<'>1> (?Ј ()~') , 
'0 h,/,zd'2 О • 

О О 1 , 
12 

(6.11) (12 )= п,ћ2 с1,''' о о =hi h1a 1 о о 

о о о о о 

О A,4AW,2 О 
О " О \ ( f) I '::: hfh~AUJ 12 (6.12) - -hf h: blv'2 -1 - о о о () .. 

о О о 
о О О 

Iz (6.9) vidimo da је tenzor visko~,nosti Bpot--
puno odredjen ako znamo tenzore р i С ф Na osnovu t'i--
zickog rezonovanja, јазnо је да tenzor viskoznosti 1? nе 

зте zavisiti од izbora koordinatnog sisteme. ovu cinjenisu 

1zra~avamo па taj nacin ~to ka~emo да је zadovo1jen princ1p 
materija1ne indif'erencije .. То znaci да !!! тога ы ti izot

горnа tenzorska .funkcija tenzorskih promenljivih :f? i ~ • 

i11, drugim recima, re1acija (6.9) тога biti invarijantna . 

u odnosu па ortogonalne trans.formacije, tj. 

) 

• 

gde је ~ та koji ortogonalni tenzor, koji, ргета tome, za--dovoljava relaciju 

(6 .. 14) 

., т 

gde је Q transponovano Q. • -- -Ako za ~ izaberemo tenzor за slede~lm .fizicklm -
koordinatama 



6, Stacionarno viskometrijsko tecenje ,., 26. 

'" о о 
о -1 О 

О 0-1 , 
onda ortogona~na trano~ormacija koja odgovara ovako izabra
пот tenzoru G. predstav~ja ogleda.n,je oko гаvn! х3 = о. -
O~igledno је, з obzirom па istovetnost strujanja u svim rav
nima koje su рагаlе~пе·гаvn! х3 = о, да tenzor viskoznosti 
mora biti isti u ta~kama koje su simetri~ne u odnosu па га
van х3 = о. Nije tesko proveriti да зе u ovom s~uёајuэs оЬ
zirom да је 

. (6.16) G.DQ' =]) --- - , 

(6.17) QCQT=c -- - - ) 

relacija (6.9) svodi па 

(6.18) QЂQТ;::: В -- - - , 
sto znacl да зе tenzor viskoznosti пе menja pri ova~~om og-
1eda.n,ju. Iz (6.18) з1еdi да matrica tenzora Ђ шога imati -
oblik 

(6.19) 

u analogijl за de~inicljom koju је дао В. Коlшеп 
(В. Coleman) [БЈ u sluёајu strujanja :t'1.uida за simetricnim 
1;enzorom паропа, зtrujаnjа cije је роlје brzine dato ва 

(6.1), ро1је де~оrшасlја За (6.11) 1 (6.12) i ciji tenzor 
. 

viskoznosti, ргета tome, iша oblik (6.19), spadaju u k1азu 



i 

vtskometri.1skih stru.ian.jso· U OVUk1asu strujanja эрадаји 
strujanja izmedju дуеји pars1.e1nih ravni. эtгuјanја kroz 

. 

ргауе kruz.ne сеу! kao i strujanja i2medju dva koaksijs1-
па rotaciona cilind~af вto эи Uglаvnош.struјаnjа koja ве 
odvijaju'u aparatima za eksperimentslno odredjivanje koe
f1cijenata viskoznosti, tzv. viskozimetrims. 

. 

'. Iz (609) za matricu :f'izickih koo"'dinata 
viskoznosti dobijamo 

tenzora 

о 

2h,hz(~d~~,JЦ/2) 
, 

о 
. 

о 

о 

о 

о 

о 

вto је u saglasnostl ва (6.19). 
za U'kupni tenzor пap.ona, ргета (6. 7)>> imamo· 

~pgH 2~cil2-~.d(Оff о 

2~d'~2~щtt - pa~2 
о о 

11! u :f'izickim koordinatama 
. 12 ~} 

- р lh1Ь.;('Вd -,,&.dШ / 
(6.22) 2hlh2('вd~"6lJ{ЈЈ'') .-Р 

о 

о 

О о -р 

, 

О' 

u na!im daljim izlaganjima bavicemo ве pojedinac

nim prou~svanJims gore navedenih strujanJSo 



Posтatrajтo ustaljeno strujanje ne~tislj1vog rlu1~ 

да izmedju буе beskonacne ravne. тедјивоЬn.о paralelne plo

се па uzajamnoт :r-astojanju 2ћ о Pretpostavir:1O оа brz1na iтa 

riz1cke kоогdirшtе 

2ћ (7.1.) 
-,----_. -

71"! "'7"r1' ""''''''7:'')'''''', "тј) 17') ,,;,,; 
Суо strujanje тo~e

то proucavati kao ravansko 
s СI'ајаnје prikazano па э11-

с! (1c1)G Iz jednacine neprekidnostl 

dobijamo 

, V;:: 1f(x) / 

В/ iz pretpostavke да је strujanje ustaljeno 

diJ-
di: ~ о (1.4) 

Unoseci (1.5) i (1.4) u di~erencijalne jednacine 

kretanja 

dob1jamo sledece бvе di~erencijalne jednacine 
.,. 



• 

Iz (7.6) sledi 

• 

·tako са (705) тozerno napisati и оЫН:н 

s obziroI:l се 1" VB stГЭl1.8 OVG jeoneiJine :rщ:~.kсiја 6&то од У. 
а деэnа вато од х. to эе оnа razdvaja Т!а IClэdесе dve dif'erel1'~ 

cija1ne једnаСј.пе 

Јр 
---.?;Ј 
ау - , (к:~o) , 

gde је )r proizvoljna konstanta. 

: Integracijom jednacine (7~8) доЫјато 

(7.10) 

oda:.k1e zakljucujemo да рг! tisak орада u py'avcu strujanja, 
tj. strujanje эе ostvaruje род dejstvom kOl1stantnog gradi

jenta pritiska. Intе[7эс1.оnа konstanta РО predstavlja pri

tisak u ta~kama у = о. 
Integracijom jednacine (7.9) доЫјашо 

It"; 2 ~ /1х ~ -ах 
(7.11.' v' -:: -2~ Х +С" ~ е ъ ~С.2 'је ~ + СЗ х + С" • 



Za odredjj.vanj:; in·!.;e.eracionih kor!';tanatl:\ ро·i;Г":ЈОпэ. 

зи cetiri uslova za brzinll~ Granicni \J.sloei (5 о:!) i (5 ",:;) 
даји nэш sleaeca dva u810v8 

Uslov (7 ~13) # s obzirom да jedinicna nОI'Лlа1а па 8ranicnim 
povтsinama ima koordinate 

зуод! ве па 

Nэ OSnQVU (б.4)~ imamo 

(7.16) 

(7.17) 
I 

11 1/(1 h) -= О • 

Iz ocigledne slmetrije strujanja. u одnоеи па эгед

nJи гауan izmedju ploca, в1ед! да brzina u toj гаvnlтога 
imati ekstremnu VI'ednost. Ргеша tome, kao treci uslov za 
brzinu imamo 

d1J")' ;" v-'to) -= о . 
d.x ':<:::0 

lЛеdјutim, kэ.kо је u ovom slucaju 



"'1 ___ -., ,.. , •.. , ____ • __ J.-.!i<. 

to (7.18) mozemo napisati u obliku 

(7.20) Си(о) -::: О • 

Na kraju, iz izraza za brzinu (7.1;) vidimo ае iz

уод brzine t tjQ yrtlog, nije 1inearna f'uт>..kсiја од х. Isto 

tako п! drug:i. izvod brzine. tj. gradijent ,rrtloga, пiје 1i

nearna f'unkcija od х. ра posto,ii ргошепа gradijentavrt1o
ga од једпе do druge tecke. Imajtlci to и vidu као i simet

riju strujanja sledi da vrtlog ima ргеvојпt'. taclrn па ;)I'-08i х 

tako да imamo cetvrti uэ1оу za brzinu 

11 II'( } 
u) (о) -= 1.1 01::: О . 

Prema tome g za odredjivanje. integr'E . ..:lonih kOl1sta

nata па raspolaganju зи пат еlедеса cetiri 1.ls1ova ze bJ'zi

пи 

I . 
2 о ш( о) -::: 11 (о) = о ~ 

'3G rп 1:;/ (х h) -::; W/(:}:h) =. V "(х h) -:::. О ~ 

11) 111 4~ W {о -= и (о) = О • 

/ 
Ako iz ovih иэl0уа odredimo integracione kопstапtе, p081e 

'- - - '- (, 

pogodnih sredjivanja dоЬiј8фО' 
,--~,""-,<,, -, ','"о', •• 

_,'<.,.Т .... , - "~' __ ,'_., 

< > ' , 

.,~.' .. -','.', 
, . " -

2' 1С'& 

'2.", ... . "' .... -'- • 

Ovim izrazom Odr~dJ&n је гаврогед brzina и зtгuј-
'~"?JГ"-"" ;; '. 

пот РО1ји, 81. (7 02) .i~m:~~J~n па desnoj зtl'вni pretstav-
- . - , 

. о 

,:_ :f'fA -1 ,,:,. -:.:,.'~ ~-
".,. 'lft~!f:$"". - , -



lja гe~enje za brzinu и slucaju odsustva I1E90nskih sprego
va, tj. и slucaju simetricnog tenzora паропз. dok drugi clan 

2ћ . ---,-_. 

а.: 

Ц, и..1_Ц.I!l predstavlja uticaj napon-

'/ 
,у 

skih spregova па velicinu 
i гаэрогеа (pro~il) brzi
па. Кlаsiспо гееепје dobi
сето iz (7,2;5) ako stavlmo 

аа је Ђ '" о. 
Isto tako za razliku 

оа klasicnog resenja~ gde је 'Гi'tlоg ц) Ь10 lil'learna :fUnk
cija оа х. ovde to nije вlиСај. Naime. dif'e:c-enciranjem iz
raza (7.23) dobijamo izraz za vrtlog j 

сlј! је гаэрогеа prikaza.'1 па slici (7.;». ћ'вша tome ~ vidi

то да и strujnom polju. kao posledica pretpostavke о egzis

I х 

tenciji naponskih sprego
V8, postoji рготепа gradi
jenta vrtloga од једпа до 
druge tackc. Vrtlog је јеа

na.k nuli па sredini izme
дји рl0са i и tim tacka..rna 
gradijent vrtloga ima naj-

vecu vrednosty tj. naponski spregovi u tim tackama imaju 
najve6e vrednosti. Na povrsinama ploca naponski spregovi ви 

jednaki nuli ра је igгedijent vrtloga иtiш tackama jednak 

nuli. tj. vrtlog и tim tackama ima stacionarnu vrednost. 

Na osnovu predhodnog тo~eтo zakljuciti аа pretpos
tavka о egzistenciji naponskih spregova ima za posled1.cu 

рготепи gradljenta vrtlozenje оа једпе ао d~uge tacke и st
rujnom polju. Iz tog razloga и reolosklm jednacinama. ре 

ргета tome i и diferencija1nim jednacinama kretanja keo i 
. ",- ' "....,...- --

и njihovim integralima, poJevljuje эе koef'icijent rotecio-



7. Strujanje izmedju дуе raVne р1осе 

ne viskoznosti ~ t koji karakteri!e unutra§nji otporpro
meni gгadijentavrtJ.ozenja. Као rezultat toga dobijaju ве 
ne~to smanjene brzine u odnosu па one koje ве dobijaju u 
klasicnom s1ucaju. 

Izmenicemo вада ртоЫеш utoliko ~to 6ето uzeti да 

ве jedna од р1оса krece konstantnom brziT1:0m Vo ' 61. (7.4) • 
УО .::с 

h 
!I ~ 

• , ''''1'''' 

э1. 7,,4 

(7.25) 

1. 

2. 

30 

4. 

U оуот в1исаји integracio'~ 

ne konstante одгедјијешо 
iz sledecih gгanicnih иэ
loya 

"'(0) -= о , 
V-(h):.Vо Ј 

'1/'1(0):::' О 
Ј 

11 "(h) = о , 
tako да роеlе izvesnih sredjivanja za brzinu доЫјато 

1Q :2 (\.{, .«:Ј. ) 
?Ј:. -~X + h +~ћ/X + 

i ;5m '4h " :7 ., _. , ...... . . 

Као i гаniје i oyde poslednji clan predstavlja uticaj na-
ponskih эргеgoуа. Кlasicno гевеnjе dobijamo зtаvЈ.јајuСi 

d.a Је ~ = о. 
U zavisno6ti od dejstva konstantnog gгadijenta pri

tiЗkВ. оуде mogu nastupiti tri kвrakteristicna з1uсаја: 
, 

в) Ako је k>o, tj. pritisak opada u зmеru brzine 
Уо ' brzine u се1ош strujnom polju iшаји isti зmег, в1. (7.5'. 
za vrt10g u оуот slucaju doЪijamo 

. ~ '." 

UJ:-~X + :.:~~!} + 
. , 

(7 .. 27> , 



i njegov 
\ 

гаэрогео u strujnom polju prikazan је slici (7.6)0 

\ 

ћ h 

\ 

51. 7.б 

Ь) Za k = о iпlато linearanre.8pored brzina, 

prikazan па slici (707). U ovom 51uce.ju vrtlog је konstan
tan u strujnom polju, 

, 
tako да пета рготепе gradijenta vrtloga, tj. u strujnom ро
lju ве пе pojavljuju naponskl spregovi. Raspored vrtloga u 
ovom slucaju prikazan је па sllci (7.8). 

х 

I 
h 

. .!Ј ----~ _-"--.L- ,,'Ь ' 
.~ .~ 

81. 7.7 81. 7.8 

с) Ako ј е k ~ о t tj.. ргз, t.i sak орада u suprotnom ете

ги од зmега brzine Vo ' оndач.strujпоm polju mogu postoje
t.i i negativne brzine. Rae;P2~ec1 brzina prlkazan је slici 

• • _ -. ';;1" __ '-" N ;'", 

(7.9), а гезрогед vтtlogli ne~l'ici (7010). 



1, Stru.jan,ie iz.цшQ.ј!1 дуе .F,syne ploce -_._-_'>:<: --_.- - ~ 

h h 

!:/-= ___ ~_--I.--I..- ... --

81. 7.10 

. 
Da 1i ~e ве u оуот slucaju u strujnom polju pojaviti nega-

tivne brzine 111 пе. ocig1edno је da z8vis1 са intenzite

ta konstantnog gradijents prit1ska i brzine Vo• 
1z ana11ze оуа tri зlисаја vidi ае (Са napo:r,sk1 ЭРЈ:'8-

govi mogu a1i пе тогај1.1 аа ве јауе u viskоzс::сш !'lui(1H. Ds 

1i се ве оп! javiti 111 ne zavisi оё! karaktcc8< strujanja. 
tj. оё! uzroka koji izsziva strujanje f'1uids< Оуај zaklj1.1-" 
csk potvI'djuje cinjenicu аа napon8ki spregoyi nisu privi
legija оагедјепе kla8e materijala, vec аа St, to velicine 
koje karakterisu njegovo naponsko stanje. 



dina-te 
• 
;Је O'V/C 

ји polje brz1n~} :!..та 0'01 -; k 

--" ' 

'Ј> '::- '1' о џ ./ о} 

s obzirO!ll да је strujal1je ustal,jeno iщam.о 
..... 

dџ' 
- - о --d,i; 

рв di:ferencijalIl<3 jedn8cine kreta!lja даји 

'Ор 
-. - =: 0.3 
СЈа 

Эf' 
~Z·=~AV'-~<14V-. 

. . - •. _ Jt 
',,"-. , '.-! ,=. 
оо _. _,. -~ ... _' __ 

Iz prve дуе jednacine zakljucujemo да је р = p(z)~ 8 tre-

6и, э obzirom да јој је leva strana :fиnkcija зато од z а 

desna saтo од r. mozemonapiseti u oblikи 

tj. one ве razdvaja па дуе dif'erencijal:t"!e jedJ18Cine 



1~ .d.!J lЈ' -- ~ Lj?l- 1'~ -= О • -
Integraeijom prve оа ovih јеdпасirш dоЫ.,јЯJJlО 

. оде.:јйе zаk1јuСпјеmо. kao i u slucaju str(,1jan.ja izmed,j1..1 сv;;, 

paralelnc ploce. да pritisak орада u pravc':1 stГUјtшја, tjo 

da ве strujanje ostvaruJe рой dejstvom kОЕ:зtаntпоg gradi-

jenta pritiska " 

Pr~a rvsdratura druge jednacine (805) даје 
f. 

d 1Ј"' .f dlf' 1 I 1С 
dr!l -+ r CZr - -~ ?t -:;; ~ r 2 + Cf t'YJr 7- Cg • 

ОVО је пеhоmоgel'lЭ modif'ikovana Веэеl0уа di:i:"erencijalna јед

nacina. Njeno opste re~enje је . 

бсе зи 10 i Ко modi:fikovane Везеlоvе f·unkc5.je ргуе i dru

ge vrste. 
I S obzirom da brzina шога imatl kono~nu vrednost u 

• 

tackema r = о. tO konstanteCi i С4 шогаји biti jednake пи-
1i јег зе ројау1јији kao mnоЦос1 uz 1~ (1 Ко ssdrJ!.::i. ln.l:), 

ра эе gornje гезеnjе 8vodina 

. -к:.2. % . 
'II:-4~ r -с; ~+,~Io 

• 
Preosta1e дуе konstante.doq:tfP'f!!O stavljajuci са 8и brz1ne 

i naponski spregovi па zi9экЈmа сеу1 jednaki ПUН о Таса - _.. -t;'. 

доЫјато зlедеса dva. g:t.'api~!H~·J,lSlove. 
. - .'--



- -

1!(R) =. О , 

Iz ovih graniспiћ uslova za konstante dobijamo 

С ,2"" - ~ R2+ СЈ хо I/Ј!;( ) _!2,? , 
2 ~ 4~ t V~:; ,,~, 

С ~Ћ_ . -
~ "'" 2'g2I;'(У'8/8 Я) . 

иповепјет ovoga 1Ј (8.9). posle :!.zvesnih sredjivanja za br--

zinu dobijamo 

• 

Poslednji 31an па оеэпој strani оуе jednacine ргед" 

stavlja uticaj naponskih зргеgovа па газрогеd brzine u strtl,j

пот polju. Тај clan otpada ako zanemarimo n.aponske BpregoVf~ 
r (% =0), ра ве гезепје эуо

I 
I . 
I 
\ 

~ --.!!: =llИ 
)I-_____ 'i!. 

/ 

• 

di па klasicno. Наэрогед Ьг-

zine u strtljnom роlји pri
kazan је па зliеi (8 G 2). 

Zak1jucak о vx'tloze
njи i postojanju promenlji
vog gradijenta vrtlo~enja 
u potpunoj је analogiji ва 

strujanjem izmedju ауе paralelpe ploce. Ргеша tome, i u оуош 

Blucaju dobijamo пезtо втапјепе brzine u оdл.оsu па опе koj.e 

dobijamo u slucaju simetricnog tenzora па;:ЈОП8 0 



9 .. Stru.i!аљ;е i.z;m~d!ju ауа koaksi.1alna ~JJJnpг!]! 

u оуот odeljku proucicemo stacional~no strujanje nes

tiзlјivоg fluida izmedju оуа заоsnа va1jka poluprecnika ~ i 
Н2 (~< Н2 ). sHka {9.1)o Strujanje зе ostv-aruje па taj na- . 
cin зtо зе spo1jasnji cilindar оЬгсе u.gaon01!l brzinom fl ~ 

dok unutra~nji miruje роё dejstvom зргееа М. U оуот зlиса

ји, иуооесl polarno-cilindarske koordinate (r, е ,& ). ро

lje brzlne odredjeno је ~izickim koordinatama 

• iJ' - r t::J 
- "".Ј 

11'= 1r(r) 

s1. 9,,1 

Iz pretpostavke да је stru
Јаnjе ustaljeno imэmо 

"(1)-' 

'дТ; = О • 

Zащеnјuјu6i (9.1) 1 (9.2) 

u di~erencijalne jednacine kretanja 

I 

dobijamo sledece оуе di~erencijalne Jedna~ine 

lJ2 ор 
S r = џГ ' 

• 

Kako је brzina fUnkciJa вато оё г, to iz prve од ovih јеё
nacina в1ед! 



а drugu mozemo да napi~emo u obliku 

~ 
.1 11 '!r - - 11 'lr= О • 

~ 

Prva kvadratura оуе jednacine даје 
€ 

а'/}' Ј dft" ('& 1 02-
dr2 + r dr - ~ + F2 v-- = С1 r + r • 

Оуо је modi~ikovana nehomogena Beselova diferencljalna јед
паС1па. Njen opsti integral је oblika 

gde зu I 1 i к2 modi~ikovane Везеlоvе fUnkcije ргуе u dru

ge Vl'зtе. 

za odredjivanje integracionih konstanata па газро-
, 

laganju зu пат cetiri granicna uзlоvа. Iz pretpostavke да 
зе f'luidni deli~i "lepe" uz zidove cilindara imamo дуг gra
niCBa uзlоvа 

?l(R,)-= о , 
(9.8) 

Јов дуа granicna uзlоvа dobicemo зtаvlјајuсi да зu пароп
I 
ski spregovi па zidovima cilindara јеdnы! nuli. Lako је 
proveriti да su па?опзki зргеgovi па gI'anicnim роугвlпете 

Iz reoloske jednacine ро naponskim spregovima (6 о 4), medju

tim, sledi 

ta.ko ёа, з obz1rom да је (za ~izicke koordinate brzine) 



1 

" 

9. Strujanje izmedju dva koaksijaln~ cilin4r8 

(9.11) 

jednacina 

d~ -1 dzr "У"' 
dr2. + r dr - Fi Ј 

(9.9) доЫје oblik 
~ 

m(!l~ =!: '% (d1Г +!.. dv-_ v-
s r dr 2 Y'dr r2. r=R1~R2 

Na osnoVU ovoga imamo јов dva granicna uslova 

1/'I(Rf )+- 1 ?frRf)=O , 
1(., 

11 .f ';) 7f(~) 
11 '(~)+ - 'lIl R2 - :2 - = о 

ћ; ~ . 

41, 

Iz granicnih uslova (9.8) i (9.13) za integracione 

konstante доЫјато 
2. 

С __ ~ 7<2 Д. 
, - riR}-R!)· 

C~::: СЈ; = О • 

Unoeeci ovo u (9.7) za brzinu dobijamo 

• 

Iz gornjeg izraza za brzlnu vidimo да је оп iden

tlcan ва izrazom koji ве доЫја u з1uсајu strujanja r1ui

de ве simetricnim tenzorom napona.Nije tesko proveriti 

de је u ovom slucaju 

т 1!Ј1 = ~ (у"+ .!. 'lfl- 3::) == о ~ 
:Ј r r Z - , 

. 122 
т == о ) 

(9.16) 



вtо znaci' аа зи rш·рО!lski spregovi identicki .jednaki :щl.li 

u сеl0т strujnom polju~ ра је, ргета tome. t,enzor napOTl~. 
siтеtгiСзn. Na osnovu toga то7.еr:lО х'ас; а8, u оуот эlUСf.јU t 
f'luid struji kao nuid за smi:5ucom viskoznoscu 1Н kso -!:'lu
id bez toracionc viskoznosti. 

Кontravarijantna koord1nata tenzor<;, vrtloznosH 
(izrazena preko f'izi~ke koordinate brzine) iznosi 

(9.16) ,-".2_:!.. (",.1,2 1),,8,') __ 1. (1 ~!!.' _, Ј!.) 
"v - Z " -џ Ј'· 2 rdr '/-1. ) 

Fizicka koordinata tenzora vrtlo'~n( sti (9r·tlog) 1z 

(9.16) iznosi 

ЦJ<1fZ> ~ и) =: ~ f (1.r + Ј; ) 
• 

одnоэnо 

tI R/-
ш--- , 

- 2. R;- R," Я, 
ра vidimo да је vrt10g konstantan u strujnom роlји. 

I Iz (9.1.9) vidimo аа се vrtlog (tj. иеаоna brz1na 

nuidnih Qe1i6a) Ы ti jednak ие;аоnој brziro. (ро apso1utnoj 
vrednosti) spo1ja§njeg ci11ndra ako је оdnоз po1uprecnika 

ci1indara 



·10" ~gucno~t1 eksperirnentalnog odredjivanj~ 
~oeficijepat8 viskoznostl 

u ovom оёе1јlш proucicemo mogucnosti eksperimental

nog odredjivanja koef'icijenata viskoznosti. Za njihoVQ оЈ" 

гедЈтуапје пајсе13се ве upotrebljavaju дуа standardna iш.!'t:сu

ments, tzv. сеуп! i rotacioni ci1indricni viskozimetar. 
Озпоуп! element сеvnое instr1.Lтnenta је сву krul.I.og 

роргеспое; preseka. po1uprecnika R, lcroz kOjll struji :r"."id. 

Suэtiпа eksperimenta sastoji ве u tome I3to se rnoze mariti 
protok fluida kroz сеу instrumenta, cime эе dolazi ёо јед

пов eksperimentalnog podatka kojl ве, дalje~ moze iskorls
titi za izracunavanje koeficijenata viskoznosti" 

Rotacioni cilindricni viskozimetar sastoji ве од 
дуа koaksijalna rotaclona cl1indra од kојiћ ве, recimo, 

spoljasnji оЬгсе konstantnom .ugaonom brzinom Д • а unut
гавпјl miruje род dejstvom зргева М. Mereci иеаопи brzinu 
вро1јаэпјев cilindra i эргев М koji' "koci" unutrasnji с1-

1iз:ldаг, dolazlmo до eksperimentalnih podataka koje, opet, 
mozemo iskoristiti za izracunavanje koeficijenata viskoz

nosti. 
I Мl сето ве u daljim izlaganjima zacrzati эато па 
еоге navedenim viskometrijskim lnstrumentima. 

а) Сеvn! instrument. Izrazza brzinu рг1 strujanju 

kroz оуај instrument ima oblik 

Integracijom ро povx"sini роргеёПОБ preseka dobijamo 

6! izraz za protok 

• 
, -.._-

sled~;; 
_'о' ."7 " 
',-"''''" 



odak1e zakl.jucujemo да је. 
. 

za poznato k, ;'x"otok t\.1nkcija 

kоеf'iсiјещ;:ts. viskoznosti i polupre~nika \;8У1, tj. 

~~reci рго toke па dvs. rеzliСј.tэ 

recrlika ~ i R2 • dobicemo 

ОУе jednacine, za poznato Ql' Q2' R1 i R2 • predstavlja.i'J. 
sistem algebarskih nelinearnih jednacix18 рс nеРОlлаtim }~oe<· 

f'iсiјепtimа visk~znosti. Resenjem tog sist'оша dobija:mo 

I 
s оЬziгош de. је sistem (10~4). sis'i.:em ne1inearnih 

algebarskih jednecins ро nepoznatim koef'icijentima viskoz

nosti. t" зе оп moze reвiti јесnош од poznatih metoda za 
priblizno rellavBIlje siзtеmа nelinearnih algebe.rskih једnа
Сinэ.. Оусе сето 7lsvesti, ne upustsjucise 1;; iz ..... odjenje 00-

kaza. tzv. Njutnov metod pribliZnog геSа.vагја slзtеmа ne

linearnih algebarskih jecnacina [9Ј о 

(10.6) 

Sistem (10.4) napiвimo u obliku 

11 (~ , '7lз ) '" о , 
ј2 ('1ђ" ~ ):' О. 



Ovaj sistеш mozamo predstavi ti u ':гsktС;У'slс.U1 obJ.ik'ct 

_-. -> 

gdc {- • ? эи ~ vektori koloHe • • 
"СЈ· , 

~ ј-11 ...- ~ • 

7= (10.8) -r- - ., . - Uz / '11, • 
3 

Resenje siзtеm.а (10 07) predstavimo u 0011.1n.1 

(10.9) 

gde је 7(1') p-to pribliZno Y'eSeIlje, а 6("') оdsttфэ.nје to

ga гe~enja од tэсnоg" Sada. па osnovu (100 'п iщamо 

(lo.10) 

Razvijanjem оуе fimkcije u гед i zadrzavanj·?m n.а liГlSЭ:С'nОIli 

с1апи do'bijamo 

(10.11) 

gde је ~('?(,.}) matrica oblika 

of1 of1 ) 
• 

W ('f (1') ;::: О,?2. o~ 
Slo.12) €>+2 0+2-

_. 
o'f'2. о'?з, 

Jednaclna (10.11) тo~e да ве napi~e u obliku 

Одауае sledi 

"€(p)-:;: -~-!('Y((I"»)j(~(P)) , 



ра је 

Polazeci od proizvcljne pocetne v.rednost.i 

ЈЈ1:зzеmо роstuрпiш priblizavanjem да dоdјещо ао геsепја ва 
'f.eljenom tacnOS{!·\l. 

Ь) Rotacioni ci1int'!ricY1i instx'umeD.t .• Iz:rЋZ Z9. Ь:г--... ....--. -....,~,,~.' -=..,..' ---- -,-,,,,--,~,,,,,~,, -.-..,-= 

Zi11U и оуот sllJl:aju ima oblik 

• 

.. -. Ј 
"ђ '-Ј. '," " СР ћ.., О ~ ... '. l .l..:.J'~ 'јЈ ..... _ 

z.Or' l1ВРС')nЕ: з:i.:D.еt,гiСаn i па OS!10VU J."1eoloi31~E јэ(lnе_:5~.!1е 

za :('1 zicktl kоог,:1'lПЭ"i,:н smic\1Ceg паРОL1а. c10bj~ ,;ЭЈ:10 

• 

Sa дгибе straIle. 

[li] 

• 

1zјеdIlзсuјuсi desne strane јеdnасil1З (10 .l~· ј i (10.18) i 

vOdeci гаСШla је. је 

(10.19) , 

dobijSIIJ.O 

м 
(10.,20 ) - • 



Odavdc za ('2 
9 .-

dоЫјэmо 

gde је h aи'НТla сilindэга. 

Љ1eгenje~ sprega M t 

ааг. i пgаоnе bX'zineD. 

(10.21) щоzеmо iZT'8cunati 

• 

koji delu,ie па unutгаћпјi cili11'" 

spol;jaenjeg сl1_'_Щ1:еэ, па osnov"u 

koef'icijent smii.'tlce viskozr.lOsti" 
р .,. k d ~ " . . k f" ., . • ,. . . • ... r~l..~!.. (Щl о ref.Jcjl У811ЈВ ... 1)8 lCl.Jena·;~e. VlS.коznсв"'G~ C(~·'·· 

redjenog f'lпidэ. mogl.l эе koristi ti оЬа i;rЩ;.ГUШепtn па ta.j Г',~ 

ёin ~to Ь:!. в8 px'vo pomoC11 rotacionog instГL1щеrл·tа odredio )r(њ·,· 

.... . ј' "., . k ti t· .< - + .LJ..C1 IЭn-с, эт1.сис(? V1S.·OZnos ,рв za Ј.П! роru)I.,;;П cc·vnog ::lnS .. ,-"'" 

гuщеn-tа koef'ici ,jent l'otacione viskoznosti оо Na ОУај nЭсiп :1 .. 7:'" 

1,еб10 bi ве resavanje sistema nelinearni!'; ,једпасiшз {:10. 4) с 



Ра DlskЧ,@!ја i zekljucne primeQbe 

U иуодпот delu је bilo pomenuto аа prctpostavka о 

nes1metriji tenzora паропа povlaci za эоЬст egzistenciju 
naponskih spregova u f'luidu. U зvim гвdоviща u kојiща зе . 

паропзko зtапје materijala (bez obzira о kalcvom зе шаtегi
јоlи radi) opisuje пеsiшеtгiспim tenzoroni "арог.;::; i tenzo
гот naponskih spregova, pokazuje эе да postoji пеодгедјепое"с 
tenzora naponskih spregova. Ројат def'ormacije u ovim !'адо

уlта potpuno је isti kao i u klesicnoj teo,:'iji. tjф tenzor 
def'ormacije (111 brzine def'ormaclje) је i dalje si metricano 

U иуодпот delu је. takodje. bilo pomenuto да эи ;:-!" Л. 

A~po,A,H.5Y.AЫГbJl1 и f.8.I<:ЊЈЈЈИНСk.'iJU [!О] proucavali viskozno 
tecenje за nesimetricnim tenzorom пароna. Оуде, medjut1m o 
treba napomenuti да эе озпоvnе koncepcije nj1hovog гада 
razlikuju од koncepcija ovoga гаде. Оп1 эи. na1me t pret
postavili да f'luidni delici imaju nezavisnu dopunsku rota~ 
ciju, §to navodi па роreiзао дс viskozni f'luid proucavaju 
kao orijentisani kontinuum (kontinuum Cosscrat). iako to 

еkзрliсitno пе knzu. ОУа hjihova prGtpostavka iша za роэ

ledicu nesimetricnost tenzora brzine def'ormacije, koji је 
kod njih oblika 
I 
{ll.l} 

Na оуај nauin reoloskG jednacine u potpunosti odredJuju 

tenzor naponskih spregova. !to ima za розlеdiсu да зе u 
reolo~kim jednacinama pojavljuje veci Ьгој materijalnih 

kопstШ1аtа. 

U оуот гади mi это ае zadr~ali па klasicnoj defi-
..' с _'.; , " 

niciji tenzora brzine def'ormaclje i tenzora vrtlo~nost].,"" 

рг! С!еши је bllo pokazano да паропзki spregoviimplicirA~ 
.' ' -' . .1>; 

postojanje pro:nerllji vog gradijenta tenzora vrtlo~nosti.;.s;~ 
- ::- :A~~~ 



Ј азnо ј е са pretpostavka о zа...,еШБГ; V'эг,ј!Ј, povr.!iin

skih naponskih spregova ima uticaja па ;zgled strl1jne sli~ 

ke. Medjutim. шi ЗШО ovu pretposte.vku ucin1.1i 1z ауа 1'az
loga. Prvo t sto пат зе Cil1i оа је ва t'izicke tack€ gled1f!·' 
ta dорustivэ. Ј е drugo, јег вто 2.е1е1! ди pr'oucimo pojavu 

i utieaj nэроnskih sргеgоvэ nezavisno од 'cl'ticaja gl'anicni;l 

povrsina. Da 11 ova pretpostevka, i и kojiru. slu,cajevima. 
iша smisla, шоzе ве utvrditi jedino eksperimentom. 

Iz затос toka izlаg~шја vifli ве б.а это 82 и габи 

koristili svim dopusti vim analogijama за k1asicno!!1 ·teori
јот. рг! сети это зе trudili да роkэ.Zето Ја ве ву! rezul-
tati. рос odredjen~,m uslovima зуоде па ош'; koje Сг.је kl.a": , • 
slcna teol'ijao 

Vr~eci linearizaciju reoloskih jednacina i njiho
vim daljim koriscenjem т! ето ве, Јавnо, zS.drzali па 11-
nеагnој teoriji. То znaci да вто pretpostavili da зи brzi

nе def'ormacije dovoljno щalе са mozemo neli1'.earne сlзnоvе 
zanemari ti. Piss.r-.je nelinearnih reo1oskih јеdnаСiП8 i nji
hovo даlје koriscenje dovodi до ve1ikih mаtеmз'tiсkih te~

koca. Medjutim. sigurno је да Ь! ne1inearna teorija. ро
гед toga sto Ь! b11a egzaktnija. dove1a до neklh novih 
ef'ekata koJi ве nе pojav1juju и linearnoj teoriji.Pi
tanje trazenja egzaktnih гезеnjа, kao i u teoriji еlаз

cnosti. јоз uvek је otvoreno. Pogotovu и slucaju viskoz
nog f'luida, јег tu prakticno i пета teorijskih niti eks-

Iperimenta1nih radova. 
U vezi ва tim cinl пат se аа је ой posebnog inte

геза 6to је u ovom radu ukazano na mogucnost1 eksper1meno;:t>; 
talnog odredjivanjakoef'icijenata viskoznost1. Јег па tajfi~ 
nacin nе зamо da mozemo utv!'diti да 11 ве naponski 
vi jav1jaju рг! strujanju viskoznog :fluida, vec mozemo 

rditi koliki Је njihov uticaj па strujanje. А to пат 
ovom trenutku cini od ve1ike va!no.sti. је'!' ве јо! 

. 

di po1emika oko toga ima 1i111 n~a smiэlа uvod1ti 

ke spregove prilikom opisivanja ns?onskog stanja. 
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