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Jyrocnosencko wramnapcko npeay3seké y.Eeorpany

NPELCOBOP

OBaj yuéeunx je Hanoucad, mnpe cBera, 3a norpefe cTyie-
Hata. C OG3MpOM Ha HaMeHy JKeleo cam J1a Ta YUMHUM [pH-
CTyNnayHuM TOYETHHLMMA, na 61 Ce OHM MOIMIM WITO JAKLIE,
HeKal M Caw#, YNyTUTH ¥ 'Teopujy BeKTOpa 4 TaKO OCHOCOOUTH
3a Kopuihetbe HayuHe U TeXHUUKe nuTepaType uanoxexe nomohy
TeOpH]e BEKTOpa.

Hs Tnxpaanorajeuanarawc CaCBUM: eNeMEeHTapHO U HelTOo
OMNUIMpHHM]e, @ IpH [OKa3uBatby je MpuiuyHO KopuinheHa reomes
TpUCKa ouurnenHocT. Jar je u npuiuuan 6poj pereHnX npumepa,
a NpHJIOKeHH 3aJauM He HPeTCTaB/bajy Heke HapouuTe npobieme
Beh TpeGa camo Ja mocayxe 3a nponyGibHBame W yBexGaBarbe
maTepujana, ¥ ucTom Luiby Cy BpJo 4eCTO HaBOheHa U no 1Ba
pasHa HayuHa KM3BOherba a BRKTOPCKM H3pa3d NMUCAHU My CKa-
napiom oGnuky. Ocum Tora Ha Kpajy Kibure naTa Cy rpyxa u
rOTCKa CJ0Ba, KOja Ce Yy KhH3u yﬁOTpeGbejy )

CmaTpam jolu 3a noTpeGHO jHa NoAByYeM Oa Ha JXanoct
mo6ap 1eo civka y oso; KibH3d Hma JOCTa TeXHUYKUX HeLO-

cTaraka.
[7ucau '



Sl i S

xNo

9.
10.
11.
12.
13.
14. .

15

15.1

15.2
15.3
15.4

15.5

15.6

15.7

"15.8

15.9

CALLPXKAJ

AITEBPA -

YBOI

- OCHOBHU NOjMOBH .

Bpcre BexTOpa .
Vrao mea BexTOpa
[Tpojexuuja BekTOpa : .
Koopafinare Bexropa. AHanuTqua ne(buhuuuja BeKTOpa
- OcHOBHY OPTOBH. Bex(Top 110-/'10/!(3]3. .
KpaTaK HCTOPHCKY npe nen .

A

TNABA I
CNOBOHU BEKTOPH

Jennaxoct BeKTOpa KOJIMHeapHH " cynpomu BEKTOpH
Cabupame BekTOpa . .

[Tpojekuuja 301upa BekTOpa Ha ocy

OnysnMathe BekTOpa . . . . . . /7.-.

Muosxeme BeKTOpa ckajlapoMm

Jlememe BexTOpa cxanapom. Onuoc Konuﬂeapﬂnx BeKTopa
PacraBame BeKTOpa y KOMIOHEHTE. Komnnanaprm BEKTOPH
JluHeapHa 3aBUCHOCT EeKTOpa

Mpumepn . e

3agauu . . .o

MHoxeré BeKTopa BeI(TOpOM -

CKanaphu UM YHYTDaWlbU {IPOH3BOML [BA Bexropa
Anrebapcke 0COOWHe CKanapHOr npoM3BONA [Ba BEXTOpa
Cranaphu npo»(aBon [Ba BEKTOpa U3paXKeH Y KOOpIAUHATAMA
[tpumepu .
3agauu

Pague nospumﬂe x{ao BEKTOPM . .
BexTopcku uaM Crombawsbi Npou3Bon LBa BeKTopa .
AnreGapcke 0COOuHe BEKTOPCKOr NPOH3BONA

BeKTOpCKH NPpOH3BOJ ABA BEKTO.a H3PAXKEH Y KOOPD.MHaTa Ma.

CkanapH npo-3BOJ BeKTOpA M BEKTOPCKOT NPOH3BOAA npyra
1Ba BeKTOpa (MeWOBUTH NPOU3BOJ BEKTOpA) .

15. 10 ‘BexTopcku npousBox BekTOpa BeKTopCJwr nponasona

Ipyra gBa BexTopa

CTPAHA ~

1

4
S
6

o]



vi | | \ |
' P o ) | - : - . CTPAHA
CTPAHA ; [ . 82. MWssom BeKkTOpa . . .. . . . . .. . . . - ... 198
15.11 Cxanaphuu UPOU3BOL ABA BEKTOPCKA NpoM3BOmA .- . . . 19 ’ 33. TeoMeTpHCKO H KHHEMATHYKO 3Hauetbe H3BORA BeKropa . .. 201
15.12 BekTopckn npoussox gga BEKTOpCKA Npou3gona . . . 80 34. 3aBnCHOCT N3BOIA BEKTOPA O HHTEHIUTETA M MPaBUA. M3B01 .
15._13 MpousBon nea Mewosura NpoH3ROaA sexTopa. Ipemosa . opra. [Tpojexunja H3BOAA BEKTOPA HA IPOMEHILUB npaéa}x 20¢
. AeTepMuHanTa Tpeker pexda . . ... . . . . . 8] ) 85.. JlemHMAUHM M3BOL . . . . . - .+ . . . . < .. . 208
15.14 Tn63os obpasau. Korjyrosanu (Peunnpoysn) cucTeMu OCHOB- | "~ 86. [udepenuujamn BexTOpa Ce e e 207
- nux Bexropa. Konrpasapujantau u kosapujantsu Bextopy 84 87.  Buwm u3somm u audepent janu. Passujaie. BEKTOPCKHX
16.  Komnnexcha Gpojesu BEeKTOpH y paBwu . . . . . . 88 . dynxumja y Tejnopor peg . .
17.. Ksarepuuwosn . ~ . , . . . B S .1 88. UiBox BexTOpcke QyHKUMjEe NOCMATpaHe ¥y, OMHOCY Ha NO-
17.1 Ilpumena xrarepuwona . . . . . .- . . . . .. 103 ) . i kpethn Hewxapros Tpujegap. CdepHo Kperathe YBPCTOr
) 18- FHpumwepn . . . . . . . T o ' TENA . . .. . e e e ... 218
3agaun- .. . . R P : - 89. MHssom cuctema BegaHux BexkTOpa . . .. . . . . . 218 -
: ) . . ‘ e 40.- Heoapebepu unTerpas BeKTOpa N0 CKAJNAPHO] NPOMEHLHBO] 220
: " TNIABA IL / ’ . 41.  Onpebenn uHTerpan BeKTOPCKHX (yHKUHja CKalapHe Npo- -
T i ~! ’ “ . : MEHIBMBE . . . . . . . . . .. ... 222
) ’ BESAHU BEKTOPH i ) © 42 Tpumepn . . . .. . . . . . . . . . . .25
19. Onpebusame BesaHor BeKTopa P A ¥ 4 . : Bamaun . .. . . L LT L0 Lo R 228
20. Moment Besanor BEKTOpAa y OMHOCY Ha TaYky . . . . 119 ' : - ) . : : ’
20.1 _3aBucnocT MoMesrta ox u3bopa nosa . . . . . . L1210 B TJIABA V.
2l.  MomenT Br3aHOT BexTopa y OmHOCY WA oCY . . . . . 124 : . ) L . . .
22.  Onpebusame Besanor BexTopa nomoky mosmenta . . . 126 . S HPMMEHA/TEOPHJEVBEI(TOPA ¥ QUPEPEHUUJATHO] TEOMETPHJH
23, Vsajamuu MOMeHT IBa Be3awa Eexropa . . . . . . . 129 : ’ ~ 43.° Tanrenra, HopMaJa W JyYHd eJIeMeHT PaBHUX KPHBUX Juuuja 229
24 Bexropu mesann 3a Taucy. Bupwjax . . . . . . . . 132 . o _43.T KpuBWHAa paBHMX KpHBHX Junuja. [1OJynpeuHux KpHBMHe. o
25. - Cucremu BexTopa. ['naBuu Bextop. T'MaBaM MoMeHT. ExBu- ' : ‘Esonyta. Esonenta . . . ... . . . . . . . 233
BaJIe.HTHM CHCTEMHU e e L. 184 - 44  Tawrenra, HOpMAaJHA PaBaH # Ny4YHH eJIeMEHT KPUBHX NHHMja )
25.1. Mueapujante cuctema Besamux mextopa . . . . . . . 137 : : Y OPOCTOPY &« . o« . . .. .. ... 231
25.2 Lentpanaa oca . . . S 1) o : 44.1 KpuBuna Kpusux y npocropy. I'aBsa Hopmana. Busopmana 239 -
25.3 Pacnopea. rnaBanx momenata cuctema y mpoctopy . . . 144 44.2 [Ipnpoann Tpujenap. OcCKynaTOpHa M peKTH(HKALHONA paBaH 243
25.4 Ogppebusate cHCTéMa Be3annx BeXTopa nomohy riaassux ' ' 44.8 Top3uja KPUBUX JHHMjA ¥ OPOCTODY B2
. . MoMexara y OnHOCY Ha Tph Tauke . . . . ., . . 51 ‘ : 44.4 ®peneosu obpacuu. ToranHa KpuBuHa . . . . . . . 249
25.5 Enemenraphe Tpanc popMaumje CucteMa pesamux Bekropa 156 _ R 45. TaHreHTHa paBaH W HOpMAna mospwmHe . . . .- . . . 250
25.6 - Cnper T T R | 7 o . 46.  [lpaBoJuHMCKE NOBplWMe. ACHMOTOTHA paBay . . . . . 254
25.7 Penykunuja CHCTEMA Be3annx BexT pa. duwama . ., . ., 167 ' 46.1 [Uanosa teopema. Pasgojue nospwune . . . . . . . 2567
25.8 Knacuduxaumja cucrema Besanux BexkTopa . . . . . . 172 = - 47. Tlpsa u Apyra OCHOBHa KBaJpaTHa (OpMa nOBpLMHE . . 260
26.  Pasan cuctem Besamux Bextropa . . . . . . . . . 114 48. HopmanHa KpHBHHA KDHBHX JWHHja HA NOBpWHuH. MeHujeon
21.  Cucrem napanennux sesanux Bexrtopa. llentap cucrema S Ce . : . wOjnepoB cTa® . . . . . . . ... . . . . 268
flapaieix BexTopa . Coe e e L ITT 48.1 Jlunuje xpusuHe. ACuMnToTHe nuuuje. [e0ne3nCKa KPUBHHA.
28 Mpuwepu . . . - g2 - ) | _ © 7 Teomesucke JuHHje . . . . . . . . . . . . 210
Bagaun . . L 187 - _ I 49. TMpumepn . . . . . . . . oo . . . . . . 216
. - o . l o 3amauM . . . . . . . . ... ... .. 283
AHAJIM3A R . j s
. , i [NIABA V
. [VIABA 1L e - ' : TEOPHJA MOMbA
. BEKTOPCKE ®YHKUMJE CKAJJAPHHX NPOMEH/bUBHX 7 . [ - 50. - ®ymcunja nonoxaja. Tlome. Bpcte noma - . . . - . . 285
29. ° Ocuornu nojmosu u gedunnusje . . . . . . . . . 19] ' © 5§1. Ckanapro moske . .. . . . .. . . . . . . . 28
80. Xoporpad BexTOpCcKe (bywkumje . . ... . . . . . 193 ’ “§2. T'pa¢muko npercraBmame ckanapror noma. ExBickanapue
81.  Tpamuuna Bpemmoct (limes) BexTOpcKe GyHKUMje." Henpe- : nospwnHe. EkBuckanapue nmmpje . . . . . . . . 288

KHOHOCT . . . . . . . . . . . . . . _ . . 198




Vil

53.

4.
58,

56

'57.
58.
59.
60

61.
62.

63.

69.

70.
71,

12.
2.1
72.2
- 12.8
12.4
73.

4.

)

M3Boa cxanapre gyrkunje y onpebenom npasuy. dedunnuuja
W OCOOHHe rpammjenra ., .. ;. .. o
XamuntonoB oneparop T
lenepanucane koopaunare. FpanujenT y renepanucansm KOOp-
' IuHaTaMa . . -, . - : -

. Tenepammsaunja nojma rpapujenta. IpanujenT y BHWeXHMeH- .

CTPAHA

293
308 -

808

SHOHANHOM npOCTOpy. CKanapHe - (hynKuije OX Buule npo- -

MeHbiBUX BexTOpa. [lapunjannu rpagujentn

IMpumena nojma rpajxujekta 'y nucepenuujanio] FeoOMeTpHjn-

BexTopcko nome. Bexropcke smnmje. Conevoun. Jlamena
H3Bsox BexTopcke dyhkunje y onpekesom npasuy -.

[useprenunja. Potop T
Onep'auuje‘l-l CTyna ca XaMuATOHOBUM onepaTopom
Huseprenuuja, porop 1 Jlannacos ONeparop y resepanicaHum

KoopauHaTama . . ., . ., , .- e
Tlpumena oneparopa.V na BEKTOp

UHTEHIUTET & S e e e
Mexaunuko Tymaueme IuBeprexunje u poropa
Kpusoauuucku HHTerpay, Unprynauuja BeKTOpa
[Moepuiutcky waTerpanu. Tporuname (flux) BexTOHpPa .
3anpemuHcku mTerpasM . . . .. . . . e e e
-Tlpersapame 3anpemunciux HHTErpana y nospuunucke. lay-

. cosaTeopewa . . . . . . . . . 7,
Mpocroptu u3BoIM NOBPWHHCKHX MHTErpasa. Jenuncreena

peduHuunja rpanujenta, lHuBepresuuje u poropa .
Tpunosu craeosiu. [Tpoctophu yrao B
[petBapate  xpuomuHUCKUX MHTErpalla y fnoBpiuHHCKeE.

CrokcoBa Teopema '

Bpcte Bexropckux noma . .

IMoresunjansa noma. Jlamenapua nosma

Conenounana noma. | e

Jlannacosa noma. Mosbe elieKrpuyne cune .

Cnoxena nojpa . e e e

OnpebuBame BexTOpCKe PyHkuuje ﬁ‘omohy'nuﬂ,epreﬂuuje 78
potopa. TlpoGnemy ca rpannunum yciosuma

[Mpumepu. . Co : :

3anauu Co

Ipuka az6yka. Toruua . .

no0Xaja t H rheros

" - Iurepatypa .

Perucrap

. 380

315

318 - B

321

. 1825

[pumena. Xamunronosa Oneparopa Ha BeKTOpCKe Qyukunje. - :
. .- 828

. 1834

336

340
343
346
849
352

353

358
366

368
373
373
377

385

386
390
396
400 .
401
403

L O U

J

ﬁﬁ/w“‘ﬁ %

AJITEBPA

VB O I

1. OcHCBHM HOjMOBH

Y npumenu anre6pe’ M aHanuze Ha reOMeTPHUCKe, MEXaHUUKe
¥ (uauuke BeJMMuYMHE U Ha QOpMyJMCare Be3a uamehy mbuX,
OLMax Ce MO)Xe YTBpOMTH, Ia TMX BenuyuHa UMa pasHux BpCTa.

Y npBy BpCTy cnanajy cBe OHe BelIH4YWMHE KOje cy.nOTnyH‘o
onpekere . jeinnumM peannum Opojem Kao mepHuM 6pojem. Cse
TaKBe Be/lMuMHe Cce MOTYy Npy M3abpaHo] JeRUHMUM Mepetba -
NpeTCTaBUTH HA CKallu ¥ CTOra ce 30BY ckaaapHe BeAuduwe
W1 KpaTKO ckasapu. Takse cy BenuyuHe: sanpemuta, Bpeme, -
maca, ryCTHHa, paj, eHepruja, TemnepaTypa, OTNOp fpOBOJHUKA,
eNeKTpWuHH Kanauuter #uTH. KMma Hexux OO OBUX BelHuuHa,
KOjUMa N0 CaMo] HMXOBO] NpUpoIu OLrOBapajy Camo MO3UTHBHN
OpojeBH, Kao TYCTHHY U MacH, a MMa MX KOje Ce MOTY H3pasduTH
W MOBUTHBHMM W HEraTHBHMM GpojeBumMa Kao pal, TemnepaTypa.
UTH. M camu peannu GpojeBd ce cmaTpajy Kao CKanap.

Y npyry BpCTy cnafajy OHe BelMuMHe KOje Ce He MOry
OLpeUTH camo jemuum OGpojem. Ha np. nBe cune n'Aory umaru
MCTY jaunHy Ma Ja Ce unak PasluKyjy y CBOM zejcTBy, 3aTO .
WITO Ce Pa3iHKyjy no npaBuy U cmepy. [Ipema Tome je nosHa-
Batbe CamO HHUXOBHX MepHUX OpojeBa HENOBOBHO 3a HUXOBO
onpehupame. McTu je cnyuaj ca 6psunama. MepHu 6poj GpsuHe,
Ha mp., 100 km Ha 4Yac, OYMrIeHO je HeJOBOMBAH 3a NOTMYHO
onpebuBatbe Op3uHe, jep Hema nojaTaka O HEHOM NpaBuy H
cmepy. TO HCTO Baxu M 3a MHOre Jipyre TeoMeTpUCKe, mexa-

HU4Ke U (pU3MYKe BenuudHe, 3a yuje je NOTAYHO onpehuparbe
‘noTpeGHO, MOpeH, MepHot Opoja, NO3HaBambe dpasya W cMEPa.
Takse Cy BeJlMuuHe: momepatbe Tauke (vehere, vectum =HOCHTH,
NOoMepaTH) U CTOTa Ce CBe OBaKBE BeJIMYHHe, KA0 Ha mp.: TpaHcna-
uuja YyBpCTOr Tena, 6p3uHa, y6p3atbe, Culla UTM. 30BY Bekilopcke.

Teopnja BexTopa 1



MocTtoje, mebyTum, joll cnoXeduje BenHyuHe, 3a 4Yuje
onpebuBarbe hnje LOBOJHO 3HATH CamO MepHM Gpoj, npaBal M
cmep, Hero Tpe6a jow mnopataka Y Taksy BpCTy BelWYMHA
cnajga, Ha np., Hecopmauuja Tena. To "je cBakako- ¢hu3uyka

~ BellnyuHa, aln Ce 3a HbenHo MOTHYHO OnuCuBame Mmopa Y3€TH -

BWLle NOJaTaka — moOpa Ce, Ha INp., nocmaTpartu jecopmucare
y Tpu paaiuuuTa mnpasua olpefeHuX cmepoBa, KOjU HUCY ¥
jellHO] paBHHM, W ONPENWTH MepHe O6pojeBe CBMX THX MOjeJIMHHUX
nedopmauyja. TakBe BennuuHe Ce 30BY [MeH30pu WM, 3a Cile-
UMjanaH Cly4yaj Haluer npumepa, W aguropu.

Kako cy ckanaphe Benmnuune oJpehene peannnm Gpojesuma
Ca mHMa ce pauyHa ‘Kao ca o0wynum GpojeBuma. Fbuxose Bese
Ce MOTy MpeTCTaBHTH y OKBUPY OGHMuHe aHamuze Kao (yHKUMO-
‘HalilHe 3aBMCHOCTH HUXOBUX MPOMeHbHBUX MepHnx Gpojesa. Ca
BEKTOPCKMM Be/MvyrHama CTBap CTOjM HApykdYuje. 3a JOUpeKTHe
omepalivje Ca ibHMa, 3a OpumeHe MeToda anreGpe M aHanu3e Ha
BeKTOpCKe Belluuune, TpeOa Tew YTBPAUTK npasuna. To je OHO
WTO XeauMMo pma nocTuruemo. Pagum ocTBapewa TOra uuma
YBOAM Ce Mojam- BEKTOpa. )

Bekimiop je opujenTHcaHa AyX (AYX Ca CTpeiuuoM Ha
jemHom Kpajy koja oGenexasa cmep — cia. 1). [lpasa ! uuju je

. OTCedak AYX BEKTOpa 30Be Ce 0cHoBa Wik Hocauy BekTopa. O
IBe rpaHuyHe Tauke BekTopa jengHa P ce 3oBe doueliak, a

Zpyra Q, rue je cTpenuua, 3uBe ce kpaj BekTOpa.
Ha ocnory medunuuuje ‘BeKTOpa, OUUrNeHO je 3a tHheroso
olipehvBarbe NOTPeSHO 3HATH OBE €JIEMEHTE:

1. unilen3u@iemm (aidcoay@mna BpeOHociH, modys). To je.

1berosa JyXuHa, mepeHa OApeheHOM jeluHULOM; _
2 dpasay Koju je ompeheH rnpaBom Ha KO0j je BeKTOp —

- OCHOBOM BEKTO[&;

3. cauep, kol Cce 03HAaYyje CTPENMUOM;
4. Zoyeiiak BeKTOpAa.

3

BekTop jenuHuuHe HOYXHMHe 30Be Ce jeQuHuuHu Bekidiop
WA ODILL. : o
~ Kako BexTop uma cBe GUTHE OCOGHMHE BEKTOPCKMX Belu-
‘YyHa MOXe Ce, npema Tome, ynoTpeGUTH 3a tbHUXOBO. NpeTCTaB-
Jbatbe. Jla 6UCMO HeKy BEKTOPCKY BeJMYUHY OPETCTaBWIH
fiomohy BekTopa, Tpe6a OpBO M3aGpaTv jeNUHHUYHY LYXKUHY,
Ha Np., | CmM W YTBPINTH KOju [€0 BEKTOPCKe BeluduHe
TpeTCTaBba jeMunuuHa nyxuua. Ha ap.,, lcm npercrasmba
jaunay cune ox 1 kg u T. cn. M3 oBux pasiora ce u cave
BeKTOpCKe BeNuyuHe HasuBajy BexkTopuma. Tako ce Kaxe:
‘BeKTOp OpauHe, BeKTOp cuie uTa’ ¥ pusuuu je yoSuyajeno na
ce OCHOBa BeKTOpA Cuile 30Be HAZaOHA JuHUjd, & T[0YeTaK
Ccune HafladHa Maykae, na ce TH HA3HMBYU noO<atkal ynorpeGibyjy
Ka0 HA3XUBM OCHOBE ¥ [OYETKA M KON JAPYTWX BEKTOpa.
Bektope hemo o6enexaBsaTd jeIHHM TOTCKUM CNOBOM
A, B, q, 0. ... ,-4 tbHXOB HWHTEH3UTET OMHOCHHM JaTHHCKHUM
‘CI0OBOM MAU CTaB/barbeM O3HaKe BeKTopa M3meby 1Be upTe, Ha
np. A, B, a, b,..... , wn X, |B], |a], |b],..... Jenunuune
‘BeKTope hemo ofeTexaBaTd Manum FOTCKMM CIOBMMA Ca MH-
1eKCOM o, Ha mp. d,, n,,..... [loHekang hewo oGeinexaBaTH
BEKTUPE W Ca [1Ba BeiuKa JaTHHCKA CNOBAa — IPBO Ha MOYETKY
ApYTO Ha Kpajy BeKTOpa — ca CTPefMuOM M3HAJ WX, HA 0P,

-5 —3> — -
AB, CD, FQ,... Taga heMO HHTEH3WTET O3HayaBaTH ca HCTA
Iha clloBa camo 0e3 CTpenuie ui4 Ca HPTUUOM H3HAL bHX,

Ha np. AB, CD, PQ,... wm AB, CD, PQ,.....

[MTopen osor HauuHa oGenekaBatba BEKTOPA, Y TUTEpPATYPU Ce HaHIA3H

M Ha Apyre Hay4ve. TakO Ce 4eCTO BeKTOPH OOeNie)XXaBajy BeJUKHM 1 MaiM

2 > 5
JIATHHCKMM C/IOBHMA CA CTPEJIMUOM M3Ham ciosa, Ha np. A, B, @, b,...,a

IbHXOB HHTEH3HTET HCTMM cloBOM camo Oe3 ctTpemue A, B, a, b,
JeaunnnuHy BeKTOp ce OHAA Oenekd MaluM JATHHIKHM CJIOBOM Ca HHIEKCOM

>
M ca CTPeJHUOM H3Hald CJIOBa, HA Op. ‘Z): n,,... Bekropu ce jow nUWy. u
Ka0 pasiuka Kpajthe H 0OYETHE Tauyke, Tj. H3IMEHY BeNUKUX NATHHCKUX
closa Koja obernexasajy Kpajiby W NMOYETHY TayKy CTaBu Ce 3HAK MHHYC,
Ha np. (cauka 1) Q — P. Y Tow cayyajy ce MHTEH3nTeT M OpT  BeKTOpa

. OGenexxe O0n4AO HA NPETXONHW HauMH. Hajsam ce BEKTOpu YeCTO wTaMmmajy

MaCHWM CJIOFOM 33 pasfdKy O ckanapa. Taja ce HHTEH3HTET wTamna
OQHOCHHM HaTHHCKUM CIOBOM OOWYHOT CIOTa, & O,T MACHHM CJOrOM
HAPOYHTUX MAJIUX CJIOBA MM MACHHM CJOFOM Ma/MX CJIOB2 CA HHAEKCOM.
Y osom cayualy ce npu TdCatby PYKOM KOpHCTH OOHUHO mucCame BEXTOpa
JIATHACKHM CJIOBHUMA CA .CTPEJIHUOM. ’



2. Bpcte BeKTOpa

Hucy Hu cBe BexTOpCke BenuumHe HCTe BpCTe.
[TocmaTpajmo, Ha Ip., TpaHCHAUHWjy YBPCTOr Tejla — Npesas
n3 nonoxaja | y mosoxaj [l (cn. 2). Takso kperate je OKapak-
TE€pUCAHO THME, Kao WITO 3HaMO, IUTO Ce [OMeparbe CBUX
A » A Tayaka yBpcTOra Tena .onpehyje

[ - Il BeKTOpuma MCTe [V)KHHe, HCTOra
' npasua u cmepa. [lpeMa TOome W

nomeparpbe uesjora Teja, Kao M ma
‘ KOje tterospe Tayke, NOTNYHO je
< - ’ onpeseﬂo Ma koju./n Ol BeKTOpa
cn 2 AA,, BB,, CC, wrn. 6es oG3npa
Ha MOJIoXaj HUXOBUX MOveraKa.
C npyre cTpaHe NOCMaTpajMo [ejCcTBO CHIle, M3paKeHe
BEKTOPOM §§, Ha HEKO YBPCTO TeN0 Ca HAMaLHOM Taykom Q y
YBPCTOM Telly. 3Hamo M3 (pusMke La Ce HamafHa Tayka cuie
MOXKe MOoMepaTH Camo AyK npaBe Cuile, Tj. heH BEKTOp LYK
OCHOBE BeKTOpa, 0e3 nmpomeHe JejCTBa, YKOJMKO Ce€ He Mpouede
MHTEH3UTET U cmep cune. M OBLe mmamo- mocna ca BeKTOpPOM
yuju ce mMoyeTak MOXe M3alpaTH Ca HEKOM, MaKO He JIOTNYHOM,
npousBomHOWhY. :
Hajsan, BeKTOp ejleKTpuyHe Cujle GUTHO je Be3aH 3a NoyeTHy
.TauyKy. Jep, aKko ce HalnajHa Tayka nomepy noduja ce, y OoniiTem
ciayuajy, ipyr4 BEKTOpP 1 10 UHTEHBHUTETY U MO mpaBily ¥ MO cmepy.
Tlpema Tome 3a CBAKH BEKTOP Cy GUTHW: BDEAHOCT HHTEH-
3uTeTa, npasal, (Cse
napanenHe npase fne-
huHUWY UCTH TpaBaL)
u cmep. To ce ne mo-
Ke pehn 3a nouverax
BEKTOPa W CTOTa, Ipe-
Ma pa3nuynuTHM BpCTa-
Ma BEKTOPCKUX Beiu- _
YMHa, 10CTOje OBa TPH Cn 3.
THUDA BeKTOpa:

@) cacb600nu Bekiliopy wmm poCTO Bekiiopu. Taxas je BEKTOp
TpaHciauuja. OHn Cy jeiHaKyu, aKO MMajy jelHAKe HHTEH3UTETE,
MCTe CMepoBe, a IpaBUM CYy UM HCTH (napajentu), 6e3 063upa Ha
n0/0Xaj noveTka, TakBM jenHakW BEKTOpH C€ yBEK MOIY napa-
JefiHuM TIOMeparbeM IOBECTH L0 MokKhanamwa (Ci. 3).

s

ISR VRV a iy L
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b) sekimiopu Besanu 3a fpasy. Taxas ‘je BekTOp CunMa Koja
zenyje Ha yBpcTo Teno, OHW Cy jellHaKkH, aKko Cy UM JelHaKH

MHTEH3UTETH ¥ CMEPOBM M aKO Cy Ha NCTO] OCHOBU., Cam rnoyerax

MOXe ce JLY)X OCHOBe BeKTopa
NO BOJbY mOMepaTH (Ci. 4).

c) Bekiiopu Be3aHu 3a MaiKy.
TakBu Cy BEKTODH: eleKTpHuHa
cuna, 6p3uHa YecTHUE TeyHde mace
ura. OHM Cy jelHAKH CaMO aKo
Cy UM jelHaK¥: WMHTEH3WTETH, NPAaBLUH U CMEPOBU UM aKO HMajy
uctu nouerak. OHM Cy, Hawie, jelHaKW CamO Kaf ce nokianajy.

Mpoyuasakemo npeo croGoxHe BekTOpe. Pey BeKTop 03HA-
yaBahe yBeK CIOGONHM BEKTOP, aKo HULUTA IPYro Hyje HarialeHo.

Ciu 4

3. Yrao aBa BeKTOpa

l'1011 yriom nsa BexkTopa U u B y pastn pasyme ce _yrao
X (Y, B 3 (cm. 5) 3a Koju. Tpe6a oGpHyTn npBU BeKTop P
' y JMPEKTHOM (TIO3UTHBHOM) CMepY
na 6u npeiao y roxoxaj apyror
BeKTt_)pa B. [Now IHpeKTHUM CMEPOM
66pTamba Kao M yBeK, pasyme Ce,
.CMep CYNpOTaH KpeTatby KasalbkKe'
‘Ha yacosuuky. [lpenas Bextopa U
y nojo)xaj Bekropa B IUPEKTHUM
cmepov oOpTarba HeduHuiue, OYH-
TJIeNHO, He Camo’ yrao 9, sek M CBM yriaosu 9+2kw, rue je £
ueo 6poj. To 3Hauu jga Bextop A M BexTop B umajy uUCTH
nonokaj He camo Tocje oOpTatwa 3a ¥ Hero M Jamne, CBaku

TyT, mocie 1enor 6poja uyHux. o6pTa. Ako ce 2 u B pasmene

1 o6pratbe BPUIM Y WHIMPEKTHOM CMepy, O#HIa yrao ¥ Merbd
3HaK, Tj.
X(B, W= — A, B)=-3

VKOIHKO TIPH HALIeM NpOyYaBatby MOXKEMO ONIPEeIUTH Camo
KOCHHYC yria JBa BEKTOpa, Kao yrao JBa BEKTopa [LOBOJbHO
je cmaTpaTH yrao Koju ofrosapa mnpejiady [€RHOra:BeKkTopa ¥y
nonoxaj mpyrora Hajkpakum myTem, 6e3 003upa Ha cMep, MOLITO
KocuHyC olpebyje camo anconyTHy BpeLHOCT yria, jep je

cos I =cos(—19).



Csaka oca (opujeHTHcaHa mnpasa) je No NpaBUy ¥ CMepy
onpehena optom. [Tpema Tome NOX YriOM KOjW HEKK BEKTOP YnhM
Cca HaTOM OCOM pa3yme ce yrao uamehy opra Te oCe U BeKTOpa.

M nonm yriom xoju uuHe nBa BekTOpa y npoCTOpY, pa3yme
Cce yrao KOj1 OHArosapa Ipenasy jexHora beKTOpa IUPeKTHUM
myTem y nonoxaj mpyrora. Telukoha je, mehyTum, y Tome wTO
CBaka paBaH y fPOCTOpPY uwa JBe CTpaHe, Te, aKO Ce paBaw,
ojpeheHa ca NOCMATpPaHUM BEKTOpvMa Tjefa ca jefHe CTpaHe
MMamo JIMpeKTaH CMep, a aKo ce rjleja ca Apyre CTpaHe HUMamo
Kao JMpEKTaH CMEp — CMep CynpoTaH npgoburtHom. [la 6ucmo
paslMKOoBal{ jenHy Of Ipyre CTpaHe M hemo paBaH OpHjeHTH~
catu. OpujeHTHCaTH paBaH 3Hayu U3 HeKe HeHe Tauke NoByhu
OpT HOpMalJlaH Ha paBaH Ca CMepOM Ha jedHY CTpaHy paRHH.
Kao nosuTusHa (Jnle) cmaTpa.ce OHA CTpaHa PaBHU KOja ONroBapa
eny npocTopa kamo je yrneped opT: CynpoTHa CTpaHa je Hera-
TWBHA (Hanudje). ¥ Tom ciyyajy ce yrao Koju uuHe ABa BeKTOpa
MOXeE M y NpOCTOPY jemHOsHauHo Hedununcatu. Taxko, ako ce
riepa y JMue paBHH, yrao je nosuTuBaH, ako ce obpTaibe BpuUIn
y ILMpEKTHOM CMepy; HampOTWB, akO Ce Fiefa y Haiuuje pasHH,
OHAA je yrao No3uTMBaH Kaj ce o6pTarbe BPLIH Y UHLWPEKTHOM
cvmepy. Ha oBaj Hauuu je oipeheH u y npocTopy 3Hak yrija.
HapaBHO, ako ce MOXe OLPeIuTH CaMO KOCHMHYC Yyria KOju uuHe

IBa BeKTOpa Yy MPOCTOPY, OHOa je JHOBOJbHO Kao yrao uamehy’

BeKTOpa CmaTpaT# yrao Koju oxrosapa Hajkpahem  npenasy ns
TION0)Kaja jelyora BeKTOpa y nosoyaj apyrora, 6e3 o03upa Ha
cmep. Y TOM Clyyajy Ce MOXe yBeK Taj yrao Tako uszaGpaTh
Iia Oyle NMO3WTUBAH a BeJuuuHe usmehy 0 u =,

4. Npojeknuja BexkTOpa

Hexa y npocropy 6yne 1aT BEKTOP AB u npasa p. [Ipojek-
——>

yuja sekiopa AB Ha apasy p 3oBe ce BekTop A,B, KO]M craja
=5

NONHOXja HOpMala CHYLITEHUX W3 KpajibuX Tayaka Bektopa AB
Ha npasy p (ca. 6). [lpema Tome je mnpojexuuja BeKTOpa Ha

npaBy oneT BEKTOD, YMjH je MHTEHRUTET MaxoOM MarbH a HajBulle

2 ——) . .
jelHaK uHTeH3UTETY BekTopa AB. M3 came pedunuuuje je
OYyurnefHoO Ja Cy mpojexuuje BEKTOpa Ha CBe NapaneiHe npase
jelHare M Ja NpojeKunja Y CTBapH 3aBUCH Camo OX ojpeheHor
npasia, OBaKo pepuxucana npojekunja BeKTOpa Ha npaBy 30Be

TR

T

ce, Tauhuje, HOpMaaHa @pojekyvja. Moxe ce, mebyTum, nedHHu-
caTu omwTta Zapaseana Ipojekyuja BeKTOpa Ha hary npasy Ha

oBaj Haunn, U3 Kpajibux Tayaka Bemopa AB NIOBYKY ce napa-

NeNHO HeKOj paBHU &, JBe PaBHH KOje ceKy JaTy paBy y Taukama
A, u B, (cn 7). Tana je BekTOp A B napajejiHa NpojeKinja

BeKTOpa AB Ha npasy p. Mu hemo y Labem wu3nararmy HUCKODH-

whaBaTh yriaBHOM He-pwallHy npojexunjy, Te he Ce, npema Tome,
ped (pojekuuja y gasbem M3jnararmy OLHOCHTM HA HOpManHy npo-
jeKLLMjy YKOJNMKO CynpOTHO HMje HarljalleHo. '

Cn 7

‘Kao dpojekyuja sekiiopa AZ? Ha -Heky ocy r, CmaTpa ce
Ly)XuHA ‘Tipojekuuje (CkaJlap) TOr BeKTOpa Ha NpaBy oce W/H
Ma Ha KOjy tbOj napaneisy npasy ca OLpebeHAmM 3HAKOM. Ona
Ce cMmaTpa Kao MO3MTMBHa, aKO je CMep mpOjeKuuje MCTH Kao M
cmep ocCe, a HeraTHBHa, aKO je CMep TpOjeKunje CYIpOT4aH CMEPY
oce. Tako je (cn. 8 A,B, nosurusho, a C,[, HeraTUBHO.
Ako ce noBy<e npasa. napafiesHa ca JaTovM OCOM KpO3 IIoYeTaK

eK's opa AB oHna je AB, iy By, na u3 Tpoyrna ABB, cnenyje
' AB,=ABcosg,

rge je « yrao KoOju BeKTOD AB Y{HK Ca OCOM I,. AKO je yrao
-2

a>%, Kao y cnyuajy pextopa CD, us Tpoyrna CDD,, Ha
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MCTH HauuH, J06Hja ce, C 0G3MpOM Ha ,uecpnﬂnuwjy, nowTo je
CD,=C.D,, :

C,'D1 = -CDcos (n- @)=CDcosa.

K: MpOjeKlinja BEeKTOpa Ma Ha KOjy ocy ckanap,
jelHaK npoW3BOAY MHTEH3WUTeTa EeKTOpa
M KOCHHYCa yr.rla KO]IA BeKTOp YUHH Ca ocom

Mox npolemmom BEKTOpa AB .Ha

HEKY paBaH R (cn. 9) pagyme ce BeKTOp
——>

AB, KO]l/l HMa noquaK y fpojekuujyd no-

yeTka A BEKTOpa AB Ha paBaH R, a kpaj
y HOpojekuuju merosa kpaja B. J],axne
flpojekuuja BEKTOpa Ha PaBaH je ONeT BeKTOp.

Cn 9

5. KoopruHaTte BeKTOpa. AHanuTU4YKa JedHHHIU]ja
BeKTOopa. OcHoBHM OpToBH. BexTop monorkaja

CBak# BeKTOD je NOTNyHO onpekeH ca IBe Tayke — MOYETKOM
u kpajem. MebyTum, KaKo Ce nmOueTaK BeKTOPa MOXKE TNpeHEeTH
napallelHumM [OMeparem Ma y KOjy TadKy OpocTopa, Moxe ce
3aMUCIIMTH Ja C€ OH Hala3u Yy {oYeTKY HEKOT KOOpAHHATHOT
cucTema. Y Tom ciayuajy je BekTop onpehen camo monoxajem
cBOra Kpaja, a oBaj je y npocTopy ompehed ca Tpu Gpoja —
TpH KoopiuHate. bpojesu, Koju onpebyjy BexTOp, 30By cCe

koopounamie BexTOpa. OHe 3aBuce oJ M360pa KOOPIMHATHOT

cucTema. A
Heka Gyne nat [exapToB npaBoyrnv KOOpAUHATHH CHCTEM.
Fbux uwma nBa paznuunta npema opujedtauuju oca. Kop jegHora

9

je Tpujemap oca pacnopehet kao nanau (x), KaxunpcT (p) ¥ BeJMKK
npct (z) nese pyke, W 3aTo ce 30Be Jegu (cn. 10). llpyrd
Tpujenap ce 30Be OccHu, jep CYy u3merbaHa MecTa ocama x W J,

z

Ca. 10

fa CTOje Kao manau (x), KaxHnpcT (¥) W BesmkH NpCT (z) mecHe

pyke (cn. 11),

Cn. 11

Mu hemo ce y Toky namer ussohema CHyXHTH YriaBHOM
IecHUM mpaBoOyraum cucTemom. Heka cam Oyle [aT BexTop
2

a=A§ {cn. 12) wu npasoyrau Tpujelap oca Oxyz, M Heka

. nouerak BekTopa GyHe ma Yy Kojoj
: tauku A npoctopa. Tana cy npo-~
jexuuje BeKTOpa a Ha oce :

Ay =Xy — X153 Qp=)o—F15 Qg =2~ Zy,

aKo Cy KOOpMHATe IoYeTKa BeKTOpa
A(xy, ¥y, 2,) 1 Kpaja B(xzr Yas ).
Osa Tpu Gpovja a,, a,, @, NMOTNYHO
onpebyjy BEKTOp a W jelHakn cy
KoOpaMHaTama Kpaja BekTOpa @,
Kal, ce BEKTOp JOBele y KOOpIH-
HaTHU NMOYeTaK. AKO BEKTOD @& YHHH
ca KOOpIMHATHUM OCama YrioBe

L(ra)=o, L(ya)=B u {(za) Y, M0 peduHHuMiM npojexunie

Crl. 12
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BEKTOpa Ha 0Cy, Guke-
(1) | 8,=0C0Sq; @y=aCOSB; @y=aCoSY.
Onaepe ce xBagpuparbem u calupamem po6uja

. . _
(2) a=ab+ ds+ db,
NOWITO je YBEK

(3) cos®a+cos®B+costy=1.
M3 (2) ce 3a uHTeH3UTeT BerTOpa a Hobuja

(4) _ o=V +dir i,

Ipy Yemy Ce Tpe); KOPeHOM y3uma camO MO3WTMBAH 3HAK, jep je,
KaKO CMO PeKlH, HHTEeH3UTeT BeKTOpa yBeK 103uTusaH. KocuHycu
yrnoBa Koje BeKTOp o6pa3yje ca ocama ofpebesn cy jenHaunHama

al ‘22 “3
CosSu=— Sh=—= .

Ha Taj nauud cy, nomohy KoopjauHaTa BeKTOpa, ogpeheHu MHTeH-
3uTeT, MpaBall 1 CMép BEKTOpa d.

_ Iaxne, y ogHocy Ha [lekapTos npaBoyrnn Tpujenap oca,
CBaKM BeKTOp je ompeheH ca TpH KOOpOMHAaTe — TpH peanHa
Opoja. Mopa ce caMO 3HaTH TauHO KOjOj OCH OAroBapa HOjefHHH
ol THX 6pojeBa M CTOTAa CE OHM yBeK MUuty y OjipeleHOM peny,
“TaKO Ja -TIpBH OLrOBapa x-ocw, Ipyru y-ocu, a Tpehu z-ocu.
Kaz ce 080 yTBpAM, MOXe Ce BeKTOp JLe(HHUCATH aHATUTHUKU
nomohy npaBoyrjor KOOPAMHAaTHOI CHCTeMa, Kao CKyM O Tpu:
ypebeuna 6pojg, Tpu HeroBe KOOPAMHATE y OLHOCY Ha Ta_] CHCTEM.
"W nuwe ce

(6) ) u={al: as, aa}~'

Opakpa peduHuUMja BeKkTOpa MMa CamO TY NpeNHOCT Ipei
paHWjoM. OYMITIeHOM Ie(dUHALU]OM LUTO Ce MOXKe YONLUTHTH U Ha
NpOCTOp Of BHILE JUMmeH3uja. Y Tom ciydajy 6H, Ha Tp., BEKTOP:

‘(’I) q={al,a2, g, Qyyevenny Qg
NpeTCTaB/ba0 BEKTOD Y NPOCTOPY OO 71 DUMEH3H]ja.

TMopepn npaBOYrIor KOOPHHHATHOT CHCTEMa MOLY Ce 3a OApehuBarbe:
BEKTOpa ynotpebutH W Ipyrd KOODMHHATHH CHCTEMH.

a) Y xocoyrnom cuctemy xoopmunata (cn. 138) A%nt Bektop fe
.oneT oxpehen ca Tpu Opoja (koopnrunate). Ose xoopauHaTe Ce calt MOTy
ROOHTH napanejHos NPOJeKUHMjOM BEKTOpa Ha OCe, yBEK NapajefHo jeAHO]

ojx KoopauHaTHuX paBHH. KoopnuHare ncrora BekrTopa a=AB Guke can
Reka jJpyra Tpu Opoja a’y, @'y, a’s.

11

b) YV wunuHapHyYHOM nonapiom cucTeMmy (cia. 14) sexkrop A je oape-
ben mepnum GpojeBuMa norera r u KOTe Z ¥ yriom 9.

X

Cn 13

¢) V cheprom nonapsom cuctemy Bextop U je ofpeben cBOjoM NYKH-
. £
HOM p ¥ YrJoBHMA 3 U 9. MecTO @ MOXe Ce y3eTH 1'yrao q;:-z—— e (cn. 15)-

AKo ce BekTOp NOCMaTpa y HeKOj paBHH, OHza je oH Y
Toj pasBHu onpeben ca
nBa Gpoja, ca lLBe KOOp-
N¥HATE 'y OLHOCY Ha
HeKd KOODAMHATHM CH-
CTeM Yy paBHH.

Hajsam, ako BeKTOp
JIeXH Ha HEKO] OCH, OH e
onpebeH camo jeflHum

Cn. 14 NMO3UTUBHUM WMIH  Hera-

TuBHMM OpojeM, mnpema

TOME, Ha AW Cy BEKTOp W OCa WCTOr uad CYNPOTHOr CMEpa.

Taj 6poj, koju je y oBom b :

cliyyajy A0BOJbaH 3a onpe-

puBarbe BeKTOpa, jé KOOpAH-

HAaTa BEKTOPa ¥ 30Be Ce joul

N asiebapcka BpeOHOCHI BEK-
TOpa.

Cpaka oca je 10 npasuy
1 NI0 cmepy ofpeheHa opToMm, ca 15

-Ha np., u, (cn. 16). Heka cy

npojékuuje opra u, Ha oce Jexaprosa npaBoyraor Tpn]eupa
u,, Uy, i;; n3Meby wUX NOCTGjM Besa (2) Tj. '

Wt i+ ui=1,
jep ie uHTeHauTeT Opra jenHax jenmuuuu. Ose npojexuunje opTa
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OUHITIENHO CY jellHaKe KOCWHYCHMa yrioBa «, B U y Koje oOpT
Tpalu ca ocama u camo Cy nBe He3asucHe. [Ipema Tome, npasary
M cMmep CBaxe oce je.onpehen ca mBa Gpoja.

_CJI. 16

CBaky KOOpPIUHATHU CUCTeM, Ca CBOje CTpate, je MOTOYHO
olpeken, ako je maT HETOB noYeTak u TPU OpPTa ¢, e, U e; KOjH
- onpebyjy terose oce. OBi OpTOBH
Ce 30BY OCHOBHU OpidioBu. AKO ce
paiu o [iekapToBy .mpaBoyriom
TPHjeLpy, OHAA C& OCHOBHM OPTOBH
ofimuHo oGenexasajy ca i, i,
(cn. 17). tbuxose koopmuuate y
ONHOCY Ha Cam Tpujedap KOju olpe-

" byjy mare cy oGpacunma

i={1, 0, 0},
i={0, 1, 0},
Cn 17 _ £={0, 0, 1}.

. TTonoxaj rayxe y omHocy Ha Hek# KOODIHHATHU CHUCTeM
MOXe C€, MeCTO ca Tpu 6poja, OFpefivTH W BEKTOpOM unju je
I04eTaK y KOOPAHHATHOM NOYETKY a Kpaj y MOCMAaTpaHO] Taukw,

Yonuire, monoxaj cBake Tayke y NpOCTOPY ¥ OJHOCY Ha HekH °

onpebeHd MOJ MOXKe ce OnpeLuTH BEKTOpOM 4ujH je royeTak
y Oy a Kpa] y mocmarpaHoj Tauku. TakaB BEKTOp ce' 30Be
Beximop loaodicaja Tauke Y ONHOCY Ha ojpehedy mon.

Hparak uctopucku npernep

H3meby metona u Hauuda pacybuBama y aareGpd M reomeTpuju
pasnuka je oudrnemna. OcHOBHa pa3iuKa n3mehy jeane u Ipyre MeTOme
je y Tome, WTO anre6pa pacnofaxe nNOCTynuWma (aIropuTMiMa) koju o6y-
XBaTajy yuTaBe kjace npobGnema W KOjM OJaKWaBajy HHXOBO pellaBatbe.
Y reomeTpuju cTBap CTOju IpyKudje, CKOpPO CBAKH 3ajjaTaK 3aXTeBa WHAH-
BUIyaNHO pellietbe W Tpaxkd yBohere NOMOKHHX TEOMETPHUCKUX eneMmeHaTa:
Tayaka, JIMHHIa U NOBpiUKHA. ' >

[oyer jowr 'ox I'pka na cse po XVII Bexa y ceBuM cryvajeBuma,
TIe Cy ce jaBjbajle reOMeTpHCKe -BeluYHHe, paluio Ce HeNnoCpenHo ca
tuma. [Tocrofana je MCTHHA yBeK TeXma Aa ce anreGapcKe MeTOMe HCKO-
pHCTe ¥ TeOMETDH|H, aJld je Ta TeXiba OCTBapeHa y H3BeCHO] ¢opMM TeK
NpOHaNacKOM AaHaMuTHYke reomerTpuje on crpaHe llexapta (Descartes.
1638 ron.). [locne npoHanacka aHafdTHUKE TEOMETpHiE U, ¥ BE3U Ca oM,
MAQUHHTE3NMANHOr padyha HacTyna y Toky XVill Bexka He3anamhenu Ha-
npejak MaTeMaTHKE W MexaHuke. AHaJlUTHYKA reomeTpuja je, naxje, OMO-
rykuna uckopuinhasarme anre0apckUX MeToma y FeOMEeTpHiu, any e -TuMe
onepucatbe Ca YHCTO TEOMETPUCKMM BeJMUMHAMA NOTAYHO 3aHemapeHo. U
y Mexauuuu je, nowTo je Jlarpawx (Lagrange) CTBOpHO aHAaMUTHUKY MeXa-
HHKY, HETIOCPEIHO pauyHarme Ca reOMETPUCKUM BeMUHHAMa MexaHuKe Ouo
3aMereHo paqyﬂ'a!rbe‘ﬁ ca OpojeBuma.

MebyTum, MeTONEe aHANMTHYKE reOMeTpHje uMane Cy U CBOJUX HELO-
CTaTaKa, Ol KOjUX Cy rnaBHu: 1) WITO Ce y TOKY pasyHarba ca FeOMETPUCKAM
BeJHYMHAMA HE MOXEe YBEK MMATH TeOMEeTpHCKM cafap’kaj 3amarTka npei
ouuMa M Tume FYOU MOrYRHOCT reoMeTpUCKe KOHTpONe, H 2) WTO je 3a
Kopuihetbe OBE METONE HEONXOAHO YBObetbe KOOPAMHATHOr CHCTEMA KO
je cacBUM CTpaH NoCMaTpaHoMm npodnemy.

MuTepecanTtro je nanomenyTd, Ja je y mo6a -mpouparta aHalmuTHUKe
reomMeTpuje Benuku matematuyap Jlaj6uuu (Leibniz) 6uo ceecran notpede,
fa Ce ca reOMErpUCKHM BeMuMHaMa payyHa HEMoCpenno Ha Hauuy anredpe,
He cBonehn 3amarke NMOMOKY KOOpPIHHATHOI CHCTeMa HAa pauyHarbe ca Gpo-
jeBuma. Ou je noTpedy TakBOr payysa HarjaacHo y jepHom nucmy XajreHcy
(Huyghens). Kpyuuu ycnecu asanuTuyxe Merone, MebyTuMm, 3acenund cy
TaKBa .MULIEEHbA W OHEMOIYRHIM Na’bH pPaf y TOM 0pasly ¥ OHO Bpeme.

[Moyerkon XIX Beka mojaBbyje Ce HEONXONHOCT 3a HENOCPEHHM
pauyHatbeM Ca TFeOMETPHCKHM BeJuunnama. [lpoHasasak HaupTHe reome-
TpUje W pa3BHTAK TeOpHCKe (U3MKE M TeXHUKe W3a3Balu. CYy peakuujy
NPOTHB YMCTO AHAJNHTHYKE METONe, Ydja je TpuMeHa nOCTaia M CyBULIE
cnoxena. Tako je ocuoBaHa npojexTusna reomerpuja (Poncelet, Chasles,
Mébius, Pliicker), uuju je xoper jow y XVII eexy (Pascal u Desargues).
MebyTUM, NpOjeKTHBHA reomeTpuja, TECHO Be3aHa €a AHANHTHYKOM, Huje
3al0BObaBana NoCTaBbeHd 3axTeB. Tex oko cpenune XIX Bexa Mare-
mathyap Ipacman (Grassmann, 1804—1877) u acTpoHoM u ¢usnyap Xa-
munton (Hamilton, 1805—1865) ysone, cBakd Ha CBOj HAYHH, JHPEKTHO
pauyHare ca reOMeTPHCKWM BesiHyHHaMa. FbuxoBe OCHOBHe KOHuenuuje Cy
pasnuyuTe, alii C& y THM bUXOBMM HElMOCPeHUM payyHHMa Ca FeOMETPUCKHM
BeMYMHAMA NOjaBibyje nojam sextopa. Op XamMHITOHA TNOTHYE U HA3HB
»BexTop“. M3 uxoBux pagosa crsopes je y apyroj nonosunn XIX Bexa
camocTanaH BEKTOPCKH pauyH.
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Teopun BEKTOPCKOr  pawyHa cy YT1aBHOM H npe cBera (husnyap.
Upay 320KPYTbEHY CIHKY BEKTOPCKOr pauyHa, y DaHAlUtbeM CMHCIHY, nao
je ¢usuyap [ud3 (Gibbs). Name pa3sujame nonynapicame TeopHje
BEKTOpPA NOTHYE OMET HE O MaTeMaTHyapa Hero of u3nyapa 1 TexHuyapa
Kao: Mecksen (Maxwell), Jlopeny (Lorentz), Aépaxam (Abraham), Xesu-
cajn (Haeviside), ®ena (Féppl) nta. Vomwre Cy Maremaruyapu cz’1 Heno-
BepemeM TJ€NANH Ha BEKTOPCKH PAYYH Y NOYETKY IEroBa pa3BuTKa. Jennuu
MareMatuyap KOjH je yuecTeoBao y CTBapatby TeopHje Bexropa je ['pacman
-an I'pacmana HeroBu caBpeMeHuLy HUCY Pa3yMeny M rienand cy Ha rbero;;
pam ca ckencom: Tako je CTBOpeH BeKTOPCKH pauyH. '

OBa HOBa, BekTOpcka merona ofnepucarba ca reoMeTPHCKUM BeJu-
yuHaMa Mpxce Ce€ ynoTpeGuTH y TeOpuCKO] huauily, MEXaHUWH, TeXHulH
reOMeTpHii WTa. Ona nossomasa u yBohetbe HOBHY, 0N BekTOpa KOMFUM:
KOBaHHJUX BEJNYHHA, KAO AMjana, aguropa, Tensopa UTA. To je y crBapu
HOBA MaTEMATHYKA METONA Na Ce ONEpHIUe CA YHTABHM HH3OM DUINYKHX
BEJIHYHHA r€OMETPUCKOr KApaKTepa MHPEKTHO H 0e3 HKaKBHX BEeLUTAYKHX
HOMO’hHHX cpeacrasa. Tume je omoryheéwo: 1) na ce npuMeHe meTome
a1reope n aHanu3e Ha BeJlHYHHE KOje HHCY OpojeBH M TakKo HCKOPHCTH
BeJuKkH KaNuTall Koju umajy anreGpa u ananuza, u 2) na ce u3berie CBO-
bemwe paiynatba Ca reOMeTDUCKMM BENMYHHAMA HA pavyHarme Ca OpojeBuma
M Ha Taj HauMH rylibetbe reOMETPUCKE OYUIJIE AHOCTH. '

TTABA I
CIIOBOOHU BEKTOPMU

6. Jepnaxocr BexkTopa. KonuneapHu
H CyNpoTHH BeKTOpH.

© INecunucanu cmo HOBE BeluduHe — BeKkTope, Bugeny cmo,
LA Je CBaKM BEKTOD Yy TPOAMMEeH3HOHANTHOM MpPOCTOpYy olpeheH
<a Tpu Gpoja. [logBnayuMo Nla He G4 OMIIO HWKAKBE KOPHCTH
Ol yBohetb | MojMa BexTOpa, ako GM Ce OfeT MOpajio pauyHaTH
ca Opojesuma. Ctora can TpeGa He(HHMCATH HRMOCPelRHe ole-
pauMje ca BeKTOpuMa Koje Ou Gusie aHaJIOTHE apUTMETHYKUM H
anrefapcKkum onepauujama.

Y Tom uumy Tpeba, mpe csera, MMaTtH HempecTaHO Tpen
ouuma - geduHuumnjy jedunakoc@iu nea BexTopa, [la NOHOBMMO.
BekTopu cy jennaxu, ako umajy jenHake MHTeH3WTETE M CMEPOBE,
4 npaBue napanente. M3 ose neduuuuuje crenyje, Kako CMO

Beh BUAeNM, J1a CY CBY BEKTOPH KOJU Ce MapanelHMuw HOMeparbem

MOTY LOBECTH 1O NOKIanarba jefHaku. [Ipema TOMe, y CBaKo]
Tayku MpOCTOpa MOXe Ce KOHCTPYHCATH BeKTOp (M TO Ha jeaaH
jenMHn HayMH) KOjU je jelHAaK NaTOM BEKTOPY M YHjU je noueTak
v 10j Tauku. TO Name 3HAauM Jla_Ce CBM BEKTODH MOy rnapa-
JIe/HMM nOMepatbeM JIOBECTH Ha 3ajellHMYKH. [10YeTaK.

O[HOCH > U < HUCY KOA BeKTopa JeduHHCAHM M, npema
TOME, 'MEeCTO Tpd OIHOCa >, =, < KOJU IIGCTOje KOI peanHuX
6pojeBa, KOL BEKTOpa NOCTOje Camo B3 = U =.

AKO [Ba U4 BUAUIE BEKTOpa, Kai, Ce J0BeNy Ha 3ajelHHYUK
rnoyeTak, Jiexe Ha UCTO] NPaBoj, OHAA Ce 30BY koaureavuu. Konu-
‘HeapHU BEKTOPH CE MOIY PA3lIMKOBATH [0 HHTEH3ZUTETY W CMEPY.
OTyna chefyje na Cy CBM BEKTOpH HCTOra TpaBla (KOju jiexe Ha
TapafeNHUM HOCAayMMa) KOMMHeapHM M CTOra Ce Kao_O3Haka
KO/UHeapHoCTH ynoTpeGvyje suak ||, Ti a6 n wata ce:
BEKTOP a KOJMHEeapaH Ca BEKTOpPOM b. '
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Y crneuujanHom cayyajy, Kaj KOJWHEapHM BEKTOpW umajy

jellHaKe HHTEH3WTeTe W CyNpoTHe CMeDOBE B0BY Ce -CyUpOmHU

BekTopd. Kao BexTop cymporan BekTOpy a He(unuie ce
_BEKTOp — a.

» AKO Cy IBa BeKTOpa ne(bnﬂncaﬁa aHaNUTUUKY nomohy
Gpojesa, Tj. ako je maTo

oHza je

_kal je

7. Ca6upame BeKTOpa

Tpy nedpuHnLMju cabuparba BEKTOpPa MOpa Ce BOJMTH pauyHa
0 IBema CTBapuma: 1) ma 3a TO caGuparbe Bae 3aKOHM cabu-
patba 6pojeBa (KOMYTaTHBHM M aCOUMjaTHBHU), W 2) Oa ce v,
Cry4ajesuma rje ce paii o GU3HUKUM BenuynHama (CuiH, 6p3mm
UTH.) Kao pe3ynTaT noGu)ajy (pu3nuKe BeauyuHe.

C o03npom Ha ose YCJOBe caduparbe BeKTOpa ce medu-
HWlle Ha OBaj HauuH. AKO Cy paTa QBa BeKTopa a W b, oHna
ce jenan MOKe Hanosesaﬁiﬁfﬁfﬁ, a jain: MOKNODHTH

noyeTaK jeQHOT BEeKTOpa ca Kpajem ,upyror " BekTop ¢ (cn. 18)

.KOjW Taga craja nmoyerax

NpBOT BEKTOPA @ Ca Kpajem
Lpyror_pekropa b 30me ce

nm c—a+b

OrO npaBuio caéwparba

BEKTOpa 30BEe Ce W ,fpa-
Cn: 18 BUJIQ Tpoyriaa“, noliToO BEK~
: TopHu 06pasyjy Tpoyrao.

Y cnydajy KoJMHeapHWX BeKTopa a M b 0BO mnpaBu10 Ce
CBOIM HA padyHatbe Ca pelaTUBHUM Gpojesuma. ¥ TOM cayyajy,
Kall Ce BEKTOPH (4 U b HaLoBEXKY jenan Ha Ipyry, BekTop 36upa
¥MMa HHTEH3uTeT jemHak 30Mpy, OJH. pas3Muliy MHTEH3WTETa

_ 36up BeKTOpa a M b u -

- gekimop Hyaa. CBH BEKTO-

v . 17

BEKTOpa a M b, mpema Tome Ja JM Cy TH BEKTODH. HCTOT WIH
CYNpPOTHOT CMepa, a 3a CMep — CMep Beher BEKTOpa (MO WHTEH-
3MTETY) U 3ajellHUUKU Ipapall. '

Axko cy Bemopu—caﬁupuu cynporﬂu BEKTOpH, TNpUMEHOM
npaBuila TPOyTJa NONa3d .Ce IO .BEKTOpa 4Mju Ce MOYeTaK M
kpaj noxnanajy. [loTnynoctv palu cmarpakemo u 0OBaj 3Gup
Kao BeKTOp n 3Bakemo ra . a

pu Hysle jefHakn Cy meby
cobom n wumajy Heodpe-
henu npasau u cmep. Onu
cy KomuHe pHM ca csa-
KMM npynum BeKTOpOM

“Cap ce mocTaphba- ‘
nmaﬁ,e,vna nd 33 OBAKO o Cn 19
neduHucaHo calupaie .
BaXke 3aKOHu cabuparba 6pojesa. ﬂoxasahemo Ja KOMyTaTWBHU
3aKOH BaXKH. .

. Jla- 6ucmo To mokasanu, nosyhu hemo U3 noyeTka BexrTopa
a BeKTOp b ¥ Ha wera nHajnosesaTw BekTOop a (ci. 19). Ouw-
rilenHo je na hemo, npéMa neUHHLK]M BeKTOpa Kao OpHjeHTH-
caHe oyxH, 1106|4Tu napanenorpam y KOMe je BeKTOp ¢ Jujaroxana.
Crora je '

c=b+a,
WTO je H Tpeﬁano ,uoxae.am Haxane, caO'nparbe BeKTopa ce

MOXe. M OBako gedunucaTH. AKO ce 06a_BEKTOpA -JOBEy

Ha SB]EILHMqKM noquaK OH,U.a ce BeKTOp 36lea nomana ca

,uu]aro:—xanom napanenorpama KOHCTpYHCﬁHa hanm UM BeKTOpMMB ]

Ca 110YeTKOM Y 3ajelHAYKOM IOYETKy BEKTOpa (,,npanmo ) napa-_
nenorpama“). Bmmmo jakne, na, C jelHe CTpahe, BaXH KOMYy-
TATUBHM BAKOH Kao W 33 caluparbe peanuux 6pojesa, a, C apyre

cTpaHe, OBakO Jethunucano cabuparbe je MoO3nATO Npasuio 3a

- cabuparbe cuna, GpauHa, NomMepama MTH. (napajelorpam cuia,

napanenorpam Op3una utn.). Ctora ce cabupatbe BeKTOpa 30Be
jow u caawarse BeKTOpa, Cabupud — KOMAOHeHMe, a 306Mp —

pe3yAlania.

Kan snamo xako ce pobuja 36up jBa BEKTOpa Jlako Ce’
moXe 106HTH 36Gup BULle BEKTOpa, Ha oBaj HauuH. Heka cy naTw
BekTopy U, B, €, D, €, KOju1 He Mopajy GUTH ¥ HCTO] paBuH, FbUXOB.
364p ce no6uja ako Ce calepy MpBO [Ba, Nia HHXOB 36up ca

TpehuM 1 Tako HaCTaBH. 10 Ce MehyTUM CBOIHM HAa OBO NMPaBUJIO:

N Teopnja Bexropa 2
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TpeGa cBe BexTOpe HaZOBe3aTH jeaH Ha Opyrd MOWas O -

[IpOH3BO/bHE Tayke NPOCTOpa M BekTop 30upa je oHma oOHaj
BekTOP 3 (C11. 20) KOju cnaja
noyeTak NMpBOT BeKTOpa ca
Kpajem MOCHeItber BEKTOpa
(,npaBuJIO noaurona”). Axko

.

HajOB€3aHH BEKTOpH 4YuHe

3aTBOPEHY HM3NOMILEHY Jld-

3Gup Je jennax Hyin.
.QOcraje jowr pna ce
. MOoKaXke Ja BaXH W acolu-
Cr. 20 jaTMBHM 3aKOH, Kao KoJ
cabuparba 6pojesa. To kemo
TOKa3aTH, la He KOMIUIMKYjeMO paX, NOlUTO KOPHCTUMO reome-
TPUCKY OYMFIEIHOCT, '
CamoO Ha npumepy TpHu
BeKTOpa. ¥Y3mumo, na-
KIlle, TP BeKTOpa a, b,
“¢,.Ko cy Beh: Hamo-
Be3aHW .jeqaH Ha Opy-
ru (cn 21). Heka je
UXOB 30up b, Tj.
(2) bd=a+b+c.
Axo ce ca6eprnpao

BEKTOPH a M b u mux0B 36Hp O3HAuM ca e, Tj. e=a+0,
36up CBa TpU BeKTopa je

e Cn 21

d=e+c.

Any, ca cyuke je jacno ma hemo ucTu BEKTOp b 106UTH U aKo

ca0epemo MpBO BekTope b M ¢ u Taj 36up osﬂaqumo ca f, na

je oHua o N
: b= a+f

Tpema Tome 36Wp BUILE BEKTOpa He 3aBUCH OJ HAuWHA KAaKO

ce cabupuy rpynuuwy, Tj. aCOUHjaTHBHU 3aKOH BaXXu.

Y cnydajy TpM BeKTOpa, KOju He JeXe y HCTO] PaBHY,
MOXe Ce NOoBOLerbeM Ha MCTH NOYeTaK KOHCTPYWCaTH mnapaie-
lleanne, Ha THW BEKTOpUMA M OHAA je HHXOB. BEKTOp 36Hpa
npeTCTaB/beH JMjaroHajloM TOT napanesienunefa ca MOYETKOM y
3ajelHNYKOM TOYeTKY BEKTOpa cabupaka (,nIpaBUNO napanene-
mmeJIa“) T

HH]y Yy MpOCTOpY, FbHXOB

| 8y/ITaHTe BULIE Bek-
Tapa Ha HERY DLY Zo
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OOHOC MHTEH3WTETA pe3yNTaHTe WHTEH3WTeTa BEKTOpa
cafupaka jaT je W3pasom v
(3) |a+b+c+b+ |4|a|+|b|+|c|+|b|+

Koju je, c 063upom Ha ,ueanﬂnuwjy, OuMriesaH u rie sHaK jenHa-
KOCTH BaXXH CamMo y Cllyyajy KoNnmHeapHMX BEKTOpA HCTOra cmepa.

U3 nocamaunser n3narama 6u ce morao crehn yrucak: 1) na cy cBe
BeJHYMHE KOje Ce Ha HEKM HayuH MOry NpeTCTABHTH NOMOhy BeKTOpa
3aucTa BEKTOpCKe BewuydHe; W 2) Ha Cy CBe BesuudHe oipehene ca TpH
6poja, KOJu Ou Ce MOIJIA Y3€TH 3a bHXOBE KOOpJIMHATE, TakOhe BeKTOpCKe
BeauyuHe. To’ Mebymm Huje Taydo. Jep, nopej moryhkHocTH ma ce HeKa
BeJIMYHHA -MOXe NpeTCTaBUTH nomoky BeKTOpa, MOpajy GUTH- MCTYEHH
jOW HEKH YCHOBH KOju Cy yBex npehyTHo npetnocraBmbenn. TakBu cy OBH
ycaosu: 1) ma JABesa. jelHAKAM BPefHOCTHMA HaTe BeJHu4HE MOpajy
ONrOBApPATH je[HAKH BEKTOPH W 2) fa 304py ABe BPEIHOCTH T€ BeJHYyuHe
MOpa OAroBapaTd BeKTOPp KOju je 30Mp OHA JABa BEKTOpa KOjH OArosapajy
THM BeJHYMHaMa, NpH yeMy Tpeba fa Bake 3aKOHW cabupama.

Tako ce poTauuja OKO HeKe Oce 3a OLpeheHH KORAYHH yrao MOKe
NpPeTCTABUTH KAO BEKTOP Ca MpaBueM OCe, CMEPOM Ha CTpaHy opaxie ce
TaemaHO O0pTatbé Bpuld ¥ NUPEKTHOM CMEDPY W Ca HHTEH3UTETOM jeHAKNM
BeJHYHHH Yyria poTauuje Mepena panujasuma, [la unak ce porauuja 3a
KOHAYHH Yrao He CMe CMarpaTH Kao BCKTOpCKa BEJIMYHHA, jep Trophd
YCJIOBH HHCY CBH 3a10BO/bEHH.

C npyre cTpase, CBe BellHYHHE KOj& cy oapehede ca Tpu Opoja
morne Ou Ce [peTCTaBUTH MOMOhKYy BeKTOpa, peuHMO, NMOMORY BEKTOp&
nonoxaja, HO MNaK ce He CMefy YBek CMaTpaTh Kao BekTopH. CaMo ako
ce natu Opojesd TpanchOpMUWY NpH NPOMEHH KOOPAHHATHOI CHCTEMA
Ka0 IITO Ce TPaHCHOPMHLLY KOODIHHATE OPHjEHTHCAHE IYXKH — BeKTOpaA,
Mory ce mati OpojeBd CMaTpaTH KaO KOOPAHHATE BEKTOPCKE BEJHYMHE H
cama BeIMYHHA KAO BEKTOPp onpeheﬂ THM OpojesnMa. y cBHMA JAPYTUM
chyyajeBuMa TO He Ou OHJIO TayHO.

8. INpojexnuja sfupa BEKTOpa Ha ocy
Mpojexunja pe-

jennaka je aynreGap-
cKom 36Hpy npojex-
uMja MOjedMHHX BeK-
TOpa Ha_HUCTy OCy.
Hexka Gype nata
oca ofpehena oprom % ‘ -E, ) N
T, (cn 22) u 36up Ca. 22
BEKTOpPa

el —> —>
AE=AB+BC+CD+DE
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lMpojexunja peayntaHTe AE je, npema neduHUUUjH HpO]eK-
uuje Bextopa Ha ocy, A.E,, Ti.

AE cos(AE go)=AE

C npyre ctpaHe, 36up npojexuyja nojeNuHUX BeKTOpa Ha
TY OCy HaT je W3pazom

- — 7 —
AB cos (AB, go)+B_C cos [ BC, 1, )+ CD cos | CD, )+

' | —
+DE cos[ DE, 1, |~ A,B,+B,C,+ C,D,~ D.E, = A,E,,

NoWTO je- npojexuuja BeKTOpa DE Ha Jary OCy HeraTHpHa.

Tume je craB mokazaH.

Hs osor_ npaBwia cielyje na cy, y OLHOCY ‘Ha Hekn
ﬂ,eKapTOB npader‘nu Tpu]enap, 'koopauHare BeKTOpa 2( KOju:
je IaT BEKTOPCKOM ]eILHalmHOM

(1.) 3 . A= 201,

Takohe jenHake 30upy KOOpILMHaTa NOjeIMHUX BEKTOpa 36upa
y OLHOCY Ha OfroBapajyhe oce Tpujeipa. [lakie, aKo je

‘ ﬁ {X[, )’h Zl} H 91={X1 Y) Z})

oHfa ce ,u,oﬁnja o o

(2) X=2x[-,‘ Y='Ey1, Z=Ez,-,

Te, npema 'rome, ]e,IIHO] BeKTOpCKO] ]enﬂaqnﬂn (1) O,H.FOBapa]y'

TpU CKanaphe jennadute (2). [ipyrum peunma je
(3) ) ' 2[={?xz, Zyi, 21"2'.[}.

. H
Oga jeuﬂaqnﬂa ne(uHue caGuparbe BEKTOPa, KO CY BEKTOPH
onpebenn Gpojesuma. M3 Te jepHauuHe je Nako M3BECTH H MpH
Taxeo] nehUHULMM TaUHOCT  KOMYTaTUBHOF ¥ aCOWWjaTUBHOF
3akoHa calupatba BeKTopa.

H
9. OpysuMame BeKTopa:
- Hexa ozi BexTopa U Tpe6Ga onyseTu BekTop B, T|. .
r=UA-13,

rie je 9 — ymameHnk, B — ymarbunai, a r — pasnuka; TpeGa,

Ilpema Tome je
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naxne, Haku TakaB BeKTop ¢ ma Oynue
(1) t+B=UA.

Axo 0BOj jenuHauunu TLOIamo NIEBO ¥ IeCHO BeKTOp — B pobujamo °

zc+§B+( B)=U+(-B).

36up nBa CynpoTHa -BekTopa B+ (— B), Ha JNeBOj CTpaHH, NOTUpe
ce, Te ce nobuja - '

@ ' 1=%A+(-9),
¥ 0Ba BPENHOCT I MIEHTHYKM BalOBObARA jeaHaunsy (1).

A-B=A+(-9B),

HaKae, OXY3eTH BeKTOp B 3Ha4M MUCTO WITO M AONATH CYNpOTHH
BeKTOp — B, U onepautja 0onyaumarba Ce CBOLM Ha cabuparbe.

Haxne, pasnuka BexkTopa % u B je BekTOp KOjU cCnaja
noyeTak BekTOpa 2 ca Kpajem BekTOopa — B HaJOBe3aHa Ha

Cn 23 Cn. 24

sexkTop A (cn 23). Ao cy BeKTopn KO]H ce onpy3umajy

© JIOBE[leHM Ha 3ajelHuyK noquaK (cn. 24), BexkTOp pagiuke

uie OL Kpaja BeKTOpa KOjd ce Oly3uma (ymarbroua) 1o Kkpaja
BeKTOpa OJf Kora Ce olysuma (ymatbeHuka). Kall ce Hall BEKTO-
puma AuBca Sa]eﬂHHQKMIM NO4eTKOM KOHCTpyHLlle napanenorpam
osa] na]e'u éﬁnp u pasnm(y THX BeKTOpa. Bextop 36upa Cce
foKJana ca AnjaroHallom ITO MpONasu Kpos 3ajefHAUKW 00yYe-
Tak 06a BeKTOpa, a pasiuka ie Jpyra Lujaroxana. Jacuo je na

OBLE peyd YMareHWK W ymarbunal, Hemajy HWKakse Be3e Ca

CmarberbeM MHTeH3UTeTa BeKTopa.
Yy ](OOp;.LHHaTaMa ce pasnnKa BeKTQp_Zi

a={l21, az, a,} v bf((’_m b,, ba_}_

,zleqmunme Kao BEKTOp

c={a;~by, a,— by, a;—bs}.
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10. Muo>Keme BeKTOpa cKanapom

Y3MMM0 Kao Koj OpojeBa, Ja je MHOXerbe BEKTOpa Uesum,
nOo3uTUBHMM OpojeM’ creuujanaH ciyyaj cabupatba ¥ CTaBUMO

a+a=2a 4 a+a-+a=3a
U, yomuiTe,

ao+a+a+-.-+a=rna,
rie je n 6poj jehHakux sexTopa cabupaka. [Tpema Tome, NPOH3BONL,

UeNor M MO3NTHBHON Gpoja n u BEKTOpa a — BEKTOp na, uMa
MHTEHBHTET n_ INyTa Be’ﬁn on MHTeH3MTeTa BEKTOpa 4,

(-4*)a npercraBma BekTop - (4%an), MOMHOXHTH  BEKTOp a
HETaTHBHUM OpOjem — ° 3HAUM Hahit BeKTop N ny'ra Beher
WHTEH3UTETa, HCTOT Npasua a cynporﬂor CMepa Ca BEKTOpPOM a.

Y Beau C OBMM MOXe Ce, YOMiUTe, MHOXEHE BEKTOpa
CKanapom JeguHuCaTH Ha oBa] Haumd., Heka je mat ma koju
peanHn Opoj M M HeKa thberoBa ancoayTHA BpeNHOCT Gyme |X|,
OHELa Ce noJ, MpOM3BOLOM BEKTOP& 0 U CKalapa A pasyme BeKTOp

Aa wm  al,

Yuiu je UHTEH34TeT
| Maf=|A]-[a],

npaBal HCTH Kao KOO BEKTOpa @, a CMep HCTH Kao KOX BeKTOpa
g, kal je A >0, a cynpoTas, Kal je A <0. : '

[Mpema TOMme M3 came pmeduHHUM]e cneny]e la 3a OBO
MHOXKEHhe BaXd KOMYTATHBHU 3aKOH.

Ako je jeman o 4yuHMNaua 6410 A 6UNO a jelHaK HynH,
npoussoj, je BekTop Hyna. OGpHYTO, ako je OBaj NPOU3BOL
jennax Hynw jepaH o uuHMIaua mopa OuTd jelHAK HYIH.

‘Can ce CBAKM BEKTOp MOxKe MPeTCTaBUTH Y jeJHOM HOBOM'

o6NHKy, KaO TIDOM3BOL WHTEH3UTeTa W OpTa, Tj.
a=aa,,

rie je a, OpT BEKTOpa @, a @ 'HErOB MHTEH3UTET.
AKO je BexTOp HaT momohy CBOjuX KoopiuHara Yy onsocy
Ha Hexu JlekapTOB NMpaBOYrNW Tpujemap, Tj.

a={a,, a, a;},
-oHIa je |
Aa={xa,, ha,, A, },

WTO onmax ciepyje u3 neduxuuuje npojexuyuje BEeKTOpa Ha OCY.

ucTH
npaBau cmep ca THM BEKTOPOM. AKO yTBpLMMO 1A npo'nsson'”
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[Topeli KOMyTaTUBHOT -3aKOHa 3a OBO MHOXKEe Baxe H
OCTalu 3aKOHM: acouujaTuBaM u JAucTpuOyTuBHU. Taxo je,
Ha Mmp., yBeK

‘ m(na)=(mn)a=n(ma).

3ancTa, MHTEH3UTETH OBa TPU BekTopa oapehenn cy 'uspasumab
|m|[(na)|=[m|(|n||al]),
[(mm)||a]=([m]|[n])]a],
|n|l(ma)|=|n|(|m|]a]),

a [ecHe CTpaHe OBUX H3pa3a Cy JelHAKe, Kao [pOU3BOAM
6pojeBa 3a KOje BaxXW acouujaTHBHM 3aKOH. [Ipema Tome cy

" MHTEeH3UTeTH JNo0ujeHHX BeKTopa jemHaku. [lpaBun CBa TpH OBa

BeXTOpa Cy yBeK MCTH Kao kon Bektopa a. Hlro ce Tuue
CM€pa, CBa TpH BeKTOpa Cy MCTOBPEMEHO MMM WCTOra Cmepa
Kao BEKTOp a, KajJ Cy m ¥ 7 HCTO O3HauYeHW, UMM CYApOTHOra
cmepa, Kajl Cy /m ¥ 1 pasnuuyuTo o3nauehd. OBO NpaBMIO BaxH
M Kaj je. Ma KOjU OO UMHMIALlA NPOU3BOJA jeJHaK HynW, Tj.
ako Ccy ofe cTpaHe BEeKTOpDH HyIe,
TaynocT ZUCTpUOYTUBHOT 3aKOHA MOpa Ce TOKasaTH 3a
IBa ciyyaja: Kal Ceé BEKTOp MHOXMW 30MPOM CKalapHHX UHHH-
Jaua M Kal Ce CKanap MHOXM 36MpOM BeKTOpa. Y mpBom caydajy
Tpeba, Ha Mp., JOKa3aT{ TAYyHOCT jefHauuHe
1y . (m+n)a=ma+na.
\
3a 1O hemo oBako nocTymuTH. Y3ehemo pma cy m wu n'

"O3UTUBHK 6pojeBH, jep he NMOka3 M y CBUM OCTamum cayudaje-

Buma OuTH MOTNYHO aHajoraH OBOM JLOKasy. ¥ TOm Clyyzjy Ha
neBoj CTpaHu jedHauuHe (1) Hajas¥ Ce BEKTOpP YMjW je .MHTeH-
suTeT {(m+n)||a|, a npasaw M cmep MCTH Kao KOL BeKTOpa a.
Ha. pecHoj cTpauu je 30Up KONUMHEAPHWUX BeKTOpa ma U na
uctora cmepa. [lo pgeduHduujM je MHTeH3UTET 30Mpa TAKBHX
BeKTOpa jenHak 306upy HHTeH3UTETa BekTOpa caGupaka, Tj.
|m||a|+|n||a|¥(|m|+|n|)|a[ Ilakne, MHTEHSUTET TOr BeK-
TOpa je, ¢ 0G3MpOM HA MpeTmocTaBky O COpojeBuma m W n,

MCTH Kao KO BeKTOpa Ha JIeBOj cTpaHu jefHauuHe (1). kberOB

npaBal, M cmep Cy Takohe HCTM Kao KOJ BEKTOpa q, Tj. UCTH
Kao KOJ BEKTOpa Ha JIeBO] CTpaHW jeNHauuHe. Tume je pnoKa- -
3aHO Ja [OMCTPUOYTMBHM 3aKOH BaXKM M 8a CJayyaj OBaKBOI
MHOXema. ' '
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N

~Axko 36up nBa BekTOpa. Tpefa NOMHOXHUTH CKanapom,
oHna Tpe6a JOKa3aTH TayHOCT jelHayuHe

(2) Cm+B)=mA+mB. ' ‘

‘PagM 10Kasa HaJOBEKMMO jelaH Ha JHpyTM BEKTOpe QI U B
noues on Tayke A u cabGepumo MX (cn. 25a). ,U,oﬁn]a ce BEKTOop

C=%+9B.

—_>
Y3mumo 3aTum BeKTOpe OM =mA ¥ MN =m AU, HalOBEXKHMO KX
jemaH Ha gpyru M cnojumo O ca N. Tapa je (ca. 25b)

®) ON =m%+m®.

S Cm 25

" Mebytum je A ABC ~ A OMN, jep cy wm crpase AB u OM,

BC uw MN nponopuuonanue u napaiense. Crora je u ON

napalleJHo ca AC u ON=mAC, Ti.

{4) ON m (N +3B).
Hs ]ennaqnﬂa (3) n (4) cnenyje
mA+B)=mA+mB,
1UTO ]e # TpeGano JLoKaszaTu. anKa 25b HaupTaHa ]e 3a cnyqa]
m> 0, mebyTUM CBe ocCTaje y Bﬂ)KHOCTIA u 3a cayyaj m<0,
_ camo ce CIMKa Merba. .
11. Jepeme BEKTOPA CKATAPOM.
OpHoC KOJAMHeapHUX BeKTOpa

Onepaunja nefberba BekTOopa Gpojem Heduuuile ce Kao WH-
Bep3Ha olepauyja MHOXEMma BeKTOpa 6pojem, Tj. NOIEJNTH HEKH
BekTop a Gpojem \ (A=0) 3Hayu Haku BEKTOP ¢ KOjH, IOMHOXKEH

25

<a X, Jaje BEKTOp o
Ar=a.
. 1 :
AKo ce 06Ge CTpaHe OBe jefHayuHe NOMHOXE Ca — W HCKOPHCTA

A
.aCOUMjaTMBHU 3aKOH MHOXEHa, 100uja ce

. —la
LY
Osaj pesyarar nokasyje na ce fespbetbe 6pojem CBOIH Ha Beh
TO3HaTy Odlepauujy mroxerba BekTopa Opojem. Hpyrum pednma,
NONeNUTH HeKH BeKTOp OpoOjem pas3iuuMTHM OJ HyJe HCTO je

1LITO ¥ TNIOMHOXHTH ra peuunpoqﬁom spenHohy TOra Opoja.
Jlakae,
1

a:}\=aT.

_BexTop (pe3ynrar nembetha BekTopa 6pOjeM) HMa WHTEH3WTET |A|

nyTa Matby, TpaBal, UCTH KaO U BEKTOp G, a CMep HCTH HIH

CynpoTaH, npema Tome ga Ju je » >0 uad A < 0. OCHOBHe 0CO-,
OuHe pelberha, U3paxeHe jeaHauMHaMa

atb a B ‘ o ap

T o . - . . —q0 PO W

5 }\_}\,_(a.}\)..p (a:p): XN a.(}\p),,}\ o

=

MOTy Ce JaKOo NoKasaTv CBOherbeM Leberba Ha MHOXKEtbe.

Jocagn - noxazaHe 0cCoOuHe omepaluja Ca BeKTOpUMAa TPY-
JKajy Ham MOTYRHOCT nla O] BeKTopa H 6pojesa o00pa3yjemo
nUHeapHe KOMOUHALMje U A Ca tbuma onepuiemo kao ca 6po-
jeBuma, Tj. na ce ocnoﬁasamo 3arpaia, Aa CBOLMMO CIWHHE
ynauose UTH. Ha np '

3a+b—c—2(a b+2c) 3a+b-c—2a+20- 4c—a+Sb 5c.

Mopen nemera BEKTOpPa CKalapoM, MOXe Ce KaO HHEEP3HA
oflepauMja MEOXerba BekTopa ckajlapom nedunuCaTH U onepa-

' uMja Koja M3 BeKTOpa NMpou3BOma Haje ckanapuu uunuiau. Kako

Cy NpuMHOKeHhY BeKTopa CKanapoM BeKTOPCKH YHHWIAL M BEKTOP
NpOM3BOAa YBEK KOjMHeapHM, TO Ce, 3HauM y OBOM Clydajy

“Tpaxu OJHOC KOJNWHeapHUX BeKTOpa. [lpema Tome cumGoia

esajsﬁ'

A:B wm
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y OBOM Ciydajy, o0enex)aBa OJIHOC KOJNMHeapHuX BeKkTopa U u B
¥ Uma cmucia camo kap je B+0. Peaynar Te onepauuje je 6poj,
¥ TO NO3WTUBAH WX HeraTwsaH Ipema TOME Jia N Cy BEKTOpHM
9 v B ucTOra MM CynpoTHOra CMepa, a afCoNyTHa BPENHOCT
TOr Opoja’ noxasyje OJHOC HbHXOBHX MHTEH3UTETA.

12. PacraB/bame BEKTOPa Y KOMIOHEHTE.
Komnnanapau BeKTOpH

CBaKu BEKTOD MOXe ce NpeTCTaBuTH Kao B30uMp JiBa MM
guiie Epyrux Bektopa. Camo “ 10K je peaynrar caGupatba JBa
WINW BULIE BEKTOPA YBEK NOTAYHO olpekeHH BeKTOP, O6pHYTO —
pacimasmare WIH pa3aaiarme BeKTOpPa Y KOMIOHEHTE MOXE, Y
onwrev ciaydajy, kao ¥ Koj Opojesa, 1a ce u3Bpwu Ha Oec-
KOHaYHO MHOTO HauWHa. ) '

lNpe HO WTO npehemo Ha mOCMaTparse MojeJUHUX CllydyajeBa
JebUHUIIIEMO: TPY MM BULIE BEKTOpPa 30BY Ce KOMIAGHADHL,
aKo, IOBeleHd Ha MCTH noyeTak, Jiexxe y MCTO] pasHv. Ha mp.,
CBH BEKTODH KOjU JleXke y mapallelIHUM paBHMMA KOMIJaHAPHY CY.
HBa BexTOpa Cy, HapaBHO; YBeK KommllaHapHa.. PacTasibatbe
JaTor BeKTOpa y 77 Ca UM KONWHEeApHUX KOMIOHeHaTa CBOLM
ce Ha pacTaBibarbe JaTor 6poja (aare6apcke BPEIHOCTH BEKTODa)
Ha n ca6upaka. To he pasnaratwe GuTH OLpeheHo, ako ce sHa
(n-1) cabupaka, WM, yoawTe, akQ je NO3HATO (rz—l) ycnosa
3a KOMIIOHeHTe. ’

Axo ce pagu O pasnaramby BeKTOpa Yy Ca MM KOMIUIa-
HapHe KOMIOHEeHTe, OHila O 1 KOMIOHeHaTa Tpe0a OMeT 3HATH

(n—1) KOMIOHeHTY unM Hekux (n—1) ycnosa 3a ofpebuBarbe -

OBMX KOMMOOHeHaTa. Y creuujaigHOM clyyajy, Kam ce .Tpaxe [LBe
KOMIIOHEHTe, KOje HUCY KOJIMHeapHe, JOBO/bHH cy 3a oapebuBame
TUX KOMOOHeHaTa OBM NOJauH:

7) jennHa xOMnoHeHTa TO BENWYWHM, NMpaBUy W CMepy; Hin
2) npasuu o0e KOMMOHEHTE; Wiy -

3) Benmunze oGe KoMrNoHeHTe (0K YCIOBOM a je a+b>c,
aKo Cy a M b KomnoHeHTe W ¢ pesynTaHTa); Wi

4) BenMuuna jenHe KOMIOHEHTE 1 npaBay, Ipyre (0Baj 3anaTax
HUje yBeK jegHo3HayHo oppeheH HuTH yBek Mmoryh).

Ila cy oM nojamu 3aucra JOBOJBHU OYHMIJIEIHO je HA OCHOBY .

reoOMeTpHCKe KOHCTpYKuUHje,

2T

Ha np., ako Cy para mBa npasua. [ u m (cn. 26) nopyueHa
KpO3 noyeTak P [1aTOr BeKTOpa 4. KOHCTpYKuUMja Ce CBOAM Ha-

'TeOMeTPUCKY KOHCTPYKHMjy napanenorpama ca no3HaToOM Hujaro-

HANOM ¥ YrioBUMa
KOje OHa rpaau ca
cTtpaHama. Hanme,
Tana ce KOMIOHeH-
Te b u'c BekTOpa «
Y THM N1paBLKMa O~
Gujajy nosnayerbem
rnapaie’a npaBsLuma
[ um xpo3 xpaj Q
BeKTopa. Te napa-
neje oTceuajy Ha :
npaBama [ u m Tpa- o Cn. 26

' KeHe KOMMNOHeHTe.

Kao mocrnenuua oeux npapuiia MOTY Yy OnLITeM chydyajy
6uTH paTe (n2—~2) KOMINOHeHTe TO BelM4YHHU, NpaBLY U CMepy,
a oCTaje [Be HA jefaH O OBa ueTWPW haunHa,

Hajsam, ako neku BeKTOp Tpefa pacTaBUTH y n KOMIO-
HeHaTa Koje He JeXxe y MCTOj paBHM, OHJA je 3ajaTak oneT
onpehen camo, ako je nosuaro (n—1) KOM[IOHEHATa N0 BEJINYHHH,
npasuy w cmepy UNU HekUX (n—1) ycnosa Koju HX NOTIyHO
onpebyjy. , .
Bexrop ce moXe pacTaBuTH y Hajmate ipu KOMIIOHEHTE,
KOje HUCY Y UCTO] paBHH, jep caMo LLBe mopajy (n'pa_auno Tpoyraa)
YBeK lleKaTH y WCTO] piBHM Ca pesyaTaHTom. Y cCrneunjanHom
clyyajy, Jakie, paznarama BeEKTOpa y TpW - HeKOM(IIaHapHe

' KOMHOHGHTE MOXe Ce 3a11aTaK pelwinTy Ha ]enaﬂ _\QLLMHM ﬂOTﬂyHO

‘ofipebeHn HauMH W Kaj Cy nHaTa TpH HEKOMMaHapHa MpaBua.
3amucaumMo CBa TPH MpaBua KpO3 jeflHY ‘TauKy, Taja CBaxka [Ba
fipasua oxpebyjy 1O jenny pasaH, YKynHO Tpu paBHu. AKoO ce
OHlla KPO3 Kpa] BeKTOpa, Kal je NoyeTaK BEKTOpa Y 3ajelHUYKO]
Tauku CBa TpY NpaBlUa, MOCTAaBE TPH -PaBHM Mapaje/lHe OBUM
paBHMMa OHe oIpeby]y Ha LaTum MpaBuMMa TPU TPaeHe KOM-
MOHEHTe NMOTAYHO jedHOSHAYHO (NPaBUAO Napaienenunena). AKO
Cy Ta Tpu MpaBua y3ajamHO OPTOrOHa.IHW, OLHOCHE KOMIOHEHTE
BEKTOpPA 30BY Ce€ Opliol0KaAHe KOMIOHEHTe BeKTOopa.

Ha np., Hexa 6yay naTa Tpu HeKOMIIaHapHa npasua I, mu n
(cn. 27). KoHcTpykudja KOMOOHeHaTa jaTor BekTopa Ry oBum
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MpasuMma u3BOIM ce oBako. Kpo3 kpaj B nmaTor -BexTopa
N nosyye ce npaBa napa-
JleliHa, Ha 1p., cCa NpaBOM
n Qo npopopa B, paBHU
onpebene npasuuma [ v m.
3atum ce y TOj paBHH, Kpo3
Tauky B,, NMOBYKy npase

' napaneliHe npaBuuma [ u m.
Te mnapanene orceuajy Ha
npaBuMMa [ W m KOMNO-
HeHTe a W b. Ako ce jow

napanenta ca AB,, ona he
Ha fpasoj n orceku Tpehy
TPaXKeHy KOMIIOHEHTY c.

13. JluHeapHa 8aBHCHOCT BEKTOpa

Bumenn cmo y 1. 11 1a ce on BekTOpa M GpojeBa mory
-00pa3osar nuHeapHe komGuHauuje. Ha mp. ox n BexTopa a,

Ay, ..., Gy U 72 M@ KOjUX CTBapuux Gpojea A\, X,, ..., A, MOXe -

-ce 06pasoBaTH JuHeapHa KOM6MHaLLMja
Ex,a[~la+}\ [ T
Co=1

AKO y TaKBOM Cllyyajy NOCTOjU jeaHayuHa .

’ . . n.
(I) 2}\.,'01=O,
. . =1
"M npH TOM HUCY CBW N(i=1,..., n) jeoHaku HyJM, Kaxe ce na
cy BexTOpU o;(i=1,2,...,n) JzUHeapuo JasucHu. HanpoTvB, ako

3a JlaTe BEKTOpE HE MOCTOM HW jefHa TaKBa jeiHAYnHA, OHM cy
AuHeapHO Hesasuchu. [lpema Tome, ako jenHauyuHa oOnuKa (1)
MOCTOjH, @ O3HATO je Jia CY BEKTOpH a;(i=1, 2, ..., 1) JuHeapHO
‘HE3aBUCHH, MOpa GMTH

Ay=Rp=ce2py=0.
Axo uameby mBa BekTOpa NoOCTOjW jelHayWHa

(2) ' Mag+re,=0,

. Kpo3 Tauxy B noByuye npaga
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BEKTOPH X0, U X,a, MOpajy GuTH ko.ureapru (M TO CYNpPOTHH),
fla fpeMa TOMe U BeKTOpM a, M @, MOpajy OWTH KoJMHeapHH.
U3 jenunaynne (2) cnenyie (cn. 28)
}\2
a = *'E%?Paz,
Tj. BEKTOPY 0, U @, CY KOJWHEapHH MCTOT MM CYNpOTHOT CMepa,
npeMa Tome fa Ju je pu>0 um p<0. JiBa Bexropa Ccy crora

Cn. 28

JMHEapHO 3aBUCHWM CaMO aKo Cy KONMHeapHu, wHaue He. Jlpyrum .
peynma, 36Mp IBa HeKONUHeapHa BeKTOpa paanuqma o1 Hyne
HEe MOXe HMKaj GUTH jellHAaK HyJu.

AKO Cy naTa Tpu BeKTOpa, Na HOCTOJM jeJHAYHHA
(3) : 2,0, F 2p0, + 250, =0,

OHa Ha OCHOBY HeduHuuMje cabupaiba,. kasyje: a, ako ce Ha

_ Kpa] BeKTOpa X, a, HaJOBeXe BEKTOP A;0,, Tala BEKTOP X, 0,

cmaja Kpaj BEKTOpa X,a, c€a MOYeTKOM BeKTopa A,a,. Ta Tpu
BEKTOpa YWHe, Hakje, CTPaHe Tpoyraa (aKo HHCY KOJMHEeapHH),
npema TOMe OHH Cy CBa TPH NapaneiHd jeIHO] DaBHY, Ti. KOM-
nnadapuu cy. To 3Hayw, 1a Cy TpW BeKTOpa JuHeapHO a_aBm_:Hu
€Camo — KaJl Cy KOMIJIaHApHH.

Hs ]eﬂ,ﬂaqnﬂe 3) ,u,oéu]a ce, peluasamem MO BEKTODY g,

by A
0y = —’}t:_al_i%=}11a1+}12a21

JlaKne, jelal BEKTOP MOXeE ce u3payyHaTu nomohy ocTana jBa.
Jluneapna 3aBHCHOCT TpW- KOMIIaHADHA BEKTOpa MOXe ce W
reOMEeTpUCKH OuYKMrieqHo MokazaTH, Hexa BekTOpH o, 0, U 0,

-0yny KOMIUIAHapHW M HEKa Ce JOBejly Ha 3ajeAHHYKHM MOYETaAK

(cn. 29). Tana ce kpo3 Kpaj P, peuumo, BeKTOpa @, MOXe NOBYyhi
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Q s

1 1

Cn 29

YBeK mapasena PQ ca sexTopom a,, TaKO 5a ceue OCHOBY BeKTOpa
a, y TaqKn Q. Can Je ycaen, KonuHeapHocm
OP' Be0y " H OQ Py,
na crora u .
e 4

=OQ+_Q_P=plal+pa2.'

Opnasue cnepyje pame, na 30Mp_TpH HeKOMIUIaHapHa BeKTOpA
- P33AuudTa Of Hyne He MOXe Hukan GHTH jelHak Hymu.

Y npoctopy onm Tpu ‘Aumensuje yBeK MOCTOje TpH HeKoM-
TIaHapHa npaslia OlpefjeHa Ca TPH He3aBUCHA OpTa. Yerupn
BEKTOpA, CYy Y TPONMMEH3HOHANHOM MPOCTOPY YBeK JHHEapHO
38BMCHH, T|. jelaH Ce MOXE MW3Da3HTH Kao 304p _ocTana_TpH,
ﬂpema TOMEe 3a YeTHpH BEKTOpa a; (i=1,2, 3, 4) yBex nocroju
jennayuHa
@ gy + 20, + Mgty + 240, = 0,
ojlaKne je, Ha 1p., S

A A,

Ay
ay= ‘)\—4‘11—}:0&-‘fiﬁa=}llal+}12a2+psa3. :

M 0BO ce mOXe reomeTpucKH OYUTMIEIHO NOTBPIATH. Heka

BeKTopy Oyly NOBeNeHH Ha 3d]eJIHH’-lKH noyetak O (ca. 30).

: Kpos kpaj P Bextopa o,
nosyde ce napanena PQ
Ca BEKTOPOM a, JO mpe-
cexka Q ca paBHM KOjy
onpebyjy BekTopu- a, M
n,. Tama je ca cauke

e e —————-
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— .
a 3a OQ, nowTo je Komnnaﬁapaﬂ ca a, W a,, MOXe ce HanucaTH

OQ P1a1+}12a2
Tako ce, Hajsapg, nobuja

- =
=OQ+QP=}11G1+POQ2+P'3Q3-

Yonuwre, BuuIe O TP BEKTOpA CY.yBeK JMHEapHO 3aBHCHH,
jep ce, Ha mp., O mneT BEKTOpa, Ha OCHOBY MNpPETXOLHOT, Ma
KOja 4YeTHPH MOTY CMAaTpaT Kao JINHEAPHO 3aBWUCHU W CBECTH
Ha TpH, TaKO Na OfleT HMaMO I[OCNa Ca YeTHPU BeKTopa HTH.

Cag ce moxe JOKasaTM_Ja_ ce, y TPOIMMEH3HOHANHOM
NPOCTOPY, CBaKv_BEKTOP MOXE Ha jellaH jeMHW HAYH paCTaBWUTH
Yy Tpu Komnoneme ma y Oja TpuU HEKOMNNIanapHa npasua, ojpe-
keHa ca Tpu He3aBuCHa opTa e, e, &, KO onpebyjy HekH
KOOPIWHATHM CHCTEM. [4afla 3a BEKTOP & UMaMO
(5) . a=Ae, + Be,+ Ce,.

Bextopu Ae,, Be,, Cey, KONUHEAPHH Ca OCama, €y KOMIIOHEHTE,
a ckanapu A4, B, C, cy koopiuHaTe BeKTOpa a Yy OZHOCY Ha Taj
CACTeM KOOPIMHATHHX OCa. AKO™ GH, MehyTMM, NOCTOja0 joiu
jelaH HayuH MpeTCTaB/barba BeKTOpa a nomohy MCTHX OpTOBa

‘OHZa GHUCMO uMmald, Ha. np.,

{6) : C o a=Ae + B, + Cuey. :

Onysumarbem OBe jelHauuHe of jexHauune (5) mobuja ce
(A—A1)€1j+(B—Bl)(’2+(C—C1)92=O

2 TO 3HAUM WM Cy OPTOBU NMHEAPHO 3ABUCHA, WTO Ce NPOTHBHU

npeTn :CTaBuM, WiIu mopa OuTH

A-4,=0, B- B 0, C- C =0,
ojlaKkjie Ce BUOM j1a Cy KoopunHaTe, na cTora M KOMIOHEHTE
HenpomertbeHe,

M3 osux pasmaTparba cneny]e Ja je BeKTOp camo ‘oHia
HyNla, aKo Cy CBe tberOBe KOOpLMHATE y ONHOCY Ma Ha Koju
KOODJMHATHH CUCTeM O TPW HEKOMIIAaHApHe Ole jellHake HYJIH.
Bextopu_cy_jeanaku, ako Cy MM jedHake cBe oarosapajyhe

’Koopﬂ,wHaTeﬂy _ONHOCY Ha. MCTH cucrem. [ipema Tome, jenHO]

BEKTOPCKO] jelHaYMHW OJroBapajy yBeK Tpu CKanapHe, Ge3
0031pa Ha KOOPOMHATHU CHCTeM KOju je Y muTaty.

. Axo je pat [lekapToB npasoyriu CHCTeM, OpTOrOHaiaHe
KOMIOHEHTe BeKTOopa a Cy

0y =a,i, ay=a,, a;=a,k;
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naxJe, S :

(1) o=ai+aj+at.
U3 jepnayuue .

(8 a=mb,

Koja Nokasyje fa Cy BeKTOpH a v b xosnuHeapHu, cilelyje na Cy’

CBE KOOPLUHATE BEKTOpa & ¥ mb, y OZHOCY Ma Ha KOju.CHCTEM,
jenHake, Tj.

, : a,=mb,, a,=mb,, a;=mb,,
na crora
(9) al__ 45

\TJ IlBa BEKTOPA CY CaMO OHAA KOJMHEapHa, aKo Cy uM KOOpLuHATE

y OLHOCY Ma HAa KOjH KOOpHMHATHH CHCTEM NpPONOPUHOHANHE.
C Ipyre CTpaHe, M3 jegHayHHe

(10) ' aag+Bb+yc=0,
Koja mokaayje ma Cy BeKTOopu ¢, b ¢ KOM{JaHapHH, cnen,y]y oBe
TpU CKallapHe jeJHauuHe _
ox, +By,+vz; =0
aXy +Bp,+v2,=0
. ax3+3}’3+Yza=O'
MebyTum, na 61 OBaj CHCTeM HMAO pellena Mo o, 3, Yy pasnuuuTa
Ol Hyne mopa JeTepMUHaHTA . Koeqouun]eﬁara OuTH jelHaKa&
HYJH, Tj.
xl yl zl
(11) | Xy pa 2y (=00
Xy Vg 23
,[Lar(.ne Ia O Tpu BEKTOpa ! o‘una Komnnaﬂapﬂa _Mopa JleTep-
MHHaHTa HHXOBUX KOODAMHATA, ¥ OJHOCY Ma Ha_ KOji cucTem

KoopﬂuHaTa GATH jellHaka Hy.

14. Npumepu

L ngeﬁmu WHTEH3WTEeT, TpaBall ¥ cMep.BekTopa a={3,4,5}
onpekena y onHocy ua [lekapToB npaBoyriy Tpujemap.
Ha ocHosy jepnaunna (4) u (5) — T 5. p10o6uja ce 3a UHTeH~

3uTer a={/%=5\/2, a laa' KocuHyCce Yyriosa: cosa=%§2 .
cosp =2—‘5/—§ H Cosy =L22, H oo =64°54"; B =55°33'; v =45

»
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2. Koju Bexrop oGpadyje Tpoyrao Ca BekTOpHMa

3a-2b—-¢ u  —a+306—-2¢?

AKO Cy 1aTu BEeKTODH HalOBe3aHM jeaH Ha ApYru, TpOyrao
ca uma oOpasyje BeKTOp b=#[(3a~26-¢)+(—a+3b—2¢)],
a aKo Cy JOBelleHd Ha 3aje[[HMUKH MOo4eTak, OHIA je TO BEKTOp
e=x+[(3a~2b—¢)—(—a+30—-2¢)].

3. JlokaszaTu la ce pOujaroHaie y Japajejorpamy I[OJOBe.

Yamumo (cn. 31) ma BexTopi.a # b npeTcTaBlbajy JBe
cTpaHe Koje monase M3 MCTOr TemeHa Napanenorpama ABCD.
Tapa cy pujaroHane

(1) + c=a+b M bdb=a-b.
Hexa' M Gyne npecek nujaronana. Tana je

N D N
(2) - AM=1c, ¢

—
jep je BexTop AM
KONWHeapaH ca Bek-
Topom ¢. Ty je A
HEKM 3acall HeoI-
pebenu 6poj. C
npyre cTpahe je
BeKTOp

. —~
®) DM =upb,

oneT 360T KORMHEAPHOCTH, rie je p Tarxohe Heonpebeﬂn 6po1
[lpema TOMe je ca cauke

) AM=b+pb,

ojnakne ce w3jefHauyerem u3pas3a (2) u (4) moOwja yCJIOBHA
jennauynna 3a A B g, Tj.

Ae=Db+pb.
YuHoulemem BpenHocT# (1) 3a BekTOpe ¢ ¥ D JoOK]ja ce jenHaunHa

A(a+b)=b+p(a—-"),
WIH : '
) A—p)a+(R+p-1)b=0.
MebyTum, Kako cy BekTopu a M b JNuHeapHO He3aBHCHM, jep
HUCY KOJNHHEApHH, MHAye He Ou morau OWTH CTpaHe napanenio-
rpama, mopa OHWTH:

A-p=0, A+p-1=0,

Teopdija BexToOpa 3
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opakne je
1 1
=7 P=7

Haxne, ‘
am=Le  DM=1s
7o e
wro je ¥ Tpefalio LoKa3aTu.

4. [laTu Cy BeKTOpU

a={-3,0,2}; b={2,1,-4}; c¢={11,-2,-2}.

a) TokasaTu ja Cy OBM BeKTODH KOMINaHapHU.

b) PasnokuTH CBaKM O "OBUX BEKTOpa y MNpaBuy RBa
0CTala BeKTopa. _

Ha ochosy jeaHaunxe (11), T. 13 OBM BEKTOpH Cy KOMNa-
HApHW, jep je JeTepwMHaHTa HUXOBUX KOOpAMHATA jedHakxa
Hynu, T).

-3 0 2
2 1-41=0
11-2-2
Tlpema TOMe BaxY jegHauuHa
(1)  aa+Bb+yc=0.

3a 0Arosop Ha JApyro mOurare TpeGa OBY jelHauMHy pe-
UIMTH IO OHOM BEKTOPY KOjH JKEAMMO Ja PA3NQKMMO Y NpaBuy
JBa ocTala W onpenutd Koeduunjente. Ha np.

« B
(2 t=——qa~ 8
@ Za- b,
~ a B
ga Tpefa CaMo OfpeauTH v o=

BekTopckoj jennasuny (1) onrosapajy Tpu CKalapte
-3a+28+11y=0
B— 2y=0
2a~48- 2y=0.
Pewerbem oBOr cucrema xlomoreﬂnx jeataunna noGuja ce oamax

Y Y
¥ 3amesom y (2), Hajsan,

35

5. OmpenuT# pacTojarbe IBe Tayke Yy NMpoOCTOpY.
Hexa nBe Tauke A u B y npoctopy Oyny HaTe CBOJ4M
BEKTOpMMA TONOXaja v, ¥ T, Y ONHOCY HA MOYETaK HEeKor

~ JlexapTOoBa NpaBOYFaOT Tpujefpa, Haume

n={%, »; 2!
T={X Vy, Zof-
Jywuna AB BexTOpa
-
AB=1,—1,={Xy— X, Yo~ Yy, 22— 2}
ogpebyje Taga Tpaxeuo pactojaibe, Ti.
AB =V (x, = x,) + (1, = y:)* + (2~ 20"
6. HamucaTtu jenxaguny npaBe Kpo3 Tauky A, napaneiHe
natom BexkTopy a (a=0).
Heka Tayka A4 Gyme paTa BekTOpom nojokaja r,. Taga
{ca. 32) 1paxena jegHayuHa riacu
-1, =2Aq,
roe je r BeKTOp mNolOXaja ma Koje Tayke B HA TPameHo]
npaBoj a A NpOMeH/bUB napa-

— B .
MeTap, noiTo BekTop AB= .
=Yy—-1, mopa OWTH KosmMHea- :
pan ca a. ‘
Y cxkanapHom o6auky -ce
Jobuja '
X=X, =My, Y-V =2, i
Z~2Z,=\dg,
OJH.
o
X-x - Z—z
A4 L, Ca. 82
a, a, as

7. Hanwcatn jenuauuHy npaBe Kpo3 JBe Jare Tayke
A n B onpehene BexTO-
pumMa nonoxaja t; ¥ 1,.
Ma rpe Ha npaBoj
y3ean Ttauky M ogpebeny
BEKTOPOM '0JIOXaja T MO-

M

—
pajy Bektopd. AM =1 - 14
—

H AB=1,~1, OUTH KO-
neapuu (ca. 33). [lpema
TOMe Tpa)xeHa jefHaynHa
Ca. 83 MOMeE Ce HanucaTtn y 00JMKY
3J*
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t—-r1=}\(r2'"r1),
OJH,
=2+ (1 - )1,
rue je A NpOMeHILHB napameTap.
Ounasne ce ommax Ges Teiwkohe mo6uja jefHayuHa mpase
KpO3 JiBe Tayke y cKallapHom OOJIHKY

X4 _ V= 2z
Lp—Xy VeV 22
8. Heka Oyny pnata Tpu BeKTopa a, b u ¢. JlokazaTu na
IbHXOBH KpajeBH Jlexe Ha jelHO] NpaBoj, Kall ce OHH JOBely
Ha 3ajeJIHH4KM MOYETaK, aKO Cy MCNYHeHH YCIIOBH:
1) ca+B8b+yc=0,
2) & +B8 +y =0,
a xoeduurjenT o, B U Y HUCY CBU jenHAK®W HyIH,
Ha ocnosy ycnoea 1) BexTopu a, b u ¢ mopajy Gurn

kommnadapuu. Ocum TOra, ako ce ysme, Ha np. y=0, oHma ce .

U3 ycnosa 2) nobuja

y=—(c+B).
Crora ce pewasamem jegnauynde (1) 0o ¢ poduja
. _oatBb_ B
c= e =a+ a+B (6-a).

Ounasne je jacHO, Ha OCHOBY MpPeTXOLHOr 3alaTka, Ia, UM Kpaj
BEKTOpa ¢ JieXXu Ha npaBoj oapeheHo] KpajeBuma BekTopa a W b
Uiu, aKO CY BEKTOpW
a ¥ b jennaku, onnacy
KpajeBd CBa TPH BeK-
TOpa Y HCTO] TauKu.

9. Hanucatu jen-
HayuHy paBHHU olpe-
heHe ca TpM Tauke
A, B, C, xoje Hucy Ha
KCTOj- IpaBoj.

Hexa Tayke A,
B, C 6yny onpehene
BEKTOpUMA NOJ0Xaja
1, T,, T, U Heka je
Tayka M Mma koja
TayKa TpakeHe PaBHM Ca BeKTOpOM mnoaoxaja t (cn. 34). Tana

Cn 34

37
—> —

—>
BexkTopu AM, AB u AC mopajy OuTH KOMIIaHapHH 3a CBe
Tayke M paBuM, nakie

t—ry = oty — 1)+ Bt — 1y

Toe Cy o M 3 TpOMEH/bMBU NapameTpd. Y CKanapHoMm OGIUKY
MMaMO TpU jegHayuHe '

X~—X = a(x2 ——xl)+B(x3 "x1)r
Y=yi=a(py—y,)+B(Vs— i)
z-z =0a(z,—2,)+B(z, ~2,),

OfaKlle Ce eluMHHALMjomM mapameTapa o MU $ gobuja jelHauyuHa
‘paBHM Y OGIMKY : '

X=X, Xp—X X3— X
Y=y V2=V Vs—J1|=0.
Z2—Zy Zy—Z, Zg—2Z,

10. [Joxa3aTu ga Ceé y CBaKOM TeTpaelpy LYXHK Koje chna-
jajy cpelouHe HaCOpamHUX YKPUITEHHX MBMUA CEKY Y jeIHOj Tauku
¥ y3ajaMHO NOJIoBe.

Hexka y Tom unmmy Temena TeTpaeapa SABC Oyny onpe-
‘bena BexTOpuma mnosoxaja t,, r,, Iy U r,. Bexropn mnosnoxaja
cpenuna usuna SA u BC
{c1. 35) Koje Cy cynpoTHe S
¥ YKpuiTeHe umajy Bpel-
HOCTH

I, + 1, u Tg+ T,

2 2
BexkTop nonoxaja cpemu-
He DyXH Koja cnaja cpe- o4
IViHe OBYX HBHILA U3HOCH

LT+l T,
4 Cn. 35

‘a TOJMKA je ¥ BPeNHOCT BeKTOpa MNOJOXKaja CpeluHa NPYrHX
ILBejy NYXKH KOje cnajajy OHe oCTaje CpefyHE CYNpOTHUX U
ykpwTeHnx uBuua: SB u AC u SC u AB. Tume je TBphetbe
J.0Ka3aHo.
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Bapaywu

1. latu cy Bektopu a+b u a—b. Kowcrpyucaru BEKTOpe o K b.
2. Onpeaurn HexapTroBe nparoyrie KOOpAWHATE BEKTOpa a yuju je
wHTen3nTeT 20, a ca ocama x M p rpamn yraoee og 600,

3. ONpennTH BEKTOP. §, aKO Cy [I03HATE [BE HErOBE Iexaprose
. MpaBoyryie KOOPAWHATE X;=3 U X,= -9 ¥ uHTeH3uTeT x=12.

4. Onpenutn [ekapToBe npasoyrie KOOpLHHATE BEKTOpPa & WHTEH-
3MTeTa 8, YHji je NOYETaK y KOOPLMHATHOM MOYETKY K KOJH Ca HeraTUBHUA
CMEpOM x-0Ce, NMO3NTHBHAM CMEpOM J-0Ce W HETATHBHUM CMEPOM Zz-0Ce
rpaju jeaHake yriose.

S. [Nor xojum ycaoBuma cy BEKTOpPM a+b M a—b KONUHeapHu?

6. BexToph a, b u a+b nOBeneHM Cy HA HCTH noYeTax. Koju ycios
MOpajy 3a10BOJbABATH HEKOJIMHEAPHU BEKTOPH a U b, 1a BEKTOp a-+b penu

yrao usmeby ux Ha ABA jeHaKa mesa.

7. AKO Ccy BexTOpH a-+b K a—5 NpeTCTaBlbeHH MMjaroHanama napa-
nenorpama, Hahu ycnoe Koju Mopajy 3amOBObaBaTH BeKTOpH a U b na
Oyne [a+b:=|a—-b|.

8.V tpoyray ABC noByueHe Cy - Texuulne nunuje AD, BE u CF.

s T Y
[Mokasatn na je AD+ BE+CF=0.

9. Wspauysatu opr Bexropa a={5, -2, 4}, nara y onHOCY Ha [e-
KapToB NpaBOyriaH Tpjenap. :

10. Ako cy BexTOpH a, b U ¢ KonuHeaphu (b+ 0, ¢+ 0) nokasaTu na je

a b a

b ¢ ¢
1]. Tloxa3aTu ma Cy BekTopH

.3 1 R 1 1
a_{ss,—&4§}u5_{—m,83,-m7},
Rath y onnocy Ha JlekapTos npaBOyrau Tpujemap, KONHHeapHH.

12. Heka BexTOpH a=ai}5j—f u b=3i+i+vf 6yny KonHHeapHH, H3pa-
YyHaTH Koeduuujente « u . '

I3. PactaBuTu BekTOp ¢=4i+j y ABe KOMNOHeHTe Y paBLy BEKTOpa&
a=4i4+6f u b= —3i+3i.}

I4. OppemuTH o Tako, Ba BeKTOPH

6= ait 4j+2¢
b=2i— j+TE.
c=ai-6{ 43t

Gyny KOMNNaHapAM.

15. [lposeputH na 1M Cy BeKTOpH
a=3i+ j+t,
b=2i4+ 5i-1,
¢=6i+171-%,

NUHEAPHO 3aBHCHH WJH He.

39

- - .
"~ 16. Hexa je OM=6i+38j+4ft 1 ON=—~21+38j+t. [lokasaTu, 1a BEKTOp

_}
MN nexu y pasrn zOx.
I7. Haku Benuwuuny n npapau pe3yJTaHTe BeKTopa

= {}2]+3f,
b= 2i48j— 4,
c= Bi—4jL5E.

18. Hexa crpane tpoyrna ABC Gyny Bextopu a, b u c. H3pasurtu

- TeXHULIHe JIHHHje nomohy BEKTOpa CTpaHa ¥ OApednWTH OHHOC y KOoMe C€

TeXHUIHE JIHHHje y3aiamHo nene.

19. Ako ce jeqHO TeMe HeKOr mapaJjejiorpaMa CrHOjH Ca CpelHHOM
jellHe cTpaHe KOja He NOja3k OJ TOI TeMEHa, AOKa3aTH [a OBa LyX AEJH
AMjaroHany, Koja He TMpoja3n Kpo3 OBO TEME, ¥ OIHOCY 1:2.

20. OpeluTH KOOpHMHATE TEXWIUTZ TPOYraa: @) Kall Cy TeMeHa
TPOYTNA HaTa BEKTOpHMAa MONOKAaja Y ONHOCY HA HekH noJ; H b) kan je
Tpoyrao oapehen ca [Ba BeKTOpa Ca 3ajeAHMYKMM MOYETKOM.

21. loka3aTi BEeKTOPCKH Jla AYXM KOje chajajy cpelHHE y3aCTOMHHX
CTpaHa Ma KOr YETBOPOYrJa YWHe napaliesiorpas.

22. late cy nse Tauke A n B, ompehexe BexTOpHMAa nofoxaja
Ty U 1. OJpenuTd BeKTOp fOJIOXaja Tayke Koja mary nyx AB mem y
OOHOCY m:n=X\. '

23. latn cy BexTOpH

a={ 3 -1, 2},
b={-5 0, -2},
c={ 1, =2, 2

y onHOCYy Ha Hekd JlexkapTOB npaBoOyrnu TpHjenap. .
a) JloxasaTH Ja Cy OBH BeKTODH KOMMNJIAHAPHH.
b) PactaBuTH BEKTOp a y KOMMNOHEHTe y npaBudMa BeKkTOpa b H ¢
24. Hanucatu jenmauuny paBHH Koja Nponasd Kpo3 [NATY Tauky M
onpekeny BeKTOpOM fnoJOXaja t; U KOja je mapalesHa ca ABa JaTa HeKO-

' nuAeapHa BeKTOpa a ¥ b.

25. Hanucaty jeanauuHy paBHY Koja Nposasd KpO3 IBe JaTe Tauke
A u B oapebene BexkropuMa RoJoOXaja v, M v, a NapajejHa je AaTOM
BEKTOPpY «.

26. Y3pasuTu ychioBe, Koje Mopajy 3apoBobaBaTy Tauke My, My u My,
olpehede BEKTOpHUMA NOJOXKaja 1y, T, U ¥g, A Ma JeXe HA jeHOj NpaBoi,
Yy BEKTODCKOM M CKajJapHoM OOGIUKY.

27. QOnpenuTH npecek RBe NpaBe AaTe BeKTOPCKUM jelHaydHAMA
t=a;+0 ¥ p=a,+Dbyr. ’

28. Hahu BeKTOpCKY jelHayWyy npaBe —— CuMeTpane yria Koju uMHe
BEKTOPH ¥y H 5.

29. HanxcaTh BeKTOPCKY jefHaunHy paBHM KOja je olpeheHa TaukoM
M ca BexTOpPOM NOJIOXAja ¥, K NPABOM T =a+Ab.
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30. OnpennTH nojoxaj TexulwTa TeTpaeapa M NOKA3aTH na ce
TEeXHIUHE JIHHKje TeTpaejnpa Iele y OofHOCY 8: 1, Kap je:

a) TeTpaenap onpeheH BekTopuMa NMONOXKaja CBOJUX TeMeHa; H

b) TeTpaemap onpeben ca Tpi BeKTOpa KOjH NMoJia3e W3 HCTe Tauke.

15. MHO)Kewe BeKTOpa BEeKTOPOM

W npu pedunucamy MHOXeHa BEKTOpa ca BEKTOPOM MOpa
ce BOIMTH pauyHa O TOMe [a no MOTYRCTBY 3aKOHH MHO)etba
6pojeBa OCTaHy OYyBaHHU M Jla Ce Kao pe3ynTaT n06ujy Heke mexa-
HUUKe, PU3NYKE W TeOMETPUCKe BellMuuHe, Y Be3u C TUM Tpe6a npu-
MeTUTH Ja u3meby muoxerba u cabuparba MocToju 64THA pasJiHKa.
OHa je y Tome WTO ce onepauuja caGuparba CTBapHO MOXe
M3BPILMTH (4 HE CaMO Ha3HAY4TH) CAMO Ca je[lHOPOIHHM Bemnu-
yuHama W pesynTaT je BeNMuMHa WCTOr -popa. [akne, ako Cy
cabupuyu OGpojeBH u 30up je 6poj, ako Cy caGupuu BEKTODH H
364p je BekTOp. Kom mHOXema, mebyTum, uuHHOUM MOTY OUTH

pa3HopolHe BenuyuHe, a pe3yaTaT MOxe OuTu Heka Tpeha.

BenuyuHa. [lpema Tome ce moxe neMHHCATH MHOXeHe JBa
BEKTOpa TaKo [a pe3ynrar (npou3Bon) Gyne ckanap u ga Oyne
BeKTOp WJIM HeKka Tpeha BenuuynHa ojlpeheHa ca JBa BeKTOpa,
jep je mHOXete OpojeBa Kao M MHOXere BEKTOpa W Ckaljlapa
Beh nedguHucado.

Jabe, oK Cy KOJ, payyHCKuX palibi cabKparba ¥ Ony3nmaiba
Ca BEKTOpMMa CBM 3aKOHHM ONHOCHMX paltbu ca OpojeBHMa Y
NOTHYHOCTH OYyBaHW, KOJ MHOXermha Ce TO y MOTNYHOCTH He
moxxe nocTuhu, na ke npema Tome uameby mMHOXeta OpojeBa U
BEKTOpa YBeK MOCTOjaTH Beha wid marba Pasiuka U OTCTYMNAIbE,
Kao wTto hemo BuaeTH. :

15.1 Cxkanmapuy unu yHyTpauimyu MNPOM3BO
JBa BeKTOpa

[IpBo nocraB/bamo 3afaTak neduHUCAkha MHOMNEeHa IBa
BeKTOpa Koje he 3a pesynTaT umaTv ckanap. Y Be3u C Tum ce
NoCTaBlba MUTatbe, MOCTOje N TaKBe CKajllapHe BeinuudHe Koje
Ou Oune ompebene ca jBa Bekropa. Bumehemo oamax Ja Takse
BeJIMuMHe 3auCTa MOCTOoje. :

Wmann cmo (T. 5, jenH. 1) na je mpojexuuja BexTOpa a Ha
HeKy ocy ojpebeny opTom u garta ca

Ay =acos(au).

[T

4]

Tlpema Tome, axo TpeGa nahu npojeKunjy BekTOpa a=aa, Ha ocy
onpebetHy BexTopom b = bb,, noGuja ce :
As=acos(a,0,).

‘O6puyTo, npojexuuja BeKToba b Ha ocy oapebeny BEKTOpOM a
¥Ma BPeIHOCT: .
By =bcos (b, a,).

Kaxo je

cos (ao bo) =cos[- (bo ao)] =Cos (bo Go),
TO je .
{1) Apb=Baa=abcos(ayb,).

_lla'f_cne, ckanap abcos(a,b,) onpeten je ca nsa BEeKTOpa a u b.
Taj CKallap Ce 30Be chaqapuu YHy@Ipawmy @pous3sod IBa
BEKTOPa a W b U Muwe ce ' '

(2) abcos(a,0,)=a-b,
WITO Ce yuTa: a Tayka b.

IMopen oge o3snake za CKanapHH NpoOM3BOM [Ba BEKTOpA, KOjy je
yBeo T'nb3 u xoja ce najueurke yi#0Tpebibyje, uMa U Apyrux olelexaBatmba.
Taxo ce ckanapuu npousson nna BeKTOpa ¢ 1 b olenexara no Jloperuy
CTaB/barbeM BeKropa y many sarpagy, 1. (ab), ca uiu Ge3 3anere usmeijy’
bHX. XeBucaju je ckanapuu MpOoN3BON HA3HAYABAO THME LUTO je& MPOCTO
nucao.BeKTope lenan xpaj mpyrora 6e3 ukakBor 3maka u3meby mux, Ha np.
ab; Hajsan Bypanu-dopru u Mapkonosro ofenexasaiy CKajapty NpouUsBoO
CTaB/batbeM KOCOT KpCTa nimehy BEKTOpA, Tj. axb.

Mpoussom ce 308e ckanaphu 3aTo WTO je pesynTar ckanap,
4 yHyTpalltbu, no Ipacmany, uz oBor pasmora. Ako ce, Ha np.
BeKTOp b pacTaBu y kommo- '
HeHTe y mnpasuy BekTOpa a
¥ HOPMaNHO Ha Taj npasall
(ca. 36), nedunucanu ckanap
jennak je npouwsBOLY HHTeH-
3UTETa 4 BEKTOPA Q Y MHTeH-
3uTeTa B, KOMNOHEHTE Bek-
Topa b y npaBiy BekTOpa o
— ,YHYTpalltbe" KOMNOHEHTe,

[lpema Tome je ckanaphu . Cn. 36
TIpOMBBOL B3 BEKTOpa a u'b:
1) npoussol Tpu Gpoja — MHTEH3WTeTa 0Ga BEKTOpAa U KOCHHYCA
yria meby muma; wnd 2) nponssos mBa 6poja — uHTeH3u-
TeTa JejHOra BEKTOpa u MpojeKumje IPyrora a npaBal MpBora.

a
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[MoTpaxumo Heky (hMaMYKy BenuuuHy Koja je Ckanap, a
onpebena je ca nBa Bexropa. [TocmaTpajmo paj culie § Ha nyTy

AB-s (MpaBONMHUCKO TOMeparbe:

HanagHe Tayke cure) (cm 37).
o AKO mnpasal INomeparba W MpaBatl,
CUlle HUCY WCTH, MeXaHHUK¥ pax
cune naTt je, Kao IUTO 3HAMO,
u3pasom

Cn. 37

R=Fscosa,

‘Toe je o yrao KOju fipaBal, cuie
: rpagu ca mpasuem nyta. OBfe ce
paiu O jegHo] (U3MYKO] BeNMYMHM — pany, Koja je NOoTIyHo
ojapebeHa ca IBa BeKTOpa, BEKTOPOM CHie ¥ BEKTOPOM [OMe-
patba HamajHe Tadyke, Te Ce MO)€ HanuCaTH

R=%-3.

Mz nedunnuuje cxanapHor npou3sona cneliyjy oBe ocobuner
1) AKo je cKalapH4 HpOM3BOJ I Ba BEKTOpA jelHaK Hy/M, Tj..

a-b=0,

-OHoa Mopa 6uTH uWm a=0, un b=0, mnu Hajzam axb, Tj.
cos (a,b,) =0. YrpaBo, nOWITO BeKTOp HyJa MOXKE UMaTH CBaKi
npaBatl, MOTY ce M TIpBa [Ba YCNOBa OOYXBATHUTU MOCHEILHbUM,
Tako ma ce moxe petit, aus a-b =0 cnenyje a +b. [Tpema Tome je

(3) va-b=0

yca08 opilloloHaAnOCTiy NBA BeKTopa a W b.

Y opHOCy Ha mMHOXérme JBa o6GuyHa 6poja OBIE HUMaMoO
apsy pasauky, a Ta je, La CKanapHu NpPOMU3BOL [Ba BEKTOpa
Moxxe GUTH jeoHAK HYNU U Kall HujedaH Of YHUHUNAUA Huje je,uHaK'
HYJK, WTO je Xo4 o0uudux Gpojesa Hemoryhe:

2) AKo je CkanapHu NpoM3BOJ NBa BeKTOpa pa3NuuuT Ol
HyJle, U3 He(UHHUWOHE jelHauuHe (2) clelyje, MOWTO CYy a U b
N03UTHBHU GpojeBH, a CKalapHu MpPOU3BOJ MOXe GWTH 1O3U-
THBAH M HeraTWBaH Opoj mpema ToMe, Ha Ju je cos(a,b,) >0
uaM cos (a,0,) <0. To 3HauM, fa je CkanapHd NPOM3BOL " IBa
BEKTOpa DO3WTHBAH WJIM HEraTWBaH, Npema TOMe Ja JIM BEKTOPH
a M b uMHe owTap WM Tyn yrao. Y mexaHulUM ce Kaxe, Ha 0p.,
Ia cuila BpuwiK pal (Cuia BpLiM KpeTarbe), Kad je pal R>O0;
pam ce BplY NpOTHB cuine (Cuia Ce NpOTUBKM KpeTatby), Kal
je pag R<O.

‘3axsaheHOr yraa,. Tj.
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Yonuure, kako je yBek

|cos(a,b)| <1,
Mopa 6uTtu

(4) la-b[<]al-[b],

Tlle 3HaK jeHaKOCTH Ba¥XM CamMO Y CJydajy KOJMHEapHOCTH:
BEKTOpa.

3) Mponssoj nBa KONUHeapHa BEKTOpA jelHakK je NPOU3BOJLY
IbMXOBUX MHTEH3UTETA U TO Ca 3HAKOM -+ WM —, Npema TOMe,
Ha 1 Cy BekTopu a M b ucrocmepun <Y (ab)= Ounu CynpoTHG-
cmeprn <J (ab)=n. OO6pHYTO, aKo je CkalNapHM MNPOM3BOL I Ba
BEKTOPA jellHaK MO alCOMYTHO] BPEIHOCTH MPOW3BOLY HUXOBHX
MHTEH3UTETa BEKTOpU Cy KoiuheapHu. OBO Ce MOXe CMaTpaTH
Kao ycao8 koauneaprociliu JBa BeKTOpa.

4) AKO je y ckanapHOM NPOM3BOLY jeJaH Ol BEKTopa opT,
CKallapHH MpOM3B0L jelHaK je NpojekuujH Opyror BeKTopa Ha
ocy onpehery optom. Ha np., weka Gyme |u,|=1, ouia je

-(5) a-1y=acos (al,y)= Ay,

To je u TpeGano mokazatu. Qnasne crnenyje, 1a ce npojeKuuja
BEKTOpa Ha 0Cy ojpeheny oprom moxe caf JeduHHCATH U Kao
CKaJlapHW MPOM3BOJ, BEKTOpAa U OpTa jJaTe oce. .

5) Ckanapnu npou3BOL LBa OpTa jefHaK j& KOCHHYCY HhHMa,

6) a,-by=cos(ayb,).

- 6) ¥ cayyajy nBa jeqHaka BeKTOpa 6 =D CKaJapHH OPOM3BOL
uMa BPELHOCT

e-a=a-a-1=a2,

Jaksie, CKanapHu NpoOM3BOL [Ba jeqHaKa BEKTOpa jellHaK. je

- KBaapaTy MHTEeH3uTeTa BEKTOpa KO]H ce mHoxH. Kox _]elIMHIdllHHX

BeKTOpa je
UygeUg=1, i-i=1 HTH.

3a cKanaphM NpPOM3BOJL [Ba. jeNHaKa BEKTOpa Nuule ce
noHexan, Kao u Kop o6uunux OpojeBa, BeKTOp Ha KBaapar, Tj.

a-a=0a2=a,.

Mpu ynoTpe6u oBe o3nake TpeGa GuTn 0Ga3zpus, jep ce: 1) He
MOXe YyONWTHTH, NOWTO Cy, Ha Op., uspasdd a® U a* 3a Hac
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YV CMuUCIy cKaJlapHOr MHOXeta Oe3 cajpxaja H 2) ca a? ce
He CMe onepucaTu Kao Koj Opojesa, jep

Vaisa,

Vai=a.
Jlaxne, He BaKM KOpeHOBatbe Kao OODHYTa paliba CTeNeHOBAtba.
Kako cBHM BEKTOpH HCTOr HHTE3UTETA MMajy WCTH KBa-
Jpat, cum00a KBalpaTHOr KopeHa ynorpebibyje. ce y ropwhem
CMUCITy CBygHa rpe xohkemo ma ce ocnoSoiMMO mpasua ¥ cmepa
BEKTOpa M IJe Ce BOLM PayyHa CamMO O HberOBY HHTEHBHTETY.
7) U3 nepuHvunje ckanapHor HpOH3BOJIa cleflyje 3a yrao
KOju YuHe BEKTOpH a W b

Beh je camo

a-b
{7) | cos (a b)=ﬁ? |
3a npojeKuujy BEKTOpa G HA NpaBall BeKTOpa b umamo
A=ty
¥, Haj3am, 3a OLHOC npojexunje A, M UHTEH3UTETA b BexTOpa b
 Ay_ed |
b b-b°

Banenn cmo @Ia ce KOMIOHEHTe BeKTopa a JyX oca
Jekaprosa npaBoyrnor Tpujenpa (T. 13, jefiH. 7) MOTY M3pa3uTH ca
' ai, a,j, af, ' _

TIe Cy a,, a,, @; OPTOrOHallHe KOOPIMHATE BEKTOpa a ¥ ONHOCY
Ha JlexkapToB Tpujedap oca. Cag cmo y CTarby Ila KOMIOHeHTe
BEKTOpa y MpasIy 1aTUX OCa H3PA3HMO NUPEKTHO y ajreGapcKom
-00muky nomohy camor BeKTopa ¥ OpToBa Oca (e3 KOOpAuHaTa.
Haume, no neduuuunju je
(8) ' a,=a-i, a,=a-j, ag=a-f,
“Te je, Ipema TOMe,

- aji=(a-0,  aj=(a-i)i, at=(a-D,
T). .
9) a=(a-i+(afi+(a-Hi.
.33 BeKTOp moJoxXaja

=xi+yj+ 2t _
MOJXe ce cal HanucaTtu :

{10) t= (i) i+ (t) i+ (- HE
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JacHo je na cy camo y npagoyriom koopauHaTHOM CHUCTeMY
KoopauHaTe jefHaKe CKaNapHMM TpPOM3BOLMMA IATOr BEKTOpa
Ca OpToBMMAa Oca.

Hexa 6ynme gmara paBan e u BEKTOp AB na ce Hahe
—> o

1beroBa mnpojexunja A B, na paBaH onjga ce BEKTOp AB yBek
MOJX(e DACT2BHTH y 1BE KOM-
NIOHeHTE: jellHy Y paBHKM & U
LpyTy y fpasly npage p HOp-
majnHe Ha 1aroj paBHM (Co.
38). Ca cauxe ce Bumu 1a je
Tafa

—s
AB AB”+B”B A,B, +B"
AKO ce 3a OpPT Hopmane p
yame 1, (Ma Koju on nBa :
moryha), oHja je ' Cn. 38

-~
B”"B=AB-n,

—— -
B"B=(AB-n,) .

ITpema Tome npojexunja BeKTOpa AB Ha papaH & Moxe ce

_ 0BAaKO M3pasuTu

—— —
(11) _ AB,=AB- (AB “1,) 1.
15.2 AnredSapcke oco6une CKalapHoOr MpoU3BOfa
ABa BeKTOpa

Octaje jow ma ce ca matemaTuyke Tauke rleguuTa
OfpaBla HasWB MHOXea 3a OBY OnepalMjy Ca BeKTOpHMa, a
TO 8Ha4W Tpeba NMOKa3aTd fla M 3a OBaKO HePHHUCAHO CKalnapHo
MHOXE!be BeKTOpa Baxe Gap JOHeKNe 3aKOHH MHOXera.

Bawnoct komyratusnor zakcna HEMOCPelHO Chefyje uz
nepuuununje, Haume

: a-b=ab cos (a, b,),

b-a=bacos(b,q
and nowTo je o 0a),

TO je . COSE (bs a5) = cos[ - (a, by)] =cos (85 6,),

(12) a-b=5-q,
WTO je ¥ Tpebalo JoKasaT,
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Lito ce Tnye acoumjaTUBHOr 3aKOHa, NOLBIAYMMO, na je
CKallapHd NpOM3BOJ, JepuHMCaH Camo 3a JBAa BeKTOpa, Te ce
fipema TOMe O ‘aCOLMjaTUBHOM 3aKOHY He MOXe HW TOBOPHUTH.
[MpousBogu nak

(b-c)a, (c-a)b u (a-b)c

npeTcTaBibajy y OmuTem cnyyajy pasnuuuTe u3pase. Tu uapasu
~Cy YBEK BEKTOpW KOJWHeapHM ca BEKTHOPOM KOjum Ce MHOXH
.CKallapH{ NMpoOu3BOL ¥, Npema Tome, MOry OHTH jenNHaKW camo
y cllyyajy KoaunHeapuuX BekTopa. HapaBHO na je yBek, na mp.,

(a-b)c=(b-a)c.

JApyta pasavska nsmeby ckanapHor npouasopa BeKTOpa H MHO- a
JKerba GpojeBa je 6awl y Tome WTO Huje Je(UHUCaH CKallapHH
' IIPOM3BOL, O TPH WJIM BHLIE UYMHMJIALA.

ACOUMJATUBHM 3aKOH KO CKAanapHOT MHOXerba BaXH Camo,
aKo je Tpehu dYvHuIAL WM OCTalIM YHHWOUM — CKalap - OflH.
ckanapu. Ha np. yBek je

{13) Aa-b)=(a)-b=a-(xD).
Jlokazakemo na je ' :
(14) ‘ A(a-b)=(xa)-b.
Ha ocnosy pecunuunje cnenyje
A(a-b)=2rabcos(a,b,)
(Ma) - b=|halbcos (ha,b,),-
na axo je 2> 0, oHua je, naxre, _
' |2a| b cos (rag, be) = 2ab cos (a,bo),

jep cy BeKTOpM a, ¥ Ao, MCTOra mpasua M cmepa. AKO jeé A <0,
no6uja ce

|2a] b cos (ha,b,)= —|X|ab cos (a,by) =nab cos (a0 b,),
jep Cy BeKTOpH a, U \a, CYNpOTHOT Cmepa, na je
€0s (Aayb) = — cos (g, b,)-
Oso mnokasyje TauHOCT jenHauuwe (14) y o6a cayuaja. Hcto
€e MOXe W 0BaKO NOKasaTw
Ma-b) =X (Apb) = (n Ap)b=(An) - b.
3a ckanapHH Npou3BOL BeKTOPAa Baku NUITPUOYTUBHY
3aKOH, Tj. _
(15) o (A+B)C=A-C+B-C.

-OM w MN npojekunje Bektopa % u B

J0BObHA je Aa ce TUHeapHe KOMOWHA-

W CKANapHO MHOMHMTH jefHa Hpyrom.

N
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[lo nedunnuuju cxanapuor npoussona je

{A+B)-C= ON-C- (OM+MN)-C=OM-C+MN .- C=9. C+‘B ¢,

wTo je Tpe6ano noxasatu u rae je ON npojexumnja s6upa A+NB, a

Ha mpasat BekTopa € (ca. 39).
BaxHOCT 0BUX 3aKOHA MHOXetba

unje BEKTOpa MOTY, He Camo cabupaTy
M OILy3HMAaTH U MHOXHUTH Opojem, HEro

Wnax nornyHa aHanoruja ca mHoxe-
them OpojeBa He NOCTOjH.

Tako ce moxe W3payyHaTH €n. 39
(3a+b)-(5¢-0)=15(a-c)+5(b-¢)-3(a-b)-(b-9),
(a+b)-(a—b)=a2-p?

-aJh Ce, Ha Mp., He MOXe HU3padyyHaTu

(a+b)-(a+b)-(a+Db),

]ep Hl/l]e ,U,eCrJMHHCElH NMpou3BOX OfO Bulle O,II IBa BEKTOpCKa
“UYpHHUoua.

Toeha pasauka wamehy cxalapHOT MHOXerba BeKTOpa H

MHOXeHa 06uYHMX OpojeBa je y Tome LWITO 3

(16) a-b=a-c,
Tie je a olpeheHn BeKTOp, He caedyje
: ' b=c,
-Beh camo
‘ a-b-a-¢=0
' a-tb-¢)=0,
“Tj.
(17 aLb-c.

JGILMHO aKO 3a CBaxKu BeKTOp I NpOU3BOJLHOr npaBua H
CMepa BaXu ]C,H,Ha‘JMHa .

(18) a-r=b-r,
.MO)Ke Ce 3aK/by4yuTH na je

a=b, ,
jep, kal Ou BexTOp a-b GUO pasiMuwT of HyJe, oHma OW OH

.MOpao GHTH HOPManaH Ma Ha KOM BEKTODPY r, a TO je nemoryhe.
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Moxe ce mame mnocraBuTH 3axTeB, ma Ce M3 NO3HATOr
CKanapHOT NpoM3BOJA « JBa BEKTOPa @ M I W jeHOT NO3HATOr
Ynnnola a Habe OpYTM HeNO3HATH YUHMIAL, I, Tj. U3

(19) » a-r=aqa,

nabu r. Jlpyrum peunma na ce nmecpunume onepanyja o6pHyTa
CKaJJapHOM MHOMXEHY. .

Taxsa onepaunja e nocroju (To je wemapiia pasauka y
ONHOCY Ha MHOXere OpojeBa), jep jenHaunnu (19) omrosapa
Ge.CKC?Ha‘{HO MHOTO pelletba. Haume, npBo ce mosxke nak BeKTOp 1,
KOju Je KonvHeapan ca a, Tj.

1 =ka.

Tana je, nocne cmede y (19),
ka*-a u k=S
. a

[Npema ToMme je

MebyTnm, cxanapuu npousBOL a-r ce He Metha ako Ce BEKTOPY
t; 1LOJia Ma KOjU BEKTOP HOpMaJaH Ha a, Ha 1p., 1 L a, T€ je npema
TOMe, ONLITe peuierse jegnayuue (19)

20 =2
(20) r=—catn

15. 3 CxanapHu NpoM3BOX [Ba BEKTOPA H3PasKeH
'Y KoopiuHaTama

[lpeo hemo Ha ocHOBY Leunuukje OIPeIMTH CKanapte
npoussoe OCHOBHUX OpToBa flekapTOBa mnpaBoyrior Tpujeapa.
Cxema noxasyje peaynTaTe TOT MHOXEeha

|

i
0
(1) ]
0

—_ 0 O |en

i
i 1
il O
£l O

AKO Cajl XenmMO J1a UBPAa3HMO CKaNlapHu NPOM3BOM, BEKTODA
a u b nomohy [lexkapToBuX npasoyrIux KOOPAUHATA, OHIA hemo
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WX PacTaBWTH Yy KOMUOHEHTE Ma, Ha OCHOBY AWCTPUGYTHBHOL
3aKoHa, WBMHOXHUTH. Hexa Gyne
a=a,i+ai+afk,
b=bi+b,j+b,F,
oHLA je
(2) ab=(ai+aj+a,t)-(byi+byi+0.F)=a,b,+a,b,+a.b,.

Axo éy BEKTOpH ne(pnﬂucéﬂu GpojeBuma y OJHOCY Ha
Heky [lexapToB npaBoOyriav Tpujepap, Ha mp.

a={a,, ay, az} u b={b,, by, by},
tbUXOB CKallapHU POM3BOL MOrao 6y ce NeduHUCaTH U Kao U3pas
a-b=a, b, +a,b,+azb,.

[Tpu oBakBoj mehuHMUMiM CKAaNapHOT NPOM3BOHA JIBA REKTOpa
MOXe ce 06pa30BaTH M CKasjapHM NPOM3BOJ, Y NpPOCTOPY OX,
BdAlle numensuja. Tako, ako je

(3) a={a1} H b={'b[}, (i=1,2,8,...,n
OoHjJa je _ v
) ab=3 ab.

=1 .

Wy caydajy xag cy BekTOpu pedHHHCAHM y OJHOCY Ha
Heku Tpujenap oca, Te HHUXOBE KOOpAMHATe 3aBucCe of u3topa
KOOpIMHATHOT CHCTema, CAM CKallapHM NpOM3BOJL, M0 CBOjO}
Ieduuvunju He 3aBucH oI M30opa cucTema; OH je MHBapujaHTa
Yy ONHOCY Ha KOOpaWHATHU cucTem. [Ipu Tome uHBapujanTa He
3HAYy yolTe HeNPOMEH/bUBY BeJIMYHHY — KOHCTaHTY, Beh camo
BeNnMYMHy KOoja Ce npu u3secHUM opnpeheHUM omnepauujama He
Metba, Ha mp., Npd TpaHcdopMauuid KOOPLMHATHOr CUCTeMa H
CJIMYHO. ) : :

s (2) ce 3a ckanapHu NpowsBold 1Ba jelHaka BEKTOPa
no6uja seh ‘of pauuje (Tay. 5, jenH. 2) nosHaTd oGpasan 3a
KBaJapaT MHTeH3uTeTa BeKTopa :

(5) a-a=a=al+as+adl.

Ilame je, Ha OCHOBY T. 15. 1, jemH. 7 ¥ NPETXONHE jefHayuHe

a b, +ab,+ a,b,

- (6) cos (ab) = - —

\/a12+a§+a§\/bf+ b5+ 65

Teopaja BexTopa 4
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Ca ppyre cTpaHe, KakO je npema Tad4, 5, jedH. 5,

a a a. a
C05a1=2—‘—:22=—1,c03 C(2=~—2,COS(13=ES,
\/a1+a2+a3 a a .
b by b, b
Ccos B, =— 1 COS B, = 3 €08 Bs=2,

Voisoirod b .
roe cy oy, o, 03 H B, By, By, YIOBH KOje BeKTOpDH a H b
rpaje ca ocama [lekapTosa mpaBoyrior Tpujenpa, TO je '
(8) c0s (ab) =cos a, O3B, + COS o, COS By + COS &y COS By

To je, ¢ jemne CTpaHe KOCHHYC yria JBa BeKTOpa, a, C Lpyre
CTpaHe, ob6pa3al 3a ojpebuBarbe KOCHHyCa yria [Be npase y
npocTopy KOje ca ocama rpafe MoMeHyTe YIJOBe.

Kako ce CBakuM BeKTOp MOXKe HA jefaH jellUHA HAUWH
pasNoXHTY y KOMIOHeHTe LYX Tp4 Ma KOje HexomilaHapHe
oce, onpebere, Ha Np., OPTOBUMA e, €,, €, TO Ce BeKTOpH a H
b mory oBako u3paszutu

©) _ a=A,e;+Aye,+ Ay e,
b=B,e,+B,e,+Bye,.

Tama ce 3a ckanapH4 NpoOM3BOM, U3paXkeH HOMOKYy KOOp-
JHHATa BEKTOpa y OLHOCY Ma Ha Koju Tpujemap oca, modwja
a-b=A,B (e-¢,)+A,B, (¢, e5) + A, By (6,-¢5) +

(10) - + A,B; (e5-¢)) + A,B, (e-0,) + AyB, (65-85) +
+ AgB, (ey-,) + A8, (e-e,) + AzB, (65-¢4).
AKO CTaBUMO, KpaTkohke panv., v
' =(e-¢), (,j=1,2,3)

}\.U:l, 3a i=j,
A <1, 3a i+].

oHpAa je

Ocum Tora je
: . 2\.(]'=}\.j1.

Tpema ToMe ce CkanapHH NPOM3BOL (10) BekTOpa (9) Moxe
HamucaTd y oO0nuKy cuMmeTpHuHe OuidHeapHe ¢opme '

a-b=2_}\,-jA,B,-. (4, 7=1,2,8)
i
KBagpart BeKTOpa a Tajia ¥Ma BpenHOCT
=ZN; A4y (4,j=1,2,3)
ij .

¥, Ipema TOMe, - [IpeTCTaB/ba peanHy, CHMETPHYHY M MO3UTUBHO
HeduuuTHY KBanpaTtHy Qopmy.

. 1o0unja ce
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15. 4 TIpumepu

1. UsBecTn xocunycHy u [lutaroprny Teopemy.
W3 tpoyrna ABC (ca. 40) umamo
a=b-¢.
Jaxkne,
=(b—¢)-b-0)=b+c2-2(b-0)
um
at=b+c*-2bccosa,

a TO je KOCHHyCHa Teopema. ¥ cayuajy
bre Tj. =%1100;14ja ce

ad=0P+c,
a 10 je TluTaropuna Teopema.

M3 jexHauunte
: b=c+a

clellyje 3a MHTEH3UTET peaynTaHTe b BeKkTOpa ¢ W 0

b*=c*+a®+2 cacos(ca),
OJH.

b=V c2+a*+2cacos(ca),

rae je < {ca)=x—8.
2, MiaBecTn Teopemy O mpoOjekuMjama TpPOYIIOBMX CTpaHa.
Wa tpoyria ABC (ca. 40) umamo Besy

b=c+a.

Ao ce OBa jesHauvHa TOM-
HOXM CKallaptHo BeKTopom b

b2=b-¢c+a-b,
2-bccosa+abcosy,

Tj.
b=ccosa+acosy,

WTO je 1 TpeGano M3BECTH.

3. WiaBecTu CHHYCHY Teopemy.

Ako ce, Ha np., kpo3 Teme B Tpoyrna ABC (cn 40)
nopyye npaba Hopmanua Ha crpadd AC ¥ Ha TO] npaBoj yame:
Ma KOju OpT m,, peuumo ca cmepom ka AC, ouurjeiHo je

Gellg= — €1,
OBu ckanapHH MNPOM3BOAM MPeTCTaBbajy NpojeKuuje BeKTOpa

anc HA ocy onpeheHy OpTOM n,, @ 3HAK MMHYC Ha JeCHO]
4*»
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CTpaHu IONas3u OTyla LUTO je Jpyra npojeKuuja HeraTHEHa, jep
BEKTOpP ¢ Tpalu Ca BEKTOPOM 1, Tym yrao. Mehyrum je

a-ny,=acos(any)=asiny,

T .

t-Ny=c¢ cos(cn0)=ccos[§+oc)= ~csina.

[Tpema Tome je
asiny =csina,
ofaxne '
a c

Sina  siny
UTH. Clefyje CuHyCHa Teopema.

4. Cuna o, 10 Kg uuum ca CBakuM Of TpH HeKOMINaHapHa
npasua yrao of~30° npu uemy TW npaBuu Tpame meby cobom
jendaxe yriope, OApeAnTH WHTEH3WTETe KOMIOHeHaTa HLyX Ta
Tp® MpaBua. S

Heka opT cune Oyne e, a OPTOBH NaTHX NPABALA €, ¢, U ¢,
OHJA W3 paszjora CuMerpuje CBe Tpu KOMIOHEHTE HMAjy UCTH
HHTEH3UTeT p, na Ce MO)e HalmucaTH

10e=p (e, +e,+ey).
AKO Ce OBa jelHau{Ha TOMHOX M CKallapHO OPTOM CUlle ¢ fo61ja ce
(1) 10= 3—;/—317,

nowTo je
_ el-.e=e2-e=es-e=L/2§.'

M3 jennauune (1) mobuja ce Hajsam

20y 3
p= *9—\/: kg.
5. [loxasaTu ia je Y CBakoM Mapanesiorpamy 36up KBajpaTa
" mujaroHana jefHaK JABOCTpPYKOM 30upy KBajpaTa Hernapanelnux
CTpaua.
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Heka cy Henapaneie cTpaHe Bekropu a u b (cn. 41).
Tapna cy nInujarosane .

¢c=a+b u d=a-b.
TIpema TOME je
2=(a+bP=a>+8+2(a-b)
Pe(a-bP - +6-2(a-5), -
opakne ce caGupamwem poGuja
_ ct+d*=2(a*+b%),
LTO je W Tpe6aso HoKasaTy.
MMopen Tora, ofy3umarem ce gobuja M oBa Be3a
c2—d?=4{a-b)y=4abcos(ab).

6. JlokazaTu Ja Ce BHCHHE TpOYIJa CeKy y jeLHO] TaykH.

Y tpoyrny ABC (cn 42)
ce IBe BHUCHHE, Ha Mp., OHe
Kpo3 TemeHa A u B YBCK CEKy
vy jemHoj Tauk4, jep Cy JiuHe~
ApHO He3aBHUCHe Kao BEKTOpH.
Heka wuxoB npecex Oyne f
# Hexa Oyne '

—> — —> "oA ’ o
HA=aq, HB=f),r HC=t. Co. 42
MegyTtum je
a-(b-¢)=0
b.(a—c)=0,

Tj. a u b Cy, Kao BeKTOpU KOJMHEApHW Ca BuCHHAMa Ha CTpaHe
BC n CA, xoje Cy nare BeKTopuma b—c ¥ a-—¢, HOpMalnu Ha
tbuma. AKO Ce ropibe jellHaunHe ony3my jefHa on ApyTe, pobuja ce

c(a-b)=0.
To 3uauu na je crojHuiia Tayke F ca Tpehum TemeHom KOIH-
HeapHa Ca BEKTOpPOM Bucute u3 Tauyke C, — wiTO je u Tpebaio
ILOKA4BaTH. : _ :
7. Wssectn Hopmandu oGaWK jeiHaynHe DaBHA.

Heka 6yne naTo pacTojare pashn onnoaa Ounrto OP=p
¥ HeKa TO pacTojarbe Oyle OpHjedTHCaHO O NOJA Ka paBHH



54

y cayusajy p>0 u onpeheHo oprtom n, (ca. 43). Heka, mawe,
Tauka M Oyne ma Koja Tauka
paBHM olpeheHa BekTOpOM
nojlox)aja 1, udje Cy npaso-
yrile KoopiuHaTe X, p, Z.
Kako cy koopaunare opra 1,
IaTe ca cosa, COSf, COSY,
TO M3 BEKTODPCKe jefHayuHe

toly=p

clelyje no3HaTa jeHauHa i
Ca. 43 PaBHH y HOpMAJHOM OOGJHUKY

xCcosa+ycosB+zcosy—p=0.

Y cnyyajy p=0 cmep HOpmaNe ce y3uma 0O BOJBH.

8. MapecTu KOCHHYCHY Teopemy 3a CTpaHe c(PepHOr TpOYIa.

Heka ctpane ceptor tpoyrna ABC (cn. 44) 6yny a, b c,
a yrnosu A, Bu C. Ako ce
TemeHa c@epHor Tpoyria
CIOje caLeHTpOM je IHHUYHe
cthepe Ounosyky AD L OC
W BE L OC, oupa je

-3 = =
OA=0D+DA;

— - -
OB=0OE+EB.
Onasne ce CKalapHUM MHO-
Kerem J00uja

A

- — —> . —> — =
OA- OB = (0D + DA) - (OF + EB),
—> = —>  —>
cosc=0D-0FE + DA - EB,
. —> —> ’ —~~> —>
jep cy Bexktopu OA u OB jenvHuyny, a BexTopy OD n DA Kao

—> —>
n Bektopn OF u EB HOpmanHu.

Jamwe je
OD=cosb, OE=cosa, DA=sinb, EB-=sina.
—> — . —> —>
Bextopu OD u OF cy konuHeapuu, a Bektopu DA n EB yuHe
yrao C, :

Tako ce Hajsan noGwuja
cosc=cosacosb+sinasinbcosC,
HWITO je U Tpe6ano M3BECTH.

Cn. 44 " -
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9. Jokasatn Kowmn-llIsapuosy .(Cauchy-Schwarz) Hejen-
HauYMHY.

YBek je
(1) (a-6)2=a%*cos® (ab) £ a®b?= a2,
Tlpema Tome, aKO Cy BEKTOpM a ¥ b DaTH CBOjUM NpaBOYITIUM
KOOpJHMHATama, Tj. aKo je

a={x, %, X3 ); b={y, Vs Vsl

OHJa je, Ha OCHOBY HejeJHauuHe (1), 3a CBe BpeOHOCTH KOOpIHHATA

2 2 2 2 2 2
(U3 Vg Xo Yo+ X Po)? £ (7 + X2+ x3) (V1 +y2+ Js).
Osa nejennaunHa ce 3ose Komm-llBapuosa. 3Hak jeIBaKoCTH
BaXH CaMo 32 KOJMHeapHe BekTope, Tj., Kap je
KX _Fa_y
Y1 V2 Vs
10. TpaHcdopmanuja KoopauHara.
Hexa 6yny naTtu ocHoBHM oOpTOBU ¢ (/=1,2,3) Hexor
JlekaproBa mpaBoyrjor Tpujeipa ¥ BekTopu € neduHUCAHH
jeHauMHama )

. 3
(l) @k=zaklel- (k=11213)
=1 . ’ ’
" AKO Cy 3alOBOJbeHH YCIIOBU
=1,8a k=1
* ’{ =0, 3a k*!/
Tj. _
Sdhi=1; Sauau=0 O, pLk=1,2 3 rep)
{ {
u ar=Crey, -

oHja cy BextTopu €, Takohe OpTOroHalHM OPTOBH M jelHayHHe
(1) negwunuwy Tpancgopmauujy optoBa €, y OpTOBE ¢,

Kako cy yeTupd BeKTOpa YBeK JHMHeapHO 3aBMCHH, TO C€&
CBaK{ Ofl OPTOBA ¢ OMNET MOXe JMHeapHO H3pasuT¥ mnomohy .
oproBa €, Tj., CHUIYpHO mOCTOje TakBW GpojeBd Az na 6yne

3
0r=2 Awr Cx.
k=1
Opasae je, mebytnm, o
A__k1= e Cp= \al{» 8
na jgakie - ‘ ‘
@) e = i_‘, axi S,
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Kaxo cy ¢, oproronanHu opToBw, TO je omner
ool = 1,3a k=1
ko =0, 3a k=+/
Tj. caga je

Tau=1; Sanan=0. (A £p)
k

3a TpaHcopmauujy KOOpOUHATA HEKOr BEKTOpa ¢ Yy OQHOCY Ha
Tpujenap 0Ca e¢; y KOOpIuHaTe y oJiHOCy Ha Ttpujefap €, nokun
Hemo ol jedHauyuHe

3) 1=2 Xk Cr=Zxs0,
k ]

Koja ce nobuja usjerHavyerbem u3pasa 3a BeKTop ¢ y o6a KOOpAU-
HaTtHA cucTema. M3 ose jegnauune (3), c o63upom Ha (2), caenyje

S XeCi=Sx, % 0 S,
% [ &

©OJaKdie ce 3a M3payyHaBarbe HOBUX KOOpIOWHATa JX; BEKTOpa ¢
nomohy crapux. noGujajy ckalapHuM MHOXetbeM jeflHayuHa OpTO-
Buma € obpacuu

Xe= X anx;.
(4) x [kll

Hajsan sa TpaHcopmauujy KOOpIOMHAaTa HEKe Tayke M3
jeIHOr NpasoOyraoOr cHCTema y MpYru TpeGa 3HATH, NOped OpTOBA
oca u noyerke oba cucrema. Heka nouerak Tpujegpa opToBa
¢, 6yne O, a Tpujefpa €, Tauka A. Hexka Oyme nara tauka P
4 Heka Oyune.

—> —> —>
(5) OP=x=Zxe;; AP=%=ZX;C; AO=0a=Z%q,C.
Tapa je
- = -
2=AP=A0+0P=a+r=2a;Cr+Z x;¢,.
QOnaspe, ¢ o63upom Ha (2), caenyje '
BT X Cp=T G+ 21T ay Gy
! k
4, Haj3al, MOCJke CKaJlapHOT MHOXerha OpTOBMMA €4, HOBE KOOp-
IyHaTe Tayke P
'-(6) Xk = (1/,;+Edk1 X,
{
Axo ce 3arnefiajy obpacuu (4) u (6) KOju cnyxe 3a TpaHC-

dopmaunje KOOpLMHATA BEKTOpA M KOOpAMHATA Tayke, BULH Ce

51

OIMax Ja ce H KOOpIMHaTe BeKTOpa M KOOpAMHATEe Tauke y
ONHOCY Ha HOBM cucTem nomohky cTapux KoopavHata onpehyiy
UCTOW TpaHcdopmaunjom Kojow ce onapebyjy opTOBH HOBura
Tpujelipa oca nomohy opTOBa CTapcra Tpujenpa, Tj. kotpedujenimino
{carnacHo) ca Tpanccopmalrjom OpTOEBa.

Sagauymu
1. V3pauynaTu cxanapHd npou3BOS BEKTOPA 6 U b unjn cy MuTeH3U-
“T€TH MO3HATH W KOjU uYune yrao ojm 30° .

2. BexTop# o u b ca unTensuTeTuMa |a|=a u |b|=2a uune yrao
a=150° M3pauyHaTH mHXOB CKAJapH# NPOH3BOM.

3. OpennTn CKanapHu NpoH3Bo A (a+kb)- (a+kb), kan je a1 b u b=2a.

4. lat je BexTOop a. OpmpenuTd CBe oHe BekTOpe b KOjH HMajy TY

-ocofuHy ma je npojexunja BeKTOpa @ Ha b jemHaxka Mpojexunjy BeKTOpa
b Ha a. '

5. Koju yrao unse sexTopu a u b, ako je ucrospemeno (2a—5) , (a+5)
M (a—=2b) 1 (Za+b).
6. Ilon xojuM ycnosuma je (a+c)-c=(a~c)-c?
7. [oxasartn ja ce cuMeTpane CTpaHa y TPOYTAY CeKy ¥ jefAROj Ta4KM.
8. Iloxasath na cameTpana yHyTpalher yria y TpOYLJIy Besu Cy-
NPOTHY CTPAHY HA ABa fAeNa ApONOpUMOHANHA CYCEAHAM CTpaHamMa W u3pa-
YyHATH AYXMHY CHUMETpase Of TeMeHa IO NpeceKa ca CYNpOTHOM CTpaHOM
nomoky ase crpase W 3axBakeror yria u3 4ujer TeMeHa NoOJa3d TpaxeHa
cHMeTpada. - i
> - > =
9. Hexa Oyne nat napanenorpam OACB: OA=BC=a; OB=AC=).
Jlatu reomerpucko Tymauetne oOpasaua
a) (a+0)2+ (v —bp2=2(a2+5%),
b) (a+5)2—(a-b)2=4ab,
¢) (a+5b)(a—b)=a2- 2.
111Ta UpeTCTaBba MOCAEAA Of OBHX jenHauyuHa 3a pomo ?
10. [lokasaTH OpT>TOMANHOCT BeKTopa a={3, 2, 1} u p={2, -3, 0}
11. OnpennTu yrao KOju yuHe BEKTOpPH: :
@) a=iP cos +iPsing U b=iS cos o+iS sin ¢;
b) ¢=8i+j+2f n b==2i-2j+4F,
12. Onpenuty cxajapHu NPOK3BOA JBe NPOCTOPHE [Hjaronane jeiu-
:HuuHe xouxe. OLpemHTH yrao xoju Te Iujaronaie uuHe Meby coGoM.

13. OcHoBuy opToBH i, 1, § onpebyjy Kouky 3anpemune 1. OfpasoBaTH
-CKajapHu NpOU3BOM ABE QHjaroHane cTpaHa Koje Nnojase W3 KOOPAMHATHOr
noyeTka. . .

14. Konuxka je Bpexnoct 36upa ;
S=A-F+B-F+C-§
.aKo BekTop € uunyu ca BexkrTopuma A u B Tpoyrao?
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15. Heka Gyne naT nexu fion O u BEKTOpH NMOJIOXKaja ¥y, t ¥ R UeHTpa
cepe mosynpeyHuka p, Hewe Tauke P Ha HWeHO] NMOBPIIMHA M HEKE Tauke
M Ha TaHreHTHO] paBHH cepe y Tauxu P. Koju omgnoc Mopa nocTojaTH
uamef)y T, T U R?

16. Hananna tauka cune v={5, 10, 15} kg nomepa ce oi Tauke
A1, 0, 8)cm no Tauxke B(3, -1, -6) cm. Mapauysaty pax y mkg.

17. Heku BeEKTOp a l'lpOjHllMpaH je Ha BeKTOp r=i+j-+f. M3pauyynatn
NpOjeKuHjy.

18. Hakn opt ny KoOju je HCTOBpeMeHO HOpManaH Ha BEKTOPY a=
{3, 6, 8} 1 Ha ancuucnoj ocu.

19. Datn cy sexropu a={2, 1, 1} u b={ 1,3 2}. Tpaxe ce
KoOpxuyHaTe OCHOBHHX OpTOBa OHOra nesora Jlekaproea mupaBoyrior
Tpujeapa 4Ydja X-0Ca’ uMa Mpasai M CMEp BEKTOPA 4, a y-0Ca JIEXH y
PaBHMd BEKTOpa a H b ca CMepoM Ha OHy CTpaHy OJ BEKTOpa ¢ Ha KOjoj
je BexTOp b.

20. Oppenury Gpojere y u z Tako na BEKTOp a=2i+pj+2f crToOjM
HOpMAJIHO Ha BeKTOpuMa b= -i+4j+2f u ¢=38i-3j-f Konuka je myxuna
TOT BEKTOpa H KOji yrao rpafgi ca BeKTOpuUMAa b+c H a+b+c?

21. Oppenntu CxanapHe npousBoge b-c, c-a H a-b BeKTOpa
a=ait+pi+yt, b=Bityi+af, c=vi+ai+pt u YTBPAHTH MPaBUIHOCT KOja.
nocToju. :

22. BexTopy a Tpe6a pomaTd HeKM MYJNTHIUI BeKTOpa b, Tako na
36up a4-Mb Gyne BeKTOp HOpMasaH Ha BekTOpy c. Komuko X ce Mopa y3eTu?
(6pojnn npumep: a=6i+j+¥, H=3{-1t, c= — 2i4-3j+ 5t).

23. M3BecTu HOpMalHy jeXHauuBy MpaBe JHHH{e.

24. Kpos rtayxy O #a ocu ogpehenoj opTom n, NOCTaBH ce HOpMaJnHa.

9

paBan R. OnpenuTu BeKTOp nosnoxaja v; =0P, Tauke P; Koja ce mobuja
orfefateM Ha paBHu R nare tayke P ca BeKTOpOM NOJOXaja t.

25. Kpos Tauxy A onpebeny BexTopom nonoxaja vy ={ —1,5 5} u
KpO3 Tayky B onpeheHy BeKTOpPOM nosoxkaja t,={ -3, 0, 6} nocrase ce
PaBHM HOpMAa/IHe HA BEKTOPY a= {8, -1, -4}. Hanucary jenHaunHe OBUX:
paBHM y HOpManHOM OOGJMKY M OLPefAHTH pacrojame o0e paBHy.

26. lokasaTd BAXHOCT KOMYTATHBHOr W acOUMjaTUBHOI 3aKOHA 3a.
CKajlapH¥ NpOH3BOJ [Ba BEKTOPAa, aKO Cy BeKTOpu Aedunucanun 6GpojeBnma.

- - -

27. HDatn cy Bexropu OA=v, OB=r, n OC=1;. Axo je AB=BC
NOKAa3aTH [a.CYy BEKTOPH 2ry—1Ty—T3 M Tg3— T, Yy3djaMHO HOPMAJHH.

28. Haku npojexunjy BekTOpa 20-3b Ha HeKy ocy, Kaj . .Cy mare:
LYyXWHe @ W b BeXTOpa a ¥ b U YrJIOBH o M B KOje TH BEKTODH UHHE ca
TOM OCOM.

29. Onpenuty yrao usmeby cumerpane yrna xOyp u npase Koja rpanH.
jemHaxe yrioBe ca MO3HTHBHUM CMEpOBHMA KOODAHHATHHX Oca.

30. Heka i, j, I Oyny ocHOBHH OpTOBM Hekor [eKkapToBOr NpaBo—
yrior tpujenpa.
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a) ITokasatn ga cy BexTopH

a= i- j-+2t,
b= i+2i- ¥,
¢=3i+ i+ §,

JIHHEapHO He3aBHCHH.

by OnpenuTn yrnose uamehy THX BekTOpa.

c) Hspayynatu nyxuHe BexTOpa

r=a-26+¢ u y=afbh+2

H yrao KOju OBa JiBa BEKTOpPa YUHE.

3. Hexa 6yny nara gBa BexTopa P # O W HEKA HUXOBA pe3y/TaHTa
R HMa WHTEH3UTET jeXHAK HHTeH3uTETy BexkTopa P, Tj. R=P. [okasarn
na je BexTop 2P-+1 HOpmalad HA L (HAUPTATH ClaKy).

32. PeaynranTa gBe cuie P u L #Ma MHTEH3UTeT P jelHaK HHTeH-
3uTeTy cuite B, a pesynraura cune 2P 4 O uma onet unrensurer P. Onpe-
ANTH WHTeH3uTeT Q cuie O W yrao ¥ Koju Te nse cuie uune mehy cobom.

33. ¥ HekoM TeTpaelpy YKpLITajy Ce OBA napa HACNpaMHMX HBUUA
noa npasum yrnom. [lokasatu nma ce y TakBoM TeTpaenpy W Tpehu nap
HEMHA yKpLITA NOJ NPABMM YIIOM.

15.5 PaBHe noBpuiliHe Kao BeKTOpPH

Y TponmmensuMOHaNHOM MNpPOCTOPY CBaka paBaH ogpebyje
camo jelaH mnpasal KOju je HopmanaH ua Toj pasuu. [lpema
TOMe, MOXe Ce CBaka paBHa, NpOCTO fNOBe3aHa NOBplLuuHA (Kao
BeJlMUMHA) NP TCTaBUTH Kao BeKTOp. [lpociio  #oBe3ana WM
Gpocitio_konekcna ce 30Be OHA fOBDUIMHA KOja_MMa OCOGHHY Ja
Ce CBaka 3aTBOpeHa Ji¥Hdja MOBYYEHA HA tHO] MOME HEMpPeKHIHOM
Iedopmanujom CBecTH Ha Tayky a ia He nsase E; o6nacm noBp- .
wyHe, Ha np., Heka nOBplI#Ha ca OTBOPOM Huje IPOCTO KOHEKCHa,
jep ce cpaxa 3aTBOpeHa JizHHja KOja ONKOJbaBa OTBOP He MOXE
HenpekuiHOM AedopmauyjoM CBECTH Ha Tayky a [Ja ce He u3ahe
ca nospwune. Heka P Gyne Hexa Takpa, paBHa [OBpLUKMHA,
orpaHudyeHa kpusom C WIM Ma KakBOM KOHTYpom (ca. 45). Ha
kpueoj C ce€ mo -A0roBOpy OApelv MO3UTMBAH CMED Ma Ha KOju
HaiyuH ¥ Yy TOM CMepy oOpujeHTHUle TaHrenta xpupe C Yy HeKOj]
Taukn M: ¥ TO] Tauxu M ce ysme 3aTum OPT HOpMaJjle Ha KPUBY
ca CMmepoM y ydyTpaulby oGnacT Kpuse, Heka opT Tanredte
6yne t, a opT Hopmalle n. Tana Ce MOXe y3eTH Ja Tako OpHjeH-
THCaHa MOBpLUKMHA MPeTCTaBba BEKTOP P KOjU HCHyhaBa yCioBe:

1) npaBaly Bextopa je mpasay, Hopmane 9, HA NOBPLIKHY;

2) cmep je onpeheH TUMe [1a BEKTODPH t, 1 M p uuHE LeCHH

Tpujenap; '
3) MHTeH3UTeT je 6pOjHO jedHAK BeJIMYWHH MOBPLUUHE.
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O6uyHo ce cmep BeKTOpa KOjU NpeTcTas/ba pasBHY IO-
BpIUMHY y3MMa TaKo, Ja Kaj ce noBpliMHa Ha 3emsbd OGUNIa3H,
Ha f1p., TakO Aa OCTaje ¢ jeBe CTpaHe, OHAa je CMep HOpmane
HaByllle, a axko ‘ce oOuNa3u TaKo
Hla octaje ¢ LecHe cTpate, OHAA je
CMep OJJHOCHOT BCKTOpa HaHuxe,

AKko ce uzabepe MO3UTUBAH CMep

IITO 3Hamo, Ta paBaH OpHjeHTHCAHA.
Heka ce Ha TO] opujeHTHCcaHO] paBHU
Hana3u HeKa OrpaHuyesa OpujeHTHcaHa
noBpluuHa P, oHla ce cmaTpa aaje Ta
NOBpluMHA MO3WTMBHA WJM HeraTHBHA
{y OLHOCY Ha OpUjeHTHCAHY paBaH), Ipcma TOMe Ja Ju BeKTOp
KOjM MpeTcTaB’ba paBHY
TIOBPLLUHY HMA HCTH CMEp
Kao HopMala Ha paBHU
MM CynpoTaH cmep.
[Moxazahemo jour na
Ce OpKjeHTHCaHe paBHe
fIOBPLIYHE HE CaMO MO-
TY 0peTCTaBUTU momoky
BeKTOpa Ha ropkbU HayuH
‘Hero ¥ J1a ce OHe 3auCTa
MOTY CMaTpaTH Kao Bek-
TOpH. _
. Hexa 6yne S nexa "Cu. 46
OpHjeHTUCAHA MOBPLIKHA
'Y paBHUM & UCTe opujentauuje (CN. 46) U Heka 6y11e JaTa Heka
Jipyra opujeHTHcaHa pasaH e,, a TpeGa OJpeluTH MNPOJEKLM]Y
Tospuwinie S Ha paBaH e,. Yrao ¥ uameby aBe opHjeHTUCane
‘paBHU jeNHaK je yriy KOju YuHe bUXOBe (O3WTHBHE HopMalle.
3HaMoO 1a je Tpojekuuja MOBpLIMHE S W3 paBHM & HA PaBaH &,
jemwaka S’ u TO

Cn. 45

o

S"'=8 cos 3.

Ako' je, nakfe, m, OpT paBHU €, 2 P BeKTOp KOjuU npeTCTaBba
PaBHY I'IOBpUJHHy S onpua je

S'=p-m,.
Tlpema opujeHTaumjn nospuwivude S 6Guhe S MO3UTHBHO WM HETa-
‘TMBHO Y MOTAYHO] CarNaCHOCTW Ca TOpe YBelenuMm NOojMoBuMa.

HOpMaJie Ha HEeKOj pasHH, onAa je, Kao -

et
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HName, 36up nBe OpujeHTHCAHe paBHe MOBPIUMHE llaje TaKBY
OpHjeHTUCaHy PaBHY NOBPLUMHY Koja je onpehera Bekropom 3Gupa
OHa ZBa BEKTOpa KOju NpPeTCTaBbajy no-

BpLIMHE cadupaka. . C,

Hexa 6yly, y TOM LWy, [IaTe IBe
OopvjeHTHCaHe paBHe NOBPLIKUHE P, U P, ¥
006/MKY IpaBOyraoHuka ca 3ajeJHUYKOM %

Cn. 47

CTpanoM jegHaxom jenunnpu, [MoBpiivHe ma KOF o6juKa ce MOTy

. TIpeTBOPUTH Yy TpaBoyraoxuke. Tama je (Cl. 47)

P=p;+P,.

QuurnenHo je na je NOBPIUMHA P OpeTCTaBbeHa Tpehom cTpaHOM
tpoyrna ABC, Tj. ca BC, no 6pojHoj BpeaHOCTH, IIe NpBe 1Be
ctpase AB u CA npercTaBibajy GpOjHO NOBpIIHHE BEKTOpa
caGupaka. Haume, Tpoyrao BA4,C,, KOjH yuHe BEeKTODHU KOju npeT-
CTaB/bajy OLHOCHE NOBpLIHHE, KOHTDYyeHTaH je ca TpOyriom
ABC u no6uja ce u3 tera poTaudjom 3a 90°

15.6 BeKTOpPCKH WJIH CHOJbAIULU IPOU3BOJ
ABa BeKTOpa

Can hemo peduHMCATH TIpOM3BOJ, JBa BeKTOpa KOjU je
oneT BexkTop. HapaBHo na omer TpeGa, Gap yHeKOnuKO, a 33
TaKBO MHOXerbe Ba)Ke 3aKOHH MHO)ewa OpojeBa M Ja ce THM
npou3sonom oApehyjy mexaHHuke U (hU3HYKe BelHyMHeE,



62

Mon BeKTOPCKUM WJIM COJbALL UM POU3BOLOM IBa BEKTOpa
a ¥ b pasyme ce Tpehu BeKTOp ¢ Koju je noTnyHo oapekeH Ha
oBaj HauuH (Ch. 48):

1) MHTeH3HUTEeT BeK-
Topa ¢ jellHaK je Mpous-
BOLY WHTEH3uTeTa BeK-
Topa @ u b M cCunyca
yrna o mehy muma Tj.

¢=ab sin «,

npy uemy ce Kao Yyrao
g « uameby BeKTOpa a M b
nedunuwe L (ab). Mpy-
rMm peuynma, MHTEH3HTET
Cn. 48 ' BeKTOpa ¢ GpoOjHO. je

jeIHaK MOBPLIMHK nNapa-

Jlejlorpama KOHCTpyWCaHa ca BeKTopuma a u b xao cTpanuuama,

2) npasal, BeKTOpa ¢ je npasall Hopmalile Ha paBHH Ojpe-
HeHoj BeKTOpUMa a M b (y mpBM MaX Ce NpeTnocTaBba Aa
BEKTOPH & U D HUCY KOnnHeapHH).

3) cMep BekTOpa ¢ je TakaB Jda Tpujemap a, b u ¢ Gyme
JIeCH# y HaBeIEHOM pejpy.

YnpaBo, BeKTOPCKH NPOH3BOI BEKTOpa a W b je BEKTOp KOju
NpeTCTaB/ba OPUjeHTHCAHY PaBHY MOBPIUKHY APanenorpama ofpe-
HeHa BekTOopuma a M b y cmucny neduHuumje y NpeTXOLHOM
naparpacy. BexTopcku npou3eom gBa BekTOpa a U b Genexn ce

(1) ) axb=c
¥ ydTa: @ KpCT b.

W BekTOpCKH NMpOM3BOA Ce O3HAauyje y JMTepaTypH HAa pa3He HayuHe.
TMopen nayuna Koju Mu ynorpeG:myjeMo M Koiu notuye on I'nG3a, Hauaasu
ce u Ha japyre o3nake. Taxo, Jlopenu o3nauyje BeKTOpPCKM NPOH3BOM JBa
BEKTOpa a W b cTaBbareM TuX BEKTOpa Yy yriacry (cpedwy) 3arpany, Tj.
nuwe [a b] ca unn Ge3 3anmere uameby BekTOpa. XeBucajr M ca UM
dennl nuwy 3a BEKTOPCKH MPOH3BOA \/ a b W, Hajsam, Bypanaun—<®opti
Mapkonouro nuuwy a A\ b. :

Moxe ce yBeK Ha OCHOBy HeduHuiuje HANUCaT
(2) axb=absin an,,

rfie je n, OpT paBHu Onxpehene BekTopuma a u b, Kam a, b W n,
YyHe JleCHU Tpujefap. :
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OBako nmecuHHCaHH NPoM3BON ABA BEKTOpa 30Be Ce, MO
I'pacmany, u ciiomawrsu cTora wWTO je MHTeH3uTeT He(HHHUCAHOT
BEKTOpa jellHaK NPOW3BOLY MHTEH3WTETa BEKTOPA G W WHTEH3H-
TéTa KOMIOHeHTe BexTopa b y mpaBLy HOpManHOM Ha npaBsLy
BEKTOpa a — ,cnoballtbe” KoMOoHeHTe (CJ. 36).

Mnoro nwTama u3 mexaHnke m (hM3MKe CBOJU Ce HAa BeK-
Tope o0pa3oBaHe Of Apyra IBa BeKTOPa M0 3aKOHY BEKTOPCKOT
Mroxetba. Tako, 3aMUCITUMO HEKH .
nonmjepap (Ha np. TPOCTpaHy Npus-
My cn. 49) mOTOMbEeH Y TEeYHOCT.
Y cnyuajy T3B. uieanHe TeuHoO-
CTH W 3a TeNO [OBOJLHO Maaux
pasvepa Teno TpPAM  OpHTHCAK,
KOju je 1) HOpmanaH Ha CTpaHama B
nonyjeapa ¥ 2) NO BENWYMHM TpO-
nopuioHaiaH BeNMYHHI CTpaHe. AKO ¢
Ce’BeJIMYNHA NPUTHCKA Ha jeIMHuuy
nospwiHe (,XMIAPOCTATUUKU MpH-

THCcak®) olenexu ca p, Mory ce
MpUTHCUM TEYHOCTH HA MOjelluHe CTpaHe MNOJMjenpa HM3pasuTH
nomohy BeKTOPCKHX HPOM3BONA Ha oBaj Hauun. [lputncak p,
na crpaHy AB B\ A, onpebeH je BeKTOPCKMM MPOU3BOLOM
[
J

. Py=p|AA; x AB
TIpATHCAK p, HA CTpany A,B,C,, nak, onpehen je ca

B

A
Ca. 49

. 1 —> ——>
Pp=5p (AlCl X ClBl) HTH.

Buule npumepa 3a ynory BeKTOPCKOT NPOM3BONA Y MeXaHMUM M
(usuuu Buiehemo xacuuje.

M3 nedunnumje BekTOpcKOr mpoussoma crenyjy oBe
ocobute: '

1. Kan je BekTOpCKY Mpou3BON IBa BEKTOPA jefHAK Hy U
(3) : axb=0,

OHMA, MOWTO je taxb|=ubsin u, moke 6uTH a=0, =0 uan
sin =0, Tj. «=0 wm . [Tpema Tome je jemHauuna (3) samoBo-
JbeHa, Kaf je a=0, wau b=0 unu xag ¢y sextopd a u b xonu-
Heapuy, Otyna ce (3) MoXe CMaTpaTH Kao ycao08 koaureapho-
ciiu nBa BexkTopa., OBaj pe3ynraT clenyje M IHPeKTHO U3
JeduHvuuje, NOWTO y CAydajy KOAMHeapHOCTH BEKTOpa a W b
He Moxce yomuwTe jga ce oOpa3dyje napanenorpam, OIH. beroBa
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nospuiMHa je Hynma. Jlakme, M KON BEKTOPCKOT TIPOM3BONA
BeKTOpa, W3 jeSHakoCTH mNpoW3BOAA Ca HyJom He clelyje
HYXXHO 11a MODa jellaH Ol BeKTOpa uYuHWIaUa GUTH jeJHAK HYIH,
wTo je xom OpojeBa yBeK Cnyuaj.

2. YV cneunjanHom caydajy jeIHaKuX uuHMIANA, Ipema
NpeTXOHOM, YBEK je
4) ' axa=0,
fa ce NpeMa TOMe OBJle He MOXe TOBOPHTH HH O KaKpOM
KBagpaTy.

3. AKO Cy BeKkTopn o M b HOpDManHu jeNaH Ha NPYrom,
oHua je
(5) [axb|=ab,
ma ce TO MOXE CMaTpaTd Kao yc408 OpiiolOHAAHOCHU JRBa&
BeKTopa.

4. Kan je a><b=c4=0, H Kal Cy-BexTOpH a M b cTanHux
onpekeHUX WHTeH3UTeTa, OHJAa MHTEH3WTEeT BeKTOpa ¢ Bapupa y
rpatuiiama o 0, Ka Cy BEeKTOpH KONuHeapu,. na 1o ab Kam
Cy BeKTOpH HOpMalku. YBeK je, makie,

6) [axb|<ab.

5. [Mocmarpdjmo opujeHTUCaHy paBaH &, OnpeheHy OpTOM
n, H HeKW BEKTOP ¢ YujH je mouerax HpeHeT y Ty paBaH. Tana
je BexTOp 0, KOMMOOHeHTa BexkTopa a y pasun & (cn. 50). Tio

peuHuLMjM je nyXaLa, a ocum Tora (Teopema O TpH ynpaBHe) -

mopa 6utu M
My X aLa

Iaxkie, BeKTOpCKn Npou3BON 1,xa ce jobuja poTauujom ¥

Cu. 50
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. h(o
OHMPEKTHOM CMepY KOMIIOHEHTE a, BEKTOpa a Yy paBHH & 3a *2—

nowToO je MHTEH3UTET Te OpojeKiuje jeJHAK WHTEHBUTETY BeK- '
TOpPCKOT NMpousBoja n,xa. Haume,

)=asina‘,

tol::\_

[,xa|=asina W [a, [=acos
roe je a=<(an). OTyna je
(7) n() Xa= a; >
roe je 3Be3QMIOM O3HAYeHO 1A KOMHOHeHTy a, Tpeba OOpHYTH

Yy PaBHH € y IHMpeKTHOM cmepy 3a %

15.7 Anreb6apcke oco6uHe BEKTOPCKOT HpOHU3BOAA

Ja 6ucmo 3a oBaKo neduHUCAHY Ofnepauu]y ca BeKTOpUMa,
OnpaBLaNnd HAa3WB MHOKEha, TpeGa NOKa3aTH 1A JM U YKOMMKO
OBaj NpOU3BOL UMa 0cobure fpo3sona 6pojesa.

[lpso naunasumo Ha paanuxy. Kompallusai 3akox He
Baxcu. 3aucTa, BeKTOPCKM NpPOM3BORM axb W bxa umajy, no
HeQUHALMM, UCTH MHTEH3WTET M npasal HO CYyNPOTHE CMeposBe,
jep je ofpTarbe OX BexTopa b Kka BEKTOPY a CYNPOTHO O6pTarby
BEeKTOpa a Ka Bekropy b. Crora 3a BeKTOPCKM NPOH3BOL BayCH

(1) _ axb=-bxa,

3aKOH auillepHayuje, KaKo ra je HasBao Xajn (Hyde). Haxne,xoxn,
BEKTOpPCKOr NpousBoga je el uuHunaua Baxad ¥ He Cme ce
33HEMADPUTH.

ACouMjaTHBHY 3aKOH Ba)X(M 3a CAyyaj KajJ NOpej JiBa Bek-
TOPCKA YMHMOLLA HMAMO W CKaJlapHe YHHMOLE U TO Y OBOM OG/MKY:

(2) (}xa)xb=a><(}\b)=)\(_a><b),

Tj. aKO Ce Ma KOJu OJl BeKTOpa YUHHUJIALLA TIOMHOXH GPojeM, OHRa Ce
Tum 6pojem MHOXH U Lleo Npou3BOA. HapaBHO Ta OBO BaXu U ako
ce 00a YMHHOLIA HCTOBPEMEHO IIOMHO)XKE HeKuM GpojeBuMa p W q.
~ Ioxas, crasa (2) je BpiO NpoCT M Nak. Y3Mumo, NpBO, 1a

je A>0. Taga je

| ) xb}| =|Xalbsin (ra,b) = rebsin (Aa,b),

|ax (Ab)[=a|Xb[sin (g, b) = rabsin(a,2b),

| (axb|=2nabsin (ab).

Teopuja BexTOpa 5
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[Mpema {Tome, CBa Tp{ BEKTOpAa WUMajy MCTH HHTEH3HTET,
jep je 3a X >0, sin (Ag,b) =sin (a, Ab) = sin (ab) = sin «, mowTo Ce
MHO)X€tbeM BEKTOpa @ W/IM BeKTopa b ca X>0 yrao koju 4une
BeKTopu yorure He mera (Ci. S1).-

Ab (A>0)
Aa(x
(A<o)

Aa {A>0)

225 (r<o)
" Cun. 51

MouwTo Cy BexTopy Xa u a, kao u Ab u b xKonuxeapHu, TO
da u b, a v Ab, a ub onpebyjy ucty pasas, na npema Tome H
BEKTODH oOfpeheHn IHUXOBUM BEKTOPCKMM npoussopuma (2)
umajy uCTu npaBall. Hajsan xako cmep BeKTOPCKOT MNpou3Bofa
3aBACH OJL OpvjeHTauWje BEKTOpa Y¥HMIIANG, @ OHA CE€ MHOMEHhEM
MOo3UTHBHUM Opojem He Metba, TO BeKTOpPH ojpeheHd BEKTODPCKHM
npoudsonuma (2) uwmajy ¥ MCTH Cmep.
Tume je npaBuno nokazaHo 3a cayuyaj A > 0.
Y cityyajy A <0, HHTEH3HTETH BEKTOpa 43 (2) ecTajy Henpo-
MerbeHH, jep je can
\(}\a)xb)—\Mabsm(}\a b),
|ax(Ab)|=|2]|absin(a, Ab),
|X(axDb)|=|A|absin(ab),
a sin(\a, b) =sin (a, xb) =sin (180° —~«) =s'n a=sin (ab). [pasau
Io6ujeHHx BeKTopa ce He Merba, jep, 6e3 cob63upa Ha A <0,
BEKTUPH @ U Aa, C jeaHe u. BeKTOpd b u Ab, C ,upyre CTpate,
0CTajy KO.IMHeapHH.

- llto ce THye cmepa —- cBa Tpu BeKTOpa OINET HMajy MCTH
cmep, KOju je cynpoTaH cmepy y chyyajy A>0. Hauwe, mHO-
etbeM BEKTOpa axb HeraTuBHWUM Gpojem Merba 3e theros CMep.
‘McTo Tako sexTopu {Aa)x b u (ax Ab) uwajy 'y 0JHOCY HA BEKTOP
axb cynporHe cmepoBse, jep cy Tpujeldpu ONHOCHMX BeKTOpa
CynpOTHO OpujedTuCaHu;. Ha Mp. Tpujelap BeKkTopa Aq, b u
axb je CyapoTHO oOpwjeHTHCaH y OZHOCY Ha Tpujedap a, b u
axb y cayyajy A<0.

‘jeKuuja napanenorpa-
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Hajsam, cras (2) Baxu u 3a cayyaj k=0, jep cy Tana
CBa Tpv BEKTOPCKA NpOM3BONa, NO LeUHMLMH, jelHaKa HYIW.
JMCTpuOyTHBHA 3aKOH BaxH MOJ, yCAOBOM ja ce 360r
BaKoHa ajrepHalldje pef, UY¥HMAALA TIDY MHOXetby He Metba.
Jlokasahemo ra, panu kpatkohe u Gome NperaenHOCTH, CaMo

' 8a cayuaj 36upa IBa BeK