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Yorrede.

~ Mit dem Erscheinen von Cauchy's algebraischer Ana-
lysis hat eine neue Epoche in der Behandlung dieses Theils
der Mathemalik begonnen. Die Darslellungsweise, welche
diese Schrift charaklerisirt, ist fiir die spileren Bearbeiter der
Analysis durchaus massgebend‘geworden. In der That hal
zuerslt Cauchy in vielen Bezichungen eine Schirfe der Be-
griffsbestimmungen und eine Grindlichkeit der Beweise ange-
sirebt, deren Nothwendigkeit erst die neuere Eniwickelung
der Mathematik zum klaren Bewusslseyn gebracht halte, und
die man in alteren Behandlungen der Analysis, wie namentlich
in Euler’s klassischem Werke introductio in analysin infini-
toium, noch nicht findet. )

Andererseits hierrschtin Cauchy’s Darstellung eine Kiinst-
lichkeit, welche dem Leser fortwihrend die Ueberzeugung auf-
dringt, dass auf diesem Wege die bewiesenen Wahrheiten
nicht gefunden worden sind. Gewiss hal jeder Lehrer die
Erfahrung gemacht, wie schwer es dem Lernenden [illt sich
in diese Darstellung hinein zu arbeiten, und dass, wo es ge-
schehen, sich doch, und zwar vorzugsweise bei wissenschaft-
lichen Kopfen, keine Befriedigung einstelll. Siehl man sich
auch gezwungen das Bewiesene als ein mathemaltisches Kunst-
stick zuzugeben, so vermisst man durchaus den natiirlichen
Zusammenhang der aufecinanderfolgenden  Entwickelungen.
Cauchy's Darstellung hat hierin eine gewisse Aehnlichkeit
mit der Euklidischen und bildet einen schroffen Gegensalz zu
der einfachen und durchsichtigen Behandlung in dem vorher
erwahnten Werke Euler’s.

Hialte Cauchy die tberall angesireble Griindlichkeil auch
wirklich iiberall erreicht, so misste man die Kiinstlichkeil der

Darstellung so lange ertragen, als es keine ebensogrindliche

aber cinfachere Behandlungsweise gibe. Dem ist aber nicht
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so. Cauchy's Analysis beruht — um nur dies eine hervor-
zubeben — in ihren wesentlichsien Theilen auf einem Satze,

dessen Unrichligkeit (wenigstens in der Allgemeinheil in wel-
cher ithn Cauchy ausspricht) lingst anerkannt isl. Ich meine
den Lehrsatz (Kap. 6 §. 1) nach welchem, wenn die Glieder
einer Reihe Funktionen einer Verdnderlichen z sind, und zwar
stelige Funktionen in der Nihe eines gewissen Werlhes, fir
welchen die Reihe convergirt, auch die Summe der Reihe
in der Nahe dieses Werlhes, eine stetige Funktion von =
ist.  Giebt man diesen Satz zu, so folgt daraus allerdings,
dass wenn man durch ¢m. den Werth der Binomialreihe

m (m— 1
I 4+ ma 4 1( T) z? - . .. bezeichnet, indem wman
das reelle  zwischen — 1 und -1, oder z =3 (cos - i sin )
geselzt, z zwischen — 1 und 4 1 nimmt, g@m eine stelige

Funklion von m ist. Nimmt man dann den Satz zu Hiilfe,
dass, wenn gm eine stetige Funklion von m ist und die
Gleichung ¢@m . gm'=¢ (m + m’) stall hat, auch pm = (¢pl)"
= (I 4 x)™, so ergiebl sich daraus der Werth der Bino-
mialreihe auf eine unzweidcutige Weise, sowohl fiir ein reelles
als fur ein complexes =, wie dies Cauchy ausfihrlich er—
ortert hat.

Die Unrichtigkeit des erwiihnten Salzes hat aber schon
Abel nachgewiesen (Crelle Journal f. d. Math. Bd.1 p. 316),
in einem Aufsaize, welcher die Umrisse einer neuen Bearbei-
tung dieses Theils der Analysis enthill.  Diese ebenso origi-
nelle als inhaltreiche Arbeit des grossen Mathematikers hitte
jedenfalls, wenn auch Einiges zu erinnern seyn mdchte, mehr
Beriicksichligung bei spileren Bearbeitungen der Analysis ver-
dient, als ihr geworden zu seyn scheint. Man hat nemlich in
den bekannteren Werken iiber Ahalysis, welche nach dieser
Zeit in Deutschland erschienen sind, stalt zu untersuchen, ob
nicht der erwahnte Cauchy'sche Satz unter gewissen Be-
schrankungen beibehalten werden kann, denselben vielmehr
ganz entfernt, im Uebrigen aber Cauchy’s Darstellung un-
veridndert beibehalten. Man scheint also diesen Salz als eine
blosse Verzicrung angesehen zu haben, die man ohne Gefahr—
dung des analytischen Baues auch wegnehmen konne, und hat
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nicht bemerkt, dass es sich um eine Grundmauer handelte,
die man nicht entfernen konnte, ohne den grossien Theil des
Gebdudes in die Luft zu stellen, Hat man nemlich nicht zu-
erst bewiesen, dass ¢m eine stetige Grosse ist, so lasst sich
auch aus der Gleichung ¢m = (1 4 z)™ der Werth von ¢m

nicht ableiten, da (1 4 x), sobald m ein Bruch = L ist,

wenn es sich um reelle Werthe handelt, sobald ¢ gera’dqe ist,
zwei Werlhe ausdriickt, wenn aber auch imaginire Werlhe
zuldssig sind, g verschicdene Werthe bezeichnen kann, so
dass es ganz unentschieden bleibt, welche dieser ¢ Grossen
den wahren Werth von ¢m ausdrackt.

Oder, um dies von einer anderen Seite darzustellen,

sucht man, nach Cauchy, die Summe der Reihe
m.m— 1

1 & mz(cos-% + isind) 4 ﬁz,z(cos&?—}— isin 29) ...
welche, nach seinem erwihnten Satze, zwischen z—=— 1 und

z—=1 eine stelige Funklion von z ist, so findet man dafir
m N

den Werth(14-2z cos $-}-22)% . (cos mt | isinme), wo ¢ durch
die Formel t—=s72kn gegeben ist, in welcher s—=arc tgi%
und % eine ganze Zahl ist, die nur von z und & abhingen
kann. Insofern aber die Reihe eine stetige ist, muss, wie
Cauchy weiter schliesst, der Werth von ¢ mit z zugleich
unmerklich zu und abnehmen, und es muss daher { —=s* 2in
ebenfalls eine stetige Funklion von z seyn. Da aber s sich
slelig mit z andert, wahrend k sich nur sprungweise dndern
kann, so kann ¢ ‘nur dann stetig seyn, wenn % conslant
ist, d.h. k ist von z unabhidngig, und kann daher bestimmt
werden, indem man =20 selzt, woraus k= 0 folgt. Diesist
Cauchy's Schlussfolge (Kap. 9 §.2), welche vollkommen con-
sequent ist, sobald man die Stetigkeit der Reihe zugiebt. In
neneren Werken wird aber, ohne dass von Stetigkeit der Reihe
die Rede ist, aus dem Umstlande, dass fiir z=—=0 auch & =0
ist, geschlossen, dass allgemein k= 0 seyn muss, was durch-
aus unrichlig ist, da k eine Funktion von z seyn konnle. Und
so bleibl der grasste Theil der Analysis, insofern er auf der
Werthbestimmung der binomischen Reihe beruht, unbewiesen.
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Wiire es meine Absicht eine Kritik der bisherigen Beliaud-
lungen der Analysis zu geben, so liessen sich noch mehr Bei-
spiele einer solchen nur scheinbaren Griindlichkeit anfihren.
Das Gesagle wird aber geniigen um zu zeigen, dass, riicksicht-
lich der strengen Beweisfihrung, die neueren Lehrbiicher der
Analysis ni’cht so hoch dber den dlleren stehen, als ein grosser
Theil des mathematischen Publikums zu glauben scheint.

Ich habe, in der folgenden Bearbeilung der Analysis, den
Yersuch gemachl, wieder zu einer naliirlicheren und einfacheren
Behandlung zuriickzukehren, ohne die Sirenge der Beweisfiih-
rung aufzugeben. Ich selze eine wissenschafllich enlwickelte
Arithmetik voraus, und fasse die Aulgabe der Analysis so auf,
dass sie das Zwischenglied zwischen Arithmelik und Differen-
tialrechnung bildet, indem sie die Untersuchungen der Arith~
metik von bestimmien Zahlen auf allgemeinere Formen zu iiber—
tragen hat, soweil dies geschehen kann, ohne auf den Begriff
der Stetigkeit einzugehen, mit dessen Einfihrung die Differen-
lialrechnung beginnt.  Bringl man den Begriflf der Stetigkeit
schon in den ersten Betrachtungen der Analysis an, wie es
Cauchy thul, soist es gewiss viel besser, dieseu Begrill auch
vollstindig zu entwickeln, und die damit zusammenhingende
Bezeichnung einzufithren, d. h. uamitielbar auf die Arithmetik
die Differentialrechnung folgen zu lassen. Welche praktische
Bedenken sich einer solchen Behandiungsweise entgegensiellen,
ist hinlanglich bekanni,

Die Anwendung der Combinationslehre auf die Analysis ist
in Deulschland, ihrem Vaterlande, so sehr ausser Mode ge-
kommen, dass man sich fast enlschuldigen muss, wenn man sie
wieder einfihri.  Nach meiner Ueberzeugung kann eine na-
tirliche Entwickelung der algebraischen Analysis, in dem Sinne,
wie ich diesen Theil der Wissenschaft aulfasse, der combina-
torischen Belrachtungen nicht enthehbren; abgesehen davon,

dass man mit diesen auch eine Menge interessanter analytischer

Sdtze zu entfernen gezwungen ist.

Ich habe dem Buche die Einrichiung gegeben, dass ich
zuerst dasjenige zusammengeslellt habe, was einen Ueberblick
iber die nolhwendigsten Lehren der Analysis darbietet. Die
weileren Ausfithrungen habe ich in einzelnen Noten abgehandelt.
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Erstes Kapitel.

Erklirung der algebraischen Analysis.

1.

Die Arithmelik beschiftigt sich mit der Auslihrung ge-
wisser Operalionen an bestimmten Zahlen. Diese Operz{llo—
nen werden auf eine Anzah! Grundoperationen zuriickgefithrt,
welche, in der Ordnung ihrer Aufeinanderfolge, dasAdd?re n,
Subtrahiren, Multiplicireun, Dividiren, Polenznjen
mit ganzen Exponenten, Wurzelausziehen oder Potenziiren
mit gebrochenen Exponenten, und Aulfinden der Lo'gan_t.h—
men sind. Die finf ersten dieser Operationen kann die Anlh—-
metik an gegebenen Zahlen vollstindig ausflihren, die zwel
letzten dagegen nur mangelhaft. Was zunichst das Wurze?—
ausziehen betrifft, so zeigt die Arithmetik, dass wenn ein

;9
Werth a gesucht wird, welcher dem Ausdrucke z = \/a, oder,
was dasselbe sagt, der Gleichung z4=a geniigl, wo a und ¢
beslimmte Zahlen sind, es immer einen solchen Werth "von
x gichbt, wenn g ungerade ist, dagegen vaei’ der Grosse
nach gleiche aber mit enigegengesetziem Z.emher.] versehene,
wenn ¢ gerade ist. In einzelnen Fillen zeigen jedoch schon
die Mittel, welche der Arithmelik zu Gebot stehen, das§ es
ausser diesen Werthen noch andere giebt, welche allerdings
nicht reell sind. Sucht man z. B. den Werth von z we]c_her
der Gleichung z*=1 geniigt, so findel man dass man nicht
blos £ =1 und £ = — 1 sondern auch ==y — 1 un.d
x == —+/ — 1 selzen kann. Es eutsteht dahelr die Frage, wie
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viel (reelle oder imaginire) Werthe von =z giebt es iiberhaupt,
die fiir jedes bestimmie ¢ der Gleichung 21— @ geniigen, und
wie hingen diese Werthe zusammen?

Die Arithmelik findet ferner grosse Schwierigkeiten, in-
dem sie Regeln zu geben sucht, nach welchen man die Werthe

von 3/(1, deren Existenz sie nachweist, wirklich berechnen
kann. Sie sliilzl sich hierbei aul die Entwickelung des Aus-
drucks (@ -+ b)1, wo ¢ eine ganze positive Zahl bedeutet, in
eine Reihe, die nach Potenzen von a und & fortgeht. Wenn
es auch moglich ist diese Entwickelung mil den Hiilfsmitteln
der Arithmetik, zu welchen auch die Buchstabenrechnung ge-
hort, auszufithren, so zeigt sich doch, dass selbst unter Vor-
aussetzung dieser Enlwickelung, die Ausziehung der Wurzel
sobald ¢ eine einigermassen grosse Zahl ist; so verwickelte
Rechnungen erfordert, dass deren wirkliche Ausfithrung so gul
wie unmoglich ist; weswegen in der Regel auch nur die ein-
fachsten Fiatle behandell werden, wo ¢ — 2 oder — 3 ist.
Aber jedenfalls ist die Arithmetik nicht jm Stande in einer
allgemeinen Formel auszudriicken, aul welche Weise die ge-
gebenen Werthe « und ¢ zusammengeselzl werden miissen,

q
damit der Werth des Ausdrucks /a erhalten wird.

In ahnlicher Weise verhidll es sich mit den Logarithmen.
Die Arithmetik kann nur nachweisen, dass man sich durch
eine fortgeselzte Rethe Operationen {Wurzelausziehungen) einem
Werthe nihern kann, welcher, nach der Definition des Begrilfs
Logarithme, auf diesen Namen Anspruch machen kann,
aber sie kann nicht nachweisen, wie der Werth dieses Loga-
rithmen durch eine allgemeine Formel aus der jedesmal ge-
gebenen Zahl zusammengeselzt werden kann.  Auch ldsst
die Arithmelik die Frage unbeantwortet, ob es ausser dem
Werthe, welchen sie als Logarithme bezeichnet, nicht noch
andere giebt, welche ebenfalls auf diesen Namen Anspruch

machen konnen, d. h. ob die Gleichung a’=b nicht verschie-
dene Losungen hal, wenn man, wie bei der Wurzelausziehung,
auch imaginire Werthe von & zulisstl.

]
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2.

Diese Liicken auszufiillen ist der niachste Zweck der al-
gebraischen Analysis. Seinen Ausgangspunkt nimmt
dieser aufl die Arithmelik folgende und sie vorausselzende
Theil der Wissenschaft von folgenden Belrachtungen. Da die
Arithmetik beslimmte Zahlen zu maoglichst einfachen Resultaten
zu verkniipfen sucht, wonach die urspriinglich gegebenen Zah-
len so mit einander verbunden werden, dass Sie in dem er-
haltenen Resultate nicht mehr zu erkennen sind, so wird die-
ses Resultal auch nicht mehr zeigen, wie es durch das Zu-
sammenwirken der gegebenen Zahlen enistanden ist,

Die Arithmelik sieht sich daher schon bei den einfachsten
Operationen, da wo sie deren allgemeine Geselze in Zeichen
ausdriicken will, gendthigt, die Buchstabenrechnung zu Hille
zu rufen, d.h. statl der bestimmien Zahlen allgemeine Sym-
bole zu wihlen, welche jede Zahl vorstellen konnen, aber
ebendeswegen sich nicht mehr, wie bestimmte Zahlen, zusam-
menziehen lassen. = Diese Bezeichnung unbestimmter Zahlen
durch Buchslaben entbehrt aber ihrerseits des grossen Vor-
zugs, durch welchen unsere gegenwirtige Arithmelik ihre
wissenschaftliche Ausbildung erlangt hat und der bekanntlich
darin besteht, dass alle Zahlen durch ein bestimmtes Zahlen-
system ausgedriickt sind. In unserer Arithmelik ist hierbei
zufdllig~die Zahl Zehn als Grundzahl gewihlt worden.
Eine jede ganze Zahl wird durch Vielfache von Potenzen der
Zahl 10 ausgedriickl, indem man von dem Vielfachen irgend
einer hochsten in der Zahl enthaltenen Potenz von 10 bis zu
dem Viellachen der niedrigsten (nullten) Potenz herabgeht.
Jede ganze Zahl wird auf diese Weise durch eine Summe von
Vielfachen der abnehmenden Potenzen von 10 ausgedriickl.
So z.B. hat man 5364 = 5. 105 4 3 . 102 + 6 . 10!
-+ 4 . 10% Offenbar liegt in dieser Art die Zahlen zu schrei-
ben eine Willkiihr, da man sich mit demselben Rechte der
aufsteigenden Potenzen hitte bedienen konnen. Was gegen-
wirtig 5364 heisst, halte nach Uebereinkunft auch 4365 =
4. 100 4 6. 10" + 3 . 102 4~ 5 . 105 heissen konnen.

In ihrer weiteren Enlwickelung sieht sich die Arithmetik
] *
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verwandelt werden konnen, die nach den positiven Polenzen
einer Grundgrosse forigehen. Man denke sich die Reihe

Az® 4+ Bza+b+ Cxa—{—2b+ D$a+3b

sey a posiliv und b negaliv, so wird ¢ -+ b positiv seyn
wenn a > b, zugleich ist @ + b < a; ist auch a > 2b, so
wird @ - 2b ebenfalls posiliv seyn aber zugleicha 4 2b<a-}b.
Die Reihe wird also in ihrem Anfange nach abnehmenden
positiven Potenzen von x fortgehen. Isl a => rb und zu-
gleich ¢ < {(r + 1)b, so wird der Exponent a - rb noch
positiv seyn, dagegen wird der Exponent a4 (r+ 1)b wie
alte folgenden negaliv seyn. Diese Reihe wird also dem arith-
metischen a]]gemeinsten Falle entsprechen, wo ein Zahlenaus-
druck aus einer ganzen Zahl und einem Decimalbruche zu-
samengesetzt ist.  Schreibt man aher stalt dieser Reihe den
gleichgelltenden Ausdruck

a

2
(A4 + Ba' 4 e 4Dt )
so ist nun die urspriingliche Reihe in zwei Fakloren zerlegt

. . a . . .
wovon der eine, nemlich # , eine einfache Potenz von « ist,
von welcher man absehen kann, wenn es sich um das Rech-
nen mit Reihen handelt. In dem anderen Faktor aber setze

man das Zeichen y fir a:b, dann geht er in

A+ By + Cy* 4 Dys + . ..
uber, welches wieder eine Reihe von der Form B) ist, so dass
man mithin, ohne der Allgemeinheil zu schaden, bei dieser
Form siehen bleiben kann. Aus diesem Grunde werden wir
im Folgenden unier dem Worte Reihe immer eine Reihe von
der Form B) verstehen.

5.

Es stellt sich aber dem Rechnen mit Reihen gleich im er-
sten Anfange eine grosse Schwierigkeil entgegen. In der
Arithmelik haben wir es nur mit ganz bestimmten endlichen
Zahlenwerthen zu thun, deren Verknipfung, was wir eben
Rechnen nennen, wieder auf bestimmtie endliche Zahlen-
werlhe fithrl, wenn man von besonderen Ausdriicken, wie z. B,

3 oder 8 absieht. Auch diejenigen Zahlenausdriicke, welche

®,

ke

’ ]
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aus einer unendlichen Gliederreihe bestehen, sind doch immer
endliche zwischen besliminten Grenzen eingeschlossene Werlhe.
So 7 B. die in das Unendliche fortlaufenden Decimalbriche, die’
sich desto mehr einer bestimmtien Grenze nihern, je mehr ih-
rer ersten Glieder man zusammenzahlt.

Hat man dagegen einen in das Unendliche fortlaufenden
Ausdruck von der Form

ax® + bx! 4 cx? 4+ ... -
wo sowohl die Coefficienlen wie die Grundzahl z ganz unbe-
stimmte, wenn auch endliche Werthe, sind, so ist es sehr wohl
moglich dass ein solcher Ausdruck, obgleich er nur alle denk-
baren Zahlen in allgemeinster Form angeben soll, wenn man
fir die Coefficienten und die Grundzahl bestimmte Werthe
setzt, durchaus keinen bestimmten Werth mehr hat, sondern
etwas alle Grenzen Ueberschreitendes darstelll. Selzl man 7. B.
¢ =1a=11>0=2¢c= 3 und so fort fiir die folgen-
den Coefficienten die auf einander folgenden ganzen Zahlen,
50 geht die Reihe in
1+24+34+4+5+ ...

iiber und man sieht sogleich, dass diese Reihe, je mehr ihrer
ersten Glieder man zusammennimmli, einen desto grosseren
Werth giebt, welcher zuletzt iber jeden angebbaren Zahlen-
werth hinauswichst. Diese Reihe driickt also gar keinen be-
stimmten Zahlenwerth aus und man kann ebendeswegen mit
ihr nicht im Sinne der Arithmetik rechnen, obgleich sie als
einzelner Fall in der allgemeinen zu Grund geleglen Form B)
enthalten ist.

Wollte man sagen dass man mit Reihen von der Form B
nur unter der Beschrinkung rechnet, dass sie einen bestimm-
ten Zahlenwerth haben, so wiirde hierdurch die Allgemeinheit
der Betrachtung, welche ja der wesentliche Vorzug der alge-
braischen Analysis seyn soll, aufgehoben. Es miissten zugleich
sofort beim Beginn der Untersuchungen die Kennzeichen an-
gegeben werden durch welche man die Fille, in denen die
Form B) einen bestimmten Werth ausdriickt, von jenen unter-
scheiden konnte, wo dies nicht der Fall ist, wihrend diese
Kennzeichen erst spiater aus der bis zu einer gewissen Stule
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entwickelten algebraischen Analysis abgeleitet werden sollen.
Bs wird daber ‘nolhwendig seyn die Definitionen der Opera-
lionen der Arithmetik so zu modificiren, dass sie auf Reihen
von der Form B), auch wenn diese in ihrer ganzen Allge-
meinheil belassen werden, anwendbar sind. Die nach Anlei-
tung solcher Definilionen geslifieten Verkntipfungen der Reihen
wird das Rechnen mit Reihen ausmachen. Es wird aber
zugleich spiter nachzuweisen seyn, wie diese Definilionen mit
den als bekannt vorausgeseizten Definitionen der Arithmetik
dann zusammenstimmen, wenn jene Reihen wirklich bestimmte
Zahlenwerthe ausdriicken.

6.

Zwischen dem Rechnen mit Reihen und dem Rechnen mit
Zahlen findet zugleich ein wesentlicher formeller Unterschied
statl.  Verkniiplt man Zahlen mit einander, so setzt man, stall
der Sumine zweijer Zahlen, die Zahl welche diese Summe aus-
drickt, stalt der Differenz zweier Zahlen, die Zahl welche diese
Differenz ausdriickt u.s. w. Man schreibt z. B. 4 stall 2 - 2
und 1 statt 3—2. In dem Resultate der Verkniipfung gewisser
Zahlen kommen also diese Zahlen nicht mehr unmittelhar vor
im Gegentheil ist es, wie schon oben hervorgehoben wurde:
eine wesentliche Eigenschaft des Rechnens mil Zahlen, dass

man diese zusammenzieht und in andere verwandelt, Man

kann also auch aus dem Resultate nicht mehr die Zahlen er-
kennen, durch deren Zusammenwirken es entsianden ist.  An-
ders verhalt es sich bei dem Rechnen mit Reihen. Verkniipft
man mchrere solche mil einander so kann eine Zusammen-
ziehung nur in sofern in dem Resultate statt finden dass man
die einzelnen Theile, welche dieselbe Potenz von :z:) enthalten
in ein einziges Glied zusammenstelll. Eine Zusammenziehung)
der Coeflicienten ist aber natiirlich nicht moglich.  Diese wer—
den vielmehr unversndert in dem Resultale wieder zu erken-
nen seyn, und das eigentliche Wesen des Rechnens wird also
hier darin bestehen, dass man das Geselz erkennt nach wel-
chem, bei einer gewissen Operation, die Coefficienten der ur—
spriinglich gegebenen Reihen in dem Resultate zusainmentrelen.
Es wird sich also jedesmal nm einen einzelnen Fall aus dem
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allgemeinen Gebiete jener Wissenschafl handeln, weclche man
die Combinalionslehre nenn!, deren Aufgabe es ist, die
verschiedenen moglichen Zusammenstellungen nebst’ deren ge-
setzmassiger Ausflibrung zu bestimmen, welche bei einer ge-
gebenen Anzahl Gegenstande statt finden konnen. Insofern
daher die Combinationslehre eine unentbehrliche Hiilfswissen-
schaft der algebraischen Analysis ist, soll dieselbe zunichst
soweit entwickell werden, als es fiir die spiteren analylischen
Betrachtungen erforderlich ist.

Zweites Kapitel
Dic Elemente der Combinationslehre.

7.

In der Combinationslehre werden die Gegenstande, welche
in einer gewissen Ordnung zusammengesielll werden sollen,
Elemente genannt und jede solche Zusammenstellung eine
Form. Da es hierbei gar nicht daraul ankommt, welcher
Art diese Gegenstande sind , so kann man sie, was auch ihre
sonstige Beschaffenheit sey, durch Symbole bezeichnen, welche
dazu dienen die einzelnen Gegensltinde oder Elemente von
einander zu unterscheiden. Am einfachsten geschieht dies da-
durch, dass man sie numerirt d. h. dass man irgend ein Ele-
ment durch die Ziffer 1, ein andeves durch die Ziffer 2 u. s. w.
bezeichnet. Man spricht alsdann von einem Elemente 1, einem
Elemente 2 u. s. w., wobei jedoch durchaus nicht an den
Zahlenwerth dieser Ziffer gedacht werden darf, da sie, wie
gesagt, nur dazu dienen die verschiedenen Elemente einzeln
zu bezeichnen. Mitunter ist' es vortheilhaft auch die Null als
Symbol eines Elements anzuwenden.

Diese Bezeichnung der Elemente ist ausreichend, wenn
man sich nur eine einzige Elementenreihe denkt. Mitunler
aber kiommen die Elemenle in verschiedene Reihen vertheiit
seyn und es kann nothwendig seyn nicht blos die einzelnen
Elemente einer jeden Reihe von einander zu unterscheiden,
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sor?dern durch die Bezeichnung auch auszudriicken zu welcher
Reihe irgend ein Element gehort, In diesem Falle muss far
alle zu derselben Reihe gehdrenden Elemente ein gemeinsames
Symbol angewandt, mit diesem aber noch ein zweiles verbun-
de'.] werden, durch welches wieder die einzelnen Elemente der
Reihe unterschieden werden. Am hiufigsten bedient man sich,
um die Reihen zu unterscheiden, der Buchstaben. Man be-
zex_chnet also z. B. alle Elemente, welche zu einer bestimmten
Reihe gehoren, durch den gemeinsamen Buchstaben o, Um
aber die einzelnen Elemente von einander zu unterscheiden
benulzt man wieder die Ziffer, welche man mit dem Buch—’
staben zusammenstelll, so dass etwa die einzelnen Elemente
durch ay, @), a, ... bezeichnel werden. Ebenso werden die
Elemente, die einer zweiten Reihe angehoren, durch by b, b,...
ausgedrickl werden konnen u. s. w. Jede den Buchstaben
beigeselzle Zilfer pflegt man einen Index zu nennen,
Obgleich diese Bezeichnungsweise einen sehr ausgedehn-
ten Gebrauch zulasst, giebt es doch Fille in welchen sie un-
zureichend ist.  Schon der Umstand dass jedes Alphabet nur
elne beschrinkle Auzahl Buchstaben enthalt, also bei einer
grosseren Anzahl Elementenreihen nicht mehr ausreichi, zeigt
ibre Mangelhaftigkeit. Sie wird aber ginzlich unbrauchbar,
wenn es darauf ankommt, ein Symbol fir irgend eine Reihe
anzugeben, deren Stellung unbestimmt bleiben soll, so dass es
nicht die erste oder die zweite Reihe u. s. w. sondern irgend
eine Reihe seyn soll. Denn gerade die Buchstaben sind es,
welche wir in der Algebra zur Bezeichnung einer unbestimm-
ten Zahl anwenden, wihrend wir hier schon jeden einzelnen
Buchstaben zur Charakterisirung einer einzelnen Reihe anwenden.
Der Natur der Sache angemessener ist es die Reihen eben—
falls durch Ziffer zu bezeichnen. Jedes Element wird dann
durch zwei Ziffer bezeichnet, wovon die eine die Stellung
der Reihe, zu welcher das Element gehort, die andere die
Stellung des Elements in der Reihe: angiebl. Bestimmt man
etwa, dass von zwei neben einander gesetzien Ziffern, die
erste auf die Reihe und die zweile auf das Element deutet,
so wirde z. B. (1, 2] das zweile Element der ersten Reihe
seyn u. s. w.  Vermoge dieser Bezeichnungsweise kann man
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mithin ein unbestimmles Elemen! einer unbestimmien Reihe
ausdriicken und es wird z. B. {r, s] das slte Element der rten
Reihe seyn. Bei manchen Unlersuchungen kaun ein solches
allgemeines Symbol gar nichl enlbehrt werden. FRir. die fol-
genden analylischen Betrachtungen reicht die Bezeichnung ‘der
Reihen durch Buchstaben und der Elemente durch  Indjces
fast immer aus, und wir werden dieselbe beibehalten "weijl
sie in Schrift und Druck bequemer ist *).

8.

Die combinalorischen Untersuchungen, welche nur eine
einzige Elementenreihe vorausseizen, zerfallen in zwei Haupl-
klassen. Enlweder sollen aus den gegebenen Elementen For-
men gebildet werden, so dass in jeder Form alle Elemente
vorkommen, und es sollen alle mdglichen Formen angegeben
werden , welche aus ciner Aenderung in der Aufeinanderfolge
der Elemente entstehen. Die Ausfihrung dieser combinatori-
schen Operalion nennt man Permutiren und die einzelnen
Formen Permutationen. Bei dem Permuliren liegt also die
Verschiedenheit der Formen blos in der Verschiedenheit der
Stellung der Elemente, wihrend diese selbst in allen Formen
die nimlichen sind. :

‘Betrachtet man dagegen die Verschiedenheit der Stellung
als gleichgiillig, so dass zwei, dieselben Elemente, wenn auch
in verschiedener Siellung, enthaltenden Formen als identisch
angesehen werden, und verlangt, dass die Elemente einzeln,
oder zu zweien, zu dreien u. s. w. zusammengestelll werden,
so dass alle Formen gebildet werden, welche nicht genau die-
selben Elemente enthallen, so nennt man die Auslihrung die-
ser combinatorischen Operation Combiniren, im engeren Siune
des Wortes, und die einzelnen Formen Combinationen.

Man unterscheidet hohere Elemente und niedrigere.
Je nachdem nemlich die Elemente durch Ziffer oder durch
Buchstaben mit angehidngten Indices bezeichnet werden, nennt
man von zwei Elemenlen dasjenige das hohere, welches durch

) In §. 5t f. ist jedoch von dem allgemeineren Symbol Ge-
brauch gemacht.
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eine Ziffer von grosserem Zahlenwerthe, oder durch einen
Buchslaben mit angehdngtem Index von grosserem Zablen-
werthe bezeichnet wird. Ebenso unterscheidet man hohere
Formen und niedrigere, indem man von zwei Formen,
mogen sie eine gleiche oder -verschiedene Anzahl Elemente
enthalten, diejenige als die hohere ansieht, in welcher, von
der Linken nach der Rechten gezihlt, frither als in der ande—
ren ein hoheres Element vorkommt. Die niedrigste Form
ist mithin diejenige, in welcher jede Stelle durch das nie-
drigste Element eingenommen wird, welches moglicher Weise
in derselben stehen kann.

9.

Als Zeichen fiir die Operation des Permutirens nehmen
wir den Buchstaben P. Sollen z. B. aus den Elemenlen ], 2, ... n
sammlliche Permutationen gebildet werden, so wird deren Ge-
sammtheit durch P(1,2 ... n) angedeutet. Um nun diese Per-
mutationen vollstandig zu finden, bilde man zuerst die Permu-
talionen aus den zwei Elementen 1, 2. Dies giebt die zwei
Formen 12, 21 welche mithin durch P (1, 2) angedeutet wer-
den. Man nehme nun das Elemenl 3 und setze es in jeder
dieser Formen an jede der drei Stellen die es einnehmen kann,
so erhalt man die sechs Formen 312, 132, 123, 321, 23], 213,
dies sind alle in P (1, 2, 3) enthaltenen Formen. Selzt man
nun wieder in jeder dieser Formen das Element 4 an jede
der 4 Stellen die es einnehmen kann, so erhalt man P(1,2,3, 4)
und indem man so fortfihrl, erhall man zuleizt P (1, 2 .. .a).

Dies Yerfahren zeigt zugleich wie gross die Anzahl der
Permutationsformen welche aus n Elementen gebildet werden
konnen, oder, wie man sagt, die Permutationszahl fir »
Elemente, ist. Bezeichnet man diese Zahl durch NP(1,2...n),
so hat man NP (};2) = 1. 2. Nun findet man P (I, 2, 3) aus
P(1,2) indem man in jeder darin enthaltenen Form das Ele-
ment 3 an drei verschiedene Stellen setzl, within ist NP (1,2, 3)
= 1. 2. 3. Ebenso folgt NP(1,2,3, 4 = 1. 2. 3. 4 und
allgemein NP (1,2, .. .2 = 1.2 .3..n

Im Vorhergehenden wurde vorausgesetzt, dass die Ele-
mente simmtlich unter einander verschieden sind, Mitunter
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kommt es aber auch vor, dass man sich mehrere Elemente
als identisch vorstelll, die mithin auch durch dasselbe Zeichen
angedeutet werden miissen. Bei dieser Vorausselzung fallen
also alle die Formen in eine zusammen, welche bis jelzl nur
deswegen als verschiedene erschienen, weil die jetzt gleich-
geltenden Blemente ihre Stellen unler einander verlauscht hat-
ten. Es vermindert sich daher die [riihere Permutationszahl
fir n Elemente im Verhiltniss der Zahl, welche angiebl, wie
oft man die jelzt gleichen Elemente, wenn sie als verschie-
dene angesehen wiirden, unter einander permuliren konnte.
Hat man mithin unter n Elementen ¢ gleiche, so ist
L2om 1) g2 .om
1.2...¢9
Halt wman unler » Elementen eine Gruppe von g¢ unter
sich gleichen, und eine andere Gruppe von r unler sich glei-
chen Elementen, so ist
' 1.2...n
T 12.¢1.2. .1

Y (2 *)
1.2 ... ¢
In #hnlicher Weise findel man die Permulationszahl, wenn

mehr als zwei Gruppen gleicher Elemente vorhanden sind.

1) NP(L,2...m) =

’ 1.2 .. r

NP(1,2...n)

10.

Als Zeichen fir die Operation des Combinirens (im en-
geren Sinne) nehmen wir den Buchstaben C und bezeichnen
durch C (1, 2, ... n) den Inbegriff aller aus diesen Elemenlen
gebildeten Combinalionen. Man unterscheidet hier verschiedcne
Combinationsklassen. Die Elemente einzeln genommen bilden
die erste Klasse, die Zusammenslellung zu zweien die zweite

') Diese Formel eothilt zugleich einen interessanten arithmeli-
schen Lebrsatz. Da nemlich eine Permutationszahl der Natur der
Sache nach nur eine ganze Zahl seyn kano, so sagt diese Formel,
dass wenn ¢ + r nicht grésser als n ist, sowoh! das Produkt (¢4 1)
(g+2) ... n durch 1.2 .. r alsauch das Produkt (r41) (r 4 2)...n
durch 1.2..¢ theilbar ist. Aehnliche Sitze folgen aus der Permu-
tationszahl, welche bei mehr als zwei gleichen Elementengruppen an-—

suwenden ist.
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Klasse u.s.w. Die Klasse wird durch einen iiber das Combi-

nationszeichen gesetzten Index angeéelllet; so heisst 2)(1', 2 ...n)
die rte Combinationsklasse aus den n Elementen 1, 2, .. .
Auch hier kann es vorkommen dass mehrere in einer Form
erscheinenden Elemente als identlisch betrachtel werden. Darf
das Element 1 z. B. k£ mal in derselben Form vorkommen, so
soll dies durch 1k angedeutet werden, und so in allen &hn-

lichen Fallen. Es wird also z. B. durch C (1%, 21, 3m .. .)
der Inbegriff der Formen bezeichnet, welche zur rlen Classe,
gebildel aus den Elementen 1, 2, 3 ..., gehtren, wobei je-
doch in derselben Form k mal das Element 1, ferner ! mal das
Element 2 u. s. w. vorkommen kann. Fiir die Analysis sind
besonders die zwei #ussersten Fille wichtig, wo nemlich ent-
weder gar kein Element wiederholbar ist, was man Combi-
nationen ohne Wiederholung nennt, oder wo jedes
Elemenl so oft wiederholbar ist, als es iberhaupt der Grad
der Klasse erlaubt, was man Combinationen mil unbe-
schrankter Wiederholung nennt

Da bei den Combinationen die Stellung der Elemenie in
der Form gleichgiiltig ist, so machi man es, um eine beslimmte
Ordnung zu beobachten, zum Gesetz, die Formen so zu schrei-
ben, dass die Elemente in ihrer natiirlichen Ordnung stehen,
d. h. dass kein hoheres Element einem niedrigeren vorausgeht.

Dies vorausgesetzt kann man durch folgendes Verfahren
die sammtlichen zu irgend einer Combinationsklasse gehoren-
den Formen finden. Man nehme nemlich an, es seyen be-
reits die zur r—1ten Klasse gehorenden Formen gebildet. Um
nun die Formen der nichst hoheren rlen Klasse zu finden, seize
man allen Formen der r— lten Klasse alle zur Yerfigung ste-
henden unler einander. verschiedenen Elemente vor, welche
niedriger sind als die Anfangselemente dieser Formen, wenn
es nicht gestatlet ist, dieses Anfangselement nochmals zu wie-
-derholen, oder welche nicht hoher sind, wenn dieses
Anfangselement nochmals wiederholt werden darf. Hierdurch
erhilt man offenbar alle Combinationen der rten Klasse. Da
nun die Combinationen der ersten Klasse sich von selbst er-
geben, indem sie nichts Anderes sind, als die einzelnen ver-
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schiedenen Elemente selbst, so kann man, von ihnen ausge-
hend, die Combinalionen einer jeden anderen Klasse finden.
2 )
So hat man z. B. C (15, 2) = 1, 2. Daraus folgt C (l,, ?)
3

= 11, 12; C (1, 2) = 112
Die Frage nach der Anzahl der Combinationen aus einer
bestimmnten Elementenzahl und einer  bestimmten Klasse hat
fiir die folgenden Unlersuchungen nur in dem besonderen Falle
Wichtigkeit, wenn die Elemente als nicht wiederholbar gedacht
werden. Bezeichnet man dann die Anzahl der Combinationen

zur Klasse r aus den Elementen 1,2, ... » durch Né(l, 2...n)
so findet man diese Zahl auf folgende Wejse. Da die ersle Klasse

die n einzelnen Elemente enthalt, so ist offenbar N(l)(l, 2...n)
= n. Man selze nun jedes der n Elemente den iibrigen n—1
Elementen vor, so giebt dies n.7»—1 Formen. Dies sind aber
die Combinalionen der zweilen Klasse nebst ihren Permu-
tationen, da jedes der n Elemente jedem anderen sowohl
vorangeht als nachfolgl.  Dividirt man daher » . n — 1 mit
der Permutationszahl zweier Elemente, also mit 1 . 2, so er-
halt man ,
n.n—1
1.2

Seizt man vor jede der n.n— 1 Formen die einzelnen nicht
darin enthaltenen n—2 Elemente, so erhidll mann.n—1.2 —2
Formen, dies sind aber die Combinationen der drillen Klasse
nebst ihren Permutationen, mithin

_n.n—1l.n-2
S B
Fihrt man so forl, so findet man allgemein
n.n—1...n—r-1

1.2 ..r

NG (1, 2. . m) =

3
NC (1,2 ..

2 NC(, 2 ...n =

11.

Wiahrend bei den vorher betrachlelen combinalorischen
Operationen nur eine einzige Elemenlenreihe vorausgeselzt
wird, erfordert die Operation des Variirens duas Yorhanden-
seyn mehrerer getrennler Elemenlenreihen. Es wird nemlich

bei dieser Operation’ verlangt dass man alle Formen bildel,
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welche dadurch entstehen, dass aus jeder Reihe ein und nur
ein Element in jeder Form vorkomm!l. Die einzelnen Formen
nennt man Varialionen. Die Stellung der Elemente in der
Form ist hier wieder gleichgiillig, wie bei den Combinationen,
und die Verschiedenheit zweier Formen wird auch hier wieder
dadurch bedingt, dass sie nicht genau dieselben Elemente
enthalten. Man macht es daher zum Geselz, dass die Elemenle
der ersten Reihe immer die erste Stelle, die Elemente der
zweiten Reihe die zweite Stelle u.s. w. einnehmen sollen.
Da mithin schon durch die Stelle, welche ein Element ein-
nimmt, die Reihe zu welcher es gehort, bezeichnet ist, so
kann man, obgleich verschiedene Reihen zu unterscheiden sind,
doch die simmtlichen Elemente durch eine einzige Zahlenreihe
ausdriicken. Man bezeichne nemlich das nulite Element aus
jeder Reihe durch 0, das lte Element aus jeder Reihe durch
1 u.s.w., so zeigt schon die Stelle, in welcher das Element
steht, zu welcher Reihe es gehort. Als Zeichen fiir die Ope-
ralion des Variirens dient der Buchstabe ¥. Sind m Reihen
vorhanden, so enthilt jede Varialionsform m Elemente, den

Inbegriff dieser Formen nennt man die Variationen der
”
mten Klasse, und hat dafiir das Zeichen V. Die einzelnen

m
Elemente der ersten -Reihe bilden die erste Klasse. Um V zu

finden, suche man zuerst IZ/ d. h. die aus den zwei ersten ge-
gebenen Reihen zu bildende zweite Variationsklasse. Dies
geschieht dadurch; dass man allen einzelnen Elementen der
ersten Reihe alle einzelnen Elemente der zweilen Reihe zu-
setzt. Selzl man ferner zu allen so gebildeten Formen alle
einzelnen Elemente der dritten Reihe, so erhdlt man die Va-
riationen der dritten Klasse und kann, indem man so forifahrt,
die Varialionen jeder Klasse finden. Da alle Elemente jeder
Reihe mit allen Elementen jeder anderen zusammengeslellt
werden, so ist ‘es offenbar ganz gleichgillig in welcher Ord-
nung man die Reihen verbindet, d. h. die Variationen aus
m Reihen bleiben immer dieselben, in welcher Ord-
nung die Reihen auf einander folgen mogen.
Enthilt die erste Reihe a Elemente, die zweite b Elemente,
die dritte ¢ Elemente u.s.w., so enthill die erste Variations-
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klasse a Formen, die zweile ab, die dritle abc n.s.w. Hat
man mithin m Reihen und enthilt jede a Elemente, so isl die

Anzahl der Formen o

12.

Fir die analylischen Untersuchungen hal der Fall, wenn
alle Reihen identisch, also alle ersten Elemente diesel-
ben, alle zweiten Elemente dieselben sind u.s. w., besonderes
Interesse. Danu behill jede ein Element hezeichnende Ziffer
denselben Werth, in weleher Stelle einer Form sie slehen
mag. Alle Varialionsformen; welche dieselben Ziffern, nur in
anderer Stellung | enlhalten, werden also identisch seyn, und
man findet sie mithin alle, wenn man eine herausnimmt und
diese permutirt.  Fir die zu permutirende Form wihlt man,
am dngemessensten, dicjenige in welcher die Elemente in ihrer
natiirlichen Ordnung stehen, d. h. die enlsprechende Combi-
nationsform mil unbeschrinkler Wiederholung. Man hat daher
die Regel: Sollen aus m identischen Reihen die Varialionen
gebildet werden, so bilde man zuerst die Combinationen der
mten Klasse mit unbeschrinkier Wiederholung aus der gege-
benen Elementenreihe und permutire dann jede dieser Formen
vollstandig.  Die Gesammtheil der auf diese Weise erzeugien
Formen giebt die gesuchien Variationen.

Bei demn Gebrauch dieser Variationen in der Anralysis tritt
noch gewdhnlich die Bestimmung hinzu, dass die einzelnen
Variationsformen durch Addition und die einzelnen Elemente’
jeder Form durch Multiplikation verbunden werden sollen.
Dann brauchi man mithin nur. jede der Combinationen mil der
dazu gehgrenden Permutationszahl zu mullipliciven.  Sind die
Elemente jeder der idenlischen Reihen 1, 2 .. 2 und bezeich-

riet ?p(l, 2 ...n) die Summe der aus dicsen Elementen ge-
bildeten Combinationen zur mten Classe mit unbeschrinkler
Wiederholung, jede Combination mit der dazu gehorenden
Permutationszahl multiplicirt, so hat man unter der eben ge-
machten VYorausselzung

m ~
2
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Ebenso findet man, wenn die Elemente durch 0,1,2 .. n

bezeichnel werden,

§ V0L, 2.0 =0p(0,1,2.. )
Es sollen z. B. die Variationen aus den drei identischen
Reihen
Gy a; 4y
ap a a,
ay a; ay
gebildet werden. Hier werden die Elemente jeder Reibe zu-

néchst durch 0, 1, 2 ausgedriickt. Man bildet CS‘ 05, 15, 25),
dies giebt 000, 001, 002, 011, 012, 022 111, 112, 122, 222

Nun ist (nach §. 9) NP (000) = 1, NP (001) = 1—1_%3 —
1.2.3 1.2.3
NP (002) — 5 =3, NP (0l]) = Tz 3,
NP (012) =1.2.3 =6, NP (022):]—i2—'2—3: 3, NP(11l) =1,
_1.2.3 1.2.3
NP(112) = 5=~ =3, NP(122) = =% = 3, NP(222)=1.

Selzl man nun wieder a, stalt 0, a; statt 1, a, stalt 2, s0 fin-
del man fir die gesuchten Variationen

83800y + 3aja,a 4 3aga4a, 4 3a,0, 4 + 6a,aya,
+ 3a,a5a, 4 q, q, g +3a a0, + 3aya50; - azaza,.

13.

~In der letzten Belrachtung wurde zum ersten Male eine
Verbindung zwischen einer combinatorischen und einer
arithmetischen Operation vorgenommen. Hier wurden die
einzelnen Formen durch Addition verbunden, die ein-
zelnen Elemente jeder Form durch Multiplikation. Man
kann sich ebenso denken, dass die einzelnen,; in jeder
Form erscheinenden Elemente durch irgend eine andere
arithmetische Operation verbunden sind. Unfer den mancherlei
merkwiirdigen Untersuchungen, auf welche dieser Gedanke
fibrt, st fir die algebraische Aunalysis besonders diejenige
wichlig, wo man aus simmtlichen Formen diejenigen heraus-
hebt, bei welchen die Summe der dic Elemente verirelenden
Ziffern (oder der Indices, wenn die Elemente durch Buchsta-
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ben mit Indices bezeichnet werden) in jeder Form eine gege-
bene ist. Handell es sich um Combinationen, so nennt man
dies Combinationen zu bestimmlen Summen, ist von
Varialionen die Rede, so sind dies Variationen zu be- -
stimmten Summen. Sollen aus den Combinationen der
mien Klasse, gebildet aus den Elementen 1, 2, ... n; diejeni-
gen herausgehoben werden | bei welchen die Summe der Ele-
menle in jeder Form den Werlh r giebt, so. bezeichnen wir

deren Gesammtheit durch ”g (I, 2 .. n). Ebenso bezeichnet -

T?(l, 2 .. n) die Gesammtheitl der Varialionen aus m Reihen,
bei weichen die Summe der Elemenle in jeder Form den
Werlh » hal, wenn in jeder aus n Elementen bestehenden
Reihe das erste Element durch 1, das zweite durch 2 u. s. w.
bezeichnel wird. Wihrend also z. B. € (13, 25, 35) die For-
men 111 112, 113 122, 123, 133, 222, 223, 233, 333 ent-
halt, kommen in 50 (I3, 25, 35) nur die Formen 113, 122 vor.

Offenbar wiirde man sehr viel iiberfliissige Operalionen
vornehmen und also unwissenschaftlich verfahrea, wenn man
zuerst alle Formen entwickeln und dann dicjenigen heraus-
suchen wollte, bei welchen die Summe der Elemenle die ver-
langle Zahl giebt. Es missen vielmehr die Combinationen

-und Varialionen zu bestimmien Summen unabhingig von den

Formen, welche andere Summen geben, gefunden werden.

14.

Was die Combinationen betrifft, so ist es fir das Fol-
m
gende nur nothig den Fall zu betrachten, wenn "C (Om, 1m, ... nm)

oder Tz(lm) 2m, ... nm) gesucht wird, also jedes Element un-
beschrinkt wiederholbar ist. Um alsdann aus einer bereits
gebildelen Form die niichst hohere zu finden, suche man in
thr das spileste Element aul, es heisse s, auf welches in ir-
gend einem Abstande ein um wenigstens zwei Einheilen ho-
heres folgt, man vertausche dann das Element s mit dem nichst
hoheren s 4-1 und selze auch in alle folgenden Stellen, die
letzte ausgenommen, s + 1. In die lelzte Siclle wird dann
noch das Element geselzt, es heisse ¢, welches zu den vorher-
9 #
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gehenden addirt | die verlangte Summe giebt. Dies setzl aber
voraus, dass ¢ nicht kleiner als s -1 ist.  Um zu beslimmen
wann dies der Fall ist, nehme man an dass in der gegebenen
Form auf das spiteste Element s noch & Elemente folgen,
deren Summe @ isl. Indem wman also in 4 Stellen das Ele-
ment s 4 1 oder ein hoheres Element selzen muss um die
Summe a zu erhalten, hat man

k(s +1)=a
d.h.a = k(s 4+ 1) oder s '_2'-;;~ 1. Es wird also immer

und nur dann noch aus einer Form eine héhere ‘abgeleitet
werden konnen, weun das Element, welches mit dem nichst
hoheren vertauschl werden soll, nicht grésser ist als der um
eine Einheil verminderte Bruch, dessen Zahler die Summe
aller folgenden Elemente und dessen Nenner die Anzahl
dieser Elemente ist. .

Es ist demnach nur noch néthig die niedrigste Form zu
finden, aus welcher dann die tbrigen Formen, wie so eben

gezeigt wurde, abgeleilet werden. Bei "rg‘ (Oray Vomy ... )
findet man die niedrigsie Forin, indem man die m — 1 ersten
Stellen mit 0 beselzt und die letzte mil . Ist 7 nicht grosser
als =, so hat man hiermil die niedrigste Form gelunden. Ist
aber »>mn, so selze wan in die letzle Stelle n, und indem
man von da aus allmalich rickwirls geht in jede Stelle das
moglichst hohe Element bis die Summe r errcicht ist. So hat

m
man die niedrigste Form fir *C (Om, Im, ... nn).  Soll diese

dagegen fir. "Z (Jm, 2m . .. nm) gefunden werden, so fille
man alle Stellen, die lelzle ausgenommen, mit 1 aus und setze
in die lelste v — (m —1}, isl » — (m - 1) nicht grosser als. n,
so hal man hicrmit die gesuchte Form. Im entgegengesetzien
Falle muss man wieder in die letzte Stelle n seizen und all-
milich riickwirls gehend in jede Stelle das moglichst hohe
Element bis man eine Summe erreicht hat, welche die Sume
der vorhergehenden Einheiten zu r érgénzt.

15

Durch ein ahnliches Verfaliren findet man auch "V{0,1,2...n)

-~
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m
und 7V (1, 2 ... n). Die niedrigste Form erhdll man auch
hier, indem man alle Stellen, die lelzte ausgenommen, mit
dem niedrigsten Elemente besetzt, und die letzte mit der Ee-
génzung der Summne der vorhergehenden Elemente zu r, wenn
diese Erganzuang nicht grosser als n ist. Ist sie ahér grosser,

.50 selzl man in die letzle Stelle », und indem man allmilich

rickwirts geht, in jede Stelle das moglichsl hohe Element, bis
man eine Summe erreichl hat, welche die Summe der vorher-
gehenden Elemente zn » ergiinzt.

Um aus einer bereils gebildeten Form die nichst hohere
abzuleiten, sucht man die spiteste Stelle auf, in welcher sich
ein Element befindet das sich noch erhéhen ldsst und welchem
in jrgend einem Abstande ein Element folgt, welches ernie-
drigt werden kann.  Man erhohe das einer Erhohung fahige
Element um cine Einheit, beselze die folgenden Stellen, die
letzte ausgenommen , mit dem niedrigsten Elemente und in die
letizle die Ergdnzung der Swmme der vorhergehenden zu ».

Ist diese Erganzung grosser als », so muss man wieder so
verfahren wie es bereits im &dhnlichen Falle bei Bildung der
niedrigsten Form angegeben wurde.

Soll 7V 0, 1,2 ... r) entwickeli werden, (da ein hoheres
Element als » doch Nichts mehr zur Summe r beilragen kann)
so kann man dies finden, indem wman voraussetzl, dass die
Variationen der m— Iten Iasse aus diesen Elementen zu allen
Summen von O bis r bereils gebildet sind. Man braucht nem-

m-1
lich dann nur hinter jede in &V (0, 1,2 ... 7) enthaltene Form
noch das Element r — k aus der mlen Reihe zuv setzen, wo-
durch man offenbar eine Gruppe Formen bildet, welche zu

m
TV (0,1, 2 ..r) gehort. Indem man dann fiir £ allmilich alle
Zahlen von 0 Dbis r setzt, erhdlt man nothwendig alle in

"$ (0, 1, 2 ... r) enthaltenen Formen. Kame nemlich in die-
sem Ausdruck noch eine andere Form vor, weclche elwa in
der letzten Stelle das Element s enthielle, und man schnilte
dieses Element ab, so bliehe eine Form ibrig die zur Klasse
m—1 und zur Summe r —— s gehorte, wihrend doch voraus-
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gesetzt wird, dass man allen diesen Formen das Element s
hinzugelugt hat.

16.

Nimmt man an, dass die einzelnen Varialionsformen durch
Addition verbunden seyn sollen, die einzelnen Elemente
einer jeden Form aber durch Multiplikalion, und bezeichnet

m—1 .
man in diesem Falle durch %V die Summe der Formen, welche

me
in k¥ (0, 1 ... r) enthalten sind, so hat man mithin
m m—1 m~1 m-1 m—1
W= "V. 0+ "V F"TEV.2 4 .4 V.
Bedenkt man aber zugleich, dass die Ziffern 0, 1,2 ... r
welche in dieser Formel als Fakloren erscheinen, nicht mit
ihrem Zahlenwerthe zu nehmen sind, sondern das Ole lte...rte
Element der mlen Reihe bezeichnen, und nimml man an, dass

die Elemente dieser Reihe in Wahrheit durch a4, o, ... 6.

. m—1

ausgedriickt werden, so hat man, wenn man auch in "V,
m-—1

1Y u.s.w. statt der Ziffern die entsprechenden durch Buch-
staben und angehingle Indices ausgedriickten Elemente sclzt,
m m—1 m—1 m—1 m—l.

5 "V="V.a, +""W .y +7"V .a,+ ..+ °V.q, ¥)

wo sich nun die Summe r auf die Summe der Indices bezieht.

Nimmt man aber noch ferner an, dass die Reihen idenlisch

sind und dass die Elemente einer jeden Reihe durch @, a;,...ar
bezeichnet werden, so folgt aus §. 12 (Form. 4)

m m
6) TV = "Cp

m ,
wo also *Cp die Summe der Combinationen der mten Klasse
zur Summe 7 aus den unbeschrankt wiederholbaren Elementen
ay @, . .. ar, jede Combination mil ihrer Permulationszahl
multiplicirt, bedeutet, unter der Voraussetzung, dass die einzel-

1
*) Ist m =1 soist TV == a,; um also auch diesen Fall durch

0
die aligemeine Formel auszudriicken, muss man °¥V =1, dagegen die

0 0 0
simmtlichen ubrigen Ausdricke 'V, 2V ... 7V, der Null gleich setzen.
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nen Formen durch Addition und die Elemenle jeder Form
durch Multiplikation verbunden sind. Alsdann geht Formel
5) in

1 m—1

m m— m—1 .
7N Cp ="Cp.ay, +r—1Cp .a, ...+ °p . a7

iiber.

17.
Unter den so eben ‘gemachten Voraussetzungen, dass
nemlich alle Reihen identisch und die Elemenie jeder Reihe
8y

, @ . .. or sind, dass ferner die Formen durch Addition

und die Elemente jeder Form durch Multiplikation verbunden

. m m
sind, kann man "V, oder, was dasselbe sagt, 7Cp, noch auf

eine andere Weise ausdriicken, wovon wir spater (§. 32) eine
wichtige Anwendung machen werden. Man nehme nemlich

m m . m
an es seyen °Cp, 'Cp . . . . bis r—1Cp bereils bekannt. Man

m+1
hebe ferner aus den Formen, welche "Cp ausmachen, diejeni-

gen heraus in welchen mymal das Elemen: ao, m; mal das
Element a; u.s.w. vorkommt; das Element ar wird also my mal
darin enthalten seyn, so dass mithin m, nur Null oder 1 seyn
kann, sowie auch einzelne der ibrigen Zahlen my, m; u.s.w.
Null seyn konnen. Man bezeichne die Summe dieser Formen

m+-1 1

m
durch "Cp (my, my ...ms), indem man durch "C (mg, m; . .. mr)
diejenige unter den Combinationen der m - Iten Klasse zur
Summe r bezeichnet, in welcher m,mal das Elemeni ag, m;

m-l—l
mal das Element a, u.s.w. vorkommt. Es ist also "Cp (my,
m, . . . my) nichts Andercs als die mil ihrer Permutationszahl

m1
multiplicirte Combination ’C—*(mo, my . . . m), also (§ 9)
m-41
8) Cp (mg, my . . . my)
1.2..... (m 4+ 1) m-1

= : : TClmg, my ... Mr)
1 2. . mg1.2...m . 1.2...mg.....1.2..mm (0, ..

0 ) [ o
'} Auch hier muss man °Cp = |, dagegen 'Cp, *Cp . . . rCp der
Null gleich setzean.
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wobei nur zu bemerken ist, dass wenn z.B. myg = 0 isi, auch
das Produkl 1 . 2 ... my wegfillt, und so bei den ibrigen
Zahlen m,, mqy u.s. w.

n1+1

Man lasse nun in allen Formen, aus welchen "Cp (my,
my . .. mr) besteht, das Element a, (wenn es iiberhaupt.darin
vorkomml) einmal weniger vorkommen. Die hierdurch ent-

m
stehenden neuen Formen werden also zu »—1Cp gehoren, und

m
zwar, dem Vorhergehenden entsprechend, durch r—1Cp (m,,
m,—1, my . . . my) zu bezeichnen seyn, die einzelne hicrin

m=1
”

C (7’10) ml PO mr)

enthaltene Combinationsform wird aber
ay

seyn und man hal mithin
m
A) r—1Cp (mg, my—1, my . . . my)
m+4 1

1.2, .:m "Clmg,m,...m7)

1.2...mg. 1.2, (my ~1).1.2.0mp... 1.2 .. @
l » m41
Lisst man dagegen in allen Formen, aus welchen "Cp (m,
my ... my) hesieht, das Element a, (wenn es iiberhaupt darin

vorkommt) einmal weniger vorkommen, so werden die hier-
. o m
durch entstehenden neuen Formen zu r—2Cp gehiren und durch
m : .
r—2Cp (mg, my, my—1, ... m;) zu bezeichnen seyn und es ist
m
B) T—2Cp (mO) my, mZ_l) s m")
m41
. 1.2 ... m 7C(mo,m; ....mz)
_1.2..m0.1.2..ml.].2...(7”2—])...1.2...7”7- g

Es ist leicht zu sehen wie diese Formeln fortzusetzen sind,

wenn man ebenso das Element a; oder das Element a, ns.w.

einmal weniger vorkommen lasst. Nun soll aber, indem man

mgmal die Zahl Null, my mal die Zahl 1 u.s.w. nimmt und die

Produkte addirt, die Sumine r herauskommen, d. h. man soll
1. .m +2.mg...4r.m=r

haben. Man kann daher statt der Formel 8) auch schreiben
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m+1
Cp (my, my . . - mr)

_omyA-2my-3mg-Army 1.2 (m4-1) mi

rC(mO}ml,...m,-)

r 1.2.mgy.1.2.my...1.2..mr
oder
g+1 m1 1.2...m
rOp(moymy, ...mr) === ‘[Tz..mo.l.2..(m1_1).1.-2...m2...
1.2...m - m
- L \rClimymy,...my)
T T 2 m 2 ) T ] oy - 1)
m+41
m+][ 1.2...m rC (g, m ... M)
= M2 mg 1.2, (m—1).1.2..my.. @
m+41
N 1.2...m - rC(my,my...m) ]
+2a2. l.2..m0.1..2-,..7"1.1.2.-.(7“2“"1)... (2273 +".

Beriicksichtigl man nun die oben gefundenen Werthe A) und

B) so folgt

m+1 m—+1.
=

m
rCp (mg, M) ... my) = a,—1Cp (mg, my— 1, my ... ms)

m m
4 2a, 7—2Cp(mo,my,my—1,..my) ... +rar OCp (my, my ..., mr—] )]
ln demselben Zusammenhange, wie er durch diese Gleichung
m-1
ausgedriickt wird, steht nun auch jede andere zu "Cp geho-

m+41
rende Gruppe 7Cp (l, & ... ) mit den entsprechenden Grup-

pen ¥—1Cp (&, h—1, ... &), 7=2Cp (o, lh, ls—1, .. . Is) w.s.w.
m m
welche beziiglich zu r—1Cp, r—2Cp u.s.w. gehoren. Addirt

m-41 .

man daher einerseils alle diese zu rCp gehorenden Gruppen,
wodurch man diesen Ausdruck selbst erhilt, und andererseits

m m
alle entsprechenden Gruppen, welche zu r—1Cp, —2(Cp u.s.w.

gehoren, wodurch man diese Ausdriicke selbst erhalt, so fin-
det man mithin
m+1 m m m
9 "Cp = ﬁl[al r—1Cp 4 20, —2Cp . . . + rar OCP}
- .

Aus 7) folgt aber, wenn man m + 1 stall m setzt,
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] i 1 m m
1-0, Cp = % - Cp+a). 7~1Cp | a, 1‘—22;0 c e ar 03
zieht man hiervon die Forme] 9) ab, so ergiebt sich ’

m

T”I‘ m ' 1 m
a,.7Cp+a, (1_7_> —1Cp--a, (} 2(m ) r—2(p
—

ta (IJ(’"\H)) oCp
oder ’

1) p =

a, [m‘H_‘r] r:10p+ag[2(m+ 1)—r] 1'—22’"p. tarr(mt1)—r) ng
— — T Plp

7‘(10

18.

Nimmt man unter Beibehaltung der bisherigen Voraus-
Selzungen (§. 17) an, das Element @, habe den Werth Null
so werden alle dieses Element enthallenden Formen, da.es a];
Faklor darin enthalten ist, wegfallen, d. h. mit and:eren Wor-
ten, es werden die Combinationen nur aus den Elementen
ay, ag_ - arzu bilden seyn. Die kicinste Summe, zu wel-
cher in diesem Falle Combinalionen der mten Klaésea, gebildet

! I - y m
werden kénnen, ist m selbst, d. h. °Cp, igp -

. . . m—1Cp fall
weg und die Formel 9) verwandell sich in P

m

m4-1 m
12) rCp = ! (@) —1Cp - 2a, r—2rZ'p,...~Hr—m)ar-m’"'g’p]
wobei vorausgeselzt wird, dass r > m ist, da man sonst aus
m+1 Elementen, nicht die Summe r hersl,ellen konnte, wih-
rend das niedrigste Element schon die Einhei als Beil,ra zu
dieser Summe giebt. i
‘ Bezeichnel man, unter densetben Voraussetzungen , durch
"V die Summe aller Varialionen zur Summe T aus alle;1 ver-
schiedenen Klassen, gebildet aus den Elementen a,a,..qa
so nehme man an es sey r—1V, r—2V . . . 1}y d. h. ()Jie2 éer:
sammtheit der Varialionen zu allen niedrigeren,Summen be-
reits gebildet; dann hat man )

13) 7V = a;.r—1y 4 G T2V 4 a1V 4 g

r
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Denkt man sich nemlich "V bereits gebildet und stellt man die
darin cnthaltenen Formen so in Gruppen zusanmen, dass man
alle mit demselben Elemenle beginnenden zu derselben Gruppe
rechnet, so miissen, wenn man dieses Element abschneidet, alle
Varialionsformen iibrig bleiben, welche zu der Summe gehoren,
die um den Index des abgeschnitlenen Elements kleiner als r
ist. Mithin giebl die mit @, beginnende Gruppe, wenn man
dieses Element abschneidet, —1¥, die mil @, beginnende Gruppe
giebt ebenso r—2¥ usw. Das Elementl a, giebt schliesslich
schon fir sich allein die Summe r.

Versteht man unler Cp die Summe der Combinationen
aus allen Klassen zur Summe r, gebildet aus den unbeschrénkt
wiederholbaren Elementen a,, a, . . . ar, jede Form mit ihrer
Permulationszahl multiplicirt, so kann man statl der vorherge-
henden Gleichung auch schreiben
14) rCp = a, .7—1Cp + ay.7—2Cp+ ... + ar—1.'Cp + ar.

Drittes Kapitel.
Addiren, Subtrahiren und Multipliciren der Reihen,

19.

Nach diesen Vorbereitungen kehren wir wieder zur Auf-
gabe der algebraischen Analysis zuriick, das Rechnen mit Rei-
hen zu enlwickeln (§. 4). Insofern aber hierbei combinato-
rische Operationen an den Coefficienten der Reithen auszufiih-
ren sind {§. 6), wird es angemessen seyn, die Coeflicienten
durch die Bezeichnung, welche im vorhergehenden Kapitel fir
die Elemente eingefithrt wurde, anzudeuten. Wir werden den
Coefficienten der nullten Potenz von z als das nullte Element,
den Coefficienlen der erslen Potenz als das erste Element u.s.w.
ansehen und schreiben

L 3 4 gzt e
als Reprisenlanten einer solchen Reihe. Der Index jedes
Coefficienten ist idenlisch mit dem Exponenten der dazu ge-
horenden Potenz von z. In der Folge wollen wir jedoch

kiirzer
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a, + ayz' + a2 L

schreiben. Das Glied a, nennt man das Anfangsglied, das
Glied a, ' das ersle, o, 2* das zweile w.s.w. Im Allge-
meinen hat man sich diese Reihe als eine unbegrenzi zu immer
hoheren Potenzen aufsteigende zu denken, man kann sich
aber auch eine aus einer endlichen Gliederzahl bestehende
Reihe darunter denken, indem man alle auf ein bestimmles
Glied folgenden Glieder verschwinden lisst (§. 3).

Da alle Glieder der Reihe nach demselben Geselze gebaut
sind, und sich nur der Zahlenwerth des Index und Exponenten
von einem Gliede zum anderen #ndert, so kann man sie durch
einen alle umfassenden Ausdruck darstellen.

In dem Ausdruck arz” sind nemlich alle einzelnen Glie-
der der Reihe enthalten, die man einzeln erhilt, wenn man
allmilich statl » die einzelnen Werthe 0, 1, 2 u.s.w. seizl.
Einen solchen Ausdruck nenni man das allgemeine Glied
der Reihe und mit Hiilfe desselben kann man die ganze Reihe
kiirzer durch eine sogenannte Summenformel andeuten.
Man bedient sich hierbei gewdhnlich des griechischen Buch-
staben X welchen man  dann das Summenzeichen nennt
Sollen die Glieder der Reihe ins Uncndliche forllaufen, so
schreibl man statt dieser Reihe die Summenformel

s a,x’

0 ®
wo das unter dem Summenzeichen stehende 0, o andeutet
dass man statt des iiber dem Summenzcichen stehender r, wo
dieser Buchstabe in dem allgemeinen Gliede ar 2" vorkommt,
allmilich die Zahlen 0, 1, 2 bis ins Unendliche zu selzen und
die enlslehenden Werthe zu addiren hat. Wire dagegen die
endliche Rethe

g, + a2zt + ayz* + ... - ek

zu betrachten, so wire die ihr enisprechende Summenformel

:‘?a/rx". Im Folgenden wird jedoch der Fall am hiufigsten vor-
ok
kommen, wo fiir  alle Zahlen von Null bis ins Unendliche zu

r
setzen sind, und es soll dann zur Abkiirzung stalt 3 nur das
0,00 :
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einfache Zeichen = geselzt werden, so dass Za,x” dasselbe

T N
bedeulet wie Sa z'.
0,m

20.

Es sind zwei Reihen

1) a0+alx‘—}—a2m2...+ar$':+...

2) bo+b1$l+b2$2...+br$'/+....
gegeben. Wenn man die einzelnen Glieder aus beiden Reihen,
welche gleiche Polenzen von z enthallen, nach ibrer Ord-
nung zusammenaddirt und hierd_urch die Reihe
3) (aotb,) + (e Tz 4 (@, +b,)x? ... tlert b + .. :
bildet, so nennl man diese Operation die Addilion der zwei
gegebenen Reihen; die Reihe 3) ist die dicser Addition ent-
sprechende Summe. Dies wird symbolisch auf l'oIgen»dc
Weise ausgedriickl |

) afl-m" + > brx” :i: 3 (a,r—{— b,.]x'
Das Zeichen £ soll das Zeichen des Entsprechens
heissen.

Addirt man jedes Glied der Reihe

4) co-i-cla:'-i-cgm?...+cr:1;"+...
nach ihrer Ordnung zu jedem Gliede der Reihe 3) welches
dieselbe Potenz von x enthalt, so erhdlt man die Reihe.

5) (a4b,te) + (@tbite) o'+t (artbrter) 274
Hierdurch sind die drei Reihen 1) 2) und 4) addirt und die
Reihe 5) ist die dieser Addition entsprechende Summe.  Man
hat daher .

Sad + Sba + 3Scerd F I{artbrto)a’

Man sicht wie auf dieselbe Weise eine beliebige Anzahl Rei-
hen addirt und die ihrer Addition entsprechende Summe ge-
bildet werden kann. Man sicht ferner, dass dic entsprechende
Summe auch unmiltelbar dadurch gebildet werden kann, dass
man die gleiche Polenzen von enthaltenden Glieder aus allfsn
su addirenden Reihen nach ihrer Ordnung zusammenaddirt
und aus den so enistehenden Gliedern wieder eine Reihe bil-
del. Auch folgt hieraus, dass die entsprechende Summe imm('er
dieselbe bleibl, in welcher Ordnung man die gegebenen Rei-
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hen nehmen mag. Es gieht also nur eine einzige Reihe,

welche die der Addilion einer Anzahl Reihen entsprechende
Summe ist.

21,

Zieht man die einzelnes Glieder der Reihe 2) von den
Gliedern der Reihe 1), welche dieselbe Potenz von z enlbal-
len, nach ihrer Ordnung ab und bildet die Reihe
6) (ag—b,) + (e1—by)) o' + (ao—by)z? ... + {ar—br)z"+....
so nennt man diese Operalion die Subtraklion der Reihe 2)

von der Reihe 1), und die Reihc G) dJie dieser Sublraklion ent-
sprechende Differenz, was man durch

I a_r.’I)r —E b’rl‘r :’: 2 (a,-——br)z"
ausdriickt.  Es ist klar dass es nur eine einzige Reihe giebt,
welche dic der Subtraktion zweier gegebener Reihen entspre-

chende Differenz ist.

22.
Man betrachte die Coefficienten ay,, a; . . . ar . . . der
Reihe 1) und die Coefficienten b,, by . . . b ., . der Reihe

2) als zwei Elementenreihen, aus welchen man die Variationen
zur Summe 0, zor Summe 1 u.s.w. bildet, und zwar unter der
Vorausselzung, dass die einzelnen Variationsformen durch Ad-
dition, die einzelnen Elemenle jeder Form durch Mulliplikation
verbunden sind. Die Gesamimtheit dieser Variationen zur
Summe 0, zur Summe 1 w.s.w. bezeichnen wir beziiglich durch

°12’, 7V ousw. {§. 16). Bildel man nun die Reihe
7 oV + Wl 4 2Pa .. TP L.
so nennt man diese Operalion die Multiplikation der Rei-
hen 1) und 2) und die Reibe 7) das dieser Multiplikation ent-
sprechende Produkt. Man drickt dies durch
3 s’ 3 brat f 3V
aus. Hierbei ist also

W= arb, + ar—18, + . .. a,br
In dem besonderen Falle, wenn die Reihe 2) nur aus dem
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Anfangsgliede b, besleht, wiahrend &,, b, u.s.w. siémmtlick

Null sind, ist . ar b, und daher
2 ars” . b, £ X byara”
Selzt man noch ausserdem b, = 1 so hal man
Sas .1 F X oae" .

Betrachlet man bei der Bildung der Variationen die Elemen-
tenreihe a, a; . . . als die erste und die Elementenrcihe
b, by . .. als die zweite (§ 11) so nennt man die Reihe 1)
den Multiplikand und die Reihe 2) den Mulliplikalor.
Da es aber fur die Bildung der Variationen vollkommen gleich-
giillig ist, welche der zwei Elemenlenreihen man als die erste
ansieht (§. 11), so gilt hier, dhnlich wie in der Arithmelik, der
Salz, dass das entsprechende Produkl dasselbe bleibl, wenn
man Mulliplikand und Multiplikator mit einander vertauscht.

Auch folgt aus der Bildung des Produktes, dass es nur
eine einzige Reihe giebt, welche das der Multiplikalion zweier
bestimmien Reihen enlsprechende Produkt ist.

23.

Die Muliiplikation der drei Reihen 1), 2) und 4) besteht
ebenso darin dass man aus den drei Elementenreiten a,, q; ...;
bo;bl <oy Gy
Summe 1 u.s.w. bildet und zwar wieder unter der Voraus-
selzung, dass alle Formen durch Addition, alle Elemente einer
Form durch Multiplikation verbunden sind. Bezeichnet man
die Gesammtheil dicser Variationen zur Summe O, zur Summe

¢y . . . die Variationen zur Summe 0, zur

1 u.s.w. beziiglich durch °I'3, ¥ ws.w., so ist die Reihe
0‘3}—’— ’f’z‘ + 2?’4:2... —+ 1;/'3’—{—

das der Multiplikation der drei Reihen 1), 2) und 4) entspre-

chende Produkt.  Dies drickt man durch :

2 ez . Xbra’ . S era” £ 3 Ve
aus. Die Multiplikation dreier Reihen kann auch dadurch aus-
gefiihrt werden, dass man zuerst zwei dieser Reihen mit -ein=
ander mulliplicirt, z.B. die Reihen 1) und 2) und das dieser’
Multiplikation entsprechende Produkt 7) bildet, alsdarin aber’
dieses Produkt mit der Reihe 4) multiplicirt, und wicder das
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dieser Multiplikation entsprechende Produkt bildet. Um lelzle- '

res zu finden muss man nemlich aus den zwei Elementenrei-
2 2
hen oV, 'V . ..
. .2 2
0, 1 us.w. bilden {wobei 'V als das nullte, 'V als das erste

Element us.w. der ersten Reilie zu betrachlen ist}. Der Inbe-
griff der Varialionen zur Summe r aus diesen zwei Reilien ist

und ¢;, ¢, . . . die Variationen zur Summe

mithin
2 2 2 ' 2
TV.CO.-}—’F_]‘V.CI —*—r—'ZV.CZ...—}—OV.Cr
Selzt wnan diesen Ausdruck = Dr so hat man demnach
= "QV s .5 cra” ¥ 2 Dr z
Nun ist aber auch {§. 16, Form. 5)

3 2 2 2
'V—_—"V_co_'_r—lV.cl + .-V e
3
also Dy — "V oder

= "IQ/ .z" Zera F E-"{}:cr
man erhalt also dieselbe Reihe, als’ wenn man die drei Reihen
1) 2) und 4) unmittelbar mit einander mulliplicirt hatte.  Um-
gekehel kann man hicraus auch noch folgenden Schluss ziehen.
Hat man zugleich

2 ara”  Zbrz" . e,z £ 2 T%’ z’
und
Sk 2 . X crat :i:}Z 5'%:5"
s0 muss auch
8) 2 arz” . 3 bra" F 2 ko

seyn, da fbr — "?/ seyn muss.

Da die Varialionen aus drei Elementenreihen unverdndert
bleiben, wenn man auch die Ordnung der Elementenreihcn ver-
sndert (§. 11), so kann man die zu mulliplicirenden Reihen in
beliebiger Ordnung nehmen, das der Mulliplikalion entspre-
chende Produkt bleibt immer dasselbe.

Man sieht nun leicht, wie diese Belrachtungen auf jede
beliebige Anzahl Reihen ausgedehnt werden konnen. Eine
gegebene Anzuhl Reihen mit einander multiplici-
ren, heisst: aus ihnen eine neue Reihe, das ihrer Mul-
tiplikation entsprechende Produkt, dadurch bilden,

—
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dass man die Coefficienten jeder der gegebenen Reihen als
eine Elementenreie, und zwar den Coeflicienten von z” als
das rte Element, ansieht, aus diesen die Variationen zu den
Summen 0, 1 us.w. bildet, indem man die Formen durch Ad-
dition, die Elemente jeder Form durch Multiplikation verbindet,
und allgemein den Inbegriff der Varialionen zu irgend einer
Summe als Coefficienten der Potenz von z, deren Exponent
dieser Sumwme gleich ist, nimmt. Werden also m Reihen mil
einander multiplicirt, so wird das entspréchende Produkt die
Form

m m m

V+ Wael. ..+ Var + ...
m :
haben, wofiir auch X "V zr gesetzt werden kann.

Deutet man durch P, Q, R ... p, ¢, r ... einzelne
Reihen an, und fiihrt die Multiplikation der Reihen P, Q, R, ..
auf dasselbe entsprechende Produkt, wie die Multiplikation der
Rethen p, ¢, r, . . . so sagen wir dass die Produkte PQR...
und pgr... sich entsprechen und deuten dies durch

POR & pgr ...

an.

Viertes Kapitel.

Dividiren der B.eihcn.

24.

Es sind zwei Reihen
1) ag + ayz' 4 ...+ ar g oL
2) by + byt 4 L brx” L
gegeben, man soll aus diesen Reihen eine Reihe
3) A, + Aiz' + ... + A, " + ....
bilden, so beschaffen, dass die Reihe 1) das der Mulliplika-
tion der Reihen 2) und 3) entsprechende Produkt ist (§. 22).
Kann man die Reihe 3) wirklich bilden, und es soll sogleich
gezeigl werden, dass dies immer der Fall ist, so nennt man
diese Operalion die Division der Reihe 1) durch die Reihe
2), die erste Reihe den Dividend, die zweite den Divisor
3
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und die Reihe 3) den dieser Division entsprechenden
Quotienten.
Vermoge dieser Definition soll man also (§- 22)

) Zbrar.34rar § Sarar
haben, wofiir man, der Bezeichnung der Division in der Arith-
melik dhnlich,

5) ZXarar

S brar

schreibt, so dass der Ausdruck 5) durchaus nichis Anderes
sagt, als dass der Ausdruck 4) stalt hat.

:’: EArCE"

2
Bezeichnet man nun durch "V den Inbegriff der Variatio-
nen zur Summe r gebildel aus den Elementenreihen by, 8, ...
und Ag, 4, .... so ist

2
Sbrar. SArar § 3 Var

.2 - . .
die Reihe Z"Var muss also mil der Reihe I a,zr identisch

seyn, also ar = V. Hieraus folgt :
ar — bu Ar + bl Ar—1 + by Ar—? . + br—14,+ b 4
und

6) Ar:ar——b')‘Ao‘——‘br—l Al'-'-_blA"—l
bO

Sobald mithin die Werthe von A, 4, ...

sind, giebl die Formel 6} den Werth von Ar. Nunist a,o:ol?’

= b, 4, also

Ar—1 bestimmt

4, = o
Die Formel 6) giebl demnach, wenn man r = 1 setzt,
Al — ay — bl AO
bo

Die Werthe von A, und A; sind hiermil bestimml, Selzl man
ferner r — 2, so giebl die Formel 6)

ag — by Ay — by Ay
; by

und indem man so fortfihrt, den Werth jedes belichigen Ar.
Diese Werthe sind aber ganz bestimmte, folglich ist auch
der Quotient immer ein ganz bestimmter, d. h. es giebt

Az:
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immer eine und nur eine Reihe 3) welche der enisprechende
Quotient der Division der Reihe 1) durch die Reihe 2) ist.

25.

Das Verfahren, durch welches hier der Coeflicient des
rten Gliedes des Quotienten gefunden wird, ist wesentlich ver-
schieden von dem, durch welches der Coefficient des rien
Gliedes des der Mulliplikation zweier Reihen entsprechenden
Produkis beslimmt wurde. Im lelizteren Falle konnte nemlich
dieser Coefficient unmittelbar aus den Grossen, aus wel-
chen er zusammengeselzt ist, nemlich aus den Coeflicienten
des Multiplikands und des Mulliplikators, gefunden werden,
indem man nur Variationen aus ihnen zu bilden halle, ohne
dass es nothig war noch Hilfsgrossen zu berechnen. Eine
solche unmillelbare Beslimnung nennt man ein indepen-
dentes Verfahren. Die Formel 6) dagegen, durch welche
Ar bestimmt wird, zeigt nicht wie Ar aus den Coeflicienien
des Dividends und des Divisors zusammengesetzt ist, sie {ihrt
vielmehr auf die vorhergehenden Coeflicienten 4r—1,4r—2 ... 4,
zuriick, welche sie als bereits berechnet voraussetzt. Dies
nennt man ein rekurrirendes Verfahren *).

*} Unsere Betrachtung setzt voraus, dass das Anfangsglied der
Reibe 2) nicht Null ist. Waire 6, =
so wire es nicht mehr méglich dem Quotienten die von uns ange-—

0 und nicht zugleich auch a, =0,

pommene Form zu geben. Denn da nun die Variationen aus den zwei
Rethen &,, 5, ... und A4,, 4, ... gebildet werden sollep, und in der
ersten dleser Reihen das nu”te Elemcn( b, fehlt, so ist es nicht mehr

moglich °V zu bilden, wahrend doch °V—aoseynsoll Ist dagegen auch

«y=20, so dass in der That °V weglillt, so hat man lV Ay by=a; also

&
A, = b
2
und allgemein "V = b, A, 1 + by Adp_9 ... F br A; = @,
oder r1y — by A + by Ar—1 . .. F bt Ao == art1
a, — b Ag ool — by Ap_
also Ar — r4-1 r+1 : z dr—1
1

so dass wieder allgemein A, durch das rekurrirende Verfabren be-—
stimmt wird.

34(:
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26.

Will man die sammtlichen Glieder des Quolienten von
A, bis Ar berechnen, so wird das rekurrirende Verfahren das
einfachsle seyn. Die wissenschallliche Behandlung der Divi-
sion kann aber erst dann als abgeschlossen betrachiet wérden,
wenn das Gesetz nachgewiesen ist, nach welchem die¢ Coefli-
cienten des Quotienten unmittelbar aus den Coefficientén des
Divisors und Dividenden zu bilden, also durch ein indepen-
dentes Verfahren zu finden sind. Nun ist allerdings 4, schon

. . . a
independent beslimmt worden, nemlich 4, = EQ’ seizt man
0

diesen Werth in die rekurrirende Formel fiir 4, in welcher
neben .7, nur noch Coefficienten der zwei gegebenen Reihen
vorkommen, so ist auch 4, independent bestimmt, und so fort-
fahrend kann man alimilich fiir alle Coelficienten des Quo-
tienten die independenten Wertbe finden. Indessen werden
die auf diesem Wege gefundenen Ausdricke bald so ver-
wickelt, dass es nicht leicht moglich ist, das zu Grunde lie-
gende Bildungsgesetz daraus zu erkennen. Es soll daher ein
anderer Weg eingeschlagen werden.

27.

Man betrachte nemlich zunichst den besonderen Fall,
wenn g, — 1 und die ibrigen Coefficienten der Reihe 1) ver-
schwinden. Ferner sey b, — 1, so dass .mithin die For-
mel 5) in ‘

' ! R
7) o @ F+ I A4 2" ¥
iibergehl und die Formel 6) in
8) Ay —=— by Ar—1 — by Ar—2 ... — br A

Man sieht dass jelzt der Werth von A, aus Gliedern besteht,
dic nach einem und demselben Gesetze gebildet sind, indem

‘) Der Siun dieser Formel ist also, dass das der M’ulliplikal:on
der zwei Reihen X 6. 2" und X A, a7 entsprecheade Produkt so be-
schaffen seyn muss, dass sein Anfangsglied (welches zu z° gehort) die
Eioheit ist, wihrend die Coefficienten der folgendea Potenzen von z
Null sind.

N
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bei jedem Gliede die Indices der darin vorkommenden b und
A sich zu der Summe » erginzen, und es lisst sich daher er-
warten, dass, in Folge dieser Symmetrie der rekurrirenden
Formel, auch die ipdependente Bestimmung cinfacher auslallen

a .
wird. Da im Allgemeinen A, — b—" so ist nun 4, = 1, man

0
hat also
A;- = bl Ar—l —_ b2 Ar——2

Seizt man in dieser Formel
— b =8, —b,=F ...
so geht sie in
9) Ar = By Ar—1 + By Ar—2 ... T Br
iiber. Bezeichnel man aber durch "V dic Summe aller Varia-
tionen aus allen Klassen zur Summe r, gebildet aus den Ele-
menten By, By ... fr, wobei die Elemenle jeder Form durch
Multiplikation verbunden sind, so hat man (§. 18 Form. 13)
10) "V =g —1V 4 B, 2V + ... + pr
Der Vergleich der Formeln 9) und 10) zeigt, dass A nach
demselben Geselze aus den vorhergehenden Ar—1, Ar—2, .- Ay

.— br

—-br:ﬂr

gebildet wird, wie 7V aus r—1V, r—2V, ... 'V. Nun ist
A, = — b, 4] = B, und auch 'V = B, folglich 4, = 1y,
ferner 2V = B, 'V 4 B, und A, = B4, + By, mithin auch
A, = V¥, und indem man so fortgeht, allgemein A, = "V.

Nun ist aber "V = 7Cp (§. 18) folglich auch
11) r = GC

welches die gesuchte independente Bestimmung. von A, fir
den jetzt betrachteten Fall ausdrickt. In Worten heisst dies:
Um, wenn der Dividend und das Anfangsglied des Divisors
der Einheit gleich sind, den Coefficienten des rlen Gliedes
des Quotienten zu finden, bilde man aus den mit umgekehr-
ten Zeichen genommenen Coefficienten des ersten, zweiten
u. s. w. Gliedes des Divisors, welche man als das erste,
aweite u. s. w. Element ansieht, die Combinationen mit un-
beschrinkter Wiederholung aus allen Classen zur Summe r
und mulliplicire jede Form mil der dazu gehhrenden Permu-
lationszahl , verbinde alle so gebildelen Ausdriicke durch Ad-
dition und alle Elemente jeder Form durch Multiplikation. In
Zeichen ausgedriickt heisst dies '
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1 r
12) —— + 3 Cps”
Ebra:

wobei, da Ay=1, auch unter dem Symbol °Cp die Einheit
zu verstehen ist. :

Z.B. es soll in dem Ausdruck

1
l_~}:—_2x—3m._. + l—f—Alx—}—A2x2+A5x5+....

der Werth von A; auf independentem Wege gefunden werden

Hier ist g, = —2, Bo=3, B5=—4, diese Werlhe sind.
a?so beziiglich das erste, zweite, dritte Element, und da nun
die Combinationen zur Summe 3 zu bilden sind, so konnen
dic hoheren Elemente, d. h. dje folgenden Coefj,"lcienlen des
Divisors keinen Beitrag dazu liefern und brauchen ebendeswe-
gen nicht bekannl zu seyn. Man hal aber 3C=p8,8,, 816, 85
Die erste und dritte dieser Formen kann nicht perm;lirt Qvi'era—.
den, zu der millleren gehort die Permutationszahl 2, Milhin ist
» 3Cp = 41,8 + 26, 82+ B;
und wenn man statt B1, B, B5 ihre Werthe selzt,

5C'p:(~2.—2.—2)+2(—2.3)'—{—(—4}t—~24

also Az =—24

28.
' Man'betrachle nun den allgemeineren Fall, wenn der Di-
vidend die Reihe 1) ist, behalte aber die Beschrinkung bej
dass das Anfangsglied des Divisors =1 ist. Man hat also ,

- Zaa”
13) Zb,z" F 24,

) 3ba" 34,27 Sa,z"
Aus 12) folgt aber
3b, 2. 3 "Cp.a" § 1
demnach ist es einerlei ob man das- Produkt sucht, welches
der Multiplikation der drei Rejhen 2b 2T ZTCpaT 2‘:1 x7 ent-
spricht, oder das Produki welches I.Zfa,x’ enlspr)ichtr (§- 23)
Nun ist aber (§. 22) | o

1. Ear:z;" :l: 2ar$r

e
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also auch
2b.z". T7Cpx”. Zex” F Ta.am .

Vergleicht man diesen Ausdruck mit 14), so folgt (§. 23.
Form. 8) : '
' 2Cpz™. T a,x" £ ZTA o
d. h.
(I4+1epz - 20p22+-... +7Cpz7+-.. ) (ay+a, x...Fa.a"F ...

+ Aot Az A
woraus
I5) A,=a, -+ 'Cpa,_, + *Cpa__, ...+ "Cpag

folgt, wodurch auch in diesem Falle die Coeflicienten des Quo~
tienten auf independentem Wege bestimmt sind. Die Combi-~
nationen behalten dieselbe Bedeutung wie im vorhergehenden
Falle und beziehen sich also wieder auf die Elemente —by,
—b; u. s. w.

29.

Auf den so eben behandelten Fall kann nun leicht der
allgemcinste Fall zuriick gefihrt werden, in welchem die For-
mel 4) statl findet, ohne dass der Werth von by auf die Ein-
heit beschrankt wird. Insofern nemlich.die Reihe &y -+ b,z 4 ...

b
das der Multiplikation der Reihe 1 +%x+b—2x2+... mit b,
1) o
entsprechende Produkt ist, kann man auch schreiben

b
16) b, . 2 b—rzz:' .2 A" § Za. "

0
Setzt man aber
.. E : r
m o Ee g sp
3> Tgr

0
so findet man, da das Anfangsglied des Divisors die Einheil
ist, aus dem ‘Vergleich dieser Formel mit der Formel 13)
dass der Werth von D_ sich aus dem Werthe von 4, in For-
mel 15) ergeben muss, wenn man in dieser allgemein EI stalt

: 0
b, selzt. Man hat mithin

18) D, = a, + 'Cpa_, + ... + "Cpa, .
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N . —b —b
wo sich nun das Combinationszeichen auf 5 ' = 2
o 0

als erstes, zweiles Element u.s.w. bezieht,

Verbindet man nun den Ausdruck E?zr 2D, 2" § Saa
0
welcher aus 17) folgt, mit dem Ausdruck 16), so ergiebt sich

bO Z'Ar.'z:' :’: ZDrxr
also byd, = D,

."Cpa
d. h. A = WP %

wo "Cp dieselbe Bedeutung wie in 18) hat.  Hiermit ist die
independente Bestimmung der Coefficienten des Quotienten im
allgemeinsten Divisionsfalle erledigl.

Finftes Kapitel.

Potenziren der Reihen, Polynomischer und binomischer
Lehrsatz. '

30.

Ein einzelner Fall aus der im 3ten Kapitel behandelten
allgemeinen Theorie der Multiplikation bielet ein besonderes
Interesse dar. Wenn man nemlich eine Reihe

1 @G + a,x + ayx? 4 ...
mehrmals mit sich selhst multjplicirt und das enisprechende
Produkt sucht, so nennt man dies die Reihe potenziren.
Man erhebt die Reihe auf die mte Potenz, wenn man sie m ma)
mit sich multiplieirt, - _

Man nennt aber eine Reihe von der Form der Reihe 1)
ein Polynom und daher die Entwickelung des Gesetzes,
nach welchem die Glieder des einer Potenz des Polynoms ent-~
sprechenden Produkts gebaut sind, den polynomischen
Lehrsatz und dieses Produkt selbst die Polynomialreihe.

Bezeichnet man die mle Potenz der Reihe 1) durch
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{ag+a,z + )m oder durch (X a,:v’]mund das entsprechende .
Produkt durch X4 27 so hal man mithin

m
2) (Za.z] £ 242"
Aus dem Schluss des §. 23 folgt also unmittelbar

m
A, =TV
Da aber die zu multiplicirenden Reihen identisch, mithin die
Variationen nur aus der einzigen Elementenreihe ao, 2., a,...
zu bilden sind, hat man (§. 16 Form. 6)

m
3) A, = "Cp .
und hiermit ist die independente Entwickelung (§. 25)
des polynomischen Lehrsatzes erledigt. Man findel also

nach Form. 3)

m m
4o="Cp=ao,
m m—1 1.2..m "‘-’"la
y — == .0y -
A =Cp=@a, . a, . T2 ) m. ey . a,
m m-2 2 1. m m~1 I .. m
Adp="p=do - @y Ty TR T % Sy
—1 m—-2 2 m—1
Tl(ﬁ‘*“) o - 8 + may . a,
3.
m m m . .
Ist @o =0, so sind auch °Cp, 'Cp .. . m-1Cp simmtlich
Null, da diese Ausdricke in allen Gliedern den Faktor a, ent-
halten und erst m”bp = a? ist nicht Null.  Mithin verschwin-
den auch 4,, A, ... 4m-1 und die Polynomialreihe beginnt

mit 4, ™. Die Formel 2) geh! also in

m .
(a,x+a,22 . +a,2") F Anz™ + Antrontl  ddmpantr 4.
iiber. Statt dessen kann man auch schreihen

g, +ayz..+a.x-14..) F am (dn + Amframtt..,
+ Amgra’ .. ) |

also
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(@, +az..+a,ar-1,) £ Am tAnt12 . A Amprar+.
oder '
m

m m m
@, +a,x..4a 1. ) f mCp n10pz. .. 4 mtrCprr .
Selzt man nun Am — B,, dm+1 :B,...Am+r:B, so ist

_(al—}—azx...—{-arxr—l...)m:]: By +B x...4+ B a"+....

m
wo B, = m+r(p, und die Combinationen aus den Elementen
@y, @&y . .. zu bilden sind. '

32.

Auch die rekurrirende Entwicl‘{'élung des polyno-
mischen Lehrsalzes ist leicht zu geben. Soll nemlich A, aus
den als bekannt “angenommenen 4,, A; ... Ar-1 gefunden wer-

m
den, so braucht man nach Form. 3) nur zu wissen wie Cp

ny m -om
aus den bekannten °Cp, 'Cp ., . »-1Cp gelunden wird. Diese
Frage ist aber bereils im zweiten Kapitel (Formel 1T} erledigt
worden. Man hat mithin o
4 :[m+1—7'](11Ar_x+[2(m+1)—r]a2Ar—2...."+[r('m+])—r]arA0

r

4)

Tk
und damit die verlangte Recursionsformel.

Geht man von dem oben gefundenen Werlhe

4, = (“o)m
aus, so findet man durch diese Formel, wenn r —1
m.a;, A -1
Ay =""000 — iy,
)
wie ebenfalls schon gefunden wurde, Ist r = 2 so hal man
(m—1)a, A, 4 2ma, A, m(m—1) ™2 2 w1
4, = 20 =15 - a, -+ ma,. a,
u. s ow.

Sollen alle Coefficienten von Ao bis A_ gefunden werden, so
ist offenbar das rekurrirende Verfahren wieder bequemer als
das independente (vgl. §. 25).
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33.

In dem besonderen Falle, wenn alle Coeflicienten der
Reihe 1), die zwei ersten a, und ¢, ausgenommen, verschwin-
den, wenn also das Polynom in ein Binom ubergeht, geht
der polynomische Lehrsatz in den binomischen iber,
die Polynomialreihe in die Binomialreihe. Statt der
Formel 2) hat man nun

5 (o + a,a) £ Tdear
und nach Form. 3)

m
4, = "Cp
Allein da nun die Combinalionen nur ans den zwei Elementen
m
ao und @, zu bilden sind, so ist mC die lelzte die noch gebil-

m
det werden kann, wihrend m+1C u.s.w. verschwinden. Die

Binomialreihe muss also mit dem Gliede Amzm ab-
brechen und man hat
m T
6 e+ ax) + T4
.' 07m
Es lasst sich aber A, jelzt in einer anderen einfachen Form

m
ausdriicken. Da nemlich die Summe 7 in "Cp nur durch rma-

liges Selzen des Elements a, erzeugl wird, so muss der Fak-

m
tor (@,) ein Bestandtheil von "Cp seyn, und da die Anzahl
der zusammentretenden Elemente m seyn soll, so muss jedes
der noch fehlenden m—r Elemente a, seyn. Man hat mil-

m m-r T ) _ .

hin "C = a, . a,. Die hierzn gehérende Permutationszahl ist
S l.2...m also
1.2m—r).1.2...r
m 1 2 m m-r r

N A = O = L2 ‘

) A P= 12 mn 1.2 % %
womit die independente Entwickclung des Binoms — fir
ganze posilive Exponenlen — gefunden ist.

34.

Die hier vorkommende Permutationszahl nennt man den
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rlen Binomialcoefficienten der Potenz m, im Folgenden
,
soll sie durch das Zeichen m»B angedeutel werden.  Man

setzl also

. r 1.2..,.m
e NI e
woraus man zwei einfache Ausdricke ablgan kann, nemlich
T m.m—1)....(m—r41
9 B = :
b I.2... . .r
10) o M m—l) )
1.2.... (m—r)

Vergleicht man den Ausdruck 9) mit Kap. 2 Form. 2, so folgt

r T
1) w8 = NC(1,2 ... m
d. h. der rte Binomialcoefficient der mten Potenz ist nichls
Anderes als die Anzahl der Combinalionen ohne Wiederholung
aus m Elementen zur rten Classe *). Dass hier ein neues Zei-
chen fir diesen Begriff eingefiihrt wird, geschieht darum, weil
spater (§. 40) der Begriff der Binomialcoelficienten auf einen
Fall ausgedehnt wird, fiir welchen das combjnatorische Zei-
chen nicht mehr passi.
Man selze nun allgemein

T m—r r
12) Ar f— m-SBaO <y
m 0
Da 4y = a, so ist m$ = 1. Diesen Werth kann man we-

der aus Formel 8) noch aus Formel 9) direkt finden, da r=0,
also diese Formeln sinnlos werden, dagegen giebt Formel 10)

'mB — _(_:,1_) .__._! — 1

1.2...m

m

m m
Aus Am = mCp = a, lolgl ebenso mB =1. Hier istl r—m

‘) Da die Anzahl der Combinationen, der Natur der Sache nach,

r .
immer eine ganze Zahl ist, so folgt daraus, dass auch ™ eiue sol-
che ist, sobald, wie hier vorausgesetzt wird, m cine ganze posilive

Zahl ist.
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und nun verlieren Formel 8) und 10) ihren Sinn wihrend

Formel 9)
m m.m—1 ... .1
2 IB — —= e o
" 2. ..m =
giebt. Diese zwei Fille abgerechnet kann jede der drei For-
meln zur Berechnung der Binomialcoelficienlen gebraucht wer-
den, obgieich Formel 9) wie sich spiter (§. 40) zeigen wird,

die brauchbarste ist.

35.
Selzt man in 9) stait + den Werth m—r  so hat man
,;';;r: m.n—1) . .. .. (F41)
1 (m—7)

also nach 10)
- M=

13) mB = me
d. h, die Binomialcoelficienten, welche gleich weit, der eine
vom Endgliede der Entwickelung, nemlich dem mlen, der an-
dere vom Anlangsgliede, dem Oten, abstehen, sind gleich. Also

0 m
nicht blos, wie schon gefunden wurde, mB — mB, da beide
1 m~1 2 m—2
= 1, sondern auch mB — mB mB —= =B u. s. w.

In Folge dieser Eigenschaft braucht man also die Bino-

mialcoelficientén nur bis zur Mitte der Binomialreihe
zu herechnen, da sie von da an in umgekehrter Ordnung wie-
derkehren. Jedoch sind hier zwei Fille zu unlerscheiden, je
nachdem m eine ungerade oder eine gerade Zahl ist. Da
nemlich die Binomialreihe mit 4,a% beginnt und mit Amaz™
endigl (Form. 6), also m-+1 Glieder enthilt, so wird ihre
Gliederzahl, wenn m ungerade ist, eine gerade, und wenn m
gerade ist, eine ungerade seyn. Im ersten Fall selze man
m -1 == 2k, es enispricht nun jedem der ersten % Binomial-
coeflicienten ein gleicher unter den lelzten k Binomialcoeffi-

cienten. Es giebt also in diesem Falle keinen mittleren Bino-
' k-1
mialcoefficienten, oder, wenn man will, kann marn m3B und

k
mPB als die miltleren ansehen. Man hat aber
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n{g_ m.(m—1). ... m—k+2
D
+1
oder, wenn man fiir £ seinen Werth " selzt
. m+2 m+3
1 2 m.(m—1)... -
m_—
PN
| [ .
m+1
k e

und denselben Werth findet man fir =8 — m$3,

Im zweiten Falle selze man m =2k alsom + 1 =2k+1.
Hier entspricht wieder jedem der ersten k& Binomialcoefficien-
ten ein gleicher unter den letzten, in der Mille zwischen die-

sen paarweise gleichen Binomialcoelficienlen stehl aber ein
. .

einzelner m%B welcher ebendeswegen der mittlere genannt

wird. Und zwar ist

m"_m.(m—l)..-..(m——/c—}—)
B = 1.2, .k o

m
oder, indem man 3 stall & setzt,

= m(m_l)-...[§+1]
15) =B =
m
1.2, 2
36.

Ein anderes Mitlel die Berechnung der Binomialcoefficien-
ten abzukiirzen, bietet die Bemerkung, dass man jeden der-
selben aus dem unmillelbar vorhergehenden finden kann, wenn
man letzleren mit einer bestimmten Zahl mulliplicirt.. Denn aus

iy M m—=1) 1)

1.2 ...r
o om L m—1) ... m—r 1) m—r)
- 1.2...7.(r41)

folgt
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r+l . T
16) w8 ="""_nup
r—+4 1
0 .
Nun weiss man dass m® = 1 also kann man, von diesem

ausgehend , alle folgenden Binomialcoefficienten auf rekuarri-
rendem Wege finden, Hieraus folgl weiler, wenn man For-
mel 12) beriicksichtigt, "

r+1 m—(r41) r+1

B

Ar—]—l _m a, - ay __om—r @
A T s mer T r417 a
B mB ag - a4
also
17 A _m—r &
) r+1 — ﬂ—] . a r |
wodurch die rekurrirende Entwickelung des Binoms ge-
geben isl.

Aus Formel 16) ergiebt sich zugleich, dass die Binomial-
coefficienten bis zum millleren, wenn ein solcher vorhanden
ist, oder bis zu den zwei gleichen mittléren, immer grosser
werden, so dass dieser mitllere oder diese beiden miltleren

Binomialcoelficienten die grossten unter allen sind. Ist nur

m
2 —m
ein mittlerer B vorhanden und man selzl 7 < 5 1, so
—m _m . m—T
istm—r;—z——{—l und r + 1 <§a]SOT+—1> 1.
m. 41 r
Mithin so lange r noch nicht = > ist, mB > mB.
m—1 m41
2 2
Hal man zwei milllere Glieder m3 und mB und man setzt
. m—3 _m+3 _ m— 1|
rfm so ist m —r ‘>——_2‘_—undr—}—1 <= 5
m-—r m— | .
ieder = ————, so st
also wieder | = 1. Ist dagegen r 5 ,

m4-1 m—1

: 1 2 2
m—r‘:’i;—lundr+1=1%—also mB = mB

wie schon bekannt war,
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37.

Addirt man die zwei aufeinander folgenden Binomialcoeflfi-
¥ 1

cienten m% und mB zusammen, so erhidll man

r ™1 g (me— m -y mm—1)...(m —r
( 1) fr—rd ) mn— ) )

Y Al = m 1.2.. . (r+1
m—r .\m—l)...(m;r'# 1)
P41 ) [ 1.2...r ]

m o (m—])...(m—r+1) _ (m+1)m{m—1)...(m—r+])

—r—}—l' I.2...r — 1.2.3...(r+1)

Den letzlen Ausdruck erhilt man aber wenn man in For-
mel 9) m -1 stat m und r 4 1 statt r setzt. Man hal mithin
41 r r41
18) mt1B = mB + mY
Mit Hiille dieser Formel kann man die Binomialcoefficienlen
jeder Potenz m - 1 berechnen, wenn man die Binomialcoeffi-
cienten der vorhergehenden Potenz m kennt.  Zunichst hat
0 - 1 0 1 2 1
man m+18 = 1, dann m+1B = »B 4 =B, m+1B = =P
. ) :
+ mB u. s. w.¥)

") Es ergiebt sich hieraus auch, dass man aus den Coefficienten
irgend einer Potenz die der nichstvorhergehenden finden kann. Deno
R 1 -0 .1
¢ "ty = ™3 4+ ™B folgt
o 1 0 1 0
m% m-}-_l23 _ My m+1§B o "‘+113
2 2 1
Nun ist mt1 8= "8 + ™8 also
‘ 0
2 . m+x . m+1£ + mt1gp

Gesetzt -man habe, indem man diese Betrachtung fortsetzt, fir irgend
einen bestifimten Werth » gefunden, dass

r r r-1 —2 0
- m—{-lT).__ m--}—l23 + m-"—lQs o _*:m—{-l%
wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem r gerade

7ll+1 +1 m::i-l r

oder ungerade, so fdnde man auch aus 5+ "B
r+1 +1r+ m+1r 1n+1 r—1 . m+10
B + B...x B

Nup ist nachgewnesen, dass dicse Formel fir r = 1, r = 2 wirklich
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38.

Man kann auch den rten Binomialcoefficienten einer Po-
tenz finden, welche die Summe @ -} b zweier Zahlen @ und b
ist, wenn man die Binomialcoeflficienten vom Olen bis zum rien
fiir die zwei Potenzen a und b kennt. Um die enisprechende
Formel zu finden, stellen wir zuniichst die Binomialcoelficien—
ten unler einem neuen Gesichispunkie dar. Beirachtet man
nemlich die Werlthe der Binomialcoefficienten; welche For-
mel 9) und 10) geben, so sieht man dass sie aus einem Zih-
ler und einem Nenner bestehen, welche beide Produkte sind,
in denen jeder Faklor um eine Einheit von dem vorhergehen-
den verschieden ist. Ein solches Produkt ist als specieller Fall
eines allgemeineren Ausdrucks anzusehen, in welchem man
ein Produkt betrachtet, bei dem jeder Faklor um eine be-
stimmte Zahl grosser oder kleiner als der vorhergehende ist.
Solche Produkte nennt man Faktoriellen oder Fakulti-
ten; von ihren vielen merkwiirdigen Eigenschalten betrachten
wir hier nur einige einfache. Man bezeichne das Produkt
a4+ d(a+ b+ katbt2k...(a+bt(r—1)Fk
durch {a + b)rik. Hierbei kinnen a, b, k, sowoll ganze als
gebrochene, positive oder negative, ralionale oder irrationale
Zahlen bedeuten, wihrend r eine ganze posilive Zahl ist,
welche die Anzahl der Faktoren bezeichnet. Ist r=0,-s0 soll
das Symbol (@ 4 b}01k die Einheil bedeulen; ist + — 1, so
ist (@ + b1tk = a 4 b. Man hat demnach

19y (a+b)(a+6+1)...(etb+r—1) = (a b1

statt hat, folglich ist sie allgemein richtig. Setzt man in dieser For-

10 1k 12 12
mel m — 0 und bedenkt dass "B =1, "B = { aber "B, "V us.w.

Null siad, so folgt
01 1 0

B= "B — "B=0
1
B

2 2 0
99 =g — g =0
A | : m ! m-4-1 !
und dberhaupt 08 — 0 wenn r > 0, dagegen folgt aus "8 = B
0 0 1 1
— ™8, dass Oﬂj = 1% — 023 —= 1 zu setzen ist,

4
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20) (@a+8) (a+b—1)...(a+b—(r—1)) = (a-b)ri-1
21 a 1) .... (@ +r —1) = alt
22) a a—1)....@ — (r — 1) = arl-1
23) . 2 ..., r = 1rlt

Man erhialt nemlich 21) aus 19), und 22) aus 20) indem man
b — 0 selzt und 23) aus 21) indem man @=1 selzt. Nach
_Formel 9) kann man also jeden Binomialcoefficienten als den
Quotienten zweier Faktoriellen darstellen; nemlich ’

r : -1
29  mp — 2
Man hat offenbar

0 1
(a4 0)1-1=a-} b= "Barl-1 + BH1|-t
(@ +d)2l-t=(a}b)la-}: b—1)=ale-— 1)+ 2ab + b(b— 1)
0 1 2
= *Ba2|-1 4 *B . al|-1. b1[-1-} 2B . b2|-1

Gilt das hierbei sich zeigende Enlwickelungsgeselz bis zu ei-
nem gewissen r, so dass bis dahin

1 2
25) (a+ bjr|-1 :ﬁ%arl—l + "Bar-1|-1, b1|-1 4 Bar-2|-1b2|~1...,
. r—1 : T
+ Bal|-1 br-1|-1 {7Hjr|~1 _
so ist die Formel auch fir r 4 1 und mithin allgemein fir
jeden Werth von 7 richtig. Multiplicirt man nemlich diesen
Ausdruck mil (@ + b -—r) so erhilt man aul der linken Seite
des Gleichheitszeichens {a + bjr|~1 (@ + b—7r) = (@ + b)r+1]-1.
Auf der rechlen Seite mulliplicire man so mit a +b—r dass
man zuerst das erste Glied mit a—r, das zweile mit a—{(r—1)
u.s.w., das letzte mit @, und dann das erste mil b, das zweite
mit b—1 u.s.w., das letzle mit & — r multiplicirt, alsdann
erhilt man

(@ + b+t =
0 1 . ¥
TBar+41|~1 + 7Bar|-1,b1|-1 4, +rBall-1, br|-1
0 r—1 r
+™Barl-1 . b1-1 4 ...+ "Bal|-1 br|-1 4 rBbrt1]|-1

0 0 r 1
Bemerkt man nun dass "B = r+18;, 8 —-r+18 und

Fredis
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k k41 k+1
™8 4+ "B — r+b5 (Form. 18) so erhill man, wenn man die
unter einander stehenden Glieder addirt,

o 1
(11 + b)r+1]—1 = r+1Bar+t1]-1 -+ r+1Barl~1 . bl|-1

2 S r+1

S r418ar-1-1.52|-1. ., +r+1Bat|~1 . brl-1 4 r+1B . br+1]-1
womil unsere Behauptung erwiesen ist. Nun gill die Formel
25) fir r — 2, mithin allgemein.  Dividirt man alle Glieder
dieser Formel mit 1.2...r (wofir man nach 23) auch 17
selzen kann) und bericksichtigt dass B — 1, B = L
r{ir—1)

1.2

(@ 4 b)rl-1 ar|-1 ar-1|-1 b1-1
T Tz T iEopen T 1

ar-2|-1 b2|-1 br|-1

Tz ey T Ttz
Nach Formel 24) heisst dies aber

2
"B = u.s.w. so findet man

LT

T T r—1 1 r~2 ,2 1 ,r-1 T
27) “Hip =B L 9p . 4B 4 °B. 'B.. D BB

und dies ist die im Anfang dieses Paragraphen gesuchle Formel.

Selzt man r = @ = b, so erhill man

9 r r rr—l »1 1‘7—2 2 1 Tr—-l r

B ="84+ B. B+ B.™W...+ "V B4+ B
T 0 T 0

Bedenkt man dass *B = 7 — 1 und also auch "8 = ("B)?
T
= ("B)* gesetzt werden darf, und bericksichtigl man die For-
mel 13}, so findel man
1 2 r—1 r

T 0
28) B = (B) + (V) + (BP...+(DPFT)P),

-
*) Setzt man m = 2r in Formel 9), so findet man g
— Q_T (Qr_—:” . 1(:——{—_) Multiplicirt man in diesem Ausdruck Zih—
1.2...r
ler uod N 1.2 bt erin L2 10 Gber
.2 ...r, s0ogeht ecin -~ 7" "~ 2
er un eoner mi r, 80 g i 2. ]

oder, wenn man im Zihler die geraden Faktoren von den upgeraden

4*
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d. h. die Summe der Quadrate der simmilichen Binomialcocf-
ficienten einer (ganzen posiliven) Potenz ist dem mittieren Bi-
nomialcoelficienten (§. 35) der doppelten Potenz gleich.

39.
Setzt man in Formel 6) ay =1, a, = 1, so geht sie in
r
29) 1+ o + 3 4,0
0,m

tiber, wo nun nach Formel 12)

T
A = ™8

mithin

) T T

30) 14+ 2y § 2 np . 2"

0,m

Wenn es darauf ankommt, die Binomialformel zu entwickeln,
braucht man nur diesen speciellen Fall zu betrachten, da sich
der allgemeinere, wo man (@y + ayz)m zu betrachten hay,
sofort auf diesen zuriicklithren lisst. Denn da man stalt

(o + @, x)m auch qym (1 J- l z)m schreiben kann und nach

Qo
Formel 30)
a .1‘ T
4 ol 4 S7D (2 2y
so ist auch (§. 22)

(@ + avan 4 am3 oD (2 o 4 3 Doy (@ oy

0,m [229) 0,m "0

40.

Bestimmt man den Werth von mB durch Formel 8] oder
Formel 10), so hat dieser Ausdruck nur dann eine bestimmte

scheidet, in 1:3.5..(2r—1) . 2.4.6...% = 1__35\(2_'-:1_) L2
1.2.3...r 1.2.3...r 1.2.3...r
_ 1.3.5...(2r—1) 227‘

2.4.6...2r

Setzt man den letzten Ausdruck statt
2ra )

B so hat man die Formel 28) in der Gestalt, wie sie zuerst von
dem berihmten franzésischen Mathematiker Lagrange gefuuden wor—
den ist.
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Bedeulung, wenn, wie wir bis jetzl vorausgesetzt haben, m
T
eine ganze posilive Zahl ist. Bestimm! man dagegen mQB durch

Formel 9) so behall dieser Ausdruck immer einen bestimmien

‘Sinn, welche reelle Zahl man slatt m nimmt. Wir wollen da-

her, indém wir den Begriff des Binomialcoefficienten erweitern,

T

unter dem Zeichen mB, welches wir noch immer den rten
Binomialcoefficienten der Polenz m nennem, den Ausdruck
m{m—1}) ... (m—r 1 . .

( l) 5 ( + ]verstehen, wo m irgend eine

.2

reelle Zahl bedeulet, sey sie nun eine ganze oder gebrochene,
posilive oder negatlive, rationale oder irralionale. Dagegen

0
bleibt ~ immer eine ganze positive Zahl. Auch soll mB unter
allen Umstdnden die Einheit bedeuten. Zwischen den zwei
Fillen, wo m eine ganze positive Zahl und wo es keine solche

r
st, findet nur der Unterschied statt, dass im ersteren m® im-
mer Null wird, sobald r grosser als m ist, weil dann der im

mm—1)...m—r-+1)

Zihler von ) vorkommende Fak-

.r .
tor m; — r -+ 1 oder ein vorhergehender Null ist, wihrend
im zweiten Falle, welche ganze Zahl man fir r selzen mag,

kein Faktor des Zdhlers Null wird, also auch m® niemals
Null wird.

Es ist einleuchtend, dass die Formeln 16) und 18) auch
bei dieser allgemeineren Bedeutung des Binomialcoefficienten
unverdndert ihre Geltung behalten, da sie unmitlelbar aus For-
mel 9) abgeleitel sind. Bs wurde ferner bemerkl, dass die
Formel 20) fiir jeden reellen Werlh von @ und & gilt; die De~

finition von m5{3, welche wir in Formel 24) gegeben haben,
gilt also ebenfalls wenn m irgend eine reelle Zahl ist. Aus
dieser Formel und der Formel 18) wurde aber die Formel 27)
abgeleitet, folglich behait auch diese jhre Giilligkeit, wenn
a -+ b irgend eine reelle Zahl ist. Dagegen verliert die For~
mel 13) und Alles was aus ihr abgeleilet wird, also nament~
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lich die Formel 28), ihren Sinn, sobald m keine ganze posi-
live Zahl ist, weil sie aul Formel 10) beruht.

41.

Indem wir friiher (§. 39) den binomischen Lehrsatz (fir
ganze posilive Potenzen) auf seine einfachste Form zuriickfithr-
ten, erhiellen wir die Formel 30). Wir hilten aber statt der-
selben auch schreiben konnen

-
31) (1 + zym £ I mBar

d. h. wir halten uns die Glieder der Summenformel als unbef

grenzl fortlanfend denken konnen, da, wie eben bemerkt wurde,

sobald m eine ganze positive Zahl ist, alle auf nB folgenden
Binomialcoefficienlen Null sind. Setzen wir aber fir m eine
Zahl, die keine ganze positive ist, so werden die Glieder
der Suminenformel nicht blos scheinbar, sondern wirklich, ins
Unendliche forigehen.
unter dieser Vorausselzung die Formel 31) noch einen Sinn
behalt ?

Man nehme zuerst an, es sey m ein posiliver Bruch und

Setzeng, wo p und ¢ ganz positive Zahlen bedeulen.
q -

Man hitte also

Ld L
32) (1 + 5?7 £ = Bar
N £, P, . R a

oder (1 4+ 2)? 1+ 9Bz + 1B22 ... 182" | ...
Wie nun jn der Arithmetik die Gleichung

» -

a? = b _
nichts anderes sagt als dass die Gleichung b = af stant hat,

ebenso missen wir hier den Ausdruck 32) so verstehen, dass
er nichts Anderes sagen soll, als dass der Ausdruck
L r d

2 r
18z +..)7 (1 42)P

33) 1 4+ 9Bz + IBa2 ...
statt hat.  Die Frage ist also darauf zurickgefihrt, "ob

Es enlsteht nun die Frage ob auch .

——— "
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wirklich die Entwickelung der gqten Potenz des Polynoms

P, -
1 + 98z + . .. auf dasselbe entsprechende Produkt fiihrt,
wie die Enlwickelung der pten Potenz des Binoms 1+4z. Da
wir fir beide Entwickelungen das Geselz kennen, indem jap
und ¢ ganze Zahlen sind, so”wird die Antworl keme Schwie-
rigkeit haben. Man seize

P P P
—1 — 2 —r ]
(1 + 919z + 1Ba2... + 7827, ) 4 T A&
so ist, mit Formel 2) verglichen,
2, 22
I8 = a, 18 — a, u.s.w. und ¢ = m ferner a,=Ag=1
mithin nach Formel 4)
P 1
Alzq.lSB:q.—p—:pz Py
q
L P,
(q-l) e l-n ~ 2
4 la=h 1912 T g Tag e,y
2= 2 2 2
Ist aber bis zu einem beslimmten r die Gleichung
. r—1
Ar—]_ fumont P»’B
richtig, so muss sie auch fir » + 1 gelten. Denn da
2y Py %r
(g +1—7) 1D Ay 2g+ 1) 71 B Aros .+ [r{g+1)—r1"D
A, =" -
Jid
L 1 r-1 ﬂz r~2 ;r
(g1 DB 4 (2g+ 1)) 1B L4l + 1))
= - :
| P i e
[T Ry r
50 ist //rz[ﬁrl] [qis?%...jtr 79

P P
L= ~ 9 r-9 —r
— [qszlsf’zs 4 178 ..+ q%]
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Ll ﬁz ¢
od 95 P oqe P P g L
er da 3= 7,2 %_?(?ﬁl):ﬂ.q B und
loemei f' p oire -
allgemein r =7 ! B ist, so hat man auch
4 — q —*—_1 P p‘l‘l Z“11 r-2 : ‘g"lr—l
F o= - ? ,+‘19\)3P93___.+11_%'.1-‘\

Nun ist nach Formel 27), wenn man dort r — 1 sialt 7 und
a:p,bzg—lselzt, .

r+ ﬁ—lr—l r—1 £"11 -2 1‘11'—1

B =Py 4 ¢ BPB... 49 g

und wenn man in derselben Formel g =p,b=2 setat,
g g

P
Pt = T r—1£1

=

» .
mithin 4, = 9 + ] P ] ? +?'_1§3_1 [P + 2, "J
nun ist T T

P
g + 1 pp+q‘—lr—l

r q o r

-
also A = Py

Da aber die Richtigkeit dieser Gleichung fir r = 1, r = 2

schon nachgewiesen worden ist, so gill sie mithin allgemein
und man hat demnach

q

| —1 —2 r
1+ 8Bz + 9822 .. ] 4 3 PBgr

nun ist auch

(1 + of + >7Por

!
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P
mithin® (1 + 2 F (1 + 75213.41: 4+ .00
oder, was dasselbe bedeulet,
L P,
4+ 27 F 3 18s"

.Es ist-damit bewiesen, dass die Binomialformel 31) aueh fiir

posilive gebrochene rationale Werthe von m gilt.

‘Man selze nun m = — ﬂ, wo p und g wieder ganze
q

_posilive Zahlen bedeuten, und frage, ob die Formel

p
. ‘ ——r
. 349) 1+ £ 3 98z
noch eine Bedeutung hat.
In der Arithmetik bedeutet die Gleichung

a
a ! =b _
dass die Gleichung ar. b9 == 1 stalt hat. Ebenso verslehen
wir unter dem Ausdruck 34) nur das Statthaben desAusdruckes
-2, 1

(1 4+ 2 [T 18z + 1
und es frigl sich daher nur, ob dieser letztere Ausd__riwk rich-
lig ist, oder was dasselbe sagl, ob der Ausdruck

P 9 _r 9
- r —r

[Z 7827 [Z 9B2"] § 1
richtig ist (Form. 33), d. h., da man bei der Multiplikalion die
Ordnung der Faktoren beliebig verlauschen kann, ob

P P9
- r —_r
35) [3 IBa" . > 8] f 1
Schreibt man jetzt stait der Summenformeln die entwickelten
P ? P
—1 : : —r -——1

Reihen 1 + 98Bz + ... 3+ 98z +...und 1+ 9Bz....

4+ 982" 4+ ... und setat
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P P
~r

r, r_ _r
(I 4+ B4, 4+ B +..) (14 q%x...-}- B .. )
2 2 9
F OV Ve oy

o . . . .
o sind die Variationen aus den zwei Elemenlenreihen
P P

q -r -1
I, B...%8 .. . und 1, B, ...
den (§. 22). Man findet daher '

98 . .. zu bil-

1 2
V=184 1p 915 4 g I'8...4+ 98

Der Ausdruck rechis vom Gleichheilszeichen ist aber nach

Formel 27), wenn man in derselben g — — Pp=2
q g

- . r
setzl, soviel wie 9B also Null wenn > 0 und = 1 wenn

_ 2 2
= 0 (8. 37 Anmerk.) mithin °V —= 1 und 7V = 0 sobald
f = 0 und demnach |

. lr _ir .
36) 3 Y27 .3 B 4 1

mithin auch

Der Ausdruck 35) ist also richtig, folglich auch der Ausdruck

34). Da wir nun auch ¢ —1 seizen konnen, wodurch — £
- . . q
in die ganze negative Zahl — p ibergeht, so konnen wir

r{lilhin behaupten, dass die Binomialformel 31) auch fiir nega-
tive, ganze oder gebrochene, rationale Werthe von m
- . ‘ T ) .

gilt.  Wir sagen daher: die Rejhe 3 Bz entspricht fir je-
den rationalen Werth von m-dem Ausdruck (1 4 z)m.
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Sechstes Kapitel.

Die Convergenz der Reihen.

42.

Nachdem im Vorhergehenden erliutert worden ist, wel-
chen Sinn wir den Fundamenfaloperalionen der Arithmetik bei-
legen, wenn wir dieselben auf Reihen anwenden, soll nun die
im ersten Kapitel angeregte Frage (§.5) erortert werden, nem~
lich unier welchen Bedingungen diese an den Reihen ausge-
fihrten Operalionen mil den gleichnamigen der Arithmetik iber-
einstimmen. Hierzu ist es vor Allem nothig die Frage zu be-
aniworten, unter welchen Bedingu.ngen die Reiben, mit wel~
chen. wir rechnen, einen bestimmten Zahlenwerth haben. Diese
Frage wollen wir aber nicht blos auf Reihen beschrinken,
welche die bis jetzt betrachiele Form haben, d.h. auf Reihen
welche nach den steigenden Polenzen einer Grosse x geord-
net sind {§. 3), vielmehr soll in diesem Kapitel das Wort
Reihe in allgemeinerem Sinne genommen werden. Wir den-
ken uns nemlich eine Anzahi auf einander folgender, nach ir~
gend einem Gesetze gebildeler, reeller, posiliver oder nega~
tiver, Zahlengrossen, u,, . . . un welche einzeln einen endli-
chen Werth haben, so lange n einen endlichen Werth hat,
und nehmen an dass dieselben, nach der Ordnung ihrer Auf-
einanderfolge, zusammen gezihit werden. Hierdurch entsteht
ein Ausdruck

l) u1+u2—{—...+un

welchen wir eine Reihe nennen, jede einzelne der addirten

Grossen heisst ein Glied der Reihe.

43.

Bei der Reihe 1) sind nun zunichst zwei Fille zu unter-
scheiden, indem eniweder n endlich oder unendlich ist.
Im ersten Falle besteht die Reihe .aus einer endlichen Glieder-
zahl, sie ist daher, wie man sagt, eine endliche, die Summe
dieser Glieder, oder der Werth der Reihe ist also eine be-
stimmte Zahl, es bedarf demnach keiner weileren Untersu-
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chung, ob die Reihe einen beslimmien Zahlenwerth hat, eine
endliche Reihe hat immer einen Werth.

Im zweilen Falle dagegen hat die Reihe eine unendliche
Gliederzahl, sie ist, wie man sagt, eine unendliche, und
nun entsteht die Frage, ob und wann sie einen bestimmten
Werth hat.

" Unter der Vorausselzung, welche von nun animmer still-
schweigend gemacht wird, dass die Reihe 1) eine unendliche
ist, sind drei Fille zu unterscheiden. Entweder nihert sich
die Summe der r erslen Glieder

U + Uy + ...+ u,

einem bestimmten Werthe immer mehr, je grosser r ist, und
unbegrenzt, so dass bei unbeschrinklem Wachsen des r der
Unterschied zwischen diesem Werlhe und’ jener Summe unler
Jede angebbare Grosse sinkt, dann convergirt die Reihe,
und dieser Werth heisst alsdann die Summe oder der'Werth
der Reihe. Oder zweitens: die Summe der r ersten Glie-
der nghert sich mit wachsendem r, je nach Verschiedenheil
dieser Zahl, verschiedenen beslimmten Werthen unbegrenzt,
dann oscillirt die Reihe und die verschiedenen Werthe, wel-
chen sich die Summe deér ersten Glieder nahert, konnen die
verschiedenen Summen oder Werthe der Reihe
heissen. Oder driltens: die Summe der r ersten Glieder
wichst, mit zunehmendem r, iber jeden angebbaren Werth
hinaus, dann divergirt die Reihe, und hat keinen Werth oder
keine Summe.

Als Beispicle dieser drei Arien von Reihen konnen die
Reihen . ‘

1 1 1 : AR
I © T T
|
3141+ gt gy — =2 o — T

4) Il+2 +34+44....
dienen. Die erste convergirt, und ihr Werth ist 2. Man
hat nemlich

l =2 -1

e

1 ]
alsol—{—?:Z—?

1 1 1

1 T
Tty =2y

1 1 1 1
14— 4 2y 2 e
Tyt oty =g

Man sieht wie man diese Gleichungen fortsetzen kann, indem
man immer aufl heiden Seiten ein folgendes Glied der Reihe
addirt, und dberzeugt sich auf diese Weise , dass allgemein

1 1 1
+ — — == —_—
1 i 2 + R 21— 2 ar

: . 1
Lisst man nun r unbeschrinkt wachsen, so sinkt - unter jede

21‘
angebbare Grosse, d. h. der Unterschied zwischen der Summe
]

1 + %— + ?% + ...+ 57 und der Zahl 2 sinkt unter

jede angebbare Grosse, folglich ist 2 die Summe der Reihe 2).
Die Reihe 3) oscillirt, und zwar nihert man sich unbegrenzt
dem Werthe 3 oder dem Werthe 2, je nachdem man eine un-
gerade oder eine gerade Anzahl der erslen Glieder addirt.
Diese Reihe ist nemlich aus der Reihe 2) entstanden, indem
man zu dem ersten, dritlen, allgemein zu jedem ungeraden
Gliede den Werth 1 und zu dem zweiten, vierten, allgemein
zu jedem geraden Gliede den Werth — 1 addirt hat. Addirt
man also eine gerade Anzahl Glieder, so heben sich -1 und
— 1 paarweise auf, und man erhalt dasselbe, als wenn man
dieselbe Anzahl Glieder der Reihe 2) addirt; man nihert sich
also unbegr'enzt dem Werth 2. Addirt man dagegen eine un-
gerade Anzahl Glieder, so erhilt man eine Einheil mebr und
ndhert sich mithin unbegrenzt dem Werlhe 3. Aus dem Um-
stande, dass die Summe der r ersten Glieder einer Reihe, bei
uribegrenzt wachsendem r, nicht iiber einen angebbaren Werlh
hinaus wichst; kann man also nur schliessen, dass die Reihe
nicht divergirt, nicht aber dass sie convergirt, sie
kann auch osciltliren,

Die Reihe 4) divergirt, denn ihre Glieder sind die auf
ginander folgenden ganzen Zahlen, die Glieder wachsen also
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iiher jede angebl;are Zahl hinaus und um so mehr die Summe
der ersten Glieder.

Eine endliche Reihe kann immer als eine unendliche
convergirende angesehen werden.

Den Werlh einer convergirenden Reihe neunt man auch
ihre Grenze und braucht dalir das Zeichen lim (Abkirzung

des laleinischen Wortes limes).  Man sagl z. B. 2 = lim
1, 1 4L ithin die Rei g
(r+ 9 + 5% 4+ ...k 21‘). Ist mithin die Reihe 1) con

vergent und ihr Werth W, so ist
W=1lm@w + u + ...+ u)
und zugleich
bm (ur41 + w2 4+ . ..) = 0
Im Folgenden soll dieses Zeichen lim innoch ausgedehn-
terem Sinne gebraucht werden, indem wir unter der Gleichung
_ lim A, = k
verstehen werden, dass der Ausdruck 4, in welchem r irgend-
wie vorkommt, sich mit unbegrenzt wachsendem r unbegrenzt
dem Werthe & nihert*).

44.

Eine Reihe mit ausschliesslich positiven Gliedern kann
convergiren oder divergiren, aber nichli oscilliren. Denn
jemehr ihrer ersten Glieder man zusammenzihlt, einen desto
grosseren Werth erhilt man. Dieser Werth kann sich nun
entweder einer beslimmlen Grenze immer mehr nihern, dann
convergirt die Reihe, oder unbegrenzt wachsen, dann di-
vergirt die Reihe. Er kann aber nicht abwechselnd ab und
zunehmen, wie es bei einer oscillienden Reihe der Fall ist.
Eine oscillirende Reihe muss also immer posilive und 'negat'ive
Glieder enthalten, und zwar miissen die positiven Glieder fir
sich genommen, und ebenso die negaliven Glieder fiir sich ge-
nommen, eine divergirende Reibe bilden. Denn sey die Rei-

*) Miwnter wird im Folgenden uater lim 4. auch der Werth ver—
standen werden, welchem sich 4, unbegreuzt nihert, wenn r sich un-
begrenzl der Null nibert, es wird das aber jedesmal ausdricklich
bemerkt werden.
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he 1) eine oscillirende und sey der Werth der unter den er-
sten r Gliedern enthallenen positiven Glieder P, der Werth der
darunier enthaltenen negativen Glieder (ohne Ricksicht auf
das Zeichen) Q, also ' .

wy +u + ...+ uy. =P — 0
Wiirden nun, mit wachsendem r, sowohl P als Q sich einer
bestimmten Grenze unbegrenzt nihern, so wire dies auch bei
ihrer Differenz der Fall; sey also die Grenze; welcher sich
P — (9 nidhert, ¢, so ist

g = lim (uy + uy + .. 4+ u)

mithin wire die Reihe 1) convergent. Wiirde dagegen einer
der Werthe P und Q sich einer bestimmten Grenze nihern,
der andere iber jede angebbare Zahl hinaus wachsen, so

miisste auch ihre Dilferenz P — ( (ohne Riicksicht auf das
Zeichen) uber jeden angebbaren Werth hinaus wachsen, also
auch die Summe u; 4 u, + . ... -+ ur., d. h. die Reihe 1)

wire eine divergirende. ~Wachsen dagegen P und (Q beide
iiber -jeden angebbaren Werth hinaus, so kann ihre Differenz,
je nach Beschaffenheit der Zahl r, sich verschiedenen bestimm-
ten Werthen unbegrenzt nahern.

Hieran schliesst sich die Bemerkung, dass man bei Un-
tersuchung der Beschaffenheit einer Reihe immer voraussetzi
dass die Glieder derselben in einer fesigeselzten Ordnung auf
einander folgen. Eine Veranderung - dieser Ordnung kdonnte
auch die Beschaffenheit der Reihe dndern *).  Ebenso darf
man nricht Glieder mil verschiedenen Zeichen; auch wenn. sie
unmittelbar aufeinander folgen, vereinigen, wenn wman sich
nicht vorker itberzcugl hat, dass hierdurch die Beschaffenheit
der Reihe nicht gednderi wird. So z.B. wurde bewiesen (§. 43)
dass die Reihe 2 — % + TS — %-{— .+« . oscillirt; wirde
man jedes posilive Glied mit dem darauf folgenden negativen
vereinigen, so erhielt man die Reihe ; + % + 33:—2 + ...

3

1 1 . .
=5 (1 + 7% + TR .. Dieser Ausdruck ist jeden-

") Vergleiche Note II.
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, 3 I 1 1 1
falls kleiner als 5 (1 + 5 -{- 5% -+ 53 -+ 94 * J. Da
nun lelzlere Reihe convergirt, so muss auch die Reihe

' % + % <+ . . . convergiren.

Weiss man dagegen schon, dass eine Reihe convergirl,
so ist es klar, dass man so viel auf einanderfolgende Glieder,
als man will, zusammenziehen kann, ohne dass hierdurch die
-Beschaffenheit der Reihe gedndert wird, da der Werth, wel-
chem man sich unbegrenzt nahert, derselbe bleibt, ob man
die Glieder einzeln zusammenzahll, oder erst einige der auf-
einanderfolgenden Glieder zusammenzieht.

45.

Eine unerldssliche Bedingung, ohne deren Erfiillung keine
Reihe convergiren kann, ist die; dass ihre Glieder unbeschrankl
abnehmen, so dass sie zuleizt unter jeden angebbaren Werlh
sinken. Ist die Reihe 1} eine convergirende’ und ihre Summe
S, so hat man

S = bm (uy + uo . .. 4 u)
) S = tim (uy + uy . .. + u + urfa1) -
welche Gleichungen nichli neben einander bestehen konntén,
wenn wur4-1 einen angebbaren Werth hitte. Man darf aber
nicht umgekehrt behaupten, dass eine Reihe, deren Glieder
unter jeden angebbaren Werth sinken, auch nothwendig con-
vergirt. Im Gegentheil ist es leicht Reihen dieser Art nach-
zuweiscn, welche divergiren. Eine solche ist die Reihe

' 1 1 1
5) +?—,I—§—|—;..

-1
deren allgemeines Glied (§. 19) durch — dargestellt werden
r

kann. Mit wachsendem r sinken die Glieder dieser Reihe of-
fenbar unter jede angebbare Grosse, dennoch isl sie eine di-
vergirende. Nimml man nemlich aus dieser Reihe, die aus
k Gliedern bestehende Gruppe

1 1 1

k+1+k+2+"~'+m_

6)
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heraus, so ist offenbar jedes dem letzten Gliede vorausgehende
grosser als dieses; die Summe dieser k Glieder ist also grosser

1 1
als & . i d. h. grosser als 5 Nun hat man
1 1
1 - _
™ 2 = 2
Selzt man in 6) fir k£ den Werth 2, so hat man
1 i 1
3T Ty
. selzt man & — 4, so hat man
1 1 1 1 1
FTETTTE 7
setzt man £ = 8, so hat man

1 1 i _I
9ttt wT

Auf diese Weise kann man die ganze Reihe in Gruppen lhei-
1 . .
len, deren jede grosser als 5 ist. Da man nun, insofern die

Reihe eine unendliche ist, auch unendlich viele solcher Grup-
pen erhilt, so geben sie, zusammengenommen, etwas Grosse-

%, d. h. etwas iber
jede angebbare Zahl hinauswachsendes, mithin isl die Reihe
eine divergirende.

res als das Unendlichfache des -Werlhes

46.

Man bemerke nun, dass die Béschaﬂ"enheit der Reihe T)
nicht von der Beschaffenheit ihrer ersten Glieder bis zu einem
bestimmten ux abhangl. Denn da, welches auch die Be-
schaffenheit dieser ersten Glieder sey, ihre Summe immer ei-
nen bestimmten Werth hat, so wird, wenn man diese Glieder
wegnimmi, die iibrig bleibende Reihe wk41 + uit2 + ....
convergiren, oscilliren oder divergiren, je nachdem die ur-
spriingliche Reihe convergirt, oscillirt oder divergirt. Haben
wir daher z. B. bewiesen, dass die Reihe ) divergirt, so folgl
daraus, wenn p irgend eine ganze positive Zahl bedeutet, dass

auch die Reihe
5
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1 1 !
__l_. - a s .
P'P+1+P+2+

divergirt. Hieraus ergiebt sich weiter dass,-wenn & eine po-
sitive gebrochene oder irrationale Zahl bedeutet, auch die Reihe

7)

1 1 1
8 — N
) k + k-1 + k-4 2 +
divergirt. Die Zahl k wird nemlich zwischen den zwel gan-

: 1 1
zen Zahlen p — 1 und p liegen, man hat also e > 5’

] 1
F1 7 p 1

muss um so mehr auch die Reihe 8) divergiren.  Selzt man

u.s.w. Da nun die Reihe 7) divergirt, so

B = %, wo a und b wieder poéilive Zahlen bedeulen, so
geht 8) in
b b b )
e Taretaxm T
iiber, also ist auch die Reihe
1
Z Ta + b + 4+ 2

eine divergirende. Auch folgt weiter, dass wenn k die frii-
here Bedeulung behilt, auch die Reihe
e Tk
I — & 2 — k 3 —k
divergiren muss. Denn da k<p ist, so selze manp —k—=s.
Alsdann geht die Reihe '
1 -1
yri—k et

1 1
S T
1 + s 2 4 s _
iiber, welche Reihe die Form der Reihe 8) hat und daher di-
vergirt, mithin muss auch die Reihe 9) divergiren. Selzt man

wieder & — —;-:— so folgt aus 9) dass auch die Reihé
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1
b —a

1
T

+2b a

divergirt. .
Aus dem Vorhergehenden folgt auch noch der Beweis
eines Salzes, welchen wir spiter benutizen werden. Bedeuten

@ und k bestimmte posilive (ralionale ‘oder irrationale) Zahlen,
so wird das Produkt
a

A+ D+ ) (0 ) e (U

wenn s unhegrenzt wichst, iber jede angebbare Grenze hin-
auswachsen. Man hat nemlich

. a a : a ) a

,(1+7)(1+m)>1+_f + 1
also auch

a a a ]
(1+f) (1+k+ (1+k+2) ( +f+m)(l+m]
d. h

a a a a a
Ebenso findet man
' a
1+ )u+k+904m+ﬂ>u+k+3)> 14 o

a
— 12 T
und allgemein
B0 ) > 1 8
k41 k+s k k41 ks

also, um so mehr, > a [kl + A _L [ - %_.LS]
Wiichst nun s unbegrenzt, so geht — 4 k—}—l . }ti—s

in die divergirende Reihe 8) uber, und mithin wichst auch
dann das Produkt A) iiber jede angebbare Grenze hinaus.

47.
Es sollen nun aus dem Bildungsgesetz der Glieder einer

Reihe. Kennzeichen abgeleitet werden, welche uns in den
5 *
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Stand setzen, zu enlscheiden, ob eine Reihe mil unbegrenzi
abnehmenden Gliedern convergirt oder nicht. Bswurde schon
bemerkt, dass die Beschaffenheil der Reihe nicht von der Be-
schaffenheit ihrer ersten Glieder bis zu einem bestimmtien
abhingl. Wenn daher im Folgenden gezeigt wird, dass die
Glieder der Reihen gewisse Bedingungen zu erfiillen haben, um
iber die Beschaffenheit der Reihen zu entscheiden, so selzen
wir, der Einfachheit wegen, immer voraus, dass dies schon vom
ersten Gliede an geschieht, obgleich die Beschaffenheit der
Reihe dieselbe bleiben miisste, wenn auch eine bestimmie An-
zahl der ersten Glieder diesen Bedingungen nichl entspriche.

Es sollen zuerst die Reihen behandelt werden bei wel-
chen simmltliche Glieder positiv sind; solche Reihen
kénnen nur convergiren oder divergiren (§. 44). Die Regeln,
vermitlelst deren man entscheiden kann, welcher dieser bei-
den Fille statt hat, beruhen auf lolgendem Saize.

Wenn die zwei Reihen mit nur posiliven Gliedern

1) w + u + ... .

10) 0, -0 ...
so beschaffen sind, dass allgemein o < u,, und die ersle
Reihe convergirt, so convergirl auch die zweile. Ist dagegen
allgemein o > w, und die erste Reihe divergirt, so divergirt
auch die zweile.

Im ersten Falle nemlich néhert sich die Summe #, 4 u,...
+ u, einem bestimmten Werthe S, wenn r unbegrenzt wichst,
die Summe v; + v, . . . + o, ist also immer zwischen Null
und diesem Werthe § eingeschlossen, sie kann mithin bei wach-
sendem 7 nicht divergiren, sondern muss sich ebenfalls einem
bestimmten Werthe unbegrenzt nihern. .

Im zweiten Falle dagegen wichst »; + wu, ... + u, mil
wachsendem r iiber jeden angebbaren Werlh hinaus, daher
muss um so mehr, mit wachsendem r, auch v, + », .. + v,
iber jeden angebbaren Werth hinaus wachsen. '

Nun giebt es eine Reihe, bei welcher sich sehr leicht
beurtheilen lisst, unter welchen Umstinden sie convergirt oder
divergirl, es jst dies die Reihe

]]) z+22+z5+...+:p"+...

sie wird nemlich convergiren oder divergiren, je nachdem =
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kleiner oder nicht kleiner als die Einheit ist. Ist z = 1, so
nehmen die Glieder der Reihe nicht unbegrenzt ab, sie muss
also divergiren (§. 45). Ist << 1, so nimmt @ mil wachsen-
dem r unbegrenzt ab, die Reihe kann also convergiren. Nun ist

x x2
1 —x z + 1 — =
z? T . 3
also ‘1—3:—_2;'1—:1;#1_%-,—_/#1—1:
x3 - 5 x*
T2 " 1—2 " Ti—=%
. z” zrt1
allgemein T = zr 4 F—
. zr+1
also e T
1 — z T
T zr+1
und $+x2+x5+....+xr=1—:$ —_ 1-—_—;;
die Summe & + x? .. + «” hat also, wie gross auch r sey,

. T pri-1 . ‘
immer den Werth — . Nun sinkt aber, wenn

] — « 1 —

- zrt :
r unbegrenzt wichst, zr+1 und mithin auch 1 " unter je-

den angebbaren Werth, _s.obald ¢ < 1. Man hat daher -
X

lim (x + 2* + 2% + .. ) = g
dies ist mithin, wenn & <1, der Werth der Reihe 11}, welche
also in diesem Falle convergirt. .

Nimmt man daher die Reihe 11) fir die Reihe 1), indem
man u, — & selzt, so folgt aus dem obigen Salze:
Wenn die Reihe

10) 3 + Vo + P .
so beschaffen ist, dass allgemein v, << &, wahrend- zugleich
z < 1, so convergirl dic Reihe, ist dagegen v, > 2" und zu-
gleich £ > 1, so divergirl die Reihe.

48.
Hicraus folgt unmittelbar der Satz:
Die Reihe 10) convergirt oder divergirt, je nachdem der
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Quotient je zweier aufl einander lolgender Glieder *) " um
' Vr—1
ein Angebbares kleiner oder grosser als die Einheit ist.
Im ersten Falle lisst sich immer eine Zahl x angeben
)

welche grosser als jeder dieser Quolienten und zugleich klei-
ner als die Einheit ist. Man hal mithin

Vo ()]
3 V4 v
— <z, — <z, “<g .., T <z
v v ¢
1 2 U3 Vr-1
Hieraus folgt
DE 'Di _ 'D5 < 2 UZ '03 7)4, 04.
o o o ) — . — = — < g3
1 2 L4 Uy Uy Uy 0
Vg V3 Va Uy ‘Dr
‘D— e = — < gr-1
1 Do ’05 Vr-1 ()]

- oder vy < v, 22 9, < vy
mithin vy + o, .

-0, < prar-1
ot o < oy @+ 2% ..+ w

~ Nun nihert sich, wenn r unbegrenzl wichsl, #2 + g3 . .
1t @r-1 einer bestimmten Grenze 9§ 47), da =z < 1, also
hat man auch lim (v5 + o, . . . ) < v, . g, d h die Reihe
vs + o, + ... convergict und mithin auch die Reihe 10).

Im zweiten Falle lisst sich immer eine Zahl < angeben
2

welche kieiner als jeder der Quotienlen und~zugleich
. Ur-1 -

grosser als die Einheit ist, milhin findel man in diesem Falle
v > vy 2r~1. Nun wichst 47 mit wachsendem r, uber jeden
angebbaren Werth, also auch v, , mithin divergiﬂdie Reihe 10),

Man kann diesen Salz auch in folgender Gestalt ausspre-

' D, 1 . . ,
chen.  Man seize o i bleibt o, bei jedem noch
~so grossen Werlhe von r, eine um ein Angebbares von Null
verschiedene Grosse, so wird die Reihe 10) convergiren oder

divergiren, je nachdem a positiv oder negaliv ist.

") lm Folgenden sind tberall, wo von zwei aufeinander folgenden
Gliedern die Rede ist, zwei unmittelbar auf eivanderfolgende zu
verstehen; ihr Quotient heisst immer: das folgende Glied dividirt
durch das vorhergehende.

AR [

T — .
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49,
Man nehme jetzl an eine Reihe enthalle nicht blos posi-
tive Glieder, sey diese Reihe
12) Ht 6 t+6+. .+ 8+ ...
Man verwandle, wo es nothig ist, das negalive Zeichen in das
posilive und bezeichne die neue hierdurch enistehende Rethe,
welche nur positive Glieder enthilt, durch

10) oy toof . e b

so dass ¢, = v, wenn {. positiv ist, und ¢{ = — », wenn i,
negativ ist. Es ist also

1/ v,

S

lr-1 Vr-1

Die Reihe 12) wird nun ebenfalls convergiren oder divergiren
je nachdem o, < z' und ¢ < 1, oder vr > &" und z> 1.

Im zweiten Falle wichst ». und mithin auch ¢, (abgese-
hen vom Zeichen) iber jede angebbare Grenze hinaus, die
Reihe 12) kann sich also weder einem einzigen bestimmten
Werthe nihern, d. b. convergiren, noch verschiedenen be-
stimmien Werthen, d. h. oscilliren, sie muss vielmehr diver-
giren. T ersten Falle ist die Reihe 10) eine convergirende.
Giebt man nun einem Theile der Glieder .dieser Reihe das ne-
galive Zeichen, so dass sie in die Reihe 12) iibergeht, so
muss um so mehr die aus den positiven Gliedern bestehende
Reihe eine convergirende seyn und ebenso die aus den nega-
liven Gliedern bestehende | d. h. die Reihe 12) ist die Diffe-
renz zweier convergirender Reihen und ebendeswegen selbst
eine convergirende Reihe.

Mit Riicksicht auf den Schluss des vorhergehenden §. kann
man also jelzt sagen: Wenn man jedes Glied einer Reihe durch
das unmittelbar vorhergehende dividirt und den Quotienten, ohne
Riicksicht auf das Zeichen, — ﬁ:—Ti setzt, so wird die Reihe
convergiren oder "divergiren, je nachdem « Dbestindig einen
um ein Angebbares von Null verschiedenen posiliven oder ne-
galiven Werth hat.

S

50.
Wenn dagegen e« sich unbegrenzi dem Werthe Null ni-
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hert, so reichen die vorhergehenden Betrachtungen nicht mehr
aus, um die Beschaffenheit der Reihe zu beurtheilen. Es kann
dann seyn, dass die Reihe, wenn alle Glieder dasselbe Zei-
chen haben, divergirt, wihrend sie, wenn der Zahlenwerth der
einzelnen Glieder derselbe bleibt, aber nicht alle Glieder das-
selbe Zeichen haben, convergirt oder oscillit. In der That
hat man bis jelzt keine vollkommen erschopfende Kennzeichen
get‘unden, welche in diesem Falle jedesmal iiber die Beschaf-
tejnheit der Reihe Aufschluss geben. Man kennt vielmehr nur
eine Anzahl Regeln, durch welche, unter gewissen Voraus-
selzungen, die Beschaffenheit der Reihe erkannt, und die Zahl
der Ausnahmefille (wo nemlich die Beschaffenheit der Reihe
unentschieden bleibt), in immer engere Grenzen eingeschlos-
sen wird. Ehe wir aber diese Regeln entwickeln  sollen die
vorhergehenden Betrachtungen auf die fritheren analytischen
pnlersuchungen angewandt werden. Es ist jedoch- hierzu er-
forderlich, dass wir zuerst noch eine besondere Gatlung Rei-
hen betrachten, die man Doppelreihen nennt.

51.
Wenn & und r endliche Werthe bedeuten, so sey
Ao = "o + uop - - -+ Uop
1) 4y = thyo + wy ...+ Wy
Ar = wko -+ ur1 . . . - uky J

BO = U0 + U1,0 + .. + Uk,0
11) By = up;y 4w,y + ..o 4 wka

B, = Uy + Upyp + et + Ukyr
Addirt man alle in 1) oder II) enthaltenen Glieder zusammen
so nennt man dies eine endliche Doppelreihe. Die Summé
aller dieser Glieder ist die Summe der Doppelreihe; diese
Summe ist offenbar ein bestimmter endlicher Werth, sobald,
wie wir voraussetzen, die einzelnen Glieder bestimmte end-
liche Werthe sind, und wenn man diesen Werth durch Wi,
bezeichnet, so hat man ’
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Wk,-r:AO + Al + --.+Ak: BO+ Bl—"‘.--—*'B,-

Man nehme aber nun an, dass die einzelnen Reihen in 1) nicht
bei dem bestimmien rlen Gliede abbrechen, sondern ins Un-
endliche fortaufen und dass ferner auch die Anzahl der Rei-
hen unbeschrinkt ist, so dass man das System

g U0,0 + on + + Uo, - -+ ug,r+1 + ...
4+ up0 F %in 4+ o 4wy, + w141 + ...

1)
i one o o b e b b

hat, so nennt man dies eine unendliche Doppelreihe. Hebt
man aus diesem Systeme das System [) oder das gleichgeltende
System II) heraus, und sind die iibrigbleibenden Glieder so
beschaffen, dass die Summe einer beliebigen Anzahl dersel-
ben, in welcher Ordnung man sie nehmen mag, un-
ter jeden angebbaren Werth sinkt, wenn man k und r un-
begrenzl wachsen lasst, so nihert sich mithin Wy einer be-
stimmten Grenze W. In diesem Falle ist die unendliche Dop-
peireihe convergent und ibre Summe W. Da die Reihe
Ao + 4y .- -+ Ak dieselben Glieder enthilt, wie die Reihe
By + By - - - -+ B,, also auch, wenn man statt des Syslems
111) das System I) oder das System Il) nimmt, die vernachlis-
sigten Glieder dieselben, nur in anderer Ordnung, sind, so
hat man auch, bei unbeschrinkl wachsendem k und r
W — lim (A0+A1+...+Ak) — tim (Bo~+ B, ...+ B;)
Es folgt hieraus von selbst, dass wenn die Doppelreihe con-
vergirt, auch sowohl ihre einzelnen Horizontalreihen
o - Bom A - - Uk
u. s. w.
als ihre einzelnen Verticalreihen
U0 + %0 + - - - -+ uko
u. S. W,
convergiren missen.

Es frigl sich nun wie man aus der Beschaffenheit der Doppel-
reihe l[T) Kennzeichen ihrer Convergenz ableiten kann. Zuniichst
ist klar, dass wenn eine Doppelreihe , die nur positive Glieder
enthalt, convergirt, dies um S0 mehr der Fall seyn muss,
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wenn einzelne Glieder negaliv sind.

dass wenn man alle Glieder der Doppelreihe 111)
hierdurch wg,, in vy,

durch entslehende Doppelreihe ist also’
Y90 + Yog 4+ ... + wo + ..
‘ +Dl:0+”l;1+~--+UI,1'+....
v)
N+ vko - ok + ok L
Man selze allgemein T

a; = 050 4+ 051 4+ ... + Vs,r

by = wvo,s + o1, ... ok
Wenn nun nicht blos die einzelnen Horizontalreihen in
IY) convergiren, so dass, bei unbegrenzt wachsendem r, lima
lz_m @, u.s.w, bestimmte Werlhe sind, sondern auch , p
dle_ser Horizontalreihen einen bestimmlen Werth hat, so dass
bei unbegrenzt wachsendem r und k, lim (ay + a, -’f-...+a1(;

einen beslimmien Werth hat, so wird die Doppelreihe 1v)
convergiren,

Nimmt . ) '
endlich:]m man nemlich stalt der unend]xéhen Doppelreihe die

%90 + Vo1 + . ... <4 vor
V) T vo F oo L 4 g,
+ ko + wvi1 + ...+ vk
so vernachlissigt man erstens die unbegrenzte Zahl Reihen
k1,0 4= Dkl L. Okfrs 4 .. L
VI) (4 ©k420 + vrfoa . .. Vht2 + ...

und zweitens dic k 4+ 1 Reil'len'
Vo,r41 + vort2 + ... ..
VH) S‘*’ V1,41 + V1,r42 + Coe e
okttt vkepr 4.

Addirl man in dem Sysiem Vi) die einzelnen Horizontalreihen,
so giebt dies, wenn man & und » unbegrenzt wachsen- lasst,

Man nehme daher an,
positiv nimmt,
%150 N Dy,0 U.s.w. ibergeh!. Die hier—

die Summe °
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bm (ak+1 -+ art2 + . .. Da nun lim (ag 4+ @) 4 .. ar)
einen bestimmten Werth haben soll, so ist lim (ax4-1+ ak42 +...)
= 0. Nun sind alle in ax41, akt2 . . . enthallenen Glieder
0k41,0 U.S.w. positiv, mithin muss diese Gleichung auch dann
noch ihre Geltung behalten, wenn man die in ax41 + akf2 4 ...
enthaltenen Glieder auf irgend eine andere Weise ordnet, d.h.
das System VI} wird, in welcher Ordnung man die Glieder zu-
sammenzdhlen mag, bei unbegrenzt wachsendem % und r, im-
mer unter jeden angebbaren Werth sinkeu.

Da ferner die Horizontalreihen in 1V) convergiren sol-
len, so muss jede der in VII) enthaltenen Horizontalreihen mit
wachsendem r unter jede angebbare Grenze sinken, man kann
also r so gross nehmen, dass jede dieser % 4 1 Reihen klei-

ner als wo « eine beliebig kleine Zahl bedeulet,

22 .
ﬁ—l ist,
und die Summe dieser Reihen wird mithin kleiner als «, d.h.
kleiner als eine beliebig kleine Zahl seyn. Dasselbe muss aber
auch noch stall finden, wenn man die ausschliesslich positiven
Glieder, welche das System VII) enlhall, in jeder beliebigen
Ordnung addirt.  Mithin sinkt die Summe der in Vi) und VII)
enthaltenen Glieder, in welcher Ordnung man sie nehmen mag,
bei unbegrenzt wachsendem.l't und , unler jede angebbare
Grenze, d. h. die Doppelreihe IV) convergirt und um so mehr
die Doppelreihe III).

Man hat demnach den Salz:
wenn sowohl die einzelnen in IlI) enthaltenen Horizontalreihen
als auch ihre Summe #m (A, + 4, 4 . . Ax) convergiren,
selbst wenn man alle Glieder der einzelnen Horizonlalreihen
positiv nimmt, so convergirt die Doppelreihe III). Nennt man
ihre Summe W so hait man '

W = lim (Ao + 4 +...+ Ak) = lim (Bo+B,.. + B,)
Es versteht sich dass dieser Satz auch dann noch gilt, wenn
einige der Horizonlal- oder Verticalreihen endlich sind.

52.
In §. 20 wurde erklirt was man unter der Addilion
zweier Reiben
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13) a, + ayz + ...+ g ..,
14) bg + by + . ..+ bt F ...
und der dieser Addition entsprechenden Summe
15) (ag+bo)+ (o +b)z+... 4 (a,+ b)" +.. ..
versiehl. Gegenwirtig sagen wir, wenn die zwei Reihen 13)
und 14) fir gewisse Werthe des x convergiren, so wird fiir
diese Werthe die entsprechende Summe auch die wirkliche
Summe, im Sinne der Arithmelik, seyn, d. h. wenn man die
einzelnen Werthe der Reihen 13) und 14) berechnet und ad-
dirt, erhilt man dasselbe, wie wenn man den Werth der Reihe
15) berechnet. Man kann daher das Zeichen des Entsprechens
in diesem Falle mit dem Gleichheitszeichen vertauschen und
schreiben
16) Ja,2" + Zh0" = Za, +b,)2"
Sey nemlich W der Werth der Reihe 13) und W’ der Werth
der Reihe 14). Man selze
a, + gz + ... + a " = W — R
bg + by + ... + b " = W — K
also
(30 +bo) + (a1 4+ bi)@ ...+ a, +-b)a” = WL W' — R+ R)
Nun ist lm (@) + qyx... 4+ a,2") = W
tm (b -+ byx... -} ba") = W’
es sinken demnach R und R’, mil unbeschrinkt wachsendem
r, unter jeden angebbaren Werth, folglich auch B R. Man
hat mithin

tim [(ag + bo) + (@ + b))z ... + (ar + b)) 2"] = W+ W’

= lim (gt ayz...-Fa.2")+ limbo+ b, ¢+ ... b2
d h. .

a0+ by + (@ +d)z4... =(agtax+4..)+ b+ 1z +.. )

Der Beweis bleibt derselbe wenn irgend eine endliche An-
zahl Reihen zu addiren ist. Sobald diese nach aufsteigenden
Potenzen von z geordneten Reihen fiir gewisse Werthe des «
convergiren, so ist, fir diese’ Werlhe  die ihrer Addilion enl-
sprechende Summe, ihrer Summe im Sinne der Arithmetik gleich,
d. h. es ist einerlei, ob man die Werthe der einzelnen Reihen
zusammenzihlt, oder ob man den Werth der ihrer Addition
enlsprechenden Reihe berechnet. Man kann also in diesem
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Falle das Zeichen des Entsprechens durch das Gleichheilszei-
chen ersetzen. .

Convergiren die Reihen 13) und 14) fiir gewisse Werthe
des z, so wird, fir diese Werlhe, die der Subtraklion der
Reihe 14) von der Reihe 13) entsprechende Differenz die wirk-
liche Differenz, im Sinne der Arithmetik, seyn, d. h. wenn
man den Werlh der Reihe 14) von dem Werlhe der Reihe 13)
abzieht, so erhilt man dasselbe, wie wenn man den Werth der
entsprechenden Differenz berechnet. Man kaun daher in die-
sem Falle das Gleichheilszeichen stall des Zeichens des Ent-
sprechens selzen und schreiben

17) 3 ax — I bat = Z (a—b )z
Man hat nemlich unter Beibehaltung der vorhergehenden Be-
zeichnung
W—W = lim[(ag—bo) ¥ (& —b))x... + (@, — b,) 2"
=lim[a,+mz+ ...+ az"] —blim (6o + brz+ ... + ba"]
d. h. [a,+az...+a.x +...]—[by +bz... +b." + ...]
= (ao—bo]—}—(al——bl)a:...-}—(a,.*br)a:’-}—...

53.

Ist 4o+ 41z + .. . + Arar 4 ... das der Muhi-
plikation der zwei Reihen 13) und 14) entsprechende Produkt,
so ist (§. 22)

2

' A, ="V = a, by + ar-1b e+ oagb,

und man erhalt also das Glied A,«r des entsprechenden Pro-
dukts, indem man a_zr mil b,, ar-12r-1 mit by w.s.w. Zu-
lelzt a@o mit b,z multiplicirt.” Will man

Ay + A1z ...+ A2 )

d. h. die Summe aller Glieder des entsprechenden Produkts
vom nullten bis zum rten haben, so muss man daher allmi-
lich b, mit @y, mil @ & u.s.w. bis a,x, multipliciren, ferner
b,z mit a5, mil @z v.s.w. bis ar-12r-1, dann by 2% mil a,
mit a; z w.s.w. bis ar-22-2 multipliciren, und indem man so
fortfahrt, muss man zulelzt noch b, " mil a, multipliciren und
dann alle einzelnen Produkic durch Addition verbinden. Das
heisst mit anderen Worlen: man erhilt A+ 4,2+ ... 4 A, x7
indem man alle Glieder der Reihe @y + gy + ... + &%y mit
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allen Gliedern der Reihe by + by + ... + b.2" soweit
durch Multiplikalion verbindet, dass kein Produkt entsteht, wel-
ches eine hohere Potenz von z als die rle erhilt, und die ein-
zelnen Produakte addirt.

Wenn nun die zwei Reihen 13) und 14) fiir gewisse, po-
silive oder negalive, Werlhe von z convergiren, W den Werth
der ersten, W' den der zweilen bezeichnel, es convergiren
diese Reihen aber auch dann noch, wenn man alle Glieder
positiv. nimmt, so convergirt auch das ihrer Mulliplii«alion ent-
sprechende Produkt und sein Werth ist W W’. Man kann also
in diesem Falle das Zeichen desEntsprechens durch das Gleich-
heilszeichen erselzen, und hat

18) (a0 + qyz ... a0+ ..) (by + b1z ... +bzm . )
= A, + Az + ... + 42" + ... ’
d. h. wenn man die Werthe der Reihen 13) und 14) berech-
net und diese Werthe mit einander multiplicirt, erhali man
dasselbe, wie wenn man den Werth des der Multiplikation
dieser Reihen entsprechenden Produkts bercchnet. Fihrt man
nemlich die Multiplikation der zwei Reihen 13) und 14 aus,
indem man jedes Glied der ersten Reihe mit jedem Gliede der

zweilen nach der Ordnung multiplicirt, so erhalt man den
“Ausdruck .
bolag+a e+ aoz®+-...) = byao+bya o+ boayz?+ ... + bya,a™ ...
+oz(agta et ae . )= +byasetbyay 2Pt b ar—12"t
tboz* (ot oyt a2+ )= . Faghoz? ... tbyar-227 .

d. h. man erhilt eine Doppelreihe, bei welcher alle einielnen

Horizontalreihen und auch deren Summe convergente Reihen .

sind, selbst wenn man alle Glieder positiv nimmt. Denn diese
Horizontalreihen, haben die Werthe b, W, &, W u.s.w. und
ihre Summe ist (by + bz + ...) W = WW’. Bezeichnet
man aber durch w, v’ das, was aus W, W’ wird, wenn man
alle. &lieder positiv nimmt, so sind auch. w, »’ beslimmte Wer-
the, und ww' isl die Summe aller Horizontalreihen ‘mit nur
positiven Gliedern. Die Doppelreihe ist also convergent, und
thr Werth WW* (§. 51). Man erhill ihren Werth aber auch;
wenn man die Summe der Verticalreihen nimmt(ebend.), diese
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letztere Summe ist aber nichls anderes als das der Mulliplika-
tion der Reihen 13) und 14) entsprechende Produkt, mithin
WW' = A, + A)z + Ap2® + .. ..
Hieraus folgt zugleich, dass, wenn zwei Reihen auch dann
noch convergiren, wenn man alle Glieder posiliv nimmt, ihr
Produkt dieselbe Eigenschaft hat. Denn da die Doppelreihe
auch noch convergirt, wenn man alle Glieder posiliv nimmt,
so convergirt dann auch noch die Summe aller Verticalreihen,
d.h. die Reihe, in welche die Reihe A, 4 4,z { 4,2? 4 ...
ibergeht, wenn man alle Glieder positiv nimmt.
Hal man ausser den Reihen 13} und 14) noch die Reihe
19) ¢, + 6z + cpx® + oL
so ist, wenn das der Multiplikation dieser drei Reihen enl-
sprechende Produkt durch > "V’ bezeichnel wird, nach §.23
S 42" Z et F 2 Yo
Ist daher die Reihe 19) so beschaflen, dass sie, wie die Rei-
hen 13) und 14), fir einen bestimmten Werth des , auch

dann noch convergirt, wenn man alle Glieder posiliv nimmt,
so ist, nach dem Vorhergehenden, fiic diesen Werth des «

. i T
240 . Zeca” = 'V
Mithin auch
3
o Tha . Yexm = ZTVa"

Es ist nun leicht zu sehen, wie diese Betrachlung aul jede
endliche Anzahl solcher Reihen ausgedehnt werden kann.
Die allgemeine Regel lautet:

Hat man eine Anzahl Reihen, welche sammilich, fir ge-
wisse Werthe des x, convergenl bleiben, wenn man alle Glie-
der positiv nimmt, so wird das der Multiplikation dieser Rei-
hen entsprechende Produkt ihr wirkliches Produkt, im Sinne
der Arithmetik, seyn. Das Produkt der Werlhe dieser Rei-
hen und der Werth des der Mulliplikation dieser Reihen eni-
sprechenden Produkles sind einander gleich.

54.

Man nehme wieder die Reihen 13} und 14), in welchen
positive und negative Glicder vorkommen konnen, und setze
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ZTaox" ThoxF I A
Sind nun die drei in diesem Ausdrucke enthaltenen Reihen
convergent, wenn man fir x den bestimmten Werth s setzt
so darf man fiir diesen Werth das Zeichen des Entsprechens
durch das Gleichheitszeichen ersetzen, und es ist dann
Za.s" . 2 b =3 A5
Um die Richtigkeit dieser Gleichung einzusehen, betrachle man
zunichst eine der drei Reihen, elwa X a.s". Da diese Reihe
convergiren soll, so darf der Zahlenwerth des Quotienten zweier
Ml - s den Werth
_ a,s” a,
der Einheit nicht iibersteigen und kann hochsiens die Einheit
selbst seyn (§. 49). Setzl man daher stall x einen Werth s'

ar+1

welcher kleiner als s ist, so ist —-—= s! jedenfalls kleiner als
ar

aufeinanderfolgender Glieder

-
die Einheit, also convergirt nicht nur die Reibe Ja.s!', son-
dern auch diejenige, welche man aus ihr erhalt, wenn man
alle Glieder positiv nimmt.  Auf dieselbe Weise findet man,

dass auch die Reihen Ib.s' und = A4, s' noch dann conver-
gent bleiben, wenn man alle Glieder positiv nimmt. Nach dem
vorhergehenden §. hat man mithin '

r T

r
) Zas' . T bhst == 3 4.5
Man selze X a,s" —-a, + ays + azs*...+ars" + p

2 ro
ootas' 4+ py

.
2 a8t = a, + a;s' 4 ags!

2 r r

also a;(s-s')Fay(s*—s' ). .+ a(s"-s' =3I a,s"— Za,s'—p+p,
Da nun p und p' mit. wachsendem r unbegrenzi abnehmen,

so hat.man auch
2 s i r
lim [a)(s —s7) F ap(s?* — s' ). + afs7—s' )] = Ta,s"—Za;s'
‘ 2 T
Man setze s —s'=d,, s?—s! =d,...s" —s'=d, also

” :
Ja 8" — 2Zas' = bmlady+aydy+....+ a,d,]
oder wenn man s'= ks setzl (wo & mithin unter der Einheit
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liegt) und demnach o, — (I —k)s, dy = (1 — k2 s2.
d, = (1 —K)s" ist, so ist

a,d +azd2...+a,.dr:a1(l—k)s—{— ay (1 —k%)s*4- . a, (1 —kr)s™
Man bezeichne durch W — 18 + ays? ... ;o s7 die
Reihe, in welche die Reihe a s + a5 . a.s" ﬁhérgeht
wenn man alle Glieder positiv nimmt. Nun kann man l—ltT,
indem man k der Einheit beliehig ndhert, so klein macﬁen,
als man will.  Wie gross daher W sey, immer kann man)
(I—&")W so klein machen als man will, sobald man 1 —§"

klein i 1y i
genug nimmt, etwa so dass 1—4" unter W liegt, in-

r 1 1
dem dann (1—&") W W 1st.  Um so mehr muss daher, un-

ter derselben Vorausselzung, (1— k) e, s ~+ (1 — A% ey 52 .

-+ (l.—/cr) @,s" unter jeder angebbaren Grenze Iiegen d‘a'
1—k grésser als jeder der Werlhe Tk, 1—f2, ..., 1——’/£’-1
ist. Hieraus folgt, dass um so mehr | bei derselben Voraus—
selzung, der Zahlenwerth von (I —Kas+ (1 —k ay s% 4-

+ (1—k") a, s" unler jeder angebbaren Grenze liegen mu's.s.
Nihert sich also & der Einheil unbegrenzt, oder, mit anderer;
Worten, nihert sich s! dem s unbegrenzl, so ist lim {a,d;

+ asdy... +a,d,] = 0 within ist dann Za,.sT — Ea,s‘r: 0
r
d.h. Ta,s7 = Za,s1. Ebenso findet man 3 b, s" —= Ip slr
r

und SA4,s" — I A4,5'. Da nun
T 7

-
2 aps' L S hpst = 3 4 st

so folgt auch )

2 drs” . 3 bys" —= X A s

55,

Dividirt man die Reihe 13) durch die Reihe 14) und bleibt
die Reihe 14) so wie der Quotient, welcher dieser Division
entspricht, fir gewisse Werthe des « eine convergirende Reihe
wenn' man alle Glieder positiv nimmt, so wird, fur diese Wer—
the des z, der entsprechende Quotient der wirkliche Quolient
im arithmetischen Sinne seyn. Dividirt man nemlich in die-

6
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sem Falle den berechnelen Werlh der Reihe 13), welche, wie
sogleich sich ergeben wird, ebenfalls convergirt, durch den
berechneten Werth der Reihe 14) so erhilt man dasselbe, wie
wenn man den Werth des entsprechenden Quotienten berechnet.
Mit Beibehaltung der Bezeichnung des § 24 hal man

nemlich

b . T Axm f Za.z”
alsa, unler den angegebenen Bedingungen, nach §. 53,

2 bt 3 Axt = Z a,x7
die Reihe 13) muss also ebenfalls convergiren und man hat

Za,x"

;‘:'brxr = 23 A,aT
1
Setzt man z. B. = 3 A&
I —x
so ist ag =1, a, =0, a;=0, az=0 usw. by=1, by=—1,

b, =0, by =0 w.s. w. Aus Kap. 4 Form. 6 ergiebt sich
demnach
Ao=1, und A, = 4,1, also allgemein 4, =1
und mithin
] — «

Nun ist 1 — x fir jeden endlichen Werth von x convergent,
insofern es eine endliche Reihe ist (§. 43), dagegen 14 =
4 x% 4 ... nur dann convergent, wenn der Zahlenwerth
von x kleiner als die Einheil ist {§. 47). Also nur fir solche
Zahlenwerthe des x darf das Zeichen des Entsprechens durch

das Gleichheitszeichen ersetzt werden und dann hat man

l
s =1 + &+ £ 4 . ..
1 — «x
Aus §. 54 ergiebt sich auch noch folgender Salz.  Dividirl
man die Reihe 13) durch die Reihe 14) und sind sowohl diese
Reihen als der ihnen entsprechende Quotient, fir einen ge-
wissen Werth s, den man stall x setzl, convergen!, so hat man
> a8
I b,s"
Aucl hieraus folgt unmiltetbar die Richligkeit der Gleichung

= 2 A,

——— e e,
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]
l%x:]+x+x2+
fir den Fall dass der Zahlenwerth von x kieiner als die Ein-
heit ist. '

56.

Erhebt man die Reihe 13) auf die mte Polenz, wo m
eine ganze positive Zahl bedeutet, so heisst ‘dies, die Reihe
13) wird m mal mit sich multiplicirt.  Bleibt daher, fir ge-
wisse Werthe des x, diese Reilie eine convergente, wenn man
alle Glieder positiv nimmt, so kann man, fir diese Werthe, in
der Entwickelung des polynomischen Lehrsatzes, das Zeichen
des Entsprechens durch das Gleichheitszeichen ersetzen, so
dass die Formel 2) des Kap. 5 in

(2 aa’) = = A«
ibergeht.

Da das Binom 1 -4 x fiir alle endlichen Werthe des x
einen bestimmten Werth hat| und mithin eine convergente
Rethe ist, so hal man auch, sobald m eine ganze positive
Zahl ist, lir alle diese Werthe (Kap. 5 Form. 31)

m r

14 %= 2 anBx” ‘
Setzt man in dieser Formel x =1, so erhall man

0 1 2 m

2 = mB 4 mG L mB . L mB

d. h. wenn m einc ganze positive Zahl ist, so hal die Summe
der sdmmilichen Binomialcoefficienten der milen Potenz den
Werth 2m,

Nun haben wir bemerkt (Kap. 5 Form. 11) dass
T r

my = NC (1,2, ... m)
0
mithin, da mB = 1 (§. 34)

1 2 m
NC{1,2,...m) + NC(L,2,..m)... 4-NC(1,2,...m) = 2™ —1
d. h. die Summe der Anzahl der Combinalionen ohne Wie-
derholung aus m Elementen zu allen Classen, von der ersten

m
bis zur smlen, ist 2 — 1.
6 *
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Setzt man x = — 1, so hal man
m 1 2 3 m
- =0=1—mB8 + »B — aB ... Z =B

wo im letzten Gliede das obere oder untere Zeichen zu neh-

men ist, je nachdem m eine gerade oder eine ungerade Zahl .

ist. Hieraus folgt wieder

1 2 3 m
1—NC(1, 2..m) + NC(1, 2, ..m) — NC{1, 2, ...m).. = NC(1,2...m) =0
oder
1 3 2 4
NC(1,2,..m)+-NC(L,2,..m) 4. =1+-NC(1 2,..m)+-NC(1,2,...m)-} ..

d. h. die Anzahl der Combinationen ohne Wiederholung aus
m Elementen, welche in den ungeraden Classen enthallen sind,
ist immer um eine Einheil grésser, als die Anzahl der Com-
binalionen ohne Wiederholung aus m [Elementen, welche in
den geraden Classen enthalten sind.

Ist m = 2 und sind p und ¢ ganze posilive Zahlen, so
hat man (Kap. 5 Form. 33)
P
—-r 9 P
[2 1Ba7] 4 (1 + o)

P

Sobald also die Reihe = 79", auch wenn man alle Glieder

posiliv nimmt, convergirt, kann man das Gleichheitszeichen stait
des Zeichens des Entsprechens setzen. Im Vergleich zu §.49
setze man hier

P
—r —r~1
tr = TBx" tog = TP ar-1
also
L p
r — — [r—1
L ;=1
= —— x = xT
fr-1 P r
—r=1
798

P
r, : _
Die Reihe = 9B x7 wird folglich convergiren oder divergiren,

je nachdem, ohne Riicksicht auf das Zeichen, von irgend ei-

—
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2 —p—)

nem bestimmten Werlhe des x» an, der Ausdruck —x

kleiner .oder grosser als die Einheit ist.  Nun nahert sich

3—(r—'_1)

p
LA
g g "

= —— — 1, mit wachsendem r_ unbe-
r r . ?

grenzt der Einheit (abgesehen vom Zeichen), es kommt daher
nur darauf an, ob x kleiner oder grosser als die Einheit ist.
Ist also x < 1, so ist

P

(X 9B = (1 + o)

-]

P
(1 + x)q = q%xr
Ist dagegen = => 1, so ist diese Gleichung unstatthafl und

es muss das Zeichen des Enlsprechens beibehalten
(Kap. 5 Form. 32).

werden

P

r
Setzt man —p statt p, so wird die Reihe = %27, auch
wenn man alle Glieder positiv nimmt, eine convergente blei-

ben, sobald « < 1. Der Quotient zweier aufeinander folgen-
. —o
der Glieder ist jetzt { qr; — 1) @, welcher Ausdruck

sich, mit wachsendem r, abgesehen vom Zeichen, unbegrenzt
dem Werthe « néhert.
Nun wurde gefunden (Kap. 5 Form. 36)
4 P
r
3 1@ . 3

L -
Da nun, sobald x < I, sowohl 3 Y®Bx" als I IBx" con-
vergiren, auch wenn alle Glieder posiliv sind, so folgt hier-
aus, nach §. 53 Form. 18), wenn z < 1,



86

P P

r. r

TBxr seinen Werth (1 4 x)? setzt,
LA :

(1 4 27 3 982" =1

oder, wenn man stat X

also
P -F
(1 4+ 2 9 =3 985"
Ist dagegen x > 1 so findet diese Gleichung nicht statt.
Es ist mithin jelzt nachgewiesen, dass die Gleichung

m T
(r - x) = X mBxr
fir alle rationalen Werthe des Exponenlen giiltig ist, so-
bald x < 1, dagegen unstatthaft ist, sobald x > 1.

57.

Ist m eine irrationale Zahl, so kann man immer eine
ralionale Zaht 2 finden, welche der Zahl m so nahe komnt,
dass der Unlerschied unter jeden angebbaren Werth sinkt.

m
Dann bedeutet (I -+ x) die Grenze, welcher man immer na-
her kommti, je niher » dem m ist, so dass der Unterschied

m - n
zwischen (1 4 x) und (1 4 x) unler jeden angebbaren
Werth sinkt.

T .
Nun ist der Sinn von =% auch fir den Fall, wenn m eine
irrationale Zahl isl, erkldrt worden (§. 40), und es folgt zu-

gleich daraus, dass auch dann noch 3 mBx” eine convergi-

rende Reibe ist, sobald x < 1, da noch immer der Quotient
kS r+1

zweier auf einander folgender Glieder m$x” und mBxr+1 den

Werth —" x, d. h. einen Zahlenwerth hat, welcher sich,

rtd

bei unbegrenzt wachsendem r, unbegrenzl dem x nahert.

. -

Dass nun mPB und »PB einander unbegrenzt nahe k'ommen,
sobald sich » dem m unbegrenzt nihert) ist leicht einzusehen.
Setzt man nemlich m = » -+ o, so bedeutel « eine Grosse,
die man unbegrenzt abnehmen lisst. Nun ist
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r m(m)—])(m—-?)....(m-t—{—l) (nt-ea )[n+a-] (n+a_r+1)

mB= = 1.2.3....r o 1.2...r

aber n4-a=n (14 ), ata—l=@—1)

u.s.w. mithin

r ap—1}..(n—r41) o a o«
m%:.—‘]T"'_ . (1 +g) (1 +ﬁii)"_"' 4 —7F7)

=0+ 04 04 g

Nun kann man aber &, bei jedem gegebenen Werlhe von r,
so Klein machen als man will, es wird daher nicht blos jeder

o
l + M son-
dern auch ihr Produkt, der Einheit so nahe gebracht wer-

den konnen als man will, so dass man, bei unbegrenzi ab~

nehmendem e,

o
einzelne Faktor 1 4- o 1

T k2
mB — lm nB
hat.

r
Hieraus folgi weiler, dass, wenn 3 m®B und 2 »$ con-
vergirende Reihen sind, man auch, bei unbegrenzt abneh-

mendem e,

B m‘lj lim = nfB
hat. Wenn nemlich die zwei Reihen

Say = a5 + @ + a ...+ a + ...

by = by + by + by ... + b + ..
convergiren und es nihert sich b, dem ap, by dem a; . . .,
aligemein b, dem @, unbegrenzt, so miissen sich auch die
Werthe der zwei Reihen unbegrenzt nihern. Denn sey W
der Werth der ersten, W’ der Werlh der zweiten Reihe.
Man selze b, — a, + @, by = a; + o WS W. Mithin
werden a,, @ u.s.w. unbegrenzt abnehmen. Die Reihe
ay + o + ..., welche ebenlalls convergiren muss, habe
den Werth w. Man setze daher
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@G + e ...+ . =W —p
a o ...+ e, =w — ¢
mithin W+ w — (p + ¢q) = by + &, ... + &,
und lim (by + b0y ... + b)) = W + »
da p und g bei unbegrenzt wachsendem r unbegrenzt abneh-
men. Man kann aber die r + 1 Grossen o, & ... @, so

klein machen, dass jede derselben kleiner als —— . isl,

r + 12

. 1
dann ist ¢y, + o) .. + @, < ] und demnach

lim (o + &y + ... + ) = w = 0

woraus

bm (bo + by ... £ b)) = W = lim (a4 + ay+...+a,)

folgt. Setzt man nun a, = =B und b, = =B, so hat man

T T
demnach auch X mB — lim 3 2B sobald die beiden Reihen
convergiren. '
Aus denselben Griinden folgt, dass auch die beiden con-
vergirenden Reihen

@, + a x + . + ar-1 xr-1 + e
bo + blx -l—- N —-[— br_q xr~1 + ..
denselben Werth haben missen, wenn b, dem a,, b, dema,

u.s.w. unbegrenzt nahe kommen. Denn, mit Beibehaltung-der
vorhergehenden Bezeichnung, folgt dass auch die Reihe

@ + @ x F o gt
convergiren muss; man selze daher '
bim (e 4 e o + ... 4 ar-1x7-1) = w

Nun kann man, da x einen bestimmien endlichen Werth hat,
die Glieder ¢, @, x....ar-127-1 so klein machen, dass je-

| . . .
des < 3 ist, indem man nur aligemein «, < selzt,

7% xT
woraus wieder
lim (@), 4+ e, x + .. 4+ o1 27-1) = 0

folgt. Ist also x < 1 so missen sich die beiden Reihen
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r r .
2 mBx" und T »Bx" unbegrenzl ndhern, sobald sich n dem

m unbegrenzt nihert. Man selze nun, wenn x< 1,

m T

D= (1 + x) — 3 mBa"
— (1 4+ x) — =B

ferner ist 0
m n r T
also D= (14 ») — (14 ) 4 ZnBx" — I mBuxr
Demnach kann D keine angebbare Grosse seyn, da, wenn n
m
dem m unbegrenzt nahe lommt, die Dilferenzen (1 -} x)

n r T
— (I 4+ x) und 2 »Bax™ — X mBx” unter jeden angebbaren
Werth sinken, d. h. es ist D = 0 und

m r
20) (l + x) = X mBxr
Es ist demnach -bewiesen, dass diese Formel fiir alle reel-
len Werthe von m gill, sobald der Zahlenwerth von x klei-
ner als 1 ist, dagegen unbrauchbar wird, wenn (ohne Rick-
sicht auf das Zeichen) x > ) ist, ausgenommen wenn m eine -
ganze posilive Zahl ist, in welchem Falle die Formel thre Gel-
tung fir jeden Werth von o behdlt. Es ist also noch der
Fall zu untersuchen, wenn x = := 1. Dann nihert sich aber
der Quotient zweier aufeinander folgender Glieder in der Reihe

-
2 mBx" unbegrenzi der Kinheit (abgesehen vom Zeichen). Die

Reihe gehort demnach zu der Gattung, von welcher in §. 50
die Rede war, und deren Beschaffenheit jetzt genauer unter-
sucht werden soll.

58.
Sey eine Reihe
21) S e L T
so beschaffen, dass, wenn man, abgesehen vom Zeichen,
¢ 1
— = —— setzt, mit wachsendem r, der Werth von «
t,_y I + @ )

unter jede angebbare Grenze sinkt. Es sind alsdann zunichst
zwei Fille zu unterscheiden je nachdem «, obgleich es sich
unbegrenzt der Null nihert, immer negativ oder immer po-
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sitiv bleibt. Im ersten Falle werden dic Glieder der Reihe
21) immer wachsen, wenn sie sich auch einer bestimmten

L
Grenze nidhern, denn man hat allgemein — — ——— also,

b-1 l +e
da « negaliv ist, f. > t;~1. Die Reihe kann also niemals con-
vergiren, weil bei einer solchen die Glieder abnehmen miis-
sen (§. 45). Hat sie nur positive Glieder, so muss sie mil-
hin divergiren. Eine solche Reihe ist z. B.

- 1 1
U4 )+ 04 5+ )+ g g gt

1 1
Hier ist £, = 1 4 %-{-—4— + ...+ D die Glieder nii-
hern sich also dem Werlhe 2 (§. 43), indem sie fortwihrend
| 1 1 1 L
L Tyt taat
wachsen.  Auch ist = =
-1 1 1 1

1

1 1
e . B
_= —_— als0 ¢ = —
1 1 1 1
1+ ERESRaT 1+ 5 +... Br

d. h. ein negatliver Ausdruck, welcher sich mit wachsendem r
unbegrenzi der Null nihert.

Hat die Reihe auch negative Glieder, so kann sie diver-
giren oder oscilliren. Eine divergirende Reihe dieser Art
erhielte mman aus der vorhergehenden, wenn man immer zwei

Glieder mit dem positiven und das folgende mit dem negati~

ven Zeichen nihme. Die Summe dreier solcher Glieder wire

nemlich
1 1 1 1 1 1
(1 +5+tgmp g+t g — 0 5t g

1 1 1
=145+ + 23k+1  23kt3

also grosser als die Einheit, und da man unbegrenzt viele sol-
cher dreigliedrigen Gruppen hat, so divergirt die Reihe. Eine
oscillirende Reihe erhielle man dagegen, wenn man in der
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obigen Reihe die Glieder abwechselnd mit positivem und ne-
galivem Zeichen nidhme. Man hitte dann nemlich

1 1 1 1 1 1
1~ 1 i3 t L 1.
Tyttt g+ 0+ 5+ 7+ 3
1 1 1 I
— (1 = — - — BV
Nimmt man nun die Summe zweicer auf einander folgénder
. 1 1 1 1 1
Glieder 1 + 5 4+ T (r + 7++ ﬁr):—2_2r
so ergiebl sich daraus, dass die Summe der 2r ersten Glieder
1 1 I . ..
= — (ii + ;21..—}— 27) ist. Lasst man r unbeschrankt wach-
sen, so erhall man eine Reihe, welche nor einen Theil der
Glieder der Rethe 2) enthilt, und daher um so mehr conver-
giren muss, da lelzlere convergirt. Die Grenze der 2r ersten
Glieder ist also ein bestimmler negativer Werth. Nimmt man
dagegen zur Summe der 2r ersten Glieder noch das 2r -} lte
1
22r+1

) |
wird die Summe der 2r 4+ 1 erslten Glieder 1 -+ 7 -+

ist | hinzu, so
1

23

1 1
Glied, welches 1 -} - + o8 -+

4

b

] ] 1 .
-+ 25 -+ 57 -+ S5t eine Reihe, welche aus densclben

Grinden, wenn 7 unbeschrinkt wichst, einen bestimmten po-
sitiven Werlh hat.

59.

Da es uns aber besonders interessirt die Fille keanen zu
lernen, in welchen eine Reihe convergirl, so wollen wir nun
annehmen « sey positiv, so dass die Glieder der Reihe ab-
nehmen*). Hier ist nun in éinem bestimmlen Falle die Ent-
scheidung sehr leicht. "Wenn nemlich die Glieder der Rejhe
abwechselnd positiv und negaliv sind, und zugleich der Zah-
lenwerth der Glieder bestiandig und unbegrenzt abnimmti, so

'} Wenn die Glicder theils zunehmen theils abnehmen, lassen sich,
wie sich von selbst versteht, bei der grossen Mannigfaltigkeit der hier
moglichen Fille, keine allyemcinen Regeln geben.
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dass er zuletzt um keine angebbare Grosse von Null verschie-~
den ist, so wird die Reihe convergiren.
Sey diese Reihe

22) 4y —tytty—ty. e — o ...

und ¢, &, u.s.w. positive Grossen. Man selze

Wer = ti—to-t5— to4 ... loyo1 — tor

W2r+1= ll—lg—{—ls-—14...+t2r—1—121+12r+1

Wordo= ti —ly +l5—ty...+ lor1—for + tord1 — l2r}2
s0 ist Wert1 — Wor = for41, Word1 — Wordo — lort2.
Da nun mit wachsendem r, unserer Annahme gemiss, sowohl
for41 als tor42 sich unbegrenzl der Null ndhern, so ist dies
auch bei den Differenzen Werd1— Wer und Worg1— Worto
der Fall, d. h. Wor, Wort1, Warpe oder, in Worten, die
Summe jeder geraden wie jeder ungeraden Anzahl der ersten
Glieder, ndhern sich, mit wachsendem r, unbegrenzt. Ferner
sind die Dilterenzen f; — t,, 15 — t, u.s.w. sowie die Diffe-
renzen f, — Iz, t,— &5 u.s.w. posilive Grossen. Nun ist

WZT j— (tl —1.2) + (l3_‘t4) - + (’27‘—1‘_[27')
=t —(—1t5)—(la—Il5)... — (lor—2—t2,-1) — t2r
also :
W2r > tl -_— [2

< tl
Ebenso hat man '
W21'+1 — (llft?,) + ([3—i4)...+(f2r_1—i2r) + l2r+l
= f —(e—1t5) — (la—15) ... — (tar— Lort1)

also
W2r+1 > tl — 12

<t
mithin- sind Wa; und We,41 beide zwischen den positiven
endlichen Werthen ¢, — £, und #; eingeschlossen, und da sie
sich, mit wachsendem r, unbegrenzt einander nihern, so miis-
sen sie sich auch unbegrenzt einem und demselben positiven
endlichen Werthe nihern, d. h. die Reihe 22) convergirt und,
hat einen endlichen positiven  Werth.
Ein Beispiel dieser Arl bietet die Reihe
] 1 1 1 1

T e T

+ .
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tr r 1
Hier ist, abgesehen vom Zeichen, B T = o
14

T

t r41

mithin « immer positiv und unbegrenzt abneh-

1
also ¢ — —,
r

mend. Zugleich nehmen auch die Glieder "der Reihe unbe-
grenzl und besldndig ab und sind abwechselnd posiliv und ne-
gativ, folglich convergirt die Reihe, wihrend-sie divergirte,
wenn alle Glieder dasselbe Zeichen hilten (§. 45).
Ein anderes Beispiel bietet die Reihe
2

1 3
23) mB -} mB L omB

wo 7 eine posilive gebrochene oder irralionale Zahl bedeutet.

Setzl man mi} = ¢ so isl
m
tr4-1 m—r (] - 7‘—)
I = = — —— (Kap.5 Form.16)
£, r+4+ 1 1

dieser Ausdruck niahert sich aber offenbar, mit wachsendem r,
unbegrenzt der Einheil. Nimmt man r grosser als m, so ist

1
R positiv und zugleich kleiner als 1 -} —.  Von die-
r T

sen Werthe von r an, werden also die Glieder abwechselnd
positiv und negaliv seyn, da-der Quotient zweier unmittelbar

m
- (l - 7)
aufeinanderfolgender Glieder — also negativ isl.
I 4+ —
r

Zugleich werden, von da an, die Glieder unbegrenzt abneh-

men. Um nemlich aus mB die folgenden Glieder abzuleilen, muss
man (ohne Riicksicht auf das Zeichen) diesen Ausdruck alimilich

. 1—7'“—;) (l—m) (1_;)(1_~T—*——1)(l——rr3)
1’ 1 t )’ 1 1 1
b () O ) (0 ) ()
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L ) 1
u. s. w. multipliciren | oder | was dasselbe sagt, mil - e
+r——m

1 1 1 1 1
I e B N R T
14+-—— 1 14— s T
r—m ki r—m4-1 ¥ r—m + —m+] +r—m+2
u.s. w. Der Zihler dieser Produkle ist immer die Einheil

der Nenner dagegen wichst mit der Anzahl der Faktoren iber

jede angebbare Grenze. Dennseizl man 1 4 m= a, r—m=—=rh,

l+m L m :
so geht das Produkt (1 4 — m) (T + _r_:m“—{—_‘l‘) S
(1 + ++ ) in das Produkt A) iber, von welchem wir

(s- 46) bewiesen haben, dass es mit unbegrenzt wachsendem
s, liber jede angebbare Grenze wichst. Also missen die Glie-
der der Reihe 23) unbegrenzt abnehmen und within conver-
girt die Reihe.

60.

Wenn dagegen die Glieder der Reihe 22) zwar bestandig
aber nicht unbegrenzt abnehmen, sondern sich, abgesehen vom
Zeichen, einer beslimmten Grenze k& upbegrenzt nghern, so
wird die Reihe oscilliren und. zwei verschiedene positive Wer-
the haben, je nachdem man die Grenze der Summe einer ge-
raden oder ungeraden Zahl der Anfangsgheder sucht. Man
beweist nemlich in diesem Falle ebenso wie im vorhergehen-
den, dass sowohl Wa, als We,41 zwischen zwei positiven
endlichen Grenzen eingeschlossen ist, -die Reihe kann also
nicht divergiren. Da nun Worgo —

J
W2r = 't2r+1 - ’2r+2 N
Worga— Worgo=tyy3— lorpq us-w. und fy 4y —ly 4o
tor43 — t2r+4 mit wachsendem r zuletzt unter jeden angeb-
baren Werth sinkt, so miissen sich Wy, , Wy 1o, Worga ---

Ebenso findet man
sich einer und der-

derselben Grenze nihern, sie heisse g.
dass auch Wo,ty, Wogs, Worgs - -
selben Granze nidbern. Nun ist aber Wy, = Wy, + lo41
folglich muss sich Wy, 41, mit unbegrenzt wachsendem 7,
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auch unbegrenzt dem Werthe g -}~ k nibern. Eine Reihe die-
ser Arl ist die in-§. 43 betrachtete Reihe 3) bei welcher die
Zahlenwerthe der Glieder sich der Einheit nabern.

Wenn man — m stalt m in der Reihe 23) selzl, so geht
diese in

—m} —m? -m3
24) B4 4B
. tr—lv—l

-
"B = t,, so findet man —— =
;

iiber. Selzt man wieder
(1 +f)
— , die Glieder der Reihe sind also, von Anfang an,
1+ —
r

mit abwechselnden Zeichen versehen. Ist nun m > 1 so ist

1 + —

" grosser als die Einheil; die Reihe kann also. nur di-

14+ "

vergiren oder oscilliren (§. 58},
14+ ﬂ
A "

Denn da 1 -+ -
i + —

den Glieder zu finden,

sie wird aber divergiren.

_ so muss man, um die folgen-

. T
(ohne Riicksicht auf das Zeichen) ~"%

m—

m-— 1 n—- 1
allmalich mit 1 4 i i (1 +ﬂ—__l) (1 +1T2_J u.s.w. mul-

m— m - 1

: _ 1
tipliciren.  Das Produkt (1 -{—:i_ﬁ) I+ m) U mﬁ)

geht aber, wenn man m — 1 (welches positiv ist) = @ und
r4+1= k selzt, in das Produkt A des §. 46 iber, und wiichst
also, mit unbegrenzt wachsendem s, iber jede angebbare
Grenze folglich wachsen auch die Gllede1 der Reihe iiber jede

angebbare Grenze.
m
P+ —
Ist m = 17, so ist —; =T,

14+ —

r

die Glieder der Reihe
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behalten also denselben Zahlenwerlh. Nun ist ‘m% = —m,
1
also “18 — — 1, die Reihe geht mithin in

T T — T —

iber, d. h. sie oscillirt und hat die zwei Werthe 0 und — L.

m
1 4+--
r 1
Ist m << 1 so selze man - — = ———— . Nun
I 1 ] 1—m
T+ I+
wuss man um die folgenden Glieder (chne Riicksicht auf das

. -m7 1 1 1
Zeichen) zu erhalten, 9B mit T (“f—:;)(_]——?)

e e T

u. s. w. multipliciren.  Setzt man aber das posilive 1 —m=a

1
und r 4 m == k so sieht man dass das Produkt (I -} -T}_;m)
r m
1—m 1—m
4+—— o
( +r—f—m—f—1) ( +7‘—}—m-}—s
angebbare Grenze wichst, die Glieder der Reihe nehmen da-
her unbegrenzi ab, folglich convergirt die Reihe.

) wieder mil s iiber jede

61.

Es soll nun vorausgesetzl werden, dass die Glieder der
Reihe 21) sammtlich positiv sind und bestindig abnehmen.
Kann man Bedingungen nachweisen unter welchen eine solche
Reibe convergirt) so versteht es sich von selbst, dass sie auch
noch convergiren muss, wenn einzelne Glieder negativ werden
(vgl. §. 49).

Die Beurlheilung der Beschaffenheit einer solchen Reihe
griinden wir auf folgenden einfachen Salz.

Von den zwei Reihen

2 4ty Rty
25) vy vy o5 ... v F L
welche nur positive Glieder enthalten, wird die zweite con-
vergiren, wenn die erste convergirt und zugleich allgemein.
rd1 b1
- < —

v, Z,
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Dagegen wird die zweite divergiren, wenn die erste divergirl
und zugleich allgemein
vr+41 tr-1

>
v, t
Im ersten Falle nemlich ist
Vo 'D5 tz t5
2222
Uy Vg tl lZ
Vg I3
also =3 3
k3% < tl
ehenso findet man
V4 t4_
- < —_
0 4
v o 5
V) 1
u. s. w. Mithin
o5 4+ ve F o5 + ..o 5 bl b+ -
< ¥
DN 4
oder
)
'75+U++”5+~--<-t—(’a+t++ts+---)
’ 1
Ist daher t5 -+ i, -+ & - ... und mithin die Reihe 21)
convergent, so muss auch vy + vs - v5 + . .. eine convergi-

rende Reihe seyn und mithin auch die Reihe 25).
Im zweiten Falle zeigl man ebenso dass

) i o t
R R
Dy f T v Tt
: s o)
also v5+v4+....>t—(15+t4+....)
1
Ist nunt5 + ¢, + ... eine divergirende Reihe, mithin

auch die Reihe 21), so ist auch die Reihe 25) divergent.

Nun giebt es aber eine Reihe mit bestandig abnehmenden
positiven Gliedern, deren Beschallenheil leicht zu beslimmen
ist, und welche daher bei der gegenwirligen Untersuchuag in
ahnlicher Weise zur Grundlage dient, wie friher die Reihe 11)-
Bs ist dies die Reihe

i 1
26) 1.+%;+§;+.,.+;;+..“
' 7
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welche convergirt oder divergirt, je nachdem m gro-
sser oder nichl grosser als die Einheil ist. Es ist ein-
leuchtend, dass die Glieder wachsen und also die Reihe diver-
girt, wenn m negativ ist, wir haben daher nur den Fall zu
betrachten wenn m posiliv ist.

Vergleicht man dann dle Reihe mit der Reihe 21) und
so folgt —— 1 _

D + Lym N e
-- . Dieser Ausdruck nihert sich offenbar, mit un-

(R

1
selzi t, = 1;’ r4+1 =

1

1
I4a
so ist « posiliv und die Reihe gehort folglich zu denen, deren
Beschaffenheit jetzt untersucht werden soll

Istm = 1 so gehl 2()) in die Reihe

I R

iiber , deren Divergenz schon bewiesen worden isl (§. 45).

begrenzt wachsendem r, der Einheit, und setzt man ihn =

Istm << 1, also m =1 — k so ist in der Reihe
1 | 1
1+21——k+31—k"'+r1—k+"°
edes Glied 1+ — ™ grs Is %, Diese Reih :
jedes Glied ——p = — grosser als " ). iese Reihe muss

also umsomehr divergiren, da die Reihe 5) divergirt.
Sey nun m > 1. Man theile die Glieder der Reihe 26)
in Gruppen ab, so dass eine solche Gruppe die % Glieder
1 1 1
ot T gz T

enthidlt. Nun ist offenbar die Summe dieser & Glieder kleiner

27)

k k
5 WF" und um so mehr kleiner als = d. h. klein_er als
. Selzt man aber allmilich statt & die Werthe 1. 2 4
km -1 ' . U R
8, 16 u.s.w. so erhiill man aus 27) die Gruppen
) Nur, wenn r =, ist ! = i
1 -k I
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1

3

2

1 1

37 T gm

1 I 1 1

sm T ogm tgm T ogm
U. S. wW.

welche zusammenaddirt die Reihe 26), mil Ausnahme des An-
fangsgliedes 1), wiedergeben.
Nach dem Vorhergehenden hat man aber

1 1 < 1
3m T im om-1
I 1 1 1 1
Bm + 6m + 7_7’_1 + 8—_’"' gm-1
1 1 1
gm + e . 16—7" < Sm_l
u: s. w.
also
1 1 1 1. 1 1
R N = == R
Selzt man nun — = x, so isl
gm-1
1 1 ’ 1 2 1 3
9m-1 (Zm—1)7' (?nﬁ T 2m— + (2m 1) + (21)1—1)
+ ... =z 4 2 + 5 .. ..
diese Reihe convergirl aber, wenn =z <¢1, d.h. wenn m > 1,
umsomehr muss mithin, in diesem Falle, die Reihe ,—]7—,; _,_411"
1
-+ g . . . convergiren und folglich auch die Reihe 26).

62.
Hieraus ergiebt sich nun weiler folgender Satz:
Wenn die Reihe

25) o, +ve + ...+ + ...
nur posilive und abnehmende Glieder enthdlt und man setzt
7#{:
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(% . .
i L 1 , so dass also « positiv isl, es ndhert sich aber
v, J !

a, mit unbegrenzt wachsendem r, unbegrenzt der Null, so
wird die Reihe convergiren oder divergiren, je nach-
dem das Produkt ra, mit unbegrenzt wachsendem r, sich ei-
ner Grenze nihert, welche um ein Angebbares grosser oder
kleiner ist als die Einheit.

Man nenne diese Grenze k. Sey zuerst £ > 1; man
kann also eine Zahl m finden welche zugleich um ein Angeb-
bares kleiner als % und grisser als die Einheit ist. Selzt man
daher &k == m -+ h, so ist & eine angebbare posilive Grosse.
Sobald aber r> 1 ist, hat man nach Formel 20)

IR 5. p . L
(14— =14m8 . — + I -

also
m 1 2 3 1

1 1 1
{ -] — ] — — m . — miB —
‘]+r) m%.r—}— B s + mB . + ...
und
1 m 1 2 1 3
r[(l+—)—l]:m%+M%.——}—m\li.—2
r r T
Nun ist (§ 59)
2 3
mB -+ mB L.
eine convergirende Reihe, ihr Werth sey w, der Ausdruck
1 2 3 w
- [m15+m53+...]:7

muss sich also, mit unbegrenzt wachsendem r, unbegrenzt
der Null nahern, um so mehr muss dies bei dem Ausdruck

2 2 3

L DI

lm

der Fall seyn. Der Ausdruck r [(1 4 —) —1] muss sich also,
r

1
mit unbegrenzt wachsendem r, dem Werthe m®3 = m nihern.
Nun ist aber £ = m —+ h, d. h. die Grenze welcher sich ra

m
nihert, ist grosser, als die Grenze, welcher sichr[(l—|~—1—)-—— 1
r
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nihert, mithin hat man auch, von irgend einem Werthe des r
an gerechnet,
I
a > (1 + 7) — 1
oder
1 < 1
1 + Cam
I+ )
Vergleicht man aber die Reihe 26) mit der Reihe 21) so hat
man, wie oben bemerkt wurde (§ 61)
t
t’T“” = —Lﬁ, folglich 2t < —;Ll Da aber m> 1,
T ' v
() T
so muss die Reihe 26) convergiren und mithin auch (§.61) die
Reihe 25).

Ist & um ein Angebbares kleiner als die Einheit, so muss

. [ ]
von einem gewissen Werthe des r an rae < 1 oder ¢ < .

> ! . Vergleichl-- man aber die Reihe

1—{-7

seyn, also

1

]l + &
1 1 1

5 1+ g+ gt to-

: 1
welche divergirt, mit der Reihe 21), indem man ¢ =— — setzl,
r

tr41 1 ord1 1

50 ist —— = ———, also > —— mithin muss die
t, 1+ 1 v, 5
”

Reihe 25) divergiren.

Untersucht man nach diesem Satze die Reihe
1 1 1.3 1 1.3.5 1

PR S-S e war R SR
det dass sie co U Hierist 1.3..2r—1 1
ergirt. > —_— - —
so findet man, dass sie convergirt. Hierist o, 2420 ]
1.3...2 1 I
und 'U'f‘+1 == ‘___r_i_ R ——— ml[hin '—JT——!—E

2.4...2r +2 2r+ 3 0,
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(2r4-1)2 1

o (2r+ 2) (2r—f—J) ] 3 )
Oy R Py

3 2 .
und @ e ! -+ (m, also nihert sich e unbegrenzt
dem Werthe Null.

Aber ra > —3——oler roe > 3 i
2 + —

2r 1

Nun nihert sich der Ausdruck

, mit unbegrenzl

24—

3
wachsendem r, dem Werthe - 2lso ist &£ um ein Angebha-
res grosser als die Einheil.

Dagegen divergirt die Reihe

1 1.3 1.3.5
?+2.4+2.4_.75+"'

[.3..2—1 1.3...2r41
denn hier ist v, = o g 9, o Ut = 24—% also
Ur+1 . 21‘+| . 1 1 e
vr = 2r+2 == I’i und ¢ — 2r+1 rmllhm

. 2r + 1
ol k=1 ke s i
ra_2r+1 = Ty &bk = 5 also um ein An-
24+ —
r

gebbares kleiner als die Einheit,

63. i
Es wurde friiher (§. 59) nachgewiesen dass die Reihe

1 2 3
mB 4 mB 4 mB i

wenn m einen positiven gebrochenen oder irrationalen Werth

r
bedeutet, convergirt und von dem Gliede m®B an abwech-
selude Zeichen hal, sobald » > m. Diese Reihe wird aber

- . - r
auch noch convergiren, wenn man allen Gliedern, von m® an,
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dasselbe Zeichen giebt. Diese neue Reihe erhilt man nemlich
m

I —— 1 ——

T

N r . r . . e d
wenn man mB mit statt mit — - multiplicirl, un

1+; 14—

dieselbe Verianderung bei den Quotienten der folgenden Glieder

1

R ] I+~
r b

l:m SO folgt a—I_T

. -

nachl. Setzt man aber ~ 1

, mithin ra = Liﬁ welcher Ausdruck, mit un-
1 -
r

begrenzt wachsendem r sich dem Werthe 1 4~ m unbegrenzt

nihert, also £ = 1 4 m, mithin convergirt die Reihe. Setzt

man m — 2 wo p und ¢ positive ganze Zahlen sind, so

“(3[=]13

hat man (§. 41)

i L
1+ 27 F = IBar
£, r, '

d. h. (4 9Bz + TV ..
2, B

P
also (14 B4 9B 4 .. )% (141

Y40+ 9

Da nun, wie soeben bewiesen wurde, die Reihe 14 7%

Id

.—2 ) l
+ 79 4 ... auch dann noch convergent bleibt, wenn man
allen Gliedern das positive Zeichen giebt, so folgt aus §. 53
dass auch

' P i
71 2 g P P
A4+ 98+ 78 .. ) )=(01+1)=2
P P P r,

oder (1 4+ N7 =29 =147 m,+ 9%_{_
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2 r
Die Gleichung (I + «)? = = 7 B
welche frither (§. 56) fir © << | bewiesen wurde, gilt also
auch-fir £ — 1, und indem man die dortige Beweisliihrung
unverdndert wiederholt, sicht man, dass diese Gleichung auch

dann noch fir 2 = 1 gilt, wenn man statl P einen irralio-

nalen positiven Werth setzl.
Es wurde ferner (§. 60) gezcigl, dass wenn man —m
statt m selzt, die Reihe

i

B g mB
nicht convergirt wenn m =1 isl, dagegen convergirl wenn
m < 1. In diesem letzieren Falle wird aber die Reihe di-
vergiren, wenn man statt der wechselnden Zeichen, mit wel-
chen die Reihe von Anfang an versehen ist, allen Gliedern
dasselbe Zeichen gibt, Um nemlich diese neue Rcihe zu er-

142
halten, miisste man slatt des Quotlienten — r den Quo-
. 1
14 —
»
m
| 142 . 142
tienten i nehmen. Setzi man aber g ! so
1 1 l+ea
T+ b
1 =
. ror —
ist & = — also re¢ = ———, dieser Ausdruck ni-
_ m
b+ 5 L+ 3 | |
r

hert sich, mit unbegrenzt wachsendem r, dem Werlthe 1 —m
. . . . Ta ’
welcher kleiner als die Einheit ist, mithin divergirt die Reihe.

Nichts destoweniger gilt, wenn wieder m — 2 und L <1
ist, die Gleichung !
P
P P 9
g

-r -7, -
A+ 7=1+4 784 T8 4L ...
Denn es ist (Kap. 5 Form. 36)
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Lr 'f—r
S 9Par . 3 1Bz F 1
_r

i
Nun sind, sobald % < 1, sowohl = 7% als = 798 con-

vergirende Reihen, und das ihrer Multiplication entsprechende
Produkt ist der endliche Werth 1, mithin ebenfalls eine con-
vergirende Reihe. Daher hat man nach §. 54

4 P

-

sIiw .3 I3 =1

oder z qSZT_’)': —L—
ﬁr
z B
_ P P
aber 98 = (1411
~F. -7 -r
also > 183 =141 7 =21

Auch hier kann man wieder leicht zeigen, dass man statt?-
g

einen irrationalen positiven Werth setzen darf, sobald der-
selbe kleiner als die Einheil ist.

In der Reihe
' 3

1 2
1 — m®p 4 m»B — mB + ...
bezeichne wieder m eine posilive gebrochene oder irrationale

o1 1 — 2
+ mH T .
7ahl. Hier ist —— — == ————= milhin, wenn man diesen
=+ =B T4+ —
1 4 m
o 1 T r ) )
Quotienten = ——— selzl, ¢ = —— , also nahert sich
1l 4+ « 1 m
r

re der Grenze 1 -+ m, welche grosser als die Einheit isi,

mithin convergirt die Reihe. Da aber 1 — — posilivist, so-
. r
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bald » > m, so sind von da an alle Glieder mil demselben
Zeichen versehen,

Setzl man — m stall m, so ist der Quotient der zwei
1+ 2
aufeinanderfolgenden Glieder —-—r, die Glieder haben also
1+ — '
r

von Anfang an dasselbe Zeichen. Allein da sich nun re der
Grenze 1 —m nihert, welche kleiner als die Einheit ist, so
divergirl die Reihe. -
Der Ausdruck
m r
(0 + ) # 3B

geht wenn man ¢ = — 1 setzt, in

(=™ & 3™ . (— 1)

iiber, und wenn m = LA folgt
Py q b4
(29 B(—=1)] $(1—1)
P 1 P2 p3 q P

P1
Da nun eben nachgewiesen wurde, dass die-Reihe 1 — ¢/B

v2
+ ¢B— ... von einem gewissen Gliede an dasselbe Zeichen
behilt und convergirt, so hat man auch

L P, P g 7
1— 78 + 18 -~ 98 .. ]=(1—1 =0
. ? P
oder O0=(1—-—1)7 =2 3 (— 1y
und auch hier kann man wieder nachweisen, dass diese Glei-

chung ibre Geltung behélt, wenn man statt 2 cine posilive

- - q
irrationale Zahl selzt.

Dagegen darfl man das -Zeichen des Entsprechens nicht
durch das Gleichheitszeichen ersetzen, wenn man —m staltm

1 2
setzl, weil dann die Reihe 1 - -mB - -m®B — .. divergirt.
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64.
Stellt man das Vorhergehende mil dem Ergebniss des
§. 57 zusammen, so hat man nun folgendes allgemeine Resul-
tat. Man hal, wenn m keine ganze positive Zahl ist, die
Gleichung

m T
20) (1 + z) = 3 mBg™
wenn erstens der Zahlenwerth von <1, oder wenn zwei-
tens =1 und zugleich m entweder positiv ist, oder ne-
gativ und zwischen 0 und — I liegt, endlich drittens wenn
@ =—1 und zugleich m positiv. Ist m eine ganze positive
Zahl, so gilt-die Gleichung 20) fiir jeden Werth von x dann

-,
isl aber die Reihe 2 mBa” keine unendliche, sondern fallt mit

r T
der endlichen Reihe 5 mBz™ zusammen. In allen iibrigen Fal-
0,m
len muss in 20) statt des Gleichheilszeichens das Zeichen des

Enlsprechens beibehalien werden, dann kann also der Werth

m
von (I 4~ z) nicht mehr durch die enisprechende Reihe aus-
gedriickt werden.

m-4

sind (1 + @) , (1 + 2, {1 + ) so beschaffen, dass
man ihre Werthe vermittelst der Gleichung 20} berechnen kann,

so gill fiir diese Werthe auch die Gleichung
m n m+tn

28) 1L +2) (1 +2)= {1+ 2
d. h. man hat
29) = miia:" .z nirB:rf = Zm“l'"fgx’
Setzt man nemlich
= M;Bx" .2 n!%:v" + 2 A7

also
1 2 T

1 2 r
(I_+mea:+m§Bz2__+mi)3:1;r—'{—._.)(l+n,Q3:1;+ nflja;?..+:x%zr+...}
F 1+ 412+ 4,2 .. + 4,27 + . ..

so findet man

r 1 r-1 2 r-2 r T
A, =B+ mB 2B L mB B .+ mB —m+ap (Kap.5 Form 27

r r r
also ZmPg” . I aPax’ F Imtaly”
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Nun sind, nach unserer Vorausselzung, die drei in diesem
Ausdrucke vorkommenden Reihen convergent, folglich kann man
das Zeichen des Entsprechens durch das Gleichheilszeichen
ersetzen (§. 54).

65.
An das Vorhergehende kniipft sich aber nun folgende
wichlige Frage. Wenn m eine ganze posilive Zahl isl, so be-

deutet (1 + a:)mdas Produkt von m Fakioren, von welchen
jeder 1 4+« ist. Dieses Produkt hat also einen ganz bestimm-
ten Werth, welchen man, vermiltelst der gleichgelienden Reihe,
nach Formel 20) berechnen kann. Ist m eine ganze negalive

m
Zahl, etwa m — — m’, wo m posiliv ist, so bedeutel (1 + z)

’
m’

= (I +x)—msoviel als Insofern nun (1 4+ z)  ei-

1
nen ganz bestimmten Werth hat, muss dies auch bei (I +a:)m
der Fall seyn. Ist # <C |, so dass die Formel 20) giillig ist,

m
so muss man auch diesen einzigen Werth, welchen (14 z)
hat, finden, wenn man die gleichgeliende Reihe berechnet.
Anders aber ist es, wenn m eine gebrochene Zahl ist. Sind

p und ¢ ganze posilive Zahlen und man selzt (1 - a:)m
P

= (I 4-x)7, so bedeulet dies einen Ausdruck, welcher so be-
schaflen ist, dass, wenn man ihn aufl die Polenz ¢ erhebt,

sich der bestimmte Werth (1 + x)Pergiebt. Gilt nun die For-
. I
mel 20), so wissen wir, dass die Reihe X 9 ®Ba” ein solcher
Ausdruck ist. Aber ist dies der einzige Ausdruck, welcher
der gestelllen Forderung Geniige leislet, oder giebt es nicht
vielmehr verschiedene Ausdriicke, welche die gemeinschaflliche
Eigenschaft haben, dass ihre gle Potenz den Werth (1 - :c]P
hat? Mit anderen Worten, ist nicht vielleicht der Ausdruck
» ,
(1 4 «)7 nach der Definition, welche wir von demselben ge-
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geben haben, ein vieldeutiger, und wenn dies der Fall
seyn sollte, wie viel verschiedene Bedeulungen hat er?

Setzt man fiir z einen besltimmien Werth und 14+ 2 =aq,

- q
so lehrt die Arithmetik, dass a9—= ]/ap nur einen einzigen
Werth hal, wenn ¢ eine ungerade Zahl ist, und dies ist auch
richlig, insofern dieser Werth, welcher « heisse, ein reeller
seyn soll. Gibe es nemlich ausser diesem Werlhe noch ei-

. q q
nen anderen reellen 8, so hilte man ]/ap = « und 1/0?, =8,

also ﬁq — o | was nicht seyn kann, wenn nicht &= . Da
P, '

nun X 7Pz ein reeller Werth ist, so folgt, dass dieser Aus—

druck, wenn ¢ ungerade ist, fir jedes bestimmle « mil dem,

nach den Regeln der Arithmetik berechneten Werlhe von

q .
V(I + ) iibereinstimmen muss. Dagegen bleibt es noch die
Frage, ob es nicht imagindare Werthe giebl, welche so

beschalfen sind, dass ihre gle Potenz den Werth (1 +a;)p hat.

Ist dagegen ¢ ecine gerade Zahl, so gicht es allerdings

neben dem reellen Werthe & noch einen zweilen reellen Werth

8 ==—a, insofern dann [— o) = &' ist.  Es ist also klar,
P

dass 2 9Bz einem dieser reellen Werthe gleich seyn muss.

Es wird aber diese Reihe, wie wir leichl beweisen konnen,

. - - q .
jedesmal dem positiven Werlhe von 1/ a? gleich seyn, wel-
ches immer der Werth von & seyn mag.’

Sey nemlich zuerst z positiv und i posiliv. Sey m eine
ganze posilive Zahl, so beschaffen, dass P m—1 und
q
p .
— <« m. In der Reihe
7

v, y gl
> q,l;xr — 1] + _q__ x + q__....,__»*_ T 4 . ... .
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wird man an ein Glied

Py s

9 q q m—-1

1.2.. . mL1 *

kommen, in dessen Zihler der letzte Faktor negativ ist, wih-
rend alle vorhergehenden Fakloren positiv sind. Dieses Glied
wird also negativ seyn. Die [olgenden Glieder werden eben-
deswegen abwechselnd positiv und negaliv seyn, wahrend die
vorhergehenden simmilich positiv sind. Schreibl man also die
Reihe in der Form

) %(”;—1) %(%_1)...(5-- m+ 1) m—--’qi
| ROV S 1=
L B B e e S
P p P
e ) (S (1)) m2—2
19 q q L, a g
1...... m+2 - m+3 $)+ '''''
m— P
so ist jedes Glied positiv, da = < 1, also ﬁ_'Tq T,

m—f—2—£

R A u.s. w. dchte Briiche sind. Mithin ist der durch

m 43

I )4

diese Reihe ausgedriickle Werth von (1 4 2)9 d.h. E;:an;"
positiv ¥,

Ist @ positiv aber der Exponent negativ und — P 50 ist

wie frither (§§. 56 u. 63) gezeigt wurde

P
-, 1
DY —
P
- r
3 I9Ba”
also ebenfalls positiv.
. 1
‘) Es ist daher in der oben (§. 63) gefundenen Gleichnag 2 ¢
v P

=14+ 9 8 4 ... fir 27 immer der positive Werth dieses Aus—
drucks zu nebmen,
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Ist & negativ, so setze man slalt dessen — x, s0 dass x

*wieder posiliv ist; ist zugleich der Exponent negativ, so hat man

P PPy
p q q
1= o) =it e
' _P
-r
= 2 ‘l%(__m)r
Hier ist das allgemeine Glied
P P p
_ = (=== ... (= )
q q g o x)'+1
1.2...r41 '
p P : P
(= |} R
i 1)2r+2q (q U (q +r) :z:r+lesistalsojedes
= 1.2, . . r41
.
Glied der Reihe positiv, mithin auch ihre Summe 3 9B(— )’
r
Ist endlich (1—2)9 zu belrachten, so hal man wieder
b4
L 1
2 q%(—- (l:)r = -
P
5 1B (—a
P 7

-_r
also muss auch 3 9B (—x)" positiv seyn.
Aber auch in diesem Falle, wo ¢ gerade ist, ist nun die
Frage, ob es nicht neben den zwei reellen Werthen noch ima-

gindre giebt, deren gte Potenz den Werth (I —-}-:z:)’J hat. Die
Beantwortung dieser wichtigen Frage soll in den folgenden
Kapileln vorbereitet und erledigt werden. Hier bemerke man
nur noch, dass man, nach dem Vorhergehenden, die Bino-
mialformel dazu benutzen kann, den positiven reellen Werth

des Ausdrucks ]qu direkt durch eine convergirende Reihe zu
berechnen, sobald A4 posiliv und < 2 ist. Denn je nachdem
A zwischen 0 und 1 oder zwischen 1 und 2 liegt, setze man
A=1—z oder A=1-+2, wo mithin jedenfalls z < 1,
dann hal man
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1
L Ly
q e q_l_l q ' q .
Va=07Fa! =17 ot o
1 .1
1 ?(?—1)
— - _ A S — 1 =
_1+q(A 1)+ ) (4 )2 &
35 35
Wollte man also z. B. vy berechnen, so hille man s
I L I 1 1 1
— T — S R e
1.2 16
1 1 1
— (= — - — 2
1.2.3 T 64
also (vgl. §. 59)
2
1.4 1 1 3 1
=+ ) >]+§-q(1—§-7)
1 2
1 33

I 1
<l+g- 7172 1w
35
d. h. ]/71‘ > 1,076 und < 1,0777; der wahre Werth ist

1,0772 . . .

Scheint demnach dicse Anwendung der Binomialformel sehr
beschrankt zu seyn, so bedarf es in der That nur eines klei-

. q
nen Kunstgriffs, um sie auch dann zur Berechnung .von 1/ 4
anwenden zu konnen, wenn 4 > 2 ist. Denn man selze

h h
A=h}+ =z x(l—}—x)so ass & > h un m\l

mithin
q - = - 1 h
- h
]/A:xq (1-|—7D)q = gz (1 +; ;‘*‘ .
1 1
- 1 h _q'(E“l) r?
— (A—h)* “+~'A—h+ ) (A__W—{—)

113.

Hier sind nun zwei Fille zu unterscheiden. Ist nemlich 4
kleiner als das Doppelte der nichst kleineren Zahl a, welche

q

eine gte Potenz und etwa, — bq ist, dann kann man x : b
: ) ; >
selzen, also ist & < 5" und (4 — B? = b mithin
1 1

— =)
q . 1 h q q h2 .
1/A_b(1+;_ﬁ_|_17'2 - o)

Um also z.B.]S/Q zu finden, schriebe man ]5/9 = ]3/8 ]s/(l —{—%)
. |1 :
RN

1.3 1 3 '3 1
=2 (1 — )" = ’ - . = ———— .
I+gr=2004+35. g+ T35t

und fande unter Benutzung der drei ersten Glieder der Reihe,

s .
19 < 2,083... und > 2,079... wihrend der wahre Werth
2,080... ist. ’

Derselbe Kunstgriff reicht auch noch aus wenn 4 = 2a,

h A
also ¢ = h-und — = 1 ist. .
2 _
Ist aber .4 > 2a, so muss man ein anderes Verfahren

anwenden, welches ibrigens auch im vorhergehenden Falle
gebrauchl werden _kann"ﬁ “Wié nemlich A beschaffen sey, so

kann man immer A4 = x — & selzen, man nehme nun fir =
die nachst grossere Zahl als A, welche zugleich eine gte Po-
o .

Y . . q . 7 g
tenz ist, sie heisse ¢ — ¢, dann ist A—=e —h=¢ (I — )-
. €

Nun ist & eine positive Zahl, welche kleiner als e ist, mithin
h o - o

1 1 1

v B h . eq —_ A 0

que(l—e—q):qze(l — )7
1 (l )

_ 1w 4 G e g
L T S T R i

In der eingeklammerten Reihe werden alle auf die Einheit fol-

8
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1

genden Glieder .negativ; die Nédherungswerthe von A9 die
man erhill, indem man irgendwo in der Reihe stehen bleibt,
und die folgenden Glieder vernachlissigl, sind daher grosser
als der wahre Werlh. :

. ) 3 T
Um nach diesem Verfahren J/9 zu finden, miisste man

= 27 = 33 setzen, also
_ 1 2 1. 2 5 -
3 1 18 3 °318* 3°3°3 185
9=3[l—— ., — — — (D) ——— () — ..
V ( 3 27 '1'2.(27) 1.2.3 (27 ]
oder i
1 2 1 2 5
Yo 1 2 33 20 333 25
VI=3—. 2 =~ (Zy " (2} — ...
V L 373 1.2 (3) 1.2.3 (3) _ J
Die Naherungswerthe sind: 3; 233 . .; 218 . . .; 2,13 .
210 . . . u.s.w. Hier ist es also ralhsamer das friibere Ver-

fahren zu benuizen, welches zu einer rascher convergirenden
Reihe fiihrt, weil 9 nidher bei 8 als bei 27 ist>  Sollle aber

s X
z. B. VZO gefunden werden, so gabe das allein hier anwend-
bare zweite Verfahren :

1 2 1 2 5 -
5 17 83,12 3°3°3,73%
VA=ill-g =Ty @)~ s

1 ,
Die Naherungswerthe sind: 3; 2,740..; 2,718, .; 2)715.... Der
wahre Werlh ist 2,714...

- 66. '

Ehe wir dieses Kapitel beschliessen, sollen noch die frii-
heren Untersuchungen iiber die Beschaffenheit der Reihen ver—
vollstdndigt werden.

Der in §. 62 bewiesene Salz lisst die Beschaffenheit der
Reihe 25) unenischieden, wenn die Grenze k, welcher sich re
unbegrenzt nihert, die Binheit selbst ist.  Nur so viel lasst
sich noch sagen, dass in diesem Falle die Reihe sicher diver-
giren wird, wenn re sich zwar unbegrenzt der Einheit nihert,
jedoch, von einem bestimmten r an, immer kleiner als diese
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Grenze bleibt. Denn da alsdann a < l also _]_ >_l .
r

14« 1+|‘

so divergirl die Reihe. Man kann dies sogar noch verallge-
meinern; die Reihe wird nemlich auch dann noch dwerg;ren

1
©wenn zwar a > - aber zugleich & <« wo A irgend
eine bestimmte Zahl bedeutst. Denn nun ist = 1\
, o 1
14
+ r—h
aber ——— ist der Quolient zweier aufeinanderfolgender
, .
+ r—*h
Glieder in der divergirenden Reihe {§. 46)
1 1 1 1
1~h+2_h+3“fh +:72 r+1 iz T

Hieraus ergiebt sich z. B. dass die Reihe

log 24 log 3\@ log 4\° log ¢
) +E)+EE) o+ (D)
wo sich die Logarithmen auf ein System beziehen, in welchem
sie unbegrenzt mil den Zahlen wachsen (also die Ba51s grosser
als die Einheit isl), convergirt oder divergirt je nachdem a«
grosser ist als die Einheit, oder nicht.

Setzt manv nemlich v, —= (log T aund
; - _
or41  rlog (r+])]a ( r )a_ 1
v, —[ log r "Y1 14
so ist
logr e rf1\a
= i vn) E=0
oder, da log(r+1) = log r 4 log (I + )
r
) 1 a '
. N 1l
_a:[ log(l—{—T] 1+ —) —
14+ —— 4
log r

8*
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und
1 a

zogu+})] 44—~
log r

-

1 :
Nun nihert sich r (1 + ——)a mit wachsendem r unbegrenzt
r

1

1+

dem Werthe r -} a (§. 62), dagegen nihertsich I
log (1 + )

1+

unbegrenzt der Einheit, obgleich sein Werth immer unler die-

log (1)

ser Grenze bleibt, da der Bruch ~————
log r -

bleibt, wihrend der Zihler mit wachsendem r sich immer
mehr der. Null nihert, und der Nenner unbegrenzt wichst.

a

log r

immer positiv

Mithin wird i ] :

[ log 1+ —,—‘—)] o (1 T)a zwar immer
_ T - _
kleiner als r -} a bleiben, sich aber diesem Werthe unbe-
grenzt nahern, und folglich wird ra zwar immer kleiner als
a bleiben, sich aber diesem Werthe unbegrenzt nihern. Ist
nun @ > 1, so ist auch die Grenze k> 1, mithin conver-
girt die Reihe, ist dagegen a << 1 so ist auch k < 1 und
die Reihe divergiri; ist @ = 1 so ist noch imnmer ra < 1,

1
d. h. @ < — und die Reihe divergirt.
r

67.

Als ein specieller Fall des hier vervollstandiglen Salzes,

ist auch die merkwiirdige Regel anzusehen, welche Gauss
gegeben hat¥*) und die so lautet:

‘) Disquisit. gen. circa seriem iufinit. Sect. I (Comment. soc.
reg. Gotting. T. 2).

T
|
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Wenn der Quotient zweier aufleinanderfolgender Glieder
v,, vr}+1 sich in der Form

q -1 g-2
r+ Air F A0 4+ ...+ A,
q q-1 9-2
r+ar 4 ar + ...+ an

darstellen lisst, wo ¢ eine ganze positive Zahl bedeulet, und
es sind Zihler und Nenner nicht identisch, also nicht zugleich
A, — ay = 0, Ay — a, = 0 w.s.w. so wird die Reihe con-
vergiren, wenn @, — A; positiv und grosser als die Einheit
ist, in allen anderen Fallen aber divergiren,

q

ord-1 1 .
Setzt man nemlich + = $0 ist nun
i v, 1+«

1
—1+(a2——A2)7-q_2+“_ _al—Al+(az—A2)7 4o

q g-1 q-2 —— 1
r Ay A T+A1+A2'T+"'

Dieser Werth von « niahert sich, mit unbegrenzt wachsendem
immer mehr dem Werthe Null; von einem gewissen r an, ’

7
(6 —4))r
o=

7,

ist mithin der Quotient orti jedenfalls positiv und die Glieder
r
der Reihe haben, von da an, alle dasselbe Zeichen. Ferner ist

1
al~—A1+(ag—/42]T+..
re = 1

1+€}+A2.F'+...

Es nahert sich also ra unbegrenzt dem Werthe a, — 4,. Ist
nun a; —A4,; negaliv, so wird mithin, von einem gewissen
r an, re negativ und folglich auch «, also divergirt die

Reihe (§. 58). Ist @y — 4, positiv und kleiner als die
Einheit, soist k<1 mithin divergirt die Reihe. Ist a;,—A4,-=0
und etwa auch a;, — A, = 0, a5 — A; = 0 ... so dass
a; — A; die erste nicht verschwindende Dillerenz ist, so ist
(a,.—A,-)r%iJr...
ro = 4 i der Zihler dieses Aus-
] +'}“‘+A2'7i+"'
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drucks nahert sich aber der Grenze Null, also auch & — 0
und die Reihe divergirt. Ist a; — 4, — 1, so nihert sich «

. a,—A; l
mil wachsendem r, unbegrenzt dem Werthe —— —

isl nun A; positiv, so bleibl mithin immer & < —, st 4,
r

negativ = — B, so setze man B; + 1 =#h, die Grenze B
; r—B,

. 1
welcher sich & nahert, ist also kleiner als — mithin di-

vergirt die Reihe. Istendlich ay—4A; posiliv und grosser
als die Einheil, so ist £ > 1 und die Reihe convergirt.

68.
Nach §. 66 bleibt die Beschaffenheit der Reihe im Allge-
meinen unentschieden wenn & = 1 und zugleich von einem

. . . 1. .
gewissen rten Gliede an bestindig o« > — ist. Dieser Aus-
r

nahmefall tritt z. B. bei der Reihe

1 1 1
29 — — —— ..
) 210;}2_*—3105]3_*7410g4T )
ein. Denn setzt man hier
1 ., Or1 7 log r
1 { - __
r = log 1 01 0, (r + 1) log (r + 1) also
l
(r 1) g n+1)
_(r—[—l)log(r—f—l)_l__ log r
- r log r - r
l 1 1
nun ist rt1) log (r 4 1) >r+1, also a > —.
log r r

Man kann aber nicht blos beweisen, dass diese Reihe di-
vergirt, sondern auch folgenden allgemeineren Satz aussprechen:

*) Im Folgenden bis 2u Ende des Kapitels wird vorausgeseltzl, dass
sich die Logaritbmen auf ein Potenzensystem heziehen, dessen Basis
grosser als 2 ist, so dass log. 2 ein positiver achter Bruch ist. Dies
gilt wamentlich voo den natirlichen Logarithmen, von welchen
spiter (Kap, 7 §. 79) die Rede seyn wird.

.mehr kleiner als
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Die Reihe

1

30) 1 — 4+ T
2 (log 2) 3 (log 3)

wird convergiren oder divergiren, je nachdem mgrosser’

oder nicht griosser als die Einheit ist.

. . : "
Nimmt man nemlich aus dieser Reihe die aus 2 Gliedern

bestehende Gruppe
1 1

: PSS - - + 'n " ~
(2" 1) [log 2 + 1]] (24 2) [log 2 + 2)]
1

1 [[og 2n—}- 1]m

heraus, so ist jedes vorhergehende Glied grosser als das fol-
gende, umsomehr grosser als das letzle, milthin die ganze

e
2+

n

2 3 |
Gruppe grosser als il ke d. h. grosser als
2 [leg2 ]
1

m ' m
2 [n -+ 1) (log 2)
Setzt man nun allmilich in dieser Gruppe =1, 2, 3, ...

und addirt die enistehenden Ausdriicke, so erhélt man die Reihe
1 R
T m + +

3 (log 3) 4 (log 4)

- 1 1 1 1.
welche also grosser alg — [2_’" + T + - + .. ]
2(log?2
1 1 .
z—m—|—3—m—l—...sobaldm?l

(§. 61) also auch die Reihe 30). Andererseits ist die betrach-

n

2
tete Gruppe kleiner als —— und um so

"+ 1) tog @'+ 1"

1 . 1

— d.h.kleiner als ——  folglich
nm . m m
(log 2) _ n (log 2)

ist. Nun divergirt die Reihe
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1 1 T1 1
ot T < m[ﬁ+3—m+'-']
3 {log 3) 4(log 4) (log 2)
1
Da nun om -+ 3m + . convergirt wenn m > 1, so muss

dann um so mehr die Reihe 30) convergiren.

69.
Hiervon ausgehend kann man nun fiir den erwihnlen Aus-
nabmefall folgende Regel aulslellen. Ist ot ! ,
vy 1 4 «
1
lm re = 1 und zugleich &« > 7 80 selze man
Ur+1 o 1
Ur o

L+ )0+ o

woO ¢ eine positive Zahl bedeutet, welche mit wachsendem r
unter jede angebbare Grenze sinkt. Ist nun
[ log r ]
g r T 1) —log» Ul = H
so wird die Reihe 25) convergiren oder divergiren je
nachdem /%; um ein Angebbares griosser oder kleiner als
die Einheit ist. :

Im ersten Falle wihle man eine Zahl m, welche zugleich
grosser als die Einheit und kleiner als &; ist. Nun ist in der
Reihe 30) der Quolient zweier aufleinanderfolgender Glieder

hm

( log r ) . 1 1
r+ 1 MNoglr+1) 1 R [ m
T 0+ [ zog<1+7)]
I + —
: log r
< log (1 + 7) -
da nun, ————— <1 sobald r > 1, so hat man ver-
log r

moge der Binomialformel (§. 64)
2

1 m 1 1
[ zog(1+7)] , logll+—) [109(l+7 )]
- — =l4mp. —— — 4my -
. log r 7 logr i logr +
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1 m
log (14- —) ‘
— 1 = h, so findet man, wenn

Setzt man[l + log 7

I -
man die Eniwickelung des §.62 wiederholl, &im [L h]
log(1+—)

L l !
—mB=m, alsozim[ﬂl—h]—_—ﬁm[l—f(—ff)r 7 -h] <k
og(r-+1)—logr
log r ]
i “
og (r4+1) — logr
einem beslimmten r an, A < a; seyn,

mithin, da lim [ = ky, so muss von

aber T ! . = _—_1
(1+-) [ bg 14+ )" 0+ )+ h
P4+ —
log r
mithin Uit ! — < 7__]_4_

Uy

04 D0 +e) (450

Da nun die Reihe 30) convergirt, sobald m > 1, S0 muss in
diesem Falle auch die Reihe 25) convergiren.

Ist dagegen I, < 1, so folgt aus

lim [ log ] — k
log (r+1) — log r ap—n
dass von einem gewissen r an
l _
<og(r+l) logrund l+l<£q‘_q_(1—{—l
log r . log r
1
mithin ’Dr+l> —— . In der divergi-
v, 10 log r41)°
1+
r log r
renden Reihe 29) ist aber - T log (r ( +1) der Quolient
( r) lag r

zweier aufeinanderfolgender Glieder, also muss die Reihe 25)
divergiren.
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70.

Nach dem Vorhergehenden bleibt mithin die Beschaffen-
heil der Reihe 25) nur dann zweifelhaft wenn k), — 1. Je-
doch sieht man, dass die Reihe auch in diesem Falle diver-

log r
log (r+1) — log r
grenzl der Einheit nihert, jedoch von einem bestimmten r an
immer kleiner als diese Grenze bleibt, weil dann noch immer

giren muss, wenn «,  sich zwar unbe-

Ort-1 : . .

ort! grosser als der entsprechende Quotient in der Reihe 29)
Uy

ist. Es ist daher nur der Fall zu betrachlen, wenn, von ei-

log r

log r +1) — log r
als die Einheit bleibt, sich aber diesem Werthe unbegrenzt
nihert. In diesem Falle kann man wieder eine Regel geben,
die aber ebenfalls ihre Ausnahme hat, Bevor wir dieselbe
aussprechen, wollen wir jedoch den Salz .beweisen, auf wel-
chem nicht blos diese Regel, sondern auch eine ganze Reihe
Regeln, durch welche sie vervollstandigt wird, beruht, '

Man setze log log p = log* p, log log log p = log3 p
u.s.w, Dies vorausgesetzt wird die Reihe '

. _ ]
31 1 4+ P _~
2 log?2 log22 log32 ... log 2 (log 2)
i :

oy bestindig grosser

nem gewissen r an,

. 1 m
3 log3 log3 l0g33 ... log 3 (log'3)

convergiren oder divergiren, je nachdem m grésser
oder nicht grosser als die Einheit ist.

Wir fiithren den Beweis dieses Salzes indem wir nachwei-
sen, dass wenn er richlig ist, wenn man p — 1 stail p setzt,

- . P |4
er auch fir p gelten’muss. Die Ausdricke log 2, log 3 us.w.
konnen allerdings bis zu einer bestimmten Zahl negativ oder
gar Logarithmen negaliver Zahlen seyn, immer aber wird man

an eine Zahl ¢ kommen fiir welche logpq posiliv ist, und um

-1 2
so mehr logp q, 1097’ g u.s.w. Von da an werden folglich

123

alle. Glieder der Reihe 31) positiv seyn, und daher werden wir
auch immer die Reihe 3]) erst von diesem Gliede beginnen

lassen. Man wihle eine Zahl n so gross, dass logp?," po-
sitiv ist.

Hebt man nun aus der Reihe 31) die aus ZnGliedern be-
stehende Gruppe

82 ! e
(2 4+ 1) log {2 1) log*(2 - 1)....[og (2" 1)

- 1

_|_. ~ S
nt1 1 n41 i

2" tog 27T g 2T o flog™ T

heraus, so folgl aus dem in §.68 Gesagten, dass diese Gruppe
grosser ist als

1 1
- . - d. h. grosser als
n+4+1 n41
og 27 togz 2T g2 T

1

2 (nd-1) log2 log[(n + 1) log 2] ... [log" (m + 1) log 2)]

m

und insofern log 2 ein #chter positiver Bruch ist, also 2 >> log?2,
so ist diese Gruppe um so mehr grosser als

1

2 (20 +2) log @n+2).... [log" (2nt-2)"

Setzen wir nun allmalich in 32) fiir n die Werthe s, s + 1,
s + 2,....und 2° =1 so folgl, wenn man die so erhal-
tene Gruppe addirt,

1 .
33) — : _

(1-H1) log(41) log*(t +1). .. [log (14 1)]"

1
+ —}—

(142) log(t+2) log® (L +2)... 4 [log 1+ 2]
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I 1

>3

-1

[(2s+ 2) log (251-2)....[log (2s-2)]
1
N o]
(2s +-4) log (2s+4-4)...[log (2s+4)]
Wire nun die lelzlere in Klammern slehende Reihe, oder,
was dasselbe sagl, die Reihe

! 1
34) + b

p~1 m p-1 .
21log2log?2...(log  2) dlog4log*4...(log 4)

convergent, so miissle dies um so mehr beéi der Reihe

! + + 1.m+....

o p-i_m P
3log3log*3...(log 3 5log5log?5...(log 5)

der Fall seyn, da jedes Glied der letzleren Reihe kleiner ist,
als das entsprechende der vorhergehenden Reihe. Es miisste
also auch, wenn man diese zwei Reihen addirt, eine conver-
girende Reihe entslehen. Dies wire aber die Reihe
1 1
35) p_1_7"‘+ op-1 . m + -
2log2log*2 ..(log 2) 3log3log?3...(log 3)

welche man aus 31) erhilt, indem man p—1 slatt p setat.
Ist also im Gegentheil, wenn m"=1, die Reihe 35) divergent,
so muss auch 34) divergent seyn, folglich auch 33) und’, was
dasselbe sagl, die Reihe 31 '

- Andererseits ist die Dbetrachtete  Gruppe kleiner als

7

2
, umso mehr

@'+ 1) log 2"+ 1) log*(2n 1) .[log @ 11"

1
kleiner als - d. h. kleiner als

n n P nm
log2 log*2 ...[log 2 ]
1

— . Setzt man wieder fiir

p-1 m
n log?2 log(nlog?2)...[log (n log2)]
n allmilich die Werthe s, s+ 1, ... und 2° = [, so folg!
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1

33) . - -
(1-1) log (1) log* (1 1) .[tog" (¢ 4 1]]
1
+ - —
(1-F2) log(14-2) log? (14-2)...[log (1 +2]]
< l 1' 2[ : -1 —
9| Iog (s log 2)... [logp (s log ?-]]m
1
' ]
(s 1) log((s+1) log 2)...[log ((s-+1) log 2)]

Bei dieser letzteren in Klammern slehenden Reihe, oder, was

dasselbe sagl, bei der Reihe
1

36) p-1 m
2 log (2 log 2) log? (2 log 2)...[log (2 log 2)]
1
-+ : — " + ...
3 log (3 log 2) log® (3log 2)...[log (3 log2)]

ist der Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder

r log (r log 2) [ log (rlog 2) 1"
r+1 " log {r+1) log?2) ~ logp—l((r 1) tog Z)]

Dieser Ausdruck ist aber offenbar kleiner als
-1
r log r log* r [ logp r ]m
)}

oyp_l(rJr 1)

rp1 loglr+1) ~ log 1) "

1
‘Denn man setze log r =a; log (1 —}—7) =h, so ist log(r+1)

= a+k, ferner sey log (rlog2) = b so ist log((r+1) log 2)

= b + k, nun ist log 2 ein #chler Bruch, also & < a und
b4-h

ath < _ﬁ+_ . h.

a

log (r+1) log((r—+ 1) log 2)
log r log (r log 2)

Setzt man log(r+1)=glogr, log ((r+1) log2) —= ¢’ log(r log?2),
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50 ist mithin g < ¢ Zugleich sind g und ¢’ grosser als die
Einheit, also ihre Logarithmen positiv. Man hat aber log®(r+ 1)
= log® r+log g; log* ((r4+1)logR) = log2(rlog?) + log g also
log>(r+-1) __ 4 g g logt(rt1) bog2) log ¢
log?r log2+’ log(rlog2) log? (rlog2)
nun ist log g << log g' und log? r > log? (r log2) wmilhin
log ¢ log ¢ '
log®r log* (rlog?)

log* (r+1) _ log* ((r+1) log 2)
log? r -~ log? (r log 2) B

also auch

Fahrt man auf dieselbe Weise fort, so findel man iiberhaupt

log (r-+1) _ log' (1) log 2)

h A
: log r log (r log 2)
oder umgekehrt

h h
log v log (r log 2)
h - ko
log (r +1)  log (r+1) log 2)

Nun ist
1 m
r log v log? r [ log r ] _
—_—, . loa? “ o _1—7
r+1  log (r+1) log? (r4-1) logP r+ 1)

der Quotient der zwei aufeinanderfolgenden Glieder
1 1

bl
r log rlogﬁpr....(logp_lr)m (r+l)log(rql-l)logﬁ(r+1)...(logp_1(r4'~1))m
der Reihe 35). Ist also diese Reihe convergent wenn m > 1,
so muss auch die Reihe 36) folglich auch die Reihe 33} und
milthin die Reihe 31) convergiren.

Setzt man aber in 31) fir p den Werth 1, so erhilt man
die Rejhe 30) von welcher wir schon bewiesen haben, dass
sie divergirt wenn m™< 1 und convergirt wenn m > 1, also
muss auch, unter denselben Verhilinissen, die Reihe 31) di-
vergiren oder convergiren wenn man p =2 selzt, und iber-
haupt wenn p irgend eine ganze posilive Zahl ist.
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71.
Wir halten vorausgeselzt dass i L
Uy

(42) (1 + )

. , log r
und zugleich lim log T 1) — Togr a, 1, jedoch von

log r
log (r4-1) — log r
log (r+1)

einem gewissen r an, o) bestandig grosser

als die Einheit bleibt  also 1 4~ o > In diesem
log r

Falle selze man okt ! ] : - sl

D)

T4 g+ 1)

T
(- e,
log

log?r
[log‘l r+1 —_10927'
he 25) convergiren oder divergiren, je nachdem %" um
ein Angebbares grosser oder kleiner als die Einheit ist.

nun. km a“] = k', so wird die Rei-

Iin ersten Falle sey m > 1 und zugleichm << k. Inder

Reihe, welche man aus 31) erhidlt, wenn man p = 2 selzl,
nemlich
37) ! - ! +

2 log 2 (log* 2)m 3 log 3 (logz 3)™

ist der Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder

1

B ) g )
log r - log? r
—_— l I —

0+ 29 log tr1
log r

['1 n log® (r—I—])—logir_)]m
log? r
Insofern nun, sobald man r gross genug nimmt,

/! — —loa?rm
og tr _*_l(i) log ! - <1 ist, hat man [I -+ @g Ej—) log r]
grr
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' 2
log +1) — 10!,727‘ wenn k”=1 und zugleich « > loi(r—{_” - loq T Es
=gy (et | e, Tk
: 4 l ist aber aus dem Vorhergehenden leicht zu sehen wie sich
also wenn man [1 og® (r . — log® 7”] —1=hselzl, so diese Regeln nun weiter foriselzen lassen und es soll daher
log? r sogleich das Allgemeine ausgesprochen werden.
log? r L ” ' ]
fol ; — B = mB — < k d Sl L Or41 N
olgl lim [1092(r+1) S Py ] m m un . Man habe allmilich fir —Ur die Ausdriicke =
daher, von einem bestimmten r an, A < o  mithin - ot ' 1 o 1
: r 1 ! ’ 1, log (r+1) ’
i . 1 WDt 04 200 4
1. lo 1 log (r +1)
e I R e (P I -
Y 1 1 log (r + 1) log? (r - 1)
d. h. kleiner als der entsprechende Quotient zweier aufein- (I + T) log r loa® 7 14+ a,)
anderfolgender Glieder in der Reihe 37). Da nun diese Reihe J
convergirt wenn m > 1 so muss auch die Reihe 25) conver- 1
- | , e . . . . . ~92
giren. Ist dagegen "< 1 so muss von einem gewissen ran, ‘ " __) log (r+1) log>(r--1) logn ) e
log? (r+1) — log? r _ r log r log?r 777 n-2 el
~loa? 7 seyn, also log r
g ' geselzl , indem zugleich
or+1 ~ 1 » 1
v, T, L g bl gD lim (ra) = 1 @> L
L+ 7) logr = log2r ) r
: og r log(r4-1)—logr
r+ . . . . . llm [ a/] -— I —_
d. _v,_ ist grosser als der Quolient der zwei aufeinander- log(r1) - logs .z log r
folgenden Glieder : ' lim log? r el — . log2lr-4-1)—/log2 r
1 1 log?(r+4-1)—log2r ” log? r
r log r log? r’ (r<41) log(r+1) log2(r1)
in der divergirenden Reihe lo n—lr n—1 n-1
1 | ., | lim[ log e 1J=1 . olog (rHl)log r
_ e . n-— 7n- - - —_
+ 2 log 2 log? 2 log (’"‘H)_l"gl r " l"gn 1’"
die man aus 31) erhilt, wenn man p— 2, m =1 selzt, mil- so wird die Beschaffenheit der Reihe zweifelhall seyn.
hin muss auch die Reihe -25) divergiren.
T Man selze nun
Aus demselben Grunde muss die Reihe auch noch diver- 0 |
giren, wenn zwar k"= 1, aber von einem bestimmten r an, ! = n
) -
2 T . ;
’ log? (r+1) —log®r ' Die bisherigen Rogeln las- ‘ (H——!") log(r+1) log*(r+1)  log (r+1) (0 + a)
log2r r' logr log? r n—1 "
sen also die Beschaffenheit der Reihe nur dann unbestimmt, log
9
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l n. .
Ist  tim [—;n T an:| =k,

log (r4-1}) — log r
so wird die Reihe convergiren, wenn k£, um ein Ahgebba—

res grosser als die Einheil ist, sie wird dagegen diver-
giren, wenn entweder £, um e¢in Angebbares kleiner als

die Einheit ist, oder wenn &, der Einheit gleich ist, jedoch

n . n
< log (r4-1)—log r

n n
log r

zugleich von einem gewissen r an, a

. oo
log (rt-1) — log.r "\ 1eib die

bleibt. Ist dagegen «, >
log"r

Beschaffenheit der Reihe zweifelhalt. Man sieht wie hierdurch

die Bemerkung in §. 50 bestitigl wird.

72.
Dic vorhergehenden Regeln’sind besonders dann mit Nutzen
. Or41 . . ‘ .
anzuwenden, wenn der Quolient —-— sich auf eine einfache

4 v
Weise ausdricken lasst. Ist dies nicht der Fall so kanﬁ dié
Reihe 26), auf welcher die voxhergehend:n Regeln beruhen,
dazu benutzl werden, andere Regeln daraus abzuleiten, deren
Anwendung vorzugllch dann von Erfo](r ist, wenn ein emfa—
cher Zusamwmenhang zwischen dem rten Ghede der Reihe und
der Zahl r selbst stall findet. ' :

Man hat nemlich folgenden Saiz:
Wenn in der Reihe 25) das allgemeine Glied o, so be-

1 . . o
o WO h irgend einen beslimmien
Werth bedeutet, und es ist zugleich m > 1,> so convergirt

schaffen ist, dass o, <

1. ‘
die Reihe, ist dagegen v, > —— und m°=1, so divergirt
hrm ] .
die Reihe.

Im ersten Falle hat man nemlich
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1 1 1 .
0, + vrfa — l:—— _ - ]
B <g mt e T
Nun convergirt die Reihe 1 4 ! + ...
e
mithin auch die Reihe v, -+ ord1 4 .

Im zweiten Falle ist

sobald m> 1,

1 1 1
v, ) e — — .
+ or41 + A [rm (r 4 1)m + - ]
1
aber s + e -+ . . . divergirl, wenn m = 1, umsomehr

die Reihe o, 4+ or41 - . . .
Soll z. B. die Reihe

1 1 1
38) 1+—3—}——4...+-+‘1—{—...
93 38 o
T r
untersucht  werden, so ist hier das allgemeine Glied
o — | 1
T e T
T, r.r,.

Da r eine ganze posilive Zahl ist, so hat man (§. 56)

0 1 2 r

=" 4+ "B+ "B... B
wobei zu bemerken, dass alle hier vorkommenden Binomial-
coeflicienten positive (ganze) Zahlen sind. Schreibt man diese
Gleichung in der Form '

er =1 + r 4 ( 2])—;-...

S0 ergxebt sich daraus "sofort

— 1 '
room 27— (1+r—2)+)
1
d. h. r<< 2757 <2
1
mithin 0. > —
2r
: 1
Selzt man also A = 2, m = 1, so ist v, > e folg-
,

lich divergirt die Reihe.
9#
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Bei der Reihe

3" 4" i’
39) ———{——...+——_*_~+....
mTp
2‘”“{‘? 3m+p (r—1)
wo m und p positive Zahlen bedeuten, ist
P I
o, = = o 1 by
T m m "
=1 =
1 mtp

Nun ist (I — —) jedenfalls nicht grésser als die Einheit,
r

1
mithin v, nicht kleiner als o
Ist nun m <1, so ist die Reihe

1 1 1
Lt gmtgm- ot T

divergent, folglich auch die Reihe 39).

1 mtp o1 ymtp
Ist m > 1, so ist jedenfalls (1 — 7) >(?) , SO-

. . 1

bald r 3> 2 ist, mithin o} < m—(l)—ﬁp
TN
1ymtp__ - o "

Setzl man also (5) = hsoist o, < 35 wahren(l

m>1, folglich convergirt die Reihe 39). o
Man kann den vorhergehenden Satz noch in einet” ande-
ren Form ausdriicken, wenn man die Logarithmen zu Hilfe
' 1
nimmt.  Man setze nemlich 2 = km, also k = A™ wo k
ebenso wie & eine bestimmte positive Zahl bedeutet. Nun con-

vergirt oder divergirt die Reihe, je nachdem o < o m

und zugleich.m > 1, oder v, >

m m

kr

1 m m ] m
stenFalleist — >. & r , also log > > loglkr) d.h.o——) >m,

r
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1
lOg —’D—
im zweiten Falle ist dagegen — - < m
~ loglkr)
1
log —
Setzt man nun fim | ——" | = w so kann man sagen:
log (kr)

Die Reihe 25) wird convergiren oder divergiren je nachdem
w wmn ein Angebbares grosser oder kleiner als die Einheit ist,

73.

Dieser Satz lisst die Beschaffenheit der Reihe zweilethaft,
wenn w = 1, d. h. wenn », sich unbegrenzt dem Werthe
1
P nahert. Offenbar wird jedoch auch in diesem Falle die
a

: o1
Reihe divergiren, wenn v, bestindig grosser . bleibt; ist
r

1
dagegen v, < SO kann man in #hnlicher Weise, wie es
. T .

frither bei dem in §. 62 bewiesenen Salze geschah, auch hier
eine Reihe ergidnzender Regeln geben, die aber immer wie-
der einen Ausnahmefall, in welchem die Beschaffenheil der
Reihe unbestimmt bleibt, ubrig lassen. Auch hier dient die
Eigenschaft der Reihe 31), dass sie convergirt oder divergirt,
je nachdem m grosser oder nicht grisser als die Einheit ist,
als Grundlage. '

1
Ist nemlich v, < -~ so wird die Reihe convergiren,

hr
wenn vy < ———— und m > 1, sie wird divergiren,
m
hr (log )
1 _
wenn v, > ————— und zugleich m = 1.
hr (log r)

Denn im ersten Falle ist o, + or41 ...

< % ( 1 m + 14 . m + - )
r{logr) r + 1) (log(r + 1))
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1
wihrend ——— + ! — 4+ ... con-

rlogr)” (1) llog (r+ 1)"
vergirt (§. 68). Im zweilen Falle ist
1 1 : 1
‘Dr—*—v‘r—l—l—l-...>h—'(~*— —m+ ‘ m+)
r(log r) (r+1) log(r+-1))
wahrend . ~+ f-—l—;l -+ ... divergirt.

(r+ 1) (log (r + 1)
1

r{logr)

Setzt man wieder £ = A™ so kann man auch sagen, die
Reihe 25) convergirt oder divergirt je nachdem, wenn

1

lOg —I‘J;

lim — 7
log (kr™log r)

res grosser oder kleiner als die Einheit ist.

] = w' geselzt wird, »’ um ein Angebba-

Die Beschaffenheit der Reihe bleibt also zweifelhaft, wenn

oder w = 1. In diesem

man nur weiss dass v, <<
hr log r

1

——— welches das all-
m

r log r (log?r)

Falle vergleicht man o, mit

gemeine Glied der Reihe

1 1
e

21log 2 (log?2) 3 log 3 (log* 3)
ist, und findet demgemiss, dass die Reihe 25) c,o.nvergirtoder
1

divergirt, je nachdem v, < und m > 1,

hr log r (log* r)m
1

oder o, > — und m = 1, oder auch wenn
hr log r (log*r) ~ Y
]
109 'D—
man lim | — : s ] = w, setzt, je nachdem w,

log (kr; (log r);log2 T) - p .
uin ein Angebbares grosser oder kleiner als die Einheit ist.
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Man sieht nun wie sich diese Regeln weiter forlsetzen
lassen. : )

. 74.
Man karn ibrigens dieselben Regeln auch in einer ande-
ren Form darstellen.

Es wird ;nemlich, wie oben bewiesen wurde, die Reihe

convergiren oder divergiren, je nachdem v, < — und
hr
1 — . i
m > 1 oder v, > —mundm < d.h. je nachdem ro_< ;l_'"‘_l
hr r

und m — 1 positiv, oder o, >

L und m—1 negativ.

hr

- m-1
Setzt man k=f | so folgl also, dass die Reihe convergirt

1
oder divergirt, je nachdem rv,. < (fr) und 1 —m nega-

1-m
tiv oder rvr > (fr)

lim [Zog o)
log fr

je nachdem w, negaliv oder posiliv isL.

der Reihe bleibt zweifelhaft wenn »; — 0.

und T —m positiv. Also, wenn

] = wu; so convergirl oder divergirt die Reihe,

Die Beschalfenheit

Es wurde ferner bewiesen, dass die Reihe convergirt oder

— und m > 1, oder
m

hr (log 1)

divergirt, je nachdem o, <

N .
or > ———— und m < |, also mit Beibehaltung der obi-
m

hr (log r)
. l-m
gen Bezeichnung, je nachdem r logr.v, < (f logr) und

1 —m negaliv, oder r log r.o, > (flog ) " und 1 — m
log (r log r.v,)
log (f log r)
vergirt - oder divergirt die Reihe, je nachdem w, negativ
oder positiv ist.  Selzt man diese Betrachtungen forl, so
sicht man dass sich die allgemeine Regel, wie folgl, ausspre-
chen lisst:

positiv.  Selzt man also lim [ ] = uy SO COn-
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n
log (r log r log®r log3r....log r'”f')] — u %

n-1
log (f log 1)
und zugleich ; = 0, up = 0 . .. wp-1 = 0, so wird die
Reihe convergiren oder divergiren, je nachdem w, negaliv

Es sey {dim [

oder positiv ist.

Die vorhergehenden Regeln von Anfang des § 72 an
wiirden alle einfacher lauten, wenn man A = | setzte. Dann
wire auch f—1 und die letzle allgemeine Regel laulete dann:

n—1
log (rlogr log*r....lo r.o .
Wenn lim g [r log 9 g v) = u ** und es
n
log r "
ist zugleich u;, u, . . . »,_ | Null, so wird die Reihe conver-

giren oder divergiren, je nachdem u_ negaliv oder positiv ist.

Unter dieser Yorausselzung wird aber haufig die Beschaf-
fenheit der Reihen nicht so rasch erkannt, als bei der im Vor-
hergehenden angewandten Form der Regeln. Hatle man z. B.
den in § 72 bewiesenen Salz so ausgedriickt: die Reihe con-

, 1 . . .
vergirt wenn v, < — und zugleich m > 1, divergirl wenn
r

1 B :
o, > oo und m = 1, so hille man vermige desselben die

Beschaffenheit der Reihe 38) nicht beslimmen konnen, da in

diesem Falle v, — < . isl.

1
r.r.

") Ist n = 1 so bedeutet log®r den Werth r selbst.

') Man darf auch noch n = 0 setzen. Denn da log®r = r so0 ist
uy, = lim log or| _ Lm fog vr In der That folgt aber aus dem
log® » T

Schluss des §. 47, dass die Reihe convergirt oder divergirt je nach-
dem 1w, negativ oder positiv ist. Ist nemlich v, <« 2" und zugleich

r <« 1, 50 ist log oy < log z, aber, da & < 1, log = negaliv, dann
T

log o,

r

convergirt die Reibe; ist v, > 27 und =z > t, so ist > log =z,

aber, da o >~ 1, log = positiv, dann divergirt dic Reibe.
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75.

Man bemerke noch folgende Regel, durch welche sich
hiufig erkennen lésst, dass eine Reihe mil nur positiven Glie--
dern divergirt. Wenn das allgemeine Glied- eine solche
Reihe v, isl, und man setzt lim (rv,) =k, so wird die Reihe
divergiren, sobald % einen von Null verschiedenen Werth hal.
Wire die Reihe eine convergirende, so halle man (§. 43)

lim (or41 + vrd2 + . . .+ v2¢) = 0
Da aber die Glieder, insofern die Reihe convergiren soll, ab-
nehmen miissen, so hiile man

or41 4 vrf2 . . .+ D2r > 7O
nun ist, nach der Vorausselzung, 2r . v2r einem von Null
verschiedenen Werthe gleich, also kann rogr nicht Null seyn
und noch weniger lim (or41 + ord2 . . . 4+ v2).

1 1
So muss z. B. die Reihe 1 0 + 3 -+ ..., deren

Divergenz schon frither nachgewiesen wurde (§.45), auch des-

1
wegen divergiren, weil hier ro, = 7 . — = 1 isL
r
Man darf aber diese Regel nicht umkehren. Es kann nem-
lich seyn dass lim (rv,) = 0 und die Reihe dennoch diver-
girt. Denn wenn auch in diesem Fulle, wenn die Glieder ab-
nehmen, vr41 + or42 . .. 4 v2r < ror41 und umsomehr

< rv, ist, also der Werth dieser aus r Gliedern bestehenden
Gruppe sich unbegrenzt der Null ndhert, so kann doch die
unendliche Rethe, insofern sie aus unzihlig vielen solcher Grup-
pen besteht, iiber alle Grenzen hinaus wachsen. Ein Beispiel
dieser Ari bietet die Reihe
1 1
2 log 2 k 3logé+"“
deren Divergenz frither (§.68) bewiesen worden ist; denn hier

1 .
ist rv, = was sich, it wachsendem r, unbegrenzi der
og ; .

Null niherl.

76. : ,
Man kann sogar noch allgemeiner beweisen, dass es iiber-
haupt keine irgendwie aus r zusammengeselzle Grosse, wir



138

wollen sie durch ¢, bezeichnen, geben kann, die so beschaf-
fen ist, dass eine Reihe, mil nur positiven Gliedern, conver-
girt oder divergirt, je nachdem Um [t. . v,] = 0 oder
bm{t..v.] > 0 ist. Wire dies nemlich der. Fall| so miisste,
nach dieser Vorausselzung die Reihe

1 1
40) n -+ = + .. ..
1 2
. . . 1
divergiren, da hier v, — 7 und mithin ¢, v, = 1 wire.
Demnach miisste die Reihe
1 1 _ 1
41) -+ +...4 +:..
; 3 ; (l n 1) . [l + 1 1 ]
g > L t—z- ’ 4 1 ”{r_—l
convergiren, da lim (t, v,) = lim [l i ! . ] ]
1 ) t‘l +E»...+ ;-:
—_ 5 - 0 wire.

Andererseits kann man aber beweisen dass die Reihe 41)
divergiren muss, sobald die Reihe 40) divergirl.

Da lim (t. v,) in keinem Falle negativ werdeu soll, so ist
jedenfalls ¢, eine positive Grosse. Nun betrachte man eine
Reihe S
v w4+ o, L

die nur positive Glieder enthalten soll, so hat man -

u
= -1} (14 — A
u1+u2+ +ur ’ (UJ+u2+ +u1' 1) ( +u1+u2;..—f—'ur;1)
also auch . : .
u + oug . ou 4 b = (g - up F oueg)
%, urf-1
1 . —— ‘
( +u1 +UQ...+1‘T—1)( +u1 +u2+..'+u,)
, Cu. S, Ww.
und, wenn man
©,
= k'
U + ug... 4 U
setzt, so ist milhin
v 4wy ... + u,

b ) = uy + ug... +ura

e — .
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U+ ug.. .+ u, ~}—ur7+*1
uy tuy. U1

(k) (1 4 k1) =

02) (k) (g = 2 P e D
. ur+u1+1+....‘.
=1 +u1 + 4y ... w1

Wenn man aber m Ausdriicke von der Form o, -} a, z;
b, + byx u.s.w. mit einander mulliplicirt, so hat man nach
§. 23 und §. 53

]
m

m m m

(@0 + a2} (by +byx).... = OV '"Wot ...+ "Var... 4+ ™V2™
wo "ln die Variationen der mten Klasse zur Summe r, gebil-
det aus den Elementenreihen '

,. 4

bo, b

u s, w.
bedeutet. Die Anfangselemente jeder Reihe, welche den In-
dex Null haben, wie a,, by, ... tragen also Nichls zur Summe
r bei, die vielmchr nur aus den Elementen, welche den In-
dex 1 haben, gebildet wird. Selzt man daber diese letzleren

m
Elemente alle einander gleich, so kann man 7V einfacher aus-

driicken.  Die Summe r wird nemlich dann durch r malige
Wiederholung des Elements a, gebildet, d.h. jedes der Glie-

m
der, aus welchen ¥V besteht, enthilt den Faklor alr; die ubri=
gen m—r Faktoren miissen Zusammenstellungen von je m—r
der m Elemente ay, by, . . . seyn, und zwar missen noth-
wendig alle Zhsammenslellungen zu m-—r, welche sich aus

diesen Elementen bilden lassen, ohne dass ein Element wie-

m m
derholt vorkommt, in 7V enthalten seyn. Man erhilt also 7V,

indem man alr mit allen Combinationen ohne Wiederho-
lung zur Klasse m—r, gebildet aus den. Elemenlen ag, b, ...
multiplicirt (wobei, wie sich von selbst versteht, die in jeder
Form enthalienen Elemente durch Mulliplication, und die ein~
zelnen Formen durch Addition verbunden sind).  Bezeichnet
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m-r m r m-r
man diese Combinationen durch €’ so ist mithin 7V =a, €’

und
m m—1 r m-r m m
43) lagtay2) b+ 7). =C' o, Cz..+ @y C2ay o
Selzt man ¢,z = 1, so gehi diese Formel in
1 2 m--r m-1 m
4)  (14ap) (1 4+ bo).... =14+C" +C".. 4+ C .. O+ C

iiber. Man selze nun ay="kr; by = kr+1 u.s.w. so hat man
1 2
45) Q4-k) Q4+ bty ... =10 +0 + ...

wo nun C° die Combinationen der nmten Classe ohne Wieder—
holung gebildet aus den Elemenlen k., k41 ... bezeichunet.
Ferner ist nach §. 56

(ap + ey 2z + a2* . .. .)nz 2 4.2
sobald ag + ¢y + .. ., auch weun man alle Glieder posi-
n
tiv nimml, eine convergirende Reihe ist, wo nun A4, = "Cp
(.- 30 Form. 3) ist. Setzt man also z = 1 und auch wieder
@y = kr, @y = kr+1.... so hat man, sobald die Reihe
ke 4 krg1 + ...

deren Glieder sammilich positiv sind, eine convergirende ist,

(hy + brd1 + ... )= Z"Cp

wo nun k. das nuilte, kr41 das erste Elementu.s.w. iSL, und

n .
2 "Cp die Summe der simmtlichen Combinationen mit unbe-
schrankter Wiederholung der nlen Klasse aus den Elemen-
ten k., kr41 . . . ., jede Combination mit der dazu gehoren-
den Permulationszahl mulliplicirt, bedeutet. Nun ist offenbar

n n
2Cp > C

da, bei posiliven Elementen, auch wenn man die Permutations-

zahl unberiicksichligt lisst, schon die Summe der Combinatio-
nen mit Wiederholung einer gewissen Klasse mehr betrigl
als die Summe der aus denselben Elemenien gebildelen Com-
binationen ohne Wiederholung derselben Klasse, die erste Klasse
ausgenommen, weclche in beiden Fillen die Summe der Ele-
mente ist, Demnach ist also 4
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C= kA B 4
U e A ke )
< (bt g + L)

u. s. w.

Do Q=

Qw

und folglich

(14 &) (brp1)oooe <1+ (by + ket .. ) 4+ (br+hrder +..02

+(kr+kr+1 +...)5+.... .
Da aber die Reihe &, + fr41 + ... convergiren soll; so kann
man 7 immer einen so grossen, ohgleich endlichen, Werth -
geben, dass der Werth dieser Reihe kleiner als die Einheit
ist. Nennt man diesen Werth z, so hat man demnach

1
(vgl.§.47)

l—=

M 4+E) 1+ hr1). < T+ 4224254 .. dh. <

es miisste also dieses Produkt einen endlichen Werth haben.
u, + U1+
U +us ...+ U1
endlichen Werth haben. Da nun r ein endlicher Werth ist,
also auch #»; + wg . . . 4 wur-1 so misste demnach dicReihe

v, + w1 + ... .
einen endlichen Werth haben. Ist mithin diese Reibhe diver-
gent, so muss auch das Produkt (1 - 4,) (I 4 kr4-1) ... iiber
alle Grenzen wachsen und mithin kann die Reihe &, + kr41...
nicht convergiren. :

einen

Nach Formel 42) misste also auch

1
Setz! man nun ur:l— also kr :T,\il—___l
L

t, tr—1
= l' T ] — dann ist ky + ko 4. .. nichis an-
b (—F+— ...+ —— '
r (tl + tZ . e tr—l) )
deres als die Reihe 41) wahrend »; 4 u, + . .. die Reihe
40) ist. Es ist mithin nachgewiesen, dass die Reihe 41) zu-
gleich mit der Reihe 40} divergiren muss *).

r

*} Man vergleiche Note I
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Siebentes Kapitel

Die Exponentialgréssen wmit reellen Exponcuten und
die reellen Logarithmen.

77. / S
Wenn r eine ganze positive Zahl bedeutet, a eine posi-
tive oder negative Zahl, welche, ohne Riicksicht auf das Zei-
chen, kleiner als r ist, so hat man, vermoge des binomischen
Lehrsatzes,

R re r—l (r——- T\T
14+ =14+= PRUNEEN Y g =T L
I4+2=14= () ()
Da aber

1 1 2

1) — 21— _ _oy — p3 (] ) (] — 2
rr—=1) =l =) rlr=1) (r=2) = r3 (] r)( )
u.s. w. so hat man auch _

1 1 2 r-1

. 1—— (=) 1= 5077
(1—}-,—)—l+x—{—~——x2+ + 1.2...r @
Nun ist allerdmgs wenn k eine endliche Zahl ist und » un-

1 -
begrenzt wachst lim (1 — E) = 1 within fim (1 — —) =1,
7 r
lim (’l — 3) ‘:.1 u.s.w. Man wiirde aber sehr irren, wenn
r

man hieraus ohne Weiteres schliessen wollte, dass
2

. zr . x
]) lzm(l+7):1+x+r—2+_,_
da in dem gefundenen Ausdrucke fir (14 ;1;) die in den ein-

zelnen Gliedern vorkommenden Fakloren von der Form1— —
r

so beschaflen sind, dass auch k& mit r unbegréhzt wichst, in-

r— N .
dem zuletzl sogar 1 — vorkommt. Indessén ldsst sich

durch eine ausfithrlichere Betrachtung nachweisen, dass’ die
Gleichung 1) nichisdesloweniger richlig ist.
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Sey nemlich ' n eine ganze positive Zahl, welche kleiner
als  und, abgesehen vom Zeichen, grosser:als z ist. ‘Man
setze

1 2 n—1.
1‘% (I— =) (1——]) .. (= . 1) i
f=ltet g =t 1.2 .. 0 @
1= (l—ﬁ)(l-'—nj”)ac (=" (1;,513 y
Re=— g T Ty T T
ntl’ (1) (42 1) (nt2)...7
5o ist
1 2 1
. (=)0 —-) (1_1‘7*) it
) I+ —-T= s ————=3 R

Man lasse nun r unbegrenzt wachsen, wihrend n-denselben
Werth behalt, so wird R einen endlichen Werth behalten.
1 —1
Yon den Ausdriicken l—ﬁ, _n_+ . 1—""" st nem-
r r
lich keiner negativ und sie sind zuglelch alle kleiner als die
Einheit. Nimmt man nun zuerst @ positiv, so besleht R nur
aus posiliven Gliedern und man hat daher _ v
Re 4oy Lo ] ron-1
_— S
n+1 " (1) [n—}—Z (n-+1) (n4-2)..r
Lasst man aber r unbegrenzi wachsen, so convergirt die un-
endliche Reihe
1 1
+ - ¢
w1 @) 2

' ':k'—l ‘
da der Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder —————

(n 'H) (n+k)
k

den Werth — 2 hat, welcher

T
d(n_+1)...(7i+k+1) ndk+41
kleiner als die Einheit ist, da £ << n. Mithin behidlt B einen
endlichen positiven Werlh. Ist z negativ, so sind in dem
Werthe ' von R die Glieder abwechselnd positiv, um so mehr
muss- also & auch in diesem Falle einen éndlichen Werlh
behalien. '



144

Dieses Verhiltniss bleibl dasselbe, wenn. man nun auch
n unbegrenzt wachsen lisst, sobald nur » <r. Unler dieser

n+1
x
1.2...n
grenzt der Null nihern. Denn da z eine bestimmie Zahl ist,

welche kleiner als n seyn soll, so wird sich in der Reihe der
ganzen Zahlen von I bis » eine Zahl p finden, welche grosser

sich unbe-

Vorausselzung wird aber der Ausdruck

als o ist. Nun ist
nt1 1 n-p
T =z - T o
1.2...n 1.2 .p “pH+1...n
_ ' zp-i-l _
Der Ausdruck 1 hat einen beslimmlen endlichen Werlh.
4
ﬂ—P , __ﬂ—p
T o T
p+1j...n (p4+1){p+2)...(p+n—p)
)
o

Der Ausdruck ist

(ohne Riicksicht auf das Zeichen von z) kleiner als

T . . T \n—p
Da nun ——— ein dchter Bruch seyn soll, so sinkt (—

p+1 ’ p+l)
mit wachsendem n unter jede angebbare Griisse, also auch

n-p
— — — und mithin auch das Produkl aus diesem letzleren

x
( ...n
p+1) 1

Ausdrucke und dem bestimmnlen Werthe :11:
nt1

. D.h. wenn n
P

x . .
unbegrenzt wachst, so ist lim i = 0; hieraus folgt wei-

ter, dass unter denselben Vorausselzungen auch

1 2 n—1
(1—7) (]—7)‘..(1— - bt
b U] B
i n—1
da das Produkt {I — —) ... (1 —~—r—) aus posiliven Fak-
r

toren besteht, die sdmmilich kleiner als die Einheil sind, also
nur einen endlichen Werth haben kann, welcher kleiner
als die Einheit ist, ebenso R, wie bewiesen wurde, einen end-
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: n+1
lichen Werlh hat, und iz’m-;c — =0 ist. Aus-der Formel?2)
..n

folgt demnach

, 1
T . c - = 2 L
3) lim(l—{—?):limT:lim [l—}—a:—{—ﬁia:....
(1 ~71)...(1“7"*-—])”'
+ T r. x"]
. .- . n
Nun wurde soeben bemerkt, dass
1 2 n—1 -
| {1 — 7) (@ — 7) .. (l -— _,.f) < I.',
Bezeichnel aber « irgend eine beliebig kleine. Zahl, - so
kann man andererseils das aus n» — 1 Fakloren bestehende
1 n—1
Produkt (1 — -;) o (1 — --r—) auch immer grosser
als 1 — o« machen. Denn jedenfalls ist dies Produkt
grosser als (1 — n_l)n_l. Man setze daher.(l—:ﬂr)nq}l'—a
r r
n— 1

d.h.7 > ——————_ dann ist auch das Produkt >1—e,

n—1
1 — Vl—a
1

Um so mehr sind die Ausdriicke 1 —- —, (1 —.l] (1 — E]
r r r

u. s.w. grosser als 1 — a.

Ist nun x positiv, so ist offenbar, wenn hinlinglich
gross genommen wird, :
' 1

.0

. . xz? 3 xn
Die Reihe - — A
1.2 - 1.2.3 et 1.2..n
behdlt aber, auch wenn n unbegrenzt wichst, einen endlichen
Werth, da der Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder
s s4-1

€T ess
_ d -
T2 O™ T gy ten Werth =

B

hat, welcher <1

10
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" isl, sobald s+ 1 > . Bezeichnet man daher fiir jedes n den
Werth dieser Reihe durch W, so hal ‘man

n

T514ag 2 . -
ety g oty eV
Zugleich hal man aber auch
. ‘
T<1+z+3_...+li
..n

Die zwei Grenzen zwischen welchen 7 emgeschlosqen ist, sind
also nur um aW, verschieden, d. h. um eine Grosse, wc]che
unler jeden angebbaren Werth sinkl, da sie das Produkl aus
cinem endlichen Werlhe W, und dem Werthe a ist, welchen
man mit wachsendem r unter jede angebbare Grosse sinken
lassen kann. Mithin ist
o k
lim (1 4 ’) imT = 14z

r' + + 2+ +] 2. k+
Man seize jetzt — z stall @, indem man noch immer =z ‘posi-
tiv nimmt.  Dann hat man nach Form. 3)

11
-

=lim (1 — z

-’.U‘Z...'.

lim (1_.3) = bm T
r I.2

RO Pl

1
r r
1

(1 —

)

+

n

" )

Nun ist klar, dass dieser Werth von 7 kleiner ist als wenn
~man alle posmven Glieder vergrisserl und alle negativen ver-
kleinerl. Man bestimme « wie vorher, und nehme, um einen
bestimmien Fall zu haben, , das lelzle Glied im Werl_he von
T sey negaliv, so ist oﬂ"enbar

n—-1
x

Tt +12+1234 e )[$+123 +12n]

Nach einer im Vorhergehenden wiederholt gebrauchten Be-
3

r2.3°
lichen Werth behalt, auch wenn man 2 unbegrenzt wachsen lisst:

trachtung ist klar, dass die Reihe « + - . einen end-

TR YRS St 2
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Man bezeichne daher den jedesmaligen Werth dieser Rmhe
durch W’ so ist
2 3 - n

x
T < 1— _ =
< Tt s T 1 2.3 T 12

- ()

—aW’

Dagegen ist T grosser als der Werlh, welchen man erhilt,
wenn man alle positiven Glieder verkleinert und alle negali-

ven vergrossert, also
n—1

T 00— L+ T et |
1.2.3.4° 1.2..(n—1)
23 P
“[m+ 2.3° +1.2..h]‘
. . z? z* .
Da aber auch die Reihe 1 4- ) + T35 3 4 - cnen

endlichen Werth behall wenn man n unbegrenzt wachsen lisst,
so bezeichne man den jedesmaligen Werth dieser Reihe durch
W, also ist

2 xn

T
TS 1 — oL e ama
> 2+ 15 1.2,

. n

— aW”

Der Unterschied der zwei Grenzen, zwischen welchen T ein—
geschlossen ist, heisst also ¢{W”— W’} und ist folglich ein
mit « unter jede angebbare Grenze sinkender Werth. Mithin

k
-

12 *l T—1— =
(1= ) = tim S DA 1.2..1:Jr
Man hitte offenbar dasselbe erhallen, wenn man das letzte
Glied im Werthe von T posiliv genommen hitte.  Man hat

demnach jetzt das allgemeine Resultat, dass, wenn z irgend
welche posilive oder negative endliche Zahl, und r eine ganze

positive Zahl bedeutet,
k

§ lm( 4+ 5 =lded T T
r 1.2 1.2...k
ist.
78.
Es ist nun leicht nachzuweisen, dass diese Gleichung auch

dann noch ihre Geltung behilt, wenn r irgend eine reelle ra-

tionale oder irralionale Zahl bedeutel.
10%
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Ist nemlich r eine nicht ganze aber reelle positive Zahl
so wird sie zwischen zwei ganzen positiven Zahlen liegen,

welche p und p+ 1 heissen sollen. Man hat also, wenn =z
posiliv,
e - ptl o . P
1 — 14 — i (1 - > —_—
L+ D <042 0+ >0+ 57

und wenn z negativ,

] ~ ”’p+1-(1
L+ 5>0+ 5750+ )

z " . Pran
—) zwischen den Grenzen (14—
T

Jedenfalls liegl also (1 4

. 14 T
und (1 + d. h. zwischen (1 4 2y (1 + Z) und
Pl 0+ 0+
z pti
0+
& Da nun mit wachsendem r und also auch
14 °
p+1
wachsendem p, sowohl 1 - Foals 1 - ad sich unbe-
p p+1
grenzt der Einheit nihert, wihrend 4im(l + x]P (1+—%)P+
. p
2 r
=14 = +‘1’” 5 - ist, so ist mithin auch tim(1+ %)
r
Setzt man -- r stalt r indem man r noch immer posiliv
- r—x 7 r
immt, sohatman(l— ) — " y=q
nimmt, so hatman( r) ( - ) = ( ) ( +7‘—x)
v T x °
=0+ 2 04 2
r—x r—x

bei un-
also lim A—a,

"} Wenn zwei Ausdriicke 4 und B, welche p enthalten,
begrenzl wachsendem p, io o und b iibergehen,
lim B=14, so ist auch hm [AB) =— ab.
B—=1044 g, so missen a und §, mit unbegrenzt wachsendem p, uoter
jeden angebbaren Werth sinken. Nun ist AB——ab+ ab+ fa+ «f
Also da lim (ab+4 Ba+ af) = 0 so ist auch lim AB = ab.

Deno - setzt man A==a+ ¢,

T 5 e T e ""—"“"""'“‘f"d
%
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1r—x

X x . ’ x T : x
Nun ist &m (1 4- r—_—x] — 1, also lim (1—7]:1zm(l+r—_;)
r—x
X

im (1 4 %)

da r— x eine posilive Zahl ist, .
— X

aber,

x2
Es ist demnach erwiesen, dass die Formel 4) fir jeden
reellen Werth von x und fiir jeden rcellen Werlth von r
giiltig isl.
79.
Selzt man » — 1 so erhalt man

r ] i
amu+}).~=1+n+ e

Man pflegt den fir die Analysis ausserst wnchlwen Werth die-
ser convergirenden Reihe durch den Buchstaben e zu be-

zeichnen, also
1 1 4
e—=24+ 5 T g 3T
Die Wichtigkeit dieses Werlhes beruht zunidchst auf dem Zu-

T

17 ) x v
sammenhange zwischen lim (1 4 ~) und dim (1 4- —) Selz.t
T x
x " PR
man nemlich (1 —r—) = [1 + ] = [(1 4+ — ) ]
()
1
so ist, nach dem Vorhergehenden, lim <l + ) = e also

(%)

lim (1 + —xr_) — & %)

1
7 =—e+ «, 80 muss e mit wach-

*) Setzt man nemlich (1 +—
J.‘ : x

1
sepdem r unter jede angebbare Grosse sinken, nunxsl[(l-}- ) ]

Ed

xT x
—c ) =tund lim(efa) =e

T

:(e+a):(e (1+e—)alsolim(l+
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und mithin, nach Form. 4)
s x2 x3 .

5) ¥ — +x+ﬁ+1_2§+

Nimml man nun e als Basis eines Potenzensystems, und
setzt e” = A, so ist ¢ der Logarithm von 4 in diesem Sy-
steme, und man findet, vermittelst der Formel 5), zu jedem
gegebenen Logarithmen die enisprechende Zahl durch eine
convergirende Reihe ausgedriickt. Diese Reihe nennt man die
Exponentialreihe und e eine Exponentialgrosse, in-
sofern jede unter der Form einer Potenz ausgedriickte Zahl
eine Exponentialgrosse genannt wird, sobald man voraussetzt,
dass die Basis dieselbe bleiben soll, der Exponent aber ver-
schiedene Werthe annehmen kann.

Im Folgenden soll das Potenzensystem, dessen Basis e ist,
das natiirliche heissen, wie man es jelzl gewohnlich nennt;
friiher nannte man es auch das hyperbolische, wegen sei-
nes eigenthimlichen Zusammenhanges mit der Hyperbel, wel-
cher hier nicht erliutert werden kann.

Die Logarithmen in diesem Systeme nennt man ent-
sprechend die natirlichen (hyperbolischen)*). Im Folgen-
den sollen diese Logarithmen ausschliesslich durch das
Zeichen log. angedeutet werden, wahrend Logarithmen, die zu

einem Potenzensysteme mit der Basis ¢ gehoren, durch “log
bezeichnet werden sollen. Sagen: wir also z. B. log k = #,
. N B . };2

S0 vefsl‘ehen wir darunter, dass k—et —1 4 h4 1 2+...

Auch soll, wo von einem Logarithmen die Rede ist, hierun-
ter nur der natiirliche Logarithme verstanden werden, wenn
nicht das Gegentheil ausdriicklich bemerkt wird.

80.
Dass man den Werth der Zahle mit jedem beliebigen Grade

*) In Frankreich pflegt man sie jetzt Nepersche Logarithmen
{logarithmes nepériens) zu nennen, pach dem englischen Mathemati—
ker Napier (Neper} welcher zuerst Logarithmentafeln berechnet hat.
Indessen stimmen die Neperschen Logarithmen nicht vollkommen mit
den pattirlicheu tberein; man findet hieriiber mehr in Biot's Mélanges
scientifiques et littérairea. T. 2 p. 422, auch Journpal des savans 1835
p. 354 fi.
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von Genauigkeit annéhernd berechnen kann, ist klar, da die-
ser Werth nach Form. 5) durch eine convergirende Reihe ?‘lus—,
gedriickl wird. Da aber eine convergirende Reihe auch einen
rationalen Werth haben kann¥), so entsteht die Frage, ob dies
nicht auch bei dem Werlhe von e der Fall ist, so dass die-
ser Werth nicht blos néherungsweise, sondern genau m ra-
tionalen Zahlen angegeben werden konnte. Es lasst 'sich aber
peweisen, dass der Werth von e nicht ratiopal seyn kann.
P

Wire nemlich e = ——, wo p und ¢ ganze positive Zahlen
' )
bedeulen sollen, so hilte man
| 1 : 1 [ .
L L T N N S I TR
q 2+1.2+1.2.3 et l.2...q+1.2..‘q(q+ )

Man multiplicire auf beiden Seiten mit dem Produkte aller
ganzen Zahlen von 1 bis ¢, so hal man

1 :
]_2,“9,%":1.2...(q——l).p::l.2...q [2+l—2+—{—12q]
1 1 1
UFESINTER TR
Nunist 1.2 ... (g — 1) p eine ganze Zahl, und 1.2...¢

1 1 ] . e Zahl
. - benfalls éine ganze Za
[2 T T M O SO & ’

da die Nepmer 1 . 2,1 .2 .3, ... sammtlich in 1. 2...'q
aufgehen. Die Dilferenz dieser zwei ganzen Zahlen sey die
ganze Zahl G, welche nicht Null seyn kann, da
G L + _,i—— 4 ...
T+ 1 T+ Dilg+2

Ferner ist

SRR SR TR S

3

i T iar gt 1 Ty Tt
aber (§. 47) .

1
1 1 ¢+1 1
L s S
g+1 " g+ o
SRS

1 1
‘} So wie z. B. 2 der Werth der Reibe 1 -+ Y + 7 + .
ist (§. 42). )
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. I 1 v
Man hitle demnach ¢ < 'q" d. h. eine positive ganze

Zahl misste kleiner seyn als ein dchtier Bruch. Da. dies

unmoglich ist, so muss also e eine irrationale Zahl seyn

und es bleibt demnach nichts ibrig, als dessen Werth, so
H

genau als es nothig scheint, aus der ; .
r unendliche .
berechnen *)_ ! n Reihe zu

81.

' Um aber zu wissen, mit welcher Genauigkeit man sich
einem durch eine convergirende Reihe ausgedriicklen Werthe
gendhert hat, wenn man statt der ganzen Reihe nur eine An-
zz_ahl der ersten Glieder berechnet, muss man im Slan.dé seyn
enle Feblergre nze anzugeben, d. h. einen Werlh welchir
grosser ist, als der Werth der vernachlissiglen Glie:ier. Bei
;ieizh?ezl:ef)e:srlszingz’?\::dmcmz ist eine solche Fehlergrenze

. n habe z. B.

x? e

i S S S 't

.2 . n
gesetzt,.wo z positiv seyn soll, man setze den Werth der ver-
nachliassigten Glieder = R, also :

zn—{-l n42
R=_—_ x)
l...(n4+1) + l...(n42) +o
n$1

R VI I AN
1...a+ 1 [ +n+ 5 (n+2) (n +3) +]

Ist nun * < 7 + 2 so ist

[ T N A x PR
ot Terg ay o< e ) T
also < 1 _
1 — w2
n+1 .
mithin R << m) ] 1 —
— T

*) Vgl. Note 1V.

s s —
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Sobald also die Glieder der Reihe soweil zur Berechnung her-

angezogen werden, dass die Bedingung x < n+ 2 erfillt ist,
nt1

ickt _dx—_ L

W T e ) T ®

n-+ 2

betrigt als der Werth der vernachlissigten Glieder, also eine

Fehlergrenze. N
Setzi man @ = 1 und niherungsweise _

1 1 1

e=1+g7 g tr g st ot

so ist diese Fehlergrenze

.. einen Werth aus, der mehr

1 1 o nt-2
ol wrn s B FLRCR SRS
n4 2 '
Hat man z. B. niherungsweise
1 1 1 1 . 1
e=2+ 5+ 1o3 T 7234 T TEas T 123456
also n = 6 gesetzt, so findet man hieraus

e == 2,718055 . . . o
man weiss daher, dass e grosser als diese Zahl ist. Die Feh-

1 8

st — —=———% - 79 — 22 ...
lergrenze isl {23456 19 0,00022 .
der vernachlassigten Glieder ist also jedenfalls kleiner als

0,00023 und mithin

Der Werth

e > 2,718055 . . -

< 2,718285 . ..
man weiss also mil Sicherheit, dass der Werth von ¢ mit den
Ziffern 2,718 beginnt, d. h. indein man ausser dem Anfangs-
gliede noch 6 Glieder der Reihe benutzt hat, konnte man den
Werth von e bis auf die dritte Decimalstelle mit Sicherheit be-
rechnen. Geht man auf diese Weise fort, $0 kann ‘man die
Zahl e bis zu jeder beliebigen Decimalstelle genau beslimmen.

Bis auf 10 Decimalstellen genau heisst sie
e = 2,7182818284. ¢

82.

Welche reelle Zahl man fir x selzen mag, immer hat €
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einen positiven Werth. Denn ist x positiv, so folgt unmittel-
bar aus der Formel 5) dass auch ¢® posiliv ist. Selzt man

. 1
aber — x slalt x s0 ist &% = = also ebenfalls positiv. Das

natiirliche Potenzensystem [mit reellen Exponenten) enthdlt also
nur positive Zahlen; negative Zahlen haben mithin keinen
(reellen) natiirlichen Logarithmen. Ist x ein Bruch mit gera-

lg PR
dem Nenner, elwa z — 22', so kann daher e = €29 nur

q
. 3 2q .

dem positiven Werthe 1/eP gleich seyn. Je grosser x ist,

desto grosser ist auch e®. Ist nemlich a eine positive Zahl,
SO ist

e"”+“:e’.e“:e$(l—{-a+1_a:2+.__)

also et = o7

Den grisseren Zahlen entsprechen demnach grossere Loga-
rithmen und umgekehrt. Jede Zahl hat also nur einen einzi-
geu Logarithmen.
1
Ist o posiliv, soist e” > 1, folglich e = — <1, d.h
[

die Zahlen sind grosser oder kleiner als die Einheit, je nach-
dem ihr Logarithme positiv oder negaliv ist. Die Einheit selbst
hat den Logarithmen Null, da ¢® = 1.

83.

Von dem natiirlichen Potenzensysteme kann man leicht zu

jedem anderen ubergehen, dessen Basis A eine positive Zahl
ist. D. h. man kann, wenn man eine solche Basis A wahls,
auch A% durch- eine nach steigenden Potenzen von =z forlschrej~
tende convergirende Reihe ausdricken. Setzt man nemlich

A = e, so ist AT = ¢%**) und mithin

p
) Ist 2 = g—q 50 kaon unter A?'q nur der positive Werth

- p az o
VA -verstanden werden; da e immer posiliy ist.
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a® x? a3 %3

==l eyt et

nun ist @ = log 4 also
(1 og A) (log A% o N

Welches nun der Werlh von 4 sey, so ist log A niemals die
Einheit, sobald A eine andere 7ahl als e ist.. Das natirliche
Potpnzensystem verdient daher seinen Namen insofern mil
Recht, als es am natirlichsten ist, diejenige Zahl als Basis zu
wahlen, fir welche die Berechnung der Polenzen am einfach-

sten ausfallt.
Setzt man 4 = 1 + b so folgt aus 6]
[log (14 8)1* ,
7) (1—{—b]’”:1+log(l+b).x+__—l—.—— +..
Ist aber der Zahlenwerlh von & kleiner als die Einheit, so
hat man auch (§. 57 u. 65)

§ Q=14 bk S

—1

el ey

so dass man fiir solche Werthe von b zwei verschiedene Ent-
wickelungen von (1 ) hat. Aus 7) (olgt

L=l = 1+m+Unym m+%%;%fﬁ+“.

g (L 4+0° | llog(L+8 o
Lg—l(—~—x+ -—1—2—3~x -+ ... fiir jeden
Werth von z eine convergirende Reihe ist, also Null wird,
wenn man den allen Gliedern gememsahaﬂhchen Faktor x._O
getzt, so hat man, wenn man x unbegrenzt abnehmen lasst,

Da nun

9) i O Ij — log (1 + b)

z - .
indem man durch lm (140 : den Werth bezeichnet, wel—
: x . ‘ ]

chem sich %J unbegrenzt ndhert, wenn man 2 un-
X

begrenzi abnehmen lasst. Andererseits folgt aber aus 8)
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(I486*—1 x—1 (x-—T1) (x—2)
— = b —— b T p5

x et s

lox (1~x){2-x) {(1-x) (R -x)...(k - %), k1
=b—— b p3 = 1 Y s

1.2 + 1.2.3 1.2...(+1) b e
wo das obere oder untere Zeichen im allgemeinen Gliede zu

nehmen ist, je nachdem k gerade oder ungerade ist. Setzt
man x = 0 so folgl hieraus

10)

1 4 &)*—1 b b3 bH—1
m ' = - i + -
und aus dem Yergleich von 9) und 11)
k41
b? b3 b
= b — — — + -
12) log (14 0) b 2_—f-3 e E TR
— é’ (— 1)y o
1,00 r.

Da b zwischen — 1 und 1 enthalten seyn muss, so zeigt
diese Formel, wie man fur alle Zahlen, die zwischen 0 und 2
liegen, den Logarithmen berechnen kann. Sie gill auch noch
fir b—=1, wie die Formel 8), nach § 63, dagegen gill sie
nicht mehr fir b = — 1 und fir Zahlenwerthe von b die grosser

2 3
als die Einheit sind, in welchen Fillen die Reihe b—%——}—%——...

in der Thal divergirt *).

. 84,

Scheint demnach die Anwendung dieser Formel sehr be-
schrinkt zu seyn, so findelt man doch leicht, dass sich mit
Hiilfe derselben die Logarithmen aller ganzen Zahlen und mit-
hin auch aller Briiche berechnen lassen. Setzt® man nemlich

1
b = . und m > 1, so findet' man daraus’

{
Y Da i+ b= ez«:g (1+43) also ¢ = (1 + b)za,e T
1

b2 b8

80 ist

5 +
e= (1 4 &) 2 3 . sobald b zwischen — 1 und -1 liegt."

i~ e = ST B WS T
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1 1 1 1.
13) log[l—}—;):log[m+l)vlogm:;_%&_}__3?5___,.

sobald man also log m keunt, kann man log (m--1) finden.
Da nun log 2 aus 12) berechnet werden kann,' so findet man
daraus wieder log 3 u.s.w.

Selzt man niherungsweise

b? b3 b+ b*

log (1-+9) :b——?ﬁ—?—j._.ﬂ.— 2
so ist es leicht eine Fehlergrenze (§. 81) anzugeben. Denn
sey b positiv; in dem vernachlissiglen Theile der Reihe fir
log (14 b), welcher R heissen mag, ist jedes folgende Glied
Kleiner als das vorhergehende, und die Glieder nehmen un-
begrenzt ab. Man hal also

ordk2 43 2rft
A A

BT o2 T a3~ TEn R

Hieraus folgt, wenn man die Betrachtungen des §. 59 wie-

r42 2r+43
pTE

- derholt,
b2r+1
F<of
2r+1
und man kann mithin __ als Fehlergrenze nehmen. Setzt
2r-f-1 o
man z. B. b=1, so erhilt man log 2 aus den 2r ersten Glie-
1 . .
dern der Reihe bis auf mehr als .—— genau. Nimml man
2r41 <
1 1 1 1
elwa r—>5 und selzt log 2 = | — §+ g—?—{——f)
1 1 1 1 1 .
— = — — — — — = ss man, .dass der
6+7 8+9 7g SO Weiss man,

aus diesen zehn Gliedern berechnete Werth bis auf mebr als

..]1-]-- — 0,0909 . . . genau ist. In der That findet sich hier-

aus log 2=10,6456... wahrend in Wahrheit log2=0,69314 ..
also der Unterschied 0,047... ist. Andererseits folgt aus der-
selben Betrachtung

b2r+1 b2r~+2

B> 9%~ oz
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1 1
also, wenn b=1, R = ithi ir—=
> %1 2r+2 mithin , bei r—=35,
1
R>“ B d. h. B > 0,007.
Setzt man — & statt & so hat man
b2 b3 b¢ b2 B3 b4
log(1—b _—b————— =t -+ =
) 273 brgtsti
selzt man niherungsweise
: - R b2
log {1—b b - — L —
9 ) = 2 3 C 2r
und nennt die Summe der vernachlissigten Glieder wieder R,
S0 ist
. b2r+1 621'—!-2
Tl et
Nun ist :
2r41 2742
b b 1 2r 41 2r4-2
%—H+§r+§+.'.‘<m(b +b +..'.)
2
B
dh < —— | _—
2r1 " 1—b
2r+1 1
mithin, ohne Riicksicht auf das Zeich .
as Zeichen, H<2 1 1—%
Man sieht dass die Fehlergreme grosser als im vorher-
gehenden Falle ist, da —3 > L
I .
Selzt man b = > und r= 5, so findet man nihe-

rungsiweise

1, 1y 1
S IR A
— — = 0g— == — —_— = R —— ure —_—
gt 92 o9 T T3t
und hieraus log 2 = 0,69306 ... also bis zur dritten Deci-
malstelle genau.

1
Setzl man 6 ——= — so findel man
m .

| 1 1 ]
14 )= C)— —_—
) log(l m) log(m—1)— logm —= e T A +..

2m?
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Subtrahirt man diesen Ausdruck von dem oben gefundenen
1 1 1

log (m--1)—logm — p- —2”—‘2—}— 3

S0 erhéilt man - .

m-1 1 1 1

15) MﬂmH%#@(~J 1@( ) At gt et

Diese Formel ist zur Berechnung der Logamhmen sehr brauch-

1
bar. Durch —+~1 kann man nemlich jede ganze oder ge-

brochene, rationale oder irralionale Zahl ausdriicken. Ist m

4. '
positiv, so ist m*] > 1, isl m negaliv = —m’, so isi, da
, m—{— 1 11— m — . -
m’ > 1, auch = ——(l—&—m—') — _1_1 eine positive
m :
Zah]l welche < 1 ist. Setz! man daher 1 — ™ SO folgt
_ ntl und mithin
T oa—1

. — — I\2r '
16) logn:?[ 3(71 ]) +2r—{—1(2—} 1>2 +1+...]

Setzt man n%iherungswelse

n—1, 2rt1
logn=2[ o (ﬂ-}—l) . gr+1(n+1) ]

so ist der vernachlass:gle Theil der Reihe

— r 1 —I\2r | —1\2r47
e [ Gy AN Gt 2Rl >f+...]

st 3atl’  FTougsati’ tagaap
also
r43 —1
R< 5o G e N )+(Z+])+...]
(n—l) = so ist
Setzl man npl) = z,

_ 1
1+ G (——) Fo=lfotatt ==y
. n+ ]_(

n+1
n—71 2r+3 1
und ‘7r—}—d (n+_l ) (n—l 2
n—l—l)
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ol (n—1)?
od R BT
° < 2r+3 n+1) 2n
Ist z. B. n =2, r =3, so dass man niherungsweise’

1 $ 15 1 177
wgr=2 (14 2 e Ly L]

setzt, so findet man bis zur Tted Decimalstelle, log 2:0,6§31347‘

1 (—1-)7 L R<000001’27""
9 '3’ 4

That ist der wahre Werth von log 2 bis zur 7ten Decxmal—
stelle = 0,6931471 also um 0,0000124. grosser als. der be-
rechnete.  Man hat also vermittelst 4 Glieder der Reihe 16)

den Werth von log?2 bis zur 4ten Decimalsielle genau erhalten.

1 .
- Setzl man mt ! P also m ___Qj—/l]_

m—-1 i P
P P4
lag_———..—Z[-—-—— - (1 —{- + ]—___lo p—logq
q P+ ) I

und zhgléich R < In der

so folgt aus 16)

g 3'rtg 5 P+

also

P N’

log p = log g +2 [p+q (p+q)+ 5617 + ]
Diese Formel kann man also benulzen um aus dem bek_annlen
Werthe von log ¢ den Werth von log p zu finden. ~ Die in
dieser Formel enthaltene Reihe wird um so rascher conver-
giren und daher die Formel um so brauchbarer seyn je klei-
ner der Unterschied von p und ¢ und je grisser jede dieser
Zahlen ist. Setzt man nemlich p = ¢ 4~ d so geht dle For-
mel in

log (g+d) = log g+2 [2 +a d(Qq—{—d) +(2q+d) + ]

iiber und hier convergirl die Reihe desto starker, je klemer
d und je grosser g ist.

85.

Bekanntlich braucht man nur die Lo;garilhrﬁen der Prim-
zahlen zu bercchnen, da man, wenn diese bekannt sind, dar-
aus die Logarithmen der zusammengeselzten Zahlen finden
kann. In dieser Beziehung ist noch folgende Formel bemer—
kenswerth. Addirt man die Formeln 13) und 14) so findet man
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1 1
210gm—log[m—1)—log(m+1)22[2”1-.);—*—4'7”4‘*—-" o mTr+ ]
also

log(m—1)+log(m+-1) I 1
2 +2m2+ 4m‘* +2r m”+

17} lbgm=

Isl nun m eine Primzahl, die Zahl 2 ausgenomm_en, so kann
weder m-—1 noch m4-1 eine solche seyn, da sie gerade Zah-
Setlzl man also voraus, dass die Logarithmen aller
bereits bekannt sind,

len sind.
Primzahlen , welche kleiner als m sind,
so kennt man auch die Logarithmen der aus ihnen zusammen-
geselzlen Zahlen m —1 und-m 4 1 und findet mithin aus 17)
den log m. Sobald also nur log2 bekannt ist, 'so findel man
zunichst aus dieser Formel

log2+log4 3 1 R
g3 = T2 32+4 34+ PRCARUE R A Y T
und hieraus allmilich die Loganthmen aller ibrigen Primzah-
len. Ist z. B. m — 5 so hat man

log4 + log 6 1 1
2 +2.52+4.54+"'

nun ist logd = 2 log 2, log6 = log 2 -} log 3, da nun log 2
und log 3 als bekannt vorausgeselzt werden, so ist mithin
auch log 5 bekannt.

logh =

Behalt man zur Berechnung von log m alle Glieder der

Reihe bis —]2— ausschliesslich bei, so ist der vernachlis-~
; :

2r.m
siglte Theil der Reihe R =

1 1
“or + 2r+42 + .
2r.m (2r4-2)m

1 1 1 1 1
asoR < —— (14 — o )dh B —p .y

%rm 2r.m ]-—”T2

od'er R <

2-2  m?* — 1
2r.m

Auch folgende Formel ist bei Berechnung der Logarithmen
11
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sehr niitzlich. Sey ¢ < p, nunist p +~¢—=p (I + %),

also log (p4q) = logp+ L — LA A
p 2 3p°

Selzt man nidherungsweise log (p 4+ q) = log p + Eq S0

ist der vernachlassigte Theil der Reihe, abgesehen vom Zeichen,
2 3 + 2
q
q_‘z_q_5+ i—"'<q‘2)
2p 3p 4p 2p
selnde Zeichen haben, und unbeschriinkt abnehmen (vgl. §. 84).
2

da die Glieder abwech-

Ist nun ¢ so klein gegen p, dass % keinen Einfluss auf

die letzte Decimalstelle hat, welche wan noch genau berech-
nen will, so kann man '

log (p+¢q) = logp + %

setzen und mithin auf sehr einfache Weise log (p +¢) finden,
sobald man log p kennt.

86.

Will man die Logarithmen fiir eine von e verschiedene

. ko k kh : .
Basis a berechnen, so sey a=—=e¢ also a —e = b; nuu ist
log b

k= %og b, kh =1 r h= 50 “logh — .
o9 b, kh o9 b, aber h—=1Iog o also “%logh log @

1
Man muss also jeden natirlichen Logarithmen mit o mul--
og a
tipliciren, wenn man den Logarilhmen fiir die Basis a finden

will*®).  Die Zahl nennt man den Modul fiir die Basis a.

log a
Ist a — 10, d. h. will man von den naliirlichen Logarithmen

') Es folgt hieraus zugleich cine Erginzung des Satzes in §. 68.
1 1

2 (g o ¥ 3 g am T
| 1 { :

_—_loam___ S - rgi—-
(g <) [uag g T 2 T T g T ] omer

ren oder divergiren, je nachdem m > 1 oder m = 1.

Es wird nemlich die Reihe { +
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- zu den gewdhnlichen (Briggischen) tibergehen, so ist der Mo-

dul — 0,43429448 . . .

1
log 10
Will man umgekehrt von Logarithmen fiir die Basis a
zu naliirlichen Logarithmen ibergehen, so hat man log b
=loga.®logb. Ist wieder a=10s0 istlog 10 —2,30258509,
mil welcher Zahl also die gewdhnlichen Logarithmen mullipli-
cirt werden miissen wenn man die natirlichen erhalten will,

Man hat demnach niherungsweise ,

q q 1
el = 4] “og (1 =) = —
og (p+9) og p -+ “log (1 + p) og p+p log a
1 1
und “log (p+ 1) = “log p + > " loga

milhin

. “og p + g) — “log p
log (p 4+ 1) = %log p + g(qu

~ Auf dieser Formel beruht die Einrichtung der Propor-
tionaltheile in unseren gewohnlichen Logarithmentafeln.

Sind z. B. in einer -solchen Tafel die Logarithmen der
vierstelligen Zahlen unmittelbar gegeben und ist o eine solche
Zahl, man will aber den Logarithmen der 5stelligen Zahl 10v-+1

finden, so ist wenn man p = 10v, ¢ = 10 selzt,
10jog {100 4 10) — 0log 100
1005g (10v 4 1) =10log 100 4 og { +10] g
10}, 4~ 1) — Wigg v
=1 4+ ogv + og (v 1)0 .‘{

Wog (v + 1) — iog v
10

zu 1} 1%g v addirt werden muss, wenn man 'Clog(10v +1)

erhalten will. Man sieht alsdann, dass dieser Proportional-

theil doppelt, dreifach u.s. w. genommen werden muss, wenn

man '%og (100 4 2), “log (10v + 3) uw.s.w. finden will.

also ist der Proportionaltheil welcher

11 %*
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Achtes Kapitel.

Addiren, Subtrahiren, Multipliciren, Dividiren und Po-
tenziren imaginirer Reihen. Comvergenz imaginirer

Reihen.

87.

Tn allen vorhergehenden Untersuchungen wurde voraus-
gesetzl, dass man es nur mit recllen Zahlengrossen zu thun
hat. Da aber schon die Arithmetik genothigt ist, die imagi-
niren Grossen in den Kreis ihrer Betrachtungen zu ziehen,
so versteht es sich von selbst, dass die Analysis nicht umbin
kann dasselbe zu thun. Sie muss sich also, indem sie zu ih-
rem Ausgangspunkie zuriickkehrt, die Frage vorlegen, wie die
Operationen der Arithmetik an Reihen von der Form a0+dlx
~+ a, x? ... auszufithren sind, wenn die Hauplgrosse « nebsl
den Coefficienten ay, a; ... auchimaginire Zahlen ausdriicken
kénnen, in welchem Falle diese Reihen imaginire genannt
werden. Es wird hierbei aus der Arithmetik nicht blos der
Begriff der imaginaren Zahl als bekanni vorausgesetzt, son-
dern auch wie man an bestimmlen imaginidren Zahlen die arith-
metischen Grundoperationen,; das Addiren; Subtrahiren, Mul-
tipliciren, Dividiren und Potenziren ausfithren kann.

Im Folgenden soll nach dem Vorgange anderer Mathema-
tiker, die imaginire Einheit, welche man sonst durch }/—1
anzudeuten pflegl, durch i bezeichnet werden. Alle anderen
Buchstaben, welche als Zahlzeichen gebraucht werden, sollen,
wie frither, reelle Werthe behalten, wenn nicht das Gegen-
theil ausdriicklich bemerkt wird. Einen Ausdruck wie bi, nem-
lich das Produkt aus einer reellen Zahl & und i, nennen wir
eine rein imaginare Grosse, dagegen a4 &i, d. h. die
Summe einer reellen Grosse und einer rein imagindren, eine
complexe Grgsse. Die complexe Grosse enthill also die
reelle als einzelnen Fall, indem man nur & — 0 zu selzen braucht.

88.

Nun ist zunichst zu bedenken, dass die Entwickelungen

S ————
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des dritten und vierten Kapitels von den Werthen, \:vel—
che wir den Coefficienten und der Haupigrosse @ geben, ginz-
lich unabhingig sind, und daher unverindert ibre Geltung b(?—
halten, mogen diese Werthe reell oder imagindr seyn. Die
Definition und die Ausfithrung der Operationen des Addirens,
Subtrahirens, Multiplicirens und Dividirens der
Reihen bleibt also vollkommen dieselbe, wenn unter diesen
Reihen auch imaginidre vorkommen. Da ferner die Entwicke-
lungen des Sten Kapitels lediglich auf den zwei vorhergehen—
den Kapiteln beruhen, so bleiben auch sie ungedndert, wenn
wir sie auf imagindre Reihen anwenden. Was.also dort iber
den polynomischen und binomischen Lehrsatz gesagl wurde,
behilt seine unverinderte Geltung, sobald nur die Voraus-
setzung fesigehalten wird, dass die Exponenten  reelle

Grossen sind.

89.

Wir nehmen ferner, den Untersuchungen des 6ten Kapi-
tels (§. 42) analog, den Ausdruck imagindre Reihe in all-'
gemeinerem Sinne als bisher. Denken wir uns nemlich zwer
aus reellen Grossen -bestehende Reihen

1) w foup - ous A

2) vy + v, + 05 + .
aus welchen wir den Ausdruck

3) (uy +018) + (wpfv28) + (u5 —i—vsz)—}— .
bilden, so nennen wir diesen Ausdruck eine imaginidre
Reihe. Gehen die Glieder dieser Reihe unbeschrinkt fort, so
haben wir eine unendliche imagindre Reihe, bei welcher
wieder,-wie bei der unendlichen reellen Reihe, drei Fille zu
unterscheiden sind.  Nahert sich dic Summe der = ersten Glie-
der der Reihe 3) d. h. uy +ug... - u. + (0 + vyt ... F O )t
einem bestimmien Werthe, mil wachsendem r, unbegrenzt, so
ist die Reihe eine convergirende und dieser Werth ihre Summe.
Dieser Fall wird dann eintreten, wenn die Reiben 1) und 2)
convergiren.  Oscillirt dagegen eine der Reihen 1) und 2},
wiihrend die andere convergirt oder ebenfalls oscillirt, so 05—
cillirt die Reihe 3). Divergirt dagegen eine der Reihen 1)
und 2) oder divergiren beide, so ist die Reihe 3) eine diver-



e

EEEET T

e N

S S S S Y T

S I

P & b

166

girende. Die Beschaffenheit der imaginiren’ Reihen ist mithin

- auf die Beschaffenheit reeller Reihen zuriickgefihrt.

Eine endliche imaginire Reihe ist immer alg eine con-
vergirende anzusehen.

. Setzl man z = p 4 gi so jst zr — (p 4 ¢i)". Insofern
T €Iné ganze posilive Zahl bedeutet heisst (p 4 gi)™. dass man
P+ ¢t so oft, als r andeutet, mit sich multipliciren soll, dies
kann mithin nur ein Resultat geben, welches theils aus reel-
len theils aus rein imaginiren Gliedern besteht, und welches
daher durch (p 4 ¢i)r = a - bi dargestellt werden kann. Ist
ferner a. = « - # so hat man 8" = (& fi) (a4 bi),
setzt man aa — b = u., ab + Ba=wv, so hat man ag_2~
= 4, +v,i. Es folgt hieraus, dass man jede imaginire Rerihe
von der Form

o + oz + az® ... B

auch in die Form der Reihe 3) bringen kann, und dass da-
her eine solche Reihe convergiren, oscilliren oder divergiren
wird, je nachdem, wenn man a, + a, ! +. ez =P, Qi
selzi, entweder P, und (, beide mit wachsendem r sich ei-
nem bestimmien Werthe unbegrenzt nihern, oder eine dieser
Grossen oscillirt wihrend die andere nicht divergirt | oder
(wenigstens) eine derselben divergirt. ’

Die zwei complexen Zahlen U, +vpi und u, - »,.% nennt
man conjugirte. Das Produkt derselben (u, 4 0,1 (4, — v,1)
= u.> 4,2 heisst die Norm einer jeden der zwei conju-
girlen Zahlen; die Quadratwurzel aus der Norm positiv
genommen, oder (u,2 - 22, heisst der Modul ein:er jeden
der zwei conjugirten Zahlen. Ist v,=0, d.h. geht die com-
plexe Zahl u_ -+ v, in die reelle «, iber, so ist auch der
Modul = u,, d. h. die reelle Zahl ist ihr eigener Modul. Ist
%, =0 so bleibt v, als Modul von * v,i.

Wenn man in einer imaginiren Reihe stalt eines jeden
Gliedes seinen Modul selzt, so soll die hierdurch entstehende
reelle Reihe die Modulreihe heissen. Die Modulreihe der
Reihe 3) z. B. ist (4,2 4 0,22 + (2 0% .

Man hat

b =t e [ ]
o R
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Setzl man (% 4 v, 2 = m, oo U,, Oy
m, m,
so istmithin U < 1 und V. << 1 und u, 4 v,.i =m, (U. 4 V,i}.
In dem besonderen Falle wenn »,=0 ist U,=1, ist u,=0
so ist V,.=—=1, auch ist in allen Fillen U2+ V,2=1. Es
folgt hieraus dass die Reihe 3) convergirt, sobald ihre Mo-
dulreihe convergirt. Denn nach dem Vorhergehenden ist diese
Modulreihe
. my - mg + mg ...
und die Reihe 3)
my (U + Vid) +my (Up+Voi) 4-ms (Us + Vsi) +....
Diese Reihe wird also convergiren, wenn die zwei Rethen
m Uy 4+ myU, + mgUs 4 . . ..
m Vi + my ¥V, + mgVs + . ...
convergiren. Da aber Uy, U,, Uy ... Vy, V,, V5... dchte
Briiche (und nur in einzelnen Fillen — 1) sind, so ist jede
dieser Reihen im Allgemeinen kleiner (und in keinem Falle
grosser) als die Modulreihe, beide Reihen werden demnach
convergiren, sobald die Modulreihe convergirl. Die Reihe 3)
wird also namentlich dann convergiren, wenn in der Modul-
reihe der Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder (ohne
Riicksicht auf das Zeichen) um ein Angebbares kleiner als die
Einheit ist (§. 48). Ist dagegen dieser Quolienl um ein An-
gebbares grosser als die Einheit, mithin die Modulreihe diver-
gent, so wird auch die Reihe 3) divergiren. In diesem Falle
wichst nemlich m, = (u,2 4 v,.Q)"-' mit r iber jede angebbare
Grenze (§. 48), es muss daher wenigslens eine der zwei
Grossen u, und o, iiber jede angebbare Grenze wachsen, mit-
hin auch wenigstens eine der zwei Reihen 1) und 2) divergi-
ren. Die Beschallenheil der Reihe 3) bleibt daher nur dann
zweifelhalt, wenn der Quotient zweier aufeinanderfolgender
Glieder der Modulreihe sick unbegrenzt der Einheit nihert und
diese Reihe zugleich divergirt.

Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich noch ein Satz, von
dem- wir sogleich Gebrauch machen werden. Es ‘ist nemlich
der Modul der Summe mehrerer imagindrer Ausdriicke im All-
gemeinen kleiner (und in keinem Falle grosser) als die Summe
der Moduln der einzelnen Ausdriicke. Seyen diese Ausdriicke
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%+ 004, uy 40,4 1. fv i also ihre Summe (ug +u, .. . +u,
+ (o + v + ... 4 v )i, Man setze do-uy .. fup=8,

9+ v1... 0, =T, also ist die Summe der imaginiren Aus-

driicke S - 77, der Modul dieser Summe (S* 4+ 7% Mit Bei-

behaltung der obigen Bezeichnung ist aber

S =mylUy + m U, + ...+ m U

T =myVy + mV, + ... + m, Vv,
also
S2 LT = (moUy +m, U ... + m U )24 (mo Vo +my ¥, .. +m,V,)?
oder, wenn man die Quadrate enlwickell und bedenk! dass
Up> +Vo?=1, U2+ V;2=1 u.s.w. so findet man
S* 4 12— mo? iy ? . F-m, 2 4 2 [mgm, (U, U, FVoVY+4-...

o omemam, (U U, Ve 7]
Nun ist aber allgemein
(Uh U+ Vi Vi* = (U2 + Vi) (U + Vi) — (0 V) — VU
und U2+ Vi =1, Up+ V2=1; der Ausdruck (O V—V, Uy
ist aber positiv oder in besonderen Fallen — 0, Mithin ist
(U Ui+ Vi V)* < 1 also auch UpUp +V, V= 1. Jeder der
Ausdricke UpgUy + Vo Vy, ... Ur1 U, 4 Vyey V, ist also < |
und hieraus folgt : o
ST m® - my 2. .. 4 m? -2 (momy ... 4~ my_1m )

d.h.SL}-Tzé{mo—{—ml...~}—m,)2 ’
und mithin auch

(8% Tg)%émo +m 4+,
Nun bezeichnet my+-m, . . . ~+ m, die Summe der Moduln
der einzelnen Ausdricke, der Salz ist also bewiesen.

90.

. Pen reellen Doppelreihen (§. 50) analog kann man auch
elne imagindre Doppelreihe durch das System

(w050 + Pos0.- 1) 4 (0,1 + o,y - ) ..o - (110, +v0,r.4)4-....
) + (a0t 01009 F (w1, 01,0 R N T OL,r. 8]

+ (#ko0-+ovr0.4) + (k14081 9) . - (g, ;f—z;k,r.z') + ...

ausdriicken.  Diese imaginire Doppelreihe wird convergiren,
wenn, nachdem man das System
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" (20,0 V008 + ... 4 (w0, F- 00, 4)

+ (wrod-vro-i) + . ...+ (wkr + k.0
herausgehoben hat, die Summe einer beliebigen Anzahl der
ibrig bleibenden Glieder, in welcher Ordnung man sie neh-
men mag, mil unbegrenzt wachsendem % und r, unter jeden
angebbaren Werth sinkt. Dies wird aber sicher der Fall seyn,
wenn die Summe der Moduln dieser Glieder'," bei unbegrenzt
wachsendem & und r, unter jeden angebbaren Werth sinkt.
Die Doppelreihe [) wird also convergiren, wenn die Doppel-
reihe convergirt, die man erhilt, indem man statt jedes Glie-
des seinen Modul setzt. Bezeichnet man nun allgemein durch

- mp,qg den Modul von upg -+ vpg4.4, so wird diese neue Dop-

pelreihe durch das System

Moo + Mop + . . ..+ my,
+ my,0 + myn -IL e My
1) L
+ mro + mr1 . ...+ ke
gebildet. R

Diese Doppelreihe convergirt aber, wenn die einzelnen
Horizontalreihen und deren Summe convergirende Reihen sind
(§. 51), unter denselben Umstinden convergirt also auch die
Doppelreihe ). ' :

Ist W der Werth der convergirenden Doppelreihe 1) und
bezeichnet man durch Wk, den Werth, welchen man erhalt,
wenn man in II) die Werthe der einzelnen Horizontalreihen
zusammenzihll | so ist W = lim W, wenn man k undrun-
begrenzt wachsen lasst, Wi, ist aber zugleich der Werth,
welchen man erhdlt, wenn man in 1 die Werthe der einzel-
nen Verlicalreihen zusammenzihlt. D.h. wenn die Doppelreihe
I) convergirt, erhdlt man ihren Werth, indem man die Summe
ihrer einzelnen Horizontalreihen oder ihrer einzelnen Verli-

calreihen nimmi.

91.
Ricksichllich der Addition und Subiraktion zweier imagi-
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nirer Reihen kann man | nach dem Vorhergehenden, die in
§. 52 ftiur reelle Reihen bewiesenen Sitze sofort auf die ima-
gindren ubertragen. Sind nemlich Ia, 2" und X427 zwei
convergirende imaginire Reihen, so halt man

2 ax 4 Zba" = 3 (a 4 b,) 3

Zaa — 2bat = 2(a, — b)) a"
Ebenso kann man in Beziehung auf die Multiplication zweier
imagindrer Reihen einen dem in §. 53 bewiesenen analogen
Satz aufslellen.

Seyen nemlich

1) o, + ez + ap2®* + .. ..

5) by + bz + byx* + . ... _
zwei convergirende imaginire Reihen, Wund W’ ihre Werlhe
und 4, + 4,z -} ... das ihrer Mulliplication enlsprechende
Produkt. Man selze allgemein a ok = wp -+ vgi, byat
= s + 43, (w2 + v2)r = my, (524 42 = n,.  Dem-
nach hat man

W = wuy-Fooitu Fori-fu vt 4 ....

W = so+toi+s +hifspt04 ...,

Sind nun die Modulreihen der Reihen4) und5) d.h. die Rethen
mg + my f my, + ...
n, +m +ny, 4.
convergent, so kann man das Zeichen des Entsprechens. durch
das Gleichheitszeichen ersetzen und hat
WW' = (ag + ey + a,z%...) (by + bz + bx* + ..)
= 4y + Az + A,z + .. .
Fihrt man nemlich, wie in §. 53, die Multiplication der Rei-
hen 4) und 5) aus, so erhill man
bya, + byajz + byu,x* + . ..
+ bxay, + .y + ...
+ byxt.ay + ...

und wenn man allgemein stall aza®, byt ihre oben einge-
fiilhrten Werthe setzl

(So+20%) (uo+v0f) + (5o + Zt) (1 +019) + (5o + Lod) {w, + Do) +- ...
S + (51 + fi){ug + 0] + (sy T 4d) () Fo19) +

6) |
z + (55F t48) (gt 0gi) +...
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Man hat also hier eine imaginare Doppelreihe, deren einzelne
Glieder die Form (s, 4 1,1) (u, + v,9) haben‘, der Modul
eines solchen Gliedes ist (s; -+ t;)’f’ (wy + v;')’Z =n, . m, ).
Wenn man nun statt jedes Gliedes dieser Doppelreihe seinep
Modul nimmt, so crhill man die Doppelreihe :
nemy + nem' A M, “+ .o
A) +4- mymy 4 n my +
4+ nomy oo
Bei dieser Doppelreihe convergiren aber nicht blos die ein-
zelnen Horizontalreihen, deren Werth
”o(mo+m1+m?+--~)
ny (me + ™ 4+ m, + )
"2(m0+m1+m2+--']
: u. . w.
ist, sondern es convergirl auch die aus diesen Horizontalrei-
hen gebildete Reihe, deren Werth (no:+ 71 + 7, + . .'.)
(my + m, + m, 4 ...} ist Diese Doppelreihe conve_rgn't.
also und mithin auch die Doppelreihe 6). Der Werth dieser
letzteren Reihe ist demnach der Summe ihrer Horizontalrei-
hen gleich d. h. .
— (sp 4 to) WA (5, +1, )W =(so+ foi + sy 10 ) W
= WWw. Aber andererseits ist ihr Werth auch die aus
ihren Verticalreihen gebildete Reihe, diese letzier'g ist aber
nichts Anderes als die Reihe 4, - A,z + ..., mithin ist
wWwW = 4, + 4+ . .-
Da die Doppelreihe A4) convergirt, so convergirt auch die
Reihe, welche aus ihren Verticalreihen gebildet ist, d. h.
die Reihe _
mgmy - (rom! - n'm) + (nomy - my - 7ym) + .-
deren allgemeines Glied
noMr + My M-l .. -+ n,.mg
ist. Hieraus folgt, dass die Reihe 4, + 4,2 - ..~ selbst

*} Denn da (sp + Lpi) (uq + oq.,',) :(SPu’I — tpvq) 4 (tPu.q + 51"Uq)i

. . (2 23 (u? 2).
so ist dic Norm (sPu.q — tpvq)‘ + (lPuq+SP'Dq)7 —(SP+CP) (uq+”q)
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wieder die Eigenschaft hat, dass ihre Modulreihe convergirt,
sobald nur die Modulreihen der Reihen 4) und 5} convergi-
ren. Da nemlich das allgemeine Glied dieser Reihe

Az’ = a.x" by, + ar-1xr-1.bx ...+ ayb.z"
ist, und die Summe der Moduln der einzelnen hierin enthal-
lenen Glieder

nom, + nyme—1 .. . 4 nomg ‘

ist, so ist nach dem in §. 89 bewiesenen Satze der Modul
von A, 2" kleiner als diese Summe. Nun wurde soeben be-
merkt, dass die Reihe, deren allgemeines Glicd diese Summe
ist, convergirt, umsomehr muss also die Reihe convergiren,
deren allgemeines Glied der Modul von A,z ist, d. h. die
Modulreihe der Reihe 4, + 4, -+ . . .

92.

Ist also ausser den zwei convergirenden Reihen 4) und 5)
auch noch die convergirende Reihe
. co H ez + c,z* + ...
gegeben und ist zugleich deren Modulreihe convergent, so hat
man auch )
(ap + avx + ...) (bg + by + ...) (eo + clfva—{—)
= (40+A1x +..) (o Fazt...) = 2 Var
wenn 37 Vz" das der Multiplication dieser drei Reihen ent-
sprechende. Produkt bezeichnet. Hieraus folgt, dem §. 53 ana-
log, der Salz: . :

Hat man eine endliche Anzahl ‘imagindrer Reihen, deren
Modulreihen convergiren, so wird das der Multiplication die-
ser Reihen entsprechende Produkt auch das wirkliche Produkt
dieser Reihen, im Sinne der Arithmetik, seyn.

Ist daher die Modulreihe. der imagindren Reihe Za =7
convergent und man hat : '

m
T a,z" F I 4,7
wo m eine ganze posilive Zahl bedeutet, so hat man auch

m

(2 arz”) = 2 4,2
Da nun 1 4+ z« immer einen bestimmlen endlichen Werth hatZ
auch wenn x ——u -} vé ist, mithin auch der Modul (w2 4027,
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so ist die Modulreihe des Binoms 1 4 &, d. h. der Ausdruck
1 + (u* + %%, weil er endlich ist, als eine convergenle
Reihe anzusehen, und es folgt hieraus, sobald m eine ganze
posilive Zahl ist, da

1+ o) + InBa"
welcher Ausdruck fiir reelle wie fir imaginare Werthe von
gill (§. 88), auch

m 7"
1+ z) =2 mBa”
p

Ist m eine gebrochene positive Zahl = 7 so hat man, auch
wenn ¢ = u + i,
P 9
r, p
[2 7%:;1'] (1 4+ 2
P P T

-_-r - r
Die Modulreihe von 3 7Ba” ist = 1B (u? + 022 und in die-
ser Modulreihe ist der Quotient zweier aufeinanderfolgender
Glieder

d r P

o = — (r—=1
Bubon® g T
P 1 r

1B ot

Die Modulreihe wird also convergiren wenn (u? + 02)*11 < 1
(vergl. §. 56) und mithin hat man dann

4

il P
(1 + =) = 2 98Bz
| r, ‘
Ist (u? +02)%>> 1 so divergirt die Reihe = 782" (nach §.89),
dann muss das Zeichen des Entsprechens bleiben. - Ebenso
P

-r
folgl, dass die Modulreihe von 3 - Y8a", wenn . =u + v,
. 1 -
eine convergente Reihe ist, wenn (u? 0% < 1, nun isl
_r
—r — 7T
3 IPx" .3 IPar F 1

also, wenn {(u?- v2)? < |, auch
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und (1 4+ 27 = == > 1P
3 IBar .
Ist w2 + o2 = 1 mithin auch (u® 4 v*2 = 1 so geht die
P P

Modulreihe von 37" in 1 + 9%1 - ... iiber, welche Reihe,
wie frither bewiesen wurde, convergirt (§. 63). Also ist auch
in diesem Falle
r P
1+ 27 = = "8
Ebenso folgt aus dem dort Bewiesenen, dass wenn u?}-v?—=1
auch '
P Ld
1 4+ 20?7 =3 18z

sobald §<l, indem dann die Modulrethe X qSZri convergirt.
Auch wird es unnithig seyn hier nochmals nachzuweisen,
dass diese Silze ihre Gellung behalten, wenn der Exponent
des Binoms eine irrationale Zahl ist (vgl. §. 57). »
Verbindet man das Vorhergehende mil dem §. 64“, so hat
man nun das allgemeine Resultat: Ist x — » 4 vi, wo s0-
wohl » als v auch Null seyn konanen, so gilt die Gleichung

m L
7) (1 4+ x) = 3 mPBa
fiir jeden Werth vonm wenn (u® 4- 022 < 1. st (u?-} qu)é: 1
so gilt-sie fiir jeden Werth von m zwischen m = — 1 und
m = o, sobald nicht x =% = —1 (in welchem Falleo =0

seyn muss), in diesem letzleren Falle muss m positiv seyn.

Ausserdem gilt die Gleichung fiir jeden Werth von x sobald.

m eine ganze posilive Zahl ist. In allen iibrigen Fallen ist

,
SmPBx” eine divergirende Reihe und man muss dann statt des

Gleichheitszeichens das Zeichen des Entsprechens selzen. - st
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m cine gebrochene posilive oder negative Zahl P s sagl die’
q .

Gleichung 7) wieder nur, dass Zmi)rixf eine Zahl ist, deren
gte Potenz der plen Potenz von 1 4 x gleich ist, und es bleibt
daher wieder die Frage, ob es nicht noch andere Ausdricke
giebt | welche dieselbe Bedingung erfiillen (vgl. §. 65). Diese
Frage wird spiler (§. 113} beantworlet werden, '
S aor .

3 b, x"
und sind die Modulreihen der imaginidren Reihen I b, x” und
X A, x" convergirende Reihen, so folgt mithin aus

Sbx" . 3427 § Saz

Ist F 34,

auch Zb.x" . ZA, 5" = Za,z (§ 90)
2 ayz”
=2 _ 3 r

und b, A x

Neuntes Kapitel

Die Exponentialgrossen mit imaginiren Exponenten.
Sinas und Cosinus reeller Zahlen.

93.

Setzt man in der Reihe, welche den Werth von ¢* angiebt
(Kap. 7 Form. 5), slatl xiiberall » - vi so erhidll man die Reihe

o e po)d | (el
Pt + s s Tt
welche offenbar fir jeden endlichen Werth von u - vi, con-
vergirt, da ihre Modulreihe '

2 2 %) 2\3 o
D b ot u1+; Jr(11.4;.v3)' S

. . N . [
convergirl, wie man sogleich siecht, wenn man (u*-4-0?)7=x
setzl.  Den Werth dieser imaginiren Reihe bezeichnen wir

ntoi . z
durch das Symbol e , so dass nun allgemein unter e der.
2

X

1.2

Werth der Reihe 1 4+ x 4+ . verstanden wird, wel~
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chen (endlichen) reellen oder imaginiren Werlh die Grisse x
haben mag.

Sobald aber x keine reelle Zahiist, sind wir auch nicht
mehr berechtigt auf das in Form einer Potenz geschrie-
bene Symbol ¢* die Regeln anzuwenden, welche die Arith-
melik bei der Multiplication, Division und Potenzirung der Po-
tenzen mit reellen Exponenten unachweist. Wir kionnen aber
beweisen, dass die charakieristische Eigenschafl der reellen
Potenzen, auf welchen jene Regeln beruhen und welche durch

=ty

. x P . .
die Gleichung e . e/ = ¢ ausgedriickt wird, auch dann
noch statt findet, wenn eine der Grossen x, y oder jede ima-

gindr ist, so iass wir mil Recht den Ausdruck gu+m als eine
Potenz mit imaginirem Exponenten, oder, insofern u-l- vi ver-
schiedene Werthe annehmen kann, als eine Exponentialgrésse
mit imagindrem Exponenten ansehen werden (§. 79).

94.
Dies zu beweisen dienl folgender Satz:
Wenn man zwei imaginire convergirende Reihen
a) a, + ayz -+ a,z* . '
b by + by byt +
hat, so dass W der Werth der ersten, W' der Werth der
zweiten ist, und man bildel aus ihnen eine neue Reihe da-
durch, dass man aus den zwei Elementenreihen
Gy, @ Ay . . -
by by by . ..
die Variationen der zweilen Klasse bildet, jede Form az b, noch

mit a;kyl multiplicirt, und dann alle so gebildeten Ausdriicke
{in welchen alle Elemenle jeder Form als durch Mulliplication
verbunden angesehen werden) so zusammenaddirt, dass alle
Ausdricke, bei welchen die Summe s der Exponenten der
darin enlhaltenen Polenzen von x und y dieselbe ist, zusam-
mengestelll und als das ste Glied der neuen Reihe belrachtet
werden, so wird diese neue Reihe die Form

) agby+(bpazbragy) 4 (boa,z® + biaz'y '+ ab,y?) ...
haben. Sind nun die Modulreihen der Rejhen a) und b) con-
vergent, so wird auch die Reihe ¢) convergiren und ihr Werth
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Www seyn. Dieser Satz ist oilenbar eine Verallgemeinerung
des in §. 91 riicksichtlich der Mulliplicalion zweier imaginirer
Reihen bewiesenen. Denn selzt man y = =z, so gehen die

Reihen a) und b) in die dortigen Reihen 4) und 5) iiber, und
die Reihe ¢) in die dorlige Reihe 4, 4+ 4,z + 4,27 +

In der That haben wir auch nur den dort gegebenen 'Bewem
zu wiederholen und konnen uns deswegen hier kirzer [assen.

. . K .
Man selze nemlich wicder allgemein a2 = u; + v

b= s+ by w4 oot = g (52 gt =
Die Modulreihen der Reihen a) wand b) sind also beziiglich
dj m,+ m, + m, + . ...
: e) n, + n, + ng
iln‘d die Reihe ¢) geht in :
f) (so‘l"oi)(“o—l‘voi)‘*‘[so_f‘toi)(ux“*‘”1i]+(50+toi)(u2 F a8
+(s, HaDugFvoi) s+ L) (w019
+ (s24-228) (w5 + 0g0)
iiber, so dass diese Reihe f) vollkommen mil der Reihe 6)
des §. 91 dbereinstimmt, lhre Modulreihe ist daher auch wieder
n,m, + n,my + memy, + ...
+ aymy, +nom, + ..
+ n,m, 4 . . .-
welche, wie in §. 91 bewiesen wurde, convergirt, weil die
Reihen d) und e) der Vorausselzung gemiss, convergiren.
Mithin convergirt auch die Reihe f) und ihr Werth ist die
Summe ihrer Horizontalreihen oder WW'. Aber ihr Werlh
ist zugleich auch die Summe ihrer Verlicalreihen, welche wie-
der nichls Anderes als die Reibe ¢) isl. Also
WW = ayb, + boayz 4+ . . - -
+ aob,y

Nun haben wir brw;esen dass so“'ohl die Reihen

e ==

eV =1+ y+ ]_y_2 +
als auch ihre Modulreiien convergiren, auch wenn @ und ¥

imaginire Werlhe sind. Selzt mau also dicse Reihen statt der
12
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Reihen a) und b) so genigen sic den gemachten Voraus-

setzungen. Die Reihe c¢) wird hier

x‘l y‘l
R e e
und das allgemeine Glied dieser Reihe isl
n n—1 - on—-2 n-r r n

")

T T Yy

+; +1( )12 +|(' )t T 1m

lLa' 1 (n—l
Bezeichnel man dieses allgemeine Glied durch §, so ist

e e =148 + 8+ ....+8 +...
Nun ist
S 2 [ @ ey (]
:]a:" Zﬂ%()
7zOn

oder, da n eine ganze positive Zahl ist, (vgl. §.41 Form.31)

o xB® r ‘yr
5 —1..712”%(—:;)

n

Sey nun £ = p + ¢i; y = [ 4 gi, so S
z p+ g

_(f +2.qz) (pz—qZ)zfz;ﬂ-yg _gf—ﬁ{ i Selzl man
PP+ q »” +q p* + ¢*
o + g9 gpp — 9 _ y

daher " ——— — 4, v, so ist = = ;
P+ ¢ P>+ ¢ SO = u

mithin (§. 92)
b nsrB ¥y _ -+ LAY
(:z:) (] T

und
1 Y a;—l—g/),.
Sp = — — =
e an (1 4 ) -
Demnach _
2 n
N e T T
¢ e LS Tt A e iz .t
d.- h.
I ex.ey=e1+,y

e
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95.
In dem besonderen Falle, wenn man i slalt z selzt, wo
nun & wieder eine reelle Zahl bedeutet, erhdll man

?9) =14z +(“ ( ) st g ,,_) R
wofir man auch schrelben kann
i (ai)? (ai)*

e =l+35t1233 T

. z342 5%
titt s tiesas o)
oder da ¥ == | ] oder — | je nachdem r gerade oder
ungerade ist,
) =i z2 z*
Voo =l vtz
. z3 x3
Tty tiesas )

Die Werthe der hier zum Vorschein kommmenden Reihen fih-
ren in der Analysis besondere Namen. Man setzl nemlich

4 ] z? x* x5
Joese=l—y—=+ 1533 " T2.6 "
3 5 7

5) sin x — x —

*
T2t T2 T e )
Zwar haben die Zeichen cos und sin schon eine bestimmnte
Bedeutung in der Trigonometrie. Es wird auch spater von
dem Zusammenhang der Reihen 4) und 5) mit der trigonome-
trischen Bedeutung von cos und sin die Rede seyn.  Vorldu-
fig aber sehen wir ganzlich von diesem Zusammenhange ab
und betrachten cos « und sinx nur als analytische Kunsl-
ausdriicke, durch welche die Werthe der zwei convergiren-
den Reihen 4) und 5) bezeichnet werden.

Zunichst folgl aus 3)

6) e = cosa + sin x .1
und

—at R .
7) e = co0Ss x — sin x .1

‘) Das Zcichen cos spricht man Cosinus aus, das Zeichen sin
aber Sinus.
2%

<
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also wenn man diesc Ausdricke mit einander mulliplicirt
{(Form. 1)

38) € = 1 = (cos x)? 4 (sin x)?
Addirt man zuerst die Formeln 6) und 7) und sublrahirt man
dann die zweite von der ersten; so erhill man

xi 4 —zi
e e
9) €08 T == —
5 -
feox 3 -t
. e — ¢
10) sin x =— L
2
Ferner wenn man die zwei Gleichungen
xt .
e =— cos x + sin = . i
yi . .
€ = cosy + smy .

mil einander mulliplicirt

(z+y)i o . R Ly
e = C0S ¥ C0SYy —sinx siny -+ i(sin x cosy - cosz sin y)
da aber
(=z4y)i ) :
e = ¢os (z 4 y) -} sin (v + y) i
so- folgt
11) cos (x+y) = cos x cosy — sinwsiny
12) sin (x~}y) = sin x cosy - cos x sin y
Ebenso findel man aus
ez‘i ' e—yi — e(z—y)i
13) cos (x —y) = cosx cosy - sinx siny
14) sin (x —y) = sinx cosy — cos x sin y
Multiplicirt man demnach die n Ausdricke ¢™' . e e
mil einander, so dass man e e ataattan

hat, so folgt
15} (cos ay 4 sinay .3) (cos a, + sin a;.4) ... (cos a, sina, i
= cos(a, +ay4-...a, )+ sin(a, 4-a,.. + a,}i
Setzt man hier
‘11:“2‘—"“5---:“ = a
so erhalt man

16) (cosa 4~ sina. 4" = cosna + sinna.i

18]

96. )

Will man fiir jedes gegebene reelle x den Werlh von e
berechnen  also ein imaginares Polenzensystem mil
der Basis ¢ und dem Exponenten xi, so folgl aus 6) dass man
nur ¢os x und sin = zu bestimmen hat. In dieser Bezielung
ist nun zunichst zu bemerken, dass man die Werthe von cosx
und sin x nur fur alle positiven Werthe von x zu finden
brauchl. Der Werth der Rethe 4) bleibt nemlich ungednderi,
wenn man —a slall @ setzt, wihrend in der Reihe 5) alle
Glieder durch dicse Substitution das enlgegengesetzle Zeichen
erhalien.  Man hat also

17) cos (— x) — cos x

18) sin (— x) = — sin x
Beschranken wir uns daher auf die positiven Werthe von x,
so ist ferner zu bemerken, dass man nicht die beiden Werlhe
cos x und sir o sondern nur einen derselben unmittelbar zu
berechnen braucht | indem man aus jedem derselben den an-
deren ableiten kann. Denn aus 8) folgt

19) cosz = = /1 — (sina)?

20 sing = * /11— (cosa)?
wo also nur das zweideulige Zeichen noch genauer zu be-
stimmen ist, was sogleich geschehen soll.

Mag man nun siznz oder cos ¢ auswihlen, so braucht
man den Werth nicht {ir jedes « besonders zu berechnen,
sondern, wenn man von  — 0 ausgehl, so wird man von da
bis zu einem bestimmten Werlh von &, welcher aus einem
spater zu erdriernden Grunde 27 heissen soll, fir keine zwei
dazwischen liegenden Werthe von z, zugleich fir sinz und fir
cos z denselben Werth finden, wenn man nicht blos den ab-
soluten Zahlenwerth sondern zugleich das Zeichen beriicksich-
tigt. Fir « = 27 erhailen sin und cos wieder denselben Werth
wie fir x = 0 und es wiederholen sich zwischen x = 2n
und x = 4 genau dieselben Werthe in derselben Ordnung,
so dass, wenn a < 2m, sin (2% + a) = sina und cos (27 + a)
= cos a. Dieses Verhiallniss wiederholt sich nun immer fort
in derselben Weise, so dass allgemein, wenn m eine ganze
Zahl bedeutel, cos (2mm + a) = cos o und sin (2mr -+ b)=sin a.
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Man sagt daher sin und cos seyen periodische Funktionen
von x, indem man hiermit ausdriickt, dass immer dieselben
Werthe in derselben Ordnung wiederkebren, wic auch =
wachsen mag.

97.

Um diese wichtige Eigenschaft von sin und cos nachzu-
weisen, bemerke man zunidchst dass sich unmittelbar aus den
Formeln 4) und 5)

cos (0) = 1, sin (0) = O
ergiebt.  Ferner zeigen diese Formeln, dass sin x und cos x
posiliv seyn miissen, so lange x positiv und nichl grosser als
die Einheil isl. Denn in beiden Reihen ist unter dieser Vor-
aussetzung jedes Glied kleiner als das vorhergehende, wih-
rend die Zeichen abwechseln. Man hat daher (vgl. §. 59) so
lange » <1 und zugleich x >0

x2
1 — —
cos x > 3
. 3 . . 3
sin x > x — 1973 oder stn % > x (1 — T?Ti)

also cos = und sin x positiv und grdsser als Null.  Aus 8)
folgl aber, dass sowohl sin x als cos z nur achte Briche oder
die Einheit sind, und zwar muss cos x oder sin z Null seyn
wenn sin z oder cos« die Einheit seyn soll. Mithin missen
sowohl cos z als sin z fir alle Werthe von «, die grosser als
Null und nicht grosser als. die Einheit sind, posilive &chle

1
Briche seyn. Nun ist cos (0) =1, cos(l) > -, sin(0) =0,

. 5 . : ,
sin (1) > 5" Zwischen diesen Grenzen muss aber cos = im-

mer abnehmen und sin# immer zunehmen. Hat man nem-
lich fir eine Zahl ¢, welche zwischen 0 und 1 liegt, cos a
berechnet, und ist & + b > a und ebenfalls zwischen O und 1
enthalten, so ist nach 1)

cos (- b) = cosa cosb— sina sin b
nun sind, wie eben bewiesen wurde, cos a, sin a, cos b, sin b
simmllich posilive #chle Briiche, man hat also cos (¢ + &)
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« cos @ cos b und um so mehr cos(a-} b) < cosa. Ebenso

ist nach 14) _

' sin (a— b) = sin a cos b — cos a sin b

also wenn a und b beide zwischen 0 und 1 liegen und.a> b
sin (@ —b) < sin @ cos b, um S0 mehr sin{a —b) <.szna

Fir jede Zahl @ zwischen 0 und 1 hat also so-wohl sina a'ls

cos = cinen anderen Werth. Schreibt man die Reihe 4) in

der Form

z? z* z6 ___ia,, _
“’”:1’1.z+1.2.3.4”(1.._6 1..8)

so folgt auch noch (§. 59) 1

1
cos (N <1— 3 35+ 7234
d. h. cos(l)< 054... und umsomehr cos (1) < 0,55.
[ndem nun cos.z swischen z =10 und ¢ =1 forlwihrend
abnehmend, alle Werthe durchlauft, welche zwisch.en 1 und
einer Zahl, die >>0, 5 und < 0,55 ist, enthallen sind, muss

er auch einmal zwischen diesen "Grenzen den Werlh 175

— 0. 707... erhalten*), d. h. es muss zwischen 0 und 1 eine
= 0,

Zahl k geben, fur welche cos k = m, nun st sin &

— /1 — (cos k)* also auch sin kb = Es giebt also zwi-

elche die Eigenschaft hat, dass
wischen diesen Grenzen auch
Sobald nemlich sinz und

schen 0 und 1 eine Zahl & w
sin k — cos k. Bs giebl aber z
nur eine einzige Zahl dieser Art.

1L
cos z gleichen Werth haben, muss jede dieser Grossen = 1—/:2

weil dann in Folge der Formel 8) . |

in z)* cos z)? == 2(sin 7)® = 2{cos z)? = '
e | oder kleiner als cosk seyn, je
| liegende Zahl z kleiner oder

seyn,

Nun muss aber cos o grosser
nachdem die zwischen 0 und

*) Es ist nemlich nicht zu ubersehen, dass sich cos «, weno T
sich allmalich dodert. ebenfalls allmilichund nichlelviva sprung-
weise andert. Denn ist b eine sehr kleine Zahl, 20 ist cos b der
Einheit sehr pahe, wihrend sin b sehr klein ist; dann ist auch cos(a+6)

sehr wenig von cos o verschieden,
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grosser als k ist; die Zahl £ ist folglich die einzige zwischen
Null und 1 liegende Zaht, bei welcher der Cosinus den-Werth

1
17_5 hat.

Selzt man nun in Formel i)

x =y =k
so folgt
cos 2 k == cosk cosk — sink . sink
also da cos k = sink
2N c0s2 k = 0
98.

Es ist hierdurch nachgewiesen, dass es zwischen 0 und
2 ecine Zahl giebt, fir welche der Cosinus Null ist; und cs
folgl hieraus zugleich, dass sie zwischen 1 und 2 liegt. Lige
sie nemlich zwischen 0 und I, so miisste ihr Cosinus zwischen
I und 0, 55 liegen. Auch ist klar, dass es nur eine cinzige
Zahl dieser Art zwischen diesen Grenzen giebt | weil es sonst
auch mehr als eine Zahl zwischen 0 und 1 geben misste, fir
welche Cosinus und Sinus denselben Werth haben. Demnach
folgt aus 20)

sin2 k= =+ 1

Die Zweideutigkeit des Zeichens ist aber leicht zu heben.
Denn aus 5) folgt

s_in‘_)/f:Zk-zsk‘S 4 25 k5 N 27 k7 29/‘9_—?11_/:11 ‘
B 1.2.3 i...5 1..7 1...9 1...11 t+ -
oder
252 515 97 ] ]
sin 2k — 2k (I— ot | 2R, 2 ifﬁ(,_ﬁH
2.3 1.5 6.7 1..9 10.11

nun ist th < 2 also 2%k* <2 4, um so mehr 2242 < 6.7
22k <10 . 11 uw. s w. ’ ' ’

o . ) 22k2 . . .
mithin sin 24 > 2k (1— 5 3), um so mehr sin 26 >

4
2k (1 — E) also sin 2% positiv und zwar
22) sin %k = 1

Man betrachte jetzt eine Zahl a welche zwischen | uﬁd Rk
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liegl und selze a=—2k—-b. Da 2k < 2, so muss mithin
b <1 seyn. Ferner .

cosa = cos(2k— b) = cos2kcosb + sin2ksinb = sinb

sina = sin (2k — b) = sin2k cosb — cos 2k sinb == cosb
Hieraus folgt, dass auch fiir jede zwischen 1 und 2k liegende
Zahl a sowohl cos @ als sina posilive Hchle Briche sind, und
zugleich, da jedem beslimmten @ ein bestimmies & entspricht,
dass es zwischen diesen Grenzen nichl zwei Zahlen giebt, fur
welche Cosinus oder Sinus denselben Werth haben.

Es folgt hieraus f{erner, dass es, um die Werthe der Co-
sinus und Sinus aller Zahlen zwischen 0 und 2k zu erhalten,
geniigt, die Sinus oder Cosinus aller Zahlen zwischen O und k&
umnittelbar zu berechnen. Denn, wie schon oben (§. 96) be-
merkt wurde, kann man immer aus dem bekannten Sinus den
Cosinus und umgekehrt finden. Gesetzt also, man habe die
Cosinus aller Zahlen zwischen O und k mit Hilfe der Reihe 4)
berechnet, so findet man daraus die Sirus dieser Zablen.
Wird nun der Sinus oder Cosinus einer Zahl a gesucht, welche
zwischen £ und 2k liegt, so sclze man a = 2k — b, nun ist
b < k, mithin sind sin b und cos b bekannt, also auch cos a
—sinb und sina = cos b. Je grosser aber a ist, desto
kleiner ist &, desto kleiner ist also auch sind und deslo
grosser cos b.  Die Cosinus nehmen also auch von k&, wo
cosk = sink bis 2k wo cos 2k = 0, fortwahrend ab, wih-
rend die Sinus zwischen diesen Grenzen fortwihrend zuneh-
men. Wir konnen daher jelzt sagen, zwischen z = 0 und
x — 2k nimmt cos « fortwahrend ab, sin  forltwihrend zu.

99.

Man habe nun irgend eine posilive Zahl x; so kann man
dieselbe immer — n .2k + a selzen, wo n eine ganze posi-
tive Zahl oder Null bedeulel, und a eine Zahl welche zwischen
0 und 2k liegt, oder auch = 0 ist. Alsdann hat man

23) P R O

= (cos 2k + sin 2k, )" (cosa 4 sina.i) = i* {cos a - sina.z)
aber auch -

24) L I (n.2k + a)+sin(n. 2k - a)i
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also
25)  cos(n.2k+a)4sin(n. 2k - a)i = " (cos a -} sin a.4)
Es sind nun verschiedene in dieser Formel enthallene
Falle zu unterscheiden. '
l. Es sey a=0 also z ein Vielfaches von 2k, so isl
cosa=1, sina=0 also nach 23)

2nki n . .
e = 1 = cos 2nk - sin 2nk.i

Ist m eine durch 4 theilbare Zahl, also n=4[, so isl i" = 1
mithin

cos 2nk = 1, sin2nk=20
Ist = durch 2 und nicht durch 4 theilbar, also n =41+ 2, so
ist i" = —- | und

cos 2nk = — 1, sin2nk =0
Ist » einc ungerade Zahl, welche durch 4 getheilt den Rest
I giebt, also n — 4/4- 1, so ist i =4 und mithin

cos 2nk — 0 sin 2nk = 1
Ist endlich n ungerade und gieblt durch 4 getheilt den Rest3,
also n=4l-43, so ist " = —+¢ und

cos 2nk =10 sin nk= — 1

Il. Es sey a nicht Null. Danu folgt aus 25)

{(2nk+a) . n41 n

e +): szna.z+ ~+ cosa.i

Wi b b . . . n4-1 n
le aber n beschaffen sey, immer ist sina . +cosa.i

eine complexe Zahl, d. h. €” ist eine complexe Zahl so-
bald # kein Viclfaches von 2k ist, wihrend nach dem Vor-

hergehenden, wenn 2 cin Vielfaches von 2k ist, e den reel-
len Werth 1 oder — 1 hat je nachdem =8Ik oder (814 4k
ist, und den rein imagindren Werth i oder — 4 je nach-
dem x = (814 2)k oder z = (814 6)k

Je nachdem nun n = 4/, 41 + 1, 4042, 41 4 3 folgt
weiler aus 25) dass cos (2nk 4-a) + sin (2ak + a)i = cosa
+ sin az, oder —=i(cosa -+ sina.4) oder — — (cos a+ si'na;i)
oder endlich = —i(cosa 4 sina .4} ist. Mithin:
wennn=dl, cos(2nk+-a) == cos a, sin(2nk-a)=sina
wennn=4/4-1, (cos 2nk-}-a)=—sin a,-sin{2nk-}-a) = cosa
wennn=414-2 cos(2nk+ a)=——cosa, sin(2nk-}-a)=—sina
| wennn=4/4-3, cos(2nk+-a) =sina, sin(2nk+a)=—cosg

26)
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Aus dem Vorhergehenden ersicht man, dass cos x und sin x
fiir jedes x, welches grosser als 2k ist, bekannl ist, sobald
wan die Werthe dieser Grissen fir alle zwischen 0 und 2k
liegenden Werthe von x kennt und mithin, nach §. 98, dass
man cos x und sin z fir jeden Werth von x kennt, sobald
nur cos x oder sin x fir alle zwischen 0 und % liegenden
Werlhe unmiltelbar berechnet sind. Aus 26) ergiebtsich, dass
sowohl cos als sin wieder dicselben Werthe annehmen, so-
bald man von einer Zahl a zu einer anderen iibergelt, welche
um 8lk grosser ist. Und umgekehrl missen zwei Zahlen,
welche densclben Cosinus und denselben Sinas haben, um Blk
verschieden seyn. Isl nemlich cosa = cos b und sina = sinb,

. a bi (a—b)i . .
so ist e — e also e = 1 und mithin, wenn a die

grossere Zahl ist, a — b = 8lk, da nur, weun x = 8lk,
ED) . . .
e =1 seyn kann, wie oben bewiesen wurde. Zwischen 0

und 8k giebl es also keine zwei Zahien, welche zugleich den-
selben Sinus und denselben Cosinus haben, von 8k an aber
wiederholen sich fortwihrend dicselben Werthe dieser Grissen
in derselben Ordnung, so dass allgemein jede Zahl von der
Form &Ik -4 a denselben Cosinus und denselben Sinus wie
die Zahl a, welche kleiner als 8k ist, hat. Hiermit ist die in
§. 96 ausgesprochene Eigenschaft, nach welcher Cosinus und
Sinus periodische Funktionen sind, nachgewiesen. Die
Zahl, welche wir im Vorhergehenden 8% genannl haben, wurde
dort durch 27t bezeichnel und diese Bezeichnung soll von nun

. . "
an immer gebrauchl werden, so dass slatt k& immer n geselzl

wird. Es wird daher angemessen seyn; die vorhergehenden
Ergebnisse, in dieser Bezeichnung ausgedriickt, nochmals zu-

sammenzusiellen. Es ist

7T | 7T

/cos(O):: 1, sin(0)—=0, coss — sin = ]7):, cos é—;O,s.i1zg:l

4 1
= 1, cos2nx = 1, sin2n = 0
l i . <
- 8521—*_:,)”':’ 1, cos{2l4 D= —1, sin (2141w =0
PN cos (20 1w =0, sin (20§ 4w =]
BRI s (20 + §)m=0, sin(2l+ Yrw—=— 1

o — (cosa + sina.i)=cos(l. g+a)+sin(1.g—}—a)i

2lm
e

A
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cos[2m T a] = cosa sin[2Unta] = * sina
26) cos[2lL Nyt a]l = — cosa  sin[[2(+1)nFa]= sina
cos [(2+4)r Ta]l = sina  sin[2I+4)nE a] = cosa
cos (U433 T al=tsina sin((21+3n 0] =—cos ¢
Man findet naxm,nllxch
P ; Lori 3ni
29) 6271:1, emz——]}eﬂﬂzi, M= i
100.

Nach dem Vorhergehenden hat ¢ fiir jeden zwischen 0
und 27 enthaltenen Werth von z einen besonderen Werlh,
dieselben Werthe
Hierin liegt ein wesentlicher Unter-

dagegen wicderholen sich, von x=2n an,
in derselben Ordnung.
schied zwischen dem reellen Polenzensysteme und dem ima-
gindren.
sonderes €%,

Im ersteren enisprichl jedem besonderen z cin be-
da mit wachsendem z auch ¢ wachst (§ 82),

* denselben Werth. fiir alle Zahlen hat, die um ein
Viellaches von 27 verschieden sind.

wihrend e

Um ein vollstandiges imaginares Polenzensystem zu be-

- For)
rechnen, d.h. zu jedem x den Werlh von e zu finden, wire
es nur noch nothig die Werthe von cos = oder sin x fir alle

zwischen =0 und z = 7: liegenden Zahlen urspriinglich zu

berechnen. Will man zu diesem Zwecke Tafeln anfertigen, so

wird es natiirlich nicht méglich sein, dass dieselben alle Zahlen
v
enlhalien, welche zwischen ¢ =0 und z = T liegen, da de-

ren Anzahl unendlich gross ist, sondern man wird sich zu-

nichst damit begniigen, von einer posiliven Zahl a, welche
man so klein nehmen kann als man will, auszugehen, und fiir
alle Vielfachen dieser Zahl @, 2e, 3o ... die Cosinus oder
Sinus zu berechnen, bis man an ein Vielfaches ne kommt

b3 n
welches entweder =— T oder so beschalfen ist, dass T ZWi-
schen (n— lla und ne enthallen isl.  Wir haben zwar noch

- . T .
nicht angegeben, wie gross n ist und wie man dessen Werth

e
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direki berechnen kann, was erst spiter (Note IX) geschehen
wird.  An dieser Stelle wird es aber geniigen zu bemerken,
dacs diese Zahl die einzige zwischen den Grenzen 0 und 1

fur welche Cosinus und Sinus denselben Werlh haben und

:172

oder 5) statt = allmilich andere Zahlen selzt,

sind, wan wird daher, indem man in den Formeln 4)

sich sehr bald

dem Werthe von % mit jedem beliebigen Grade von Genau-

igkeit nahern kénnen¥) Um aber die Cosinus oder Sinus ir-
gend eines Vielfachen von azu finden, wird man diese Werthe
nicht jedesmal wieder aus den Formeln 4) oder 5) unmiltelbar
sondern kann sich hierzu folgendes ein-
Ans 1}) findet man, wenn man

berechnen miissen,
facheren Verlahrens bedienen.

= y selzt
! " cos 2w = (cos @)2 — (sin z)?
also nach 8) '
cos 2z = 2(cosx)* — 1 = 1 — 2 (sin x)*
und mithin
1 4+ cos 2z
(cos x)? = —=5—
1 — cos2x
(sin z)? = —=—

Man gehe daher von einer Zahl aus, die nicht grosser als

T ist und deren Cosinus oder Sinus bekannt ist, also am ein-

fachslen von % selbst. Man setze diese Zahl = 2z, so findet

man miltelst der vorhergehenden Formeln (cos :z:)?: (cosg)2

n . .
und (sin z)* == {sin )*; sind diese Grossen berechnel; so

findel man aus ihnen, oder viclmehr aus iliren (positiven) Qua-

Y Und zwar hat map fGr x nur die Zahlen zu selzen, welche

. n . PR
grosser als 1 sind, da man weiss, dass * zwischen 1 und 2 liegt

(§- 98) also : >4 ist.
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T

8

: 7 . "
dralwurzeln cos 5 und sin vermoge derselben. Formeln,

T 2 2
(cos TB) und (sin 1—7:)) . Indem man dieses Verfahren forisetzt,

3 .o -
kann man daher ces — und sin ok berechnen, wo k jede

2k
beliebige Grosse uberschreiten kann.  Ist £ gross genug,
7T .
so selze man 5F = @, man kennl also nun cos @ und sin a.

Um nun aus cos e die Werthe von cos 2, cos 3a u. s. w. oder
aus sinea die Werthe von sin 2a, sin 3e u.s. w. zu finden,
selze man z—=na, y=—=«, dann geben die Formeln 11)und 12)
30) cos(n 4 lle = cos ne cosa — sin na sin
31) sin{n+ e = sinna cosa -+ cosna sinea
Selzt man also =1, so findet man, vermittelst dieser For-
meln, cos 2e oder sin 2c aus den bekannten cos e und sin o,
chenso, wenn man dann =2 selzl, cos 3a oder sin 3z aus
den bekannten cos 2z und sin 2« u.s.w.

Um nun auch noch Cosinus und Sinus einer Zahl zu fin-
den, welche zwischen zwei Viellachen von @, elwa zwischen
ka und (k4 1)e enthalten sind, und also nicht in den Tafeln
vorkommen, kann man sich einer annihernden Berechnung
bedienen, welche mit der frither crlaulerten Einrichlung der
Proportionaltheite (§. 86) Aehnlichkeit hat. _

Ist nemlich.e so klein, dass der Einfluss der Glieder,
welche eine hohere Polenz von « als die erste; enthalten, auf
die aus 4) und 5) berechneten Werlhe von cos @ und sin &
weniger belragt, als die Grenze, bis zu welcher man diese
Werllie genau berechnen will, so kann man also in diesen
Formeln die hoheren Potenzen von « vernachlissigen und hat
niherungsweise

cose —= |, sina — a
Demnach ist auch naherungsweise nach 30) und 31)
cos(n+tjee = cos ne — o sinno
sin(n—+ 1) = sinne -~ a cos ne
oder wenn man ne=—a, « sinna — asina — d, a cos N

= a cos a = D selzt,
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cos(a+ta) — cosa = — d
sin (a4 &) — sina = D
Selzl man aber 2 staut «, wo m irgend eine Zahl bedeutel,
m . .
. d . D
die grosser als 1 isl, so gcht d in - und D in oy iber, und
man hat
o cosa — cos (@ @)
cos(a—{—ﬂ—ﬂ:cosa—— P
. o . sin (@ +- o) — sina
sin (a 4 7;) = sina+ —
Um also cos (a—f—ix—) zu finden hat man nur von cosa den
m
mten Theil der Differenz cosa — cos(a+ @) abzuziehen,

a . . . . o
und um sin (e + —) zu finden, hal man nur zu sin a die Dif
m

ferenz sin(a+-a) — sin o zu addiren.
’ m

101.

la der That ist es aber nicht nolhig solche Tafeln far die
Zwecke der Analysis zu berechnen, indem sie schon ldngst zu
einem anderen Zwecke berechnet sind, allerdings in einer Form,
welche noch eine einfache Rechnung nothig macht, wean m'an
sie zu analytischem Gebrauch verwenden will.  Es sind -dleS
die trigonomelrischen Tafeln, in welchen die Sinus und Cosm_us
der Bogen von 00 bis 45° angegeben sind und deren Ein-
richtung hier als bekannt vorausgeselzt werden Qarf. Selzt
man den Halbmesser des Kreises, zu welchem dxes.e Bogen
gehoren, der Einheil gleich und bezeichnet man die trlgqnome—
trischen Sinus und Cosinus durch Sin und Cos, um sie von
den analytischen zu uanterscheiden, so hal man, wie aus den
Elementen der Trigonomelrie bekannt ist,
(Cos k? + (Sin k)* =1 .
Cos(z+y) = Cosz Cosy — Sinx Siny
Sin(z-+y) = Sinz Cosy + Cosx Siny
Cos (0) = 1 Sin (0) = 0
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Diese Gleichungen sind genau dieselben, wie wir sie fir die
analytischen cos und sin gelunden haben.  Auch nehmen zwi—
schen 00 und 45° die Cos ab und die Sinus zu wie cos und

sin zwischen den Zahlen 0 und % Fir 435° sind (Cos und

Sin gleich und daher jede dieser Crbssen ]/l-?—, also
r i 4
Cos 450 = cos g, Sin 459 = sin T

In Folge der erwihnten Uebereinstimmung der Formeln, kann

man ebenso aus Cos 450 yund Sin 459 wieder Cos 4%0 und

. 450 . T T
- Sin > finden, wie aus cos 7 und sin T aben cos g und

.o
sin o gefunden wurde, und man hat daher auch

450 b1 450 7
Cos —— _ — in —— =— sin —
3 cos g Sin 2 sin 8
. ) 450 3
und allgemein wird man Cos — und Sin —41 ebenso aus
k-2 k-2
2 2
Cos 450 und Sin 450 ableiten, wie friher cos —7: und sin
2 2
3 .
aus cos r und sin T gefunden wurde. Mithin ist auch
450 450
Cos oy — C0s f};, Sin i = sin L
2 2 27 gk
. T 4 0
oder wenn man wieder - — ¢ selzt und @V stall 4—5 schreibt
k k-2 '
2 2
Cos 90 = cosa, Sin 90 = sin &

Indem man also von 9% ausgehl, kann man nun wieder daraug
Cos 290 und Sin 2¢0, Cos 30 und Sin 30 allgemein Cos ng? und
Sin ngo finden, bis wman wieder an Cos 450 und Sin 450 kommt.
Damit wiren die irigonomeltrischen Tafeln. berechnet.
Hat man also bereils Tafeln dieser Art und man will cos und

sin einer Zahl m finden, welche zwischen 0 ung 7* liegt, so
4

hal man nur den Bogen g0 zu suchen, der so beschaffen isl,
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dass Cos B° = cosm und Sin 0 — sinm. Dieser Bogen

: -
muss aber derselbe Theil von 459 seyn, welcher m von st

Man hat daher nur die Proportion

m : % = B0 : 450
aufzustellen, aus welcher
‘ 1800
f = .m
’ 7T
folgt. -
Der Werth von n als bekannt vorausgesetzt, sucht man in

180¢

(V] .
der Tafel Cos —]80— m und Sin —— m und die gefundenen
n 7

Werthe sind zugleich cos m und sinm.
Geomelrische Betrachtungen, welche nicht hierher gehi~

ren, zeigen, dass in der Thal die Liange des Bogens von 450
wenn man den Halbmesser der Einheit gleich setzt, genau

T
durch die Zahl ausgedrickt wird, welche wir n genanni ha-

ben, so dass also die Liange der ganzen Peripherie oder des
Bogens von 360° genau 2n ist. Dies ist der Grund, aus
welchem die kleinste Zahl, deren cos und sin gleich sind,

dorch ; bezeichnet wird, weil man die Linge der Peripherie,

unter Voraussetzung, dass der Halbmesser = 1 ist, durch 2n

zu bezeichnen pflegt (vgl. § 96).
_ Zum Schluss mag noch bemerk! werden, dass es keine

Schwierigkeit hat, auch ein imaginires Potenzensystem mil

einer anderen reellen Basis, als die Zahl e, zu berechnen, da
c sy i cxt .
man immer b — e selzen kann, mithin & = e ist.

Zehntes Kapitel

Die imaginiren Logarithmen, allgemeine Theorie der
Wurzelausziehung.

102.
Da wir nachgewiesen haben, dass die Gleichung
13
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2

) =t T

aﬂgemei'n gillig ist, = sey reell oder imaginir, und dass fir
jeden Werth von o und y die Gleichung

2) = y_ =ty

e . e — e

stalt findet, aus welcher dann, wenn k eine ganze Zahl ist
die Gleichung
x k

3) le) = &
folgt, so konnen wir jelzl auch eine allgemeinere Erkldrung
des Wortes Logarithme geben indem wir sagen: ein na-
tirlicher Logarithme ciner Zahl A4 ist jede (reelle
oder imaginare) Zahl a, welche der Gleichung

a‘Z
Ad=1+a+ 5+

genigt und es ist alsdann A == e% Wir konnen aber nach-
weisen, dass man jede (reelle oder imaginire) Zahl A4 in der
Form A — e® darstellen kann, und zwar nicht blos auf eine,
sondern auf unzihlig viel verschiedene Weisen, woraus also
folgt, dass jede Zahl unziiblig viel verschiedene natiirliche Lo~
garithmen hat.  Wir wollen von nun an jeden dieser Loga-
rithmen durch das Zeichen log andeuten, so dass dieses Zei-
chen nun eine unzahlige Menge Werthe umfassen wird. Aus
Y

\

der Gleichung ¢ . e¥= ex+y folgt aber noch immer, da =z

einer der Logarithmen von ¢* und y einer der Logarithmen
von e¥ ist, wenn man ¢© = A, ¥ = B selzt,
4) log (AB) = log A + log B

die schon aus der Arithmetlik bekannte Grundformel der Lo-
garithmentheorie, welche hier nur richtig gedeutet werden
muss. Sie sagt hier nemlich, dass wenn man die Summe
zweier Ausdricke nimmt, von denen jeder irgend einer der
Logarithmen einer gewissen Zahlengrosse ist, diese Summe
auch irgend einer der Logarithmen des Produktes jener zwei

Zahlengrossen seyn wird. In demselben Sinne hal man die
Formel -

A

195

welche aus e. ¢ = ¢ ¢ folgl, zu deuten, so wie die Formel

6) log (4)'= k log A |
die sich aus der Form.3) ergiebt. Man darf aber nicht, wenn
man einmal log A =k und ein anderes Mal log A = K ge-
funden hat, daraus folgern dass k = K, weil der Ausdruck
log A das eine Mal eine andere Bedeutung haben kann, als
das andere Mal.

103.
Dass sich die Einheit auf unzihlig viele Weisen als

. 2lm
Potenz von e darstellen lasst, und zwar In der Forme =1,
wo | jede ganze posilive Zahl (Null eingeschlossen) bedeutet,
wurde im vorhergehenden Kapitel (Form. 27) gefunden. Es

isl noch hinzuzusetzen, dass { auch jede ganze negalive Zahl

olpi  ~2lmi . —2lni_
bedeuien kann. Denn da e . € —1 so folgte =~ =1,

+ 2lni .
wir wollen daher e — 1 schreiben.

Ist nun A eine reelle positive Zahl, so giebt es eine
und nur eine reelle Zahl «, welche der Gleichung A =e"
gentgt (§. 82). Da nun A= 4.1 so ist auch

a2ins
A= e
und
7) log A = aX=2imi
Bieraus folgt, dass jede der unzahlig vielen in df:r Forme'l
o -+ 2l enlhalienen Zahlen, wie «, at-2mi, «—2mi, a4,
a—4mi u.s.w., ein Logarithme von A ist. Andere Za.h|en als
die in der Form a2l enthaltenen konnen a-ber mchl. Lo-
garilhmen von A seyn. Soll nemlich e 4+ k ein Logarithme

etk “— A, auch
von A seyn, also e ' = A, S0 muss, wegen € ,

e =1 seyn und daher k einer der in #=2Imi enthaltenen Werthe.

Demnach hat eine reelle positive Zahl A einen eiunzigen
reellen Logarithmen und in sofern behﬁltd?e I‘rijhereB(?haup—
tung (§. 82), dass eine solche Zahl nur einen Lo.garnhmde'n
hat. ihre Richtigkeil, als dort nur von reellep Ll.)gan-&h'r.nen ie
Re(;e ist. Sie hat aber zugleich unzﬁhliglgxil imagindre Lo-
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garithmen. Der reelle Logarithme ist offenbar der einfach-
ste. Als speciellen Fall hal man ~ ‘

log 1 = = 2mi
und als einfachsten Logarithmen

log 1 =0
Ist — 4 eine reelle negative Zahl, so selze man
—A—=A4.— 1, und, wie vorher, 4 = e“. Nun wurde friiher

] e(zl-}-l)mﬁ

(204 t)mi .
sagen konnen, — 1] :e_( T o wieder fir 2 Null oder
jede ganze posilive Zahl geselzt werden kann. Demnach ist
A o (24 1)mi
— A — e

o) log(— 4) = aX=(2l4-1)m
Wie im vorhergehenden Falle kann auch hier bewiesen wer-
den dass nur die in der Form « #=(2/41)mi enthaliencen Zah-
len Logarithmen von — A seyn konnen. Eine negative reelle
Zahl hat also keinen reellen Logarithmen, und in dieser Be-
schrankung bleibt die frihere Behauptung, dass sie keinen Lo-
garithmen hat, (§. 82) richtig. Sie hal aber unzihlig viele
imaginire Logarithmen; die einfachsten sind «- mi und
a — . Namentlich ist

log (—1) = =24 1)

und die einfachsten Werthe dieses Logarithmen sind 2= ni.

]

Isi Ai eine rein imaginire Zahl und setzt man, mit

a2

Beibehallung der obigen Bezeichnung, 4 = e oder

[ ! : . . .
A= T +1)m, je nachdem A posiliv oder negativ ist, setzt
man [erner (§. 99 Form. 29)
LE 5
! 1
“+[’It2l]" . oder Adi — e“+['l 2l+1]

so folgl di=¢e
Die rein imagingre Zall hat also lkeinen reellen Logarithmen,
aber unzahlig viel imaginidre, welche alle in der Form

9) log di=ca -} = 20w oder log Ai=a - [} (214 1)]ni
enthallen sind | je nachdem A posiliv oder negativ ist. Der

einfachste Logarithme ist im ersten Falle « + Lo, im zweltcn
a— 2mi. Namentlich hat wman

gefunden, oder wie wir jetzl allgemeiner
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log i = (L* 20mi

und als einfachsten Werth

log i = Lmi
woraus d1e merkwiirdige Formel
. log 1
=
folgt.
104.

Um die complexe Zahl u -} vi als Polenz von e dm:—
zustellen, muss man sie zuerst in der Weise umformen, wie

es schon in §. 89 geschehen ist. Man setzl {w? - v) =m
. v v i
.undu—l—m_m(g b )

LLoou .
Seyen zuerst u und o beide posiliv, so ist - ein dchtel
positiver Bruch. Da aber cos @ alle Werthe zwischen 1 und

it
0 durchlauft, wenn .die Werthe zwischen 0 und 5 durch-

: . | ]
laufl, so giebl es zwischen 0 und 5 einen Werth ¢ so be
2 u?

u
schaffen , dass cos ¢ = —- Hieraus folgt ——— o l—m
— 1 — (cos )2 = (sin @)*. Da nun v positiv ist, so hal
= 2
v, , .
man — = sing. Also ot 4+ — i = cosgp | sing.1=¢
m m m

Selzt man noch m = e% so ist

. o % . ,

u +ovr = e toi_ m(cos ¢ + sin @i)

Ist « posiliv aber » negativ, so setze man -—79 statt o indem
uw

man o immer posiliv nimmt, daonn ist wieder cos ¢ = —

m
= cos (— ¢) und e :—sih(p = sin (— ¢) (§. 96 Form,
' m
17 u. 18) mithin |
. . a—@i
w-— i = m[cos(—g¢) -+ sin(—@)i] = ¢
nehme

Ist » negaliv, so schreibe man statl dessen —u, und’
wieder v posiliv, man wird also —u = + pi haben, d.h. — Huz=o2),
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Setzt man dabher — 1 —¢ " 'so0 erhill man — uivi:ea+("4_:¢)i.
Setzl man aber — 1 = ¢ 50 hal man — utpi— ¢ "-EP)

Die einfachsten Werthe erhilt man also, wenn man

— v T u — pi = ok selzt, so
dass man
—u i = SO [cos (m— o) = sin (m— g)i]
) = m [cos (F(n—q)) + sin (i‘.(n—~cp))i]
al.

Es folgt aus dieser Erorterung der wichlige Salz, dass
man jeden complexen Ausdruck u + vi, wo nun u und v po-
sitiv oder negaliv seyn konnen, als Potenz von e darstellen
kann, nemlich

10) u 4+ 01 = etV
oder auch in der Form
11) U+ vt = m (cosyY -+ sin.q)
wo m der Modul (u? -} v2)2, cas"l//_zﬁ, siny — ® ist und
m m
Y eine Zahl bedeutet welche zwischen — 7 und 7 liegt.

Bedenkl man aber ferner, dass man Ui = (u -} vi).1

L 2lm
= (u— vi)e * selzen kann, so hal man noch allgemeiner
12) 4t vi = TP E2m

13) u—+-vi = m[cosy*2n) + sin (W=2Im)i)
Demnach hal jede complexe Zahi u -+ vi unzihlig viel Logﬁ-
rithmen , welche alle in der Form

14) log (u+vi) = « + (P2
enthalien sind, und von welchen der einfachste

15j log (u4vi) = a4 Wi
isl.  Man kann auch hier wieder nachweisen, dass jede Zahl
welche ein Logarithme von u—oi seyn soll, in der Forrr:
o + (p™XRn)i enthalten seyn muss. Kann man nemlich
v+ vi = £ selzen, so hat man ¢ T¥'— RN
1 = 7 [V

also
und daher ¢; — o — 0, e(%—y})i: 1 d. h
oy = e, Y, = Yy2n, '
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105.

Man kann die Form, unter welcher wir » - »¢ als Po-
tenz von e dargestelll haben noch ein wenig abindern. Be-
kannllich betrachtet die Trigonomelrie ausser Sinus und Co-
sinus eines Bogens auch dessen Tangente. Die Tangenie ist
dem Sinus dividirl durch den Cosinus gleich, das Zeichen fiir
die Tangente ist {g. Wir wollen diesen Begriff und dessen
Zeichen auf die Analysis Gibertragen, indem wir sagen: unler

. sin
der Tangenle einer Zahl verstehen wir den Quotienten co—sz
sin . .
und schreiben tg ¥ — - Yj Es wird also g ¥ immer ei-
cosy

nen bestimmten Werth haben, wie sin t und cos i, ausser
wenn Y — (FR4-1)n oder v = [ (241)4-4]m weil dann
=1 .

sin Y = = 1, cos =20, also tgy = o Da sin (—y)
= — sin Y und cos(— W) = cos Y so ist tg(— Y)=—1i9Y;
es konnen also nicht zwei dem Zahlenwerthe nach gleiche,
dem Zeichen nach aber entgegengeselzte Zahlen dieselbe
Tangente haben.

Ferner bezeichnel man in der Trigonometrie einen Kreis-
bogen (drcus) durch Are.  Auch dieses Zeichen wollen wir

auf die Analysis iberiragen. Um eine Zahi anzudeulen, de-

v

ren Tangente den Werth 2 hat| schreiben wir Adrc g P
u

Dieser Ausdruck hat aber unzshlig viel verschiedene Werlhe,
weil es unzihlig viel Zahlen giebt, bei welchen der Quotient
des sin dividirt durch den cos sowohl denselben Zahlenwerth
als dasselbe Zeichen hat. In dieser Beziehung ist Folgendes
zu bemerken. Wenn zwei Zahlen v und ¢’ dem Zahlenwer-
the und Zeichen nach gleiche Tangente haben, so muss auch
siny = = sin ¢ und cosy == cos )’ seyn, wo die oberen
oder unleren Zeichen zugleich zu nehmen sind. Da nemlich
sin W sin Y
cosy  cosy
seyn soll, so muss jedenfalls

sin W == nsin Y, cos Y = ncos Y’
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seyn. Aber da
(sin Y)* + (cos Y)? = n*[(sin Y)2 + (cos ¥)?]
und zugleich
1 = (siny)® 4 (cos Y)? =
so folgi ‘ n? =1
n = 1

(sin/)? + (cos P)?

Soll also die Tangente positiv seyn, so miissen entweder sin 1,
cosy, siny, cos ¥ zugleich positiv oder zugleich negativ
seyn, oder es miissen sin 3 und cos ¥ beide posiliv oder beide
negaliv seyn, wihrend zugleich sin ¥ und cosy’ beide nega-
liv oder beide positiv sind. Soll dagegen die Tangenle nega-
liv seyn, so miissen sin W und cos 1 entgegengeselzte Zeichen
haben und zugleich entweder sin Y und sin ¢/ gleiche Zeichen
so wie cos W und cos vy gleiche Zeichen, oder siny und cos 3/
gleiche Zeichen, sowie cos y und siny gleiche Zeichen.
Nun ist {§. 99 Form. 28)

cos (2l ) —= cos @; sin (2l 4 @) =sin ¢

cos [(2I+ ) m~+ @] = — cos; sin[2l+ 1)m + @] = — sing
Alle Zahlen ¢, o +7, ¢ 27, 9o f-3wusw. ¢ —m, 9p—2m,
¢ —3m w.s.w. (da man fir / alle posiliven oder negativen
ganzen Zahlen setzen darf) haben also dieselbe positive
Tangente, die kleinste- dieser Zahlen ¢ liegt zwischen 0 und

g—, innerhalb welcher Grenzen sin und cos, mithin auch tg, alle
moglichen Werlhe durchlauft. Die allgemeine Form, in wel-
cher alle diese Zahlen enthalten sind, ist ¢ 4= /m.
Ferner ist

cos[2ln— | = cosp; sin[2nr — @] = —sing

cos [(2L+ 1) — @] =-— cos @p; sin[(RI+ I)w— ] = sin ¢
Alle Zabhlen — @, m— ¢, 2n—q@, 3k — @ u.s.Ww. —7T— @,
—2n — ¢, —3x — ¢ u.s.w. haben also dieselbe negative

Tangente , die kleinste dieser -Zahlen — ¢ liegt zwischen —‘12[

und 0, und die allgemeine Form, in welcher alle die Zahlen

enthalten sind, ist — ¢ =i

Bezeichnet man daher die kleinste (positive oder nega-

, : v
tive) Zah!, deren Tangente einen bestimmlen Werth — hat,
: u
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v .
ausschliesslich durch Arc lg o wihrend man durch

Arc tg hd irgend eine Zahl andcutet, deren Tangente diesen
u
Werth hat, so ist

—_ v v
: — — A lg — > In
16) Arc tg u re lg

106.
Wendel man diese Betrachtung auf die Formel (§. 104)
u -; vi =mecosy | siny.i

¢ s v — 2 Nen-
an, wo cos Y = _, sin Y = — so folgt tgy = .

nen wic daher die kleinste (positive oder negative) Zahl, de-
) , , v

ren Tangente — ist, ¥’ so dass @' = Arc lg o so hat man
u

gy = tg Y
. 7 T , e
Da v zwischen — 5 und 2 liegl, so isl cosyy’ immer po-
sitiv. Isl u positiv, so ist also auch cos  positiv und mithin
cos Y == cosY’; sin Y = sin Y
woraus _
utvi = m(cosyY + sin Y.
folgt. Ist dagegen u negaliv, so ist ‘
cos Y =—cos P, sinY = —sinY
u 4 vi=—m (cos Y + sin Y. 1)
Demnach hat man
utoi=FTme
wo das oberc oder unlere Zeichen gilt, je nachdem u posi-

und

Wi

v
1 ,
tiv oder negaliv, also da m — (u? + 0% und Y'= dre ig "
£ '
1 i A g —
(u® 4 v?)? e

w vt =
in

- - 2 R TIN
und wenn man mit e ~— 1 mulliplicirt, so kann man noch

Tt

allgemeiner schreiben,
4 ildretg 2 42l
e u

w v = (2 4 o)

woraus noch
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17') log(u + vi) = log * (u> o7 } i Arc lg %+ Uni
u

und als einfachster Werth

18) log (u -+ vi) = log i(uz—f-fo?)’f’ + @ dre ig —Z—
folgt.

107.

Da im Vorhergehenden nachgewiesen worden ist, dass
man alle Zahlenformen als Potenzen von e ausdrl‘icken., und
dem entsprechend auch Logaritlhmen derselben angeben kann,
so folgt hieraus, dass wir nun im Slande sind, alle Operatio-
nen, welche die Arilthmetik mit Hiilfe der Logarithmen an po-
sitiven Zahlen ausfithrt, nemlich das Mullipliciren, Dividiren,
Polenziren (mit ganzen Exponenten) und Wurzelausziehen, an
jeder Zahlenform, mit Hilfe der Logarithmen, auszufihren.
Da indessen die complexen Zahlen die anderen Zahlenfor-
men als specielle Fille in sich schliessen, so wird es genii-
gen, nur diese zu betrachten.

Sind zwei complexe Zahlen u -} oi und o -4 o mit ein-
ander zu multipliciren, so kann das allerdings direkl gesche-
ben, und man erhilt das Produkt wu’ — oo’ -+ (wv' - vw)i.
Will man aber dic Logarilhmen anwenden, so sey

u -+ vi=m(cos W+ sinpi); & -}-v'i =m(cos Y 4 sin Y)
. . o , o
oder, indem man wieder m—e und m'—e selzl,
u + vi = ea+wi, v 4 0t = ea‘+wi

demnach log (u + vi) — e + yi; log (v 4 v'i) = & 4 P’

und log [(u + vi) (' + 0% = a« + & + (W)
mithin (u + i) (' + 0% = mm’ [cos (Y 4 Y) + sin (Y + Y)i]
Es wire hier oflenbar eine ganz nuizlose Miihe andere als

die einfachsten Logarithmen der gegebenen Zahlen anzuwen-
den. Denn hitte man etwa,

log (u4-vi) = e+ Wi 2n; log(w'+-v'i) = o +ypi4-2Un gesetzt
und demnach (x4 i) (v + 0" =
mm’ [cos (Y + '+ 20+ L)) + sin( 4 '+ 20+ U)n)i]

gefunden, so wire dies kein anderes Resultal, als das vorher
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auf einfacherem Wege gefundene, da cos (-3 + 2{! -+ D)
— cos (@ +y) und sin (Y4 '+ 214 lym) = sin (Y V).
Soll u -+ vi durch u’—{-v’i dividirt werden, so findet man
. uy’ — ov’ (w0’ 4 w'p) | )
unmilielbar den Quotienien o Py m i.  Behalt
man aber die vorhergehende Bezeichnung bei, so findet man:
- u 0t , .
mit Hiilfe der Logarithmen log [—,_'_ 7] —a—c WY —Y)
u 4+ v
LA T feos p— )+ sinly — V) L
u 4 01 m
Auch hier wire es wieder nutzlos andere als die einfachsten
Logarithmen anzuwenden.

Ist n eine ganze posilive Zahl, so kann man (w4 vi)?

und hieraus

»
n (1 4 % i)* dadurch berechnen, dass man (14 “ )"t

nach dem binomischen Lehrsatz entwickelt (§. 92 Form. 1).
Hier wird aber die Rechnung durch Anwendung der Logarith-
men bedeutend abgekirzt. Denn aus log (v -+ vi) =& A i
folgl log (u + vi)* = a log (u 4- vi) = na |-y also (u--od)"
— m" (cos nyp -+ sin ny. i)

Hieraus folgt ferner (u 4-0i) " =

1 1
(u_—{—_m')’i M(ros ny+-sinny. )
-n
M o ™™ (cosmy — sin mp ). Hier wie-
R
derholl sich wieder die Bemerkung, dass die Anwendung ande-
rer als der einfachsten Logarilhmen eine uberflissige Weil-
lsufigkeit gewesen wire, die zu demselben Resultate ge-
filhrt hatte.
Anders aber ist es bei der Wurzelausziehung, deren Theo-
rie nicht ohne Hilfe der Logarithmen, und zwar der Loga-
rithmen in ihrer allgemeinsten Form, vollstindig erledigt wer-

den kann,

108.

Wir beginnen die Erorterung dieses wichtigen Gegenstan-
des mil der Belrachlung des einfachsten Falles, indem wir
uns die Frage stellen, wie viele verschiedene Werthe der Aus-
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1

druck 1% haben kann. Bezeichnen wir vorldulig jeden Werth

1
dieses Ausdruckes durch z, so hal man z =17 oder =1,
es sind also die verschiedenen Werthe von z zu suchen, die
dieser Gleichung Geniige leisten. Nun haben wir aber ge-
funden (§. 102) dass die verschiedenen Formen, 'unter wel-
chen der Werth der Einheit dargeslelll werden kann, durch
die Gleichung

~=2lni
e =1
ausgedriickl werden, wo { jede ganze posilive Zahl (oder Null)
o = 2lni
bezeichnet. Setzen wir also " =— ¢ oder ¢ = ¢ ™
H

=2l

so ist jeder in dem Ausdrucke e ™  enthaltene Werlh einer
der gesuchten Werthe von a. Obgleich nun I jede ganze po-
siive Zahl bedeuten kann, so hat dennoch der Ausdruck
A 2lm

e ™ immer n verschiedene Werthe und nicht mehr,
Zunichst ist klar, dass nur diejenigen posiliven Werlhe von
{, welche kleiner als n sind, also die Werthe 0,1,...n—1,

2Uni

verschiedene Werthe von e hervorbringenkdnnen. Ist nem-
20ng

lich [ ein ganzes Vielfaches von n, ctwa kn, so js| e ®
2kmi
e

= 1 == 0 st aber l=kn+rund r >0 und<n

2l 2rm, . 2rn 2rn;

O (et T g 2Ty P
SO ist e ™ — e " —=e .e” —e™. Es mis-
sen aber auch die n verschiedenen Werthe [ — 0,/=1...

-2lmi
l=mn— 1, offenbar n verschiedene Werthe fiir ¢ » geben.

Denn seyen =« und {= 8 zwei dieser Werlhe und « > B
2ani %72 2{a-g)mi

Wire e ® = ¢™ so halle man e ™ — 1, also misste

o —-

eine ganze Zahl seyn, d. h. @ — 5 n, wihrend «

und ﬁ beide klciner als » seyn sollen,
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1

Der Ausdruck 17 hal also jedenfallsz verschiedene Werlheg,
er kann aber auch nicht mehr haben. Sollten nemlich noch
andere Werthe vorhanden seyn, so kénnten sie nur von den

negaliven Werthen von [ herriihren. Allein wenn man {—-—kn
2lmi
. T —2knt . .

setzl, so ist e ™ = e =1=1e0; isl dagegen = —(knitr)
2lm 2r7ri ) 2rni

. == 2ni T

und » > 0 und < n S0 iste™ = e ® =—=e . .e ™

2(n-r)me

= e ™ . Nun ist 2—r einer der positiven Werthe von !/
die zwischen I==0 und { = n enthalten sind, folglich erhalt
. 1 S
man keinen neuen Werth fir 17,
‘ 1
Der Ausdruck 1" hal demnach immer n verschiedene
2lmi

Werthe, die alle in der Form e " enlhallen sind, wo fir /
eine der Zahlen 0,1,...2—1 zu seizen ist. Diese Formel soll
daher der gencrelle Werlh der nten Wurzel der Einheit

1
heissen und durch 1™ bezeichnel werden, wihrend e9=1,

als einfachster Werlh, der fundamentale heissen und durch
1
1™ bezeichnet werden soll, so dass
Y 2ini

1
19) in—=en

20) 1ne 1

109.

In Beziehung auf die einzelnen Werthe sind offenbar zwei

. Fille zu unterscheiden, je nachdem = ungerade oder gerade

ist. Im ersten Falle ist nur der Fundamenlalwerlh €9, wel-
cher I =0 enispricht, reell, die ibrigen n— | Werthe ‘sind
sammilich imaginar und lassen sich paarweise so ordnen, dass
die Summe der Exponenten jedes Paaves 2mi ist. Diese Paare
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) 2m 2(n—1)m: - 2m 2.2m1 2(n-2)mi —4_71i
sind en und e ™ :e—",e’; und e * —=e?”
2 ('%1.)7,; 2("%)7“' - 2(";21,m'
bise » ude ® = e =  das Produkt jedes

Paares ist ¢ = 1. Mithin ist, wenn n ungerade, das Pro-
dukt aller Werthe der nten Wurzel der Einheit selbst wieder
die Einheit.

Ist dagegen n gerade, so giebl es neben dem Fundamen-
talwerthe noch einen reellen Werth, welcher in der Mitte

n . .
der ibrigen steht und I = 5 entsprichl, denn es ist dann
20 . ‘
b4
e” = e — — L. Die ibrigen n—2 Werthe dagegen sind

wieder imagindr und konnen auch wieder paarweise so ge-
ordnet werden, dass das Produkt jedes Paares der Einheil
2ni 2(n—1)mi

gleich ist, man kann hier nemlich e¢® und e ©® bis
n ) n . ’
- 2 41
2(_5 1) i (2 + )m.
e " und e Wenn n ge-

rade, so isl mithin das Produkt aller Werthe der alen Wur-
zel der Einheit der negaliven Einheit gleich.

n zusammenslellen.

Da man von je zwei Werthen, die ein Paar ausmachen,
den einen kennl, sobald der andere bekannt ist, so braucht
man im erslen Falle, wenn man den Werth 1 absonderl, von

. n—
den ibrigen n—1 Werlhen nur die ersten Werthe zu

n--1
berechnen, woraus sich die anderen 5 Werthe von selbst

ergeben. Ebenso wenn man im zweiten Falle, ausser den
Werthen &= 1, von den ibrigen n—2 Werthen nur die er-

n—2 L n—2
Werthe kennt, so folgen daraus die ibrigen )

sten
Werthe.

2Uni

lre . Rl oo
Da nun e * —= cos — + sin — i, so sind im ersten
n n
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Falle die paarweise zusammengehorenden Werthe
2 . 2m 2 . 2
cos — -+ sin — ¢ und cos — — sin — 1

n n n n
4 . 4 in . 4w
cos — -+ sin — i und cos — — sin — 1

n n n n

cos (n—1) E—{— sin (n—1) ” iund cos (n—])j—r"—— sin(n—1) T
n n n o

Im zweilen Falle hat man dieselben Werthe, nur schliesst die

Reihe der Paare mit

7 n 7T T
—2) — in(n—2) — . iund —2)— —sin(n—2)-- .14
cos (n—2) - -+ sin(n—2) —.tund cos (n )n sin(n )n i

110.

Im Allgemeinen lassen sich cos und sin nicht durch ge-
schlossene algebraische Formeln ausdriicken, daher wird es
auch nicht moglich seyn, wenn man vermittelst ihrer die Wer-

1

the von 17 berechnet, diese in der Form solcher geschlosse-

ner Ausdricke zu. finden. In einzelnen Fillen ist dies aller-

dings moglich.  Selzt man z. B. n=2, sucht man also die
2im

_‘ _
Werthe von 17, so muss man in e * fiir / die Werthe Ound

1 setzen, dies giebt €0 und ¢ oder 1 und — 1 welches die
schon aus der Arithinetik bekannten Werthe von 1/1 sind.

T
Selzt man n=—=3, sucht man also die Werthe von 13 so

hat man stall { die Werthe 0, 1, 2 zu selzen, man erhilt
2”;’ Ry 2ni 2 _2ni

also €% e% ;e 3 abered = cosg—{—sin?ﬂi; e 3
cosgﬂ si o Nun ist o ( ﬂ) -
=c0sz-—sin 4. Nun ist cos — = cos(w— )= —cos—
3 3 : 3 3 3

) 7 .7 . .

sin (n—g):sm? (§. 99 Form. 28). Die drei Werthe von

13 sind also
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1

i L
— ¢0s 3 +szn§z-

b4 LA
——cosg—smgz

Wenn man aber in §. 95 Form. 16) fiir » den Werlh 3 selzl,
so- erhill man T :
(cos a + sin a.4)3 = cos 3a + sin 3a.i

also , nach dem binomischen Lehrsatz entwickell,
(cos a)3+3(cos a)? sin a.i—3cos a(sin a)*—(sin a)>i=cos datsinda.s
und hieraus

cos 3a = (cos a)3 — 3 cosa (sina)?

sin 3a = 3(cos a)* sin a — (sin a)® -

s L
Setzt man nun 3a=== also e=3 so ist sin 3a=0, also

0 = 3(cos @)* — (sin a)*
und da (sin a)2 = 1 — (cos) a)
1 = 4 (cos a)?
mithin
77 1.
cos —5 — 0§ 6 = E
.o ]f3
sn —3— _= T

1
und demnach die drei Werlhe von 13
1

%S

T2 T 2
1 V%i
T2 2
Um die Werthe von 13 zu fiiden muss man /=0, 1, 2,3
: 27, o .
—t Ami 1
selzen und erhalt die Werthe e0=1, e* =e =i, ¢ =—1,
e_';ni: — 4, welches die vier aus der Arithmetik bekannten

4
Werthe von /1 sind.
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- 111. L

P o .
Der Ausdruck 1™ bezeichne die verschiedenen Werthe

von z, welche der Gleichung o =17 Geniige leisten. Sind
p und n ganze posilive Zahlen, so werden die Werthe von
' 1

4 hl
1" genau dieselben seyn wie die Werthe von |7
sobald  p und » keinen gemeinschafllichen Faktor haben.

. . 2in1 2plni
Setzt man nemlich wieder 1 — e~ und 17 = 7 also

P 2plini 2plni

1% = e ™ s0 ist klar dass e ® keine anderen Werthe ha-
2lnz .

Da nun der lelztere Ausdruck, wie oben

ben kann als e ® .
: 2plni

bewiesen wurde, n Werthe hat, so kann auch ¢ ™  keine
anderen und nicht mehr als diese » Werthe. haben. Ande-

2plai .
wenn man slall [ die Zahlen
0, I...n—1 selzt, n verschiedene Werthe geben. Denn be-
zeichnen & und A’ zwei Zahlen, die kleiner als n sind und es
; 2(h—h')pni

rerseits muss wirklich e ©

2hpni 2k pri

wire e ® —e ™ | so sey k> K, also wire e * =1,

(h—H)p

d. h. eine ganze Zahl, was nicht seyn kann, da

h— ¥ kleiner als n ist und mithin nicht durch = theilbar, und
p keinen gemeinschaftlichen Faktor mit n hat. Hieraus folgt,
P
dass die Werthe von 1™ genau dieselben wie die Werthe von
- :
1" sind, sobald p und n keinen gemeinschaltlichen Faktor
haben.
Wire dagegen p= ks, n=gs und s der grossie gemein-"
: pni hini

schaftliche Faktor der Zahlen p und n,’so wire e 7 —e¢ 1
Dieser letztere Ausdruck hat aber, da k und ¢ keinen gemein-
2
schaftlichen Fakior haben, dieselben Werthe wie ¢ ¢ . Dem-
14
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oy
nach hat in diesem Falle 1" nur ¢ verschiedene Werthe und

1

zwar dieselben wie 19.
In der Gleichung 2"=17 darf man also nur dann 1 stait

17 setzen, wenn p und n keinen gemeinschaftlichen Faklor
haben, im enlgegengesetzten Falle sind die zwei Gleichungen

2 =1 und ' = lp_wohl zu unterscheiden. Wir haben z. B.

oben gefunden dass 1% die Werthe 1, — 1, i, — 4ihat, essind
dies also die 4 Werthe von = welche der Gleichung z*=—1
entsprechen Halte man aber z*—1% d. h. wiren die Wer-

the von 1T zu finden, so wiren dles dieselben wie die Werthe von

l” also 1 und — 1. In der That dirfte man hier nicht
x — 2 4 setzen, weil daraus ? = — | folgte, wihrend
2?2 =1 seyn muss, wenn z* = (2)? = 1* ist.

it2.

Es ist nun leicht die allgemeine Theorie der Wurzelaus-
ziehung auf den so eben betrachteten einzelnen Fall zuriick-
zufiihren,  Bezeichnet nemlich 4 irgend einen (reellen oder

r

imaginiren) Zahlenausdruck und A" die verschledenen Werthe
P

des x, welche der Gleichung - A" dh o — 4 Ge—
niige leisten, so ist es inmer leicht wenigstens einen Werlh
von z zu finden. Denn da man immer A4 als Potenz von e

darstellen kann (§. 102), so dass elwa A = e% so isl auch’

ap .
e™ ein Werth von . Man bezeichne diesen Werth durch
W giebt es nun noch andere Werthe von z, so sey ein sol-
cher W' = JW. Man hat mithin zugleich

w = 4

Wn. Jn: AP
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. B
also muss J = 1 und J = 17 seyn. - Hieraus folgl demnach
B 32 o
21) A" = W.1mH

und, wenn man zur Einfachheit annimm!, dass p und n kei-
nen gemeinschaltlichen Faklor haben, was im Folgenden im-
mer geschehen soll,

P 1
22) An — W.1n _
Am bequemsten wird es immer seyn, fur W den moglichst
einfachen Werth zu nehmen. ’

113.

Wenden wir diese Theorie auf die einzelnen Formen an,
welche A annehmen kann.
I Ist 4 eine reelle positive Zahl, so setze man A=¢"
ap :

wo e reell ist (§. 103) und daher W=e™, worunter der-po-

>

Lo nR_o K3

sitive reelle Werth von ]/_e P ]/_AP verstanden werden
soll, welchen die Arithmetik angiebt und den wir als den ein-
fachslen betrachten. Man hat daher

P
A — ]7'—11?.1
2 L
A™ enthilt aiso ebenso wie 1™ eine Anzahl n verschiedener
Werthe und unter diesen einen oder zwei reelle, je nachdem
n ungerade oder gerade ist.
Hiermit ist zugleich die in §. 65 gestellle Frage beant-
: p : .
wortet. Der Ausdruck (14 .'v)7 in seiner sallgemeinsten Be-

1
n

*) Der Sinn dieser Gleichung ist so zu verstehen, dass man alle
P

einzelnen Werthe von A" erhilt, indem man alle einzelnen Wer—

P

the von W, {7 berechnet.

14*
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deutung hal, wenn p und ¢ keinen gemeinschaftlichen Fakior

haben, ¢ verschiedene Werthe, von welchen ¢g—1 oder g—2

imaginar sind, je nachdem ¢ ungerade oder gerade ist. Ei-
p

. 9
nen derselben, nemlich den positiven reellen Werth ]/_(1 +x),

welchen die Arithmetik giebt, findet man mit Hiilfe des bino-
mischen Lehrsatzes, und aus diesem findet man sidmmtliche

P
Werthe, indem man ihn mit den verschiedenen in 19 ent-

halienen Werthen mulliplicirt.
II. Sey A eine negative reelle Zahl und zwar setze man

zuerst A =—1. Die einfachste Form, unter welcher mau
-
— 1 als Potenz von e darstellen kann, isl — | =e . Man
. Pﬂi :
P14 — .

setze — | = ¢ und W = e™ so ist

P pni Y

{(— 1I)® =e™ . 1"

. . opm .

Ist p eine gerade Zahl, so ist ¢ =1, wir konnen daher fiir

W die Einheit nehmen, indem diese einer der Werthe von

1
I™ ist. In diesem Falle ist also

P X
(— N = 17
. pni
3 - g . o
Ist p eine ungerade Zahl, so ist ¢ =—1, also ist e?
’ S 1
einer der Werthe von (—1)*. Wollte man aber (— 1)”
pri
finden, so konunte man ebendeswegen W — e™ setzen, und
hitte demnach auch
1 pnt 1

(_ l)_"_ = e;‘. 1#

In diesem Falle ist also

r -
(— ) =(=N"
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Man kann beide Fille in cinen zusammenfassen, indem man
schreibt

P -1
n

23) (— 1 = [ 1]

Die Werthe von (— 1}” lassen sich noch einfacher ausdriicken,
als es hier eben geschah. Geht man nemlich von der Glei-

. e
ni

chung — 1 = e aus und selzt W= ¢e™ so ist
1 mo 1
(__ I)n — " 17

Benutzt man die Entwickelungen des §. 109, so sieht man,
dass hier wieder zwei Fille zu unterscheiden sind, je nach-
dem = ungerade oder gerade ist. Im ersten Falle sind die
verschiedenen Werlhe

nt

e . 1

ni PET nt ~2nt

e” . e™ und e . e 7

at Ani nt —4ng

e .e®™ - und e™ . e ™

ni n-1 ., ni —(n—-1) .
—_— RN 1 4 1 —_ [ 1 £ ]
e® . e™ und e® . e ®

ng n—1 .
—_ — T

wofir man auch, indem man den reellen Werth e? , e”

B I 1
= e == — 1 voransetzt, schreiben kann

— 1

124 nt

en und ¢ *

3mi 3ni

e®™ und e ®
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Im zweiten Falle erhilt man ebenso

33 nt
e . lund e?. —1 ~
A a1 4 -2,

e . e™ und e™ . e n

i -2 ; —(7—
— ﬂ_ni ZL _(71 2_) ne
en e und e?, e 7
. ni —(n~1)as
Setzt l=—e n B
zt man — 1 —¢ und daher ¢?. —l—¢ = so kann

man diese Werthe paarweise in folgender Ordnung schreiben

t <ni

e®™ und en

3ni -3ni

e und e ™

(n-—l) nt —(ﬂ—l}ﬂi

e T und e *

u.nd man sieht zugleich | dass unter den Werthen von (— ]):
e reeller'ist, nemlich — 1, wenn n ungerade ist, wihrend
alle Werthe imaginar sind, wenn n gerade ist. Scilreibt man
stall der Exponentialgrissen ihre durch cos und sin ausge-
driickten Werthe, so kann man auch. sagen: je nachdem n
1
ungerade oder gerade ist, sind die Werthe von {(— l)-7

— 1
w . T T
€0s — - sin — . i und cos — == sin O ;
n 7 n . n
i3 . 3 3n - .
€0s — - sin — . ¢ und cas——sz’ns—”z’
n n n n’
n—2 n— :
. . n—2 _
cos T+ sin 7.1 und cos —'—n~sinn 2ni
oder

R —
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b2 .o 7 LT
cos — ~+ sim — . iund cos — — sin —.1
n n n T on
37 . 3 7T f 0 3w
cos — -} sin — . i und cos — — sin — .4
n n n n
n—I1 . on—I1 . n— Con—1
cos —— w4 sin —— mw.iund cos —— W — sin ——— 7.4
n n n n

Es bedeute nun A irgend eine negative reelle Zahl) welche

man = — e selze, wo « wieder reell seyn soll. Einer der
P @p pni
Werthe von A™ ist daher ¢” . ¢” und wenn man diesen
ap

Werth —= W setzt (indem man wieder unier ¢” den reellen

. n P
positiven Werth von }/(— 4) versteht), so findet man

L ! pri 1 i
ar =wir =4 en . 1m = Y- a’ (="
Il Ist A eine rein imaginire Zahl = = e%.14, so setze
a4yl

man je nachdem das obere oder unlere Zeichen gilt, A=e
AL @ |y p

+%ni 7 z
und W= e?® n oder W =" -

(14
oder A — e
alsdann ist wieder

|

x
A" = W .17

IV. Sey A eine complexe Zahl = u -[-vi, so ist (§. 104,
Form. 10)

2=

, @ i
u 4+ vi—c¢e¢ v
oder, wenn man wieder e“z=m’ = (u? -} 02)* selzl,
u 4 vt = m . e
| i LI
Einer der Werthe von A” ist also m™ . e™ wo man wieder

P

- n_p
unter m™ den reellen positiven Werth von 1/m versteht,
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Py

—

_ Yy . Py
und e? = ¢os — -+ sin n—wz 1st; setzt man daher

r
W=m » (cosﬂ/

n

+ sin %ﬂ %) so ist

PP B
W

24) A" = (u - vi)" —mn (cos Py -+ sin vy i . 1n
n n

Setzt man stall u-}-vi seinen Werth m (cosyp |- sin Y. i) éo

hat man also

i r
[m (cos -~ sinyy gN* =m" (cos idd + sin vy i) in
n n '
und wenn man m — | sclzt,
-~ -

1
7

(cosy 4 siny . §n — (cos’;i” +sin%bi) 1

I

also wenn (cos ¥ |- sin Y.4" den einfachsten der in der
4

Formel (cos ¢ - sin W.1" enthaltenen Werthe bezeichnel
H b
1

nemlich denjenigen, welchen man erhilt wenn man 17 — |
selzt, so folgt B

?
25) {cos Y + sin . i) = cos i + sin pi//
n

d. h. unter dieser Vorausselzung ist

(e)": "
P

el e (] & SetZl
b

26) (e — &

Die Gleichung 3) des §. 102 gilt also auch noch ft'jr gebro-
chene rationale Werthe von k, sobald man unter {e® ) den ein-
fachsten Werth dieses Ausdrucks versteht und man kann hier—
aus, wie es in einem ghnlichen Falle (riher geschah (§. 57),
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weiler ableilen, dass diesc Gleichung auch dann noch ihre
Gilligkeit behalt, wenn k irrational ist. Verstcht man nemlich

k
dann unler (¢)" den Werlh, welchem man unbegrenzt nahe

kowmmt, indem man den einfachsten Werlh von (ex)h' berech-
net, wo 4 eine rationale Zahl bedeutet, die sich von & um
weniger als irgend eine angebbare Grisse unlerscheidet, so sey

)=
nun ist (ez)h — ¥
also D:(ez)k - ("’z)h — (ekz - ehx)

Da nun, wenn A sich unbegrenzt dem & nahert, sowohl (¢%)
h .
~— (e%) als PR sich unbegrenzt der Null nidhert, so
ist auch D = 0 und (%) = &
= cosy -} siny.i so ist also nun nachgewiesen, dass die
Gleichung
. k . .
27) (cosy + siny.i) == cos ky + sinky.d ‘

fiir alle reellen Werthe von & statt hat, sobald man unter

Setzt man wieder €%

. K . . .k
{cosy 4 siny.i) den einfachslen in (cosyp + sinyi) ent-
haltenen Werth versteht, also denjenigen, welchem man un-
begrenzlt nahe kommt, wenn man den einfachsten Werlh von

(cos ¢y + sin w.i)h, d. h. cos by - sin hy .7 berechnet.
Selzt man in Formel 24) 1+ u stalt », so. geht sie in

P P r &
n

W) A" =(ld-utovi)” —=m"feosZypain Ly

1 14+ u

iber, wo aber nun m —[(14-u)2+ 0?2 cosp—=—————

, [0, e

v
nyYy = —————— ist Insofern also = u -} vi und
M TR *
P

(1 + x)” jeden Werth bezeichnen soll, dessen nle Potenz

den Werth (I —}—w) hat, giebt es n solcher Ausdriicke und
damit ist die in §. 92 angedeutelc Frage beantwortet. Da
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aber dort zugleich gefunden wurde, dass einer dieser Aus-

driicke, sobald (2 -2 < 1 fur jeden Werth von - durch

Pr "
die Reihe 2 »®Bzx" dargeslelll werden kann, so enlslteht nun
die Frage, welchem der n verschiedenen Ausdriicke jedesmal
die Reihe gleich ist. Als x eine reelle Zahl bedeutete, war
die Beantwortung dieser Frage aus einfachen Beirachiungen
abzuleiten (§. 65). Fir ein imaginires z aber giebt es bis
jetzt keinen Weg zur griindlichen Beantwortung dieser Frage,
welcher nicht aufl Betrachtungen fihrt, die in einen hoheren
Theil der Analysis (in die Differentialrechnung) gehoren, wes-
wegen wir hier nicht darauf eingehen. Weitere Erorterungen
findet man aber in Note VIIL

Elftes Kapitel.

Anwendungen des Vorhergehenden, besonders auf Sum-

mirung von Reihen. Sinus und Cosinus imaginirer
ZLahlen.

: 114.
In §.89 wurde gezeigl, dass man jeden Ausdruck w,}v,i
in die Form m, (U,—-V,4) verwandeln kann, wo m, = (u,%+v,2)},

U

="y, =7 Aus Form 11) des §. 102 folgt aber,
m, my

dass U, = cosy,., V.= siny,, wo ,_ eine zwischen = und

— 7 liegende Zahl bedeutet, also

U - v i = m, (cosyr + sin,i)
Demnach kann man statt der Reihe 3) des §.89 auch schreiben

1) my (cosy, +siny . 3) +my (cosygy F-sinp, 1) . ...
wihrend die Modulreihe noch immer

2) my 4 my + ...
ist. Die Modulreihe wird aber convergiren oder divergiren,

my

je nachdem (abgesehen vom Zeichen) um ein Angebbar_es

r-1
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my

—=1,

Kleiner oder grosser als die Einheitist. Ist dagegen lim
. r—1

so convergirt die Reihe 1} wenn die Reihe 2) convergirt, wih-

rend wenn die Reihe 2) divergirt, die Reihe 1) convergiren

oder divergiren kann. -

Hat man eine Reihe
a + az + a2 + .. arz’ 4+ ...,

in welcher die Coefficienten ay; 8y ... reelle: Werlthe haben,

x dagegen imagindr seyn soll, und man setzt x=m cos Pt-siny.d)

also @r — m” (cosry 4-sinry.3) so geht sie in

ag -+ aym(cosyp - siny.3) + agm? (cos 2y + sin2y.i) + . ..

~+ a,m" (cos ryp -} sin Ty .1 4.

iiber. Diese Reihe wird also convergiren oder divergiren, je

a.m . .

nachdem der Zahlenwerth von aL— um ein Angebbares klei-
r—1

ner oder grosser als die Emheit ist.

_ 115.
Da die Gleichung
T _ + T
unabhiingig von den besonderen Werthen des x, also anch
fir imaginare Werthe slall hat, und aus derselben (§. 47) die
Gleichung

1— = 1] —«x

r—1 xT '

2 — _

x + = 4 .. + =z = 1 =
abgeleitet worden ist, so gilt auch letztere fiir imaginére Wer-

the des z. Schreibl man stalt derselben
. ’ 1 T

r—1
R :1+£_x_ =

“z l—z 1—=

r

und selzt wieder _ : )
z = m (cosp | sin.q
so hat man mithin '

3) 1 4 mlcosy+ sin y.4) | m? (cos 2y + sin 2.4 4 ...
=1 _ 1
+ m 1 (cos(r——])lp —{—sin(r—l)w.z): ﬁn?(éé.«;_xpm;p_z]

m” (cos ry o sim -9
1 — m{cos v+ siny.1)
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So lange also r einen endlichen Werth hat, ldsst sich der
Werth der Reihe 3) einfach ausdricken. Lisst man aber r
unbegrenzt wachsen, wodurch die Reihe 3) in eine unendliche
ibergeht, und ist zugleich m < I, so ist lim m™— 0, wihrend
cosry und sinry, was auch r bedeuten mag, nie grosser als
1 werden konnen. Mithin ist Lim m" (cos '+ sin ry.i) =0,
d. h. sobald m < 1, ist die Reihe
4} 14 m{cosy + siny. i) 4 m*cos 2y 4 siny.¢) ...
1
I —m (co?z/T—}— sin . i)
1 m (cos p — sin .4

(1 —mcosy)>+(m siny)? ~ 1 —2m cosyp -+ m?

Trennt man hier, auf beiden Seiten der Gleichung, das
Reelle vom I[maginiren, so findet man

convergent und hat den Werlh

1 — m (cosyp — sin .4

I —mcosy
1 —2mcos y F-m?
) . ) - sin

6)  sinyf-msin2y + m® sin3y ... = T o “omecos y Lt
Ist dagegen m > 1 so wichst m” iiber jede angebbare Grenze
wihrend (cos ryp + sin ry.i) immer cinen bestimmten (reellen
oder imaginiren) Werth behilt; in diesem Falle divergirt die
Reihe 4).

5) 1 —f—mcosw—{—mzcos%f—}-...

116.

Auf dhnliche Weise kann auch der Werth der endlichen
imagindren Reihe
7) m(cosy - siny.i) 4 m2? [cos (¥ + &) L sin (p + ) i ...
+ w7 [oos ( + (r—1)a) + sin(y + [—1)a) ]
gefunden werden. Denn da allgemein. (§ 95 Form. I5)
cos (y -+ ker) + sin (p + ka)i = (cos Y+ siny . i) (cos ke - sin ke.d)
so kann man diese Reihe auch in der Form
m{cos Y- sin .3)[14-m (cos a+sin a.i)+m*(cos 2a-}-sin2a.i)+-..
-+ m ! (cos{r—1)a+sin(r—1) e.4)
schreiben. Nun ist nach dem Vorhergehenden _
1 4-m(cos a4 sin ad) - ... - m (cos(r—Na-sin(r—1) )

1 m’” (cosre + sinra.i)

= | —m(cosatsinaq V— m(cos | sin o)
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also ist der Werth der Reihe 7)
. 1 m" (cos ra + sin r_a.i)
m{eosy - siny [i:m;;;s’; Y osinad) 1 —mlcose 4 sin ]
1. .
m cos P — m T cos [rec ) 4 [(m sinyp — m i (re +4)}i)

1 — m (cos a + sina. i)

' . 1. -
(1-m cosa+msina.s)(m Coslﬁ—mr+ 1cos(ra+l/f,'+ [m s‘mt,b—mr_*_ sin{raty)]i)
= (1 —m cos)? + (m sin x)? S
I—mcasa)(mcoslp——mr+1cas(ra+t,b)}—msina(m sinw—rnr+lsi7:{ra+(//j)
= ‘ 1 — 2m cosa 4 m?

msina(m cosl/J——mr+ lcos(ra+tp))+(1 —mcosa)(m simp—mr+ lsin(ra-*-t,b))i
* 1 — 2m cosa 4 m?

Hieraus folgt also zunidchst, wenn man das Reelle und lma-

ginare scheidet, , :

m cosy + m?cos (yp + e). ... 4 m ocos (ot (r—1) a)
1 .

(1-mecosu)(m cosw—mr+lcos(ra+1pn—-m sina{m siny-m + sin(ro+ y))

1 — 2m cosa + m?

r4+2
mcostp—_mr+lcos (ra+p)— m?cos (y—a)+m + cos ({r —1)e +p)
= 1 — 2m cose + m? .

oder

8) cosy & meos o) ... + m " cos (p + (r —1) a)
cos p — m” cos (y+ra)—m cos(w~ﬁ)_+mr+ *cos (p+(r—1)e)

= 1 — 2m cosa - m?

und ebenso

9) siny -+ msin(y + a)..... 4w sinfy 4+ — 1))

sina(mcosy - m ! cos{yp+ra))+(1 - m cosex)(siny - mTsin(y +ra))

- 1 — 2m cosa + m?
r+1 .
siny—m” sin(y +ra)—msin (Y — )+ m + sin(p+ (r—1)a)
o ' 1 — 2m cos &« + m?

Lédsst man hier wieder r unbegrenzi wachsen und selzi m <1,
so gehen die Reihen 6) und 7) in zwei unendliche convergi-
rende Reilien Gber und man erhilt

_cosyp—mcos(p—a)

10)  cosy+m cos (w+o)+mPeos (zp+‘2a)-+—..‘.._ma g
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1) siny+m sin (p-+o)+-m? sin (p42e)+.... = simy—m sinf ﬁft—)
it I —2m cos e + m?
Selzt man in den Reihen 10) und 11) v — @ und bedenkt
dass cos (0) =1, sin (0) =0 so findet man
cos Y —m
cosy -1 m cos 2y - ... — —_ljgm—cjs—w—_f_?
sin 1y

smy - mosin2y - ... — e ——

ibereinstimmend mit den oben gefundenen Reihen 5) und 6).

117.
Ist m — 1 so erhdlt man aus 8) und 9)

12) cosz//—l—cos(l,u—f—a)-]-...—}—cos[¢+(r—~l}a}
_ CoSy — cos(yp + ra)— cos (y —a) + cos (W +(r—1)e)
: : 2 (1 — cos a) o
13) _sinxp—{—sz‘n(w—]—a)—f—.._.—}—sin(w—}—(r— 1) o
__ Smy — sin (pra) — sin (Y — a) - sin(y4 (r—1) )

o 2 (I — cos a)
welche Ausdriicke sich noch weiter vereinfachen lassen.”

Beriicksichligt man. nemlich die in §. 100 gefundene
Gleichung

— 2
(sin 2)2 = ﬁl zcos_:c
so folgt daraus
1 2
1 ——'c()sa—_—2(sin§ @)
Da ferner (§.. 95 Form. 11 und 13) _
cos (& + y) = cosx cosy — sinx siny
cos (x — y) = cosx cosy + sina siny

so erhdlt man, wenn man die vorletzle Gleichung von der
letzten abzieht, '
14) cos (& —y) — cos(z + y) = 2 sin x siny

1

1
Selzl man hier & = (r — --2—)0: + v,y = 5 @80 ist

c—y=r—lHety;asty—=raify

und daher

15)  cos({r—1) a-)—cos (ra+w) =2 sin{(r — %)aﬁ— p)sin -;— o
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| 1 .
Selzt man dagegen z— yp— 3 @Y= @so ist

T Y=y —a; T+ Y=y
und ithin

. . 1 I
16) cos(yp --a) — cosyp = 2sin (‘V_'Ea) sin 5 @

Beriicksichligt man diese Werthe, so geht djfe Formel 12) in

folgende tiber

17) cosy + cos{w 4+ «a)... F cos{y + (r — Do) "
1

‘2sin%a[sin((r——%)a + w)—sin[w—ia)]

4 (Slﬂ 5 (Z)?'
1 : 1
sin((r—g)a—f—xp)—sm (tp—sa)
2 sin 5
Da ferner (§. 95 Form. 12 u. 14)
sin (x — y) = sinx cosy — cos x Siny
sin {x + y) = sinx cosy + cosz siny

so folgt
18) sin (@ + y) — sin (¢ — y) = 2 cosx siny
Setzl man wieder
1
Je T wy=5e

0| =

rz = {r —

so folgt ]
. 1 '

19)  sin (rey)— sin(r—Dety) = 2003((r—§)a+1e)szn 7

und wenn man
] 1

x:w—?a;y:—z—

o

setzt,

] .1
20)  siny—sin(y — o) — 2cos (gu—ga)sma— «

Demnach geht die Formel 13) in folgende iber
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21) sz’ntp+sin(1p—}—a)...—}—sinf(w—{—(r—l)a
cos (w ——%a)—cos (w+(r—7;-)a)

oo
1]

«
L\'/| o
R

1
py —ge=2—yy + r—gle=ao+ty

also z = y T o,y = % e so folgt aus 18)

und aus 14)

' 1 r—
cos (yp ——; a)—cos (p + (r— f)a):_ 2sin (y-+

o) sin '2— o

Hierdurch verwandeln sich die Gleichungen 17) und 21) in

22) cosy + cos{p4af ... 4+ cos (y + r — 1o
cos (¢ -+ - T_l

o) sin

r
-
2
_.l
sin — o

2
23) sin w + sin (p f o ... Fsin{y 4 (r—1) @)

sin (w4 — .

@) sin +— «

2

st — o
2

Wiirde man hier r unbegrenzi wachsen lassen, so hitten die

. —1
Ausdriicke cos (¢ + T a), sin (v TT) e, sin % a und

mithin auch die Rethen 22) und 23) keinen bestimmten
Werth mehr. '

Die endlichen Reihen 22) und 23} miissen dagegen im-
mer einen bestimmlen Werth haben, dieser ist aber untler ge-
wissen Yerhiltnissen nicht unmillelbar aus den so eben enl-
wickellen Ausdriicken zu finden. Ist nemlich « = *= 2im, wo

. : 1
I irgend eine ganze Zahl bedeutet, so ist sin 5 @ = 0 und
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sin ; a = 0 (§ 99 Form. 27) und es gehen daher ’di:e_ ge-
r—1 r r—1 r

) sin—z— 3 sin(yY+ —— a)sinia
fundenen Werthe — - ——und —

0
in die unbestimmie Form — iiber.

0
‘Dies fihrt uns auf die Frage wie man in einem solchen
. r
sin — «a
Falle den Werth von T bestimmen kann. Diese Frage

sin -«

2
werden wir beanlworten konnen, wenn wir im Stande sind,
folgende an und fir sich WlChllO‘e Aufgabe zu lésen, nemlich
wie man aus den bekannien Werthen von cos ¢ und sin a den
Werth von cos na und sin na finden kann, wenn n irgend eine
ganze positive Zahl bedeutet. Dies geschieht leicht mit Hiilfe
der Formel 16) des §. 95. '

118. _
Ist nemlich = eine ganze positive Zahl, so kﬁnnen__lvi?ljr
(§. 92y den Ausdruck '

nach dem binomischen Lehrsalz entwickeln und erhalten
) 2 .
sina n -a, smoac” sin an
— 1 "s "55 —-—) 4% .. i3 (7"
( +cosa) + cosa + ("03‘1 +’ . (osa)
mithin
. . . n sina.®
(cos na 4 sinna . i) = (cosa - sina.1) :(cosa) (14 vos & 1) =
o . .

. n-1 - - " n—2 - 9 :9
{cos a)® + "B (cos a)*"" sina.i 4 "V (cos a) (sin a)?d
" n
4 nBlsin a) "
Trennt man hier das Reelle und Imaginire, so werden
15
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zwei Fille zu unterscheiden seyn, je nachdem n gerade oder
ungerade ist. Im ersten Falle erhalt man

2 n
24)  cosna = (cos a)" — "B (cos a)" % (sin a)? ... F= "B (sin a)"
1 3
25)  sin na = "Blcos @) sina — "B(cos a)*™* (sin a)?. . .

n—1

= "B cosa (sina)""

wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nach-
dem n in der Form 4% oder 4k 4+ 2 enthalten isl.
Im zweiten Falle hat man

2 n-1

26) cosna=—(cos a)n-—"B(cos a)"'2(sin a)?... =B cos a(sina)*

1 3 n
27} sinna=="®B(cos a)" 'sin a—"B(cos a)" 3(sin a)3... =" PB(sin a)"

wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nach-
dem n in der Form 4k 4 1 oder 4k - 3 enthallen ist.

Man hat demnach, je nachdem n gerade oder ungerade ist,

: 1 3

28) M ng(cos )™t — "B (cos a)* (sina)? . . .
sina

n—1 n-2

+= "B cos a (sin a)

oder
sinna ! ' a1 ;3 n-3 ;-

29) = "B (cos a) — "B (cos a) (sina)?2 . ..

sina
n n—1

= "B (sin q)
Ist also @ = *= bz, wo [ jede ganze positive Zahl oder Null
bedeutet, und mithin cosa= 21, sina=0 so ist jedenfalls

sin na 1

sina _ o
wo, wenn n gerade ist, das obere oder untere Zeichen zu
nehmen ist, je nachdem I == 2k oder ! = 2k 1 ist, dage-
gen, wenn n» ungerade, immer das obere.

1 :
Ist demnach sin 5 a=0 also 0] =21 lr, so ist
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. r
sm_za .
T T
smf—a

und in diesem Falle (Form. 22 und 23)
cosY + cos(y + o) ... 4 cos (Y + (r — 1)

::ircos(l/}—}—.r_zl @) = F r cos Y
sinyp + sin (i + @) 0 4 sin (W +~ (r — 1) @)
re—

:trsin(lp—{—)z-—a): ";rsinl,l/
wie aus §. 99 Form. 28) folgt.

119.
An das Vorhergehende schliesst sich noch folgender Salz
an. Die unendlichen Reihen

30) aysiny -+ ay sin (Y| oz)...—{—ar__1 sin(P 4 (r— Na)4. ..
31) agcosyp+taycos(p+a)...4a__, cos (- (r—1)a)4. ..
in welchen die Coellicienten aq, a, .... positive Zahlen sind,
welche immer kleiner werden und unbegrenzt abnehmen, so
dass ima, =0 sind convergent, wenun nicht o« =+ 2/

Man belrachte nemlich die Summe der k ersten Glieder
der Reihe 31), sie heisse Wj so dass

Wy =agcosyp + aycos (Y + a)... + a;_ cos ( + (k— 1) a)

I . 1
und multiplicire mit 2 sin 5 ® SO ist

o1 .1 1
Zsmga. W, =2[a, cos y sin 5 + a; cos (P4 a)sin?a +...
1
+ a_,cos{p+(k— 1)) sin 5 |
Setzt man in 20} statt vy allmilich ¢ 21 a, Py + % a,...

Y+ (k——%) e so folgt
2 cosy sin % a = sin (Y -} ;— a) — sin (Y — - a)

. . 3 1
2 cos (Y + o) szn—?ja: szn(t/f+-2~a) — sin (y | 5 a)

15 *
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3
2 cos (W +(h—1)a) sin»_;-a = sin (lp-{—(k——z—l)a) —_ sin{l//«{»(k——;) )

also

1
2 sin ;— a. Wy =— aysin (P —-;—a] + (@p —ay)sin (yp + 7 )

3

+ (@, —a,) sin (W {— a)4-...4(a _1)sin(w+(‘k'~§) a)

. 1
+ g, sinly 4k — ) o
Lisst man nun k& unbegrenzl wachsen, so ist nach der Vor-
ausselzung lim a;_,= 0 also auch lim a,_, cos (l/l-f—(’]f—-é-)‘a),
da der Cosinus jedenfalls einen endlichen Werlh hat, mithin ist
. I 1 1
lim W), — 1 lim [—aq sin(w-—z—a)-}—(ao'—a, Jsin(w+ 5 @)

2 sin —«a

2

‘s 3 ) 3

+ (ay — ay)sin(y +§ a) ... (ay_, - a_k_l)sm(l,l/—}—(k-—-i) )

Fagy sin et (k- )]

aber lim a, Sln(l/l+(k———) a) = 0 also

1
lim Wy = — lim[—ag sin{yp— «;— a)4-(ap—a, )sin(lp—[—%a]...

2 sin E‘ a
. 3
A lag_g—ay_y) sin (Y -+ (& — 5 )]
‘Nun ist

lim [(ag—a,) - (@1 —aq)... 4-(a;_, —a,_ )| =lim(ag—a,_ ) =a,
also ein endlicher Werth folglich muss auch '

i 1
lim [— a, sin (y _fa) + (a9 — @) sin(yp + 3 a) ...
A (0p —a ) sin {y A+ (B 2 a)))

2
einen endlichen Werth haben, da die einzelnen positiven
Glieder der Reihe
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(ap — @) + (6 —ay) +.... + (G — 4y

hier mit Ausdriicken multiplicirt sind, welche hochstens _dqr
positiven Einheit gleich sind, und milhin hat auch lim Wy ei-

1
nen endlichen Werth, sobald nicht 2 sm Ol ‘e=0, d. h. so-

bald nicht &« =— = 2In ist.

Betrachlet man dagegen die & erslen Glieder der Reihe 30)
und setzt deren Summe Wj so dass

W, = agsiny + aysin(@ + o). a,_, sin (i +k— 1))

so ist

1 _ 1
ZSin%a. Wy = 2[agsin singa + a sm(t//—}-a]sm?a

.1
+ a_, sin (Y + (k— 1)) sin 3 a]
Aus Formel 16) erhilt man aber, wenn man in derselben

1 3 1
statt 1 allmilich ¥ +7a, Y+ 5 W (k— ) o) seizt,

1
2 sin Y sin ;— a = cos (Y — l? @) — cos(y —}- = )

1
2 sin(Y+« )szn—a_cos(lp—{—f a) — cos (Y +

1
2 sin [’l,U + (k—l)a] sin]ia — c0S§ (‘(/j—*—(k—g—)a) — cos (w + (k—E)a)

I 1 1
also 2 singaﬁ Wi = ag cos (yp — 53 o) — (ag—a,y ) cos (y+ 5 o)

i 3 .8
— ey — a,) cos;(mp—{—_—2 &)....—(a_p—a,_,)cos(w~(k — ?) @)
1
— a,_, cos Wk — 5) @)
und

]
lim Wy=——

2sin — «

2

! .
lim[a, cos(y — o &) — (ag—ay) cos(z’[;-{—i aj...

3
(ak_2 — ak_l) cos [y + (k — E) )]
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Nun ist

lim (a0 — @) 4 (o — a,) ...
umsomehr hat

lim[(ay— ay) cos(w - —l—a}—f-...—‘—(ak_ —a,_,Jcos(w (I:—E )]

und mithin auch fim W, einen bestimmlen Werth, sobald nicht
a = *+ n

+ (g, — a_ )] = ag

120.

In dhnlicher Weise kann man auch zeigen dass die un-
endlichen Reihen

32) aysiny — a; sin (p + o @) + a, sin (y + 2a) —

33) ao cosy — ay cos (y + a) + a, cos (y + 2) —
convergiren, wenn die Coefficienlen &, ay . . . ihre fruhere
Bedeulung behalten, sobald nichl o — =+ (20 4 1) = ist.

Selzt man W, = a, sin ¢y — a sin (¢ 4 a) .
+ agy sin (w + (k—1) — a; sin (W ka)

und mulliplicirl mit 2 cos % « so erhdlt man
2 cos —1 a W, =2]a, sinwcosl a—ay sin(y+ a) cosi o
2 2 ! 2

. 1
— ay sin (W 4 ko) cos 2 al
Setzt man nun in 18) statt y allmalich die Werthe W,

Y + - ¥ -+ ke und stalt z den Werth ~21 a,

50 er-
hilt man, wenn man die Formel sin (— &) = — sinz be-
ricksichligt, (§. 96 Form. 18)

2 sin cosla:sin[w+l a) -+ sin ( 1
\ 2 2 Vo

. 1
2 sin (Y + a) cos 5 @ = sin (w 4 ga)—{—sin (w+—;a)

. 1
2ein{y <+ ke)oos g = sinly 4k +-g)a) 4 sinfy + (4 — D

und demnach

P

. : 3
— (@1 — a,) sin(y - 3 aj...
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! I
2 cos @. W, = agy sin (w——; a) 4 (ag— ap) sin (w + 3 a)

1
+ (ayy — @) sinfp-t-l— 5.

— ay sinfw + (k4 o)

also
1 . . 1 . . 1
— 1 lim [a, sin (w-za) +(ag—ay) sin {w + 03 @)

2008—2—a

lim Wy, ==

T3 .
— (o —ay)sin(y+ 5 @)oo (@, — ag)sin(y+ (k— 5)a)]
Den grossten Werth, welchen die Grenze der Reihe
. 3 ) 5
(al—a2)sm(w+—2)a+(a,-—a5]sm(w+§a)...

+ (ay_y — ax) sin(p (b — —;—) a)

) 1
34) (ag~ay)sin(y +Ea)—

iiberhaupt annehmen kann, 'erhilt sie offenbar dann, wenn
die einzelnen Glieder simmilich posiliv sind und jedes Glied
seinen grossten moglichen Zahlenwerth annimmt.  Damit sie

diesen Werth erhielte, miisste allgemein sin (t,b—}-%)a =*1

seyn, und zwar misste das obere oder untere Zeichen gel-
en, je nachdem n in der Form 4n-4-1 oder 4n-}-3 enthalien
ist. Dean unler dieser Vorausselzung gienge die Reihe 34)in

(@ — a1} + (@ —a,)... 4 (@ —a) = a, —ay

iber, deren Grenze den endlichen Werth a, hat, folglich muss
auch die Grenze der Reihe 34) immer einen endlichen Werth
haben und demnach ist auch lim W, ein bestimmter Werth,

ausgenommen wenn « = = (2! + 1) = weil dann cos %

1
= cos {I 4 7) m = 0(§ 99 Form. 27).
Setzt man Wy =a, cos1/1—~al cos (Y+-a)..
so ist

f“k cos(t,l}—}—ktf)
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. 1 1
2cos§a. Wy %_ 2[ay cosyp cos 5 & —ay cos(y + a) cosga..'.

— a; cos(Y + ka) cos % o]

Nun folgt, wenn man die zwei Formeln

. . .
cos @ + y) = cosx cosy — sinw siny

cos (x — y) Cosx cosy 4+ sinx siny
addirt, '

2 cosz cosy = cosx + y) + cos [z — y)
) 1
und wenn man hier T=5 @ und y allmilich =, Y4 o, ...

¥ + ke selzt, und zugleich die Formel cos (— &) = cos
beruvksmhtxgt s0 findet man

1 1
. ]
2 cos e. Wy =a,cos(iy — ) o)+ (ag —ay)cos (y +_2 )~

+ (ak—l_ak) 008(¢+(k——])a)—»akcos[y;+(k+ i) a)

Man beweist wieder ehbenso wie im vorhergehenden Fa]le dass
die Grenze dieses Ausdrucks immer einen bestimmten Werth
hat, und dass daher auch lim W, einen beshmmten Werth

hat ) sobald mcht cos % a = 0 ist.

-)1
" In"dem besonderen Falle wenn ¥ — a gehen die Rei-

hen 30) und 31) in

a4 sina + a, sin 2a - a, sinda | ...

4y cose + @y cos2a 4 a, cos3e - . ..
dber, welche also beide convergiren, sobald nichl e.= == 2/n
die .erste convergirt aber auch noch wenn ¢ = * 2lnx .da
sin (X 2n) = 0. ’

Ebenso gehen fiir 1 — « die Reihen 32) und 33) in

G Sin @ — a; sin2a + a, sin 3e — ..
@y cosx — a; cos e + a, cos 3a — .,
iber,. welche beide convergiren, wenu nicht o — R+,

wahrend die erste Null wird, wenn o = * (2{41) m.
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122.
Setzt man sin @ = z und also cos @ = (I — 52* dann
verwandelt sich die Formel 24) in
. Nl 2 n-2 4 nd
cos na = (1—z%) 2 — "Bl —z2) 2 22 4+ "B(l —2?) T 2+ ...,
n-2k
2k

= "B(l—3z? 25 /...
Da diese Formel fir ein gerades n gilt, so sind die Expo-
—2 -
nenten 5, nT u. s. w. simmlilich ganze Zahlen. Enlwickell
” n-2
man nun (! —2z%)2 (1 —22%) 2 u.s.w. nach dem binomischen
Lehrsatz, so sind die Reihen, welche wman bhierdurch erhilt

endliche, und man findet

n n n n
—1 — 2 —3 _k ok
cosna=1 - 2Pz? ;- Pzt — FPgb.. .. 2R
CH S 2 "%y 2 " Thet1gy
n 2 n 2 s M P 6 +—"n 2
— B2+ B 2Bzt B 4 BB ¢ B

Das allgemeine Glied dieser Reihe ist offenbar, da "B (§-34),
n—2 n—2k

o Tk 2 ~ k-1 It n2k
,ﬂ:(.828+232§3—f— .‘23 +QS2SB)
r _2r ﬂf2rk—
— = 3"p 2 g
0.k
Man kann demnach cos na in eine endliche Reihe von der Form
cos nag — l — A; (sina)®* + A, (sina)t.... 3= 4, (sina)2kI....

=1 4 5 (— 1 4y (sin @)
)
r _Zlk-r
entwickeln, wo 4; — 3 §B 2 @B ist. Dieser Ausdruck lasst
0,k

sich aber weiler umformen. Man hal nemlich
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n-2rn-2r n-2r
n—2r S ) .
~ n{n-1)n-2)..(n-2r+1) 22 2
.23, " 1.2 .. (k-7)
aln—1)(n—2)... (n—2r4-1) (n—2r) [n—2r—2)... ( (n—2lt—}—2\
1.2.3...2r ) 2 . 4 2k — 2r)
:n(n—‘l)[n—4)...(n—?k+2] (n-1){n-3)..(n -2r+1) 1
1.3.5 ... -1 " 2 .4...2r 2422
Man multiplicire und dividire noch mit (2r4-1)...(2k—1) so
hat man

~(hr-1)

n—2r )
n%’ 77'7277’{); _ n(n—2)n—4)...(n—2k42) (n—1)(n—3)...(n—2r+1)

I.3.5... k=1~ 2.4...2r
(k1) 2k —3)..2r+1) _ nn—-2) n—4)...n—2%42
2.4 2k-21) 1.3.5...@k—1
—1n--1 -1 2k-1 2k-1 ~
"2 55 1)...(”2 —r—1) 1) _..(_2%1_(/”-1))
: 1 .2 . . . r : 1.2, . (k—r)
2 n—d).r—20t2) o r Pk
— T 1.3.5... (k1) S

Da nun in diesem letzten Ausdrucke der Faktor - (n 2){”2]‘21"22)
—1)
von r ginzlich unabhingig ist, und daher fir Jedesr derselbe

bleibt, so hal man

n-1  2k-1
nn—2)...(n—2k42) I —-T ——k—r
A, = L 2 2
k 3L =) o 2P
Setzt man aber in §. 38 Form. 27)
k-1 n — 1
a — 2 ’b: 2 ,r:k
so findet man
2k{—n:§ 2:10 2k—1 21, ”_11 gf:lk—l
: = 8 2B 4+ B ?28B...
g:lk 25:10 r ﬁ:lr ?ﬁ:zk—f
+ !B 2B =3B *9
0,k

also
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2k4n-2
mn— 2 — 2% 4 2
Ak = - — 2 B
1.3 (Zk — Ty
2k+n~2 2k4+n— 2 2k4n—2 ’
_ ' == - —(k-1)
n(n ) (n—?k+2) 2 2 2
1. S RE—1)7 1 . 2 . . .k o
N n(n—Z) i n—2k4+2) n@m+2) ... 0+ 2k—-2
— 1 .3 ... Rk—1 2 . 4 ... 2k
_ n? (n2—2% (n*—4%) ... (»* — (2k—2)7)
1.2 ... 2k
und
X k n?ln2—22%). 9 2 ok
35) cosma=143(—1) ." 227 (2 — 2R =27 (i)’
N 1.2 ... 2
L
also, wenn man die ersten Glieder entwickelt,
n? ] n* (n? — 2}2) .
—_— [ 2 g —— / 4
cosna = 1 1._2(sma)—{—1.2.3.4‘(517211)
n? (n® —22) (n2—4% o
~i.z.3.4. 5. 60" T
123.
Es folgt ferner aus Formel 25) fir jedes gerade n
; 1 2:2 3 f:f . n—-1
SN0 agpl_xd) 2 gz "B(1-2Y 2 .55, = "Bx
cos
n-2 -4
T2 2

Entwickelt man hier wieder (1—2z2) 2, (}—=z?) 2 u.s.w. nach
dem binomischen Lehrsatz, so erhill man

- 2 - n-2
2y 1 E -y A

, 1 2
Snne _ ngy Dt T R I Bt
cosa
gty 3ﬂk—12k+‘
"13 4B 2 Prs =B 2 B o

5
4-nB 25.. "B Bz

Man kann also
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sin na . L - o 2%k
e = Ay stna — Ag(sina)® ., = A2k+1(sma) = .-
k k k
= 23 (— 1) 4 (sina)2 +
n—-2 - 241
0, X
2
selzen, wo
1" %k 3 "y 2k41 (242
A —n 2 R 2 R .on 2
- B EH 4+ B 2R -3 ‘B
r 2r41t Eiz_’ﬂk—r
= > nH 2 B
0,k
n—~(2r+2) .
2r41 27k _ o f
Nun st "g : gy " (n ) ... — 27)
b.2 ... 2r+ 1
n—(2r+2) n— (2r4 2] n—(2r-+2
. b 2+ Iy (—(—2——)——(/t——7‘—]))
1 . 2 (k — r)
__n(n—2)n—4)....n—2%k) (n-1){n-3)..(n-(2r-1)) 1

135 . @ 1) 7 2. 4. 20 24..(2k-20)
n—1 n—1 n—1
_ nfp—2) (1—4)..(n—2%) 2 el ==
T 1.3.5 ... (k1) t.2 ..o
2k + 1 2k 4+ 1 2% + 1
2 (72,,7__1)___(___2 — k— 1 — 1)
1 . 2 k — r)
n-1  2k}1
nin —2)...(n — 24 7153 —2+—23‘"
1.3 % F 1
Da hier wieder der erste Faklor unabhingig von r ist, so
hat man
n—1  2k41
n(n—2)...(n—2k 1 —r ——kr
2k+41 1.3... 1241 0k
Selzl man aber in §. 38 Form 27)
2% 41 n— 1
e

~

sa folgt
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4 _nln—?% .. . (n— 2k FHrE
2k41 1.3... 2k 4+ 1)
_ n(n—2).(n—2k) (a+2)..(nt2)  aln2—27)..(0>—(24)?)
13 (2417 2. .. 2% 1.2... (2]
und :
) k k 3___ 92 in2 __ 2 ok
36) sinng & —1) .n(n 22) ... (n2 — (2K)?) (sin a) +1
0SB ng 1.2, .. -1
"2
also
v 92
sin na = cos a [n sina — n_](n__z : ; ) (sin )’
n (n? — 27%) (n® — 4%} | 5
LA T S ma e G L
124,
Fiir ein ungerades n hat man nach Formel 26)
n—1 n—3
R 2 — n-1_
COSMT (1422 _"W(1—5? % a2 ...+ "Bz
cos a :

Verfihrl man wieder, wie in den vorhergehenden Fillen, so

findel man .
cos na 2k n—1
=1 — A;z% A, z*.. = Az ...E2 A4 =
cos a 127 Az k -1
k
=14 Z(— l)k Ak’bzk
A n—1

o "2 HY,,
wo Ay = Z "B 2 B

0,k
Nun ist
nZ Tﬁ;—”g a1 .= 4 )
- 1.2 . 2r

: ’iT['i""H) ("_'('22,';4‘ h |)...(”;(z_"+l_)q_(k’_r—1))
1. 2 ... k= 1)




_(n-1) (n-3)..(n-2k+1) n(n—2)..(n-2r42) 1
1.3 @r—1) 2.4 2r  "2.4..(2k—2r)
noon I n B ]
=N (n—3)..(n -2%41) 2 =g —=1)
1.3 . 2k — 1) 1.2 r
2k — 1, 2k — 1 2k — 1
g l=g— — 1 (=5 (k¢ —r—1)
.2 k — 7) '
1) o—3) . 2kt 1) —r Elier
I 2k — 1) Y
also
1) (=) . 2t 1) G Tk
n'_—__j .. — _2’- —g T
A= "3 2k — 1) 02; 2P
Selzt man nun in § 38 Form. 27)
2k —1 n
a — AW—é—ﬂ, b ::-aﬁ r =k
so folgt
- n+2k-1
=Nl —3) ... n—2%41) —k
A’*“_"’n_:ﬂ...(zk—l) tY
_ N Yot ) +3).fn 2 1)
.3 .. RE—1) 2 . 4 ... 2%
=) — 3. — (2 — 1))
o 1 . 2 .o 2k
und :
.. cosna Ant—0)n2—3%).. (2 —(k—1)%) o
37) cos——_l—{—Z(Tl) "l T - 2= (sin a)
L
also _
cos na=cosa[l— V]Liw—zl- (sina)*+ (—#3_32) (sina)*— ..]

Die Formel 27) kann man auch in folgender Gestalt schreiben

; 1 3 n
nna - - . . -
ST — w3 (cos al*™t — "B (cos @) (sin a)2.. .= "B(sin a)” !
sn a
n—1 -3
"i‘) 2, 2 n3 2y 2,2 + 1
= (1—2% 2 —™B(1- 3% % 2z ... T8 s
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Hieraus folgl wieder
: k
sin na - ky 2k
SmRY Ay — A 2t - Ayt Ak = 3(— 1) AT
sin a . o n—-1
und ’ Y

1 "l s "Uher arpr ™% rord " ey

Ay="8 2B4"B ZB..4+"B 2 B—=3np 2 B
Nun ist 0k

n—-2r—1
3;},“ 2'§’_m—i,:,ﬁ:?ﬂ
1.2 . (2r 4+ 1)
n— 2r — 1 n— 2r — 1
S R — k—r — |1
. =3 (k —r — 1)
1 .2 . . k — 1)

ne? n—2 | a2
n(n—1)(n—3)...(n—2k+1) —5 - (gD

1.3 .. (2k+1)”|.2.._.r
1

2% + 1 2 + 1
2 T2

1 . 2

nn—1) (n—3).. (nﬂ?k—]—l) 2 T2
=71 .3 ... @+ 1y i B

-~ also

nln—1) (n—3)... (n — 2k +1)
1. 3 ... Zk+ 1 oz
Seizt man aber in §. 38 Form. 27)

Ay =

so folgt

n—+ 2k~1
nfn—1(—3...0~—2+1) +2j§.
A = 1.3 ... @k+ 1 )
n(n—l) (n—2%41) (+1) (3. (p+2%—1)
1. TRk 1) 2. 4 ... 2
n (n® —1)( — 3. .. — Rk — 1)
1 . 2 . 3 2k + 1)
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: k 2 2__ 30 —
gy Smma &gyt (0280 (AR g

sin@ oy L. 2 (’2/: + 1) .

T e
also
2 2 2_..92) .
sinna=—n sin a_n(n2 ]3) (sin @) + 1]—2(‘”2 %75 4—35) (sin a)5— ..
125.

In den Formeln 35), 36), 37), 38) geht die Entwicke-
lung nach aufsteigenden Potenzen von sin o fort. Halle man
aber cosa =3z und also sina = P/ 1—z% gesetzt, so hilte
. man ebensowohl aus den Formeln 24} bis 27) andere ableiten
konnen, in welchen eine Entwickelung nach aulsteigenden
Potenzen von cos a slall findet. Die Formeln 35) bis 3%) fiih-
ren aber zu demsclben Resultate. Selzt man nemlich in die-

1 7
sen Formeln iiberall 5 a stall o, so ist sin (5 — a)

Vi3 R .
= cosa, cos (? — a) = sin @. Ferner ist nach §. 99 Form.
28), wenn n eine gerade Zahl ist,
7 . 7 C
cosn (2— — a) = 2 cos na, sin n(—2 — @) = ¢ sinna

wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nmach-
dem n in-der Form 4k oder 4k -} 2 enthalten ist. Ist da-
gegen n eine ungerade Zahl, so ist

cos n (% — a) == sinna, sinn (% —a) =X cosna
je nachdem n in der Form 4k 4 1 oder in der Formdk 4 3
enthalten ist. Demnach geben die Formeln 35) und 36)

i 22 9% (n2 (D
39) *eos na =14 S pp T2 RZEZ2 a2k
Lo . 1.2 ... 2
o .
L sinna _k ( —2%). .. (n*—(2k)?) \2k+41
1) - ina _"2:2[—]) i——- @) (cos aj
0

und aus den Formeln 37) und 38) folgt

osinna g & et et 80 ntRET e
W e ‘14"_(1 e leesal
vy
_ cosna Kk 4 n(n?—1)(n*-—32%)...[n2— (2k-1)?) ok
42) * == Z(—1 — cosa
) cos a ’HL) 1.2...(2k+1]( )
2

126.

So wie im Vorhergehenden die Aufgabe geldst worden
ist, vermiltelst der belkannten Polenzen von sin a und cos a
den Werlh von sin na und cos na zu finden, so kann man
auch die umgekehrte Aufgabe losen, nemlich irgend eine ganze
posilive Polenz = von sina und cosa vermittelst der bekann-
ten Werlthe von sin a, sin2c... sinne und cos a, cos2a. ..
cos na zu finden. Am Einfachslen geschieht dies, wenn man
die Formeln 9) und 10) des §. 95 zu Hiilfe nimmt.

Aus der ersien dieser Formeln erglebt sich nemlich

2 cosa = + e
Erhebt man auf beiden Seilen auf die nite Polenz, wo n eine
ganze posilive Zahl bedeutet, so ist '

2" (cas a) = (em + e m)n “ 4 "Bl et g
uE "‘R (n~ )a;e-2a1, s n%eai ) e—(n—l)az+ n%e—nai
n—1 1 .
Da "% =1, ™8 = "B ws. w (§ 35 Form. 13) so ist
43) 2 (cos o) = (" &) ny (R R

Hier sind nun zwei Falle zu unlerscheiden, je nachdem n
ungerade oder gerade ist. Im ersten Falle isl die Anzahl]

n + 1 der Glieder in der Entwickelung von (ea_3 + e_m]n
eine gerade und die Glieder entsprechen sich paarweise, 50
dass die gleichweil von Anfang und Ende der Eniwickelung
abstehenden denselben Coefficienten haben (§. 35). - Die For-

mel 43) verwandell sich daher in

2(cos af'= ("4 &) 4 2 (el

n-1

n_2)ui _(n_g)ai

+ N 4+

+ 7"}5 (edl+ e—ﬂl)
16
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~nai (n-2)ai

nai
Bedenkt man nun, dass ¢ | e = 2 cosna, e

—(n—2)ai :
+ e (n=2)ai _ o cos (n—2)a u.s.w. ist, so folgt hieraus fiir

ein ungerades n
n-1

n 1 2
(cosa) = cosna 4 "B cos (n—2)a....4+"B cosa

n—1

44) 2
Ist dagegen n gerade, so hat die Entwickelung von (em——{—e_m-)n
n n n
9 (n—2. ;)ai Y
das Miitelglied *% e = ™8 und man hat daher

n—2 n
)

45y 2"
Aus Formel 10) des §. 95 er‘giebt' sich

.. ai -at
2t sina — e — e

also

at -ain nai } (n-2)ai

2"in(sina)n: e —e ) —e —"Be : ("-4)ai....

+"Be

S~ (n-2)ai nat
o(n2)

n
+"8
wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nach-
dem n eine gerade oder ungerade Zahl ist. Im ersten Falle
hat die Entwickelung wieder ein Mitlelglied, wihrend die iibri-
gen Glieder, die gleichweit von Anfang und Ende der Reihe
abstehen, denselben Coefficienten haben. Man hat daher

n —_
= "Be

n -
1 2

P (—1 g (sin a)* = cos na — "B cos (n—R)a + "B cos(n—4)a...
n-2

n

2

1 2
= ™3 cos2a :':g’”l_’)

Das obere oder untere Zeichen ist zu nehmen, je nachdem

n= 4k oder n = 4k 4 2. Zugleich ist, je nachdem n in
n
der ersten oder der zweiten Form enthalten ist, (— 1}%2 =1
n -

oder (— 1)? = — 1.
wenn 7 — 4k

Man hat mithin

9 . .
(cosa)” = cos na+"‘i’s cos (n—2)a...4-"B cos 2a +%~"%
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46) 2" (sin a)" = cos na-— "% cos (n—2)a -+ "% cos(n—4)a...
n-2 ) n
2

. 2
— ™Becos 2a - %"B‘

‘und wenn n — 4k + 2

9! (sin a)n = cos na — “‘113 cos(n—2)a -+ "525 cosin — 4. ..
n-2 n
2 1.2

<+ "B cos 2a -- ) s}

oder '

- -1, . n 1 2

47) 2" “(sina) = — cosna 4 "B cos(n—2)a—"P cos(n— 4)a....

n—2 n '

2 : 1 .2
— "B cos 2a + 5"93 .
Ist dagegen n ungerade, so hat die Enlwickelung kein Mit-
telglied und die gleichweit von Anfaﬁg und Ende abstehen-
den Glieder haben dieselben ‘Coefficienten, jedoch mit enlge-
gengesetztem Zeichen. Es ist also

. S 1 9l e
zn > (sin a)n; (enm_ . nat) _ney (e(n .)m—_ R (n )at) T
Nun ist S

nai -nai .o (7-2)ai —(n—2)ai -
e —e =2 sinna, e — e =21 sin{n-2)a u.s.w.
also

n-1

n-1 n-1 , . n Co. 1. : 2

2" i (sina) = sinna — "Bsinln—2a.... = "B sina

Hier ist das obere oder untere Zeichen zu nehmen, je nach-
dem n in der Form 4k~ 1 oder in der Form 4%k-f3 enthal-

L ‘ -1 . .
zugleich ist im ersten Falle 77 =1, im zweiten

ten ist )

in—l = — 1, Man hat demnach

wenn n — 4k + 1

b

n-3 n-1
ol m . 2 2

48) 2 (sina) = sinna—"Bsin(n—2)a...—"BsinIa+-"Bsina

und wenn n = 4k 4 3 '

n-3 n-1

n-1, . n . L 2 2 .
—2 (sina) = sinna—"YB sin(n—2)a ... "B sin 3a—"Hsina

16 *
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oder
n-3 n—1

- n-1, | n . 1 2 2
49) 2 (sina) =—sinna"Bsin(n—2)a..—"Bsinda|-"Bsina

Man hat also z. B. je nachdem n = 2, 3, 4, 5

2 (sin a)* = — cos 2a + 1

4 (sin a)) = — sin 3a + 3 sin a

8 (sin a)* = cos 4a — 4 cos 2a + 3

16 (sin a)° = sin 5a — 5 sin 3a 4 10 sin a
127.

Bisher wurden nur Sinus und Cosinus reeller Zahlen be-
trachtet. Indem wir aber in den Formeln 9) und 10) des
§. 95 fiir  eine complexe Zahl u |- vi selzen, erhalten wir
hierdurch cine Werthbestimmung fiir sin (u+vi)und cos(u+vi).
Es ist nemlich hiernach. '

(ut-vi)i —(u--oi)i
50) cos (u + vi) = ¢ +28

Jetoli o (etoili

51) sin (0 f0f) = ——
22

also, mil Riicksicht auf Formel 3) des §. 94,

ui v —ut
e .e +e . ev_ (cos utsinuile” +(cos u—sin wile’

cosfu-vi)———— —— " — LAl

2 2
oder
[l -0 v -0
. e —
52) cos (u - vi) = _,;e— cosu — "% sin ©.1
und ebenso findet man
v -p v ~p
53) sin (w4 oi) = ¢ +2€— sinu 4 e_ze— cosu.i
Ist w = 0 so folgl hieraus
? -v
54) cos (vi) = Lﬂlq
2
ei) 14
53) sin (pi) = st SR

- 2
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Entwickelt man e’ und ¢ ° nach Formel 5) des § 79 in Rei-
hen, so findet man

v—{—e__ 0?
) =1t st yeag T

P )
e — e 5

v
e T ' Tiesstrzsast o

v

57)

und es ist demnach
,D4~

. 0*
58) Cos(vz):]+l_2+l.2.3.4""

o : 3 °
59 sl =it ostraggs )

Dieselben Werlhe wiirde man erhalten haben, wenn man in
den Formeln 4) und 5) des §. 95 statt « den Werth vi ge-
setzt hilte.

So wie man die Cosinus und Sinus der reellen Zahien
die trigonomelrischen (cyklischen) Cosinus und Sinus zu
nennen pflegt, so hat man fiir die Cosinus und Sinus der rein
imaginaren Zahlen den Namen hyperbolische Cosinus und
Sinus vorgeschlagen, weil sie in einer #hnlichen Beziehung
zur Hyperbel stehen, wie jene zum Kreisc*). Aus den oben
gegebenen convergirenden Reihen fiir cos(vi) und sin (vi) kann
man fir jedes gegebene » den Werth des enisprechenden
hyperbolischen Cosinus und Sinus finden.

Setzt man, der Formel g @ = z%% analog {§. 105),
wo 1 eine reelle Zahl bedeutet,

' . sin (u - vi)
tg (u 4 vi) = cos (u F —|—Tz)

so folgtaus 52) und 53)

) Um Missverstindnisse zu vermeiden bemerke ich, dass manche
k] e—'D
Schriftsteller die reelle Grosse - -—57_ den hyperbolischen Sinus

nennen.
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v —p v o
2 sin w4 £ S cos u . %
tg (v + vi) =
eu + e—v cos e” . e—-v .
2 u — 5 sin u .1
v —p » —v
e + e e — e
— = e .
_ 2 gu+ 2. ¢
e + e g — o
9 — g u . i
also wenn-u =— (0 -
. > — g-v
tg (m) —_— i
eD + ev

Erhebt man die Ausdriicke 52) und 53) ins Quadrat, so fin-
det man :
60) [cos (u 4 vi)]> 4 [sin (u 4 vi)]? = 1
‘Die Gleichung 8) des §. 95 gilt also auch noch wenn z eine
imaginire Zahl ist. .

Mit Beriicksichtigung der Gleichungen 54) und 55) gehen
die Gleichungen 52 und 53) iber in
61)  cos (u - vi) = cosu . cos (vi) — sinu . sin (vi)
62)  sin (u 4~ vi) = sinu . cos (vi) + cos u . sin(vi)
Die Gleichungen 11) und 12) des §. 95 gelten also auch noch
wenn x +y eine imagindre Zahl ist, und ebenso gellen noch,
wie man leicht sieht, die dortigen Gleichungen 13) und 14)
wenn £ — y eine imaginare Zahl ist.

Setzt man in 54) und 55) statt o den Werth — v so fin-
det man, den Formeln 17) und 18) des §. 96 analog
63) cos (— vi) = cos (vi); sin (— vi) = — sin (v3)

128.

Aus 54) folgt, wenn n eine ganze posilive Zahl bedeulet,

2n[cos(vi)]n:(ev+e—fv)n:.enn_’_e-—nu_"nsé)(e(n—?)v_#e (n—2)v)+ .....
Diese Gleichung ist der Gleichung 43) analog und behandelt
man -sie auf dieselbg Weise, so findet man, 'je nachdem =
ungerade oder gerade
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n-1

n—1

2" [cos (03)]" = cos (nvi) + "B cos {{n — 2oi). .. +™B cos (vi)
oder :
n—2

2" ! [cos(vd)]" == cos(nvi) —}—"i;ﬁcos((n —2)vi)... "2215 cos{2vi) -

n
2

"B

00| e

iibereinstimmend mit den Formeln 44) und 45).

Eben so vollkommen ubereinstimmend isi die Entwicke-
lung einer Potenz eines hyperbolischen Sinus mit der in den
Formeln 46) bis 49) enthaltenen Entwickelung der Polenz eines

o . - 1
trigonometrischen Sinus. Da nemlich ——= — ¢ so kann man
2

stalt der Gleichung 55) auch schreiben

— 2 sin (vi) = e — e

Erhebl man diesen Ausdruck auf die nte Potenz, wo n wie-
der eine ganze positive Zahl bedeutet, so folgt

2"(— i) [sin (m']]n = (ev — e—v)ﬂ = em—"’lli\e(n—z)v ..... g
wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nach-
dem n gerade oder ungerade ist. Da nun (— 4 = — 1, so
folgt- fiir ein gerades n

n
net . .n . 1 . 1,2
+ 2 [sin(vi)] = cos(nvi) — "B cos(n— 2vi).... = 5} "B

wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nach-
dem n in der Form 4k oder 4k -} 2 enthallen ist. Die Zei-
chen der einzelnen Glieder der Entwickelung, vom erslen an
gerechnei, folgen hier, in beiden Fiille.n, in derselben Weise
auf einander wie in den zwei Formeln 46) und 47). Man hat
also z. B.

2 [sin(vi]]* =—cos (2vi) 4 1

8 [sin (vi)]* = cos(4vi) - - 4 cos(2vi)+ 3

Ist » ungerade, so findel man
n-1
n<l AT . . nd, . . nz L
2 [sin(vi)] = sin(noi) — "Bsin(n — i) .... = "B sin(vi)
wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem
n in der Form 4k 4 1 oder 4k -}-3 enthallen ist. Auch hier

@
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entspricht wieder die Entwickelung den zwei Formeln 48) und
49). Es ist z. B.

4 [sin (vi]]> = — sin(3vi) 4 3 sin (vi)

16 [sin (vi)]® = sin (5vi) — 5 sin (3vi) - 10 sin (vs)

129.

Es wird der folgenden Entwickelungen wegen dienlich
seyn die bisher gebrauchte Bezeichnung zu vereinfachen. Statt
stn (vi) schreiben wir sin.vi, wo also der Punkl hinter sin die
Stelle der Klammer vertritt, ebenso schreiben wir cos.vi statt
cos (vi).  Soll sin.vi noch mit s mulliplicirt werden, so schrei-
ben wir sin.vi.i. Ebenso bedeulel sin.(v +-1)¢ den Sinus der
Zahl (v 4-¢)i und sin.(v +1)i.7 dass diesei"Sinus noch mil i
mulliplicirt werden soll.

e’ + e’ e —e " ev—}— e

2 2 2
folgt mit Riicksicht auf 54) und 55)

v -0
e —e

+ﬁ2—z.z

—
Aus e =

64) ¢ = cos.vi -+ sin.ovi.d
analog der Formel 6) des §. 95. Ebenso

v . . ..
e '— cos.vii + sin.vji.i

und daher ¢ 19— cos.(v + v)i 4 sin. (v + v) 4.4

= (cos.vi + sin.vi.i) (cos.vyi + sin.vyi. 1) )

also auch allgemein

cos.fv 4+ v, + ... + v,) ¢+ sinfv 4 0 ... 4 0, i
== (cos.vi-{-sin.vi.i) (cos.v i sin.v14.4)...(c08.0,i -+ sin.v,i.i)
und hieraus folgt, der Formel 16) des §. 95 entsprechend,

65) (cos .vi + sin.vi.i)ﬂ: cos.nvt - sin .nwvi.i

Da hier n eine ganze posilive Zahl bedeutet, so kann man
die linke Seile dieser Gleichung vermittelst der Binomialformel
entwickeln. Da man aber hier nur reelle Glieder erhilt, in-
dem sin.vi.i sowie auch sin.nwi.i reelle Werlthe sind, so
kann man nicht, wie in §. 118, cos nvi und sin noi, durch
Trennung des Reellen und Imaginiren erhallen. Man kann
sich aber hierzu eines anderen Verfahrens bedienen, welches
man auch dort haite anwenden konnen. Mit Riicksicht auf
63) folgt nemlich aus 65) auch

@
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" . . n . . . .
66) (cos.vi — sin . vi.4) = cos.nvi — sin.nvi. i
und mithin

67) cos.nvi =

(cos.vi -+ sm'mz)n—{— (cos . vi — sin.vi.q)"
2

(cos.vi -} sin. vi.i)”— (cos .vi— sin.vi. i)

Entwickelt man nun hier die rechisstehenden “Ausdriicke nach
der Binomialformel, so ergiebt sich, dass man die Formeln
24, 25, 26, 27, des §. 118 unmittelbar auf den gegenwirli-
gen Fall ibertragen kann, wenn man nur stait a iiberall v:
an die Stelle setzt. Und da ferner wenn man in Formel 60)
u = 0 selzt, (cos.vi)? + (sin.vi)> = 1 folgt, so sieht man
dass auch die Formeln 35) des §. 122, 36) des §. 123, 37)
und 38) des §. 124 ihre Geltung behalten, wenn man oislatt

68) sin.nvi.i=

a setzt.
Es wurde oben (§. 125) hemerkt, dass man die Formeln

39) bis 42) mit Hilfe der Gleichung sina = }/1—2" finden

konnte, wo z = cos . Da nun wenn cos.vr = 3 auch
sin.vi = /1 —22 so folgt, dass dieselben Formeln auch fiir
a = vt gellen.

130.

Obgleich die vorhergehenden Erorterungen eine grosse
Aehnlichkeit zwischen den trigonometrischen und hyperboli-
schen Cosinus und Sinus nachweisen, so findet doch auch an-
dererseils ein grosser Unterschied zwischen denselben statl.
Es wurde nemlich frither (§. 99) nachgewiesen, dass die tri-
gonometrischen Cosinus und Sinus, d. h. die Cosinus und Si-
nus einer reellen Zahl @, periodische Funklionen sind, in-
dem sich bei ihnen, wenn a fortwihrend wachst, dieselben
Werthe in derselben Ordnung, immerfort wiederholen. Diese
Eigenschaft findet bei ‘den hyperbolischen Cosinus und Sinus,
d. h. bei den Cosinus und Sinus einer rein imaginiren Zahl
ot nicht mehr statt; sie sind keine periodischen Funktionen.
Ist nemlich v eine positive Zahl, so haben die Reihen, welche
den Werth von cos.vz und szn.vi angeben (Form. 58 u. 59),
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nur positive Glieder; es wichst also der Zahlenwerth von
cos.vi und sin.vi fortwahrend mit o; dasselbe findet stalt,
wenn o negaliv ist, nur dass alsdann der Sinus negativ ist.
Alle Eigenschaften der Irigonometrischen Cosiaus und Sinus,
welche auf ihrer Periodicitiat beruhen, sind daher bei den
hyperbolischen Cosinus und Sinus nichl mehr vorhanden. Hier-
mit ist ein beachtenswerther Umstand.verbunden, REs giebt
unzihlig viel reelle Zahlen a, deren Sinus und Cosinus Null
ist, und zwar sind, wie frither nachgewiesen wurde, die Zah-
len, welche der Gleichung cosa =0 genigen, in der Form

]
a=>* (k-} 5)”’ die Zahlen, welche der Gleichung sin @ =0

genugen, in der Form @ == fn enthalten, wo % irgend eine
ganze Zahl bedeutet. Dagegen giebt es keine rein imaginére
Zahl vz fir welche die Gleichungen cos.vi==0, sin.vi= 0
Gellung haben. Denn, wie die Formel 58) zeigt, istcos.vi=1
wenn » =0, fir jeden anderen (positiven oder negativen)
Werth von o ist cos.vi = 1. Ferner ist nach Formel 59)
sin.vt = 0 wenn p=20, fir jeden anderen (positiven oder
negativen) Werth von o, hat sin.vi einen Werth, \;velcher,
abgesehen vom Zeichen, grosser als Null ist.  Dasselbe gilt
auch von den Cosinus und Sinus complexer Zahlen. Gibe es
nemlich eine complexe Zahl u vz, fir welche die Gleichung
cos (u - v2) = 0 stall finde, so hille man (Form. 52)

eU + e—"D e‘D . e—v
— coSu — —

2 2
Diese Gleichung wiirde also in die zwei Gleichungen

» _
e_—ge_ cosu — (

stnu.l =20

v

. eD + -
e
zerfallen. Da nun — fiir keiner_] reellen Werlth von »

Null werden kann, so miisste, wenn der ersten dieser Glei-
chungen geniigt werden soll, cos u=0 seyn, mithin sinu="*1.

-
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Die zweite dftser Gleichungen konnle also nur dann statt fin-

v -0
e — e )
den, wenn — = 0, woraus v = 0 folgen wirde.

Auf dieselbe Weise findet man aus Formel 53) dass auch die
Gleichung sin (u -+ vi) = 0 nicht stalt baben kann, wenn
nicht » == 0.

Es folgl also hieraus, dass den Gleichungen cos ¢ = 0
und sin @ = 0 nur durch reelle Werthe von z geniigt wer-

den kann.

Zwolftes Kapitel,
Die unendlichen Produlite.

131.

Indem wir im Beginn der algebraischen Analysis das Ver-
falren, durch welches die Arithmetik Zahlen ausdrickt, zu -
Grunde legten (§. 3), haben wir bisher iberall, wo ein Werth
durch eine ins Unendliche forlgesetite Folge arilthmelischer

~ Ausdriicke berechnet werden sollle, hierzu ausschliesslich die

Form der unendlichen Reihe angewandt.. Diese Form ist, so-
bald man nur die Bequemlichkeit des Rechnens beriick-
sichtigt, unzweifelhaft die beste, da sie auf den einfachsten
Operationen, dem Addiren und Subtrahiren beruht, je
nachdem die Glieder der Reihe positiv oder negativ sind. Will
man aber hohere arithmelische Operalionen anwenden, so sind
offenbar noch viele andere Arten ins Unendliche fortgeselzter
Entwickelungen denkbar, durch welche man irgend einen Werth
ausdriicken kann. Hiermit eroffnel sich der Analysis ein neues
weites Gebiet. Denn diese mannigfachen Entwickelungen kon-
nen, je nach ihrer Eigenthiimlichkeit, zu Beziehungen fiihren,
welche mit Hilfe der Reihen schwer oder gar nicht zu ent-
decken sind. Es ist aber auch vorauszusehen, dass mit der
grosseren Yerwickelung der Operationen die Resullate eben-
falls im Allgemeinen . verwickelter ausfallen und daher ihre
niitzlichen Anwendungen abnehmen werden,
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132. ¢

Sowie nach dem Addiren und Subtrahiren das Multi-
pliciren und Dividiren die einfachsten ,Ope'ralionen der
Arithmetik sind, so sind auch die auf ihrer forigesetzten An-
wendung beruhenden Formen der Entwickelung, welche unter
dem Namen der unendlichen Produkte und der unend-
lichen Kettenbriche bekannt sind, nach den unendlichen
Reihen die interessantesten und einfachsten. Diese sollen im
Folgenden betrachtet und damil die algebraische Analysis ab-
geschlossen werden.

Denkt man sich eine Reihe nach irgend einem Gesetze
gebildeter Ausdriicke %, , u,...w, und mulliplicirt man sie,
in der Ordnung, wie sie aufeinander folgen, mileinander, so
erhall man das Produkt

P=wu .u....u,
Lisst man » unbegrenzt wachsen, so nennt man das Produkt
ein unendliches. Bei einem solchen unendlichen Produkte
sind, wie bet den unendlichen Reihen (§. 43), drei Fille zu
unterscheiden. Entweder nahert sich, mit unbegrenzl wach-
sendem =, der Werlth von P einem beslimmten Werthe W
unbegrenzl, so dass W — lim P, alsdann convergirt das
unendliche Produkt, und wir nennen W seinen Werth. Oder
P nihert sich, bei unbegrenzt wachsendem n, je nach Be-
schaffenheit der Zahl n, verschiedenen bestimmien Werthen
unbegrenzt, dann oscillirt das unendliche Produkt. Endlich
kann P mit unbegrenzt wachsendem n 'iiber ‘jede angebbare
Zahl hinauswachsen, dann divergirt das unendliche Produkt.
Es ist aber hier, dhnlich wie bei den Reihen (§. 76} darauf
zu achien, dass weder die Ordnung der Fakloren geindert,
noch ein Faklor in mehrere zerlegt wird, oder mehrere Fak~
toren vereinigi werden. Es ist z. B. klar, dass das Produkt
1 1 1
2.5—.2.5—.2.5....
1 oscillirt, wihrend das Produkt 1.1.1.1... den Werth 1
hat. Da es fir den Zahlenwerth des Produktes gleichgﬁl—
lig ist, ob die einzelnen Fakioren positiv oder negativ
sind, so soll in der Folge, bei Erdrterung der Frage, zu wel-

zwischen den Werthen 2 und
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cher der drei genannten Gatlungen ein Produki gehort, im-
mer zur Einfachheit vorausgesetzl werden, dass sammtliche
Fakloren posiliv sind.

Wie die Beschaffenheit einer Reihe nicht von deren er-
sten Gliedern abhéingt (§. 46), so sind auch die ersten Fak-
toren fiic die Beschaffenheit des Produkis gleichgillig. Es
kommt nur darauf an, dass sie, von irgend einem bestimmien
Faklor an, gewissen Bedingungen Genige leisten, und es soll
daher im Folgenden angenommen werden, dass dies gleich
von Anfang an der Fall ist, indem die elwa vorhandenen un-
régelméssigen Anfangsglieder vernachlissigl werden.

133.

Wenn simmiliche Faktoren eines unendlichen Produkis
um ein Angcbbares grosser als die Einheit sind, so muss das
Produkt divergiren. Ist nemlich jeder Faklor grosser als
14+ k% und k>0, so ist das Produkt von r Fakioren grosser

. r.r—1 )
als (1 4 k. Nunist (144" = 1--rk+4 1 3 k4.
d. . (14&7 > 14-rk, mithin wenn r unbegrenzl wichst, so
wiachst auch (1 4 k)™ unbegrenzt, und umsomehr muss das
unendliche Produkt unbegrenzt wachsen. Sind dagegen simml-~
liche Faktoren um ein Angebbares kleiner als die Eivheit, so
ist der Werth des Produktes — 0. Denn in diesem Falle ist

jeder Faklor kleiner als wo wieder k& eine Zahl bedeu-

1
1+ &

tet die >.0 ist, milthin das Produkt von r Fakloren kleiner

als (l——}l—k_)f Bei unbegrenzt. wachsendem r ist also das Pro-
dukt kleiner als ein Ausdruck, welcher sich unbegrenzl . der
Null nihert, da nun das Produkt, insofern es nur aus positi=
ven Gliedern besteht, nicht negativ werden kann, so muss es
sich ebenfalls unbegrenzt der Null nihern.

Sind die Faktoren eines Produktes, theils um ein Angeb-
bares grosser, theils um ein Angebbarrs kleiner, als die Ein-
heit, so lassen sich, bei der grossen Manmgfalhgkell der mog-
llchen Aufeinanderfolge der Fakloren, keine allgemeinen Re-
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geln mehr geben, so wenig dies bei Reihen moglich ist, wenn,
theils der Quotient zweier aufeinander folgender Glicder grosser,
theils kleiner, als die Einheit ist (vgl. §. 49).

Es bedirfen daher nur diejenigen Produkie eine weitere
Untersuchung, bei welchen sich die einzelnen Faktoren unbe-
grenzt der Einheil ndhern; wir wollen deswegen im Folgen-
den immer stillschweigend vorausselzen, dass nur von solchen
Produklen die Rede ist. Man setze

) P—(1+k) (14 k... (] + k)
wo ky, k,... positive oder negative Grossen bedeuten, deren
Zahlenwerth kleiner als die Einheit ist und welche mit unbe-
grenzt wachsendem #n unbegrenzl abnehmen; es sind nun Kenn-
zeichen aufzufinden, aus welchen sich die Beschaffenheit von
lim P, bei unbegrenzl wachsendem =, ergiebl. '

Da schon friher (Kap. 6) solche Kennzeichen zur Beur-
theilung der Beschaffenheil einer Reihe aufgefunden worden
sind, so liegt der Gedanke nahe die Beurtheilung der Be-
schaffenheil von lim P auf die der Beschaffenheil einer oder

mehrerer Reihen zuriickzufiithren. Dies kann in folgender Weise -

geschehen,

134.
Sind die Grossen ky, ky, .. .
lich negativ, so hal man in beiden Fallen
Mtk (W k) = T bt ko+ bk,
also, da k; k, posiliv isl,
(A hy) (ko) > 1 dy -k
Hieraus folgt .
(L kY (L k) (k) = (14 ko) (14 A5
d. h.~ : '
(L) (U ko) (Vbhs) = L by by A by kg g —F gy kg
und mithin ' :

(k) (L) (14 hs) > by kgt ks
da Jy ks und ky k5 positiv sind.

sammilich positiv oder. simml=

Man sieht dass sich dies Verfahren auf jede Anzahl Fak—'

toren ausdehnen lisst und findet daher allgemein

2) P={l4h) (k). (k) > btk th,
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Man nehme nun zuerst an, die Grossen ky, k, ... seyen sammt-
Jich positiv. Ist alsdann die Reihe

3) ey + by + ks + ...
eine divergirende, so muss umsomehr P divergiren. Conver-
girt dagegen diese Reihe, so giebl es immer einen endlichen
Werth r, so dass hLim (£, - kr-l—l"') < 1.  Alsdann hat

man aber, wie schon in § 76 gezeigl wurde, -
Lm[(1 +k,) (1—}—kr+1)....]<lim[1 +(k"+kr+1'")+(k"+kr+1"')2+"']
und Zim P hat daher einen endlichen Werth. Hieraus folgl der
Satz: wern ky, k,... simmtlich positiv sind, so convergirl
oder divergirt das Produkt P, je machdem die Reihe 3)conver-
girt oder divergirt, ‘
Sind die Grossen k,, k, .. sdmmilich negativ, so kann
das Produkt P nicht divergiren und nichl oscilliren, da jeder
folgende Faktor, wenn er mit dem Produkte der vorhergehen—~
den multiplicirt wird, ein kleineres Produkt giebt, und da P
auch nicht negaliv werden kann, so kann lim P nur enlweder
einen endlichen posiliven Werth haben oder Null seyn. Ist
die Reihe 3) convergent, so kann man wieder k. so wihlen,
dass der Zahlenwerth von (k. 4+ /:T_}_1 —+ ...) kleiner als
die Einheit ist. Setzt man lim (£, + kr+1 + ..
(wo also w einen positiven Werlh bezeichnet der kleiner als
die Einheit ist) so ist nach Form. 2)

>l —w
also :
lim P> (L + k). .. 1+ k_ )01 —w

nun hat 1— w einen endlichen positiven Werth, folglich auch
P. Divergirt dagegen die Reihe 3) so wird P Null seyn. Denn

1
da allgemein 1 4 k, = — 5 SO hat man auch
] — . ¢
14k,
1 1
P = , . _/fz ......
l——— 11— ——
1+ & 144,
- l kl k’.’ )
oder wenn man Q = ( _JIkI) ( Tk
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1
selzl, P = —

0

Nun sind simmiliche Fakloren, aus denen ( hesteht, positiv,
also (nach Form. 2)

b k,
0 > l _— 17;_}__k1 - ﬂ- k'; T e s e

Da aber allgemein > — k. (weil 1 4+ k. < 1) so ist

—k,
144,
um so mehr
0>1—Fk —ky ...
d. h. Q divergirt und mithin ist fim P = 0.

135.

Sind dagegen die Grossen ky, &, ... theils positiv theils
negativ, also die Faktoren 14 £, 1 4%, ... theils grosser
theils kleiner als die Einheit, so bedarl dieser Fall nur dann
einer besonderen Untersuchung, wenn sowohl die Faktoren,
welche grosser, als die, welche kleiner als die Einheit sind,
- in unbegrenzter Zahl vorkommen; weil wenn nur die Faklo-

ren der einen oder der anderen Gatltung in unbegrenzier Zahl

vorhanden wiren  die Untersuchung auf den fritheren Fall zu-
rickkdme. Man nehme daher an, dass sowohl my, m, ... als
L, I, ... positive Werthe bezeichnen, die kleiner als die Ein-
heit sind, und setze, indem man die Faktoren jeder Gattung
zusammenstellt

O k) (4 k) (L k) = |
(L4m) (14 my)...(t +m) (1 — &) —1)... (1--1)

so dass s + { = n. Man selze
0=+ m)(1 +my)...0 + my
O'=(1 —h) (1 —4). ... (10—
also
P =00
Ferner sey

g = lim (my + my, + ... 4+ m)

¢ =tim (4l )
Je nachdem ¢ eine endliche Grisse oder unendlichist, wird auch
lon ( eine endliche Grosse oder unendlich seyn. Ebenso wird
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lim (' eine endliche (von Null verschiedene) Grosse oder Null
seyn, je nachdem lim ¢’ einen endlichen Werth hat oder un-
endlich ist.

Demnach sind hier folgende Falle zu unterscheiden. Sind
q und ¢’ endliche Grossen, so hat lim P cinen endlichen von
Null verschiedenen Werth. Ist ¢ endlich, ¢’ dagegen unend-
lich, so ist &im P=10. Ist ¢ unendlich, ¢" endlich, dann di-
vergirt P. Sind aber ¢ und ¢’ beide unendlich, so ist lim
unendlich, lim Q"= 0, dann erscheint lim P in der Formn
.0, welche es zweifelhalt lisst, ob 4m P einen bestimmten
Werth hat.

1 1 1 1

Ist z.B. P= (14 5] (1 —Q_z) (1 —{—53) (1 —é—+}

. : o1 1 1
so 1ist q:lzm(§+§5—}—2—5—}—.)

, . 1 1 1
q:lnn(g'i—i—g;—{—éa‘—{—..)

q und ¢” sind also endliche Grossen, mithin auch P eine end-
liche positive Grosse.

1 1 1 1 1 !
={1— = =) (1— =) (I—=) O+ 5)-.-

. .1 1 1
somtq:lzm(z—z—{—g_i—}—&;—{-...)

1 1 1

also ¢’ divergent (§. 45) und ¢ convergent (§. 61), mithin
lim P = Q.
Ist dagegen

1 1
P= (1) 1= (14 g) (1 — ) (1 ) (=)

so ist nun ¢ divergenl, ¢’ convergeni, also P divergent.
1 1 1 1 ] 1

=(l--+ = (1— = = —-=)(14+=) ...
Ist P=(1—) (14 5) (1—5) (14 5) (1= =) (14-3)

so sind ¢ und ¢’ beide divergent, und die Beschaffenheit von

P bleibt zweifelhafl. Indessen kanu man sich hier leichl iiber—

zeugen, dass P einen positiven endlichen Werth hat. Denn
17
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1 1 1 | 1
mmu—yu+@u~@u+?4pigﬂwﬁ:ﬁ

I 1 !
f— -_ — ) e 1'—*¥—~—~ d 3 -
(1 32) (1 52) { (27‘_1)2). Lisst man  unbe
grenzl wachsen, so ist (§. 134) die Grenze des lelzieren un-
endlichen Produkles ein endlicher positiver Werth, da die
- 1 1
Reihe 32 -+ 5 + . . . convergirt. Hieraus folgt weiter dass
bei unbegrenzt wachsendem r auch die Grenze des Produkles
1 1 1 1 1
— =+ =) (=) (14 = ==
(l=g) g U o7 U g, ) = g )
1
einen positiven endlichen Werth hal, da lim (1 — 51_-_|_ )=1.
Wie viel Fakloren man also zur Berechnung von Panwendet,
immer erhidlt man einen posiliven endlichen Werth, mithin ist

auch lm P ein solcher Werth.

136.

Will man die Theorie der Logarithmen zu Hiilfe nehmen,
so kann man die Beurtheilung von P noch in anderer Weise
aul die zweier Reihen zuriickliihren, welche in vielen Fillen
auch dann noch tber die Beschaffenheil des Produktes Auf-
schluss giebt, wo die vorhergchende Regel ihren Dienst versagt.

In der Reihe

a2 z3 z*
2 t3 7 |
ist, wenn « posiliv und < 1 ist, jedes Glied grisser als das
folgende und die Zeichen abwechselnd positiv und negativ,
der Werth der Reihe isl log (1+ @) und man hat daher (§.59)

log (I + =) < =

r —

2

>z — o

2
und um so mehr
log (1 + 2) < =
> — z?

Da, wenn noch immer z positiv und < 1 vorausgeselzt wird,
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2 3 4
l l—$ :—I\x-_i_i_;_____
og ) 2 3 3

so folgt
log (Il — o) < — =z
z 4 23 4zt ...
g

x?

z? z*
Zugleich ist 5 —f—7 —l——4— + ... <

X ] 1
d. h. < % ‘T—= (§. 47), ist daher =z < 5 milhin

z? z3
2(1—x)>1,soisl§—}— 3—+ < 2% also

log (1 —ax > — o — z?
Es folgt hieraus, dass wenn x eine positive oder nega-

tive Zahl bedeutet, deren Zahlenwerlh « - isl, immer

2 )
logl + z) < =
> ¢ — z*
seyn wird.
Nun kann man, wic schon oben bemerkt wurde, immer
annehmen, dass in dem Produkte

P= (1 k) (L4 k). ... (14 k)

die Grossen ky, ko...sdammtlich < sind. Man hat also

log (1 + k) < k und'log (1 4 k) > k —k2  Versteht
man unler », eine gewisse posilive Zahl, die kleiner al‘_s | ist,
so kann man daher log (1 + k)) = k;—mn, k,? selzen; ver-
stehl man unler ny, ns... ebenlalls posilive Zahlcn, die klei-
ner als 1 sind, so kann man ebenso log (1 + ky) = l;—nyk,2,
log (1 4 k3) == ks —mnzks® u.s.w. setzen. Man hat mithin

log P = log (1 4 ky} - log (1 -t k) + log (1 + ks} ...+ log {1 }- k)

L= kl + kz ..-.+ k"""‘nlkIQ—nzkzz....—nnkn2
Man selze _
o=k + k4,
o = bZH B2 4 Lk

Bezeichnet man die grosste unter den Zahlenng, ny... durch
N, die kleinste durch Ny so ist demnach

4) log P > p, — Ng,

< Pn — Ngqn
i7*
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Da aber P = & P, wenn e die Basis der natirlichen Loga-
rithmen bezeichnet, so sind folgende Fille zu unterscheiden.
Ist, bei unbegrenzt wachsendem =, lim log P ein endlicher
Werth A4, so ist auch lzm P ein endlicher von Null verschie~

dener Werlth &, Ist lim log P= a0, soist lim P—e® = ao;
ist lim log P— — @ so ist lim P = e P =0.

Nun kann p, positive und negalive Glieder enthalten, wih-
rend ¢, nur.aus positiven Gliedern besteht; ¢, kann also nur
endlich oder = oo seyn, wihrend p_ endlich oder = oo seyn
kaun, oder auch in der unbestimmten Form oo — oo erschei-
nen kann.

Demnach ergeben sich aus Formel 4) folgende Resultale:

1) Ist lim p, sowie lim g, eine endliche Grisse, so isl
auch /lim log P und mithin auch 4m P eine endliche von Null
verschiedene Grosse.

Iy Ist &im p,, eine endliche Grosse, fim ¢, aber unend-
lich, so ist tim log P < lim (p, — Nog,) d. h. kleiner als
ein Ausdruck, welcher einen negativen unbegrenzl wachsen-

den Werth hat, mithin muss man lim log P = — o selzen,
woraus &m P = 0 folgt.
N Ist &m p, = — oo wihrend lm ¢, = o0 oder auch

einen endlichen Werth hat, so findet man, wie im vorherge-
henden Falle lim P — 0.

1V) Ist lim p, = ao, wihrend lim ¢, ecinen endlichen
Werth hat, so ist lim log P > lim (p, — Ng,) also lim log P
grosser als eine unbegrenzt wachsende positive Zahl, within
lim P — oo. ' '

V) Ist lim p, = @ und zugleich lim ¢, == oo, so neh-
men die Grenzen der Ausdriicke p, — Ng, und p, — Noq;‘
die Form ao — oo an, welche sowohl einen endlichen Werth
als = oo bezeichnen kann, der Werth von lim log P und mit-
hin auch von lim P bleiben also unbestimmt.

137.
Um das Verhillniss dieser neuen Regel zu der friheren
zu beurtheilen, bemerke man, dass lim p, = ¢ — ¢,. Die

frihere Regel lasst nun den Werlh von lm P unbeslimml so-
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bald ¢ und ¢’ beide unendlich sind; hierbei kann aber fimp,,
= g—¢’ endlich oder auch *= oo seyn, dann beslimml die
neue Regel den Werth nach I, II, Il oder IV. Wir haben
z. B. oben das Produkt T
P=(0 =90 +0 -0+
, 3 3 5 5000

betrachtet und gefunden, dass die frithere Regel hier nicht
Lim P bestimmt. Nun ist aber ’

1 1 1 1
pn'__—_"—g-_*-g_g‘{“g....

1
also lim p, =0, wihrend lzmqn=51~2+3lQ+F)lz—[—5—2 + ...

1 1
= 2 (? + 5i + .. .) einen endlichen Werth hat, nach I
ist also lim P ein endlicher positiver Werth, wie schon oben
gefunden wurde. Sey ferner
1 1 1 . 1
P=(04+—50—-00+ )0 =) ....
22 32 42 5%

1 3 . .
wo man allgemein unter rZ die positive Quadratwurzel aus

r versteht.
Hier ist
.1 1 1
g =lm (< + 4+ 5+ ..
PA 47 67
.o 1 1 1
‘h=h’"(—,+—1+—1+- )
3z 52 7%
=
Seizi man
.1 1 1 1
w=Ilm( + —+ 54+ 5+ ...
2% 3% 4% 52
so ist w = ¢ -+ ¢’. Nach § 61 ist aber w divergent, folg-
1 1 1 :
lich auch ¢ = — (1 + — + — ~+ .. .] und mithin auch
22 22 3z
, 1 i . . .
q. Demnda ¢ — — = — + — + ... divergirl, und
27 42 62 ,
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1 1 1 1 .
~ > 5, — > — u.s.w. so muss um so mehr ¢ diver—
3% 47 52 67
giren. Die fribere Regel entscheidel mithin nicht iber den
Werth von lim P. Es ist aber ferner
o1 1 1 1
Pn = lim (— — — —_— — .. )

2o 31 43 5%
und da in dieser Reihe die Glieder unbegrenz! abnehmen ufid

abwechselnde Zeichen haben, so hal p, einen endlichen Werth.
Ferner ist ‘

1 1 1
qn:?+§+?+~--
also divergent, mithin nach Il), lim P = 0.
Dagegen wird unter der in V) gemachten Vorausselzung,
wo die zweile Regel keine Enlscheidung giebt | lim P durch

die erste Regel bestimmt, sobald nicht ¢ und ¢ zugleich un-
endlich sind. Ist z. B.

1
P=(l+ 004+ 04
2 32

2 4%
. .1 1 1
soist p, =tlim (—+ 5 + ... )= ®
2% 32 4%
.1 1 1 o
qn = lim (5— + -3— + ‘4- e .] - QO
Da aber ¢ — oo und ¢’ = 0 so folgt nach der ersten Re-

gel lim P = op.

Verbindet man beide Regeln, so bleibt also die Beschaf-
fenheil von P'r.lur dann zweifelhafll, wenn ¢ und ¢’ beide un-
endlich sind und zugleich entweder p, welches zunichst,
weil es g—g¢’ ist, in der Form oo — 0o erscheint, in Wahr-
heit oo ist, wihrend zugleich ¢, — a0 ist, oder der Werth
von p, nicht bestinmt werden kann, in welchem Falle natiir-
lich die Beschaffenheit von P auch dann noch zweifelhaft bleibt,
wenn ¢, einen endlichen Werth hat.

138.

Man kann jedes Produkt in eine gleichgeltende Reihe
verwandeln. Man hat nemlich

et

¥ Lo
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{1 +k1)(| ‘f‘kz):]—i‘kl +(1+k1]k2
folglich _
(14+-ky) (14-ks) (T ks) =1 +k1+~(l+k1)k2+(l+kl)(l+k2)k5
und indem man so fortfihrt, findet man ,
P:(l+kl)(l+k2)....(1+kn)=(l+kl)+(l+k1)k2+(l+kl)(1+kg)k5....
(k) (L ho)e. . (R )E |
Auch diese Formel kann man mitunler benutzen um die Be-
schaffenheit von lim P zu finden, indem man die Beschaffen-

heit der gleichgeltenden Reihe untersucht. Bezeichnet man in
dieser Reihe das rle Glied durch ¢ so ist

t_l = (I + k) (1 + ko) .- (1 + k’__z) k,._l
o= (4 k) (k) (U R )k

und

r-1 r—1

k . I,
Je nachdem also lim [k—’ (L + 1:1__1)] grosser oder kleiner als
: r—1
die Einheit ist, wird die Reihe und mithin auch P divergiren

k i
“oder convergiren. lst lim [,/;T_ (1 + & _J] =1,s0 konnen

r—1
die weileren Regeln benulzl werden, die wir friher fir die-
‘sen Fall gegeben haben.
Man bemerke noch gelegentlich, dass man auch umge-
kehrl jede gegebene Reihe in ein gleichgeltendes Produki ver—
wandeln kann. Denn man siehl sogleich, dass

t + Uy t1+t2+t5
e

bty
tl + t2 +t

tydtge et ta=10( RV AN

ist.



264

Dreizehnles Kapitel.

Die Kettenbriche,

139.

Besteht ein Ausdruck aus zwei durch Addition oder Sub-

traktion verbundenen Theilen, von denen der zweile in Form
eines Bruches erscheint, dessen Nenner wieder aus zwei sol-
chen Theilen besteht, von welchen der zweite in Form eines
Bruches erscheint, so nennt man diesen Ausdruk einen Ket-

! hesteht aus zwei
1

Theilen | von welchen der zweile in Form ecines Bruches er-

tenbruch. Z. B. der Ausdruck a, +

scheint. Ist nun aber B, — a; -} b2

so ist ¢ —

Bz (¢} + a _i— ﬁ

B,

. ) . bs
ein Keltenbruch. Es konnle nun aber wieder B, = a, —I—B~
5

seyn, wodurch man den Kettenbhruch ao-l— ———— erhielte,

a+-by
@y + b3

Bs
und indem man so fortgeht siehl man dass ’

1) o+’

al—{—b
ay+ bs

as

+bm

. O
die allgemeine Form eines Kettenbruches ist. Es ist bei die-
ser Schreibweise immer zu beriicksichligen, dass jeder unmit-
telbar iiber einem Divisionssiriche stehende Ausdruck als Zih-
ler anzusehen ist, zu welchem Alles, was unter diesem Divi-

sionsstriche folgt, als Nenner gehort.

Die Ausdricke ay, a;, a,... by, b, ... kénnen jeden
beliebigen Werth haben, sie kénnen ganze oder gebrochene,

265

ralionale oder. irrationale, reelle oder imaginire Zahlen seyn.
Im Folgenden wird jedoch immer vorausgeselzl, dass sie reell
sind. Je nachdem m einen endlichen Werth hal, oder unbe-
grenzt wichst, ist der Keltenbruch 1) einendlicher oder
ein unendlicher. Die Grossen ag, @, @, - - - sind die
Theilnenner des Kettenbruches, die Grossen by, by . . -

b . b
seine Theilzahler, auch ist — das erste Glied, 53 das
a 2

zweile, allgemein Pk das kte Glied des Ketlenbruches.
ay

Ist m eine endliche Zahl, so kann man den Keltenbruch 1)
immer auf einen gewohnlichen Bruch zuriickfihren, welchen
man seinen reducirten Werth nennt. Man verwandle zu-

b .
erst den Theil @, + — in einen gewdhnlichen Bruch, wo-
o

aa + ﬁ

ay

durch man erhilt, setzt man in diesem Ausdruck

b
a + a—g statl @, so folgt

2
b‘2
72 b '
a—{-bl— :Lﬁ)w,—{— ' :@7a1a2+a0b2+a2b1
° " atb, b, a,a, + b,
. a + — .
a, a, ,
3

In diesem Ausdrucke konnte man wieder a, -+ o stalt a,

setzen und erhielte hierdurch den reducirten Werth von

ao—}-b—l—— und indem man so fortfshrt, erhalt man zu-
ay 2 -
aq +b_5
a5

letzt den reducirten Werth des ganzen Kettenbruches 1).
Dies Verfahren lisst sich aber abkiirzen. Man bezeichne
durch A, den Zihler, durch By den Nenner des reducirten

by .
Werthes des Keltenbruches a, 4- was in der Folge

1+b’
a, +

b

Ok
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kiirzer so ausgedriickl werden soll, dass wir A, den Zihler,
By den Nenner dieses Kellenbruches nennen. Man selze auch

noch Ag==a,, By =1 so hal man mithin
4 ay 4; b, A4, by
B, = T 31 = a; + ;1—1, 32 = a, -} ZI_l—l—bQ n. s oW,

a‘l
Es wird hierbei vorausgesetzl dass im Laufe der Rechnung
keine etwa mogliche Zurickfihrung eines Bruches, auf klei-
nere Benennung vorgenommen worden ist¥). Die Werlhe
Ao 4 A,
B’ B, B,
herungshruch des Kettenbruches 1). Nun wurde gefunden
Ay=apa,+b;; By=a;; A,=apa a,+agb,+a,b,; By—a,a,+b,.
Schreibl man 4, =ua, (@ya; +b,) + b,a0 und setzt A, stall
aga, -+ b, und 4, stall ay so hal man 4, =a, 4, } b, 4,
und wenn man B statt a; und B, statt | selzi, B,—=a,B;+b,8B,.
Man kann nun aber lvicht zeigen, dass die Formel, vermoge

. nennen wir den nulllen, ersten, zweilen N&-

deren man hier A4, aus den zwei vorhergehenden A, und B,
aus den zwei vorhergehenden B findel, allgemein slall hat,
es isl nemlich

2) 4 =4+ 04,
3 Bk:kk1+kak2

Man nehme an, diese Formel sey bis zu einem beslimmien k&
richtig, man habe also

A a A+ b 4

Y T S} k ko2
T
B akBk_—l + 658,
4 b
. k41 k41
um hieraus + zu finden, hat man o 4 a + statt a, zu
k41 k+1
selzen und es ist demnach
A, .
*} Also z. B. wena der Kelteobruch 1 + =_2 geselzt wird,
4+4 B,
5

g0 ist A, = 34, B, = 24 und nicht etwa 4, = 17, B, = 12,
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bt
4 (o, + o ) At
s - S "+1 e
k1 k+1
(4 + ) By + 55,
Tt
mithin, wenn man die Briiche wegschafft,
g = Gy T o0 A T 4y B,
= Gy, (A b o+ b/,-+1 k-1
By = 0oy T o0 B T o058,

=4, 8 + 58 )+ b B,
oder

At T G A o A
B

Bitr = g Bt b By
Es ist also bewiesen, dass die Formeln 2} und 3) auch noch
gelten, wenn man £ - 1 slalt k setzt, sobald sie fir £ gel-
ten. Nun haben wir ihre Richtigkeit fir & = 2 unmillelbar
nachgewiesen, folglich sind sie auch fiir alle grosseren Werthe
von k gillig.  Will man dieselben auch noch auf den Fall
k = 1 ausdehnen, so dass also
A, = a4, + b 4_,
By, = a B, + b, B_,
so hat man nur A_, = 1, B_, = 0 zu selzen, dann ist
in der That 4} — a;a + b, By = @ . 1 4+b;, . 0 = a,.
Die Formeln 2} und 3) sind also wahre Recursionsfor-
meln.  Sobald man A, und B, als bekannt voraussetzl, kann
man vermillels! derselhnn'je’den Zihler und Nenner jedes fol-

4,
genden . Niherungsbruches und zuletzt auch =", d. h. den

)
Werth des Kettenbruchs 1) finden.

m

140.

Man kann aber diesen Werth aich finden, indem man
die Reduktion des Kettenbruchs 1) in umgekehrter Ordnung
vornimmi, Man bezeichne durch Cj den Zahler, durch Dy

_ den Nenner des Keltenbruchs
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4) a, -+ bk_tl
ak+1ﬂ*:ﬂ
+0o
a
m
C b
Man hal demnach ——% — + g also
Dk . C D ’
Ot = B G T bk Dk’ D =G
und daher auch
5) Ck‘ = a_ C +bk kb1
Selzt man nun zuerst £ = m — 1 und berechnel Zahler und

"
Nenner von a + — also
m—1 a

m

— a a+b;m=am

m-1 m—1
so kann man hieraus vermoge der Recursionsformel 5) allma-
lich € c ... und zuletzt C, == B, Co= An finden.

m-27 " m-3

Es folgt zugleich hieraus die merkwiirdige Thalsache, dass
der Zahler des Kettenbruchs 1) identisch ist mit dem Zihler
des Kettenbruchs

6) a. -+ b
a_:+ bm—l
a_,+

m-2 .,
o
Gy
Denn, mit Beibehallung der vorhergehenden Bezeichnung, sey
¢y der Zihler  dy der Nenner des Kellenbruches
a +b
m m

a
m—1 .

o

a
k
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Der Zihler des Kellenbruches 6) ist also ¢, und es soll, nach
unsever Behauplung, ¢, = C, seyn. Es isl nun Jeicht zu zei-
gen, dass wenn von £ — m — 1 bis k=75 wirklich ¢;=Cj
, dies auch noch der Fall seyn wird, wenn man k=4#h—1
setzl. Nach §. 139 Form. 2 ist nemlich der Zihler des Kel-
tenbruches '

a +b
it
+bh+1
ah—j— bh
@1 )
C =% h+bh A1 also auch € =, C ~|—b} Y
da nach der Voraussetzung ¢, — C , ¢ = C seyn

h R Thd1 k41

soll; aus dem Vergleich mit Formel 5) folgl hieraus unmitlel-

b
are  =C . !
b h-1 h~1
m—1
b
m
nd von a — ich si d. h. ¢ = i
u et -+ ; gleich sind, - Cm—x’ so sl
m
milthin allgemein ¢ — C; also auch ¢, = C,.

14],

Sowohl die Formeln 2) und 3) des §. 139 als die For-
mel 5) des vorhergehenden §. geben ein einfaches Verfahren,
Zshler und Nennmer des Kettenbruches 1) unmittelbar aus
den Theilnennern a,, a,,...a, und den Theilzihlernd,,d,...b;,,

zusammen zu selzen, Bedienl man sich der Formel2) so-hat
man zupnichst o

Ao =4,
A, = a, a,
+ b

Um 4, zu finden, selzt man den Gliedern, aus welchen 4,

.bestent, a, vor, und &, vor a,, und findel
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A, = a,a,a,
+ a,b,
+ bZ HO
Nun-selzl man wieder a, den Gliedern von A4, und b, den
Gliedern von A, vor, und findel
A, = a, 0,0 qa,
+ a5 azbl
—I_ a!v bl aO
+ blal aO
+ 0,5, _
Indem man auf diese Weise forigeht, findel man zulelzt Am.

Ebenso findel man B vermiltelst der Formel 3) indem man
m

von B, = |, B, = a, ausgeht.
Will man die Formel 5) des § 140 benutzen, so beginnt
man mit ¢ =a , C =a a -+ b , daraus findel man
. m m m-1 m-1 m m
C = a _
m-2 m~2 m—-1 1m
; b
v am—_Z_} m
+ bm—l am
u. s. w. bis man an C, = B,, und (, = 4,, komuml.

Man kaun aber auch jedes 4y finden, ohne, wie es bei
dem eben beschriebenen Verfahren nothig ist, die vorherge-
henden A,, 4, . . . A;_; zu berechnen, vielmehr findel man
bei diesem neuen Verfahren, welches ebendeswegen ein in-
dependentes isl, unmillelbar alle einzelnen Glieder, aus
welchen A, bestehl. Man schreibe zunéchst das Produkl
a,a,a, ... ay, hierin setze. man a,a, = b, und addire den
hierdurch entstehenden Ausdruck zu dem Produkte hinzy, so
dass man nun a,a,a, .. a; + b,a, ... qx hat. In dieser
Summe selze man wieder statl a,q, den Werlh b, und addire
den hierdurch entstehenden Ausdruck zu den bereits gebilde-
ten, so erhilt man a,e,a,...ax+b,a, ... ax + @b a5 ay.
Hierin selze man nun wieder, wo es angeht, slall a,a, den
Werth b, und addire dic hierdurch entstehenden Ausdricke
zu den bereils gebildelen, auf diese Weise fahrt man fort
indem man zuletzt in den bereils gebildeten Ausdriicken slatl
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@, @, den Werth & setat, und die hierdurch enistehenden

Ausdriicke zu den bereils gebildeten addirt. Man bezeichne
die Summe aller dieser Ausdriicke durch [a,a,...a;] so wird
[aga, ... a;] = dg seyn. Um z. B. [a,a,a,a,] zu bilden,
geht man von a a a,q, aus; indem man q,a, = b, selsl, er-
halt man
aoaxazas + bl (12“5

hierin setzl man wieder e, a, = b, und erhalt

(ZO al a2a5 + bla2a.’> + a0b2a5
hierin setzl man schliesslich @, a, = b, und erhall

aoa]a’QGS + bl(ZZaS + aObz[IS + (loale + blbl
derselbe Werth | welcher oben fir 4, gefunden wurde.

Der Ausdruck [a,a,...a] lisst sich offenbar in zwei
Gliedergruppen zerlegen, so dass alle zu der erslen Gruppe
gehdrenden den Faktor o; und nicht den Faktor by enthalten,
die zur zweilen Gruppe gehorenden dagegen den Faklor b,
und nicht den Faklor a;. Die erste Gruppe ist aber nichis

Anderes als ag[a,a,...a, ], da in dieser Gruppe mit allen

k-1
anderen Elemenlen als @ die vorgeschriebenen Verdnderun-
gen vorgenommen worden sind; aus demselben Grunde ist die
zweile Gruppe, in welcher bk an die Stelle von @, @, ge-

ireten ist, nichls Anderes als bk (2, .- 2]. Mithin: ist

faga, ... ak] = a, [a,a, . ..ak_l] + b!‘ [a,a, ... aI{_Q]

dies ist dasselbe Bildungsgeselz nach welchem Ak aus Ak .

und Ak . gefunden wird. Nuon ist aber, wie man unmittelbar

ﬁndc'} [aoal] - Al Und [(lo(ll (12] == A2 also aUCh A5 :[aoa1‘7zas]
und allgemein 4, = [a,a,...a;].

Man siehl ohne Weileres, dass man in derselben Weisc
jedes By findel, wenn man von dem Produkic a,a,...a; aus-
geht und dies ebenso behandelt wie vorher das Produkt
a,a, ...a; behandelt wurde, indem man allmilich- b, statt a,a,,
dann b, stall @,a, u.s.w. selzl.

142.
Dic Differenz zweier aut einander folgender Naherungs-
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, A A .
k k R
briche — T4 — % hat den Zihler A B AB
k+1 k

man bezeichne diesen Ausdruck durch ZH_I. Substituirt man

aber slall Ak seinen Werth “H-xdk + bk—}-LAk—l und

+1 _
statl B"+1 seinen Werlh ak+1Bk —+ bk+1Bk-1 so findet man
= — B)=—1b 7
Zk+1 - bk+1 () By .Ak—lBk) 417k
— 2
also auch Z, — — bk Z,_, und Zk+1_(-l) bk+1kak._1
und indem man diese Betrachtung fortseizl, ergiebt sich mithin
X :
Zk+1 = (—1) bk+1 bk. .. b, 27,
' A, a.a,tb a
. 5 . - Sy __o__ o 1 0
nun ist Z, der Zahler der Differenz B, X = T
also Z, = b,, folglich
k
Zk_*_1 = (—1 bk+1 by o b,
und
. k
— ... b
) Ak_*_1 /ik_( 1) 5,6, 1
Bk+1 B, . BkBk+1
Setzl man ,
P
i Tl T
ak+2+:
: iy
a_
m
A
. i, P
so geht B—+—1— in - iiber, wenn man 7 statt ak-i—l selzl.,

k41 m

man hat mithio

p
2 4 b A
Am __ 4 k Lﬁii_l — pAk + bk—{-lq/lk—l
B. 7 b, gB
- B+ bk-l-l B, ka + rp1? Tk

q

-‘_4111 . in/t bk—*—lq[AkBk—lk Bk Alx-l) (]Z/L—f—l
B B - B B ~ BB
m k Bk Bm BI. 'Bm
oder
_
g TR bbby
Bm bk Bk Bm

143.

Seyen nun sdmmtliche Theilzdhler und Theilnenner des
ICettenbruches 1) positiv, mithin auch die Ausdricke B,

13
B,...Bm. Nach Formel 7) und 8) wird also, sobald m >k,

A A
die Dilferenz -m — 7k

B, B,

nachdem k& gerade oder ungerade ist. Nennt man eincn

positiv oder negaliv seyn, je

Ar .
Naherungsbruch B_,f einen geraden oder ungeraden, je
nachdem k& gerade oder ungerade ist, so folgt hieraus, dass
jeder gerade Niherungsbruch kleiner und jederungerade

Niherungsbruch grosser ist; als alle folgenden Niherungs-

. N ) Ay A, A,
briiche. Die geraden Niherungsbriiche B, E, B,
bilden also eine wachsende Zahlenreihe, die ungeraden Ni-
herungsbriiche A A s . dagegen eine abnehmende

°© B, By’ By )

. . . Am _Ak—l dm Ak

Da ferner die zwei Differenzen 5 B und 5 T B
m k-1 m k

enlgegengeselzte Zeichen haben, so folgt, dass jeder spilere

A . .
Niherungsbruch = zwischen den zwei aufeinanderfolgenden
m

k-1 A . . .
und % enihalten ist.  Selzt man k = I, so ergiebt
Bk . By

. . . A 1
sich hieraus, dass zwischen den Grenzen 270 und B d. h
0 1

18
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zwischen den zwei ersten Niherungsbriichen, dic Werthe al-

A, A
B, B;
Lisst man den Kettenbruch 1) in einen unendlichen
iibergehen, indem man m unbegrenzl wachsen ldsst, wihrend
man noch immer die Vorausselzung beibehalt, dass sammtliche
Theilzdhler und Theilnenner positiv sind, so miissen sich, so-

ler folgenden Nﬁherungsbfﬁche . enthalten sind.

wohl die geraden als die ungeraden Naherungsbriiche, indem
4o und £1 eingeschlossen bleiben, ei-
B, B,

nem endlichen Werthe unbegrenzl nihern. Es Sind hier mit-
hin zwei Fille zu unlerscheiden. Eniweder nahern sich die
geraden Naherungsbriiche, indem sie fortwihrend wachsen,
und dic ungeraden, indem sie fortwihrend abnehmen,

sie immer zZwischen

cinem und demselben Werthe, dann convergirt der Kellen-
bruch und die Grenze sciner Niherungsbriiche ist sein Werth.
Oder dic geraden Niherungsbriiche haben eine andere Grenze
als die ungeraden, dann oscillirt devr Kellenbruch; man kann
alsdann | dhnlich wie bei den oscillirenden Reiben (§. 43), sa-
gen, dass der Kellenbruch zwei Werthe, nemlich die zwei
Grenzen seiner Naherungsbriiche hat.

Im ersten Falle sind die Nédherungsbriche wirkliche Na-
herungswerthe, indem jeder gerade Naherungshruch klei-
ner, jeder ungerade grosser als der wahre Werth ist, so dass
dieser zwischen je zwei unmittelbar anfeinander folgenden Nia-
herungsbriichen enthalten ist.

144.

Es entsteht nun die Frage, wie man aus der Beschaf-
fenheit des Ketlienbruches Kennzeichen ableiten kann, aus wel-
chen sich enischeiden ldsst, ob er convergirt oder oscillirl.
Es liegl der Gedanke nahe, hier in dhnlicher Weise zu ver-
fahren, wie bei den unendlichen Produkten. Kann man nem-
lich unler der Voraussetzung, dass m cine endliche Zahl isl
den Keltenbruch 1) in eine Reihe verwandeln, welche den-
selben Werth hal, so wird, wenn man m unbegrenzt wachsen
lasst, dic Reihe dieselbe Grenze oder dieselben Grenzen ha-
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ben, wie der Keftenbruch. Da wir nun schon Kennzeichen
gefunden habén, welche iber die Beschalfenheil der Reihen
entscheiden, so werden wir die Beschaffenheit des Kettenbru-
ches aus der Beschalfenheil der gleichgeltenden Reihe kennen
lernen. Da wir indessen spiter auch die Beschaffenheit der-
jenigen Kettenhriiche untersuchen miissen, deren 'Theilzihler
und Theilnenner nicht simmilich posiliv sind, so wollen wir
uns gleich die allgemeine Frage steilen, wie man den Ketien-
bruch 1), welches Zeichen die Theilzihler und Theilnenner
haben mogen, wenn m cine endliche Zahl ist, in eine gleich-
geltende Reihe verwandeln kann.

Die Gleichung

' A
A A A, A, -1
Tm 2 o T2 Ny g (Em ™
B B, + (Bl BO)-*—(B2 Bl) .+(Bm B 1)
m—
ist offenbar eine idenlische. Beriicksichtigl man aber die For-
mel 7) des §. 142 und bedenkt zugleich dass A, — a,
B, = 1, so hat man
A-m b b] be

— vz
5, TTE BB,

bxb'zbi

1biby. by,
BB he A IRES

B B

m—-1 m
wodurch mithin der Ketlenbruch 1) in eine Reihe verwandelt
ist. Es ist hierbei noch zu beachten, dass nicht blos der
ganze Ketlenbruch 1) der Reihe 9) gleich ist, sondern auch
dasselbe Verhiliniss zwischen jedem Naherungsbruche und ei-
ner entsprechenden Anzahl der ersten Glieder der Reihe slalt
findet. Denn es ist

=1

A Ay A A, b,

DT (220 = ap +

B, B, (B‘ BO) _ B,

A, Ay A, Ay A, A b by b,

_% = —_ —}— e ) =a +__

‘BQ BO+(B1 BO) (B’l Bl) 0 Bl Bl B2
u. s. w. '

Lisst man m unbegrenzi wachsen, so ist

Ay . b, b, b, m-1b,b, .. by
m M limlgy ot 2 (]
lim = lim{a, + B BB, (=0 g )
m m-1 m

und es kime nun darauf an zu untersuchen, ob die Reihe
18 *
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convergirt. Zwei aufeinanderfolgende Glieder dieser Reihe
haben die Form

(— 1fkb, . by ... b

( ])k—l b, . by ... by k41
- bt WAL BRI = By
B B B, Bk+1
b B
. k k-
ihr Quotient ist, abgesehen vom Zeichen, Li Je
B

nachdem also dieser Quotient um ein Angebbares kleiner oder
grosser als die Einheit wire, wiirde die Reihe (und mithin
auch der Keltenbruch) convergiren oder divergiren; hille aber
dieser Quolienl die Einheil selbst zur Grenze, so wirden die
Betrachtungen des §. 58 ff. anzuwenden seyn.  Allein die

Werthe von B, . und Bk_*_1 erscheinen, beifortwahrend wach-

sendem k£, in so verwickelter Form, dass sich die Beschal-

fenheit des Quotienten nicht leichl angeben lasst, und es wer-
den daher weitere Erorlerungen nothig seyn, um iber die
Beschaffenheil der Reihe Aulschluss zu erlangen.

Zunichst ist zu bemerken, dass man dem Keltenbruche 1)
und daher auch der gleichgeltenden Reihe eine einfachere Ge-
stalt geben kann, welche deren weitere Untersuchung erleich-
tern wird. Diese Umformung beruht aul dem Satze, dass man
an der Beschaffenheil eines Kettenbruches Nichts @ndert, wenn
man irgend einen Theilzdhler by, den dazu gehorenden Theil-

nenner a und den darauf folgenden Theilziahler bH_1 mit
derselben  Zahl multiplicirt (oder dividirt). Da nemlich
b . pby

—— isl, so wird es auch, wenn

A TR LA L _
man W statl aH_l —+ bh+2isetzl, was auch W bedeule, ei-

%pst
nerlei seyn, ob man by oder L schreibt. Man
Pay —+ pbyyy
ak-{— bk
+1 "%
w
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: b
wird daher auch statt a0+a:—l—.
+ b
S
5 ak+1 +.__
schreiben diirfen  ag "—}- l_I:—I-—
+ pby
P, +pbk+1
o+

ak+l
Hieraus folgt weiler, dass man den Keltenbruch 1) im-
mer in einen anderen verwandeln kann, dessen Theilzihler
sammllich der Einheit gleich. sind. Wenn man nemlich slall
des Theilzdhlers b, die Einheit als Theilzdhler erhallten will
so mulliplicire man die drei Ausdricke b,, a,, b,, mit 5 S0

1
erhall man

1

ap + —
B, 1
b, b,

a, +bs
-as—i‘_ .

b
Um nun wieder die Einheit statt des Zihlers E? zu erhalten,
1

. b b
multiplicire man b—?, a,, by, mit b_l so erhill man

1 2
L]
o 4
e 1
b by . bybs: by
i b
: ‘15“}—'—4'

a, —|—

C by bs .
Alsdann crhilt man wieder die Einheit statt 173 indem man

2
b
b;:z,, a5, by, mil ﬁ multiplicirl, dies giebt

y
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e, + —

a, 1
b Cagly |1
by Es-b; by by : by by
bibs T anibs
a5+

Man siehl wie man, durch Foriselzung dieses Verlahrens, den
Ketlenbruch 1) in einen gleichgeltenden verwandeln kann,
dessen Theilzdhler sammtlich der Einheit gleich sind.  Man selze
ay=hyg, ?: by, ‘i;ﬂl = g, %—bg = ks, a4b1b5_ =hy

1 2 by by byb,

so sind dies dic ersten Theilnenner des neucn Kellenbruches.
Man findet aber allgemein

10) A . a2m+1 b21n . [72 4 2m—1"""" bl
2 1-—-—'— - T T s ey = . T
m+ b2m+1 l>2m_1 by’ em 2m b2m s by,
_ by
Ist nemlich bis zu einem gewissenmwirklichh =4 . _2m-1
. 2m 2m .. [;2
- . 2
$0 wird man mithin als Forlselzung "
b Wby b
2m-1 2m—4-1 1
h ; ol B U —_— —
2"'+b o by a —+0 h2m+a b
2m 2m--1 2m4-2 2m4-1  gm T4
-— P - —_——t__
a2m+2+_. me—f—I me—lmbl
haben, es hal also wirklich }Z2m+1 die angegebene Form,
und ebenso finde? man hieraus wieder die Form von A

2m+4-2’

Da nun A, hy, ks, ke, wie wir durch die unmiltelbare Rech-
nung gelunden haben, wirklich in der angegebenen Form 10)
enthalten sind, so ist diese Form allgemein richtig.  Der Ket-
lenbruch 1) ist also in den gleichgeltenden Kettenbruch

11) - ho + —— 1

verwandelt. Bezcichnet man durch Hy den Zihler, durch L,
den Nenner des Niherungsbruches I
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1
h -
: 1
Tk
so ist nun nach Formel 7)
k
P S U ) M
LI:+1 L L Lk+1 :
und nach Form. 2) und 3)
13) Hk =h . Hk_1 + H
14 L=ty Ly = Ly
Ferner ist
Aw oy B (Hm m-l)
Bm—— Lm._ 0 Ll 0 Lz Ll N Lm m-1
oder
15) =™ = h, + ! l -+ n” S
B, UL T LL, =0Tz

GGehen wir jetzl wieder auf die Yorausselzung zurick,
dass sammlliche Theilzihler und Theilnenner des Kettenbru-
ches 1) positiv sind, so werden mithin die Ausdricke hy, ky ...
ebenfalls positiv seyn, also auch die Ausdricke Ly, L,....
Durch Formel 15) ist demnach der Kettenbruch in eine Reihe
verwandell, bei welcher die Glieder abwechseind positiv und
negativ sind. Liésst man nun m unbegrenzi wachsen, so wird
die unendliche Reihe und mithin auch der unendliche Ketten-
bruch 1) immer und nur daun convergiren, wenn die einzel-
nen Glieder der Reihe unbegrenzt abnehmen (§. 59), also die
Ausdriicke Ly Ly, L, Ls u.s.w. unbegrenzt wachsen.

Jeder Ausdruck Lj; wird aber, weon k ungerade ist, ein
Glied welches = h; + hy -+ ...+ h;, dagegen, wenn k
gerade isl, ein Glied, welches der Einheit gleich ist, enthal-
ten. Zunachst sieht man, dass dieses Gesetz allgemein richtig
seyn muss, wenn es bis zu einem gewissen Werlhe von &
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richlig ist. Man nehme nemlich an, dass fiir ein bestimmtes
k, welches eine gerade Zahl scyn soll, der Vorausselzung
gemiss

Lk-l—-:s+h1 —F-]Is...—f—hk_lng:T+1
geselzl werden kann, so ist nach Formel 14)
L’*+1 k+l 1:+L /Lk+1(T—}—])+S+h1+h3....+h
also, wenn man Iz T+ S=S, selzt,

k41

Ilk-*—]_:Sl ‘*' h1+h5-..+hk+l

ferner isl
Lk+2 = L-|—2 A+1 + L /:+2Lk+1 T4
also wenn man kk+2 K1 4+ T = T\ selzl,
LH‘? =T 4+ 1

Da nun aber wirklich fir £ = 2

Lk_l_L,__kl, = Lo = hhy + 1
isl, so ist damit die allgememe Giiltigkeit unserer Behauplung
bewiesen*).  Und da hy, A . . . positive Grossen sind, so

sind auch die Grossen S, T, S,, T,, positiv. Das Produkt

Lm 1L ist mithin, wenn m gerade 1sl, aus zwel Fakloren
d m

zusammmen geselzl, von welchen der cine L,, in der Form
M + 1, der andere L . in der Form N+ h ks ... -h )
m-

dargestellt werden kann, wo M und N positiv sind. * Ist da- -

gegen m ungerade, so kann Lm , inderForm M4-1und L
- m
in der Form N 4k, + ks ... - hm dargestelll werden. Be-

zeichnen also P und Q zwei posilive Zahlen, so wird man
das Produkt Lm ‘ L durch P - h + by ...+ 4 . oder
-1 'm m—

durch Q + A, + hs+ ...k, darstellen kbnnen, je nach-
dem m gerade oder ungerade isl. Jedenfalls wird daher, wenn
m unbegrenzl wichst, das Produkt Lm_1 Lm, neben einer an-
deren positiven Grosse, noch die nur aus positiven Grossen
bestehende unendliche Reihe

10) hy + hy + hg 4 .

") Dassclhe ist auch leicht aus §. 141 abzuleiten,
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enlhallen. Isl also diese Reihe divergent, so wiichsl Lm 1L
— m

uber jede angebbare Grosse, oder es sinkl das allgemneine

Glied i der Reihe 15) ‘unter jede angehbare Grisse,

m—1 m

dann isl diese Reihe und mithin auch der ICettenbruch 1j con-
vergent.

Schreibt man nun statt der Grossen A, ks . . . wieder
ihre Werthe nach Formel 10) so hat man mithin den Salz:

Wenn alle Theilzdhler und Theilnenner des Ketlenbruches
I} pbsiliv sind, so wird dieser Keltenbruch convergiren, wenn
die Reihe

a-l b-z a5 b2 b4. 0_5
L L SR S a S

divergirt.
Der Ketlenhruch 11) convergirt offenbar, wenn der Ket-
tenbruch

1

convergirt, man erhill aber den letzleren aus 11} wenn man
h, slatt kg, hy stall A, u.s.w, setzt. Die Reihe 16) geht in
he + ke + hg + . . . iber.

Hieraus folgl also, indem man die obigen Schliisse wie-
derholt, dass der Keltenbruch 1) convergirl, wenn die Reihc

18) hy 4 hy + hg 4+ . ..
divergirl, und indem man wieder slatt ko, hy, kg . . . ihre
Werlhe selzt, ergiebt sich der Satz:

Der Kettenbruch 1), dessen Theilzdhler und Theilnenner
simmtlich positiv sind, convergirt, sobald die Reihe
b, b, by b, b5 by
o, T % o 1% 5.0,

19) a .

divergirt.

Der Quotient zweier auf einander [lolgender Glieder in den
Reihen 17) und 19) wird im Allgemeinen so einfach seyn, dass
man leicht im Stande seyn wird zu entscheiden, ob diese
Reihen divergiren.
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Soll z. B. die Beschaffenheit des Ketlenbruches

14+ 1.3
Il 3.5
1+5.7
1+
unlersucht werden, so islhier 110:(1,:(1;...:], b, =1.3,
by =3.5... allgemein bn = (2m — 1) 2m 4 1) und die
Reihe 17) wird
1 3.5 3.5.7.0

! 1 1
it tissa Pss s T Tyt e
Die letztere Reihe ist ein specieller Fall der Reihe
1 i 1
staxetagzwt o
aus welcher sie entsleht, wean man a =3, b =4 selzt; sic
divergirt also (§. 46} und mithin convergirt der Ietlenbruch.
Dasselbe folgt aus der Reihe 19) welche in diesem Falle in
J 1 1
sttt
ibergeht, und mithin ebenfalls divergirl,
Wire der Keltenbruch
1T+ 2
141

zw untersuchen, wo die ungeraden Theilzihler die Reihe der
greraden Zahlen 2, 4, 6...) die geraden Theilziahler die Reihe
der ungeraden Zahlen 1, 3, 6 ... bilden, so wirde die
Reihe 17) in : '

I 1 1.3 1.3.35
steateoa st T
iibergchen.  Diese Reihe convergirt aber (§. 62) und entschei-
det daher micht mehv iiber die Beschaffenheit des Kcilenbru-

ches. Die Reihe 19) dagegen wird
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2 2 .4 2.4.6
Tttt
welche divergirt, da jedes Glied grosser als die Einheil ist,
mithin convergirt der Kellenbruch.

146.

Bei dem lelzten Beispiele war von den Reihen 17) und
19) die cine convergent, die andere divergent. Wenn aber
beide Reihen convergiren, so muss der Kettenbruch 1),
wie jetzt bewiesen werden soll, oscilliren. Der Kellenbruch
wird nemlich nicht convergiren und wilhin, wie oben (§. 143)
gezeigl wurde, oscilliren, sobald die Reihe 15) nicht conver-
girt. Soll dies der Fall seyn, so diirfen also die Glieder die-
ser Reihe nicht unbegrenzt abnehmen, d. h. der Nenner

1L muss, bei unbegrenzl wachsendem m, immer einen

m-— m

endlichen Werth behallen. Da nun jeder der Ausdricke L

und L grosser als h, ist, d. h. grosser als ein beslimmter
m

)
posiliver Werth, folglich nicht Null werden kann, so. muss
jeder dieser Ausdriicke einen endlichen Werth haben, wenn
ihr Produkt endlich seyn soll. Es sind also die Bedingungen
zu finden, unter welchen ein Ausdruck L_, bei unbegrenzl
wachsendem m, endlich bleibt. Nun isl aber leicht zu sehen,
dass die einzelnen Glieder, aus weichen L, besteht, simmi-
lich unter den Formen vorkommen missen, aus welchen dic
Cowmbinationen ohne Wiederholung aus den m Elemecnien 2,
he . . . h, bestehen, wenn die in den einzelnen Formen be-
findlichen Elemente als Faktoren angesehen werden und die
einzelnen Formen addirt werden sollen; so jedoch dass, wenn
m eine gerade Zahl ist, in L,, ausser diesen Combinationsfor-
men auch noch die Einheil vorkommit.

Wendet man nemlich das in §. 141 gezeigte Verfahren
zur independenten Beslimmung auf den gegenwiirligen Fall an,
so hat man, da hier die Theilzihler des Keltenbruches 11)
sammtlich der Einheit gleich sind, um L, zu bilden, zuerst
hyho ...k, zu nehmen, d. h. die mie Combinationsclassc ohne
Wiederholung aus den Elementen &y, hy...k,. Alsdann hal

m
man statt h, hy, h, h; u.s.w. die “Einheit zu selzen, d.h. man
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hat diese Produkle aus k Ay ... %, wegzulassen, wodurch man
- einen Theil der Formen der m—2len Combinationsclasse ohne
Wiederholung erhalt u.s.w. JIsl m gerade, so hal man noch
schliesslich statl & ;... A4, den Werth 1 zu selzen. Bezeich-

net man die Summe aller Combinationen ohne Wiederholung

aus den Elementen h,, h, ...k, durch O (h,, k,...k,) so
hal man demnach

20) Ly < C'lhy, by oo L By) + 1
oder

21) L, < Chy, kg ... k)
je nachdem m gerade oder ungerade ist, also jedenfalls

22) | L, < Clhy, by o hy) ]

147.

Man kann aber C° (h,, h, . . . k) durch eine analyli-
sche Formel ausdriicken, wie zuniichst gezeigt werden soll.
- Denn nach §. 76 Form. 44) ist

. 1 2 m-r m
4 a) (I +b)..... =1+CHC...4C...+C
1 m
nun ist ¢° + C"...+4 € die Summe aller Combinalionen ohne
Wiederholung aus den Elementen a,, by, ...., also nach der

im vorhergehenden §. gebrauchten Bezeichnung durch C'(ay, d,,...)
auszudriicken, mithin

23) (I4ap) (140bp)... = 14 C'(ag, b, ....)
oder, wenn man ag=h,, b, = h, ... selzt,

24) (F4-2,) (142 oo (L k) =1+ Ol b, 1)

welches die gesuchle analylische Formel ist.

148.
Nach Form. 22) ist mithin
Ln << (I + k) (1 + &) . ... (1 )

Dieser Ausdruck gilt fir jedes m. Lisst man nun m un-
begrenzt wachsen, so wird, da die Grossen A, A sammi-
lich posiliv sind, das unendliche Produkt

(1 &) (1 + ).
convergiren, sobald die Reihe

25) hy + hy ...

2+ -
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convergirt (§. 134), dann wird L,, einen endlichen Werth ha-
ben und mithin der Keltenbruch 1} oscilliren [§ 146). Die
Reihe 25) ist aber aus den zwei Reihen 16) und 18) zusam-
mengeselzl, sie wird also immer und nur dann convergiren,
wenn jede einzelne der Reihen 16) und 18) convergirt. Fassl
man dies mit den zwei in §. 145 gefundenen Sitzen zusam-
so erhidlt man den allgemeinen Salz:

Wenn simmiliche Theilzahler und Theilncnner des Ketlen—
bruchs 1) posiliv sind | so wird dieser Kettenbruch conver-
giren oder oscilliren je nachdem {wenigstens) eine oder
keine der zwei Reihen 16) und 18) (oder, was dasselbe sagl,
der Reiben 17) und 19)) divergirt *). .

Soll z. B. die Beschaffenheil des Kellenbruches

men,

26) 1 4+ 2
14 2
1 -} 23
T 2¢
- :
unlersuchl werden, so ist hier ay=0a, = a, ... = 1, b, = 2,
b, =2%... 'zlloremeln b =2" Demnach geht jede der bei-

den Reihen 17) und 19) in
1 1 1
zhe st
iiber, und da diese Reihe convergirl, so muss der Ketlen-
bruch oscilliren. Berechnet man die Naherungsbriche, so fin-
det man fir die ersten ungeraden Niherungsbriche (bis aufl
die dritle Decimalstelle)
151, 45 1, 837; 1, 5925 1, €165 1, 627; 1, 633;
und fiir die ersten geraden Niherungsbriiche
3; 2, 384; 2, 229; 2, 1725 2, 147, 2, 135; 2, 130
so dass wirklich die ungeraden Naherungswerlhe gegen eine
andere Grenze convergiren, als die geraden.
Dieser Ketienbruch ist ein specieller Fall des allgemei-

neren

‘) Man kaon daher “auch sagen: der Kellenbruch convergirt
oder oscillirt, jo nachdem des Prodult (I 4 &) {1 4 Ay) ... diver—

girt oder convergirtl.



a + z?
« ¥
fur welchen die Reihen 17) und 19) in’
a @ a
ER I
ibergehen, welche Reihe convergirt oder divergirt, je nach-
dem x grosser oder nichl grosser als die Einheil ist; unter

denselben Verhalinissen wird also auch der Kellenbruch os-—
cilliren oder convergiren.

149.-

Wenn cin Kettenbruch, dessen Theilzéhler und Theilnen-
ner simmtlich posiliv sind, convergirl, und es ist jeder Theil-
nenner 5 1, zugleich aber grésser als der dariber stehende
Theilzdhler oder ihin gleich | so ist jeder folgende Niaherungs-
bruch dem Werthe des Ketlenhruches néher als der vorher-
gehende. Wenn nemlich der ganze Ketlenbruch ) conver-
girt, so muss auch nothwendig der Theil

b
k42
a
k2
convergiren, denn hitle dieser zwei verschiedene Werthe, so

missle dies auch bei dem ganzen Kettenbruche der Fall seyn.
Man setze daher

*

bk+2
R _—
ak+2_*._.
Ist der Werth des ganzen Ketlenbruches W so hal man mithin
W = a + b]
a +
+ bk
a, + b/"FI
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Nach Formel 2) und 3) ist also
(__ﬂ-l—}_R) A +bk+1 =1 A+1

(k—{—l_l k) 8 +b+1 k~1 h k+ +RB

und zugleich

Tepr e Gt Dy
Bt “k+lBk+[’k+tB/;_1
Demnach
P S = S S S =
k B, (B1;+1 + RE)
= = W o = e ==
A B, (B T RB)
Nun ist
By = Y B + b B

Nach unserer Vorauasuzung isl aber a, mindesiens der

Einheil gleich, also jedenfalls B > Bl.»' Mithin isl der

k41
4,
Nenner des Ausdruckes W — — '~ grosser als der Nenner
k41
Ay .
von - B Ferner ist nach unserer VYorausselzung
k
L+1 = .
1, also jedenfalls R << 1. Abgesehen vom Zeichen
Y1
1
istl mithin der Zihler von W — ——— kleiner, als der Zihler
B

A
von W — _B’,i’ folglich , abgeschen vom Zeichen

A

. k1

w — Zk —_
. > W B

k1

d. h. jeder folgende Niaherungsbruch ist dem Werthe des Kel-
tenbruches niher als der vorhergehende, wiihrend dieser Werth
zwischen den beiden Naherungsbriichen liegt (§. 143).
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150.
Wenn in dem Keltenbruche 1) die Theilzithler 6,, b, u.s.w.

sammitlich der Einheit gleich sind, wihrend die Theilnenner
ganze positive Zahlen sind, so geht dieser Kettenbruch in

217) Qo +_]__
a + |
iiber und es ist vermoge der Formeln 2) und 3)
23) Ay = ap A, + ‘1/.'—2
29) By = wB,_ + B,_,

Ist der Ketlenbruch 27) ein unendlicher, so convergirl er, da
die Reihe 17) in
a + a5 + a5 + ...

also in eine divergirende Reihe iibergehl. Diese Gatlung Ket-
tenbriiche nennt man einlfache, sie verdienen, wegen der
wichtigen Anwendungen, welche sie zulassen, eine besondere
Aulmerksamkeit.

Offenbar ist der Keltenbruch 27) ein besonderer Fall der
im vorhergehenden §. belrachtelen Kellenbriche, da hier die
Theilnenner jedenfalls der Einheit gleich oder grosser als diese
sind. Es ist also auch jeder Niherungsbruch dem Werthe des
Kettenbruches niher als der vorhergehende, und dieser Werlh
liegt zwischen je zwei auf einander folgenden Naherungsbrii-
chen. Es hat aber dieser Fall das Besondere, dass hier Zih-
ler und Nenuner eines Naherungsbruches keinen gemeinschalt-

. A k
lichen Faktor haben kénnen. Denn sind =% und s zwel

f
auleinander folgende Naherungsbriiche, so isl hier, na(:]f‘l‘;t)rm. 7)
Depr A (=1
Bk+1 B, 5 Bk+1
also
30) Ak+1Bk — AkBH_l = * |

wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nach-
dem % gerade oder ungerade ist. Héitlen 4, und By den ge-
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meinschaftlichen Faktor p, so dass elwa A; = pf und B, =pg
wire, und mithin f und g, wie Ay und By, ganze Zahlen
so hitte man

)

1
__ fB — +
fk+1 p

d. h. eine ganze Zahl miisste einem Bruche gleich seyn.

9441

Aus Form. 30) folgt die merkwirdige Eigenschaft, dass
kein Bruch, der nicht einen grésseren Nenner hat, als irgend
ein Ndherungsbruch, dem Werthe des einfachen Kettenbruches

N . s
niher kommen kann als dieser Naherungsbruch. Wire — ein
11

solcher Bruch, welcher dem Werthe des Keltenbruches niher

A
k+1
wire als B so misste er jedenfalls, wie dieser Werth, zwi-
k41
4, Ak+1 _ . '
schen — und hiegen. Es miisste also (ohne Riicksicht
k k41

aul das Zeichen)
A THL A
3 By B . B,

Kt
also (ohne Ricksicht aul das Zeichen)
SB/C — ,Akt 1
Byt BkBk+1
oder
sBp — At 1
. _—
Bk+l

seyn, was nicht seyn kann, da der Yorausselzung nach ¢ nicht
grosser als Bk+1 seyn soll, und sB, — 4,1, als dic Diffe-
renz ganzer Zahlen, mindestens (ohne Riicksicht auf das Zei-
chen) der Einheit gleich ist.

15].

Aus dieser Eigenschalt der einfachen Kelienbriiche er-
giebt sich eine sehr wichlige Anwendung derselben. Es kommt
nemlich in den Anwendungen der Mathematik sehr hiufig vor,

19
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dass gewisse Zahlenverhiltnisse durch Briiche ausgedrickt
werden | deren Nenner sehr gross ist und die ebendeswegen
nicht bequem in den Rechnungen gebraucht werden konnen.
Meistens geniigt es aber, wenn man Naherungswerthe nimmt,
welche aus Briichen mil kleinerem Nenner bestehen, mil wel-
chen daher leichter geréchnet werden kann. Dies ist nament-
lich der Fall, wenn jene Zahlenverhaltnisse urspringlich irra-
tionale sind, die also tberhaup! in ralionalen Zahlen nur an-

nahernd ausgedriickl werden konnen. Es entstehl aber dann-

die Frage, wie man sich solche Niherungswerthe verschaffen
kann, welche, wihrend thr Nenner nichl iiher eine gewisse
Grosse hinausgeht, dem wahven Werthe niher kommen, als
jeder andere Bruch, welcher keinen grosseren Nenner hat.
Diese Frage kann durch die so eben erlauterie Eigenschafl
der einfachen Kettenbriiche gelost werden. "

Man kann jeden Bruch, dessen Zihler und Nenner ganze
Zabhlen sind, durch cin Verfahren, welches man schon in der
Arithmelik anwendet, um den grosslen gemeinschafilichen Fak-
tor zweier Zahlen zu finden, in einen ecinfachen Kettenbruch

/A

verwandeln. Sey der Bruch N wir selzen voraus dass M
1

und N keinen gemeinschafllichen Faklor haben, sey nun

. . . .M :
M = aN -+ N, so dass a die grossie in N enthaltenc ganze

N’

M
Zahl *) und also N" < N ist. Man hat demnach N:a+N_'

N
Sey ferner a) die grossle in N enthaltene ganze Zahl und

N=a,N 4+ N, also I—V~:] undﬂ—lz a —{—1-—#
’ NN Taym N a Ny,
M A
: . . M .
Nun ist N, << N'; ist also a, die grosste in N, enthaltene
ganze Zahl so sey N, = a,N, + Ny also e = 1—
) M 2+ Ny

N,

}Ist ¥ < N, g0 ist mithin « = (.

17
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Fihrt man auf die angegebene’
a; +£3
N,
Weise fort, so erhilt man eine Reihe ganzer Zahlen N, N,
N5 ... ws.w. von welchen jede kleiner als die vorhergehende

ist, man muss also zuletzt .an eine Zahl N,, kommen, welche
der Einheil gleich ist. Dann hat man

Nm—2 - am—l Nm—l + Nm = am-l Nm—l + 1 also
N 2
m-—
v =a + N oder, wenn man a_ slalt Nm_1 selzt,
m-—1 m-1
N
m-2 1
N — am_l + ;—
m—1 m
Is “ I
aiso P
y=aett
a + 1
Qq + .
41
a
m

wodurch der gewdhnliche Bruch in einen einfachen Ketlen-
bruch verwandelt ist. Berechnet man nun die Naherungshriiche

dieses Kellenbruches, so wird jeder Naherungsbruch ;;‘ dem
: k

L :
Werthe N niher seyn, als jeder andere Bruch, dessen Nen-

ner nicht grosser als By ist.

Wir haben z. B. friher {§. 81) die Zahl ¢ bis auf 10 De-
cimalsiellen angegeben. Geselzl man nihme  statl dessen
e = 271 indem man nur die zwei ersten Decimalstellen be-
nutzt. Man wiinscht aber Niherungswerthe der Zahl e zu ha-
ben, welche Briiche mit kicinerem Nenner als 100 sind, sich
271
100
welcher keinen grosseren Nenner hat. Man verwandle, nach

19%

jedoch dem Bruche mebr nihern als jeder andere Bruch,
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271
dem oben angegebenen Verfahren, 100 in einen einfachen

Kettenbruch, so findet man
271
o =T 1
1 4+ 1
2+ 1
2 4+ |

die Nﬁherungsbrﬂche sind
8 19 84 271

2% 3 730 100,

19 .
Der Bruch = B. kommtl also der Zahl 2,71 naher als je-

der andere Bruch dessen Nenner nicht grosser als 7 ist. Man
19 . .
hat 5 = 2714 ... so dass dieser Werth noch in der awei-

ten Decimalstelle it 2,71 ibereinstimmt.

152.

Da, wie aus der Formel 29) [olgt, und wie man auch
an dem eben berechneten Beispiele sieht, die Nenner der
Naherungsbriiche rasch wachsen, so kann man wiinschen
Briiche zu erhalten, deren Nenner zwischen den Nennern zweier
auf einanderfolgender Niherungsbriiche liegen, und die eben-
falls die Eigenschaft haben, dem wahren Werthe immer naher
zu kommen | je grosser ihr Nennerisl. Auch solche kann man,
unter einer sogleich niher zu bestimmenden Vorausselzung,
bilden; man nennt sie eingeschaltete Naherungsbriiche.

A

- 4 "
Sind nemlich —~* und Bk zwei gerade Niherungsbri-
k
k-2

che, so sind beide klciner als der wahre Werlh, jedoch E’—‘
k

’ Ak—?
grosser als -—  und dem wahren Werthe niher. Isl nun g

k-2
grosser als die ganze Zahl r, so bilde man den Bruch
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W (=) A A

T B, T

Nun ist nach Form. 30), da k— 2 ecine gerade Zahl ist,

. Ak—-l Bk—2 o Ak-z Bk—l =1
Ferner ist
31) Me it The Bk—1_ k1 Brs 1
N, B N B, N, B, |
also
M i
N, Bk—l

und es folgt zugleich aus 31) dass M, und N, keinen gemein-
schafilichen Faktor haben.

Auch jst
M, AL-z_ (@, =74, B, ,—4, B, ek —7)
N, BI:—2 NB_, N8,
Nun ist @ > r also auch
M, = Ak-2
N, B
Ferner
M, Ay M, akA/(—l_+Ak-2_ak(Bk—1Ak—2_ Bk-2Ak—1)__ ay
N. B, N, aB + B, , N, B, — N,By
also uy < A
Nr Bk
/)
F’ ist also ebenfalls kieiner als der Werth des Kellenbruches,
-,
A
und zwar demselben niher als —~— jedoch weniger nahe als
k-2 '
Ay . k-1 .
R Nun ist B alseinungerader Naherungshruch grosser
A :

k-1

-als der Werth des ganzen Kettenbruches, es liegt also dieser
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A

Werlh zwischen —° und i_l
. N B

k-1

mil nicht grésserem Nenner als N,, welcher dem Werthe des

. s
Gibe es nun einen Bruch N

Ketlenbruches naher wire als —~ und zugleich kleiner als die-

4

A $ . n k-
ser Werth, s6 miissle — zwischen —- und - 3 liegen, und.es
t r
k-1
miisste also, ohne Riicksicht auf das Zeichen,
s Ak—1 M, Ak—1
t B TN B
k-1 r k~1
d. h ‘
sB, = —
k-t tAk—l < 1
‘B, N5,

seyn, was nicht seyn kann, da ¢ nicht grésser als N, seyn
sall und sBk_l— t4,  (ohne Riicksicht auf das Zeichen) nicht

kleiner als die Einheil seyn kann.

Indem man also a; — r allmilich = 1,2, ... ¢ — 1

selat, erbélt man ap -~ 1 eingeschaltete Briiche, welche zwi-
h Ak-2 Ak . . .

schen —— und —= liegen, die simmltlich kleiner als der

k=2 By

Werth des Kettenbruches sind und diesem naher kommen, als
jeder andere Bruch mil nicht grosserem Nenner, der kleiner
als dieser Werth ist.
. Alr—2 Ay .
Sind -~ und == zwei ungerade Néherungsbriiche, so
k-2 k
sind beide grosser als der Werth des Kettenbruches, jedoch

A .
Ek diesem Werthe niher. Wiederhoit man die vorhergehende
k

Belrachtung, so sieht man, -dass auch hier sich immer zwi-
schen den beiden Niherungsbrichen a; — 1 andere einschal-

. . A
ten lassen, indem man allmilich in dem Werthe von Ek stalt
k

ay die Werthe 1, 2, . . . ay —1, setzt, und dass jeder die-
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ser eingeschalteten Briiche grosser als der Werth des Ketten-
bruches und demselben niher ist, als jeder andere Bruch mit
nicht grosserem Nenner, welcher grosser als dieser Werth ist.

Als wir z. B. oben die Niherungsbriiche von % berech-

neten, fanden wir die zwei aufeinanderfolgenden geraden

) A
5 4 - 8
Naherungsbriiche 5 und 57 Setzen wir daher E];—z =
A 84 L A 4.19-1+38 .
Blli = 37, S0 ist hier @ = 4 und B;: =4 h Zwi-
A !
schen % und A lassen sich daher die drei Briche
Bk_2 By
.19 8 2.19 8 3.19 4+ 8
— T8 3373 S o Y Y —
.7 4+ 3 2.7 -+ 3 3.7 4+ 3
. 8 v
= 2,708 .., einschallen, sie liegen zwischen 5 = 2,666 . ..
84 o . - .
und 3] = 2,709 ... Die Moglichkeit solche eingeschaltete
Briiche zu bilden setzt also voraus, dass ap = 1, ist ap=1
so finden sie nicht statt. '
153.

Im Yorhergehenden (§. 145—148) wurden vollig entschei-
dende Kennzeichen der Convergenz eines Bruches mit nur po-
sitiven Theilzahlern und Theilnennern gefunden. Bei weitemn
schwieriger aber wird die Untersuchung, sobald die Z_eichen‘\
der Theilzahler und Theilnenner beliebige sind,._Wovori auch
der Grund leicht einzusehen ist. Ein Kettenbruch, dessen
Theilzdhler und Theilnenner sammtlich positiv sind, kann nem-
lich auf eine Reihe mit abwechselnden Zeichen zuriickgefiihrt
werden (§. 145), die Convergenz einer solchen Reihe hingt
aber nur von der einzigen Bedingung ab, dass ihre Glicder
unbegrenzt abnehmen. Sind dagegen die Theilzahler und Theil-
nenner eines Ketlenbruches nichi sammilich positiv, so wer-
den auch die Glieder der gleichgeltenden Reihe nicht mehr
abwechselnde Zeichen haben, und die unbegrenzle Abnahme
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der Glieder dieser Reihe reicht also nicht mehr aus, um iiber
ihre Convergenz zu entscheiden. Ein Ketlenbruch dieser letz-
teren Art kann, wie die gleichgeliende Reihe, convergiren,
oscilliren oder divergiren In dem besonderen Falle, wenn
alle Theilzéhler positiv, alle Theilnennernegativ sind, kann
man die Beschaffenheit des Kettenbruches allerdings aufl die
eines Kettenbruches mit nur positiven Gliedern zurickfiihren.
Da man nemlich, ohne den Werth des Ketlenbruches zu &n-
dern, jeden Theilnenner, den dazu gehdrenden und den [(ol-
genden Theilzahler mil -— 1 mullipliciren kann (§. 144), so
hat man '

— b
(”o + & — —ay— b,
N a; + al—_*:R':—ao‘f‘bx -
—al ——
Setzt man nun
= by so ist wieder — B — —— b = by
a; -+ Ry : as + B, — a; — R,
also — (“‘o'f‘lL ) = — a°+IL
a) + by —a;+ by
aZ+Rl —az——Rl

und indem man diese Betrachtung forisetzt, sieht man dass
" iiberhaupt der Kettenbruch :
— @y + b

—ay b

+ bm

—
nichts anderes ist, als der Ketlenbruch 1} negaliv genommen
und daher in denselben Fillen, wie dieser, wenn man m un-
begrenzt wachsen lisst, convergirl oder oscillirt. ‘
Aus derselben Betrachlung folgt zugleich, dass man jeden
Kettenbruch mit negativen Theilnennern, ohne Aenderung sei-
nes Werthes, in einen anderen verwandeln kann, welcher nur
positive Theilnenner enthilt, da man ja nur jeden solchen ne-
gativen Theilnenner, den dazu gehorenden und den daraufl

folgenden Theilzahler mit — 1 zu multipliciren braucht. Man
hat daher nur die Keitenbriiche von der Form

*b,
am
zu betrachten, indem wir, wie bisher, die Grossenao, ay ...

by, b, ... als positive voraussetzen™).

3
Diesen Kettenbruch kann man nun wieder auf die Form

33) hy =1
' b 1
Ty
:i ]
A
bringen, wo Ag, Ay ... dieselbe Bedeutung wie in§.144 haben.

Bezeichnen nun H und L, beziiglich Zihler und Nenner
des Kellenbruches

ho = 1
T E
* 1
3
so findet man, statt der Reihe 15), hier
H,, ——h L + 1 + _l *#
34) L—m__lz(,-Ll_LILQ_.._Lm—1 N )

wo die Zeichen in beliebiger Ordnung auf einander folgen
konnen. Lisst man nun m unbegrenzt wachsen, so ist wie-
der der unendliche Kettenbruch 33) in eine unendliche Reihe
verwandell, aus deren Beschaffenheit sich die des Kettenbru-
ches ergiebt. Da wir aber friiher gesehen haben, dass es

‘) Der Theilnenner a, hatnatiirlich auf die Beschaffenheit des Ket—
tenbruches keinen Einfluss, man kaon ihn daher immer bei dieser Un—
tersuchung als posiliv voraussetzen auch weno er urspringlich ne-
gativ 1st.

H
k41 k -+
**) Aus Formel 7) folgt nemlich J.__ = ;,l

2 3 '
vk M B
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keine erschopfenden Kennzeichen einer Reihe mit belie-
biger Zeichenfolge giebl, so ist vorauszusehen, dass auch
keine solchen liir einen Kellenbruch mit beliebigen Zeichen
zu finden sind.

Indessen konnen wir die [riiheren Betrachlungen benulzen,
um wenigslens einen hierher gehdrenden Salz zu finden. Die
Reihe 34) wird nemlich, bei unbegrenzt wachsendem m sicher-
lich nicht convergiren, wenn die einzelnen Glieder derselben
einen endlichen Werth behalten, d.h. wenn lim L; ein endli-
cher Werth ist. Nun ist die Grosse Ly auf dieselbe Weise
aus den Grossen hy, hy ... zusammengeselzl, wie in dem Falle,
wo alle Theilzdhler positiv waren, nur mil dem Unterschiede,
dass jelzl einzelne Glieder in dem Werthe von L, negativ
sind, wihrend im frilheren Falle alle Glieder posiliv waren.
Nimmt man afso in L; alle Glieder positiv und bleibt der hier-
durch entstehende Ausdruck fiir jedes £ ein endlicher Werth,
so muss dies win so mehr der Fall seyn, wenn einzelne
Glieder negaliv sind. Es folgl mithin aus §. 148 der Satz:

Der Ketlenbruch 32) kann nicht convergiren, wenn jede
der zwei Reihen 17) und 19) convergirt. Auf diese Weise
konnen wir uns z. B. iberzeugen, dass der Keutenbruch

1 — 2
1 —22
1 23
1 —
dessen rler Theilzihler — — 27 und dessen rier Theilnenner

= ! ist, nicht convergirt, da jede der Reihen 17) und 19)
in diesem Falle, wie schon §. 148 gefunden wurde, convergirl.

154.

Nach den Kettenbriichen mit nur positiven Theilziahlern
und Theilnennern kommen am hiufigsten lliejeni.gen vor, bei
welchen alle Theilzihler negaliv, alle Theilnenner positiv sind,
und in Beziehung auf diese ldssi sich allerdings eine ziemlich
weilgreifende Regel riicksichtlich ihrer Convergenz aufstellen.
Man dricke einen solchen Kelienbruch dureh

35) a, — b
a — b,
a, —
e
am
aus, so dass man noch immer die Grossen ag, 81, Gy --
b,, b,... als posilive vorausselzl. Bezeichnen wir wieder
durch Ay den Zihler, durch B; den Nenner des Kettenbruches
: 8, — b
a; — bg
a, —
— L
g

so ist nach Formel7), wenn man erwigl, dass

k
(—b1).(—05) '(—bk+1) = (— 1) t by b, ... bk+1 offenbar

Akﬂ_ﬁ_(;l)”"{'l lill,)Qbf‘*'_l _ b_lbg_. a bk+1
E—l—l Bk N Bk Bk+1 Blr_ Bk+_1
Demnach ist N
A——’":a——ﬁ_blb? ””_blbr..h
B~ ° B, BB B B

also geht der Kettenbruch 35) bei unbegrenzt wachsendem m
in die Reihe

36 bl bl b‘2
] a, — B; T BB,
iiber. Sind nun die Grossen B,, B, ... simmilich posiliv, so

sind alle Glieder dieser Reihe, das ersle a, ausgenommen, ne-
gativ, die Reihe

b by b,

B, BB,
welche nur aus positiven Gliedern besteht, kann also nur con-
vergiren oder d‘ivergirerl, nicht oscilliren, mithin kann in die-
sem Falle auch der Kettenbruch 35) nur convergiren oder di-
vergiren. Soll aber die Reihe 36) divergiren, so kann sie nur
eine iiber alle Grenzen wachsende negative Grosse seyn.
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Kann man daher Bedingungen nachweisen, unter welchen A
und B, fir jeden Werth von m posiliv sind, so muss dann
der Ketlenbruch nothwendig convergiren. :

Da der erste Theilnenner @, keinen Einfluss aul die Be-
schaffenheil des Kettenbruches hat, so dar{ man immer vor-
ausselzen, dass er nicht kleiner als die Einheil ist.  Sind nun
die folgenden Theilnenner so beschaffen, dass allgemein

= b
a > b + 1
so werden auch 4, und B, posiliv seyn. Zunichst ist klar
dass unter dieser Vorausseizung sowohl A4, als B, mil m

wachsen werden.  Denn man beézeichne durch ¢, eine
Grosse, die nur positiv (oder Null) seyn kann. Man hat also
Om — b, + 1+ ¢, Nun ist im gegenwirligen Falle (nach

Form. 2) und 3)

|

m m  m—1 m m—2
— B — b B

m m m-1 m  m-=2

also auch
= — — h | [
Am (bm + I + CmJ Am—l bmAm—2 Am—l + Ilm‘Am—l Am—2]
+ cmAm—l . P
Bm:(bm+ ! +Cm) Bm—l _mem—2:Bm—1+bm (Bm—l_Bm—Z]
+ cmBm—l
Ist nun A4 > A so ist auch 4 > A . Nun ist
m~1 m—2 m m~1

4y = aga; — by == ao (bi+1+e)—by = ay+(a—1)b,
+ayc,, also A4y > a, (da ay— 1 positiv ist), d.h. 4, > 4,
also auch allgemein Am > Am . und da @, positiv ist, so

muss umsomehr 4,, 4,... positivseyn. Fernerist B > B .
m m-—

sobald B > B_ . Nunist B, = a; und da, nach der
m—1 m—2

Vorausselzung, ¢; = b, -+ 1, also > 1, d. h. ) > B,

so ist B, > By, mithin allgemein Bm> B - Da nun, wie
-

schon bemerkt, der Werth von a, keinen Einfluss auf die Be~

schaffenheit des Kellenbruches hat, so kionnen wir die Bedin-

gung, dass a, = 1 ist, fallen lassen, und haben dann den

Satz:
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Der Kettenbruch 35) convergirl, wenn allge-
mein a, = b, + 1.

In dem besonderen Falle, wenn sdmmuiche Theilzahler
und Theilnenner ganze Zahlen sind, wird also dieser Kel-
tenbruch convergiren, sobald a,, > b.,., insofern dann min-

destens a,, = b,, + 1 seyn muss.
Bringt man den Keltenbruch 35) in die Form
37) hg — 1
hy — 1
hy —
wo hy, hy ... wieder dieselbe Bedeutung wie in 33) haber,
so geht die Reihe 34) in
A 1 |
o i— Ll - Ll LZ . . . .

iiber, und der eben ausgesprochene Salz heisst nun:

Der Kettenbruch 37) wird coavergiren, wenn
allgemein b, 5> 2 ist

Es wird unter diesen Verhillnissen zugleich der Werth

des Kellenbruches 35) zwischen aq und a,— I liegen, d. h.
mit anderen Worten, es wird der Werth des Ketlenbruches

38) b
a; — by
ag —
zwischen 0 und 1 liegen, und dies wird auch bei jedem sei-

ner Néaherungsbriche der Fall seyn. Man belrachte nemlich
den Niherungsbruch welcher mit a,, schliesst. Nach der VYor-

aussetzung ist @, = b, + @, wo «, = | ist, mithin
b (U b,
- ZI’ hieraus folgt a_ «—E’f =b ,+ am_x—a—“ >b
a’m m m
b b
— m~1 daher . m—1
dae > 1,also T b > 0 und daher @ ,_, s b
- m—
m=bom =
a am
m
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b

m—1 . mn~2
b > bm_2 folglich .
m—1 - m - m—2 ﬂl—l_ < 1

— bm—2+am-2_

Man sicht dass man diese Belrachtung in derselhen Weise
foriselzen kann, und dass also auch

b, >0
a — by <]
a, ..
b,
a,

Dies gill wie gross man auch m nehmen mag, mithin liegl
der Werth des Ketlenbruches 38) zwischen 0 und 1.

Sind in dem Kettenbruche 38) saimmtliche Theilzahler und
Theilnenner ganze Zahlen und 2ugleich aligemein ap =b;4-1,
so sind zwar die Naherungsbriiche noch immer kleiner als
die Einheit, nihern sich aber diesem Werthe unbegrenzt, so
dass der Werth dieses Kellenbruches genau der Einheit gleich
ist und mithin ¢y =1 der Werth des Kellenbruches 35) isl.

Man setze

39) %,S = 1 — b,

ay — by

aQ—.

b

a

m

so muss, wie schon oben gezeigl wurde, B'm > B'm_1 seyn.

Da nun hier nur ganze Zahlen vorkommen, so ist die Diffe-
renz B — B’ eine ganze posilive Zahl, also B um eine

m—1

ganze posilive Zahl grosser als B’ o d. h. bei unbegrenzi

wachsendem m, wiichst auch B’y unbegrenzl. Dagegen wird
fir jedes m der Werth von A’,, der Einheit gleich seyn. Ist
nemlich A ,=1,4 =150 muss auch 4’ —a A

n— m~1 m m m=1

- bm.Am-2 = b (Am.—l__ Am—2) _’_A

n m—1

>0.

= | seyn. Nun
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. Alo , A] bl bl
ist — = 1 also Ay = 1, ferner =l —=1—
B,o ! Bl (231 b1+1

i
= le—r_l also A; = 1 milhin allgemein 4" — 1 und da-

- A’nl
her lin 5 = 0 also der Werlh des Kellenbruches 39) =0
und der des Kettenbruches 33) = o, — 1.

155.

Bei den convergirenden Keltenbriichen mit nur posiliven
Theilzahlern und Theilnennern; ist der Werth derselben, wie
oben (§. 143) bemerkt wurde, immer zwischen zwei unmittel-
bar aufeinander folgenden Niaherungsbrichen enthalten; so dass
die denselben gemeinschaftlichen erslen Ziffern anch dem wah-
ren Werthe angehdren. Bei den Keltenbrichen von der Form
35), bei welchen allgemein a, = b,, + ! ist, und die daher
convergiren, ist_dies nicht der Fall | vielmehr bleiben hier die
Niherungsbriche widhrend sie hestindig abnehmen,
immer grosser als der Werth des ganzen Keltenbruches.

Da nemlich in der Reihe 36) alle auf a, folgenden Glie-
der negativ sind, so erhilt man einen desto kleincren Werth,
je mehr Glieder dieser Reihe man zusammen nimmi, d. h. ei-
nen je spateren Naherungsbruch man berechnel; wo man aber
in der Reihe stehen bleibl, immer vernachlissigt man noch
die folgenden negativen Glieder. Man kann aber zu jedem
Naherungsbruche cinen anderen Ausdruck bilden, welcher
kleiner als der Werth des Kellenbruches isl, so dass dieser
Werth wieder zwischen zwei Grenzen eingeschlossen isl.
Ebeunso nemlich wie friiher gezeigl wurde, dass der Kettenbruch
38) positiv ist und zwischen 0 und 1 liegt, ergiebt sich auch dass

Vi
Y™ it
Tpge ™
ein dchter posiliver Bruch ist, man setze seinen Werth = M|

den Werlh des Ketlenbruches 35) aber = W, so ist
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W — a() - bl
a— b,
@, —
— b,
ay— M
Halt man nin den Niherungsbruch e, —0b,
a) ——-bg
ag —

b
a.

berechnet, welcher mithin grisser als W ist, so bilde man
dazu den Keltenbruch
40) ay - b,

a; — by

aé —T

— by
a,—1
welcher sich von dem vorhergehenden nur dadurch unterschei-
det dass der lelzte Theilnenner a;, — 1 ist. Bezeichnet -man
nun Zihler und Nenner dieses Keltenbruches beziiglich durch
Z; und Ny so isl
Z = |a

~ 1) 4, — b A

k k k-1 kk-2
also da aj, = b, + op, wo ¢ = 1,
Zy=1b U — A4 Tl =14,
Selzt man wieder @y = 1 so ist zik_l > A ., also jeden-

falls Zy eine posilive Grosse, ebenso zeigt man dass Ny po-
sitiv ist, mithin Fk positiv.  Da aber M ein #chter positiver

k
Bruch ist, so ist

also
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daraus folgt wieder

bl—l bk—l

a —b > a —b

k-1 k e
ak——] a, - M

und

g b,_, < 4, —_bk:1 B

EEN @b
ak—l ak—M

Setzt man diese Betrachtung fort, so ergiebt sich, dass der
Kettenbruch 40) kleiner als W ist.

Die nach Formel 40) berechneten Werthe mogen mit-
telbare Niherungsbriche heissen. Auch diese haben die
Eigenschaft, dass sie dem Werthe des ganzen Kettenbruches
desto naher kommen je grosser k ist, Denn es ist

{ _ _
Zk+1 \ _ G ])Ak b/‘-i"l Ak_l
= Qg — 0O I =1 — -
N — (a — 1) B, —b B
k41 @ — k41 kT k1T k-1
__bk
=0
‘ak—i—l—l
"ferner
Zy b b Ak Ak—l
—= = 4y — _l = Qg —1_ = B 77—5
YN a a — k k-1
— by by,
&k—: l ak __lJ_
1
Hieraus findel man
N 4B )
Zk+1 Zk (ak-{—l ! bk+1] (Ak—l B;; A/.- k=1
N, N N N
Nk+1 N, k k41 ,
' Ak 1 Ak
i iti da - — —~ so ist
Der Nenner Nka+1 ist positiv, und da B, = B,

20
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auch ‘/1}‘—1 Bk— zik Bk_1 positiv. Ist mithin ak+1 > bH'l + 1,
. Zk-}-x er . . . :
so ist auch - > —, d. h. die miltelbaren Niherungswer-

k41 k
the wachsen und kommen daher dem Werthe des Kettenbru-
ches immer niher. Nur in dem besonderen Falle wenn

. Zk+1 Zk
by = bk+1 + 1, ist auch NH_l = Nk.
Man habe z. B. den Keltenbruch
1 — 1
3—1
5 - 1
7T—1

9_

wo mithin simmtliche Theilzdhler der Einheit gleich sind,

wihrend die Theilnenner aus den auf einanderfolgenden un-

geraden ganzen Zahlen beslehen, so findet man
Niherungswerthe. MittelbareNdherungswerthe.

%:0,66666.... %=0,5 |
.1.94 — 064285 . . . . 17_1 — 0,63636
% — 064210 . . . . Z_i — 0,64197 . . .
;% = 0,64209 . . . . :Z_g — 0,64209 . ..

Der Werth des Kettenbruches muss also cbenfalls mit den
Ziffern 0,64209 beginnen, und ist mithin schon bis aufl 5 De-
cimalstellen genau gefunden. ‘

156.
Es wurde friiher (§. 149) bemerkt, dass wenn der Kel-

tenbruch 1) nur positive Theilzahler und Theilnenner hat und
convergirl, auch jeder Theil
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Pt
%tpe

convergiren muss. Bei den Keltenbriichen mit beliebigen Zei-
chen ist dies anders. Ein solcher Kettenbruch: kann conver-
giren , wahrend ein Theil desselben divergirt. Denn ist z. B.
» b : ’
+ ﬁl_ — + @
D1+

so ist auch

b = *+ o
4 Bl

ak—f—l -+

und daher

b o— 0
+ K

=
ak_ék—i-l

a
41+

Dieser Theil des Kettenbruches kann also ganz vernachlissigt
werden und der ganze unendliche Kettenbruch 32) ist alsdann
dem endlichen Kettenbruche

. b

4w N
ao —— -
@y,

b
4 k1

k-1
gleich. Es folgt hieraus ein wesentlicher Unterschied zwi-
schen einem divergirenden Ketlenbruche und einer divergireri-
den Reihe. Wenn eine Reihe divergirt und man sondert eine
Anzahl ihrer ersten Glieder ab, so bilden die ibrigen Glicder
noch immer eine divergirende Reihe. Wenn aber der Keiten-

bruch 32} divergiren soll, so darf der Theil
41) a = b,

.
az_.

20 *
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nicht divergiren, sonst hiitte der Keltenbruch 32} den Werth

b,
—— = q,.

Vielmehr muss alsdann der Theil 41} den
o '

4
ao_

Werth Null haben, denn nur unter dieser Bedingung wird der

Kettenbruch 32) = ay = %1 = = oo. Es ist also einerlei,
ob man die Bedingungen suchl, unler welchen 32) divergirt,
oder unter welchen 41) den Werth Null hat, Ein divergiren-
der Kettenbruch hal daher insofern ein grasseres Interesse als
eine divergirende Reihe oder ein divergirendes Produkt, inso-
fern er immer zugleich den Werth eines aus ihm fliessenden
convergirenden XKettenbruchs angiebi.
Dass z. B. der Ketlenbruch
1T —2

2 — 3

3 —

IS

divergirt, beweist man, in dem man zeigt, dassder Kettenbruch
2 — 3
3 — 4
4

den Werth Null hat, was man auf folgende Weise findet.
Berechnel man die Naherungsbriiche des lelzleren Keltenbru-
ches; welche .
2 3 4 5

1328725

seyn werden, und seizl daher Ay, = 2, 4 =3 A4,=4 ...
so findet man allgemein 4, — r } 2. Ist dies nemlich bis
zu einem gewissen Werth von r richtig, so folgt .Ar+1—_—(r+3)./1r
— {r+3) Ar—l e (r+3}(A,—dr_1) = (r+3)((r+2)—(r+1)]=r+3.
Nun ist die Formel schon fir » — 0, 1, 2 als richlig nach-
gewiesen, also gilt sie aligemein. Setzl man ferner B, — 3
B; = 8, B; = 25 .... so findet man allgemein B, = (r}2)
R+3+3.44+3.4.5+....4+3.4...7]

sobald r =" 2. Ist dies nmemlich bis zu einem gewissen Werthe

£l e
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des r richtig, so folgt Br+1.—_(r+3) (r+4-2) [243+...+3.4...7]
—(r+3)r+ 1) [243+..4 3 4 fr—1)] = (r+3)}[2+3+..43 . 4..1]
+(r+3)r+1)[243+.. 434, r ] —(r +3)(r +1)[24+3+...+-3.4...(r—1)]
= (r43)[24-3+..4-3 . 4...7] 4+ (r43) (r +1).3 . 4.7 also B,+1
=(r+43) [24-3..+3.4..r34..(r}1)]. Da nun die Formel

fir r = 2, r = 3 richtig ist, so gilt sie allgemein. Dem-~
nach hal man, sobald r 52
A . 1

B, 2434+3.4+..+3.4..r
und da die Reithe 2 +~ 3 + 3 . 443 .4 .5+ ..., wel-
che den Neunner dieses Ausdruckes bildet, divergirt, so ist

A
lim =7 =0, d. h.

r

3 — 4
=
Aus diesem Resultate folgt dann auch \:veiter
3 = 2
3 — 4
4 —5

5

.und, wie man leicht findet, allgerr-xein, fir jede ganze Zahl m

m = m — 1
7—71;—{— 1
m+1—m+2
m-42 —
Ist nemlich dieser Ausdruck fiir irgend einen Werth von m
richlig, so muss er auch fir m 41 gelten, denn selzt man

m — 2

m + 1 =
m—4+ 1 —m 4 2
m + 2 —
s0 ist mithin — 2 ™ = ] also
A o— =
m
x =
m — 1
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Da nun dieser Ausdruck wirklich fiir m = 3 stalt hat, so gill
er auch fir jeden grosseren Werth.

157.

Im Vorhergehenden wurde die Verwardlung eines Ketten-
bruches in eine Reihe dazu gebraucht, die Beschaffenheit
des Kettenbruches zu ermilteln. Man findel aber zugleich
durch dieses Verfahren den Werth jedes Kettenbruches, den
man auf eine Reihe von bekanntem Werthe zuriick fiihren
kann. Sey z. B. der Werth des Kettenbruches

1
T3
14+ 4
1+ 9
ny

zu finden. Hier ist mil dem Ketlenbruch 1) verglichen, apg=90,
4 =a,=gas ..—=1, b, =1, b, =1, b; — 2* allgemein
b, = (r—1)? sobald # > 1. Die Reihe 9) des §. 144 geht
daher in

r 1 e 1.1.2% 3% 0

B, BBy, By,B; BrBr+1
iitfer. Nun ist hier Br :'Br_1 + (r—1)? Br_2; ist also

= (r—1) Br_2 so ist auch B, = rBr_l. Da aber in

der That B, = 1, B, =2 also B, — 2 B); soistauch B;=—3.2,
B,=4.3.2 und allgemein B, —=r (r— 1} (r—2)...1. Das
allgemeine Glied der Reihe ist demnach

- 22.3%...r% _=i”717_
l.2...rp@.2...r 4+1) r+1
1 1
und die Reihe wird 1 — —;— -+ 3~ 7 . deren Werth

log 2 ist (§.83 Form. 12), dies ist mithin auch der Werlh des
Kettenbruchs.

158.

Wenn man das Verfahren, durch welches ein Kettenbruch

in eine Reihe verwandelt wird, umkehrt, so kann man da-
durch jede gegebene Reihe in einen Kettenbruch verwandeln.

\
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~ Wie nemlich auch eine Reihe beschaffen sey, so wird man

sich dieselbe immer in der Form
t 1 1 1
42) a0+cz—l—‘z—2+tz—5—— .....

denken konnen, sobald man fir o, @;, @;... sowohl positive
als negalive, rationale oder irrationale Zahlen selzen kann.
Vergleicht man nun diese Form mit der Reihe 15) des §. 144
so ergiebt sich :

ag="hg; ay=0Ly; ay = LiLy; a5 —=DLyLs; oy =LzLy u.s.w.
also

22, oz & - a, 0y
Ll :al;L?,:——;L_,):_,S,,,,;Ll*: ;
o (22 a, oy
und allgemein
: . o .05 ...«
oy . Oy . a2r . 1 3 2r+1
L2 Bl e LZ +1 = 7{1 p” —a 4
r .0z ... & T R .
o) . a5 ore1 2 - Qg or
nun ist (§. 144 Form. 14)
L = h L L
2r 2r  2r—1 + 2r—-2
oder
2 L‘z 2
r r—
b, = - ——
2r
27-1
also auch
> PR o 0y.04... &
%2 - % 2r Z- 4 2r—2
! .0z ... Q a; . Xz ... 0
% -5 2r—1 1-%3 2r-3
43) h2 et - - -
r - . - .
1 5 2r-1
a, . @ . .. Q&
2 * 2r—2
i 2
4
22, [ 7 97 ,
= (_—_T) e, — a2r—1)
L R
und ebenso findet man
o . . a 4 2
-
h - (—— (e — )
44) 2r4-1 (a{l 1 ) 2r41 2r
2r
Indem man in diesen Formeln allmilich r = 1, 2, ... selzl,
findet man also die Werthe von hy, hs.... auch isl hy—ay
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und k, = L, = a, mithin geht der Kettenbruch 11) des

45) ag+1
a;+1
z,~a, 1

+
2
Xy

(as—ag)_o_zl_z 1

ay?  (eg-og)an” 1

o) 2oyt (“5‘“4)“12“52
ay? )
iiber, in welchen also die Reihe 42) verwandelt ist. Man
kann aber diesen Kettenbruch auf eine einfachere Gesialt brin-
gen. Nimmnt man nemlich den Theil

1

—a, n 1

o, ? (a5 —a,) @,®

%3

ay?
heraus, so kann man stait dessen, ohne den Werth von 45)
zu andern, nach §. 144 auch schreiben

a,? .1 o, ?

a,—-a
22 !
&y (72‘)"*"
a,

o ? -
. (a5 — o) @,
(aS_ag)al 2.2
— N
@y
Der Kettenbruch 45) geht hierdurch in
ay-1 '
o, o i a,?
@,y (aS—aZ)a‘l_z 1 _
a®  (oymag)e® 1
a e (as-ay)e Pag?
a,? +
2 .

iiber. Nimmt! man wieder hieraus den Theil

2
al

so kann man siatt dessen
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oy o 2 ,
1
o, ? %
2 - 2
a,,’( )al2+ o,? ax—a, + oo
2 (ag—oy)—0+ —5 —
370
ay? a, ' et e,
2
(@a—a5) @2® (@p—e3) @p®
T e, 2 2 2
a, 2a;? o, Yoy
schreiben, so dass man nun statt 45} den Kettenbruch
46) ap+1
o to?
- o 2
Foml 2"
otz—0tgt+ag?
a,?
(ag—az) @, 1
rin AL
@y (o5 — )y " 5
a,?

hat. Gesetzt nun man habe durchForisetzung dieses Verfah-
rens gefunden, dass man statl 45) auch setzen kann

47} agt1
;i"’lz _
d~Cahfy”
"‘5_“2‘*_‘
+a;r—2
“or- l_a2r—2+(a2ma2r—2)2
lll...llzr_3
— == 2
(a2r_a2r—l) “2%org
(o, ) T#
i
so dass 8 = "
(*ar4-17%27) (»717‘7721:1_) L
az. .lZ2
.

und dieser Keltenbruch, von dem Gliede 3

(a2r+1_a2rJ(_'_z‘ “Far-1

g,

1 . . 7/ .
— ——— an, mit dem Keltenbruche 45) identisch ist, so kann

h2r+1
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man  indem man den Theil

2
(az‘ trt)
) (_xl ’ a21'—3
(¢, — ) @, R
2r 2r-1 2r— I
G ) e TR
1 gy 2r+41 2r ( ) 2r—1)
aq . a2_r
. 2 -

herausnimmt und Zihler und Nenner mit (— — i ) multi-
Oy ... o2

plicirt, stalt dessen auch setzen

2
(a2r— )
T2
(a21' 2r 1)+ (al 2r—1)
%2 aZr—2
— 1 2
(a2r+1 azr)' (al T a2r—1) 1
oy ... +

2r 4

wodurch der Ausdruck 47) in

48) apt1
o —+ay’
o=ty ay? )
as‘“2+
4'("‘2r—132
“or %ar—1 + G- 2r 1)
T2y g
(a2r %y, ?
+1 “or 2r—1
(az...ah) +7
S|
T Fe ) )
r r41
<
r+l

iibergeht. Nimmt man nun hier den Theil

315
2
(al : 2r-1
%2 - 2r—2
e —
(aQT—f—l o) (al 2r-1) + 1
a,. ..« (e —a ) @y 2
or 2r4-2 2r4-1 ( ?i)
...
2r41
Lo 2
. 2r

heraus und mulllphcm Zahler und Nenner mit ( e
BN
1 2r-1

S0 verwandelt er swh in
2
a2r

a2r+1 ——a% + (Vag;r' a2f)2

Q..o

2r—1

(a2r+2 o a2r+1) (7%7' e
al...a2r+1
und man erhilt statt 48)
49) llo+1

“1‘["’12
up—=ay+

1

(« )
21‘1—3- 2r+2( 2r+1)+
“art-2 _

Nun erhilt man den Ausdruck 49) aus dem Ausdrucke 47)
indem man r 4 1 stalt r setzl. Ist also der Ausdruck 47)
fir irgend ein r richlig, so gilt er allgemein fur jedes r.
Wie aber die Formel 46) zeigl, gilt dieser Ausdruck in der
That wenn r = 2 setzt.  Es folgt demnach, dass man die

wo d =
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Reihe 42), wenn sie convergirl, in den gleichgeltenden Kel-
tenbruch
50) ay, + 1

e, + o
a,— oy o,?
st ot

a4~a5—{.—

verwandeln kann, in welchem das allgemeine Glied dié Form

_ & hat. Auf diese Weise erhilt man aus der Reihe
o — &
r4-1 r
1 i 1
1 — oo — =
2 + 3 4
wo nun ¢g = 0, oy = 1, e, —= 2 allgemein «, = r zu
selzen ist, den Kettenbruch
1
T11
1 + 22
T+

wihrend oben aus diesem Ketlenbruche die Reihe gefunden
wurde. _ . '
Aus §. 79 Form. 5 folgt, wenn man z —— 1 selat,

-1 1 1 ] 1
e = =l"Itys—133tiesa— -

Mit der Reihe 42) verglichen, selze man hier =0, ) =1,
ay=1, a5=1.2, a,=1.2.3 u.s.w. so erhilt man aus 50)

1 1

e =:]——{-]
01
TH(1.2p

2(1.2)4-(1.2.8)2

1
31.2.3)4(1.2.3.4p
4(r.2.3.4)

Nun ist
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1
T4 B 1 1
0O+1 141 142
x 1
()
also
11
e 1414(1.22
2(1.2)4-(1.2.3
3(1.2.3) + (1.2.3.4°
4(1.2.3.4) +
oder
e = 2 4+ (1.2)7

2(1.2)4(1.2.3)
3(1.2.3)4+(1.2.3.4)
4(1.2.3.4) +

(1.2
2(1.2) F (1.2.3)°

Schreibt man nun

;_ stall
243(2.3)

3 - 3(2.3)
ferner S 4R34 3(1.2.3)+(1.2.3.4)
u. S. w.
so ergiebt sich
e =2+ 2
2 + 3
+4
4 +

Betrachiet man die allgemeinere Form
z? i x*

-z 1 A
e =g =l-et iy i3t iz

also zunichst
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e$~]—{—ll B
“—]+(;;)
1.2 1 .22
w T ()
i.2.3 1.2
23 z?
oder
&E=1+z
11—z 1
2 11.2.2
s g )
1.2.2,3
) G-+

und indem man die Briiche wegschafft findet man schliesslich
=142z ‘
1—z+t=
2 — x4 2
3—z+ 3z
4—g -+

Wollte man dagegen unmittelbar die Reihe

2 ‘3 x*

T __ T _ T
¢ tet stiestiesa T

in einen Kellenbruch verwandeln, so konnle man

1 1.2 1.2.3
ao=0, ey=1, ay =— - oz = T BT T g
setzen und finde zunichst
» 1
i J— i
I+ I 1
= a .
0+ 5
T2 . 1.2¢®
T xT €T
1.2 3
(St
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und nach gehoriger Reduklion
1

===

liz—1.o |

24z — 2
34z -
Nun ist aber, was auch z bedeule,
1 x
=] S
11—« ¥ 1l — =
1+a—s
also hat man auch
e =1 + xr
1—1.2
24— 2z
34-a —
Diese letztere Form hitte man unmittelbar gefunden, wenn man
1 1.2 1.2.3
@, —_—.1, B, G T, 8 = u.S. w.
gesetzt hitte.
159.

Da im Vorhergehenden nachgewiesen worden isl, dass
inan jede Reihe in einen gleichgeltenden Kettenbruch und je-
den Kettenbruch in eine gleichgeltende Reihe verwandeln kann,
friiher aber (§. 138) gezeigt wurde, dass manjede Reihe in
ein gleichgeltendes Produkt, und jedes Produkt in eine gleich-
gellende Reihe verwandeln kann, so folgt hieraus von selbst,
dass man auch jeden Ketlenbruch jn ein gleichgellendes Pro-
dukt und jedes Produkt in einen gleichgeltenden Kettenbruch
verwandeln kann. Man kann aber diese Beziehung zwischen
Ketienbrichen und Produkten auch leicht ohne Einmischung
der Reihen nachweisen. B

4, .
Soll nemlich der Kettenbruch 1) dessen Werth —= ist,

in ein gleichgeltendes Produkt verwandelt werden, so hat man nur
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4, A A A . A,,
B, = % (B—) G) &) (5")
el 4. 1 Ce . Am_—
(31) (172) (B_I)
m-—1

zu selzen, also, wenn m unbegrenzl wachst, und der Ketten-
bruch 1) convergirt, so wird derselbe hierdurch in ein con-
vergentes unendliches Produkt verwandelt, und es ist

by gy A B 4B,

Bn " agBy AyBy 4By
oder wenn man 4, = P;; ay B; —= p, und allgemein AkBk 1.:Pk;

o tzt

Ak__1 Bk p, setzt,
A

52) om == ao .

Bm

P, Py, Py
PJ.PZ'Ps

A
Es ist zugleich jeder Niherungsbruch B—k gleichgeltend mit
k

P P P )
dem entsprechenden Theile ap . — . =2 . . . “k des unend-
P1 P2 P
lichen Produktes.
Es wurde oben der Kettenbruch

e — 2 -+ 2

€

|

o2

3 3
3+

+

gefunden. Soll dieser Kellenbruch in ein Produkt verwandelt
werden, so berechnet man die Niherungswerthe und findet
zunichst
. — 3 4, __ 6 A, 24 45 120 A, 720
°=— B~ 2'B, 9’ By 44’ B, 265
- _ i o +—
Allgemein ist 4, = &+ 2]Ak_1, B = £+ 2) Bl‘_1 *+ 1, wo

das obere oder unlere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem %

gerade oder ungerade ist.
Dieses Gesetz findet nemlich, wie man sieht, bei den er-

sten Naherungsbriichen wirklich stalt. Denn es ist
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4,=3.2; By=3.1-1; 4,—4.6; B,=4.21-1; 4;,=5.24;
By;—=5.9—1 usw.
Sey also bis zu einem beslimmien £ wirklich
Ak = (k+ Z)Ak—13 Bk = (k4-2) Bk—1 1

SO ist
A’f-{-l = (k- 2) Ak—}—(k - 2) Ak_1 =k 4+ 2 (Ak + Ak_l)

—(b4+2) (h3) A, =k +3) 4,
B = (k+ B +k+2B_ —(k+2) (B +5_)
= (k+2) [(h+3)B_ *1] = b+ 3)B, 51

Das Geselz ist also allgemein giiltig. Demnach ist

_p — . I N
AkBk-1_Pk—(k+2)Ak_1 Bk-l’ Ak—1Bk—pk“Ak-1[(k+2)Bk-1“1]

Py, Pk
und wenn wman _AJ',, = My; Pk my selzt,

k-1 Ak—l
=(k+29B_;m =8 =kftB_*+1=mn =1,

so ist M,

. _— — v . - 4+
ferner MH_1 = {(k-} 3) Bk = (_k—}—3)mk, ﬂf_k-{-1—Mk+1—1'
Nun kann wan stait des Ausdrucks 52} auch setzen
A, M, M, M
T P
B, my Mg g

oder
Am Ml M'z M3
2= q, .

B, My—1 " My+1 My—1 "
Im gegenwirligen Falle isl also
M, 40, —1) 5[4(M, —1)-+1]
R e R I P IR I I
Nun ist ¢y = 2, M, = 3 also
e = 2. E . é . ?E . QE} .....
2 9 44 265

160.
Soll ein Produkt

U Uy U

U1.'02.1725 .

21
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in einen Kellenbruch verwandelt werden, so selze man slatt
dessen
U, ou u '
53) [t S S g

v, 0, Uz :

Soll nun dieses letztere Produkt in einen Kettenbruch

y o + b
e, 4+ 00,

a, —]—

verwandelt werden, so selze man nach Formel 51)

| —ag; u,=—A4,; v,—=ayB, = B,; A,B,—u,; 4,B, =0, also

f® 1] U, u
2. . 2, . ) _ _ s
,({2 = —y B2 = —y 'A?)Bz‘—”S’ -/{ZB_’)—'O_’) a]SO 445 p— —
vl ul 02
v, U3 u,u v, 04 .
By, — 22>; ferner 4, — 2% B, — > und allgemein
u, 0,3 Uy Uy
UU ..U vy . ..U D ...0
2 4 2k 13 2k+1 2 2k
2%k po . P Tt pop oo Tk wuw )
1377 2k-1 + 2 4 2k 17 T2k-1
v....0
1 2k+4-1
B2k+1 = v . u
u ..ou
2 2k

Nun ist 4y =a; a5+ b;=a; 3-b; und B, = a, also
by =41 —By=u—v;; ag =09,

Ferner
A,=a, 4; +b,; By,=a, B, | b,
mithin
0 — A, — B,  wmu, — v v,
. = —
4, - B, uy 0y (4 —0y)
u U u, — vy O Uy — D
bp—=A,—a, Aj=-2—212 12, T
01 ty 0; (uy — vy) U —0,

Ist k> 1 so findet man ebenso aus den Gleichungen
Ak — ak Ak—l —+ bl: J{l.-—

By = B+ b B

2

2
durch Eliminalion die Werthe
Ak Bk-2 - Bk A

2
a el
k A —
k-1 B/(—2 Bk—l Ak—Z

b — DBy — By
L= -
k-2Bk—1 k—2Ak—1
und mithin
A B — B A
g %k k-2 2k " 2k-2
ek 4 B _ ) -
ok-1Bance — PoroiTonce
b Ao Borr — BaMan
2k —
AoreaBois — Bore P
a o d?k-i—lB?/i—l —B2k+1/12k~1
2kt+1 — T
t “LoBans Bk Taraa
b o Azk+1B2k o B2k+1‘42k
2hk41 T —_ A
“+ AZI:—I B2k B2k—1 A?k

Setzt man in diesen lelzten Ausdriicken statt AZk; B?.k u.s.w.

ihre frither gefundenen Werthe, so ergiebt sich

W w0 v B Dyl Ut
_ oo Y, ) uu, w oy, ) DD,
2k wou, DD B D D B
' Dyooer Dy o Wty o Uy Ty o D,
. Yo Yore Yo Varg Maker"ak T Pak-i®m
Ui Yok . P Paket - Yor-1 a1
R A vz...vzk_ wouy,
o U1 Yo ' Yo 2k-2 Uy arar Pp o Py
2k L L v, vi_2 uu,
Oy Paks Yy 2k—2 U Yk O Popeg
u% Yok

und ebenso findet man
21*
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u u v ) lu u — v v

" 1 2h-1 177 ekt Vak 24 2k 2/.-+1)
2t+1 T u o v T u — w '

2 2k 2 2k 2k 2k

u —
b . 2k4-1 2641
21"+1 T u — P

2k 2k

Man hille also nur diese Werthe in den Kellenbruch 1) zu
sclzen um die gesuchle Verwandlung des Produktes 53} in
cinen Kettenbruch zu erhalten. Man kann aber diesen Ket-
tenbruch noch sehr vereinfachen. Man setze nernlich

Uopor %y Vg P
54) — = = y
2k-1 u L v LD
2/i~2 2 2li=2 2
n ?
- 2k41  2h41
so dass mithin P = P . i also
241 2k -1 TR )
2k ok
s U
Pg = 1 . 2732
up U3
e ] Uz Uy vz 0y
Aus 54) folgl aber P35 = 27 0 2570 wiithin muss man
Ug Vy
Py =— wu, v, selzen. Unnittelbar  aus 54) finde man
u, (5 . R
P = oo slatt des an und fir sich bedcutungslosen Aus-
0o Yo -

drucks 1,0, hal man also die Einheit zu seizen.
Ferner isi :

U U - 0 Y
i _p ) ] [ 2k 2L41 2! 2;.~+1]
ek T Teher T w w0 w4y
2101 Yo T Yak
[0 % u u —b v
1 2k 2k ( 2ht1 2kt 2k+1 2h4-2)

Yorte = p
v f U v —
ohot ord1Pokdr Yorp 1 Corgr

Demnach ist
Dok v v
S 2ht1 ok
a 2 R~ :
2kt1 " 2hAp2 Yor T Yok

(

P u u — 0 D I o
21 U2d 2kt 2l 2A-+1) 3 u2k+2 v2l.—+2

U~

n_.m 2 —
2k 2k 24 2k lz,’,-+1 021.--{-1

a
2k41
s It
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Geselzt aber man habe  weil man in dem vorhergehenden
Theite des Ketlenbruches die Briche weggeschafft hat, statt

dessen zu schreiben

\

Y

- (uzk-1—vzk_1)(u2l.-+1~D2k+1) Porer * gy
Yot T Pakgo

u — v
2k+1 2k 1

55)
Pors (u2ku2k—|-1 T Parak )

u v o — v
ok 2k 2k 2k

so geht dieser letzle Ausdruck, indem man Zéhler und Nen-

P .
. C . 2k-1 R
ner mit »_ — o_, mulliplicirt und mil — dividirt, und
2k 2k [T )
2k "2k
zugleich zur Abkiirzun —v = ; © —v_v
g zur Abkiirzung w, v, =m0k

= n__ selzl, in
2k ’

m . m ¥
2k-1 ok41 2k 2k

— u D
Pok T "ok an42" ek ok

m P
2k+1  2k-1

iiber, und demnach ist

b
——72,{—*_ 2 n m m u (7

2k ok ok49 2k 2k
Foo1y % 24 k

b

2k
_tL —m m w .
+ 2k-1 2k41 2k 2k
a
2k-4-2 m P
k41 2k-1

v v n m
1 ok ok 2k41 2k4-3

m
Porot “angr®ohgpr™abgr Mongeor
b
2ht2

a2k+ 1+b2k+3

oder wenn man in Zahler und Nenner mit

u D
T . 2k 2k
multiplicirl und mit ——- -

2k-1

dividirt, un
u2k+102k+1m2k+1 irt, und

u v P
. 2k+1 2k3-1° 2k-1
zugleich bemerkl, dass man stall - - i_——+— auch

: Yok
P selzen darf,

2ht1
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56) b2k+l m m U v
a ' T T eko1 2kt ok 2k
a2Ic+1+b2k—f—2 ; m—?n—i——lu_ =5
- ok ok ok42 2kf1 2h41
Dt T O0ns - _H—J—"T,— -
Pokd1r T Takt1 "ok s 2t
Mokt
Demnach hat man statt 2"'+_3"?b nun
okt T O0kta
— — \ : —
_ (fg{s—fq D2k+1) (uzk-}-a 021c+3’ P2k+1 ' (u2k+2 vzk+2)
P2k+1 (u2k+2u2k+3_—02k+202k+3) B (u2k+4~02k+4)
Yordg2 "oktr Yorta  Cakge Yokts ™ Cargs
b
zu schreiben. D. h. wir haben fir ﬁé——b dieselbe
LA L
b
Verwandlung gefunden, welche wir bei s als

LRI S
vorhanden vorausgesetz! haben (Form.55). Ist diese Voraus-
selzung richlig, so geht mithin die Yerwandlung des urspriing-
lichen Kettenbruches in derselben Weise fort. Nun beginnt

aber der Ketlenbruch, wemn man statt a, a;, ay, as, b, by, bs, b,

ihre Werthe selzt, mit

U —0,
14 0 _ UV
Uy Uy
W, — 0,0, us — 03
ulvx(ul‘-vl) urlfv.l
U
— (uus—0,05)  ug— 4
Uyy ——— —
Uy — 0, ‘Uz — D3
ul*'vl
= 1+ (uy—0o)u,v,

v e e Uy — — v
b uluQ—v,vg—(\l—f)(.ué_Df‘]ul_l
U — 0y

u) vy (uqug‘ —‘172’05) Uyq D4

Uy Uy — D, Uz — 03
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; irkli i & der Ausdruck
Es ist also wirklich an die Stelle von ———— der Au
Qs b,.)_
(y—0,) (w5 —v3}u,0,  (4,—0o) . hte
— MR Lt M getreten , und die gemachle
w101 (Ugliy — Vo05) Uy — Vs
UQ'UZ u2 —"D.z u3 — V3

Vorausselzung ist richtig. Nach Form. 56) kann man also nun

Tar 4
(uk-z—uk—z) o Dl.-)uk-lvk~ 1

b
stall jedes Gliedes &—i den Ausdruck — . u" >

selzen und man hat daher schliesslich

u,  H, Us

= 1

51y 2L 23
0 (723 D3

_1+u1_01
”i —(_u?_v'z)ulvl
U Uy—1, 0y — (ux_vx)_(ui—v?S)uav?
UyUs — Va¥5 —(1‘2-172)("4-‘”4)“505
u3u4—v31)4. .~
ler, d -1+u1—~vl ! ist, auch
a =
oder, — T— uy—o, )
U, —
u, U, Uz o _l—,
o, vy ¥ |t
U, — (up—0y)u0x

U Uy — ’DI’DQ -

Soll z. B. nach Formel 57) das in §. 135 betrachtete Produkt

1 1 1 1 2 4 4 6

in ecinen Ketlenbruch verwandelt werden, so selze man u; =2,
v, =3, u,—4, v, =3 ws.w. und erhilt demnach Rty
— Vg0 — + 1, und u, — v, =1 wo das obere oder

k41

untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem k gerade Ofier un—
gerade ist. Hieraus folgt vermittelst einfacher Reduktion



2 4 4 6 ]
3'3'5°5 T T 3L2.3
14-3.4
14+4.5
R
also
2 2 4 4 6 2
1°3°'3°'5°5 "7 73123
14-3.4
1+4.5
1+
Man hat aber allgemein o — b =a—] —f—L
c+ 146
c—b+
also auch 2 — 2_—2 1 + L
3+=z 1 4+ 2
142
wodurch die letzte Formel in
r2 o4 PRI
173735 57 "T 112
1+2.3
143.4
14+4.5
ibergeht. . : +
.') Dass dieses unendliche Produkt — g ist, findet man in

Note VI Formel 24).

Note L

Ueber die Entwickelung ies Polynoms, wenn der Exponent Kkeine
ganze positive ZLahl ist.

1.

Wenn die Reihe 1 4 a; 2+ a,2% ... convergirt, auch
wenn man alle Glieder positiv nimmt, so ist, wenn m eine
ganze positive Zahl bedeutet (§. 56),

) (daztaz?~-.. )" =144 24 .+ Az + .0
und zwar beslimmt man A, auf independentem Wege durch
die Formel

m

2) A, = "Cp
wo sich die Combinationen auf die Elemente a,, a, ... bezie-
hen, indem man die Einheit als das Element @, ansiehl. Die
rekurrirende Formel dagegen heisst

A —=[m+V-rlay A +[20m+1)-rlasd ... +[rim+])-r)a,
3) 1'.—1 -2

r
(Kap. 5 §. 30 u. §. 32.)

Es frigl sich nun, unter welchen Umstinden die Reihe 1)
ihre Geltung behdlt, wenn m keine ganze posilive Zahl ist
und wie man dann A4, independent oder rekurrirend finden
kann. Es ist klar, dass die durch Formel 2} ausgedrickte
independente Beslimmung nicht mehr brauchbar ist, sobald m

keine ganze positive Zahl ist, da das Symbol ¢ dann, wenig-
stens nach unserer Definilion der Combinationen mter Klasse,
keinen Sinn mehr hat. Die Recursionsformel 3) dagegen be-
hilt fir jeden Werth von m einen bestimmten Sinn. Es ent-
steht daher die Frage, welche independente Formel stalt 2)
anzuwenden ist, wenn m keine ganze posilive Zahi ist, und
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ob in diesem Falle noch immer die Formel 3) zur rekuiri-
renden Beslimmung gebraucht werden darf,

2.

Nimml man an, dass nicht blos die Reihe ! 4-ayz+4a,z*+ ...
convergirl, auch wenn man alle Glieder posiliv nimmt, son-
dern dass zugleich a, =z - a,2% 4 ... kleiner als die Einheit
ist, auch wenn man alle Glieder posiliv nimmt, so selze man
a,z+ a,z*+ ... =y. Man hat daher fir jedes reelle m (§.57)

1 2 T
(l+(ll$l+l12$2+..,]m= (1+y)7u _ ]+m%y+m%y2++m§8yr+
Nun ist (§.31), wenn £ eine ganze posilive Zahl bedeulet,

k
k k
y'=a'lo fo,at..) Cpa +"+10p-'v T Mrepattry
also da man, bei unserer Yorausselzung, das Gleichheitszei-
chen brauchen darf,

k k
4) y = Cpm e k+1(]pa:k+l + ..+ k+GCzk+' o
wo sich die Combinationen auf die Elemente a;, a,...bezie-

1 1
hen. Schreibt man daher 'Cp statt a,, 2Cp stalt a,, allge-

1 1 1
mein "Cp slall a, so isl y: ’Cpx+20px2»+— ..... und demnach
]+"‘55y+"”25y + ._.l_l_mBICpx_‘_mBQCpm + +ﬂ'§BT0p$r+

+’"ch x2+ —}—"'EB cpxr+

_f_ﬂl%rcp wT__I_

Da nun, nach unserer Voraussetzung) dle Relhe 4] convelglrt
auch wenn man alle Glieder posiliv nimmt, so haben wir nun
als Werlh von (14 y)” eine Doppelreihe, bei der nicht blos
jede einzelne Horizontalreihe, sondern auch deren Summe
convergirt, auch wenn man alle Glieder posiliv nimmt. " Man
erhill demnach denselben Werth wenn man dxe Verticalreihen
addirt. Setzt man also

1 1 2 2 T k Lk k
5) BT Cp A ™BCp - ... 4 B Cp——.f"‘% Cp
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so ist fir jedes reelle m, sobald o, } a,s® 4 ... auch wenn
man alle Glieder posiliv nimmt, kleiner als die Einheil ist,
6) (14az4.Faa"4- . )" = 1+ A, x5+ Ay ..+ 42"+
iibereinslimmend mit 1) nur dass nun 4, durch 5) zu bestim-
men ist. Fiir ein ganzes posilives m hat man demnach zw ei
verschiedene independente Beslimmungen, die durch?) und 5)
dargestellt werden.

3.
Wenn man in Formel 6) auf beiden Seilen mit 1 4 @
+ ay@? +.... multiplicirl, so erhidlt man
1+ @z 4 ezt 4. )" T =+ 4o + dg> . F 4,27+
(1 +a,z4aa®+.. +oa"+...)

und demnach, wenn man

1+ ae+awr+ )T =14 Bio B+ + Bar+ .
setzt, _
T B—Ar+mA_ Fad

Andererseils ist nach Form. 5)

2+...+a,

k k&
B, = 3mt1BCp

1,7
Nun ist (§. 18 Form. 12
k e g1 ?1
7-C’p:7[a1 Cp—+-2a, Cp~|—..../—|—(r+l—~k)ar+1_k ?]
Setzt man in dieser Formel stall k allmalich alle Werlhe von

k
. . . 1 . g
1 bis r, nachdem man auf beiden Seiten mit 1y multipli-
cirt hat, so findel man

m+1 TCP m+1931a

1 1 1
iy rcp ’"+‘ Bla,” " Cp42a," 7 Cp +tlr—N)a_'CP)

2 2 2
1Oy — "‘+1 B(a, " CpA-2a,. " Cp-lr—2)a_ 2Cp)
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r-lr~1 7‘—11 r-1 r-2
" Blp=— "1y (a, C’p+2a2 ™2 0p)

mt1g ’TC}U _ fm-}-l;\;,3 a -r—12,_p1

Selzt man ferner in diesen Ausdriicken
mtiy 41
1y oty

r . r—1
m+1% _ m -+ ]

r ‘Hlﬂj
so findet man
m {
BI‘ I _t— 7‘(1’_
ntl

1 1 1
"‘25[ T Cp - 20,70 - (r—1ja 'Cp)
1

r—

r~2 r—2 =2
—'— = . mB [“1 f—lcp +?a2r—20p]
m r~1
+ + ’",25 o " op
oder
m 1 1 1 r—1 r-1
B, = j- ay ["_'BB T_lcp +.... ™8 ""1(/’p]
m 1 1 o 1 r—2  r-2
-+ j . 2a, [™B 20p_{_,__+mQ3 "2Cp]
m—4 1 1
o B (r—1) ‘Cp
+ m-i— ! ra,

Beriicksichtigt man aber die Formel5) so sicht man, dass man
statt dieses Ausdrucks auch schreiben kann

]
B,.:”%[%A + 20 A+ o _ A +ra]

also nach Formel 7)

O
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Atmd_tota Aide =T (wd | 4 204
+ (r—1)a,_, 4, +ra,]

iibereinslimmend mit Formel 3), womit also die Gilligkeil die-
ser Recursionsformel fiir jedes reelle m nachgewiesen ist, so-
bald die Reihe 1+ a;x 4+ a,z-} ... den gesielllen Bedin-
gungen enlsprichl.

Note II.
Zu §. 44.
1.

Wenn eine Reihie mit nur positiven Gliedern, die nach
einem gewissen Geselze auf einander folgen, couvergirt, so
wird sie auch noch convergiren, wenn man die Glieder in ei-
ner anderen Ordnung auf einander folgen lasst, und auch den-
selben Werlh behalien. Insofern man nemlich in diesem Falle,
je mehr Glieder der gegebenen Reihe man addirt, sich desto
mehr einem bestimmten Werlhe nihert, ist es ganz gleichgiil-
tig, in welcher Ordnung diese Addition ausgefiihrt wird. An-
ders aber isl es, wenn die convergirende Reihe, von welcher
man ausgeht, posilive und negalive Glieder enthilt.  Behilt
man alsdann dieselben und mit denselben Zeichen versehenen
Glieder bei, ldsst sie aber in einer anderen Ordnung aufein-
ander folgen, so kann es seyn, dass die hierdurch enlstehende
neue Reihe zwar ebenfalls convergirt, jedoch einen an-
deren Werth als die urspriingliche hal, oder sie kann auch

‘divergiren. Es wurde z, B. in § 59 nachgewiesen, dass

die Reihe i
1 1] 1 1 1 1

1) I__2~+§——4_'”+';_1j—“l"'+?E_§;+'”
convergirt. Hier sind die Glieder positiv oder negaliv, je
nachdem der Nenner eine ungerade oder eine gerade Zahlist,
und so geordnet, dass auf jedes Glied mit dem ungeraden
Nenner 2r—1 das Glied mit dein geraden Nenner 2r folgt.
Man bilde nun aus denselben Gliedern eine neue Reihe, da-
durch, dass man die ungeraden Glieder in derselben Ordnung
wie frither auleinander folgen ldsst, wihrend zugleich nach je
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zwei Gliedern mit ungeradem Nenner ein Glied mit géradem
Nenner foigt, so erhdlt man die Reihe
1 1 1 1 1 1 1 1
2y 14+ = — -y _ —
Ty ety bt gto gt
welche ebenfalls convergiren, aber einen anderen Werth als

die Reihe 1) haben wird. Ist nemlich W der Werth der ersten
Reihe, also

L AN
so ist lim (1 4 é;- —;— coot 4r1_3 + 4rl_1—%)
SCUEE R B PR
+zim(2r%+2r—13...+171_1)=W+1im(é:—+l+2r—b...+£1:4).
Die Reihe ?r—]{——l - ﬁ et 1 enthilt aber »

Glieder, und ihr Werth jst mithin immer zwischen den Gren-

1 1
. = und r . i
zen r . g und r Gy und um so mehr zwischen den
Grenzen r 11 nd LI hl S
A 1 u r.2—7~ =3 eingescnlossen. elzt
man daher
1 1 1
im (=—— 4 —— . =
o (2r+] togs T )=k
. 1 1
so dass k eine zwischen T und 5 liegende Zahl bedeutet,
so folgt
— 1 1 L 1 1. 1
m _-—— ... — — =] =
mity—3 T st =Wk
Man sieht aber sofori, dass man dasselbe Resultal erhalt,
wenn man nicht bei dem Gliede — 2i stehen bleibt, sondern
: - .
i (14 5 =g o
1178 o T H v e - -
372 —3 T 1) o
1

) 1
am {1 + 3 5...—{-[]7_—_—3—) belrachlel, woraus sich er-
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giebt dass die Reihe 2) eine convergirende ist und den Werth
W 4 & hat
Aus §. 59 folgl, dass auch die Reihe
1 1 1 1 ]
3) -t .. 5= — ...
22 37 42 (2r — 12 {2r)2

convergirt, ihr Werth sey W. Man iéndere nun wieder die
Ordnung der Glieder, wie oben, so erhiilt man die Reihe

1 1 1 1 1
4) == +... 4 T 1 1
3z 27 (4r — 32 (4r—1)2 (2r)2
welche aber divergiren wird. Denn es ist
1 1 1 1 ]
R TR
37 27 (4r —3)2 (4r—1)2 (2r)2
1 1 1 1 1
l—-— 4+ -5+ — = —
P 37 4% 2r —1)Z (2r)2
] 1 1
— 1 + — 1 + F 1
(2r 4+ 1)2 (2r43)2 (dr —1)2
. ) |
Nun ist aber - + 4+ 1 > !

- 1 1
(4r—1)2 (4r—1)2

1

(@r+1)7  (2r43)

1 7
also umsomehr > r. - d. h. > r—. Diese Summe wiichst

(4ry?
demnach mit 7 iiber jede angebbare Grenze und mithin da
. 1 1> 1 1 . 1
lim(} 4 e ———— ) = W—}—lzm[il

37 27 (4r—17Z  (2r)2 (2r 4 1)
1

+

1
; +..+——] so muss die Reihe 4) divergiren.
(2r4 3)% (4r—1)2

2.

Zwei Reihen, welche dieselben, aber in verschiedener
Ordnung aufeinander folgenden Glieder enthalten, haben den-
selben Werth, wenn sie, indem man alle Glieder positiv nimmt,
in eine convergirende Reihe iibergehen, bei welcher daher
der Werth von der Ordnung der Glieder unabhingig isl.

Denn man habe eine convergirende Reihe mil nur posi-
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tiven Gliedern, welche die Reihe 4) heisse. Aus dieser bilde
man, indem man einzelne Glieder negativ nimmt, die Reihe B).
Aus der Reihe B) bilde man die Reihe C), indem man die
Ordnung der Glieder, nach irgend einem Gesetze, #nderl.
Es wird jedoch hicrbei vorausgeselzt, dass in der Reihe C),
wie in der Reihe B), die Glieder, welche einen endlichen
Werlh haben, sich in einer endlichen Entlernung vom Anfangs-
gliede befinden. Die Reihen B) undC) sind convergirende
Reihen, da selbst,; wenn alle Glieder posiliv genommen wer-
den, nach der Vorausselzung, eine convergirende Reihe ent-
steht (vgl. §. 49). Hat die Reihe 4) den Werlh W, so heisst
dies, dic Summe ihrer r erslen Glieder nahert sich, bei un-
begrenzt wachsendem 7, unbegrenzt diesem Werthe, wihrend
zugleich dic Summe jeder beliebigen Anzahl darauf folgender
Glieder, welche R heissen mag, unbegrenzt klein wird. Die
Reihe B) habe den Werlh W', so dass die Summe ihrer r er-
sten Glieder (welche, ahgesehen vom Zeichen, mit den r er-
slen Gliedern der Reihe 4) iibereinstimmen) sich mit unbe-
grenzt wachsendem » unbegrenzt dicsem Werthe niahert. Nun
kann man die Reihe C) immer so weit eniwickeln  dass unter
ihren » - k ersten Gliedern die r ersten Glieder der Reihe B)
enthalten sind. Hitte nun die Reihe C) einen von W’ ver-
schiedenen Werth, welcher W’ -+ & heissen mag, so wirde
die Summec ihrer »+ & ersten Glieder, bei unbegrenzt wach-
sendem r, sich diesem Werthe unbegrenzt nihern miissen.
Allein die Summe der r Glieder, welche mit den r ersten
Gliedern der Reihe B) iibereinstimmen, nihert sich dem Werthe
W’; die Summe der k ibrigen Glieder muss sich also der
Grenze h niahern. Aber selbst, wenn alle k Glieder das po-
sitive Zeichen haben, so kann ihre Summe immer als ein Theil
von R angesehen werden, und da R bei unbegrenzi wachsen-
dem 1','unbegrenzt kleiner wird, so muss dies um so mehr
bei der Summe dieser k& Glieder der Fall seyn. Demnach muss

=0 seyn, und die Reihen B) und C) haben denselben Werth.

3.
Wird die convergirende Reihe, von welcher man ausgehl,
divergent, wenn man alle Glieder posiliv. nimmt, so miusscn
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unler einer unbegrenzten Zahl ihrer ersten Glieder auch un-
begrenzt viel posilive und unbegrenzt viel negalive vorkom-
men. Wire die Anzahl der positiven oder der negativen Glie-
der begrenzt, so konnte man dieselben ganz vernachlissigen
und die Reihe miisste divergiren. Bildel man aus dieser Reihe
eine andere, durch Verinderung der Ordnung der Glieder, so
kann man voraussetzen, dass in der neuen Reihe, wie in der
urspriinglichen, die Glieder, welche einen endlichen Werth ha-
ben, sich in einem endlichen Abstande vom Anfangsgliede be-
finden. Man selze ferner voraus, dass die Ordnung, in wel-
cher die positiven Glieder auf einander folgen, so wie die
Ordnung , in welcher die negativen Glieder auf einander
folgen, dieselbe bleibt.

Man nenne die Reihe, von welcher man ausgeht, die
Reihe A), die aus ibr, durch Verselzung der Glieder, gebil-
dete, die Reihe B).

Man wird den Anfang der Entwickelung der Reihe Bj
immer so weit fortfihren konnen, dass darin alle negativen
Glieder, welche unter den & ersten Gliedern der Reibe A)
vorkommen, und keine anderen negaliven Glieder, enthalten
sind; seyen hierzu k& = [ Glieder der Reihe B) néthig. Man
bezeichne die Summe der £ ersten Glieder der Reihe 4) durch
Ay, die Summe der k[ ersten Glieder der Reihe B) durch

Bk_—ﬁ;l'- Die Ausdricke A, aund Bkil werden sich also nur

dadurch von einander unterscheiden, dass der eine derselben
eino Anzahl posiliver Glieder enthill, welche in dem anderen
fehlen. Nennt man die Summe dieser positiven Glieder Py so
hat man mithin

kTt

Lisst man nun %k unbegrenzi wachsen, so sind mithin drei
Falle zu unlerscheiden:
= lim A, dann

l. Ist im P, = 0, so ist lim Bk—l—l

haben die Reihen .4} und B) gleichen Werth.
2. Ist lim Py ein endlicher von Null verschiedener Werth,

so ist
22
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lim B, = lim Ay * lim P,
k+1

die Reihe B) convergirt also, hat aber einen anderen Werth
als die Reihe ).

3. Wichst P, mit & iiber jede angebbare Grenze, so
divergirl die Reihe B).
Der zweile und dritte Fall sind schon oben durch Bei-

spiele erldutert worden. Ein Beispiel des ersten Falles bietet
die Reihe

1 1 1 1 1
5) ——"-2—+1—T{+’§..-.—_ ‘2;+21.~1 .....
im Verhiliniss zur Reihe l). Nennt man letztere die Reihe A)
. 1 1 1
und setzt k =2r so ist A,czl—g- o+ 91 " 9
1 ] 1 1
b= gt Ty
also P, = — P und lim Py = 0. Hitte man Bk‘__u
] 1 ——1 : esetz! hatte
-—_7_‘_ '”+2r~——3—§;+2'r—1 geseizl, so ’

man sogleich P, — 0 gefunden.

Note Il
Zu §. 76.

In diesen §. wurde nachgewiesen, dass es keine irgend-
wie aus r zusammengesetzte Grosse f. giebt, so beschaffen,
dass die nur posilive Glieder enthaltende Reihe, deren allge-
meines Glied @, ist, convergirl oder divergirt je nachdem
lim (trv;] = 0 oder > 0 ist. Wohl aber kann man zeigen,
dass diese Reihe immer convergirt, wenn zu der Bedingung
tim [t.v,]==0 noch eine beslimmle andere hinzukommt. Sey
f. eine beliebige aus r zusammengeselzle Grosse, welche po-
siliv isl, und e irgend eine bestimmie posilive Grosse, so
hat man die identische Gleichung

|
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lr”r trvr '
~+D jund -
+ r+k g a + Dr-}-l
14 v ¢ v
r+1 r4+1 r41 1
+i_+__+T’+_ 4o

a

r+2

b olrgr S
FIRA B S R
a Loa 43

n ?r—i-k— Ivr+k—1 _ tr+h—1vr+k—-1+
a a r+4k
Sey nun allgemein

Loy, _lh—{-lv_ht _
a T a h41 T u)l
so folgt
v
Lo, Lepk r ok
vr+l+vr+2+'"+vr+k‘ 7~(ur+ur+lm+ur+k—1]_ T e
Ist nun &m[{,v,]==0 und sind zugleich die Gréssen »,, u b
positiv. oder Null, so ist
Lo,
vr_*_l —+ vt+2 + ...+ Dr-*-k < m
die Reihe
1) T P
tro .
wird also convergiren, wenn lim [%’] = 0 und zugleich
lim w. > 0. Da nun lim [t v,] — 0 vorausgeselzt wird, so

Oy

ist die Bedingung lim [tl—] = 0 von selbst erfillt, da e
a :

positiv (also nicht= 0] ist. Die Bedingung lim u, = 0 fiihrt auf

4 v ¢
tr r r
lim [tr& ot ];0 oder lim-[——v——~——i-—1]-_»>_-,1
a a T+1 (/Dr—*-l)a @
d. h.
14
lim [ O 1 ] = a
v r+1
r+1

Man hat mithin den Salz:
Wenn o, das allgemeine Glied einer Reihe mil nur posi-
2%
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tiven Gliedern ist, und sich ein die Grosse r enthaliender po-
sitiver Ausdruck £ finden lisst) so beschaffen, dass limtv, =0

Lo, _ e
und zugleich lim [ S t'+1]>0 so convergirt die Reihe.

Dr+1 ‘
Dies ist z. B. nicht der Fall bei der Reihe
I 1
21092+3zog_”3+""
wenn man {, = r setzl. Denn nun ist zwar lim [{,0.] = 0,

aber

Lo, . log(r+1) .
”:_;1 — lr+l_(1 +])_log e (r+h

also, da sich

log (r 1)
log r
begrenzt der Einheil ndhert,

. {vr -
lim [ — t'r-*—l] = 0

mil unbegrenzt wachsendem 7 un-

v
1'-*—1
t. v,
Setzt man — 1 = m,
2] T+1
r+1 )
— ! v = »
also .0, 1 P 1 r% 1
i 1 D = m 17
50 15t L BEIPRSER 1 Urte
u. s. w.

mithin

trvr = ml.Ur+1 + mr+]vr+2 + mr+2'0r+3 + PN

m n
t.v r+1 2
U Ty 4 TR,
m, 41 m, rt2 m, 143,
Nimmt nun m, mit wachsendem r ab, so sind die Grossen

m . .om
r41 71-2 . .
+ ) i L dchte Briiche, mithin
m, m,

tl' vr

<vr+l +vr+2+vr+3 4+ ...

-
. L. v, . .
Ist daher lim [’r_] >0 so kann nicht lim (vr+1+v’_+2—+—...)
= 0 seyn, d. h. die Reibe 1} muss dann divergiren. Setzl
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L v, . «

man zur Abkiirzung = = n, so hal man mithin den Satz:
mr

Wenn lim[t,0,] =0, lim m, = 0 zugleich aber im n, >0

so divergirt die Reihe 1). Bei der Reihe

I 1
210g__2+310g_§+"'
ist, wenn man 1, = r setzt, lim [{.v,] =0, lim m, =0 aber
1 log r 1

1, — S

= logr G F N Tog bk D —logrl T

| 1r+1
= Nan st Zim [(1 4+ ) ]

I (r1)

tog [0+ "t
Y 4 Y (6.79), alse fimn, = —— >0
= Um[(14 ) . (L4 ]l=e(§.79), also limn, = 77— >0,

mithin die Reihe divergent.

Hal man eine Grosse ¢ gefunden, fiir welche lim [t p, ]=0
so muss jedenfalls eine der zwei Grossen m, und n, Null wer-
den, da f,0, = m,.n,. Nun lasst sich aber wirklich fiir jede
Reihe eine Grosse ¢, finden, so beschaffen, dass fm(f,v,]=0
wihrend zugleich eine der zwei Funklionen e, und n,. grosser
als Null ist. Dann wird also dic Reihe convergiren oder di-
vergiren je nachdem lim n, = 0 oder lim m, — 0. Hat
man nemlich eine convergirende Reihé, so kann man

___’Dr-i-l —}—vr+2 + ...

£, setzen, dann isl Lim [t.0.] = 0

DT
vr+1—|—vr+2—{—... vr+2+vr+3+...

mr ju— > _— ~— —v— == ],
r41 r41

lim n, = 0. Ist dagegen die Reihe divergent, so setze man

t = dann ist wieder lim v = 0

r vr(vl+vz+...+0r}) T

m, = 0 also lim n, = oo.

Diese Betrachlung hat indessen nur insofern Werth, als
sie die Moglichkeit zeigl, in jedem Falle eine Funktion ¢, zu
finden, welche den geforderten Bedingungen geniigt. Zur
Beurtheilung der Beschaffenheit einer vorgelegten Reihe ist
jedoch dieser Werth von f, nicht anwendbar, da er das, was
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man finden will, bereils als bekannt vorausseizt, nemlich ob
. die Reihe convergirt oder divergirt.

Note IV,
Zu §. 80.

Man kann auf dhnliche Weise auch darthun, dass e nichl
die Wurzel einer quadratischen Gleichung mit rauonalen Coef-
ficienten seyn kann. Wire es nemlich moglich dass die Gleichung

1 ae* 4 be + ¢ = 0
statt finde, so dass a, b, ¢, rationale Zahlen bedeuten, so
konnte man immer voraussetzen dass @, b, ¢ ganze Zahlen
sind, da man ja im enlgegengeselzten Falle erst die Briiche

wegschaﬂ‘en konnte, auch kann man a positiv nehmen. Nun
folgt aus 1)

ae -+ ce—l = — b
und hieraus , wenn man statt e und e_1 ihre Werthe setzt,
1 a 1 1
—b=a(2 iy +1 23" 1.2...g)+ﬁ.._q('9ﬂ+( gyt )
1 1 . ¢ 1 1

S (=
+"<2 1.2..3"'—1.2...11)+ ].2...1](9—}—1 7+ gt
Multiplicirt man diese Gleichung mit 1.2.. -q und setzt
i 1
a( L
(¥ e T o~ g =
$0 miisste mithin g eine ganze Zahl (oder Null) seyn. In die-
sem Ausdrucke ist aber —c¢ oder ¢ zu nehmen, je nachdem
g eine gerade oder eine ungerade Zahl ist. Je nachdem ¢
posiliv oder negativ ist, nehme man daher fir ¢ eine unge-
rade oder eine gerade Zahl so wird der Ausdruck 5=¢ je-
denfalls positiv seyn. Nun ist der Werth der Reihe
1 1
s - ...,
o +1 T T gt
1 .
positiv und kleiner als — (§. 80) und dasselbe gilt (§.59) von
g
der Reihe

3)

2)

1 1
o F T GF ety T
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Demnach ist ¢ << ¢ I—C. ‘Andererseits st der Werth der
: q ¢

a K '

Reihe 2) grisser als —+1 also auch ¢ > Py Daher kann

g nicht Null seyn. Da nun ¢ willkihrlich ist, so kann man
immer ¢ > a =~ ¢ nehmen, alsdann kann aber ¢ keine ganze
Zahl seyn. Mithin kann auch die Gleichung 1) nicht sialt haben.

Dieser Beweis gilt auch noch in dem Falle wenn & =0

t, d. h. es kann auch die Gleichung
ae* + ¢ = 0

nicht statt finden, oder auch das Quadrat der Zahl ¢ ist
irrational.

Note V.~
Zu §§. 122 bis 125,

I

Die Formeln 35 bis 42 kann man durch folgende ein-
fache Belrachtungen erhalten.
Es ist

] —1 1 1 n—2 ___l,_
z" + i (=" + :'E,',_i) (@ +—x—) — (= +x"_2)
oder, wenn man x - o= selzt,
=T e @ )
e e =
also, wenn n = 2
:122 + i,l S u2 — 2
wenn 7 = 3
m5+;=(x2+$)u—u—u5-—3u
wenn n — 4
1 1 v ,
z* o= (x5 + ;—5) uw— (z?+ E)_u‘f4u7+2

Setzt man diese Betrachtungen fort, so findet map
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2] x71+11i:urt_nzt"‘2+n(n—3] n—4 n(n—4](n—5)_ n-6
€T

57U e
I.z 1.2.3
Das allgemeine Glied dieser Reihe isl
nlp—r—1) (n—r—2}...(n—2r41) a-or
e ————

1 .2 .. . . r
wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nach-
dem r gerade oder ungerade.

Die allgemeine Richtigkeit dieser Formel ist leicht nach—
zuweisen. Das Vorhergehende zeigt, dass sie bis n==4% rich-
tig ist. Man nehme an, sie sey bis zu irgend einem Werthe
von n richtig. Selzt man n -} 1 statt », so wird man, nach
1

n

A) +

Formel 1), in der Entwickelung von :1;"+1 + ; das Glied,

2r4-1

welches die Potenz u” enthilt, finden, indem man das

—2r
nl
n{n-r-1)(n-r-2)...(n-2r+ ])un_2r+ 1
2 ... . :

1 3
Glied in der Entwickelung von 2 +x_ welches die Potenz "

enthalt, mitu multiplicirt, was =

giebt, und hiervon das Glied der Entwickelung von zn—l 4+ ——

welches die Potenz un—2'+:l — u"—1—2(r_1) enthilt, abzieht.
Um aber diesen letzteren Ausdruck zu finden, hat man in dem
allgemeinen Gliede A) stait » nun z—1 und r—1 statt r zu
seizen; dies giebt

=) (r—r-1)... (n—2r - 2) n-2rd1

+ 1 .2 . . . =1
der gesuchte Ausdruck wird also

i[ﬁ(n—r—l)(n r-2)...(n~ 21+l) (n—])(n—r—]...(n—2r—}—2)]un-2r_—{—1

1.2.35 ... r 1.2 ... -1
_ la—r—T)n—r—2)...n—2r +-2)[n(n—2r+1) - n-2r4-1
S W Fu | [ . 'J’"*l]“
:+(n+1)(n—r)(n—r_— )..(n—2r42) un—{-1-2r
- 1 .2 .3 . . .r

der Satz gilt demnach fir n41 wenn er fiir n gilt und ist
mithin allgemein richtig.

2.
: 1 L
Setzt man x = cos @ -} sin a.% also . — cosa— Sina.
S0 islz—{—l:zcosa:u, x”+F:ZCosna. Die
€T
Formel 2) verwandelt sich alsdann in
~2 n{n- 3) -4 - -4
3) 2cosna=2"cosa)" 02" (cos a)’ l—l— ; 2 ""(cos a)
- n(n—r—1) (p—r—2).. (n—2r41) on2r (cos a)n—2r -
1.2 . . . r
Ist n gerade = 2r so schliesst dieser Ausdruck mit
aad o= 1 = = 2, wo das obere oder untere Zei~

1.2...r
chen zu nehmen ist, je nachdem r gerade oder ungerade, -
d. h. je nachdem n = 4k oder = 4k 4 2.
Ist n ungerade = 2r - 1 so schliesst die Reihe mil -
:(Zr—{—l)r.(r—l)....Z 5 cos 4 — & 2m cos a.  Selzt
1.2....r
man aber in dem allgemeinen Gliede r—k slall r, so gehl

es, wenn 2 = 2r in

B) + r (r +k—1). ... 2k + 1) N (cos a)2k
O /

B e L P e/ i ) PO
o2 00 2k \

[P =P [ (2 2

- .. 2 . . . 2
n n?

Selzl man r = ) also r? — § SO kann man statt r2—(k—1)2

2k
{cosa)” iber.

a 22k — 2)?
auch na(— )

=3 schreiben, statt r* — (k 2)% auch

A 2
'—(2212 ~—4)— u.s.w. Schreibl man noch 7—;— stalt 272 so
geht B) in
n? nt— 22 nt — (2k — 2)?
. 2 - - . . 22 -
N 2 2 Y (cos a)zk
1T .2 . . . . 2
2 (p? —-22) . .. (n? — {2k — 2)?
R 2n? (n 22) (n (2% 13 (cos a)2k

o 1 .2 . . . 2%
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iiber. Dividirt man nun in Forme! 3) alle Glieder mit 2 und
beginnt mit dem letzten Gliede, so sieht man, dass die Ent-
wickelung von * cosna mit | beginnt und das allgemeine
n?(n? —2%) ... (n®>—(2k — 2)?%)
1 .2 . .. 2
stimmend mit Formel 39) des §. 125., aus welgher dann For-
mel 35) des §. 122 folgt.
Ist s = 2r 4 1 und man selzt wieder r — k& stalt r in
dem allgemeinen Gliede, so wird dieses
+ (2r 4+ 1) {r + K . .. (2k + 2) o ?ht1
1. 2 ... (r—4)
L Gr+ENlr—k4 1) ... . (r+4k 22k+1(cosa)2k+1

Glied =

2k .
(cos @) ist, iuberein-

(cos a) ht1

o2 .0 2+ 1)
k

—1 — —2k-4+-1
Nun istr:n‘z— r+k:ni2 -t r—k41 :n___—}—_

H
2__ (2 — ]\2
also (r— k1) rbh) — k=)
allgemeine Glied
n.n?—1) p*—32) ... 2°— 2k —1)? 2k

4+ " T v o e

- I . 2 . . . . 21 2 (cos )
ibereinstimmend mit Formel 42) des §. 125, aus welcher For-
mel 38) des §. 124 folgt. Uebrigens konnte man die For-

meln 35) und 38) auch direkt aus Formel 2) dieser Note ab-

leiten, indem man — x slattz selzt. Denn je nachdem n—2r
oder = 2r -+ 1 erhielte man hiernach
T T Ly S S
x?r x T
ord-1 1 1 2r41 1 2r-1
T _m2r+l=(w—;) —@r+1) (- )
und hieraus, wenn man wieder £ — c0s a + sina.i setzt,

die erwihnten Formeln.,

Aus
2m+1 1 ) ] 2m—1 1 2m-~3 1
‘ T )
x

oder
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2m+1 1 1 2m—1 1 . éﬂb—l ~ ] )
4) z 2m-‘:l:($~;{)2(z_ +_2n;i)+2($ + 2111—1)
T X €T
2m-3 1
o (:D + 2m-é)
x
folgt, wenn m = |

] 1
ot =l et Dat =t e

also, wenn m = 2

1 1 . 1 1
24 =l o) RS ) — k)
1 . 1 4 2
— e+l — ) +3@— ) + 1
Setzt man diese Entwickelung fort, so findet man allgemein

m 1 1 2m 1 2m-2
5) w2 +1+ _ %_‘-1 — ((D—*‘;)[(a:—;)? +(2m— ] )(m—'—;) cees
Im—r) 2m—r — ... 2m—2r-+1) 1 2m-2r

Dass diese Formel fir m -+ 1 gilt, wenn sie fir m slatt ﬁné
det, also allgemein richtig ist, erhellt aus Folgendem. Aus 4)
ergiebt sich
2m—+3 1 1 2  e2m41 1
T — =z - =) (= _
om-3 T 2m-4-1
x T
2m+41 | 2m-1 1
2@

+2 ) — T )
( z2m+ 1 x-z 1

)

1 2m+-2-2r
Das Glied mit der Potenz (z — -x—)

in der Entwicke-

2m-+3

1
lung von x + T3 erhidlt man demnach, wenn man

1 2m-2r | .
das Glied mit der Potenz (z — ;) in der Entwickelung

2m-4-1 1 . 12 T
von T et mil (z — ;) multiplicirt, dazu das
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I 2m—2r+2
Doppelte des Gliedes mit der Potenz (2 — p.

1 2m-2ir-1) . 2m-1 I
_—:(z———:) aus der Entwickelung von =z +‘2m?}—¥1

1 2m-2r42

addirt und das “Glied mil der Potenz (z — ;)

1 2(m-1)-2(r-2) . 2m—1 1
:(z—;) aus der Entwickelung von z +_?7r:1
x

abziehi. Dies giebt

(2m-r)2m-r~1)..2m- 2r7—l) ( m={r=1)(2m-r]....(2m-2r+3)

xr

9\ g
1.2 . .. + L .2 . . . (r—1)
(2m—2—(r—2)) (2117,—2 (r—2)—1) (2m—2—2(r—2)+1)
1 .2 =9
_ (@m-r)(2m-r-1)...(2m-2r+3) (2mn- 2r+2)(?m 2r+1) Q'Er+]+1
1 2 . (r-—?f ( r—1) r r—1 )
_@m 4+ 2—r)2m 4 1 —1) 2m—r) ... (2m — 2r + 3)
R 1 .2 . .. . r
QM) Rm ) —F 1) 2 ) —2r )
T 1 .2 .or
wodurch die Behauptung bewiesen isl.
Setzl man wieder x = cos a + sina.? so ist x — —
= 2sina.i und es folgl aus 5)
. 2m t2 2 2m-2 2m-2 2m-2
cosBmAlje P ina) " @12 (sina) i
cos a
oder
2m 2m 2m-2 2m~2
M)_{; =+ 2 (sina) F(Rm—1)2 {sin a)
cos a

wo nun das allgemeine Glied

(e —r) @m—r—1)...@m—2r 4 1) gn-tr 2m-2r

+ (sin a)

o T .2 . . . r

ist, und das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je
nachdem m —r =2k oder = 2k 4 1 ist, d. h. je nachdem
2m-+1 in der Form 4k - 1 oder 4k-- 3 enthalten ist.

Das letzte Glied erhdll man, wenn man m.=r selz!, und
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rir—1)...1
1.2 .. .
meinen Gliede r == m —% so geht dasselbe in

k + kFE — ... 2k 2k
+)(2."@J%+n2(m®
( + K m+kE—1)....m—k+ 1) 22k (sinawi
. 2 . . . 2k )

es ist daher —

= 1. Selzt man in dem allge-

n—1

iber, also, wenn man 2m - 1 = n selzl, milthin m —

4-2k—1 k41
m4k = " ——= m—k+1= —22—+— und
n?—(2k — 1)?
(m k) (m—k41) = _(22‘_ )
~so geht mithin das allgemeine Glied in
(1) (12 —3Y.. (2 —(2k—1)3) . 2k
R R B T

iiber, wodurch man die Formel 37) des § 124 und aus ihr
die Formel 41) des §. 125 erhill.

4,

Aus
2m ] 2m— 1
o [ I IS P S
folgt
e — =)o)

1 1 1 1 1
“*52@~QW+EH&L“+#%JWﬁ+EHw+;]

; |
ﬂ~3ﬂwgu +@——[ﬁ+§+u+§n

—f— L e Dot D et Dy

Auf diese Weise ﬁndel- man allgemein
2m ] 1 2m—1 1 2m—3 1 1

x - =(x —;)[(x + o Tl 5)...+(x+;)]

2m—

Setzl man wieder x — cosa 4 sin a.i so erhill man
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in . 2 ,
stn_ma = 2[cos (2m — 1)a + cos(2m—3)e ... + cos a]
st a
was sich auch aus Formel 17) des §. 117 ergiebt wenn man
dort ¥ = a, @« = 2a, r = m selzl.

5.
Man hal auch
2m 1 1 2m—2 1 2m—2 1
S =l e B A O
X X X
2m—4 1
- e
x
nun ist
1 i
2=t )= )
also \
1 1 1 1. 1 1 1
x4—;4=(x——)2(x2—‘;)+2(x2 xg)z(x+;)[(x-;)3+2(x-;]]

Man findet allgemein

2m 1 1 1 2m-1 1 2m-3
6) =« —;g,;z(x'{-;) r—2) +(2m —2)[x——)
(2m —3) (2m —4) 1 2m-5
+ 1. 2_—(r/x) o
Das allgemeine Glied dieser Formel ist
2m —r — 1) .. ... (2m — 2r) 1 2m—(2r41)
o - v — )

| T x

und es ist leicht, in dhnlicher Weise, wie dies bei den vor-
hergehenden Formeln geschehen ist, die allgemeine Richlig-
keit dieses Ausdrucks nachzuweisen.

Setzt man wieder x — cos @ -+ sin a.i so ergiebt sich
hieraus
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sin 2 m-1 2m-1 2m-1
P =2 (sin a)

cos a

m—-2 2m-3 2m-3
-+ (——_ 1) 2 (m — 2) (sin @) .. ...

e 1)m—r—122lrl:-(2r+1)(2m1— r—.l)@m:?r)(szn a)?m-(?r—}-l)

und wenn man r—k statt » und m = r selzt, so verwandell
sich das allgemeine Glied in

k-1 _2%k-1 (r E— 1) . ... 2k 2k~1
1 2 — .

i o simd

. k=1 k=1 (r k-1 ... ([r—k4+1) . 21
== T T TR
oder, wenn man k- 1 stalt & setzt, in
ko 2k K. ...@F —4&k . 2+t
e ;L .). . (21:(; 1) ' (sin)

Der Zihler dieses Ausdrucks hal das Mittelglied r = m.

Selzt man nun 2r = 7 also r — r so wird {r 4 k) (r — &)

2
2k n— 2k n? —— 2%
= (n -+ 28) . (———) —= ——5;—, und daher das allgemeine

2 2 2
Glied
E on.(n?—2%(n*—4%...  (n*—224%) 2%+t
(—1n . > (sin a)
1 .2 . . . . %41
ibereinstimmend mit Formel 36) des §. 123 aus welcher sich

Formel 40) des §. 125 ergiebt.

6.
Die vorhergehenden Formeln konnen noch in mancherlei
1 .
Weise benutzt werden. Selzt man z. B. £ 4+ — = 1 also
. T
| g
“x? — o = — 1 so ist x:—i@é, nun ist
2 2
27 2n
1 13 - - 1 /38
— = VY., 3 B ey
5 Ty e (§.110) also —e® = ) 5 i und
-2n
" 1 3
—ed = 5 -4 lé i, die zwei Werthe von x sind mithin
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27 il 2n
— e3 und — e® und setzt man x — e3 so ist
1 i
x 8 also nach Formel 2) dieser Nole, da nun
1
x + . = I.,
nn —2n71 2 ( 3)
"4 ni nn—

— = {~ — =] — —_—...

1(e 8 =ity cos? = =1—nt -
- n(n——r—_]) r—r—2...c—240H) __

|
oder
nt1 2n7
14 {(—1 .2 —

R S L (=4l —5
o n - 1.2 1.3
_a=r—=1)(n—r-2)...(n—2r+1) _
= |

Je nachdem nun = in der Form 6m, 6m *= 1, 6m * 2, 6m 3

7l+1 2
enthalten ist, wird (—1) = 2 cos %ﬂ =—2, —1,1,2 also
. 1 2
der Werlh der Rethe = — —, 0, — - seyn. Ist n eine
n n’ n

Primzahl (abgesehen von der geraden Primzahl 2), so kann
sie nur in der Form 6m %= 1 eanthalien seyn, folglich ist die
Reihe immer Null, sobald = eine Primzahl ist. Z.B.istn==17
so wird die Reihe '

14 13 .12 12 .11 .10 11.10.9.8
=7 Ty T 2o Teaois
10.9.8 7.6+9.8.7.6 5.4 8.7.6.5.4.3.2
- 2.3.4.5.6 2.3.4.5.6.7 2.3.4.5.6.7.8
=1—7+4+2 —55 4466 42+ 12 — 1 =0
. .
Setzt man x — —] =1 so folgt » = ]-; 145 also
11 5
T = +V ~}- — = }/5, demnach [olgl aus For-

mel 5) und 6) dieser Note
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y2ntl - 2n+1
(Ksi”,,__:l{’ 1) =151 +2n—1+ @12)(_2; ]
2
~ 2n ~ 2n
(V/5+1) _‘2#/3;1) — /51 +2n—2 +( 3).(?2”—_4)4—...]

7.

Uebrigens lassen sich diese Formeln auch noch verall-
gemeinern und daraus mancherlei merkwiirdige Ergebnisse ab-
leilen.  Stall der Formel 1) zB. konnte man auch die Formel

n n n—-1 n—1 n—2 n-2
=ty == Fy )ty —xyls  +y )
nehinen, aus welcher, der Formel 2) entsprechend,

- n. (71. ) n~4

) 3"y = ey — e 4n)" 5 G e a)

B T T

folgt. Daraus ergiebl sich socrleich dass

(= + 9 — yn

immer durch n(x + y)xy theilbar ist, wenn = eine ungerade
Zahl ist.
Ferner da (x 4-9)2 = x? + xy + y* -+ xy, also wenn

~ k ~
man n = 2k 4+ 1 selzt, (x—}—y)zk_i_l P (x+y) (x—l—y)2( 7)
= (x+4y) (xz-}—xy—}’yg—}—xy)k-P, so wird wenn man x2 4y | y*
k— —
= A, xy = B sclzl, die Entwickelung von (44 B) P 4P
ttk—p) AP B ... B*7 in allen Gliedern 4 enl-

hallen, mit Ausnahme des letzten Gliedes, welches B P (ch) P

ist. D.h. der Ausdruck (x-y) 2k )w1rd, durch %24 vy y*
dividirl, den Rest (xy)k_P geben. Nun ist nach Form. 7)

= @k eyl + 9) (= +9) "

(x—{—y)2k+l—(x2k+1+y2k+l
2k — 2 k- 2k—3)(2k—4 2(k-3) -
— B e B g )

dividirt wan also mit x? ++ xy 4+ y? so giebl(x +y) = den
23



354

Rest (a:y)k_l, ferner (x+y)2(k—2) den Rest (my)k_z u s.w. Mit-

hin giebt (m+y)2k+1— (m2k+1 -+ y2k+l) durch z?+xzy-+y*
dividirt, den Rest

2k —2 (2k—3) (2k—4) k-1
2 —_—— —_— ..
k4 Neyloty) [ — 5 5 + g g ] )
Ist nun n = 6m 2= 1 so ist, wie oben bewiesen wurde,
) 2k—2 (2k—3)2k—4) n—3 (r—4)n—5) —o

T2 "1 2.3 T 1.2t 123
mithin wird (z —f—y)" — (&" 4+ y™) auch durch 2% 4 zy -+ y*
theilbar seyn, sobald n — 6m *= 1. Ist dagegen n="6m 3
so ist, wie ebenfalls oben gezeiglt wurde,

L 2%—2  (2h—3) 2k 4) 3

_ T 1.2 U 1203 0T m
mithin giebt die Division von (¢ + 9" — (=" + y") durch
.3 k-1 ’%1
ooy +y? den Rest alay) (w+y)— ()  =3{etv)lxy) °,

oder, wenn n = 6m + 3, so ist (& + y* — (" 4 )
n=1 )

— 3 (z4y) (ay) ¢ durch @ 2y +y* theilbar ¥).

Note VL

Entwickelung verschiedener Produkte und damit in Yerbimdung:
stehender Rejhen.

1.
Wenn der Ausdruck

X = z* + almﬂ_l -+ az ...t a,
Wo @, @ ...a, nicht « enthalten, Null wird, wenn =z
ist, so wird z— ' ein Faklor von X seyn, d. h. es wird X
durch  — x! ohue Rest theilbar seyn.

Nach der Vorausseizung ist

-2

‘) Fiir n = 6m =+ | hat schon Cauchy den betreffenden Salz be-
wiesen; mau vergleiche Comptes Rendus de I'Acad. des Sciences
T. 9 p. 362.

‘
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-1 —
wlﬂ—{—almln —}—azzlnz....—}-an:()
also auch

-1
X—a"—z,"}a, ("

n—1 n-2 n-2
—xy;  )taglz T —axy )..‘—{—an_l(:v—x‘)
Nun ist aber, wenn r irgend eine ganze positive Zahl be-
zeichnet,

r-1 r—-2 -3 —1
2z = (z—-z)(c  + oz +x12:z:r,, ...—}—:z;lr )
wie man unmittelbar findet, wenn man die éngedeulele Mul-

tiplikation ausfithrt.  Es ist also fiir jedes solche » der Aus-
druck " — z,” durch £ — x! ohne Rest theilbar. Nun ist

n—1 n—1 n—2 n-2
X z"—x" T —xy T —x

+a
also ist auch X durch z—x!' ohne Rest theilbar und man hat
X n—~1 n
- x + b=z ...+ b
n—1

wo wieder b, by ... bn . Grissen bedeuten, die kein z ent-

x — x! o m—xy 1

rz—z!

halten. Ist ferner x, ein von =z, verschiedener Werth, wel-
cher ebenfalls, statt o gesetzt, X zu Nuoll macht, so muss aus
demselben Grunde £ — z, ein Fakior von X seyn, und da
z--z! sich nichl durch z-— =z, theilen lisst, so muss z—u=,

-1 -2
ein Faktor von = + bz + ...+ b”_l seyn, d.h.es muss

X n-2 n-3
g + ¢z e L

(_‘2 - zl) (a"'::x?,) n—2

seyn, wo ¢y, . . . € Ausdriicke sind, die kein = enthalten.

Setzt man diese Betrachtung fort, so findet man den_Satz:
Hat man » verschiedene Werthe «), ¢, ...z, welche stalt
z gesetzt X zu Null machen, so ist

X ‘ n-n ]
(@—z) (g—=2g) . . . [c—=c,) = o
oder
X — (.7:—-:1:1) (z,—a:z) e (.’D —.'cn)
Hat man X = a,o™ + almn_l + ...+ @a,, wo wieder
@y, 6; . .. a, Werthe sind, die kein =z enthalten, und

bezeichnen wieder z,, ;... die Werthe, welche stalt z ge-
R3*
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X

setzt X zu Null machen, so werden sie anch — d. h.
a
0

a, n : i
2" 4 ==z 4...4 = zu Null machen, also ist auch
a :

2" - =z .42 = (e—2) (e—x) ...z —=,)

Aus §. 122 Form. 35 folgl, dass inan, wenn n eine ge-
rade Zahl ist, und (sin a)2 — =z geselzt wird,
. n
N cosna=1+alx+a2x2...—f—anx?
2
%2—_2, a, — nzl_(n_;—s?] u.s.w. ist. Nun
wird aber cos na Null, wenn man fiir a einen der n verschie-

5 = |
denen Werthe :*_:1, i 3—” - = (n ,,)f
2n 2n

hat, wo a; — —

setzt, d.h. wenn

. n . .
man fir « einen der 0 verschiedenen Werthe (sin 5—)2,
n

o 3n? n—Nm ?
(sin 2~) N 5 } nimml.  Setzt man also ces na
n n
= X, so hat man
: n ‘
X=oa,22 + . ...+ agz+1

2
und demnach, in Folge des vorher bewiesenen Salzes,

cosna = a, [z ~(sin§ )2] [1: — (.91'113_7r )2] [:r —_ (sin(n_~2—n’]‘.)f)2]

z n 2n
2
Setzt man @ — 0 und mithin z = 0, so ist cosna=1 und
es folgt daher aus der letzten Gleichung .
. — 1
T - sin ) isin STy e
2n 2n 2n

|
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w2 w2

z
aber z — (sin — — . .
Setzt man aber z — (sin 2"] (sin 212) (l ” 2>,
(sin —)
2n
. 3 2 . 3m 2 T \
z--(sm%)—_——(sm-z--h) (I——- 37r2) u.s. w., und be-
(Sm 2;;)

riicksichtigt den Werlh von a, so folgl

2) cosna=|1— mn—z 1 — %3 1———-—7:1 7r:‘2_
[ '(“'”QZJJ[ (“'”é;ﬂJ[ fsf”(‘z,,)—)_

und wenn man wieder (sin a)® stall z setzt

mg [1_ (sin )_] [1 __(_"_)_][1 __;,(SiLJ:.
(sin 1) (sin L;i:) [sin(f—-—-lr) J

2n 2n

|

a .
oder, wenn man — stall a setzl,
n

2 2 a ?

(sin Z) (sin %) (sin ;)
3} cosa= [1—— “][1‘_%—1][] »~~—_n2]
" (sin ("_2 n')")

(sin ﬂ) (sin n )

Selzt man in Form. 44 des §. 76 statlt ay den Ausdruck

— a, @, stalt b, den Ausdruck — bpz u.s.w. so folgt
1 2 3
(1 —ayz) (Il —byz).... = 1 —Clz C'a> —C'z8....

wo wieder C! die Combinatioricn ohne Wiederholung aus den

Elemenlen ag, bo . . . . bezeichnet. Setzt man nun
1 1
ag — *.—n’)z, b() = TQ .....
(sin o (sin %)

so folgt aus dem Vcirgleich der Formeln 1) und 2)

: @ = — C d h. .

n® 1 1 1
4) _— = —T + ,—_7 P + ‘(’nj Py

(sin--—Q—n —)
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] 2(p2 — 922 2
ebenso finde man a, — 7%(7;34_) = C" u.s.w. Schiiess-
lich hdlte man noch
n
A
e, = (_____ ])2 Ct
_ 2
2
C' bedeutet die Combinationen der nlen Klasse aus den %
: 2 2
Elementen —\ ... f(—————\ also
( . n) ( (n—1)m
sin — sin ———-
n 2n
i :
) il
C' — 2
w?  3m? (n—])n2( ) = n
(sin—) (sin —-) (sin 2
2 n
wie schon oben gefunden wurde.
id
Nun ist aber @, — (— 1)2n?(r2—2%) ... [#® —(n — 2)%
2 1 .2 . . . =
i 2 2 2 '
— (- 12 n(n?2—2% ... (n* —(n— 2)?
I .2 ... -1

Selzt man »®*— 22 = (n + 2) (n—2), allgemein n? — (2k)2
= (n 4 2k) (n —2k), so dass der letzte Faktor des Zihlers
in{n+4+n—2) (n—(n—2) = (2n—2)2 ibergeht, und be-
denki man, dass alle diese Fakloren, wie n, gerade Zahlen
_sind, so findet man, wenn man die Faktoren nach ihrer Grosse
ordnet,

2 4 2 2 ”n n
. . ce el AL — - E L n-1 —é-
T Two =2 =
und
m.* 3 2 (n—1)m 2 1
5 P . p— . .o - — —— By
) (sin 2ﬂ) (sin Zn) . ( - ) = 2n—1
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3.
Aus Formel 37) des §. 124. ergiebt sich ebenso fir ein

ungerades n-

n—1

:1+b1$+b2$2+-.-+bn_1 2

cos a R

cos na

T

2
e N ot [ )
1.27 %7 1.2.3.4
u.s. w. ist. In diesem Falle wird cos na Null, wenn man fiir
a einen der n—1 verschiedenen Werthe

e K

T2 T 20 2n
setzt. Die Wiederholung der vorhergehenden Betrachiungen

zeigt also dass

wo wieder z=/sin ¢)* und &, = —

cosna n 2 3m A 2
e =bmaeen ) | [ptong) | [ |
: 2
und
n~1
— ]\_2' 1 B )
bt = = T 3m? . (2 71-')2
2 (sm%] (sm2 ) _(sm__z_
woraus
Pl g b
cos a - 37 —5
(smﬁ) B (sm%) (sin < )
oder
cosna_[ i [, _{sina® | [, fonal?
6 cosa 1_— 2 - . aere —_— 2
o | a2 I T
(Smﬂ) (sm—2—n) | — ]

. a
folgt, und wenn man — slalt a setzt,
n

2 2 a ?

(sin é; ) ‘27‘)

Man findet ferner, dass —b, den Cowbinationen ohne Wie-

(sin

. (sin%) (sin 76:—) . (sin;)
7) cosa= cos;[l— po 2] [l——.3_77 l][l—T—aﬂ_)z:l

(sm —4271
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derholung zur crsten Klasse aus den Elementen - ]__ ) ‘ wihrend cos @ einen Dbestimmien Werth annimmt, also isl,
9}
(sin ;) Wen.n n> 2, '
n sin na 22 C4m? . (n-2)m?
] 1 . ) ==, ol z--[sin—]) ||z —(sin—) |...|z—[sin-—-—)
% R —{nTZ)ﬁ o gleich ist, ebenso b, diesen Com- nsmacosa 2n’ | 2n 2n
sin . - ) i I .
( ") g 22 ) da aber, wenn man a = 0 selzt, auch # = 0 ist, wihrend
n—1 sin na
binatianen zur zweiten Klasse u.s. w. zuletzt (— 1)7 by dann cos ¢ = | und ina = n (§118 FOI-'an. 28], so folgt
1 B ; ! |
; - : €9 = - —
diesen Combinalionen zur n en Klasse, also ; "_;2_ n o 2 4 (n—2)m
il - —
‘ [~ 12 (sin =) (sin—) . .... (sin ———)
8) n?—1 1 1 1 : 2n 2n n
1.2 ?+ﬁn_2"'+_—(,7;2’;;—2 ] also
(Sm,)—n—} (Sm';)—;l] (Sm-——z——) _ ; sinna 1 x 1 z . z
und ' i " | nsinacosa _sin o 2 [ *;—4,; 2 R 1y «5]
n—-1 : | 27&) . {sin 272) (sm—ar)
—_— 2_] 2__92 2__fp.__9\2 _
(—1) 2 bn—1:(n—] )(n2 9.l ( (n 1)2) ):2" ! Setzt man wieder fir = seinen Werth (siz @)? und dann il
R L n— "
? stall @ so findet man
also ) a)“ " a’)2 s a)2
ot 3m2 C —2) 2 1 ) (stn —- sin— sin -~
9) (sin 2—-) (sin 7) ce. . (sin ( )—) = - ; 10) sme  _f_ - 1. |- L
n n 2n g1 . . a a L 2m 2 (si 4 2 . (-2 2
n sin_-cos— (sin —) sm—n) (sin ™ 2n—)
4. ) ‘ Im gegenwirtigen Falle ist — ¢! die Summe der Combinatio-
Mit Beibehaltung derselben Bezeichnung findet man aus nen erster Klasse, o die Summe deraio;nblnallone?nﬁzixcg
§- 123 Form. 36) fir ein gerades n Klasse u.s.w. aus den Elementen (sin ;—n) oo (sin 5
sin na 1 . . "; also namentlich
n Sina cos a o +C ’ + 2T '+ C,‘;g z ll) 7’_2_—2_2__ ,,,,,_]_‘__J[_ __1__” + . —l‘k.»_
. 1.2.37 9ox2 4w 2 T  (n-2) 2
wo o n?— 2?2 (n? —22) (22— 42) (smé?z) (smz—n) (sin o )
T Ty 5 a1l T o e e . |
1.2.3 1.2.3.4.5 =; 2y nn? 22).... [ —(n -2)?]
s ‘ Nun ist ¢,_y —= (—1) 2 T 2. T der,
- (P*—2% . ... [n?—(n—2)2 - ])T L — n 1 .2... ..
2 oo (n—1) ,'{ wie aus dem in §. 2 gefundenen Werthe von a, [folgi
Nun wird . | 2

n—2 n—1

sin na I B 6”... (n_-?)ﬂ ' Cp-g == (-I)T. — also, wenn n > 2
2
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no . 2x?  4x? . (a2 ?
12) i = (sin ——) (sin —27l) . (sin - o
Fir ein ungerades n ergiebt sich aus §. 124 Form. 38)
sin na ) %1
—na I+ dyx + dya?... + dn__lw
. , 2
n* — 1 (2 — 1) (a2 — 37
d, = — - = — '
vo A 123 % 1.2.3.4 ‘
(n* —1) (0> — 3% ... (n® — (n—2)?) e
dn—l = 1 >3 (— l] 2
—_ < n

und
3 9 2
. (sin -E) (sinﬁ) (sin g)
. -Sin n n n
13) =1 1 — 1=
NP R | R B RN (el
n— - it
i " n 2n) | (sin 2n) (sin—— i )
Auch findet man
n? —1 1 1 1 )
1 =T —
4 1.2.3 . 2n2+ 4x 2 + (n—])n2
(sin -z—;l) (smgz ) (sin— =
und
n . 2n %2 4m ? . (n—1)
15 — e _—
) o (sin 'Zn) (sin ?.n) B o
5,

Man kann nun die Frage aufwerfen, was aus den For-
meln 3}, 7), 10}, 13) wird, wenn man = unbegrenzt wachsen
lasst. Betrachten wir zunichst die Formel 3). Wenn man die
Reihe fiir sinx (§ 95 Form. 5) in der Form '

sinx z? z* z®

s ' T iaest i s i

schreibl, und bedenkt dass diese Reihe convergirt, so sieht
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L . sin T
man, dass bei unbegrenzt abnehmendem =z sich - un-
o

n T

_)——-]

begrenzt der Einheit nihert, was durch lv,m(s

ausgedriickl werden soll.  Nun™ist
.G . @ T a . a n
sin —- sin — oo B sin — \51; oa
T x T e s wm e | mwm
s é; 71 sin -2;1: ”2; ; Swn E’]“L

a 7
Lasst man also » unbegrenzl wachsen, so dass -— und o
n n

a

— n
unbegrenzt abnehmen, so isl im (—) = =1,
a

n 2n

sin -
“mithin lim (— ) Auf dieselbe Weise findet man,
sin 2—
sin —
: 2a .
dass iberhaupt &m ( =— —. Demnach ist
ke
s JEE—
in Zn
. a ?
. r TS 7 92 g2
lim |1 — ( ) =1 — o~ und allgemein
. T n
= sin —
2n
. a *?
' ’> an 7 92 42
i 1= (—52) | =1 g
L sin —
2n
Aber dies berechtigt uns noch nicht, das Produkt aller Fak-
22 2 22 g* ) ‘
toren 1 — - L2 LT gaa WS W als die Grenze der in

Formel 3) enthaltenen Faklorenfolge anzusehen. Dieser Schluss
wire richlig, wenn die Anzahl dieser Faktoren eine endliche
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wire; er isl aber nichi richlig, weil bei unbegrenzl wachsen-
dem n auch die Anzahl dieser Faktoren unbegrenzt gross wird.

Hat man nemlich m Ausdriicke 4, B, C, . .. welche bei
unbegrenzt wachsendem n beziiglich in ay, by, ¢, . . . iiber-
gehen,; so dass lim A = a,, lim B = by, lim C=cyu.s,w.
und setzt man daher A—=ag+a,, B = by +b;, C=cy-+ ,
u.s.w. so missen @, by, ¢, . .. Grossen seyn, welche bei
unbegrenzt wachsendem n unbegrenzl abnehmen. Setzt man nun
ABC . . . = (gp+ a)) (bo+ b)) (coFcr) - . ..
so hat man {Kap. 3)
ABC . .= OV 4 W ¥ 4

34 . .
wo ¥V die Variationen der mten Klasse zur Summe & aus den
Elementenreihen

ay
bo by
u. S. w.

bedeuten, so dass die Elemente in jeder Form Fakloren sind.
4

m
Demnach ist °¥V das Produkt der Fakloren a,, by, ¢, . . .

In ‘{’n, 2y u.s.w. aber enthilt jedes Glied einen oder meh-
vere Faktoren aus der Reihe a3, b, . . . Jeder dieser lelz-
teren Ausdriicke hat also einen unbegrenzt kleinen Werth,
wenn die Grossen ap, by, . .. unbegrenzt klein sind. Ist

m
demnach m eine endliche Zahl, so ist 'V 4- 2y e
die Summe einer endlichen Zahl unbegrenzt kleiner Aus-
driicke, mithin diese Summe selbst unbegrenzt klein und

N

lim (ABC . . ) = °V = ayboc, . . .. Ist dagegen m un-

m m

begrenzl gross, so kann lLm ('V 4 2V 4- . ..) als Grenze
einer aus unbegrenzt vielen, wenn auch unbegrenzt kleinen
Gliedern , bestehenden Reihe einen endlichen oder gar unbe-
grenzt grossen Werlh haben.

Nichts destoweniger ldsst sich, wie folgt, beweisen, dass
in der That die Gleichung

PAN 2% g 22 q?
cos @ = (1 — ——

72 (= 327r2)( T 5252

statt hat.
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6.
Aus (§. 95 Form. 4 und 5)

z3 x

sime =0 — 53t 13345

5

3 x5

mcos:c:x—li.z—}——]»:z.&[l..,.

folgt , ] . 1

x3 1 a3 1 T ] @

in ¢ — =2 (=) =15

sinz—zooso=(1— )= 4 (I—g)t (=)= )
x3 2 x4 x7 6 x? 8

=123 145 T1.677 1.89° 77

In dieser Reihe sind die Glieder mil abwechselnden Zeichen

versehen. Selzi man nun so ist offenbar jedes Glied

>0
< b
Kkleiner als das vorhergehende. Es ist daher (vgl. §. 97) un-
ter dieser Voraussetzung

. x3 2 x5 4

sin x — a:cos:v>-Tg.-a--——]'j.g
d. b. wenn x zwischen den Grenzen O und 1 enthallen ist,
so ist

Sin & > X €0§ X

und da % < 1 (§. 97. 99), so gilt dies umsomehr fir die

o,
Werthe von x, welche zwischen 0 und T liegen.

o 3 2 7 2
sin x x €T X X
( (e

x 1.2.3 "4.5)_72../ 8.9

sin x

folgt auch noch , dass < 1, wenn x zwischen 0 und 1

x
. sin x . d
liegt, also umsomehr - — < b, wemn x zwischen 0 un

T .,
T liegl.
Nun kann man statt der Formel 12) des §. 95 auch schreiben
) . sin y
sin{x +y)=sinx cosy + cos x.y .- y—-—

demnach ist
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. . siny
sinz  sin (x4 h:csmx(l—cosy)—{—y(smx——xcosav y—)
x xt+y z(x—{—y’)i_—f -
Ist nun = > 0 und zugleich z < -;E so ist, wie so eben be-

wiesen wurde,

sin x > x cos T

ist zugleich y > 0 und y < —Z—r so ist auch - Y < 1 also
- Y

umsomehr
. sin y
Sin x > z cos z -
¥
und daher y (sinz — x cos = smi/) positiv.  Nun ist auch
' y
@ sin z (1 — cosy) positiv, folglich auch die Differenz
Rt . (—x + y_) Wenn also « zwischen 0 und - und
T z + ¥ 4
{ + y) zwischen 0 und g enthalten ist, so ist
16) sin @ - sin (= + y)
T z+y

Dieses Verhiliniss findet aber auch noch statt, wenn z und

. 7T T, " S
z - y zwischen T und 5 liegen. Man selze nemlich in die-

semFaller,:’—;—{—zl u"dz+y:§+l‘l+ylso
V3

4

dass mithin z! und z' - y!' zwischen 0 und liegen, so

wird man auch
sin (;:— +- z ) sin (g + 2t v
17 _— s -
4o N
4 4 ‘
haben.  Selzt man nemlich in Form. 12 des §. 95 ; + 1

stall  und y' stall y so erhilt man
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sin(g- 4 &'y =sin (; 4+ zl cosy' 4 cos (i;- + x Y siny!?
also

sin (7 + @ sin (G 4 2+ v

4

Z—+x‘+y‘

.7 T w .
(%+xﬂﬁmg+mWLwMyW+WﬂMZ+wW%Z+wﬂwﬂgfwWmnw
- 7t 3
(G +2) (G + e+
: . ;
Setzl man aber in Form.11) und 12 des §.95 z =g}, y=,

.7 7 1 99
und bericksichligt, dass sin T = s o= V2 (S.

Form. 27) so findet man

T | 1. T e 1_ sx'-sinxl)
sin (E_‘_x :):Vé(smx +cosxt); cos(z-%x )—-]“/2(00 -
Demnach ist

7T ) 7T T .
y'sin (g = = (G o) cos (G A ) sin !

! 7 . siny!
= —q [sin &' + cos x' — (? —+ x'}(cos ! ~sznx1]-—yl—r-]
1

sin y! 7w siny!
S [sin x! — x! cos x! J + cosxt(l — — 7
o 2 y' 4 gy
. siny!
+ (G ) sin et ST
. . 1 sin y!
Dieser Ausdruck ist positiv, da siz x! > x1! cos « Rt

in y!
“und ;: < 1 also um so mehr Z—F ! yly <21, Nunist ausser—
dem 1 — cosy! positiv, also die Differenz
: T
sin (g + sin (z + = 4 ¥
= e————
e Tiagy

positiv, wodurch die Richtigkeit der Formel 17) bewiesen ist.
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sinox .
Der Werth von - nimmt demnach forlwihrend ab, wenn
X

o .7 . >0
2 von 0 bis — zunimmt. Ist also x 4y 7T so ist
2 . <—Z
. sin —
sin {x + 3] > ——, also da sin A
x 4y 7 2
)
sin (x ) 2
% 4y T
oder
x + y 7T
sin (x -+ 9) < 2
und um so mehr
x -+ y sin x b4
sin (x + y) T ox 2
d. h.
i8) . sin x < 7 z
sin (x 4 ) 2 x4y
und zugleich nach 16)
sin x x
19 _— > —
) sin (x 4 y) x +y

1.
Bezeichne nun £ irgend eine bestimmie ganze posilive
ungerade Zahl. Man zerlege das Produkt 3) in zwei Faklo-
ren, der eine sey

a 2 ) a 2 . . a .
Sin — Sin— sin — -
n n n
p—|1— ) 1,( ) 1—( )
[ <1H -3”] [ sin ©T
S on S on 2n
der andere
a a a 2 a 2
sin — s — ©ost —
n n
P,= l—(- 7 1—(—————) 1—(—7-)
! [ , (/t+2)n> ][ _(k+4)m  (n-1)m
sin - sin———— sin—
2n n 2n

~aus dem Produkle PP' wird.
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Es ist also zu untersuchen was bei unbegrenzt wachsendum =
Insofern nun, wie schon oben

sin . 9
bemerkt wurde, lim ( n) - e u.s, w. ist, so hat man,
1 T
sin —
2n
da k eine endliche Zahl ist,
. - 2% a2 2% a? 2% a?

Wie gross nun auch immer a sey, so kann man sich die Zahl

(k4 2)n a (k42

k so gross denkern, dass @ < e also — <,
n

2n
(k+2)
2n

sobald mithin 2>k - 2 ist i < g und um so mehr

hd < % Nun muss aber in der That n > k42, n > k-4
n
u.s. w. vorausgeselzt werden, da der letzle in P! erschei-
— 1
nende Faktor den Ausdruck sin = 5 N enthalt. Aus Form.
n
19) folgt hiernach
sin
14 e
" n > 2a
. k+2)n k+2Qn
sin ——————
2n
und aus Formel 8)
.a
sin —
N o2 _
(k4 2)n < 2 k2w T < k42
sin -
2n
In derselben Weise findet man
N 2a
- >
. k4 (k4 4) 7
sin ——————
2n - —
k- 4

und schliesslich
24
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. a
sin —— 2a
=D p—im
st o o
n—1
Demnach ist
gin —
a?
1 — (_ " ==
<. ﬁ—_l-llﬂ) SN
<=
. a 2
sin - 2
I ( W;‘.L;)TT) > (k- 4)2
sin om . 22 q2
<P T Fraran
mithin V\;en.n man
2202 22a2 2202
R pt— (1 _— (/:_*_—2)2;1) (] E—= (_ﬁ4)37r_2) el (l (n—]) nz)
a? a? , a?
selzt, so isl
P! < R
> T

wie gross immer n sey.
Nun ist B nur die Foriselzung der Faktorenfolge

) 22 a2 . 22 aZ 22 g2 22 a2
A U M=) U - (U= i)
und r die Forisetzung der Faktorenfolge '
a? a? a?
B) (1—3—2)(1-—531)....(1——]?)

Die Produkte A) und B) sind aber beide convergent, wenn
man sie sich als unendliche denkt, und haben einen endlichen
von Null verschiedenen Werth, wie sowohl ausKap.12 §. 134
als §. 136 folgt, da die Reihe

1 1
1+3—2+5—2+
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convergirt (§. 61). Demnach missen, wenn % und » unbe-
grenzt wachsen, die Gleichungen lim R = 1, lim r =1 stall
finden, also auch lim P' —= 1, es kommt also je mehr man

k wachsen lasst,
desto naher, oder

der Werth von cos a dem Werthe von P

D242 2 22
20)  cosa=1lmP=(] _.,_a)) (1 2ta? 2%a

) U gl 1= 50
Dieselbe Gleichung findet man auch aus Form’ 7) wenn man

bedenki, dass lim cos 2 = cos (0) = I ist.
n

8.

Schreibt man in der Formel 13) statt F 2 den gleich-
a

n sin —

azn' a ( )

geltenden Ausdruck ——— — = ——— und lisst n
a

n .
a.— sin ‘sin —
a n

slal
@

unbegrenzl wachsen, so ist (§. 5 dieser Note)

o )

tm —— __. |
. a
sitn —
n
: sin @ sin a .
also im ——— = . Ferner ist
. a a
n sin —
sin —
. n a
l@m T —_
. 2 T
sin —
2n
sin —
. n a
hm ——now =
. 4n 2
sin —
in
u. S. w

24 %
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Wiederholt man also die obigen Betrachlungen, so findel man

) a? a? a?
2]) S‘lﬂa:a(]_’?)) (]‘—'Zz‘n—‘z) (l—*—32?) .....

und diesclbe Gleichung folgl auch aus 10), wenn man wieder

beriicksichtigt dass lim cos 2 -
n
22 a2
Die Faktoren in 20) sind in der Form I — m;’
2'2 a2

enthalten, man hal also cos ¢ = 0 wenn 1 — m7~12 :0,

also a = = (214 1) g; umgekehrt folgl aus 20) dass cosa

fir keine anderen Werthe von e Null werden kann. Ebenso
ergiebt sich aus 21} dass sin ¢ immer und nur dann Null wird,
wenn enlweder a =0 oder a==7 [r. Diese Resultale slim-
men mit den in § 99 gefundenen iberein.

Uebrigens kdnnte man die Formel 20) auch aus der als
bekann! vorausgeseizien Formel 21) ableiten. Denn ausForm.

12) des §. 95 folgl, wenn man z = y = a setzt
sin 2a
c0s @ = ————
2sina
Nun ist nach 2I)
) 22a% 22 g? 22 a® 22q2
sin 2a == Za(] — - ) (l —52—715) ( "—377;—2‘) ( "—‘4?75) .....
22 q* a? 22 a? a?
= 2a(l — 2 ) 3) (1 32"2) ( 22”2)

2 sina == 2a(l—~;] (1

Dividirt man die erste dieser Gleichungen durch die zweile,
so findet man das Produkt 20).

. 9.
mx
Setzt man a = 5 50 erhill man aus Form. 20) und 21)
7
. mrr m? m? m?
22) cos o = {1 — F) (1 ~35n5) (I — FagE)
mrw mm m? m?
3 -‘  ca == p— ] -
23) s 2n 2n 1 22n7)( 42n2
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m . mmn T
Setzt man - = 1 so ist sin .- —sin — — | also nach 23)
n 2n 2
3 1 1 1
]Zg(l—“gg)(l 2 62
oder
” i
2 1 1 .
( —27)(1—47)(’—‘67)
Da nun allgemein
1 r _(2/:)2_—___(2,':—— )2k + 1)
(28> T 2%k 2
so folgt
n 22 4> 62 832
2 1.3°3.5°'5.7 7.9 """

oder
" 2 2 4 4 6 6
24) — = — . o . me=. =  =
) 2 13 3 5 5 1
L]
Dieses merkwiirdige Produki, vermittelst dessen man die Zahl
7 berechnen kann, nennt man das Wallis'sche, nach dem
englischen Mathematiker Wallis (gest. 1703) der es zuerst

gefunden hat.

m 1
Setzt man in 23) stall . den Werth 5 so ist

. mn 7 1
sm-z—y—l:smK:V»Z .
also
! 7 1 1
172 B S T U U e UL
2
Da nun aligemein | _@—’:)—lfqzwmlfk“ﬂist,
so folgt
b Tl 4.48.8 112
4 /23,5 °7.9711.13 '
Y2 4.4 8.8 12.12
=% "3.5°7.9°11.13
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g 3.5 7.9 11.13
VZ == _71 J— X = = - *
2 4.4°8.8 12 .12 "
setzl man nun slati g 'seinen Werth aus 24) so ergiebt sich
hieraus
26) 12 = 2_ ? fj_' 6 ) %0 ;_10
1.3 5.7 9.11 7
Selzt man & — L : . mmw .o i
n 3 so ist sin o, = S § = vos (?— ~6—)
e ® ]
== Cos 3= > (§. 110). Demnach folgt aus 23)
1 ] 1 1

/4
2Tl T g = g
oder wenn man mii 3 mulliplicirt
y 23 6.5 121 18 18
2 275 .7 11,1347 719 "
Man sieht aus dem Vorhergehenden, wie man, sobald fir ir—

. m;
gend einen Werth von 2—; der Werth des Sinus bekannt ist,

vermillelst der Formel 23) einen Werth .von g finden kann.

n 1 T .
Aus sin — — T 1 3
s+ 2fo]gtcosé—_]/l—‘ﬁ—_-T
also wenn man in 22) statt m den Werth % selzl,
n

5 = — =) (l ;32_——3«5) (1 “5;;,"‘2)-

2 32
woraus
s 2 2.4 8.10 14.16
28) 3= — . e
Vi 1 3.3 -9 15 015 7
folgt.
Setzl man m = 2 und dann m = 1 so folgt aus 23)
. 2z 2n 22 22
smz—zw—(—-ﬂ)(—“)....
n 2n 2%n 42p2
sin — — ! L

2n % (1 o 2‘2_7,,2) (T — 4_2-112) R
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nun ist s7 e 2 sin "
1 s - - = —_— e—
2n s 2n cos 2n
also
. 2
n s oo 922,29 42222 @G2p2__922
29) 0§ -— = —— — — _ = g
2n ow 22p2 ] 42321 "62p?—]
j 2 sin —
2n
Selzt man in dieser Formel n — 3 so findel .man ein ande-

res Produkt fiir J/°3 nemlich
4.8 10.14 16. 18
WoVE=re e
Selzt man = = 2 so findet man wieder die Formel 26)
Aus §. 138 folgl ubrigens, dass man jedes der gefunde-
nen Produkte in eine gleichgellende Reihe verwandeln kann,
sowie in einen Kellenbruch (§. 160).

10.

Da die Formeln 35) und 36) des §. 122 u. 123 ihre Gel-
tung auch noch behalten, wenn man ai stalt a setzt (§. 129),
so behallen auch, wie leicht zu zeigen ist, die oben gefun-
denen Formeln 20) und 21) noch in diesem Falle ihre Geltung.
Da nemlich das @ in Formel 2) ganz unbeslimmt ist, so muss,
was auch z bedeute, die Mulhiplikation der darin vorkommen-
den Faktoren wieder die Reihe der Formel 1) geben. Setzt

man aber ¢ = (sin ai)?, so geht diesc Reihe in cos nai iber,
und man hat daher auch
. at Loai 2 . ai ?
" . 1 (sm;) 1 (sm;—] l (sin ;) 1
) cosai=|1— T == ~«—3/ﬂ—2 -—m)”—z‘,
1',— — ——
{si '2n) (stn) (sin o )

Nun ist {§. 127 Form. 59)
st ai . a?
=il 5 5+

a

also bei unbegrenzt abnehmendem a
. sin ai .
lim (——) — i
a

Hieraus ergiebt sich, wenn man die in §. 5 dieser Nole aus-
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gefithrle Entwickelung wiederholt, bei unhegrenzl wach-
sendem 7,

ai
S —
lim Bt ai 2 _ g?
o b ’ e~k
in —
2n
und daher
.oa ?
' 1 (sm *;) <9242
e T il T ST
n —
st 271.) |
Theilt man nun wieder das Produkt 31) in zwei Fakioren
; 2 ; 2
(sin %l—) (sin a\z)
P=|1— —"_ o=
(sin 5| (sin 5]
a2
o [1 (sin ;) ]
— — gaaa|
in SE)

so ist klar, dass bei unbegrenzt wachsendem =

22 g2 22 42 92 42
e L L= R [

ist, und es ist daher nur noch lim P! zu bestimmen, was in

dhnlicher Weise wie im fritheren Falle geschehen kann. Aus

sin vi v? o*
e o e e =,
vi Trz st T e aTa st
folgt nemlich griv_z> 1. Ist aber » "= 1 also smziz
vi i
. 1 1 ) sin ot
=1 4 123 + 1'2.3_4-54-.... so ist auch i <e
(§. 79). Ist nun o 4 v! > v und zugleich < —;i, so ist
sin o! :
iﬂ'—l—) < 1, wie oben bewiesen wurde, also auch
o-4v
sin (v o') sin vi

oder
DESL ot
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Sin vi > v
i . sin (0o v -+ ol
v -+ o' b3
zugleich isl ————— — also
g s pro) < 2
L | .
sin vi _Tv’—l—v ce. =
vi sin (v + 0" 2
oder
sin i v en

i . sin (vo-0Y) <% + o' " 2

7T
Ist also v < 1,0 + o' < 7 S0 hat man

— (sin 0vi)? v
[sin (v + ©")]? (0 + v')?
02 62 7[2

S ter 7

und
(sin vi)? - v?
W s 1
mn @ F o0 T o
0?2 e*n?
< 1+ w0 + ol)? 92
k )
Ist also . < 1 und zugleich pl <\(——+—), n>k 4+ 2,
n n 2n
so folgt
.oat?
(s_m —) : 2242
L= (k+2)n_\5> +(k'+2)2n2
(sim 20 e? a?

Hieraus ergiebt sich dass P! zwischen den zwei Produkten

[+ ol [ il
und
e?a? e?a*

TN | R D
[1 + (k + 2)2] [ + (k + 4)7?
liegt, welche sich unbegrenzt der Einheit nihern, also lim pi=1

und daher



39 . e 1 e”’h_[ ?2(12][ 22 42 22 g2
3“) oS A — 2 — l—i— 7_[2‘ ]"f—d’z‘nz 1—{—52—,;5 Cee

Ebenso findet man

) sinai  e"—e™® a? a? a?
0 =T e [ [ ]

Setzl man in Formcl 39) des § 126, (cos ¢)2 =2 so
kann man statt derselben
n
Focosne =14 gzt ay2?...Fa,a?
)
schreiben, wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist,
je nachdem n in der Form 4k oder 4k 4 2 enthalten isl.
Nach §. 2 dieser Note hat man also

Feosna=a : [ —(cas%l )2} [:z:——(cos%i:‘)z]... [a; - (005(7%172):)?]

n
—1] 2 2(p2—22) .. (n2 —(2k —2)2
Es ist aber wieder @y = ¢ _) ]n (n 5 2)edn 777?',[}: ) )’
2
— n-1 ) -1
also, wie dort bewiesen wurde, @, = (— 1) 2 9 —a" ,
K}

wo ebenfalls das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem
n — 4k oder 4k 4 2 ist, also jedenfalls

! b 2} i (n—1)m 2]
34) cosna — 2 [a:—(cosQ—n) ....I.x—(cos—zﬁ—)
Ist » ungerade, so ist (§. 126 F. 42)
n-1
4 ¢os ma . -~
=0 " CoS @ =1 4‘ dlw-+-d2m ....—F 4_:}x
2

wo das obe_re oder untere Zeichen gilt, je nachdem n=4k+4-1
oder n=4k-43. Hier ist
—1
(12 —1) (12 —3)....(n2— (n—2)2) =

ot =1 5 a1

2
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2n—l n—1
also, nach §. 4 dieser Note, ¢, ;, = — (—1) 2
. n
2

und demnach
cos na n—1 7 (n—2)m 2

35) -t 2 [m—(cosz—)z]-....I:a;——(cos—zn ~) ]

Ist n gerade, so giebt Form. 40 des §. 125

n—2
sin na =t
- = | _ox 2
+ psina cos @ + ez + +aﬂ$
2
wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem n = 4k
oder 4k 4+ 2. Nun ist
-2
L DU o (i
-2 = 17 )y T r— 0 )
2
also, nach §. 2 dieser Note,
n—1 n—1 n—1
Gng == (— Nz . — =T wo wieder das obere
2

oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem n — 4k oder
= 4k -} 2, also nach §. 4 dieser Note

o sinna 2"_1[ 27 2] [ 4r 2]

36 o cosa Az -~ (COSQ_n) z-— (cos Q;L) .
n—2)m *

[ — teos 5]

Ist n ungerade, so folgt aus §. 125 F. 4]
n—1
sin na

=14+ bz 4+ ....4+ bn_ixT

2

= sina

wo das obere oder unlere Zeichen zu nebmen ist, je nach-
dem n =— 4k 4 1 oder 4k -+ 3 und

nt— 2__32) (n?— n—2)° —_— — n~-1
bn_l_:(- 1 |)(1l-9 3 ] ( In:(——_T]__)(__ ) 2 :( l) 2 2
T . L4 . . .

(nach §. 3 dieser Note) = * 2
Demnach ist
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. sin na n-1 2 7 i 2 n-1.m?
37 —2 [,_ [ f0os ][ - ]
) z-(cos -} || (cos_zn) .| z-(cos n )

s a 2n’

Man kann die Formeln34) und 35) in eine einzige zusammen-
ziehen, und ebenso die Formeln 36) und 37). Da nemlich
& = (cos a)? so hal man

2 .
x — {cos ;—:) = (cos a — cos g} (cos @ 4 cos /;;:)
Nun ist cos /ﬁf:—cos (zn—k)l. (§. 99, 28), also
2n 2n B ’
x — (eos @)2: (cos a — cos kf) (cos @ — cos (n ——k)it)
2n 2n 2n
Setzt man also fir k allmilich die Zahlen 1, 3....n—1 so

erhalt man aus 34)
n—1 :
38) cos ng = ‘21 [cos a — cos 1} [cosa — cos 3’—71}

2n 2n
[ (Qn—'l)n]
cos a — cos —y

n
Aus 35) folgt ebenso

cos na n-1 T 3n
= 2 cos @ — cos —||cos a — cos — ]| . ...
cos @ 2n 2n

[ [ (n—}—?.)n] [ ‘ (2n—])n]

cosa—cos*———"~-1| cos a—cos*— w-|COSG—CO8*——
2n 2n 2n

Diese Reihe miisste, um vollstindig zu seyn, noch das Glied

(n—2)77|

nw
cos a — cos o enthalten, da = eine ungerade Zahl ist; da
n
nmw 7T . nmw
aber cos —— — cos — = 0 so ist cos @ — cos — —cos a
2n 2 2n
und mithin mit 38} iibereinstimmend auch in diesem Falle
n—1 [ n] [ (?n—l)n]
cos na = 2 cosa — cos —|....|lcosa — cos ——L
2n n
kr n—k)r .
Da auch cos — = — cos (ke so folgt vermittelst der-
n n
selben Betrachtungen aus 37)
sin na n-1 s s
39) — = 2 [cosa — cos —] [cosa—cos ——]
sin a n n

[COSG — CO§ (n—_nlzt:l
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Dieselbe Formel erhidlt man aus 36) wenn man bedenkt, dass
n
—7T
. . 2.
man nun, insofern n gerade ist, stalt cos a auch cos a — cos —
n

setzen kann.

Setzt man in 38) a=0 und mithin cos a=1, cosna =1
so folgt
- -1 ’ —
] =2 [1—~cos 1] [l—cos %J....[]——cos (2n 1)—71]
2 2 2

in. n ¥/
Man hat daher auch

7T 3n (2n—1)n
COS 4 —COS——  COS @--COS— COSB—CO§— —
2n 2n . 2n
40) cosmoa=————— . —  — L ————————
] n . 3 ] 2n—Nr
— cos— — cos — — cos —————
cos5 cos o
sinn
Nach §. 118 ist PP — 2 wemn o — 0, demnach giebt
' sin a

die Formel 39)
-1 ) __]
n = ?-n [] — cosf-] [1 — coszit].... [l—cos(—n— —)zt]
n n n

und
n-1)m

/1 2n (
i COS @—C0S— FC0S @—COS— cos a—cos
) sinna_. n n S
nsing n' 2 | (n-1)r
I — cos — 1 — —
n

sl — cos — oS —
n 7

Aus den vorhergehenden Formeln lassen sich leicht noch an-
dere finden, in ahnlicher Weise, wie es oben §.2ff. geschehen
ist. Da indessen die Ableitung keine Schwierigkeil hat, so
tibergehe ich dieselben, und will nur beispielsweise noch fol-
gende entwickeln.

T .
Setzt man in 34) stalt a den Werth 5 SO ist =0, also

n
-1 — 2 3z 2 —N 2
cos nz_n —2" (—1)% (cos 2%) (cos 2—7;] . (cos (nzn:-)—)
i
Da nun sowohl cos 7; als [—])2 den Werth -}~ 1 oder den

Werth — 1 hal, je nachdem n=4k oder 4k 2 ist, so folgt
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. N n .’ 3 ? (n—Nm ?
42 1 =2 _ = 4 Lo
) ] {cos Qn) (cos 2n) .. {cos o )

und demnach kann man statt 34) auch schreiben

n

cosna:(——])g[l—_ * E][l_" E_QJ""[I—_—Q:_ - 2]
(cos»g;) . (cos_z—:) (cosgn;:}’-z)

Unter derselben Voraussetzung erhilt man aus 36), wenn 7 >2

. nm
sin ?— X n-2 9y 2 4o 2 ( 2) 4
. f g™ LN 2 (e T [ n—z<) 7T
il 2 - (—1) 2 [cos Qn) (cos 2—71) ....(cosr—r-gn )
cos —
Nun ist, da n eine gerade Zahl, sin %r = 0 also erscheint
.
sin —
2 0
——— in der Form o Nach Formel 36) des §. 123 findet
7t
cos - .
sich jedoch
. nm
N nint 2 ot —2) 124
T T "T T2 3T U234 8
€0S —-
2
Aus Formel 40) folgt aber, wenn man dort a = 0 setzt
__ sinna . nin? - 2% n(n?-— 2% (n? — 42

sina " 1.2.3 ' 1.2.3.4.5 " -
und zwar gill das obere oder untere Zeichen, je nachdem
n =4k oder 4k+ 2. Da nun andererseits bekannt.ist, dass
fir ¢ = 0
sin na
sin a
so ist

n-2 n(n2—22] n (n2——22) (n2—42)

S B Rl s ot 2 3¢ S

also auch
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sin - -2
— = (— 1% .n
coS —?_,—
und
n-1 p 2 2 . 2
43)  m= 2 (cos 22:) cos (4217:) ... (cos g’f—‘z-yflt) ,

Dividirt man die Formel 5) dieser Nole durch die Formel 42)
so findet man fir ein gerades n
2 3 ? (n — 1) ?
4 tg —) . tg —)..... —_—
) g o) (g ) (tg
Ebenso giebt die Verbindung der Formel 12) mit der Formel
43), wenn n > 2
27 2 4 2 (n—2)m?
tg — g =—) ... — ) o= 1
1B) o) (g o) (g )
Die letzten Formeln und #hnliche kann man auch unmitielbarer
finden, wenn man die im Anfange des § 118 enlwickelle

. s a
Formel benulzt, indem man nur fg a stall —— selzt. Man
cos a

hat demnach

(1 4+ tga.i)" = 1 —{—"53 tga.i4 "?B(tga)“(i)z...+ "% (tg ayr it
cosa-}sinai ™  cosna-}-sinnai
~ cos a ) - (cos a)*
Ist n eine gerade Zahl  so ist mithin

Andererséi(s ist (1+1¢ a.i)":(

n
cosna 2 -
i = | — B (lga)?. ... (—1)2 (tga)
(oosa)u %(ga) —| ( ) (ga)
und wenn man (fg a)? = x selzl,
9 rn
O ) e (— 12 s
(cos a)*
Nach §. 2 dieser Note hal man also
n
AT | PR RS T PR P I
1) (cos a)* (=1 [a: ty 271.)] [a; (g Zn)] o
(n—1)m *
[ — 0 0]
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Selzt man a—=0 so findet man wieder die Form. 44); auch ist

cos na {tg a* || (tg a)? - (tg a)z_ _
= [1 - ] [17.._.3_7}_2_ [1 e
(b 5-) fg 5] N e

1

w©

J3 2n
Ferner
n—2
sinna ! 3 s P it
- _,,:"%tgaﬁ"%(lga)...+(—l) n%(lga]
(cos a)*
woraus
n—2
; 1 3 — n-1
I S - S 1 O L + (=1 2 ngy 2
(cos a)" tga
also nach § 3 dieser Note
sin na sin na
n-1 " (cosa)* tga
(cos a) sin a
n—2
— 2 2 4 ? n—2)m ®
=(— 1) 2 n[m—— (tg Z_n) ] [m~(tg ?—n) ][fv — (tg y?n_“] ]
- " sin na sin na cos a
= == . = n
Setzt man ¢ = 0 so is cosa]lga” sna " jcos )"
und z — 0, wodurch man die Formel 45) erhilt.

Aehnliche Formeln erhilt man fir ein ungerades =.

12.
Die meisten der im Vorhergehenden gefundenen Formeln
lassen sich noch in manche andere Form umwandel_n. Man

nehme z. B. die Formel

w3

9" [=— (smg)z]....[x_(sm("—f')_”)g]

cosna = (—1 .

die fir ein gerades n gill und in § 2 dieser Nole bewiesen

ist, oder einfacher

-l . m? . 3m ® N
cos na=2 [(sznﬁ) —a:] [(sm%] — x]....['\sm— =] —a;]
Hier ist # = (sina)%. Nun ist aber (§. 100)
1 .— 2(sin u)®> = cos 2u
1 — 2(sinv)? = cos 20
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also
. cos u — cos 2
(sin v)* — (stn u)* = - = 2 £ =t Demnach hat man
S {cos 2a — cos E)
n
o e o
(sin 211) (sin a) 5
3
32 (cos 2a — cos 7”)
7T
(sin E‘) — [stna)? = —
also
n—-2
47) cosna = 2 % (cos2a — cos ZE) (cos 2a — cos —).
\ n ;
—1
{cos 2a — cos (n ,,,)_”)
n

Fir ein ungerades n folgl ebenso aus §. 3 dieser Note
n-1

cos na e 7T 27T

- - =22 (cos2a — cos—) (cos2a — cos— ). ...

cos @ n n

48)

n—2)m

=

Ferner aus §.4, wenn man bedenkt, dass aus §.95 Form. 12),
indem man ¢ = y = a selzl,

(cos 2a — cos

n

. sin 2a
sina cos a —
2
folgt, ergiebt sich fir ein gerades n
n—2
3 e 2 4
49) sz.nﬂ = 22 (cos2a — cos—n) (cos 2a -—cosj)....
sin 2a n n
—2
(cos 2a —- cos (n—)f]
n
und fdr ein ungerades n
: 2 2 4
50) S",Z a1 [cos2a — cos —n) (cos 2a — cos—ff)....
s oa n n
—1
(cos 2a — cos u)
n

Aus §. 100 ergiebt sich auch die Formel
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o N cos 2u cos 2v
cos u® — cos v = — 5 -

Wendet man dieselbe auf Formel 34) an, so findet man wie-
der 47), ebenso folgt 48) aus 35), ferner 49) aus 36) und 50)
aus 37).

13.

Wir fanden frither (§. 117 Form. 14)
cos (& —y) — cos (z+vy) = 2sinx siny

Man selze nun z —y = 2a, x—{-y:f so folgt a::zf——}— a,
n n

i demnach
y=s5, — @, demnac
cos 2a — cos :— = 2 sin (% + a) sin (g—:; — a)
3 3 :
cos 2 — cos " — 2 sin (—n + a) sin (—n — a)
n 2n ! 2n

S u. S, w.
Wendet man dies auf die Formeln 47) und 48) an, so ergiebt
sich, je nachdem » gerade oder ungerade ist,

cosna — Zﬂ_l sin (;n —+ a) szn(% — @) sin (2—: + a) sm(%: —aj...
sin (nzn!)n -+ a) sin ((n_—in)_n_ — a)

%’Lj: ™ sin (2_’; + ) sin (% — a)sin (‘3_:+ a) sin (i—:—a)
sin ((n_Q:)f + a) sin ((n_—zz)f — a)

und aus 49) und 50) folgt

':—:Z%z ‘2n_2 sin (% -+ a)sin (g - @) sin [27”—[— a) sin(%[—a) .
sin ((n_—%nz)_n + a) sin [(n—:)f — a)

%’n”:: 2" sin (= asin(" — a)sin (%”Jr o) sin (3;_’_ a)....
sin ((—17 jznl-)f -+ a) sin [(ngnl)n — a)
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Note VIL
1.
Sey. ez + a;x%4-... +a,.2" + .... eine Reihe, welche

convergirl, auch wenn man alle Glieder positiv nimmt, man
bezeichne ihren Werth durch z°so hat man

azta, x4 ... z 22 22 &
e—1 BT A T
¢ e=ltst ittty st

Nach §. 31 und §. 56 ist aber
(amyx + a,x? + ... " =a" (@, + gz + ... "
= ”‘Cp.az""+ mt1Cp . gmtl -,

und dem gewniss erhdit man die Doppelreihe

a2zt az?—t...
4 = 1
1 1 1
+ ('Cp.x +2%Cp.2% + ... +"Cp.x"+ ....)
. 2 2
‘lC’p .x? 1 Cp L
—}-(—]--72'*—{—...,4——1.2— N

indem man in dem Werthe von e® stalt z iberall die Reihe
ay @ 4+ azz? ... selzt, und die Polenzen entwickell. Da
nun jede Horizonlalreihe der Doppelreihe und auch deren
Summe convergent ist, so hat man auch, indem man die Ver-
ticalreihen addirt (§. 51)

2
aywtazi+4-... 1 1 20y
e+ + :1+'Cp.m—|—(20p+%)x2+...
2
A C
+ ("Cp + 1.?27 4+ oodem 4

Zu dem Gliede dieser Reihe, welches z, enthdll, giebt jeder
2

% .
der Ausdricke z, —— u.s.w. bis

r .
_ —-— einen Beitrag.
1.2 2...7

3

(@@ + a2 +...)"

Nimm! man aber aus — = —

zk 1
1.2.. .k 1.2 .k
k

—- TCp mr; selzt man also

das rte Glied, so ist dies 3k

25 *
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a,_r+\d 12+...
e =14 Aot Az +.. 42+ .
k
k
. C
so ist 4, = Z i Hiermit ist die independente
1010 .2 .0k
+agztt...
Formel (§. 25) fir die Entwickelung von ealac me in eine

_nach Potenzen von z forllaufende Rethe gefunden. Aus der-
selben ldsst sich nan auch leicht eine recurrirende Formel

ableiten. Wenn man nemlich in §. 18 Form. 12 statt m - 1-

den Werlh k& selzl, so kann man dieselbe offenbar in folgen-
der Gestalt schreiben

k k-1 k-1

Cp ] ay " Cp 4 2a,7Cp - . ..
1.2,k 1.2 (k=1 T o
Setzt man in dieser Formel allmilich slalt £ alle Werlhe von
2 bis r so erhilt- man

1 1 1
"ép 1 a; "Cp + 2a7"%Cp ...+ (r—1) a, 'Cp
i 27171 o e
3 2 2, 2
"Cp 1 (@ 71C0p 4 20,7 2Cp ... - (r—2)a,_,*Cp
1.2.3 7 2 - r
o r—1
Cp 1 a; ™1Cp
1.2...0 7 1.2, (—1) r

1

Addirt man noch auf der linken Seile "Cp und auf der rech-

ten dessen Werth a, — T und zihlt dann auf beiden Sei-
r

ten alle Ausdricke zusammen, indem man die mit o; multi-

plicirten, ebenso die mil a, mulliplicirlen u.s.w. zusammen-
stellt, so findet man

I3

k 11(:p r—2C
k = 2a, 2
Zli,ﬂGC_ _a%rll 2. + 1rz12 /‘+ e
b2k r
d. h.
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A~1 —}—2a2Ar_ 4+ ... 4 ra,

2

2 A = =

welches die gesuchte recurrirende Formel ist.

Es wurde hier durch ein besltimmtes Verfahren der Aus-
druck ealm+42z2+...
genden Potenzen von x geordnele Reihe verwandelt. Wel-
ches andere Verfahren man aber zu diesem Zwecke anwen-
den mag, man wird immer dieselbe Reihe finden. Geselzt
nemlich man habe durch irgend ein anderes Verfahren

(ataste g B4t B+ 4 B 4.
gefunden, so hat man also fir alle Werthe von =, fir welche
@z + aza? - ... convergirt, auch wenn man alle Glieder

in eine convergirende nach den aufstei-

positiv. nimmi *),
1+Alx—{—AZx'l—}—...+A,mr+...=Bo+Blm—|—Bgz2—|—...—|—Bra:’J,—
Selzt man nun x==0 so ist By—=e%=1 mithin
Aot A,z A A = B,z 4 Byz®... + B.a™ + ..
oder
A Aot As =B 4+ Bz...+ B !
und setzt man = 0 so folgt

4, = B
Auf dieselbe Weise findet man A, = B, und allgemein 4, = B,;
die beiden Reihenentwickelungen miissen also identisch seyn.

2.
Findet die Gleichung 1) statt, so folgt
3) log(l + Az A2+ ....) = oz + ...+ arg”
Sind die Coefficienten 4,, 4,... bekannt, so ergiebt sich zwi-

schen den Coefficienten a;, a, . ..a, vermitlelst Formel 2) so-
fort die Recursionsformel

rd, —a Ar_1 — 202A7__2-- — (r—Nea 1A1

r—

*) also nameatlich fir alle Werthe von w, die so klein sind, dass

ayT
— < 1

ar—l
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Um die Formel zu finden, welche ‘@, auf independentem
Wege aus 4,, 4,... 4, linden lehrt, nehme man =z so klein,
dass Ayx 4 A,z* ..., auch wenn man alle Glieder positiv

nimmt, kleiner als die Einheil ist. Setz! man nemlich dann
. 1 1 1
Azt Ay ... =y, so ist log(l+y) =y— §y2+»§y5—xy“'+...

und wenn man in dieser Enlwickelung stall y wieder seinen
Werlh setzt, so folgt, wenn man nun das Combinalionszeichen
auf die Elemente 4,, A, .... bezieht, ‘

1 1 1 1
y = 'Cp.z + *Cp.x* 4+ 3Cp.a5-+ ...+ "Cp.c”" + ...

1. 1 2 1 2 :
—-gyzz —§Q(C’p,:z;” Ce ——5"01).97"—....
1 1
— Ny Dy — — Nt —repLar— ..

) (=" -"Cp.o

Man hal also eine Doppelreihe, bei welcher nicht blos alle
Horizonlalreihen convergiren, sondern auch deren Summe,
selbst wenn man alle Glieder posiliv nimmt, da die Reihe

1 1
y + 5 y: + 3 y> -+ ... convergirt, wenn y posiliv und

kleiner als die Einheil ist. Mithin hat wan, wenn man die
Vertlicalreihen addirt, ‘

1 1 1 2
log(14+ 4,24 dp®+..)) = ‘Cp'a:—f—(QCp-—? 2Cpjx? + ...
Das rle Glied in dieser Enlwickelung ist nach dem Vorher-
gehenden

.1 1 r2 1 3 1 1 rr
(e — 5 CP‘*‘ngP----—F(—l) T—CP)Q’T
also

k 1 k
5) a, = = (— 1. rop
1,r k

wodurch «a, auf independentem Wege gelunden ist. Diese
Formel beruht freilich auf einer bestimmten Voraussetzung,
die tber den Werth der Reihe 4,z + d,x% 4 ... gemach!
wurde.  Allein ebenso, wie wir bewiesen haben, dass
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galz+%xz+"' nur auf eine einzige Weise in eine nach auf-
steigenden Polenzen von z geordnete Reihe .entwi?kelt wer-
den kann, konnen wir auch beweisen, dass dies bei der Er.u_
wickelung von log (1 + A,z + 4o x . ..) der Fal'l ist.
Welches Verfahren man also anwenden mag um a; auf inde-
pendentem Wege zu finden, man wird immer die Formgl 5)
finden. Nun kann man aber eine independente Formel fir a,
auch dadurch finden, dass man von a, — A, ausgehend, ver-
miltelst der recurrirenden Formel allmilich ag, az...8, durch
Ay, Ag..  Ar ausdriickt. Der so gefundene WerL}T von @, muss
also mil -Formel 5) iibereinstimmen. Da aber die For'mel'4)
jmmer statt hat, sobald die Gleichung 3) statt hat, 50 gilt dies

auch von der Formel 3).

3.
Das Vorhergehende fihrt zu verschiedenen interéssanlen
Anwendungen. Ist < 1, so ist (§. 84)

z? 3
log 1 —a@) = — & — 5 — 73 "
1 z? &3 n
- und mithin
2 x?)
tetete _ l Chetet o (8059
¢ 1--z . 1
Mit der Formel 1) verglichen ist hier a = 1, ap = 5 ---
U = ... =4, = h irt
ar = und 4; = 4, = ... = A, = 1, auch converg
o i lle Glieder posiliv
- - ... selbst wenn man alle p
e+ 5+ 3 + -
nimmt. Folglich ist \
k "Cp
6) Ar=1= 2779 "4
1,7 ;

wo die Combinationen aus den Elementen a, =1, =73

= ! zu bilden sind. In Worlen ausgedriickt heisst dies:

«a
r r
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1 1
2> 3
drittem Elemenle u.s.w. in vorgeschriebener Weise Combina-
tionen bildet und jede Combination der kiten Klasse mit 1.2...k
dividirt, so ist die Summe der hieraus entstehenden Ausdriicke
der Einheil gleich. Man setze z, B. r=23, dic Combinalio-
nen sind also aus den Elementen a,, 0y, az zu bilden. Nun

wenn man aus den Zahlen 1, . als erslem, zweilem,

)

. 1 2 3
ist 3Cp = a5; 3Cp = 2¢a,4,; 3Cp = aya;0; also
X i
L 3Cp 2a; a, a,a; q

) — ax +

sl2r BT AR T 123
und indem man fir a,, ay, as thre Werlhe setzt, erhdlt man
hieraus

1
R R

2 _ oS P — 1*
3+_1.2+].2.3 )
Ist + eine Primzahl, so kommen in der durch Formel 6) aus-
gedriicklen Sunme nur zwei Glieder vor, welche  im Nenner

k
*Cp
P

") Wenn man aus i X diejenige Form heraushebt, bei wel-

cher das erste Element @ mal, das zweite 5 mal, das dritte ¢ malu.s.w,
vorkommt, so dass also a-2643c+...=r, 80 isl die zu dieser
L .2...k%
1.2..a.1.2...b.1.2....c...
(Kap. { §.9). Da aber zugleich das erste Element den Werth | hat,
also dessen afache Wiederholung ebenfalls — 1 ist, das zweite Ele-

Corbination gehorende Permutationszahl

ment aber — 12 und dessen bfache Wiederholung (.’A)b bedeutet u.s.w.
; _ g

so ist der Werth der in Rede stehenden Form

1 L.2...k% i [
B30, (2ea 028120 20k 2030, 1.20a1.2. 5.1 2000
der in Formel 6) enthaltene Satz lisst sich daher auch in folgender

. . 1
Weise aussprechen: Es isl | = ¥ - = wenn

w3 4. ad... b, ...
das Summenzeichen die Summe aller Ausdriicke bezeichnet, die man
erhilt, indem man fir a, &, ¢, . . . solche positive Zahlen (Null in-
begriffen) setzt, dass a 4 26 4 3¢ + .... denselben Werth r belilt,
welches auch dieser Werth sey. la dieser Geslalt bat Jacobi den Sauz
ausgesprochen (Crelle Journ. f. d. Math. Bd. 22, 8. 372.)
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enthalten, nemlich wenn k = 1 ist, so ist "Cp = — und

r
. . T !
wenn k==r so ist "Cp T3 7 1.2.r

die Summe aller ibrigen in dieser Formel enthaltenen Glieder
durch s, so ist s, auf seine kleinsie Benennung gebracht, ein
Bruch, welcher nicht den Faklor r im Nenner enthalt,  Man

Bezeichnetl man

I 1 o1 1
hat also | = + 12 r -+ s oder 1_8'_7 13
Hieraus folgt
1.2...(r—1+1

(1—s).1.2.3...(r—1) = —=

r
Da nun der Ausdruck (1—s) 1.2.3...(r - 1) kein Bruch mit
dem Nenner 7 seyn kann, so muss 1.2...(r—1)41 durch »
theilbar seyn. D. h. das Produkt aller ganzen Zahlen,
die kleiner als eine Primzahl sind, um eine Einheit
vermehrt, ist durch diese Primzah] theilbar. In
der hoheren Zahlenlehre ist dieser Salz unter dem Namen des

Wilson’schen bekannt.
3

-+ % — .... folgt

oo 8

Aus log (I +2) = » —

et S 4o

Mit Formel 1) verglichen ist nun @ = 1 ap— —

i
5
r-1 ]
= (=1 .=, 4=1, Ap=A45...= A, =0 und dem-
r

a y

r

nach, sobald r > 1

k
k 7Cp
7 1,r 1 - k

. . 1 1 ]

wo nun die Combinationen aus 1, — 5 3 T F als
Ttem 2tem 3tem 4tem Elemente zu bilden sind.

2  x3

Ebenso folgt aus log (1 —=x) =—C -5 =g oder
z.'a‘. 3
e 2 3 : 1l —



394

dass, sobald r = 1, die Formel

I, ]"It
0—5_. %
P BN
stalt hat, wo die Combinalionen aus -- I, —.;_) _...I_
: g

gebildet werden.  Zu dhnlichen Anwendungen fihrt auch die
Formel 3). Z. B. aus |

x?

e = |
+ z + 3 4+ ...
folgt
.’L'.l
Vergleichl man diesen Ausdruck mit Formel 3) so ist A;=1,
1
4, = T 3 - 4= s fernera; =1, a, =0, a; =0.
Sobald also r > 1, hat man nach Formel 5)
k
k
0= (11 2
1,r k
. - 1 U
wo nun die Combinalionen den El t T v T
en aus den Elementen 1, 2123
zu bilden sind. Ist z. B. r — 3 so hat man
k
k 13, 24,4 4,4, 4 i 1 1
Sty 0 A -
S Aty T e T 0
Note VI

Zu §. 113, §. 118, §. 126.

1.

Eine reelle Funktion von x nennt man eine Grdsse,
die irgendwie aus x, welches eine reelle Grésse bedeutet, und
anderen bestimmten reelien Grossen zusammengesetzt ist. Man
bezeichne eine solche Funklion durch Fx, setzt man £ — h
statt @, so geht also Fz in Flz — &) iber.

Man nehme nun an, die Funktion Fz sey so beschaffen,
dass sie fir jeden Werlh von -z, welcher zwischen dem klei-
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neren Werthe z=a und dem grosseren z ==& enthalten isl,
einen einzigen bestimmlien endlichen Werth hat.  Wenn dann
noch ausserdem fir alle zwischen « und 6 liegenden Werlhe
von o, indem man k, welches im Folgenden immer eine po-
sitive Griosse bezeichnen soll, unbegrenzt abnehmen lisst,
sich Flz —h) unbegrenzt Fx nihert, so sagl man: die Funklion
Fz ist zwischen den Grenzen a und b eine stetige (conti-
nuirliche) Funktion von x, im enlgegengeselzlen Falle ist sie
zwischen diesen Grenzen uunstletig (disconlinuirlich).

Die Reihe

1) ay + oy 4+ azz* + ... 4 " 4.
sey zwischen den Grenzen aund b convergent und ihr Werth
Fxz, so wird Fz zwischen diesen Grenzen eine stetige Funk-
tion von & seyn. Selzl man nemlich

ag oz + ... e = Flz)

r41 r4-2 .

ar+1a: + ar+2w +.... = B =)
so wird bei wachsendem r der Rest R,z der convergirenden
Reihe unter jeden angebbaren Werlh sinken, selzt man ferner

Frz —h=ay+ a\le—h)+ aylzc—A)*4-... F-a,.(z—h)
Ble k)= ar+1(x—h)r+1 +a @ Wi
so ist Flx—h) = F.(z—h)+ B.(x—h) dex Werth der Reihe
g +aylz—h+a(e—h2+ .. Fa(fe—A" ...
welche ebenfalls convergirt, wenn wir vorausseizen, dass %
beliebig klein ist, also z—Ah, wie «, nicht ausserhalb der

Grenzen a und b liegl; es wird demnach auch B_{(x —A), bei
wachsendem r, unier jeden angebbaren Werth sinken. Nun ist

2) Fx—Flo~~h)= F.x — F{x—h)+ R,z — R, (x — k)

Je griosser man r nimmt desto kleiner werden R x und
R, (z—#h), mithin anch B,z — B, (x—h), aber zugleich wird
Frox—F,(x —h), wie gross man immer r nehmen mag, be-
liebig klein, sobald man A beliebig klein nimmt. Denn es ist
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2

Fp— B o) = ayal — (1 — 1) aga?[l — (1 —2) 4 ...

+oaa (1—(0—2)]

. h h h .
Die Grissen } — — (1 — —)2... (1 — =)} nihern sich der
x X x
Einheil unbegrenzt, so lange r einen bestimmien, wenn auch
noch so grossen Werth hat, sobald man 4 beliebig klein nimmt,

. . : h k2 h
Nehmen wir x posiliv, so ist | —— <21, (1 —) << 1 — —us.w.
’ X x Z

. N .
der kicinste dieser Werthe ist {1 — —); ist » negativ (wih-
X

h
rend £ immer posiliv gedacht wird) so ist 1 — - > 1,
2
h v
(1 — =) > 1 — — u.s.w. afso der kleinste dieser Werthe
T

| — Da die Betrachtung im Wesentlichen fir beide Falle

8>y

dieselbe bleibt, so soll im Folgenden « positiv gedacht werden.
: h
Setzt man zur Abkirzung 1 — — = £k s¢ hal man mithin
&
F.x—F (z—h)=a,z(1 — &)+ agz?(l — k... 4+ a,a"(1 — k")

Man nehme nun zuerst an die Glieder der Reihe 1) seyen
sammtlich positiv so isl
Foo — Fx—h) < (1 —F&7) [0y 5 Fdy2®. .. + ¢ a7]
> —k) [ax+apx®.. . Fapxr]

da 1 — 4" der grosste, 1 — k der kleinste unter den Werthen
1—k, 1—k2...1—F ist. Da nun ayx 4 apx®...+ e, x"
als Theil einer convergirenden Reihe einen bestimmten end-
lichen Werth W hai, dagegen 1—4", 1—£, wenn man 4
klein genug nimmt, unter jeden angebbaren Werlh sinken, so
sinken auch (1 — k™) W und (1 — A)W unter jeden angebbaren
Werth, also auch der zwischen ihuen enthaltene Werth
F.x — F_ (x—F).

Enthdlt die Reihe 1) auch negative Glieder, so bezeichne
man durch

oy x + oegx?r .00+ oo, "
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das was aus @y x + a, 2 ... 4+ a, &7 wird wenn man alle
Glieder positiv nimml.
Nun kann allerdings die unendliche Reihe
ax 4+ a,x? 4+ o0 e’
divergiren, aber die endliche Reihe
aqx + ax? + ..+ a2
wird, fir jedes noch so grosse r, einen endlichen, wenn
auch noch so grossen, Werlth haben, welcher W’ heisse. Nun
kann man aber, indem man % beliebig klein nimmti, wie gross
anch W’ sey, immer {} — kW’ so wie (1 —A") W’ beliebig
klein machen, also auch ayz (1 — k) + ‘ag x2 (1 — k%) . ..
+ e, x" (1 —k"), da dieser Ausdruck zwischen {1 —k) W’ und
(1 — k") W' enthalten ist, und um so mehr muss a; (1 —#k)
+ apx?(} — k%)... 4+ a,x7(1 — k7), welches theils positive
theils negalive Glieder enthéll, beliebig klein werden, wenn
man h beliebig klein nimint*). Da also hiermil nachgewiesen
ist, dass bei beliebig grossem s und unbegrenzt abnehmen-
dem h sowohl R.x — R,(x-—h) als F.x — F,(x—£h) unter
jede angebbare Grenze sinken, so folgl aus 2) dass auch
Fx — F(x —#) mit & unbegrenzl abnimmti, also niherl sich
Flx—h) dem Fx unbegrenzi oder Fx ist eine stetige Funk-
tion von .

Die Binomialreihe

r 1 2
2 By = 1 4 Bz -+ IBx? 4 . ...
convergirl (§. 64) wenn der Zahlenwerth von x < 1 ist und

,
es ist demnach I 9Bx7 zwischen den Grenzen — 1 und 4~ I

eine stelige Funklion von x. Nun ist = quBx' jedenfalls ei-
nem der reellen Werlhe von (1 4 x)? gleich; wir haben aber
schon (§. 65) bewiesen, dass, wenn zwei solche Werlthe vor-
handen sind, immer der posilive zu nehmen ist. Die gegen-
wirlige Betrachtung fithrt noch leichler zu diesem Resultale.

L}
Setzt man nemlich x =0, so ist = 9Bx™ — 1 also dem po-

*) Eine dhnliche Betrachtung wurde schon in §. 54 gebraucht.
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sitiven Werthe von 19 gleich. Wire nun fiir irgend einen
anderen bestimmlen (zwischen —1 und + 1 enthallenen) Werth

.
von x der megative Werlh von (I 4 x)¢ der Reihe X 9Bx”
gleich , wihrend fur x— %, wo % unbegrenzt klein ist, noch

T .
2 9B(x— h)" dem positiven Werthe von (I 4 x —A)9 gleich
' T T .
wire, so wirde X 9B(x—A)" sich nichl unbegrenzt 2 9Bx"
-
nahern, also konnte 3 98Bx" keine stelige Funktion von « seyn.

4.

Wenn Fx und fx reelle Funktionen von «x sind, so ist
Fx + fx.i eine imagindare Funklion von x. Sind Fx und fx
zwischen den Grenzen x==a und x=—=2>0 stetige Funklionen
von x, so sagt man: die imaginidre Funkiion Fx -4 fx.d ist
zwischen den Grenzen x—=a und x=2> stelig. Die Funktion
Fx 4+ fx.¢ wird also namentlich eine stetige Funktion zwi-
schen den Grenzen a und b seyn, sobald Fx und fx die Wer-
the zweier nach aufsteigenden Potenzen von x geordneter Rei-
hen ausdriicken, welche zwischen diesen Grenzen convergiren.

5.
Die Reihe X 98Bg" convergirt fiir jeden reellen Werth von
g, wenn = u -0t und (u2—}-vz)’i’ < 1 und ist dann einem
der Werthe von {1 4-u - vi)? gleich (§. 92). Setzt man aber
u 4 vi = m(cos y+ sinp. i) (vgl. § 104) wo m :’(ug—f—vz)’%

so ist " ==m" (cosry + sinry.4). Selzt man nun

Fn =1+ ngm cosyY -+ q‘;mz cos2y.... + 75{’)m"' cosrip—+ ...
.fm = qSZISm siny + ”%mz sin 29 ... + qﬂr_’)mrsinrlp+
so ist = qféa:" = Fm + fm.i

T
und da 3 9Ra" convergirt, sobald m zwischen O und 1 liegt
so missen auch Fm und fm zwischen diesen Grenzen conver-
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-
giren, also isl auch I 9Bz eine imaginﬁrel stetige  Funkiion
von m zwischen dicsen Grenzen.

Selzt man aber m =0 alsov>4+0v>*=0d. h. =0, v=0
(da u* und »? nichl negaliv seyn kénnen) und mithin =0

”
so ist 3 9Bar = 1. In diesem Falle geht aber (14 u 4 vi)f
in 19 gber. Da nun 3 9Rg" dem einfachsten in 17 enthalte—

nen Werlhe gleich ist, nemlich der positiven Einheit, so heisst
das mithin, dass in dem bestimmten Falle, wenn u=0, v=0,

-
die Rethe I 9Bg” dem einfachsten in (I 4 u —{-v_i)_‘l ent-
ballenen Werlhe gleich ist. Waire dies nun nicht iiberhaupt
bei allen Werthen von. « der Fall, welche Werthen von m
entsprechen die < | sind, so miussle bei irgend einem sol-
chen Werthe eine Unterbrechung der Steligkeit statl finden,

.
withrend wir bewiesen haben, dass I 9Bz fir alle solche
Werlhe von z eine stetige Funkiion ist. Die Formel (§. 92
Form. 7)

(1 + x)7 = I IBa”
wo x = u# -} vi ist demnach so zu verstehen, dass man den
einfachsten Werth von (1 + )¢ d. h. denjenigen welcher dcm
einfachsten Werthe 1 von 19 entsprichl, durch (1 4 x)¢ he-
zeichnet.

Unler der Voraussetzung dass m < | hal man also, in-
dem man m cosy stall » und m sin 1 slail v selzt,

3) ]—{—mcas‘(,l}%—msmz// i)g
=1+ ‘iSBm cosg{;—{—“lim‘ cos 21/;—{—‘1‘Bm5 cos 3y ..

—}—i(‘l%m sin Y 4 ‘thQ sin 2y + ’IEm3 sin 3y +...)

Setzt man nun

(1 + mcosy)* + (m sin 1,0)2]é = (1 4+2mcosyy + m %f =z
L+ meosy = cosa
%
m sm—qf — sina
%
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wo unler « der kleinste Winkel verstanden wird, der die-~
sen Gleichungen Geniige leistet, so ist

- 4) (1 + mecosy + msiny .4}t

q
= (1 4 2mcos Y 4 m¥)? (cosa 4 sin .3)
p .
= (I + 2m cosy + m%? (cos ga + sin qa.i)
Zugleich jst
lg « = miiin W
1 + mcosy
und (§. 103)
5) a = drc (g M— *)
1 4+ mcosy

Man bemerke noch, ehe wir weiter gehen, dass alle vorher-
gehenden Betrachtungen ihre Gilligkeit auch fir den Werth

»
m = 1 behalten, sobald ¢ positiv ist, da die Reihe I 9Bz’
auch in diesem Falle noch convergirt und mithin auch dann
noch eine sletige Funktion von m bleibt (§. 92).

6.

Aus dem Vergleich von 3) und 4) folgt
ki
6) (L 4= 2m cos @ -+ m*? cos qo

1 2 3 '
=1+ "Bmcosy + 1Bm? cos 2y + 1Bm? cos 3y + .. .
kA
7) (I 4 2m cosyp + m?)? sin qa

1 2 3
= Bmsin Y 4+ "Bm? sin 2y -} Bm3sin 3y -+ . ..

n
Setzt man @ = =+ 0 also cosyw =20, sin ¢ = * 1 so ist

nach 5)

*} Selzt man stalt m sin ¥ und mcosyw wieder ihre Werthe » und

u so kann man statt 4) auch schreiben
g

[N utw]? = il 4u)2 + '07]-2[005 (gArcty ﬁ_v-;) + sin (q Arc tgi‘]i]

was mithin ebenfalls den Werth von ):9% (4 vi)" ansdrickt.
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a = Arc tg (T m)

7w

und da m < 1 isl, so liegt o zwischen — g und e da

tg (= ;):i]. Nun gehtin diesem Falle 1+ 2mcos - m?

in 1+ m? dber, aber m? = (fg «)? also 1 + m?2 = 1 | (ig a)?*

9

(sin a)? 1 - _ 2

= = 1 2m . b

1 + ) (cos @ mithin (I 4 2m.cos ¥ 4+ m?
1
= (cos ) Ferner ist cos ¢ = cos 3y ... = cos(2k - 1)y
= cos (2k-}- 1) ;_r = 0, dagegen ist cos 2y = cosm = — 1,
cosdyp — cos2m = 1 u.s.w.ysiny = =1, sindy =31
u.s.w. sin2p = sin 4 .... =0. Bericksichtigt man diese
Werthe und selzt noch statt m seinen Werth = sm e so ge-
cosa

hen die Formeln 6) und 7) in folgende tber
2 4 -
8) cos ga=(cosa)I—IB(sin a)?(cos «)1=2 } 1B(sin &)*(cos &)I~4—....
1 3

9) sinqe =98 sina (cos )i~ — 9B (sin a)3 (cos )73 + ....
Diese Formeln stimmen mit den Formeln 24)bis27) des §. 118
iiberein, nur dass nun ¢ nichl blos (wie dorl n) eine ganze
Zahl bedeutet, sondern jeden reellen Werth haben kann so-

bald e zwischen — ;;— und ;:— liegt. Unter dieser Beschrin~

kung miissen mithin auch die aus jenen Formeln abgeleiteien
Formeln 35), 36), 37) und 38) ihre Gellung behalten, d. h.
sie gelten fir jeden reellen Werth von = sobald a zwischen

— 1;— und —;—t— liegt.
[st ¢ posiliv und man setzt m = 1, so folgl aus 6) und 7)
g 1 2
(24 2 cos )2 cos qz =14 9B cos P + IBcos 2P +. ...
ki o 2
(2 4 2cos )% sinqa = IB siny + Bsin 2P 4 .. ..

26
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. , . . sin Y
In diesem Falle giebt Form. 5) dieser Nole fg a = — -
14 cosyp
Nun ist (§. 100)
I
(cos z)* = 1+ 005 2w
2
ferner
sin 20 = 2 sin x coswx
also wenn man 2z — 1 setzt,
sin W = 2 sin L cos 4y
I -+ cosy = 2 (cos y)?
Hieraus folg!
g ¢ = ig iy
- . 7 7 .
Aber « ist zwischen — 7 und 5 enthalten. Nimml man da-
. 7T 0
her an, dass ¥ zwischen km — 3 und An 5 enthalten
isl, so muss @ = Yy — km gesetzl werden. Man kann da-

her die zwei letzteren Formeln auch so schreiben:

g 1
10) (24-2cosv)2cos ¢ (% — k) = 14-78cos 1,0—]—?525 cos 2+ ...

]
1) (242c059)? sing (¥ —kn) = 9B sinyy + 99 sin 2.
W

2 7
wo nun —- von ke — 03 bis kn + 5 2u nehmen ist.

7.

In § 126 wurde gezeigl wic man irgend eine ganze
positive Polenz von sin @ und cos a aus den bekannten Wer-
then von sin e, sin2a ... sinna und cosa, cos 2a ... cos na
finden kann. Die vorhergehenden Formeln befidhigen uns die-
selbe Aufgabe auch fir gebrochene posilive Potenzen
zu losen. :

Man bemerke zunichst, dass in den Formeln 10) und 11)

q
der Ausdruck (2 4 2 cos)? vorkomm!, welcher immer po-
sitiv ist, da 2 4 2¢cosyy = 2 (1 4 cosy) und der Zahlen-
werth von cosy nicht > 1 seyn kann, zugleich der ein-
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fachste Werth der Polenz —2- genommen werden soll.  Nun
wurde schon 1 - cos = 2 (cos Lp)? geselzt, wolir man
q

auch 2 (*= cos L)* schreiben kann, dann ist aber (24 2 cos y)®
= 27 (£ cos W) = (= 2cos Ly)9. Da aber dieser Aus-
druck immer positiv seyn soll, so muss das obere oder untere
Zeichen genommen werden, je nachdem cos 4y positiv oder

. . U
negativ ist, also je nachdem 1y zwischen 2im — 5 und

2w -} % oder 2Im -} g und 2in 4 %7—1 cnthalten ist, wo '

l irgend eine ganze Zahl bedeutet. Man bezeichne irgend
eine reelle Zahl durch p, mulliplicire 10) mit cos p und 11)
mit sin p und addire die Resullale indem man die Formel 13)
des §. 95 beriicksichligl, so findet man

9
(2+2cos1/1) cos(%—qlm—p)

2
:cosp-f—ﬂjcos(l/z—p) + 1B cos 2y — p) -+ . ...
Schreibt man noch cos (p—{—qlm~—q%) statt cos (q%b—qkn—p)

L' s T
und setzt - = wx, so muss also z zwischen kn — > und

. -
kn 4+ % licgen und es ist (2 + 2 cosy)? = (= 2 cos x)1.

Ist also & = 2!/ so halt man
12) (2 cos x)? cos (p + 2¢qln — qx)
1 2
— cos p + 9B cos 2x — p) + 9B cos (4x — p) + ...
wo x zwischen 2im — ? und 2l 4 g liegt. -
Ist dagegen & = 2¢ 4 1 so hal man
13) (— 2 cos x)q cos (p + ¢ (21 + ) — g¢x)

= cos p + ‘713 cos (Zx—p) + q‘B cos (4x —p) + -
wo x zwischen 2in + —2— und 2ln 4 7 liegt.
26 %
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Setzl man p — g¢x so folgt aus 12}, wenn x zwischen
11 T,
2l — ) und 2m 4 0 liegt,

1 2
14)  (2cos x)7 cos 2qln=cos gx +9Bcos(g—2)x+TBcos(g—4)x +....

und aus 13}, wenn x zwischen 217r+g— und 2w d?ﬂliegt,

: 1
15) (—2cosx)9cosq (214 1) = cos gx + B cos{g—2) x ...

T
Selzl man p = ¢gx + 3 und bedenkt  dass berhaupt

T
cos (a -+ E] = — sin a, so folgt avs 12) und 13)
. 1 -
16) (2cos x)? sin 2gle = sin gx+ 98 sin(g—2)x+9Bsin(g—4)x+...
oder

1 2
17) (—2cos x)Tsin ¢(2{+ 1) =rsin gx+IBsin(qg—2)x+TBsin(q-4)x

. . 7 7

je nachdem x zwischen 2in — 7 und 2w -+ 5 oder zwi-
b1 3

schen 2im + -- und 2ln + 0 liegt. Setzl man x — —g

stall #, so gehl cosz in cos(x—g) = sin z iber, setzl man

zugleich p — gz so gehl cos (20 — p) = cos (p — 22} in

cos ((g—2)z + n) = — cos (g—2)z, dagegen cos (4o —p)

in cos (¢ —4)a + 2n) = cos{g—4)z u.s.w. lber. -
Macht man daher diese Subslitutionen in 12} so folgt

18) (2 sin =T cos ¢q( 20 4~ IE) e -

1 2

cos gr — 9B cos (¢ — 2) = + 9B cos (¢ —Hz |+ ....
wo nun z zwischen 2/ und (2! 4 1)z liegt.

Liegt dagegen = zwischen (2/ - 1)z und (2/4 2) 7 so
folgt aus 13) vermoge derselben Substitution
19) (— 2 sin )7 cos q (20 + %) o=

1 2 :
cos g — 1B cos (g — 2}z + B cos (g — 4) v ...
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. n s
Selzt man zugleich p = ¢z + 0y und & — 7 statl =, so
erhdlt man aus 12)
. 1
20) (2 sin &) sin g (2] + —2—) =

1 2
sin qo — 9B sin (¢ — 2) @ + 9B sin (g —4) v —.,..
wo x zwischen 2w und (2/-F1) 7 liegl, und aus 13)

21 (— 2 sin o)7 sin g (21 + ;) o=

1 2
sin gr — 9B sin (g — 2) * + 98 sin (g — 4) x —....
wenn o zwischen (2(-41)m und (204 2) 7 liegt.
Ist g eine ganze Zahl, so stimmen diesc Formeln mit
den in §. 126 iberein. Die Formel 14) z. B. geht nun, da

cos 2gle = 1 ist, in
: - 1
22)  29(cosz)1= cos qgx + B cos(g—2)z 4.4 qu cos{g—2q)z
iiber. Ist ¢ eine gerade Zahl = 2h so hat diese Reihe ein
1 1
L q 2 ,
Mittelglied 9% cos (g — 2 5) = 4B, ist g eine ungerade Zahl,

so giebt es kein solches Mittelglied; aber jedenfalls ist

cos [¢ — 2g] & = cos qz, cos [g— 2 (g— 1)) —cos (¢—2) =
q q-1 1
u.s.w., zugleich 8 = 1, 96 = 7B w.s.w. woraus die Ue-

bereinstimmung der Formel 22) mit den Formeln 44) und 45)
des §. 126 folgt. Aehnlich verhalt es sich mit den ibrigen

Formeln,
Selzt man I — 0 so erhdll man noch aus 14) und 16)

die bemerkenswerthen Formeln
1 2
23) (2 cos z)7 = cos gz + 1B cos (g — 2)z-+9Bcos(g—4) v+ ..
o1 2
24) 0 = singz -+ 1B sin (g — )z - 1B sin(g—4)z + ..
ich — — T hiso =~ gell
welehe von & = — 5 is ¢ = - gelten.

8.
Wenn man in der Formel (§. 5 dieser Nole]

(1 4 or = I "Ba’
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z = ovi selzl, so gill sie, so lange ('o?)% < 1 ist, also so
lange der Zahlenwerth von » < 1 ist. Selzl man nun
sin a v .
e— = tg a, so behidll mithin diese Formel ihre Gel-
cos a

tung, so lange der Zahlenwerth von fga <1, d. h. so lange

: T T ,
a zwischen — T und T liegt. Unler dieser Vorausselzung

hal man also, auch wenn n keine ganze Zahl ist,

(1+sina,)n 1_*_n}jsma.+,,B(sma)2+.“

cos a cos a cos a
zugleich ist, nach §. 113 Form. 27,
{(cos a -} sina.4y* = cos na -+ sinna.i

Es missen mithin alle Resultate, welche wir frither (§. 1181T)
unter der Vorausselzung, dass = eine ganze posilive Zahl
st, lediglich aus diesen Formeln abgeleitet haben, auch fiir
andere reelle Werthe von n ihre Geltung behallen, sobald der

Zahlenwerth von ¢ < —;E ist. Namentlich hal man, den For-

meln 24) bis 27) des §. 118 entsprechend,

2
25) cos na = (cos a)* — ™ (cos @2 (sin a)?
4
478 (cos a)*™* (sin a)t — . .
1 3
26)  sin na = "B (cos a)*”! sina — "B (cos a)*? (sin a)?

5
+ "B (cos )" (sin )5 — . ..
nur mit dem Unlerschiede, dass nun die Reihen nicht abbre-

chen. Es verschwindet daher auch der Unterschied zwischen
geraden und ungeraden =.

Ausserdem gelten diese Formeln auch noch fiir {ga=—==+1,

also fir a—=* 4, sobald n positiv ist, wie aus der in §. 5
dieser Note gemachten Bemerkung erhellt. In diesem Falle
ist sin % = cos —73 VZ und die Formeln 25) und 26)

verwandeln sich in

n
T 1~ . "
cos (n . —) = ()% [ "B+ T — ]
4 2
sin (n . —) = () 3 » + _
4 p
9.
7 i 1 Jassen sich
Da ferner wenn a < n auch sin o < 11ist, so h,
n n-1
‘ 2 o
sin @ = » geselzt, die Werthe von (1 — 2% (1 —2%) % ...
noch immer nach dem binomischen Lehrsalz entwickeln, auch
wenn ﬁ, 1_1__1 . keine ganzen Zahlen sind. Man kann
2 2

demnach die Resultale der §§. 122 bis 124 auch auf den
Fall iiberiragen, wenn n keine ganze positive Zahl ist, sobald

e -
der Zahlenwerth von a < "y (oder auch, wenn 2 posiliv,

und findet, den Formeln 35), 36}, 37), 38) enl-

a ==+ Z)
sprechend, die unendlichen Reihen

n?(n?

27) cosna = 1 — %2 (sin @)% - —li—;—_‘l—) (sin a)*
— n21 (n22 ——322)4(17,2 5—‘ 2))—2 (sin @) 4 .. .-
T n*—1 ' (n2—1)(n*—3?)

28) cosmz,—_cosa[l-—~1 5 (sin (1)2-}—21.—2.’5~4 (sina)*

(2 — 1) (p? — 3% (n? — 5%

B T A T - a i M N
' . . - n (n2 — 2%) .
29) sinna = cos a [n sin & — _1L./2 —3 (sin a)®
2 42
+"_(11’Lt2£;ﬂ¥5 ) (sin ) — .. . ]
n(n?-1 -1)(n*-3%), . s
30) ~ sinne=nsina— 1[ 5 g(sma}i}— —]——3)4 5 (sin a)
sinvt
Da der Ausdruck {cos vi - sin vi.i)* = (cos )" [1 + osvi 1]
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sich, auch wenn n keine ganze Zahl ist, noch immer nach dem
binomischen Lehrsalz entwickeln ldssl, sobald der Zahlenwerth
von 2% Keiner als die Einheit ist, so gelten nach §.129
cos vi
die Formeln 25 bis 30 unter dieser Beschridnkung auch dann
noch, wenn man oi statl a selzl.
Dagegen kann man hier nicht mehr, den Resultaten des
§. 125 cntsprechend, aus den vier Formeln 27 bis 30 vier
neue Formeln ableiten, da sobald = keine ganze positive

Zahl ist, auch die Formeln cos n (g — a) = * ¢os na;
. 7
sinn (7 — a) = 7= sinna nichl mehr slatt finden.
10.
D sin na n? a3 T ntad
a —— = a — = S — 5
n 123 T T334 89

. - . . sin na
Form. 5), so folgl, wenn lim (n —) den Werth bedecutet,

welchen s na fir n —= 0 annimmt
n
. sin na
lim ( ) = a. Ist aber a zwischen — hid und Eid ent-
n 4
halten, so folgt auch aus 30)
. ,Sin na ) 1 (sin a)3 1.3 (sina)s
lim ) = s — —
() =sina + & = + 5
mithin
(sin a)® 1. 3 (sin a)’

1
31 a:sina—{—? 3 51 IR

vermoge welcher Formel man jede Zahl a, die nicht grosser

T .
als N ist, aus ihrem bekannten Sinus berechnen kann. Selzt

man sina—z und hezeichnet man a durch Are sinz so geht
diese Formel in

1 23 1.3 %5

Arcsinz:z—{—gg—}- 4%—

™o

iber.
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Auch folgl aus 29)
i sin n—(-l) = cosa [sina + 2 (sin a‘5+2¥—4 (sina)®. . .]
im (— = = 3 ! 3.5

. T T
also wenn a zwischen — T und T liegt,

: 2 . 2.4
32) a = cosa [sin a+§ (sin a)3 35 (sin a)> . . ]

T o
Bezeichnet b eine Zahl, welche zwischen I und — liegl, so

2
T . . T,
ist 5 b eine Zahl die zwischen O und T liegt, setzl man
also g — b—a so kann man a vermillelst der Formeln 31)
und 32) berechnen. Nun ist sin @ — cos b und cosa = sinb

also nach 31)
1
g — b = cosb +

d. h,
b = % — [cosb +
und nach 32)

(cos b)3 1.3 (cos b)°
3 e

1 (cos b)3 1.3 (cos b)*
2 3 Tz 5 "

. B 2 L, 2.4 .
E—b:smb[cosb—}—g(cosb) —}—m(cosb) o]
also

7 . 2 s 2.4 5
b =5 — sinb [cosb —}—g(cosb) -+ 3% (cos )5 . . ]

Man kann die Formel 32) noch in folgender Weise umgestal-

ten. Man multiplicire mit cos a so hat man

2 2.4
acos a = (cos a)? [sina + 5 (sin a)® 3% (sina)s 4+ ...]
Selzl man nun 1--—{sin a)* stalt (cos a)®* und vereinigt dic Glie-
der, welche dieselbe Potenz von sin a enthalten, so erhall man

1 1.2 1.2.4
" acosa :sina——§ (s-ina)5~‘3—-5(sina)5—3.5 7(sina)7...
oder
sin a 1 1.2 1.2.4
M e L (sinal? — — = (sina)* — 6
a_cosa[l 3 (sin a) 3'5(sma) 3'5_7(szna) ]
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Nun ist sin a — 1
— = {9 @ und ebendeswegen (cos a]l:-l_f_(tg a)é
. tg a)?
also {sin a)? — 7£_g_
( ) 1 (tg a)? und daher
33) a = lga [l_l_( )___,1 2 _lga )_
3 1+ (tga)? 1 (tg a)?

so dass man die Zahl ¢ aus ihrer Tangenle berechnen kann.
Eine einfachere Formel zu demselben Zwecke wird in der
folgenden Note gefunden werden.

11.

Verfolgt man das Verfahren, welches hier angewandt
wurde, weiter, so findet man, dass man nicht blos a sondern
auch jede hohere ungerade (ganze) Potenz von a durch eine
nach Potenzen von sin ¢ fortlaufende Reihe ausdriicken kann.
Will man z. B. eine solche Reihe fiir a3 finden, so gehe man
von der Formel ' ‘

sin na
—— —a
n : -~ a3 n?a’
e T T.z.3 1.2.3.4.5 1
aus. Selzt man n = 0 und bezeichnet den Werth, welchen
sin na '
a — .
— unter dieser Voraussetzung annimmt, durch
sin na _
lim <-— —————) so hat man’

sin na
a — ——
( n) al
im{ —— ) = —
n? 1.2.3

Nun folgt aus 30) und 31)

sinna_]+(n2_]) - \ 1'32_(112__[)("2_32)'.
a—— m="q g3 CmOt T g 5
oder
sin na ,
a — -
YT e _pmar w0
W T 123 T2.3.435 A
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also

10 259
a3 = (sin a)® + — [szna) + i 556 5 (sin @)’ ... . %)

Auch kann man auf ahnllche Weise jede gerade Potenz von
a durch eine nach Polenzen von sina fortlaufende Reihe aus—

driicken. Denn aus

cosma = 1 — ;5 + 53

folgt, wenn man den Werth, welchen — = fir n=20
1 —
annimmt | durch lim (——7 cos na) bezeichnet,
n*
. 1 — cos na a?
lzm(-— n? ):i_;&
und aus 27)
1 — cos na a® (sin a)? 22
lim (— ) =i == T3 + T 2.3 (sin a)
22 .42
_ ; 6
+ 153456 md
also
2 ,sina 2.4 (sin a)®
(12——(sma)2—{—§(T 35 3 4

*) Das Gesetz, welches die Coefficienten in dieser Reihe befol-

gen, ergiebt sich aus §. 76 Form. 43. Neont man ™1 den
4.5..2r4 1

Coefficienten von (sin a)2r+1, so ist Ar_1 die Summe der Combina—

tiopen ohne Wiederholung zur Classe »r — 1 aus den Elementen

1, 32, 5%...(2r—1)%; z. B. 10 = 14 3%, 259 = 1.3+ 1.5°+4 32.5%

Denn A ) ist der Coefficient von n? in der Eatwickelung der r Fak—
—

toren (n?— 1) (% — 3%)...(n% — (2r—1)2). Setzt man aber in der er-

wihaten Formel a, = —1, by = — 3% u.s.w. und g, = n® so er—

giebt sich aus derselben

T -1
(n® — 1) (n2—32)....[n2~(‘Zr—l)2]:C1—|—C‘nz-{—'..-.
wo sich die Combinationen auf die Elemeote —1, —3%, u.s.w. be—

-
ziehey und wofir man (—1)7 C* + (— 171 a2 ... schreiben
kann, wenn man dalir die positiven Elemente 1, 32, 52 u.s.w. nimml.
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und es ergiebl sich aus dem Vorhergehenden wie man a* aS...
ebenfalls durch Forlsetzung dieser Beirachtung finden konnic.

Note IX.
Ueber die Berechnung der Zahl m.

I.
Die vorhergehende Note enthall verschiedene Formeln,
welche uns in den Stand selzen, den Werth der Zahl m ver-
mitlelst convergirender Reihen zu berechnen (vgl. §. 100).

03
Selzt man z. B in 31) slall @ den Werlh —, so erhilt man

4 )
wegen st i !
sin — — ——
8¢ VS
b2 1 1 1 ] 1 1
I=]7§+'€'2]/2§+z. 22]/2 5
Eine einfachere Formel erhalt man aus 32) nemlich

r 1 2 1 2.1 1
Ty tyoe st

4 2
und 33) giebt
7T 1 1
?:1_.3_,?_ () 7() ......

Andere theils einfachere theils stirker convrerglrende Reihen
erhdll man aus folgenden, auch an und fir sich wichligen,
Betrachiungen.

2.
Versteht man unler log (1 - 0vé) den einfachsien Lo~
log(1+-vi)

garilhmen von 1 -} »i und setzt 1 4 vi —e so hat

man (§. 113 Formel 26) [ fog( 1+m)] = cqlog(l_i_vi)

oder 1+ o) = o7 lostite
und demnach (§. 93)

(1 + vift = 14g¢ log(l—{—vi)—{—% [log (1 + oi)]* + ....

und
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1 -f-0i)1— 1 . ,
o TR g U viy 4 llog (1o
Aus der in der vorhergehenden Note gefundenen Formel
(I 4 o) = STBa’

folgl aber, wenn man & — vi selzl,

- 1
(o)t — 1o goip 897D e WM s

welche, wenn ¢ posiliv isl, fir die Zahlenwerthe von v die
nicht > 1 sind, gilt. Hieraus folgt

o _ —1)(g—2) .
g U +"qu — vi + ("T% (vi)? + (—72—)_(%3) CORS 8

: 7 — 1 .

Bezeichnet lim- [“—_’—L—] die Grenze, welcher sich

q
(4of?—1 unbeschrankt nahert, wenn man ¢ unbeschrinktl

q
abnehmen ldssl, so hat man nach Form. 1)
l ) — 1

3) lim [%h] = log (1 + vi

q

da die Reihe °
T ltog (1 + wi]* 4 57— [log (1 4 0il® +

= 2 [(og (1 4 vi)* + £ Uog (1 + o2 + .. ]
wie die in Klammmern slehende Reihe [log (1 + vi)]?
- % [log' (Y + ©v3)]® 4 . .. eine convergirende isl, und
mithin verschwinden muss, wenn man ¢ = 0 selzt.

Aus Formel 2) folgt aber

4)  lim [“_Jfﬂ—_‘] S U L

q 2 3 4
Aus Formel 3) und 4) erhidlt man daher
oo {vd)* (wi)*  (o3)*
5) log(l—{—m)_am—ﬁzﬁ——f— 3 T+"'
v ot 0® . »3 ps
:5——4—{——6—— .—|—z(v——§+g—...)

Nun haben wir (nach §. 106 Form. 18;
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log (1 + »i) = log {1 + vg)’l" + i.drc g v
und nach §. 83 Form. 12)

L 1 »? o* 08
l n? . By — . v
og (1 + 07 5 log(l 4 o7 5 i T
also
»3 ¥ 07
6) Arctgv:v—§+g~7....
oder, wenn man Arc {g v = a, also v = tg a selzl,

1 1
7) a=—tga — %(lga)5—f~g(lga]5—7(lga)7—f—....

welches eine einfachere Formel zur Berechnung der Zahl «
aus ihrer Tangente, als die in der vorhergehenden Nole For-
mel 33) gefundene ist.

Aus Formel 5) folgt auch noch

ot pt b Y.
8) log(]—m):;—z—{—g—...——z\v—3—}—3—...)
Also nach 6)
. (140i)—log (1 —wvs) T 14 vi
9) Arctgo = log 5 — =g Iog(]_m_)
3.

Wir machen nochmals darauf aulmerksam, dass die For-
mel 6) nur dann stall hat, wenn der Zahlenwerth von o die
Einheit nicht iibersteigt und dass Arctgv die kleinste Zahl
bedeutet, deren Tangenle den Werth v hat (§. 105).

Nun ist% die kleinsle Zahl, deren Sinus und Cosinus

denselben Werth haben (§. 99) deren Tangente mithin — 1
ist, folglich kionnen mit Hiilfe der Formel 6) nur solche Zah-
len aus ihrer bekannten Tangente berechnet werden, welche

nicht ausserhalb der Grenzen — —;i und Tﬂ liegen.
Ist v = 1 so folgt aus 6)
13 1 1 1
10) T=l—§—}—g—7....

Mil Hilfe dieser einfachen convergirenden Reihe kann also
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der Werth vou T mil jedem Grade von Genauigkeit nihe-

rungsweise gefunden werden (vgl. §. 100). Wir werden aber
spiter zeigen (Note XI) dass s keine ralionale Zahl ist und
sich daher iberhaupt nicht anders als niherungsweise durch
ralionale Zahlen ausdricken lésst.
Aus 10) folgt
] 1 1 i}
3 —+ 3 T )
und hieraus berechnet man
was zugleich die Linge der Peripherie eines Kreises ausdriickt,
dessen Halbmesser der Einheil gleich geselzt wird (§. 101)*).
In Formel 10) sind die Glieder der Reihe abwechselnd

2 = 8 (1 —

positiv und negativ. Selzt man allmilich r = 1, 2, 3 ... so
1
sind die positiven’ Glieder simmtlich in der Form 3 die
r—
negativen in der Form 1 enthalten. Seizi man also ni-
r—
herungsweise
2 1 1 1 1 1
- =1 - - — = .- —_—
4 _ 3 + 5 7 + 4r— 3 4r—1

. LT 5 .
so heisst das, man berechnet 7 2us den 2r ersten Gliedern

der Reihe. Nenni man den vernachlissigten Theil der Reihe
R, so hat man
1 1 1 1

R=4r+l—4r+3+lf7’+5—m"'

*) Man hat allmilich die Zahl zn bis zu einer selir grossen Reihe
von Decimalstellen berechnet, In dem Crelle’schen Journal fir die
reine u. angew. Mathematik Bd. 27 S. 198 findet man den Werth bis
auf 200 Decimalstellen von dem bekannten Koplrechner Dahse be-
rechnet. ln Grunerts Archiv fir Mathematik und Physik Bd. 25
S. 472 findet man sogar die Berechnung bis auf 500 Decimalstellen
fortgesetzt. Die ersten Stellen sind

n = 3, 14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288
bis dahin hat Ludolph von Cola die Rechnung ausgefiihrt, weswegen
diese Zahl auch die Ludolphinische genaont wird. '
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also
R 1 l 59
>4r{LT_4+3‘”9 5 59)
d. h.
2
R
~ e 1) (dr £ 3)
Setzt man nun r = 100, d. h. brauchl man zur Berechnung

von g die erslen 200 Glieder der Reihe, so vernachlissigt

2
- = 1....
man mehr als 301 403 0, 06600

Um also Z bis auf die 5te Decimalsielle genau zu finden,

muss man jedenfalls mehr als 200 Glieder der Reihe 10) ver-
wandeln, d. h. diese Reihe convergirt selr langsam und es
ist sehr mihselig aus ihr den Werth von 7 mil grosser Ge-
nauigkeil zu berechnen. Man kann aber leichl aus dem Vor-
hergehenden starker convergirende Reihen finden.

4,
Aus Formel 9) folgt, wenn man v = 1 setzt,

14 1 I+ 4
T=5 b
i og (y—)

oder da ]—+ Z =1

1 —
1i " — L 4oyt (vgl § 103 am Schl
) T % og i (vgl. §. m Schluss)

1 1 21 —
Man setze nun i = (—— + iy’ N ol ¢
I — ¢ I — 2gi — ¢
so folgt hieraus i-}2¢— g% =1 2¢qi—g?* also 1 —2¢—¢*=0
d. h. ¢g=1/2—1, also
] 2 — 1 2—1)i
-[ +(V Ljl undlog’i.:‘Z[og[ +V ]
P—(/2—1) e Ny ey ¥

und wenn man diesen Werth in 11) subsliluirl
L [1 + (2—1)i ]
PG Ny S Y

V12
Z = 9.
4
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oder nach 9), wenn man /2 —1 (was << 1 isl) slall o selz|

2—1)3 __1)5 )
T=2( 21 — “/hB_l_ AT S
5
d. h.
T 1/? —1p (2
1) g =12 -+ Y=
Selzl man niaherungsweise g — ]/2_] _(1/__2—] 3 .
VI 1 o 1yt
-+ (v 4r_é - %%— so dass man also 2r Glie-

der zur Berechnung anwendet, so ist, wenn R den vernach-

4r+4-1
(AT
4r+ |
{vgl.§.59). Selzl man nun z. B. r =3, so isLR<-ﬂ/2];—l)13
d. h. B < 0,0000009. Man erhilt mithin, indem man die

sechs ersten Glieder der Reihe 12) anwendel, den Werth

lissigten Theil der Reihe bezeichnet, R <«

T, . . . .
von — bis aul eine Einheil der sechsien Decimalstelle genau.

8

Eine nicht so stark convergirende aber bequemere Reihe
erhill man, wenn man

: 1+ gi
b= (1“’71)
selzt , denn hieraus folgl
= —1=(;F

I — qz
und demnach, wenn man die dritte Polenz entwickelt,
— (I —3¢gi— 3¢*>+ ¢3¢ = ]+3qz—3q ~q~"z

also 3¢2 — 1 —= 0 oder ¢ = »1/_3
Mithin
1 1

+
(l qt )7 ode r‘v 17-3 — ———]/_3\3 3 5)

und
27



1 1 )
3724y 3 37 e — 1)
Wendet man hier wieder 2r Glieder der in Klammern stehen-
den Reihe zur Berechnung an, d. h. nimmt man dic Reihe bis

zum Gliede — —— L so isl der vernachlissigte Theil
3 (47-—1)
R kleiner als - —l Um z zu erhalten missie man
" 441

3
noch mit = multipliciren und der Fehler des Resullals be-

yvs L

Irige weniger als —— 2 .
3% (4r 1)

4
— 0,00004 . ...,

1@ 1

4 36 .13

Setzt man uun wieder

r = 3 so ist d. h. man er-

hialt wenn man 6 Glieder der Reihe 13) anwendel, g mit

einer Genauigkeit, dic um weniger als 5 Einheiten der
5 Decimalstellen von der Wahrheit abweicht. In der That

13 1 1 1 1 1
= = = e = ==
4 ( 32+32.5 35.7+3".9 35.11)
Aus dem oben gegebenen Werthe 27x == 625318 ...

findet man
—0,39266 ....
folgl aber, wenn man mit 16 dividirt, g = 0,39269 so dass

der Unterschied nicht 4 Einheilen der 5ten Decimalstelle betrigt.
Andere stark convergirende Reihen ergeben sich durch
folgendes Verfahren. Man selze
I i = k(0 + pi) (1 + gi)
1 — vi = k(1 — pi) (1 — ¢i)

so ist l =k — pg);0 =%k (p + ¢} also
by — P T4
1 — pg
und
T v —p
9 [ g
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Ist also » gegeben und man nimmt p willkiihrlich an, so kann
man hiernach ¢ berechnen. Setzt man dann

L4 g =k (1 4 pid) (1 + qi)

1 —qi = k' (1 — p3) (1 — ¢19)
9 — P

so findet man ebenso ¢; =
I+ qr1

Man hat demnach

| 1—}—vi_(1+pz\(l+qi“
5) T—oi (1 —pi) 1 — qi
wenn ¢ = o _{_—57;. Ferner

Ldoi (14 p) (14 i) 1+ 0id

U5 (T—pi) (1 — i) (1 — qui)
wenn zugleich ¢, = Iq+ :; Ebenso finde man

b o (L4 pi) (U4 pid) (1A pai) (L 4 gad
1T —oi (1 —pi) (1 — pii) (I — poi) (1 — 929)
wenn auch noch_qg p— ]ql+“q{?p;, und

Vboi (L pi) (i) (1 +pai) (1+psi) (1 g)

) 1w T =) (1 —pai) (1= pad) (I —psi) (1 g5i)
wenn ausserdem gz = 1q2+_q2p;5 und man sieht wie dies

Verfahren forlzuselzen isl.

1
Ist nun z. B. v = 1 und man nimmt p = o s0 folgt
(aus 14) q:_l§ und nach 15)
1 1. |
— —
( + 2 " * 3
- (D). )
1 — 5 —_— _3_ ’l
folglich
i Ptryg
et == = l —_10
Ui A "g< Jr?zg L
—— 1
oder
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1 1 1
[ TR T
1 1 1
EREIE I Tl

!
Selzl man p = p, = py == p; = 5 und » = 1, so findet

man ¢ — 30 0= ]~77—, gy = 436’ q5:~2% also nach 16)
1
1 4 4 3 239
— ( ) ) (—*'-—-
T35t 239
und demnach
I
N Ry G (_ %19_
4 i ) i
5 39
| ]
=Gy st )
1 1 : 1

— (g — 5230 5 2305 )
welcher Ausdruck sehr rasch convergirt. Man sieht leicht
dass sich aus derselben Quelle eine Menge noch slirker con-

vergirender Reihen ableiten lassen.

5.

1
Die Formel dre tg v = = 5 log (

wenn der Zahlenwerth von o grosser als dle Einheit ist, nur

darf man alsdann diesen Ausdruck nicht mehr der Reihe
o5

v — + — gleich setzen. Aus §. 106 Form. 18) folgl

) gilt auch noch,

nemhch fir ]edes v
log (I + vi) = log (I + v9)? 4 i dre 1g v
log (I — vi) = log (1 + 02)71 — i Arc g v

also, wenn man dic zweile Gleichung von der erslen ubzieht,
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! L4 o2
Arclgv:Q—ilog( -—m)
findet ebenso
Man fin ] 1 4 2
Arc tg v = 5 log ( - uz)

und wmithin (1 4 i) (I _|_th)

1
dro tg v+ Are tg u = g log T )

v 4+ u
1 S
:Zlog(l D_—I—u)
1 — vu
1 (1 4 vi) (1 — w)
Arc lg v — Arc lg w = % log 0= oyl :uz)
0 — U
=
— lag (——— po ——T)
1 o’
d. h. ot
17) Arcigv—{—Arctgu:Arctgl_‘Ju
' 22
18) Arc tg v — Arc tg u = Arc ¢ T -r-vu
st vu = | also u = 1; so folgt hieraus
1 n
Arctgv+Arctgg:Arclgoo:§
sin "
da tg g— = f’i— = % = o und zugleich -g die kleinste
cos &

Zahl ist, deren Cosinus Null ist (§. 99). |
Auch diese Formeln kann man zur Berechnung der Zahl

7t anwenden. .
Aus der Formel 6) ergiebt sich nemlich, dass dieselbe
desto rascher convergirl, einen je kleineren Bruch man slalt

7
o nimmt. Kann man also vermiltelst Form. 17) z. B. T d. h.



422

Arc tg 1 in eine Summe von Zahlen zerlegen, deren Tangen-
ten kleine dchte Briiche sind, so wird man vermittelst Form. 6)

w
den Werth von N desto rascher mit grosser Genauigkeit fin-

den, je kleiner jene schten Briiche sind.

Setzl man z. B.v:%,u:%so folgt aus 17)
] 1
Arct.‘l-}—Acll Are t g+§ A[l
ol » = = r —_— = . -
I 5 Y5 g(} 11 Yy
58
Ferner
L
| 1 2 3 n
Clg -— A 14 —_— = — —_— j—— . —_
A1092 + rcg3 Arctg(l ] ]) A7clg]._4
23
also

Man kann die Betrachtungen des §. 2 dieser Nole noch

. 2
verallgemeinern.  Schreibt man o (1t 2m cos y 4 m)

Slatt

b+ 2m cos + m? und '™ statt cos 9@ ~|- sin ga i so hat

man nach Formel 3) und 4) der vorhergehenden Note, sobald
der Zahlenwerth von m < 1 st

ilog{l-{-?m cos iy - m?)
2

e LD — eq{ai—f—{,log(l-l—chosl/z-{-mz]

1 2
= 1 + 9Bm (cos + sin i) 4- 9Bm? (cos 2y - sin Q).

Andererseits jst
gloitilog{14-2m cosym? 1
oMt abolt b ommeyon =1t dlestglog (14 2meosy 4 ma

2 1
- fq L+ 5 log (14 2mcosy 4 omyp 4
Mithin ist auch, wenn man in beiden En[wickelungen die Ein-

1
heit abziehl und dann durch 98 — g dividirt,

423

— U m? (cos 2 - sin 2.8 ...

m (cos P 4§ sim.i) 7 D)

1
! . 9r .. ¢ . 22
= ai+—2—log(l+2m cosg{H—mZ)—k1—.2[az+5109(1—}2171(.087704—711 NE+
Setzt man also ¢ = 0 so folgl

19) ;— (log (1 -+ 2m cos Y + m?) + ai

= mcos W + siny i) — 5 (cos 2y - sin 2y . i) |-

Diese Gleichung zerlegt sich in zwei, und zwar, wenn man
den Werth von « aus Formel 5) der vorhergehenden Note

nimmt, so folgt . 5

m m _
20) %log(l+2-rncosl,l/+7"2):mcosw—?coszw+—3~ws£;w

. N 5
m s Y in % sin2 = sin 3P — ...
T = =M SIMY — — S 2Y + — §1
21) Arctg1+mw“/} ¥ 2 3 _
Die Formel 6) dieser Note folgl aus 21) wenn man 3 = 5
setzt. .
Selzt man in 20) m = 1, so erhill man die Formel

I l -
22) %log (2 4 Zeosyp) = cosp — 5 cos 2+ cos Iy — ..

welche ebenfalls noch giiltig ist, da auch die Foreln 3) und
4) der fritheren Note ihre Gellung behalten wenn m = 1, ss—
bald nur ¢ posiliv ist, und wir hier in d.er That ¥(em neiali—
ves ¢ zu beriicksichligen brauchen. lr{ einem beslnmmt-er;1 "alle
jedoch hat die Gleichung 22} keinen Sinn mebr, obgleic J;anc
Formeln ihre Geltung behalten, nemlich wenn @ —(2k 4 1}«

wo k eine ganze Zahl bedeutet. Dann nemlich ist cos:,ﬂ:l—l,
cos 2¢p = 1, cos 3y = — 1, cosdy =1 u s w sm.q/
= sin2y ... = 0. Die Formel 3) verwandelt sich daher in
= g |
O:l—9£’13+9%....:(1_])7 (8. 63)

o1
Die linke Seite der Gleichung 22) dagegen geht in 5 lg (0)

: 1 1
iiber, wihrend die rechte Seite — (1 4 5 + El + ...

also cine divergirende Reihe wird {§. 45). Der Grund dieser
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Erscheinung liegt darin, dass weil nun 1 4-2mcosyp +m? = 0

log(142 2 .
0g( 1+ 2m cos y+ m?) seine

ist, der im Obigen benutzte Ausdruck e
Bedeutung verliert.
Setzt man in 22) = 4 w stalt w so erhill man
1? log (2 —2cosyw) = —cos p — b cos 2y — —l— cos 3w ...
2 3
welche Formel nur dann ihre Bedeulung verliert, wenn w— 247,
wo k wieder eine ganze Zahl ist.

Setzt man in 21) m == | so folgl
) L 1
23) Are tg l :’_ncz)l;w =siny — & sin 2»/;4—3 sin 3w —— ...

Nun kann man, wie schon friher bemerkt wurde, sin 1y

= 2sin Ly cos yw, 1 4-cosw=2 (cos Lw)? selzen, woraus
sin W sin by

— = = = g Ly folgt, vorausgesetzl, dass

1+ cos vy cost ’ ’

cos 4w nicht Null ist, was fir y — * n der Fall seyn wiirde.

So lange w zwischen — 7z und 7 liegl, kann man also stall
23) schreiben
24) Arc tg (tg 4y) = sinyY — Lsin Ry - fsin 3y — ...,

Man darf hierbei die Bedeultung von drc g (tg iy} nicht
ausser Augen lassen, wodurch die kleinste Zahl, deren
Tangente der Tangenle von 1y gleich ist, bezeichnet wird.

So lange wy zwischen — n und = liegt, also % zwischen

b n
-5 und 5 ist daher Arc g (tg Jyw) = Sy und mithin
25) Yy =sim Yy — Lsin %Y & fsin 3y ... L.
da es innerhalb der Grenzen — g unid % nicht zwei Zahlen

giebt, welche dieselbe Tangente haben (§. 105). Ist aber
Y = W' X2, wo Y eine zwischen ~g— und g liegende

Zahl bedeulet, so ist tg Ly = tg 43’ und mithin Arc tg (1g 1)
= 3y’ zu selzen, so dass man wieder mit Beriicksichtigung
der Gleichungen sin (v’ = 2m) — sin ', sin 2 (Y * Un)
= sin 2y w.s.w. auf die Gleichung 25) zuriickkommt.
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Istyy = 7, so wird dic Reihc sin ¥ — A sin 2y4-fsin 31,[1—.'..
s cinzelne ihrer Glieder den Werth Null haben, dic
sin Y

Formel 23) bleibt insofern richlig als s === 1,7) in den un-

wie jede

bestimmlen Ausdruck 8 abergeht, mithin Are tg (§) auch Null
pedeuten kann. Dagegen ist nun die Formel 24) und die aus
ihr folgende Formel 25) nicht mehr brauchbar.

Selzt man sin® — i sin2y + fsin 3y.... = F(y) so
ist zwischen den Grenzen — 7 und 7z diese Funklion von Y
eine stelige, denn es ist Fy = 3, Fp —h) = 4y —h),
also wenn h unbegrenzt abnimmt, so nahert sich Fly - h)
dem Fy unbegrenzt. Bei den Werthen @ — 2= hort aber
die Steligkeit auf, da F(* n) = 0 ist, wihrend F[Z(m—h)]
= 2= 4 (m—h) ist (Note VI, §. 1).

Note X.

Die reciproken Potenzreihen und die Bernonllischen ZLahlen.

1.
Aus der Formel 21) in Note VI folgt

sinx x? x? z?
L L+
und

$2

. 22 z?
logs’l:,_x = log {1 — 7?2)+ log(t — _22715) +log (1 — E’Fﬂa)_}—w

x? x?
Ist # < m-so kann man log {} — 7?)) log {1 — 2’6;2)“'5'“"
nach der Formel (§. 84)
z? 3
g (l — @) = — & — 2 — = - .-
z? x2
entwickeln, indem man allmilich T gag SV statt a selzt,
und findet demnach
sin T x* 1zt 1 =%
log = == " m T 2w 3 b



I w2 I 1 ¢ I ] g6
A L e A T
1zt 1 1ozt 1] g6
R I T R T

Da nun diese Entwickelung eine Doppelreihe bildel, bei wel-
cher alle Horizonlalreihen convergiren sowie auch deren Sumnie,
selbst wenn man alle Glieder positiv nimml, so hat wan, in-
dem man die Verticalreihen addirt

. sin @ z? | ]
0g9 :—ﬁg(]+§+;ﬁ+- )
1 z# 1 1
-§;(1+2—4+§+- )
1 z6 1 1
53;5(]+25+3—6+w )
oder wenn man
] 1
1 : - —
+22m+32m+42m+"" ng
selzt,
sin x z? 1 x* 1 6
l = — . —— o — = — — ..
o9 T 2 ne 2 Tt e 3861:5
Nun ist
sin x x? x*
log = = log (1 — % 4 %=
9 o | fz3 12335
Selzl man also 2 = u, so hal man, wenn = < m,
u u?
log (I — — = e I
o9 Tz 3T i 3. 3.1 )
S, 1S, 18 |
T T et T mY Ty e

Vergleicht man diesen Ausdruck mit Formel 3) der Nole VI,

1
12y
1

1 .
T.2.3.4 5 “hgemein A = (=17 - o sy

indem man u stalt des dortigen x selzt, soist nun 4, =

Ag___‘
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S
S S 1 2r .-
Ferner oy = — —i, Ay — — ;)'44.... a, = — — —. Die
T 7T r r
T
Formel 4) jener Nole geht daher in .
S
2r y-+1 T 82 1
— = (— — — (=1 = . 5 —
o =1 '1.2.3,..(2r—}—1)+( ) 1.2 2r—1)

S .
1'—184_ ! 2 2,292 . l_
+ (_1) ;‘q. l(!;—_d_)—l_( ) ﬂ?,—_g' l&d

oder in

) W r Sor Sarmp 1 S2r—_4 o

) (=1 ‘réjih]_)“*;{ﬁ';rzf—f],zﬁ nzr—4' 2.34.5"
. Se 1

+ =0 2t 1.2, . 2r— 1)

iber, wodurch eine recurrirende Formel fir die Grossen

b Sy o S, gefunden ist. Ebenso giebt die. Formel 5)

jener Note eine independente Formel zur Berechnung von
S_  nemlich
2r

] S2r k k-1 1k
2) — — =Z2(— 1) .—T"Cp
ro_2r 10 k
7t
. - . 1
wo sich nun die Combinationen auf die Elemente A1=*T o
1
Ay, = T2 3.4.5 u.s. w. beziehen.
Selzt man z. B. in lelzterer Formel » = 1 so folgt
Sy . 1
— = = 10p == 4, = — —
n* P ! 1.2.3
also
] 1 et
82:1—1—2—2—*—@—'—...:—5
Setzt man r = 2 so hat man )
1S, 1 1,2 1 111 2
—y s = gh A =100y 5 (am)

woraus



428

I J nt
S4:I+2‘4+3—4+"‘:§6
folgt. Bequemerist es naliirlich, sobald man einmal §, kenat,
die folgenden Summen S, u.s.w. vermittelst der recurrirenden
Formel 1) zu berechnen. Es giebl noch eine grosse Anzahl
ahnlicher sowohl recurrirender als independenter Formeln;
hier mogen noch folgende Plalz finden.
Nach Formel 20) der Note VI ist
2% g2 22zt 22z?

cos T = (I - _ﬂE_) (r — 3'2'7{3) (] —_ 5—32—712

.

w
Setzt man nun 2'z* < 2t d h oz < 5 SO folgt

) - 1' 22 12 2242 2242
og 005 @ = log(1— =)+ log(1— - 73]+ log1— ;) +. .
. 2222 1 24* 1 2646
e n2 I —2“ nq‘ - 3 . nG T s e v e
22 g2 1 2%+ 1 - 26x6
T T 7B 3
22 z? 1 PAR A 1 2646
T gt % T htpy 3 568 0 7T
1 1
Sey s, =14+ — + — 4+ - ... ..
2r 2r _or
3 5
Setzt man nun a?> = u wonach
u u? (— Ijr "
=1 — — — i LI A
cos @ T2 T 1234 1.2..%
ist, so hal man
% u? (— 1} o
gl =y s+ 1 2. 3.3 Ti.2.. 2 )
2252 l 2484‘ 2 I 2636
_—_ — T u - - - - - - '_.— - b N T ]
et 2 b 3 b
1
Mit Formel 3) der Nole VI verglichen ist nun 4, =—3
1 . 1 225,
_ = —— . r = |— l lisn — d — -
Ao =g gy g A= g e ’
2r
1 2ts, _ 1% S,
G = — 5 allgemein @, = — . P
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Demnach erhdlt man aus Formel 4) jener Note

2r 2r-2 2r—4
r 2 Sor 2 Sor2 1 Sora 1
3 W5 e 2 + e 2 et 12347
-3 2%, 1 r—2 22, ]

+=0 S eeg TEY e iy

und aus der dortigen Formel 5)

2r
2 s

| or k-1 1 &

k

2r
T w

—
~

1
wo sich die Combinationen auf die Elemente 4, = — 3,

= b u.s.w. beziehen. Nun sleht aber die Grosse
1.2.3.4
in einer einfachen Beziehung zu Szr' Wenn man nem-

Ay

S

2r

lich von

1 1

2r 2 3
den Ausdruck
A ] T 1
or S2r = 2r + Tr + E + S
2 2 4 6
abzieht, so bleibl
1 1 I -
(l——?')S%:l—}—BTr—{—sTr{— ...... =,
so dass s, bekannl ist, sobald man S, kennlt, Man findet
also z. B.
3 m? 1 1
Sy = ? 82 - 8— _ 1 —+— lﬁ + 55 + e e s

2r

—) SQT so geht

r

2
Setzl man in 3) stall s seinen Werlh ( —
or o2

sie in
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S
, r A2r 2r 2r-2 2r=2 1
5 (=) 1.2 2r (20 —=1 -+l ey
2r-4 S2r—4 1 r—2 Sq 1

— @7 ) e ) (R

n? 1.2, (2r— 2]

liber, wodurch also eine neue Recursionsformel zwischen den

Grossen S2 S2 . S; gefunden ist. Ebenso enthalt For-
T

mel 4) eine neue independente Formel zar Berechnung von 82 .
v

1 ! 1
T+ — + — + &+
2 3 4

Zieht man von SQ. =

S2r 2 2 2
den Ausdruck 2 s — — +—2—f—~2+....
2 T 2 r 4 r 6 r
ab, so folgl
0—-tgs =11 4L 1y
22r—1 2r 22r 32r 421' :
Ist also z. B. =1 so findet man
] 1 [ 1 n?

Die Summen S,, SSL...S2 stehen in genauer Beziehung
,

zu einer eigenthiimlichen Zahlenreihe die man, nach Jakob
Bernoulli (gest. 1705), der sich zuerst ihrer bediente, dic
Bernoullischen Zahlen nennt, und welche in vielen Unter-
suchungen der hoheren Analysis vorkommen. Setzt man nemlich

S
1. 2 r
6) TR = Z = B
257 T
so ist B_ die rle Bernoullische Zahl; man hat also
1.2 1 i 1.2.3.4 1 |
B, = — L = = — g — ——————— —

2 "6 6’ 22 T 90 T 30
und kann dberhaupl jedes B, aus dem bekannten 82 finden,

2r . . .
Da aus der Formel 2) folgt, dass —— eine rationale Zahl ist,

n_2r
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$o sind mithin nach Formel §) auch die Bernoullischen Zahlen
S 22r—l
. 2 .
rational. Selzl man stall —2: seinen Werth i3 " so kann
r —d )
. .

man aus dem Vorhergehenden sowohl recurrirende als inde-

pendente Formeln zur Berechnung von B, finden. So folgl
aus Formel 1)
~21=3 ‘
| G M A
(=1 T12.02r41) 0 122 + 12 . (2r-2) " 1.2.37°°"
1
+ (=B 15 e
wofir man auch
2r-1 2r-3 27(2r-1) 2r=5 2r(2r-1)(2r- 2)(2r- 3)
: - — B 2 =
7)2’ B1? 1.2.3 r—l+ 1234’() r——2
r
_ T, — =0
=0 ey
schreiben kann. Aus 5) folgt ebenso
(——— 1)’ . T 22,_7] 2r— 2r—2 —1 2r-3 Br—l
St U SO B, + 9 Bt
1.2..2r ].?...?r w20 —2) 1.2
22r—4—1 22-r—5 Br—2 +( l)r 2—1 2 Bl
T1.2.(2r—4) 12347 T2 [.2..2r—2)
oder
2r 2r—1 2r-2 2r-3 21(?1-— ])
2 — — { — 1} .= — B
8) (2 12 B, (2 1} 2 ) .
2r-4 J2r=5 2 (2r—3) 1 2 I
— ———— B .. —1 - B
+@ . 1.2.3.4 ,2 FH=I (2r—2) !
+ (= 1)y.r=0
die Formel 2) geht in
2r—
1 2 B, k -1 1k
— = e = 2 (] — 70
O Tl e B S
iber und Aehnliches gilt von FKormel 4) da — 1 2% :r
r o
271
2
.:———I(Zr ])% llst
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Dic zehn ersten Bernoullischen Zahlen sind

1
bi=% Be = g3
Bgz% 37:_;’,_
1 .
B =5 B =g
ST
5
BS:BTS B]o:%1

In Crelle’s Journal fiic die Mathematik Bd.20 S.11 findet man
dieselben bis zur 3lsten angegeben.

3.

Wie aus dem Vorhergehenden erhellt, ldsst sich der

Werth von Sr‘” genau angeben sobald man die Zahl m als

bekannt vorausselzl. Nimmt man die Bernoullischen Zahlen
zu Hiilfe, so folgl aus Formel 6)

g2r-1_2r 1 1
SZ:' = B, . % 5 — I -+ ;27 + ;5; + ...
und hieraus folgl weiler
s :ﬁ—], .2“1{’:1%_*_*__-*_
2r 92" T1.2..2r g g

1 .
Man nennt den Ausdruck o wo k und » ganze positive Zah-

len bedecuten, die reciproke nle Potenz der Zahl kund die
unendliche Reihe
1 1 1
1 4+ 7 + 3 -+ on —5—‘ .....

die reciproke nle Potlenzreihe aller ganzen Zahlen.
Diese Reihe convergirt (§. 61) und ihr Werth soll durch S,
bezeichnet werden. Wihrend nun S, , sobald n eine gerade
Zahl ist, wie cben nachgewiesen wurde, genau beslimmt wer-
den kann, lisst sich diese Grosse, wenn n ungerade ist, nur
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niherungsweise bestimmen. Um so merkwiirdiger ist es, dass

sich die Summe aller dieser Reihen, wenn man allmalich fir

n-alle ganzen Zahlen 2, 3, 4 . . . selzl, aber in jeder Reihe

die Einheit weglisst, also der Werth der unendlichen Reihe
(Sp — ) 4 (85 — 1) 4+ (8 — 1) 4+ .. ..

auf eine sehr einfache Weise_ angeben ldsst. Selzt man zur
Abkiirzung '
: 1 1 | ‘
ST_':§;+3-T+F+:
so soll mithin der Werth der Reihe
54 S+ S+
bestimm! werden.
Man betrachte die Doppelreihe

1 1 1
+2—5+§+ .....

by
“r

Fomt o

|~ )=

+paptato

+
R R i

Hier convergiren sowohl die einzelnen Horizontalreihen als
ihre Summe. Jede Horizontalreihe ist.nemlich in der Form

| .
1—2-{- — + 1—4+ enthalten, indem wan allmilich 2,3 4.,
z z T _

t. Nun ist ! L ! = —1 sobald
slatt o selzl. un is ;+xé+w_5""_m~l a
z > 1%. Mithin '
1 1 1 1 !
stestat T 1T
die Summe sammtlicher Horizontalreihen isi also
' l 1 n 1
_— = EEE U — e = 1
=5 +lg—3+ G+

die Doppelreihe ist demnach cohvergent und zwar der Ein-

') Dies folgt aus §. 47, wenn man dort in Formel {1) statt = den

1
Werth — setzt,

z

28
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hell gleich, und man erhill also denselben Werth, wenn man

die Verticalreihen addirt, d. h.

9) I:EQ+55+24_+....

Dieser Salz ldsst sich noch verallgemeinern.

eine posilive Zahl und man bildet die Doppelreihe
1 1 1

Bezeichnet p

AN A S
1 I ]
T ET T e T
S0 ist allgemem o -
L N, — o o L1
(p—+ k) (P+/f) p—Ht) k=1 ptk

mithin convergiren die einzelnen Horizontalreihen, und ihre
Summe ist

1 1 1 1 1
G ) PG m ) b=y

1
Es convergirt also auch die Doppelreihe, ihre Summe — ist

zugleich die Summe der Verticalreihen, welche ebenflalls con-
vergiren miissen Selzl man daher

1 1 .

so hal man

10) E@+D”4—ﬂr+ﬁ3+2w+n“+u.=

Im Folgenden wollen wir aber bei der Vorausselzung p =
stehen bleiben.

1
P
]

Betrachtet man die Doppe‘lir.eihe ,
LI
+ 3lz + % + 516 4o
+ 414 -+ % -{_ % + .

e o B S
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so findet man chenfalls dass sie convergirt. Hier ist der
Werlh einer Horizontalreihe
1 1 1 1 1 1 1
At et et ot gt et T ey
also, indem man statt x allmilich 2, 3, 4... setzl, der Werlh
der Doppelreihe, '
1 1 .
it Teit =

. 1
Nun ist =i =

1 1 1
gt gt o

1
=3 Goi ey

1
42 e T
1 1 _]
::?( Dts G-tz G-pF =3
1 1 !
2 gt —yta ot

1,1 1 1,1 1 1,1 1 1
=5GPt G-ty gyt =7

1) +

;i 1t

3 L .
und der Werth der Doppelreihe =3 Dies ist zugleich der
— 1 1
Werlh der Reihe 3 -} B + 15 T und der Werth der

Sumine der Verlicalreihen, d. h. man hatl

3 -
13) E pe— 22 + 2.4. + 26 + .....
Da
L, T e
so ergiebt sich auch, dass die Doppelreihe
1 1 1
T
1 i 1
‘gt gt
1 1 1
taptptet o

25*
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convergirt und ihre Summe

‘ ‘__71 ...+..-1 4 1 1 1 1

222 —1) | 3(3*—1) 4(42_1)+'”—2‘.3 tagtapt
1 1 1 1 .

P 1it ol G B DALY

statt dessen auch

ist.  Da aber so kann man

1,1 1 1 /1 1 1 1 1 1
f G- tsG-P s G e =7
setzen, und man hal daher

1
14) T =S+ 5H+ 5+
Ferner, wenn man 14) von 13) abzieht,

1
15) 5252—534‘54—“25—}—-“-

5.

Man kann dem durch Formel 9) angedeuteten Satz noch

einen anderen Ausdruck geben. Setzt man mnemlich in dem

1 .
Bruche — 3 fir n alle ganzen Zahlen von 2 an, und fir

x alle ganzen Zahlen die => 1 jedoch keine hohere Potenz
einer Zahl sind, so wird die Summe aller so erhaltenen Briiche

der Einheit gleich seyn. Denn man bezeichne diese Summe

durch Nun ist
rh— .

I 1 11
xn_,——xn*i‘(;u};“l‘(‘xn)g—i—---——;T,—f‘(;T)n‘f'@—i—...
also

1 l 1
w1 - + (@ + = @ + ...

Nun bedeutet 2;; die Summe aller reciproken Potenzen, von
der zweiten an, aller Zahlen, von 2 an, welche keine hohere

Potenz sind, > , -die Summe aller reciproken Polenzen,

(@)
“von der zweilen an, aller Zahlen, von 2 an, welche die
zweile , und keine hohere Potenz einer Zahl sind) in demsel-

e
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ben Sinne enthill &
(#?)
zen aller Zahlen, welche die dritte und keine hohere Potenz
einer Zahl sind u.s. w. Die Summe aller dieser Reihen ist
also nichts Anderes als die Summe aller reciproken Polenzen,
von der zweiten an, aller ganzen Zahlen von 2 an, und da-

. die Summe aller reciproken Poten-

her nach Formel 9)

1
16) E =1

Wirde wan die in 3 — 1 enthaltenen Briche nach ihrer
-
Grosse ordnen, so hiite man zuersl z=2, n=—2 zu selzen,

L 1 a . 1
dies giebl —3—,>dann x =2 n=23, dies giebt = dann z =3,

1 1
n=2 giebt —, ferner #=2, n=4 giebt g u-s- W.s0 dass
1 1 1 1
Versteht man unter 2 - L die Summe aller Briche, die

.
r —1

man erhdlt, wenn man fir n alle ganzen Zahlen, fir a« alle

ungeraden Zahlen, die grosser als 1 und keine hohere Po-

tenz sind, selzl, so ist

. 1 1 1
= ! =X — + =
.’D2" 1 m?n (w2)2n (x3)2n
. 1
nun bedeuten £ — . . beziiglich die Summe al-
22 (z2)%"

ler reciproken geraden Polenzen aller ungeraden Zahlen, von
3 an, die keine hohere Potenz, oder dig zweile und keine
hohere Polenz sind u.s.w. Die Summe aller dieser Summen
ist also nichts Anderes als die Summe aller reciproken gera-
den Polenzen aller ungeraden Zahlen von 3 an, d. h.
1 i 1

3 + EEE + B + ..

1 I 1
+ 5+ B + L +
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! 1 1

L= T (Form. 12) also

o
2

Man findet ebenso als Werth der Summe aller reciproken ge-

raden Polenzen aller geraden Zahlen, die Reihe
1

-1 1
55 ] -+ s + ... = 5 (Form. 11)

6.

Bezeichnet man durch > die Reihe i -+ —1_+ l +
A N L

oder die reciproke rte ‘Potenzreihe aller
so wird die Doppelreihe

1 1 1
2_2+2—5+27+
1
T

1 1 1
+§;+675‘F@+

geraden Zahlen,

1 1
+§5+4—3+

den W_erlh von 224 =g angeben.”  Addirl man
aber die Horizontalreihen nach der For : :

mel
1 1 1 1
- em1 T Tt b
indem man aflmilich z — 2,4, 6. .. setzl, so erhal man

als Werth der Doppelreihe
1 1 1 I
I ' !
2+3 : — .- = log 2 (§. 83)

iT3

also .

18) T2 I3 I = oy 2

Bezeichnel man durch 37, die reciproke rle Potenzenrejhe

aller upgeraden Zahlen von 3 an, so dass

E"r:—l— + i + 1
FrEta

und man hat, nach Formel 9) und 18)

so ist mithin 3"y — >p _ 2'r

A
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19) T2 4 23 4 4 =1-—log2
der am Ende des vorhergehenden § gefundene Satz heisst nun
) 2 4 34 4 36 +..._:%

und slatt der Formel.l7) kann man auch schreiben
1
21) 24+ 34 4 36 . = =

Zieht man 20) von 18) ab, so folgl '
22) 3’3 4 3'5 -{-—....21092—%
Zieht m'an 21} von 19} ab, so hat man

23) "3 4 3”5 +....=§~[ogz

4
Man findel nach den fritheren Erdrterungen leicht, dass man

slait 18) auch 2 -nl—
T

i schreiben kann, wenn wan hierunler

die Summe aller Briiche versieht, die man erhﬁlt, indem man
stall n alle ganzen Zahien von 2 an, und stalt x alle gera~
den Zahlen, die keine hohere Potenz sind, setzt, so wie man
1 S
stalt 19) ebenfalls = — 5 setzen kann, wenn damil die
m - B
Summe aller Briiche bezeichnel wird, welche man erhill, wenn
man slalt » alle ganzen Zahlen von 2 an und statt = alle un-
geraden Zahlen, die keine hohere Potenz sind, setzl.

Selzt man in

1 ] i 1 1 1 ]
coi=ptatato =G o)
statt « allmalich die Werthe 2, 6, 10 . . ., d. h. alle ganzen
Zahlen von der Form 4n 4 2, so folgt
1 1 1 111

1 T
2 potgote el 3ty =35
(Note 1X Form. 10).

Zieht man diesen Ausdruck von 11} ab, so hat man

1 ] 7

25) —42__1_;—8—2:1—]-: — 3

wo nun fiir o alle Zahlen von der Form 4n geselzt sind.

ol —
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Selzt man stalt z allmdlich 3, 7, 11,15 .. . d. h. alle

ganzen Zahlen von der Form 4n - 3 so findet man
1 1 1 - 11 1 1 1

26) 321 + 72—T+ T + = 2(2 — 3 + 5 )

] 1 1 1 1
und wenn man diesen Ausdruck von 12} abziebt
1

B2 __

27)

hier sind fiir = alle Zahlen von der Form 4n 41 ges'elzl.

7.
Wenn man in der Formel
1 1 1 1 1
o1 stete T

— z slatt  selzt, so wird sie

111 1 1
s i S
hieraus folgt 7
1 1 1 1 1 1
S Tt iy Bl B R CRR A TR
' 1,1 1 1
iT 501 stmtetate
1 1 1 i 1 1
B R i et A R CELE
1 1 1 1 1 1
8§~ 91~ stmtatat

Denkt man sich diese Enlwickelung ins Unendliche forlgeseiat,
indem man sllmilich stall n die Werthe 0, 1, 2, 3... setzend,
1 I
4n+3+1" dnt5—1
Weise entwickell, und addirt man alsdann alle Ausdriicke,
so heben sich die links stehenden auf, und man erhilt demnach

die Briiche — in der angegebenen

1 1 1 .
i e 9z 1 -+ ]dl—_—l—}—:z (1 — log 2)
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1 | 1 1
V=—gts -7 tg
1 1 1 1
+37’2+—g§+77_é+—9‘2+ .....
1 1 1 1
—mte Tt T
1 1 I 1
_}_3—44_?!_}_?’-{—?4— .....
f ~ Nun ist
| .

1 1 1 1 1 l 1 1 7
s 1=
3+5 7+9 ( 3+5 7+9 ) 4

also
T 1 1 I
28) e A i TR
1 1 1
T T
1 1 1
B TRT
1 1 1

In dieser Entwickelung sind alle geraden Polenzen negaliv,
die ungeraden positiv oder negativ, je nachdem sie zu Zah-
i len von der Form 4n--3 oder von der Form 4n - 1 gehoren.

Man hat ferner nach Formel 12)

1 1 1
1 1
+57+5_5+---‘

1 1
S R

1
4
4

29)

© S

Verbindet man 28) und 29) durch Addition, so folgt
3 1 1 1
ror et TR - TR B

30)




R ! l
~5;-;_5‘5“‘5‘74‘....
1 1 1
_..I l ]
T T

Verbindel man diesen Ausdruck mit 23) durch Add.ilion 0 Iolgt

21

wo nun alle ungeraden reciproken Potenzen .aller Zahlen von
~der Formn 4n+ 3 vorkommen. Nun ist aber zu bemerken,
dass (4n—+ 3)2, und ebenso jede gerade Potenz von4n+ 3,
in der Form 4n 4 1 enthalten ist, wabrend (4n 4 3)% und
ebenso jede ungerade Polenz von 4n -+ 3 wieder in der Formn

4n 43 enihallen ist. Man wird daher statl 31} auch schrei-
ben kénnen

i o
T+()+W)+””
i
. b bt
~4___l092—_—2. .. e
! 1 ]
BRARA VR
| 1
s+ e s
oder
oy ! 1 1
g vt =gttty Tt
| 1 ! 1
trooitTopiteog bt

indem man nur diejenigen Zahlen von der Form 4n 4 3 be-
nutz!, die keine hohere Potlenz .sind. Man kann dies in Zei-

chen, wie folgt, ausdriicken. Verstehl man unter ¥

A NS
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1 .
und 2 -————— dic Summe aller Briiche, die man erhiiy
‘2n+1 .
+1

indem man in diesen Ausdricken slatl  nur solche Zahlen
von der Form 4n 4+ 3 nimmt, die keine hohere Potenz sind,
stalt » alle ganzen positiven Zahlen, so ist

1 i

T
32) -——log’l:Z_—+2—" —
4 m2n+1_ 1 2 +1 41
B 1 n 1 2.5
(:EZN—{-I 1 w‘ln—f—l + ]) 471+2 )

Dieser Salz ist von Euler®). Man kann durch dhnliche Be-

“irachlungen noch drei andere Silze finden, die ihn gewisser—

massen crgdnzen. Zieht wan 30) von 23) ab, so ergiebt sich

3 e 1 1 1 1 11
33) = —log? —— =
8) gyt —p =g Ayttt gttty el
Hier kommen alle ungeraden reciproken Potenzen aller Zah-
len wvon der Form 4n+ 1 vor. Da nun jede Potenz ciner
Zahl von der Form 4n 4 1 wieder von der Form 4n - 1 ist,

so hat man auch

1
5 e s T
l 1 1
s et P T
e e ey F
1 1 1

1
- $2n+1——1
Briiche, die man erhéll, indem man fir » alle Zahlen von der

Form 4n 4-1 (die Einheit ausgeschlossen) die keine hohere
Potenz sind, fir n alle ganzen Zahlen setzt, so ist

Yersteht man daher unter =2 die Summe aller

) Comm. Acad. Petrop. T. 9 p. 170.
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Addirt man diese
L log 2
2

so ergiebt sich

1
Elog?.
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log 2 T 1
2 8 x2n+1 1
1 . 1
3T 2 nte T w
1111 1
3 4 4 BT g
1 11 ! 1
7T F e T g
1 1 1 1
7

Ausdriicke und berticksichligt die Gleichung

1 1 1 1
=50 —5+3—7+ )

1 1 1
=ntptet- -

1 1 1
TmtaT et

1 1 1
tatateat

1 1 1
Tt T

aber nach Formel 11)

2

+
‘e tE o

Subtrahirt man von diesem Ausdruck den vorhergehenden,

so folgt

s

33)

Je nachdem man diesen Ausdruck zu 22) addirt oder davon
abzieht, findel man '

. 1 1 1 1 1 1 1
36) Flog2=2 [+t mt ot otegt

o 3 . 1 l 1 I 1 1 .
37) 51092_1:2[53+E+¢F+"+"8_a+§3+§+‘“]

In 36) kommen alle ungeraden reciproken Potenzen (von der
dritten an) aller geraden Zahlen von der Form 4n 42 vor,
in 37) aller geraden von der Form 4n.

Nun sind aber die Polenzen einer Zahl von der Form 4n
wieder von dieser Form. Slatt der lelzteren Formel kann man
daher auch schreiben

1 1 1
tE i Te i Ts 1 T
indem man nur die Zahlen 4, 8, 12 u.s. w. benutzt, welche

keine hohere Potenz einer Zahl von der Form 4n sind. Man
hat daher

3 1 1
38) TP T T
wenn man fir « alle Zahlen von der Form 4n nimmt, die keine
hohere Potenz einer Zahl dieser Form sind, und fir n alle

ganzen posiliven Zahlen. .

8.

Fassl man die wesentlichsten Ergebnisse der vorherge-
henden Untersuchung zusammen, so hal man folgende Silze.
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Wenn man die Einheit sowohl als Basis wie als Exponent
ausschliesst | so ist die Summe der

reciproken Polenzen aller ganzen Zahlen = 1 (Form. 9)

. 3
reciproken geraden Polenzen aller ganzen Zahlen =% (Form. 13)

. ) |
reciprokenungeraden Potenzen aller ganzen Zahlen = —4(F01‘m.14)

reciproken Polenzen aller geraden Zahlen = log 2 (Form. 18)
. 1
reciproken geraden Potenzen aller geraden Zahlen = (Form.20)

1
reciproken ungeraden Potenzen aller geraden Zahlen — log?——2

(Form. 22)

reciproken Potenzen aller ungeraden Zahlen =1 — log 2 (Form.19)

B 1
reciproken geraden Potenzen aller ungeraden Zahlen — 1
{Form.21)

reciproken ungeraden Polenzen aller ungeraden Zahlen

= 3_ log 2 (Form. 23)

4
reciproken ungeraden Potenzen aller Zahlen 4n 4 3
Y/
-7 og (Form. 31)
8
: . log 2
reciproken geraden Polenzen aller Zahlen 4n + 3 = 4
(Form. 26)
reciproken ungeraden Potenzen aller Zahlen dn - 1
3 log 2-
=7 — OZL — 8~ (Form. 33)
reciproken geraden Potenzen aller Zahlen 4n + 1
1
=7 (I — log 2) (Form. 27)
reciproken ungeraden Potenzen -aller Zahlen 4n - 2
! ,
05; (Form. 36)

N .
reciproken geraden Polenzen aller Zahlen 4n -2 = 5 (Form.24)

447

reciproken ungeraden ' Polenzen aller Zahlen dn
' 3

1
=3 log 2 — B) (Form. 37)

1
reciproken geraden Potenzen aller Zahlen 4n =5 ;—I {(Form.25)

Man sieht leicht, dass sich aus dieser Zusammenstellung
noch verschiedene merkwirdige Silze ableilen lassen. So z.B.
folgt unmitlelbar , dass die Summe der reciproken geraden
Potenzen der Zahlen von der Form 4n+4 3 der Summe der
reciproken ungeraden Polenzen der Zahlen von der Form
dn + 2 gleich ist.

9.
Aus den Formeln
1 1 1 1 ]
R T T
x—1 x x? +’a:’ bogt +
1 1 1 1 1
P Tl R
folgl
1 2 1 1 1 1
s+ i 2 Tt st ;7+'-"—(;_1)¢(?+1)
selzt man hier stalt = die Zahlen 2, 3, 4 . . . . so folgt
a y s 1 1 1
2'3—{—2"0—}—274—...._-125 2—314-3—45
also nach Form, 14)

1 ] 1 1
M1 734 7345 " 4
selzt man ¢ — 2, 4, 6 . . . . so folgt aus Form. 22)
40 ' 1 L =gl

b oTe3Ta3asTser T T Ty
und wenn man  — 3, 5, 7 ... selzt, aus Form. 23)

1 1 1 3 g

4] i i kL .= —= — log 2
boesataise Ters T g
Setzt man ¢ = 2, 6, 10 . . . so ist (Form. 36)

1 1 1 log 2

42 = e -y e ==
boresTssateoon T 4
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setzt man z = 4, 8, 12 . . . nach Form. 37)

] 1 1 3 1
¥ ogasTrsetuent o T
setzt man £ = 3, 7, 11 . . . . nach Form. 31)

I 1 1 03 log 2
WoesaTess Tt Ty T
selzt man z — 5, 9, 13 . . . nach Form. 33)

1 1 1 3 lg? m
Blass e Trmat T Ty

In der Regel leitet man die Werthe dieser Reihen ‘aus viel
hoheren Belrachtungen ab. Man sieht Jeicht, dass sich aus
ihnen wieder andere merkwirdige Reihen ableiten lassen.
So z. B. [olgt aus 42) und 43)

1 1 1 | 1 1

e e e e e e L = — — — log 2
123 345 T 567 789 2 2
aus 44) und 45)

1 1 1 1 I _n—3
2.3.4 456 T 6.7.8 8900 T i
10.
1 . i}
Versteht man unier 2 o die Summe der Briche,
—1 v

welche man erhilt, wenn man fir « alle ganzen Zahlen die
>> [ und keine hohere Potenz sind, fir n alle ganzen Zahlen

. . 1 1 1 1
>1 selst, so ist zunéchsl wegen — — =5 ——— )
z —1 o —1 x4l
1 1 1
auch 2 ~—=;—Z— —~§2 , da aber
g 1 :1:"—-1 z +1
1 1
i WL*‘*‘s,;“*'~
1 1 1 1
—_[.’17* 2n+a~77;—< ) (2n+*k+ )
& X T x
so ist
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- 1 . i 5 < |
a-Zn__— 27L+ 7;+ —‘G’n
@x — 1 T x x
1 1 I
=2 2n+2—é2n +E_621_|+
@ (@) (@)

indem man aber in dem lelzlen Ausdrucke die angegebenen
Werihe von o undn substituirt, erhilt man offenbar die Summe
aller reciproken geraden Potenzen aller Zahlen, die recipro-
ken zweiten Potenzen ausgenommen. Die Summe der letz—
teren ist aber

1 1 1 7t? '
2, = Y -+ 32 + FOIRRE Rl I (§. 1 dieser Note)-
Mithin nach Formel 13)
46 = 1 7 7?
) 2n T4 - F
z — 1
und nach 16)
1 i 1 2 5
47 T — =3 ———23 - :%_5
z + 1 xz — 1 z —1
ferner . : : ;
z" . m :
I T T s B D Sl
Sucht man, unter Beibehallung derselben Bedeulung von « und
: sr—l s _z
n, den Werth von = =1 also von s -+ oy
1
+ = x‘*_?)—l 4- . ... so bemerke wman, dass 2 T
I 1 1
2 — — 3 — ... == 2, ist, ebens
x? + 2 (x2)2 + (xS)Z + 2 ) 0
2 3
;;ji = 225] = ;'T__—l == 324 u.s. w. also
n— 1 1 .1 l

1 |
2 —2—5—1-2.3—3—1-2.[1—5-}-...



Selzt man

L S
e = + 83 + 84 4 ...
Nun ist -
1 ] 1 1 ] 1 ]
(I — —) Sk = — — 4+ — R e —
2 k?+k5+k4+ k=1 k  klk—1)
also '
. 1
T k—p
ungd
—1 1 1 2
500 ' _ l —
) xnﬁ]~1+22+3¢2+....%%—
Eb , (_”n(n_” H
enso ‘findel man 3 % o Setzt man nemlich
xM
1 2 3
e E et e
so ist
(=" (n—1)
> B e 512 + 83 + S4 e e
Nun ist
1
) Sk = — L1 L
(+k)1 li2 5+/f4' ..... MI—[}:I
Sk = \—l
(k + 1y
also
(— 17 (n -1 | 1 2 2 5
sy syl 11 7 1 7T 5
) x"—-l —52'}—42_}—"—?——(1‘*_?):?*—?
Zugleich ist
(—1ym—1 |
52‘) 2z = x;ltl\ - 22—?25+32¢—425+...

Yerbindet man die Formeln 49) und 52) durch Addition und
Subtraklion, so folgl daher mil Riicksichl auf 50) und 51)
o QO B 2
03) 2,]' + 32+ + 526 + Fe —

7T

©

@/
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¢ . 5
54) E5+225+31‘37+...:l~6
Zieht man 13) von 53) ab, so folgt
55) 3, 4+ 23, + 33 4 = u
4 6 =g el — ﬁ - 16
und, wenn man 14) von 54) abzieht,
56) E5—+—227+329+...:—11—6’
, . 7
Aus 53) folgl noch, wegen =, = . 1,
; .
57) 32‘44—526+723...:8_:E3—}—325+527...

wie sich aus der Addition von 54) und 56) ergiebt.
Multiplicirt man 54) mit 2 und zieht den erhaltenen Werth

von 53) ab, so ergiebt sich '
)

Ty =2y 33, — 45 .= —

PN

a—1 .
Versteht man unter £ ——— die Summe aller Briiche, die man
a

erhialt, wenn man slatt a alle ganzen Zahlen von 2 an selzt,
so findet man, wenn man

3
57) 23+325+527+....:'§

von 53) abzieht,
% - 5 4 35— 5 5% — H
— 23;1 4 32‘1—;—1 + 52‘1;1+ =l = 3
und mithin

3, = 35, — 83 4+ 535 — 53, + .. ..
Man kann die Formel 55) noch unter eine andere Form brin~
gen. Versleht man nemlich wieder unter z jede ganze Zahl
=1, die keine hohere Potenz ist, so hal man

1 1 1 1
S, =3 — - =3 +Z~+E(;3~)++----

zt—1 z* (:1:2)4

2 = &

29 *
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mithin
- . . 1 95 1 n—-1
Zp+ 234 33 4. = 2t et = )::1;_2"—[
wenn man fir n alle ganzen Zahlen von 2 an setzt. Mithin
n-—1 n? 11
58 = = — —
) zr— 1 12 16
oon— 1 n— 1 2(n—1)
Nun ist T a;"%_-l_ =T also
sg) 3z "1 _yn—! sn b 50und58)
) U e | Tpn_} ﬁi‘;( '

Diese Formeln liessen sich noch sehr vermehren.

Note XI.

Ner Cotesische und Moivre’sche Lehrsalz.

l.

1

In §. 108 wurde gezeigl, dass der Ausdruck 1™ immer
2lmi

n verschiedene Werthe hat, welche in der Form e ® oder

21 2!
cos + sin 7§ cothalten sind, wo [iur / die Zahlen O,
n

n
1,2 ... n—1 zu selzen sind. Bezeichnel man irgend einen
dieser Werthe durch z, so sagl dies, dass der Gleichung
a® = 1 oder z® — 1 = 0 durch die verschiedenen in der
2ni
Form = e ™ enthallenen Werthe Geniige geleistet wird.

Verbindet man hiermit den in §. 1 der Noile VI bewiesenen
Satz, so folgt, dass man den Ausdruck o* —1 als ein Pro-
dukt von n Faktloren darstellen kann, die sdmmilich in der
2lni
Form © —e ™ enlhalten sind.  Unterscheidel man, wie in
§. 108, zwei Fille, je nachdem n eine gerade oder eine un-
gerade Zahl ist, so hat man, wenn n — 2m, die zwei Werthe
z = 1 und z = — 1, die ibrigen n — 2 Werthe sind in

. 2k - Rkm .
der Form cos — 2= sin — i enlhallen, wo fir & die Wer-
n n

o
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n—2 . . )
the 1 bis 5 Lh setzen sind. Das Produkt der zwei Fakto-
2 2kn 2k . T
ren x — COS§ —k”_sirL ¢ und ©x — cos — -+ sin — ¢ ist
n n n n
2k * 2kn ? 2kre
aber(z—cos%ﬁi{\—}—(sin—):a:Q——Zcos — x 4 1
n’ n n

und da (z—1) (#4+1) = 2> —1 so hal man mithin

l) ] — (xZ_])(x2_2 COS% x+1) (;6‘272 cos%x—}—l)...

. 2m—Nn

(£ — 2003——(m_— )7 z -+ 1)

_ 2mn
Ist dagegen n ungerade = 2m -} 1, so hal man ausser dem
Werthe x — 1 noch » — 1 Werthe, die in der Form
cos ehr & sin Qﬂ i enthalten sind, wo fir & alle Werthe

Soon n
yon k = 1 bis & = m zu setzen sind, also ist
2m--1 25 4rc
X —

— ' 2 —xH1).
_1__(x—1)(x2_2cos_2m+]x+]}(x 20032m+1x+ )
2m7r
2_2¢0s—— x 1
(2 2 cos 9m 11 x )
Nach §. 113, II findet man ferner, aus den dort entwickel-

1

ten Werthen von (— 1), dass =™ -+ 1 sich in n Fakloren
zerlegen lisst, und zwar, wenn n = 2m, sind die Werthe

2+l . (kD)
von x in der Form x = cos(- F— * sin === ient-
hialten, wo man fir & alle Werthe von & = 0 bis k=m—1
su selzen hat. Ist dagegen n ungerade = 2m 4+ 1, sq hfn
man ausser dem Werthe x == — 1, noch 2m Werlhe, die in
2k + 1 k4 L) . .

der Form cos (.};n:_]— = sin “am T i enthalten sind,
wo wieder fir k alle Werthe von & = 0 bis k=m-—1zu

seizen sind. Demnach ist
3
2m 7T .
3) = 41 =(x2—2co0s o x4 1) (x2—2 cosz—n;x—{—]]....

@m—1)

w
—x 1
2m + 1

(6% — 2 cos
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2m+l :
4 s . b . 3
) x A Ie{af 1)(x zcosi_lm-ﬂij1)(xz_zcos2m:1x+1)...
(52— 2 cps P ) ¥ 1)
2m + 1

[

Diese Sitze lassen eine interessanle geomelrische Dey
tung zu.  Man denke sich nemlich einen Kreis il dem Mit—
telpunkt €, dessen Halbmesser -
=1 geselzl wird, und dessen
Umfang in 2n gleiche Theile
(also der halbe Umfang in =
gleiche Theile) getheilt ist. Seyen

boPr; pipa;-..p _p diese

n—-1"n

gleichen Theile, der Winkel

) 13
poCp, ist also —, PoCpy ==

u.s.w.  Man nehme
nun einen Punki P,
innerhalb oder ausser-
halb des Kreises, auf
dem Durchmesser pop,,
oder dessen Verlin-
gerung und ziehe die
Linien Ppl;PpQ;..Ppn .

soist, nach einem be-
kannlen : i

EJeantarsa!ze, In dem Dreiecke PplC

)

(Pp,)* = pC? Cp. 2 __
man PC = x Sj;zl’pl RPC . Cp* cos p! Cp,, also wenn

(Ppl)? = x? — Zcos;;— x 41

(Ppe)® = x2 — Zcosz,Tnx + 1

(Ppn-l)2 = x%— 2 cos (n_—l)it
n

x 41

2N [
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Man nechme zuerst an der Punkt P liege innerhalb des

Kreises.
Ist also n eine gerade Zahl = 2m so hat man, da x®-—1
= PC* — py C* = (PC + poC)(PC — p,C) = Ppy. Pp,,, nach 1)
2m ' 2m . 2m )
57— 1= (PO)" —{poC)™" == — Ppo(Ppa)* (Pps)*.... (Pp__ )" Pp,,
oder

2m 2
5 (poC) " — (PO = Pp, (Ppa)? (Ppa)?.. (PP _)? Ppa
Ist n =2m 4+ 1 so folgt ebensd’: da I —x = p,C— PC

= Pp,, aus ?)

2m41 2m+-1
6 (po 0T (e — Ppg (B PR (PR
Ferner nach 3) wenn n = 2m
7)1 = (PO o (po0) " = () (PR ()
und nach 4), wenn n—=2m 4 1, da & - | =PC 4 Cp,— Pp,,
m 2m+41 Zm--1
8) =" 1(pe) T, O T (P PR (P, )P,

Da Pp; — Pp2n_1; Pp, = szn—z u.s.w. so kann man, chne
die Falle, wenn n gerade oder ungerade ist, zu uulerschei-

statt der Formeln 5) und 6) auch schreiben

den,
(poO)* — (PCY* = Pp,.Ppy.Pp,. . .'Pph_2

und statt der Formeln 7} und 8)
(PO + (PO = Pp, . Pps . . . . Pp%‘1

Liegl der Punkl P ausserhalb des Kreises, so bleiben die For-
meln 7) und B) unverdandert, dagegen hat man in den For-

meln 5) und 6) statt (p,0" — (PO nun (PC)™ — (p,0)°"

und statt (POC)2m+1 . (PC)2m+1 nun (P0)2m+1_ (p00)2m+1

zu setzen, weil nun Ppy = PC — p,C = x — 1 und
x* — 1 == (PC)* — (p, C)*> = Fp, . Pp,.

3.
Auf dieselbe Weise lisst sich auch der Ausdruck =" 5 4,
wo A eine reelle positive Grosse bedeulel, in Fakloren zer-
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legen. Selzt man nemlich 4 = a™ wo a reell und posiliv isl,

n 1
so ist A™ = a . 1™ (§ 113).

Indem man die vorhergehenden Betrachlungen wiederholt,

findet man hieraus

2m— 2m_ s a9 . —Qir N x2__ 2 Ef 2
x’ a  =(x*—a?)(x*>—2a r,osgmx_*—a )= acoszmx+a -
2m—1
(x? — 2a cos - (m )f x +%a?)
m

g 1 2 1 2 *71

x£m+ -a mE :(x—a)(xz—‘la Cosz—%x‘f‘az)(xlz_za Coszm'{']ix_{'au)m
i

2__9 R 2

(x acos om i x + a?)

2n om 3
2 = (wt 2acos, w e (et —2acosy x o)
(2m—N)m )
2_2 2 2
(x acos m x+ a )
2m4-1 2 3
z T +a m+1:($+a)(x2—2a cosi—Lz-}—a?)(a:Q—Zacos i ota?)...

1 |
(Zm—l)
o1~ T

(x2 — 2a cos

Die entsprechenden Consiruktionen bleiben diesclben wie ohen,
nur mit dem Unterschiede dass man den Halbmesser nicht =1
sondern = a selzen muss.

Diese geometrische Darstellung der Ausdricke x" - o"
als ein Produklt von Fakloren wird der Cotesische Lehr-
satz genannt, nach dem englischen Mathemaliker Cotles
{gest. 1716) der sie zuerst gegeben hal.

4.
Die Gleichung
.x2ﬂ + axﬂ + b —

in welcher a und b reelle (posilive oder negalive] Grossen
sind, verwandelt sich, wean man 2™ = y selzl, in die qua-
dralische

¥ +a +0=0
woraus -

folgl, also fiir y wieder seinen Werth gesetz!,

_ Vae—4db _

Va2 4b

je nachdem er positiv oder negativ ist, = A oder = — 4,
wo A eine positive Grosse ist. Die Glelc]mng 9) komml also
auf die oben betrachlete Gleichung x™ 3= 4 = 0 zuriick, und
mithin” kann der erste Theil dieser Gleichung als ein Produkt
von Faktoren dargestellt werden.

+
Ist Va2 4b reell, so setze man den Ausdruck ————

Ist dagegen Vazﬁtib imagindr, also a*—4b negaliv,

so sey ¢ eine posilive Grosse und a? — 4b = — c* also
— 1/ ar— o c
QL/G—-%) — 2% Selst man drc lg PR so hat
2
L
(aZ +¢¥)?

mau, je nachdem a posiliv oder negativ isl, wenn m=-———

&

geselzt wird, nach §. 106

: . a—ct
(fj_;—m — T m(cosp+sing.1); —

mithin

= *m (cosp — sin@.1)

— a? — 4b n a + [a* — 4b
e + = V " et ———)
= [x”:*:m[cosg)— smq).i)] [x® = m (cosqp | sin (p:i]
— (x" = mcos @)*+ (msin @)? = &2+ 2mcosyp . " 4 m*

Aus 9) folgt aber

n [a + VaT—_TE] _ a___": ci
2

x = —

also je'nachdem a negativ oder positiv
X" — m (cos g X sin @ . 1)

oder

X" = — m (cos ¢ = sin . i

Im ersten Falle hat man mithin
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1 1 1 e 1
— — =y —
x = m" (coszism —q—)z'}l" — m® ¢ 7 12
n
im zweilen .
1 Y 1 » 1
‘ — @ 9 L — Ty il
X =— k(A Z 4+ R . [ J— 3 7,
m™ (cos L . s~ § (=" =m™ e (— jn
1
— ke 2k :
also da 1" = cos — = sin lz’, wo fur £ alle Werlhe
n
. n
von k = 0 bis k£ = 5 Zu selzen sind ; und
1
— 2k 1) 7 2k S
(— " = cos (—_7}: —)—77 * sin (—}——])n i, wo fir k&
n .

N

alle Werthe von # = 0 bis £ = n

zu setzen sind, so

hat man im ersten Falle

1 okn 1 -+
R e R i L e
x = mn” e " e " =m" ¢ n
oder
! -+ + 2
— -+ 2kn 4= 2k
xﬂm"[cos(’tl 4 sin 2 '“ni]
n
ebenso im zweiten Falle )
1 :
- = Rk 1) . + k4D
xr = m" [cos-(p— (—i)ftsm(pf—( +)—z]
n n

Im ersten Falle lisst sich also das Produkl
(&" — m (cos ¢ -+ sin @.4] [s™ — m (cos ¢ — sin @1
= ¥ — 2m cos ¢.x" - m?
in Faktoren von der Form
1

— =+ 2k + 2kr
x — m™ [cos % =— 5 -+ sin $ozom R ¢] und von der
n n .
1
— -+ 2%k &+ 2k
Form x — m™ [cos T sin PO ——nz] zerlegen,
n

n
das ‘Produkt dieser zwei Fakloren ist aber
1 2
) L= @ = 2kn - . .
x* — 2m"™ cos ——— z -} m™ also ldsst  sich
7 .
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x%, — 2m cos ¢ x" 4 m? in quadralische Faktoren von
1 2
- + 2 -
der Form z* ... 2m™ cos P=—ctq , 4+ m™ zerlegen. Im
n

zweiten Falle folgt ebenso; dass man das Produkt
[x" 4 m (cos ¢ 4 sin @.3)] [a™ - m (cos ¢ — sin )
= x®® - 2m cos ¢.a" + m?

in quadratische Fakloren von der Form
2

-+ =z
cos (ﬁ'—(?kil)ir x 4 m” zerlegen kann.
' n

Diese Fakloren kann man aber wieder geometrisch dar-

x? — 2mn

stellen.
Man nehme von einem Punkte
A desKreises aus, einen Bogen Pe

Ap, = % und theile von p,

aus den Umfang des Kreises in
2n gleif:he Theile, so ist wie- Ay %
der, wie [riher, /

1 2m y
Pol1 — w’ PoP2 —‘:? U.S.w,
: ~_
T
alsa ACp, = fp_:_g
2
ACp, == q‘)—;_ 5 u. s. w. Demnach
n
Ppt = (PCP — 2PC . piCooos 1T 4 piope
2
(Pp,)? = (PC)> — 2PC . poC cos t}; i 4 (poC)?
u. s, w.
r
mithin, wenn man PC = x, p,C = poC = ... =m™ sela,
1 2

(Ppy)? = x> — R2m™ cos % x 4 m"
1 2

(Pp,)? = x* — 2mn cos L :— iy + m®



T

wodurch die einzelnen in den Formeln

1

x? — 2m™ cos (fi—ﬂ z + m"
n

1

PR e ol il ol K

2
x? — 2m™ — z + m"
n

enlthaltenen Ausdriicke construirt sind.
hierdurch auch die in

Zugleich sind aber

1 2
— — % =
@2 — 2m™ cos 7 n—_”a:—{«m"
: 2%+ 1 :
&% — 2m" cos L i z 4+ m®
n :

enthalienen Ausdriicke construirt | denn da

— 2% 2k
cos ((P— ——”) — cosgz cos = -+ sing sin ?E
n n
. 2k — k
und cos — = cos (2w — ,7.1} = ds (n ) 2";
n n n !
. Rkn L 2kn (n — k) 20
sin — = -~ sin 2m — —) = — sin
n n n
— 2k — 0
so 1st  cos ¢ ——- ”) = cos il + (n k) ”)
n n
¢ — Ri41) = g+ Rp—kH—N)n
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also da = — k& posiliv, so sind diese Werthe in den schon
beirachleten enthalten.

Man hal demnach, der Punkt P mag innerhalb oder ausser-
halb des Kreises liegen,
z" -~ 2mcos gz~ m? = (PC)** — 2(p, C)"(PC)” cos ¢ -+ (p, C)*"
= (Fpo)® (Ppu)* .. (Fp,, )°
&% 4 2m cos pa™ + m? = (PC)*" - 2(p, C)* (PC)" cos ¢+ (p, C)2"
= (Fpr)® (Fps)* .- (Ep,, | )° ,
Diese Darstellung von @2 & 2m cos gz -~ m? nennl man
den Moivre'schen Lehrsalz, nach dem englischen*) Mathe-
matiker Moivre (gesl. 1754); selzt man ¢ = 0 also cos g =1
so gelt 2** = 2m cos @x™ + m? in ¥ T2mg" 4 m? = (z” T m)?
iber, und man hat wieder, ibereinstimmend mit dem Cotesi-
schen Lehrsalz, wenn man die Quadratwurzein nimmt,

" — m = (PC)" — (p,C)* = Ppo. Fpg . - - szn_2
'+ m = (PO)* + (p,O)" = Pp,. Pps . .. Pp,
wobei, wenn P innerhalb des Kreises liegt, (p,C)" — (FPC)"

slall (PCY* — (poC)"* zu setzen ist.

Note XII.
Yerwandlung der hypergeometrischen Reile in einen Kettenbruch.
Beweis der Irrationalitit verschiedener Ausdricke,

1

In Kap. 13 §. 158 wurde gezeig!, wie man jede Reihe in
einen Kettenbruch verwandeln kann. Dies schliesst nicht aus,
dass man Reihen von besltimmier Form in Ketlenbriche ver-
wandeln kann | weclche ganz anders gestallet sind; als dicje-

)

_nigen, die man nach jenem Verfahren finden wiirde. Eine

solche Verwandlung Jédsst sich mit der Reihe

ap @fe+1)p B + 1)
1) l+7x—}-ﬁ:—;ﬁzz+....
wled D)ool b r—UFB 1) B —1)
_+ 2.y D =1 T

") Moivre wurde in Vitri in der Champagne 1667 geboren, Lrachte

— |

aber den gréssten Theil seines Lebens in England zu, auch sind scine
Arbeilen in cuglischer Sprache geschrieben,
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welche man die hypergeometrische zu nen-
nen pflegt und welche die wichligslen in der Analysis vor-
kommenden Reihen als besondere Falle enthall. Es versteht
sich von selbst, dass y weder Null noch eine negalive ganze
Zahl seyn darf, weil die Reihe sonst Glieder mit' dem Nenner
Null enthielte; dagegen konnen e und 8 jeden endlichen Werlh
haben, sind sie Null oder eine negalive ganze Zahl, so bricht
dic Reihe ab und ist also eine endliche,
ten Falle isl sie eine unendliche.

~ vornehmen,

im enlgegengeselz-

Ist die Reihe eine unendliche, so wird sie convergiren
oder divergiren, je nachdem der Zahlenwerth von x grosser

oder kleiner als die Einheit ist. Wenn man nemlich das »+ e

Glied (ai)(—({—l—’_ )ffl_)f*l)(yi_; )xr+1 durch das rle
(@) a DB (Brhr])
o r7(7+l) (y—{—v—l) x” dividirt | so ist der
Lyt o
Quolient E +]§ (‘313 = ———_l_ ————— . Nun nihert
1 %
Lot
sich ——————————— mil wachsendem r unbegrenzt der Ein-
1
l—i‘ﬁ" + ;E

heit, die Grenze des Quotienten wird also grosser oder klei-
ner als die Einheit werden und mithin die Reihe divergiren
oder convergiren, je nachdem der Zahlenwerth von x grosser
oder kleiner als die Linheit isl (§. 49).

Ist . = 1, so kann man den Quotienten in der Form
.2
" { (a+ﬂ] r+ {9 darstellen. Nach §. 67 wird also die
PRty
Reihe convergiren, wenn y + 1 — (e 8>1 d. h. y >a48,

in allen anderen Fallen divergiren.

2.

Dic Reihe 1) bleibl ungeandert, wenn man « und § ver-

H
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tauschl. Bezeichnet man diese Reihc durch Fla, §, 7, Z) so
hat man daher
2) CFla, B, 7,2 = F B, «, r, 2

Sctzt man in der Reihe 1) § - 1 stalt § und y 4 1 statt 7,
so erhill wan eine neue Reihe, welche nach dem Vorherge-

henden durch F (e, 8 -+ 1, v + 1, ) zu bezeichnen ist,

und man findet F (x, $4-1, }'~|—1, z) — , B8, r, o)
(at 1A+ (et] g+_)<ﬂ+1)(ﬂ+2) e
= (H—l)[ +_7+3 SAEND +2)(r+3 -
d. h.
3) F(a,ﬂ+],y+‘l}:l:)——F(Ot,ﬂ))’,:D)
_elr—Ff® pi a0 1 2

Hieraus folgl weiler

Fla, B, 7,9 _ or—fz Flat],§+1,7422)

Ty D Fle, 841,741, 3
oy — Bz FiE+1,et+1,7+27)
y i+ 1) FB41Y, a7+, 4

Flo B4, 7+ 3
oder nach Formel 2},

also
(e, 841, +H1,9) _ ]
Flabra | 1 —al—f)e g, a1, 2, 2)
o1 FEF, e+, a)
Getzt man in dieser Formel g4 1 stall a, & statt 8 und y4-1
stalt y so findet mar

(ﬁ'H a‘H yt2,7) 1_

P, @ 1, 2) T—(BH D+ | —a)e Alat 1A+2,r+3,2)
GFY T2 Fatl, B, r+2,1)
Indem man aber in 4) a - 1 stall «, g 4+ 1 stalt g, und
y -+ 2 stall y setzl , ergiebl sich

Fle + +1,+42, r+3, x) 1 o

Fla +1,84+1,7+22) 1—(eflr+1-f Fp42,0+2,7 +4,2)
T2 F3) Ff42edlr43,2)
('3+2 a—|—2 y+4 2) nach Form. 5)

Fﬁ—{—" a+1, 7—[—3 @)

indem man darin 81 stalt g, a1 stall

Auf diese Weise kann man den Aus-

nun kann man wieder

weiter entwickeln
o, yF2 statt y selzt.
dxud( 4) in einen Kellenbruch von der Formn



Flo, ft+1, 741, 2 1

O ¥ (@ g, 7, @)  l—a
l—a,z
1 —apz
‘]—a‘y,:c
e
entwickeln. ‘Hierbei ist
_elr—8 ,_BLNr+1—q
4+ GOy
= CENCHI— A2
42 r+3) 7 v+ 3+ 9
allgemein
_ et rt+r—8 Bl dr—e])

B N e e R e e S [ S

Bleibt man in der Entwickelung bei a, .z stehen, so muss man

F(f4r+1, atr4l, y+2r+2, o)

Fle+r+1, atr rtortl, a)

diesen Ausdruck noch mit

1 1
mullipliciren um den vollstindigen Werth von - Fle, (ﬂ +19 7"‘__537_)
y B T
zu erhallen; bleibt man dagegen bei a x stehen, so muss

2r+1
Flatr41, fbrt2, 7-42r43,2)

Flafr1, 1, r +2r42,3)

Je nachdem das Eine oder das Andere der Fall

man diesen Ausdruck noch mil —-

mullipliciren,
t, hat man also

) Pt Lrt]2)_
( B, 7, z) 1

-a,z
I-a,z

1~

27'—12:
1-ag,@ Fiftrt Latrt+1,y+2r+2,3)

Flgtrt+l, atr, pr2rt], o)

oder
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Fle, p+1,7+1,2) 1
Fle B r,2)  1-a,2
-0,z
T
-—a.lrx

]—az_ zF(cH r+1,847+2,+2r43,2)
Rlatrt Lptrdly+2rt2a)

3.

Ist = 0 so ist Fla, B, 7, ) = 1, unter dicser Vor-
aussetzung erhilt man aus 7) und B), wenn man y — I statt
y setzl,

' 1
9) F(a,l,)’ x)_lﬁ—_ao;v
1 —az
1—

21 1
1——(12,11317'1-1-1 atrt1, y+21+| :L)
' (r+1 1, atr, 7+°r x)

oder
10) F(a,],}gax):ll (1;1:
175_
':_"a’dlx
I—a, xﬂa+r+1 r+2,7+2r+2,7)
Ut Fatrt 1,1, A 2rt )
o _« e
Hier ist @y = 7, a; ;41 ,
ey g i l—a
=N+ T A+
allgemein .
ot rpr—=l) . _ AU

Gor = 4 or Dy +2r) ertl -
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Man hat aber .

ofa+1) 4 aloet1)(e+-2) o3 ..
y 1) y r1) 2)

und es ist demnach diese Reihe in den Ketlenbruch 9) oder
10) verwandell.

Flo o) =14 "o+

4.

Man kann F (e, |, y, 2) auch in einen Keltenbruch von
anderer Gestalt verwandeln. Man f{indet nemlich

. —a—1
F(“"“];ﬂ—';)’;“’)—ﬂ“; ﬂ:)’lx):’g_r —xF(a—}—hﬂ,y—}»l,z)

und

_Fm b o) g o=l Fledl, 6yl o

F(a+]) [3—1, Y, .z') 4 F(a+1: ’3“1 Y I)

Selzt man aber in 4) @ 41 statl «, §—1 stalt §, so findet

man aus 7) und 8) :
Fat1gyt12) 1

11 Flat1,8-1,7,2) l-a,

“ayz F FBtr, atrt?, rt2rt2, o)

(,5’+r a+r+])7+2r+l a:)
oder
F(a+],8,)_f-j-], )_]

12) — = :
)F(a'i‘l,ﬂ—l,y,z) l-«,z
l-a

a:F‘(a+r+? ﬂ+r+1,y+?1 +3 rz:)

B (u+r+2 13+r, y+2r+2 z)

wo nun

B I el et
L e e

mithin

(B+7) frtr-—a)
(r-2r 1) (r+2r+2)
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Flefr2) el o fme—l
F(a—}—-l)ﬂ——],}’,fﬂ) : Y o '
) (2 W sy
7+|) l——al.’v
]—ﬂ (y—a) s 1—
r+1)r+2) -
J,H_ =l
Setzt man § =1, also F(ad-1, 1, y, @) = 1, so folgl
hieraus i
18) Fley Ly @)=l
1—» aox
1__

“ag,m M1, el 2,y 2r4-2,9)
Fir4-1, adrf 1, yF-2r+41, 2)

oder

14) Fla, 1,7, m)=1+%=v

l—ayz

— a2r+ 1wﬂa+7-+2)r+2, rt2r4-3,z)
Floatr+2,r+]1 y42r+2,2)

5.

Kann man bei unbegrenzi wachsendem r die Faktoren,
o 1” in den Formeln 7) 8) 9) 10)

13) 14) mulliplicirt sind, vernachlassigen, so wird durch die-
Fle, 41, 741, o)
F e, B, 7 )
lichen Ketlenbruch verwandell. In Beziehung auf die Frage,
wann diese Vernachlassigung erlaubl ist, kann folgender Salz

mil welchen a, < und a
r

und F(e, 1, y,) in einen unend-

selben

mit Nulzen angewandt werden.
Wenn F einen besltimintenr endlichen Werth bedeulet und

man hat
30*
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b
15 F —= a ——
) +al+(12 .
ag"‘f—:
oy
am—l + bm
a k
m m
und der unendliche Kettenbruch
a + bz

] ‘l‘_

convergirt, so wird bei unbegrenzt wachsendem m
F = lim. a4 b, m
— . = lim
a; + Brn
+ b,

aﬂl

(5. 139)

seyn, wenn B, mil wachsendem m immer grosser wird, und
zugleich a,, b, ein endlicher Werth (oder Null) ist, wahrend
k, > I und endlich ist.
Aus 15) folgt nemlich
a k A . 4 b A

m m m- m m—2

a k B+ b B _

m m m-1 2
also
kA y
P Am _ am m m—l_—‘}—__bmA_ﬂwZ m  m-1 +bm m-2
B,, k +b& B _ a B 1 R
am mBm—-l t bm Bm-—Z am Bm—l + bm Bm—2
bk — —_
. (flr‘;_n;:frm ]) [Am-le—2 Am—2Bm-—1]
(amkm Bm—l + mem—2)Bm
Nun ist
4 B — 4 (. me?
m—1 m-2 1:1—2Bm~1 (B _B_ ] Bm—le—2
m-1 m-2
milhin
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Am . Am—-l Am-—2 Bm-—l Bm—-2
=g, = =% Jare +b8B B
" Bm—l m—2 (am m m—1 T m m—2" m
Ist nun /tm = 1 so ist a;m/th"h1 + bm Bm~2 > a Bm_1

-}—bm Bm_2 d.h. = B .

immer grosser werden soll, so ist mithin

Da aber B mit wachsendem m
m

m-1 m~2 v

— < 1 ferner ist a,b,, (k, — 1)

(amkmBm-—l + mem—Z) Bm :

ein endlicher Werth. Nun wird vorausgeselzl, dass der Kel-
m—1

tenbruch 16} convergirt, mithin nihern sich die Werthe B—'_l

m—1

B

m-2 . m~1 m—2

A4
und B\’""Z unbegrenzt, oder es ist lim <_Bm~l = _m_3> =0,

A
also auch lim (F — B\m> = 0 oder

F = lim =

m
Wendet man dies namenllich auf die Formeln 7) und 8) an,
Fle, +1, y41, )
Fle B, r,2)
druck einen bestimmien endlichen Werth hal, durch den ent-
sprechenden, ins Unendliche verlingerien Kellenbruch ausge-
driickt wird, wenn dieser Keltenbruch convergirt, die Nenner

seiner Niherungswerthe wachsen, und

F (B +1‘_+ ], « +7‘17'_‘}_‘ﬁ2L+ 1)"11 i
Sy A 2, )

so sieht man dass wenn dieser Aus-

und

F +r+ 1, a4r+1
Fla+r+ 1,8 4r4+1, 42 +2,
Fle+r+1,8+r+2, 5+ 2r 4 3, %)

mit wachsendem r sich der Einheil oder einer endlichen Zahl,
die grosser als die Einheit ist, néhern.

6.

Ein Beispiel liefert folgende Betrachtung.
In der Reihe
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aolat-1B+1) , g(,+)( 2BB+1)E+2)
“+ A N PPN IR B D iy o T
+(+1) (+)ﬂ(ﬁ+) B+
1.2 Ny D) (7+)
1 1 .
af o f° (l + )( +E)
1+_x+ 27(r+]J -
wwu+ju+ﬁu+@u+%
- E— 3 ...
+ NIRRT
r+1 r+1 r
« B (I + ) (14 )(1+ )--(1+~) i
+ ﬂ ﬁxf'f’

1-2~-v+nrv+1wfww+n

in welcher wir, der Einfachheil wegen, y positiv nehmen,

selze man « = f = — a, ¢ = (2—&)2 so geht die -Reihe in
12 12 22
(- G- =2
8 14— ( )+12 (7+1\2)+1237(7+1](y+2\2)+
2
( "_) (1 - %) % 2rt2

tres (+1<H4)v+r()

iber, Lisst man zugleich r unbegrenzt wachsen, so ist
mithin die hierdurch entstehende unendliche Reihe durch

2 \? .
F(—a, —a,y, (Z_a) ) zu bezeichnen. Diese unendliche.

Reihe wird aber convergiren, sobald man a = kr setzt und

k> 1 nimmt Der Quotient zweier auf einanderfolgender
Glieder

1.2 2.2 m— 12
== 0==1 . =) e |
T 2. .m0 ). pdm—1) 22m "

12 9 2 m 2
¢ —=—rit—=—) . . (=) Jmte

1-2~.w+nrv+u-~0+ﬁg%ﬁ
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% N
— welcher, dam < r und mit-

1) (y+m) 22

m .
hin m < a, also auch {1 — —) < 1, mit wachsendem m
a

ist nemlich

unter jeden angebbaren Werth sinkt, welchen endlichen Werth
auch z haben mag.

Die Grenze der Reihe 18), bei unendlich wachsendem r,
findet man durch eine dhnliche Betrachtung wie sie in §. 77
u.s. w. gebrauchl worden ist.

Man bezeichne den Theil

1 — )
1 75\ 2 a
L+ @) Y19 B
12 m— 22 N
n—-) =) ()m
T e w0 pkm—2

durch T, bezeichnet man den Resl durch R und selzt

12 m—1 2
() vl = ) ey
Rzl.2...m.7(7—1—1)..-(7+m’:15(—5)
so ist -
L T o,
*@H4w+m()+_'Tﬂ#-w+m7+m+ﬂi
1 — %) (1= _:;) 2r42-2m

t ) e G ) ¢
Man lasse nun 7 unbegrenzt wachsen wihrend m denselben
Werth behilt. Da alle Gheder in U posmv sind, so hat man

v<! +m( ) m+l)m-’r2)(y+m) 7+m+1( )
U>1

1
Nun 1stdleBElhel—}—( T{— 0 7+m (2)—}- . con-

vergenl, da der Quotient der zwei aufeinanderfolgenden Glieder
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l z .2
T R b ATy ()
3 - % 2k 2
(m 1) . ( k-1 ) (7~} m) C (7~|—m—{—7t) (?)
(2)
den Werth (7n e {—l) +m 1~k] hat, welcher < 1 ist,

sobald & > —2~. Demnach hat U einen bestimmlen endlichen

Werth. Dieses Verhiltniss bleibl dasselbe, wenn man auch
m unbegrenzl wachsen lisst, sobald nur m < r ist, also,
nach unserer Voraussetzung, um so mehr, m < a. Nun ist

z 2m

_ R I\ 1 2)
B2, mr(y—} 1).. 7+m~l)<2 [1.2.. m—l)] y.m
Nimint man aber m beliebig gross, so ist nach §. 77

m

()

li —
zml.z...(m_]) 0

also auch

o) e E 4 om .
2omy 1)y 1) (z) =
Da nun U einen endlichen Werth hat, so folgl hieraus weiter

im R = 0
und mithin nach 18)
2
19) F(—a, —a,y, (%z)')zﬁmT
Nun ist
. 1 =2 1 7 *
20 T < 1 — (= —_ (=
) +7(2)+1-‘3 r(r+|)(?)"
1 2 (2m-2
T ey ey (B

473

Man kann aber iminer einen Ausdruck k finden, so beschaf-

fen dass

. 2 m-—2
Il — (== ... — — I — &
( =) - ( R
i
ist (§. 77), und um so mehr jeder der Ausdricke (1 -—— —a—),
(r — 3) . ... grosser als | — h ist. Man hat demnach
a

1Ly 1 5
2) T>1+ - (3) + (1 —np [1 oG
l \

2m=—2
L2 . m—1)yly+1).. (r+m—2) ( ) ]

und da man 2 mil wachsendem a unter jede Grenze sinken
lassen kann, so folgl aus 19) 20) und 21)

3 2 1,22
22) F(—a, —a,y, (é’a') ) =1+ ‘;(5)

+

1277+1< )

- Dieselbe Reihe wiirde man aber erhalten haben, wenn man

statl der Reihe 17) die Reihe

of «.a. p.B
)+_x+ r—_(7+ﬂ$2+"..

"
genommen und darin « = f = — a, z = (?) gesetzt
a

hille, so dass mithin der Werlh ungeéndert bleibl, wenn man

et l,a42... st @ und f 4+ 1, 8 + 2,... slall
B schreibt.

7.
‘Selzt man in Form. 17) fir = des Werth gi, wo 2= — 1
a

(§. 87), so erhilt man statt der Reihe 18) die Reihe

2 r 2

o (1_—) (1—%,....(1_
—( )+127}'+1(2)

und beweist, wie im vorhergehenden Falle, dass die Grenze
dieser Reihe dieselbe ist, wie die Grenze der Reihe

) 2z 2r+2
12 (r-}—l)y{y—{—] 7+r< )



2
F(—a, —a,y, —(-1) = lim T’

Behilt k seine frihere Bedeulung, so ist demnach (vgl. §.77)
]

13r7+1( ) +1234r(r+1)r+2 3z ) +-

(1 —a)* [ () )] (7+m-—2(5)2m-}

7‘<+

>(l'h)2[]+i.2.y(yﬂ)(§) +T.234.7(;L]:)(y12 pia@ +]

- E®O+ e e i@

und mithin

23) F(—a, —a » (;—;)2) — lm T =1 _71 (%)2

i@ ey reTa@ o
8.

_ 1 3
Setzt man in 22) lir y die Werthe 5 und 7 So erhalt

man (§. 127)
ez+e—z
F(—a,— ’2’ <?a) )~ +3 +1134 =T
; 3,152 %2 z* c—e "
P —og(e) ) =" raatigsas T= o

und demnach
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e P —a 2 )
26) —i— . e_z.:e_—; S 2 ?a
e e F(*a,~—a, 2 (20,))
; X
Setzt man nun F(—— a, —a + 1, 7, (EZE)) statt

nach dem -Yorhergehenden

3 % \*
F(_’a> —a, —2—) ("271) ))

(§. 6 dieser Note) erlaubt ist, so findet man aus Formel 6),

1
a(g—f_a)zg ’
daaa;_—_———(—)=~— (l+ )wofiir
0 1 3 2a 1.3 ’ '
22
%2

da a unbegrenzl gross ist, —-- geselzt werden kann
g =] 3 3 g )

F(—a —a, 2’ (Za) ) 1
F—o -t (D) TR e L ()

3 z 2
F(__ay —a, 5’7 (E) )

Allgeméin ist hier

(—at )(~+r+a)( . n=oagtte
Gy, T == — — 5 ) = — T TS
TRRWLE trt 1) e 43
(—atr 1) +r+a) . (1_.‘:_') (1#;;’%)22
2r1 (%4—21-)( +2r) 2a (4r - 3){4r -+.5)
wofiir man
P z* " . S
2 T (@ 0) (4 43) Y™ T (@1 3) (404 9)

setzen kann.

Unter Beriicksichtigung der Formeln 7) und 8) folgt da-
her aus 26)
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a2
(e rg3) T matr, 2"+ >(—))

Fl—atr ] —atn2r 12, )

oder

l—|—z,2
3

_+_.

—}—z,
(4r3)(4r+5)

Fl—ad-r+1,—atr41, Qr-{-;, [;;)2)

Nun ist zu bemerken, dass der Werth der Reihe
1 ]
1 — x - — x? +
+ 7 + 1.2y 41

welche fir jeden endhchen positiven Werth von « cinen end-
lichen positiven Werlh hat, kleiner ist als die Reihe

A—at-r4-1, —atrd-2, ‘27‘—}—;, (;;f)

z 1 z? i x3
b+t o+t i a3 5t

d. h. kleiner als ¢¥. Da nun bei wachsendem

&

lim ¢7 — ® — 1
ist, so ist, unter dieser Yorausselzung,6 um 50 mehr
1 1
bm () + —2 + ———a? .. ) = ]
{+r 1.2y (r41) LR

—ts
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. ' z. 2
also , wenn man o — (3) setzl, nach 22) auch

ra 2
—a,7, (5;)) =1

im F (—a,

. und da die Grenze dieselbe bleibl, wenn man

F(——a—{—r—f—h —a 4+ r 4+ 1, 7,(52)2) oder
F(— a+r+1, —a++r+ 2, y, (;&)2) oder auch

F(— a+r+4+1,—a-+r, (%1) mmmt, so folgt
dass hier bei unbegrenzt wachsendem r die Ausdriicke
7F(ﬂ—}—r+’]a-{~r7—]—21+] z)
F(ﬁ+r+l a +r 4 1, r—{—2r+2 a;]

Floadr+l,—adtr + o (G5))

5 b
F(——a—}—r—-}—l —a—;—r+l o0 + 5,(;—(1))

und
Fle +T_+_1’_§if+‘»7+?f+,i‘”)
Flatr+ 1,8 +r+2 742+ 38,2

F(—a+r+l,—a+r+l 2r + _‘5_,(%)2)

F(—a+4r+4+1, —a+47r 42, 2r 4 2)(2(1))

sich unbegrenzt der Einheit nahern. Der ins Unendliche forl-
geselzle Kellenbruch
1
1422
1.3
1422
3

ol

1+
:+52
{ar 1) (@ 4-3)
e
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convergirt aber, wie man sich leicht uberzeugt, wenn man

auf denselben die Regeln des §. 145 anwendet. Denn setzt

z? z* ?

i3 b=y b=

=1 so geht die dortige Reihe 17) in
I +5 4+ 9413 4 ...

also in eine divergirende Reihe iber. Die Nenner der Nahe-
rungswerthe dieses Keitenbruches wachsen, da er nur posi-
live Glieder enthalt, und die Theilnenner sdmmtlich =1 sind *).

Demnach finden hier die in §.5 dieser Note gestelllen Be—
dingungen stalt und man hat daher

man by =1, by — - UWS.W. a2 =0g=...

5.7

—
®

\

'
®
-—

|

1452
3.5

*

wofiir man auch, indem man die Briche aufhebt, schrei-
ben kann

27) —

Nach dem Vorhergehenden ist, bei umbegrenzl wach-
sendem y,

i x 71 ey 1
im(?+1-2-;“(r7+1)w 1.2.3.r(r+1)(r4-2)

z34...)=0

*) Die Formel 3) des §. 139 geht nemlich. nun in B, = B, |

+ bk Bk—? uber, also Bk > Bk—-l'

.

- ‘_j)" —

A
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Nimmt man aber die Glieder mit abwechselnden Zeichen, so
muss auch

) 1 1

li e — gt ———— e

v I P T L BRI E SN2 )

-zt 4 ..) =0
1.2.3.4.70r+1) (v +2) r+3)

seyn. Denn sobald y > z hal jedes Glied dieser Reihe einen

grosseren Zahlenwerth als das folgende, der Werth dieser

r?

I{ei};e ist also dann {nach §.59) grosser als ;- 71_-?}'.7—}—1"
und kann mithin nicht negativ seyn.' Da er aber jedenfalls
kleiner ist als der Werth der Reihe, welche dieselben Glie-
der, aber alle mit positiven Zeichen , enthill, so muss er bei

unbegrenzt wachsendem y, ebenfalls Null zur Grenze haben.

Demnach ist auch

—_— T z? - x3 =1
bm (0 — = o o) 123,100+

2
Selzt man hier wieder x = (—;) so folgl ans 23)

TN
limF(— a, — a, 7, (%) ) =1 und

LT —5 ———(§. 95 Form.9u.10j
; : %i

3, m?
I W - tg z’_F(_a) —a 9 (2_‘;)
ka3 ezl+e—z; - F(— a, —a, 2__) (ﬂ) )

Da nun der unendliche Kettenbruch
|
3 —z?
5 —z?

7

convergirt, wenn z? nicht grosser als 2 ist, und dann zu-
gleich die Nenner der Niherungswerlhe immer grosser wer-—
den, wie aus §. 154 folgl, so sind auch in diesem Falle dic
Bedingungen des §. 5 erfiillt und man hat
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tg 1
2 1-—z?
3z
5 —z2
7
oder - -
28) lg 5 = %
1—22
3%
522

T —

Diese Gleichung isl indessen nicht blos aul die Bedingung

z2 7Z 2 eingeschrinkt, sondern gillfir jeden endlichen Werth.
Da nemlich die Theilnenner des Kettenbruches unbeschrankt -

wachsen, so komml man immer an einen solchen, der, wie
alle folgenden, dea Theilzahler 22 um eine Einheil oder mehr
iibertrifit, so dass man also den Werth von # z nur his an
diese Stelle zu entwickeln braucht, um von da an die obigen
Schliisse ungedndert zu wiederholen.

Man bemerke bei dieser Gelegenheit noch Folgendes.

Obgleich die Ausdriicke F(a, f4-1, y41, o) und Fle, 8, y,z)
endliche Werlhe haben, so wird doch, wenn derletzlere Aus- -

F 1 !
druck den Werth Null hat, Pl AL, 741, 4
F e, 6, 7, )
auch wenn man diesen Quolienten nach 6) in einen unendli-
chen Kettenbruch entwickeln kann, dieser Kellenbruch selbsl,

keinen endlichen Werth mehr haben. Dies ist z. B. der Fall,

und also

z .
wenn man in 28) fir z den Werth 5 selzl.

7 ki
— g
7t 2 Py T

%i -
Dann, ist nemlich e ¢ =—e* e =2 cos é—:(), _

mithin tg 2 = @

und

oder nach Aufhebung der Briiche

T
N = —
¢ — gt
6—m
10 — a2
14 —
Hicraus folgt wicder
Tl"l
A .
6 — n* =Y
10 — 2
v 14 —
oder
2
29) 2 — T
6 — m?
10 — n
14 —

Hilte man in 25) fir z den Werth 7 gesetzl, so finde man,
da tg m = 0

7T
0= 1 — n?
3~
[y
7
folglich
31



w 1 =
o T3 x
5 g
7
und daher
0 =3 — ir— -
> —m?
7T —
oder
2
30) 3 =7
5—n?
—

llO.

Die Kellenbriche 27) und 28) sind einzelne Fille aus ei-
ner Gallung Kellenbriiche, welche eine sehr merkwiirdige Ei-

genschaflt hat. Wenn nemlich in einem unendlichen Ketten—
bruche "
31) b
o +by
i
+ bm
Din -

die Theilzdhler und Theilnenner sammilich positive ~ ganze
Zahlen sind und es ist allgemein b,, < a_, so kann der Kei-
tenbruch keinen rationalen Werth haben. Wire der Werlh
desselben rational, so kinnle man
' b, __ B
a,+b, A4
a2+

selzen, wo B und 4 Zwei ganze Zahlen sind. Da nach der
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Voraussetzung b, hichstens = a; ist, so isl - ein dchler
.. B by .
Bruch, also B < 4 und zugleich 1 < 21 Hieraus folgt,
4
: b —
dass 2 B _ A4 —aB positiven Werth hat,
a, A Lay A
und setzl man by A — @B = C, so ist C eine ganze posi-
1 b
live Zahl.  Aus b4 = a; B 4 C folgl aber - = - 15{0
B b, c by .
der — = — . Mithin -, = ——— woraus wie-
T T are T a by

B a5~{T

c b, )
der C < B und 5 < o folgt. Setzt man by B—a, €= Dso
2

muss wieder D eine ganze posilive Zahl seyn und man findet

wieder
D bs
C - a5+
D by ' .
also D < C und el < . Setzt man diese Belrachtung lort,
3

so sieht man, dass man auf diese Weise von der beslimmicn
ganzen positiven Zahl A ausgehend, eine unendliche Reihe
ganzer posiliver Zahlen erhielte, von denen jede folgende klei-
ner als die vorhergehende wire, was nicht seyn kann. Dem-
nach kann auch der Kettenbruch 31} nicht rational seyn.
Auch in dem Falle, wenn die Bedingung b,, = a; nichi
schon bei den ersten Theilzahlern slalt findet, sondern erst
von cinem beslimmten Theilzahler by an, ist der Werth des
ak—{— o I’T

so ist B nach dem Vorhergehenden irrational. Nun isl,'wenn

Kettenbruches ein irralionaler. Denn man selze

1 Ak—l by -2
man = —— und —— = —— setzt, der Werth des
@+ B, o+ k-2

31 %
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Keltenbruches 31} nach §. 139
B s A
R . Bk_1 -+ Bk_2
Hatie also dieser Kellenbruch den ralionalen Werlh = g
hilte man *
B i Ak—l + Ak—
A R B/:—l - B}!"q2
woraus
—_ AAk~2_—BB_k—g
BBk—1 — AAk—1

folgle, d. h. R miisste ebenfalls einen rationalen Werth haben,
gegen die Voraussetzung.

Sind wieder in dem Kellenbruche
32) b,

ay — by

ag —

sammlliche Theilzihler und Theilnenner ganze positive Zahlen,

und ist allgemein b,, < a, (also hiochstens b, = a, — 1),
so kann der Ketlenbruch keinen rationalen Werth haben, aus-
genommen, wenn allgemein, von irgend einem Theilzdhler an,

b, = a, — 1 ist.
Findet nemlich der Ausnahmelall nicht statl, so ist {§. 154)
b, >0 by > 0 _
a;, — b, < 1 ag — b5 < 1 u s w,.

ag — az—

Hitte nun der Kellenbruch 32) einen ralionalen Werlh, so
. B .
konnte man diesen — n seizen, wo A und B ganze posilive

- B b
Zahlen sind und B < 4. Nun ist 7 > =, man selze da-

: O}
her ;B — b4 — C, so ist C eine ganze positive Zahl
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. 1 b ‘B b
ich folgt hieraus . — ! p o )
Zugleich folgt hieraus Y 0. B—C odes A 0
B
also C_ - bz__
B az-_bs—

as —
und C <2 B. Auf diese Weisc erhiellc man also wieder, von
der beslimmlen ganzen posiliven Zahl 4 ausgéheml, eine un-
endliche Reihe abnehmender ganzer positiver Zahlen. Der
Kettenbruch 32) muss daher einen irrationalen Werth haben.
Wire dagegen von irgend einem Theilzahler o) an, all-

gemein 6, = a, — 1 so hilte man (§. 154)
by o
b= a s
Tppa

mithin kann alsdann auch der Kellenhruch 32) keinen irratio-
nalen Werth haben.

Auch hier kann man wieder, wie im frilieren Falle, be-
weisen, dass der Werlh des Ketlenbruches 32) auch dann noch
irrational ist, wenn nur von einem gewissen Theilzihler b
an, allgemein b, < a, und nicht zugleich allgemein

by = a, — 1 ist.

11.
er e‘l: .
Es ergiebt sich hieraus, dass — fiir jedea endlichen
% bt
e +e
rationalen Werlh von z irrational seyn muss. Denn setzt man
5 = ﬂ, wo p und g ganze Zahlen sind und ¢ auch = 1
seyn kann, so folgt aus 27)
% -3
e — ¢ v
e -+ e’ 9+Z_ﬂ, —
S¢+p°
7q—{—_
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Die Theilzihler bleiben ieselben, wihrend die Theilnenncr
unbegrenzt wachsen; man komml also immer an cinen Theil-
zihler, von we]chPm an alle Theilzédhler klemer sind als die
dazu gehOrenden Theilnenner.

. -z 2z 1 % -3 9 —z
8 — e e —_ e —¢ e
Aus —— gl = - folgt T — - — = —
% -2 k3 Z -z % -
e +e e +1 e e . e €’
2
< . 2% .
= mithin muss auch e und um so mehr €° eine
Z
e’ 4

irrationale Zahl seyn, d. h. jede rationale Polenz der
Basis der natirlichen Logarithmen ist irrational.
Frither (§. 80 und Note 1V) war dieser Satz nur [ir die be-
sonderen Fille z — | und z =—= 2 hewiesen worden.

Soll also die Zahl e* rational seyn, so muss z irrational

seyn, d. h. im natiirlichen Looamhmensysleme sind dle Loga-
rithmen ralionaler Zahlen irrational.

In derselben Weise folgt aus 28), dass fiir jedes ratio-

nale z nothwendig fg z irrational ist, d. h. die Tangente

- . . . . T
einer rationalenZahl istirrational .Nun.lsttgzzl,

b4 ' . . .
mithin muss T und also auch die Zahl 7 eine irrationale Zahl

seyn, d. h. {nach §. 101) wenn man den Halbmesser ei-
nes Kreises der Einheil gleich setzt, kann die
Linge der Peripherie nicht durch eine fytionale
Zahl ausgedrickt werden.

Aus 29) Tolgt auch noch, dass n* ebenfalls irrational seyn

muss. Denn wire n* = P-, wo p und ¢ ganze Zahlen sind,
so hatte man
_ P
e A
10—p
ldg—p

d.h. die rationale Zahl 2 wire dem irrationalen Keltenbruche
gleich.  Wahrscheinlich hat die Zahl s dieselbe Eigenschalt
wie die Zahl e, dass nemlich jede rationale Potenz derselben
irrational ist; es ist aber bis jetzt nicht gelungen dies fir eine
hohere Potenz als die zweile nachzuweisen.

e ————

!

|

I

R

e

P
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