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Uputstva i rezultati

PREDGOVOR

Nikada se nije toliko isticalo da je matematika prodrla v sve ljudske delatnosti
kao danas. I da se u skoroj buducnosti ni individua wi zajednica neée modi augo odrati
ako nisu matemari¢ki obrazovane.

Ali, da Ii se danas mlade generacije obrazuju matematicki onako kako to savre-
meni givot zahteva? Svuda u svetu, gde se je odréalo tradicionalno matematicko obra-
zovange, daje se negativan odgovor. Moe Eovek da uét matematiku 8, 12, 14 godina,
ona ga, u veéini slutajeva, naputa &m on napusti Skolsku klupu. Napusia ga zato
$to ona nije postala sastavni deo njegove kulture. Zasto? Zato $to tradicionalna nastava
klasiéne matematike ne ulestvuje, ni svojim sadrZajima ni svojim metodama, u izgra-
divanju kulture vedine ulenika.

Ogrommi napori kojt se danas ulafu u matematicko obrazovanje miladih ostaju,
za ogromnu velinu ulenika, bez resultata.

Zato se korenita reforma nastave matematike postavija nugno, neodlogno, u svoj
svojoj oString.

Proi korak v tom pogledu je prevaspitavanje postojecth nasravnika matematike
na svim stupnjevima obrazovanja 1, paralelno s tim, reforma obrazovanja novih
nastavnih kadrova. Na tome se intenzivno radi u celom kulturnom svetu.

Knyiga koja sledi predstavija skroman udeo u taj posao kod nas. Namenjena je
uéiteljima 1 nastavnicima osnovne $kole, ulenicima koji se pripremaju za ulitelje i
nastavnike matematike u osnovnoj. $koli, vaspitalima predskolskih usianova, ali |
svakom ko Zeli da na elementaran nalin ude u savremenu matemaiiku.

Pruih deset glava posvelene su mnofinama, relacijama, funkcijama (kao speci-
jalmim relacyjama), genezt prirodnih brojeva 1 zasnivanju osnovnih geometryskih poymova
na mnoginama 1 relactjama. U slededth dvanaest glava izgraduje se ona matematika
koja je, prema danasnjem shvatanju, neophodna svakome ko rzvodi ili Ce izvoditi nastavu
matematike 1 osnovnoj Skoli. Naime: i1zgraduje se (putem postuprog proSirivanja
mnogine prirodnih 1 racionalnih brojeva) pojam mnogina realnih brojeva; zasniva se
teorija osnovnih operacija u mnogini privodmih 1 mnogini racionalnth brojeva, izgra-
duwju se elementarni geometrijski pojmovi (u jednodimenzionalnom, dvodimenzionalnom
1 rrodimengionalnom prostoru) ; uspostavlja se veza izmedu brojeva i geometrijskih
objekata. U XXIII glavi dat je kratak pregled nekih pitanja elementarne prakiiéne
arirmerike. Glava XXIV . posvedena je elementarnoj teoriyji relacije ekvipolencije,
pomocu Roje se posle dokazuje (vrlo kratko i elegantno, direkino ili u obliku zadataka)
fitav niz poznatth 1 novih geometryskih stavova. U glavi XXV posiavijeno je vise
rekapitulationih zadataka. Pri tome, nije se 1$lo za tim da budu zastupljene sve oblasti,
nego da se jo§ jednom sagledaju stoferni pojmovi.

Glava XXV'I izlage u najelementarnijem obliku elemente matemaricke logike.

Due bitne karakeerisiike moderne matematike jesu: ansamblizam 1 relacionizam.
Ansambl znali mnofina, mnostvo, skup. Mnogina je pojam na kome poliva celokupna
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moderna matematika 1 koyim je ona skroz proseta. Relacija je latinska reé. Pojam
koji ona oznalava u savremenoj malematici ne moze se kratko definisati, ali, kao ©
pojam mnogina, profima celokupnu modernu maremariku i susrecemo ga skoro na svakoj
strani knjige. Oude cemo se zadovoljiei jednim uporedenjem : Klasiéna matematika je
»wpsthologiyja®, a moderna matematika je ,sociologya® matematickih objekaia. Dok
klasitna matemarika ispituje samo objekte, savremena matematikd proulava odnose,
veze medu tim objekiima. Savremena matematika je, dakle, ansamblisticka i relacio-
nisticka. .
I ako klasiéna matematika , predstavlja mesto vise 1 od aritmetike, 1 od algebre,
{ od geometrije, ako ona predstavlja 1 skolu misljenja, onda je moderna matemarika
LJiskljuéivo Skola misljenja*. Klasicna matematika ne stize do skole miSljenja zato $to
uli ulemika aritmetici, algebri, geometriji, ... I moderna matematika uéi ulenika
mnogim stvarima klasicne matemattke, ali njoj je ipak glavna briga misljenje. Ona
izgraduje mentalne strukiure ulenika putem matemariCkih strukcura. | Pronalazak
velikih struktura potpuno je promento i osmovu i pothu Rlasitne matematike (G.
Chogquer). I zato ona stvarno obrazuje, kultivise matemari¢ki. U tome se sastoji njena
vrednost. A mjen primarni zadatak je izgradivanje Ludi kakve zahteva danaswji,
tim pre sutra$wyi Fivor.

I ovaj | udsgbeniks moderne matematiké, namenjen, u proom redu, mnrogobrojnim
uliteljima 1 nastavnicima koji iskreno Zele da reformisu nastavu matematike u svoyim
Skolama, zamisljen je kao Skola matemarickog miSljenja, jer (to ne rreba dokazivati)
samo onaj kojt ume da misli moge 1 druge (svoje sada$nje 1 buduée ulenike) osposobits
da misle. Uz 10 on prufa, kako je vec refeno, sva ona matematicka znanja kojima
treba da vilada onaj koji izwvodi, ili Ce izvoditi, nastavu matemaiike u osmorazrednoy
osnovngy Skoli. Ali:

1) Nije se islo za tim da se Cinjenice zapamte i algoritmi mehamzuju, nego za
pravilnim izgradivanjem 1 poveztvanjem pojmova w mali broj jedinstvenih opstih ideja
koje uzdizu na porrebnu visinu sa koje se jasno vidi Sta fje $to. Jer, najveca boljka
tradicionalnog matematickog obrazovanja bila je ¢ ostala , gomila nepovezanih znanja
i tehnickih operacija“.

2) Ne zadrZavajuct se na detaljima, obradeni su stogerni poymovi 1 kjuéni
problemi koji osposobljavaju za prilaZenje svim specijalnim shilajevima s kojima se
susrece nastavnik svakog razreda osnovne Skole,

3) 8 obzirom na tradicionalno obrazovanje uditelja i nastavnika, zahvaleni
sadriaji obraduju se kombinacijom induktivne 1 dedukiivne metode. Mnogim Einje-
nicama prilazi se uz pomol crieda (dyagrama, grafika) ali se mnoge 1 dokazuju, jer
{ najmifu stepenicu matematiékog obrazovanja (a ovo wije najniza) karakterile spo-
sobnost dokazivanja pojedinih tvrdenja.

Uopste, osnovni cilj postavijen ovom udzbentku jeste: Usdi& sada$wje i
buduce nastavnike matematike osnovne $kole do onog nivoa koji preastavlja jedan od
neophodnih uslova za prave, isunsko matemaricko obrazovanje podmlatka, za njegovo
matematicko kultivisanje. ‘

Da [i je taf cilf postignut? To ce modi da kasu (da potvrde ili negiraju) oni
koji budu imali volje 1 strpljenja da ,udzbenik prouce. U prvom redu oni mnogobrojni
Skolski radnici $irom nale zemlje koji su, na ovaj ili onaj nalin, izrazii Zelju da
osavremenjavaju matematicko obrazovanje podmiatka kot 1tm je poveren. Jedno je,
medutim, sigurno: ug pridréavanje svega onoga Sto je refeno u predgovoru Upuistva,
(str. 409) ,udsbemk* ée moci da ,,éita‘ (&itaj : da proucava) svaki onaj koji je uspeino
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PREGLED UPOTREBLJENIH SIMBOLA

A B, C,...,X,Y,Z — mnoZine

a, b,c,...,x,y, 2— elementi (jedinke)

Af{a, b, ¢c,...} — ekstenzivna defi-
nicija mnoZine

{x | osobina x-a} — definicija mno-

Zine pomo¢u karakteristi¢nih oso-
bina elemenata

@ ili {} — prazna mnoZina
e — pripada (simbol pripadnosti)
¢ — ne pripada (simbol nepripad-

nosti)
- © — sadrzano (uklju¢eno, simbol
inkluzije)
¢ — nije sadrZano
< — sadrzano ili jednako

P (A) — mnoZina svih delova mno-
Zine A
= — jednako, odnosno poklapaju
se kad je re¢ o mnoZinama
tataka (glava IV, VII)
# — nejednako, odnosno razlikuju
se (glava IV)

= — simbol implikacije

< — simbol ekvivalencije

~ — simbol ekvipotencije i simbol
ekvivalentnih razlika

simbol ekvipolencije

. — 1 tako dalje

— presek dveju mnozina

.

~— unija dveju mnoZina

razlika dveju mnoZina

<,/ ¢ >
|

— tj. V¥ x za svako, tj. za svako
x (univerzalni kvantifikator)

3 tj. 3x — postoji bar jedno x (egzi-
stencijalni kvantifikator)
U — osnovna mnoZina (baza)

A— dopunska (komplementarna)
mnoZina mnoZine A
P — particija mnoZine
(a, b) — uredeni par, a prvi element
(a, a) — identi¢ni par
[ab] ili [AB] — duz
A x B — Dekartov proizvod mnozina

A1 B
Al=A4x A
|| — paralelno
# — nije paralelno
| — normalno
(P), (B),... — pravac
R — relacija
R — recipro¢na ili inverzna rela-
cija
{(a, a), (b, b), (¢, ¢), ...} — identi¢na
relacija
(a, b))~ — recipro¢ni uredeni par para
(a, b)
| — deli
" ¥ — ne deli

E — relacija ekvivalencije
mod p— modulo pe

< — ispred, ,levo*“, manje od
> — iza, ,desno®, vede od ‘

< — manje ili jednako, nije vece od
> — veceili jednako, nije manje od
[ 1 — zatvoren interval



1 [ — otvoren interval

} ] — interval otvoren sleva«
[ [ — interval otvoren ,zdesna“
- — orijentisana prava

(a, b, ¢) — triplet (tri uredena elementa)
(a, b, ¢, d) — Cetiri uredene tacke
K — krug
K, — mnoZina unutradnjih tacaka
u odnosu na K

K; — mnozina spoljanjih tataka
u odnosu na K

Pp — mnoZina otvorenih polupra-
va &iji je zajednicki podetak p

P, — mnozina zatvorenih polupra-
’ vd sa zajedni¢kim pocet-

kom p
o — znak za kompoziciju relacija
(b, c)o(a, b)) — kompozicija parova

(@ &) i (b 0
— er k es ili & posle R
SoR %2:112%& R3=RoRoR

J — identi¢na relacija

f — funkcija
f: A->-B — aplikacija A na B
f: A—A — transformacija

f(x) — slika elementa x ili vrednost
funkcije u x

f(A4) — slika mnozine 4 u B izaz-
vana funkcijom f

1y, — identitna transformacija
ravni [I

¢q — konstantna transformacija
ravoi IT

p:I1—+P — paralelna projekcija
k (A) — kardinalni broj mnoZine A
N — mnozina {0, 1, 2, 3,...}

N, — mnozina {1, 2, 3,...}, 1j.
N (0}

[1, n} — pocetni odsecak (interval)
mnozine N,

8 — kardinal beskonacne m_noi'me

N, + — mnoZina prirodnih brojev_a
snabdevena operacijom sabi-

ranje

N, ¢ — mnozZina prirodnﬂ} Qrojeva
snabdevena operacijom mno-
Zenje

a+b — (a plus b)

a—b — (oduzimanje broja a od b,

a manje b, @ minus b)
* — binarna operacija
M — mnoZina snabdevena opera-
* . cijom *
x-y — ili xy ,iks ipsilon* (iks po-
mnozeno ipsilonom)

a” — n-ti stepen broja a (a na
enti)
. — znak deljenja
nzd — najvedi zajednicki delilac
nzm — najmanji zajedni¢ki multip-
lum (sadrzalac)
Z — mnozina celih brojeva
Zy=Z \ {0}
z+={0, 1, 2, 3,...}
Z-={0, —1, —2, —3,...}
(a~b) — familija razlika = elemnt

mnoZine Z
(a~0) — pozitivan broj
(0~a) — negativan broj

Z, + — komutativna grupa
Z, e« — ili Z, x komutativni monoid
Z, +, & — prsten
(%) —- racionalan broj
Q — mnoZina racionalnih brojeva

[7 — je vezan paralelogramom
§ — ima istu sredinu kao

UPOTREBLJENI TERMINI

Aksiom § 4.4

aksiom konveksnosti § 7.7

aksiom paralelnostj § 410
— poretka § 7.3

alka § 3.3, upurstvo §5.2

antidistributivnost § 2.6

antirefleksivnost § 5.4

antisimetri¢nost § 1.7 i § 5.5

aplikacija § 9.1

aproksimacija nedecimalnih brojeva § 21.5

apscisna osa § 22.5

apsolutna vrednost § 19.7, ¢, 7

aritmeticki niz § 21.8, t. 2

asocijativnost § 2.2, §23,§83

— mnoZenja § 13.3, § [9.4
— sabiranja § 11.3, § (9.4

Binarna operacija § 13.7
biZekeija § 9.5
brojanje § 10.4
brojevi celi § 19.]
—— decimalni § 2].]
— kardinalni § 10.2, § 104
— negativni § 19.6
— nedecimalni racionalnj § 215
—- neracionalni (iracionalni) §.21.6
— nula i jedan § 19.4
~ pozitivni § 19.6
~— pregled § 20.7, ¢ 5
— prirodni § 10.3 i § 10.4
— prosti § 18.1
— racionalni § 20.J
— realni § 21.7
— reciproéni § 20.4
— redni § 104, t. 3
— simetri¢ni § 20.4
— uporedivanje § 21.3

Centralna simetrija § 223, ¢ 1

Cinilac § 17.1
¢lan niza § 21.8, t. 1

Deduktivna metoda § 4.1
definicija § 1.10, . 1
— mnoZine ekstenzivno | prema karakte-
risti¢noj osobini § 1,2

definiciona mno¥ina § 9.1
decimalne jedinice § 21.2, 1. |
dekadne jedinice § 15.5
Dekartov proizvod § 3.2
Dekartov koordinatni sistemn § 225
deli (deljivost) § 14.1

delilac § 14.1 1§ 17.1

— najveci zajednicki § 18.6
deljenje § 11.4 i § 20.6

deljenik § 14.1

deljivost zbira i proizvoda §17.2

— kriterijumi § 17.3
deo mnotine § .7, t. |
dijagonala § 7.8
disjunktivne moozine § 2.7
disk § 7.8
distributivnost § 2.6, § 13318 194
dolazna mnoZina § 9.1
dopunske mnozine § 2.5
duz § 4.8 § 7.5

~— otvorena, zatvorena § 4.8
duzina dugi § 224, 1|

~— kruZnice § 224, ¢. 4

-— poligona § 22.4, ¢. |

— Ppoligonalne linije § 22.4, ¢, |

Ekvipolencija § 24.1
ekvipotencija § 10.1
ekvivalencija § 1.10 i § 6.1
ekvivalentnost racionalnjh brojeva § 20.3
element § 1.1, . }

— pocetni § 10.2

— poslednji § 10.2

— srednji § 10.2

Faktorizacija § 8.2
funkcija § 9.1

Geometrijska figura § 4.1
geometrijski niz § 21.8, t. 3
graf § 5.1
grupa § 9.7, 1, 3

— komuativna § 197, t. 3
grupoid § 13.7 i § 19.7, t. 3



Homotetija § 22.3

Identi¢ni par § 5.1
implikacija § 1.10
inkluzija § 1.7
“interval § 10.4, t. 3
__ oworen i zatvoren § 7.5
— potetni § 10.4; t. 3
inZekcija § 9.5
iracionalni broj § 21.6
istovremene operacije § 2.6
jvica poluravni § 4.7
izlozilac § 13.6
izometrijske transformacije § 223

Jednakost § 1.4, t. 3
jednadine i nejednadine § 20.8

Kelijeva tabela § 8.4
klasa ostataka § 6.3

— particije § 6.1
koli¢nik § 14.1
kolinearne tatke § 4.4
komplementarne mnoZine § 25
kompozicija funkcija § 9.4

— relacija § 8.1
komutativnost § 2.2, § 2.3, § 113, § 133

i§193

kongruentno § 6.3
kongruencija brojeva § 17.5
konkurentne prave § 24.5
kontraprimer § 2.7 1 § 63
konveksna mnoZina § 7.7
koordinate talke § 22.5
koordinatne ose § 22.5
koordinatne ravni § 22.5
kriva (oblast krive) § 22.1, . 3

—— pe-prosta § 22.1

— prosta § 22.1

_ zatvorena § 22.1
krug § 7.8
kruznica § 7.8

Medijana § 24.5, t. 3
mera duzi § 23.4, t. 1
_ kvadratna § 23.4, t. 5
_ kruga § 234, t. 4
— kubna § 23.4, t. 5 S
__ linearna § 23.4, t.
__ oblast pravougaonika § 234,62
— prostorne figure §234, 6.5
__ugla § 22.4,t. 6
mnogougao § 22.1, t. 2
mnoZenje § 13.1 1§ 192
mnozenik § 13.3
mnozilac § 13.3
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mnoZina(e)

— beskonagna § 1.5 1 § 10.4
— dolazna § 9.1
— dopunske § 2.5
— ekvipotentne § 10.1
— jednake § 1.4
__ konat¢ne § 1.5 1 § 10.2
— neparnih brojeva §1.5
— parnih brojeva § 1.5
— prazna § 1.5
— prirodnih brojeva § 1.5, 5
— standardne § 10.2
modul § 19.7, t. 7
monoid § 13.7 1 § 19.7
mre3a Dekartowog proizvoda § 3.4

multiplum § 17.1 .
— npajmanji zajednicki § 18.7

Neasocijativnost § 2.4
neracionalni broj § 21.6
peutralni element § 2.3
neutralni element sabiranja § 1.2
— mnozenja § 13.2
neutralna relacija § 8.3
niz aritmeticki § 21.8, t. 2
— brojeva § 21.8
— geomemijski § 21.8, t. 3
numerisanje § 10.4

Oblast krive § 22.1, t. 3
oduzimanje celih brojeva § 19.5
— prirodnih brojeva § 121

operacija § 2.1
— interna § 11.1

orijentacija prave § 7.3
— ravni § 7.6

osna simetrija § 22.3, t. 1
osnova sistema brojanja § 15.1
osobine dijagonala § 24.5, t. 1
ostatak § 14.1

Par § 1.5, t. 1
d§ekvipolenmi § 24.1
— identi¢ni § 5.1
— uredeni § 3.11§5.1
— reciproéni § 5.1

paralelna projekcija §9.6i1§243
paralelogram § 7.8 i§24.5
particija § 2.7 1 § 6.1

permutacija § 104, t. 3

piramida § 22.3, t. 3

pisanje brojeva § 1521 § 155
podudarnost § 22.3

polazna mnoZina § 9.1

poligonalna linija i poligon § 22.1
polinom § 12.3

poluprava § 4.8 1 § 7.4
poluprave perpendikularne (normalne) § 7.4
— paralelne § 7.4
poluravni § 4.7
povrdina kruga § 224, t. 4
— pravougaonika § 22.4, t. 2
— prostorne figure § 22.4, t. 5
prava § 4.1 i § 44
prave koje se poklapaju § 4.5
— koje se seku § 4.5
— perpendikularne § 4.9
— paralelne § 4.5

pravac § 4.10

pravci normalni § 4.10

pravi deo § 1.7

pravi ugao § 22.1

presek § 2.2

pripada § 1.1, t. 1

pripadnost § 1.3, t. 1 i § 1.10, t. 2
prizma § 22.2, t. 2

proizvod § 13.1

prosta kriva § 22.1, t. 3

prostor § 22.5

prostorne figure § 22.2

prsten § 9.7, t. 6

prvobitni pojmovi § 1.1, § 1.10 1 § 4.4

Racionalni brojevi § 20.1
rang § 104, t. 3
rastavljanje na &nioce § 18.2
razlika § 2.4 1 § 12.1
razlomak § 20.t1 i § 20.7
refleksivnost § 1.4, t. 4 i § 24.2
relacija § 5.1
— binarna § 5.1
— ekvivalencije § 6.2
— identi¢na-§ 5.4
— neutralna § 8.3
— recipro¢na § 5.2
— refleksivna § 5.4
— simetri¢na § 5.4
— sloZena § 8.1
— tranzitivna § 5.4
— poretka (reda)
— — parcijalnog § 7.1
— — striktnog § 7.1
— — totalnog § 7.1
rotacija § 22.3, t. 1

Sabiranje § 11.1 1 § 19.2
sagitalna Sema § 3.7

semigrupa § 13.7 1 § 19.7, t. 3
simetri¢nost § 1.4, t. 1 i § 24.2
singleton § 1.5, t. 1

sjurekcija § 9.5
sistemi brojanja § 15.1
sli¢nost § 22.3, t. 3
slika § 9.1
slozena relacija § 8.1
smer § 7.3
spoljainjost § 7.8

— ugla § 22.1
sredina § 24.4
stepenovanje § 13.5
stranics § 7.8
struktura § 13.7
svodenje polinoma § 12.3

Tablica sabiranja § 11.2
— munoZenja § 13.2
tacka § 4.1 1 § 4.2
tatke kolinearne § 4.4
— koje se poklapaju § 4.3
Tales § 244, t. 5
teorema § 4.4
tetraedar § 22.2, t. 3
transformacija § 9.3
— identi¢na § 9.6
— konstantna § 9.6
translacija § 22.3, t. |

tranzitivnost § 1.4, t. 1, § 6.2, § 24.1

trapez § 7.8
triplet § 7.8
trougao § 7.8 1 § 24.5, t. 3

Ugao § 22.1

umetnuti intervali § 21.7, t. 2
unija § 2.3

uporedivanje brojeva § 21.3

uredeni par § 3.1, § 5.1 i § 24.1
— parovi paralelni § 24.1
— — suprotni § 24.1

— — vezani paralelogramom § 24.1

Valjak § 22.2

vektor § 22.4

Venov dijagram § 1.6, t. 1
vrednost funkcije § 9.2

Zapremina § 224, t. 3i5
zatvorena kriva § 22.1, t. 3
zbir § 11.1
— niza § 21.8, t. 1
— — konatnog § 21.8, t. 1
— — beskonadnog § 21.8, t. |
znak +, — § 19.6, t. 4



AFORIZMI

Negujte svoju ljudsku prirodu. Vi niste stvoreni da Zivite kao stoka, nego da

trazite i stiete vrlinu i znanje.
DANTE (BoZanstvena komedija, pesma XXVI)

Ne znati nije sramota. Sramota je ne hteti znati.
. SOKRAT

Svaki dan u toku kojega vi niste dopunili svoje obrazovanje makar malim,
ali, za vas, novim znanjem, smatrajte nepovratno izgubljenim.

K. S. STANISLAVSKI

I Zivi do starosti i uéi do starosti.
KINESKA NARODNA POSLOVICA

Samo dotle moze neko obrazovati drugog, dok se i sam obrazuje. Ko je pre-

stao dalje sebe obrazovati, prestao je obrazovati i druge.
DISTERWEG

Zalosnu ée ulogu igrati ucitelj ako on, pozvan da udi i prosveluje druge,
bude ravnodu$an prema svom li¢énom obrazovanju.
F. MEHR

Zaboravi §to zna$§ da bi naucio kako treba znati ono §to znas.
PAUL VALERY

Matematika stvarno korisna danas — to je moderna matematika.

G. PAPY

Matematika nije dosadna tehnika, korisna samo u nekim slu¢ajevima. Mate-
matika je jedan od osnovnih na¢ina ljudskog misljenja i zato je neophodan element
svake kulture dostojne tog imena.

A. REVUZ
Bez permanentne kulture nastavnika nema kvalitetne nastave.
A. REVUZ
Nastava moderne matematike pocinje u zabavi§tu.
L. FELIX
11
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GLAVA I

MNOZINE (MNOSTVA, SKUPOVI)

§ 1.1. MNOZINA (SKUP)

1. Kaje se, na primer: stado ovaca; ¢opor vukova; jato ptica; buket cveda;
voénjak; zbor bira¢a; Ceta vojnika; moj pisaci pribor; posude; ove knjige na stolu;
cifre; selo; vozila beogradske registracije; spisak uéenika; aritmeti¢ka pravila; itd.

Ma koja od tih reéi (jedna 1'i viSe, razdvojenih tatkom i zarezom) oznadava
jednu , mnoZinu“. Ali nije svaka ,mnoZzina“ predmet matemati¢kog ispitivanja.
Matematiku interesuju samo odredene, definisane mnoZine. Koje su mnozine odre-
dene, definisane?

Da bismo odgovorili na to pitanje, uolimo da se svaka od navedenih
,mnozina“ sastoji od zasebnih ,jedinki“ (predmeta, osoba, biljaka, Zivotinja,
pojmova). Svaka ,jedinka“ zove se element (ili ¢lan) one mnozZine u ¢iji sastav ulazi.

MnoZina je odredena ako svi ont koji hoce da govore 1li misle 0 njoj znaju
koji su wjeni elementi. Lo o

Tl preciznijé:_. - . ako svaki koji hoce da govori, ili misli, o njoj, moge utvr-
diti da li joj odredena jedinka pripada ili ne pripada.* '

1) Napisite (u svojoj svesci) one od veé navedenih primera za koje smatrate da oznadavaju
definisane (odredene) mnoZine.

2) Utinite to isto u ovim sluéajevima: -
(1) ucenici I razreda;
(2) saksije cveca nafe | tetkice® (Cistatice) Mare;
(3) par cipela;
(4) sadasnji ucenici I razreda Osnovne §kole | Janko Veselinovi¢* u Sapcu;
(5) cipele koje sada nosi ¢ika Steva;
(6) deca naSe koleginice Branke;
(7) zadruzni voénjak u selu Slatina; (8) uctionice;
(9) ucionice u ovoj $kolskoj zgradi;
(10 odeljenja nale §kole;

(11) moj &asovnik, sada$nji predsednik Op3tinske skupitine Vrlac, Avala, Haile Selasije
(etiopski car), €esma u banji Koviljaca;

(12) ivice kvadra; (13) brojevi 0, 1, 2,..., 10;
(14) jednakokraki trouglovi; (15) preénict ove (nacrtane) kruznice;
(16) slova kojima se pide re¢ Beograd; (17) inteligentni ljudi;

* To vaZzi za realni svet i za one pojmove kojima vlada vecina é&italaca. Ima, medutim
pojmova za koje jo§ nije utvrdeno kojoj mnozini (kojem skupu) pripadaju. O takvim pojmovima
nece bit recr u ovo) knjizi.

Obratiti paZnju na znaenje re¢i pripada (pripadati). U matematici se ona upotrebljava
u smislu &initi, predstavljati deo, a ne u smislu imati, posedovati.
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(19) mlade Zene naleg grada (sela);
(21) visoka stabla na Kalemegdanu;

(18) cifre 0, 2, 4, 6, 8;
(20) vasi prijatelji;
(22) reke u SEFRJ. ' 5
2. Kako matematiku interesuju samo definisane (odredene) mngf}x;umls ge;r‘lrz
"samo njih i nazivati mnozZinama (mnoftvima, skupovima — upotrebljava)
" terml{lfar)e-ba obratiti paznju na vazinu ,,éinjenicu“:_Opstl_rpopm .(kop ;ﬁ izz;teo)
mnozina (skup) ne defz'm's’le_z1 se (zato Stli) se smatri ecéji} isévualzsozqur;aé \}a:j glogj?é;l, 2l 1 zero
St ora poci od nekih pojmova koji s€ ne 1 : -, Zato
itaoies Cd;ﬂ je m?loiina (skup, rgmoétvo) proobirni (pocetni, ola_zgn} mz;ei__ranéq}_lgkx Sg\c,)ak]a rlg
‘G@ npr. taCka, prava,.. e Me_dutl.m, postoje ,,prirodne mn ,ono, kolﬁqo o
Zovek moze da obrazuje (,fabrikuje®) 1 stvarno, ali prvenstven; m'l.zamozie v
hoce najraznovrsnijih mnozina ppd uslovom Fla se za _srvqfu 0 rg;a o e
sa ,da* il sa ,ne< (ne 1sa ,,dq“ 1 sg_,,nef‘, nie da. nt .nz ) na ﬁnoéiﬁj,’
dena jedinka element e mnoSine, ili pripada I ta jedinRa .[VO]. . : o
Svaka tako shvacena mnozina je (jedan) _mazematzckz objekt (jer ;ee rz; com
midljenja ,,mnogo* jedinki sjedinjgju u jednu ,celinu). '_Ihsazrfnrzgr\lzo éﬁe e
ispituje osobine tih objekata, mnoZina, a u prvom .retdu njihov necuse
kao i relacije izmedu elemenata dveju mnozina 1 jedne iste m .

3. Vaine napomene: )
P e ina
1) Elementi iste munoZine mogu biti najraznovrsnye jedinke, npr. MNoOZin

(11) ili, recimo, Pitagora, 43, Hanoj. ' o ;
2) Delovi elementa nisu gl_g@gnti te. iste r_rmoixr}e, gal p{;mte;l;o;t(erengz

mog ¢asovnika nisu elementi mnozine (11); tasovnik Haila Selasi) ke

element mnozine (11); glava psa nije element mnoZine kojoj pas pripada.

. . . s oada
3) MnoZina ne moze da sadrzi dva ista elementa. Na primer rec Hvad
sastoji se, kao mnozina, od 5 (a ne od 6) elemenata.

i i Zi i § « su odeljenja
4) Cesto su i elementi mnozine. Npr. ('tlex_nentl ,nasa Vé_kola rleiina éskﬂlp,
a svako odeljenje je mnoZina daka. U tom shfca)vu un‘?mo mnozinu m
skupova) 1 daci nisu elementi mnozine ,nasa Skola“.

5) Vrlo Zesto se (razumljivo u matematici) kaze ,,posma}_tra)r.rlx;) ;i'niﬁgilenzlﬁ
i*B (vidi § 1.3) 1 ispitajmo® (to i to §to se odnosi na same mnf)z1njeaeném e ol
mente), T 2 B p?sebge, chedenc? ' rcl1 ?En;ssiadnoevc()lllia\:z:lc lrllslov definisanosti.
sine, ali se pretpostavlja da svaka od njh 2z lov ¢ St
Ilzllgionzlle, ;‘1 i B su F()iveprazli(:ite (u spf_:_cija]nom slu¢aju o;e mogy l?;lu”:nloez%:zk% (\)/1;11;
§ 1.4) mnozine, ali svaka od njih stojt wmesto ma l'e0]e 0 deflz(rizésam o }-i)omoéu
opite mnoZine (op$ti pojmovi) kc.)]lma"matematlkz} nepre r10t rrlfatil‘(a), iy
kojih ona izgraduje razne teorije iz kojih se, konacno, ona (mate

§ 1.2. KAKO SE DEFINISE MNOZINA

1. Mnozina se moze definisati na dva nadina:

. . . e nata
1 Imenovanjem (nabrajanjem, ,inventarisanjem‘) svih njenih elemenata,

na primer: ) .
Milkini daci Voja, Dragan, Svetlana; ' .
napred pomenute mnoZine (11) i (18; Pitagora, 43, Hanoj.
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IT Izrazavanjem (isticanjem) osobine koja karakteriSe sve njene elemente
(i samo njih), na primer:

Milkini daci koji nose naoare; napred imenovane mnoZine (4), (5), (6),...,
(13, (14), (15), (16).

Prvi nacin zove se ekstenzivna defimcija. Drugi nadin je aefinisanje pomocu
karakteristiéne osobine. (MoZzemo reci 1 opisna definicija — iako taj naziv nije naj-
adekvatniji.)

Ekstenzivna definicija je bolja, jer tada nema dvoumljenja da i je neka
jedinka element date mnoZine ili nije. U slucaju definisanja pomocu karakteristi¢ne
osobine to nije uvek tako; na primer, stanovnici Beograda na dan 10. X 1969.
Tu su potrebna preciziranja: da li uracunati, npr. ljude na specijalizaciji, dake koji
stanuju u Beogradu samo dok $kole rade, vojnike, itd. Zatim treba ta¢no odrediti

teritoriju jer u sastav grada Beograda ulaze i minoga naselja, udaljena po vise kilo-
metara od grada. Itd.

Drugi nadin definisanja se ¢e$ce upotrebljava. Prvo zato §to ekstenzivno
definisanje nije uvek lako, a ¢esto je i nemoguée; na primer, lake je napisati ,,slova
naSe azbuke®, nego napisati sva slova. Mogu li se: imenovati svi pre¢nici date kruz-
nice; napisati svi brojevi? Zatim, ba$ opisna definicija ima op3ti, pojmovni, teorij-
ski znacaj.

§ 1.3. PRVI SIMBOLI

1. Vi ve¢ znate neke matematicke simbole, na primer: 5, 7, 11, 36,...,
=, +, X, ... Svaki matemati¢ki simbol oznalava jedan pojam ili jednu misao

(npr. 5 oznacava pojam koji se zove pet, |+ oznacava, ako se ograni¢imo na ono
§to zna uenik II razreda, , dodati* ili , povecati®, itd.).

Simbolima se je matematika oduvek sluZila, jer je pomodu njih izraZzavanje
kratko, precizno i, §to je takode vazno, internacionalno. Savremena matematika je,

moglo bi se reci, udesetostrutila broj simbola. I to s pravont. To uvida svako koji je
koliko-toliko u$ao u tu nauku.

M1 ¢emo zasad uvesti ove simbole:
4, B, G, ..., X, Y, Z
za oznadavanje mnozina;
() a, b,¢,..., x, 9, 2
za oznacavanje elemenata i uopdte ma kojih jedinki;
o (3) € i ¢ za oznalavanje pripadnostt odnosno nepripadnosti jedinke
mnozini;

(4) = (jednako) i 7 (nije jednako) koji su poznati, ali ¢emo ipak objas-
niti njihov precizni smisao (§ 1.4);

" (5) ,velike zagrade* { }.
2. 1) Neko je napisao, na primer:

Gvozden, (njegova supruga) Andelija i (njihova deca) Dejan, Bojan
i Zvezdana;

51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59;
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Makedonija, Crna Gora, Srbija, Bosna i Hercegovina, Hrvatska,

Slovenija.
On kaze da je zapisao tri mnoZine,
To _nije pravilno. Da bi ta zapisivanja oznatavala mnofine, mora se

pisati ovako:

) {Gvozden, Andelija, Dejan, Bojan, Zvezdana};
(2) {51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59}; i sli¢no.

Zagrade { } su, dakle, obavezne. Zarezi takode.

Pri tome treba imati na umu da, ovako kako je zapisana, mnozina (1)
moZe oznacavati: ili definiciju Gvozdenove porodice i tada su njeni elementi lica
(osobe), a napisane redi, imena, su nematemati¢ki simbolj elemenata; ili mnoZinu
samih imena, tj. elementi su re¢i Gvozden, Andelija, itd. Isto tako u slugaju (2):
Ono 3to je zapisano moZe oznadavati minoginu brojeva (izmedu 50 i 60), tj. elementi

su_brojevt. 1li je to mnoZina napisanih simbola, imena brojeva.

Prema tome, {A (\) D} je mnoZina ¢iji su elementi AO
= N
i D N {(J. ﬁ @B} moze biti mnozZina crteza, kako ih vidimo,

a mozZe oznaCavati i paradajz, papriku, jabuku i krutku koje je, npr., mali Misa

pojeo danas. ) 5 . = _
Zbog toga, a i kratkace radi, tim pre radi uop$tavanja, mnozine definisane

ekstenzivno oznatavaju se, najce$ée, ovako:

{a> b) [ d})
pri ¢emu a, b, ¢, . . . oznatavaju ma koje elemente, one koje mi Zelimo u _dgtom slu-
¢aju. Ali, sve dok ispitujemo jedan problem, szmbol a oznalava jedan isti element.
To vazi za svaki simbol (b, ¢, ...).

2) Mnozine definisane na drugi nagin (pomoéu karakteristiéqe osobine)
oznacavaju se pomocu istih zagrada, razumljivo malo drukéije, na primer:

{x | x je dak mog odeljenja i nosi naotare};

{x | x je samoglasnik naleg jezika};

{y | ¥ je prirodni broj* manji od 13}.

Prvo oznatava mnoZinu x (iksova) gde (svako) x oznacava jednog_ daka
mog odeljenja koji nosi naoare, a ¢ita se kako je napisano: MnoZina x, x je dak
mog odeljenja koji nosi naocare.

I sli¢no u ostalum slucajevima.

Druga od napisanih mnoZina se na prvi nadin definide: {a, e, ¢, 0, u}.

Defini$ite na taj nadin prvu i treéu.

3) To su definicije, a_mnoZine se oznacavaju velikim slovima_d, B,

C, . .. Pritome, definisana mnoZzina (posle ¢emo videti zasto) oznacava se, na primer:
A={100, 700, 400, 200, 600, 800, 500, 300, 900};

C={a,b,¢c, d e}:
S = {x|x samoglasnik nade azbuke}.

(O *znaku ,,=* govori¢emo posle, § 1.4.)

o su prirodni brojevi.

* Kz;xije ¢e biti re€i o prirodnim brojevima. Zasad: 0, 1, 2, 3,...
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Ako se rasuduje uopdte, slova A4, B, C, .

mnoZine i Citav niz mmogia, S el oznacavaju ma koje (odredene)

4) NapiSite na oba na¢ina definiciju mnoZine:
A — prirodnjh brojeva izmedu 2 j 10;
— sedmica (sedam dana koji &ine sedmicu);
— meseca &ija imena pocinju slovom m;
— meseca ¢jja imena podinju slovom d;
— mMmultipluma (sadrzalaca) broja 7 manji jmj i
g;gj iegn;;cjzg,}gsd:e g ;zr{alc'gz)ra' broj rgz]lilélito gdlgglél;)l;?; giilr;g} u é%lajlemr]zzutl,éojfua)
e ot e 35— mujr)i X Je multiplum brpja 8 jer je 120=8x15.1¢ (gul:;
P . p rgom svako.g broja, ali tada je i g=0);
laca (delilaca) broja 16 [broj 4 je ¢injlae (delilac, faktor) broja 4

ako je a=dg, gde je s _ , (
84=7x 121, 8d¢ je g razli¢it od nule; na brimer, 7 je &inilac broja 84, jer je

f] — jedinicad za merenje koje se ute y osnovnoj Skoli;
— predmeta koji se sada nalaze na vadem stoly: ’
K — duginih boja. '

o oW

5) Napitite definiciju prema karakteristiénoj osobini:

L£={3,6,9,12,15); M={123,132)213’312}321}231}_

3. j < %
Neka je pe (ﬁ% })),/}. Tada pifemo:

€ P, a itamo: Sargarepa pripada mnozini P,
<—‘ ) € P, alitamo: Luk pripada mnoZinj P.

/ S P(Protitajte.)

(%) & P i citamo: Cvet ne pripada mnozinj P,
. Neka a oznatava ma koju jedinku, a ]
mnozine M, piSemo acM. U protiviom a ¢M
Ako, na primer, svo; jenj -
o £ voje odeljenje Ei je uceni
Y, pitoran P s j Jenje oznacite sa C, 3 Steya Je ucenik tog ode-
G . . .
Uzgfirm_ nkpr. S1gurno ne pripada mnozinj C i zato pigemo: g¢C.
PSTe, ako je M ma koja mmnoss edr . ,
moguinost oy % o 7 osna, u pogledu jedinke x postoje samo dve
1) Izrazite da svaki od elemenata a,

2) lzrazite pomo¢ i
¢ mocu uvedeni
elementa datoj mnoZini: " znako

A={x|x je neparan broj}, 5 A4.

S={x1x je telo Sunéevog sistema), x  §
B={yly je broj manji od 199}, 199 B -
R={rimske cifre}, VR '
C={z|zje broj deljiv brojem 11}, 123 ¢
G={ulu je uzroénik groznice}, 5 (svila) G
D={x|x je broj deljiv brojem 9}, 80001 D
E={c|cje arapska cifra}, 23 E. .

6, ¢ pripada mnosinj {a, b, c}.
Va pripadnost odnosno nepripadnost oznadenog

2 Moderna matematika
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§ 1.4. JEDNAKE MNOZINE. JEDNAKOST

1. 1) Posmatrajmo mnozine:

(% A& (8.7 9T
(7 59, <) oo B FH5)

)
[[]

)
1

Mnosine A i B nemaju zajednickih elemenata. To isto vaZi za mnozine
A i C. — Mnozine B i C imaju zajednickih elemenata.

Sta mozemo reci 2a mnozine 4 i D? One se sastoje od istth elemenata.
Slova A i D oznacavaju, dakle, iste mnozine, jer redosled elemenata nema_nikakav
znacaj. Za takve mnozine kazemo da su jednake i to zapisujemo ovako: A=D.

Mnozine 4 i B nisu jednake, tj.: A#B.

Isto tako: C#B.

Napisite za 4 i C.

2) Sta moZete re¢i o mnozinama:

P=1{1, V, X, C, D, M};

Q= {cifre kojima su se sluZili Rimljani};
R— {rimske cifre}.

Izrazite to pismeno.

2. 1) Neka je E={a,b,¢,d}, F={a,6,d}, G= {d, b, ¢, ay, H={e,d,a}, 1.<= {a', d, b, c}.
Koje su od tih mnoZina jednake i za$to? Koje nisu jednake i zadto? Izrazite to 1 pomocu
simbola =, odnosno #. ) . .
2) Neka je A={1,2,3)},a B neka je mnoZina prost_ih brojevq* mgn)lh od 5, tj. neka je
B={x|x prost broj manji od 3}. Izrazite relaciju izmedu tih mnoZina simbolom.
3) Neka je C={1,2,7,9}; D={x|x neparan broj manji od 10}. Zahtev kao
u prethodnom slucaju. ( N
j 2 irodni j jutno 6; B={0,1,2,3,4,5};
4) Neka je: A mnoZina prirodnih brojeva od 1 do zakljuéno 6; B=1{0,1,2, 3,4,
C={x|x je) broj tagaka nacrranih na svakoj strani modela kocke pocev od 1}; D= {y |y je ostatak
deljenja brojem 6}. Koje su od tih mnozina jednake?
5) Obrazlozite da ako je: . ' '
M, ={x | x prirodni broj manji od 100, a deljiv istovremeno brojem 2 i brojem 133},
M,=1{26, 52, 78}, onda je M,=M,.

3. Simbol ,,=* ste ve¢ upotrebljavali, na primer:
5+8=13, 28=4x17, 54:2=9x3.

&ta on oznadava? 5+8 je izraz ili, 3to je isto, ime jedne ,,st\_/a.n‘"., Je_,dnog

pojma. 13 je takode izraz, ime jedne ,stvari®, jedno_g pojma. Stavha;l}q mmbé)l
—« izmedu ta dva izraza, imedu ta dva ,,imena®, mi wvrdinio da oba izraza, oba
» )

* Prirodni broj je prost, ako je deljiv samo brojem 1 i samim sobom ili, preciznije, ako
ima samo dva delioca. O prostim brojevima govori¢emo posebno (glava VIID).
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imena, osnalavaju jednu istu stvar, jedan isti pojam. Drugim redima (ako uodimo
drugi primer), 28 oznacava jedan broj (28 je znak, simibol, ime toga broja, tog pojma).
Znak (simbol) ,, = tvrdi da se ime tog istog broja moZe napisati i ovako: 4x7.

Prema tome, znak, simbol ,,=* oznacava da je stz pojam (isti objekt),
- - » ey . N
izraZen, oznalen, imenovan na dva razli¢ita nacina.

Zato kaZemo 1 pifemo, na primer:

A=D [videti ovaj §, racka 1. i t. 2.2)];
H=F [videti ovaj §, tatka 2. 1)];

A=C i B=D [ovaj §, t. 2. 4];

A=D ¢itamo: A jednako D. E=F ¢&itamo . ..

Isto tako (§ 1.3, t. 2.3):

A1 {100, 200, 300, 400, 500, 600, 700, 800, 900} su dva imena iste mnoZine
i (govorimo i pifemo):

A=1{100, 200, 300, 400, 500, 600, 700, 800, 9500} ;

Si {x|x je samoglasnik} su dva imena iste mnozine i zato

S={x| x je samoglasnik}.

Analogno, a=b (a jednako b) oznatava [prema dogovoru, § 1.3, t. 1.2)
dva imena (a 1 D) iste jedinke, istog elementa.

Suprotno: A#B oznafava dve mnozine (razne); a7b oznatava dva ele-
menta, uopste dve jedinke.

Simbol ,,=* i ono §to je napisano (§to stoji) levo i desno od njega Cine
jednakost. 1li: Simbol | = zajedno s onim $to je napisano levo i desno od njega
zove se jednakost.

4. Jasno je da dok se vr$i odredeno rasudivanje: jedna stvar® (jedan pojam)
ne moze da se ,pretvori“ u drugu, $to se zapisuje a=a; da se (prema znacenju
simbola , =) a=>b mozZe napisati i ovako b=a; da ako je a=b i b=c, onda je a=c.

Otuda tri vaZne osobine jednakosti:

Osobina se zove

tranzitivnost

[
I e
| 4=—4 B=B ' x—x_ refleksivnost
Ako je a=b, onda je i b=a. simetri
Ako je A=B, onda je i B=A. e
Ako je a=b
: b=c¢

|
} onda je a=c. l
|

§ 1.5. PAR, SINGLETON, PRAZNA MNOZINA,
KONACNA I BESKONACNA MNOZINA

1. Paci jednog odeljenja pozvani su da se upisu u sledece sekcije (koje postoje

pri $koli): spprtsku, pozori$nu, muzi¢ku, modelarsku, fotografsku i mladih prirod-
njaka. Jedan Ucenik moZe se upisati najvide u dve sekcije.

2+ 19



Daci tog odeljenja ¢ine mnoZinu:

K={a,b,c,d,e,f, g, h, 6,7, b, ,mymy 0, 9,7, 5, 8, 14, 0, 2}

Posle izvrSenog upisa sastavljeni su spiskovi po sekcijama. Ti su spiskovi
mnozine. Najvi§e ih se opredelilo za sportsku sekciju, naime:

S={b,d,e,f, kym, 0,p,7,5, t, 4, z}.

I u pozoridnu sekciju ih se dosta upisalo:

P={a,b,c e f, kmp,s, v}

Manje ih se upisalo u sekciju prirodnjaka (B):

B={a,c,g h,j,s}.

U muzicku sekciju upisale su se samo Olga i Vesna, dakle:

U modelarsku upisao se samo Tihomir, tj.:
M= {¢}. Takva mnozina zove se singleton.
A u fotografsku sekciju nije se niko upisao i zato piSemo: F={ }.

. Za ovu poslednju mnozinu kaZemo da je prazna. Pored { } za njeno ozna-
&avanje postoji i specijalni znak @.

2. 1) Kako se zove mnoZina &iji su elementi (koju ine): suprug i supruga

koji su vam do$li danas u goste; tacke koje odreduju pravu; pera kojima piete u
ovom trenutku; Zemljini prirodni sateliti; stranica trougla 1 naspramni ugao;
zene koje moze da ima Evropljanin; delioci broja 7; deliqm ma 1_<og prostog br'OJaf-
predsednici opstine na Cijoj teritoriji Zivite; vadi daci koji stanuju u Tokiju; llufh
&ija visina iznosi 3 metra; bebe koje progovore mesec dana posle Vrﬁ)dema; neparnih
brojeva deljivih brojem 2; prostih brojeva izmedu 14 i 1_6; kpcke Cije su neke strane
krive povr$i; kupe sa tri vrha; brojevi deljivi samo jednim brojem ?

2) Kako se zove mnozina: {+, —}; {da, ne}; {a, b}; {a}?

3) Kako se zove mnozina koju ¢ine brojevi umesto kojih stoji slovo u:
(1) 3x=4x; (2) 34x=4+4x? . o

Treba dobro razlikovati singleton i element. Na primer {a} je singleton

(mnozina) a @ je element pa piSemo a € {a}.

3. Napisite ekstenzivnu definiciju:
(1) mnoZine vadih cipela koje su vam sad na nogama;
(2) mnozinu tataka u kojima se seku dve neparalelne prave koje pripadaju istoj 1avni;
(3) mnozZinu tafaka u kojima se seku dve paralelne prave;
(4) mnozinu koju ¢ine vada motorna kola;

(5) mnoZinu lavova koje Cuvate kod svoje kuce.

4. Koje od mnoZina navedenih u § 1.1. pod 2) mogu biti: 1) singletoni;
2) prazne? , )
Obratite paZnju na: @ je prazna mnoZina, a { @} nije (prazna) nego

singleton.” Zasio?
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5. Zamislite da redamo jedan za drugim elemente date mnoZine. Ako se taj
posao moZe svrditi, tj. ako se moze dodi do poslednjeg elementa, mnozina je konatna.
U protivnom za mnozinu kaemo da je deskonacna. Na primer: -

LLfonacna .

E={0,1,2,3,4,...,1000 000} je kona¢na mmiozina, a

N={0,1,2,3,4,5...},
P={0,2,4,6,8,10,...},
H={1,3,51, ...},

D={1,10, 10x 10, 10x10x 10, ...}

su beskona¢ne mnoZine.

Posebnu paZnju skre¢emo na mnozinu N koja se zove mnosina prirodnih
brojeva. Na nju ¢emo se posebno vratiti (§ 10.3), ali éemo je i pre toga spominjati.
Spominja¢emo i mnoZine P (parnih brojeva) i H (neparnih brojeva).

Umesto P za {0,2,4,6,...} ¢e¥ce éemo upotrebljavati 2N'= {0, 2, 4, .. g
Obratiti paznju da je svaka od mnoZina, npr.:

(1) (svih) zivih ljudi (danas) na Zemlji; (2) (svih ) zrnaca peska na Zemlji;
(3) molekula vode u jednoj ¢adi; (4) (svih) molekula na Zemlji;

(5) rataka koje bi jedna masina vrlo brzo otkucavala, a kucanje bi trajalo tri puta ono-
liko koliko ima godina otkad postoji Zemlja; . ..

kona¢na mnoZina.

§ 1.6. GRAFICKO PRIKAZIVANJE MNOZINE

1. Lakse se operie mmnoZinama kad se one prikazuju crtezom (graficki).
U tu svrhu usvojen je najjednostavniji na¢in: zamidlja se da su svi elementi date
mmnozine zagradeni jednim kanapom, jednom Zicom, pa se nacrta taj kanap, ta Zica,
na primer slika ].].

Smatram, dakle, da knjiga,
sveska, pero, olovka i guma
(predmeti koji se nalaze na mom
stolu) ¢ine mnozinu A4, zami§ljam
da su ti predmeti zagradeni jed-
nim kanapom, nacrtam taj kanap,
a elemente mnoZine prikazujem
nacrtanim ta¢kama i pored svake
napiem ime (simbol) odgovara-
juceg elementa. Na mom stolu Slika 1.1
se nalaze jo§ noz (n) i estar (a),
ali oni nisu elementi mnozine A4 i zato odgovarajuce tatke a i n ne pripadaju oblasti
koju odreduje nacrtana kriva. Jedan ili drugi crtez (sl. 1.1) predstavija dijagram
mnozZine 4. On pokazuje da:

ked, sed, geA, oed, ped, a¢Ad, n¢A.

Zove se Venov ili Ojlerov dijagram.
Ali, prikazivanje elemenata nacrtanim tackama nije obavezno, iako se to

‘praktikuje kad god je moguée (kad nema mnogo elemenata), jer zamislite da treba

prikazati prosvetne radnike jedne opdtine, ili jedne republike, tacke jedne prave
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ili sve prave koje imaju jednu zajednitku tatku. Obavezna je samo kriva linija

koja moZe imati proizvoljan oblik ali koja ne sefe Samu sebe 1 obavezno je pisati
ime mmosne (4, B, ..., X, .. .). Pogotovu nije obavezno prikazivanje onth jedinki
koje ne pripadaju uocenoj mnozini; jer ih uvek ima neograni¢eno mnogo; na primer:

8 M

Slika 1.2

jesu Venovi (Ojlerovi) dijagrami mnozina B, M i X. U tom slutaju svaka tacka
oblasti ograni¢ene krivom (a njih ima neograniteno, beskonalno mnogo) moze
predstavljati jedan element mnozine B, odnosno mnozine M, odnosno mnozine X.
Medutim, kad se elementi prikazuju, odgovarajuce tatke ne_smeju pripadati krivoj
Fragi, ne smeju bit Lacke granice. -
Oblast dijagrama prazne mno-
Zine se, po pravily, Srafira_crveno
L1y
2. Evo, kao primer, kako izgle-
daju dijagrami mnoZina ucenika upi-
sanih u razne sekcije (§ 1.5, t. 1.):
slika 1.4.
Proucite crtez (1.4) 1 odgo-
vorite na pitanja koja slede, odnosno
izvrdite ono 3to se zahteva:

1) Zasto se svi dijagrami nalaze u
dijagramu mnozine K?

Slika 1.3 Slika 1.4

2) Zasto je dijagram mnoZine M u dijagramu mnozine S?

3) Zadto se dijagrami mnozine S i P delimi¢no poklapaju ?

4) Isto pitanje za dijagrame mnoZina B i P.

5) Pokazite dijagram prazne mnozine F.

6) Oznagite (imenujte na crtezu 1.4) elemente mnoZine C. Zasto je jedan deo dijagrama
te mnozine $rafiran? )

7) Oznaéite (na crtezu) zajednicke elemente mnoZina: (1) SiP; (2)PiB.

8) Prikazite (tatkama i oznacite) elemente i, [, n.

3. 1) Nacrtajte dijagram mnoZine M= {prsten na vasem domalom prstu, va§ direktor,

avalski toranj, Mesec}. PrikaZite na tom dijagramu ¢asovnik vaSeg direktora.

2) Neka je M mnoZina daka valeg odeljenja, K mnoZina onih od tih daka koji sad imaju
kecelje na sebi, a L mnoZina onih koji nose naocare. PrikaZite te mnoZine Venovim dijagramima.
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o 3) ]ec_!a.n uéenik prikazao je mnoZinu C cveéa u prodavnici i mnoZinu H hrizantema
u istoj prodavnici ovako (sl. 1.5): '

Je li to dobro? Ako nije, kako C

moiete crtez popraviti, a da nidta ne

briete ? ’ - H A

. Pokazan vam je dijagram

sl. 1.6 i re¢eno vam je A=B. Srafirajte B
prazne delove (oblasti).

5) Isto za svaki dijagram (sl. 1.7).

(0 &P O

Slika 1.7

Slika 1.5 Slika 1.6

6) Neka je K mnoZina ki¢menjaka a P mnoZina ptica. Koji je od dijagrama (sl. 1.8)

p K K p
200 Do
(1) (2) (3) (4)

Slika 1.8

pravilan?

7) Neka je_ P mnozina parnih, a H mnoZina neparnih brojeva (§ 1.5, t. 3). Koji od dija-
grama (sl. 1.9) pravilno prikazuje te mnozine?

@ 7O

5 .
(1) (3) (4)
Slika 1.9
A
) w )
8) Izrazite pomoc¢u znakova € i ¢ pripadnost od- ’d.
nosno nepripadnost -prikazanih elemenata (sl. 1.10). Slika 1.10

§ 1.7. DELOVI (PODMNOZINE) MNOZINE

1. 1) Neka je 4 mnozina sluzbenika ustanove (8kole) u kojoj radite, a B mno-
7ina sluzbenika te iste ustanove ali koji su mladi od 30 godina. Sta je onda mno-
Zina B u od_nc_)su na A? I u obi¢nom Zivotu se kaZe da je mnoZina B deo mnoZine A.
U.matematl.q se taj deo mnoZine zove i podmnogina. PrikaZite Venovim dijagra-
mima mnozine 4 i B,
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To se zapisuje ovako:
Bc A,

a ¢ita: B je deo (podmnozina) mnozine A« ili ,,B je ukljutena, sadrzana u A
A zdesna nalevo: , 4 sadrzi (uklju¢uje) B«.

2) Ranije smo naveli (§ 1.6, t. 3. 6) primer mnoi'im}_kiémenjaka K iwmno—
Zine ptica P. &ra mozete reéi za te mnozine? (Pogledajte i dijagram.) Zato piSemo:
Pc K. (Prolitajte.) '

3) Neka je P={a, b, ¢} mnozina prozora, a S= {m, n, p, q} mnoZina
sijalica u na$oj utionici. Sta je: (1) {a, ¢} (2) {b}; (3) {m, q}? _

Da li je {a, ¢, m} deo mnoZine P? Da li je {n, p, ¢, ¢} podminoZina mno-
3ine S? . _ .

Mnosina X zove se deo ili podmnozina mnosine Y ako, i samo ako, svaki
element mnodine X je element mnofine Y. Tada kaZemo da je mnogina X sadriana,
ukljuéena u Y i to zapisyjemo X< Y, i Yo X (Y sadréi X). )

Ukljucenost, ili sadrZavanje, jedne mnoZine u drugu zove se inkluzija.

2. 1) Data je mnoZina S={I, 3, 5, 7, 9}. Napisite njeng pogln_'moiipu (njen deo) koju

gine: (1) prosti brojevi; (2) brojevi deljivi brojem 3; (3) brojevi deljivi bro;entl 2. B .

2) Data je mnozina T={1, 2,3, 4, 5, 6}. N'z_!pi§it§ njen deo (pod_mr}oim_t'x) koiji (a) ¢ine:
(1) parni brojevi; (2) multiplumi broja 3; (3) delioci broja 48; (4) brf);ew dClllVl' brojem 11.

3) Neka je B mnoZina stanovnika’ grada Beograda, E mnoiu}g stfmovmkg Evrope,
J mnozina stanovnika Jugoslavije, Z mnoZina stanovnika na Zemlu‘.']a vas, CitaoCe, oznacavam slo-
vomn ¢. lzrazite (simbolima) kojim (od napred navedenih) mnoZina pripada ¢?

4) Oznadimo sa D, mnozinu delilaca broja 12. Da li je taéno: D= Dy D, N?

5) Neka je R mnozina daka koju &ine udenici IV razreda _uéiteljice Dobrile, a T mno-
3ina daka istog odeljenja &ija masa iznosi: (1) vise od 10 kg; (2) vise od 70 kg; (3) izmedu 25
i 35 kg. Prikazite svaki slu¢aj graficki.

3. 1) Neka je K mnozina ki¢menjaka, P mnoZina ptica,? G m.x}oiina goluboya.
Da li je pravilan ovaj dijagram (sl. 1.11) i koju osobinu inkluzije on pokazuje?
Pravilan je i pokazuje da ako su X, Y, Z tri
mnozine i
ako je XcY

, onda je XcZ,
a YcZ

to jest inkluzija je tranzitiona. (Upor. § 14, 1. 4.)
I to je jasno, jer X <Y oznatava da svaki ele-
ment mno¥ine X je element mnozine Y, a Y= Z ozna-
¢ava da svaki element mnozine Y je element mnoZine Z. :
1z toga sledi da svaki element mnoZine X je element Slika 1.11
mnozine Z. ‘
2) Da li je inkluzija refleksivna? Jeste, jer svaki element mnozine X je
element mmozine X, to jest: Xc.X.
Na primer, X={a, b, ¢} je ,deo* mnozine X={a, b, c}.
Znadi, svaka mnofina je deo same sebe.

Zato: Ako je X< Y, ali Y sadrZi i elemente koji nisu ellementi rpnoiine .}_{,
kazemo: X je pravi deo (mnoizine) Y. Ako, pak,'dopu§gamo' i mogucnost da je
svaki element Y i element X, pifemo X<V (X je sadrzano ili jednako Y).
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Ali, 1 prazna mnozina je deo svake mnozine, tj. o <X.

Zaista, svaki element prazne mnozine (koji u stvari ne postoji) je element
svake mnoZine X. ’

- Ved smo (t. 2. 5) naveli primer: anii‘ria daka uditeljice Dobrile Cija je
masa veca od 70 kg je deo (podmnozZina) mnoZine R koju &ine svi daci (odeljenja
uditeljice Dobrile). -

,
>

" 3) Neka je XcY 1 YeX. (Uporedite simetriénost jednakosti: Ako -je
X=Y, onda je Y=X.) Sta sledi iz toga? X< Y oznadava, prema definiciji, da
svaki element mnozine X je element mnoZine Y, a ¥ < X oznacava da svaki element
mnoZine Y je element mnozZine X. Dakle,

iz XcY i YcX sledi X=Y.

Ako je mnogina X deo (podmnogina) mnosine Y, a Y je deo (podmnoZina)
mnogine X, mnogine X 1 Y su jednake.

Graficki prikazana ta osobina izgleda ovako (sl. 1.12):

Jer, ako je svaki element mnoZine X ele-
ment mnozine Y, onda je , deo* dijagrama mmno-
Zine X, van mnozine Y prazan pa ga $rafiramo.
Isto kad posmatramo Y < X.

Ta se osobina inkluzije zove antisimetric-
nost, tj. imkluzga je antisimetricna.

//
N
Iz toga sledi jedna korisna posledica. Na-

ime, da bi se pokazalo da su dve mnoZine 4 i B Slika 1.12
jednake, treba pokazati: (1) A<Bi (2) BcA.

Dakle, ako su X, Y, Z ma koje mnoZine, osobine inkluzije jesu:

\

X e X (refleksivnost);
Ako je Xc Y i YoZ, onda je X< Z (tranzitivnost);
Ako je Xc Y i1 YcX, onda je X=Y (antisimetri¢nost).

Vaina primedba:

A=A41 Ac4 je ista ,stvar“. Medutim, kad je 4= {a}, onda a7 {a},
nego acfa} (§ 1.5, t. 2). Dakle:

MnoZina, éak 1 kad je singleton, nije jednaka jednom svom elementu.

Drugim re¢ima, mnogina i element su dve razli&ite stvari®, dva razlicica
objekia, dva razlicita pojma (§ 1.4).

4. 1) Dalije {9, |, 6} mnoZina arapskih cifara? Nije mnoZina, ve¢ deo te

mnozine.

2) {9, 1, 6} je mnozina cifara koje figuri§u u napisanom prirodnom broju:
1969; 916; 619; 196; 169. 1z toga je jasno da napisani prirodni broj nije mno-

Zina cifara.

3) Sta je, na ,terenu Ni§, a $ta je {Nig}?
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§ 1.8. MNOZINA DELOVA (PODMNOZINA) MNOZINE

1. 1) Posmatrajmo mnoZinu prozora ulionice A= {a, b, ¢}.

Prazna mnozina @ je njen deo %]
Tri njena dela od po 1 elem. — 3 singletona {a}, {b}, {c}

Tri dela od po 2 elem. — 3 para
Sama mnozina A (takode je deo)

{a, b}, {a, ¢}, {bs €}
{80}

,,Zagradimo® i dobijamo dijagram mno#ine delova (podmnofina) mnozine A.

o2 o2 o2
a b c
Q'q dQ dQ

Ta se mnozina oznalava ova- .

ko - P(A).

Drugi nadin dobivanja njenih
elemenata prikazan je crtezom (sl. 13).

Naime, ako je X jedan deo mno-
yine A, onda postoje dve mogucnosti:
a nije element podmnozZine X, a jeste ele-
ment podmnozine X. Zato iz a ,povu-
¢emo“ dve crte i duz jedne napiSemo
,ne<, a duz druge ,,da*. To isto vazi za

bicizato podemo od a, idemo duz jedne .

grane“ i na kraju sastavljamo mnoZinu
samo od onih elemenata iz kojih izlazi

2) Zamislite (svima nama po-
znatu) porodicu Blagojevi¢ koju Cine otac,

B= {otac, majka, sin i kéerka},

d
& {b}
b3 CK
Q
e b,c
o Iy da { } crta da‘“.
3 e 1
Q ne
a
b < da { ,C} majka, sin i kéerka, tj_-i
g {u,b,c} ili, krace:
Slika 1.13

B=/{0, m, s, k}.

Ujutru, u 6 ¢asova nema u sobi za ru¢avanje nijednog ¢lana

te porodice, tj. tamo se nalazi njen deo (podmnoZina) ' o il {3}

Oko 7 &asova prvi ude i sedne otac (da dorutkuje) {o}.

Posle toga ude sin, pa je sad (u sobi za ruc¢avanje) deo . ....... {0, s}

Ali umesto sina mogle su uéi majka ili kéerka, dakle . Ao, rn}}

P {o, k}.
F T : '

Isto tako mogla je, umesto oca, da ude prvo majka, tj. ... .. {m}.

ZAUITL + o e v see e e et e e s {m, s} Jer smo
DR PPPP {in, k). {m, o} vec
[ F I IR g

Ako j& prvo u$ao Sin, IMAMO .. ..vvevorrrvear e {s}.

e T {s, k}.

Ako je prva ugla kéerka, imamo ..............e RRSEEREEEE {k}.

Mogli su udi i istovremeno sesti za sto 0tac, majkaisin ...... {o, m, s}

TR {o,m, k}
PP TP TP R {0,5,k>}
G {m, s, k}.

Najzad, mogli su svi istovremeno Sesti Za StO, L. vvvvnnovn. s {o, m, 5, k}.
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MnoZina*

3
o{o}  e{om} ofo,s} o{ok}
o {m}

)

o{m,s} o{mlk}v O{S} O{S,k}
*{oms} e{omk] e{o.sk}

o{m,s kj o{o,m,s,k}

Slika 1.14

ili u obliku ekstenzivne definicije:

PB={2, {0}, {o,m}, (0,5}, {0k}, {m}, {msh {m k), (s} sk} (k)
{o,m, s}, {o0,m, &k}, {o,5,k}, {m,s, k}, {o,m,s, k}} .
zove se mnozina delova (podmnogina) mnoZine B.
Kratko moZe da se- &ita ,,p od B“.

MnozZina podmnozina (delova) date mnoZine se najlakse sastavlja postup-
kom prikazanim crtezom 1.13. [Sastavite i tako P (B).] Ali nje teSko ni pisati
redom: praznu mnozinu, sve singletone, sve parove, zatim mnozine od po 3 ele-
menta, itd. Na primer mnoZina podmnozina (delova) mnozine M= {a, b, ¢, d} jeste:

Pn={s; {a}, ¥} {} (@} (&b} {ac) {ad) (b} (bd} {od),
{@bch {abd) {acd) (bed) {abed),

2. 1) Sastavite mnozinu delova mnozZine:

C=/{a, b}; D=1{0,1, 2}; E={l, 2,3, 4}.
2) Sta su elementi mnozine delova date mnozine? To su mnoZine. Prema -

tome, ako delove (sastavijene na -pokazani nacin) mnozine X oznadimo sa @,
A, B, C, D, E,F, G, H K, L, onda je:

P(X)={%,4,B,C,D,EF, G, H K, L}.

3. 1) Iz koliko elemenata se sastoji mnozina delova date mnozZine? To zavisi
od broja njenih elemenata. Uzmite mnoZine od O, 1, 2, 3, ... elemenata i pokusajte
da sami pronadete formulu za izra¢unavanje broja delova ma koje mnozZine.

2) Tzratunajte broj elemenata mnozine P (X) kad se X sastoji od: 6; 8;
10 elemenata.

* Na crtezu 1.14 nedostaje deo {k}.
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§ 1.9. VEZBANJA I ZADACI

1.” Nadite, ili sastavite, 7 mnoZina i napiiite njihove definicije (bar jednu, a kad god je
moguce i obe definicije iste mnoZine). )

2. Umesto tri tacke {...) stavite znak € ili ¢:
(1) Mira ... kolektivu moje $kole (ustanove).
(2) Mirina desna ruka ... kolektivu moje 3kole.
(3) Palac moje desne ruke ... mnoZini mojih ruku.

=@ T ... {6+3, 540, 445, 8—1, 71}/

(5) 1011 ... {x|x je multiplum broja 3}.

- 3. Prazna mnoZina je (jedan) pojam.

Da li je {@} prazna mnozina? Nije, nego singleton ¢&iji je (jedini) element .
Uostalom {} je znak za praznu mnoZinu, a {@} je "

Ma koji bio element x, uvek x¢@ (jer @ ne sadr?i nijedan element). _
Medutim ge{o} (§ 1.7. primedba 2.).

Dakle ¢z, 2 ge{a}.

Sta pokazuje @ ={}=o?

Je li tatno {{}}={(o}?

Zadto je {@, {@}} par?

4. 1) Ima ki jednakih mnoZina medu ovima:
{&:a, 6,01}, {s5,a,8, 6,6}, {s,8:m,a,k}, {a,g,a,m k}, {k, m,5,¢,0,k}?

5. Proditajte, a zatim napiSite ekstenzivnu deﬁnjcijx_x date mnoZine [kad to nije moguée
napidite 5 prvih elemenata i ... (3 tatke -- simbol za ,,i tako dalje)]:

G ={x|x je grani¢na driava Jugoslavije}
H ={ala je moj bivdi profesor matematike}
A={yly je domgéi p'reiivar} Ue li A=B?)
B ={y|y je domadi sisar}
M={x|x multiplum broja 7}
P ={z|x paran broj izmedu 17 i 83}
/GKﬁapi§ite mnoZinu &ji su elementi:
’ (1) 13; (2) 17, 19; (3) brojevi koji ne dele (nisu delioci) broj 32; (4) multiplumi

broja 25.
,7;' Neka div 18 oznaava mnozinu delilaca broja 18, tj. div 18={1,2,3, 6,9, 18} ili
div 18#{xlx je delilac broja 18}. .
1) Napidite obe definicije mnozine: div 12; div 205 div 72; div 7; div 29; div 73.
2) Pokazite da je: div1={1}; div0={1,2,3,...}.

8. Umesto ... stavite = ili 7
1) {0,1,2,4,8)...{x{x deli 8};
@ {0,1,4,9,16) ... {x | x=axa) i ac{0, 1, 2, 3, 4};
(3 {5,27,37, 121} . .. {11 x 11, 5, 74:2, 3x3x3};
(4) {78,9,24,13) .../ {3%8, 1 +2+43+241, 65:5, 80—2};
~ (5 {8, ©,38,51}...{76:2, 2x2x2, 2+7TxT}.
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9. Je li taéno:

A {xlx#3={}=0; @ {xlx=1ix=2=g;
e G L, 2y={xlx =1, ili x=2}; @ {1)={x|x=11}?

10. 1) Va$ nastavniki kolektiv &ine utitelji i nastavnici va$e $kole. Neka je to mno¥ina
K. Sta’je mnozina M koju ¢ine nastavnici matematike. Izrazite to simbolima. Prikafite i Ve.
novim dijagramom.

2) Neka je, u vezi sa prethodnim, 4 mnoZina u¢itelja vade §kole. Izrazite simbolima
relaciju izmedu 4 i K. Ima li $kola u kojima su mnozine 4 i K takve da je ASK?

/L’f; Imenujte bar jednu podmnoZinu mnoZine:
’ () {x|x je osobni automobil}; (2) {x|x je sisar};

(3) {x|x je pretivar}; @ {y |y je naselje};
(5 {z |z je na3a socijalisticka republika}.

12, 1) Nacrtajte dijagram mnozine S ¢ije su podmnoZine:
/ H= {x | x neparan broj}; C= {x|x dak nase skole};
' F= {x|x glavni grad Francuske}; E= {a,e,c};

A= {x|=x civilni jugoslovenski aerodrom} ;

M= {y|y stanovnik Moskve}.

2) Nacrtajte dijagram mnoZine R &je su podmnoZine:
A= {x| x stanovnik Beograda stariji od 30 godina};
B= {y |y stanovnik Beograda koji govori engleski} ;
C= {z| z stanovnik Beograda mladi od 15 godina);
D= {u|u stanovnik Beograda i ucitelj} ;

E= {v| v stanovnik Beograda koji ima svoj soliter}.

3) Nacrtajte, na istom crtefu, dijagrame mnoina N, P, H datih u § 1.5 ¢t 5.

"7 13. Napilite sve delove (podmnozine) mnozine:
7 (1) {Zagreb, Moskva, Prag}; '
(2) {100, 100000}; (3) {0}; ) {o}; ) {@,{2}};
(6) {x|x na%a socijalisti¢ka republika}.
14. Neka je 4={3,4,5,6,7,8}, B={57,9,11}.
Napisite podmnoZinu (deo) mnozine A4:
(1) &iji su elementi i elementi mnoZine B;
(2) &iji su elementi parni brojevi, a pripadaju i mnoZini B;
(3) ¢&iji su elementi neparni brojevi, a elementi su i mnoZine B;
(4) ¢&iji su element manji od 11;
(5) ¢iji su elementi deljivi brojem 4.
15. Umesto ... stavite € ili <:
A1, 2, 8}...{0+1,2+1,1+l,23—15};
@ . s (1, (2 )
G 7.4 @ {xyr. {y,x)
16. NapiSite ekstenzivnu definiciju mnozine:
() P{a,8}; (2) P{a,b,c}; (3) P{a}; (4) P(@).
/ 17. Ako su A4 i B mnoZine, onda je:
/// ili A=B  [A4 je deo mnozine BJ;
/ ii ACB [4 nije deo mnozine B); ili A=B.
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Ali, ako A¢ B, onda je jasno da ne mora biti Bc A; naprimer: {a, b} {a, ¢} ${a,b}.
18. Napisite bar jednu mnoZinu X koja zadovoljava uslov:

(1) {a,by=Xc{a,b,c,d}; 2 {0,1,2)c X< {2,3,0,1,4}.

19. Precrtajte svako pogre$no ili besmisleno
wvrdenje:
' (1) 3+4e{59,8,2};
(2) 3€{0, 1,2, 3};
— (3 {Tyc={1+3,34+4,20:5};
) {3}C{1)2: 3, 4}5
(&) {33 {3, {35 (3, 4y}
6) {3} e{ {1}, 4,5 {3}}.
20. 1) Srafirajte prazne delove (oblasti) dijagrama

/’ v 1.15 kad oznalavaju: +4 mnoZinu goveda, B mnoZinu
e prezivara, C mnozinu’ sisara.

Slika 1.15 2) Isto kad A oznalava mnoZinu ptica, B
mnozinu roda, a C mnoZinu vrabaca.

3) Nacrtajte Venove dijagrame sledecih mnozina:
(1) A=div 12, B=div 13 i C=div 35; .

2) A={2,3,7,13,41}, B={3,7,23} i C={2,23, 31%; o
(3) A=mnoZina slova reti brat, B=mno%ina slova redi sestra, C=mnoZina redi mf.

,

§ 1.10. DODATAK: DEFINICIJA, IMPLIKACIJA, EKVIVALENCIJA

1. Podli smo samo od jednog prvobitnog pojma: mnoi.ina (§kup, mr_loéWo_).
Ostalé pojmove smo definisali: pomocu pojma mrfoz“ina 1_drgg1h ko;e'smo ili formi-
rali u svakodnevnom Zivotu ili smo ranije uveli, definisali. Na primer:

(1) Svaka jedinka koja ulazi u sastav date mnoZine zove se element te
mnozine. . o

,Jedinka“ je pojam koji smo (&italac 1 autor) formirali u svakodnevnom
sivorn. Mi smo ga ilustrovali primerima (§ 1.1, t. 1).

, Ulazi u sastav® je takode pojam za koji pretpostavlijamo da je izgraden
pomoéu posrednog znalenja redi ,ulazi“ i pojma ,sastave.

(2) Jednakost mnozina (i elemenata) je pojam _koji smo deﬁrll'isali pomoc'u_
prethodno definisanog pojma selement” i pomocéu pojma ,isti” koji smo morali
prethodno formirati u svakodnevnom Zivotu.

(3) Deo (podmnozinu) mnozine definisali smo porpgc’u poj'moya ,,svaki«
i ,,zajednicki“ (element) koje smo morali prethodno izgraditi, fomurat{.

I tako dalje. Refleksivnost, simetri¢nost, trax}Zitivrpst, co.osu takode
pojmovi, iako su to osobine drugih pojmova (jednakosti, inkluzije, . . ). Mi smo ih
takode definisali.

Ne treba, dakle, megati definiciju pojma, njegovo 'odredivanjg pomoéu
drugih pojmova i njegovo ,,objasnjenje« ili, §to se éeﬁé?primen}u}-e, navoden]fe E)rx_me:{rzf
koji ga ilustryju. Ono §to je podvuleno u § 1.1 nije deﬁmq;a nego objggnyenje.
kad se moze smatrati da je jedna mnoZina data, kad se o njoj moze govoritl. Tako,
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prevedeno na nad jezik, ,definisati zna¢i odredivati (odrediti)<, ipak te dve reti
nisu sinonimi. , Ekstenzivna definicija“ je, na primer, odredivanje, imenovanje
elemenata koje ¢emo smatrati mnozinom. Definicija pomoc¢u karakteristi¢ne osobine
je prava definicija (jedne) mnoZine.

2. Inkluzija se definiSe:

Mnogina A je sadrgana (ukljulena) u mnogini B ako je svaki element mno-
gine A element 1 mnogine B. :

Jednakost mnoZina se takode definide:

Mnogina A je jednaka mnofini B ako je svaki element mnogine A element
1 mnogime B, a svaki element mnogine B je 1 element mnogine A.

Ali to nisu prave definicije. To su tvrdenja. (Definicija mora da se zavrsi,
a ponekad i polinje, nazivom, terminom, a poslednjim dvema re¢enicama se nesto
tvrdi, a ne naziva.) To se jo§ bolje vidi ako ih ,preformuli§emo® ovako:

Ako je svaki element mnoZine A element i mnozine B, onda je A sadrZana
(ukljucena) u B.

Ako je svaki element mnozine 4 element (i) mnozine B, a svaki element
mnozine B je element (i) mnoZine A, onda su 4 i B jednake mmnoZine.

U prvom sluéaju, dakle, ,ide* samo od A ka B, a u drugom ,ide“ i od A4
ka B i od B ka A.

Prvo se tvrdenje zove implikacija, a drugo ekuvivalencija.

Simboli¢ki, implikacija se zapisuje xe4A=>xeB, (ako x pripada mnoZini 4,
onda x pripada i mnozini B. Ili, i krace i bolje: Iz xeA sledi xeB, a ekvivalencija se
zapisuje xeA<xeB. (Prolitajte.)

Ako savremenu matematiku shvatimo kao skup mnoZina, onda su mno-
Zina definicija, mnozina implikacijd i mnozina ekvivalencijd tri njene vaZne pod-
mnozine. Zato ¢emo s njima (definicijama, implikacijama i ekvivalencijama) stalno
Himati posla“. Ovde ¢emo navesti samo neke primere (iz onoga §to je izlozeno).

1) Simetri¢nost (osobina jednakosti) je jedna implikacija i izraZava se:
a=b=b=a Iz. . .sledi...
ili A=B=>B=A} Ili: Ako je..., onda...
2) Tranzitivnost (jednakosti i inkluzije) je takode implikacija:
(a=b 1 b=c) =a=c } Proditajte.
(AcBi BecCO)=>AcC '
Sledi li, obfnuto, iz A= C ono $to stoji na levoj strani (BcC i A<B)?
Zato strelica i nije dvosmierna.
3) Antisimetri¢nost (inkluzije i jednakosti):
(AcB i BcA)=>A=B;
(a=b 1 b=a)= a=b.
4) Neka je X jedna mnoZina.
Sta oznaava YeX? A §ta oznatava YeP(X)?

Te dve formule oznadavaju istu ,swvar“ (§ 1.8), jer samo ako je Y deo
mnozine X, onda je Y element mnozine P (X), mnoZine (svih) delova mnoZine X
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i obrnuto: Ako je ¥ element mnozine P (X), onda Y je deo (podmnoZina) mno-
zine X. Imamo, dakle, ekvivalenciju koju kratko izrazavamo:

m Ve X& YeP (X).

Citamo kako je receno, ili krace:

Iz Yo X (Y sadrzano u X) sledi YeP(X). I obrnuto: iz YeP(X) sledi
YcX.

Ili, jo§ kraée i najéeiée: Y <X ako, i samo ako, YeP(X).

Isto tako, rekli smo (uveli smo konvenciju, § 1.7) da je i mnoZina deo same
sebe, §to se kratko izrazava:

(2) XeP(X).
Na osnovu toga u mnozini podmnoZina imamo:

tranzitivnost pripadnosti:

3) [XeP(Y) i YeP(Z)]=[XeP(Z2)];
antisimetri¢nost pripadnosti:

4) [XeP(Y) i YeP(X)]=>(X=Y);
pripadnost prazne mnozine:

(%) zeP (X).

Najzad, jedna vaZna implikacija jeste i:

) X Y=P(X)=P(Y),

tj.: ako je X deo mnosine Y, onda je i mnoina delova mnogine X deo mnozine delova
mnofine Y.
Ona je prikazana (ne dokazana) dijagramom (sl. 1.16):

oC Y

Slika 1.16

5) Navedimo jo§ jedan primer ekvivalencije:
a je prost broj < div a je jedan par [§ L.5].

Sleva nadesno: Broj je prost ako, i samo ako, ima dva delioca.
Zdesna nalevo: Ako broj ima samo dva delioca, on je prost.
Kraée: a je prost broj ako, i samo ako, ima dva delioca.
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Rezime

Matemati¢ki objekt: najop$tiji naziv za sve ono ¢ime matematika operiSe

ili §to ona ispituje.
1. Mnosina

1) Mnozina (skup, mnostvo) je jedan od prvobitnih pojmova (prvobitnih
objekata) koji se ne definise.

2) Ako treba da se govori o jednoj mnoZini, ona se mora odrediti, defini-
sati. DefiniSe se:

ekstenzivno, npr. A4{a, b, ¢, d};

opisno, npr. B={x | x je domaca Zivotinja}. M

3) Venov dijagram mnoZine M ok

aeM, k¢M.
4) Prazna mnoZina @={ }. Slika 1.17
5) Singleton {a}, par {a, b}.
6) Kona¢na mnozina: {a, b,¢c, ..., k}.
7) Beskonatna mnozina: N={0,1,2,3,...}; P={2,4,6,...}.
8) MnoZina delova date mnozZine M: P(M)={D|D<M}.

2. Jednakost
1) Ma koja dva izraza (ili dva simbola) koji oznacavaju isti objekt.
2) Svaka jednakost je:
refleksivna a=a;
simetri¢na iz a=b sledi b=a;
tranzitivna iz a=b, b=c sledi a=c.
Poslednje dve osobine izraZavaju se krace:
a=b=>b=a; (a=b i b=c)=a=c.
3. Inkluzija
1) MnozZina A4 je deo ili podmnoZina mnozine M ako su svi element
mnozine A elementi mnozine M. Tada se kaZe da je 4 sadrZana (ukljuena) u M
i to se zapisuje, npr. A={a, b,c}=M={a, b, ¢, d}. '
Konvencije gcM i McM.
2) Svaka inkluzija je:
refleksivna AcA;
tranzitivna iz Ac<B i1 B<C sledi A<=C;
antisimetri¢na iz A=B i Bc A sledi A=B.

Poslednje dve osobine izraZavaju se krade:
(AcB i Bc(C)=A<cC; (A<Bi BcA)»A=B.
Jednakost i inkluzija su dve (matemati¢ke) relacije.
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GLAVA I

OPERACIJE NAD MNOZINAMA

Ako se na bilo koji nadin uéini da dvama objektima odgovara treéi, kaZemo
da je nad tim dvama objektima izvriena operacija.

To je najopstija definicija binarne* operacije.

Poznato je, npr., da se objektima (koji se imenuju, zapisuju) 2 i 8 moZe uiniti
da odgovara (moZe se dodeliti) objekt: 10; 16; 6; 4. U svakom od tih slutajeva je
nad 2 i 8 izvrSena jedna operacija.

Uopéte, sva tri objekta (dva nad kojima se vr$i operacija i treéi — rezultat
operacije) su iste prirode. U ovoj glavi ¢e biti re¢i o operacijama nad mnoZinama
¢iji su rezultati ponovo mnoZine.

§ 2.1. PRESEK, UNIJA, RAZLIKA DVEJU MNOZINA

1) Neka je A mnoZina automobila registrovanih u Jugoslaviji, a B mnoZina
automobila marke ,moskvi¢“. Ima li medu elementima mnoZine A ,moskvi¢a“?
(Ima.) Ima li ,,moskvi¢a® koji nisu elementi mnoZine A? (Sigurno, u SSSR,
u Bugarskoj, itd.) Znadi, mnoZine 4 i1 B imaju neke zajednitke elemente. Te (zajed-
nicke) elemente moZemo posmatrati kao jednu (zasebnu) mnoZinu:

(1) {automobili marke ,moskvi¢* registrovani u Jugoslaviji}.
Osim te, moZenio posmatrati i druge mnoZine: :
(2) {automobili registrovani u Jugoslaviji, a koji nisu marke , moskvi¢«};
(3) {automobili marke ,moskvi¢“, a koji nisu registrovani u Jugoslaviji};
(4) {automobili registrovani u Jugoslaviji i automobili marke ,,moskvi&“}.
Mnozina (1) zove se presek mnoZina 4 i B, kratko se oznacava ovako:
AnB, a lita: ;|4 presek B«,
Mnozina (2) zove se razltka mnoZina A i B, oznalava se:
ANB, a cita: | A manje B«
Mnozina (3) zove se razlika mnoZina B i A, oznadava se:
B\ 4, a ¢&ita: ,,B manje A“.
Mnozina (4) zove se unija mnoZina 4 i B, oznalava se:
AURB, a Cita: A unija B«

"% bi (od bis)=dva. Uporedi bicikl. Binarna operacija zato $to se vr&i nad dva objekta.

34

Na slici 2.1 prikazani su Venovi dijagrami mmnoZina 4 i B.

Slika 2.1

A na slici 2.2 prikazane su i sve napred spomenute mnoZine:

Presek je mnoZina dobijena primenom odredene operacije nad dvema mno-
Zinama. Ta se operacija sastoji u izdvajanju zajednitkih elemenata dveju datih
mnoZina [i sastavljanju od njih nove (tre¢e) mnozine]. Da ne bismo povecali broj
termina i samu operaciju nazvatemo presekom.

Unija je mnozina dobijena primehom odredene operacije nad dvema mnozi-
nama. Ta operacija sastoji se u sastavljanju nove mnozine od elemenata koji pri-
padaju bar (naymanje) jednoj od dvejii datih mnozina. I sama operacija zove se unija.

Razlika je mnoZina dobijerlsr.~ . (Dovrsite.) Prema tome:
AnB={x|xed i xeB}; ANB={x|xed, a x¢B};
AuB={x|xed, ili xeB};  B\dA={x|x¢A, a xeB}.

Obratiti paZnju na ,,i%, ili%, ,a“ (x ne...).

2) Da biste: prov_erili kako ste shvatili navedene operacije, uzmite da je E= {a,b,¢,d},
F={a,c,e,f, g} i napidite mnoZinu (njenu ekstenzivnu definiciju): )

ENnF= ENF=
EUF= FNE=

3) Unija moZe praviti izvesne tekote (iako prividne). Neka je:
C={a,b,¢}, D={b,c,d}, G={d,e,f,g, hy, K={h}.
NapiSite ekstenzivnu definiciju mnozine (unije):
CuD= , CuG= , CuK= , GUK=

'4) Neka je 4 mnoZina lala u ovoj prodavnici cveéa (koju svi znamo), a B
mnozina Zutih cvetova u toj istoj prodavnici.

a) Koji cvetovi &ine mnoZinu:
(1) AnB; (2) AuB; (3) A\B; (4) B\A?
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b) Sta znadi AnB=9?
¢) Izrazite crtezom i simbolima slucaj: (1) sve lale (u prodavnici) su Zute;
(2) svi Zuti cvetovi (u prodavnici) su lale.
5) Napidite mnoZinu:
(1) {x|x je multiplum broja 2}u {y | y je multiplum broja 5}=
(2) {x] x je multiplum broja 2} {y | y je multiplum broja 5}=
(3) {x|x je multiplum broja 3}n {y | ¥ je multiplum broja 10}=

§ 2.2. OSOBINE PRESEKA MNOZINA

Ispitajmo blize operaciju presek.

1. Pre svega reite primere:
1) Neka je A mnoZina automobila jzradenih u Nema&koj, 2 B mnoZina automobila koji
nose registraciju BG (Beograd). Sta je tada ANB?

2) P={0,2,4,6,...}={x|x je paran broj}
§={0,7, 14,21, .. y={» |y je multiplum broja 7}
PNS=

3) E={x|x je Clan naleg kolektiva}
F={yly je stablo koje raste u ¢ika-Siminom dvoristu}

EnF=

2. 1) Venov dijagram ogigledno pokazuje da je za ma koje dve mnozine Xi Y:
XnY=YnX.

(Nacrtajte, pored onih koje smo ve¢ imali, i druge dijagrame, pa proverite.)
Ta se ¢injenica izrazava reCima:
Presek dveju mnosina je komutatrvan (osobina komutativnosti preseka).

2) Isto tako, Venov dijagram pokazuje da je:

XnX=X
ili, opStije, ako je: X=Y,
onda je: XnY=X=Y.

Presek dveju jednakih mnoZina je ma koja od mjih. Ili: Rezultat primene
preseka na jedmit mnofinu je ta ista mnoZind.

3) Dovrdite i obrazloZite Xng=
Prema tome, a s obzirom na komutativnost:

Xng=0nX=4a.

Ako je jedna od mnoZina prazna, presek ,isprazni“ i onu drugu.
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4) Sta moZete redi o preseku mnozina prikazanih dijagramom 2.37?

Dakle: ako je Xc Y, onda je XnY=X.

Ako je X podmnozina mnozine Y, njihov presek Y/ X
je mnoZima X. . ‘
Ako je Yo X, onda je XnY= (Dovrsite.)

3. Pripada li (sl. 2.4) element e mnoZini 4, mno- Slika 2.3
Zini B, mnozini C?
Odgovor: da, ne, da. Odgovorite tako za svaki element na sl. 2.4.
Koji su zajednicki elementi mnozZina 4, B, C? Oni Cine presek tih triju
mnoZina i to se zapisuje ovako:
AnBnC={g, m}.

Kako se odreduje taj presek?
Odredi se prvo presek AnB={f, g, m}.
Zatim se odreduje presek tog preseka
i mnozine C, 4.:
{f: &> m}ﬂC= {g: m}
Znadi:
AnBNC=(AnB)nC,

gde zagrade oznalavaju da je izvrien, ili
da treba izvrSiti, prvo presek AnB.

Stika 2.4 Medutim, nije te$ko proveriti da je i:
ANBAC=An(BNC)={g, m},
AnBAC=(AnC)nB={g, m},

tj. da je: |' XnYnZ=(XnY¥INnZ=Xn(YnZ)=(XnZ)nY.

Presek triju mnoZina odreduje se tako §to se odreduje presek ma koje dve,
a zatim presek tog preseka i preostale mnozine. To se kratko izraZzava re¢ima:

Presek mnogina je asocijativan (osobina asocijativnosti preseka).

Jasno je da asocijativnost preseka vaZi i za viSe od tri mnozine, jer se
odreduje: presek ma koje tri, a zatim presek tog preseka i Cetvrte, presek ma koje
Cetiri, a zatim presek tog preseka i pete, i tako dalje.

4. A={Zajecar, Sisak, Novi Sad, Bitolj}

B={Cetinje, Ni3, Sisak, Zajecar, Bitolj}

C={Vukovar, Zajekar, Split, Sisak, Bitolj, Mostar}

1) An(BNC)= 2) (ANC)NB=
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5. 1) 4={2,4,6,8,10,12, 14}
B={x | x neparan broj manji od 16}
C={3,6,9, 12, 15} ’
D={4,8,12}

(1) (ANnC)ND= ) BN(CND)= 3) (AND)NC=

2) Sta prikazuje dijagram 6 (1) Uputstava? Postoji li presek mnoZina
prikazanih crteZima 6 (2) i 6 (3) Uputstava?

§ 2.3. OSOBINE UNIJE MNOZINA

1. Podsetite se prvo definicije (§ 2.1):
AUB={x|xeA ili xeB}
redite primere:
1) Neka je U mnoina gradana Jugoslavije, A< U mno¥ina radio-pretplatnika, B U
mno#ina pretplatnika televizije. Sta je AUB?

2) P={x|x paran broj}
H={y |y neparan broj}

3) E={x | x multiplum broja 3}
F={y |y muldplum broja 5}

PUH=

EUF=

4) G={x| x jugoslovenski brodar} GUK
U =
K={y |y kapetan jugoslovenskog broda}

2. 1) Venov dijagram ma kojih mnoZina X i Y pokazuje da je:
XuY=YuX.
(Nacrtajte, pored prethodnih, jo nei(e dijagrame i proverite to.)

Ta se osobina izrazava relima:
Unija dveju mnofina je komutativna (osobina komutativnosti unije).

2) Nacrtajte Venov dijagram ma koje mnozine X i dovrSite:

:XUX=

Iskazite ¢injenicu redima.

3) Dovrsite Xug=

Posmatrajte, recimo, primer 4= {Sid, Leskovac, Vranje}.
Obrazlozite.

A kako je PuUX= , 10 je

Iskazite ¢injenicu re¢ima. Jo§ bolje se to izraZava ovako:
Za operacyju unija prazna mmofina je neutralni element,
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4) NapiSite uniju mnoZina za sluc¢aj prikazan dijagramom 2.3.
Znall, ako je X podmnogina mmoZine Y, njihova unija je Y.
Ako je XY, onda je XUY= ,a XnY=

3. Kako ¢emo odrediti uniju mnozina 4, B, C (sl. 2.4) koja e zapisuje
AuBuUC?

AUB . AUB)UC:AUC

<

Slika 2.6

QOdredimo prvo unijju AuB (sl. 2.6). Zatim uniju mnozine (AuB) i
munozine C (sl. 2.7). Dobijamo:

AuB={a,d, e, m, g f, b, n, h; ¢}
(AuBY)uC={a,d, e, m, g, f, b, m, h, c}uie, m, g ¢, k g}
={a,d,e,mg f,b,n hck g}
Odredite sad najpre (BuC), a zatim AU(BQG).
Dobijate opet {a,d, e, m, g, f, n, h, ¢, k, q}, gde samo redosled elemenata
moze biti drukdiji, ali to nema nikakav znacaj. Znali:
(AuBYyuC=Au(BuC)=AUBuUC,
§to uostalom i crtez, ako ste ga dobro napravili, pokazuje.
Odredite (samo graficki) AuC, a zatim (AuC)UB. Sta dobijate?
Dakle, ma koje bile mnoZine X, Y, Z,

uvek je: : (XUY)uZ=XU(YUZ)=(XuZ)uY=XUYUZ, |

$to se refima izrazava:

Unija mnogina je asocijativna (asocijativnost unije).

4. 1) A={2, 4,6, 8,10, 12} (1) AuCUD=
B={1,3,51,9, 11} (2) AUB=
C={3,6,9,12)

D={2,3,4,5,6,7} (3) AUBUC=
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2) A={Adis Abeba, Kairo, Ohrid}

B={Bagdad, Titograd, Ohrid, Dubrovnik}

C={Pariz, Adis Abebd, Bagdad, Maribor}

D={Titograd, Dubrovnik, Solun, Banja Luks, Split}

(1) AUBUCUD= () BUDUAUC=  (3) (AUC)U(BUD)=
5. A={x|x nastla-\'//nik biologije nase $kole}
B={yly nastévnik srpskohrvatskog jezika naSe 3kole}
C={z| z nastavnik ruskog jezika nale $kole}

Sta predstavlj.a mnofina CUAUB?
§ 2.4. OSOBINE RAZLIKE MNOZINA
1. 1) Oznadimo sa U mnozinu daka II r. gimnazije u Kikindi Skolske
1969/70. godine. Neka je 4 mnozina daka tog razreda koji uce (,,privatno*) violinu,

a B mnoZina daka istog razreda koji u¢e klavir. U najop$tijem slucaju dijagram iz-
gleda ovako (sl. 2.8):

u __
A
B

Slika 2.8 s Slika 2.9

Sta mozemo redi o elementima k, m, »? Koji su to daci? Prema definiciji
) )

(§ 2.1) daci pomenutog II r. koji ule violjnu, a ne klavir, fine mnoZinu koja se zove
razlika mnoZina A i B i oznatava se ANB (sl 2.9).

Napisite recima $ta oznaéavq/mnoiina B\ A.
2) P={0,2,4,6,...}, T={0s3,6,9,12,...}.
P\ T= s T\P=

/
2. 1) Da li je razlika (dveju) mnoZina komutativna? (Odgovorite: da ili ne,
a zatim pogledajte Venov dijagram, sl. 2.9.) Dakle, ma koje bile mnoZine X i Y

XNYH#YNX. |
]

Razlika mnosina ‘nije komutationa.
2) Dovidite: X\,g= ; & \X=
(Ako ne mozete (1), nacrtajte dijagram.)
3) Dovrdite: X\ X=
4) Neka je X}\Y:;a (Sta to znadi?) Tada je: X\ Y= i Y\X=
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3. Videli smo da su n i v asocijativne operacije: “Sta mislite o (X\Y)\Z?
Da li je operacija \ asocijativna? Bez obzira na.odgovor koji ste dali, pokusajte .

da ga dobijete crtanjem Venovih dijagrama.
Operacija ~. nije asocyjativna (neasdcijativnost razlike).

§ 2.5. DOPUNSKE MNOZINE. OSNOVNA MNOZINA (BAZA)

1. 1) Neka je U mnozina koju su ¢inili dacj I, Osnovne §kole ,,Vera Radosav-
fjevi¢ u Negotinu, $kolske 1968/69. godine. Neka je A mnozina daka tog (Iy)
odeljenja koji nose naoare. A4 je, znadi, podmnozina (deo) mnozine U. Ali ¢im su
date mnozZine U i A, data je jo§ jedna mnoZina: ona koju ¢ine daci pomenutog
odeljenja, a koji ne nose naocare. Nacrtajte dijagrame tih triju mnoZina.

U u -
a | A A

Slika 2.10

Takvi delovi 4 (u¢enika koji nose naotare) i A4 (uéenika tog istog odeljenja
koji ne nose naocare) iste mnoZine zovu se dopunske (komplementarne) mnoZine.
Svaka od njih je dopuna (komplemenr) one druge u odnosu na U:

| dela 4 mno- ‘

deo /T_ ;no—

fine I ' je dopuna (komplement) sihe U
_ = = =SS | S i
o - e T
osobina | ) osobini
»D€ nositi naofare® |\ J€ suprotna | ,,nositi naolare®

2) Neka je 7 mnozina trouglova:

deo J mno- . | dela jrr;n;—
zine T ) je_komplement (dopuna)_ ] sine T
"oisiobina- R ; osobini B
»jednakokrak« Je- suprouna, ,,nejednakokrak*

Nacrtajte dijagram.
Dopunske minozZine, odreduju, dakle, dve suprotne osobine.

2. Dopunske mnozine su delovi (podmnoZine) jedne iste mnozZine. Ta mno-

Zina zove se osmovna mnogina ili, kratko, osnova (baza). (V. ranije.)
Osnovna mnozZina je vrlo vaZzan matemati¢ki pojam (objekt), jer, uopste,
da bismo mogli sastaviti, definisati jednu mnoZinu, moramo znati odakle, iz koje
¢emo mnozine odabrati one elemente koji imaju jednu odredenu osobinu. Kako
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¢emo sastaviti mnoZinu: daka koji nose naocare, daka koji igraju tenis, crvenih
olovaka, cigli &ije su dimenzije odredene, . . . ako ne znamo iz koje ¢emo mnozZine
daka odabrati one koji igraju tenis (nose naocare), iz koje ¢éemo mnozZine odabrati
crvene olovke, . .. jer, naj¢e$ce, ne mozemo da uzmemo u obzir sve dake sveta;
sve olovke ili cigle koje sada postoje na Zemlji. KaZemo , najce$ce®, jer osnovna
mnozina (baza) moze biti, na primer: {zvezde (ili jo§ opstije nebeska tela)}, {biljke},
{kigmenjaci}, {8kole (u Jugoslaviji)}, {pesme}, {pojmovi}, itd.

Sa osnovnim mnoZinama smo se veé susretali iako to nismo spominjali
(npr. sl. 2.8, sl. 2.9 i posebno sl. 1.4). A §ta je mnoZina delova date mnoZine (§ 1.8)?

1) Imenujte osnovnu mnoZinu mnoZine:
(1) {SR Srbija, SR Slovenija};
(2) {Merkur, Venera, Zemlja};
(3) {Velika Britanija, Belgija, Holandija, Norveika, Svedska};
(4 {2,5; 0,75; 31,58; 0,01; 0,001};

2) Gde god se govori 0 mnoZinama koje imaju zajednicke elemente, mora
biti definisana i osnovna mnozina.

Ali dopunske mnozine treba izdvojiti iz svih drugih mnozina ukljuéenih u
zajedni¢ku osnovnu mnozinu (bazu). One ¢ine par. Pri tome se moze dogoditi ovo:

XnX=g.

(5) {najlon, perlon}.

XuX=U,

Tada dopunske mnoZine iscrpljuju osnovnu mnoZinu. Ali, uopdte, u
jednoj osnovnoj mnozini moze biti definisano vife parova komplementarnih
mnozina.

3. Jesu li komplementarne navedene dve mnozZine i ako jesu, koja je (njihova)
ospovna mnozina:

1) P={0,2,4,6,...},
(2) C={pravougli trouglovi},

H={1,3,5,7};

D= {nepravougli trouglovi};
F= {o§trougli trouglovi};
K={ptice};

M= {ki¢menjaci nesisari}.

(3) E={pravougli trouglovi},
(4) G={prezivari},
(5) L={sisari},

4. Neka M oznadava mnoZinu Miinih klikera. Neka 4 oznacava mnoZinu koju &ine Mi-
5ini stakleni klikeri, a B mnoZinu njegovih crnih klikera. Napidite re¢ima (,,obi¢nim jezikom*)
mnozinu: o _ o

A; B; AUB; AnB; AUB; ANnB.

5. Neka je ospovna mnoZina:

U= {x|x je svaki prirodni broj od 1 do zaklju¢no 20};
A= {1,2,5,7,9,11,12}; B= {1,2,3,4,7,8,9,13}.

Napisite ekstenzivnu definiciju mnoZine:

Z; E,’ AUB; AnB; AUB; ANB.
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§ 2.6. ISTOVREMENE OPERACIJE (DISTRIBUTIVNOST
I ANTIDISTRIBUTIVNOST)*
wl. Dosad smo. vrdili samo jednu operaciju (nad dvema mnoZinama ili vise
mnozina). Posmatrajmo sad izraz An(BuUC).

. On oznatava da treba izvr§iti dve operacije: uniju mnozina B i C i presek
te unije i mnozine A. U konkretnom slu¢aju (kad su sve tri mnoZine date) obe ope-
racije se mogu lako izviditi. Medutim, ovde nas interesuje da li je kona¢ni rezultat,
konaCna mnoZina jednaka mnozini koja se dobija ovako:

(AnB)u(An0),
tj. da li se dobija jednaka (ista) mnoZina ako se izvrdi unija preseka 4 i B i pre-
seka 41 C?
| A B A B A \B
¢ ¢ c
ABC BUC An (BUC)
Slika 2.11

Yenovi_ djjagrgn}i, koji su nam dosad mnogo pomogli, pomoéi ¢e nam i
saga. Duggraml na slici 2.11 pokazuju kako su izvriene opefacije An(BuUC).
Dijagrami na sl. 2.12 pokazuju kako su izvr§ene operacije (AnB)u(AnC).

C (o
(ANB)U(ANC)

—

ANB ANC

Slika 2.12

? i —
Rezultat je: ) AN(BUC)=(ANB)u(AnC).

On se izraZava redima:

Operacija v (presek) je distributivna u odnosu na operacyju U (unigju).

* Anudistributivnost (t. 3) moZe se izostaviti pri prvom ¢itanju.
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2. 1) Na slican nalin mozZe se pokazati da je:
AUBNC)=(AUBIN(AL(C),

1j. operacija U (umija) je distributivna w odnosu na operaciju N (presek).

Ako ste i sami nacrtali prethodne dijagrame (2.11 i 2.12), tj. ako ste i sami
pokazalt distributivnost preseka u odnosu na uniju, poslednju jednakost (distri-
butivnost unije u odnosu na presek) ¢ete vrlo lako pokazati. Pokusajte.

2) Neka je: 4={0,2, 4, 6}, B= {2, 6, 7,9, 10}, C={0, 6,7, 11, 13}.

Pokazite da je:

ANBUC)=ANBYU(ANC); AUVBNCY=(AUBNAUC).

3) Po sebi se razume (i ne treba smetnuti s uma) da je, na osnovu komu-
tativnosti:

An(BUC)=(BuC)n4, AU(BNC)=(BNC)UA,

pa je: (BUCNA=(BNnAYU(CNA), (BmC)uA:

3. Da li je (analogno prethodnom):
Iy AN(BUC)=(ANB)U(ANC);
(2) AN(BNC)=(AN\B)N(ANC)?
Posmatrajmo prvo primer: A={1,2,4,6}, B={2,3,6,7}, C={1,5,7,9,13}
ANBUC)={1,2,4,6\{2,3,6,7y0{l1,5,7,9, 13}
' ={1,2,4,6)\{2,3,6,7,1,5,9, 13} ={4}.
Sad izratupajmo:
(ANBYUANO)={1,430{2,4,6}={1, 2,4, 6}.

Dakle, primer pokazuje da (1) nije jednakost. PokaZite na tom primeru da ni (2) nije
jednakost. A jedan (kontra) primer je u matematici dovoljan.
1) PokaZimo Venovim dijagramima da je:

AN(BUC)=(A\B)\(AN\C).

4 8 47X N8 4

AB,C BUC
Slika 2.13
2) PokaZite sami (Venovim dijagramima) da je:

AN(BAC)=(A\BYI(A\C).

Znati, razlika | pretvara® U(uniju) u M(presek) i obrnuto (M u w). Ta se &injenica
izrazava reéima:
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Razlika je anudistributivna u odnosu na uniju i presek.

Proverite to na prethodnom primeru (ili drugom koji éete sami izabrati). Proverite
i na primeru:

E={Moskva, Var3ava, Prag, Beograd}

F={Prag, Sofija, Bukureit}

G={Vardava, Prag, Beograd, Budimpesta}.

A

AB,C A\B, . (A\B)(1
Slika 2.14

Dakle, operacije U i N su distributivne, a operacija \ je antidistributivna.

§ 2.7. RASTAVLJANJE (PARTICIJA) MNOZINE

1. Pogledajte dijagrame 2.15 1 2.16. Oni prikazuju istu mnozinu M. KaZemo
da je na slici 2.15 mnoZina M rastavljena, da je izvriena njena particija, a da na

Slika 2.15

sl. 2.16 nije rastavljena. Koji uslovi moraju biti ispunjeni pa da mnoina bude
rastavljena ?

1z crteza vidimo dva uslova:

(1) Nijedan od delova (ni-
jedna podmnoZina) ne sme bit
prazna.

(2) Ma koja dva dela ne-~
maju zajedni¢ke elemente. (Kaze
se: ma koja dva dela moraju biti
disjunktivne mnoZine.) Slika 2.16
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Treéi uslov je:
(3) Unija svih delova miora biti sama (data) mnozina. Na primer, u slucaju:
A={a, h, c}, B={b,gf}, C={d}
mnozina M nije rastavljena, jer AUBUC#M. Zasto?

Zato §to mnozina AUBUC ne sadrZi element e.

Simbolima se rastavljanje (particija) izrazava ovako:

P={4, B, C} je particija mnozine M, ako je:

(1) A+ 0, B#3, CFo;
@3] ANB=BnC=CnA= @ ;
(3) AuBUC=M.

Prema tome, mnogina P delova mnosine M koji nisu prazni i koji nemaju
zajednicke elemente zove se particija mnoZine M.

Particija mnozine je jedna klasifikacija elemenata te mnoZine: ona klasi-
fikacija koja zadovoljava prethodna tri uslova.*

2. Primeri i kontraprimeri particije:

1) Neka J oznafava mmoZinu stanovnika Jugoslavije, a 4, B, C, D, E, F
neka su mnoZine stanovnika pojedinih socijalistickih republika. Sta predstavlja
mnozina {4, B, C, D, E, F}?

2) Neka je P mnozZina parnih, a H mnoZina neparnih prirodnih brojeva.
Sta je {P, H}?

3) Neka je 4={1,2,3,4,5,6,7,8}, B={l, 2}, C={3,4,5}, D={8}.
Je li {B, C, D} particija mnoZine 4?

4) Neka je P mnoZina sadrZalaca broja 2, T mnozma sadrzalaca broja 3.
Je li {P, T} particija mnozine N?

5) Neka je G mnozina daka III godine Utiteljske $kole u Aleksincu
1969/70. godine. Neka 4 oznac¢ava podmnozZinu mnoZine G koju éine daci upisani
u grupu za knjiZevnost, B podmmnoZinu mnoZine G — daci upisani u grupu za
psiholodka ispitivanja dece, C podmnoZinu mnoZine G — daci koji nisu upisani
ni u jednu od prethodnih grupa. Neka je AUBUC=G, G\C=4uB, AnC=
=BnC=g.

Da li je P {4, B, C} particija mnozine G, ako je:

M A#* &, B g, C=g, AnB+#£ g ;

2) A# 3, B£g, C#£g, AnB=g;

3) AF+ o, B+£g,. C#g, AnB#£a?

Kontraprimer se u matematici zove primer koji pokazuje da bar jedan od
uslova jedne teoreme ili Citave teorije nije zadovolijen. U tom slucaju ,pada“ i
doti¢na teorema, odnosno teorija.

* Particija se koristi i na stupnju osnovnog matemati¢kog obrazovanja.
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§ 2.8. VEZBANJA I ZADACI

é./A:{x | x je broj izmedu 0 i 11} c={2,5.7,9, 10}.
B={y |y neparan broj manji od 10} D= {2,6,8,10}.

nlzradunajte, tj. napidite definiciju mnoZine: ANB; ANC; AND; DNB; AUA;
(Ar\B)mC AuC; CUA; (AmD)m(BuD)

2. Neka je T mnoZina trouglova, 4 mnoZina jednakostrani¢nih (trouglova), B mno¥ina
)ednakokraklh C mnotzina pravouglih, D mnoZina tupouglih trouglova. Svi trouglovi pripadaju
istoj ravni.

1) NapiSite sve relacije koje postoje izmedu spomenutih mnoZina.
2) ,Izratunajte“: ANC; AND; CNnD; TNB; TUB; B\T.
3) Napilite re¢ima: BND; DUB; T\ B.

3. ,Izratunajte*, tj. napidite mnoZinu:

(1) div 40Ndiv 56= @) div 5120udiv 729=
(2) div 19ndiv 47 = (5) div 72\ div 52=
(3) div 1000Ndiv 625= (6) div 1000 div 625=

(7) 2NUA4N, gde 2N predstavija skup (mnoZinu) multipluma (sadrzalaca) broja 2
i analogno 4N. [Videt 3. (7).]

() 13NN13= (9) div 17ndiv 17= -(10) SNNIN=
(11) div 13\div 13= 12 diy 17\div 34=

4. Odredite: ANB, AUB i A\B kad je:
(1) A={x|x je riba}, B= {y|y je sisar},
(2) A={x|x paran broj}, B= 8N [Vidi 3. (D];
@ A={{1}, {L2}}, B={{1,2), {1,3}};
4) A=5N, B=8N;
(5) 4={0,2,4,6,...}, B={1,3,5,7,.. .}

5. Prethodni primeri (1) i (5) pokazuju da:

ako je ANB=o, onda je ANB=A [§24,t 24].

Da li vaii obrnuto, tj. da li iz ANB=4 sledi AnB=2?

Sledi, jer ANB= o znali da 4 i B nemaju zajednitke elemente. A to isto tvrdi
ANB=A. (Pokazite i grafitki.) Za takve dve &injenice (dva tvrdenja) kaZemo da su ekvivalentne
i simbolima izraZavamo (§ 1.10):

ANB=g<ANB=4 [ekvivalencija].

Desno okrenuta strelica pokazuje da iz leve jednakosti sledi desna, a levo okrenuta
strelica pokazu)e da iz desne jednakosti sledi leva. Cita se: ANB= @ ekvivalentno je A\ B=A.
li: ANB=A...A kako iz ANB=g sledi i B\A=B, to je ANB=g<B\A=B.

Ili, napisano u istom redu:

ANB=A«ANB= g<B\ 4.

I to vazi za ma koje dve mnoZine X i Y koje zadovoljavaju jedan od uslova:
XNY=g, ili X\Y=X, li Y\X=Y.
Iz svakog od njih slede ostala dva.
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6. Neka su X, Y, Z mnozine.

1) ObrazloZite ekvivalencije: ]
() XeYeoXnY=X [§2.2,t 2.4];
(2) XcYoXuY=Y [§2.3, 1. 2.4];
3) XcYeoX\Y=0.

Ili, napisane u istom redu:
XcYeoXnY=XeXuY=YoX\Y=90.
2) Pokazite grafi¢ki ekvivalenciju:
XcYcZaeXuY=YNZ.

. 1) Obrazlozite:

(1) ekvivalenciju X\ Y=Y\ XoX=Y;
(2) jednakost (XUY)\Y=X\Y.
2) Neka je (AuB)\B=4A. Sta zakljutujete 0 mnoZinama 4 i B?

8. Sta mofemo re¢i o mnozinama A, B, C ako je ANBNC=2?

9. Neka su X, Y, Z ma koje mnoZine. PokaZite jednakost:

XN(YN\Z2)=(XNY)"(XNZ)

koja izrazava da je M (presek) distributivan u odnosu na razliku.

10. Pokazite da je:

(1) XNY)IUZ =(XuZ)n(YuZz);
) (XuYINZ =(XNnZ)u(¥YNZ);

— (3) (XUYI)\Z=(X\2)U(Y\2);

*(4) (XN INZ=(X\Y)N(Y\Z);

*(5) (XNINZ=(X\Z)\Y;

*(6) (X\YIYNZ =(XNZ)\(YNZ) = (XNZ)\Y;
*(T) XN(YN\Z) = (XNY)N(XNZ) = (XNY)\Z.

11. Nacriajte dijagram (sl. 2.17) i prikazite situacije:

C

(1) ae A, B, C; _(4)xeBix¢A,C
(2 beB,Cib¢ 4; (5) yed,Biyg¢gC
B (3) ceC,Bicdd; 6) 2¢ 4, B, C.
-~ 12, Nacrtajte isti dijagram (sl. 2.17) u tri primerka i
prikaZite:
(1) na prvom da je AUB=C;
(2) na drugom da je ANB=g;

Slika 2.17 . (3) na tre¢em da je A7 @ #B.

13. Neka je A={1,2,3,4,5,6,7, 8}. Koja od sledetih mnoZina predstavlja particiju
mnoZine 4?
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M {{1, 2}, {3, 4, 5}, {6}, {7, 8} };
@ {{1}, 3, {4, 5,3} {6: 7, 8} }
3) {{2,4), {6, 5,8}, {1, 3, T}};

@ {2, {568, {1,237 {#};
&) {{1, 2}, {3, 5, 6}, {7, 8}}.

i4. Nacrtajte sl. 2.18 u tri primerka i prikazite!
(1) na prvom da je M=AUBUC;
(2) na drugom daje ANB=ANC=BNC=g;

(3) na tre¢em da je {4, B, C} jedna particija
munoZine M.

15. 1) Neka je A deo mnozine M i A% @. Da ki je
{4, Z} particija mnoZine M?

2) Neka je: T mnoZina trouglova, A mnoZina
jednakokrakih trouglova, B mnoZina pravouglih trouglova.
Nacrtajte dijagram mnoZine 7, a zatim dijagrame: AUB; Slika 2.18
ANB; ANB; AUB; ANB; AUB.

3) Neka su a, b, ¢,..., pojedini trouglovi. PrikaZite tatke: a € ANB; be ANB;
ce AUB; de AUB. Iskazite to i recima.

§ 2.9. DODATAK: SIMBOLIZIRANJE NEKIH CINJENICA I DEFINICIJA

1. Cinjenica iskazana u § 2.2, tatka 2, pod 4 krade se zapisuje:
XcY=>XnY=X.

To je implikacija (§ 1.10), jer iz onoga §to je izraZzeno levo sledi (obavezno)
ono §to je izrazeno desno, a obrnuto ne sledi. To jest iz XNn¥Y=X ne sledi oba-
vezno X< Y, jer mozZe biti i X=Y.

Dovrsite BcA=>AnB=

2. IskazZite red¢ima: XnY = g oxeX a x¢Y.

Tu ekvivalenciju bi trebalo jo§ preciznije zapisati, jer treba re¢i ,,za svako
xeX=>x¢Y“, a to se zapisuje ovako:

_ XnY=g& vV xeX=x¢Y.
Dakle, simbol v (izvrnuto slovo 4) oznalava ,,za svako®.
3. Definicija inkluzije: X< Y& ¥ xeY (1j: ako xeX, onda xeY).
4. Definicija jednakosti: X=Y<(xeX<xeY). .
5. Definicija unije: xeX0 Y (xeX ili xeY).
6. Definicija razlika mnoZina: xe(X\Y)S(xeX a x¢Y).
7. Definicija komplementarne mnoZine (§ 2.5) izraZava se ovako:

xeAS(xelU a x¢A).

Rezime

—

. Operacije nad mnoZinama:
(1) presek XnY, xeX i xY;
(2) unija  XuY, xeX ili xeY;
(3) razlika X\Y, xeX a x¢Y.
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. Osobine operacija:

(1) komutativnost Xn¥Y=YnX, XuY=YuUX;

(2) asocijativnost  (XNnYINZ=Xn(YnZ), (XuY)uZ=Xu(YuZ);

(3) distributivnost XnN(YuZ)=(XnY)u(XnZ),
Xu(Yn2)=(XuYINn(XuZ);

specijalno
(4) XnX=X, XuX=X, X\ X=9;
(5) Xno=gnX=9@, Xug=0uX=X,
XNo=X, o X=0.
. Inkluzija

() Xe¥=2XnY=X; _
(2 XcY=2XuY=Y; (3) XcY=>Y\X=X.

. Antidistributivnost razlike:

(1) X(YnZ)=(X\Y)u(X~2D);

2) X\N(YUu)=(X\Y)n(X\2Z).

Ali, za razliku vaZi i (videti § 2.8, t. 10):
3) Xn(YNZ2)=(XnY)N\(XnZ);

@) (XY Z=(X DY \Z);

(5) (XuYNNZ=(X\2)u(Y\2).

. P={X, Y, Z} je particija mnozine M ako je:
() X#£3, Y4, Z£5;

2) XnY=XnZ=YnZ=g;

(3) XoYuZ=M.

GLAVA IO

PROIZVOD MNOZINA

§ 3.1. UREDENI PAROVI

1. 1) Neka su Aca, Borka, Voja, Gordana imena, a Markovi¢, Nikoli¢,
Petrovi¢ prezimena. Aca Markovi¢ je ime i prezime jednog lica. Aca Nikoli¢ je
ime i prezime drugog lica. Sastavite tako sva moguca ,lica* od navedenih imena
i prezimena.

2) Neka je A= {a, b, ¢} mnoZina od tri leve cipele, B={s, ¢, », v} mnozina
od cetiri desne cipele. Pod uslovom da su sve cipele iste vrste (muske odnosno
zenske), istog oblika (,.fazona®), iste boje i iste ,,veli¢ine (istog broja), da se dakle
razlikuju samo po etiketi (g, b, ¢, s, ¢, 4, v), koja je (privremeno, radi razlikovanja)

- prilepljena na svaku, sastavite moguce parove cipela. (Prvo sastavite, pa posle

¢itajte uputstva.)

2. (a,5), (@, 1), ..., (b,s), ..., (c,v) su parovi (§ 1.5), ali ne ,,0bi¢ni%, nego
uredeni parovi (jer su to parovi cipela, pa se leva cipela ne moZe obuéi na desnu
nogu i obrnuto).

Uredeni par se, kao i ,,0bi¢ni“ par, sastoji od dva elementa, ali:

(1) Svaki element ima raé¢no odreden rang. On je ili pro7 ili drugd ¢lan.

(2) Oba elementa mogu biti i identi¢na, $to je kod para (,,obi¢nog®)
nemogude (§ 1.1, t. 3. 3).

Uredeni par Ciji je x prvi, y drugi element zapisuje se ovako (x, ). Znadi,
umesto simbola { } upotrebljava se (), tj.

{x,v} je par,»a (x,y) je uredeni par.

Bitno je:

Ako je a7b, onda (a, b)F(b, a), {a, b}={b, a}
———————— - ———————~
pa su to dva uredena para jedan isti par

Dva uredena para su jednaka samo ako su im elementi istog ranga jednaki,
§to se simbolima izraZzava ovako:

(a, b)=(c, d)y>(a=c i b=d).

Napisana ekvivalencija zna¢i (§ 1.10): iz (a, b)=(c, d) sledi a=c¢, b=d.
I obrnuto, iz a=c¢, b=d sledi (a, &)=(c, d).

U praksi, a i u drugim naukama, Cesto se nailazi na uredene parove, na
primer:

(1) Konji koji zajedno vuku kola ¢ine . . .
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(2) Par rukavica je . ..

(3) Neka je V mnoZina vrhova oznacenih na odredenoj vojnickoj karti
znakom /\, a K mnoZina mernih brojeva visina tih vrhova. Tada, ako xeV, yeK,
svaki par (x, y) je ureden par (i zove se kota).

(4) Neka xeN, a yeN\0. Sta je (x, ¥)?

Uredeni par nije, dakle, mnoZina (skup) u onom smislu kako je redeno
u glavi L.

§ 3.2. DEKARTOV PROIZVOD DVEJU MNOZINA

1. Posmatrajmo svaki par cipela koji smo ranije sastavili (§ 3.1) kao eler_nent
jedne nove mnozine. Ta se mnozina zove Dekartov proizvoa* ili, kratko, proizvod
mnozina A 1 B. Dakle, ako proizvod mnoZina A i B oznatimo ovako 4 X B, pxﬁemc::
AxB= {<a> S)> (a’ Z), (a? u)’ (a’ ‘U), <b) S), (b7 [)3 (b> u): (b> 7’)) (C> 5):_(5’ [)) (03 ”)) (Cr 'U)I'

Uopste, X X Y={(x,y) xeX i ye Y} je (formalizovana) definicija proizvoda
mnozina (Dekartovog proizvoda).

Proizvod X X Y je, prema tome, mnofina uredenih parova pri temu prvi
element svakog para pripada mnozini X, a drugi element mnoZini Y. XX Y se
Gita: X krst Y.

2. Izvr$imo proizvod BX A:

Bx A= {(3> a), (s, b), (s, ©), (&, @), (£, b), (4, ¢), (u, a), (u, b), (u, ¢), (v, @), (v, b), (v, C)}
Kako (a, s)7#(s, @), (a, )774(t, a), . . ., AXB~B X A 1j. Dekartov proizvod

nije komutativan.

3. 1) Sledeée dve $eme pokazuju kako se lako sastavljaju svi uredeni parovi
(elementi) proizvoda 4 X B:

s—(a, s) s—(b, s) s—>(c, 5)
: b, ¢ 1>(cy 1) .
W@ Lo Lo
\u—)(a, u) \u—»(b, ) \11:—>(L‘, u)
v—>(a; v) v—>(b, v) —(c, v).
X I 5 | I [ v ) v
) a | @y | @ | @w | @9
] Gw | G

b ‘ ®9 | 0
€9 | @0

c (¢, y) 4 (¢, v)

2) Neka je E={e, f, & h, k}, F={p, q}. Napisite ekstenzivnu definiciju
mnozine EXF.

Napisali ste graf Dekartova proizvoda E X F.

* René Descartes (1596 —1650) je poznati francuski matemadéar. Qn nije definisao proizvod
mnozina, ali Dekartov koordinatni sistem je u su$tini proizvod mnoZina.
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4. 1) Jedan ,prakti¢ni“ primer. ,,Putnik® objavljuje da organizuje izlete iz Beograda (b),
Subotice (s) i Zagreba (z) u Dubrovnik (d) i Opatiju (0). Znaéi, imamo polaznu mnozinu P=
={b,s, z} i dolaznu D= {d, 0}. Sta su organizovani izleti? Uredeni parovi mnoZine:

{(b) d), (by 0), (S) d)) G, o), (2, d)) (Z: 0)}
A to je, po definiciji, proizvod Px D. r
2) Drugi prakti¢ni primer: U sali za igranje nalaze se Borko, Dejan, Mladen i Nikola,
tj. mnoZina igrata M,={Borko, Dejan, Mladen, Nikola}, i Anica, Gordana, Emilija, Snezana;
tj. mnoZina igradica M,={Anica, Gordana, Emilija, SneZana}. Odlucili su da svaki igraé igra
sa svakom igraicom. MnoZina parova je M, x M, Napisite je.
- 3) Napisite ekstenzivnu definiciju mnoZine:
(M {1,2,3}x{5,4, 7, 8 9);
(2) {1,2,3}x{1,2,3, 4, 5}; 3 {a, b, c} x {b, ¢, u, v}.

5. Neka je E={a, b, ¢, d}. Mnozina:
{<a’ a), (a, b), (a, ¢), (a, d), (b, a), (b, b), ..., d, o), @, d)}

koja se najsigurnije dobija iz $eme (2):

| a ; b ¢

- |
, X b, X
a | (aa (a, b) ! ¢ c)_( (a, &) (Dovsite
b (b,a) | (b, b - | Sermnu.)
e | ‘ et ‘
- |

zove se proizvod mnoZina E i E i oznacava se EXE.

Taj proizvod (od 16 uredenih parova) ne treba mefati sa mnozinom od
6 delova mnozZine E:

{{a, b}, {a, ¢}, {a d}, (b, ¢}, (b, d), {c, d}).
Cesto se EX E oznacava ovako E2.

§ 3.3. SAGITALNA SEMA DEKARTOVA PROIZVODA

1) Posmatrajmo ponovo A= {a, b, ¢}, B={s, ¢, u, v}. Nacrtajmo Venove
dijagrame tih mnozina i povezimo &lanove svakog uredenog para jednim (nacrta-
nim) delom krive linije (tj. nacrtanim lukom). Da ne bi bilo zabune oko ranga
(koji je prvi, a koji je drugi) ¢lanova (uredenog para), nacrtajmo, na jednom mestu
luka, glavu strelice okrenutu od prvog ¢lana ka drugom. Tako dobijamo sl. 3.1.

Slika 3.1
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Taj se crtez zove sagitalna $ema proizvoda* A4 x B.

Zasto je svaki element mnoZine A povezan sa svakim elementom mno-
zine B? (Videti Seme § 3.2, t. 3.)

2) Nacrtajte sagitalnu Semu proizvoda B x A4.

3) Nacrtajte sagitalnu Semu proizvoda (3) prethodnog paragrafa, tj.
{a, b, c} x {b, ¢, u, v}.

4) Nacrrajte sagitalnu Semu proizvoda EXE (§ 3.2, t. 5).

5) Isto kad je proizvod (2): {I, 2, 3} x {1, 2, 3, 4, 5).

§ 3.4. MREZA DEKARTOVA PROIZVODA

1) Prikazimo, sad, proizvod A x B drukdije.

U tu svrhu uzmite kariranu hartiju, ,,zadebljajte® Cetiri njene linije koje
»idu sleva nadesno 1 tri linije koje ,,idu odozdo naviSe“. Neka svaka linija sleva
nadesno ,izlazi“ iz jednog elementa (jedne tacke) mnozine B. Neka svaka linija
»odozdo naviSe“ izlazi“ iz jednog elementa mnoZine A. Dobijate crtez sl. 3.2.

-

(c,v)
v -
B u

o (at) s

s (a,5) [bs) [fc:s)
L DA
a b c
Slika 3.2

Sta su preseci spomenutih linija? Parovi (elementi) proizvoda A x B.
Uostalom, okrenite knjigu tako da desna ivica njene strane (a na kojoj je sl. § 3.2)
bude ,,donja“ (a leva da bude ,,gornja“), pa cete imati Semu (2) (§ 3.2, taka 3),
$emu gde umesto zapisanih parova stoje nacrtane tatke. Mi smo napisali pored
nekih od tih ta¢aka odgovarajuce parove, ali to nije obavezno, jer ako od ma koje
od tih tataka podemo ,,naniZe“ i na levu stranu, odmah nalazimo koji uredeni par,
odnosno koji element proizvoda predstavija ona. To je mrega Dekartova proizvoda
ili Dekartov proizvod prikazan u obliku mreze.

Napomena. Dijagram mnoZine 4 moze da se nacrta s leve strane (a
dijagram mnozine B s ,donje“ strane) i tada mreza predstavlja ,,viSu Sematizaciju‘
geme (2) [§ 3.2, t. 3]. Mi smo mrezu prikazali ba§ tako zbog Dekartova koordinat-
nog sistema koji se uvodi kasnije, a koji i nije ni§ta drugo nego Dekartov proizvod
(naj¢esce za slucaj kad su obe mnoZine, koje se mnoze, beskonalne).

2) PrikaZite u obliku mreie i sve druge proizvode koje ste prikazali u
prethodnom paragrafu.

* Ubpotrebljava se i termin graf proizvoda, ali ¢emo ga mi, kao 3to smo veé uéinili na jednom

mestu, rezervisati za jedan drugi pojam. Re¢ sagitaini poti¢e od latinske re¢i sagitta = strela,
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§ 3.5. NEKE OSOBINE DEKARTOVA PROIZVODA

1. Neka je A= {a,b,¢,d}, B={c,d, e}, C={m, n}. Izratunajmo (4 NB)x C.
Dobijamo:

" (AnB)xC= {¢, d} x {m, n}={(c, m), (¢, n), (d, m), (d, n)}.
Taj isti proizvod dobijamo i ovako:

(Ax C)N(Bx C)={(a, m), (a, n), (b, m), (b, #), (c, m), (c, n),
(d, m), (d, )} {(c, m), (¢, n), (d, m), (d, n),
(e> m)) (e! n)}: {(C) m)) (Cr n)) (d> m): (d, n)}
Iz sagitalne Seme se to ta-
kode vidi (sl. 3.3).

Proizvod preseka (AnB) i
mnozine C &ine strelice: c—m, c—n,
d—>m, d—n, a to su zajedni¢ke stre-
lice proizvoda 4 x C i proizvoda B x C.

Dakle:

| (AnB)x C=(4 % C)m(Bixr C) “

tj. Dekartov proizvod je discributivan

u odnosu na presek mnofina. Slika 3.3

2. Da li je (AuB)x C=(AXC)U(BxC)?
Proverite izratunavanjem leve i desne strane.
To pokazuje sagitalna $ema (sl. 3.3).

Jo¥ bolje se to vidi iz mreZe (sl. 3.4):

A.)

L g &

Slika 3.4

Znadi: | (AUB)XC=(AXC)U(BXC)|

Y. Dekartov proizvod je distributivan w odnosu na unmiju mmnoging.

33



3. Pokazite distributivnost proizvoda u odnosu na razliku:

(A\_B) % C=(Ax C)\(BXC).

4. Prikazite radunski i graficki formule:
(1) Cx(AnB)=(Cx An(Cx B);
(2) Cx(AuB)=(Cx A)u(Cx B);
(3) Cx(ANB)=(Cx A\(CxB).

§ 3.6. VEZBANJA I ZADACI

) 1. Neka je E={a, b, ¢}, F={m, n}. Napilite ekstenzivnu definiciju i prikaZite pomocu
strelica 1 mreZe: proizvoé: () ExF; (2) FxE; (3) E*; (4) FxF; (5) (EVUF)XF.

2. Data je mnozina C={1, 2, 3, 4, 5}. Napilite ekstenzivnu definiciju mnozine C? i pri-
kaZite njenu sagitalnu Semu i njenu mrezu.

3. Neka je A={3,4,5}, B={1,2,3,4}, C={1, 2, 3, 4, 5}. Prikazite sagitalnu Semu i
mrezu svake od slede¢ih mnoZina:

(1) AxAUBxB); 4) (AxBYyu(BxA);
(2) A’NB?; (5) (AxBYN(BxA);
(3) Cx(ANB); 6) (CNA)x(C\B).

4. Sta mozemo reéi o Ax B ako je A= g ili B= g ? Tada, ili streljc_e r}e_rr}aju odakle da
polaze, ili nemaju gde da dolaze, pa je A X B= g. Obrnuto, $ta moZemo zakljutiti iz AX B=g?
Da je ili A=@ ili B=g.

*5, Proverite dd je:
(1) (AxB)NCXD) = (ANC)x(BND);
(2) (AxB)U(Cx D)= (AuC)x(BuD).

Rezime

1. 1) Par {a,b}={b,a} je mnoZina (skup). _
2) Uredeni par: (a, b)7(b, a) nije mnozina nego element.
3) (a,b)=(c,d)yla=c i b=4d).

2. 1) Dekartov proizvod mnozina X i ¥: XX Y={(x,y)|xeX 1 yeY}.
To je, dakle, mnoZina ¢&iji su elementi uredeni parovi.
2) Dekartov proizvod prikazuje se pomoéu strelica (sagitalna $ema)

i u obliku mreZe.

3) Specijalan Dekartov proizvod: Xx X=X"

3. 1) Dekartov proizvod nije komutativan.
2) Dekartov proizvod je distributivan u odnosu:

nan (XﬂY)XZ———(XXZ)f\(YXZ);
nau (XUY)X Z=(X x Z)U(Y X Z);
‘' naN (X\Y)X Z=(X X Z)N(Y X Z).
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GLAVA IV

PRVI GEOMETRIJSKI POJMOVI

§ 4.1, UVOD

U ovoj glavi ¢emo, koristedi ono $to je napred izneseno (uglavnom u I i II
glavi), izgraditi prve geometrijske pojmove. :

Izvor geometrijskih pojmova je realni svet. Posmatrajudi razne predmete oko
sebe, Covek, jo§ kao dete (odredenog uzrasta, najée$ce samoniklo, spontano, kako se
to u psihologiji kaze), poéinje da uoctava ono $to je zajednicko, §to je bitno, §to se
ne menja od jednog predmeta do drugog. Na primer, posmatrajuci razne gumene,
koZne, Celi¢ne, staklene, drvene . . . kuglice, on izgraduje pojam koji se zove lopta.
Taj pojam nije ni gumen, ni drven, ni staklen, ni ¢eli¢an, ni siv, ni crven, ni veliki,
ni mali. Odredeni oblik, koji se razlikuje od svih drugih oblika, je ono §to karakte-
riSe pojam koji se zove lopta. Na sli¢an nacin formira Covek (dete) i druge oblike.

»Malo®“ i ,,veliko® su takode pojmovi (iako relativni) koji se rano izgraduju.
Uz njihovu pomo¢ kod &oveka se razvija, za formiranje prostornih pojmova, vrlo
vazna sposobnost miisaonog smanjivanja i povecavanja. Na primer, posmatrajudi
kugle i kuglice, zrna gragka, sodiva, zrnca pradine osvetljena svetlosnim zracima
(koji prodiru u tamnu sobu kroz manji otvor), ¢ovek (dete) postaje sposoban (po-
gotovu ako se podstice u tom pogledu) da zamisli neograni¢eno malu ,lopticu®,
tj. ,lopticu” koja se ne moze ubosti ma kako tankim vrhom igle, ,lopticu® koja
stvarno ne postoji u realnom svetu, a koja se zove tacka.

Kad se toj sposobnosti pridruzi, jo§ vaZnija, sposobnost izdvajanja od fizi¢kih
predmeta onoga $to samostalno ne postoji, ¢ovek izgraduje nove pojmove. Na primer,
posmatraju¢i ivicu daske, kude, ..., ivicu savijene hartije, savijenog lima (prvo-
bitno ivicu, potoka, reke), ..., ¢ovek postaje sposoban da ivicu izdvoji od pred-
meta i da je zamisli kao samostalnu ,,tvorevinu®, a to je ono §to se zove Anija (prava
iti kriva); dovoljan je samo jedan podsticaj pa da, na osnovu svakodnevnog iskustva
(u prvom redu ljustenja, guljenja raznih predmeta), ¢ovek zamisli kao samostalnu
»Stvar ono $to ima svaki predmet, a $to se fakti¢ki ne moZe izdvojiti od pred-
meta, ono §to se zove pour§ (ravna ili kriva).

Talka, linija, povr§ su samo neki geometrijski pojmovi, samo neke geometrijske
figure, jer pomoc¢u njih ¢ovek stvara, konstrui§e (misaono razume se) raznovrsne
geometrijske figure (koje, posle, u mnogo slu¢ajeva realizuje u fizi¢kom svetu i
veoma korisno primenjuje, tj. stvara materijalnu kulturu).
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§ 4.2. TACKE I GEOMETRIJSKE FIGURE

Prema prethodnom, tatka nije neito ,,§to je tako malo da se ne moZe videti
ili opipati®. Ima vrlo mnogo vrlo malih predmeta koje &ovek ne moze videti ,,golim*
okom ili opipati, npr. bakterije. Ima jo§ manjih predmeta, Cestica, koji se ne mogu
videti ni najsavr$enijim mikroskopom, npr. virusi, protoni, elektroni,... Ali to
nisu tacke (geometrijske), nego fizicki predmeti, fiziCka tela.

Pri svemu tome:

1) S jedne strane, ne samo da je dopusteno nego je veoma celishodno da se
tatke prikazuju vidljivo i to: (1) graficki, kruzi¢ima (veéim nego §to su, npr., inter-
punkcijske tatke) ili pomoc¢u dve kratke nacrtane linije (crta); (2) pomocu materi-
jalnih malih ,Joptica®. U svakom slu¢aju to su modeli tataka (a ne same talke).

Mnozine taéaka prikazujemo, kao i svaku drugu mnoZinu, Venovim dija-

gramima: .
(D)) D T

Slika 4.1

A je prazna mnozina @ ili { }, B je singleton {a}, C je par {b,¢}, D=
= {m) 2 q}' .

Treba primetiti: (1) da tatke oznaavamo malim slovima, jer su one elementi;
(2) dd dve razne tacke nemaju niceg zajednickog izmedu sebe._Apsurdno- bi bilo
redi, na primer, ,,da se dve tatke dodiruju”. Medutim, moze se dogoditi da se dve
tacke , poklapaju”. Prema tome, ako je a=b, gnda se i singletoni {a} i {b} ,.po-
“Klapaju®. !

2) S druge strane, svaka linija (prava ili kriva, ograniCena ili neograniena),
kao i svaka povr$ (ravna ili kriva, ograni¢ena ili neograni¢ena), sastoji se od tacaka.

Drugim redima, svaka linija, svaka povr§ i uopste svaka geometrijska figura je jedna,

mnozina &iji su elementi tacke (geometrijske).

Zato i uzimamo, smatramo da je tatkama (geometrijskim) ispunjen sav pro-
stor i da smo uvek u stanju da od njih sastavimo koju god hoéemo mnozinu, tj.
da konstruiemo koju god hoéemo geometrijsku figuru.

Jedan primer: Zamislite tacke ,,u kojima se nalaze“ ovoga momenta vrhovi
pisaljki (olovki, pera) svih vadih daka. To je mmnoZina:

{x | x je vrh olovke jednog mog daka u ovom trenutku}.

§ 4.3. RAVAN I PRAVA

1. ,Posmatrajmo“ one tatke koje ¢ine stranu (stranu a ne list, koji je materi-
jalan) sveske na kojoj piSe va$a uenica Vera. Te tatke ¢ine (Kad sveska nije savijena)
ravau povrd. Postoje manje i veée ravne povrdi od te, na primer: strana jednog
lista moje beleZnice (mog notesa), strana jednog lista bloka na kojoj crta Voja, strana
prozorskog okna, §kolske table, poda, zida, . . . No nezavisno od toga, mi moZemo
(§ 4.1) ,,povetati* ma koju od tih povrsi. MoZemo je povecati koliko god hocemo,
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neograni¢eno. Zato kazemo da: tacke koje ¢ine stranu sveske na kojoj piSe Vera
pripadaju jednoj rawvni; tacke koje ¢ine stranu bloka na kojoj crta Voja pripadaju
drugoj rawvni; tatke koje €ine jednu stranu prozorskog okna pripadaju trecoj ravai;
tacke koje ¢ine drugu stranu prozorskog okna pripadaju Cetvrtoj ravni; i tako dalje.

Medutim, sve te ravni razlikuju se samo po poloZaju 1 ni po ¢emu drugom.
I ako ja hocu da sastavim jednu odredenu mnozinu, tj. jednu (geometrijsku) figuru
od nekih tacaka jedne od tih ravni, onda je sasvim svejedno kojoj ravni pripadaju
te tacke. Bitno je da (sve) one pripadaju istoj ravni, a ne ba§ kojoj. I zato Cemo,
bilo koju (od neograni¢eno mnogo) ravan oznacavati slovom JT (veliko pi) i ,,po-
smatra¢emo* (zasad) samo figure ¢iji elementi pripadaju ravni II. Takve se figure
zZovu ravne figure.

Prema tome:
1) Ma o kojim tatkama a, b, ¢, ... govorili, uvek ¢e (zasad) biti

aell, bell, cell, . ..

A list hartije, karton, tabla na ¢ijoj jednoj strani crtamo (prikazujemo)
tatke, i uopste figure, predstavlja materijalizovanu ravan, model ravni.

2) Dve tacke a i b:
(1) mogu biti razliéite, tj. ea, b, a7%b;
(2) mogu se poklapati, tj. aeb, a=b.

2. ,,Izdvojte” (§ 4.1) pravu ivicu od predmeta i zamislite je koliko god holete
dugatku. Zategnite tanak konac i neogranieno ga ,istanjujte” i ,,produZite®.
Ako ste, u oba slucaja, uspeli, vi ste obrazovali pojam koji se zove prava.

Nacrtajte na listu hartije dve ta¢-
ke. Imate materijalizovanu ravan (model
ravni) i dve materijalizovane tacke (modele b P
dveju tadaka). Savijte list tako da dobijete
ivicu kojoj pripadaju nacrtane tacke, a za-
tim ispravite list. Sta sad imate ? (Materi- G
jalizovanu pravu liniju.) Zamislite da ste
sve to udinili sa ravni. Sta u tom sludaju
dobijate? (Pravu koja pripada™ ravni I1.) Slika 4.2
Slika 4.2 je model prave koja pripada ravni.
Prava je mnozina tac¢aka i zato ¢emo prave oznacavati velikim slovima.
Na sl. 4.2 je: P<Il, aeP, belP.

I zato je prava sadrzana (ukljuéena)* u ravni.

§ 4.4. PRVOBITNI POJMOVI I PRVOBITNA TVRPENJA

1. Videli smo kako ¢ovek formira neke geometrijske pojmove (tacka, linija,
povr$, ravan, prava). Na slican naéin formiraju se ili se mogu formirati i drugi
geometrijski pojmovi. Medutim, tako formirani pojmovi nisu uvek jasni, nisu uvek

* Ravan se posmatra dvojako: (1) kao mnozina tacaka; (2) kao mnozina pravih, U slu¢aju
(1) prava je mnozina tafaka pa je sadrZana (ukljulena) u ravni (inkluzija). U slu¢aju (2) prava je
element ravni i zato pripada ravni,

59



potpuni, neretko su slabo povezani izmedu sebe, a nisu svi ni od interesa za izgra-
divanje nauke. Zato su naucnici ispitujuéi razne pojmove, geomietrijske figure, davno
dodli na misao: Podi od nekoliko proobitnih pojmova, a sve ostale koji su od zna-
¢aja odrediti, definisati pomocu prvobitnih i prethodno definisanih.

Talka, prava i rquan su tri_proobitna pojma savremene nauke (razumljivo
ne jedini). :

Prema tome, sve ono §to je re¢eno u prethodnim paragrafima nisu defini-
cije nego opisivanja Sta se podrazumeva pod terminima: ta¢ka, prava, ravan.

2. Nauchnici su, u toku vekova, otkrili mnoge osobine geometrijskih pojmova,
geometrijskih figura. Iskazane ili napisane te se osobine zovu i tvrdenja.
Stazane 1 . 0sot toraema.

Ali, tvrdenje nema vrednosti ako se ne mozZe obrazloziti, dokazati njegova
tatnost, istinitost. Kao pojmovna, geometrijska (uopste matemati¢ka) tvrdenja se
ne mogu dokazati eksperimentalno nego logi¢ki. A to znadi: tacnost, istinitost
jednog tvrdenja izvodi se iz talnosti, istinitosti prethodnih. Medutim, jasno je
da se tako, unazad, ne moZe iéi neograni¢eno. Zato nauka uzima, prihvata neka
tvrdenja bez dokaza. Takva polazna tvrdenja zovu se proobiina tvrdenja ili_aksioms.

Tvrdenja_koja se dokazuju_na osnovu aksioma i prethodno dokazanih

vrdenja zovu se reoreme.

Definisanje pojmova pomoc¢u prvobitnih i prethodrio definisanih pojmova

deduktivna metoda, koja se podjednako primenjuje 1 pri izgradivanju matematickih
teorija, disciplina 1 pri uvodenju u njth.

i dokazivanje teorema pomocu aksioma i prethodno dokazanih teorema zove se

3. U nauw¢nim traktatima prvo se iskazu, napi$u, formuliu svi aksiomi,
a zatim se redaju definicije i teoreme. U udZbenicima je celishodnije da se aksiomi
postupno uvode, pa ¢emo i mi zasad uvesti
samo tri (koji preciziraju bitne osobine
prvobitnih pojmova):*
Aksiom IT I. — Ravan je bes-
konalna mnoZina talaka.
Aksiom [T 2. — Swvaka prava
je beskonalna (prdwva) podmmozina ravni.
Aksiom IT 3. — Swvaki par (ne-
ureden) taloka je ukljulen (sadrian) u
Jednoj, 1 samo jednoj, pravi.
Crtez (sl. 4.3) ilustruje aksiom
Slika 4.3 IT 2, 1j. osim tataka koje pripadaju pravi P
ravan sadrzi i druge tacke. :
Aksiom IT 3 tvrdi da dve tacke pripadaju samo jednoj pravi (a tri tacke
mogu, ali ne moraju pripada?i istoj pravi). Drugim reéima, ma koje dve tacke
posmatrali, one uvek odreduju pravu. Za tri i vi§e talaka treba obavezno obraz-
loziti da pripadaju ili ne pripadaju istoj pravi.
Tri tacke ili viSe tacaka koje pripadaju istoj pravi zovu se kolinearne tacke.
Sledeéi primeri (zadaci) predstavljaju neke posledice aksioma IT 3.

* Treba istaéi da aksiomi nisu jednom za uvek utvrdeni, jer oni nisu apsolutne ili ve&ite
istine, kako se ponekad shvata (iako se teZi tome da se za aksiom uzme | o¢igledna istina“). Aksiomy
se Cesto uporeduju sa pravilima igre, Zato od izbora aksioma zavisi i izgradivanje i izlaganje odre-
dene matematicke discipline.
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4. Neka 4 i B oznatavaju prave. Sta pokazuju ovi dijagrami:

‘A A‘ A . B
B
Slika 4.4 Slika 4.5 Slika 4.6

Nacrtajte svaki put prave A i B u ravni I7, tj. u svojoj svesci.

5. Neka A4, B, C oznacavaju prave. Sta pokazuju ovi dijagrami:

( "B‘

Slika 4.7 Slika 4.8 Slika 4.9

Ono §to je u 4.9 3rafirano treba smatrati crvenim. (Mi smo iz tehnitkih razloga
Srafirali crno.) Nacrtajte svaki put prave 4, B, C u ravni.

§ 4.5. MEDUSOBNI POLOZAJ DVE PRAVE

1. 'Prerrla tacki 4. prethodnog paragrafa dve prave ravni mogu se nalaziti
samo u jednom od ova tri medusobna poloZaja: (vidi si. 4.10).

Mozemo, dakle, da iskazemo jednu teoremu i dve definicije.
{

.,_; A >y
A
B Al |B AlB
AnB={x} AnNB=Q =B
AiB se seku A\IIB AllB
AHB ;ﬁ?
Slika 4.10
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Teorema 1. — Presek dve prave je singleton ili prazan.
Obrazlozenje (dokaz): Presek dve prave ne moZe bit% par .(dve prave se
ne mogu seéi u dve tacke), jer ako bi se to dogodilo, onda bi to bila (aksiom 3)

jedna prava.
Definicija 1. — Za dve prave kaZemo da se seku ako je njthov presek
stngleton.
Definicija 2. — Za dve prave koje se ne seku kasemo da su paralelne.
jz tih definicija sledi: A\4, BiiB, ..., XIX, ... tj. svaka je prava para-

lelna samoj sebi. o .
Prema definiciji 1, dve prave se seku samo ako je njihov presek singleton,

a prema definiciji 2 ako se prave ne seku, one su paralelne. Kako prava ne moze
se¢i samu sebe, ona je paralelna samoj sebi.
Paralelne prave se (tehni¢ki) konstruiSu pomocu Jenjira i trougaonika.

2. Pro&itajte i recite §ta znali:
A sete B&B sete A.

3. Ako je prava A paralelna sa B, onda je B paralelna sa 4, 1j. 4| B=B] 4.

Zaista: A|B=>(A=B ili AnB= &)
=(B=4 ili Bnd= )
=B||4.
4. 1) Neka A i B oznatavaju prave i neka je 4+ B. Nacrtajte prave A1i B,
a zatim obojte zeleno:
(1) IN(4uB); (2) IIN(ANnB).
2) Tsto &to i pod 1) kad je A|lB.

5. 1) Koje tatke &ine mnozinu Au(IT\.B)?
2) Koje tacke ¢ine mnozinu AN(IINB)?

§ 4.6. JOS NEKE TEOREME A
KOJE NEPOSREDNO SLEDE IZ UVEDENIH AKSIOMA

1. Neka su date dve razne tatke a i b ravni II. MoZemo {i tvrditi da ravan I
sadr#i trecu tacku koja nije kolinearna sa a i b? Ako moZemo, zadto mozemo ?
Ako ne mozemo, za$to ne moZemo?

Mozemo, jer na osnovu [II 3]**aib su sadrzane u jednoj pravi P (,,taélie_
a i b odreduju jednu, i samo jednu, pravu P<), a na osnovu [IT 2], ravan [ sadrzi
i tatke koje ne pripadaju pravi P. Time smo dokazali:

Teorema 2. — Ravan Y sadri bar (najmanje) tri nekolinearne tacke.

Napomena. Pravu koja sadrzi tacke a i b oznaavamo i ovako ab.
Iz teoreme 2 slede (neposredno) dve posledice:

* Vidi autorov priruénik Matemdtika u III i IV r. osnovne Skole“.
*#% Na taj na¢in piSemo, kratko, aksiom 3.

62

Prva posledica. — Ako je data prava P ravni II, uvek se mofe nadi
tatka tell, t¢P.

Jer II\P# @ (na osnovu [IT2]), a to zna¢i da postoji tatka cell~P
(1). uvek se moZe naéi talka ¢ koja pripada ravni II, a ne pripada pravi P).

Druga posledica. — Ako je data tatka tell, uvek se mose nadi prava
Pc I, tako da 1¢P.

Zaista, na osnovu teoreme 2, svakoj tacki ¢ ravni I1 odgovaraju dve tacke
a i b ravni [T takve da ¢ ne pripada pravi ab=P.

Skracen, simbolima izraZen, dokaz izgleda ovako:

Uslov Dokazati da postoji
tell Pcll, tgP.

Dokaz: Ako :ell, onda (teor. 2) postoje azb, abell, t¢ab=P.

2. Neka je data ta¢ka tell. Koliko prava ravni IT sadrzi tacku ¢ (tj. koliko
prava ,prolazi kroz“ )?
Rasudujemo ovako: Na
osnovu druge posledice, postoji
prava XclII, r¢X. Na osnovu
[IT 2], prava X sadrZi beskonatno
mnogo tataka a, b, ¢,... . Prave
ta, th, tc, . .. su razliite. Dakle:
Teorema 3. — Svaka tad-
ka pripada beskonalnoj mmoini
pravd ravmi I1.
1li: Swvaka tacka ravni IT sa- Slika 4.11
drzi beskonaino mnogo pravd ravni I1, '

Teorema 4. — Prave rawvni I1 obrazuju beskonainu mnoZinu. DokazZite.
— Tu mnozinu oznaéavaemo sa D.

§ 4.7. POLURAVNI

1. Ma koja prava PcIT odreduje tri mnozine tataka ravni IT: prva je sama
prava P; drugu Cine sve tatke b, d, . . . (sl. 4.3); ireu tine tacke a, u, v, . . . (sl. 4.3).%
Svaka od dve poslednje mnoZine zove se poluravan, a prava P zove se

tvica (svake) poluravni.

Ali, kojoj od dveju poluravni pripada ivica (prave P)? 11, mozda, pripada
obema? Ili nijednoj?

Da ne bi bilo neodredenosti u tom pogledu, mi ¢emo. uvesti definicije:

Definicija 3. — Poluravan je zalvorema ako sadri i pravu (ivicu) P.

Definicija 4. — Poluravan je ofvorema, ako ne sadriy ivicu (P).
] "‘: Zasad se oslanjamo na intuitivnost. Medutim, na osnovu [JT 2], ravan sadrZi i tatke
koje nisu tatke prave P. A 3ta bi znadlila pretpostavka da s jedne strane te prave nema tafaka?
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2. Ozna¢imo tako definisane otvorene poluravni respektivno sa [, i IT,.
Tada je lako proveriti da je:
II;UP= zatvorena poluravan; IT,uP= zatvorena poluravan;
IIN\pP=1I1,0ll,. !
3. Teorema 5. — Mnogine I}, Il,, P definisu (jednu) particiiu ravni I1.
Protitajte ponovo § 2.7 i dokazite tu teoremu.

- § 4.8. POLUPRAVA 1 DUZ

1. Uodite (nacrtajte) ma koju prave P i jednu njenu tacku p. Talka p odre-
duje tri podmnozine mnozZine P: jedna je singleton {p}, a svaka od ostale dve zove se
‘poluprava prave P. Talka p je pocetak svake poluprave prave P.

Da ne bi bilo dvoumljenja da li pocetak pripada ili ne pripada polupra-
vama, uvodimo definicije:
Definicija 5. — Poluprava je zatvorena ako sadrii poclerak.

Definicija 6. — Poluprava je otvorena ako joj poletak ne pripada (ako ne
sadrzi poletak).

2. Oznadimo respektivno sa P, i P, otvorene poluprave prave P. Tada je:

P;up = zatvorena poluprava;
P,up = zatvorena poluprava;
PN{p}=P,uP, '
Teorema 6. — Mnosine Py, p i Py defini$u (jednu) particiju prave P. —
Dokazite.

3. Izrazavajuéi se opisno i ,konkretno“ kazemo da poluprava ,izlazi® iz
svog pocetka.

Dve razne tacke, a i b, prave odreduju etiri poluprave: dve &iji je poce-
tak a (koje izlaze“ iz 4a) i dve C&iji je pocetak b (sl. 4.12).

Uotite onu zatvorenu
polupravu koja izlazi iz a, a kojoj
pripada tatka b. Uocite onu polu-
pravu koja izlazi iz b a kojoj
pripada tatka a. Pokazite njihove
zajedni¢ke tatke. Te zajednicke
. tatke d&ine presek uolene dve
Slika 4.12 poluprave. Taj presek zove se

duz. Dakle:

Definicija 7. Presek dve poluprave isie prave zove se dus.

Ako se posluZimo pojmom izmedu,* definiciju 7 moZemo iskazati i ovako:

Deo (podmnogina) prave koji se sastoji od dve talke prave a 1 b i svih tafaka
prave izmedu a 1 b zove se duf.

-

* Pojam izmedu se, pri strogom zasnivanju matematike, definife. Ovde se oslanjamo na
onaj koji Covek stie u svakodnevnom Zivotu.
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v ) v P « ;o0 i Ty i
. Duz éemo, zasad, oznadavati kao | pravu ab, ali ¢emo uvek biti duzni da
naglasimo prava ab, odnosno dus ab.

_Taéke a i bzovu se krajnje tacke duzi ili krajevi duzi ab. Sve ostale tatke su
unuiradnje taCke duzi ab.

§ 4.9. PERPENDIKULARNE (-NORMALNE"“) PRAVE

L 1. Savijte list hartije da dobijete ivicu (§ 4.2, ©. 2). Ne ispravljajuéi ga, savijte
jos Jedr'lo.m‘tako da jedan deo ivice (dobijene pri prvom savijanju) poklopj drugi
deo, pritisnite dobro da dobijete novu ivicu (dvostruko savijenog lista) i ispravite
(rasklopite) list. Obe se ivice seku i nalaze u '
medusobnom poloZaju prikazanim crtezom 4.12.

Za tako dobijene prave 4 i B ravni IT
kaZemo da su meduscbno ,,normalne (bolje per-
pendikularne), ili da se nalaze u normalom medu-
sobn.om_ (perpendikularnom) polofaju i kratko A
zapisujemo:

ALl B ii Bl A.

Normalnost (perpendikularnost) ozna-

* Cava se na crtezima znakom | .

(Normalne) perpendikularne prave B
konstruidu se (tehnicki) pomoéu lenjira i tro-
ugaonika.* Slika 4.13

§ 4.10. PRAVAC

1. 1) Nacrtajte pravu P ravni IT (na ,,novoj“ strani svéske) Nacrtajte:
i . » oy ajte .
A|P; B|P; C|iP. Koliko takvih prava mozete ,nacrtati? Mozete li ih sve nacriati?

Slika 4.14

* Videt ve¢ spomenuti autorov priruénik.
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Ta beskonadna mnozina pravih zove se pravac prave P i oznalavademo je
ovako (P).

Definicija 8. — (Beskonaina) mmoZina pravd (ravmi II) paralelnih iscoj
pravi zove Se pravac.

2. Oznatite bilo koju ta¢ku rell. Koliko pravad (P) (pravca prave P) sadrzi
tatku ¢? Otuda: ‘

Aksiom IT4. — Ako Pc Il 7 tell, (¢P, postoji samo jedna prava P’ <II
takva da P’ i P'||P. (Cuveni aksiom paralelnosti.*)

3. Prema definiciji 8, pravac je mnoZina pravi, dakle mno%¥ina nepraznih
mmnozina (skup skupova). A prema aksiomu J[7 4, tacka ravni [ pripada jednoj,
i samo jednoj, od tih podmnozina, od tih pravd. To znadi da pravac jedne prave
ispunjava sve uslove jedne particije ravni (§ 2.7). Time je dokazana:

Teorema 7. — Swaki pravac je jedna particyja ravni**

4. Na osnovu definicije 8, ma koje dve prave (ma koja dva elementa) datog
pravca jesu paralelne. Otuda:

Teorema 8. — Swe prave jednog pravca jesu (medusobno) paralelne.

Teorema 9. — A||B i1 B||C=A|C.
IskaZite teoremu 9 re¢ima i dokazite je.

Teorema 10. — A||B#C=4+C.
Iskazite tu teoremu re¢ima. Njen dokaz izgleda ovako: )
Uslovi su A||B, B4+ C. Moze li, pod tim uslovima, biti 4||C? Ako bismo

to dopustili, onda bi (teor. 9) bilo i B||C, a to nije. (Vidi uslove.) Dakle, ne mozemo
dopustiti A||C, tj. mora biti 4+C.

5. Proditajte i obrazlozite:
(1) A1Go4e(G); () 4e(G)=Ge(4);  (3) AIG(A)=(G).

6. Neka su 4 i B prave. , Nacrtajte* ih tako da je 4 | B. Zatim ,nacrtajte
nekoliko elemenata pravca (A) i nekoliko elemenata pravca (B).

1) Uotite: jedan, ma koji element mnoZine (A4); jedan, ma koji element
mnozine (B). U kom se medusobnom polozaju nalaze ti elementi? Vazi li to za
ma koja dva elementa od kojih jedan pripada (A4), drugi (B)?

Zato kazemo: Pravci (A) 7 (B) su (medusobno) (normalni) perpendikularni.

2) Nacrtajte ma koji pravac (P). Postoji li pravac perpendikularan (nor-
malan) na (P)? ,Nacrtajte” pravac (P') L. (P). Ima li svaki pravac svoj perpendi-
kularni pravac? Zato uvodimo i

* O kome se mnogo raspravljalo i predstavlja ,,izvor“ drugih takozvanih neecuklidskih

geometrija.

** Ta se teorema moze uzeti kao aksiom I7 4. Tada se mora obrazloZiti (§ 2.7): da se dva
elementa pravca ne seku; da je unija svih elemenata pravca ravan IT; da pravac ne moZe biti
prazan. Smatramo da je formulacija aksioma IT4 u prethodnom obliku upotrebljivija.
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Aksiom I15. — Svakom pravcu (P) odgovara jedan, i samo jedan,
(normalan) perpendikularan pravac (P').

Svaka prava Xe(P) je ‘perpendikularna na svakoj pravi X'e(P’), ftj.
X1X (i X1 X).

Slika 4.15

7. Nacrtajte pravu X. Sta je mmnoZina pravd perpendikularnih na X?

Pravac (X') perpendikularan na pravcu (X). To se moZe reéi ovako:

Sve prave perpendikularne na istoj pravi obrazuju pravac (. paralelne su).

Ali (teor. 7), svaki pravac je jedna particijacija ravni, tj. svaka tacka rell
pripada jednoj, i samo jednoj, pravi pravca (X) (normalnog na X). MoZete li sad
odgovoriti na pitanje: Koliko ima prava koje sadrze tatku ¢ a perpendikularne
su na pravi X? Otuda:

Teorema 11. — Za svaku talku tell { svaku pravu X cII postofi jedna,
1 samo jedna, prava X' takva da je 1eX'| X.

Ili, drukéije: Ako su date jedna prava t jedna tacka, postoji jedna, i samo
jedna, prava koja sadréi datu tacku a perpendikularna je na datoj pravi (sl. 4.16).

A\e » \

Stika 4.16

8. PrikaZite crtezom, iskaZite re¢ima i dokaZite svaku od sledec¢ih implikacija (teorema):
() ClALBID= C1D;
(2 ALBID=ALD; ClAiB=ClB;
(3)A1C, B1C= A|B; @4 A1B1C= AlC; (5) ALB1C1D=A1D.
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§ 4.11. VEZBANJA 1 ZADACI

1. ,Nacrtajte” prave 4 i B u slugajevima:

(4)

@)
B g T8\

(1) (2) (3)

Slika 4.17

(A)

2. Ako je A+ B, onda je (A)N(B)= @. Protitajte, dokaite i izrazite simbolima.
3. Svaka prava pripada jednom, i samo jednom, pravcu. Za$to?

4. Neka su X i Y prave i teIl. Neka te X'|X 1 te Y'||Y. Tada je X’'nY={y} i
Y'NX={x}. ObrazioZite i prikaZite crtezom.

5. Neka je A1 BICID1EIF|G|HIKLL.

Dovriite popunjavanje tabele:

jalB|CIDI|EIF|G|HIK]|L]
A Il Il 1
B T
3N N N A O Y I A I
o
B e )
30 S I (A U o
Gl L) JL i
H| | e
3 I
L o T

6. a, be II, 4, B, C, D su prave. Nacrtajte te tatke i te prave kad njihovi dijagrami

izgledaju ovako:
A
.
AV
C

(1) Slika 4.18

Ono 3to je 3rafirano treba zamisliti $rafirano crvenmo, tj. praznom mnoZinom.
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7. 1) Prave A, B, C sadrZane su u ravni /7. Koliko zajedni¢kih ta¢aka mogu one imati?
Prikazite svaki slufaj crtanjem A4, B, C i njihovih (Venovih) dijagrama.
2) PokaZite da, u zavisnosti od medusobnog poloZaja, prethodne tri prave odreduju,
respektivno, 4, 6 ili 7 oblasti ravni (kad se, razume se, apstrahuju zajedni¢ke tacke datih prava).
3) Definidu li te tri prave particiju ravni IT i kad?

8. 1) Koliko pravd mogu odrediti 4 (razne) tatke (ravmi IT)?

2) Koliko oblasti (ravni IT) odreduju prave u svakom od prethodnih slu¢ajeva (izuzima-
juéi tatke koje pripadaju pravama).

9. Neka prave 4, B, C imaju jednu zajedni¢ku tacku s. Sta predstavija: (1) (ANB)NC;
2) (AUBNC; (3) (AnB)UC?

10. Neka su P, i P, dve poluprave prave P sa zajedni¢kim poleikem a. Neka je P; otvorena
poluprava koja izlazi iz a, a sadrZana je u P,. Neka je P, otvorena poluprava sa pocetkom a sadr-
zana u P,. Proverite da je:

m mePz={a}; (O] P3UP4=P\{‘1}S
(2) PyUP =P; (5) {Py, P;} je particija prave P;
3y P;nPi=g; (6) {Ps Py} je...

11. Isto kao u t. 10, Dovrdite:
(1) Py,nP,= (3) P\P,= _(5) P\P;=
2) PyUP,= @) P\ Py= (6) P\P,=

12. Obrazlozite tvrdenja (kad su sve ﬁg'ure o kojima se govori sadrZane u I):
1) MnoZina zatvorenih polupravd sa zajedni¢kim pocetkom a nije particija ravni I7.
2) MnoZine otvorenih polupravi sa (zajednic¢kim) pocetkom a nije particija ravni II.
3) MnoZina koju ¢ine {a} i otvorene poluprave sa pocetkom a je particija ravni IT.

Rezime

1. 1) Tacka, prava i ravan su prvobitni pojmovi u geometriji. Ont se opisuju
trima aksiomima IT 1, II2, i IT 3.
2) Tri i viSe tataka koje pripadaju istoj pravi zovu se kolinearne tacke.
2. 1) Ravan sadrZi bar tri nekolinearne tacke.
2) Tacka pripada beskonaénoj mnoZini prava.
3) Prave ravni (IT) &ine beskonaénu mnoZinu.
3. Dve tacke mogu biti razne (, razli¢ite®) ili se poklapaju: a7b; a=>b.

4. 1) Dve prave mogu:
(1) da nemaju zajednickih tataka;
(2) da imaju jednu zajedni¢ku tatku;
(3) da su im sve tacke zajednicke.
U slucaju (1) prave su paralelne.

U sluéaju (2) prave se seku.

U slugaju (3) prave se poklapaju (ali i tada kaZemo da su paralelne).

Ali prave su mnoZine (tacaka) i zato se ono §to prethodi izrazava ovako:
Wije A#B . . . . . . |4nB={x}...A+B

. AnB=g ....

Ti je A=B C . AB
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2) A|B=B||A; A|B, B|C=A||C. Za svaku pravu je A|lA.
3) Kad je AnB={x}, mo¥e biti 4 | BB | A.

5. 1) Prava P ravni IT odreduje dve poluravni [T, i IT,.
2) Poluravan mozZe biti zatvorena ili otvorena.
3) I, P, IT, je jedna particija ravni IT.

6. 1) TaCka p prave P odreduje dve poluprave P; i P,.
2) Poluprava mozZe biti zatvorena ili otvorena.
3) {P, p, P,} je jedna particija prave P.

7. 1) Sve prave ravni IT paralelne jednoj pravi P<IT &ine pravac (P).
2) Svaka tatka tell pripada samo jednoj pravi pravca (P).
3) Aksiom IT 4 o jedinoj pravi koja sadrzi datu tatku a paralelna je
datoj pravi.
8. 1) Ako je P[P, onda je (P) [(P).
2) Aksiom IT'5 o jedinom praveu perpendikularnom na datom pravcu.
3) Datu racku sadrZi samo jedna prava perpendikularna na datoj pravi.

GLAVA Y

RELACIJE*

,MnoZine su — rekao je jedan veliki matemati¢ar — neiscrpno gorivo mate-
mati¢ke masine. Relacije su njen motor.“

,, Kad bi se proucavanje mnoZina — rekao je drugi veliki matematiar — ogra-
ni¢ilo na njihovo opisivanje, posmatranih nezavisno jedne od drugih, ne uzimajuci
u obzir relacije koje postoje medu njima, to bi se prouéavanje svelo na nezanim-
ljivu anatomiju. Relacije uvode jednu vrstu fiziologije mnozina“ (3to je ne samio
zanimljivije nego se neuporedivo viSe koristi, primenjuje u raznim oblastima Zivota,
rada, raznih nauka).

§ 5.1. STA JE RELACIJA?

1. 1) U § 3.1, t. 1. 2 pretpostavili smo da se cipele ne razlikuju i zato smo
sastavill mnozinu uredenih parova:

{(a; 5), (a, 1), (a, ), (a, v), (b, ), (b, 1), (b, 1), (b, V), (¢, 5), (6, 1), (¢, 1), (e, 'U)} =AxB

koja se zove proizvod mnozina A4 i B.

Medutim, 1zuzev fabri¢kog magacina i velikih prodavnica, teSko se mogu
nadi takve mnoZine- cipela. Uzmimo, na primer, da se cipele razlikuju po boji.
To je ve¢ dovoljno da se od svake leve i svake desne ne mozZe sastaviti par cipela.
Tada samo neki elementi proizvoda A xB dolaze u obzir, na primer:

{(a, 1), (a, v), (¢, 5)}.

Graficki, sagitalno prikazana ta mnoZina izgleda ovako:

/. je iste boje bao...\
(1)

Slika 5.1(1)

* Pre nego §to pristupi ovoj glavi, &italac (koji prvi put dolazi u dodir sa savremenom mate-
matikom) treba da ponovo procita glavu III. :
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Svaka strelica polozi od elementa mnozine A, dolazi u element mnoZine B
i zamenjuje, u ovom slucaju, re€i: ,je iste boje kao* (a je iste boje kao ¢, a je iste
boje kao v, ¢ je iste boje kao s). Iz elementa b ne polazi nijedna strelica jer medu
elementima mnozine B nema nijednog takve boje kao $to je boja elementa b.
U element # ne dolazi nijedna strelica zato $to se on razlikuje (po boji) od svih
elemenata mnoZine A.

2) U jednoj porodici ima Cetvoro dece: Veselin, Brankica, Danica i Milo§.
Na pocetku letnjeg raspusta otac im je doneo sedam knjiga da &itaju, koje se mogu
oznaditi ovako I, II, III, IV, V, VI, VII. Imamo, dakle, dve mnoZine: mnozinu £
dece i mnoZinu F knjiga. Pred pocetak $kolske godine otac je hteo da vidi §ta je
koje dete procitalo. Ima raznih moguénosti. Pretpostavimo da je otac zapisao:

Veselin je p;roéitao I1, IV 1 VI knjigu.

Brankica je procitala IV i VI knjigu.

Danica nije procitala nijednu knjigu.

Milos je proc¢itao I, IV 1 VII knjigu.

U svakoj od tih recenica podxnét (subjekt) je element mnoZine E, predmet
(objekt) je element mnoZine F, a prirok je svuda isti ,je procitao(la)®.

PrikaZite to sagitalno (kao na sl. 5.1, tj. tako da svaka strelica koja izlazi
iz jednog elementa mnozine E i ulazi u element mnoZine F oznacava , je procitao(la“).

U obliku mreze Dekartovog proizvoda to izgleda ovako:

P

i
k&elﬁn Brankica Danica Mlod IE
. (2)

Slika 5.1(2)
Dakle, deo proizvoda E X F, odreden predikatom (prirokom) ,je proci-
tao(la) glasi: _
{(v, II), (2, IV), (2, VD), (b, IV), (b, VD), (m, 1), (m, IV), (m, VID)}.

3) Posmatrajmo mnozine C={2, 4, 6, 8} i D={1, 3, 5, 7} gde su elementj
brojevi. Proizvod tih mnoZina sastoji se od 16 elemenata, 16 uredenih parova:

CxD={(2,1),(2,3),...,(8 5,8, D}

Uzmimo u obzir samo one od tih parova za koje moZemo reéi , prvi ¢lan je
manji od drugog®. Oni ¢ine mnoZinu:

{(2,3), (2,5), (2, 7), (4,5), (4, 7), (6, D)}
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Prikazana u obliku Dekartova proizvoda (u obliku a ne kao Dekartov
proizvod) ona izgleda ovako:

| 1| 3] 5 |

* *

gde zvezdica stoji umesto odgovarajuéeg para,
npr. (2, 3),..., (6, 7). Ostala mesta su prazna.
Sagitalno prikazana ta ista mnoina izgleda
kao na sl 5.2.
4) Neka je M mnozZina daka mladih
— razreda Osnovne $kole , Maksim Gorki“ u Beo-
- gradu (ove godine). Neka je S mnoZina daka
starijih razreda iste $kole. Nacrtajte crtez &ije strelice polaze iz M (dolaze u S),
a koje ozpalavaju ... ima brata ili sestru...¢

*

LAEIEIR

|| b (N

... je manje od...

Slika 5.2

_2. Uopéte, ako se za Clanove nekih uredenih parova proizvoda X x Y (dveju
mnozina X1 Y) moze iskazati jedno isto tvrdenje, onda se to tvrdenje zove relacija
izmedu elemenata mnoZine X i elemenata mmoZine Y. To se kratko izrajava:

_ -Postoji relacija R od X ka Y, gde R stoji umesto odgovarajuéeg tvr-
denja (,,je iste boje kao®, ,je proditao®, ima sestru®,...).

Relacija R izmedu ma koja dva elementa xeX i yeY oznalava se kratko
ovako:

xRy.
Znadi, umesto reéi, na primer:
¢ je iste boje kao s, piSemo cRs;
b je procitala IV, pifemo bRIV;
a ima (za) sestru p, pisemo aRp; itd.

. NapiSemo li sve one parove (x, y) proizvoda XX Y, za koje vazi x Ry,
dobijamo graf relacije. Prema tome:

R = {(a,1), (a,v), (¢, 5)}
je graf relacije, ,,. . . je iste boje kao. ..« od 4 ka B;

R ={(v, 1D, (2, IV), (v, VI), (&, IV), (&, VI), (m, 1), (m, IV), (m, VII)}

73



je graf relacije | ...je pro¢itao(a)...“ od E ka F.
R = {(2: 3)) (2! 5)) (2) 7): (4: 7): (6: 7)}

je graf relacije, ,,...je manji od...“ od C ka D; itd.

Graf relacije je, znadi, deo (podmnozina) datog proizvoda dveju mnoZina.
Graficke Seme tih relacija (apr. sl. 5.1(1), 5.1(2), 5.2, one koje ste sami napravili,
itd.) su samo konkretizacije grafova (navedenih) relacija a ne sami grafovi. Svaka
strelica sagitalne konkretizacije zamenjuje, kako je veé receno, predikat reCenice
kojom se izraZava misao, tvrdenje.
Zato ona ,izlazi* iz elementa , po-

" lazne* mnozine (ili subjekta) i ulazi
‘:113 [ u element , dolazne“ mnozine (u
9, T/ t predmet).
Vs Ako se graf relacije sastoji
Y XxYy od vrlo mnogo elemenata, on se
konkretizuje ovako (sl. 5.3).

To jest proizvod XX Y

prikazuje se svima tatkama og-

Slika 5.3 rani¢ene jednim pravougaonikom.

Jedan deo te oblasti prikazuje ele-

mente grafa relacije, a mnozine X i Y prikazuju se duZima respektivno pod-

udarne stranicama pravougaonika. — To je u stvari mreza 5.1(2) kad je broj

elemenata proizvoda X X Y, pa dakle i broj elemenata grafa relacije vrlo veliki
(¢ak i neogranicen).

X X X%

3. I u Zivotu i u naukama ima vrlo mnogo relacija izmedu pojedinih objekata,
na primer: [Umesto tri tacke (...) stavlja se ime objekta ili sam objekt.]

. . je godidnji odmor proveo u. ..
.. poseéuje istu $kolu kao. ..
. porucio je... (da pojede, da popije)
.igra sa... (igra u dvoje)
. dopisuje se sa. ..
.je majka od ...
.. .lizdrzava. ..
.je mladi od . ..
.ima oca...
.. je podmnoZina mnoZine . . .
..jeved od. ..
..je jednak...
.. je delilac broja. ..
..je paralelna sa. ..
. .je perpendikularna na. ..

i tako dalje, i tako dalje (sve relacije se ne mogu nabrojati).

Ali da bi se o jednoj relaciji moglo govoritt u matematickom smislu,
nuzZno je:

(1) odrediti (polaznu) mnozinu X i (dolaznu) mnozinu Y (vrlo ¢esto je
Y=2X, kao $to ¢emo videti u § 5.3);

(2) napraviti proizvod XX Y;
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(3) za svaki element proizvoda X X Y odgovoriti na pitanje: zadovoljava li
on odredenu relaciju R?

Odgovor na to pitanje mora biti ili da, ili ne (nikako: ,,i da i ne,  mozda*,
izgleda®, | verovatno® i sl.).

Rezultat svega toga je odredena mnoZina R, u stvari podmnozina mno-
zine X x Y koja se, kako je vec receno, zove graf relacije R (a samim tim i komple-
mentarna mnozina u odnosu na Xx Y). Prema tome:

Definisati relaciju R od mnozine X ka mnoZini Y znadi definisati takvu
podmnozinu R mnozine Xx Y, 1j. RcXx Y, da je:

(x, )¢ RS xRy,

Samim tim definiSe se i komplementarna mnoZina mnozine (u odnosu
na XxY).

Radi lak$eg shvatanja Cesto se govori o€igledno, ,konkretno:

Reldcija je mnosina strelica (npr. crtezi 5.1, 5.2, onaj koji ste vi napravili
pod 2) &ji su poceci odredeni elementi polazne mnogine (koju uopste oznacavamo sa X),
a krajevi (su im) odredeni elementi dolazne mnozine (koju uopsSte oznacavamo sa Y)
[jer svaka strelica zamenjuje predikatr recenice koja izraZava relaciju].

Za xRy kazemo: x je u relaciji R sa y; ili x i y nalaze se u relaciji R;
ili x je kongruentan y (ipsilonu) po modulu R; ili, krade, x kongruentan y modulo R.

Svi navedeni primeri su binarne relacije jer se svaki put vezuju dva elementa.
To se vidi i iz formulisane opste definicije.

§ 5.2. RECIPROCNA (INVERZNA, OBRNUTA) RELACIJA DATE RELACIJE
1) Crrez 5.4(1) je sagitalni prikaz relacije, ,,...je manji od...“ od A4

ka B, a ¢&iji je graf:
? R = {(2’ 5): (2> 7)) (4) 5>> (4> 7)7 (6: 7)}

Slika 5.4

Nacrtajte ga 1 vi, a zatim nacrtajte zelene strelice ¢iji su poceci elementi
mnozine B a krajevi — elementi mnozine A. Dobijate crteZz 5.4(2). On prikazuje
relaciju ,, .. .je veéi od ...« (od B ka A4). Njen graf je:

R = {(5,2), (5 4), (7, 2), (7, %), (7, 6)}.

R-! je reciprotna relacija relacije R. I obrnuto: R je recipro¢na relacija
relacije R, , .
(To je skraceno izrazavanje. Trebalo bi: Relacija ¢iji je graf R je reci-

pro¢na relacija relacije ¢iji je graf R, 1 obrnuto.)

»
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Uopste, ako je jedna relacija R definisana ekvivalencijom:
xRy < (x,9)eR(xe X, yeY),
recipro¢na relacija R-! definiSe se ovako:
yR1x S (x,y)eR(xe X, ye Y).
Clanovi svakog' uredenog para (svakog elementa mnoZine R) menjaju,
dakle, uzajamno rang, pa moZemo napisati:
(a, b)'= (b, a), (a, a)7'= (a, a), (a, @) je identitni par;
(a, b)7= (b, a) je reciproéni uredeni par uredenog para (a, b).

2) Neka je E={a, b, ¢, d, ¢} mnoZina odraslih prisutnih na proslavi jednog rodendana,
a F={m, n, p, ¢y mnoZina dece prisutnih na toj proslavi. PrikaZite sagitalno (pomocu strelica)
relaciju ,, . ..ima kao dete ..., ili, $to je isto . .je roditelj . . .“. Zadm prikaZite reciproénu
relaciju ,, ... je dete (od)...«

» "

§ 5.3. RELACIE U JEDNOJ MNOZINI

Kako se vrlo Cesto posmatra proizvod X x X, prirodno je da se cesto
pojavljuju i relacije od X ka X, tj. relacije u jednoj istoj mnoZini.
1) Sta prikazuje, na primer, crte:

Slika 5.5

Prikazuje relaciju ,, . ..je delilac broja...“ u mnoZini:
M={2,3,4,56,7,8,9, 10}.

Broj 2, na primer, je delilac broja 4, broja 6, broja 8, broja 10 i, razumljivo,
broja 2 (samog sebe). Zato iz tacke 2 polazi 5 strelica. Jedna od njih se vra¢a u
istu tacku. Takvu strelicu smo (§ 3.3. Uputstva) nazvali alkom (u nedostatku drugog
zgodnijeg termiaa). Broj 5 je delilac broja 10 i samog sebe. Broj 7 je samo svoj
sopstveni delilac.

Svaki broj je delilac samog sebe i zato u svakoj tacki sagitalne $eme rela-
cije ,, .. .je delilac . ..© postoji alka.

Proizvod M x M ima 9-9=81 element (uredeni par). Od toga samo oni
prikazani crtezom 5.5 ¢ine mnoZinu R, tj.

R={2,2),(2,4,(2,6),(2,8),(2,10),(33),(3,6,(3,9,...}
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Dovrsite taj graf.

Dakle i ovde je: RcMx M. .

Svaki element (2, 2), (3, 3), ..., uopite (a, @), je rekli smo (§ 5.2) iden-
tiéni par.

Nacrtajte 1 vi 5.5, a zatim na istom crteZu prikaZite recipro¢nu relaciju,
t. ,, .. .je deljiv brojem ...« ili, §to je isto, ,, ...je multiplum broja.. .«.

*

2) Sinonim relacije ,, . . . je delilac broja .. . jeste , ... deli...“ i kratko
se oznacava crtom |. Naime a { b (a deli b) ako postoji prirodni broj ¢ takav da je
b=agq. (O tome ¢e jo§ bitl redi.) Prikazite sagitalno relaciju |'(,, ... deli...«) u:
{1,2,3,4,5,6,9, 15, 25, 900}. :

Zatim prikazite, na istom crteZu, relaciju ,, ...je multiplum ...«

»

3) NapiSite pored nacrtanih tacaka odgovarajuce brojeve tako da crtez 5.6
prikazuje relacije |:

Slika 5.6

4) Napisite graf relacije | u: {I, 2, 3, 5, 7, 6, 350, 0}.

5) Crtez 5.7 prikazuje relaciju ,, . . . ima kao brata ili sestru . ..« u datoj
mnoZini. Zelena strelica oznacava , .. .ima kao brata...“ a crvena ,,...1ima kao
sestru . . .“ Oznaite na crtezu slovom m tacke koje oznac¢avaju decake, a slovom £
tatke koje oznatavaju devojéice.
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§ 5.4. OSOBINE NEKIH RELACIJA IZMEDU ELEMENATA JEDNE MNOZINE

[13

1. Refleksivnost. — Napisite graf relacije ,... je jednak...“ u mno-

zini {0, 7, 13, 25, 239}.
Napisali ste R = {(0, 0), (7, 7), (13, 13), (25, 25), (239, 239)}.
Svi elementi (uredeni parovi) su, dakle, identiéns.

Slika 5.8 Slika 5.9

Napisite u istoj mnozini relaciju ,,...je manji ili jednak ...«
R = {(0, 0), (0, 7), (0, 13), (0, 25), (0, 239), (7, 7), (7, 13), ...}

Sta prikazuje crtez 5.9? On sadrzi (pored ostalih) iste jidenti¢ne parove
koje sadrzi i 5.8. .

Za svaku takvu relaciju kazemo da je refleksivna.

Definicija 1. — Ako u svakoj tacki sagitalne Seme ima alke, relacija je
refleksivna (u datoj mnozini M).

Specijalan slu¢aj refleksivne relacije je kad su svi njeni elementi identi¢ni
(kad se njena sagitalna Sema sastoji samo od alki). Tada se ona zove identitna
relacija (sl. 5.8).

1) Neka je 4 jedna porodica (dakle mnozina), a B mnoZina radnika jednog preduzeéa.
U kojoj je od tih mnozina relacija , x izdrzava y« refleksivna?

2) Neka je M mnozina daka iste $kole. Neka xRy oznalava: | x ide u isti razred kao y«.
Je li xRy refleksivna u M?

3) Oznaéimo mnoZinu svih pravih ravni II. PokaZite da u mnoZini D relacija
paralelna sa y* jeste refleksivna.

x je

»

4) Data je prava P ravni /T. Ona odreduje dve poluravni. Neka xRy oznadava: x pripada
istoj otvorenoj poluravni kao y. Sta mozete tvrditi za xRy u istoj otvorenoj poluravni koju odre-
duje P? . ’

2. 1) Antirefleksivnost — NapiSite graf relacije ,,...je manji od...“ u
mnozini {0, 1, 3, 5, 7}. :

R = {(0’ ])’ (0) 3)3 (02 5)) (O) 7)) (1’ 3)’ (1> 5)’ (1) 7): (3: 5)) (3) 7)) (5) 7)}
PrikaZite to sagitalnom Semom. .
Definicija 2. — Ako sagitalna $ema nema (ne sadrzi) nijednu alku, relacija

je antirefleksivna u M (tj. u datoj mmnoZini).
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2) Neka je M:
(1) mnoZina stanovnika jednog grada a xRy oznacava ,,x je stariji od y*;
(2) mnozina Zena a xRy oznacava ,x ima kao sestru y*;
(3) mnozina tacaka ravni II, a xRy oznacava , x je (nalazi se) ispred y.

Sto mozete reéi u pogledu refleksivnosti ili antirefleksivnosti o relaciji:
pod (1); pod (2); pod (3)?
s
3. 1) Sta moZete reéi o relaciji:

R:{(zx 2)) (2) 3)! (2) 5)) (3) 5)) (5) 5)} u {2: 3) 5}

u pogledu refleleksivnosti ili antirefleksivnosti?

2) Izmerene su mase dece. Branka ima 27 kg, Ljubica 29 kg, Gordana 27 kg, Divna
29 kg, Mira 27 kg, Nada 28 kg. Napisite relaciju ,, ... ima masu kao ...“ u mnoiini {é,g,n}.
Da li je ona refleksivna? ’

3) Aca je navriio 10 godina, Cvetko je navr$io 12 godina, Dobrica je navriio 15 godina.
Napidite relaciju ,, ... je mladi od ...« Sta mozete re¢i o toj relaciji?

4) Sta mozete reéi o relaciji Ax B prikazanoj crteom 18 Uputstva?

5) Nacrtajte sagitalne 3eme onih od prethodnih relacija koje su refleksivhe.

4. Tranzitivnost. — 1) Porodica koja stanuje u susednom stanu (do mene)
sastoji se od muza, Zene i njihove troje dece. Danas su se izmerili i njihove mase
iznose 72 kg, 63 kg, 28 kg, 20 kg, 14 kg. Napidite graf relacije ,, . . . ima veéu masu

od...“u mnozini M= {72, 63, 28, 20, 14)

R={(72, 63), (72,28), (72,20), (72, 14), (63, 28), (63, 20), (63, 14), (28, 20),
(28, 14), (20, 14)}.

Nacrtajte njenu sagitalnu $emu i posmatrajte:

Jedna strelica polazi iz 72 i dolazi u 63.
Druga strelica polazi iz 63 i dolazi u 28.
Treca strelica polazi iz 72 i dolazi u 28.
Jedna strelica polazi iz 63 1 dolazi u 20.
Druga strelica polazi iz 20 i dolazi u 14.
Treca strelica polazi iz 63 i dolazi u 14.
Produzite tako i dovrSite. Mozete li naéi ma koje tri tatke (,,triplet®)
koje ne zadovoljavaju taj uslov.
Simbolima to zapisujemo,
na primer:

(28, 20) i (20, 14) = (28, 14).

Ta se osobina zove tranzi- ili
tivnost relacije. b
Definicija 3. — Relacija
je tranzitivna tada i samo tada ako .
Slika 5.10

kad god postoje uredeni parovi (x, y)
7 (v, 2) postoji 1 uredeni par (x,z). .

Ili: Neka je R ma koja binarna relacija u mnoini M. Ako xe M, ye M,
geM i ako iz xRy i yRz uvek sledi xRz, relacija R je tranzitivna.
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2) Neka je data mnotina M=/{a, b, ¢, d} gde su elementi [judi. Napiite graf relacije
, - - - ima kao otac...“ u M. Nacrtajte i njenu sagitalnu emu. Je li ta relacija tranzitivna?

3) Neka je M mnoZina svih daka jedne $kole a xRy oznacava: , ...ide u ist razred

kgo .. .* Da li je ona tranzitivna'u M?

»

4) Sta je II\P? (Mnozina tataka ravni koje ne pripadaju pravi P.) Relacija xRy

oznadava “...je tafka iste poluravumi..., Je li R tranzitivna u II\ P?

) 5y Je L relacija ,,...je paralelna sa...* u IT tranzitivna? A relacija
pendikularna na. . .«?
6) Je li relacija ,,
7) Dovrdi i prikaZi crteZom:
(1) Ako je aRb i bRa, onda je . . .
(2) Ako je aRb i bRb, onda je . ..
(3) Ako je aRa i aRb, onda je . ..
(4) Ako je aRa i aRa, onda Je . ..
8) Da li je relacija x+y=7 u mnozini N (prirodnih brojeva) tranzitivna?

» .- J€ Per-

...je jednaka . . .« tranzitivna?

5. Simetri¢nost. — 1) Andra voli Borku. To je jedna relacija: aRb. Da 1i
Borka voli Andru, tj. da li vaZi i bRa? Yz toga $to Andra voli Borku, nikako ne
sledi da i Borka voli Andru.

2) Svaki od sledeca dva crteza defini$e jednu relaciju. U ¢emu je razlika
izmedu crteza?

(2)

Slika 5.11

Za relaciju (1) kaZemo da je simerri¢na. Relacija (2) nije simetri¢na.

3) Zamislite mnozinu devojéica i 'relaciju u njoj ,, . . . ima kao sestru ...«
Da i je ta relacija simetri¢na? Napisite definiciju simetri¢ne relacije.

4) Je li relacija {| u mnoZini D (pravih) simetri¢na?

5) Da li je relacija | u mnoZini D simetri¢na?

6. Antisimetriénost. — 1) U lemu je razlika izmedu relacija prikazanih

crtezima 5.12 str. 81.

Zamiislite mnozZinu svih ljudi vage opdtine iznad 18 godina i u njoj relaciju
. -+ . jeotac . . .“. Ako je (a, b) jedan par (element) te relacije, da li je i (b, a) njen
element?

Relacija ,, ... je otac ...“ je antisimerricna. Crtez 5.12 (1) prikazuje
antisimetri¢nu relaciju, a relacija prikazana crteZom (2) nije antisimetrina, jer
sadrZi i reciproéni par (d, a) para (a, d).
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Napisite definiciju antisimetri¢ne relacije.
) 2) Sta mo?ete reéi o relacijama .. .je manji od ...,  ...je mladi od. ..«
tezi od...“ u pogledu simetri¢nosti i antisimetri¢nost?
3) Sta mozete reéi o relaciji “...deli...“ (|) u mnoZini prirodnih brojeva?

4) Na mom stolu je mnoZina knjiga K. Da li je relacija ,,...leZi na.. .« simetri¢na u K?
5) Sta mozete reéi o relaciji:

.je

»

R={(a: b)) (C: d), (P: [ (bx a): (11: P)>> v
a b
Cc
d
(N
Slika 5.12

Neka je R ma koja binarna relacija u mnozini M. Na osnovu svega pret-
hodnog mozemo redi:

(1) Ako za svako xeM vafi xRx, R je refleksivna relacija.

(2) Ako ni za jedno xeM nije xRx, R je antirefleksivna relacija.
. (3) Ako za neke elemente xeM wasi xRx, a za druge elemente yeM
nije YRy, 1j. ako R sadr#i neke (ali ne sve) identitne parove, relacija nije ni refleksivna
ni antirefleksivna. .

(4) Ako x, y, zeM ¢ ako 1z xRy i yRz uvek sledi yRz, R je tran-
zitivna relacija.

(5) Ako x, yeM i ako iz xRy sledi yRx, R je simetriéna relacija.

(6) Ako x, yeM i ako iz xRy nikad ne sledi yRx, ij. ako ne sadr#i
nijedan reciproéni par yRx, R je antisimerriéna relacija.

(7) Ako x, yeM i ako R sadrgi neke (ali ne sve) reciproéne parove,
R wnije ni simetriéna, ni antisimetriéna relacija.

§ 5.5. VEZBANJA I ZADACI

1. Pokazite rasudivanjem i crtanjem (ili bar samo crtanjem) ove cinjenice:
1) R je refleksivna, ako je i R! refleksivna.
2) R je tranzitivna, ako je i R! tranzitivna.
3) R je simetri¢na, ako je i R! simetri¢na.
4) R je antisimetriéna, ako je i R-! antisimetri¢na.

2. Aca, Bora, Cvetko, Dudko i Mile ¢ine mnoZinu M=/{a, 4, ¢, d, m} dobrih drugova.

1) Nacrtajte sagitalnu $emu i mrefu mnoZine A2,

2) Ako svaki od njih pokazuje redom one drugove &ija imena slede, prema abecedi,
za njegovim, dobija se relacija u mnoZini M: | ... pokazuje redom drugove &ija imena, u spisku
sastavljenom abecednim redom, slede posle njegovog ...« Napilite graf te relacije i, nezavisno
od toga (tj. ne gledajudi graf), nacrtajte njenu sagitalnu $emu | njenu mreZu pa uporedite, tj. pro-
verite da li ste sve talno napisali i pravilno prikazali. U stvari, pokazite strelicu $eme i tatku
mreZe koje odgovaraju uolenom paru grafa,

3) Imenujte sve osobine te relacije.
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3. Uditelj (nastavnik) je zadao u jednom odeljenju ovaj zadatak: Gledaj svog prisutnog | 10. Neka je R=1{(1, 2), ( (5, 25), (7, 42), (9, 36), (6, 24), (3, 39)}.
druga (drugaricu) &ije prezime polinje slovom kojim polinje tveje ime. Vi nacriajie sagitalnu ‘ Sve ostalo kao u prethodnoj tagki.
$emu te relacije u mnoZini koju ¢ine daci vaSeg odeljenja. 1 R N laci; 5
Konstruisite i mreiu te relacije. 11. Koje osobine ima relacija [[ u D

4. U jednom odeljenju, jednog $kolskog ¢asa, relacija , . .. gleda druga (drugaricu) &ije 12. Koje osobine ima relacija 1 u D

ime podinje slovom kojim pocinje njegovo (njeno) ime . ..« izgledala je ovako: 13. Koje osobine ima relacija | u N'?
14. Koje osobine ima relacija < ?
15. Koje osobine ima relacija =? ’
16. Koje osobine ima relacija: ,,x je manje ili jednako y«? .
17. Koje osobine ima relacija ,,x voli y«?
18. Je li relacija ,, ... voli.. .« tranzitivna?
19. Znatedaje R tranzitivnaida(a,b) € R, (b, ¢)=R, . . ., (k, [) € R. Nacrtajte njenu $emu.
20. Recipro¢na relacija relacije:
X je delilac y* je ¥ je multiplum x*;
% je manji od y* je _ 5
Slika 5.13 Slika 5.14 ,x je sused y« je ;
Napisite ime i prezime svakog daka iz &ije take (koja ga predstavlja u datoj mnozini) ¥ je jednak y* j H
izlazi, odnosno u nju ulazi, strelica. ,x ima kao majku y* je ;
5. Crtez 5.14 prikazuje jednu relaciju, ali je nedovrien. Dovrite ga i navedite osobine X je tezi od y“ je o

te relacije.

6. 1) Nacrtajte (Venov) duagram mnoZine od dvadesetak vama poznauh lica i u njoj 21, Oznatimo sa:

prikazite relaciju ,, ..ima za oca. | O relaciju ,,...1ima kao oca. ..«

2) Nacrtaue dijagram mnoZine stanovnika sela u kome stanujete (ili kuée u kojoj M relaciju , .. .ima kao majku ...«
stanujete, ili onih koje ¢ine vaSe poznato susedstvo), pa u njoj prikaZite relaciju: x je supruga y. M . . «
Koje su karakteristike te relacije? S relacx_j.u »rre 1'ma kao su‘m T

K relaciju ... ima kao kéerku .. .“
7. 1) Neka mnoZinu E ¢&ine delaci: Aca, Bojan, Dejan, Gavra, Kosta, Milo§, Nenad, . L .. . - .

Pero, Ratko, Srecko, Trajko. Neka su braéa: Aca, Gavra i Ratko; Bojan i Dejan; Nenad i Trajko. Svaka relacija je (§ 5.1) mnoZina uredenih parova. Pokazite da je:
(1) Nacrtajte sagitalnu Semu relacije R , . .. ima za brata. . .“ u E. (2) Koje osobine ima ta rela- 1) OnM=03, ONS=2, ONK=9, MNnS=g,
cija? (3) Sta mozete re¢i o R-1? 2) 0N0=g, MAM-'=3, ...

2) Zamislite da su se prethodnim dedacima prikljudile devojéice: Cveta, Ema, Fadila, ’ 3) OUM oznadava . ..ima kao oca ili kao majku ...« Pokazite da:
Ivanka, Zlata, RuZa, Vida, da su Cveta i Ruza sestre, da je Vida Kostina sestra, a Ivanka Dejanova. ’ Sy . ﬁl
M Nacrtajte sagitalnu $emu relacije R, ... ima za brata...“ u F koju &ine imenovani delaci QUM =SUK; Sc(OUM)™.
i devoj&ice. (2) Nacrtajte reciproénu relaciju u F. Sta mozete reéi o R~! u tom slucaju? 22. Neka je M,= {A B, G, D, E, F, G, H} mno¥ina pravxhuIT Na sledeéem crre?u svaka

3) Posmatrajte relaciju ,,... ima za brata ili sestru ...« u F i recoproénu relaciju. : crna strelica o7naéava IR 1.} paralelna sa ...“ Ali sagitalna §ema nije zavrSena. Zavriite je.

Nacrtajte njihove sagitalne §eme.

8. Svaka od slede¢ih relacija deﬁmsana je u odredenoj mnozini ljudi i Zena. PokaZite
(potcrtajte) onu koja je simetri¢na:

x je pisao(la) y; x je majka y;

x je sused y; x je sestra y;

x je kéerka y; x je pogledala y; '

x je gledala predstavu sa y; x je telefonirao y;

x ima istu visinu kao y; x izdrZava y.

9. U mnoZini N (prirodnih brojeva) definisane su relacije:
R={, 5, (3, 1, (9, 13), (27, 31), (81, 85)}
R,={(0, 1), (2, 5), (6, 37), (10, 101), (13, 170)}.
1) IskaZite svaku od tih relacija reéima i navedite njene osobine. :
2) Napisite grafove R-, i R™,, iskaZite ih re€¢ima i navedite njihove osobine. | Slika 5.15

82 6 83




23. Je i wéno: (1) L7'=_1; 2) 1=l 3 Inl=w?
24. 1) Za svaku pravu P je |{P}=(P).
2) ALB= {4}=L{B}
= | {B}= L{4}.

25. Sta znadi, preveden na matematiZki jezik, aforizam: ,,Prijatelji nadih prijatelja su nadi
prijatelji“? Je li to matemati¢ko tvrdenje?

. Rezime

1. Ako se od proizvoda X X Y odaberu oni uredeni parovi za koje se moZe
wvrditi nedto §to je zajednicko, dobija se mnozina koja se zove relacija od X ka Y~

RcXxY, (x,5)eR& xRy, (xeX, yeY).

2. Ako se svaki par (x, ¥) € R zameni obrnutim, reciproénim parom (y, x),
[(y, x) = (x, ¥)71], dobija se relacija od Y ka X. Ona se zove reciprocna (inverzna)

relactja relacije R:
yRIx S (x,y)eR, (xeX, ye¥).

3. U, specijalnom, ali vrlo vaZznom, slu¢aju kad je ¥'=X, relacija R je defi-
nisana u jednoj (istoj) mnoZini X: od X ka X.

Tada je: . Rc X2,

4. (x, x) je identi¢ri par: (x, x)~'= (x, x).
Ako se relacija sastoji samo od identi¢nih parova, na primer:

R = {(a, a), (4, b), (¢, ©), . . .},

ona se zove identiéna relacija.

5. Osobine relacije R u mno%ini* X:
(1) refleksivnost:** V¥ xe X: (x, x) € R;
(2) antirefleksivnost: Vxe X: (x, x) ¢ R;
(3) simetri¢nost: ¥ x, ye X: (x, y)e R=(y, x) e R;
(4) antisimetrinost: ¥ x, y€ X: (x,¥)eR, a (y,x) ¢ R;
(5) tranzitivnost: ¥x, y, z€ X: (x,y)eR i (y, 2)eR=>(x,2)eR.

* Vided i kraj § 5.4.
** Simbol V (izvrnuto slovo A) uveli smo ranije. On se stavlja ispred elemenata (jedan
ili vise) i oznadava (&ita se): ,za svaki (za svako)”, na primer:

Y xe A= za svako x koje pripada 4;

V¥ a, b, c = za svako a, svako b, svako c.
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GLAVA VI

RELACIJE EKVIVALENCIJE

Prethodna napomena. — Tri vrste relacija, naime relacije ekvivalencije,
relacije reda i funkcionalne relacije imaju fundamentalni znadaj za izgradivanje
savremene matematike. Ova i sledete dve glave posvedene su tim relacijama.
One ¢e nam omoguditi da i neke poznate sadrzaje klasi¢éne matematike vidimo u
jednoj novoj svetlosti.

§ 6.1. KLASIRAN]JE, KLASE I PARTICIJA

U svakodnevnom Zivotu se Cesto Cuju reci klasiranje 1 klase. U naukama
takode. Ali pojmovi koje oznacavaju te redi u matematici su ne samo precizniji
nego i malo druk¢iji. To pogotovu vazi za re¢ klasa, koja u , obi¢nom* Zivoru (pa i
u nekim dru$tvenim naukama) oznalava razne ,,stvari®.

1. Sta u matematici zna¢i klasirati i $ta oznalava re¢ klasa?
Da bismo odgovorili na ta pitanja, podimo od nekoliko primera:

1) Devojtica SneZana nabrala je razno cvece i pravi bukete: od belog
cveda, od plavog cveda, itd.

Bortani¢ar moze od tog istog cveca da pravi bukete prema vrstama biljaka
od kojih pojedini cvetovi poti¢u. U botanici se biljke razli¢ito razvrstavaju. Za nas
ovde je, mozda, najrazumljivije: cvele koje potite od jednogodi$njih biljaka;
cveée koje potice od dvogodi¥njih biljaka i cvece od visegodidnjih biljaka.

2) Ako damo uceniku hartijice (kartontice) raznog oblika i razli¢ito obo-
jenih, on ¢e ih, na na§ zahtev, razvrstati po obliku (kruzni, kvadratni, pravougaoni,
trougaoni, . . . ¢ak i kad ne zna za te reti) ili po boji.

3) Kad se knjiga, ili jedan njen deo (tabak), oditampa, slagad (graficki
radnik) rasporeduje slova, iz kojih je knjiga bila sloZena, u slagaCki sanduk; sva
slova ,,a“ stavlja u jednu pregradu slagackog sanduka, sva slova ,,b“ u drugu pre-
gradu, itd.

U svakom od navedenih slu¢ajeva imamo (jednu) datu mmnoZinu: C (cve-
tova), H (hartijica), S (slova). I u svakodnevnom Zivotu (i radu) kaZemo da SneZana
i botani¢ar klasiraju nabrano cveée, elemente mnoZine C (prema raznim o0so-
binama, ali to nije bitno), da ulenik klasira hartijice, elemente mnoZine H, da
radnik klasira slova, elemente mnoZine S. Medutim, SneZana klasira matemaricki:

(a) ako pri uzimanju jednog cveta, jednog elementa mnozine C, kaZe
ili pomisli ,,ovaj cvet je iste boje kao ovaj“ (ili ,kao ovi“, prema tome da li je na
odredeno mesto, u odredeni buket, stavila samo jedan ili viSe cvetova, ali to, $to se
tice gramatike, nije ovde ni od kakvog znacaja) i stavlja ga na odredeno mesto;
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(b) ako ne pogredi (pa stavi, npr., Zuti cvet medu plave);

(c) ako rasporedi sve cvetove, koje je nabrala, na pojedina mesta, u poje-
dine gomilice od kojih ¢e svezati bukete (ako, npr., ne baci ili ne uni§ti neki cvet
zato $to ne zna gde da ga stavi).

Sve te uslove mora da ispunjava i botani¢ar, pa da i njegovo klasiranje
bude matemati¢ko. :

Ucenik klasira matemati¢ki hartijice ako govori (glasno ili u sebi) ,ova
hartijica ima isti oblik kao owva® i ako ispunjava ostale navedene uslove
() i (o).

Isto tako, slaga¢ ne sme da izmesa slova i ne sme da ostavi nerasporedena,
neklasirana slova (jer se posle, pri slaganju druge knjige, ne mogu upotrebiti).
Inace, i on mora, za vreme klasiranja, da uocava i zakljucuje: ,,ovo je slovo kao ovo
(kao ova)“jer ,,ovo je slovo a*, ,,ovo je m*, ,ovo je k%, . .. ne znati ni$ta drugo nego
,ovo (slovo) je kao ovo (slovo)«.

2. Ako je klasirala matematic¢ki i ako je napravila buket B (belih cvetova),
buket P (plavih), buket E (zutih) i buket F (crvenih), Snezana je izvrila parriciju
mnozina C, jer (§ 2.7):

(1) mnozine B, P, E, F nisu prazne;

(2) mnozine B, P, E, F uzete dve i dve nemaju zajedni¢kih elemenata
(svaki beli cvet je samo element mnoZine B, a ne i neke druge mnozine);

(3) sve mnozine B, P, E, F zajedno ne sadrZe ni viSe ni manje elemenata
nego §to ih je bilo u C, tj. BUPUEUF=C.

Tako dobijene mnozine B, P, E, F zovu se klase, a za SneZanu kaZemo
da je klasirala mnoginu. C. 1 pidemo (§ 2.7): P(C) ={B, P, E, F}.

Ako devojtica nije morala da pogre$i [u ni¢emu $to je navedeno pod (a),
(b), (c)], botani¢aru se to moglo dogoditi, na primer: nije mogao tatno da odredi
da li se neki cvet, element mnozine C, razvio na jednogodidnjoj ili dvogodisnjoj
biljci pa kaZe: ,,ovo moZe da bude i jednogodisnja i dvogodidnja biljka* (ili, stvarno,
ta biljka moZe, pod odredenim uslovima, da bude i jednogodisnja i dvogodisnja).
1li je prosto izostavio neki cvet, jer ne zna koliki je vek biljke na kojoj se razvio.
Ako nisu nastupili ti sluéajevi, botanicar je klasirao mnoZinu C i njegova particija
glasi: P(C)={J, D, V}, gde je otigledno koje mnoZine oznatavaju slova J,
D i V. Te mnoZine, podmnozine mnozine C, zovu se klase (botaniCareve) parricije.

Na sli¢an natin, uéenik je, klasirajuéi matemarti¢ki, dobio particiju mno-
zine H: P(H)={K, G, P, T, R}, gde je K klasa kruznih hartijica, G klasa kvad-
ratnih, P klasa hartijica u obliku trapeza, ... A slagaé: P (S)= {4, B, C,..., Z, Z}.

Dakle, klasirati elemente mnogine M znali izuvrSiti particiju te mmnogine.
Elementi particije zovu se klase te particije.

Va$na napomena. — Da bi se element ¢ mnozine M mogao klasirati,
nuzno je da se on ne menja u toku klasiranja, da ostane ono $to jeste, ukratko da
ostane identiéan samom sebi. To se izrazava 1 ovako:

‘ Klasiranje precpostavija egzistenciju velacije &ji graf sadréi wredeni par
(x, x), gde x oznacava ma koji element date mnoZine.

i drukéije: Klasirari znali definisati (u datoj mnoZini) relaciju &ja je

nugna osobina refleksivnost,
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§ 6.2. RELACIJE EKVIVALENCIJE 1 PARTICIJA

1. 1) Na osnovu ¢ega, ili pomodéu &ega je Sne¥ana izvriila particiju mno-

Zine C? Na osnovu, ili pomoéu relacije ,, .. .je iste boje kao ...«

. A botgu}iéar?.Na' osnovu ili pomocdu relacije ,, ... zivi koliko i ...« (ili
»OV0 Je cvet biljke koja zivi koliko i biljka koja daje ovaj cver«). .

. Na isti natin u¢enik je klasirao elemente mnozine H, izvréio particiju
mnozine H, pomocu relacije ,, .. .je istog oblika kao...“ A rezultat primene
relacije ,, ... ovo je slovo. . .%, ili, ,,ovo je isto slovo kao ovo“, je particija P (S) =
={A4,B,...,2}.

2) Da li sve te relacije imaju iste osobine i koje?

B Relacija ... je ist.e boje kao ...“ je refleksivna, jer nijedan element x
mnozine C ne moze da menja boju, bez obzira ko i kad kiasira, dakle x je iste boje
kao x, pa je (x, x) element relacije.
_ T{i relacija je simetri¢na,
jer a1$0 »% Je iste boje kao y*“, onda
1,y je iste boje kao x“, pa ako je
(x, y) element relacije, onda je i
(¥, x) njen element.

Relacija ,, ... je iste boje
!<ao. .. je i tranzitivna: o&igledno
iz (x, ¥) i (v, &) sledi (x, 2).
) Slika 6.1 je sagitalna $ema
jednog od moguéih slutajeva par-
ticije mnoZine C.
. Relacija ;... zivi koliko
i...“ je rakode refleksivna, simet-
ri¢na i tranzitivna. PrikaZite jedan

od mogucih slu¢ajeva particije Slika 6.1
P(H) =1/, D, V}.
Prikazite da su i relacije ,, . . . je istog oblika kao .. .“ i ,ovo je isto slovo

kao ovo* refleksivne, simetri¢ne i trarzitivne.

_ . Deﬁmcua 1. — Swvaka relacija koja je istovremeno refleksivna, simetritna
1 ranziiivna zove se relacija ekvivalencije.

Sta mozete re¢i o relaciji:
» -+ ide u isto odeljenje sa...“ u mnozini svih daka iste skole;

» - - ima iste roditelje.. .« kao u munozini dece jedne ulice?

' Navedem primeri pokazuju da svaka relacija ekvivalencije u jednoj mnogini
prowzvods jednu particiju te mnoine.

B 2. S druge strane, svaka particyja jedne mmosine uvodi jednu relaciju ekviva-
lencije u tw mnoZiny.

Zaista, posmatrajmo, na primer, mnozinu:

X={a,b,c,d,e,f,g h kI, m},
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njenu  particiju P(X) {4, B, C, D, E} gde je, npr., A=1{a}, B = {b, ¢},
C={d, e,f), D=1{g h, k, Z} E= fl m} i 1spitajmo koje osobine ima relacija:

R= ... je element iste klase (particije P) kao ...«

1) Ako element a pripada klasi 4, tj. ako a € 4, onda (a, a) € R i relacija
R je refleksivna.

2) Ako b, ce B,ondaic, be B, paiz (b, c)e R sledi da (=) i(c,b)eR,
$to znadi da je relacija R simetri¢na.

3) Ona je tranzitivna, jer akod, e Cie, f € C, onda i d, feC,

t. {(d,e)cR i (e,f)eR}=>(d, f)eR
] To se jasno vidi iz vel navedenog primera: , ...ide u isto odeljenje

sa ...« Zaista, svi ekvivalentni* daci su elementi istog odeljenja, pa se mnozina M
(svih daka iste 8kole) deli na odeljenja od kojih nijedno nije prazno, koja nemaju
zajedni¢ke dake (jer jedan dak ne moZe -da istovremeno pripada dvama odelje~
njima) i koja obuhvataju sve dake $kole.

Relacija ,, . .. je element iste klase kao ... je, dakle, relacija ekvivalen-
cije. (Pokazuje i to crtez 6.1?)

Znati: (t. 1) P= E (E je ma koja relacija ekvivalencije)

(t.2) E=S P,

to jest: _

Svaka particija mnofine uvodi (izaziva) jednu relaciju ekvivalencije u tog
mno#ini, a svaka relacija ekvivalencije u toj mnogini definiSe (proizvodi) jednu parti-
ciju te mnoZine.

Kratko se to izraZava ovako:

(jedna) pamcua & (jedna) relacija ekv1valenc11e

ili, krace: P& E,
gde, kao §to je poznato, & oznacava istovremeno i = 1 &=.
Relacija ekvivalencije vr$i particiju mnoZine M u klase Xy, X,, ..., Xa.

Te klase Cine mnoZinu koja se zove mnofina-koliémik (kvocijent) mnoZine M
u odnosu na relaciju ekvivalencije (modulo E).

§ 6.3. PRIMERI I KOMMMEM

1. Relacija R, x stanuje u istoj ulici u kojoj stanuje y*, u mnozini stanovnika S
odredenog grada, je relacija ekvivalencije i definie particiju mnozZine S, pri Cemu su
klase ulice grada.

Zaista:

(1) R je refleksivna, jer Mladen, npr., stanuje u istoj ulici u kojoj stanuje
taj isti Mladen, tj. xeS: (x,x) e R.

[Za svako x koje pripada mnozini S, (x, x) je element relacije R, 3to,
prema definiciji 1, § 5.4, zna¢i da je R refleksivna relacija.]

* _a ekvivalentno #“ oznadava a=b kad se (a i b) posmatraju u odnosu na jednu odre-
denu osobinu.
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(2) Ako Mladen stanuje u ulici u kojoj stanuje Vida, onda Vida stanuje u
ulici u kojoj stanuje Mladen, tj.:
Vx,yeSix,y)eR=(y,x)eR,

pa je R simetri¢na relacija.

(3) Ako Mladen stanuje u ulici u kojoj stanuje Vida, a Vida stanuje u
ulici u kojoj stanuje Bora, onda. .., tj.:

Vx,y,zeS:(x,y)eRi(y,z)eR:>(x,z)eR, *
pa je R tranzitivna relacija.

2. Relacija ,,x je telefonirao y* u mnoZini koju &ine stanovnici odredenog
grada nije relacija ekvivalencije, jer nije nuzno (obavezno) tranzitivna.

3. Svaka jednakost, posebno Jed.nakost u mnozini N (prirodnih brojeva) je
relacija ekvivalencije, na primer: )
13=13 {refleksivnost]
13—7=18—12=18—12=13—7 [simetri¢nost*]
(13—7=15—9, 15—9=30:5) = (13—7=30:5) [tranzitivnost].
Uopste (u mnozini N) je:

Y ox: x=x [refleksivnost]
Vx,y: x=y=y=x [simetri¢nost]
Vx,y, 2z (x=y, y=2) = x=z [tranzitivnost].

4. 1) Relacija ,,x je manji od y* u mnozini N nije relacija ekvivalencije, jer
nije simetricna. Naime, ako je x manji od y, onda y nije manji od x.
2) Da li je relacija ,,x je veéi od y“ relacija ekvivalencije?
5. Particije u mnoZini N. — 1) Podelite svaki prirodni broj brojem 3:
0:3=0 i ostatak 0; 3:3=1 i ostatak 0;
1:3=0 i ostatak 1; 4:3=1 1 ostatak 1;
2:3=0 i ostatak 2; 5:3=1 i ostatak 2; itd.
Ostatak deljenja ma kojeg prirodnog broja brojem 3 moZe, dakle, biti
samo O, 1 ili 2. To znadi da sve prirodne brojeve moZemo raspodeliti u tri , kese*:
U prvu, 4, stavljamo

sve brojeve koji podeljeni brojem

3 daju ostatak 0, u drugu, B, sve - 6, 3, 6, 9, 12, 15 ... A

brojeve koji podeljeni brojem 3

daju ostatak 1, u C stavljamo.. . N 1, 4 7, ©, B, .. B
Ima 1i brojeva, eleme- 2, 5 68 1, 14 i7.... |IC

nata mnozine N, koji ne pripa- : : .

daju bar jednoj od tih ,kesa, _Slika 6.2

bar jednoj od tih podmnozma>
Postoje li brojevi, elementi mnoZine N, koji pripadaju dvema od tih podmno~
Zina? Znaci, podmnozine 4, B, C zadovoljavaju sve uslove jedne particije mno-

* Jer 13—7=18—12 znaci (§ 1.4) da 13—7 i 18—12 oznaéava)u jedan isti objekt, jedan
isti broj.
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zine N. Podmnozine A, B, C su klase te particije. Kako su one dobijene? Zato
se i zovu klase ostataka po modulu 3 ili (,kraée®) klase oscataka modulo 3 i ozna-
¢avaju se na razne nacine, npr. ovako: 0. I, 2, to jest:

0={0,3,6,...}, 1={1,4,7,...}, 2=1{2,58,...}.

Znadi P={0,1,2}.

Relacija ,,pripada klast ostataka modulo 3¢ je jedna relacija ekvivalencije
u N.

Ako je ozna¢imo sa E, onda je P< E.

Zaista iz particije P={0, T, 2} sledi (§ 6.2) relacija E, i obrnuto.

2) Sta je P={0, 1}. IskaZite odgovarajucu relaciju u N. .

3) Napisite particiju mnoZine N modulo 5 i odgovaraju¢u relaciju ekvi- ‘
valencije. :

4) Napisite particiju mnozine N modulo 7 i odgovarajucu relaciju ekvi- L
valencije.

5) Ranije je re¢eno da se relacija izmedu dva objekta x i y oznacava xRy,
a cita: x kongruentno y po modulu R ili x kongruentno y modulo R. Za brojeve 21 5 /
kazemo da su kongruentni modulo 3, zato §to je ostatak deljenja svakog od njih
brojem 3 isti (broj 2) i umesto SR2 ¢esto se pide 5=2 (mod 3).
(1) Procitajte i recite $ta znadi:
13=4 (mod 3); 243 =8 (mod 5); 19=12 (mod 7).
(2) Koje brojeve zamenjuje a u:
7=a(mod 2); 15=a (mod 4); 23=a (mod 8).
(3) Odredite modul kongruencije u:
7=2(mod x); 73=37 (mod x); 600= 19 (mod x).

6. 1) Data je mnoZina A=1{a, b, ¢, d, ¢} i njena particija: P:{{a, c}y
{6}, {d, e}}. Koju relaciju uvodi ta particija u 4?2
Elementi te relacije jesu:

(@, @), (&5 ¢), (@, ), (¢, @), (B, b), (d, d), (e, &), (d, &), (e, &),
pa je R= {((1, a), (¢, €), (a; ©), (c; @), (b, ]), (d, d), (e, &), (d, &), (e, d)}
Prikazite grafi¢ki relaciju R i particiju P.
2) Data je mnozina A={l, 2, 3, 4, 5} i relacija ekvivalencije:

R={(1,1), (2,2, (3, 3, (4, 4), (5,5, (1, 3), (3, 1), (2, 5), (5, ).

Koju particiju mnozine 4 definide ta relacija?

To se vidi po elementima (1, 3)i (3, 1), (2, 5) i (5, 2). Dakle {1, 3}1i {2, 5}.
Ali 4 ne mozZe izostati (§ 2.7) i zato je traZena particija P={{], 3}, {2, 5}, {4}}
PrikaZite njenu $emu.

7. Relacija ,, ... je || sa...“ je relacija ekvivalencije. To sledi iz svega §to je
receno u prvih pet tataka § 4.10. Medutim, moze se i proveriti da je ona refleksivna.
simetri¢na i tranzitivna:
(1) Za svaku pravu 4 je 4|4, tj. YAeD:A|lA. ‘
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(2) Ma koje bile dve prave A1 B, iz A||B sledi B||4, tj.
VA,BeD: A|B=B|A, jer je AnB=g, BnA=g.
(3) Ako je A||B, B|C, onda je A|C, tj.:
vd4,B, CeD: (A|B i B||C)= A|C,

jer simetri¢nost dopusta da se B|C zameni sa C||B pa dakle i (4||B i BJ||C) sa
(AllB i C||B), a tada 4, C e (B) odakle je A[C.

8. Relacija ,, . ..je | na...“ nije relacija ekvivalencije u mnozini D (pravih).
Zasto? g

9. Posmatrajmo talku x € II. Koliko pravd ravni I7 sadrzi tatku x? (§ 4.6
teorema 3).

Neka je to mnozina {4, B, C, ...}. Svaka
od tih pravi definide pravac. Zna¢i, moZemo po-
smatrati mnozinu (4), (B), (C),..., tj. besko-
naéno mnogo pravaca ravai II.

(1) Nijedan od tih pravaca nije prazan,
Gj. (A)=g, (B)=a, ...

(2) Imaju li oni zajedni¢kih elemenata? Slika 6.3
Potvrdan odgovor na to pitanje znacio bi da jedna
prava pripada dvama pravcima, na primer da prava X pripada i pravcu (K) i pravcu
(L), §to je nemoguce ako je (K)7£(L). Znaci, (4) n(B) =2, (B) n (C) =g, ...

B AHuvBv@u...=D.

Dakle, (A4), (B), (C), . .. su klase particije mnoZine D. Otuda:

Teorema. — Mnogina pravaca ravni Il je particija pravd ravni.
Kako glasi odgovarzjuca relacija ekvivalencije? :
Primedba. Treba dobro razlikovati:
pravac (A) koji predstavlja particiju prava ravni 1 i {(4), (B), (C), ...}
koja predstavlja particiju pravd ravni 1.
U prvom sludaju svaka prava paralelna sa X je klasa praveca (X).

U drugom slutaju, svaki pravac (4), (B), . . . je klasa particije mnozine D
prava ravni JI. MnoZina {(A4), (B),...} pokriva, dakle, ravan II beskonacno
puta. Njene se klase dobijaju pomoéu prava kojima pripada jedna tacka x
(kako je ranije pokazano).

‘.\ § 6.4. VEZBANJA 1 ZADACI

\
/1/Relaciia , ...ima iste roditelje kao...“ je jedna relacija ekvivalencije.

2. U datoj mnozini Zena relacija ,, . . . ide kod istog frizera kao . . . je relacija ekvivalen-
cije. PdkaZite to.

3. Relacija (,,x deli y*) hije rélgcija ekvivalencije. Zasto?

J Relacije: .
(1) ,,...zavrSava se istom cifrom kao...«
(2) ,,...ima isti zbir jednocifrenih brojeva kojima je zapisan kao ...«

91



u mnoZini N (prirodnih brojeva zapisanih u dekadnom sistemu brojanja) su relacije ekvivalencije.
Iz koliko klasa se sastoji particija koju odreduje relacija (1)?

5. 1) Relacija ,pripada klasi ostataka modulo 5¢ definife u mnoZini N jednu partciju.
Napisite klase te particije.
2) Dve klase particije  pripada klasi ostataka modulo 8« jesu: {3, 11, 19, 27,...} i
{5, 13, 21, .. .}. Napilite ostale.

6. Jedna fabrika automobila objavila je da ¢e proizvediti modele od: 600 cm?, 750 cm?,
900 cm?®, 1000 cm?®, 1300 cm®. DefiniSite particiju mnoZine tih modela i (iskaZite) odgovarajucu
relaciju ekvivalencije.

7. Nacrtajte Venove dijagrame mnoZina 4, B, C u najopitijem sluéaju. Znajuéi da je
{A, B} jedna particiia mnozine C, $rafirajte (crveno) prazne oblasti dijagrama.

8. Nacrtajte sedam puta Venove dijagrame mnoZina 4 i B u najopitijem sluéaju. Neka
svaki od slede¢ih slucajeva predstavlja jednu particiju mnoZine AUB:

(1) AnB, ANB, B\A; " (3) ANB, B\ 4; (5) ANB;
(2) AnB, A\B; (4) A\B, B\ A4; (6) ANB; (7)) B\A.

Srafirajte, u svakom od tih sludajeva, prazne oblasti.
9. Neka je M mnoZina koju &ine daci vaeg razreda (odeljenja). Da li je ; x je roden istog
meseca kao y* relacija ekvivalencije? Ako jeste, koji je najveéi mogudi broj klasa particije koju
ona definife u M ? Koji je najmanji broj tih klasa?

10. Napisite jednu relaciju ekvivalencije u mnoZini M={a, b, ¢, d, €} 1 particiju mnoZine
M koju ona definiSe (proizvodi).

11. Data je mnoZina {1, 2, 3, 4, 5, 6} i njena particija {{1}, {2,3}, (4,5, 6}} Napisite
relaciju koja definie (proizvodi) tu particiju. Prikazite relaciju u obliku mreZe. Koje geometrijske
osobine ima ta mreZa?

0
xay

A (0 G

12. X, Y, Z oznafavaju prave X e (Z), Ze(Y). Sta moZete
re¢io XiY?

13. Nacrtajte prave X 1 Y u svakom od sluéajeva:

8) (A)

14. Crte% 6.5 prikazuje relaciju , . ..je manji od ... u mnoZini M= {a, b, c}. Napiite
najmanji i najve¢i element. Zasto ta relacija nije ekvivalencija?

Slika 6.4

15. Recite to isto za elemente mnoZine E=

b d
={a, b, ¢, dy izmedu kojih postoji relacija &ija je ‘
sagitalna §ema 6.6. c
16. Obrazlozite implikacije:
c b a
a

(1) AIIB=> Ae(B);
() Ae(B)= Be(A). Slika 6.5 Slika 6.6

17, Neka je (A)N(B)= &, Sta mozete reéi o medusobnom polozaju pravi X e (4)i Y € (B)?
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Rezime

1. Jedna relacija je relacija ekvivalencije u mnoZini M, ako je:
(1) refleksivna, tj. ¥V xe M:xRx;
(2) simetriCna, tj. Vx,ye M: xRy = yRx;
(3) tranzitivna, tj. Vx,y, ze M: (xRy i yR2) = xRz.
2. Osnovna osobina: .
Svaka relacija ekvivalencije proizvodi particiju mnoZine i svaka particija
uvodi relaciju ekvivalencije, tj.:
relacija ekvivalencije < particija (E < P).

3. 1) (4) je jedna particija ravni- 1.
2) {(A4), (B), (C), ...} je particija mnozine D.



GLAVA VI

RELACIJE PORETKA (REDA)

Svaki ,,zna® §ta je ,red“ (i §ta je ,nered*) u datoj mnozini (stvari, objekara).
Ali pojam ,,red” nije, uopte uzev, ni odreden a kamoli precizno definisan. Evo
najpre (kao uvod) jedan opsti pogled. _
Svaka relacija koja uvodi red (poredak) izmedu elemenara date mnoZine treba
da precizira Koji je od dva elementa, a i b, ,ispred” onog drugog. Ak to uini, odmah
j€ jasno:
(1) da nijedan element ne moZe biti ispred samog sebe, pa relacija nye
refleksiona; .
(2) da ako je a ispred b, onda b ne moze. da bude ispred a (nego posle a),
pa relacija nije simetritna;
(3) ako je a ispred b, b ispred ¢, onda je a ispred c, pa je relacija tranzitivna.
Znadi, antirefleksivnost, antisimetri¢nost i tranzitivnost su osobine rela-
cije ,,x je ispred y*. Te osobine imaju i mnoge druge relacije (takozvanog) strikinog
poretka (reda). Ali postoji i poredak (red) koji nije striktan.
U ovoj glavi upoznaéemo se blize sa raznim relacijama (striktnog i ne-
striktnog) reda (poretka) i njihovim primenama.
Samo, pre svega treba naglasiti da i ovde, u svim razmatranjima, vazi
napomena na kraju § 6.1. Nezavisno od relacija koje ¢emo posmatrati, svaki element
ostaje, za sve vreme razmatranja, identi¢an samom sebi.

- § 7.1. PRIMERI I DEFINICIJE

1. 1) Posmatrajmo mnozZinu A={a, b,c,d, e} i relaciju u njoj Cija je
sagitalna $ema sl. 7.1, a radi preglednosti dajemo 1 njenu tabelu:

Svaka strelica Seme,

a|blcld]e \ svaka zvezdica tabele ozna-

tava element (x, y) te relacije.

a

—!— Kako bi mogla da glasi ta
_f_ o relacija? (Pokusajte da sami
¢ \ odgovorite.)

d [ Sagitalna Sema 1 ta-

= ——I—‘ bela pokazuju da je ta rela-
S L U 1 1 | dja: aneirefleksivna (nema alki
u $emi, nema identi¢nih pa-
rova u tabeli); antisimerricna [ako je (x,y) jedan njen par, (¥, x) nijel, tranzitiona
[kad god su (x,3) i (¥ z) parovi relacije i (x, ) je njen par].

Slika 7.1
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Al_(g je A mnozina ljudi pred $alterom, relacija &iju smo $emu nacrtali 1 ta-
belu sastavili glasi ,,x je ispred y*. Imenujte u tom slu¢aju pocetni i posledn;ji element.
Tako izgledaju sagitalna $ema i tabela mnogih relacija, na primer:

.niZi od. .. (iinverzna , ... vi§iod...%);
LteZiood ... (i inverzna ... recite sami );
..manji od ... (i inverzna . . . )
... topliji od ... (i inverzna. .. J). '
i tako dalje.

o Zam_i_slite da j? A mnozina predskolske dece koja stanuju u istoj kudi.
Néoze li relacija da glasi (pored ve¢ navedenih) i: , x je mladi od y*; , x je mr3aviji
od y¢«;...?

Kakko glasi relacija ako je A spisak imena sastavljen abecednim redom?
Napisite graf relacije prikazane $emom i tabelom.

2) Neka u istoj mnozini A postoji relacija Cije su Sema i tabela:

[a|b|c|d]e
al| x| x| s] x|
R BRERC
| | [e|%|*
d ]'—-TT
Slika 7.2 e_\_o— _(— -

Koje su njene osobine? Ona je refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna.
Navedite neki primer.

' Ako jev A vel spomenuta mnozina predSkolske dece (ili mnoZina drveéa
koje raste u naem dvori§tu), relacija glasi: ,x je nizi (od y) ili koliko 1 ¥*; | x je
mladi (od y) ili vr$njak sa y*; . .. '

. 3) _Neka je L= {a, b,c,d, g,f, g, h, k} mnozina lekara jedne bolnice. Neka
je a uprav_mk, b, & d neka su Sefovi triju odeljenja bolnice, a ostali su samo lekari.
Jedna sagitalna $ema relacije ,,x slu$a ¥ u mnoZini L izgleda ovako:
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a Ii _I_‘ 1_!_|_ ‘

b | x| % | i

pREOEEEEE

d| = | * | I

ShaiEn o hell _‘_" I Slika 7.4
RRoEERG . . .

- -|l———|" -|—{— Jer: (1) Prirodno je da svaki lekar, bez
g | = fal Y O T el O OO obzira na svoj poloZaj, sluda pre svega samog
R |T P ‘ * sebe. Otuda alka u svakoj tacki Seme, svi
e l— =T identi¢ni parovi (x, x) su elerfler?tl .relacu'e.
el L — L (2) Lekari jednog odeljenja moraju

sluati prvo $efa svog odeljenja, a samim
tim i upravnika. Ali se oni izmedu sebe ne moraju sluati. Isto tako, Se-
fovi odeljenja nisu jedan drugom pretpostavijeni.
(3) Upravnik ne slusa ni 3efove odeljenja, ni ostale lekare.
Koje su osobine te relacije?
Da li je svaki par sastavljen od elemenata mnoZine M element relacije
...slusa...“?
4) Sagitalna Sema relacije ,,x je multiplum y*“ u mnozini B ={2, 3, 4,
5, 6,7, 8} prikazana je crtezom 7.4.
Relacija je refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna. Ali svaki par nije njen
element, na primer (5, 2), (8, 5), (7, 6), (9, 6), ... nisu elementi relacije ,, . ..je
multiplum . . .“ u mnoZini B.

2

" 9. Svaki od navedenih primera je jedna relacija poretka (reda) (jer svaka uvodi
neki poredak, red, u datoj mnozZini). Ali sve te relacije riemaju iste osobine. Koje
osobine ima svaka (od navedenih) relacija?

Antisimetrinost 1 tranzitionost jesu dve karakteristi‘ne osobine (svake)
relacije poretka (reda).

Refleksivniost nije. Osim toga, treéi i &etvrti primer pokazuju da ako su
x iy ma koja dva elementa date muozine, uredeni par (x, ), ili (3, x), nije uvek
element relacije reda. Otuda wri vrste poretka i tri vrste relacije poretka (reda):

relacije striktnog reda (sl. 7.1)
relacije parcijalnog reda  (sl. 7.3 i 7.4)
i relacije totalnog reda (sl..7.2).

Osim refleksivne, antisimetriéne i tranzitivne osobine, relacija totalnog
reda ima, dakle, i osobinu komeksije koja se uvodi slede¢om definicijom:

Definicija 1. — Relacija reda u mno¥ini M, &ja su dva elementa x 1 vy,

ima osobinu koneksije ako uvek sadri ili par (x, y) ili par (v, x), ij. ako je ili xRy,
il yRx. Za takvu relaciju kafemo da je koneksna. -
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Prema tome:

Definicija 2. — Ako je relacija, u mmosini M, antisimetriéna, tranzitiona
i antirefleksivna, ona se zove relacija strikinog poretka (reda). *

Definicija 3. — Ako je relacija, u mnoZini M, antisimetritna, tranzitivna
1 refleksivna, ona se zove relacija parcijalnog poretka (reda).

Definicija 4. — Ako je relacija, u mnogini M, antisimteriéna, tranzitiona,
reflekstvna 1 koneksna, ona se zove relacyja totalnog poretka (reda).

Simbolima se:
relacija striktnog reda oznacava se najces$ée znakom < (¢ita se , manji od*),
odnosno inverznim znakom > (,,veéi od“);

relacija parcijalnog, ili totalnog, reda oznaava se znakom < (,,manje ili
jednako*), odnosno inverznim znakom = (, veée ili jednako*).

(Znak < se Cesto Cita: nije vede a znak = nije manje.)
Pomocu tih simbola prethodne definicije izrazavaju se ovako:

) VvxeM: x<x ne stoji [antirefleksivnost]
Vx,yeM: ako je x<<y, onda nije (ne
stoji) y <x, i obrnuto [antisimetri¢nost]
Vx,y,z2€M: (x<y, 1 y<2) > x<2 [tranzitivnost];
2) VxeM: x<x [refleksivnost]
Yo, yeM: x <y (stoji, taéno), y <x

(ne stoji), ili: (x<y i y<x) = x=y [antisimetri¢nost]
Vx,y,z2eM: (x<yiy<e) > x<z [tranzitivnost];

‘3) sve kao pod 2) i jo§: ¥V x,y e M: x<y ili y <x [koneksija].

U opstem obliku iste definicije se izraZavaju:

1) VxeM: (x, x) ¢ R [antirefleksivnost]
Vx,yeM: (xRy i yRx) = x=y [antisimetri¢nost]
vV, zeM: (xRy i yR2) = xRz [tranzitivnost];

2) VxeM: (x, x)eR [refleksivnost]
Yx,yeM: (xRy i yRx) = x=y [antisimetri¢nost]
Vx,v,2€M: (xRy i yRz) = xRz [tranzitivnost];

3) Kao pod 2) i jo§ Vx,yeM: xRy ili yRx [koneksija].

[(xRy i yRx)= x=y oznatava da postoji ili xRy ili yRx. Ako obe
postoje, onda je x=y, pa to nisu dva elementa mnoZine M.]

3. 1) Relacija < (je manje ili jednako) u mnoZini N (prirodnih brojeva) je
relacija totalnog poretka (reda).
Zaista (dokaz):

(1) YxeN: x<x [refleksivnost];
(2) Vx, 3, eN: (x<y 1 y<x) = x=y [antisimetriénost];
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. -
(3) Yx, 9, 2e N: (x<y i y<2) = x<z [trarizitivnost];
49 Yx,yeN: <y i y<x [kOneksija].
/

Ili, prevedeno na ,obi¢ni“ jezik:

(1) Svaki broj mnoZine N nije vedi od samog sebe (refleksivnost).

(2) Za svaka dva prirodna broja x i y: ili x ntje vedi od y, ili ¥ nije veds
od x. Oba tvrdenja mogu biti tatna (mogu istovrem ‘no egzistirati) samo ako je
x=y (antisimetri¢nost relacije). /

(3) Za svaka tri prirodna broja x, y, z: Az x nije vedi od y, 1 y nije veci
od z sledi x nije vedi od z (tranzitivnost).

(4) Ako su x i y prirodni brojevi, uyek je ili x<{y ili ¥ <x (koneksija),

2) Neka je data mnoZina 4= {a, b, ¢}. Da li je u mnozini P (4) njenih
delova (§ 1.8) relacija ,, ... je ukljuéena (sadrzana) u...“ (§ 1.7) totalnog reda?
Nije, jer je, na primer: /

;

{a} <= {a} / [refieksivnost],

{b,ctcfa, b,c} a {ab, c} d; {6, ¢} [antisimetrinost],
iz {ac{a, b} i {a,b}={a b c} = {a} = {a, b, ¢} [tranzitivnost],
ali {6, c}d{c,a} i {c a},CE {b, ¢} [nema koneksije].

3) DefiniSe li relacija | (x deli ) u mnoZini {I,
2, 3,12, 84 i 68} poredak? Je li taj poredak totalan?

4) Je lirelacija | u N relacija totalnog poretka (reda) ?

5) Neka je M mno¥ina mnoZind 4, B, C, D (sl. 7.5).
U mnozini M definisana je relacija <.
Neka je E mnoZina prirodnih brojeva
A=24, B=6
C= 8, D=2

U mnozini E definisana je relacija |.

Slika 7.5 Jesu li to relacija totalnog reda?

§ 7.2. UREDENA MNOZINA

1) Sve ono §to je receno o relacijama poretka (reda) moze se , konkretno“
i ,,pojednostavljeno* formulisati ovako:

Za mnozinu M kaZemo da je uredena ako izmedu ma kojih njenih eleme-
nata x, ¥, & postoji relacija koja ima ove osobine:

(1) x je ispred y =y nije ispred x [antisimetri¢nost].

t1z x je ispred y sledi y nije ispred x.]
(2) x#y = x je ispred y ili y je ispred x [koneksija].

[Ako su x i y dva razna elementa, onda je ili x ispred y ili y ispred x.)
(3) x je ispred y iy je ispred 2 = x je ispred 2z [tranzitivnost].

2) Ako je x ispred y, kazemo da je y sledbenik x (iksa), a x je prethodnik y
(ipsilona). Ako je x ispred y, a y ispred 2, kaZzemo da se y nalazi izmedu x i 2.
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3) (1) Uredite dake svog odeljenja tako da mnoZina koju oni ¢ine bude uredent.
(2) Sta predstavlja spisak ulenika jednog odeljenja?
(3) Sta predstavlja {a, b, ¢, & .. ., 2, £}.
(4) Sta je reénik?
(5) Sta je {0,1,2,3,...,98,99, 100}

§ 7.3. ORIJENTISANA PRAVA

1. Dve razne tatke, a'i b, prave P odreduju dva uredena para: (a, b) i (b, a).

Kao i uvek, svaki od tih parova mozemo (graficki) prikazati strelicom ¢iji je pocetak
u prvom ¢lanu a kraj u drugom ¢Elanu para [sl. 7.6(1)].

(2)
Slika 7.6
Ocigledno je da se parovi (a, b) i (b, @) prikazuju strelicama suprotnih sme-
rova. Isto tako, otigledno je [sl. 7.6(2)] da svaki drugi uredeni par prave P ima
isti smer kao jedan, i samo jedan, od parova (a, b) ili (b, a); na primer (¢, d), (e, a),
(b, f) imaju smer para (a, ), a par (x, y), (f, a), ...
Prema tome, za (svaku) pravu P  vezana su“ dva (suprotna) smera. Ili,
(svaka) prava P odreduje dva (suprotna) smera.

Definicija 1. — Orijentisati pravu znalt dogovoriti se da se jedan od dva
smera (koje ona odreduje) zove pozitivni smer.

Tada se onaf drugi (suproini) smer zove negativmi smer.

Da bi se izbeglo (suv1sno i neprecizno) opisivanje i uprostilo grafitko pri-
kazivanje, prava se orijentide stavljanjem jedne strelice:

Time je oznateno da je u

slu¢aju (1) uredeni par (a, &) pozi- ' P
tivan i to se kratko zapisuje ovako a (1) b
a<<b -
: R Q
a ¢ita (se) na razne nacine: (2)
a prethodi b; a je ispred Slika 7.7

b; a je niZi od b; ¢ je manji od b.

Ponekad i: a je levo od b (iako to nije, strogo uzev, matemati¢ko
izraZavanje).

a<b je ekvivalentno sa b>a, tj. a<<b & b>a.
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b>a C&ita se, takode, na razne nacine:
b sledi za a; b je iza a; b je vidi od a; b je vedi od a.
A katkad i: b je desno od a.

U slucaju sl. 7.7(2) je (d, ¢) pozitivni par, tj. | d<<c¢ |, pa se ¢ita
kako je ve¢ redeno. ]
Isto tako je d<l¢c & c>d.
2. 1) Ako su a i b dve razne tacke prave P, tj. ako a, beP i a< b, orijenti-
sana prava ab znali: prava oryentisana tako da je a<<b.

2) Neka su, uopste, x i y dve razne tacke prave P. Tada je mogué jedan,
i samo jedan, od ova tri slucaja:

X<y, X=y, y<x.

Ranije smo rekli §ta oznatavaju x<y i y<<x. A §ta oznalava x=y? Prema
§ 1.4 to je sluZaj kada se tatke x i y poklapaju, kada to nisu dve razne tacke.

Dakle, ako nije x<{y, onda je: ili x=v ili y<x, §to se ujedno zapisuje

ysx |,

a Cita: ,,y ne sledi posle x* ili ,,y nije vedi od x* ili ,,y je manyi ili jednak x* (a ponekad
i ,v nije desno od x).
Zdesna nalevo se, pak, Cita: ,x ne prethodi y*, ili ,x nije manji od y*, ili
% je wveci ili jednak y* (ili ,,x nije levo od yp*).
Simbolima:
y<x & x2y x>y ili x=y)
Yo x & x<y S (x<y 1 xFy).

Treba uoditi da se, na osnovu recipro¢nih (inverznih) relacija, moze napisati:

(==

3) Napiite sve relacije izmedu oznalenih tolaka pravé P:

} x o
P a b P
Slika 7.8

4) Pro&itajte 1 objasnite: (x <a 1 x=a) = a==x.
5) (1) Gde je tatka x ako je a<x i x<b?

To se ujedno zapisuje: a<x<b,
a Cita: x je izmedu a 1 b.

(2) Sta oznalava: ‘ a<x<b,
$ta oznadava: a<x<b,
a §ta oznalava: a<x <b?
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3. Time smo uveli red (poredak) u mnozZinu koja se zove orijentisana prava.
Naime, moZemo dokazati teoremu:
Relacija < definisana na

orijentisanoj pravi ab=_P je jedan »
totalni poredak (red). . a b ) c
Zaista, pod uslovom da )
je a<b pozitivni smer, relacija ‘Slika 7.9
< je (sl. 7.9):
(1) refleksivna VaeP: a<a;
(2) antisimetri¢na Va,beP: (a<b i b<a) = a=b;
(3) tranzitivna Ya, bceP: (a<h i b<c) = a<c;

(4) ima osobinu koneksije VY a, b, € P: a<b ili b<a.

A to su (sve) osobine relacije totalnog reda.

Mozemo li tu teoremu dokazati ako uzmemo obrnuti smer orijentacije,
tj. b<<a? Na potpuno isti nacin. Dakle, orijentacija je stvar dogovora, konvencije
i zato uvodimo:

Aksiom IT 6. — Na svakoj pravi postoje dva obrnuta totalna poretka.
Prava je orijentisana ako je odluéeno (dogovoreno) da za dve njene razne talke a 1 b
bude a<<b. (Aksiom poretka, reda.)

Dopunsko ,objadnjenje: Ve¢ smo videli da postoji, ili moZemo uci-
niti da u svakoj mnozini postoji jedna relacija poretka (striktnog, parcijalnog ili
‘totalnog). Kako je prava beskonalna mnoZina tataka, odluka (dogovor) da za dve
njene (razne) tacke bude a<(b uvodi u tu beskonaénu mnoZinu (kaZe se ,na pravi)

totalni red.
,Zar nije za pravu dovoljno ono 3to je re¢eno u § 7.2?¢ Tek nas totalni
red obezbeduje od svih nepreciznosti.

§ 7.4. POLUPRAVE

1. Uolimo proizvoljnu tatku p orijentisane prave P.

Definicija 2. — Na osnovu onoga
$to je re¢eno u § 4.8 1§ 7.3 definilemo:
(1) otvorene poluprave Py i Py ovako:

Pi={xeP|x<p}, P={xeP|x>p};
(2) zatvorene poluprave ovako:

Pi={xeP|x<p}, Po={xePlx=p}.

P

Slika 7.10 To jest (iskazano govornim je-
zikom):
(1) (Sve) tacke prave P koje se nalaze ispred p (manje od p) ¢ine otvorenu
polupravu P;. (Sve) tatke ... &ine otvorenu polupravu P,.

_ (2) Sve tacke prave P ispred p i tatka p (sve tacke koje nisu veée od p)
Cine zatvorenu polupravu P;. Sve tatke ... ¢ine zatvorenu polupravu P,
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2. Oznadimo sa:

P, mnozinu otvorenih polupravad sa poéetkom p,

P, mnozinu zatvorenih polupravd sa pocetkom g, i dogovorimo se da
otvoreni poletak oznac¢imo malom kruZnicom a zatvoreni malim krugom.

Slika 7.11

Otvorena poluprava P, kojoj pripada tatka x oznacava se i ovako:
[px kad je p<x, xp] kad je p>=x.

Zatvorena poluprava P, kojoj pripada tatka y oznacava se i ovako:
lgy kad je ¢<y,  yq] kad je ¢g>y.

Obratiti paZnju na te simbole: poletak je uvek uz zagradu.

3. Da li je tatno ovo $to sledi:
1) Particija prave P: {Pl, {r}, Pz}; {Py, P}; {P, P;}.
2) Particija ravni I1: {{p}, {PP}}.
3) PinP,=0; PiuP,=P\{p}; PinP,={p}; PuP;=P.
4) MnozZina zatvorenih polupravi ¢iji je pocetak a nije particija ravni I1.
Zasto?
5) Mnozina otvorenih polupravi &iji je pocetak a nije particija ravni J1.
Zasto?
4. Definicija 3. — Duve poluprave su paralelne ako su delovi paralelmh pravd.
Prikazite crtezom: (1) ba[]/[cd; (2) gpllllrs; (3) A4, A,.
5. Definicija 4. — Duve poluprave su perpendikularne ako su delovi perpen-

dinularnih pravd.
PrikaZite crrezom: (1) Jab | ]ac; (2) bal L bcl; (3) ab[ L[cd.
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§ 7.5. INTERVALI

1. Pod uslovom da je prava orijentisana ovako a<(b, defini§imo Cetiri vrste
intervala.

(1) @ atvoren interval [Clb] b
[ab] = {x=abjasx<b} .
o= —
(2) Q@ otvoren intewal Jab[ b
Jab[={xeab]a<x<b}

o )
(3)(® poluotvoren cniezval [ab] b
[ab[={><<€abl a < x<b}

— —
b

(4) Y poluotvoren inlerval ]ab]
Jab]={>xc€ab| a<x< b}

Slika 7.12

2. Interval se u nekim sluéajevima zove du# (§ 4.8). Medutim, ta dva pojma
se ne mogu identifikovati. Da bi duZ postala interval, moramo uvesti uslov a<b
ili b<a, tj. orijentisana duz. Zato, u simbolu [a?] ili [ab[ itd., a i b ne mogu uza-
jamno zameniti mesta, tj.:

[ab] i [ba] su dva intervala, a ab i ba je jedna ista duZ.
Krajnje tatke duzi su parovi, a krajnje tatke intervala su uredeni parovi.

1) Kad moramo re¢i da su dve duZi: (1) y
paralelne; (2) perpendikularne? b d

2) Prikazite crteom dve paralelne duzi. t
3) PrikaZite crteZom dve perpendinularne duzi.

4) Dva intervala ne mogu biti samo a
paralelna nego paralelna u istom smeru[sl. 7.13(1)]
ili paralelna u suprotnom smeru [sl. 7.13(2}].

Cesto se kaZe: uredeni parovi paraleln c( 1) x/(2)
u istom smerw; uredeni parovi paralelni w sup- Slika 7.13
rotnom smeru. (Videt § 24.1.) ’

5) PrikaZite crtezom razne uredene parove: (1) kad su paralelni u istom smeru; (2) kad
su paralelni u suprotnom smeru; (3) kad su perpendikularni.

3. Sta je: (1) [aal; (2) Jaa[?
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§ 7.6. ORIJENTACIJA RAVNI

1. 1) Pravu smo orijentisali uredenim parom njenih ta¢aka (tj. strelicom):

N

S

MoZemo i ravan da orijentiSemo strelicom?

G RGNS
© CrJ

Slika 7.15

Slika 7.14

Dve tacke odreduju pravu. MozZemo li pomocu tri nekolinearne tatke da
orijjenti§emo ravan? MozZemo, jer strelica kojoj pripadaju te (tri) tatke moZe da
poéne u prvoj i da se zavrSi u tre-
¢oj ili obrnuto. (sl. 7.16).

Dakle, tri tatke (triplet)
odreduju dva smera ravni (sl. 7.17):
jedan je (a, b, ¢), drugi je (a, ¢, b).

b
e 2

/ ¥
/ /

2) Napisite sve triplete koji
odreduju isti smer ravni kao: (1)
triplet (a, b, ¢); (2) (a, ¢, b).

Ta razmatranja nas prisi-
ljavaju da uvedemo:

[of
Q [0 lncS Sciad

Slika 7.16 Slika 7.17

Aksiom I1 7. — Ravan ima dva smera. Ma koje tri nekolinearne tacke odre- -

duju jedan od smerova ravni.

Ako su a, b, ¢ nekolinearne tacke, onda tripleti (a, b, ¢), (b, ¢, a) i (¢, a, b)
odreduju jedan (isti) smer ravni, a ripleti (a, ¢, b), (¢, b, a) i (b, a, ¢) odreduju sup-
rotni smer ravni.

2. 1) Sta moZete reéi za smerove koje odreduju strelice Casovnika pri svom kretanju?

2) Sta moZete reéi za smer koji odreduju strelice &asovnika i smer kojim se od3rafljuje
(vadi) zavrtanj? :

3. 1) Stavite ruke na sto. Krajevi palca, kaZiprsta i domalog prsta svake ruke odreduju
jedan triplet. Odreduju li ta dva tripleta iste smerove?
2) Sta mozete re¢i za smerove koje odreduju ruke plivaca?
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§ 7.7. KONVEKSNE MNOZINE

1. Svaki od slede¢ih crteza predstavlja jedan deo rovni, tj. jednu (odredenu)
mnozinu tacaka ravni. :

A e T

e F G
Slika 7.18

Za A, C, E, G kazemo da su konveksne mnoZine. MnozZine B, D, F nisu

konveksne.
Po &emu se poznaju konveksne mnozine? Kako ih moZemo definisati?.

Zadrzimo se na mnozinama A i B (sl. 7.19).
Tacke a, b, ¢, d pripadaju mno-

zini A. A 7

Tacke e, f, g, k pripadaju mno- IR
%ini B. %,/f e
Posmatrajte [ad] 1 4, [ef] 1 B; . :

[cd] i 4, [gh] i B. B

Na osnovu toga definiSemo:
Definicija 4. — Ako su x i v dve ma koje talke podmnosine M ravni I1

1 ako zatvorena du# [xy)] pripada tof podmmosini, onda je ona (ta podmmnodina ravwi I1)

konveksna mmnoZina.
Izrazena simbolima: M (<=1II) je konveksna & ¥ x, yeM: [xy]c M.

Slika 7.19

2. Koja je od mnoZina prikazanih slikom 7.20 konveksna?

3. Prikazite 10 najraznovisnijih konveksnih 1 10 najraznovrsnijih nekon-

veksnih mnoZina. .
’ 4. Posmatrajte presek dve-

ju Kkonveksnih mnoZina. Da li
je on konveksan? DokaZite svoje
B ¢ @ tvrdenje (sl. 7.21).

Slika 7.20 Slika 7.21
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Teorema. — Presek dveju konveksnih mnofina je konveksna mnoZina,
tj. (simbolima): A, B konveksne = ANB konveksan.

5. 1) Nacrtajte proizvoljnu pravu P. Ona odreduje dve poluravni I, i I,
(§ 4.7) &ija je ivica P.
Ozna¢ite ma koje dve tatke u, v koje pripadaju jednoj od tih poluravni.
Sta mozete reéi za du? [uv]? (Ona je sadrzana u poluravni, npr. JI)). Znadi, svaka
duz Ciji krajevi pripadaju jednoj otvorenoj po-
luravni sadrzana je u toj poluravni. Kako mo-
Zete izraziti tu Cinjenicu?
Svaka otvorena poluravan je konveksna.
Isto tako: Swvaka zatvorena poluravan
je konveksna.
2) Oznadite sad tatke a i b tako da
ae lIl,, bell,
Slika 7.22 Tada kazemo da P razdvaja a i b.
Sta moramo reéi za Jab[ i P2
Prava P sede otvorenu dus lab[, tj. Pn]ab[ je singleton.
Zamislite sad dve ta¢ke x i y ravni IT takve da neka prava P sete ]xy[.
Kakav je u tom slu¢aju poloZaj tadaka x i y u odnosu na P. (P razdvaja x, y.) Ta
razmatranja navode nas da uvedemo:

Aksiom I18. — Svaka owvorena i zatvorena poluravan je konveksna.
Ako, 1 samo ako, prava P razdvaja tacke x, y, ona see duf Jxyl.

§ 7.8 NEKE GEOMETRIJSKE MNOZINE TACAKA (FIGURE)

1. 1) Ako ubodemo iglu $estara u ta¢ku ¢ ravni IT i pisaljku estara obr¢emo
oko igle kao oko stoZera (3to znaci da se kraci 3estara, za sve vreme obrtanja, nitl
priblizuju, niti udaljuju) pisaljka crta krivu liniju koja se zove krug ili (kruznica) K,
&iji je centar c*.

Krug (kruznica) K je beskonana mnoZina tataka. On deli ravan I u
dve oblasti (dve podmnozine): K, koju &ine unutra$ije tacke (u odnosu na K) i K
koju ¢&ine spoljasnje tatke (u odnosu na K).

Mnozina Ky zove se otvoren disk centra ¢ i oznatavacemo ga ovako
1Ky[. Krug K je ivica ili granica diska.

K

Slika 7.23 Slika 7.24

;_Polazimo, dakle, od eksperimenta. Kasnije ¢emo pojam krug (kruZnica) uvesti defini-~
cijom. U pogledu terminologije u zadnje vreme se krufnica i krug zamenjuju, respektivno, sa krug
i disk. (Citeti dalje.)
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Ako disk sadrzi i ivicu, on je zatvoren i oznadava se [K,]. Dakle: [Ky]=
=]Ku[UK.

MnoZina Ks je zatvorena ili otvorena, prema tome da li sadrzi ili ne
sadrzi K. U prvom slucaju oznacava se [K] a u drugom K.

Dakle: [K]=II\]1Ky[.

2) Duz [cx] gde je x ma koja tatka kruga K zove se polupretnik kruga
1 diska, U specijalnom slu¢aju, kad je x=c¢, K se svodi na talku ¢. Tada kazemo da
je K krug polupreé¢nika nula. '

3) Konstrukciju kruga (pod 1), a s obzirom na prethodno (pod 2) izra-
zavamo ovako: Svi poluprecnici datog kruga su kongruenini. (Vidi prethodnu fusnotu.)

4) Isto tako, za dve il vise duzi koje mogu biti polupreénici istog kriga,
bez obzira da I su one delovi iste prave ili raznih pravih, paralelnih ili neparalelnih,
kagemo da su kongruenime duzi.

Da li su dve nacrtane duZi kongruentne ili ne, proverava se estarom¥.

5) Dva ili viSe krugova istog centra zovu se koncentriéni krugovi. Besko-
na¢na mnozina ta¢aka ¢ije su granice dva koncentriéna kruga zove se krugni prsten
(sl. 7.23). On moze biti otworen 1K[ (kad ne sadrZi granice, tj. koncentri¢ne krugove)
ili zatvoren [K] (kad sadrZi te krugove).

2. 1) Tri tatke uzete (posmiatrane) jednim odredenim redom zovu se triplet

§ 7.7).
Triplet (a, b, ¢) nekolinearnih tataka odreduje figuru koja se zove trougao
(sl. 7.24). Tatke a, b, ¢ jesu uzastopna (konsekutivna) remena trougla. Zatvoreni
intervali (duzi) [ab], [bc], [ca] jesu zatvoreme stranmice trougla.
Ako teme ne pripada stranici, onda se ono nalazi naspram siranice, a ona se
nalazi naspram temena; na primer (sl. 7.24) ¢ i Jab[ su jedno naspram drugog.

2) Ako su dve stranice trougla medusobno perpendikularne, on se zove
pravougli trougao [(a, b, ¢), sl. 7.25].

a d 3

b c e f h k
Slika 7.25

3) Ako su dve stranice trougla (posmatrane kao duZi) kongruentne, on
se zove jednakokraki trougao [npr. (d, e, f)]. Ako su sve stranice trougla kongru-
entne, on se zove jednakostraniéni trougao [npr.
(g h, B)].

(O konstrukciji raznih vrsta trouglova
bi¢e kasnije redi.)

C

3. 1) Cetiri tagke a, b, ¢, d € 11, posmatrane
odredenim redom, npr. (a, b, ¢, d), od kojih ma
koje tri nisu kolinearne, odreduju mnozinu tacaka
(figuru) koja se zove Cetvorougao (sl. 7.26). Slika 7.26

* Autorov priruénik ,AMatematika uw IV razredu osnovne Skoles,
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Taclke a, b, ¢, d su temena Cetvorougla. Posmatrana redom a, b, ¢, d su
uzastopna (konsekutivna) temena.

Zatvoreni intervali [ab), [bcl, [cd], [da] su zatvorene stranice Cetvorougla.
Dve stranice (Cetvorougla) koje imaju zajedni¢ko teme zovu se uzastopne (kon-
sekutivne) stranice. Dve stranice koje nemaju zajedni¢ko teme zovu se nasprammne
stramce Cetvorougla.

Na primer (sl. 7.26): [ab] i [cd], [da] i [bc] su naspramne a [ab] i [bc],
[bc] i [ed], - - . su uzastopne stranice.

Ako se stranice Cetvorougla posmatraju kao duZi, one su opet nasprammne
ili uzastopne, ali se (§ 7.5, 1. 2) ne vodi ratuna o redu temena; na primer da i b¢
ili ad i bc su naspramne stranice.

2) S obzirom na medusobni poloZaj stranica, specijalni ¢etvorouglovi jesu:

(1) erapez — samo dve naspramne stranice su paralelne [crteZi (1), (2),
(3), (5), sl. 7.27, su neki miodeli trapeza];

(1), (2) (3 (4) (5)
(6) (7) (8) ()
Slika 7.27

(2) pravougli trapez — jedna stranica perpendikularna na dvema para-
lelnim stranicama, npr. model (2);

(3) paralelogram — naspramne stranice su paralelne [crtezi (4), (6),
(7), (8) su neki modeli paralelogramal;

(4) pravougl paralelogram ili pravougaonik — uzastopne stranice per-
pendikularne, npr. modeli (6) i (7).

3) Ako posmatramo stranice Cetvorougla kao duzi, specijalni Cetvoro-

ugli jesu:

(1) jednakokraki trapez — neparalelne stranice kongruentne, npr.
model (3);
© (2) jednakostraniéni paralelogrami — sve stranice kongruentne: kvadrat
[prikazan crtezom (7)] 1 romb [prikazan crtezom (8)].

4. Svaki trougao i svaki ¢etvorougao odreduju, kao i svaki krug, dve pod-
mnozine, dve oblasti ravni IT: unutrasnja oblast 1 spolja$nja oblast.
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Unutradnja oblast trougla T zove se ponekad ,otworen trougao [sl.
7.28(1)]. Unutrasdnja oblast ¢etvorougla Q zove se ponekad ,,otvoren &etvorougao®
[st. 7.28(2)].

Pedagoski je celishodno da se T, zove
oblast trougla, a Oy — oblast Cetvorougla. Ili: oblast
ograni¢ena trouglom, odmosno Cetvorouglom.

MozZe se re¢i da svaki (dati) trougao, ‘ -
cervorougao definide tri podmnozine ravni IT: (1) (1) (2)

mnozZina koju &ine tacke trougla, odnosno Cetvoro-
ugla; (2) oblast Ty, odnosno oblast Qu; (3) Ts Slika 7.28

odnosno Qs. Je li to jedna particija ravni?
Da li je Qu uvek konveksna mnozZina? [Videti sl. 7.27(9).] Je i T, uvek
konveksna mmnoZina?

5. 1) Kako bismo mogli nazvati uniju: [ab[u [be[u[ed[uldal kad (a, 6, ¢, d)
odreduje cetvorougao? :
2) Napisite obim trougla (a, b, ¢).

6. Zatvoreni intervali [ac] i [bd] Cetvorougla (sl. 7.26) zovu se dijagonale
Cetvorougla. Nacrtajte ih.
Crtez 7.29 prikazuje jedan paralelogram. Prave ab i ¢d su mnoZine koje
nemaju zajedni¢kih elemenata. Prave bc i ad takode. Na osnovu aksioma IT 7 moZe
se dokazati da je Jac[n]bd[ singleton. Medutim,
d c taj je dokaz vrlo delikatan. Zato ¢emo aksiom
IT7 dopuniti ovako:

Dopuna aksioma II 7. Dijagonale pa-
ralelograma se seku.

a ) b Isto tako, dijagonale konveksnog Eervoro-
Slika 7.29 ugla se seku.

7. Nacrtajte trougao &ija su temena a, b, ¢. Nacrtajte pravu P koja seée, na primer, stra-
nicu )be[ (3to zna&i da P ne sadrZi ni teme &, ni teme ¢), a ne sadrZi teme a. Nacrtejte razne prave
P koje zadovoljavaju taj uslov. Sta vidite? Mozete li to dokazati?

Dokaz:

Kako P sete Jbc|, P razdvaja tatke b i c.
Neka, na primer, b€ IT,, ce Il,.
I_(ako a¢ P, moguca su samo dva slutaja:

ili ae 1, \ ili ae ll,
U tom sludaju ae Il,, ce IT,,

tj. P razdvaja a i ¢, pa na osnovu
aksioma JT7, P see Jacl.

Desnu stranu popunite sami. Dakle:

Ako prava ne sadrii nifedno teme trougla i ako sece jednu njegovu stranicu, ona sele jo¥
jednu stranicu (teorema Pa3a).

Simbolima se ona izraZava:

(@ b, ¢, ¢ Pi P seke lbe[) = (P sete Jbal ili lacl).
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§ 7.8. VEZBANJA I ZADACI

1. Koja od slede¢ih sagitalnih Sema defini$e relaciju poretka reda (i koju)? ObrazloZite

(svoj) odgovor (potvrdni ili odrelni).
(1) (3) (&)
Slika 7.30

2. Popravite crtez 7.3) tako da on bude sagitalna Sema jedne relacije reda (poretka).

3. Sastavite 3 mnoZine od po 7 elemenata i u svakoj definiSite jednu relaciju striktnog
i jednu relaciju totalnog poretka.

4. 1) Nacrtajte, u mnoZini,
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13}
sagitalnu 3emu relacije:

R={(1,2), (3,2), 3,4), (4,4), (5,6); (6,6), (6,7) (8,9),
(10, 9), (11,9), (11, 12)}.

2) Dopunite je tako da ona bude relacija parcijalnog reda.
Slika 7.31 5. Ucenik je pofeo da crta sagitalnu $emu relacije parcijalnog
reda u {1,2,3,...10} i nacrtao je strelice: (1, 1), (2, 3), (4, 5), (6, 5),
6,4), (5,7, (7,9, (7, 8), (8,9). PrikaZite crnim strelicama to 3to je ulenik nacrtao i, ako nije
zavrdio, zavr$ite (crvenim strelicamma). Ako nedto nije dobro, ispravite.

6. 1) Nacrtajte sagitalnu Semu relacije:
R={(1, 1), (2,2), 3,3), @4, D), (2,3), (3,4, (2, )} u mnozini M={1, 2, 3, 4}. Zatim
nacrtajte crvenim strelicama relaciju R-1.
2) Stavite potrebni simbol izmedu (RUR™Y) i (M><M)..

7. Data je mnozina M={1, 2, 3, 4} i relactja R={(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4, (1, 2), (2, 3),
4,3), 4, 1), (1,3), 4, 2)}.
1) To je relacija poretka. Koja?
~2) Nacrtajte njenu sagitalnu $emu.
3) Nacrtajte crvenim strelicama R i napidite potrebni simbol izmedu (RUR-Y)
i (MxM).

8. Koja relacija poretka postoji u mnoZini N?

9, Neka su P, i P, dve poluprave ¢&iji je presek prazan. Nacrtajte te poluprave (u
ravoi II).

10. Nacrtajte proizvoljnu pravu P i prikaZite poluprave:

bal, lba, lab, [ab
kad a,be P, a7b.
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11. Nacrrajte nekolinearne tatke a, &, ccI1 i odredite rezultat operacije:
(1) JabNlac; (2) ablnac); (3) [abNlac; (4) ablNlac.
12, Neka su P, i P, zatvorene poluprave, podmnozine prave P sa pofetkom a. Neka su

Py i P, otvorene poluprave sadrZane respektivno u P, i P, (tj. P, je sadrZana u P, a P, u Py). Do-
vriite, tj. napiite rezultat operacije:

(1) PyAP,y= (5) PyAP,= ) Pc (13) P\P,=
) PyuP,= (6) PyUP,= (10) P,c (14) P\P,=
(3) PynPy= (D {P, Py= (11) P\P,=
(4) PyuP,= (8) {Py, Py=  (12) P\Py=

13. Du? (interval) [aa] je | svakoj pravi.
14. Neka a, b € P, ab. Dovrdite i prikaZite mnoZinu (svaku posebnim crteZom):
1) [abnab]= (4) labN]ab[= (7 labiN]ab[=
(2) Jabnab[= (5) [ab]lnlab]= (8) lab[N[ab[=
(3) [abMab[= 6) [ab]n[ab[=
15. 1) Prema crtezu (sl. 7.32) popunite znakom <, >, ili = prazno mesto (izmedu svaka

dva slova): .
x x; x a; a x; b a; x by b b

2) Mozemo li govoriti o: (1) polupravi ba[; (2) intervalu [6x]? ObrazloZite.

3) MoZemo Ui pisati: Jax[((]xé(; [ab]li[x6]?

4) Neka je prava P osnovna mnozina (baza, § 2.5). Dovrdite:
1) lax][xb]=
@) laxlr[ab]= - R
(3) Jb[ax= a x b P
@ P\ [ab]=

5) Napisite particiju mnozine (ab].

Slika 7.32

16. 1) Presek vise (konalnog broja) otvorenih intervala je otvoren interval ili prazan.
2) Presek vise (komacnog broja) zatvorenih intervala je zatvoren interval ili prazan.

3) Sta je unija (kona¢nog broja) otvorenih intervala od kojih ma koja dva imaju i za-
jednicke elemente?

4) Staje unija vide zatvorenih intervala od kojih ma koja dva imajui zajednicke elemente?

17. Prava

a b ¢ d e f

Slika 7.33

sadrZzi mnoZine:

A={x|€ [ab]},
B={x|xe [ad[},

C={x|xe [af[}, E={x| x€ [be]}
D={x| xe [af1}, F={x| x€ [cd].
1) Neka je M={4, B, C, D, E, F}. Napiiite M x M.

2) Nacrtajte sagitalou $emu relacije < (inkluzija) u M x M.,

3) Je li to relacija reda? Ako jeste, kojeg i za3to?
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18, Isto kad je M={4, B, G, D} (sl. 7.34).

19. 1) Je li prava konveksna mnoZina?
2) Jesu li singletoni konveksne mnoZine?
3) Je li par {a, &} konveksna mnoZina?
4) Je li prazna mnoZina konveksna?
5) Je li {a, b, ¢} konveksna mnoZina?
6) Je li prava bez jedne tatke konveksna?
7) Je li disk iz kojeg je izvulen centar konveksan?

8) Ima li figura u obliku velikog slova 4 kon-
veksnih delova?

29, 1) Izmedu svaka dva simbola (umesto . ..) sta-

; vite onaj od znakova, €, ¢, < ilid koji pokazuje relaciju
Slika 7.34 mno¥ina oznacenih simbolima (sl. 7.35):

... Kl; c...K; c... K c... Il

a...)Kuls a...[Ku]s a...1K; K

[Ku] .. .II; Kl . [Kels [Ku]. .. [K]

2) Isto u slede¢im implikacijama:
xelli {NK={x}=>x...K;
yelli{y}nK=2 =y...K

3) Neka je K osnovna mnoi_ina (baza). Imenujte mno-
zine: (1) 1Kaul; @ (&5 ) K; (3 [Kul

K,

=]

Slika 7.35

21. Crtes 7.36 prikazuje jedan zatvoren disk D i jedan krug K. Nacrrajte Venov dija-
gram tih mnozina i oznadite tatke a, byCy. .yl M

22, Oznatimo (crtez 7.23 desno) sa: ]Au[ otvo-
reni disk &ja je granica 4, [Bu] zatvoreni disk &ija je
granica B, ]1Bs[ otvorenu spolja¥nju oblast kruga B, I.<p)
kruzni prsten odreden krugovima 4 i B. Dovrdite:

1) Bud\duf= ...
(2 1Bu[\[Au]= ...
(3) {14ul, 41K, B)Bs[} =

R 23. Neka je a centar kruga A, b centar kruga
Slika 7.36 B. Sve ostalo kao u prethodnom zadatku.

1) a=b, xedix €)Bu[. Dovidite: (1) ANB=; (2) 14u[N]1Bul=; () 1du[V]Bul=;
) [Au]N\1Bul=; (5) 1Aul\1Bs[=.
2) a#b, ANB= ¢. Nacrtajte dva moguca slu¢aja, umesto tadaka 'stavite potrebni
znak, a ostalo dovrsite:
(L) [4a] .. [Bul; @ [Au]N[Be]=3; (3) [4u]U[Bu]=.
3) a=b, ANB={x,y}. Nacrtajte taj slu¢aj, a zatim 3rafirajte: plavo mnozinu E=
=]Au[N]Bul, zeleno F=(Au{U[BuD\E.

24. Neka je ¢ centar kruga K. Neka je {Ky, K1, Ky, . . .} beskonalpa mn9_iLna krugova
koncentri¢nih sa K i sadrZanih u ]K.[. Neka su [I_(], [K,], [K.], ... odgovarajuli zatvorem, a
1KLL 1Kl 1K,[, . .. odgovarajuci otvoreni diskovi.

1) Mnozina {K,, Ky, Kj, ...} sadrzi c. Zasto?
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' Zinu trapeza, P mnoZinu paralelograma, P, mnoZinu pravo- .

2) Napigite rezultat:
1) [KInKIN[KIN ... =
Q@) KVIK VKV ... =
3) Neka je [K] osnovna mnozina (baza). Prikazite: (1) JK[; (21K, [UIK[UIK,[U. ...

25. | Nacrtajte“ pravougaonik; trapez; romb. Nacrtajte otvoren: pravougaonik; tra-
pez; romb. :

26. Na crtezu 7.37 je P, 1 P,, a K,, K,, K;... su krugovi.
1) Pi\NPy= ... 2) Kin(PyuPy=...

3) Rezultat pod 2) je {a, b, ¢, d}. Te 4 tatke odreduju kvadrat Q,. Talka x je centar
tog kvadrata. Koliko se moZe nacrtati krugova K, pa prema tome i odgovarajuc¢ih kvadrata Q?
A koliko uopdte ima tih krugova i odgovaraju¢ih kvadrata?
Jedan od krugova je {x}. Sta je odgovarajuéi kvadrat? Takode
{x}. To je kvadrar &ja je stramica nula. P
4) Oznadimo beskonaénu mnoZinu krugova sa K { IQD
a beskonaénu mnoZinu odgovarajuéih kvadrata sa Q. Sta je
tada KNQ? d

1\,

27. Oznadimo sa: U mnoZinu etvorouglova, 7" mno-

ugaonika, Q mnoZinu kvadrata, R mnoZinu rombova, T~ by "\
mnoZinu trouglova, T, mnoZinu pravouglih trouglova, Tk
mnoZinu jednakokrakih trouglova, 7 mnoZinu jednakostra-
ni¢nih trouglova.

1) Stavite znak < ili ¢ izmedu svaka dva uza- Slika 7.37
stopna simbola:

e P P T U
QQ R P T U; T, Te Tg
@ T, Tx T ) Pr R.
2) Nacrtajte Venov dijagram svakog od prethodnih slufajeva [tj. Venov dijagram
koji prikazuje (1), Venov dijagram koji prikazuje (2),...].
28. 1) ,,Izralunajte“ (tj. napidite rezultat operacije): RNP;; UnNP; QOnPr; ONP;
TrUTr; TruTe; TenTs; PUPr; PrN\Q; Tr\Ts; UNP; Te\Th.
2) Napisite karakteristiCnu osobinu svakog elementa mnoZine:
() TeNTp; (@) PrR; (3) TenTyp; (4) PN(PrUR); (5) TynTs.

Rezime
1. 1) Osnovne osobine svake relacije reda jesu: antisimetri¢nost [par, ele-
ment (x, y) iskljuéuje (y, x)] i tranzitivnost.
2) Relacija striktnog reda je, pored toga, i antirefleksivna, a relacije parci-
jalnog i totalnog reda su i refleksivne.

3) Relacija totalnog reda ima i ¢etvrtu osobinu, koneksiju: ako su x i y
ma koji elementi date mnoZine, onda je obavezno jedan od parova (x, ¥) ili (y, x)
element relacije. Drugim refima, izmedu svaka dva clementa obavezno postoji
relacija reda. (To govori i sama red totalni.)

2. 1) Prava P=ab orijentile se konvencijom: smer od a ka b uzima se za
pozitivai i to se oznadava a<Cb. Suprotni smer, tj. od b ka a je negativni (smer).
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2) Ravan se orijentide pomolu tri nekolinearne tatke a, b, c: (a, b, ) je
jedan smer, (a, ¢, b) je drugi (suprotni) smer.

3) Znadi, dok u veéini mnozina postoji neki ,,prirodni red, u mnozinama
(koje se zovu) prava i ravan taj se red uvodi aksiomima I76 (§ 7.3) i IT7 (§ 7.6).

3. 1) MnoZina M je konveksna ako je za svaka dva njena elementa x, y duZ
[x y] sadrZana u M, tj. ¥x, yeM: [x y]=M.
2) Od jednostavnih geometrijskih figura konveksne su: prava, poluravan,
disk i oblast trougla. Medutim, i mnoge druge figure mogu da budu konveksne, na
primer oblast prostog Cetvorougla, prostog mnogougla itd. .

GLAVA vl

SLOZENE RELACIJE (KOMPOZICIJE)*

§ 8.1. PRIMERI I DEFINICIJA

1. Steva je Zoranov otac, a RuZa je Stevina majka. Sta je RuZa Zoranu? —
Mladen je Jelin otac, a Kata je Mladenova majka. Sta je Kata Jeli?
Prvu relaciju prikazujemo
$emom (sl. 8.1):
Nacrtajte sagitalnu Semu
,druge® relacije.

Ako, dakle, posmatramo u
datoj mnoZini ljudi relaciju ...
ima za oca...“ (0) i relaciju
» - - - 1ma za majku . . . < (M), mozZe
se dogoditi da u toj mnoZini postoji Slika 8.1
i relacija ,, ... ima za babu po
ocu ... (B). Na crtezu 8.2 crne -strelice prikazuju relaciju O, zelene pri-
kazuju relaciju M. Prikazite crvenim strelicama relaciju B.

Slika 8.2

Relacija B je sastavljena od relacija O i M. Ona se zove slofena relacija
ili kompozicija relactia O i M i oznatava se ovako

OM=28,

_* Pri pruom Citanju ta se glava moZe izostaviti (,,preskoditi*). Ali samo pri prvom i samo
ako ¢italac nailazi na- te$koce, jer je njen sadrZaj neophodan.
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a Cita: M krug O (,,em krug o). Dakle, Cita se zdesna. nalevo. Mi éemo je Citati i
relacija o posle relacije em“. B=0oM.

2. Posmatrajte mnoZinu 4 koju Cine daci vaseg razreda, mnoZinu B koju
¢ine roditelji vadih daka i mnoZinu C koju ¢ine kuée odnosno stanovi mesta (ili
ulice) u kome (u kojoj) se nalazi va3a 3kola. Sigurno je da veéina vagih daka ima
roditelje i da neki roditelji stanuju u mestu gde se nalazi (vasa) Skola. Tada, ako
dak x ima roditelje ¥, onda se to, kao §to je poznato, zapisuje xRy, ili, §to je isto,
uredeni par (x,y)e R, gde je R=, ...ima za roditelje...“ pa je RcAXB

(od A4 ka B).
Ako roditelji ¥ stanuju u kudi 2, onda imamo:
y8z ili (y, 2) e ScBXC (od B ka C), gde je S=,,...stanuju u (kudi

broj) . . .%, a samim tim i

xTz ili (x, 2)e TecAXC (od 4 ka C), gde T=,dak. .. stanuje u (kuéi
broj) .. .«

Relacija T je sloZena relacija, kompozicija relacija R i § 1 pide se T=80R
(sl. 8.3).

Ili simbolima:
(xe A, yeB, xRy iyS2)o (xTz)..
Sagitalna $ema prikazuje samo neke parove, elemente relacije R, rela-
cije §, relacije T.
Pak x (x e A) ima za roditelje y (y € B), piSe se, dakle, ovako:
xRy, ili y=R(x).
Druga formula se ¢ita i ,,y su roditelji od x*.
Roditelji ¥ imaju stan 2z (z=C), pide se:
ySz ili 2=8(0),
$to se (ono drugo) ¢&ita i ,z je stan (roditelja) y*.
Prema tome, mozemo pisati:
2= S(3)=S(R(x)) =SoR=T(x),
$to ¢itamo: z je relacija S od y, ili relacija S od R od x, ili R krug S (tj. S posle R)
i T od x.
Da bi, dakle, postojala sloZena relacija, moraju postojati parovi (x,y)
i (v, 2). Zajednicki ¢lan tih parova y iSCezava.
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Pocetak strelice slozene relacije SoR je pocetak strelice relacije R, a kraj se
poklapa sa krajem strelice relacije §.

3. Koju relaciju prikazuje strelica &iji je poetak u d a kraj u g, sl. 8.2?
Prikazite na tom crtezu relaciju ,, ... ima za dedu po muajci . . .«

§ 8.2. SPECIJALNI SLUCAJEVI

1) Posmatrajte mnoZinu koju &ine ljudi u vaem selu, ili vaSoj opéstini,

1 u njoj relaciju M=, ...ima za majku...© Polazedi od te relacije, moZe se
konstruisati sloZena relacija:
(1) MoM=, . . .« Iskazite je (pismeno) sami.

(2) MoMoM~=,, .. « Iskazite je.
(3) MoMoMoM= ...« Iskazite je.

U (1) je relacija M sastavljena od same sebe i umesto MoM Zesto se pise
M2, a Cita: M sloZena dvaput. :

R ={1,3)(3,5),(57),(7.9)}

i) 7

BB _(rd ) sa
B={(1,7),(3,0)

R {19), R=0; R &

N

<,

Slika 8.4

U (2) je relacija M sastavijena triput od same sebe i kratko se pise M3,
— I tako dalje.

Prikazite pomocu strelica te relacije.

2) Sema 8.4 prikazuje drugi primer specijalnih slozenih relacija.

§ 8.3. OSOBINE SLOZENIH RELACIJA

1. Moze li biti
Videli smo da je:

MoO=0oM>?

MoO=, x ima za babu po ocu z<,
OoM=x ima za dedu po majci v*.

Dakle: MoO#OoM)
to jest: Slogena relacija nije komutationa.

2. 1) Posmatrajmo: mnozinu A4 stanovnika muskog pola u naSem selu (gradu,
opdtini), mnoZinu F stanovnika Zenskog pola u nagem selu (gradu), mnoZinu T
tadta (u istom mestu) i relacije F=,, ...ima za Jenu ...« (od 4 ka F) i M=
=,, ...ima za majku...« (od F ka T).
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U tom slucaju je:

MoF=, ...ima za taStu...“;
F= ... ima za muZa...“ (reciprona, inverzna relacija relacije
F od F ka 4);

M-= ... ima za kéerku ...« (od T ka F);
FloM-'=  ...ima za zeta...“ (od T ka 4);
(MoF)?=, ...ima za zeta...“

Dakle: (Mo F)1=F-1oM-},

to jest: Inverzna (reciprofna) relacija slofene relacije dveju relacija jednaka je slo-
Senoj relacyi inverzmih relaciia tih relacija uzetih obrnutim redom.

*2) Tu osobinu moZemo pokazati i ovim primerom. Neka je A=B=Cc N
(N je mnoZina prirodnih brojeva). I neka je:

R=, ...ima kao kvadrat...« (od 4 ka B),
to jest: xRy & y=x® [npr. TR49];
S=, ...ima kao trostruki...“.lod B ka C),
to jest: y82 & =3y [npr. 4_9Sl47].
Tada je sloZena relacija SoR definisana ekvivalencijom
xSoRz & bar jedan y e N\(xRy i ySz)
[ako je xSoRy, postoji bar jedan prirodni broj takav da je...]
ili izrazeno algebarski: (y=x%) ,i (2=3y) = a=3x"%
Inverzne relacije jesu: yR7x & x=\/_)_)
[jer R~ oznatava , ...ima za kvadratni koren...“],

28ty <:>y=§

[(§'=,,...ima za tredinu...“ od C ka B.
Prema tome je:
x=/y= \/%@zR—loS‘lx,

Slika 8.5 §to i potvrduje iskazanu osobinu.

3) Graficki je ta osobina otigledna (sl. 8.5).

3. 1) Uzmimo opet relacije:
O=,, ...ima za oca...%, M=, ...ima za majku..
OoM= ... ima za dedu po majci...«

MoQ=, .,.ima za babu po ocu...“
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Kako glasi relacija Mo(OoM), a kako (MoQ)oM?
Nacrtajte sagitalnu $emu pa Cete videti da kraj prve strelice oznalava
majka (mog) dede po majci a kraj druge — mamina baba po ocu.
A to je ista Zena i zato je Mo(OoM) = (MoO)oM.
2) Uzmimo prvi primer prethodne tatke dodajuéi mnoZinu D decaka
1 relaciju O (;,...ima za oca...“):
(1) MoF =,,...ima za tatu...“

Q) (MoF)oO {

I

e za tadtu svog oca ...
.ima za babu po majci. . .«

y o s

.ima za suprugu svog oca. ..«
za majku . ..«

3 vt

3) FoO {

[
5
0

3 ¢t

ima za majku svoje majke .. .“

byt e

.ima za babu po majci. ..«

(4) Mo(Fo0) {

y v

Iz (2) i (4) sledi (MoF)oO=Mo(FoO).

Oba primera [1)-i 2)] pokazuju:

Sastavljamge slogene relacije je asocijativna operacija. 1li: Kompozicija
relacija je asocijativna.

3) PokaZite tu osobinu i pomocu strelica.
4. Posmatrajte bilo koju identi¢nu relaciju, npr.: J={(a,a), (b, b), (¢, )}
i ma koju relaciju: R={(a, b), (a, ), (&, c), (¢, d)}. '
Pokazite grafi¢ki da je RoJ=dJoR=R.

Identi¢na relacija ne menja drugu relaciju (pri kompoziciji). Zato se iden-
ti¢na relacija zove i newtralna relacija.

§ 84. KOMPOZICIJA RELACIJA PARALELNOSTI I PERPENDIKULARNOSTI

1) U § 4.9 utvrdili smo:
(1) teorema 9: A|lBiB||C=4]C;
(2) tatka 8 (3): Al1CiBl1C=4|B;
(3) tacka 8 (2): A|lBiB|C=41C.
Otigledno, to su kompozicije relacija paralelnosti i perpendikularnosti, pa se:
(1) izrazava |jo||=||; (2) izrazava |o | =|; (3) izraZava lo|=] .

Treba primetiti da je kompozicija | i || komutativna, tj. |o|=l|oL.
Zato se kaze (§ 8.3 t. 1) da kompozicija relacija ,,nije komutativna® (nekomutativna),
jer kad ne bi bilo izuzetaka, reklo bi se antikomurativna.

2) Prethodne kompozicije mogu se napisati u obliku (Kelijeve) tabele:
3) Na osnovu te tabele i asocijativnosti (§ 8.3 t. 3) je, npr.:

oL

[1B=]elle]|=1l 1= JoJofofo o] =] TT I

J__3=_L°_L°J_:J_ _]_30_.]_5:?]_0”:“1. L

L= _lololo]o| =1 L]
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Uopdte je:

(1) |[*=||, ma koji bio broj ne N\ {0}.
(2) 1*m=|, gde je 2» ma koji paran broj.
(3) L= |, jer je 2n+1 neparan broj.
(4) Aro|m = I™ V¥n, me N\{0}.

Objadnjenje: 1° znati A{B, B1C, C1D, D]E, E | F ili, krace,
A|B|ICID]E]|F.

§ 8.5. VEZBANJA 1 ZADACI
1. IskaZite, tj. napidite re¢ima, relacije:
(1) (Mo0y~1; (2) (OoM)™t; (3) (MoM)™; (4) (QoO)™.

2. Isto: (1) (000)0; (2) 0o(0o0); (3) (MoM)oM; (4) Mo(MoM); (5) (Qo0)oM;
(6) (Mo0)o0; (T) (MoM)oO; (8) Oo(MoM); (9) (OoM)oQ.

3. Slika 8.6 predstavlja sagitalnu $emu relacije majka. Oznacite je sa M i nacrtajte sagita]:nu
Semu relacije: (1) M2; (2) M3; (3) M*; (4) M® (za svaku relaciju upotrebite pisaljku druge boje).

Slika 8.6

4. U mnozini A={a, b, ¢} date su relacije:
R={(a) b), (b, @), (¢, C)} iS= {(ax ), (b, ©), (¢, a)}

Nacrtajte pomocu strelica SoR i RS (R crnom, § zelenom, a kompozicije crvenom:
pisaljkom).

5. U mnozini {0,1,2,3,4,5, 6,8, 10, 12} data je relacija R={(0,0), (1,2), (2,4),
@3, 6), (4, 8), (5, 10), (6, 12)}. Izratunajte R* i R®. Nacrtajte pjihove Seme. (Mozete i obrnuto:
prvo $eme pa posle grafove.) )
6. U {7, 12, 14, 49} data je relacija <. Izralunajte <? i <? Nacrtajte i Seme.
7. U {a,b,¢c, d, e,f,'g} data je relacija:
R= {(a: ), (&, ¢), (¢, d)s d, &), (e, f)» ) g)}

Napigite R i izradunajte R~ToR.

8. U {a,b,c,d, e} data je C={(a; b), (b, ), (¢, d), (d; &), (¢, a)}. Nacrtajte njenu sagi-
talnu $emu, 2 zatim i $emu relacije: C2?; C*; C'; C%; C*.

9. Pokazite da je: (M)3= (M® —lzratunajte M~®,
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10 [3offo J%0|fo |70 |7 =

11. 1) Neka je A||B, B C, C|D, DIE, E1F, F1G, G1H, HIK, KI|X, XY, YlZ. -
Nacrtajte neposredno u ravni J7 (tj. na listu hartije) prave: (1) 41D;2) A1 Z; (3) CiY.
2) Neka je A1 B 1 C| D. Sastavite odgovarajuéu Kelijevu tabelu.

12. Neka je (a, b, ¢, d) Cetvorougao, Njegova konsekutivna temena definisana su cikli¢kom
relacijom {(a, &), (4, ¢), (¢, d), (d, @)}. Uvedimo relacije:

R = teme . .. zamenjuje se konsekutivnim temenom . . .
S = teme . . . zamenjuje se naspramnim temenom . . .

PokaZite grafi¢ki da je SoR=RoS.

Rezime

1. 1) Kompozicija dveju relacija je operacija kojom se iz dve relacije dobija
treéa. Rezultat je sloena relacija datih relacija:

(3> 8)o(x, ¥) = (x, 2).
2) SoR prvo R pa posle § (,er krug es«).

Slika 8.7

2. Osobine: (1} SoR+#R-S;
(2) Ro(SoT)=(Ro8)oT=RoSoT;

(3) (SeR)™=-R7o87; ofn|L]
(4) CoC1=J. R
3. Kompoziciju paralelnosti i normalnosti daje Kelijeva tabela: _J- | L | l ‘



GLAVA IX

FUNKCIJE

§ 9.1. PRIMERI, DEFINICIJE, SIMBOLI
/
1. 1) Crtez 8.6 predstavlja sagitalnu $emu relacije ,, /.’ ima za majku .
u datoj mnozini E osoba. ;
Koliko strelica polazi iz jedne odredene tacke" Zansto> Moze li jedno
lice da ima vi§e majki?
Iz nekih tataka ne polazi strelica. Zasto? /(Majka one osobe koju
predstavlja takva tatka nije element mnozine E.)

2) Nacrtajte sagitalnu $emu relacije: :
(1) ,,...ima za oca...“ u
mnozini B; _
(2) ,, ... ima za dedu po
ocu . ..* u mnozini D;
(3) ciklicku relaciju u mno-
zini C={a, b, ¢, d}.’
3) Sta predstavlja crtez 9.1?
To je sagitalna ¥ema relacije:

R=1{(a,2), (b,3), (&, 1), (d,4), (e D}
Stika 9.1 od A4 ka B.*

4) Mnozinu drzava: Bugarska, Jugoslavija, Madarska, Poljska, Sovjetski
Savez, Turska mozemo zapisati ovako: Z={B, 1, w, =, o, T}.

Mnozinu gradova: Ankara, Beograd, Crikvenica, Dubrovnik, Edinburg,
Fo¢a, Grac, Hanoj, Kazan, Lenjingrad, Moskva, Nirnberg, PeSta, Rim, Sofija,
Teheran, Upsala, Var$ava, moZemo zapisati ovako:

G= {a> b) G d> e:f: &> h: k: l: M, 1y Py Ty S5 L U, 7)}~

Nacrtajte sagitalnu $emu relacije ,, . .. ima za glavni grad ...“ od mno-
Zine Z ka mnozini G.

5) Neka j je E mnozina uéenika vaseg odeljenja, a F mnozina ulica u kojima
stanuju ti uéenici. Napidite graf a zatim nacrtajte sagitalnu Semu (ili obrnuto,
prvo-$emu pa graf) relacije: ,, ...stanuje u...“ od E ka F.

6) Neka je K mnozina svxh Zena koje rade u istoj 3koli (ustanovi), a M
mnozina muskaraca koji stanuju u istom mestu. Napi$ite graf i nacrtajte Semy
relacije ,,...ima za muza...“ od K ka M.

* Posle ¢emo to preciznije reci.
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Sta je karakteristiéno za sve navedene relacije?
Iz svake polazne tacke izlaz:i najvife jedna strelica. /

To je karakteristi¢no. Da 1i strelica dolazi u elemem: 1ste mnozine [primeri
pod 1) i 2)] ili u element druge mnozine [primeri 3), 4) i 5)] i da li u dolaznu tatku
dolazi jedna ili viSe strelica — zasad nije bitno.

Svaka takva relacija zove se funkcija.

Definicija. — Ako iz svake polazne talke sagzlalne Seme polazi najuvise
jedna strelica, relacija se zove funkcija. .

2. Funkcija se oznatava najée$ée slovom f1 to ovako (sl. 9.1):

2=f(a) [Citaj: f(ef) od a.]

4=f(d) [Citaj: f od 4.]

I1=f(c) [Citaj: f od ¢.]

Il (sl. 4f, Uputstava):

b=f() [Citaj: f(ef) od &.]

a=f(x) [Citaj: f od = (tau).]

m=f(s) [Citaj: f od o (sigma).]

Na slican nalin pi8e se (sl. 41, Uputstava):

fD)={f(x) 1 xe Z},

. §to ¢itamo: f od Z jednako mnozZini &iji su elementi f(x), pri ¢emu x pripada mno-

zini Z (tj., u navedenom primeru, x je jedna od nabrojanih drZava).

Isto tako (sl. 9.1): f(A)={f(x) | x e 4]}.

Ali, t svako drugo slovo se moze upotrebiti, npr. g, A, 1, 5, . . ., saNO se
u zagradi uvek mora napisati odgovarajuci objekt: g(x), A(y), A(M), ...

3. Uopste, ako su 4 i B dve mnoZine (pri ¢emu je vrlo ¢esto A=B), mno-
zina 4 x B dobiva se na nadin pokazan u § 3.2, t. 2 i'3 (A X B je, dakle, mnozZina
uredenih parova. Prvi ¢lan svakog od tih parova je element mnozZine 4, drugi ¢lan
je element mnozine B.) ,,Svaka“ podmnozina (,svaki“ deo) mnoZine 4 X B zove se
relacija od polazne mnozine A ka dolaznoj mnoZini B. Ona od tih relacija koja ne
sadrZi dva para (ili vise parova) sa istim prvim Elanom zove se funkcija.

Drugim re¢ima (definicija na kraju t. 1), ako 1z svakog elementa polazne
mnozine izlazi najviSe jedna strelica, relacija se zove funkcija.
Prema ovom peslednjem, funkceija je ono §to oznafava svaka strelica ako
iz jedne tacke izlazi samo jedna strelica.
Ali se mozZe dogoditi:
(1) da je svaki element polazne mnoZine A prvi ¢élan jednog elementa
relacije, tj. da iz svakog elementa mnoZine A izlazi jedna strelica [primeri 3),
41 9]
(2) da su neki elementi polazne mnoZine slobodni, tj. da iz nekih ele-
menata, tacaka polazne mnozine ne izlazi strelica [primeri 1), 2) i 6)].
U slucaju (2) relacija se zove funkcija od mnozine A ka mnoZini B ili,
kratko, fumkcija.
U sludaju (l) relacija se zove funkcija mnoZine A u mnoZini B ili aplzkacz]a
mnofine A na mnoZinu B,
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Sve tacke polazne mnoZine iz kojih polazi po jedna strelica &ine defini-
ctonu mnoZinu funkcije. U slu¢aju (2) kaze se da funkcija nije definisana za one
elemente mnozine 4 koji se ne pojavijuju kao ¢lanovi parova grafa funkcije, tj.
za one elemente iz kojih polazi nula strelica.

Mi ¢emo ispitivati uglavnom funkcije (1), tj. aplikacije [primeri 3), 4),
5)]. Tada se najce$¢e pise:

f:A—B.

Mnozina 4 zove se 1 oblast funkcije f, a kraj strelice, tj. element u kome se
ona zavr$ava, zove se slika elementa iz kojeg strelica polazi (izlazi).

Slike svih elemenata A (u slu¢aju aplikacije). ¢ine sliku mnofine A u mno-
z3ini B (npr. {a, b, m, p, 5, v}, sl. 41, Uputstava, je slika mnoZine Z u G). Zato se
i kaze: Mnozina A se preslikava na mnozinu B. (Aplikacija mnozZine 4 na mno-
zinu B je preslikavanje mnoZine A na mnozinu B.)

4. Da 1i je relacija O~ u mnozini koju ¢ine ljudi naSe opStine, republike,
"~ reciprotna relacija relacije O ,,...ima za oca ..., funkcijai zadto?

5. Relacija R je funkeija tada, i samo tada, ako skika R(x) ma kog elementa x
Je singleton ili prazna mnofina.

§ 9.2. VREDNOST FUNKCIJE

1) Prema prethodnom (svaka) fumkcija je mnosina wredenth parova,

na primer:
P f={(a @), (8 B), (v, 0 (5, B},
¢ija je sagitalna Sema:

(1) Slika 9.2 (2)

Rekli smo da se, u ovom sluéaju, a pie i ovako f(a), tj.: a=f(a).
Isto tako je: b=f(8)=f(8), c=f(y).

Zato se crtez 9.2 moze zameniti ovim:
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Objekt f(a) zove se > vrednost funkcije f u tadki o (ili za element o). To je
uswarie. 77

Objekt f(B) zove se wrednost funkcije f u tadki B (ili vrednost funkcije #
za element B). I tako dalje. i

. Prema tome, moZemo napisati:

f={(a, (@), (B fB), (v, f»))s (8, F(3)}

_ 2) Ako ma koji polazni element funkcije f ozna¢imo slovom x, onda
f(x) je wrednost fumkcije f u tacki x (za element x).

. Ako s.l_ovo'm y oznacimo vrednost funkcije f u taki x, onda je y=f(x),
gde je x ma koji polazni element, a y odgovarajuéi dolazni element (v je kraj strelice

Ciji je pocetak x).

3) Neka f oznalava funkciju ..ima za glavni grad...«

»

(1) Dovrdite: f(Austrija) = 3 f(Japan) = 3
f(Engleska) = ;5 f(Rumunija) =
(2) Rim, Pariz, Kairo, Adis Abeba su vrednosti funkcije f. Napisite to.
4) Relacija h=,, ... nalazi se u (drZavi)...“ definife funkciju u svakom

- gradu, tj. u svakoj tacki koja oznadava grad, u svakom elementu mnoZine gradova G.

Napisite tu ﬁmkciju za Zagreb, Milano, Lenjingrad, Njujork, Novi Sad, Brisel,
Volgorod, Firencu, Split, Odesu, Tuluzu, Harkov, Cikago, Teheran.
Nacrtajte i sagitalnu Semu.

5) Oznatimo sa f funkciju: x > x+3, xe N.
(D Izraéunajte; f(3); AIT); £(995); £(100000).
(2) 3ta je slika nule?
(3) Na koji broj preslikava f broj: 1; 13; 90; 02
(4) Koji broj preslikava f na: 8; 41; 5; 99?
(5) fa)=73. Izralunajte a.
(6) Neka je p prirodni broj. Izratunajte: f(p+3); f(3p).
6) Neka g oznatava funkciju ,,...ima za trostruki...s
(1) Sta je slika broja 7 u toj funkciji ?
(2) Izratunajte broj &ija je slika 18.
(3) glw)=111. Izratunajte u.
(4) Na koji broj preslikava g nulu?
(5) Dato je: g(x)=x. Sta je x?
7) Funkcija s oznadava: w—z'z, ze N (-= x).
(1) Izratunajte: s(5); s(11); s(1); s(0).
(2) Sta se preslikava u: 16; 49; 100?
(3) Izratunajte s(2u). (4) s(7x)=
(5) s(a)=281. Izratunajte a. .
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§ 9.3. VAZNE DOPUNSKE NAPOMENE

-1. Iz definicije funkcije neposredno sledi: . /

(mydef i (my)ef=3=n
Iskazite re¢ima tu implikaciju (teoremu) i obrazloZite je.

2. Obratite paznju na ono §to je receno pod 1) i 2) prethodnog §. Na osnovu
toga svaki uredeni par funkcije moZe se zapisati u obliku (x, f(x)). f(x) se &ita
,ef od iks®, a kaZe se i: funkcija f preslikava x na f(x).

Ako je re¢ o aplikaciji mnozine 4 na mnoZinu B (§ 9.1, t. 3), onda, kako je
veé reteno (§ 9.1, t. 2), f(A) oznalava mnofinu shka elemenata mnoZine 4. Mno-

sina f(4) je deo mnozine B, tj. {4)<B. Seme 9.2 i 9.3 pokazuju da moie biti i
f(A)=B. Taj sludaj se &esto pojavljuje i mi ¢emo ga posebno ispitati.

4~ 3. Sta je f(4) kad je 4 singletori?
- 4. Sta je f(A4) kad je A prazna mnoZina?

5. 8ta oznatava: (1) f={(x, ») |y=f (x)};
(2) f:{(x)y) | x € 4, y=f(x)};
(3 f={(x»» IxeN, y=f(x)}?

vy 6. Ako su vrednosti funkcije u tatkama mnoZine 4 ponovo elementi mno-
“sine A, funkcija se zove i transformacija mnodine A. Prema tome:

f: A > A moZe se izraziti na tri nacina:
f: A — A je funkcija mnozZine 4 u A4; '
f: A — A je aplikacija mnozine 4 na 4;
fiA—Aje tra_nsformaeija mnozine A.

4

§ 9.4. KOMPOZICIJA FUNKCHA

1. Ako je f funkcija mnoZine 4 u B, a g funkcija mnozine B /I/C, onda je

gof funkcija mnozine 4 u C. /
Drugim re¢ima, ako su f i ¢ funkcije, onda i gof je funkcija.
Grafi¢ki se to prikazuje ov:ﬁm (sl 9.4):
Kompozicija funkcija ima/sve osobine kom-

b
S pozicije relacija, pa gof oznaéava//da treba primeniti
/, a zatim na dobijeni rezultat g. Prema tome je:
c b=fla), c=g() c=g(f(@), c=(g°)(@).
Slika 9.4 Takve formule smo ve¢ imali (§ 8.1).

2. Neka je f funkcija ,, . . . ima kao dvostruki. .., $to oznatavamo i ovako
f:x — 2x. Neka je g funkcija g: y - y+5. .
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1) Izralunajte:
(1) /(2), 1(3), £(5), (8), £(13), &(4), £(10), &(7);
(2) (8°/)(2); (8°1)3); (go)(5), (fo£)(2), (fog)(3); (fog)(5).
2) Dovrsite:
(1) fof: x— ...
) fofof: x— ...

3. Date su funkcije: -

(3) gog: x — ...
(4) fogogofog: x— ...

fr x> xox=x?% . ‘g: x > x+5, h: x> 2x.
Tada je gof: x — x2+4-5; fog=(x+45)?; hof=2x"
1) Napisite: th;/hOg; goh; hogof; fogoh; hofogohofog.

2) Izralunajte vrednosti tih funkcija u (ili za) 0, 1, 2, 3, 5.
/ .

-

§ 9.5. SPECI]AL‘NE FUNKCIJE

1. 1) Funkcija se zove aplikacija mnozine 4 na n;/noiinu B (§ 9.1), ako iz
svake tatke mnozZine 4 polazi strelica, tj. ako se definiciona mnoZina poklapa sa

polaznom mnoZinom. /
Jedan lep primer aplikacije jeste: /

Zamislimo da jedan Covek Seta po parkingfp/)lacu i odreduje marku svakog
parkiranog automobila. Time je definisana funkcija f: ,,...ima za marku . ..“
(ili ... je marke . ..), jer svaki automobil nosi samo jednu marku (, zastava®, , fiat,
Htaunuse, .. ). ,,/

Ta funkcija definisana je u mnozini P/parkiranih automobila. (P je oblast,
domen funkcije f.) Svi drugi &lanovi uredenih parova, tj. svi krajevi strelica, pri-
padaju mnoZini M koju ¢ine sve automobilﬁke marke. Dakle, iz svakog elementa
mnoZine P polazi strelica &iji je kraj u mng2ini M, a to je funkcija mnoZine P u
mnozini M ili aplikaciia P na M, i to se’ kratko oznadava: f: P> M.

2 »

Nacrtajte sagitalnu $emu.

2) U prodavnici ima raznih ar;ikala ; oni &¢ine mnozinu 4. Svakom artiklu
je odredena cena ¢ u dinarima. Je li to aplikacija? Sta je ta mnozina B? Sta je

c(a), c(b), c(p)? .

3) Funkcija x - x+47 je apf' aclja f u mnoZini N, tj. f: N— N, jer ma
koji prirodni broj uotili, uvek postoji prirodni broj ve¢i od njega za 7.

(1) Izracunajte: f(0), f(73), S, £(99), f(1000).

(2) Je li f* funkcija? Jeste, ali ona nije definisana za svaki prirodni
broj. Zaista f1=x — x—7 [jer je'sad data f(x) pa se trazi x, npr. f(x)=13, x=6,
a f(x)=3 ne odreduje x (zasad)].

Prema tome da li je f~! aplikacija?
(3) Neka je f: x—~{7,8,9,10,...}. Tadaje f: {7, 8,9, 10,...} >
— {0, 1,2,3,...}, pa je f! aplikacija.
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2. 1) Sagitalna $ema aplikacije definisane u parking-placu izgleda ovako:

Slika 9.5

(1) IskaZite retima (napisite) kakva je situacija u parking-placu.

Ali, moguce su i ove situacije:

Slika 9.7 Slika 9.8

(2) Izrazite re¢ima (napisite) svaku od tih moguénosti.
2) Svaki od crteza 9.6,9.7 (ili 9.5), 9.8 je sagitalna 3ema jedne specijalne

aplikacije: o
P Aplikacija prikazana Semom 9.6 zove se aplikacija na (P na M).

Aplikacija prikazana $emom 9.7 zove s€ aplikacija u (P u M).
Aplikacija prikazana Semom 9.8 zove se obostrana aplikacija 1li biZekcija.
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Prema tome:

Definicija 1. — Apkkacija f: A B zove se aplikacija A na B tada, 1 samo
tada, kad u svaku talku dolazne mnoZine B dolazi najmanje jedna strelica.

Definicija 2. — Aplikacija f: A —B zove se aplikacija A u B tada, i samo
tada, kad u svaku talku mnozine B dolazi najviSe jedna strelica.

Definicija 3. — Aplikacyja f: A—>B zove se obostrana ili bisekcija tada,
1 samo tada, ako u svaku talku mnosine B dolazi jedna, i samo jedna strelica.

NajéedCe i najvise se primenjuje bizekcija. Zato ¢emo je definisati i ovako:
Definicija 4. — Relacija f je biZekcija f: A—>B ako:
(1) sve strelice relacije polaze iz A 1 dolaze u B;

(2) 12z svake tacke mnosine A polazi jedna, 1 samo jedna, strelica relacije f;

(3) u svaku tatku mnogine B dolazi jedna, 1 samo jedna, strelica relacije f.

U sluéaju bizekcije A—B kazemo i da izmedu elemenata mnozina 4 1 B
postoji uzajamna jednoznacna i biunivoka korespondencija = svakom elementu
mnozine A odgovara element mnozine B i
obrnyto (svakom elementu mnozine B od-
govara element mnoZine A) [sl. 9.8(1)).

A={a,b
3. 1) Cervoro igraju sa 52 karte. Ima li tu 1K
aplikacije, kad, u kom momentu i koje je vrste? Koja B={O, D,A) - B={
je mnoZina polazna a koja je dolazpa?

2) Staje relacija ... ima kao kvadrat . . .« Slika 9.8(1)
u mnoZini N (prirodnih brojeva)?

i 3) Neka je Ny mnoZina kvadrata prirodnih brojeva, tj. Nx={0, 1,4, 9, 16, .. .}. Kako se
zove N — Ni? .

4) Neka je K mnozina koju &ne daci vaeg razreda, a P mnoZina pjihovih prezimena.
Posmatrajte funkciju f koja preslikava svakog daka na njegovo prezime.

(1) Kad je f: K — P biZekcija? MoZe li da ta aplikacija bude: K na P; K u P?
(2) Neka je ¢ jedan od daka. Sta je f(r)?

(3) Staje f~: P—> K?

(Vidi i § 9.7, ©. 5.)

5) Neka je K mnoZina daka valeg razreda, a P mnoZina prezimena daka vae $kole.
Koje je vrste aplikacija p: K — P; x — p(x)?

Moze li ona da bude biZekcija?

6) Posmatrajmo relaciju f: ...ima za Zenu...“ od mnoZine M oZenjenih ljudi u
Jugoslaviji ka mnozini F udatih Zena u Jugoslaviji. Da li je f aplikacija i za$to? Ako jeste, koji je
njen posebni naziv?

7) Sta je: f: N-»2N: x— 2x?

8) Neka je 4={a, b, ¢, d}, B={7}. Kako se zove:

h: A AXB, tj. A—>AXx7: x> (x,7)?

. 4. Neka je f bidekcija A — B, a g bisekcija B— C. Sta je gof?
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§ 9.6. NEKE TRANSFORMACIJE RAVNI n
1. Rekli smo (§ 9.3) da se aplikacija 4—4 zove i transformacija mnozine 4.
Otuda:
Definicija. — Transformacija ravni IT je aplikacija I1—>11.

Znaéi, ako je f ma koja transformacija ravni I1, iz svake tatke ravni I7
izlazi jedna, i samo jedna, strelica. A kako je ravan beskona¢na mnoZina tacaka,
nije mogude nacrtati sve tacke pa, dakle,

ni sve strelice. Sagitalna Sema 9.9 pri-
# kazuje samo nekoliko strelica transformacije
P ¢ ) .
y=tu f ravni IT

)
2. 1) Neka c e IT. Ako iz svake tatke
ravni I7 izlazi strelica koja dolazi (ulazi) u

) 5 u=f(v) tacku ¢, imamo komstaninu transformaciju
Slika 9. ravni 17 (sl 9.10).

Simbolima se to izrazava: ¢ [T — Il x—>c.
Tacka ¢ je, dakle, slika svake tacke ravni:
vV xell: cp(x)=c,
pa je ta transformacija jedna aplikacija na.

2) Nekasuaib dve tatke ravni, tj. a, b € I1. Neka su api by dve konstantne
transformacije ravni /1. Sta je agobp?

Slika 9.10 Slika 9.11

Napisana kompozicija zna&i da treba izvréiti prvo transformaciju bﬂ (sl.
9.11), pa na nju primeniti ay. Medutim, kako svaka strelica transformacije b
ulazi u b, a ag (¥)=a, to je agobg=a.

To jest, ¥ x:(agobp)(x)=an (bn(x))zan (b)=a.

Kompozicija dveju konstantnih trans- )
formacija je, dakle, druga rransformacija. Q g Q Q Q Q g

3) Neka a€ I1 i neka je D neprazni deo’ 9 Q Q Q
ravni II. Sta je slika dela D u transformaciji a;? Q g
transformi$e u samu sebe, imamo identilnu g
transformacyju (sl. 9.12). _ Slika 9.12

g
3. 1) Ako se svaka tacka ravni IT 9 QQ Q Q QQQ
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Ona se najce$ée oznacava sa 1y, dakle:
Vxell: 1g(x)=x. Ili: 1. II-IT: x—x.
Identi¢na transformacija je jedna biZekcija.

2) Neka je f ma _kakva transformacija ravni I1. 8ta je folp, a $ta je 1g0f?
Sagiralne Seme (sl. 9.13) pokazuju da je folg=Ilpof=f.
3) Ako je fof=1p, onda je f=f-1. Zaista:

f je ma koja transformacija ravni. fof moze biti iden- fec)
ti¢na transformacija samo ako je f takva da se njena f n
strelica vraca u istu ta¢ku (sl. 9.14), tj. ako je f=f~1 ' t
. . 1
4. 1) Ako su P i A dve prave koje se seku, n E 2
onda, na osnovu aksioma Euklida, svaka tacka x Slika 9.13

ravni 1 pripada jednoj, i samo jednoj, pravi X]|A4.

o Kako A sete P, to i X see P. Tacka u kojoj X sefe P zove se paralelna
projekcija tacke x na P za pravac (A) i oznalava se p(x).

X
A
R
t / /

ﬂ Pix) P
f.f > / / ,

Slika 9.14 Slika 9.15

Dakle, PnX={p(x)}.

. 'Time je definisana jedna transformacija ravni /1. Ona se zove paralelna
projekcija:

A/ | :
- z e a=p(a)
' C=Pe=Pic) P
' P(u)=P(v) =Pt) =P(z)=2
3 .

Slika 9.16

Paralelnu projekciju ravni II na P za pravac (4) oznalavatemo sa p.
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3) Zadto je pop=p? ' y
3) Odredite slike pravih A, B, C, D, E u paralelnoj projekeijt p. !

7 / z

Slika 9.17

4y Odredite slike duzi E, F, G, H i kruZnice K u transformaciii p.

S '
7 _

p
K

Slika 9.18

5. Uotite du? [ab] prave P i odredite najvei deo ravni koji se, transformacijom p, trans-
formise u [ab].

6. Posmatrajmo dve ma koje orijentisane prave 4 i B koje seku pravu D
neka je p paralelna projekcija na 4 za pravac (D).

Moramo razlikovati dva slucaja: A||B i 4+ B.

U slu¢aju 4| B ,nacrtajmo“ dve proizvoline prave X, Y||D. Neka je
XnB={x}, YnB={y}, XnA={p(x)}, YnAd={p(y)}. Moguca su dva pod-
sluéaja:

(1) x<y = p(x)<p(y).
(2) x<y = p(y)<p(x).

1L 2y
// /A g-/// |
/ /(p;c) [ply) / 4:2(? /Py)

Slika 9.19
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I zato kazemo: U podsluaju (1) projekcija je rastuca, tj. poredak (red)
ostaje nepromenjen. U podslucaju (2) projekcija je opadajuca, tj. poredak (red)
se igurne.

Za prave A i B kazemo da su: u (1) istog smera (isto orijentisane), u (2)
suprotnog smera (suprotno orijentisane).

U sluéaju A+ B neka je AnB={o}. Tatka o odreduje zatvorene polu-
prave A,, 4, prave A i B;, B, prave B. Orijentidimo 4 i B kao 4, i B, i nacrtajmo
proizvoljne prave X, Y|D.

I ovde moramo razlikovati dva podslucaja.

(1) x<y = p(x)<p(y); projekcija je rastuca, tj. red ostaje nepromenjen.
(2) x<y = p(y)<p(x); projekcija je opadajuca, red je izvrnut.

Sliika 9.20

Na osnovu tih intuitivnih rezultata uvodimo:

Aksiom II 10. — Ako orijentisane prave A i B seku pravu D, paralelna
projekcija prave B na A za pravac (D) je rastuéa, tj. zadrZava poredak (red):

Vx,ye B, x<y= plx)<p(y),
tli opadajuca, tj. menja poredak (red):
Vx,ye B, x<y = p(y)<p(x).

7. 1) Sada moZemo da rigorozno definiSemo pojam poluravar (koji smo
ranije intuitivno uveli).
Neka su prave 4 i B paralelne i orijentisane

u istom smeru i neka je D njihova seCica. Ako za- X/x D/z Y/,#
drzimo prethodne simbole, imamo (sl. 9.21): B
x<z<y = p(x)<p(z)<p(y) /

Toe [P [P A

§to krace zapisujemo x<D<y,
pa moZemo uvesti sledecu definiciju:
Prava D deli ravan II na dva dela:
I ={xell|x<D}, II,={yell,| y>D}

koji se zovu poluravni.

Simbole moZemo C¢itati: I, je mnozina tataka ravni IT levo“ od D,
a I, je mnoZina taCaka ravni JI , desno“ od D,

Slika 9.21
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Podsetimo da se D zove tvica poluravni I1; i IT,; DuIl, i DuUll, su
zatvorene poluravni, a {II,, D, II,} je jedna parscija ravni IT.

2) Duz [ab] moZe da se nalazi, u odnosu na ivicu poluravni, u tri
polozaja (sl. 9.22): . .
(D) a,belli=labl<1]}; :l Tacke a i b nalaze

se sa iste strane
(2) a,belly=y[ab]=1l,; | prave D,

(3) aell, bell,=]ab[nD={z}. Tatke a

i b nalaze se s raznih strana prave D; ili D raz-
dvaja a 1 b.

To pokazuje da su poluravni konveksne

ika 9.22 .- .
Slika 9 mnozine. Otuda dva aksioma:
Aksiom IT 11. — Swvaka (orvorena ili zatvorena) poluravan je konveksna
mnoginag. . _
Aksiom I1 12. — Otrvorent interval ab[ sefe pravu D tada i samo tada

ako se a 1 b nalaze s razmh strana prave D.

8. Neka tacke a, b, ¢, d odreduju paralelogram (sl. 9.23). Orijenti§imo prave
ab i dc, npr. a<b, c>d, i prave ad i bc, npr. a<<d, b<c. Tada prava bd odreduje
dve otvorene poluravni I1, i II,. Na osnovu pret-
hodne tacke 7.1 je:

a<b, a>d = a<bd = aell;
c>b, ¢>d = de>bd = c e ll,.

Znali, prava bd razdvaja a i ¢, pa (na
osnovu aksioma /7 10) dijagonala Jac[ sece bd, tj.
Jac[n1bd[= {o}. Dakle:

Teorema. — Dijagonale paralelograma se seku.

Slika 9.23

§ 9.7. VEZBANJA I ZADACI

1. Neka je S mnoZina nalih socijalistitkih republika, G muoZina nalih gradova. Da L
je f, ...ima za glavni grad . . . funkcija i koje je njeno posebno ime. Nacrtajte sagitalnu Semu.
Napisite jednakosti: f (SR Makedonija) = ; f(SR Crna Gora) = 5 itd.

" 2. Koja od slede¢ih sagitalnih 3ema definiSe funkciju i zato?

Slkika 9.24
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3. Nacrtajte sagitalnu $emu i odredite definicionu mnoZinu i mnoZinu slika funkcije:.
() f={0, 1), (1, D, 2, 0)}; @) f={0, 1,2 1), 3, 1), 4, 2), (5, 3};
3) f={(x, M | xeN, y=x>+1}; @ f={G,») |xe N, y=x+1};
(5) f={(x,3) | xe N\ {0}, y=x>—1}. '
) 4. Neka je H mnoZina ljudskih bi¢a. Da li je funkcija i koja:
(1) relacija , .. .ima za majku...<;
(2) relacija ,...ima za sestru...«?

5. Neka je / munozina imena udenika vafeg odeljenja, a P imena njihovih prezimena.
Da li je f: 1 » P funkcija? A f~'? ObrazloZite i jedno i drugo.
6. A={1,3,5,7,9, 11}. Sastavite B tako da bude g: A - B, ali da i g~* bude aplikacija,

T ‘Neka je A={1,2,3,4,5,6, 7. Nacrtajte sagitalnu 3emu transformacije 4 —» 4
tako da i f~ bude transformacija. NapiSite graf f={.. .} i graf f?={...}.
/841) Neka je f: N— N: x— 2.
" Nacrtajte sagitalau Semu funkcije f za x <10 i napiite graf f={...}.
2) Neka je g: N— N: y—-y-y-y (tj. »*). Dalje kao pod 1).
3) Nekaje /i N N:ix—>x?;, g: N> N:y»>3y5%h: N> N: z > 22422,
Resite jednakosti: (1) f(x)=400; (2) g(»)=512; (3) f(x)=900; (4) g(»)=729;
(5) f(x)=169; (6)8(y)=27000; (7) f(x)=10000; (8) g(y)=343000; (9) g(»)=125000; (10) g(y)=
=1000000; (11) A(z)=0; (12) h(z)=35; (13) A(z)=8; (14) h(2)=63; (15) h(z)=99.
\‘9_., 1) Neka je f: N - N: x — 7x. Izratunajte: f(2); f{3}; f(3,4}; fN; f2N.
Odgovori: f()=7-2=14; f{3}={7-3y={21}; F3,4}={21,28); fN=TN=
={7,14,21,...}; f2N={14,28,42,.. -
2) Sta moZete reéi o f~1?

10. Neka je g: N N: x — 6x+ 7. Izratunajte: g(0); g{3}; £{2,3,5}; gN.
11. Neka je f: N— N: x — x+1. Sta je h(2N)?

12. 1) U svima slede¢im relacijama polazna ranoZina je {0, 1, 2, 3}. Nacrtajte njihove
sagitalne Seme i odredite koja je (od tih relacija) funkcija:
S={00,1),(1,2),(2,3), 3,0} £={0,3,01,0), 2, D, (G, 2};
h={(1, 0), (0, 1, (2, 1), (3, 0)}; s={(1, 0), (0, 1), (1, 2), (0, 3)}.
2) fus; gnh; fOh.
13. Da li su uvek fug i fng funkcije, ako su f i g funkcije? Sastavite primere.
14 1) Relacija ¢ ,...ima za trostruki...®“ je aplikacija 1: N — N.
2) Je li ona biZekeija? A t: N— 3N: x —» 3x?
3) Definigite s: 3N — N.
4) Uopite, §ta je o: N — kN (k=1,2,3,.. )uN—> N?
"15. 1) Imenujte ove specijalne aplikacije:
f: N— 2N: x — 2x; g1 2N — N6: x — 3x.
2) Staje gof: N> 6N: x — (Dovrsite.)
16. Date su bizekcije:
h g: N> 2N: x— 2x
h: N> 4N: x — 4x

17. Neka je A={a, b, c,d, ¢} i f={(a, ¢), (¢, ), (b, d), (d, a), (¢, ©)}. Da li je f funkcija
i ako jeste koje je njeno specijalno ime?

} Jzradunajte gokohog.
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_18'." Neka je 4={1,2,3,4,5} i f: x> f(x)=x—1, x5£1, f(1)=5.
Ve Nacrtajte sagitalnu 3emu f. Sta mozZete reéi o njoj, a §ta o f~*?

19. 1) Neka neN. Oznalimo sa u () cifru jedinica broja n napisanog u dekadnom sistermu
brojanja. Kako se zove funkcija

u: N—{0,1,2,3,4,56,7,8,9)?
2) wtou {7y=1,17, 27,37, ..., 547,.. .=10N+7.
20. Neka je f: N> N: x> x+5; g: N> N: x »>5x.

(@) Tzratunajte: f(g0)); f(e(2); f(g(100)); (fo@)(5); (fo)3); (gofH(M; fle@);
£(f(a@)).

21. Data su dva zatvorena intervala (dve du?i) [ab] i [cd]. Definidite biZekciju izmedu
njihovih tagaka.

Rezime
1. 1) Relacija f je funkcija mnoZine 4 ka mnoZini B, ako iz svakog elementa
mno¥ine A izlazi najviSe jedna strelica koja dolazi u B.
e ‘ 2) Inverzna (recipro¢na) relacija f~' nije uvek funkcija.
3) f={(x,3) | xe 4, y=f(x)} je graf funkcije definisane u mnozini A
2. D) Funkcua f zove se aplikacija mnoZine 4 na mnoZinu B, ako iz svakog
elementa mnoZine A izlazi strelica koja dolazi u B.
2) U sludaju aplikacije:
f(A)= slika mnozZine A ,izazvana“ funkcijom f.

f(A)={f@)|acAd}; [f(A)<=Bili f(A)<B.

3. Funkcija aplikacija AraB w
bizekcija @9
Slika 9.25

4. Osobine:
. 1) f~lof je identi¢na relacija = ekvivalencija u 4.
~ 2) Kompozicija dveju funkcija: gof(x)=g(f(x)).
.. 3) Komporzicija dveju bizekcija je biZekcija.

5. 1) Transformacija mnozine 4 je aplikacija mnoZine 4 u 4.
2) Transformacija ravni II:
(1) konstantna cg: V¥ x € Il cplx)=c;
(2) identitna 15V xell: Ip(x)=x;
(3) paralelna projekcija p: IT—-P: x—p(x).
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Dodatak 1
RELACIJE I FUNKCIJE

1. 1) Par {a, b}=1{b, a} je mnozina (skup).

2) Uredeni par (a, b)7(b, @) nije mnoZina; a i b zovu se Clanovi ure-
denog para.
3) (a, b)z(c, d) samo ako je a=c¢, b=d.

2. 1) Neka su date mnoZine: E={a, b, ¢, d, e}, F={p, ¢, 7}.

Od njihovih elemenata se na odredeni nadin (§ 3.2, t. 3) mogu sastaviti
uredeni parovi:

(@ p), (a, q), (a,7)
&, v (&, 9), (b>- 7)

(e, ) (6 Qs (& 7).

MnoZina svih tih (uredenih) parova, tj.:

{(a, ?), (a, 9); (a, 1), (b, p), (b, q), (b, 7), & p)s (65 @), (e 1), (ds p), (4, @) (d, ), (e, p),
(e’ q)) (eJ r)})
zove se proizvod (Dekartov) mnoZina E i F i kratko se oznacava EX F (,,e krst ef*).

Elementi proizvoda dveju mnoZina su, dakle, uredeni parovi elemenata
tih mnoZina.

2) Svaki deo, svaka podmnoZina proizvoda E X F zove se relacija od E
ka F, na primer:

R,= {(a, ), (b, p), (&, 7), (¢, @), (d; q), (d,7), (e, 7)}
je jedna relacija od E ka F;

Ry={(a, p), (a, 1), (¢, 1), (d, D), {d, 1), (e, p)}
je druga relacija od E ka F;

Ry,= {(b7 9, (¢, p), (¢, 7), (d, ), (e, q)}
je treca relacija od E ka F; i tako dalje.

Ali, da li je ba¥ ,svaki deo“ proizvoda E X F jedna relacija od E ka F?
,» Leorijski“ da. U stvari, da bi neki elementi, neki uredeni parovi proizvoda E X F,
¢inili odredenu relaciju, nuZno je da se o svaka dva ¢lana tih (uredenih) parova
mozZe iskazati jedna ista misao, jedno isto tvrdenje, nuzno je, gramati¢ki receno,
da su svi ¢lanovi tih parova vezani istim predikatom (prirokom), na primer:

a je proditao p b je telefonirao ¢
b je procitao ¢ ¢ je telefonirao p

b je protitao r

.........
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Znadi, (a, p) je element relacije Ry, ako je a protitao p, $to se kratko izraZzava
(a, p) € R, ako aRp.

3) Svaka relacija od E ka F u kojoj se odredeni element mnoiihne E javlja
najvise jedanput (kao prvi ¢lan uredenog para) zove se funkcija, na primer:

{(a: 9), (b, p), (¢ 1), (e P)}
je jedna funkcija od E ka F.

4) Sve 3to je ve¢ receno pokazuju i crteZi:

o—© S > <
I ] lea,

[ f 7‘ ,r(e.P)
s 4 'T \( \r .

Q h ¢ d @ E

™m

(2)

Slika 9.28
Crtez 9.26(1) predstavlja sagitalnu Semu proizvoda E X F, a 9.26(2) je mreza |
tog proizvoda. |

Sta predstavljaju crtezi 9.27, a $ra creezi 9.28?
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3. lj Ako je E=F, proizvod E X E glasi:

E*={(a, a), (a, b), (a, ¢), (a, d), (a, &), (b, @), (b, b), (b, c), (b, d), (], €), (d, a), (d,b),
(d) C)) (d) d)J (dJ e), (e) a)’ (e) b)) (e) C)) (e) d)) (e’ e)}

Zato njegova sagitalna Sema iz-
gleda ovako (sl. 9.29):

PrikaZite i mreZu tog proizvoda.

2) Napisite graf jedne relacije
u E i nacrtajte njenu sagitalnu Semu i
njenu mrezu. .

3) NapiSite graf jedne funkcije
u E i nacrtajte njenu sagitalnu $emu i
njenu mrezu.

4. 1) Posmatrajmo opdtiji slucaj:

Az{ab Qg Agy + -« aw},
B={b,, by, bs, . .., bg}. : Slika 9.29

Ekstenzivni Dekartov proizvod tih mnoZina glasi:
A XB:{(al’ bl)’b (au b2)> (‘115 ba)) e (an bs)

(ap b1); (ag, ba), (as, by), - .. y(@y bg)
(aa’ bl)) (a(i: bz>) ((13, bs): IR (a:v b&)

(@, 01), (@105 b2); (@105 b3)5 - - 5 (3105 b))
Napisan ,,u kondenzovanom® obliku (II naéin § 1.2) taj proizvod izgleda
ovako:
AxB={(a;, bx) |aie 4, bye B}, i=1,2,...,10, k/=1,2,3,...,8.
Nacrtajte sagitalnu Semu proizvoda A4 X B.
2) Neka je A=1{ay, as ag ..., am}, B={by, by, by, .. . ba}.
Napisite A< B u ekstenzivnom i kondenzovanom obliku.
Zamislite sagitalnu 8emu i mreZu tog proizvoda.
3) Neka su X i Y ma koje (konaéne ili beskonaéne) mnozine. Sta pred-

stavlja: XxY={(x,y) |xe X, ye Y}?

(1) Neka su X i Y beskonadne mnozine. Zamislite prvo sagitalnu $emu,
a zatim mreZu proizvoda X X Y,
(2) Neka su X i Y dve medusobno perpendikularne poluprave sa zajed~
ni¢kim pocetkom o. Zamislite ,mrezu® proizvoda Xx Y. Sta ona predstavlja®
4) Neka je A={a,, a,, ..., a,). Napidite ekstenzivnu definiciju mno-
Zine Ax A=A~
5) Neka je X neogranitena mnozina. Sta je mrea proizvoda X??
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*5, 1) Napisite graf jedne relacije dobijene iz:
{(a, &)l ase 4, bee B}, i=1,2,...,10, k=l, 2,...,8
i nacrtajte njenu sagitalnu Semu.
2) Napigite ekstenzivno jednu funkciju od A4 ka B, A={ay, as .. -} -
3) Neka su X i Y dve medusobno perpendikularne poluprave sa za-

jednitkim pogetkom o. Nacrtajte ih i prikazite mrezu<: (1) jedne relacije od X
ka Y; (2) jedne funkcije od X ka Y. .

6. Navedite kad je relacija:
(1) refleksivna, antirefleksivna, nerefleksivna;
(2) simetri¢na, antisimetri¢na, nesimetricna;
(3) tranzitivna.

7. 1) Tri najvaZnije relacije jesu: )
(1) relacije poretka (reda); (2) relacije ekvivalencije; (3) funkcije.
2) Koje osobine ima relacija poretka (reda)?
3) Kad za jednu relaciju kaZemo da je relacija ekvivalencije ?

8. 1) Koja je razlika izmedu aplikacije i funkcije?
2) Imenujte i definidite tri vrste aplikacija.
3) 8ta je transformacija?

Dodatak 2
VEZBANJA 1 ZADACI IZ PRVIH DEVET GLAVA

1. Napigite rezultujuéu mnozinu:

@)) {a) b, C}U{p) 4}; 4 {a: b, C}(’\{d, a, e b};

(2) {4,16}0{L, 9, 25}; (5) {0}1n{1,2,0,3};

(3) {0,1,2,...,90{ }; 6 {0,1,2,...,9}n 2.
2. U slede¢im primerima x € N. Napiite rezultat:

(1) {x]x<t}u{x|x>3}; @ {x]x>4}uix|x<6};

(2) {x|x<l}n{x|x>3}; (5) {x|x>4}n{x]|x<6};

(3) {xlx<I}N{x|x>3}; (6) {x|x>4IN\{x|x<6};

(7) {x|= je mulitplum broja 2}u {x | x<5N};
(8) {x|xe2N}n{x|xe5N}.

3. Kad je: (1) AuB=4; (2) AnB=B?

4. Recite (napisite) sve §to moZete 0 mnoZinama A i B kad je:
(1) A={x|xe 5N}, B={1}; (3) A={81, 111}, B=3N;
(2) A={0, 5, 7,9}, B={70,95};
(4) A= {x| x je trougao}, B={x|x je pravougaonik}.
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5. 1) Nacrtajte osnovnu mnozinu (bazu) mnozina:
(1) A= {ljubitica, lala, boZzur}
B={3ljiva, jabuka, dunja, breskva);
(2) A= {gimnazija, vi¥a komercijalna $kola, filozofski fakultet}
B= {osnovna §kola, milicionerska gkola};
(3) A= {pisaljke naSeg odeljenja}
B= {pisaljka, hartija, penkalo jednog u¢enika naseg odeljenja}.
6. Neka je osnovna mnozina U={0, 1,2,...,9} i neka su 4={0,1,2,3},
B={2, 3, 4, 5}. Napilite ekstenzivno mnozine: 4; B; AuB; AnB.

7. Neka je osnovna mnozina N.

A={x|x je dvocifreni broj}, ,E: .
B={x|x je paran broj}, B— ..
C:{x|xe4N}, C— ...

8. 1) AnB=g. Sta mozete re¢i o 4 i B?
2) Neka su 4 i B podmnozine mnozine U. ObrazloZite da ako je:
(1) Bed, onda je B€A; (2) BS4, onda je BEA.
3) Neka je U={l, 2, 3,..., 10}, 4={1, 3, 4, 7}, B={1, 2, 3, 8}.
Proverite: (1) AuB=ANB; 2) AmB:/TuI_B.
Pokazite, Venovim dijagramima, da to vazi uopste.

4) Neka je G mnoZina (svih) govedd, L mnoZina svega onog §to moZe da
leti, P mnoZina ptica.

(1) Dovrdite govornim jezikom PUGNL= ...
(2) Sta bi znadilo tvedenje GNL7~ & ?
PrikaZite te mnoZine Venovim dijagramima.

9. NapiSite mnozine: div 4; div 150; div O.

10. 1) Neka je Az£B. Pokazite Venovim dijagramom sve moguée medusobne
relacije mnozina A i B. 2) Isto kad je A#=B#C.

11. Da li je AXB=BXxA? Zasto?

12. Ovo, 3to sledi, je graf jedne relacije:
R={(3, 1), (12, 4), (15, ), (3a, ), ( ,2b),(2la, )}
1) IskaZite reCima tu relaciju.
2) Popunite prazna mesta kad a, b€ N.

13. 1) Koje osobine ima relacija ,, ...je ded ... 2
2) Koje osobine ima relacija ,, . . . je zaova .. .<?
3) Je li = relacija ekvivalencije ?
4) Je li c relacija ekvivalencije?
5) Koje osobine ima relacija £ ?
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i4. U mnozini M= {a, b, ¢} data je relacija {(a, a), (a, b,) (b, ¢), (b, B)}-
1) Je li ona refleksivna? Dopunite je tako da bude refleksivna.
2) Da li je ta relacija antirefleksivna? Ispravite je tako da bude anti-

refleksivna.
15. 1) U mnozini M={a, b, ¢, d} data je relacija
{(a, a), (a, b), (b, 0), (¢, b), (b, B), (d, )}
Je 1i ona simetri¢na. Popravite je tako da bude simetri¢na.

2) Sastavite relaciju u toj istoj mnoZini koja nije ni refleksivna, ni anti-
refleksivna, ni simetriéna, ni antisimetri¢na.

16. Napigite klase mnozine N:-(1) modulo (4); (2) modulo (5); (3) modulo 65
(4) modulo 7; (5) modulo 9.

17. U mno#ini M={a, b, ¢, d, f, g} definisane su relacije:

Slika 9.30

Koja jeste (nije) funkcija i zasto?

18. 1) U mnozini E={2, 3, 5, 25, 16, 27} data je relacija aRb koja znadi:
,,a nije jednako b i a je multiplum broja 5.
Nacrtajte sagitalnu $emu. Je li ta relacija funkcija.

2) Isto kad je mnozina F={2, 3,5, 25, 16, 27, 90}.
19. [) Data je relacija U= {(a, h), (d, k), (m, h)} od A={a, m, e, d} ka
B={g, &, h, p, q}. Nacrtajte njenu sagltalnu gemu i njenu mrezu. Je li ona funkcija?
2) Isto kad je relacija V={(a, k), (d, k), (m, k), (d, B)}.
3) Srta je (pod 1): w(a); u(m); u(c)?
4) Sastavite funkciju definisanu u mnozinj opstina nade zemlje, a Cije se
vrednosti nalaze u N.

5) Sastavite funkciju definisanu u mnozini (na$ih) optina, a ¢ije se vred-
nosti nalaze u mnozZini (nasih) socijalistickih republika.
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20. 1) Protitajte: (1) f: A - B; (2) g N> N.
2) Sta znadi: (1) f: a— b; (2) g1 x—> 2x43?

21, 1) Neka je f: X—Y. Svi elementi x € X koji imaju svoje slike, svoje
vrednosti u Y, ¢ine definicionu mnoginu D funkcije f, a sve njihove vrednosti ye Y
¢ine mnoginu vrednostr V funkcije f. Graficki
prikazano to izgleda ovako (sl. 9.31):

2) Napisite D i V u slucaju 19. ).
Prikazite to i crteZzom.

3) Neka je 4 mnozina koju ¢&ini
nastavno osoblje vase $kole, a B={l, 2,

, 99, 100}, Je i relacija ,, ... navr$io

je godina ... funkcija od 4 ka B? Prika-
Zite je sagitalnom Semom.

4) Data je mnozina E= {0, 1, 2, 3, Slika 9.31
4,6,7,8,9,10} i u njoj relacija ,, . . .ima
za polovinu ...« Je li ta relacija funkcija? Proverite pomoéu sagitalne Seme.
Nacrtajte u toj Semi dijagrame mnozina D i V.

5) Sastavite sami slican primer.

22. 1) Sta je, prema prethodnom i § 9.5, aplikacija? Izrazite simbolima defi-
niciju aplikacije.

2) Neka je u N data funkcija f: n—14—2n. Odredite definicionu mno-
zinu D. — Modificirajte polaznu mnozinu tako da f: n—14—2n bude aplikacija.

3) Neka je E mnoZina uéenika I razreda jedne osnovne $kole koji prvog
$kolskog dana (septembra meseca) ¢ekaju pred Skolskim vratima. Neka je F mno-
zina odraslih koji su doveli te ucenike. Pod kojim je uslovom relacija ,, . . . je dete
(sin, kéerka) . .- funkcija od E ka F? Ako je taj uslov ispunjen, mozZe 1i ta funk-
cija biti aplikacija i kad?

4) Neka je M mnozZina daka jednog odeljenja koji polaze na ekskurziju,
S mnozina sedi$ta u autobusu. Nijedan dak ne mioZze da zauzme vise od jednog
sediSta. Da li je relacija , . .. zauzima sedi§te . . . od M ka § funkcija? U kom je
slucaju ona aplikactja?

5) Prethodni autobus, ¢ija je mnoZina sedidta S, krenuo je sa mnozZinom
ucenika M. Nijedan dak ne stoji (tj. svi sede). Dakle funkcija od M ka S je apli-
kacija. U kom sluéaju je ta aplikacija:

" () u; (2) na; (3) biZekcija?

23. 1) Neka A oznacava mnoZinu od deset romanopisaca, a B mnoZinu od
deset romana. Moze li relacija ,, ... je pisac...“ od 4 ka B da bude biZekcija.
Napisite graf jedne takve biZekcije.

2) E={a, b, ¢, d}, F={u, v, x, y}. Napiite grafove svih moguéih bizek-
cija mnozine E ka F.

3) Neka je M=/{a, b, c}. Napisite grafove svih mogucih biZekcija M ka M.
Nacrtajte i njihove sagitalne $eme.

24. 1) Neka je M={a, b, ¢, d, ¢}. NapiSite graf i nacrtajte sagitalnu $emu
biZekcije koja €ini da svakom elementu x odgovara taj isti element x.
2) Dovrsite (u prethodnom sluéaju) fla)=...; f(B)=...; ...fle=...
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3) Neka je M odredena mnoZina macaka. Kako bi glasila jedna identi¢na
transformacija u M?

25. 1) Zamislite mnozinu od Sest Zena i u njoj dve relacije:
M [ . H A “.
S:,...ima za sestru...“ 1 K: ,, ...ima za kéerku . ..

Neka je Dara 8§ Ruza i RuZa K SneZana. -
Kako glasi relacija od Dare ka SneZani? Kako glasi felacija od SneZane

ka Dani? ) . - . ' -
Zora K Lucija i Lucija § Tanja. Koja relacija vezuje Zoru i Tanju:

A Tanju i Zoru?
2) Izrazite retima relacije: KoS; SoK; KoK; SoS.

3) Neka je M mnozina ljudi oba pola. Posmatrajte u M relacije
S:, ...ima za sestru...“ i B: ... ima za dete . . .«

Izrazite retima relacije: BoS; SoB; BoB; 8oS.
4) Neka su u N definisane funkcije h: n—>2n, ki p>p+3.
(1) Odredite njihove definicione mnoZine. .
(2) Nacrtajte semu funkcije koh.
(3) Neka je f=Fkoh. Izraunajte: f(8); f(10); f(13).
(4) Da li je hok 1 koh ista funkcija?
5) Neka je u N definisana funkcija g: g—4g—09.
Odredite definicionu mnoZinu D.
Neka su (kao napred): h:n—>2n, k: p—>p—+3.
Dovriite: goh: a - gok:x ... Proverite kad je a=5,
hog: b R kog: y R b=10, x=1, y="T7.

GLAVA X

KARDINALNI BROJEVI I PRIRODNI BROJEVI

§ 10.1. EKVIPOTENTNE MNOZINE. EKVIPOTENCIJA

1. 1) Aplikacija ,, ...zauzima sedidte...* mnozine M gkolske dece na
mnozinu S sedi$ta u autobusu (dodatak 2, glave IX, t. 22. 5) moZe biti aplikacija
na, aplikacija u ili biZekcya.

Nacrtajte sagitalnu $emu svake od tih aplikacija.
U sludaju biZekcije za mnozine M 1 S kaZzemo da su ekvipotenine.

Uopste, ako i1zmedu mnosina A i B postoji bigekcija, t samo u tom sluéaju,
za A 1 B kaZemo da su ekvipotentne mmnoZine.

Zato se umesto termina biZekcija Cesto upotrebljava i termin ekvipotencija.
Ekvipotencija je, dakle, takva relacija izmedu mnoZina 4 i B da svakom elementu.
mnozine A odgovara (jedan i samo jedan) element mnoZine B i obrnuto (svakom
elementu mnozine B odgovara jedan, i samo jedan, element mnoZine A).

Drugim re¢ima, izmedu elemenata ekvipotentnih mnozina postoji jedno-
znaéna obostrana (biunivoka) korespondencija. Ekvipotencija mmnoZina 4 i B ozna-

Cava se, kratko, ovako A~RB.
| // C//
a b £ fu A X
ekvipotenciju (Y)~JX, jer svakoj
pravi pravca (Y) odgovara tatka

prave X, i obrnuto. Slika 10.1

2) Pored mnogobrojnih
primera iz svakodnevnog Zivota
(podsetite se da): izmedu dva
zatvorena intervala [ab] i [cd] uvek
postoji relacija ekvipotencije (§ 9.7,
t. 22), tj. dva zatvorena intervala
(dve duzi) uvek su ekvipotentne
mnozine: [ab]~[cd].

Isto tako, lako je pokazati
(slika 10.1) biZekciju (Y)—=X, tj.

2. Relacija ekvipotencije je (jedna) relacija ekvivalencije.
Zaista:*
(1) Ekvipotencija je refleksivma relacija, tj. svaka mnozina je ekvipo-
tentna samoj sebi, jer svaki element mnoZine 4 odgovara samom sebi: A—->4,

* Vided i Uputstva,
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A~A* Uostalom, prema definiciji, ako je A=B, onda je A~B, pa je tim
pre A~A. ‘ o

(2) Ekvipotencija je simerriéna relacija, tj. A~B = B~A4,
jer A—B & A~B,

B—>A & B~A,

a kako, na osnovu definicije bizekcije, 4->B povla¢i B — 4,
to iz A~B sledi B~A.

(3) Ekvipotencija je tranzitna relacja, tj.

(A~B i B~C)= A~C.

(Iz ekvipotencije mnoZina 4 i B, B i C sledi ekvipotencija 4 i C.)
Jer: A—->B & A~B,
B—~C & B~C,
i kako iz f: A—-B i g: B—>C sledi gof: A—C, to je A~C.

3. Neka su date mnoZine 4, B, C koje zadovoljavaju uslove:
(1) A~B i (2) AnC=@=BnC.
Sta, pod tim uslovima, moZemo tvrditi o mnozinama AUC i BUC?**

§ 10.2. KARDINALNI BROJEVI

1. Umesto , mnogine A 1 B su ekvipotentne kaze se i: ,mnosine A1 B ?'maju
ist1 kardinalni broj¢ (ponekad i samo: .. .imaju isti kardinal®), ili ,,mnoz’me' A
1 B imaju isti broj elemenata. To su tri sinonima, tri ekvivalentna iskaza (tvrdenja).
Medutim, sami po sebi, drugi i treci iskaz ne kazuju mnogo. Moramo se

na njima zadrZati.

2. U§ 1.5, t. 5 reeno je, opisno 1 neprecizno, za koju se mnoZinu kaze ?a je
konacéna. Na Zalost, ni ovde ne moZemo dati preciznu definiciju kona¢ne mnoZine.
Moramo se zadovoljiti intuitivnim uvidanjem, da elemente svake k.onacne mno-
Zine mozemo, stvarno ili misaono, staviti jedan do drugog tako da je jedan pocetni,
poletni element, a jedan poslednji, poslednji element. o . ' _

Poletni element i poslednji element zovu se kragnji elementi, a svi ostali
su , srednji elementi kona¢ne mnoZine. . ] o
. ,OCigledno je* da i svaka podmnoZina (svaki deo) kona¢ne mnozine je
kona¢na mnozina. B . o
Ako svaki element prikazemo tatkom, dijagram konatne mnoZine i njenih
delova izgleda ovako:

&celm’ element ooledri elem

M. ® @ ® ° ® ° ®
e

v . leckjc
el. padmnoZfine el,:oo;r;noﬁne

Slika 10.2

* Treba ponovo izvrditi zahteve t. 24, dodatka 2. Identi¢na transformacija (§ 9.6, t. 3)
je jedna bizekcija, X o
** Videti 1 Uputstva. To je veoma vaZna ¢injenica.
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3. 1) Oznatimo sa M mnoZinu svih konaénih mnoZina. Ekvipotencija (kao
i svaka relacija ekvivalencije, § 6.1 i 6.2) rastavlja muoZinu e, vrdi particiju (§ 2.7)
te mnoZine, u klase ekvipotentnih mno¥ina.
Svaka klasa ekvipotentnih mnozina sastoji se od najraznovrsnijin mno-
Zina. Ono $to je svima njima zajednicko, ono po ¢emu ih i stavljamo u istu klasu,
ono ¢ime se svaka od njih razlikuje od mnoZine ma koje druge klase, zove se
kardinal ili kardinalni broj. '
Klasa ekvipotentnih mnoZina i kardinalni broj (kardinal) su skoro sinonimi.
2) Klase ekvipotentnih mno#ina mozemo da uredimo i »prikazemo* ovako:

Svaka mnozina ekvipotentna praznoj mnozini je prazna mnozina. U stvari,
postoji samo jedna prazna mnoZina o ; klasa praznih mnoZina sastoji se samo od
jedne mnozine, od jednog elementa.

Svi singletoni su ekvipotentne mnoZine. Jedan od njih je:

{0},
tj. mnozina &iji je element 0.*

Svi parovi su ekvipotentne mnoZine. Jedan od njih je:

{0) 1})
tj. mnoZina ¢&iji su elementi 0 i 1.*
Klasa ekvipotentnih mnozina od kojih je jedna:
{0, 1, 2},
tj. mnoZina &iji su elementi 0, 1 i 2. (Prethodna napomena.)
Klasa ekvipotentnih mmnozZina od kojih je jedna:
{0, 1, 2, 3},
tj. mnoZina &iji su elementi 0, 1, 2 j 3.*
Ako tako produZimo, moZemo sastaviti mnoZine:
{0,1,2,3,4}
{0,1,2,3,4, 5}
...... (itd.)
{0,1,2,3,4,5,..., 17}
Lo (itd)
Svaku od tih mnoZina moZemo smatrati predstavnikom ili zastupnikom
odgovarajuée klase, jer pomoéu svake od njih mozemo odrediti sve mnozine one
klase kojoj ona pripada (&iji je ona predstavnik).

Zato ih moZemo nazvati standardwim mnofinama. 1 zato, ako su A4, B,
C, ... mnoZine klase ¢&iji je predstavnik, npr. {0, 1, 2, 3}, onda je:

A~{0, 1, 2, 3}
B~{0, 1,2, 3}

* Citalac koji zna da je to cifra 0 moze Citati: MnoZina &iji je element cifra 0. Ali ovde
ne pretpostavljamo poznavanje cifara. Ovde je 0 jedan element i ni¥ta vige.
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3) Prema tome, svaka mnofina ima kardinalni broj ( kardinal) i to se kratko
oznacava ovako, na primer, k(4), k(B), . . .
Znati k(A)=k(B)=...k({0, 1,2, 3}),
k(A)Fk(G), ako je npr. G~{0,1,2,..., 8}.
4. Uotimo dve vaine injenice:
{0}= 2 u {0}
{0, 1}={0}u {1}
¢ {0,1,2}=1{0, 1}u {2}

{0, 1,2,3}={0, 1, 2}u {3}
. .. (i tako dalje)

) 5 {0}<{0,1}c{0,1,2}={0,1,2,3}c ...

5. 1) Ako mnoZine M; i M, nisu ekvipotentne,londa je:

RSSO

ili

ili

g 1117

Slika 10.4

U prvom slu¢aju (prikazan crtezom 10.3) imamo aplikac.i-ju u iliv,. §to je
isto, mnosina M, je ekvipotenina podmnoZini mmnoZine M,. (Potencija mnozine M,
je niza od potencije mnoZzine M,.) B B ' .

U’ drugom sluéaju (sl. 10.4) imamo aplikaciju na ili, ét_o se na isto svod},
podmnoFina mnogine M, je ekvipotenina mnofini M,. (Potencija mnozine M, je
visa od potencije mnozine M,.)

2) Sporazumimo se da govorimo da je u prvom slucaju (sl. 10.3) karc.ﬂnal
(kardinalni broj) mnofine M, manji od kardinala mnosine M, i da to zapisujemo
ovako: k(M) <<k(M,).

To znati da uvodimo:

Aksiom. — Ako je mnoftna X ekvipotenina podmnoéz'm'.( delu) 31.moéz'ne Y,
onda je kardinalni broj mmogine X manji od kardinalnog broja mnogine Y, (.
K X)<k(Y).

U obrnutom slucaju (sl. 10.4) je k(/\/fl)>k(M2).
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3) Na osnovu toga kardinalni broj prave podmnoZine (pravog dela)
manji je od kardinalnog broja minoZine, pa iz Cinjenice (2) [tatka 4.] sledi:

(3) k(z)<k({0})<k({0, 1})<k({0, 1,2})< ...,

tj. mnofina kardinalnih brojeva je uredena (§ 7.2).

§ 10.3. PRIRODNI BROJEVI

1. Kardinal (kardinalni broj) prazne mnoZine zove se nula i zapisuje se ovako:

0, 1j. O=k(a). '

Kardinalni broj singletona zove se jedan i zapisuje se ovako:
1, pa je npr. 1= k({0}).

Kardinalni broj parova (svakog para) zove se dva i zapisuje se ovako:
2, pa je npr. 2=k({0, 1}).

Napi§imo sve to pregledno i produzimo, pa imamo:
0=k(2)
1=~({0})

2=k({0, 1})
3=k({0, 1, 2})

19=~({0, 1,2, ..., 18})

237=k({0, 1, 2, ..., 236})
5000=k({0, 1, 2,...,4999})

1000000000=k(1{0, 1, 2, .. ., 999999999 }).

Tako definisani brojevi 0, 1, 2, 3, 4,... zovu se prirodni brojevs.
Prema tome:

Privodni brojevi se definiSu kao kardinaini brojevi {konaénith) mnoZina. —
Pod prirodnim brojem podrazumeva se kardinalni broj (konalne) mmogine.

2. Iz svega prethodnog (ukljucujuci i § 10.2) sledi da su prircdni brojevi
elementi jedne specijalne (i vrlo vazne) mnoZine:

N={0,1,2,34,...}
¢ije su osobine:
(1) Ima poletak (broj 0), a nema kraja (nema poslednji element). .

(2) Swaki element ima taéno odredenog (neposrednog) sledbemika, ij.
za svakim privodvim brojem sledi talno odredeni drugi privedni broj.

(3) Svaki element, osim poletnog, tma tacno odredenog (neposrednog)
prethodnika, tj. svaki privodni broj, osim 0, ima taino odredenog prethodnika.
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Uopste, svaka mnogina M koja sadri nulu 1 koja, ako sadrdi privodni broj
n7=0 sadrii 1 neposredni sledbenik broja m, sadrdi sve prirodne brojeve.
Usled navedenih osobina, mnoZina N zove se i niz prirodnih brojeva i
zapisuje ovako: 0,1, 2, 3,...
3. Rezime §§ 10.2 i 10.3:
1) Ma koje konatne mnoZine mogu se zapisati ovako:

g, {a1}> {ap az}> (a7 ay), {ap [22%) aa}: (a;7a,5ay), - . .
2) Njima odgovaraju kardinalni brojevi:

k(Q), k({al})) kz({an az}): k ({ah Qs aa})» ce

koji se krace piSu ovako: 0, 1, 2, 3,... i zovu prirodni brojevi.

3) Prirodni broj m' je neposredni sledbenik prirodnog broja m tada, -

i samo tada, kad je m=k(M), m'=k(M’'Ua), a¢ M.
4) Mnozina koja sadrZi 0, i koja kad god sadrZi m sadrZi i m’, sadrzi sve
prirodne brojeve. Ta se mnoZina zove mnogina prirodnih brojeva i zapisuje ovako:
N={0,1,2,3,...}

5) Primetimo da se prirodni brojevi ne definidu izolovano, nego kao ele-
menti mnozine N. To se bolje vidi iz slededeg § 10.4.

4. Cesto se posmatra mnoZina N;={1,2,3,...]=N\0.
5. Naj¢e$¢i 1 najkorisniji model prirodnih brojeva je nacrtana prava linija

na kojoj je oznaCeno da dvema njenim tackama odgovaraju dva uzastopna prirodna
broja (sl. 10.5):

IBREEE

2 3 4 5

377 378 379 380
Slika 10.5

Naime, samim tim §to se dvema proizvoljnim tatkama nacrtane prave
pridruZuju dva uzastopna prirodna broja, prava se orijentide (§ 7.3) i odreduje
konstrukcija taéaka koje odgovaraju ostalim brojevima, jer su sva odstojanja uza-
stopnih tataka podudarna*.

Prava se najéedce crta tako da bude paralelna pravi koju odreduju zenice
posmatraCa i orijentiSe sleva nadesno, ali to nije obavezno.

§ 10.4. BROJEVI I CIFRE. BRCJANJE. BESKONACNA MNOZINA

1. Prema prethodnom, svaki broj je jedna osobina, jedna apstrakcija, jedan
pojam. Treba dobro razlikovati (taj) pojam i njegovo ime [koje se u raznim jezicima
jzraZava raznim retima, na primer: pet, mar (ruski), pie¢ (poljski), cing (francuski),
flinf (nemacki), five (engleski), . . .]. Internacionalno ime broja je jedan znak, jedna

’7_*551. 10.5 je mala tehnitka greika u tom pogledu.
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figura, jedna cifra (odnosno vide cifara poredanih na taéno utvrdeni nalin). Treba,
znadi, razlikovati, npr.:  broj (pojam) 4 i cifru 4
kao $to razlikujemo decka Ivicu i njegovo ime Ivica.

Treba razlikovati broj 735 1 njegovo ime 735.

Broj 735 je osobina svih mnoZina ekvipotentnih standardnoj minozini:
{0,1,2,3,...734}

ili, $to je isto, ta¢no odredeni element mnoZine N, dakle pojam, a sedam stotina
trideset pet, ili, kratko, 735, je #me toga pojma, toga broja.

2. 1) Mnozina N={0, 1, 2, 3,...} je prvi najvaZniji i najpristupaéniji

primer beskonatne mnogine (nema poslednjeg elementa).

A mmnozina N,={1, 2,3,...}?

Tako se izbegavaju negativne definicije, ovde se mora re¢i: Svaka mnoZina
koja nije kona¢na zove se beskona¢na mnoZina.

2) Neka su a i b elementi mnoZine N, tj. a, b€ N. Sta je [a, b]?

To je (§ 7.5) zatvoreni interval mnoZine N, tj. mnoZina koju &ine a, b
1 svi (prirodni) brojevi koji slede posle a a prethode 4. Zato se [a, b] moZe zapisati
ovako: a<x<b.

Na primer: (3, 8]={3, 4, 5, 6, 7, 8}.

Napidite tako: [7, 17]; [1, 13]; [25, 31]; [50, 51].

Ako a, be N, interval [a, b] zove se i odsefak mmnosine N.

3) Neka a, be N,. Sta je [a, b]?

Ako je a=1, odse¢ak [l, b] zove se polerni odsecak mnoZine Nj.

Pocetni odsetak mnozine N, oznafava se najéedée ovako [1, »], gde je »
ma koji prirodni broj, na primer: :

[1,M1={1,2,3,4,5,6,7}; [1,531={1,2,3,..., 52, 53}.

Njegov pocetni ili najmanji element je 1, a krajnji ili najvecs element je n.
Prema tome:

Poéeint odsecak [1, n] mnogine Ny je konatna mnosina.

3. 1) Svaka kona¢na mnoZina 4 ekvipotentna je jednom pocetnom odsetku

[f, n] mnoZine Ny, to jest svakom elementu mnoZine A odgovara jedan, i samo

jedan, prirodni broj pocetnog odseka [1, n). Taj se broj zove redni broj i oznatava
rang elementa date mnoZine:

T

Slika 10.6

(Na prikazanom dijagramu je A~[1, 8].)

. PridruZivanje rednog broja svakom elementu date mnozine zove se numre-
risanje elemenata te mnozine.

151



Jasno je da su dve (kona¢ne) mnoZine ekvipotentne tada, i samo tada, ako su
njihovi poslednji elementi iszog ranga, tj. ako njihovim poslednjim elementima od-
govara isti prirodni broj, koji se u ovom slu¢aju zove zavrini broj date mnoZine.

Odredivanje zavrsnog broja date mnoZine zove se brojanje elemenaia
te mnozine.

2) Zavrsni broj date mnoZine, tj. rang poslednjeg elementa, ne zavisi
od toga koji su brojevi pocetnog intervala [1, n] pridruzeni pojedinim elementima;
na primer, ako je data mnoZina C={a, &, c}, onda je:

abec acb bac | bcoa cakb cba
123 123 123 | 123 123 123

Svaki od tih poredaka zove se jedna permutacija elemenata mnozine C.

Prema tome, ako je jedna permutacija elemenata konacne mnoZine M
ekvipotentna imtervalu [I, #] i svaka druga permutacija elemenata mnozine M
ekvipotentna je intervalu (poCetnom odsecku) [I, =n].

Zavr$ni broj (rang poslednjeg elementa) ma koje permutacije konalne mno-
Fine M zove se kardinalni broj mmosine M, ili broj elemenata mnodine M.

Znadi, da se izbroje elementi konaéne mnoZine treba: (1) urediti njene
elemente; (2) numerisati ih; (3) proditati ili napisati zavr$ni broj i to je traZeni
kardinalni broj.

3) Ako, dakle, podemo od mnozZine N kao date, moZemo reéi:

(1) Prirodni broj je element mnoZine N.
(2) Kardinalni broj je prirodni broj n pocetnog odse¢ka (intervala)
[1, n] mnozZine Nj.
(3) Mnozina je kona¢na ako joj je kardinal prirodni broj.
(4) Svaka mnozina koja nije konatna zove se beskonagna mnozina.
(5) Ravan I7 je beskona¢na mnozina talaka.
(6) Svaka prava je (jedna) beskonaéna mnozina tataka.
(7) Ako su.p 1 ¢ razne tatke, [pg] je beskonatna ograniena
mnoZina taCaka.
(8) D je beskona¢na mnoZina pravi.
(9) Ako je P prava, pravac (P) je beskona¢na mnoZina prava.
(10) Ako je x proizvoljna tacka, sve prave D; koje sadrie x ¢ine besko-
naénu mnoZinu prava.

4) Sta mozete reéi o mnozinama: :

() 2N={0,2,4,6,...}; (2) H={1,3,517,...};
(3) Nn3N; 7TNnN; 4 IIN\P>?
5) Navedite i sami primere beskona¢nih mnoZina.

§ 10.5. VEZBANJA I ZADACI
1. Da li je:
(1) k({1,2,...,1000000000})=*,({0,1,2,...,1000000000});
@ K{i}=1; O K{o))=1; @) 2=~({1,2}).
(5) 8=k(1,2,3,4,5,6,7,8})?
2. Date su mnozine A i B. Izraunajte kardinalni broj mnoZine 4\ B u slu¢aju: (1) A>B;
2) Ac<B; 3) AnB=g.
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3. 1) Ma koje bile dve prave ravni IT, one imaju isti kardinalni broj. ObrazioZite.

o 2) Iz prbethodnog sledi da i svaka beskona&na mnoZina ima »Kardinalni broj«. Taj broj,
koji ¢emo oznaliti sa § (delta), nije prirodni broj, nego transfinitni. Znadi s=*k {0,1,2,3,...}.
Dovrsite:

(1) BI13N)= (2) k(973568N)=
@) RITTTITITIN) = @ k({2,3,4,...0)=
- (5) k({1000000000, 1000000001, 1000000002, .. =
3) Obrazlozite da sve pbluprave imaju isti kardinal.

4. Neka je data kruZnica K ¢iji je centar ¢ i mnozina P polupravé &iji je pocetak c¢. Pokazite
da je k(P:) = K(K).

.. 5 Ranije smo pokazali da su dve duZi uvek ekvipotentne. Sad pokaZite da su otvorena
duz i prava ekvipotentne.

6.1 Izraéu_najte: k(div 75); Ak(div 273); k(div 250); k(div7); k(div31); A(div )s
gde je p prost broj.
2) Izratunajte: k(div 250\udiv 200); k(div 250N div 200).
3) Izratunajte kardinalni broj:
(1) unije div24 i div 56;
(2) preseka div 24 j div 56;
(3) unije div 144 i div 45;
(4) preseka div 45 i div 144;
(5) unije div 6. 1div 9l;
(6) preseka div 91 i div 65;
(7) unije div 14 i div 15;
(8) preseka div 14 i div I5.

35)

7. Crtez 10.7 prikazuje deo mreze
proizvoda N'x N. Svakom paru prirodnih
brojeva (x, y) odgovara tacka i obrnuto.

1) Prikazite (crtajuéi sve talke
odredene mnoZine pisalijkom iste boje)
mnoZinu tataka koje prikazuju:

(1) jednakost x=y;
(2) nejednakost x<y; 912 345 7
(3) nejednakost u direm smi- ’ Slika 10.7

= N W O o 3

slu x sy,
5 2) Osnovna mnoiin_a je ista: tatke mreZe N x N, Pokazite i iskaZite relaciju koja karak-
terie komplementarnu mnozinu svake mnoZine navedene pod 1). :

8. 1) Data je mnoZina E={a, b, ¢, d}. Sastavite sve permutacije njenih elemenata.

2) Izratunajte, na osnovu prethodnog, broj permutacija elemenata mnoine:
(D) F={a,b,¢c,d,¢}; (2) G={a,b,¢c,d,¢,f}.

9. N~N;, N~N™>{0, 1}, uopite N~N™{0,1,2,..., n}. Kako se to obrazlaZe?

Rezime

} 1 Svaka _l?iiekcija (1. svaka obostrana jednoznadna korespondencija)
definide ekvipotenciju polazne i dofazne mnozine.

2) Sve ekvipotentne munozine ¢ine klasu ekvipotentnih mnosina.



3) Ako se sastavi mnoZina-predstavnik svake klase, dobijaju se stan-
dardne mnozine koje se mogu urediti tako da se svaka razlikuje od prethodne
samo jednim elementom. Standardne mnozine Cine, dakle, niz uredenih mnoZina
od kojih je svaka ukljucena u onu koja neposredno sledi, pa dakle i u svaku sledecu.

2. 1) Uredena mnoZina koja ima pocetrii i poslednji element zove se konacna
mnozina.
2) Zajedni¢ka osobina svih ekvipotentnih kona¢nih mnoZina (svih mno-
Zina iste klase) zove se kardinal ili kardinalni broj. UopsSte, ekvipotentne mnoZine
i ,,mnoZine imaju isti kardinalni broj“ su sinonimi.
3) Kardinalni brojevi se mogu urediti kao odgovaraju¢e standardne
mnozine.
3. 1) Prirodni brojevi su elementi uredene mnozine kardinalnih brojeva.
2) Prirodni brojevi su elementi specijalne mnozine (prirodnih brojeva)
koja ima ove osobine:
(1) ima pocetni element (broj 0), a nema poslednji element;
(2) svaki element ima ta¢no odredeni neposredni sledbenik;
(3) svaki element, osim pocetnog, jeste neposredni sledbenik tano
odredenog elementa (prirodnog broja).
3) Ny=N~\{0}={1,2,3,...}.
4) Izmedu dva prirodna broja a 1 b postoji relacija a<b, ali 1 a<b
& 7.1, t. 3).

4. 1) Ako su a i b prirodni brojevi, onda se [a, b] ili a <x<b zove odselak
(interval) mnozine prirodnih brojeva.
2) [I, 8] ili [1, n] zove se pocetni odselak mnoZine N,.
3) Ako je 4 mnoZina i ako je A~[l, =], onda je k(4)=n, tj. n je kardi-
nalni broj mnozine A.
4) Operacija kojom se odreduje k(A)=n zove se brojanje elemenata
mnozine A. .

5. 1) Ako je (§ 10.1, t. 3):
k(A)=k(B) i AnC=BnC= @, onda je k(AUC)=k(BUC).
2} Ako je (§ 10.5, t. 2):
(1) B=A, onda je kK(A\B)=k(A)—k(B);
(2) AcB, onda je K(ANB)=k(2)=0;
(3) AnB= @, onda je k(A\B)=k(A).

GLAVA X1

- SABIRANJE PRIRODNIH BROJEVA

§ 11.1. DEFINICIJE
) 1. 1) Neka su 4 i B kona¢ne mno¥ine. Uvek postoji (§2.1) konaéna mno-
Zina AUB. :

Svaka kpnaéna mnozina ima (§§ 10.1, i 10.2) svoj kardinalni broj. Dakle,
date su tri mnoZine 4, B, AUB i njihovi kardinalni brojevi £ (A4), k(B), k (AUB).

) Mpiemo li nesto reci o tim brojevima i §ta? Odgovor zavisi od relacije
koja postoji medu mnozinama A i B. Zaista, ako je, npr.:

(1) A= {a, b, ¢, d},
B={a, b, ¢, d},
k(A)=4, k(B)=4,

(2) A={a, b, ¢, d},
B={a, b, ¢, p},
k(A)=4, k(B)=4,

3) A= {a, b, ¢, d},
B= {ay b) q, P}:
k(A)=4, k(B)=4,

l_
|
(4) A={a, b, ¢, d},
{ } ’
l
l

= (onda je) K(AUB)=k({a, b,c,d})=4;

= k(AuB)=k({a, b, ¢, 4, P})=5;

= KAUB)=k({a, b, ¢, d, p, q})=6;

B= {a) r g, P}>
k(A)=4, K(B)=4,
(5) A={a, b, ¢, d},

B= {S» g P}:
k(A)=35, k(B)=4,

= k(AuB)=k({a, b, ¢, d, p, ¢, 7})=T;

= k(AUB)Zk({aJ b, ¢, d, p, R s}):g

Isto tako iz:

M= {uy, u,},
My= {0}, 05, 73, 04, 5}, | = R(MyUM)=T.
RM)=2, k(M,)=35,

U ovom slu¢aju broj 7 zove se zbir brojeva 2 i 5, %to se zapisuje ovako:

24-5=17.
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U slucaju (5) broj 8 je zbir brojeva 4 i 4, Sto se zapisuje ovako:

4+44=8.
Znali:
Ako je XnY=0, onda je H(XUY) = kX)+kY).
To jest, ako je A(X)=x, K ¥Y)=y i Xn¥=2,

onda je AXuY)=x-+y.

Ako mnosine X i Y nemaju zajednickih elemenata ( ako su disjunktivne),
kardinalni broj mjihove unije zove se zbir njihovih kardinalnih brojeva.

2) Izradunavanje zbira dva broja zove se sabiranje 1, prema pr_eth'oiinf)m,
ono je vezano za uniju dveju mnoZina, Naime, ako su data dva broja a i b 1 zelimo
da izratunamo njihov zbir a+b, moZemo postupiti ovako:

(1) Sastavimo mnozinu A od a elemenata bez obzi'ra na njihovu prirodu
($to znadi da oni mogu biti veoma raznovrsni, npr. A= {konj, bombona, Dunav},
ali, razume se, to ne iskljuCuje istovrsnost elemenata).

(2) Sastavimo mmnozinu B od b elemenata koji, takode, mogu biti
najraznovrsaiji, pod jednim jedinim uslovom: da nijedan od elemenata mnoZine B
nije istovremeno i element mnozine A (uslov koji se izrazava ovako AnB= g ).

(3) Sastavimo uniju mnozina A i B i izbrojmo elemente te unije.

2. Tako je sabirao covek u davnoj proslosti, a tako_ i dete formira poian} sabi-
ranje. Dana$nji Zovek, medutim, zna da neposredno 1zraéunav z'bxr %va prlrodn_a
broja (a postoje i masine za to izraunavanje). Zato (za dana$njeg _Lovelfa) sabz_'
ranje je funkcija (sl. 11.1) koja svakom odredenom paru ('x, y) prirodnih brojeva pri-
drufuje privodni broj xty koji se zove zbir brojeva x 1 y.

Slika 11.1

: Svaki od brojeva x i y zove se ¢lan (iii sabirak) oznafenog zbira x4+,
koji se, uopste, ¢ita: x plus y.
Simbolima se sabiranje oznadava ovako (§§ 9.3, 9.4, 9.5):

s: NXN—->N: (x, ) > (x+).
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3. Sabiranje se moZe definisati i ovako (§§ 10.3 i 10.4).
[} U mnoZini N ozna¢imo proizvoljan broj a:

N={0,1,2,3,4,..,4a,...}.

Oznadimo sa Ny mnoZinu koju ¢ine svi prirodni brojevi vedi od a i njene
elemente numeri§imo na slede¢i nadin:

element ranga 0 je sdm broj a, oznacimo ga sa
a+0 1 ¢itajmo a plus 0;

element ranga 1, neposredni sledbenik elementa a, oznatimoo sa
a+1 1 &taymo a plus 1;

element ranga 2, neposredni sledbenik ‘elementa a+ 1, oznatimo sa

a+2 i &itajmo’ a plus 2.

I tako dalje.
U tako numerisanoj mnozini N, oznatimo element ranga b sa a-+b
(a plus b): Na={a, a+1,a+2,a+3,...,a+b,...}.

Taj broj a+b zove se zbir brojeva a i b datih tim redom [tj. zbir uredenog
para (a, b)].
Prema tome, a s obzirom da je Ny~N (da su te mnoZine ekvipotentne,
§ 104, t. 9): '
N=/{0, I, 2,0, b, ...}
No={a, a+1,a+2,...,a+b,...}

element mnogine N, koji odgovara elementi: b mnogine N zove se zbir brojeva a i b,
datih tim redom [zbir uredenog para (a, b)].

2) Posmatrajmo, sad, ma koju osnovnu mnoZinu (§ 2.5) M i izvesne njene
uredene parove. Definisati operaciju u M znali uéiniti da svakom od tih parova odgo-
vara (1. pridrugiti svakom od tth parova) element mnoZine M koji se zove rezuliat
te operacije.

U specijalnom slucaju, korespondirati, pridruziti uredenom paru pri-
rodnih brojeva a i b prirodni broj s, zbir brojeva a i b, znadi definisati operaciju
koja se zove sabiramje u mnozini N. Otuda:

Salrrarge privodnih brojeva je operacija koja svakom uredenom paru pri-
rodnih brojeva a i b pridrufuje (korespondira) jedinsiven zbir s:

sabiranje
a+b = s
oznadeni zbir, a i & izvrieni zbir
su njegovi sabirci
(&lanovi)

4. R({0})+E({0})£A({0})U {0Y). Zasto?

N 5. 1) Neka je k(4)=18, k(B)=24, k(AUB)=35. Izratunajte: k(ANB); k(A .B);
BB\ A).

2) Isto (to i pod 1) kad je k(A)=15, &(B)=4, k(AUB)=1S5.

3) Isto kad je k(A)=27, k(B)=46, (AUB)=73.
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6. 1) Neka jedan ulenik napife imena 6 ulenika-ca valeg odeljenja. On je sastavio mno-
Zinu 4. Neka drugi napide imena 8 uéenika-ca vaieg odeljenja. On je sastavio mnoZinu B. Oni ne
pokazuju svoje mnoZine. Mofete li ne§to sigurno reéi o k (AUB) i zadto? Sta mozete redi o broju
elemenata mnozine AUB?
2) U gkoli ima 228 daka. Od njih je 45 upisano u literarnu sekciju, a 28 u matematicku.
Sta moZete reé¢i o broju uéenika koji nisu &lanovi nijedne od pomenutih sekcija?

7. Svaki dak mog odeljenja je upisan ili u muzitku ili u sportsku sekciju. U muziékoj sek-
ciji ima 13, u sportskoj 24, a troje su u¢lanjeni u obe sekcije. Izracunajte broj daka mog odeljenja.

8. Neka je A={a,b,¢,d, e}, B={a,¢,¢e,f}, C={a, d, f, g, h}. Izratunajte kardinalni
broj mnoZine:

(1) AxB; (5) (ANCYx(BUC);
(2) ANC; (6) (ANC)x (BNC);
(3) Ax(BUC); (N (AUC)x (BUC);
@) (AUC) X (BNC); (8) (AUB) X (AUC).

§ 11.2. NEKE NEPOSREDNE POSLEDICE DEFINICIJA

1. Iz definicije neposredno sledi:
(1) Zbir dva prirodna broja uvek postoji.
(2) Zbir dva prirodna broja je jedinstven, tj. a+b jeste ili s ili s’
(aneisis).
(3) Zbir dva prirodna broja je prirodni broj.
Cinjenica (1) izraZava egzistenciju zbira. Cinjenica (2) izrazava njegovu
jedinstwenost. Cinjenica (3) se moze formulisati:
Sabiranje u N je interna (unutrainja) operacija i kratko se oznaava N, +.

2. Mrega (u stvari poletak mreZe) proizvoda N XN u slu¢aju sabiranja
izgleda kako je pokazano na 159. strani.

Prema mrezama koje ste ramije sastavljali, ova je okrenuta za 180° oko
prve , horizontalne linije. To je, u ovom slu¢aju, zgodnije. Ponekad se zove
tablica sabiranja‘. '

Nije tesko videti da su ,horizontalne®“ linije mnoZine

N)NDNZ)N:;:---)N(;,-..

3. Neutralni element sabiranja. — 1) Neka je 4 ma koja kona¢na mnoZina.
Dovrsite: Auvug= 3 gud= ¢ 2.3).
Iz toga sledi [k(A)=a]: a+0=k(Au @)=k(4).
Dakle, a+0=0-+a, ac N.

Zato kazemo da je broj O neutralni element sabiranja.

2) To moZemo da pokazemo i ovako (§ 11.1, t. 3):
Ako je a=0, N, se poklapa sa N, pa je rang broja b u N sam broj b, dakle

0-+b=>b.
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Ako je b=0, broj a0 je element ranga 0 u N, pa je sam broj a, dakle

a+0=a.
Otuda:

Teorema 1. — Ako je jedan od sabiraka (&lanova sabiranja) nula, zbir je
jednak drugom sabirku (&lanu).
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ala+0 [as [a+2 (a3 arh |a+5 (a6 1ae7 Ja+r8 Jasd Jas0 a+b

4. Broj | i sabiranje. — 1) Ako je A ma koja kona¢na mno#ina i ako je k(A4)=a,
onda je k(AU {0})=a+1.

2) Ako_ je § 11.1, t. 3) a=1, mnozina N, poklapa se sa N,. Medutim,
Ni=N\ {0}, tj. N, izvodi se iz N zamenjujuéi svaki element b, mnofine N ele-
mentom Kkoji neposredno sledi:

N={0,1,2,3,..., b,...
Ni={1,2,3,4,...,1+b,...
pa je, dakle, 1+b (neposredni) sledbenik broja b.

Ako je b=1, broj a1 je element ranga 1 u Ng, tj. (neposredni) sledbenik
broja a.

-

et St

159



Znati:

Teorema 2. — Ako je jedan od sabiraka (Elanova sabiranja) 1, zbir je
neposredni sledbenik drugog sabirka (u mnoZini N).

Drugim re¢ima, od jednog prirodnog broja prelazi se na njegov (nepo-
sredni) sledbenik tako ¥to mu se dodaje I.

5. Sabiranje vise brojeva, sabiraka. — 1) Sabiranje
a+b+c+d,
gde su a, b, ¢, d prirodni brojevi, vrdi se ovako:
atb=p
pte=q
g+d=s.

§ 11.3. OSOBINE SABIRANJA

1. Neka je AnB= o, k(A)=a, k(B)=b.

Iz AuB=BuA (§ 2.3)
i kR(AuB)=a+b, k(BuAd)=b+a (§ 11.1)
sledi at+b=b+ta, to jest:
Teorema 3. — Sabiranje prirodnih brojeva je Romutativna operacija.

2. 1) Neka je AnB=BnC=Cnd=4g,
to jest (AuB)NC=g, An(BuC)=9g, i k({d)=a, k(B)=b, k(C)=c.
Tada je: k((AuB)uC) = (a+b)+c, k(Au(BUC)) = a+blb+c).
A kako je (AuB)uC=Au(BuC) (§ 2.3),
iz prethodnog sledi (a+b)+c=a+(b+c), to jest:
Teorema 4. — Sabiranje privodnih lbrojeva je asocijativna operacya.

2) U § 2.3, t. 3 pokazano je (AuB)UC=AU(BULC)=AUBUC.
Iz toga i prethodnog sledi (a+b)t+c=a+(b+c)=a+b+c.

3. 1) Posmatrajmo sabiranje viSe brojeva a-tb+ct+d+etf=s.
Na osnovu § 11.2, t. 5 ono se mozZe izvrditi ovako:

atbt+ct+d=q
g+e+f=s.
Medutim, g+et+f=q+(e+f)=s [t 2]

Znadi, umesto datog sabiranja moZemo napisati:

a+b+c—|—d+(e+f)=s.
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_To isto va?l za ma koja dva uzastopna sabirka, tj.:
‘ a+b4(c+d)+et-f=s
a+(b+c)+d+etf=s, itd.,

jer su ¢ i d poslednji sabirci zbira a+b+c-+d=r, a za a+b+c je o veé doka-
zano (t. 2).

Teorema 5. — Pri saliranju vife brojeva (Elanova) moguce je, ne menja-
Jud kragnji rezultar, dva ma koja uzastopna sabirka zameniti njthovim izvrienim
gbirom. 1 obrnuto.

2) Na osnovu te teoreme moZemo pisati sukcesivno:
a+b+(c+d)+etf=s, atb+(c+d+e)+f=s, at+b+(c+d+e+f)=s,

jer smatramo c¢+d izvrSenim zbirom pa ga mozemo zameniti zbirom [(c+d)+e] =
=(c+d-+e), itd. Otigledno je da se postupak moZe primeniti na ma koji broj
sabirka, pa imamo:

Teorema 6. — Pri sabiranju vise brojeva moguce je, ne menjajuci krajnji
rezultat, zameniti vise uzastopnih sabiraka wjthovim izvrSemim zbirom.
Time je wopitena (generalisana) asociyjativnost sabiramja.

4. 1) Posmatrajmo ponovo sabiranje viSe brojeva
a+b+c+d+e+f=s.

Na osnovu prethodnog (asocijativnosti), to sabiranje moZemo napisati

ovako: a+b+(c+d)+te+f=s.
Zatim, na osnovu komutativnosti (t. 1), a+b+(d+c)+e+f=s,
i najzad, a+b+d+c+etf=s, '

jer, na osnovu asocijativnosti, zagrade se mogu izostaviti.

Poslednje sabiranje razlikuje se od datog samo time $to su ¢lanovi (sabirci)
¢ 1 d promenili mesta. Otuda:

Teorema 7. — Pri sabiranju wvife brojeva moguce je, ne menjajuci krajnji
regultat, promeniti mesto (permutovati, § 10.4, t. 3) dva uzastopna sabirka.
2) Jasno je da se, na osnovu te teoremie, mogu zameniti mesta ¢lanova
cie bid, zatim¢1f, aid, itd. Dakle:
Teorema 8. — Pri sabiranju vie sabiraka krajnji rezultar ne zavist od
reda sabiraka (¢lanova).
Time je uopitena (generalisana) komutationost sabiranja.
Na osnovu toga i generalisane asocijativnosti, a pod uslovom da a, b, ¢, 4,
P> ¢ %, ¥y, 2 oznacavaju prirodne brojeve, moZemo napisati:
at+btctdtptgtxty+z
=a+x+p+etbtytctgtd
=zt+d+xtatptetdbtgty=...
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Napomena [. — Kako su asocijativnost i komutativnost sabiranja vise
brojeva (sabiraka) dokazane samo na osnovu:

(a+b)+c=a+(b+c) 1 atb=b+a,

mozemo paslutiti (predvideti) da se teoreme 6 i § mogu primeniti ne samo na sabi-
ranje nego i na sve druge operacije koje su asocijativne i komutativne.

Napomena 2. — Nije te$ko izvesti generalisanu asocijativnost i gene-
ralisanu komutativnost i iz generalisane asocijativnosti i generalisane komutativ-
nosti unije (§ 2.3, t. 4). Izvedite.

5. 1) Neka je ANB=BnC=CnA=@, a=kA), b=k(B), c=k(C).
Tada (§ 10.1, t. 3) iz a=b sledi atc=b+c¢
to jest Va,b,ce N: a=b= at+c=b+c.
Otuda (neposredna posledica § 10.1, t. 3):

Teorema 9. — Ako se obema stranama jednakosti izmedu prirodnih
brojeva doda isti broj, ponovo se dobija jednakost.

Najéesée se ta teorema izrazava kratko:
Svakoj strani jednakosti mofe se dodati isti broj.
2) Neka je a=b 1 ¢=d
Na osnovu prethodne teoreme: a=b = a-tc=b-tc,
c=d = bt-c=b+d,
pa iz tranzitivnosti relacije = sledi atc=b+d,
tj. : Va b, ceN: (a=bic=d)= atc=b+d.
Znaci:

Teorema 10. — Ako su date dve jednakosti, izmedu prirodnih brojeva,
sabiranjem njihovith levih i desnih strana ponovo se dobija jednakost.

3) Prethodne ¢injenice moZemo da pokaZemo (i prodirimo) i ovako:

U mnozini Ny={a, a+1, a+2,..., a+x...} je po definiciji, broj
a-+x ranga x, a broj a+x' je ranga x'.

Da bi brojevi a+x i a+x" bili jednaki, nuzno je i dovoljno da oni budu
istog ranga, u Ng, tj. da je x=x". Otuda ekvivalencija:

at+x=atx & x=x".

Da bi broj a+x bio manji od a+x’, nuzno je i dovoljno da, u N,, rang x
bude nizi od ranga x". Dakle, jo§ jedna ekvivalencija:

atx<atx & x<x'.
Ako skupimo obe ekvivalencije, dobijamo opet ekvivalenciju:

at+x<at+x & x<x'.
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QOtuda:

Teorema 11. — Ako je data jednakost ili nejednakost izmedu prirodnih
brojeva, mogude je od obeju strana uklomiti 1li obema stranama dodaii isti broj.

Iz tako formulisane teoreme neposredno slede ove vazne posledice (gde
a, b, ¢, a’y b, ¢’ oznalavaju prirodne brojeve):

’

a=a
(n b=b | = atbtc=a+b+c,
c=c'

jer ako se u zbiru a+b--¢ neki ¢lan x zameni jednakim ¢lanom x', zbir se ne menja
(to tvrdi teor. 11), pa je mogude sabirati sve leve 1 sve desne strane vi$e jednakosti.

a<a’
(2) b<b' ¢ = at+btc<a +b' 4+,
c<c’

jer ako se u zbiru a+b-+c¢ neki ¢lan x zameni veéim ¢lanom x', onda zbir postaje
vedi, pa je moguce sabirati sve leve 1 sve desne strane viSe nejednakosti (u
striktnom smislu).

Ako skupimo ujedno (1) i (2), dobijamo:

a<a
3) bbb’ = at+bte<a +b 4.

c <<’

§ 11.4. SABIRANJE I POREDAK (RED)
Poslednje implikacije prethodnog paragrafa izraZzavaju relacije reda koje

proizlaze iz operacije sabiranja. One se mogu izvesti i iz ovih relacija:

<a+b
() {ZsZib (2) a<b & b=a+c

(3) a<b = atc<b+c

koje su znacajne i same po sebi, pa ih treba obrazloZiti.
1. Pre svega, ako su a i & dva prirodna broja, zadto ne pi§emo a<<a-b,
nego a<a+b?
Zato $to moze biti =0, pa je tada a=a—+0. I sli¢no u b <a+b.
Svaka od tih formula izraZava &injenicu:
Sabirak je manji od zbira ili najvise jednak zbiru.

Tako izgleda ocigledna, tu Cinjenicu treba obrazloZiti. U tu svrhu posma-
trajmo mnozine 4 i B koje zadovoljavaju uslove:

a=k(4), b=k(B), AnB=o.
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Tada je a+b=k(AUB), pa dokazati a<a+b zna¢i dokazati k(A)< .
<k (AuB). Ovo, pak, znaci da postoji aplikacija A—~AuB ili, §to je isto, da postoji
bizekcija mnozine 4 i dela mnozine AuB (sl. [1.2).

Stika 11.2 Slika 11.3

2. Neka je AnB=g i k(A) <k(B), k(A)=a, k(B)=b.
Tada postoji aplikacija « f: A — B
ili, $to je isto, bizekcija [ A—f(A4) (sl. 11.3).

Znadi, postoji mnozina C=B\f(4),

odakie je: B=(f(4)uC) i (fF(A)NC)=w2,
pa imamo: b—k(B)—k(f (4)) +HC) =k(A)+k(C),
ij. ' b=a+c, gde je c=k(C).
Otuda:
Teorema 12. — Ako a i b oznalavaju prirodne brojeve, a < b & postofi

broj ¢ takav da je b=a+tc.

3. Pokazimo: a<bh=atc<b+ec.
Na osnovu prethodne teoreme a<b < b+x. Odatle je
bdc=atx+te, tj. btec=(atc)+x,

i kona¢no (teor. 12) at+c<b+c [Teor. 11.].

4, Ako primenimo metodu kojom smo dokazali teor. 10, imamo:

(1) asb= atc<btc [Prethodna ]
c<d = c+b<d+b, teorema, tj. t. 3.

4. (komut. sab.) (2) c<d =b+tc<b+d,

tj. [tranzitivnost (1) i (2)] a+c<b—+d.
Dakle: a<b i ¢ <d = a+c¢<b+d, §to nije nidta drugo nego posledica (3),
§ 11.3. -
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§ 11.5. VEZBANJA 1 ZADACI

1. Sima (ufenik sa sela koga svi poznajemo) sastavio je mnoZinu (od Zivotinja koje on ima
u dvoriftu):
E = {pas, macka, krava, konj, petao}.
Njegov brat je od Zivotinja u istom dvoridtu sastavio mnoZinu:
F={¢uran, vo, pas, svinja, konj}.
Dovriite: EUF=...; RE)=...; kF)y=...:

ZaSto k(EUF)#k(E)+ k(F)?

REUF)= ...

2, Neka su mnozine A i B sastavljene od moje odeée i drugih mojih stvari i neka je:

A = {3e8ir, kaput, novéanik}
A B= {§eir, kaput, dZemper, nov¢anik}.

Sastavite mnozinu B tako da je ANB= g .

3. Sastavite mnoZine tako da je:
(1) R(AUBY=k(B)+k(A);
(2) R(CUD)<k(CY+k(D);
(3) REUF)>R(E)+k(F);

4, Izradunajte na viSe nadina:
(1) 17+423+43; (2) 320+170+180;

(3) 364+59-+24+31; (4) 192+ 68+102+208;
(5) 4+13+244+27+96+6+58+26+50+2.
5. Je li taéno (a-+&)+(c+d)y=(a+)+b+d)=0+c)+(a+d) i zasto?

6. Dovrsite: (1) (my <my 1 ny < ny) > myptng...my+n,.
(2) (100>70 i 1000>300) = (100+1000) . . . (704 300).

@ R((AUBYNC)=k(A)+k(B)+k(C);
(5) k(M x Mp)=k(M)+k(M,).

7. Napravite §to ve¢u mreZu (tablicu) sabiranja.

1) Nacrtajte polupravu koja izlazi iz nule a koja sadrZi npr. brojeve 4 i 8. Ona se zove
dijagonala mreZe. Koji uredeni parovi sabiranja daju brojeve (zbirove) mreZe (tablice) | kroz”
koje prolazi dijagonala? NapiSite njihov opsti oblik.

2) Uokite brojeve 743 i 3+7, uopite x+y 1 y+x. Oni su simetricni u odnosu na dija-
gonalu. Objasnite to bliZe.

3) Uotite sve brojeve mreZe do x+x, na primer do 7+ 7. Svi oni pripadaju unutra$njosti
kvadrata ¢ije dve | stranice ¢ine brojevi 7, 8, ..., 14. Izraunajte zbir ,stupca® 0 (stupca koji
podinje nulom), ,stupca“ 1 i ,stupca“ 2 i pronadite postupak za izratunavanje zbira svakog sle-
deteg | stupca“. ObrazloZite tu Einjenicu. Uopitite, tj. obrazloZite da to vaZi za ,stupce i redove
ma kojeg kvadrata.

4) Uotite red 3 (red koji po¢inje brojem 3) i red 8. Izralunajte zbir brojeva (3, 2), tj.
5,1 (8, 4), tj. 12, a zatim (8, 2) i (3, 4). Sta primecujete? Nadite i druge. VaZi i to za ma koje
dva reda? Ubopdtite.
8. Neka a, b, ¢ oznatavaju prirodne brojeve.
1) Koja relacija postoji izmedu a i b, ako je a=b+c?
2) Je li tatno: (1) a>a; (2) (@a>b i b>c)> a>c?

Rezime
1. Definicije sabiranja: .
1) Ako je x=k(X), y=kY), XnY=g, zbir x+y=kXnY). Izradu-
navanje zbira x--y zove se sabiranje.
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2) Sabiranje je funkcija koja svakom uredenom paru prirodnih brojeva

pridruzuje (korespondira) prirodni broj, tj.
st NXN — N; (x,y) > x+y, koji se zove zbir brojeva x i y.

3) Zbir a+b je element mnoZine Ny koji odgovara elementu b mnozine Ng.
Operacija koja svakom uredenom paru {(a, b) prirodnih brojeva pridruzuje njihov
zbir a-+b zove se sabiranje. ’

4) a+b+c+dte={[(a+b)+c]+d]e.

2. Osobine sabiranja:
(1) komutativnost x+y=y-+x 1 generalisana komutativnost;
(2) asocijativnost (x+y)+z=x+(y-+2) i generalisana asocijativnost;
(3) neutralni element a+0=0;
4) a=b=atc=b+c;
(5) (a=b i c=d) = a+c=b+d.

3. Sabiranje i poredak (red):
(1) agb+c; (2) ag<b=at+b<b+tc;
(3) (a<b i c<d) = atc<b+4d.

GLAVA X1I

ODUZIMANJE PRIRODNIH BROJEVA

§ 12.1. DEFINICIJE

1. Prema crtezima:

Slika 12.1

dovrsite (§§ 2.1 1 2.4)
ANB= ; C\D= 5
ENF= {a, b,e,d, e, f, 8 h}\ {c, 1 g} =

Na osnovu znanja stecenih u I 1.
osnovne $kole lako izraCunavamo:

R(A)—k(B)=1, k(C)—k(D)=1,
k(E)—R(F)=S5.
Iz toga i prethodnog sledi da
je samo u tre¢em slucaju:
R(EYNK(F)=k(E)—k(F). Slika 12.3
Zato definisemo:

Kardinalni broj razlike mnogine 1 njene podmnozine zove se razlika kardi-
nalnih brojeva mnogme i podmnoZine.

2. Neka su a i b dva data (poznata) prirodna broja. Postoji li takav prirodni
broj x da je b+x=a?

Ako postoji, onda je (§ 1l.1) b4x broj mnoZine:
No=1b, b+, b2, ..., btx,...}
koji odgovara broju x ekvipotentne mnoZine:
N={0, I, VN
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Iz toga sledi:

(1) da broj b+x moze biti jednak broju a samo ako aeN, ij.

ako je az=b;

: (2) ako je taj uslov (1) zadovoljen, broj x odgovara jednom, i samo
jednom, broju d mnozine N, tj. d je jedini prirodni broj takav da je b-+d=a.

Taj se broj (d) zove razlika brojeva a i b 1 zapisuje se:

a—b (@ manje b, ili a minus b);

na primer: 8§—5=3; 79—69=10; 6—6=0.

Otuda:

Teorema i definicija. — Ako privodni brojevi a i b zadovoljavaju uslov
az=b, postoji jedan, i samo jedan, prirodni broj d takav da je b+d=a. Taj se broj
zove razlika brojeva a i b 1 zapisuje a—b.

Drugim re¢ima: Ako su a1 b prirodni brojevi i ako je a=b, postoji jedan,
i samo jedan, prirodni broj a—b takav da je b+(a—b)=a.

Ako je d razlika brojeva a i b, kaZe se i: a vedi od b za d ili b mawji od a
za d. Zato se:

a+b Cita i povecati broj a za broj b.
a—>b &ita 1 smamnjiti broj a za broj b.
Izracunavanje razlike datih brojeva a i & zove se oduzimanje.

Oduzimange je operacija koja svakom uredenom paru prirodnih brojeva a 1 b,
koji zadovoljavaju uslov a>=b, pridruuje njithovu razliku 4.
Broj a se zove umanjenik, a broj b se zove umanjilac:

umanje-  umanji-
nik lac
a — b = d
~——

¢lanovi oduzimanja  razlika

oduzimanje

§ 12.2. NEPOSREDNE POSLEDICE DEFINICIJA

1. 1) Oduzimanje se moze izraziti i ekvivalencijom
b+d=a & d=a—b, a=b.
Ona pokazuje da se oduzimanje pojavljuje kao odredivanje jednog sabirka d
kad su dati zbir a i drugi sabirak &. Ta se ¢injenica izrazava re¢ima:
Oduzimanje je obrnuta (inverzna) operacija sabiranju.
To se vidi i iz prve definicije (§ 12.1, t. 1) jer: Zbir dva broja je (§ 11.1,
t. 1) kardinal dveju disjunktivnih mnoZina, a razlika dva broja je kardinal jedne

od tih mnoZina kad su date ona druga i njihova unija. Dakle, ako je a=b+d, onda
je a—b=d ili a—d=>b; na primer: 7+5=12, 12—7=5, 12—5=7.

2) Posebnu paznju zasluZuje pisanje u obliku: .

(b+d)—b=d, (b+d)—d=b
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e . i A——

i isto tako - (a—b)+b=a,

jer te jednakosti izraZavaju ,uzajamno ponisStavanje® sabiranja i oduzimanja.
2. Sastavite , mrezu“ (tablicu) oduzimanja. Do koje poluprave ona postoji?

3. Broj nula i oduzimanje.— Kad je razlika dva prirodna broja a i b nula?
Kad je a=b, jer je tada a=b—0. Prema tome, kad je a=0 i b=0.
Dakle: a—b=0, kad je a=b; 0—0=0.
Dovriite a—0= (kad a7£0).

4. Broj 1 1 oduzimaje. — U slu¢aju a=1 mozZe biti:
b=1 i tada je d=
Ako je b=0, jednakost l14d=a pokazuje da je a neposredni sledbenik
(u N) broja d (3to se vidi i iz d=a—1).

Znati, da su dva prirodna broja m i n uzastopna, moZe se zapisati: ili
n=m-+1, ili n—1=m, ili n—m=1. i

5. 1) Iz a—b=d sledi (definicija) a=d+b.
Dalje je (§ 11.4, t. 3 1 4 ili teor. 10) a+n=d+b+n,
to jest (§ 11.3, t. 2) a+n=d-+(b+n),
tj. (definicija oduzimanja) (a+n)—(b+n)y=d.
2) Iz a—b=d
sledi a=d+b,
a odatle [§ 11.3, teor. 11, tj. posledica (1)] (a—n)=d+b—n,
to jest (definicija oduzimanja) (a—n)—(b—n)=d.
Sta pokazuju date i dobijene jednakosti:

a—b=d
(a+n)—(b+d)=d
(a—n)—(b—n)=d

Iskazite (napisite)
reCima te Cinjenice.

§ 12.3. ARITMETICKI POLINOMI. SABIRAN]JE I ODUZIMAN]JE ZBIROVA I RAZLIKA

1. Sabiranje brojeva a 1 b zapisuje se: a-+5.

Oduzimanje broja ¢ od broja a+4b zapisuje se: a-+b—c.

Oduzimanje broja d od broja a--b—c zapisuje se: a-+b—c—d.

Dodavanje broja e broju a+b—c—d (ili, §to je isto, § 12.1, 1. 2, poveca-
vanje broja a+b—c—d za broj ) zapisuje se: a+b—c—d+e; to se zove ariime-
tiéki polinom.

Oznaleni niz sabiramja i odusimanja zove se aritmeticki polinom.

Aritmeticki polinom sastoji se, dakle, od ,,;sabiraka“ (¢lanova ispred kojih je
znak +) i ,umanjilaca® (Clanova ispred kojih je znak —).
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Neka je at+b—c—d+te=r.
Broj r zove se rezultar ili vrednost (napisanog) aritmeti¢kog polinoma;
na primer: 7—54+6-—-3—-2=3.
2. 1) Neka je data razlika x=a=—(b+c),

koju treba izracunati. Pod kojim uslovima je to moguée? Samo ako je a=(b-+c),
tj. a>b, a>c.
Na osnovu § 12.2, t. 5 je: x=(a—b)—[(b+c)—b],

to jest (§ 12.2, t. 1, 2): x=a—b—c.
Dakle: a—(b+c)=(a—b)—c.
Teorema L. — Zbir b+4-c mose se oduzeti od a i tako S0 se od a prvo

oduzme b, a od dobijene razlike (oduzme se) c.
2) Treba izracunati razliku: x=a—(b—c).
Kad je to moguée?
Datu jednakost moZemo napisati ovako (na osnovu &ega?):

x=(a+tc)—(b—c)+c

to jest (obrazlozite): x=(a+c)—b.
Dakle: a—(b—c)=(a+c)—b.
Teorema 2. — Razlika b—c moze se oduzeti od a (i) tako $to se umanjentk

(b) oduzme, a (dobijenom rezultaru) wumanjilac (c) dodaje.
3) Kako ¢emo izracunati zbir: x=a+(b—c)?

Na osnovu § 11.4, 1. 31 4 je: x+c=a+(b—c)+c.

Dalje je (na osnovu &ega?): x+c=a+b,
to jest (definicija .. .): x=(a+b)—c.
Znati: a+(b—c)=(a+b)—c.

Teorema 3. — Razlika b—c moZe se dodaii broju a (1) tako $to se umanje-
nik dodaje a (od dobijenog rezultata) umangilac oduzme,

3. Pomodéu tri prirodna broja a, b, ¢ mogu se sastaviti polinomi:
t=a+b+¢, u=a—b—c¢, v=a+b—c, w=a—b+tg,

pod uslovom, razumljivo, da se oduzimanja mogu izvrsiti, tj. da brojevi u, v, w
postoje.
Broj u se moZe izraCunati oduzimanjem zbira b+4c¢ od a (prethodna t.

pod 1), 1. w=a—b—c=a—(b+c).
Broj v se moZe izra¢unati oduzimanjem broja ¢ od zbira a5, tj.

v=a+b—c=(a+b)—c.

170

Broj w se moze smatrati zbirom broja ¢ i broja a—b, tj. w=c+(a—b),
a na osnovu teor. 3 w=(c+a)—b.

Dobijeni rezultati pokazuju da se svaki od ve¢ napisanih polinoma moze
napisati kao razlika &yt je umanjenik zbir svih sabiraka a umanjilac zbir svith umanji-
laca, 10 jest: .

t=s—s’, gde je s=a+b+c, s=0,

u=s—s’, gde je s=a, s'=b-+c

v=s—s', gde je s=a+b, §=c

w=s—s', gde je s=a+tc, s'=b.

4. Prethodna osobina vaZi za polinom od 3 ¢lana. Dopustimo da ona vaZi za
polinom od p ¢lanova, tj.:
r=a—b+ct+d—e—f—g=s—s,
p Slanova
gde je s=a+c+d, s'=btetf+tg,
1 dodajmo tom polinomu nov ¢lan 4.
Ako je h sabirak“, novi polinom glasi: y=s—s'+hA=(+h)—s"

Ako je h ,umanjilac, novi polinom glasi: z=s—s —h=s5—(s"+A).

Dakle, i novi polinom, koji ima ¢g=p-+1 ¢lanova, javlja se u obliku razlike
&iji je umanjenik zbir svih sabiraka® a umanjilac zbir svih , umanjilaca®. Otuda:

Teorema 4. — Rezultar (,vrednost) polinoma moze se izralunati tako
Sto se od zbira suvih sabiraka“ oduzme zbir svih umanjilaca“.

Takvo se izratunavanje zove svodemje polinoma. Ocigledno je da svo-
denje polinoma ne zavisi od reda ¢lanova, tj.:

a—b+4c+d—e—f—g=a+tc—b—e—qg+d—f
=d—e+ta—g+c—f—b= ...
IzraCunajte: 3—8—-174+40—20+57—3.
5. Kako se sabiraju i oduzimaju polinomi?
Neka su dati polinomi: p=a—b-tc, g=d—e—f+g—h.
1) Izra¢unajmo p-+g¢. PiSemo:
prg=p+(d—e—f+g—h)
=p+(s—s"), gde je: s=d+g

s'=e+f+h.
to jest: prg=p+s—s
=p+d+g—e—f—h,
ili: =p-+d—e—f+g—h (nezavisno od reda).
Teorema 5. — Polinom se dodaje tako $to svaki njegov ,sabirak ostaje

sabirak, svaki njegov umanjilac ostaje ,umangilac.
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2) Izraunajmo p—gq.
p—q=p—(d—e—f+g—h),

Y. =p—(s—5),
tj. (teor. 2): =p—s+ts,
1 —p—(d-+8) +(e+f+),
tj. (teor. 1): =p—d—g+te+f+h.
Znaci: p—(d—e—f+g—h)=p—d+te+f—g+h
Teorema 6. — Polinom se oduzima tako §to se svaki njegov ,,sabirak®

oduzima, a svak:i ,umanjilac dodaje (1j. nad svakim ¢lanom se vr$i inverzna opera-
cija od one koja je oznalena).

3) Na osnovu prethodne dve teoreme piSemo:
at+(b—c—d+et+f—h=a+b—c—d+e+f—h
a—(b—c—d+et+f—h)=a—b+c+d—e—f+h.

I obrnuto: a+b—c—d+e+f—h=a+b—c+{(—d+e+f—h)
=a+b—c—(d—e—f+h)
=a—(—b4c+d—e—f+h).

Na primer: 5—13+7—4—9430=5+(7—13—4-—-9+30)

=5—(13—74+4+9—-30).
6. Da li:

() a, b, ce Nic<a: a=b=a—c=b—c? _

(2) a, by ¢, de N i c<a, d<b: (a=b, c=d) = a—c=b—d?

(3) a, b, ce Nic<a, c<b: a<b=a—c<b—c? :

§ 12.4. VEZBANJA I ZADACI

1. C={Negotin, Zajetar, Ni§, Leskovac, Valjevo}.
D={K.raé;uievac, Kraljevo, Cagak, Titovo UZice}.
E={8abac, Ruma, Novi Sad, Ni§, Kraljevo}.
F={Zajecar, Valjevo, Ni3}.
H={Zagreb, Sarajevo, Dubrovnik, Vukovar, Sisak}.
G = {Zrenjanin, Beograd, Titovo Uzice, Titograd, Kragujevac, Biha¢, Kraljevo, Cagak} -~
K ={Ruma, Ni§, Kraljevo, Sabac}.

Neka X i Y, XY, oznatavaju ma koje dve od tih mnoZina. Napidite sve sludajeve
() KXUY)=RXD)+R(Y);  (2) XNY)=E(X)—A(Y).

2. 1) Neka je k(A)=13, k(B)=17, k(AUB)=25. Izratunajte: k(ANDB); ANB);
k(B\.A).

kad je:

2} Neka je k(A)=19, &(B)=5, k(BUA)=19. Ilzratunajte: k(ANB); k(A\B);

RBN\A). .
3) Neka je k(A)=31, A(B)=29, kAUB)=60. Izratunajte k(ANB); k(A \B);

k(BNA).
U kojim slucajevima je &(AN.B)=k(A4)—k(B)?
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3. U skoli koju svi znamo ima 215 daka. Svaki je obavezno upisan bar u jednu od tri
sekcije: sportsku, muzi¢ku, pozori$nu.

153 daka upisana su samo u po jednu sekciju, Od pjih je upisano u sportsku sekciju 75
a u muzi¢ku 38. 25 daka upisana su u sve tri sekcije. U sportskoj sekciji ima 130 daka. Medu
njima ima podjednako glumaca i muzidara.

Izralunajte broj ¢lanova muzicke sekcije i broj ¢lanova pozoridne sekcije.
4. Izratunajte nepoznati broj u a=b+d, kad je: (1) a=20, b=17; (2) a=S5, d=3;
(3) a=333, b=333; (4) a=10, d=10; (5) a=101, d=101.
5. 1) Neka je x+y=7. Umesto kojih prirodnih brojeva stoje slova x i y?

Jedan odgovor (jedno reSenje) jeste: x=0, y=7, §to zapisujemo ovako (0, 7). Jo§ neka
redenja jesu: (1,6), (2,5),... ,
Napiite sva refenja date jednakosti.

2) Neka x 1 y oznafavaju prirodne brojeve. Napisite sva reSenja svake od slede¢ih
jednakosti:
(1) x+y=5; (3) x+y=3; (5) x+y=1;
(2) x+y=4; @) x+y=2; (6) x+y=0.
3) Izbrojte sva refenja svake jednakosti.
4) Uopste, kako se odreduju sva refenja jednakosti x+y=n (ne N) i koliko ih ima?
5) Svako od redenja jednakosti pod 2) i 4) je ureden par, prirodnih brojeva. Konstruiite
mreZu proizvoda N x N i oznalite sva redenja svake jednakosti. Kojoj liniji pripadaju sva refenja
odredene jednakosti?
6. 1) Koje prirodne brojeve zamenjuju slova x i y u sludaju: x+y<6?
2) Odredite mnozinu tadaka (x, y) u N x N kad x i y zadovoljavaju napisanu nejednakost.
3) Isto kad je nejednakost x+y=ne N.
7. Sva reSenja jednakosti x+y+z=>5 moZete dobiti stavljajuéi redom umesto z brojeve
0, 1, 2, 3, 4, 5 i reSavajuéi u svakom od tih slu¢ajeva jednakost x+y=n. Prema tome, treba naci
sva refenja jednakosti x+y=35, x+y=4 itd. Jedno refenje jednakosti x+y+z=>5 je, dakle, [0,
5, 0], drugo je [2, 2, 1]. Nadite sva reenja i izbrojte ih.
8. 1) Dat je niz brojeva 13, 11, 8, 6, 5, 3, 1. Stavite:
$;=13, sa=13—11, 53=13—-11+8, 5,=13—114+8—6, itd.
Proverite:

(1) da se svaki broj niza sy, 5,, 53, . . . , polev od treceg, nalazi izmedu prethodna dva;
(2) da je svaki broj niza sy, 55, 55, - . . , poev od drugog, manji od prethodnog;
(3) da je svaki broj niza s,, 55, ss, . . ., potev od drugog, veéi od prethodnog.

2) Napisani niz 13, 11, 8, ... zadovoljava samo jedan uslov: svaki sledeéi broj je manji
od prethodnog. Napidite i sami takve nizove i proverite prethodne &injenice.

Rezime
L. 1) Ako je B€ A, onda je k(AN B)=k(A)—k(B). I taj se broj zove razlika
kardinala mnozine 4 i mnozine B. '

2) Ako su a i b prirodni brojevi i ako je a=b, uvek postoji jedan jedini
prirodni broj d takav da je b4-d=a. Taj se broj zove razlika brojeva a i b.

3) Operacija koja svakom uredenom paru a=b prirodnih brojeva pridru-
zuje njihovu razliku zove se oduzimanje.
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2. 1) Oduzimanje nije ni komutativno ni asocijativno.
2) a—b=d = (atn)—(bL+n)=d. 3) a—0=a, 0—0=0.
3. 1) Niz oznalenih sabiranja i oduzimanja, pod uslovom da se oduzimanja
mogu izvrditi, zove se aritmeti¢ki polinom.
2) Sabiranje i oduzimanje polinoma vr§i se na osnovu tri formule:
a+(b—c)=a+b—c, a—(b+c)=a—b—ec, a—(b—c)=a—b+c.

3) Ako je s zbir svih ¢lanova datog polinoma koji se dodaju (svih ,,sabi-
raka®) a s” zbir svih onih ¢lanova koji se oduzimaju (svih ,,umanjilaca®), s—s'=r
zove se rezultat izvrSenih operacija ili ,,vrednost“ datog polinoma.

GLAVA X

MNOZEN]JE PRIRODNIH BROJEVA

§ 13.1. DEFINICUE

1. 1) Neka je A={a, b, ¢}, B={m, n, p, ¢, r}. Nacrtajte sagitalnu $emu

(§ 3.3) proizvoda A X B i izbrojte strelice.

Napisite graf proizvoda AxB (§ 3.2):

AXB={(a, m), (a, n), ..., (a, 1)y (b, m), ..., (b, ), (&; m), ..., (c; )}
i izbrojte njegove parove (elemente). -

Broj strelica je 15, jer iz svakog elementa mnozine A4 izlazi 5 strelica (za
svaki dolazni element jedna), tj. 5+545=15.

Broj uredenih parova elemenata grafa mnozZine 4 X B ne moZe biti drugi,
jer svaka strelica oznaCava jedan par.

2) Da li je uvek tako? Uzmite slucajeve kad mnoZine imaju zajednitke
elemente, npr.:

A={a, m, n}, B={m, n, p, q, r}; A={m, n, p}, B={m, n, p, q, r}.

Slika 13.1 Slika 13.2

To je razumljivo, jer je {m,n, p} X {m, n, p, q, r}={(m, m), (m, n) .. .}.

Stavite (§ 3.2): {a,b,¢,d} x {a, b, ¢, d}=(a, a), (@, b), ... (d, a)...,(d, d)}.

Neka su 4 i B kona¢ne minozine. Kardinalni broj mnogine A x B, 4. broj
uredenth parova (elemenata, strelica) mnofine A X B, zove se proizvod kardinalnih
brojeva mnogima A 1 B i simbolima se oznalava ovako: k(A)-k(B).

Znadi: k(A X B)=k(A)-k(B).
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Prema toj definiciji, proizvod dva broja uwek postoji i jedinstven je, tj.
proizvod je odreden.

Izratunavanje proizvoda (kardinalnog broja dveju kona¢nih mnoZina
zove se mnoZenje tih brojeva. -

MnoZenje je operacija koja svakom paru prirodnih brojeva pridruguje njithov
proizvod. 1li (opstije):

Mnogenje je funkcija koja svakom uredenom paru (x, y) prirodnih brojeva
-pridrufuje prirodny broj koji se zove proizvod brojeva x i y.

Taj se proizvod ozna-
¢ava x-y ili xy a ¢ita ,,y puta x“.

Simbolima:

FiNXN-=>N: (x,y) —> xy.

2. Prema prethodnom, za
izratunavanje proizvoda a-b (ili
ab) prirodnih brojeva a i b treba
sastaviti mnozZine 4 1 B tako da

Slika 13.3 je k(A)=a, k(B)=b, jer je
a-b=k(AXB).
Kako je a=k({l1,2,3,..., a}), b=k ({1,2,3,...,8})
imamo (§ 3.2): {4, 0, (1L,2),...,, )

ab=k({1,2,...,a}x{1,2,..., )=k | (2 1), (2,2),...,(2b)
(a, 1), (@, 2), ..., (a, b)}
To znadi da se mnoZina {l, 2,..., a}x{l, 2,..., b} moie pri-
kazati ovako:

R IN O Tk /AT ) 2% ¢ e
e Yew Y o7 Ny | B 7 Y7 7 | R R R
30“ (307) (3?3) -3 2] ] ] @ ‘ (30'1) (3?2) [ ] [ ] (-] [ ] ® @
B ® c°° I&lerelele|elele
(‘;.1) ¢ @ 0 e & e @€ o | ¢ | ® |0 |® | o o 0@
e o o & 6 o 4 ® o |l ®| o <] © ® | e | @
Cl. o 00 9, ® ® ] :Oﬁ‘ :G:“Q.j) d [ @ 9 Cl%
Slika 13.4 Slika 13.5

A to nije ni$ta drugo nego particija (§ 2.7) mnozine {l, 2,..., va} x {l,
2,..., b} na a delova. Kardinalni broj svakog dela je b, dakle:
ab=b+b+b+...+b
L B A Bt
a sabjraka

Medutim, crteZ 13.5 prikazuje particiju iste mnoZine na b delova. Kardinalni
broj svakog dela je a, dakle a-b=a+-a+ta+...+a.
Mt
a sabiraka
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Na primer:
5.3={01, 1), (1,2), (1,3, U, 4, 1,5
2,1),2,2),(2,3),2,4),(2,5) :l tojest 5-3=54+5+35;
G, 1D, 3,2 (3,3),3, 4, 3, 5
3-5={(1, 1), (2, 1), (3, 1)
1,2),(2,2),3,2)
(3, 1),(3,2),3,3) tojest 3-5=34+34+34343.
4, 1), 4,2),(4,3) ‘
(5, 1), (5, 2), (5, 3))
Prema tome, mnoZenje dva prirodna broja svodi se na sabiranje jednakih

sabiraka: a-b=atata+...+a=b+b+...+b
b sabiraka a sabirarka
3. Ako paru (a, b) prirodnih brojeva mnoZenje korespondira broj p, tj. ako je
a-b=p, onda se brojevi a i b zovu &nioci, a-b 1li ab zove se oznaleni proizvod,
a p je izradunati proizvod.

4. Ve¢ je napomenuto da je proizvod dva ma koja prirodna broja odreden
prirodni broj. To sledi i iz poslednje definicije: MnoZenje je sabiranje jednakih
sabiraka. Ta se {injenica izrazava i re¢ima: Mnofenje u N je interna (unutrasnja)
operacyja. 1li: Mnofina N je zatvorena u odnosu na mnoZenje.

5. Ako se izvr$i: mnoZenje ab=im,

zatim mnozenje mc=n
i najzad, mnoZenje nd=p,
onda se p zove proizvod brojeva a, b, ¢, d i to zapisuje abcd=p.
Na primer: 7-2-4-5-3={[(7-2)-4]-5}-3
={[14-4]-5)-3={56-5} 3=280 3=840.

§ 13.2. NEPOSREDNE POSLEDICE DEFINICIJA

1. Pocetak mreZe proizvoda N xX N izgleda ovako:

*1lo U 2 s (] [] ]

a|0
o b 2 B & 15 8 17 e b

2|0 2 4 6 8 10 (12 [% 16 2b

20 3 6 9 2 B B |21 |24 3b

<l0 4 |8 12 % |20 |24 [28 (R teb

[ [ a a? |a3 |a4 |ab (a6 [a7 [a8 a-b

12 Moderna matematika . 177



2. Broj 0 i mnogenje. — 1) Neka je a=k(A4).
Tada je: 0-a=k(2) k(A)=k @ x A)=k(2)=0;
a-0=Rk(A)-k @)=k(Ax 2)=Fk 2)=0.
Dakle: 0-a=0=a-0, to jest:

Teorema 1. — Ako je jedan &inilac 0, proizvod je nula.

Simbolima se ta teorema izrazava: | aeN: 0-a=a-0=0. |

Na primer: 0-13=1(3.0=0; 9999 -0=0.

2) Jasno je: 0-0=0.

3) Ako je ab=0, bar jedan ¢inilac je nula, t;.
Va, beN: ab=0 = (a=0, b=0; a...).

3. Broj | i mmozenje. — |) Proizvod svakog singletona S i ma koje mno-
sine A je ekvipotentan mnoZini 4, tj. SXA~A~AxS (sl. 13.6).

Znadi,
A S l-a=k(S) R(A)=k(SXx Ay=kA)=a °
a 1=k {(ADr(S)= ... =aq.

Teorema 2. — Ako je jedan éinilac 1, pro--

izvod je jednak drugom Ciniocu.

Slika 13.6 Simbolima: | aeN: l-a=a-l=a.

Broj 1 je newrralni element mnoZenja.

2) Sta moZete redi o x ako je ax=a? ax=a = x=1.
Powvrduje li 1o mreza NXN?

3) Sta mozete redi 0 a i b ako je ab=1? ab=1 = a=b=1.
Potvrduje li to mreza NXN?

§ 13.3. OSOBINE MNOZENJA

1. Dekartov proizvod nije komurativan (§ 3.2, t. 2), a proizvod prirodnih
brojeva jeste, tj.:
AxB#BxA, a k(A)-k(B)=k(B) k(A).

Zaista, svakoj strelici (svakom paru) proizvoda A X B odgovara stre!ica
proizvoda BXx A, jer se Bx A dobija iz Ax B obrtanjem smera svake strelice,
tj. postoji biZekcija AxB — Bx A4, ili, $to je isto, AxB~BxA (sl. 13.7).

Drugo obrazloZenje: Ako su a i b prirodni brojevi, onda je (§ 13.1, t. 3):

ab=a+4a+...+a=b-+b+ ... +5b,

b sabiraka a sabiraka
ba=b+4b+...+b=a+a+ ... +a.
a sabiraka b sabiraka
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|
Dakle: : a, be N: ab=ba I, to jest:

Teorema 3. — MnoZenje prirodnih brojeva je komutativna operacija.

Napomena. U skolskoj terminologiji usvojeno je da se govori:

Pomnoziti broj a brojem
b, ili (sinonim) povecars broj a b
puta, 1 da se to zapisuje a-b
(tj. ab).

Usvojeno je, takode, da
se, u tom sluc¢aju (dakle u ab),
broj a zove mnogenik, a broj b
mnozilac.

Sve je to pedagoski
opravdano na izvesnom stupnju*® . .
i ugenik treba da vodi ratuna AXB = . k(A) k(B)=k(B) - k(A)
(naro¢ito kad su brojevi ime-

novani) da je: Stka 13.7
ab=a+a+a-+...+}a, a ba=b+b+b4...+b.
b sabiraka a sabiraka

Posle dokazane komutativnosti mnozenja (i posebno kad je re¢ o prirod-
nim, dakle neimenovanim brojevima) terba govoriti: Pommnogiti brojeve a i b, a
(napisano) ab ili ba &itati proizvod brojeva a 7 b.

2. Lako moZete pokazati da je (a-b) 0=a-(b-0) [§ 13.2, t. 2, D]
Pokaiite_ da je: (@ 0)-¢c=a-(0-¢c), (0-b)-c=0-(b-0).
Te tri jednakosti pokazuju da ako je jedan od brojeva a, b, ¢ nula, onda je
(ab)c=a(bc).**

Da 1i to vaZi i kad su sva tri broja razlid¢ita od nule?

Dokazimo da vaZi:

Neka su a, b, ¢ tri prirodna broja razli¢ita od nule. Tada je (§ 13.1, t. 2):
ab=a+a+...+a=b+b+4...+b

b sabiraka a sabiraka

* Videti autorovu Metodiku savremenog matenatickog obrazovanja.

** Usvojeno je da se znak mnoZenja (- ili X ) izostavi kad god se umesto brojeva pidu slova.
Toga ¢emo se i mi pridrzavati, pa ¢emo, na primer, umesto:

(a~b)-c " pisati  (ab)c,
(a+b)- ¢ pisati  (a+&)c,
(a+b) - (c+d) pisati  (a+5) (c+d)

am+b-mtc-n pisati am+bm+cn, itd.
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(ab)c=ab+ab+. . .+ab
¢ sabiraka aé

=(bbt. )bt .  AB) . A b+ . 4D
~——

& sabiraka a sabiraka a sabiraka
¢ puta po (b+b+...48)
=b+b+b+...+b;
——

ac sabiraka
a(bc)y=bc+bc+. . .+bc
e ——— i
a sabiraka b¢

=b+b+.. . +b+b+b+. . 4o+ .. bbb

¢ sabiraka ¢ sabiraka ¢ sabiraka

a puta po (b+b+...+b)
=b+b+b+...+b.

ac sabiraka

Dakle: Ya, b, ce N: (ab)e=a(bc) |, to jest:

Teorema 4. — MnozZenje prirodnih brojeva je asocijativna operacija.
3. Pokazite, na osnovu prethodne teoreme, metodom primenjenom u § 11.2,
t. 3, da za proizvod abcde=p vaii:
Teorema 5. — Pri mnoéehjﬁ vile brojeva moguce je, ne menjajuci kragnji
rezultat, zameniti vife Eintlaca npthovim izradunatim proizovodom.
.4. Na osnovu (ab)c=a(bc) i ab=ba pokaiicé, metodom  primenjenom u
§ 11.3, t. 4, da za proizvod abcde=p vaZi:
"Teorema 6. — Konalni rezultar mnofenja vise brojeva ne zavisi od reda
&nilaca, tj. abcde=acedb=abdce= . . .
5. 1) Neka su 4, B, C tri mnozine takve da je:
HAy=a, KkB)=b, kC)=c; AnB=g, AnC=g, BnC=g.
U § 3.5 pokazali smo da je (AUB)XxC=4xCuBxC.
To znati da je k (AuB)xC)=k (AXCuUBXC).

A kako su, prema uslovu, date mnoZine disjunktivne, imamo:
k(AuB)=a+b, k((AuB)xC)=(a+b)c,
kE((AxC)u(BxC))=ac+bc,

pa je (a+b)c=ac+be.
S obzirom na komutativnost minoZenja poslednju jednakost moZemo

napisati i u obliku cla+b)=ca+cb. .
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Ali, u oba slu¢aja re¢ je o istoj osobini mnoZenja, koja se zove discributiv-
nost mnodenja u odnosu na sabiranje. Otuda:

Teorema 7. — MnoZenje prirodnih brojeva je distributivna operacia u
odnosu na sabiranje prirodnih brojeva. ’

Simbolima: Va,b,ce N: (a-+b)c=ac+bc.

2) Distributivnost mnoZenja u odnosu na sabiranje mo?e se pokazati i
1 ovako:
(a+-b)c=(a+b)+(a+b)+. . .+ (a+b)

c sabiraka (a+5)
=a-+btat+b+, .. +atb [§11.3, t. 3]
=a+ta+...+a4-b+b+. . . +b=ac+tbc.

¢ sabiraka ¢ sabiraka

3) Razlika a—b je broj x takav da je a=b-+x. Na osnovu prethodnog
(distributivnosti) je:
ac=(b+x)c=bc+xc,

tj.: ac=bc+ xc,

tj. (def. oduzimanja): xc=ac—bc,

tj. (x=a—"b): (a—b)c=ac—bc,
- |

ili: cla—b)=ca—cb, |
to jest: _ - B

Teorema 8. — MnoZenje prirodnih brojeva je distributivna operacija u
odnosu na oduzimanje.

6. 1) Neka je dat zbir:
a+b-+c+d-te.

od n sabiraka. Na osnovu asocijativnosti sabiranja mozemo ga napisati u obliku
dva sabirka: (a+b+c+d)+e.

Zato, a na osnovu distributivnosti mnozZenja, je:

(a+b-+ctdte) m=(at+b+c+dm+em.

I isto tako: =(a+b+cym+dm+em,
=(a+b)m+cm-+dm-+em
to jest: (a+b+c+d+eym=(am-+bm+cm~+dm-+em).

Time je distributivnost mnoZenja generalisana:

Teorema 9. — Zbir od vile sabiraka moze se pomnoZiti brojem tako §to se
pomnoZi svaki sabirak, pa se dobiveni proizvodi saberu,
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2) Kako ¢emo pomnoziti dva zbira, na primer (a+b-+c) (m+n)>
(a+b+4c) m+n)=(a+b+c)p

—ap+bptep [m+n=p]
=a(m+n)+. ..
=am-+an-t+bm-+bn4-cm-4cn.

3) (a—b+c—d—em=(a+c)—(b+d+em=
=am~+cm—bm—dm—em,
=am—bm-+cm—dm—em,
pod uslovom da postoji broj r=a—b-{+c—d—e.
Znati:
Teorema 10. — Proizvod aritmerickog polinoma i broja m je arivmeriéhki
polinom &ji su Elanovi proizvodi Elanova datog polinoma i broja m. Svaki od tih proiz-

voda jeste : sabirak, ako je flan datog polinoma sabirak ; umanjilac, ako je ¢lan datog
polinoma umanjtlac.

§ 13.4. MNOZENJE I POREDAK (RED)
1. 1) Neka mnoZine A, B, C zadovoljavaju uslove ANnB=g, AnC= o,
BNC=a, k(A)=k(RB). Da li je (AXC)~(BxC(C)?
Uzmimo primer:

B= {ab Az Qg; Ay 45}’ B= {bl) by, by, by, bs}; C= {P> g, 7}
Tada je AxC= {(ab P)) (‘12» P)) (aa) P), (04, P)> (a5: P)

(a1 9); (@2 9)s (as, @), (ass @) (asy )
(@1, 1), (az 1), (ag, 1), (a4, ), (a5, 7’)}5

BxC= {(bv p)7 (bz, P)) (b:p P)) (b«v P)s (b5> P)
G0 ) R, (bs, @)
Bir ™) oo (b5 1)},

pa, oligledno, elementu (ay, p) odgovara element (b, p).

Uopste:. (asp) — (bsp)
() > (big) | 1=1,2,3,4,5,
(air) — (bar)
§to znati da postoji biZekcija:
AXC— BxC, 1j. (AxXC)~(BxC), 1j. R{AXC)=kBXC).

Tako se rasuduje i kad se konaéne mnozine 4, B, C sastoje od ma koliko
elemenata. Stoga, ako je k(A)=a, k(B)=b, k(C)=c,

1 ako je: a=>b, onda je ac=bc,
to jest:
Teorema 11. — Ako se jednakost prirodmih brojeva pomnoZi prirodmim

brojem koji nije nula, dobija se jednakost.
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Simbolima: Va, b, ce N i ¢#0: a=b = ac=bc.

A da li iz ac=bc sledi a=b?

2) Neka je a=b, c=d. Dokazite: ac=bd.

Dakle:

Teorema 12. — Ako su date dve jednakosti prirodmih brojeva, proizvod
njthovih levih strana jednak je proizvodu njihovih desnih strana.

Simbolima: Va, b, ¢,de N: (a=b i c=d) = ac=bd.

3) Da li se to moze uopdtiti, j.:

'

=aq
=)

’

=c

SR

= abc...=a'b'c’...?

2. 1) Neka je a<b, ¢#0. Sta mozemo reéi o ac i be?
Iz a<b sledi a=b+tx, xe N,

paje(t.1ovog §1§13.3,1.5) ac=bc+cx,

§to pokazuje da je ac<bc.
Dakle:
Teorema 13. — Ako se nejednakost prirodnih brojeva pommozi prirodmim

brojem, koji nije nula, dobija se nejednakost istog smera.
Simbolima: VYa, b, ce N i ¢z£0: a<<b = ac<bc.
Vp, ¢ reEN1r£0: p>q = pr>gr.
2) Neka je: a<b i c<d.
Pokazite: ac<bd.
3) Pokazite uopste:
( a<a’ ]
b’

c<c’
L ... ]

= abc...<a'bc ...

3. Sve ¢injenice ovog paragrafa skupljaju se u jednu:

[a<a ]
b<b

csc

= abc...<a'bc ...

Ona izrazava da je relacija reda < kompatibilna (saglasna) sa operacijom
mnoZenja.
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§ 13.5. MNOZENJE JEDNAKIH BROJEVA

1. 1) Kad su dinioci jednaki brojevi, mnozenje se zapisuje krale:
7 - 7 zapisuje se 7%, tj. 7- 7=172;
43 - 43 zapisuje se 432, tj. 43 - 43=432;
5-5- 5 zapisuje se 5% tj. 5- 5+ 5=55%
Uopste:  aa=a?, &ita se a na 2 (ili a ,,na kvadrat®);
aaa=a®, Cita se a na 3 (a na tredi ili @ ,,na kub“);

aaaa=at, Cita se a na 4 (a na Cetvrti);

aaa . . .a=a", ¢ita se a na n (a na ent?).

MnoZenje jednakih brojeva (Zinilaca) zove se i stepenovanje. Cinilac a
koji se ponavlja zove se osnova Stepenovanija, a broj #, koji pokazuje koliko se puta
osnova ponavlja kao Cinilac, zove se izlogilac (eksponent) stepenovanja. Broj a?
zove se enti stepen broja a.

2) Razumljivo je da a=a' (3to se po pravilu ne pide).
3) Ako ne N, 1?=1 (npr. 13=1).

4) Ako ne Ny, 07=0.

5) a=l, a®=1 (apr. 17°=1, 1000°=1).

6) 0° nema smisla (nije definisano).

To su usvojene definicije.

2. Kako se izratunava am - a”?
1) Ako je m=2 i n=2 onda je, po definiciji:

am-ag*=qaa...a aaa...a=ag""",

(m+n) Cinilaca
2) Ako je n=0, am - g®=am+0=gm,

3) Ako je n=1, a™ - a'=am+l

Slutaj 2) opravdava definiciju 5).

Dakle, uvek je: agm - a®=amtn; qMghqP= gmtnipr,

3. Kako se izra¢unava anb®?
1) Neka je prvo n>2. Tada je:

n Cinilaca n Cinilaca
at=aa...a-bb...b
=ababab . . . ab [komut. mnozenja]
=(ab) (ab) (ab) . . . (ab) [asocijat. mnoZenja]
\ﬁ’____/
n &inilaca (ad)
=(ab)".
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2) Ako je n=0, a’"=(ab)’=1.
3) Ako je n=1, alb'==(ab)'=ab.

Dakle, uvek je: a®bn=(ab)?; anbrc*=/(abc)".

4. Neka je dato da se izracuna (a™).
1) U sluéaju n=2 je, po definiciji:
(am)n=amamam. . gh=gmtmt im=gmn
n &inilaca

2) Iz toga se neposredno vidi da stepenovanje nije ni komutativna opera-
cija (npr. 23=8, a 32=9), ni asocijativna operacija (npr. (23)2=82=64, a 289=
=2%=312).

3) Ako je n=0, (am)’=qam - 0=qg%=]1.

4) Ako je n=1, (a™)'=a™ - l=qgm,

5. 1) Iz onoga 3to prethodi ovom paragrafu i iz onoga §to je navedeno u
prethodnim paragrafima ove glave, a pod uslovom a2, slede ekvivalencije:

n am=a® & m=n;
2 am<<a® & m<n;
(3) am <Lat &S m<n.

2) Isto tako ako je n>1, imamo (§ 13.4):

(1) u sluéaju (2) u slucaju 3 u sluéaj'u

. a=b 5 a<b 52 a<b
1 = ]
2 | a=b 'c% a<b %.‘E a<b
= a=b =] a<<b -z a<b
5\ a=b S b BE acsh
B a= o a<< T o as
< . 1= I I it .
a=b | a<d 23 a<gh
an=>b" ar < bn an < b

Odatle, pod uslovom n==1, slede jo§ tri ekvivalencije:

(4) ar=br & a=b; (5) ar<b® S a<h; (6) a*<b* & a<h.

§ 13.6. VEZBANJA I ZADACI

1. Koliko se dvoslovnih re¢i, bez obzira da li one imaju smisla ili ne, moZe napisati pomocu
nadih slova, npr.:
aa, ab, . .. b, L. B2
2. Koliko ima, u dekadnom sistemu brojanja: (1) dvocifrenih brojeva; (2) trocifrenih
brojeva; (3) &etvorocifrenih brojeva?
3. Napravite $to veéu mreu (, tablicu) mnozenja.
1) Napisite op3ti oblik proizvoda kojima odgovaraju tagke dijagonale (mreZe, tablice).

2) Uodite simetri¢ne tatke u odnosu na dijagonalu. Napisite opsti oblik proizvoda kojima
odgovaraju simetri¢ne tacke, Sta dokazuju ti proizvodi?
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3) Neka su a, a’, b, & &etiri prirodna broja. Neka su a i a’ pogeci (,,nosioci“) ma kojih
redova tablice (mreie), a b i " po&eci ma kojih ,,stubaca* (kolona). Oznalite tacke ab, a’'t’, ab’, a’b.
(1) Sta odreduju te &etiri tacke?

(2) lzralunajte proizvode aba’d’ 1 ab’a’d na razne naline. Koje se osobine mno-
zenja tu ispoljavaju?

4. 1) Tzratunajte (mentalno tj. ,usmeno®) na vide nalina:
Ny 2-7-5= (2) 25-9-4= (3) 8-10-125=
4y 4-7-25= (5) 112509 4=
(6)2-125-4-8-3=(7) 15-125-6-8=

5. Izratunajte mentalno:
(1) 13-4+13-6=
(2) 12-67—67-11=
(3) 540 -29+29-460=
(4) 103-303-—-3-303=
(5) 378 - 78+22-378=
(6) 7-934—5-934+8-934—10-934=
(7) 999 - 5554+555—8 - 12546000=

6. Izracunajte zbir:

(1) prvih n brojeva mnozine N, ;
(2) prvih n parnih brojeva mnoZine N,;
(3) prvih n neparnih prirodnih brojeva.

7. Izratunajte:

(1) (a+b) (c+d); (2) (a+b) (c—d);
(3) (a—b) (c+d); @ (m—n)(p—q);
& (U+a) (1+5); © (1—a)(1+8);
(7) (a+b) (a+d); 8 (1+a)(1+a);

9 @a—t(a—1); (0 (1—a)(1+a)

8. 1) Prethodni proizvod (8) koji u obliku formule glasi:
(n+1)2=n2+2n+1
mozemo koristiti pri izratunavanju kvadrata prirodnih brojeva, npr.:
iz: ' 3.3=3=9
sledi: 42=(34+1)*=9+6+1=16;
52=(4+1)?=16+841=25;
2=(5+1)2=254+1041=36.

Jo§ lakde koristimo tu formulu, ake uzmemo u obzir da je 2n+1=n(n+1), na primer:
102=100;
112=100+10+11=1004+21=121;
122=121411+12=121423=144;
... (Produiite).

2) 252=625. Izraunajte 26

632=3969. Izratunajte 642, 65%, 66%, ..., 70%

Zatm 70%, 71%,. .., B0

3) Izratunajte 102, 1003, 1000%, a zatim 101* i 1001°%.

186

9. Izralunajte (a zatim proverite stavliaju¢i umesto svakog slova jedan broj od | do 10):

M) (a+b+o)(p+9= &) A+ (1+2%)=
@) (ntv+w) (x+y+a2)= ) (+x)(1+2x) (1+3x)=
3 (U+a+b) (1+p+9= (N @2x—DH@x—D=
@ (at+b+o)(atbt+o= ®) Bx—1Bx—D=

10. 1) (x+y+2)=x+y*4+2*+2xy+2xz+2yz.
2) (2x+3y-+52)%=
3) (a+b—c)=
11. Prikazite graficki mnoZinu re3enja jednacine:
(x+y—2) (x+y—3) (x+y—8) (x+3—9)=0.

12. Niz brojeva:
0,a,2a,3a,...,ba,...

zove se arivneticki niz ili aritmeticka progresija,
a niz: l,a,a%a%...,an,...
geometrijska progresija.

1) NapiSite dva primera aritmetitke i dva primera geometrijske progresije.

2) U &emu se razlikuju ma koja dva uzastopna ¢&lana aritmeti¢ke progresije, a u &emu se
razlikuju dva uzastopna ¢lana geometrijske progresije ? Kako se, npr., iz k-tog ¢lana dobija (k+ 1)-vi
Clan: aritmetiéke progresije; geometrijske progresije.

3) MozZe li prvi ¢lan geometrijske p{-ogresije da bude 0 i zasto?

13. 1) Neka @, b, ce N. Moze se definisati operacija * (koju oznatavamo zvezdicom):
a % b=ab+a+b, na primer: 3x7=3-7+34+7=31.

Napravite mreZu (tablicu) te operacije uzimajuéi 0 <a <9, i 0<b <9, tj. neka je ope-~
racija x definisana u {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9).
Je li ta operacija komutativna? Ima li neutralnog elementa?

2) Isto kad je ax b=a?+b. 3) Isto kad ie axb=a+3b.

§ 13.7. DODATAK

1. Sabiranje i mnoZenje su binarne operacije u N jer svakom uredepom paru
a, b e N pridruzuju element ¢ € N.

Tu se uopste pise a*b=c,
a mnozina N snabdevena tom operacijom oznacava se N, *.

2. Posmatrajmo ma koju mnozinu M 1 u njoj definisanu binarnu operaciju ,
dakle M, =.

1) Ako je axb=c za Va,b,ceM, kazemo da je M, * grupoid i da je
operacija = unutra$nja (interna).

2) Ako je M, = grupoid i ako je, uz to, jos:
(asb)sxc—=ax(bxc)za Ya, b, ce€ M, onda je M,

semi-grupa, a operacija * je asocijativna.
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3) Ako je M, = semi-grupa i uz to postoji bar jedan element z € M takvav
da je a€e M, asn=a=n=+a, onda se M, x zove monoid, tj. operacija * dopuSta
jedan neutralni element.

Grupoid, semi-grupa i monoid jesu (zovu se) strukture.

4) Ako je u strukturi M,* VY a, beM: axb=bxa, struktura je komutativna.

Prema ranije utvrdenim osobinama, mozemo reci:

N, + je komutativni monoid. N, e je komutativni monoid.

Rezime

1. 1) Ako je a=k(A), b=Fk(B), onda je ab=Fk(A) - k(B).
2) f: NXN — N: (a, b) — ab. '
3) Va, beN, a=2, b=2. ab=a+a+...+a=b+b+...+b.
. b sabiraka a sabiraka
4) a=1, ab=b; b=1, ab=a. Broj 1 je neutralni element mnoZenja.
5) a=0 ili =0, ab=0. Nula je apsorbujuéi (unistavajui) element

mnozenja.
6) abede= {[(ab)c]d}e.
7) a=b=c=d=...=k, abc..k=a"
© = Cinilaca
8) a=1, neNy: a*=1, 4. 1-1-1.. . .=I*=L

9) ne Ny: 0"=0 (g. 0-0-0...=0).
10) ae Ny: a®=1.
2. 1) ab=ba; abcd=bdac=dcab=. ..
2) (ab)e=albc); abcde=(abc) (de)=(ae) (bed)= . ..
3) (a+b)e=ac+bc; c(atb)=ac+bc; (a—b)c=cla—b)=ac—bc;
(a—b+c)ym=am—bm~+tcm.
4) Stepenovanje nije ni komutativna ni asocijativna operacija.
3. 1) (a=b i ¢£0) = ac=bc; 2) (a<b i ¢#0) = ac<bc;
(a=b i c=d) = ac=bd. (a<b i c<d) = ac<bd.
3) ae N, nzl: a®<b*= a<b.
4, Vrste strukture M, *:
1) Grupoid, ako V¥ a, be M: axbe M. )
2) Semi-grupa, ako je M, * grupoid i ako je * asocijativna operacija.
3) Monoid, ako je M, * semi-grupa koja ima neutralni element, tj. ako
postoji bar jedan element e takav da je:

eeM: a*e=a=e=*a.

5. 1) Grupoid, semi-grupa i monoid su strukture.
2) Struktura je komutativna ako je za svako
a, be M, tj. Ya, beM: ab=ba.

3) N,+ i N,e su komutativni monoidi.

188

GLAVA X1V

DELJENJE PRIRODNIH BROJEVA

§ 14.1. DEFINICIJE

1. Neka su ¢ i b prirodni brojevi (tj. a, be N).

Da li postoji prirodni broj ¢ takav da je a=bq?

Iz T razreda osnovne $kole znamo da odgovor na to pitanje nije uvek
potvrdan. Na primer, u sluéaju 15 i 3, takav broj postoji jer je 15=3 * 5, a u slucaju
1512, 1514, 1517, itd. takav broj ne postoji. _

Definicija. — Ako su a 7 b privodni brojevi 1 ako postofi takav privodni
broj q da je a=bq, katemo da b deli a ¢ to se oznalava ovako b | a.

U tom slucaju broj b se zove delilac broja a, broj a se zove muliiplum
broja b, a q je koli¢rik deljenja broja a brojem b.

. b deli a“ i ,a multiplum broja ¢ su, dakle, sinonimi.
Simbolima: ¥ a, be N: .bla=3geN: a=bq.
Simbol 3 (okrenuto slovo E) ozratava: Postoji bar jedan element (koji u

“ovom sluCaju pripada mnozini N).

2. Posmatrajmo broj a € N i mnozinu (niz):
Ny={0, b5 -2, b-3,b-4,...}.

Postoje dve moguénosti:

(1) ili ae Ny i tada je a=bg, tj. b|a;

(2) ili a ¢ Ns, tj. bt a (b ne deli a).

U slutaju (1) broj a se pojavljuje samo jedanput, tj. broj q je jedan, ¢ samo
jedan.

U slucaju (2) svi brojevi 0, &, -2, b-3,... manji od a Cine konaénu
mnozZinu. Zato ona sadrzi najvect element bq koji je manji od a, tj. najvedt mulitplum
broja b manyi od a. 1 zato je broj b (q-+ 1) najmangi multiplum broja b ved od a. Dakle,
u sluéaju (2) je:

bg<<a<blq+1).

Operacija koja uredenom paru (a, b), a, b € N, pridruzuje g € N zove se
deljenje i to:

U slucaju (1), 1j. kad b | @, imamo ,tano deljenje, deljenje kad je ostatak O
(ili deljenje ,sa ostatkom 0%).

U sluéaju (2), t). kad bka, imamo deljenje kad ostatak nije nula (ik; ,,deljenje
sa ostatkom® koji nije nula).

189



3. U slucaju (1) deljenje se zapisuje:
a=by, ili atb=g, ili % =q.
U sludaju (2) deljenje se zapisuje samo na jedan nacin:
a=bg+r, r<b.

Brojevi a, b, ¢, r zovu se: deljenik, delilac, koli¢nik, ostatak.

§ 14.2. DELJENJE KAD JE OSTATAK NULA

1. Iz § 13.2, t. 3 neposredno sledi:
Teorema 1. — Broj 1 deli svak: prirodn: broj, tj.
¥neN: 1l n.
Primeri: 7=1-7; 0=1-0.
2. Iz § 13.2, t. 2. sledi:
Teorema 2. — Swaki privodni broj je delilac broja nula (ili: svaki pri-
rodni broj deli nulu). .

Jer, O=n-0, za svaki n€ N.
Primeri: 0=5-0=5]0; 0=179-0=1790; 0=0-0=0)0.
3. Teorema 3. — Nula je jedini privodni broj deljiv nulom, tj.:
(aeN 1 01a)= a=0.
Dokaz: Ako O] a, postoji x € N takav da je:
a=0"-x, a o znadi da je a=0. Dakle: 0|0.
Ta je teoremta vrlo vazna, jer:
(1) Reéi da broj & deli broj koji pripada mnozini N, isto je $to i reéi
da b5£0.
(2) Reéi da je broj p razli¢it od nule znati red¢i da je p (eventualni)
delilac jednog prirodnog broja (broja mnoZine N).

(3) Teorema 3 dopunjuje, u izvesnom smislu, prethodnu teoremu 2,
a i definiciju (§ 14.1, t. 1).

4. Iz a=a- 1 sledi ala, to jest:

Teorema 4. — Relactja ,,deli” je refleksivna u N.
Ili, simbolima: ¥ ae N: ala.
Koli¢nik deljenja prirodnog broja tim istim brojem jeste 1 (a:a=1).

5. Teorema 5. — Relacija ,,deli je rranzitivna, tj. (simbolima):

¥a b ceN: -(blaialc)=blec.
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Zaista: Kako b | a, postoji ¢ € N takav da je a=bq.
Kako a | ¢, postoji ¢'e N takav da je c=aq".
Znati, c=aq =bqq'=b (g¢'), (q¢') € N, pa b|ec.
6. Teorema 6. — Relacja ,,deli“ je antisimerritna, to jest:
¥a, beN: (blaia|b)y= a=b.
Drugim re¢ima, ako a deli b, b ne deli a.
Zaista: Iz b|a sledi a=bgq, ge N.
Iz a|b sledi b=aq’, g'e N.
Dakle: b=ag'=b (¢9"), gq'e N,

to jest [§ 13.2, t. 3] q¢’'=1,
to jest [§ 13.2, t. 3, 3] g=q =1,
to jest [iz b=aq’] a=b.

7. 1z teorema 4, 51 6 zakljudujemo:

Relacija ,,deli* w mnofini N je jedna relacija poretka (reda). Taj poredak
(red) nije totalan. Za$to?

8. Neka a|bic|d Dali ac|bd?
Deli, jer: iz alb sledi b=ag, ge N;
iz ¢|d sledi d=c¢q¢’, ¢’ € N,

pa je bd=(aq) (cq') = (ac) (g¢"),  [§13.3, teor. 51 6]
to jest bd=(ac) (¢9"), qq' € N.

Dakle: ac | bd.

Na primer: 214, 319, 6]36.

9. Neka je a:b=q. Sta biva kad se i deljenik i delilac pomnoze istim prirod-
nim brojem m70?

Iz prethodne teoreme (1. 8) neposredno sledi:

am:bm=gq, ili o =q.

b
To je, u stvari, specijalan slu¢aj prethodne tatke. Otuda:

Teorema 7. — (IskaZite je re¢ima.)
10. Da L je (a:m):(b:m)=q?

Zasad ¢emo posmatrati samo slu¢aj kad m | b, jer tada (teor. 5) i m | a.
U tom slutaju je (a:m):(b:m)=¢. Da bismo to pokazali, moramo prvo uzeti u
obzir ¢injenice: (ab):b=a i (a:b) b=a.

Prva je oCigledna, jer ako je (ab):b=g, onda ab=bgq, tj. g=a.

Ali i druga je ,oligledna®, jer ako je (a:b) b=p, onda je a:b=p:b, tj.
p=a. '

Nek je sad a:b=¢g i (a:m):(b:m)=q".

Tada je a:m=q (b:m), 1j. a=q (b:m) m=bq'.
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Znadl, iz a:b=q je a=bg,
a iz (a:m):(b:m)=¢q" sledi a=bg’,
$to pokazuje (§ 14.1, t. 2) da je ¢'=q¢. Otuda:

Teorema 8. — (IskaZite je.) .

11. Iz prethodnog sledi da ako k|abc, onda je:
abc:k=(a:k) bc=a (b:k) c=ab (c:k), 1.
Teorema 9. — Proizvod se deli brojem tako $to se podeli 0;}{1}' éintlac
koji je deljiv pa se tako dobijent kolicnik i ostali inioci pomnoge. (ObrazloZite.)
Na primer: (6-14-8-3):7=6-(14:7)-8-3=6-2-8-3
12. 1) Neka a, b, ¢ € N, b#0, ¢70, i neka je a:b=g, q:t=q . Dali je moguce
deliti @ neposredno proizvodom bc? Jeste, jer je: -
a=bq, g=cq’, a=bcq’, pa je a:bc=¢'.
To vazi za deljenje ma kojim proizvodom ako je koli¢nik prirodan broj.
Otuda (v. i § 14.3, t. 3): .

_ Teorema 10. — Broj a se moZe deliti proizvodom bc.d. .. 1 tako $to se a
podeli &ndocem b, dobijeni kolinik se deli &iniocem ¢, itd., 1).:

a:bed=[(a:b):cl:d.
Primer: 210:(2-3-7)=(210:2):(3 - 7)=(105:3):7=35:7=5.

1li: 210:(2 -3 - 7)=(210:7):(2 - 3)=(30:3):2=10:2=5.
13. Teoremal 11. — Ako prirodni broj deli dva broja, on deli ¢ njthov zbir.
Ili: ¥a bceN: (blaiblc)=b]|(atc).
Dokaz: bla= a=bg, y€ N,

blc= c=bg, q € N.
QOdatle sledi: a+c=bq+bq,
to jest [glava XIII, teor. 7]: =b(g+4¢), (g+¢)eN,
$to i dokazuje teoremul.
14. Dokazite teoremu 12:

Yo, bceN i azc: (blaiblc)=b|(a—c).

15. Ako mia, mlb, mlc, mld, mle, onda je:
(a—b+c—d—e)yim=am—bim+tcm—d:m—em.
Teorema 13. — (Iskazite je i obrazloZite.)
16. U § 13.4, t. 1 pokazali smo da iz a=b sledi ac=54c. Da li, obrnuto, iz ac=
—be sledi a=b i zasto? To jest da li a=b < ac=be?
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§ 14.3. DELJENJE KAD OSTATAK NIJE NULA

1. Ako je bg<<a<<b(g+1), onda je a=bqg+r.
Sta mozemo reéi o broju r?

Onda je: : bg+4r<<b(g+1) [jer je a=bg+r],
to jest [§ 13.3, teor. 8]: bg+r<bq+b,
to jest [§ 12.3, t. 6]: r<b.

Teorema 14. — Ostatak deljenja je manji od delioca.

Mozemo napisati ekvivalenciju:

bg<a<<b(q+1) & a=bg+r, r<b.

2. 1) Ako pomnoZimo i deljenik i delilac brojem m=0, dobijamo:
am=(bm)g+rm, rm<bm.

2) Neka su deljenik i delilac multiplumi broja m, a ¢ neka je koli¢nik deljenja.
Tada je am—bmg=(a—bg)m= ostatak,
tj. i on je multiplum broja m. Stavimo (a—bq) m=rm (jer je, u stvari, r=a—bq)
pa deljenje glasi am=bmgq4-rm, rm<bm.

Podelimo obe strane jednakosti i nejednakosti brojem m (§ 13.4). Dobijamo
a=bg+r, r<b.

Teorema 15. — Ako se i deljenik i delilac pemnoZi ili podeli (kad su oba
deljiva) istim brojem m (koji nije nula), koliénik ostaje nepromenjen, a ostatak se
mnoZi odnosno deli brojem m.

Uporedite sa odgovaraju¢im teoremama prethodnog paragrafa (t. 9. i 10).

Primeri: (1) 7:2=3"1 ostatak 1 (2) 30:12=2 i ostatak 6
21:6=3 i ostatak 3=1-3 10:4=2 i ostatak 2=6:3
(7-4):8=3 i ostatak 4=1 - 4; 5:2=2 i ostatak 1=2:2.

3. Neka je bg<a i a+1<b(g+1).

(Time su izraZzene obe ,vrste“ deljenja broja a brojem b.)

Neka je ¢" kolicnik deljenja broja p brojem c¢. Tada je

cg'<qig+1<c(g+1).

Nejednakost bg<a se nece promeniti, ako umesto ¢ stavimo manji, ili
najvi§e jednak, broj cq’. Tako isto moZemo u a-+1<b(g+1) stavitd c(g'+1)
umesto g+ 1. Ako to uéinimo, dobiéemo:

beg' <a it a+1<be (g +1).

Te nejednakosti pokazuju da je ¢” koli¢nik deljenja broja a proizvodom bc,’
tj. da se broj a moze podeliti proizvodom bc i tako §to se a podeli brojem b, a tako
dobijeni koli¢nik podeli brojem c.

To vazi i kad je delilac proizvod viSe &inilaca. Otuda:
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Teorema 16. — Broj a moZe se deliti proizvodom od vise &inilaca i tako
$to se a podeli proim &iniocem, dobijeni kolicnik podeli drugim &iniocem ¢ tako dalje,
sve dok se pretposlednyi kolicnik ne podeli poslednjim &Gniocem. (Pri tome se na osnovu
komutativnosti mnoZenja, ne mora voditi ratuna o redu dinilaca.)

To je generalisana teorema 10.

Ali u praksi treba biti obazriv pri njenoj primeni. Treba znati kako se
izratunava kona¢ni ostatak. Da bismo to videli, napi§imo uzastopna deljenja
(broja a brojem b, broja ¢ brojem ¢, broja ¢, brojem d, itd.):

a=bg+r, r<b,
9=cq1 47y, <6
@1=dgy+1, To<<d
go=eqz+73, rz<<e.

PomnoZimo drugi red brojem b, treci red proizvodom be, Cetvrti proizvodom
bed, pa imamo (§ 13.4, teor. 11):

a= bq—i_r) r<b,
bg=(bc)q, +bry, br, <bc,
begy=(bcd)qy+bers, bery,<bed,
bedgy=(bede)gy+bedrs, bedry<bede.

Ako saberemo posebno prve dve jednakosti i odgovarajuce nejednakosti
(§ 11.3, teor. 10, teor. 11 i njene posledice, ili § 11.4), dobijamo:

a-+bg=bq+(bc)g,+r+bry, r4-br,<b-+be,
tj.: ’ a=(bc)g,+r—+bry, s ordbri<<be

(jer prethodna jednakost sadrZi isti broj bg i na levoj i na desnoj strani, pa ga mozemo,
na osnovu spomenutih ¢injenica, ukloniti).

Saberimo tako sve jednakosti 1 uprostimo (tj. uklonimo iz dobijene jedna-
kosti sve ono $to ona sadrzi i na levoj i na desnoj strani). Rezultat je:

a=(bcde)qs+(r+br,+bcr,+bedry)
i r-+br+bery+bedry < bede.

Tako izgleda (na kraju) izvrieno deljenje broja a proizvodom bcde. Dakle,
koli¢nik je ¢; a ostatak:
R=r+bry+bery+bedr,.

U glavi XVI ima primera takvih deljenja. Ovde navodimo samo dva.
) 47:2- 3)=
47=2-23+1
23=3- 742, ali ostatak datog deljenja nije 2, nego dva puta po 2, zato §to smo 47
ve¢ podelili na 2, pa imamo na 2  mesta“ po 23 i pri deljenju na 3 na svako , mesto“ ostaje 2.

Dakle: 47=(2-3)-7+U+2-2)
—
(2) 985:(3-5- 1= ostatak

985=3-328+1

328=5-654-3

65=7-9+2
985=3-5-7)- 9+ [14+3-34+2-(3-5].
ostatak
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§ 14.4. VEZBANJA I ZADACI

1. Pokazite da:
5[5 12172 531530 053 75710
71707 1872 11111111 3437.

2, 1) Zaito:
5155 131260 41287 35| 140 ala®
2| 100 17| 8500 23453 1254200 x%y% | x%y.
2) Izralunajte:
1) (27—450+909):9; (2) (300+3800—75):25;
(3) (24—72—120+360): 12=

3) Izratunajte: a%:a®; p7%:p673; x7:x0,

3. Zasto: (1) ap | (abp*—a’mp+ap); @ x+3) | (2—y¥);
(2) (a+b) | (a*+2ab+5%); (5) (a+3b) | (3a+90)?
3) (m—=1) | (m2—2m+1);

4. Koje zaklju¢ke izvodite iz:
(1 71141 5(20; @ =D E-1D i @+2)| (2n+4);
(2) 13]65 1 8]40; (5) 371t i 1111112
(3) x®[x* i ab| abx;
5. Sastavite mreZu (tablicu) deljenja.
6..O_d_uzimanje je inverzna operacija sabiranju, a deljenje je inverzna operacija mnoZenju.
To se vidi i iz definicionih jednakosti: -+x=a i bx—a.

1) Objasnite te inverzije malo blize. Konfrontirajte ih sa inverznim (recipro¢nim)

relacijama.
2) Sta pokazuju jednakosti:
(a+b)—b=a i (@a—b)+b=a; (ab):b=a i (a:b) b=a>?
astod 3) Sabiranje i mnoZenje su zatwvorene operacije u N, a oduzimanje i deljenje nisu.
asto ¢

4) Uloge brojeva 0 i 1 pri oduzimanju i deljenju.

5) Kad se razlike ne menjaju, a kad se koliénici ne menjaju ?

7. U vezi s prethodnim pronadire u kojim se slu¢ajevima ne menja: (1) zbir; (2) proizvod.

8 Eoku§ajte da, nezavispo_od t. 2, § 14.1, dokaZete da deljenje prirodnog broja a pri-
rbodmn}) brojem b(a>b} odreduje jedan jedini koli¢nik ¢ i jedan jedini ostatak r(g i r prirodni
rojevi).

9. Neka je g koli¢nik deljenja broja a brojem b.

] ) 1) Neka se & ne menja (kaZe se: neka je b konstanta). Koji se najveéi broj moze do-
dati broju a pa da se koliénik ¢ ne menja?

2) Neka je a konstanta. Koji se najved broj moze dodati broju b pa da se ¢ ne menja?

) 10. Neka je a>b. Podelite svaki od tih brojeva njihovom razlikom i uporedite koli¢nike
i ostatke tih deljenja.
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Rezime
1. Ako b] a, b se zove delilac broja a, a broj a je multiplum broja . U tom
slu¢aju postoji broj ¢ takav da je a=bq.

2. Ako bYa, onda je bg<<a<<b(g+1), tj. a=bg-+r, r<<b.
Taj sluaj je op$ti (obuhvata sve ostale):
(1) a=b, b#0, a=bq, tj. bla [l. tatka];

(2) a=0, _ b£0, ¢=0, r=0;
(3) a<b, a=b-0+a, r=aq;
(4) a>b, a=bq—+r, r<b;

(5) a=0, b=0, ¢=0, r=0.

3. Odredivanje broja ¢ i r u slu¢ajevima 1. i 2(4) zove se deljenje broja a
brojem b.

GLAVA XV

SISTEMI BROJAN]JA

§ 15.1. OSNOVNI PROBLEM IMENOVANJA BROJEVA

1. U § 10.4 istakli smo o$tru razliku izmedu pojma broj i njegovog imena
(izgovorenog ili napisanog). U ovoj glavi blize ¢emo se zadrZati na imenima pri-
rodnih brojeva, jer je i to vrlo vaZno. Zaista, brojeva ima neograni¢eno mnogo.
Kako bismo mogli rasudivati o odredenim brojevima (pojmovima) ako ne bismo
imali njihova imena. I o svim drugim pojmovima rasudujemo sluze¢i se njihovim
imenima. Imena su reéi. Sve red¢i (svih jezika pa i naseg) pidu se pomoéu nekoliko
znakova (simbola) koji se zovu slova. Imena prirodnih brojeva pisu se pomocu
nekoliko znakova (simbola) koji se zovu cifre. (Napominjemo da ¢e se ovde govoriti
o internacionalnim imenima brojeva.)

2, Imena svih prirodnih brojeva mogu se sastaviti pomodu dve cifre, tri
cifre, Cetiri cifre, pet cifara, itd. Kardinalni broj mnozZine cifara (kojima se sluzimo
pri odredenom imenovanju brojeva) zove se osnova brojanja ili osnova sistema
brojanja (pri tom imenovanju).

Ozna¢imo privremeno tu osnovu slovom x; na primer:

Osnova binarnog (dualnog, dvoji¢nog) sistema je: x = dwva, a mnozina
cifara kojima se piSu (imenuju) svi prirodni brojevi je {0, 1}. (Dva je najmanja
mogucéa osnova.)

Osnova petifnog sistema je x = pet, a mnozina cifara kojima se pi§u svi
prirodni brojevi je {0, 1, 2, 3, 4}.

Osnova dekadnog sistema brojanja
je x = deser, a mnoZina cifara kojima se ime-
nuju (pidu) svi prirodni brojevi je

{0,1,2,3,4,5,6,7, 8, 9}.

Osnova duodecimalnog sistema je
x = dvanaest, a mnozina cifara je

{07 I) 2) 3) 4) 5) 6) 7) 8: 9: a, :B}

3. Mnozina cifara, za koju ¢emo pret-
postaviti da je uredena, i mnoZina prirodnih
brojeva manjih od osnove x jesu ekvipotén- Slika 15.1
tne. Izmedu te dve mnoZine postoji, dakle, :
bizekcija (§ 9.5): Svaka cifra je funkcija
(slika) ta¢no odredenog broja manjeg od x, na primer sl. [5.1.

Neka je y ma koji prirodni broj. Tada:
(1) Ako je y<x, zapisujemo (imenujemo) ga jednom cifrom, njegovom

slikom.
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(2) Ako je y=x, trafimo takav nalin zapisivanja (imenovanja) da se
1z nfega vidi koje operacije treba izvrSiti pa da se y dobije iz x ¢ svih prirodnih brojeva
manjih od x.

U tome se sastoji osnovni problem imenovanja, zapisivanja prirodnih brojeva.
Napominjemo ponovo da se razlika izmedu broja i njegovog zapisivanja,
imenovanja pomocu cifara, mora uvek imati u vidu. Ali, kratkocée radi, dopuiteno je,
kad nema bojazni od dvosmislenosti, da se kaZe , broj 3¢ umesto ,broj koji ozna-

¢ava cifra 3. Zato ¢emo pisati npr., ,,zbir cifara broja . ..« umesto ,zbir brojeva

koje oznatavaju cifre broja ...«

§ 15.2. OPSTI POSTUPAK ZA PISANJE (IMENOVANJE) PRIRODNIH BROJEVA

1. Oznac¢imo ma koji prirodni broj slovom y.
(1) Ako je y<x, zapisujemo ga jednom cifrom.
Ako je y=x, podelimo ga brojem x:
y=xq,+7o ro<X.

"Ostatak deljenja r, zapi§emo, dakle, jednom odgovaraju¢om cifrom.

(2) Ako je g;<x, zapi§imo ga jednom (odgovarajuéom) cifrom i time je

zavr§eno pisanje broja y:
y=x¢,+7,.
Ako je g¢,=2x, podelimo ¢, osnovom x:
Q1 =xgs+71, 7<%,
pa ostatak r, zapiSemo jednom (odgovaraju¢om) cifrom.
(3) Ako je g,<x, zapiSemo ga odgovaraju¢om cifrom.
Ako je g,=x, delimo ¢, osnovom x:
Go=xq3+7, To <X,
pa r, zapiSemo (odgovarajucom) cifrom.

Tako nastavljamo sve dotle dok se ne dobije koli¢nik ¢, koji je manji
od osnove x. A da li se takav koli¢nik mora dobiti? Mora, jer je x najmanje 2, pa su
uzastopni koli¢nici sve manji, tj.:

010> 03> . > qn1>>Gn

i sledeéi koli¢nik je gni;=0, tj. gn=x - 0+47ry, ro<x.
Znadi, dobijamo jednakosti:

y=xq,+7 7o <X,
Q=% 7y, 71 <X,
¢2=%q3+7s, 79X,
...... itd.

Gn—1=%Xqn +7n-y, rp—1 <X,

gn=0474, rpn<<x.

198

1z njih se pisanje broja y mozZe dobiti postupkom pokazanim u § 14.3,
t. 3, pri ¢emu pomnozimo drugu brojem x, treu stepenom x?%, ¢etvrtu stepenom x°,
itd. Saberemo tako dobijene jednakosti i uprostimo.

Ali je mozda lakSe, u ovom sluéaju, da primenimo postupak pokazan u
Uputstvima (isti § 14.3, t. 3). Zadrzavajuéi se na n=>5, piSemo:

y=xq,+7p, To<X,
gy =xqz+71, ri <X,
G2=xq3+7s, ro<<X,
gs=%xqq+73, r3<X,
Ga=xq5+ 74, 74<X,
5= 7s.
Umesto ¢, u prvoj jednakosti stavimo desnu stranu druge jednakosti:
y=x(xgs+7)+7o=xqa+x75+7,.
U ovoj jednakosti stavimo umesto g, desnu stranu tre¢e jednakosti:
y=x¥(xqy+rs) Fxr +ro=x3qy+ xPry+xr +r.
Ovde zamenimo g¢; desnom stranom cetvrte jednakosti:
Y=x%(xqs+r9) F Xyt xry Fro= x4+ xPry + xPretxr 1o
g, u ovoj jednakosti smenimo desnom stranom pete jednakosti:
y=x"(xgs+ry)+ 5%y xtrytxr 4714
tj.: y=x°q5Fxtry+ xPrg+ xPry+xry +7,
tj. (gs=rs Seste jednakosti):
y=x%rs+xtry 423y x2ryxr .
Uopste (kad je gn<<x):
Y=x"rp+x"ra_y+. . xdrgtxtroxr 4org.

Sta su tu 7, 7y, . . . , 7o ? Uzastopni ostaci, tj. brojevi manji od osnove x,
pa ih zapisujemo ciframa odgovarajuée mnozine {0, 1, 2, 3,...}.

Znadi, prirodni broj y napisan je u obliku jednog polinoma n-tog stepena
u odnosu na osnovu brojamja x.

Brojevi ry, 71, s . . ., 'n ZOVU S€ Roeficijent: polinoma. Od njih samo 7,
(koeficijent uz x") ne mozZe da bude nula (tj. ostali mogu i pojedini i svi ukupno).
rp, moze da bude 1 ili vedi, ali najvise x—1.

Dakle, svaki izraz oblika:

XX xRy L atrgxlraxr g

gde x oznatava odredeni broj, predstavlja ime (zapisano) jednog prirodnog
broja. On pokazuje kako se pomocu stepenovanja (ponovljenog mmnozZenja) osnove
sistema brojanja i sabiranja pide odredeni prirodni broj. Otuda:

Teorema 1. — Svaki privodni broj y moge se izraziti jednim polinomom u
odnosu na osnovu sistema brojanja x. Koeficijenti su brojevi mangyi od x.
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Na primer:
1) 3x44+-2x3 4 x2+Sx 42

je ime jednog prirodnog broja u sistemu ¢ija osnova nije manja od 6. (Za§to?
Zato §to je najveli koeficijent 5, a koeficijent mora biti manji od osnove.)

Ako je x=7, onda je to broj: 37442 P72 5-T+2,
Ako je x=9, onda je to broj: 3-9442-934924.5-942,
Ako je x=10, onda je to broj: 3-10*+2- 103410245 - 1042,

2) Sta je x542x34-x?

To je prirodni broj u sistemu &ija osnova nije manja od 3. Koeficijenti r,,
75 1 7o su nule, tj. on bi se mogao napisati ovako:

x54+0 - x44-2x3+0 - x*+x+0,

ali je nula neutralni element sabiranja pa se izostavlja.

2. Prema prethodnom, svaki prirodni broj izraZava se tatno odredenim
polinomom. Taj se polinom moZe ,stegnuti ovako:

Y=¥n¥n—y ... ¥a3¥ % .

U tom sludaju kazemo da je prirodni broj napisan pomocu cifara (re, 11,
Tes - - -5 Ta) il na pozicioni naén, jer, svaka cifra oznalava broj ry - x*, gde je k redni
broj mesta ralunajuéi zdesna; na primer, ako je k=3, cifra r, oznatava broj r; - x%.
Ako je x=10, cifra r, oznacava broj r, - 103, pa ako je r;=3, onda r, oznacava broj
5+ 10*=5-1000=5000.

Ako je x=2, ry oznalava r; - 23. Koja cifra moZe u tom slu¢aju da stoji
umesto ry? (Samo 0 ili 1.) Dakle, ako je ry=1, onda je ry - 2°=8, a ako je r3=0,
onda je ry- 23=0.

Otuda u pisanju broja pomocu cifara (na pozicioni nadin) cifra nula se
ne sme izostaviti. :

U stvari (kaZemo):

7o 0znalava broj jedinica T reda (tj. broj ry - x%);
r, oznatava broj jedinica II reda (tj. broj r; * x),
r, oznalava broj jedinica III reda (1j. broj r, - x%),
r, oznalava broj jedinica IV reda (tj. broj ry - 10%),

........... ied. .o

Na primer, kad je osnova 10:

jedinica prvog reda je - 1(=10°)

jedinica drugog redz je 10(=10")

jedinica treceg reda je 100(=10?)
Kad je osnova 5:

jedinica prvog reda je 1(=5%

jedinica drugog reda je (=59

jedinica trefeg reda je 25(=5%

jedinica letvrtog reda je  125(=5%)
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Kad je osnova 2:

jedinica prvog reda je 1(=2%
jedinica drugog reda je 2(=2Y
jedinica treeg reda je 4(=2?)
jedinica getvrtog reda je 8(=2%

Obrnuti primeri:
u binarnom (dvoji¢énom) sistemu:
y=101 je ciframa napisan broj y=x%+0-x- 1= Cetiri+jedan
y=1110 je ciframa napisan broj y=x*+4x?4 x4+ 0=o0sam+ Cetiri+dva;

u dekadnom sistemu brojanja:
y=374 je ciframa napisan broj y=3 - x*+7 - x+4=trl stotine+ sedamdeset+ Setir{
»y=>5010 je ciframa napisan broj y=135-10®+ 10=pet hiljada+deset

u dvanaesti¢nom sistemu:

y=1e je ciframa napisan broj y=x-+a=dvanaest+deset.

3. 1) Sta je x»? Taj se izraz (stepen osnove sistema brojanja) moze smatrati
polinomom ¢&iji su koeficijenti redom: 1, 0, 0, 0,... Naime:

x=1-x+0

x2=] - x24+0- x40

=1 x40 x24+0 x40

id. L.
Uopste:
xt=1-x24+0-x7110-x"20...4+0-x24+0-x+0

n sabiraka (Elanova)

Prema tome, nezavisno od sistema brojanja je:
x"=100...0 (nnula)
ili 107=100...0 (xn nula)

Ali: u binarnom sistemu se 10 cita doa;
u trojicnom sistemu se 10 ¢ita zﬁ;
u sedmi¢nom sistemu se 10 ¢ita sedam;
u deveti¢nom sistemu se 10 ¢&ita dever;
samo u dekadnom sistemu se 10 &ita deser.

2) Procitajte 100: u dvojiénom sistemu
u peti¢nom sistemu
u osmié¢nom sistemu
u dekadnom sistemu

3) Procitajte 1000: u dvojiénom sistemu
u troji¢nom sistemnu
u dekadnom sistemu
u $estinom sistemu
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§ 15.3. UPOREDPIVANJE BROJEVA

1. Neka su dati brojevi y—=rgryrp,re U sistemu &ija je osnova x i x*. Koji je

veéi od njih? Napi§imo broj y u obliku polinoma:

(N y=ryx34rxitrix+r,

Kako najveca od cifara rs, 75 . . . moZe da bude najvi§e x—1, to kad svaku
od cifara zamenimo sa x—1, prethodna jednakost postaje

Q) y<(x—Da®4(x—Dx®4-(x—1)x +x— 1, jer samo kad bi bilo ry=r,=
—r1,=ry bila bi jednakost [a ovako je desna strana jednakosti (1) povecana].
(Na primer, ako je y=2x*+x?+3x+1, onda je y <3x3+3x243x+1.)

Na osnovu distributivnosti, (2) mozemo napisati ovako (vidi i primer):

(3) y<(x—1) (F+x+x+1),
tj. posle mnozenja ¥y <xt4x*+xftx—xP—-xt—x—1,
g § 12.3) ¥ < (0 =2+ (P =) +H(x—x) = 1,
tj. y<xt—1, . y<xt
Analogno se dokazuje da ako je y napisan sa z cifara, onda je:
y<lxm
S druge str.ane, najmanji broj v napisan sa n cifara jeste onaj Cije su cifre
raa=1, ra-2=0, rn3=0, ..., 7,=0, a to nije nifta drugo nego broj x*~L
Znaci:

Teorema 2. — Ako je broj y napisan sa n cifara (u bilo kom sistemu x),
on je manji od x®, a najvile jednak broju x"7, ..
xnl Ly <
Na primer: 10%<365,,<10%;
72365, < 77
23 <1108,< 2%

2. Neka je y=rarn—y...77170
- In>p.
Z=Upllp—y . . . Up, Ul
Koji je od njih vedi?
MozZemo ih napisati ovako:
Y=TaXP+TrpyTn-g ... Tl Ty
Z2=upxXP+up—y - . . Uyl Uy.

Odatle se vidi da je y =x7, 1j. najmanje jednak broju x™, a kako je' n>133
to je broj cifara broja 2z najvide jednak broju n, §to prema prethodnoj teoremi znaci
da je z<<x®. Dakle: :

y=2xt>z

1o jest:
Teorema 3. — Od dva prirodna broja vedi je onaj koji je napisan sa vile
cifara.
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3. Uporedimo brojeve:

V=Tpfa—y ... Tal1Tg | T=Unlp—; . . . Uglljlg,

od kojih je svaki napisan sa (n+1) cifara.

(1) Napi8imo ih u obliku:

y:rnx"—{—mn,-z = rlr(;
z:unx"+m BN TR 1T
Ako je u, <rs i 0d oba broja oduzmemo u,x”, dobijamo druga dva broja:
Y =(rp—tn)x"FTn_1Tn—g . . . T170s
= Un—ytng . - - Uy,
Odatle se vidi da je ¥’ napisan sa vise cifara nego z', pa je (teor. 3):
y>2, 1. §12.3) y>z.

Znadi: Od dva broja napisana podjednakim brojem cifara veéi je onaj
¢ja je (§ 15.1, napomena pri kraju) prva cifra (sleva) veca.

Na primer, bez obzira u kom su sistemu &ija je osnova veéa od 3:
3012023 321.

(2) Pretpostavimo da je

Yn=Uns Yn— =Un—y), ..., Yp=1Up,
a da je
Tp—1 > Up—1.

Tada date brojéve mozZemo napisati ovako:

V=FnTp— - - . Tp'xp+7p—1rp—2 C T Ty
B=Upln—y . . - Up X0 FUp_jUp_o . . . Uty
Njihovi prvi ¢lanovi su jednaki pa ih moZemo izostaviti, ¢ime dobijamo
druga dva broja:
e 3
Y =Trpatp—z .- -0
&' =uUp_qup—s . . . Usllylly,
koje uporedujemo (kao napred) prema prvim ciframa. Ako je rp_,>up—;, onda
je y'>z', pa, dakle, i y>z.

Na primer:
314 <340 u svakom sistemu x>4;
235 102>233 534 u svakom sistemu x> 5;
203 131 <203 231 u svakom sistemu x> 3.

y= 3 1 6 1 5 4 7 3 5
z= 3 1 6 1 7 0

12 3
S— — N—— —_———
odgovarajude 5«7 cifre koje ne
jednake dakle uti¢u na upo-
cifre y<z redivanje
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Prema tome:

Teorema 4. — Ako su privodni brojevi y i z napisani istim brojem cifara,
uporeduju se odgovarajuce cifre, ij. cifre istog ranga polev sleva. Prvi par nejednakih
cifara istog ranga pokazuje da je veci onaj broj fja je cifra veca.

1) Uredite mnoZinu slede¢ih brojeva pofev od najveleg:
1650, 4215, 3061, 6004, 5245.

2) Utredite potev od najmanjeg:
200002, 1011101, 120222, 220111.

§ 15.4. DELJENJE BROJA STEPENOM OSNOVE SISTEMA BROJANJA

1. Neka je dat broj y=rrryreri7. U obliku polinoma, kad je osnova brojanja
x, on izgleda: .
y=ryx®FrotFrgdtrxt 4t

Na osnovu § 14.2, t. 12. 2 i distributivnosti, taj polinom mozZemo napisati,
na primer u obliku:

(N y=(rgx+r)xt4ryx®+rpx®tryxtr,
ili (2) y=(rsx®+rx+rxd+rx®+rix+ry,
ili (3) y=(rex®+rytrgxtr)x+rx+r,.
Krace se ti oblici mogu napisati:
(1) y=rgradt+ryronro, gde je (§15.3) rarariry <x*,
(2) y=rgraraxd+ryrire, gde je (§15.3) raryre<a®,

(39 y=r5r4rar;x2+r70, gde je Taro<x%.

Odatle je otigledno da:

(1" predstavlja deljenje broja y brojem x* (na osnovu komutativnosti tu
jednakost moZemo napisati u obliku:

y=xb rgrytrgrarive;
koli¢nik ostatak

(2’) predstavlja deljenje broja y brojem «x% pa je ryrry  koliCnik,
a ryri7o je ostatak; i tako dalje. :
Uopéte, svaki prirodni broj:

Y=Farn—1 ... .Tplp—y ... Tol7y

moZe se napisati u obliku deljenja brojem x?:

Y=Tpfn_y...Tp XP+Tp_1¥pn... T 170

&iji je koli¢nik prvi &inilac prvog sabirka deo broja napisan sa n—p+1 cifara, a
ostatak je drugi sabirak napisan sa poslednjih p cifara [n—p-+1+p=(n+1) cifara
sa koliko je napisan dati broj y].
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2. Primeri:

1) 735642=7356-102+42, ili 735642:100=7356 i ost. 42
=73-10"+5642, ili 735642:10000=73 i ost. 5642
=7-1054+35642, ili ........

2) 101110100=101110-10°+100; 101110100: 1000=...
=10111-%*4+100 ; 101110100:10000=. ..

Primer 1) je u sistemu ¢&ija je osnova x>7. Primer 2) je u dvoji¢nom sistemu (x=2),
ali se moZe posmatrati i u svakom drugom sistemu &ija je osnova veda od 2, jer je (§ 15.2, t. 3):

[0=deset u sistemu x=10; 10=devet u sistemu x=9, itd.;
10=dva u sistemu x=2; 1000=hiljadu u sistemu x=10;
10=pet u sisternu x=3; 1000=8% u sistemu x=8.

Prirodni broj napisan pomocu cifara deli se stepenom osnove xP tako $to se
1zduvoji, polev zdesna, p cifara i to je ostatak, a ostali | deo broja jeste kolicnik.

3) Podelite (osnovu piSemo dole kao indeks):

€8} 30020, brojevima 42, 4* i 43;

(2) 150233050, brojevima 5%, 5% i 5%

(3) 102200111, brojevima 34, 37, 35 j 3%;
(4) 654321000, brojevima 7, 7% i 7°;

(@) 893,, brojevima 10, 100 i 1000;
(6) 71645, brojevima 8% i 8%;

-(7) 110000000 brojevima 10, 10% i 10°.

§ 15.5. RAZNI SISTEMI BROJANJA

Iz prethodnog se vidi da, osim 0 i 1, svaki prirodni broj moze da bude osnova brojanja.
Broj deser nema (osim nafe ¢vrste navike koja se sti¢e prvih §kolskih godina, a i u svakodnevnom
%ivotu) posebna preimudstva u tom pogledu. Staviie, u zadnje vreme se u nauci i njenim prime-
nama pojavljuju neke nepodesnosti dekadnog sistema brojanja, pa se ozbiljno govori o ,tiraniji
broja deset“ i o potrebi da se od samog pocetka deca uvode u razne sisteme brojanja.

Ipak, posto se dekadni sistem vrlo dugo odriava u istoriji kulturnog Covelanstvs pa je
postao svakodnevni ,jezik“ ogromne veéine Iljudi na Zemlji, posto se on odrZava, a vero-
vatno ¢e se jo§ dugo odrZavati, 1 u 3koli i u svakodnevnom Zivotu, mi éemo se, i u ovom paragrafu
i u slede¢im glavama, dosta zadrzavati na njemu. Ali ¢emo, paralelno, ispitati i druge sisteme bro-
janja, posebno dvoji¢ni koji danas sve vi§e prodire i u nauku i u tehniku.

Za svakog onog ko treba uéenike da obrazuje matemati¢ki od posebnog je interesa ono §to
je zajednic¢ko, ono §to je matemati¢ko u svim sistemima brojanja (njihova zajednitka teorija, pre-
laz iz jednog sistema u drugi, analogija operacija u raznim sistemima, . ..) i mi ¢emo, koliko je
u ovakvoj knjizi mogude, na tome insistirati.

1. 1) Ako brojimo tako $to deset predmeta koje brojimo stavimo u jednu
kesu, zatim deset takvih kesa stavimo u vecu kesu, pa deset veéih kesa stavimo u
jo§ vecu kesu, itd. kaZemo da je osnova brojanja deset, a sam nacin brojanja zove
se dekadmi ili desetiéni sistem brojanja. :

Ako pet predmeta stavimo u jednu kesu, pa pet kesa stavimo u vecu kesu,
pa pet vecih kesa stavimo u jo$ vecu kesu i tako produzimo (sve dok ima predmeta
za brojanje), onda je osnova brojanja pet, a nacin ili sistem brojanja zove se petiéni.

Ako umesto deset ili pet stavljamo sedam predmeta u kesu, pa sedam
kesa u vecu kesu, itd., osnova brojanja je sedam, a sistem brojanja zove se sedmi¢ni.
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Na sli¢an na¢in mozemo da brojimo ,,po dva“, | po tri®, ,,po Zetiri®, , po
Sest, itd., pa sistem brojanja mozZe biti dvoji¢ni, troji¢ni, itd.

2) Za pisanje (imenovanje) svih prirodnih brojeva potrebna je odredena
mnoZina cifara:
u dvoji¢nom sistemu {0, !}; u trojiénom sistemu {0, ,2};

u deveti¢nom {0, 1,2,3,4,5,6,7,8}; u deseticnom {0, 1,2,3,4,5,6,
7,8,9};

u dvanaestitnom {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9,a, 8.

[ ]
° °
®
[ ] ® ®
- . ®
® ®
peta &etvrta treca druga - prva

pregrada pregrada pregrada pregrada pregrada

Slika 15.2

3) Kako je mogude sa malim i vrio malim brojem cifara zapisati ogromno
mnogo brojeva, teorijski sve prirodne brojeve? Odgovor daje ranije (u ovoj glavi)
izlozena teorija. Pridimo joj ovde elementarnije.

Najvedi pronalazak koji je omogudio ne samo pisanje, imenovanje syakqg
prirodnog broja nego i razvoj aritmetike jeste pozicioni nadin (,,sistem) pisanja
brojeva ili abak — kako se zvala sprava koja je u davnoj pro$losti predstavljala
njegovu materijalizaciju (sl. 15.2).

" Abak je niz, pravolinijski poredanih, pregrada i dogovor:

Svaki znak (nekada stvarni predmet) u prvoj pregradi oznalava jedan
predmet.

Zatim:

(1) Svaki znak (tatka npr.) druge pregrade oznaava dva puta 'uz‘sve_pred—
meta. Svaki znak trece pregrade oznalava dva puta vife predmeta nego svaki znak
druge pregrade. Svaki znak Cetvrte pregrade oznalava dva puta m_s‘e .predmeta
nego svaki znak tre¢e pregrade, i tako dalje. To je dvojicni sistem brojanja (osnove
dva):

) ® e | o o e ®

.38 2 & @ & = =
>y = 9§ = §@ = °
SEE J_E J.E S E
s
sSc «Eg abg &
£t £gp E3t £ep
3456 838 838 Bua

Slika 15.3
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(2) li:

Svaki znak (tatka) u drugoj pregradi oznafava tri predmeta, tj. tri
puta vile nego svaki znak u prvoj pregradi. — Svaki znak u treoj pregradi ozna-
¢ava tri puta vise predmeta, nego onaj u drugoj, tj. devet predmeta. — Svaki znak
u Cetvrtoj pregradi ozna¢ava tri puta viSe nego, svaki u tre¢oj zagradi, tj. dvadeset
sedam predmeta, i tako dalje. To je sistem brojanja &ija je osnova tri:

° L4 ®
[ ] [ ] e
[ [ [ ]
c
& «
3 H
2 ®)
. S -
= 2 o o
=8% g 5 § 8
BT E anE 3 E
SEY 299 @ o
§g2 338 §q¢2
.00 & “go oka
Slika 15.4

(3) Li:
Svaki znak u drugoj pregradi oznafava sedam predmeta.
Svaki znak u tre¢oj pregradi oznalava sedam puta vife nego znak u
drugoj, tj. Cetrdeset devet predmeta.
Svaki znak u Cetvrtoj pregradi oznatava sedam puta vise nego znak u
trecoj, tj. trista Cetrdeset tri predmeta, i tako dalje. To je sedmiéni sistem brojanja
(osnova sedam): -

e * e
° ®
° ° ®
[ ]
° e o
svaka oznaava Ce- svaka
oznadava trdeset devet oznadava
[(7-7-711=7* predmeta sedam
predmeta (7-73=7% predmeta
Slika 15.5
(4) Abak dekadnog sistema- brojanja izgleda ovako:
® o © o o
° °
PY ®
Py o o L]
[ ]
®© ° [ J ®
svaka hiljada svaka ozna- svaka
oznadava predmeta ¢ava deset oznadava
{(10-10)-10}- 0= 108 puta po de- deset
predmeta set tj. sto (10%) predmeta
predmeta
Slika 15.6
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4) (1) Zadto u svakoj pregradi:

abaka dvoji¢énog sistema moze biti najvie jedan predmet, jedan
znak (jedna tacka);

abaka troji¢nog sistema moze biti najvide dva predmeta, dva zna-
ka (dve taCke);

abaka sistema &ija je osnova &etiri moZe biti najvie tri znaka (tri
tatke)?

(2) Koliko najvise znakova moZe da sadrZi pregrada abaka: peti¢nog,’

osmi¢nog, Sestinog, deseti¢nog (dekadnog) sistema brojanja?

5) ,,Savremeni abak® razlikuje se od abaka u davnaSnja vremena, time
$to se: umesto stavljanja jednog predmeta, crtanja jednog znaka, jedne tacke, pise se
cifra 1 u odgovarajuéoj pregradi; umesto crtanja dve tacke pide se cifra 2 u odgo-
varajucoj pregradi; . . . ; umesto crtanja $est tacaka, pide se cifra 6 u odgovarajucoj
pregradi; ... ; u svako; praznoj pregradi piSe se cifra O:

1|1t |t1rjo0j|1|1]0

(1) _
| Irf2f2[1]ofof2 2]
' (2)
[2]1]o]1]2]4[2]3]0]
(3)
L 6|50 0T7 0(9 |3
(4)
Slika 15.7

Crtez (1) je ,savremeni abak™ dvoji¢nog sistema. Zato? Crtez (2) je 53
vremeni abak® troji¢nog sistema, ali i svakog drugog sistema cua je osnova veca
od 3. Zadto? Moze li crtez (3) da bude abak osmi¢nog sistema i za§to? Moze li
crtez (4) da bude abak peti¢nog, dvojitnog, devetitnog sistema i zadto?

6) Koliko predmeta (jedinica) oznalava:

(1) cifra 1 u 8estoj pregradi crteza (1)?

(2) cifra 1 u petoj pregradi crieza (2) ako on prikazuje abak: troji¢nog,
esti¢nog, deveti¢nog, sedmicnog sistema?

(3) cifra 2 u $estoj pregradi crteza (2) u svakom od ve¢ navedenih
slucajeva?

(4) cifra 4 na crtezu (3) ako on prikazuje abak, peti¢nog, osmi¢nog;,
desetlcnog sistema ?

(5) cifra 5 na crtezu (4)?
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7) Koliko predmeta, uopste, jedinica oznacava cifra 0: u &etvrtoj pregradi
crteza (1); u prvoj pregradi crteza (1) i (3); u sedmoj pregradi crteza (3); u trecoj
pregradi crteza (4)?

8) Ako izostavimo pregrade, dobijamo napisane brojeve na pozicioni nadin:

sl. 15.7 (1) 1110110,
sl. 15.7(2) 12210012,
sl. 15.7 (3) 210 124 230,
sl 15.7 (4) 65007 093,

Napisani u obliku polinoma ti brojevi izgledaju:
1110110,=254-25-4-2440-234-22424-0

ili obrnutim redom =24224-244-25426;
12210012,=3"+2-3%42-354344342
ili obrnutim redom =2-+343442.3542.36437;

210 124 230,=0+3-5+2-5244- 5342 544 5545742 58;
65007 093,0=3+9-10-47-105+5-105+6-107.

9) Uopste, prirodni brojevi napisani u obliku polinomzi U raznim siste-
mima, pocev od dvoji¢nog, izgledaju ovako:

a=2"4-27"1 4 4224247y, 7o=0 ili 1;

=3, +3% . . 324311, Tata—ps - - ,ro=0,1 ili 2;
c=4"r+4n_rag+. . A4y HAr 1y Tara—y - - o1e=0, 1, 2, ili 3;
d=5%, 45"y 4. A 5ritro, Tay .. r7e=0, 1,2, 3ili 4; ... itd. . ..

Napisite zakljuéno sa dekadnim sistemom.

10) Ma koji prirodni broj y, u ma kom sistemu brojanja, napisan u ob-
liku polmoma izgleda (kao §to smo ve¢ videli) ovako:

Y=Tpx"Frpx* . raxirxtrg,

(gde x oznacava osnovu sistema brojanja, a ru, *n—1, . . . » ¥y, 71, 7o sSu koeficijenti,
tj. 0, 1, 2,..., a papisan na pozicioni nadin:
Y=TaTn—y - . . Ta¥i¥p,

pri ¢emu se u svakom konkretnom slu¢aju osnova sistema piSe dole (kao indeks),
na primer:

2305,, 101, 173654, 873,
11) Napidite u obliku polinoma:

25345 253, 2534 ; 253143

3023,; 3023 3023, 3203;

111 001,; 111001;; 27 536,5; 27 536,;

102012 111, 102012 111,45 222 2204;

444444; 444 444;; 444 444,

Kad osnova nije oznalena, podrazumevademo da je 10.
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12) Napidite na pozicioni nacin:

(1) 3%4+2-3443+1; (2) 5-6*+2-6°4+3-6+5;
(3) 845-10+3-1024+7-1055  (4) 3+4-7+6-7°%;
(5) 2425 (6) 3+2-4% (7) 7+8-9%;

(8) 1+10+102410°+10°%; (9) 14848248 +8%

2. Moze li se broj napisan u jednom sistemu napisati v drugom sistemu ?
Neka je, npr., a=265;. Tada je [t. 1, 8), 9) 1 10)]):
a=2-7124+6-7+5=2-4946-7+45=145,,.

1) Napisite u dekadnom sistemu:

b=11,; c=1111,; d=12345; e=1314;
f=26055,; g=201100,; h=131,; k=8000s.

2) Neka je a=238,,. Kako ¢emo napisati broj a u sistemu Cija je osnova 5?
Taéno prema § 15.2:

delimo 238 brojem 5: 238=5-47+3, ro=3,
delimo 47 brojem 5: 47=5-942, =2,
delimo 9 brojem 5: 9=5-1+4, ry=4,
Poslednji koli¢nik je jedan, zato: o org=1.

Dakle: 238,,=1423;.
Napisite:
b=5866,, u sistemu C¢ija je osnova 8;
c= 900,, u sistemnu ¢&ija je osnova 7;
c= 900,, u sistemu ¢&ija je osnova 4; .
d=1000,, u sistemu ¢ija je osnova manja od 10.

3) Napigite: 2 u dvojitnom sisternu;
3 u trojiénom sistemu;
4 u sistemu &ija je osnova 4;

9 u sistemu ¢ija je osnova 9.
4) Napidite 65, u sistemu Cija je osnova 3.
5) Napiite 203100, u sistemu Cija je osnova 8.

3. Kad je: 14=13; 12=1l; 14=15? Sastavite i sami takve primere.

4. Neka su nosioci redova brojevi od nule do 3esnaest, a nosioci stubaca

osnove brojanja dva, tri, ..., dvanaest:

| dva | i | &etiri | pet [ Sest | sedam| osam | devet | deset
nula [ 0 | o] O | i | [ 0 | | 0
jedan [ 1 | 1] 1 ] R |
dva j 10 ] 2 21| | I N P2
w | 2 | ] 3 3 | | )
Cetiri 100 | n[ 10 [ 4 [ | I il

[ oe T e ] e | { [ .
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1) Dovrsite crtanje tabele i u svakom okviru napiSite odgovarajudi
broj (napisan na podetku reda) u odgovarajucem sistemu (¢ija je osnova napisana
na pocetku stupca).

2) Na osnovu tabele odgovorite:

(1) Kako se piSe jedanaest u osmi¢nom sistemu brojanja?
(2) U kojim je sistemima jedanaest dvocifreni broj?
(3) U kom je sistemu brojanja 11=1027?

3) Pokazite pravu liniju duz koje se nalaze brojevi 20. Kako to objasnja-
vate? PokaZite i objasnite i druge znaajne prave linije.

5. 1) NapiSite neposredno (1j. ne posredstvom dekadnog sistema) u binarnom
(dvoji¢nom) sistemu sve prirodne brojeve od nule do sto.

2) Napi8ite u binarnom sistemu 317 i 273859.

3) Brojevi 1, 10, 102, ..., 107 zovu se, u dekadnom sistemu brojanja,
dekadne jedinice. -

(1) Napisite 1, 10, 10% ..., 10® u binarnom sistemu.

(2) Napidite brojeve binarnog sistema 1, 10, 100, 1000, 10000,
100000, . .. u dekadnom sistemu.

(3) Napisite u dekadnom sistemu brojeve koji se u binarnom sistemu
pisu 111, 111000111, 1010 1010, 100 0001, 11 1101.

4) (1) Prikazite na abaku 1001 1100 1101,.

(2) Pomerite svaku tacku u susednu levu pregradu i napisite tako
dobijeni broj. :

5) Na osnovu , liste brojeva koje ste napisali pod 1) proverite: 56=7-8;
48=3-16.

Rezime

1. 1) Za pisanje prirodnih brojeva u sistemu brojanja Cija je osnova x pot-
rebno je i dovoljno (x—1) znakova koji se zovu cifre.

2) Potrebne cifre za pisanje brojeva u dekadnom sisternu ¢ine mnoZinu:

{0) 1 )2)3)4:5)677)839 }1
a u binarnom: {0,1}.

Nula je jedina nevrednosna cifra.

2. 1) Svaki \prirodni broj zapisuje se u obliku polinoma:
Y=raxt L ra kT rxdrg,

i samo pomodu cifara, na pozicioni nadin:
V="prpn—y - > ¥Var170>
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gde x oznatava osnovu SiSTEMa, & Tn, Fn—y > - - . » Tas¥157e SU cifre. Crta iznad stavlja

se stoga da bi se to izraZavanje razlikovalo od mnoZenja (proizvoda) rnrn—y. . . 7217
2) U Tafa—1 . - - Taf1%s.

svaka cifra oznatava x puta veéi broj od iste cifre koja neposredno sledi (x puta

manji broj od iste cifre koja neposredno prethodi).

3. 1) Brojevi napisani na pozicioni nadin uporeduju se tako §to se upore-
duju cifre istog ranga poéev sleva (uporeduju se u stvari brojevi koje te cifre oz-
nacavaju, kraj § 15.1).

2) XL Ly <x®,

3) Ma koji prirodni broj napisan na pozicioni nacin deli se brojem x?
(stepenom osnove brojanja) tako §to se izdvoji njegovih p cifara zdesna i to je ostatak,
a ostali ,,deo* je koli¢nik. :

GLAVA XVI

TEHNIKA ARITMETICKIH OPERACIJA

U glavama XI—XIV izloZena je teorija aritmeti¢kih operacija. U ovoj
glavi pokaza¢emo kako se dolazi do prakti¢nih pravila tih operacija, tj. kako se
sabiraju, oduzimaju, mnoze i dele brojevi napisani pomocu cifara, na pozicioni
nacin. ’

Ali izvodenje tih pravila je opet teorija. Vide¢emo da su ta pravila opsta,
tj. da su nezavisna od sistema brojanja, da se, dakle, mogu primeniti u svakom sis-
temu, ali mi ¢emo se, iz prakti¢nih razloga, zadrZati, uglavnom, na dekadnom i
binarnom sistemu brojanja.

Za stvarno izraCunavanje zbira, razlike, proizvoda nuzno je i dovoljno
znati samo zbir, razliku i proizvod brojeva manjih od osnove sistema. A to daju
ranije navedene tablice (,mreze*).

§ 16.1. SABIRANJE. ODUZIMANJE. MNOZENJE

1. Sabiranje. Neka su a i b prirodni brojevi &iji zbir s=a -5 treba izra¢unati.

Moramo razlikovati dva sludaja:

1) Zbir dve cifre* istog ranga (bez obzira koji je to rang) manji je od osnove
sistema brojanja. — Neka je, na primer, a=1352, 5=3213. Napi§imo te brojeve
u obliku polinoma:

a=1x*+3x24+5x+2

b=3x342x%+x+43
i saberimo primenjujuéi asocijativnost sabiranja na &lanove istog stepena osnove:
a-+b=(x"+3x%)+(3x*+ 2x%) +(5x +x) +(2+3).
Sad primenimo distributivnost:
s=(1+DB+B+2)x2+(5+ Dx+(2+3),
to jest: s=4x3+3x2+6x+5. Dakle: s=4565.
Slovo x oznalava osnovu ma kojeg sistema. Ako je x deset, piSemo:
a=10*43-10%+5 - 10+2, b=3-10°42 - 1024-10+43,
a+b=s=(143) - 103+(342) - 1024-(5+1) - 105
=4-103451024-6 - 104+5=4565,,.

* Napomena na kraju § 15.1.
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Ako je x=sedam, piSemo:
a=T+3-724-5-7+2,
b=3-T342-724+5-7T+3,
s=(143)- P+3+2) - 24+(5+1)-7T+2+3)
=4-7345- 7°46- 7T+ 5=4565,.
Ako je x = osam, piSemo analogno i s=4565;.
U praksi se sabirci mogu napisati jedan ispod drugog, ali, radi lakie primene
asocijativnosti (i distributivnosti), tako da cifre istog ranga budu u istom ,stupcu®
(u istoj koloni), na primer:

1552 1ili, npr.: 342

+4217 +7156

5769 7498.

Ili, u sistemu: 32,

¢ija je osnova 6, npr.: 513,
545,.

2) Zbir dve cifre istog ranga je jednak osnovi ili je veéi od nje.
(1) Neka je, na primer, u dekadnom sistemu:
a==2643 b=764.

Tada imamo:
a=2x3+6x244x+42,

b= Tx?4+-6x+4.

Sabiramo te polinome primenjujuéi odmah asocijativnost sabiranja i

distributivnost mnoZenja:
a+b=2x3+(6+7) x*+(446) x+(2+4),

1o jest =2x24+13x%2+ [0x4-6.

Ako je osnova deset, jedan je koeficijent vedi od osnove, a dfugi je jednak
osnovi. NapiSemo ih ovako 13=x+4-3, 10=x-+0, pa imamo:

a+b=2x34+(x+3) x*+(x+0) x+6

to jest =2x34x*+3x2+x240- x+0 [distributivnost],
to jest =(2+4+1)x*+(3+1) x2+0 - x+6 [asocijat. i distrib.],
to jest =3x344x2+0 - x+6. Dakle: at+b=s5s=3406.

Ako je x = osam, piSemo 13=x+435, 10=x-+2, pa imamo:
a+b=2x34(x+5) x*+(x+2) x+6
=234 x3 4 5x2 22+ 2x+6
=3x34+6x2+2x+6=36264.

Kad je zbir nekih cifara istog ranga veéi od osnove ili jednak osnovi,
osnova se prenosi u zbir cifara susednog levog ranga. Samo posle takvog prenosa
svi koeficifenti postaju manji od osnove, pa se zbir dobijen u obliku polinoma
moZe napisati na pozicioni nacin:

2 6 4 2 2 6 4 2
+ 7 6 4 + 7 6 4
31310 6 =2 1406=3406 (2 1310 6)3=3 626,
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U praksi se raduna kratko (kad je osnova deset): 2-4-4=6; 44+6=10, 0 jedinica dru-
gog ranga, dlfugog reda (zdesna) i 1 jedinica treceg ranga; 6474 1=14 jedinica tre¢eg ranga
(reda)=4 jedinice treéeg ranga i 1 jedinica Cetvrtog ranga.

Jog krade: 24-4=6 (pi§emo);

4+46=10, 0 (pi¥emo), 1 (prenos);
I+7+6=14, 4 (pi¥emo), 1 (prenos); 14+2=3.

2 3
_!i

4
! 4

3

3

63 =3523=3+1)123=10123,

12,, (4+1)3=11, 3+1=4=10,.

Kratko raéunamo: 142=3 (pifemo);
3+3=6, 2 (pifemo), 1| (prenos);

1+2+42=35, 1 (piSemo), 1 (prenos);
143=4, 10 (piemo).

(3) Izratunajmo:

3
jer je: 6

10111011, 1+1=2=40,, 01 I (prenos);

+ 101101, I1+0+1=2=10,, O01il (prenos);

11101000, 14+1+0=2, 011 (prenos);
1+14+1=3=1}, 1 11 (prenos);
itd.

(4) Izratunajte u binarnom sistemu:
111111111 111111111111
+ 1 + 1111000

3) Vile sabiraka. — (1) Neka je a=3735, b=384, c=4064. Tada je:
a=3x3+Tx24+3x+5

b= 3x2+8x+4
c=4x3+0x2+6x14,

pa .je: - a+b+c:(3+4)x3+(7+3+0)x2+(3+8—{—6)x+(5+4+4),

to jest =Tx34-10x2417x+413, -

to jest =T 4-(x+0)x2+(x +Dx+x+3,

to jest =T34+ x340 - 2422+ Tx+x43,

to jest =(T4+1)x* 40+ 1)x2+(7+ 1)x+3,

to jest =8x3+ x2+8x+3, a+b+c=8183.

Tzvrdite to sabiranje i neposrednije:
(2) 3601, 5+F34+1=9=12,, 2 (piemo), 1 (prenosimo);
543, 1+6-+4=11=14, 4 (pidemo), 1 (prenosimo);
: 5265~7 1+245+6=14=20, 0 (pidemo), 2 (prenosimo);
13042, 24+543=10=13,, 3 (pifemo sve i sabiranje je
zavr§eno).
(3) Izratunajte zbir:
503,+41342,+2054315+44,.

2. Oduzimanje. — Neka je a>b. Da bismo izracunali njihovu razliku
d=a--b, moramo razlikovati dva slucaja:

- 1) Svaka cifra broja a je veca od cifre istog ranga broja b, il najvise jednaka
toj cifri. '
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Neka je, npr., a=5734, b=3421.
Tada je: a="5x34Tx24+3x+4
b=3x3+4x242x+1
d=53+Tx2+3x+4—(3x*+4x2+2x+ 1),

4. (gl. XIT, teor. 6)  =5x%+4Tx43x+4—3x3+4x2+2x—1,

tj. (§ 12.3, kraj t. 4) =5x3—3x%+Tx?—4x24+3x—2x+4—1,
tj. (asoc.) =(5—3x*+(7T—4)x2+(3—2)x+3,
tj. =2x3+3x%+x+3, pa je d=a—b=2313.
U praksi se raéunanje moze napisati ovako:
5734 Oduzimamo svaku cifru umanji-
—3421 oca od odgovaraju¢e cifre (od
2313 cifre istog ranga) umanjenika.

2) Jedna ili viSe cifara umanjioca su veée od odgovarajucih cifara umanjenika.

(1) Neka je, npr., a=2536, b=352.
Da izra¢unamo njihovu razliku d=a—b.

NapiSemo date brojeve u obliku polinoma:

a=2x+5x>+3x+6
b= 3x24-5x+2.

Jasno je da se ne moZe oduzeti 5x od 3x. Ali, razlika a—b se nece pro-
meniti (§ 12.2, t. 5), ako (u slu¢aju x = deset) broj a (umanjenik) pove¢amo za 10x,
a broj b (umanjilac) povecamo za x2, jer je x2=10x. Dato oduzimanje, a—b, zame-
njujemo, dakle, oduzimanjem a'—&’, gde je:

a’'=2x*45x24+13x16
b'= 4x24 Sx+42.

Tada postupamo kao pod 1), tj.:

@ —b" =2x4(5x*—4x2)+([3x—5x)+(6—2)
tj.: =2x3+x*+8x+44, pa je a—b=2184.

Ako je x = sedam, broj e« (umanjenik) povecamo za 7x, a broj & pove-
¢amo za x?%, jer je x®?=7x, pa oduzimanje a—b zamenimo oduzimanjem:

a' —b'=(2x345x2+ 10x+6) — (4224 5x+2)
=2x3+(5x>—4x?) + (10x—5x) + (6—2)
=234 x?+ Sx+4=2154,.
(2) Neka je a=4327, b=754. Izratunajmo razliku a—b.
a=4x%+43x%42x+7
b= Tx¥4-5x+4
Kako ne mozemo oduzeti 7x* od 3x?
i 5x od 2x, povetamo: aza 10x% 1 10x
bza x1 x?
jer je: x3=10x% i x2=10x,

Prvo napisemo:
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pa dato oduzimanje a—b zamenimo ekvivalentnim oduzimanjem o’ —b&', gde je:

a' =4x*+ 132+ 12x+7 [10x*+3x2=13x%, 10x+2x= ]
b= x*+ 8x2} 5x+4 [x24+7x2= 8x?].

Time je oduzimanje svedeno na sludaj 1), pa je:
@' —b' =3x3+4+5x2+Tx+3 tj. a—b=3573.
Izvrdite isto oduzimanje kad mu je osnova devet i osam.
(3) 30000—4286. U tom slucaju je:
a=3x*4+0"x*+0-x24+0 - x40
b= 4x3+2x2 4 8x+ 6.
Zato piemo redom:
a'=3x'410x°
b'=x"+4x342x2+8x+6
@’ =3x*410x3 4 10x?

[jer je x*=10x?]

b =x4 45234 2x2+8x+6 [%3=10x?]
a”’=3x%+10x3+ 10x%+10x

b =x"453+3x2+8x+6 [x2=10x]
aV =3x"4+10x*+ 10x2-L-10x+ 10

BV =xt+5x34+3x2 4+ 9x 46 [x=10].

Time je oduzimanje svedeno na 1) slu¢aj, pa je:
aV —b"V=2x45x3+Tx2 4+ x 4.

Dakle: a—b=25714.

U praksi primeri (2) i (3) izgledaju ovako:

+10 +10 10 +10 +10 0

(2) 4 327 (3) 30000
- ?54 — 4 286

H_ EEBRL BT Y
3573 25 714
(4) a=4123;, b=314;. Izraunati a—b.

Izvodenje je identi¢no prethodnom. U praksi:

W 4123 (5 70006,
— 314  —3652

3304 3126
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3) IzraCunatje:
(1y 7204 (2) 101010, (3) 21202

—5638 — 11101, —12022,.
3. Mnozenje. — Neka su a i b prirodni brojevi. Kako ¢emo izradunati

njihov proizvod p=ab?

1) Jedan od &milaca je manji od osnove brojamja. — (1) Neka je, npr.,
a=462, b=4. Tada je:
ab=(4x*+6x+2)- 4

pa je (§ 13.3, t. 5): ab=4x*-4+6x-44+2-4,
tj.: (§ 13.3, teor. 5) =4 - Hx2+(6-Hx+2 -4,
tj. =16x%4-24x+38,
to jest, ako je osnova brojanja 10:
ab=(1046) x*-+(204+-4) x+38,

to jest (§ 13.3, t. 5) =10x%+ 6x%+20x+4x+8,

to jest =x3+6x242 - (10x)+ 4x+-8 [10x2=x%]
=x3+6x24+2x2+4x+8 [10x=x?]
=x31-8x244x-+8.

Dakle: ab=1848.

Iz toga sledi prakti¢ni postupak:

462 4 puta 2...8 (piSemo jer je 8<10);
x 4 4 puta 6...24=2-100+40, 4 (pidemo), 2 (prenos);
1848 4 puta 4...16 i 2...18 (piSemo).

(18x2=10x2+8x=2x>-+8x%= 1000+ 800).

(2) Izvedite, na isti nadin, postupak za izracunavanje:

538-7; 4073 - 5; 3264 - 8.

(3) 3524 5=(3x2+5x+2} * 5=15x*+25x¢+10
=23,x244lex+14,=(2 - 6x*+3xD)+(4 - 6x+x)+(x+4)
=2:34+(3x2+4x) +(x+x)+4  [x=6, 6x*=x%, 6x=x7]
=2x3+6x2+ x>+ 2x+4
=23+ 3+ x22x+A4=3x+ x4 2x+4.

Dakle: 3524 - 5=3124,.
Za praktiéno mnoZenje trebalo je sastaviti tablicu mnoZenja u sistemu
¢ija je osnova 6. Medutim, nije te§ko prevoditi na , licu mesta® u taj sistem:
352 5-2...10=14g 4 (pi8emo), | (prenos);
X 5 5-5...2511...26=42, 2 (pisemo), 4 (prenos);
3124 5-3...1514...19=314 (pi8emo).
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MnoZi se, dakle, kao u dekadnom sistemu (§to pokazuje teorijsko izvo-
denje), ali se (delimi¢ni) rezultati odmah prevode na Sesti¢ni sistem. Tehnika
mnozenja je jedinstvena za sve sisteme brojanja.

(4) IzraCunajte: 423; - 4, 6054, - 6; 8375, - 8.
2) Jedan od Einilaca je stepen osnove.
(1) Neka je a=574, b=10%. Proizvod pisemo:

p=(5x2+Tx+4) x7,
4. (§ 13,5, t. 2): P=S5xt2 - Txntl | 4xn,

Kako je (§ 152, t. 3) 4x7=400...0,

n nula
proizvod iznosi: p=57400...0.
—

» nula
To vazi uop$te u svakom sistemu brojanja, Dakle:
574-10 = 5740
574 - 10°= 57400
574 - 103= 574000
574 - 83=5740000,.

(2) 2120, - 35=212000000;,

S hula
(3) Izracunajte:
10111, - 23; 3013, - 48, 600, - 77 77, - 9%
3) Opsii sluéaj mnogenja. — (1) Neka je (u dekadnom sistemu) a=224,
b=132. Tada je ab=224 - (x*4-3x+2)
=224 - x24-224 - 3x4:224 - 2
=22400+-6720+4-448 =29 568.
Ihi: ' ab=224 - (24 3x+x?%)
=448+ 672x+224x? =448 +6720+22400=. . .
Otuda prakti¢ni raspored racunanja:
224 - 132 ili 224-132

224 448
672 672 Nula je neutralni element sabiranja, pa se nule
448 ny ne moraju pisati (u delimiénim proizvodima).

29568 29568
(2) Izratunajte uz obrazloZenje: 517 - 304; 2038 -750.
(3) 365; - 243,=365; - (2x2+44x+-3)
=365, - 2x*+365, - 4x+365, - 3
=106300,+4-21560,4+1461,=132651.
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Prakti¢ni raspored:

365, - 243, 3-5=15=21,, 1 (pi§emo), 2 (prenos);
1461 3.-6=18 1 2..20=26,, 6 (piSemo), 2 (prenos);
2156 3.3=9 i 2...11=14, (piemo);
1063 4-5=20=26,, 6 (pidemo), 2 (prenos);
132651, 4-6=2412... 26:_357, 5 (pisemo), 3; itd.
(4) 110101 - 10110 [u binarnom sistemu]
—(110101) * (10-+ 100+ 10000) [10110=10000+100+10]

=110101 - 104110101 - 1024-110101 - 10*
=1101010+11010100+1101010000= . ..

Prakti¢ni raspored:
110101 Iii: 110101

10110 -~ 10110
1101010 110101
110101 110101
110101 1101010

10010001110 10010001110

(5) Izraunajte oznalene proizvode: )
(1111 - 1011); (2100 - 1021),; (7156 - 5020)s.

4) Sa koliko se cifara pise proizvod dva data broja?

Iz tablice mnoZenja jednocifrenih brojeva (gl. XIII) vidi se da proizvod
moze biti jednocifren (apr. 2 - 3=6) ili dvocifren [npr. (7 8=56),, (4_~ 4=31);].
Isto tako je, npr., 32 - 3=94; 73 - 24=1752, tj. 242, 57 - 100=5700, tj. 24+3—1,
(341 - 223=143143);, tj. 3-+3, (365 27=13003)s, 4., 34 2.

Ti primeri pokazuju da je broj cifara kojima se pide proi_zvc?d jednak
zbiru cifara Cinilaca ili je manji za 1 od tog zbira. Da li je to opsta ¢injenica?

Neka je broj a napisan sa n cifara, a broj b sa & cifara. Tada je (glava XV,
teorema 2):

xnl Ca<<x, xk—1 Kb << xk,

pa je (§ 13.4, t. 21 § 13.5, t. 2):
k=2 Lab < xn+k:
tj. (po$to je x osnova brojanja):

100 .. .0<ab<100...0,
nt+tk—2 nt+k

$to pokazuje da se ab pise sa n-t+k—1 cifara ili sa n+k cifara.
To mose da posluzi kao gruba kontrola tatnosti izvrienog mnozenja.
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§ 16.2. DELJENJE

1. Ako su dati brojevi a i b napisani na pozicioni naéin, u sistemu &ija je
osnova x (dakle ma koja), onda izratunati brojeve ¢ i r, napisane na isti nac¢in i u
istom sistemu, koji zadovoljavaju uslove (§§. 14.1 i 14.3):

bg<a<<b(g+1) ili bg<a, a+1<b(¢g+1),
a=bg+tr, r<b, i r<b—-1.
znali izorsin deljenje broja a (deljenika) brojem b (deliocem).
2. Broj cifara kojima se piSe koli¢nik. — Prvo $to treba odrediti kad je

deljenje (broja a brojem b) dato jeste broj cifara kojima se pi§e koli¢nik ¢g. Teoremu
na osnovu koje se odreduje broj cifara koli¢nika moZemo obrazloziti na dva nadina:

1) Posmatrajmo mnozinu ili niz brojeva (koji smo veé nazvali geometrij-
skom progresijom):
b, bx, bx? bx3..., bxn, bx"tl, ...

gde je x osnova sistema brojanja.
Ako je bx™ najvedi broj toga niza koji je jednak broju a ili manji od njega,
piSemo: bx" La<bxmtl, .
Konfrontiramo li te nejednakosti sa nejednakostima koje odreduju koli¢nik:
bg<a<b (g+1),
dobijamo bx® <bg, tj. x"<gq,
(jer najvedi multiplum broja b, manji od q ili jednak broju a, jeste bg)
i blg+1) <bx™1, tj. g+ 1 <x7+1,

[jer najmanji multiplum broja b koji je veci od a jeste b (¢g+1)].

Znadi: xn gq, q_|_ 1 gxn—)-l.

Prema tome, polinom kojim se izrazava koli¢nik g je #-tog reda (§ 15.3, t. 1):
g=caX"+Cu—x® 1. . Hox+co

pa se g pise sa (n-+1) cifara: ¢g=cucn—y . . . €1¢q- .

Kako se bxm+! dobija tako $to se posle poslednje cifre (prve zdesna) broja b
napide (dopise) n+1 nula (§ 16.1, t. 3, 2), dolazimo (do slededeg) rezultata:

Broj cifara koliénika deljenja broja a brojem b jednak je najmanjem broju
nula koje treba dopisati deliocu b pa da se dobije broj ved od deljenika a.

Na primer, ako treba podeliti 6347 brojem 26, onda je:

2600 <6347 < 26000,
——
3 nule
pa je koliénik trocifren broj;
260 < 634 <2600,
pa je koli¢nik deljenja broja 634 brojem 26 dvocifren broj;
26 <63 <260,

pa je koliénik deljenja broja 63 brojem 26 jednocifren broj.
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Koli¢énik deljenja, na primer:

37:5 je jednocifren (jer je 50>37)
37:3 je dvocifren  (jer je 30<37).

2) Iz § 16.1, t. 3. 4 neposredno se vidi da ako je deljenik napisan sa n
cifara a b sa k cifara, onda je broj cifara koli¢nika (n—k) cifara ili (n—k--1) cifara
(jer broj cifara deljenika mora biti jednak zbiru cifara delioca i koli¢nika ili tom
zbiru smanjenom za 1).

U ve¢ navedenom primeru je:
u prvom slu¢aju 4—24-1=3 cifre; u drugom 3—241=2 cifre.
3) U praksi se broj cifara koli¢nika mozZe odrediti i ovako:

(1) Odvoji se (crticom) sleva onoliko cifara deljenikovih koliko ih ima

delilac. ]

(2) Ako je tako dobijeni broj manji od delioca, broj cifara koli¢nika
jednak je broju preostalih cifara deljenika, a ako je taj broj vedi od delioca, broj
cifara koli¢nika veéi je za 1 od broja preostalih cifara. Na primer:

1754138:2345= . . (dve cifre);

1754138:1593=. .. (tri cifre).
Taj postupak je potpuno razumljiv onome koji ve¢ zna tehniku deljenja.
3. Izralunavanje prve cifre ¢, koli¢nika. — Napi§imo ostatak deljenja
ovako: g=cpx?+rn, gde je rp<x® il r,<x*—1

(na primer: ¢=399;,=3 102499, 99=10%—1).

Uostalom, ¢ je prirodni broj pa se moZe prikazati u obliku deljenja
brojem x%, gde je x osnova brojanja, a u pogledu ostatka vidi Uputstva (ovaj §, t. 1).
Tim izrazom zamenimo ¢ u definicionoj jednakosti deljenja:

a=bg+r.
Dobijamo: a=b(cpx"+ry)+r=bcyx"+brp+r
ili (bolje): a=(bx") cp+(brn+r).
Ispitajmo broj: brp—+r.

Broj r, je ostatak deljenja koli¢nika ¢ stepenom osnove x*. Znaéi, rp <x®—1,

pa je bry <bx™—b. Broj r je ostatak deljenja broja a brojem b, dakle r<b—1."

Saberimo te nejednakosti [§ 11.3, teor. 11, posled. (3)}: brp+r <bx"—I1.
Prema tome (videti gore):
a=(bx")cn+ (bra—+7), bro+r <bx?—1,
tj. brp+7 je ostatak deljenja broja a brojem bx®, a koli¢nik tog deljenja je ¢,. Dakle:

Prva cifra kolitnika deljenja broja a brojem b je koliinik deljenja broja a bro-
jem bx™.

Na primer, ako je a=6347, b=26, onda je g=cy,¢, 1 ¢, se dobija delje-
njem broja 6347 brojem 2600 i to ovako (glava XIV, teor. 10):
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Podeli se 6347 brojem 100 i koli¢nik je 63 (§ 15.4).
Podeli se 63 brojem 26 i koli¢nik je co=2.

o (]as_no je da se ¢, moZe izradunati i bez odredivanja broja cifara koli¢nika
deljenja broja 6»347 brojem 26, jer je 26<63<260.) i

4. Izratunavanje sledeéih cifara koli¢nika. — Poito je prvi &lan d
strane jednakosti (vidi t. 3): € P €sne

a=(bx") cp+(brn+7)
sada poznat, napiSemo tu jednakost ovako § 12.1):
a—(bx")cp =brp,+r.
Stavimo a—(bx™)ep=a’,
pa imamo a’'=brp+ry.

' Ka_ko je r<<b, ta jednakost oznatava deljenje broja a’ brojem &, pa je koli¢-
nik tog deljenja r,.

Medutim (t. 3): ro=cyy ... o

ili, analogno Tn=cn— X" 11y,
pa imamo a'=b(cn_1xn_1—|—rn_1)+r,
tj. a'=(bx"VYep_ 1+ bry_y+r.

» Znaci, imamq, sa teorijske talke gledista, isto stanje kao u prethodnoj
tatki, pa na potpuno isti natin mo¥emo dokazati da je:

Cn—y kolilnik deljenja broja a’ brojem bxn—1
da se en—; izratunava iz @', kao §to se ¢, izradunava iz a.

™ Za dobijanje §vih cifara koli¢nika treba, dakle, ponoviti metodu pokazanu
u tacki 3. Ta metoda je ista za deljenje brojeva u ma kom sistemu brojanja.

Neka je, na primer: a=889584, »=365.

. _(12 Kako'je 365000 <2889 5843650000, koli¢nik deljenja broja a
brojem b je Cetvorocifreni broj, tj. g =C3C5C1Co-

(2) Podelimo 889584 brojem 365000 (tj. 365-10%, t. podelimo
889584 brojem 1000 i koli¢nik 889 podelimo brojem 365: » o

889=365: 24-(889—730), tj. 889365 - 24159, pa je ¢cy=2.
Znati: o'=889584—365000 - 2=159584.
(3) a'=159584 podelimo brojem 365 - 102=36500.

 Ako podelimo 159584 brojem 100 i koli¢nik 1595 podelimo brojem 365
dobijamo ¢,=4. '
a’'=159584—36500 - 4=13584.
(4) Podelimo 13584 brojem 365 - 10, tj. 1358 i ij
olicnik ¢, j j brojem 365, dobijamo
a”’=13584—-3650 - 3=2634.
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(5) Podelimo 2634 brojem 365, dobijamo:
' 2634=365-T+179,  ¢=T.
Znadi, koli¢nik deljenja broja 889584 brojem 365 je ¢=2437, a ostatak
r=79<365.
Proveravanje: a= .b-q +r, r<b,
889584=365- 2437479, r<365.

Prakti¢ni raspored racunanja:

a 889584 365 . ... =b

—bxdcg... — 730000 2.0 =c3
a ... 159584

—bx%,... — 146000 4. ... =Cy
a’ 13584

—bx¢; ... — 10950 3. =c
a" 2634

by ...— 2555 | 7..... ¢,
r 79

IzloZena teorija pokazuje da se koli¢nik datog deljenja izraunava nizom
sukcesivnih deljenja, pri ¢emu je koli¢nik svakog od tih deljenja jednocifren broj.
A za to je dovoljno samo poznavanje tablice mnozenja u onom sistemu brojanja
u kome se deljenje vr$i. Ipak s ponekad dogada da se jednocifreni koli¢nik jednog
od sukcesivnih deljenja ne moze odmah odrediti. To se vidi i u navedenom primeru.
Tada se delilac ,,zaokrugljuje tako da ima oblik ¢+ x7, pri ¢emu je ¢ prva cifra
delioca. Time se deljenje svodi na deljenje dvocifrenog jednocifrenim deliocem,
a zatim se dobijena cifra koli¢nika proba.

Npr. imali smo da delimo 1595 brojem 365. Umesto toga delimo bro-
jem 300, tj. posle deljenja prvo brojem 100, delimo 15 brojem 3. Medutim, odmah
vidimo da to ne moZe jer je 5 puta 65 priblizno 300, a to je mnogo vece od 95.
Zato probamo 4. _

Isto tako, kad smo delili 2634 brojem 365, probali smo (mentalno) bro-
jem 300, tj. delili smo 26 brojem 3, ali smo probanjem nasli da koli¢nik ne moze
da bude 8, jer je 365 8=2920<2634.

Du¥om praksom u tome postiZe se i lako¢a i brzina.

5. Primenjujuéi doslovno ranije izloZeni algoritam izra¢unajte:
8031:25; 410715:234; 777555:4444; 8000000:6751.

Talnost svakog izvrSenog deljenja proverite na osnovu &injenice: Zbir
ostatka i proizvoda delioca i koli¢nika mora biti jednak deljeniku.

§ 16.3. VEZBANJA 1 ZADACI
1. Oduzimanje 107 —& moZe se vrlo lako izvriiti, npr., 1000—372: 2+8=10, 7+2=9,
34+6=9, 0+9=9, tj. prva cifra zdesna dopunjuje se do 10 a sve ostale do 9. ObrazloZite, a zatim

primenite taj postupak kad je:
b=8736, b=14905, 5=298400.
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'2. Je li _taén_o a—b=a+(10"—b)—10", gde je n jednak broju cifara broja b ili veéi od
tog broja? Koriste¢i tatku 1 primenite tu formulu u sludaju e=63542, 5=5986.

Uzmite i sami ¢ 1 b pa raCunajte.

3. Poletak tablice sabiranja u binarnom sistemu izgleda ovako:

+ f 0 ‘ 1 ‘ 10 ‘ 11 ‘ 100 ‘

0 | 0 ‘ 1 ‘ 10 ‘ 1 }_ 100 (

1 ‘ 1 ‘ 10 ‘ 11 { 100 | ‘
o o w1
1 ‘ 1 ‘ 100 ‘ I ‘ 111 ‘
O IR R

1
. N A

Popunite prazna mesta i produzite tablicu do 10000.

4. Poletak tablice mnoZenja u binarnom sistemnu izgleda:

1 ‘ 10 ) 11 ‘ 100 }

| o |
ol ol ]
0 0 0 | ‘
1 ‘ 0 ‘ 1 ‘ 10 ‘ 11 l ’
10 ‘ 0 1 10 ‘ ‘ 110 ‘ ‘
11 ‘ ‘ 11 } 110 \ { ‘
100 ‘ ‘ 100 {1000 } 1100 ‘10000 ‘
[T e o I

Popunite prazna mesta i produZite tablicu do 10000.

L 5 1)U prt?thodpoj tgblici je 100-100=10000. PokaZite da je to tano, a zatim izralu-
najte 1 kvadrat broja (binarni sistem): 101; 111; 1110011.

2) Tzratunajte: 1000%°; [011''; 10001°! i proverite to u dekadnom sistemu.
3) Izradunajte razliku izmedu:
111§ 11-115 111t § 101,
. Sve proverite racunajuéi i u dekadnom sistemu.

6. Izraunajte na dva naéina (binarni sistem):

(1) (1010-+11)-(101141001); (2) 101-(11111—10011);
(3) (101+115H-(111 —101); 4) (11011411110

7. Izratunajte (u binarnom sistemu):
(1) 11110101:101; (2) 100111:11.

8. NapiSite graf relacije | (deli) u mnoZini
0, 1, 10, 100, 110, 1000 (binarni sistem).
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9. 1) U kom sistemu 1 koju operaciju prikazuje ova tablica:

o | o | 1 | 2 ( 3 ‘ Produtite je do 22.
i ;L Ll s ] | s

2 | 2 _‘ s | 10 ‘ 1 ‘ -

3 | s | w0 | ‘ 2| )

H
2) Sastavite do dvanaest (ablicu sabiranja u sistemu ¢&ija je osnova: tri; pet; 3est;
... ; devet; jedanaest; dvanaest.

3) Izratunajte:
(1) (13242424 140)5; (2) (6354+246),; (3) (52342+13+4021),.
4) Izratunajte:
(432—212);; (432 —242);; (4000—2341)s;
(53000—34154)¢; (6161 —4646);; (10°—77777)s.
10. 1) U kom sistemu brojanja i koju operaciju prikazuje ova tablica:
|

=3 v A
1 1 ! I |I B 737;\/_477 _}7 caw Proverite i produZite tablicu
2 | 2 | s | | =8 i
3'__J 3 ‘ 11 | 14 ‘ 22 7*] 5
4 I 4 | 13 ' 2 | 31 !

2) Sastavite tablicu mnoZenja u sistemu &ija je osnova: tri; &etiri; Sest; sedam; osam.

3) Je li svaka od tih tablica simetri¢na u odnosu na dijagonalu kao tablica u dekadnom

sistemu ? ] ) ] . o
4) Jzvréite mnoZenje 3012-2310 u svim sistemima u kojima mogu da budu napisani

ti &inioci (osim dekadnog).

11. 1) Izratunajte koli¢nik deljenja: broja a brojem & u sistemu &ija je osnova pet kad
je: (1) a=4043, b=21; (2) a=4403, b=21; (3) a=40, b=21.

2) Podelite broj 213626 brojem 35 u sistemu &ija je osnova sedam.
12. Pokazite da je:
(1) —111,+222,+444,+ 555+ 666; — 7775+ 888,=987,0;
(2) 888,— 7775+ 666, —555,+444;—333,+222, —111,=1144;;
(3) (3423, —1545,)(100111,+2011;—165;)=1002,;
(4) [(4354+243;5)- 320, — (654, —202;) - 101,] —27 143,=0.

13. Proizvod dva broja je 1504. Kad se jedan poveéa za 10, njihov proizvod iznosi 1824.
Koji su to brojevi?
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14. Pri mnoZenju jednog broja brojem 408 nije uzeta u obzir nula i zbog toga se pogresilo
za [305000. Izraunajte taj broj. .

15. Kad se oba inioca povecaju za 7, proizvod se poveca za 364. Razlika &inilaca je 5.
Izraunajte ¢&inioce,

16. Ako se jedan broj podeli brojem 175, ostatak je 73. Ako se taj isti broj podeli brojem
177, dobija se isu kolitnik (kao i kad se deli brojern 175), a ostatak je 1. Izracunajte kolidnik i
deljenik.

17. Deljenik je 802, koliénik je 14. Tzratunajte delilac i ostatak.
18. 1) Neka je a=bg+r i m | a. Kako se menja ¢ kad se a: (1) pomnoZi brojem m; (2)
podeli brojem 12?
2) Neka m | b. Kako se menja ¢ kad se b: (1) pomnozi brojem m; (2) podeli brojem m?

19. Uspostavite svako od slede¢ih mnoZenja:
() x2x (2) labede (3) 2 3e

Xy 3 03_ X 9a

3635 abedel

(1) 22ecee | 386

oaso PP
3724
ecoe

_23.0 ]

LT 1]
(111}

02
Rezime

1. Sva pravila svih aritmeti¢kih operacija su istovetna za sve sisteme brojanja.

2. Razlikovati sabiranje kad zbir cifara istog ranga: (1) nije veéi od osnove;
(2) jeste jednak osnovi ili veci od nje.

3. Razlikovati oduzimanje: (1) kad nijedna cifra umanjioca nije veéa od odgo-
varajuce cifre (istog ranga) umanjenika; (2) kad je bar jedna cifra veca od odgo-
varajuée cifre (cifre istog ranga) umanjenika.

4. Razlikovati mnoZenje:

(1) kad je jedan ¢inilac manji od osnove;
(2) kad je jedan ¢inilac stepen osnove;
(3) opdti slucaj, tj. kad nije ai (1) ni (2).

5. Za odredivanje cifara koli¢nika postoji poseban algoritam.




GLAVA XvIl

DELJIVOST PRIRODNIH BROJEVA
PROVERAVAN]JE REZULTATA OPERACIJA

§ 17.1. DEFINICIJA I PROBLEM

1. Neka su a i m prirodni brojevi. Ako postoji takav prirodni broj g da je
a=mq (§ 14.1 i § 14.2]
onda se to, kratko, oznadava m | a, a izraZava na razne nacine:

Broj m deli broj a. Broj m je delilac broja a.
Broj m je &nilac (faktor) broja a. Broj a je deljiv brojem m.
Broj a je multiplum broja m. Broj a je sadrZalac broja m.

Otigledno je da sve to vaZi i za brojeve a i ¢.

2. Nije te$ko sastaviti neograni¢enu mnozinu multiptuma datog broja m,
na primer:

M,={0,2,4,6,...} [mnoZina multipluma broja 2]

M,o=1{0, 10, 20, 30, ...} [mnoZina multipluma broja 10]

M=10, 5,10, 15, ...}

M,=1{0, 4,8, 12,...}

My=1{0,3,6,9,...}

M,={0,7,14,21,...} [mnozina multipluma broja 7].

Otigledno, svaka od tih mnozina je deo (podmnoZina) mnoiine.prirod—
nih brojeva N i uopite se mnoZina My (multipluma prirodnog broja m) izrazava

ovako:
Mp={m.n|neN}.

3. Medutim, mnogo je znalajnije pitanje: Ako su dati brojevi a i m, da li
ae€Mm, to jest, prema prethodnoj definiciji, da li je a=mg? i
Odgovor na to pitanje se uvek moze dobiti deljenjem broja a brojem m:
izvréi se deljenje (§ 16.2), pa ako je ostatak =0, broj a je deljiv brojem m. Ali vrlo
Zesto mije potrebno znati koli¢nik, nego samo da li m | a. U nekim sluéajevima se
to moze (bez deljenja) odrediti (predskazati). Pravila na osnovu kojih se to odre-
duje zovu se obelezja ili kritergumi deljivosii.
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§ 17.2. KRITERIJUMI DELJTIVOSTI KOJI NE ZAVISE OD SISTEMA BROJANJA

1. DeliivoSt zbira. — 1) Neka m|a i m|b. Da li m|(a+5b)? Uzmite bilo
koji primer, recimo 7|21 1 7156 i izvrite deljenje (214 56):7. Pokazimo (doka-
Zimo) to uopste:

Uslovi su a=mgq, i b=mg,.
Sabiranjem tih jednakosti (§ 11.3, t. 5, ili § 11.4) dobijamo:
a+b=mg,+mqs,
tj. (distributivnost) a+b=m(g,+¢5),

$to dokazuje da je a+b deljiv brojem m (jer je ¢,+g,=¢ prirodni broj).
Na isti na¢in moze se dokazati i za zbir od viSe sabiraka. Oruda:

Teorema 1. — Ako je svaki sabirak deljiv daum brojem, 1 zbir je deljiv
tim brojem.

2) Da li vazi obratno, tj. da li je svaki sabirak deljiv datim brojem ako je
zbir deljiv tim brojem?

3) Sta moZemo reéi o deljivosti datog zbira datim brojem ako jedan sabirak
nije deljiv (a svi ostali jesu deljivi) tim brojem? Navedite primere i dokaZite:

Teorema 2. — Ako jedan sabirak nije deljiv datim brojem, zbir nije deljiv
tim brojem.

4) Nijedan od sabiraka nije deljiv datim brojem. MoZemo li tada potvr-
diti ne$to o deljivosti zbira? '

Nije odredeno, jer to zavisi od sabiraka, npr.: 3)17, 3413, a2 3| (17+413):
S5y18, 5423, 54(18+23). Navedite i druge primere.

2. Deljivost razlike. — 1) Nije te$ko dokazati da ako m|aim|b, a a=b,

onda m} (a—b). DokaZite. :

Teorema 3. — Ako je i umanjenik i umangilac deljiv datim brojem, i razlika
Je deljiva tim brojem. '
2) Posmatrajmo razliku 17—8 i podelimo umanjenik, umanjilac i razliku

brojem 3. Dobijamo: 17=3-542
8=3-242 } 17—8=9=3-3

Ispitajte tako razliku 33—13 i broj 5; 46—25 1 broj 7; 29—17 i broj [2;
13—4 { broj 9.

‘Ti primeri pokazuju da ako su ostaci deljenja umanjenika i umanjioca
istim brojem jednaki, razlika je multiplum tog broja. Da li to vaZi uopS$te?

Neka je: a=mg,+r, | r,=r,

b=mgy+7r, | a>b

Tada je: a—b=m(q,—q,), $to dokazuje da je to op3ta ¢injenica. Otuda:

Teorema 4. — Ako su ostact deljenja brojeva a i b brojem m jednaki, razlika
a—b je deljiva brojem m.

Da li vaZi obrnuta teorema?
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Neka je: a=mg,+r,
i b=mqy+7,.

Sta je nuzno i dovoljno pa da bude: a—b=m(q,—q,)?

Teorema 5. — Ako je razltka a—b deljiva brojem m, ostaci deljenja bro-
jeva a i b brojem m jednaki su.

Na primer: 5](38—23), 38=5-7+3, 23=5-443.

3. Deljivost proizvoda. — 1) Na osnovu teoreme 9, glava XIV, proizvod je
deljiv datim brojem ako je bar jedan ¢nilac deljiv tim brojem, tj.:

ml|abc . . . ako m|a, ili m|b, ili. ..

Navedite primere.
2) Na osnovu teoreme 5 (iste glave), ako je broj a deljiv brojem m, a m
je deljiv brojem p, onda je a deljiv brojem p, tj.:

(mla, plm) =pla.
Na primer: (9|72, 3|9) =3|72.
3) Ako mta, onda kmta (ke N).
Na primer, poto broj 400 nije deljiv brojem 7, on nije deljiv ni bro-
jem 14, 21, 28,. ..
Da li iz m|a sledi km|a?

4. Deljivost broja stepenom osmove sistema brojanja. — Iz § 154
neposredno sledi:

Teorema 6. — Broj je deljiv brojem xP (u stvari brojem 10?) ako su njego-
vih poslednjih p cifara nule. _

Na primer: (1) Da bi u binarnom sistemu dati broj bio deljiv brojem
osam, nuzno je i dovoljno da poslednje tri njegove cifre budu nule. (Zasto?) Da
bude deljiv brojem 3$esnaest nuzno je i dovoljno da poslednje Cetiri njegove cifre
budu nule.

(2) 2700 :102=27; 80000 :10%=80.

§ 17.3. DELJIVOST U DEKADNOM SISTEMU BROJANJA

1. Deljivost brojevima 2 i 5. — 1) 278=27-10+38; 3 402=340-1042;...
Uopste svaki prirodni broj a=cucn—, - . . ¢5¢,0 moze se napisati kao zbir svih de-
setica i (prostih) jedinica a=cncn—y . . . o)~ 10+,

Kako je prvi sabirak deljiv i brojem 2 i brojem 5 (§ 17.2, t. 3, 1), delji-
vost broja a brojevima 2 i 5 zavisi od broja ¢,. Zasto i kako? Otuda:

Broj je deljiv brojem 2 ili brojem 5 ako je broj koji oznatava njegova cifra
jedinica deljiv brojem 2 ili brojem 5.

Znaci:

Broj je deljiv brojem 2 ako mu je cifra jedinica (c,) element mnofine
{0,2, 4,6, 8}.

Broj je deljiv brogjem 5 ako mu je cifra jedinica element mnogine {0, 5}.
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2) Do istog zakljutka dolazimo i na osnovu teoreme 5 (§ 17.2). Zaista:

. a=d-104¢,
ili a=d-(2-5)+c,,
odakle je a—cy=d (2-5),

[d ukupni broj desetica]

pa je raziika a—c, deljiva brojevima 2 i 5.
Sta to, prema teoremi 5, znaéi?
3) Svaki broj mnozine M, (§ 17.1, t. 2) deljiv je brojem 2, multiplum je

kz)roja 2. Svi se oni zovu parni brojevi. Prema tome, op$ti oblik parnog broja je
n, ueN. '

Kako ostatak deljenja brojem 2 moze biti samo 0 ili I, opéti oblik nepar-
nog broja glasi 2n4-1, neN.
2. Deljivost brojevima 4 i 25. — Primenimo prethodne metode:
1) a=cpeny ... coe1¢0=Cntn—y . . . €100+ ¢1¢q.
Kako je 100=4-25, nalazimo:

Broj je deljiv brojem 4, odnosno brojem 25, ako poslednje dve njegove cifre
(prve dve zdesna) ine broj deljiv brojem 4, odnosno brojem 25.

Prema tome:
o (1) Broj je deljiv brojem 4, ako njegove poslednje dve cifre &ine element
mnozine {00, 04, 08, 12, 16, ... multiplum broja 4 zaklju¢no sa 96}.
All je lako videti da se ona svodi na mnozinu (koju treba pamtiti):
{00, 04, 08, 12, 16},
jer je, npr.,, 24=20404, 48=40-408, 32=20+12, . ..
o (2) Broj je deljiv brojem 25 ako njegove poslednje dve cifre &ne broj
koji je element mnogine: {00, 25, 50, 75}.
Navedite primere.
2) Drugi na¢in izvodenja tih kriterijuma:
a=s51004-¢c,
ili . a=s(4-25)+cc [s ukupni broj stotina]
odakle je a—c,cy=s-(4-25),
tj. (teoreme 5):
5 _Broj _je deljiv brojem 4, odnosno brojem 25, ako poslednje dve njegove cifre
Cine broj deljiv brojem 4, odnosno brojem 25.

3. Deliivqst brojevima 8 i 125. — Broj 1 000=8-125. Primenite pret-
hodne metode, izvedite i napigite kriterijum.
(1) Broj je deljiv brojem 8 ako njegove tri poslednje cifre ¢ine broj deljiv
brojem 8, 1j. ako 8 | cyeicy.
(2) Broj je deljiv brojem 125 ako 125 | caciCos tj. ako lednje nj 2
cifre &ine jedan od brojeva: il U R0 posiediye mcgove

{000, 125, 250, 375, 500, 625, 750, 875}.
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Na primer: 125|62375; 125|711875; 125|3625.

4. Deljivost brojevima 9 i 3. — 1) Napisimo dati broj u obliku polinoma:
azcﬂ-10”+cn-1-10”‘l+ coo ey 1024, 10+,
Kako je: 10 =9+1 i 10 =3-341
102=9941 i 102=33-3 41
103=99941 i 10%=333:3+1

10,=999...94+1110"=333...3-341,

m n cifara
broj a mozZemo napisati ovako:
a=cn(999. . 9+ 1)+cn—(999. . O+ D)4 . . 4c(99+ 1)+, (94 1) +cos

w cifara (m—1)"cifara
to jest (distributivnost):
a=cn'999 ... 94cptcn—1-999 ... 94cpt+. . . Fc2 994t c -ty ey,
tj. (komutativnost i asocijativnost sabiranja):
a=cn'999...94¢p—99...9+. . +c399+cy 94 (cntcnyt.. . Feate )

Kako je svaki sabirak prvog zbira deljiv i brojem 9 i brojem 3 (za$to?),
broj a je (teor. 1 i 2) deljiv brojem 9, odnosno brojem 3, ako je zbir

entCn—y+- . - ACatcytCy

deljiv brojem 9, odnosno brojem 3.

A 1aj zbir je ... Dakle:
Broj je deljiv brojem 9, -odnosno brojem 3, ako je zbir njegovih cifara* de-
ljiv brojem 9, odnosno brojem 3.

2) Ako oznadimo zbir cifara datog broja slovom ¢, tj stavimo
cntn—ytCn—at. . . Fcycicg=c
prethodna jednakost se moZe napisati u obliku (§ 12.1):
a—c=cn"99...94+. . .+¢;-994¢-9,
odakle sledi (teorema 5) ranije iskazani kriterijum.

3) Ako je zbir cifara datog broja deljiv brojem 9, on je deljiv i brojem
3. Zasto? A obrnuto?

Na primer: 71 325 je deljiv brojem 9 pa dakle i brojem 3, 732 je deljiv brojem 3,
a nije..., 6325 nije deljiv ni brojem 9 ni brojem 3.

* Napomena na kraju § [5.1.
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§ 17.4. PROVERAVANJE TACNOSTI IZVRSENIH OPERACIJA

1. 1) Ako stavimo (glava XIII, teor. 7):
n 99 ... 94199 .. .94+, . F¢399+¢,-9=9d

i sli¢no 99 ...94¢cn—199...94+. . . 4¢3-99+cr-9=94",
?nda 1z a:ﬁ :gd } [prethodni §],

sledi (glava XI, teor. 1l i njene posledice):
(a+b)—(c+c)y=9(d+d").
A iz toga (teorema 5 ove glave):

Teorema 7. — Ostatak deljenja zbira datih brojeva brojem 9 1 ostatak
deljenja zbira nythovih cifara brojem 9 jednaki su.

Kako se i ostatak deljenja zbira brojem 9 svodi na ostatak deljenja zbira
njegovih cifara brojem 9, prethodna teorema omogucuje sledeée dosta sigurno,
a vrlo lako i brzo proveravanje tacnosti izvr§encg sabiranja:

Saberu se ostact deljenja svakog sabirka brojem 9 1 izraluna se ostatak de-
llenja toga zbira brojem 9. lzraluna se ostatak deljenja dobivenog zbira brojem 9.
Ako su ta dva ostatka jednaka, rezuliat sebivama je, vrlo verovatno, tatno izralunat.

Na primer: ostatak deljenja
brojem 9
352 ...l 1
O i S Ukse=01ts
58967 .......... 8
66119 ... ... ... 5

U praksi se ostaci deljenja izratunavaju tako §to se pri izra¢unavanju zbira cifara izos-
avlja svaka cifra 9 i svaki zbir 9:

543+2=10, 10—9=1 (ostatak deljenja broja 352 brojem 9);

6+4=10, 10—-9=1, 1+8=9 (ostatzk deljenja je nula),
ili 6+4+8=18, 18=9-2+0;

74+2=9, 5 (ostatak je 5);

5+8=13, 1+3=4, 44+6=10,14+7=8 (ostatak deljenja brojem 9).

U stvari, svaki dvocifreni zbir se odmah steZe na jednocifren sabiranjem njegovih
c1fara i to je njegov ostatak deljenja brojem 9. Na prlmer 5+7=12, 1+2=3, 6+8=14, [ +4=5,

. Prema tome, ostatak deljenja broja 375486 izratunava se mentalno: 317...10,115...6

i 4 ...10, 11 8...0, 6 (i zaista 34+74+5+44+84+6=33=9-346).

2) Oduzimanje je inverzna operacija sabiranju, pa se i ta¢nost izvrienog
oduzimanja proverava inverzno.

2. Tatnost izvr§enog mnoZenja se, takode, moZe proveriti ,,pomoéu 9%,

Zaista:
a=9q;+r, b=9g,+4r,,

tj. (§ 13.4): ab=(9q,+r,) 9¢,+7,),
tj. ab=9-9¢,g,+ 971+ 90172+ 7172
4. ab—r;r,=9 [4=99:19:tq2r1+q172]-
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Otuda (teor. 5 ove glave) analogno pravilo:

’

Izratuna se ostatak r'=rr,—9q" i ostatak v’ =ab—9q”. Ako je v'=r’,
proizvod ab je, wrlo wverovatno, taéno izralunat.

Na primer: 276 .......... r=6\ .. _
X8 L nZi)e ==
2208 .
1380 \
16008 . ......... =6 < e—

3. Na osnovu prethodnog, proveravanje tatnosti izvrienog deljenja vr$i se
,pomocu 9%, na primer, ovako:

.152[83| 235 tj. 152183=235-647+138
e — S S Nt N
r=138| 647 a b q r

152183 . . . ... y P —
235.. .1, 647....8, 1-8=8.......... 8 Y
: 138 ... ... 3}3+8:”’ I+1=2

Dva pitanja i njihovi odgovori:

1) Zasto kazemo: Proveravanje pomocu 9 je , dosta sigurno“? Ili: Ako
su ostaci jednaki, rezultat je ,vrlo verovatno“ tano’ izratunat?

Zato $to proveravanje pomoé¢u 9 ne otkriva gresku:

(1) Ako su neke cifre jednog broja (sabirka, ¢inioca, zbira, proizvoda,
. ..) permutovane (tj. ako su im zamenjena mesta), jer je ostatak deljenja, npr.
brojeva 7365 1 3756, ... brojem 9 uvek isti — 3.

(2) Ako se umesto 9 napie nula i obrnuto.
(3) Ako se pri mnozenju , delimi¢ni proizvodi ne potpisuju pravilno.

Ali, te su greske vrlo retke i zato je proveravanje pomoéu 9 , sasvim si-
gurno‘.

2) Za$to se proverava ba¥ ,,pomoéu 9¢?

Zato §to se ostaci deljenja brojem 9 nailakie (tako re¢i mehanicki) iz-
ratunavaju. Inace, sve §to je receno o proveravanju ,pomodu 9% vazi i o prove-
ravanju pomoéu svakog drugog broja, ali se ostaci deljenja drugim brojevima
ne izratunavaju uvek lako. Probajte.

§ 17.5. VEZBANJE I ZADACI

1. PokaZite da je prirodni broj:
(1) deljiv brojem 6, ako je deljiv i brojem 2 i brojem 3;
(2) deljiv brojemn 12, ako je deljiv i brojem 3 i brojem 4;
(3) brojem 15, ako je deljiv i brojem 3 i brojem 5.
2. Koju cifru treba staviti umesto slova x, pa da se od 425x napravi broj:
(1) koji je deljiv brojem 5;
(2) koji je deljiv brojem 2, a nije deljiv brojem 4;
(3) koji podeljen brojem 9 daje ostatak 5?
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3. Neka u a=7224xy slova x i y oznatavaju cifru desetica i cifru jedinica. Napisite sve
uredene parove (x, y) koji ¢ine da: (1) 8 |a; (2) 9| a; (3) istovremeno 8 |a i 9]a.

4. Dat je broj a=10802. Napidite sve uredene parove brojeva koje treba napisati umesto
dveju nula, pa da istovremeno 4|a i 9]a.
5. 1) Koji su ostaci deljenja brojeva 10, 102, 10°... brojem 4?2

2) PokaZite da je ostatak deljenja datog broja brojem 4 jednak ostatku deljenja broja
(brojem 4) koji se od datog dobija tako 3to se cifra njegovih jedinica poveca za dvostruku cifru
njegovih desetica. Proverite to na:

a=3446, b=17693, x=1891, a+b+c i abc.

Kako se, na osnovu toga, moZe iskazati kriterijum deljivosti brojem 4?2
3) Koji su ostaci deljenja brojeva 10, 10?% 103, ... brojem 8? Pokazite da je ostatak
deljenja datog broja brojem 8 jednak ostatku deljenja broja koji se od datog dobija na taj nadin
$to se nmjegova cifra jedinica poveca za dvostruku cifru desetica i &etvorostruku cifru stotina.
6. Podelite brojem 7 svaki od brojeva: 1, 10, 102, 103, 10%, 10%, 108,
1) Napisite sve dobijene ostatke.

2) Sta moZete reé¢i o svim slede¢im ostacima (koji se dobijaju deljenjem brojeva 107,
108, ... brojem 7)?

3) Izratunajte ostatke koji se dobijaju pri deljenju brojeva a=342, &5=8000000,
¢=80003542 brojem 7.

4) Izratunajte ostatke koji se dobijaju pri deljenju brojeva a?, 8, ¢® brojem 7 (gde
a, b, ¢ oznalavaju brojeve date pod 3).

5) Jeste li uolili koju zanimljivu osobinu imaju ostaci dobijeni pod 1)?
7. PokaZite da je zbir: 3 uzastopna prirodna broja deljiv brojem 3; 5 uzastopnih prirod-

nih brojeva deljiv brojemn §; 7 ... deljiv brojem 7; ... 2rn+ 1 uzastopnih prirodnih brojeva deljiv
brojem 2n-+1.

8. 1) Kojim brojem su deljivi brojevi 11, 1111, 111111,...? Sa koliko cifara 1 mora
biti napisan broj a pa da 11 |a?
2) Kojim brojem je deljiv broj 1... 1, napisan sa 3p cifara 1 (pe N)?
3) Neka su a, b, ¢ tri razli¢ite cifre. Napisite sve (trocifrene) brojeve tim ciframa i
pokaZite da je njihov zbir multdplum broja 111 (bez obzira koji je sistem brojanja).
9. Napisite mnozinu: (1) M,NMy; (2) MynM,; (3) M.nM,.

10. 1) Koji su ostaci deljenja svih prirodnih brojeva brojem 3?
To pokazuje da broj 3 proizvodi particiju mnozine N:
{0,3,6,9, ...}
{1,4,7,10, ...}
{2,5,8, 11, ...}
Svaka od tih mnoZina zove se klasa ostataka po modulu (ili modulo) 3.

2) Napisite klase ostataka po modulu 5.
3) Napisite klase ostataka po modulu: 7; 9; 11.

4) Razlika ma koja dva broja iste klase je multiplum modula (deljiva je modulom).
Proverite to na raznim klasama koje ste napisali.

Ta se injenica pife, na primer:
19~7 (mod 3), ili 19=7 (mod 3)
41~13 (mod 7), Ui 41=13 (mod 7)
383~3 (mod 5), ili 383=3 (mod 5).
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&injenicu:

Uopite, a~b (mod m), il a=b (mod m) &ita se i a kongruentno b modulo m 1 izraZava

m | (a—>b) ili, 3to je isto, a—b=1mq, a=mgy+7r, b=mq,+r.

5) Izraunajte bar 5 brojeva x koji zadovoljavaju uslov:
(1) 344=x (mod 5); (2) 770~x (mod 7);
(3) 750=678 (mod x); (4) 750~200 (mod x).
6) NapiSite mnozinu svih brojeva koji zadovoljavaju uslov:
(1) x~20 (mod 11); (2) =20 (mod 13).
7) Izralunajte ostatak deljenja svakog broja mnoZine
{1, 4, 4%, 4%, 4%} Dbrojem ll.
8) Izralunajte ostatak deljenja svakog broja mnoZzine {4%, 419, 415, 425, .} brojem 11.
9) Ma koji paran broj izraZava se 2z, n€ N.
Ma koji neparan broj izraZava se 2n+1, ne€ N.
Izrazite ma koji broj mnozine: {1, 5,9, 13,.. .}.

10) Izrazite ma koji broj mnozine:
(1) {3,7,11,15,.. .}; (2) {2,6,10, 14,.. 3.

GLAVA XVIII

PROSTI I SLOZENI BROJEVI. ZAJEDNICKI DELIOCT
I ZAJEDNICKI MULTIPLUMI (SADRZAOCI)

§ 18.1. VRSTE PRIRODNIH BROJEVA

U § 17.1, t.1, uveli smo razne sinonime za delioce ili ¢inioce i multiplume
(sadrZaoce).

Svaki element mnoZine Ny={l, 2, 3,...} ima najmanje jedan delilac
ili ¢inilac. To je broj 1, jer v ne Ni=1mn.

Svaki drugi broj mnozine N, tj. svaki broj mnoZine N,\{1} ima najmanje
dva delioca (Cinioca), jer je svaki od njih deljiv brojemi 1 i samim sobom:

Yre N N{l}=>1|nin|n; n=1n.

Ali, mnozZina N, sadrZi i brojeve koji imaju vie do 2 delioca (&inioca),
na primer: 24=1-2-3-4. '

Svaki broj mnoZine N, koji ima samo dova delioca (ili, §to je isto, koji je de-
biv samo brojem 1 1 samum sobom) zove se prost broj.

Svaki drugi broj mnoZine N,, osim 1, . svaki broj mnogine N, koji ima
vise od dva delioca zove se slogen broj.

Broj 1 nije ni prost ni sloZen.

Broj 0 (nula) je pocetni element mnoZine parnih brojeva {0, 2, 4, 6, ...},
pa ¢emo ga smatrati sloZenim brojem (iako je 0=0-1-2-3. ., jer je nula deljiva
svakim prirodnim brojem).

Prema tome, moramo razlikovati: (1) broj 1, (2) proste prirodne brojeve
i (3) sloZene prirodne brojeve. :

U uzem smislu, prosti i sloZeni brojevi su elementi mnoZine:

N,=1{2,3,4,5,...}.
Na primer, ako posmatramo brojeve te mnoZine od pocetka pa zakljuéno sa brojem 30,

onda: 2,3,5,7,11, 13, 17, 19, 231 29
su prosti brojevi, a svi ostali su sloZeni brojevi.

§ 18.2. PRIKAZIVANJE (PISANJE) SLOZENIH BROJEVA U OBLIKU PROIZVODA
PROSTIH BROJEVA (FAKTORIZACIJA)

1. Neka su p i ¢ prosti brojevi i neka m|pg. Sta u tom sludaju moZemo reéi
o broju m?
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Prema prethodnim definicijama i teoremi 9, glava XIV, odgovor mora

biti:
m=p ili m=q.
2. Broj 4 ima jedan prost delilac (2). Broj 6 ima dva prosta delioca (2 i 3).

Broj 10 ima opet dva prosta Cinioca (2 1 5). Broj 30 ima 3 prosta delioca (¢inioca).
Imenujte ih.

Da li svaki slozen broj ima proste delioce (Cinioce)?

Neka je a sloZen broj. On je, prema definiciji, deljiv jednim brojem &,
1 <b<a (jer bi inate broj a bio prost broj). Taj broj b moZe biti prost broj i tada
a ima jedan prost delilac. Ako je, pak, b sloZen broj, onda on mora biti deljiv nekim
brojem 1<<c<tb. Ako je ¢ prost broj, onda je on delilac (¢inilac) broja a (§ 14.2,
teorema 5). Ako je ¢ sloZzen broj, ponavljamo prethodno rasudivanje. I taj proces
ima kraja (jer konalni broj ¢ mora imati i konaéni broj delilaca), tj. mora se dodi
do prostog delioca broja. Dakle:

Teorema 1. — Svaki slofen broj ima bar (najmanje) jedan prost delilac
(&inilac). _

Na primer: 48=6:8=2-3-8; 81=9-9=3-3-9.

3. Neka je a slozen broj. Prema prethodnoj teoremi, on ima jedan prost
delilac  p5, tj.
a=pb.

Ako je b. prost broj, broj a je napisan u obliku proizvoda prostih Cini-

laca. Ako je b sloZen broj, onda je:
b=psc, a=pypsc.

Ako je ¢ prost broj, broj a je napisan u obliku proizvoda prostih ¢ini-

laca. Ako je ¢ sloZen broj, nastavljamo proces, ali on se (videti napred) mora zavr- .

§iti. Znadi: :

Teorema 2. — Svaki slofen broj moge se napisati u obliku proizvoda
prostih brojeva.

Na primer: 420=10-42=2-5-42=2-5-6-7=2-5-2-3.7,
$to se moze napisati ovako =2-2-3-5-7 ili, krace, 2%2-3-5-7.

Taj se posao zove fakiorizacija ili | rastavljanje” datog broja na proste
éintoce.

4. MozZe se dokazati:

Teorema 3. — Faktorizacija slogenog broja moge da se izvr$t samo na
jedan jedini maéin (,,Osnovna teorema aritmetike®).

To znali da se dati broj @ ne moZe napisati jedanput kao proizvod prostih
brojeva pgr ..., a drugi put kao proizvod p'q’r" ..., gde se p’, ¢’, ', ... raz-
likuju od p, g, r, ...

Dokaz nije tezak ali je suptilan i mi se ovde nec¢emo upustati u njega.

5. Tehnika faktorizacije moze biti dvojaka, na primer:
(1) 666=6-111=(2-3)-(3-37)=2-3-3-37=2-32.37;

(2) 666=2-333=2-3-111=2-3-3-37=2.3%2.37.
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_ Pod (1) smo prvo dati broj napisali kao proizvod dva sloZena broja, a
zatim smo svaki tako dobijeni (manji) broj rastavili na proste Cinioce. Pod (2) smo
dat_l broj podelili njegovim najmanjim prostim deliocem zatim smo koli¢nik po-
delili njegovim najmanjim prostim ¢iniocem i tako do kraja.

Pogup_ak (l.). je brzi (koristi, po pravilu, kriterijume deljivosti), ali pos-
tupak (2) je sigurniji i Cesto laksi, na primer:
1500=15-100=3-5.22-52; 1274=2.637=2.7.91=2.7.7-13=2.72. 3.

1) Napilite u obliku proizvoda prostih inilaca: (1) 2165 (2) 360; (3) 810; (4) 3240;
(5) 10368; (6) 15600; (7) 13 760; (8) 86625. (@) 3603 ) 8105 (4) 3240,

2) Za koliko je veéi broj &iji su prosti delioci 2, 3, 9, 13 od j ji j
birke 2, 5913 p 55,9, od broja koji se rastavlja na sa-

§ 18.3. ODREPIVANJE PROSTIH (I SLOZENIH) BROJEVA

1. Nel postpji opSta formula za odredivanje da li je dari broj prost ili slozen.
Zato se dati broj a mora deliti prostim brojevima 2, 3, S, 7,... Pri tome, moze
se dogoditi:
(1) da se nade delilac;

) (2) da nastupi slu¢aj kad je koli¢nik manji od delioca ili jednak de-
liocu (uz ostatak koji nije nula).

U slugaju (1) broj a je slozen (§ 18.2).

U slucaju (2) broj a je prost.

‘Dak;e., broj a deli se redom brojevima 2, 3, 5,7, 11,... sve dotle dok se ne
nad'e delilac, ili dq{e se ne dobije koliénik manyi od broja kojim se deli ili Jednak tom
broju, a ostatak nije nula (3to pokazuje da je dati broj prost).

2. })'Ispxtajmq da li je broj 551 prost. Na osnovu kriterijuma deljivosti
odma'h vidimo da nije deljiv brojevima 2, 3, 5. Deljenjem brojevima 7, 11, 13, i 17
nalazimo da 551 nije deljiv nijednim od tih brojeva. Tek deljenjem brojem 19
dobijamo 551=19-29, dakle 191|551 i 29| 55!.

o 2) Ispit.ajrno broj 541.. Prema utvrdenim kriterijumima, on nije deljiv
nijednim od brojeva 2, 3, 5. Deljenjem nalazimo da nije deljiv nijednim od brojeva

7, 1'1, 13,. 17, 19. Tek pri deljenju brojem 23 dobijamo koli¢nik 23, ostatak 12.
Broj 541 je prost.

3. Odredite koji su od sledeéih brojeva slozeni, odnosno i ;
5 prosti: (1) 143;
(2) 307; (3) 1157; (4) 913; (5) 1009; (6) 2217; (7) 2273; (8) 3431. )
§ 184. MNOZINA SLOZENIH I MNOZINA PROSTIH BROJEVA

_ 1. VMpie li biti mnoZina sloZenih brojeva konaé¢na (§ 10.4), 1j. moze li broj
svih sloZenih brojeva biti konadan broj?

2.. ProsFi br.pjevi su sve redi kad se ide du? niza prirodnih brojeva. Da li
to znali da je njihova mnozina konadna?
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Dopustimo da jeste. Tada postoji najveci prost broj p i mi moZemo da
nadinimo i izratunamo proizvod svih prostih brojeva:

2.3.5.7-11-13-17-19-23 . . . p=n.
Posmatrajmo broj n+1. On je vedi od n pa dakle i od p: p<n<n+l.

To znadi da je n+1 sloZen broj (jer smo pretpostavili da je p najvedi prost

broj). Medutim, = je deljiv svakim prostim brojc‘:m 2, 3.,' 5. e a"n—{—l_ nije delglv
nijednim od tih brojeva (glava XVII, teor. g), jer 1 nije de-l)lv nuedmvm prostim
brojem). Znati, n+1 je prost broj, tj. postoji veci prost b_ff>l od p. Nasa pretpos-
tavka je pogre$na, mnoZzina prostih brojeva je neogranicena.

(Do istoga zakljucka dolazimo i na osnovu teoreme 5, glava XYII, ie‘r.
pretpostavka dovodi do zakljutka da je razlika (n+1)—n=1 deljiva brojem koji
nije 1, a to je nemoguce.) '

Dakle: Mnosina slogenih brojeva je beskonaina. Mnogina prostih brojeva
je beskonacina.’

§ 18.5. DELJENJE SLOZENIH BROJEVA

1. Neka je dato deljenje 4620:154=

Rastavimo i deljenik i delilac na proste Cinioce (4. izvréimo njihovu fak-
torizaciju): (22-3-5-7-11):(2-7-11)=

Iz toga odmah vidimo (§ 14.2, t. 12) da je koli¢nik
C(22:2)3-5(7:7)-(11:11)=2-3-5=30.

Primer pokazuje da je slofeni broj deljiv drugim brojem ako su ispunjena
dva uslova: .

(1) Ako deljemik sadrzi sve proste tinioce (faktore) delioca.

(2) Ako izlogilac svakog prostog Gnioca deljenika nije manji od izlo-
Zioca istog faktora delioca.

Zaista, neka je:
a=ptspge pls plspts,  b=pBipls ple.
1) Ako je By <ay, By<ay, Bs <as, onda je: .
- 2 aTHa 3 —Bs ‘ Bl_ ‘33. Bs
a=(p 0 plepy P phe ) - (o8 257),
b
pa je broj a deljiv brojem b.

2) Ako je b=p% g5 ¢ tj. ako su neki prosti Cinioci delioca b razligiti
od prostih ¢inilaca deljenika, broj a nije, oligledno, deljiv brojem b, npr.:

(32-5-7-17) : (3°-5-11-17)=T:11.

3) Ako je b:pftpgepgs, ali je, npr., By>a, broj a nije deljiv brojem
b, npr. (33:3-5%13) 1 (28.3213)=(2-5%) :3.

Pod (2) nije, dakle, ispunjen ustov (1) a pod (3) nije ispunjen uslov (2).
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2. Na osnovu prethodnog mogu se, lako i brzo, izvr8iti mnoga deljenja,
na primer:
192:16=(4-48):(4-4) =(4-4-12):(4- H)=12;
550:110=(55 - 10):(11 - 10) = (5 - 11):11=S5;
5379:33=(3-1793):(3- 11)=1793:11=163;
930000:750=93000 :75=31000 :25=31-10- (100 :25)=31- 10" 4.

3. Izvriite deljenja:

342000:45 2592000:18900
642000:240 5877000:360

420000:2100 1105000:6 500
784000:3200 5270000: 6200.

Nije nuZno rastaviti na proste ¢inioce deljenik i delilac. Dovoljno je de-
liti deljenik i delilac zajedni¢kim deliocem (§ 14.2, t. 10).

§ 18.6. ZAJEDNICKI DELIOCI I NAJVECI ZAJEDNICKI DELILAC
1. 1) Mnozinu svih delilaca broja a r’anije smo oznadili sa div a ili Dg, na
primer:
div 36=1, 2, 3,4,6,9, 12, 18, 36;
div 40=1, 2, 4, 5, 8, 10, 20, 40.

Brojevi 1, 2 i 4 su zajednicki delioci brojeva 36 i 40.

Broj | je zajedniCki delilac svih prirodnih brojeva pa se pri odredivanju
zajedni¢kih delilaca datih brojeva ne uzima u obzir.

2) Odredite zajednitke delioce brojeva 30, 45 1 210.

3) Ocigledno, mnozina zajednic¢kih delilaca datih brojeva je presek mno-
zina delilaca datih brojeva:

div 144ndiv 180= {1, 2, 3}, 1. {2, 3};
(div 15ndiv 105ndiv 20={1, 5}, tj. {5};
div 48n(div 36ndiv 90)=

Do Dyz50n Digag=

2. Najveéi broj medu zajedni¢kim deliocima datih brojeva zove se najved
zajednilki delilac tih brojeva (nzd):

div 120ndiv 420ndiv 500= {1, 2, 4, 5, 10, 20}
pa je nzd (120, 420, 500)=20.

3. Postoje razni postupci za izraCunavanje najveceg zajedni¢kog delioca.
Pokaza¢emo ovde dva najvaznija:

1) Rastavimo date brojeve na proste ¢inioce:
a=PRPPPRp - s b=phphipl g,
Neka je a, <<f;, a3>B,, a;>>8,.

Pod tim uslovima je nzd (@, b)=p%" Pf‘ 'Pr;"
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* Jer, samo Su py, Py i py zajedniki prosti delioci, a kako je 8,>ay, broj py’
deli i al b, itd.
Na primer: a=30800=2%-5%-7-11, b=11 000=23-5%-11
nzd (a, b)=2%-5%- 11

2) Drugi postupak iznosi se ,bez obrazloZenja“:*

a=bq,+n r1<b, div andiv b=div bndiv ry
b=7,gs+7e 1o <y, div bndiv ry=div ryndiv 1y
r1=rsgs 73 ra <7y, div ryndiv ry=div rondiv rg
....... id. L B 1 (s P
Fp—e=Tn—-1qn+7n Yn<ra—y  div rp—pndiv rr—=div ra—yndiv s
Yoy ="ngn+1 Tn | Tn—1 div rp—yNdiv rp=rn.

Otigledno je: a>b>r>r>. . . >n-1>7Ta.

Poslednji ostatak vx [ a, v | b i 7x je vedi od svih ostalih zajedni¢kih deli-
laca brojeva a i b, 1j. nzd (a, b)=r.

Na primer: a=9348, b=1640
9348=1640 - 5+1148
1640=1148 - 1+492
1148=492 - 24164
492=164-3
nzd (9348, 1640)=164. 1 zaista:
div 9348~ 1640=div 1 640ndiv 1 148
div 1640n1148=div 1148ndiv 492
div 1148n492=164.
Odredite na taj naéin nzd (30800, 11000).

3) Odredite na oba hatina nzd brojeva: 1050 i 735; 2400 i 3600; 450 i 999; 124 i 18;
50i75;35i45;24i8;5i20;7i8; 131 15; 181 25; 45 i 82.

4. Kad je nzd dva broja |, oni se zovu medusobno prosti brojevi.

1) Koji su od ranije navedenih parova medusobno prosti brojevi? Sasta-
vite i sami parove medusobno prostih brojeva.

2) Podelite svaka od dva data broja njihovim najve¢im zajednickim
deliocem. $ta mozete re¢i za tako dobijene koli¢nike.

5. 1) Najveéi zajednicki delilac vide brojeva (a, b, ¢, d) odreduje se, razum-
ljivo, ovako:
nzd (a, b)=m, nzd (m, c)=p, nzd(p d}=g.

2) Odredite nzd brojeva:
(1) 10, 25, 30; (2) 444, 666, 888; (3) 6, 8, 10; (4) 25, 75, 150, 600; 5) 5,7, 8, 12.

* Pa2ljivi &italac ¢e, uz malo truda, uvideti to obrazloZenje.
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§ 18.7. ZAJEDNICKI MULTIPLUMI I NAJMAN]JI ZAJEDNICKI MULTIPLUM

1. Multiplumi (sadrZaoci) broja 5 jesu:
(1) 5-1=5, 5-2=10, 5-3=15, 20, 25,...
Ima ih beskona¢no mnogo.
Multiplumi broja 7 jesu:
(2) 7-1=17, 7-2=14, 21, 28,...
I njih ima beskona¢no mnogo.

Ako nizovi (1) i (2) imaju neke zajedni¢ke ¢lanove, onda su to zajed-
nicki mulz;'plumz' brojeva 5 i 7.

1) Napisite 6 uzastopnih zajedni¢kih multipluma brojeva 5 1 7.

2) Napisite 5 zajedni¢ckih multipluma brojeva 8 1 12; 151 9; 24 1 36;
14 1 25.

2. O¢igledno je da nema najveéeg zajedni¢kog multipluma, a postoji naj-
manyi zajednitki multiplum, na primer:
nzm (8, 12)=24, nzm (15, 9)=45; nzm (11, 13)=143.

DefiniSite najmanji zajedni¢ki multiplum dva broja a i &.

3. Kako se odreduje najmanji zajedni¢cki muli'plum?

1) Odredite nzm (540, 1512). _

2) Neka je a=pf: pgepleptipls, b:é)lzxpgz q'rd, gde su Py, Pa ... q 7
prosti ¢inioci (delioci) i neka je a; <By, ap,=8,.

Tada, da bi jedan broj bio deljiv brojem a, on mora da sadrZi sve ¢inioce
Pi> Dy - - -, 1 10 na stepenima &iji su izloZioci jednaki ay, ay, ... ili veéi od njih.

Da bi bio deljiv i brojem b, on mora da sadrZi pf‘ jer je By >ay, tj. pf‘>p§f‘,
zatim ¢' 1 rs(p;32 < pati kako je ovaj poslednji vec uzet, o py* ne treba voditi ratuna).
Dakle:

nzm (a, b) :PE‘P;”P‘;“PZ‘PZ‘ grrs.
Na primer: 105=3-5-7, 90=2-3%-5, 150=2-3- 5
TraZimo najmanji broj m tako da 105 { m, 90 | m, 150 | m.

Da bi m bio deljiv brojem 105, on mora da sadrZi ¢inioce 3, 51 7. Ali da bi bio deljiv
brojem 90, m mora da sadrzi jo§ Zinioce 2 i 32, dakle jedan deo brojamje 2-3%-5-7. Da bi bio
deljiv { brojem 150, mora da sadrZi 52, a pe 5. Znadi:

nzm (105, 90, 150)=m=2-32- 52 7.
I zaista: (2-32-52-7):(3:5-7)=2-3-5;
(2-32-52-7):(2-32-5)=5-17;
(2-32-5%-7):(2-3-5)=3"17.
3) Odredite nzm brojeva:

(1) 3312 2736; (2) 1820 § 220; (3) 875 3000; (4) 8, 15, 24 i 120; (5) 7,9, 5, 4;
(6) 6, 9, 18, 36. )
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4. 1) nzd (8, 12)=4, nzm (8, 12)=24, 4- 24=4-2-12=8"12,
2) nzd (15, 9)=3, nzm (15, 9)=45; 3- 45=3-5-9=15-9.

Primeri pokazuju da je proizvod nzd i nzm dva broja jednak_proizvodu
tih brojeva. Da li je uvek tako? Jeste. Naime, moZe se dokazati da je

nzd (g, b) - nzm (a, b)=ab.

3) Proverite to na raznim (prethodnim ili drugim proizvoljno uzetim)
primerima. '
Jedan trivijalan primer: nzd (5, 7)=1, nzm (5, 7)=35,1-35=5-7.

5. Iz jednakosti pod 2) sledi: nzm (a, b)=ab:nzd (a, b).
1) Izratunajte na taj natin nzm brojeva:
(1) 30800 i 11000; (2) 108 i 144; (3) 1640 i 9348.
2) Izratunajte tim postupkom nzm brojeva datih u prethodnoj tacki 3
pod 3).

§ 18.8. VEZBANJA I ZADACI

1. Koji je od sledecih brojeva prost: 667, 889, 1097, 1763, 1789, 2999, 3000, 4111,
4237, 4397, 50032
2. 1) Svaki prost broj:
(1) veéi od 2 pise se ovako: 4k+1ili dk—1; k€ N;;
(2) veci od 3 pise se: 641 ili 6k—1;
(3) veci od 2 pie se: 8k+1, ili 8k—1, ili 8&+3 ili 8&—3;
(4) veéi od 3 pise se: 12k+45, ili 12k—5, 1l 12k 1, ili 12k—1.
Ali, ti su uslovi nuzni a ne i dovoljni. Proverite to prema tablici prostih brojeva (videti
Uputstva) i navedite kontraprimere.
2) Koliko prostih brojeva ima: u prvoj stoitin; u drugoj stotini; u trec¢oj stotini; itd.?
3) Od 10 miliona do 10001000 prosti brojevi su ovako rasporedeni po stotinama:
2,6,6,6,5,4,7,10,9, 6.

4) Svaki prost broj oblika 4k+1 moze se prikazati u obliku zbira dva  kvadrata®,
na primer: 5=22+1%; 13=3%43; 17=4%4+1%;...

Napilite u tom obliku proste brojeve manje od 100.

5) Primeceno je da se svaki paran broj veéi od 2 moZe prikazat kao zbir dva prosta
broja, npr. 4=2+2; 6=3+3; 8==543; 10=...; 12=...

Nije dokazano da je to op3ta &injenica, ali do sad nije naden parzn broj koji se ne bi
mogao tako prikazati.

Prikazite 100, 126 i 150 kao zbir dva prosta broja.

6) Da li je broj oblika n*—n-+41, n€ N, prost broj.

7) Veliki francuski matematiar Pierre Fermat tvrdio je (1 600. godine) da je svaki broj
oblika 2241 prost broj. Stavite uzastopno n=1, n=2, n=3,... 1 ispitajte to tvrdenje.

Veliki $vajcarski (radio je u Rusiji) matematicar L. Euler utvrdio je (1732. godine)
da je za n=

8) Zbir dva prosta broja ne moZe biti prost broj. Zasto?

9) Proizvod dva prosta broja je uvek sloZen broj. Zasto?

10) Ako ne N i n>2, bar jedan od brojeva 271 ili 2#+1 je sloen broj. ObrazloZite.
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5 broj 27 +1 slozen broj, naime on ga je napisao ovako: 2029+ 1=641- 6700417

3. 1) Dati su brojevi a=720, b=1320.
(1) Napisite div 720 i div 1320.
(2) Tzra¢unajte njihov nzd i nzm.
-(3) Izratunajte koli¢nik broja a i nzd (g, b), koli¢nik broja & i nzd (g, b). Sta mozete
re¢i o tim koli¢nicima?
(4) Izratunajte koli¢nik nzm (a, &) i broja a, koli¢nik nzm (a, b) i broja b. Sta moZete
re¢i o tim koli¢nicima? : ’
2) Neka su a=480, 6=2520. Ponovite sve §to i pod 1).
4. 1) Dati su brojevi a=420, 6=792, ¢=1638.
(1) Tzvrsite sve ono 3to je reeno u prethodnoj tacki.
(2) Napisite proizvod abc u obliku prostih &inilaca.
(3) Tzratunajte nzd (ab, bc, ca).
(4) Proverite formulu: nzm (a, &, ¢) - [nzd (ab, bc, ca)]=abc.
5. Izratunajte (na dva naéina):
(1) nzd (1000, 1500, 2250, 3375);
(2) nzm (1000, 1500, 2250, 3375);
(3) nzd i nzm brojeva 8 - 346 i 125 - 346.

6. Jedan izvor svetlosti emituje: crvenu svetlost svakih 16 sekundi, zelenu svetlost svakih
45 sekundi, belu svetiost svakih 2 minuta i 20 sekundi. Sve svetlosti je taj izvor emitovao isto-
vremeno nocas u ponoé. U hom trenutku ¢e taj izvor emitovati istovremeno: (1) crvena i zelenu
svetlost; (2) crvenu i belu; (3) zelenu i belu; (4) sve tri svetlosti?

7. Najmanji zajedni¢ki multiplum dva medusobno prosta broja je njihov proizvod.
Dokatzite.

8. Ako je broj cyc,cq deljiv brojem 37, onda su i brojevi c¢,cecs 1 ¢ocacy deljivi brojem 37.
Dokazite.

9. Proizvod Cetiri uzastopna prirodna broja deljiv je brojem 24. DokaZite.
10. ¥, N i n>2) = bar jedan od brojeva 27— ili 2741 je slozen broj.

11. 1) Tzralunajte x i ¥ kad je nzm (x, y)=a, xy=> za:
(1) a=2160, b=51840; (2) a=24612,‘ b=983016.
2) Isto kad je nzm (x, ¥)=a, nzd (x, y)=0b za:
(1) a=2160, b=24; (3) a=6720, b=32.

12. Neka je nzd (x,y)=36, nzm (x,y)=756. Izralunajte brojeve x i y.

Rezime

1. 1) Prirodni brojevi su prosti ili sloZeni.

2) Prirodni broj je sloZzen ako osim | i samog sebe ima bar jo§ jedan
delilac.
3) Broj 1 nije ni prost ni sloZen.

4) SloZeni brojevi su , nacinjeni od prostih brojeva (koji se zovu njegovi
¢inioci 1l delioct).

5) Mnozina sloZenih brojeva je beskona¢na. Mnozina prostih brojeva je
beskonacna.
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2. 1) Svaki broj koji deli dva data broja ili vide datih brojeva zove se zajed-
nicki delilac datibh brojeva.

2) Svi zajedniéki delioci datih brojeva ¢ine mnoZinu koja je presek mno-
Zina delilaca datih brojeva. '

3) Najvedi broj koji deli dva darta broja ili vide datih brojeva zove se naj-
veéi zajednicki delilac (nzd) datih brojeva.

4) Brojevi ¢iji je nzd 1 su mtedusobno prosti brojevi.
3. 1) Svaki broj deljiv sa dva data broja ili sa vi§e datih brojeva zove se
zajedni¢ki multiplum (sadrzalac) datih brojeva. '

2) Najmanji multiplum datih brojeva zove se najmanji zajednic¢ki multi~
plum (nzm) datih brojeva.

3) Najmanji zajedni¢ki multiplum medusobno prostih brojeva je proizvod
tih brojeva. ’

4) Izmedu nzd i nzm brojeva a i b postoji relacija

nzd (a, b) X nzm (a, b)=ab

GLAVA XXX

CELI BROJEVI

§ 19.1. FAMILIJE RAZLIKA

1. Neka su a i b prirodni brojevi. Utvrdili smo (§ 12.1) da postoji jedinstven
tre¢i prirodni broj d=a—b, ili d+b=a samo kad je a=b.

Medurtim, i u nauci i u praksi ¢esto se pojavljuju slucajevi:

2—5, 4-7, 0-—2,..., uvopste a—b, kad a<b.

Na primer, Zivin stub termometra pokazivao je u jednom trenutku 3
stepena, a posle nekog vremena spustio se za 5 stepeni. Koliko je tada pokazivao?

Oduzimanje, nije, dakle, uvek mogucéa operacija u mnozZini prirodnih
brojeva. Potrebni su novi brojevi koji ¢e omoguditi svako oduzimanje. [ mi ¢emo
te brojeve ,stvoriti, definisati. Kako?

2. Razlike 5—3, 7—2, 11—0, . . . su prirodni brojevi: 2, 5, 11, ... Sad ¢emo
i razlike 3—5, 2—-7, 69, 0—5,...,a—b, a<b
smatrati brojevima. Te razlike ¢e biti novi brojevi.

Ali, da bi oni to zaista bili, moramo odrediti kako se te nove razlike sabi-
raju i mnoze, jer je osnovna karakteristika objekata koji se zovu brojevi da se mogu
sabirati i mnoZiti. )

3. To ¢emo uliniti u slede¢em paragrafu. Sada primetimo: (1) da novih
razlika ima neograni¢eno mnogo;- (2) da nisu sve razlicite.

Naime, kao $to sve razlike, npr.:
5-3, 6—4, 9—7, 34-—-32, 100—98,...
oznacavaju jedan isti prirodni broj (broj dva), tako 1 sve razlike, npr.:
1—4, 5-8, 7—10, 77—80,...

predstavljaju razna imena za jedan isti (novi) broj.

Zaista, uoimo da razlike za koje znamo da ozna¢avaju isti prirodni broj
zadovoljavaju vazan uslov: zbir njihovih ,spoljadnjih“ &lanova jednak je
zbiru njihovih ,unutradnjih“ ¢&lanova, npr.:

5—3=9—-7, 5+7=3+49; 9—2=100—-93, 9+4-93=24100; ...
Taj uslov zadovoljavaju i nove razlike, npr.:
14+8=4+45 1 zato mozemo pisati | —4=5—38.
12+4+14=20+46 i zato moZemo pisati 12—20=6—14.
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Ali, posto znak ,,—“ ima uvek odredeni smisao u mnozini prirodnih bro-
jeva, umesto njega upotrebljava ¢emo znak , ~“. Na primer:
7~5, 13~1, 3~9, 200~300,...

su novi simboli i svaki od njih nazvadéemo ,razkkom* prirodnih brojeva. Svaka
takva razlika je, dakle, uredeni par prirodnih brojeva. A sva razna imena za istu raz-
liku nazvacemo familijom razlika, i oznatavaéemo je ovako:
(a~b).
Znadi, (a~b) predstavija mnozinu svih razlika u~wv koje zadovoljavaju

usiov: a+v=u-+b.
Na primer, simbol (3~ 1) oznadava familiju svih razlika  vezanih“ za 3~1, tj. 4~2,
S5~3,6~4,...,20~18,.. ., jerje 3+2=1+4,3+3=1+5,3-+4=1+6,...,3+18=1+4+20,...
Napiite nekoliko razlika familije: (2~10); (701~650); (1000~ 5000).
Sve familije razlikd prirodnih brojeva zovu se celi brojevi. Svaka familija
razlikd priroanih brojeva je jedan ceo broj.
To su nasi novi brojevi.
4. Uocimo dve karakteristike celih brojeva:
1) Svaka razlika pripada svojoj sopstvenoj familiji; na primer:
3~1 pripada familiji (3~1);
4~11 pripada familiji (4~11).
Uopste, a~b pripada (a~b) jer je a+b=b+ta.
2) Ako jedna razlika pripada familiji druge, obe pripadaju istoj familiji.
Zaista, neka a~b pripada (c~d), p~q pripada (a~b).
Tada je drugi uslov p+b=g+a,
a prvi a+d=b-+c,
i sabiranjem tih jednakosti (§ 11.4) dobijamo:
p+btatd=g+a+b+te,
tj. (§ 11.3) pt+d+(a+b)=(a+b)+q+c,
t. § 12.3, t. 6) p+d=qg+c,
$to pokazuje da (i) p~q pripada familiji (c~d).
5. Posledice druge karakteristike jesu:
(1) Svaka razlika a~b pripada jednom i samo jednom celom broju
(samo jednoj familiji razlika).
(2) Svaki ceo broj moZe se prikazati, imenovati, napisati tako $to se
(jednostavno) zagradi ma koja razlika koja mu pripada;
na primer: (3~1), (6~4), (77~75), (2~0), ... oznalavaju jedan isti
celi broj.
(2~7), (5~10), (28~33), (0~35), ...

predstavljaju jedan isti celi broj.
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' ) (3) ‘Pr_ipadnost istoj familiji predstavlja kriterijum jednakosti celih
brojeva, tj. brojevi (a~b) 1 (c~d) su jednaki tada, i samo tada, ako je a+d=b+c:

(a~b)y=(c~d) < at+d=b+c.
Na primer: (7T~11)=(1~5) & 7T+5=11+1.

§ 19.2. SABIRANJE I MNOZENJE CELIH BROJEVA

1. 1) Zbir dva cela broja definife se jednako¥éu:
(a~b)+(c~d)=(a+c~b-+d).

Zaista, 3ta oznalava a+c na desnoj strani te jednakosti® Odreden (jedin-
stven) prirodni broj (§ 11.1). Isto tako, #+d je odreden prirodni broj. Dakle,
desna strana napisane jednakosti je odreden celi broj. Ona defini3e sabiranje celih
brojeva (a~b) i (c~d).

Na primer:

M) G~ H+6~ 5H=(5+6~3+5=(11~8);

(D) @~ DHE~10)=Q2+4~T+10)=(6~17);

(3) @~ D+~ 3)=2+5~T+3)=(7~10);

4) (6~ 2)+(9~10)=(6+9~2+10)=(15~12);

(5) (6~1D+2~ 8)=(6+2~1148)=(8~19=(6~17=...;
© (T~ D+@~ =I1~1)=UT~17)=(300~300)= . ..

2) Proizvod dva cela broja deﬁni§¢ se jednako$cu:
(a~b) - (c~d)=(a c+b-d~a-d+b-c).
Da li desna strana predstavlja celi broj? Objasnite. Primeri:
(D (T~2) - (8~5)=(7-842-5~T7- 542 - 8)=(66~51);
(2) (1~2) - (3~6)=(7 - 342 6~T- 642 - 3)=(33~48);
(3) (3~8) - (6~9)=(18+72~27+48)=(90~75);
(4) (10~5) - (6~9)=(60+45~90+30)=(105~120)=(33~48)= . . . ;
(5) (4~9) - (10~13)=(40+117~52+90)=(157~142) = . ..

o 2. Primeri sabiranja (2) i (5) i primeri mnoZenja (2) i (4) pokazuju da se dobija
15¢7 rezuliat (zbir odnosno proizvod) ako se: umesto jedne razlike uzme druga razlika
iste familije. Rezultati pripadaju istoj familiji.

To i pokazuje da su definicije dobro izabrane.

Zbir dva cela broja je potpuno odreden (jedinstven) broj, bez obzira koje se
razlike iz familije svakog od njih sabiraju. .

Proizvod dva cela broja je potpuno odreden (jedinstven) broj, bez obzira
koje se razlike iz familije svakog od njih mnose.

3. 1) Izvrdite svako od oznaéenih sabiranja:
(1) B~N+(9~2);
(3) (100~ 60)4-(200~ 100Y;
(5) 41~41)+(33~27);
(M U2~12)+(T~12);

(2) (4~9)+(20~40);

@) (19~28)+(25~42);
(6) (60~20)+(130~130);
(&) (5~5)+(53~53).
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2) Izvréite svako od oznacenih mnoZenja:
1) 2~6)U0~D); (2) 8~2) (3~5);
(3) (10~8) (7~1); (4) (5~20) (10~6);
(5) (40~50)(8~T); 6) (12~12) (8~3);
(7) (30~12) (9~9); (8) (2~2) (300~ 300).
3) Zamenite u prethodnim primerima: . .
(1) jednu razliku drugom razlikom iste familije, izvr3ite operaciju i uporedite dobi-
jeni rezultat sa prvim; . o . o
(2) obe razlike drugim razlikama, iz odgovaraju¢ih familija, izvriite operachu 1
uporedite oba rezultata. o . '
4) Izvrite i proverite (na osnovu definicije, odnosno kriterijuma jednakost dva cela
broja) sabiranje:
(1) G~D+x~); (2) (x~y)+(@8~3).
5) Izvrdite i proverite mnoZenje:

(1) (5~2) (e~ @) (x~y) (8~3).

§ 19.3. KOMUTATIVNOST, ASOCIJATIVNOST I DISTRIBUTIVNOST
: U MNOZINI CELIH BROJEVA

1. Sabiranje prirodnih brojeva je komutativno i asocijativno (§11.3). Dalije
sabiranje celih brojeva komutativno i asocijativno ?
1) Dokazimo da je: (a~b)+(c~d)=(c~d)—|—(a~b).
Na osnovu definicije sabiranja je:
(a~b) +(c~d)=(a+c~b+d);
(c~d)+(a~b)=(c+a~d+D).
Rako je c+a=a+tc, d+b=b+d, jer su to zbir.ovi prirodnih brojeva,
napisana jednakost, tj. komutativnost sabiranja celih bro;evg je dokazana.
2) Dokazite asocijativnost sabiranja celih brojeva, tj.:

(a~b)+[(c~d)+(e~f)] = [(a~b)+(c~d)]+(e~F).
2. Mnozenje prirodnih brojeva je komutativno, gsocijgtivpo 1 digtributivno.
Da li je mnoZenje celih brojeva komutativno, asocijativno i distributivno?
1) Dokazite komutativnost, . (a~b) (c~d)=(c~d) (a~b).
2) Dokazite asocijativnost mnozenja, tj.
(amb) (cred) (e~f ) =(arb) - [(c~d) (e~)]=[(a~b) (c~d)] - (e~f).
3) Dokazite distributivnost mnozenja:
(amb) [(c~d)+(e~f)]=(a~b) (c~d)+(a~~b) (e~F).
3. Pet matematickih zakona vaZi, dakle, i u mnoZini celih brojeva. To znaci
da je ona numeritka mnozina (mnozina brojeva).

T2vréite sabiranja i mnoZenja:

(1) (7~2)+(10~20)+(4~8);

@3] (6~9)+(11~4)+(12~9)+(10~3);
(3) (7~3)(4~9) (10~20);

(4) [(4~T)+(10~30)]- (6~4);

%) [@~5+B~H] [(T~H+CG~N]
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§ 19.4. NULA I JEDAN

1. Dokazite da je (0~0)4(a~b)=(a~b).
Broj (0~0) ne menja drugi sabirak.
To pokazuje da je (0~0) nula u mnoZini celih brojeva. Ali, (0~0) je,

kao i svaki drugi celi broj, familija razlike, tj. celi broj (0~0) moZemo zameniti
ma kojom razlikom iste familije.

Razlika (x~y) pripada familiji (0~0) tada, i samo tada, kad je 0+y=
=x4-0, tj. x=y.

Drugim re¢ima, razfika pripada familiji (0~0) ako je levi broj jednak
desnom. Prema tome, (1~1), (2~2), (3~3),..., (739~739), ... su razni oblici,
razni na¢ini pisanja elementa nula u mnozini celih brojeva. (U § 19.2, t. 3 ima takvih
primera.)

2. Izratunajte (a~b) - (1~0).
Celi broj se ne menja pri mnoZenju brojem (1~0).

- Znadi, (1~0) je broj jedan u mnoZini celih brojeva. On se moZe napisati
i u obliku: (a+1~a),

gde je a ma koji prirodni broj, jer je (§ 19.1): a+1+0=1-+a.
Na primer: (7~6)=(1~0); (1000~999)==(1~0); ...

3. Izratunajte:

(D T~3+0~0);
3 B3~9(~0);

(D 5~1)+E~3);
@) (10~9) (a+1~a).

§ 19.5. ODUZIMAN]JE CELIH BROJEVA

1. Na§ zadatak na po¢etku ove glave bio je: , Stvoriti“ mnoZinu brojeva u
kojoj uvek, bez obzira na relaciju poretka (reda) prirodnih brojeva a i b, postoji
broj x takav da je x+b=a.

2. Da bismo pokazali da smo taj cilj postigli, uvei¢emo jedan nov pojam:
stmetriéni broj datog broja.

Kagemo da je jedan broj simetriént broj drugog broja ako je zbir ta dva broja
nula. Ili: Dwva su broja simetri¢na ako je njihov zbir (0~0).

U mnoZini N prirodnih brojeva samo jedan broj ima svog simetri¢nog
broja. Taj broj je 0, jer je 04+0=0. (Svaki drugi prirodni broj nema simetri¢nog
broja, jer zbir svakog prirodnog broja mnozine N, i ma kog broja N nije nula.)
MnozZina celih brojeva se drukéije pona$a u tom pogledu:

Svaki ceo broj ima svo} simetricni (ceo) broj.

Tu ¢injenicu dokazujemo na taj naéin §to ,stvaramo® simetri¢ni broj
svakog celog broja. Zaista, neka je (a~b) ma koji celi broj. Njegov simetri¢ni broj
je (b~a), jer je:

(a~b)+(b~a)=(a-+b~b-+a) = celi broj nula.

251 -



Naime, levi broj je jednak desnom, pa je (§ 19.4, t. 1)
(a+b~b-+a) jedna razlika familije (0~0).

Kratkocde radi, umesto , .. .je simetri¢éni broj broja. ..« upotreb'ljava{?o‘
znak ,—. Prema tome, ako A oznakava jedan celi broj, —A oznaCava sumetricni
broj broja A; broj —B je simetriini broj celog broja B.

Za oznatavanje celih brojeva koristicemo ( prz'vremen(_)) \{e111<a. slova
(4, B, C,...) jer smo malim slovima oznadavali (i oznaavaéemo i dalje) prirodne

brojeve. (Ne treba meSati mnoZine koje smo takode oznacavali velikim slovima 1
cele brojeve.)

3. 1) Redimo sad jednakost X4+ B=A, tj. izratunajmo celi broj X, kad su
dati celi brojevi A i B. . . .
Svaki celi broj je, ponavljamo, jedna familija razliké prirodnih brojeva,
pa se napisana jednakost moZe papisati i ovako: :
(x~y) +(c~d)=(a~b).
Re3avamo je (tj. izratunavamo nepoznati broj X) dodajuéi levoj i desnoj
strani (glava XI, teor. 9) simetriéni broj broja (e~d):
(x~)+(c~d)+(d~c)=(a~b)+(d~c).
Kako je (t. 2) (c~d)+(d~c¢) nula, a nula ne menja sabirak (x~y),
dobijamo (x~y)=(a~b)+(d~c),
4. (x~y)=(a+d~b+c).

Na primer: (x~3)+(8~1=(5~3);
e ) F B~ D+HU~B)=(5~3)+(I~8);
(x~y)=0+1~318);
(x~y)=(6~11).

Regite jednakost: (2~9)+(x~y)=CB~7).

2) Kako X+ B=4 znad isto §to i X=4—B, mi smo, onim $to prethodi,
u stvari nali postupak za oduzimanje celog broja od celog.

Oduzeti ceo broj od celog broja znali dodati simetricni broj:

A—B=A+(—B).

Na primer: (7~3)—(5~9)=(7~3)+0O~5=16~8);
G lD)—(18~2)=G~11)-+2~18)=(T~29).

I to je (kako smo ve pokazali) uvek moguce, jer svaki ceo broj ima svoj
simetri¢ni broj (3to nije slu¢aj u mnoZini prirodnih brojeva).

3) Izratunajte:
(1) (10~3)—(8~5); 2 13~10)—@~12);
3) U15~6)—(2~20); @ (1~12)—(14~8).
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§ 19.6. POZITIVNI I NEGATIVNI BROJEVI

1. 1) Uotimo specijalne cele brojeve:
(0~0), (1~0), (2~0), ..., (117~0), ...,

Ti celi brojevi zovu se pozitioni brojeve. .
Izmedu celih pozitivnih i prirodnih brojeva mozZe se uspostaviti obostrana
jednoznac¢na korespondencija (bizekcija):

0 1 2 ... 17 ... 100 ... a ...
(0~0) (1~0) (2~0) . .. (17~0) . . . (100~0) . . . (a~0).

_ Svakom prirodnom broju odgovara ta¢no odreden pozitivni (celi) broj
i obrnuto (bizekcija).

2) Sta je zbir a $ta je proizvod dva cela pozitivna broja?
(a~0)+(b~0)=(a+b~0); 4
(a~0) (b~0)=(ab+40 - 0~a - 040 - b)=(ab~0).
Zbir dva pozitivna broja je pozitivan broj.
Proizvod dva pozitivna broja je pozitivan broj. (PokaZite.)

3) Stavide, zbir dva pozitivna broja, stavljena u korespondenciju respek-
tivno sa prirodnim brojevima a i b, odgovara zbiru a+b.

Isto tako, proizvod dva pozitivna broja, stavljena u korespondenciju sa
a i b, odgovara proizvodu ab.

Zbog svega toga [navedeno pod 1), 2) i 3)] pozitivni celi brojevi mogu se
koristiti umesto prirodnih i obrnuto. Na primer, umesto (0~0) moZe se pisati 0,
umesto (1~0) moZe se pisati 1, itd. Ali to se ¢ini samo formalno, jer, iako se ponekad
govori i pide ,pozitivni (celi) brojevi su isto 8to i prirodni brojevi®, ,pozitivni
(celi) brojevi poklapaju se 'sa prirodnim brojevima®, pozitivni brojevi 1 prirodni
brojevi se samo donekle mogu identifikovati. Na osnovu toga smatramo da je mnoZina
prirodnih brojeva pro$irena mnozinom negativnih brojeva i tako je postala mno-
Zina celih brojeva.

Prirodni brojevi 1 pozitivni brojevi su (kaZze se u savremenoj matematici)
izomorfni ($to znali: opisno i pribliZzno receno): Ako prirodnim brojevima p i ¢
odgovaraju respektivno celi brojevi p’i ¢’ (kaze se i: ako su p’ 1 ¢ slike prirodnih
brojeva p i g), onda svakom rezultatu r odredene operacije izvriene nad p i ¢ odgo-
vara rezultat 7’ te iste operacije izvr§ene nad p’ i ¢’

2. 1) Uotimo dva , para« celih brojeva, npr.:
(8~3) i (5~0); (7~16) i (0~9).
Sta moZemo reéi o brojevima svakog od tih parova? Oni su jednaki,
jer je (§ 19.1, t. 3): 840=3+5; 7+9=16+0.
Brojevi (8~3) i (5~0) su dva imena istog celog broja, dve razlike iste

Jamilije. Kako se dobija druga razlika iz prve? Oduzimanjem manjeg ¢lana i od
njega (samog) i od veceg ¢lana: 3—3=0, §—3=3.
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Na isti nadin dobija se (0~9) iz (7~16); naime, 7—7=0, 16—7=9.
i iz (5~14), (1~10), . .. '
Uopste, svaki cell broj (a~b) moZe se zameniti onom razlikom familije

yers =

koju on predstavlja, a &iji je jedan ¢lan nula:
(p—g~0) 2ko je p>g¢,  (0~g—p) ako je p<g.

I to je razumljivo, jer (da opet ponovimo) sva!d celi b.roj je far1_1i1ija neo-~
grani¢eno mnogo razlika pa se moze zameniti, zapisati ma kojom od t{h r_azhka.
Najcelishodnije je zapisati ga razlikom &iji je jedan &lan 0. Ona se dobija iz date
oduzimanjem manjeg ¢lana i od njega i od drugog ¢lana.

2) Tako se dobijaju svi pozitivni brojevi o kojima je bilo re¢i u prethod-
noj tatki, npr. (7~0) moZe  s€ dobiti od: (8~1) [(13~6), (152~145),
(6019~6012), .. .]. .

Isto tako, broj (2~8) moZe se napisati u obliku (0~6), jer je 2+6=8v+0;
broj (7~15) moze se napisati u obliku (0~8), jer je 7+8=0415; 411~490 mozZe se
napisati u obliku (0~79); ...

Uopéte, svaki ceo broj moze se napisati:

ili u obliku (a~0) i to je pozitivan broj;
ili u obliku (0~a) i to je negativan broj.

Simbol (a~0) ili optije (x~0) je osnovni obltk pozitivnog 'celog broja.
Simbol (0~a) ili (0~x) je osnovni oblik negativnog celog broja. Na primer, .(7~0.)
je potpuno odreden pozitivni broj, (0~13) je potpuno odreden negativni broj.

3) Znagi li to da je na primer: (8~6) pozitivan, a (6~8) negativan broj;
(4~7) negativan, (7~4) pozitivan broj?

3. Definisali smo (§ 19.3) sabiranje i mnoZenje celih broie\{a, a zatim smo
jzveli postupak za oduzimanje tih brojeva. Sad dokaZite, sluzeéi se poslednjim
oblicima pozitivnih i negativnih brojeva, ove teoremie:

(1) Zbir dva pozitivna broja je pozitivan broj.
(2) Zbir dva negativna broja je megairvan broj.
(3) Zbir (a~0)+(0~b) je pozitivan ako je a>b, negativan ako je
a<b, nula ako je a=b.
(4) Proizvod dva pozitivna broja il dva negativna broja je pozitivan broj.
(5) Proizvod jednog pozitivnog 1 Jednog megativnog broja je negativan broj.
4. Uobitajeno je da se pozitivni i negativni brojevi pidu jo§ krace:
(a~0)=4a, (0~a)=—a (simetri¢ni broj broja a).
Uobitajeno je cak 1 da se ,,+ izostavlja, kad god se podrazumeva, kad

god to ne stvara zabunu.

1) Izratunajte, sluze& se kracim simbolima, a na osnovu prethodnih teorema:

(1) (F)H+(+13)= 2 (=9)+(=13)=
3) (+F200+(—1H= @ (+N+(=23)=
(5) (+4) - +N= 6 (=9 -(=D= (M (+4-(=D=
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2) Zasto nismo, pri formulisanju prethodnih teorema — pravila, uzeli u obzir oduzi-
manje? Izraunajte:
0 +D—(+3); ) (+7—(=3); B (=N—=(+3); @ (=N—(=3).
3) Izratunajte: (+13) + (—13)= 5 (=47 + (+47)=
Sta potvrduju ti primeti?

5. 1) Nacrtajmo pravu i orijenti$imo je (§ 7.3). Ozna¢imo dve njene proiz-
voljne tacke. Dogovorimo se da jednoj od tih ta¢aka pridruzimo broj 0 a drugoj
broj 1. (Kojoj moramo pridruZiti 0, kojoj 1 kad smo veé orijentisali pravu? Videti
spomenuti § 7.3.) :

Slika 19.1

MozZemo li da nacrtamo tacku koja odgovara broju 2, broju 3, broju 4, . ..
ma kom prirodnom broju?

Tako se mnoZina prirodnih brojeva N prikazuje tatkama jedne poluprave.
Ta se poluprava Cesto zove | lLinga“ prirodnih brojeva.

2) Prema prethodnom, te iste tatke odgovaraju i pozitivnim brojevima.
A tada, na slican nadin moZemo nacrtati tatke druge poluprave nacrtane prave,
tako da svaka od njih odgovara tatno odredenom negativnom broju, i obrnuto.

4 3 2 0 0 1 2 3 4 >

Slika 19.2

Na taj smo nacin cele brojeve prikazali odredenim tackama jedne orijen-
tisane prave, koja se Cesto zove , linja‘ celih brojeva, ali je bolje prava celth brojeva.
Samim tim smo uneli relaciju poretka (reda) u mnoZinu celih brojeva (pogotovu
§to smo posli od linije prirodnih brojeva) i uvek smo u stanju da kazemo koji je
od dva uolena cela broja veéi (odnosno manji): ta¢no onako kako to odreduju pri-
rodni brojevi, odnosno kako odreduje orijentacija prave (§ 7.3, aksiom I76). To
znadi da je svaki negartivni broj manji ne samo od svakog pozitivnog broja nego i
od nule. I da je, npr.,, —2<—1, —100<<—2,...

3) Ali tu relaciju poretka (reda) mozZemo uvesti 1 definicijom (nezavisno
od crteza):

Neka su 4 1 B dva razna cela broja. Kagemo da je A veci od B, ako je razlika
A—B pozitivan broj.

Prema tome: 2>—17, zato §to je 2—(—7)=247=9;
—4>—5, zato §to je —4—(—5)=1;
—10<—3, zato §to0 je —10—(—3)=—104+3=—7.
Dakle: ... <—4<-3<-2<—1<0<H1<H+2<C3<C .0
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§ 19.7. DOPUNE

1. 1) Ranije smo uzeli, radi lak$eg rasudivanja, da je celi broj 0 pozitivan
broj. U stvari on nije ni pozitivan ni negativan broj. On je ,,granica® izmedu pozi-
tivnih i negativnih brojeva. Pa ipak, ponekad se nailazi na —O0 ili +0. Uvek je
—0=+40=0.

Prema tome, mnoZinu celih brojeva Cine nula, pozitivni celi brojevi i
negativni celi brojevi. Ona se oznacava slovom Z. Dakle:
Z={0, +1, —1, +2, =2, +3, —3,...}.
Ili, jednostavnije: Z={0, |, —1,2, —2,3, —3,...}.
Ili, ,ogiglednije“: Z={..., =5, —4, =3 ,-2, —1,0, +1, +2, +3,...}.
2) Napisite , ekstenzivno® mnozinu Z\ {0}.
3) Napisite ,ekstenzivno™ mnoZine Z+* i Z-.

2. 1) Prema definiciji (§ 19.5, t. 2): Simteri¢ni broj broja +3 je —3, a sime-
tri¢ni broj broja —3 je broj +3 (ili 3 ako znak + podrazumevamo). Simetri¢ni
broj broja —7 je —(—7)=-+7 (ili 7, ako + podrazumevamo). Znadi:

_(+1)="“1: —(_2):+2>) _(_a>=+a=a:
gde a oznacava ma koji ceo broj. (Vracamo se, ne bez razloga, na mala slova.)

2) Do istog ,,zaklju¢ka* dolazimo i ovako:

Zamislite jedan ceo broj a.

Ako ste zamislili broj 2, onda je a=+2 (ili 2).
Ako ste zamislili 379, onda je a=+379 (ili 379).
Ako ste zamislili —83, onda je a=—83.
KaZzemo: —a oznacava celi broj a sa promenjenim znakom; na primer:
Ako je a=+2, onda je —a=-—2.

Ako je a=417, onda je —a= —417.

Ako je a=—13, onda je —a=13 (ili +13).

Ako je a=0, onda je —a=0.

Dovridite (kad svako slovo oznadava ceo broj):

Ako je a=—10l, onda je —a=

Ako je —a=—1, onda je g=

Ako je —b=7, onda je b=

Ako je —c=1000000, onda je ¢=

3) Videli smo da je, npr. (—=7)+(—5=—12.

Uopste je: (—a)+(—b)=—(a+b),

i obrnuto: —(a+b)=(—a)+(—b).
Isto tako: —(a—b)=(—a)+(+b)=—a-+b.
Dovriite: '
~@B45=-3-5 —(42—102)= —(—12=7)= —(—a—b)=
—(100+329)= —(—16+7)= —(x43y)= —(u+3)=
—(2~5)= —(—8+13)= —(x=)= ~G~=
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3. Sta oznacava simbol Z,4+? Mnozi
o3 7 zinu Z u k
- sabiranje (§ 13.7). Utvrdili smo (ranije): °

(1) Ako a, be Z, onda (a+b) e Z,

(2) Ako a, b, ¢ € Z, onda (a+b)+c:a+(b+c).

(3) Ako a€ Z, onda a+0=0+a=qa.

(4) Ako a€ Z, onda (—a)—l—a=a—}—(~a):0,
Cinjenica (1) pokazuje da je Z, 4 grupoid (§ 13.7).

Cinjenica (2) pokazuje da je Z, + semi-grupa (§ 13.7).

Cinje_:nica (3) pokazuje da je Z, + monoid § 13.7).
Ako monoid ima jo¥ i osobinu 4,

Dakle: ‘“ Z, + je (je:in_a) grup?}

Kako je sabiranje u mnogini 7 komutativno, kaZemo:

{ Z, + je (jedna) komutativna grup:
—_— !

To je struktura Z, 1 (sabiranja u Z).

4. 1) Sta mozemo redi o struktug Z, —?
(1) Ako a,be Z, onda (a—b)e Z.

(2) 4=(5=8)=4—(=3)=4+43=7, (4-5)—g=—1_g__g

(3) 7—3=4, 2 3—7—_4,

B Cinjenica (1) izrazava da je operaci
ili zatvorena (rezultat svakog oduziman
ceo broj). Primeri (2) pokazuju da Z,
da Z, — nije komutarivno.

Dakle, Z,— je nekomucarioni grupoid.

2) Kad je a=—ga? 3) Kad je at-a=q?

4) Prema onom $to je ved napomenuto,
Znati: +(—7)=—7; a+(b—c):a—l—(+b)'+(—c)=a—|—b—c.

Medutim: a-(b—c)=a+[—(b—c)]:a—{—[—b—(—c)]:

=a-+ [~b+c]=a+(-b)+(+c):a~b+c=

=(a—b)+c.

Otuda formule izostavljanja i uvodenja zagrada:*
a+(d+c)=a+b+c; a—(b+c)=a—b—c;
at(b—c)=a-+b—c; a—(b—c)=a—b+c.

5) Neka je dat zbir od vige celih brojeva:

(F6)+H (=2 (=8)+(+9+(—T) 4 (+5)= 43,

¥ e s .
Citati ih u oba smera, t). i zdesna nalevo.,

17 Moderna matematika

on se zove grupa.

joj je definisana operacija

: ja Z, - '(oduzimanje u Z) unurrainja
ja u mnoZini celih brojeva je jedinstven
~— Muje asocijativno, a primeri (3) pokazuju

znak + se najéedce izostavlja,
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Prema prethodnom je to bolje i lak8e napisati ovako:
6—2—84+9—7+5

6--2—819—T+5=4—849—T+5

i izra¢unati: A 7455 T4 5=3,

Medutim, jo§ lak$e je (§ 12.3) izratunati zbir svih _pozitivnih i zbir svih
negativnih ¢lanova, pa onda zbir tih zbirova:
(6+9+5)——(2+8+7)=20—17=+3.
Ne gubiti iz vida da j'e, npr.: —5_273-19=(—5)+(—273)+(—19)

5. 1) Sta mozemo redi o strukturi Z, ® (4. Z. %)?
(1) Ako a, be Z, onda (ab) e Z [§ 19.2].
(2) Ako a, b, ce Z, onda (ab) c=a (bcy=abc [§ 19.3].
(3) Ako ae Z, onda 1-a=a- 1=a [§ 19.4]. .
Znadi: Z,® (4. Z, X) je komutationi monoid. Zasto nije grupa?
2) Neka a, b, ¢, d, e€ Z. Tada je (§ 19.3):

abe=(ab) c=fc lab=f1;
abed=fcd=(fc) d=gd [fe=g);
abcde=gde=he € Z [gd=H].

Dakle: Proizvod vise celih brojeva je ceo brof koj.z' se z:zrac:z_m.a-va pos[upm'm
mnosenjem: proog i drugog tinioca, dobijenog proizvoda i reCeg cimioca, itd.
3) Neka su a, b, ¢, m celi brojevi. Tada je (§ 19.3):
(1) (b+c) a=batca; (2) (b—c) a=ab—ac;
(3) (b+¢) (—a)=—ab—bc; (4 (b—c) (—a)=—ab+-ac;
(5) (a+b—c) m=am-+bm—cm.
Dokaz jednakosti (5): ,
— = — asocijarivnost
(at? C)mzlrgcz;i%z-g]n? }:distri]butivnost]
=... [dovrsite].
acije, od kojih je jedna

6. Mnozina u kojoj su definisane dve asocijativ.ne oper > Jedna
sabiranje, a druga je distributivna u odnosu na sabiranje, zove se prsten. DJakie:

| Mnogina 2, +, © je prsten. \

i i : koii se dobiva kad se apstrahuje znak —+ ili - celog.broja
z zovz.sfr,l,;%csigllult)rﬁ:] vli'eldnost“ i'li modul broja z; na primer, ako je 2 broj 43,
njegov modul je 3, ako je & broj — :
Modul broja z oznaCava se ovako |z|, na primer:
[+5] =35, |—37019] =37019, |4 11011054 =110110,.

7, njegov modul je 7.

8. Pokazite da ako a, b, ¢, d, e Z, onda:
(1) a=b=atc=b+c
(2) (a=b i c=d) =atc=b+d
(3) a=b=ac=bd
(4) (a=b i c=d) =ac=bd.
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9. Neka a, b, ¢, deZ. Da li je tatno:
(1) a<b=a+tc<b+c; (2) (a<b i c<d)=a+c<b+d;
(3) (a<b i ¢>0)=ac<be; (4) (a<b i ¢<0) ac>bc?

10. Sta je: (+7):1; (—3):1; uopite a:1, ili %?

To znadi da treba naci broj koji pomnoZen brojem 1 daje +7, —3,
uopste a. Dakle, deljenje celog broja brojem 1 ne menja celi broj.
A deljenje celog broja brojemn —1°?

§ 19.8. VEZBANJA I ZADACI

1. 1) Napisite tri ,razlike* (pomo¢u znaka ~) koje izrazavaju broj: +7; —39; 4-80;

—200.

2) Napisite na 10 na&ina broj: —1; +10.

3) NapiSite osnovni oblik broja: (13~35); (17~70); (31~30); (1~1000); (a~3a);
(10a~7a).

4) Napisite osnovni oblik broja: —11; +921; —22; —0; +1001; —10.

5) Odredite x € N tako da svaka od razlika (72 ~x), (x~39), (5~x), (x~0) oznacava
broj —3.

6) Odredite x€ N tako da svaki par razlika: (5~x) i x~13; (0~x) i (x~6); (x~3)
1 (5~x); (x~6)1(8~x); (T~x)1(x~5); (x~2) i (x~3) oznatava isti ceo broj. Napisite uvek
ospovni oblik tog broja.

7) Moze li (5~x) da oznatava +6?

2. Dat je broj z. Napisite —z:
—2, 15, —23, 0, —1000000, 5005005.

3. Napisite u binarnom sistemu: —3, —17, —25, —32, —225.

4. Izratunajte: 13—56; —2002+4+5002; —73+73.

5. Umesto . .. stavite element mnoZine Z:
—5+...= 8 —234...=0 ...+1508=—14 . 125=-26
—17+...=12 ... +347=0 —19—...=-32 —2—...=—11

6. IzraCunajte:
(=8)—(=3); (=D)~—(=7); (=13)—(—13); (—=73)—(-4+100);
(16) —(+16); (—16)+(+16); (—271)+(+27D).

7. 1) Jednog zimskog dana u podne termormetar je pokazao +4°C. U pono¢ je taj isti
termometar pokazao —13°C. Sta moZemo da izratunamo? Izradunajte.
2) U Verhojansku (Sibir) izmerena je najniZza temperatura —69°C, a najvia 31°.
3) NajviSu nadmorsku visinu u na$oj zemlji ima Triglav — 2863 m a najniZu Prok-
ljansko jezero (SRH) — pola metra.
4) Maksimalni vodostaj Save kod Zagreba bio je jedne godine 37 cm, a minimalni

— 126 cm.
5) Rimski imperator Avgustin vladao je od —29. godine do +14. godine. Koliko je

godina vladao?
8. Svako slovo oznatava ceo broj, tj. element mnoZine Z. Uklonite zagrade:

@ a+btle—D]l; @) at[b—-Cc—D]; ) a—[b+c—D]; @) a—[b—(c—d)].
9. Uklonite zagrade pa izraunajte:

1) 5-8—-[4—-03-5—-11;

3 (—2=7+3)+(B—-9+4);

@) —3-[—4—(=9+2-7+2};
(4) (9—4+3)—(9—5—4).
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10. Kao i uvek, svako slovo oznalava element mnozZine Z. Uklonite zagrade, uprostite 1
iskazite ¢injenice:
(1) (at+oy—@+a=, (e—a—0b—09=;
(2) a—{a—b), a+f(a—0b), a—(a+b).

11. [zracunajte:

M (=NES, NS, (N =1), (13

(1acka se kao znak mnoZenja moZe izostaviti);
@ (=3 (=D, (NN (=3
@ (EH =12, EDEPR Y, DD
@ (+H (=D HD (=H(F10) (=D (+8); B
(5 (=2 (=2 6 (=2 (—=3)%; (D (=29
(8) (—x)% (=%, (-

12. 1) Je li taéno izralunato: (a—b+c) (—3)=—3a+3b-3¢; (—a+b+o) (=)=
=3a—3b—3c; (—3) (—a—\—b—c)=3a—3b—|—3c? .

2) lzralunajte: —5 (x—5)+(x+35)5; —a(p+cy+a(—b+o).

3) IzraCunajte: . .
() (a+b) (c—a); @ @@= —d;  3) (a+b) @) (@a=0)%
(5) (a—b) (a+b8); 6) (1—a) (@+1); (D (20—5) 20+8);

(8) (10a—106) (10a—106);  (9) (1+a—b) (i—x+y); (10) (a=b+1) x+y—1);
() (1—=8)(1428) (1—3b); (12) (1+38) (1—b) (1 —28).

13. Neka z e Z. Dokazite: (—1)-z=—z.

14. Neka je a—b>0, c—d<0. Sta mozete reci o:

(1) (a=b) x i x(c—d) kad je x>0; () x(a—b) i (c—d)x kad je x<0?

15. Neka a, be Z. 1) Navedite sve slucajeve kad je:
1) a+b=0; (2) a+b<0; (3) a—b<0; (4) a—b>0; (5) a—b=0; (6) ab>0;
(7) ab<0; (8) ab=0; (9) ab=—a; 10y ab=—1; (l1) ab<bd.

2) Moze li biti i kad:

(1) a*=0; (2) at<0; (3) a*<0; (4) a*<0;
(5) a®+b°=0; 6) a?+b2<0; (7) a®?—b2=0;
(8) a®—b2<0: ©9) a*>a®; (10) a*<a®;

(1) —(—a)<0; (12) —(—a)<0?

16. Posmatrajmo aplikaciju (§ 9.5):
fi1Z—+Z: x—>x+5.

Tzratunajte: £0); f(5); f(—5); [(—10); f7I(8); [ (&); [7(=25).

17. 1) Dalije N, + komutativna gm‘pa i za$to?
2) Da i je mnoZina pozitivnih brojeva u kojoj je definisano sabiranje komutativna
grupa i zadto? . .
3) Da L je mno?ina negativiih brojeva u kojoj je definisano sabiranje komutativna
grupa i za$to? N
4) U mnozini {—3, =2, =1,0, +1, +2, +3} definisano je sabiranje. Da li je to

g ? . _ o B
grups 5) U mnozini {0, 1} definisano je ovakvo sabiranje: 04+0=1, 04+1=1, 14+0=1,

14+1=0. Da li je to komutativna grupa?
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18. U §§ 16.3, t. 51 17.5 t. 10 videli smo da se mnoZina N moZe rastaviti u klase ostataka
modulo m.

1) Napi3ite klase ostataka modulo 3 mnoZine Z.

2) Dokazite da je relacija ,, . .. daje isti ostatak kad se deli brojem 3 kao . ..« ili, pre-
ciznije, ,daje isti ostatak modulo 3 refleksivna, simetri¢na i tranzitivna, tj. da je relacija ,ima
isti ostatak modulo 3« jedna relacija ekvivalencije.

3) Prikazite tu relaciju u mnoZini koju ¢€ine celi brojevi —5 1 45 1 svi oni koji se nalaze
izmedu njih.

4) U kojoj od tih klasa je sabiranje binarna unutra$nja (zatvorena) operacija?

5) U kojoj od tih klasa je mnoZenje binarna unutrainja operacija? Ima li to mnoZenje
neutralni element?

Rezime

1. 1) Razlika (a~b), gde a i b oznalavaju prirodne brojeve, zove se ceo broj.

2) Razlika (a~b) je pozitivan ceo broj, negativan ceo broj ili nula,
zavisno od toga da li je a>b, a<b, ili a=o.

3) Brojevi (a~b) i (c~d) su jednaki ako je a+d=b+c.

4) Osnovni oblik pozitivnog broja je (a~0). Osnovni oblik negativnog
broja je (0~a).

5) Ako se element mnoZine N, oznali znakom -, on se zove pozitivan
broj.. Ako se oznadi znakom -—, zove se negativan broj.

6) Svi celi brojevi ¢ine mnoZinu koja se oznacava slovom Z.

7 Z=Z*wl0uZ-. _

8) Svaki pozitivni broj je veéi od nule. Svaki negativni broj je manji
od nule. Ponekad se pojavljuje —0 i +0.

2. 1) Zbir celih brojeva definife se jednako$éu:
(a~b)+(c~d)=(a+c~b+d).
2) Mnozenje celih brojeva definiSe se jednako$éu:
! (a~b) (c~d)=(ac+bd~ad+bc).
3) Na osnovu tih definicija dokazuje se:
(1) da je sabiranje komutativna 1 asocijativna operacija;
(2) da je mnoZenje komutativna, asocijativna i distributivna operacija;
(3) da je 0 neutralni element sabiranja, a 1 neutralni element mnoZenja;
(4) dasvaki ceo broj, ima svoj simetri¢ni broj;
(5) da je zbir celih brojeva:
(a~0) i (b~0) pozitivan broj (a+b~0);
() 0y { R b o0 had e a2y

pozitivan broj |z|-—|z2'],

ili, Sto je isto, z+2 {negativan broj |2'|—|z|;
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(6) da je zbir simetri¢nih brojeva nula;

(7) da je proizvod brojeva (a~0) i (b~0), ili (0~a) i (0~b) po-
zitivan broj, a proizvod brojeva (a~0) i (0~b) negativan broj (ili, §to je isto, (
zzy=+l2l |zl 1 2'2;=+12"|"|z]], 2 22'=—lz]"|2]].)

3. Ceo broj oduzima se od celog tako §to se umanjenik sabere sa simetri¢-
nim brojem umanjioca. |

4. Vise pozitivnih i negativnih brojeva sabiraju se tako §to se izracuna
zbir svih pozitivnih i zbir svih negativnih lanova.

pozitivan, ako je z>0,

21 1 . .
5. 2>0, 2t ]e{neganvan, ako je z<0.

GLAVA XX

RACIONALNI BROJEVI

§ 20.1. FAMILIJE KOLICNIKA (RAZLOMAKA). RACIONALNI BROJEVI

1. 1) Ogranicenost oduzimanja u mnoZini prirodnih brojeva prisilila nas
je da uvedemo (definiSemo) cele brojeve.
Deljenje je takode ograni¢ena operacija uw mnoZini prirodnih brojeva,
pa, dakle, i u mnoZini celih brojeva; na primer:
%:3, jer je 2-3—=6, ‘76:—3, jer je 2-(=3)=—6,
ali %:x nije ni prirodan ni ceo broj, jer ne postoji ni prirodan broj ni ceo broj
x takav da je 2-x=7. Isto tako ne postoji ceo broj x takav da je: 2x=—7; Ix=14;
Sx=-—33;...
2) Zato, analogno uvodenju celih brojeva, a posto su (§ 14.1, t. 3):
35

6 —6

(oznaceni) koli¢nici (g je oznadeni, neizratunati koli¢nik deljenja broja 6 brojem
2, —_56— je oznaceni koli¢nik deljenja broja —6 brojem 3, ...), moZzemo redi:

% je (oznaleni) koli¢nik deljenja broja 7 brojem —2;

_—i je (oznaceni) koli¢nik deljenja broja —3 brojem 5;

_gg je (oznaceni) kolicnik deljenja broja 89 brojem —90; i sl.

Uopste, % nazivamo (oznacenim) koli¢nikom celog (ili prirodnog) broja
a celim (ili prirodnim) brojem b, bez obzira da li b|a.

3) Svaki takav koli¢nik je, dakle, element mnoZine posebne vrste ure-
denih parova (dosad upoznatih) uvedenih brojeva. Broj iznad crte smatra¢emo
prvim ¢lanom uredenog. para. Da li su svi takvi parovi, svi (oznaceni) koli¢nici
brojevi i da li oni zaista omogucuju svako deljenje? To ¢emo videti posle. Zasad
podsetimo (§ 14.2) da se nulom ne deli i zato ¢emo posmatrati samo koli¢nike
(uredene parove brojeva), gde a moZe biti svaki ceo (ili prirodni) broj, b takode,
izuzev b=0.
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2. 1) Otigledno je da simboli (uredeni parovi):
3 6 9 12

(1) T T Ty T e

oznatavaju isti broj [3];
172 3 4

. oznaCavaju isti broj [—7];
. oznalavaju ist broj [—9].

Zato ¢emo beskonatno mnogo uredenih parova, oznalenih . koli¢nika
(1) smatrati (jednom) familijom koli¢nika. Beskonatno mnogo koli¢nika (2)
smatra¢emo drugom familijom. I tako dalje.

- 91 . .
2) Lako je odrediti kojoj familiji pripada, npr., koli¢nik P jer je

oy . —207 .
g pa 2L pripada familiji (2). Isto tako, koli¢nik — 0 pripada familiji
—13 —13
. . —207
(3), jer je 3
A kojoj familiji pripada, na primer: —, >, 2 2
0)0j Ju pripada, p T T 18’ 6 ,
. . o1
Uotimo ma koja dva koli¢nika familije (1), na primer: S i Odmah

. Sy e . 30 .9
vidimo da je 6-4=12-2. Isto tako, jedan od tih koli¢nika je, npr., T a dmgx =

pa je 30-3=10-9. Uoélmo koli¢nik —E i —4 familije (3). I u tom slucaju je
18- (—4)=36-(—2).

6 9 12 24
- d f ilij _: T Lo et T
‘Zato: Ko]_lcmk prlpa a familiji: VRIETREET) P
jer je, npr.: 321—97 621:149 56:3=24-7, ...
Koli¢nik da familiji: —> —_10 =15 —105
oli¢nik —— pripa j o T 2 189°

jer je, npr.: {(—5) 27 (—15)-9, (—10)-189=—(105)-18,
Uopéte, familija kojoj pripada %, gde su @ i b prirodni ili celi brojevi,
b=~0, sastoji se iz beskona¢no mnogo koli¢nika oblika £ koji zadovoljavaju uslov
v
av=>bu .

3) Svaka takva familija (oznacenih) koli¢nika zove se racionalan broj,
a svaki (oznageni) koli¢nik zove se razlomak.
i . lomci, a: i) (—9) (i) su
Na primer: e —10""Su razlomct, =2 O s
,,odgovarajuéi“ racionalni brojevi.
Uopéte, sa (—:~ , gde su aib ma koji prirodni ili celi brojevi, b;tO, ozna-

e) —.
J)b

. . a
Broj a zove se brojilac a broj b zove se imenilac razlomka =
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3. Prema tome:
1) Svaki uredeni par prirodnih ili celih brojeva, npr.:

(8, 21), (—115, 47), (1, —300), (0, 2001),..., (a,b)
napisan u obliku oznalenog deljenja, koli¢nika:

8§ —11I5 1 0 a
> T > Ty Ty s e ey T

21 47 - —300 2005 b

. . eyes . —17
zove se razlomak i odreduje familiju razlomaka, recimo (—14), uopste (%)

Ma koja dva razlomka% i 3 iste familije zadovoljavaju uslov ad=bc.
Da su dva razlomka ¢lanovi (elementi) iste familije, oznatavamo i ovako:

a ¢ npr.: 9L 13
b= d’ Toae Tar’
Y- .a . ¢ 91 . 13 . R
a Citamo: razlomci — 1 — | —— 1 — | su ekvivalenini.
b d \ 119 17
Clanove iste familije nazivamo ekvivalentnim zato §to je =~ (jedna) re-
lacija ekvivalencije. (Pokuajte da to dokaZete.)

2) Kao i svaka relacija ekvivalencije, relacija ~ vr$i (glava VI) particiju
mnozine svih razlomaka

o123 a
1’1)111’ < 1)
0123
2)2)2)29 )27
K={0 123  n
37373737 7777 3
o 1 2 3 n
;;;’;::>~- )’n‘:

u klase (familije) ekvivalentnih razlomaka. Svaka od tih klasa (familija) zove se
racionalni broj.

Kao predstavnik racionalnog broja moze se uzeti bilo koji element klase, npr.:

3 —20 a
770 35 )
Posle ¢emo videti da se naj¢e$¢e uzima onaj element &iji su brojilac i
imenilac medusobno prosti brojevi.
8 .8 . . . . R
5T i m ¢ita se: osam jedanaestina, ili osam na jedanaest.

Dakle: a na b pise se% odnosno (%)
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3) Neki primeri klasa ekvivalentnih razlomaka (racionalnih brojeva) jesu:

10 0 0 0 o0

beees

1 2 3 4 5

T

1 2 3 4 5

b

3 6 9 12

e |

7 14 28 56

R
4. 1) Pokazite - da je: i;E; 6 Nii iZ'ISG"

11 572

2587 10”5
2) Izracunajte broj umesto kojeg stoji slovo:
4 a3 _9 a_12 2_3

~ = - — — —

sT307 7787 37 97 xT 24
) Daliiz2gel i Soivl sledi vl
S f b f

5, Neka je S mnozina razlomaka % ¢iji ¢lanovi zadovoljavaju uslov a <b<10

(. S— {% la< b<10}).

1) Napisite sve te razlomke.
2) Izvrdite particiju mnoZine S u klase ekvivalentnih razlomaka.

§ 20.2. SVEDENI (REDUCIRANI) PREDSTAVNICI RACIONALNIH BROJEVA

1. 1) Racionalni broj je klasa ekvivalentnih razlomaka. Predstavnik klase
moze biti ma koji element klase. Medutim, ve¢ smo napomenuli da je najbolje,
najcelishodnije za predstavnika uzeti onaj element, onaj razlomak ¢iji su moduli
brojioca 1 imenioca medusobno prosti brojevi (§ 18.6, t. 4). Taj se razlomak zove
svedeni (reducirani) element racionalnog broja (klase ekvivalentnih razlomaka).

Kako se dobija svedeni (reducirani) predstavnik racionalnog broja?

2) Da bismo pronasli taj postupak, re$imo prvo obrnuto pitanje:

Neka je % svedeni (reducirani) element racion‘alnog broja. Mogu li se iz
njega dobiti ,,ostali elementi i kako?

Posmatrajmo prvo jedan primer. Ocigledno je da je % razlomak ¢&iji su
brojilac i imenilac medusobno prosti brojevi. ,,Ostali* elementi racionalnog broja
(1—1), 1j. klase ekvivalentnih razlomaka, slede ovako:
> 11 2 3_3 44 _772

>

57 100 15 200 777 as0”
jer je, npr., 22-20=44-10, 33-350=15-770, ...
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Svaki od njih dobija se mnozenjem broji ii i 1 isti
' Ki ; j1oca 1 1menioca reduciranog istim
brojem mnozine N\ {0, 1} (4. prirodnim brojem vedim od 1). ¢
Navedeni primer ilustruje &injenicu:
Teorema 1. — Ako %eKi keN\ {0, 1}, onda je Z~%2
b kb

To ¢emo dokazati ako, 'prema definiciji relacije ,, >“, dokazemo (Rb)a=

» =

=(kb)a. A ovo dokazujemo tako &to polazimo od jednakosti:
(ka)b=(ka)b ,

koja izrazava refleksivnost relacije ,,=“ u N. Leva strana te jednakosti moze se

napisati redom ovako: k(ab) [asocijativnost], A(ba) [k i
novna asocijativnost]. Dakle: J b Kea) L eruativnost], (#0)a [po-

(kb)a=(Ra)b ,
tj. ono §to smo hteli da dokazemo. Iz te jednakosti sledi i;ﬁ.
3) ,,Napisite“ klasu: (i); (l); (E) :
7 9 3
2. 1) Napisite svedeni predstavnik klase &iji je jedan element:
2,4 5. 2 @

> >

4’ 6’ 15 g’ g

2) Op§.ti postupak za odredivanje (izra¢unavanje) svedenog (reducira-
nog) predstavnika racionalnog broja sledi iz teoreme: '

Teorema 2. — Neka 2, £ cK i neka Je i’;i, nzd (¢, d)=1. Tada
B d b~ d ? ‘
postoji k e N\ {0,1} takav da je a=kc, b==Fkd.

Dokaz: Dato je i:i,

b d

tj. (definicija relacije ) ad=bc,
tj. (simetri¢nost relacije =" be=ad.

To znati da clad (¢ deli ad). A kako s id ] "OSt]
wzd oyt ) u ¢ 1'd medusobno prosti, [uslov

tj. a=ck
tj. . be=ckd,
odakle sledi: b=dk.

. Drugim re¢ima, svedeni razlomak racionalnog broja &iji je jedan element
n dobija se deljenjem i brojioca (@) i imenioca (b) istim prirodnim brojem &> 1.

Znati, da se od ¥ilo kog elemenca % racionalnog broja dobije njegov svedeni

predstavnik 3, treba 1 brojilac 7 imenilac podeliti brojem k=nzd (a, b).
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. 36 36:9 4
Primer: —=———=—.
63 63:9 7

. . 4
Znati: 36 je element racionalnog broja (7)
63

Svedeni predstavnik racionalnog broja je analogon osnovnog oblika celog
broja (§ 19.6) jer: Svaki racionalan broj je familija, klasa elwivqlentmh.razlom-aka
(oznalenih koli¢nika), a svaki ceo broj je familija klasa ekvivalentnih razlika.

3. Teorema 1 omogudéava, dakle, da se izratuna bilo koji element racionalnog
broja kad je dat njegov svedeni (reducirani) predstavnik (ili ma koji c}rugi elem_ent).
Svaki tako dobijeni razlomak zove se (u nedostatku boljeg termm_a) mul.zzplum
svedenog razlomka. Zato se i samo jzratunavanje zove izracunavanje multipluma
(jednog ili vide) datog razlomka.

Teorema 2 omoguéava, obrnuto, da se iz bilo kojeg razlomka, elementa
racionalnog broja dobije njegov svedeni predstavnik. Taj se posao zove svodenye,
reduciranje, uproféavanje datog razlomka ili izralunavanje svedenog razlomka
(predstavnika). o |

Pri primeni teoreme 2 nije ovabezno izra(“:u_nati .najvec’i ze}jec_lmékl ('iClllaC
brojioca i imenioca. Moguce - je deliti ih redom zajedni¢kim deliocima, tj. po-
stupno izraunavati razne 9e(:)kvivaglentn;a razlomke dok se ne dode do svedenog,
reduciranog; na primer: o028

U praksi je &esto celishodnije da se prvo brojilac i imenilac rastave na proste
inioce (§ 18.2), a posle se primenjuje teorema 2, npr.:

1352 20-13°
S = (281321 (225013
REIERER )i )
26
§. (§ 14.2,1.12,2) =(2:2%)-(134:13): 5=(2:13): 5=~
‘ , 567
Uprostite (svedite): 80 v

144 7 1253
4, 1) Treba obratiti paZoju da je, npr.:

3 ;14—2, jer je 3-12=9-4, a 45£3k, 1279k;

9
2 15 . .
S~ jer je ..., a 15742k, 60£8k.
8 60

Kako to obja$njavate?

2) Moze li istovremeno biti: ;%, a=ck, bFEdk?

2
b
3) Neka je i;-‘%, nzd (a, b)=1, nzd (c, d)=1. Sta zakljutujete o broje-
b
vimaalc¢ bid?
5. 1) Odredite svedeni predstavnik racionalnog broja &iji je jedan element:

3034 112 315, 11 34 35

180 510 1150 112’ 1320 10017 24
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2) Napidite (ne koriste¢i svedeni predstavnik) jo§ pet elemenata racio-
nalnog broja ¢iji je jedan &lan: :

1226 25 819 0

3

187 107 507 277 30 1s

3) Napisite (jo§) pet elemenata racionalnog broja:

2), (50, (8, (7Y, (1L
(7)’ (12)’ (33)’ (8) (3 )
4) Izraunajte broj umesto koga stoji x:
612, 5

v, 612 2.3, L
(1) 1_1: > (2) (3) x = ) (4) 5 =

2. 2_2
33 x 137 7 ’ )

13 7

5) IzraCunajte broj umesto kojeg stoji slovo:
BIs(a) (Z)=(8) Baley Lo
9 189 /> 57 19) 447 x 7 437 x
§ 20.3. SABIRANJE I MNOZENJE RACIONALNIH BROJEVA

1. Sabiranje racionalnih brojeva definiSe se jednako$cu:

(@)=

a mnoZenje se definide jednakodcu:
a c _ ac
) (2)=()
Na primer:
3 (8 (3:5+7:8 15456\ (71Y (3 (8)_(38)_ /24
GG 0506 ) ()-65)-6G)-

2. 1) Izra¢unali smo prethodne primere uzimajuéi svedene (reducirane)

predstavnike racionalnih brojeva. Opste definicije, medutim, to ne zahtevaju,

. a . v- . a . . . - v
jer (7) nikako ne znaci da je " reducirani element racionalnog broja. To znadi

da se pri sabiranju i mnoZenju racionalnih brojeva mogu uzeti ma koji njihovi ele-
menti, ma koji ekvivalentni razllomci. Rezultat mora biti element tog istog raci-
onalnog broja koji se dobija pri sabiranju, odnosno mnoZenju reduciranih pred-

. . . 3 . . 6 .
stavnika. Zaista, uzmimo umesto - ekvivalentni razlomak —. Dobijamo:

6\ i)_ 304112\ _ (142
14 5 70 70 )
. 142 71, L . '
Medutim, 20 ZE’ 3to se dobija primenom teoreme 2, ili se proverava

3 =

na osnovu definicije relacije ,,~“: 142-35=71-70.
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Poslednja jednakost se moZe proveriti izralunavanjem napisanih proiz-
voda ili, na osnovu poznate ¢injenice:

142-35=(142:2)-(35:2)=71-70=4970.
Isto tako je, npr.:

(5;2); (i) (32) (96 ) Al 28~ 2% [proverite.]
5 20 7 20 140 140 35

I to je sasvim razumljivo. Kad tako ne bi bilo, definicije sabiranja i mno-
Zenja ne bi valjale. (To ba$ i pokazuje da su one pravilno uvedene.)

2) Na osnovu toga, sabiranje i mnoZenje se u mnogo sluCajeva pojed-
nostavljuju na taj nalin $to se razlomak kojim se izraZava jedan sabirak, &inilac,
zamenjuje ekvivalentnim razlomkom, na primer:

2 7 4 7 447 11
D (S (D=2 (D)= =1L
O (SHE)6HE)57)(5)
Je li to sabiranje po definiciji 1 za§to?

Dokazite, uopste: (%) -+ (i) =( a+h ) .

o c

@ ( )(?2) (;Z)(%)=m [jer (16-28):(28-13)=16:13].

28-13=13
Ali u ovom slucaju je ipak krace:

C=(4-28):(7-13)=4-(28:7): 13_v3

e B

o (B @) o)
OBl oG ©E1E)
ORE oBE) o @)

3. Tek definicijama sabiranja i mnoZenja racionalni brojevi sti¢u pravo da
se nazivaju brojevima. I, sledstveno, da obrazuju mnoZinu racionalnih brojeva Q.
1) Dokazite da pet matemati¢kih zakona (komutativost sabiranja i mno-

Zenja, asocijativnost, ...) vaZe i u mnoZini racionalnih brojeva.

2) Na osnovu tih osobina (zakona) i onoga 3to je redeno u t. 2 pod 2) i 3), izratunajte:

el lel @ Gl () G) oG Gkl
o5 ) G GG oG G E)
o(5)5) Gk @ E)EG)E @(”( o))

5 GGG G )66 G

®
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4. Sve 3to smo ranije dokazali vaZi kako za aritmeti¢ke tako i za pozitivne
. . . . . a [ .
i negativne racionalne brojeve jer su @, b, ¢, d, m, n,... u (?), [7), ... pri-
rodni ili celi brojevi, isklju¢ujuéi nulu kao imenilac. Prema tome, sabiranje, mno-
Zenje i oduzimanje pozitivnih i negativnih racionalnih brojeva vrdi se, kako je ve¢ po-
kazano, vodedi ratuna o tome da li su rezultati (usputni ili kranjji) pozitivni ili
negativani (§ 19.6, t. 31 § 19.5).

Izradunajte:

§ 20.4. NULA I JEDAN. SIMETRICNI BROJEVI. RECIPROCNI (INVERZNI) BROJEVI

1. I mnoZina racionalnih brojeva sadrzi element nula.

1) Racionalni broj nula je (%), gde beZ, b7£0.

Zaista: (£)+(i)=(.o'y+bx ):(,bxf) :(i) .
b y by by j ,\Y
Kad nema bojaznosti od dvosmislenosti, umesto simbola (;) mozZe se

upotrebiti 0.

2) Mnozina racionalnih brojeva sadrzi 1 element jedan (%) Zaista:
) G)05)=6)
1) \y 1y ¥/
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Racionalni broj jedan (%) moze se da oznaci i simbolom ( ) gde je a
a

a

ma koji celi broj razli¢it od 0. Zaista, iz 1-a=1-a sledi (§ 20.1) ( ) (—) . Prema
tome, svaki od brojeva:

i l 17[_ _—3 —11_
(2)’ (3) (171)’ '(—3)’ (—11)’
je racionalni broj jedan, svaki od njih se moZe koristiti umesto (%)
aY(1\_(a\(Iy_(a)(=13\_ _(a
(b)(l-)_(b)(7) (b)(—ls)*”"(b)'

Umesto (%) ili (i) moze se upotrebiti simbol 1.

a

2. Mnozina Z (celih brojeva) ima vaznu osobinu koju nema mnoZina N:
Svaki ceo broj ima simetri¢ni broj.
I mnozina racionalnih brojeva Q ima tu osobinu. Zaista, ako je:

(%J ma koji racionalan broj,
onda je: (—;a) njegov simetri¢ni broj (i obrnuto).

. a —a ab+b-(—a)
Zaista, (b)+( ) ) ( o J

Posmatrajmo dobijeni brojilac ab+b-(—a),

tj. (komutativnost) ba-+b-(—a),
tj. (distributivnost) bla+(—a)],
4. (§ 195 t. 2) b-0. Dakle: (%)Jr(,’;“.):o.

1) Napisite simetriéni broj racionalnog broja:

) i (__—15). (_300).. (leOJ
(17)’ 8/ \301) 1000)'
2) Napisite simetri¢ni broj broja: jedan; nula.
3. 1) Pojam reciproini brojevi je analogan pojmu simetricni brojevi: Zbir
simetri¢nih brojeva je nula. Proizvod reciproénih brojeva je jedan. :
Prema tome:

U mnozint N postoji samo )edan broj koji ima svoj recipro¢ni broj. To
je 1 (jer je 1-1=1).

U mnozini Z svaki od brojeva 1 (tj. +1 1 —1) je istovremeno i svoj re-
cipro¢ni broj: 1-1=1; (=1-(—=1)=1

U mnozini Q racicnalnih brojeva svaki racionalni broj, osim nule, ima
svoj reciprotni (inverzni) broj.
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Zaista, ako je (%) ma koji racionalni broj, koji nije nula, onda je as%0,
pa je [—| njegov reciproni broj, jer je:
a
) (2)=(2) =1
b a ba
2) Posto svaki racionalni bro;, osim nule, ima recipro¢ni broj, celishodno

je uvesti simbol koji oznacava , . je reciproéni broj broja ... Ako je r ma koji
racionalan broj (r#=0),

(§ 20.4, 1. 2).

onda je: 1 recipro¢ni broj broja r.
T
Dakle: L
r

Znadi, recipro¢ni broj broja

. 1 S
tj. D) ——=|=1;
( j. (prema 1) s (7)
%)
. v R —8y. 1 . 1 3N L L,
recipro¢ni broj broja ( ) je ———, tj. —8::(_8)’ isli¢no.
=)
§ 20.5. CELI BROJEVI KAO PODMNOZINA (DEO)

MNOZINE RACIONALNIH BROJEVA

1. Dosad smo posmatrali racionalne brojeve (%), gde je b7~1. Medutim,

iskljudili smo samo 0, a ne i 1. Dakle » moze biti i 1. Uostalom:
W (§) )5 ()
@ (§)(G)-2—% ,
) ()=
@ (¢)(F)=0) = (%)

Ali kako moZemo protumaditi rezultate pod (3) i (4)? Sta je. (ali)

ab

T)? Prema § 19.7, t. 10, <% %

=a+b, T=ab.

To znadi da je (%) + (i) —(atb)=atbi (i) (%) —ab, 1j. celi brojevi

su specijalni racionalni brojevi, racionalni brojevi. kad je b=1.

a

Drugim recima, svaki ceo broj je jedan racionalan broj [(T), (%), npr.
-5 14

- o ] St celi brojevi Cine (jednu) podmmnoZinu mmogine racionalnih brojeva:

ZcQ.
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2. 1) To ilustrujemo i tactkama prave linije (§ 19.6):

A 1y ] 1 5
) () A o dded o @

Slika 20.1

Naime: Postoji jedna tacka koja deli duz [0,1] na dve podudarne duzi

. . 1 . M . . x
i ona odgovara racionalnom broju <) Postoje dve take koje tu istu duz dele na

tri podudarne duZi: jedna odgovara broju % , druga broju (-i—) Postoje tri tacke
koje dele duZz [0,1] na Cetiri podudarne duZi, ...

2) Oznalite talku koja odgovara broju:

@ (2 () (2 (7Y
(5)’(2)’4’(5’3’ 2}

3) Taj geometrijski poredak racionalnih brojeva sugeride relaciju poretka

(reda) u mnoZzini racionalnih brojeva: od dva racionalna broja ve¢i je onaj kome

odgovara ,,desna“ tatka. Medutim, relacija poretka se uvodi (kao i u mnoZini Z)
definicijom:

Ako su (%) i (%) dva racionalna broja
: e 2y ()= iti i e (2 £,
i ako je: (b) (d) pozitivan broj, onda je (b)>(d)’
a [4 - . . a c
(—)—(—) = negativan broj, onda je (—)<(—) .
b d A& d
-7 -2 —7 2\ (=7)-342:8  —5
. - e =t Zl=——t—"" " == dakle
Nr: ( () ( 4)+(3) 12 2
-7 =2
_.<,__ .
[==73)

3. 1) Neka su (ﬁ) i (ﬂ) dva nenegativna racionalna broja 1 neka je m>p.
n

n

Koja relacija postoji tada izmedu (’l) i (1)?
n n

Da li moe biti: (’i);(ﬁ)? Ne mode jer bi tada bilo mn—pn, tj. m=p,
n

n
a to nije, nego m>p. Znaci mn>pn, pa je i (ﬁ)>(ﬁ). Otuda:
n n

Teorema 3. — Od dva nenegativna racionalna broja (dva nenegativna
razlomka®) jednakih imenilaca velt je omaj ¢iji je brojilac vedi.

2) Analogno se mozZe pokazati da ako su (ﬁ) 1 (ﬁ) dva nenegativna

n q
racionalna broja i ako je n>g¢, onda je (ﬁ)<(ﬁ). Dakle:
n q

Teorema 4. — Od dva nenegativna racionalna broja (dva nenegativna

raglomka) jednakih brojilaca vect je onaj i je vmemilac manyi,

* Takvo izraZavanje ne znall izjedpacavanje racionalnog broja i razlomka.

274

t

. 5 3
Na primer: — > —; E<£.
7 7 9 5

3) Neka su (2] i (1) dva nenegativna racionalna broja (dva nenegativna
n q
razlomka). Tada je:
m _ mq P

1
T —, — X L (teor. 1)
n ngq q qn

pa, prema prethodnom, iz mg>pn sledi (ﬂ)>(£) .
n q
Teorema 5. — Ako su (%) i (5) dva nenegativna racionalna broja (dva

nenegartvna razlomka), onda da bi bilo (%)>(%) , nuzno je i dovoljno da bude

ad>bc.
4) Neka je (i)>(i). Sta mozete redi o (i) i (i)?
b d a d

5) Kako glase prethodne teoreme 3, 4 i 5: (1) kad je jedan od datih brojeva
negativan; (2) kad su oba negativna?

4. 1) Ponekad je celishodno posmatrati tri mnoZine racionalnih nenegativ-
nih brojeva:

(1) mnozZinu brojeva (%) kad je a<b;

(2) mnozinu brojeva (%) kad je a=b;
(3) mnozinu brojeva (%) kad je a>b.

Mnozina (2) je singleton {l}. Svaki broj mnozine (1) je manji od I.
(Nekada su to bili ,,pravi razlomci®.) Svaki broj mnozine (3) je veéi od 1 i Eesto se
prikazuje u obliku zbira jednog celog (nenegativnog) broja i jednog racionalnog
broja mnoZine (1): (%)zq—}—%, npr. (?)=4+%. Uporedite § 14.3: a=bg-+r.
Kad tu jednakost podelite brojem &, dobijate (%:q —i—%) .

Uobi¢ajeno je da se u posebnim sludajevima ti zbirovi zapisuju krade,
na primer: Umesto 3+% piSe se 3%; umesto 5—1—1% pide se 51—63; e

2) Pokaite na pravi brojeva mnoZine tataka koje odgovaraju brojevimas:
mnozine (1); mnozine (2); mnozine (3).

5. Sli¢no je kad su racionalni brojevi negativni, na primer:
~1<—%<0; —5<—4%<—4. Znadi —4%:—(4+§).

Prema tome, ako je |a|<{|—b|, onda je —1<(%)<1.

18 275



Pokazite (priblizno) tatku koja odgovara broju:

1 -1, 1 —1 776 . —9999

3 3 3

100’ 100° 1000° 10000 777 10000

§ 20.6. DELJENJE U MNOZINI RACIONALNIH BROJEVA

1. Definisali smo racionalne brojeve, jer nismo mogli odgovoriti na pitanja

kao ¥to sw, opr. (§ 20.1): 7Tx=3; 5x=—23; —8x=12. _
Da li sad mozemo? Da li postoji broj x kojim treba: pomnoziti broj 7
da proizvod bude 3; pomnoZiti broj 5 da proizvod bude —23; i sli¢no? ' .
Postoji, jer to znadi da u 7x=3 treba nesto uéiniti pa da na levoj strani
jednakosti bude 1 - x=x. A to ,,nesto* jeste (§ 19.7, t. 8 1 § -20‘.4, t. 3): PomnoZiti
leva i desnu stranu jednakosti 7x=3 (kaze se i: pomnoZiti jednakost . . .) reci-

. 1 .
pro¢nim brojem broja 7, tj.: (§ 20.5, t. 3) brojem o Tada je:

1 1
(7x)7=37,
. 1 1
tj. (asocijat. i komut. mnoZenja) (7-7)9::3-7,
1 . 1
4. (§ 204, t. 3, 2): 1-x=3-7, 4. x=3-7.

. 1
Ostaje jo3 da izratunamo proizvod 3 o
31§20.5 je (2] [+ =(22 :(1) g. 2.
Prema § 20.3 1§ 20. ;e(l)(_l)—(lq) D B
. 3 .
Kontrola: Smenimo u 7x=3, x brojem — pa imamo
: . 3
7-1: 7 -(i)=£-—-3. Znadi, zaista je x=(—).
7 1 7 1-7 A7

. 1
U sluéaju Sx=-23 je (5x)-;=(—23)~

— —1
U slucaju —8x=12 je (—8x) (—;):12(——),
—12 . 4=\ (=3
o- Ee x:(T)_(7 '
. -3 —8\( —3 24\
1 zaista: (—8) (—2—)2(—1—) (TJZ(T)—IZ'

2. 1) Jedna posledica toga je postupak za mnozenje celog broja i racionalnog
broja oblika (i) ili ( "-), gde je g pozitivan ceo broj:
: q q

i)(L)Z(i), 4. alotl =2 (m a.—_lz;l_.a:;a_),
1/\q q q q q q q q
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Odatle sledi: (%)(ﬁ):(ﬁ), tj. a-ﬁzﬁ.azﬂ)
q

q q q q
.. P 1 1
jer je, na osnovu prethodnog: —=p - —=—-p,
q 7 ¢ v
pa je a-ﬂz(a-p).lzﬁ,- ili !L.a:p.(L.a):p,i:ﬁ
q 9 g q q q q

Na primer: (—3) (%):(I—il)’ (—5)(_4) = 1_81
.4 : - -7
2) Izrapgna)te: 7(—3); (—12) (—65); (~25—)(—5).
3. 1) Druga posledica jeste:
Odrediti broj koji treba staviti umesto slova x u
rIX=Ty
znali (prethodna tagka) podeliti broj r, brojem r, (gde r, i r, oznalavaju ma koja

dva racionalna broja). A [opet prema prethodnom (t. 1)] podeliei broj v, brojem r,
znalt isto $to i pomnogict broj vy reciprocnim brojem broja ry:

[5):0)-6) (%)

R
o (FHDE )

jer se (razumljivo) zmnak rezultata deljenja odreduje prema pravilima (4) 1 (5)y
§ 19.6, t. 3.

Specijalno, ako su brojilac i imenilac racionalnog broja pozitivni, ili nega-
tivni, racionalni broj je pozitivan. Ako je jedan od njih pozitivan a drugi negativan,
broj je negativan, na primer:

—13 13Y... —13 13 13 —13Y ... 13
(S = (=)
—14 14 —14 14 —14 14

14

U svakom slucaju, kad delilac nije nula, deljenje u mnoZini racionalnih
brojeva je wvek mogude.
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2) Izratunajte:

G)E)y 53 e v
(-4 (-5) s ()
3) Izratunajte:

3¢ Sa 20 2 8 (4N 8 4 Sa Sa
2 ( ).; 3 (9)’ »® oy 76 14b°
;

7 3
DY (LY, (L)L
4, 1) Neka su, kratkoce radi, @ i b dva racionalna broja i neka j

tvrditi o broju % u uporedenju sa a i sa b?

4 2

e a<b. Sta

moZemo
atb _, a_b_a b _ab
G, T T T 2 2
j at tivan broj, 1 ath S
I kako je a<b, 5 je negativ b U
. - . . .. a+b
b— atb —b——i—iz——z pozitivan broj, tj. ——<b.
2 2
a+b
Znadi: a< <b.
. atb ite brojeve:
Neka je =a,. Uporedite brojeve:

. a,+b .
a+a1 1a, i’tﬁl (11; 1 ! 1b.
2 2 2
Tako mozemo produZiti neograni¢eno, $to dokazuje da ima beskonacno
mnogo brojeva vecih od @, manjih od 5. Otuda:

Teorema 6. — Izmedu dva ma koja racionalna broja ima beskonacno

] f jonalnih brojeva.
mmnogo {koliko god hoéemo) raciona - . . ' )
To zn:u“:i da su na pravi brojeva (sl. 20.1) tatke koje odgovaraju racional

R . o . > . 3
nim brojevima svuda guste. Zato se i kaze da je mnozina racionalnih brojeva ,,soud

$to nij ¢aj Zinomi celi i sinom prirodnih brojeva).
gusta™ ($to nije siucaj sa MNOZINOML celih, pa dakle ni sa mno p irod

a-+

je aritmeti-

Broj atb zove se aritmetitka sredina brojeva a ibd.
2
@+t 1 pako dalje.
2

¢ka sredina brojeva a i
7 : " 3 “h od

— . Odredite osam brojeva veéih od 5 a ranjth 0 7

4

1 . 10
(2) Odredite pet brojeva vecih od Y a manjih od — 5

3
Primeri: (1) Neka je a=—2—, b
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2) Cinjenica da su racionalni brojevi svuda gusti omoguéuje merenje,
omogucuje da svakoj veli¢ini korespondiramo broj sa kojom hocemo tanoscu.
To ¢éemo videti u § 24.2.

3) Iz iste &injenice (da su racionalni brojevi svuda gusti) moglo bi se za-
klju¢it da svakoj tacki prave brojeva (sl. 20.1) odgovara racionalni broj i obrnuto.
To medutim nije tako. Iako su racionalne tacke vrlo guste, ima i mnogo (besko-~
naéno mnogo) tataka kojima ne odgovaraju racionalni brojevi. To ¢emo videti
u § 21.7.

20.7. RAZLOMCI I RACIONALNI BROJEVI
(REKAPITULACIJA)

Tako se iz prethodnog jasno vidi razlika izmedu mnoZina raznih vrsta bro-
jeva, ipak je neophodan jedan uporedni pregled:

1. Ogranicenost, ili nezatvorenost, deljenja u mnoZini N, pa dakle i u mno-
Zini Z, nametnula je uvodenje novih brojeva, uvodenje razlomaka. Razlomak je,
s te tacke gledista, oznaeno deljenje dva prirodna odnosno dva cela broja. (Npr.

% je oznaleno deljenje broja 10 brojem 5,% je oznaeno deljenje broja 3 brojem
8~ je oznaeno deljenje broja —4 brojem +7, ili broja +4 brojem —7, ird)

Svaki razlomak je, dakle, uredeni par celih brojeva vezanih relacijom

,» - - - treba podeliti brojem ...« ili , ...je podeljen brojem...“ Simbolima
izrazeno: Va,beZ b0 %.

U § 22.4 videc¢emo kako se nenegativni razlomci koriste pri izraZavanju mera
veli¢ina, ali s obzirom na izomorfizam operacija u N i Z+ (§ 19.6, t. 1) u teoriji se,
prvenstveno, operi§e uredenim parovima celih brojeva. (Videti i ovde t. 5.)

2. Mnozina razlomaka je podeljena na klase ekvivalentnih razlomaka (tj.
relacija ,, . .. je ekvivalentan . ..“, koju smo oznalili sa , >~ vr§i particiju mno-

Zine razlomaka). Svaka od tih klasa zove se racionalni broj. Jedan racionalni broj je,
na primer:

iz 3 100
32 6, 9)'--’ 300,...
i 56 49000
drugi je ey ey ey
i To40’ > 35000°

3. Umesto da operiSemo klasama, tj. neograni¢enim mnoZinama ekvivalent-
nih razlomaka, mi operiSemo njihovim predstavnicima. Predstavnik klase, racio-
nalnog broja, moZe biti svaki njen, svaki njegov element. Jer, rezultati operacija
racionalnim brojevima ne zavise od predstavnika. Medutim, lakSe je raditi svedenim
(reduciranim) predstavnicima i zato se njima, kad god je to moguce, pribegava,
a i kona¢ni rezultati se, po pravilu, reduciraju.

4. Kao simbol racionalnog broja uveli smo (%) gde je % bilo koji njegov

razlomak, po pravilu svedeni. Medutim, po$to su rezultati operacija racionalnim

M . a C P . . . .
brojevima (;) s (;) ey (—) , . .. tkvivalentni rezultatima operacija razlom-

y
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. a < . ™ . . . . - v
cima FEAVLAREE 10 se u praksi operiSe ovim poslednjim, tj. razlomcima (§to razum-
liivo smanjuje opStost ali je manipulativnije). U praksi se i simbol , ~* zamenjuje
. « 28 64 . e . .
simbolom ,,=*, npr. —=—— To nije pogre$no jer oba simbola oznacavaju isti broj,

35 80

Ii pojmovno treba praviti razliku izmedu “=,, i “=,,, npr T_oT 12
o) P TSR 2 12 127360
5. 1) Mnozina Z celih brojeva je-, prosirena® mnoZina N prirodnih brojeva.
(Cesto se kaZe da je N podmnozina mnoZine Z, §to se, § 19.6, kao i progirenje,
formalno prihvata.) To je proSirenje nametnula ogranilenost, tj. nezatvorenost

mnozine N u odnosu na oduzimanje.
2) Mnozina Q racionalnih brojeva je profirena mnozina Z celih brojeva.
To je prodirenje nametnula nezatvorenost mnozine Z u odnosu na deljenje. Mno-
Zina Z je ,defakto“ podmnozina mnoZine Q. Drugim re¢ima, celi brojevi su speci-

jalni racionalni brojevi: kad je u (%) b=1 ili kad b|a. U stvari, celi i racionalni

brojevi imaju mnoge zajedni¢ke osobine:

(1) Svih pet zakona (komutativnost i asocijativnost sabiranja i mno-
Zenja 1 distributivnost mnozenja u odnosu na sabiranje) vaze i u mnoZini celih i u
mnozini racionalnih brojeva.

(2) I mnoZina celih i mnoZina racionalnih brojeva sadrZe neutralni
aditioni element  0(84-0=0-+8=8, %+0=0+% 0) i neutralni multiphikation:

1 Ly - 1

/ t 1{(=8) - 1=1-(—8)=—8, | ——}|-1=1|——|=n——]|.
o 11 (= (4] 11 ()

(3) Osim nule, svaki ceo broj i svaki racionalni broj ima svoj simetri¢ni

. 1 1
broj [ (= +(+8)=0, (—7)+(+5]=0]"
Jedna jedina razlika koja postoji izmedu celih i racionalnih brojeva je $to,

osim nule, svaki racionalni broj ima svoj reciproni broj, a nijedan celi broj nema
svoj recipro¢ni broj (koji bi bio ceo broj, inace recipro¢ni broj, npr., broja —13

. i
e = E)'

3) Vazno je primetiti da se i celi i racionalni brojevi mogu definisati kao
uredeni parovi prirodnih brojeva i to:

(a, b) je ceo broj ako oznacava razliku prirodnih brojeva a i b, tj. a—b; -

(a, b) je racionalni broj ako oznacava koli¢nik deljenja broja a brojem b.

Pri tome:
(1) (a, ) i (¢, d) oznadavaju isti ceo broj ako je a+d=b+c;
(2) (a, ) i (¢, d) oznacavaju isti racionalni broj ako je ad=bc.
Grafitki prikazane te definicije izgledaju ovako:

Ty X%
(1) (a,b) = (c,d) (2) (a,b)=(c, d)
LS LX—}

Navedite primere.

* A mo¥emo reéi da je nula sama sebi simetri¢an broj.
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' 4 U sWari, svaki ceo broj predstavlja klasu ekvivalentnih razlika pri-
rodnih brojeva, a svaki racionalni broj predstavlja klasu ekvivalentnih kolic¢nika
celih brojeva, razlomaka. )

. 5) Na osnovu prethodnog sve dosad prougene mnoZine brojeva mozZemo
prikazati $emom:

Mnpozina racionalnih bro-
jeva zatvorena u odnosu
na sabiranje, muooZenje,
oduzimanje i deljenje.

MnoZina nenegativnih

racionainih brojeva (nije

zatvorena u odnosu na
oduzimanje),

Mnoiina celih brojeva
nije zatvorena u odnosu
na deljenje.

Mnozina prirodnih bro-

jeva mijc zatvorena u od-

nosu na operacije oduzi-
manje i deljenje.

Shika 20.2

6. 1) Zadto se N, + zove komutativni monoid ?
2) Je li Z, + komutativna grupa i za$to?
3) Zasto je Z, — nekomutativni grupoid ?
4) Zasto je Z, — (ili Z, x) komutativni monoid ?
5) Z, + je komutativni prsten koji sadr#i element jedan. Zaito?
6) Da li je Q, -+ komutativna grupa?

7. Za¥to je mnozina racionalnih brojeva svuda gusta?

§ 20.8. JEDNACINE I NEJEDNACINE

1. Jednakost x+-7=3 oznatava pitanje: Koje brojeve zamenjuje slovo x?
Tako (kratko) pitamo kad veé znamo dosta o jednakostima slicnim napisanoj.
U stvari, jednakost x+7=3 oznatava (kratko izraZen) zahtev: Nad (odrediti,
ieracunari) sve brojeve umesto kojih stoji slovo x (sve brojeve koji dine da leva strana
Jednakosti oznalava isti broj koji oznalava i mjena desna strana) (§ 1.4).

Takva se jednakost zove jednacina.
U op$tem obliku ona glasi: x+b=a, ili b+x=q,

gde su a 1 & racionalni brojevi, i njeno resenje je x=a—b,

Kako se dobija to regenje?
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Dodaje se kao sabirak, na osnovu poznatih teorema, levoj i desnoj strani
napisane jednakosti simetri¢ni broj broja b.

2) I jednadine: x—b=aib—x=a
su istog oblika (istog tipa) i refavaju se na isti na¢in: U slucaju b—x=a, mloZe se
dobiti negativai broj x: —x=a—b. Tada je (glava XVI) —1(—x)=—(a—b) ili
(—x)(—D=..., x=—(a—b).

Na primer: (I) 8+x=35,

84+x—8=5—-8
(8—8)+x=5—8, x=—3.
I zaista: 8+(—3)=5
@2 2L
7 14 14
2 2 9 1 2
7T T T
9 1 2
tj. (komut. i distributivnost, ili § 12.3) —x=— (E _11 7) s
9 1 4 14
U. TRV ik vaats
4 14 10 9 1

. 2
Zaista: ——]l=—— —=——=— — ——
7

9 1 2
N ta distributivnost glasi: | —+-—+—=|(—1-
pomenuta distributivnost glasi (14+14+7)( )

3) Jednatine x4+b=a i x=a—>b su ekvivalentne zato $to se druga dobija
iz prve ili prva iz druge (primenom dopustenih ,transformacija*, tj. primenom
poznatih teorema), pa, prema tome, slovo x stoji umesto istih brojeva. Ekvivalent-
nost se izraZzava na poznati naéin:

x+b=a & x=a—b.

Na primer: (1) 94x=7 & x=7—9
2) 2—x=T<ox—2=—Tox=—T+2
3) —2—x=—1c '
@) x—15=0<«
5y x—2=-5& Dovriite.
6) 2—x=a<x
(N —at+x=b<x

2. Drugi tip jednadina je bx=a.
Tada je (§ 204 i § 20.6) (bx) -%:a.

' 8
Na primer: —13x=38, (—13x)(—1—)=8(—L), X=——"
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U slutaju 3x+18—x=2 imamo:

3x—x+18=2 [komutativnost]
tj. (3—1) x4+ 18=2  [distributivnost]
1. 2x+18=2
tj. 2x+18—-18=2—18
4. ‘ 2x=—16, t. x=—16-%:——12—6—=—8.

Znali, 3x+18—x=2 se, primenom op§tih osobina, napiSe u obliku
2x+18=2, a zatim:
16

2x+18=2 & 2x=—16<:>x=—_:2_:—8.

1) Nadite brojeve umesto kojih stoji slovo x u:
) 3x—13—-Tx=17; (2) 5x—17=349x;

(3)1 3x=1-—6 1' (4)4+5—5 6.
3 X = x+§, X E—S X,

2) Sastavite i sami primere i reite ih.

21
3) Koji zahtev oznafava jednadina — = —3?
x

Izracunati delilac kad su dati deljenik i koli¢nik.

3. 1) Sta zna&t a<3? To je tvrdenje da a oznalava svaki broj manji od 3.
Da li umesto g moZemo staviti: 2; —2; 0; —100; 5; 3+%?

v ’ v . L 1 1 573 5
Sta oznatava b>—1? MoZemo li staviti: b=— —; ——; ———; 5
2 5 574 4
1; 11;...?

2) Neka a oznacava samo cele brojeve. NapiSite mnozZinu brojeva koje
oznacava a u sluéaju: (1) 3<a<<10; (2) 3<a<10; (3) 3<a<10; (4) —1<a<5;
(5) —1<a<3; (6) —l<a<l; () —l<a<l; B) —ll<a<l]; (9) 15<a<16;
(10) —3<<a<—2. ’
3) Slovo x ozna¢ava ma koji broj intervala [0, 1]. NapiSite deset brojeva
1

. ‘1 7 3
koje oznatava x. Moze li da bude x=—; —; ——; —?
9 10 1000 2

4. 1) Sta oznalava x+5<3?

Oznatava zahtev da se odrede svi oni brojevi koji stavljeni umesto slova x
¢ine da x4 5 (leva strana nejednacine) bude manja od 3.

To se moZe odrediti ,,intuitivno® (prema pravilima sabiranja racionalnih
brojeva). Naime, posto je 5>3, x ne moze da bude ni pozitivan broj ni nula. Ali
on ne moze da bude ni —1 (jer je —1+5=4>3) ni —2. Umesto slova x moze da
stoji svaki racionalni broj manji od —2, tj. reSenje napisane nejednacine je x < —2.
Zaista: —2+5=3, a —(2 +%)+5:3—1L0<3.

Takvo rasudivanje je neophodno pri refavanju svake nejednacine. Inace
moguce je (§ 19.6, t. 9) ,dodati“ i levoj i desnoj strani simetri¢ni broj broja 5.
Tada je: x4+5—5<3-5, 1j. x<<—2.
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Uopste (1) ako je x+b<a, onda je x<<a— b;
(2) ako je x—b<a, onda je x<a+b;

3 x+b>ao x> ..
4 x—b>a&Sx>.. .
(5) b—x<a & x>b—a;
(6) b—x>a&Sx... .

2) Odredite mnoZinu brojeva koje zamenjuje slovo:
(1) x—3<—35; @) —T7+a>-—1; (3) 4—y>5;

3
4) 8—zx<2; (5) 3—x—7<10~(12—|»ﬁ).
5. 1) Sta oznacava 4x>12?
Oznacava zahtev: Naéi sve brojeve kojima treba pomnoZiti 4 da proizvod

bude vedi od 12. Redenje je ocigledno x>>3. .
Ono se moze dobiti i na osnovu § 19.6, t. 9, § 20.4, t. 31§ 206:

(4x) - -—-> 12 - ’->x> 3.

2) Odredite mnoZinu brojeva umesto kojih stoji slovo:

3 . w12 71
(1) 5x4+7>2; 2 ?y—8>— 3 3 Zy 5 10
5 ¢ o3, 8 41
(4)Tz~—Zx/ 5 ()gy EERTEARTE
. « a
3) Uopéte: ako je bx>a, onda je x>;;
bx<<as ...
§ 20.9. VEZBANJA I ZADACI
. . 23 2323 232323 @ 173 173173
1. 1) Dokazite da je: (1) 55 = 5555 = 505999 * 999 = 999999

2) Izratunajte broj umesto kojeg stoji slovo:
23 x ¥ 63 112) (27776)' (99072)_(256)
TaTa62’ ea6 - 19’ (43 =) 2 493

2. ne {2,3,4...3=N>.{0, 1}. PokaZite da su:
n—1 n 2n+1
;0 (2 ; (3
ey . ()n-H ()2n<n+1)
svedeni (reducirani) predstavnici odgovarajuéih racionalnih brojeva.

o] o
3. Kako treba izabrati ne N \{0,1} pa da i bude sveden predstavnik racionaloog
n

broja?
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4. Koliko se celih brojeva moze dodati i brojiocu i imeniocu datog (svedenog) razlomka
pa da se on ne menja?

5. 1) Nekaje %= Pokatite da je ~10 — ¢
. e —=—. Pokazite da je =
eka j 5= d i j P
a
2) Neka je dat razlomak I Sastavite razlomak i; 3 kad je dat zbir x+y=s.
Yy
. a 188887
Primer: — s=108,
T 109
x a
3) Dat je razlomak Z Sastavite razlomak ——;; kad je data razlika x—y=d.
y
. a 195
Primer; —=——, d=30.
b 117

6. Izracunajte: l)(3 (—5—) 2 > +——2 ;0 (3 25 7).
racunajee: ( 77)+ 121)° (‘)(44990) (8998)’ ()(E)M(EI)’
oS5k o GHE)
v/ \2/) /) \4
7. Izratunajie broj umesto kojeg stoji slovo:
: 4 x\ 3 2 x 8 3 x 5
o3 @) o (2-E-3)
I&m,t.liIS.zlél AT 2b ” Sy
s o5) () @ () (T o (5)(T) @ (G5)(5)
© (5)(5) o5} 5)E) @ G)HE)E)
. 1 2 1 4 1 8 1 28+
womenen 3} () (3} () () (5105 -}
1 1 2 1 4 1 2" 1
Pokazite da je M, e komutativna grupa.
2) Isto za mnoZinu:
e 5 GG - ()
1 1 P 1 p? " 1
161 . (41 4y . (16 7). (8
10. Uporedite brojeve: (1) (T) i (—7—), (@) (_3_) i (——), [©)] (———) i (—),

o515 o) (5)

11. Izracunajte Sest brojeva koje oznacava slovo:

D 2<a<£' 2 < & LAl 3 18
0 Jercthi () cr=(2) o (2)<w<(2)

1
12. Napidite reciprom broj broja: — 5; —3;p; —1; —111.

e 2}

) 3 9 6
13. Nadite najmanji ceo broj koji podeljen brojevima 3 E i 55 daje cele koli¢inke.

a ¢
14. Neka je dat reducirani broj s Nadite opsti oblik reduciranog broja 7 tako da pro-

. a ¢ oo . . ¢ .
izvod T2 bude ceo broj. Koliko ima tih brojeva 7 ako je | ¢ | < | d|? Navedite primer.
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¢ .
15. hid kao pod 14. Nadite opsti oblik reduciranih brojeva 7 tako da je 2
b

16. Resite, u mnoZini Z, jednadine:
(1) [2—(x+4)=6; 3) 24=13+(x—13);
Q) 7-{(1—x—13]=—13; @ 7—-(T—x)—13=-—13.

17. Resite jednadine:
(1) a=bc—x; ) x+ac=ab+c);
@ T—y=y-3; (5) 8+n=18—n.

3) ac—x=c(a+b);

18. Redite u binarnom sistemu brojanja:
(1) x+111=1101; (2) 101 —x=111; (3) x—100=110"10.

19. Napisite dve ekvivalentne jednacine ove jednacine:
(1) —x—a=b; (2) =5=—4+x; (3) 5=—x+1970.

20. Napi$ite mnoZinu brojeva koje zamenjuje slovo x u:
(1) 6<12—x<9; (2) x<4<10—x; @) T—x<x-—-3.

¢ a .
— : —=ceo broj.
b

GLAVA XXi

DECIMALNI BROJEVI. NERACIONALNI (IRACIONALNI)
BROJEVI. NIZOVI I REDOVI

§ 21.1. DECIMALNI BROJEVI

1. 1) Brojevi 1 10 100, 1000, 10000, . ..

ili, u obliku stepena, 10° 10t 102, 103, 104, ...
zovu se, u dekadnom sistemu brojanja, dekadne jedinice.

2) Prosti ¢inioci (svake) dekadne jednice jesu 2 1 5, npr.:

10=2-5, 100=22 - 5%, 10000=2% - 54,

Uopéte je: 107=2n - 57, neN.

To je poznato. Uostalom:

10n=10-10-10...10=(2-5)-(2-5)...(2-5)."

n Cinilaca 10 n Cinilaca 2 i
n Zinilaca §

. 7 —13 9 523 —5029
razlomak. Na primer: —, ——, ——~, ——, ==
10 100 1000 10 104

Uopste, 1%.", ceZ, ne N jeste decimalan razlomak.

, ... sudecimalni razlomci.

2. 1) Neka je —: proizvoljan razlomak. Pitanje koje se odmah postavlja jeste:

Postoji li ekvivalentan decimalan razlomak, tj. postoji li razlomak lcvtakav daje

a c

—= ?
b 107
U nekim slu¢ajevima je odgovor potvrdan. Ali samo u nekim, na primer:
20 7 75 35 .20 35 7 35 7 70

¥ —c o~ 5 1. o ; — , —— -, ali ni 300 ni 600 nisu
60 20 20-5 100 60 100 60 300" 60 600
dekadne (nego viSestruko dekadne) jedinice (300=100-3, 600=100-6), pa

35 . 70 . . . [ | .. .
—— i —— nisu decimalni razlomci, tj. — nije decimalan razlomak.
300 600 60

Otuda problem: Nadi nugan i dovoljan uslov koji treba da zadovoljava

svedeni razlomak £ pa da postoji decimalan razlomak 1;" takav da je ﬂ; o
q q
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2) (1) Dopustimo prvo da je ==

q 107"
. 3 15 Uopite 2 c
e pSte = X —.
Na primer: -5 =750 10
Tada je § 20.2, teor. 21 t. 4, 2:

A to znadi da ¢ | 107 (g deli 107), t]
g sadr#i samo one proste &inioce koje
sadrzi 107, tj. (tatka 1, 2):

q=2h - 5%, h, ke N.

A to znaéi da 20 100, to jest,
§ 18.5, da 20 sadrzi samo one proste
&inioce koje sadrzi 100, g. (r. 1, 2):

15=3-5, 100=20-5. ‘ c=mp, 10%=myq.
20=22- 5. |

c .
Dakle, ako postoji decimalan razlomak o ekvivalentan svedenom raz-
lomku ’;, onda su ¢inioci imenioca ¢ samo 2 1 5.
q .

(2) Neka'je obrnuto svedeni razlomak ? takav da su ginioci imenioca ¢

q
. . PP
samo 2 i 5, tj. neka je: T h, ke N.
Tada su mogudéa tri slucaja:
Prvi sludaj: A<k
. 7 7 | L p
! — : opste — = h<k.
Na primer T ) Uop s N
Pomnozimo (§ 20.2, teor. 1) brojilac Pomnozimo (§ 20.2, teor. 1) brojilac
i imenilac brojem 2% pa je i imenilac brojem 2%-% pa je
.7 ~ 7'22_.__ 28 p_ P - p.zk—h :p_-zk"hz ¢
250~ 2.52° 10% ;# oh.Sk-T 2k Sk.2&—h  2k.5k e

p-2*h=c, h=n.

Drugi slu¢aj: k=h. Tada je dat svedeni razlomak decimalan razlomak.

isra: 2= P °_ ode je, otigledno, p=c, h=k=n.

Zaista: - = TR gde je, ofig , P=C,

Treéi slucaj: h>k.

i 18 _ Uopite, 2=—L—, h>k.

Na primer 200 B PR -k .
Pomnofimo brojilac i imenilac bro- Pomnozimo broulac i imenilac bro-
jem 5, pa je: jem 5%, pa je:

13 13 _13:5 _ 65 b b . pSk _pSih_ c

200 252 25 10 g 2h.5kT 2h.Sk.Shmk  2h.5h 107

p-5h k=, h=n.
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Dakle, kad god je svedeni razlomak ? takav da e ?_ —,
. q q 2h.5k

decimalan razlomak T(C)"— takav da je 2~ # Pod (1) je dokazano da je uslov g=
q

uvek postoji

=215k nuzan, a pod (2) je dokazano da je on i dovoljan. Otuda:
~Teorema 1. — Nugan i dovoljan uslov da postoji decimalan razlomak
ekvivalentan datom svedenom razlomku - jeste da su prosti fimioci imenioca samo
q9

brojevi 2 1 5. r G
Simbolima izraZeno: = ¥ — & g==2%- 5%, h, k, ne N.

q 10"
3. 1) Mnozina, klasa ekvivalentnih razlomaka:
2 2 3p k.
q b 2(1 3 3q ) MR ] kq > -

zove se (glava XX) racionalni broj. Ako ona sadrZi jedan decimalan razlomak
ﬁ, taj se broj (ta klasa) zove decimalni broj. Znali:

Ako je jedan od elemenata (Elanova) racionalnog broja decimalan razlomak,
racionalni broj zove se decimalni broj.

2) Razuniljivo je da ako jedan racionalan broj sadrzi decimalni razlomak

c .. . . c-1gn
—, on sadrzi sve decimalne razlomke oblika — .
107 10n+m

3) Isto tako, razumljivo je da su svi celi (pa prema tome i svi prirodni)
brojevi decimalni brojevi, jer, pre svega, 1 je dekadna jedinica (1. 1, 1), a zatim,
svaki ceo broj @ moze se napisati u obliku decimalnog razlomka %—.

Na primer: 37;ﬂ; 3700

10 100

Otuda inkluzija (§ 1.7): NcZ<Dc<cQ,

gde N, Z, D i O oznaCavaju respektivno mnoZinu prirodnih brojeva, mnozinu
celih, mnoZinu decimalnih, mnoZinu racionalnih brojeva.

- . , . . 1 3 1 9 3 13 9
4. Napiite ekvivalentni decimalni razlomak: —2— — = ;o — P

' 5757 257 327 1257 807 120°
17 28 300 21
400° 625 2500 ° 2400

7 3 1117
5. Napisite ekvivalentni decimalni razlomak u slu¢aju kad on postoji: —; ——; —; —;
8 14 50° 22
97 97 97

160 60° 280
§ 21.2. PISANJE (I CITANJE) DECIMALNIH BROJEVA

1. 1) Prirodni, pa dakle i celi brojevi pisu se (§ 15.2). u obliku polinoma
i na pozicioni na¢in. Pri tome interveni$u, u svakom sistemu brojanja,

) osnova x=10, njeni stepeni x"=10"
i cifre koje se uzimaju iz mnozine {0, 1, 2, 3,..., 9, a4, B,...}.
19 Moderna matematika ’ ' 289



Na primer: y=3x5+xi+4x?4 2x 44, y=310424,

pa ako je:
x=7, onda je y=3 T5+T7"40- 73447242 - T4+4=310424,,
x=35, onda je y=3-54514+0-5%+4 - 5242 - 5+4=310424,,
x=10, onda je y=3-1054+10%+4 - 10242 - 104+4=310424,,.
2) Za pisanje decimalnih brojeva, u stvari decimalnih razlomaka (pred-

stavnika decimalnih brojeva), koristimo (u svakom sistemu brojanja) razlomak

L 4 j tepene LI
=3 o njegove step N o

. . .
Razlomak — 1 svi njegovi stepeni
x

(A1 1 (111 173
[U' (?) _?_W’(x)#x“ 1047 xJ

zovu se decimalne jedinice, 1 to:
1

[§ 20.3, t. 5] i, razumljivo, cifre.

L je decimalna jedinica prvog reda;
10

(_l )2= . je decimalna jedinica drugog reda;
102 100

s

(—1)3= B Sp. je decimalna jedinica treceg reda;
10% 1000

r

i tako dalje.

Svaka decimalna jedinica je 10 puta manja od decimalne jedinice (nepo-
sredno) prethodnog (viseg) reda:

PP (A b b s L1 .
(?)z(:) T T Y Yo 100

1 1\8
debioy Loom Lo(Ly
105 10* 107 108 10 /.

Kako je i svaka dekadna jedinica 10 puta mgnjg odv_prethvodnog viSeg reda,
usvojeno je da se i decimalne jedinice pi§u na pozicioni nacin ta¢no kao dekadne.

Na primer, broj: 1044103+ 102+ 104-1

piSe se na pozicioni nacin ovako: LI,

¢ ¢ j 10°=1000, 1 na treem mestu
1 na Cetvrtom mestu zdesna oznaCava broj 1 I > T
(pzadesna) oznacava 10°=100=1000:10 (tj. 10 puta manji broj nego | na etvrtom
mestu) 1 tako dalje; 1 ] 1
broj: JO4+103+102+10+1+E+E+E
. . T 1 . d
pide se po istom principu, tj. decimalna jedinica T pi§e se desno od dekadne

ini i jedini Lol i 'djnicei jer je 10
jedinice 1, decimalna jedinica e 1Eplse se desno od je o (j
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. . 1 . P P 1 1 .
puta manja od E)’ decimalna jedinica treCeg reda 0 " Tow pise se desno od

decimalne jedinice drugog reda, jerje, ..., itd. A da bi se znalo gde se zavriava
pisanje dekadnih jedinica, ili, $to je isto, gde podinje pisanje decimalnih jedinica,
stavlja se zarez (decimalni zarez) izmedu dekadne jedinice 1(=10% i decimalne
jedinice prvog reda %. Dakle:

1 13\2 1\s
W00+ 1024 104+ 1+~ () (L V=11 111,11
+10+ 10410+ +10+(10)+(10) LI
- 1 1 1
1 1000041000+ 1004104+ 1+—+——+—L 1]}, 11].
H + + +10+ +10+100+1000 ! :

Iz toga sledi da se (same) decimalne jedinice moraju pisati ovako:
1

E:o,l [jer je broj dekadnih jedinica 0];

1 1 .

—=—=0,0 $ ?];
100 0,01  [$ra pokazuje 0 posle (levo od) zareza?)
L L 0,001 [Zasto?].
103 1000
Uopite: Lo 1 600, 0L

107 100...0 RS —

—_—— n—1 nula

n nula

3) Brojevi 30=3- 10, 700=7 - 10%...,5000..0=5-107, ... su vige-
struke dekadne jedinice, pa, na primer, u 7308, cifra 7 oznacava broj 7000 (=7 - 10%),
cifra 3 oznalava broj 300, itd.

Brojevi:
2 1 9 1 1\2 7 1 5
=2 —=9. = | =T, ..., =, ...
10 107 100 100 10 1 000 108 10"
su videstruke decimalne jedinice 1, na pozicioni nadin, pidu se analogno pisanju

videstrukih dekadnih jedinica, tj. svaka visestruka decimalna jedinica piSe se na
mestu odgovarajuée decimalne jedinice. Dakle:

2 _o,2; i:9(¢)2:o,09, .., L —000.. 07
10 100 1

10 or T
n—I1 nula
Prema tome je, na primer:
4 1 9
1D 2104710243 10+6 4 — + . ———=2736,419;
W + + ++10_‘_100+1000

7 3 6
(2 5-10“+2-]0+8+E— + e + — =50028,7306;

100
3 @ 29537 2-10%49-10°+5-10°4+3-10+7
( 5 1000 1000 -

5 3 7
=2:00+9+— +—— 4 [§14.2,1.15,it. 12
++10+100+1000[§ ’ ]

= 29,537,
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¢ 29308 2%-10%+9-10%43-10°+8

@ 5= 10 000
9 3 8
=2 — 4 — 4+ =2,9308;
t0 0 T io
50047 5 7
sy L2 30T S T 60057,
7108 10t 100 108

2. Napisan na pozicioni.-na¢in decimalni broj se, dakle, sastoji iz dva .,,dela“f
levi ili ,,celi deo“ (levo od decimalnog zareza) je prirodan, odnosno ceo bro.j_; desni
ili ,,decimalni deo“ i njegova ,apsolutna vrednost” (§ 19.7, t. 7) su manji od 1.

Svaka cifra ,,decimalnog defa® zove se decimala, i to: prva (odmah posle
zareza), druga, treca, ... decimala.

3. Decimalni broj se Cita, na primer:
17,38=17 i 38 stotih (ne 17 ,celih“!), ili ¢e8ée: 17, zarez, 38;

0,056 = nula i 56 hiljaditih, ili ¢e$¢e: nula, zarez, nula 56 (ne ,nula
celih®);

0,004=4 hiljadita ili: nula, zarez, dve nule, Cetiri;
5,7043=5, zarez, 7 hiljada Cetrdeset tri.

4. Svaki decimalan broj je racionalan broj, pa se mozZe napisati u obliku
razlomka. Na primer:

403=29 . 5031 2031 b 0007=
“T 00 T 10000 100
56 14 6048 756
0,56=— = ——; 6048=— =, ...
100 25 1000 125

5. Dati razlomak napisite u obliku decimalnog razlomka i obrnuto (. . . u obliku svedenog
razlomka): ; ' o7
1—; —; 8,03; 0,534; —; 62,005; 0,00004;
20" 400 64

4 6
——3 0,25; 0,75; ———; 0,00055; 0,6225.
125 3125

§ 21.3. EKVIVALENTNOST DECIMALNIH BROJEVA.
UPOREDIVANJE DECIMALNIH BROJEVA

izraZava se

1. 1) Uslov ekvivalentnosti dva decimalna razlomka 1%" i

ovako (§ 20.1):

10m

[

Lox Lo 10m=c" 10"

107 10™
Pretpostavimo da je m=n i podelimo obe strane jednakosti brojem 107:

¢ 10m—n="
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v . R . c . .
Znadi, brojilac i imenilac razlomka o moZemo napisati ovako:

¢=c-10m-n,  10m=10" - 10m-n, .
odakle se vidi da se oni dobijaju mnoZenjem brojioca i imenioca razlomka ﬁ

jednim istim brojem 10”-", §to i mora biti prema teoremama 1 i 2 prethodne
XX) glave.

Obrnuto, pomnozimo brojilac i imenilac decimalnog broja # proizvolj-
nom dekadnom jedinicom 10 (p € N)\ {0, 1}. Dobijamo (teoreme 1 i 2):
¢ c-10°

i~ . Otuda:
10" 107102

Teorema 2. — Dwa decimalna razlomka su ekvivalentna ako su brojilac
1 imenilac jednoga ekvimultiplumi brojioca i iménioca drugog, pri Cemu je zajednitki
mnogilac dekadna jedinica (stepen broja 10).

Na primer: 3—7;&,
100 100 000
0,37~0,37000, ili prostije 0,37=0,3700;

2019 201900
1000 ~ 100 000°

2,01922,01900, ili prostije 2,019= ...
Obrauto:  0,2500=0,250=0,25;  27,0804000=27,0804.

$to se pise

§t0 'se pise:

2) Iz toga sledi:

. (1) Decimalni broj se ne menja ako mu se dopisu ili izbrisu nule pbsle
poslednje decimale koja nije nula.

(2) Najprostiji (reducirani) decimalni broj dobija se brisanjem svih
nula posle poslednje decimale koja nije nula; 0,401000 se, na primer, upro$c¢ava
ovako: 0,40]. .

(3) Vise decimalnih brojeva svodi se na zajednicki imenilac tako §to se
dopisivanjem nula udini da svi imaju podjednako decimala. Na primer:

7
——=0,007 ————=0,007
1000 1 000
53 posle svodenja 5300
— =53 na zajednicki ——=15,300
10 imenilac izgledaju 1000
249 2430
—=249 ——=2,490
100 1000

2. 1) Od dva nenegativna decimalna broja veci je onaj &iji je ,,cell deo® vedi.

2) Ako su ,,celi delovi“ jednaki, dati decimalni brojevi se napiSu tako da
njihovi decimalni zarezi budu jedan ispod drugog, a zatim se uporeduju odgovara-
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juce decimale (istog reda). Prvi par takvih odgovarajuéih i razli¢itih decimala odre-
duje i koji je od datih brojeva veci. Na primer, ako su dati brojevi 276,3489 i
276,352, onda je:

276,3489

276,352
I kako je 4<35, to je 276,3489<276,352.

3) Uporedite brojeve: 7,23 i 5,89; 0,28356 i 0,28177; 0,09 i 0,1.

§ 21.4. SABIRANJE, ODUZIMANJE, MNOZENJE 1 DELJENJE
DECIMALNIH BROJEVA

1. 1) Dva decimalna broja se uvek mogu napisati kao dva razlomka jednakih
imenilaca (§ 21.3, t. 1, 3): == i % A tada je (§ 20.3, t. 2):

a b a+b

10" 100 10"

Otuda:
Teorema 3. — Zbir dva decimalna broja 1;;" i% jeste decimalni
. a+b . . . . . . a—b
broj 22, a njegova razhika je decimalmi broj ——--.
o] o jes J 7} o7

U mmnoZini nenegativnih brojeva oduzimanje je moguée samo ako je a=b.
Na primer:
743 180 923

1) 7,43+1,8=——+——=_— =973,
M 100 ' 100 100

U praksi se najce$ce pise:

7,43 7,43 . .
+1,8 —~1,8 jer se 0 posle 8 (desetih u 1,8)
— moze ali ne mora pisati.
9,23 5,63

2) Opisani postupak se prosiruje na zbir od ma koliko sabiraka:

a b ¢ d atb+c+d
i e e e i
107 107 107 107 100

na aritmeti¢ki polinom (§ 12.3) i ma koji zbir pozitivnih i negativnih brojeva:

a b ¢ d e a—b-c+d—e

00 107 10" 100 10" 10"

2. Neka sul% i % dva decimalna broja. Njihov proizvod je:

a b ab

10" 100 1072
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Otuda:

. . . .6 ,
Teorema 4. — Proizvod dva decimalna broja o 1 Tor je deci-
malni broj .
1on+e
47 58 2726
Nopr.: 0,47) - (5,8)=(—L (4 =272 _5 72.
P ©0:47) - (5.8) 100/ 10) 1000
U praksi se ratunanje rasporeduje ovako:
0,47
X 5,8 : S . -
Prema prethodnoj formuli, broj decimala proizvoda mora biti
376 n+p (n=broj decimala jednog ¢&inioca, p=broj decimala drugog
235 &inioca).
2,726

Specijaini slulajevi:
(1) 8,253 - 100=825,3; (2) 8,253 - 0,01=0,0853;
(3) 0,01 - 0,001=0,00001.
Oni se izvode iz opsteg slutaja, ali se svode na ,,pomeranje” decimalnog

zareza u ¢emu treba uvek biti siguran.

. a b .
. = = =—— Prema § 20.6 je:
3. Neka je x : y=15 Fr § je

o’

a b a 10  a-10?

x
310t 100 107 b ko107

pa koli¢nik moZe biti:

() CI fked e p>l;
2 T [kad je p=nl;
(3) ; .1gn—p [kad je p<n].

U slu¢ajevima (1) i (2) koli¢nici nisu decimalni brojevi. Ali se to r.no?e
dogoditi i u slu¢aju (3): kad a sadrZi ¢inioce 272 i 572, Prema tome, koli¢nik
nije uvek decimalan broj. Otuda:

Teorema 5. — Kolifnik (rezultar deljenja) dva decimaina broja je racio-
nalan, uopite nedecimalan, broj nell?
> UOp. > 0T o
Na primer:
176 3 176 10 176 o
W 1,76:03=—: —=—  — =—— [nedec. racionalni brojj;
100 10 100 3 30
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5 1 800 .
(2) 18:0,06=18:— =——=300 [ceo brojl;

100 6

75 6 75-10 25 125
3 0,75:06= —: —=—"=—=——=1,25;
1060 10 6-100 20 100 _

(4) 2,47:0,01 =247 [Zasto?];
(5) 0,1:0,001=100 [Zadto?].

4. Proverite, ili izracunajte:
(1) 1,732+40,9864=2,7184;
(3) 43,1 -72=—-28,9;
(5) (0,101) (0,0005) (0,0000002) =
(6) 2,7:0,288=09,375;

(2) 8,46—0,846=7,614;
4) (0,101) (0,5)=0,0505;

(7) 1,2:3,81=

§ 21.5. NEDECIMALNI RACIONALNI BROJEVI

1. Ako je 2 sveden razlomak i ako q sadrZi i druge ¢inioce osim 2 i 5, racio-

nalni brdj 2 nije decimalan broj (§ 21.1) pa se ne moZe napisati na pozicioni

natin (pomoéu decimala). On se moZe samo pribliZno izraziti (aproksimirati) nizom
decimalnih brojeva. PokaZimo to na primerima (§to je pristupacnije):

1) Racionalni broj (%) nije decimalni broj (jer je 14=2- 7). Mi ga mo-

semo (§ 20.5, t. 41§ 14.2, t. 15) napisati ovako: 28]::9 =2+%.
To pokazuje da je: 2 <%<3
i da mu odgovara oznacena tacka prave brojeva:
o 1 2 37 3 g

%
Slika 21.1-

Alj, brojevi 2 1 3 su Siroke granice 1 odgovarajuca ta¢ka je priblizno ozna-
¢ena u intervalu [2; 3]. (MoZda je ona blizu tac¢ke 2, ili blizu tacke 3 ili ma koje
druge tacke tog intervala.) Tacnije ¢emo je odrediti ako odredimo drugi prirodni

broj a takav da je:
a 37 a+1

0 14 10

Broj —1% je decimalni broj &iji je imenilac 10.-Ako uspemo da odredimo

prirodni broj a, ima¢emo za granice decimalne brojeve sa jednom decimalom,
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. . T . 37 L, Ly
a to su uze granice (tj. ta¢nije ¢emo znati broj i i tanije ¢emo odrediti tacku

prave brojeva koja mu odgovara). Broj a odredujemo iz date nejednakosti:

i<3—7=>14a<370=>a<ﬂ, a<< 364+6, a<26+i.
10 14 14 14
Kako je 26—I—i<27, to je: £<£<~21, tj. 2,6<£< 2,7, pa je:
14 10 14 10 14
37
2022 25 261% g
2 27 29 3 .
Slika 21.2

Granice su uze i odgovarajuca tatka je taénije odredena, ali opet daleko
od toga da je sasvim ta¢no odredena. Zato odredimo novi prirodni broj a’ tako da je:

a’ 37 a’ +1
100 14 100

@ 3T j4a < 3700 = o' <264+,
0 14 : 14

Imamo:

2 o .
264 37 265 4 2,64 <%<2,65, pa je:

to jest
100 14 100

37 -
261262 - 28474 . 268

L4 1

26 266 27

Y

s

Slika 21.3

(8to pokazuje, a i iz 2,64 <%_<2,65 se vidi, da smo na sl. 21.2 dosta pogresili, jer
je tatka bliza tacki 2,6 nego tatki 2,7).
Ako tako (takvo suzavanje granica) produzimo, dobi¢emo:

2642 37 2643
1000 14 1000

i 2,642 <?—Z<2,643 ;

26428 37 26429

26428 il 2,6428 <7 <2,6429;
104_ 14 104 14

T Y, 108

R << P i 2,64285 <21 <2,64286;

Do istih rezultata dolazimo i deljenjem broja 37 brojem 14, naime:
37:14=2 1 ostatak 9 jedinica; 9 j=90 desetih, 90 desetih:14=6 desetih i ostatak
6 desetih; 6 desetih=60 stotih, 60 stotih:14=4 stota i ostatak 4 stota; itd.
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Napiéimo uporedno prethodne rezultate i to deljenje:

37 14
<=l 37 2,6428571428 . ..
37 —28
2,6< T <2,7 50
37 —84
264< <2,65 o -
2,642< % <2,643 7—20
37 " 80
2,6428 < m <2,6429 00
37 _20
2,64285 < I «<2,64286 o
37 ~40
2,642857< <72,642858 20

37 8
2,6428571 < 71 <2,6428572

37
2,64285714 < 7 <2,64285715,

i tako dalje.

To pokazuje da umesto % mozemo uzeti 2,6 ili 2,7, ali to su priblizni
1

. N 37 . P .
decimalni brojevi kojima izrazavamo T i zato pisemo (§ 20.7):

. 37 . iq qrx
Ll x~2,6, a Citamo m je priblizno 2,6,
14

. 37 . R
ili 37 ~2,7, a ¢itamo = je priblizno 2,7.
14

. . 37N . M ey . .
U prvom slu¢aju je racionalni broj (F) izrazen pribliZno manjim dect-

; 1 . e raglika ST —2.6 <
malnim brojem 2,6 sa talno$éu do o (do 0,1, do 1 desetog), jer je razli a;‘— »
1 6 6 31 22 212 Koii ie, razum-
— (8 diiz —:14= ~ < —,alsacrteza .2, koji je,
<70 (8to se vidi 10-14 ~ 70 107
ljivo, napravljen na osnovu ratunskih rezultata).

. . . 37 . Y Gy .- . .
U drugom slucaju je racionalni broj m izrazen priblitno vecim decimalnim

37 1 X
. 1 L. . I
brojem sa taénoicu do o (do 1 desetog), jer je razlika 2,7 " < o (Pokazite to.)
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Ali, napisane nejednakosti (i deljenje) pokazuju da moZemo napisati i:
37 x2.64 (ﬂ je priblizno 2,64)
14 14
ili: 37 2,65 (3—7 je priblizno 2,65).
14 14
. . 37 . . . . 37N, gty .. .
U sluéaju 1—4>2,64 je racionalni broj (H) izrazen pribliZno manjim deci-

. , . . 4
malmim brojem 2,64 sa taéno$éu do l% (do 1 stotog), jer je v 2L

= ~ "
100-14 700 100

Sli¢no u slucaju %<2,65‘

. . . . (37 v . .. gopev - . .
I tako dalje. Racionalni broj (H) moZemo izraziti priblignim decimalnim
. . 1 1
brojem sa kojom god hocemo talno$éu: — e —
g oom & 1007 100’ 107

“ . . . . . . {a . . .. o qew .
Uopste, svaki nedecimalni racionalni broj (7) mozZe se izraziti pribliznim

decimalnim brojem sa kojom god hoéemo tacnoséu:

a . e 1

—=c, dy (sa ta¢noicu do —=0,1);

b 10

a , 1

—=c, dd, . sa ta¢no$cu do —=0,01);
p TR ( 100 );
a v 1

" ¢, dydydy (sa ta¢nodéu do . 'H

Ukoliko je decimalna jedinica 1% manja (tj. broj n veli), utoliko je taénost
veéa, jer je razlika:

%—c, didody . .., ili ¢, dydods . . .—%

manja od ﬁ Ta se razlika zove greska.

Na primer: 37 _ 2,64 < 1—, 2—2,642 <L,
14 100 14 108
a razlika %—2,64 ili 2,65—% je greska.

2) Nastaje pitanje: Koja od dva priblizna decimalna broja treba uzerti
kad je ta¢nost data, manji ili veéi?

Da li, npr., u slucaju ?—z: 2,6 ili 2,7; 2,64 ili 2,65; 2,642 ili 2,643;...?

Od dva priblizna broja sa istom taéno$éu uzima se onaj koji proizvodi
manju gre$ku. Ali, izratunavanje greske (u stvari dve gre$ke) je zamoran posao i,
$to je vaZnije, podloZzan greSkama koje se mogu potkrasti pri samom raunanju.
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Zato se greSke (pri uzimanju priblizno veéeg i pribliZzno manjeg decimalnog broja)
ne izratunavaju, nego se ocenjuju. Navedeni primer pokazuje kako se to vr$i. Naime:

Kad se izratuna da je 2<j—:<3, tj. kad se izraCuna da je ,celi deo* deci~
. .. .37 9 .9 1¢. . 7
malnog broja 2, dobija se ostatak 9, pa je —=2+4 —. Kako je —>—[jer je —=
alniog broja £ Cobl pajet =ty 4 2(”14
:—_%), dati broj je bliZi broju 3, on je vedi od 2—|—% i zato je bolje, manja se greska

. 37
pravi, ako se uzme le

. N . 7 . . M ey
Kad se izracuna da je 2,6<?—4<2,7, u stvari kad se izratuna priblizni

. . . .37 0,6 . 0,6 1 1
koli¢nik 2,6, ostatak je 6 desetih, pa je — -=2,6 +~. Kako je —<— - — olo-
! J P} 14 + 14 J 14 2 10 (p
vina desetog), tj.l—i;%<%, broj ?—Z je blizi broju 2,6 nego broju 2,7, pa je

o .. 37 37 P, . .
tacn1;e;z2,6 nego 1—4z2,7. To se vidi i iz druge decimale: ona je 2<S5.

Kad se izrauna pribliZni koli¢nik 2,64, ostatak je (vidi ,,izvr§eno® deljenje)
0,04 004 1 I 2 1 .37,
- - (t). = <—), broj — je
14 14 2 100 7 2 14
blizi broju 2,64 nego broju 2,65 (na sl. 21.3 smo opet pogresili). To se vidii iz trece

decimale: 2<5.

4 stota, pa je (?—}) =2,64+-

Tako se moze rasudivati i dalje: Kad se dobije pribliZni koli¢nik 2,642,'

510 = pa je f—z bliZi broju 2,643 nego broju 2,642. Sledeca deci-
mala mora biti veéa od 5 (jer je li4>%)'

Prema tome, moZemo iskazati ovo pravilo za odredivanje pribliZnog

ostatak 0,008 > % .=

decimalnog broja datog racionalnog broja 23,

Ako je poslednji ostatak deljenja (ostatak na kome se zadrZavamo) many?
od polovine delioca (imenioca), izvalunati decimalni broj je priblini koliénik deljenja,
tj. uzimamo taj priblizno manji decimalni broj umesto datog racionalnog broja. Ako je
ostatak veci od polovine delioca (imenioca), uzimamo pribligno vedi decimalni broj,
ij. poslednju izralunatu decimalu povecavamo za 1. Ako je ostatak jednak polovini
delioca, moge se uzeti priblizno vedi ili pribli¥no mangi decimalni broj (,,ista* se greSka
pravi).

Ili, §to je isto* izraduna se i sledeca decimala pa: ako je ona manja od 5,
prethodna decimala se ne menja, tj. uzima se decimalni broj &ja je poslednja decimala
pretposlednja izralunata; ako je ona vecéa od 5, prethodna decimala se poveéa za 1;
ako je sledeca dectmala 5, moze se protzwvoljno uzeti priblifno mangi ili pribligno veds
decimalni broj (izralunati kolilnik)**.

Na primer: 3—122,6428571 .

gde wi taCke oznalavaju da moZemo izratunati koliko ho¢emo decimala.
* Ali se primenjuje mehanicki.
** U ovom, treéem slufaju mozZe se vodit racuna o tome da li je poslednja decimala na
parnom il neparnom mestu, ali je za praksu dovoljno ono $to je receno.
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Umesto toga mozemo napisati:

37 1
E~2,6 (sa ta¢no$éu do ﬁ=0’1);
ili isl*~v2,64 (sa taéno3cu do ;=0 0D);
14 w0 7
ili £m2,643 (sa tatnoséu do L:o 001);
14 s 7
ili £~2,6429 (sa ta¢no$cu do -J—=O 0001);
14 100 ’
- 37
ili — ~2,642857 (sa ta¢no¥éu do =0,000001);
14 108
Ili, na primer:
219 1
mr\vZ,O (sa tagnoféu do E>;
219 |
105 ~2,00 (sa taéno$éu do —100);
219 L 1
WNZ,OO‘? (sa ta¢nodéu do I)O—O) H
19 1
109 ~2,0091 (sa ta¢no§cu do 0 bH

Otuda, preciznija formulacija pravila:
Ako se Feli pribligni decimalni broj racionalnog nedectmailnog b'rojal(ﬁj
q
v v, 1 . ” , .
sa tatnoséu dq Tor onda se izratuna najmanje (k+1) decimala i - ako je poslednja,
(k+ 1') po redu? decimala manja od 5, pribligni broj je izracunati broj sa k decimala;
ako je poslednja, (k1) po redu, decimala wveéa od 5, pribligni broj se dobija tako

Sto se k-ta decimala poveca za 1; ako je 5, k-ta decimala se uzima kako jeste 1li se po-
veca za 1.

3) Izracunajte pribliZni decimalni broj. racionalnog broja:

40 1

@) —- sa tano§¢u do: —, L i L;
19 107 10% 104
24 1 1

@ — sa tatnoféu do: ——, — | i;
37 107 10* 108
7 1 1

® — sa tadnod¢u do: —, -—— j L;
65 107 102 104
11 1

C)) — sa tafno$éu do: — | L;
35 108 108
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5 19 ta¢no§¢u do: 1 i !
— sa taino§cu do: i—;
® 11 102
7 L 1 1 1
(6) — sa taéno$éu do: —, —, ——;
9 107 103" 1000
17 . .
€] —— sa taéno$cu do: 0,01 i 0,001;
125
13 , .
(8) = sa ta¢no§éu do: 0,1, 0,01 i 0,00001.

2. 1) Iz svega prethodnog (ovog, § 21.1 i § 21.2) sledi:

(1) Ako imenilac (svedenog) racionalnog broja sadrzi samo Cinioce 2 1 5 (jedan
ili oba), on (taj racionalni broj) se moZe napisati na pozicioni nacin, jer je broj njegovih decimala
kona¢an i zove se decimalan broj.

(2) Ako imenilac (svedenog) racionalnog broja sadrzi i neke druge proste Cinioce
(osim 2 i 5, ili 2 i 5 uopite ne sadri), on nije decimalan broj. Broj njegovih decimala je besko-
nadan i zato se nedecimalni racionalni brojevi zovu i beskonaini decimalni brojevi.

Ali (i to je karakteristi¢no za svaki racionalan nedecimalan broj), njegove
decimale (kojih ima beskonatno mnogo) ne slede jedna za drugom proizvoljno
(bez ,reda i poretka®), nego se, pofev od jedne (decimale), odredena ,grupa“
. decimala stalno ponavlja. Lako je proveriti (deljenjem kako je ve¢ pokazano, primer

3—7) da je, na primer:
14

) %:0}333 . (stalno se ponavlja decimala 3);
23 , .

@ l_2=1,9l666 . (posle decimale 1 stalno se ponavlja 6);
24 .

3) - =3,428571 428571 ... (stalno se ponavlja 428571);

Ako ste ranije (t. 1, 3) tatno racunali, dobili ste:

(4) %20,777 e (stalno se ponavlja decimala 7);
19 .
(5 ﬂ=l’72 72 72... (stalno se ponavija 72);
24 .
6) 3—7=0,648 648 . .. (stalno se ponavlja 648);
77
[©) 6—5=1,1846153 846153 ... (stalno 846153);
40 o ) ..
(€] E=2,105263157894736842 ... (i tih 18 decimala se stalno ponavljaju).

To je razumljivo, jer broj razliirih ostataka pri deljenju iznosi (§ 14.2)
najvise onoliko koliko delilac smanjen za 1: ako je dat broj (%) pa se deli broj a
brojem b, onda razli¢iti ostaci jesu: 1, 2, 3, ..., b—1. Kako se deljenje u tim shu-
¢ajevima ne moze svriiti (1j. kako se nikad ne pojavljuje ostatak 0), mora se
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ponovo pojaviti neki od ostataka koji je veé bio. A tada se obavezno pojavljuje
i ista decimala, posle ¢ega se, usled ponavljanja ostataka, ponavljaju odgovara-
juc¢e decimale redom.

Na primer, pri izra¢unavanju pribliznih decimalnih brojeva broja:

1z ponavlja se ostatak 6, a zatim i svi sledeéi ostaci do 6 i to se nastavlja neograniceno.

24
37 [tagka 1, 3, primer (2)] ponzvljaju se stalno ostaci 24, 18 i 32 i otuda se i decimale

6, 4 i 8 stalno ponavljaju istim redom.

77
3 ftatka 1, 3, primer (3), tj. primer (7) ove talke] ponavljaju se ostaci 55,
30, 40, 10, 35, 25.

a
I sli¢no u svakom sluéaju kad je broj (F) takav da b sadrZi i druge ¢inioce osim 2 i 5.

2) KaZemo da sve decimale koje se ponavljaju &ine periodu nedecimalnog
(beskonaénog decimalnog) broja i zato se nedecimalni racionalni brojevi zovu i
periodiéni decimaini brojeuvi. . .

_Pf:rioda se oznafava na razne nadine, na primer: 3,18(724) ili 3,18724,
ili 3,18724.

3) Razlikujemo: ,,(7sce periodiéne decimalne brojeve [prethodni primeri (1),

(3), (@), (5), (6), (8)] i ,medovite“ periodi¢éne decimalne brojeve [primeri (2),
.37
(M 1 F].

Ocigledno je da ako imenilac b nedecimalnog racionalnog (periodi¢nog

decimalnog) broja (%) sadr#i i ¢inioce 2 i 5 (jedan ili oba), %j je ,mesovit®

periodi¢an decimalan broj. U protivnom on je ,&ist*.

3. 1) (1) Dat je periodi¢ni decimalni broj 0,(6). Mozemo li ga napisati u
obliku svedenog broja (%)3 Mozemo.

Stavimo: x=0,666 ...
10x=6,666. . .,
to jest 10x=6+x (jer je 6,666 ...=6+0,666...),
> :
to jest 10x—x=6:)9x—6<:>x—§.

2 2
Dakle: 0,666 . . .:(?), ili 0,(6)=(?) .

(2) Dat je broj 4,35. Napiéimo ga u obliku svedenog broja (i)

b
. . L = — a P
»Celi deo ne uzimamo u obzir jer je 4,35=4-+0,35, ;=n+—l—7—.
x=0,3535. ..
100x=35,35...=35+x
35
100x —x=35 =2 99x=35 o x= E
. 35 35
Dakle: 4,35=44 —=4—,
99 99
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a

(3) Napigimo broj 0,573(47) u obliku (b)
x=0,573(47)
1000x=1573(47),

47
. 10005 =573+0,47) = 573 + o5
g3, 41 ST3000-1)ta7
= 001 99
S7300— 573447 57347 — 573
T o R
57347573 57347573 © 53747573
: OBl 2P o sarary =
Dakde: 1000< 99 T 93000 4D=""35000

2) Uopite, napitimo 0, didsd; . . .=0, (d,) u obliku (;)

(1) x=0,(dy)
10X=d1 (d1)=d1+0, (dl))

d d
4. 10x=d,+x = 9x=d, & x:?‘. Dakle: 0, (d1)=(;‘) .

(2) Napigimo 0, (d,dad;) u obliku (%)
x=0, (d1d2d3)

1000x =d dody+x = 999x=d dpd;, © x
d,dyd
: ) =23
Dakle: 0, (d,d»ds) 509

_ d\d,d,

999

(3) Napi&imo 0, did; . . . d; (dyds - - . dp) u obliku (%)

x=did, ... d, (dyd, . .. dp)

. o . dd,...d
10kx=d.d, ...d, 4222
e g o
2.7
p cifara
. dd,...d
=did,. .. dt—22 2
e T 10e—1
dldy...di(10p—1)+dyd, . .. dy
- 100—1
ks - i . dy—didy. .. df
99...9
xzd;d;...d,:dldz...d_p—d{d;...d;

999...900...0
e — N
pcifara9 kcifara0
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3) Napisite u obliku (f)

1) 0,36 (D) 0,234 (3) 0.251); (4 0,50, (5 0,35;
(6) 2,23;  (7) 0,(285714); (8) 0,3; (9) 0,(105263157894736842).

4. Kako svaki racionalan broj moze biti pozitivan ili negativan, sve $to smo,
u ovoj glavi (dovde), pokazali za aritmeti¢ke racionalne brojeve vaZi i za pozitivoe
i negativne racionalne brojeve (jer znak + ili — ne uti¢e na pokazane osobine).
Otuda:

Svaki racionalan broj (:—) (a, be Z, b£0) je ili decimalan (pa se moZe
napisati konatrim brojem decimala) ili periodifan decimalan broj ((ije se decimale,
potev od jednz, perioditno ponavljaju). Obrnuto, svaki decimalan i svaki periodican

decimalan broj (menegativan ili negativan) moze se napisati u obliku (%), b=£0.

5. Nijedan racionalan nedecimalan (periodi¢an) broj ne moZe se napisati
na pozicioni na¢in, pomoc¢u decimala, jer njih ima beskona¢no mnogo. Ali, ukoliko
vise decimala napiSemo, utoliko je taj (napisani) decimalni broj bliZi datom. Zaista,
videli smo da kad se napidu dve decimale, gre$ka je manja od 0,01, kad se napisu
tri decimale, greska je manja od 0,001, kad se napiSe pet decimala, greska je manja
od 0,00001 ..., a ti brojevi (te decimalne jedinice) su sve manji i manji.

Na primer, svaki slede¢i broj niza:
0,3; 0,33; 0,333; 0,3333; 0,33333; ...
e sve blizi broju (%)
Svaki sledeéi broj niza:
1,3; 1,31; 1,318; 1,3181; 1,31818; ...
je sve blizi broju (2)
. 22
Takvo priblizavanje nije ograni¢eno i mi se, tim postupkom, moZemo

pribliZiti datom broju koliko god hodemo [jer razlika izmedu svakog sledeteg ¢lana
1 1 1

niza decimalnih brojeva i datog broja postaje sve manja (manja od TR
1 102" 10

T 1
Zato se za niz brojeva 0,3; 0,33; 0,333; . . . kaZe da te£ broju (é) .
Isto tako, niz 1,3; 1,31; 1,318; ... re£i broju (%)
To vazi za svaki broj (%) kad b2 - 5E.

Kratak rezime §§ 21.1 —21.5. — Koli¢nik deljenja dva cela broja je: (1) ko-
nacan ili (2) beskonadan.
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U sluéaju (1) koli¢nik se zove decimalan broj (u specijalnom slucaju, kad su
sve njegove decimale nule, on se zove i ceo broj). _

U slugaju (2) jedna ili vi¥e decimala se neograni¢enc ponavljaju i koli¢nik
se zove periodican decimalan broj.

21.6. NERACIONALNI (IRACIONALNI) BROJEV]

1. 1) Dosad smo prosirili mnoZinu prirodnih brojeva u mnoZinu cel_ih- bro-
jeva, mpozinu celih brojeva u mnozinu racionalnih brojeva. C}i}j svakog proémvag)a
bio je da se dobije numeritka mnoZina u kojoj se moze Yr$111 odr.eden_a operacija,
ili, 3to je isto, u kojoj se izvesna vrsta jednacina mozZe resiti. Opvét} Obl.Ll( J'edna(?na
koje su nametnule uvodenje celih brojeva glasi a+x=b,'e.1 opsti thk jednadina
koje su nametnule uvodenje racionalnih brojeva je ax=b, ili, §to je isto, ax-+b=0.
Te dve jednadine, koje se reavaju pomocu sabiranja i mnc_)ierua, mc?{ale su se
posmatrati jer je (to smo vide puta naglasili) samo ona mnoil_na. nume:rlclfa (mno-
sina &ji su elementi brojevi) u kojoj se mogu vrditi sabiranje 1 mnoZenje.

Pojavljuju se jednatine u kojima intervenidu obe operacije (sabiranj@: i
mnozenje), npr. 2x+11=>54x; mi smo i takve (,,kombinovan_e“) linearne jednacine
regavali (§ 20.8). Ali se, sasvim prirodno, pojavljuju i jednadine u kczjlma se ope-
racija mnoZenja ponavlja dva ili viSe puta, npr. 3xxx—5xx=2x+9, to se (§ 13.5)
krace pise: 3x®—5x?=2x+9.

Jednatine u kojima intervenidu samo sabiranje i mnoZenje zovu se'alge—
barske jednadine; one mogu biti prvog stepena, drugog stepena, ... na primer:

2

= x—\—i =0 je jedna jednatina prvog stepena (linearna jednacina);
3 2

El x2+5x-~l- =0 je jedna jednalina drugog stepena;

7 2

x3—2x2+~1— x—5=0 je jedna jednalina tre¢eg stepena.
3

2) U mno#ini racionalnih brojeva moze se resiti svaka jednacina prvog
stepena, na primer:
5

2 5 2 5 s 2 5 _
z 2o ftx4l o o lx=—Tox=——
3x+2 <5 +2 2 23 2 4

15 5
—7)‘*‘;—0

I mnoge jednatine drugog stepena se mogu rediti u mnozini racionalnih
brojeva, na primer: :
(1) $*=9 & x=+3, x=—3, jer je 3*>=9 i (—3)*=9.

. 2
1 zaista: — (
3

25 5 5oL
2 - =4 XxX= —— er je...
() #="nox +o ERA
64 64 T I 8
2_ " —0=x2=——, pa je resenje {—, ——— .
() = =7 O=x="1p P2 J{11’ 11}
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Medutim, jednadina x2+9=0, 1j. x®= —9 ne moze se rediti (u mnozini Q),
jer kvadrat svakog nenegativnog i svakog negativnog broja je pozitivan broj, pa ne
postoji racionalan broj ¢ takav da je ¢*=—9. Uopste, x24+a=0, kad je a>0, nema
re§enja u mnozZini racionalnih brojeva.

3) Da lj jednatina x2—2=0, tj. x2=2, ima reSenja? Ona oznacava zahtev:
Nadi takav broj da kad se pomnoZi samim sobom, proizvod bude 2. Kako je 2
nenegativan broj, ne postoje ranije navedene smetnje da se takav broj nade. Medu-
tim, ofigledno je da taj broj nije ceo, jer je 12=1, 22=4 a | <2<4. Da li je taj broj

racionalan u obliku %? Odgovor je teorema koja sledi.

2. 1) Teorema 1. — Ako je x*=2, x nije racionalan broj.

Prethodna primedba. — Mogli bismo da poredamo racionalne brojeve
tako da ne izostavimo nijedan (§ 20.1) i da probamo redom

(i,l L2233, 033,
3 2 2) ...).

1 2 1171 1 T 2 20

. . 159 . .
Jer tu su svi, npr. broj —;; nalazi se u 159-om stupcu i 357-om redu. (V. crtez.) Me-

dutim, koliko bi nam vremena trebalo za to (éak i kad bismo ,,presko¢ili prirodne

. 2 3 . . . . .
brojeve T %, T %, ... za koje znamo da njihovi kvadrati nisu 2)?! Ne samo da
pojedinac ne bi taj posao svrsio za Zivota, ;
nego ga milioni i milijarde ljudi nikad iy 2 Y /513)

ne bi zavrsili. Zato se i sluZzimo logi¢kim - -

- T 1 0 g1
rasudivanjem:
Dokaz. — Teorema tvrdi da ne 41 / 2 / 3 _"__/ 5
2

postoji racionalni broj x ¢iji je kvadrat 2,
ali mi ¢emo pretpostaviti da postoji (pa

¢emo videti do ¢ega nas dovodi ta pret- 3 3 3 % %—
ostavka): Neka je, znaCi: =2, ’ /
P e ; /2 3 4 5
Tada je: xa2=2-2 = a* =2, 4 4 JA JA A
booo# : R Do
to jest: a?=12b2. : oDl

Napi$imo brojeve a, 2 i b u sistemu brojanja ¢ija je osnova 3 (§ 15.5):
a=(a,a, . . . an)ir:
2=()ers
b=(b,b, e bp)eri.

Cifre ay, as, . . ., au su 0,1 ili 2. Neka je a; prva cifra (ratunajudi zdesna)
koja nije 0. Cifra a; je, dakle, 1 ili 2. I zato u a2 prva cifra zdesna koja nije nula
je 1 (er 1-1=1, a2-2=11,). Isto vazi za b? tj. prva cifra koja nije nula u &? je
opet 1. T zato u 2b% prva cifra zdesna koja nije nula je 2, pa a%342b%; na primer:

at=cyy ... cs100...0,  262=dd, . ..d200...0,

a ta dva broja ne mogu da budu jednaka.

20* 307



a 14 .
je, r., —=—. Tada je:
Neka je, np PR j

14=1125, 19=201,, 1122=21021; &=11110l, 2h%=222202,4
i oligledno: 21021,5£222202,.
Dakle, naa pretpostavka da ako je x*=2, onda je x=% (racionalan broj)
ne mode se odriati, 1. reSenje jednadine x*=2 nije racionalan broj.

Drugi dokaz. — Taj dokaz se zasniva na ovim &injenicama (kojih se treba
podsetiti): - . o
(1) Svaki racionalan broj moZe se predstaviti svedenim (reduciranim)
razlomkom (3to smo i kod prethodnog dokaza koristili).

(2) Brojilac i imenilac svedenog razlomka su medusobno prosti brojevi,
tj. ako je % sveden, onda je d (a, b)=1. Drugim re¢ima, brojilac i imenilac ne mogu

biti istovremeno parni brojevi, jer, ako bi to bilo, razlomak ne bi bio sveden (bilo bi
a=2p, b=2q).
(3) Kvadrat parnog broja je paran broj (a=2k, a®=4Fk* npr. 6'“?236).
Kvadrat neparnog broja je neparan [(2k+4-1)*=4k%*+4k+1 = neparan broj, npr.
72=49].
Na osnovu toga rasudujemo: .
Dopustimo da je svedeni razlomak 5:— redenje jednacine x?=2, tj.%:Z.

Odatle sledi a2=2b% tj. a® je paran broj (jer je jednak dvostrukom broju bz).vA.li
ako je a? paran broj, onda je [Cinjenica (3)]i @ paran broj, fj. a=2k. U tom slucaju
je at=(2k) (2k)=4k>. '
Stavimo to u a?=2b%, pa dobijamo 4k*=25%, tj. 2k*=b% odakle sledi da je
b? paran broj, pa dakle i b je paran broj. e
Znadi, pretpostavljaju¢i da je racionalni broj %takav da je (7) =2,

mi smo pretpostavili [éinjenice (1) i (2)] da je % sveden i kao takav a i b ne mogu

biti istovremeno parni brojevi, a dodli smo do zaklju¢ka da sua id parni.. Ta proti\_/_—
re¢nost i dokazuje da broj koji pomnoZen samim sobom daje, kaq proizvod, 2 nije

racionalan broj. o .
Dakle, ne postoji takav racionalan broj &yt je kvadrat broj 2.

Na slian nadin mozemo dokazati da brojevi &iji su kvadrati 3, 4, 7.,
14, 15, ... nisu racionalni brojevi.

3. 1) Moguée je probanjem izratunati decimalne brojeve &iji su kvadrati
sve blizi broju 2. Zaista, ako znamo kvadrate brojeva 11, 12, 13,. S .odnzah
napidemo da je 1,4*=1,96, a 1,52=2,25, paje 1,4*<2<1,5. Zatim probap)em izratu-
namo 1,412=1,9881, 1,422=2,0168, pa je 1,412<2< 1,422, 1 tako dalje. Pri tome,
moramo, kao $to se vidi, izradunati 1,411%, 1,412%, 1,413% 1,4142, . .. dok ne dobi-
jemo tre¢u decimalu. Zatim, tako isto postupiti da se dobije Cetvrta, peta, ...,
decimala. _ . _

Pored toga, postoji 1 tatno odreden postupak (algoritam) za 1zrlaéu1}avgrlue
priblizno manjih brojeva &iji se kvadrati razlikuju od 2 sa koliko se god hoce tacnoscu.
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Taj se postupak zove izratunavanje kvadratnog korena (u ovom slucaju broja 2,
ali i svakog drugog broja*). '
Primenom jednog ili drugog postupka dobijamo beskonalni niz brojeva:

1,4; 1,415 1,414; 1,4142; 1,41421; ...

¢iji su kvadrati sve blizi broju 2 (8to se faktickim izra¢unavanjem, kao ranije, lako
proverava). '
Istim postupcima dobijamo beskonaéni niz brojeva:

1,7, 1,73; 1,732; 1,7320; 1,73205;
¢iji su kvadrati sve blizi broju 3;

2,2; 2,235 2,236; 2,2360; 2,23607;
&iji su kvadrati sve blizi broju 5; i tako dalje. ,

Dobijamo, dakle, beskonaéne nizove racionalnih brojeva kao i u sluéaju

nedecimalnih brojeva (§ 21.5, t. 1, 1). Ali, izmedu nizova kojima se priblizavamo
nedecimalnim brojevima i nizova kojima se priblizavamo broju ¢iji je kvadrat
jednak broju 2, broju 5, broju 6, broju 7, itd. postoji sustinska razlika. Tu razliku

¢emo biti u stanju da potpuno shvatimo posle (§ 21.7 i § 21.8). Zasad napidimo,
npr., beskonaéni niz:

(@) 1,35 1,33; 1,336; 1,3363;' 1,33636; ...,

. ey . 147 . .
kojum se pribliZavamo broju o i beskonalni niz:

(5) 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; 1,41421; ...,

kojim se priblizavamo ,,broju® ¢&iji je kvadrat broj 2.

I u jednom i u drugom sludaju dobija se beskonalno mnogo decimala
(jer se ni deljenje 147:110, ni postupak dobijanja ,broja* ¢iji je kvadrat broj 2
ne moZe svrditi; kad bi se ti procesi mogli svrsiti, rezultati bi bili decimalni brojevi).
Ali unapred znamo da se u slucaju (a) decimale periodi¢no ponavljaju (§ 21.5, t. 1),
a da u slucaju (b) nema periodi¢nosti, jer kad bi se pojavila periodi¢nost ,,broj*
¢iji je kvadrat 2 bio bi racionalan, a pokazali smo da nije. To je vaZna konstatacija,
ali su$tinska razlika izrazava se tre¢om (3) od slede¢ih konstatacija.

(1) Svaki niz (a) ili (b) je niz racionalnih brojeva.

(2) Svaki niz (a) ili (b) monotono raste [$to znali da je svaki slededi
broj (&lan) niza veéi od svog prethodnika ili najviSe jednak prethodniku § 21.9].

(3) Postojr najmaniji racionalni broj koji je veéi od svakog broja (¢lana)
niza (a), a ne postofi najmanji racionalan broj koji je ve¢i od svakog broja (¢lana)
niza (b).- '

2) Rigorozni dokaz toga stava (3) zahteva dokaze niza prethodnih stavova
koji bi zamorili ¢itaoca. Zato ¢emo pokusati da to ,,naprecac (oslanjajuéi se i na
intuitivno uvidanje) uéinimo:

1° Intuitivno uvidamo (a u § 21.9 pokaza¢emo to i blize) da je svaki broj

. .. 47 . “ " . . . i
niza (a) manji od 110 i da moZemo naci broj (¢lan) toga niza koji se razlikuje od

_* Opis tog algoritma moZe se nac¢i u svakom udibeniku algebre, a njegovo obrazloZenje
dato je u autorovoj knjizi Teorijska i praktina aritmetika, Beograd 1952.
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%Z za onoliko koliko mi ho¢emo; na primer, jedan od tih brojeva je [,3363636363.

Metodama prethodnog paragrafa nalazimo da je:

147

“—0—1,33636363636=L—0,00000000001.

0%
. 147 1
Uopste je ——1,336 .. . dp <—
P J 110 ] k lOk’
gde dr oznacava cifru 3 ili cifru 6, a &k raste neograniCeno, §to, re¢ima iskazano,
znaCi da ma kako mali broj %; izabrali, uvek postoji broj niza (a) koji je manji
147 . v . 147 N T
od o Drugim re¢ima: broju o se moZemo neograniceno pribliZiti nizom (a),
najvedi broj ,,niza (a)“ je, bas dati broj % A kako ima i mnogo drugih racionalnih
148 149 . 147

..y 2, 3,..., broj —
10’ 110”7 ’ T

je najmanyi racionalni broj veéi od svakog broja niza (a).

brojeva vecih od svakog broja niza (a), npr.

. 147 . .
Broj o zove se granica niza (a).

2° Tako moZemo pokazati i za druge racionalne brojeve. MoZe se uopste
pokazati da je svaki racionalan broj granica jednog miza racionalnih brojeva, niza
koji monotono raste. 1 zato, svaki racionalan broj r deli mnoZinu svih racionalnih
brojeva u tri podmnoZine: podmnozina racionalnih brojeva manjih od r, podmno-
%ina racionalnih brojeva vec¢ih od r i {r}. [Videti prethodni paragraf.] Prema tome:

(1) Svaki racionalan broj pripada, obavezno, jednoj od spomenute
tri podmnozine.

(2) Svaki broj prve podmnoZine manji je od svakog broja druge
podmnoZine.

(3) U prvoj podmnoZini ne postoji broj veéi od svih ostalih.

(4) U drugoj podmnozini ne postoji broj manji od svih ostalih.

(5) Broj r (koji definiSe spomenute tri podmnozine) veéi je od svakog
broja prve, a manji od svakog broja druge podmnoZine.

3° Stavimo, na isti nadin, sve racionalne brojeve ¢iji su kvadrati manji
od 2 u prvu podmnozinu, a sve racionalne brojeve ¢iji su kvadrati ve¢i od 2 u
drugu podmnoZinu. Tada:

(1’) Svaki racionalan broj pripada ili prvoj ili drugoj podmnozini,
jer (t. 21 3, 1) ne postoji racionalan broj ¢iji je kvadrat jednak broju 2, nego su oni
ili manji ili veéi od 2.

(2") Nijedna podmnoZina nije prazna i: svaki broj prve podmnozine
manji je od svakog broja druge podmnozine; svaki broj druge podmnozine vedi je
od svakog broja prve podmnozZine.

(3) U prvoj podmnozini ne postoji broj veéi od svih ostalih.

(4 U drugoj podmnoZini ne postoji broj manji od svih ostalih.
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' 'Tvrdenje (?{) sledi (uzimajuéi u obzir 2°) iz &njenice da je kvadrat svakog
broja veéeg od 1 vedi od tog broja i od svakog manjeg broja. Dokazimo (3°) i (4'):
- Neka je a racionalan broj prve podmnoZine, tj. takav da je @2<2. Tada
postoji {prema 2°) broj a, takav da je: '

2—a}<<2—a? pa je a;<a.

Isto tako poétoje Qy; ay, Qg . ... tako da je:

2—ai<2—a?, pa je a,<ay;

2—ai<2—ai, pa je az<a,, itd.

Na slican nacin, ako je & proizvoljan broj druge Al )
o s podmnozZine, postoje
brojevi by, by, by, .. . takvi da je: P J

b —2<b?—2, pa je b, <b;
b;—2<b}—2, pa je by<b,;
b32— <bj—2, pa je by<b,, itd.

o Ako sa'\/_i_oznaéi_mo ,»broj* ¢iji je kvadrat jednak broju 2, prethodno 39
i (4) se lepo vidi iz tablice:
1< /2<2
L4</2<1,5
1,41 < \/2<1,42
1,414</2<1,415
1,4142</2<1,4143
1,41421 </2<1,41422
1,414213<,/2<1,414214
1,4142135 < /2 < 1,4142136
i tako dalje.
Brojevi a (levo) rastu, brojevi b (desno) opadaju (sve su manji), ali ma koliko

proc'iuii_li ratunanje, necemo dobiti najvedi broj a, niti najmanji broj b. Osim toga,
razlika izmedu desnog i levog odgovarajuceg broja je sve manja, na primer:

bo—ae=1, bi—a,=0,1, b,—a,=0,0001, byp—as——

o0’ "

1 .y
br—ap= o a k raste neograniceno.

! bude
10%

koliko hoc¢emo mva'l.g. Ali ta dva niza nemaju granicu, tj. niz (b) kojim se pribli-

Zavamo ,,broju &ji je kvadrat 2 mema gramicu [ (3)].

Znati, uvek moZemo nadi brojeve by i ax tako da njihova razlika

_ ‘3) Nema racionalpu granicu, a granica postoji, jer su svi racionalni brojevi
pode.l)em u dve podmnoZine koje zadovoljavaju uslove (1%), (2°), (3, (4"). Ta se
granica definide kao neracionalni broj &iji je kvadrat 2.
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Na sli¢an naéin dolazi se do neracionalne granice niza racionalnih brojeva:
&iji su kvadrati jednaki broju 5, 6, 7,..., 13,..., 50,...;
&iji su wedi stepeni jednaki broju 2, 3, 4, 5,..
¢iji su Cetvrti stepeni jednaki broju 2, 3, 4,....;
i tako dalje.
Jo$ lakSe je videti da su, npr.:
2=0,101001000100001 . . .
B=0,122333444455555 . ..
y=3,252552555255552 . . .

neracionalne granice monotonih nizova racionalnih brojeva:
«=0,1; 0,10; 0,101; 0,1010; 0,10100; ...
y=3,2; 3,25; 3,255; 3,2552; 3,25525; ...

Iz natina kako decimale slede jedna za drugom vidi se da o, 8, ¥ nisu

periodi¢ni decimalni brojevi, a svaki rastavlja mnoZinu racionalnih brojeva na dve
podmnozine koje zadovoljavaju uslove (17), (2%, (3), i (4"), npr.:

3<y<4
3,2<y<3,3
3,25<y<3,26
3,252 <y <3,253.

Znadi, a, B, ¥ i neograni¢eno mnogo sli¢nih beskonaénih neperiodi¢nih
decimalnih brojeva jesu neracionalni ili iracionalni brojevi. Otuda:

Kad god se mnozina racionalnih brojeva deli u dve podmnoZine tako:

(1) da je svaki broj prve podmnoZine manji od svakog broja druge i

(2) da nema racionalnog broja veceg od svih brojeva prve podmnoZine
i nema racionalnog broja manjeg od svih brojeva druge podmnoZine, onda se ,,0N0%
§to vrdi tu podelu, to rastavljanje, zove neracionalan (iracionalan) broj.

Svaka podela o kojoj je napred re¢ zove se i presek u mnoZini racionalnih
brojeva, ali ne u smislu teorije mnoZina, i zato treba dodati: neracionalni (iracio-
nalni) presek u mnozZini racionalnih brojeva.

A koliko ima iracionalnih brojeva? To ¢emo videti u slede¢em paragrafu.

4. 1) Moze se pokazati da neracionalnom broju \/2 odgovara talka prave
brojeva. Zaista:

(1) Jo$ pre 2500 godina Jjudi su dokazali da ako su mere, ,,m;mi b_rojevi“ stranica
pravouglog trougla (sl. 21.4) a, b, ¢, onda je a*+5%=c*. (To je poznata Pitagorina teorema.)

24

0 iV 2 3

Slika 21.4 Slika 21.5

Y
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(2) Na pravi brojeva uzima se da je: 7 mera (“merni broj* duzi odredene tatkom

. 1 - .
0 i tatkom E; 1 mera (,,merni broj*) duzi odredene tatkom 0 i tatkom 1; 2,4 mera duzi odredene
tatkom 0 i tackom 2,4; itd.

(3) Uzimajuéi (1) i (2) u obzir, konstruidimo pravougli jednakokraki trougao &ije
su mere katetd 1 u poloZaju prikazanom_crteiom sl. 21.5. Otigledno, merni broj hipotenuze iz-
nosi /2 (er je =1°+12=2, tj. c=4/2). :

Dakle, \/2 (kvadratnom korenu iz 2) odgovara potpuno odredena tatka prave brojeva,
tatka kojoj ne odgovara nijedan racionalan broj.
Lakse je, u istu svrhu, kon-
struisati kvadrat ¢ija je mera stranice
1 (sl. 21.6)
2) Broj \/2 je pozitivan (ili
negativan), jer postoji iracionalni (nera- &’L
cionalni) broj —\/2. Prema tome, re-
Senje jednaline:

=2 je {3, —/2}. 0 T {3 2

To vazi za svaki iracionalan Slika 21.6
broj pa je:

V320, —/5<0; J7>0; J10>0; —%/11<0; ...; —0,1223334444.. . . <O.

3) Neka x, y € Q, ¥7#£0. Dokazimo da je x+y \/i iracionalan broj. Pretpostavi¢emo
suprotno, tj. da je x+y \/i racionalan, tj. da je x+y \/isz, gde je z racionalan broj. Ali,
x+y \/izz moZe biti tada, i samo tada, kad je y \/i»:z—x, tj. kad je y \/i racionalan broj, tj.
kad je \/5_ (z —x):y racionalan. Dakle, pretpostavka nas dovodi do protivre¢nosti, ona nije taéna,
tj. x+y \/i nije racionalan, nego iracionalan broj. '

4) Dokazite da su x—y \/i i x+y \/3 iracionalni brojevi (pod uslovom da su x iy
racionalni brojevi, y7£0).

5) (1) 3/8=2 (zaito?), \/ —27=—3 (zadto?), /16=21i —2.
— 4= 3] 64 o — 4o
(2) Da li je §/20, 4/10, i/ 55 8/75, /2 racionalan broj?
(3) /6,25, 30,125, /=32, 4/81, 4/0,0081 su racionalni brojevi. Odredite ih.

(4) Zasto su \/ﬁ, 3\/?, 5\/5 iracionalni brojevi?

6) Ako je dat */a, gde je a nenegativan racionalan broj, ne N\ {0, 1},
a ne postoji takav broj x da je x*=aq, Q/Z je iracionalan broj.

Ako je dat /a, gde je a negativan racionalan broj, a ne {3, 5, 7,...},
1 ne postoji racionalan broj x takav da je x"=a, (/E je iracionalan broj.

Kad je a negativan broj, ane{2,4,6,8,...}, UE nije ni racionalan ni
iracionalan.

7) I &uveni broj = (§ 22.4) je iracionalan, ali izratunavanje njegovih
decimala je mnogo sloZenije. Nedavno je, elektronskom masinom, izra¢unato preko
100000 decimala broja =. Prvih 30 decimala jesu

7=3,141592653589793238462643832795 . ..
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5. 1) Kad je poznato dovoljno decimala i iracionalni brojevi se aproksimiraju
pribliznim decimalnim brojevima onako kako je pokazano u § 21.5, t. 1, na primer:

/322,24 sa taénoicu do 0,013 7~3,14159265 sa taéno$éu do 10-%;
~s2,236 sa tanodcu do 0,001; ~23,1416 sa taéno§cu do 0,0001;
~2,236068 sa taénodcu do 10-¢; 3,14 sa ta¢no§éu do 10-*

2) TIracionalni brojevi se mogu sabirati i mnoziti (pa dakle i oduzimati
i deliti), na primer:

\/54—\/"_3%3,1463; \/"i'\/3%2,449;

Ali to izlazi iz okvira ove knjige.*

Sta pokazuje poslednji primer? Je li mnoZina iracionalnih brojeva zatvo-
rena u odnosu na pojedine operacije ?

Inate, svih pet osnovnih osobina (komutativnost, asocijativnost, .. .)
vazi i u mnozini iracionalnih brojeva.

EVEI CRVEIE o S
2 2 4 B

§ 21.7. MNOZINA REALNIH BROJEVA

1. MnozZina Q racionalnih brojeva i mnozina J iracionalnih brojeva su raz-
dvojene, nemaju zajednickih elemenata.
Unija tih dveju mnoZina, tj. QnJ=R, zove se mnofina realnih brojeva.

2. Dosad smo utvrdili da svakom broju, bez obzira kojoj numeri¢noj mnozini
pripada, odgovara taCka prave brojeva. Pridimo sad malo bliZe (i rigoroznije) toj
geometrijskoj interpretaciji (jer ¢e nam Kkasnije ona biti veoma korisna).

1) U glavi VII uveli smo orijentisanu pravu i interval, naime (sl. 21.7):
a x b
Slika 21.7
a<<b, zatvoren interval [a, b], x € [a, b].

Kratkoce radi interval ¢emo ovde oznacavati velikim grékim slovom A
(lambda) i pomoénim oznakama, npr.:

A AL Ay Mgy Agy ooy Ay
Izmedu dva data intervala moze postojati jedna, i samo jedna od ovih relacija:

Y]
At M a Aq b Ao L a N
b c d ¢ -
(1) (2) A2 1 (3)
A As N Ay
i 1 2 A T
| 1] e
A N
(6)
(4) (5)
Slika 21.8
*_Po:xovo upuéujemo &itaoca na autorovu Aritmetiku — teorijsku 1 prakticku.
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U slucéaju:
(1) intervali su razdvojeni, tj. A;nA,= & ;
(2) intervali su grani¢ni, tj. A;nA,={c} i b=c;
(3) dve krajnje tatke su im zajedni¢ke i jedan je wmetnut u drugi, tj.

ADA, 1 a=c;
(4) poklapaju se, 1j. A=A,
(5) seku se, 1j. ANA,=A";

(6) jedan je umetnut u drugi, tj. A A, ili AjnA,=A,.
Ako su intervali razdvojeni ali se mogu dovesti u polozaj prikazan crte-
Zzom (4), oni su podudarni (kongruentni), tj. A; = A,.
2) U ovom momentu je za nas najvaZnija relacija ,, ...umetnut u. ..«
Posmatrajmo niz zatvorenih intervala:
Ay Ay Agy ooy Apsy oo

On se zove nig umetnutih intervala ako su zadovoljena dva uslova:
(a) Ako je Ap>Any, n=1, 2, 3,..., tj. ako je svaki sledeéi interval
umetnut u prethodni.

(b) Ako se’intervali neogranieno smanjuju kad » raste neograniceno.
Ili druk&ije i preciznije: Ako mera (,,merni broj“) intervala tezi nuli kad n raste
neograni¢eno. [U tom pogledu videti dalje pod (3).]

Dva tipi¢na niza umetnutih intervala prikazana su crtezima:

N 2 o ——
08,65, Q, 3, G
’ (1)
G L.
PR F RBRGQ, Q, g a
(2)
Slika 21.9

Na crtezu (1) prikazan je niz umetnutih intervala*:

[P)Q]J [PJQ].]) [P:Q‘l]y "-)[P)Qﬂ])v--
[P> Q]i [Pl) Ql]:. [P2: Qz]:~--:le Qﬂ]>

Prema (a) i (b) svi intervali niza umetnutih intervala imaju jednu jedinu
zajedni¢ku tacku. (Crtezi samo ilustruju tu Cinjenicu.) U sluéaju prikazanom crte-
zom (1) ta je tatka P. U sludaju prikazanom crtezom (2) ta je tatka G. (Ne treba
smetnuti s uma da orijentisana prava, nosa¢ umetnutih intervala, nije fizi¢ki nego
geomerrijski prostor.)

a na crtezu (2):

* Ovde i dalje moramo odstupiti od ve¢ usvojenog nadina oznaavanja elemenata, pa
¢emo tatke (elemente) oznacavati velikim slovima.
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3) Poznato je (na to smo ukazali kad je bilo re¢i pojedinatno o numerickim
mnozinama N, Z, O) da ¢im se izaberu dve tacke prave, npr. O i J, kojima se do-
dele, respektivno, brojevi 0 1 1, prava postaje orijentisana i svima njenim odredenim
tatkama 4, B, C, ... (npr. ,desno® od O) i odredenim tatkama P, O, R...
(,levo® od O) odgovaraju tatno odredeni brojevi.

Sad uvodimo nov termin: Broj koji odgovara odredenoj tacki zove se
koordinata te tatke.*® .

(1) Posmatrajmo prvo slu¢aj prikazan crteZzom.

s R Q P 0O 3 A B C D
-4 -3 2 4 0 1 2 3

Slika 21.10

Svi intervali [/, 41, [4, B], (B, C),..., [0, P), [P, Q},... kongru-
entni (podudarni) su intervalu [O, J]. Zato tatki A dodeljujemo koordinatu 2,
tacki B dodeljujemo koordinatu 3, ... tatki R dodeljujemo koordinatu —3, itd.
I zato se tatke ..., R, P, O, O, J, A, B, ... orijentisane prave zovu, kratko,
cele talke™.

Prvo $to treba konstatovati u vezi s tim jeste da izmedu mnoZine tacaka
pravé i mno¥ine celih brojeva postoji jednozna¢na obostrana (biunivoka) korespon-
dencija, tj. bizekcija (§ 9.5):

R: Q; P; O; J: A’ B’
! ! ! ! ! ! !
3, -2, —1, 0, 1, 2, 3,.

Drugo, samom orijentacijom prave uvedena je relacija poretka u obe
mnoZine, npr. R<P i —3<—1, D>A415>2,...

Trele, svaka ,,cela® tatka identifikuje se svojom koordinatom i dobija 'L'me
te koordinate. Zato se govori i piSe, npr., tatka 2, tatka —17, ... (umesto broj 2,
broj —17,...).

Cetvrto, mnozina celih tadaka zavisi od izbora tacke 0 (nula) i tatke 1,
%to, s obzirom na neogranienost tih izbora, zna¢i da svaka tacka jedne prave moze
biti cela. Ali, kad se jednom izaberu tatke 0 i I, viSe se nidta ne moze menjati u
toku resavanja jednog problema. Samo tako se moZe govoriti o stalnim tatkama
&ja su imena, npr., —10, —1700, 8, 8- 1010, . ..

Takva se prava zove, kao §to je poznato, lnija brojeva (ili ,,brojna linija“,
ali je svakako prava brojeva ili osa brojeva bolji termin, $to je veé ranije napomenuto).

(2) Mozemo li odrediti tatku prave (ose) brojeva kojoj odgovara (kojoj

. . . 3
treba dodeliti) racionalni broj na primer (7)3

B N;pémenimo da je dodeljivanje brojeva tatkama prave mentalni posao. Crtanje i
pisanje je fizi¢ki posao koji nam olak§ava mentalni rad.
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U tu svrhu podelimo interval [0, 1] na 7 kongruentnih intervala.* Kraj
treCeg intervala, ratunaju¢i od O ,nadesno” [jer je = pozitivan odnosno ne-

negativan broj], je traZena tatka. Ona ocigledno odgovara (§§ 20.1 i 20.2) i svakom

R Y. 3 6 18 1611
broju beskona¢ne mnoZine !—, —, —, ..., ——, ...}.
7 14 21 3759

— 3
4 0 4 %5 45 28 :

Slika 21.11

Na sli¢an nacin konstruiSemo odgovarajucu tatku ma kojeg datog racio-
nalnog broja (;) , naime: interval [0, -[] podelimo na & podudarnih intervala i
izbrojimo, poéev od 0, a intervala u pozitivnom odnosno negativnom smeru, veé

prema tome, da li je (%) >0 ili (%)<0. Ali, u mnogim konkretnim slucajevima.

. . . e . 41 .
konstrukcija se moze i lakSe izvr$iti; na primer, tatku — v konstruidemo ovako:

-4

6
podelimo taj interval na 6 podudarnih intervala i prva tacka ,,desno“ od —7 je

=—6-+ '—Z, §to pokazuje da (traZena) tatka pripada intervalu [—7, —6];

. M . . « .. M . 4 . .
trazena tatka. (To je u stvari ,,desna® krajnja tatka intervala [—7, ——61] paje broj

41 83 . . . e M e :
(—7—?):2=—1—2 koordinata sredine tog intervala. KonstruiSite tacku c&ija je
. 41 3
koordinata | —7——):3=— 8 .
6 18

Na taj nadin, svakom racionalnom broju odgovara racionalna tatka koja se,

prema potrebi, zove i racionalni broj, ba§ kao §to se i racionalni brojevi (npr.
70 27 10 42

3 -3, — 55" " or” 0, e 1,...) zovu (kad zatreba i, podvla¢imo, kad se
radi na ost brojeva ili uz njenu pomoc) racionalne tacke.

Izmedu mnozZine racionalnih ta¢aka i odgo- oA, B, G ...
varaju¢ih racionalnih brojeva postoji biZekcija. A { i I

relacija poretka (reda) koja postoji u jednoj od tih
mnozina, postoji i u drugoj, npr., ako je 4<B, onda
je 1 a<<b, i obrnuto.

a, b, Cyvn

(3) Iz prethodnog [pod (2)] izvodimo i konkretnu interpretaciju racio-

. . . 3 M T .. .. M T
nalnih brojeva, na primer: " oznacava deo jedinice koji se dobija tako Sto se jedi-

* Vidi Metodika savremenog matematiCkog obrazovanja, crtezi (slike) 234, 235, 236. Da
bi bilo otiglednije, na crtezu 21.11 uzimamo veéu skalu, tj. znatno ve¢i interval [0, 1]. Tako
postupamo kad god je to potrebno.
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. . 65
nica podeli na 4 jednaka dela pa se uzmu (izbroje) 3 takva dela; e oznatava da

jejedinica podeljena na 17 jednakih delova, a zatim uzeto (izbrojeno) 65 takvih
delova. Iz toga, pak, sledi da svakom intervalu (svakoj duZi) prave brojeva odgo-
vara taéno odreden nenegativni broj, koji se zove mera ili ,merni broj* intervala
(duzi, § 7.5.). Na primer, mera intervala [OA] (s}. 21.10) ije' 2,. mera intervala [SP]
je 3, a prema prethodnom mozemo konstruisati interval ¢ija je mera

237 100 100

3) U § 20.6, t. 4 napomenuli smo da prava brojeva sadrZi i1 neracionalne
tacke. Sadrzi li ona malo ili mnogo neracionalnih ta¢aka? U § 21.6 napomenuli smo
da ima neograni¢eno, beskonano mnogo neracionalnih brojeva. (Izmedu svaka dva
racionalna broja nalazi se jedan neracionalan.) Ako svakom neracionalnom (iracio-
nalnom) broju odgovara tacka prave brojeva, onda ona sadrZi. beskona¢no mnogo
neracionalnih tataka. Medutim, mi nismo dokazali niti da neracionalnih brojeva
ima beskona¢no mnogo, niti da svakom takvom broju odgovara tacka prave brojeva.
Zato ,,dokazimo® teoremu:

Svaki interval prave brojeva sadr&i neograniceno mnogo neracionalnih talaka.

0@ !
0

1
3
Silka 21.12

Zaista, neka je T (sl. 21.12) jedna neracionalna tacka, tj. tacka &ija je
koordinata neki neracionalan broj. Konstruidimo tatku Q tako da intervalu (duzi)

[OT] odgovara bilo koji racionalan broj, na primer ? Tacka Q pripada jednom
intervalu, npr. [0, ;—] _Dalije O racionalna tacka? Nije, jer kad bi tako bilo, kad bi
njena koordinata bila racionalni broj (%), onda bi koordinata tatke T bila %—l—

—1-——84 tj. racionalni broj, a mi smo pretpostavili da ta¢ki T odgovara neracionalan
brosj. Dakle, tatki O ne odgovara racionalan broj. A kako moZemo, na opisani nacin,
da konstruiemo koliko god ho¢emo tataka (Q,, O, . . .) intervala [0, %] (jer uvek
mozermo da nademo koliko god ho¢emo racionalnih brojeva koji odgovaraju inter-
valima [Q;T], [QsT], [OsT], .. .), interval [0, —;—] sadrzi neograni¢eno mnogo

neracionalnih tac¢aka. Dakle:

Prava brojeva sadrsi beskonaino mnogo meracionalnih talaka i njihove su
koordinate neracionalni (iracionalnt) brojevi.

4) Pokazimo da svakoj neracionalnoj tacki odgovara neracionalni, tj.
iracionalni broj kao koordinata.
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(1) U tu svrhu napomenimo prvo da se tacke kojima odgovaraju deci-

malni brojevi, tj. decimalne talke, konstrui$u kao i ostale racionalne tatke. Pa i
lakse, jer se odgovarajudi interval, npr. [—6, —5]~ [0, 1], deli na 10, 100, 1000,...
podudarnih intervala, ve¢ prema tome sa koliko je decimala napisan dati broj;
na primer, ako je dati broj —5,7, interval [—6, —5] deli se na 10 podudarnih inter-
vala, pa je sedma podeona tacka ,levo“ od —5 (ili tre¢a ,,desno* od —6) trazena
tatka. Ako je dati broj —5,74, interval (—6, —5] deli se na 100 podudarnih inter-
vala, ili, $to je isto, interval [—35,8, —5,7] deli se na 10 podudarnih intervala, pa je
trazena taCka Cetvrta ,levo®“ od —5, 7, odnosno $esta ,,desno“ od —5,8.

Uopste, da bi se dobila tacka ¢, dds, ..., dx deli se interval [¢, ¢+ 1]
na 10* podudarnih intervala, pa se izbroji d;d, . . . dx tataka desno odnosno levo od c.
Ili, §to je isto, interval [¢, ¢+1] deli se na 10 podudarnih intervala, pa se odredi
tacka ¢, d,, interval [c, d;; ¢, d;+ 1] deli se na 10 podudarnih intervala, pa se odredi
tatka ¢, d,d,; itd.

Ozna¢imo mnozZinu svih decimalnih tataka velikim grékim slovom A
(delta). Svaki interval A ¢iji su krajevi decimalne tatke D i D’ (odgovarajuée koordi-
nate d i d') pripada mnozini A.

(2) Neka je sad T (sl. 21.12) neracionalna tacka. Koji broj joj odgo-

vara, tj. koja je njena koordinata?

Podelimo svaki interval {0, 1] i [1, 2] na 10 podudarnih intervala. Oni su
grani¢ni i tatka T mora biti (unutradnja) tatka jednog od tih intervala [sl. 21.13(1)].
Nazovimo taj interval A;. Podelimo interval A; na 10 podudarnih intervala (tj.

o 0}
=01 0010203040506070809 1 11 12 13 14 1516 17 18
(1)
7 DD 18
173k g (2) 18 2
Slika 21.13

[1, 2] na 100). Podto T nije racionalna ta¢ka, ona je unutrasnja ta¢ka jednog od tih
intervala. Neka je to A,. Interval A, podelimo na 10 podudarnih intervala. Tatka T
je sigurno unutradnja jednog od njih, recimo Aj.

Jasno je da taj proces moZemo neograni¢eno produZiti, jer su krajevi
intervala decimalne tatke D, i D}, D, i D,, D; i Dj, a tatka T nije racionalna (pa
ne moze biti nijedna od tacaka D, tj. nijedna od ta¢aka mnozZine A).

Kako su koordinate tacaka D;, D,, Dy, D, . ..
decimalni brojevi dy, di, dy dp. ..,

pri ¢emu je dp=dn.+ dakle decimalni brojevi koje mozemo proéitati sa crteza, |

1_
10’
nalazimo da tacki T odgovara broj © (gréko slovo tau) takav da je:
l<t<<2
1,7<s<1,8
1,73 << 1,74
1,732<<t<<1,733
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tj. beskona¢ni neperiodi¢ni broj, a to je, po definiciji, iracionalni broj. Tom se
broju mozemo pribliziti decimalnim brojevima ¢ kojom god hoéemo taénodcu

10” 100° 107 .
tatki T, niti se, pak, opisnim postupkom dobija periodi¢ni decimalni broj. (Uporedi
§ 21.5, 1. 11§ 216, t 5, 4)

Postupak je opéti, tj. primenjuje se¢ na svaku neracionalnu tatku. Otuda:

Svakoj neracionalnoj talki odgovara odredeni iracionalni broj (iracionalna
koordinata). .

(U datom slu¢aju dobili smo broj \/3 ¢iju smo tacku konstruisali u § 21.6.)

( L. . ! . .), ali nikad ne moZemo napisati decimalni broj koji odgovara

5) Obrnuto, dat je iracionalni broj. Konstruisati odgovarajucu tacku prave
brojeva.

U mnogo sluéajeva 1o se moZe postici geometrijski (§ 21.6, t. 2 i t. 3, 1), jer
je, na primer, \/ 10=+/341, \/17T=/ 441, J12=./42 =2, J15=/4—1, ...
Medutim, t0 nije uvek moguce i opsti postupak je sledeéi. Uzmimo, na primer broj:

7=3,141592653598 . . .
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1%
B A
305 30 A\ 38 320

34 3052
Slika 21.14

Napi$imo niz intervala Ciji su krajevi decimalni brojevi*:
[3,1; 3,21, [3,14; 3,15]), [3,141; 3,142],...
Tom nizu odgovara niz ,,tatkastih® intervala:
A1=[D1) Dl]: A= [DZ) DZ]) A3=[D3, Da], BRI Aﬂ:[Dm Dn]: s
jer je 3,1 koordinata tacke D, a 3,2 je koordinata tacke Dy, itd. Ti su intervali umetnuti
i smanjuju se neograniceno, tj. duZina intervala teZi nuli kad k raste neograni-
Zeno, jer je:

, 1
dn=dn+ >
10n

. . | . . v R .
pa mera intervala A, iznosi o (a taj broj tezi nuli kad n raste neograni¢eno).
"

Znadi (prethodno pod 2), intervali A;, Ay, A,, ..., Ay, . .. &ine niz umet-
nutih intervala, pa imaju zajedni¢ku tacku P, tj. stalno je:

D, <P<Dy
kad n raste neograni¢eno. A kako je stalno i:
dp<m<dp,
gde su dn i d. koordinate tataka D, i Dy, tacka P odgovara broju .

" ® Vet smo u stvari imali: ,=[1,7; 1,8], he=[1,73; 1,74], Xh={1,732; 1,733], ...
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Taj se postupak moZe primeniti uvek jer je svaki iracionalan broj neperio-
di¢an decimalan broj. Dakle:

Svakom iracionalnom broju odgovara jedna, i samo jedna, tatka prave
brojeva 1 ona se zove iracionalna taéka.

Opsti i konaéni zakljulak:

Izmedu talaka prave &gjim su dvema tadkama dodeljeni brojevi 0 1 1 —
prave brojeva — 1 realmh brojeva postoji jednoznalna obostrana korespondencija
(bifekcija).

Prava (osa) brojeva sadrZi neograniéeno mnogo 1 racionalmih © iracionalnih
talaka, pa je 1 mnogina racionainih brojeva i mnogina iracionalnih brojeva beskonaina.

3. Na osnovu definicije (t. 1) i uspostavljene jednoznatne korespondencije
izmedu tacaka prave brojeva i realnih brojeva, neposredno uvidamo sledeée &inje-
nice i definicije (i zato ¢injenice navodimo bez dokaza*):

1) Svaki realni broj odgovara jednoj, i samo jednoj, tatki prave brojeva.
1 obratno: Svaka tatka prave brojeva odgovara jednom, i samo jednom, realnom
broju.

2) U mnozini R definisana je relacija totalnog reda, tj.:

Vry, rs€ R rp<r,.
3) Za svaki realni broj r vaze ove ekvivalencije:
r je pozitivan < r=0;
r je negativan & r <0;
r je striktno pozitivan < r>0;
r je striktno negativan < r<0.
4) Za svako ry, ro€ R: ri+7r, zove se zbir i r,+7r,€R.
5) ¥r, r,€R (ij. za svaki element r; i svaki element 7, mnoZine R):
r +ry=r,+r, (komutativnost).
6) V1, 7Ty 1€ R ryFrytra=(r+ry)+ra=r +(ro+ry).
Kako se zove ta osobina?

7) ¥YreR: r+0=r=0-+r, tj. nula je neutralni element sabiranja realnih
brojeva.

8) YreR ima —r tako da je (—r)4+r=0=r+(—7).
Kako se zovu, u tom slucaju, brojevi » i —r?
9) Vr, rs€R: ry—ry=r;+(—ry). Sta je to?
10) Ako a,b,¢,d,¢e,f, g, heR, onda je:
(1) at(—b)+etd+(—&)+(—)+g+(-—h)=a—b-+c+d—e—f+g—h
(2) —(a+b+c+...+h) je simetriéni zbir zbira a+b+...+h
i —(a+b+c+. . +H)=—a—b—...—g—h.

* Neke ¢emo dokazati u § 21.10.
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11) Ako a, b, ¢, d € R, onda:
(1) a<h i c<d = a+c<b+td;
(2) a<b ic<d = atc<btd;
(3) a<b ic<d = a+c<b+d;
4 asbic<d= atc<b+td;
(5 a<b & —b<—a;
6) Casbe —b<—a;
(M a<b<ec & —c<—b—aj
(8) ash<c & —c<—b<a;
©) 0<a & —a<0;
(10) a<b<e<d © 0<c—b<d—a.
12) Vry,Ta€R: v, -7y tj. 775 zove se proizvod realnih brojeva ry i 7, i
rirs € R.
13) Vry, rye R ryry=ry; (Kako se to zove?)
14) ¥y, 1y 73€ Rt ripgrg=(ryry) rg=ry (rary).
15) Yy, ray ra€ Ri(ryFry) rs=ryrgt7ars;
7y (rytra)=ryrytrers;
(ry—ry) ry=rir3—74ra;
1y (ri—7ro)=ryr3—7rory.
16) Yy, € R vy (—r)=—(ryry) = (—71) " 7o
17) YreR: 0 -r=r-0.
18) VreR: L r=r=1"-7.
19) Proizvod dva realna broja (koji nisu nule) je pozitivan ako, i samo ako,
su oni istog znaka.
20) VreR; r-—=1=mn" Odatle sledi da su 7 i lj(koji se pide i )
r

istog znaka.

4. Kako je za svako a, b, ce R:

1) (1) at+beR, (2) (a4b)+c=a+(b+0),

(3) a+b=b+a, (4) a+0=a, (5) —a+a=0;
2) (1) abeR, () (ab) c=a (bo),

(3) ab=ba, 4) a 1=a, (5) %wzzl;

3) (a+b) c=ac+be,

R, +, je polie.
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5. Neka su a <8 dva realna broja i neka A= {q, B} oznacava sve realne brojeve
r takve da je a<<r<B, tj. neka je A interval realnih brojeva. Posmatrajmo niz
intervala realnih brojeva:

Ay Ay Ay o0y Any Angyy -
koji zadovoljava uslove:
(1) Anyy=Ap za svaki nenegativni broj n.

(2) ,,Sirina* intervala A, smanjuje se neograniéeno kad nenegativni
broj » raste neograni¢eno. Drugim refima, mera intervala A, teZi nuli kad » raste
neograniceno.

Tada svi ti intervali imaju jedan jedini zajednicki realni broj, tj. niz umet-
nutih intervala Ay, A,, ..., An, te2i jedinstvenom realnom broju.
1—+J3  1+4+/5

Na primer, granice svakog ¢lana niza /\"=[ :| su iracionalni bro-

jevi ali niz zadovoljava i uslov (1) (npr.

-5 1=J5 15 1445
V5 1oV i —Y < 4\/,:j.,\,.+ch,.)

5 4 5
i uslov (2) jer mera njegove duZine iznosi:
145 1-5 245 1 -
—-‘/—— v = v < —— kad je n>2./5- 10", pa (dati niz) teZi broju 0.
n n n 10%°

§ 21.8. UPOREDNI PREGLED OSOBINA MNOZINE
RACIONALNIH BROJEVA (Q) I MNOZINE REALNIH BROJEVA (R)

1. Pregled osobina:

MnoZina Q | Mnozina R
1) Zatvorenost operacija
1 () Vx,yeQ: x+yeQ I (1) Vr,r,eRir+7,eR
1 ) Vx,yeQ: xyeQ. 1 () Vry,raeRirreR.

2) Komutativnost

2 (DVx,yeQ: x+y=y+=x 2 (D VryreRr+ry=ry+nr
2 () Vx,y Q:xy=yx. 2 (2) Vryra€ Rinyry=rgry.

3) Asocijativnost

3) Yx,9, 2€Q: 3 Y1y, ry, 13 €R:
(D (x+y)+e=x2+(y+2) (D ritr)+ry=ri+(ry+rs)
(2) (xy)z=x(yz2). (2) (ryr2ra=ry(rsry)-
4) Distributivnost
4) Vx,y 2€Q: 4) Y 1y, 7y 73 € R:
(D (x+y)z=xzt+yz (D) (ritrdry=riratriry
(D) 2(x+y)=2x+2y. () ry(ryFra)=rsr +ryrs
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5) Neutralni elementi .
5 ()VxeQ: x+0=x=0+x 5 ()VreR: r+0=r=0+r
5 QVxeQ:xl=x=!=x 5 QQVreR:rl=r=1r

6) Simetriéni elementi

Y x e Q postoji y € O tako da VY r, € R postoji 7, € R tako

je x+y=0. dajer,4r,=0ilir+(—r)=0.

7) Recipro¢ni elementi

¥ x € Q postojiy € O tako da V ry € R postojir, € R tako da
jexy=1. jerg,=lilir—=1.
T

8) Trihotomija

Yx,yQ: Vr,reR:

ili je x=y, ili x<y, ili x>y. ilijery=ry, ilir, <ry, ilir,>r,.

9) Relacija jednakosti

Vx,9, 2€ Q: Y 7y, g, ¥3 € R
(Dx=y = xtz=y+z (Dry=ry = 1 try=ratry
D x=y = xz=y2 Q) ri=7, = riry=ry74
() xtz=ytz=x=y B)ryF+ry=ratryg=ri=r,

(4) xz=yz, 240 = x=y. (4) yrg="Tarsy 13550 = 7y =1y,

10) Relacija poretka (reda)

Vx,y,2€Q: V1), 1y, 13 € R:
Dx<y e x+z<y+= (Dry<ry © ri+ry<<ra+r,
Q) x<y, 2>0 & xz2<yz (D1, <ryy 732>0 & 1)y <Trory
B)x<y, 2<0 & x2>y2. (B) 1y <7y, 73<<0 & 1y 1,7,

Dakle, mnoZina R ima sve osobine‘ koje ima mnozZina Q.
O, +, » je poliei R, +, e je polje.
2. 1) Pregled svih proucenith numerickih mnozina:

. 1Y O (racionalni mr (peri-odién-i decimalni brojevi) .

R (rea.lm' brojevi) (2) D (decimalni 7 (celi N (prirodni
brojevi) brojevi) (celi) brojevi)

2) [ (iracionalni ili beskona¢ni neperiodi¢ni decimalni brojevi)

2) Sastavite Venov dijagram prou¢enih numeri¢kih mnoZina.
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§ 21.9. NIZOVI I REDOVI

1. 1) U § 21.6 posmatrali smo neke nizove racionalnih brojeva. NapiSite
pet slede¢ih brojeva (¢lanova) niza:

(D 0,6; 0,66; 0,666; ...;
(2) 54; 5,47; 5,473; 5,4737; 5,47373; ...;
3 1,95  1,99; 1,999; ...;

(4) '4) 1) 6, 11, PR
(5) 13, 3, -7, —17, ...
1 1 1 1
6 N D! o0 IO

© 2 4 8 16
1 1 1 !
7 T Sy T - L)
™ 1 2 3 4
®  J3 3 33 9, ...;

9 0,3; 0,37; 0,373; 0,3737; 0,37377; ...
Svaka beskonatna (neograni¢ena) sukcesija brojeva:
X1, Xgy X35 <« 5 Xny -

zove se, kratko, niz, pri ¢emu indeks oznafava rang (rédni broj) ¢lana niza. U
stvari niz je funkcija f(n), ne N,.

U mnogo slucajeva niz se definiSe opstim &lanom, ill se iz nekoliko nje-
govih (po pravilu prvih) ¢lanova sastavlja formula opdteg ¢lana, na primer: opsti

¢lan niza (5) je xp=x,—10(n—1); op$ti ¢lan niza (6) je ZL; opsti ¢lan niza
7 je

2) Napisite op$tu ¢lan svakog od. ostalih nizova, zaklju¢no sa (8).

3) OpSti ¢lan niza:

2,4,6,8,...je 2n;
1, 3,5 7, ... je 2n+1.

4) Napisite prvih 5 ¢lanova niza:
(1) 3n; (2 n% (3) 2n+3; (4) n(n+1).

5) Poku$ajte da napiSete opsti ¢lan niza:

e 2, 9, 16, 23, ... 1 izradunajte 15. ¢lan;
2 217, 22, 17, 12, ... 1 izraCunajte 30. ¢lan;
3 _;, _;, _2, %, ... 1 izraunajte x;4;
1 1 1 .. .
4 L, —, -, —, ... 1 izraCunajte ;
( ) 4 9 16 1. r JIE Xgp5
(5 1, 2, 3, 4, ... 1 izraCunajte x4;
(6) —25, —15, —5, 5, ... 1 izraunajte x;,;
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@ 1, 4, 9, 16, ... 1 izraCunajte x,;
(8 0,3, 0,03; 0,003; 0,0003;i izradunajte x,q;
“ 1, 4, 16, 64, ... i izraunajte xg;
1oy 9, 3, 1, % ... i izratunajte xy,.
Neki odgovori: (2) xn=27—5(n—1); (3) x,=—53; (7) x,=100; (9)
xs=16384.

6) Napisite prvih pet ¢lanova niza &iji je opdti ¢lan:

1 | 1
1 24+——; 2 ; 3) 2——;
( o (2) o (3) o

-1y (= i
; 5 ; =3
2n ) 10" ©) n’

@ !

' (_l " 1 1
M 3+ @) 1L ) 1
n 2!1 2"

7) Ako je x, <xp,4y, kaZzemo da niz monotono raste. Ako je xp<<Xpyy, NiZ
stvarno raste. I obrnuto: Niz monotono opada, odnosno stvarno opada.

Izrazite simbolima da niz monotono opada i da stvarno opada.
8) Ispitajte i napiSite koji od nizova navedenih pod 5) i 6):

(1) monotono raste; (2) stvarno raste; (3) monotono opada; (4)
stvarno opada.

- 2. 1) Videli smo (§ 21.6) da su svi ¢lanovi nekih nizova, ako monotono
ili stvarno rastu, manji od odredenih brojeva. '

Pridimo blize toj ¢&injenici. U tu svrhu posmatrajmo, npr., niz:
(1) 1,9; 1,99; 1,999; ... &ji je opdti &an 2—# i niz
1 3 5
2) =, 1, 2, 2, 2, ... ¢&ji je opsti &lan X
2) 5 2 5 ¢iji je opsti ¢lan -

' I jedap i drugi stvarno  raste. Oznatite tatke prave brojeva &ije su
koordmate.prwh pet c¢lanova jednog i drugog niza. Primecujete li bitnu razliku
u ponasanju ta dva niza?

_ Postoji 1i ¢lan niza (2) Cija se tatka nalazi iza tatke 3 (prave brojeva);
iza tacke 5; iza tacke 11?
vPostoji li ¢lan niza (1) ¢ija se tacka nalazi: iza 3; iza 2? Gde se nalazi,
npr., tack-a koja odgo.vara sedmom, devetom, dvanaestom, stotom ¢lanu niza (1)?
Tacke kqle odgovar.aju desetom, stotom, hiljaditom ... ¢lanu niza (1) nalaze se
ispred 2.1 sve su bl}ie tacki 2. One se tu zgudnjavaju, ali nijedna ne postaje ni 2,
a kamoli da prede iza 2. ZaSto? Zato $to su svi ¢lanovi niza (1) manji od 2:
1

1
2—x1=1—0, 2_x6:YE)E’ 2—Xpp0=

1
rowe’ 7

v . 1 . .. .
Znali, interval [2 o7 2] postaje sve manji kad » raste. Zaista:

) Mi moiemo udiniti da taj interval bude manji od £A=0,001. Za to je
dovoljno da je »n (rang ¢lana niza) ve¢i od m=3, jer je tada 2—1,9999=0,0001 < A.
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Mozemo li udiniti da interval bude manji od ~£=0,000001? MoZemo.
Treba uzeti n>m=6, jer tada je, npr., 2—1,9999999 < 0,000001.

Mozemo li naéi takav prirodni broj m da za sve n>>m interval bude manji

od h:l—? Mozemo, m=12.
1012

Znadi, ma kako mali bio pozitivni broj A, uvek moZemo naéi prirodni
broj m takav da razlika izmedu svakog ¢lana niza (1) €iji je rang vedi od m 1 broja
2 bude manji od k. Ta se &injenica izrazava tako $to se kaZe da je 2 granica
posmatranog niza.

To va’i za mnoge monotono ili stvarno rastuce nizove, pogotovu za
sve nizove kojima se definidu periodi¢ni racionalni brojevi (§ 21.6). Zato uvodimo
definiciju:

Broj a zove se granica niza

X1, Xoy X5 o - s Xk -« -

ako za ma kako mali pozitivni broj & postoji broj m € N, i odgovara-

ju¢i ¢lan nizax, takav da se svaki ¢lan koji sledi za x, (n>m) nalazi

izmedu a—#h i a, tj. da je svaki takav ¢lan broj intervala [a—h, al.
Pri tome granice intervala ne dolaze u obzir.

2) Pokazite na slitan na¢in da je 2 granica niza 2+ s

U tom sluéaju svaki ¢lan koji sledi za x, (n>m) nalazi se izmedu a iat
4k, tj. u [a, at+h].

Prvi primer pokazuje da su svi ¢lanovi niza manji od granice. Drugi pri-
mer pokazuje da su svi ¢lanovi niza vedi od granice. Za prvi niz kazemo da teZi
granici ,,s leve strane“. Drugi te#i granici ,s desne strane®.

I niz 24—

(—10)?
od 21 vedi od 2, na primer: x;=1,9; x,=2,01; x3=1,999; x,=2,0001; x,=1,99999;
x4=2,000001. : _

Zato, uopste, za niz:

ima granicu 2, ali njegovi ¢lanovi su naizmeni¢no manji

Xy, Koy Xgs o v o> Kby - - -

kagemo da ima gramicu a ako za ma kako mali pozitivan broj h postoji broj
meN, i odgovarajuéi Elan xy takvi da se svaki lan koji sledi za xy (n>m) nalazi
u intervalu [a—h, a+h], y. u |a—h]|.

Definicija moze da pri¢injava teskoée zbog neuobilajenog nacina izra-
7avanja. Inace, misao koju ona izraZava je veoma prosta: niz ima granicu ako je,
potev od dovoljno velikog #, svaki sledeci ¢lan niza sve blizi broju a. I to pribli-
Javanje nema kraja, jer je granica broj kome se Clanovi neograniceno priblizavaju,
ali ga nijedan ne dostizZe.

3) Pokazimo da je granica niza:

TR R G| -1y
s T
broj nula. U tu svrhu treba pokazati da za svaki, ma kako mali, pozitivan broj
- . 1 . 1 .. . .. ..
k postoji ¢lan niza — takav da se svaki ¢lan — koji sledi za njim nalazi izmedu 0—~
n m
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i 04h. A to jeste, jer je dovoljno uzeti l<h, na primer, ako je ~£=0,001, treba
n
uzeti n=10000, jer su tada +# [ — !
10 000 10 001
=0,00001, =10 000 ne zadovoljava, ali #=1000000 zadovoljava, jer su

. 1
.
1 000 001
4) Da je broj a granica niza:

bliZzi nuli nego 0,001. Ako je A=

1
1000 000
blizi 0 mego 0,00001. I tako dalje.

X1y Xgs Xgp o v vy Xny o o
izrazava se ovako Xj, Xy Xg ... Xn,...—>0,
a Cita: Miz: Xy, Xpy . .., Xy, . .., Xp ... tezi ka (broju) a.

Ili: Kad nt, xp—a. (Cita se: Kad » raste neograniteno, x, tei ka a.)

U tom slucaju govorimo da dati niz komvergira ka a, kao granici, kad
n raste neograni¢eno. Uopste, za niz koji ima granicu kaZemo da je konvergentan.
U protivnom niz je divergentan, na primer, svaki od nizova:

Lo 2 3, 4. ...
2, 4 6 8 ..., 2m,...
L 4 9 16 ..., % ...
3, 1, 19, 27, ...,

od kojih smo tri ve¢ naveli, jeste divergentan. Isto takc, nizovi:
—1, 1, =1, I, ..., (=D, ...
—1, 2, —3, 4, ..., (—Dmn, ...

jesu divergentni.

Nije uvek lako odrediti granicu datog niza i uop$te da li je dati niz kon-
vergentan odnosno divergentan. O tome postoji posebna matemati¢ka teorija i
jo§ uvek se otkrivaju i dokazuju nove teoreme.

5) Odredite granicu. svakog od 9 nizova navedenih u t.1 pod 6).
6) Sastavite niz Cija je granica:
(1) pet; (2) tri; (3) nula; (4) deset.

3. 1) Nizovi (4) 1 (5) pod 1) i nizovi (1), (2), (5) i (6) pod 5) tacke 1. imaju
jednu zajedni¢ku osobinu. MoZete li je pronadi i iskazati?

Takvi se nizovi zovu aritmeticki nizovi (i aritmeritke progrésige). Stalna

razlika uzastopnih ¢lanova zove se raslika niza i najcedée se oznacava slovom d.

Znadi, ako je: Ay, Aoy Agy o v o s Ay v« -
aritmeti¢ki niz, onda je:
02:.01+d> ay=ay+d=a,+2d, a,=a;+d=

A5= 5 ...y An=
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Dovrsite nedovriene jednakosti.

Proverite na primerima pod 4) da li ste dobro odredili opsti ¢lan, tj. for-
mulu za izralunavanje opsteg Elana.

2) Izratunajte opsti ¢lan aritmetickog niza:

1y —13, =3, 7, ... i¢dan ay;

(€)) 8 =7, =22 i glan ag;

3) i, i, i, i dan ay;
3 6 3

@ 04, 07, 1, ... i¢&lan g

) 3) Ako je razlika d>0, aritmeti¢ki niz je rasiuci, ako je d<0, aritmeticki
niz je opadajudi.

Sastavite (sami) 3 rastuca i 5 opadajuéih aritmeti¢kih nizova.

4) Neka je dat konaéni aritmeti¢ki niz:

2, 6, 10, 14, 18, 22, 26, 30.

Izraunajte zbir: krajnjih ¢lanova; drugog iz pocetka i drugog s kraja;
treeg iz pocetka i treceg s kraja; itd., tj. izraunajte zbir svaka dva simetri¢na
¢lana prema sredini niza. Sta primedujete.

Da li je to ops$ta Cinjenica?

a,, a;7#d, a,+2d, a;+3d, a;+4d, a,+5d
a,+(a,+5d)=(a,+d)+(a; +4d)=(a; +2d) +{(a,+3d)

U datom primeru svaki zbir je 32. A tih zbirova ima 4=§. Mozete

li iz tih podataka izralunati zbir svikh Elanova miza? lzralunajte.
Vazi li to uopSte? Vazi, jer je zbir svaka dva simetri¢na (prema sredini
niza) ¢lana jednak zbiru a;+an.

Znadi, kad je broj ¢lanova konaénog aritmeti¢kog niza ay, @y, a3, ... aa
paran broj, tj. kad je n=2k, imamo:
(1) a+astaz+ ... Fan=(a,+an) - %

Izostavite poslednji ¢lan datog primera aritmetiCkog niza 1 saberite
simetri¢ne ¢lanove prema sredini (koja je sad broj 14). Dobijate (2+26):2=14,
(6+22):2=14, ..., tj. uvek srednji ¢lan. To zna¢i da je: 246410414418+
+22426=14+14+14414+14+4+14+14=14-7=98, tj. dati niz mozemo zame-
niti nizom &iji su svi ¢lanovi jednaki srednjem Elanu.

Da li to vazi uopdte? Neka je:
a1y Agy Az, Gys As, Ag, G7, Agy Qg
konacni aritmeti¢ki niz. Tada je:
as=a,+4d, ay=a,+8d, a,+ay=a;+a,+8d=2a,+84d,
a,+aq

to jest: —2»=a1+4a’:a5.
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Odgovor je pozitivan, pa je: a,4a,+az+ ... +ay;=9as,
1o jest: at+azt+azt+ ... +an:gq§ﬂ,9_

Dakle, ako je broj ¢lanova datog niza neparan broj, n=2k-1, zbir svih
¢lanova jeste:

@) ayFaytag+ ... +an=#.n
Ali 1o je ista formula kao i pod (1), jer je (a,+an) _;’ =an;g,.__n
Ta se formula lepse piSe ovako %(al—}—an).
Prema tome, ako stavimo: atazt+ ... Fan=sn
onda je: Sn:% (a;+an)

formula za izratunavanje zbira n Eanova aritmerifkog niza.

IzraCunajte zbir 10 ¢lanova niza:

(1) 4,9, 14,... 2 —12, -9, —6,...
IzraCunajte zbir 12 ¢lanova niza:

2 1

3) 2, 2? 3?, i 4) 8, 6,6, 5,2,...
Izraunajte zbir:

(5) prvih 100 brojeva mnozine N1={1,2,3,...};

(6) prvih 80 prirodnih brojeva deljivih brojem 4;

(7) svih brojeva oblika 2n kad je 11 <2n<65;

(8) svih brojeva 6n kad je 75<6n<190;

(9) svih brojeva oblika 82 kad je 100<8r<400;

(10) svih brojeva oblika —5n kad je —500< —5n< —23;

(11) prvih n parnih brojeva;

(12) prvih n neparnih brojeva.

5) Neka su 4 i 22 dva krajnja ¢lana aritmeti¢kog niza &iji je broj &lanova
n="7. Da napiSemo taj niz.

1z a;=a;+(n—1)d je 22=446d = d=3.
Trazeni niz glasi: 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22.
Dva ¢lana jednog aritmetickog niza jesu:
(1) 4 i 25, Umetnite izmedu njih 6 &lanova.
(2) 2,9 i 15,5. Umetnite izmedu njih 5 ¢lanova.
(3) —5 1 1l. Umetnite izmedu njih 7 &lanova.

. .. . - . b . .,
6) Ako su a i b ma koji realni brojevi, broj fz:;»— ZOove Se arumeticna sre-

dina brojeva a i b.
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G tastagt .- "ﬂ

n

Isto tako, zove se aritmeticka sredina realnih bro-

jeva a;, as, ..., an.

Izra¢unajte aritmeti¢ku sredinu brojeva:

D3TE28 17,9400 145 () o i 25 @ 4, L]
503 > 7 ) - 1= 5 T 5 e
37128 @ i 75 PN

7) Vratite se za jedan &asak na § 20.6, t. 4. Sta smo tamo izraunavali ?

4. 1) Nizovi u t. 1: (6) pod 1) i (8), (9) 1 (10) pod 5) imaju zajedni¢ku oso-
binu. Pronadite je i iskazite.

Svaki od tih nizova zove se geometryski niz (,,geometrijska progresija“)
a stalni broj, koli¢nik ma kog ¢lana i prethodnog, zove se koli¢nik niza i oznacava

‘se najée$ée slovom g.

Prema tome, ako je:
Ay, Ay, gy . o .5 Qny - - -
geometrijski niz, onda se on moZe napisati ovako:
ay, a1, a,9% a;¢% ..., gt L.,
jer je: ay=aq=a,qq=aq?, ay=asg=a,q>, . . .
Znaéi, opsti (ili poslednji) ¢lan geometrijskog niza glasi:
ap=a,q" L.

Na primer, ako je prvi (pocetni) ¢lan 3, a koli¢nik je 2, onda pet prvih
¢lanova geometrijskog niza jesu 3, 6, 12, 24, 48.

Ako su prva tri ¢lana niza 16, 8, 4, onda je q=l~86:%, pa je:

1\4
as—.,:lé.(;) —1.

Osmi ¢lan istog niza je a8=16-(—1—)7:16-i-i=i.
2 20 28 8
2) Neka je s, zbir prvih z ¢lanova geometrijskog niza a;, as, ... an, - . .
Tada je:
sp=a,+a,q+a g+ ... +agn? ili
(n sa=a(l+g+¢+ ... +¢77),
pa ako bismo uspeli da nademo formulu za izradunavanje zbira
@ se=14g+g*+ ... +¢"
mogli bismo da izraunamo zbir
(3) Sp=aysq.
Pomnozimo jednakost (2) koli¢inikom g:
© s q=q+¢"+¢*F . ..+
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Oduzmimo jednakost (4) od (2), pa je:
¢3¢ =140~ D+ (@ =g+ . .. (g —¢" ) —¢",

. . 1—¢"
tj. sg (1=q)=1—g", tj. sq= —
—9q
Stavimo sg u (3), Y. u sp=a3,, pa je:
1_ 3
(5) Sp=a, iy
I—¢
Na primer, izratunajmo zbir prvih 7 &lanova niza 3,6,12,... Kako je a=3, ¢=2,
7

=3(2"—1)=3-127=381.

dobijamo s, =3
1-2

Proverite to sabiranjem: 3+6+12+24-+48+96+ 192=

3) Izradunajte zbir:
(1) prvih 5 ¢lanova niza 2, 6,18, ... a zatim izralunajte zbir prvih 6 &lanova niza:
(2) 128, 64, 32,...; (3 3, =6, 12,...; (4 6, 2, ;,...; (5) 4,—6,9,...

4) Dva ¢lana geometrijskog niza jesu 3 i 192. Umetnimo izmedu njih 5 &lanova tog niza.

Posle umetanja broj svih &lanova je n=7a,=192=3¢, 1j. ¢*=64, q3=\/671= +8,9g=+2.
Dakle, traZeni &lanovi jesu: 6, 12, 24, 48, 96 ili —6, 12, —24, 48, —96.

Umetnite &etiri &ana geometrijskog niza izmedu:

(1) 51 160; (2) 384 i 12; (3) 162 i —;
5 U nizu: 5, 10, 20, 40, 80,  160,...
jer . 10=1/5-20=./100, 20=,/10-40, 40=...
U nizu [1.1,5 (8)):
0,3, 0,03, 0,003, 0,0003,...
je: 0,03 =+/0,3-0,003= 1/0,00009
0,003=4/0,03 - 0,0003 = /0,000009.

Proverite da to vazi za svaki od ve¢ navedenih geometrijskih nizova.

Uopste, u: ap ads mg® a1, ...
je: a,9= \/al-al(f:\/afqz, alq4=\/a§3-al7= \/al_qs,

Kvadratni koren \/ ab proizvoda dva pozitivna ili dva negativna realna broja zove se
geometrijska sredina ta dva broja.

. Uophe,"'\/alaz .. .an, gde su a,, a,, . .. a, nenegativni realni brojevi, zove se geomet-
rijska sredina brojeva a,, a5, ..., an.

5. 1) Oznateni zbir svih &lanova svakog beskonalnog niza zove se (matematiki) red.
Redovi su, na primer:

)y 14+34+5+7... (ariometi¢ki red)
(2) 14+2+4+8+ ... (geometrijski red)
(3) 0,340,03+0,003+ ... (geometrijski red)
1 1 1
@ 1+ E+Z+§+ ce (geometrijski red)
® 1+ ! + ! + ! +
49 16
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) PRSI L S
@OT=g+3-3ts 5+

7 14 1-+—1+l-l-l+
( tT3t3tTts e

Uopste, a,+as+az+ ..., gde je broj sabiraka neograni¢en zove se red. Njegovi ¢la-
novi su a,, @, das, . . .

Oc¢igledno je da se u slu¢aju (1) ne moZe govoriti o odredenom zbiru. Zasto? To isto
vaZi 1 za red (2).

2) U sluéaju (3), medutim, moZemo napisati, prema prethodnoj formuli (5):

1 n
l*(ﬁ) 0,3 1A ] 1y
e N S )
1__L 0,9 10 3 10
10
" Kad 7 raste neograni¢eno (0,1)” re2 nuli (§ 21.7, t. 2, 5).
. |
A tada zbir sn-——l[l —(—I—)"] teZ7 broju —.
3 10 3 .
I zato kaZemo da je red (3) konvergentan. [Redovi (1) i (2) su divergentni.]
Svaki periodi¢an decimalan broj je jedan kovergentan red, na primer:

- (1) 8,0077...=8+0,0074-0,0007+0,00007+ . . .

=8+0,007 - — [kad n raste neogranieno?

3

0,007 8+0’O7 . 7
09 o 900’

$to dobijamo i postupkom datim u § 21.5, t. 3.
(2) 5,49212(13) =5+0,49212+0,0000013 4 0,000000013+ . ..
1— (0,00
[—001 ~

=8+

=5+0,49212+ 0,0000013 -
pa kad » raste peograniéeno, (0,01)" tezi nuli
0,0000013
0,99
0,00013

i 5.4921213=5+40,49212+

=5+0,49212+

49212 13
T T
49212 (100—1)+13
99-10%
4921213 —49212
9900000

=54

tj. rezultat koji dobijamo i primenom spomenutog postupka.

333



Zato se periodi¢ni decimalni brojevi zovu i periodiéni decimaini redovi.

Periodiéni decimalni redovi su konvergenini.

3) Ima i mnogo drugih konvergentnih (i divergentnih) redova i ispiti-
vanje konvergencije redova (razumljivo i u op$tem obliku) je predmet jedne obimne

matematicke teorije (teorije redova). Mi ¢emo, apelujuéi na imtuitivnost, ukazati
samo na jedan deli¢ te teorije.

a) (1) Primer 0,34-0,0340,003+ ... posmatrali smo i u § 2.5, t. 6.
Ocigledno je, naime, da su Clanovi niza:
0,33; 0,333; 0,3333; 0,33333;...
uzastopni zbirovi: prva-dva ¢lana, prva tri ¢lana, . .., prvih n ¢lanova reda:

0,340,03+0,003 40,0003+ . . .
i da se oni priblizavaju jednom broju %

Ti uzastopni zbirovi su, dakle, uzastopni delimiéni zbirovi napisanog
reda i on je konvergentan zato $to se oni (njegovi delimi¢ni zbirovi) neograni¢eno
priblizuju jednom broju.

(2) Posmatrajmo red:

1 1 1 1
Il4—+—+=-+—+ ...
+ 5 + 7 + e + P +
Njegovi uzastopni delimi¢ni zbirovi jesu:

1

E S A A e
2 4 8

167 "3’

Svaki sledeci je veci od prethodnog, ali se oni , zgu$njavaju: dok je raz-

lika izmedu drugog i prvog 7~1 ——l, razlika izmedu petog 1 Ccetvrtog je

2 4
31 5 1 . 1 . M . .
= —;—Gf = (8 puta manja od Z}. Ma koliko ¢lanova (napisanog reda) mi

sabirali, zbir je vedéi od prethodnog, ali uvek manji od 2. Broj 2 je, dakle, granica
niza (uzastopnih delimi¢nih zbirova):

T (N (F= e
@.2 (1) 1,2+4+8}.~

pa je 2 zbir datog reda i on je konvérgentan.

Na osnovu ta dva primera moZemo reéi: Kad niz uzastopnih delimi¢nih
zbirova teZi jednom stalnom broju, tj. kad taj niz ima granicu, taj broj, ta granica
je zbir reda i on je konvergentan.

Neka je dat ma koji red:

a,+astagtas+ ...

gde su ay, a,, a3, . . . realni brojevi koji se redaju pd nekom zakonu.

Njegovi uzastopni delimi¢ni zbirovi jesu: s,=a,, s,=a,+a,, s3==a,+a,+
+a,, . . . Ako su oni sve vedi, ali 5. je stalno manji od jednog odredenog (konaénog)
broja g, ma kako bio veliki broj n (npr. n=10°, 1000, 1000 3 tj. ako se zbirovi

334

sn zgudnjavaju, mi moZemo zamisliti tatke S;, S, S;... koje odgovaraju broje-
vima sy, Sp, S5 . . . Prema iskazanom uslovu tacka S, je , desno“ od §,, S; je desno
od S, ..., ali kako je sp<<g (za ma kako veliko n), nijedna tatka S, ne moze da
»prede na drugu stranu“ (levo ili desno) od tatke G. To znali da se sve tatke §
posle S, nalaze u intervalu [S;, ] odredenom ta¢kama S; i G, npr. desno od S,
a levo od G. Podelimo taj interval na dva intervala. Tada tatke S ili ,julaze® u
desnu polovinu intervala ili ne ,ulaze“. Ako ,ulaze“, one tu i ostaju (jer prema
uslovu ne mogu preéi desno od G). U tom slu€aju ta polovina intervala je drugi
interval niza (§ 21.5, t. 6). Ako tacke S ne ulaze u drugu polovinu prvog intervala
[S;, GJ, one ostaju u prvoj polovini. U tom sluéaju mi posmatramo tu , prvu“
polovinu kao drugi interval. Produzimo proces pa podelimo drugi interval na dva.
Jedna od polovina drugog intervala je tre¢i interval. I tako dalje.

Na taj nalin dobijamo niz umetnutih intervala (§ 21.7) jer je svaki sle-
deéi interval u unutra$njosti prethodnog, a duZina intervala teZi nuli (§to znadi:
smanjuje se neograni¢eno). Dakle, postoji jedan, i samo jedan, realni broj koji se
nalazi (ili ¢ija se tacka nalazi) u unutrasnjosti svilx intervala niza. Taj broj je granica
niza uzastopnih delimi¢nih zbirova reda i zato: red (tj. zbir neograni¢eno mnogo
pozitivnih sabiraka) ¢iji niz uzastopnih delimi¢nih zbirova rezi jednoj granici (jed-
nom odredenom konaénom broju) konvergira ka toj granici i ona je, po definiciji,
njegov zbir. .

b) Jednu drugu vrstu konvergentnih redova ilustruje primer:

1 1 1 1 1
R RNEE R SR
2+3 4+5 6+

¢iji ¢lanovi teze nuli (vidi ovu tacku pod 2), a znaci + i — se naizmeni¢no menjaju.
Formirajmo uzastopne delimi¢ne zbirove i oznatimo odgovarajuce tacke.

1
N 2 . , J
0 1 % : ? :
YT
Tty T T
SN
-lel 1,1
N
_‘L_ __]_: i
1‘%*3 7Y57%
Slika 21.15

Imamo opet niz umetnutih intervala: prvi ograni¢en zdesna brojem
(tatkom) 1, a sleva brojem (tatkom) I—é, tj. |1, la%]; drugi je interval
P—iJ—i+q;mﬁwl}ﬁi+L1—i+i—i,mxmmmyﬂuma
2 2 3 2 3 2 3 4

intervala tezi nuli. Dakle, postoji jedna i samo jedna tacka (jedan i samo jedan
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broj) koja pripada svakom intervalu, tj. uzastopni delimiéni zbirovi napisanog
reda nagomilavaju se oko jedne tacke, granice, i red je konvergentan.

5. Dve vrste ispitanih redova ukazuju na put koji vodi opstem kriterijumu
za ,,prepoznavanje‘ svakog konvergentnog reda:

Neka je: ajtastas+ . ..

red &iji ¢lanovi mogu biti pozitivnt ili negativni. Svaki put kad formiramo jedan
delimi¢ni zbir, mi ,lomimo* red na dva ,komada“. Prvi se komad sastoji od ko-
nac¢nog broja prvih-(poéetnih) ¢lanova reda, uzetih redom i sabranih da se dobije
delimi¢an zbir. Drugi se komad sastoji od svih ostalih ¢lanova koji nisu uracunati
u formirani zbir. Nazovimo prvi komad , glavomn® reda, a drugi ,repom* reda.
Oznadimo sa s, Sy, S3, - - - Uzastopne delimiéne zbirove , glave®, a sa gy, ¢ g - - -
odgovarajuée ,repove“. Stavimo dakle:

s;=a, i odgovarajuéi ,rep“ g¢,=a,+az+a,+ ...
se=ay+a, 1 odgovarajuéi ,rep“ gy=az+a,+ta;+ - ..
s3=a;+a,+a; 1 odgovarajuéi ,rep“ ¢gz=as+as+ag+ ...

i tako dalje

Svaki put kad formiramo jedan delimi¢ni zbir, mi oduzimamo jedan
¢lan od ,repa* i priklju¢ujemo ga ,glavi“. Znaci, kad n (u s,) raste, delimiéni
zbir s, se neprekidno menja i to: ako je poslednji prebaceni ¢lan (od ,repa“ ,gla-
vi“) pozitivan, s, raste, a ako je taj (prebaeni) ¢lan negativan, s, opada. Ako ne
vodimo ra¢una o znaku ¢lana koji se prebacuje, prebaceni ¢lan je pozitivan (uopste

nenegativan) broj i zove se apsolutna vrednost (modul) menjanja (varijacije);
. 1 .. . 1. ..
na primer, porast za By ili opadanje za 5 ima isti modul —.

Red konvergira ako delimi¢ni zbirovi teZe jednoj granici. A oni teZe jed--

noj granici ako se neograni¢eno priblizavaju toj granici (ako se zgusnjavaju, nago-
milavaju oko te granice). I ako se uzme dovoljno veliko 7, s, se toliko pribliZava
granici da vrlo malo varira, ma koliko se ¢lanova reda oduzimalo od ,,repa“ i prik-
lju¢ivalo ,glavi“. Apsolutna vrednost (modul) varijacije moZe, kad je n dovoljno
veliko, da bude toliko mala koliko se hoée. Kako je:

Ss=a;+a+az+ ... +an,
a qu"=an+1+a1.+2+an+3+ Ceey

kad prebacimo p prvih ¢lanova repa g, s, se poveéava za aniy+aniet . - - +anip-
Da bi red konvergirao, nuzno je i dovoljno da apsolutna vrednost tog zbira (an+,+
+aniat - .. Fapsp) tezi nuli kad n raste, bez obzira koliko ¢lanova sadrzi rep.
1 obrnuto: Ako apsolutna vrednost p prvih ¢lanova repa teZi nuli kad » raste, ma kako
veliki bio p, red konvergira. Tada postoji niz umetnutih intervala i njihova zajed-
ni¢ka tacka (broj) je granica niza delimi¢nih zbirova i zbir reda. Otuda:

U mnofini R realuih brojeva (jedan) red konvergiva (ka jednoj granici)
ako je apsolutna vrednost njegovog ,repa* ogranidena (ili ako se njegov ,rep® stefe).
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§ 21.10. VEZBANJA I ZADACI

1, Je li 22(1)2 decimalan broj i zato? Napiite ga u svedenom obliku.

a
2. Napiite u obliku (svedenog) broja (—b-)

1,101; 0,002; 5,55; 7,0001; 17,856.
1 . o §
3. T pise se jo§ ma dva nadina: 0,1 i 1071 Uopste:

—1‘=0,00 ... 01=10""
10" ———
n—TI nula

Napisite u obliku decimalnog broja:

1 7
)8 —+5—; (2)4-10+6-10°+8-107+5-107"
S TR 2

4. Neka je %<1 svedeni razlomak. Koliko ima decimalnih brojeva takvih da je:

) <25 (2) b<10; (3) 5505 (4) 6<100.
" 5. U dekadnom 'sistemu brojanja je:

1 1
(21,102),=2-10+1- 10°+1- E—f—l- —

108
ili (t. 3) =2-104+1-10°+1"10-142- 103,
ili (. 3) =2-1041-10°+1-0,14+2-0,001.

Je L ovo tatno:

) 1 1
(z1,102>3:[2 -3 413041+ §+2- ?] ,

10
o =[2-34+1-304+1-37142- 373,
Napigite tako: (21,102);3 (0,64)95 (12,0105 (101,135 (0,001)5 (0,001);.

6. 1) Svaki od slede¢ih brojeva papisan je u dekadnom sistemu. Napigite ga (kad god

je to moguée) u obliku decimalnog broja u sistemu brojanja &ija je osnova 3:

9 5 2 6

5 5 Tt 5

54° 127 97 77 50

2) Napisite prethodne brojeve kao decimalne u sistemnu brojanja ¢ija je osnova 11.

7. 1) Napisite % u obliku decimalnog broja (u dekadnom sistemu):

(1) sa 2 decimale; (2) sa 3 decimale.

PN

a
3) Isto pitanje za e

4) Koji uslov treba da zadovoljava a u ET
piSe sa m+n decimala?
Sve se, u ovoj talki, podrazumeva u dekadnom sistemu.

22 Moderna matematika

a a . . . .
2) Koji uslov mora da zadovoljava a u > pada se o napide u obliku decimalnog broja?

pa da se u decimalnom obliku taj broj
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8. Izralunajte u sistemu brojanja &ija je osnova:

1) dva: (1) 114+ 1,101, (2) 11,0001 —0,001;
(3) 10,1 0,0t; 4 0,111 - 111.

2. wi: (1) 112,00 +221,12; (2) 221,220,022,
(3) 21-0,12; (4) 2,02 100.

3) 9 (1) 456,0240,088; (2) 4,85—1,835;
(3) 808 -0,06; (4) 121,7-0,6.

9. Izrazite periodi¢nim decimalnim brojem:

5 5 3 2 2

127’ 7 a3 a7
10. Napisite, primenjujuéi dva postupka (§ 21.5,t. 31§ 21.8, t. 4. 2) u obliku razlomka:
0,555 ... ; 0,75 0,(123); 0,025; 6,25757 ...

1 1
11. (?) =0,333 ... [periodiéan decimalan broj a (;) =0,! (,,decimalan broj“)]. Isto
10

3

2 2
tako }e(g) =0,(2), a (3) =0,2. lzaberite osnovu brojanja tako da sledeéi broj bude ,,deci-
1 9 .

malan broj*“:
5.2 5 13 4 9 13
: 1’77 97 1’ s’ o1’ 8
a
12. 1) Neka je P mnoZina periodi¢nih decimalnih brojeva, Neka x, y € P, x=;

c .
y=g , z=x+y. Popunite:

a ¢ a n ¢

¥ ’ B d 2 d F=xty
0,45 0,3

0,(36) 0,(285714)

0,23 0,26

2) Je i P zatvorena u odnosu na sabiranje?

a
3) Neka je xy=u, ; =u. Popunite:

¢
d

| 8

xy=u

alo

[ a
¥ Y q b
0,2(3) 0,2(6)
0,583  0,(428571)
4) Je li P zatvorena u odpnosu na mnoZenje?
13. 1) Pokazite da je ~/2-+/3= /6.
2) Neka su x i y racionalni brojevi. Dokazite da x\/2_+y \/5 nije racionalan broj.

3) Napidite tri beskonaéna periodi¢na broja.

14. Zbir, razlika, proizvod iracionalnih brojeva nisu obavezno iracionalni broj. Nave-
dite - primere.
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15. 1) Neka su a i b realni brojevi. Sta mozete re¢i o njima ako je a—4>0?
2) Neka je M neprazna mnoZina realnih brojeva (tj. M R). Broj a zove se gornja gra=
nica mnozine M tada, i samo tada, kad je m<a, za svako m € M.
Ispitajmo razne slulajeve.

(1) Neka je M={0,2,5,7, 11}. Gornja granica mnoZine M je svaki prirodnj broj
vedi od 11, npr. 58, 25, 16, ... Ali, mnozina M ima i najmanju gornju granicu koja pripada mno-
2ini N. To je Il.

Za svaku od slede¢ih mnozina odredite gornju i najmanju gornju granicu koja pri-
pada mnoZint N: {5,7,0, 23, 3}; {1, 2,..., 100}.
Ima li mnozina {0, 2,4,...,2n,...} gornju granicu? Dakle, nema svaka podmno-

Zina prirodnih brojeva gornju, pa dakle ni najmanju gorpju granicu. Ako mnoZina Mc N ima

gornju granicu koja € N, ona ima i najmanju gornju granicu.
(2) Neka je Mc Z. Da li M ima gornju i najmanju gornju granicu? Na primer:
(@) M={-3, 4, 17,0, —68}; by M={-=3, =2, —1, 0, 2,...};
©OM={.., =2,0, 2, 4, 6}; (d){—4, —5, —6}.
(3) Neka je Mc Q. Da i M ima gornju i najmanju gornju granicu? Na primer:

()22222 (b)222 2
Ad—, —, —, —, —¢; — oy s ey =y et
3747576 1f° 374757 Ty ’
|
() {011) 0,7, 0,3, 0,2, 0,9, 0,5, 0)8:}5 (d) {? |n>1, HEN}.

(4) Neka je M= {x|x je nenegativan broj takavdajex?<2}.Ima li M gornju granicu ?

(5) Nekaje M R i neka M ima gornju granicu u R, Ima i tada M najmanju gornju
granicu u R?

16. Kad je: (1) LSA;5 (2 A A () Muh=2ds; (9 L0N=2; (5 LUl =4?
Pokazite crtezom svaki slucaj.

17. 1) Oznalite na pravi brojeva prvih pet intervala niza:

- N N e
[_J]) I:_E; E]) [T; ?]1 cet [T} ;]:

2) Je li to (pod 1) niz umetnutih intervala? Ako jeste, kojoj tacki tezi (koja je njihova
zajedni¢ka tacka)?
3) Oznatite na pravi brojeva niz intervala:
-1 3 -1 4 -1 n+l
1,25 —, = b — =5 —
o [ 3) [53] s
i ako je to niz umetnutih intervala, oznalite tatku kojoj on teZi.
J2=2 /242

—] j odredite broj kome on teZi.

4) Oznatite pet prvih ¢lanova niza J, =[
n n

. 14+ /2 1—4/2
5) Isto kad je j,,=[3——‘/, 34 \/—]
n n
18. Konstruidite niz krugova koji:
(1) tezi (konvergira) zajedni¢kom centru;
(2) tezi tacki kruZnice prvog kruga.
N —3 —7
19. 1) Konstruidite tatku prave brojeva ¢ija je koordinata: —2; —7; — -
-2+ 7. _
2) Izralunajte metodom § 21.7, t. 2, 5) prvih 5 decimala broja \/7.
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20. 1) PokaZite primerima da je mnozina D zatvorena u odnosu na sabiranje, oduzimanje
i mnoZenje, 2 nije zatvorena u odnosu na deljenje.

2) PokaZite (pomocu aritmetitke sredine) da u intervalu [0,051; 0,052] ima neogra-
ni¢eno mnogo decimalnih brojeva. Izralunajte bar pet.

3) Skicirajte prethodni interval dele¢i ga prvo na 10 podudarnih intervala, zatim na
100 i najzad na 1000 podudarnih intervala.

21, DokaZite u mnoiini R (realnih brojeva):

1) Ako je a+x=b+x, onda je a=b.

2) Ako je ab=0, onda je ili a=0, il 6=0.

3) ab=ac, a20 = b=c. 4) b>a=b+c>a+c. 5) ac<be, c<0=>a>b.

17 - - 577
jij j i — il 2; A2 i —2?

22. 1) Koji je broj vedi T NETRNER 208

2) Napidite simetri¢ni i recipro¢ni broj broja: —3; —4 (63); \/2.
23. Izratunajte: (1) 0,2—0, 3, (@ A2-(=5J2

(3) zbir i proizvod brojeva 1,(54) i 2, 39.

24. Svaka bakterija deli se svakog asa na 2 bakterije. Na poletku ima 4 bakterije. Koliko
¢e ih biti posle 7 Casova?

25, Izraunajte zbir reda:

1 13y?
1+ +( )-I— + ...

2 (5)
1 1

@ 1+§+( )+(5) o
2 2\2 2\

@ 1+?+(3) +(3) + .
1 1 13°

(C)) 1+z+(z) +(Z) oL
2 2 2

G2ttt

4
©3+2+ < + .-

1 1 I
(7)1——2—-{—*4“ ~ 5 + ...
: 9
(8)4_34—: — ..

GLAVA XXII

NAJNUZNIJE PROSIRENJE MNOZINE ELEMENTARNTH
GEOMETRIJSKIH POJMOVA. PRIMENA REALNIH BROJEVA
U GEOMETRIJT

U glavi IV i glavi VII prouden je (razumljivo u okviru postavljenih zadataka knjige) niz
elementarnih geometrijskih pojmova. U ovoj glavi doda¢emo jo§ neke neophodne geometrijske
pojmove (uglavnom intuitivno i informativno, ne upustajué¢i se u njihovu dublju analizu, §to je
takode odredeno namenom knjige). Zatim ¢emo pokazati kako se realni brojevi dodeljuju nekim
geometrijskim objektima, 3to je veé zapoleto u prethodnoj glavi (posebno § 21.7). Ali, prethodno
ulinimo jednu napomenu tehni¢ke prirode.

Svaka geometrijska figura je mnoZina (skup) taéaka (§ 4.21§ 4.3). U prvih deset glava tacke
su oznadene malim latinskim slovima kako je usvojeno u teoriji mnoZina. Meduum, iz tehni¢kih
razloga (a i tradicija da se u geometriji ta¢ke oznacavaju velikim latinskim slovima je duga i jaka),
mi smo, ve¢ u prethodnoj glavi (XXI), poceli da tactke oznalavamo velikim slovima, $to ¢emo
sprovoditi i u ovoj glavi. Nastoja¢emo da usled toga ne nastane nigde zbrka, ali i ¢italac treba da
obrati paZmju i vodi raduna koji pojam oznadava doti¢no slovo.

§ 22.1. UGAO. POLIGONALNA LINIJA I POLIGON. KRIVA (LINIJA)

1. Ugao. — 1) Ugao se definiSe kao par dveju polupravih (§ 7,6) sa zajed-

nickim poletkom.

(2) (3)

Slika 22.1

Svaka poluprava zove se krak ugla, a njithov zajedni¢ki poletak je reme
ugla. Ugao se oznacava i Cita: / AOB ili (kad nema bojazni od zabune) /O.

Ako se kraci ugla nalaze u normalnom medusobnom poloZaju, on je ,,prav"
— pravi ugao.

Ako su kraci podmnoZine iste prave, ugao je ,opruzen® ili jravan® —
oprugent ugao ili ravni ugao.

2) Ugao deli ravan I u dve mnoZine koje nemaju zajedni¢kih tacaka.
Prema tome, kad god posmatramo ugao, razlikujemo tri podmnoZine ravni I7:

(1) mnoZnu koja se zove ugao;
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(2) jednu konveksnu mnozinu [sl. 22.2(1)];
(3) jednu nekonveksnu mnozinu [sl. 22.2(2)].

Jedna od mnozina, (2) ili (3), zove se unutra$nja oblast ili wnucrasnjost
ugla. Ona druga je spoljasnjost ugla. Naime, ako se AOB (sl. 22.2) smatra gra-
nicom konveksne oblasti (1), onda je ta (konveksna) oblast unutradnjost ugla AOB.

U protivnom, tj. ako je AOB granica nekonveksne

B~ - oblasti, ona je unutra$njost ugla. U stvari, dve polu-
(2) ’ prave OA.i QB, sa zajedni¢kim poletnikom, ,,obrazuju“
P (1) dva ugla i mi moZemo posmatrati jedan ili drugi i za-
§1\-0N visno od toga odredujemo njihovu unutradnjost. (Ili,
Sto je isto, prvo se dogovorimo koju ¢emo mnozinu
(2) E» A smatrati unutra$njom i time je ugao, koji se posmatra,
odreden.)
Slika 22.2

HMU mnoglm oblastima savremene mate-
matike (a ponekad i u samoj geometriji) pod uglom se
podrazumeva konveksna mnoZina ravni odredena dvema polupravama sa zajedni-
¢kim poéetkom Preciznije:

Ugao je presek dveju poluravni odredene pravama ¢iji su delovi dve polu-
prave sa zajednickim pocetkom (sl. 22.3).
Prava koja sadrzi krak OA
odreduje poluravni I, i I1,, a prava [
koja sadrzi OB odreduje poluravni L\
m, i I, \
(2) Najzad, ugao se de-
finide i kao mnozina svih polupravih -
ravni Il, koje izlaze iz O a &je su
»granice’* OA 1 OB.
(3) U svakom siulaju
unutrasnjost ugla je presek (u smislu . 4 AW
teortje mnogine) dveju poluravni. L

2. Poligonalna linija i poli- / _
gon — 1) Uoéimo, (k+1) tacaka Slika 22.3
ravni, pri ¢emu nije obavezno da su

sve razli¢ite (tj. neke se mogu i poklapati), ali je obavezan odreden red (poredak)
kojim ,slede” jedna za drugom:

T17 TZ) Ta: ey Tl:> Tk+1-

Upi;:g [T\ T, ]ulT TRl [T, T Ju. .. U Tk Tl O[T Tryy] zove se po-
ligonalna linga.

i B
b

—_1
[
(=]
\\
.S

T T Ta L fs
T T, T, T s
bilp—o, o
J—-—. T T5 TS i
Ts [ T, T, T LI SR |
(1) (2) . (3)
Slika 22.4

Tatke T, Ty, ..., Tgyy zovu se temena, a duzi [T,T,], [T.7T5), ...,
[T%Tks1) zovu se stranice poligonalne linije. Red kojim su data temena odreduje
njihovu wuzastoprost. Tri uzastopna temena odreduju dve uzastopne (,susedne®)
stranice.

Poligonalne linije mogu da budu vrlo komplikovane. Ako su prvih &
temena razli¢ite tatke i ako se ma koje dve stranice ne seku (tj. ako osim zajed-
ni¢kih temena uzastopnih stranica, linija nema drugih tadaka koje se poklapaju),
poligonalna linija je prosta [npr. sl. 22.4(3)}.

2) Prosta poligonalna linija kod koje je T;= T4, (prvo i poslednje teme . ..)
zove se prosit poligon ili proszz’ mnogougao; na primer, svaki trougao i mnogi
Cetvorougli (§ 7.8) su prosti poligoni (mnogough) Crtez 22.6 takode prikazuje
jedan prosti mnogougao (poligon).

Zbir svih stranica mnogougla (poligona) zove se njegov obimn.

3) Svaka linija koja vezuje dve tatke ravni (II) zove se koneksija tih
tataka (sl. 22. 5) U specijalnom slu¢aju koneksija moZe biti poligonalna linija,
koja se sa svoje strane moze
svesti na duz.

Ako je broj zajedni- R
¢kih tataka koneksije (dveju
tacaka ravni II) i prostog
mnogougla M paran (nula je B
paran broj), tatke (vezane ko- A
neksijom) zovu se wnutrainje a

tacke mnogougla (u odnosu

na mnogougao) M. Ako je Slika 22.5 Slika 22.6

broj zajednickih tacaka konek-

sije 1 prostog mnogougla M neparan, jedna (od tataka vezanih koneksijom)
je unutra$nja, a druga spoljasnja. (Pokazite na crtezu 22.6 unutradnje i spoljasnje
tatke mnogougla M).

Na osnovu prethodnog, intuitivnho uvidamo da prosti mnogougao (po-
ligon) deli ravan IT u dve mnozine koje nemaju zajednic¢kih tataka. Prema tome,
kad god posmatramo prosti mnogougao, razlikujemo tri podmnozine ravni II:

(1) mnoZinu koja se zove mnogougao;
(2) mnozinu unutradnjih tac¢aka;
(3) mnoZinu spoljadnjih tataka.

Mnozina (2) unutra$njih tataka se kratko zove oblast mnogougla.

Znall samo prosti mnogougao ima (svoju) oblast.

4) (1) Pokazite na sl. 22.7 crteze prostih mnogouglova i njihove oblasti.

(3) (4)

Slika 22.7
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uvedemo disk). Trouglu analogna prostorna figura je tetraedar [sl. 22,12(1)],
a pravilnom trouglu — pravilni tetraedar.

(4) (5)

Slika 22.12

Tetraedar je specijalna piramida.

Mozemo da zamislimo i1 druge raznovrsne piramide, zatim razne vrste
prizme [crtezi (4) i (5) prikazuju dve vrste], medu kojima je najpoznatiji pravo-
ugli paralelepiped (,,kvadar“, kocka je specijalan kvadar), i druge analogone po-
ligona &iji je zajednicki naziv poliedr:. Dakle, u ravni poligoni, u prostoru poliedri;
poligone Cine delovi prave (stranice), poliedre ¢ine delovi ravni (strane poliedra).
Ortuda ,,trostrana®, ,Cetvorostrana®, ,petostrana®, ... ,zn-1o strana® piramida, od-
nosno ,,n-to strana“ prizma. Samo, ,n-to strani® poliedar ne oznacava uvek, kao
n-to straniéni pohgon, poliedar ¢&iji je broj strana #z, na prlmer, broj strana n-to
strane piramide je n+4 1, a broj strana n-to strane prizme je n-2.

2) Krivolinijskim ravnim figurama odgovaraju prostorne figure koje se
sastoje od delova krivih i ravnih povr$i (kupa, valjak) ili samo od krivih (sfera,
elipsoid).

4, Sve spomenute (i mnoge druge) prostorne figure su konveksne, kao i mnogi
poligoni i uopste kao $to su mnoge ravne (u ravni) proste zatvorene linije. I kao
$to svaki prosti poligon, uop$te svaka ravna prosta zatvorena linija, ograni¢uje
deo ravni ,nacinjen” od unutra$njih tataka, tako i svaka konveksna prostorna
figura (konveksni poliedri, kupa, valjak, sfera) ograniCuje deo prostora ,na¢injen®
od wnucradnjih taaka u odnosu na datu figuru: Dve ma koje unutradnje tacke
konveksne prostorne figure odreduju duz koja nema zajedni¢kih tacaka sa figurom.
Jedna unutrasnja i jedna spoljasnja tatka odreduju duZ koja ima jednu zajednic¢ku
tacku sa figurom (duZ koju figura sece).

Mnozina svih unutra$njih tadaka zove se geometrysko telo: piramidalno
(ako je figura koja ga odreduje piramida), kupasto (konusno), prizmati¢no, itd.
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Razumljivo je da moZemo zamisliti i nekonveksne prostorne figure koje
ograni¢uju unutra$njosti tela, ali su to predmeti specijalnih matemati¢kih ispi-
tivanja.

5. 1) Zamislite ravnu konveksnu figuru I" (veliko gréko slovo gama) i tadku
T, koja ne pripada ravni figure I. Zamislite sve duzi odredene tatkama figure
I' i taCkom T. Te duZi obrazuju jedan deo prostorne figure. Drugt njen deo je
oblast figure I, tj. deo ravni ograniéen figurom I'. Tako moZemo zamisliti svaku
piramidu, svaku kupu.

2) Zamislite ravnu konveksnu figuru 1" i tatku 7 van ravni figure I
Zamislite ma koju tacku S figure I' i duz [ST)]. Neka su S, Sp, Sy, ... sve tacke
figure I'. Zamislite sve duzi [S,7,], [S.7T.], . .. paralelne i podudarne duzi [ST7]
i u istom poluprostoru, koji odreduje ravan figure I', u kome se nalazi [ST]. Sve
te duZi obrazuju jedan deo prostorne figure. Druga dva dela obrazuju oblast (unu-
tradnjost) figure I' i ,,isto takva® oblast koju ograni¢uju take Ty, Ty, T4y ... U
ravni paralelnoj ravni figure I'. Tako mozZete zamisliti svaku prizmu i svaki valjak.

Prostorne figure koje ste zamislili pod 1) i 2) Cine, bezmalo, sve kon—
veksne prostorne figure.

3) Kako zamisljate sferu?

§ 22.3. NEKE (VAZNIJE) GEOMETRIJSKE RELACIHE

U glavama IV i VII upoznali smo dve geometrijske relacije: paralelnosti per-
pendikularnost. Videli smo da je paralelnost jedna relacija ekvivalencije a perpendi-
kularnost nije. (Zasto?) Te relacije postoje i izmedu nekih prostornih figura. Spo-
menuli smo (prethodni §) paralelnost pravih i ravni. Isto tako, dve prave, dve ravni,
prava i ravan mogu biti medusobno perpendikularne. (Navedite primere.)

Polazeéi od toga da se pojmovi jednakost i podudarnost duZi Cesto iden--
tifikuju, dosad smo upotrebili, u nekoliko mahova, termin ,,podudarne duzi® iako
to nismo prethodno definisali.

Podudarnost, sli¢nost i ,,manje” odnosno ,,veée” su tri vaZzne geometrijske
relacije. Ovde ¢emo izneti samo njihovu sudtinu.

1. Podudarnost. — 1) Intuitivno, za dve figure kazemo da su podudarne
ako se razlikuju samo po poloza;u I ni po ¢emu drugom.
Jezikom teorije mnozina i geometrijskim jezikom to znaéi ovo:
Svaka geometrijska figura je, ponavijamo, mnoZina tadaka. Ako izmedu
tadaka dveju figura F 1 F' postoji bigekeija (jednoznalna obostrana korespondencija)
1 ako ta bifekcja odriava sva odstojanja odgovarajucih  talaka, figure su podu-
darne (kongruenine).®

* U toj definiciji upotrebili smo termin odstojanje. Smatramo da je odgovarajuéi pojam
priblizno formiran (intuitivno ili prethodnim obrazovanjem koje je, takode, moralo biti intu-
itivno). Ako nije, zamislite ili oznadite tatke M,, M,..., Mn. Ubodite iglu 3estara u M, i
radirite ga da vrh njegove pisaljke bude u M, Ne menjajué¢i otvor Sestara probajte da
nadete jo3 jedan par tacaka tako da igla bude u jednoj a vrh pisaljke u drugoj. Pretpostavimo da
ste nadli par {M,, M,}. Tada kafemo da je odstojanje tadaka M,, M, ,jednako* odstojanju
tataka M;, M, i to zapisujemo ovako:

d (Mn M2)=d (MM M;).

Po sebi se razume da tu jednakost moZfemo napisati i ovako:
d (My, M) =d (M,, M)

(Nastavak na 348. strani.)
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Postoje metode kojima se iz date figure F moze dobiti kongruentna figu-

ra F' (ili obrnuto). One se zovu izometrijske transformacije, poimeni¢no: trans- -

lacija, rotacija, osna simetrija 1 centralna simetrija. Sve su prikazane crteZom:

A

Slika 22.13

Ne upudtajuci se u detalina ,objadnjenja®,* napomenimo da je figura:

F' dobijena iz F translacijom, tj. tacke figure F' konstruisane su tako
da su duii [4A4'], [BB’], [CC’], ... paralelne i podudarne (konstrukcije se vrie
lenjirom i Sestafom); :

F; dobijena je iz F osnom simetrijom, tj. [44,] 1ss’ i [4;4,] podudarno
sa [AA,], [BB{] Lss’ i [BiB,] podudarno sa [BB,],...;

F; dobijena iz F rotacijom oko centra O, svi uglovi AOA4,, BOB,, COC,,
itd. su podudarni i [O4,] podudarno sa [OA], [OB,] podudarno sa {OB],...;

F; dobijena je iz F centralnom simetrijom u odnosu na centar O, tj. 4,
O, A, pripadaju istoj pravi i [Od;] podudarno sa [OA], B, O, B; pripadaju .istoj
pravi i [OB;] podudarno sa [OB].

Zato se u savremenoj matematici daje ovakva definicija kongruentnosti
(podudarnosti):

d (M, My)=d (M;, M,)
d (Mu M7)=d (Mu My
A ,odr7ava sva odstojanja“ zna¢i da ako su 4, B bilo koje tatke figure F a A’
B’ odgovarajuce tatke figure F’, onda je d(A’,B’)=d(A,B).
Treba jo§ obratiti painju da smo napisali ,jednako“. To smo udinili zato §to
spomenuti eksperiment samo delimiéno vodi pojmu ,jednaka odstojanja“. Potrebna je suptil-
nija analiza tog pojma, u 3to se ovde ne moZemo upustati.

* Jzometrijske transformacije su detaljno prikazane u Nastavi geometrije, izd. Zavoda
za izdavanje udibenika SRS, 1964. Tamo je pokazano i uporedivanje uglova i konstrukcija po-
dudarnih uglova (o &emu se govori ovde i u slede¢oj tacki). O svemu tome govori se i u
udibenicima geometrije za V i VI razred,
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Figure F 1 F' su kongruentne ako su dobijene jedna iz druge primenom jedne
il viSe wzastopnih izometrijskih transformacija.

Razumljivo je da se u mnogo slu¢ajeva utvrduju kriterijumi kongruent-
nosti, pa nije potrebno da se jedna figura dobija iz druge ,tatku po tacku“.

2) Kao simbol podudarnosti upotrebljava se ~, dakle F'~ F i specijalno
[AB]~[CD], L AOB= / PQR (uglovi .. .su podudarni), A40OBx~ APQOR (tro-
uglovi . . . su podudarni). i

3) Podudarnost je jedna B
relacija ekvivalencije. ObrazloZite.

2. Relacija,, ... je ma- F
nja (ve¢a) od ... — 1) Za A~
figuru F’ kazemo da je manja od C D
figure F, ako je F' podudarna (1)
(pravoj) podmnoZini mnoZine F; Slika 22.14
na primer: :

[AB]>[CD], jer je [CD]x~[EF]<=[AB];
L MNP</ AOR, jer je MNP podudaran delu ugla 4AOB.

To je samo ,kvalitativno® uporedivanje figura, samo konstatacija da je
jedna figura manja odnosno veca od druge. I zato se na taj nadin ne mogu upo-
rediti sve figure. Jasno je po sebi da relacija ,,manje“ odnosno ,veée“ ne postoji,
npr., izmedu jedne duZi i jednog ugla, jednog trougla i jednog &etvorougla, . . .
Ali tako kako je ta relacija definisana i kako su definisane figure, ona ne postoji,
uopste uzev, ni izmedu dva trougla, dva Cetvorougla, ..., dve piramide, .. .*

2) Jedan ,prelaz¢ izmedu ,kvalitativnog® i ,kvantitativnog® uporedi-
vanja figura (mnoZina tataka) jeste, na primer:

Duz [AB]je 2,3,...,7,3, %, ... uopste k pura veta (odnosno manja)
od duzi [CD], $to se zapisuje:
[AB~E[CD], k realan broj, tj. ke R.

Ugao AOB je k puta vedi od ugla GHK: /AOB~k/GHK.

I, teorijski bar, kad god postoji relacija ,,. . . je k puta vece (manje) od ...«
nepoznata figura se moZe konstruisati, na primer, ako je data duZ [AB], pa treba
konstruisati duzi [GH] i [PQ] tako da je, npr.: [GH]~3[AB], [PQ;l[AB],
postupa se ovako®*: 5

A B

L

E

5 [c8] = [aB] M
P E

Q
Wﬂépﬂ=%pﬂ
Slika 22.15

* Nastavak tih razmatranja u § 22.4, t. 2. 3 i t. 5. 4.
** Konstrukcije n-puta manje duZi (tj. deljenje duZi na podudarne duzi) pokazane su u
§ 226, 1. 6,4151§245 1.2, 41S5. ’

349



Napominjemo da je dokazano da se ugao ne moze (u opétem slucaju)
samo lenjirom i $estarom podeliti na 3 podudarna ugla. Uposte, lenjirom i 3es-

tarom moze se uvek konstruxsanz——tl deo (neN;) datog ugla. Ali teorijski postoji
n

%—ti deo svakog ugla, keR.

Nije potrebno podvlac¢iti da ako izmedu dve figure postoji relacija
.- - - jekputavecaod ...« ajedna od njith nije data, onda se ni ona druga ne moze

. . F .
konstruisati. Relacija F~ kF' moze se napisati u obliku F=k (razmera), ali moze

postojati beskona¢no mnogo figura &ija je razmera dati broj k.
Jasno je da ako se izmedu dve figure ne moZe uspostaviti relacija
- - -jeveceod...“ ne moZe se uspostaviti ni relacija ,. . . je k putavece (manje) od . . .«

3. Sli¢nost. — 1) Za figure F i F’ kaZemo da su sli¢ne ako:
(1) svakoj tacki T figure F odgovara tatka T’ figure F' (biZekcija);
(2) svakom odstojanju d(7,, T,) figure F ogdovara k puta vele od-
stojanje d(Ty, Ty), tj. 4(Ty, To)=k-d(T), Ty), gde su T, i T, ma koje tatke figure
F, a T, i T, odgovarajude tacke figure F’, keR (ali stalan, konstantan za date figure);
(3) svakom uglu XYZ figure F odgovara podudaran ugao X'Y'Z’
figure F'(pri ¢emu se kod prostornih figura podrazumevaju prostorni uglovi=
=dijedri¥).

2) MozZe se dokazati (sl. 22.16) da
ako je [OA;]=k[OA] i [OB;]=k[OB], onda
je A By|| AB. I obrnuto: Iz 4,B,|| AB sledi
[0A4,]=k[0A] i [OB]=%[OB].

Slika 22.16 Slika 22.17

Otuda, kad je data jedna od figura F ili H i broj &, ona druga se (u mnogo
sludajeva) vrlo jednostavno konstruiSe tako da izmedu njih postoji relacija koja
zadovoljava sva tri navedena uslova. Zaista (sl. 22.17): Ako su dati figura ABC i
broj &, treba uzeti proizvoljnu tatku O i nacrtati poluprave OA4, OB, OC (polu-
prave koje odreduju karakteristi¢ne tatke date figure). Zatim je dovoljno konstru-
isati ma koju (karakteristi¢énu] tacku A’, ili B’ ili C’ tako da je [0A']=k[0A]

* Uostalom, kod prostornih figura se uslovi (2) i (3) moraju malo modificirati i upotpu-
nit, u §to ovde ne ulazimo, jer je bitno da se formira potrebni pojam.
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(ii [OB’]=~k[OB] ili ...), zatim konstruisati poluprave koje izlaze iz A" a para-
lelne su respektivno, sa [AB] i [AC]. Preseci tih polupravd i polupravda OB i
OC su trazene tatke B’ i C'.

Ako se posle toga konstrui§e (primenom jedne od izometrijskih trans-
formacija) figura 4,B,C,~ A'B'C’, onda je A,B,C, trajena figura H, jer izmedu
ABC i A, B,C, postoji relacija koja ispunjava sva tri navedena uslova. Dakle, tro-
ugao A4,B,C, slican je datom trouglu ABC i to se zapisuje ovako:

NAB,C,~ NABC.

Figure A'B'C’' i ABC su takode sli¢ne, ali se nalaze u specijalnom polo-
Zaju (odgovarajuée duzi su i paralelne). I zato se zovu homoteriéne figure (u od-
nosu na centar O homotetije).

3) Opisana konstrukcija je jedna transformacija, transformacija kojom se
dobija sli¢na figura datoj. Ona se i zove transformacija sliénosti. I homotetja je
jedna transformacija.

Otuda: Dve figure su shiéne ako se dobijaju jedna iz druge metodom trans-
formacije sliénosti.

4) Da li je sli¢nost jedna relacija ekvivalencije? Obrazlodite.

5) Jesu li proizvoljni jednakostraniéni trouglovi: (1) podudarni; (2) sli¢ni ? ObrazloZite.

6) Jesu li proizvoljni kvadrati: (1) podudarni; (2) sli¢ni? Obrazlozite.

7) Zadto su slicne: (1) sve kocke; (2) sve sfere?

8) Data su dva pravougaonika P, 1 P,. Koji uslovi treba da budu zadovoljeni pa da
bude: (1) Py~ P,; (2) P,~P,?

3 1 3
9} Konstruidite dva: (1) podudarna; (2) sli¢na pravougaonika kad je k=2;7; :,;

10) Podudarnost je specijalan slu¢aj sli¢nosti. Zagto?

§ 22.4. REALNI BROJEVI I GEOMETRIJSKI OBJEKTI (FIGURE)

1. Mera duZi i du%ina duzi. — 1) Nacrtajmo proizvoljnu pravu i napravimo
od nje pravu brojeva. (U tu svrhu dovoljno je, § 21.7, 1.2, oznaditi dve njene tacke
01/ i dodeliti im, respektivno, brojeve 01 1.) Svakoj talki prave brojeva odgovara
odredeni realni broj, njena koordinata. Uocimo tatke 4 i B prave brojeva i neka

su njihove koordinate, respektivno, a i b.

B Svaka tatka X duzi [AB] ima svoju ko-
b ordinatu x i-mnozina svih tih koordinata
o J (realnih brojeva) je a <x <b.
A 1 . .
0 Prema §§ 21.6 i 21.8, razlika
/ ﬁ\‘—‘d b—a uvek postoji. Ona je jedan jedini

Slika 22.18 (odredeni) realni broj, tj. b—a e R. Pret-
postavimo da je B>A (glava VII).
Tada je b>a 1 b—a>0 (pozitivan broj). Taj pozitivan broj zove se mera (kaze se i

merni broj) duzi [4B] i oznatava se kratko m[AB].
Na primer, ako je:

A B COJD E F H G
-5 -4 -3 -2 -1x0 1 23 fs 5 6\_7\1
_. 383
7 V3 7
Slika 22.19
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onda je: m[AB]=—-2—(—5=3; m[BC]=— -—i—2=1%; m[AE]=8,83; ...

RS

Prema tome:

(1) Svakoj duzi prave brojeva odgovara odreden nenegativni realni
broj koji se zove njena mera. -

(2) Svakoj duzi [PQ] koja nije deo prave brojeva odgovara.odredeni
nenegativni realni broj, mera, jer se uvek moze (§ 22.3, t. 1) konstruisati duz {4 B)
prave brojeva tako da je:

[AB]~[PQ], pa je m[PQ}=m[AB].

) 2) Ako se duz (O]) izabere tako da je podudarna duZi koja se zove centi-
metar, onda duzi (sl. 12.19):

[AB] odgovara imenovani broj 3 cm;
[BC] odgovara imenovani broj 8,83 cm; i sli¢no.

Imenovani broj 3 cm zove se dufina duzi AB i zapisivatemo je ovako
(AB)=3 cm. Imenovani broj 8,83 cm zove se dugina duzi [BC] i pisacemo (BC)=
=8,83 cm, itd.

I sliéno ako je jedini¢na duZ decimetar, metar, . ..

Iz prethodnog je jasno da nije korektno pisati: AB=3 ili AB=3cm,
nego (AB)=3, odnosno m(AB)=3 cm, ili (AB)=3 cm ili ma koji drugi simbol.

Napomena. — Svakoj duzi pripisuje se dufina. Ali razlikovati dve
duzine duZi: apsolutnu, ili geomerrisku duZinu i relativnu duZinu.

Apsolutna duZina se ispoljava pri uporedivanju dve duzi (,,pri stavljanju
jedne na drugu®). Svim podudarnim duZima pripisuje se ista apsolutna duZina.
Apsolutna duzina je, prema tome, pojam identi¢an sa pojmom duZi kad se ona po~
smatra kao veli¢ina. Relativna duZina je brgj koji se dobija pri merenju date duZi
izabranom jedinicom. Relativna duZina je, dakle, mera (merni broj) duZi i, razum-
ljivo, zavisi od jedinice merenja; na primer, relativna duzina duzi [AB] je 3 cm,
ili 30 mm, ili 0,3 dm ili 0,0003 hm. Jasno je da su dve relativne duzine jednake:
(1) ako su odgovaraju¢e duzi podudarne; (2) ako se one mere istom jedinicom.

U osnovnoj nastavi se jedva moze govoriti o apsolutnoj duZini. Zato se,
skoro uvek, pod duZinom duzZi podrazumeva relativna duZina.

Potpuno analogno stoje stvari sa povr§inom i zapreminom. I opet, u osnov-~
noj nastavi do izraZaja dolaze relativna povrS$ina i relativha zapremina, tj. nji-
hove mere.

3) Poligonalna linija je unija stranica. Njena mera je, dakle, zbir mera
stranica.

Duzina poligonalne linije i poligona je zbir duzina svih njenih, njegovih
stranica.

4) Duz [BA] (sl. 22.18 ili 22.19) je podudarna duzi [4B], ali je suprotno
orijentisana. Ako vodimo rac¢una o orijentaciji, onda se duz [ARB] zove orjjentisana

dus (ili vekcor®) i oznadava ovako: AB. Shodno tome, vektoru AB (sl. 22.19)

—

odgcvara broj 3, tj. +3, a vektoru BA odgovara.broj —3 (simetri¢ni broj broja 3).

* To je klasi¢ni smisao. U modernoj matematici vektor je op$tiji pojam. (Videti Metodika
savremenog matematickog obrazovajna, glava XIX.)
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Ali brojevi +3 i —3 nisu-mere. Oni se zovu , algebarske vrednosti™ vekiora
AB i BA i, ako treba, piSe se [AB]=3, [BA]=—3 (ili, po dogovoru, neki drugi
simbol, npr. AB=3, a nikako A_é=3, odnosno ﬂ:—i&).

2. Me.:ra oblas_ti pravougaonika i povriina pravougaonika. — 1) Svaki
pravougaor_nk oc_ireduje'oblast (§ 22.1, t. 2, 3). Toj oblasti moze se dodeliti realni
nenegativni b{'OJ ako se prethodno izabere jedini¢na oblast. Kao jediniéna oblast
moze se uzeti oblasF. jednog odredenog pravougaonika. Usvojeno je da to bude
oblast kvadrata (specijalnog pravougaonika) Cija je stranica jedini¢na duz, tj. ¢ija je
mera Stranice 1. -

. Tada, ako su mere stranica pravougaonika realni (nenegativni) brojevi a i b,
proigvod ab zove se mera oblasti pravougaonika.

o I_spitajmo tri slucaja, zavisno od toga da lisu a i b prirodni brojevi, racio-
nalni ili iracionalni brojevi. :

o (_l)wK_ad su a_i b prirodni brojevi, nema nikakvih te§koca, jer je ab
bro;_ sv.xh. jedini¢nih oblasti koje bi se dobile kad bi se oblast pravougaonika podelila
na jedini¢ne oblasti.

(2) Ako su mere stranica racionalni brojevi, tj. ako je a:ﬁ, b=£,
. .y . p q
onda se Jedinina oblast podeli na pg pravougaonih oblasti (mera jedne stranice

T | oo ]
svake od njih je > a mere druge stranice je —). A tada je o&igledno da oblast datog
. q

pravougaonika sadrzi mn tih () malih*) pravougaonih oblasti pa je ap=21.2
njegova mera. "o
Na primer, ako su mere stranica P
. 3.5
pravougaonika 5 i 3 onda crteZ (sl. 22.20)

ilustruje ono §to je redeno.

_ Posto je jedinicna oblast pode- 1

liena na 2-3=6 pravougaonih oblasti,

svakoj od njih odgovara broj i, a ob- ...lr‘ 5
6

lasti datog pravougaonika odgovara broj

ofw

|-

4
(&5}

Slika 22.20

15 Ve e ey
= 15=—6- (petnaest $estina jediniéne ob-

. 3 5 . .. .
lasti). Dakle, m(P)z;-? (3to se mozZe uprostiti: % jedini¢ne oblasti).

U slu¢ajevima (1) i (2) pravougaonici su, kratko receno, , ractonalni®.

~ (3) Akf) Su mere stranica pravougaonika iracionalni brojevi a i B,
ne postoji deo Jec.hmcne oblasti koji bi se sadrzao mn puta (m, ne N,) u oblasti
datog pravougaonika. Pa ipak, moZemo pokazati da i takvom pravougaoniku odgo-
vara broj af.

_ Zaista, tada postoje (§ 21.6) racionalni (nenegativni) brojevi di, di, g1, &1
takvi da je:

di<e<d;, g<B<g, )
pa dakle i: dig <of<djg, 2
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Te nejednakosti pokazuju da postoji pravougaonik 4,B,C,D,, Cije su mere
stranica d, i gy, i pravougaonik A;B;C;D;, &ije su mere stranica 4, i g,. Oblast
prvog je manja, a oblast drugog je veca od oblasti datog pravougaonika Cije su mere
brojevi o 1 B. .

» D4 C,
D C

D C,

d;
d;

Ay 9, B, A R B Al g} Bi
Slika 22.21

Ali tada postoji [§ 21.7 t. 2] niz umetnutih intervala:
dp &1, [do ds . rdpds s
koji se steZe oko e, i niz umetnutih intervala:
lgv 1) (820821 - > [8m &)s - - s

koji se steZe oko . A to znadi da postoji neograniceni niz pravougaonika ¢ije oblasti
rastu i neograni¢eni niz pravougaonika &ije oblasti opadaju. Razlika tih oblasti je
sve manja, opada neograni¢eno kad n raste i pravougaonici 4,B,C,D; i A;B;C;D;
(i=1, 2, 3, . . .) neograniceno se pribliZavaju , iracionalnom pravougaoniku ABCD.
Drugim reéima, proizvod af se stalno

T : " nalazi izmedu proizvoda dva racionalna broja:
‘ H1 1 1 dg <af<dg),
dcdzdsc‘dsd;d' dyg,<af<d,g,
l l I dygz<oB<dsg,

—— o ..... .. S N

le— Gy —> A kako svaki proizvod d,g, 1 svaki proizvod d,g,

e— g5 —> predstavlja meru oblasti jednog pravougaoni-

< p, ka, i proizvod af je mera iracionalnog pravo-

ggﬂ; ugaonika ABCD.
g Na primer, ako su_mere stranica jed-
Slika 22.22 nog pravougaonika /2 i /3, onda (§ 21.6, t.

5,21 5) je:
1-1</2-/3<2 2 (razlika je 3);
1,4 1L,7~2,38</2/3< 1,5 1,8=2,7 (razlika je 0,32);
1,41 - 1,73~2,44 < /2 - /3<1,42 - 1,74~2,47 (razlika je 0,03);

Razlika izmedu mera dva niza racionalnih pravougaonika vrlo brzo opada,
$to znadi da se oblasti odgovarajuéih pravougaonika neograni¢eno priblizavaju

oblasti pravougaonika &ije su mere stranica /2 i /3, kojoj odgovara broj, mera
J2-J3
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Dakle, oblasti (ma kog) pravougaonika ije su mere stranica ma koji realni
(nenegarivni) brojevi a i b dodeljuje se realni (nenegationi) broj p=ab i on se zove mera
(ili merni broj) te oblasti.

Simbolima: m(P)=ab=p, ili m(ABCD)=(A4B)(BC)
ili, ako smo prethodno rekli da su mere stranica [4B] i [BC], respektivno, a i &:
m(ABCD)=ab.

2) Uzmemo li u obzir napomenu uz prethodnu tacku 1, moZemo redéi:

Ako je jedini¢na oblast ograni¢ena kvadratom &ija je stranica podudarna

duzi koja se zove centimetar, mera oblasti pravougaonika zove se ,, povrSina oblasti
pravougaonika®, kratko , povrSina pravougaonika® 1 zapisuje se (ab) cm?® ili p cm?,
na primer: 15 o _
28 cm?, o cm?, (/2-./3) cm2=,/6 cm?.

I sli¢no kad je jedini¢na oblast ograni¢ena kvadratom ¢ija je stranica pod-
udarna duzi koja se zove decimetar, metar, ..., kilometar.
Poznato je da se oblast ogranifena kvadraiom &ija je stranica:

1 cm zove kvadratni centimetar (cm?);

I dm zove kvadratni decimetar (dm?);

Prema tome, ako su duZine stranica jednog pravougaonika, npr. 4,8 m
i 7,5m, njegova povrdina iznosi (4,8 - 7,5) m?=36 m? (trideset Sest kvadratnih
metara). .
3) U § 22.3, t. 2 re¢eno je da u mnoZini pravougaonika ne postoje rela-
cije ,, . . .jejednak . .. ,i“ ... je veéi (odnosno) manji od . . .« Te relacije postoje u
mnodini oblasti ogranifenih pravougaonicima. 1 postoje geometrijske metode (dakle
ne odredujuéi odgovarajuée mere) za utvrdivanje tih relacija. I za konstrukciju
pravougaonika ¢ija je oblast jednaka oblasti datog pravougaonika. Uopste, relacija
- -jejednaka ... vr8i particiju mnozine Q (svih) oblasti ograni¢enih pravouga-
onicima u klase ,jednakih pravougaonika® (neprecizno reeno).

Ako su, pak, uz istu jedinicu dobijene mere p, i p, dveju , pravougaonih®
oblasti, onda:

u sluéaju p,=p,, odgovarajuce oblasti su jednake;

u sluéaju p, <p,, oblast &ija je mera p, manja je od oblasti &ija je mera p,.

Taj smisao imaju kratke ali neprecizne (pa dakle i nekorehine) relenice:

,Pravougaonik P, je jednak pravougaoniku P,* i , Pravougaonik P; je manji od
pravougaonika P, (do toga se dolazi i spomenutim geometrijskim metodama).

3. 1) ReSenjem problema dodeljivanja realnog broja oblasti pravougaonika
reden je problem dodeljivanja broja svakoj oblasti, bez obzira kojom prostom linijom
je ona ogranifena, jer se svaka takva oblast moze: ili (1) zameniti (neposredno ili
posredno) jednakom, ekvivalentnom pravougaonom obla$éu, ili (2) podeliti na pra-
vougaone oblasti.

Postupak (1) primenjuje se kad je granica oblast prost poligon i izlaZe se
u svim udZbenicima elementarne geometrije. Napomenimo samo da je oblast ogra-
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ni¢ena trouglom dvaput manja od oblasti pravougaonika ¢ija je jedna stranica
podudarna jednoj stranici trougla, a druga je stranica podudarna odstojanju te
(uolene) stranice trougla od naspramnog temzna (sl. 22.23).

A ,,OcCigledno* je da je oblast ograni¢ena trouglom

BHC=% oblasti ograni¢ene pravougaonikom BHCD
£ i(AH@z%MHCB.K&ok[AM;Lﬂ%[Cm;
~[DB], sledi prethodno tvrdenje.
B8 Prema tome, ako je @ mera stranice [4B], A me-
ra odstojanja [CH], onda je m(AABC)=% ah.

Postupak (2) se, uglavnom, primenjuje kad je
Slika 22.23 granica oblasti kriva linija i predstavlja jednu od primena

integralnog rac¢una (zbir beskonaéno mmogo beskonacno.

malih pravougaonih oblasti).

Dakle, svakoj oblasti (ograni¢enoj ma kojom linijom) moZe se (teorijski,
o ¢emu je ovde i reg, jer se u praksi ponekad nailazi na velike teSkocée) dodeliri realni
(nenegativni) broj. Taj se broj zove mera (ili merni broj) oblastr.

-2) Ono §to je redeno u prethodnoj tacki (t. 2, 2 i 3) vazi za svaku oblast.
Pogotovu za oblasti ogranitene poligonima koje se mogu, geometrijskim meto-
dama, zameniti jednakim pravougaonim oblastima.

4. Meraipovr§ina kruga. Mera i duZina kruZnice. — 1) Na crtezu 22.24
prikazana je kruZnica a zatim su prikazani upisani i opisani pravilni trougao

Slika 22.24
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(plavo), upisani i opisani pravilni 3estougao (zeleno) i upisani i opisani pravilni
dvanaestougao (crveno).
Krug (oblast ograni¢ena kruZnicom) je ,oligledno:
veci od oblasti upisanog a manji od oblasti opisanog trougla;
veci od oblasti upisanog a manji od oblasti opisanog Sestougla;
veci od oblasti upisanog a manji od oblasti opisanog dvanaestougla.
Ako (misaono) produZimo tako, pa upifemo i opiSemo pravilni poligon
&ji je broj stranica 24 (=12 - 2), 48 (=24-2), 96 (=48 - 2),... uvek ¢ée krug
biti veéi od oblasti upisanog a manji od oblasti opisanog poligona. Pregledno
napisano to izgleda: '
P, <K<P, P, je oblat upisanog pravilnog poli-
P, <K<P, gona a P,l je obla_st opi§anog pravil—
nog poligona, n je broj stranica po-
ligona i ima oblik:
n=3.2""1, ke N,
o (npr. k=3, n=3.22=12;
Py <K <Py, k=7, n=3- 2=192);
P, <K<P, | ... ... ... .

Imamo, dakle, niz ,,umetnutih oblasti® ( intervala®), jer je:

P, <K<P;,

P, <P<P,<...<P,< ...
P,>P,>P,>...>P> ...

pa . P,—P,
opada neograniceno, tj. ispunjeni su uslovi (a) i (b), § 21.7, t. 2, pa je krug granica
tog niza.

Kako svakom poligonu odgovara realni broj, mera, umesto prethodnih
nejednakosti mozemo napisati

P3<P, <P,
Pe <P, <Ds
P12<Po <Dy

odakle se vidi da krugu odgovara broj, mera i ona je granica umetnutih intervala
(brojeva):

[P3> p;]: [Ps> P;L LR [Pn; P,:]: LR
gde je n=2-2%1 keN.

Ako se polupre¢nik kruga uzme za jedinicu, §j. ako je mera polupre¢nika 1, onda
se, na osnovu Pitagorine teoreme i prethodne t. 3, moZe izracunati da je:

3 , -
p= V3 =13, a py=3./3 ~5,19;

3= . ~
p,=—2~\/3 ~2,5, a py=2+/3 ~3,46;

Pis ~3 ,app, ~3,22;
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to jest: 1,3 <p,<5,19
2,5 <p,<3,46
3,00<p, <3,22

' Odatle se vidi da} interval [p,, p,] brzo opada (veé¢ kod k=3, mera inter-
vgla je z0,22_). i ako se 1zraCunavanje produZi (1j. ako se izraduna pyy, i ply, Py i
Pis> - - -)> dobija se da je granica intervala broj m, tj.:

m,=w=3,141 592 653 ... § 21.6, t. 5).

) Dakle, ako je mera polupre¢nika 1, mera kruga (mera »jedini¢nog kruga®)
jeste broj .

_ .2)'Neka su Lg, Lg, Ly, . . poligonalne linije (tj. unije stranica) upisa-
nih pravilnih mnogouglova, a L;, L;, Li,, . . . poligonalne linije opisanih pravilnih
mnogouglova. Tada je:

Ly<K< L,

Li<K<L;

. 6< < o K=kruznica
o n=32x1 ke N,

L,<K<L,

tj. (posto svakoj liniji L,, odgovara broj, mera [,):
ly<l <y
lg<<l, <1y
e n=3-2k1 ke N,
<1, <l
Imamo, dakle, niz umetnutih intervala: -
o . [13) Z;]J [ls; Z(’;]) [112; 1;2]3 L ] [l,,i Z;;]) LR
¢ija je granica odreden realan broj. Taj se broj zove mera (merni broj) kruznice.
Ako se polupreénik kruznice uzme za jedinicu, moze se izradunati da je:

Iy =3/3~5,19, I, =6,/3~10,32

A =6, I, =4./3~69
Ly ~6,18, I, ~ 6,48
to jest da je: 5,19< <10,32
6,00<C1,<6,9
6,18 <1, <6,48.

‘ Dakle', [fs £,] brzo opada (ve¢ je [fy,, 4,] =~0,3) i ako se izradunavanje
produZi, nalazi se da je granica niza intervala broj 2 (krajevi intervala se nago-
milavaju oko tacke 2-3,1415...).

Mera krugnice tija je mera polupreénika 1 (mera , jedinicne krusnice”)
Jeste 2.
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Dobili smo interesantne rezultate:
Broj = je mera kruga, a broj 27 je mera kruznice kad je polupre¢nik 1.
Zato je broj = , nadaleko ¢uven®.

3) Nije te$ko izrafunati da ako je mera polupreénika », onda je:
3 re 3 £y s
p3=7r2\/3, ps=?‘r’\/3, Pra=37% ...

l=3r/3,  ly=6r, he=31(J6—2), . ..

(tj. broj dobijen kad je r=1 pomnoZen brojem r2, odnosno brojem ), pa je i (kad
je mera polupreénika r):

mera kruga =72, a mera kruZnice 2mr.

4) Ako je jedinica merenja polupre¢nika metar, decimetar, ..., broj
(27r) m zove se dufina kruZnice (u metrima), a broj (7r%) m zove se povrsina kruga.

Na primer, ako je duZina polupre¢nika 0,7 m, duZina kruZuice iznosi (1,4n) m (1,4~ me-
tara), a povrdina kruga iznosi (0,497) m? (0,497 kvadratnih metara).
5) Mera jedne Cetvrtine:
. ™ r? . . wr
kruga je —, odnosno — ; kruznice je —, odnosno —.
4 4 2 2

2 o2 2
Mera — kruga je —m, odnosno —url
5 5 5
3 3
Povriina n kruga dija je duZina polupreénika 4 cm iznosi (-g-16) cm?=6w cm?.

5
Duzina kruZnog luka koji iznosi ; kruZnice, a &ja je duZipa polupre¢nika 6 dm, iznosi

5 10
—-2n+6|dm = —mwdm.
9 3

5. Mere prostornih figura. — Prema prethodnom ravnoj figuri dode-
ljujemo dva broja, dve mere: jednu liniji, linijsku, Znearnu meru; drugu oblasti (koju
figura odreduje, ogranituje), kvadratnu meru (jer za jedinicu uzimamo oblast
ogranic¢en kvadratom). Analogno, svakoj konveksnoj* prostornoj figuri dodeljujemo
dva broja, dve mere: kvadrarnu meru (samoj figuri) i meru za prostor koji figura
odreduje, ograni¢uje. Ovu drugu mozemo nazvati kubnom merom, jer se za jedi-
nicu merenja, uzima prostor ogranifen kockom (kubom).

1) Kvadratna mera konveksne figure je zbir kvadratnih mera pojedinih
njenih delova, jer su ti delovi (bar u veé navedenim, § 22.2, elementarnim slu-
¢ajevima): ili ravni (delovi ravni) ograni¢eni prostim linijama (poliedri), ili delovi
krivih povrdi, koji se mogu svesti na ravne delove (cilindri i kupe), ili su analogoni
kruznice i elipse (sfera, elipsoidi) pa se mere mogu i elementarno izraunati.

2) Izratunavanje kvadratne mere svake oblasti zasniva se na izrafuna-
vanju mere oblasti pravougaonika. lzralunavanje kubne mere svake prostorne (kon-
veksne) figure zasniva se na tzralunavarmgu kubme mere prostora (tela) ogranienog

* Ovde se ogranitujemo na konveksne prostorne figure koje su najpristupadnije, a i naj-
znalajnije (i za teoriju i za praksu). '
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pravoughm paralelepipedom (, kvadrom®). A izracunavanje kubne mere pravo-
uglog paralelepipeda je analogno izratunavanju kvadratne mere pravougaonika.
Naime, ako su a, b, ¢ (linearne) mere triju ivica pravouglog paralelepipeda (koje
,izlaze® iz istog temena), onda je njegova kubna mera proizvod abe. I to je razum-
ljivo, jer je ab, odnosno ac, odnosno bc¢ kvadratna mera odgovarajuce strane para-
lelepipeda, pa njegov prostor sadrZi onoliko jedini¢nih prostora (ograniéenih je-
dini¢nim kockama) koliko iznosi mera treée ivice (odstojanja dveju naspramnih
strana paralelepipeda).

Kako se na osnovu toga (i izraunavanju kvadratnih mera ravnih figura)
nalaze pravila za izratunavanje kubnih mera jednostavnih prostornih figura iz-
laze se (elementarno) u svakom dobrom udzbeniku za osnovau 3kolu. Preciznije
i malo opdirnije (povecava se broj posmatranih figura) ta se pravila izlazu i u sva-
kom dobrom srednjo$kolskom udzbeniku. (Kod takozvanih oblih figura intervenise,
sasvim razumljivo, broj .)

Metodama viSe matematike dolazi se (razumljivo preciznije) do istih
pravila.

3) Ako se kao linearne jedinice uzimaju metar i (iz njega) izvedene jedi-
nice, izraCunata kvadratna mera prostorne figure zove se povrSina, a izraCunata
kubna mera zove se zapremina. Pri tome, kratkoce radi (ali ne i precizno), govori
se: ,,zapremina prizme®, , zapremina valjka“, . ..,  zapremina sfere“. Na primer:

(1) Ako su (linearne) mere ivica pravouglog paralelepipeda 3 cm, 8 cm
1 2dm, onda njegova zapremina iznosi (3-8-20) cm3=480 cm?® (480 kubnih cen-
timetara). :

(2) Ako su (linearne) mere ivica prave pravilne S$estostrane prizme

13mm i 7 cm, njena zapremina iznosi (%‘132-70 \/5) mm?,
(3) Ako je mera polupreénika pravog kruZznog valjka 5cm, a mera

odstojanja njegovih krugova iznosi 10 cm, njegova zapremina iznosi (m-5%-10)cm?=
=250 7 cm?.

4) O relacijgma »- - . jejednako. . .“i ... je manje (odnosno veée) od . . .«
u mnozini konveksnih figura (i samih figura i geometrijskih tela koja one odre-
duju) vazi sve ono §to je ve reteno (r. 2. 3).

6. Mera ugla'i luka. — 1) Ako se izabere ma koji ugao za jedinicu, svakom
uglu odgovara realni (nenegativni) broj, na primer: broj 3 oznaava da je uoleni
ugao 3 puta vedi od jedini¢nog ugla; broj —171- oznacava da je uoCeni ugao podudaran

uglu koji se dobija tako $to se jedini¢ni ugao podeli na 11 podudarnih uglova i

uzme (uoli, oznati) 7 th delova; isto tako, uglu moze da odgovara i broj /5,
1

broj ——, ...
J7

2) Jo$ stari narodi izabrali su za jedini¢ni ugao ugaoni stepen (°): 1°=
1
“ % pravog ugla. Prema tome: %pravog ugla inzosi 45“,% pravog ugla iznosi
o 3 L . s _ R
60 ;: pravog ugla iznosi 67,5° (=67°30"); opruZeni ugao iznosi 180°, a 4 prava
ugla iznose 360°.

Ponegde se za jedinicu ugla uzima i grad, 1 gr= 1(1)07 pravog ugla.
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3) Ugaoni stepen i njegovi delovi (minut, 1':(%0—)" 1 sekund 1”:(6—10)’)

su prakticne jedinice za merenje uglova. U teoriji se jedini¢ni ugao uvodi ovako
(sl. 22.25):

Teme ugla je centar neograni¢eno mnogo
kruznica (koncentri¢nih). Preseci krakova -ugla i
tih kruZnica odreduju luk svake kruZnice (npr.

Vo N\
AB, CD, . ..). Na primer, uglu od 17° odgovara B
luk svake kruznice od 17°, a otigledno je da lukovi
nisu podudarni. Samo lukovi iste kruznice (ili S
lukovi podudarnih kruZnica) su podudarni kad
ih odreduju podudarni centralni uglovi. 0 T A C |E
Medutim, uglu od «° ogdovara duzina r
luka od 2T"~GL°= T ge (u cm ako je duZina .
360° 180° Slika 22.25
polupreé¢nika u c¢m, u dm ako je...). Ozna&imo

o

e . . nr . . . .
tu duzinu slovom s, tj. stavimo s=-———"-a° i podelimo tu jednakost brojem r.

180
Dobijamo:
s moe®
7 180°

. N . . - . gy v . .
Uo¢imo dva luka AB, &ija je duzina s, i CD, Cija je duZina s. Iz pret-

hodnog sledi:
S s (e
r r’( 180“)’

tj. razmera (koli¢nik duzine luka i duZine polupre¢nika za isti ugao) je stalan broj.

Taj se broj i uzima za ,jedinicu® ugla. Naime, stavlja se: —-=1, odakle sledi s=r.
r

Znadi, za jedini¢ni ugao uzima se onaj ugao Ciji je luk (kad se ,,ispravi)
»jednak® (podudaran) polupre¢niku kojim je opisan.

Taj se ugao zove radijan.

Ili, $to je isto, radijan je kruzni luk ¢&ija je duZina jednaka duzini polu-
pre¢nika. — | radijan = 57°17°45".

M . i ..
Za§to je mera pravog ugla o radijana?

§ 22.5. KORESPONDENCIJA IZMEPU REALNIH BROJEVA I TACAKA RAVNI
I PROSTORA. DEKARTOV KOORDINATNI SISTEM

1. 1) U § 21.7 utvrdili smo da ako se jednoj tacki prave dodeli broj 0 (nula)
a drugoj broj I, samim tim se izmedu mnoZine ta¢aka te prave i mnozine realnih
brojeva uspostavlja biZekcija (biunivoka korespondencija): Svakoj ta¢ki odgovara
odreden realan broj i svakom realnom broju odgovara odredena tacka. Dovoljno
je da nam se pokaZe tatka spomenute prave (prave realnih brojeva), pa da odre-
dimo odgovarajuéi broj. I dovoljno je da zamislimo ma koji realni broj, pa da od-
redimo tatku prave brojeva.
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2) A kad tac¢ka ne pripada pravi nego ravni I7, na primer T, sl. 22.26?
Mozemo li joj tada dodeliti broj?
Bez "ikakvog dopunskog crtanja, svaki koji sustinski shvata pravu brojeva
uvida da tacku T karakteriu dva broja: jedan je mera njenog odstojanja od prave
: brojeva, a drugi je broj koji odgo-
vara tacki 7 (drugi kraj spomenu-
't tog odstojanja).
A koja bi mera bila kad bi
T 0 1 i se tacka 7 nalazila u drugoj polu-
! ravni (u odnosu na pravu brojeva),
Slika 22.26 a na podudarnom odstojanju? Il,
jo§ bolje, evo dva broja: —3 i 5,
gde je —3 broj koji odgovara tatki T, (koordinata tatke T;, kako smo kazali
u §21.7), a 5 je mera odstojanja tatke T od prave brojeva. Konstrui$ite tacku 7.

Odatle se vidi da nije dovoljna mera odstojanja tatke T od prave brojeva.
Ona mora da sadr?i i podatak: kojoj od dve poluravni pripada tacka 7. Najkrace
i najcelishodnije se taj podatak daje tako 3to se dogovorimo da mera odstojanja
bude ,,pozitivna“ ako tatka 7 pripada jednoj poluravni, a ,negativna“ ako pri-
pada drugoj poluravni (§ 22.4). A to se postiZze jednim potezom: uzme se jo§ jedna
prava brojeva koja seCe prvu. Pri tome, medusobni polozaj tih dveju prava (bro-
jeva) moZe bit proizvoljan, ali je zasad najbolje da prave budu medusobno per-
pendikularne (normalne). Orijentacija druge prave brojeva je proizvoljna. Prema
potrebi uzima se jedna ili druga, jer ni orijentacija prve nije obavezna sleva na-
desno (sl. 22.27).

Nije, uopste, obavezno da prva prava bude paralelna pravi koju odre-
duju posmatraleve oci [sl. 22.27(4)]. Ipak je uobicajeno da prva prava bude ori-
jentisana sleva nadesno, a druga ,,odozdo navi§e“ prema glavi posmatrala [sl.

22.27(1)].
| I I B W

ol 1 o 1 1 IO 0
(1 VR (3) (4)

Slika 22.27

3) Tada svakoj tacki ravni odgovara uredeni par brojeva (x,y). Oni se
odreduju tako $to se konstruiu dve poluprave koje izlaze iz T: jedna | na prvu
pravu brojeva, druga | na drugu pravu brojeva. Presecima 7, i T, tih poluprava
i pravad brojeva odgovaraju brojevi x i y.

Obrnuto, svakom urédenom paru realnih brojeva )
odgovara tatka ravni. Ona se konstruiSe tako §to se kon- T,(0,9,) (Y1)
struiSu poluprave koje izlaze: jedna iz one tatke prve prave 1
brojeva koja odgovara prvom broju datog para, druga iz

tacke druge prave brojeva koja odgovara drugom broju ol 1 T,(x0
datog para; presek tih polupravd je traZena taCka. Tako

je na crtezu 22.29 konstruisana tatka S (/5, —3). Slika 22,28
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4) Oba broja koji odgovaraju tadki ravni zovu se koordinate te tacke.
Prvi se broj zove apscisa, a drugi ordimata vodene tacke. Otuda se i prva prava
brojeva (obi¢no || pravi koju odreduju oci posmatrala) zove apscisna osa, a druga
ordinatna osa. Obe ose su koordinatne ose.

5) KonstruiSite tacke: A (3, 2); B(—4, 5, D;

=1 7 - 1
Cl—Z—=); =, =
( NG 4), D(z, Js).
2. Na sli¢an natin postupa se u trodimenzional- 0 T 2/S450)
nom prostoru (prava je jednodimenzionalan a ravan je -1

dvodimenzionalan prostor):

Stanite, npr., negde u sobi i okrenite se
licem jednom zidu. Patos je model jedne ravni, levi S,(0.-3)
zid je model druge ravni a prednji zid je model tre¢e ~2*"
ravni. To su tri koordinatne ravni (svake dve medu-
sobno perpendikularne) koje se seku duZ tri prave Slika 22.29
(svaka perpendikularna na ostale dve). Dignite kazi-
prst desne ruke i ocenite (ili izmerite) mere (za izabranu jedinicu) njegovih odstojanja
od svake ravni. To su tri broja koji odgovaraju ta¢ki ,,u kojoj stoji* vrh vaseg kazi-
prsta, npr. P(2; 1,5; 3): 2 je mera odstojanja od levog zida, 1,5 je mera odstojanja
od prednjeg zida, a 3 je mera odstojanja od patosa*.

SW5:3)

Y
i
3,
|
R(%3:15)
// —_—_ — . __: :/_TL ________
s 1.7 0
// i
P A I | L) 7% X
l 15 1 | 1 :2 3
| 2 —'” |
: [ |
] l
-2¢ )
y4 1 s
— s
Ll (B(2-3:15)
|
Slika 22.30

* Na sl. 22.30 je tehnika greska y zapisivanju koordinata. Treba Py(2; 1,5; 3) i .
Py2; 1,5; —3). ‘
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Zamislite simetriénu tac¢ku P, ,ispod“ patosa. Njene koordinate su
2; 1,5; —3, pa je zapisujete Py(2; 1,5; —3). Zamislite simetri¢nu tacku P, (vrh
vaSeg prsta) u odnosu na levi zid. Ona je Py(—2; [,5; 3,). Zamislite tatku ispred
prednjeg zida, iza levog zida a iznad patosa. To je P,(—2; 1,5; 3).

Gde se nalazi tacka: Py(2; —1,5; 3); Po(—2; —1,5; 3); P(2; —1,5; —3);
Py(—2; —1,5; —=3)?

3. 1) Pronalaskom takvog reperiranja taaka u ravni i prostoru, tj. pove-
zivanje algebre i geometrije, matematika je krenula gigantskim koracima napred
(jer se danas geometrijske figure izraZavaju jednadinama i obrnutno, jednadine se
prikazuju geometrijskim figurama). To je ogromna tekovina koju dugujemo fran-
cuskom matemati¢aru i filozofu Rene Dekartu (1596—1650).

Po njemu se svaki napred opisani metod uspostavljanja korespondencije
izmedu taaka i uredenih parova odnosno uredenih tripleta realnih brojeva zove
Dekartov koordinatni sistem (u ravni odnosno u prostoru).

2) Postoji li kakva veza izmedu Dekartovog koordinatnog 51stema i De-
kartovog proizvoda? (Glava III)

§ 22.6. VEZBANJA I ZADACI

1. Nacrtajte:
(1) dve proste i dve neproste poligonalne linije;
(2) vise prostih i neprostih poligona;
(3) pet zatvorenih prostih krivih i pet zatvorenih neprostih krivih.

2. 1) Koja je glavna karakreristika prostog poligona?
2) Koja je glavna karakteristika proste linije?
3) PokaZite svaku oblast koju ste dobili u prethodnoj tacki.
4) Kad je poligon ,konveksan“? Kad je kriva ,konveksna“?

5) Nacrtajte jedan , konveksan® i jedan ,,ukr§ten Cetvorougao. To je najprostiji slu¢aj
iz koga se vidi kad kriva ,ima“ (tj. ogranituje), a kad nema oblast.

3. 1) Kako zarmiljate: kocku; pravu kupu; pravi valjak?
2) Za koju prostornu figuru kaZemo da je konveksna? Da U je sama mnozina koju
¢ine talke figure konveksna?

4. Nacrtajte proizvoljan trougao, Cetvorougao i petougao. Konstruidite: podudarni
trougao (translacijom i rotacijom); podudarni €etvorougao (osnom i centralnom simetrijom);
podudarni petougao (osnom simetrijom 1 rotacijom).

5. Nacrtajte proizvoljan ugao i konstruiSite podudarni ugao primenjujudi sve Cetiri izo-
metrijske transformacije.

6. 1) , Nacrtajte” proizvoljan pravougaonik, romb i proizvoljnu kruznicu. Konstruisite
figure sli¢ne nacrtanim.
2) Nacrtajte proizvoljan petougao, oznalite proizvoljnu tatku O njegove oblasti i
konstrui$ite homoteti¢ni petougao u odnosu na centar homotetije O.
3) Nacrtajte proizvoljnu duz [AB] i konstruilite (metodorn homotetije) tri puta veéu
duz [A’B’] i dva puta manju duz [A”B”], tj. [A'B’]~3[A4AB], [A”"B"]1~2[AB].
4) Nacrtajte proizvoljnu duz [CD] i podelite je (metodom homotetije) na tri podu-

darne duzi.
5) Na isti nacin podelite proizvoljnu duz {PQ] na 7 podudarmh duZi, a proizvoljnu

duz [XY] na 13 podadarnih duZi.
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] 7. Nacrtajte proizvoljnu pravu i oznadite, ba$ tim redom, njene tatke A, B, C, D, tako
da je {4AB]~[BC]~[CD]. )
1) Neka je m[AC]=1. Tada je m[AD]=
2) Neka je m[BD]=1. Tada je m[ACl= ; m[AD] =; m[BC]=
3) Neka je m[AD]=1. Izralunajte meru svake od ostalih duZi.
17 14 3 _ _
8. Neka je DRRTE -3, r 0, 16, -7 \/2, 3\/3 apscisa tatke 4. Odredite, u
svakom od navedenih sludajeva, apscisu tacke B tako da bude m[AB]=1.

9. Svaki broj je koordinata (apscisa) tatke koju oznacava slovo (napisano iznad broja):

A B C D
7
a — 3 5
(a) 5
6
(b) 1 -2 —
5
3
C 41 [ 6
(© 5
11 11
@ 1t - —
2 3
3 6
5 -2 - et
(e 7 ;

1) Odredite koordinatu (apscisu) tatke D tako da je [AB]x~[CD].
2) Koje mogu biti apscise tatke D kad je [AB]<[CD]?
3) NapiSite apscise tatke D kad je [AB]>[CD].

4) Odredite apscisu tatke D tako da je [AB];%[CD].

Neka 10. A, B, C su tatke prave brojeva i to tako da je apscisa tatke 4 stalno 0, a m[BC]=0.
je:

Ll wep=_2, —11, [ED1=_5L.

M m[AB].— 5> [CD]= g (2) m[4B]=11, [CD]=—7,
— 6 5 5

3) [AB]=—3, m[CD]=—; =2, -2,
(3) (4B] m[CD] 2 @) [4B] 7> ™cDl 7

Konstruidite u svakom od tih sludajeva tatku D i izralunajte m[AD].

5
11. 1) Neka (§ 22.5): A(—5,4; 0), B(—3; 0); C(1,6; 0), D(5; 0), E(61—i; 0). Izratunajte:

(1) m([AB]U[BC]); (2 m([BDIU[DE));
(3) m([ACIU[BC]); @ m([CD]UICE]);
(5) m([BD)UICD)); (6) m([ADIV[BE]);
™ m([ACINIBCY); (8) m(lACIN[BD)).

2) Izrazite svaku od prethodnib unija kao mnoZinu realnih brojeva.

12. 1) Ako su 4, B, C, D tatke prave brojeva, onda je m([ABlum[CD])=m[AB]+
+m[CD]—m([ABIN[CD])). Zaito?

2) Ta jednakost vaZi i kad umesto [4B] i [CD] posmatramo ma koje mnoZine M, i M,.
13. 1) Iz prethodnog (pod 1) a i iz t. 11 sledi:
(1) m[AB]+m[CD] =m([AB]U[CD]);
(2) [ABlc[CD] = m[AB] <m[CD].
2) Vaii li to za: (1) konaéne mnozine; (2) oblasti; (3) tela?
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14, Neka je e=m(/ABC)=179°, B=m(/DEF)=130°, y=m(/GHK)=11°. lzratunajte
ono 3to oznalava ¢ u: (1) a—e=F; (2) e+f=9¢; (3) a+B—ry=9p; (4) a—p+B=7.

15. 1) Unurtradnjost ugla je presek dveju poluravni [§ 22.1, t. 3 (3)]. PokaZite da je unutra$-
njost, tj. oblast trougla, presek triju poluravni.

2) Neka U(AABC) oznatava unutra$njost a S(AABC) spoljasnjost trougla ABC
i neka se trouglovi ABC i DEF nalaze u medusobnom poloZaju prikazanom na crtezu 22.31.

Osentite oblast:
1) U(AABCYNU(ADEF);
(2) S(AABCYNS(ADEF);
(3) U(AABCINS(ADEF);
@) U(ADEF)NS(ADEF).

A
C 3) Zamenite simbol N simbolom U i izvrdite
£ ono §to se zahteva pod (1), (2), (3) i (4).
F

Slika 22.31 16. Izracunajte meru povrSine oblasti ograniéene
pravougaonikom ABCD kad je:

D

m

(1) mAB] =, m[CD]=—;
mlAB] =, m[CD]=;
o 1 . — _
(3) ml4B]= —, mICD]=—; @) (AB)=+/17m, (CD)=+/T7 m.

@) (AB=dm, m(CD)=—am;

17, Izratunajte meru povrSine paralelograma ABCD kad je:
(1) m[DC]=7, a mera odstojanja pravih AB i CD je 4;
(2) (4B)=10,5 cm, (AD)=6 cm, m(/ BAD)=30°;
(3) (AB)=2 dm, (AD)=+/12dm, m(/BAD)=30°;
(4) (AB)=5m, (AD)=13 m, projekcija duzi [AD] na pravu 4B poklapa se sa [4B]
(5) [AB]1=[CD], (AC)=12, (BD)=1.
18. 1) Mera polupre¢nika jednog kruga jeJ;. Izradunajte (kvadratnu) meru kruga i (li-
nearnu) meru KkruZnice,
2) Duzina poluprenika jedne kruZnice iznosi\/ﬁ dm. Izra¢unajte duzinu kruZnice
i povrSinu kruga.

19. Ako slovo r oznafava meru polupre¢nika sfere, njena kvadratna mera izraéunava se

L r 4
ovako: mr%-4=4n7%, a kubna mera izratunava se: 4mr2- ?:? ard,

Neka je duZina polupre¢nika jedne sfere \/E cm. Izradunajte njenu povriinu i zapreminu.

20. 1) Neka je u Dekartovom koordinatnom sistemu A(3, 4). Izratunajte. m[OA].
2) Isto: B(y/3, ~/13), m[OB]=
3) ,Nacrtajte* mnoZinu ta¢aka Cije koordinate zadovoljavaju uslov: (1) x-+y=2;
(2) x—2y=4.
Rezime

1. Svaka figura je mnoZina tacaka.

. 2. 1) Svakoj mnoZini tataka dodeljuje se odreden realan (nenegativan)
broj 1 to:
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(1) kona¢noj (diskretnoj) mmnoZini dodeljuje se prirodni broj;

(2) jednodimenzionalnoj figuri (kontinuiranoj mnozini ta¢aka osim
prave, neograni¢enih i neprostih linija) dodeljuje se linearna mera;

(3) dvodimenzionalnoj figuri (oblasti) dodeljuje se kvadratna mera;

(4) trodimenzionalnoj konveksnoj figuri dodeljuju se dve mere (kvad-
ratna mera i kubna mera).

2) Ako su mere imenovani brojevi, one se dogovorno zovu duZina, od~
nosno povrsina, odnosno zapremina. '

3) Ako se, dvema tatkama prave dodele brojevi 0 i 1, prava postaje osa,
prava brojeva: svakoj tatki prave (ose) brojeva odgovara odreden realan broj,
i obrnuto.

4) Ako se od dve neparalelne (najée$¢e medusobno perpendikularne)
prave naprave prave brojeva, svakoj tacki ravni odgovara ureden par realnih bro-
jeva, 1 obratno.

5) Ako se od tri neparalelne (medusobno perpendikularne) prave naprave
prave brojeva, svakoj taCki prostora odgovara ureden triplet realnih brojeva,
1 obrnuto.

3. Tri vaZne geometrijske relacije jesu: podudarnost, sli¢nost i manje (od-
nosno veée). Prve dve su relacije ekvivalencije i vaZe uop$te. Treca je relacija po-
retka (reda) i odnosi se na duZi i oblasti (dvodimenzionalne ili trodimenzionalne).



GLAVA XXIO

NEKA PITANJA PRAKTICNE ARITMETIKE

§ 23.1. MERENJE I ZAOKRUGLJIVANJE REZULTATA MERENJA

1. Dodeljivanje brojeva geometrijskim objektima, izloZeno u prethodnoj
glavi, matemati¢ki je proces koji treba razlikovati od fizi¢kog merenja: neposred-
nog ili posrednog.

Neposrednim fizickim merenjem odreduju se mere duZina (kratko duZine)
realnih predmeta (i modela geometrijskih objekata). Iz tih mera (duZina) izratu-
navaju se mere povrsina i zapremina realnih predmeta.* To izratunavanje je po-
sredno merenje. Na sli¢an nacin odreduju se: mere uglova u prirodi i kod real-
nih predmeta, masa predmeta, vreme, brzina, temperatura, itd.

I fizickim merenjem se, dakle, dodeljuju brojevi (rezultat svakog me-
renja je broj), ali ne geometrijskim, nego fizi¢kim objektima i fizickim pojavama.
Usled toga su brojevi dobiveni fiziCkim merenjem priblizni. Velike su razlike
izmedu tvrdenja, na primer:

,Duzina ove u¢ionice je 8,2 metara“, i ,,Kad je duZina stranice kvad-

rata 1 metar, duzina njegove dijagonale je |2 metara®. Ili:  ,Mera povréine kruga
jedini¢nog polupre¢nika je =*.

2. Pri svakom fizi¢kom merenju se, dakle, uvek pojavljuju greske. One su
veée ili manje, $to zavisi od mnogo ¢ega: Sta se meri (kad se, npr., mere metalni
predmeti gre$ke su manje nego kad se mere drveni, a rezultati terenskih merenja
su vrlo daleko od toga da prikazuju stvarno stanje), ¢ime se meri (kojom spravom),
ko meri (izveZban majstor ili udenik), golim ili , naoruZanim® okom, u kom cilju
se meri (kad se prave deje igratke dopustene su velike gredke), itd.

Ratunanje takvim pribliznim rezultatima merenja povedava, po pravilu,
reske.
& U svakom slucaju, rezultat merenja (neposrednog ili posrednog, tj. re-
zultat radunanja brojevima dobjjenim neposrednim merenjem) je broj manji ili
veéi od talnog broja koji odgovara pravom stanju. Matematic¢ki receno, fizickom
predmetu ili stanju odgovara &itav interval realnih (nenegativnih) brojeva, a ne
jedan odreden broj. Taj interval zavisi od svega ve¢ nabrojanog (a i od drugih
okolnosti). Na primer, prava duzina (mera duZine) ucionice moZe biti svaki broj
intervala 8,15<x<8,35. Od njih treba uzeti onaj koji je najblizi ta¢nom broju,
a to se utvrduje tako ¥to se meri vide puta, pa se izratuna aritmetic¢ka sredina (§ 21.9,
t.2,6) svih dobijenih brojeva.

* Pri merenju realnih predmeta moraju se upotrebiti op$te usvojene jedinice (metarskog
ili nekog drugog sistema), jer bi merenje bilo besciljno kad njegovi rezultati ne bi bili pristu-
paéni zainteresovanim ljudima. A oni ée bitl pristupalni ako budu izraZeni u ve¢ usvojenim
jedinicama merenja.
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Recimo, ako je mereno 6 puta, pa je dobiveno 8,24; 8,40; 7,98; 8,23;
8,18; 8,29 metara, onda je aritmeti¢ka sredina:

(8,24+8,404+7,98+8,23+8,184-8,29):6=8,2353 . ..

Ona je periodi¢an decimalan broj. Sta treba sad raditi? Aproksimirati
je decimalnim brojem (§ 21.5). To aproksimiranje zove se i zaokrugljivanje.

3. Zaokrugljuju se i brojevi dobijeni pri merenju i brojanju. (Brojanje je
specijalan slucaj merenja i rezultat moZe biti tacan ili priblizan broj; na primer,
kad se broje klupe u ucionici, dobija se tatan broj, a kad se broje zrna p3enice
¢ija je masa, npr., 10 g ili stabla u vocnjaku, pogotovu u $umi, dobijeni broj je
priblizan.) Zaokrugljuju se, prema prethodnom, i rezultati aritmeti¢kih operacija
izvrSenih nad prirodnim (ta¢nim ili pribliznim) brojevima, nad racionalnim (taé-
nim ili pribliznim) i iracionalnim brojevima.

U literaturi se daju razna pravila zaokrugljivanja. Medutim, sva se ona,
uglavnom, svode na aproksimiranje kako je obrazloZeno u § 21.5 (i § 21.6). Ne
ponavljajuci, navedimo primere (uz neka dopunska , obja¥njenja“ gde je to po-
trebno):

(1) 1247382124740 (priblizno ve¢i broj sa tatno$éu do 10, tj. gre¥ka je manja

1
od —-10);
2
124738124700 (priblizno manji broj sa ta¢no$cu do 100, tj. gredka je manja
1
od —-100);
2
1
124738~ 125000 (greska je manja odE -1000);

1 i
(2) 0,7403~0,740 (sa tanodéu do 1073, gredka je manja od > Tooo : ako ne bismo

napisali nulu posle 4, znacilo bi da smo zaokruglili do stotih,

1
tj. da je gretka manja od5~100);
1
0,7403~0,7 (sa talno$¢u do 1077, gredka je manja od —2—410“),'

(3) 0,7003=0,700 (sa ta¢no¥¢u do 1073, tj. nule moramo napisati);

(4) 3/ 38527,2748 27,2752 7,282 7,3.

Pirmeri (2) i (3) pokazuju da se cifra 0 posle decimalnog zareza ne moZe
uvek izostaviti. Ona pokazuje sa kojom smo taéno$éu uzeli priblizni broj. S druge
strane pribliznom decimalnom broju ne mogu se dopisati nule kao tatnom; na
primer, dok se taini broj 3,7 moZe napisati u obliku 3,70, ili 3,700, ili 3,7000, . ..
(§ 20.2, teor.1), rezultat merenja 3,7 m ne moZe se napisati 3,70 m, jer bi to znaéilo
da je uzer sa ta¢no$¢u do 0,01 metra (tj. do 1 cm), a 3,7 pokazuje da je rezultat
merenja dat sa tatno$¢u do 0,1 m.

§ 23.2. ARITMETICKE OPERACIJE PRIBLIZNIM BROJEVIMA

Teorija tih operacija nije te$ka, ali je vrlo zamorna. Celishodnije je da,
uglavnom primerima, dodemo do odgovarajuc¢ih pravila.
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1. Uzmimo primere sabiranja prirodnih brojeva. Poljoprivredno dobro ras-
polaze sa: 2400 ha oranica, 280 ha livada, 98 ha vinograda i 86 ha pa¥njaka. Iz-
racunati povrdinu imanja tog poljoprivrednog dobra.

Ako izratunamo obi¢nim postupkom, dobijamo:
(24004-2804-984-86) ha=2864 ha.

Medutim, kao rezultati fizi¢kog merenja, brojevi (sabirci) su pribliZni
(zaokrugljeni) pa ne znamo cifru jedinice prvog i drugog sabirka i cifru desetica
prvog sabirka. Zato cifre jedinica i desetica zbira nisu sigurne pa je najpravilnije
zameniti ih nulama, vodedi ra¢una, razumljivo, o zbiru koji daju te cifre tredeg
i Cetvrtog sabirka.

Napidimo, dakle, sabirke tako da na mesto nesigurnih cifara stavimo N:

24NN

231;1 Zaokrugljeni rezultat obi¢nog raunanja je 2900 ha. To isto dobijamo
L 86 ovde jer je 1+9+416=26, pa je cifra desetica veéa od 5.

28NN

2. Ako su svi sabirci. pribliZzni brojevi sa istim brojem decimala, sabiraju
se kao kad su ta¢ni. Dobijeni zbir je napisan ta¢no po pravilu zaokrugljivanja:

7,306+0,82445,736=13,866.

3. 1) Ako sabirci nemaju isti broj decimala, zbir ima nesigurnih decimala
i treba ga zaokrugliti; na primer, ako je neto-masa 4,507 kg a dara (teZina amba-
laze) 2,8 kg, ukupna masa, izraunata na obi¢an nadin, iznosi 7,307 kg. Medutim
decimale stotih i hiljaditih nisu sigurne i zato ra¢unamo: (4,507+2,8 NN) kg=
=7,3NN jer ne moZemo sabirati nepoznatu decimalu hiljaditih sa 7 hiljaditih i
nepoznatu decimalu stotih sa 0 stotih.

2) U slutaju
5,23
13,35271
+ 0,814256

19,396966~ 19,40

jer pocev od treée decimale nijedna dalja decimala prvog sabirka nije poznata,
pa te decimale nisu sigurne u zbiru.

3) Da izvr§imo oduzimanje 42,7—14,2724 gde su umanjenik i umanjilac
priblizni brojevi:

42,7INNN , . . ’ . .
—14,2724 Rezultat je 28,4, jer decimale po&ev od druge nisu poznate, a vodimo
IBANNN ratuna da je 7 moZda smanjen za I.
b
28,4

Ocigledno je da se navedeni primeri mogu lakse izralunati ovako:

4,5 5,23 42,7

+2,8 13,352 —14,27

73 + 0,814 28,4N
19,396 28,4
19,40
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Otuda pravilo: U rezultatu sabiranja ¢ oduzimanja priblignih brojeva za-
drfava se onoliko vrednosnih decimala koliko ih ima broj (sabirak, wmanjenik ili uma-
nfilac) sa najmanje decimala. Medutim, moguce je skratiti posao izostavijanjem ne-
sigurnih decimala 1 pre izvr§enja operacyje, ali je u tom sluéaju veoma korisno zadrZati
jednu decimalu viSe svakog broja mego $to je porrebno u rezuliaru.

Zaista, ako se ne bi u drugom primeru zadrzala i tre¢a decimala, a u tre-
¢em i druga decimala, rezultat ne bi bio pravilno zaokrugljen.

4, 1) Pretpostavimo da smo mereci ivice ulionice dobili 12,72m i 6,51 m
i da hocemo da izratunamo povrSinu poda. Kako su to pribliZzni brojevi (brojevi
centimetara nisu sigurni), mozemo ih zaokrugliti na decimetre, paje: (12,7-6,5)dm? =
=8255 dm?. Ali taj rezultat je pribliZzan i nastaje pitanje: koje su cifre sigurne, tj.
kako da ga zaokruglimo? Da bismo to videli, izraunajmo povrinu u cm?:

(1272-651) cm2=828072 cm?~s 8§ 281 dm?®.

Uporedivanjem tog i prethodnog rezultata (8255) vidimo da su samo
prve dve cifre (8 i 2) iste, a ostale dve (51 5) su se jzmenile. Dakle, one nisu si-
gurne pa dobijeni broj moramo zaokrugliti, tj. 8255 dm?~ 8200 dm?. To se vidi
1 kad raunanje napiSemo ovako:

127N

x65N R .

NNNN Pomnoz.xh smo, c_iakle, trocxf_rem prxbhzm broj i dquh smo re;ultgt sa
635N dyvemma sigurnim ciframa. To je opite pravilo. Proverite ga na primerima:
762 N 753-64248000; 472-7025082240000; 484-7=3388~3000.
82NNNN

2) Neka je a=x 5425 i bx28,4. IzraCunajmo ab. Kako je:

5424 <a< 5426
28,3<b<28,5
5424-28,3<ab<5426-28,5  (§ 13.4)
153499,2 <<ab< 154641,
pa je ab=154-10°% greska je manja od 10%
Uopste, neka je:
A\~ ar@i—y . .. Gy 1 Ao = bmbm—y . .. by by, k2m, d2d,.

Tada je:
d,—1<d,<d,+1

dy—1<dy<dy+1
(dy—1) (dy— 1) <didy<(dy+1) (do+ 1),

tj. didy—(d\+dy)+ 1 <dydy<dydp+(dy+dp) +1,
tj. dyd,—(d,+d,)<dyd, <d\dy+(d,+dy),
pa je dyd; X cics. . O 10K

Proizvod dva priblitna broja pife se sa omoliko vrednoswih cifara koliko
takuvth (cifara) ima &nilac koji ith ima manje 1 onoliko nula (posle poslednje vred-
nosne cifre) koliko th ima &nilac sa veéim brojem cifara.
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Evo jo§ 4 primera:
(1) 0,783-8,2=16,4206~6,4; (2) 5,63-0,8=4,504~5;
(3) 0,2743-0,7=0,19201~0,2; (4) 6,3-2,7=17,01~17.

3) Izvidite mnoZenja: (1) 0,4-0,8; (2) 0,7-3,04; (3) 0,043-0,69; (4) 42,81-8,24;
(5) 109,23-38,45.

4) Masa 1 m® kamenog uglja iznosi 1,3 t(ona). Izratunajte masu 18,5m?® tog uglja.
5) Za 1 ha weba 0,27 t superfosfata (ve§tatkog dubriva). Koliko treba za 35,5 ha?

5. 1) Neka je d, napisan sa & vrednosnih cifara, a d, sa m vrednosnih ci-
fara i neka je A>=m. Koliko sigurnih vrednosnih cifara ima koli¢nik d;:d,=¢q?
Ne moze ih biti manje od m, jer bi tada (prema prethodnom pravilu mnoZenja)
d,-q=d, imao manje od m sigurnih cifara, a uslov je k>=m.

Koliko sigurnih vrednosnih cifara ima koli¢nik dy:d;=¢,? Vide od m
ne moze bit, jer bi dy-g;=d, imao vise od m, a d, ih ima m.

Dakle, samo prvih m vrednosnih cifara koli¢nika ¢ moZe biti sigurno, .

na primer: ako je a=x 5425, b~ 28,4, onda je:
5424:28,5<a:b<5426:28,3,
tj. : 190,315. . .<a:b<191,342. . .,
pa je atbx191.
Dakle, pravilo mnoZenja vazi i za deljenje pa ga moZemo ovako formulisati:
Pri mnogenju 1 deljenju priblignih brojeva u rezultatu zadrzaiti onoliko vred-

nosnth cifara (pofev sleva), koliko ih ima onaj od brojeva (nad kojima se vr§i ope-
racija) koji th ima manje.

2) Izvrdite deljenja: (1) 27:8; (2) 632947:256; (3) 0,38:2,63; (4) 2,45:0,0115;
(5) 2,63:7; (6) 281:0,058; (7) 25,46:356.

3) Za koje vreme ¢e automobil &ija je brzina 53 km/cas preéi 955 km?

4) Povriina pravougaone njive iznosi 194500 m®. DuZina jedne njenc stranice je 230 m.
Racunajte.
5) Sa 83 ha dobijeno je 1430t krompira.

§ 23.3. IMENOVANI BROJEVI

1. Prema § 22.4 svaka duzina, svaka povrsina, svaka zapremina je imeno-

van broj, na primer 37 mm, 3,7cm, 3 cm, 7 mm, 17 m. 2900 mm?, 29 cm?, 0,29 dm?,
0,0029 m?; 2,0027 ha, 0,27 ara; 48073 mm?, 48,073 cm?®, 0,048073 dm3 .
Isto tako (na primer) 36°20’, 3,250 kg (ili 3 kg 250 g, ili 3250 g), 4 ¢ 36 min

(ili 276 min), itd. su imenovani brojevi, jer je uz svaki oznalena jedinica merenja.
Imenovani broj se, dakle, kao rezultat merenja | sastoji“ iz realnog broja
i imena jedinice kojom je merenje izvr§eno: On pokazuje kojom je jedinicom iz-
merena data veli¢ina i koliko se puta ta jedinica sadrzi u datoj veli¢ini, npr.:
%mz(% od m) -3, tj. petina metra uzeta 3 puta.

Ako ma koju jedinicu ozna¢imo slovom j, onda:

nj=jtjtj+ ...+

n puta

ij= (l— od j)-a, 1j. enti deo jedinice uzet, ponovljen a puta.
n n B
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Prema tome (mogli bismo reéi): Imenovani broj je proizvod jedinice me-

renja i realnog (nenegativnog) broja.

2. 358 g je jednoimeni broj, a 35 dkg 8 g ili 3kg 5 dkg 8 g je viSeiment ili vife-
imenovant broj.
Uopste, —‘]1+ ]2+—]3—|— A ]k zove se viseimeni (vileimenovani) broj

ako SU fi, Jar - - -5 JE 1zvedene iz iste osnovne jedinice.
3. Odigledno je:
. b .ooa b ..
(D %JF;JZ, ako je —=--1 7=/
a . b . .ooa b,
@) —ji>—ju ako je 7>
(3) ijl i <4, ne mogu se uporediti (7m i 7m?, 20° i 20 kg ne mogu
n n

se uporediti);

(4) 0,7 ha=70 a=7000 m?=700000 dm?= ... ;

(5) 300000 g=300 kg=3 q (mc)=0,3 t;

(6) 5,3 &=(5,3-60) min=(5,3-60-60) sec;

(7) Sdn 7¢& 28 min=(5-24-60--7-60+28) min=.

4. Sabiranje i oduzimanje imenovanih biojeva:
(1) 9 km+17 km+4 km=(9+4+417) km=30 km;
(2) 0,536 kg+3,08 kg+0,9 kg=(0,536-+3,0840,9) ke.
. b . . b+tc .
Uopste: 2j,+—jy+—j= atitss,
n n n
(3) 0,7m+13 em=70 cm+-13 cm=83 cm.
(4) 26 dm2+3 ha+ 17 m2=0,000026 ha-+3 ha+0,0017 ha,
=13,001726 ha,

ili —26 dm? 43000000 dm?+ 1700 dm?=;
(5) 4 kg—53 g=4000 g—53 g=3047 g,
ili —4 kg—0,053 kg—(4—0,053) kg=3,047 kg.

Uopste, ako. je j,=¢jp, onda je aj,+-bjs=(actb)js-
5. MnoZenje 1 deljenje imenovanih brojeva neimenpvanim
brojevima:
1) 4,2kg 5=4,2kg+4,2kg+. . .-+4,2kg=(4,2-5) kg=21 ke,
4,2 kg :6=(4,2:6) kg=0,7 kg,

42 kg--z —(4,2 kg-5)-%—(4,2'5) ke:6=(21:6) kg=3,5 kg,

5

ili 4,2kg -
ili 2 kg

=(4,2kg:6)-5=0,7 kg -5=3,5 kg.

373



Uopste: aj-p=(ap)j; a J':p=(a:p)1':%f,

) . ap .
aJ-~=(a-£)J=—g;,
q q q

a . p a p\. ap .

2R (22,9

i vy Ly
Razumljivo je da vaZi komutativnost:

p.a._ a.p

_-_]‘:— [peal

q b 57 q
4 .
2) 5,7 kg:7=x, %x=5,7 kg, %x=(5,7:4) kg.

5,77

x=[(57:4)7] kg=2"" kg, §j. 5,7 kg:%: kg.
Uopéte: ij:izﬂ B A
L bPJ
3) (1) (20°15'25")-4=80°60"100""=81°1'40"".
(2) 46° 27 14" 4
2°= ... 120 .. 11°36'48"
147
144’ ..
3'=...180
194
ostatak 2"

(3) (16°35'58')-10 i (16°35'58"):10.

6. MnoZenje imenovanih brojeva:

_ 1) Povrdina oblasti pravougaonika &ije su duzme stranica acm i bcm
izratunava se: a cm-bcm=(a'b) (cm-cm)=ab cm?.

2) Zapremina pravougaonog paralelepipeda ¢ije su duZine ivica acm,
b cm, ¢ cm 1zracur1ava se:

a cm-b cm-¢ cm=(abc) (cm cm-cm)=abc cm?®.

3) (1) Ako Covek podigne 12 kg na visinu &ija je duZina 8 m, on vrsi
rad: 12kg-8 m=96 kgm.
(2) Ako na turbine elektri¢ne centrale pada a kg vode sa visine od
h metara, voda vrdi rad: akg-h m=(ah) (kg-m)=ah kgm.
UOPStC ajy b]z—<ab) (Jrja)=ab j,
ako postoji jedinica jy=j,7,.
7. Deljenje imenovanih brojeva:
1) Sta znadi: 15m:3m; 207:97?
Sa prakti¢nog stanovista to su pitanja: Koliko puta po 3 m moZemo uzeti

(odseti) od komada &ija je duZina 15 m? Koliko puta (npr. kanti) po 9 litara mo-
Zemo uzeti (napuniti) od 20 litara?

Odgovori su: 15m:3m=>5, 207:9 Z=?, dakle neimenovani brojevi.
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" Nezavisno od prakse: iz 15m:3m=x sledi 3 m-x=15m (metara), pa
je (1. 5) x=5.
Th: 15 m:3m=(15:3) (m:m)=>5.

2) 3 g:6 kg=0,003 kg: 6 kg=0,003:6=0,0005.
Uopste: aj:bj:% (neimenovani broj),

. a

jer je: b & ba g
Jer )e J b b J J>
ili: aj:bj=(a:b) (j:j):i.

3) (1) Za 12 ¢asova preden je put duZine 42 km. Ako je kretanje bilo
ravnomerno, svakog ¢asa je preden put duZine 3,5 km To se zove brzina i za-
pisuje se ovako: 42 km:12 ¢=3,5 km/¢.

1000
Brzina u sekundi iznosi 3,5- m—’V0,97 m/sec.

(60 60)sec
(2) Brzina iznosi 7,8 m/sec. Izratunati duZinu puta predenog za 3,25¢.
7,8 m/sec-3,25 ¢=(7,8-3,25) m&/sec
~ 25,4 m&/sec=2,54 m- 60%sec = 91,4 km.

4) (1) Na oblast ¢ija je povr$ina 22 cm?® pritiskuje sila od 52 kg. Koliki
je pritisak: na 1 cm?; na 1 mm??

52 kg:22 cmea 2,4 kgfem?=2,4- 1000g

=24 g/mm?®.
0 mm?

(2) Materijal podnosi 8,6 kg/cm? prxtiska. Kolika se masa moZe
staviti na 5,3 dm??
8,6 kg/cm?- 5,3 dm?=(8,6- 5,3) kg-dm?/cm?®
=(8,6-5,3) kg- 100 cm?/cm?
= (46-100) kg~ 4600 kg.
Ili: 8,6 kg-530=(8,6-530) kg~ 4600 kg (§ 23.2, t. 4).

5) Cena se uvek izrazava sa dve jedinice: d/kg (dinara po kilogramu);
d/t (dinara po toni); . ..



GLAVA XXIV

EXVIPOLENCIJA

§ 24.1. EKVIPOTENTNI UREPENI PAROVI TACAKA

1. 1) U glavi III definisali smo pojam: wuredeni par (i posle smo ga stalno
koristili, jer ima fundamentalni znaaj u modernoj matematici).

Dve tacke a i b* ¢ine uredeni par ¢im se dogovorimo koju ¢emo sma-
trati prvom (i to ne menjamo u toku ispitivanja, re$avanja odredenog problema).
Znati (a, b) je uredeni par tataka a i b. Svaki takav par orijentie pravu ab od a
ka b, jer je a<<b [sl. 24.1 (1)] [sl. 24.1 (2)]. Obrnuto, dve talke orijentisane prave
uvek ¢&ine uredeni par.

Isto tako i specijalni slucaj kad je a=b, tj. (a, @), smatramo uredenim
parom. On se zove identiéni par (glava III).

/u./’be/ N Y
(Grb) ) C d
(1) (c,d) (2) x
Slika 24.1 T Slika 24.2

2) Uredeni par prikazuje se grafi¢ki strelicom koja , izlazi iz prvog ¢lana
i ,ulazi“ u drugi. Uredeni par taaka (x, y) prikazivaéemo strelicom na intervalu
1x, v[ (sl. 24.2).

3) Uredeni parovi (a, b) i (¢, d), sl. 24.3, jesu paralelni, 1j.:

(@ B)li(c, d),
kad su prave ab i ¢d paralelne.
f Isto tako je:

d /
q - ("3) f) H(pa ‘])
c Ali, uredeni parovi (a, d)i{(c, d)

su istog smera, a uredeni parovi (e, f)
Slika 24.3 i (p, 9 su supromog smera. To su su-
prorni uredeni parovi.
MozZemo li nedto re¢i za uredene parove (g, b) i (m, n)? Ne. A za, npr.,
(p, q) 1 (¢, d)? Ne. :

* Ponovo se vradamo na oznake teorije mnoZina.
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2. 1) Za uredene parove (a, b) i (¢, d), sl. 24.4, kaZemo da su vezani pa-
ralelogramom i to se oznacava ovako (a, &) (¢, d).
Uredeni parovi (m;, n) 1 (p, q)

nisu vezani paralelogramom. a b n
Jesu li (a, b) i (m, m) vezani

paralelogramom ?
Kad kaZzemo da su dva uredena 3 !

para tacaka vezana paralelogramom ? c q
Ne treba gubiti iz vida da sa- p

mo uredeni parovi istog smera mogu biti Slika 24.4

vezani paralelogramom.

2) Crtez 24.5(1) prikazuje dva uredena para (a, ) i (¢, d) vezana pa-
ralelogramom.

Zamislite kako se taj crtez deformiSe i od njega postaje crtez (2). Zatim,
zamislite kako od tog crteza (1) postaje (3). Najzad, zamislite kako od (2), ili od
(3), postajej (4). Jeste li pri tim deformacijama uzeli u obzir da prave A=ab

i D=cd, C=ac i B=bd ostaju stalno
paralelne? To-je obavezno.

Cc B
o/ Ao C B To pokazuje da su i identi¢ni
parovi vezani paralelogramima. Naime,
c d/p crtez (2) prikazuje parove (a, d) 1

A (¢, d) koji se poklapaju, crtez (3) pri-

fa (1) /b /e (2) /b A kazuje dva identi¢na para, a crtez (4)
dva identi¢na para koji se poklapaju.

B Otuda: Dva identi¢na para, razlicita

C o y g
[crtez (3)] ili ne [crtez (4)], jesu uvek
c/d p verama paralelogramom:.
abh A Svaka dva uredena para taca-
(4) ka koji se mogu vezaii paralelogramom
Slika 24.5 ;fozu se ekvipolenini uredeni parovi ta-
Caka.

Znadi, (a, b) i (c, d), prikazani crtezom 24.4 ili 24.5, jesu ekvipolentni
uredeni parovi tataka. Uredeni parovi (a, b) i (¢, d) prikazani crtezom 24.6 su_

c d c=d
a_ > b ~ G=b=c=d
(a,b)= (a,b) (ga)= (cc) (aa)z (aa)
(1) (2) (3)
Slika 24.6

specijalni ekvipolentni uredeni parovi tadaka. Isto tako, (e, f) 1 (g, A), sl. 24.7,
jesu ekvipolentni uredeni parovi tacaka, jer su vezani sa dva paralelograma ¢ija

e f o} h
Slika 24.7
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je jedna stranica zajedni¢ka. Primetimo da su tatke ¢, f, g, & kolinearne (ij.
pripadaju istoj pravi).
Prema tome:
Dva uredena para talaka su ekvipolentna:
(1) ako se mogu vezail jedmim paralelogramom [sl. 24.4 ili 24.5(1)1;
(2) ako se mogu vezati sa dva paralelograma koji imaju jednu zajednit-
ku stramicu (sl. 24.7);
(3) ako je svaki od nyith identidan par [sl. 24.6(2) 1 (3)].
Ekvipolentnost parova (a, b) i (¢, d) oznaava se ovako

(a, b)1(c, ),
dto se &ita: Uredeni par (a, b) ekvipolentan je uredenom paru {c, d).
Kazemo jo§ da izmedu dva ekvipolentna uredena para tataka postoji
relacija ekuvipolencije.
3. Na osnovu prethodne definicije moZemo napisati:
(D) (a, )N, d) & (a, b)T(c, d)  [sl. 24.4, 24.5(1)];
) (m, W(p, @) & ((m; nL7(x, 3) 1 (%, ¥) 7 (p, @) [sl. 24.8];

m n p g

Q(c1,c1)

(b,b)
< Yy
Slika 24.8 Slika 24.9

(3) (a, a)i(b,b), sl. 24.9, tj. dva identiéna uredena para su wuvek
ekvipolenina. Uopite, svi identiéni uredeni parovi su ekvipolentni, tj.:

(a, )b, D)1, o)t ...
i svaki uredeni par ekvipolentan identi¢nom paru jeste identi¢an.
@ (a, 9)ta, a)

jer je (a, )7 (a, a)
[sl. 24.6(3)].

4. Iz crteza 24.10 je odi-

gledno:
(a, &)t (e, d)t(e )1
Mg Wt A )M, ) L
Na osnovu  toga
uvodimo:
Aksiom IT 13. — Ek-
l vipolencija je tranzitivna re-
Slika 24.10 lacija.
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5. Posmatrajmo paralelnu projekciju ravni /7 na pravu P za pravac (D)
§ 9.6, t. 4).

Projekcija uredenog para (a, b) je uredeni par (p(a), p(b)). U specijal-
nom sluéaju, kad je cd=(D): p(c)=p(d).

D d

Pd
/P(E) P(b) /p(c) P~

Slika 24.11

§ 24.2. OSOBINE EKVIPOLENCIJE

1. 1) Da li je ekvipolencija jedna relacija ekvivalencije? Jeste. Pokazimo to:
(1) (a, a)ta, @) [24.1, 1. 3, 3(4)]
(a, B)t(a, b,) jer je (a, by T (a, b) [sl. 24.5(2) i 24.6(1)].
Znaéi, ekvipolencija je refleksivna relacija.
(2) (a, a)1(b, b) = (b, B)1(a, a) [§ 24.1, . 3, 3(3)]
(a, D)1 (c; d) = (¢, d)f(a, b), jer (a, b)T(c, d) = (¢, )T (a, b).
U stvari, ako su tatke a, b, d, ¢, uzete tim redom, temena paralelograma,
onda su i tacke ¢, d, b, a, uzete tim redom, temena (tog istog) paralelograma.
To pokazuje da je ekvipolencija 1 simetrina relacija.
(3) Najzad, ekvipolencija je tranzitivna (aksiom I7 11), tj.:
((a, B)Hc, @) 1 (&, d)Me, 1)) = (a, H)t(e /).
Dakle: Ekvipolencija je relacyja ekvivalencije.
2) Jesu li uredeni parovi taaka prikazani criezom 24.12 ekvipolentni?

3) Na crtezu 24.13 prikazane su tri mnoZine ekvipolentnih uredenih
parova tacaka.

Pokazite elemente svake mnoZine.

i i

Slika 24.12 Slika 24.13
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2. Ako je (a, b)M(a, d), onda je b=d.
Ako je (a, b)Nc, b), onda je a=c.
Te implikacije slede neposredno iz definicije ekvipolentnih uredenih pa-
rova i zapisuju se na poznati nacin:
(a, B)t(a, d) = b=d; (a, b)}(c, b) = a=c.

3. Neka je (a, b)1(c, d), sl. 24.14, Da li je tada (b, a){(d, ¢) i zadto?
Dakle: (a, b)1(c, d) < (b, a)i(d, ¢).

To jest: Ako su dva uredena para ekvipolenina, onda su i suprotni parovi

ekvipolentns.

[9
Slika 24.14 Slika 24.15

4. Neka je (a, B)}(c, d,) sl. 24.15. Da li je tada i (@, N, d) i zasto?
Dakle: (a, b)Y, d) & (a, )b, d).

5. Iz prethodnih osobina sledi da ako su (a, b) i (¢, d) ekvipolentni parovi,
onda se iz tabele a b
¢ d
dobijaju jo§ tri ekvipolencije. Napisite ih.

§ 24.3. PARALELNE PROJEKCIJE EKVIPOLENTNIH UREPENIH PAROVA

1. 1) ,Nacrtajte uredeni par (a, b,), viSe paralelnih prava, npr. P||P'||[P"| .
i pravu D—‘P KonstruiSite paralelne projekcije para (a, ) na svaku pravu
P, P’, P” za pravac (D).
Sta moZete reéi o tim projekcijama? ObrazloZite.

b Dakle: (p(a), p(6))1(p'(a), p'(0))}
T(p”(a), P'")b)), 1. paralelne projekcije ure-
denog para talaka na paralelne prave jesu
ekvipolentni uredeni parovi.

2) Posmatrajte specijalni sludaj:

\D

/p(a) P(b) P paralelne projekcije identi¢nog para na
paralelne prave.
(e ! 1 2. 1) Projektujte (tj. konstruilite
7 /P(q) /P(b) P paralelne projekcije) dva ekvipolentna
4 - it uredena para na pravu P za pravac (D).
/ pY(q) P'(b) P Sta mozete reéi o paralelnim projekci-
Slika 24.16 jama ekvipolentnih parova?
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Ako je (a, b)tc, d), sl. 24.17, i ako su (a b) 1 (¢, d') njihove paralelne
projekcije na P za pravac (D), onda je:

(', B)Ncs ).

Poku$ajte da to dokazete. (Posle konsultujte Uputstva.)

D b,
a
/ ab

cd p / d b'c T d % oy P
Slika 25.17 Slika 24.18
Teorema 1. — Projekcije ekvipolentnih uredenih parova na istu pravu,

za st1 pravac, jesu ekvipolentni uredeni parovi.

2) Da li teorema vazi kad su ekvipolentni parovi kolinearni (sl. 24.18)?

To je specijalan slu¢aj i lako se dokazuje uvodenjem pomocénog para
(x, v) koji je ekvipolentan paru (a, ). Zaista, tada je:

) (a’, &)Nx", ¥7) [prethodna teorema];
@) (% 9)Na, b) i (a, b)e, D)) = (% W, d) [tranzit];
€) (% (e, &) = (x5 yOICs ) [pret. teorema];
) (a’, )5 d) liz (1) i (3)]-

Iskazana teorema vazi, dakle, uopste.

3. Pro8irimo sad Cinjenicu, § 24.2, t. 4, na slucaj kad su tatke a, b, ¢, d

* kolinearne, tj. dokaZimo da (sl. 24.19):

(a, B)1(e, d) < (@, )N(b, d).

> Y

Q ] b c d
Slika 24.19

U tu svrhu konstrui$imo par (x, y) ekvipolentan parovima (a, b) i (¢, d),
a koji nije kolinearan sa njima. Tada:

((Z, b)T(x: y) = (a) X)T(b, y) [242, t. 4],
(% N6 d) = (%, )N, d) [24.2, t. 4];
(% My, &) = xc|lyd [24.1, t. 2].
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Ako sad projektujemo ekvipolentne parove (a, x) i (b, ) paralelno pra-
vi x¢, dobijamo:

(a, )18, 9) = (a, )b, ) [pret. teorema]

A to i dokazuje tvrdenje, jer se taj (poslednji) zakljudak dobija pod pret-
postavkom da je (a, B)(c, d).

4. I'<on.s.trui§ite: (a, b)i(c, d), proizvoljne prave P|Q, pravu D=P, para-
lelnu projekciju (a’, &) para (a, ) na P za pravac (D) i paralelnu projekciju
(c¢”, d") para (¢, d) na Q za pravac (D). Obrazlozite da je (a’, b)1(c”, d”).

To vazi i kad su parovi (a, b) i (c, d) kolinearni.

Znali: Projekcije ekvipolentnih parova na paralelne prave, za isti pravac,
Jesu ekvipolentni uredeni parovi.

Iz svega prethodnog zaklju¢ujemo:

Paralelna projekcija odrava ekvipolentnost.

5. Nacrtajte tri tatke a, b, ¢ € IT i konstruiSite tatku x tako da je (¢, x)(a, b).
Problem ima samo jedno reSenje, tj. tatka x je jedinstvena.
U specijalnom sluaju (§ 24.2, 1. 2): (a, &)1(a, x) = b=x.

§ 24.4. SREDINA UREDPENOG PARA I NEKE PRIMENE

1. 1) Uotimo bilo koji uredeni par tadaka (a, b). Ta¢ka s koja zadovoljava
uslov (a, s)1(s, b) zove se sredina uredenog para (a, b).

. Tatka s zove se i: sredina para {a, b}, sredina
b ntervala [a, b], sredina du#i [a, b], odnosno sredina po-
luotvorene [a, b ili otvorene duzi la, b[.

S
. 2) Ako je s sredina uredenog para (a, &), onda
4 je s sredina i uredenog para (b, a). Zaista, na osnovu
Slika 24.20 § 242, .11t 3:

(a, )(s; &) < (b (s, a)

2. 1) Neka je s sredina uredenog para
(a, b), sl. 2421, i neka su a', s, & paralelne
projekcije taCaka a, s, b na pravu P za pravac
(D). Sta mozete, na osnovu prethodnog para-
grafa, reéi o (a’,s) i (s', 8)? Otuda:

D

Teorema 2. — Paralelna projekcija
odrZava sredinu uredenog para ralaka.

Il (t. 1, 1): Paralelna projekcija odr- Slika 24.21
Zava sredinu duzi.

Drugim re¢ima, paralelna projekcija sredine date dufi (daiog uredenog
para) je sredina (paralelne) projekcije te dusi.
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Simbolima: (a, s)1(s, b) = (@’ s)1(s’s b").

2) Odigledno je da teorema 2 vazi i u specijalnom sluéaju kad beP (sl.
24.22). Tada je b=b'.

b=b

Slika 24.22 Slika 24.23

3. 1) DokaZimo obrnutu teoremu. I to prvo obrnutu teoremu specijal-

nog slucaja (pod 2). .

Naime, neka je s sredina uredenog para (a, b), a s* sredina uredenog

para (a’, &), pri Cemu je b'=>b. DokaZzimo da su prave ss’ i aa’ paralelne
(sl. 24.22 1 sl. 24.23).

Simbolima: ((a, s)1(s, b) i (@', sNNs', b) = 55" ||aa’.
Konstrui§imo (§ 24.3, t. 5) tatku ¢ tako da je (s, &)c, s’). Tada:

{(a5)1(s, B) i (5, ONe, 57) = (@, )Mo, 57) (§ 24.2,. ©. 1(3)].

A kako ekvipolentni parovi odreduju paralelogram, iz (a, sy¥(c, s") sledi
ss'|| ac.

Na sli¢an nacin dokazuje se ss'|jca’. U tu svrhu dovoljno je konstruisati
tatku d tako da je (b, s)1(s, d).

Tada je (d, a)1(s, s'), pa je d=c¢, jer je (a, O)1(s, s"), odakle sledi ss’|ca’.

Dakle: ss')laa’, $to je 1 trebalo dokazati. Otuda:

Teorema 3. — Prave odredene sredinama dva uredena para (dve dugi)
sa jednom zajednickom krajnjom tackom paralelne su.
2) Treba primetiti da je ¢ paralelna projekcija tacke s’ za pravac (ba),
pa je, na osnovu teoreme 2, sredina para (a, a’), duZi [a,a’]. (Vidi dalje t.5,3.)
Dakle: (sl. 24.23) (a, c)(c, a’). Ali jo§ vaZnije od toga su, ve¢ utvrdene,
¢injenice:
(¢, $)1(s’, b) pa, prema tome, i (¢, s)Na’, 5);
(e; )a's ) i (e, HI5 85
(s, sOYMa, ¢) i (s, sWM(e, a).
3) Iz prethodne teoreme neposredno sledi da je sredina uredemog para
(duzi) jedna jedina. PokuSajte da to obrazloZite.

4. Nacrtajte kolinearne tacke a’, &', ¢’ € IT tako da je (a', b)*(b', ¢'). Neka
je aa'|lcc’. Sta, u tom sludaju, mozemo tvrditi za pravu bb’ i na osnovu Cega?
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Iz datih uslova sledi da je crteZ ,sli¢an“ crieZzu 24.21 (pri ¢emu je polo-
Zaj duZi [ac] potpuno proizvoljan). Prema tome, na osnovu teoreme 2 i jedinst-
venosti sredine (prethodna t. 3, 3) mora biti bb|laa’|lcc’. Otuda:

Teorema 4. — Ako su b i b’ sredine uredenih parova (a, ¢) 1 (a’, ¢')
1 ako su prave aa' i cc' paralelne, onda je bb'|laa’|cc’.

Simbolima: ((a, O, ) 1 (af, YN, ¢) 1 e Haa') = (bb'|laa’||cc").

5. Ako &etiri tatke q, @', ¢, ¢’ zadovoljavaju uslov prethodne teoreme tj.
ako je [aa’]ll[cc’], bez obzira kakav je medusobni poloZaj parova (a, ¢) 1 (a/, ¢'),
neparalelnih stranica [ac] i [a’¢’], one odreduju trapez. Tri tatke a, a’, b (sl. 24.22,
ili 24.23) odreduju trougao. Teoreme 2, 3 i 4 i svi njihovi specijalni slu¢ajevi (pret-
hodne tagke 2, 3, 4) &ine zajedno ,,malu teoremu Talesa®. Mozemo ih prestilizo-
vati ovako:

1) Prava koja sadrii sredinu jedne neparalelne stranice trapeza a paralelna
je njegovim paralelnim stramicama, sadrZi i sredinu druge neparalelne siramice.

2) Prava koja sadréi sredine neparalelnih stranica trapeza paralelna je
njegovim paralelnim stranicama.

3) Prava koja sadrii sredinu jedne stranice trougla a paralelna je drugoj

stranici trougla sadr3i i sredinu trece stranice.
4) Prava koja sadrzi sredine dveju stranica trougla paralelna je tredoj stranici.

Ocigledno je da su 1) i 2), 3) i 4) medusobno obrnute teoreme.

§ 24.5. OSOBINE DIJAGONALA PARALELOGRAMA I MEDIJANA TROUGLA
(DALJE PRIMENE SREDINE PARA TACAKA)

1. KonstruiSite nekolinearne parove (a, b)t(c, d). Neka je s presecna tacka
pravi ad i be. Proverite da je (a, s)1(s, d) i (&, $)1(s, ¢). Da li je uvek tako?
Konstruisite, nezavisno od prethodnog, (a, s)1(s, d) i (b, )1(s, ¢). Je li
(a, b)(e, d)? Da 1i je uvek tako?
Mogu se dokazati ove ekvivalencije:
(a, B)Nec, d) & (a, )S(b, ¢)

(@, N, d) = (a, d)S(b; o),

«

gde § oznacava relaciju ,,. .. ima istu sredinu kao .. .“.
1li (re¢ima iskazane): Uredeni parovi (a, b) i (¢, d), odnosno (a, ¢) 7 (b, d),
jesu ekvipolenini ako (a, d) i (b, ¢) tmaju istu sredinu i obrnuto.

c d To se moze dokazati i kad su a, b, ¢, d koli-
nearne i kad nisu. Mi ¢emo dokazati samo kad nisu.
Pretpostavimo, znadi, da je (@, 5)1(c, d), da t
b uredeni parovi nisu kolinearni (sl. 24.24) i dokaZimo
Slika 24.24 (a, d)S(c, b).

U tu svrhu projektujmo:

(1) (a, ) i (¢, d) na pravu bc paralelno sa ad;

(2) (@, b) i (¢, dy na pravu ad paralelno sa bc.
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Na osnovu teoreme 1, dobijamo:

U slucaju (1) (¢, s)1(s, b); ) Dakle:

U slucaju  (2) (a, H1(6, d). } (a, d)S(c, b).

Obrnuto: Pretpostavimo da (a, d)8(c, b)
i dokaZimo da je (a, b)1(c, d).

Konstruisimo polupravu iz a paralelno
sa cb i polupravu iz b paralelno sa ad (sl. 24.25).
Neka se njihov presek zove x.

GWb
x .

Slika 24.25

Prema toj konstrukciji, tatke a, s, b, x odreduju paralelogram, pa je:

(a, )1(s, b).
Iz toga i uslova (¢, s)1(s, b)
sledi (tranzitivnost) (a, )M e, 5), ‘
4. (§ 24.2, t. 4) | @ NG, 5). | )
Iz (@ )1(s, b)

sledi (§ 24.2, t. 4)
a iz toga 1 uslova (a, s){(s, d)

(@, H1(x, b),

(x, BY1(s, d), _

pa je (opet § 24.2, . 4) | @ ot )
Iz(1)i(2)je [§24.2, . 1{3)] (a, )b, ),
a odatle (§ 24.2, 1. 4) (a, BN, 4),
§to je 1 trebalo dokazati.
Dokazali smo, dakle, teoremu i obrnutu teoremu, tj.:
(a, O)1(¢, d) & (a, d)S(c, b).
To se najCesce iskazuje ovako:
Teorema 5. — Cetvorougao je paralelogram tada, ¢ samo tada, kad. je

presek njegovih dijagonala sredina svake dijagonale.

2. Resite ove konstruktivne probleme:.

1) Dat je uredeni par (a, b.) Konstruisati uredeni par (a, x) tako da je

b sredina para (a, x).

2) Dat je wuredemi par (a, b). Konstruisari
parova od kojih je prui (a, b).

,»Uzastopni® zna¢i da je pocetak sledeleg

niz uzastoprih ekvipolentnih

kraj prethodnog.

3) Dat je wuredeni par (a, b). Komstruisati njegovu sredinu.
4) Dat je uredeni par (a, f). Konstruisati takke b, ¢; d, e koje odreduju pet

uzastopnih  ekvipolentnih parova (orijentisane prave
5) Uopstiti prethodni problem.

3. 1) Duz odredena jednim temenom trougla i
zove se wmedyana trougla.

af).

sredinom naspramne stranice

2) Medijana tripleta nekolinearnih ta¢aka je duz odredena jednom od
tih tacaka i sredinom uredenog para odredenog drugim dvema tackama.

25 Moderna matematika
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3) Nacrtajte triplet tataka (a, b, ¢), konstruisite sredine m, n, p uredenih
parova (b, ¢), (c, a), (a, b) i nacrtajte meduane [am] 1 [bn].
Neka je amnbn={g}, neka je e
sredina para (a,g), f sredina para (b, g).
Na osnovu § 24.4, 1. 3, 2 je:
(1) (n, mp, @)

LU tripletu (a, b, ©)];
2 (fs otp, @)
U tripletu (a, b, g)].

Iz te dve ekvipolencije sledi
(tranzitivnost ekvipolencije):

m | (m, A, &)
Slika 24.26 a odatle (t. 1 ovog §, tj. teor. 5)
(e, m)S(f, m).

Na osnovu te (posledn]e) relacue, asobziromnatodasueif respeknvne
sredme parova (a, g) i (b, g), moZemo pisati:

(a, e)t(e, &)Ng, m)
(b, DI )1 ).

Znadi, tatka preseka g medijana tripleta (odnosno trougla) je (prethodni
konstruktivni problem pod 4) jedna (i to druga) od dve tatke koje odreduju tri
ekv1polentna para tacaka svake medijane. Jer, da smo umesto [bx] uzeli medijanu
[¢p], za nju bismo dobili sli¢ne relacije, naime: (¢, WMk, g)1(g, p), gde je h
sredina para (¢, g). Dakle:

Teorema 6.

Za tri 1 vi$e pravih koje imaju zajedni¢ku taéku kazemo da su konkurentne.
Uz pomo¢ tog termina, prethodna teorema se izraava:

Medijane trougla su konkurentne.

§ 24.6. VEZBANJA I ZADACI

1. Ako je (a,8) 1 (¢, d), onda: (x,¥) 1 (a,b) = (%, ) } (¢, d)
2. Ako su dva uredena para ekvipolentni, svaki novi par ekvipclentan jednom od njib
ekvipolentan je i onom drugom.

3. Nacrtajte proizvoljan par (p,q) a zatim konstruidite:

M @)t @ p; (2 @5 1@ 9.
4. Na crtezu 24.27 je (a,b) 1 (¢, d) 1 (e,f). Napilite sve ostale ekvipolencije.

a
c d ®
by eoc
a b be
Slika 24.27 Slika 24.28
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5. 1) Tacke a, b, ¢ prikazane ovde, sl. 24.28, pripadaju ravni II. Konstruiite take
x, ¥, z tako da je: (¢, x) 1 (a, 8); (@, ¥) 1 (b, ) (b, 2) 1 (¢, @).
2) PokaZite da je: (y,¢) { (a,8); (z,a) 1 (b,¢); (x,6) 1 (¢, d)
3) Jesu li tripleti (a,b,¢) i (x,,2) isto orijentisani?
4) Konstruisite medijane tih tripleta (§ 24.5, t. 3 i § 24.4).
5) Za$to su sve medijane konkurentne?

6. Neka je a,b e 11, az5h.
1) Konstruidite x, y, z tako da je (a, b) } (b, x) } (x, ) 1 (3, 2).
2) Konstrui§ite x, v, 2, ¥, v, w tako da je:
(w, 2) (v, 2) 1 (u, @) 1 (a; B) 1 (b, x) 1 (5, ) 1 (s 2.

7. ,Nacrtajte“ (a, b) 1 (¢, d) tako da a, b, ¢, d nisu kolinearne. Konstruilite (e, f) t (a, b),
(hy &) 1 (¢, d) i dokazite da je (e, f) 1 (h, k).

8. Dokazite implikaciju:
(@) td i, x01e0 1 (@)= 1to, .
9. Konstruidite a, b, ¢, d, e, f tako da je:
(@)t d)t(ef) i@atie.
Odatle se mogu izvesti jo§ dve ekvipolencije. NapiSite ih.

10. ,,Konstruidite“ (a, ) 1 (¢, d). Neka je C=cd i oznalite sa p projekciju. na pravi C
paralelno nekoj pravi D. KonstruiSite pravac (D) tako da bude: p(a, b)=(c, d)

11. 1) Nacrtajte neparalelne prave 4 i B. Oznadlite tatke a, b € 4. Konstrui§ite mnozinu
tataka x I mnoZinu tadaka y tako da je:

(5, 9) 1 (a, 8) & plx, y)=(a, b),
gde p oznalava projekciju na A4 paralelno sa’'B.
2) Kako izgledaju mnoZine tacaka x i ¥ kad je dat samo uslov p(x, y)=(a, 6)?
12, Ako su a, b, ¢, d kolinearne tacke:
(a, ) 1 (¢, &) = (a, d) § b, ©);
(a, &) 1 (b, &) = [ad] S [be].

13. Neka je (a, b, ¢, d) paralelogram, m sredina stranice [ab], n sredina stranice [¢d].
Tada je [mn] S [ac).

14. Nacrtajte proizvoljne nekolinearne tatke m, n, p. Neka su to sredine stranica trougla.
Konstruiite taj trougao.

15. Neka je (a, b, c¢) nekolinearni triplet, d sredina uredenog para (b, ¢). Prava kéja sadrZi
sredinu uredenog para (g, d) i paralelna je sa bc seée [ab] u e, [ac] u f. Dokazite da (a, d) S (¢, f).

16. Nacrtajte triplet nekolinearnih talaka (a, &, ¢), konstruidite sredinu p uredenog para
(a, ¢) i sredinu ¢ uredenog para (b, g). Neka je:
agnbe={d}, pe P, Pllag, Pnbc={e}.
Tada je (b,d) t(d, e) t (e, ¢). Dokazite.
17. Posmatrajte Cetvorougao (a, b, ¢, d). Neka su m, n, p, ¢ respektivne sredine uzastopnih
stranica [ab], ... Neka su x i y respektivne sredine uredenih parova (b, d) i (a, ¢).
1) Dokazite:
(1) (m, n, p, q¢) je paralelogram:
2) Om, 9) S (g, m) S (x, )5
G tam @, i (xm.
2) Koju figuru definidu tacke: (g, x, 7, ¥); (m, x, p, 3)?
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18. Nacrtajte proizvoljan etvorougao (a, b, ¢, d). Konstruidite (@, x) 1+ (¢, d) i (x, ¥) 1 (a, b).
Dokazite da (b,d) § (¥,).

19. Neka je (a, b, ¢, d) paralelogram, neka su m i n respektivne sredine stranica [ab], i

[cd], dmac={p}, bnnac={q}. Dokazite: (I} dml|lbn; (2) (a,p) 1 (P, 9} (g ©).

20. Dato je: PNQ={m}; m#pe P, m#qe Q; pe Al P, g€ B Q; AnB={a}.
1) Konstruidite e B tako da je (a, p) 1 (p, &) i c€ A, tako da je (a, q) 1 (g, ©).
2) DokazZite da je m sredina uredenog para (b, ¢).

Rezime

1. Uredeni parovi:
(1) (a, b) t(c, d) & ab| cd;
(2) suprotni (a, b) 1 (b, a);
(3) vezani paralelogramom:
(a, &YyT(c, d) < ab| cd, ac|| bd, ab i cd isto orijentisane;
(4) ekvipolentni (a, b){(c, d) < (a, b)LT(c, d).

2. Osobine ekvipolencije:
(1) refleksivnost: (a, b)1(a, b);
(2) simetri¢nost: (a, b)1(c, d) = (¢, d)1(a, b);
(3) tranzitivoost: ((a, O, d) i (e, d)f (e, f)) = (a, B)1(e, );
4) (a, BN, d) = (b N4, o);
(5) (a, B)t(e, d) = (a, )b, d);
(6) Paralelne projekcije ekvipolentnih parova na jednu pravu ili na
viSe paralelnih prava jesu ekvipolentni parovi.
(7) Postoji jedna, i samo jedna, tatka x takva da je (a, &){(c, x).
(8) Postoji jedna, i samo jedna, tacka y takva da je (a, 8)1(y, ¢).

3. Sredina:

(1) Postoji jedna, i samo jedna, tacka s takva da je (a, s)1(s, b).

(2) Postoji jedna, i samo jedna, tacka se[ab] takva da je [as] [sb].
(3) ((aa"IbY llec” i (a, B)1(b, ) = (@', ¥)1(F', ¢);
(4) Obrnuto:

aa'| c¢’
(a, BY1(b, ©) l bb'||aa’.
(a', &)1, )

c' a

Slika 24.29 (5) Slika 24.30:
(a, p) 1 (P, b) \
mpllecae= (c, n)1(n, a)}}PnIIHbcb P n
(0, m) (my ) [l ab
(6) Obrnuto: ((a, p)$(p, b) i pn|be)) = b m o
y (¢, n)t(n, a). Slika 24.30
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4. Dijagonale paralelograma (a, b, d, ¢):
(D) (a, BYYNc, d) = (a, d)8(b, ¢)  1j. [ad]S[bc].
(a, )Nb, @) = (a, A)8(b, ¢),
(Videti 1 § 9.6);
(2) Ta se osobina koristi pri konstrukciji sredine uredenog para, duzi.
(3) Deljenje uredenog para, duzi na ekvipolentne parove podudarne
duzi [sl. 8, uputstaval.

5. (1) Medijana trougla=duZ odredena temenom i sredinom naspramne

stranice.
(2) Medijane trougla su konkurentne.



GLAVA XXV

NEKI REKAPITULATIVNI ZADACI

1. Napiste ekstenzivnu definiciju mnozine koju ¢ine:

1) imena lica koja stanuju u vaSem stanu;

2) slova kojima se piSe va$e ime a nema ih u imenu vaSe majke;

3) imena meseca koja pocinju slovom: (1) j; (2) a; (3) s; (4) k;

4) prirodni brojevi manji od 19 a multiplumi su broja: (1) 4;(2) 6;(3) 9;

(4) 10; (5) 19;
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5) fudbalski timovi: (1) u Beogradu; (2) u valem mestu;
6) {x|x+1=4}; 7) {x|x+0=0}; 8) {x|0+x=x};

9) {xlx+7=0}; 10) {x|x;%}}; 11) {xlx:\/;=—l};
12) {xlx-%=—l}; 13) {x|x neparan multiplum broja 7<100};

3 1
4 L am— e 2 — .
14) {x|—13 x=x + 26}’ 15)  {x|x*—25=—169};
16) {x|x je prost paran broj}.

2. NapiSite definiciju prema osobini elemenata:

1) {Vrdac, Vukovar, Vinkovci,...};
2) {11, 33, 55,77, 99};
3) {_E, _i, _i, _i, _2, _L, L, 1, i’ i, i, i};
7 7 7 7 7 77 7 7 7 7 17
4) {1, 4,9, 16, 25, 36, 493; .
5) {809, 811, 821, 827, 829, 839, 853, 857, 859, 863, 877,
881, 883, 887} ;
6) {1,2,3,4,6}; 7) {taka, prava, ravan};
8) {kvadrat, romb}; 9) {ovca, koza, krava}.

3. Napisite elemente mnoZine:

1) A={x|x je multiplum broja 3 manji od 15};
2) B={ban} i C= {banana};

3) D= {x|x je ostatak deljenja brojem 11};

4) E= {x|x je Covek koji je otifac na Mars};

5) F={x|x je na¥ grad sa manje od 10 stanovnika} ;
6) G={x|x je broj koji ima samo jedan delilac};

7) H={x|x je broj deljiv brojem 0};
8) K= {x|x je tatka preseka koncentri¢nih KruZnica}.

4. Prikazite Venovim dijagramom:
1) A={1,2,3,4} i B={a,b,¢,d};
2) A={1,2,3,41 C={3,4,5,6};
3) B={a,b,¢,d} i D={d, a,¢,b};
4) P=1{0,2,4,...} i H={1,3,5,...};
5) E={ovca, pas} 1 F={x|x je domaca Zivotinja}.

5. Za svaku mno¥inu u ovom stupcu nadite jednaku mnoZinu u desnom

stupcu i to izrazite simbolima:

A= {x|x je jedno od prva P=1{3, 70, 800}

tri slova abecede};

B={x|x je jednocifren broj} 0={0,5; 0,25}

C= {x|x je cifra, broj pomocu kojega se R= {vrat}
pise 873}
D={i L} X={x|x je arapska cifra}
t 4’ 2
E= {trava} Y= {x|l <x<12}

3y - = -

F={x|x je broj napisan na Casovniku}  Z={a, b, c}.

6. Izrazite pomoéu znaka < ili < relaciju izmedu mnoZina:
1) A={x|x je svako lice koje se zove uéirelj} i
B={x|x je uciteljica};
2) A={33%%} i B:{%, %}
3) A={xlx je jednakokraki trougao} i
B={x|x je jednakostrani¢ni trougao}.

7. Izmedu ovih mno¥ina nadite svaki par izmedu kojih postoji relacija

je podmnozina mnoZine...“ i izrazite to simbolima:
A={x|x je prirodni broj manji od 101},
B={5,10,15,...100}, N={0,1,2,... },

Cc={1, 10, 100}, D= {xlx=10", neN},
E=1{10,20,30,...}, F={5,10,15,20,...},

O= {x|x racionalan broj}, R={xlx realan broj}.

8. Sastavite primere 4, B, C tako da:
(1) Ac<B, BcA,4<C;
(3) A=B, B+ C, A<C;
(5) A¢€B, B¢C, A<=C;

(2) A¢B, BcC, A¢C;
(9) AcB, B&C, A¢C;
(6) At B, B&C, A&C.

9. A= {}. Sta moZete redi o mnoZini A?

10. Koliko se podmnoZina moze sastaviti od mnoZine ¢iji je broj elemenata:
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11. 1) A={2, 3,6}, B={0, 1,2}, AnB=

2) A={3,6,9,12,...}, B=1{6,12,18,...}, AnB=
3) A={xlx je sed}, B={x|x je otac}, AnB=
4) C={xlx je lep}, D= {x|x je mama}, CnD=

5) Je li tatno: (1) AnBc A4 i AnB<B,;
(2) (Ds4 i DeB)= Dc(AnB)?

12. 1) A={1,3, 5}, B={3,5,7}, AUB=
2) 4={1,3,57,...}, AUN=
3) Neka je S={0,1,2,3,4,5, 6} i neka je:
(1) AUB=S. Tada je A= ..., B=...
(2) A4uB={0,2,4,6}. Tada je A=..., B= ...
(3) AuB={1,3,5}. Tada je A= ..., B= ...
13. 1) Neka je A={0, 1,2, 3, 4}, B={2,3,4,5}. Tada je C={x|xe 4,
x¢ AnB}=...; D={x|xeB, x¢ AnB}= ...
Napisite kraée mnozine C i D.
2) AcB. (1) AuB=...; (2) AnB=...
-14. 1) Neka osnovnu mnoZinu U &ne daci jedne srednje $kole. Obra-
zujte pet podmnoZina mnoZine U.

2) APomoc’u tih mnoZina ilustrujte: (1) presek; (2) razliku mnoZina;
(3) podmnozinu; (4) particiju mnoZine; (5) praznu mnoZinu.

3) U={xlxeN, x<10}. A={1,3,5,7,9}. d=...

4) Ukaopod3). A={0, 12,3}, B={2,3,4,5}. AUB= .. ;AnB=... .

5) U=N. A={x|x dvocifren broj}. A= ...

6) Ar\E:{}. Koja relacija postoji izmedu 4 i B.

7) Neka je U osnovna mnozina, G i D dve njene podmnoine takve
da je CuD=U a CnD= . Pokasite da je G=D, D=C.
~__ 8) Nekasu A4 i B dve podmnozine mnozine U. (1) Pokazite: B 4 =
= A<SB. (2) Dali iz ASB sledi B€A? (Posluzite se i Venovim dijagramom )

15. Neka je U mnoZina daka jedne gimnazije, 4 mnoZina ¢lanova uprave
omladinske organizacije te gimnazije, B mnoZina u&enika, C mnoZina ulenica,
D mnozina daka I i II razreda, £ mnozina daka III i IV razreda,

1) PrikaZite sve te mnoZine Venovim dijagramom (Srafirajuéi prazne
prostore).
2) Koje od slede¢ih tvrdenja je ta¢no:

(I) AuB=U; (2) BnC=9%; (3) AUDUE=U;
(4) B=C; (5) A<B; (6) BuC=U; (7) BnD={}?
16. Neka je: A={m,n,p}, B={x,y}.
1) Napisite u obliku pravougaonika A x B i Bx A.
2) Zaokruzite jednake uredene parove (koji se javljaju u oba proizvoda).
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17. 1) Neka je:

P={a}, Q={x}. PxQ ima....... elemenata.

P={a,b,¢c}, Q {x,y,2,u}. PXxQ ima..... elemenata.

2) A={1,2,3,4}. Iz koliko se elemenata sastoji 4 x 4? Napisite 4 x 4.

18. Neka je M={0, 1,2, 3,4, 5}. -
1) Koliko elemenata (uredenih parova) sadrzi mnozina M x M? Napi-

gite ih.
2) Sastavite podmnozinu mnozine M x M od elemenata ¢iji su ¢lanovi
vezani relacijom ,, ... je kvadrat od ...“, tj. napiSite graf te relacije.
3) Napisite graf relacije ,, ... ima kao kvadrat...“ u mnoZini M.
19. Neka je S={xjxe N, 1<x<10}. €Y
1) Napidite graf i nacrtajte sagitalnu Semu relacije:
(... je medusobno prost sa. ..«

@) ... deli.. .« }“ S

2) Prikazite Dekartov proizvod S x S u obliku mreZe, a zatim elemente
tog proizvoda koji su i elementi relacije (1) prikaZite crvenim, a elemente relacije
(2) zelenim (tatkama).

21. 1) Ako je A={1,2,3,4,5}, B={3,4,5}, elementi mnoiine 4x B
mogu se rasporediti ovako:

LY (25 (35 45 (55
LA 24 G4 49 54
LIy @23 G343y 53
1 2 3 4 5 <~ A4

Odaberimo neke od tih elemenata (uredenih parova) i sastavimo podmno-
zinu:

{(2,3), (3,3), (3:4), (4,3), (4,4), (4,5), (5,3), (5:4), (5,5}

Da li je ta podmnoZina relacija i ako jeste koja? Treba pronaci pravilo po
kome su izabrani elementi, ili $to je isto, relaciju koja postoji izmedu ¢lanova
svakog elementa (x, ¥) poslednje mnoZine. To pravilo, ta relacija glasi: x+1>y.

Proverite da svaki element podmnoZine zadovoljava napisani uslov (relaciju),
a svaki od ostalih elemenata mnozine 4 x B ne zadovoljava (npr. 241 % 4).

Napisana podmnoZina je, dakle, relacija x+1>=y; moZemo je izraziti ovako

Ryvp={(x,y)Ixc A, ye B : x+1=y}.

2) Svakom elementu (paru brojeva) mnoZine 4% B odgovara tatka
Dekartova koordinatnog sistema (§.22.5). Konstruiite sve te tacke, a zatim svaku
ta¢ku koja odgovara elementu relacije R. zaokruZite crvenom kruznicom.

W B e by

22. Neka je M={l, 2, 3, 4, 5, 6}, a relacija:
R={(x, y)I(x, y)EM X M:x—22=y}.
) Napisite graf (ekstenzivnu definiciju) relacije R.
2) PrikaZite, na osnovu § 22.5, grafik te relacije.
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3) Ako je M neogranitena mnoZina, tj. ako je M=N;, onda je (x,%)
element mnoZine N, X N;. Kako (tada) izgleda grafik relacije (definisane pod 1)?
4) Neka je M <R (podmnoZina realnih brojeva). Nacrtajte grafik relacije:
R={(x, »)I(x,y) RXR, 1 <x<6, 1 <y<6: x—22y}
5) Neka je ponovo M={l, 2, 3, 4, 5, 6}, a
R={(x, )lx, y e M:x—2<y}.
Konstruisite grafik te relacije (§ 22.5).
6) M je mnozina realnih brojeva intervala [1; 6]. PrikaZite grafi¢ki
relaciju R'={(x, ¥)I(x, ) e Rx R: x—2<y}, x,ye M
14

[Npr. (\/ﬁ, \/3_0), (T’ %) (5,3) su.tri para, elementa relacije R’. Pro-

nadite jo§. Tada svakom elementu (x, ¥) odgovara tacka jednog trapeza ili njegove
oblasti. KonstruiSite taj trapez].

7) Isto (8to i pod 6) kad je M mnoZina racionalnih brojeva. MoZete li,
u tom slucaju, prikazati grafik?

23. Relacija R={(x, y)I(x, y)e RX R: y=1x|} je podmnozina Dekartova
proizvoda RX R.

1) Proverite da su:
(=33 (V5,45 (~5 3] ©0 (242

pet njenih elemenata, NapiSite jo§ pet.

cetak (0,0).

24. 1) Nekaje R={(x, y)I(x,y)e Zx Z:| x|+ 1=Iy]. Da li su parovi, npr.

(5, 6), 3, —4), (—86, 5), (6,3, —7,3), (—1, 0), elementi te relacije?

[Neki jesu, neki nisu. Ispitajte.]

2) Neka je R={(x,3)I(x,y) € RX R:x®+y*=25}. Jesu li parovi, npr.
(3,4),(—5,0), (2,21),(2, —/21), (4,2, 0,6), (0,—5), (\/27, —/2), elementi relacije R?

3) Napidite graf 1 prikazite grafik (mrezu) relacije: R'={(x,y)
I(xsy)e(Ax A):y>x}, A=11, 2, 3, 4}.

4) Isto (relacija R') kad je 4 mnoZina svih realnih brojeva intervala [1; 4].
’ Zasto, npr., (1,1), (2,2), (5, JZT) nisu elementi relacije a, npr., (2; 2,001)
este.
] 5) MnoZina A: prvo kao pod 3), posle kao pod 4), a:

R={(x, ) (x,»)edx A :y:2x}.
Napisite graf u prvom slufaju i nacrtajte oba grafika.

25. 1) Da li su relacije navedene u t. 19. relacije ekvivalencije?
2) Da li je relacija 7= uvek, samo ponekad ili nije nikad: (1) refleksivna;
(2) simetri¢na; (3) tranzitivna? Navedite primere.
3) Sta mosete reéi o relaciji ,,. . . daje isti ostatak pri deljenju brojem 5“2
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4) Sta mozete reéi o relacijama:
(1) ,,je kongruentno (podudarno)“; (2) ,,ie slicno®; (3) ,,ima jednaku povriinu, zapre-
minu®; (4) ,ima istu apscisu®“; (5) ,ima ekvipolentnu paralelnu projekciju za
isti pravac“?

5) Jesu li relacije (1) ,ima za sestru®; (2) ,je predak®; (3} ,je Sef*;
(4) izdrzava“; (5) ,voli* (izmedu ljudi) relacije ekvivalencije (ili neke druge
i koje)?
26. 1) Nekaje M={1,2,3,4} i
R={(1,1), 2,2), (3,3), (44), (2,3), 3:4), 24)};
(1) pokaZite da je to relacija poretka (reda), ali ne totalnog;
(2) nacrtajte njenu sagitalnu Semu;
(3) napidite graf inverzne relacije R
2) Uredite mnozinu N pridriavajuci se definicije:
Va,be N:a<b& Ixe NNO takvo da je a+x=b.
3) Uredite N\ {0} pridr#avajuéi se definicije:
VYa,beN:a<bés Ixe N takvo da je b=ax.

27. 1) Koja je od slede¢ih relacija funkcija:
(]) (_2:7)1 (_2:4): (_2>3)> ((_2:1)> (_3>6)5
(2) (772): (4! —2)) (3> _2): ("17 _2>> (6) _2)5__
(3) (5>7)’ (_2)1)"(2)3)> (8)l)> 3 _2)> (2, \/9)
2y Da 4 su ove relacije funkcije:
(1) v je uvek x;
(2) ¥ je mera oblasti trougla x;
(3) y je srednja dnevna temperatura x?

28. 1) Neka je A=1{3,4,5,6}, B={4,5,6,7}.
Sastavite mnozinu A X B i ispitajte da li je funkcija relacija: (1) ,je
manji od“;. (2) ,daje zbir 10 kad se sabere sa“.

2) Neka je A={3,4,5, 6, 7}. Pokazite da u Ax A relacija: (N ,,je
manji od“ nije funkcija; (2) ,,prethodi* (ili ,,je prethodnik®) jeste funkcija.
3) Da li je relacija ,,manje ili jednako“ (<) funkcija u NXN?
29. 1) Neka je A mnozina daka, B mnoZina stolica u ucionici. Kako se
zove relacija:
(1) svaki ufenik sedi na jednoj stolici i ima jo§ slobodnih stolica;
(2) na nekim stolicama sede i po dva daka, jer ih nema dovoljno;
(3) svaki udenik sedi na jednoj stolici i slobodnih stolica nema?
2) Kako se jednim imenom zovu sve te funkcije?

30. Neka je f={(x,3) e Ox Q:xy=1}.
Izratunajte: f(4); f(%); H—0,1).
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31. 1) Sta je slika (dolazna mnozZina) funkcije
f={tey)ezxZ: y=2x}

2) Neka je g:{(x>_y)eR><R:y=—6—}_

342
(1) Za koje brojeve x je ona definisana?
(2) Kad je y najvedi? (3) Nacrtajte grafik.

32. 1) Kad je: ’
(1) R(A)+k(B)=kAUB); (2) B(A)—k(B)=k(AN\B):
(3) k(A)k(B)y=k(AXB)?
2) Jesu li sabiranje i oduzimanje funkcije i zaSto?

33. Nacrtajte pravu A4, oznadite njene tacke p, g, 7, £ i pokaZite (imenujte)
sve poluprave:
(1) ¢&ija je unija prava 4;
(2) &iji je presek tatka {q};
(3) &iji je presek duz [gr];
(4) ¢&iji je presek prazan;
(5) &ija unija sadrZi tatke p, ¢, 1, £, a nije 4.
34. 1) Polazeéi od definicije ugla: par poluprava sa zajednickom pocetnom

tadkom, prikaZite crtezom dva ugla &iji je presek: (1) prazan; (2) tatka; (3) dve
tacke; (4) tri ratke; (5) Cetiri talke; (6) poluprava; (7) duz.

2) Pokazite u svakom od prethodnih sludajeva presek uputradnjosti pri-
kazana dva ugla. Kad je taj presek oblast?

35. 1) Neka se ugao U sadrZi 4 puta u datom uglu 40B. Sta je 4 a §ta 4U>?
2) Sta je 0,37 jutara?

GLAVA XXVI

ELEMENTI MATEMATICKE LOGIKE

Poceci matematicke logike, u toku proslog veka, vezana su za uzak problem:
Utvrdivanje osnova na kojima poc¢iva matematika. Kasnije se pred nju postav-
Yjaju Siri ciljevi, na primer: Sastaviti aparat pojmova koji bi sluZio kao zajednicka
osnova mnogih nauénih oblasti. Nije te$ko videti da takav problem ima smisla.
Zaista, u svakoj teoriji upotrebljavaju se dve grupe termina. Prvu grupu &ine ter-
mini koji oznaavaju pojmove kojima doti¢na teorija operiSe. Na primer u geomet-
riji takvi su termini: tacka, prava, ravan, kruZnica, trougao itd. Drugu grupu ¢ine
termini koji, i u govornom jeziku i u svima naukama, sluZe kao neophodno sred-
stvo za prenodenje, saopStavanje Covekovih misli, njegovih rasudivanja i zaklju-
¢ivanja. To su na primer reci: ,ne*, . i%, , ili*, , svaki®, , neki“ itd. NuZnost ta¢nog
poznavanja znacenja tih re¢i oseca se u svim maukama, ali najvise u matemati¢kim
rasudivanjima. Jedan od zadataka matemati¢ke logike je da precizira smisao i
pravilnu upotrebu navedenih i mnogih drugih termina. Ostale zadatke vide¢emo
iz slededih izlaganja koja se, to posebno napominjemo, daju u najelementarnijem
obliku.

§ 26.1. ISKAZI I LOGICKE OPERACIJE NAD ISKAZIMA

1. Iskazi. — Recenica je - kaZe se u gramatici — niz re¢i kojima se izrazava
neka misao. Nekim mislima se neSto tvrdi ili odri¢e. Na primer:

Marko je odli¢an ucenik.
Milena je Stevina sestra.
Prirodni broj 8 je paran broj.
Broj 10 je deljiv brojem 3.
Kiseonik je metal.
Vuk nije divija Zivotinja.
Takve misli, kojima se ne$to o neemu tvrdi ili odrile, zovu se iskazi.
Nisu iskazi na primer: Da li je ta olovka meka? Sta &e§ danas kuvati? Zdravo
drugovi! Nisu, jer nijednom od tih refenica se niSta niti tvrdi, niti odri¢e.
Odmah pada u oli da se svakom od poslednje tri re¢enice tvrdi odnosno
odri¢e ono §to nije istina. Medutim, to nidta ne smeta da one budu iskazi. Svakim
iskazom se, dakle, ne$to tvrdi ili odrice a posle se ispituje da li on iskazuje istinu
ili neistinu (laZ). Prema tome:
Iskaz je misao kojom se nesto tvrdi ili odrice i za koju moZemo da kaZemo
da je ili istinita, ili neistinita (lazna).
Svaka misao za koju se ne mozZe re¢i da je iii istinita ili laZna (neistinita)
nije iskaz.
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Iskazi se oznaCavaju malim slovima, na primer: p, ¢, 7, .... Svakom is-
tinskom iskazu pripisuje se cifra 1, svakom neistinitom (laznom) iskazu pripisuje
se cifra 0. .

Ako je iskaz p istinit, kratko se zapisuje v(p)=1, a &ita: Vrednost iskaza p je 1.

Ako je iskaz ¢ neistinit, kratko se zapisuje v(¢)=0, a &ita: Vrednost iskaza
q je 0.

2. Prosti i sloZeni iskazi. — Posmatrajmo iskaze:

(1) Milan je kod kuée i radi domaéi zadatak.

(2) Broj- 15 je deljiv brojem 5 i broj 15 je deljiv brojem 3,
(3) Vreme je hladno i duva vetar.

(4) Vreme je hladno ili duva vetar.

(5) Milan je u $koli ili kod kuce.

(6) Ne duva vetar.

(7) Milan _nije u ucionici.

(8) Duva vetar.

(9) Milan je u udionici.

(10) Broj 14 je deljiv brojem 7.

Svaki od iskaza (1), (2),..., (7) je takav da su i njegovi delovi iskazi. To

je oc1g[edno u slu¢aju prvih 5 1skaza Ali i u (6) reti ,,duva vetar“ éme iskaz. Koje
re¢i u (7) &ine iskaz?

Mozemo 1i sastaviti deo iskaza (8) koji je opet 1skaz3 Ne moZemo. To isto
vazi za (9) i (10).

Svaki od iskaza (1), (2), (3),...,(7) je slofen iskaz. Iskazi (8), (9) i (10)
su prosti tskazi. :

3. Negacija (odricanje). — Iskaz ,Ne duva vetar“ dobija se iz iskaza
,,Duva vetar tako $to se ispred ovoga stavlja re¢ ,ne“. Na isti na¢in ,,Milan nije
u ucionici“ dobija se iz ,Milan je (ste) u udionici“: , Milan ne je(ste) u ulionicic.

Iskaz ,Ne duva vetar“ je megacija (odricanje) iskaza , Duva vetar“. Iskaz

,Milan nije u ucionici® je negacya (odricanje) iskaza ,Milan je u ulionici“.
Ako oznaéimo sa p iskaz ,,Duva vetar®, iskaz , Ne duva vetar® oznacavalemo
Tp i ¢itacemo: ne p (U literaturi se za negaciju koriste i drugi simboli napr. p,
Np, NP)
Uvodimo definiciju:
Ako je x iskaz, ~|x je takode iskaz i zove se negactyja (odricanje) wskaza x.
Ocigledno je da ako je x istinit, iskaz ~|x je neistinit iskaz i obrnuto:

Tx

0
I

10'—)1

4. Konjunkcija i disiunkcija — 1) Svaki od iskaza (1), (2), (3) sastoji se
od dva prosta iskaza koji su vezani reccom, svezom ,,i. Prosti iskazi u (4) i (5)

vezani su re¢com, svezom ,ili“. Re€i i i ,,ili“ sluze d.akle, za logi¢ko vezivanje
iskaza i zato se zovu logz'c“ke veze (sveze, konektori).
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_ Ako je iskaz dobijen pomodéu logicke veze ,i“, on se zove konjunkcija dva
(prosta) iskaza. Prema tome primeri (1), (2), i (3) su konjunkcije. Ako oz-
nacimo: sa p iskaz, ,Milan je kod kude¥, sa ¢ ,, Milan radi domadi zadatak®, sa A
logicku vezu ,i%, iskaz (1) zapisujemo (simbolima) pA ¢ i ¢itamo: p 7 g.

Nastaje pitanje: Kad je iskaz x Ay istinit?

Odgovor glasi: Kao i u svakodnevnom Zivotu. Prema tome, svaki iskaz (1),
(2), (3) je istinit ako su oba iskaza x i y (koji ¢ine dati iskaz) istinita. Ako je jedan
od iskaza x ili ¥ neistinit, ili ako su oba neistinita, i ceo iskaz je neitsinit. Sve to
definiSemo ovako:

Definicija 1. — Ako su x i y iskazi, onda i x \y je iskaz i on se zove konjunk-
cya iskaza x 1 y. Konjunkcija x \y je istinit iskaz, ako su oba iskaza x i vy istinita.
U svakom drugom sluaju x Ay je meistinit iskaz.

Dakle, tablica:

x vy | o=ny
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

pokazuje sve mogudée vrednosti konjukcije x A y.

13

2) Iskaz dobijen od dva iskaza pomocu logicke veze ,ili“ zove se dis-
junkctja. Iskazi (4) i (5) su primeri disjunkcije. Ako sa p oznadimo iskaz ,, Vreme
je hladno, sa ¢ oznalimo iskaz , Duva vetar®, a sa V oznadimo logi¢ku vezu ,,ili%,
iskaz (4) zapisujemo simbolima

pVyg, a &tramo: p.ili g.

Iskaz (4) se u svakodnevnom Zivotu prihvata za istinit, ako je bar jedan od
iskaza koji ga &ine istinit. Medutim, ‘drukéije stoje stvari u sluéaju’iskaza (5), jer
samo jedan od sastavljenih iskaza mozZe biti istinit. Naime, ako je Milan kod kuce,
on ne mozZe biti u 3koli, i obrnute. Prema tome, logicka veza ,,ili“ upotrebljava
se na dva nadina: istinitost jednog od vezanih iskaza ne iskljuéuje istinitost drugog
iskaza; istinitost jednog iskljutuje istlnitost drugog. Otuda i dve disjunkcije:
neiskljuéujuca disjunkcija (4) i isklju¢ujuca disjunkcija (5). Iskljudujucéa disjunkcija
zove se i alternativa a izraZava se pomocu simbola V.

Definicija 2. — Ako su x 1 y iskazi, x \/ y, je iskaz i zove se neiskljucujuca
disjunkcija iskaza x 1 y.

Uzima se da je xVy istinit iskaz kad je bar jedan od iskaza x 1li y, istinit. Ako
su oba iskaza, x 1y, neistunita i iskaz (disjunkcija) x\/'y je neistinit.

Definicija 3. — Ako su x 1 y iskazi, xVy je zskaz i zove se iskljulujuca
disjunkcija iskaza x 1 y ili alternativa.
Uzima se da je xVy istinit iskaz ako je samo jedan od iskaza x ili y istinit.
Ako su oba iskaza istinita, iskljuéujuéa disjunkcija wije isuniia.
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Dakle, vrednosti disjunkcije izgledaju:

x | | xvy . X y xVy -
1 1 1 1 1 0
1 0 1 1 0 1
0 1 1 0 1 1
0 0 0 0 0 0

Mi ¢emo dalje koristiti uglavnom neisklju¢ujuéu disjunkciju i pisa¢emo
kratko disjunkcija (ili V).

5. Ponovljeno koriSéenje logi¢kih veza. — Neka su x i y proizvoljni
iskazi. Kako su i x Ay i xVy iskazi, moZemo da posmatramo i njihove negacije:
“1(x A y), odnosno |(xVy). Pri tome zagrade imaju sli¢hu ulogu kao i u algebri.
One oznatavaju red pravljenja sloZzenih iskaza. Na osnovu prethodnih tablica
vrednosti negacija izgeldaju ovako:

[ = | v lxav[ Gy | = | v [=vy[ vy | x| » | 7% | JxAy
I T ‘o 1|1 0 1|10 0
1] oo 1o 1] o, 1t ool o
o | 1| o 1 o | 1|1 0 o | 1] 1 1
0| o o 1 ool o 1 o | o 1 0

Postupa se dakle, kao i u slu¢aju algebre, tj. prvo se odreduje vrednost iskaza
u zagradama, pa se posle primenjuje negacija. U slu¢aju ~|x Ay prvo se odreduje
vrednost iskaza ~|x pa se posle vr$i konjunkcija.

6. Implikacija. — O implikaciji je bilo reéi jo§ u § 1.10. Kasnije smo je
¢esto upotrebljavali. Ona "se, znaéi, pravi pomoéu logitke veze , ako. . ., onda®,
na primer: . i . )

(1) Ako su dve stranice trougla podudarne; onda su i (njegova) dva ugla
_podudarna.

(2) Ako je ABCD paralelogram, onda su njegove naspramne stranice po-
dudarne.

(3) Ako je vreme.lepo, (onda) ja idem na izlet.

Oznadimo sa p iskaz , Vreme je lepo, a sa ¢ oznacimo iskaz: ,Ja idem na
izlet“. Tada iskaz (3) mozZemo zapisati: ,,Ako p, onda ¢. Ili kad logi¢ku vezu , ako

...onda“ ozna¢imo simbolom =, isti iskaz (3) zapisujemo ovako: p=>g. Na isti

nadin zapisuju se i iskazi (1) 1 (2).

Iskaz p=q zove.se implikacija 1 Cita se: p strelica q.

Najéesc¢e se implikacija p=¢ upotrebljava pri izraZavanju &injenice: Iz is-
kaza p.sledi iskaz ¢ . Zato iz istinitosti iskaza p nuZno sledi istinitost iskaza ¢. U
‘protivhom, ako je p istinit a g neistinit, p=>¢ je neistinit iskaz. Zbog toga, p=q
se uzima za istinit kad je v(p)=1 i v(¢)=1, a za neistinit kad je v(p)=1, v(¢g)=0.

A $ta je kad je v(p)=0? Uzmimo primer: ,,Ako je Cetvorougao ABCD romb,
(p), onda je AC | BD(g)*. Ako je ¥(p)=0 (tj. ako je neistina da je ABCD romb),
onda se za ¢ ne moze tvrditi niti da je ' AC | BD, niti da nije AC | BD. Zaista,
poznato je da postoje etvorouglovi Cije su dijagonale medusobno perpendiku-
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larne, a oni nisu rombovi, tj. postoji sludaj: v(p)=0, »(q)=1, 2(p=q)=1. Isto
tako postoje Cetvorouglovi koji nisu rombovi i ¢ije dijagonale nisu medusobno
perpendikularne, tj. postoji i slu¢aj: v(p)=0, v(g)=0, v(p=>g)=1. ’
Zato uzimamo da je p=>¢ uvek istinit kad je v(p)=0. I uvodimo definiciju:
Ako su x i y iskazi, onda { x=>y je iskaz i zove se implikacija (iskaza x i v).
Uzimamo da je x=y neistinit iskaz samo kad je x istinit a vy neistinit. U svim
ostalim slulgjevima x=>y je istimit iskaz,
Otuda tablice vrednosti:

‘ x | Y x =y ; ‘x y xXVy | x@(xv_y)‘
| - |
1 1 1 11 1 1
1 0 0 1. 0 1 1
0 1 1 0 1 1 1
0 ‘ 0 1 0 0 0 1 ‘

Implikacija se u matematici zove i teorema.

7. Ekvivalencija. — I ekvivalenciju smo koristili (po¢ev od § 1.10). Na
primer:

Y ANABC: [AB]z[ACl= /B~ /C (»)

v ANABC: /B~ /C=[AB]x[AC] (@

Zapisujemo ,,ujedno*.

Y ANABC: [AB]z[AClo /B~ /C.

To jest: p=q i g=p

zapisujemo kraée p & g,

i &tamo: p ekvivalentno g¢. .

} Ekvivalencija se izraZava refima ,ako, i samo ako® ili »tada, i samo tada,
kada“. Na primer: Cetvorougao je paralelogram, tada, i samo tada, kada su mu
naspramne stranice podudarne.

Dakle, ako su dva iskaza vezana retima ,ako i samo ako*“ ili ,tada i samo’
tada, kada“, dobijeni sloZeni iskaz zove se ekvivalencija. Istinitost ekvivalencije
sledi iz Cinjenice da njome izraZavamo dve istinite medusobno obrnute implikacije
(teoreme). Zato uzimamo da je x < y istinit iskaz, ako su istovremeno istinite obe
teoreme (implikacije), a neistinit kad je jedna istinita a druga laZna. To se najbolje
vidi iz tablica:

| x .

! y x>y | yo>x x|y | xsy '
oy 1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 0 0
0 1 1 0 0 1 0
0 0 I 1 0 0 1

Uvodimo, dakle, definiciju: .
Ako su x i y iskazi i xSy je iskaz. On se zove ekvivalencija iskaza x i y.

Uzima se da je x&y istinit iskaz kad x i v imaju jednake (iste) vrednosti. U
suprotnom slulaju x&y je neistinit iskaz.
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8. Funktori. — Simboli 71, A, V, =, © zovu se funkrori. Oni sluZe, kako je
pokazano, za izrazavanje iskaza simbolima. Na primer:

l:[AB] ~ [A1Bl]) A ([AC] = [Alcl]) A (LA -t LAl)) = (ANABC= NA,B,Cy) .
Da ne bi se dogodila greska svaki iskaz se, dakle, stavlja u male zagrade.

9. Logicke operacije nad iskazima. — Od dva-ili vise brojeva, dobiva se
njihov zbir, njihova razlika, njihov proizvod, . . . tako $to sa nad tim brojevima virsi
odredena operacija. Analogno, kad se od iskaza dobiva negacija, konjunkcija; dis-
junkcija, implikacija ili ekvivalencija kaZemo da je nad odgovarajuéim iskazima
izvrdena odredena logi¢ka operacija.

Podvlatimo da se napred navedene vrednosti logi¢kih operacija, prikazane
u obliku tablica, uvode definicijama, tj. one se ne dokazuju.

10. Neka vezbanja, — 1) Izrazite simbolima iskaze:
(1) Ako je xy==0, onda je x=0, ili y=0. _
(2) Ako je xy>0, onda je x>0 1 y>0, ili x<0 i y<<O.
(3) Ako je xy<0, onda je .... (DovrSite i izrazite simbolima.)
(4) Ako je Z£>0, 0onda. .. (Dovrsite i ...)
y

(5) Ako je =<0, onda . .. (Dovrsite i ...)
y )
2) Umesto tri tacke stavite odgovarajucu logi¢ku vezu, a posle iskaz izrazite
simbolima: ’
(1) Ako je xy3£0, onda je x5%0... y%0.
(2) Ako je xy<0, onda je x>0... y>0.
(3) Ako je ==0, onda je x=0... y720.
y

(4) Ako je x*+y*=0, onda je x=0... y=0.

(5) Ako je x24y%*3£0, onda je x7£0... y~0.

Dva odgovora: 1) (1) (xy=0) = ((x=0)V(y=0))
2) (1) (xy70) = ((x70) A (y7#0))-

§ 26.2. ALGEBRA ISKAZA

1. Izrazi iskaza. — 1) Podsetimo, da se, na primer
a

13,40, a, b, ..., a+5, at+b, 7a, ab, PERREE

a

p-+12, 272, e
(a+0,3)+b, (a+7.4%, ab+12, — porivs

zovu algebarski izrazi i da svaka cifra (ili niz cifara napisanih na odreden nacin)
oznatava odredeni broj, a svako slovo oznacava najée$¢e mnoZinu (skup) datih
brojeva. Zato se slova u matematici zovu i promenljive, nurnericke promenljive.

2) Na slidan naéin, ako p, ¢, ..., %, %, ... oznatavaju iskaze, videli smo
(prethodni §) da Tlp, pA ¢ pVe, p=4q, p<>q oznalavaju sloZenije iskaze. Od
njih mozemo da napravimo jo$ sloZenije iskaze, na primer:

(bADVr, GVPAT, (p=¢)Vr ...
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"Taj se proces moZe produziti. Mogu se dakle, posmatrati, ispitivati razni
izrazi iskaza (ili iskazni izrazi) kao god $to se u obitnoj algebri posmatraju al-
gebarski izrazi. Analogija je potpuna: Slova u algebarskom izrazu su numericke
promenljive (oznacavaju mnozine brojeva), a slova u iskaznom izrazu su iskazane
promenljive (oznacavaju mnozine iskaza). Umesto znakova algebarskih operacija
(+, —, X,...) iskazne promenljive vezane su funktorima.

Preciznije, uvodi se definicija:

Izraz iskaza je skup iskaznih promenljivih vezamih! funktorima (A, V, 7,
=, ...). U specijalnom sluéaju se i svaka iskazna promenljiva (analogno numeriékoj
promenljivo]) zove izraz iskaza.

2. Vrednost izraza iskaza. — Ako u datom algebarskom izrazu svaku
numeri¢ku promenljivu zamenimo brojem 1 izvrdimo oznacene operacije, dobi-
vamo numeri¢ku vrednost datog algebarskog izraza. Na sli¢an nacin, ako u izrazu
iskaza, na primer, (pVg)Ar iskazne promenljive zamenimo, respektivno, iskazima
»bada ki§a“, , duva vetar, | hladno je*, dobivamo odredeni iskaz: ,Pada ki$a ili
duva vetar i hladno je“. Tom iskazu odgovara odredena vrednost (1 ili 0) i to je
vrednost datog izraza iskaza.

Uopste, ako u datom izrazu iskaza svaku iskaznu promenljiva zamenimo
odredenim iskazom (iz date mnoZine iskaza), dobivamo odredeni iskaz. Vrednost
tog iskaza zavisi od vrednosti iskaza kojima zamenjujemo pojedine iskazne pro~
menljive. I tako mora biti, jer vrednost slozenog iskaza (konjunkcije, disjunkcije,
negacije, implikacije, ekvivalencije) zavisi od vrednosti iskaza koji ¢ine doti¢ni
sloZeni iskaz i ona se odreduje na napred definisani nacin (§ 26.1). Uvodimo, dakle,
definiciju:

Vrednost datog izraza iskaza je vrednost iskaza koji se dobiva kad se svaka
iskazna promenljiva zameni iskazom &ja je vrednost onakva (1 ili 0) kakva je vred-
nost doticne (zamenjene) iskazane promenljive.

Odredimo npr. vrednost izraza (xVy)A-x, kad je o(x)=1, v(y)=0. Re-
Senje: neka je x konkretni iskaz ¢ija je vrednost 1, y konkretni iskaz ¢ija je vrednost
0. Tada vrednost disjunkcije xVy je 1. Kako vrednost iskaza x je 1, vrednost ko-
njunkcije (xVy)A x jeste 1. Prema formulisanoj definiciji to je vrednost datog
izraza, dakle v((xVy)Ax)=1. ’

Kao i u algebarskom izrazu, iskazne promenljive mogu da uzimaju razne
vrednosti. Svakoj kombinaciji tih vrednosti odgovara odredena vrednost: datog
izraza. Ako npr. dati izraz ¢ine dve iskazne promenljive, mogudi sistemi vrednosti
izraza jesu (1,1), (1,0), (0,1), (0,0), a svakom tom sistemu odgovara (§ 26.1) odre-
dena vrednost: vrednost datog izraza. Na primer tablica vrednosti izraza (x Ay)V x
izgleda:

x | y I XAY (xAY)Vx T
1 ‘ 1 1 1
1 i 0 0 1
o | 1 0 0
0 | ) 0 0 0

Kao veibu Citalac moZe sastaviti tablicu vrednosti izraza:
D) ANV T 2 x=GEA ) ) (AN S =
@) AN S A2 (6) TMxA © AR (D) xA T
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Jedan odgovor: Tablica vrednosti izraza (6) glasi:

x| y Ay | yax I (x AP)S(IAX) |_|[(xAy)O(y/\x)l
1 1 1 \ 1 1 0
1 0 0 ! 0 i 0
0 1 0 i 0 1 0
0 0 0 | 0 1 0

3. Vrste izraza. — Tablice vrednosti datih izraza (t. 2) pokazuju da za
razne vrednosti iskaznih promenljivih vrednosti nekih izraza je stalno 1, vrednost
drugih izraza je stalno 0, a ima izraza Cija vrednost bude i 1 i 0.

Izraz &ija je vrednost, za sve moguée kombinacije vrednosti sadrZanih iska-
zanih promenljivih, uvek 1 zove se op$tevalidan izraz. Izraz &ija.je vrednost stalno

0 zove se konradikeija. Izraz Cija je vrednost za neke vrednosti sadrZanih iskaznih -

promenljivih 0, a za druge 1, zove se neutralan izraz.

Kratkoée radi izraze ¢emo oznaéavati slovom X uz eventualne indekse.
Na primer ako su X, i X, dva izraza (iskaza); onda su i X; A X,, X,V X, Xi=X,,
XX, takode izrazi (iskaza).

4. Ekvivalentni izrazi. — 1) Izrazi, na primer:

(xANSG AR, VS V), =y (Tlx V), T Ix Ay)e(TlxV Tly), 1 xex

su opstevalidni. Osim toga, svaki od njih je sastavljen od dva izraza vezana funkto-
rom ekvivalencije. Za takva dva izraza kaZzemo da su ekvivalentni.

Definicija. — Za dva izraza X, 1 X, &ja je ekvivalencija opitevalidan
izraz kafemo da su ekvivalenini. Ekvivalentnost se zapisuje ovako X;~X,.
Iz opétevalidnosti prethodno navedenih izraza slede ekvivalentnosti:
D x~x; (2 xAy~yAx;  (3) xVy~yVx;
@ x=y~TxVys (5) TIxAY~ T 1xV Ty
Zatim, lako se izvode ekvivalentnosti:
6 AWV ~T1xVly; () xS y~y & x;
®) xS y~@x=y)Ax=y); (9) xAx~x;
(10) xVx~x; (M) FAM Nz~ A A2);
(12) (xVy)Va~xV(xVz); (13) (x &) & 2~x S (v © 2);
(14) (xVy)Az~(xA2)V(yA2); (15 (xANVz~xV2)A(V2).
Prema deﬁmcul treba pokazati opStevalidnost svake od navedenih ekviva-

lencija. Na primer u slu¢aju (14) pokazujemo da je ((x Vy) Az & (x A2V A z))~
=X opétevahdan ovako:

x ¥ 2 ' xVy f (xVy)A 2 ' XA Z ' YAZ xAzZ) V(YA Z) ' X

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 0 1 0 0 0 0 1

1 0 1 1 1 1 0 1 i

1 0 0 1 ] 0 0 0 1
[ 0 1 1 1 1 0 1 1 1
‘ 0 1 0 1 0 0 0 0 1

0 0 1 0 0 0 ] 0 1
| o 0 0 0 0 | o 0 0 1
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Uputstvo. — Dosad smo sastavili vi§e logi¢kih tablica. Treba obratiti
paZnju na mehanizam njihovog sastavljanja. Pre svega, broj redova tablice iznosi
2%, gde je k broj prostih iskaza. (U slu¢aju poslednje tablice je k=3. Zato 8 redova.)
Zatim se ispisuju vrednosti prostih iskaza i to ovako: U stupcu prvog iskaza napiSe
se 1,1, ... sve do sredine tablice, tj. (2¥:2) jedinica; u stupcu drugog iskaza na-
pise se (2%:4) jedinica, (2%:4) nula, (2%:4) jedinica i tako dalje; u stupcu treteg
iskaza napiSe se (2%:8) jedinica, zatim (2%:8) nula itd. Najzad se izra¢unavaju vred-
nosti sloZenih izraza. - _

Svaka ekvivalentnost X;~ X, izrazava jedan logi¢ki zakon. Prema tome,
svaka od prethodnih ekvivalentnosti izraZzava jedan logitki zakon. Neki od tih
zakona imaju i specijalna imena. Na primer (1) je zakon dvostruke negacije, a
(5) i (6) zovu se Demorganovi zakoni.

Tablice njihovih vrednosti izgledaju ovako:

x y xny | 1EAD o, \ Ty \ v | o
B . (1) = — (2)
e | T T T T P T
‘I 1 | 0 0 1 0 1 1 1
0 10 i 1 0 | I
| 0 | 0 ; 0 1 1 1 1 1
| Y ‘ » | W ‘ Ty w=o
| ] T T ‘ o | o |
1 0 i | 0 0 | 1 { 0 1
| o 1 1| o | 1 o | o 1
| 0 o | o 1 1 1 “ 1 1

2) Lako se dokazuju teoreme:
(1) X~X (refieksivnost).
" (2) Ako je X,~X, onda je X,~X,; (simetri¢nost).
(3) Ako je X;~X,, a X,~X,, onda je X;~X, (tranzitivnost).
(4) Ako je X,~X,, onda T1X;~ X,
(5) Ako je X;~X,, i X;~X,, onda:
(3 Xi A X~ KXo A Xy5 () X, VX~ XV Xy;
" X, = X~ X, = X,; ") X, X3~X, o X,
Iz 1) i 2) vide se analogije izmedu ,,obi¢ne* algebre i algebre iskaza.
3) Za ekvivalentnost izraza vezana je ekvivalentnost iskaza:
Dua iskaza su ekvivalentna ako su im wvrednosti jednake.

Iz te definicije sledi da ako je X, ~ X,, onda su iskazi koji se od njih dobijaju,
kad se iskazane promenluve zamene konkretmm iskazima, ekvivalentni. Obrnuto,
medutim, ne stoji uvek.

5. Prxmene. — 1) Kao $to je napomenuto, analogije izmedu ,,obi¢ne* algebre

i algebre iskaza su otigledne. I zato, kao §to u obiénoj algebri umesto datih re-
Savamo ekvivalentne jednatine, tako i u algebri iskaza, umesto da traZimo vred-
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nosti datih izraza, mi trazimo vrednosti ekvivalentnih izraza. Na primer umesto
vrednosti x = y, mi odredujemo vrednost ekvivalentnog izraza ~|x Vy, §to u kraj-
njoj liniji zna¢i da umesto da dokazujemo teoremu x = y, mi dokazujemo __le .
U stvari, lako se proveravaju i sledece ekvivalentnosti:

(D) x=y~"ly="x;
(2) x=y~(Tly Ax)=x;
(3) =y~ ly Ax)=y;
@) x=y~(TlyAx)=(z A "2); '
(3) (A x2)2>y~(_]y A (g A xz)):’ (zA712). ,
[Lako se vidi da je (5) u sustini (4). Samo je iskaz x konjunkcija izraza x, i x,.]
Zato se umesto teoreme x—=y dokazuje istinitost ma kojeg izraza na desnoj
strani. Na tome se zasniva poznati dokaz od suprotnog, tj. metod dokazivanja koji
dopu$ta suprotno od onoga $to teorema tvrdi.
Na primer, poznata je teorema da ako dve prave odsecaju od krakova ugla
proporcionalne duZi onda su te (presetne) prave paralelne, tj. ako jedna prava
se¢e krake ugla Cije je teme o u a i a;, a druga sece iste te (krake) u b i b,, onda

foa) _ 18] _, o, | b0y,
[oa)]  [ayby]

[oa] _ (a0}

= i iskaz y=aa,||bb,, pa treba dokazati
loay]  [agh,] Y 1bby, P

Imamo, dakle, iskaz x=

da iz x sledi y tj. x=y. )

Umesto toga mi pretpostavljamo da sledi Ty, tj. aa,#bb,. Medutim, iz
Ty 1 x dokazujemo da je istinito y, ili, §to je isto, da iz (T|y A x) sledi y, tj. "Iy A
A x)=y, tj. [ekvivalentnost (3)] tvrdenje x=y je istinito.

§ 26.3. LOGICKE FUNKCIJE

¥

1. Ako je A data mnoZina &iji su elementi brojevi, a f oznadava dato pravilo
koje svakom elementu x mnozine 4 pridruZzuje odreden broj y mnoZine B, onda
kaZemo da je y funkcija od x, definisana u mnofini A 1 to zapisujemo ovako

y=f(x), xeA.

Mnozina A zove se definiciona oblast funkcije f, a B je mnoZina vrednosti

te funkcije (glava IX). s .
1) Posmatrajmo sad mnozinu M daka jednog odeljenja i iskaze:
: Bora je odli¢an dak.
Vesna je odlican dak.
Marko je odlican dak.
x je odlican dak. .

O¢igledno je da se svaki od prva tri iskaza moze dobiti iz Cetvrtog kada se
umesto x stavi odredeno ime daka. Umesto x moZemo da stavimo ime svakog
u¢enika mnozine M. Dobijamo mnoZinu iskaza ,x je odli¢an dak“. Neki od njih
su istiniti, neki su neistiniti. Ali zasad obratimo paZnju da svi oni imaju isti pre-
dikac: . je odli¢an dak“. ,x je odlican dak* je jedna iskazna ili logi¢ka funk-

3 v

cija definisana u mnoZini M datog odeljenja ucenika. Oznacimo je, kratko, sa P,(x)

gde P, oznalava dati predikat,
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2) Na sli¢an nadin ako umesto slova x u jednadini x*—6x-+5=0 stavimo
realne brojeve, dobi¢emo razne iskaze na primer: 12—6-145=0, 22—6-24+5=0,
32—6-34+5=0, 42—6-4+5=0, 52—6-54+5=0, 62—6-6+5=0, ...

Oligledno je da su samo prvi i peti od tih iskaza istiniti. Svi ostali su neisti-
niti. Predikat u tom slu¢aju je .. .2—6-...4+5=0 i ako ga oznalimo sa P, jedna-
¢inu x*—6x+-5=0 oznalavamo sa Py(x). Kad se umesto x stavljaju razni realni
brojevi dobijaju se razni iskazi, pa je posmatrana jednadina jedna logi¢ka funkcija
definisana u mnoZini R realnih brojeva.

Uopste, ako je data mnozZina M ¢iji elementi mogu biti najraznovrsnije pri-
rode (brojevi, tatke, prave, ljudi, iskazi, . . .) i ako je dat odreden predikat P, koji
svakom elementu M pridruzuje jedan iskaz, onda kazemo da je v M definisana
(data) jedna logitka (iskazna) funkcija i ona se kratko oznadava:

P(x), xe M.

3) Neka je M mnozZina iskaza:

Marija je oti$la u bioskop (iskaz a,).

Marija je kod kule (iskaz a,).

Marija je otidla na izlet (iskaz aj).

Oznatimo sa & iskaz: Marija pregledava pismene zadatke svojih ucenika,

Sta znadi: xA b, xe M?

Ako zamenimo x iskazima a,, @, a; dobijamo potpuno odredene iskaze.
Jedan od njih a,A b je istinit, ostali su neistiniti.

Znadi, xA\ b je jedna logitka funkcija Ciji je predikat ,,...Ab“ a definisana
je u mnoZini M= {a,, a,, a;}. '

Iz navedenih primera vidimo da u sludaju svake logitke funkcije postoji
jednoznaéna korespondencija izmedu elemenata date mnoZine M i mnoZine J is-
kaza. Elementi mnozine M mogu biti, kao $to je veé refeno, razne prirode, ele-
menti mnozZine J su samo iskazi. Oni su istiniti ili neistiniti u zavisnosti od odgo-
varajuéeg elementa mnozine M. Na primex: a, b € M, P(a) moZe imati vrednost
1, a P(b) moZe imati vrednost O. .

Neka je M, ona podmnoZina mnoZine M koju &ine elementi za koje je (Px)
istinit iskaz. PodmnoZina M, zove se mnofina istinitiosti logitke funkcije P(x).
Moze se dogoditi da je M;=M, ili M,= @ . Dopunska mnoZina M, mno¥ine M,
u odnosu na M zove se mmoZina neistinosti funkcije P(x).

2. Ne samo svaka jednaCina nego i svaka nejednadina je jedna logi¢ka funk-
cija. Na primer x—7>0 je logi¢ka funkcija u mnoZini M= {x]x>7}. Njen pre-
dikat P je ,...—7>0«.

3

3. Operacije nad logi¢kim funkcijama defini$u se analogno operacijama nad
iskazima (§ 26.1): ' .
. 1) Ako logicke funkcije Py(x) i Py(x) posmatramo u istoj mnozini M,
onda se Py(x)A Py(x) zove komjunkcija tih funkcija pri &emu:
(1) Njena definiciona oblast je mnoZina M.
(2) Ako ae M, onda je Py(a) A Pya) iskaz nove funkcije (konjunkcije)
i on je istinit ako su oba iskaza P(a) i P(b) istinita.
(3) Ako je M, mnoZina istinitosti funkcije Py(x) a M, je mnozina
istinitosti funkcije Py(x), onda je presek M; NnM, mnoZina istinitosti logi¢ke funk-
cije Py(x) A Py(x).
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- Na primer ako je M=R, a Py(x) i Py(x) su respektivno logi¢ke funkcije
x—3>0 i x—7<0, onda je ]3;7[ mnoZina istinitosti konjunkcije

(x—3>0) A (x—7<0).

2) Ako su Py(x) 1 Py(x) logitke funkcije definisane u M, onda je Py(x)V
V Py(x) logi¢ka funkcija definisana u M i zove se disjunkcija funkcija Py(x) i Py(x).

Ona daje istinite iskaze samo za one vrednosti x za koje je bar jedna od funkcija-

Py(x) ili Py(x) istinita.
Unija M,uM, je mnozina istinitosti disjunkcije Pl(x)VPz(x)

Na primer u slucaju x—3=0 i x—7=0 mnoZina istinitosti funkcije

(x—3=0)V(x—7=0) je {3,7}, jer je M;={3}, M,={T7}.
3) Ako je P(x) logicka funkcija definisana u mnoZini M, onda -i 7]P(x)
je logi¢ka funkcija u mnoZini M. Zove se negacija funkcije P(x).
4) Py(x) = Py(x) je implikacija logickih funkcija Py(x) 1 Pyx).
5) Py(x) & Py(x) je ekvivalencija logickih funkcija Py(x) i Py(x).
Napomena. — U Metodici savremenog matematitkog obrazovanja (Zavod

za izdavanje udZbenika, Beograd, 1970) dato je viSe primera logi¢kih zadataka
uz uputstvo za njihovo re$avanje. Ovde preporuCujemo ¢itaocu da obrazloZi:

(1) aAb=bAa (6) an0=0
(2) avb=bVa ‘ (7) aAl=a
3) (@aAB)Ac=aA(bAc) . (8) avl=a
(4) (aVb)Ac=acV bc %) v(aNa)=1
(5) an0=0 (10) a=a

pri &emu a; b, ¢, oznadavaju proizvoljne isl{aze.

UPUTSTVA I REZULTATI

PRETHODNA NAPOMENA

Matematika moZe, pored ostalog, da bude izvor lepih, pravih estetskih
dozivljaja, izvor najzdravijih zadovoljstava koje Covek moZe da doZivi. To zna
svako ko je uspeo da delimiéno ude u nju (mali je broj onih koji su, tradicionalnim
obrazovanjem, potpuno u$li u matematiku).

Ali, matemati¢ka zadovoljstva nisu , jeftina roba. Stavide, ona se ne mogu

- kupiti ni za kakav novac. I niko jo$ nije uspeo da izazove matematicka zadovoljstva

kod drugog. Ona dolaze samo posle samostalnog, uistinu samostalnog upornog

srada. Dobra matemati¢ka knjiga predstavlja trnovit, pun uzbrdica put kojim treba

samostalno da ide onaj koji Zeli da dospe do matemamcke zgrade i da uZiva u njenim
lepotama,

Nastojalo se, svim silama, da ova knjiga olak$a put u savremenu mate-
matiku. Sva materija je grupisana u glave. Svaka glava obraduje grupu srodnih
pojmova. Svaki pojam ili grupa najte$nje povezanih pojmova obraduju se jed-
nim odeljkom glave — paragrafom. Opsti plan svakog paragrafa jeste:

1) Polazeéi od bliskih primera i pristupa¢nih rasudivanja formira se -
potrebni pojam.

2) Odmah se postavljaju odgovarajuéa pitanja ili odgovarajuéi zadaci
koji formirani pojam bolje osvetljavaju i utvrduju.

3) AKo se u paragrafu formira vi§e pojmova (i ako je potrebno), on se'
zavfsava zadacima koji ujedinjuju te pojmove.

Na kraju svake glave postavljaju se zadaci (veZbanja i zadaci) k011':

(1) povezuju i utvrduju sve pojmove formirane u toj glavi;

2 povezuju pojmove te glave sa ranije (u prethodnim glavama)
formiranim pojmovima ili pripremaju formiranje sledeéih pojmova;

(3) uvode ,litaoca“ u stvaralaéki rad.

Na ovom posledn)em (3) insistira se i kroz celokupno izlaganje, jer se
jedino tako ulazi u matematiku, jedino tako se osposobljava za matemati¢ko mislje-
nje, $to je ne samo osnovno i bitno nego i krajnji cilj kome treba teZiti i koji je stalno
bio prisutan kako pri op8toj koncepciji ,,izlaganja*, tako i pri obradi svakog pojma,
pa ¢ak i pri formulaciji svake recenice.

. Od , ¢itaoca“ se zahteva, pre svega i iznad svega, upornost u savladivanju
svih prepreka i istrajnost u radu. On treba da upregne sve sile kako bi sustinski
razumeo ono o ¢emu se govori. On treba da se, ako mu nesto nije jasno, vrati na
pocetak paragrafa, na pocetak .glave, na pocetak knjige. I to ne jedanput. Vise
puta. Mnogo puta. Ali je pri prvom ,¢itanju® korisno da prede preko nekih stvari
koje mu nisu sasvim jasne, da uporno ide dalje do kraja paragrafa ili glave. Da resi
one zadatke koje moze, a zatim da se ponovo vrati. Pri ponovnom ¢itanju on ¢e
videti da tek sada razume, zaista razume, stvari koje su mu ranije izgledale jasne.
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Odeljak ,Uputstva_ i rezultati sadr#i odgovor na skoro svako pitanje
(postavljeno u tekstu ili zadatku),* reSenje ili sugestije za reSavanje skoro svakog
zadatka, ali ;,¢italac ¢e to pogledati tek kad samostalno napife odgovor ili rei zada-
tak. Nikako pre.

Nije lako pridrZavati se toga, jer ako ¢ovek zna da postoji odgovor, ne
ulaze potrebni napor. Medutim, treba znati da samostalno re§avanje svih pitanja
i problema predstavlja jedinu garanciju uspeha. MoZe se pri tome pogresiti. To nije
nikakvo zlo. Naprotiv, svaka gre§ka najbolje, najsigurnije ,uli“. Tek konfronti-
ranjem svojih i datih rasudivanja, uvidanjem eventualnih svojih gresaka , ¢italac
duboko, sustinski shvata odgovarajué¢i pojam, razume odgovarajuéu Cinjenicu,
‘odnosno odgovarajuéi dokaz. Redenja i uputstva nisu data zato da se ,,¢italac” (onaj
koji -bude ulazio u savremenu matematiku putem ovog udzbenika) pomocu njih
“udi,, re$avati (jer to nije mogude), nego da proveri pravilnost-svojih rasudivanja.

A za uzdrzavanje od , konsultacije® uputstava (¢im se naide na neku teskoéu)
nije potrebna dugotrajna disciplina. Dovoljno je da se jedna ili najviSe dve glave
obrade uz tu disciplinu, pa da to postane ,zakon“. Jer, vrlo brzo ,&italac* (pret-
hodna napomena) sti¢e sposobnost za re$avanje” postavljenih problema, pa dakle
i samopouzdanje, a tada je on , dobio bitku“. Posle toga, uzbrdice se sve rede

pojavljuju, celokupni rad ide sve lak3e i brze, zadovoljstva od postignutih uspeha,

su sve ¢e$¢a, a ona su ta koja vuku snazno napred, ka daljim osvajanjima.

Ali, i tada, ne treba misliti da je posao zavren kad se dode do kraja knjige.
Neophodno je vratiti se, u raznim razmacima vremena, na pojedine glave ili ¢itavu
knjigu. Tek posle treceg |, ¢itanja“ moze se smatrati da je uspeh postignut. U stvari,
veé pri drugoj proradi svake glave, svakog paragrafa treba, do$avsi do jednog pasusa,
dokaza ili ma kog logi¢kog koraka, zatvoriti knjigu i poku3ati potpuno samostalno
reprodukovanje. I sve dok se takvo reprodukovanje manjih ili ve¢ih celina, ¢ak i
celih paragrafa, ne mozZe izvrditi, ne treba se zadovoljiti.

Isto tako, nuzno je Cesto (kad god se ima vremena a njega uvek ima kad se
hote) otvoriti nasumice knjigu kod paragrafa , veZbanja i zadaci®, proditati bilo
koji zadatak (jedan, dva, tri, ...) i resiti ga samostalno. (Napominje se da su neki
zadaci namerno ponovljeni u raznim glavama.) Tako treba postupiti i sa rezimeima
koji slede posle svake glave. Procitati bilo koju tacku rezimea. Ako je sve jasno,
dobro je. U protivnom, vratiti se na odgovarajuée mesto i podsetiti se onoga o
¢emu se u rezimeu govori.

Sve su to vaZini momenti Koji doprinose uspehu.

GLAVA I
§ 1.1.

1. 1) Odredene, definisane jesu: moj pisaci pribor; ove knjige na stolu;
vozila beogradske registracije; aritmeticka pravila.
Zaista: ' :
Podrazumeva se da lice koje kaZe ,,moj pisaci pribor® govori to onima koji
dobro poznaju i njega i njegov pisaéi pribor (npr. dak, uditelj, sluZbenik, .. .).
Ako je to, pretpostavimo, govornik na nekom skupu, sastanku, on dée pokazati
svoj pisaéi pribor. ’

* Sa porastom osposobljenosti ,&itaoca* reSenja postaju, razumljivo, reda,
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To isto vazi i kad kazemo ,,ove knjige na stolu“. Mnozina ne bi bila odre-
dena kad bismo rekli ,knjige na stolu®, jer u tom sluéaju ne znamo o kom stolu je
re¢, pa se i ne moze odrediti da li jedna odredena knjiga pripada toj , mnozini*
ili ne. .
Mnozina ,,aritmeti¢ka pravila“ odredena je, sasvim razumljivo, samo za
one koji mogu da razlikuju aritmeti¢ka pravila od nekih drugih pravila. Ali ;defini-
sana mnozina“ i ne oznaava da svaki Covek moze odrediti njene elemente. I ljude
mozZemo razvrstati u mnoZinu onih za koje je jedna mnoZina definisana i mnozinu
svih ostalih; na primer, mnoZina ,stolarski alat” nije definisana za mene, jer kad bi
mi se pokazali razni alati, ne bih za svaki od njih mogao reéi da li se stolar sluzi
njime ili ne. A zar su mnozZine ,etvorouglovi®, , psiholodki termini“ (tim pre
,,Dsiholodki pojmovi®), ,najmanji deli¢i materije” (kojih zasad ima 200), . . . defi-
nisane za svako razumno bice?

Sta mozete redi za ,,ovo stado ovaca®, ,Mili¢ino posude®, ,selo Ugrinovcic,
,,Ceta kapetana Du8ana Vojnovi¢a* ? , Cifre“ nije definisana mnoZina, jer cifre mogu
biti arapske, rimske, a bilo je i drugih.

2) Definisana je mnozina pod brojem: (2), (4), (5), (6), (7), (9), (10),
(11, (13), (14), (15), (16), (18). ZaSto?

Zadto nije definisana ,, mnoZzina*“ (1). Kako bi trebalo dopuniti izraZavanje
pa da bude definisana?

Ako bismo (3) iskazali ovako: ,onaj crni par cipela“ ili , Ivankine cipele
sa najviom potpeticom*, ili jednostavno ,ovaj par cipela“ (je dobar ali je skup),
itd., ona bi bila definisana. : :

Za$to nije definisana ,,mnozZina“: (8); (12); (17)?

Mnozina (19) nije definisana jer je, npr., Zena od 30 godina mlada za
pedesetogodisnjaka, a stara za dete od 10 godina.

Mozete li sa sigurnod¢u re¢i: Ovaj ¢ovek (ova Zena) mi je prijatelj?

§ 1.3.

2.4 A={3,4,5,6,7,8,9}.

B={ponedeljak, utorak, ..., nedelja}.

B={d|d je sedmi¢ni dan}.

D= {decembar}. _

E={7,14,21,...,70, 77, 84, 91, 98}.
© E= {m|m multiplum broja 7<100}.

F={1,2,4,8,16}, F=/{yly je &inilac broja 16}.

G= {x|x jedinica za merenje duZine, zapremirie i mase}.

K=(vidi autorovu ,,Matem. u I i IT razredu o. 8., izdanje 1967. god.)?

5) L={x|x je multiplum broja 3 izmedu 2 i 16}.
M={z|z je trocifren broj napisan ciframa [, 2 i 3}.

3. Dace {a, b, c}, itd, - Dovr$it.  2) xS, 199 ¢ B. Dovrsiti.
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§ 14.
2. 1) E=G=K zato §to se svaka od njih sastoji od elemenata a, b, ¢, d i
samo od njih.

H-#E zato §to b ¢ H. -G#F zato $to ... H=F zato §to ...

2) A=B, jer su 1, 2, 3 svi prosti brojevi ...

3) C#D, jer je D={1, 3, 5,7, 9}.

4) Kako je 4={1,2,3,4,5,6}, C={(1,2,3, 4,5, 6}, D={0,1,2,3,4,5},
samo je A=C.
' § 15.

2. 3) (1) Singleton (samo O mozZe da se stavi umesto x, ako Zelimo da to
bude jednakost). .
(2) Prazna (jer ne postoji broj koji bi se mogao dodati i bro;u 3i
broju 4 da se dobije jednakost).

3. () {a,b}); (2 {a}; (3) @il {}.

- D (2); (6); (9); (10).
2) (2); (5) jer on moZe nositi opanke ili sandale, 6); (M.

§ 1.6.

2. 1) Zato $to su svi elementi prikazanih mnoZina elementi mnoZine K.
Mnozina K zove se u ovom slucaju osnovna ili univerzalna mnoZina.

2)te S, teM.

3) Jer imaju zajednicke elemente, tj. neki su se daci prijavili i za sportsku
i za pozori$nu sekciju. : :
, 6) Element v pripada i mnoZini P, a element... Jedan deo dijagrama
je $rafiran, jer je prazan.

8) Ti elementi ne pripadaju nijednoj od mnozina S, P, B, C (to su daci

koji se nisu prijavili ni za jednu sekciju) i zato odgovarajude ta¢ke treba crtati unutar-

granice dijagrama K, ali tako da ne pripadaju nijednom od dijagrama S, P, B, C, F.

3. 1) Casovnik ne pripada mnozini M.

2) Slika 1, ako ima daka koji nose
1 kecelju 1 naocare. Ako takvih nema, krive
K'i L se ne seku.

Slika 1 Slika 2

3) Srafirati crvenim prazni deo dijagrama H '(jer je svaka hrizantema
element mnoZine C). 4) Slika 2,
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6) Tredi sleva, tj. (3). Recite (napisite) za$to svaki od ostalih nije pravilan.
7) (3) Obrazlozite.
8 acA, a¢B; b¢ A, beB, ce 4, ceB.

§ 1.7.

2. 1) (1) (3,57} (2) {9); (3) @. Broj 1 nije prost broj. Zaista, po
definiciji, broj je prost, ako je deljiv sa dva broja (brojem 1 i samim sobom). Broj

-1 je deljiv samo jednim brojem.

3)t...B, te}, t

4) Taéno je, jer je 48 deljiv brojem 12, tj. delioci broja 12 su elementi
mnozine koju ¢ine delioci broja 48, delioci broja 48 su elementi mnoZine koju Cine
delioci broja 240, . .. )

5) Slika 3. Slu¢aj (2) ¢emo tek objasniti. Zasad pokuSajte sami.

) 5
4

(1) - (2) (3)

4. 3) Ni8 je element, 4 {Ni$} je deo mnoZine {gradovi u Srbiji}. Izrazite
to pomodu simbola € i <.

§ 1.8.

2. P(C)={m, {a), (8}, {a b}}
P(D)={2, {0}, {1}, {2}, {0, 1}, (0.2}, {L.2}, (0. 1, 2}}.

3. Ako postupno napilete sve delove, dobiéete da kad je:

mnoZena broj njenih delova iznosi
{} 1
{a} 2
{a, b} 4
{a, b, ¢} 8
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Ako napravite $emu:

MnoZina '\% @(M) >
M 5 g SEMA saoloje
L'

} Q 0 ®\ 1 element
(0} 1 @ : 2 elenenia

» 7
{u,b} |2 ®\ i @ 4 olemernia
{0 ,b, c} - 3 @ @ @ @' 8 elermnenala

ooa [ MR

odmah vidite da se od svakog dela (od svake podmnozme) prethodne mnoZine
dobijaju dva dela sledeée mnozine, to jest:

(/ L 16elerenaia

n[P(X,])=1 20=1
a[P(X)]=1-2 20=2
nlP(X,)]=22 ‘ 22—4
n[P(Xy)]=222 . 23=8
n[P(X)]=2-2-2-2 S 2=16

nlP(Xa)]=2-2:2. . 2

Ret€ima iskazano: Napi¥e se proizwod od omoliko dvojaka koliko elemenata
sadr#i data mnofina 1 izrafuna se taj protzvod.

§18.

/2/(2)1(3) Videti § 1, t. 3, 2. (4) &; (5) €.

3. Svaki objekt (svak1 pojam) moze biti jednak samomn. sebl, a ne moze pri-
padati samom sebi. Zato je x=x, x¢x, pa & ¢ . 7

Medutim, @ je element mnoZine {p}izaw0 o¢ {z}). @i { } su dva
simbola, dva imena jedne iste ,stvari“, istog pojma (prazne mnoZine) i zato je
o={},a {o} je mnoZina pa @#{@}. [Videti 1} peredbu § 1.7. Uostalom
(.14, t2), aéa, ac {a}]. {QJ {Qﬁ}} je par ?to $to a#={@}.

4. Poslednje tri su jednake. -
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6. (1) A={13} ili A= {x]x=13};
(2) B={17, 19} ili B={x|x=17 ili x¥=19};
(3) C=1{3,5,6,...,30,31} ili C={x|x nije delilac broja 32}.

7. 1) div20={1, 2, 4, 5, 10, 20}; div29={1, 29}.
2) Odatleiiz [) vidi se da 1 nije prost broj. To smo napomenuli i ranije.
div 0={1,2,3,...}=N—0jer je N={0, 1,2, 3,...}, tj. broj 0 je deljiv svakim
prirodnim brojem osim 0.

8. (1) #; (2 =; (3) =; (4) =; (5 # jer & nije element . ..

9. Jeste. Zaista: (1) Elementi koji nisu jednaki (identiéni) sami sebi nisu
elementi. (2) U jednom problemu (zadatku, primeru) svaki simbol ozna¢ava samo
jedan element (§ 1.3, t. 2, 1). Ostalo je jasno. Obratite paZnju na x=11¢ x=21 x=1
ili x=2. '

10. 2) Ima. Koje su to $kole?

11. (1) Na primer: ,zastava“, ,moskvi¢“, , mercedes®,
(2) {plp je pas}; {ala je lav};...
(5) Podmnozine se mogu ekstenzivno definisati.
12. 1) To je lako jer podmnoZine nemaju zajednic¢kih elemenata. Znadi,
u unutra§njosti koju odreduje S treba nacrtati 5 krivih koje nemaju nileg zajed-
nickog.
2) Sad je malo teZe, jer neke podmnoZine imaju zajedni¢kih elemenata.
Posluzite se pisaljkama raznih boja.
13. (1) Morate napisati 8 podmnoZina.
(2) Kao kad je data mnoZina {x, y}.
@ 2i0-@ gi{s}) 5 o, {2} {o {(z}}.
(6) 64 podmnoZine. Dobro je pisati: Slovenija, Hrvatska, ... Posle
proverite posmatrajuéi delove mnozine {a, b,c, d, ¢, f}.

4. () {57 D a5 3) =(1); @ 45 (5) {4,8}.
15. () e ) =5 3) e; 4 <
16. Sve je reSeno u tekstu (§ 1.8) i pod 13 (ovog §). Ah ba§ zato napisite
redom sve $to se trazi (pomoéu velikih zagrada).
P(z)={2,{o}}.
P({o, {z}})={2; {s}, {2, {a}}}.
18. (1) X={a,b,¢c}, X={a, b, d};
(2 X=1{0,1,2,3}, ...
19. (1) pogredno; (3), (4) i (6) besmi-
sleno. Napisite kako treba.
20. 1) Slika 5. Objasnite.

2) Sad su B i C ukljucene u 4,
li C&B. " Slika 5

415



3) Vidi t..7 ovog §. Slika 6: (1) Objasnite. (2) Objasnite i imenujte oz-
nadene elemente. (3) Objasnite i oznadite zajednicke i nezajednitke elemente.

Slika 6

Nalzad vratite se na dl)agrame (1) i (2) i oznatite 1 imenujte elemente ne-
praznih delova.

GLAVA II
§ 2.1

2) EnF={a, c}; EUF={a,b,c,d, e, f, g}

. (Jeraic prxpada)u i jednoj i drugoj mnozini, ali mi ih uzimamo zato §to prxpada)u
5 mno¥ini E ili mnoZini F, a ne zato $to pripadaju obema. Uostalom unija, kao
mno¥ina, ne moe da sadrZi dva ista elementa, § 1.1, 3, 3.)

ENF={b, d}, FNE={e f, g}
Nacrtajte dijagrame svih tih mnoZina (razumljivo prvo E i F) oznacavajudi i

sve elemente, posmatrajuéi i dijagrame i prethodne )ednakostl, ponovo Citajte deﬁ—
nicije (u tekstu posle , prema tome*) udubljujuci se u znacenje reti ,,i*, ,ili%, ,,a ne“

3) CuD={a, b, ¢, d}, CuK={a, b, ¢, h},
CuG={a, b,c, d, e fr8 b}, GUK=1{d, ¢, f, & h}=G.
4) a) AnB je mnoZina Zutih lala.
AUB je mnozina cvetova (U toj prodavn1C1) koji zadovol;avaju bar
jedan od dva uslova: lala, 1 je Zut.
.A\B je mnozina lala (u prodavnici) koje nisu Zute.
B\ A4 je mnoZina zutih cvetova (u prodavnici) koji nisu lale.
b) ANnB= @ znadi da mnoZine A i B nemaju zajednic¢kih elemenata.
U navedenom sluaju: u prodavnici nema Zutih lala (sl. 7).
c).(1) Slika 8(l): 4<B 111 ANB=g, tj. AcB & A\B.
(2) Slika 8(2)—————————— fj, ———————
5)(1){2456810121415 b
(2 {10, 20, 30,...}; (3 {30, 60 90, .

ol SES

Slika 7 Slika 8
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§ 2.2

1. 1) To je mnoZina automobila reglstrovamh u Beogradu, a izradenih
u Nemackoj.

2) ={0,14,28,.. .}={zs| 2 je multiplum i broja 2 i broja 7}.
' 3) EnF=g

2. 3) Xn @ =g. Zaista, presek Cine zajedniCki- elementi datih mnoZina,
a kako ih prazna mnoZina nema, to ih ni presek ne moZe imati.

4. (1), (2)={Zajetar, Sisak, Bitolj}.
5.1 () {12}; (@ @; (3) {12}

§ 2.3.

1. 1) Mnozina gradana Jugoslavije koji pladaju bar jednu od pretplata, 1.
mnozina gradana Jugoslavije koji placaju za radio, tli za televiziju ili i za radio
1 za televiziju.

2) PUH={0,1,2,3,...}={#| 2 prirodni broj}=N.

3) EUF={3,5,6,9, 10,12, 15, .. .}= {2z | 2 multiplum broja 3 ili broja 5}.
Napisite jo§ nekoliko elemenata te unije.

4) GUK=G. Zadto?

2. 2) XuX=X. Ako se operacija unije primeni samo na jednu mnoiinu,
ova osta)e nepromenjena. Ili: Rezultar primene unije na ]ednu mnoginu je ta ista
mnoZina.

3) Xu g =X, jer prazna mno#ina ne sadr¥i nijedan element, pa se, prema
definiciji, unija sastoji samo od elemenata mnozZine X.

Kako je guX=Xu g, to je Xug=guX=X.

Ako je jedna od mnogina na koje se primenjuje unija prazna, rezultat je ona
druga mnozina.
4) Ako je X<V, onda je XuY=Y.

4. 1) AuCuD={2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 12}.
Zasto je AVBUC=AuUB?

5. Napidite ekstenzivnu definiciju svake date mnoZine i njihove unije.
CuAuB=AUBUC i predstavlja mnoZinu nastavnika nage $kole kou izvode nastavu
bar jednog od spomenutih nastavnih predmeta.

§ 2.4.
1. 2) P\T={0,2, 4,8, 10, 14,16,20,...}; T\P={3,9,1521,...}.

2.2) X\g=X, g\ X=0,
H XN\X=g
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4) To znadi da mnoZine nemaju zajednickih elemenata i zato je, otigledno,

X\Y=Xi Y\X=Y.

3.

Slika 9. Iz dijagrama se vidi da (X\ Y)\ZZ£X\(Y\Z).

Slika 9

Medutim, treba paziti pri interpretaciji dijagrama. Posmatrajte, npr.:

A={1,2,3}, B={2,4,5,6,7,8}, C={6,7,8,9, 10}

i izratunajte (ANB)NG i AN(B\C). Sta dobijate?
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3.

§ 2.5.
(1) Jesu. Baza je N (mnoZina prirodnih brojeva).
(2) Jesu u mmnoZini trouglova. (3) Nisu, jer...
(4) Nisu, jer neprezivar nije uvek ptica.
(5) Jesu. Osnova je U= {ki¢menjaci}.

A je mnozina nestaklenih klikera.

B je mnozina klikera koji nisu crni.

Au B &ine oni klikeri koji su ili stakleni, ili nisu crni ili su stakleni necrni:

An B= {stakeni klikeri ¢ija boja nije crna},
AuB= {crni ne-stakleni klikeri}, |

A B= {ne-stakleni klikeri koji nisu crni}.
A=1{3,4,6,8,10, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20},
B=1{5,6, 10, 11, 12, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20}.
Nastavite sami .. ... ...........

AnB= {6, 10, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20}.

Treba proveriti 1 crtanjem dijagrama.

§ 2.6.

2. 1) Slike 10 i 11.

C C p S C
AUB AUC (AUB)N{AUC)
Slika 11 -
§ 2.7.

2. 1) i 2) su particije odgovaraju¢ih mnozina. Kojih?
3) Nije. Zasto? 4) Nije. Za$to?
5) (1) Nije. (2) Jeste. (3) Nije. Svako tvrdenje obrazloZiti.

§ 2.8.
1. Na primer:

(AnD)n(BuD)=Dn(BuD)
=(DnBY)u(DND)
=(DnB)uD
=guD=D={2,6, 8, 10}.

[§22, t. 2, 4],
[§2.6, t. 1,
1§22, t. 2,2],

2. 1) AcB<T; C<T;. ..
2) AnC=2; ..

3) BnD mnoZina jednakokrakih tupouglih trouglova.
BuD mnoZina B, mnoZina D i mnoZina BND.
T\ B mnoZina trouglova koji nisu jednakokraki.

.3 TnB=B; TuB=T; B\T=g.
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3. Sva ,teskoca“ primera (1) — (6) sastoji se u pisanju ekstenzivne defini-
. cije.(svih) delilaca svakog broja. O tome (e se govoriti kasnije, a sad odredite sve
proste delioce (probanjem ako druk¢ije ne znate), a zatim napravite njihove pojedine
proizvode i opet probajte.

0 {1,2,4,8}; @ {1}; 3 {1,5,25,125};

4 {1,2,4,8,16, 64,512, 3,9, 27, 81, 243, 729};

(5) {3,6,8,9,12,24, 36, 72}; ' :

(6) {1,2,4,5,8,10, 20, 25, 40, 50, 100, 125, 200, 250, 500, 625, 1000};

(7) 4N; (8) {13}; (9) div 17={1, 17};

(10) 35N, jer je to mnoZina prirodnih brojeva koji pripadaju i mnoZini
5N i mnoZini 7N, dakle (5X7)N; : : :

(1) @; (12) . [Videti t. 51 t. 6 (3) ovog §.]

4. (1) AnB=o, AuB=/{x| x riba ili sisar}, ANB=4, B\A=B;
(2) AnB=B, AuB=A, ANB=B;
(3) AnB={1,2}, AuB={{1}, {1,2}, {1,3}}, ANB={l};
(4) AnB=40N, AuB=1{0,5,8,10, 15, 16,...}, ANB=A\40N;
(5) AnB=@, AUB=N, ANB=N, B\A=D.

~

5. Toionout 6,7 8 pai9 treba pamtiti.

6. Treba zamisliti, ili nacrtati, dijagrame. U drugom slu¢aju treba nacrtati
dijagrame X 1 Y u najopétijem slucaju (polozaju) (sl. 12). Tada X <Y znati da je
sav onaj deo dijagrama X koji se nalazi van Y prazan.

Srafirajte taj deo. Dobijate sludaj § 2.2,

t. 2, 4, pa odmah slede sve ekvivalencije.
X y

7. 1) Posluzite se opet dijagramom (sl. 12).
Uostalom, to je pokazano u tekstu,
2) Iz onoga §to je reteno u t. 5 sledi
Slika 12 (AuB)nB=g, tj. A i B nemaju zajednitke
elemente. Nacrtajte dijagram.

8. Dve od njih nemaju zajednike elemente (disjunkiivne su). Pokadite to.

9. Primenite poznatu metodu (slika 2.11, 2.12, 2.13, 2.14 i uputstva). To je
jedna teorema, ali i ona i sve ono pod 10 sluZi za veZbanje u primeni spomenute
graficke metode.

10. Kao u t. 9, § 2.6. 12, Slika 13.
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13.  (1)i(3). (2) Nije jer {3}n{4,5,3}# @ i...(5) Nije zato $to
{1,2}u {3, 5, 6}U {7, 8}#4. Zasto (4) nije particija?
14, Slika 14. 15. 1) Jeste.

GLAVA IO
§ 3.1.
1. 2) Cipela a i cipela s, cipela a i cipela ¢, ..., cipela a i cipela v, cipela b
i cipela s, ... Dakle:
(@ 5); (@ 0, (a, R);, (@, ©) - ] Napi§it§
(b, ), (B, ), . .. i nenapisane
(e, 8) (6 0)y .- parove.
2. (4) N je mnozina prirodnih brojeva, a NNO={1,12,3, .. g (% ) e
dakle, razlomak i uobicajeno je .da se zapisuje u obliku f; na primer %, % e
§ 3.2. :

4. 3) Clanovi uredenih parova mogu biti i jednaki (identi¢ni). Zato:

2) {1,2,3}x{1,2,3,4,5}={(1, 1); (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5),
@ { b / 2, 1,(2,2,...,3,49, (3,9}

§ 3.3.

2) Strelice su okrenute od elemenata mnoZine B ka elementima mnozine 4
(jer su sad elementi mnoZine B prvi ¢lanovi uredenih parova).
3) Slika 15, tj. tatno prema
gemi (§ 3.2, t. 3). Naime, sad su i
(6,b) i (c, ¢) parovi (elementi proiz-
voda), pa otuda ,alke“ oko & i oko
¢, zatim parovi (b,¢) i (¢, b), pa
strelica od b ka ¢ i strelica od ¢ ka
b. Duz ,alke“ nije potrebna strelica,
jer.je ocigledno

(b, B)=(b, b). Slika 15
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4) Slika 16. Opet ta¢no prema $emi:
iz svake tacke , polaze* 4 strelice u svaku tacku
,,dolaze 4 strelice. Jedna od njih se vraéa u isti
element. Ona se zove (kako veé rekosmo) alka
ili predica. Talke (elemente mnoZine E) nismo
imenovali jer je to sad ‘sporedno (Sto, razume
se, ne znali da nije dopusteno; naprotiv, u
nekim sluéajevima je to neophodno).

- 5) Sad ne treba da bude te$koca,
jer je {1,2,3}<={1,2,3,4,5}, pa je grafik
kombinacija prethodnih,

§ 3.5.

\

4. To su takode osobine distributivnosti. PokaZite ih raunski i graficki
(ili obrnuto). Obratite paZnju na to da su te formule u svemu ,,sli¢ne“ prethodnim,
ali nisu ,,identi¢ne“, jer proizvod mnoZina nije komutativan, pa, npr. CX(AuB)#
F#(AuB)XxC.

§ 3.6.

3. To su vrlo lepe veZbe za savladivanje svega onoga §to se odnosi na proiz-
vod mnoZina.

(1) Tz AxA={(3,3), (3, 4), 3, 5) i BxB={(1, 1), (1, 2), (1, 3), (I, 4)
4, 3), (4, 4), (4, 5) D), (2,2), (2,3, (2, 4)
(5,3), (5 4), (5, 5} (3, 1,(3,2),(3,3),(3,4
4, 1), (4, 2), (4, 3), (4, 4},
sledi (4 x A)U(B x B)={(1, 1), (2, 2), (3> 3), (4, 4), (5, 5), (1, 2), (2, 1), (1, 3)
(3, 1), (1, 4), (4, 1), (2, 3), (3, 2), (2, 4), (4, 2), (3, 4)
4, 3), (3, 5), (5, 3), (4, 5), (5, )}

I to sluzi kao kontrola sagitalne §éme fsl. 17 (1)} koju treba nepo-
sredno crtati,

AxB

B ° ]
’ 4
3
(1) (AxA)U(BXB) 2
1

BxB

— 1 2 4 2
(2) (AxA)n(BxB) (3)

Slika 17
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(2) Slika 17(2), jer je oligledno presek: -
(A X A)ﬁ(B X B): {(3) 3)) (4) 4): (3: 4)3 (4> 3)}

Crtez 17 (3) predstavlja mreZu unije (ograni¢enu plavom linijom) i mreZu
preseka (ograni¢enu crvenom linijom).
(3) Nacrtajte neposredno sagitalnu $emu i mreu proizvoda {l1,2, 3,
4,5} x{3, 4}. ~
(4) Na sl. 18 date su sagitalne $eme proizvoda 4 X B i B X A. Njihovu

uniju &ne sve strelice. Ujedinite obe te $eme. Sta dobijate? PrikaZite i mrezu
unije (4 X B)u(Bx A4). Za kontrolu napisite:

. (3,1),(3,2),3,3,3,4 (1,3),(2,3),(3,3), (4, 3)
(AXBYU(BXxA)=1{(4,1),(4,2),(4,3), @4 vi1,4),(2,4,3, 4,44

(5, 1), (52), (5 3), (5 4) (1, 5), (2,5, 3,5), (4, 5)

Slika 18

(5) Analogno prethodnom [pod (4)].

(6) Nacrtajte dijagrame mnoZina C, 4, B, pa ¢ete videti da ostaje
{5}={1, 5), (2, 5)}, tj. samo dve strelice. Uostalom: (C\A)X(C\B)=
={1,2)%{s}

4. To je ocigledno, jer ako je jedna od mnoZina ¢&iji proizvod traZzimo prazna,
onda se ne moZe sastaviti nijedan uredeni par. Obrnuto, iz A X B= @ sledi da taj
proizvod nema nijednog para, to jest. ..

5. 1 jédno i drugo mozZete proveriti crtajuli sagitalne $eme ili mreZe leve
i desne strane. Pomocu mreZe je lakse [bolje se vidi, sl. 17 (3)]. Poku3ajte.

GLAVA IV
§ 4.4.
4. Slika 4.4: Posto svaka od pravd sadrZzi obe oznalene tatke, na osnovu
aksioma IT 3 je A=B. Prave se, dakle, poklapaju.

Slika 4.5: Bc A4, tj. sve tatke prave B su i tatke prave A. Za takve dve
prave kazemo da se poklapaju.

Slika 4.6: Prava B sadrZi tacku, npr. & koja ne pripada pravi 4, a obe
prave sadrze ta¢ku ¢. To znadi da je AnB= {c}. U tom slucaju kazemo da se prave
A i B seku u tacki c,
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5. Odgovori su prikazani crteZima.

Sl.ika’19 Slika 20 Slika 21‘

§ 45.

) 2. Ekvivalencija: Ako prava A4 seée pravu B, onda i prava B sete pravu A4
i obrnuto. : .

4. 1) (1) AUB su sve tacke koje pripadaju bilo pravi 4 bilo pravi B. IT\ (AuB)

su sve ostale tatke ravni I7, tj. tatke koje ne pripadaju bar jednoj pravi 4 ili B.

@ AnB (2) To je mnoZina koju &ine sve tacke ravni (IT), osim preseka
c}=AnB. :

2) U slucaju (2) presek je prazan, pa je razlika T, vj. IN(AuB)=IT.

§ 4.6.
Teorema 4. Sledi iz teoreme 3. A kad se jo$ uzme da ona (teor. 3) vazi za
svaku tatku ravni IT, tvrdenje je oligledno. : :
§ 4.7.
i 3. Ml?piipe P, II, i I, nisu prazne. One nemaju zajednickih elemenata.
Njihova unija je mnozZina I7. : '
5 Ili, kratko: Svaka tatka ravni IT pripada jednoj, i samo jednoj, od mno-
Zina P, IT,, I, koje nisu prazne. :
§ 4.8.

3. Dve poluprave sa potetkom a (, izlaze iz a). Dve sa poéetkom b.

§ 4.10.
1. Ne, jer ih ima beskona¢no mnogo.

2. Prema intuitivnom shvatanju: samo jedna.
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Teorema 9. — Ako je svaka od dve prave A 1 C paralelna sa pravom B,
one su (medusobno) paralelne. : »

Dokaz: Iz uslova sledi da su 4 i C elementi pravca (B). Iz toga, a na osnovu
teor. 8, sledi zakljucak.

Teoremz; se moze, kratko, zapisati 1 ovako: A|B||C = A4|C.:

Teorema 10. — Ako su 4 ¢ B paralélne prave, a prava C sele B, onda

~ ona sece 1 A. 1li: Ako su A 1 B paralelne, a B sefe C, onda i A sele C.

5. To su ,,o¢igledne“ ekvivalencije. Citajq se u oba smera, na primer: Ako je
prava A paralelna pravi G, prava 4 je element pravca (G). I obrnuto, ako je 4
element pravca G, prava 4 je paralelna pravi G. — Jesu li te ekvivalencije nezavisne ?

8. Najbolje procitajte levu stranu 1 napi$ite samostalno desnu. Ako u tome
uspete, lako ¢ete dokazati (ili bar odmah razumeri dokaz).

(1) Ako su prave A i B medusobno perpendikularne i ako je C|A,
a D||B, onda su C i D medusobno perpendikularne. Ili: Ako su dve prave paralelne
(medusobno) perpendikularnim pravama, one su (medusobno) perpendikularne.

i Dokaz: C je element pravca (A), D je element pravca (B), a kako su pravci
medusobno perpendikularni, prave C i D su [IT 5] medusobno perpendikularne.

(2) To je specijalan slu¢aj implikacije (1): Prava paralelna jednoj od
dve perpendikularne prave perpendikularna je na drugoj.

(3) Dve prave perpendikularne na trecoy jesu' paralelne.

Zaista: Iz uslova sledi da su (4) i (B) perpendikularni na pravi C, tj. da
je (A)=(B). Prave A i B su dakle elementi istog pravca, tj. paralelne su.

(4) je drukdije izrazena implikacija (3), jer je (ako ¢itamo iz ,,sredine
na levu i desnu stranu) prava B perpendikularna na A4 i C. 1li, §to je isto: prave
A i C su perpendikularne na B.

(5) Prema (4) je A|C, a C LD, tj.- AI|C 1. D, dakle 4 1D. U kom su
medusobnom poloZaju B i D?

§ 4.11.

1. (A) i (B) su pravci. (1) (A4) je prazan, treba dakle nacrtati samo pravu B.
(2) 41 B se seku. (3) A|B.

2. Ako se prave A i B seku, presek

njihovih pravaca je prazan i obratno: X' / fL
AlIB & (An(B)=o. v
Jer dva razna pravca ne mogu imati

zajedni¢ke prave. ‘

| . A G X

4. Iz datih uslova sledi X'+ Y, pa je Y
X'nY={y} 1 Y#X, pa je Y'nX={x}. Slika 22
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5. Prvo ,pokuajte“ rasudivanjem, a zatim proverite tako §to Cete | nacr-
tati‘ sve prave.

6. Crtezi 23.

(1) € (2)
Slika 23

7. 1) Tri prave mogu imati 0, 1, 2 ili 3 zajedniCke tacke. Nula tataka imaju
kad je A|B||C, itd. Nacrtajte sve slucajeve.

2) U slugaju 0 zajedni¢kih tataka, prave odreduju 4 oblasti. U sluéaju
1 i 2 zajedni¢ke tacke, one odreduju 6 oblasti.

3) Pokazite particiju ravni u svakom slucaju.

8. 1) 1, 4 ili 6 (sl 24).

g

Slika 24

2) U prvom slucaju dve oblasti (dve polﬁravni). U drugom slu¢aju deset
oblasti. U tre¢em sluc¢aju moZe se dogoditi:

(1) da 4 prave obrazuju dva para paralelnih;
(2) da su samo 2 prave paralelne;
(3) da figura ne sadrZi paralelnih pravih.

Izbrojte svaki put oblasti.
9. (1) {s}; (2 {s}; (3 C.
12. Protitajte ponovo § 2.7. Uostalom tvrdenje pod 3) , govori* sve.
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GLAVA V
§ 5.1.

4) Jedan od mogudih sluéajeva prikazuje crtez 25. Znadi, neki daci mno-
Zine M imaju brata ili sestru u mnoZini S. Preciznije, za neke elemente mnoZine M
moze se redi, tvrditi ,, ...ima za brata ili sestru... u mnozZini S“.

»

... ima zq bzata ili sentzu...
Slika 25

§ 5.3.

3) Problem ima vife re$enja. Pokusajte da nadete bar jedno. To nije lako
za onoga koji nailazi na te$koée u pogledu deljivosti brojeva (glava XVII). Ali
na osnovu autorovih , radnih sveski i zbirki zadataka*“ za III i IV razred osnovne
gkole (Beograd, 1967. godine), svako moZe naéi jedno redenje. U svakom slucaju
to je jedan od znadajnijih problema i ne treba pre¢i preko njega.

HR={(1, 1), (1,2), ..., (I, 350), (1,0), (2,2), (2,6), (2,350, (2,0),
(3,3),...,3,0,05,5,....(7,7, (7,350), (7,0), . . ., (350, 350), (350,0)}.
Napidite tako da svi elementi (uredeni parovi) budu napisani.

§ 5.4.
1. 1) U mnozini B, jer u porodici moZe biti i ¢lanova koji ne mogu sebe da
izdrzavaju (deca, starci). Prikazite tu relaciju u mnoZini 4 i u mnoZini B.
2) Jeste. Zasto? 4) Videti § 4.5, posledica definicije 2.

2. 2) Svaka je antirefleksivna jer:
(1) nijedan stanovnik ne moze biti stariji od sebe;
(2) nijedna Zena ne moZe biti sebi sestra;
(3) u ravni ne poétoji ,,ispred«. _
3. 1) Nije refleksivna jer nedostaje par (3, 3). Nije antirefleksivna jer ima
parove (2,2) i (5, 9).

2) R: {(b7 b)’ (b’ g)l (b’ m)7 (g> g)’ (g> b): (g: m)) (m: m)) (m> b)) (m> g)}
Relacija je, dakle, refleksivna.
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3) Relacija je antirefleksivna (nijedan element ne moZe \da bude mladi
od sebe).

4) Nije ni refleksivna ni antirefleksivna. Vidi pod 1).

5) Svaki proizvod 4 X B, C x D, E x F, nopéte X X Y, je refleksivna relacija.

' 4. 2) Nije tranzitivna. 3) i 4) Jeste. ObrazloZite. 5) Prva jeste, druga nije.
6) Jeste. 7) (1) aRa [sl. 26 (1)]; (2) aRb [sl 26 (2)1; (3) aRb; (4) aRa. Treba , za-
' ) pamtiti“ te specijalne slufajeve.

. 2R .8) Nije. Samo nenaviknuti
titalac se moZe zbuniti, jer iz xRy
i YRz sledi z=x. A iz x+y=7 i
y+x=7 ne sledi x+x=7.

5. 3) Definicija 4. — Ako re-
lacija R sadr#i par (y, x), kad god
sadr¥i par (x, ¥) ona je simetriéna.

Ih Ako 1z xRy sledi yRz, relacija R je simetriéna.

6. 1) Definicija 5. — Ako relacija nikad ne sadr¥i reciproéne parove (x, y)
i (y, x), kad je (x5#y), ona je antisimetrina.
2) Svaka od tih relacija je antisimetri¢na.
3) Antisimetri¢na je, npr. 5|20, a 20t5. 4) Nije.
5) Nije simetri¢na, jer ne sadrzi i reciproéni par (d, ¢). Ali nije ni anti-
simetri¢na, jer sadrZi (a, b) i (b, a).

§ 5.5.
1. R i R! su medusobno reciprodne relacije. PrikaZite ih strelicama u dve

boje (npr. R crvenom a R-! zelenom bojom) i proverite iskazana tvrdenja. Ili,
nacrtajte sagitalnu $emu refleksivne relacije i pokazite da je i reciproéna relacija

refleksivna. Nacrta)te sagitalnu $emu tranzitivne relacije i pokaZite da je i reaproéna .

relacija tranzitivna. I tako dalje.

2.2) R= {(a) b), (a, ¢), (a, d), (a, m), (b, ¢), (b, d), (b, m), (¢, d), (¢, m), (d, m)}.
Mrezu analogno sl. 5.1 (2).
3) Ona je antirefleksivna (nema nijedne 'alke), antisimetri¢na (ne sadrzi
reciproéne prave, tj. nema dvostrukih, povratnih strelica), tranzitivna je [kad god
su (x, ) i (¥, 2) njeni parovi, uvek je i (x, 2) njen par]. Je li sve to tatno?

3. U najopstijem slucaju takva $ema sadrzi: tatke iz kojih ne polazi nijedna
strelica; tacke iz kojih polazi samo jedna strelica; tacke iz kojih polazi-viSe strelica;
tatke u koje dolazi samo jedna strelica; tatke u koje dolazi vise strelica; tacke u koje
ne dolazi nijedna strelica; tacke iz kojih ne polaze i u koje ne dolaze strelice. To nije
tezak ali je vrlo instruktivan zadatak. Dobro sredstvo za kontrolu ste¢enih znanja.

Sadrzi 1i vaSa $ema: alke, reciprotne (simetritne) parove; tranzitivng
triplete ?

4. I to je vrlo instruktivan primer,
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5. Slika 27. Obrazlozite.

6. Ako ste relacije pravilno prikazali, karakteristike njene sagitalne eme jesu:
(1) Ima ta¢aka iz kojih ne izlaze i u koje ne ulaze strelice. (2) Iz jedne tatke izlazi
samo jedna strelica. (3) Nema nijedne alke. (4) Ne sadrzi reciproéne elemente (tj.
relacija nije . . .). (5) Nema tranzitivnih tripleta. Obraz-
loZite svako od tih tvrdenja.

7. 1) To je simetritna relacija. R-! nacrtajte
pisaljkom druge boje. R=*=R. Ako to nije sasvim jasno,
napiite njihove grafove:

R= {(a’ &) (g a), (a, 1), (r, a), (r, &) (& 1) .. }
R={(g a), (@ 8),...}. ) Stika 27

2) Je li sad R simetri¢na i za$to? Obrtanjem strelica lako dobijate R,
ali da li ona glasi: |, ...1ima za brata...“, , ...ima za sestru...“?

9. 1) Uotite mnozine A= {1, 3, 9,27, 81} i B={5,7, 13, 31, 85}. Vidite da
R, glasi ,, . .. je za Cetiri manje od ... od 4 ka B. Ona je antisimetri¢na.
_ Ispitajte R,. U R, -karakteristi¢ni su prvi ¢lanovi: 1, 3, 9, 27, 81, ali to

ne igra nikakvu ulogu u relaciji.

2) R1={(5, 1), (7,-3), -
R;:;:{(I) 0)’ (5: 2)) .. }
10. 1) x _deli_iy ili x je delilac v, tj. x| y. Ta je relacija refleksivna.

2) R-! oznalava relaciju: , v je deljiv. brojem x*, ili ,,y je multiplum x*.
Je li ona refleksivna.
Cinjenice 11, 12, ...,

DovrSite i iskazite re¢ima.

16 su veoma vaZne. Treba svaku obrazloZiti.

11. Podseéamo da smo slovom D oznadili mnoZinu pravih w ravni (7).
Relacija || (paralelnosti) u IT je: refleksivna, simetri¢na i tranzitivna.

12. Antirefleksivna i simetri¢na.

13. U mnoZini N relacija | je refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna.
14. Relacija < je refleksivna i tranzitivna.

15. Relacija = je refleksivna, simetri¢na i tranzitivna.

- 16. Nije simetri¢na jer iz, na primer, 5<7 ne sledi 7<5.
Antisimetri¢na je, jer (x<y i y<x) = x=y.
Tranzitivna je, jer, npr., (3<51 5<9) = 3 <09.

Relacija je i refleksivna. Zasto?
17. Sigurno je refleksivna. (Videti § 5.4, t. 5.1.)

18. U opdtem sludaju nije. Pomislite samo na triplet: Zena, muZ, svekrva
(ili majka, sin, snaha).
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19. Slika 28.

21. 1)-Te ¢&injenice (teoreme) su skoro oligledne, jer je drugi ¢lan svakog
uredenog para (elementa) mnozine O razli¢it od drugog ¢lana svakog elementa
mnoZine M. A (§ 3.1)? !

(a, b)=(c, d) samo kad je a=c i b=d.

2) Isti razlog jer ako je (x, y) element relacije R, onda je (¥, x) element
relacije R, a (x, )7(y, x).

3) (OuM)~' su strelice koje polaze iz tacaka koje oznacavaju oleve ili
majke, a dolaze u tacke koje oznacavaju sinove ili kéerke. Iz toga sledi i da je rela-
cija § deo relacije (OUM)™.

22. Slika 29, ali treba nacrtati jo§ 8 strelica. Nacrtajte vodeci ratuna o boji.
Nacrtajte sve prave date mnoZine u IT.

Slika 29

23. (1)1 (2). Relacija | (odnosnol|) jednaka je recipro¢noj relaciji (i obratno).
To sledi iz simetri¢nosti (prethodne tacke 12 i 13). ‘
(3) Svaka relacija je mnozina. (Videti tacku 2. 1.) Mnozine || i | nemaju
zajedniCkih elemenata.
24. Tu treba samo pravilno proditati: (1) MnoZina svih prava paralelnih pravi P
je pravac (P). 2) Ako je A | B, sve prave pravca (4) (ili paralelne sa 4) normalne
su na svima pravama paralelnim sa B. I sli¢no.

25. Traniitivnost, ali to nije matemati¢ko tvrdenje, jer se odnosi na ljude,
a ne na matematicke objekte. I zaista, zar je uvek tako?
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GLAVA VI
§ 6.3.
5. 2) Particija mnozine N modulo 2. Njene klase su parni i neparni brojevi.
Odgovarajuca relacija ekvivalencije je , pripada klasi ostataka modulo 2¢«.
3) P={0,1,2,3,4}. E=pripada klasi ostataka modulo 5.

5) (1) 13 kongruentno 4 modulo 3. 19 kongruentno 12 modulo 7;
@ {1,3,5...} {3,7,11,...}, {7,15,23,31,...};
(3) 5; 36.

8. Nije ni refleksivna ni tranzitivna (§ 4.11, tatka 5).

§ 6.4.
4. Iz 10 Klasa {0,10,20,...}, {1,11,21,...},...

5. 1) {1,6,11,16,...}, {2,7,12,17,...},..
2) {0,8,16,24,...}, {1,9,17,...},... Koliko ih ima?

6. ., ...je isti model kao .. .«
7. Slika 30.

8. (1) Nema praznih oblasti;
(2) BNA=g; (3) ANB=g;
4) AnB=g;
(5) ANB=g; B\A=p.

9. Jeste. Najve¢i mogudi broj je 12. Najmanji je 1, tj. svi su daci mnoZine M
rodeni istog meseca (sludaj kad je verovatnoéa vrlo mala, jer se samo jednim &udom
moZe to dogoditi, ali je ipak moguce).

10. Na primer:

& m R:{(a’ a): (b) b), (¢, C): (d: d), (e: e),
N (a, b), (b, a), (b, ¢), (¢, b), (¢, @),
9 (a,¢)} i ona proizvodi particiju:
% Pz{{a, b, c}, {d}, {e}};
3 @) R={(a,a), (5,), (c, ), (d d), (&, €),
2 (a> b): (b> a)y (C> d)) (d) C)} koja
. proizvodi particiju:
! PZ{{a, b}, {c, d}, {e}}.
234 5%68 : 11. Slika 31. Graf relacije glasi:
Slika 31 _ R={(1,1),(2,2),(3,3), (4,4, (5,5),

(6,6), (2,3),(3,2), ...}
Dovrsite. Nacrtajte i njenu sagitalnu $emu.
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12. Poito je X element pravca (Z), a Z je element pravca (Y), to je X{|Y.
Rasudivanje se moze napisati ovako:

Xe(2)= X\|Z

X||Y (na osnovu traﬁzitivnosti).
Ze(Y)ﬁZnY} = XIIY (na osn¢

13. (4) i (B) su pravci. Zato: u prvom i treem slu¢aju je X||Y; u drugom
X i Y se seku. U stvari, samo u drugom slutaju je (A)+#(B).

14. a je manje od b, a veée od ¢. 1li, ¢ manje od a, a manje od &. Dakl.e‘.c<a<b:
Relacija < ne moZe biti ¢kvivalencija, jer nije refleksivna (ne moze biti a<<a) 1
nije simetri¢na (ako je a<b, ne moZe biti b<a).

15. a je najveée, d. .. 16. To smo veé¢ imali.

17. Iz datog uslova sledi 4 4 B. ]ér ako bi bilo 4|1B, onda bi bilo (A)n(B)# & .

GLAVA VI
§ 7.1

3. 3) Jeste. 4) Nije. 5) Obe relacije se konkretizuju istom $emom:

Slika 32

Kako nijedna strelica ne vezuje elemente B i C, svaki red koji odreduje
svaka relacija (< i 1) je parcijalan.

§ 7.3.

2. 3) p<a, b>a, x<a, a<a; a>p, a=p, a=x, a=a.

4) Kad x nije ve¢i od a i a nije vedi od x, onda ostaje samo a=x. Inace,
_to se &ita, na poznati nacin: Iz...i...sledi... (implikacija).
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§ 74.

3. 4) Zato $to klase imaju zajednicki element a.
5) Sad nije ispunjen tredi (3) uslov particije (§ 2.7, t. 1).
Oba ta zadatka smo imali i ranije. Gde?

4. Vodite ratuna o ranije navedenim simbolima. Posmatrajte slucajeve ot-
vorenih i zatvorenih poluprava.

A, i A, su poluprave (delovi) iste prave, jer 4;, xd,=d4, a A|A.
5. (1) Poluprave su otvorene i imaju zajednicki pocetak a.

(2) Koji je poletak poluprave ba? [A poluprave bc]? Prva je otvorena
a druga je zatvorena i imaju zajedni¢ku tacku b&.

(3) U ovom sludaju poluprave nemaju zajednic¢ki pocetak. ab[ je
otvorena, a. ..

§ 7.5.

2. 1) Duzi su paralelne (perpendikularne) ako su delovi paralelnih
(perpendikularnih) prava. '

3. [aal={a}. [aa]l=¢.

§ 7.6.

1.2) (1) (b cra) i (& a 8); () (65 a) i (b a o).

§ 7.7.

2. 4, C, G. Za¥to ostale nisu konveksne?

4. Jeste. Dokaz: Neka su x i ¥ dve ma koje (razne) tacke preseka mnoZina
A i B (sl. 7.21). Treba dokazati da taj presek sadrzi duz [xy].
1z uslova sledi da x, ¥ pripadaju i mnoZini 4 i mnoZini B. A kako su 4 i
B konveksne mnoZine, [xy] je sadrZzana i u 4 i u B, tj. u njihovom preseku.

Simbolima:
Iz x,ye AnB sledi x,ye A i x, ye B. Iz toga, pak, i iz uslova, da su 4

i B konveksne mnoZine, sledi [xy] cAnB. A to je, po definiciji (t. 1), uslov kon-
veksnosti. ’

§ 7.9.

1. (1) Parcijalni red, jer je relacija refleksivna, antisimetriéna i tranzitivna,
ali ne sadrZi uredeni par dva elementa (nije koneksna). (2) Totalni red. (3) Nije
gema relacije reda jer nije tranzitivna (potrebne su jo§ dve strelice. Nacrtajte ih.)
(4) Nije relacija reda, jer nije antisimetri¢na (ali je koneksna).

2. Odbacite jednu strelicu i dodajte jednu strelicu (jer relacija mora biti
antisimetri¢na i tranzitivna).
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3. Nacrtajte strelice koje odreduju pojedini parovi. Da bi bila relacija po-
retka, ona mora biti refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna.

4. Relacija mora biti refleksivna $to znadi da u svakoj od tataka koje figu-
ri§u u datoj relaciji treba nacrtati alku. Ona mora biti tranzitivna. Zato treba na-
crtati jo§ strelicu (5, 7).

5. Da bi bila $§ema parcijalnog reda, ona mora biti: (1) refleksivna i zato
treba nacrtati alku u svakoj tacki; (2) antisimetri¢na (taj uslov je zadovoljen);
(3) tranzitivna i zato treba nacrtati jo§ dve strelice.

6. 1) Iz Seme se vidi da je to relacija reda, ali ne totalnog. Da se dobije R,
treba nacrtati crvene alke u svima tackama i crvene strelice (4, 2), (4, 3), (3, 2).

2) RUR={(L,1), (2,2), ..., (4,2}
MxM={1,1), 1,2),...,({4,4),
pa je: RURcMx M.

[Napisite sve.]
[Napisite sve.]

7. 1) Relacija je totalnog poretka. Obrazloiite.
3) RUR =M x M. Obrazlozite.

9. Slika 33.

Slika 33

10. Ne zaboraviti da prvo slovo oznacava ,levu® tacku, a da slovo do zag-
rade oznatava pocetak poluprave. Lak3e je ako tacke koje pripadaju (sadrZane,
ukljucene tacke) nacrtate plavom ili crnom pisaljkom a nesadrZane — crvenom.
Morate napraviti 4 crteza.

1m0 o; @, 3 i@ {a}.

:12. Vedina tih primera data je u § 4.11, t. 10 i t. 11. Treba ih sad reiti po-
novo, ne gledajuéi tamo. :

(10) Py; (11) Py; (12) Py (13) Py; (14) P,
13. [aa] je nula duZ pa je ||...
14. (1) [ab]; (2) 1ab[; (3) [ab[; (4) 1ab[; (5) Jabl; (6) [ab[; (7) [ab]; (8) labdl.

Vidite i uputstvo uz 10. tacku.
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15. 1) x=x ili x<x; x>a; a<x; 5>a; x<b; b=b, ili...
) 2) (1) Ne moZemo jer a je poletak, a b se nalazi iza a (desno). (2) Ne
moZemo. 3) MoZemo. [bx]={y € Plb=y>x}.
§25 4). (D b{af}; (2) Jax[; (3) xb je dopunska (komplementarna) mnoZina,
-3 mnozine xb i zato je presek yal, gde je y<a. (4) ya [i] bz; 5) {[ax[, {x),
]xb]}, jer (§ 2.7): { b ix)
(1) nijedna klasa te particije nije prazna;
(2) klase nemaju zajedni¢kih elemenata;
(3) [ax[v {x} Ulxb]=[ab].
.16. Nacrtajte tri-Cetiri takva intervala. Rasudujte na njima, pa éete dobiti,
na primer: '
(1) Jabl N]ed[ n]ef[=]1af[;
(2) [ab] n[ed] nef]=Iaf];
17. 2) Slika 34.  3) Relacija parcijalnog reda.
19. 1), 2), 4) Jeste. 3), 5), 6), 7) Nije.

20. 1) celRy[; a¢]Ks[; [Kul ¢ [Ks];
2) xeK, y¢K;
3 (D) K5 () [Kal\{c};
(3) 1Ku[; (4) ®-\{

(3) Ortvoren;
(4) Zatvoren.

ol K
D eh

on

Slika 34 Slika 35
21, Slika 35.
22, () [Kp}; (2) 1Kp[; (3) jedna particija.

23. D (D) @5 () 14ul; 3) 1Bul; (4 @5 (5) [Kpl.
2) (1) [Aul<[Bu] i [Aul¢[Bul;
(2) [4u] 1 @5 (3) [Bu] i [Au]UlBul.

24. 1) {c} je krug centra ¢ i poluprecnika nula.
2 M {e}; ) [Ka); 3) () K; QK
26. 1) {x}; 9 P,uP,.

27, ()i (2 <; (5 Pr¢R.

28 1) RoPr=Q; PUPy=P; T\ Te=Ts, ako je osnovna mno¥ina T,
jer Ty=Ty, pri Cemu Ty oznadava mno¥inu jednakokrakih trouglova.
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2) (1) jednakokraki ne-pravougli trougao:;
(2) jednakostrani¢ni pravougaonik, tj. kvadrat;
(3) jednakokraki pravougli trougao;
(4) ono $to se nekad zvalo ,romboid*;

(5) prazna mnoZina. Za$to?

GLAVA VIO
§ 8.1.

1. Slika 36.

Slika 36
§ 8.2,

(1), ... ima za babu po majci...“
(2) ,, ... ima za prababu po majci . . ¢
3),...ima.. .«

. §83.
3. 3) Slika 37.
7 c

IR I

(T )R = T (4R)

[oZ’eva strana abd desna acd]

Slika 37
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§ 8.5.

1. (1) Zena ... ima za unuka od sina . ..
) (2) Covek ... ima za unuka od kéeri ...’

(3) Zena ... ima za unuka od kderke ...

2. (1) ... ima za pradedu ocevog dedu po ocu ...; (2) Isto.
(4) ... ima za prababu maminu babu po majci ... ;
(5) ... ima za pradedu maminog dedu po ocu ... ;

(6) ... ima za prababu ofevu babu po ocu ... ;

(9) ... ima za pradedu olevog dedu po majci . ..

3. Na sl. 38 plava strelica oznacava M? zelena M3, crvena MP. MS=M°‘=
= ... =g. Nacrtajte sve plave, sve zelene i sve crvene strelice.

Slika 38

4. Slika 39. NuZno je da ih sami nacrtate uzimajuéi u obzir ove ,elemen~

tarne“ kompozicije:

(1) (b, c)ola, B)=(a, c); (4) (b, a)o(a, b)=(a, a);
(2) (a, ¢)o(a, a)=(a, ¢); (5) (a, a)o(a, a)=(a, a).
(3) (B, b)o(a, by=(a, b);

kojima se treba uvek slufii.

Slika 39

Da je (b, ¢) element relacije RoS, sledi 1 iz (c, ¢)o(b, ¢) [videti (3)] i iz

(¢ @)o(a, b).

Taj primer treba dobro prouditi,
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5. Prvo iskaZite relaciju R re¢ima. R®={(l, 4), (2, 8), (3, 12)}. Nacrtajte njenu sagitalnu $emu, a zatim i $emu relacije:
RoRR={(1, 8)}. |

C’2, C3’ Ci, CS, CB, 6‘7, CB, CJD’ CQS’ 6‘100002'
2 3
6. <*={(7, 14, (12,49)}. <*={(7, 49)}. Ako u tome uspete, moZete biti sigurni da ste usli u elementarnu kompo-

7. R7oR={(a, @), (b, b), (¢; ¢}, (d, d), (&, &), (1) (8 &)}- ziciju relacija.

8. 1) Prema formulama, t. 4 i R**=R%R, dobijamo:

(1) (b, c)o(a, by=(a, c), (¢, d)e(b, c)=(b, d), ... elemente relacije C%;

10. | 7= | [vidi formule pod 3 prethodnog §].

11. 1) , Neposredno*“ znadi prvo odrediti relaciju (|| ili 1) izmedu odgo-

(2) C3=C%C, pa su (b, d)o(a, b)=(a, d), (¢, e)o(b, )=(b, €), (d, a)o varaju¢ih pravd ,ra¢unski“, pa onda crtati (a ne crtanjem odredivati njihov medu-
o(c, dy=(a, ¢), . . . elementi relacije C3; sobni polozaj).
(3) C%C=C* pa su (b, e)o(a, b)=(a, €), (¢, a)o(b, c)=(b, @), (d, a)o , 2) Prvo ,nacrtajte“ prave A, B, C, D. Iz crteza se odmah vidi:
o(e, d)=(c, a), (e, ¢)o(d, €)=(d, c), . . . elementi relacije C*;
: (4) C3=C%C, pa su (b, a)(a, by=(a, a), (¢, b)o(b, c)=(b, b), (d, c)o A B ‘ C | D ‘
o(c, d)=(¢, ¢), . . ., elementi relacije C%; : — - — fo—
(5) C3=C%C,pasu [t. 4 (2)] (a, b)o(a, a)=(a, b), (b, c)o(b, B)=(b, c) o4 L i ¥

(¢, d)o(e, ©)=(c, d), . . . elementi relacije €% to jest C*=C. ’ ‘ 777_‘

1 . Dovrdite.
* Sve to pokazuju i sagitalne $eme. ' : - |

b a eb — I

12. Imate (¢, a)o(b, ¢)=(b, a), (d, b)o(c, d)=(c, b), itd.

0 . b ' § 9.1.
b : 1. 4) Slika 41.

| Q ~ b a Gi’
e@c e v ‘
4 Y : 4 GLAVA IX
a b uQ
5
e Q e
c ' ] ‘ :
: Slika 40 ' '

I iz njih i iz elemenata vidi se i to da je C®*=(C?»)~!, C*=C-1, a C® je iden-
tiéna relacija. Na osnovu toga moZete neposredno napisati relaciju (i nacrtati nje-

nu $emu):
C, 3, (%, ¢V, v, 10, Cho02, |
> > ’ Slika 41
Ulinite to.
Relacija C={(a, b), (b, ¢), (¢, d), (d; ), (e, @)} je jedna ciklitka relacija. 4. Nije, jer O glasi ,,. . . je otac . ..“, a mnogi ljudi imaju viSe od jednog

deteta.
Neka je data ciklicka relacija: .

5. To je druga definicija funkcije, ekvivalentna prethodnoj, jer ako R(x)
nije singleton ili prazna mnoZina, iz x polazi vise strelica.

C={(a, b), (b, ©), (c, a), (4, e), (& 1), (> @)}
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§ 9.2.
3) (2) Kao pod (1): f(Italija)=Rim; Pariz=f(Francuska).
4) Sli¢no prethodnom:
h(Brisel) — Belgija;
h(Lenjingrad)=h(Odesa) =h(Harkov)= SSSR
i tako dalje.
5) Protitajte jo$ jednom t. 3. prethodnog §.
(1) f)=3+5=8, fAN=22,...; |
(2) Broj 5, tj. f(0)=04+5=5; (3) f(1)=1+5=6,...;
@) f(x)=8, x45=8, x=3;
(5) fla)y=73, a+5=73, a=68;
(6) f(p+3)=p+3+5=p+8; f(3p)=3p+5.
Pod (4) i (5) data je vrednost funkcije pa se traZi tatka (element). Nekoliko
uredenih parova te funkcije jesu:
(0,5), (1,6), (2,7), (3,8), ...

6) Izmedu tih veZbanja i prethodnih nema bitne razlike. Odgovorite
na svako:
(4) Na nulu jer je 3 puta 0...0; (5) 0.
7 (1) s(5)=25; s(1)=1.
@) s(w)y=16, w=4; (3) s(1)=2-u-u=2-u-u=2ut=2-6%

§ 9.5.

1. Ako su (xy, 1) 1 (x, ¥,) element (uredeni parovi) iste funkcije, onda su
njene »dve“ vrednosti f(x,)=y, i f(x,)=y, jednake.

Zaista, u odredenoj tacki x, (za odredeni polazni element) funkcija ima jednu
]edmu vrednost. .

3. Singleton, $to sledi iz definicije funkcije. Videti prethodnu t. 1.

4. Tada se definife: f(A) je prazna mnoZina, tj. ako je A=¢&, if(A)=0

5. (1) Oznalava funkciju f napisanu kao mnoZinu uredenih parova, tj.
neekstenzivni graf funkcije . To smo ve¢ &inili u § 9.2, pod 1).

(2) Kao i pod (1), f je mnoZina svih uredenih parova (x, ¥) gde je
x element definicione oblasti A4, a v je slika x (iksa), tj. vrednost funkcije f u tacki x.

(3) Isto, samo je sad definiciona oblast mnoZina prirodnih brojeva,
Videti i § 9.7, t. 3. '
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§ 9.4.

2. 1) (1) Q=4 f(3)=6,... f(13)=26, g(10)=15,...;
(2) (gof) (D=g(H=9, (gof) ) =g(6)=11 -

gof: g(f(2))=g(4)=9
g(f(5)=g(6)=11 Uopdte je gof: x—>2-x-5.
g(f(5))=g(]0)=15.

fog: f(&(2)=f(1)=14
f(&3)=f(8)=16
f(g(S)) =£(10)=20.

Uopste je fog: x—>(x+5)-2.

- 2) (1) x—2-2x=4dx; (3) 'x—>(x+5)+5=x+10;
(2) x>2-(222)= (@) x> {[(x+5)-2+5]+5) 2.
f(f(:x.‘))=fof
fx)

foq Gofog

2X+10 2>xH15

22c+20

G9.f.9
23¢ +40

Slika 42
3. 1) foh: x—>(2x)%; hog: x-—>(x—+5)2;
hogof: x—(x*+5)2; fogoh=(2x+5)2, ... ;

2) foh: f(n(0))=f(0)=0, ili (2-0)>=0
‘ F(H(D))=f(2)=4, ili (2-1)*=4
f(W(5))=£(10)=100, ili (2-5)*=
hog: h(g(0))=h(5)=10, ili (0+5)-2=10
h(g(2)=h(T)=14, ili (245)-2=14.

Dovrsite.
§ 9.5.

2. (1) Sema 9.5: Ima automobila raznih maraka, ali ima i iste marke:
to su oni Ciji se kra)ev1 zavravaju u 1st01 tacki (,,viSestruke tatke* mnoZine M).
Zatim neke marke nisu zastupljene, jer ima , slobodnih® ta¢aka (one u koje ne do-

laze strelice) mnoZine M.

. (2) Sema 9.6: Ima i kola iste marke (M ima i , viSestrukih tadaka“),
ali nema slobodnih tacaka u M.

Sema 9.7: Svaki automobil je druge marke (M nema viestrukih tatka®),
ali ima i nezastupljenih maraka (u M ima i slobodnih ta¢aka).
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Sema 9.8: prikazuje situaciju na jednom sajmu (ili izlozbi) _kola: od‘ svake
marke ima samo po jedan automobil (tj. M nema ni vi$estrukih, ni slobodnih ele-
menata).

3. 1) Ako je K mmnoZina karata, / mnoZina igrada, onda iman_lo sluéaj_apli—
kacija na u momentu koji sledi odmah posle deljenja karata. Dok se jo§ dele, je. ..
2) Aplikacija « k: N—N. 3) BiZekcija.
4) (1) Kad nema dva ista prezimena, ona je biZekcija. Za$to ne moZe
da bude aplikacija #?
(2) Ako je dak Milovanovié, onda je f(¢)=Milovanovié.

(3) /1 je aplikacija (uops$te funkcija) samo kad f nije aplikacija, na tj.

(u ovom slucaju) kad je f biZekcija.
6) BiZekcija.
7) (1) BiZekcija u mnozini N, jer 2N oznaava mnoZinu parnih brojeva.
PrikaZite njenu (delimiénu) sagitalnu Semu. »
(2) Aplikacija » u mnoZini N. Nacrtajte sagitalnu $emu.
8) h={(a (& 7)), (b (5 ), (& (& 7)), (d, (& D)}

To je, dakle, bizekcija, &iji su dolazni elementi: (a, 7), (b, 7),..
4. Jeste. Dijagram (sagitalna $ema) pokazuje to otigledno.

5. Tada gof je bigekcija A—C. Nacrtajte dijagram.

§ 9.6.

4. 3) Projekcije pravih 4 i B su tacke (njihovi preseci sa P), projekcija svake
druge prave koja nije paralelna sa 4 [¢ (A4)] jeste P. :

4) Treba konstruisati prave pravca (A4) kojima pripad.aju krajevi svake
duzi, odnosno krajevi pre¢nika paralelnog sa P. Njihovi preseci sa P. ..

§ 9.7.

2. Osim druge, u drugom redu, sve su Seme funkcija.

3. (1) Slika 43,
(2) Definisi mnoZ. {l, 2, 3, 4, 5}, mnoz. slika {I, 2, 3}. Prika-
site kao pod (I). ; o .
(3) Vidi § 9.3, t. 5. Definiciona (polazna) mnoZina je N. MnoZinu
slika dobijamo ovako: .

x=0, y=04+1=1.

) x=1, y=I+1=2
iti DT/

it “9 x=2,  y=4+1=5.

2 Slika 43 e '
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Prema tome, mnozinu slika &ine brojevi:
I, 2, S, 10, 17, 26, 37,
tj. brojevi Cije razlike ¢ine mnoZinu neparnih brojeva:
1 3 5 7 9,
(5) Definiciona mnozina je {1, 2, 3,...}, a...
4. (1) To je transformacija H=H—H.
(2) Nije funkcija. Za§to?
5. Napravite sagitalnu $emu pa éete videti: Najéesée f nije funkcija, jer
Mihajlo Nedeljkovi¢ i Mihajlo Simi¢ pokazuju da iz ratke »Mihajlo“ izlaze dve

strelice. Iz istih razloga f~! ne mora biti. Ali ima odeljenja u kojima je ili £ ili /2
funkcija. (Vidi § 9.5, t. 3, 4).

6. Na primer B={0, 2, 4, 6, 8, 10}. Nacrtajte sagitalnu $emu.

7. Moze na razne natine; na primer: f={(1, 2), (2, 5), (3, 7), (4, 6), (5, 4),
(6,3% (7, D}, /=42, 1), (5,2),(7,3),...}.

Slika 44 Slika 45

8. 1) Slika 44 koju treba dovrditi. 2) Slika 45. DovrSite. Napisite:
f; {(07 0): (l, 1), (2> 4): - -}; g:{ . }
3) (1) x=20 jer je 20-20=400; (2) y=8, jer je 82=3512; (14) z=7;
(15) z=9. 2°+2z=z(s+2)= proizvod dva prirodna broja izmedu kojih . ..
Tako se reSavaju svi primeri polev od (12). Ali mogu se rediti (formalno) i kao
kvadratne jednacline.

Treba pisati i ovako (§to je vrlo vazno):
f(x)=400 f(x)=20* x=f-1(20%) =20
8)=512 g(y)=8 y=g1(8%=8;

........................

9. 2) f~ je funkcija N—N, a ne aplikacija, jer nije definisana u svakoj tacki.
Definisana je y=7, 14, 21, ...

f=*: TN—>N je aplikacija.
10. g(0)=T7; g{3}={184+7}={25}; g{2,3, 5}={19, 25,42}; ...
11 #(2N)={1,3,5,7,...}, 1j. mnozina neparnih brojeva (jer u x-+1 treba
stavljati samo parne brojeve, tj. A(2N): x—2x-+1).
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12. 1) f, g i h su funkcije. f i h su biZekcije. Sta predstavlja crteZ 46? Nacrtajte
seme ostale dve funkcije. Za$to s nije funkcija? U kom su srodstvu A i s?

‘ 2) Unija i presek relacija izraCunavaju se kao
i unija i presek ma kojih drugih mnoZina: i
fus={(0, 1), (1, 2), (2, 3), (3, 0), (1, 0), (0, 3)}.

I ona nije funkcija, jer sadrzi pdrove (1,2} i (1, 0).
gnh={(1,0)} ion je...

Nacrtajte $eme te unije i tog preseka.

Jeste li primetili da je f ciklicka relacija?

Slika 46

13. Unija nije uvek funkcija, a presek jeste. Sastavite primere.
14. 1) : N—N je aplikacija, jer svaki prirodni broj ima svoj trostruki.
2) t: N—N nije biZekcija, jer nije svaki prirodni broj trostruki broj drugog
prirodnog broja. Medutim:
r: N—3N: x—3x je bizekcija,
jer je.polazna mnozina N, a dolazna 3N, pa svaki prirodni broj ima svoju sliku u

3N i obrnuto.
3) t71: AN—>N: 3x—>x je. ..

15. 1) i 2) To su biZekcije. Obrazlozite: gof: N—6N.
16. hog: x—>8x, hohog: x—32x, ...

17. Nacrtajte sagitalnu $emu f. Iz nje Cete videti da ona nije i aplikacijg u,
ni aplikacija na, ni biZekcija, jer u ¢ dolaze dve strelice, a u e (dolazi) nula strelica.

18. Kad je x=2, f(x)=1. Kad je x=3, f(x)=2... f je ciklicka funkcija.
Prema tome, i f~!je...

19. Aplikacija na. Na primer, svi brojevi 3, 13, 23, 33, ... imaju, u funkciji u,

istu sliku 3.

20. 1(8(0)) =f(0)=5; f(;g(loO))=f(500)=5os,...
(gof) (Ty=g(12)=60 ili gof: x—5(x+5), 5-12=60
f(g(@)=5(a+1), g(f(@))=5 (a+5).

'21. Nacrtajte prave ac i bd. Ako su te prave |, svaka prava X koja je |lac
a kojoj pripada tacka x duZi [ab] sede [cd] u talki y. Tacka x se presﬁkaYa uy (i.h
obrnuto): biZekcija. Ako ac+4-bd, one se seku, tj. acnbd= {p}. Tatka p i ma koja
tatka x duzi [ab] odreduju pravu koja see [¢d] u y. (x, ¥) — opet bizekcija.
Treba nacrtati 3 crteza: jedan kad je abllcd, drugi kad je acnbd={p},
treéi kad je adnbe= {p}.
Ta je ¢injenica vrlo vazna: Ona tvrdi da svakoj tatki jedne duZi odgovara
tacka druge duZi bez obzira kolike su te duZi.

Dodatak 1:
Relacije i funkcije

4. 1) Dobro bi bilo da napiSete sve elemente (uredene parove) proizvoda
A x B, ali je isto tako dobro da uotite (i da vezbate) takvo pisanje dugatkih izraza.
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3) (1) § 52 1 2 st 53

(2) Nacrtajte poluprave X 1 Y. Svaka od njih odreduje dve poluravni:
PokaZite zajedni¢ki deo (tj. presek) dveju od tih poluravni. Taj zajedni¢ki deo,
tj. mnozina svih njegovih tataka je ,mreZa“ proizvoda X x Y. PrikaZite nekoliko
elemenata te mreZe. -

4) Ar= {(an ay)s (ap ag)s . - -5 (an, ag)s
" (ag, ap), (s, ay), - . - 5 (g, ag),
Dovrdite.

5) U tom sluc¢aju umesto pravougaonika, prikazanog crteZom 5.3, jeste
kvadrat.
5. 3) (1) Slika 5.3, tj. relacija prikazuje jednu -oblast.
(2) ,,mreza“ je jedna linija.
6, 7, 8. Napisite odgovor na svako pitanje. Zatim svaki odgovor izrazite
i simbolima. .
Tek ako to ulinite, moZete smatrati da ste ,savladali“ mnoZine, relacije
i funkcije (i da mozZete i¢éi dalje).
Kad god budete, u daljem, nailazili na pozivanje (npr. § 8,3, t. 5), a ne
razumete ,izlaganje“, obavezno proditajte navedenu tacku, a po potrebi i ,,ceo®
paragraf.

Dodatak 2

Svi primeri od 1 do 20 su takvi da ih moze i mora resiti svaki potpuno samo-
stalno. Oni koji posle toga slede preciziraju neke vazne pojmove.

2. (1) {0,4,5,6,...}; 2 @; @ {5}
M {2N,5,1525,...};  (8) {0,10,20,...}.

4. (1) A#B; disjunktivne su (nemaju zajedni¢kih elemenata);
(3) AcB.

6. A4 (§ 2.5) oznatava dopunsku (komplementarnu) mnoZinu mnoZine A4

u odnosu na U.

12, ... je triput ved od ...« (3a, ), (6b, 26), . . .
19. 5) Na primer , ... pripada. ..«
20. 1) f je funkcija od 4 ka B. 2) fla)=b, g(x)=2x3.

22. 1) D=X. 2) N\ {x|x>7}.

3) Pod uslovom da je svako dete dopratio najvise samo jedan roditelj.
Aplikacija je kad. ..
4) Kad je manje ucenika nego sedista.

24. 1) To je identitna aplikacija ili identi¢na transformacija (§ 9.6, t. 3).
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25. 4) (2) Podite npr. od 5:
: h: 510

k: 10—+13
f=koh: 5———13.
Drugim re¢ima: A(5)=10; k(10)=13; f(5)=k(h(5))=13.
5) goh=g(h(a))=g(2a)=2 (4a)—9=8a—9
hog=h(g(8)—=h12 (4g—q)] =8b—18
gok=g(k(x))=g(x+3)=4 (x+3)—9=4x+3
kogzk(g(y))=k(4y—9)=4y—9+3:4y—~6.
Opsti postupak: Prvu funkciju zdesna staviti umesto slova leve funkcije.
To sledi i iz svega onog $to je reteno u glavi VIII i (posebno) u § 9.4.

GLAVA X
§ 10.1.
1. Biiekcija i ekvipotencija su sinonimi, ili, $to je isto: Postoji bigekcija A—B
i mnogine A i B su ekvipotentne jesu dva ekvivalentna tvrdenja, tj.
A—-B& 4A~B.
O implikaciji (=) i ekvivalenciji (<) kojima se sluZimo i u sledeéoj tacki
data su prva obavestenja u § 1.10.

2. Iako navedeni dokazi refleksivnosti, -simetri¢nosti i tranzitivnosti ekvi-

valencije nisu potpuno rigorozni, mogu pri¢injavati poletniku izvesne teskoce.

U tom sludaju neka se ¢italac zadovo}ji intuitivnim shvatanjem:

(1) Svaka je mnoZina ekvipotentna samoj sebi. :

(2) Ako je A ekvipotentna mnoZini B, onda.i B je ekvipotentna
mnoZini 4.
. (3) Ako je A ekvipotentna mnoZini B, a mnoZina B je ekvipotentna
mnozini C, onda su 4 i C ekvipotentne.

3. Ako ne mozZete neposredno, uzmite primere, prikaZite ih crteZima i od-
govorite na postavljeno pitanje (jer je to vaZna dinjenica, koju ¢emo Kkasnije
koristiti,) Evo i dokaza:

Iz A ~ B sledi bizekcija A—B,

tj. ako je A={ay, a5 a3 . .}, B={by, by, by, . . .}
onda je ay by, ag—>by, az—bs, . ..
Isto tako iz C—C sledi ¢;—>cy, cg—>cgy 3y - -«
A iz svega sledi bizekcija AuC—BuUC, tj. AuC~ BuC.
§ 105
1. (1) Nije. Obrazlozimo to uopdte, tj. pokazimo da
E{L,2,...,n))+k{0,1,2,...,n)).
Stavimo A={0,1,2,...,n}, B={1,2,3,...,n}.
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. Otigledno je B=A\{0}=A4. Identitna transformacija (alke, sl. 48)
da izmedu B i AN{0} postoji biZekcija, tj. B~AN{0}, pa je k(B)=k(4A\ {0}).
A kako A sadrzi jedan element vise od AN {0}, to je obavezno
k(AN {0})<k(A), to jest, na osnovu poslednje jednakosti, E(B)<k(A).
(2)—(5) Jeste. :

2. (1) Primer tog sluaja prikazan je crtezom 47. On pokazuje da je
ANBnB=@ (jer A\B i B nemaju zajednitke elemente). S druge strane je
ANBUB=A. Iz te dve jednakosti sledi A(ANB)+k(B)=kA). A odatle
k(ANB)=k(A)—k(B).

(2) 1z A<B sledi ANB= g, a odatle k(A\B)=Fk( #)=0.
(3) Nacrtajte dijagrame. ANB=4 pa je k(A\B)=Fk(A).
Sva tri sluCaja su (za kasnije operacije brojevima) vrlo vaZna.

Slika 47 . Slika 48

3. 1) Nacrtajte bilo koje dve prave X i Y i pravu P koja ih seée. Tada svaka
prava || Psete i X i Y. (Zasto? Gde smo to ranije pokazali?) Neka je 4||P i neka je
AnX={x}. Tada je AnY={y}. Znadi, relacija ,tatka...prave X i tatka...
prave Y pripadaju istoj pravi pravca (P)“ je biZekcija (tj. izmedu tataka prave X

i prave Y postoji obostrana jednozna¢na kore-
spondencija), tj. X~Y pa je k(X)=k(Y).
. Dakle, sve prave imaju isti kardinal.

Slika 49

2) Sve je = 8.

3) Uctite zatvorene poluprave 4 i B ¢&iji su poleci respektivno a i b.
Prava ab deli ravan u dve poluravni [I; i II,. Razlikujte dva slu¢aja: (1) poluprave
A i B pripadaju istoj poluravni i (2) poluprava 4 pripada poluravni I7,, poluprava B
pripada poluravni IT,.

U slucaju (1) obrazloZenje kao pod 1).
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U slucaju (2) poluprava A4 se preslikava u 4 (simetrija u odnosu na a),
4. svakoj talki poluprave A4 odgovara tatka poluprave A', tj.:

A~ A, k(A)=k(AY, }
k(A)=k(B).
A,NA, k(A’):k(B), ( ) ( ) )

4. Svaka poluprava mnoZine P; ima jednu, i samo jednu, zajedniCku tacku
sa K, tj. XnK={x}. Obrnuto, svaka tatka xeK odreduje jednu, i samo jednu,
polupravu X mnozine P.. Dakle, izmedu polupravih P i ta¢aka kruZznice K postoji
biZekcija, tj. mnoZine P, i K su ekvipotentne.

5. § 9.7, 1j. 21, str. 444.

6. 1) div 75={1,3, 5, 15, 25, 75}, & (div 75)=6,
div 273=1{1, 3, 7, 13, 21, 273}, k(div 273)=6,
Cdiv 7={1,7}, k(divT)=2,

div p={1,p}, k(divp)=2.

2) div 250=1{1, 2, 5, 10, 25, 50, 125, 250},
div 200={1, 2, 4, 5, 8, 10, 20, 25, 40, 50, 100, 200}, ‘
div 250udiv 200={1, 2, 4, 5, 8, 10, 20, 25, 40, 50, 100, 125, 200, 250},
E (div 250udiv 200)=14, & (div 250ndiv 200)=6.

Primetimo. da je % (div 250)=38, k (div 200)=12.

7. 2) Kompleﬁlentarna minoZina mnoZine definisane relacijom x=y je mno-
%ina definisana relacijom x~y; definisane relacijom x<(y je mnoZina definisana
relacijom x>y, a to su tatke sve ,ispod“ prave odredene tatkama x=jy.

8. 1) Treba postupiti metodski: U § 10.3, t. 3. 2 napisano je svih 6 permuta-
cija elemenata mnoZine {a, b, ¢}. Jedna od njih je abc. Od nje se pomocu elementa d

dobijaju 4 permutacije elemenata date mnoZine: abed, abde, adbc, dabe. ZaSto?

Dovrgite. ) :
2) (1) Na osnovu prethodnog sada ima 24 - 5=120 permutacija elemenata

mnozine {a, b, ¢, d, e}.
9. N={0,1,2,3,...}
N,=1{1,2,3,4,...},
pa imamo:
..., 1j. biZekciju x—x-+1.

—_——— O
R —
(S gl N

U sludaju N={0,1,2,3,...}
NN{0,1}={2,3,4,5,...}. imamo biZekciju x—>x+2.
U sludaju N i NN\{0,1,2,...,k} biZekcija glasi x—>x+k+1.
Dakle, svaka komplementarna mnoZina mnozine {0, 1, 2, . . ., n} u odnosu
na N (§ 2.5) je ekvipotentna mnozini N.- .
§ 11.1.

4. Jer je leva strana 2 a desna 1.

5. 1) Iz Venova dijagrama lako se vidi: k(4nB)=7; k(A\B)=1l;
k(B\A)=17. U pogledu kardinala razlike pripremamo sledecu glavu.
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2) Opet iz Venova dijagrama se vidi da je Bc4, pa je k(AnB)=4,
k(ANB)=9,... _
3) AnB= @, dalje vidi § 2.4.

6. 1) Ako taj broj oznalite slovom x, onda je 8 <x<14. 2) 155<x<183.

7. R(M)=13, k(S)=24, k(MnS)=3, k(MUS)+k(MnS)=13+24,
k(MU S)+3=37, k (MuS)=34. Nacrtajte dijagram pa Cete rezultat odmah nadi. -

8. (1) k(AXB)=k(d) xk(B)=5x4=20; (2) k(A\C)=3;
(3) k (AX(BUC))=F (A) x k (BUC)=5XT=35;
(#) E((AuC)x(BNC))=8x2=16;
(5) k((AnC) x (BUC))=2xT=14;
(6) k((ANC) X (BNC))=2x2=4;
(7) 8xT=56;  (8) 6x8=48.

§ 11.2.

1. NuZno je da ¢italac samostalno sastavi tu mreZu (jer gledati je, tj. , razu-
meti je¥, i sastaviti je su dve razliCite stvari).

§§ 11.3. i 11.4.

Neophodno je svaku teoremu potkrepiti sa nekoliko primera.

Ako vas dokazi teorema zamaraju, znad¢i da morate uloZziti jo§ dosta napora:
sve dok oni budu ,,i8li lako*.

§ 11.5.
3. Neki zahtevi su nemogudi.

4. Primeniti komutativnost i asocijativnost sabiranja, na primer: "
(5) (4+96)+(24+26+50)+(13+27+584+2)=1004+100+100=

7. 1) (0,0, (1, 1), ...,(13,13), ... (x, x).
.2) Tacke koje odreduju brojevi x4y i y-+x pripadaju pravi normailnoj
na dijagonali i podjednako su udaljene od te dijagonale.
3) 28, 36, 44. 1z toga se lako dobijaju zbirovi svih ostalih stubaca. Kako?

4) Brojevi a+b, a'+b', a+b’" 1 a’+b su temena jednog pravougaonika
i to prva dva su krajevi jedne a treci i Cetvrti su krajevi druge dijagonale tog pravo-
ugaonika. Je li zaista (a+b)+(a’+b")=(a+b")+(a’+b) i kako se desna strana te -
jednakosti dobija iz leve (na osnovu kojih osobina)? .

8. 2) (1) Njje. (2) Na osnovu 1) je:
a=b+d, b=c+te, a=c+te+d=c+f, tj. a>c.
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§ 12.1.

1. Prema§2.1i§2.4je ANB=A, C\D={a,b,c,g}, ENF={a, b, d, ¢, h}.
Kako je k(A)=6, k(B)=5, k(C)=T, k(D)=6, H(E)=6, k(F)=3,...

§ 12.2.

5. Razlika se ne menja ako se i umanjenik i umanjilac poveéaju, odnosno
smanje za. ..

§ 12.3.
2. 2) c<bh, b—c<a.

5. 1) Na,vedite primere.

§ 12.4.
2. 1) 5 8il12. 2)5,14,0. 3)0, 31, 29.
3. 85, 87. Posluzite se Venovim dijagramom.

5. 2) (1) (0,5),(1,4),(2,3),(3,2), (4, 1), (5, 0), dakle 6.
(2 (0,4), (1,3), ..., svega 5 redenja.
(6) Samo jedno (0; 0).
4) Iz prethodnog se vidi:
0,n), (1,n—1), (2, n—2), ... svega n+1 refenja.
5) Sve t_aéke koje predstavljaju grafitka reSenja iste jednakosti pripadaju

istoj pravi. U slu¢aju x+y=>5 ta je prava odredena tackama (0, 5) i (5, 0). I sli¢no
u ostalim slutajevima. U slu¢aju (6) prava se svodi na tatku (0, 0).

§ 13.2.

1. Treba da sami sastavite $to vedi deo mreZe.

§ 13.3.
2. ab=m, m-0=0; b-0=0, a-0=0.
a-0=0, 0-¢=0; 0-¢c=0, ¢-0=0.

3. i 4. Umesto redi sabirak, zbir, sabiramje treba upotrebiti, respektivno,
&intlac, proizvod, mnoZenje.
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§ 13.4.
1. 2) Na osnovu teoreme 11 je:

a=b= ac=b¢

c=d = bc—bd } ac=bd (Uan21t1vno§t),

2. 2) Posluzite se metodom primenjenom u t. 1, 2),

§ 13.5.

2. Uzmite 1 druge primere.
Uopdte: (af)?#£al#? ; aP=£ps.

3, 4, 5. Svaki slu¢aj. potkrepite sa vide primera.

§ 13.6.

1. Ako sva slova kojima se sluzimo u nafem jeziku oznadimo sa S, onda treba
odrediti &2(Sx8)=30-30=...
2. (1) {1,2,3,4,5,6,7,8,9} x {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,}=
(2) {10, 11,...,99}x {0, 1,2,...,9}=

3. 1) O ,dijagonali“ videti § 11.5, t. 7, xx=x2.
2) Komutativnost mnoZenja.
3) (1) Pravougaonik (§ 7.8, t. 3).
(2) Generalisanu komutativnost i . . .

4. i 5. Primenti osobine mnoZenja.

6. (1) e=14243+.. . +14+m+n
z=btm--i+.. +34+241 )
Ete=22=+D+m+2)+(+3)+. . . +U+3)+-(m+2)+(n+1)
2z=n(n+1) jer su svi zagradeni zbirovi jednaki a ima ih #.
Dakle: z:w.

2
Uzmite razne primere. Izratunajte 14+2+...41000. .
- (2) Parni brojevi se dobijaju kad se -brojevi 1, 2, 3, 4,... pomnoZe

brojem 2. Zato je na osnovu (1):
' 244464 ... 2m+2n=n (n+1).

" Izratunajte: 24-44-6-+...4100; 2(14243+...4+10);
2(042434446); 2(14243+4.. -+999).



(3) Na prethodnu jednakost 'primeniti § 11.3, teor. 11 (koja ,uzgred
re¢eno“ daje i odgovor na § 12.3, t. 6) oduzimanjem od svakog ¢lana njene leve
strane 1, a od desne strane ... Tada je:

143+54+.. . F2m—14+2n—1=nn+n—n=n2

7. Sve formule koje Cete 1zraéunat1 su vrlo korisne i treba bar one pod (7),

(8), (9) i (10) pamititi.
Uvek primenite metodu pokazanu u § 13.3, t. 5, pod 2) i 3).
(4) p—g=r, (m—n) r=mr—nr=m (p—q)—n (p—q)=
Dovrdite na osnovu teor. 8 ove glave i teor. 6 glave XII.
©) (a—1) (a—)=a*—a—a+1=a*—(a+a)+1=a*—2a+1.
(10) (1—a) k=k—ak=1+a— (a—i—aZ)—l—I—a a—a*=1+(a—a)—a=
=]—a®
Primene: 101 - 101=(100+1) (100+1)=100 - 100+2 - 100+1
99 - 101=(100—1) (1004 1)=100 - 100—1=9999 -
112=11-11=(1041) (104+1)=100+2 - 104+1=121
992=99 - 99=(100—1) (100—1)=1002—200+1=

9. I pri tim izra¢unavanjima Kkoristiti metodu § 13.3, t. 5, pod 2) i 3).

(5) (I+%) (1+2x) =(1+x) p=p+px=p+px distri-
=14+2x4+(142x) x butivnost
=1+42x+x+2x2 ) mnozenja
=1+2x+x)42x2 [asoc. sabiranja]
=14+24+1) x+2x2 [distriubtivnost]
=]1+3x+2x2

(6) (1+3x+2x%) (14-3x)=(1+3x+2x%) g

=g+ 3xq+2x%q

=1+43x+43x (1 +3x)+2x2 (1 +3x)
=1+43x+3x+3 - 3x2x+2x2+2- 3 - x°%x

=14+34+3) x+(942) x246x°
=1-+6x+ 11x2+ 643,
(7) dx*—4x+1. (8) 9x2—1.
11. Napraviti mrezu Dekartova proizvoda u {O 1,2,3,4,5,6,7,8, 9}><
% {0,1,2,...,9}, oznatiti one tatke koje su reSenja (kole prikazuju re$enja)

jednadina: x+y—2:0, x+y—3=0, x+y—8=0, x+y—9=0.
] Na primer, reienja jednadine x+y—8=0 jesu: (0, 8), (8,0), (1,7), (7, 1),
(2, 6), (6, 2), (3, 5), (5, 3), (4, 4), (0, 8).

12.lj*012345}6789

1 2 3 4 5 6 7 8 9

3 5 7 9

(5 | 8 |1 ‘

0| o
R
2 | 2
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§ 14.2.
7. Videti (§ 7.1, t. 2 (def. 3 i 4).
8. 1 9. Navedite viSe primera.
11. Ako je k| a, onda je a=kg, pa je:
» abc:k=(kgbc): k=(gbck): k || gbc.
Navedite vise primera,
13. Navedite primere.
14. Primenite postupak analogan prethodnom (t. 13).

15. (a—b+c—d—e):m=[(a+tc)—(b+d+e)]:m

=(s—sY:m
=sim—s'im [t. 14].
Dovrdite.

16. Sledi, pod uslovom c¢740, jer iz ac=bc sledi ac—bc—O pa je (ac-bc) =0
tj. a—b=0, tj. a=b.

§ 14.3.

3. Najbolje je (ako vam ta tehnika deljenja nije poznata) da prvo proudite
primere koji slede i da sami uzmete i druge primere. Inade, do istog (koncanog)
rezultata deljenja broja a brojem & moZemo doéi i ako u prvoj od jednakosti:

a=bg+r, r<b
q=cq;-try, r<c
g, =dgyt+r,, ry<d
' . queqa—f-r;, ry<le

smenimo ¢ iz druge: a=b (cq,+r)+r,

t.: ' a=bcq,+bry+r.

Zatim u poslednjoj jednakosti smenimo g, iz

trece: _ a=bc (dgy+ry)+bry+7,
t.: _ a=bcdq,+ber, +bry+-r.

I tako dalje. Dovrgite.

§ 14.4.

1. 5=5-1; 707=7-101; 111111=11-10101;
3% 37 jer ne postoji prirodni broj ¢ takav da je 37=3g.
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2. 1) Kao pod 1, ili, na onsovu teoreme 9:
55:5=(11 - 5):5=11"(5:5)=11; 100:2=10 - (10:2)=10 - 5=
Il se prvo primeni teor. 7 a posle 9 i 11, npr.:

55:5=110:10=(11 - 10):10=11; :
140:35=280:70=(28 - 10):(10 - 7)=(28:7) - (10:10)=4.
a’ra=(a*- a):a=a?.
2) Prvo teor. 13 a zatim prethodno:
(2) 300:25+3800:25—75:25—
. =(3-100):254-(19 - 200):25—(3 - 25) - 25

=3-(100:25)4 . . .
Ili: (3) (2-12—6-12—10- 12430 - 12):12=
=[(2—6—10430) - 12]:12= ... [§ 142, t. 10].

3. § 13.6, tatke 7, 81 9,
4. § 14.2, tatka 8.

5. Vidite mreze prethodnih operacija. Napisacete (taéni) koli¢nik u preseku
reda a i stupca b samo onda kad b | a. Ostale kvadratiée $rafirate (ili obojte). Ako
" napravite dovoljno veliku ,tablicu®, dobi¢ete interesantne i znafajne redove ispu-
njene kvadrati¢ima.

6. 3) Rezultati sabiranja i mnozen)a prLrodmh brojeva su uvek prirodni
brojevi, a

5§ 122, t. 5 §14.2, tacke 9 i 10.

8. Treba dokazati dasugir ]edmstvem brojevi, a mi ¢emo dopustm da
postoje dva koli¢nika ¢; i g5 1 dva ostatka r, i r,, tj. da je:

a=bg,+r, r<b,
a=bq,+ry Ty<b.
Iz toga, a na osnovu tranzftivnosti, sledi:
bg+r=bq,+7,.
Kako r,#r,, dopustimo da je r,>r,. U tom sludaju poslednju jednakost
mozZemo da. napi§emo ovako (glava XI, teor. 11):
bg1—bgy=r,—1,,
j. (glava XIIL, teor. 8) ~  b(g,— go)=Ty—T;.
Kako su svi brojevi u ovoj Jednakostx prLrodm, iz nje sledi (§ 14.1) da
b | (r;—r). Medutim, ako je 7,7, to ne moze biti, jer je (ry—r) <b [ry<<bir,<b).
Znati, mora biti r,=r, (jer & ] 0).
A tada, iz b (¢, —¢,)=0 sledi ¢,—qg,=0 (jer b]0), tj. g1=¢,-
Dakle, pretpostavka da se pri deljenju mogu dobiti razni koli¢nici i razni
ostaci ne mozZe se odrZati. Tvrdenje je dokazano.
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9. 1) U opstem sluéaiu je: a=bg+r, r<b—1.
Dodajmo obema stranama napisane jednakosti x:
a+x=bg+(r+x).
I da se ¢ ne menja, tj. da napisana jednakost ostane, mora biti:
r4+x<b—1,
tj. (glava XI, teor. 11): r—7r4+x<<b—1—r, x<b r+1D).
Navedite primere.
2) Utvrdite to pomoéu primera.

10. a=(a—b) ¢g;+r;, b=(a—b)q,+r. .

a—b=(a—b) (¢,—q)+(r1—ro), [glava XIII, teor. 7 i 8]

tj.: ::Z ab (q1 ;2 s [glava XIII, teor. 1]
4.: l=g—gp bt

Kad je to moguée? Samo kad je ¢;—¢,=1 i r,—r,=0 (jer samo tada
moze zbir na desnoj strani da bude I).

Dakle, ako se a i b dele razlikom a—b, koli¢nici se razlikuju za 1 a ostaci
su jednaki.

Proverite tu cm)emcu na prlmenma

§ 15.2.

U ovom i sledeéa dva paragrafa izlaganje je na dosta visokom mnivou.
Odluéili smo se za taj nivo zato $to Zelimo da, osim ¢&injenica koje se pruzaju,
¢italac stekne i neophodnu sposobnost da ,,barata® sa indeksima. i operide ops$tim
pojmovima. Ti ¢e se pojmovi kasnije pokazati veoma korisnim i plodonosnim, ali i
sami po sebi oni znatno uzdiZu onoga koji Zeli da se obrazuje matematiCki. Zato
neka Citalac ne Zali trud i vreme. Oni ¢e se viSestruko isplatiti. Onaj, pak, koji bude,
i pored angaZovanja svih svojih snaga, nailazio na tekole, moZe prvo proditati
»Brojanje i pisanje brojeva® u autorovoj Radnoj svesci za IV razred osnovne kole
(pri ¢emu ¢e mu i Uputstvo uz tu svesku koristiti)..

U svakom slu¢aju, ¢italac se mora potruditi da ,,zaboravi“ ono $to zna o
pisanju brojeva. Neka koristi samo ono 3to je u prethodnim glavama (ukljucujuci
i X) izloZeno.

Ipak, za onoga kO}l ,,ne moZe bez konkretnih primera“ dajemo jedan
(uz ponovnu napomenu da je preuranjen):

3274=6 - 545+ 4 [545 %estica (jedinica II
. reda) i 4 jedinice prvog redal.
545=6-90+5 [90 puta po 6x6=6% (jedinica III
reda )i 5 jedinica IT reda].
90=6-1540 [I5 puta po 6x6x6=6% (jedinica
IV reda) i O jedinica III reda].
15=6-2-+3 [2 po 6% tj. 2 jedinice V reda i
3 jedinice IV reda].
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To znadi da je: g,=545, ro=4,
42:90) =5,
43:15, r3=0,
qn=gs=2<6, 1rz3=3.
Dakle: 3274=2- 6143 - 6340 - 6245 - 644 '— polinom
—_— T —— ——
V.1V III II 1 — redovi

3274= 2 3 0 5

ili (,,stegnuto®) 3274= 23054 } u sistemu x=6.

3. 2) Cetiri, dvadeset pet, Sezdeset &etiri, sto;

3) osam, dvadeset sedam, hiljada, dve stotine $esnaest.

8§ 15.3. i 15.4.

Materija se izlaze tako da nisu potrebna posebna objasnjenja. Jedino:
§ 154, t. 2, primeri pod 3):
(4) Koli¢nik deljenja brojem 7% je 0, ostatak je dati broj. Na to obratiti
paznju i kod sledeéih priniera.
(7) Redite ga u svakom sistemu brojanja polev od x=2.

§ 15.5.

Napomena. — Ovaj paragraf je namenjen ¢itaocu koji , nije dobro shvatio“
prethodne paragrafe ove glave, a dobro ¢e doci i svakom drugom.

1. 4) (1) Zato $to:

Kod dvoji¢nog sistema dva znaka (dve talke) jedne pregrade zame-
njuje jedan znak sledeée (leve) pregrade, npr. dve tatke druge pregrade zame-
njuje jedna tacka treée pregrade, jedna tatka Cetvrte pregrade zamenjyje (stoji
umesto) dve tatke treée pregrade, itd.

Kod' abaka troji¢nog sistema tri znaka jedne pregrade zamenjuje jedan.
znak sledece (leve) pregrade, npr. jedna tatka druge pregrade stoji umesto tri tacke °

prve pregrade, jedna taka pete pregrade stoji umesto tri tatke Cetvrte pregrade,
devet tacaka trece pregrade, dvadeset i sedam tacaka druge pregrade, osamdeset
i jedne taCke prve pregrade.

(2) Svaka pregrada sedmicnog sistema moZe da sadrZi najviSe Sest
tataka, jer svakih sedam zamenjuje jedna ta¢ka sledeée leve zagrade.

6) Pod 4) je pokazano kako se to izraCunava:
(1) 32; (2) 81; 1296. Zaista:

u prvoj pregradi cifra 1 oznacava I predmet,

u drugoj pregradi cifra 1 oznadava 6 predmeta,

u trecoj pregradi cifra | oznacava 6 - 6=36 predmeta,

u &etvrtoj pregradi cifra 1 oznaava 36 - 6=216 predmeta,
u petoj pregradi cifra 1 oznacava 216 - 6=1296 predmeta.
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U deveti¢nom sistemu cifra 1 u petoj pregradi oznadava:
94=9-9-9-9=6561.
(3) Kad bi 1o bila gifra 1,
u troji¢nom sistemu oznacavala bi: 81-3=243

a cifra 2 oznalava 243 - 2=486.

U Sesti¢nom sistemu (1296 - 6) - 2=
(6561-9)-2=

(4) Cifra 1 bi u peti¢nom sistemu u toj (Cetvrtoj) pregradi oznacavala
5-5-5=125. Zato cifra 3 oznafava 125 3.

Cifra 1 u osmi¢nom sistemu u toj (Cetvrtoj) pregradi oznacavala bi
83=512, a cifra 4 oznaava 8%-4=512-4=2048.

U dekadnom sistemu: 1000 - 4=

7) Ma gde se nalazila, 0 uvek oznaéava 0 predmeta. U stvari, na crtezu (1)
u prvoj pregradi je 0, a u Cetvrtoj je 2 - 0=0. U sedmoj pregradi crteza (3) je
6 . .

U deveti¢nom . . .

11) 444444,—=4- 55 1.4 - 5414 - 5514 - 5244 - 544,
12) (5) 100010,; (6) 2003,; (8) 10000111145
9) 11111,

2. 1) 5=3 (odmah se vidi), £#=5832;
2) b=1352,, c=2424,=3201,; _
d=1111101000,=1101001,=33220,=. . .= 1331,.

3) Svaki odgovor je 10 (vidite i § 15.2, t. 3), ali prvo izracunajte prema
opstem postupku.)
4) i 5) Prvo u dekadnom pa posle u trazenom sistemu,

3. 14,=13,; 12,=11,.

4. To je, u stvari, mreza jednog Dekartova proizvoda.

5. Ova je tacka posveena samo binarnom sistemu. Treba izvriiti sve zahteve
bez izuzetka.

2) Prakti¢no je i pregledno rasporediti ratunanje ovako:

3171 Znadi:
15810 317=100111101. Umesto ,klase*“ od po tri cifre (kao
7911 kod dekadnog sistema) u binarnom sistemu je bolje da
391 »klase® budu od po Cetiri cifre.

191

911

410

2|0 273859=1000010110111000011.

1|1
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3) (1) 1, 1010, 1100100, 1111101000, 1001110001000,
[100001101010000, 11110100001001000000.

1,2, 4, 8,16, 32,...,512.
(3) 7; 455; 170; 65; 61. _
4) (2) 1001110011010. Koliko je puta veéi od détog?

§ 16.1,

Ulozite sve napore da shvatite kako se prakticna pravila izrac¢unavanja
obrazlaZu na osnovu svega §to prethodi. Samo ako ih. obrazloZite i ako ih primenite
na razne (najbolje na sve upoznate) sisteme brojanja, moZete biti sigurni da ih
(tehnitka pravila) zaista razumete i da ¢ete u svako doba znati zaSto se ba$ tako
sabira, oduzima, ...

1. 2) (4) 1000000000; 1000001110111.
. 3) (3) 252204
2. i 3. Svako izratunavanje na pozicioni nacin proverite ‘pomoéu polinoma,

ali i obrnuto (svaki rezultat dobijen racunanjem odgovaraju¢im polinomima prove-
rite ra¢unajudi tehnicki, na pozicioni nacin).

§ 16.2. _
1. Napisane nejedxiakosti i jednakosti defini§u deljenje (glava XIV). Ostatak
deljenja daje se i u obliku » <b—1, jer ostatak deljenja brojem b moZe biti:
0, 1,2, 3, ..., b—2, b—1 (najvedi).
2. 1) x®<q oznacava 1000 ...0<yg, Sto i pokazuje da se ¢ piSe sa (n+1)
cifara. ‘ .

3. i 4. Nwino je viSe puta samostalno ponoviti ceo opisani algoritam.

§ 16.3.

5. 1) 101-101 Sli¢no u ostalim slu¢ajevima pa se dobija:
101 111 - 111=110001; -
101 1110011 - 1110011=11001110101001.

11001
©2) 10001°=1000 - 1000 - 1000 - 1000=1 00000000 0000;
101111 =1011 - 1011 - 1011=10100110011;
o

11, ¢ginilaca

10001**=10001 - 10001 - 10001 - 10001 - 10001
=101011010101011000001.
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3) 1M=11-11-11=11-(11 - {1);
M =11 10=11-11(11—1)
=1001 - 10=10010; [distributivnost];
11190=111-111=110001;
101=10-10-10-10- 10 - 10 10=10000000;
101 —111°=1001111.

_ Treba da izratunate sve ,,medurezultate“ i da proverite pomo¢u dekadnog
sistema. '

6..Iedan je nalin izvrsiti oznafenje operacije u svakoj zagradi pa posle
pomnoziti. Drugi je metoda primenjena u § 13.6, t. 7 i dalje.
(1) 100000100; (2) 111100; ...
Uvek proverite i pi§udi brojeve u dekadnom sistemu.
7. Primenite tatno postupak (algoritam) primenjen u § 16.2, t. 3 i 4. Raspo-

redite prakti¢no kao tamo. Dobicete: (1) 110001; (2) 1101. Proverite mnoZenjem
delioca koli¢nikom. : '

8. .R={(0, 0), (1, 0), (10, 0), (100, 0), (110, 0), (1000, 0, (1, 1), (1, 10), ...
(1, 1000), (10, 10), (10, 110), (10, 1000), (100, 100), (100, 1000), (110, 110),

(1000, 1000)}.

Nacrtajte sagitalnu $emu te relacije.

9. 1 Sabiran_je—u sistemu &ija je osnova Cetiri.
3) (3) 100420,. 4) (432—242),=140;.

(4000—2341);=4x3—(2x34- 3x24-4x+-1)
=4x34-5x2— (3 + 3x2+-4x+-1)
=43+ 5x2 4 5x —(3x*+4x2 - 4x+-1)
=4x34-5x%4-5x+ 5—(3x%+4x2 4 5x+ 1)
=(4x— 3%+ (5x2—4x?) + (52— 5x)+(5—1)
=12+ x24-0x+4=1104,.

Tli: 4x0=3x4 =327+ da? 4 22 =39 442 +-dx -+, x = pet pa je dato

~ oduzimanje ekvivalentno oduzimanju:

(Bx*+4x2+4x+5)—(2x3+ 322 4-4x+ 1) =
(108—77777)g=77700001,.
10. 1) Tablica mnoZenja u sistemu Cija je osnova pet.
4) Treba izra¢unati: (3012 -2310),; (3012~ 2310),; (3012 -2310);. .. ;
(3012 - 2310),. .
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11. 1) Postupiti tatno po algoritmu izlozenom u § 16.2, t. 3 i 4:

() a... 40432 -
‘ S0kl —2100(1...... ¢
... 1443
2x-4...—1340|4... ... 6
... 103
—20-3...  103[3...... o
... -0

Dakle: 4043,=(21 - 143),4-0. . .

Izvrsite i ostala deljenja i proverite prema formuli a=bg-+r, r<<b.

2) 213626=(35 - 6034),4 10,.

Svi sledeéi zadaci refavaju se na osnovu definicija i teorema uvedenih
i dokazanih u prethodnim glavama (XI—XVTI), a ne ,,pomoc¢u jednadina®“. Nuzno je,
dakle, svaki korak pri re$avanju zasnovati na odgovarajucoj teoremi formulisanoj
i obrazloZenoj u ovoj knjizi.

13. xy=1504, (x+10)y=1824, tj. xy-+10y=1824, tj. 1504+ 10y=1824,
tj. 10y=320, . ..

14. 3625. Treba primeniti distributivnost mnoZenja u odnosu na oduzi-
manje, a zatim izratunati jedan &inilac kad su poznati proizvod i drugi inilac.

15. Pokazimo, na . tom pnmeru, kako se primenjuje ono $to je sadrZano u
prethodnim glavama.
Imamo, pre svega, jednakost: ab=ab.
Poveéamo li svaki &nilac za 7, (a4-7) (b+7), proizvod se povecava za 364,
i. (a+7) (b+T)=ab+364.
Tako je izraZen jedan deo uslova zadatka. Sad je:

ab+T7a+7b+49=ab-364 [§ 13.6, t. 7],

tj. Ta+7b=364—49 [gl. XI, teor. 11, ili § 12.3, t. 6],
tj. T(a+b)=315 [§ 13.3, t. 5],

1. a+b=315:7 [§ 14.1, ili § 14.2, t. 16],

1. a+b=45.

Znadi, brojevi a 1 & (koje trazimo) zadovoljavaju dva uslova:
a+b=45 1 a—b=>5.
Iz drugog uslova je (§ 12.2) a=b+45. Tada prvi uslov glasi:

b+5+b=45,
tj. [glava XI, teor. 8] b+b+5=45, ‘
1j. [glava XI, teor. 11 i3.1} 26=40,

[§ 14.1 ili § 14.2, t. 16] b=20, a tada je a=25.
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Kontrola: 25-20=500.
(2547) (204+7)=32-27=684; 684-—500=364.
16. 1) a=175¢+73, 73<175,
a=177¢+11, 11<177.
Dakle, 177¢+11=175¢+73,
tj. (glava XI, teor. 11) 177¢—175¢=173—11,
1. (177—175)g=62, g=31, a=175-31+73.

17. Neka d oznaava delilac a r ostatak. Tada je:
802=14d+r, 0<r<d,

1. 802—14d=r, tj.: 0<802—14d<d (jer je a<<r<d).
Iz tih nejednakosti sledi: 14d <802, 15d4>802.
Medutim, 802=14-574+4 i 802=15-53+7,

$to zna¢i da je 14d<14-57+4, a 15d>15-534+7,

tj. da je 54 <d <57,

tj. da delilac moZe biti 54, 55, 56‘ ili 57.

Izratunajte ostatak u svakom od tih sluajeva.
18. Svaki slu¢aj u dekadnom sistemu brojanja.

19. i 20. Nisu laka, ali nisu ni nesavladljiva.

Napomena. — Tehnika aritmeti¢kih operacija prirodnim brojevima moZe se
lako savladati (nauditi), ali bez teorije, bez obrazloZenja (odnosno izvodenja) po-
jedinih pravila, tehnika nije matematika. I ne samo to. Teorija a samim tim i teh-
nika navedenih operacija ne moge se suStinski usvojiti ako se radi samo u jednom sis-
temu brojanja.

Ponavljamo : Broj deser nema nikakav izuzetan znaéaj ni u teoriji ni u praksz
osnovnth aritmenckih operacija privodnim brojevima.

§ 17.2.

1. 2) Nije. Evo primera: x+y=10. 2|10 i ako je x=8, y=2, onda je svaki
sabirak deljiv brojem 2. Ali moZe biti 7+3=10, 545=10. :

3) Neka m|a, mlb, mtc, onda je:
a=mq,, b=mgq,, c=mgy+r, r<m,
pa je: a-tb+c=m(g+qo+qs)+7, r<<m,
tj.: a+b+c=mg-+r, 0<r<m,

§to 1 pokazuje da zbir a+b-+c¢ nije deljiv brojem m.
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2. Te su teoremie dokazane napred. Nadite to.

3. Preporudljivo je da se ponovo prodita § 14.2. To vazi za sve $to se iznosi
u ovom paragrafu (§ 17.2).

4. (1) osam=1000,.
§ 17.3.

1. 1) Na osnovu teorema 1 i 2, § 17.2.

§ 17.4.

1, 2, 3. Treba izvrditi vie proizvoljnih sabiranja, oduzimanja, mnoZenja,
deljenja i proveriti njihovu ta¢nost ,,pomocu 9.

§ 175,

1. (1) 6=3-2. Ako 3|a (1. ako je broj a deljiv brojem 3), onda je: a=
=34-3+3+...43. Da li moZe broj sabiraka (trojaka) biti neparan ako Zelimo
da on bude deljiv brojem 6? Ne mozZe jer bi tada bilo:

a=6+6+...+6+43, {j. a=6gq+3.

Dakle, da 6|a nuzno je i dovoljno da 2|a i 3]z, tj. da je (§ 14.2,t. 12) a=(2-3) &,
keN,. .
(2) i (3) Rasudivanje kao pod (1).

5. 2) Prvo proverite na datim primerima, a zatim:

16— (2¢;+co)=10c;,+¢cg—2¢,—co=8¢,=4-2¢;.

To pokazuje (teorema 5) da su ostaci deljenja ¢,cq i (2¢,+¢,) jednaki.
3) Prvo proverite na proizvoljno uzetim primerima (ili na onima pod
2), a zatim analogno prethodnom postupku. :
1li: LZ=1000h+10062-{—1061+C°=1000h+9662+861+4c2+261+60
=(1000/A496¢,+ 8¢y} +(dcy+ 2y 4-¢p)-

6. 3) Za izratunavanje ostatka deljenja broja b treba iskoristiti ostatke pod
1), a za izratunavanje ostatka deljenja broja ¢ treba koristiti ostatke deljenja broja
a i broja b..

Zasto su ostaci deljenja brojeva 108 i 8000000 jednaki? Ako ne moZete od-
govoriti, nadite ostatke deljenja brojeva 9000000, 2000000, 3000000, ...

4) Prethodno uputstvo. a®=7¢,+3*=7¢-6.

5) Pogledajte zbirove simetri¢nih (u odnosu na srednji) ostataka.
7. n+n+l+n+2=3n+3=3(n+1). Dakle. ..

ntn+1+n+24n+3+n+4=5n+2).

9. Videti § 17.1, t. 2. Inade takve smo primere reavali i ranije. (1) My; (2) Myq;
(4) ako je b=2n, onda Mp. Ako nije, ... :
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10. 7) i 8). MozZe se dokazati teorema na osnovu koje se ti ostaci lako
izratunavaju. Vi mozZete koristiti 4'0=(45)2; 415=(45)3; ... (prethodna tatka 6).

9) 4n+1; 10y (1) 4n+3; (2) 4n+2, neN.

4§ 18.2.

5. 1) (5) 27-3%; (6) 24-3-52-13; (7) 2°-5-43. 2) 114l.

§ 18.3.

3. Prosti su (2), (5), (7).

§ 18.4.

1. Potvrdan odgovor na to pitanje znacilo bi da postoji najveéi sloZeni broj.
MoZe i da postoji takav broj? Uzmite, npr., 1000000. MozZete li ga pomnoZiti
ma kojim prirodnim brojem? Zamislite da ga mnozZite redom brojevima mnoZine
{2,3,4,...}. :

§ 18.7.

1. 1) 35-1=35, 35-2=70, 35-3=105,.. ..

§ 18.8.
2. 1) Prosti brojevi manji od 1000:

2 47 109 191 269 353 439 523 617 709 811 907
3 53 113 193 271 359 443 541 619 719 821 911
5 59 127 197 277 367 449 547 631 727 823 919
7 61 131 199 281 373 457 557 641 733 827 929
11 67 137 211 283 379 461 563 643 739 829 937
13 71 139 223 293 383 463 569 647 743 839 94|
17 73149 227 307 389 467 571 653 751 853 947
19 79 151 229 311 397 479 577 659 757 857 953
23 83 157 233 313 401 487 587 661 761 859 967
29 8 163 239 317 409 491 593 673 769 863 971
31 97 167 241 331 419 499 599 677 7713 877 977
37 101 173 251 337 421 503 601 683 787 881 983
41 103 179 257 347 431 509 607 691 797 883 991
43 107 181 263 349 433 521 613 701 809 887 997
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Proverite da se svaki prost broj dobija iz jedne od navedenih formula, ali je,
npr. 4-4—1=15, 4-641=25, 6:11—1=65,..., a to su sloZeni brojevi.
6) Stavite n=1,2, 3, ... i ispitajte. Koji se broj dobija kad je n=40?
A kad je n=41? (U ovom poslednjem slucaju dobija se oligledno sloZen broj jer
je 412—414-41=4]%) '
10) Ako je n=2k-+1 (neparan broj), onda je:

201 =20k 4 | =(241)2:2:2...2,
Ll

2k ¢inilaca

§to pokazuje da 3|(27+41) i 2741 je’sloien broj.
Ako je n=2k, onda je 2"— | =2%—1=2-2.2...2—1=>beM,, pa 3|(2"—1).

—_——
C2k

6. (1) u 12 &asova; (2) u 7 ¢; (3) u 21 &; (4) u pono¢ posle 2 dana (i nodi).

7. Neka su a i b medusobno prosti brojevi a m njihov multiplum. alab, b|ab,
tj. ab je njihov nzm.

nzm (a, b) deli svaki multiplum brojeva a i b. Znaéi ab|m, tj. ab=mgq.

Sad treba dokazati da je ¢g=1. Kako alm, postoji prirodni broj ¢, takav da
je m=ag;. Smenimo to u poslednjoj jednakosti:

ab=aqq,, 1j. b=gq; 1j. qlb.

Na isti na¢in se dokazuje da gla, a kako su a i b medusobno prosti brojevi, . ..

8. Uslov: cye,co=100c,410¢,+c,—374.
¢1¢o6a=100c, -+ 10¢o+c,= 10(10¢; 4 co) ¢,
10¢,+co=37q—100-¢,. Dakle:
C16oe=10(37¢—100¢,) + ¢, =370g—999c,.

Kako je 999=9-111=9-3-37, ...
Analogno se dokazuje i 37|cycac;. Navedite primere.

9. Cetiri uzastopna broja jesu: n, a1, n+2, n+3. Treba dokazati da je
njihov proizvod p=n(n+1) (n+2)(n+3) deljiv brojem 24. A za to je dovoljno
dokazati da je on deljiv brojevima 3 i 8. (Za$to?) -

Da 3|p nuzZno je i dovoljno da deli bar jedan ¢&inilac proizvoda p. Doka-
2imo da je od tri uzastopna broja bar jedan deljiv brojem 3.

Broj 3 deli sve prirodne brojeve u tri klase (§ 17.5, t.10, 1): 3k, 3k+1 1 3k+2.
Van tih klasa ne postoji nijedan prirodni broj (§ 2.7). Znadi, ili je n=3k, ili n+1=3%
ili n4+2=3k i time je dokazana pomoc¢na teorema. Ali, samim tim dokazano je da 3(p.

Dokazimo da i 8|p. Broj n mozZe biti paran, tj. oblika 2k ili neparan 2k 1.
Ako je n=2k (paran broj), onda je sledeti paran broj n+2=2k+2. DokaZimo
da je od dva uzastopna parna broja jedan deljiv brojem 4. Zaista:

Ako je k=2m, onda je n=2-2k=4k (pa je deljiv brojem 4). Ako je k=2m+1,
onda je n+2=4m+4=4(m+1) (pa je deljiv brojem 4).

Odatle sledi da 8|n(n+2).
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Ako je n=2k-1,0nda su n+1in+ 3 uzastopni parni brojevi pa 8|(n+ 1)(n+3).
Dakle, ma koji bio prirodni broj n, 24|p.

10. To je zadatak 2.10. Sad ¢emo ga rediti drukgcije:
2%—], 2» { 2"+ 1 su tri uzastopna broja.
__Na osnovu prethodnog (zad. 9), bar jedan od njih je deljiv brojem 3. Kako
2* nije deljiv brojem 3, mora ili 3j(2»—1) ili 3|(2741).
11. 1) nzm (x, y)'nzd (x, y)=xy [§ 18.7, t. 4]
2160d=51840, d=(8-9-72):(8-9-3)=24.
x'=x:d, y'=y:d, 24x’y’'=2160, x'y’=90.

I kako su x' i 3’ medusobno prosti brojevi, .moguéa su ova re$enja:
x'=1, 3'=90, pa je x=dx'=24, y=24.90,

x'=2, y'=45, pa je x=48, y=24-45,

x'=35, y'=18, pa je x=120, y=24-18,

x'=9, y'=10, pa je x=24-9, y=24-10.

Kpntrola: x=120, y=432, nzd (120, 432)=24; nzm (120, 432)=2160.
Kontroligite ostala reenja i relite ostale primere.

12. To je, u stvari, prethodni problem pod 2). Zato ¢emio pokazati opste
reSenje:
Neka je nzd(x, y)=d, nzm(x, y)=m.

Tada je (§ 8.7, t. 4): dm=xy,
tj. ako je x:d=x', y:d=y, x'y'd=m.
Odatle sledi da mora d|m,
pa da problem bude mogué, tj. x'y'=q [¢g=m:d].

To pak pokazuje da su x’ i y* dva medusobno prosta delioca broja g. Ako,

dakle, znamo x’ i ¥’, onda je x=dx, y=dy'.

o U datom sluéaju je x'y’=m:d=21, pa dobijamo dva refenja: x'=1, y’ =21
i x'=3, y=7, a odatle: x=36, y=1756 i x=108, y=252. i

§ 19.2.
1. 1) Bolje se pamti ako se napise: (a~b)+(c~d)=(a+ec~b+d).

) 1. 2) ac i db su prirodni brojevi (§ 13.1). ac+bd je prirodni broj, itd. Inade,
radi lakSeg pamcenja uporedite mnoZenje (a—b)(c—d) (§ 13).

30 Moderna matematika 465



§ 19.3.
1. 2) Leva strana: (a~b)+(ct+e~d+f)=[a+(c+e)~b+(d+f)]
. =(atct+e~b+dtf).
Desna strana: (a+c~b+d)+(e~f)=(la+cl+e~[b+d]+f).
=(atcte~b4d+f).
2. 1) (a~b)c~d)=(ac+bd~ad+bc) . ’
(c~dYa~b)=(ca+db~cb-+da),
i kako je ca=ac, db=>bd, cb=bc, da=ad . .. Na osnovu komutativnosti je:
be+ad=ad+be. Dakle:

2) Leva strana: =(a~b) (ce+df ~cf+de)
=(a[ce+df]+b[cf+de]~a[cf+de]+b[ce+df])
z(ace+adf+bcf+bde~acf—i—adc+bce—|—bdf).

Izralunajte analogno desnu stranu i uporedite,

3) Leva strana: =(a~b) (cte~d+f)
=(a[c+e)+bld+fl~ald+f]+blc+e])
=(ac+ae+bd+bf~ad+af+bc+be).

Desna strana: =—(ac+bd~ad-+bc)+(ae+bf~af+be)
. —actbd+aet-bf ~ad-+be+af+be,
tj. (komutativnost) =ac+ae+bd+bf ~ad+af+bc+be. Dakle: . ..

§ 19.4.

2. Ta¢no prema definiciji:

(a~b)(1~0)=(a-1+b-0~a-0+b 1)=(a~b).

§ 19.6.
2. 3) Iz prethodnog sledi (o¢igledno) potvrdan odgovor.

3. (1) Svodi se (t. 1) na zbir prirodnih brojeva. Uostalom:
(a~0)-+(b~0)=(a+b~0)= pozitivan broj.
(2) (0~a)+(0~b)=(0~a-+b)=negativan broj.
Navedite primere.
3) (a~0)+(O~b):(a+0~0+b):(a~.b), pa .ako' je a>b, (a~b) je
pozitivan broj). Ako je a<(b, broj (a~b) je negativan. (Vided t. 2. 3)
Uostalom: U sludaju a>b, (a~b) se zapisuje u_obliku (a—b~9), au slu-
taju a<b, . . . Kad je, pak, a=b, piSemo (a—a~b—b), 1j. (0~0). Navedite primere.
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(4) (0~a) (0~b)=(0-0}-ab~0-b+a-0)
=(ab~0) pozitivan broj.
Primer: (0~7) (0~ 5)=(35~0).
(5) (a~0) (0~b)=(a+0+0-b~ab+0-0)=(0~ab).

4. 2) Videti § 19.5, . 3.3) i § 19.5, t. 2.

§ 19.7.
2.3) —2-5)=—245; —(—16+7)=16—7; —(—a—b)=a+b.
4. 2) Samo kad je a=0. 3) Samo kad je a=0. Zajsta, a+-a=a-a=a—a, a=0.

8. Iskoristiti prethodnu ta¢ku i §§ 11.3, 12.3 i 13.4. Na primer:

—54-8=2-—-7)+28, iz —5=2—71i —8+45=—3 sledi.
e o . ) —5—4=02-TN—4, ) —54+(—8+35)=2—T)+(—3),
iz —5=2—7 sledi: _52=(2—7)2, 5 (84— (2—T)—(—3),

(=5 (=2=2-D(=2); (=5 (=8+5)=2-7)(-3).
Navedite i druge primere.

9. Pokusajte da obrazloZite na osnovu tacke 71 §§11.4, 12.3,13.4,19.51 19.6
i proverite na primerima.

§ 19.8.

1. 1) Broj —39 izrazava npr. (1 ~40), (61~100),... -
4) (0~22) je broj —22; (0~0) je 0=—0 [§ 16.7, t. 1].

5) Samo jedan prirodni broj se ne mozZe odrediti, jer (72~x) oznacava
broj —3 ako je x=75, a brojem 75 se ne moZe sastaviti ni jedna druga ... Zato,
za svaku razliku treba odrediti odgovarajuéi prirodni broj.

6) x:9-J 0~4; x=3, (0~3), ... Odigledno je da poslednji sluaj nije
mogud. .
7) Ne mozZe jer u N ne moZe biti 5—x=6.

2. z i -z su simetriéni brojevi, a oni se razlikuju samo znakom (,,pred-
znakom*). Dakle: 2, —15, 23, ...

3.§15.5: (—3)g=(—11)p (—17)3p=(—10001),, (—225)=(—11100001),.
5. —19—13=—32; 99—125=—126; ...

6. (—73)—(—100)=—73+(+100)=—734100=27.

(—13)—(—13)=—13413=0; (—271)+(4+27)=0 (§19.5, t 1, ili
—2714271=0).
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7.-1) Za koliko se Celzijusovih stepeni temperatura promenila. 4—(—13)=
=17. Temperatura je pala za 17°C.

2) Razlika izmedu najniZe i najvi$e temperature iznosi 100°C. 5) 43 god.
8. (3) a—b—c+d; (4) a—b+tc—d.

9. (1) 5—8—4+3—541=(5—5)+(—4+4)—8=—8;

(2) —155 (3) —8; (4) 9—44 3—94 54-4=(9—9)+(—4-+4)+3+5=
=345=8. :

10. (1) Gde smo ranije imali slitne slu¢ajeve?
(2) b; at+(a—b)=2a—b; a—(a+b)=—b.

1. (6) —432; (7) 64; (8) (—x)¥2=x%2; (—x)B= —a%.

12. 2) 50; —2ab.

3) Gde smo ranije imali sli¢na mnoZenja? -Uporedite rasudivanja

tamo i ovde.
Proverite za: (1) a=—3, b=5, c=—2, d=—4,
(2) a=6, b=—8, ¢=3, d=5.
(3) a=0, b=—1, c=—6, d=10.
(7)—(10). Treba primeniti asocijativnost i komutativnost mnoZenja;
na primer (2b) (—38)=—2b - 3b=—2- 3bb=6b"
Proverite za: (1) a=2, b=—3, x=—10, y=—20;
2) a=—1, b=—-2, x=8, y=—"1.

13. —1=(0~1)? z=(x~y).
O R0 0 =)
Medutim (y~x)=—(x—y)=—2. ‘
Zaista (y~x)—|—(x~y)—(y+x~x+y):(0~0).
Odatle sledi da je (y~x)=—(x~y).

Tek su time dokazana sva prethodna mnozen)a gde je jedan od ¢inilaca —1.
A na osnovu toga i (—z) (+2&)=—

15. 1) (1) Kad je a=b=0 i kad su a i b simetri¢ni brojevi.
(2) Kad je a<0, 5<0. I kad je a>0, <0, | a|<|b]| (ili obrnuto).
2) (2); (4), (6), (10) i (12) ne moZe.

16. f(x)=x+5 = f(0)=0+5=5; f(5)=5+5=10; f(—5)=—545=0;...
) =x—5 = f(8)=8—5=3; fY—25)=—25—5=—30

17. 1) Nije jer nije zadovoljen uslov (4).
2) i 3) Nije, jer nema neutralnog elementa 0.

468

4) Nije jer mnoZina nije zatvorena (—3)+(—2)=—5¢{—-3, —2, —1,0,
+1, +2, +3}. _

5) Jeste. Zadovoljava sve uslove.

18. 1) Klasa 0: ..., —9, —6, —3,0,3,6,9, .
Klasa 1: ..., —8, —5, —2,1,4,7, 10, . ..
Klasa 2: ...,—7, —4, —1,2,5, 8,11

Zaista: Kad ma koji broj klase 0 podelimo brojem 3, ostatak je 0. Ako
ma koji broj klase | podelimo brojem 3, ostatak je 1. Na primer: 1=0+-1, 4=341,
—2=—341 pa kad se —2 podeli brojem 3, ostatak je 1; —8=—9-+1, pa je
(—9+1):3=-—3 { ostatak 1.

Najzad kad ma koji broj klase 2 podelimo brojem 3, ostatak je uvek 2.
Na primer: 11=942; 8=6+2; —1=-34+2; —7=-9+2,...

I svaki celi broj jé element jedne i samo jedne od tih klasa (§ 2.7).

2) (1) Svaki broj daje isti ostatak modulo 3 kao i on sdm. Relacija je
refleksivna.
(2) Dva broja a i b iste klase ,srodna su“ samo po tome §to se pri
deljenju broja a brojem 3 dobija isti ostatak kao i pri deljenju broja b brojem 3.
Otuda i obrnuto: pri deljenju broja b brojem 3 dobija se isti ostatak kao ... Na
primer, 4 podeljen brojem 3 daje ostatak kao i —35 podeljen brojem 3. I obrnuto.
— Relacija je simetri¢na.
(3) Tranzitivnost je ocigledna.

3) Slika 51.

Slika 51

4) Samo u klasi 0, npr. —6+3=—3; 94(—9)=0, itd.

U ostalim klasama nije, npr. —8—2=—10 pripada klasi 1, ali 1-+4=5
pripada klasi 2.

—4 1 2 pripadaju klasi 2, a —44-2=—2 pripada klasi 1.

5) Opet samo u klasi 0, ah ta mnozina ne sadrzi element 1 koji je neutralni
element mnoZine. '
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§

20.1.

3. 1) Da bi se dokazalo da je relacija ,, ~“ jedna relacija ekvivalencije, treba

» =

dokazati da je ta relacija refleksivna, simetri¢na i tranzitivna.

(1) Na osnovu refleksivnosti relacije ,, = piSemo ab=ab,

tj. (komutativnost u N i Z)

1. (deﬁmcua w2

ab=ba,
a8
b b

Znadi, ? je ekvivalentan samom sebi (refleksivnost relacije ,, ~<).

(2) Neka je

Prema definiciji relacije ,, = je
tj. (simetr. relacije ,=“ u N'i 2)

tj. (definicija relacije ,, ~“)

>

a ~ 4
b= d’
ad=bhc,
be=ad,
d la
d= s

wva . a 4 . . C a . ey .
Znadi, ako je ?;;, onda je i ;;T (simetri¢nost relacije ,, =~ ).

(3) Neka je

Tada je (prema definiciji ,, > )
tj. (§13.4,t.11§ 19.7, 1. 8)

tj. (na osnovu ¢ega?)

tj. (§ 14.2, t. 13)

tj. (§ 14.2, teorema 10):

-tj. (definicija relacije ,, >~ *)

» =

ad=bc 1 ¢f=de,
(ad ) (cf)=(bc) (de),

7

Dakle, relacija ,, ~“ je i tranzitivna.

» =

2 7 7 8
4. 3) Ne, npr. ?%‘?, ?%E

9 8 8 7 7 7 6
R
4 4 4 4.3 33
6> 728797374 5’
211 100
9’ 172777779 1”
2){3,£,1,3,3,1,1,
9 8 7 6 5 4 3
6 4 2 51.(5). (5
s b e B B
3,037, (3). (3
EPEPEEE S
1 ! 0 0 0
R Ty e
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afcd=becd,
(afed): (cd)=(becd): (cd),
af=be,
a~€
PR
a2~
572
6 6 6 5 5 5 5 5 4 4
7879757677787 974" 5’
3 33 3 2 2
6> 7787972737777

_,_
|

-

|.—‘
——

"

o —
[PRES)
—_——

&

——
RN
p—

o
— e,

oo | N 0

“ .
N
——

P .
—_——
O oo |
—_

o
———
[P
—_—
—_—— N
o | —
——

o

4 8 12 16 7 14 21 28
1. 3) —, — 5=
77 14" 21 28 9 18 27 " 36
1 2 1
2. 1) ?; ?; ?; 4; 14.
3 1. 4 1 .
4. 1) — nije sveden razlomak, takode. —~— i —~—, tj. oba raz-
9 ]2 9 3 12 3

lomka (; i E) pripadaju istoj Klasi.
3) a=c¢, b=d. Drukdije nije mogude.

5. 4) (3) i (4) su nemoguéi slutajevi. Zato?

4 7 9. 4+9 7 9[4+7] 447
2. 2) (1) [— — -1 .
YOG ) ( S )=(5)
(ﬁ)+(i)=(—““’°)-
< [4 cc
=)
4 4 c
treba uoditi da je, na osnovu distributivnosti, ac+bc=c (a+b). Znadi tj. (teorema 2):
ac+bc\  (clat+b]\ [(a+b
()= )
PP 5 7 5-10+7-8
3) (2) Po d = LA o Ak AL N
) (2) Po definiciji Je(s)—f—(lo) ( 510 )
2[5-5+7-4])=(}5~+28)

8-10 40
Medutim, do tog rezultata mozemo dod¢i i neposrednije (teor. 1 i pret-

hodna tacka 2, 2): (%)+(l)=(ﬁ)+(ﬁ):(”“8), . svaki sabirak zame-

Da se dokaze:

tj. (distributivnost u

brojiocu) = (

10 40 40 40
nimo ekvivalentnim brojem ali tako da su im imenioci jednaki. Pri tome, najbolje
(najkrace) je izradunati najmanji zajedni¢ki multiplum imenifaca sabiraka.

Izvrdite na taj naéin sva oznalena sabiranja.

0 ()56 (-5

Ali su a, b, ¢, d celi brojevi (za koje vaZi komutativnost mnoZenja i sabi-
ranja) i zato je:

()2 (2] () (225 ()2 2,
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o [(5)+{2 ({22 (oo
O e
o BIE-0) B
[N -EIG-5
RGN - e
- o e,
G- G =

- (M) =
(b (dn)

Kako su brojevi a, b, ¢, d, m, n celi, na osnovu asocijativnosti, komuta-
tivnosti i distributivnosti mnoZenja celih brojeva, poslednji rezultat se moZe pre-

raditi u: n [(ad) m+(be) m] _ (ad) m+(b) m
n(bd)n (bd) n

tj. u prethodni rezultat, §to dokazuje distributivnost mnoZenja u mnoZini racio-
nalnih brojeva.

0 ()T (-2

Ili, neposredno: ( ) ( ) (21) (18+—20+—2L)=(5—9)
24) 24 24

pRe
® |GGG

4. Rediti svaki primer na razne naline koriste¢i sve zakone i sva pravila.
120

Pod (5) je celishodno zameniti —% ekvivalentnim razlomkom T

pa primeniti distributivnost.

5. Sve se izratunava na osnovu (ili po analogiji) § 13.5 i § 19.6, t. 3:
) B L1 1 1 1
—— je isto $to i |— ,(—) ==
108 (10) 2 @xy 324
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§ 20.5.

3. Terminom nenegativni (racionalni) broj oznalavamo i neoznaleni ,arit-
meti¢ki“ (racionalni) ‘broj i pozitivni racionalni broj.

5) (2) Prema 2.3 sve obrnuto.

§ 20.6.

3. 3) Posle primene pravila deljenja razlomaka primeniti § 14.1, T 12 (a
razumljivo i §§ 13.5 i 20.3, posebno t. 5):

3a  Sa _ 3(1 2b 3.-2ab 3
4b 2b 4b Sa 4‘5ab 110

8 16 81 /8 4\ 4 (8 4 1\ 4 1y 4 4
—t—=.—=—alii |- i—|i—=[-i—. =i ==2: | —=6:— =
3781 16 9)79 (373 3)°9 3)°9 9
9 .8 4 8
=6--=", jer —:1—=—"—=2;
4 3°3  3:3
‘Sa 146 5-14ab®  2ab® 2
76 Sa*  7.-5a%° aab® ab
li_Saz_S_a_(Sa a\_ (5 5a\ a_ 1 a_1 2_ 2
78 146t TH T\ b2 2 ) 2 b2 b oa  ab

§ 20.7

6. Procitati ponovo § 13.7 i glavu XVI.

§ 20.8
3.2) (1) {4,56,7,8,9}; (2 {3,4, 5...,9} @ {0,1,2,3,4};
© {—1L0,1}; (7 {0}); ) {}; (10) @.

3 R 3 . 7
4.2 (5) x>—24—, 4. x>—(2—=2), 4. x>—(1+1).
) (5) x> =24, 1. x> ( 10) b, x> (1+10)

5.2) () & 1y>6©(—3y)~i>6-i:y>10.
5 5 3 3
, 5 7 : 1
(4) ... & —2x>6—— = —2x>5+ & (—24) -(__)>
12 12 2
7

1 5 7 7. 19
—)-(——):Mc<———~ =>x<—6—, 1. x<—(2—|———).
2 2 24 24 24

>(5+12
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§ 20.9.

2323 23-100423 _ 23(100+1)  23-101 _ 23
9999  99-1004+99  99(100+1)  99-101 99

2. Oznacimo sa b brojilac, sa 7 imenilac.
Tada je u slucaju:

(1) b=n—1, i=n, i—b=1;
(2) b=n, i=n-+1, 1—b=]I.

To i pokazuje da su brojilac i imenilac medusobno prosti brojevi, jer brojevi
koji se razlikuju za I, tj. dva uzastopna prirodna broja, nemaju, osim 1, zajedniékih
delilaca. .

Slucaj (3) je malo teZi, ali se i on mozZe pokazati:

B2 —2=4n?+dn+1—4n*—dn=1,

pa je i u tom sluéaju nzd (b, 7)=1.

3. 2—2{—9h=38, 1j. 1 (i—2)—9b=38. Ta jednakost pokazuje da ako brojilac ()
i imenilac (7) imaju zajedni¢ki prost delilac p, mora p | 8, tj. p=2. Obrnuto, ako 2 | 4,

mora (to pokazuje jednakost) da 2|95, tj. 2| b. Prema tome, da —b bude sveden
t

razlomak, nuZzno je i dovoljno da 247 (=3n+-1), tj. n mora biti'paran broj.

Proverite taj zakljuéak, tj. uzmite n=2k i n=2k-1, uvrstite u dati razlo-
mak i racunajte.

4. Neograni¢eno mnogo i oni se nalaze ovako: Neka je % dati razlomak.

Tada je: 275 =2, tj. ab+bx=ab+tay & bx=ay & x="2..
b+y b . b
Brojevi a i & su medusobno prosti. Znadi, da bi x bio ceo broj, mora b | y,
yeZ. Akako ima neograni¢eno mnogo multipluma broja b, ima neograni¢eno mnogo
celih brojeva x i y. :

Proverite kad je dat, npr. —i .

d a+b c+d
5. 2=folii=Spielial 4 e fhd
)b d<:>b+ d+<:>b+b d+d<:> b d
2) Na osnovu prethodnog je:
a+bd x4y .S a+b bs x 51
- = 1], — = — = -y L=
b , By T eveth)=bey= s S=T
3) Analogan postupak'i:ﬁ.
y 45
6. (1) (%); (2) i (3) Lakde je ako ratunate reduciranim brojevima. (4)

(i)[l-i—l.]:Zx; (5) i[%——%]= (Primenjena je, dakle, distributivnost, jer
¥ y

, ... Proverite izratunavajuéi na osnovu definicija.)

7. (1) i (2) je nemogule. Zadto? Pogledajte imenioce. (3) x=4.
1

8. (6) ?; (7) Namerno smo slucaj ostavili bez srednjih zagrada da bi se
. . . . vo s . . a a a a a?
videlo da nije svejedno da li se prvo mnoZi ili deli. Naime — :[;- ;]z;:;
i [% :%]%:f;-. Dakle, takvi slu¢ajevi nisu asocijativni,

. . 1 27 .. 1 . %
9. 1) Elementi su oblika T T ili 2—pa je mnoZina M zatvorena u odnosu
n

na mnozenje. MnoZenje je komutativno 1 asocijativno. Data mnoZina sadrzi neutralni

1. . Y . 1 .1 1 . 2n . s .
element - 1 reciprotne elemente jer su + 15, B reciprotni brojevi.
10. Prema § 20.5, t. 3. Broj koji nije reduciran prvo reducirati. (4) i (5) je
. . . 2a a 1.2 ) 1
ofigledno jer je —=—-2; —=—"-—, tj. — od —.
b b 3b b 3 b

11. § 20.6, t. 4. Prvo reducirajte nereducirane brojeve.

13. Nzm (3, 9, 6)=18. 14. 7::% gde ayn. Ako je | c|<|d|, broj brojeva
% je jednak koli¢niku deljenja broja a brojem d(a=bg+r).

15. Analogno prethodnom: 5:“7", bin.

16. (2 27—(T—x—13)=—13=x+13=—13 & x=—26.

17. (2) x=ab; (3) x=—bc; (4) y=5.

18. (1) x=110; (2) x=—10; (3) x=10000.

19. (1) —x—a=b& —x=bt+a & x=—b—a= x=—(a+b).

20. (1) xeZ:{4,5}; (2) xeQ:x<4; (3) x>5.

§ 21.1.
2, 2) Prvi slucaj: 2k - 2k=h - Sk=Dh+k—h . 5k=2k. 5k,
Treéi slucaj: 2%-5%-5h—k=2h-Sk+h—~k=Dh.5k,
§ 21.4.

40

4.  (5) 0,0000000000101. @) 7

§ 21.5.

1. 2) Sve §to je tu izloZeno moZe se Citati samo olovkom u ruci, tj. provera-
vanjem svih izraCunavanja,
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3) (1) 2,1; 2,105; 2,1053; (2) 0,6; 0,65; 0,649;

3) 1,2 1,18; 1,1846; (4) 0,314; 0,31426;
(5) 2; 1,73; (6) 0,8; 0,78; 0,778;
(7) 0,14; 0,136; (8) 0,4; 0,41; 0,40625.

(7) i (8) su decimalni brojevi. Dakle, i decimalni brojevi se aproksimi-
raju po istom pravilu.

290 () o) Ok @) 0@ ©5%)
o) o)

§ 21.6.

3. 1) Potpuno analogno dokazima da ./2 nije racionalan broj. Dobija se
jednakost a®=3b% Kako 3% sadrZi Cinilac 3, mora i a® da sadrZi taj ¢inilac (jer
a?=3b? kaZe da je a? i 3b2 isti broj). A kako je a?=aa, i @ mora da sadrZi Cinilac 3.
Znali, a=3k, a®=9k%% pa kad to stavimo u a?2=3b%, dobijamo 9k>=3b2, tj. 3k2=02,
§to pokazuje da i b sadrZi Cinilac 3, tj. a i b nisu medusobno prosti brojevi kako

smo pretpostavili. Dakle, pretpostavka se ne moZe

odrzati, 3 nije racionalan broj %
Konstrukcija tacke \/ 3 prikazana je crte-
rom 52 (jer je 3=4—1=22—1, /3= «/22—1)‘
Dokazite samostalno da su /5 i /7

0 1 /Q'j 2 © iracionalni brojevi i konstruiSite odgovarajuc’e
) E tatke prave brojeva (\/5=«/4+ 1=v22+1;
Slika 52 \/7=\/16—~9) .

* 3) Nije te8ko uociti kako se redaju decimale broja («): 1 pa jedna nula,
1 pa dve nule, 1 pa tri nule, itd. Kako se redaju decimale broja (B), broja (y)?
4. 3) Samo i/% = % Svi ostali su iracionalni brojevi.

i

§ 21.7.

1
2. 5) Kad » raste, — opada [npr. —= ————
) § P { pr 108 100000000

1 .
manji od prethodnog, 1td.], to jest kad broj » raste neogranifeno, bl‘OJ Tor tezi
N n

(je dlmce), Je dvaput

- o , 1 . . . . .
nuli, §to znadi da se dp=d, +W svodi na d,=dj, 1j. da se interval A, svodi na tatku.
113 .

3. 1) Izrazava eksplicitno prethodni opiti zaklju¢ak.

3) Iako se obiéno uzima da nula (0) nije ni pozitivan, ni negativan broj,
strogo uzev 0 je i pozitivan i negativan broj (to zahteva i relacija totalnog reda).

8) r i —r su simetri¢ni brojevi.
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9) Definicija oduzimanja u mnoZini R.

11) Citaj: (1) Iz a<b i c<d sledi a+c<b+d. 1 sli¢no dalje.

4. Mnozina realnih brojeva snabdevena sabiranjem i mnoZenjem (R, +, -)

zove se polje. Svako polje ima strukturu prstena.

§ 21.8.
2. 2) Slika 53.

Slika 53

§ 21.9.

1. 4) (1) 3, 6, 9, ... (Produzite.)
(2) 1, 4, 9, ... (Produzite.)
4 2, 6, 12, 20, ... (Produzite.)

5) (1) xu=Tn—5 ili ta=2-4(n—1)-7, pa je xz=7 - 15—5=100.

(2) xa=32—5n ili x,=27+4(n—1)(—5),

pa je 30. &lan 32—5 - 30=32—150=—118, ili 274+(30—1) (—5)=27+29 - ( 5)=

=—118.

1 . 1 1 1
(3) Xn= Pa J€ Xg3= . (4) x7;=—2 y Xgg=———.
2n

146 n 400
(5) To je niz prirodnih brojeva, tj. Ny=N\ {0}.

(6) xn=10n—35 ili —25+(n—1) 10, pa je x5 =475.

; 3 . 3
(7) xp=nt. (8 x":W’ pa je xm:l&;—o,oo ..

3. 1) Razlika dva uzastopna ¢lana istog niza je stalan broj:
an=a,+(n—1)d.
2) @y =107; agp=-1027; a13=%; a=5,2.

. 03.
-
Koliko?
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4) (1) ayp=449- 5=49, 510:% (4+49):5 . 53..__

(2) ap=—12+49 - 3=, 5102_‘.2‘1(—24+9 3=
(3) 5;2=68;  (5) 5360=50-1015 ~(6) 12960;
(7) 1026; (8) 2508; (9) 104-4(n—1) 8=400;
(10) 104+4(n—1) 8=400, 8 (n—1)=400—104, n—1=37, n=38, . ..
(11) Analogno resavanju (9).
(12) i (13) Moze prema opdtoj formuli jer je %(2—#271):72 (n4+1) i
'2‘—-(1+2n~1)=n2. Ali i ovako:

246484 . 4 2.=2(1+2+3+. . .+n):2-%(n+1)=n(n+l)

| 4+3=4=22 14+345=9=3% 1+4+345+...+n=n?
tj. metodom analogije.
Lir 143454+ +2m—1="(nt1)~-2(2 ):i( 1—-"~~.1)=
F3bS o =T )= ()= T g1
:(—'21_)2 (jer je broj neparnih brojeva %).
5 (2) 2,9; 5; 7,15 9,2; 11,3; 13,4,
22 5
6) (1) 19,9; (2) 20; (3) =; (4) —.
) (D 1995 205 ) 25 () —
4. 1) Svaki ¢lan (svakog od tih nizova) dobija se mnoZenjem prethodnog

jednim stalnim brojem. 1li, $to je isto, koli¢nik dva uzastopna broja je stalan broj.
Zaista, svaki ¢lan niza:

1) (2) je proizvod prethodnog &lana i broja 2, i koliénik ma kog ¢lana i
" njegovog prethodnika je 2; :

3) je proizvod prethodnog ¢lana i broja é, ili koli¢nik ma kog ¢lana
i njegovog prethodnika je .. .;
2) (8) je proizvod prethodnog i broja 0,1 :-116, ili koli¢nik ma kog ¢lana
i prethodnog je 0,1; ‘
' (9) je proizvod prethodnog i broja 0,0l:llm, ili ...

(10) je proizvod prethodnog i broja ;—, ili koli¢nik . ..

3 (1) s;=484; (2) 252; (3) sg=—63; (4) %; (5) —16,625.

1 1 1 .
4 L 20,. . (2) g, q=3- L =1 192, 96, 48, 24;
) (1) 10, 20 2 g 5 97N 5, =5 paje

(3) —54, 18, —6,2.-
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§ 21.10.
2. 0,002=——; 17,856=222
22_53 53
4. () 1; (2) 155 (3) 103; (4) 207.
5. (101,.1)2=(22+0 ST 204 ) -%):(5+;_)
1 3
0,000, ={—\=(L) .
( % (2'10) (3)10
1 1

2 1 6 9 y
6. 1) 3fz(z- ?)32(0,2)3; g:;:s;:(o,m)a; 1, he moZe;

s 1 1 12
25120 =2 ) =(0,12),.
9 » ( 3’)3 (100)3 (0,12

2) Nije moguce.

10

7. 1) (1) %—:izo,zs; 2) %20,125‘

4
2) nzd (a, 2)=1.  4) nzd(a, 10)=1.
8. 1) (1) 1001,011;  (2) 10,ii11;  (3) 0,101; (4) 110,001.

2) (1) 1110,20;  (2) 221,101;  (3) 10,22; (4) 202.
3) (1) 456,118;  (2) 3,014; (3) 53,53; (4) 74,16.

9. 0,41666...; 0, (45); 0,428571428571 . ..
0, (153846); 0,1176470588235294 . ..

9" 9" 333" 999 66
11. Vidite i t. 6: ( 5) —0,5; (l) —0,2; (—5) —=0,5; 1,2; 0,8; 0,9; 1,625.
1 11 7 7 9 9
12. ) LT he sy, 2, 230 064935y -, 2L o
903" 90 0’7’ 307307 27
2) Nije, npr., %-{-%: (ili poslednji primer pod 1).
3) '_7—) _4"'1 —li’ 3 0:06(2)) ‘7_3 17 ’1_; Oa25
30 15 225 12 7 4

4) Nije. Vidi poslednji primer.

13. 1) J2=x, 3=y, x*=2, y2=3, 2 - y?=6, (xy)*=6, xy=./8.

_ 2) Pretpostavimo suprotno, 3j. da je x\/2+y./3=2z racionalan broj. Tada je
(x J2+y \/3)2=22, tj. 2x242xy \/5+3y2=z2, tj. 2xy \/5 =2%—2x%—3y% 4.
J6=(22—2x—3y?):2xy, a to je protivre¢nost, jer je /6 iracionalan broj a desna
strana (poslednje jednakosti) je racionalan broj.
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4) (1) ap=4-9 - 5=49, s10=%(4+49)=5 . 53=

(2) ap=—1249 3=, sip=—(—24+93)=
(3) 512=68;  (5) 510=50"101; " (6) 12960;
(7) 1026; (8) 2508; (9) 104+(n—1) 8=400;
(10) 104+(n—1) 8=400, 8 (n—1)==400—104, n—1=37, n=38, ...
(11) Analogno resavanju (9).
(12) i (13) MozZe prema op$toj formuli jer je %(2—}—27:):71 (n+1) i
72'—’(l+2n~—l):n2. Ali i ovako:
246484 . 42 =2(1+2+34. . 4n)=2" %(n—}—l):n(n—{—l)

[+3=4=22% 143+5=9=3% [4345+...+n=n? -
tj. metodom analogije.
T 14345+ .+ 22— 1=2(nt1 ~£(ﬁ 1):1( 1—ﬁ—1)=
i 14345+ . +2n ) el o e L s
2
:(%) (jer je broj neparnih brojeva —g—).
5 (2) 2,9; 5; 7,15 9,2; 11,3; 13,4
22 5
6) (1) 19,9; (2) 20; (3) —; (4) —.
) (1) 2 3 15 C) %
4. 1) Svaki ¢lan (svakog od tih nizova) dobija se mnozenjem prethodnog

jednim stalnim brojem. Ili, §to je 1sto, koli¢nik dva uzastopna broja je stalan broj.
Zaista, svaki ¢lan niza:

1) (2) je proxzvod prethodnog ¢lana i brO)a 2, i koli¢nik ma kog ¢&lana i
njegovog prethodnika je 2;

3) je proxzvod prethodnog ¢lana i broja %, ili kqliénik ma kog ¢lana
i njegovog prethodnika je. . .; v
2) (8) je proizvod prethodnog i broja 0,1:%, ili koli¢nik ma kog ¢lana
i prethodnog je 0,1;
(9) je proizvod prethodnog i broja 001:1—(1)0~, ...

(10) je proizvod prethodnog i broja ; ili koli¢nik .

3) (1) 5,=484; (2) 252; (3) ss=—63; (4) 138—, (5) —16,625.

1 T { .
4) () 10, 20,...; () ¢F=—, ==, 192, 96, 48, 24;
) (1) 16, 20 (2) ¢q 5 A5, =5 P e
(3) —54, 18, —6,2.
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10.

11.

12.

13.

) (101,1)2=(22+o S 2041 -%):(5+‘~)

§ 21.10.

2232

. 0,002= 2 —; 17,856=222
22.53 53

(D) 1; (2) 15 (3) 103; (4) 207.

2 J1o

oomn—{)-{3),

2 6 11 9
D =2 =] =(0,2)3; —=—= =(0,01),3 ye;
)5 ( 3)3 (0,255 o= =77=(0.00)s; > ne moZe

izg.Lz(lz.L)sz( 12 ) —=(0,12),.

100

i
=0,25; 2 ;*:0,125.
2) nzd (a, 2)=1. 4) nzd (a, 10)=1.

. D) (1) 1001,011;  (2) 10,1111;  (3) 0,101; (4) 110,001.

2) (1) 1110,20;  (2) 221,101;  (3) 10,22; (4) 202.
3) (1) 456,118;  (2) 3,014; (3) 53,53; (4) 74,16.

. 0,41666 . . .; 0, (45); 0,428571428571 . ..

0, (153846); 0,1176470588235294 . ..

507 4 25 4

97 97 3337 999 66

Vidite i t. 6: (i) —0,5; (l) —0,2; (3) —=0,5; 1,2; 0,8;0,9; 1,625.
11 7 9 /s

1) _41~ 71

1o 50 8 1
90’ 37 90

4 2
0,8;—,-,~— 0,(64% ,——w, )5,
> 07 T 70 77 0(64935); 307 2 0_5

2) Nije, npr., L—{—E:l (ili poslednji primer pod 1).
» oA 2 00s; L, 2L 0.
307 157 225 77 4

4) Nije. Vidi poslednji primer.

—

1) 2=x, /3=y, £®=2, y?=3, x¥- y2=6, (x)*=6, xy=,/6.
2) Pretpostavimo suprotno, tj. da je x\/ 2-{—y\/ 3=z racionalan broj. Tada j je

(x /24y J3)2=5% 1. 2x242xy \/5+3y2~z~ 4. 2xy/6=2"—2x"—-3?, 1.
J6=(2*—2x*—3y2):2xy, a to je protivre¢nost, jer je /6 iracionalan broj a desna
strana (poslednje jednakosti) je racionalan broj.

479



4. /3+(—/3)=0, \/3-/3=3. Videti i t. 12.
15. 1) Tada je a>b. (Videti odgovarajuéu definiciju, glava XX)
2) (2) (a) ima (to je 17); (c) ima (to je 6); (d) ima (to je —4); (b) nema.
3 @i ®) =5 (9 0.9; (d)

(4) Ima gorn)u granicu, npr. 2, 3 1, 5, ali nema najmanju gornju gra-
nicu, tj. ne postoji najveci racionalni broj ¢iji je kvadrat manji od 2.
(5) Ima i to je iracionalan broj.

17. 2) 0. 3) Nije niz umetnutih intervala jer drugi uslov (b) nije ispunjen.
4)1i5)§ 217, 5: 0i3.

19. Tacka —2+./7 konstruiéE se tako §to se od tatke —2 prenese (u pozitiv-
nom smeru) duz ¢&ija je mera \/72\/16—9:\/42—32

20. 1) 0,5: 003———16 (6). 2)§20.6,t.41§21.9,t.1.6. 3)§22.6i§24.5.
21. 1) Ako x€eR, onda postoji —x € R, pa je:
a+x+(—x)=b+x+(—x), tj. a+0=5b-40.
2) Ako je ab=0, onda je ili a=0 ili a£0. Ako je a=0, teorema ie ta¢na.
Ako a0, postoji a'=—€R, tako da je a-~=1. A tada je (ab)=I - =0,
odakle sledi 5=0. ' ) ¢ ’
3) Tada je —(ab)—ﬁ(ac), . 1-b=1- c,‘t) b=c.

4) Tada postoji deR tako da b=a+d, tj. b+c—(a—|—d)+c—(a+c)+d
Dakle, b+c>a-+t-c.

5) Dokazimo: ac<lbc, ¢>0 = a<<b. Tada postoji d>0, d € R tako da je
act+-d=bc, §j. * (actd)=b, 1j. at+L=b. Kako je %0, iz poslednje jednakosti
14 c C :

sledi a<tb. DokazZite sad za ¢<<0.
1 5t 5 . 1
22, ) 4,(63) 1 ———=—"—; —J2 1 —.
) HE3) 1 4,(63) 11 V2 i J2
] = 52 . .39
23. D =; () 6J2; (3) 3=—4— 1 3—.
(1) 35 @6V () 37137
24. 256 (§ 21.8, t. 3, 1).
25. Svaki od redova (1)—(6) je geometrijski pa se za izraunavanje njihovih

zbirova moZe primeniti i postupak pokazan u § 21.5, t. 3 i postupak pokazan u
21.8, t. 4, 2. Najbolje je primeniti oba, na primer:

©) x:1+§+(§)2+(§)3+ -

2 2 2\2 2\3
=t 55

x=ltlixmr—tx—lmtx=] o x=3.
3 3 3
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| (5
IG§21.8): a=1, g; . Otuda: sp=1-- —%—-:1:,—}:3, jer kad n

oy 2\ . . 5 . . ..
raste neograniceno, (?) tezi nuli. MoZe se dokazati teorema da ako prirodni

broj n raste neogranieno i ako je realni broj:
| a|>1, onda |a*| raste neograniceno;
| al<1, onda a® teZi nuli.

I redovi (7) i (8) su geometrijski pa se i na njih moZe primeniti § 21.8,
t. 4, 2, ali oni se ponasaju kao red prikazan crtezom 21.15.

Rezultati su: (1) 2; (2) %; 4 %; (5)3; (6)9; (M —is (8) 17—6~

§ 22.1.

2. 4) (1) Crtez (4) prikazuje konveksni mnogougao.
(2) Ako je oblast mnogougla konveksna mnozina, on je ,,konveksan“

(3) Ako su sve tatke svake dijagonale unutradnje tacke (prostog) ,
mnogougla, mnogougao je konveksan. Ako taj uslov nije ispunjen (makar za jedan
»deli¢« jedne dijagonale), mnogougao nije konveksan (on je konkavan).

VaZna primedba. — Na osnovu onoga §to je reteno o konveksnosti
mnoZina, osim prave (i duZi pod uslovom da nijedna njena ta¢ka nije iskljucena),
nijedna druga linija (posmatrana kao jedna mnoZina ta¢aka) nije, i ne moZe da bude,
konveksna. Medutim, ako je oblast koju odredena linija ograni¢uje konveksna,
kazemo da je i njena granica ,konveksna“. To je potrebno u nekim slucajevima
radi kraceg i preciznijeg izrazavanja. (Uporediti napomenu na kraju § 5.1.)

5) Broj dij'agonala _nm=y . Jer iz svakog teme}la izlazi n—3 dijagonala,
ali se po dve poklapaju. Prema tsme:

petougao ima L;3>:5 dijagonala;

sedmougao ima 1= 4 dijagonala;

osamdesetougao ima 80%0—3)=40 - 77 dijagonala.

6) Zasad znate: jednakostrani¢ni trougao, kvadrat i romb.
7) Zasad znate: jednakostrani¢ni trougao, kvadrat i pravougaonik.

3. 2) KruZnicu (¢ija se oblast zove krug) i (verovatno poznajete) elipsu.
(i, kako smo napomenuli: krug, &ija se oblast zove disk, i elipsa.)
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§ 22.2.
5. 3) Jednu stalnu ta¢ku C i krajeve svih moguéih podudarnih duzi [CT,],
[CT,), [CT3),... Tacke T, T,, T4, ... ¢ine mnozZinu koja se zove sfera.
§ 22.3.

1. 1) O biZekciji je bilo mnogo re¢i ranije. Ovde znaci da svakoj tacki M
figure F odgovara tatka M’ figure F' i obrauto.

3) Glava VI: (1) Svaka figura je podudarna samoj sebi (refleksivnost).
(2) Ako je FxF', onda je i F'F (simetri¢nost). (3) Ako je FxF, a F~F",
onda . .. (tranzitivnost).
3. 4) Jeste. ObrazloZenje kao u slu¢aju podudarnosti.
5) (1) Nisu. (2) Jesu. 6) (1) Nisu. (2) Jesu.
7) Ispunjeni su svi uslovi definicije. ,Objasnite* to bliZe,

8) (1) Stranice pravougaonika P, moraju biti kongruentne stranicama
drugog. (2) Ako je jedna stranica pravougaonika P; k puta veéa od jedne stranice
pravougaonika P,, onda i susedna stranica pravougaonika P, mora biti k puta veca
od druge stranice pravougaonika P,.

10) U slu¢aju podudarnosti je 2=1.

§ 22.4.

2. ViSe nego ma $ta drugo potrebno je nekoliko puta samostalno reproduko-
vati sve $to se ovde izlaZe.

6. 3) Zato $to je duZina polupre¢nika !.

§ 22.5.

3. 2) To je ista , stvar, istl pojam, ista relacija izmedu elemenata dve mno-
zine ili iste mnoZine.

§ 22.6.

3. 2) Potpuno analogno ravnim figurama. Vidite vagnu pm’medbu Uputstava,
§ 221, 1. 2.

6. 3) [0A4']1=3[0A4], [OA”]:];[OA].

4) Nacrtajte polupravu paralelnu sa [CD]. Odmerite tri njene duZi, npr.
[EF|~ [EG]~[GH]. Presek pravih CE i DH je centar homotetije O. Poluprave
OF i OG... Kad ne uspeva taj postupak?

3 1 [
7. 1) ==1,5. 2) 1; 1,5, —; 3 ABl=—; ...
) 2 ) 25 3) mldBl=-

g =t dy L ey el b Leamy p L
2 2 1
x—3./3=1, x=1+3./31 x=3./3-1
1. 7 1 .- 7
— —. >7— <2—.
9. (a) 1)78 128 2) x . P x<2e

T B 7
3 {xl 5<x<7_1~}, tj. svi realni brojevi izmedu 51 7§ i {x\Z—s <_x<5}.
8

S T 3. 3 3
Dakle, svi realni brojevi izmedu 2% 75 osim 5. 4) 11 i 5—60=—17.
. 1 1 . 4
(0) 1) m[AB]= | (—2—1)| = |—3[=3, pa je I +3=4=1i —1.
1. 4
- —12.
2) x>45 ix< 5
1 1] . 4 1
- —1= 1=
3) {x|15<x<4?} i {xl 14 <x< 5}
1 1 . 1 4
li3a= 1L 9=—72.
4 1o+33=104 i 1g ;
. 1 . 1
10. (1) Apscisa tatke D je — pa je m[AD]::.
o . 61 .2 . _16
(2) Apscisa tacke D je 11—7—27, pa je m[AD] S .3 3
o 3 9 .. 3
(3) Apscisa tatke D moZe bit —3—;:——2- ili —3+—2 ==

pa je m[AD]:% ili %
(4) m[AD]=%’ ili 0.
11. 1) (1) m[AC] =1,64+54=T; (D) 9—15;; (3) m[ACY;
5 89 49 : BCl.
4 m[CEJ=6’15—1,6~45, (6) 11 o’ (7 i (8) m[BC]
2 (1) {x]| —54<x<1,6}; ...

12. 1) Sa crteia je to oligledno. Ispitajte sve slucajeve.
2) Ispitajte slucaj kad su M; i M, konalne mnoZine [tada su m (M)
i m (M) prirodni brojevi] i kad su to oblasti,

15. 1) Prava koja sadrZi stranicu [AB] deli ravnu u dve polura}vpi. Qsenéite
onu kojoj pripada teme C. Osencite poluravan &ija je ivica [AC] a kojoj pripada B.
A dalje? Dakle . .. '

16. (4) 17m2 17, (1) 28. (2) Projekcija stranice [4D] na AB je [AH],
(AH)=3 cm. [Jer m (/ BAD)=30". A tada iz AAHD je 6:—32=27, tj. m (HD)=
—/27 cm, pa povréina iznosi (10,5 - 3V'3) em*a(10,5 - 3,2) cm*.]

(3) (AH)=£2—‘=\/§, (AD):—(AH)X=(HDY, tj. (HD)=3 dm, pa je
2 .
p=(2 - 3) dm? (Konstruisite taj paralelogram pa proverite.)
(4) (HD)=12m, pa je p=(5-12) m2. (5) 42 (romb).
483
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18. 1) =, 2nvw.  2) 4n~/3dm u 127 dm?.
19. 48w cm? i 32n+/3 em®.

20. 1) m[OA]=5. 2) m[OB)=4 (Pitagorina teorema).

§ 23.2.
4. 3) (1) 0,3; (2) 2; (3) 0,030(=0,02961~0,030, videti § 23.1, t. 4);
(4) 353; (5) 4200 (sa tacnos¢u do 1).
4) 24t 5) 9,6t

5. 2) (1) 3; (2) 2470; (3) 0,14; (4) 213; (5) 0,4; (6) 4800; (7) 0,0715;
3) 18 casova 4) 850 m 5 17¢

§ 24.1.

2. 1) Za dva uredena para tataka (u, v) i (x, y) kaZemo da su vezana para-
lelogramom ako tatke u, v, y, x, uzete ba$ tim redom, odreduju paralelogram.

§ 24.2.

1. 2) Jesu, osim jednog. PokaZite ga i objasnite zato nije ekvipolentan
ostalima.

3. Jeste, jer ako su tacke a, b, d, ¢ uzastopna temena parélelograma, onda su
oligledno i b, a, ¢, d uzastopna temena istog paralelograma.

(Jasno je da strelica od a ka b ozna¢ava par (a, b), a obrnuta strelica ozna-
¢ava suprotni par (b, ). Drukdije se, u ovom slu¢aju, ne mogu prikazati suprotni
parovi.]

4. (a, b) [T (¢, d) = (a, ) LT (b, d), §t0 je oligledno [jer ako su a, b,d, ¢
uzastopna temena paralelograma, onda . . . -

’

§ 24.3.

1. 1) Iz uslova sledi da su p(a), p(b), p'(b) i p'(a) temena paralelograma
[P']| P, ap”’(a)|| bp"'(B)]. 1z istih razloga take p'(a), p'(b), p”'(b) i p"'(a) su temena
paralelograma. Dalje, tranzitivnost (§ 24.2, t. 1, 3).
2) To su identi¢ni parovi, a svi identi¢ni parovi su ekvipolentni [§ 24.1,
. 3(3)1.
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2. 1) Crtez (1): (a, b)Mc, d); (a’, b") 1 (¢, d') njihove paralelne projekcije

na P za (D). Treba dokazati: (a’, b")1(c’, d°).

D b

(4)

Slika 54

Crtez (2): Poluprava koja izlazi iz a’ paralelno sa ac se€e ¢¢’ u ¢’’. Kako je

i ad’|lcc’, tacke a, ¢, ¢, @' odreduju paralelogram, pa je (a’, ¢’")(a, ¢).
Crtez (3): Analogno prethodnom, pa je (&', d”")Nb, d).

Iz dobijene [pod (2) i (3)] dve ekvivalencije, 2 na osnovu 24.2, t. 4, sledi:

(a's INE5 7).
Odatle, opet na osnovu 24.2, t. 4, sledi [crtez (4)]:
(@, BN ).

A iz te ekvipolencije sledi [crtez (5)] paralelnost Q||P, tj. (prethodna

“tatka 1): (", d" WM, d).

Poslednje dve ekvipolencije daju (§ 24.2, t. 1):
(a's O, Y,

tj. ono §to treba dokazati [crteZ (6)].
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5. 1) ReSenje pokazuje crtez 61. 3) Jesu. Oba D, § 245, t. 31 t. 2,
5) Iskoristiti teoremu 5 (§ 24.5).

6. To je problem 2 (§ 24.5, t. 2).

oy
(a,bM (c,d)
de _ o .
q b c d

b.

Ng

®
Slika 61

7. Razlikujte dva slucaja:
(D) e f, by & nisu kolinearne; (2)
kolinearne su.

9. (b, d)t... 1 (hot...
(Dovrsite.)

12. Dokaz je prikazan |, fil-

11. U oba slucaja: dve prave

paralelne sa B, ali ... PrikaZite

svaki slucaj crteZom.

mom* (sl. 62). \\\/\
13. (m, b, ¢, n) je paralelo~

gram, a onda § 24.4, t. 21 3. Ili: Slika 62
(a,m)M(n,c) i § 24.5, t. 1.

14. § 244, . 3. 1li: § 245, 1.3 i t. 5 ovog §.
15. §24.4,1.3,2. 1li: (g, ¢, d, ) je paralelogram'(§ 24.5, 1. 3), a tada § 25.5, t. 1.

16. Ako posmatrate triplet (b, p, ¢), tatka d je (§ 24.4) sredina para (b, ¢,),
a ako posmatrate triplet (a, d, ¢), tatka e je (isti §) sredina para (4, ¢).

17. Iako sloZen, zadatak (ina¢e dobro poznat) nije teZak:

1y (1) (m, ;)N(g, p) jer je mnl|l ac || pq [gp] (§ 24.4).
(2) Posle (1) § 24.5, t. 1, uzimajudéi u obzir i da je (m, x){(a, Y1y, p)

(§ 24.4).
(3) Posle (1) i (2) to je odigledno.

2) Na osnovu prethodnih rasudivanja, ili istim rasudivanjima, nalazi se
da svaka mnozina tacaka definie paralelogram.
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18. Iz konstrukcija sledi (b, ¥)1(c, d), a tada § 24.5, t. 1.

19. (1) (d, m)t(m, b).
(2) Rasudivanje kao u prethodnoj t. 16.

20. 1) § 24.5 £.2,1. 2) § 244, £.5,3.

GLAVA XXV

Ovde su uputstva i refenja, namerno, vrlo oskudna.

24. 2) Dva nisu. 3) Crtez 63. 4) CrteZ 64. 6>4, \/21>4, pa (6, \/21) nije
element. (2,2) nije jer nije y>x, a (2, 2,001) zadovoljava taj uslov.

9 Y y 9

4L} e ° 4 4 . JA

3 3 3 3 /

2 2 21 2

1 1 1 1

0] 1234 ol 1 234> ol123 > o0l123 >

Slika 63 Slika 64 Slika 65 Slika 66
26. 2) {(0, D), (0, 2), (0, 3), ..., (1, 2), (1, 3), (1,4),...,(2,3), (2,49, (2,
5 (3,4, (3,5, (3, 6), ...}
3) {(l, 2, (I, 3), ..., (2, 4, (2, 6), (2, 8),..., (3, 6), (3,9, 3,
12),..., (4, 8), (4, 12), (4, 10),...}

27. 1) (1) Nije. (3) Jeste, samo da i mnoZina moZe da sadrzi dva ista elementa?
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