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иvс ии А HAZ;~.A'ГRAI'J ј, 

Nestac1onarn1 grani~ni slojev1 1 pored 

toga sto еи vrlo 1nteresantn1 1 vazn1 п1еи dovoljno prouceni. 

Егој metoda za геБауапје ргоЫеmа ov1h gran1~n1h slojeva,za 

razl1ku od stac1onarn1h,je vrlo mal1.!Jaime,postoje Sai1l0 prib·· 

11zne metode,dok opste metode 1z klase ta~nih resenja do sada 

nije bilo.Najopstiji slucaj do sada,stepeni t d 1 eksponenc1-

ј alni ef't:z akon promene brzine spoljnog potencij alnog struj anј а 
еа vrernenom,koj1 је obuhvatio dobar deo do tada уес resenih 

slu~ajeva: nagli trzaj ot= O,postupno ubrzanje 0(= 1,Gertler-o­

уо resenje za «= 2, 3, i 4,resio је Vatson [6] .Pored toga,b11o 

је reseno i dosta spec1jalnih problerna kao: oscilovanje ploce, 

osci1ova.nje cilindra 1td.Тreba odmah napomenuti da је 1960 god 

1 н.А.Наеап[2] еа Virdz1nia po1itehnickog 1nst1tuta dao jedпи 
metodu pretpostav1jajuci 

ОЈ 2vi -!(I.,,) 
u( х, t) = т ( ( 2) h( s ) 
ф, 2Y.f -!".Ј 
r(x,y,t) =.у( L2.) !-(е,l..) 

gde ви: 

1 - karakter1sticna duzina 

л- realan i1i komp1eksan Ьгој 

о( - сео broj; ао= О 
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Da 01 reuiO diferencijalne 

l "ive и obliku nove promen Ј 

s • 5 

i pretpostavlja da је 
Х· t ф(f'?> 

jednacine uvodi 

te dobija sisteme diferencijalnih jednacina za odredjivanje 

fиnkcije ф(~.?," 
Metoda Нааan-а poseduje niz slabosti:Pre svega,ob­

lik pretpostavljene funkcije U(x,t) znatno ogranicava primenu 
metode,posto се ве retko javiti u prakticnim problem1ma.Resa­

v~~jem spoljnog potencijalnog strujanja,nekom od poznatih mе­
toda,ili eksperimentalnim ispitivanjem oblika funkcije brzine 
spoljnog potencijalnog strujanja,videce ве da,gornji oblik се 

ве vrlo retko javiti.blozda Ы trebalo izdvojiti slucaj U(x,t)= 
= x"t~,koji је prakticno moguc,a moze ве resavati ovom metodom 

Na~interesantniji i prakticno najvise moguc slucaj U(x.t)=U(x) 

Sl(t) ostaje van domasa~a оуе metode. 

Sem gnre navedenog mogao bi ве stav~ti prigovor па 

komplikovanost metode za prakticna resavanja,sto је posledica 
viseznacnosti koordinata,i па nepogodnost tabulisanja univer­

~alnih funkcija,posto ве u diferencijalnoj jednacini za odre­

djivanj~ prvog kоеfiсiјепtа-fUnkсiје cpojavljaju dva parametra 
о( i о. koj i ее пе mogu eliminisati. 

Navedeni razlozi govore da ova metoda ustvari ima 
vise matematicki znacaj, а manji.za resavanje problema teori­
је nestacionarnih laminarnih granicnih Blojeva. 

Znaci,i pored Bvega,opste i prakticno primenljive 
metode,do Bada nije bilo. 

Zahvaljujuci uvodjenju novih nezavisnih Bpecijalnih 

promenljivih~i 7.umesto Btarih promenljivih t i y,ta metoda 
је data.fr,etoda pretpostavlja jedno ogranicenje za oblik funk­

cije rasporeda brzina spoljnog potencijalnog strujanja.Naime, 

trazi ве da ta fиnkcija bude data u obliku da razdvaja promen­
ljive tj .U(x,t)=U(x).Q.(t).Medjutim,ovo пе pretstavlja nikakvo 

ogranicenje,jer се ее kao sto вшо malocaB videli uglavnom ta 

fиnkcija javljati Ьае u takvom obliku,bilo da је dobivena te­
oriBkim razmatranjem potencijalnog Btrujanja bilo eksperimen­

talno,ili се јој эе тос! ва dovoljnom pribliznoscudati takav 

oblik.To znaci da,nase ogranicenje za raspored brzina spoljnog 

potencijalnog strujanja је ustvari i prakticno uslovljeno. 
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Sada ве moze preci па izlaganje B<lE'tine поуе metode. 

Prakticno, kod proraeuna пав intereeuje kako ве па nekom odre­
djenom mestu duz konture opticanog tela, тепјаји ve1icine, ko­
је karakterisu granicni а10ј, ва vremenom. U tom cilju kod nо­
те metode ее koordinata х oetavlja nepromenjena, jer ~iguri­
ве kao parametar, а umesto promen1jivih ~ i У uvode ве nо­
те specija1ne promen1jive u obliku 

gde ви: 

i 

.Q.2.(.f.) d/: 

о 

П(i)- ~unkcij s koj а pokszuje promenu brz1ne 
spo1jnjeg potenc1ja1nog etrujanja ва 
ттешеnош. 

~ - k1nematSks viskoznoet. 

Неаеnје jednsc1na nestac10narnih 1aminarnih gran1cnih 
olojeva Ысе dsto и obliku spec1js1nog reda ро stsc1onsrnoj br-

, " zin1 U(x) 1 nјеn1ш 1zvodims U • U •..•••• pr1 cemu ве postsv1j а 

ue10v ds ~unkcija U(x) i nјеn! 1zvod1 1~ ...... do reda.n~bu-
duneprekidni. ва koeficijentima koj1 ви funkc1je рroшеn1ј1Т1ћ 
r 1 7 • Na отвј naс1n od psrcij аlnе ј ednacine u kojoj ви :rigu­
riss1e tri promen1j1ve do1azimo do BiBtems parcija1nih jednaci­

па, а11 и koj ima ~1gur1su в ada вашо dve ртошеn1ј 1 ve "t 1 "7 • Dat1 
sistem је rekurzivan. Невеnја ovog s1stema parcij a1nih јеdnае1nа 
dace koeflcljente-~unkc1je apecija1nog reda. Та теаеnја ви data 
u obliku stepen1h redova ро L ва koe:rlcljentlma. koj1 ви :runkcl­
је Od? • От! koe~ic1jentl-fllnkclje promen1jive '1 Ысе dati и 
obl1ku 1inesrn1h kombinacija jedsred za svagds tsbu11rsnih un1-
verza1nlh ~unkcija. 

Specija1ni red је tako lzsbran da тес prvi с1sn u nје­
ши zsdovo1jsvs tscno grsnicne ие10уе. s oBts1i c1snovi ds kori­
guju prv1 с1sn reds ваше u unutrssnjost1 grsnicnog в10ја duz 
konture. IBto tako stepeni redov1 ро L su izabrsni ds vodeci 
с1an u stepenom redu za prvi koefic1jenat-~unkclju ар есlј a1.nog 
reda zadovo1java tacno granicne us1ove, aostal1 clsnov1 u redu 
da ттае korekciju ovog с1аnа unutar е10ја ро vremenu t (odnosno 
r ). 

Posto ве resenje dlferencljalne jednacine granicnog 

• 
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. ~ ~...;;-, konture ,o(l .. os:~o :.~ .:I2:"~YC'.l х -sloja razvija u ~va pravcc.: 
.' 1 ni red i рс vгеШ'3ilU t (odnosno "С) - sterc::-:i ~-·c.-ose,speclJ8- . . 

. t ·re· а i pokazati konver 7 enciju u ta dva пгзvса.lо. ~o dOV::L, О v u ~ А 

d '. c-lan na'7~acvenih redova (по х i z; ) zаdоvоl.iаv'Э. tacno VOecl ~ .. " -
granicne uslove,to treba ocekivati da се оп dosta du=o i РО. 

х i ро t da aproksimira resenje.Korekture koje donose ostall 

clanovi trebalo Ы da dodj и sto kasnije do izraza.j а i ро х i 
ро t,pa Ы nada za dobru konvergenciju Ы1а ostvarena.Za do­

brotu konvergencije stepenih redova znacajan је jedan тоте­

nat.Po угеmепи t (odnosno L ) и intervalu od О do ~ пета sin­

gulariteta,kao sto је to tacka odvajanja ро koordinati x,koja 

је и znatnoj meri kv~ri1a konvergenciju redova (1Ј upotreblje­

nih za resavanje jednacina stacionarnih granicnih э1ојеуа.Ме­

djutim,posto ве ovde taj efekat песе javiti,to је i nada za 

bolju konvergenciju ovih redova opravdanija,nego sto је to Ыо 

е1исај kod redova za resavanje stacionarnih granicnih е1ојеуа 

u radu (3) ukazano је da паэ zaustav1janje па vec 

trecem с1anи specija1nog reda dovodi sasvim и blizinu tacnih 

rezultata,sto govori da је konvergencija specija1nog reda ve­

rovatno sasvim dobra tj оп verovatno sasvim brzo konvergira 

tacnim vrednostima. 

Ovde еи еато iznesene indicije и vezi Ва konver­

gencijom,koju је skoro nemoguce dokazati,vec је moguce еато 

prakticno potvrditi.Medjutim,iz prednjeg izlaganja эе vidi da 

еи nade za dobru konvergenciju opravdane potpuno. 

I:oordinate z; i? moraj и Ь! ti izabrane tako da nisu 
funkcije i od promen1jive х tj.da еи jednoznacne,jer се ее еа­

то tada metoda odlikovati jednostavnoscu.Prema ovome proracun 

Ы ее jednostavno proveo ро vremenu t (odnosno L ) tj.nas1i Ы 

ее koeficijenti-funkcije specijalnog reda,a zatim Ь! ве i810 

duz konture (duz х-оее) i trazi1e ve1icine granicnog В1оја па 

pojedinim mestima па konturi.Znaci,specija1ni red Ы пае vodio 

duz konture,a njegovi koeficijenti Ы pokaziva1i promenu veli­
cina granicnog е1оја еа vremenom t (odnosno ~ ). 
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§ 1 TRANSFOR:.ACIJA ЈЕШ;А<:IПА 

GRAЮ(;]ЮG SLOJA 

Diferencija1ne jednacine neBtacionarnih 1aroinarnih 

i ravnih granicnih в1ојеуа iroaju Bledeci oblik 

Эи -
Эi 

.. и;~ .. v !у . ~y .. u~~ 
Эv .. 
'ау 

=0 

ва .granicnim UBlovima 

gde ви: 

и - v = О 

и - U(x.t) 

у = О 

у=оо 

х - odBtojanje duz zida konture koju opt1ce 

tecnost 
у - upravno odBtojanje od zida 

t - vreme 
u(x.y,t) - komponenta brzine и pravcu х ове 

v(x.y.t) - komponenta brzine u pravcu у ове 

.;) - kinematBka v1skoznost 

U(x.t) - unapred zadata brz1na spo1jasnjeg ро­

tenc1jalnog Btrujanja па gran1c1 gra­

nicnog Bloj а 

1. 

2. 

2~ 

Ako ва 1ndekBima x.y.t oznac1mo parcijalne izvode 

ро odnoBnim koord1natama i uvedemo runkc1ju Btrujanja~(x.y,t} 
1zraz1ma 

и = \f'у ва 'f(x,O.t) .. О Ј. 

Ысе jednacina kontinuiteta 1dentick1 zadovo1jena.a jednac1na 
1 Bvodi ве па oblik 

ва granicnim uBlovima 

'Y,.(x.y.t) = ~(x.y.t) - О 
\fy(x.y,t) -U(x.t) 

4. 

у = о 
4'. 

у ..... оо 
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j:vedirno nove bezdimenz,ione sp€!cijal~je рГОf:1епlјivе 
. i 

z; ~ Ј.. fЛ(f) di УЈ = .Qш у 
v о I V/Я: 

i funkciju stгuјапја ргеtstаviшо u obliku 

'Y<x,y,t)-:).j3r U(Х) Г(Х,?,7:) 6. 

Iz izraza 5.vidi Be,da usledSl(t);> О (i1i .o.(t) ..:. о) 

za t > О рготеп1ј iva z:. monotono raBte ва poraBtom vremena t .Jed­

noznacnost promenljivih 5. је zagarantovana svuda i jedino za 

t=o вше da bude S).(t)=O. 

Potrazimo odgovarajuce parcija1ne izvode funkcije 

strujanja 

'Уу = и-п F7 
.0.2-

"/"уу • и .Ј/и F77 
л3 

'Уууу • и "," 3'7: Р777 
523 3 

'/"Yi; • uп' Р" + И ~ Fr;r .. И 52''7 Р77 - и ~ Ј} ~ Р77 
\f'~ = v,J3-i; U'F .. 9Љ и F" 

. 'rч = u'д Р7 + ид Р"7 

Smenom u diferencija1nu jednacinu 4. ova ве Bvodi па 

novi oblik 
3 3 

ил'г., + u!Ј. P7~ +Un"7F77-и~!ј- ~ F77 + UДР7 (U'nF7+US2F,,?) 
2. n3 

-u,;,}н:, F?7(V)ЛU'F+vЩ UF,,)=U.Q'+n2 uu'+u.;13'l: Р?77 
Ako ве 1eva i deBna Btrana jednacine pomnozi izrazom 

~~ i sredi dobice эе konacan oblik gOl'nje jednacine 

Fm + ot('l:)(1- F7 -7Р77)+ ~ '7F77 - зz:; Г-'1 ё + ?('l:) [U'( 1-

- р7
2 

+ F Р77 ) + U(F" F'17 - Р7 F" 7)1= о 7 

gde эи uvedene oznake za izraze 

I 
.Q узz:; 

Л'> 
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, 
Granicni uв1оуl 4 traпsformlsu ве па novi obllk 

F(X,D,r) = F?(x,o,z)= о 

[,,,., Р7 (Х'7,1:) = 1 
4." 

?-~ 

Jedn8cl118 7. ј е nе11nезrnа parcij 81118 ј ednacln8 treceg 

. red8,S8 
вро1јnе 

do red8 

tr8zit1 

tri promen1jive.Ako pretpostavlmo da је funkclja rasporeda 

PotenclJ'a1ne brzine Щх) 1 njeni lzvodi dU ,d
2
U, .. ... 

dx elх 2 

П neprekldnl,tada resenje parcijalne jednaclne 7.mozemo 

и obllku slede6eg reda 

• 8 . 

Ako pretpostavljeno resenje и gornjem obllku иnевеmo 

u ј ednaclnu 7. 

- (Го7 " U'Fi7 ... И " F:t7 ... UU"F:ta7 + ... -) - ? ( ГО?7 + U'F<77 т 

t-u,2FЧ7 + ИИ"F20 77 ... · .. ·)Ј r ~ 7 (РО?7 + U'F.?7+U'2F'?7+-

.. uи~Г2а77'" .. .) - З?:: (Ро?т .. и'Fi7Z'" U'''F:t7r r ..... )+ 

+ fCZ;) {и' [ 1- ( РО 7 .. и'Г'7 + и'" F:z 7 + иU"п",'7 + .... ) 2 ... 

+ (Ро + U'г., r U'2 Г2 .. иU"Р.а .. .... )( РО?7 .. и'Г<?7 + U '2F2??+ 

"Г .. ИИ 2077'" . . . )] + и [(U"F • ... 2И'И"F2 ...... )( Ро?? .. 

И'с ,2с- "с-.. Г'?7'" И Г'177'" ии Г'О7?'" ... 

r . 

dObijamo рое1е uporedjlva:1j8 slede6i rekurzivnl slstem parcija1-



-1 odredJ'ivanje nepoznatih koeficijenata-funkci-jednac па ооа 

1.o(?7::),);"(7.7:) •• •••••·•• specijalno2 ге·lа с: 9 

F..m + еХт (1-Fo 7 -7 Fo 77 ) + ~ 7 ГО 77 -.3с: Го7'- = о 2 . 

.. .. 777 - еХ Ir.) ( Г'7 + 7 Гo~~) + ~ 7 Г477 - 37:. F'7r; +(3([)( 1- Fo7 +FoFC77)= о 

'F:>.777-о«(r.Ј ( F2 7 +7 F277) + ~ 7F2 77 - зr Г271: +/-'I1:J (-:2 Fo7F'7 + 

.. Го F.?7 .. F. ГО77 ) ~ о 

с. F%"'777- o«(r.)( F20 7 +?F2077 ) + ~ 7 F2077-зr.F:.Q7' .. ~сr)(F,Fo77-Fo7F"1)·0 

d. ГЗ717 -о(lr:Ј(Fз7+7FЗ77)+ ~7Г377- зr;F3'l1: +/-,(СЈ(-2РО'! Г2 7-

2-
- Г17 + Г2. ГО?7 + F., F"17" FoF2. 77) = о 

. d. Fза7?'! - otcr:J (F3ct7 + 7 Fза77) + ~ 7 F3a'l7 - 3 r: FЭО7Т ",/ып (- 3 F07 F:z0'1 

.. ~ћ0 Fo'17 +2Г2 го 77 -2 F0 7 Fч .. Го N.077 t-F. (:,77 - F+7 )=0 

d. FЗЬ777 -ot(о(FЗЬ7 t-7F"b77) + ~ 7 РЗЬ77 - зr Fзь'!r: .,. (3C1: J (F:t oFo'l7-

- F07F2o'!) =0 
• • • . . . - . • • • • • • • • • • 

U gornjim jednacinaтa centralnu ulogu igraju funk-

cije 
0«(7:: Ј = • , 10. 

јег specijalni родас! svakog posebnog ргоЫета jos preko njih 

dolaze eksp11citno do izrazaja. 

Funkciju 0«"(;) mozemo izraziti i па sledeci пас1п 

,. о( (-r.) " :п: ~ l t'! :&:0 11. 

ј ег ј е dr. Д dl: • Vreme t ј е ј ednoznacno prekoprve od ј ednacina 
v 

S.izrazeno u funkciji od-r:.Копstапtпа brzinaJ2.,u gornjoj јеdпа-

с1п! иуе(Јепа ј е аато zbog d1menzione korektnosti. с<'(с)ј е аа r pri 

zadanojLlt~)j ednoznacna funkcij а t • 

" !> Z:(~)Z:(t) . -.z -r 12-
..... (-tЈ 

Zbog centralnog znacaja ОУе funkcije ubuduce сеrnо 

је zvati "GLAVNA FUNECIJA". 

Glavna funkc1ja 
r2U. parametar obl1ka" о • i11 
УU 

moze ае proturnl·.ci ti kao "lokaln1 
<5 '" , .уSlSl[з)gdе је 8(x.t) neka od тега 



--d-e'ol: inu .сгэ.пi (.'1:0:;: 
- џ 

, ~1'оnаГПl"1 slucE:.J·cva ~'.or:of]no Ј"·,> U~i_--:': r19clJ·ir.·..l is':::-
kОд пеЭ .. :;i'-, с. ... -

, . С"[3] ""О debl;inu istiskiv'J.nja i deblji!Ju р,,,lа i:'1,-tls c, 
ivаПЈа о '''' " 

ra.nsforoi:;emo !':а nove promenlj ive do"jij а зе: 

. o~to је I');.n у odnosno <!д; s2 

gde ј е 

\ оуЈу[; сЈу .:)Јз-с 

lz izraza za debljinu istiskivanja sleduje: 
~ 

~.~_ 3'" 50 Sl2.di 2-

- n.2- 70 
-рв аmепоm u izraz za glavnu funkciju dobivamo 

i1i 

0·2.$2' 
.уД 

i pretstavlja odnos 8i1a pritisaka 

i 8i1a trenja 

lJruga fu.nkcij а sto ulazi u ј ednacine 9/-,(r)Iюm.nоZепа 

8а u' pret8tavlj ala Ы "u8putni рагате tar oblika" (3) 

u'/')(т:) = u'-;Ј 3z: = U'З SotSl~dt = Их :3 Sot U :1d i <5 

/' s2 П и" 

Лkо u proizvod U'f>C[;) u.nееешо izraz za debljinu i8ti-

8kivanja dobija ее : 

= 
, 

tS, 

odakle ее vidi da zaista pretstavlja usputni parametar oblika" 

strane vidi ее da је 

Ј·"u. "Р/"")ц 
-;> ; - /" SJ."U 18 ,. 

'" . d 6 t ~Olr ОУа va рагате ra lokalno::; 1 ..lSput!10C d~o c.:i 



'1"' ['Ј :- LТ':J.;;'et::lr ОО lK<J. -' 
, 

0«<:)+ U'/->п)='t(){,r.>-llkара:'l par=etar oblik~ 

. ~l'т T,,'ostupkorn resavanJ'a J·~dnaci:la 7:::i s:no uc'ini-~j Ф.Ј •• 

li йа central r11.1 UlO~ll igra "lokalni гагamеtаг о1Јlikа"о(џ)G.оk 

со,- !1'ls","t:liш parah:etrom oblika"U'Att:)uciIlili da rlаш figu-s II10 .., <-1. ' (- '-'- I ., 

rise kao parametar.;asnije сето ае vrati ti i u уесој meri 08-

vetliti znucaj ovih funkcija. 

;;а i8ti nacin kao i jednacinu 4 то;;ето transformi-, 
sati i eranicne uslove 4 па поуе promenljive 

Г(){,о,r..) = F 7 (",0,1:) =0 

.{ i "'- F7 ( )( , '1 ,1: ) = 1 7', 

а isto tlkO~i granicne uslove za svaku aproksimaciju 

Fo {О, То} • F0
7 

(0,7: ) = О 

Fo,? ( '7,7: ) -- " х а 7 - .... 

Fцо,"С.) = F.
7 

(O,r),.o 

F17('l,l:) ~O "' .. 7--
, , , . , • 

• , , • • • • 

§ 2 NALAZEl;JE VEZA IZI.iEDJU VELICINA GRAlПt;;:UG ;JLliJA 

1 НО УО UVEDE!'IH PROI.IEHLJIVIH 
• Za deblj inu istiskivanj а Б i deblj inu pada impulsa v 

уес эmo nasli izraze u funkciji novih promenljivih.Ostaje пат 

da nadjemo izraz za tangencijalni пароп u fQђkСiјi novih рго­

menljivih 

.м. dU) 
I -Эу '1·0 

Fosto је Й = F7 to је 

иу ~ s). 
u = ?7 {3» S.iSl'-df} '/2 

/./ ~ ( " ;<: ) 

s' п': 
':aljimo veze • , 

- z PГVf~ 0(1 funkcij а :; imamo 

F?'7 (X,o,r) 

-/: ~-/:(1:): 

ili 

.&. 

'7 
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""ОС' r·· 
.-ОdtlVО€ i i;::; izr',za z:t ,r?l'-Ј"\'ПU I'un~:ci.j 1.1 cx("[)rlobij ·:1,;.10 

~" , c/(~) dr ~ df" 2 
,-,.- ~ -с о d 

(ја ве: ~ ~ (~П:)dr 
n(t)~лое • 

Uvodjenjem oznake dobija ве 

је Л(-t)~По9(<:) 

Iz jednatine 17 vode6i rR6una о 19 dobija ве 

dт: з. з. 
:) dt =Л0 9-(<:) 

а odaVcle: .,; 

у s d~ t-tО~n2. 02 
>-<'0 d- (Т:) 

7::. 
Inverzna funkcija L:(t) moze ве odavde и BVdkom роје­

э1uсај и izraCun",ti. Za da1j i rad, koj i proizi1azi od 

zadate е;1аупе :funkcije 0«(7:), dobi1i вто Blede6e izraze 

U prakticnim problemima obicno се biti zadata funk­

It'Cij а п(-ц. Tada treba odredi ti g1<"vnu :funkcij и 0«-.:). Опа се bi-
--
;".ti data и funkciji 0td угетепа t tj. 0« t), јег је i Л: s1 (t), 
~'a1! iz izraza т; о ~ S ).Ј..2 сН mozemo inverzijom па6! t=t(7::) ра 

tome i 0(:0(.,;). 

U da1jem radu uzimacemo da је funkcija!2(t) data и 

iku beskonacnog геаа i1i po1inoma ро угетепu t. 

§ Ј R;.ZVIJMiJE U RED Fш:r:;IЈЕ П (-t) 1 

GLnVU;'; риr;;-:СIЈЕ o(Cr:) 1 riЈIIЮ\;';, VZZA. 

l-retpost·,vimo д" је fUnkci.ja.Q(t) an·.i!iti::k" funkci-

ја и int~rvalu 010 f < оо i dq se тО': е rredst-:vl ti 
па геЈ '1 



А 

<:!! 
;.' " 

1<.=0 

}OU!-:1'~ :rClC е::ю slerlece sluС=э..јеvе: 

22 
п, ",О 

, /: 
\feliroi Ьгој pr"kticnih problema је obuilvacen ва ОУЕ> 

.!'ауа вlиСаја. Kasnije сето ргоЫет uopstiti i obu11v.titi da1e-
:- ,-

ko уес! Ьгој problema. Sada сето za оуа dva slucaja dati oblik 

glavne funkcije 

Slucaj А: .00+0 
Лkо smenimo izraz za д(t) u obliku reda u izraz za 

1:; dobija ее: t . 

t; - t S r./ dt = 

111: 

Iz stava 

о 

о ihverziji 
1:.(rJsC,<:+ 

2 
+ Do'n, i: + .. . . . .) 

sleduje 
2 !> 

С,.-.: + С!> 1: + . . . . . . 

Smenom u ргуи od jednacina 10. dobija ве '5t- 2. 2..1.2-./ _ з.n Q df. з(П,+2f)"i: + .. ·)(Slof +До.n,"<' +. .) 
с<. (7;) - 523 . (.n1 + 3до"n'.i: ... .. ) : 

S obzirom па 24. sleduje 

о( (7; Ј = 0<', Z: '" !> +o<'"t: +o(Jz: •.... 

Iz г· ,с ипаУ ?пј е ko eficij епа tao(;: 

Iz izr~za za glavnu funkciju dobija ве: 

3SJ'fn2
di =S":/ Io(K {~~*n''"di ( 

" '0 i li: о о 

З{(n,+2n 2 i + ?.n~e+. " )[п;i +под,t". ~(2J2on,,+п~ )i'+ 

+ -i ( s2 о П ) + Р, П 2) i " ... ..] } = ( по + д, i + ј) 2. i 2. +. . . . /' { 

} 



l' 

T .... i,." .... о., '-' Ј 

1 '] , " . , 1] , 
, 'О 

.' • Г. 

а ;.;е: 

0,,3_ з3Q.,Q:z + qa~ 

: 2. ~ 
' .. 810" +1420,02-220,,-540,.:1, + 12а" 

. . ", .,.. 
- . - -

,lb 

24,a
i
5 + 2415 а /а.з+ Q

S
88 0 "Q;- i0.293а:а~_6оQ2.а}-81QtQ4",1~U5 

),0 
, 

,је Qi ,,' 
ai - S1~i+4 
"а inverzni problem pri unapred zadanoj c:l,vI1Oj funk--~iji о( се) = ~ о( >< 'с к 5<> 0<0 = о 

'"- ао . 

treba izr'oC'unati brzinu 0000-

,ilЈЩО funkciju Dco=L.Qit.' Јаnо';'О .ОdgоvаrајшОi koeficijenti 
~"'., . 
~- L=O 

~' , , 
'dobij"'j u эе ј eOOoznacno iz definicione formule а .. = n~ У, 

п""" ., 
},Kceficijente а .. mozemo dobiti resavanjem jedna"ina; о 
~.' 

~fa, = i 0(, 

~,' а,." *(0(/+0(2) 

" аз,,~ (50(/'+ 110(,0<" + (,О(а) 
•. а.., "61 (540(,.+ 350('''''1220(,''О(:о+10во(,о(з+з~0(;) 

45 5 3 
Qs = 1 (775980(, .. 4014~bo(' 0(2 + 4600800(,'0(, + 2 765580(,0<,/ + 

2624400 
+ ~94400a("a(, + ~qз66оо(,о( .. .. 1749600(5) 

Sada се definicija pomocnih koeficijenata a.'dati koe­

ficijente nifunkcij е nCt) 

Uvedimo 

dalj е • 
Је - т 

т: - -Re 

::1(.1''' 

"', _ Q i ПО 
.) "" t. - • 

у' 

bezdimenzionalne vellcine 

'" ,-, = пк L 
~..tl< S20 V K 

- к 

01", =- 0(1< Re 

Tad" PO:ltoje slc·dece relacije: - --
n(i) =2. Q",-l '" 4 .. SJ( i.') ~I.Q,,-i>< 

'<=0 1<::0 

~ ~ 

о( (r) =Lo<Kz:J< о( (7:: ) 
l. - - к 

~ • " 0(",7: 
к ><,> н'=о 

, 
t·to .:rla'~i de sistem obraz~ca ost~J·e formalno isti. 

jeiillOs:" ,v~-:..ije је raditi 8з. ve1irin~m:. 85. crtc,:: .• 

28 

2"1 

30 

-еЈ.,јl.Ј.:iI~, 
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Ј;и(;вј ,: 

r=~(1.Q:i3+ . ) 3' 

rzijom ве dobija 

I '/з "-1"3 
"с = С '13 -z: +- с "-/з т: +.. • • 

• .. 
lzr8Z za glavnu funkciju u ovom Blucaju Bvodi ве па obllk 

t 

зп' S"n 2di ($2 ••... )(-!n.2.-t 3 
..... •. ) А d.L ot п: ) = = 3 3 3 = ,,+ <т"· .. n 3 S2, i ... · ... 

оdnовпо ako ве unеве inverzna funkclja JIJ·dobiva ве da је 

$0 0(0 = ., .3 ~ . 

Izracunavanje koeflcljenata: Ako ве u lzrazu 

3[<n.+2S22-l .... )(УзП."-i 3+ . .. )]= (S2~i3 ... 3.Q,2512t~ .... ) 

f 0( .. +0(,/з [ :Ј (1 51 ,2 ·е· ... ... )] '/3+.. . Ј 
lzjednace koeficijenti uz iBte Btepene t dobice ве 

0( .. =1 

0('0 = -! 0·/з 
2" 2 6 

0(2/3 =- ~ ађ -1- "502/.3 

о( - 203 С[3 29& 
• - ~20 '/З - 30 Й</з О2f3-

gde ј е: . . /~ 
а. 51 .... (3-.:» 

&/3'= п ;/'! i + .. 

~ а, 
1088 
175 

33. 

1 ovde u сl1ји 1akseg rada uvedimo bezdimenzione vel1clne 
- V t:--l. 

L 

tada vaze iBte опе jednacine gore napiBane. 

Ciluc ај вЈ: apecij alni вlис ај вlисај а В 

34 : 

Funkc ij аf2ц)dаt а ј е l' obliku sledeceg reda 

-'" f 3>< + / s2 (" ) ~ L s2 3" • 1 (><=0,1, ... ) 

35· 
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B1и~aj иlСјупа funkcija ima slede6i oblik 
'Sb?dl З(n,+4n .. -l:·+ .)(~fl;i3+) = 

3п. = 3 , ,,6 
дЗ S2.t +3S1,i .. ·· 

3 d 6 - 1'" d~ t.. 6 i .. 

, 2L'.i L 6 
~z:;~зS1,с +з n ,n ... "··· . . 

rzijom ве dobija 
f. ~ z:; '/3 (Су, + С, z:; + .... ) 

~sшепот коге u izraz Za кlаупи funkcij u dobij а ве 
~ 2 

0(1:).1 .o<',l: +o(2~ ...... 
'i;t, 

37· 

r~djivanje koeficijenata кlаупе funkcije: 
; (п,. 4.Q .. t 3.. . .)( 3 .Q ,"" t :3... . . .)} • ( .Q ~ i 3 .. З.Q;.Q .. i ь + ) 

o(o+o(,[~(~n~i3+ .. :)]+o('<>.[~(1;Df"e+ ... >У+ 
ednacuj uci koeficijente uz iste stepene t dobija ве: 

а · -. -
-·,,-s:6a .. 

"­
·42а,.-Ь9 а , 

. 5"7 14~1 " " Ј= 2 Ctз - 2. Q,Q,,+.,}oa, 

• 

",'.Q:oiH , 
п.2.' +4 

"',- -'0( ... 4~12a .. _ 25~5вQ,Q:з_ 7"153a~ +90720:02-48150,4 

38. 

} 

~. 
~'i: _-
"0<:5 '" 3240 а5 -16200 а<>. Qз-

87<1"6,.,,.., + 318087 а"-а + 2?>5.386. 
5 ..... ' ...... 4 5 ':3 5 

1 ovde је 

pezdimenzionalnim. 
'д_ -

I:aj а А i ovde с ето 
-
f. = 

-

V-t; 
L 

т­

R e 

.a~a,- 10<f?>770:02 + 27702 0,5 

korisno velicine strujne ravni 

РО analogiji ва istim postupkom 

imati 

- п'К+1 
v 31':' f 

.1.2'1<" = Q, L'I<+1 

- "-
О( .. '" 0(1< R e 

uciniti 

kod slu-

3" . 

40. 

'Eada cegornj а jednarina 38. ostati formalno ista -
ako ве istovremeno mestoo(K stavio< .. a mеstОЛ 3 0(+4 ве st,cvi 
-

Vr10 lC1ko ее тo~e re{iti inverz<;n ;Jro':>lem ako је 

.Щ:,ргеd z·,dano о(ес) 
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§4 OOPSTAV ANJE POSTAVLJENOG PROBLE1:A 

Postav1j а ве sada рНanј е kojim sp01jnim struj a.nji­

~'. (ро vremenu) pripada glavna :funkcija data s1edecim oblici-

0((<.)=0(0+0(.7: +cX02.r 2 + ..... 

mnogo opstiji вlисај 
'1з 2./3 

o((Z:) "oto + о(У3 l: +о(2/з r ... • • 

41. 

• • 

~. ,Da bi odgovori1i па ovo pitanje vraticemo ее па jed-

'nacinu 19 u koju сеmo zameniti g1avnu :funkciju o{(t:)sa gornjim 

'izгаziша 1 i 11 te сето dobiti 
• 

1 

II 

Za 

1 

II 

z: !. 0<'0 
Q(~)=Qo(~o)3 (~o"'CJ.4r+CJ.2r2 ....... ) 

( z: ) јо(о( .... " 2./3 
s2 (~ ) = s2 о ~o СЈ.о ... q. "1"3 7: ... СЈ. 2.'3 7: .... . .) 

Na isti nacin сепю preko 20. ргеvезti -Z; u t 
1: 

t-t _ у r dz: 0-,...2,) ,. 
~"o 1:0 <;1 (t:) 

паЭ.а dv а з 1ис ај а з 1eduj е: 

1- ~ 0(0 ( t (1:) - z; ro ... r. -Z; ... r,,"t" " .... . . .) 

. ) 
44 . 

Ako sada nadj епе vrednoo ti 44. sшепimо u 43. Ысе 

1 

0(. 
S}(-!:.): t 3-2.0/'0(50 + S. i ,. ....... \ S2 t. 2(2 ",,+4)+ . . . 

0(0 ~(2""'+4) 
S)(i)ct 3 - 2 0(0(Sо+$Y:st ... II 

. . • 

gde ј е odavde ј е 

Розmаtгајmо raspored brzina ро vremenu dat за 45. 

. Za 0(0=0 (м=о) dobija эе паэ з1Ц~."1ј А 

.) 

) 

'" 5. 

M~-! 

Za о{о= -{ (""=4) dobija ве паsзресiја1ап З1uсај в' 

Posmatrajmo заdа raspored brzina ро vremenu dat за 46. 

Za 010=0 (1'>1.=0) dobija ве op,'ti B1и'~aj Е" tj. do­

bija se r',spored brzina S2(-i:) = .о.о+S1'/зt·/~+ . .. 

Za 0(0=1 (т =~) do~ija эе nas op'·ti s1u:aj В 
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~trajmo јо; neke s1ucajeve g1avne funkcije. 

specij эlап а1исај g1avne funkcije о(СС> ;0(0: 

Za оуај а1 ис ај g1avne funkcij е iz 19' dObij arnо 
~ S~ 0( .. dr t: З 0(0 

.п (-t) ".по е <'0 r = s2 <> ( z;.,) 47. 

iz 20. 

z ... 

--
ZQ 

-' _ 3 
~O - -2. 

fPogodnim izborom raepo1ozive vrednosti -1:.0 (-t.o = n.;(Y~~"'2<xo») 
moze ае O~dj rezu1tat napisati u e1edecem obliku 

t
o 

( ~ .. ) ~ 0<' .. - 4 :r .. <хо+ 3 -2-
48. 

i. .. ( -1 + {n ( f.. ) Ј Z ... 0( .. " 3 -2 

Za inverznu funkciju"3l: imamo 

( fo) "3-~0<' .. ..... OL о'" i 
L - " ii:" 

... 'Ј. 
t: .. 

е 3 
Z4. Pl" = -2. 

I1i етепош u 47 dobija ее 

п .. ( iJ"' z"'- 0(". 3 -2. 
S1(t)= s. i -t .. 50. 

52 .. е 3 
i:. .. 

~ ~q, 0(0 = 
2-

gdc је m 0(" - 3-2 <х .. 

Ispitivanje funkcije f'Cc,): 

Зarniln postupkom resavanja jednacina nestacionarnog 

grani6nog а1ој а ш! ето ucini1i da је znacaj g1avne funkcije 

o{(~)kao 1oka1nog parametra oblika primaran dok ето usputni 

parametar oblika ucinili da и jednacinama figиrise kao рзrа-
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te је auto~:::ltslr\i пје€;оу zna(aj postao sеkнпdar~~:.ZtОG: 

се 1oka1ni rarar:;etar oh1ika 0«(<:) i dati raspored Ьгzitoз 

. vremenu ) ,kOj i зе moze rei3 C'.vati OVOr.1 пеtоdоr.1.:Ја vidimo sada 

се ве ponaCati funkcija r(~) tj.kakav се oblik iпаti za 

sada proucene oblike funkcije Sl(t). 

• о 

ovaj в1uсај funkсiјг ~(<:) imace s1edeci oblik 
• 

f3 (<:) -

2)' i gornjeg izraza za funkciju .Q(t) dobija ве 

( ) _ 3(.0.: -f: .. .o.os:>..i."+ о о .) _ а L а'" 
љ z: - - 4~ + 2. ~ +. 
,- .Qо .. д.-t: ... о. О О 

sno,ako ве vodi racuna о izrazu 24.dobice ве da 

1azenj е koeficij enata f'., (-''' , 
и ј edпakosti 

о 

• • • • • •• • 

• • • • 

је 

51. 

{й~i +ПоЛ, i"+ о о о о} = ('no + Q,-t: + о о o>ff->o +(!>.Цо(.а:i + о о -Ј]+ . . о о} 
jednacimo izraze uz iste stepene t dobija ве: 

:_--' 

J~'O 
~.'. f" = .3 Ь, 
~,(!>,. - Љ,. 
~р.=-.3Ьз" ЬЬ,а,2. 
"' ;, (!> .... - ?> Ь .... 14 Ь. О" - 14 Ь, o~ 
,.-', -

f!(!> • • - .3 Ь" + У Ь .. о, - 1~5 Ь. а: .. 7 Ь, а: .. 35 Ь, о: 
52. 

~gde ви: 

~. 
. а. 

[Б1исај В: "3 .п = 'n.i .. П,,-! +.Qзi + о о 

1z jednakosti )1 i datog izraza za :f'unkciju Sl(t) dobija ве 

• о О " ~ = <Ј, i + q.;t t + - о -
. . . . 

оdповпо zbog )1 gornji izraz dobija konacan oblik 

f(7;) = , - 53. 
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сnје koeficijenata f YI' f 2/:H 

и jednakosti 

Н д~ t' + ...... } • (Љ t + .. . 

• . .. .. . . ... . 

.1 ~, 
)Ј .. 

: ..., . 
izjednacl.mo izraze uz iste stepene t dobice ве tra~eni koe-

t-icijenti 

~.' о 
. f.>v,' о 
r"Ч" ь ~/з 
f.>. s - ! Ь. 
fЭ41" -i Ьц. a~. - ~ Ь"". 
~s,.. - 3 Ь ... \~ Ь .. а. - 1~5 b.a~ + 7 Ь. а: .. 35 Ь. а." 
r;de еи: L/3 i/, 

а· Sli .. (~y) Ь· љ-о (3У) ~ 
'/~ s .a.~'/3"4 1./') с .o~J/3 

54. 

Па isti nacin kao i ranije i ovde ее mogu uvesti 

bezdimenziona1ne,posto је rad еа njima mnogo jedпostavniji. 

Specijalan еlисај о< ("t:) = 0(0: 

u paragrafu 4 videli ешо da gornjem obliku glavne 

funkcije odgovara sledeci oblik rasporeda brzina (ро vremenu) 

Bpoljnjeg potencijalnog strujanja 

Л. (t) = S20t'" 

} 

Ovaj oblik ероlјпе brzine dozvoljava slicna re~e­

nja,koja ви iscrpno proucena u radu [4J.Videli ето da Beglav­

па funkcija za оуај вlисај svela па O<o,medjutim,fUnkcijar(~) 
, 
се ве svesti па 

(3(~) = f-> ... 7:. к 55. 

sto сето i pokazati: 

FUПkСiја{-'(~) za gornji еlисај rasporeda brzina ао-

Ыја sledeci oblik ~ t 
(2. а s.:.e'" А(<:) =~31:= 3->s,51dt= 3520 dl: 

/- П s). $20-1: .... 

odnosno ako ее izvrsi integraljenje 

А(1:) Е 3 По t т+. 
1- . 2М1+' 

Ја druge strane iz izraza 
f. 

L = Sl:Si~mqi -
~ о 

inverzijom ве 1ako аоЫја 

5 С, 
џ • 

57. 
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t~[(2m"'1)V] 
п02. 

te ј е sada: 
,.,., .. 1 

/:)(t;) = z," -у т; П [(2пrn;:+n _'Ј 2 ...... 1 
f 2т+1 

~1~ ako uvedemo oznaku К- ш+Ј. ~ ~ - 2ш+l 

dobij а ае 

т+ 1 
2т+1 

FIZILEO ОРПАVDАNЈЕ KOORDINATA 

Ovde сето forma1no pokazati opravdanost uvodjenja 

novih promenJ.jivih Z: i ? u datom obliku 1 njihovu fiz1ka1nost. 

Ргеt'юdпо сето ве kretko zadrz[,ti па ааmoт putu kojim ве 11310 

pri uvodjenju novih promenJ.jiv1h za re13avanje Btacionarn1h 

granicnih а10ј еуа 1 па GегtЈ.ег-оvim promen1j 1 у1ш r i "l (Ј.]. 
Oduvek ае јаУ1јаЈ.а teznja da ве potencijaJ.ne 1 Btrujne J.1n1je 

potencija1nog Btrujanja oko konture iBkoriBte kao koordinatne 

linije za proracun viBkoznog Btrujanja oko 1Bte konture. Pr1 

opticanju neke konture па zidu ае stvara granicn1 вЈ.ој u ko­

те је potencijaJ.no strujanje zamenjeno viskoznim. Moze ве 

zamis1i ti da је brzina па вашој konturi zamenj ena ва U(x), 

jer је вЈ.ој u kome ве Btvara viskozno Btrujanje reJ.at1vno 

tanak. U tom potencijaJ.nom Btrujanju u blizini zida koj1m је 

zашеп10 Btvarno viskozno Btrujanje GertJ.er је aprokBimativno 
1< 

zamenio potencijalnu funkciju ва ~ U(x)dx, а funkciju Btruja-

nja ва Щх)·у i ва njima formirao ~voje promenJ.jive ) 1;; 

а zatim i konacne promenJ.jive Ј i"'l [Ј.Ј. 

u B1u~aju Btacionarnog Btrujanja potencijaJ.na funkci­

ја ве menja вато ва promenJ.jivom х, dok сг u s1ucaju nestacio­

narnog Btrujanja ona biti funkcija 1 od х i od vr~menb t, а 

strujna funkcija се ве menjat1 јо13 i ва odBtujanjem у ой te1a. 

U в1и6џји nestacionarnih st:гuјапја proracun ве provodi tako 

da па odrer\jenom meBtu duz konture ровшаtгаmо promenu ve1ic1-

па grani(nog sloja ва vremer;om, zato сето mi mesto promen1ji­

vih t i У formirati поуе promen1jive i' i i ' koje се fizika1no 

рг.-·сЈ[; t .'·у1 ј а t 1 funk '=' 10 ,.-,alnu zaviBno st pro!'1ene ро': с· п cij <:.1 Е. brz 1-
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пе· эа vre:r,enom '-f.(t) i str'ljne funkcije '+'.t t,y). ];ai,,,e, iz 

l:osi-Lac:;ranzeove јеdпасiпе оЬziгош па prctpostavljer1i oblik 

fuakcije brzine spoljnog potencijalnog strujanj а r;;с;;ег.ю for-

тшПО dobiti t. 

'-f. Ц) .. ~ Q (i;) di .. ~ 
о 

а za promenu strujne ~unkcije 

~4(y,-t) = 51(4;)·)' .. ~ 
Na ovaj nacin вшо Btrujnu ravan y,t preve1i u Btrujnu 

г"vзn '-f. ,'У • • Od ovih promen1j ivih '-4'." 'f i 'У, ~ ~ mozemo ~огшiГ<l­

ti i konacne promen1jive 1:: i '1 odnosno konacno strujna ravan 

t;,'1. 
Na ОУај nacin ешо problem preve1i u ravan '}_ 1; а u 

isto vreme i ucinili ga nezavisnim od promen1jive х. А zatim 

се гевепје, za svako х duz konture, biti u izvesnoj razmeri 

preko ~unkcija U(x) i njenih izvoda prevedeno u stvarno re­

вепје tj. da bude funkcija i promen1jive х 

Struktura promenljive '1 Ыlа је diktirana-ukazana оЬ-

1ikom specijalnih jedinih promenljivih "elicnih granicnih е10-

jeva" (4 Ј • Promenljiva e1icnih granicnih B10jeva predBtav1j ~ 

1а је bezdimenziona1no raBtojanje od zida, а ima1a је oblik 
у 

~ "Км 
sto znaci da Ы za эlисај stepenog poraBta brzine spo1jnog 

potencija1nog Btrujanja эа vremenom, пава promen1jiva 7 tre­

Ьа1а da predje u promen1jivu B1icnih resenja .!Ј- • Ovo ее moie 
1ako pokazati da је zaiBta tako эkо ве vodi racuna da је 

_ Q.. У 520 t ... У . 

7 - ...,Јзт; ~ yj~ r*.aata"'di :ј Јо о 
L:edj utirn da Ы u opstim problemima dobi1i redukovano 

odstojanje od zida mога1а эе оуа promen1jiva ~uopstiti 

Moze эе јов pokazati da prornen1jive ~ i 1:: predstav­

ljaju loka1ne Re-brojeve. Opste, Re-broj moze ве napisati kao 

Јге ,. V.L = V 2 T 
оу оу 

Ako izvrCi irno forma1no uporedj enj е ovog izraz а ва па-

зот novom promenljivom ~ vi~ecerno 

dr:. = sl :di _ 
1 za dr\lgu promenljivu '1 

stvlja lokalni Не-Ьгој. Po~to је 

da irnaju iзti oblik tj. 

moze ве po',azati da Dred-
• 



odnosno formalno 
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SJ.. у 
-у 

- V· у _ V 2 T 
~ ~ у -

Na ovaj nacin вто pokazali fizikalnost i opravdano st 

uvodjenja novih promenljivih u obliku u kојеш BU uvedene. 

§ 6 RE::;AVANJE DОБlЈЕNОG SISTEMA РARСIЈАЫПН 

JEDNACINA PO!.!OCU REDOVA 

• 

IzЬогош reda za modиlisanu strujnu funkciju F(X,~,L) 

u obliku 8. шi вшо od parcijalne jednacine 7. dobili sistem 

parcijalnih jednacina 9. Ako uvedemo sledece oznake za роје­

dine clanove specijalnog геdа-аргоksiшасiје 

F = F 
о 

gde BU F,ф, Н i L funkcije od rz i -с , rekurzivni sistem par­

cijalnih jednacina 9. dobija sledeci oblik: 

а. F'I77 +o(("r,>(1- F7-7 F'I7) + i'1 F'1'1-:Н;F7 r: =0 (,0. 

Ь. Ф'l77 - O(Cr;> ( Ф7 +>'1 Ф77) + i '1 Ф77 - 3t Ф7r: + ~("C >(1- F/'+FF77 ) ~o 
с. Н'т - о((и ( 147+ '7 1I77 ) + t '1 11 '17 - 31: Н 7" +(!>(t.) (- Q F7 Ф7+ FФ'l7 +ф P77)~O 
d. +l4'1'1'1-0(1r;Ј(Ц"'7 +'1+1",'1'1) + ~'1Ц"7'l- ?>СН"'1Нј!>(1:>(фF71 - F7 Ф7Ј ~O 

е. L 7 '17-о<'Со(L 7 +7 L 7'1)+ i.,L'I'l- 31:L 7" +~(">(-'2F7 f./7-Ф1+ HF'1'/+ 

+ ФФ77 + FH7'l )~O 

f. La.'71 - О(Т.Ј (Lo.'7 + '7 Lo.'77) + ! '1 L",'1'7 - 31: Lo. 7" + (Ъ< 0(- 3 Р'1 14"'7 + 

+ 2.# ... Р'17 +:2 Н Р,., - 2. Р, 14,/ + F Н .. '1 "1 + ФФ..,? -Ф,~)~ 

g. L"777 - 0(1:) (L"7 + 7 L"'l7) + ~ 7 L"'77 - ?,.с: L"7HfЪ ('С)( Цс, F?7 - F7 Н"'7)= -о 
~O 

ва granicnim uslovima 

а. F (О, "С) 2 F '1 (О, "С) а О 

F7 (,?,"t:)-'I Za 7 ....... -

Ь. 
ф(с,1:.) = Ф'1( O,'L} • О 

Ф'] ( '1 ,1:.) -- о ;(<> '1 -+ "'" 

granic;ni uslO'Ji Zq ostale аргоksiШ"Сiје Ысе i ~i kao Za Ь. 
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Do sada это iscrpno proucili vezu izmedju spoljne 

brzine ро vremenu5).(t) i glavne funkcije olп:)i funkcije/-><<.) 

te ВffiO potpuno zavrsili pripreme za resavanje ргоЫета gra­

п! i:: по g sloj а. 
Proucicemo nGjpre siroku klasu 1 svih glavnih funkci­

ја koje эе и posтatranom intervaluo6"C.c.co mogu razviti и ste­

реп! red 

cXcz:) =0(0 + 0(, z; + 0(2 "С 2 +- .... 

аа proizvoljnim (racionalnim)o(o. Videli это и ~ 4 da njima и 
jednoznacnoj korespodenciji (и oblasti Rejnoldsove slicnosti) 

pripadaj и аро1јпе brzine ob~ika 

.Q(i:)c-!: ..... (So+- S.i.2
"'Hi + .... ) 

U primeni паа interesuj и vrednosti parametra О ~ ""<оо 

(060(0~ ~).Medjutim od veceg prakticnog interesa эи 'specija1ni 

slucajevi 0(0=0" 0(0='1. Slucaj 0(0=0 т! аmo prouci1i u \ 4. i 

oznaci1i ато ga аа slucaj А. 

Slucaj А: ( rot=o) 

. - -
аа S1o+o (inace proizvo1jno), S2i- proizvo1jni (i=l, 2, •••• ). 

Izracunavanje koeficijenata ~ .. iz koef'icijenata.Q,dato је је­

dnacinama 27. а koeficijena ta /",1< аа jednacinama 52. 

Ako uvedemo о(п;)- stepeni red 1 i f->("t) ...... obliku 51. 

u sistem parcija1nih jednacina 6u. onda се trazena геБепја 

F''1,rJ,cP,'7'<')'" .biti pristupacna za racunanje kao stepeni 
redovi ро "с аа koeficijentima, koji ви funkcije reduciranog 

rastoj anј а od zida '7 
-

F,'1'-r.) = ~oFI«'1) -z: к 

-
J.{('7,"t.) =Ј... l-iК('1)"[.1< 

1< :'0 

-L( '7,"t.) '" I. LI«'1) -с" 
1(;:0 

Ako оуо zamenimo u 60. svaka od parcijalne jednacina 

60, с е ве rast;··vi t i па rekurzi vn! sistem obicnih dif'erencij а1-

nih jelnacina za odredjivanje koeficijenata-funkcija svakog 

od 2;Ornjih stepenih redova. 
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а, 
'" F -r r:- 11' 

о + l.. Г1 +-. 

( " L " ) (/ / + ~ 7 го .. r: г, +, " - 3 7: Р. .. 2'l: р", .. ' .. ) = о 

IzjeorJi('u,j:l,~~i izraze uz iste stepene т: dobija se rekL1rzi\ini 

sis ~e'" obicnih di1'erencij alnih ј ednacina 

", ( / ") '3 с' " го +ехо 1-Ро -7Fo .. '2,,/'0 =0 
... (' r и) ( , r .. ) 3 F '/ , F. -0(0 г. +7 г• +0(.1-Fo-7 ro ""2.7 1 - зр. =0 

'" (/ .. (р / F ") -' ( .f р' С" и) ~ ,-" / r' О р", - о( о Р2." 7 Р2 ) - 0(, • + '7 • + <><2. -" -7/" + '2 '7 Г2. -.,,.,. = 

- 1( 

il1 da :Ji dobili rek1J.rentnu 1'огтиlи u 60а. сеmo smeni tl F'2: FKl 
" - - -f F':'r; 1( <-;"0( i 'l: i [1-1. Р,,'''С ><-7 'i р,:''[; Ј< ] <- i '71 р,;'[; ~ з2..1< F,:z: '" = о 

I<~O .. -о к-о 1($0 1<80 

Ako svedemo вуе :i... da budu pod njima stepeni 'С'" парг.: - - - - . 2- о( i r: '. :i.. F./ r: 1< - L 5,. 0(; F,.' z: 1< .. = 
L80 ..с 80 #(rr:D ~=o 

mesto К+! st~vimo п tj. К+l=п dobice ве da је 
оо _ 

• 1.. 1.. 0(. г .... '-; ?: п. 

Sada mozemo mesto 
" 
п" stavlt1 К (lzmena slova) 1 dobiti konac-

по rekurentnu formulu za sistem а: 

/, ф:>z: Ф:'~ ... - (010+ 0(,7:+ .. ) и ф; +7:ф; .... )+7 (Ф:: .. 7:Ф;' ... .. )] ... 

+! 7(<Ф~' +. ")-3'l:(ф: ... 2Ф~7:" ')+(~о+~,L ... -)[1-(Fо'+ . .)+(Fo",xF~'~I'O 
Izjednacujuci 1zraze uz lste stepene т:: dobija ее в1е­

tem оо1ёп1ћ d1ferencij alnih ј еdnас1па 

... 
ф" - 0(" ( <ф~ ... ? ф~' ) ... ~ 7 ф; + /-''' ( -f - ро '2 + р .. р .. ") = о 

Ф:"- еХ" (4),' .. ? СР:) -о(, (ф,,' +?сЈ>:) .. ~ 7сЈ>:'- зф: ... 

Da Ы dobil1 rekttrc·ntntt forr.1Ulu ипесеmo u bOb.izraze 
t1 "_)~;] l~·~1..t redcva 

. , ." 
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-- - --2. "'I;"F.'F' I<~J '\'<;F'.-'· " F'7 = ~.(... 1< ј l : . ..:.. ~ ј ГК-Ј l: Vodeci racuna da је 
K=oi"" Ј'""О "=0 

. I I И. --- I I 1< I 

/!> F7" = 2.~, -с' :i .2 Fi F"-i l =;i;i.1 /Ъ; Fj" FK-j-i l: d06i~~ J~ " С/О је 

slede6a 
/ ""'СО Ј"'О "'С' 

rekurentna ~ormula 

с. н/'+ l: J./:"~ ... -(oto +«.z:+ .. -)[(Но'+ l: Н.' • .. )+'1(/.10"" ~ Н,".· ->]+ 
.. ~ '1 ( 1-/,," .. r /.1." ... . -) - ~ L ( Н.' .. 2. н; <. .,. •• ) -t (~ ... (kl: • .. ) [- 12 ( F,,' + 

-Z; F.'''··)( 4>,,' .. -Z; 4."+ . -) + (ф" .... .)( F,," .. t г." • . .)+( Fo +· .)(4)..'' .... )]= о 

Izjednaeujuci izraze uz 1ste stepene ~ dobija S8.re­

kurzivni sistem obicnih di~erenc1jaln1h jednac1na 
. . " 

Н '" (' н ") 3 ,," ( 'А..' А.. " .4.. " "-о(,, Н"+7 " .. 27"0 +f!'- -2Fо'УО+"+,оFо +Fo'+'o )=0 
." • 

", ' ' ') 3 и" " , ( '.4.. ' '...1..'.4.." Ј./. -"'о( 1-1. +71-1. + ~ 7 • - 3, .. +('0 -2Fo "1" - 2F.Ч'О "'Ч'оF • ... 

+ <1>. F,,"+Fo<l>." .. F.<I>~') +f!'. (-2 FоФ: + ФоF;' .. Fo<1>o") =0 

Za dobij anј е rekurentn8 ~ormule u бос. unec8mo 1zra­

ze u obl1ku redova te сето dobit1 

"," , " 3 " '~[ ~' ф' I-lк - f;.oo(; (Нк-; .. 7 нк-,) + "27/-11< - 31< /-1 .. + r.of i - 2. fr.,F"'-i-ј ј + 

к .• : "K·i" Ј 
+Ј. F"-i-iФј + ~ FI<-'-.јФј =0 
ЈСО ,)=0 

k·/~2 •. . ' . 

", '" 
d. На,," -z; На" ..... - (<<". «. "с ..... ) [( Н .. : + l: #.,', .... ) .. 7 ( н:: .. •.. ·)Ј ... 

• ~ 7(1-/';~ +-z ч'::+·)- 3<.(1-/';, +:п н':", .. · .)+{f!'O"<j> .... -)[(<1>.+ .). 

(F. " F")(' , ) , .4..' о +Z; t"'" - Fo f r F:. +- .. - (4)0 .. "'С 'Т'." - .. 
Izjednacujuci izraze uz 1ste stepene z: dobicemo rekurzivn1 8i­

stem obicnih diferencijalnih jednacina 

11 ,. (' .) 3" " '..Ј..' "<10 - 0(" Н"''' + '1 На" + ·2 ? Н"" • /-,0 (Fo 4>0 - Fo <-уо ) =0 
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. "СР'" ср , '-1 ' ) '" 'А ') .+00\ фоF... • {СО - Fo . 4 - F. сро .. I~' (Fo Фо - Fo ,-+'0 = о 
I . 

i1i t1 obliku rekurentne formu1e 
", к. I '1 ~" 

J-Iак - LO<, (Нак-' + 7 НОК ")'" '2 7 1-1<0 К -
, '0 

, 
3 К i-I", к .. 

[ , , ) " . ,) (L o +1; L • ... " + 7 (L o + 

" .. (; L, + . . . )] + ~ 7 а; .. 'а: +- " • ) - 3 Z: ( L: + 2 7: L~ +- . , . • ) +-

+~o +f?>'--C +, , .)[-2 (Ро' .... .. )( Ц~+ . . -)- (Ф': +Z: Ф; + .. у .. . '. ]=0 

1zjednacujuci izraze uz iste stepene ~ dobicemo rekurzivni si­

stem obicnih diferencijalnih jednacina: 

L;' - 0<0 џ: +7 L::) + ~ 7 L: + ~o (- '2. F: Но' - ф~ 2 +- 1-10 Fo" .. <Ро cP~' ... 

" +Fol-lo)=o 
• • , • , • , , , • , 

(L';;o ... , .)- 3<. ([~,,,, '. ) + (/"'0 l-f?>.<. .... )[- 3(Ро''''--)(Но:' •. )+--]=0 
i1i и obliku rekurentne f'ormu1e: 

'" . ,,, '" (1 11 з" 
La" - ,L 0<, L ак_; +- 7 LQK_i ) +- 2: 7 LOI< 

,-о 

1<' , , " 
+ ,L. Fj Но. ,..i'J 

;'0 
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~ О. 

• • • • • • • • 

i1i и obliku rekurentne formu1e: 

'1'" , 
L .. ,,- 2.o(i (Lb"·i 

":.0 

Granicni us1ovi: 

, 
Fo(O)=O 

, , 
F.( О) =0 . о •••••••• Р" ( О) =0 

F~("") =1 
, , 

F, (_)=0 •••••••• Р,,("")=0 

( isto za FI«O)=O , k=0,1, •.•• ) 

, 
</>0(0) =О 

, 
Ф,,(О) =0 k=1,2, ••• ( isto za ~M(O)=O ) 

<р.: (-) =0 
, 

ф"(<Ю) =О " • • 
, 

Н",(О)=О k=1,2, •••• ( isto za н .. (о)=о 

H~ ( ) =о " 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •• ••••••••• • •••••••••• 

granicni us10vi za sve da1je aproksimacije аи ist1. 

Pog1edajmo sada izraz za komponentu brzine и pravcu 

konture tj и pravcu z-ose 

U(",y,f) .. U(x)S2(f) [F.,"7J +"CF.'(7) + о о • 

+ .. . о)] 
videcemo da ато vec ва prvim с1anот reda zadovoljili tacno 

spoljne granicne uslove.Svi ostali clanov1 iscezavaju па spolj­

пот гиЬи granicnog в1ој а ( tj za']-'-1 svi izvodi prirodno tako­

dje iscezavaju па ва:поm zidu ) ,оn1 аато donose аа porastorn х i 

) 

t (odnosno~) korekture nultog priblizavanja uunutrasnjosti gra-
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nii;no;:: sloj а. 'ia ovim аmо postigli cilj, uvodjenjem reda [3 ~1 

i 'sterenih redova 62. mi ато postigli da vec рГ','i clan zadovo­

ljava tacno spoljne granicne uslove, а ostali cleпovi da vri!e 

kor~kture и unutraSnjosti sloja ра се i nada za dobru konver­

genciju Bpecijalnog reda i redova 62. biti opravdana, 

U svim linearnim diferencijalnim jednacinama za odre­

djivanje J!'k(?)' Фk(7), ••• pojavljuju ае parametri 0(",,0(.,. 

zatiffi ~c,~., . ... Za Blucaj slicnih гевепја imali эmo da эе 

glavna funkcij а o(L)svodi па 0(0' а BiBtem obicnih diferencijal­

nih jednacina za ргуи aprokBimaciju Bvodi эе вато па jednu di­

ferencij alnu ј ednacinu za !!'о (7)' U toj diferencij alnoj ј edna­

cini эе эет promenlj i ve 7 ј avl ј а i 0(0 te ј е РО funkcij а .I!'o <'7,0(0) 

Kako ј е .I!'o ('1,0(0) merodavno za izracиnavanje svih .I!'k('1) , фк(r'l" . 
• • • k=1,2, ••• onda ве ne moze davanjem pogodnog oblika za 

Ј!'k(?),Ф"(?Ј •••• дос! do fиnkcija koje эи nezaviBne од 0(0 

То ве ne moze ocekivati ni ва f'izicke tacke gledista, jer вио(о 

i !!'о ('1,010), koji regulisu pocetni prof'il odlucujuci za dalj е 

ропэSапје рг! Btrujanju. Medjutim uBpeva ве Fk('7)'ФК(7)" ... 
izraziti preko linearnih kombinacij а funkcij а koje ne ZaViBe 

od koef'icijenata 0<'. ,0(:., . .. ;f!>o,~", .... L'ц)gu ве tada te 

fиnkcije za Bvaku odredjenu vrednoBt o(otabulirati jedared za 

Bvagda. 

Dovodjenje F k ( 7)" ... za ивvoјепо 0(0 па univerzalne 

funkcije Bprovodi ве putem Bledecih izraza: 

.I!' 2 

РЈ = 

Р4 = о<:'Е .. н +o<,~",:>. {Н:>' +0(.0(, [н + 0<'22{:>.:>. 

F 5 = 0(.5 {НН1 +o(/'cf~ [".:>. + 0<;- o(~ { .. , + о<' 1 cf 22 f 422 + 0(.0<". {.". + 

+ O<~O<, {В + О<!' {5 

фо = /-,0 '{'о 

Ф. = о<',/-, о '{'.о + /'" '1', 

<р", = о( .'" /-,0 '{"'О + о('/-" ,+, .. + о< 2/-,0 'f 2 о + ~~ ч", 



Но ~ г~ ћоо 

Ј.ј, ~oI'r:h,oo + г"г' ho. 

Нао ";?; h ооо 
На. -= ot.f: ha. 100 -#- (:>0 j3-t h.c.Oi 

. . 

• • • 

Ranije ато pokazali u §4 pri ispitivanju funkcije 

j'>(t)da ј е uvek~o'O. ::iada izvrGimo korekcij е и ву1т ј ednac1nama 

i ovim linearnim kombinacijama. 

:Costo ае u prvoj aproksimaciji пе pojavljuje funk­

cija~(T)to ае rekurzivni sistem obicnih diferencijalnih jed­

na6ina nete izmeniti. 

::edj utim u drugoj aproksimacij i 

dobija ае sledeci rekurzivn1 sistеПl: 

эkо stavimo fo = О 

Ф · ( " '2 " "11 I , - '3 3=- f>. -2 Fo Ра -F. +FoF" +F.F ... Fz.P., )-f'''(-2Fo F • .. 

"" с" ") ( '" ") +.ог. +F.Fo -(1)з 1-Fo .. FoFo 
• 

ekurentni obrazac svodi ае па sledeci oblik: 

(.-=0 

('., ( "" • " СО Роо" ) ",оК 1-10 +/. 

К·С /<.( 

.. 2.. f>i [- 1- F/ F,."'-j + 
.~-4 Јао 

• 



с. l-~оnаСGn oblik ovoga oisterna dobicemo st:-.vlј;?.јuСiро-О i фс·О 

te sU Но =0 i H1=0. 

н;'-с{с( иј H/Ii~') + ~ 7 н;' - 6+1; + (3. (-:г Fo ' Ф: + Ф. Fo" + Focf>:' )= о 
• • .. .. оо • • • .. оо .. .. .. • • • • • • • • • .. оо .. .. • • • • 

d. Za ovaj sistem ве dobija 

'" , "'з ,," , (.Ј.." '..Ј..') Ноо -0(0(#0% + 71-1 ... ) + ?i7rт42 -6# ... + ј3' <.p,Fo - Го '+'1 "о 

· .. .. . . .. .. .. .. .. .. .. . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . . . .. .. .. . 
i rekurentna ~ormula 

·е. Копасап oblik za ovaj sistem dobicemo S1;аVlјајuСi()о.О,фо.о 

t1 =о 
о 

te је 1 L =о 
о 

. '" ј (L' L") .3 L" L' (F.'II' ...L'2 "..Ј.. фч • Lз -,,\0 '+7' +"27 ,- 9 Ј +р. -2 еn2-<Р' +H.Fo +'Т' • • +FoH2)'O 

· .. .. .. . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . .. . . 
~. Za ovaj sistem dobija ве 

.. .. .. .. .. • • • • • • • • .. .. .. .. • • .. .. .. .. . .. • • • • • • 

.. .. . .. . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . .. .. .. .. .. .. .. 

g. Ovaj sistem dobija oblik 
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Нај Г"':"-ј - )"i+l:'; F':-i-j] " о 
ЈО., Ј 

Sada izvrS imo ista sredj i vэпј а i u linearnim komb1-

nacijama za 8ve navedene 818teme tj. svuda ume8to ~oBtavicemo 

nulu tj. (->0" о 
Na ovaj nacin сето dobiti nove linearne kombinacije 

8а mnogo тапје clanova 

Fo' Fo 
F, .01. {. 
F ... o(.2( ..... ot2f2 

F5 '0('/(<<, +o<,0<2f.% .. о{?>{3 

Fч :::o( .. Jt{Hf1 ""O(,Z.O(~ (.н:: + о(tо(з f'l3+«'2,2 f :t2.. +cr(4{"" 

Fs ,o<,s {'"Н + 0(,301'2 {Н' "- ... <Х,20<з {11, +0(, О(} f '22 .. о{,О< .... {''t +0(20(з {. ~ .. 0(5 (5 

ф, -f·f. 
Фа • 0<. f. 'f ..... ~2 '-{2 

Ф, :oi','>.(!>. Lf ... + o<.f' ср" .. .. <X2f" '-{:н ... !'.'f3 
Ф4 =0(.'/,. '-f,,,, +oi'1<X"-f'. 'f.2. +0<.2f :t.'f .. o. +о<"/-,, ср.", + <Х'I'>2 '{'22 +""'/,>,'f". 

+(.>'+'-('''' 

+"" .. љ,'-(' ... ... 
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н,<(>:А .. 
H"d.p:h ... +(>.{?J.h .. 
Н • • d.'(>,·h .... +d2 (>:I1 ... +d.(>,(" /'н. +(>.(>,h., +(>ih •• 
J-I~ :: о{4 ~f12.hHHf + 0(.0(2, (>12. hЦ11 + О() f'f2 ј, 'Ј"" + ot/~1 f'2. ћ"'Н2 + СХ:; (!>: ht&& + 

• d.(>,(>.h.,. +c<.(>.(b,h", ф(Ь,(Ь,h., +(b.(b'lh ... 

На, .~:h,.., 

н'" = d.(b,'ham + f>'(b;.hof2 
н а4 .d,'t,.'А,.ш, + 0<2.('>,' h .... , ... 0<. (>.(Ьо. h .. "o. + f"f'tIh .. " + f-'~ lIа ... 
На • . ~ 0(.) (':': h а ..... 1f + 0< .. 0<2 rм2. ha 424. + ol?J f!'l hO)ff ..,. o(12.~, (-Ј2. hO'fif2. + 0(1 f:'~ h&lt2.2 + 

... 0<.(>.(Ь' /'021 • ... 0<, f'.f', h .... , ... (',~, ha.,'" f'.f'4 h<H'I 

L, • (Ь" ( ... 
L ... • ,,(, ('.' { .... ... (': (> .. {А'" 
Ls • 0<,' (Ь.' { ..... + о(.р: {2111 ... 0<, (!>f(!>2 .f ..... + (,,2(Ь, ( .. , ... f'.f': "22 

Iste еи kombinacij е z а La i Lb 

.. .. .. .. .. .. .. .. . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. 

.. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. оо .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. • .. .. 

Cada сето па 08ПОУU ~vih 1inearnih komuinacija razdvo­

jiti c1ate sisteme а. Ь. с ....... па nove sis"te:ae ц kojima сето 

im'ti ve::i агој dil'erencija1nih jednacina. a1i и njiraa песе vi-

:';е fi LU'isati konst'_:.nte« • .,еХ.)' ... "Р4 ,f''''''' " 
!Iovi siste~i diferencijs1nih jednacina imsju s1edeci 

oblik 

., ( , ~") 3 F." (. +0<0 ~-Fo -?го ... 2? о .,0 

('О (' (") 3 [" г' ( • ") t. - о( о { .... 7' + 2: 7 • - } т • • - ~ - Fo -? Fo 



ЈЈ 

'" ~ (f' f ") Ј (" 9' ( , ") {, - хо 3 + 7 " +:г 7 3 - (3 = - 1 - Fc, - '7 Гс 

-( "Ј , ") 3 {" '(f' ") (' ") ". -О(Р(Ј .. ,, +7f"" +"27 н. -15 f".· Н+7Е.ъ + {"+7Е., 
IJI , "..3 N I I 11 1. 

{.а -о(о (Е ... +'1 {.и) .. z'1f1lU - 15f'2:l =( [ц +'1f~2)+( (.~ +-'1(.~) 

г:: -o(o(E·~+7J·~)" ~?.f,~ -~5f,~·(f;+7f,n+{r:~'1fn 

,. I ".3 '1 I (' " I " { •• -о(о(f''+?{:Z3)+~?{2' -бfн = {3+'1fъ)+(f2+-7{2) 

, , , ,. , 

,О щ (' ") 3 " , ( , .:/ ") Ь. " -0(0 'Р. +-'1'f. .. 27'1', - 3'1', =- ',- Ро .. РоРо 

,о'" (' ") 3 tt /ОЈЈ' (LD' ") ( " " " ,,, - 0(0 'р .... '1 '1'.. +"2 '1 'f., - "" -",. -,. + '1 '/. - - '2 Fo {, + Ро (, .. (. Ро ) 

'-Р "' (' ") ~ .0" ,о' ( '2 ") • -0(0 'р. + 'lч>.. .. 2'1""12 - Ь,2. = - 1- Ро .. FoFo 

u;'" (' ") 12.. - 0<0 '-1' •• '7 '1' ... + .3 t О " 9\Ј>' (ј ") ( , I " " 27"'- ",,= '/'+7Lf. --2Fо(.+Fof··f·Fо) 

3 '1''' 9"" (. F" F О) 2 7 ,- т 3 = - ., - о .. Ро о 



" , ' - 2f· [ .. +FO{fH 
" , 

+ {. { .. + {'" Го' .. ( .. (,") 

( " " Е" ['{' {{" { F.") - - 2 ГО Ј.о - 2 Е, [ ... Го '2" • 2' 2 ., '2 " 

,О '" , " ) 3 v>" ~ , 
Т" - О{" ('f'3' .. 7 'f~, + '2773' -12 T~. 

( ' ") ( 'f' r'2 = '-Р.2" 7'f'.2 - - 2F" ,,- Т' • 

" {Е" ") + F.f,,'" t 1 .,. (.Н Fo 

• ('f.'+ '1 If,")- (- 2 Fо'fэ' +F,,{э". 

+(зFo" ) 

,,, (' ").3 It I I ") , • '-Р ... -о<'" 1.(''''+7\.['.>1 +:i7'1'.э,-Њ'fшс(Ч'э,+'7'f., +(l.('н+,{Ч',,)-

- (-:2 Fo' f.', - 2 {.'{.' <-Го [,; • {. {." + fэ {,". ( .. Fo
H

) 

щ t "А" '1 I '-Р .... -0(0(1.('22' +7'f" •• )+ 2 7'1'22. -~5'f2'" = (Ч''''+'lЧ'2~)-(-2Fоlf2'-

- f;' ... Fo {2~ • {. {~" ... ( .. Fo") 

LD'" Ј 1,) ~ V>U 10' 
"". -0(,,('-1''''2'' '1 '-Р ... 2 + "2 '1 ,fft;t - Ј5 ,,,,,, 

" " "! [" r ен) - 2 ,. {Jf' + Fo .{</41 ~ {. {н + ., 1 i" Т'" ГО 

\..1>/1(' I "):3 V:J" , I 11 I 11 1.,. -о{" ('-I't2. + 7'f.a .. 27 Т'" - 15 'f"2% = ('-1' .... 7'-1' .. ,.) +('1"2 '7<..("2)-

-(-2Fo·f.~ -2{.'r.'. Fof,~ .. {.(.·· .. Е.{: ... { .. F,,·) 



( се' cC")(--'f' = ,1~+711,/--:.zrc 1-'- { ' , , .. 
L " r (" r С") + ro{t .. + .. i +- ~I ГО 

'1,'; -o<'o('P;~ +7'P2'~)' ~ 7CP;~ - 15 'Рz',"('f;'нzЧ',")-(-2Fо'{;+Fo{;'+f,Fо') 

'p,~ - CI а ('f:~ ~ 7 'f';' ... ) ~ ~ 7 'f,~ - 15 '1': ... : ('f~ + 7 '-p~' ) - (- ио'{,' + F., (:' ... (Ја') 

", ' ''):'> с{)" ,о' '( '2 С") 
'1'5 - 0(0 ('-f5 + 7'"Рs • 2" 7 '5 - 15 -. 5 = - 1- Го ... r:;, Го 

ј/ 11 " "\...l) " IJ ) + {" 'f, .,. [. '( .. • (" 'fm ... Fo ч •. , + (, -." .,. { ... 'f, 

3" I (' " 27 h'H -12 h~" ~ h".,. 7 h .. )- (-:2 Fo''f .. : - 2 {,: ч.'", (;''f.+ 

+ Fo"'f2t'" Fc'f:l.~ + Е2. ч;') 

( I h") ( I I I I " .. iJ = h .. +- 7 .. - - 2 Fo '('2 - 2. f. ~ .,. f, т.'" 
" " {"') (F.'~' 1, r",o "'f r " Г'О") -+Fo'fjz+-Fo'-P,t.'" '"'11 - -2, о Ift-2ff~f +.,., ,.-4 +Ро H+ro\..f.ff +Tf'f 

f ,,, (1 ") 3 h" h ' ( "" ") 11,,-, - 0(0 h .. '7hH + '27 ц - (2 ц ; - - 12 Го '-('. + Го 'f2 +-F<.'f2 

Ј I I I {" 
- Q. f f"'I '-{ .. , - 2 {~H 'f., + Lf.. 1f.-f 



ЈЬ 

=( h~. +7h;. )-(-:2 Fo''f,~ -'2fN)+ 

... '-'2. .(04 "., '/"2. Го"+ FD Ч'.; + (4 Ч~") 

1/" 3" 
h.з - 0<0 ( h~З -+ 7 h:з ) ~ '2 '{ h-l.} - Н:, ћ23 ,,- (-2 Fо''fз' + 'Р3 Fo· ~ Fo"." )-(-2 Fo''f.'. 

+'f% F. Ч+ Fo '-f ... ) 

h
W , Н) 3 h" L' ( " ") d. о" - 0(0 (h о" + '? h".. + 2 '( аfl - Ь па" ,. - Ч', Fo - Fo I.f', 

,., I " 3 h" , , .) • 
h"""-о(о(h"""<7 hQ'''')+ 2'1 .. ""-12hQ"":(h ... ,,+,{h.,,,,, -('f,{,,+'f,,{,"+ 

'" F.. 'UI' r" , ') + ,-.. ". о -Fo ,. .. Н - Т'. "f .... - (,. \f .. 

" ") (Ј> f н r" c'V>' (' 1) - F. '-fЦ, - ft '11. - ,. .. + \.f4t ro - го 1" - , "' .. 
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" ,О (" ,О р" С'Ч:' + \..('.1 f11 -+ 'Т1Н i + 1411. о - ГО .. 111 
Ј I [' I , ') - {, '-1' .. , - ,,'1., - (,,, '1, 

,/1 I " .3" I I '1) (1 
ћОЈ21' -alО(h.С'll1~'' +7 hI1t1Z f/) + 2 7hClI2I1-15 hQI~fI ;:(hCf2fl ~7hQ~ff + h..m + 

" ) (1( 1I 11 ll) Ј/ l' I I r" о I {' I ) + 7 hCtf f 1 - I..f~ [t2. .f, lfH {~ + Lf:z.., {1 Т ,12, Ро - Fo '-f12f - (1 ~:11 - .l. ,Н - 12 '-1', 

", , ")31." Ј ,,, " " h",,,, -otо(h'''''Э47h.,,13 +"27 ",,,э-15h,,,,,з =(h'''~''7h''''~)-('f~f. +,!,~Fo -
- Fo ''1'. ~ - Г,''fэ' ) - (Ч, {, • • 'f" Го • - го ''1'.: -(, 'ћ' ) 

t ,. (1. I <") 3 h" h' ( " I 1) (,~ " 'ИЈ ' ) n"',~ -«о "''1 +7" .... , + 'Е7 4''1 - (5 «'" с_ '!"Гс - Г .. '1'" - "гс -Го-п 

{ '" (' ''') 3 (Ц (' ( " ,. t с-" • ") € . .., -«о( 111 "'71441 .,. 2''1 ftf - 9 .11':- -2Fo h.,-Lf,. +n"Го +ч>'Чf +FOhfl 

( М .( , Ј1 • ) .3 ," ( t (' ' I Ц) ( " , , <4rh-«о( "",+,/1,,"'" +'27 "".,,-12 ".,ff= ""f~'lr ..... - -2Foh.,,,.,-2f,,h ff -

flD' '1 h F,N и"о.р.и" r}," {,Н) - 2"f. ,41 +httf, + ... 1 о + t.p., 7f' + '" --''' +ГО Н' + f П .. 

~ '" «( , (") 3 (. (' (1 • ) ( " , I l.н,н .. - 0(0 , .. и, +'1 "''141 "":27 .... н. -15 "fff1 = (.'Н "'1 (f11' - -2. fohf'H-~(, 1.41," 
,,' """" t:lr-h [.ИЈ. ИЈ, .D н • v* -2{f-ifJff-2Тf -rf-i,-Ч'И +1.' ,,+ f ",+Fo "".'"'11'f"f+"I4,\'/"+\/"'--'14-

" ., ") ~ Foh .... +{.Ir'H + {Н!," 



)8 

h " ( 'h' 2f'" ""иI' '" " " " '1~- -2Fo Hi- ,. nfl-211 1'" +hл{" ~n''ifFо +-"-f1 Ч'tt +1..f'fЧ" + 

р'" I 11 3 ,,'Ј I 1" . 
ј ..... , -01'0 (("4'" +7 (, .. ", ) + 2 7 'а"" - {2 f,нщ & ((ан. + 7('"'' )-(- 3Fo'h;H' -

'L' 'f," L г' '" .. ~", I"п' (.1" -3{, ПО" +2ГJIIt', , +2nafflrO +2пн" +2h ..... F. -2r.n4f' - ~T,Гtf'+ оnо,н+ 

h " " .. ''''') + [. ..., + '1'. 'f" + 'f., '1', - 2 '1'. т н 



39 

I /f 'L' " ... 2 n22Fo - 2Fc {(:Z2 +FohC!22 

'" о l' 1 (и) 3" 1. ~. fbHf -ofо(lьн r +? &1/1 +.2 7/Ь411 - 9fb-41f =-(Ј;О4fFо"-Fo'h6f') 

.1 "1 (1' ' 1") 3 р '1 Р 1 ( Р 1 " ) ( h f " ·lOhh-о(О 7ь.iff+-r;"''''4Н' + 271b-tffl-12Ib<lttt= lЬ 4п +11'Ь1Н - ан .. + 

. + h':Ol1Fo 11- Fo'h:fff - (/ h~f') 

lЬ ;';2 - оЦ (&:.2. + ? (0:;2) + ~ 7/&1:~ - ~2 {Ь<:2 = - (hol. Fo"-Fo'h~I1)- (h <111 Fo"-Fc' ha,) 

(ь::',н - 0(0 «(b"~'H +? (b:~'11) + ~ 7 {ь,,:'н. - 15 (Ь:Н11 := (fb~Hf + 7 (Ь;~11) - (пан {.: + 

hDfff { .. " + Па,,,, Fo" - Fo' h ~H" - h I h~t1f - f<f~ ћ:'н) 

( '" (" ;") " Ь,а1fl - 0(0 1Ь2.,. + 71bf.tН + f 7fb2..'ff-"'3>fЬ~"i1 =(fb:"'-f'7fь:н)-(hо4.f;' + 

+ hQ:&"Fo"-F.'h':Zf' -r~/h:'ff) 
,.'. (1' Ј)Ч) 3;11 ;' ;' ") " 
1 ..... -о(" 10 ... 2+710"''' + 2'11.&1"" -fS1/>Н'2 -(Јо<12+?fbI '2 -{hО'2f.' 

+ f,.Q41% Fo"- Fo' h~ff#. - {. I h. ~/Z ) - ( h О'Н {/' + hQf" Fo" - Fo' h~.t, - {.' nА'н) 

о 
о о о о о о • о • о о о о о о о о 

Na ovaj smo nаёin иёinili вуе f ••. , 'f ... , h, ••••.••• 

о 

za иэуојеnо 0(0 nezavisnim od ostalih koerOicijenata 01,. .. (1)1< 
k=1,2, •••.... ,te ве stoga mogu sracunati i tabulisati. А onda эе 

rccunanje pojedinil1 problema sastoji u elementarnim щаtеrnntiс­

kim operacij ата о 

О dgovaraj uci gr aniёni иэ lovi za sve f ••• , 'f ... о , • • 

glase sada: 

, , 
f ... {о) - f .. • {о) - f .. ·t-) - о 

I 'f' •.. {-) 'f ... {о) ='f"'{o) - - о 

h ... {о) = h'. о • {о) = h' ••• {-) = о 

• •• • • • • • • • • • • • • • • • • 

;ada bi produtna komponenta brzine imala slede'i oblik: 

utx,y,t)=U{x)Sl(t) { Fo' +o(.r,'r:+ (0(,2.(.: +.,(" r;)r."+ о о О О 

о] + U 12
[ 

о О О ] 4 о • о .! 
~ 
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Proucimo јоа jedan slucaj tj 
iz opste klase 11: 

Slucaj В: 

U ovом slucaju је 

0/.0 = 1 ( m=l) 

~ 

пав slucaj В dobij еп 

а raspored brzina pocinje ва 

.Q(i)-S2.i ... .Q2i2 •. 

linearnim clanom 

. . . . .. . . 

ва .о.". О (inace proizvoljno), По: -proizvoljn1 (1 = 2,3, •• ) 

Izracunavanje koef'ic1jenata 0( .. iz koef'1cijenata П .. 
dato је jednacinama 33,а koef'1c1jenata~Msa jednac1nama 54. 

U оуом в 1исај u g1avna f'unkc1j а O«"l:") 1 f'unkc1j а 
fJ ("l:" ) п1ви У1ае date kao stepen1 redov1 ро Z: ,уес kao ste­

~a 
реп1 redov1 ро ~ tj. 

o(('r.) .. 0(0 • o("'al; " •• о(.,.l;:ча + . . . .. . . ... 
gde је: 0{0=11 

f!>('r.) • f!>o • pv.~ Vа. p.,al;ata+ ....... . 

АЈсо unевешо о( ( ~) 1 f!> ( l;) u gornj еш obl1kU,onda 
се trazena resenja b1t1 pr1stupacna za racunanje kao stepen1 
redov1 ро ~.,. ва koef'1c1j ent1ma ko;1:1. ви f'unkc1j е reduc1ranog 
rastojanja od z1da. 

АЈсо оуе izraze вшеп1mo u 60.вузkа od parc1ja1nih 
jednac1na tog s1stema razdvoj1ce ве па rekurz1vn1 sistem 0-

bicn1h dif'erenc1ja1n1h jednac1na za odredj1vanje koef'1cijenata 
-f"lnkc1ja svakog od gornj1h stepen1h redova. 

а. Od prve jednacine sistema 60 dob1cemo sledeci sistem оЬ1с­
n1h dif'erencijalnih jednac1na: 

Fо~+oI'о(1-Fо·-?Fо·)+ 17F ..... O 

Г';; -o(o(f··/~+7fv;) .. ~'lFv~ + o(v.(1-Fо'-'lFо")-F~. ~O 
• • • • • • • • • - . . . . . . . . . 
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111 и obliku rekurentne ~ormu1e 

FI<~"' +О(и,,(1-FО'-'lFо")+ ~7FИ~Ј- KГ':~, = 

1(-, 
.. 1- o(it, ( F :-' + 7 F ':d ) 
,-о -т 3 

za svako k=1., 2, ..•....•.••. 

Ь. l'arcija1na jednacina za Sistеmф(6О.)dаје sledeci rekurzivni 

sistem obicnih di~erencija1nih jednacina 

ФО"'-о(О(<Ф;+'lФо")+ ~7Ф: +po("-Fо'~+FоFо").О 

сР';, - o{o(<P~~ +7 Ф .'1~) + i 7Ф~ - ф~, -0(", (q.':+7<1>:)+ f.'.(­

- 2 F.' Fђ + F. F':" + Fo"Fv.) .. ру, (1-F.'2+Fo Fo" )"0 
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

i1i и obliku rekurentne rormu1e: 

Ф"' ос , .) ~" , 1<', - ~С(i/З (Ф'Р' +'lФ!If' + Ј:'/Ф"',-I<.Ф,.,., +{)ItI,(.,-F.'2+F.F."). ". . 1(-' t IC.-& l' м-," It Ј 
+ L п,il) - L F"j"Fr<j,'-i + I. ђ" F .. -i-J· =0 

1 •• '- ~.o d80 3 1<·(,2" ... 
с. Treca parcijalna jednacina sistema оо. daje sledeci rekиr-

z1 vni sis-tem о bicnih dit'erencij a1nih ј ednacina 

Ј./ ", (1 ") о-о(о Но+,/Ио .. ~7H." + fн>(- 2Fo'Ф~ + ФоFо"+FоФ:)=О 
• • • • • • • • • • • • • • • • • • 

• • • • • • • • • • • • • • • • 

i1i и obliku rekurentne ~ormu1e .... ' 

J.I .. ;·~ -!..О((/Ј (ц~ •. +7 И ':т') + i7~::1J -К 1/:'" + tj3{h[-2J~o F.·:J-јф~iJ 
w-. И-ј 

+ I.. FKjI-i фј; .. + I. Г~~O-J" сРЈ'Ј] =0 1<-.,2, " .. 
, Ј80 4.0 
\1. оуа jednacina iz sistema 60. daje sledeci rekurzivni sis-

tem ob!cnih dlferenclja1nlh jednacina 

Ио;' -0(0(11.:0 +Гl Ис::') + i 7 н':. + {'.Јо( Fо"Ф. - Fо'Ф;)-о 
• • • • • • • • • • • • • • • • 

• • • • • • • • • • • • • . . . . . . 

• • 
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е. иуа jedna~ina daje slede6i sistem 

'" (' ") 3 L" Lo -010 Lo +'ILo ~ 27 о 

• • • • 

• • • • • 

11i и obliku rekurentne f'ormu1e ".; 
", к I 11) 1/ , 1( [~ fi I и' . ' LI</3 - 1. ot" (L к'; +7L~i • JrLI<f' -I<LI<f~ :-I.of>i/~ -2!- Ј/$ ";'-1-

· ~3 з .э 2. ~ ,'. Ј'О 
"0 

lC~j, , К-; н 1(-; 11 1(.; "Ј 
- ~ Фi/з Ф ,,-i-j ... 1.. Нi/з F Иј'-i + L <P~'/3 Ф ""-ј + I. F.i/зl1 IS.f-i 
Ј'О JS 3=0 1'0;3 /'0 

za svako k=1,2, ••• " •• 

f'. Ота parc1j а1па ј еdnа~1па daje slede61 rekurz1vn1 sistem. 

L '" (' ") 3 LU 
, , оо -0<0 L .. o"'7 Loo "':27 </0 +j!>o(-3FoJ.lоо+2НаоГоU+:2ИоГо"-

,1 "..Lф" .L'2--2FoН.+F.На • .,.ч-ь .-ср" )"'0 
• • • • • • • • • • • • 

• • • • • • • • • • • 

111 u ob1iku rekurentne f'ormule 
Itl.-i 

., t< ('. .") 3" I К. [ t" .' Lо,щ -l..o/i/3 La!!=' +.,Lo\,' + :27L""/з-I<L"I</3 ~J.. /3'/3 -3~ 'ј/Ј' 
'80 Э '.0'- Ј 8О . . , 

• . ~' F " ~. г"" ;:' , о' . f.. .. -,. L1 " • 
-Но '7=J+2L..#ojl! ".ј-ј + 2./-Њ/) "ј'-Ј - 2!- FJ'/$ ТЈ Ч:'''' Fj/зТЈо 9-... .,. 

ј8 О 3 ~ .0 Јао .0 

",.,. 11 к-,' f I 

+ ~ Фр! СР .. -,'-ј - L Фi/3 ср ~j ]"0 
~.o .Ј Ј80 • • 

g. Zadnja рагс1јыпа jednacina daje sledec1 s1stem 

• • . . , • • • • • , • • • • 

111 u obl1ku rekurentne f'ormule . 
к·, 

'" t( (1. L" ,) 3 L" L' ~ [ \ L bf</3 - L 0(./3 L b ~.:" + 7 b!lj-' +"27 Ь"/З - 1< Ь "" • :L- {!'i" !- Ној,! 
,"0 3 "О ,- ASO 

" F #( -; -i 
.3 . . 



43 

Granicni uslovi: 

P~(o)=o 
, 

Fk(o)=o k=l. 2,. • • 

F'(-)=l 
о 

Fk(oo>=o k=l,2,. • • 
Фо' (0)=0 ф,: (0)'0 "·",2»·" о-

ф;(-> =0 ф:(со) оо 1( .".2" . . • • 

isti su dalje granicni uslovi i za rt, На, L. La i L .. 

Dovodjenj е ГIC/) ('1), фК"('l)' . . . za usvo ј eno 0(0 па uni­

verzalne f'1] пkСiје sprovodi ве putem sledecih izraza 

F .. р 
о о 

r1l) .. 0/'1'5 fvз 

F o./~ • of:~ {"Ј'II + о{ 0/5 f Ч" 

Ff s «;. f "'"~''' + "'УЈ"'ЧЈ {.,.&I •• 0(, (. 

F'Y,""':;' ('"У''1ЈУ) + oI./јо<ч. {"'''''''+'''у .. <1('(УЈ' + "':,. {О/Ј"" +ofчn" .. " 

ра/р o<.~) (".УЈ"..,. 't) +o(~ "' ..... ,,"~"'''J + "':'0<, (.,.".. +",~c(';J fYJ"'On + ",,,.cl,,,.{h"l) 

+0(., .. <1('(&10' +,,(fJI .. {S, .. 

Ф ... ~0'1'. 
фу, .. О( у, f'. '1''''0 + fЪ'/" I..f", 
фч, .. ot~ f'o """'УЈО • 0("0 ~Ya 'f.,.", +o{o..-.{I>-'I""o + "'''11> '1'./5 

• • • • • • • • • • • • • • • • • 

• • • • • • • • • • • • • • • • 

# ... f': А_ 

Н,,) .. ot""f': h",oo .f р. f'V5 1.0'lЈ 

Н 2/, .o{~"': "",,,,, •• +ot."p: А.,.оо + 0(." р.ор.у" 1.'1".111 .. f>of.>.,. nо'/" .. 
.. f'},hУъђ 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • 

• • • • • • • • • • • • • • • • • 

Н.о o~: А __ 
Н .. у) oo(YJjb .. hoY)oo +,.. .. ,..". h .. o"" . 
Но." .. ot~f': 1.. <п'УЈОО + als" f': h • .,,,oo + oly..p.of'v, ""<поУЈ + p..f''''. hООЧЈ+ 

.. fЪ~Jhov,~ 
• • • • • • • • • • • • • • 

• • • • • • • • • • • • • 

• • • • 
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• . . 

Forma1no ве moze dobiti iz prethodnog Blucaja А ako 

ве Bvuda gde Btoj1 k (1, 2, ••• ) Btav1 k/J. Da пеЬ! dalje 

odugov1aci1i ва pisanjem zadrzacemo ве ovde. Posto ашо ran1-

је u ~ 4 vide11 da ви za ovaj а1исај В pr1 ispitivanju funkc1-

jef(r.),~o=o <j!>~=o. to ве onda dati sistemi obicnih diferen­
c1jaln1h јеdnас1па 1 gornje 11nearne kombinacije un1verzaln1h 

funkc1ja prevode па ove obl1ke: 

а. Оуај s1stem zadrzava star1 obl1k 

Ф."'- 0(0 (Ф: ... 'lФ~')- ot./) (Ф~/) ... 'lФ~/s)+ ~ 7Ф;' - ~ф~' .. f2/~(-

- 2. F.' F~ + FoFv; t- f·"Fo") +р.( 1- Fo'''t- FoFo")-О 
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

с. 

-о 
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

d. 
+I':'~/, - 04 (-Ч.:"'/S t-7H",;",/}) + l7 11:",/) - 4.1(':",,, t-~"/)(4'/ЈFoН+Fо'Ф~s)=О 
• • • • • • • • • • • • • • • • • 

Za е, f i g пешашо ј ednac1na, posto вmo ве ш! zadrza-

11 па Btepenu 5/Ј а u da1j1m s1stemima е, f 1 g tek Ы ima1i 

jednacine od stepena б/Ј 

Na ist1 пас1п пар1в1шо Bada i 11nearne kombinacije. 
koje Bada dobijaju s1edec1 obl1k 

.F с}' 
о о 

F./) = 0(./3 f У) 
F,,/, = 0(.;; {." у, + 0(2.', f 2." 

, 
F. - о{.!, {-у"".Уь +o(y .. o(.t, {'/Ј"'" ... о(.{. 
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'ф." ~ f' 2(, '1'0', 

ф. ,01'/'/,>"1' '-р'/' 2',.,. f'.'f, 
ф41> = 0(.:. /,>'/3 '1""", 2') + 0(./. f2(~ 'fц!Zj. + 0<." (>, ч·/ •• + /,>"IЭ '-f .. ,. 
Ф5/~ • 0(.;, ('>2', '1''1. 'I>'f. ',. + о( '{. "("У'>Ц, ЧУ.ц. >(, + CI. .f'>2i> 'f" H + "<':'/'>' Ч''I>У>' + 

• + <1.2"(>''(''>1 +oI.Y,{,",~'fY'"'' +(>5, • ..,./. 
Н .,. ~ /'> "о h '-" ,/, 
Н 5,. ~ ",./.ј!> 1" h '1. ,,~"I, .,. /,>'1' f'>. h ч •• 

" h .. Ht>.~'. < (>'Н t>. "102/. Н .. 5/, = 01.". ('>"'. h .. '1> 2'. ,{, .,. f'> '(! f'>< h Q "Ј1 

I10vi sistemi diferencijalnih jednai::ina za otlredji','A.­

пје univerzalnih funkcija imaju sledeci oblik 

F. '. ( I ") ~ " а. о +0(0 1-Fо-'lFо + ~'7Fo =0 

н, 

f ћ 'I!I 'у3, ћ, 'Ј"} - ot о ( f "Vз. .:~ '/) У-ъ Уз 
I ") = (f")"/)Y~Y') ... ? r"/')Y3Y~Y~ 
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... r V1 Y~1 

111 , " ~" , , 

f·I>2f,',~-о( .. (fv)ч.·I" 7 (У''I'''')+ :2 7f"~2f,".-5f"'·I>·'1 :=(f·/32, ... 

.. 7f;;)'h)+(f~'2J''''7 гу; .. ,.) 
(.,:~,. - 0(" (f у;",. + 7 f ";,,,)+ ~ '1 fv;"', - ?(v~.') "'({1~'+? f ~;~ )+( {./. #-? г';,) 

v) ш (' .. 3 I V) I ( '2 Н) О. 121) - 0( .. '('.,." '1 'f2f) + 2 '1 'f2/. - 2 -,"-/ ... - 1- Ро .. Р .. Рс 

, о '" (' ") 3 ., ,о I ( ... " ) ,.о,. -0<"0 '('''11+,/'1'''" + :17'-1'",)- 4,,,/~ ~- i-Fo +FoF .. 
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1" I "3" , I 

h '/>'1,"1, -о(о (п. '1>'1,'1. + 7 h '()"I,2/,) + ! 7hv.2/J1{) - 5h"':Y''''' -= (1\ 2/,zt\ Hl h~,"I)-

_(-ZFo''f.;\ц}-2f';Ј'f~) T'f:lf.f·;~ +'f.."ц.F,." .. FсЧ:;.'Ч, +(ђЧ:Ц~) 

3 D " 1.. ' ( , 2:7n 2/)' -5т<a.t,. =- - 2 Fо'Ч', +'/', Fо"+FсЧ',")-

- (-2 F.,'Ч'~з .. о..р./, Fo " .. FоЧ';;) 

• • 

Kod е, f, g Biste~i Ы po~eli tek od stepena б/3 od­

поэпо ';lana ~2' •.• , а mi сто se z:ldr7.ali 8::-;1.10 па cl~:noYi:na 

do r'~da 5/3 te ostale aproksimacije otp~daj~. 

!ЈО ,;;", tr'ajmo јосе slcecij "l,п slш" ај 
• 

kada Је: 

CI (r) - еХо 
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~pecija1an s1ucaj: 

Ranije smo vide1i da ovoj vrednosti g1avne funkcije 

ойсоуага s1edeci oblik rasporeda brzina ро угег.lепц 

gde је 
S2U:) : по t"" 

-=o(;:,.O~_ 
т"." 2> - '20( .. 

%0 

Rasporedu brzina datom u gornjem obliku odgovara 

s1edeca vrednost funkiije ~(r;) '* 
~ .3 5 Q 2 t:N 5. Sl:e"'dt !?){ r ) с ",.., t _ ... 3 -=:!!O.;:..;..~=-~:.. 

I ..... п .Qoi"" 
i1i kada se integrali dobija se: 

2> L т+. f (r;) = 217\+-1 .00"& 

Iz t t 

~ = .ј s .Q"d~ = $ 5.2: S t "~~ 
о о 

• .1 
v 

sl.eduje 

te ј е 

uvedimo oznaku 

do bicemo аа ј е 

_ .3 .а. 
2"1 +. 

(,->{'С> = ~I< (; 
н 

1 
.2," +4 

1>\.1 
2m<ff поа'" r 2тн 

Osvrnimo se sada ponovo Па ul.ogu t'unkcij а 0«('1;) i ~(1;) 

:::;ет kl.~,sifikacije ргоblета, koji se то'"и resavati ро оуој те­

todi, а koju smo izvr:ei1i u ~4 ргета glavnoj funkciji«(~) ,оуа 
Пат funkcija daje i oulik resenja za ргуи jednacinu sistema &0. 

Analozno ~'edu za «('l,) dali smo ге';епје za Ji('1''l:) u obliku istog 

геаа tj.o«t;)c.,{o+ol.'l:+··· .te је i геБепје z"- ovaj slucaj А dato 

u ou1iku reda F(7'~" F"<7>+ r F4t7' + ..... 
Za oS1:',1e p"rcija1ne jednacine sistema 60. геСепја smo 

iGto da1i u obliku геаа ро -Z; , a1i пат је oblik геаа i роёеtni 
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clan u tom redu bio diktiran oblikom reda funkcije~n)odnOBnO 

prvim (pocetnim) clanom toga reda. Napr. u slu:;aj u А imali вто 

йа je/-,(!;).~ .. t"+ .... te је resenje trebalo dati и obliku istog 

reda koj i pocinj е эа linearnim clanom tj ф( '7' -Z:-)" Ф. ('7' r + 

Ф2(?)Z:;~·· а и slucaju В imali эmo ј'!ЈСТ;)С/'nlf,r:2!3.. . .. te је 1 

resenje trebalo dati и obliku ф('?,1:.).Ф2!!>С'7)r;2 /3+ ... 
u ovom specijalnom slucaju је . ;-ъ(r)~,,-z::Кtе се i re­

зепје biti dato u obliku Ф('7'r:.) .Ф"('7)r'" 
Posto эе и trecoj parc1jalnoj jednac1n1 sistema 60. 

javlja proizvod funkcija,.,<t:> i СФ('7,т:.) to је ocigledno da za slu­

сај А mora resenje biti dato и obliku reda koji роЫпје эа kva­

dratnim clanom Н(7'С)" Н2 (7) -с 2 + ••• u ovom specij шпош 
s 1 ис '"ј и ј е ~ С '7,1:.) с J.I :Н( (,1' 'l:' !1. 1< 

Dalje је ocigledno da се za cetvrtu jednacinu biti 

isto Ha ("1,r)"Ha 2k{7) z:;2K а za petu L{'l,t:)=LЗk (7)-z;Јk i za sestu 
ЪК L 3~ 

i sedmu La('l,"t)= L aJk ("l)1:' i b"7,t:). Lьъо< ''1,1: 

Sistem parcij alnih ј ednacina 9. za ovaj specijalan 

slucaj svodi ве па Bledeci oblik: 

Oblik glavne funkcije «(СЈ=о(. daj е пат oblik resenj а 

koje ima Bledeci izgled F(?,Тo)=Fo (?)' а direrencijalna jedna­

с1па za odredjivanje ove funkc1je ima oblik 

~ 111 ( I '1 3. '1 
I о + 0(0 -1 - Fo - '1 Fo ) + ~ '1 Fo = О 

Druga jednacina sistema 9. ako ве uvede(!>cr).f-'K-Z:-"'i 

ср .. фи?:" dObij а Bledeci obl1k 

и ", (' l' 1( 3.. ф" и -L.' и 1« ,2 ~") О 1:' фи -0(0 ФК +7<:/:> .. )1: "'?[7 ,,,7: - 31<_к1: +f-'",r. 1-Fo +Foro = 
111 

m 

Фк - 0(0 (.ф~ + ?.ф~')+- ~ 74>; - ?>I<</>~ .,. /-,к (-1- Fo'~+ Fo Fo") .. o 
'l'reca jednacina эе Bvod1na Bledeci oЫik ako ве vodi 

racuna da ј е ~2/« 7,·0= 1-12I«7)Т;2.И 

Н '" (1 ") ~ 11" 11' ( 'А' -L" -L. 11) аи -0(0 I-IIJИ;+71-1!tК 4-~?"'2/(-6I<M2K +~K -2Го,+,К +Fo'f'K +'f'иFо "О 

Cetvrta jednacina ве prevodi па Bledeci oblik 
'11 , 11 3 11 f 

1402'< -0( .. (1I .. 2К .. 7 JI""I<) + ?i 71-1021< - {, к Ј./ "'Н< 4-ј!>к (ф" Fo "- Fо/ф~ ) = о 

Peta jedna6ina ве svodi па 



5СЈ 

( 
I { -Ј...'2 

+(эк - 2 Fo +/,,'" -,+,К .. 

" -L -+..." с ") +Н"кг.. + '-(-'><'/-'к" ГоН,к ~O 

јеdпв~iп~ dobija slede~i oblik 

1 BeJ~~ јеdпа6iпа 

,', I " 'з'1 

Lb'-K - <ХО( LbЗk ""I LI>З"')" "27 L 1.31< 

11i u'iodeci 

.1<' =F 
о о 

ф", : fЪ" '-f '" 
l1"к =(?>; ћкк 

L ' (Н " '1) - 91< 1.31< +(>1< О"К F" -F" Но"" ~O 

L 3K =f'~ L "'><1< Lо"ч = (Ь: L"KI<'" Lb3K =(Ь; l&l<l<l< 

dobija ве 81edeci 8istem diferencija1nih jedna6ina 

F, '" (' :3 1/ 0+0<" 1-Fo-7Fo")+ z7F" =0 

'" о '" _/ (,-- D ' 11 ) ~ \.D" UJ I ( '.2 1/ ) оК -"'о ok+7'-fк +:[7}К -31< ,1< 8- -t-Fo +FoF" 

111 I ".3" I I I 
LO'O'K - d o( LОЮ<l<" 7 LOK/CK)" '27 LOI<I<I( - 91< LQI<KI< = - (- 3Fo h ОК'" + 

h r""h F." 'h' h
D "'2) +2 ОКнГо+"'" ICI< o-2Fo I<I<I-Fo ОI<Л+'fи'-f",-'fк 

=-(hQКkFо"-

-Fо'h'cI<К) 

Gornjim je(lna6inama mozemo d?ti i drugi oblik. Пaniје 8'.10 vi­

deli dcc је 

т= "{ј ; daj~ 

сЈе Ј е 
•. о 

~lF'····-Сl_ ..... ~ ~ - .. 
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ј;Ј.lсс ј~dла(;iпе rnо~',еrпо izrA.Ziti 1_1 funkciji nove iJromer11jlve 

~'.::,evedimo ргуи od gornji!l јеdnаёinа, koju ·.ог.1О "1' . "t1' 
~ ._. 

и slodeCem obliku: 

(о"'+ ( -& - еХо) 7 (о" - 0(0 (о' = - 0(0 

Vouo'':i гэсunа da је 

Ako sada и datu jednacinu smenimo o(.,i Е u funkcij1 

od m i vod1mo гасиnа о izvod1ma datim u gornjem obliku, jed­

nacilla ве svodi па slede61 obl1k 

3 '" (.3 3 IТI ) Jr-:-:-. Ј F. + - - 7 4(2mт4) .3 с· 3171 I .3 
4(2m+1) ~ 2. 21Т1+4 l' 4(21Т1 .. 4)го-2m .. 4Fo2-2.m".:f 

11i мо ве sredi dO'Jija se konacno 

1" щ + 27.1?" - 4m (l-Ро' ) = о 
о • о 

На isti nacin transformisemo i osta1e jednae:ine a1i: 

prethodno rast"vimo Љ,. па m ... 
, ( ] 2.М., 

I?J = .3 Q [~ 2m .. ') = ~ 
I "211'1+1 О!2'; 21Т1+1 

i uradimo slede6u Btvari с1an ~ ostavimo u datim jednacina-2iii+I' 
та, tako da ј е 

:3 IJ)"' (3 
't(2m Н) 1 .... -+ "2:- 3т )'0' + 2.щ ... 't<:' 

dobice ве pos1e sгеdјiv,шја 8- 3 (1-fo'2-t'f. Р';') 
'''. '( 12 2m +.. о 

'-Рк ... !2 'l.Ч'к - 4 (2 m н)чк ,,- 4 1- Fo .. FoFoU

) 

O~tale jednacine па isti nacin ве svode па B1ede6i oblik. 

f 
... 

а'" '" Је 



gde· зи sada 

Fo=Го 

СР" = (!>= '-Р .. 
н 1< • (!>:2 h к'" 
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L 1< = ~~' ("~,, 
laK = (!>: Ј{о.кк К 

LbK' t>":f.""" 

1 strujna funkcija sada ае transformise n~ novi oblik 

• • • . . . . 

Vidi ве da и slucaju ako је brzina spoljnog potenci­

jalnog strujanja data и obliku U(x,t)=U(x)-tШ , da ве и tош 
sluc~ju i oblik strujne funkcije i jednacine za odre~jivanje 

nepozn,"tih koeficijenata-f'unkcija iz паэе metode svode па 

isti oblik koji је Vatson dobio рг! resavanju istog slucaj а. 

i3to је siguran znak tacnosti ove metode. 



§ 7 NALAZE!JJE VREI,:ENA ODVAJAliJA 1 .I'RЕDЈЕIЮG 

риТА TELOI,: 211. то VREME 

Kod nestacionarnih granicnih slojeva intez'esal1tno ј е 

naci momenat pocetka odvaj апј а sloj а ва povrcine te1a tj. vre­
те koje prodje od pocetka kretanja do momenta kada prvi put 

pocinje da ве odvaja granicni sloj. Od prvog trenutka odvaja­

пј а sloj а ра nada1je taeka odvajanja се ве pomerati duz kon­

ture еа vremenom sve do momenta dostizanja stacionarnog sta­

пја. 2ato је u toku proracuna interesantno traziti vreme ро­

trebno da tacka odvajanja dodje па neko mesto d'!z konture u 

interva1u od mesta prvog odvajanja do mesta·gde Ь! ве na1azi-

·la pri dostizanju stacionarnog stanja. 

Tacku odvajanja сето naci kao i u slucaju stacionarnih 

grani6nih slojeva iz us10va da је tangencija1ni пароп па zidu 

u toj taeki ravan nu1i. Samo sto се ovde ta tacka biti fUnkci­

ј а koordinate х i vremena t (octnosno'Z:). 

Za tangencija1ni пароп dobija ве s1edeci izraz 
2 

/J-fon = ~ (~~) = t'- UI>() vJ;-z: Р77 (х, '7'~) 
i1i па zidu: у=о;? =0 

ЈЈ+а'! "fA F;'l'l(Х'О'~)=МИ .02. {Fo(o)+F<('OJ'C'" "U'[Ф;'(о>[t 
I .Ј./зт: 

а u tacki odvajanja је JJtQn"O ,', .' . ·Ј •.... } 
{ f-.,F,:'<o) z: к +- и' l:-.Ф: (0)'(;'' + и' 2L 1-I:(о,С" + ии" 12 Н.::. (0)7:.'' .. · . .}" О 

'l'е sшо dobi1i jednacinu za odredjivanje vremena odvajanja, od­

повпо, jednacinu koja паш daje p010zaj tacke odvajanja па kon­

turi, u interva1u izmedju tacke u kojoj najpre dodje do odva­

јanја i tacke gde Ы ве na1azi1apri dostizanju stacionarnog 
stanj а, u sv kom trenutku vremena. 

Ova ве jednacina moze napisati i u razvijenom obliku 

Ро "(ОЈ" [F,(~) + и' Ф;'(о)]~ + [Р;(о) + И'Ф~' (о) +- u'2 њ"(о) + ИИUНQ~ (ОЈЈ 

2 [F" и'..Ј..." '2 11 ,,- " '~ " Т + }(О) + <+'}(О) .. И Нн;(О) +ИИ Jlо~(О) +И L з (о) + 

, " .. 2И"'L"] ~ ... ии u LQ~(o) .. U 0)(0) r +. • • . : О 
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Ре это dobili рс je~an red ро ~ эа koeficijentir.a u 

zagradama( Ј koji ви funkcije od х. Gornju jednacinu сето rei'i­

ti ро "[, а zatim iz Z:: пас! vreme t. 

~ut predjen te10m do trenutka odvajanja 
-1., 

5 = S ndi 
о 5)."-

ili роiЗtо ј е cI-r: • ..:) df to је 

~! s=vf dr; 
о S2(1:) 

§8 NЛ(;IN и.РОТМВЕ МEТODE 

U ovom paragrafu iznecemo uputstvo za upotrebu date 

metode. Obicno ви рroЫеm! teorije granicnog э10ја t8ko posta­

v1jeni da је эро1јп! raspored brzina zadata funkcija. Zato се­

то i posmatrati ovaj погmа1ап э1иСај. r,:edjutim, isto tako mo,',е 

biti unapred zadata i g1avna funkcija 0«1;). 

Nacin kako эе upotrebljava metoda pokazacemo па э1u­

сајu А. Kod э1исаја А је: 

. . . . . . . 

эа r.:!o? О 
Radi 1akseg rada preporuc1jivo је sve ve1i6ine 

bezdimenzionim, kao s to это 

- v i --t L 

-
СРК = ф" Re к, . 

у _ у&; 
- L 

. . . . 

vec pokaza1i и 

V 2 T 
$а Re = ~ 

§ 3 

- к 

o(l<=o(KRe 

• 
- -z: . , z:: =~­

R e 

-

uciniti 

Za karakteristicnu velicinu V zgodno је uzeti ОО. -1. !lајрге эе sracunav" pre1az od koordinata t, у па koordinate 

-
Posto эе faktor ~(t) 

роэеЬпо proraCunati. 
-

- - -_ у - ~(-t).y 
(~) 

i k 9.snij е ј avlj а to ga је korisno 

2. Iz datih koeficijenata Лi lako эе srRC::unavaju koeficijer.ti 
-

0(" ргеkо forтula 2Ь. 
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Э. Tangencijalni пароп ее sracunava prema 1'ormuli 

4. Na odgovarajuci nacin 1ako ее dobija i debljina istiskiva­

пј а о· prema 12. 

~·R:2 .. _1 [.firra ''1- fo)-[L FIC(oo)'fIC-tU'{-Фк(_)i"+, , '.Ј} 
L. ~(") '1"'- к 

5. Ako zelimo da dobijemo pojedine pro:fi1e brzina па razlicit:lm 

mestima i u raz1icitim trenucima vremena koristimo za izraeuna­

уanје 

U()C,'f,t) И п - [I.F-' -к I,ф-' -к ] .:......:.;~..:..;....;",.. ( IC) .. '" ( ~ ) к ('1' 7; + U L к ('7) 7; +. . . . . 
ПО к-о ,",sf 

Ь. Ako ве ze1i odrediti vreme odvajanja s1uzimo ве izrazom 

dobivenim u § Ь 

[L Р,.."<.о) f f( + L ф~'( О) =t f( и' + . . . .. ,Ј,. о 
"'S., к ... 

7. Za dobivanje predjenog puta do pocetka odvajanja s1uzimo ве 

izrazom takodje dobivenim u ~ б 
1:, Ј.,- i:J 

5 ,. ~ = s ..: ,. S ћ di 
L о п о 

Iz izlozenog uputstva ocigledno је. da је primena те-

tode vrlo prosta. jedino sto ostaje dosta proste racunice. 

Fosto ее nemoz е dati dokaz konvergencij е ер ecij a1nog 

i stepenih redova. odnosno осепа ostataka зkо ве zadrzimo па 

п-ош clanu svakog stepenog reda i па ш-от с1anи specijalnog 

reda'. to ве dobrota konvergencije mora oceniti od oka. U prak­
ticnom radu verovatno је dovoljno zadrzati ее па trecem с1anи 

i1i cetvrtom с1anи specija1nog reda i па b-im c1anovima stepe­

nih redova. 

Kod Blaziusovog reda u в1исаји stacionarnih granicnih 

slojeva postojвla је poznata proba tj. ispunjenje ртуе kontur­
пе veze granicnog в1оја пеорћо dnо је kod egzaktnog resenj а. 

Ista proba је neoph.odna i u павет в1uСајц. 1z p:rve konturne 

veze granicno g е1ој а 



'.' +ии v а ( --'2 и ) 
t х - - d)'2 у-о 

.. 
г_сиnао 

u = U(x)S2(t) Р,., (х,,.,,т;) 

sleduj е 

ili - 2, 
П -t- s2 И = -.;> s2 '32 F?7?( х,О,т:) 

оаповпо ako ве ипеве izraz za fUnl{ciju .r''777(x,o,L) 

. 2u, 2 [ " Щ " , "ф'" 1< 12" ", 1< п+п =-УП<;Ј L-FK(O)(; + и "-- 1«0)<: .,.u ,,--I-/к(о)<: +, 
Но·О к ~1 ј( 's 2 

Odavde ј е 

• r"\ :>. \" NI 1( 

Н = - v п с;}. L F,«0)1: 
".0 

52 2 :>." -h'" 1( = - v s2 q L ~K(O) l 
1< о. 

ili posto ј е 

sleduje 

• -
s) =-

.- -::2, -,,-1< 
Q ';Ј L FI«o) <: 

1<.0 

2 ф'" -1( -(П --сј L 1«0)1: 
ко, 

0= 2. Н;;(о)7: К 

К-2 

• 

lzrc:zi ве rno'~и dalje transformisati ako ве vodi rai.:una da ј е 

• 
_5'2 -
~n (->(t) = 
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Н! • 
Јес.): п 

- -2 
П<а 

-
- - р f2 
~(т;),,1. ё3 2 

'L'akO konacno transformiE:ani izггzi imajusledei oblik 

2.. F,.."<o) r к 
"'-о 

- 1'1 

Фк(О) f К: _ ~(i) 

-,11 _ К 

Ј./ к (О) ~ : О 
"_2 

L [i~'~(O)ZJ(=o 
"'-2 

• • • • • • 

• • • • • • • • 

Ako ее и prakticnim racunima zaustavimo па nekom -
stepenu ~ onda treba ispi tati еа kako dobrom pribliznoscu 

еи zadovoljeni gornji uslovi tj. dali је 

-
к=о 

К" 

L Д.:;О) il< ~ О 
к=2 

! 



§ 9 
--; - -~. - ~.,., 

,.~:.. .. _ ~J.. Ј ;1,.. ,J.t. 

0<0; о 

Zaustavlja.juci эе па drugom clanu s?ec.ijall'Op 

rec1a (drl~,:a aproksirlacija) i па clanovima do cetvrtoc stepe­

"а stepenil1 redov'1 dоЬiсеГ10 dva rekurzivna siste:c:a difcre,:­

cijal:lih j~dnacina . 

. ]istem 1: 

'" r 3 (" I I 11 

Т .. + "27т" - ь Е" = [, +? {, 

• 

Sistem 11: 

li>'" .3 \.Р" ЗV>' ( ,2 ") 
1, + 2. 7 1. - 1, = - 1 - Fo + Fo Fo 

VJ щ 3 V)" ь \.i> ' ( ". ") 12 + :1. 7 10. - 1:>. =- 1-Fo +FoFo 
• • • 

Uvоdјепјеm поуе promenljive 

7. ; / ~ 7 
:orr1Jl sisterni ве transformifu па nova oblike 
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111 11 
4f' - 1. (1-1" , - F 11 ) f 1 + 2 ?Ј1 - -1 Ј о 7, о 

111 11 
4"2f' до (f' " f ll 

+ 27. f ll - - + 7,f1 ) 11 Ј 1 
111 " 4 °2f ' 1. ( , I F " ) f 2 + 271 f 2 - - - 1-~ - 7 2 Ј о о 

• 

:3istem 11: 

• • • • • • • • • 

Лkо pog1 edamo homogene de10ve gornj ih di:ferencij а1-

nih jednacina videcemo da su опе эуе 1inearne di:ferencija1ne 

jednac'ine drugog reda oblika 

" Ј У +2ZY-4о<У=О 

Smenom 

gornja diferencija1na ј ednacina svodi эе па oblik 

11 2 
D + (-4o(-1-z )·D=o 

11i ako se иуеае этепа promen1jivih re1acijom 

diferencija1na ј еdnас ina dobij а sledeci oblik 

1 Z " 
D " + ' (-2 O(-l~ - 4) ·D=o 

Лkо эе uvede oznaka -2о(-1=р gornja jednacina dobija konaean 

oblik 

1 Z " 11 

D + (р + ~ - Г)· D=o 

Dobineva diferencija1na jednaC'ina је IIеЬег-оvа, а гс6епја эи 

\feber-ove funkcije i1i funkcije parabolicnog ci1indra (5Ј • 

2а р:;:; 0,1,2 ......• resenj~: :;oг~j~ di:-е~~г.­

cij а1п е ј еЈп "с ine эи: 
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Iz asimptotskog r~zvoja za funkciju Up (z1) i D-p-1ti z1) 

и gr:,nicsma - tlI -<. arg Z1 -<. t 71 , ocigledno је, da ј е odnos О'Ја 
dva rei:ienja raz1icit od konstetnte, te еи ргеmа tome ova dva ге­

iЗеnја 1inearno nezavisna. Linearna kombinacija ova dva гес:еnја 

daC:e геое:-јј е date diferencij а1nе jednacine 

.Ako z1 -. - t ada D_p-1 t i z1 ) ....... 00 te konstant а (.;2-0 

и ci1ju konacnosti геiЗеnја, stoga је 

pri 

pri р - 0,1,2, ........ . 

POnsВanje funkc1je pri ve11kim vredno еЬ. та modula zl 

pretstavijeno је asimptotskim redom 

1 -
~(p-l) + p(p-1J(p-2}(p-3) 

• z1- 2.4.zi4 
- . . . . 

Z а -i iI ~ argz" t .ц 
Funkc1ja parab01icnog c111ndra vezana је i ва nizom 

вр ес1ј a1nih funkcij а. ЕУо п ekih 
Г(У2)2 Р/2 + У4 - Y~H 2-

Dp{Z.) = Г( 4;Р) 2. PI2+V<4;_1/4 ( 7./2.) + 

Г(- У2) 2 Р/2+У4 - ".12 2-

+ Р. z. HPI2+ У4ј "14 (Z'"/2) 
Г(- /2) 

Р/2 .. У... - 1"2. 2 

Df'(Z') = 2 z. \'vPI2+Y4j-".I4(Z'/2) 

gde ви ~k,m(zl) i Wk,m(zl) -геiЗеnја jednacine Vitaker-a. 

Рг! р=n - celom pozitivnom, fLП1kс1ја УеЬега predstavlja 

ее polinomima Herm1ta 



11 (Zl) - 2 
11· 

_ n/2 "/ _. z' 4 
е ' !In 

&1 

2 d " 2 е Ј -- (е- ј ) 
dy" 

R гј р=-п - celom negf1t1vnom, p"eko funkc1je verovc,tnoce 

111 vode,'l гпсипа da izraz 

z 
predBt"vlj а Gau8-ovu funkclju greske, доЫја ве da је 

D - 20( - 1 (Л z) • 
",_ "2 z"/:z 

2 ги е ~ .. (:1) 

Na taj пасlп оmo uspostciv111 vezll, lzmedju :f'unkclje раг bo11cnq,,; 

c11indra 1 Gauo-ove f'unkclje greske, koja се пnт kaвnlje Ы tl 

potrebna. 

Y.ada је z=o tada је -Q 2 ( 1'2'" e-~df Г€«+'/2) 
,1"'(O)~IiiГ(2«+4) Ј.. ,. ГиГ(20(+4) 

~ r'.mkcija "aт-·bo1icnog c111ndrll za nultu vrednost moйиlа z 

lт 116 е vrf'dno s1; 
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јег је ро Lezandrovoj formu1i 
ј- 20( 

гr о( + '12 ) = 2 Jll 
Vodec'i гаёиnа da је 

Г(2<Х+1) = 2о{'Г(2о<) 1. 

Г(О< Н) =0( Г(О() 

to је 

1> - 20( - 1 (о) = 

i1i РОБtо ј е - 20( -1 = Р 

2Р/2 .,fij 

Г(~) 

to ј е 

1- 20( 
2 ..!ii Г( 2 ,,1.) 

Г(of.) Г( 2<>< Н) 

Resenje pocetne d1ferencija1ne jednacine је Bada 
_ z2/2 

у=се D- 2<><-1(ЛZ) 

Neka је za Z=o ; У=УО 
- 0(- У::! 1: 

Уо = с 
2 v1:i 

Г(<>< + 4) 

i1i odavde 

с у Гсо< +1) 
- 02-,,(- Y::tJu 

te је 

tada је 

_ %"'/,2 
е D- 201. -" (Г2 z ) 

i1i vode~i гасиnа о vezi funkcije parabo1icnog ci1indra ва GaUB­

оуот fиnkcijom greske dobija ве konacno геэеnја 

Znaci da ве геiЗеnје diferencijalne jednacine moze 

odmah traziti U obliku 

у = Cgol. (z) 

z .. dovolj"vaju"i nClvedeni gr1'nicni u"lov sleduje: 
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Yo=Cgo(o) 

а odavde ј е 

te је sada reienje 

Nadjimo sada rekurentnu ~ormulu za GaUSOvu ~unkciju greike. 

Pri tome сето poci od izraza 
- 2 2 S 2«-~ -t 

z.g -1/2(Z):rи z(i--z) е cJ"i" 
с( rr Г(2О() z 

11i ЫО dodamo i oduzmemo t kod z pod oznakom integrala dobice .... 
:2 S 20(--1 _t 2 

Z-~С(-У2(Z)=Љ=Г (z-It+У")(t-z) е cJlfs 
rг (2<><) :z -

2 (- 2 .... -t'" :2 S )f x)2<><-~ -t 2

сЈ lf 
= - .rи-n2,,() lz ()I-- 2) е сЈ! + Ји Г<2.,,() :z 'Ј" ( - е 

Kod prvog integrala 1zvriimo mnozenje аа ~~ ра vo-

ае 

deci racиna da је 
2. 20( 220( 

ги П2о() 20( .. .JUnZo<+4) 
dobice ае 

- - 2 22.,( ~ 20( _t 2 :2) 2,,(-1 -td,Ј.. .z-CI (2)=- (t-z) е сЈ! +- ,... ~ If(i-Z) е , 
4.,(-'12 .. /rт П2,,(+О ;r. ~" I (2.0() 

Podjimo sada od izraza _ z 
2 (.SL r(t_2)20(-1 e-1t2]dt-_:2 (2o(_~)(t_2)-2et~)t_ ..m n2О() )drL' ./fi Гl2,,() ~ 

:z 4 г' 2 .... -4 _t:Z 
- ../u Г(2"(") ~ t ('Ј"- z) е d t 

PoiSto је integral па 1evOj strani и granicama od z do оо ravan 
2 .... -. -t!l.l-пuН ( t - х) е ,. о to је 

. %-
-~ 20( 4 f2 \ 2"(-.2 -r 2 c/.J-t ( t - х) - е- d If ",.1. (.2 о< - 4) ( t - z ) е " 

% 2. 
Sada ј е -2 i )2<>< -t 2

.1 2. Z-с:Јo€_'12(%)S-2.ol =г (t-z е clf ... 2. (20(-9-;;:-,:::--· 
уџ (20( Н) % ./ii Г(2,,() - -

~ 2.,(-.2 _t 2 .!. 2. Ј 20(- 2 -1f2 
. (t-z) е di=-2с(<).,..(Z)+-2=r (t-z) е oIlf 

",СТ 1(20(- f) 
z % 

odno впо konacno 



(~4 

,aye~"eтo јоО. neke о.споупе operco~ije ва f'~nkcijom gol(z): 
• 

-
::- 2 S t 201 +f - ,/":l. 

./i (с2о1'+2) z (-2.) е cl1f." 

Znaci da ј е 

Sada mozemo konacno pristupiti resavanju diferencija1-

nih jednacina оЬа sistema, buduci da 8то pripremi1i 8ve c;to пат 
је potrebno za tB resavanja. 

Sistem 1: 

1. '11 " .I!'+27 F =o 
о • о 

,ва granicnim us1o\-ima 

F =F' =0 
о о 

F' =1 
о 

јЈсо ве uyede атепа 

}<,'=l-S' 
о 

• • 

dobijc, se diferencija1na jednafina sa п vim gгаniспiп a';loyi,na 
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s 1: 1 
, s : О 

• 

Resenje date diferencija1ne jedna~ine је 

s ': С Б:о ~7/) 

Za dEte granicne us10ve је .. 
с : 1 

te ј е геЕ:еnје 

ili 

Vodeci Гё.Сunа о operacijama inte~riranja i diferenciranja 

fцnkcije greske, lako se dobija da је 

11 

Fo = g-'/2 ('1') 

F _ п + Q _ Ј.. ==,-1--., 
о -,1 ~~'/2 2 r(?>/2) 

lГouduce сето шnеstо Г()/2) pisati аато Г, posto сето ауе Gaтa 
funkcij е svodi ti па Г()/2) 

i1i ako se unеаu vrednosti za 1!'о' i Ј!;' i vodeci гасиnа о rekurcn­

tnoj formu1i, роа1е sredji"~nja dobija ае: 

аа 
.. . 

gran1.Cnlm us10vima 

f 1 - f' 
1 - о '1."0 

f 1 
, 

- о '11 'с оо 
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Пе~Сl1ј е .;ос;юе:епо€: del а ј е 

1"artiku1c.rno resenje роtга,;iсепю u obliku 

Zadovo1jav~juci diferencija1nu jednacinu dobijaju ве us10vi zn 

odredjivanje nepoznatih kOnBtanata. 

- 4 С1 - - !. 
3 

- 8 G 2 - ~ 
3 

odavde је 

С1 
.1 • С2 = - 3 

, 

te ј е resenj е 

t 1' = Cg1 + ! go 

Iz prvog • v granl.cnog uB10va 

о = С 1 
~ 

+ 1 
,. go 

dobij а ве С = - !. 
3 

i konacno 

Lako ве na1aze 

:r' 1 = t gY2 - t g -1/2 + 

4 .1 
,. g3/2 - 3 gl/2 + 

1 
П g -3/2 

1 
П g-1/2 -

1 1 
~г 

i1i эkо ве ипеэи vrednoBti za :r~ 1 :r"1 1 sredi dobija ве da је 



-8 -~ L;r .ni-· r.lJJ: u;зlоУiш а 

7,= оо 

Re~enje homogenog dela је 

l'аrtikul,,тno resenj е potrazicemo u obliku 

Zadovoljavajuci diferencijalnu jedna6inu dobijaju ве uslovi za 

odredjivanje nepoznRtih kOnBt~nti 

-4(; 16 - -3" 1 -

-802 = !. 
З 

-1ёСз - - l. 
9 

-16С4 = 1 m 

С1 
4-

02 -~ 1 
оаауйе ви • • о = - ,. • - , 

9·12 З 

Sada ј е resenj е 

I 4- 1 1 1 f ll 
- Og2 + З g1 - ь go + 9·12 g-1 - 16.18 g-2 

Zadovo1javajuci prvi granicni ив1оу dobija ве 

а odavde ј е 

te ј е 
, 

f ll 

u - -

~ ~. 

konucrlO res еnЈ е 
24 4 1 

= - ~2 t YG1 - ь go + 
1 

9 ·12 

• 1 • 04 - 16.18 



La.~_o ~ е 11 al ;' .. Z е i: 

" 24 .i , 
111 - у- gЗ/2 - З 'g1!2 

24 .i f ll g5/2 - - з gJ/2 З 

ва granicnim us10vim а 

68 

+ t g-1!2 
1 - 9 -12 

~ 
+ 6 gl/2 - l:i-~+ 

9·12 

_ 4 ---.., (l-Р'-Р") о ?1 о 

'71= О 

'11= оо 

Resenj е homogenog de1a 

, 
f 2h = Cg2 

g-З/ 2+г, :18 

1 
g-З/2 16-18 

-- -

Partiku1aTno resenje treba potraziti и obliku 

Iz us10va 

= с g + 1 о 

-8С1 
- _ .i 
- З 

-12С2 
2 = -
з 

Resenje је sada 

f' 
2 

је 

Zadovolj fN ај ис! gr anicne us10ve 

dobija ве da је 

С = -

te ј е kОriаепо гезепје 

g -
о 

С1 

С2 

1 
1"8 

-

= 

1 
ь 

1 
-пr 

g-5/2 

1 1 - 2160 
• 

г 



• , ,- 1 '7. • • 
~, ' С' - - .'""' <l<~ '~,-,l cl ,':< Је .. , " . .. 

" ~ ~ 1 f ,= + 3 f!,3/2 - g-1/2 п!" g-3/2 2 

f 2 
24 1 + 1 1 L - JlS5/2 - ь gl/2 rn g-1/2 - ьо Г 

sa granicnirn us10vima 

= о '1.= о 
• 

I 
:fll1 = о 

}[.:>mogeno resenj е је 

, 
f 111h = Сgз 

а partiku1arno treba traziti u obliku 

Zadovo1javaj uci datJД di~erencija1nu jednacinu dObij anю us10ve 

-4(; 
1 - !. 24 2. 

- 3 3 iz kojih ј е С 1 - 2. 24 
9 

-8С2 
4 20 

С 2 -~ = ј 3 -

-12Сз = -%t С 3 = ....2. 
54 

16(; = !. 2 
С4 - ~ - 4 з27 - -

-2UC
5 t~ С5 

1 - - - 3·18.48 

-24С6 
!. 1 

С6 
1 = 3 18.)2 = - 18.18·32 

Не;; еnј е ј е sada 

1 
48·54 -

1 



с + 

паlClziпо konstantu 

г' 7 5 
v = - 2 16 

1 
- -:4-в":". 5~4-:-

Lako је pronaci i: 

.. 
f H4 = 

70 

t:;I- 7/2 

2:'·5 
:f.H = 18 

sa 

-+ 1 
18:0· 32 

c-ranicnim ~, 

:f ... 
, 

:f .,. 

'3- 5/2 -+ 
1 

27· '-72 

" ~ [- ~ q. 
2 ... · 5 - ! 

uslovima 

, 
- f" ... - О 

- о 

JIomogeno resenje је 

5 
5"1 

-+ Ј. а _ 
" .10 

'1,= о 
'7 - ос< ,-

а partikularno treba traziti и obliku 
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:'-":шеПО;-,l '-' (ј 'Ll:'erencijal!1u ј еап ас: inu dobij а se 

4С 1- 24'5 
оаауае 

• (' = 2495 - - - 3 
а 'е v1 1 3 u 

8С 
16 2 - - - -g-2 - С2 - "9 

12С 
28 7 - - m 3 С3 - '54 

16с 
-8 

С4 
1 - =18·3 '" 108 4 

2()С 5 
20 

С5 
1 - '" 72·3 - - 21Ь 

Resenje је sada 

I 24.5 2 7 1 1 
f12",Сgз - 9 g2 + "9 g1 - ;4 go + 108 g-1 - 216 g-2 

Zado уо1ј аУ ај uci granicne us10ve 

na1azimo konstan.u 

Копаспо re вепј е ј е: 

Lako se mogu naci 

11 26'19 
f1~= - 9 g5/2 + 

1 
.. 216 g-5/2 

:f12 = -
26'19 

9 gl/2 

1 3 
+ 216 g-3/2 - 140 

- 7 
54 

1 
108 

24'5 2 7 
9 g3/2 - "9 g1/2 + ;4 g-1/2 -

~ 2 
+ g5/2 - "9 

7 
g3/2 + '54 g1/2 -

1 
Г 

1 
216 

1 
168 

1 
108 

g-3/2 + 

g-1/2 + 



3а granicnim uslovima 

I 
fз =О 

Homogeno геэепј е је 

72 

4 - - ,. I l-F; _ ? }' 11 ) 
\ :,Ј tO 

"1. =0 

?,. "" 

а p,xtikularno treba traziti и obliku 

_ 1-
- 3 

Zadovoljavajuci di!<erencijalnu jednacinu dobijaju эе uslovi 

iz kojih ј е 

Resenje је 

Ako ее zadovolji prvi od granicnih uslova 

о=с 
1 

26'3'2 

dObice эе da је С 

i konacno resenj е 

I 27 
fз = - 3 gз 

, . 
l .. ozemo odmah ПаС]. f" 

3 

+ 1 
'9' 

27 
= - r 

1 + '9' go 
1 - ~ g-l 



ТЈ· 

" 27 1 1 fэ - ј ~ - 9" g-1/2 + '24 g-Э/2 "'5/2 

fэ 
27 1 1 -~ 1 - ј g7/2 - 9" gl/2 + '24 g-1I2 -

Г 

:о 

11 
+ 48054 g-2 + 7 

'1"1'1'1"8727. 3 .... 2"'""" g-Ј + 

Sa granicnim us10vima 

'1 .. S00 

Homogeno resenj е ј е 

а раrtiku1аЖnо сето traziti u oЫiku 

Smenom u diferencija1nu jednacinu dobijaju ве uB10vi 

- 4С1 :о - ! ~ 27 iz kojih је С 1 :о ~ 27 

- 8С2 :о! ~ 24 С2 :o-~ 24 

-l2СЈ :о -! ~ 2 

-16С4 
4 13 

:о - 'ј 1~027 

u 
Ј 

с - 1) 
5 12·15 ·21 



• 

. Lf 11 11 . , 
6 " 3 Lf 8·54 18 LfB 54 

1- 7 С _ _ 1 
7 3 18~·:;2 7- 3.18~.32 

-- ') . .., - ~ 1 г' __ 2. - -~'--'8- 3 182·64 UB- 3.18"-.322 

;~e· enje је sada 
, 35 7 

fHH • С q" + 54 2. <;}3- 35" 70 .35 О ј:!> 
54'2 9" + 81 9. - 12·54 до + 71:l"-.':'15~·-2-=7 

- 18.48·549-2 -
{ '2 

.3. {8"-. з2 <ј- ~ - 3 ·18:1. . .322 9-4 
Zadovoljavajuci ~ranicni uslov dobija эе 

1 35 
о· С 28.4' + 54 

odnosno 

C~- 3529 
54 

~e konacno re~enje sada 

35 " 1 
54 2. 2"2.' + 

70 1 35 
81 ? - 12.·54 

13 О ~~ 241:,.'" И'i!. -1~~S4 СЈо'" 12.15.27 -,t-. 

11 1 
-18.48·54 <;}-2 - 3·182.32 

2. 
'Ј-з - .3.18:1.· 32:1. '}-4 

" ilrl0 lako эе mogu naci f ".,t4 i f"""1 znajuci elernerl-

tarna operisanja эа Gaus-ovom funkcijom ~reske,te zbo~ to~a 

~e~a smisla ni pisati izra~e za njih,a i ubudu~e,kod ostal.ih 

f'шkсiја to necemo raditi. 

о 
• • 

_ 1.D 2." а + 10р а -
9 -42 q <Ј' 

за гггаJ:liс:П irr. uslovima 
, 

.'-' - .. (, 
" ":1. - '- .. 2 -
- ' r Н:1 - с 

58 
54 

7 
'Ј -,. ... -=8-· 2~1 ,,"" 

"7, ~ (, 
7, = "" 
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f=ZrtikuLarno -trazimo и oblikv 

[.:z{" = C1q~ +с.СЈ,,+ C~<;j1+ C4~o + Cb~_. + С6';ј_2 + С 7 'Ј-} 
5",еп0т и cli{~rf!nci)alf1U јесЈпас;nц cJobиarпa t-l$love 

-'tС,~~71;l26 с.=_4'19 
.3 q '27'4 

- 8 С .. : - ~ 78 2." 3 ., 

- 12 С, = 1 ~o.,b 
-IЬс.р-4. М 

.3 54 

-20CS "'11; 

о оclауclе 

С .. = 76 24 
.54 

С3 "'- 406 
81 

ч ",..1. 58 
12 54 

Css _..L 
qo 

-2.4 с".- ~ 2.3 
'3 8(,"" C,,=.i 2} ..i. 

(; 8(,4 3 

С - ..L :\ 
7--2421" 

Re5eпJe је sac:la. 

[.: .. = Са - 7-12 2"а + 78 24Сј _ 
44 '27 -"3 54 42. 

'106 а + 
81 -к. 

58 
1~-54 ~o-

2odovoljavOjl.u!i ~гa",-c'ne uslove c:lobljCl Је c:la је 

-1 7,19 2. " + 78 .. 1 _ ~ 06 ~ + 58 
о·с 2в _ 4 !- 2726-з1 5422"'2' 81 2.2.1' 1~54 

ос/аус/е је 

с,,218 2 " 
54 

218 2'i a _ 1~3 2'а + 78 2"'а _ 
.5 4- d '1 2.7 ,,} 54 " .. 

_ 1 + 2} _... а 
CfO <;Ј -. 18 -8('4 '1- 2. 2. 4 -21Ь -" -} 



76 

I 

[.~. {'} =0 

{.~ =0 

I 

f ,зh z С С;} ... 
о r=r/ik,,{t:trno r~;~nj~ J~ oыkoo 

I 

{'Ј!> -С.Сј~+СJI.'iJ .. +C,~.+c ... ~o + С5<;1_. + C6 c:;J- .. 

S,..,rno", ОЈ Q'rrr,,,cijo{,,u 

-4С. z_ 4.§'.2.
7 

J'",,,ot!;nu ",00;1'"'0 "'slov~ 

cf 

- в с ... ј ј '26 

-ј2С,-- 1-4 

- '" с .... ~ ,О 3 ., 

-'.2.0Ср- ~ J-L 
3 .::1 '.2. "t 

-'.2.4CI'o" !t 2 
3 48 

Rf!srnjf! Ј' $060 

С ... f2'7 

с ... -4\2" 
С,· ~ 

С 10 
.... - t2-., 

c~. 7 
24-",5 

с".- 1 "" .~ 
(.~ = C~ .... + ~ 27<1з - ~ '26<з .. + ~~. - ~ ~o + '.2.~-45 ~_. -

_ 1 о 

3-'" ,,- .. 

то:1,,",,о o&/rrt:lili Йо",/о"/,, 

С: _ 210 

f. I .0 
'3 .. - 2. 'Ј .... + :Z. ., 1 6<] 20 --2 2+ 

q '" 18 

1 
- 3-.,1, СЈ- .. 

11. {,.'; + 271Г2~ -4-4 f .. ~ -1 ({2.'''7.Г2"). 1[- ј 2 .. ~. + iJ~1 + i~" -



Sa tqran,.c""nim џ slovima 

{~2 = {2; :0 

[ .. 1. :0 

Ноmо'Зеnо resenje је , 
f ~21t = С <;14 

77 

Q. fOorlil<ularno +ra-Liтno" oblik" , 
{22Р = С'<1 .. + С .. са. + C~ ~o ... С'" q_ .... CS';J-2 

Zadovoljc;vajuCi clireren"i)o/nu jednat!inu clo l,,,jtU?70 Uf/ove 

- вс. = - ~ ~ 2'" С. = 1~ 24 

- -12 С .. = 1 ~?' (z kt:jih је С .. ,.- i=; '23 

-1bC~" ~ ..1 С .. _ 1 
7 ~, ) 21'24 

-20С",-- ~....1.. 
.3 36 

-24 Cs= ~...!.. 
:3 з6 

Resenje је sada 

Г ' 5 4 ....i.. 23 ~ 
22 • С '14 ... i8 2 ') .. - '.2.7 '). - -:3:-"-: "0:"2"74 

_ 1 Q 

-\&. '6 ~,,-2 

о·с 

odreilujemo kOn$-icrnlu 

с.- јј2 8 

q 

[ ' 11 8а .2,,4 ...1..") ~ 
22 .- <Ј'2 б"'''' H~'" <;12 - 27 '2. '7, - 3.24 ~o'" 

_---'-\~ а 
18.}6 -,Ј-2 

12. 

1 
-:'5:-.'--3~(' <) - t -



с. '1 џ r;гз. t1i.:l1i;.! l~::lo 'lima 
, 

~ f 4 1: - -4 
, 

f 4 - о 

ЕОl.lо~епо ref::;el1je је 

I 
f 4h = Cg

4 

О 

7В 

'7.' о 

7. ~OO 

а р 'rtiku1arno tra>Oimo u obliku 

Стеnот u jednacinu dObijaju ве uslovi 

-10(.;1= - ! 
2 

-20С2= ,. 

iz kojih је 

Zadovo1j avajur.i granicne us10ve 

1 1 
о=С 8 + ~ 

2 41 

odredjujemo konstantu 

9 
С= - 2 

Коnасnо resenje је 

~O '1/ t..1)" , 
•. l' .. 27.,. -4'1'. =-

1 
= - :m-



.=.а ,~rani(:nim '1::.1ovima 

'Р. = '-р.' с о 

'f.' =0 
llо:;юсепо re!'enj е ј е 

I 

'f,1.. = Cg1 

79 

а p~tikularno treba potraziti и obliku 

Smenom и diferencijalnu jednacinu dobijamo uslove 
• 

iz kojih ви 

- БС2 = t 1 :1 ~Г 

- вс)= - t :1 
2 

2С4 - ! - ) 

2С5 = - ! 
) 

Res епј е ј е sada 

Zadovolj e.vaj uC:i • . , 
uslov prvl. granl.cni 

1 2 1 1 1 + 2 ( 1 
2 2 

о=Сд + - - ~FF 3 2Г) - ,. 3 2 

odredj ијето konstc,ntu 

3аа- је kona6no re~enje 

~: = - f [Ј + ~ ~] gl + ~ go - ~ f g-1/2 

2 2 2 
+ ј gl/2 - ј gogl 

1 

~ 

_:11. 
9 Г 



2 If.:'· + 2?Н,;' - 42 '-P,~ = ~ [N,' + 7'f:') - (- 2 Fo'f,' + Fo {,"~ (, Fo")]= 

. i [-2(3 f- ~ ,\),;},+ -!(S .. ~ h.)<Jo 1" 3 ~ ~'1'--
-.2 .i a 7 с/ 7 ..1..а ..1.. 

3(, r ,- ~/.t. - .f2 d-' + 72 r <1- ы�z - 12 ~-2-

_2. ""_-1. "-
"3 '30 12 ~- Y:z - 2 '}" '1 .... :5 '3y:z <1-Y:L + 

Sa granicnim us10vima 

'-р.. = ч.. '" о 
+ 1; ';}o~-. - 1 ~-y:z 9ъt>. +~ .:a-.~. -h 9- 3Ј:L9-уЈ 

'f,.: = о 
Ното с:;е110 гев епј е ј е 

а p,rtiku1.rno treba trazi ci и obliku 

3тепот и datu diferencijalnu jednacinu dobijamo uslove 

- ! 2 ()+ 1 1 iz kojih је Ul;~)+ t ~) -II-C1; - Г 2 ) ) 

! 2 1 С 2; -~ 1 
-бС 2= -- - г Ј ) Г 

1 ! 1 -ВС);') ) (5+ ') 
1 
г" Ј С); - fs< 5+ ~ 1 

Г2.) 

451 С - 1 1 
-lUC

4
; 4- '54 г - ') ~ F 

-12С 5 ; - l' rt С 5 = тk 
4 7 1 Сб 

1 1 = - 108 -НС, - ') ~ г- г о 

lbC 7 = 4 1 
С 

1 - - ') ~ - 144 7 



20 10 

2011-4(.;12= - 2 4 
Ј 

2012-8С1з 
1- l. - 3 3 

2°13 = t 1 
ь 

2°14-4(.;15 - -!! 
2015-8С16 

4 1 - ,-.,. 
2°16 

4 1 - - Ј ~ 

ReC сnј е је sada 

VJ' о + 2 '3 + 1 , .. = 82 Ј \ Ј 

2 
Ј 

+ 1 
54 

1 -
г 

7 
+ 108 

1 
g-l - 108 

2 2 1 2 
- Ј 81/2 - rn Бо 

- r§- G_IG:l 

~ 2 
"9 - - Ј 

с 
10 

С 11 

°12 

С1З 

С14 

С15 

°16 

1 - - rn 

- -! 
2 -- 3 

- ~ 
8 - - 9" 

- о 

1 
- -rn 

re2ili S:.~,-) kO!lst"-.i!:1tе od C1 do С 1б -9 а z,::.,.,~:'с-';оlЈ Ј _.~ _~_-i l~·:i 

,-~.!. 1~':_'1~,\' :j.i.o_e:~.o o(ll'E:~iti i kог~э-+.:-'лtu:;, sJ.,::,;'_"lje: 

, 
0= v ); + ~ \ Ј + t 1 ' 

г 2 ) 
1 1 - . - -

2Г г 

1 (_ 1 
...... :> + "!" 
Ј<' -' 

1 
r 

. .. .' , <-.:... ~ -



+ ~ i ..i 
54 Г Г 

l;iiюгdе ј е 

- ~ Н- n-

;~еэепј е ј е sada 

_ _ _ ..i , 2"( 
"Р .. - .3 .3 

ва ,granicnim uslovima 

~~omo,:zeno resenje је 
, 

"Р2Ј. : с ~2 

32 

1: (...i.)'_ 
.3 2' 

а partikularno potrazimo и obliku 

, 
'f"P. с со ';\0 + С2 ~-Y2 + C~ '1-. 

_ :l 
.3 

::L + 
г 

~menoт и datu diferencijalnu jednacinu dobicemo uslove 

8 iz kojih • 1 Је п 
А" V 1 = -- L '--, " - - .3 ~ 

-luС2 ; 3...1, 
С2 = -.i..L з Г 15 Г 

-12'~з 
2 

1 - - - ~ 

.3 --' 3 - 18 



I 

.~Г- Ar')"l' 

.Ј '. .... ,_ 

• , "о • • 

,~ (' 
"~ = -' 

2 " -"5 

2С, = ~ 

С , = О 

2Сг - 4С'I ~ О 

2С'1= -1 

r:s ~ 
4 
3 

" -
2 

V,"_ -?> 

Сг =- 4 
3' 

с" ~-
2 
3 

Da је С .. = С7 = О to ј е ocigledno ј ег ато u partikularnom 
, 

rese-

пјu pretpostavili ve6i red Gaus-ove f'unkcije пеЕ;О :cto OdgOVCl­

га samoj dif'erencijalnoj jednacini. 

Пезепје је 

Zadovolj ауај 116i prvi granicn1 uslov 

\ 1 1.1..1. ± .i. :2 ( \ )2_ Д. i 1 2 1 
О ~ С r + '3 - 15 Г Г + 3 2" + '3:2.Г 3 2Г '2".зI - 3' ~ 

dobija ве 

~) 

::>ada ј е гезепј е 

ч>: =_2 5
({- .. ;-5 r)q~ + tqo - 1~ 

2. :1 .. - а _ -.3 -44ј2. 

2 
<;ј. .. 

!:adalje сето davati samo pocetne jed:cacine i :.ji­

~:.OVEi rе:~еl1ја,оЬzirоп: 26. это па dosta jednaci::e.. (:0 Sc:::.(;."-~ 18cr~<.o 

s ЗJТl "o~tl,c~a" . u .A,_~. . . ге,' аvапј г. istih. 

• , . 
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'1. 'f.::' + '2 '7. Ч'.:: - '+?> 'Р.:. ; ~ [( '-Р.; ... 7'f.~) - (- 2 Fo' r.; - [;" ... Fo f·;' + 

6 

+ {. {." ... { .. Fo " ]: 1 [- t ( i - ~ t:1) q:1 ... * f 93/2 ... ј ( ~ - 1:1) 9, 

25...L ...L( 7 1) 321.Ј..а .i..( i.1.) 
- 27 Г 9'12 - 18 17 + "3 F2 90 + 21ьО Г 4-'/2 + % " ... 3 (:1 '1-1 

- ~ 9- "'/2 '1./2 + ir. '3-2 '1. -
эа granicnim uslovima 

I 

Ч',н = Ч'.t< ~ О 

'-f',:, = о 

Resenje: 

'1. 's' оо 

I ( 12 1 q '1'". ~ - ~a.. Ь48 
1.<+23 .i ...L ) И (7 5 1) 

... 18"10 3 (2 <;) 3 + <f '" - 4" Г~ <;12-

... '1_ 1д. 17 IЬ 2 
21" <1-:1 - 2 ... 108 Г <;)-5/2'" 18'32'144 ~-3 + 27 <;J~/:t + 

228 2.,. 51 2. з.:1 1 '" _ 384 96. 
+ 81 <;Ј. 81 '1'/:> + 81 ';}О + 21Ь '3-'/2 27 q.<;J:> - 2.7 '1'/.2 



СјЈ " ,о" 
• 1'2 +2~.'."l.-4 

sa :~ra,..,iCC1im uslоvirпа 

I 

'Р.:>. • 'Р.:>. : О 

'f.;~o 

[1еiЗ еnј е : 

~ 

о. 

а _..1:....1.0 _...1..0 + 
4' 45 Г -4'1.1 27 -40 

- .1. а 
72 4-2 

5 ..i. Q ~7~ 1..1.. q 
Г 4-,,/2 + 12·18 9-' -180 Г 4-3/2 :2.1·18 

• оО 
"1' '1' ' .. , ' } ~. . . . , " о ' "'.- -1 ,--., ,-о ~ 

-" +- г..' '" ~ _ ~ W. 

. - . . - • 
О 



• 
, 

'f2. 2 7 7 
- (- + - с; 16 

..i..((, ..1...L)0 2.l. 0 5 о 1 i.o 
- 27 + 3 Г2 ,ј0 + 315 Г .t- y , + 108 ,ј-1 - 1ь:;' Г "- ?>/2 + 

7. 

Ј.еБеnје: 

'p~' : - 2' (30 + 51 А ) 'ј + 2 '3 • .i. '} • q ~ ~ - -~ +~ + 72 378 Г2 3 q о 21 Г - У2 24 -, 

В. 

VJ '" " I ~ [ 82 'Н 142 3 ~ .i.. ) 
1" .. + 2 7' I..f'" .. - """ 4 I..f'. " , # 3 - 384 ( '48 + 1890 3 Г2 '3- ~ + 

lьо \ О 64(3717 221 ..i...)a _ " 8О .Ј.а .i.(.§.2 
+ 9 г -.1"'1" + ь"!-8 + 3780 Г" ,ј2 27 Г 0'/2- q 3-

_ 4- сј...1.. ) а, -1- 172 1 .1... а У2 + 1 (11} + 5 ...L ) о _ 761 } 1 9 .1. Q 
Г:>. d 1ь20 Г 4 54 Г2 -ЈО 7}'l-8}20 Г <t-Y.:1 

1 2 1 2 1 
48 с;}-У2 - 12-54 ';}.1 - 12-16-15 

164- 8 -27 



+ .2.. Q О _ Ј .. с', О, + 
144 &-.;;0288 Ј-'2 <1-.1 

t ~ '3-.'}) - t ';J-~/2 rэS/2 ... f; '1-2 &Ј2 - ~J'~8 '3-&/2 'J~/2 + 2'"4~2 

'3 -) '3. - 1 е. :8 . )2 С;Ј - 7/2 ~ '\12 ] 

Resenje: 

\.D I 2"("'2.872"8~ 
1"" = - 27 1:2.8.576 + 

5'1E;07008~5821 

18~7080'11b4в -~1 

14'2.'1> 7...1..) ~20...1a 32(3717 :2.21 
+ 18'10 '3 Г2. '3~ - 81 Г 4'!>/2 - ~ 648 + 'Ь780 

384 (82'1~ + 
3 648 

+ 72 " q 
в I г d 3/2 

..L (85 49 1 ) ?>44'2....1. 1 ( 
+ 81 3' - r:. <;11 - 21'16:2.0 Г ~'/2 - 12-54 11~+ 

').227''7780 

180.3 ..i. "(46- 1)0 _ 65 .1. 
Г <ј- ~/2 + 12'18'216 r d- 2 6~b'2bI08 Г ~-5f2 

_ '\ ...1 + 1 
с;! - , q. ... 8 • 2 1 6 Г '3 - 7 /2 -:~~'-'1>""'2--'=-2-"-4-4 9 -... -

5 
+ О. 0'1 1С8 Ј'- /2 d 2. 



2. 4 2 
- В 'Ј"'/2 - <f СЈ 1 -

Resenje: 

, :1 1~2'l Н[ 
'-Р.". : - 27 64 

10 "1 о Q 1"!> ..i.­q ';}" с;} • т 54 ,,- У2., '/2 - 108 '}-, '3-0 - 72 'Ј- ~2 

+ o32..q ~ (, 'l -f ~] + 27 ( 5S't -427..L) 
60-77- 417 Г 2 '3... 27 ,,(, - 28 Г2. <1, + 

~q '.1 2"("5 22...1.) д.10 -1.( ...1..) 
+ 8 1 2 r '35/2. - :1 7 8" + т г 2. '} 2. - 27 r ,,~/2. - 8 I 1 о 1 - I 7 Г 2. <;l, + 
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- 1~'27 (3 + d- r.) ';1-1 - 11.;~~t.S4 F ~- ~/2 + ~::~ВОq-2 -

_ 0\0' ..1. о + 
?>.4S r .,'12 

Rei~nJe : 

\D I 2 "( 780' r.,::r. ': - + 
8' ~2 

44"'2 • 7· 105 

t22 й 2 + 
27 ~If 

• 



Н, ..i. 8 (17 
-45 rc;\~/2"'27 <r'" 

... 218...i.. _ ...i.. ( .l7 
4"'-Ь} Г ':1'/2 % '" 

8 .i..) 
... 45 г"" ~o-

... 5 1 
1в~08 <;Ј-2 - 48-"10 

"2 S 7 
27- 1080 

.1..0 _1 а-
Г -d - У 2 -1 В ьо .1 - , 

1 
- 2'\21b~-~-

1 2 408 2 330 2. 67 2. 2} 2. -L 2-

- ~~';I~+ 81 ';13/2-1- 81 '3- +81 '3'12+ 32,,\'1o +2jb'3-у .. -

\056 "13" _ 300 _ 56 _ 77 
- 81 '3 :>/2 '3 5/2. - 8 1 q , ~.. 8., '3 У:о. ~ :!/2. 81 'Јо <;Ј t "1 72 

-..i.a ... 
Н, ,,-2 

ReS.nje, 

_ 1 .ia ... 1 
12 ~8 Г -l- "/2 1ь 48 
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... • ' 4[ 5(11 ... 10 -ј)о 8 1 а 
12. 'f·И .... 2 ?'f:z:z - 4 А 'f:Z2 " 3 - 2 12 45 г" <12""3 FtJ щ ... 

.L .(..1. 1(. .. ~ q . .,.,. q'l:t ... * '1-' '}о'" "3 '30 '1% + 3 '}-. ~. - :3 <;ј'У2 ~S/:t -

- ~ '3 ~ '}- ы/" ] 

, 2"( 7 '-Ра. ,,- <f "4 23 .1.) 2"( Н 10 1) ll! .1. 
... 2.10 г 2 ~ ..... "3 12 + 45 р;. '32 - 45 Г ~Ъ/2 -

2
6

( 1 ... .Ј.. l)а Ј.. а 2.Ј.. о 1 .L о - ёf 2.... 45 F' ". - 18 -do ... 15'2.7 Г С;)-У:> ... f5 ':!I6 ~-. - f5·18 Г ,,-Зу,. 

... 51 1) а .. .а .Ј. Q 2 Q 5. 7. ~ .1 Ј.. 
378 fi 42. ~ г 4 у:> + 7ј 40 - ~ F ';J-~ - :!I2 ... q-.'" 7·2'" г' 



.... 1.а.о_...1. 
3. -д- d1 12 

Reseпje: 

·92 

51 .i.) :l5(~ + 
+ 37ВГ''- ~3-З 72 

1.i ~ 416 " 2.24:0 64 2. 10 2. 
- "1·28 r ~- :>/2 + 9'32 'iJ-~ - 9 '3" - q C;)~ - q ~I - ёf '1112 -

Restmje: 

" " + јь <;ЈЪ12 + + с;).. 
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§ 10 "EZ ... ~ ;, .и .. ;:, 

Uvodjenjem novih • • • nezaV].S11111 эр eci,j a1ni:--, 

рroс;еп1јivih,uпеstо starih pror.1en1jivih у i t, u o'::Jlikll 

-t 

~.Q2 di 
о 

gde је: 
Qю- funkcij а kOj а 

nost.spo1jnog 

i pretpostav1janjem oblika 

pokazuje ostvarenu nestacionar­

potencija1nog 8trujanja 

strujne fиnkcije 

diferencija1ne jednacine ne8tacionarnih granicnih 81ојеуа 

svode 8е па parcija1nu jednacinu 7 u kojoj centra1nu u10gu 

igraj и fuпkсiје 

. / Q' V 3?: I'>(t:) w ~1: 
о( (~) с .Q? г 

Podaci svakog posebnog problema јов jedino preko njih do1a­

ze eksp1icitno do izrazaja. 

Resenje оуе parcija1ne jednacine daje эе 

и obliku 8pecija1nog reda 8 razvijenog ро 8tacionarnoj brzi­

ni i njenim izvodima.Za odredjivanje koeficijenata-funkcija 

ovog reda dobijen је si8tem parcija1nih jednacina 9.Resenja 

ovog sistema parcija1nih jednacina daju 8е и ob1iku 8tepenih 

;redova ро promen1jivoj"C 8а koeficijentima koji 8и funkcije 

redukovanog odstojanja? ,а za odredjivanje nepoznatih koefi-

cij enat a-funkcij а Fo , F. , •• ,Фо ,Ф .. ..... ,dobij eni эи 8i8t еш! 
obicnih diferencijalnih jednacina. 

freko 1inearnih kombinacija iz dobijenih 

sistema mо[;и эе e1iminisati svi koeficijenti stерепiћ redova 

funkcijao('C"Z:) i (?>(Т: ),эет vodeceg koeficijec:.ta o(o,koji је 

od1u~uj1Jci za forreiranje pocetnog profila i za da1je pona~a­

сој е pri struj anј и. 
";а C'snovi "lavne funkcije О«"'[) и §4 
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izvrsena је klaSifikacija ргоblеmа koji ае mogu reuavati 

ovom metodom.Dalje ви u radu iscrpno ргоисепе dve siroke kla­

ве probleQa,kojima odgovaraju sledeci oblici brzina spoljnog 

potencijalnog strujanja 

U(x,t) - U (х) ( ..ао + ..а, t 

i 
U(x,t) = . - . - .) 

Gornjim oblicima вро1јпе brzine odgovaraju 

B1edece yrednosti vodeceg koef'icijenta Btepenog reda g1avne 

f'unkcije: 0<0= О i 0<..= 1. 
Зеш toga u radu је pokazano da,kada ве glav­

па f'\]nkcij а Bvede па koef'icij enat 0(0 tj • bude nez avisna od 

promen1jive ~ ,da ве tada dobijaju poznata elicna геееnја 

koja ви iscrpno proucena u radu [4). 

Treba nag1aeiti da ве mogu prouciti јое mnо­

gi intereBantni B1ucajevi,kojima odgovaraju druge vrednosti 

koef'icijentao(o.Zatim,metoda ве ва uepehom prenoei па tro­

dimenzione,temperaturBke i granicne elojeve etisljivih f'lu­

ida.SVi ovi,kao i drugi intereeantni problemi,kao sto је, 

prelaz iz neBtacionarnog и etacionarno etanje,pitanje Bta­

bilnoBti neBtacionarnih granicnih elojeva,predmet аи daljeg 

autorovog rada и ovoj oblaeti. 
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