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UVCDITA RAZFATEANIIJA

Nestacionarni graniéni slojevi i pored
toga 3to su vrlo interesantni i vaZni nisu dovoljno prouleni.
3roj metoda za resavanje problema ovih granic¢nih slojeva,za
razliku od stacionarnih,je vrlo mali.lNaime,postoje samo prib-
liZne metode,dok opite metode iz klase tadnih refenja do sada
nije bilo.Najopstiji slucaj do sada,stepeni t* i eksponenci-
jalni eF%akon promene brzine spoljnog potencijalnog strujanja
sa vremenom,koji je obuhvatio dobar deo do tada vel refenih
gludajeva: nagli trzaj = O,postupno ubrzanje o{= 1l,Gertler-o-
vo resenje zg o= 2, 3, 1 4,resio je Vatson[}].?ored toga,bilo
je reseno 1 dosta specijalnih problema kao: oscilovanje plocde,
ogcilovanje cilindra itd.Treba odmah napomenuti da je 1960 god
i H.A.Hasan[2] sa VirdZinia politehnilkog instituta dao jednu

metodu pretpostavljajudéi
-4 ()

gde gu:
1 - karakteristic¢na duZina
A — realan ili kompleksan broj

ed (4~
0 = (@ LN
& = X

Y

h(s) = 8% ) Aps"

n+o

o -~ ceo broj; da,= O
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Da bi resio diferencijalne jednacine ‘asan uvodi
u obliku

‘nove promenljive

i pretpostavlija da je
d y & ?h_ P 5.9

te dobija sisteme diferencijalnih jednalina za odredjivanje
funkcije <P (3.9

Metoda Hasan-~a poseduje niz slabosti:Pre svega,ob-
1ik pretpostavljene funkcije U(x,t) znatno ogranicava primenu
metode,poSto ¢e se retko javiti u praktiénim problemima.ReSa-
vanjem spoljnog potencijalnog strujanja,nekom od poznatih me-
toda,ili eksperimentalnim ispitivanjem oblika funkcije brzine
spoljnog potencijalnog strujanja,videée se da,gornji oblik Ce
ge vrlo retko javiti.lioZda bi trebalo izdvojiti sludaj U(x,t)=
= x"t7,kojil je praktilno mogué,s moZe se resSavati ovom metodom
Kaiinteresantniji i praktidno najvise mogué¢ slucaj U(x,t)=U(x)
(%) ostaje van domasaia ove metode.

Sem gore navedenog mogao bi se staviti prigovor nsa
komplikovanost metode za prakticéna resavanja,Sto je posledica
viseznacdnostl koordinata,i na nepogodnost tabulisanja univer-
salnih funkcija,posto se u diferencijalnoj jednacéini za odre~
djivanje prvog koeficijenta-funkcije ¢ javljaju dva parametra
A i1 a,kojl se ne mogu eliminisati.

Navedeni razlozi govore da ova metoda ustvari ims
vise matematickli znacaj, & manji, za resavanje problema teori-
je nestacionarnih laminarnih graniénih slojeva.

Znaci,i pored svega,opSte 1 prakticno primenljive
metode,d0 sada nije bilo.

Zahvaljujuéi uvodjenju novih nezavisnih specijalnih
promenljivihﬁzi.q,umesto starih promenljivih t i y,ta metodsa
je data.lketoda pretpostavlja jedno ogranienje za oblik funk-
cije rasporeda brzina spoljnog potencijalnog strujanja.liaime,
trazi se da ta funkcija bude data u obliku da razdvaja promen-
1ljive tj.U(x,t)=U(x)L2(t).lMedjutim,ovo ne pretstavlja nikakvo
ogranictenje,jer ¢e ge kao sto smo malodas videli uglavnom ta
funkecija javljati bas u takvom obliku,bilo da je dobivena te-~
oriskim razmatranjem potencijalnog strujanja bilo eksperimen-
talno,ili ée joj se moéi sa dovoljnom pribliZno&du dati takav
oblik.To znall da,nase ograniienje za raspored brzina spoljnog
potencijalnog strujanja je ustvari i praktiino uslovljeno.
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Sada Se moze preci na izlaganje sustine nove metode,
- Prakti¢no, kod proracuna nas interesuje kako se na nekom odre-
djenom mestu duZz konture opticanog tela, menjaju velicine, ko-
je karakterisu grani¢éni sloj, sa vremenom., U tom cilju kod no-
ve metode B€ koordinata x ostavlja nepromenjena, jer figuri-
e kao parametar, a umesto promenljivih + i y uvode se no-
ve specljalne promenljive u obliku

y)
z;:.-._i.g_(lncé)d{- ?=-Q—‘ﬁ;l’-
v % 3T

gde su: °

f1¢t)~ funkcija koja pokazuje promenu brzine
spoljnjeg potencijalnog strujanja sa
vremenom,

~ = kinematska viskoznost.

Resenje Jjedna¢ina nestacionarnih laminarnih graniénih
nlojeva biée dato u obliku specijalnog reda po stacionarnoj br-
zini U(x) i njenim izvodima U’, U"....., pri &emu se postavlja
uslov da funkcija U(x) 1 njeni izvodi &E-, eeses do reda _n bu-
du neprekidni, sa koeficijentima koJi su funkeije promenljivih
Tin . Na ovaj naéin od parcijalne jednacine u kojojJ su figu-
risale tri promenljive dolazimo do sistema parcijalnih Jjednadi-
na, ali u kojima figurisu sada samo dve promenljiveiri*v o Dati
sistem Je rekurzivan. ReSenja ovog sistema parcijalnih jednacina
dacde koeficijente-~funkcije specijalnog reda. Ta resenja su data
u obliku stepenih redova po T sa koeficijJentima, koji su funkci-
je 0617 o Ovi koeficijenti-funkcije promenljive vy bide dati u
obliku linearnih kombinacija jedared za svagda tabuliranih uni-
verzalnih funkcija.

Specijalni red je tako izabran da ve¢ prvi élan u nje-
mu zadovoljava tacno graniéne uslove, a ostali &lanovi da kori-
guju prvi ¢lan reda samo u unutrasnjosti graniénog sloja duz
konture., Isto tako stepeni redovi po T su izabrani da vodeci
clan u stepenom redu za prvi koeficijenat-funkciju specijalnog
reda zadovoljava taéno granicne uslove, a ostall ¢lanovi u redu
da vr3e korekciju ovog &lana unutar sloja po vremenu t (odnosno
z). |

Po8to se resenje diferencijalne jednacéine granicénog



sloja razvijz U iva praveca: “a5 konture,cd..ogno 1 proveaxr X
1ni red i po vrenmczanu t (odnosno T ) - stereni

ose,specija ?;_
dovi,to treva 1 pokazati konverzenciju u ta dva pravea.lo. 10
vodedéi &lan naznaceninh redova (po x i T ) zadovoljava tacno
granicne uslove,to treba ocekivati da Ce on dosta duzo i po
x 1 po t da aproksimira resenje.Korekture koje donose ostalil
%1anovi trebalo bi da dodju sto kasnije do izrazaja i po x 1
po t,pa b1l nada za dobru konvergenciju bila ostvarena.Za do-
brotu konvergencije stepenih redova znacdajan je jedan mome-
nat.Po vremenu t (odnosno T ) u intervalu od 0 do « nema sin-
gulariteta,kao sto je to tacka odvajanja po koordinati x,ko]ja
je u znatnoj meri kvarila konvergenciju redova [ 1] upotreblje-
nih za resSavanje jednadina stacionarnih granicénih slojeva.le-
djutim,posto se ovde taj efekat necCe javiti,to je i nada za
bolju konvergenciju ovih redova opravdanija,nego Sto je to bio

glucaj kod redova za resavanje stacionarnih granicnih slojeva

(1].

] U radu [3] ukazano je da nas zaustavljanje na ved
trecem ¢lanu specijalnog reda dovodi sasvim u blizinu taénih
rezultata,sto govori da je konvergencija specijalnog reda ve-
rovatno sasvim dobra tj on verovatno sasvim brzo konvergira
tacnim vrednostima,

Ovde su samo iznesene indicije u vezi sa konver-
zencijom,koju je skoro nemogule dokazati,vec¢ je mogude samo
prakti¢no potvrditi.Medjutim,iz prednjeg izlaganja se vidi da
su nade za dobru konvergenciju opravdane potpuno.

{oordinate T iq moraju biti izabrane tako da nisu
funkcije i od promenljive x tj.da su jednoznacne,jer Ce se sa-
mo tada metoda odlikovati jednostavno3éu.Prema ovome proradun
bi se jednostavno proveo po vremenu t (odnosno T ) tj.nasli bi
ge koeficijenti-funkcije specijalnog reda,a zatim bi se iZlo
duz konture (duz x-ose) i traZile velidine granidnog sloja na
pojedinim mestima na konturi.Znadi,specijalni red bi nas vodio
duz konture,a njegovi koeficijenti bi pokazivali promenu veli-
¢ina graniéneg sloja sa vremenom t (odnosno T ).



§ 1 TRANSFCRIACIJA JEDNACINA
| GRANICHNOG SLOJA

Diferencijalne jednafine nestacionarnih laminarnih
jh graniénih slojeva imaju sledeci oblik

i ravn
au du 2y _ 2U aU , 52%v 1.
St tYss *vEy -5¢ *USK V5
Ju , BY _ 5
9x M oYy o
sa granicénim uslovima
u=v =0 y =0 N
u = U(X,t) y = oS0 »

gde su:
x = odstojanje duz zida konture koju optice
teénost
y - upravno odstojanje od zida
t - vreme
u(x,y,t) ~ komponenta brzine u pravcu x ose
vix,y,t) - komponenta brzine u pravcu y ose
¥ - kinematska viskoznost
U(x,t) - unapred zadata brzina spoljasnjeg po-
tencijalnog strujanja na granici gra-
ni¢nog sloja
Ako sa indeksima x,y,t oznacimo parcijalne izvode
po odnosnim koordinatama i uvedemo funkciju atrujanja‘?(x,y,t)
izrezima

u =¥, v =-Y sa Y(x,0,t)=0 3.

bide jednadina kontinuiteta identidki zadovoljena,a2 jednelina
l svodi se ns oblik

l‘Uy-t ¥ \P‘f WKY - ",/x Lluyy = U + UUyx +9l-]/.f.,,7, | 4.

8a granicénim uslovima

Y(x,y,t) =Y(x,y,t) = © y = 0 ,
\K’(xlyft) - Ul(x,t) | J —+ oo



|ved1”0 rnove bezdimenzione specijalae promenltjive

zu—fﬁm ot 7=’Q‘“Y

L YA
i funkeciju struJanJa pretstavimo u obliku

Wex,y,t)= /3T Uwx) Fix,n.z) 3

iz izraza 5.vidi se,da usled§2(t)>0 (ili £2(t) < 0O)
za t >0 promenljivaZ monotono raste sa porastom vremena t.Jed-

poznacnost promenljivih 5. je zagarantovana svuda i Jjedino za
t =0 gme da bude S2(t)=0.

PotraZzimo odgovarajuce parcijalne izvode funkcije
strujanja

\Vy‘; JQFrz
V?r‘ Qvf'— F}7
q@vr't’p 3z F}77

! _(23
\PY{: = (JS2 F7+U3-F;?z* +U_{27F77_ U%:’_ 5‘% F77
=9/3T U'F + 2./37 U Fx
'\'V:&y’-‘ufﬂF? +U_QF;:?

Smenom u diferencijalnu jednadinu 4, ova se svodi na
novi oblik

3 , 5
Umf,r,? cUZ et U2'Fp-u 2 25T Fpg+ U Fy (U'2Fy+US2Fxp)
2>
_._F.77(v,/'cUF+o,/_z: UFx)=UQ'+ Q*UU' U 55— Fopp

Ako se leva 1 desna strana jednacine pomnozi izrazom
3;; i sredi dobide se konalan oblik gornje jednacine

Fom + <er(1-Fp-qF)+ 39Fpp = 3T Fpe + peo [U'(4-

2

-F7+FF77)+U(FKFI7?"F7FX?)]=O 7.

gde su uvedene oznake za izraze

{

/
2 V3T v 3T
0( = (T)=
(e Q3 /3 2




I
Granid¢ni uslovi 4 transformisu se na novi oblik

F(x,0,7)= Fpn(x,0,7)= 0O
4"

[l'rr] F7(X,7,'C)=lf
JednaCina 7. je nelinearns parcijalna jednalina treceg
reda,sa tri promenljive.Ako pretpostavimo da je funkecija rasporeda

JU | J3U

ﬁﬂﬁpoljne potencijalne brzine U(x) i njeni izvodi I= LR
do reda n neprekidni,tads regenje parcijalne jednacine 7.moZemo

traziti u obliku sledeleg reda

Fix.n.t)=Focnt)+ U'Ficp, ) + U'*F, (n.T) +UU"F3ar7,r)+U’35.r7,r)

+UU’U"F'3a(7:zJ+U2U_"’F'su7.r)+- c . - . < . . 8.

Ako pretpostavlijeno resenje u gornjem obliku unesemo

u jednacinu 7.

Fopgy +U'Faggy +U'*Faggy + UU" Faanpy - - - - - - + oczy [ 4-
~(Fop+U'Fig + U Fag + UU Frag+- - - ) —n (Fopy + U'Fapy +
+U'2Fz77+UU"FEa?7+- .o -)]-r%7(F¢7?+U'F477+U’2F277+
*UUFaenge - - - - )=3T (Fopr + U'Fapz + U Fapz + - - - . )+
+/5{7:){U’[1-—(Fa7+U’E7+U"’E7 r UU Framp+ - - . . )% &

t (Fot UFi +UFa 2 UV Faa+ - - - -)(F.p.?? +U’F477 +U,2Fz77+
+ UU"anyr;*- S )]-»U[(U"Ff + 2000 F2 + - - . -)(Fm;?f
+U'Figp + U'*Faqq + UU " Faagpe - - - )= ( Fop + U'F., +U'  Faps
£ )(U”Fq *2U U Fan + - - - - )}} =0

dobijamo posle uporedjivanja slededéi rekurzivni sistenm parcijal-
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jednacina ~a odredjivanje nepoznatih koet ficijenata-funkci=-

gpecijalnoz reda £:
9.

+Faﬁq7+ﬁFa77):O

c. Fragyy- o((z)(Faag+Faagy)+ 1:3"7"_'*"m“:?--3!”%”7I +/5(t) (Fi Fony ~Feq Fig) =0

Q. Fagyy -t (FapeqFag)+ 37 Fsqg- 3T Fant +/22)(-2Foq Fay -

| ~Fip + FaFoqnt FaFign +FoFann)=0
.d- F—3u777 —O(fr}(F.3ﬂ'7+7F3d’77)+ %7FM77—3C F.B*ﬂ"?r */b(r)('3Fn7Fj‘Zﬂ'7

"'25:?&77 1’2F-2 577 -2 F;?Fﬂyf&ﬂa?? +Fe ,‘-177 - qu‘; )30

._d; Fivppyp —tT)(Fseg +nFaegn)+ %7F3b77"3?-"'-667t ,./3{;,(/:“,&;77-
"F;7f;a7)=“j
| U gornjim jednacd¢inama centralnu ulogu igraju funk-
cije ’ .
_ 52 v 3T - V3T
o (T) = a3 ¢ /3(T) = 3 10.

jer specijalni podaci svakog posebnog problemaz Jo£ preko njih
dolaze eksgplicitno do izrazaja.
Funkciju o((T) mozZemo izraziti i na sledeci nadin

| O((t)=3r;£.£'?}%u 14.
jer je dru- cJé.Vreme t je jednoznacno prekoprve od jednacdéina
6.1zraZeno u funkcijl od T .Konstantna brzinaf) u gornjoj jedna-
¢ini uvedena je samo zbog dimenzione korektnosti.oel(r)je sa T pri
zadano jfut)jednoznadna funkcija t .
.Q’(H 3 TIYT ()
X(T)= 39T * 3 .2,
zbog centralnog znac¢aja ove funkecije ubuduce demo

je zvati "GLAVEA FUNKCIJA".

Glavna funkcija moze se protumeciti kao ”lokalnl

Parametar oblika" 8% U i1i S n[,}];rde je 5(}: t) neka od mera
>U V52




A O SRS mers za detlji. a1 oranil o slo-
de 1iinu g£ranlicroz slojze.. a0 me a devlji. a1 o i r0- =1

-—

gtacionarnih slucajeva rogodno je uz+ i depljiru 1st:

oy .! :?ti-ﬁ

*:E.:i ; kod ne
ﬁivargaé;[3] tko debljinu istiskivanja i debljinu pada impulsa

o = f-:_i - e
Emﬁ;ransforrl ~emo na nove promenljive dobija se:

_odto je ?= 52 Y odnosno dn _
2V3T dy  o/3T

~a debljinu istiskivanja
i-. --E-d
) 5(4 YR kaki

avﬂdi na sledeci obllk

B0 we 12782

t

5. {:wS_cz d{}“’;; §F7 {39£$fd£2}:'? _:_:30}}9@{} fz‘l 7@-—5’:7’-"7}
. ) 39251:!{} {00 - Ful - {3-955;3‘1 d+t} . "
gde je 7°=$Lm“(q—F) . -
ﬁ=§a—5(4-—5—)dw=—{w‘iﬂn"“} SF.?H F)dn 1

1z izraza za debljinu istiskivanja sleduje:

ﬁa 6""1_: 3+ S 52 df 2

I Te
;fpa smenom u izraz za glavnu funkciju dobivamo
»2 I
<(T) -—--—-" § 2 14
Tott)y 2 52
_ 5'29' a_E) :
ili = t - i pretstavlja odnos 8ila pritisaka
~ 2 /u$1
| :/s" i sila trenja

Druga funkcija s5to ulazi u jednacine 9/3ujpomnoiena
sa U pretstavljala bi "usputni parametar oblika" (3]
_U'v3z _ Usjﬂdf_uxsfuﬁ
U/j(t) = o 45
$2 U2
| Akc u proizvod U/ﬁ(t) unesemo izraz za debljinu isti-
- 8kivanja dobija se

8" U sTU° |
L//5(t) 5 " TS 52 15"

odakle se vidi da zaista pretstavlja usputni parametar oblika.

Sa druge strane vidi se da je
2
S Uk - _ ap/ax)u
v /"'L

Zbir ova dva parametra lokalnog 1 asuutnor dao ui




I S Sl ¥ T g [ '-'!}
abup an paranev il obllk 3
; x = =
O<(t)+ U/Z’ftﬁx'(x,t)-ukupan para]‘:]{%tar obliika

samim postupkom regavanja j=ednacina 7 mi smo ucini-
11 da centralnu ulosgu igra "lokalni rarametar oblika'ad(rycok
iﬁasmﬂ an "usputlllm paramcetrom oblika”tﬂﬂﬂvuéinili da nam fizu-
xlfi%e kao parametar.r.asnije cemo se vratiti i u vecoj meri os-
vetliti znaca] ovih funkcija.

l.a isti nacin kao 1 jednacinu 4 mozemo transformi-

]
gati i granicne uslove 4 na nove promenljive
F(x,0,2)= Fy(x,0,T) =0

‘{fmF'](x:']lt)=1 7

- LY

a isto tako 1 granicéne uslove za avaku aproksimaciju

Fg{c,t)-Fg7(O;’CJ=O
Farz(?,tj—*‘f X o 7—;-”

Fito,t) = Finlo,T)=0
F¢7(7;Z)—'?O 26 r7—»oeo

§ 2 NALAZEILJE VEZA IZKEDJU VELICINA GRANICIOGG SLOJA
I HOVC UVEDEINIH PROMENLJIVIH
Za debljinu istiskivanjas.i debljinu pada impulsa -}
veC smo nasli izraze u funkeciji novih promenljivih.Ostaje nam

da nadjemo izraz za tangencijalni napon u funkeciji novih pro-
menljivih

= AL 2U
Nz /u'37 Y=o |
Fosto je 5-:}-_7 to je %[ﬁ]:g% 114
Uy .S'l

sada je ﬂJrfx;tJ‘=(J<x ) $t) 4

) —5 Fnn(x,o0,T) 6.
Taljimo veze S2 =52(T) t =t(T)y:

-Z prve orid funkeija 5 imamo

.
dt =4 0 d+¢

17
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;57:""’;-':3;';3';5'4-5(1:«vae s 47 tzrza za ~lovnu fun<ciju x(mdobilJ &lo
- ] .

KT o = dCn —}’%
a

~rali i leva 1 desnz strana ove jednz.-ine

nt
g eUT) ST = S_dfn-ﬁ

o

A

TR AT } ra

B -xo se 1ntl€
2

T
3 [
e o

t)=52,

o ;
55; C
o

Uvodjenjem oznake G zy=€ dobija se

je £2¢¢) =520 G(T)
Iz jednaé¢ine 17 vodeci rac¢una o 19 dobija se
o dT
__ ;;’"5? 9z
a cdavde: r

“ ") dT
t~to =7z 2

£2 (T

° raa )

Inverzna funkcija C{t) moZe se odavde u swkom poje-
"i'-'-'z'aom glué¢aju izracunati. Za dalji rad, koji proizilazi od

fEPPred zadate glavne funkcije «t), dobili smo sledece izraze

u(x,y,t)=U(X)Qn %(’E) ’F_7(X,7;I)
‘b—t¢=iz =L Y:‘o L
25 zoai:(r) f2o ‘aft)

U praktic¢nim problemima obi&no ée biti zadata funk-
~~-ci;ja f2(¢)e Tada treba odrediti glavnu funkeiju o(zr). Ona ce bi-~
.t1 data u funkciji od vremena i tj.oX(t), jer je 1 $2 =0 (¢)y,

ali iz izraza T = -i gﬂ. dt mozemo inverzijom naéi t=t(zr) pa

h._%;f:prema tome 1 ol=od(T),
= U d?ljem rady LIZlHIBCemO da JE funkClJaﬂ(t) data u
a;bliku beskonacnogz reda ili polinoma po vremenu t.

TR

§ 3 AZVIJANJE U RED PUNFTIJE S2¢(+) I
GL,VIHE PUITCIJE o&(T) I KJIJIHOVA VEZ

tretpostavimo dn je funkcijaf2(t) an=1itika funkei-
Ja u intervalu O¢ £ <oco 1 da se mo e predst-viti = vidu gter e—
no C red:y



o
f

flft)'=jz,f3m'£H
K =0

rogm.cracemo sledece sluCajeve:
| | 2
A j)‘t}zﬂﬂ'*'gt‘{ +_§22‘t + - . DD#O
o 2 3 22
B O(Er=S1et + 52,8 7+ 0287+ - - - - N,40 |

;e E
R
i .
LR

- Vveliki broj prazktic¢nih problema je obunvacen sa ova
P4va slucaja. Kasnije demo problem uop3titi i obuhv.titi dale-
ko vedi broj problema. Sada demo za ova dva sluiaja dati oblik

glavne funkcije

Sludaj A: S22 #0C
Ako smenimo izraz za SL(t) u obliku reda u izraz za

C dobija se* + .
T = _'LSQ dt = g(,g Qx‘tk)(é—ot{ft) =§'S(§Z_QHQ;'& ')d{'

m o Kottt
A .
ili =$(§§K+i+{ﬂ Q .6 ) 23
. C-é—(ﬂi‘f *+ NN, t¢ - - ) 23’
Iz stava o inverziji sleduje
£(7) = CaT +Cat2+CoT 4 . . . . .. 24
Smenom u prvu od Jednac1na 10, dobija se .
ol _ 35 SQ dt 3(91*201‘&'!-- . -)(ﬂ:f*‘flan-l{*" ')=
(T) = ﬂ (Q;j_'_}'anin't_‘... .)
24 4 }
.'... - - *
-3 {F
5 obzirom na 24. sleduje
G((t}:ﬂ(qt-&o(::.:-bﬁ(’t}.*-. . . =Zo(‘.‘z:“. 25
{ 50
Izr-:Cunavanje koeficijenataol(:i:
Iz izr-za za glavnu funkc13u dcblaa se:
3Q’Stﬂ dt =’ zo(,..- g_Q df}
114 : o ce X
. !
3{(2.+222¢ + 302,474 - --)[ﬂaf + o2t +4(202:522+ 07 )7+
1 | .
+%(Qoﬁ}"‘nqﬂi)tq+" "]}=(na+ﬂif +Qz‘t2+- - . ) {
- 2 a 2
late v € [L(02E s 2007 )] +ea[£(22¢+ 000,85 )

-+C(3['% (25t + - - )JB-L AT }



CrF

TR : i T I A A g T T L T
T -~ alj,l]*'l';_"}_.l_:: L *{FEL ;r:.l_: o n": Ll-—d l-?t'ﬂ.- . 1-'?-_'_ R b i e
4 .

”Ehz+éch 26

1093 3
243af+ Qfo"S Qi Az + 9533 4y Qa — ; Ay Qy— 60Q2 A3~ 81,4 +15Q5
QY-
£=;jS*‘

7a inverzni problem pri unapred zsdanoj zl-vnoj funk-
- =4

X(T)= 2 XxTH sa o= O treba izraCunati brzinu odno-
o

%&’ Lz o

ﬁﬁ a: R P TR,

"dobijeju se jednoznaéno iz definicione formule 131“4
cheflclJente Q. mozemo dobiti resavanjem jednacina;
;.f._a‘ = % X4

{21=-i(d1-+da) 27

{13_ (5@& +1+ﬁﬁﬂﬁﬁr6ﬂ%)
- (A4 :n-g—»6 (540-{4. + 350(4 + 12200, O(g_ + 1030(4‘:3(3 + 335’(2 )
1 (7?5%«, + 40143600003 + 460080 o(foly+ 276858, 005> +

A -
262 4400
+A94400(a0(s + 3936601 xq + 4174960 g )
Sada ¢e definicija pomoénih koeficijenata Q:dati koe-

ficijente SQifunkcije S2(+)

;1

2.(..1"1
Qi $2o
fSlo#0 2i = iy
Uvedimo bezdimenzionalne velicine
~
7.V O, = S2Ax L 28
‘dalje je « — — *
: -C:J%{:: ol = Ke 29
Tad» postoje slcedede relacijes oo
o i — — —_— -
Neey=2 Nxt - .Q(t)=z_ﬁn_f
=0 =
- ma 30
X(T) =) XpT" — 0T =P KT
k< O ' M=o

£t0 =na’~i da sistem obrazzca ostzje formalno isti. euijutin

Jednost wvaiije je raditi sa velicinzmz sz crton.
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Qaio Qq*o

. J ovom 8lucaju je
- +

t o ( — o
ca bt {(Fat NG aut)at-

‘I“ .
3;2“_” ”HQHQ;

K+i+4
t

(J.j}ffﬁ o )

X1

2 3
‘é = CVS 3 + Casy © 3, . 314

lzraz Za glavnu funkciju u oveom slucaju svodi se na oblik

fﬂd{ PPURIRYZ HOL VLI
ol Ty =252 _ 3. )(3 +

3 - -)=4+d.[{'+-
0Q° 2,07+
odnosno ako se unese inverzna funkclja 31’-dobiva se da je
0(('::)=Z°<”/33 sa oo =1 32,
NE=D

Izracunavanje koeficijenata: Ako se u izrazu

3[(.‘344'2921{‘-}- -)(1/301:“:34- < )]‘= (Q?'ta-i- 3!2!2511-64"’ *o )
{da*‘O(d/_;[%(%ﬂ:‘ésJ'-'-)]/J-I-- - e }

izjednade koeficijenti uz iste stepene t dobide se

33.
2 6
o(2/3 =- %—gavs-‘* € a3
_ 203 .3 296
Xy = 190 sy — —?‘a"faa-‘/! - % A 4
4 5226 42 9 1088 .2 22
0(43 = - g;_g CTasg + A€o Clya Oy + —7-(171;30.,- 175 Az/y — 37 da/a
1839 5 2934 _ 3 2004 9576
X 573 =~ 7200‘01/5 =0 Qayy Tasa + ?-3?—04;3Q4 175 Qya o,y +
. + 5
zde Jje: i3 g—ggay30423— ;’g Gifgﬂf‘—c'sfa
Q: fo'l‘s-‘))
t/3 = /5 e+ 4
2,707 |
I ovde u cilju laksSeg rada uvedimo bezdimenzione velidine
.—-_ v — —te .
f--l:{ I‘=-’g—e c(,‘:.-_,(ﬂf\?: 34 ¢ 35.
tada vaZe iste one jednacine gore napisane,
slucaj B gpecijalni sluc¢aj slucaja B
FunkcijafXtxdata je v obliku sledeCeg reda
%’ I+ 4
Q(f)f_‘_‘_ﬂ_}xx*&i‘{' (K =0,1,...) A6
Y- )
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lucaj glavna funkcija ima gledeci obllk
(02 3(2.+40at% QI )
30" § 2t | \ 4 i}

. = z
T’} T _f)-s 5213{ ;’ 3-0-1 t7+
,. = 4 + d3 'é, + d6 'té + -

3 .92;=1_Q L4 Qﬂ4‘t +

E;zigom ge dobija

B L.z (Cyar CGiT - ) "

t"ﬁ”;:_:rn:m-a:ncm:l gore u izraz za glavnu funkciju dobija se

o‘¢t)=1+4T "'0'(23 + - - - - 37,

idjlvange koeficijenata glavne funkclje
.3"{(-‘14*494t3 SR ¢ j’ﬂff )j’ (21t 3027 24t% - )

+ o4 [‘L (5% 3 $2 1“*" ' -)]+o(,_[~1-(—1-m.. £7 ')J oo }
Eéaednacujuci koeficijente uz iste stepene + dobija se:

AL

Q: = 2 .Qa:.-u

= A 'Y Y
= 52, se
go(a = 61,y '
2
= 4' Ry — 6 9 14
= S—J;’ o Pl ﬁ—31 Qg + 630 Ay
Py 4
fé%c(a. 4%‘20(4 25;5811116!3— '—7—355—3a§ +9072a2a, - 4815Q,
b
B 318087 - 2 235386
&?ds 32405 —46200 Q2 Q3 87;66 QAiQ 4 + € A, + 5 :
aja,- 109377Q.a, +27702 A’

5

I ovde je korisno veliéine strujne ravni uc¢initi
bezdlmenz1onalnim. Po analogijl sa istim postupkom kod slu-
5&3& A i ovde éemo imati

I+ A
- v _ \/
t = T_"t $23kca1 = QS;:‘H Lzu-:n 9.
— T f
t“'-L X =y Re &0 .

Tada ¢e gornja jednaﬁinaIBB ostati formalno ista
ako se istovremeno mesto ok Staviodx a mesto_{l.sx“ ge stevi
f13u+1- |

Vrlo lako se moZe refiti inverzsan problem ako je
Anapred z=dano of (T )
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§ 4 UOPSTAVANJE POSTAVLJENOG PROBLELA

Postavlja se sada pitanje kojim spoljnim strujanji-
;ﬁi(po vremenu) pripada glavna funkcija data sledec¢im oblici-

o((-c)=o(n.+o(4'c +o(a.Z.‘2+- - e - . 41.

%11 mnogo opstiji sluéaj
o((z;)so(a-ro(yat +O(n/5r L &3 .

%m Da bi odgovorili na ovo pitanje vratidemo se na jed-
maginu 19 u koju demo zameniti glavnu funkciju «lr)sa gornjim
qgzrazima I i II te ¢emo dobiti

| r 306
. T a
T Q(-é)'-‘-ﬂa(?:,) (9.+9.T+q,T%% . - - )
[ %a( | a2/ 43
o _ ‘/ 3
11 $2(¢) =520 (_'Ea) (Q-n“‘:;‘/at >+ QapT H - )
Na istli nacin c¢emo preko 20. prevestiZT u t
T
s dT
t_tc,:—'_n
Qﬂ To aﬂ{t)
2a nasa dva sluc¢aja sleduje:
1'%0(:
I tt)=T (re+rnT+rnz2+- - - )
2 . 44.
A- F e Y3
IT t(z)r=T (ot rT eranz™® - - -)

Ako sada nadjene vrednos ti 44. smenimo u 43. bice

Pt
3-20fe 2Mm+4 2(2m+4)
I Ner=+ (S.=.+54'l: + Sa t PR ) AS.
| e L(2maqeq)
11 Q(£)='63'2°(’(5“*5‘/=“53 + - - - ) AG.
: o{
d m = = = 3m -
gde je YV odavde je o, P m + %

Posmatrajmo raspored brzina po vremenu dat sa 45,

Za Ko=0 (m=0) dobija se nas slulaj A-

Za oloz4 (m=4) dobija se nasS specijalan sludaj B’
Posmatrajmo sada raspored brzina po vremenu dat sa 46.

Za olo=0 (M=0) dobija se opiti slutaj B” tj. do-
bija se rospored brzina S2()= Ao+t >+

Za o€o=4 ( m=4) dobija se nas op:ti slu:aj B
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Jmo jo& neke slucajeve glavne funkcije.

ﬁatra

Specijalan slucaj glavne funkcije X (t)=Xo:

Za ova] sluca;j glavne funkcije 1z 19 dobijamo

SL'- ol a dz- 3 C(ﬂ
Qtr=0. 6" ¢ Qa('ﬁ.) a7
iz 20. dobijamto T 2-3.9(
_E { S gz = __?_- S (EE)
( e Q: c

To

Z ol
_-z»vm [(Z=)3 4] o4 3
Qi(S-Qdﬂ) 4 Ta ° # 2
Eﬂ) Za Ko = %
o . - _ 3y iﬂ-

Pogodnim izborom raspolozive vrednosti {o (4o - Q:i(a-ao(a))

moze ge ovaJ rezultat napisati u 8lededem obliku

2
To ) 3%
'6 ( L ) Ta O(a# -g
t - a8,
to(1+n(£)] Ta ol 3
'_Za inverznu funk01,ju3z: imamo
I3~2eo
z (%) . za oof % .
To f3te '
e -3 O'(n'-'-' %
I11 smenom u 47 dobija se
Q ( 'ta) Za d‘* %
A4 = ;*—* 50.
Qn e ° Ta Neg= 3
| 2
o(o
gde Je = 2

Ispitivanje funkcije /3(‘8):

Samim postupkom resavanja jednac¢ina nestacionzarnog
granicnog sloja mi smo uéinili da je znacaj glavne funkcije
o({(t)kao lokalnoz parametra oblika primaran dok smo usputni
Paramétar oblika uéinili da u jednacinama ficurise kao para-
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i . te je automatski njegov znacaj postao sekundaran.Zbog
éa'ée lokalni parametar oblika «((T) i dati raspored brzina
? yremenu),kojl se moze ressvati ovom metodom.Da vidimo sada
_fﬁc e se ponafati funkeija p(T) tj.kakav c¢e oblik inati za
k. .oda proudene oblike funkcije (t).

caj A: Q20,4+, +_Qz-l;“+.

ovaj sludaj funkecijz p(T) imace slededi oblik

| 3C

_ pE) =9

¥, 23’1 gornjeg izraza za funkciju (t) dobija se

(z) _3(nat+Q. 0.t - .
/3 - Qn -I'Q..":'l'* -

dnosno, ako se vodi rafuna o izrazu 24.dobide se da je

;%; (T) =T + ;z?+ ,z§+.. ... 51.

) =CL.+,+C12£2+- - .

%;ko u jednakosti
fg{g:,f +Q.0, 4%} (Qoe it Do s p[L(Q24 4 )]s - ]

%ﬁzgednacima izraze uz iste stepene t dobija se:

i/h o
i;P"sb

%ﬁi'-sbg

gﬁ[5 ""3b + 6b CJ. .
ﬂﬂ"‘bbq"’f‘q bzag-‘l‘q'biaq 52'

%p.ﬂ"’bb + 33&) a, - 105b Q'I *7bqa:"’35bqa:

tgde su:

. b -o Ql -1 "l = i -OI

§ s Q:: . :.t-ci

b
E‘_ H

S
Slucaj B: 9.0, 4+ 02474 02,4%
Iz jednakosti 31 i datog izraza za funkeiju S2(t) dobija se

102’ - 2 3
P(I)=ﬂ{+,..--.=a.‘£+9’3£ -

odnosno zbog 31 gornji izraz dobija konadan oblik

/3

[5(3) = [T [>T *'/34;:.7-14“*' AR 53.
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:aienje koeficijenata (3 JEL VIR

r B
iy

;“E'u jednakostil
i 3
(1atte et Y peepulysares ).
311

§EZjednaEimo jzraze uz igte stepene t dobicde se trateni koe-

‘Ficijenti
-+ 0

ﬁ‘ = - % bq
.-/34!! = ':ji b2/ aﬁ; - % bass 54.

../55;5--565 + %‘-3-!94(11 - %56503 + 7baan= +35bla:

cde su: i3 /3
. Qi-ﬂ (50) . _n =4 39)
Qi =+ 2544 b"“: : 2%3
4 N

Na isti nacdin kao i ranije i ovde se mogu uvesti
bezdimenzionalne,posto je rad sa njima mnogo jednostavniji.

Specijalan slulej X (T) = o«p:

U paragrafu 4 videli smo da gornjem obliku glavne
funkcije odgovara sledeéi oblik rasporeda brzina (po vremenu)
gpoljnjeg potencijzalnog strujanja

() = Ot

Ovaj oblik spoljne brzine dozvoljava slicna rede-
nja,koja su iscrpno proudena u radu [4].Videli smo da se glav-
na funkcija za ovaj slucCaj svela na:x,,medjutim,funkcija‘3(t)
ce se svesti na

L) = PeT” 55 .
Sto Cemo 1 pokazati:
FunkcijaISCC) za gornji slulaj rasporeda brzina do-
bija slededi oblik

+ 1
Ty =13 . S SL-Q-idf= 30, So'tn dt

9] (9} 2 +™

odnosno ako se izvrii integraljenje
o § M+ | -
f3tC) = 35;;: 5¢.

sa druge strane iz izraza
.!.' .
_ ES{:Md i} 2_22 1 v 4

¢ = 3 % Y 2mey t T

inverzijom se lako dobija
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Y B :
‘(2!’?11-1)'\) 2m 44 T Lm+ 1
922 59
te je sada:
mert "+ 4
kP (2m+4) 2 A4 2 +4 mea,
/b(t): 52#:1 B O 2 ~ (5 = mas T 2AM¥ g
et m+l 2mMm 4

114 ako uvedemo oznaku k= BorT

dobija ge

/2 (T) =/5r¢ rA *~
§5 PIZICKO OPRAVDANJE KOORDINATA

Ovde demo formalno pokazati opravdanost uvodjenja
novih promenljivihTi n u datom obliku 1 njihovu fizikalnost.
Pretihodno demo se kratko zadriz=ti na samom putu kojim se islo
pri uvodjenju novih promenljivih za resavanje stacionarnih
granicnih slojeva 1 na Gertler-ovim' promenljivim % 1 i [1]
OQduvek se javljala tezZnja da se potencijalne 1 strujne linije
potencijalnog strujanja oko konture iskoriste kao koordinatne
linije za proracun viskoznog strujanja oko iste konture., Pri
opticanju neke konture na zidu se stvara granicéni sloj u ko=
me je potencijalno strujenje zamenjeno viskoznim. More se
zamisliti da je brzina na samoj konturi zamenjena sa U(x),
jer je sloj u kome se stvara viskozno strujanje relativno
tanak, U tom potencijalnom strujanju u blizini zida kojim jJe
zamenio stvarno viskozno strujanje Gertler je aproksimativno
zamenio potencijalnu funkciju sa SU(x)dx a funk01:ju struja-
nja sa U(x)*y i sa njima formirao svoje promenljive '5 i 7
a zatim i konac¢ne promenljive ¥ i*? [ 1]

U s8lucaju stacionarnog strujanja potencijalna funkeci-
ja se menja samo sa promenljivom x, dok ¢2 u slucaju nestacio-
narnog strujanja ona biti funkcija 1 od x i od vremena t, a
strujna funkcija ¢e se menjati jos i sa odstujanjem y od tela.
U slucaju nestacionarnih strujanja proracun se provodi tako
da na odredjenom mestu duz konture posmatramo promenu velicéi-
na granicnog sloja sa vremenom, zato ¢emo mi mesto promenlji-

vih t iy formirati nove promenljive T i.ﬁ', x0je ¢e fizikalno

pr-dstsvlijati funk2cionalnu zavisnost promene potonceijzla brzi-
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ne sSa vremenom'4u(t) i strajne funkcije‘+ﬁ(t,y). liglme, iz
tosi-lacsranzeove jednacine obzirom na pretpostavlijeni obtlik
funkcije brzine spoljnog potencijalnog strujanja mciemo for-
malno dobiti

t 2
AT Soﬁ(t) dt =T
a za promenu strujne funkcije

Yicy,t)= 241y =7

Na ovaj nacin smo strujnu ravan y,t preveli u strujnu
ravan“f, ¥, . 0d ovih promenljivih f,sT iq/,ﬂ?t' mozemo formira-
t1 1 konacéne promenljive T 1 n odnosno konac¢no strujnu ravan
T » 7 -

Na ovaJ nacin smo problem preveli u ravann,T a u
isto vreme i uCinili ga nezavisnim od promenljive x. A zatim
e reSenje, za svako x duZ konture, biti u izvesnoj rezmeri
preko funkcija U(x) i njenih izvoda prevedeno u sivarno re=-
senje tj. da bude funkcija i promenljive x

Struktura promenljive i bila je diktirana-ukazana ob-
likom specijalnih jedinih promenljivih "slicnih granicnih slo-
jeva"™ (4] . Promenljiva sli&nih graniénih slojeva predstavlja
la je bezdimenzionalno rastojanje od zida, a imala jJe oblik

Y
z K=—"==
- + Vot
8to znadi da bi za sluda] stepenog porasta brzine spoljnog
potencijalnog strujanja sa vremenom, nasa promenljiva 9 tre-
bala da predje u promenljivu slicénih resenja 4_. Ovo se moze

lako pokzzati da je zaista tako ako se vodl racuna da je

'? S2-Y $2o 'tm 2m+4 7

v/3T v/ 3 I!Q {;zmd{ Vot

lledjutim da bi u Opstlm problemima dobilil redukovano

odstojanje od zida morala se ova promenljiva q_uopstiti
Moze se jos pokazati da promenljive n i T predstav-
ljaju lokalne Re-brojeve., OpsSte, Re-broj moze se napisati kao

2
Po =YL VAT

~ -~
Ako izvrsimo formalno uporedjenje ovog izraza sa na-

Som novom promenljivom T videdemo da imaju isti oblik tj.
- 4
e - 922dt
-/ -
1 za drugu promenljivu " moze se pokazzti da pred-

s5t-vlja lokalni Re-broj. Fo<to je
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- .. Sl-Y
7= =5

| osno formalno

oan - vy V2T
1= 2

Na ovaj nacin smo pokazali fizikalnost i opravdanost
:uvodjenja novih promenljivih u obliku u kojem su uvedene,

§6 RESAVANJE DOBIJENOG SISTEMA PARCIJALNIH
JEDNACINA POMOOCU REDOVA

Izborom reda za modulisanu strujnu funkciju F(x,n,r)
u obliku 8, mi smo od parcijalne Jednadéine 7. dobili sistem
parcijalnih jednacdina 9. Ako uvedemo sledede oznake za poje-
dine claznove specijalnog reda-aproksimacije

F, = F F, =% Fp,=H Fy;=1

gde su F,, H i L funkcije od y 1 T , rekurzivni sistem par-
cijalnih jednac¢ina 9, dobija sledeéi oblik:

a. F777 +°"fIJ(1'Fq'7F77)+ %qf-.r?-zpz:F,?r =0 6o.

e Pyyy - XTI Py ¢ Pyy) + 3 M Pyn - 3T bygr + O (1-Fr +FFyq) =0
c. quq"dft?*(H7+7H77)+%7Hq7—3‘c Hnt +/5tt.)(-QF'?Cb.T-chp,”H,‘.:F??):O
d, Haypp-ott)(Hag+nHaym)+ 2nHann - 3THage +/5 () (P Fyy - Fudbn) =0

e. L”?—o(rr)(l-q*?b?‘?)* %7’-'77 -3Tlye */"’”"("QF'I ”7"4’72* HFyy+
f_ Lan’;??—o({t) (Lﬂ.l?'i' 7[.:16?7)4» %7‘.&77 - 3T Ln7: +/b{r)(—3Fq Hg,? +
+2H4qu+2”Fvw"’2 F1H7+FHQ77+¢¢.17“¢;):

8« Liggy-ott)(Legtyloyy)+ Sqlegg -3t lentepar(Ha Foy -Fy Hap)e =

Ba granicnim uslovima

a. Fto,t)=Fr(o,T) =0

Fq(');t)-’-'r" Za 1 = eo ¢,

b. ¢’(O;_t)=¢7(041)=o
‘i)q('?:t)"‘?'o za 1 —»eo

granicni uslovi za ostale aproksim~q:cije bicde i ti kao za b,
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| Do sada smo iscrpno proucili vezu izmedju spoljne
-bfzine po-vremenufl(t) i glavne funkcije ol(T)i funkcije/ﬁft)
te smo potpuno zavrsili pripreme za resavanje vroblema gra-
nitnog sloja.

Proudicdemo nzjpre Siroku klasu I svih gl=zavnih funkeci-
ja koje se u posmatranom intervalu o<t <eec mogu razviti u ste-

peni red
O((’C)=D(a+o(422+0x’gz:’+ T

ga proizvoljnim (racionalnim)od,, Videli smo u g 4 da njima u
jednoznalnoj korespodenciji (u oblasti Rejnoldsove slidnosti)
pripadaju spoljne brzine oblika

S)_(-t):.'tm(s.a‘l' 51£2m+1+' - .. )

U primeni nas interesuju vrednosti parametra O< mceo
(Oﬁﬂ{n4g).medj utim od vedeg praktiénog interesa su ‘specijalni
slucajevi o=0¢ Xo=4. Slucaj olo=o mi smo proucili u $4. 1
oznacili smo ga sa slucaj A.

Slﬂéaj Az da =0 (m=0)
Q(t)=9a+ﬂ4‘£+ﬂg_t2+- ..

ga Slo%0O (inade proizvoljno), S2¢-~ proizvoljni (i=1l, 2, ....).
Izracunavanje koeficijenata ¢ iz koeficijenata flidato Jje je-
dnacinama 27. a koeficijenata,ﬂncsa jednacinama 52.

Ako uvedemo o(T)- stepeni red I i ,»(T)~uobliku 51.
u sistem parcijalnih jednadina 60U, onda ¢e traZena reienja
Fcn,t),<PpT),- - - biti pristupaéna za racunanje kao stepeni
redovi po T sa koeficijentima, koji su funkcije reduciranog
rastojanja od zida n

Ff'?;t) = Z. FK(VI}-C K CF’{?,‘{,'.)':ECPK(?)IK

K=o M

oo < -
H(I'?’E]'_-,E‘OH"“PZ L(q:IJ:KE__ Lu(q;f”

Ako ovo zamenimo u 6o, avaka od parcijalne jednadina
60. ¢e se rast-viti na rekurzivni sistem obicéninh diferencijal-
nih jecnacdina za odredjivanje koeficijenata-funkecija svakog
0d zornjih stepenih redova.
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a Feth"e s(ortotie - ) [1-(FRIe TR y-n(RT RN )]
+g7(5”+tﬁ”+---)-az:(p—..wzmu..-)-_-o

1zjeunncujuaci izraze uz iste stepene T dobija se rekurzivni

qigsem obicnih ditfercncijalnih jednacina

F;'”,,.Q(a(‘l-r-",r,_ F::”)+ -?-‘;—7Fa”'=
Fm CX’::(F' "'75") +O(4(4 Fa*‘?Fa )f %7}'—1”‘ 3F4'=O
Fa ~Xol Fa +7F2")— o4 ( Fa +7F~r")+o(z (""Fﬂl—"?Fa”)* -2:'-’-7!-'2"—6&'-.-0

f 1
$11i da 2i dobili rekurentnu tormulu u 60a, cemo smeniti F*Z Frl

T RT™ +Zo(.7:[4 3 AT -7§_F'n “],..2.72;_—“" 35 K F'T™ =

Ko <5 K30 M 2O ~eo
Ako svedemo sve X da budu pod njima stepeni T”™ napr.:

zo(;‘ Z":-i FK'CK -'z E'o(i .FH:’C e =

LSO P — NtOo Lo

mesto K+i stavimo n tj. K+i=n dobice se da Je

Zio(. Fr-:

nazod l.llﬂ

Sada mozemo mesto "n" staviti K (izmena sloval i dobiti konad-

no rekurentnu formulu zz sistem a?d

Fn: +O(K(‘1 Fa '?F;”)‘*' 27FH-3KFH=-Z°('=(FH'¢ +7F"“)

L2T0 K:d,g}__

6. C;'->:+'C¢>,,":r' .. -(o(.n-i-o(.r-r.-)[(d’;"'?-'#).:*'*)+7(¢:ft¢" )]
+%7(¢J’+.--)_3r(¢4’+2¢’;r+~)+(/5¢+/5.t+--)[1-—(&'+ +(an )(Fa i-o
Izjednacujuci izraze uz iste stepene T dobija se sis-
tem ooiénih diferencijalnih jednacina

ot (bd e bl Vo Byl e po(1-Fo e R Fe) =0
Cb;”-ofa(Cba.'wC#f)-—oﬂ (Po +nba ) + §7¢4"—3¢f
+/5a("2 F¢’F11+F=F4"+F-¢”F4)+/51(4'Fa'2+ FaFnh)'—‘-O

Da bi dobili rekurentnu formulu unec¢emo u 60b, .izraze

n ozlivn redova
P g o < o0 ; nn- .
P=2 Pt =2 FeT of= 2 oiTT =) T
20 Kao ' (=O =) :
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vodedi raduna da Je .ZZ Fx FJ 7% ,Ef Fj FH.J "

Hn;-n J’ﬂﬂﬂ
on oo OO0

;i de J'E' /bF,]"z—.- 2/3:'2."'52 F'J'FK_J*Z:"‘:ZEz[b FH-JI ra da&:a,e

LEQ J'sp M

gl ede¢a rekurentna formula
-gdt'(¢;-i+7¢;'-.')+ =17 P - 3-K P +/5.,- (1-F"% Fo Fo "' )t
+2/5[-Z—F.—IF“*U"'.Z an‘,]o

i*o 4=°
K=4,2,. .

C-. Ham"' zHlm*" " "(O(a-l‘daz'l" *T ')[(Hn"l"rHc'*' ')+7(Hn”+ A Hf"* - )]*
* 3 (H el e )= 3T (H 20 T w2 )4 (retpaTa- ) [-2(F
z;F..'+--)(¢.,'+ch>.."+ )+ (Pos- --)(Fa"+liﬁ"+.-)+(rp+- " . _)]=0

Izjednacujuéi izraze uz iste stepene T dobija se re~
kurzivni sisten obicnih diferencijalnih jednaéina

Ho o(,(Hp+7Hu)+ 7Hn +/5.(-2F,¢° + GpoFo'+ Fo o’ ) =0

i
]

Ha"~ o(“(l'.",*'?"“l")* % 1 H'l ~ 3H/ "'/bﬂ(’anf‘#i - 2Fff=ﬁo *¢nF1”+
+ P Fn""' F;:cb-l" + F:I#’t:‘) +/5" (""2 Facb; + Cbﬂ Foni- Fﬂ#’ﬂ") =0

Za dobijanje rekurentne formule u 60c., uneéemo izra-
ze u obliku redova te ¢emo dobiti

- 3 ot (Hi-i ¢ Hic-c )+ §7H,¢"-3KH;+§ E QZF..,_.JdJ R

J"ﬂ
S Faij b+ 3 Filiydbi]0
Jro J=° ot e
d_ Ha:'fZH;: _-'—(da.,.“/'z"_‘__.,)[(Hﬁ;*t”ﬂ:*'-)fly(ﬂé"ﬂ}'.-.)]""

7(Hq.p¥IHm+ )"SE(H::’:*L’IH;;%--)*(/50*7/5!*")[(Cé-*")
(F"+T A" ) =(F's TR ) (ParT Ps .. )]

Izjednacujucéi izraze uz iste stepene T dobicdemo rekurzivni si-
stem obicénih diferencijalnih jednadina

H:;:; "'o'(n( Hq,a fl?Ha"a) + % ? Hc:;: */‘5::-(’:;:”‘:#’:- ‘FaIC#’oI) =0
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i

Hﬂi -cX’o(H:t;-r'?qu) C"‘/d(HClcl‘*'l?Hﬁa + 27{-}“1-3#&1 +

# el FoF T PR Rl Bl )¢ /21 (Fo'dbo = Fe'h ) o

f’

ill 1 obllku rekurentne formule

Ham -;_'.Eo{‘- (‘H_ax-f + 7Hax-£ 7qu - 3K Hax + 'f; [JZ FJ < - "'.'_

M-t

".Z.FJ‘#’H I-J] O Ks1,2,. .

4d=°
€. L:*-ZL:" . -(o(.=.+¢c.z:+’- --)[(LL-FZ'L:-;-- - .)+7(L:;+
+z£f+---i}+§7(L:+ZL:+~-)-3z(Li+er;+g--*)+

+/5,+/b42:+ )[Z(FL-; ')(.H":q....,)-(#;;4.345:‘*“')1"" ,_]:o

lzjednacujuci izraze uz isté stepene T dobicdemo rekurzivni si-
stem obidnih diferencijalnih jednadina:

L:‘ - Ko (L; "'? L;)'l' -23- I?L:“'/b.p ("2. Fa’Ha"" #’;2 + Ho Fa" + #’a
+ FoHd )= 0O

1131 u obllku rekurentne formule: y
'l

L:: Z’o(., (LH;‘!‘?L:( ;)+27Lk"3kl_x+2/5 ["211‘:; HHI-J

L= Ly J:ﬂ

_Z¢¢xt-J*ZHJFHEJ'+Z¢¢H-;-3 +-Z. HHI‘J]O

J=O Jnoe J-a

2 :3 - - ! » "

fey

-F. Las +Z.'La4 f'. - "‘(ﬂ(a-fﬂt'qt--i-- .-)[(L;.-f- - . ‘)+7(L;!a+ .. )]+

M

7.
(La‘; ) )... 3,2:-([_;11*-- +(/5n+/btt-+' )[ 3(Fa+ )(Haa"" )"' ] =0

ili u obliku rekurentne formule._

e

LCIH ZO( (La"“'l +7Lﬂ'ﬂ' l)"" "'"7Lal-c 3”’-##{-&2/5 [ J,a

L=

L=0
! ! Kot ’ Pt ” C
i Hax-i=j +2 3. Haj Fu'ij +2 3 HjFuc., 25 Fi ey
Jco J e J‘ﬂ
M-y
ZFJ a“.ﬂ;zcb bilij= L b bui [=o
- J=o
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g'. L!::l "Q’a(ib;i‘?L;a)‘l— '%VLﬂba +/5¢(HQJ-F¢I”— FQ!HﬁIo) =O

L.bi O(a(Lb'¢+7 Lbl;) o 4 (Lbé-ﬂ-?Li::;)-}- 37Lb':-31.b,f "ﬂa(ﬁngF:l”'F
+Haf F,;” Fo Ha:"'Fq ”q,) +/5 (Haal_—gﬂ' F:a an) o

113 u obllku rekurentne formule

11

Lo 3 ofi(Low-i +Lox-i9)+3qLux =3k Lot 3 [0 [ZHaJ File-j -

80 i Lk -

K-
".Z_FJ Hax-i-_j]=0 K=24,2,
Jz0
Granicni uslovi:
:
Fo(0)=0 F(0)=20.uarsv.seoFa(0)=0
F;(M):l F: (@):O.._ --'.-IF'-:’(‘m')=O

( iSto 23 FK(O)‘-_-O 3 k=0.'1’|--- )

¢:(O)=0 C#:(O):O k=1’2,-0- (. isto Z8a C#H(O):O )
c#;(m) - #(m) =0 | T "o

Ho(0)= Ho(0)=0 k=1,2,.... ( isto za HL(0)=0 )
Ho (o) = He( )=0 l

& 8 & # % & g @ x % = &5 # p # =« % ® g p + F & 9 = + B * ¢ ® % g e ® o oEoE e s « . s o @ b 4w e 0.

grani¢éni uslovi za sve dalje aproksimacije su isti.

Pogledajmo sada izraz za komponentu brzine u pravcu
konture tj u pravcu z-ose

UCx,yat) = Urx) S24) [_-Falt-p +TFp v 4 U (Pap +z¢..'¢?; '

oo )+U"2(H;rqn+tH:(7)+- T )]

videdemo da smo vec¢ sa prvim ¢lanom reda zadovoljili tacéno
8poljne granicne uslove.Svi ostali Clanovi isc¢ezavaju na spolj-
nom rubu granicénog sloja ( t] zan-+eel svi izvodi prirodno tako-
dje isCezavaju na samom zidu ),oni samo donose sa porastom x 1

t (odnosno t) korekture nultog pribliZavanja uunutrasnjosti gra-
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nicnos sloj=z. 3a ovim smo postigli eilj, uvodjenjem reda & §1
j 'stepenih redova 62. mi smo postigli das vedé prvi &lan zadovo-
ljava tat¢no spoljne granicéne uslove, a ostali &lznovi da vrse
'korekture u unutrasnjosti sloja pa ¢e i nada za dobru konver-
cenciju specijalnog reda i redova 62, biti opravdana.

U svim linearnim diferencijalnim jednacinama za odre-
djivanje Fk(7)!c#k(7)' e ¢« o POjavlijuju se parametri o,.,ol+,.
zatim o, /b4,. - - - L& slucaj slicnih resenja imali smo da se
glavna funkcija «(r)svodl na o«,, 8 sistem obicnih diferencijale
nih jedna¢ina za prvu aproksimaciju svodi se samo na jednu di-
ferencijalnu jednacinu za FO(7). U toj diferencijalnoj jedna-
dini se sem promenljive {, Javlija 1ok te je Fy funkcija ¥, (7,00)
Kako je ¥, (n,%) merodavno za izrafunavanje svih ¥ (1) » Py
e +» o K=1,2, . .+ . Onda se ne mozZe davanjem pogodnog oblika za=a
rk(q),cbntq). . « « Q0¢i do funkcija koje su nezavisne od oo
To se ne moze ocekivati ni sa fizicke tacke gledista, Jjer suob
ik (n:,)y, koji regulisu podetni profil odludujuéi za dalje
ponasanje pri strujanju. Medjutim uspeva se Fk(q),fbh(qh-.
izraziti preko linearnih kombinacija funkecijsa koje ne zavise
od koeficijenata oy ,x2,. - Y7, THE llogu se tada te
funkcije za svaku odredjenu vrednost «otabulirati jedared za
svagda.

_Dovodjenje Fk(7)" . . - za usvojeno £, na univerzalne
funkclje sprovodi se putem slededih izraza:

FO = FO

Fy =o3fy

J!'z = 0(42{41 + o2 fz

F3 = 0(13{.111 + o10(2 f‘lﬂ + 0(3 f_;

F, = V111 + (1> A2 fr12 +HXaels f13+ X2 f22 + X4 fa

F5 =o(45f4ﬂﬂ +Ki7oly f1112 + 0(120(’5 Faes + oy o(ff;zz +olsXq f1q +
+ X223 f23 + X5 {5

HR= 2o fe

Ct?'=0(/4/bo‘fda 'f‘/’bi \-F-l
.(i?z= 0(‘11/5;."{?4 10 +O(4/54L‘P11 + di/‘ba"ﬂiﬂ +/52L'F:2.



)
v O

Ho = /3o hoo
H 4 =of1/.’>p1}ldoa 4‘/5.:/51 hnl

Hﬁﬂ :P::!zhhaa
Ha+ :o(,‘/balhﬂlaa +/5o/54ha.n1

| _ - /3.5’ looe

Ranije smo pokazali u $4 pri ispitivanju funkeije
/Mqﬁa je uvegﬂiahﬁada izvrsimo korekcije u svim jednacinama
i ovim linearnim kombinacijama.

rosto se u prvoj asproksimaciji ne pojavljuje funk-
cija @ to se rekurzivni sistem obicénih diferencijalnih jed-
na¢ina nece izmeniti,

.edjutim u drugoj aproksimaciji ako stavim0/3n=6)
dobija se gledec¢i rekurzivni sistem: |
i ' 3 _ r ! P
Cb" "*O(a(qu +7¢‘l ) + %7‘4’:"3#’1:-/34 (4"Fa'2+Fan )

iy

Pa ~olo(Pa+n Pa)-ota(Pienbi )+ %74’: 6Py =~

_/51 ("2 Fn,Fnllf Fo F~|'"+ F»fFﬂ#)f"ﬁz(”" F.p’-z-i- FaFn”)
Py ~ote(bs 403 ) - ota(Pas nbi)-ota(bien b )+ Snbs
-9y =~ L-2FFd ~F 2 Fo Fd ¢ Fi F s Fa ") ~/a(=2Fo'Fd +

‘f'Fan"-i-Fi Fg")" /53(4_ Fatgf' Fn Fn")

~ekurentni obrazac svodi se na sledec¢i oblik:

P, - Zo(f (cb,:-.-; +7CHZ-;)+ 2nchbe -3 P 4

o=t K-t
+ /bx(d- Fali + FaFo”) + Z [5{ [- Z F}‘IF;—{-J' +
174 J=0

+Z Fj'Fn‘i{-j J':O

J‘D K'Q.P}T"
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c. honacan obllk ovoga cistema dobicemo st:-;vljajuci/),.o h ¢n.o
te sSU iio =0 i Hl=o,

H;-a(a(l-(:"+7H;) + %7”:- 64-{; +/5.,(-2}::€h: + ¢‘anf+ Fo :')'-'-'O

» - L » - L - L -
L J

rexurentna formula svodi se ng

_z'zo(l: ('Hﬂfl-;--r}?’Hu t)+—7HH-5KHH -!-Z,/5 [2ZFH ‘Jq‘b -+

l.'l‘-ﬂ i34 J“

Z’F:: iy Sy +ZF""""J chJ O

)1! 3" R-R,S,- . -

'.d. 7a ovaj sSistem se dobija
H:; o(Haz +Haz) + 3nHaz -6 Has +/3 (PiF'-F'Pi)=0

. » L L - L L L ] L » & & » - L L L L L » @ - 2 » L ] - L »

i rekurentna formuls

Z,O(: (‘Han -t +?Hﬂu-£) %VHG:: “3KHQK + 2/3 [Z FJ#¢H-l')

LxO Y
H'l.

-Z. ‘#u-:J ]=O

nq
’ M'n“;"'

-e, Konacan oblik za ovaj sistem dobicemo stavljajuli Pes0,d, s0

H, =0 i H,=0 te je 1 L,=0 L4'2=o a ostaju

- G(n{L;-l-rle;) + % 7’-"; - QL; +/5! ("QF:'”;- ¢:2+H,F,'+ 4’:‘4’1"*5”;)'0

L » L L . - » . - - » ™ - . » - . » - . » . . » > . - . - . ™ F

£, Za ovaj sistem dobija se

g L':, - ot (L.:., + 7L;;) + §7L:; - 9L;; +/!u (- 3 Fo'Hoz +2Ho2Fo "+ 2Hz Fo"'~
-2F'Hi +FoHaz + b, - p}*) =0

* - - - - ] . - L . ] - - - - - - » - - - - - - » - .

. Ovaj sistem dobija oblik

L:; "'C(u(L{:, + 7L:5) + %71—:3 - 9LL$ +p"(”ﬂ2F”—F;H;1) -O
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[_:;, "O(a(éli‘af'l?z.b;)*f' %?Lgs "‘QLL;I, +/3)4(HG.ZF”"FQIHG;)=O

| jo& rekurentne formule za ova tri zadnja sistema

-3 f ”, " K-2 K-t ! i
o 1ir _ £ H_" + LK'E + _3_ L -— :{ ‘. — . H-r- .
Dt LK ZO( (L 7 ) 7 K~ _3KL 4 ‘E-'/‘} [23.2:24.,]; J
K-1-

';Cb 4:’:::‘1' "".E;HJFH {~f +Z¢¢>J:IJ 1‘-2. HJFH-:J]O

Ty 7 " . p -2
‘F' 1—*—'-'” - E—"("(Lﬂk*l' *'{"Lax—f) + 3 7Lau -3k lax + 2/5, [_.

-3£1HQJFKIJ "'QEZHG Fx-;J'+2ZHJFu;.-'—2Z JFK—J.J
I(-'I'J K-(-1

Hn"' -~y oegay — i- =
+J:2=z JF J*;_Z.icbcb J std¢<bﬁ J]O

9 Lbu ZO(:(Lbu+7L )"' 7Lbu"3l<l_bu+£/5 [z

1 =0 P Y | 3'2

Hﬂf FH':i'j' - jg-z‘H:lJ Fl-l‘-',-i-j)-.-.o

XK=3d 4,. ..

Sada izvréimo ista sredjivanja i u linearnim kombi-

nacijama za sve navedene sisteme tj. svuda umesto fBo.stavicemo
nulu tje. /3¢=O

Na ovaj nac¢in ¢emo dobiti nove linearne kombinacije
sa mnogo manje clanova

Fo=Fo

F1 = oo fo

F1=o(1:f-u +o(a f2

Fs =°(13f-rﬂ +o(1X(2 f12 + X3 3

Fa =ola® fro1 + Pt fr12 + X410l fu-;-a(,, faz +o(4 fa

FS ol f”,,“ +C?t/1 O(z {ﬁlﬂ. +C'(1 0(3 {115 +o(-|o(2 {422 + ox(aX 4 {14 +O(2ﬁ(3f23+0(5{5
‘/5 \f‘
CF:‘“’:P \P-H"'/Z’?-Lfn
| C#&—O(q /31 q'li' +d1/5 LF'E- -!"O(a_/b k‘F’-' +/53‘LF3 |
<:,b4 = oy /3:1 1114 +Ck/1¢'(:1/3 k‘F‘Iﬂi"‘d'I/b “fr12 +a(1_-,/'b| “f1 *Nf/siLfﬂi +“/'/33\'F"3"'

‘*/54\104
435 0(1 /—5 k‘F{‘H‘H + oLy 0(2/51\191‘!21 "’0{1"(3/3 L‘Fi'bi +='(1/54\1p:.24 + o' /?—HL'fLH +



32

R cx’ij/bz\f?“"l +O\/1 dz/}?.kffii +d3/32\-,032 + O('zps\fql'b + dng\‘Pg_yi' &/1/54\-{714 + (BBKP!&

Y, =/ba=hu
H,:a(.;/)qihwl 'l'/ﬁt/bzhiz

Ha :o(.,"/bizhnn "'o(:,/quh:n + 0(1/51/52 J{'Iﬂz "'/5*{53 hd; +/3§ﬁzz

Hs = 0(43/3,2/'&“111 + dio(z/bdihdz-ﬂ + o(;/bfh 311 + 0(12/54/5: hi11z + ﬁé[bﬁ Rezs +

+o(:/31/5.l h2f1 *‘C’('I/b*/}}h"! "'/52/531725 +/54/3‘fh|4

Ho - phan

Has = 0(1/512}@”1 4/5-/32.4’1:”2

Haa =0(12/542Aaﬂﬂ + oXa /'511 Roazey + diﬁlpz hanaz “‘/31/55 hﬂ'f} +/5;. haaz

Has = d{sfbizhﬂﬂﬂ‘l *0(10(2/312’1&1241 + 0(5/33 ha}-u -+ °(1z(51 (5; huﬁfz + ol /5% hau: +

+ 0(2/54/52 }zaz:z + oy /51'/-"} Ravs +/5=[5) hn:.; +/'."1/34- hqn

L; z /513 144 |
L,., = o(s [51"{’44« +P3Pa )
Ls 'Oﬁz/’-"'l) ‘fum + 0(1/515 o401 + 0(4/5:'/52 fitia +/542f5! fu; + /51/5: 122

Iste su kombinacije za La i 1Ib

Sada cemo na osnovu ovih linearnih kombinacija razdvo-
jiti date sisteme a. b. co « «+ « nNa nove sistemne u kojima c¢emo
i~ ti veli broj direrencijalnih jednac¢ine, ali u njima nece vi-
se fi urisati konstonte ofs,of2,. - - .,/5,,/5,, )

Hovi sistemi diferencijzlnih jednacina imaju slededi
oblik

Fﬁ"’.,o(,({-F;-?Fo") + % nFe' =0

Fe el ) o f (e R0

{i:""' d#({‘: +7 {":) + g 7 {':'- 6{‘: = (f'f""?{'”)

£ -oo(fd +nfa) s 3762 -6F2"e-(4-F-nF")

'F'l::"dﬂ ({4:14'7{":) + % n {‘: - 9{"‘; : ({‘:"7{';’) |

fur' - oto(fiz +q-fi2 )+ 37 fua = 9fiz = (Flsgfa" )4 (F' 40 ")
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£ e (fsan fs)r Znfs - 9f == (1-FR' - nFe”)
fion ke (Five w0 i) + 20 fatae =42 fran = (fasa 41 fo00)
fivn — ol fira + 1 Lii2) + % 7154';2 ~ 12 £112 = ({12 v faz )+ (4 +n £41)
{05 ~cte(hin v i) + Znfes =a2fus = (f5+n f3") +(§4 v ")
fa2 -ole(faz 477 f22)+ 30 fa2 =~ 12f22 = (£ +nfd)
fo'-Xa(farnfa')+ Znfa-12f4 == (1-F'-nFo")
Lovin = Xo (frana +0 Farrr) + 3 7 fuarns = 45 farme = (fatas 4 qFein)
Lrnz ~ola( frnz +7 frura )+ 2 g frnz = 15 Fiuz = (faztnfua) +(fur+n £
fuis = olo(fuis 7 fres) + 3 fns = 165F0s = (fassnfi)e(fuenful)
forz o (fiaz +n friz) + 30 faaz - 15 faze = (o2 e nfaz) v (Fio +p fii
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- },C,.'}-;:"g s 2haiafiv2hoaFo s 2hiafa" e Qhus Fo"- 2Fo'hus - 2{:%; ¢tFohay +
tfrhaiz + PPz + PP+ Fufs" + 2P - 20 s - 200 ) - (- _5&"&!.,.,-3,1,';,;,,
+2 Aatt ff#'f 2hamFo"t 2hatfi"+ 2LhiisFo'- 2F'¢'/7.m-2/1f/1u t Fohau + e ha +P Pl 4
P - 269,)
Fq:; “afo({a-u’ -H?{nﬁs) + g 7 fqn} -45 {‘rrb z=-(- 35'!‘913 t2AhanFa“e 2Ahnn R~

-2 Fﬂ'ﬁ:} fFﬂflgﬂb 'fLPf\Fiu +\'P3 Lﬂ'u"" 2%'%")"(‘3}%’&;" -fzhau anirzhﬂ E""ZF;’I:: +
sFohan + L1t ")
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¢ 2 hazaFo - QFo;hf:zz + Fo h;zz + Ho"f’:”" 2 )—(‘ 5Fa’h;1z +2haizfFo + 2 kR Fo'-
-QFa’h:; +Fo hg.z +§F4kf’2“ +¥2 4"'-2‘-{?.1"(1’)
u

%- ﬁ,uf "a/a(fb-r:r +7 {bfl:-r) + %7 ‘fbuq = gfb:ﬂ ‘=--()L'Iaﬂ Fa"" F;:’/'l::‘:n)

i1y

/ h ] i i
b aa1f — Xo ('{bﬂﬁ +‘7 ‘fbli-ﬂ)"" %—-7 ‘ﬁ;q:n -12 fb:fﬂ = ( fb:ﬂ 4‘7 fbﬂi)""(hﬂﬂ 1"-1 +
; + hﬂ I'HF;"-' Falhnfiﬂ - ’('I'Jh;;if)

Fousz = Lolfoia s p foiz) + F 1 Forls =12 fua <= (ke - Fthara) - (o F=Fo' )

H N

fbuin - O(a ({b-l:'ﬂi 1"7 fb-:;'lﬂ) + % 7 ‘fb.«uqu -15 fb:-liﬂ = ('fb:ﬂ-l + 7 anu)"(haﬂ f{f +
hﬂfﬁ' '){1"4' hnuﬂ Fa"- Fn‘/'l:!ﬂﬂ'f - ;;‘hi'ﬂﬂ - fd': !‘[::"1)

i
f

fbase - ol Poase + 7 fozu ) + % 71"&:“1 15 Pia e ,(.{bj"“? borst)~(hov fa' +

| +hazw Fo'- Fo'hazu - f2'hau)
1’5:!'2 - o(g(‘fb..:., *7&::2 )+ ‘37 fors1z — 15 forera s'(f’w:z +0 s ::z)-(hg,z fi'e
+ hauz Fo'= Fo'hans - f1' haiz ) - (hauf'+ haw Fo" - Fo'hasy - §1'ha'ss)

s / M P
fors = Xo(Tous + 7 fous)+ % 7 Pours = 15 fous = ~(hars Fn"-*Fa’h;:‘s)' (hau Fu"-

[ "Fglh;ﬂ ) .
Toias ~ o (foias + 7 foraz )+ 5"7 forsz - 15bgaz =~ (haaz Fo-haza Fa’)-(hau Fo'-
~-haz Fo')

Na ovaj smo nac¢in uéinili sve f ,.e3 0ves Nysoeecene
Za usvojeno ofo nezavisnim od ostalih koeficijenata ofsx /!m
k=1,256¢.....,te 8@ 8toga mogu sracunati i tabulisati. A onda se
r-cunanje pojedinih problema sastoji u elementarnim matematic-

kim operacijama.
Odgovarajuci graniéni uslovi za gsve £ ,..,¥. ..., .

glase sada:

f "'(0) — f‘:""(O) _ f‘ii-tu) = 0O
B eee(0) = Pier(0) =$leei(ea) = 0
h *++(0) = he..(0) = h’..-(nﬂ) = O

. ¥ = - | ] | - - ] ] - L - - - - ] > -

sada bi produzna komponenta brzine imala slede”i oblik:

uk}:,y,t)=1j{x)ﬂ(t){ Fal 'l'O(i-fi'I*' (0{12{1: + o2 {;)Zz{- .
cU' [PRT e (lappivpapidze - ]
[/.bithlf t2+(°(‘p‘1hl"1 +{51/3'1 h:l)t-‘l’.-& - . - J* ... ,‘
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Proué¢imo Jjos jedan slucaj tj nas slucdaj B dobijen

iz opS8te klase II:

Slucaj B:
U ovom slucaju je

dg.: 1 ( 111=1)

a raspored brzina polinje sa linearnim &lanom
Q)= N,t + D, 4%+ -
sa $€,#%0 (inafe proizvoljno), S£)i -proizvoljni (i = 2,3,..)

Izracunavanje koeficijenata olx iz koeficijenata S«
dato je JednacCinama 33,a koeficijenata p3,sa jednadinama 54.

U ovom sludaju glavna funkecija o{{(T ) i funkcija
[(T ) nisu vise date kao stepeni redovi po T ,veé kao ste-
peni redovi po Z: t3.

ol(T) = Xo "'O(ygzy"-b o(a,;z:an.p- e & = % 8 e e
gde je: Xo=11

ﬂb('C) /bn 4‘/5‘/33 */5’!33 e 4 o« e = e

Ako unesemo X(ZT) i /(T) u gornjem obliku,onda
¢e traZena resSenja biti pristupaéna za rafunanje kao stepeni
redovi ptomsa koeficijentima koji su funkcije reduciranog

rastojanja od zidsa.

F(?:‘E) d éFx/;(?J [~ C#(q.t) = "Z C#K/;(?)Z 3
H(q.'c) = ;_’ quth C e L(7.'!:) = Z Lw;up T /3

Ako ove l1lzraze smenimo u 60.svaka od parcijalnih
jednacina tog sistema razdvojicée se na rekurzivni sistem o-
bi¢énih diferencijalnih jednacina za odredjivanje koeficijenata
~-funkcija svakog od gornjih stepenih redova.

a, 0d prve jednaCine sistema 60 dobicdemo slededi sistem obi&-—
nih diferencijalnih jednacina:

Fo"+olo(4-Fo'-nFo")+ 3nF"=0
Fus - ote(Frs+7Fv3)+ 3nFys + olys(4-Fo'-pFR") - Fys =0
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ijl1i u obliku rekurentne formule

Fu;ny. +O(H'f; (‘I'F;'-I?Fn#)* 57"-':;3' KF‘:’} =

20('/3 (Fn-:’ +7F"%."')

Z8a svako k=1’2’-t----|--o--

b. Parcijalna jednacdina za sistemﬁ#(GO;)daje sledeéi rekurzivni
gistem obic¢énih diferencijalnih jednacina

P - olo(Potnbe )+ Fnche +Po(4-Fi?+ FoFo")s0
PUs- Ko (Dyseq )+ 3 nbyy = Pys —olys (Poencbe)e po(-
~2F Fry +FoFs 4F"Fu3 ) + oys (1-Fd? 4 Fo Fo" ) e 0

311 u obliknu re:ku:r:entne formulé. .

P - Zetirs (b vqbig) + ¢ Bybln-rdluy + prns(1-F R

Mg

..-Z [5:./3[L5!)F%—1 ZEI)F-"‘:J =0 R'fﬁ

is
c. Treda parcijéina Jednacina sistema 60. daje sledeé¢i rekur-~

zivnl sistem obiénih diferencijalnih jednacéina

l"

o(o(Ha-f-?H )4 571-! +/bo(-2F;"q‘->;+¢,Fa"+F,¢,”)=o

ili u obliku rekurentne formule .

Hu;'; Z,o((/; (H "-'" + 17 H %:) grzHu/; ~ K Hurs +Jf‘o/5‘,5 ["QJZ. Fﬁ}-;c#‘/,

t 5D
Moy

"'Z,F Cb‘;-, +ZF&§LJ C#J;;] =0 Ked4,2,.. . .

J-ﬂ
d. Ova jednadina iz sistema 60 daje sledeci rekurzivni sis-~

tem obiénih diferencijalnih jednad¢ina
Hna —O(n(Hnn +I?H )+ 27”## +/bﬂ(Fo ¢0-FG'¢;)'O

ili o obliku rekuretne formule

T

Hawsy -Z,c(us(Hnu i+nHag')+ 3 0Ha'rys = KHaxsy + Z /3"!:[

(;ﬂ;‘;‘#—,u E-OFJJ’!C‘:"‘—?—'J] "0 key2,.
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e, Uva jednacina daje sledecd¢i sistem

1

Lp "O(/p(L; + ?L;)-F % 71: +/5=(-2FG’HJ_ ;2+Hﬂﬂu+q}5¢ :+ FaHa”)=O

ili u obliku rekurentne formule %

m

s = 3 ot (L' ‘+7L“‘)+é7Lﬁ/3-z<LJ/.;=-5_o/3u5[22 Fita o

130

- ,Z Cr'-'-’;;_-, ‘i’ """'J + Z_ Hjrs F’—‘f-" ild:’j!s q";:‘ "‘J + i' firs ‘”-—-—‘- 1]

J-a J=0

za svako Kk=1,2, ¢« « « % e
f. Ova parcijalna jednacina daje slededéi rekurzivni sistem.

lis

Lae ~cto(Lao+plac ) + 2 0Lao + fo(~ 3F'Hao +2Hae Fo'+ 2HaFo"-

-2 Fo/ W + Fy Ha'o + doby ~ i) =0

ili u obliku rekurentne formule

Lam Zo(:/,;(l.a L2 +7La"“)+ 27Lnxfs KL:*{.; +Zﬂ'/3[ 52 FJ;J ’

L =) {80
‘Hﬂ "—3‘—d+2’_Z,Han5F§_I_J + 2:.2_“”1!3 F—ii—'J 2)-12,# FJ!& H 'f" 'J +1Z Fiss Hn””"d +
*sz,d:’;f;c#-:_':i Zci’}f;#’ﬁ-rl] O <q.2
0 jsc t el B

Ze. Zadnja parcijalna jednalina daje slededil sistem

L;:. - O(ﬂ(L;ﬂ *7'-:#) + l?Lbe *pn(HanFa Fn’Hna) 'O

va’ —a(a(Lby3 +7Lby3) O(V;(Lb,,f?!- )+ g ?L'PV! - bY; "’ﬁﬂ(qﬂﬂFVJ f”‘"‘?ﬁ
- Fﬂ Hny‘- FV; Hﬂﬂ)’l /35’3 (Hﬂn&."— Falﬂan) =0

j1i u cobliku rekurentne formule

| L"Lu/;-Z,a(-n (Lbﬁ_‘*’(’-b’r)*"?Lb"is KLB"”*Z'/A"’[ZH“J”'

130 {10 J:o

FE—'—_'J —Z_ FJI;H& —-—-—-J} o

K"‘)Q,*
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- Gréniéni uslovi:

F_(0)=o P (0)=o k=1,2,. o o
F (=)=1 Fy («=)=0 k=1,2,¢ o o
¢¢:(O)=O Cb;(O):O K=4,2,-.---
¢;(m)=o d’;(w)-O K=4,2,.. -

isti su dalje graniéni uslovi i za H, Ha, L, La i Ls

Dovodjenje FHf;(-;th’xfs(qh- - - za usw jJeno o/ na uni-
verzalne funkcije sprovodi se putem sledecih izraza

F°==Fo

Fyvs=olys fvs
Fasy = olyy fosvs +olass fas

Fq =¢(3;fvn;vi+dvsdt/;fn:n*oﬁff |

Fars 2oty fravsvs vy + w3 Xars fvs yyary + olyy s fys o + oldvs farsars +olurs £usy

F’ls-d*fs frsvavrsvsys +a('.;°‘-'zn franvnis + olvsos fravya *ﬂ'n“’;! fysmys selysclanfnsn

: *olayyola syt +oks/y £575

<b. 'pﬂ‘f.

‘#"f} =X vy /5- Yv;a + /5“/3 Pys

Pay =°"35/5"fvww + Lys [2ys \Prays + (3 fe'Priso + Pays\Payy

H- ‘/5: A#ﬂ
H‘V}" d”ﬁ: Ilv;ﬂn 4'/.5./51(; Iuy;
H:I) -d;,ﬁ} hﬁy;na +o(a/5/53 h%nn -l-o(y; pn/bvg hy;.y; 1-/«5./5;,3 hn’{; +

+ P?’: hyy ¥s

H-r- '/54: hn“

an, 'O(V;P-hﬂv;n# 4'/5-[55’! hnuvg.
Haﬂfg :Q’y,ﬁ. ’l-y;f;an + O(’-f'}/bn hﬂ’-l!.“ + o(vgp./!v; h- Yao v +/5-/51;; hggy!,*

2
+ 33 ha Ysvs

Lﬂ = /5113 (#m



44
Ln‘a '-'-'/33 fﬂ_ﬂﬂ‘ﬂ

L bo = /3: {bam

Formalno se moZe dobiti iz prethodnog slucaja A ako
ge svuda gde stoji k (1, 2, . « .) s8tavi k/3. Dg nebi dzlje
odugovlacéili sa pisanjem zadrZzademo se ovde, Po3to smo rani-
je u § 4 videli da su za ovaj slucaj B pri ispitivanju funkci-~-
je (T Po=0t 0, t0 8e onda dati sistemi obicnih diferen-
cijalnih jednacdina i gornje linearne kombinacije univerzalnih
funkeija prevode na ove oblike:

a. Oval sistem zadrzava stari oblik

b’ N ! " ” 4
Payy — Xo (Pars + | Pap )+ :% 7‘#2:3 = 2P + Py3(1- Fo*+FoF' )=0

¢:"_ dn(cb-: + ?‘i’:’) - “"/3 (Cb;!!*' 74’;15)* % 7¢4""' 5Cb4‘ + pzfl("
~2F, Fys +FoFvy + FrsF") + (4~ Fo'24 FoFo") =0
H ary - oto (Hars 4'7”"3’3)*!- 7 7”413 -4 Hays +/32/3('2Fn‘#’:{3+¢3,3 Fo"'+ Fobass ) =
=0
d. a4 Fi o M !
H" 4943 - O(O(Hﬂ"!! *'7”"‘”3) + 53 7 H“‘/) - 4'”:4/; +pz;3(q6=,-, ﬂ."+ﬁnl¢;,;)=0

Za e, T i g nemamo Jjednacina, posSto smo se mi zadrya-
1i na stepenu 5/3 a u daljim sistemima e, £ i g tek bi imali

.Jednaéine od stepena 6/3
Na isti nacin napigfimo sada i linearne kombinacije,

koje sada dobijaju sleded¢i oblik
F0=FO

Fay= lysfvs

Far = ols fus vy + {2 fars

3
F4 - 0("!3 {?3?593 + 0(71.0(133 f'fa’-fa 4+ oy fi
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B 49 1 2
a3 = o fvavansys + Xvsolus fysvays s olyacts fas + ays fanass 4 olars fars

= 5 3 | - 2
FFsms 2ovs f sy + ol vadan fos vavyars + Xvsols F¥avan + oy Xais fvs2nrs e+

v X ya X4y fyynsg + olas3Ks fasa + A5 Fsyy

E';'4::.‘,":-':‘,,-:_; = 2732
¢>; = ‘f3/31/3 3%/3 + [ g
Pass = o(*fz- 2273 Pysyy 27y + 0(1!5/57-{3 “Par3zs + Kz o fysy +/ba;3¥P4/3
"i’sﬁ = O(‘f's /5’/3 “Fsrs 3yszs + X vy 9(‘13/'5’-/3 Pyt "'0‘4[5’9‘3‘?1 27y + "(""5/5' V3yyr 4
A2 3 ¥ i34 573\ Ps
v =p_;h has s + n/’n‘f 131 + Lyy s vaar c-/'b /3" P73
.H5f5 = d‘f:ﬁl’!z, hyyaaass + o2 el hz3s
Hn-q/; < P;S hﬂlfa’-/! Hasfa = lys [5;3 ha Y3 2/3 23 +[5'=!3/‘M ha’f; 1

Novi sistemi diferencijalnih jednacina za odredjiva-
nje univerzalnih funkcija imaju slededi oblik

8. Fo +olo (4- Fa"7 o' )+ §7Fa"=0
fos ~oto(fis+nfvs)+ 20 fvs - fv3 ==(1-F'- g Fe")

'Fifsih - O(a(-fy;y;-l-l?{«;:ya) + -% 7{‘;;?} "2{‘:'&?3 ’(f‘;-; .’_7{.';;)
fars = oo (fas 40 fan) + 30 fais = 2f2ps = - (4-Fo'-p ")

i

7 »
f*f;ﬂv; - O(P({?;‘/ly‘!- L 7 {vww;) + ‘377[1/;%?3 -3 f‘ffl‘f‘b'i’) ® (f‘:'!»Va ‘*71(::'3'4'5)

HH

{c,,z;, - oo (f'nm *7{*/31!3) + -’?{mm 3f4;1113"(f*:'a“]f?:!)*(fv;“?f'f:;)
£ ot e fi") 4 Z b -3f a-(4-F'-nF")

¥y

‘r‘h%?)‘fa = dﬂ(;ﬂ‘fﬂ’:'f; '*'? Fﬁ?ah!’;)** ¥ 7‘("!*’/3?3?3 - 4{*:3‘!5?5?; ({?lh?g 4+
. *'?ffs?sh)
{v;vﬂn - Ko ({ *f.s‘ﬂ‘!! + g fvs 73‘13) + 71".‘13‘:‘:#5 4 f‘vwﬂn = ({v,:;, + 0 -fy,:.;,)a-

“ s + (f'fwfs*?fwn
fuys - Xo (fvae *7f‘fu)* 5 f]f?h"‘}{vu s (s +7{1")+({.ﬂ+7{',,

{2;31{3 - Xo ({1133}3 + 7 fﬂ;; 115) + % 7 'f;;}ih' - 4 *.;33:.’3 - ('F;f% ¥ '? {:;.3)

)

Pars = Xo(fais s fais) s 3760 - 46aiy <~ (A= Fo'-pr )

](vwwshh da(?vw; v3va ¥y * 7{1‘3?3?;*;3?3) + 3 5 ' {‘fﬁ‘f"s'nh'f} 5f‘hh‘f%‘ﬂ‘@ =

!
= (1(‘.-’}‘(3?3‘{3 + 7 f‘!}v‘}‘f}v},)
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i

! i }
{‘mf; vs2rs — o Fravavaz +7 {v_:vwsz;;) + %’r? {*fw; vsr3 = 5 fusvavatn =

" ' #H
= ( {y;v,y}-l- "? -F T v;h)* ({‘5‘37}1{3 + '? f‘fﬁy}y?’ )

f:; Y31 ~ O(a({‘v;.?}! +7{4f:'!31) + %7{‘;;‘{31 -5f‘v;w| = ({'f;'“?{‘f:‘) +
*('F':'s‘is*'?'r‘;;ﬁ

7Y /

[ ] !
{4f3y31;3—o(¢(fy3q31f3+ 7{‘?3’-!331'3) + -32- 7{41':1(3113 -5{:‘/31!'5“!3 ?()rﬂ;'s“/:i +

+ 'rﬂ:ﬂn Y+(fvaas + Vi {v;an)
{v;:*ra "O(ﬂ(fv;ﬂn "'7{‘!:4':3)* % n fysars - 5fv;~n'=(f4:'a+7fﬂ;‘3 )+(fvs H?f;s)

-

Hi

Faine = Xo(far31 ¢ 0 fa3a )+ 3 farre =S fan =(Fvn ")+ (Fasen fafs
fs;: - Lol £ *7(5}’3)-* %7 £5)y - 5{s/s = - (1- Fo'-1 Fo")

b.Par3 = Xo(pars + 1 F2i3) + 3 7 Psis ~ 2 ==(1-Fo™+ Fo Fo")

1

Y N 243 — Ko ("f"f;’-n"’ 7"'0“’:"’3 ) + % '?"'f*::tn -3 “Py;tn 2 (‘ﬁ:‘) + "fﬂ;; ) -
- Q'QFJ-I'V; tFofvs +fus Fo")

\ﬂm_‘o(a(k?"*?q'#) ¥ 55'7 Fi- 3\ == (1-Fo'*+ o Fo')
"ﬂf:':’l 273 ~ o ( "F*f;‘fs 3 +1] ‘I"!a;a"fa ) * % 7‘?‘!2?3’#3 - 4'?‘;5*/3 23 =(Mypas3 + 7‘?7';#;)
- (~2F. fysvy -~ fys + FofFvavs +fns fys + FyyvsFo')
LFI-;:HI_; - oo ("Pif;ﬂh +n ‘f’l.:;ﬂﬂ + % 7"?1;;1;3 ~4 \f’i;‘sﬂrg, = (a4 +7\f-;;3)—-(—2 F.'{g,;
+ Fofars +fanFo")

Pt - ko (Stias « 1P ) ¢ F70 =4 B (B -2 oo P

nr

Paly - etol(irn 07\ Pain) + 37 P = APy = - (4= FuF)

114

' Iy 3 " f f
Morvrvaan = Lo (MPyyysyaan + 7 frsyavs w3)+ 31 Pvvnas ~ 5P vinnn = (Wi, +
f " t ”
+n Doy vyts3 ) - (- 2Fo" frsvyvs -2 Fvs fvvs +Fo Favavy + fafrays rfnw fvy #franysFo')

L "1

"Pw:-n 2/3 = O(ﬂ(\f’*fs:*fs'»'i + 7"?';;’“‘!3 ) + %'[ Lf"n'!'b’/‘s - 5"?*;;11'5’/5 '(kf’n;vu 7“(::;:;,)

[} { i / ” M N
+ Qr‘,,,i,, N oy 2/5 )- (- 2Fc fynay =2 fvafars 2+ Fofvarny ¢ { s 23 4 fasfyy + fyamrFo')

T - oto(Pemn 09 P ) + 2720 "BYds = (fats eq i) (- 2R F1 2 o4
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H ) :
EYE- [

' / " ’ " .
(‘Fa}jvgi - OKo(LF?:a‘!}i 47?#3?31 )* ‘%’ '?\f“f;'f}i ‘5%97;1(31 = (\-FJH +7Lf’y.“)—- (— 2 Fa’f;;;y; - {1,: +
+ Fﬂ ‘)(‘I:;V'b + f‘f'.'; F‘J’: + f?}"’f} Fa”)

h

Fusi = Lo Fase s q'Puise )+ 37 Purne = 6\Painy = (B'en\") - (-2 Fs o Fof i * f ")

qu;:n -Xo ("Fﬁ:a 473 + 7%)':"!3 + % '?L‘F‘/::“!a '5k‘fﬁ:;‘w =(‘|"4;3*’? \Fﬁja) "(-2Fa !fY; + f;f?: +
*1[73&:")
\‘Fﬁ.:'; ~Xo (“FS;J ¥ 7 LF!JS ) t % 7‘?5},3 - 5\f5'/3 = ‘;'("' Fﬂlr 2-!- FaFa” )

Hr

/ " " f ) af ]
C. }2 2Y32/3 ~ o(a(!'l.’ﬁ*fa +n "lz;-;z;;)-t -% 7 hasay - 4}1;/,:/3 =...(-2 Fo'‘Pass + Fa "Fﬂu"&‘ﬁf's) .

"

i " " !
Rvatyars = oo (h Yyi/33/3 t7) h Va%*fs)"' '% 7’1?334'3‘/3 ~Shvysas = (!'l;/szﬂ Y h:/slxs) =
H ; ) /
-(- 25"?«:;-% - 2fvs ‘ﬁr;; +\fan frs # Py o + Folfysvs + fvi\fas )

" " " !
hyss - oo U‘;"}‘ thus)+ %'? 31~ Sy z- (- 2F/ V4, Fo"+ For\p") -
- (-2 F' Pass +Pan Fo + Forpas

i

f/ . o
d. /'lﬂ 1323 = KXo (’7-::#:1/3 + 7 hﬂ;:“}‘/:l) + 2"3" 7bﬂ‘f!‘f3" 4 h:ﬂﬂ*/a &= ("f‘i}:r. E:-”-‘-F:;; pr)

M

! 't i !
ay32/3%/3 = O(a(ha Y33/33/3 + 7 havsiny, )"‘ %thﬂ%*f} ~5havs Wy Ys = (h;%ys +

i N 2 f
+ r? ha32/3 )" ( "Pﬂhac‘/a + Yyva2/3 Fo - Fo' \P?{biﬂ - "Pzn f'/; )

(F

ha’*/‘s! - O(a(h;.-‘f;l "')?/'z:z;w)"‘ %f?h:ﬁf‘}i '5}2.;,2,!31 =-—(‘-F4 ﬁ.”-— /':.Lf’..’) —_

- (._an F./_ F;’V’:;rg, )

Yod e, £, £ =sistemi bi poceli tek od stepena 6/3 od-
nosno «lana L,, . . . , @ Ml Smo se zadrzali s=mo na Cl:mnovima
do reda 5/3 te ostale aproksimacije otpadaju.

sada poum:trajmo Joo specijal'n slucal] kada je:

(T ) = ofo
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specijalan slucaj:
' C/(CJ=O(¢

Ranije smo videli da ovo]J vrednosti glavne funkcije
odgovara sledeci oblik rasporeds brzina po vrenenu

. Q({'J=—‘2utm
gdae Je
m’af(;d' - - O(n’l‘i

Rasporedu brzina datom u gornjem obliku odgovara

gl edeca vrednost funkc:.ae [2(T)
0y« 23T 3§02t . SQ’i""gg_
/? 52 52 N t™

ili kada se integrali dobija se:

m +1t

Iz t 2
=.‘I.Sl 2 4 35 am oL 2o g 2MH
T=300%t =402 V¢ T -4 SRt
sleduje A __ A
‘- [v(mnu)] am+t __ Ima
me+f
te je 2me me
() = 22= [«p(-‘zmﬂ) 7 Zmet
/3 2m +1
uvedimo oznaku
K. i+ 4
2m + 1

dobicemo da je &~
/5(3) =/5u T

Osvrnimo se sada ponovo nz ulogu funkcija o(T) i A(T)
Sem klosifikacije problema, koji se mo-u resavati po ovoj me-
todi, a koju smo izvrsili u,§4 prema glavnoJ funkcijief(r) ,ova
nam funkcija daje i oulik regenja za prvu jednacinu sistema 60,
Analoegno redu za o (T) dali smo resenje za.ﬁiq,t) u obliku istog
reda tj.oX(T)sXotolsT+--- -te je i resenje z2 oval slucaj A dato
u obliku reda Fgp.t) = Fa(7)+ E'Fftq) + -

v,a ostzle parcijalne jedniacine sistema 60, re_enja smo
isto dali u obliku reda po T , ali nam je oblik reda i poécetni



49

dlan u tom redu bio diktiran oblikom reda funkcije/gnnodnosno
prvim (poc¢etnim) Clanom toga reda., Napr. u sluZaju A imali smo
da je/btt)-/b.'c+- ... te je resenje trebalo dati u obliku istog
reda koji poc¢inje s8a linearnim ¢élanom tj ¢(q,r)= C'#.-.thZ +
PpT?-- a u sludaju B imali smo A(T)ed2sT /% . - - te je d
resenje trebalo dati u obliku ¢(7,t)-¢g/5(7;z2’3+ .o

U ovom specijalnom slucaju Je _/bft’)'—'f'xt#te ce 1 re~
senje biti dato u obliku «p(n,r)~PuinyTX

Posto se u trecoj parcijalnoj jednadini sistema 60.
javlja proizvod funkcija/:.(z:)icf:;(q,z:) to je ofigledno da za slu-
caj A mora resenje biti dato u obliku reda koji pocinje sa kva-
dratnim &lznom H(7,:}= H2(7) tz + ¢« » « Uovom specijalnom
sluczju je H(n,T) = Humr‘“‘
| Dalje Je oligledno da ¢e za Cetvrtu jednacinu biti
isto Ha(q,z:)=H32k(7)Z'2Ka za petu L(7,'c)=L3k(7)z;3k i za Ssestu
i sedmu La(l?,t)= LaBk(.?)st i thq:t)ﬂ' nguup r 3K

Sistem parcijalnih jednac¢ina 9, za ovaj specijalan
slucaj svodi se na sledeci oblik:

Oblik glavne funkcije of(t)=efe daje nam oblik reSenja
koje ima slededi izgled F(q ,'C):FO(,?), a diferencijalna jedna-
¢ina za odredjivanje ove funkcije ima oblik

Fo''+ota(4- Fa’-—r? Fo) + % ” Fo'=0

Druga jednatina sistema 9. ako se uvede /(r) e AT
Pp=cp.T* dobija sledec¢i oblik

T P -ole (b +ncbi )T+ 7P T'C 3K prT e puT (1-Fo ¢ Fo Fo')=0
ili

C#x ~ Ko (Cﬁ’:‘ + 7#’1:)"' %7‘#: - 3K¢l:' "'/bk(""' Falz'l' F-H'Fﬂ”)"-'o

Treda Jjednatina se svodina sledeéi oblik ako se vodi
~ . 2K
racuna da je sz(r?,t): ”:uc('?)t

11 ”
qu - oo (H;x +7Hz,x)"‘ i 7”3‘:1' '6’(”2:: +/5u (-2F5’¢>:¢ +Fn¢: + Cf:xﬂ.")=0
Cetvrta jednadina se prevodi na sledecéi oblik

H;'Rl{ "ﬂ.’,(”qrgg +7H¢:zx) + g?#ﬂ:#'éx H;nx */5k'(¢g Fﬂ”- Fﬂf¢;) =O

Feta jednacina se svodi na
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bif ooy g { i i
f_sx -—c{c([_;;., -f-?ff.sk/* fgé’]Lsk: -9K Lzm +/‘5H(_2FGIH:2K -—q‘bgz+
+'H:1KF;”+ Cbxcﬁ'; -!-F;H:l‘:-c)";o

_eat Jjednacines dobija slededi oblik

8 ' " i f 0"
Lﬂl‘:"f —c’(ﬂ(LGSH 1"7 Lﬂ&k‘)"‘ -23—)'7 Lasx - QKL:I.SK +/-5:< ('- 3FafHa2x +2Hazkf'—a +

i / / M + ' 2
: : s + 2H - + + - K)'-'O
1 seamna J ednacina aFo —2Fo Hax FoHazx ¢H¢x

Py F ¢ ] F ) Fi
[oan - Kol L bax 4'7[.!:31-:) ¥ §7L&»3K - G Loz +/br-c(Ha:zx F::”"'FarHazx):'O

111 uvodeci

Hzx =/5x < Hazx =/b}zc hawxx
L".‘.‘:H -'-'/bi: Lh:xl-: Laau =ﬁ$ lnuwu Lbau =/5z[bkr<x

dobija se sledecdi sistem diferencijalnih jednacdina

Hef

Fo"s o (1- Rl R") + 3y Fa=0

P ol (P e 0 )+ F0 P - 3P = - (A~ Fo?+ Fo Fo™ )

I

hix - ota(Kixc 4 hiexc ) + 317 R -6 hix == 2F' P + o p s P Fo")
Rox ""’a(ﬁ;ww?h:u)* 2 7 haws ~6k hawr =~ (P Fa " Fo''\fi)

LH'KH —O(a(L:-cuu-!?l;:ux)-i- %71,::‘” _9K(,KL'K "="(".2Favl:¢u _ h:zf'hh:k Fa"*
+ LPH Lﬂcu +- Fo h,:g

i " " !
LQHRR‘ "C(Q(L;RHH'PI? Laxun)i- %71_&!(&'!(_9‘([@””“ =—("’5Fgrh.::xu =
+ 2 "lauu' F:::“-l' Qhﬂﬂ‘ F’::“"Q Fn,/'l:nc +Fﬂ /7:#& *"Pn‘-ﬂ: — ,.:2)

d ! N ] t
lbn#n’ "O(n(tbu#x +7{.buuk)+ é'?[buxx e gKllaxxn ="'(hau:x F-an _
. 2
f
_Fﬂfhakx)
Gornjim jednacinama mozZemo dati i drugi oblik. Ranije so vi-
deli da je

a’a ' .3m . . mis+ 4
= ; 4 = _ d =
% oor. i odavde oo e ' a je K Yy

1 onto Je _
- $2 Y_ :/4(2m+1)
r( v/ 3T 3 7"

gde Je q{-promenljivﬁ "slionih relenja', to gorrnje 4di

il L0l -
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jalne j=ednacine moiemo izraziti u funkciji nove ovromenljive
napr. vrevedimo prvu od gornjih jednacina, koju femo rlizti

g sledecem obliku:
Fo'+( 3 -e)qFo' - ol Fo' =~ o

Vvode<l ratuna da jJe

dFa 1" a'zj._'
F‘ o _ o) [
\f(z r) e 4:'.1'172 A(2m+1) ©

Ako sada u datu jednacinu smenimo ofi L u funkeiji
od m i vodimo racuna o izvodima datim u gornjem obliku, jed-

naciila se svodi na sledec¢i oblik

4(§m+f) ( 2m+4)?1\/4 2mﬂ)\£(2m+{)[:;”_ 3 m F;o':_ 3Im

2m +4 2""*‘

111 z2ko se sredi dobija se konacno

. 21 R -
j:'o + 27‘1‘0 4m (1 FO ) o}

la isti nacdin transformisemo i ostale jednactine ali:

pre thodno rast=a=vimo fbx na me+d
e I
p“ 2m 1 2m +4

i uradimo sledecdu stvary clan §E—I- ostavimo u datim Jednacina-
ma, tako da je

4(2m+l) m+4 3 ‘
4(2’"”’&&" ! (5 2m H)q \/ \/ 4(2m H)\‘Pﬂ ?Fmaer * 'fn'%)\'?u =
dobice se posle sredjivanja - — 2m+4 (1'FJ=*F;F:)

I'H

Y +21, Y, - 4(2m+1)‘-f’u = "4(4 24 FoFo’)

Ocstale 3ednac1ne na isti nacin se svode na sledec¢i oblik.

'g::c +21, ﬁxn - 4(3m+2) Ax <=4 (- 2 Fo'\Px + Fo P + \Pu ")

ﬁ;;::u +Q;? ‘ﬂnug 4(3m+2)ﬂauu =-4(\Pu n”"‘Fo'\Pp:)

(L

‘FHKK +2'?-| fKuK 4(4“’1*5) ’FKH’.K":"A'( 2r¢’ﬂhﬂ. Klz""ﬁKKFﬂH*LPu\'Pu"'ngg:H

{auuu +2!? fnuﬁn - 4(4m+5)‘fnxuu "-'--4( 3Fﬂ;ﬁugu+2ﬁqu1¢ Fg -I-Qh“u Fo' -
"QF: ﬁuu +Fn a -I-LPH u - ,.::)

i

‘Lpb*“-f *QTc b:*‘” "4(4'“*3) =-4 (fiﬂ“*‘ Fo'' - F;{l::nn)
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gde su sada

E‘-’Fa . LH=P;}{HHK
¢x=[b,¢ \'PK LGK f}:a' QKKK
Hu’f-’?::::hux Lbutpu b KK

I strujna funkcija sada se transformise nz2 novi oblik

V/(x,yd) -9\/3-'TC UF(K,q,r) .—.9\/33 U(x) { }"_Gfl?)"'U(fﬂ)TKC#KU?J +

12 ,
¢ [U Haxep + UU ’Ha:u(q)]'C 2K, [U”L 3K () +UU'U"La3mq} +

+ UQUJHLBBKC'?JJ‘C 3K+ . Q\/:ML_'_' _52-_;{-2:7:.,! Ut'K) {Fﬂf'?l).
4
J Gmvo u/'-*u Pt WAL T4 (U Raen + UU Ronagd)
: m+1) z: S T -

=2V/vt Ux) ot {F;(l?q)'*U.Q [v(:lmu)] [g(zmﬂ)].
( a.m+") \'PK(V'I)"'[U hul‘-(.l?,)-i-UU ﬁﬂnn‘q.)]ﬂ [g(zﬁ-_ﬂ]]iﬂ-(

. . 2m e+ )2
ili sko se sredi dobija se konacno [.o(gmﬂ)] ‘l'l )-l-- ..

Vix,yrt) = 2VF ch).Qa{m{E:(qq) + Q.U MH\Fn(q.)i— Q2L M,
[Ulﬂf““‘(q‘}+Uu#ﬁaun(q‘)]+ ﬂﬂ?{}(m*i)[ula'fgxu(l?‘)-f-
+ UU'U"{auuu (1) + UzU'"‘fbuu(qn ]+

Vidi se da u slucaju ako je brzina spoljnog potenci-
jalnog strujanja data u obliku U(x,t)=U(x)'tm, da se u tom
slucaju i oblik strujne funkcije i jednacdine za odredjivanje
nepoznatih koeficijenata~funkcija iz nade metode svode na
isti oblik koJji je Vatson dobio cri resavanju istog slucaja,
Sto je siguran znak tacnosti ove metode.
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' § 7 NALAZENJE VREMENA ODVAJAKJA I PREDJENOG
PUTA TELON Za TO VREME

Kod nestacionarnih granicnih slojeva interesantno je
naci momenat pocdetka odvajanja sloja sa povrsine tela tj. vre-
me koje prodje od pocetka kretanja do momenta kada prvi put
pocinje da se odvaja graniéni sloj. 0d prvog trenutka odvaja-
nja sloja pa nadalje tacka odvajan)Ja ¢ée se pomerati duz kon-
ture sa vremenom gve do momenta dostizanja stacionarnog sta-
nja. Zato je u toku proracuna interesantno traziti vreme po-
trebno da tactka odvajanja dodje na neko mesto duz konture u
intervalu od mesta prvog odvajanja do mesta-gde bi se nalazi-
-1la pri dostizanju stacionarnog stanja.

Tacku odvajanja éemo nac¢i kao i u slucaju stacionarnih
graniénih slojeva iz uslova da Je tangencijalni napon na zidu
u toj taldki ravan nuli., Sagmo Sto ce ovde ta tacka biti funkci-
ja koordinate x i vremena t (odnosno T ).

Za tangencijalni napon dobija se slededi izraz

Nean = M (35) = p Um—y;? Fop (x,7:2)

ili na zidu: y=o ;y N =0

2 " M
Nh:r: "'H U'Q—\[% H]? (x, Olt)=f" U-%_E‘ {Fo{O)-f-E(ﬂ)tf ' U [cb‘l(o) T+

a u tacki odvajanja je p/,..:0 . ]_,, L. }
{ZF,.‘ T+’ Z'Cbu(o)t +U'2.Zi”xw)7.'. + U ZHau(O)t“ '}"‘0
M Moo Ks

e’ smo dobili jednacinu za odredjivanje vremena odvegjanja, od-
nosno, jednacinu koja nam daje polozaj tacke odvajanja na kon-
turi, u intervalu izmedju tacke u kojoj najpre dodje do odva-
janja i1 tacke gde bi se nalazila pri dostizanju stacionarnog
stzanja, u 8v kom trenutku vremena.

Ova se jednacina moZe napisati i u razvijenom obliku

Fo'coy + [ Fuo) +U'¢':'(o)]'C *[F:to)*ul“b;fo“ U™ Hz (03 + UU"Ha; ‘°)J'

+ [Fyior + U’ 01 + U Hi(0) # UU Hargeor +U"*Lyi0 +

n

+UU'U"L:,(0)+U2U L:}(O):’I5+* - o
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Te smo dobili po jecan red po T sa koeficijentima u
zagradamal Jkoji su funkcije od Xx. Gornju jednadinu ¢emo refi-
ti po T, a zatim iz T nac¢i vreme t.

Put predjen telom do trenutkz odvajanja

ts
s-{dt

pl
ili posto je ;?' dt to je

Is
> J  S2(T)

§8 NACIN UPOTREBE METODE

U ovom paragrafu iznecemo uputstvo za upotrebu date
metode., Obic¢no su probleml teorije granicnog sloja tako posta-
vljeni da je sSpoljni raspored brzina zadata funkcija. Zato dce-
mo i posmatrati ovaj] normalan slucaj. Vedjutim, isto tako mozre
biti unapred zadata i1 glavna funkcija of(T).

Nac¢in kako se upotrebljava metoda pokazacemo na slu-
Caju A Kod slucaja A Je:

S2(t) 'Qa*ﬂf& + -

Ba o #0O
Radi lakseg rada preporucljivo je sve velic¢ine uciniti

bezdimenzionim, kao $to smo veé pokazazali u § 3

TV - . YRe I
'L r"& Y YL 5ag Re S
= - 2 5 2k L° - K - «
52(-6)-—\-/—' Q"-.Qa WL oy =X Re Fx=FiRe
ql:’u'-'d’nf?eu, ,-fr.-}?;_

e

72a karakteristidnu velidinu V zgodno je uzeti Qo
1, Najpre se sratunav~ prelaz od koordinata t, y na koordinate

— — _ — - - sI - -_ -
t=S.Q(£)dé 7-95.“ Y = Q)Y
_VOT(t)
| Posto se faktor g (i) 1 kasnije javlja to ga je korisno

posebno proracunati.

2. Iz datih koeficijenata f2i lako se sraZunavaju koeficijenti

&« preko formula 2Zb.
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3, Tangencijalni napon ge sraé¢unava prema formuli

- Ya -
du Nx,€) Re” 't) Zy .

: Uik, 3y G (Z FuaZT e U'L Pl orT - )

MO K':‘

4., Na odgovarajué¢i nadin lako se dobija i debljina istiskiva-

nja $" prema 12, }

.‘.s:..@.fﬂ {—f;m (q 'F',) [Z Fu(u) 'I'Uz.cbu(m)z + -
a'f't) Nroo

5 Ako Zelimo da dobijemo pojedine profile brzina na razlic¢itim
- mestima i u razlicéitim trenucima vremenz koristimo za izracuna-

vanje

Uex,v,8) ch)ﬂ(t)[ZFutq)'C + U’ quucq)'c 4+ - ]

Qo KEO Mxdq
6. AkO se zZell odrediti vreme odvajJanja sluzimo se izrazom
dobivenim u § 6

[Z F'@T"+ L Pl T “U's - - - - . J=0

MO M rq
7. Za dobivanje predjenog puta do pocetka odvajanja sluzimo se

izrazom takodje dobivenim u*§6
Ls e
- o
L 2
1z izlozenog uputstva ocigledno je, da je primena me-

tode vrlo prosta, jedino sto ostaje dosta proste racunice,
Posto se nemoze dati dokaz konvergencije speclijalnog
i stepenih redova, odnosno ocena ostataka ako se zadrzimo na
n~om ¢lanu svakog stepenog reda i na m—-om &lanu specijalnog
reda, to se dobrota konvergencije mora oceniti od oka, U prak-
ti¢nom radu verovatno Jje dovoljno zadrzatl se na trecem ¢lanu
ili cetvrtom ¢lanu specijalnog reda 1 na 6-im €lanovima stepe-

nih redova.
Kod Blaziusovoz reda u slucaju stacionarnih graniénih

slojeva postojala je poznata proba tj. ispunjenje prve kontur-
ne veze granic¢nog sloja neopho dno Je kod egzaktnog resenja,
Ista proba je neophodna i u nasem gluc¢aju, Iz prve konturne

veze graniénog sloja



t +UU =

veoe:rl ro.cuna o
u = U(x)$2(t) Fn (x,9,T)

gleduje

. 3
Ulx) 52 + UUb2= _99533'(: Uquq

ili .
* Q+QQU!=—QQC32F¢77(X;O;'C)

odinosno ako se unese izraz za funkciju Fq77(x,o,r)

T4

D+ DV --902 g2 [ L FlioT s UL Flor T+ UL Hitoy T+

=2
Odavde je *

Q='\7-Q‘a. > Frcoy T

F -1~

2 e
$27=-952 22. PucorT "

K

(1Y

O =v2g%) He(o rolh

K2
Q= QQ% Zua'::(O)t
K=2
ili posto je
Q,__g;— (3=-(2_=_.‘Q: 52-93_
14 9/3T V*Re 3T '\71/?:9
gsleduje
S'_i = - ﬁézz ﬁc?o)-fx
K =0
£2--93" > PuxnT”

lzrzzi se mo:-u dalje transformisati ako se vodi racduna da Je

o{(T) = 392:4} 2.4 = 29T 9]
O ¢ IO Cﬂ | [S(t) E%'“‘
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ili

X (T) = _5_1_2
$2 9

r'ako konafrno transformicsani izrazzi imaju sledei oblik

Z FK’?O) T = - (%)
| -

Z ciDK(O) '-""'f—b(f

ZHK(O)I =O

M2

Z. HGK(O) =O

o3

Ako se u prakticnim racunima zaustzvimo na nekom

stepenu T onda treba ispitati sa kako dobrom pribliZnosdéu
su zadovoljeni gornji uslovi tj. dali je

Z ForlioyT " ~~X(T)

Z_c:-fa';(oﬂ: - > (T
K =4

— i)

ZHK(O) " =0



58

LS

IR

L
—
T
-
—
C.
.
L

S T LT B T
v . \ : . N 1 )
PR TS WU [ I JI.L' —de - ol

§9 ...

Slucalj i Ko = O

Zaustavljajudéi se na drugom ¢lanu srpecijalnog
reda (druca aproksimnacija) i1 na élanovima do cetvrtog stepe-
ra gtepenih redova dobicemo dva rekurzivna sistema diferen-

cijz2lnih j~dnacina .
sistem 1:

M

Fo
£ g?vff"- 3£ =-(1- Fa"‘?Fa")

u”"' %?{nﬂ -6 1‘1: = 'F'Il'f '71‘-:”

£y 30l 6fs === F-nFo")

+§7Faﬂ'=o

Sistem II:

AR V) AR L ANRI I RN D
B+ 29 -6 = (P e )= C2FR e Fof s £ )

e 20 - 6\ - (1-F P R R)

Uvodjenjem nove promenlijive

I

~ornjii sistemi se transformicu na nove oblike

Sigtem 1
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it 5 o f.r _ i ! Fn
£y ¥ 208y = 4f) = = 3 (1-F, -, F ")
7L i o ! _ ﬂ,_ i ]
f1p T ety — 4Ty = 3 () v fy)
Hi

" - 4 — - i _'1'_ '
£ v2ngy -acery = -4 Qo pr)

S3istem 1T

Fa'e 2 Nafs' - 4P, = % (1- Fo'*+ Fo Fa”)
fo # 2P a2 = [0 s ) (2R R )

Ako pogledamo homogene delove gornjih diferencijal-

nih jednacina videdemo da su one sve linezrne diferencijalne
jednaéine drugog reda oblika

Y 2zY'-4xY=0
2

_z
Y= € % D(z)

omenom

gornja diferencijzlna jednacina svodi se na oblik

D " + (-40(-1-z2) - D=0

il1i ako se uvede smena promenljivih relacijom
zl=,/'§z

diferencijalna jednadina dobija sledec¢i oblik

1
D' + (=2(-14% - %‘—)'D=o

4ko se uvede oznaka

-2 =1=p gornja jednalina dobija konadan
oblik

2
D"+ (p +%- %—'-)'D=o

Dobineva diferencijslna jednacina je Veber~ova, a reienja su
Vveber—-ove funkcije ili funkcije par=zbolic¢nog cilindra [5] .

Za Pp = 0, 1, 2 .

e « « o+ « o resenjs cornje diferen-
cijalne jednacine su:

Dp (z7) 7 Bp (2905 Dop3(i 29)5 Dap-1 (=i-z)
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Iz asimptotskog rhzvoga za funkciju Y,(z4) 1 D-p=-1(1 z4)
u grinicama - 3'1?4 arg 44 < I a , oligledno je, da je odnos ova
dva recenja razllc1t od konstante, te su prema tome ova dva re-
Senja linearno nezavisna, lLinearna kombinacija ova dva recenja
date redenje date diferencijalne jednacine

D = Cle(Zl) + czD—p—l(i'zl)

AKO Zq —» oo tada Dop-jli z,)—=~ee te konstanta C,=0
u ¢cilju konacnosti resenja, stoga je

D=2C D (Zl)

Funkcija Veber-a D (z ) razlase se u redove vida

..2'5“6"'?15: O™ CCFR) (2,05)™

Ppezo="rrs, oy
PI'i P # 0’1'2’...._.'. 1 MIOE
~ F/2 -1'2/4[ ]_S—;l_)_ipl J—) -2K
DP(ZO""Q e K_ak'!(P'zk')-’

pri'P -_— 0’1’2’ e s o ®a s a9y

Ponasanje funkcije pri velikim vrednostima modula 2z,
pretstavijeno Je asimptotskim redom

~-21/4 p -1 p 2-1)(2-22(9-2
bp(zy) ~ @ Zq { 1l - S‘E‘%L 2.4.21 ¢ o o

za.—gFE- £ argz < g-if

Funkcija parabolicnog cilindra vezana je i sa nizom

specijalnih funkﬁijg. Evo nekih
1 Fa+ ¥4 Y2 2
DP(Z-:) [(7a )2 Z-l HP/2+V43*“/4( <ef2) +

F( T F/2 + V4
[(-¥2) 2 - Yz , .
.-l- —— I"(_ &2) — Z | HP/:Z""/‘G V4( '/2) ’G"'?Z’-ﬂ, zE
Frao+Ya .Y 2
Dp(z4) = 2 72 z. Wesz +va 5-va (%7/2)

gde su mk,m(zl) 1 'k,m(zl) ~resenja jednadine Vitaker-a.

Pri p=n - celom pozitivnom, funkcija Vebera predstavlja

se polinomima Hermita



A i p=z=n = celom negativnom, preko funkcije verovntnocle

ST, 45V R W CR PR 73 |
Pz = 7=j e""zdx

Integralna reprezentacija zZa funkclgu parqboliz;nog ¢ilindra

Dpf24)= [ (p+1) 7’-’*/45 =24t = %(_ dl’ 1 e 1:/4§éz.t-}.

2T T
_ (-¢)
Kod nas jJe p==2c =1 i Z4= fé z te Je:
D A -~ 24 d ~2z24 - 47 2.6¢
‘90“4(\/32)’,.:(5;;1) € Se ("\/“f) V2 ot =
- 2..‘("‘1,:2 ‘21/405‘" ﬂﬂZ“"tztfl‘ d"
[(20¢+4) °

smenom t= ¥~ 2 41zraz se transformide na novi oblik'

oL~ ¥z 2%2 2 j 2¢ %2
P yay - - ¥
D-2ec-1(V22)=2 va € '/5,’.{2“”) z(f z) €

111 vodes i1 rouna da izraz

(X)) =

\/f'/'{.?.(u)j(vnz) € dt"

predat:vija Gaus=ovu funkciju greske, doblja se da Je
z%Y2

D = 20¢=1(V/2 2) -.2”"”/17 e 9. (=

Na taj nac¢in smo uspostavill vezu, izmedju funkcije par bolidng
cilindra i1 Gaus~ove funkcije greske, koja ¢e nom kasnije biti

potrebna,

Yada Je z=0 tada Je

2 d -¥2 [ (ot+Y2)
. 2Ll Y2)
Fu () P F v S it e d JT [(20¢ +4)

n Punkeija par-bolicnog cilindra za nultu vrednost modula =z

imnCe vredno st
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1~ 2e¢
D-ge-ntoy=2%"Y2m L(X+Y2) _ peeya 2 VE [(2e0
| VZ [(20¢+4) [ (x) [¢26¢+4)
jer je po LeZandrovoj formuli
1- 2
r(o(+4/2)=2 \/‘.E. r(.‘Zo()

[ (o)

Vodeci racuna da je
[(2¢+1) = 2 [ (2 ) %
[((X +1) =X [(x)

to ? -~ VY2

D-2o(—1(.o)=2 V7
[ (X 41)

11i posto je - 2xX=1 =p to je

| oP/2 [
Dp(oJ = -
M(=5%)

Re3enje pocetne diferencijalne jednadine je sada

-27%2
Y=C¢& 1)—2«-1(J332)

Neka Jje za z=0 § I=Yo tada je

-~ A
G
[(ex+1)

te je

i1i vodec¢i raduna o vezi funkcije paraboli&nog cilindra sa GCaus-
ovom funkcijom greske dobija se konadno reSenja

Y = Yo 2°% e+ 1) g (2)

Znac¢i da se resenje diferencijalne jednadine moZe

odmazh traziti u obliku
Y = Cg‘( (Z)

z .dovoljsnvaju’l navedeni grenicéni uslov sleduje:
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f_(a(-r“/Q) — C 2"2(‘-‘( 4

Y = C O = —
0 g (0) VU [[(2¢+1) [Coc+4)

a odavde je

C = Yo 2°% [(ot+ 1)

te je sada regenje
Y = Yo 2°%[(ot+ 1) goc (2)

Nadjimo sada rekurentnu formulu za Gausovu funkciju greske,.
Pri tome demo poci od 1zraza

Sz(r 225 e ay

28y 172(2) ‘\/_—F(Qa()

41i ako dodamo i oduzmem a" kod z pod oznakom integrale dobide
se 2«'-—1 ~¢2
z- ng-yztz)-\/_/_(zd)I(z-—r+r)(f—-z) dY =
(¥-2)*"e " dy 53‘(3‘ 2)*" e ay
'—Jﬁ'f'(:..’a()gz t T rczoo

Kod prvog integrala izvrsimo mnozenje Sa %—:-:( pa vo=-

deci racuna da Je
2 2 22

e ————
-ﬂ""—

\/_ J (2) 2 ,/_-/"(2“-*4)

dobice se oo ,
2 —t 2e¢-1_~-¥
- d¥ + ~ d¥
g(" ¥+ [<2e0) S” ¥-2) €

- = -
Y- y2(2) J’f?:zxu)
Podaimo sada od izraza

| 20¢~14 ot
- w— d _—
VAR fd,[(r 2 Jatr oo S,“"’"‘ D=2 € o

\/E4F(2u() S-f(r 2)" eV d ¥

Posito je integral na 21?:03 strani 1 granicams 0d 2z do eo ravan
nuli (r-z)“"‘"e"' I

- = O to je
(¢ (x-22"ear - 3 S(2e-)(¢-2)

2:X-2 -r’df

Sadafje -
2
Z - - A =~ 2 ol = h" dl" .1.
Fu-va(z)="2 VT [(26¢ +1) g( e "z (2 4I)\.fﬁ'l"fm:-()
c 20{- 2 -2 _~%2
A(¢- e db*"'2a(
((2-2) cg,‘uwz/_,_(zd_oj (¥-2)" e iy

Z

T2 G (2) + 2 G o1 (2)
odnosno konacno
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-z:eid_‘VQ(Z) = - QC“aap(Z3 +:% th-4(iz)

L ave.—emo jod. neke osnovne operzcije sa funkcijom " VAYRE

A Dot . _ o 2 g(r—zf"‘"‘e“ér i
dz VT (2 +4) )
- 20({-4_-¥2
= 2o _ _
Znacis: : 2 ﬁ2o(f(2°() Sz(r Z) € df - %M-YQ(Z)

: n
cﬂa‘(z) = = q“_n/z(z)

oo Y
(2)dZ =~ 2 S o2 3
9. VT MC26¢4 1) Sze dr )(¥-2) dz
- §(t- )2.::4-1 - p2
V& [(2x+2) % < € d¥ =

== %at +%20(3)

Znacl da je

S%d(Z)dz = _a,{+ ‘l/z(Z)

Sada moZemo konacno pristupitl resavanju diferencijal-
nih jednac¢ina oba sistema, buduéi da smo pripremili sve &Sto nam
je potrebno za te resavanja. |

Sistem 1l:

M

¥‘ "_
1. Eo + EWLEB = 0

sa granic¢nim uslovima

FO =F o =0 r,‘...o
| _
FO =] n= oo

ko se uvede smena

y ! i
bo = 1 — S

dopij= se diferencijalna jednacina sa n vim granicnim uslovima
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] i
5 + 2’?13 = 0O

SI= 1 l?'-—"-'O
SI= O I?'=nn
Regenje date diferencijalne jednaline je

!

§'=C g t7)

Za dete granicne wuslove je
-

c =1

te je recsenje

SI=Cg0(?‘J = 30(7‘)

ili
f
Fo=1=g, ('71)

Vodedi reduna o operacijama inte~riranja i diferenciranja
funkcije greske, lako se dobija da je

FO = g™4/n ('[1)

—_ -4 A
Ko =M *+3va~ 3 [(3/2)
Ubudude éemo umesto [ (3/2) pisati samo [, posto ¢emo sve Gama
funkcije svoditi na [(3/2)

i

2 fl

h ! I 1]
+2nf) -4f) = -4 (1-F,-1F, )

- . i " . .
i1i ako se unesu vrednosti za F_ 1 FO i vodedi raduna o rekurcn=-
tnoj formuli, posle sredjiv~nja dobija se:?

] ;_ 2
tremty -4 - -3g + 5

sa granicnim uslovima

Hy
I
H
!
O

n.=0

q_‘ﬁﬂﬁ

o
I
O
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Resonje ..omogenog dela je

i

fin = “&

rartikulzrno resenje potrazicemo u obliku

i
T1p = G185 + OB

,

Zadovoljavejuci diferencijalnu jednadinu dobijaju se uslovi za

odredjivanje nepoznatih konstanata.
- - - 4
4 C =-3

-~ 8 C &
8 C e

2

odavde je

_ XL . _ 1
C, =3 3 Cp =15

te je resenje

f'=c +1 -
1 81 T3 &, T T2 B3

Iz prvog granicnog uslova

o =C E%-+ %-go
4
3

dobija se C = -~
i konacno

f 4 1
T1=-38 +*38, ~13&,

_Lako ge nalaze

l‘_i 1
I =38Y2-"5F8 -2 v 138 3,2
- 4 - 1. 1 1 1
Iy =3 83/2 -3 81 p* T3 81/2 "B 7
" i . :_£ ! H
3. £y v 298y - 4021 = F (8 vy )

| . !
11i ako se unesu vrednosti za fl i f{'i sredi dobija se da je

I fn 4-2_f'f _ 4 [ . l l
£, 7 271 11~ 1 =% [~48) *t g, -2 + 21'3-2]
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s g ni-nim usliovima

H
l.._J
l,_..J

)

)
s
=

I

Q
—_—

O

‘.—!J
H
ot

I

e

=
I
8

Recen]je homogenog dela je

fiin = ©&>

Partikulzarne resenje potraZzicdemo u obliku

fy1p ~© Cigy + Cog, + Cag 4 ¥ C45-2

Zadovoljavajuci diferencijalnu jednad¢inu dobijaju se uslovi za
odredjivanje nepoznatih konstanti

. 16
-4(""1—"'_3'

!
o,
Q
n
W

|

o

N
C.
I

!
'...l

!
=
o
C.

>

il

=

4 —4 . = - * . = y =
odavace su Cl =% 9 02 %‘ s c'3 §II§" 04 T T]6+18

Sada Je resenje
L 4 1 1 1
f17 = C&8x ¥ 3T 8 -7 8 * 3°T2 8.1 ~ T0.IY8 E.o

“adovoljavajuci prvi granicni uslov dobija se

1

.=C _1

° 25 + %12“5 3
a odavde Je 4
C = = o=
T

te je kOHdLHD resenje

! 1 1
f =—3—E;2 ﬂ-'g O+mg"1—mg—2
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£, = 2" + %- 1 1
11 3 53/2 3 E:l./2 g-~-1/2 gel2 3_3/2+m 3_5/2

i, = gi- -4 + 19-%¢ 4 1
11 = 3 8g5/2 T F B3/ Y G 81/2 T Fo12 T6.18 ©-3/2 ~ 2160

iy

" . r__4 i i __g-_
4. f2 + 271f2 - 42 f2 === (1-F _?lFo ) = 3 2o +
sa granic¢nim uslovima
]
2= f2=o© (Il
f2=0 Yh:m
Resenje homogenog dela

1
fon = C&p

Partikularno resenje treba potraziti u obliku

fop = C18, * Cp £

Iz uslova

8Cy = =3 S T
= 2 _ -1

ReSenje je sada

i

_ _ 1
£, = Cey *+ 2 &, - T8 &3
Zadovoljavajuéi graniéne uslove

0 = C'E% +'%

dobija se da Je 4
2
C = - T

te je konatno resenje

r_ o8 1 1
fro = -3 8 *7 8 - 1s 8



4
T = 385/ ~ 5 8172 Y I8 8"1/2 ~ %o

iy

t J ! I _ 4 - 4 2 -
5. £y37%2NTy717435917 = %(fll+7lfll) = 3 [ -7 R -5

B g'go + §$'3—1 T IET%Q'g-Z + Ig%jﬁ_ 3—3]

Sa granicnim uslovima

It
|-h
{
O

f

111 111 © 1= ©
i

fi11 = © =

Homogeno refenje Je

J
f111n = C83

a partikularno treba traZiti u obliku

|
f111p = C182 * Co8y ¥ Cyg, + Chay + Coe_s+Cge_j

Zadovoljavajuc¢i datu diferencijalnu jednaéinu dobijamo uslove

~4C, = -%‘-24% 1z kojih je ¢, =g—24

-80, = 2y Cz = = 3
-1203=—-%-'2 03=§?§

-16¢, = 3 5% Cq = = ZTo57
-20C5 = % 127y C5 = ~ Tim7s
-240¢ = 5 TH37 Ce = - TBTIETRE

Resenje je sada

¢

_ 2,4, _ Ao 1 - -
f111 = C83 * 5 28 931""?'4'30"6_7'2 -1 T TBBT &0

1
N 18 132 g"‘B

Zadovoljuvijuli granicne uslove



nalazirio konstantu

5
C=-278
i.onacno resenje je
' 2”5 _ 10 - _ A -
fue =~ S= 9 2:29.- 29+ 5% 3~ 755 3+ 182 32 4-3
_ 1
%6.54 3-2

Lako je pronadi i:

. 275 4.5 . _

faw =8 ~ Do~ Gz + § Qo - 543 va* 235 -2+ 3875,
4

Q-%2 * Tp2.35 -2

1
Yoz - e + P vz - 5 9 * €37 27 9-v2* 3854 G-¥2?

4 1
* 382 32 D512 + 27-672

6. 'F"‘Z +27¢‘F";"4'3‘F'; = %[{4'*74{4."" {‘;"' 741“-2"]:-.

o2
%[ 39+ 49~ % 9 * 7%
2

- g,]
sa cranicénim uslovima
f‘== f11=0 I7I=O
£, =0 n, = oo

llomogeno resenje je

fﬂ"}.h = C %3

a partikularno treba traziti u obliku

f‘i'.'lP: C. Cji + C:.a‘ + C‘5caa+ Ca cﬂ-i + C59—2



sinenont u diferencijalau jednaltinu dobija se
g 2%s 2
- 4()1 = -3 5 a odavde Je C’l =
16 -
- = o
U2 ] C2 =3
. _ 28
BRI C3 = BY
. . =8 _ 1
_ X
2% = 1273 %5
Regenje je sada
245 2 7 1

/
f12°C83 - T3~ & * 5 & ~ 5% & * 0B 81 T TIF B-2

Zadovoljavajuli graniéne uslove

nalazimo konstantu

c = 1g 2°

Konacno resenje je:

! 6.19 2415

' 1
f12"_'9' 3 '9‘"'32*"9‘%1 %Tgo"'ﬂ) g1 7

Lako se mozu naci

f” 6.]_9 z + 24 - 2 + 7
~'9"’ 5/ 2 ‘Tg3/2 g 8172 T B Bay/2
1
¥ % €-5/2
-6
-19 2 . 2 7
f1,= =~ g2 ey * ‘9“5' 85,2 = 3§ B3z Y BT B0

1 _ 3 1
T BTG5 €-3/2 140 r

E

1

16 8-2

1

- 108

1
- ICB &-3/2

&.1/2

-+

-+



T2

~ "y " , o 4 Tt 7 - 4 c
(o T3+ 205 = 4:3f3 = = 5 (1-F =0F, ) = -3 8, + 3 £,
5a granic¢nim uslovima
f.=f=
37+3%° =0
I
f3= ?lum

Homogeno resenje je

!
f3h=Cg3

a psrtikularno treba traziti u obliku

!
T3p = C &, * Cogy

Zadovoljavajuc¢i direrencijalnu jednacinu dobijaju se uslovi

. 1
~12C; = -%- iz kojih je Cy=7
2

i

. _ 1
—16(12 5 02— - =T
Resenje je
l_ l__ _ 1
fB-CSB* g go 7.0 g1

Ako se zadovoljl prvi od granicénik uslova

dohicde se da Je C = = T

i kona¢no resenje
7
! 2 1 1
f3="3"8 *38& ~ 37 8,

4, H .
LoZzemo odmah naci f3 i f3



i

n i ) n
1111 ¥ 2MNifq111 ~ 474 11 %"(fnl+ N1%111) =
= %["f‘% 2733‘“}‘32432‘1%51*'3%30"171:%73-1*

11l
+ = E_~» + 7 1
1858 °-2 7 ygroyme.3 t Tm o g4

8e T

Sa granicnim uslovima

!
f1111 = 1131 = © n,=o

£111=0

r“-w
Homogeno resenje Jje
£111n= 084
a partikulatno cemo traziti u obliku
f1&11p=0 33 + 0232 + 0331 +'C450 + C5g_1 + 063—2 + 073_3 +

+ 083—4

Smenom u diferencijalnu jednacinu dobijaju se uslovi
—401-.-.-%-{%27 iz kojih je ¢, = £ 27

- 8c, = § 2824 c, =-gf 2*
-1y = - % 2§ 2 Gy = §¢ 2

;

_4 35
-16Cy = % 6'4' “4

4 13 -
~20C5 = = 3 12777 T —



T Co 11

R - .}4854 & 18"*8‘54
- . 4__7 Cqp= =

7 3 18% 32 77 3.48%* 32

-~ - 4 1 O = 2 X

T8 3 182%2. 64 Y87 3.48%. 322

e enje je sada

! 35
fan = C G, + 2 Gs- ‘3 ?1 " T2:5% 3o t 13 15 27 B0 T

14 { 2
T 18-48-54 ? 2 T 3.482. 32 C}-b T Z.48% 392 q-—t}

Zadovoljavajudéi granidni uslov dobija se

5 1 _ 35 4 4 70 1 35
0-C 26 2t T 54 2 286- 3! 54 * 3421 * B 22 T i2.53
odnosno
| Ce- 252
Tt~ ie konacno resenje sada
’ .__.___ 0 - 35 _ -
{‘“" 2 ?4 2 aa 2 ,32 81 cai 12-54 Cciﬂ 12 . 15 27 ca*"

1 2
IRTY 4& 54 a’ 27 1.182.32 9"3 - 3-18"-32"‘3"4

L " - - *
Vrlo lako se mogu nacCi faui faae zZnajucdi elemen-
tarna operisanja sa Gaus-ovom funkcijom gredke,te zbo~ tora
~ena smisla ni pisati izrace za njih,a i ubuduce,kod ostalih

fiinkeija to necemo raditi.

9. {4;;.*'27*{;:;.-4'4 1:2 = [-,(” 1, fn +(f:2+7{ )J fl[? |926

4 58
_%?QQC}2+1—09—6‘31'5—4‘%¢.+'&‘3-1 364ai 8216%]

sa ~ranicnim uslovima
f“; = fu:‘t - (.z

!

fui =

~3 =3
1
8 o~

on rno resenje je

i . . 1
“~ qa2h 7 -~ aq



75

a Jparrzf'kufarno frazime w obliku

{412:0_: C1c}5 +C=C1,1+ C;(a,‘-l— chﬂn + C5C3_4 +Ce ., + C‘?a-i

5menom u d;‘fercnc{jalnu jcdnac'}'nu dob{jamo wslove

-4C, = 27 192° Ciyz- 242 565
3 Q 27 - 4
A T8 4 a odavdele . .
_BC:;-'--;-‘?—:?_ C2=_§z_2
- - & "‘Oé - ‘106
- =-4 58 - 58
16Ca=-3 22 Ca=4 ea
- Ce =
20 5 %é’ CS:_qJS
- __ 4 23 e
24 Ce %864 Ce é‘é@%%
- - i .z_i_ =__j_
28 Cy 38 216 C+ 244_‘216
pefenjf Jjeé sada
' = A0 58
’(“2 Ca4 2 as 2 %’2 81 %4+ A2 - 54 G
. 2%
o D47 18-864 %Y -a 24 216 c}-a
Zadavogavajuc’: 9ran:5ne u;(ove dobija se dgje
_7:49 2 v 18 5% __4__ _ 406 _4 58
Q- C2'B 4H ! 27 26.31 54 2 242! 81 2241 +42-54
a odavde je
- 218
C 54 27
te je kornacnro rc§£nj€
' 212 133 78 Ha,, _ 406 58
{412 - 2 ‘34 2.7 + -5-4'2 Caz 1 q1+ 12 5% (3_0...

23 A
"_10—‘3'*"' 18864 3-27 24 216 3>

Sa gran.‘cknfm uS{Ovima
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| |

fis=fn =0
fis =0

7.0
4m o0

Homogeno resenje je

'lc-l';h = q.q

a Parh'ku(arno PG§Enj€ jt' oblika

'
fizp 'C-‘35+C=‘3= +Cs Gt Ca4Go "'C&a-g"‘ CeF-2

Smenom v diferencijalnu jednadinu dobicemo uslove

-4Cq ""%327 Ci» 227
| 9
-8C, = % %Q‘ C,_--ﬁﬁ‘
-12C3=- 34 C;=%
-16Ca= 3 12 ar- %
2-9
- 4 7
20Cs=-3 % 33 C"zzqs
-24Ce= 2 3
3 48 C""q—z—
-3

Resenje je sada

'
4 =C 1 7 e ‘
fos 34-1-92::}3 '1_152 ‘32*%‘3*'55290*2;’-453-1'

" 3.96 32

z::-dovogavajuc? Prw’ 9ram‘c"m' uslov

O=C+ + L7 4 . _ ¢_1
2841 1 F % 33 7%22""

2! 9 224!
moZemo odreciti konstandu

C=-21o

Konacno rcfenje Je

/

Y VPSP L 4 S I S
290§, - 42900 § 2 A2 2
-

3.963-2

1. +22 + 27.. fag ~4-4 fa'z = %(le-il?,fzu)' %["‘ ?2“‘33 + ‘?'391 + 3
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-3¢ F-+ * 35 0’3-;}

sSa gran:‘c'“nr'm us(ovima
I
faz = faz =0 720
1(.2.‘4{ =0 71-.-0::

Hcmogeno reé'enje J'e

-Fz'zh = CCaq.

a par/;‘ku(prna '/'raf:'mo v obliku

f
fﬂ.ﬂp =C132+C2<34 +C-5(ao+C4ca_.‘ “l"Csa-g

Zadavolja‘vnjuc'f d:’ferenc{/b(nu _jfdnac*fﬂu doé;jamo U"f(ove

-8Cs =- 3 327 Co=rz 2"
-42Cy = % %3 iz kcy‘-'h je Ca =-3_1$ 03
-16C3= 3 4 Cymmgi,
"20Ca"- 3 3¢ Cas155¢

Re.s"eqje je soda

' S a%n _ 4. 0%q __4__
faz =cqg, + 22%, e 29, - 542 =*Té€'§‘3-4"

4
18- %6 3-2
z-aa’avo{javajuc’; pr Vl' 9!"‘?”1""”:' HS’(OV

_ A S ar 4 _ 4 3_1__.__L_
O'C2‘-4!+1822“2! 27224! :

Odred'ujfma konstamfu

.- 427
C g 2

Kona_c‘no res‘enje _je

!
=- U ,° ba _ A 1
faz 12°9.4+ 32%,- A 27, 553 90 * or 91 -

12. f4'"+2|’?,f4" -44 {; ol %(4-,F¢"I‘?;Fu")=— %an* %%-1
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51 granicnili; uslovima

)
!
F
4
I
Q
—
-
1]
0

‘4

Ty

N
o
-3
=
|
8

omozeno resenje je

f
f4h = Cg4

a p-rtikularno trazimo u obliku

¢

G
4p—01g0+02g_1
Smenom u Jjednac¢inu dobijaju se uslovi

-1oCj= = £ iz kojih je Cp= =

2 — 1
—20C,= = Co = =715

Resenje je

' 1 1
£4=C&4 + T3 8, — 35 81

Zadovoljavajudi granicéne uslove

1 1
o=C +
241 12
odrediujemo konstantu
C= - 29

Konacno resenje je

' _59
Ty= =278, * T3 8 ~ 3 &1

Sisteém I1T1:

i, \P,."’*-Qf]..‘ﬂ""‘*‘f’f‘-"‘ %(4"’;2*"_""—:) ST 3[2‘30 - '5 %‘3-2@ *

+'é‘a-4_ia:'F€hmf3*?%]
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-8 ~ranicnim uslovima
\P-i'-"‘P-l"O 7,"‘0
\qu""o |71=w

ilomocoeno recenje je

f
Yin = cey

a partikularno treba potraziti u obliku

[ 2
Hip= C18o+ CoB_y,2 + C38.3 *+ Cy81,0 *+ 58,81

Smenom u diferencijalnu jednacinu dobijamo uslove

- 4c,= - 2% iz kojih su c,= ¥
- 6C= T 5 f 25 F
- 83=-% % C3= 13
2¢, = % Cq = %
205 = = 5 C5 == %

Resenje je sada

: 2 112 1 2 2
Y =Ce1* 58 ~FF B2t T5 B t 580 % £,87

Zadovoljevajuci prvi granicéni uslov

A BT RS i
odredjujemo konst=ntu

o--3[>} ]
sad-. Je konacno resenje
“ﬂ'="§'[3 + 3 ,—lz]gl"%go “%',1:3-—1/2*1%8-1*

2 2 2
TTE1/2 T T &8



.
2 P 2000 = 420 = £ [(R) - C2R R i £ )]
3203+ 4 )90 $(5 § 2)9r F49va-

1 7
T 32— 12 9G-4+ 5 F F9-32-7% g

-2g2_4A g2
3% 129 % 2%+ § 3 Gyv29-v2 +
i
* 790G 3‘3 ¥z Fo2 +-§cg-¢‘3.-—ug wqu;]
Sa grazhnicnim uslovima
Pit 2 fae 2O 74=0
\‘ﬂl:""o =00

Homo<eno resenje Jje

!
kﬁlih . Cg2

a prrtikul.rno treba traziti u obliku

!
Fup= Cley +Co8y /o +C38,+C8 1 y2+C58 1 7068 3/2%C78 2
Pup= Cags + Cogl,n + Cinge + Cqq8 g +Cq 281 /o8 +
v~ “g&1 981 /2 1080 11837297, ©12818,7C1 381 /0812
+ C148,82%C158.1/283/2 * 16818,

smenom u datu diferencijalnu jednacinu dobijamo uslove

~AC,= - % 2 (34 -3- l_2) iz kojinh je G =§-g

o= 53 B -%v
-8c,=% % (5+ ¥ =2, ) C3= = Tg(5+ 3 =)
uc,- - 4 52 2 C4m 5T T

1205 - % 15 Cs = Tim

YRS 5 g % = - wE T

- 1oty = - 5 13 Cr = TIT
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1 Z Gl 1eo
20g = 4Lg = © Cq = _%
205 - 801, =~ % 3 Cy = = &
1o = ~ % T%' Ciy = I%'
2011-—4012: - 2 %— o _ %
11
20, ;=813 = 3 % Ci0 = '_5’7
2c5 =% ¢ Ciq = %
2¢) 4=40y5 = = % % C14= -3
2C) =801 = 3~ 3 “15 = ©
=% 1 C16 = - TB
ReCenje Jje sada
Yu=Cop + 5§ O+ 3 e -2 Foee ISt T PO
+;§' ,%‘5-1/2'*1%55-1"1%8 ;}35—3/2+T}Ig-z"%3§"
%gim ] gg - %‘ 81728372 * %‘ S '515‘ €&~1/281/2 ~ g Solz
'-I% c-161
umeron u aiferwacijzlnu jednalinu pretpostavljenos re.enja d-

re’ili si:o konstunte od Cl do 016. a zadovel] 7.0 1.4

-

w1l o wuolow nmo_eno odreZiti i konsTtosntu 2, gloiaje:

1 1 . 1 4
FT s= 27

1

i

R - -
Sr-Tm Pt T



. 4 A 4/l 2N_ A4V 204 Yy L4 L4 A,
§“4fﬁr‘ war( r) 3(22) 5(2;') 18 X 3 333 [
2 A 4 _ &8 1
*3?21-‘**9?1'2r g 2B

Cdavde je

6
- Z(4- 4 )
aesenje je sada

=""('1' 4 ra)‘ﬂ—a*%(s‘*%f—ﬁ)‘ﬂ-‘_%raﬁﬂ (5+ )%o"'

[ V]

A -4 532_ 22 _
5 3 V?-"":oa%- 106r9-3fz+ﬂ1‘3-2 29, -~ 39

2_ 4

" %% - 39% 9% * 5903 * §G-%2Fys - '678' 9092 = 78 D-+ D

+Q71\‘P;"4'2'LP2’=' %(1"5"2* F"Fﬂ'")'-'- %[2 a-a_ -21' % 9-%1 *

*'%taﬂ Q@ ‘awva Ya

sa granicnim uslovima

=2 =0 7 <0

k'le':O ?4‘”
omogeno reSenje je

\'Pih. =C ag

a partikularno potrazimo u obliku

\f,zp, = C-Cja +C2‘3-—Vz + Co > o=

| ] 2 2 2
kPIF‘:-. = Ca Gy +Cs Gy o CeQuat C7Q: G2+ C6Ga Qo + Co QoG+

.menom u datu diferencijalnu jednalinu dobidlemo uslove

. . . 1
- a0, = - % iz kojih je C,= 3
. 2
"0 3 C2= - T
~ _ _ 2

3 8



2C,— 4C, = C Cg = f*_,;
2C, = 4 Co= %
C,=0

2Cg= 4C,= 0O Ca="i3
20;,:-% Ce=—-§

Da je C,=C;= C to je oligledno jer smo u partikularnom rese-
nju pretpostavili veci red Gaus-ove funkcije nego <to odgova-
ra samoj diferencijalnoj Jjednacéini.

Recenje Je
- A _ A 4 o2 2 -2
F2C%+ 3% -5 7T F-nrtis 33X+ 59, -

2

- % 32D — T GG

Zadovoljavajuci prvi granidéni uslov

) 1 A4 A 4+ 4 2/ 1.Y%_ 4 4 _1 2
O~C_21'§+3 15rr+324+3(2r > . 3-211

doblja se
5 2 9
C’"2'(£'+45r')

sada je resenje
!

5 2
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Uvodjenjem novin nezavisnii gpecijalnin
prosienljivih,umesto starih promenljivih y i +, u obliku

+
2 -y
ug-&g d4 _

7'0J3t
gde je:

Q(4)- funkcija koja pokazuje ostvarenu nestacionar-
nost .spoljnog potencijalnog strujanja
-1 pretpostavljanjem oblika strujne funkcije

Yix.v.4) =33z U Fix.n.z)

diferencijalne jednacine nestacionarnih granicnih slojeva
svode se na parcijalnu jednac¢inu 7 u kojoj centralnu ulogu
igraju funkcije

)

S V3T _93C
()= 3 [>T ro

Podaci svakog posebnog problema jos jedino preko njih dola-
ze eksplicitno do izraZaja.

ReSenje ove parcijalne Jjednacine daje se
n obliku specijalnog reda 8 razvijenog po stacionarnoj brzi-
nl i njenim izvodima.Za odredjivanje koeficijenata-funkcija
ovog reda dobijen je sistem parcijalnih jednacina 9.1lesenja
ovog s8istema parcijalnih jednacina daju se u obliku stepenih
redova po promenljivo]JT sa koeficijentima koji su funkecije
redukovanog odstojanjaw?,a za odredjivanje nepoznatih koefi-
cijenata-funkcija Fn,F‘,..,4%,4%,.....,dobijeni su gistemi
obiédnih diferencijalnih jednacina.

Freko linearnih kombinacija iz dobijenih
sistema mosu se eliminisati svi koeficijenti stepenih redova
funkcijaol( T ) i [;‘)(Z‘ ),sem vodecCeg koeficijenta of ,koji je
odluiujuéi za formiranje pocetnog profila i za dalje pona‘a-
1je pri strujanju. |

Ya osnovi glavne funkcije X(T ) u §4
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izvrZena je klasifikacija problema koji se mogu redavati

ovom metodom.Dalje su u radu iscrpno proucene dve Siroke kla-
se problema,kojima odgovaraju sledeci oblici brzina spoljnosg
potencijalnog strujanja

U(x,t) = U(R)( o+ 2t + gt + 2t + - - - - - )

U(x,t) U(x)(S2,t +_Q,t2+ n,t3+ Cs e s s e )

Gornjim oblicima spoljne brzine odgovaraju
sledede vrednosti vodedeg koeficijenta stepenog reda glavne
funkcije: Xo= 0 i o= 1.

Sem toga u radu je pokazano da,kada se glav-
na funkcija svede na koeficijenat ole tj.bude nezavisna od
promenljive T ,da gse tada dobijaju poznata slic¢na resenja
koja su iscrpno proudena u radu [4].

Treba naglasitli da se mogu prouciti jos mno-
gl interesantni slucajevi,kojima odgovaraju druge vrednosti
koeficijenta o{,.Zatim,metoda se sa uspehom prenosi na tro-
dimenzione,temperaturske i granic¢ne slojeve stisljivih flu-
ida.Svi ovi,kao 1 drugi interesantni problemi,kao sto je,
prelaz iz nestacionarnog u stacionarno stanje,pitanje sta-
bilnosti nestacionarnih grani&nih slojeva,predmet su daljeg
autorovog rada u ovo] oblasti,.
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