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1 D Е О 

SFORO FROМENJIVE FUNKClJE 1 NJIHOVE OSOBINE 



u V О D 

u ОУОШ radu па РГУОШ mestu iz1a~u ае autorove ge­
nera1izacije grupe stavova А. Zygmund-a, В. Sz. - Nagy-a i 
R.P. Воаа-а о .vez1 1zmedju 1ntegrabi1nost1 1 konvergencije 
kod sinusnih i kosinusnih trigonometrijskih redova, kao i 

izvesna njegova zapazanja u vezi ва asimptotskim ponasanjem 
sinusnih i kosinusnih trigonometrijskih redova. Оуе genera-
1izacije dobijene su pomocu t.zv. ерого promenjivih fпukсiја 
u smis1u Karamate, tj. za х ~ о pozitivnih funkcija ва 
овоЫnош da је za BVakO Ј,> о 

Нш 
L(Л х) = 1. 

x·~ +00 L (х) 

Neke od tih genera1izacija i dopuna ranijih rezultata izvrse­

nе BU 1 и drugim ргаУСiша, а nе вашо uvodjenjem эрого promenji­
vih funkcija. 

Drugi ci1j autora је da u јеdnош re1ativno potpunom 
oЫiku iz10zi оэпоvnе cinjeniceo врого promenjivim funkcijama 
i о njihovim primeDarna u teoriji trigonometrijskih redova. Iz­
vesna opBeznost ovog uvodnog de1a rada (I deo) pos1edica је 
autorovog nastojanja da dokaze svih fundamenta1nih stavova iz­
lozi ва punom preciznoscu i ВУiШ potrebnim оЬјаЗnјеnјiша. 
I оуај deo protkan је izvesnim origina1nim autorovim rezulta­
tima, kao sto је па ргiшег teorema VI, i izveBnim doprinos1rna 
pojednostav1jenju 1 sistematizaci~i izvodjenja. 

Da Ы ве origina1n1 rezu1tat1 raz11kova1i od osta11h, 
ву1 ви oni formu11Bani и obl1ku teorema 111 1еша jedinstveno 
numerisanih kroz сео rad rimskim ЬгојеУiша. 

Na'kraju је naveden Bpisak 1iterature, ва вуiш 
puЫikacijama па koje ве rad poziva. 



1. 

Nadovezujuci ее па ranija 

[2~ • G. Ро1уа-а [~?3~ 
mata је 1930. godine (24.2~ dao 

razmatranja i rezultate E.Lan­

i R.Schmidt-а C?iJ ' Ј. Kara­
sledecu definiciju ројша sporo 

promenjive fllnkcije: 

Definicija 1. 

menjivom, аЈсо је pozitivna za Х е о i аЈсо 

(1) 1iш 
х --> + v"" 

za вуио .i\.> о. 

L (А х) 
L (х) 

= 1 

Kaze ее i da је fllnkcija L(x) sporo promen1jiva u tac-
ki х = + 0<". 

Jasno је kako ее moze ana1ogno definisati ројаш sporo 
promenjive funkcije u nekoj drugoj tacki iz [о, + оо] • 

Navedimo neko1iko jednostavnih primera sporo promenjivih 
ft!Dkcija: 

L (х) = }Og (х + 2) ~ (х ~ о); 

L (х) = L10g (х + 2~ (х ~ О; OL. realDO); 

L (х) = (logk x)d-- (х dovo1jno ve1iko; о( rea1no; logk х је 
k-ta iteracija logaritma), -- . 

L (х) = log (х + 2)+ sin х (х ~ о); 

L (х) 

granici 

L (х) = 

za Х"1/ О pozitivna funkcija koja tezi pozitivnoj 
kod х -~ + с.о ; 

1 х dt 

~ 1 +11og t t х 
(х ~ о) , 

konacnoj 

L (х) = (2 + ) log (х + 2) + сое [х 1 (х> о). 

l)Ovde realnom fl!Dkcijom nazivaтo funkcijn koja је definisana 

па skupu R svih rea1nih brojeva i1i па njegovom de1u i uzi­

ша vrednosti u R (dak1e, еато konacne). Kako ви вуе funkci­
је о kojima је u оуом radu rec rea1ne u оуом smis1u, u budu­

се се ее za 8VakU funkciju koja ее pominje to implicitno 
podrazumevati. 
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Iz ovih primera vidi ве da sporo promenjiva f"1Dkcija 
moze a1i пе mora biti monotona za dovoljno veliko х i da шо--
ze teziti pozitivnoj beskonacnosti, nuli i1i pozitivnoj konac-
пој granici kad х-.,;>+о;:; • Kasnije сешо pokazati da опа шо-
ze i oscilirati, сзk ва beskonacnim interva10m oscilacije. 

U опоше sto sledi L(x) svuda oznacava sporo promenji­
vu f'unkcijU. 

2. 

Za teoriju i primene sporo promenjivih f'tшkсiја od 
f'undamentalnog znacaja је s1edeca teorema: 

tome 

(о) • 
о.;ј 

L (.л. х) 
L (х) 

~ 1 (х -7 + оо ) 

ь 

Za specijalan slucaj kad је fIJnkcija L(x) neprekidna i 
skup Е interva1 teoremu је dokazao Ј. Karamata· [24,2f1 ' izvo­
deci је iz teoreme о reprezentaciji sporo promenjive f'tJnkcije 
(у. !i. 3). Kasnije ви N.G. de Bruijn i 
Ј. Korevar u radu []Ј dokazali teoremu direktno i za opsti 
slucaj merljive f'tJnkcije, а1! zadrzavajuci drugu ogranicavaju­
cu pretpostavku (da је Е interval). Direktan dokaz bez ovog 
ogranicenja dali su H.Delange D-il i [2'0 . 

Dokaz koji ovde iz1azemo zasniva ве па rasudjivanjima 
па str. 2-3 i 8-10 u [l~. . 

Pre nego sto predjemo па dokaz, napominjemo sledece: 

2.1. Teorema (о) iша оуа dva ekviva1entna 

Лkо 

(2) 1 (.Ах) - 1(х) ~ о (х ~ + ос ) 
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• 

za вуаЈсо 
, -.\, tt Е, gde је skup Е С (О, + ,; .... ) pozitivne mere, tada 

• 
(2) vazi za вуаЈсо .. \ -,.0 i to uniformno ро I u вуаЈсош intervalu 
- ... 
. -8, Ь ј ва О.,.,. а ..,: Ь .. + (х; •. 

(02)' Neka је 
• + t><;:; ) •. Ako 

funkcija k(x) definisana i merljiva па 
( ..... 

- ,,-"< 

О) k (у + ,ц) - k (у) .;а О , (у -4 + ~.) 

za 
tada (Э) vazi za вуаЈсо rea1no A.If. i 

ј 
to uniformno 

-
Ekviva1encije iskaza (О) 1 (01) i iskaza (01) 1 (02) 

jednostavno ве dokazuju stav1jaju6i u prvom в1исаји 

1(х) = 10g L(x) (х ~ о), 

а u drugom 

k(y) = 1(еУ) (у realno), 

i uocavaju6i, u drugom s1ucaju, da fш;)kСiја еУ direktno i 1nverz­
по pres1ikava skupove pozitivne mere па skupove pozitivne mere. 

2.2. Teorema (о) iша s1ede6u posledicu: 

х 

ogranicena је, za dov01jno ve1iko а:, о, na. вуаЈсош konacnom 
а. 

smis1u integrabi1na па вузkош takvom interva1u. 
'.. , .,,, .. ....., .... - '_00-,,, ... , -,.. ;Д";"",. ".,,,,,.,_ '-.' ............. ____ , ,_, ,., 

Zaista, prema (о) postoj1 ао> О takvo da је Za вуаЈсо 

a~ 
• ао 

( L сЛ. а) 11 1 - .~ L (а) ! I 

tj. 

(1 :::: А i:t 2), 

О' L .... (х)"" 2 L - (а) (а ~x ~ 2а). 

Za а:Р ао је L(x), dakle, ograniceno u intervalu r а, 2а7 1 
odatle u вуаЈсош intervalu (2k- 1 а, 2kaJ' (k=1,2,.':.),t~ u 

вуаЈсош interval'u [а, ~ (ао ~ а,,::, Ь < ... + ,х;.; ). 
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u primenama obicno ве koriste вашо mer1jive ( i stoga, 
ргеша prethodnom rezul tatu. па konacnim i od nule dovo1jno uda-
1jen1m interval1ma integrabi1ne) врого promenjive f'пюkсiје. Sem 
toga, ро pravi1u је u poznat1m рг1mеnаша bitno jedino ponasa-
nje врого promenjive f'unkcije za dovo1jno ve1ike vrednosti ne­
zavisno promenjive. То u potpunosti vazi za drugi deo ovog rada. 
kao i za vec1nu rezultata u prvom. de1u pos1e paragraf'a 4. Ovim 
је obraz1ozena B1edec. 

Konvencija. Pocev od paragrafa 
vom ош 

prvog de1a Bvuda 

;- .... ,/' .. " 

2.3. Dokaz teoreme (о). Prvo 
kaciju poznatog rezu1tata Н. Steinhanb-а 

dokazujemo 

[зF] : 
jednu modifi-

• 2.3.1. 

"Е \ 
• 

-'. Е 

.\ def'.(). 
(rб prazan BkuPi Е === 

Dokaz koji B1edi 

, 

=1= 
Х: Х 

.­'-

r6 
jt: 

potice od 

..., 
ЕЈ ) . 
Н. Schaerf-a 

str. 9, gde је оп nesto konciznije iz1ozen). 

Рге sveg~ 1ako ве proverava c1n~enica da mer1jivoBt 
sku~a D ptv1aCi. za·· О, mer1jivoBt skupa· \ D i jednakost 
m (-D)=' m(D). Тvrdjenje propoz1c1je dovo1jno је dokazati za 
slucaj zatvorenog skupa F pozitivne шеге, јег svaki skup ро­
zitivne шеге sadrz1 jedan zatvoren skup pozitivne шеге. Neka је 
О otvoren skup koj1 ispunjava us10ve 

,. 
F'~ О , 

, 

m (о) ~ ~ m (F). 

Postoji onda unija ОО konacnog skupa onih disjunktnih otvoren1h 
interva1a iz kojih ве skup О sastoji za koju је 

- ~l m (О) - m (оо) = m (о оо) 4 m (F). 

, 
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је ocig1edno zatvoren i pri tome, zbog 

,о , 
о 

1 
m(F)-m(Fо )= m(F, Fo)~m(O'Oo) L.. '4 m 

tj. m (F) L. ј т (Fo )' i .odat1e 

(4) m(Oo):G т(О)< ~ • ј т (:Fo ) 
• 

(F) , 

Јаеnо је, s obzirom па strukturu skupova ОО i Fo ' da 

postoji .Л~ о > 1 takvo da је .л. Fo L ОО za svako Aili, Jt о] • 
Ako Ы za neko Aof-(l,.l1.. ~ bilo Fo(\.J"\.FO = ~, iша10 Ь! ее 

т(ОО) ~ т (Fo U .AFo) = т (Fo )+ т (А Ј!'о) 

= (1 + JL ) т (Fo);> 2 т (Fo)' 

u suprotnosti еа (4). Dak1e, 

~ ~ Fo~.I\.Fo С. ,!\.А. F 

sto је treba10 dokazati. 

(1 ~,J.. 6..'). о), 

Sledeca propozicija predstav1ja ana10gon teoreme (01)' а 

bi6e primenjena u paragrafu 4 • 

2.3.2. Neka је fllюkсiја чх) definisana i merljiva па 
С О, + ос> ). Ako је 

(5) 1( АХ) - l(Ј.. Х) = о (1) (х '"""'"? + оо ) 

za )...60 Е, gde је skup Е pozitivne mere, tada (5) vazi za svako 
~ О i to uniformno ро Jl u svakom konacnom intervalu (а, ЪЈ 
еа О ....:. а S. Ь":::" + оо . 

Dokaz. Dovo1jno је dokazati da postoji ~ о ~ 1 takvo 
da (5) vazi uniformno u intervalu [1, )..0] • Zaista, u tom 
еlисаји (5) ocig1edno vazi uniformno u interva1ima [.Ао k-1 ,Л~ Ј 
(k= о, ± 1,2, ••• ) i odat1e u svakom interva1u [a,€} (О,,(а.(.Ь..(+оо). 

Moze ее ,pre,tpostav1ti da је Е С [о, ЬЈ еа О ~ ЬО L+~ 
jer skup Е svakako iша deo pozitivne mere koji је sadrzan u ovak­
уот intervalu. Stavimo 
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Qo'> 

Prema pretpostavc1, Е = И ~ iI • Mer1jivost funkcije 1(х) PO~t 
n,JI=l ' 

mer1jivost skupova En,v (n,v = 1,2, ••• ) .• Zbog m (Е) > О, posto­

је onda По' 11 o.s{ 1,2, ••• Ј tako da је 

m = (~ у):>- О, 
о' о 

ра iшато 

/1(.А х ) - 1(X~ ~ уо (х ~ no,A ~ En у)' 
о. О 

Neka је Л о > 1 za skup ~ , v broj c1ju egzistenciju 
tvrdi propozicija 2.3.1. i neka је, zi O.A.t[1,.A;J •. Ј{.( t" 
En .vI11En,v • То znac1 da А1 = .)./12 (Лl'.А. 2,fEn у)' 

о о о о о' о 

Tada је 

f 1 (ЈХ) - 1(Х)( = \ 1( Х) - l(х) I 
Х 

:t2 
)- 1( + 

• 

2.3.3. Na е11сan nac1n dokazuje ае varijanta (01) teoreme 
(О). Neka funkc1ja 1(х) ispunjava еуе uв10ye teoreme (01) i пеиа 

је. prema odgovarajueoj primedb1 u prethodnom dOkazu, Е Lr-o, b~ • 

Uz isto obraz10zenje kao gore. dovo1jno је dokazati ~iformno 
vazenje re1acije (2) pod 2.1. u nekom intervalu L1,.l о) , gde 
је Ј- о > 1. Stavimo 

1()Х)-1(Х) I « ~ (х;:: n)J.l;- Е) (п, =1.2; 

Prema pretpostavc1, za еуио fiksirano v niz skupova Dn,V 
(п=1.2 •••• ) monotono tez1 skupu Е. stoga za ауио У=1.2, ••• , 
postoji п(у) takvo da је . 

1 
m (Е)- m (Dn(v),v) = m (Е\ Dn(V),V) <::--:::...--

2У+1 
• m (Е). 
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Skup 

(6) (\ 
у=2 

sadrzan је u Е i pozitivne је mere, jer 

m (E)-m(D) = m(E,,\D) = m (Е'А Dn(v),v) 
у=2 

,~ 

=т ( U (Е " Dn{V),V m (Е ~Dn(v),v ) 
у=2 

m 

i odat1e m(D) >~ 
egzistenciju tvrdi . . 

tj. А1 = ).).2 
izabrano, neka је 
(6) • 

• у=2 

1 
= '2 m (Е) 

m (Е). Neka је Ј 0>1 za skup D broj ciju 

2.3.1. i neka је za)..~[l, .;1_ 01' 'Л'll:. Dt1...1 D, 
(.Ар А. 2 t::.. D). Ako је Е;> о proizvo1jno 
_1 ~' ~ с v ;::: t:. с za prirodan broj !:. Onda је, prema 

Il( АУ) - l{у)l< ~ ~ (y~ п{у), ..1'1 1:: D) 
• 

i odat1e . 
, 

Moze ве primetiti da је u iz1ozenom dokazu iskoriscena 
ista ideja kao u dokazu poznate teoreme Egorov-a. 

Наротinјето i da ве zahtev teoreme (О) da (1) vazi za 
svako)tE, gde је skup Е pozitivne mere, moze zameniti zahtevom 
da је вато 

1iш 
x~ +О"" 

L(2x) 
L{x) 

= 1 

uko1iko ве pretpostavi da ~unkcija L(x) ne opada (Y.~28:! ' 
str. 94, problem br. 150). 

2.4. Ue10v da је ~Hnkcija L(x) merljiva па [O'""''t:-,.)O ), 



- 8-

odnosno па (-~,+ ос ), bitan је za teoremu (О), odnosno za nje­
ne varijante (01) i (02). Vaz1, na1me, sledeci 1skaz: 

по х i takva је da 

k(x) '-7" о (х -7' +,~ ) 

vazi za svako rea1no А , а11 ne vaZ1 un1:formno ро & n1 u 
jednom konacnom intervalu (8. ь:Ј • 

Neka R oznacava ad1t1vnu grupu Bvih rea1n1h bro­
jeva i neka је ~ (п = 1.2 •••• ) n1z raciona1n1h brojeva ва 
sledec1m svojstvom: п1 za jedno n~2 e1ement ~ nije 1ine-
arnа kombinacija ва се1iш koe:fic1jentima 
а 1. Takav n1z BvakakO postoj1 (moze ве n-

e1emenata Вr' а2'···. 
dobit1 1вkljucujuc1 

iz niza sv1h rac10nalnih brojeva Bve one raciona1ne brojeve ko-
ji ви 1inеаrnе kombinacije prethodn1h) 1 ocig1edno nije konacan. 

Stav1mo А=На' {о,у) В = R "А. gde је ва На oznacena adit1v-
па grupa svih racionaln1h brojeva. Рошоси 1еше 1ako 
ве dokazuje da skup В iша maksimalnu podgrupu Go • Ako go t;: Go 1 
r G: На • tada r go €::: Go• Zaista. u Buprotnom в1исаји pOBtoja11 

Ы brojev1 gol ё: Go ' а ~ А 1 сео broj m tako da је go+mr go=a 
1 odat1e go + m * go = а. tj. q gl + шр go = q а. ва се1iш 
brojevjma р i q ~ о. Pos1ednje Ы, medjutim. znac110 da q а6 Go ' 
sto n1je в1иСај. 

Adjunkcijom grupi Go e1emenata skupa А dob1ja ве Н. u 
oznac1 

. 
Ovde Go (А). ustvar1. oznacava minima1nu grupu koja Badrz1 GoLlA. 
Zaista. "о gtf- Н'\. Go ' tada. kao 1 u prethodnom rasudjivanju. 
pOBtoje go Ь Go' а Е А 1 сео broj m # о tako da је go + шg=а 

i odat1e g = - .! . go + .! а ~G (А). jer - .! go t:- Go.prema m m о m 

prethodnom. i ~ а ~ А. Btoga sto је ~ а raciona1an broj. 
Dak1e. 

R = Go (А) =Go (а1'а2' ••• ). 
ра "о ее stavi G1 = Go (а1)' G2=G1 (а2) ••••• dobija ве 

ф' 

(7) R = V Gn • 

n=o 
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Jasno је da Gn_1 с: Gn (п = 1'2 •••• ). Gn- 1 је, medjutim, 
pravi deo skupa Gn , jer ~ ~ Gn,Gn_1 = ~ (n= 1'2 •••• ). Svaki . 
od skupova Go = Но' Н1,Н2 •••• је svuda gust па R. Zaista, skup 
Go је neprebrojiv, jer Ь! u suprotnom зlисаји iz (7) sledi10 
da је skup R prebrojiv. Odat1e izlazi da Go sadrzi bar dva 
linearno nezavisna e1ementa go i go' • Tada је ekup evih broje-
va oblika ш go + ш/g~, gde ви brojevi ш i ш/се1i, evuda guet 
па R. Ovo ров1еdnје ве 1alco izvodi iz cinjenice da. za svako 

iraciona1no ~. niz па - ~паЈ (п= 1,2, ••• ) iша пи1и kao tac-
ku пagошilаvanја (v.na pr. [8Ј str. 908). Tako је tvrdjenje 

dokazano za Go = Но' Ono onda vazi i za evako нn (п = 1'2 •••• ) 

etoga sto go & Go pov1aci go + ~ t::: Нn· 
Funkciju k(x) definisemo па e1edeci пасin: 

(x~ ~; п = 0,1.2, ••• ). 

Neka je~fiksirani rea1an broj. Моzешо ве, ocig1edno. ogra­
niciti ~a в1исај kad је ј.р,. О i neka jej.l&Hk (k G{0.1,2, ••• Ј). 
АЈсо је х E-~ ва n>k. tada х +;.. ~~ i stoga 

I k(x + /'-) - k(x) i = 
х+р-

\ е - n+l -е- n+l , 
х 

If.C 

-
(1-

- Ik-
е ).~ n.l е 

х jt1~ 
n.l<' (8) = е 

АЈсо је х ~ ~ ва п < k. 
х +}'-~ Н! gde i~ k. 

tada х +j.(/::'Hk • 
, 

u оЬа ров1еdnја в1исаја dobija ве 

xlf\... - k+l -
k (х + 1"- ) ~ е t k(x) -<. е '- -

i odat1e 
х 

I k(x + .r- ) -:- k(x) I - k+2 (9) <:. 2 е -

',-= . 
еХ 

а ako x~ Hk • tada 

х 

k+l 

• 

Prema (8) i (9), za svako P'~o, ра i za evako /'...-rea1no. vazi 

k(x + !{/) - k (х). > о (х ,.+0--:.). 
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Neka је, в druge strane, - ~..(a z Ъ ~ + ()о • 

Tada za svako п = 1.2, •.• postoje xnt:-[n,n+:g(\ Но 1 #n~ [a,~]I)~, 

ра хn ;;: + .=(n~ QQ),/-n .G[!1,~ (п = 1'2 •••• )' а11 
, ~~ _x

n 
k(x +.и.......) - k(x ) = е - п + 1 - е =7" е 

п I 11 П 

- 1 
(n·~ ос ). 

3. 

Jedan od osnovn1h rezultata о sporo promenjivim f.шkсi­
јаша је i s1edeca teorema reprezentaclje. 

(10) L(x) = 

gde је с(х) па со. +(0) pozitivna 
.il! 1iш с(х) = 

x~+C>"" 
ва овоЫnош , 1iш 6 (х) = о. 

x~+c;>C 

(х 9 о), 
• 

1 merljiva fHnkcija takva da 

Iz ove teoreme neposredno s1edi teorema reprezentaci­
је neprekidne sporo promenj1ve funkcije: 

(Н1 ) На r-o. + (>о ) neprekidna funkclja L(x) је sporo 

promenjiva ako i вашо ako je~ (1<1 /, r . С'/.Г 
L(x) = с(х) e~ 1:: (x·~ о), 

.il! 1iш е:(х) = с;;> о. а ~ (х). је za . х .~ о neprekidna 
х + 

flшkсlја ва osobinom 1iш Е. (х) = о. 
х ~. -,.. + ос 

Teoremu (~) dokazao је Karamata ~4.25=r • а teoremu 
(Н) 1949. 1 Ј. Korevaar 
1 i 1959. N.G. de Bru1jn [15] , сlј1 сешо jednostavan dokaz 

iz1ozitl. 



- 11 -

Dokaz. Neka је ftJnkcija ъ(х) na [о,+.се) mer1jiva i 
• 

sporo promenj i уа. Onda, prema teoremi (О) i1i (02) iz § 2, funk-

cija k(t) = 10g L(et ) zadovo1java re1aciju 

k(t+j-'-'-k(t)-'" о (t Э>-+,)С) , 

uniformno ро јЛ.t:c [?1] • Moze ве konstruisati neprekidno dife­

rencijabilna funkcija k1 (t) takva da је: 

k1 сп) = k (п) (п = 1.2 •••• ); , 
k1 (t) _> о, k1 (t) - k (t) "" о (t·· .... +,;;0 ). , 

Moze ве, naime. uzeti da је 
-[- "", 

k(nIJ Jk(l- A)du 
.. 
(; 

Оуа fHnkcija је. sto ве nepoBredno proverava, dobro definiBana 

za t '?- о i iша za п zt L.. n+1 izvod 

(t-n) (n+1-t); 

za t = п оЬа njena jednostrana izvoda јеdnзkа su nu1i. Dak1e, 

fHnkcija k1 (t) iша za Bvako t > о neprekidan izvod. Pri tome 

ј е za п ~ t ~ n+1 : 

\ k1 I (t) I = 6\ k(n+2 )-k(n) \ (:t.-n) 

!:: ~ t k(n+2) - k(n) 1. 
I ~ (t)- k(t) ! ~l k(~)- k(n)/ + 

=(k(t) - k(n)! + \k(n+2)- k(n)/ 

~\k(t) - k(n) I + 3 

(n+1-t) 

-(-k 

k(n) 11(.«1- jA)du 
• 

l.J 

(2n+3-2t) 

sto znaci. в obzirom na napred receno о f1.Jnkciji k(t), da 
,. 

~ (t) ~ о, (t~+ 'Се ). 
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Funkcija k
1 

(10g х ) ima neprekidan izvod za х ~ 1 ра 

је зtоgа 

(11) k1 (10g х) = 

/<" 
!Y"-(t)dt + соnзt, 

.{ 

gde је funkcija 

dobija 

(х) neprekidna za х ~ 1. Diferenciranjem зе 

k i (10g х) 
--=1'--___ = ':f (х) 

х 

(х ::;.- 1), 

ра ргеша prethodno uзtanоv1јеnоm, 

(12) 'f (х) = 
с.. (х) 

(х z:. 1) 
х 

за funkcijom [(х) koja је za х ? 1 neprekidna i tezi nuli 

kad х ~ + DC • Ргеша (11) i (12), do'Qijamo 
. k

1 
(10g х) r t.{-r/ "'f 

L1 (х) = е = С е" 7t • 

Iz prethodnog iz1azi i da 

L1 (х) 
k1 (10g х) 

k1 (10g x)-k( 10g х) 
с(х) 

се. - = ek(log х) - се - -
L(x) 

• ,. о (х -:> + ..:;~.). 

Time је dokazano da 

fl!nkcija-'ima reprezentaoiju 

ва reprezentaoijom (10) рге 

zatim, za BVakO 17 О, 

--=L=--( .... A..----:x"")'-- _ 1 
L (х) 

Bvaka mer1jiva 

(10). Obrnuto, 

врого 

зvakа 

Bvega је mer1jiva па 
Ј:к 

promenjiva 

funkcija Ъ(х) 

[о, + оо ), а 

f (: {-i: t c4.;f- Р'Фr { tN./Ч Ри А 
.~ + ~x { ~ 

= е/" - '1 ~e -1 
./ о ( х· .;;; + с.а ) • 

3.1. Роз1еdnјi korak prethodnog dokaza pokazuje da зе 

• 
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Jedno prirodno uopstenje ројта sporo promenjive funk­

~ije је ројаш pravi1no promenjive funkcije. 

Definicija 2. Za fш))rсiјu р (х) kaze эе da је pravil­

по ako Ј 

1ш 
х-?+,,,,: 

р (). х) 
р(х) 

= h 

ша konaCnu vrednost za svako ,.;1 о. 
Poznata је sledeca Canchy-ova teorema: 

1 i proizvo1jno ve1ike donje granice. tada 

(13) q (х + 1) - q(x) (х --т + "'= ) 

pov1aci 
• 

• 

(14) q (х) ?> q (х .-,+ = ), 
х 

pri cemu q moze biti konacno i1i + -,,-," • - .---
Da је us10v о ogran~cenosti funkcije q(x) па interva-

1ima duzine 1 i proizvo1jno ve1ike donje granice neophodan za 

tacnost tvrdjenja pokazuje priJiler flшkсiје 

1 
q{x) = х- (ђ 

х 

+х (х nije сео broj) 

(х сео broj). 

koja iша osobinu (13) Za q;a,a nema osobinu (14). 

Iz оуе teoreme, stav1jajuci r(y)= q{~ х), f~x = у, 

q = у (f") (!IJ О) i oslanjajuCi эе па iskaz 2.3.1., јеdnо­

stavno эе izvodi sledeca propozicija: 

Neka је funkcija r(y) definisana za svako у (i1i za 

nekom interva1u oblika {у 
о' 

+ (>1:.- ». Ako 

r{y + р.) - r(y) ~ ,</,-) 
• 

- + 
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ва konacnim рсА), za svako геа1nо }~. tada 
- Ј 

г(у) 

у 

= а 

= 

Су ~1 + 'Х' ) 

z 

Iz prethodnog rezu1tata izvodi e~ stav1jajuc1 

10g р(еУ ) = г(у), А.
. Јл ," 
=е , 

ф.. 

10g h(e' ) =У- <;t), 

в1еаеса osnovna teorema о pravi1no HJivoj funkcij1: 

СР) 

+~ ) mer1j1va. Tada postoji realan broj а takav da 

р с).х) "'"7 Ј а (х 7 + ос ; о) 
р (х) -

10g р(х) 

10g х 
а 

р(х) = ха L(x), 

(X-'l' + ос ). 

~. 

na 

Ртеша .9 
ве dat1 1 

3, za mer1jive pravi1no 
s1edeca )CI'eprezentac1j а: 

prom~nj1ve funkcije 
р(х) moze 

Ј .,~ 81:1.;(' 
р(х) = ха с(х) е А .[- (х.>- о), 

gde za с(х) 1 ё (х) vaz1 lsto sto i pod § 3. 

5. 

5.1. U аа1јш 1zvodjenjima kor1stimo в1еаесе varijante 

- st teoreme (ргуа 1 treca su u sust1ni sta-
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vovi 8.1. i 8.3. u [35] (I, str. 31-32). Prve dve teoreme 

odnose зе па Lebefgue-ove integra1e, а treca na.redove. 

5.1.1. Neka su funkcije h(x) i l(х) definisane i 

L-1ntegrabi1ne u svakom konacnom interva1u G.x:I (х;;-- а) 1 

neka је l(х) :-. о (х ~ а). Tada је 

х 

Ј h(t)dt h(x) 
11т а =liш 

} l(t)dt 
, 

х -" + "' ... х ....,. + оо l(х) 
• 

а 

1iшез desno kao 

vrednost 111 kao t о<" , 1 da ~ (Х-7"+С>с ). 

5.1.1.1. Pos1ed1ca. АКо funkcija l(х) ispunjava sve 

us10ve prethodne teoreme. а funkc1ja Н(х) iша za x~ а konacan 

е 

tada је 

I 
lim --,H;;.(~X~),--__ = 1iш Н (х) 

Х· ";> +Q.=. jl(t) dt Х-"" +f}C ј {,:/ 
, 

а.. 
pod us1ovom da 1iтез па desnoj strani postoj1. 

h(x) 1 l(x) defin1sane i 

L-1ntegrab11ne u svakom interva1u !:'а. х7 (х""::> а), neka је 
h(t) 7' О (t "",,"а) 1 postoje 

+0<= . . 

""t-vc 

Ј h(t)dt = 1iш h(t)dt 
;, x~ +-00 
v\. 4 

i Jt{t)dt, 

а-

pri cemu зе za drцgi integra1 nе mora unapred pretpostaviti da 
је Lebesgue-ov. Tada је 

+J:(t)dt 
1iш ':t. = 

x·~+ ос: Tl(t)dt 

:х: 

Нт 
Х""7+ ос 

h(x 
х 

, 

pod us1ovom da 1iтeв па desnoj strani postoji, kao konacna vred-

nost i1i kao ± ~ • 
, 
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5.1.2.1. Pos1edica. Ako funkcija l(х) 

t 

kod х :> + о&' i 
х> 

1 im <:><>=Н::-----:Н:;.(""х""')'-- = 1ш 
x.~ +""" Ј1( t )dt 

I 
н(х) 

х .~+QO х(х) 

Х 

, 

pod ив1оуош da 1шев па dssnoj strani postoji. 

u оуош а1исаји је 
)(; 

н (х) = Ј H'(t)dt + О,Н = 
ct ~ I 

Н - Н (х) = Ј н (t) dt, 

о<" 

Јн 
а.. 

(t)dt + 

)( 

tako da ве, prema 5.1.2, dobija 

О, 

fн/(t)dt. I 
Нш )(~:--__ = 1ш Н (х) 1ш ""'-- = 

х ~+o<> 1(t)dt х_ +""'" j1(t)dt x~+1)O l(х) 

х' х 

вуе 

• 

5.1.3. Neka (п = 1,2, ••• ) i neka radovi 

1 L џ~ konvergiraju. Tada 

DO 
а ", '>"" 

а". 
Нш V'=11- 1ш = • со 

11-~00 -r b
V 11-'~6c:> bn. « . 

\I=n 

pod ив1оуош da pos1ednji 1imes postoji, kao konacna vrednost 

111 kao + QO - о 

Teorema 5.1.1 - 3. dokazuju ве slic11-o kao pomenut1 sta­

уоу! u [3~ , а mogu ае 1 1z njih 1zvesti. 

5.2. 

L+(x) је pozitivna za х ~ о i takva da L+(x) ,"'-r L(x) (x~'?+ с.<::' ), 

tada је 1 funkcija L(x) sporo promenjiva. 

Ovde ројаш sporo promenjive funkcije treba uzet1 u nај­

opstijem smis1u definicije 1. (Podsecamo da эе, u sag1asnosti 
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еа konvencijom 22, odavde ра nada1je za svaku sporo promenji­

уи funkciju podrazumeva da је па r-o. +ОС ) mer1jiva i па 
svakom konacnom interva1u ogranicena. uko1iko drugo nije iz­

ricito receno). 

Gornje tvrdjenje је ocig1edno. 

5.3. 
tada 

• 
хо(.. L(x) о,. + рс , -"'-

х L(x)~ о (х ~ + ос ). 

Dokaz. Neka је О{> о i neka је u reprezentaciji (10) 

sporo promenjive funkcije L(x) 

ё (t) .L. 2 

Tada је za х ?:;. х 
о Х 

О L... x-oLL(х) = с(х) ex-d.10g х + .J~ dt 

= с (х) ."'1 t о' • t 

);(,; . ЛD • 

х 

~ с(х) -
( Е (t )-0( dt _ о( 10g 

e;i t • е 2 хо -7 О (Х-7+ ос ). 

Кзkо је i 

1azi da 

tj. da 

1 
L(x) 

-Ј..1 
х L(x) 

sporo promenjiva fUnkcija, iz prethodnog iz-

(х -?-+ ос ), 

01.-
х L(x) ~ + <>о (х --" + оо ). 

5.4. S1edeca teorema obuhvata cinjenice koje се u 
da1jem iz1aganju biti cesto koriscene • 

Teorema I. . 10 Akoof" 1, tada 

Х 
Ј t-""L(t)dt tV Т. ,,-~(И (х 4"+ t>;:, ) • 

1 
l-oL 

. "\ vix 
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Pos1edica. 

L(x) = о ( t-.l.L(t)dt) 

. 4 
• 

20 Ako о< ~ 1, tada 

1 

.:L-1 
х 

+п.. . 
l-~L(Х)r-- Ј t-~L(t)dt 

Х 
Pos1edica. Za 0(:> 1, 

о (L(x» 

istovremeno konvergir3ju. 

40 Uvek је 

L(x) = о 
~ 

(.Ј t-1 L(t) dt) 

50 Neka је 4 

оо 

(х -'f + ~ ) • 

(;>о 

Ј t-1 L(t)dt 

-1 

(х ~ +ос ). 

L = /_ n-1 L(n)= +.;:;-с: , В(х) 
n=l 

х 

def Ј' •••. , t-1L(t)dt, 

., 

• 

оо 

~ 
В(х) /"...; S (х) 

60 Neka је 

оо . 
I = L n-

1 
L(n)":::' +00 , 

def Ј R(x) .... t-1L(t)dt, 
","' def 

R-(x)··?-lL(v) 

n=l 

Tada 

"*' L(x) = о (R(x», R(x) л..- R (х) 

л 
~X 

(х...." + <Х». 
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Prve re1acije u tvrdjenjima 10 i 20 navode ве bez do­

kaza, u nesto drukcijem obliku, u [lЗ:3 • Tvrdjenja зо - 60 do­

k!lzana ви u [З5Ј (1, Btr. З02), a1iza t.zv.~ 
k1aBu врого promenjivih funkcija (У. § 6) i to metodom koja 

bitno koristi monotoniju. 

dok 

Napominjemo da iz tvrdjenja 10 neposredno iz1azi 

п 

2: 
у=l 

v<i....- 1 L(v)tv 1 

о<... 

ве 1етот (VII) u [5Ј 
d-

п 

oi... 
п L(n) 

(str.72) tvrdi аато da је 

. ,~ 
0..( А. п L(n)~L 0<'-1 v L(v)~ В п L(n) (А,В konacne konstante) 

у=l 

i to za аlисај neprekidne врого promenjive funkcije. 

Sva tvrdjenja teoreme dokazujemo jedinBtvenom metodom 

u kojoj ве, pored reprezentacije арого promenjive fuпkcije i 

teoreme (О), sistematBki koriste teoreme 5.1. Jedino pri doka­

zu tvrdjenja зо koristimo i oBobinu 5.5. эрого promenjive fпnk­
cije, za cije ви izvodjenje, medjutim, dovo1jna tvrdjenja 10 

i 20 (у. narednu tacku 5.5.). 

ое 

red > 
Dokaz. 1° Ргета 5.З, zao(L.. 

':;;-= d-
1 integra1 Ј t- L(t)dt i 

• А _!У-... 
П L(n) divergiraju. stoga ве, koristeci teoremu 

n=l 
reprezentacije (R) i 5.1.1.1, dobija, prvo, 

= 

= 

1iш 

Х,"",+ое 

1.....LX1- O(L(X) 
х . 
Ј t-'\(t) dt 

А 

с 1iш 

14x~+= 

1 
1iш 

• 

1- о\.. Х"", + 1)6 

с 

= ---liш 
1-.L Х --,.r tx' 

х 
(~'t) dt 
Ј t .0{ 

е 

Е (ХО = 1, 

1-0( 
Х 

'Т'-- dt 

а zatim, prema Stolz-ovoj teoremi za nizove, 

J.~ E(t) 
- t 

е ·4 

dt 

dt 
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."-'. 

S -"-
(~ .:;,( 

.Ј t- L(t) dt 

(13) 1ш 

n ... t~ 

''{ t L(t) dt = 1iш 
п ')l.. 

L v- L(v) п·....,"" 

n-1 
~~~.~---------- , 

_!l .... 
П L(n) 

v=l 

pod pretpostavkom da pos1ednji 1imes postoji. Stav1jajuci 

А(n) = inf L(t) 

n-1~t~n 

dobija se 

, Б(n) = 8ир L(t), 

n-1~ t<n 

п 

(14) А(n) 

r ~ 
1 ~ f-.,l· Ј t-L(t)dt d- l ol l-ol 

п<:/... п - -(n-1 ~ ;n-...;l;;:.-,L-' ___ ':::" Б(n) п п - -(n-ч • 
L(n) 1-0( '-" п - ъ(n) .~ L(n) 1-0( 

Prema teoremi (о) u § 2, 

Нш 
п....,."", 

stoga ве, 

А(n) 

L(n) 
= 1iш Б(n) 
n~Oc L(n) 

pustajuci da u (14) 
п 

ј' _,.1:.. 
t L(t) dt 

= 1. 

n~oo , dobija 

Нт 
n~-:;x, 

----:--------- = 1. 
п-о/. L(n) 

= 1. 

OBtaje ј6э da ве dokaze re1acija 
[Х] 

t-о(L(t) dt ........ Ј t-""'L(t) dt (х...., +ЬС ). 

Dnашо)( ..f СХ]1 Ј( 
'.(, = t-«-L(t) dt + Ј t-<"'-L(t) 

;<. ["'Ј 
dt, 

gde је ~ Сх"1 t- L(t)dt xi1 t-· L(t)dt 
Нш .;:;;;~---- .~ 1ш -=-.:. ?-' --,., -----

х _ d>- 1: '.ос.... 
x~+~ S t L(t)dt х·.,. + о<> ј t- L(t)dt 

1 ~ 
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х-1 d... 
\ t- L(t)dt 

r t-Э!l{t)dt 
1 

• 

20 Prema 5.3, za 0(:> 1 

_cI.. 
= 1-liш (Х-:1" L(x-1) 

x~ +ос х L(x) 

ос 

integra1 
r _.,( 
Ј t L(t)dt 

1 
<)с 

i red 2-
v=l 

konvergiraju. Stoga је, prema 5.1.2.1. i 

teoremi (R), 
+~ 

" 

Ј {-""-1iш х ~ L(t) 

х -" +~ , \ хЏ:"i.(х) 
~-

• 

-- 1 lim 

1 

1 1 

с(х) 

1iш 

= 1. 

1-!Х. (6 t 
х .А. 1. t 

~'Jf 

с 

1iш 
x~ee 1-.,[+ Е- (х) 

1iш 
n~(j<C 

Na osnovu 5.3, iшато 
'f>ф 

r -~ . t L(t) dt 
п =-,=---:---- = 1iш 
У v.....lL(v) n~oc> 
v=n 

r v-C>'.-L(v) 

v=n 

dt 

= О. 

pri cemu ве pos1ednja jednakost dokazuje па isti nacin kao slic­
па jednakost pod 1°. 

~ Najzad, 

Ј 
CI--

, t- L(t) dt = 

,,. 

~' 

[Х] 

ох: 

dt - Ј 

[Хј 

dt, 



с(х) \t • red 
'о'с> 

" L 
n=l 

i integral 

ос 

Jt 

-п 

1 - ~ 
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_oi.. 
= lim (x-l) L(x-l) _ 1 
x~ +со x-..tL(х) 

L(t) ~ 
Ј: 

• Kako 

1 
~ С(n) 

C(t)dt 

!stovremeno konvergiraju. Kako (prema sledecoj tacki 5.5.) 

isto эе moze reci 
QC 

L 
n=l 

kao i za integrale 
ос 

1 

za redove 

Ј t - F C(t) dt 

L(x) 

С{n) 

n=l 

-

i t -1 

1\ 
Odatle neposredno izlazi tvrdjenje. 

(х -~ + оо ), 

-l. 
п 

L(t) dt. 

L(n), 
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x~ 

= с 
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о<> 

40 Ako L n 1 L(n) = +00 ,iшато, prema 5.1.1., 
t, -.:: tI 

Lix ) -
+tIO 'ј\- L(t) dt -

с 1im 

Х 

{, ~ dt} 

lo(t) dt x~ +00 
Х 

'1 

1im 
х....,. Q() 

(6Р) dt 
~Х_-1_~t...Ј(..::Х:L).=е_~ _____ = 1iш Е:.. (х) = О • 

х-1 L(xl 

u suprotnom вlисаји tvrdjenje trivija1no sledi iz 60. 

50 эе dokazuje slicno kao 10, а 60 slicno kao 20. 
~. ~ 

S(x), S (х), R(x), R (х), uvedene for-, Oznake .L 
mu1acijom teoreme I, upotrebljavacemo sta1no da1je ва istim 

v • znacenJem. 

5 • 5 • .::..;,..; ~ ~..::.; 
је, za 0(:> о. 

L
1 

(х) = x-~ вир {t<:l-..L(t)}, L
2

(X)= xol..sup(t-i,(t)} 

о ~t ~X х ~t..::..+,~ 

L( О). Tada ви вуе f1lлkсiје""'t v (х) 
Уе i vaze re1acije: 

L;/ (х) (\у L(x) 

20 е а х 

Tada iz re1acija 

(х ;;:-0), 
. 

L2 (x)= x-<>'>inf{t'.( L(t)} 

х..:. t <+ '!:>С' -

( V = 1,2) sporo promenji-

(x • .-:т+оХ'; 1/=1,2). 

L2 (х) "-' L(x) (х ?+ ~ ), 
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11i iz re1acija 

L1 (х) ~ L(x), L2 (х) rv L(x) (х • )о + IX:' ), 

iz1azi da је fuпkcija L(x) sporo promenjiva. 

Napominjemo da аи и аlисаји kad је funkcija L(x) 

neprekidna takve i sve funkcije Lv(x) (V= 1,2). 
" 

Dokaz. 10 Neka је L(x) sporo promenjiva funkcija. Iz 
• tvrdj епј а 1 teoreme 1 и 5.4. iz1azi da za .,(:> О 

ј( 
" 

(15) t:L ј td..-1 L(t) dt f">J X"':'L(X) (х' 7+'?С ). 

Odat1e, za unapred 

....... 

dato /"-' (0,1) postoji х ..>-1 --" ~ . 
z (1+ ~) s t'-:(-l L(t) dt 

takvo da је 

х L(x) 

.{ 
i odatle 

х 

. аир [t ""-L(t)} ~ (1 + е. ) ,х Jt~-l L(t) dt 

x .. ~t~x !/ 
~ 

Odavde iz1azi 

tj. 

~ , ~ ~ ~ х L(x).;:::sup {t L(t)}~ вир {t L(t») + аир[ t L<t)} 

о ~t<x o~t~x Х. <..ј L """, " E~r-~ 

у 

~ ~иp {ttX..L(t)} . + (1 + l,') о(" St<X..1 L(t)dt 

о <t ~ хс-_ ... с 

(X>Xt ), 

аир {t.,(L(t)} 
O;4,t~ х < . " х'" L(x) 

х 

d.J t-1L(t)dt 
(l+Е ) ;;:;.l_~ __ 

;x:X'L(x) 

(х > х " ). <:. 

Pustajuci prvo da Х ' )оо +!:'е , ра potom da f.......:;. О, dobija ве 
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odavde, в obzirom па (15), 

вир {t"),(t>} 
o~t .~x 

odak1e iz1azi 

Re1acija t2 (х) ~L(x) (x·~ + ~) dokazuje ве па B1ican 
nacin, koriscenjem tvrdjenja 20 teoreme 1. Kako ви funkcije 
Т;:(х) ()I= Ц.2) pozitivne za х;;;? о i mer1jive па [о, + ~ ), 
odat1e izlazi, prema 5.2, da ви one оЬе Bporo promenjive. 

Zajedno ва f 11nkcijom L(x) i funkcija tfx) је Bporo 

promenjiva. Qdat1e, prema prethodno uBtanov1jenom, Bledi da је 

КаЈсо је 

_?< [."L 1 } 1 
х ~иp , t t(f) "'L(x) 

о ~t~x 

о( 
х вир 

x~t <+ t>O' 

вир 

О <t,<.x -.. -

вир 

x:::t <. +.,е 

rт}=inf {t""-L(t)!. 

x~t<...+ 

prethodne dve aBimptotBke re1acije роу1асе 
1)( '" d. ' 

Ь1 (х) = х inf { t- L(t)}'''''L(X) 
Q .:::t~x 

• 

L2 (х) = X-!J(.inf {t+«-L(t)},--....L(X) 

x~ t ..:.. + -ОС; 

(х ,. +;х, ), 

(х 9+ ос ). 

• 
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Prema (16), funkc1j е L'\I (х) (v= 1,2) su za x~ О poz1t1vne 

1 па [О, +~) mer1j1ve. Ione su, dakle, sporo promenj1ve. 

20 Neka је funkc1ja L(x) za х ~ о poz1t1vna 1 mer1ji­

уа i neka, za svako -170, vaze re1ac1je 

(х ;:>+ОС Ј V= 1,2). 

То znac1 da је 
> 

-"'" \L: L(x) = с1 (х) х Ј1(Х) 

(x~ о). Odavde iz1azi, 

С1 ( ",t х) 
.Ql. 

Ј-< 

1 

С1 (х) 

odat1e 

.i,. 
Ј. - 1iш 
~--

'-

ва /t> 1, 

L(Лх) 

L(x) 

~l1ш 

• 

. 

.ос::: 
С2 ( Јх) 

.... 
С2 (х) 

L( ... -\ х) 
L ( х) 

Pustajuc1 da 0<: .')0 о, dob1ja ее 

lim L(Л х) = 1, 
х ~+oc L (х) 

.. ..х.. 
А . 

(х ~o). 

sto zajedno ва gore recenim dovod1 do zak1jucka da је L(x) 

sporo promenjiva fUnkc1ja. 

5.5.1. Iz prethodnog rezu1tata 1 dokaza njegove tacke 
20 izvodi ве da vazi i sledeca propoz1cija: 

. .-
Neka је funkcija L(x) merljiva i pozitivna па Lo, +0.:0). 

Da Ы опа Ы1а sporo promenjiva potrebno је i dovoljno da za 
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svako 01::>- о postoje dve funko1je i' (х) 1 у: х) takve da је 

-;1.. 4f 
Х L(x) =У'1 (х) /" , ( >- ) х _ о • 

6. DALJ1 STAVOV1 О ЗРОRO PROМENJIVIМ FUNKCIJAМA 

6.1. Neko11ko e1ementarn1h овоЬ1па sporo promenj1v1h 

fIInk01ja, па о1је eksp1101tno navodjenje nismo na1s11 и poz­

natoj literatur1, formul1semo и obl1ku sledece teoreme: 

Teorema11.1 1) Ako ви L v (х) (1/= 1,2, ••• ,п) sporo pro­

menj1ve funkcije 1 R{xl' х2 , ••• ~) је raciona1na fl!Dkc1ja о1ј1 

аи svi koef1c1jent1 poz1tivn1, tada је 1 f1JDko1ja 

sporl) promenj1va. 

nost1 tez1 beskonaonost1, tada ве fIInkci~a L1(X) def1nisana 

za dovoljno veliko х jednakoscu 

L1 (х) = L (r(x». 

moze ost ~~!; ..:;;=.;;; 

promenj1va. 

з0 Ako је L1 (x) neprekidna sporo promenj1va funkc1ja, 

а L2 (x) sporo promenjiva funkcija koja tezi poz1tivnoj besko­

nacnost1 kad х ~ + QC; , tada је i ftшkс1ја L(x) = L1 (L2 {x» 

zatvoren је u odnosu па operacije +, . i о (о mnozenje fUDkc1-

ш· 
40 Sporo prl)menjiva flшkс1ја moze kad х . " + = . 

to 
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1iПl К2(Х) -<-+ 0<.:' 

х ~+'OC 

i fШ1kсiја 

+ос 

К (Х) f· t-1L(t) dt 3 =. 
Х 

60 Ako је funkcija L(x) sporo promenjiva, funkcije 

К4 (Х) = 5' L(t)dt 

1 

ne mogu Ъit1 sporo promenjive. 

i -

Primetimo da tvrdjenje 10 vazi (и dve varijante) 

kako za opsti вlисај sporo promenjive funkcije (defin1c1ja 1), 

tako i za sporo promenjive funkcije и smis1u пазе konve_cije 

u 2.2. 
Dokaz. 10 Ocig1edno је da ви proizvod i ko1ic­

nik dve sporo promenjive fШ1kсiје takodje sporo promenjive 

fШ1kс1је. То isto, medjutim, vaz1 i za zbir. Neka ви, naime, 
• 

L1 (x) i ~(x) sporo promenjive fШ1kсiје i neka је L(x)=L1 (x)+ 

+ L2 (x). Za fiksirano Ь о шашо 
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L v (Љс) = Ltr<X) + c~ (x)Lir(x), 1im ~v(x)= о 
X--7'+~ 

( V=1,2). 

Stavimo li Е.з(х)= шах Б (.1 (х) ( , \Е. 2(Х) I} , dobijamo 

gde 

, 
L(Лх) 

= 1 + 
Е1 (х) LI. (х)+ (х) (х) 

L(x) L1 (X)+ L2 (x) 

= 1 + Е (х), 

1 Е (х) 1 ~ 1 . ...:t1=-(_X)...:'_L.::.,1_( х_)_+_ј Е...;:2_(Х_)..;.\ _L...=2;....(X_)_ 

~ (х) + L2 (x) 

з(х) ~(x)+ з(х)L2(х) == t з (х)· "'0 (Х,-",+.:><=); 
L1 (x) + L2(x) 

dak:1e, 

1im = 1. 
х .~+= ·L(x) 

Iz prethodnog ве 1ak:o izvodi tvrdjenje 1°, u оЪе vari-

jante. 
20 Pod formulisanim pretpostavkama, г(х) IV а ~(x.~+ =) I 

а ~ о, п prirodan Ъгој), sto znaci da је 

г{х) = с(х) ~, gde 1iш с(х) = 1. 

:х: -?' + <l)CJ 

Stoga, za fiksirano ),'>0, kad је х dovo1jno veliko imamo 

L1 сА :х:) 

L1 {x) 
= 

L{r(.t :х:» 
L{r(:x:) ) 

== 

L«c(,Ax)a.An ~) 

L(c(x)a :х:n ) 

. п 

ј\, • а c(x)~ 
...::.~---- --~-- - .,...:;.-1 

L(a с(х) ) 

ргеша teoremi (О), јег је za dovo1jpo veliko :х: 

(х .? + Ос), 
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.+1 n<: 
·в 

2А. • 

з0 Pod formu1isanim uslovima funkcija L(x) је difi-

nisana, pozitivna i mer1jiva па. [о, + QC-). Neka је."(,,..о fik­

sirano. Tada postoji Xo~ о takvo da је za х? хо 

1 (А х) 
2 ~ 

L2 (х) 

Onda је, s obzirom па cinjenicu da L 2 (x) . > + = (х ., + DC ) 

i па teoremu (О), 

1iш 

x-:>+оС 

мАх) '" 
L(x) 

40 Tvrdjenje da sporo promenjiva funkcija moze osci-

1irati (ne teziti odredjenoj konacnoj i1i beskonacnoj grani­

ci) dokaza6emo primerom sporo promenjive f'џnkcije 

L(x) = е 
ЈХ1 € 
~ dt (х >1). 

ва 

Е (х) = • 1 + 10g х 

gde је fџnkcija '{ (х) odredjena па s1ede6i nacin. Neka је 

хз. = 3. ~+l 
е-1 = е 

tada ~ > x1 = 3, ра 

~+1 - ~ = ~ ( - 1) > 3. (00-1 - 1) 

(17) >3 (п = 1.2.3 •••• ). 
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Stav1jamo 

Х -х (х 1 ..с.. х ~' Х2 1.<Ј_1 + 1) 
~"-1 . 1 -",... 21/-

1 

- -у.: - ~]. (x~v - ]. L х .:::. х 711+ 

- ]. 

(V=1,2,3, ••• ). 

Ova defin1c1ja је. s obzirom па (].7), 

flшkс1је t (х) u interva1u x~_l~' 
neprotivrecna. Grafik 

х ,4+1+ 1 pr1kazan је 

па в11с1. 

." 1 

----------
Funkc1ja 1( (х) је oc1g1edno neprek1dna 

Red 

dt = 

I 

'X.i"d-!. 

Г 17t (t) 1 rtt­
Ј t(l+log t) 
х .... 

јх (t) I 
dt 



.. 
n=l 

СР 

.. L 
n=l 

- )2 -

log 
1 + log(Xn+1 м 1) 

1 + log (хn + 1) 

• 

osci1ira izmedju konaonih granica: оп iша dve taoke nagomi1a-

vanja: r/... i 1 +ot...., gde је stav1jeno 

• 

• ')<:: 

d.. = I. (_1)n-1 с/..' п ( > О). 

n=l 

Odat1e iz1azi da i funkcija L(x) osci1ira. Izvesnom modifika­

cijom iz1ozenog primera moze ве formirati sporo promenjiva 

fl1лkсiја koja osci1ira izmedju beskonaonih granica kad х ~ + «:' , 

1 
= 

.А 

1iш 
x,~+.oe 

• 

1im 

Sliono, 

1iш 

= 

L (х) 

~ -

d~finisan~. ви naLo, + ifIC'-: 
. .{ ,:fr.~ 'r. ,( ~ . 
Ј L(t) dt .. __ 1:-_ lim 

.А х .~ +"'" 

• 

= 1. 

.Ах 

Ј 1 
, 1 t- L(t)dt 

=1з.m )( 
X~"""'J t-1L(t) dt 

1 

= 1iш ...:L~(....:--1;..;:x:..!)_ = 

х ~ +<:ХзL (х) 

L(t) dt 

1, 
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uko1iko К2 (Х) '? +;)G' (x~ +~ ). U suprotnom еlисаји је 
1iш К2 (х) pozitivan i konacan Ьгој i stoga је к2 (х) ponovo 

х < -,+ t:tO 

врого promenjiva. U pOB1ednjem Вlисаји ве па оеnоуи teoreme 

5.5.1., B1icno kao u prethodnim B1ucajevima, dokazuje da је 

fHnkcija КЈ(Х) ерого promenjiva. 

60 Kako 

1 1 
х -- '2 К4 (х) ;: х '2 К1 (x).~ + <ЈС> (x~ + O(.~ )1 

funkcija к4 (х), ргета 5.4., ne moze biti ерого promenjiva. 

Ako bi funkcija к5 (х) = L'(x) bi1a ерого promenjiva, 

ona bi bi1a za svako х ~o konacna i integrabi1na u svakom 

konacnom podinterva1u interva1a С-о,+ ~). Onda bi ее ima10 

,::. 

(18) L(x)= Ј K5(t) dt + L(l). 

1 

gde, ргета prethodnom rezultatu, za х? 1 pozitivna funkcija 

~(t) dt nе bi bi1a ерого promenjiva. Onda ni funkcija L(x), 

prema (18), nе bi mog1a biti ерого promenjiva. 

6.1.1. Primetimo da iz tvrdjenja 40 prethodne teoreme 

iz1azi da, Bpecija1no, врого promenjiva funkcija nе тога biti 
. -asimptotBki jednaka nekoj monotonoj funkciji. ОУО је u L 2{1 

(str.46) dokazano pOBebnim ргiшегот. 

6.2. Теогета III. Neka је funkcijaYXx) neopada,juca i 

ва donje strane ogranicena u interva1u (о, о) (1"> о) i neka 
• 

је ~~ о. Tada: 

10 Konacnost jednog od integra1a 
д ё 

(19) .r x·.I,. L( 1 ) d 'fJ (х) i \"--lL( 1 ) :р (х) щ-- -х - х " 
С О v. konacnost od ac~ ih i 

)< 

i-1L( t (20) 'f(x) Ј ) dt (х ~ + о). 

О 
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20 Pod us10vom 

+0" 

f t -1 L( t) dt L. + ;СЮ , 

1 

konacnost Ј 
Г о-
Ј x-1 (21) ( R( 1 ) d Р (х) i L( 1 ) у(х) dx -х - х 

6 I:J 
;eovlaci konacnost drШijОSj od n,jih i 

R( ~ )f (х) ~ о (x~+ О). 

Za L(x):=: 1 tvrdjenje 10 svodi ве па specijalan slu--
сај leme и [9] • 

Dokaz. 

(о L.. х =f Ј'), ј er 

10 Moze ве pretpoBtaviti da је У(х) ;;:-0, 

ви, kad je)D(x) konstanta, automatski оЬа 
integrala (19) konacna i vazi (20). 

Prema tvrdjenju teoreme I pod 20 (и 5.4), 
j<,T~ 
Ј tr,(-l L( -% ) dt = S t-.t-1 L(t)dt 

D 1 -х 
1 ( 

_1) $L( _1) = 1 оо( ( 1) ( ) х L -х ' x~+~o. 
х х d.. • 

fX.. 
Odavde izlazi ekvikonvergencija integra1a 

r rc~X 
Ј x?i.. L ( ~ ) djD (х) i .. l)t -lц -%)dt1 d.'f (х). 

D t Q 
S drugea-strane, za o...;:&J<iobija ве parcija1nom integracijom 

.\ [Ii'-l L( -% ) d d [-:Р(хј] = -.Г( Д> {xo(-lL(~)dx 
с.. D Е.. d i';) 

+ .11' ([) Ј x<>Z.lL ( ~) dx + Ј .f-1L( ~ ) )" (х) dx 
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а 
..ct---1 L( 
'-

~ ) .)С (x)dx - ) )C(X)dX. 

Odat1e iz1azi ekvikonvergencija integra1a 

) 

Ј 
Ј... 
II-1 L( i ) dt d .~ ,'Т (Х) i 

• • 
.Ј t-><-1 L( ~ ) ,'f(X)dx 

- 6 
i da1je, 

1а (19). 

zbog prethodnog rezu1tata, ekvikonvergencija integra-

Odat1e, najzad, sledi da konvergencija jednog od ta 

dva integra1a pov1aci 

о ,~jcc::.) Ј i-1 L( ~ )dx:::" ',i .. -1 L( ~ )'f(x) dx '-"!' о ( [,.:;>- +0 ) • 

-\,..' СЈ 

2° 1 u оуот эlисаји эе, uz isto obraz1ozenje kao 

pod 1°, moze pretpostaviti da је ':f(X):2:/ о (o<x~йJ. Za 
o<t,e.cl..onda imamo 

( 1 )d 
х 

- 'f (х) 

F 
+ . Ј х-1 L ( ~ ) у(х) 

Odavde эе ~VOdi da konvergencija p~Og integra1a (21) pov1aci 

konvergenciju drugog. Konvergencija drugog integra1a (21), те-

djutim, роу1аН 

!>с 

о ~ R ( ~ ).f (Е) = f(E) Ј' t-
1 

L(t)dt 

~ t 4fб Е. 
= ':f (f ) f t-1 L( i )dt ~ - t-1 L ( i ) .1 (t)dt 

;. о > 

i da1je, ргета (22), konvergenciju prvog integra1a (21). 

б. 3. U [41 А1ј anci6, Вој ani6 i Tomic dokaza1i эи 
slede6u 1ети: 



L 

tada је 
Ф 

1 
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1"/>0 

(23) )" ( \f -'\( r/) -

1/:= 4.\. 

_<Х.. 
п L(n) 

(п = 1,2,3, ••• ). 

Njihov dokaz reprodukujemo ва jednom тanјот izmenom. 

Dokaz. Stav1mo Ln = L(n), L(l)(n) = ~, 

L(2)(n) = bn • Tada је, za р;? п, 

Prema teorem1 1 pod 20 (и 5.4) 1 nejednakost1 

1 - (1 

Pr1menom parcijalne витас1је i rezultata (24) dobija ве 



V.=.v.". 

(25):f:.. M2("z) 
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• 

Najzad, koriscenje озоЬinе 5.5. sporo promenjive funk-

cije daje 
.1'~ 
"'} . _d... 

ЗЈ = / (/1+ 1) .11'+1 (bil,- Ьџ+1 ) 

~~.~ . 

п ~ t "-+ -ve V; 'v-. 

Prema (24, (25) i (26), dobija ве 
/f-- . 
~ \ v-~- (V+l)-"iЏl- 11 ~ M(c()n-itfft~~ Ьп 

1I-,=,,,,-
i konacno nejednakost (23) puStajuei da р ~~ .• 
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6.4. Sledecu 1emu iskoristi1i su autori za dokaz 
inverznog de1a.svog stava о asimptotskom ponasanju trigono­
metrijskih redova (v. [б] i § 1 u II de1u ovog rada). 

Neka је L(x) sporo promenjiva ~unkcija, сп ~ о 

(п = 1,2, ... ) i neka, za neko oi.>o,Jc'Z СП \l (n= 1,2, ••• ). 

Tada 

(27) 

ва С 

11.. 

L с 1I.~NI~L(n) 
;ј -' - ., 

";> о . , (Ь :::> о, pov1aci 

. 1"-1 
с /'}'1f\; 'L(n) 

(nF-'-7 ()С», 

(n"'~ ~). 

Neka је Ј':> о i m =rn+ t...: Jn1· 
Tada је, prema (27), 

.'jI)1... 

" L Cv = с 

V=1lH. 

+ o(nf' L(n) = cn!\(n) 

.. ' 
( /-. + О n· L(n) ). 

Kako, s jedne strane, 

( ~)p t~:~ = 

(28) 

r (.!!! 
:1. п 

1 +д + 

а в druge Btrane, za n.<. "'::; т, 

to dobijamo 

/1 
) 

+ о 

. ' 

'i" :х.. 
(1 + с) Сп' 



m 

L 
v=n+1 

1 da1je, prema (28), 

Odat1e ве dobija 

11т 
сп 

nf'-lL(n) 
n~(~ 

~O 
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, 
.... 0<" 

(1+ d ) 

(1+ 

~1+[/: 1 
['(1 + f")C( 

/2 ' 
,~ {'''' 
д ) -1 

1 da1je, pustajuc1 da ['-?+ О, 

1im 

'.1..""" ое 

f.''1 
("' 

+ о (п L(n) ). 

Na B1ican nacin, po1azeci od grupe c1anova 1еуо od 

Сп' dob1ja ве 

dak:1e. 

1iш 

п '-"ОС 

1iш 

п"'" r;>C' 

сп 
-п'7f'''"'''l~L':( n-)- = • 

6.5. Rezultat koj1 B1ed1. izmedju oBta1og, ima za 

pOB1edicu da ве u вуiш raBudjivanjima u 11 de1u ovog rada 1 

njima ana10gnim moze. bez Bmanjenja opstoBti, pretpostav1t1 

da Bvaka sporo promenjiva fl1Dkcija L(:x:) о kojoj је rec iша 

za:x:~ о ono1iko 1zvoda kol1ko ве ze11, kao 1 da је, kadgOd 

ве uvod1 us10v monotonije 111 konvekB1teta u vezi ва L(x). 

Bvejedno da 1i ве njemu podvrgava f'шkСiја u pitanju 111 вато 

odgovarajuc1 n1z ce1obrojn1h vrednoBti. 

Teorema 1V. 

funkc1ja Lo(x) ва oBob1naтa: 



о 1 

... 40 -

L(n) 

е funkc 

(х .~+ vc ). 

(п=о,1,2, ••• ). 

za dovo1jno ve1iko x,.onda tG isto svojstvo ima i LQ(x). 

gde је 

.-------~-

о 4 Odgovaraju6e tvrdjenje vazi i za konveksitet. 

Dokazujemo najpre dve 1ете. 

Lema I. е а < 

10 svuda beskrajno diferencijabi1na, 

20 u interva1u [а,ь] strogo monotona, 

3 о 

F(x) = А (х::!: а), F(x) = в 

Dokaz. ОУа svojstva iша funkcija 

А 

F(x) = G(x) 

в 

)( 

.Је 
џ. 

Lt 

-

(х .L а) 

(х > ь), 

1 

1 

: (41 ћ) 

i 
I 
• 
I , , , 

(х 'г:> ь). 

, 

dt 
+ А. 
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Ъеша II, Neka је а ~ Ъ, 

в - А 

Ъ - а 
Tada postoji fuz1kcija Н(х) koja 

20 и interva1u Са.ъl konveksna, 

• 
Је: 

Н(х) = А + .,( (х-а) (х ~ а), Н(х) = В+ (~(X-b) 

• stavimo 

• • 1 
К(х) = 'f dt 

(х >- Ь) • 

Ova fHnkcija је svuda beskrajno diferencijabi1na. Коnзtantе 

Т, ;;, с i с odredjujemo iz us10va: 
. ~ i:-

К(а)а € = А, (29)К(Ь):=4 I dt ,[ е- (и_a~2(и_ъ)2 dtl. 

<L ~ 
• 

1 
+ ё. = В, 

а 

-(30) к I (а) .'Е r 
• е (и-а) (и-Ь) du =?( 

ge 
(31) К/(Ь) =1'- Ј 

d 

Dobijamo: 

t = А; 

bar jedan od brojeva .-{ i 

~ ; tada с =1= а, т.:р о, 

= /1 . , 

./l. је * о; neka је to, па primer, 
ра эе deobom (Ј1) за (Јо) dobija 



• 
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ь 
f 
Ј 

('Ј С - , , - • 
а ,х. 

" с 

tj. 

Ь 

Ј (h 
(32) а 

- 1 -- , 
а о<... 

Ј 
с 

КаЈсо је lеуа strana za с" о neprekidna f'unkc1ja 1 za с ~ а 

uzima вуе negat1vne, а za с ~ а вуе poz1t1vne vrednost1, рое­
toj1 broj с koj1 zadovoljava jednac1nu (32). Onda ее r odre­

djuje iz (30), potom Ј"' 1z (29). Postupak је еНсап и аlиса­
ји kada је d.. = о, !3 " о. , 

Ва ovako odredjen1m konstantama, 

С, К(х), dakle, ispunjava uslove 

К(а) = А, 1. 
К(Ь) = В, К (а) = I 

, к (Ь) =!' • 
Sem toga је 

K\\fl( а) = 
(/11 

к (Ь) = О (V= 2'3' ••• ). 

Ровlе ovoga јаапо је da f'unkc1ja 

Н(х)=. 

х-а)+ А 

k(x) 

Х-Ь)+В 

-
• 

(х < а) 

(а ~x ~ Ь) 

(х ';:> Ь) 

---1-

I 
I 
I , 
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Dokaz teoreme IVo Oznacimo ва Gn (х) funkciju G(x) iz do­

kaza 1ете 1, ва а ~ п, Ь = n+1, 

А = Min {L(n), 

pod ив10уот da 

-

L(n+1)}, в = Мах 
L(n) # L(n+1). Stavimo 

• t L(n), 

Gn (х) (ako L(n) ..:: 1(n+1» 

L (п) (ako L(n)= Ј..(n+1) (n~x~n+1; 

• 
n= 0,1,2, ••• ) • 

(ako L(n) > L(n+1». 

Оуа f1Jpkc1ja oc1g1edno 1врunјауа ив10у 20 1 strogo monotono 

raste, konstantna је, odnosno strogo monotono opada u 1nter­

va1u [П, n+1] prema tome' da 1i је L(n)·~ L(n+1), L(n)=L(n+1) 

il1 L(n) ~ L(n+1). Odat1e 1z1az1 da оnа iBpunjava иа10v з0 i 

da је, za х ~ о, 

def 
А(х). -- inf {L(t)} ~ { }

def 
Lo(x) ~ вир L(t)":· 

tj. 

[xl;.t~LX] + 1 

А(х) 

L(x) 

Lo(x) Б(х) 
<. <--­.... -L(x) L(x) 

[x1~t .~[x] + 1 

Б(х), 

odak1e, prema teoremi (о), 1z1azi da Lo(x) 

L(x) 
.".1 (х-'7 +ОС), 

tj. da Lo(x) iша 1 овоЬ1nи 10. Funkcija Lo(X) је, вет toga, prema 

1emi 1, i beskonacno diferencijabi1na. 

Лkо је f1Jpkcija L(x) konveksna i monotona1 ) za х ~ т 
(т prirodan broj 11i nula) 1 funkcija Lo(x) се b1t1 konveksna 

za х ~ т, uz zadrzavanje osta1ih osobina, uk01iko ве za х .~. т 

konstruise па s1edeci nacin. Pretpostavimo da је u pitanju 

stroga konveksnost fHpkcije L(x) za х ?:" т. 

Stavimo MI!= (~; ,L(J,,'» (l<'= 0,1,2, ••• ) i kroz tacku мт РОУисiшо 

1)Konveksitet za dovoljno ve1iko х povlac1 monotoniju za do­

у01јnо ve1iko х. 
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pravu рш koja эе desno od prave х = m na1azi ispod prave 

~~+1 i penje эе i1i spusta zajedno s nјош. АКоэе па рш 
uzme, izmedju prave х = m i х = Ш+1, tacka РШ dovo1jno blis­

ka tacki A~, dшi ~ 1I\n+1 i ~+l ~+2 na1aze эе эа iste stra­
nе prave Рш Мш+l i penju эе i1i spustaju zajedno эа njom. 
Uzimajuci па pos1ednjoj pravoj, u ројаеu izmedju pravih х =m+l 

i х = ш+2, tacku РШ+1 dovo1jno blisku tacki мm+l postize эе da эе 

duzi ~+1~+2 i Мxn+2 ~+3 na1aze эе ist.e strane prave Pm+l~+2' 
Produzujuci ovako, dObija эе po1igona1na 1inija С: ~ Pm+1 
Рш+2 '" koja za х ~ m predstav1ja grafik funkcije l(х) эа 

osobinama 10 - 4°, sto ве 1ako moze u pojedinostima proveriti. 

"Zaobljujuci" liniju С kod /1.1 ii.{f 

temena Рш,Рш+1 , ••• dovo1j­

по malim krivo1inijskim de-

10vima, u smislu 1еше 2, do­

bice ве kriva koja predstav-

1ја grafik beskonacno dife­

rencijabi1ne funkcije Lo(x) 
(х ?ш) ва овоЫnаша 10_40. 

Na slican nacin moze ве 

postupiti u вlисаји kad 
konveksnost nije stroga. 

, 
I 

I 
I 

P""~Jt , , 
, 
I , 
, 

I I 

6.6. Iz grupe rezиltata о asimtotskom роnавanји jed­

nе klase odredjenih integra1a koje ви Aljancic, Bojanic i Tomic 

dokaza1i u [3] , navodimo sledeca tri oBnovna: 

~ 6.6.1. Neka је L(x) sporo promenjiva funkcija i neka 

+1 x-1t I f(x) I '" dx < + СЈС. 
--1[> о. za neko 

Tada i 
,~ f ~ I (x)L( А x)dt '" L(.A) , Ј. (х)ах ( I "':>+ ~ ), 

+t ~C 

~. 



I 

• 

za neko 

postoji i 

liY' 

f f(x) 

/.\. 

za 
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6.6.2. Neka је L(x) sporo promenjiva funkcija i 

x·l-t.1 f(x) ! 

~ 

Jf(X) L(..A. х) dx 
С( 

• 
• 

L( .) ... х) dx IV L(.A ) 

~ 

r f(x) dx 
Q 

6.6.3. Neka је L(x) 

оо 

sporo promenjiva 

Ј xrt I f(x) I dt ~ + 
• 

Tada, 

( .л.~+ ос ). 

fиnkcija i neka 

оо ~ 

1 

.А 
.. f(л ) L(x) dx <'V- L(.A.) I 

·+0 ~O 

f(x) dx 

7. NEКE КLАЗЕ SPORO PROМENJIVIН FUl'IKCIJA 

Oznacimo k1asu svih sporo promenjivih funkcija аа :*". 
Pojedine nјеnе podk1ase obe1ezavacemo istim ovim еlоуот еа 
dodatnim indeksjma. 

7.1. Zygmиnd-ova k1asa sporo promenjivih funkcija • 

Sledecoj'k1asi f1!лkсiја, koju А. Zygmиnd definise i koristi u 

[35] (str.299 i da1je), i Ј. Karamata u [1з1 daju 
naziv Zygmиnd-ova k1asa sporo promenjivih funkcija. Оуај nа­

ziv i mi ивуајато. 
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Definicijja. Za funkciju К(х) koja • 
Је za х ~ о 

,\-?-

• 
~ 

с 
К(х) -4 kad је х dovoljno ve1iko, х ./ 

,-• _G 
К(х) ~ kad ;је dovoljno ve1iko, х х 

с1јја 111 da је sporo promenj1va u Zygmund-ovom sm1s1u. Zygmund­

ovu k1asu sporo promenjiv1h funkcija oznaoavamo ва ~o. 

7.7.1. Prethodne naz1ve opravdava oinjenica da је 

, 

Za1sta, neka К(х) ~Zo 1 neka је ~ > 1. Tada za 

вуаЈсо r:> о 1тато, uko1iko је х dovo1jno ve1iko, 

-г l-J- i Г 1 Г I ['} г 
1 -' (л х) К(АХ) __ . _';"';:': , __ 1- (Ј\х)- к(.Ј\х) . ј 
л ~ - - -1\ -Ј :<;./\ • 

i 

--- х и К(х) К(х) х К(х) 

к(.А х) 
~---К (х) 

1iш 

da1je, рuзtајuс1 da Ј7+ о, 

1iш К (,Ах) = 1. 
х ~+?C К (х) 

К (о." х) ~./\Г 
К (х) 

Odavde i iz oinjen1ce da је f.шkс1ја К(х) ooig1edno mer1jiva 

iz1azi da је ona sporo promenj1va u smis1u пазе konvekcije u 
2.2 (ра samim tim i u вт1в1и defin1cije 1). 

7.1.2. ~o је prava podk1asa k1ase ~ • Preciznij е, 
vaze s1edeca tvrdjenja: 

1° Роэtојi sporo promenjiva fpnkcija (х) 

takva da ni za ;jedno С> о ne vazi n1 
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(33) .,Ј' L
1 
(х) _/' (х dovo1jno.ve1iko) , 

n1 
, .,-

(34) 
Ј, 

х- ~(x) ~ (х dovo1jno veliko). 

20 Postoj1 monotono rastu6a sporo promenjiva funkci­

ја L2 (x) takva da ni za jedno ~~O ne vaz1 (34). 

da 

Dokaz. 1° Sve sporo promenjive 
'х 

funkc1je оЫиа 

(1 + х-1 аin х2 ) Ј & ~t2 dt 
~(x) - е t· ., (х.> о), - .f 

gde је Е (х) neprekidna fl1D kcija koja teH nuli 

imaju osobinu о kojoj је ovde rec. Zaista, ni аа 

kad х -7' + Qc , 

jednim d:ft о 
ј(' 

[ 
~(,s. 

(х + 1-1sin х2 ) е ,h---"" 
"х-

i 
dt] 

а ЈЩl dt 
-1 

nije sta1nog znaka za dov01jno veliko х. 

20 Neka је, za п = 1,2,3, ••• , 

1l (х) = 

1 
11'2 (n2~ х ~n2 + 1) 

о (n2 + 1 ..( х <... (n+1)2), 

х 
-f({t) dt 

-
с(х)= е 01 (x~1),L2(x)= с(х) 10g х (x~1). 



- 48 .. 

li'џюkсiја L2(x) је ocig1edno pozitivna i strogo rastuca i kako 

је \/~! 

с (х) .:::: е 

tvf· dt 
. i 
v.l / 

~ 

2. ilV10g 

\.'.= 11 

(1+ 1 ) 
vz.. 

<+ .)С (х ?;::- 1), 

tj. 1iш с(х) = с је pozitivan i konacan, zak1jucujemo da је 

Х,"",+-Сю 

funkcija L2 (x) sporo promenjiva i strogo rastuca. Sa bilo ko-

јiш fiksiranim б",;> о, 

1 ] log х 

uzima оЬа znaka za proizvo1jno ve1ike vrednosti х. 

L (х) 

з0 Tvrdjenje dOk~Uje 

= (а + x-1sin х). е ,Ј ё 
sporo promenjiva flmkcija 

dt 
(х dovo1jno veliko; 
а :> о). 

Ako је S'"? а-1 za dovo1jno ve1iko 

а ako Ј'е :г /а-,l с ~ nijedna od prethodn1h re1acija nесе vaziti za 

dovo1jno ve1iko х. 

7.2. U radu [13] date su sledece definicije i 
karakterizacije јоз dve k1ase sporo promenjivih funkcija, t.zv. 
k1ase cist1h kvazi monotonih 1 
menj1vih funkc1ja, za koje сешо redom upotrebljavati 

~2 • 

oznake "<'1 i 



а 

7.2.1 • 

..,,­
CI'-_ 

Ј f;;д I ,(L(t) I 
D 
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= О(Х Г L(x) ) 

\~ 

t 1: td L(t) I = о (х r L(x) ) 
о 

7.2.2. 

(х ---7 +.';)С' ), 

(х ~+!X' ). 

7.2.2.1. Sporo promenjiva funkcija L(x) је kvazi топо­

tona ako i еато "о postoje dve pozitivne.neopadaju6e fl1nkcije 
'ју (х) (у = 1,2) ва osobinama 

"1ј?(2Х) = о (У;.,(х) ) 

tako da је 

.L(:x:) = '11 (х) 
~ 2(Х) 

7.2.2.2. 

а 

promenjive funkcije 

L(:x:) = 

• 

(V = 1,2 ) takvo da је 

• 

Рое1еdnј! us10v moze ве formu1isati kao us10v da је 

L(:x:) proizvod dvemonotone sporo promenjive funkcije. 

7.3. Te.oreme 7.2.2.1. i 7.2.2.2. dokazane еи u [13]. 

U istom radu dokazana је slede6a karakterizacija ZygmUnd-оvе k1ase 
врого promenjivih f1lлkсiја '1.(0: 
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Pozitivna funkcija L(x) pripada k1asi ~o ako i 

sашо ako је 

(х dovo1jno ve1iko) 

i -
х D+ L(x) = о (L (х) ), х D+L(x) = о (L(x» (х • ? + ос ). 

7.4. sto ее tice odnosa izmedju k1asa~<o' ~<1 i 

(/7/2' ~ ocig1edno је, pre svega, da vazi ink1uzija 

с 

Iz teoreme V u 7.1.2. iz1azi (kao i iz kontrapr1mera па str.35-36 

u [13Ј) da је k1asa 7<0 pravi deo k1ase '7<1. 

7.4. Na kraju prvog de1a dokazujemo jednu teoremu 

О k1as-l '7// • 1'0' 

) 

sporo promenjiva funkcija pripada Zygmund-ovoj klasi sporo pro­

menjivih funkcija. 

Dokaz. 
veksna nado1e za 

Neka је sporo promenjiva 

х "> х' о' Tada је 

L l (х) ~ L(x+h)- L(x) < L ' (x+h) 
+ . h -. + 

funkcija L(x) kon-

l)Konveksnost эе nе uzima и strogom smislu. 
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odakle, Bpecijalno,Bledi da је 
I 

L+ (х) Btalnog znaka za dovoljno 

ve1iko х. 

S druge Btrane, ako је А> 1 fikBirano, za pro-

izvo1jno dato ~> о pOBtoji х, ~ хо takvo da је 
с ' 

(35) I L (.Ах) - цх)! <.f. L(x) ). 

Ako је L} (x)~o za dovoljno veliko х, iz (35), в obzirom 

па prethodno, izlazi 

tj. 

I.L ; (х) I ..:/цЈ х) - L(x) 
+ \ --. Ах - х 

L.. 
t. 

~--. .;\-1 
L (х) 

х 

( х >- х f.. i dovoljno ve1iko ), 

xf< (х>! 
1(х) (х > хЕ i dovo1jno veliko). 

Ako је L:' (х) L.'.. о za dovoljno veliko х, tada ве, ргеmа (35), do~ 
ЬНа 

tj. 

сЈХ)If.tц.АХ) - L(x) l' 4. Е:... L(x) 
..Ах - х А. -1 

(х ?- х ~ i dovoljno veliko), 

1(х) 

L(~x) • 

U prvom Blucaju ве dobija 

I I х L+ 
lim L(x) .л, -1 

х ' '> +..,..., 



а u drugom 

lim 

х -j!>+.~ 

XIL: (х)1 
L [:ХЈ 
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=lim 

х ,'""" + I)c 

Pustajuci da Е. . ~ о, dolazi ае u оЬа вlисаја do 

zakljucka 

xlL+ ( (х) I 
L (х) 

= о. 

• 

Odavde i iz karakterizacije 7.3. klase '~o neposredno sledi 
da 



II DEO 

RAZLIClТE PRIМENE SPORO PROМENJIVIH FUNKCIJA 

U TEORIJI TRIGONOMETRIJSKIH REDOVA 
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Ројат sporo promenjive funkcije i nјеnа svojstva u ро­

cetku эи nas1i primene u uopstavanju teorema Abe1ovog i Tauber­

ovog tipa. U novije vreme оnе эе pokazuju p10dnim i u teoriji 

trigonometrijskih redova. 

Ovde эе, еитаrnо k1asifikujuci, јаУ1јаји tri grupe re­

zu1tata teorije sinusnih i kosinusnih trigonometrijskih redova 

koji ве mogu genera1izovati роmоси sporo promenjivih fпnkсiја. 

10 Ako ве posmatraju redovi 

• .>D ,~ 

(1) g (х) = L Ьn sinпx i f (х) = ~ ао + L ~ соsnх , 
;.,-.:- ј. -11 ::, 

ва ~ \, о, Ьn ~ о (n"'tQC) , koji definisu za о <.. х <-:;-- neprekic 

nе, a1i nе obavezno i u Lebesgue-ovom smis1u па (о, ~ ) inte­

grabi1ne funkcije, moze ве ispitivati veza izmedju L-integrabi1-

nosti па (о, .Ј() funkcije 

-у-
odnosno х f(x), 

i konvergencije reda 
.,е. 

L nf."-i Ьn' odnosnoLn(-l ~. 
• 

.\~== :, 
• 

gde је ~rea1na konstanta koja pripada pogodnim interva1ima, 

kao i modifikovane varijante 

U tom pravcu ви u radu [ 5Ј 
Воав-а [10], P.Heywood-а 

20 Postoji ve1iki 

оуе veze u granicnim slucajevima. 

uopsteni raniji rezultati R.P. 

[23] i W.H.Young-а [з:1. 
broj k1asicnih i novijih rezultata 

о asimptotskom роnаэanји redova (1), pod navedenim us10vima mо­

notonije koeficijenata i1i nekim njima ana10gnim us10vima. 1 оу! 

rezultati ве adekvatno genera1isu i komp1etiraju uvodjenjem вро­

ro promen}jivih fl1nkcija. 
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з0 Najzad, po1azeci od f1шkсiја g(x) 1 f(x), ва 1zvesnim 

specijalnim osob1nama, mogu ве pOBmatrat1 njihov1 uopsteni Four1er­

оу1 111 Fourier-ov1 Binusni odnoBno kOB1nuBni redovi 

""'" g(x) (\.' )" Ьп Bin пх 1 f(X)N 
, 

'L-,"I 
'~- , • 

i iBpitivat1 veza izmedju integrabi1nOBt1 

4-1. 
х g(x), 

.(."-.{ 
odnoBno х f(x), 

1 konvergencije reda 

OLC' 
о-L 11- Ьп' odnoBno 

"'с. 1.- \~t 

соаnх 

'~-,= .1-
па (о,.), ) funkcije 

1 u ОУОј oblaBti mogu ве ротоси BPOro promenj1vih funkcija dob1-

t1 opst1j1 rezu1tat1. 

Pitanjima pod 1° mi ве ovde necemo bavit1. U oblaBt1 re-

zu1tata о 2 , pored preg1eda glavn1h poznatih rezu1tata, 1znecemo 

neko11ko zak1jucnih 1 dOPUnBkih primedb1 u obliiu teorema VII 1 

VIII. Najzad, sto ве tice p1tanja pod з0, dajemo n1z genera11zac1-

ја rezultata ZygщUnd-а, 1 Боае-а, od kojih neke ро­

bo1jsavaju ran1je autorove rezu1tate. Napominjemo da u Ј 3 ne 

vrsimo вато genera11zac1je uvodjenjem Bporo promenjiv~h funkc1ja. 

уес prosirujemo poznate rezultate i u drugim pravcima. 

U опоте sto B1ed1 za BVakU funkciju oznacenu ва L(x) 

podrazumevace ве da је Bporo promenjiva i па to песе У1зе bit1 

izric1to ukazivanoo S obzirom па teoremu IV iz prvog de1a 1 па 

karakter rezu1tata о cijim је genera11zac1jama rec, moze ве pred-
. 

pOBtaviti da L(x) iша ono1iko izvoda ko1iko ве ze11. 

Integrab11noBt funkcije f(x) u Lebebgue-оvоm BmiBlu па 

intervalu (o.;r-) Bvuda сето oznacavati ва 
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1. 

МETRIJSKIН REDOVA 

Po1aznim rezultatima u ovoj oblasti mogu ае smatrati for-

ти1е 

ос 

~ п-Усоа 
L-

'11 ::.'\ 

I п- r;in nx f'..J 

"'1-; ·1 

I-i..r ЛГ 
х f (1-У )аin """2' 

Ј"-{ ЈјУ 
х (1- {,)соа """2' 

(х -"")+ О; 0< у-.(...1). 

(Za dokaz videti. па primer. t=35J. str. 298-299). 

у 

sto ве tice sinusnih redova 

о<:> 

g (х) = 2. Ьп а1п пх• 

Hardy [19] је ~~i. 
1928. g. dokazao da. pod predpostavkom Ьп \ј о. 

za о L. д.L. 1 re1acija 

(2) Ь гv п'- 'г (п~оо) 
п 

pov1aci re1aciju 

() g(x) rv х 
,-{ 7ir 

(1- у-") соа '2 (х ., + о). 

1931. g. [20] је ustanovio da. pod istim uв1ovima. i оЬrn 

to (3) pov1aci (2). Kasnije је ovaj rezu1tat prcsiren па citav in 

terva1 о'::" 0'<.2. Analogn1 rezultati mogu ве dobit1 za kosinusne 

redove. 

A1janci6. BOjanic 1 u radovima I 4] 1 [6 Ј uopsti11 

ви navedeni rezu1tat za sinusni red. dOkazujuci s1ede6e: 

(4) 

s1ed1 

(5) g(x) '" 

~ о, Tada iz 

(п~~) 

г (1- У) ссв JiY 
2 (х ~+ о) 
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koeficijenti (n= 1.2 •••• ) вашо pozitivni. 
v _ 

vaZ:L (5) 

i kad је -r 
bn = п L (п), 

gde је L (х) proizvod dve monotone Bporo promenjive funkcije. 

NaB ovde intereBuje вато direktan deo оуе teoreme tj. 

fОDШulаСiје dovo1jnih uB10va za (5). u vezi в tim moze ве. в оЬ­

zirom па dokaz teoreme, dodati аа za 1'::")"'::" 2 ващ ив1оу (4) odnOB-

по ив1оу 

pov1aci (5). 

Ь = 
п 

-Ј'" 
п L (п) 

Pod nesto drukcijim uB10vima vaze ana10gna tvrdjenja 

i za kOBinusni red 
оо 

f 1 
(х) = ~ ао + I.~ сое nx. 

gde :\\=--1 

-у 
~ = п L (п) (о 1). 

Aljancic. Bojanic i Tomic ви u [4] i [6 ]preneli. 

uz рошос sporo promenjive fџnkcije. i direktan i inverzan iskaz 

па slucaj sinusnog reda еа r-= о. Direktan deo njihovog stava 

glasi: 
• Neka је ъ(х) konveksna sporo promenjiva fUnkcija koja 

2- ъ (п) sin nx ъ( .1 ) 
х 

о) • 

"'='\ 
A.Zygmund u monografiji С-З51. operisuci uzim ројшош sporo pro-

menjive funkc1je. паiше ројаш f11юkсiје iz k1aBe ~ (У.7.1 iz 

1 de1a). prosiruje stavove ovog tipa. za sinusne i kosinuBne re­

dove. па вlисајеуе ~- о. ~= 1. ра dalje. "integracijom'. ko­

ju ne obraz1aze blize. i па druge intervale i ce1obrojne vrednos­

ti za у . Moze se.medjutim. primetiti da ее. uz izvesne izmene 

i dopune odgovarajucih dokaza u radovima navedenih autora. ву! 
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rezultati mogu formu1isati ва opstim ројшош sporo 

promenjive funkcije i ва drugim var1jantama us10va koje sadrze , 

rezu1tati Aljanci6a, Bojanica 1 Tomi6a. Pri tome ве prenosenju 

rezu1tata па 6ve interva1e i ce10brojne vrednosti za ;r- (пе idu-

61 1evo od tacke r-= о) moze, tota1nom indukcijom, dati zatvo-

ren oblik. 

Sve predhodne rezu1tate i primedbe ob~vata i komp1eti-

ra 

оо _у 

(6) 

Teorema VII. За oznakama 

(х) = 'f п-Т L (п) сов nx, 

"".:: " 
g (х) = L. п L(n) 
r ..... ='1 

sinnx, 

vaze slede6a tvrdjenja: 

1 0 .... 0 • ....... Је sporo promenjiva funkcija L(x) konveksna i tezi nи1! kad 

x~+ о, tada 

go(x) N х-1 L ( l) (x~+ о); 

1 + 
х 

r:: т; -2 Ј 1 . I ["'- r X L (х), ako Је -xL (х) S.P.fj (х-..,+ о). 

20 Za п (2 k, 2k + 1) v (2k + 1, 2 k + 2) (k= 0,1,2, ••• ) 

(х) _ ~ (-1) \1-1 х2У::! f + 1 
gy- L (2У-1)' 

"=1. . 
_ 2У (о) . (7) 

сов (х -'> + о); 

za 'Г€:: (0,1) 
• 

(8) 

. а za 

0'11 ј()/' 
f r (х) "v х L(x) Г (1- "Х) в1n rd (х 4+ 

'CG:. (2 k - 1,. 2 k) V (2 k, 2 k + 1) (k=l,2,3 •••• ) 

о); , . 

V<-t . V 1) 
L,(x)- '" (-1) х2 V f (о) 6" ./ (2у)1 4-211 

V;:;;.D 
rv х"(-l L( 1) 

~________ х 

1) Za k=s ova вита ве nе pise. 

(9) 

r (1- ('> в1n 
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pri tome. re1acije (7) za~c (2 k + 1.2 k + 2) (k = 0.1.2 •••• ) 

i re1acije (9) za '(6 (2 k. 2 k + 1) (k = 1. 2. 3 ••• ) vaze ciт је 

$(х) эрого promenjiva funkcija а re1acije (7) za~€ (2 k. 2 k+1) 

(k = о. 1, 2, ••• ). re1acije (8) 1 ге1асЧе (9) zar~(2 k - 1,2 k) 

(k = 1.2, 3 ••• ) ako је јов ispunjen jedan od sledeca dva иэ10уа: 

(U1 ) x-6 L(x) ~ ; 

(U2 ) L(x) је proizvod dve тOnQtobe эрого proтen1jive 

funkcije. 

з0 8а oznakom 

. оо 

L = L n-1 L(n). 

pod jedn1m od иэ10уа (Ui ) (1=1.2): 

(10) !-.( У-1 
g2k-1 (х)-2: ..... ( -....;;1.) __ x 2V- 1 

\I:=.i. (2\1-1) ! 

"'-:-1. v 
f 2k(x)- L (-1) 

Vco (2V)! 

(ll) 

ako 1: = + о<' : 

-6.-1. у 1 
(12) g2k(x)- L (-1) - х2Џ-1 

\г<= 1.. ( 2V-1 ) ! 

1) 

x 2k- 2 1 
~--'L(-). 

(2k-2)! Х 

Ј, x2k- 1 1 
- L (-Х); 
<: • (2k-2) I 

1) 

.!-l v 
(13) f 2k- 1 (Х)-'С""" (-1) х2у..1 f (о) (_1)k-1. Ј{ 8(1' 

vfa (2У) I 2k-1-2V f'v т" (2k-2)! х' 
ako ::t ~+ i)O : 

~ У1 .. 
(14) g2k (х)-.:;:- (-1) - х2У':'1 f ,io)I\.r(-l)k Ј{ • x 2k- 1 1 

L (2\/. 1) , 2k+1-2V' "2 R(-); 
. lA=l - . (2k-1)! х 

.-b.--L V 
(15) f 2k- 1 (X)-L (-1) 

1/::: .. 1) (2 'г) I 

211 kJ'-"'- 2k 2 
Х f2k_1_2V(0)N(-1) ..ј-. ;;;;X_-_ R(1) 

(2k-2)1 х 

(х....;. + о; k = 1.2.3 •••• ). 
1) u (10). (12) i (13) za k=l эите эе nе pisu. 
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40 Pod uslovom (и2 ) redovi (6) ва 04~~ 1 konvergiraju 

Napominjemo da је specificni uslov drugog tvrdjenja pod 

20 ispunjen ako је - xL'(x) sporo promenljiva fl!ukcija. 

U predhodno navedenim rezu1tatima А.В.Т i Zygmund-a ва­

drzano је prvo tvrdjenje pod 10, zatim relacija (7) zao-~ (0,1)U 

(1,2) i re1acija (10) za k=1. i to pod navedenim odgovarajucim 

uSlovima. i najzad tvrdjenje 40. Drugo tvrdjenje pod 10 i re1aci­

је (8): (9) zarc; (o.1)U(1.2);(ll). (12) i (14) za k=2;(13) i (15 

za k=1 - dokazane аи и Zygmund-ovoj knjizi. ali pod uzim predpos­

tavkaтa nego u teoremi koju dokazujemo. Pri tome, u drugom tvrdje· 

nји pod 10 kod ZygmUnd-а predpostavke эи uze stoga sto је za fun­

kciju L(t) predpostav1jeno da је sporo promen1jiva u smislu в1-

re. а nе и smis1u Zygmund-ove definicije. jer. prema teoremi (6). 

konveksnost sporo рготеnј1уе funkcije L(x) ima za pos1edicu da 

L(x) pripada Zygmund-ovoj k1asi sporo promen1jivih fHnkc1ja. nе­

go stoga sto ае fIJnkcija -kL(х) zaтenjuje fl!nkcijom x[i(X)-L(Х+1~ 
i za оуц pos1ednju predpostav1jamo аато da је эроro promen1jiva 

(и sirem smis1u). 

S druge stranem predpostavka da је funkcija -xL (х) 

sporo promen1jiva u ZygmUnd-оvоm smis1u pov1aci. kao sto је kod 

Zygmund-a pokazano. konveksnost niza L(n). Zaista. tada. је 

fl!лkсiја -L/(Х)=Х-1 [:.xL (х)l nerastuca, sto znac1 da је fIInkcija 

L(x) konveksna. 

Dokaz. Оло sto је osta10 da ае dokaze dokazacemo u в1е-

decem redos1edu: 

а) tvrdjenje 4О; 

Ь) drugo tvrdj еnје Рod 10; ~~ 
о) re1aoija (8) (pod odgovarajucim uslovima); 

.d) re1aoiju (7) za k=1.2 •••• i relaoije (9); 

е) relacije (13) 1(15) za k=1; 
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f) preosta1e В1исајеуе re1acija (10) - (15). 

а) Pod ив10уот (U2 ) 

parcija1no sumaciju i 

za х G [ Ј", 2 јј - д] 
.1V 

i Ва fikBiranim.Lt (o,l), prime­

njujuci 

dobijamo 

koriBteci 1ети б.3 

(e-'-dL..Ji) 

iz 1 de1a 

L. L( V) Эin v х = 
\1"" ", ... \-1-

r . . -d.. -Ј.. 
= L' у L(V)-(V+1) L(У+1) 

\t :=. '\"\t 'l 

2 Bin 

сов 

L -... 

-d.. -
L +Р Ъ(р) 
- Bin 

L... -::.1--::--
- Вin f-

-Ј.. d...-
(т+1) L(m+1) + р- L(P~ • 

IBta ауа majoranta dobija ве, па эавуiПl B1ican nacin, u е1иса­

ји kosinusnog reda. Pomenuta majoranta, medjutim, ne zavisi od 

х i teZi nuli kad М,р • ~ оо. -
Ь) Ро pretpostavki о funkciji Ъ(х) iz1azi da оnа Za 

dovo1jno ve1iko х monotono tezi nu1i i da је stoga 
'00 - оо _ 

(lб) L IL(n)-L(n+1) I = 2. [L(n)-L(n+1~ L:.. + оо> • 

. 'k.= ')to 1\: "'-о 
Parcija1nom sumacijom dobija эе onda (о..:: Х4 ЈГ) 

90 .-. 

L L(n)coBnX =liПl ~ Ъ(n) сов шс = 

.1t ""-~ 1. м..~ оо "11. ::" 1/2 
= lim L r. [L(n)-L(n+1)1 . ~. :!'цL3~]Ц: 

4\.\ '"" оо _ 2 sin Ј.ј2 
.'\.-1.. 

2 sin 'k/2 

оо 

= L ~(n)-Ъ(n+1~ 
""~-L 

= (2 tg 

( sin пх сав '):../2 +СОВ nx sin ~ 12 1) 
, ~ - - ~ =. 

~ ц14 1 
~Гт - ~ ~ 

х/2}-1 L L(n)-L(n+1~ вin nx + ~ n(n)-L(1'l+1~ 
М,;:..\. I\:::{ (сов nx - 1 ) 
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о<) 

х 1 (17) = (2 tg ~)- 2=: 
(6) ~:4 jer, prema 1 , 
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зiп nx + О (1), 

()IO tX:) 

I~ L ~(n)-L(n+11 (саз DХ -1)1~~ I L(n)-L(n+1) + 

""=!- ["':;= '()] Kaka је, preтa predpostavk1, х L(X)-L(X+11 зраro promen1j1va 

fuшс1ја i kakф 

n-1 .n [L(n)-L(n+1~ = L(n)-L(n+1) '\Ј , 
to, prema tvrdjenju (10) za k=1, pasledпja аита u (17) iша kad 

х +0 as1mptatsko ропазапје funkcije x-1[L(~) -L(~ + 1~~ • Iz 
(17) onda izlazi tvrdjenje koje dokazujeтo. 

с) Prema navedenoj formu1i, za 0..::.а--4 1, 
QC 

"'-У о- . 'Ј/ L п соа пх Nx 1 Г(1-j)a~n ..Ј- ЈГ (х ~+a), 
п=1 

sto ае moze napisati u obliku 

f. n-~os nx = х!-1 Г(1-а1 аin f,f + 0(/-1), (х-,,!+ о). 
n=1 

Odat1e је, za о...::.. о- L. 1, 

аin ~ 

'У: 0.:1 
= х1-0 L. _1Г 

п еез пх + е (1) = 

n=1 • 

= Т(х)+ 0(1) (х· > о), 

tako da је dava1jno dakazat1 d;rcx)·...:;,. а 

Ва а...:. r ...::.. 1 .L А L.+ ос> ,dabijamo 

I Т(х) I = x
1-.r(i + L + L 

'\'[ [" <i}'t::. ~ l""7а 
1-~ ~ ~ ~ ~ 

L.. -,х=--....­
- L(x-1) ~ -"6 L L(n)n еез nx 

) - 1 
_'О 
п саз nx 

(x~.f-o) • 

- 1 

+ 

• 
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1-0 
х. I "(" \ + 1 L L(n)n- cosnx 
L(~) 'r..:.7 ~ 

): 

1- 'О/ +Х 

(18) = Т1 + Т2 + Тз + Т4 + Т5 • 

Imamo. dalje. ва 1. 

\1-0-
(20) Т2 ~ М20 • 

Da1je ве dobija 

~ ~1\.4~ L (х 7 А>-
Х. )с Х 

А-"Г М 1" -f.t: L !tl -6 

Г-6;t-!z.9. L(iiJ d"""-""-.l.А;Г L.iL.~ 
х' . х.. - ,-- -- -х r 

~ ~ ~ --i 
.1-0 ј-У 

- 3 1- 7г f ~ t-~ ~ L (~) 
Na OBnOVU уес izvrsene procene pod а) (slucaj еа koeinuejma. kao 

sto ето rekli. eaBvim је analogan slucaju ва Binueima). iшато О 

L (х 1\7 ~ ·'k"'1 L (х У 

• 

• 



(22) 

1 kao 

Prema 
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х.. -о L (:>: А) 
= M4ћt\~'.6. "L (:t~j 

specija1an э1исај predhodnog / 

X-;r 
М5 . LS. 

Л.' ::Јс. ''' .. ~ 
nejednakostima (13), (14)-(18) 

sporo promenjive fџnkcije, pustajuc1 

i odgovarajucim osobinarna 

da x~ о, dob1ja эе 

НIl1 [т(х)I~(Мl+М2)r1-~ (М4+М5 ).6 1 .. а- , 
x~+ е 

а pustajuc1 potom da li",> + о, .C:,..~ 

Нш Т(х) = о. 

x~+ о 

d) Prell1a predhodnom, vaze re1acije (2) эа k=o 1 to za 

1r~(o,1) pod jednim od us10va (Ui ) (i=1,2), а za)'~(12) bez 

posebnih иэ10уа .. Odak:1e ве, zaoc- (0,1) V (Ц.2) 1 pod C!ldgovara­

јисiш us10vima za svak1 1nterva1, integracijom od о do xtE- (0,2'1') 
dobija .0 

:Ј:. (4 Г " fГf1{);/~fOt-l (О/rч r L х/I (A-O)д~ [о 
tj. l!IаQ~(1,2)V(2,З) 1(-1 (:X:~+-O;~(O,1/U(1Y) 

4(х)- -f-;r{{)/""-Х_1.. Гf1f-1--rјЦ1Јflr-1.!L (f . 
t'-1-

=; x.~-1f(4-r/L (4 л\.f;1, 
pri сеши оуо vazi pod ив1оуiша (U1 ) (1=1, ) za Yt-< 1,2 {, а bez 

njih za '(6: (2,3). ћrrdje~ja (7) 1. (9) vaze, da1je, za k=o odnos­

по za k=2. Ako ве predpostav1 da one vaze za nek1 prirodan broj 
k, па isti nacin kao napred, 1ntegracijom od о do х i kor1.sce­

njem 1еше III, ustanov1java эе njihovG vazenje za prirodan broj 

k+1 i to pod odgovarajucim us10vima. Тзkо эе preosta1a tvrdjenja 

pod 20 dokazuju tota1nom i.ndukcijom. 

е) POd.predpo!":tsvkom da је ispunjen jedan od us10va 

(Ui ) (1=1,2), ako. је! = +00 , imашо, prema 5.5. 1z I de1a, 

;СА (Х} =f ~ 1. L (-n.j и-Ј1(Х ~ L 1Z1. L (11 / -
.1k:: -1. А. L .1 

"1. -х. 
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(24) = 5 (~ т oS( 4/ t-L" -t L:2 ; 

kako је 

\ ~41: 1-Z;tt tL (')f/(A-lU3\УЈI :!:..1 ~ 2.L ~t L ('1!) 
,{. 3:; ~ '" '" ..1. 

:х.. 

~.!x2.J.. М4Х {'LЏ/}~Р1L/~)=- СУ (SfJJ 
~ ~ A'f~4 . 
Ј... v' -- I - х 

zatim, prema proceni u а), 

\ 2:2 I~. :\ ({ -tL (~ = о (Ј (1) ; о {5 (1~ 
~":Z. 

i kako u оуот slucaju S(j)-,,+oo(x--=,+o) iz (24) iz1azi tvrdje-

nje (13) za k=l. 

до је Z"L..+ оо , 

!-~r(Ј/-Ј.1(:t:1=1. ~iLI"/ (1- UJJ .1(Ј:-) 
_ "1~1.. * 

== L. ~-!. I-I~I (/1- Ю11tХ/ +!< (~ -
- 1II.f~ 

(25)-~1-::1{'h/wJ'hх==-R.(~ f" Off((1h fZз -LL 
. ~7~ {, 7/ 

pri cemu ее ponevo, па ieti nacin kao napred, dobija 

12::з/ =- о (L (4сЈЈ IL~ 1::' о (L(4:J)/ 
tj. \L~I=(")(~(i))r \2:~Is:> о ({((1:)', 
Odat1e i iz (25) iz1azi tvrdjenje (15) ва k=l. 

f) Prema predhodnom, pod jednim od uв10ya (Ui )(i=l,2) 

re1acije (10), (13) i (15) vaze za k=l .Integracijom, па osnovu 

1ете III, re1acije (10) вa~= 1 od о do х , do1azi ве ао 

J:J.(:r:/- fJ.{o/ = - [х 1../1) - (1:: ==; t-b) 
tj. do re1acije (11) za k=l • Integracijom re1acije (13) i (15), 

pod odgovarajucim us1ovima, do1azi ве do relacija 

~ 1. (~/ I'V '): 3 (~. (]С - 7 f-D; L:::- + 0<::/ 
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J~/x/- ~h()tj (ч. - Је Ј< (1) !k-=?-f-O ; :LL:~ 
tj. de re1acije (12) i (14) za k=l. Тэkо эи dokazane вуе re1acije 
(10) - (15) za k=l. Na slican nacin, integracijom od о do х i 
koriscenjem 1еше III , iz predpostavke da эуа tvrdjenja (10) 

do (15) vaze za prirodan broj k izvodi ве zаk1јџсak da one vaze 
i za k+1, ра эе па taj nacin tota1nom indukcijom dokazuje vaze­
nja svih tvrdjenja pod )0. 

Ovim је dokaz teoreme zavrsen. 

1.1. U predhodnom dokazu па vise mesta koristi ве 
sledeci iskaz: 

Lema IП. 
gue-ovom smis1u) па вуиош interva1u oblika (t:. .:71) i neka је У> о. 
Tada re1acije 

(26) У('Х/ f'-' X
O

-
i L(1 Ј 

(27) YC~/ t'\., .х t'-i Ј /'1/ 
(28) i7x.j <'v ~o-1 11(1/ 

-. , 

(~_-7+O/) 
, 

( .к -7f- O)) 

(-х -';>1-0) 

(2:-7f-O/ 
, 
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Dokaz. (26) pov1aci 

r-t.L ("Ј У{.х /== о!.(х/ х ~ I 

gde 1iПl ol (х) =1 i fuпkcija ol(x) је 
x~+o 

integrabi1na па [t,.Jf] • Onda dobijam0, па osnovu odgovarajucih 
rezu1tata iz I ае1а, 

(28) • 

1iПl 

х""", 

. :Је 

I-I: Y-~HJ! (1ЈД 
о 

Na е11сan nacin ее dokazuju tvrdjenja za re1acije (27) i 

1.2. Prethodnim rezultatima е a1imptotskom ponasanju 81-
nusnog reda prik1jucujemo еlеаеси procenu reda тоаи1а c1anova 

reda g2(x): 
Teorema VIII. Vazi re1ac1ja 

/01:> оо 

L -и: 2 L ('11,)/ hi 'КА<Х I /V I:. 1i 2L (11) Ik'~ "1 х 
~=L ~=~ 

Dokaz. neka је '2.. := + QC (у. teoremu I). Тааа iшато 
,()с) 

L'k.-Z L(1tJlм1А.Л\)«( 6 L -t L.. 
'11=1\- -i ""~.! Д7~ 
:f :Х:! 1'l L {1tJ + L 1с '1-'1. . i 1/2-L (11 
~4~· ~' . - .х .v.!!.. 

~ х- S *(~) i о ;I.(X2. L (1 
= '~s* (i (41 0(41)=-:;: S (-1)(,11 () (111 

Kako је, s druge strane, prema teoremi VII, 

f. 1Jt-~L (71/I~\ 'k.x/~ f. tК1L lћ Ј ~\ 11 х 'v k 5 (1:) 
~=I{. ",~4. (x~ 1-0// 



dobijamo 
()о 

L. 
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оо 

n-2L(n) \ sin nx I ,rv х з(~).", L n-2L(n) sin nx 

n=l n=l (х ".,. +0) • 

Ako је L....( + оо , dobija ве 

п=l 

оо 

~ t еin nх 1~X/ 
п=l 

i edatle, kako в druge strane, prema teoremi VII, 

оо 

"'""" t sin nx I ~"-/-: 
n=l 

dobijamo i u tom вlисаји 

оо 

n-2L(n) \ sin nx \J\rX!"," L. 
п=l 

-2 
п L(n)sin nx (х 

1.2.1. Na slican nacin kao nejednakosti dobijene u 

predhodnom dokazu, 
оо 

(29) L n-r;.(n) 
п=l. 

mogu ее izvesti sledece dve procene: 

'V"... У-1 
-< f + с.. Је (1) -. у-l L х I sin рх I 

( (7 о proizvo1jno; х dovo1jno 

()о х 
L п L(n) 
п=l 

~o). 
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2. 

u ovom odeljku za funkcije g(x) i f(x) predpostavlja ее 

da ви neopadajuce i ва donje strane egranicene i intervalu (o,~i 

da 
х g (x)~:;e (о, ЈI ), f(x) ~ ~(o, -1 ) 

За Ь (n=l,=,3, ••• ) ви Qznaceni koeficijenti sinusnog reda fuпk­
п 

cije g(x), а еа ~ (n=o,1,2, ••• )1.koefieijenti kosinusnog reda 

funkeije f(x). Dakle 

2 
ЬП = -rt 

2 
~= 

1/ 

Li"" 
/ g(x) вin nx dx 
С1( f g(x) еев пх dx 

CI 

(n=l,2,3, ••• ), 

(n=o,1,2, ••• ). 

Ovde ви brojevi ~ Fourier-ovi koefieijenti fIJnkcije f(x), а bro­

jevi ЬП пе moraju to biti (и obicnom smislu) za funkciju g(x). 

Od A.ZygmUnd-а [34Ј 
се dve teoreme: 

(А) Neka је OQ&l. 

оо ," -У 
ЬN 1- п 

n=l 

i в.Зz.Nagy-а [9]. poticu slede-

Red 

apsolutno konvergira ake i вате ako 

Yl ' х - g(x) fl:: :i! (о, ./f ). 

(В) Red 

apsolutno konvergira ako isaтo ako 
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(31) f(X)E .it'(o, .it .. ), 

odnosno ako 1 вато ako 

(32) f(x) log х е ~ (о, ЈГ), 

prema tome da 11 је о < )".с::. 1 111 У =1. 

ОУ1 rezu1 tat1 za slucaj У=l pot1cu od A.Zygmund-а [З{1, 
а za opst1 slucaj od B.Sz.-Nagy-а ~9J • 

dokazao је u [9] 1 da уес (O,l)-zb1r1j1-

vost reda 2 • 

Prethodne rezu1tate uopstavaju sledece teoreme, u 

koj:ima ее јаУ1ја sporo promen1j1va fl!Dkcija L(x): 

Teorema п. Neka је o"'::::{~l. Red 

о<:> 

n-/L(n) """ . bn L 
n=l 

aj2so1utno konvers;ira aR:o 1 еато ako 

xr-1 L(~) g(x) 6- ~ (в, ./1). 

Teorema х. 

aj2s01utno konverg1ra ako 1 еато ako 

(34) х'Ж-1 L(~) f(x)6;;e(o, ЈГ). 
Teorema XI. Neka је о -< :у ~ 1. 

Лkо 

х-1-'( L(x) ~ za dovoljno ve1iko х, tada konvers;ac1ja 

(obicna) reda (3~ роУ1ас1 (34). 
Лkо x-:L(x)~ za dovo1jno ve1iko х, tada (0,1)­

zb1r1j1vost reda (33) ј2ОУ1ас1 (34). 
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Za L(X)=- 1. teOt"Ol'la I.t mrod.1 88 na (А) • х 1. 

ПХ SVOde ве оо teorea (В), а ,,*(Ш XI. 1. ПII n.a p:d.-

PNdl'ltJt1nl Ја ! 

nu Ј!Etфz kOje ве odnOfd na aJ.U.<1a~ () = о. 

ОУЬ" _.11ta1:,.... 

со 

L = l....-A-1 Ма) ~ • -= ~ 
-11-"'1 

.-1. ь<t) g(a)€ ~(o. ']г ). 

u ndu [~]aui;or ~ 1*_ go41u dЗ8 МDO ~~ var1-

~_. ~rol,111'8ц. ~ (А) f. (ЈЈ.) .1 ~ 

t$0WJDt.l Х. Х11 11"., & . UON8a хх. 111 1 ХIП 11. 

n3~ _ redoa . ~. 



-72 -

П· 11 

""'" L a-~(a) ъ. 
чм) 

:&IХ- ....... 

х 

(".) о.с:.. Ао L{x) los х.е:. S ,-lx.(1;;)dt L. ЩХ) 108 х 
, 

(х>l) 

'" 

ПIZ .. 

<,,111 ) .... 1 L(t). :> Щz) 1AIS х. :> О (х. > 1). 
{3!>-lfj 

'~J 30.' !со .. Y1t1L. _ (А) п.-

(и [~ ~ЕЈD.Qla _1.) u. Pl.',f\NМ uodj$nJo 8јјOVO 

p~" fut\kci~ i. 1tt,tlemraJ, ... 7f (о.,г>. z& 

(1.<1> ~. ~f:illl. kaw ~ (1962.g.) dob1o 
J.!'OтltlМ ko-.11 ~. 11 . i.(a) =:. 1.ОЈШt.t.~ CI4 O'f'OS au.tor.owog 

Autorц је ~ ( .... ~61 da 4a1~1! ро.-. 

1 



је ovde generaJ izac:i.ja teoreme (А), teorema П, ponOV'o :fОћщй1-

запа зато za 0",,-2) ~ 1. - Zatim, teorema ХII (teorema 4 u (23) , 

заdrZalа је ogranlcavajucu pretpostavku 05'), 8 teorema ПП' 

(teorema 5 u /2/) рrеtрозtэ.vku O~) 1. u оЬе ovе teoreme umesto 

re1ac1je (55) :figurisala је re1acija (35"). Јаsnо је da su teo­

reme ПI 1 ПП redom Q1Шt1~с od teorema ПI' 1. ПП'. 1z njih 

su, na:i.me, :i.zosrtav1jen1 pomenut1. ogranj cavajuc1. uз1ov1 .. зро­

ro promenj1vu ~1nkc1ju L(x) , а u slucaju kad је prv1. odnosno 

drugi od t1h uзlOV'а 1зpunјеn, (35") је ekVivalentno ва (35) 
... , 

odnosno 1шрliсira (35).- Dalje. d.okш. teorame ПV (teoreme б) 1t1;Je 

u [2ц р10 koraktan. 1 svi ost811 dokazi. koje OV'de д.ајеПlО u 

у060ј 1li manjoj meri иве! su nego odtJ;ova.rajuci dokazi 1z10ze-

ni u Е2.Ј. 

2.1. Pra nego sto рredјещо na dokaze teorama IX - ПV. IЭ8 

pomenim.o da је teorame (А) i (В) uopst10 i 

dOkazUjuC1. dл: 

Цх) 

t.(x) 

.. ~ \Ј)(о 'ЈГ )', 
у(х) d- , 
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gde је funkcija;t(x) definiBsna u (О.Л) i iBpunjava uB1ove: 

1 о "f(x) "7 о 

20 "t(x) ј'; 

зt' хк:.1 t(x) 

(о ...:::.. х -4...Ј! ); 
• . 

) ako је д> е dovo1jno (о ..( х Јј 

та10. 

Stav1jajuci "f (х) = x1- t (O~ и..::.. 1) teoreme (В 1) i 

svode ве redom па teoreme (В) i (А), ва o~O~l. Pokazace-

то Bada da teoreme (В ) i (А ) 

ва о"";' )' "'- 1. Zaista. da bi ih 

vo1jno) da funkcija 

L (1) 
х 

Ь(х) = 
1-'t 
х 

redom teoreme Х i IX, 

sadrza1e bi10 Ь! potrebno (! do-

, 

ва (1 <.: о'"" 1, zadovo1java zahteve 1° _з0 cim је L(x) sporo promen-

1jiva funkcija. То, medjutim, nije slucaj, kao sto pokazuje 
primer sporo promen1jive f1!юkсiје 

L(x) = log х + sin х (х dovo1jno ve1iko). 

Naime, za dovo1jno ve1iko х, stav1jaju6i 

СЈ:Ј (х) = 1 1- ({ 
--,~--, = х' (siюх + logx), 

h (1) 
х 

dobija ве 

(o1(x)=x1-)' [совх + 

sto znaci da funkcija Ь(х) nije monotona ni u jednom interva1u 
oblika (о,а) (а7 о). 

Isto tako, teorema XIV nije sadrzana u (А'). Zaista, 
sporo promen1jiva funkcija 



• 

L (х) = --::;1",,_ 
log2 х 
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(х dovo1jno ve1iko) 

ispunjava ие1оуе koj е јој nате6е teorema XIV, dok 

Ь(х) (х dovo1jno ve1iko) 

nе ispunjava ие1оу зо • 

2.2. Dokazi teorema IX-XIV. 

2.2.1. Dokaz teoreme IX. Bez ogranicenja opstosti, moze 

ее predpostaviti da је g(~-o)=o. Naime, u suprotnom еlисаји 

moze ее funkcijag(x) zameniti fHnkcijom g(x) - g(:r-o), jer 

aditivna konstanta nе utice па vazenje teoreme IX, budu6i da ви 

оЬа ие1оуа cija ее ekviva1encija оуош teoremom tvrdi, automatski 

ispunjena za g(x)= const. 

Pod оуоm predpostavkom • 
Је 

< .}, 
(Ј6) ЬN 

- 2 Ј' (l-сое nx) dg(x) "3- о. --
'Т;n 

О 

Zaista, 
cija1an 

prema tvrdjenju 10 

еlисај L(x): ' 1), 
teoreme 111 (6.2 u prvom de1u; ере-

-

pov1aci konacnost integra1a . 
тr' 

х2 dg(x) 

i re1aciju 

2 х g(x) • .,. о 

• 

(х· , о) 



- 75 -

i Btoga konacnost integrala 
Ј .. 
(l-СGе nx) dg(x) 

о 

i re1aciju 

(l-сое nx)g (x)~ Q (x,~+o). 

g(../ -о), Prema tome, vodeci racuna о predpoBtavci parcija1nom 

integracijom dobija ее 

prema 

оо 

L 
n=l 

2 
= 
.iГn 

2 
= -

.1jh 
(36) i s 

g(x) Bin nx dx 

о 

- 1iш g(x) (l-соа nx) -

x~o 

т, 

f (1 - соа nx) dg(x). 

{) 

(l-соа nx)dg(x) , 

obzirom па stav Верро - Levi-a, red 

оо 
"ЈГ 

.Х 
п L(n)b =­

п 

2, ( ) -J.-~ -LL п п 
lГn=l 

(l-сое nx) dg(x) 

о 

), 

dg(x) 2 
:::: - -

ЈГ 
А(х) dg(x} 

() 

konvergira ako i вашо ako је ovaj pos1ednji integra1 konacan. 

Re1acije (9) i (11) teoreme VII daju 

L n-1-~(n) (l-сое nX)I\,C x..:~(~) (Х47+ o;OLr:i..1 ; 

n=l С= conat). 

Odat1e iz1azi ekvikonvergencija pomenutog integra1a i integra1a 
-:rr 
Ј х "о L(~) dg (х), 
О 

sto, а obzirom па teoremu III (6.2. iz prvog de1a), pov1aci tvr-

djenje teoreme IX. 
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2.2.2. Dokazi teorema Х i X1. Na s11can naoin kao па 

pocetku predhodnog dokaza, moze ее izvesti, koristeci teoremu 111, 

formula 

(7) 

koja vazi bez 

~ =-
2 

.дп 

Ј; 

Ј v 

-
sin nx d f(x). 

ikakvih ogranioenja (bez predpostavke f( lJ '-0)=0). 

Prvo сета dokazati da ( 34) pov1aoi apso1utnu konver­

genciju reda (33). Zatim dokazujemo drugo, paprvo tvrdjenje teo­

reme XI i, najzad, da apso1utna konvergencija reda (33) povlaoi 

(34). 

(37) i pr~ni (29). 
. х rP 

\ Iiu \6. 2 Ј L. n-1-~(n) 
Ji о n=1 

Prema 

_"'6 
п L(n) 

D 
Odatle ее, па osnovu teoreme 111, izvodi zak1jucak da (34) pov-
1aoi apsolutnu konvergenciju reda (33). 

Predpostavimo da је red (33) (С,1) - zbir1jiv. tj. 

da niz -
Јј t11-

-v = - ,g 2: (1- i' )'V-1-~(V)SiПVx d f(x) 

:г ~y~" 
= .. #.. ј Pn(x) df(x) 

granici nad n."J~ i"O da је x-Dъ(x) neopadajuca funkci-tezi konacnoj 

iJ.a za х ~ т (т prirodan broj). Stavimo 
х 

1-сав( 2У+1) ~ 

2 sin ~ 
B~(X) су= 1.2.3 •••• ). 

lVl- у t: 
Pn(x)~ L. (1 ... п )v-1 .. Ц\I) е1n ух 

tl\-t. V.::Л 

= (1- Y>V-1"'YL(\!> _ (1- V+1 ) (V+1)-1-~ctЈ+1) п п V· 

Тааа 

-

(1- ;: N1-~L(\I) ... 
п 

v=л 
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M~ i. _ 1\'0\.- 1-

- (1- ~) L(1) зо(х)~ I + L. -L(1) 

V=~ if=~ 

()8) = р (1) (х) + р(1)(х)о 
п 

=V-1-r'L(V) - (V+1)-1-~(V+1) 

... ~[V .. rL(V) - ("+1)-~(V+1) ( V~n-1) 

pozitivan је za у-рп i. za fiksirane \fг;:. п. пе opada kao jedno­

struki niz promenj1jivog indeksa п; ееш toga. 

(n~oo ). 

Odat1e ве zak1jucuje, koristeci cinjenicu da је s (x)~ о, 
(о ~ X~]). da ви funkcije niza Р (1)(х) negativne za o~ х <../1 • 

п 

i da оуај niz konvergira ka 

""-1-
Р(х) = 1iш Ll4.,vsv(x) = L. ~B~X). 

n~.::.D v=ш v=ш 

Pos1ednja nejednakost, s obzirom па predhodno. vazi ustvari па 

овпоуи s1edece cinjenice. koji ве 1ako dokazuje: 

Ako O$~.v;r.iy (П-ЧоО;v= ш.m+l,m+2 •••• ); tada 

о.с. о- > 

1imLd. n •v = Lo}o 
n~oo у=т у=т 

Prema ј?8) , Ј( . 
(39) Ј рп(1)(х) а{- f(X~~ 'Рп(Х) d f(X)1 

О . 

Kako је. prema pre~p~Btavci. О 
Ј/ 

lim Рп(Х) d f(x) 
n~oo 

D 

ј( 

+ рО) (х) df(x) • 

D 
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konacno i kako је funkcija р(l)(х), prema teoremi 111, integra--bi1na u odnosu па f(x) u interva1u (о,Ј,), iz (38) izvodi ее, 

vodeci racuna о nenegativnosti funkcija рп(l)(х), da је fuюkсi­
ја р(х) integrabi1na u odnosu па f(x) u (о, ~). 

(40) 

Pokaza6emo da је 

q 1 
Р(х);:;:: мх L(x)7 О 

sto povlaci konacnost integrala 

х L(~) d f(x). 

tj., prema teoremi 111, 

(o~x~ 

х -1 Ь(~) f(x) G: ~o, ~ ј. 

anta) , 

Da bi ее ovaj deo dokazao zavrsno, dovo1jno је, dakle, dokazati 

(40). Za У+ ~~f 

iшато 

2 
(V+ ~) 
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Т 3 2 (1Г )-1-y-;r ) 
- ( х -2-) . х - 1 L(X - 1 

(М konstanta). 

Ovde еи konstante М1 • ~ i мз роzitivnе i тanје od 1. а konstanta 

. М4 је ve6a od 1; sve cetiri mogu biti onoliko bliske jedinici ko-

1iko ве ho6e. 

Лkо ее predpostavi da red (33) konvergira, tj. da niz 

t)L. ir41-
L v YL( '\1/ а If = -,g L V -1~( V) sin 1tx di'( х) 
V:= t. ,Тt о џ::: d. 

tezi konacnoj 

gore, da 
granici nad n..,oe,dobija ее, 

I)t.. 

~(x) ~~! L -l-~(и sin Vx 

~" 

па slican nacin kaQ 

.10\.-

=L [y-l-YL(V) - (V+1)-1~(v+1)1. е.,(х)- L(l) so(x)+(n+l)-l-K 

"::.А 

i.-A. 
~ L + [L. -L(l) во(х) 

,*==е v"'" 4-
gde је ~(l)(x) nizu (0.4) negativnih funkcija, i odatle ее izvo­

di integrabilnost funkcije Р(х) и odnosu па g(x) u (о/Јј). Odat1e 

ее ponovo dobija (31). 

Neka је. najzad. 
ос-

L п"'Z'Цп) i ~' '" к ~+ 1>= • 

ii=1 

Tada (У. 5.5. iz 1 de1a) 

J\I\... -4 
K~ I v L('V)q~ ~ 
~ ":;:1\ . 

= L y-l L1 Оп 1 a v I . .. 
[- f(X~ 
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-Ј( 
= f \ Ј ~(x) d [- f(X~ 1 • 

Fиnkcija x-~~(x) ne raBte za х;> о. Stoga, 

~ 

нn(x) == L \I-1....rL1 (У) BinVx 
iIO\ -1. V':=.I\ 

~ L ГУ -1-0~ (V) - (V+1)-1.
Y

L1 (V+1 вv(x) 
У:::Ј\ 

= ~(l)(X) - L1 (1) в. (х), 

gde је нn(l) niz nenegativnih funkcija, а fиnkcija во(х) је in­

tegrabi1na u odnoBu па f(x) u (o,~o Na slican nacin kao gore 

dobija ве 

Rф(Х) ~ Мsx~ L (~):7 О, Ro(x)= lim R;l) (х), 
n~OC 

odak1e, zbog 5.5 iz 1 de1a, iz1azi 

О (146 kOnBtanta). 

Odavde ве dobija (З4) koriBteci teoremu 111. 

2.2.З. Dokaz teorema Х11 1 Х111. Kako је opsti plan 

ovog dokaza isti kao р1an prethodnog dokaza, dacemo ga эато u 

skici, isticuci neko1iko karakteristicnih momenata. 

malo, 

1° Sada ве dobija, prema teoremi VI11, za х dovo1jno 

tOD 

Б(х) = L. 1 2 :х: В('Х). 

20 1z dobijene nejednakost1, primenjujuci teoremu 111, 

u kojoj ulogu fиnkcije L(x) igra sporo promen1jiva funkcija S(x), 

izvodi ве da 

S (~) f(Х)б;е(о,Јј ) 

pov1aci apBolutnu konvergenciju reda (ЗЗ). 
ЗА Ako је ispиnjen us10v 

x-2L(:X:) ~ ( х dovoljno ve1iko), 

odnosno ие10у 



- 81 .. -

(х dovo1jno ve1iko), 

tada ее, po1azeci od odgovarajuce predpostavke о redu (33), па 

isti nacin kao u predhodnom dokazu, do1azi do izrazaJГ 
-1. 

~'l.X- 2.(4Ч-f)1.~1.L (1f1!-(l.-4)Y{-1!1 {{-1.}+2. i-1/1/Jt. 
~ ~ 
koji ее sada moze minorirati еа 

(41) 2 х 
Jf2 

-

(М6 , М7, мg pozitivne kФnвtantе). Ovde је iskoriscena re1acija 

L(x) = О (В(х» (х . ; + ос:. ) 

(teorema I). 

4О Pretpostav1jajuci apso1utnu konvergenciju reda 

(33), dobija ее izraz па desnoj strani nejednakosti (41) u kome 

је B(~) zamenjeno ва ~ _(~), gde је 
~(x) dgf ,~t-1 L1 (t)dt. 

• .. D 

Kako 
(х. , + сэ), 

taj izraz ве moze ponovo minorirati desnom stranom nejednakosti 
(41) (ва drugom vrednoscu konstante Мg). 

5° Primena teoreme III, па isti nacin kao pod 20, 

dokazuje onda da odgovarajuca predpostavka о redu (33) pov1aci 

(35). 

2.2.4. Dokaz teoreme XIV. Iz pretpostav1jenih ово-
bina fHnkcije L(x) iz1azi da L(x) teZ1 nu1i za х i da (teorema I) 

А ос 

Jt-1 L(t) dt = f t-1 L(t)dt < + оо , 
с А 

tj. da 

Odat1e ее izvodi zak1jucak da ви оЬа ив10уа cija ее ekviva1enci­

ја tvrdi teoremom XIV automatski ispunjena za g(x) = const, tako 

da ее moze, kao u dokazu teoremeIX, pretpostaviti, bez smanjenja 

opstosti,da је g(Jr'-о)=о. Onda ви, kao u dokazu teoreme I, koe­

ficijenti bn dati formu1om (36) i stoga pozitivni i red 
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1(00 

- ,g Ј [2- n-1 L(n)(l-cosnx>] 
1Го n=l . 

dg(x) 

(apso1utno) је konvergentan ako i аато ako је integral па desnoj 

strani konacan. Prema teoremi VII, 
QC 

L n-~(n) (1- соа nx) л/ R(~) (х . ....,,+ о). 
n=l 

ра ае, primenjujuci tvrdjenje ~O teoreme 111, do1azi do tvrdjenja 

teoreme XIV. 

3. GENERAT,IZAOIJA BOA3-0VIН ТЕОНЕ]{!А 

U radovima [1~ i [11Ј R.P.BoaB је dokazao sledece teo­

reme, kojima ве teorema (A)prosiruje па interval (1.2Ј ,UZ 

ов1аЫјеnје иа1оуа za taj в1исај i za tvrdjenje u jednom pravcu 

za аlисај )( =1, оdnоаnо daje analogon teoreme (В) za uopstene 

kOBinusne redove, koje Воав, pod pretpostavkom 

х2 f(x) б ~ (о, 1,), 
definise kao kOBinusne redo 

(41) г-1 
~= -2 ", 

- IJ 

ва koeficijentima 

(1- cOBnx)f(x)dx (=1.2.3 •••• ). 

(za obja~njenje videti L10.1iJ ), u njima ве ne pretpoBtav1ja 

monotonija funkcija g(x) i f(x). 

(42) 

Tada 

(43) 

(44) 

(о) ~ 
2 

Ь = - g(x)sin nx dx 
п 3г 

~ 

xr-1 g(x) e~(o,JI) 
ci 

п 

• 

(n=1,2.3 •••• ). 

(Napominjemo da ве ovde cak nе predpostav1ja х g(x) t; 
~o,~), nego аато egzistencija svih integrala (42). 

(D) Neka је 1~o42, e(x)~ о za х f- (о,јј), х e(x)~~ (0!1 5" 

i koeficijenti Ьn ви dati formulom (42). Tada (obicna) konvergen-
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cija reda (44) pov1aci (43). 

(Е) Neka је g(x) ~ о za х 6-(0,~) i koeficijenti Ьп 

pov1aci 

П-1 Ь 
п 

• 
g(x)~:;:f.. (о, Ј( ) 

(F) Neka эи koeficijenti Ьп definisani ва (42). Tada: 

xg(x) 10g ~ l:-~ (о, Ј( ) 
(45) 

pov1aci apso1utnu konvergenciju reda. 

20 Uko1iko је .105 в(х) ~ о (о -<.. х -<Ј ), konvergenci­

ја reda (45') pov1aci (4~). 

(G) Neka је 1 <irL.. 3, х2 f(x) ~:?;.: (о, ..r-),f(x)~ о 
(о -<',Х ~~) i koeficijenti ~ ви dati formu1ama (41'). Tada red 

xD--1 f(x) l-~(o • .7f). 
• , 

Teoreme (е) - (G) uop5tavamo sledecim teoremama, od 

kojih эе pos1ednjom vr5i genera1izacija u dva pravca. 

11 ... 

Teorema xv. Neka 1 <!.г",::, 2 i koeficijenti Ьп ви dati 

formulom (42). Tada 

(45') 

povlaci apsolutnu konvergenciju reda 

(45"') ~. n-~(n) Ьп n=l 

Jf:. Teorema XVI. Neka је lL.O -< 2, B(X)~O 
Х g(x)~(o.jl'). koeficijenti Ьп эи dati formulom (42) 

(ос::.х -<.f). 
i Xl-rL(х)~ 

obicna 

Teorema XVII.' о <Је 
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• 

Ьп ви definiBani ва 

re а 

(42) i Ъ(х) ~ • Tada obicna konvergenci а 

(46) L 
п=1 

роУ1аН 

Ъ(~) g(x) 6-~ (o.Ji). 

Teorema XVIII. Neka Ви koeficijenti Ьп definiBani ва 

(42). Tadas 

(47) 

(48) 

20 Ukoliko је јаз g(x)~ о 
(х dovo1jno veliko) i 

ос 

L = '2: п"'1 Ъ(п) = + ое , 
n=1 

obicna konverenci'a reda 48 ovlaci (47 • 
Neka х f(x)b~(o, :11'), f(x)~o (о"'х4) i 

KOEFICIJВNTI вu ви dati formu1om(41·). Tada: 

apBolutno konvergira эkо i вато эkо 

(49) 

"(1 1 ~ •. 
х - L(-X)f(x) 6 '><... (о,Ј/ ). 

OQ 

Uko1iko је 2: = 2: п-1ъ(п) 
n=1 

'" + оо , red 

Bo1utno эkо i X2S(~)f(xJ t- *,(0, -1'). 
Ako је 'z.' = п Ъ(п) L.. + ОС·, tada red (49) арво-

"'1'=<1 

1utno konvergira, а red 
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(50) 2: n-1 L(n) ~ 
n=l 

R(~) f(x)~ ~ (о,;" ). 

3.1. Dokat1 teorema ХУ - XIX • 

3 .1.1. ~~~~!!!..,; • На osnovu Верро -Lev1-eve teo-

reme i ..1r0c..:ne (.29), ~ _ o.:tг , 
.&.7i L ~ ;rL('l1/ri"I~L.. ~ L(~JJl:J("llI!h~~)C.I4: 
,z. 41 -;::. А .... = .. ( () 

о 4t:::ч 

gde је М konstanta. Odavde teorema neposredno sledi. 

3.1.2. Dokaz teoreme XVI. Korist1mo cinjenicu da аи sve 

parcija1ne аumе reda 
?с о 

~ п-1 sin пХ 
п=l 

poz1ti vne za о ~ Х L..JГ (dokaz ае na1azi и Б5]). Iz ovog re­

zu1tata izvodi ае prvo, parci~alnom sumacijom, da је (predpostav-
1ј епо је da x:l:~(x) ~ ) 

1- -1". . 
(51) L ~ L(>ttјh1'ц"t:Ј::>СЈ (C'L..:XL~;jL;:.1Y,;~.J 

.1.1. ~1 
K~ је 1t-
r ?!(х/ ~ '1'-1., ('11//)11", "J..IX с"-х .. о оо 

" .. '-' О ""'_" .,.-\ 

па q~.novu !:tou-ove 1ете i prema (51) dobija ае 1\.... '. .. 
! 8 (х I ~ I!\~ ~ (У /)11,,\ -'2'1 Х t1lx -6 !t'.,.'.. :1'4 L 'k! ~ (if.; /,!Z, ~ 

о L: ."-1 - '1 f\. ..., ос 1.1 ::; 1 
Odavde i iz re1acije (teorema VII) 

~ /I.-:ОL('tl/.лl~ !ttX f\- С .xir-.dL ('1.Ј; о 
\.\::..1 о (Х ~+ о; С konstanta) 
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B1ed1 tvrdjenje teoreme XVI. 

Primedba. U Btvari, dokazano Је da ogranicenoBt в do­

nје Btrane niza parci.ia1n1h ВUlDа reda (45 ) pov1aci (45"). 

3.2.3. Dokaz teoreme XVII. Prema pretpoBtavci teoreme, 

parcija1ne вите reda (51) ва ~ = 1 BU pozitivne. Odat1e ве, 
kao u predhodnom dokazu, izvodi аа је 

.... "':~ . 1 I ... ј<-"'9 ос> А.Ј :::1 
Odavde i 1z re1acije (teorema VII) 

<;>с -
L n-1 L(n)Bin nx lV {i L(-x1 ) (х-ь+ о) "1=" 2 т 

iz1azi tvrdjenje teoreme. 

Moze ве dodat1 1Bta primedba kao па kraju 3.2.2. 
о . 

].2.4. Dokaz teoreme XVIII. 1 Prema Beppo-Lev1-evoj 
• 

teoremi iQC1teoremi VII, lJi се -2.. , . 

!:7Г J':-i' '1. L /" I/'i I ~ '{iГ \ 5'(}С I I ~.1i Z (11 ЈI·){ 1., 11 Х 1 с1.х 
-.2,. JIt'" I '.ii- {) ~I-I -

~. /1-/. х ,) (~ {3(>сј 1 ~X~ 
() 

Odavde nepoBredno iz1az1 tvrdjenje pod 1°. 

~","i?t L [11. Ј/>{1; 1tx:>-D (СL:ЛL'Т; f={;··) 
Stoga ве, па osnovu Fatou-ove 1ете, iz ~ 

r:~(x/tl-fk.-.2 L /1t/Лt'\\ '~XJ.k=iT L.·и.""'У ('#//,... 
(; '"~ .., "" == .1/ izvodi 
Т I 1--
Ј ~(.x/ /.~~ /?/IIЏ'~ ~X о/;х 6 ~M1~"17(L .. ;'Lj /11/ ~ , 
с, '" -;:: ·i!'-...:g?С ",:::.1 

Кмо 2:.= + ос:-- ,to (teorema VII) 

k~2. L !')l.Јл·",~.х. "'-' ::t: Ј(l) /}: -9 С/. 
Odavde B1edi tvrdjenje роа 2°. 

3.2.5. Dokaz teoreme XIX. 1° Zbog 1 - сов nx ~ о i 
prema teoremi Beppo-Levi-a, ~ 

~1=Л . ~ ~",1 ~-
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Prema teoremi VII, 

f1::~ (11}/;f-Ц':Ј1i:<) ~/ Л1х·ir- ~! (1 
·"'I=:1 (х· /> + о; М kOnBtanta). 

Odat1e i iz predhodnog B1edl tvrdjenje pod 1°. 

2° Као i u predhodnom в1исаји, 

Zbog .... = + ~ prema teoreml VII, ( , 
()с 

~ -~~. Ој' l;! 'z",/t-1j / "1 [!.", 11- Lt.'}·';</л •. -1 ~ ,) ~/ 
"'~:! 

Odat1e tvrdjenje B1edl. 

Је Deo tvrdjenja kojl ве odnosi па red (49) iz1azl 

lz (5Ј) i iz re1aclje (teorema VП), koja vaZ1 kad Z4 ос, 

~4 Ј 
а deo kojl ве odnoBi па red (50) iz 

~ _ ,! . 1/ се 1. . 
. d.7{ L 4t . L/~/ /q~}=- JL 11-'! 11,/(,'1- Сд1 ЈI -~/ 1-1)</ Јх 
.2. ·11-='1· C~~! . . 

i iz re1acije (teorema VII). 

су ;-i L ('h) (4'- t 01 (~'X/rt_ R (~ 
'''=·1 
Napominjemo da ви nаэ! dokazi teorema ХУ - XIX nesto 

kraci nego Boab-оvi dokazi teorema (C)-(G). 
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