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I DEO

SPORO PROMENJIVE FUNKCIJE I NJIHOVE OSOBINE



UVOD

U ovom radu na prvom mestu izlaZu se autorove ge-
neralizacije grupe stavova A. Zygmund-a, B. Sz, - Nagy-a i
R.P. Boas-a o0 vezi izmedju integrabilnosti i konvergencije
kod sinusnih i kosinusnih trigonometrijskih redova, kao i
izvesna njegova zapaZanja u vezi sa asimptotskim ponasSanjem
sinusnih i1 kosinusnih trigonometrijskih redova. Ove genera-
lizacije dobijene su pomoéu t.zv. sporoc promenjivih funkcija
u smislu Karamate, tj. za x 2> o pozitivnih funkcija sa
osobinom da je za svako _/l,';-o

1im LGA X 4

X—> +00 I (x)

Neke od tih generalizacija i dopuna ranijibh rezultata izvrse-
ne su i u drugim pravcima, a ne samo uvodjenjem sporo promenji-
vih funkecija.

Drugi c¢ilj autora je da u jednom relativno potpunom
obliku izloZi osnovne &injenice o sporo promenjivim funkcijama
i o njihovim primenams u teoriji trigonometrijskih redova. Iz-
vesna opseznost ovog uvodnog dela rada (I deo) posledica je
autorovog nastojanja da dokaze svih fundamentalnih stavova iz-
lozi sa punom preciznoéép.i svim potrebnim objasnjenjima,

I ova] deo protkan je izvesnim originalnim autorovim rezulta-
tima, kao s$to je na primer teorema VI, i izvesnim doprinosima
pojednostavljenju i sisftfematizaciji izvodjenja.

Da bi se originalni rezultati razlikovali od ostalih,
svi su oni formulisani u obliku teorema ili lema jedinstveno
numerisanih kroz ceo rad rimskim brojevima.

Na kraju je naveden spisak literature, sa svim
publikacijama na koje se rad poziva.



1. DEFINICIJA SPORO PROMENJIVE FUNKCIJE

Nadovezujuéi se na ranija razmatranja i rezultate E.lLan-
dagf-a [2é] » G. Polya—-a E29 361 i R.Schmidt-a EB]J » J. Kara-
mata Jje 1930. godine [24 Qa dao sledeéu definiciju pojma sporo
promenjive funkcije:

Definicija 1. Realna funkclaal) L(xz naziva se 3201‘0 pro-
menjivom, ako je Eoz:.tima za X2 0 i ako |

-~

(1) 1im '.I'_p{_.x.l.. = 1

X -» +¢v L (X)

za Svako J\) Coe

Kaze se i da je funkcija L(x) sporo promenljiva u tac-
ki x = + 02,

Jasno je kako se moze analogno definisati pojam sporo
promenjive funkcije u nekoj drugoj tacki iz [0, +@a] .

Navedimo nekoliko jednostavnih primera sporo promenjivih
funkcijas '

L (x) = log (x + 2)&(::.?30);
L (x) = {_103 (x + 2] (x == 03 exX_ realno);

L (x) = flogk x)d“' (x dovoljno veliko; ¢ realno; log; x Je
| k-ta iteracija logaritma); |
log (x + 2)+ gin x (x 2 0);

L (x)

L (x) za x22 0 pozitivna funkcija koja teZi pozitiwvmoj konadnoj
granici kod X2 + < 3

X
* x "g 1 +{log t! (x2-0)
L (x) = (2 + EE:-_;LE_) log (x + 2) + cos l::x:z (x> 0).

1)0vde realnom funkcijom nazivamo funkciju koja je definisana
na skupu R svih realnih brojéva ili na njegovom delu i uzi-
ma vrednosti u R (dakle, samo konaéne). Kako su sve funkci-
je o kojima je u ovom radu rec¢ realne u ovom smislu, u budu~
¢e ¢e se za svaku funkciju koja se pominje to implicitno
podrazumevati, |



Iz ovih primera vidi se da sporo promenjiva funkcija
moZe ali ne mora biti monotona za dovoljno veliko x i da mo-
Ze teZiti pozitivnoj beskonacénosti, nuli ili pozitivnoj konac-
noj granici kad x->+Os , Kasnije c¢emo pokazati da ona mo-
%e i oscilirati, Cak sa beskonaénim intervalom oscilacije.

U onome Sto sledi I.(x) svuda oznadava sporo promenji-
vu furnkciju.

2. UNIFORMNOST GRANICNOG PROCESA U PRETHODNOJ DEFINICIJI

Za teoriju i primene sporo promenjivih funkcija od
fundamentalnog znacaja je slededa teorema:

| (0). Neka je funkcija L(x
na O +f>%f Ako jednakost (1) vazi za svako

C§0,+ e 2 Eoz:L.tivne mere, tada glz vasi za svako A>0 i pri
tome |
-Ehiiéizi--sar 1 (x = + o )

L (x)
uniformno po ./“ u svakom intervalu G,IH sa 0L a< b < 0

Za specijalan slucaj kad je funkcija L(x) neprekidna i
skup E interval teoremu je dokazao J. Karamata EEA,QEY y izVOo~
deéi je iz teoreme o reprezentaciji sporo promenjive funkcije
(ve & 3). Kasnije su T.,van Aarden-Ehrenfest, N.G. de Bruijn 1
J. Korevar u radu [;:l dokazali teoremu direktno i za opsti
slucaj merljive funkcije, ali zadriavajuéi drugu ogranicavaju-
éu pretpostavku (da je E interval). Direktan dokaz bez ovog
ogranicenja dali su H.Delange Ll@j i W, Matuscewska [E'Tj

Dokaz koji ovde izlaZemo zasniva se na rasudjivanjima
na str. 2-3 i 8-10 u [ 14].

Pre nego 5to predjemo na dokaz, napominjemo sledede:

ozitivna za x== 0 i merliiva

2.1, Teorema (0) ima ova dva eKV1valentna.ob11ka-

(01) Neka je funkclja lgx! definisana i merljiva na[?b, #ﬁ?

(2) 1 (Ax) - 1(x) > 0 (x = + O )



za svako ..i = E

(3) k (y +F..¢M.) -k (y) e O (y ~y %)
za svako i E]‘,z gde'.je. skup E |

vaﬁi za gvako realno . i 1;0 uniformno po

intervalu :.a.l, byt 88 = @y o b e
EBkvivalencije iskaza (0) 1 (01) i iskaza (01) i (02)
jednostavno se dokazuju stavlijajuél u prvom slucaju

1(x) = log L(x) (x == 0),
a u drugom |
k(y) = 1(e¥) (y realno),

i uodavajudi, u drugom sludaju, da funkcija e¥ direktno i inverz-
no preslikava skupove pozitivne mere na skupove pozitivne mere.

2e2. Teorema (0) ima sledeéu posledicu:

intervalut a b':
sm::.slu integrabilna na gvakom takvom ::.ntervalu.

= e T T

e, R e Sy i

i s bl G P it | et

Zalista, prema (0) posto;j:l. a,>» O takvo da je za svako

a = a,
! Lg.ﬁ.- a) 1 . 1 | (1 )
] R - el . 2)’
'L (e | = &
t5. * |
O.ﬁ:;L(x)%EL(a) | (a;&nga)
Za aF a, je L(x), dakle, Ogranlceno u intervalu/ &, 2a; 1
odatle u svakom 1ntervalu L 2k'1 a, 2.ka_'_§ (k=1, 2,...) ta.

svakom intervalu s 8,y b7 (ao-& a b ot )



U primenama obic¢no se koriste samo merljive ( i stoga,
prema prethodnom rezultatu, na konacénim i od nule dovoljno uda-
ljenim intervalima integrabilne) sporo promenjive funkcije. Sem
toga, po pravilu je u poznatim primenama bitno jedino ponasSa-
nje sporo promenjive funkcije za dovoljno velike vrednosti ne-
zavisno promenjive. To u potpunosti vazi za drugi deo ovog rada,
kao i za velinu rezultata u prvom delu posle paragrafa 4. Ovim
je obrazlozZena sledeca

Konvencija. PoCev od paragrafa De prvog dela svuda
é¢emo pod sporo promenjivom funkcijom razumeti sporo promenjivu

funkeciju u smislu definicije 1 koja je uz to merljive na.O0, +*/

i ogranidena na svakom intervalu -0, af

u nekoliko slucdajeva gde de biti izriéito napomenuto da se spo-
ro promenjiva funkcija uzima u smislu definicije 1.

2.3. Dokaz teoreme (0). Prvo dokazugemo jednu modifi-
kaciju poznatog rezultata H. Steinhans-a 33

2.3.1. Za svaki skup E ‘— czitivne mere

Dokaz koJji sledi poticde od H. Schaerf-a (mi lg ’
- str, 9, zde je on nesto konciznije izlozZen). |
Pre svega, lako se proverava cinjenica da merljivost

Skuﬁé D pﬁflaci, za * * O, merlijivost skupa-“* D i jednakost

m(D). Tvrdjenje propozicije dovoljno je dokazati za
slucaj zatvoreHOg skupa P pozitivne mere, jer svaki skup po-
zitivne mere sadrzi jedan zatvoren skup pozitivne mere. Neka je
O otvoren skup koji ispunjava uslove

o <
FTUO0 m (0) = *% m (F).
Postoji onda unija 00 konacénog skupa onih disjunktnih otvorenih
intervala iz kojih se skup O sastoji za koju jJe

m (0) - m (0,) =m (0 00)° F m (F).



Skup F, = F M 0, je odigledno zatvoren i pri tome, zbog
FNF, £ O \00’ 1 .
m(F)-n(F )= m(F\ F )< m(0N\0,) £ 7 m (F),

tj. m (F) £ 4 m (F,), i odatle
(4) m(0,) « m(0)< & . % m (F,) = 2m (F,).

Jasno je, 8 obzirom na strukturu skupova 0 i F s, a

a
postoji j > 1 takvo da je ,/LF C,O za gvako .;Let ﬂ- o]

Ao bi za neko Jlé(l, ./1 cﬂ bilo Fo (’1_,’\_3‘0 ¢, imalo bi se

m(0,) = m (F, U AF,)

m (F,)+m (A P))

=(1+ A)m (F)> 2m (F,),

u suprotnosti sa (4). Dgkle,

64 F,ANE, ¢ F NAF (1< 4 <Ao),
Sto je trebalo dokazati.

Slededa propozicija predstavlja analogon teoreme (01),
biée primenjena u paragrafu 4 .

2.3.2. Neks je funkcija lgxz definisana 1 merljiva na
EO, + OO ). Ako Jje

(5) LA - UL ) =0 (1) (x =5 + 0 )
zZa ./Lé E, gde je skup E Eezitime mere, tada 15! vazi za svako

)k?’ O i to uniformno po ./\ u svakom konadnom intervalu Ea, b]

5a 0 < aZL b 4+ O
Dokaz. Dovoljno je dokazati da postoji JL o .~ 1 takvo

da (5) vazi uniformmno u intervalu fl g . Zgista, u tom
sludaju (5) oéigledno va¥i uniformno u intervalima [ﬁ. k-1 ,./'lkj
(k= 0, + 1,2,...) i odatle u svakom intervalu | a,b] (OAaAb 4-&-@::)

Moze se .pretpostaviti da je E [0, 01 sa O 4b° Pk g7
jer skup E svakako ima deo pozitivne mere koji Je sadrzan u ovak-
vom intervalu. Stavimo

By 2/ hdmam|evazm, d e s ) aia,z,..o.
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Pt

Prema pretpostavei, E -.-.U En,i/ ¢ Merljivost funkcije 1(x) poﬁé

merljivost skupova En,v (n,v = 1,2,...)0 Zbog @ (E) >~ 0, posto=-
je onda n_, V/ eé{ 132500 } tako da je

m = (E,

o) vﬂ)}m 0,

pa imamo

Il(,lx) - 1(x)l < V4 (x == nd,;{é‘ Eno -vo).

Neka je ,/10 ~>1 za skup En 'y broj ¢éiju egzistenciju

tvr&i propozicija 2.3.1. i neka je, z8 o_ﬂé-tl, Ji,o_]’ ,{4 £

Eno’vonlEna’vo' To znati da |, = Jl“’lz (J-{l' A2 é‘Eno,vo)'

Tada je | _/l
1 (Ad=x) -2 = | -;%-2— x) - 1(x) |

X -1 (=
12 ) («12)‘

W

i‘l(ﬁ_l -Frz)_'l( Tiz—)l + (1(,,"_,2

"'-'-‘-

< 2 }/0 (x = n,.b,),

jer Jllé Eno, V 0? -sz-—;z:ne (X7n,b,s ,{2 éEne’Ve)“

2e3.3. Na slican naéin dokazuje se varijanta (01) teorene
(0). Neka funkcija 1(x) ispunjava sve uslove teoreme (01) i neka
je, prema odgovarajucéoj primedbi u prethodnom dokazu, E / f Oy be]
Uz isto obrazlozZenje kao gore, dovoljno je dokazati uniformno |
vazenje relacije (2) pod 2.1. u nekom intervalu [_'1, A 07 y gde
je L, > 1. Stavimo

oy $E[A :] 1doam| i xzanlen @ =12

Prema pretpogtavecil, za svako fiksirano v niz skupova Qﬁ Y
]
(n=1,2,...) monotono tezi skupu E. Stoga za avako v=1,2,...,
postoji n(v) takvo da je

)4' 1+l o I (E)n
21?

m (E)- m (D ) = m (E\ D,

n(v),v (v),v



skup

(6) ])-235 (\ D(v)v

sadrZan je u E 1 pozitivne je mere, jer

‘'m (E)-m(D) = m(EN D) =m (E™] Y Dn(v).,v)
| V=2 -
=
v=2 . v=2

| £20
,/_%_ m (E)> -i? = %—- m (E)

i odatle m(D) 7-2 m (E). Neka je} 6:?>1 zZa sk:up D broj ¢iju
egzistenciju tvrdi 2.3.1. i neka je zajt el 1, _ o—]’ ;f & DN JID,
Te j{_’]_ -1)2 (ll, _/Lz - D). Ako je £>o0 proizvoljno

izabrano, neka je % = 'Zé ze prirodan broj v. Onda je, prema

(6), '
iy -1nle 3£ 3= s, de »

i odatle

ll(.xlx) - 1(x)l4 ll (-/l- «E_ )= 1 ( ‘ + ‘ 1 (./{2 -1(-13-5)‘

< 58 + $E£=5 (xz voam, Ae[1,4 7] ).

MoZe se primetiti da je u izloZenom dokazu iskorisScéena
ista ideja kao u dokazu poznate teoreme Egorov-a.

Napominjemo i da se zahtev teoreme (0) da (1) vaZi za
svake./{eE, gde je skup E pozitivne mere, moZe zameniti zahtevom

da Je samo ,
lim -22X)_ _
X-» +03> L(x)

ukoliko se pretpostavi da funkecija L(x) ne opada (v. {__ 28:[
str. 94, problem br. 150).
2.4. Uslov da je funkc:a;;a L{(x) merljiva na D, + DS ),



odnosno na (= ze,+ ¢ ), bitan je za teoremu (0), odnosno za nje-
ne varijante (0,) i (0,). Vazi, naime, slededi iskaz:

Postojl funkcija k(:x:} koja j e definisana za svako real-

no x i takva je da
k(x + = )= k(x) - 0 | (x — + =T )

- vazi za svako realno ali ne vaZi uniformno po ni u
jednom konadnom intervalu la, b1 .

Dokaz. Neka R oznacava aditivnu grupu svih realnih bro-
jeva i neka je a, (n=1,2,...) niz racionalnih brojeva sa
sledeéim svojstvom: ni za jedno n.=> 2 element a, nije line-
arna kombinacija sa celim koeficijentima elemenata Bys Bosesey
8.1+ Takav niz svakako postoji (moZe se dobiti iskljucujuéi
iz niza svih racionalnih brojeva sve one racionalne brojeve ko-
ji su linearme kombinacije prethodnih) i ocdigledno nije konacan.
Stavimo A=Ra\ {O,‘]‘_}.B = R\ A, gde je sa Ra oznacena aditiv-
na grupa svih racionalnih brojeva. Pomodu Zorn-ove leme lako
ge dokazuje da skup B ima maksimalnu podgrupu G,. AkO g, & G, 1
ré& Ry, tada r €o & G, Zaista, u suprotnom slucaju postojali
bi brojevi 30{ & Go’ a & A1 ceo broj m tako da je gotIr g, =8
i odatle g, + M % 8o = 8y tj. q gﬁf + mp g, = 4 8, 8a celim
brojevima p 1 q # O. Poslednje bi, medjutim, znaéilo da q a & G,
§to nije slucaj.

Adjunkcijom grupi Go elemenata skupa A dobija se R, 1

oznaci
GQ (A) = R'

Ovde G, (A), ustvari, oznadava minimalnu grupu koja sadrzi GOUA.
Zaista, ako g¢& RN\ ¢,, tada, kao i u prethodnom rasudjivanju,
postoje g, £ G,» @€ A 1 ceo broj m # O tako da je g, + mg=a

. 1 1 . 1 '

i odatle g = - S gyt = aé(}o (A), jer - = 8, & G,,prema

prethodnom, i % a £& A, stoga sSto je % & racionalan broj.
Dekle,

R = GO (.A.) = -GO (&1’32,--.-)’
pa ako se stavi G = G, (ay), Gp=G; (85),..., dobija se
(7) R= U ¢, .
o ” N=0



- O -

Jasno je da G, 1 C Gﬁ.(n = 1,25000)0 Gy1 je, medjutim,
pravi deo skupa G,, jer a, & G\ Gy = Hy (n= 1,24¢+0)e Svaki
od skupova G, = H,, HysHoye.. je svuda gust na R. Zaista, skup
G, je neprebrojiv, jer bi u suprotnom slucaju iz (7) sledilo
da je skup R prebrojiv. Odatle izlazi da G, sadrzi bar dva
linearno nezavisna elementa g, i go'. Tada je skup avih broje-
’gé} gde su brojevi m i m'celi, svuda gust
na R. Ovo poslednje se lako izvodi iz Cinjenice da, za svako
iracionalno a, niz na - [__na] (n= 1,2,...) ima nulu kao tad-
ku nagomilavanja (v.na pr. [:3:1 str. 908). Tako Jje tvrdjenje
dokazeno za G, = H,. Ono onda vaZzi i za svako H, (n = 1,25004)
- stoga Sto g, 6% Gﬁ povlaéi g, * 8, & H.

Funkciju k(x) definisSemo na sledeci nacin:

va oblika m gy t I

k(x) = e n

;l_'_IH

(x & Hsn-= 0,1,2,...).

Neka je‘/(*fiksirani realan broj. Mozemo se, ocigledno, ogra-
niditi na sludaj ked je A > 0 1 neka je A(¢H, (k & 0,1,2,...)).
Ako je X £ H, 8sa n >k, tada X "',ﬂk & Hy 1stoga

< Yl X
lk(x + jﬁ_ﬁ) - k(x)l = l e o+l -e n+l l
| A
- - / //L: - X * '/f.’?,_,
(8) = e o+l (1- e o+l )f}_m e n+ é-é? .

Ako je x&H  san <k, tada x V@—Hk, a ako x € B, tada
X *}Lé’ﬂi gde 1 % k.

U oba poslednja slucaja dobija se

x+ A x

k (X'l‘j(,g) = e._ k+I . k(x)__é__e-E'*'I

i odatle -

9 fex+ p)-k@| <2 o B2,

Prema (8) i (9), za svako ,m-'o, pa i za svako /ffrealno, vazi

k(x +/I{,) - k (x-) — 0 (X —>+ 0= )
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Neka je, s druge strane, =sc~s a8 2~ b L + O .
Tada za svako n = 1,2,... postoje xne-Ln,n-i-ljﬂ H, 1 M ¢ [aB]NH,,

pa X, .= + o(n-» m),/l éfb—[ (n=1,2,...), ali

X e x

- - *n
k(xn+'/a;n)—k(xn) = e n+I - a - e (- o< ).

3. REPREZENTACIJA SPORO PROMENJIVE FUNKCIJE

Jedan od osnovnih rezultaté 0 sporo promenjivim funkci-
jama je i slededa teorema reprezentacije.

(R). Na fe, +‘&G! merljiva funkcija Lgx! je sporo prome-
njiva ako 1 samo ako je 3('3*‘/ Z{»
| &

(10) L(x) = c¢(x) e"‘ £ (x = o),

gde je chz na Eo, +9“-”Z pozitivna i1 merijiva funkcija takva da
je 1im c(x) = ¢_=> e, a & (x) je za x = o neprekidna funkcija

X2+
ga osobinom lim & (x! Oe
X +& + oo

Iz ove teoreme neposredno sledi teorema reprezentaci-
je neprekidne sporo promenjive funkcije:

(Rl) fot + ©< ) neprekidna funkcija L(x) je sporo

promenjiva ako i samo ako je
f-xux/ 4

L(x) = c(x) e (x = o),

funkcija sa osobinom 1im £ (x) =

X W

Teoremnu (Rl) dokazao je Karamata [54,25:1 s & teoremu
(R) 1949. 1. van Aarden-Ehrenfest, N.G. de Bruijn i J. Korevaar

1 i 1959, N.G. de Bruijn [1'5] , 6iji demo jednostavan dokaz
izloZiti.
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Dokez, Neka je funkeija L(x) ma [o,+ ¢ ) merljiva i
gporo promenjiva. Onda, prema teoremi (0) ili (0,) iz}S 2, funk-
cija k(t) = log L(e ) zadovoljava relaciju

k:('l:+/ﬂ-i_)-k(t)-—:?>*e (t = + o )

wniformno po fi& [0y | « MoZe se konstruisati neprekidno dife-
rencijabilna funkcija kl('lz) takva da je:

k, (n) = k (n) (n = 1,2,0..)3
/
MozZe se, naime, uzeti da je e
kl(t) = k(n)+6 [k(n+1) - k(nﬂ ﬁ(é(l" x.c).du (ﬁ_€t£n+1; N=Cgly2,y ood o
&

Ova funkcija je, 5to se neposredno proverava, dobro definisana
za t = 0 1 ima za n Lt £ n+l izvod

ky (8) = 6 [ k(n+d)= k(n)f (t-n) (D4l-t);

za t = n oba njena jednostrana izvoda jednaka su nuli., Dakle,
funkeija kg (%) ima za svako ¥ > o neprekidan izvod. Pri tome
je zan<L 1t < n+l ¢

l kli (t)[.-.- 6\k(n+2)-k(n) \ (3=n) (n+l=t)

43 | xme2) - x(@) | )
T

lkl(t)- k(t) ‘:El k(‘;)- k(n)f + 6lk(n+1)- k(n) ” &Il-j-&)du
Jrt) - k@ + |x(e2)- k@) (-2 (2ne3-28)
f\k(t) - k(n)i + 3 ‘k(m-l) - k(n)l,

Sto znaci, s obzirom na napred redeno o funkciji k(t), da

,,
ky (8) > 0, ky(%) = k(%) ¥ o (t 5+ 0 ).
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Funkcija ky (log x ) ima neprekidan izvod za x Z-1 pa

e

(11) kl (log x) = #[yit)dt + const,

A |
gde je funkcija (X) neprekidna za x >- 1. Diferenciranjem se

dobija

je stoga

pa prema prethodno ustanovljenom,

12) Y= =@ . (x=1

X

sa funkcijom £ (x) koja je za x 2= 1 neprekidna i tezi nuli
kad X~ +o0< o Prema (11) i (12), dobijamo

Ertl [+
- (1 )
I.l(x)=e1 c,'gx=c ef_'z‘_ o

Iz prethodnog izlazi i da

klflog x)
L, (x) e k., (log x)-k( log x)
c(x)=_}—__='£ﬂj.__-j_'=ce 1
L(x) e\ 108 X

—>c (X -S>+ o)

Time je dokazano da svaka merljiva sSporo promenjiva
funkcijaima reprezentaciju (10). Obrauto, svaka funkcija L(x)
sa reprezentacijom (10) pre svega ;]e merlglva na [o, + 0 ), a

zatim, za svako i:r'* O, f 5{‘6/0{
.- | WL f)fﬁ/{é't{/}ﬁ/
L (Ao | | .
L (x) ll ! e” o .{l € ~
—y 0 (x> +ox),.

3.1. Poslednji korak prethodnog dokaza pokazuje da se

iz teoreme (R) lako mozZe izvesti teorema (02#
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4, PRAVILNO PROMENJIVE FUNKCIJE

Jedno prirodno uopstenje pojma sporo promenjive funk-
cije je pojam pravilno promenjive funkcije.

Definicija 2. Za funkciju p (x) ka%e se da je pravil-
no Eromenjiva ako je definigana i pozitivina za X Z 0o i ako

vm 2 A D 1,

X-> +o2  p(x)

ima konalnu vrednost za sgvako JL Oe

Poznata je sledela Canchy-ova teorema:

Ako je funkcija X) ogranicena na intervalima duZine
1 i Eroizvoljno velike donje granicel tada

(13) q (X + 1) - qg(x) - ¢ (X ~= + O )
povlaci
1)  AE_ s (x =+ 2e ),

p. 4

pri éemu q moZe biti konadno ili +

N &

Da je uslov o ogranidenosti funkcije q(x) na interva-
lima duzZine 1 i proizvoljno velike donje granice neophodan za
taénost tvrdjenja pokazuje primer funkeije

1
q(x) = X~ LX] *x | (x nije ceo broj)

x . (x ceo broj)e.

koja ima osobinu (13) za g&l,a nema osobinu (14).

Iz ove teoreme, stavlijajuéi r(y)= q(/LL X), ‘A,.x =y,
Q= (/q) (/Q£ 0) i oslanjajuéi se na iskaz 2.3.1l., jedno-
stavno se izvodi sledeéa propozicija:

Neka je funkcija x( definisana za svako ili za
dovoljno veliko i neka je merlijiva na (- oc, + oo ili na
nekom intervalu oblika (y,, +o¢ )). Ake

r(y +p ) = r(@y) ¥ g (y — + o= ),
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8a konacnim P( za Svako realno A_, tada

y /M

]
o

(¥ e + D )

Iz prethodnog rezultata izvodi self stavljajuéi

R 1N 4
log p(e¥) = r(y), 41=e'”” s log h(e’ ) = 5 (!,a),

slededa osnovna teorema o pravilno prdmenjivoj funkciji:

— (P} Neka je funkai;a
L o + o< ) merljiva. Tada postoji realan broj a takav da

pE;k)x R -3 (x =2 + 0o 0)
i pri tome

1o (x . ).

o = —> a (X~ + o )

Prema tone, na EE,-{- Ogmerljiva Eravilno Eromenjiva
funkcija za& X =™ 0 ima reErezen’saciju

p(x) = x* L(x),
de je & realan broj, a L(x) sporc promeniiva funkciia.

Prema § 3, za merljive pravilno promenjive funkcije
p(x) moZe se dati i sledeéaﬂ'?rezentaciaa.

L 4

p(x) = x2 e(x) eﬁ o (x = o),

gde za c(x) i 5(::) vaZi isto Sto i pod jg‘ 3.

5. NEKOLIKO OSNOVNIH OSOBINA SPORO PROMENJIVIH FUNKCIJA

5¢le U daljim izvodjenjima koristimo sledede varijante

IL’Hospital ~ St@lz-ove teoreme (prva i treda su u susStini ste-
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vovi 8.1. i1 8.3. u [353 (I, str. 31-32). Prve dve teoreme
odnose se na lLebeggue-ove integrale, a treda na redove,

5.1.1. Neka su funkcije h{x! i 1§x2 definisane i

I-integzrabilne u svakom konacnom intervalu ra x (x = aj i
neka ie 1{x) > © {(x 2 a)e Tada je |

X
] n(t)a ~ ax)

X «2p + o0 1(x)

hod uslovom da limes na desnoj strani postoii, kao konacéna
vrednost ili kao + e , 1 da | 2(t)dt - + o (X D>+ o ).
- .

5.1.1.1., Pogledica. Ako'funkcija 1gx; ispunjava sve

uslove prethodne teoreme, a funkcija H(x) ima za x & a konalan

izvod koji je integrabilan u svakom intervalu [ a,xJ (x> a),

tada je
/
1im —EEL_ gy E&
X = 4O f&(t) at X3 +0e L(X]
@’

Eod uslovom da limes na desno;j strani Eostoji'.

5.1.2, Neka su funkcije h(x) i 1(x) definisane i
~L-inftegrabilne u svakom intervalu fa, x| (x> a), neka je
hit) 7 0 (t =Wa) 1 postoje

fh(‘b)dt = l1lim ?"h(‘b)dt i }{(‘t)d‘t,
C:( - X3 2 | .
i x

ri cemu se za drugi integsrzal ne mora unapred pretpostaviti da

je Lebesgue-ov. Tada je

-i*}?"'
‘h(t)dt -
1lim Ifm‘-——————— = lim —11];%%— ’
X =3 4 o 1(t)at X%+ o
x
od uslovom da limes na desnoj strani postoji, kao konacna vred
nost ili kao + o .

r
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5.1.2.1. Posledica. Ako funkcija 1{(x) ispunjava sve

uslove prethodne teoreme a funkcija H(x) teZi konactno;j granici
H kod X —=» +0< i ima za X == a konalan izvod koji je integra-

bilén u svakom intervalun a, X X > =a tada je

/
1im A HX) L gy, HEX)
x"!’”mjl(t)dt X 3 +p0 X(X)
x . .
Eod uslovom da limes na desnoj gstrani postoji.

Dokaz. U ovom slucaju je

o D=
H(x) = JE'(8)at + ¢,H = [H (t)at + ¢,
G o 7 23
H-H(x) = J H(t) at,
| X
tako da se, prema 5.1.2, dobija
i, Y,
B (t)dt
14m f;__fi(.i)__= 1im e o 14 B(X)
X >+o0 1(t)dt X > +mTl(t)dt x->400 1(x)
X X

D+1.3. Neka je b .0 (n =1,2,...) i neka redovi

Fa, iz b, konvergiraju. Tada

o
= 3y
lim LB - lim =2,
n-3»0e 5 bpr n. oo bn.
v=n

pod uslovom da poslednji limes postoji, kao konaéna vrednost
ili kao + ©0 o

Teorema 5.1l.1 - 3. dokazuju se slicno kao pomenuti sta-
vovi u [—35] , @ mogu se 1 1z njih izvesti.

5.2. Ako je L(x) sporo promenjiva funkcija a funkcija

LY (x) ozitivna za X = o i takva da LY(

tada je i funkcija Lgx} sporo_promenjiva.

Ovde pojam sporo promenjive funkcije treba uzeti u naj-
opStijem smiglu definicije 1. (Podsedamo da se, u saglasnosti
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sa konvencijom 22, odavde pz nadalje za svaku sporo promenji-
vu funkciju podrazumeva da je na [Fo, +OC ) merljiva i na
gsvakom konaé¢nom intervalu ograniéena, ukoliko drugo nije iz-
ricdito receno).

Gornje tvrdjenje je ocigledno.

5.3. Ako je L(x) sporo promenjiva funkcija 1 ol > 0,

tada

e - -
X L) + o0, x Lx)> o (X~ + T ),

Dokaz. Neka je of= o i neka je u reprezentaciji (10)
gporo promenjive funkcije L(x)

=4

& (6) & e (x = x, == 1)
Tada Je za x = Xq %
rE(L
0 2 xfaLL(x) = c(x) e'filog x 4 ﬁjﬂ dt
"Su(t) oL ~’{.""50—,)—% 8
o) & FEFar ¢ S =" at
X o Rn o
£t X
é\ c(x) e“jg'JTL ¥ o log _x'; -2 0 (x—=>+ o ).

Kako je i MED] gporo promenjiva funkcija, iz prethodnog iz-
lazi da

1
z-i;—(;;-——; o (x —7+ @),

tj. da

3&L(x)$~+©¢ (X—2> + o).

5.4. Slededa teorema obuhvata ¢injenice koje ée u
daljem izlaganju biti Cesto korisdene.

Teorema I, . 1° Akeoéd.l, tadsa

| IS
T=7 ¥ ~ L(V)dt ~r Lo VT L(Y) (x o+ o< ).
i

V£ X
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Posledica. za X< 1,

- ot
L(x):e(jt L(t)dt ) (x —5 + ac ).
A
2° ko > 1, tada
) : S » _
Lz i@ f umar ~VTL) (103400 )
ol -1 ) ViEX
X :
Posledica. Za A== 1,
.-' __9{ | |
Tt L(t)dt = o (L(x)) (x >+ o< ),
3° Red 2‘ o=t L(n) i_integra 5"[:"1 L(t)dt
n=1 %

istovremeno konvergirgju.

4°  Uvek je
L(x) =0 ( j 71 L(t) at) (2 > +0c ).
0 . y
57 Neka je
. X
S -1 def 1 1 dgls 1
T =S ntime toe, s(x) =2 [ tlnnat,  [ix) =2vilnw).
Tada e
S(x) ~o S (x) (x> + o< ),
6° Neka ie
< -1 - def > -1 x def -
Z= Z n - L(n) L +o0o , R(x) == | t7L(%)dt, H'(x)-—-—zr ¥
| n=1 | A V?,
Tada
¥
L(x) =

O (R(X))! R(x) ~—~ R (x) (x —= ¢+ OT),



- 19 -

'Prve relacije u tvrdjenjima 1% i 2° navode se bez do-
kaza, u nesto drukcijem obliku, u [ié] « Tvrdjenja 39 - 6° go-
kgzana su u {jBi] (I, str. 302}, ali za t.zv.'ZIggund—ovu
klasu sporo proménjivih funkcija (v.‘§? 6) i to metodom koja
bitno koristi monotoniju. |

Napominjemo da iz tvrdjenja 1° neposredno izlazi

n a
o VC’L‘ : L(V) A i"’ HAL(H) (n Yoo ;3 «¢>0),
=1 >

dok se lemom (VII) u iﬁSﬂJ (str.72) tvrdi samc da Je

n
O<L A. n L(n)ﬁLZ: ;ﬁ-l L{v)< B n L(n) (A,B konadne konstante)
¥=1 |

i to za sludaj neprekidne sporo promenjive funkcije.

Sva tvrdjenja teoreme dokazujemo jedinstvenom metodom
u kojoj se, pored reprezentacije sporo promenjive funkcije i
teoreme (0), sistematski koriste teoreme 5.l1. Jedino pri doka-
zu tvrdjenja 3% xoristimo i osobinu 5.5. gsporo promenjive funk-
cije, za ¢ije su izvodjenje, medjutim, dovoljna tvrdjenja 1.°
i 2° (v. narednu tadku 5.5.).

S
A - &
| o= Dokaz. 1° Prema 5.3, zaclZ 1 integral | +  L(t)dt i
= A
redjdly n ;kl(n) divergiraju. Stoga se, koristeli teoremu
=1
. s . - . . . X o
reprezentacije (R) i 5.1.1.1, dobija, prvo, f
| ’ ) 5 ) o
- 1 p i 7
1 _1- - X e 4
—~T X ocL(x) c

lim -~ = ——— lin "3
x-p+ 02 | t7 L(t) at 1-o x -9+ 00 f t7 L(t) dt

1im |
X = 452

i

|-
e

|
+

fn

F
p
~q
|
-

-

1= A,

a zatim, prema Stolz-ovoj teoremi za nizove,
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5 ol o) t L{t) 4t

, n 4 | o,
Nep 4 O 21 v L{v) 1 3 OO n L(n)
V= _

pod pretpostavkom da poslednji limes postoji. Stavljajuéi

A(n) = inf L(t) , B(n) = sup L(t),

n-l1<t<n - n=l=t<n
dobija se n
b Tty at o
L S
1= 1- -
) A ArtZwead T oma T o s F et el
L(n) 1-ol n""L(n) L(n) leod

Prema teoremi (0) u § 2,

1im ._A(_n)_ = 1im _ﬂl_l)__ = 1
n-»0s L(n) n->o: L(n)

Stoga se, pustajuéi da u (14) n—»o , dobija

nn
S
é_l 7 L(t) dt
lim 2d 7 3,
NP e =% L(n)

ovo zajedno sa (13) daje

o
Lim 1: L(t) at_ _ ;
Ay s Z]‘V"Q(L(V)
V=

L

Ostaje jos da se dokaZe relacija

| LX]
t'mL(t) dt ~o J t"&L(t) dt (x .» +00 ).
A — |
. X1 4 X
Imamo X I 1 & S
ﬁt L(t) dt = j % L(t)xdt + ( t=  L(t) dt,
A oA N 65 '
gde je - :ﬁ t- L(t)dt < 11m xél £~ L(t)dt
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X

e leelim Xc1)_L(x=1) )

X~ +o¢ X - L(x)

OO
o 1 sf _ X
2° Prema 5.3, za o> 1 integral .} t+ L(t)dt
2 - 1
S
i red v I(v) konvergiraju. Stoga je, prema 5.1.2.1l, i
v=l
teoremi (R),
108 + OF
J 5 )]
S t7 L(%) dat
Lim ﬁ_%%L= L Ly AT
) R -1 1= E(t
X% 40 - X IL(x A=1 C XFC X o dt
~ ol
= ....].'_.._. _...].‘_... 1im —Llix_)__—_——
L : . ' -

1
=
=

3
Q
o

i

=

.

Na osnovu 5.3, imamo

ot O o WA _
oL P
J .- S 3+ 7)) at
n t L(t) dt _
1im ————————————— == ] 1 V=1V '
o | D - X
B>o0e STV L(v) n-yoe S~ v T L{v)
V=1 =1
n+l
-
nJ' £ L(t)
= 1lim ——————— 1.
-A

n-a>¢ n o L(n)

pri Cemu se poslednja jednakost dokazuje na isti nacin kao slié-
na jednakost pod 1°.

It‘qLL(t) dt = [ = L(t) 4t
4 LX] [X]
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gde Je Zk 7(
[ I
fjt L(t)dt % 1 t L(t)dt
XS 0 f t7RL(t)At Xem oo f t74L(t)at
" - X
r f t“*L(t) dt
= lim \-JE:-]T:,;-—-—'————-— - 1 = lim _(E:'_Z__I'(E‘_L
Xt o | j tT7L(t) at X 400 x Y L(x)
i _
L-
— Ol- ﬁ

S
_'“"'-"—'-"-J

1
3° Stavimo Clx) = sup {1:_ 2 IL(t)r . Kako
x <t +00 ’

i integral
o
S |
t 2 C(t)at
A
- Istovremeno konvergiraju. Kako (prema sledeéoj tacki 5.5.)

1
C(x)avx 2 L(x) (x > + o0 ),

igsto se moZe redi za redove

o
Qx}
_ 1 |
e n Z  C{n) ;?i nt L(n),
n=1

kao 1 za integrale
O3 Be ]

1 ..
(‘t T Te— o(t) d¢ i (t -1 L(t) dt.
. 4 |

Odatle neposredno izlazi tvrdjenje.
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4y
4° Ako Z n_l L(n) = +0c .1mamo, prema 5.1l.1l.,

h= “_FLJ ot ]

lim %El— = C 1im
x> +e0 (177 L(t) dt x X +oa jt L(t) dat
A 5 A
x "t ¢ (x)e -
= C lim = Llim £ (x) =
X<Poo X - L(x) X + 00

U suprotnom sludaju tvrdjenje trivijalno sledi iz 6°.
59 se dokazuje slidno kao 1°, a 6° s1idno kao 2°.

X %
Oznake Z y s{x), 8 (x), R(x), R (x), uvedene for—
mulacijom teoreme I, upotrebljavademo stalno dalje sa istim
znacenjemn.

5.5.1? Neka je funkcija I,gx! gporo promenjiva i neka
je, za o{> 0,

L, (x) = d‘ sup { ‘b&L(t)} » L,(x)= XﬁlsuP (t-g{L(t)}

0£t<x X &t <+ne
(x }O)s
el - ) o ol
I’]‘. (x) = x  inf {t L(t)} . L2(X)= x inf)t I-('l:)}
- 0Lt <£Lx XLt <+ o

gde ge svakoj od ovih funkcija za X = O Erigisuje vrednost

L{0). Tada su sve funkcijer (x) (V=1,2) sporo promenji-
ve i vaZe relacije:

——-

20 Neka je funkcija L(x! za X 0 merliiva i pozitivna.
Tada iz relacija

Ly (%) A L(x), Io (x) A L(x) (X =2+ o= ),
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ili iz relacija

L, (x) av IL(x), L, (x) Ao L(x) (X o= + o< ),

izlazgi da je funkcija L(x) sporo promenjiva.
Napominjemo da su u sludaju kad je funkcija L(x)
neprekidna takve i sve funkcije___ﬁﬁv(x) (= 1,2).

Dokaz. 1° Neka je L(x) sporo promenjiva funkcija. Iz
tvrdjenja 1 teoreme I u 5.4. izlazi da za « = 0
>
. > '
(15) ol j 5 1 L(t) dt A~ x L{x) (x = + D2 ),
o
Odatle, za unapred dato & (o,l))(postoji xé_,::-»l takvo da je

L= £ Qre) § ™ () at (x> x,. )
i odatle 4
_ X
s { b L(t)} (1+£)o£§’*111(t) at (x >xc )
x stgx A4

-

Qdavde izlazi

X L(x) <sup < t L(t)}«csup {t L(4)} + 3up{t L(t)}

041;{1 ogt4x xt___‘{zx
%
£ sup {£% L} o+ 8 (¢ nwar x>z,
0 - t,ﬂsxs p

tie X
sup { Q(L(t)}- sup {to( L(t)} -"'f-f'b‘;('ll,(t)dt
A-"" o:.&.'l;ax __.9_-;.5_35_5________ + (14£) _3___________

= x* L(x) ™ L(x) ZXL(x)

Pustajué¢i prvo da X «>» + n= , pa potom da £ .3 0, dobija se
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odavde, & obzirom na (15),

sup {‘b‘D{L(t)} ~/ x-;('L(x) (X =3 + 2 )’

0 <x<t &X

odakle izlazi

i ———y-

Ly (x) ~. L(x) | (X -+ D e

Relacija'rz'(x)Ja;L(x) (X% 4+ o ) dokazuje se na slicCan

nadin, koriséenjem tvrdjenja 20 teoreme 1. Kako su funkecije

T (x) (v=132) pozitivne za x> o i merljive na E:o, + 0o ),

odatle izlazi, prema 5.2, da su one obe sporo promenjive.
Zajedno sa funkcijom L(x) i funkcija 'I%E) je gsporo

promenjiva. Odatle, prema prethedno‘ustanovljenom, sledi da je

xfgcsup .{-tﬁ£1r%£7 wa%ET (x >+ = ),
o &£t4 x
X ¢

e [ dobady e

Kako je |
- | ST SR
| . t (t)
0 <txXx 0=t x 04stLx
(4¢)
e - el
sup Jt ‘17%‘#)‘}“ inf .{t 'L(t))' ’
X531 < +oo T Eastg+

prethodne dve asimptotske relacije povlace

I (x) = x.'x inf { t_ﬁL(t)}NL(x) (X .= + 5 ),
oLt&x |
Lo (x) = x""ﬁ inf {t"’u L(t)} ~~L(x) (X =4+ Oz )

p. o A
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Prema (16), funkcije Ly, (x) (V= 1,2) su za x> O pozitivne

i na [o, + o) merljive. I one su, dakle, sporo promenjive.

2° Neka je funkcija L(x) za x = 0 pozitivna i merlji-
va i neka, za svako o/>0, vaie relacije

L(x) f, T, (x) (x —>+0c 3 V=1,2).

To znacl da je
L(x) = Cy(x) X~ Yy (x) = Cplx)x"Fy(x) (x > 0),

gde Gb(x) ~»]1 (x->+0Dc 3V =1,2); 791 (x) /, 4702(3‘.)‘\%

(x> o). Odavde izlazi, sa A=1,

- P 4
Cl(i X) i < L(Ax) < C,(-7x) /L
0y (x) L(x) Gy (x)

i odatle

JL-OZ; 14im L! #&x!: < TIn L /\:x: _{«(’(
% L (x) L ( x)
X~FP+o8 X 9+ oC

PuStajuéi da o{+«> o, dobija se

im BAD

X - +0¢ I (X)
Sto zajedno sa gore relenim dovodi do zakljucka da Jje L(x)
sporo promenjiva funkcija.

5¢5.1. Iz prethodnog regultata i dokaza njegove tacke
2° izvodi se da va¥i i slededa propozicija:

Neka je funkcija L(x[ merljiva i Eozitivné na La, +05) .
Da bi ona bila sporo promenjiva potrebno je i dovoljno da zsa



- 27 o

svako X> o postoje dve funkcije bpl(x) i fz(x) takve da je

oA

_ _ .‘
x IL(x) =§701(x) ﬂ . X IL(x) =l}cé(x) A (x = o).

6. DALJI STAVOVI O SPORO PROMENJIVIN FUNKCIJAMA

6.1 Nekoliko elementarnih osobina sporo promenjivih
funkcija, na éije eksplicitno navodjenje nismo naisli u poz-
natoj literaturi, formuliSemo u obliku sledede teoreme:

Teorema IT. 1° Ako su Ly (x) (V= 1,2,...,n) sporo pro-

menjive funkcije i R(xl, xz,...xn) je racionalna funkcija ¢iji

su svi koeficijenti pozitivni, tada je i funkeija

L(x) = R(Ll(x)i Ilz(x)s-"f I'n(x) )
Sporo promenjivae

2@ Ako je Lgxz sporo promenjiva funkcija a r!x[
racionalna funkclija koja zajedno sa X preko pozitivnih vred-

nostl teZl beskonacénosti, tada se funkcija Ll(x) definisana

za dovoljno veliko x jednakosdu

moze za ostale vrednosti x> o takeo definisati da bude sporo
Eromenjiva.
3° Ako je Ll(x) neprekidna sporo promenjiva funkecija,

a Lz(x) gaporo promenjiva funkecija kdja tezi pozitivno]j besko-

nacnosti kad x > + o, tada je i funkecija L(x) = Ly (Lz(x))

8poro promeniiva. Prema tome, skup neprekidnih spore promenii-

vih funkcija koje zajedno sa x tefe pozitivnoj beskonadnosti
zatvoren je u odnosu na operacije +, * i o (o mnofenje funkci-

4° Sporo promenjiva funkcija moze kad x ~» + o< ,
oscilirati i to sa konadnim ili beskonadnim intervalom oscilacije.
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5B Ako je funkcija Lgxz sporo promenjive, tada su i
funkcije X

21§ n(t)at (x > o)
K, (x) = 1 |
O (JC = 0)
i
-l
t L(t)at (x o)
K2(x) = g -~
Q (x = 6)

sporo promenjive., U slufaju kada je

X =2+ <
i funkcija
+ o2
Ky(x) = Y t71n(t) at
x

je sporo Eromenjiva-

6% Ako je funkcija L{(x) sporo promenjiva, funkcije

X
K, (x) = :_E L(t)at i Kyx) = 1/(x)

ne mogu bitl sporo Er@menjive.

Primetimo da tvrdjenje 1° vazi (u dve varijante)
kako za op3ti slucéaj sporo promenjive funkcije (definicija 1),
tako i za sporo promenjive funkcije u smislu nasSe konvehcije
u 2,2,

Dokaz. 1° OCigledno je da su proizvod i kolicd-
nik dve sporo promenjive funkcije takodje sporo promenjive
funkcije. To isto, medjutim, vazi i za zbir. Neka su, naime,
Ll(x) i L2(x)_sporo promenjive funkéije i neka je L(x)nLl(x)+
+ L,(x). Za fiksirano A> o imamo
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Ly, () = L (x) + & (DL (x), Lim & (x)= o  (i/=1,2).
| X —» 4 D

Stavimo 11  &,(x)= max ﬁgl(x)l "fia(x)l} , dobijamo

tAx) _, , €1 (B In(@+ &o(x)T(x)
L(x) Ly (x)+ Ly(x)

1l + £(x)’

gde |
lf(x)[ {\gl(x){ I, (x) + iEz(x)‘ L,(x)
- I'l(x) + Ilz(x)

3(x) Ly (x)+ _3(x)L2(x) _E& (x) >0 (X5 +09);
Ll(x) + Lz(x)

dakle, v
1im ML— = le

X —» + o I(x)

Iz prethodnog se lako izvodi tvrdjenje 1°, u obe vari-
jante,
| 22 Ppod formulisanim pretpostavkama, r(x)r/a (X >+ o) §
a > 0, n prirodan brej), sto znacdi da je

r{x) = c(x) axn, gde 1lim c¢(x) = 1,
X -t o

Stoga, za fiksirano ﬂ;.:»e, kad je x doveoljno veliko imamo

L, (A X Lx(dx)  L(e(Ax)adA® =)

L, (x) I(r(x))  L(e(x)a x)

I [Eé_(/%). /{\ ﬂ. a Q(x)xn

L(a c(x) x")

> 1 (X %+ o),

prema teoremi (0), Jjer je za dovoljno veliko X



3%  Pod formulisanim uslovima funkcija L(x) je difi-
nisana, pozitivna 1 merljiva na Eﬂ, + 7). Neka je A=o0 fik-

-

sirano., Tada postoji X, > 0 takvo da je za X = X,

1 2

Onda je, s obzirom na éinjenicu da L2(x) > toe (X + o )
i na teoremu (0),

(L2(~}tx) L. ))
1im L(“’{ng lim Ip VE(X) T ° 2t %

xa—)-l-at:‘-— II(X) X > 4 o Ll (Lz(x) )

=lt

4e Tvrdjenje da sporo promenjiva funkcija mozZe osci-
lirati (ne tezZiti odredjenoj konacénoj ili beskonacnoj grani-
ci) dokazademo primerom sporo promenjive funkcije

I '
L(x) = & (x >1),

E(x) = Lﬁ_

l + log x

838

gde je funkcija 7{ (x) odredjena na sledeé¢i nac¢in. Neka je

Be-—l

T} =3 Fp =
tada X, > X = 3, pa

(xn-l-l)o + 13

xn+1"xn=xn(""i:§il‘“"“1)>3- (0% - 1)

(17) >3 (R = 1’2’3,100-)1
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Stavl jamo
X - X (x. — 1 X < X + 1)
¥ =1 2y =1 < < 2y =1
1 (x.w-l + 1l £ x < Xyl )

|

%(X)‘: _j- )(‘ -ﬁwl (xﬁ'ﬁ.ﬁ'nléx < X yp+ l)
\ - 1 (be’ +/{£Kf} x.ZV.[-f_ X, 41 " 1)

| (Ve 1,2,35.000)0

L

Ova definicija je, s obzirom na (17), neprotivredna. Grafik
funkcije 'lt(x) u intervalu xw_lr'%, x Zi,-+1+ 1l prikazan je

na slici.

Funkcija 1( (x) je odigledno neprekidna

Red se Pudi e Tk, -
>ED o« - ) [ ()] At
L Roa ‘*\T-'-“—L ) t(1l+log +)
g e TN Ky
- > (-t J —=E (fﬂ—( )———J—L—% 31 dt
it L t(1l+log t) . t(1l+log t)

e ¥ R S I
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N -
1 log(
= Z (-l)n"l log + 1o8{Xny - + 7(
=1 1 + log (x_ + 1) |
O
z (-1)7~1 (1 +A_,) (<, L, 0, n > o)
n=1

oscilira izmedju konadénih granica: on ima dve tadke nagomila-
vanjas ‘7( i 1 -H;( , 2de Jje stavljeno

L = Z «--1)"““"1 ~ n ( > 0).
n=1

Odatle izlazi da i funkcija L(x) oscilira. Izvesnom modifika-
cijom izloZenog primera moze se formirati sporo promenjiva
funkcija koja oscilira izmedju beskonalnih granica kad X <> +o,

s »’kv{«fj’e Fun.kci;le Kp(x) !/-.= 1,2) definisane au naL0,+60f

za ]\::-0. & X=p, ’T-@"HQ“{L s ’1 {Jf? { Wanes
) Ky (A x) 1 qim 2 L{t) 4t
in —pmy—— = B P
X 3+ o 1'% A X > +mi" L(%) at
L

N S _LLL_EL_ 1.

A X=>+00 L (x)

AX

S1iéno, ,, |

K, (Ax) L tTin(t)at
1 1 Q.. S—————— I} _ '

X -=tgo K, (x)  x-> x| t7IL(t) at

| 1

= lim --/\ (/\icz"ngJ\xz = lim I ("'l x) 1,
XS doc L(x) X e 4ol (x}
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ukoliko Kz(x)-?-l--:)@ (x> +2< ). U suprotnom slucaju je

lim K,(x) pozitivan i konacan broj i stoga je K,(x) ponovo
X < 00

gporo promenjiva. U poslednjem slucdaju se na osnovu teoreme
5.5.1., 81iéno kao u prethodnim slucéajevima, dokazuje da je
funkcija KB(x) sporo promenjiva,

6° Kgko

1 1
x 2 Ky(x) = x 2 K (x)o + oo (x> +=:>zf:‘z)/

funkcija K4(x), prema 5.4., ne moze biti sporo promenjiva.

Ako bi funkeija K5(x) = L/(x) bila sporo promenjiva,
ona bi bila za svako x Z o konadéna i integrabilna u svakom
konaénom podintervalu intervala ]____o,+ o). Onda bi se imalo

x*-
(18) L(x)= Ks(£) at + L(1),
1

gde, prema prethodnom rezultatu, za x> 1l pozitivna funkcija
Ks(t). dt ne bi bila sporo promenjiva. Onda ni funkcija L(x),

prema (18), ne bi mogla biti sporo promenjiva.

6elels Primetimo da iz tvrdjenja 4° prethodne teoreme

izlazi da, specijalno, sporo promenjiva funkcija ne mora biti
asimptotskl jednaka nekoj monotonoj Ffunkciji. Ovo je u fzﬂ

(str.46) dokazano posebnim primerom.

6.2, Teorema III. Neka je funkcija Z*’gxg neopadajuca i

sa donje strane ograniena u intervalu (o, ) ( > o) i neka
je K> o, Tada:

S 1° Xonadnost jednog od integrala

| 3
19 |xN 1 2 Ha ¥ i i) P e
Eovlaéi konacnost drugog od njih i C
| X

(200 Y& [ F-1 $)dt —> o (X ~> + 0)e

Y
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20 Pod uslovom

{ 7 ) at £+ o,

konacnost jednog od_integrala

c}"*- .
(21) (R( ) d ¥ (x) i fx"l L( 51,3 ) ¥(x) ax
. |
povladi konacnosﬁ drugog od njih i
R( % ) fx)s o x>+ 0)e

Za L(x) = 1 tvrdaenge 1% svodl Se na specljalan gslu-
caj leme B.Sz.ﬂNggz-a u [ ij

Dokaz. 1°

MoZe se pretpostaviti da je )ﬁlx)

(O &x&y), jer su, kad je )0(:3:) konstanta, automatskl oba
integrala (19) konadna i vaZi (20).

Prema tvrdjenju teoreme I pod 2° (u 5.4),

+ o
J td‘*‘l ( % ) dt = 5‘ Pkt L{t)dt
oy 1
X
. _?-_ (%) -F’LL( ':"]é) = X*L(%)’ (X >+ ~ 0).
i o

Odavde izlazi ekvikonvergencija integrala

7
f X 1 ( % ) 45 (x) 1 “ L gt R A %)dt:fd}fl (x).
5 | & ']
S drugea-strane, za Uéé%ﬁﬁbija se parcijalnom integracijom

g
( B X L ’E ) dg d [:f(xﬂ - =¥ £k ax
2 0 5 >

cF e [ ba'| #ud Fwa

o

s
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> I
é(:?( Ly ) Fx)ax = ¥ (X f:?"‘lL( ) e (x)dx.
9,

Odatle izlazi ekvikonvergencija integrala

3oL %
J [{’E’[“l L( £ ) dt] A l b (x‘] i ft"“"l I( £ ) ¥(x)ix
&

i dalae, zbog prethodnog rezultata, ekvikonvergencija integra-
la (19). Odatle, najzad, sledi da konvergencija jednog od ta
dva integrala povlaédi

§ £

0o £¥(.5) ‘ -1 I( = )dx é’fﬁ”(“l W 2)%x) dx =m0 (o).
L & |

2° I u ovom slucaju se, uz isto obrazloZenje kao
pod 19, mofe pretpostaviti da je ¥(x)= o (o<x<{). Za
o<t 2 onda imamo

1 o

fecan - v o] -

£ )
-1, 1 - Ly ¥
(22) =21 (3) ¥ ;g,gx R Y@ - 2K
& s

Odavde se izvodi da konvergencija prvog integrala (21) povlacdi
konvergenciju drugog. Konvergencija drugog integrala (21), me-

)3«:(5)-3( ) ()

(“ﬂpl

djutim, povlaci

0o LR (Z)FE) = f£) [t L(t)ds
= Y€y | studrer <« f t7 L () ¥ (h)as

—= 0 ( £>+ 0 )

i dalje, prema (22), kdnvergenciju prvog integrala (21).,

6.3. U Eﬂrl Aljancié, Bojanié i Tomié dokazali su
glededu lemu:
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roizveod dve monotone sporo

i i _ ili dve sporo promenjiive funkcije
L\"/(x) i L'“/(x) takve da L'~ ’(n) 2, al (n)X ) io>o,
tada ie

(23) 2_ [ VL) = (Ve DB+ 1] € ¥ () 1 L(n)

: IR

V

(I]. 1,2,3-’---)1

i

NJihov dokaz reprodukujemo sSa jednom manjom izmernom,

Dokaz. Stavimo L, = L(n), L(l)(n) = 8y

ch)(n) = b,. Tada je, za p > n,

P &
/:IV L - (¥ + 1) I'V"l
VA . L;E
o B ~l - =X
Z L - v+l fﬂ 4+ 1) L -
L5 E, W+ o+ ] W 1) uf}"‘ll
V= Al w0 Va A
£ Y i, -l ‘,‘;L_ < il
X,/ N a—
s )Y LR SRRV A SN VYR
.\i'-'-‘-M Visﬁ
P . ety
V= A o .
Prema teoremi I pod 2° (u 5.4) 1 nejednakosti
1 (=l X
1 - (1 + = ) <T (/>0 ),
imamo 'Y, ‘
AT ¥
I
(20)® B vt L) {oag (o) L),

Primenom parcijalne sumacije i rezultata (24) dobija se
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- o
S - _
Sp & by ) (VLT (apyy - ay)
ve
- S - SV §
éanf\/ (v'+ 1) e(’ a, +bn(p a.p-n an)
<o STy e 2] - b
& b, i/ + &, +0D o Pn*
Vimdn,
o, K

Nejzad, koriséenje osobine 5.5, sporo promenjive funk-

cije daje
_4@ ﬂk
Sy = (b a1 (B~ By )
= . o
<. sup . t_d\léu)(t)} 5 (b ~ b )
= k | L R
n&<t L O ,

ol 8

(26) &1y () 21D (@) by = wy () n'a(Ln.

Prema (24, (25) 1 (26), dobija se

A
?_ \V"ﬁ,—- (V+1)"9(Lw 1!5-;_ M(O‘;)n“dq*i;éap b,
ST

i konadéno nejednakost (23) pustajuéi da p> oo .
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6.4, Slededu lemu iskoristili su autori za dokaz
inverznog dela svog stava o asimptotskom ponasSanju trigono-

metrijskih redova (v. E-: 67 6 1l u II delu ovog rada),

Neka je L(x) sporo promenjiva funkcija, c, =™ 0O

(n=1,2,...) 1 neka, za neko X > o,n"“z c, NV (n= 1,2,...)0

Tada -
47
Rl |

Ba C = o 3= 0, povliadi

P~

C_. o C /"} % Il(n) (n R )t

Dokaz. Neka je >0 1in = En—t— rn:( .

Tada je, prema (27),

ZC = C [mf"" L(m) - nﬂL(n)] + 0 (m(L(m) )

V=4t

+ o(al’ L(n) = Cnﬁl.(n) r ( m )/ Z@'} J

+ O (Jsz4 L(n) ). (

Kako, 8 Jjedne strane,

b opm (.1 o3 4 0(1] 1(eTs olthn)

'L (n)
(28) —> (143 ) (n-5>0c),
a s druge strane, za n< V¥V £ m,
V - o ) cni\( 5 ) OB (1 + ) cni

to dobijame
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m

7 ck;{-}_ (m=n) (1 +¢ ) c,£n ¢ (1+ & ) Chn

v=n+1

i dalje, prema (28),
4

C e - ' 4 *
n &+ ¢V e,z Caf® L) [ (1+ & )“-1_Z + o (0 L(n) ).

Odatle se dobija

c | /3
14 n x ﬂ&gﬁ-l
B n?"II,(n) Z F(1 + 5K
Ihﬂ?f3

i dalje, puStajuéi da 31.;.,... o,
1 cn. ~
—— ~lymy © P

n

Ka slican nacin, polazeéi od grupe Clanova levo od

Chs dobija se
e —— C, -
lim —— L O,
| nf L(n) (7
n P oc
dakle, o
1im -FI-JL—;: 0/3 .
nePoc B L(n)

6.5. Rezultat koji sledi, izmedju ostalog, ima za
posledicu da se u svim rasudjivenjima u II delu ovog rada i
njima analognim moZe, bez smanjenja opsStosti, pretpostaviti
da svaka sporo promenjiva funkeija L(x) o kojoj je reé ima
za X Z- 0 onoliko izvoda keoliko se zZeli, kao i da je, kadgod
se uvodi uslov monotonije ili konveksiteta u vezi sa L(x),
gvejedno da 1i se njemn pddvrgava funkcija u pitanju ili samo
odgovarajué¢i niz celobrojnih vrednosti. '

Teorema IV. Za sveku sporo promenjivu funkciju L(x)
postoji za X 2 o beskrajno diferencijabilna 8poro Ersmengiva

funkeija L,(x) sa osobinama:




1° I-@(x) ro. L(x) (x —=>» + o ).
2% L,(n) =  I(n) (B=0,1,2,00e)0
3g Ako je funkciia L(x) monoteona, za x = o ili

zg dovoljne velike X, onda to isto svojstvo ima i Le(x).

4° Odgovarajuée tvrdjenje vaZi i za konveksitet.

Dokazujemo najpre dve leme.

Lema I; Neka je a < b, A <~ B. Tada postoji funkci-
ja P(x) koja je! -
1° svuda beskrajno diferenCijabilna,

p—

2° u intervalu | a,b strogzo monotona,

B L J
3 gfa osobinama

F(x) =A (x 2 a), F(x) =B (x 'z b).

Dokaz. Ova svojstva ima funkecija

{;, (x £ a) N
F(x) = < G(x) (a < x & D)
B (x > b),

gde je

X
1
j (t-a)z(t-b)z

g e

G(x)}}: (B~A) -T_—__T-—— +- A..

_ ___2____2__
j e”  (t-2)°(t-b)° dt

U

%,-L.
Y
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Lema II, Neka je a <& b,

o(«{ B - A </} Tada postoji fumkcija H(x) koja je:

b - a ¢

1° swuda beskrajno diferencijabilna,

2° u intervalu Ea,ﬁ] konveksna,

3° 8a osobinama

H(x) = A + A (x~e) (x £ a), H(x) = B+ f’; (x-~b) (x = b).
Dokaz. Stavimo
g S o X
(x) = at [ TTE T - .
K - d . | ' bl
* X‘J Je (u~a)“(u=-b) z?l‘u‘dfe (t-a)z(t-b)z i
¢ &
+ £ (c L a).

Ova funkcija je svuda beskrajno diferencijabilna., Konstante
LI 5‘ sy & 1 c cdredjujemo iz uslova:

£ &
3 - . 1
K(a)z & = 4, (29)K(b)=4" f dt f ¢ (u—a)E(u-b)! dgL
b = &
1
. - = B’
S} BT Tes PR
: - ———
(30) K (3)Erj e (u=a)“(u=b) du = "7<
A e
(31) K°(b) =) ! ® (u-2)(u-b)° dm = /% .
Dobijame{ f
& = A

bar Jjedan od brojeva_-?_(;i (? Jje ;#: o3 neka je to, na primer,
oL 3 tada ¢ £ a, J 3= 0, pa se deobom (31) sa (30) dobija
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°
: il
a x
|
C
$3.
b
S )
(32) a = 1 -1

Oy

Kako je leva strana za ¢ # o neprekidna funkcija i za ¢ & a
uzima sve negativne, a za ¢ #€ a sve pozitivne vrednosti, pos-
toji broj ¢ koji zadovoljava jednadinu (32). Onda se J  odre-
djuje iz (30), potom 3 iz (29). Postupak je slidan u sluda-
ju kada je X = o, /3 # oo

Sa ovako odredjenim konstantamsa,

}f: d 2Ly  C K(x), daekle, ispunjava uslove
K(a) = A, K(b) = B, K'ia) = . K/(b) ___/; R

Sem toga je

xVhay = k%) - 0 (V= 2,3,...).
Posle ovoga jasno je da funkcija
| X-2)+ A (x < a)
H(x)=y¢ k(x) (a £x £ D)
{x-b)+B (x > b)

ima osobine 19-3°¢
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Dokaz teoreme IV. Oznadimo sa G, (x) funkeiju G(x) iz do-
kaza leme 1, sa a = n, b = n+l,

A = Min -{ L{n), L(n+l)}- . B = Max {:L(n), L(n+1)} .
pod uslovom da I(n) # L(n+l). Stavimo
(e, (%) (ako L(n) < 1(n+l))
Ly(x)= { L (n) (ako L(n)= L(n+l)  (BEXEDHL;
_ | Nz 0,142,400
l‘_Gn(211-;-1«-:1{) (ako L(n) >L(n+l)).

Ova funkcija ocigledno ispunjava uslov 2° 1 stroge monotono
raste, konatantna je, odnosno strogo monotono opada u inter-
valu [n, n+l] prema tome da 1i je IL(n) < L(n+l), L(n)=L(n+l)
ili L(n) - L(n+l). Odatle izlazi da ona ispunjava uslov 3% 1
da je, za x = o,

def - def
A(x) = inf {L(t)}&‘ L,(x) < sup {L(t)}ﬁ B(x),
[(X]«tsfx] + 1 [x]<t *_;-:[x] + 1
tie
A(x) < L,(x) < B(x) ’
L(x) L(x) L(x)

odakle, prema fteoremi (0), izlazi da L, (x)

“> 1 (X ~5 +oc ),
L{x)

tj. da Lo(x) ima i osobinu 1°. Funkcijé Lo(x) je, sem toga, prema

lemi I, i beskonacno diferencijabilna.

1)

Ako je funkcija L(x) konveksna i monotona
(m prirodan broj ili nula) i funkcija Lg(x) ¢e biti konveksna

za X == 1

za X 7~ m, uz zadrZavanje ostalih osobina, ukoliko se za x > m

konstruisSe na slededi nacin. Pretpostavimo da je u pitanju

stroga konveksnost funkcije L(x) za x = m.

Stavimo MF= (V,5(+)) (= 0,1,2,...) 1 kroz tacku Mm povucimo

15Konveksitet_za dovoljno veliko x povlaci monotoniju za do-
voljno veliko x.
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pravu p. koja se desno od prave X = m nalazi ispod prave

MﬁMﬁ+1 i penje se ili spusta zajedno s njom. Ako se na P

uzme, izmedju prave x = m i1 x = m+l, tacka | dovolgne blis-

ka tacki M » duzi Mﬁ.mﬁ+l i Mm+1 M. o nalaze se sa iste stra-

ne prave P M . i penju se ili spustaju zajedno sa njom.
Uzimajuéi na poslednjoj pravo], u pojasu izmedju pravih x =m+l

i x = me2, tacku Pm+l dovoljno blisku tacki Hm+l postiZze se da se
duzi Mm+1Mﬁ+2 i Mﬁ+2 Mﬁ+3 nalaze se iste strane prave P 12 *
Produzujuéi ovako, dobija se poligonalna linija C: M_ P+l

P LEE koja za x > m predstavlja grafik funkcije 1l(x) sa

m
osobinama 1° - 4 s Sto se lako moZe u pojedinostima proveriti.

“Zaoblguaucl“ 1iniju C kod . ﬁ‘mﬁ
temena P mel? " dovolj= '%f

no mallm krlvollnlasklm de~
lovima, u smiglu leme 2, do-
bi¢e se kriva koja predstave
lja grafik beskonacno dife-
rencijabilne funkeije L, (x)
(x 2 m) sa osobinama 1 -4 .
Na sllcan nacin moze ge
postupiti u slucaju kad
konveksnost nije stroga.

X

it I NN TN

WL Kokl Kbl R heth MALST ”

6.6. Iz grupe rezultata o asimtotskom ponadanju jed-
ne klase odredjenih integrala koje su Aljancéié¢, Bojanié i Tomid
dokazali u LBJ' s navodimo slededa tri osnovna:

xﬁ 6.6.1. Neka je L(x) sporo promenjiva funkoija_i neka

je :
_[x“kdf(x)ﬂ & dx o+ oo
ey
za neko -12:. Oe |
Tada f |
l (x)L( A x)at ~ L(A) f £ (x)ax ( -/:L‘H o< ),
+r o +C

pod pretpostavkom da postoji integral na levoj strani.
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6.6.2. Neka je L(x) sporo promenjiva funkcija i

neka je
oo
[‘k%!f(x)l ax < F o<
Y >
Za Nekxko :2'? .
Tada intezral
O
L_ff(x) L(J{x) dx
X
postoji i
o8 | O
_ff(x) L(Ax) ax A LA ) | 2(x) ax (A s 0= ).
N &

6.6.3., Neka je L(x) sporo promenjiva funkecija i neka

Je e

(er 'f(x)l dtzi-l-@é

| +¢
28 -ﬂ{¢ﬁ’7f€L/3 (wfh/@ - 5?).
Tade,
_ AT
1 (f(-%—) L(x) dx ~. (A ) f £(x) dx (A oo ).
A ) '
0 | +0

T NEKE KLASE SPORO PROMENJIVIH FUNKCIJA

Oznac¢imo klasu svih sporo promenjivih.funkcijaraa.:?ff¢
Pojedine njene podklase obelezavademo istim ovim slovom sa
dodetnim indeksima, | |

T.l. Zygmund-ova klasa sporo promenjivih funkcija .
Sleded¢oj klasi funkcija, koju A. Zygmund definisSe i koristi u

[35] (str.299 i dalje), R.Bojanié i J., Karamata Karamata u LlB] daju
naziv Zygmund-ova klasa sporo promenjivih funkcija. Ovaj na-

ziv i mi usvajamo.
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Definicija. Za funkciju K!x! koja je za X == 0
gvojstve da, za svako ¢ > Oy

L
; .

X ¢ K(x) ,/"7 kad je x dovoljno veliko,

*'lr—-

x ¢ K(x) ! kad je x dovoljnmo veliko,

kaZe se da pripada Zygmund-ovoj klasi sporo promenjivih funk-
cija ili da je sporo promenjiva u Zygmund-ovom smislu. Zygmund-

ovu klasu sporo promenjivih funkcija oznalavamo sa K o.

Ta7el. Prethodne nazive opravdava cinjenica da je

K, < X

Zaista, neka K(x) & ~7@ i neka je -/L?‘ l. Tada za
svakeo E)o imamo, ukoliko Jje x dovoljno veliko,

N . ' |
A < ld A xdo . xdn ,\‘r cfixz“"';cgsflxzé.‘,(":

- % K(x) K(x) x " K(x)

Odatle, . K(Jl. x) < K SJ\ x) <J‘tdr‘

~).‘“w‘-'<-: 1im K (x) 1lim K (x)
X T 4os X —+oc
i dalje, pustajuéi da 5‘_}4- 0,

lim K (Ax) = 1.

X -3 +oe K (x)

Odavde i iz dinjenice da je funkcija K(x) oligledno merljiva
izlazi da je ona spore promenjiva u smislu naSe konvekcije u
2.2 (pa samim tim i u smislu definicije 1).

r7s s
| 7.1.2.?(0 je prava podklasa klase % « Preciznije,
vaze sledecda tvrdjenja:

Teorema V. 1° Postoji sporo promenjiva funkcija L, (x)

takva da ni za jedno FB- 0 ne vazi ni
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(33) x,Y L, (x) /' (x_dovoljno veliko) ,
ni

#

e -
{(34) | x"ﬁ' Ll(x) \l (x dovoljno veliko).

20 Pesto;_ii monotono rastuda Sporeo promenjiva funkeci-
ja Iae(X) takva da ni za jedno d> o ne vazi (34).

30 Postoje sporo promenjive funkcije takve da (33)
ili (34) za neke vrednosti § >o vazi, a za neke ne vazi,

Dokaz. 1° Sve sporo promen%ve funkcije oblika

_ | £ (t)
I (x) = (1 + !  sin xz) e }; me (x;» 0),

gde je > ¢ (x) neprekidna funkcija koja teZi nuli kad x ~ %4+ O ,
imaju 0sob1nu o kojoj je ovde rec. Zaista, 111 sa jednim d’i ¢

[x N I.l(x)J ]_(x + x"‘"ls:.n X ) e [—'('FL dt]

xd‘-]'[ol-{- 2 x cos X° + a(l)} « {é‘ : at

nije stalnog znaka za dovoljno veliko x.

2° Neka jey, 28 N = 1,233,564,

1 >, _ 2
a2 (n°<L x £n° + 1)
91 (x) — '
1‘ | 0 (n® +1 < x 4(n+1)2),
X
K(E) a4
J £
c(x)= & 1 (x?;l),I.z(x)= c(x) log x (x21).



- 48 =

Funkcija.L2(x) je odigledno pozitiwvma i strogoe rastuda i kako

\,-H,
0‘-‘3
3 ,.1 / N bVlBg (l+ ?E)
»ﬁaxpl / | VoA
o(x) = z & <+ oo (x = 1),

tj. 1im c(x) = ¢ je pozitivan i konaCan, zakljuujemo da je

X~ + O
funkcija L,(x) sporo promenjiva i sirogo ragtula. Sa bil_o ko=
jim fiksiranim §" > o,

P ahd Lz(x:[ I, Y ~8- 1 Lo(x)+ :1::"criL:l Ly(x)+ x-orlc(x)f

-5— 1L2(x) L"’L(X)-5+_ TﬂTgTJ

uzima oba znaka za proizvoljne velike vrednosti  x.

3° Tvrdjenje doka x:z.uge spoero promenjiva funkcija
£ (1)
L (x) = (a + X 3111 x) e I (x dovoeljno veliko;
a > 9)1

Ako je ‘Y e al za dovoljno veliko X

L(x) Yy i L) A

a ako je { L&' nijedna od prethodnih relacija nee vaiiti za

dovoljno veliko x.

T+«2. U radu [13] date su sledede definicije i
karakterizacije joS dve klase sporo promenjivih funkcija, t.zve.

klase cistih kvazi monotonih i klase kvazi monotonih sporo pro-
menjivih funkcija, za koje éemo redom upotrebljavati oznake %"1 i

X2 -
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T7.2.1l. Za sporo promenjivu funkciju L(x kaze se da

je kvazi monotona ako ,]e, za neko &> 0.
K JF | | |
( t Ic{L(t)l = O(xé‘ L(x) ) | (X —5 + 2e ),
! |
a da je ¢ista kvazi monotona funkcija ako za neko o

r o - T

‘d L('l:)' = 0 _(x‘rI..(x) ) . (X = 4+ D ),

¢

Telele

Te2.241s Sporo promenjiva funkcija Lgxz Je kvazi mono-
tona ako i samo ako postoje dve pozitivne neopadajude funkcije
fv (x) (V=1,2) sa osobinama

F,(2x) = 0 (Y(x) ) (x = + oo 3 17=1,2).
tako da je
ch) - ﬁ.iﬁ)__ .
WY o(x)

7.2.2.24'5 oro_promenjiva funkcija L(x) je &ista kvazi
na funkcija ako 1 samo ako postoje dve neopadajude sporo
promenjive funkeije L. (x) (J/ = 1,2 ) takvo da je

Ly (x)

L(X) T eemese— g
LZ(X)

Poslednji uslov moZe se formulisati kao uslov da je
L(x) proizvod dve monotone sporo promenjive funkcije.

Te3e Teoreme 7 202e¢le 1 Tel2.2.2. dokazane su u i 13jr

U istom radu dokazana je sledeéa karakterizacija Zygmund-ove klase
sporo promenalvlh funkecija ﬁ%io'



- 50 =

Pozitivna funkcija L(x) pripada klasi %a ako i

gamo gko je

-MAD-!_L(J{) = D+I-(x) < + O (x dovoljno veliko)
i
x D L(x) = 0o (L (x) ), X DYL(x) = o (L(x)) (X 7 + o )e

7.4. Sto se tide odnosa izmedju klasa_cf(b, 7K1 i

5152, oCigledno je, pre svega, da vazi inkluzija
Ki < X,
U [iB] je dokazana inkluzija
fz(a . <:7Z?1 *

Iz teoreme V u 7.1.2. izlazi (kao i iz kontraprimera na str.35-36
u [13]) da je klasa X pravi deo klase K ;.

T.4. Na kraju prvog dela dokazujemo jednu teoremu
o klasi "7(0.
Teorema VI, Svaka 2a dovoljno veliko X konveksnal)

gporo Eromenjiva funkcija pripada nggund-ovoj klagli sporo pro-
menjivih funkcija.

Dokaz. Neka je sporo promenjiva funkcija L(x) kon-
veksna nadole za X %> )('0. Tada je

[
. -M‘(L_'_ (X)) < + o (x:"’xo)?‘*

( L{x+h)- L(x) ' |
L, (x) &3 " £L_ (x+h) (h> 0, x>x_),

b 1)

Konveksnost se ne uzima u strogom smislu.
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odakle, specijalno,sledi da je L _ (x) stalnog'znaka za dovoljino
veliko x, |

S druge strane, ako je J.) 1 fiksirano, za pro-
izvoljno dato 3= 0 postoji xi.gﬁ :x:b takvo da Jje

(35) |1 (Ax) - 1| < g B(x) (x> xg ).

Ako je L_l_{-(x);; o za dovoljno veliko x, iz (35), 8 obzirom
na prethodno, izlazi |

I.Lj(xﬂflgu\_xu_uai PR ¢ 58

Ax - x -/1 -1 X

( x = xs i doveljno veliko ),

tle
XILi (x) ] ¢ |
— T < I—'T— (x > xg i dovoljno veliko).

A . |
Ako je L_ (x) £ o za dovoljno veliko x, tada se, prema (35), do=
bila |

/ RN ITE I '* & .
L' ofgian-um L
l+ xl | Ax - x I A -1 (x)
(x?xé i dovoljno wveliko),
tie j
LF Ly (”{X)l{;é A L(x)
L{X X) A1 LA %)
U prvom slucdaju se dobija |
lei (x” <2 £

Lim L(x) A -1
X 3 ot

L

¥
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a u drugom

1 le_: (X)| "E | -)\XIL_I/_( /k x)f < ,/{
11 ———————— . <
X =3+ 0c L {1/ X 9 4 O L(Ax) A =1

PusStajuéi da g ~x 0, dolazi se u oba sludaja do
zakljucka
¢
lim le+ (x)l B
X = +o¢ L (x)

Os

Odavde i iz karakterizacije 7.3. klase i?{é neposredno sledi
da

L{x) é%;.



ITI DEO

RAZLICITE PRIMENE SPORO PROMENJIVIH FPUNKCIJA
U TEORIJI TRIGONOMETRIJSKIH REDOVA
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Pojam spore promenjive funkcije i njena svojstva u po-
¢etku su nasli primene u uopStavanju teorema Abelovog i Tguber-
ovog tipa. U novije vreme one se pokazuju plodnim i u teoriji
trigonometrijskih redovae.

Ovde se, sumarno klasifikujuéi, javljaju tri grupe re-
zultata teorije sinusnih i kosinusnih trigonometrijskih redova

koji se mogu generalizovati pomoéu sporo promenjivih funkcija.

1® Ako se posmatraju redovi

Aol ' e
(1) g (X):'an gin nx i f(x)::%ao-l-Zance-anx,
K | W f

sa a, \ °, b, NO (n3oc), koji definiBu za o <. X <4 nepreki
ne, ali ne obavezno i u Lebesgue-ovom smislu nra (o, J° ) inte-
grabilne funkcije, moZe se ispitivati veza izmedju L-integrabil-
nosti na (e,j?v) funkcije

-

érﬂ (x), odnosno x f(x),

i konvergencije reda

Z T 1, b, odnosnoz -1

=4
gde Jje ,Zﬂrealna konstanta koja pripada pogodnim intervalima,

kao 1 modifikovane varijante ove veze u granicénim slucajevima.
U tom praveu su u radu [:ST wopsteni raniji rezultati R.P.

Boas~a [10] P,Heywood-a [23] i W.H.Young-a [33]
2© Postoji veliki broj klasicnih i novijih rezultata

o asimptotskom ponasanju redova (1), pod navedenim uslovima mo-
notonije koeficijenata ili nekim njima analognim uslovima. I ovi
rezultati se adekvatno generalisu i kompletiraju uvodjenjem spo-

ro promenljivih funkcija.
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39 Najzad, polazeéi od funkcija g(x) i £(x), sa izvesnim
specijalnim osobinama, mogu se posmatrati njihovi uopsSteni Fourier
ovi illi Pourier—ovi sinusni odnosno kosinusni redovi

= | 1 |
g{x) n/ an gin nx i f(x)NT a, +f a, cosnx

W ] L - T
i ispitivati veza izmedju integrabilnosti na (o,./; ) funkcije

!

x g(x), odnosnmo x £(x),

i konvergencije reda

& ?’/ O .
_n ~¥
Zn b, odnosne Z_ n a, e
M=y L3kt

I u ovo] oblasti mogu ge pomocdu sporo promenjivih funkecija dobi-
ti opstiji rezultati.

Pitanjima pod 1° mi se ovde nedemo baviti. U oblasti re-
zultata 29, pored pregleda glavnih poznatih rezultata, izneceme
nekoliko zakljucnih i dopunskih primedbi u obliku teorema ?II i
VIII. Najzad, Sto se tice pitanja pod 30, dajemo niz generalizaci-
ja rezultata Zygmund-a, B.Sz.~ Nagy-a 1 Boas—-a, od kojih neke po-
boljSavaju ranije autorove rezultate. Napominjemo da u j‘B ne
vrSime samo generalizacije uvodjenjem sporo promenjivih funkeija,
veé prosirujemo poznate rezultate i u drugim pravcima.

U onome Sto sledi za svaku funkciju oznacdemu sa L(x)
podrazumevade se da je sporo promenjiva i na to nede visSe biti
izric¢ito ukazivano. S obzirom na teoremu IV iz prvog dela i na
karakter rezultata o ¢ijim je geﬁeralizacijama re¢, moze se pred-
postaviti da L(x) ima onoliko izvoda koliko se %eli.

Integrabilﬁest funkeije £(x) u Lebesgue—ovom smislu ne

intervalu (o, J| ) svuda éemo oznadavati sa

£(x) e (o, A )
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1. ASIMPTOTSKO PONASANJE SINUSNIH I KOSINUSNIH TRIGONO=-

METRIJSKIH REDOVA

Polaznim rezultatima u ovoj oblasti mogu se smatrati for-

mule
0o -
Z EYcoa nx v erF(luf)sin J;qu
M=
oo Y - ; < 1),
Zn 5/;:':.1:1 nxX A x'ri (1- ¥ )cos j;_"gf (x 5+03 ocl 1)
M= 4

(Za dokaz videti, na primer, [:351, str. 298-299).

Sto se tide sinusnih redova

g (x) Z b, sin nx,

Hardy [19] je 1928. g. dokazae da, pod predpostavkom b \J O,

za 0 « Y «. 1 relacija

-Y

(2) b, ~ n (n >0 )
povlaci relaciju
(3) g(x) ~v xr‘/L (1~ Y ) cos J%— (x >+ o).

1931. g. Hardy [2@] Je ustanovie da, pod istim uslovima, i obrr
to (3) povliaci (2). Kasnije je ova] rezultat proSiren na ditav ir
terval o < J <2, Analogni rezultati mogu se dobiti za kosinusne
rédovef

Aljanéié, Bojanié 1 Tomié u radovima 14] i fﬁ] vopsStili

su navedeni rezultat za sinusni red, dokazujuéi sledece:

Neka je 94'.3‘2;2,_ b, \ @, Tada iz

() by~ 50 L ()  (n-3v)

gledi _

(5) g(x) <1 (-3 [ (- 7") cos j—’f—/ (x —»+ o)
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i ebrnute 5 ovliadi (4). Za 1€4 <2 oba tvrdjenia vaie &¢im su

koeficijenti b, (n= 1,2,+..) samo pozitivni. Za 045}2{.1 vazi (5)

i kad je Y

gde je L gxg Eroizved dve monotone sparo promenjive funkcijie.

Nas ovde interesuje same direktan deo ove teoreme tj.

formulacije dovoljnih uslova za (5). U vezi s tim moZe se, 8 ob-

zirom na dokaz teoreme, dodati da za 143 < 2 sam uslov (4) odnosg-

o uslov -3 |

b, = n L (n)

EQVlaéi g 5 2 .

Pod nesto drukéijim uslovima vaZe analogna tvrdienja
i za kosinusni red . oS
| f(x)=-2 ae-l--zancosnx,
h=A
gde
~¥
an = n L (H) (9 1)#

mjen¥ié, Bojenié i Tomié suu [4] 1 [ 6 preneli,
uz pomo¢ spore promenjive funkcije, i direktan i inverzan iskaz
na slucaj sinusnog reda sa r = 0. Direktan dee njihovog stava

glasi:

Neksa 'jc Lgxz.kenveksna Sporo Erémenjiva funkeija ko;s
tezi nuli kad x —> 4+ 0 , Tada je

> L (n) sin nx m__;.;% L( % ) (x-»+ o©).

Ae.Zygmund 1? Egnegrafiji _[_-351, operisSucéi uZim pojmom sporo pro-

menjive funkcije, naime pojam funkcije iz klase‘y(@ (veT.1l iz

I dela), prosiruje stavove ovog tipa, za minusne i kosinusne re-
dove, na slucajeve Y = 0, a/= 1, pa dalje, "integracijomf, ko-
ju ne ebrazlaie‘ blize, 1 na dzr:-uge intervale i celobrojne vi'edn@s-

ti za ¥ . MoZe se,medjutim, primetiti da se, uz izvesne izmene

i dopune odgovarajuéih dokaza u radovima navedenih autora, svi
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Zygmund~ovi rezulitati mogu formulisati sa opstim pojmoem sporo
promnenjive funk¢ije i sa drugim varijantama uslove koje madrie
rezultati Aljendida, Bojanida i Tomida. Pri tome se prenoSenju
rezultata na sve intervale i celobrojne vrednosti za )rﬁ(ﬁe idu-
é¢i levo od tacke yﬁ= o) moZe, totalnom indukcijom, dati zatve-
ren oblik.

Sve predhodne rezultate i primedbe obuhvata i kompleti-

ra -J
Teorema VII. Sa oznakama

(6) :I':‘r (x) --cf n—"rL (n) cos nx, g (x) =z n L(n) sin nx,

W= 4 M= 4
vaZe slededa tvrdjenja:
1° Ako je sporo promeniiva funkcija L(x) konveksna i tezi nuli kad

g (X)X T L (2 (x>+ o)

- L(x + 1_] sporo promenjiva funkciija, tada

Ev- %Ex -2 I. (—), ako je -xIa (xX) s.ps f—l (x=>+ 0).

2“ zaJe (2 k, 2k + DV (2 Kk +1, 2k + 2) (k= 0,1,2500.)

'i V-1 Vv
| - -] (o) -
(7) g (x) = > <SS 2l e 0 Loy
_ | ov=1)1
r @4 @D

xF'lI.'(%) !—(lﬁ- a/) cos 7;! (x —» + 0);
za )| & (0,1)

(8) ff (x) A~ xr""l I.(%) [" (1- Y ) sin é‘—f (x >+ o0)3,
aza Y E(2k -1, 2 k2 U gz k, 2k 4+ 1) (k=1,2,35000)

T’” 1)
) ;X . VA; (2V)' 3—-.21/ (o)

<0 -1 L( ) [~ (1-}() sin -2—3/(3::74- 0)}
Z ise,

8 k=0 ova suma ge ne




L.{(x) sporo promenjiva funkcija a_relacije (7 zad € (2 k, 2 k+l
zayﬁ: 2k =-1,2 k

(Uz) L(x) je proizvod dve monotohe sporo promenljive

2= Y =,
=4
pod jednim od uslova (Ui) (i=1,2)
-4yl 1)
v (21)! 4 (2k-2)1 X

K4, | T _2k=-1
(1) £y (0= [EH 225 o(0) -1, - E 1

g (2V)1 (2k-2)1 %
ako 7 = +0@ | ' 1)
&"1 -1) V-1
N - &
v'"JL (Zv'l)' -2y 2 (k-1)1%
A-2 | 1)
J“‘L foxmr-pylo) (1) " 4 X S(2:
\,,.Z (2V)1 7 (2-2)1 b

- ako E:.-c-l-eﬂ:

A

| _ V-l - k J ' 2k=1
(14) oy (K)Z._g_l_)__ xzv 1 f2k+1 ZV(O)/“V('D 2’—' - R(-—);

-,;M(ZV“D! (2k-1)! x
(15) £ (:s:)‘{i e 2V ' k[ _2k=2
2ic-1 (F-y A=L) £ (0) Af=1) x°X=2 1
2l=] =2 o R{=
V=0 (2\f)! il 2 (2k-2)[(x)

(Xe>+ 03 k =1,2,3,0c.)e

1y U (Jo), (12) T (I3) za k=1 sume se ne pidu.
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4° Pod uslovom (Ué) redovi (6) sa Qdﬁig-l konvergiraju

uniformno u svakom intervalu Ef: 27- 53 go-i)_‘z JZ ) «

Napominjemo da je specificni uslov drugog tvrdjenja_pod

2° ispunjen ako je = xL/(x) gporo promenljiva funkcija.

U predhodno navedenim rezultatima A.B.T 1 Zygmund-a sa-
drzano je prvo tvfdjenje pod l°, zatim relacija (7) 3&5?5 (0,1)U
(1,2) i relacija (lo) za k=1, i to pod navedenim odgovarajuéim
uslovima, i najzad tvrdjenje 4°. Drugo tvrdjenje pod 1° i relaci-
je (8): (9) za¥& (0,1)U(1,2)5(11), (12) i (14) za k=2;(13) 1 (15
za k=1 - dokazane su u Zygmund-ovoj knjizi, ali pod uzim predpos-
tavkama nego u teoremi koju dokazujemo. Pri tome, u drugom tvrdje-
nju pod 1° kod Zygmund-a predposta?ke su uze stoga sto je za fun-
keiju L(t) predpostavlijeno da je sporo promenljiva u smislu Si-
re, a ne u smislu Zygmund-ove definicije, jer, prema teoremi (6),
konveksnost sporo promenjive funkcije L(x) ima za posledicu da
L{x) pripads Zygmund-ovoj klasi sporo promenljivih funkcija, ne-
go stoga Sto se funkcija =-kL{(x) zamenjuje funkcijom.x[i(x)—L(x+1§]
i za ovu poslednju predpostavljamo samo da je sporo promenljiva
(u Sirem smiglu). |

S druge stranem predpostavka da je funkcija -xL (x)

sporo promenljiva u Zygmund-ovom smislu povladi, kaoiéto Jje& kod
Zygmund-a pokazano, konveksnost niza L(n). Zaista, tada, je

gt (xil nerastudéa, Sto znac¢i da je funkcija

funkcija -L7(x)=
L(x) konveksna.'

Dokaz. Ono sto je ostale da se dokaze dokazademo u sle-
decdem redosledu:s

a) tvrdjenje 4%;

b) drugo tvrdjenje pod 1@; s

¢) relacija (8) (pod odgovarajudim uslovima);
'd) relaciju (7) za k=1,2,... i relacije (9);

e) relacije (13) i (15) za k=1;



- 61 -

f) preostale slucajeve relacija (lo) - (15),

a) Pod uslovom (U2) i sa fiksiranim<£é&(o,1), prime-
njujuéi parcijalno sumaciju i koristeéi lemu 6.3 iz I dela

dobijamo za X & E&’, 2?—5] (e ""-J-‘-‘f-jr)

™
\ ZL(V) Bi]'lVX\:

V= anie 4
D el —d. /2y 1s.1/2
=[Z V L(V)=(V+1) L(V+1§J | °_°__3(_111_+__).x;__°°_§£l’i_/_)x +
2 8in ?
Vot
. p'aLL(p) cas§m+1!22x-cosgg+l/22 x |
| 2 8in -:2'{ o,
1| 4‘:\:'i e -k -k |
2 2=l 7 VIO e (e nVe)| +p 1e)
8in ) vn!\;‘f’j_
1 —ot- — T
= [M(::U (m+l) L(m+l) + p L(p)—, .
8in -E—-

Ista ova majoranta dobija se, na sasvim slican nacin, u sluca-
ju kosinusnog reda. Pomenuta majoranta, medjutim, ne zavisi od

X 1 tezi nuli kad m,p —wooc.
b) Po pretpostavki o funmkciji L(x) izlazi da ona za

dovoljno veliko X monotono tezZi nuli i da je stoga

o0 o2 —
(16) T [M@-La)| =5 [L@)-Laa)] £ + oo .
‘%z%o 4&:%9

Parcijalnom sumacijom dobija se onda (o< 9¢< /f )
M

o0
ZL(n)cosn‘x =1im Z L(n) cos nx
h=A M= 00 =

=41 .
'oad ~ — ] 1/2 . l 4 - 3?+
- lim,_ i i[L(n)-L(m-l)] sin(n+ X=8in L(m)singm-gsmé

2 sin W2 2 sin &/2

=ZE"(B)"I'(E+1;J (8in px 6639:'/2 ;;ces nx sin~~ /2 __]2. ) =.

oo - o< _
- (2 4g x/2)"2 S E(n)-x.(m-lz\ sin nx + %f@(n)-x,(ml)_[
| .M‘:L M= (cos nx - 1 )
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(17) = (2 tg )-é)‘lz n~t.n [I.(n)-L(n+li] gin nx + O (1),

jer, prema (16), ™=1
oS

o |
lq]z' ZE(R)HL(H+1.)1 (cos nx -1)‘42 Z L(n)=-L(n+l) + .

Mm=4 “=
Kako Jje, prema predpestavki, X [L(x)-L(x+l] gporo promenljiva

funkcija i kake
n~Ll.n [' I.(n)-L(n+1)] = L(n)-L(n+l) \

to, prema tvrdjenju (lo) za k=1, peslednga suma u (17) ima kad
p 4 +0 aslimptotsko ponasanje funkcije x [I.(-) -L(- + 1]5T o« I1Z
(17) onda izlazi tvrdjenje koje dokazujemo.

¢) Prema navedenoj formuli, za o< i3 1,

< r
Zl n ces nx /vVx ¥-1 r(l-[)sln -E-—J‘r (x> +0),
n—-

sta ge moze napisati u obliku
Zn CO8 X = xal"lf'(l-ﬁ sin ‘-g—Jr+ e(xﬁ’l),' (x—> + ©)o
n=1

Odatle je, za o< Y < 1,

- 00 | —
———Etz L(n) n‘y—ces nx - f_ (1-3/) sin 2l =
I-(-x") n=l"

e OO —
-5 I’—(rl)q-l] n-fcasnx + 0 (1) =

Sl N
= T(x)+ of(l) (x — o),
takoe da je dovoljno dokazatil da-TEx)-e» o (x> 40).

Sa o<y <l s+ o© , dobijame

IT(x)| I"X(Z Z * Z }—Ii%?:[) ] n” b/cgs nx <

2 & m‘—’?‘

LR S
= ¥
T n(xT) I Z L{n)n" c@s nx %1 Zn cos m:lf
nE ne L
1-T’l L(n) *
* Z LL(:L-]') - T cos nx [

< ,-s.-m<



+ B‘-I—- l Z L(n)n cem‘ + l-Tl Z n"a/ cesnxl
I'()t) oy - o
X s
Imameo, dalje, sa 1,
1-Y . ¥
SR X * L(n) np' . - cosnx
T A feommd
..1 g X
“ = -r ‘ T- —/3
4$—1— M tp L{t)
L(e ) oa{—az:x&- } .

R SR - ,%’-‘M _
é"“f:"ﬁi—ﬁi(%)ﬁ L (%/f &Pt

A /| "‘1)
i kaoc specijalan slucaj predhodnog,
(20) 2, < 4,J -7, "
=Y
Dalje se dobija T3 £ X Z [ L{}E{ i N ff*”'”l‘)d
{£%¢A [ (x ] £
x X
=8 [ H’ X #Y L =¥
<X X ...{ Z’K £x Max [_('Y—'l)ﬂ- £0M-
é_ﬁf‘fé L(DC) IR WA 5-4f4 | /
x i X X oy

Na osnovu ved izvrsene pracene pad a) (sluca;} sa kosinusima, kao
Sto smo rekl:L, sasvim je analagan slucaau ga sinusima), imamo a.

- (x“‘} | 2 L M/«amxk "”" X __: (X)X T4
4\'?---

| P A e s Y
(22)-'5/’//‘.'% = }'}'L (ax 1/(13)( Y -‘-='-—/%-—“A Lba

ring L(x Lk S (;x:“] |




~7
(22) I '“‘a’,..___é ./.___._27 <)

My % £ /f‘-y
i kao specijalan slucaj predhodnog
2 -

(23) T5 < M5

"H“

TR
2

Prema nejednakostima (13), (14)~(18) i odgovarajué¢im osobinama
gporo promenjive funkcije, pusStajuél da x~>» o, dobija se

lim lT(:),ﬁ(M1+M2)5ql"a: (M4+M5
X~3+ 0 | '

a pusStajuéi potom da J’::»-l- 0, Ly toc ,

lim T(x) = O
x‘%"l' 0

d) Premg predhodnom, vaZe relacije (2) sa k=o i to za
Té (0,1) pod jednim od uslova (U;) (i=1,2), a za¥&(}2) bez
posebnih uslova, Odakle se, zad & (o0,1) /' (1;2) i pod odgovara-
juéim uslovima za svaki interval, integracijom od o de xé(o,27” )

dobija | N3
_ | - A ’ ,
tj. sa ¥¢ (1,2) U(2,3) 1 (X=>+0 e (o, 1/ W"’/)’/)
Fe )~ Fo (tfrr == vy [ (At1=y)ees f e )L ( &4‘/

= 2L ) - Ji)L (5 )/

= xS -pyL (R 20,
pri Cemu ovo vaZi pod uslovima (U;) (i=1,2) za }g{1,2), a bez
njih za )/é(2,3)= Tvrdjenja (7) i (9) vaZe, dalje, za k=0 odnos-
no za k=2, Ako se predpostavi da one vazZe za neki priredan broj
k, na isti nadin kao napred, integracijom od o do x i korisde-
njem leme III, ustanovljava se njihove vazenje za prirodan broj
k+l i to pod odgovarajuéim uslovima. Tako se preostala tvrdjenja
pod 2° dokazuju totalmom indukcijom. |

e) Pod. predpostavkom da je ispunjen jedan od uslova

(U;) (i=1,2), ako jeJ = +00 , imamo, prema 5.5. iz I dela,

;A(x]=f 1’:11 (’h/&ﬁ%x - Zq,{:ii ('),/ -




chs ,,L fenis)-o (514
zatim, premsa precenl u a).

\Zal s (4) 1 (3)- O1L13))= 2 (5(2))

i kako u ovom sluca;u S(-— —» +o0e(x—y+0) iz (24) izlazi tvrdje-
nje (13) za k=1.
Ako Je 2{1:+129 ’

Al~b)=3 L 2] (1= @z
= e/ R (4)-
‘25)"2 m Z/’h/wnx ﬁ[i)fa(ﬁ[i//%@ Z,/

4«7{1;
pri cemu se poneve, na isti nacin kao napred, dobija

125)-— O (L (%)) IZI,""O(L/ ///
"I =0 (R(4), 1 =)= o (R (%))

Odatle i iz (25) izlazi tvrdjenje (15) sa k=1l.

f) Prema predhodnom, pod jednim od uslova (Ui)(i=1,2)
relacije (lo), (13) i (15) vaZe za k=1 .Integracijom, na osnovu
leme III, relacije (lo) say’= 1 od o do X , dolazi se do

hix)-hl)=-Txl [E)  (2=>t0/
tj. do relacije (1l1l) za k=1 . Integracijom relacije (13) i (15),
pod odgovarajudim uslevima, dolazi se de relacija

I %/~ 15(%/ (x—>to, Z=tos/
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Jo/ =2 Son) s~ R([ %) [x510 ;Z24eg)

tj. do relacije (12) i (14) za k=1. Tako su dokazane sve relacije
(lo) - (15) za k=1, Ra slicCan nadin, integracijom od o do x i
koriséenjem leme IIT y 12 predpdstavke da sva tvrdjenja (lo)
do (15) vaze za prirodan broj k izvodi se zakljucak da one vaze
i za k+l, pa se na taj nacin totalnom indukcijom dokazuje vaZe-
nja svih tvrdjenja pod 3°.

Ovim je dokaz teoreme zavrsen,

l.l1. U predhodnom dokazu na vise mesta koristi se
sledeéi iskaz:

. Lema IIT. Neka je funkcijaX’(x) integrabilna (u Lebes-
gue-ovom smislu) na svakom intervalu oblika (& ,% ) i neka je¥V> o.

Tada relacije
o 9x/ o 2 IL(Z ) (roto)s
(27) y[f):/r\, xa"-—zg/ﬁ,/ /k-:);ca//
(28) fix)n o” TR(L)  (T7°)
Ve teoremu I u 5.2 iz I dela) redom povlace relacije
IPIt)dt o~ §F x a'2/"‘/ (x5 +0/
Jrt)obtn 727505/ (2 50
¥
f%/#m L270(4) —>ro /-

Speci;alne, Z8 o _je

0/%”“/ (4 jh ~ 3 x'//%/
[ertygjuw f 21505/ T

SR
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Dokaz. (26) povladi

ix )=o) <L (L)

gde 1imol(x) =1 i funkcija ol(x) je
X~ 4 O

integrabilna na EZ.?i] . Onda dobijame, na osnovu odgovarajuéih

rezultata iz I dela,

j-é /f/[ /;/#
X = +o0° r 3’[ (’;:{/
R R A (%)

- un W( [ gt
= lim ci&l/ ji,

X 9+ 00

Na slican nacin se dekazuju tvrdjenja za relacije (27) i
(28).

l.2. Prethodnim rezultatima e alimpteotskom ponasanju si-
nusnog reda prikljudujemo sledeéu procenu reda modula 3lanova
reda gg(x)z |

Teorema VIII. Vazi relacija

f‘“—lf- (w}fhé‘umlqu(?‘[ f’h//k’l, wx [(x=+06/

Dokaz. neka je S = +o02 (v. teoremu I). Tada imame

I (x| £ 3+ T
é‘?cz.i”ri“"‘/ * W "m'[ ()

;,. ‘x%(x,) + O (JCZA (.JL//
_ xj*‘(_—i/(/{% OM//-.-::C S (j;’é/[//% 6’('///,

Kako je, 8 druge strane, prema teoremi VII,

z%lz /h/llmkaI?’Z’K Y )richx o x S (%)
(- J-o//
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dobijamo
0o oo
Z n-zL(n) | 8in nxl Ay X S.(%)”’Z n"zL(n) sin nx
n=1 n=1J1 (Z e +@)r

Ake je 7 . + oo , dobija se

Oé- <mn
2 n"%L(n) | #in nx l"’xé- n™lL(n) = x 2_
n=1 n=1

i oedatle, kako 8 druge strane, prems teoremi VII,

OO oo
: L(n) [ sin nxl \_ B-ZII(H) sinnx o~ X Z
n=1 n=1 -

dobijamo i u tom slucaju

T DO
Zl ~21(n) \sin nx ‘ﬁrlzﬂ" ) n-zL(n-)-sin nx (x —>t0).
n= n= :

l.2.1. Na slidan nadéin kao nejednakosti dobijene u
predhodnem dokazu, mogu se izvesti slededée dve procene:

¥-1
(29) Z n_ L(n) [sin m:( % %95 I.’(%)

n=1

(€> o proizveljne; x dovoljno yWfo; 1 < ¥< 2);

O
Zl n L(n) |sin nz:l_-é.'r.z L(n) (3”:‘-'» 2).



2. GENERALIZACIJA TEOREMA ZYGMUND-a 1 B.Sz.NAGY-a

U ovom odeljku za funkcije g(x) i £(x) predpostavlja se
da su neopadajuée i sa donje strane ogranilene i intervalu (o,4 )i
da “
xg ()¢ (0,1 )y 2(x) & Ko, J)
Sa b (n=1l,=,3,...) 8u oznadeni keeficijenti sinusnog reda funk-
cije g(x), a sa a, (n=0,1,2,...):koeficijenti kosinusnog reda
funkcije f£f(x). Dakle

"
bn =-2-/g(X) gin nx dx (n=1)2$31--c)!
R E
2
= — (x) cos nx dx (B=0,1,256c¢0¢)0
o = r&[ &

Ovde su brojevi a, Fourier~ovi koeficijenti funkcije £(x), a bro-
jevi b, ne moraju to biti (u obicnom smislu) za funkciju g(x).

Od_A.Zygmund-a {fB%] i B.Sz.Nagy-a [79], poticu slede-

e dve teoreme:

(A) HNeka je 0<4Jd<1. Red

n=1

apsolutno keonvergira sko i samo ake

xY_l g(x) & X (o, jf_-i-

(B) Red
oo
(30) Z n"B/ &,
=)

apsolutno konvergira ake i same ako
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(31) 1 px)e Xloy T ),

odnosno ako i samo ako

(32) f(x) log x & x(o, JT),

rema tome da 1i je 0o < ¥ =< 1 ili =1,

Ovi rezultati za slucaj Y'=1 poticu od A.Zygmund-a Bﬂ,
a za op3ti sludaj od B.Sz.~Nagy-a E9j .

B.Sz.=Nagy dokazao je u [9] i da veé (C,)l)-zbirlji-
vost reda (30) povladi, prema sluéaju, (31) ili (32).

Prethodne rezultate uopstavaju sledede teoreme, u
kojima se javlja sporo promenljiva funkcija L(x):

Teorema IX. Neka e 64&&1. Red

oD
> 2 nm) b,

n=1
apselutne konvergira ako i samo ake

F11d) gx) & X (o, 7).

Teorema X. Neka je 0Z£ ¢ < 1. Red
OO P
(33) Z n""a/Ia(.*at)&]El

n=1

apsolutno konvergira ako i samo ako
(34) &1 L(z) £(x) EX (o, 1 ).

Teorema Xl. Neka je o L YL o1,
Ako

x'l"gfL(x)'§l za dovoljno veliko x, tada konvergacija
(obicna) reda (33) povladi (34). |
Ako x 9L(x)¥yy _za dovoljno veliko x, tada (C,1)-

zbirljivost reda (33) povladi (34).



Ze L{x)=1 teooroma IX swodi se na teovewm (1), Loopens
Fode 80 ng teoremi (ﬁ'}* &W me <L 3 XI1l na dopunsio

jantu generalizasije teorems (A) 1 (B) 1L
Gva goneralizacija je, nalve,
kage taorenmn I, XL & iI¥v, & umeato
njod su redom figurisale t

-l:-




(35"") #L L(e)at > AL(x) leg x>0 (x> 1).
(35 ’f)

= % - - i . - .3 N ™ _ 2 f 3 & . ) .”-. f - . e 5 E "y .|.-
. S AZI8E: I8 HORVOISONREI SR 151 28 Lfualjdes BOLELAIYOES

| ﬁfzj ;n,mmuua,mmﬂ)mmwmt
(u [2] osnatenom s 1) uopStena u dws praveas uvodjenjem s;oro
omeniive fmamw i pro3irenien intervaols ma U na (0.2)e Za

| 2) RuPe Busn, Jos medjubtism, kaenije (1962.g.) doblo
mmm Eﬁéi 30: b ' :.&{:} 1, opitidi od ovog sutorovosm

W&mﬁm Antor &e uspsle {h w&. PAraEDss ;




- oo

je ovde generalizacija teorenme (A), teorema IXy ponovo formili-
sana samo za 0<J £ 1, - Zatim, teorema XII (teorema 4 u [27])
sadriala je ogranidavajuéu pretpostavku (35*), a teorema XIII?
(teorena 5 u f2/) pretpostavku (35'“) 1 u ¢oba ove teorenms uma-’é&
relacije (35) figurisala je relacija (35"). Jasno je da su teo-
reme XII i XIII redom gpitije od teorema XIL* i XIII*, Iz njih
Su, naime, izostavljeni pomenuti ogranilavajuéi uslovi me spo-
ro promenjivu funkciju L(x) , & u sludaju kad je prvi odnosano
drugi od tih uslova ispunjen, (35") je ekvivalentno sa (35) |
odnosno implicira (35).~ Dalje, dokaz teoreme XIV (teoreme 6) ?ﬁje
u f2/] pio korektan. I svi ostali dokasi koje ovde dajemo u

vedéod ili menjod meri krac¢i su nego odgovarajuél dokazi izloZee
ni u [Z].

2els Pre nego 3t0 predjemo na dokaze teorema IX ~ XIV, na

pomenimo da Jje teoreme (A) i (B)i uopstio i Chen- g-iling /164,17/,

dokazujudi das

’ Al L4 oo 850 i samo ako £(x) écbf(e, i )%
(B )4{; u—rﬁ‘[’(nﬁ - + _ S

= | { oo 20 1 samo ako 169 P ‘ Y-

(A% Zﬁ/_cﬁ—f)dz o7 Loy T )3
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gde je funkcija fgx; definisana u ge,ﬂ ) i ispunjava uslove:

1° W(x) > o (6 £Lx < J )3

22 Y(x) A (6 < x < J )3

3° xr-l t("(:K) (o L x T ) alt.:a je J;- o _dovol jnc
malo. |

Stavljajuéi ’\// (x) = xl'x(a.é Y <. 1) teoreme (B]) i
(.ﬂ) gvede se redom na teoreme (B) i (A), Ba o<L)Y<«l. Pokazade~
mo sada da teoreme (B ) 1 (A ) ne sadrZe redom teoreme X i IX,
fa 0< ¥< 1. Zaista, da bi ih sadrZale bilo bi potrebne (i do-
veljno) da funkcija

-
h(x) = ————
L ()
sa o< d< 1, zadovoljava zahteve 1% -3% &im je L(x) sporo promen—
ljiva funkcija. To, medjutim, nije sluéaj_., kao sSte pokazuje
primer gporo promenljive funkcije

L(x) = log x + 8in x (x dovoljno veliko).

Naime, za dovoljno veliko X, stavljajtiéi

{17 (I) %—g h—(%)—-’- = Ilﬁ!a, (sinx + legx),
X

dobija se
Cvl(x)=x1"y [_caax + ]""]"'”-—ugi—nximﬂqdl'y@osxw(l] (XY 400
x

Sto znaci da funkecija h(x) nije monotona ni u jednom intervalu
oblika (o,a) (a> 0).

Isto tako, teorema XIV nije sadriana u (A'). Zaista,
gporo promenljiva funkcija
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L(x) =-—~lz—- (x doveljno velike)

log™ X

ispunjava uslove koje joj nameée teorema XIV, dok

h{x) = ;?IEH_—= X 1og2'x (x dovoljno veliko)
X

. . s
ne ispunjava uslev 3 .

2.2« Dokazi teorema IX-XIV.

2.2.,1. Dokaz teoreme IX. Bez ogranicCenja opstosti, moZe
se predpostaviti da je g(J -o)=o0. Naime, u suprotnom slucaju
moze se funkcija g(x) zameniti funkcijom g(x) - g(f -0), jer
aditivna konstanta ne utice na vaZenje tecreme IX, buduéi da su
oba uslova ¢ija se ekvivalencija ovom teoremom tvrdi, automatski
ispunjena za g(x)= const.

Pod ovom predpostavkom je

A
(36) bn=;_,-’-l- ‘((l-cos nx) dg(x) = O.
i
O

Zaista, prema tvrdjenju 1° teoreme III (6.2 u prvom delu; spe-
cijalan sluéaj L(x)==1),

x g(x) € S(0,J] )

povlaci konacénost integrala .

i
fsz dg(x)

o
i relaciju

x° g(x) e o© (x —> o)
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i stoga konacnost integrala
.

J
/(l-ces nx) dg(x)
¢
i relaciju
(1-cos nx)g‘ (x)e» o0 (X~ + 0).

Prema tome, vodeéi raduna o predpostavci g(-f -~6), parcijalnom
integracijom dobija se

Vh
b =.7;En /g(x) sin nx dx
_ e
= _2,.[j- lim g(x) (l-cos nx) - 'f.(l-cos ng)dg(x)
T n X D40 3
R
- - —= f (1 - cos nx) dg(x).
iz '
Prema (36) i s obzirom na stav Beppo - Levi-a, red
oo Y o v
Z n- I.(n)‘t:a11 = - Z—%ZL(n)n-l“r f(l-cos nx) dg(x)
= n= O
T e
= _--.ZZ: nflﬁyg(n) (1-cos nx) dg(x) = -2 A(x) dg(x)
To N= ’ o

konvergira ako i samo ako je ovaj poslednji integral konacan.
Relacije (9) i (11l) teoreme VII daju

E n'l-zq.(n) (l=cos nx)A.C x"XL(%) (x-F+ 03 8L 41

n=1 = canst)o

Odatle izlazi ekﬁvi.konvergencija pomenutog integrala i integrala
Jxr L(%) dg (x),
o -

5to, 8 obzirom na teoremu III (6.2. iz prvog dela), povladéi tvr-
djenje teoreme IX. |
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2e2+.2. Dokazi teorema X i XI. Na slican nacin kao na
podetku predhednog dokaza, moie se izvesti, koristeéi teoremu III,
formula

e
(37) a, = = .ﬁl j sin nx 4 f£(x),

koja vaZi bez ikakvih egranicenaa (bez predpostavke f( J -0)=0),

Prvo demo dokazati da ( 34) povliaci apsolutnu konver-
genciju reda (33). Zatim dokazujemo druge, pa prve tvrdjenje teo-
reme XI i, najzad, da apsolutna konvergencija reda (33) povladi

(34).
Prema (37) i prerg.eni (29),

St o
Zl nj/l.(n) \ an\L ——-J zl -1—! L(n) lsin n:x:ld E—f(x)]
n= i ¢ 1=

w——

J
< B(x L(— | d[ f(xﬂ (o 43’41);

Odatle se, na osnovu teoreme IIT, izvodi zakljudak da (34) pov-—
ladi apsolutnu konvergenciju reda (33).

Predpogtavimo da je red (33) (C,1) - zbirljiv, t3j.
da niz ..J.l___ |
Mmoo
Z (1= -')'V b;(V) . 2 S Z(l- %/)V"l-YIr(V)sinﬁ d £f(x)
V..../\ | ‘ T%V:Q
- 51’ (x) 4af(x)

i

BT
tezi konacCnoj granici nad n-a-oui da je X Xi.(x) neopadajuca funkci-
ja za x2Z m (m priredan broj). Stavimo |
X
g (X) % l=cos 2V+1 -2 (v= 1,2,3,---):
p == X -
2 s8in > :

Tada Y

P(x)= 5 (l-g Y yy-is L(\/) sin J/x

M"’"‘L --.-A
=Z El- -E)V"l"YL(V) (1 V*'l =) (l/+1)"1" L(V+1)] [ (x)-8 (x

VA

t- = Wi - e Xy Vayte L(V+1] (%)
V== A



Mt e
- (1~ %) L(1) 5,(x)= Z +L Z ~-L(1) = (x)]
: Ve 1=
(38) = 2,(1) (x) + 1) (x).
Ni |
“tog == VLA - - Ly ()

"”"Y L(V) - (V+1)"1"'3/L(V+1)

- .}.1[}* L(V) - (V+1}“3€(V+15] (V£0-1)

pozitivan Je zaV;n i, za fiksirane VZ n, ne opada kao jedno-
struki niz promenjljivog indeksa n; sem togs,

w 770,572y - (h0 L) (npoo).

Odatle se zakljuéuje, koristeci Sdinjenicu da je s (x)Z=> o,
(o < x=5J1), da su funkcije niza P, (1)(x) negativne za o< x5
i da ovaj niz kamvergir& ke

P(x) = lim Z 5, (x) = Z@s(x).
NP0 v=m v=m

Poslednja nejednakost, s obzirom na predhodno, va¥i ustvari na
osnovu sledede ¢injenice, koji se lako dokazuje:

~Ako Oﬁog’vfﬂ[y (n.9pe3l/= B,m+1l,m+2,... )4 tada

lim E"Ln,v = oioi,

Neype V=0 v=m

Prema #8), | J{ - J{

(39) fP (1)(x) d[ F(x)|<L| “P (x) 4 f(:x:)l l fP(l)(x) df(x)‘
(_‘D .

Kako je, prema pregp_gatavci, ©

1im Pﬂ(x) d f(x)
11 PO b
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konadne i kakeo je funkcija p(l)(x), prema teoremi III, integra-—
bilna u odnosu na f{(x) u intervalu.(e,Jf), iz (38) dizvodi se,
vodeéi racuna o nenegativnosti funkcija P, (1 )(x), da je funkci-
ja P(x) integrabilna u odnosu na f(x) u (9,r7“).

Pokazacemo da Jje

{(40) P(x) = Hxa/ L(-%)? 0 (o ixgﬁ;@;;stanta),

8to povlaéi konadnest integrala
1
X L('x") d £(x),

tjes prema teoremi 117,

1) £(x) & Lo, §).

Da bi se ovaj d%?_dekazae zavrsno, dovoljno je, dakle, dokazati
(40). Za V+%:’-.’

imamo

2V+l

8 (x)>- (—p5=) = 2 X (V+ -2)

i odatle, prema 2., i 5.5 iz I dela, za dovoljne malo x,
oL |

B(x) =) 8 (%) l_’v“"’l‘“‘r V) - (1)t Lcmﬂ
\h:ﬂh- | Y Y
=2 5 (V& -2) vy~ (V) (Vs1)~1~ (V+1]
Jrz”hﬁidfv#idg%_
7 2 - (_b - .2)2 d[ -1“YL(.I:)]
.77‘2 ,% m fi
?, x | (4 - 3) t'l“%(t){ zj(t - g)t"l—rL(t)d]
£-1
[(m- %) m“l_"yl-(m) - (g- %) Jv 1)1, (f‘ 1)]
Yo—1
2 g

£ 2 ml in {' -¥/2 L(t)} f
o.ﬁ-‘l—AF T



2 M | '
> 2 ( ;——%—_ M4D;_1'rxrl.(%) = M xyL'(%):»a (M konstanta).

Ovde su konstante M,, M, i M3.pozitivne i manje od 1, a konstanta
M, je veda od 13 sve Cetirl mogu biti onoliko bliske jedinici ko-
liko se hede,

Ake se predpostavi da red (33) konvergira, tj. da niz

o ¥

-¥ - .
v (V] ay,= - J%JZV “19L(V)sin P& a2(x)
tezi konacnoj granici nad nqgo(dabiaa se, na slican nadin kao
gore, da M |
Q,(x) 22-: Z _l-)i(l/) sin Vx
V= A |
s Y,
=Z_ E/"l-yl.(’/) (Vel)™ -1 (V-I-l)]. z) (x)- L(1) s (:x:)+(n+1)"1"‘y
= A
v | L{V/+1). sn+1(x
{4

Z. [Z ~L(1) By (x) = Qn(_l)(x) + Q(l)(x),

gde je Qﬂ(l)(x) niz u (a,l[ ) negativanih funkcija, i odatle se izvo-
di integrabilnost funkcije P(x) u odnosu na g(x) u (a,ma Odatle
se ponovo dobija (31).

Neka je, najzad,
'y =

Z n."'"" L(-n)laﬂ' =KZ+£>=3 .

fi=1

Tada (v. 5.5, iz I dela)

e m
K27 Vineg, = Z {t Lm} lav
V.... V“,A_’ _
-5 v"f 1, (V) lavl =Z le(V) l sianx a | - 2 [

V=A 9

--2—- T -1 (V Ban ~-£(x) .
WL{V:JI ' SR d[_f( )jl
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i
= f_l/ﬂn(x)d[- f(x)]l .

¢
Funkcija x L, (x) ne raste za x> o. Stoga,

M.
R (x) = ) V"'l'r (V) einyx
M4 V=A
> Z[{; "'1"‘le (V) - (V+1)"1“YL1(V+1 Bv(x) -1, (1) s, (x)

V=4
=R, M (x) - 1,(1) 8, (x),
1
gde je Rn‘l) niz nenegativnih funkcija, a funkcija s (x) je in-

tegrabilna u ednosu na f£(x) u.(e,ﬁr) Na slicdan nacln kao gore
dobija se

R@(x)_;: MBxKL (%-) > 0, Re(x)= 1im R,_gl) (x),
n 300
odakle, zbog 5.5 iz I dela, izlazl
R, (x) = M x L 0%) - 0 (M6 konstanta).

Odavde se dobija (34) koristedi teoremu III.

2.2.3., Dokaz teerema XII i XIII. Kako je op8ti plan
ovog dokaza isti kao plan prethodnog dokaza, dademo ga samo u
skici, istidudi nekolike karakteristidnih momenata.

1° Sada se dobija, prema teoremi VIII, za X dovoljne
malo,

B(x) = Z L(n)lsin nxl 4., 2 x S(—).

2° 1z dablaene nejednakosti, primenjujuéi teoremu IIT,
u kojoj ulogu funkcije L(x) igra sporo promenljiva funkcija S(x),
izvodi se da .
1
5 () 2(x) X0, )
povladi apsolutnu konvergenciju reda (33).

3% Ako je ispunjen uslov

"zL(x) N ( x dovoljne velike),
odnosno uslev
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xflL(xjéi (x dovoljne veliko),

tada se, polazeéi od odgovarajule predpostavke o redu (33), na
isti nac¢in kao u predhodnom deokazu, delazi do jzraza jJ

2 x 2 (-4 )L /(- 3)2["“"1[ 1(34): Tzf _i“// “ Jt]

k@JI se gada moZe minorirati sa

(41) --ﬁ-ix [_\2M6 S(_-lx-)' - Mo Lgy?__ My x S(i—) => 0

(EG. M#, Mg pozitivne kenstante), Ovde je iskorisScena relacija
L(x) = 0 (8(x)) (X o+ O=)

(teorema I)e.

4° Pretpostavljajuéi apsolutnu konvergenciju reda
(33), doblaa se izraz na desnea gtrani nejednakosti (41) u kome

je S(—J zamenjeno sa S, 0—), gde je

5 (x) == S f ! 1 (v)at.
O
Kake ) X
5:(2) ~ 8(3) (_x-—> + 0),

taj izraz se moZe ponove minorirati desnom stranem nejednakosti
(41) (sa drugom vrednosdu kensiante Mg).

5° Primena teoreme IIT, na isti nadin kao pod 2°,
dokazuje onda da odgovarajuéa predpostavka o redu (33) povladi

(35).

2.2.4, Dokaz teoreme XIV. Iz pretpostavljenih oso-
bina fun%gije L(x) izlaz%”ga L(x) tezi nuli za x i da (teorema I)

Je1 L(%) at = § 471 L(t)dt < +oc,
tj. da d 4

1 13 € Xo, ).

Odatle se izvodi zakljucdak da su oba uslova ¢ija se ekvivalenci-

ja tvrdi teoremom XIV auntomatski ispunjena za g(x) = const, tako

da se mozZe, kao u dokazu teoreme IX, pretpostaviti, bez smanjenja
opStosti,da je g(Jf -o)=o. Onda su, kao u dokazu teoreme I, koe-

ficijenti b, dati formulom (36) i stoga pozitivni i red



(apsolutno) je konvergentan ako i samo ako je integral na desnoj

gtrani konac¢an. Prema teoremi VII,
O

Z 11_11.(1'-1) (1- ces nx) A/ R(%) (x - —= + o),

n=1 |
pa se, primenjujuéi tvrdjenje 2° teoreme I1I, dolazi do tvrdjenja
teéreme XIV.

3. GENERALIZACIJA BOAS-OVIH TEORENA

U radovima 10—»‘] i Lll] R.P.Boas je dokazao sledece teo-
reme, kojima se teorema (A) pro3iruje na interval (1,2] ,uz
oslabljenje uslova za taj slucaj i za tvrdjenje u jednom pravcu
za sludaj Y =1, odnosno daje analogon teoreme (B) za uopStene
kosinusne redove, kojeigggg; pod pretpostavkom

332 f£(x) é -;f (o, ﬁ!

definise kao kosinusne redjﬁﬁlsa koeficijentima

(41) = -2 JT 1 (1~ cosnx)f(x)dx (n=1,2,3,000)e
| o

(za objasnjenje videti L;o,lf] ), U njima se ne pretpostavl ja
monotonija funkecija g(x) i f(x). |

(C) Neka je 1<¥22 i
' 2 { . .
(42) b, == g(x)sin nx dx (0=1,2,3,000.)
toow /

Tada K/ T
(43) xd g(x) & (o0, )

Eovlaéi apgolutnu konvergenciju reda

(44) n - b,.

n=1

(Napominjemo da se ovde &ak ne predpostavlja x g(x) &
0,1 ), nego samo egzistencija svih integrala (42).

(D) Neka je 14'3142! g(X)Z- 0 za x & (ozﬂf)-, X g(x)é"%(ofl?

i koeficijenti b, su dati formulom (42). Tada (obidna) konvergen-
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cija reda (44) povlaci (43).

(E) Neka je g(x) = o za x é-*(o,J/ ) i koeficijenti b_

su definisani sa (42). Tada gobiéna) konvergencija reda

I
2. nto
=1 - 1l
povliaci —
g(x) X (o0,Jf )
(F) Neka su koeficijenti b, _definisani sa (42). Tada:
1° xg(x) log £ 6»%(0 J{ )
(45)
povlaci apsolutnu konvergenciju reda.
o=,
(45i) Z 11_ bnt
n=1 -

29 Ukoliko je jo3 x) o 04 X Av
ja reda (45!) povladi (45).

(¢) Heka je 1 <UL 3 2% ()& 2 (0,Y/
(0 <. X A-)'_) i koeficijenti a, su dati formulama (41%). Tada red

Konvergenci-

apsolutno konverglra alko i samo ako Z}ﬂh

x0-L £(x) €320, ).

Teoreme (C) -~ (G) uopsStavame slededim teoremama, od
kojih se poslednjom vrsi generalizacija u dva pravca.

Teorema XV. Neka 1 €¢7< 2 i koeficijenti b, su dati
formulom (42). Tada

(45%) A1 1d)g(x) & X (o, F)
ovladi apsolutnu konvergenciiu reda

) {
(a5 2. n 'L(n) b,

n=1

% Teorema XVI. Neka je 1L § < 2, g{x)Zo (043:4’-5‘!
x g(x)(o, 1 ), koeficijenti b, su dati formulom (42) i xlﬂai(x)‘p

Tada (obifna) konvergencija reda (45"ﬂ povlaci (45%).
Teorema XVII. Neka je x)Z o {(o<x koeficijent
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bn su definisani sa (42) i L(x) N . Tada obilna konvergencija
reda

(46) Z ol i) by
n=1
povlaci

L(2) g(x) €% (0, ).

Teorema XVIII. Neka su koeficijenti bn definisani sa

(422. Tadas
1° —
(47) X S(2)e(x) & Z (0, )

Bovlaéi apsolutnu konvergenciju reda
e

(48) Z nF L(n) b_.
=1

2° Ukoliko je jo3 2(x)2 o (o 4:{4;}, x-llgxl‘v
gx doveljno velikez i

o= |
T = 27t i) = + o2,
n=1

(obidna) konvergencija reda §485 poviadi (47).
Teorema XIX., Neka x'f(x}.é%ga, JT?: fgx;z.—@ gaéxéi! i

KOEFICIJBNTI &, su dati formulom (41%'). Tada:

1® za 1<d < 3, red

- X

n-z-l n L(n) a,

apsolutno konvergira akeo i samo ako

-1 L(E)2(x) &€ £ (0,1 ). |
e
2° Ukoliko je 3 =2 n tL(n) = + ©© , red
0= n=1
(49) 2. 3
) n=1l i n) an —
apsolutno konvergira ako i samo _ako xzs(%)f(x)é*(m v ) e
3° Ako je ¥ = § n"I' L(n) £ + D, tada red (49) apso~

n o A

lutno konvergira, a red
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o<
(50) S a2l i) e

n=1

gpsolutno konvergira ako i samo ako je
R(Z) £(x)& X (o, ).

3.1. Dokazl teorema XV - XIX,

3.1.1. Dokaz teoreme IXV. Na esnovu Beppe ~lLevi-eve teo=~

reme i ﬂ?‘}3‘1:13:::':e:at-; (29),

AJ"Z M XZ/%/M’&"Z " Zf"‘/f 9(x/ 1 Inu m x| A
ﬁf!gfx) | Z W TL (v I ’*’C/O‘%

am ] Ly (%) 1901 o

gde je M konstanta. Odavde teorema neposredneo sledi.

3.1.2, Dokaz teoreme XVI. Koristime Cinjenicu da su sve
parcijalne sume reda

o ~1

2. n ~ gin nx

n=1
pozitivne za o £ x 2. J (dokaz se nalazi u BEJ )e Iz ovog re-
zultata izvodi se prvo, parcijalnom sumacijom, da je (predpostav-
ljeno je da x&‘a’i(X)'\’ )

(51) fﬂwﬁ/ﬂ/ﬁ{l{"’l-‘t>0 ((‘41334.’;*/‘7%/;%;41/‘;“/

J 919 % " /’f/m ux elx
=1

& e
--—-.Z %“JZ /’b[/ /‘gfl/ﬂfﬂ“?xi{k“ﬁ{“fzg"?“ /'z’/é{lr’/
na osnovu Fa:;u‘;ove leme i prema (51) dobija se

f/l/i-d" /a‘//)"b’t ?;Xfﬁ'é}(ér&w i/}Z /3 /—/"’!/ "Zf(a

£l oc W= 1

L)

'Odavde i 4o relacl,]e (teorema VII)

S a Ll X o C x F‘{Z/&/’

W 1 (x -=>+ 03 C konstanta)
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sledi tvrdjenje teoreme XVI,

Primedba., U stvari, dokazane je da ogranicdenost s de-—
nije strane niza parcijalnih suma reda (45 ) povladi (45%"),

3.2.3. Dokaz teoreme XVII. Prema pretpostavci teoreme,
parcijalne sume reda (51) sa Y = 1 su pozitivne., Odatle se,
kao u predhodn@m dokazu, izvodi da je

(52) /‘a‘(~;<[he Lnriynx | ey < Lo M‘é;{’zm/{ <fos

i
Odavde i iz relacije (teorema VII)
> el
'____n-l' L(n)sin nx a_ ”g L(%) ( x 9+ o)
izlazi tvrdjghje teoreme,

Moze ge dodati ista primedba kao na kraju 3.2.2.

3.2.4. Dokaz teoreme XVIII. 1% Prema Beppo-Levi-evo]
teoremi i teareml V1I,

'_/7"2'_' L/’h ,é’ lé:_*sz /‘3(1/[‘“_“ L/*h/])cz, "Mf]drx
4ﬂffx SCE) 9% | x-

Odavde mneposredne 1zlazi tvrdjenje ped 1°,

2 U ovem sludaju predpostavka o L(x) povladi

‘hlﬁ[fﬁ.})}{y'lr\(?é} (o« IAT 7{ //}/
Stoga se, na osnovu Fatou-ove leme, iz S
frf’["*/)Z HZL/"‘/mwﬂfdkw-i/ P L [0/ L,
izvody h=

[g{x/gm. L v/ fhxaéxséf’: .:’;TZ "L/

/&J??t me= ]
Kak@'z__ +1;=- s to (teorema VII)

z_MZL/"‘-//m\mac A T Y(I/ [ x _:;c,/
Odavde sledi tvrdaenae pod 2°,

3.2.5, Dokaz teoreme XIX. 1° Zbog 1 - cos nx = o i
prema teoremi Beggo-Lev1-a, )

A e -~y » |
173301 [l b= [;Z'—Z 7 1w )= crnx ) 417

ﬂ‘]-’-‘-—;i
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Prema teoremi VII,

Zﬂfﬁ/%///f--cwqu)mf WX X"—'{.Z ////

(x —2» + o3 M konstanta).
Odatle i iz predhodnog sledi tvrdjenje pod 1°.

2° Xeo i u predhodnom sluéaju,

(53) 57:%- 4*r“7’l/ "“/ [ C?n"“"f[Z mﬁ’%L/"ﬁ/ ﬂ’f =& }’Xﬁ['[/"‘/} Ax
A=A ¢ M= |
Zbeg > = + o<, prema teoremi VII,

S 7] o e 39 42754/ (200,
el '

Odatle tvrdjenje sledi.

3° Deo tvrdjenja koji se odnosi na red (49) izlazi
iz (53) 1 :Lz relacije (teorema VII), koja vaZi kad Z & oc,

'5'4f)’£/41/[4— M?"‘l)(/m 77( Z {}c—?+c//
a deo koai se odnogi na red (50) iz
17 FZ A [Z/*/ /f*u} fou i /n//-f-i-wr/ztx/‘q/i/g/ Ay

27 =1 C p= i
i iz relaclge (teorema VII),

-1
Z/ = LT/ 4 (-
1‘“1 W/ (4= ¢ ‘v)f/ R (4 / /7 #ovc/

Napominjemo da su nasi dokazl teorema XV - XIX nesto
kradi nego Boas-~ovi dokazi teorema (C)-(G).
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