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IZ PREDGOVORA I IZDANJU

Exempla docent non minus quam praecepta
Newton

1. Zbornik matemati¢kih problema sastojace se iz vise knjiga. Prva knjiga, koju sada
objavijujem, podeljena je' na ova poglavlja: Uvodni problemi, Algebra, Analiti¢ka geometrija,
Diferencijalni i integralni ra¢un, Diferencijalne jednaine, Kompleksni brojevi i kempleksne
funkcije i Problemi iz raznih oblasti. Na kraju knjige dolaze kao dodatak: Prilozi, Mali atlas
krivih 7/ Numericke tablice.

Ovaj Zbornik ne pretstavlja skup zadataka za uveibavanje tehnike operacija. To je donekle
i bio razlog $to u naslovu stoji problem a ne zadatak. U Zborniku ima blizu 800 problema.
To je, ustvari, jedna mala antologija matematickih problema. Po pravilu, birani su teZi i intere-
santniji problemi, u okviru programa matematike za studije na tehniékim i prirodno-matematickim
fakultetima.

Ovaj Zbornik moZe korisno posluZiti i studentima visih pedagoskih Skola kao i nastavni-
cima srednjih §kola, i to narolito zbog poglavija Uvodni problemi, kome je cilj povezivanje
srednjoskolske i univerzitetske nastave matematike. Uéenici srednjih Skola, koji imaju naklonosti
prema matematici, naéi ée u ovom Zborniku niz problema koje mogu da rese, sa manje ili
vise truda. Ovakvih problema ima ne samo u poglaviju Uvodni problemi veé i u poglavijima
Algebra, Analiticka geometrija i Problemi iz raznih oblasti.

2. Polya 1 Szegd otpoéeli su svoju odliénu zbirku problema Aufgaben und Lehrsidtze aus
der Analysis (I—11, 1925, Berlin) Spencer-ovim aforizmom:

»Sta znali predavati? To zna%i sistematski potsticati ulenike na samostalna otkrica«.

Prihvativsi ovu postavku, POlya i Szegd sastavili su navedenu zbirku problema koja zaista
ve¢ godinama uspesno potstice mlade matematicare na naucni rad.

Delim u potpunosti navedeno glediste. Da bi se¢ stekle navike matematickog misljenja i
potrebna matematicka kultura, neophodno je upuéivati studente na probleme {ije resavanje zah-
teva ozbiljniji napor. Pomocu malih problema najlakSe je pokazati studentima da matema-
tika ima niz otvorenih pitanja. Ovo moZe dati potstreka za sistematski, uporan i samostalan
rad. Interesantan nereSen problem drZi se cesto godinama u mislima, prilazi se vise puta njego-
vom reSavanju i traZe se sve novi I novi putevi za njegovo reSenje. Ima slucajeva da se put za
reSenje nalazi posle desetak i viSe godina od prvog pokusaja. Medutim, nije pravilno traZiti pomoé
ako se ne uspe u prvom pokuSaju u reSavanju zadatka, jer se Covek time lisava one istinske
radosti koja se doZivijava prilikom uspesnog resenja nekog teZeg i interesantnijeg problema.

Pokusao sam da ovim Zbornikom ostvarim navedeno glediste. Stoga on ne pretstavija
sistematsku zbirkn zadataka u kojoj bi bio dat niz funkcija za diferenciranje, za iznalaZenje
njihovih primitivnih funkcija, itd. Jedna od knjiga iz bvog Zbornika bice posvelena i toj vrsti
zadaraka, jer je takode vaino saviadati tehniku operacija.

3. Duschek-ov udZbenik Vorlesungen tiiber hdhere Mathematik (knjiga I, 1949, Bec)
pocinje motom koji u slobodnijem prevodu glasi:

Ako se na osnovu jedne knjige napife druga-—to je plagijat; treéa kmjiga proiziSla iz
druge dve, pretstavlja esej; na osnovu tri knjige napisana studija — to je doktorska teza; delo
pnapisano na osnovu {etiri knjige jeste peta uCena knjiga.

Ne ulazedi u to koliko je navedeno misljenje ispravno, hteo bih da istaknem da se na ovaj
Zbornik matematickih problema navedeni moto ne bi mogao odnositi.
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Pre svega, ovaj Zbornik proistekao je iz nastave.

Odabiranje zadataka za Zbornik vr$io sam godinama. U tu svrhu sistematski sam pregledao
veliki br:j udib:nika i priruénika, [ to ponajbijit. Stalno sam pratio caspise u kojima se
objavljuju prcblemi: The Mathematical Gazette, The American Mathematical Monthly,
Revue de Mathématiques spéciales, Elemente der Mathematik, Mathe i, Matematitk tidss-
krift, Nouvei ¢ . Annales de Mathématiques, Jahre bericht der Deut.chen Mathematiker-Verei-
nigung, Quaterly Journal of Mathematics, Matematika ve $kole, Matematikai Lapok, Mare-
THKa B wmxone, itd.

Pregledas sam veliki broj zbirki zadataka, naroéito ruskih, francuskih i engleskih. Imao
sam takode pri ruci zadatke koji su davani na ispitima u Francusk -j, Nemackoj, Engleskoj, u
SSSR, u SAD, kao i u Danskoj, Norveskoj, Svedskoj i drugim zemljama.

Isto su mi bili od koristi problzmi koji su davani na matematickim olimpijadama u
SSSR, Cehoslovackoj i Poljskcy.

Na osnovu te ogromne d.kumentacije sastavio sam ovaj Zbornik. i

Jedan deo problema uzeo sam tekstuelno iz navedenih izvora, neke prcbleme sam modifi-
kovao, dopunio i generalisao, neke prilagedio potrebama 1asih programa studija. I1zvestan broj
problema pctice od jugoslovenskih matematicara. 1 ja sdm, spremajuci gedirama materijale za
ovaj 2bornik, sastavio sam znatan braj problema, od kojih su neki ve¢ objavijeni u casupisima
u Inostranstvu, @ neki su u Stampi.

U ovom Zbornku ima pr.blema potpuno ili delimiéno reSenih; zatim problema sa rezulta-
tima, datim u samom tekstu zadataka ili hao odgovor na postasljena pitanya pcd nazivom:
rezuitat. Najzad, raveden je niz prcblema koji su namenjeni samostalnom radu Citasca.

Obicno je svaki prcblem reSen na jedan nacin, d.k su samo neki prcblemi izradeni na dva
ili vife nacira. Veéincm nije ravodeno najelegantnije reenje, veé ono koje zalteva §to manje
prethcdn. g zrianja. ReSenja su vecma saZeta, tako da je dosta ostalo i za samostalan rad
¢itasca. Od ovog je otstupljeno u izuzetnim slucajevima.

Kcd nekih problema éitaocu je ukazano ra mogucne generalizacije, a pogdegde postavijeno
Jje i po kcje pitanje koje ¢ée moZda potstaéi Gitasca na tretiranje nekog ritanja iz koga bi se
mcglo dyéi i do izvesnih novih rezultata, naravno skromnih, kao $to to biva na poéetku rada.
Osakav nacin davanja problema preporuéljiv je na svakom stuprju nastave, jer se, bilo u
srednjoj skoli ili na wuniverzitetu, na ovaj racin dolazi do saziarja da u matematici postoje
mogucnosti za shararje novog, suprctno uverenju Sirckih krugoya—a cno se ponekad srece cak
i u redovima univerzitetskih profescra — da je matematika rauka potpuno zavriena jos pre mnogo
vekova i da tu nema nikakve nove problen.atike, ni nauéne ni metcdske.

Prilikom spremanja materijala za ovaj zbornk, u mnogcbrejuim slucéajevima, imao sam
prilike da raidem u literaturi na netaéna, a josS vise na nepotpuna resenja. To isto vaZi i za
rezultate. Nailazio sam na greske ¢éak u desetom izdanju jednog uglednog zbsrnika zadataka,
ma da je sastarljacima veliki kolektiv uka:zao pomoé. Hteo sam da izbegnem ovo i stoga sam
uloZio dosta paZnje u proveravanju resenja. U oveme su mi pruzili dragocenu pomoé moji sarad-
nici. Ali i pored svih predcstreZnesti u 2Zborn ku de svakako biti ned.stataka i gresaka, jer
sva reserja i svi rezultati nisu dovoljno provereni. Imao sam da biram izmedu dve alterrative:
ili da rukopis u sadasnjoj redakciji pcdirgnem pcnovnom sistematskom proveravarju, za sto bi otislo
bar godinu dana, ili da odmah dam u Stampu ovu knjigu w kojoj ée svakako biti izvesnih
nedostataka. Odlucio sam se na drugu alternativu, jer je studentima zaista neophodan ovakav
Zbornik problema. ’

4. U resavanju problema i proveravanju resenja pomogli su mi: D-r R. Bojani¢, S. Cetko-
vié, L. Karad _.i¢, D-r Mamuzié¢, D-r D. Mihai.ovi¢, K. MiloSevié, Z. Panti¢, D. Perlinkova,
D-r M. Popadi¢, J. Ular i D-r S. Fempl.

Muja supruga Olga Mitrinovi¢ pomogla mi je da u izvesnoj meri ostvarim svoju zamisao
u povezivanju srednjoskolske i univerzitetske matematicke nastave preko Uvodnih problema.

Fc bruara 1957 D-r Dragoslav S. Mitrinovi¢



PREDGOVOR 11 IZDANJU

Oni koji iskljudivo cene praksu bez teoretskih
osnova sliéni su moreploveu koji ulazi u brod
bez krme i busole ne znajuéi kuda plovi.

Leonardo da Vinci

Lak3e je nauditi matematiku nego raditi bez nje.
H. Bouasse

1. U ovom izdanju Zbornika maten-atickih problema I ulinjene su znatne izmene. Izo-
stavljena su poglavlja: Diferencijalne jedraéine i Kompleksni brojevi i kompleksne funkcije.
Ostala poglavlia zadrZana su u novom izdanju, alije izvrSeno pregrupi avanje problema. kako
bi Zbsrnik §to bolje cdgovarao na tavnim potrcbama. Sva poglavlja su znatno proirena
novim materijalom na raun izostavijenih poglavlja koja su usla u Zbornik 1I. Ponovo je
redigovan sav tekst 1 pa nekim mestima date su bolje formulacije.

2. U toku S$kol:ke 1957/1958 god.ne na tehni¢kim fakultetima Univerziteta u Beogradu
vedi deo problema iz prvog izdanja Zbcrnika I proveren je na veibama sa studentima. Do sada
je konstatovano vrlo malo oma’aka od kojih nijedna nije principijelne prirode. U tome su
mi prcdano pomogli a i.tenti, kao i struéni i nauéni saradnici, koji su driali veZbanja sa
stud:ntima na tehnickim fakultetima Univerziteta u Beogradu. Smatram za duZnost da ih
poimence na edem i da im za ovo odam priznanie. To su: D. Adradevié, M. Bertolino,
S. Cetkovi¢, R. Dacié, D-r S, Fempl, N. Jankovié, D-r L. KaradZi¢, K. Milosevi¢, B. Okiljevié,
D. Pajovié, Z. Pantié, S. Paviovi¢, O. Rakié i B. Tomié.

Medutim, u novom izdanju samo 509/, je starih problema. Drugu polovinu salinjavaju
novi problemi koje tek treba proveriti u praksi. U ovom izdanju ima 1240 problema, dok
ih je u I izdanju bilo svega 777.

3. Poglavlje Uvedni problemi u 1 izdanju imalo je 90 problema, a sada 175. Ovo pogla-
vlje sadri sada raznovr niji materijal, pa ¢e jo§ bolje moci da posluZi potrebnom povezivanju
srednjos$kolske 1 univerzitettke matematicke na-tave. Prosean maturant, pa i uéenik VII
razreda gimnazije, trebalo bi da ume reSiti bar 809/, ovih zadataka.

Poglavlje Algebra znatno je izmenjeno. Determinante su izostale i prcbalene u Zbornik 11,
a Metod matematicke indukcije izdvojen u posebno poglavlje. Inade, poglavlije 4/gebra u ovom
izdanju profireno je i poboljiano. Ono fada sadrZi 231 problem.

Umesto ranijih 66 problema, poglavlje Analiticka geometrija cada ih ima 214, odnosno
tri puta vise. Materijali iz ovog de'a namenjeni su prvenstveno studentima tehnickih fakulteta
i visih pedagoskih 8ko'a. To je najelementarnije poglavlje ovog Zbornika.

Poglavlje Diferencijalni i integraini ra¢un sadrZi 320 problema, dok ih je u prvom izdanju
bilo 103. Ova zbirka je rada postala kvalitetnija 1 sadriajnija. Medutim, ukoliko dode do
111 izdanja ove knjige, ovo poglavlje bi¢e jo§ obimnije. Osim toga, problemi ¢e biti razvrstani
u vise ode=ljaka nego §to je to do rada bio tlulaj i za jedan niz problema bic¢e dat rezultat
ili iscrpno resenje, ukoliko to ved nije udinjeno.

Poglavlje Metod matematicke indukcije ima 100 problema (ranije ih je bilo 50). Ovo je,
mozda, najbo je obtradeni d~o Zbornika I i on cbuhvata problemsz iz raznih oblasti matema-
tike (Aritmetika, Algebra, Diferencijalni rafun, Integralni ratun, Geometrija). Ono se od ikuje
raznovrsnoSéu tretirane materije. Svrha mi je bila ca ovaj metod &italac 5to bolje usvoji-
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Pod nazivom Problemi iz raznih oblasti naveden je niz interesantnih problema od kojih
su neki iz Teorije funkcija kompleksne promenljive, Matri¢nog racuna, itd.

U ovom izdanju ima devet priloga, od kojih- sul'tri nova.:

Mali atlas krivih sadrzi 96 krivih, dok ih je u I izdanju bilo 46, od kojih neke nisu usle
u Atlas ovog izdanja.

U poglaviju Numericke tablice dodato je sedam malih tablica. Preporuduje se studentima
da prilikom reSavania zadataka u §to ve¢oj meri koriste numeritke tablice.

I jo§ jedna napomena. Kao i u I izdanju iza Predgovora nalazi se pregled simbola i
skradenica. Novinu pretstavljaju: Spisak velikih i znamenitih matemati¢ara i Pregled literature.

Spisak matematitara moZe korisno posluZiti da bi se Citalac donekle orijentiao u hro-
nologiji razvoja matematike. U njemu se nalaze matematicari vrlo zasluzni za razvoj
matematike, kao i takvi koji su do§li do nekih rezultata o kojima se govori u opstem kursu
matematike pa se njihovo ime pominje u nastavi, ma da oni nisu veliki matematiari. Spisak
nije potpun. U njega je uSao i izvestan broj zivih matemati¢ara. Pri izboru jugoslovenskih
matematitara kriterijum je bio ne$to blaZi.

U vezi sa ovim od interesa je Bell-ovo mi$ljenje o tome koji su najveéi matematitari u
istoriji Covecanstva. Po njemu, to su: Arhimed, Gauss i Newton. Uzgred navedimo ovde da su
Euler, Cayley i Cauchy, ne samo veliki stvaraoci i kr€ioci novih puteva, veé i matematicari
do sada najproduktivniji. Detaljnije o ovome videti u izvanrednoj knjizi:

E. T. Bell: Les grands mathématiciens (Zénon, Eudoxe, Archiméde, Descartes, Fer-
mat, Pascal, Newton, Leibniz, Bernoulli, Euler, Lagrange, Laplace, Monge, Fourier, Poncelet, Gauss,
Cauchy, Lobatchewsky, Abel, Jacobi, Hamilton, Galois, Cayley, Sylvester, Weierstrass, Kowa-
lewski, Boole, Hermite, Kronecker, Riemann, Kummer, Dedekind, Poincaré, Cantor), Paris, 1950.

Pregled literature sadrZi samo jedan mali deo knjiga i lasopisa koje sam koristio pri
redigovanju Zbornika. Ali i takav nepotpun spisak koristiée ¢itaocu. U njemu se, pored
ostalog, nalaze odabrana dela udZbenitke literature. )

Onaj koji hoée da prati razvoj matemati¢kih nauka treba redovno da prati referativrne’
Casopise:

Mamemamuxa. Pegepamugnsiii xypuas (Axapemua Hayk CCCP, HWHCTUTYT Hay4HO#
unopmanuu—Mocksa) ;

Zentralblatt fiir Mathematik und ihre Grenzgebiete (Berlin);

Mathematical Rewiews (Providence, USA).

4. Poznato je da Matematika pretstavlja »kriti¢énu tatku« u nastavi na tehni¢kim fakul-
tetima. Ma da je proteklo malo vremena od izlaska Zbornika I (pocetak oktobra 1957),.
ipak se na ispitima, koji su obavljeni na Elektrotehnickom fakultetu iz Matematike I,
Matematike 11 i Matematike IlI, osetilo izvesno poboljsanje; broj poloZenih ispita je znatno
veéi nego ranije. Svakako da je tome doprineo, u izvesnoj meri, i Zbornik. Iskustva koja
¢emo ste¢i u narednim ispitnim rokovima pokazade u kojoj je meri navedeni zakljucak
opravdan.

5. Studentima se preporutuje da se Zbornikom sluZe na slede¢i nain.

Prvo je potrebno izraditi jedan ili vife problema koji su refeni u knjizi. Buduéi da su
redenja data u saZetom a Cesto i u vrlo konciznom obliku, student ée i tu imati prilike
za samostalan rad. Posle toga treba raditi probleme za ¢ije je reSenje dato samo uputstvo
ili za koje je naveden samo rezultat. Poslednja etapa bi bila refavanje onih problema koji su.
navedeni bez ikakvih uputstava ili rezultata.

Iole originalni duhovi (a takvih je velik broj medu studentima) traZide svoj put, svoj
metod, svoj postupak u refavanju jednog problema, bez obzira na to §to je u Zborniku
odnosni problem refen. I to je prirodno, jer svaki ¢ovek na svoj nadin rezonuje. Dok ¢e
jedan prvenstveno traZiti analititko refenje, dotle ¢e drugi pokufati da nade geometrisko
reSenje problema, a treéi i jedno i drugo, itd.

Student treba da se veZba da pregledno, sazeto i taéno formulife reSenje jednog problema-
Uostalom, u Zborniku ima znatan broj refenja koja bismo mogli nazvati model-resenja. Ona.
ukazuju na to kako bi trebalo redigovati refenje jednog zadatka.
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6. Poneki problem u ovom Zborniku spada u kategoriju problema koji se u USA zovu
Advanced Problems. Takvi problemi pozitivno deluju na sticanje op$te matemati¢ke kulture i
razvijaju stvaralacke sposobnosti studenata. Po sebi se razume da su tezi problemi name-
njeni studentima koji imaju dubljeg interesovanja za matematiku i povrh toga su u izvesnoj
meri naklonjeni matemati¢kom nalinu misljenja. U takvu kategoriju studenata spada svakako
Dragomir Dokovi¢, student III godine Elektrotehnitkog fakulteta, koji je samoinicijativno
reSio vise interesantnih i teZih problema iz Zbornika I. Od tih re$enja neka izlaze u ovoj
knjizi, dok <¢e druga izi¢i u Zborniku II, a neka od njih bi¢e objavljena u engleskom
Casopisu The Mathematical Gazette, kao matematiCke beleSke.

Istakao sam ovde D. Dokovica zato $to je on dao elegantna reSenja za viSe problema.
Medutim, bilo je slucajeva da su neki studenti dali interesantna re$enja jednog ili dva pro-
blema, dok su drugi stavili primedbe na formulacije nekih problema (na primer, student
Jordan Pop-Jordanov). Neka od ovih refenja tako isto se objavljuju. Stampanje re§enja stu-
denata imade verovatno povoljnih posledica na dublje interesovanje za matematiku u redo-
vima studenata.

7. Ukoliko dode do III izdanja Zbornika I, pored usavr§avanja teksta iz ovog izdanja
i dopunjavanja novim problemima, na pocetku svakog poglavlja bie navedene pctrebne
definicije, klasifikacije i glavni rezultati iz gradiva koje se tretira u odnosnom poglaviju. To
je opsta Zelja studerata koju bi trebalo ispuniti.

Za ovo imam dosta materijala koji sam pripremao godinama za potrebe nastave. Zahva-
ljujuéi ome Sto sam, od 1946 godine do sada, imao priiike da odrZim niz kurseva!, ti
materijali obuhvataju razne oblasti matematike, a narolito Analizu i Algebru.

8. U proveravanju resenja, kao i u samom reSavanju problema koji su dodati novom
izdanju, pomogli su mi u izvesnoj meri D-r S. Fempl, S. Cetkovié, K. Milosevié, a narotito
student D. Pokovié. Zahvaljujuéi sugsstijama i primedbama D. Pokovica na vi§e mesta date
su bolje formulacije.

D-r D. Mihailovié, D-r S. Fempl, D-r Z. Mamuzi¢ i D-r M. Popadi¢ preporucili su
Univerzitetskoj komisiji za udZbenike i druge struéne i naucne publikacije Stampanje ovog
Zbornika. Oni su paZljivo pregledali rukopis i dali sugestije koje su doprinele da se na
nekim mestima pobolj$aju formulacije. .

D-r D. Kurepa, profesor Univerziteta u Zagrebu, proéitao je u rukopisu desetak resenih
problema. Njegova zapaZanja doprinsla su da pregledani tekstovi budu bolje izloZeni.

9. U calokupnoj redakciji teksta kao i u vrSenju Stamparskih korektura uzela je Zivog
uteéa moja supruga Olga Mitrinovié. U tehnitkoj pripremi rukopisa za Stampu pomogle
su mi svesrdno Olga Aleksié, Leposava Radenkovié i moja sestra RuZica Mitrinovié.

10. Graficki radnici Miodrag Levéié, Miodrag Puki¢ i Zivko Zari¢ zasluZuju puno
priznanje za visokokvalitetan rad. Oni su ostvarili u velikoj meri moja nastojanja da se
matemati¢kom slogu da estetska forma i da se u isti mah strogo vodi ratuna o raci-
onalnom kori§¢enju prostora.

Novembra 1958 godine D-r Dragoslav S. Mitrinovic¢

profesor Univerziteta u Beogradu

' Na Filozofskom fakultetu Univerziteta u Skoplju (1946—1951) drzao sam kurseve pod nazivima:
19 Algebra (determinante, matrice, grupe, polinomi);
2° Diferencijaini i integralni racun;
3% Diferencijalne jednadine (obi¢ne i parcijalne);
4° Funkcije kompleksne promenljive;
5° Elementarna teorija grefaka.

Na tehni¢kim fakultetima (uglavnom na Elektrotehni¢kom fakultetu) Univerziteta u Beogradu (od 1951
do sada) drzao sam kurseve pod nazivima:
1° Matematika I;
2° Matematika I1;
39 Diferencijalne jednaéine u fizici;
4° Matricni racun;
50 Funkcije kompleksne promenljive;
6° Lapluce-ova transformacija.
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PREDGOVOR

Treéa knjiga Zbornika matematickih problema podeljena je na poglavlja:
Kompleksni brojevi i kompleksne funkcije*, Specijalne funkcije, Apstrakina algebra,
Projektivna geometrija, Problemi iz raznih oblasti, Prilozi, Numeriéke tablice i
Grafici nekih specijalnih funkcija.

Poglavlje Apstraktna algebra sastavili su V. Devide i S. PreSié.

Poglavlje Projektivna geometrija izradio je J. Uléar.

Ostala poglavlja sastavio je D. S. Mitrinovi¢ uz pomo¢ desetak saradnika,
&iji je udeo, po pravilu, naveden na odnosnom mestu u knjizi. Od ovih sarad-
nika najveéi broj problema refili su: D. Pokovié, S. PreSi¢ i D. Adamovié.

U ovom Zborniku ima ukupno 870 zadataka i problema.

Poglavlje Kompleksni brojevi i kompleksne funkcije je najobimnije. Ono ima
375 zadataka i problema iz opSte teorije analitickih funkecija i namenjeno je
studentima prirodno-matemati¢kih i tehnickih fakulteta, kao i inZenjerima na
postdiplomskim studijama.

Poglavlje Specijalne funkcije ima 89 zadataka i pgoblema i posebno je na-
menjeno studentima nuklearne fizike i inZenjerima elektrotehnike. Ovo poglavije
trebalo bi znatno dopuniti i proSiriti u novom zdanju Zbornika 111 ako do
njega dode.

Poglavlje Apstraktna algebra sadrzi 89 zadataka i1 problema. Na pocetku
poglavija dat je niz definicija za pojmove koji su kasnije upotrebljeni u zada-
cima. Ovo poglavlje vredelo bi takode dopuniti i prosiriti. Medutim, i u ovom
obliku ono ¢e biti od koristi studentima prirodno-matematickih fakulteta, kao
i studentima tehnickih fakulteta (otsek za tehnicku fiziku, otsek za elektroniku
1 telekomunikacije, itd.).

Poglavlje Projektivna geometrija, koje mma 224 zadatka i problema, name-
njeno je studentima prircdno-matemati¢kih fakulteta.

Poglavlje Problemi iz raznih oblasti sadrzi 93 problema, od kojih je znatan
broj iz kompleksne analize. U svima poglavljima ima teSkih i interesantnih
problema, a posebne u ovom.

U poglavlju Prilozi ima sedam ¢lanaka, od kojih je jedan redigovao D. Mitrovig,
a ostale D. S. Mitrinovi¢. Medu ovim ¢&lancima, &ini nam se, posebnu pa-
Znju zasluZuje ekspozicija: O glavnoj vrednosti nesvojstvenog integrala, koju bi
trebalo prouciti u vezi sa izradunavanjem realnih integrala pomocéu ratuna ostataka.

* U Zborniku 11, &ije drugo izdanje uskoro izlazi iz §tampe, nece biti poglavlja: Kompleksni
brojevi i kompleksne funkcije.



U poslednja dva poglavlja date su neke numericke tablice kojth nema u
nasoj literaturi i grafici nekih specijalnih funkcija. Ovi materijali bi¢e naroéito
od koristi fizicarima i inZenjerima.

U ovom Zborniku ima lep broj originalnih problema koje su sastavili
D. S. Mitrinovi¢ i njegovi saradnici. Neki od ovih problema veé su objavijeni
u dasopisima:

Jahresbericht der Deutschen-Mathematiker Vereinigung,

The American Mathematical Monthly,

The Mathematical Gazette,

Mathematics Magazine,

Mathesis,
dok se neki nalaze pred objavljivanjem u istim d¢asopisima.

Veéi deo problema pripada drugim autorima. Po pravilu, naveden je autor
svakog interesantnijeg problema, ukoliko je bio poznat.

Zbornik je mala antologija lepih i interesantnih problema, ali i zadataka koji
¢e biti korisni za ilustraciju univerzitetskih kurseva. Stoga u Zborniku ima i
laksih problema, tj. zadataka. Tako, na primer, u poglaviju Kompleksni brojevi
i kompleksne funkcije navedeno je preko 50 zadataka koji se mogu koristiti u
prvoj godini univerzitetskih studija kada se obraduju kompleksni brojevi.

Jedan deo problema i zadataka koji su navedeni u Zborniku bio je na
ispitima, poslednjih godina, na fakultetima u Francuskoj, Engleskoj, Svedskoj
i u drugim zemljama. Prof. Vidav stavio je na raspolaganje nckoliko zadataka -a
reSenjima iz viSestrukih integrala koji su bili na ispitima na Prirodno-matema-
tickom fakultetu u Ljubljani.

Tekstovi problema uzeti iz literature &esto su modifikovani u raznim prav-
cima: neki su problemi generalisani i oteZani, drugi uproséeni, itd.

Svaka zbirka matemati¢kih problema poti¢e od kolektivnog rada velikog
broja znanih 1 neznanih matematicara, velikih 1 malih, pa to vaZi 1 za Zbornik.

Za jednu zbirku problema, koja je objavljena pre nekoliko godina u Svedskoj,
referent u Casopisu Mathematical Reviews primetio je da se sa problemima
tretiranim u njoj doSlo do Euler-a. 1 zaista, to je slufaj sa vecinom zbirki
matematickih zadataka i problema. Ovakav prigovor ne bi se mogao staviti
Zborniku.

Relenja zadataka i problema u ovom Zborniku po pravilu su originalna
i ona su u vecoj ili manjoj meri kriticki pregledana. Po koje od reSenja moglo
bi da posluzi kao uzor kako treba reSavati i formulisati reSenje jednog problema.
To ipak ne zna¢i da se nekim reSenjima ne bi mogao staviti prigovor bilo na
metod reSavanja, bilo na ekspoziciju reSenja, bilo na nepotpunost diskusije, itd.

Veliki broj zadataka 1 problema iz ovog Zbornika proveren je u nastavnoj
praksi.

U sovjetskom &asopisu Pegepamusnsiii sxypnas (Moskva) reeno je za Zbornik
da je tipa dobro poznate zbirke problema: Polya—Szegd: Aufgaben und Lehrsdtze
aus der Analysis. Pomenuta zbirka ustvari je skup nau¢nih rezultata iz raznih



SIMBOLI 1 SKRACENICE!

b
1. ‘:—dz (ab)/(cd) = abj(cd) (cd#0); % + A:— = (a/b) + (c/d)=ajb+c/d  (bd#£0).

2. .. znali: iz prethcdncg neposredno sleduje; ... znati: itd.

3. P—» Q zra®i: iz P sleduje Q;
P« Q 7rali: iz Q sleduje P;
Pe > Q znali: iz P sleduje Q i obrnuto, odnosno <« znali: ako i1 samo ako
(cdno.no tada i tamo tada).

1-2-3:--n (n prircdan broj),
4. nl=
1 (n=20).
@mil=24---@n); Ca+D=1-3-5---2n+l)
n! se oznatava i sa Iﬂ
s (a)#l a(@a-1)---(a—k+1/(k!) (k prirodan broj, a ma kakvo),
k) 1 (k=0).

6. Relacija a;, a,, ..., a; >0 zamenjuje skup relacija
a >0, a,20, ... ,a,>20.

Ako je a<{pB, tada relacija

zamenjuje skup relacija
oL <Py aKa<P..jeKa, <B,
tj. skup relacija
a<<a,<B (v=1, 2,...,k).
Relacija k, n=0, + 1, + 2,... znali:
k=0, +1, £2,...; n=0, £1, £2,...

7. Ako su a i b prirodni brojevi, tada relacija (a, b)=1 oznatava da su @ i b relativno
prosti brojevi.

! K. Menger predlaZe niz izmena u simbolima u svojoj knjizi: Calculus— An Modern Approach (Boston,
1955). Tako, na primer, Menger predlaZe da se umesto:

w2
. < 5 Tt/2
Dsin x=cosx i f[cosxdx=[sinx|
0

pi%e respektivno
T2

. : . T2
Dsin=cos i | cos=[sin]} = .
0



X1l

10.

11.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.

21.
22.

. Ako je E jedan skup, relacija x € kazuje da x pripada skupu E.

Ako su E, i E, dva skupa, relacija E, C E, kazuje da svaki element skupa E,
pripada skupu E, (C znak inkluzije).

Relacija E,NE, (Sita se presek skupova E, i E,) oznalava skup svih elemenata koji
istovremeno pripadaju i skupu E, i skupu E,.

Relacija E,UE, (Cita se unija skupova E, i E,) oznaCava skup svih elemenata koji
pripadaju bilo skupu E, bilo skupu E,.

. max (a,, a,,...,a,) oznatava onaj (ili one) od n brojeva a;, a,...,a, koji nije

prema¥en ni od jednog od ostalih brojeva iz ovog skupa. Na analogni nadin se
definide min (¢, as, ..., ay)-

Ako su brojevi @ i b (#0) celi brojevi, relacija b|a, tj.a=0 (mod b) kazuje da se
b sadrZi u a bez ostatka.

Ako su P(x) i Q(x) dva polinoma, relacija Q|P izrazava Cinjenicu da je P=QR,
gde je R tre¢i polinom.

Ako je a realno, tada je

i {a>0),
=0,
,‘a\:asgnazI o0 sgna= 0 (a=0),
| —a@<a);
-1 (@a<0).
. 8ir Kronecker-ov simbol
1 (i=k), ,
ik = .
0 (i#k).

2n
U realnom podrudju Va_ (a=0) (n prirodan broj) oznafava samo nenegativnu

vrednost, tj.
2n

2n
Va=|Val.
Ako je a realan broj, tada [a] odnosno E (a) oznafava najveli ceo broj koji ne
premasuje a.
H (1) Heaviside-ova funkcija:

0 (<0);
HNn={ 5 (=03
1 (¢>0).

~ priblizno jednako (ovaj se znak upotrebljava u slu¢aju kada se eksplicitno ne daje
ocena greske).

Relacija a € b, izmedu pozitivnih brojeva a i b, kazuje da je a veoma malo u
poredenju sa b.

Relacija a> b (a>0, b>0) kazuje da je a veoma veliko u poredenju sa b.

i=) =1 (u elektrotehnici, da bi se izbegle konfuzije, umesto i upotrebljava se j).

R {f(2)} realni deo funkcije f(z) (z = x+ iy);

L{f(z)} imaginarni deo funkcije f(z) (z= x +iy);

z konjugovana vrednost kompleksnog broja z.

exp (x) = e* (e osnova prirodnih logaritama); exp,x=a*; pot,x = x°

log x =loge x (x >0).

Pod arc sinx, arccosx, arctgx, arccotgx podrazumeva se, u realnom podrudju,.
glavna vrednost odgovarajuce multiformne funkcije:

Arcsinx=sin—!x, Arccosx=cos™lx, Arctgx=tg—1x, Arccotgx=cotg—!x.
sink x = (sinx)*¥,  sh* x = (sh x)~.

x=dx/dt, Xx=dx/d?,...;

y'=dyldx, y’=d*yldx?,...,; Dk=dkjidck (k=1,2,...), D°=1.



23.

25,
26.
27
28.

29.

30.

31

32.

33.

34.
35.

36.

37.

X1

0z - oz : ;

— =0zfox =z, = zy; — =09z/dy = 7y =2zy.

ox 'y

p=0z{0x, q=0z[dy, r=0%[0x?, s$=0%2/0x0y, t=0%/dy® (Monge-ove oznake).

: [f(x)]b = f(x)ib f(b)—f(a) (f(x) neprekidna funkcija na segmentu [a, b]).

e D=1, »| 228 =1, »)~fa, )  (F(x, y) neprekidna po x€[a, b]).

area P = velitina povrSine P.

Ako su A4 i B dve tatke, tada 4B oznatava merni broj duZine duZi AB.

Pod krugom (O, r) podrazumeva se krug polupreinika r &iji je centar u talki O.

Jediniéni krug je krug Ciji je polupreinik jedinica i &iji se centar nalazi u koordi-
natnom pocetku.

a bl

M=, 4|

|
matrica; det M = determinanta; E jedini¢na matrica “(I) (I)H

a b‘
d|

Jediniéna matrica reda n je

1

| |
|1 |
o 1 |- 7 :
E,=! IE tj. Ep=| 8i|| (Six Kronecker-ov simbol).
; 1
! 0 0 1

Nula-matrica (tipa mx n) je matrica €iji su svi elementi jednaki nuli.

\
| Gpq Gps dpy
pq  Aps

(apq a,) = ; (apq Gy Auy) = | Grqg Qrs Qpy |, itd.
rq  Grs i
Auq Cys Qyy
trA=spA=a,,+a,+ - +a,,, gde je
ay 4 " Gyp
Ay Ay Q:n
A=].
|| Any Apa ‘

— o —

i, j, k jedini¢ni vektori Dekartovih koordinatnih osa Ox, Oy, Oz.

- = —» p 4
Ako su a, b, ¢ tri vektora, tada je

-~ — —

— - > —
a-b skalarni proizvod; ahx b vektorski proizvod; [a b ¢] meSoviti proizvod.
Vektori se ¢esto oznatavaju slovima gotske azbuke.

—»

V (operator nabla). Njegove Dekartove projekcije su d/ox, 0/dy, 0/oz.

—

grad U (M) [obelezava se i sa grad U (M)], gde je U skalarna funkcija tatke M (x, y, z),

"definite se izrazom
oU— oU— oU-—~

rad U= —i+-— j+—k.
: ox ()yj 0z
L= 0X oY oZ Y
div FiM)= —+—+ —, gde je F={X, Y, Z}.
ox oy oz

ot —I; (M) z';?ot ;‘)(M)

Y 0X oZ° oY o0X \— g
—((E_f__ - (_ﬁ_) (_W_)k, gde je F={X, Y, Z}.
oy oz 0z 0x ox oy
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38.

otU  o*U 90U

AU = s

ox% oyt

—
0z2%

Opera‘or A= 2=

39. QU y, 2, ) =

o 0
L,
ox®  oy?

0%

+—— zove se laplasijan.

0z%

*U o°U U
+
ox? oy o0z%

1 2°U

¢t ot

Operator [] zove se dalambertijan.

40. Oznaka n=a(b) ¢ upotrzbjaa se za opicivanje numerickih tablica

i znati cda n

uzima sve vrednosti ¢lanova aritmetiche prog esije &iji je prvi ¢lan a, razlika b i
poslednji ¢lan < c.

LATINSKA, GRCKA I GOTSKA AZBUKA

Slovo
malo velik;*
a A
b B
c C
d D
e E
f F
g G
h H
i I
j J
k K
1 L
m M
n N
o (0]
p P
q Q
r R
S
T
u U
v v
w w
X X
y Y
z VA

Slovo Stavn
-3~ = Izgovor —
malo veliko malo vetiko
o A alfa a A
<} B beta b Ry
Y r gama ¢ ¢
8 A delta D D
€ E ep-ion ¢ ¢
4 z dzeta f F
] H eta It €
8 () e the'a b H
1 1 jota i R
K K kapa i S
A A lambca £ 8
n M mi ( 2
v N ni m n
E 5 ksi n N
(0] omikron 0 O
b I pi P B
I P ro q Q
o s sigma T b
T F tau 1,8 B S
v Y ipsilon t T
© ()] fi u u
X X hi by B
¥ L4 psi w Py
® Q omega X X
Y 9
3 3




VELIKI 1 ZNAMENITI MATEMATICARI

Apolonije (Ziveo oko 200 godine pre n. e.)
Arh'med (287—212 pre n. e.)

Diofant (roden oko 325 godine nale ere)
Eudoks (408?—355? pre n. e.)

Euklid (365?—275? pre n. e.)

Pitagora (Ziveo u VI veku pre n. e.)

Abel 1802—1829 Darboux 1842—1917
Ampé-e 1775—1836 Dedekind 1831—1916
Appell 1855—1930 Denjoy 1884
Barach 1892—1945 De: cartes 1596—1650
Beitrami 1835—1900 Dini 1845—1918
Bernoulli Dirac 1902

Dan’el 1700—1782 Dirich’et 1805—1859

Jacques 1654—1705 Einstein 18791955

Jcan 1667—1748 Eienstein 18231852
Bertrand 1822—1900 Enriques 1871—1946
B:ssel 1784—1846 Euler 1707—1783
Bianchi 18:6—1928 Fermat 1601—1665
Binet 17¢6—1856 Fermi 1901—1954
Bohr, Niels 1885 Fourier 1768—1830
Bolzano 1781—1848 Fredholm 1851—1927
Bonnet 18191892 Frenet 1816—1900
Boole 1815—1864 Fresnel 1788—1827
Borel 1871—1956 Fuchs 1833—1902
Born, Max 1882 Galilei 1564—1642°
Brianchon 1785—1864 Galois 1811—1832
De Broglie 1892 Gauss 1777—1855
Bromwich 1875—1929 Gibbs 1839-—1903
Cantor 1845—1918 Goursat 1858—1936
Cardano 1501—1576 Grassmann 1809—1877
Cauchy 1789—1857 Green 1793—1841
Cayley 1821—1895 Guldin 1577—1643
Chasles 1793—1880 Hadamard 1865
Cesard 1859—1906 Hamilton 1805—1865
Clairaut 1713—1765 Heaviside 1850—1925
Clausius 1822—1888 Heisenberg 1901
Coriolis 1792—1843 Hermite 18221901
Courant 1888 Hiibert 1862—1943
Cramer 1704—1752 Huyghens 1629—1695
D’Alembert 17171783 Jacobi 1804—1851




XVI

Jordan

Julia

Kamke
Kepler
Klein, Felix
Krcnecker
Kummer
Lagrange
Laguerre
Lamé
Landau
Laplace
Laurent, P. A.
de La Vallée-Poussin
Lebesgue
Legendre
Leibniz

Le Verrier
Levi-Civita
Lie, Sophus
Liouville, J.
Lipschitz
Lissajous
Lorentz, H.
L’Héspital
Maclaurin
Maxwell
Mercator
Minkowski

" Mittag-Leffler
Mobius

de Moivre
Monge
Montel
Neper
Neumann, J.
Newton
Painlevé
Pascal

Anekcanapos, I1. C.
EBepuwretin, C. H.
Bunorpagos, U. M.
. Ienvbonn, A. O.
Kosanesckas, C. B.
Kenamoropos, A. H.
Kpeuior, A. H.
Jlobauesckuit, H. U.

Boskovi¢ Ruder
Getaldi¢ Marin
Petrovi¢ Mihailo

1838—1922
1893

1890

1571—1630
1849—1925
1823—1891
1810—1893
1736—1813
1834—1886
1795—-1870
1877—1938
1749—1827
1813—1854
1866

1875—1941
1752—1833
1646—1716
18111877
1873—1942
1842—1899
1809—1882
1832—1903
1822—1880
1853—1928
1661—1704
1698—1746
1831—1879
1512—1594
1864—1909
1846—1927
1790—1868
1667—1734
1746—1818
1876

1550—1617
1903—1957
1642—1727
1863—1933
1623-—1662

1896
1880
1891
1906
1850—1891
1903
1863—1945
1792—1856

1711—1757
1568—1626
1868—1943

Peano
Perron
Pfaff
Picard
Picone
Pincherle
Planck
Pliicker
Poincaré
Poisson
Poncelet
Ramanujan
Rayleigh
Riccati
Riemann
Rolle
Ruffini
Schrédinger
Schwarz
Sierpinski
Simpson
Sommerfeld
Steiner
Stieltjes
Stirling
Stokes
Sturm
Sylvester
Taylor
Vandermonde
Varignon
Viéte

Villat

da Vinci, Leonardo
Volterra
Wallis
Waring
Weierstrass
Zermelo

Jiysmn, H. H.
JlanyHos, A. M.
Mapkos, A. A.
Ocrporpanckuit, M. B.
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AFORIZMI O MATEMATICI *

T1OBOpPOTHRIM DYHKTOM B MATEMATHKE Oblia OCKAPTOBA nepeMennas écauduna. bnaromaps
3TOMY B MATEMATHKY BOILIH JgiUKenue W Quaiekmuxka W DNarogaps 3ToMy Xe CTasio /esedaento
HeoOx0duMbIM Judhepennuaibiioe U HIMESPAALHOC UCHUCACHUE . . .

Jluws anddepeHuManbHOoe MCUMCICHHE AAeT eCTECTBO3HAHMIO BO3MOXKHOCTH M300DaXKATh
MaTEMATHYCCKM HE TOJIBKO COCMOARUA, HO M Apoueccsl. HBUIKCHHE.
D, Duzeave

Teopusi Oe3 NPakTUKM MepTBa HIM OecmyionHa, NpakTHka Oe3 TeOpHH HEBO3MOKHA,
naryOHa. JIns TedpHd HYXHO TJIaBHBIM 00pa3oM 3HAHWE, [UIS NPAaKTUKHA, CBEPX TOr0, M YMEHHE ...

... lenb Hayky COCTOUT B TOM, YTODbI HA OCHOBAHMM H3YYCHHA ITPOLICAIMEr0 M HACTOSAMEro
NpeJBHAETh Oyayllee, 2 Ha OCHOBAHMHM M3YYCHHS CYIIECTBYIOLIEro TBOPMTE HoBoe. Otcroma
AICHO, 4TO HayKa MO/DKHA COCTOATh W3 ODBENHHEHUS] TCOPUM H IPAKTHKU, U BCE €€ pPa3BHTHE
HOMKAO ObITH OCHOBAHO Ha TaKOM eXUHCTBE, HHaue OyAYT co3aaBaThbCA OCCIIOAHBIE TEOPHH
WIM HEAOCTATOYHO ODOCHOBAHHAS NMpPaKTHKA.

A. H. Kpbiaos

Il est plus facile d’apprendre les Mathématiques que de s’en passer.
H. Bouasse

La rigueur n’a d’autre objet que de sanctionner et de légitimer les conquétes de I’intuition
J. Hadamard

Il n’y a pas de problemes résolus, il y a seulement des problémes plus ou moins résolus.
H. Poincaré

Un savant digne de ce nom, surtout un mathématicien, éprouve dans son travail la méme
impression qu’un artiste; son plaisir est aussi grand et de méme nature.
H. Poincaré

Le mathématicien pur qui oublierait I’existence du monde extérieur serait semblable 4 un
peintie qui saurait harmonieusement combiner les couleurs et les formes, mais a& qui les
modeles feraient défaut. Sa puissance créatrice serait bientét bannie.

H. Poincaré

Les mathématiques sont une science ol I'on ne sait jamais de quoi 'on parle ni si ce
que l'on dit est vrai.
Bertrand Russel

Le mathématicien prépare d’avance des moules que le physicien viendra plus tard remplir.
H. Taine

Un mathématicien qui n’est pas aussi quelque peu poéte ne sera jamais un mathémati-
cien complet.
K. Weierstrass

I1 n’y a aucune branche des mathématiques, si abstraite soit-elle, qui ne puisse un jour
&tre appliquée aux phénoménes du monde réel.
Lobatchevsky

Toute notre vie moderne est comme imprégnée de mathématiques. Les actes quotidiens
et les constructions des hommes en portent la marque et il n’est pas jusqu'd nos joies artis-

tiques ou 4 notre vie morale qui n’en subissent [’influence.
P. Montel

Une découverte analytique survient au moment nécessaire pour rendre possible chaque
nouveau progrés dans 1’étude des phénomenes du nombre réel.
Ch. Hermite

* Aforizme donosimo na jeziku na kome su iskazani ukoliko smo do njih mogli doéi.
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L’analyse moderne tend de plus en plus a substituer les idées au calcul; il y a néanmoins
certaines branches des mathématiques ol le calcul conserve ses droits.

P. G. Lejeune-Dirichlet

La science des mathématiques pures, dans ses 'développements modernes, a le droit
d’étre considérée comme la création la plus originale de I’esprit humain.

A. N. Whitchead

J'ai entendu dire qu'on m’accusait d’étre 'advérsaire, I’ennemi des mathématiques, alors
que personne ne peut les apprécier plus hautement que moi, puisqu’elles accomplissent
vraiment ce dont l’exécution m’a été refusée.

Goethe

Ainsi donc, on peut dire que le nombre régit le monde entier de la quantité, et les quatre
régles d’arithmétique peuvent étre considérées comme Poutillage complet du mathématicien.

J. C. Maxwell

Aussi étrange qui cela puisse paraitre, le pouvoir des mathématiques repose sur le fait
qu'elles s’abstiennent de toute pensée inutile et qu’elles économisent admirablement les
opérations mentales.

E. Mach

Des exemples ... qu'on pourrait multiplier a ’infini, prouvent combien il est souvent
difficile pour un expérimentateur d’interpréter ses résultats sans l'aide des mathématiques.

Lord Rayleigh
The study of mathematics, like the Nile, begins in minuteness, but ends in magnificence.
C. C. Colton

Mathematics possesses not only truth but supreme beauty —a beauty cold and austere,
like that of sculpture without appeal to any part of our weaker nature, sublimely pure,
and capable of a stern perfection such as only the greatest art can show.

Bertrand Russell

Ich behaupte aber, dass in jeder besonderen Naturlehre nur soviel eigentliche Wissen-
schaft angetroffen werden konne, als darin Mathematik anzutreffen ist.
Kant

Mais il y a une autre raison qui explique la haute réputation des mathématiques, c’est
du’elles procurent aux sciences naturelles exactes une certaine proportion de sécurité que,
sans elles ces sciences ne pourraient obtenir.

A. Einstein

Les mathématiques constituent ’outil qui convient spécialement pour traiter les notions
abstraites, de toute nature et, dans ce domaine, leur pouvoir est illimité. C’est pourquoi un
livre sur la physique nouvelle, s’il n’est pas purement la description de travaux d’expérien-
ces, doit étre essentiellement mathématique.

P. A. M. Dirac

Comment peut-il se faire que les mathématiques, qui sont aprés tout un produit de la
pensée humaine, indépendant de I’expérience, soient si admirablement adaptées aux objets
da la realité?

A. Einstein

L’infini! Jamais aucune autre question n’a troublé si profondément I’esprit de I’homme.
" D. Hilbert

Une formule empirique est 4 la base de toute théorie. Avant d’imaginer la théorie
cinétique des gaz, il a fallu connaitre la formule empirique de Marioite.
H. Bouasse
La logique, qui peut donner la certitude, est I’instrument de la démonstration; I'intuition
est 'instrument de |’invention.
H. Poincaré
Histories make men wise; poets, witty, the mathematics, subtile;. ..
F. Bacon
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7. D. S. Mitrinovié: Vaznije nejednakosti, 1958.
8. D. Mihailovié: Elementi vektorske algebre i analiticke geometrije u prostoru, 1958.
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UVODNI PROBLEMI

1. Data je jednaina ax+by=c, gde su a, b, ¢ (abc # 0) celi brojevi.

Ako brojevi ¢ i b imaju zajedniCki faktor koji nije faktor broja ¢, tada
data jednalina nema celobrojnih reSenja (x, y). Dokazati ovaj stav.

2. Dokazati da kvadrat svakog neparnog broja ima oblik 8p+1 (p priro-
dan broj ili nula). Kakav oblik ima zbir kvadrata dva neparna broja?
3. Dokazati ove. stavove:

1° Ako je suma dva cela broja paran broj, njihova je razlika takode
paran broj;

2° Ako je suma dva cela broja neparan broj, njihova je razlika takode
neparan broj;

3° Ako je suma dva cela broja neparan broj, njihov proizvod je paran broj;

4° Ako je proizvod tri cela broja neparan broj, njihov zbir je takode
neparan broj.

4. Pokazati da je x=1/(1 —a) koren jednadine

PR, o [OMNIE i {a(a—1)#0}
1-x x 1-a a

1 odrediti ostale njene korene. — ReSiti ovu jednadinu takode po a.

Rezultat. a, (a-1)/a.

5. Data je funkcija

S ) =ayxb+a; x4+ a;x + ay,

gde su gy, a;, a,, a, realni brojevi od kojih prva tri imaju iste znake.

Grafickim putem pokazati da ova funkcija ima samo jednu realnu nuly,
za ma kakve vrednosti koeficijenata a, (k=0, 1, 2, 3).

Ako su a4, (k=0, 1, 2, ... , p) istog znaka, da li isti rezultat vaZi i za funkciju
f(x) =ayx?P+ 4 ax??1 4 . fa,x4a,,,?
6. Ako je a>b>0, tada je
(1) Vark—yb+kE<a—b.
Dokazati ovu nejednakost i dati jedno ogranifenje izraza °
Va+kr —{/b"+k" (n prirodan broj; k>0; a>b>0).
Kako treba napisati nejednakost (1), kada su a i b ma kakvi realni brojevi?

1 D. S. Mitrinovié¢: ZBORNIK I
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Resenje. Podimo od identiteta

) (=) (X" 2y xRy T =y
[ stavimo

x —»:]'Va"»t—k", y.—:]’Vb"qL—{".

k
Buduéi da je x>=a i y>=b (jer je k=0) i a>b>0, relacija (2) dobija oblik

(]Va” 4k — ]’VIE?’) (@424 -v + ab" 244" Dan—pr.
Ako se i leva i desna strana poslednje nejednakosti podele pozitivnim brojem
an—l+an—2b+ st b abn-—2+ bn—-l ,
dobija se

3) Varskn -V b skn<a-b.
Za n=2 relacija (3) postaje

Va+k: Vbt kE<La-b.
Ova relacija vaZi za a>>b>>0, dok k£ moZe biti ma kakav realan broj (pozitivan, nega-
tivan ili nula).

Ako su a, b, k ma kakvi realni brojevi, tada je

|Va+id -yBrid|<lal - |b]].
Ovo interesantno reSenje dao je D. Pokovié,

Primedba. Ako je n parno i ako su a, b, k ma kakvi realni brojevi, kakvo je ograni‘
denje izraza
BN = T N e
Varvkr — 1 bnikn 2
7. Jednakost f(x)=0 je identitet, ako je zadovoljena za sve vrednosti x iz
definicionog podrugja funkcije f(x).
Jednakost f(x)=0 je jednadina ako je zadovoljena samo za deo skupa
definicionog podruéja.
Da li je jednakost sgn x=1 jednadina ili identitet?

8. Dokazati da za x>0 vaZi nejednakost

l+5 =1 +x)t5.
Da li ova nejednakost vaZi za negativne vrednosti x?

9. Odrediti funkciju F(x,y) = xfi (0/x) - fo () +f3(x2+3?) (f1s 2, [ line-
arne funkcije naznalenih argumenata) koja ispunjava uslove:

F(x,—y)=F(x,y), F(0,0)=0.
30. Grafi¢kim i radunskim putem resiti nejednacinu
Y xaYx—I>yYxtl.
11. Ako je f(x+a)=x2+x+1, obrazovati funkcije :
fx—a), flax), f{f(x)+a}.

12. Da li se prirodan broj » moZe tako odrediti da broj 77—1 bude
deljiv i sa 8 i sa 3?

/
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ReSenje. T%-1=(6+1)"—1=6"4 <I'> ol T ( 3 >-6;

n—1

7n = (8-1)"—1 8L<’1'>8"—1 bl d 1)"—1( n‘>-8'1 (=D 1.
A
Potreban i dovoljan uslov da bi bile u vaZnosti relacije
8§ (7"-1), 3|(7"-1)
je (~1)"-1=0, odakle sleduje da je n paran broj. .
13. Odrediti primitivni (osnovni) period funkcija:
1° cos*x | sin?x; 2° cos®x+sinfx.
Uputstvo. Date funkcije izraziti kao linearne kompozicije izraza oblika sinpx, cospx.
Ove funkcije imaju oblike:

1 P 5 3 p
E 3 4
4 4 034X, g g COS4x.
14. Eliminisati x 1 y iz jednadina:
sinx +siny=2a, cosx+cosy=2h, tgx+tgy=2c.
Primedba. Proveriti da li je rezultat eliminacije
c{(a®+ b*)2-a*} = ab.

15. Nacrtati grafik funkcije

S(x) :

16. Ako je 0= a < 2c¢, ispitati da li (x+a)/(x*+ax+ %) leZzi izmedu
—(2¢c+a) i1 (2c—a) 1.
17. Ako je a=cosa, ¢c=sina, hP2=sin2a (0 < « < =/4). tada za funkciju
f(x) = (ax®>+ bx+¢)[(cx* -+ bx 1 a)

vazi
(seca—1) (cosec o+ 1)< f(x)<(seca+ 1) (coseca—1).
Proveriti ovo tvrdenje.

18. Eliminisati x iz skupa jednalina:

1° ax®4bxtc=0, ax? 4 Bx+y=0;
2°  ax34-bx®iex+d=0, ox?iBx4y=0;
3° Birax+b=0, Miroax2 i f=0

19. Ako je p > m > 0, ispitati da i vazi relacija
(1) fj’ﬁ?/":z_zmi.gl?/’@_f_
p-m xEL2mx-p> pim
Sta ¢e biti ako je p>m 1 m < 0?
Za funkciju (x>—2xcosa-+1)/(x2—2xcos b+ 1) izvesti relaciju xoja ¢e biti
sliéna relaciji (1).
20. Odrediti oblasti ravni Oxy u kojima treba da se nalazi tatka M (x,y),
da bi njene koordinate zadovoljavale nejednadinu
(x2—4xy)/(x2+3xp+2p2) < 0.

1*
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21. U kojim oblastima ravni Oab treba- da se nalazi tatka M (a, b) da bi
jednadina x2—2ax+b=0 imala dva realna korena u razmaku (1, 2)?

22. Dokazati nejednakost (a-+b-+c) (be+ca+ab) > 9abe, gde su a, b, ¢
pozitivni brojevi i uz to nisu svi medusobno jednaki.
Refenje. (a+b+c) (be+ca+ab)—9abe=a(b®+c?)+b(c2+a?)+c(a®+b2)~6abe
: =a(b-c)*+b(c-a)+c(a-b)?>0.
Odavde se neposredno izvodi navedena nejednakost.

Primedba. Kakvu izmenu treba uéiniti u datoj nejednakosti, ako su a, b, ¢ negativni brojevi?
23. Dokazati relaciju "12|(n*—n?), gde je n ceo broj.
24. Za koje je vrednosti parametra a uslov
(x+ax+1)/(x*+4x+8) <8
ispunjen za svako x? :
25. Odrediti k tako da za svako x bude
‘ | (x2—kx+1)/(x2+x+1)| < 3.

Uputstvo. Data relacija ekvivalentna je skupu nejednakosti
=3 < (X —kx+D/(xF+x+1) < 4 3.
Rezultat. kc(-5, +1).

26. Resiti nejednaginu {(3x—1)/(2—x)}/2 > 1.
Rezultat. x€(3/4.2).

27. Za koje je vrednosti x zadovoljena relacija (1—}/1—8x%)/(2x)<1?

28. Odrediti a i b tako da polinom P(x)=x*+ax®+bx®—8x+4 bude
potpun kvadrat jednog kvadratnog trinoma p (x).

Uputstvo. p(x) ima oblik + x%2+rx+2, gde dolaze u obzir sve kombinacije znakova
+ i —. Ostaje da se odredi parametar r.

29, Za svako 6 vaZi nejednakost 5+8cos0+4cos20+cos36=0.

Upuatstvo. Izraz na levoj strani ove nejednakosti moZe ce napisati u obliku polinoma
po cos 6.

30. Ako je f{tg(t/2)} =cost, odrediti f(cost).

31. Zbir jedne katete i hipotenuze pravouglog trougla je dat i iznosi s.
Koliki je ugao izmedu ove katete i hipotenuze u slu€aju kada povrSina trougla
ima maksimalnu vrednost?

Rezultat. 60°.
32. Posmatrati u ravni pravilan Sestougao ABCDEF &iji je centar u tagki O.

—_ —  ——>  —

Tzraziti vektore AB, AC, AD, AE‘, .ZI? kao funkcije vektora O_Ei If

'33. Obim jednog kruZnog isetka je s. Koliki je centralni ugao ovog isetka
za sludaj kada je povr$ina isetka maksimalna?
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34. Ako je

verifikovati identitete:
A,—-Bh=1, A_,=A,, B_,=-B8,,
Apin=AnAy+ByB,, Buin=A,B,+A4,B,.
Takode izraziti A,,_, 1 B,,_, pomoéu An, An, B, B,.

Primedba. Dovesti ove identitete u vezu sa formulama koje vaZe za hiperboli¢ne funkcije.

35. Proveriti relacije

: ) =f(=x), 41 (201 (x) =42 (x)+x2,
gde je

M - 5
f(x)=——+ .
) a’—1 2

36. Odrediti funkciju koja ée biti inverzna funkciji

3 [k fi—— ST —F
[/x-k Pl4x®+ fx—pLl+x2.

37. Da li postoje takve vrednosti parametara a, b, ¢ da bude ispunjen uslov
F{F(x)} = x, ako je F(x)= (ax+b)/(x+¢).

38. U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu Oxy odrediti jedna-
¢inu svih parabola &ija je osa simetrije x-osa i ¢ija se ZiZa nalazi u tacki O.
Ispitati koliko parabola iz ove familije prolaze kroz jednu talku M (x,, y,)
i, ako ih je viSe, odrediti ugao pod kojim se po dve i dve medusobno seku.

39. Dat je skup parabola y?=2c¢x+c¢? (¢ realan parametar).

1° Pokazati da kroz svaku tatku M (x,,y,) ravni Oxy, osim kroz tacke
¢ija je ordinata nula, prolaze po dve parabole, i naéi ugao pod kojim se seku
u tacki M (x,, yp) -

2° Pokazati da sve ove parabole imaju zajednitku ZiZu i osu simetrije.

40. Rediti skup nejednadina (2x—y)/y <0, (2y—x)/x<<0.

41. Uotiti krug polupreénika r i jedan njegov preénik 4B; povuéi u tacki
B tangentu kruga i kroz tatku 4 jednu pravu koja sefe krug u tacki C, a
tangentu u taéki D. Kroz tatku C povuéi pravu paralelnu tangenti, a kroz D
pravu paralelnu preéniku 4B. Te dve prave seku se u tacki E.

Odrediti i ispitati geometrisko mesto talke E, kada sedica AC rotira oko
tatke A.

42. Posmatrati zbir N dva piirodna broja m 1 n.

1° Navesti jedan dovoljan uslov (koji nije i potreban) da bi broj N bio
deljiv sa 2.

2° Navesti potreban i dovoljan uslov da bi zbir N bio deljiv sa 2.

Odgovor. 1° Brojevi m i n su parni. 2° Brojevi m i n su iste parnosti (ili su oba parna
ili oba neparna).
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43. Posmatrati prirodan broj N.

1° Navesti jedan dovoljan uslov (koji nije i potreban) da bi broj N bio
deljiv sa 9.

2° Navesti jedan potreban uslov (koji nije i dovoljan) da bi broj N bio
deljiv sa 9.

3° Navesti' potreban i dovoljan uslov da bi broj N bio deljiv sa 9.

Odgovor. 1° Sve cifre broja N su devetke. 2° Broj N je celjiv sa 3. 3° Zbir cifara
broja N celjiv je sa 9.
44. Pokazati da su prave
(ar £ bt) x+(brFat) y=r(a®+b%) (¢t duZina tangente)

tangente kruga x® 4+ y2=r2, povulene iz talke (g, b) koja se nalazi van ovog kruga.

45. Od kocaka ivice 1 cm sloZen je pravougli paralelepiped, &ije su ivice
acm, b cm, cem (a, b, ¢ prirodni brojevi), pa je ovaj pravougli paralelepiped
obojen spolja crveno.

Koliko izmedu kocaka od kojih je sagraden paralelepiped imaju:
1° samo tri strane obojene crveno;

2° samo dve strane obojene crveno:

3° samo jednu stranu obojenu crveno;

4° nijednu stranu obojenu crveno:

5° bar jednu stranu obojenu crveno?

46. Bez upotrebe logaritama ispitati da li je veéi:

8

b__ el 6
1° broj y5 ili y6; 2° broj J0,5 ili /0,6.
47. Tzabrati a, b, ¢, d tako da iz relacije

. y=f(x)=(ax+b)/(cx+d)
sleduje x=£(»).

48. Ako je f(x) funkcija definisana za svako x, tada se ona moZe pret-
staviti kao zbir od jedne parne i jedne neparne funkcije.
Uputstvo. Primeniti identitet
SO =5 1S4 f(=0]+ 5 Lf@) ~f(~0)].

Primedba. Navesti neke funkcije za koje ova osobina ne vaZi.
Da li navedeni stav vaZi ako je funkcija f (x) Cefinisana na simetri¢nom intervalu (—a, +a)?

49. Grafi¢ki prikazati funkeiju
2/ +Yx(x—4)?2  (x>0).
50. Nacrtati grafik funkcija: x| [x|, 1/(x}/|x]).

51. Dat je skup jednatina sinx siny=a, cosx cosy=bh.

U ravni Dekartovog pravouglog koordinatnog sistema Oab odrediti oblast

u kojoj treba da se nalazi tatka (a, b)) da bi ovaj skup imao realnih resenja.
Zatim reSiti dati skup.
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>

52. Nacrtati krive y = |x+ 3| +|2x+ 1|, y=|x+6], i odrediti koordinate
njihovih preseka.
53. Resiti jednadine:
1° |x|—|x+2]=0; 2° [2x+1|+ | x+3|=|x+6];
3 x—2{+|x+1]|=|2x+3]; 4° 3x—2|x+1|—|x-5]|=3.
54. Nacrtati grafik funkcije
(e DH@x=1) (x—1)),  x€(0, 1).

55. Koja veza mora postojati izmedu parametara a i b, da bi funkcija
asinx-+bsin3x, u intervalu (0, =), imala dva relativna maksimuma i jedan
relativni minimum ?

56. Odrediti a tako da jednadina sin? x +cos?! x=a ima realnih re$enja, pa
ih zatim nadi.

57. Po x rediti jednadinu sinx+2sin x cos (a—x)=sina.
Rezultar. xk:% (@+2kny, xy=a+@2n+l)m,
k=0, 1, £2 ...; n=0,+1L,+2 ...).

58. Dokazati identitet
sin x+sin 3 x+4sin 5 x

=tg3x.
cosx +¢cos 3x + cos5x
Uputstvo. Brojilac i imenilac napisati u obliku:
(sin x + sin 5 x) +sin 3 x; (cos x +-€os 5x) +cos 3x.

Za koje vrednosti x ovaj identitet gubi smisao?

59. Ako je f(a) = (tga+sina)V/2+(tga—sin@)'/?, tada za 0 < a << w/2 vaZi
formula

5 1/2 e
fla) = 2(tga)t cos(4 2).
Odrediti f(a) u slede¢im sludajevima:

1° /2 <a<mx; 2° a<a<3n/2; 3° 3Ix2<a<2x.

60. Pokazati da su sva reSenja jednadine
tgx+tg2x+tg3x+tgdx=0
definisana relacijama
5x=kn (k=0,+1,+2 ...) i 8cos2x=1=%|17.

Uputstvo. Poéi od identiteta
sin 5 x % sin S x

(tgx+tgdx)+(tg2x+tg3x) = - -
cosx cosdx cos2x cos3x

Da li se ovim postupkom moZe reSiti generalnija jednalina
tgpx+tg(p+q) x+tg(p+2q) x+tg(p+3q)x=0,
gde su p i ¢ dva parametra nezavisna od x?

Ostavlja se Citaocu da postupak generalie na jednaline navecenog tipa, gde je na levo
strani broj ¢lanova veéi od 4.
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61. Proveriti relacije:
sin 3 a+cosa = (sih @+ cos @) (sin 2 a-+cos 2 a);
cos 3a+sina = (cos a—sina) (cos 2 a +sin 2 a);
sin 3 a—cosa = (cosa—sina) (sin 2a—cos 2 4);

cos 3 a—sina = (cos a + sin a) (cos 2 a—sin 2a);'

sin (n+ p) a +-cos na
(n+p)a- = secpa+tgpa.

cos(n-+p)a-+sinna
62. Ako je n=1, 2 (mod 5) (n prirodan broj), tada je
2n-1 4n
cos ——m+cos —x=0.
5 5
Uputstvo. Staviti: 1 n—1=5p; 2° n-2=5p (p prirodan broj ili nula).

63. Akb je n nula ili prirodan broj, dokazati

61—67

sin 27+l g
cosacos2acosda --- cos2"a= —— —— (askm; k=0, +1,+£2,...).
27+l sina
64. Dokazati:
Fd 2x 1 T In
1° cos = cos =5 = —; 2° ¢cos — + cos =
5 5 4 5 5
Refenje.
sin 27 cos 27 sin?™  cos® sin. L
1% cos 2 cos g cos -, S-S cos Tae e =X =
5 3 S sin 2_;1 5 2sin 255 2 sin %’T

65. Resiti jednadine:

1° sin3x=4sinxcos2x,

. . . 1 .
2° sinxsin2xsin3x=—sin4x,
3° sinx4sin2x4sin3x+sindx=0,
4° sinx+sin2x+sin3x=cosx+cos2x+cos3x.

Upntstvo. 3° Grupisati ¢lanove na levoj strani ovako:
(sin x+sin 3 x)+(sin2x+sin4 x) .
4° Napisati jednac¢inu u obliku
(sin x-+sin 3 x) — (cos x+¢os 3 x) + (Sin2x—cos2x) =0.

. .. . 3¢ 6t
66. Verifikovati identitet > 2f %

2(cos 2t—cos41t).

cost cos2t

Da li ovaj identitet vazi za svako ¢?

67. Dato je pet taCaka u prostoru, pod uslovom da sve one ne leZe u

jednoj ravni ili na jednoj sferi.
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Koliko ukupno postoji ravni ili sfera koje su podjednako udaljene od svih
datih tadaka, pod uslovom da se &etiri tatke nalaze s jedne strane ravni, a
jedna s druge strane, ili da se &etiri tatke nalaze u sferi (odnosno van sfere)
1 jedna van sfere (odnosno u sferi)?

Posebno, ako su date tacke:
A(-1,0, =1), B2, —1,2), C(@3,1,0, D(=2,1,0), E(@3, 3 —1)

u Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu, odrediti jednadine ravni ili
sfera koje ¢e imati navedenu osobinu.

ResSenje. Neka se Cetiri taCke A4, B, C, D nalaze s jedne strane ravni, odnosno sfers, a
peta tatka E sa druge strane ravni (odnosno sfere). Kroz tatke A, B, C, D moZe se posta-
viti ili samo ravan (I1,) ili samo sfera (S,) .

Ako je postavljena ravan (II,), treba postaviti novu ravan (P;) koja ¢e biti simetrala
normalne duZi spustene iz tacke E na ravan (I1,). Ravan (P,) ima osobinu da je podjednako
udaljena od datih taéaka A, B, C, D, E.

Ako je postavljena sfera (S;) Ciji je centar u tatki O, treba postaviti novu sferu (o),

konecentriénu sa (.S,), pod uslovom da polupreinik sfere (o,) buce (OA+ OE)/2. Sfera (o,)
ima osobinu da je od svih pet datih tacaka jednako udaljena.

Bududi da ima pet kombinacija (pozebno {etiri tatke, a posebno jedna), ukupno de biti
pet ravni ili sfera sa zadatom osobinom.

Numeric¢ki primer ostavlja se ¢itaocu za vezbu.

68. Osam jednakih krugova smeSteno je u pravougaonicima na vi§e nadina.
U kome sludaju pravougaonik ima najmanji, a u kome najveéi obim?

9000000606
P

;- N

69. Odrediti zajedni¢ke normale krivih
y=x  y=—(x-1)2.
70. Ispitati da li se reSenja (x, y, z), u celim brojevima, Diofantove jednaline
(H x2+y?=z" (n prirodan broj)
mogu dobiti na sledeéi naéin:
Treba po¢i od kompleksnog broja a+ib i obrazovati:
(a+iby" = A (a, b)+iB (a, b).
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Ako su a i b celi brojevi, tada je jedno reSenje (x, y, z) jednadine (1)
definisano formulama:
x=A4A, y=B, z=a?+bh%.
Proveriti tanost navedenog rezultata prvo na partikularnim slugajevima:
n=1,2,3,4, a zatim na sluajevima:
n=4p, n=4p+1, n=4p+2, n=4p+3
(p prirodan broj).

71. Resiti jednadinu cos 46 +cos20+cos=0.

Rezultat. 0,=Q2n+1) 75 6=Gk+D2Z k=0, £1,+2,...).
72. Resiti jednadine

o = 5 !
1 tg2x=:§%%|; 2° |sin(x?)|=1.

73. Odrediti parove realnih brojeva (x, y) koji zadovoljavaju skup jedna-
gina x—|y+1{=1, x*+y=10.

74. Resiti skup jednadina:
@+ bc=0, ab+bd=0, ac+cd=0, be+d*=0.

75. Resiti skup jednadina:
a24be=0, ab+bd=0, ac+cd=0, bctdi=1.
76. Brojevi 1331, 1030301, 1003003001 su potpuni kubovi.
Brojevi 14 641, 104 0€0 401, 1004006004 001 su potpuni &etvrti stepeni.

Ustanoviti zakon formiranja ovih brojeva, obrazloZiti ovu &injenicu i ispitati
da 1i se rezultat moZe generalisati.

Uputstvo. Koristiti formule:

(107« 13 =109 13- 102" +3 - 107 + 1;

(107" +1)2=104"+4-103"+6- 102" +4- 10"+ | .
77. Data je funkcija f(x, y, z) = x> +y? 4+ 22 4L yz 4 zx 4+ xy .

Koristeéi izraz f(x, y, z) = x(x+y+z)+y*+yz+z* i dva analogna izraza,
pokazati da je f(x, y,z)=0.

ReSenje. V. Janekoski (Skoplje) dao je ovo re’enje.
Polazeéi od identiteta

2024+ Y2+ 22 b (yz+zx+x0) 1 =(y L 22+ (2 - )+ (x + »E,

dolazi se do relacije
X2+ 24224 (yz+zx+xy) =0,

Ova relacija postaje jednakost, tada i samo tada, ako je
X=my=z=0 (za sludaj znaka +).
X=y=z (za slutaj znaka -).
78. Odrediti aritmeti¢ku progresiju koja ima osobinu:
Op+ Ay=0a,,, (a, oznafava r-ti &lan progresije).

Rezultat. a, 2a, 3a, ... .
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79. Proveriti jednakost

i - sin x sin z ]
= -— Sln )J 4+ : —
sin (y + z) sin(x + y+2z)

I sin y sin z
- | LS = .
sin (x + z) sin(x+y+z)

80. Bez upotrebe izvoda odrediti ekstremne vrednosti funkcije
f(x)=1/(sin ax cos ax) (@ parametar).

N

Nacrtati grafik funkcije f(x).
Odrediti realan parametar b tako da jednadina f(x)=b nema realnih resenja.

81. Verifikovati identitet
tgx = cotgx—2cotg2x {x#(n/2)+kn; x#kn; k=0, £1, £2, ...},

i primeniti ga na izraéunavanje vrednosti zbira

Z —tg —, kada n—oo.
=

82. ABCD je paralelogram. Kroz taku @, koja se nalazi u paralelogramu,
povuéi dve prave

ROS || AB i UQT| AD.

Pokazati da se prave RU, TS i AC seku u
jednoj tadki.

Zadatak reSiti metodom koordinata i po-
mocu vektora. A

83. ABCD je paralelogram i M sredina duZi AB. Pokazati da je:
ED =2 EM, EC=2 AE, \Y

sluZe¢i se metodom koordinata.

84. Luk mosta ima oblik parabole.

Odrediti otstojanje od ZiZe do temena te 0

parabole kada je raspon luka 2a, visina ¥ = —

luka b. 3 X
Resenje. Dekartov pravougli koordinatni si- ____L_

stem Oxy neka je izabran kao §to je na slici na- =

znadeno. 24

Jednacina parabole je

xt=-2py (p > 0).
Ova parabola prolazi kroz tatke (a, —b), (-a, ~b), paje 2p=a®/b.
Jednacdina parabole &iji je nacrtani luk — /uk mosta — glasi x2« — (a2/b) y.
Traieno ZiZno otstojanje je a*/(4 b) .
Citalac ¢e odrediti duZinu Juka ovog mosta.

Primedba. Ako luk mosta ima eliptican oblik, da li je dovoljno znati raspon i visinu
luka, da bi se odredilo otstojanje od temena do ZiZa elipse?
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85. Po x resiti jednacinu
. tgax tgbx=1 {a(#0) i b(s0) realni parametri}.
86. Grafitki prikazati funkcije

£
J(x) = (I +cosx)1/2+ (1 —cos x)!/%, D c
g(x) = (1+sinx)12—(1-—sinx)1/2.
87. Geometriska figura ima oblik prikazan na slici. Ako
je obim ove figure p, odrediti njene dimenzije tako da ova ‘
figura ogranitava povrsinu maksimalne veliine. |

A 7]
Primedba. ABCD pravougaonik; CED polukrug nad pre¢nikom CD.  slika uz problem 87

88. Geometriska figura ima oblik prikazan na slici. Odre-

£
diti dimenzije ove figure datog obima p, pod uslovom da
ona ograni¢ava povrSinu &ija je veliéina najveca.
Primedba. ABCD pravougaonik; CDE ravnostrani trougao. D I
89, Pokazati da prirodan broj N i njegova potencija N
A B

imaju jednake cifre na mestu jedinica.

90. Ako je a >0, odrediti oblasti u ravni Dekartovog prave-
uglog koordinatnog sistema &ije tadke (x, y) zadovoljavaj_u usloV  gjika uz problem 88
ilx+a|—|y—a' <a. . y

Uputstvo. Moguénim sludajevima

1° x+a>0, y-a>0; 32
2° x4+a>0, y-a<0;
[
® 3° x+a<0, y-a=0;
-Ja r
4° x+a<0, y-a<0 0

T
odgovaraju respektivno relacije : '
1° —a<x-y+2a<a; \

2° —a<x+ty<a;

11
an 3 —a<xiy<a;

42 —g<x-y+2a<a. Slika uz problem 90

Da li je traZena oblast samo unutra§djost kvadrata prikazanog na slici?

91. Dve paralelne prave 4B i CD i jedna parabola (P) grade krivoliniski
Cetvorougao ABCD (temena Cetvorougla rasporedena su po redu: A4, B, C, D).

__Ako su obe prave 4B i CD normalne na osi simetrije parabole (P) i ako je
AA'=a, CA'=c, A'D=b (A ortogonalna projekcija tatke 4 na CD),
izraziti ZiZzno otstojanje parabole (P) kao funkciju velidina a, b, c.

Primedba. Ovaj se zadatak pojavio u jednom prakti¢nom problemu automobilske industrije.
92. Resiti jednalinu

(I—x2P—(x2= 1P —(x242x+ 1) (1 —x)2=0.



93—98 UVODNI PROBLEMI 13

93. Izralunati zajedni¢ku zapreminu dveju jednakih sfera koje su tako
postavljene da centar svake od njih leZi na povr§ini druge.

Rezultat. (5/12)7r® (r polupreénik sfere) .

94. Ako je dati realan broj a koren jednaline
(D P(x)=x+px*+gx+r=0 (p, g, r realni brojevi),
odrediti uslov da bi ostali koreni ove jednacine bili realni.
Resenje. Ako ce polinom P (x) podeli sa x—a, dobija se

Qx)=x*+(p+a)x+a*+ap+q.

S obzirom na to da su, po pretpostavci, a, p, g, r realni, koeficijenti ovog polinoma
takode su realni.

Nule polinoma @ (x) bice realne, ako je zadovoljen uslov p?2—2pa—4g—-3a2>0.

95, 1° Odrediti a tako da x=2 bude koren jednadine
P(x) = 6x3—Tx2—16x+a=0.

2° Odrediti @ tako da polinom P (x) bude deljiv sa x—2.
3° ObrazloZiti iz kojih je razloga dobijen isti rezultat u takama 1°i 2°.
4° Odrediti sve nule polinoma P (x) za nadeno a.

96. 1° Ako se zna da su x=2, x=23 koreni jednaline

P(x) =2x3+ax*—13x+b=0,
odrediti parametre a i b.

2° Odrediti a i b pod uslovom da polinom P (x) bude deljivsax—2ix—3.

3° Protumaditi zbog &ega je dobijen isti odgovor na pitanja postav-
ljena u 1° i 2°.

4° Tzradunati sve nule polinoma P (x) za nadene vrednosti parametara a i b.

97. Broj a¢"t*—a" (a i n prirodni brojevi) deljiv je sa 10. Dokazati ovaj stav.

Resenje. Dati broj N napisa¢emo u obliku N=an(at~1) .
Posmatrajmo tablicu:

Poslednja cifra broja a 0 1 2 3 4 6 7 8 9

‘ 255
| A .
Poslednja cifra broja a* ! 0 1 6 1 6 5 6 1

Ako je a broj &ija je poslednja cifra 0, stav je istinit, jer je tada a» deljivo sa 10 .
Ako je a broj Cije su krajnje cifre 1, 3, 7, 9, stav je istinit, jer je tada a* —1 deljivo sa 10.

Ako je a broj &ije su krajnje cifre 2, 4, 6, 8, tada je broj at—1 deljiv sa 5, dok je
broj a» deljiv sa 2.

Ako je a broj Cija je krajnja cifra 5, tada je a" deljivo sa 5, dok je a* —1 deljivo sa 2.
Prema tome, stav je dokazan.

98. Resiti nejednadine

1° Yx+6>Yx¥1+y2x=5, 2° /Tx=13—yp3x—-19>}5x-27.
Rezultar. 1° 52<x<3; 2° 19/3<<x<9.
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99. Pokazati da je izraz 2(b—c)*+2(c—a)*+2(a—b)* potpun kvadrat
jednog polinoma P (a, b, ¢) &iji su koeficijenti celi brojevi.

4
100. Izraz [] (1cos4%0) napisati u obliku X a,cos p6, gde su a, i p;
k=1

konstante koje treba odrediti.

101. Ako je
e T A
[ 2x-3 (x<2),
re§iti jednadinu {g(x)}?=4x+1.

g (x)

102. Resiti po k jednaginu |x—k + |x+k|=2]k

103. Ako tri realna broja x, y, z zadovoljavaju uslove
() X+y+z=35, yzizx+xp=8,
svaki od njih leZi u intervalu (1, 7/3). '
Resenje. Relacije (1) mogu se napisati u obliku
2) y+z=5-x, yz=8-x(5-x).
Prema tome, y i z su relenja kvadratne jednaline po ¢:
12—-(5-x)t+ (x*-5x+8)=0.
Ova jednadina imace realre korene ako je 1 <<x<{7/3.
S obzirom da su relacije (1) simetri¢ne u odnosu na sve tri promenljive, zakljutuje ce:
I<y<13, 1<2<7)3.
104. Ako postoje relacije
m X+y+z=xyz, Xx*-yz,
y 1 z imaée realne vrednosti, kada je x2>3.

ReSenje. Relacijama (1) moZe se dati oblik

y+z=x%-x, yz=x2,
Prema tome, y i z su koreni kvadratre jednaline po 1:
t2—(x3-x)r+x2=0.
Ova jednatina imace realne korene, kada je (x3—~x)2-4x2>0.
X2 >3, '
105. Ako je x realno, pokazati da funkcija

S(x) = x2—-D/(x2—4)

nema vrednosti izmedu 1/4 i 1.

106. Izabrati realan parametar k& tako da funkcija

S (x) = (x*=x)/(1 - kx)
mozZe imati ma koju realnu vrednost ako se podesno izabere realna promenljiva x_
Ako je k= —1 i x realno, pokazati da funkcija f(x) ne moZe leZati izmedu
} =i R T B2 T
Graficima ilustrovati dobijene rezultate.
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107. Date su jednadine:
ax+bytcz=d, ayz+Pzxtyxy=3§,

gde su koeficijenti realni parametri.
Ako su x, y, z realni brojevi, odrediti intervale u kojima ovi brojevi mogu
varirati. -

108. Pokazati da funkcija tg3 xcotg2x ne moZe dobiti vrednost koja se
nalazi jzmedu 1/9 i 3/2.

Resenje. Ako se upotrebe formule

o =" 3
tg 2 x - A8 X 4 tg3x-3tgx tgf,
1- tg2x 1-3tg?x
funkciia y=tg 3 xcotg 2 x postaje
3-a l-a
(N p=—"
1-3a 2
gde je
(2) tgtx=a.
Umesto jednatine (1) mozZe se pisati
3) @?-22-3p)a+-3-2y)=0.

Ako je a imaginarno ili negativno, tada, prema (2), x nema realnih vrednosti. Taj ¢e
slu€aj nastupiti:
1° ako jednatina (3), reSena po a, ima imaginarne korene, tj. kada je

9y *=10y+1=<0, odnosnc 1/9 <y < 1;
2" ako jednaCina (3), reSena po a, ima oba negativna korena, tj. kada je
2-3y<0, 3-2p=0, 9»*-10y+120, odnosno 1 <y=<<3/2.

Prema tome, ne posioji realna vrednost promenljive x za koju bi data funkcija dobila
neku vrednost izmedu 1/9 i 3/2, $to je i trebalo dokazati.

Primedba. Grafikom ilustrovati dobijeni rezultat.
109. Eliminisati x, p, z iz relacija
(1) xyv=a2 (2) yz=50, 3) zx=c2 (4) x24y?2iz2=d* (abc£0).

ResSenje. 1z (1) i (3) sleduje x2yz=a?c?, odakle se, na osnovu (2), dobija x?=a®¢?/b*.
Druge dve analogne kombinacije daju y2=a2b%/c?, 2z:==0b2c?/a?.
Smenom x2, y2, z2 u (4) kao rezultat eliminacije dobija ce

abl bt Aat=atbretd?.
110. Sta iskazuju relacije:
1° |a=b|+|b—cl+|c—a|>0; 2° (@a—=b)(b—c)(c—a)+#0?
111. Sta kazuje relacija x|+ |y|+)z|# 0, a Sta relacija xyz # 0?
Sta kazuju opstije relacije

kE x| # 0, Tl xk#0?
-1

k=1

112. Proveriti identitet

(x+P)T=x"—»" = Txy(x+y) (32+xp+y2)2.
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113, Pokazati da iz relacija
sin (X + o) +sin (x4 B) +sin (x +y) +sin (x +3) = 0,

cos(x + o)+ cos(x +B) +cos(x+v)+cos(x+3)=0
sleduje:
+ot+@ty+d=2kx (k=0, £1 £2,...),

gde na levoj strani poslednje relacije jednovremeno treba uzeti po dva znaka
plus 1 dva znaka minus.

114. Proveriti identitete:

sina sin(b—c)+sinb sin(c—a)+sinc sin(a—b) = 0

sin(b—c) sin(a—d)+sin(c—a)sin(b—d) +sin(a—b)sin(c—d) = 0.
Uputstvo. Upotrebiti identitet: 2sinp sing=cos(p—¢q)—cos(p+q).
115. Ako su a, b, t pozitivni brojevi, tada je at+b/t>2Y ab.

116. Dat je kvadratni trinom P(y) = Ay*+By+C.

Ako su a, b(a#b) nule trinoma P(y)—y, pokazati da su a, b nule poli-
noma P{P(y)}—y, i odrediti sve nule ovog polinoma.

117. Resiti nejednadinu (sin3x)/(sinx)® < 0.

118. Resiti nejednainu (tg 3x)/(tgx) > 0.

Uputstvo. Nacrtati grafik funkcije (tg3x)/(tg x) .

119. Dokazati Abel-ov identitet
ayby+ayby 4 - +ayb, =0y (by—by)+ oy (by—b3)+ -+ +0,_y(by_y—by)+0,b,,
gde je

GkEal'—I—az—I- e F .
120. Pokazati da je polinom
Py=x—1Dx-3)(x—4) (x—6)+10

pozitivan za sve realne vrednosti promenljive x.

ReSenje. P(x) ={(x—1)(x—-6)} {(x~3) (x-4}+ 10
= (2-Tx16) (x2~Tx+12)410
=(x2-Tx)*+18 (x2-Tx)+82
=(x2-Tx+9)2+1.

Primedba. Ako je a+b=c+d, koje jo§ uslove treba da zadovoljavaju realni parametri
a, b, ¢, d, e da bi polinom

OQx)=@x-a) (x-b) (x—c)(x—d)+e?
bio pozitivan za svako x realno?.
121. Dati su skupovi nejednakosti:
(A4 xpz>0, yz+zx+xy>0, x+y+z>0;
(B) x>0, y>0, z>0.
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Da li su skupovi (4) i (B) ekvivaletni, tj. da li se skup (4) moZe zameniti
skupom (B) 1 obrnuto?
Odgovor. Skupovi (4) i (B) su ekvivalentni.
122. Ispitati da li su skupovi nejednakosti
(1) x>0, y>0 1 (2) x+y>0, x>0

ekvivalentni?

123. 1° Da li iz uslova

(4) x>0, y>0, =z>0
sleduje
(B) x+y+z>0, xyz>07?

2° Da li iz uslova (B) sleduju uslovi (4)?
3° Da li su uslovi (4) i (B) ekvivalentni?

Primedba. Generalisati ovo pitanje.

124. Rastaviti na linearne faktore izraze:
12 =P+ G+ (=)
2° (Y=’ +@—xP+(x-y)P.

Uputstvo i rezultat. Polazeéi od Cinjenice da se oba polinoma anuliraju za x=y, za x=z
i za y=2z, dobija se:

1° 3(y-2) (z-x)(x-»);
2° S(y-2)(z—-x)(x—y) (x+ey+¢e2z) (x+&2y+ez),
gde je e=(—1+i) 3)/2.
125. Ako je
at+btc=0, a?2+b2+c%=1,
izraCunati %+ b4 ct.

Rezultar. 1/2 .
126. Pokazati da je polinom
P(a, b, c) = a® (b®—c?) + b® (¢ —a®) + 3 (a®— b?)

deljiv polinomom Q (a, b, ¢) = (b—c) (¢—a) (a—b), i odrediti koliénik P/Q.

Resenje. Kako je

P, a,c)=0, Pla b b)=0, P(cb,c)=0,

polinom P deljiv je polinomom Q.

Koliénik ¢e biti homogena funkcijail_l stepena po a, b, ¢ i to oblika

R (a, b, ¢) = hbc+pca+vab.

Clanovi oblika «a?, 3b%, yc¢® nee figurisati, jer bi inate proizvod wa®Q imao &élan
oblika —aatb.

Uporedenjem izraza P i QR dobija se
A=p=v= -1,

Trazeni koli¢nik je —(bc+ca+ab).

2 D. S. Mitrinovi¢: ZBORNIK I
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127. Pokazati da je polinom
at(b—c)+bt(c—a)+ct(a-b)

deljiv polinomom (b—c¢) (¢c—a) (a—bd) i odrediti njihov koli¢nik.

Rezultat. — (a*+ b2+ ¢+ ab+ be+ ca) .

128. Polaze¢i od identiteta

@+ b+ —3abc=(a+b+c)(@a+eb+etc)(@+etbtec) {e=(—1+i)3)2),
rastaviti na tri linearna faktora izraz

Px,y,2)= (y—zP+(z—xP®+(x—p)*.

Rezultat. P(x,y,z)=3(y-2)(z—x) (x—y).
Primedba. Citalac ¢e naéi i neki drugi metod.

129. Data je aritmeti¢ka progresija

ay, Ayy oo, @y (Qrp—ap=4d).
Pokazati da niz
Si=a;+ay+ --- +a,,
S2 =0apyy -+ all+2+ i +a2n s

Sa =dopy1taanio+ - + g,

takode &ini aritmeti€ku progresiju i da je
Ski1— Sk=n%d.
130. Ako je n (> 1) prirodan broj, tada u nizu prirodnih brojeva
nl+2, nl+3, ..., nl+n
nema nijednog prostog broja.
Dokazati ovaj stav. A

Dokaz. Broj n!+n deljiv je sa n.
Broj n!+(n—1) deljiv je sa n—1.

Broj n!4 2 deljiv je sa 2.
Tako, na primer, izmedu brojeva
100!'+2 i 100!+ 100

nema nijednog prostog broja.
131. Dokazati Rajagopal-ove identitete:
1° T bc (b—é) =Xa’(b—c)=Za(c2—b?
=—(b—c)(c—a)(a—b);
2° 3abc+Zab®+c?) = 3abc+Zat(b+c)
- —3abc+Za(b+c)?

= 3abc+X bec(b+c)
=(a-+b+c)(ab+bc+ca);
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3° 2abe+Za(b®+c?)=2abc+Za?(b+c)
= —4abc+Xa(b+c)?
= 2abc+ X bc (b +c)
(@+b) (b+c)(c+a).

. X oznaava zbir izraza L (koji stoji iza znaka sumiranja) i izraza koji se
iz L dobijaju ciklickom permutacijom slova a, b, ¢. Tako je, na primer,

@) ZaB®+c®)=ad®+c?) +b(E+a®) + c(a®+b?).
Refenje. 3° lzrazu koji se nalazi na desnoj strani jednadine (1) mogu se dati i slededi oblici:
2) @ bre)+b(ctra)+ct(a+b),
A3) a(b+e)+b(cta)P+c(a+b)?-6abe,
“@ be(b+c)+ca(c+a)+ab(a+b).

Iz (1), (2), (3), (4) sleduje:
2abc+Za (b*+ c2)=E,
2abc i Zat (b+¢) =E,
4abc+2a(b+c): =E
2abc+ Zbhe(b+c) E

3

Iz tri poslednje relacije sabiranjem se dobija
JE=2(+e)(@+abt+ac+be) = 2Z(bic)(cta)(atb)
3(a+b)(b+c)(c+a).
E=(a+b)(b+c)(c+a).
132. Pokazati da se polinom
P xtpydy A2y 27252 2x2)?
moZe napisati kao proizvod od &etiri linearne forme sa realnim koeficijentima.
Refenje. P = (x*+y4+ 2812228 —222x2 - 2x%y%) —4 2 22
=(x2—y2—z2)2-4)272
= (x2—)2—22-2yz) (X2 -y — 2%+ 2y2)
= {xt = (42} {2~ (- 27}
=@E+y+2)(x~y-2)(x+y—2z) (Xx—y+2).
133. Dat je izraz
E=(kx—y+z)(x+ky—2) (x—y—kz) — (kx+y—z)(x—ky—z) (x—y +kz).

Pokazati da je izraz E deljiv sa x—y, x—z i y—z 1 na osnovu toga usta-
noviti da postoji faktorizacija.

E=2(2-1) (x—y) (x—2) (7 —2).
134. Dokazati da brojevi [,"'2-, [/5, ]/g ne mogu biti &lanovi jedne aritme-
ti¢ke progresije.

Dokaz. Pretpostavimo da je suprotno tafno, tj. da su ti brojevi ¢lanovi jedne aritmeticke
progresije i to neka je:

1/5 ¢lan &iji je rang k;
Y3 ¢&lan &iji je rang m;
fg &lan ¢&iji je rang n.

2%
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Tada je

(0 V2-a+(k-0d, V3i=a+m-)d, V5=a-+@n-1)d
(a, prvi &lan, d razlika aritmetitke progresije).

1z (1) se dobija
V3-V2=@m-kd, V5-Y2=@m-kd.
VS-VDIV3I-V2)=(-R[m-k).
m=-KVS5-—@m-kY3=m-ny2.
{(5(m—Kk2+3 (n—k)2=2 (m-n?2}/{2(m-k) (n-k)}=V15.

) Napred udinjena pretpostavka dovela nas je do apsurda, jer je na levoj strani u poslednjoj
relaciji racionalan broj, a na desnoj iracionalan.

Prema tome, indirektnim dokazom utvrdili smo da zaista Y2, V'3, V5 ne mogu biti
¢lanovi jedne aritmeticke prqgresije.
135. Svaki se izraz
(1 +[/5)" (n prirodan broj)
moZe pretstaviti u obliku

a+by2 (a, b prirodni brojevi).
Pokazati da je

(1+V2) "= (=1ya+(=1y+by2.

136. Dokazati stav:

Zbir kvadrata dva cela broja deljiv je sa 7 tada i samo tada, kada je svaki
od tih brojeva deljiv sa 7.

Dokaz. Svaki se prirodan broj ili nula moZe prikazati jednim od izraza
(0 Tr,7r+1, Tr+2, Tr+3, 7r+4, 7r+5, 7r+6  (r prirodan broj ili nula).

Brojevi (7r)2, (Tr+1)%, (Tr+2)%, (Tr+3)2, (Tr+4)2, (Tr+5%, (7r+6)® respektivno
su oblika

(2 1p,Tp+1, Tp+4, Tp+2, Tp+2, Tp+4, Tp+1  (p prirodan broj ili nula).

Posmatrajmo uporedo sa (1) jedan drugi proizvoljan prirodan broj ili nulu. Taj se broj
moZe prikazati jednim od oblika

Ts, Ts+1, Ts+2, T7s+3, Ts+4, Ts+5, Ts+6 (s nula ili prirodan broj).
Kvadrati ovih brojeva respektivno su oblika

B) 7q,7q+1, 7q+4,7q+2,7g+2, Tq+4, Tg+1 (g prirodan broj ili nula).
Ako se formiraju svi zbirovi od dva sabirka od kojih jedan pripada skupu (2), a drugi

skupu (3), tada se konstatuje da je zaista istinit stav koji je trebalo dokazati. *

137. P (x) je polinom ¢&iji su koeficijenti celi brojevi. Pokazati da iz uslova

Q) 6[P(2) i 6[P(3)
sleduje 6| P(5). '
Resenje. _
2) PxX)-PR=x-20Q,(x); PX-PB)=(x-3)0,(x).

Q1 Q, su polinomi &iji je stepen n-—1 ako je n stepen polinoma P (x). Koeficijenti
polinoma @, i Q, su celi brojevi.
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Iz (2) 7a x=5 dobija se:

3) P(S)-P@=30,(5; POE-PBF)=20,(5.
Na osnovu uslova (1) i relacija (3) zakljutuje se
3PS, 2|P(®%). S 6| P(5).

Primedba. Da li se ovaj rezultat moZe ovako generalisati:

Ako je (ab)|P(a), (ab)|P(b), tada je (ab)|P (a+b)
(a, b celi brojevi, razli¢iti od nule) .

138. Ako prirodan broj n nije multipl od 7, tada je:
> P
i — nx + dos _3n:r 4. pog §n:{ k 1/2 (n neparan b.ro_1),
7 7 7 ! ~1/2 (n paran broj).

Sta ée biti kad je n=Tk (k ceo broj)?

Resenje.

. 2nxn . nx nx
sin —— = 2 sin — cos —,
7 7

dnn . 2nn . nw 3nx
—sin = 2sin — €oOs - 2

sin
7 7 7 7

., 6nm . dn=x . ns Snx
sin — —sin —— = 2sin — cos ——.
7 1

L= (sin §nrr) /’ (2 sin n:r).
7 /] 7

Ako je n# Tk (k ceo broj), tada je
E=- ; cos N = - »:],_-(—1)",

odakle se dobija napred navedeni rezultat.
Za n=T7k izraz E postaje

coskr+cos3hka+cosSkm=3-(-1)k.

odnosno
{\ =3 (n=T7k, k neparan broj);

'( 3 (n=T7k, k paran broj).

Primedba. Citalac ée rediti ovaj zadatak i rekim drugim nalinom.

139. Ako je n prirodan broj, tada vaZi jednakost
B - 3 U L B I T
( 58

! . = oh r il <
T T

{ Sn—1 3 2n-3 22—-1 1 =n

ReSenje. lzraz koji se nalazi na levoj strani date relacije moZe se napisati u obliku:

l_[(2n~l);1+(2nf3)) 3_:__ o= lﬂZrz;_l_)]
2n L1-(2n-1) 3-(2n-3) 2n—-1)-1
_1._ [_1. 4 l 4 — —1 — - DR 1 -4 1]
2n 1 2n-1 3 2n-3 2n-1 1

1 1 1 i 1
= ] e I 4
n [ 3 5 2n—1]

1

2n—1

) .

2i
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140. Ako postoji relacija (m—p)|(mn+pgq), tada je
(m—p)|(mq+np) (m, n, p, q prirodni brojevi; m+p).
Uputstvo. Posmatrati identitet
(mn+pg)—(mq+np)=(m-p) (n—q).

141. Dokazati formule:

. 7 g0 3T .4 3n . o T 3

(1) sin® = + sin® 2= + sint 2= 4 sin? - = °;
8 8 8 8 2

7 5 7: 3
2) cost X + cost 3—1+ cost 2% feost I 2
8 8 8 2

- RO w0 | - [ Sy
ReSenje. 1° — n=x 8] JAEE—IpwW.

Izraz na levoj strani u (1) postaje

g T =y 3;()
3 2(sm & Lsint £).
Bududi da je ,;, T= ; - 7" n, dobija se sin Eé" = cos 3, pa izraz (3) postaje

L)l w
.

n T 1 a\2 n X i
ind .. T Mist [P ) m2 — - 7 e — 1N — B o = = SINS = = -
2(sm 5 - cos 8) ..{(sm g+ cos 8) 2 sin g cos® & } 2 —sin T

2° Relaciju (2) dokazade &italac.

s yE 2
142, Odrediti f(—AT—), ako je

x4+ 1 x)”2 + x\2
f® =
143. Dokazati

sin 36
( sin 0

3 3
) +<COS36) = 4 cos 606+ 24 cos 26.
cos 0

Za koje vrednosti 6 ovaj identitet ne vaZi?
Odrediti realna reSenja jednaline 4 cos 69+ 24cos20=0.

144. Odrediti primitivni period funkcija
1 o1 4 '
tg(26+ 47(), smTO, cos0—cos30.

145. Ako je
acosp+bsinp=c, acosq+bsing=c,
tada vaZe relacije
sin(p+q)=2ab/(a®+ b%*), cotgp+cotgg=2ab/(c?—-a?).
Da li ove relacije vaZze za sve vrednosti parametara?
146. Proveriti identitet
2sina

1 1
tg—(a+b)+tg—(a—b) = -
% 2( )+ig 2( ) cosa+cosh
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147. Faktorisati a'® + 1.

Rezultat. a'®+1=(a+1)(@*-a®+a*~a+1)(@®-a+1)(@®+a’—-a*—at-a®+a+1).

148. U ravni su dati: krug C, prava L i tatka P.

Konstruisati ravnostrani trougao &ije je jedno teme talka P, drugo se teme
nalazi na pravoj L, a tree na krugu C.

Hovard Eves (Mathematics Magazine, vol. 31, 1957—1958, p. 55—56) dao je sledece
konstruktivno reienje navedenog zadatka:

Neka je L, prava koja se dobija kada L izvr§i rotaciju od 4 60° oko tatke P. Pretpostavimo
da L, sefe krug C u tatki Q. Simetrala duzi PQ neka sete pravu L u tacki R. Tada je POR
traZeni ravnostrani trougao.

Obrazloziti navedenu konstrukciju, odrediti kriterijum za egzistenciju reenja i navesti
broj resenja.

149. U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu S§rafirati oblasti za
koje je:
{y<xin{y> — Tl,(x—3)},
tj. odrediti oblasti &ije tacke (x, y) zadovoljavaju uslove:
r<x,  p>—5(x=3).
Tako isto Srafirati oblasti za koje vaZe relacije:
1% {pRaaf} 1A% Ayt L 31
2F I g Al
150. Ako apscise Cetiri tacke My (xx, ¥i) (k=1, 2, 3, 4) jedne grane hiper-
bole y=a?/x zadovoljavaju uslov
Xy/%y = Xg/ Xy ,

tada je area pravoliniskog trapeza M, M, N, N, == area pravoliniskog trapeza
M,M,N,N; (N, je ortogonalna projekcija tatke M; na x-osi).
Dokazati ovu osobinu hiperbole.

151. Neka su M, i M, dve tatke na jednoj grani hiperbole y—a?/x, i neka
su A, i A, njihove ortogonalne projekcije na x-osi, a B; i B, na y-osi.
Bez upotrebe integralnog raduna proveriti da li postoji jednakost:

area krivoliniskog trapeza A;4,M,M,=area krivoliniskog trapeza B ByM,M,"

152. Za koje vrednosti x vaZi nejednakost
sinx>2cos?x—17
Uputstvo. Ovo najpre utvrditi za_x € [0, T], gde je T osnovni period funkcije
sinx—-2cos?x+1.
153. Odrediti » tako da skup jednadina
AX+Y+2xz=22—1, Xx+ry+2z=2 (A parametar)

ima reSenja (x, y, z).
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154. Ako su n i k (<n) prirodni brojevi, da li je (:) uvek deljivo sa n,
ako je n prim-broj?
Odgovor. Da.

155. Proveriti formulu
2n

z [k/2] = n* ([k/2] oznadava najveli ceo broj koji ne premasuje k/2).
k=1

156. Proveriti relaciju

s=(Sa)(Zu)-3 3 ab-3 5 an.

i=1 k=1 = =1 i=1

Izraz § oznalava sei sa > a;b, .

157. Uprostiti izraz

Gl L ML L) R e L 1
C(@-b)@-co) (-0 (b-a) (c-a)(c—b)
Rezultat. E— -3,

158. Ako je a>0, b>=0, ¢=0, d=0 iako je c+d<min (a,b), tada je:

ad+bc<ab, ac+bd<ab.
Refenje. 1. Ako je

@) a<h,
tada relacija

2) ¢+ d<min(a, b)
postaje

3) c+d<a.

Posle mnoZenja sa d odnosno sa b, relacije (1) i (3) postaju respektivno
ad < bd, bc+bd<ab.

s
Iz poslednjih dveju relacija, posle sabiranja, dobija se ad+ bc < ab.

Ako je
(C)) ] b<a,
relacija (2) postaje
(5) c+d<b.
Posle mnoZenja sa ¢ odnosno a relacije (4) i (5) postaju respektivno
be L ac, actad < ab.
ad+bec <L ab.

Na analogni nalin dokazuje se talnost relacije ac+ bd << ab .

1I. Underwood Dudley (The American Mathematical Monthly, vol. 65, 1958, p. 447) dao

je sledeée reSenje:
ad + be < (¢ + d) max (a, b)

< min (a, b) max (a, b)
=ab.
Primedba. Da li se ovaj rezultat moZe generalisati?
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159. Dokazati relaciju > {n*—(2k—1)n}=0.
k=1

n n n
Resenje. Z {—Qk-1n} = n"'z 1~nz Qk-1)
k=1 k=1 k=1

1+2n-1

n—n- —n

n-n-n2=0.
Primedba. Citalac ¢e navesti i drugi nadin dokazivanja navedene relacije.
160. Resiti nejednadine:

1° x + |x]<1; 2° x—|x|>2; 3° [x2—x|+x>1; 4° sinx+|sinx|>1.

161. Da li su funkcije
@t x| +]a—x|, |x+a|-|x—al, {|x+a|-|x—a|}/@x)
parne ili neparne, ili nisu ni jedno ni drugo?
162. Proveriti da 1i tatke:
(n:l)a—! b £n~21a -2b 261:7_()1”—2)7177 a- (_n‘— )b

n h n n

dele segment [a, b] na n jednakih delova.
163. Ako je 0<x, y<w/2, tada je:
sin (x + ) <<sinx+siny; sin(x-+y)<<cosx+cosy.
Dokazati ove relacije.
164. Ako je 0 <x, y<a/2 1 0<x+y<m/2, dokazati da je
O<tgxtgy<l; tg(x+p<tgx+tgy.
165. Dokazati da relacija
sin (x +y+z) < sinx-sin y +sin z
vaZi ako su zadovoljeni uslovi
0<x,py,z<m/2: O<x+yptz<af2.
Generalisati ovaj rezultat.
166. Resiti skup nejednadina
Yirdx—4>0, 8x2—2x-3y—6>0.
167. Proveriti da li je tatan rezultat:
Ako je a+bic=0 i a>= —1/4, b>=—1/4, ¢= —1/4, tada je
da+ D24 @b+ D12 (4e+ 1)L,

Uputstvo. (4a+1)12< 2a+1 (a= —1/4).
Poéi od navedene nejednakosti koju prethodno treba dokazati.
Generalisati.
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168. Ako se iz skupa
Ey=1{1,2, ..., 2u}

od 2n prirodnih brojeva proizvoljno izabere n-+ 1 brojeva, uvek postoje bar
dva od njih od kojih je jedan deljiv drugim.

Dokazati ovaj stav.

ReSenje. Oznalimo sa E,4, skup od n+1 proizvoljnih brojeva koji pripadaju skupu E,,.
Svaki parni od tih brojeva moze se izraziti u obliku 2%, gde je s prirodan broj, a 2 neparan
broj. Neka je En+1 skup brojeva X i svih neparnih brojeva skupa E,i,. Skup f,,ﬂ sadrzi
n+1 elemenata (svi su oni neparni brojevi i manji od 2n).

Buduéi da skup E,, ima tatno n neparnih brojeva, znali da su bar dva broja u skupu
E,, medu sobom jednaki.

Odavde sladuje da u skupu E,i, ima bar dva broja oblika 25X i 2"k (s i r prirodni
brojevi ili nula, dok je . neparan broj). Ako je s> r, koli¢tnik je 2°-" (prirodan broj).

je znatno duZi. Njegov autor je Fridman (Lenjingrad) koji je dokaz dao kao student.

169. Posmatrati trougao ABC i medijanu AD. Odrediti na ovoj medijani
tatku M za koju zbir MA2+ MB?4+ MC? ima minimalnu vrednost.

Resenje.
Oznake: BC=a, AD=m, DM=x.
Prema kosinusnoj teoremi mozZe se
pisati: t
W‘J:—‘:a? {xt—axcos 0,
MC:? - ‘: a4 x?rax cos 9.
Stoga je . @
e T e T e B
§(x) = MA* + MB* + MC* D ¢

T P r,
o, A4+2x2+(m—x)? = 3x2-2mx+m? -zra“.

Za x=m/3 funkcija S(x) fma minimalnu vrednost S

1
A= 2. 3q2
min = g (4m?+3a%).

Ako su a, b, ¢ trouglove strane, tada je 4m®=2(b%+c?)—a®.

1 5
Sin = —— (a%+ b% 1 c?).
TraZena tatka M je teZiSte trougla ABC .
170. Data su dva skupa relacija:
(1 |b—c| <a<b+ec,
2 la—c|<b<a+c.

Da 1i su skupovi (1) i (2) ekvivalentni?

171. Za razne vrednosti parametra a odrediti re§enja iracionalnih jednadina:

1° Vx+a+x+1=1; 2° Yx+a+)Yx=a.
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172. Dat je trougao &ija su temena P;, P,, P,.
Na stranama P, P,, P,P;, P,P, ovog trougla fiksirati respektivno otsetke
O\ Ry, O3 Ry, Q3 Ry &ije su krajnje tabke O, R, (k=1, 2, 3).
Odrediti g. m. unutra$njih tataka M tog trougla za koje je
3 3

M > {area AMQ,R,) =3 {area A M, Q; Ry} = const

k=1 k=1
(M, fiksna tadka u trouglu).

Resenje. Na stranama P, P, i P, P, uolimo
tatke S, i S,, odredene uslovima

m=51f’-; QzR.:‘-P:S_'

<

Prema slici moZzemo pisati:

A
///
/ (/’I
/ // /’/
5y s “ area A M, Q, R, +area A M, Q, R,
// ik = area A M, S, P,+ area A M, P, S,
N 7 - area A S; S, Py+area A My S, S, .

[Trouglovi M,S, P, i M,Q, R, imaju jednake povrSine, jer su im osnovice O, R, i S, P,
jednake, kao i visine koje odgovaraju ovim osnovicama] .

Navedene relacije vaZe za slutaj kada se M, nalazi u Cetvorouglu P, S; S, P, .

Prema navedenim relacijama imamo:

arsa A My, Q, R, +area A M, Q, R, -area A My, Q3 Ry
=area A Sy S, P, + (area A M, 0, R, +area A M, S,.S,).-
Za neku tatku M koja se nalazi u trouglu analogna relacija glasi:
area A MQ, R, +area A MQ, R, +area A MQ, R,
=area A S, S, Py+(area AMQ, R, +area A M S, S,) .
Uslov (1), za ovaj sluaj, glasi:
2) arca A MQ R, area A MS, S, =area A M,Q, R, +area A M §, S, .
Presek pravih P, P, i S,S, oznaimo sa N i neka je

NT,=5,8,, NT,=R,0,.
Tada je 1
(3) area A My Q4 R, +~area A M S, S, =area A MyNT, +area A MyNT,

' = area ANT, T,+area A M,T, T,.
Analogno ovome, za tacku M imamo

() area AMQ,R,+ area A MS; S, =area ANT, T, +area A MT, T, .
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Na osnovu (3) i (4), relacija (2) postaje
area A MT,\T, =area A MyT, T, .

Promenljivi trougao MT,T, imade povrSinu kao fiksni trougao M,T,T, ako se tatka M
kre¢e po duzi koja je paralelna pravoj T, 7, .

Prema tome, traZeno g.m. tatke M je otsefak L,L, prave koja prolazi kroz M, paralelno
saT,T,.

Citalac ée utvrditi §ta biva ako je S,S, || P, Py.

Primedba. Interesantno bi bilo reiti ovaj zadatak metodom koordinata.

Generalizacija. Citalac ée resiti sledeéi generalniji zadatak:

Dat je konveksni poligon P, P, ... P,. Na njegovim stranama P, P,, P, P,, ..., P, P,
respektivno fiksirati ove otsetke Q,R;, O, R,, ..., @nRn. — Odrediti geometrisko mesto
unutrasnjih tataka M tog poligona za koje vazi relacija

n n
Z {area AMQy Ry} = z {area AM,Qy Ry},
k=1 k=1

gde je M, fiksna tacka koja se nalazi u poligonu.

173. Proveriti relaciju

n

n n
( > akx"> ( > bkx") = 3 whpxltk,
k=0 k=0 i k=0
i+k<n
174. Sumirati izraze:

n—1 n—i

1° > log(1+ 1/k); 2° > > a.
i1 i=0 k=i

n—1

Rezultaz. 1° log(n+1); 22 > k+D)a.
k=0

175. Dato je p aritmeti¢kih progresija:

prvi ¢lan - _'_ § 1_ 2 é_ P
daglikn WL T e ST = |
zbir n prvih ¢lanova ‘ 5y Sy Sy 5y

Proveriti da 1i je taéna relacija

) 4

1
> sk=—npp+1).
= 2



ALGEBRA

I. FAKTORIJELI, BINOMNI KOEFICIJENTI I BINOMNA FORMULA!

1. Polaze¢i od definicije

( a@-10(@-2) ---(@-k+l) (p_123, ...),

(£)=] !

{1 (k=0),

gde je a ma kakav broj, verifikovati formule:
(D)= (Bzentan (F)-cm()

-1/2\ 2k =) N Q! ) 2k
(") ¢ bur T et (L

)+ (R -+ () () -0
2. Proveriti identitete : _
()2 GID) - G2) =) () =asn ().
3. Ako je (@),=afa+1)(a+2) -+ (a+r—1), tada vaZe relacije:
@y (@—1) = (a—1),;
@n—r (1—a—n), = (= 1) (a)s;
ntf(n—s)! = (= 1y (—n).
4. Ako je Vj=n(n—1) --- (n—r+1), proveriti relaciju
Vi = Vi e 2r ™ wrle=- V02
5. Dokazati Vandermonde-ovu formulu

P+ D= @t (1) @aa @1+ () Pz @at - + @
gde je (m),=m(m—1) --- (m~r+1); n prirodan broj.

1 Radi $ireg upoznavanja sa kombinatorikom Citalac se upucuje na monografiju:

Z. P. Mamuzié. Kombinatorika (1957, Beograd, 122 strane) koja je objavljena kao sveska 6
edicije Matematicka biblioteka.
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ReSenje. 1. Iz identiteta
Wwoxd=x+9 (x>0)
diferenciranjem neposredno se¢ dobija Vandermonde-ova formula.

II. Vandermonde-ova formula moZe se dokazati metodom matemati¢ke indukcije.
Pretpostavimo da formula (1) vaZi za neko n. Posle mnoZenja sa

p+q—n, odnosno sa p-n—k-+q-—k
formula (1) postaje

(2) P+ Dntr= 2 () Pk @k [(P—n—k)+ g—k]
k=0

z ( : ) (p)n—k 1 (q)l\"[ Z ( : ) (p):r k (‘I)k‘ﬂ »
k=0 k=0

jer je L
‘ Pha-k (P=n=k)y=(Pa-k+1, Dk G@—5)= @Dr+,-
Kako je
2‘ n "’Fl n .
> () @k @it = (") @hn-str @k
k=0 k=1
formula (2) postaje

P+ Duts = (") Pasr + Z () + 2] Phesesa @+ (011 @aea
jer je k=1 o
(5)=C3) (=Gl
Kako je () + (kfl)—(":' , dobijamo
n4-1
(p+q).,+1Ek o(":l)(p),.—kﬂ(q)k-

Ako se ovome doda da formula (1) vaZi za n=1, induktivni dokaz je zavrSen. Formula
(1) je tacna.
Ovaj drugi dokaz je &isto algebarski.

6. Verifikovati identitete:

.l+<;>+<:>+ +(2>52"—1 (n parno);
l+<;)+<:>+ +(,,f,)z2"—1 (n neparno).

7. Na &etiri tadne decimale izratunati f(1,04) ako je
Jx)=x"—xt+1.
Uputstvo. Primeniti binomnu formulu na izraz
(1+0,04) — (1+0,04)' +1.
8. Izradunati 0,996° sa Sest tadnih cifara.

9. Dokazati jednakosti:

53 fn-1y 1 1 nol a1y 1
.‘Zo(—l)( i )i+l_n’ ”IZO(—I)( i )(i+])2_z_'

je=1
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Uputstvo. Poéi od identiteta
(= 3 1 (3)
i izvrSiti integraciju. L4
10. Da li za svaki prirodan broj k& vaZi relacija

(7)1 dk=1
_—y 2 fee-1) .
kYl (k—1)1 ( k )/( )

11. Ako su m i n prirodni brojevi, .pokazati da je i (m +n)!/(m!n!) pri-
rodan broj.

Uputstvo. Posmatrati binomne koeficijente u razvoju izraza (a+ b)"-+7.
12. Proizvod od k uzastopnih prirodnih brojeva deljiv je sa k!

Resenje. Ako je n peki prirodan broj, proizvod od k uzastopnih brojeva je
N=nmn+1)(n+2) --- (n+k-1).

Koli¢nik N/k! je binomni kosficijent

o (n»:»rll::—l>.

Ako se izraz (a+ b)"+% 1 razvije, koeficijent uz a"—! b% upravo je broj (1). To je jedan-
od brojeva koji Cine Pascal-ov trougao, tj. svakako prirodan broj.

13. Ako je n prirodan broj, tada je i broj (2n)!/(n!2") prirodan.
14. Dokazati jednakost

‘[ k k
4y (D)= ((2)21).
2 2 2
15. Ako je n prirodan broj, da li Diofantova jednacina
X Y\_(z
(ki)
ima reSenja x, y,z, gde x, y,z €{1,2,3, ... }.
Rezultat. x=2n-1, y=2n-1, z=2n.
16. Dokazati jednakost

nl -4 (_”_+L)' § (_'_liz)_' { (n+k)!=(,"_+k+l)!
R e ek i k! Kl(nel)

17. Dokazati da izraz
Crn=2)/{nt(n-1'} (r=1,2,3,...)
definiSe prirodan broj.

Dokaz. Brojevi
2n-2)! L 2n=2)!

(n-DH1n-1)! . nl(n-2)!

jesu binomni koeficijenti i prema tome prirodni brojevi.
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Buduéi da je :
2n-2)! _@n-2!  (2n-2)!
r=DIr=1 -2 n@p-D

konstatujemo da je broj
@r-2)!/{n' (n-1)1}

prirodan broj, jer je on razlika dva prirodna broja, odnosno- dva binomna koeficijenta.

18. Kramp-ov faktorijel oznadava se sa m¥/“ ili sa (m, d;v). Vrednost oveg
faktorijela je

(m d;, vy=m(m+d) --- (m+v—14d) v=1,2,3, ...);
(m,d; 0)=1;
1

e = iR ], D 3 R
O e D=2y T o

Uopste je }
(m,d; vy=d"T'(m/d+v)|/T (m/d) (v=0, £1, +2, ...),
gde je T' gama-funkcija.
VazZne su ove relacije:
(m, —d, vVy=(m—v—1d,d; vy=(=1) (=m, d;v) (v=0,1,2, ...);
C(m)-(m, 1;v)=T(m+v) (=0, £1, £2, ...);
(L I;v)=(v, =1; v)=v  (v=0,1,2, ...).

Dokazati ove relacije.

19. Hankel-ov simbol (v, m) defini§e se na sledeéi nadin
(v m) = -1 (v (1/2)2) (=B[22} -~ {#—(m—1/2)} (m#0);
=1 (m=0)
(v ma kakav broj; m prirodan broj ili nula).
Ispitati da li su ta&ne relacije:
V=17 vo(m 1),
v—(m+172)’ ve(m+1/2)]
v+I,m +(v—1,m=2@Mm+202m—1) (v, m—1);
~Gv+1, 00+ (-1, 0)=2;
v+ 1, m)y—(v—1,m)=4v(v,m—1),
o+1, 0)—~(—1, 0=0.

(vvm)y=(—1,m) (vym)y=(0c+1,m

20. Dokazati formulu

kzzo(D (n—1y—* == .

Uputstvo. Poéi od identiteta
n=n-1)+1.
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21. Dokazati faktorijelnu binomnu formulu

nlh — & (0 n-V|h pV|h
€) (a+b) ~ZO<V>a b pVIh
gde je

@ =a(a—h)y@—2h) -+ (a—k—1h) (k=1,2,3, ... ; h#£0);

atlt = 1.

Polazeéi od (1), izvesti:
1° Binomnu formulu;

2 ("= 3 () ()

V=0
n—-m-1 X n v+ m
ofe( HTRTAA —1)V i
3*‘-“~< k > z( D (k—v)< y )
V=0
Dokaz. Pretpostavimo da je formula (1) tatna za n=k, tj. da je

k
2 @+hkih=> <1\:> ak=vik pvik,

V=0

Posmatrajmo izraz (a+ b)*+11" odnosno (a+ b)*'* (a+b—kh), jer je

ak+tilh = g@a-h) -~ (a~k—1 k) (@—kh).
Stoga je
(a+byk+1ih = (a+ b)k1% (a+ b—kh)

& W
= [a— (k=) h+b-vh] > (\})ak—wh pvih
V=0

N C ok
:Z (V)akﬂ*.l—whbv}h_*_ Z ( )ak—\nh IVER YL
v=o "

V=0
8 45N = K+t L =
EZ < )ak+1—v|h L Z ( >ak+1—v|h byl h
v 2=
v=0 v=1

il

gL' B k o
ak+1|h+bk+l|h+ z [( >+ ( )] ak+1-v”| bv|h
=i v v=1

k
= gh+1th ¢ phk1|h z <k+1>ak+1—V\" bk
vt Y
k+1

v=Q

(k+l

>ak+1-—vlh wih
v

Za n=1 formula (1) je tatna, jer se dobija

I
(@a+b)1h = z (i)a“\'”' AL
v=0

odnosno
a+b=a+b.

Prema tome, formula (1) je dokazana metodom potpune indukcije.

3 D. S. Mitrinovié: ZBORNIK I
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Partikularni sluéajevi formule (1).

1° Za h=0 formula (1) se svodi na binomnu formulu
n n 2
(a+by'=a"+ <1)a"'1b+ +<k> a'=kpky ... 4 pn,

2° Za a=m, b=n, n=k, h=1, formula (1) postaje
k

(m+mkil = Z ({f) mk=vI1 i1,

v=0

Buduéi da je xKll=x(x-1)(x-2) --- (x— kkl)__( )kv’ prethodna relacija do-
bija oblik
k
k! <m+">: Z: (’) ( V) (k —v)! (:’) vl
k
(;’fi”)z Z (k’fv> (ﬁ), jer je <1:> =)1v! = k!

V=0
3° Stavimo sada u (1) ove vrednosti: a=n, b=-m-1, h=1, n=k.
Tada je
£ 1k
(n—m-1Dki1 = z ( > nk=vIL (—m~1)vI1,
v=o "’
n-m-1 TR n -m-—1
! = —! 1
(r Y am 5 () () e ()
s Teye -
k = k—v v

CEE B G

Ovaj dokaz je dao D. Pokovié.

22. Elementi Pascal-ovog trougla

1

|

& -l N

I s TN

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

imaju osobinu:

Razlika kvadrata ma koja dva konsekutivha (uzastopna) broja koji leZe na

trecoj hipotenuzi (elementi sloZeni iz polumasnog tipa) pretstavlja kub jednog
prirodnog broja.

Dokazati.
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23. Resiti u prirodnim brojevima neodredenu jednadinu
(37)-0%
3 y+1)°
- 5 Y
Primer. (15 ) = (164), tj. x=14, y=35.

24. Posmatrati Pascal-ov trougao:

1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

U I vrsti ima dva neparna broja, u IIl vrsti 4, u IV vrsti 2, u V vrsti 4,
u VI vrsti 4, u VII vrsti 8, itd. (Nulta vrsta je 1; prva vrsta je 1 1.)

Nasluéujemo osobinu:

Binomnih koeficijenata (Z) za fiksirano n, koji su neparni brojevi, ima
ukupno 27 (r neki prirodan broj).

Da li je ovaj zakljuCak istinit?

Primedba. Jedan dokaz ovog stava dat je u Casopisu: The American Mathematical Monthly,
vol. 64, 1957, p. 26.

25. Postoji vise metoda pomocu kojih se dokazuje Dixon-ova formula:

z:; k(2N L, Gm!
() ,5;0( D <k> by (n!3®’

Literatura u vezi sa ovim data je u Clanku: O. Kolberg: Et bevis for
Dixons formel (Nordisk matematisk tidskrift, Bd. 5, H. 2, 1957, p. 87—90.)

Svi dokazi formule (1), pa i onaj koji je naveden u Kolberg-ovom &lanku,
komplikovani su.

Mozda ¢e Citalac na¢i neki jednostavan dokaz formule (1).

26. U prostoru je dat skup £ od » ravni od kojih nikoje dve nisu para-
lelne, nikoje tri nisu paralelne istoj pravoj i nikoje &etiri ne prolaze kroz jednu
istu tacku.

Odrediti: 1° Broj pravih po kojima se seku ove ravni; 2° Broj tafaka
preseka tri po tri ravni; 3° Broj poligonalnih oblasti, konaénih ili beskona¢nih,
odredenih na ravnima iz skupa E; 4° Broj polijedarskih oblasti, kona¢nih ili
beskonadnih, na koje je podeljen prostor ravnima iz skupa E.

Rezultat. 1 (; ) 2 (';) 3° '—’1—(-';_—])+ n; 4 (n+1)(n®—n+6)/6.

Generalizaciju. Ostavlja se &itaocu da formuliSe i re$i analogni zadatak za hiperprostor
od N dimenzija.

3*
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II. DELJIVOST POLINOMA
27. Odrediti a i b tako da polinom ax*+bx®+1 bude deljiv sa (x— 1)%
Za nadene vrednosti parametara a i b, odrediti nule polinoma ax*+ bx3+ 1.

Resenje. ax*+bx3+1 = (x—1)? (4x2+Bx+1).
Posle identifikacije i reSavanja dobijenog skupa jednalina, dobija se

=3, b==4;} "A<8 Ee2

Nule polinoma 3x%-4x3+1 su:

—-1+iY2 _—1-iy2
et

=1, x=1, x3= 3 5 Xy =

Ovaj zadatak moZe se reSiti i na ovaj nadin. Buduéi da polinom ax*+bx3+1 ima
dvostruku nulu x=1, vaZe uslovi:
a+b+1=0, 4a+3b=0,
odakle se dobija a=3, b= ~4.

28. Ako su m i n prirodni brojevi, naéi uslov da bi polinom

P(@) =am1iagn 24 ... 4a+1
bio deljiv polinomom
Q@=a"14+a"24 ... ta+l.
Resenje. P (a) = —__Tl. Q@ = a;_;:'f (a#1).

Pre svega mora biti m > n.
NapiSimo m u obliku

m=np+q {p prirodan broj, ¢ (< n) prirodan broj ili nula}.
Tada je
am-1 a"”-aq—l _(@Pal-ad+a? -1 A (@H? -1 Jra‘? -1

a"—l a' -1 a"—1 a’~1 a’ -1

Ako je (@"—1)| (@™ -1), tada je Q(a)| P (a). Ovo ¢e nastupiti kada je ¢=0, tj. kada
je m=np.
Zakljutak bi bio ovaj: ako je n|m, tada je Q(a)|P(a).

29. U oblasti kompleksnih brojeva faktorisati izraz x*+3)®+z3—3xyz,
polazeéi od identiteta

X zi
@)) X4 pPpB—3xpz=|2z x Yy
y z x
Resenje. E oy 2 x+y+z y z K v g
z x y|=jz+x+y x y|=x+y+2|1l x y
Yy - X y+z+x z X 1 2 x

=X+y+2) (B+ Y+ 22 -yz—-zx —xp).
Buduéi da se dati izraz (1) moZe napisati u obliku
x3 4+ (ay)P+(a?z)? -3 x (ay) (a?z) <a=—*l'+‘1‘iﬁ>,

zakljuiuje se da je x+ay+ulz faktor izraza (1). Slitno ovome, pokazuje se da je x+aly+az
takode faktor datog izraza.
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Definitivno se dobija ova faktorizacija
x34y84+ 28 -3xyz=(x+y+2) (x+oy+a?z) (x+aly4az).

Da li je ovo jedina faktorizacija datog izraza?

30. Odrediti polinom P (x) petog stepena koji zadovoljava ova dva uslova:
H x—13|[P(x)+ 1], 2) (x+12|[P(x)—1].

Resenje. 1. Uslov (1) kazuje da je polinom P(x)+1 deljiv sa (x—1)®. To znati da je
izvod og polinoma, tj. P’ (x), deljiv sa (x—1)*. Iz uslova (2) sleduje da je izvod polinoma
P(x)-1, tj. P’(x) deljiv sa (x+1)2. Kako je, po pretpostavci, P (x) polinom petog stepena,
moZe se pisati

dPldx = A (x%—1)? (A konstanta).

Iz ove jednacine izlazi
1 2 y
P(x)=A <? X0 = s x? +x> + B (B integraciona konstanta).

Buduéi da je P(1)= -1, P(-1)=1, traZeni polinom P (x) ima oblik

3 5 15
P(x)=- 8—x5+ T g x

II. Zadatak se moZe rediti i ovim putem. Polinom P (x) moZe se napisati u obliku:
3 P()= (x—1) (@x®+bx+c)—1,
gde su a, b, ¢ tri privremeno neodredena koeficijenta .
Vodeéi racuna o uslovu (2), moZe se polinomu P (x) dati i ovaj oblik
@ Px) =@+1¥ (@x2+bx+e)+1.
Na osnovu (3) i (4) dolazi se do identiteta
(x—1® (ax®+bx+c)~1=(x+1)(a,x2 + b x+c)+1.
a=a,, b-3a=b+3a, c—3b+3a=c,+3b+3aq,
—-3¢+3b-a=3¢,+3b+ay, 3c—-b=3c,+b, —-c—1=c¢,+1.
a,=a, b=b-6a, c,=c—-6b+18a,
19¢~964+3¢=0, 3a—b=0, 9a—-3b+c=—1.
Iz triju poslednjih jedna¢ina dobija se

) a=-3/8, b=-9/8, ¢=-1,
a zatim
6 a=-3/8. b,=9/8, ¢=-1.

Ako se u (3) zamene vrednosti (5) ili u (4) vrednosti (6), dolazi se do rezultata koji je
pod I. napred dobijen.

31. Odrediti polinom P (x) sedmog stepena koji zadovoljava uslove:
x=DH[P)+1],  +DHIPx)—1].
Resenje. Polinom P (x) moZe se napisati na sledeca dva nalina:
P(x)=(x—1) (ax3+bx2+cx+d)—1,

PX)y=@x+D (ayx®+ by x*+c;x+d)+1,
odakle izlazi

0)) x-D' (@ +bx?+ex+d)—1=(x+1)* (a, x>+ b, X2+ ey x+dy )+ 1.
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Ako se ovde umesto x stavi —x, dobija se
2) (x=D (g -bx2+ ey x—dy) - 1=(x+1)* (ax® -bx2 +cx—d)+1.
Iz (1) i (2) neposredno izlazi
a=a;, b= —2)1, c=¢y, d=—d,.
Resavanjem jednalina koje se dobijaju polazedi od identiteta (1), nalazi se
35

2ali § o3
= = B =

5
P(x) == x"-"
16 16 16 16

Primedba. Citalac ¢e reiti ovaj problem i primenom metoda koji je naveden u pret-
hodnom problemu.

32. Ako je m (> 2) prirodan broj, pokazati da je izraz
(xm=1— 1) (1) (xm+1 - 1)
deljiv sa (x— 1) (x>—1) (x®—1).
33. Ostaci pri deobi polinoma f(x) stepena n(>3) binomima x—a, x—b

i x—c¢, gde je a#bs~c+a, jesu po redu 4, B i C. Odrediti ostatak koji
se dobija deobom datog polinoma izrazom (x-—a) (x—b) (x—c).

Resenje. Prema pretpostavei je

(1) f@ =4, fby=B, f(a=C.

Uvek je moguéno jednoznalno odrediti polinom g(x) i kvadratni polinom 4 (x) tako,
da je jednakost

2 fW=gX)(x-a)(x=b)(x—¢) + h(x)
identi¢ki zadovoljena.
Polinom
3 . h(x)=px2+qx+r
je ostatak koji treba odrediti.
Iz (1) i (2) sleduje
4) h(ay=A, h(b)=B, h(c)=C.
Kako je a# b# ¢+ a, prema Lagrange-ovoj interpolacionoj formuli i uslovima (4), dobija
se traZeni ostatak:

A=

(a=b)(a-o) (b-c)(b—a) (c—a) (c-b)

Odavde se dobijaju koeficijenti polinoma (3), naime:

b0, GO0, -aG=b)

A B C
P = Tt i . 3,
(@-b)a-c) (b-ayb-c) (c—a)(c-b)
L n: el SRR G T e 2R

Sl SRR S R TS e s e,

beA caB abC
¥ + —E, 4

T@-bh@-o G-a0G-0 (C-ae-b

Primedba. Ci‘talzic ¢e reSiti opstiji zadatak koji glasi:

Dat je polinom P (x) stepena n(>>q). Ostaci deobe polinoma P (x) binomima

X—@Q, X—@, ..., x—a;, (aj,a, ..., a4 razliCiti parametri)

Jjesu respektivno: A;, 4., ..., Aq- %

Sluze¢i se datim podacima odrediti ostatak deobe polinoma P (x) polinomom [] (x—ay).
k=1
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34. Pokazati da je polinom mx"t"—(m+n)x"+n (m, n prirodni brojevi)
deljiv sa (x—1)2 i odrediti koliénik.

Resenje. Izvr$imo deljenje po Horner-ovoj shemi:

|m 0 0 ... 0 —(min 0 Bl iy D 0 n
1| m m m ... m -n —n —n . =n n 0
1|m 2m 3m ...nom (m—Dn (m-2)n @m-3)n ... n 0

Koli¢nik je polinom (s-<<m):

mxMHA=2 L 2y A3 L Iy L pmx™ T  (m— 1) nx™ T2 (m = 2) nx 3

+ s k(M=) nxMmTITL 4 s 4 2ax4n.

Ovaj polinom se moZe krace napisati u obliku

. min=-2
Z ‘ll\fxn"+”_k_2,
k=0
gde je
\ (k+1)m (k<n-1);

ap =
{ (Imyn—-k-1)n k>=n).

Primedba. Da je dati polinom P (x) = mx"+"—(m+n)x"+n deljiv sa (x —1)* moZe se
zakljuciti 1 na osnovu &injenice da je P(1)=0, P’(1)=0.

35. Polinom x¥"+ x"+1 (m=3k+1; k=0,1,2, ...) deljiv je sa x> + x + 1
Dokazati ovo.

36. Da li je polinom
x2n_n2x:x+l 3 2 (n2_ 1) xn__n‘lxn——l =L 1
deljiv sa (x—1)*?

37. Svaki se polinom P (x) moZe napisati u obliku Q (x%)+ xR (x?), gde su
Q(@® i R(#) polinomi po f.

Odrediti ostatak koji se dobija pri deljenju polinoma P (x) sa x%+ 1.
Rezultar. Ostatak deljenja je Q(-1)+xR(=1).

III. JEDNACINE

38. Pokazati da su 1,2,3, ... , n nule polinoma
x x x o (e
1*(1> T(2)—<3>+ IR ) o)
i faktorisati ovaj polinom.
39. Resiti jednadinu
[(x+2)(x—1)| — [ (x+1)(x—2)| = a (a realan parametar).

40. Resiti jednadinu

| x24+2x

+|x*—~1|—|x|=a (a realan parametar).

41. Nadéi racionalne korene slede¢ih jednacina:
1° 800x*—102x2—x+3 =0,
2° 2x3—31x2+112x+64 =0,
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3 A-x-30x2-T76x-56=0,

4° ¥A-2x—13x2+38x-24=0,

5° 3x4-23x3+35x24+31x—30 =0,
6° x4 x3—2x24+4x-24=0,

7° A—2x3—19x2+68x—60 =0,

8° xP—8xt+22x3—26x2+21x—18=0.

42. Za tazne vrednosti parametra A ispitati broj realnih korena jednadina:
1° x444x*—-2x2—12x+%x=0,
2° x3—-20x+2x=0,
3° xXA-ax¥+x2-5=0,
4°  p2pA =288 4 2 x =10,

43. Resiti jednadinu

¥—Q2a+1)x*+a(@+2)x—a(@+1)=0.
44. Resiti jednadinu
x4 3ax?— (b1 + b+ b®— 3a?) x — (b° + ab + b* + ab® + ab®—a®) = 0.

Uputstvo. Nezavisni &lan rastaviti na faktore.

45. Nadi relaciju koja mora postojati izmedu koeficijenata jednacine
ayxt+a X+ a, x>+ agx+a; =0,
da bi se smenom x=y+h svela na oblik
by +D 245, =0.

46. Data je jednatina x3+ px%4gx+r=0.

1° Odrediti uslov da jedan koren ove jednaline bude harmoniska sredina
druga dva korena.

2° Izradunati vrednost simetriéne funkcije
f(a, b, c) = (ab+bc—2ac) (bc + ac—2ab) (ac+ab—2bc),
gde su a,b i ¢ koreni date jednaline.

Refenje. 1° Neka je b harmoniska sredina korena a i ¢, tj. neka je 2/b=(1/a) + (l/c),
odnosno ab+bc=2ac.

Prema tome, koreni date jednaline zadovoljavaju skup jednalina
(@a+c)b-2(@@c)=0, (@+c)+b=~p, (@a+c)b+(ac)=gq, b(acy=—r.
Elimini$u¢i izraze a+¢, ac i b, dobija se relacija
¢)) 27r2 —9pgr+24° =0
koja pretstavlja traZeni uslov.
2° Iz relacija
2 ab+bc+ac=q, abc= —r,
sleduje ab+bc—2ac=q—-3ac=(gb+3r)/b,
berac—2ab=qg-3ab=(qc+3r)/c,
ac+ab-2bc=q—-3bc=(gqa+3r)/a.
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Na osnovu ovog dobija se
fla,b,¢c) = (1/abc) [27r3+ 92 g (a+ b+ c)+ 3 rqg? (ab+ be+ ac) + ¢° abc] .
1z relacija (2) i a+b+c= —p sleduje f(a,b,c)= —27r2+9pgr—243.

47. Pokazati da jednalina x®+ x2=ax + 1 ima tri realna korena ako je a > 1,
i samo jedan realan koren ako je a<1.

48. Za razne vrednosti parametra @ ispitati realnost korena jednadine

XA44x3-2x2—12x+a=0.

49. Po x resiti jednatinu > (x—k)® =0.
=1

Rezultat. % (n+1), & 1+ i}/ ni-1).
50. Eliminisati x, y, z iz relacija
y+xPz=a®, Yiz+yix=0, ZZx+zZy=c3, xyz=dd.

Rezultat. dS(@®+bH°+P+2d3) =a3h?c3.
51. Za sludaj kada je a<<b<<c<d, ispitati da 1i su koreni jednadine

(x—a)(x—c)=k(x—b) (x—d)
realni za svako realno k.

52. Proveriti da li je tadan ovaj rezultat:

Jednadina 16x*+24x%24+ 16kx+9=0 (k realan parametar) ima: 1° sva
detiri korena imaginarna ako je k*<C4; 2° dva realna i dva imaginarna korena
ako je k2>=4.

53. Odrediti sa Sest taénih cifara onaj koren jednadine
X4+ 3x2—42x—-41=0
koji leZi izmedu 5 1 6.
Rezultar. 5,67461 .

54. 1° Grafickim putem pokazati da jednacina
(E) xt+4x—1=0

ima dva realna korena i izraCunati ih sa dve taéne decimale.

2° Stavljajuéi x=a+bi (a i b realni brojevi), odrediti imaginarne korene
jednadine (E).

ReSenje. 2° Ako se stavi x—a+ bi, data jednalina postaje

(@ —6a2b+b'+4a—1) +i(dab-4abd+4b)=0.
A —-6ab2+bt+4a-1=0, a®-ab®+1=0, jer je b#0.
Ako se eliminiSe b iz ovih jednadina, dobija se 4a®+a?2—-1=0.
Ako se stavi a®=1¢, poslednja jednalina postaje 413+7—-1=0.

Jedini realan koren ove jednadine je r=1/2, tako da je a= 4+ V2/2.
Buduéi da je 6%=(a®+1)/a, dobijamo:

2/ 2 +1 V2 221 V2
| ik - . e, o 2= P =
b 5 za a il b 5 za T
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Kako su a i b realni brojevi, u obzir dolazi samo prvi par, tako da su imaginarni koreni
date jednaline (E)

GxiVay2+1)/v2.

55. U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu Oxy data je tacka
M (a, b). Ako se tatka M kreée u ravni, odrediti broj realnih korena jednadina:
1° B4+at+b=0; 2° A3 +at+b=0;
3° Atrat+b=0; 4° 4aB+b=0.

56. Data je jednadina IV stepena x*+ax®+bx*+cx+d=0.
Staviti ovde x*=y+xx 1 odrediti A tako da dobijena jednafina po x i y
definise krug.
1° Koristeéi ovaj rezultat, grafi¢kim putem razdvojiti realne korene jednacine
x—10x3+35x2—-49x+22=0. '

2° Ispitati takode da 1i jednalina x*—4x3+5x—1=0 ima samo po jedan
koren u razmacima (0,1) i (=2, —1).

57. Ako je a=c+et, b=e®+¢3 [e=cos (27/5)+isin (2x/5)], pokazati da je
a+b=—1, ab=—1.

Polazeéi od navedenih relacija, izralunati cos (27/5) i COSiﬁT/S).
Pokazati da je ¢ reSenje jednaline x®4 x%+xt+x+1—}5=0.

58. Razdvojiti realne korene jednaline

x—DE=3)E=5x-NN+k(x—2)(x—4) (x—06) (x—8)=0 (k#—1).

Da li se dobijeni rezultati mogu proSiriti na analogne jednaline stepena
n(>4)?

59. Jednadina x>—55x+ 21 = 0 ima dva korena &iji je proizvod 1. Odrediti ih.

Resenje. Ako su x, i x, koreni date jednaline za koje je x, x,=1, onda je polinom
x% —55x+21 deljiv polinomom

) (x—x)(x—Xx) =x*+2x+1.
Prema tome postoji i polinom x3+ px?+gx+r takav da je

x5 -55x421 = (XB+px2+gx+r)(x2+2x+1),
odnosno
X —55x42l =x+(p+20) X+ +pA+ ) X+ (p+ g+ x2+(g+rl) x +7,

odakle se dobija skup jednacina
A+p=0, 1+pi+g=0, p+gr+r=0, g+rh=-55 r=21.
Eliminacijom parametara p, g i r dobijaju se relacije: 23 ~224+21=0, A2+21X+54=0.

Bez teSkoce se proverava da su obe jednaline zadovoljene za 2.= —3. S obzirom na (1),
traZeni koreni su koreni jednadine x2—3x+1=0, tji. x;,, = (3+V5)/2.

60. Dat je polinom P(x) = ax"*'+bx"+1 (n prirodan broj).

Odrediti parametre @, b tako da je x=1 dvostruka nula polinoma P (x).
Rezultat. a=n, b= —-n-1.

61. Dat je polinom P(x) = ayx"+a;x" 1+ -+ +a, ;x+a,.

Ako je ;=0 (k=0,1, 2, ... , n), tada polinom P (x) nema pozitivnih korena.
Dokazati ovaj stav.
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62. Odrediti uslov da bi se polinom P (x) = x*4 ax®-+bx2+ cx+d mogao
napisati u obliku P (x) = (x2+rx)*+p (x2+rx)+¢q, gde su p, ¢, r tri parametra
nezavisna od x.

Kada je traZeni uslov zadovoljen, naéi nule polinoma P (x).
Izabrati a tako da se jednadina x*+ ax3+4x2—15x+ 1 =0 moZe resiti na
osnovu navedene osobine.

Odgovor. Trazeni uslov je a®*—~4ab+8c=0.

Za dati partikularni sluaj parametar a se odreduje iz jednaline a®—16a—120=0.

Jedan njen koren je a,=6, dok se druga dva odreduju iz jednacine a*+6a+20=0 i oni
su imaginarni. Citalac ¢e detaljno za svaki koren a,, a,, g, izvesti potlrebne radunme.

63. Ratunskim i grafickim putem odrediti broj realnih reSenja jednadine
3x24+3ax® +15x2—4=0 za razne vrednosti parametra a.

64. 1° Ako se u jednalini

(&) - x+p)+(x+g)t=r
izvr$i smena
(T) x+p=X+a, x+qg=X-a,
dobiée se kvadratna jednadina po X?2.
Dokazati navedeni rezultat i primeniti ga na reSavanje jednadine
(x+3)4+ (x+ 1)*=20.
2° Pokazati da se jednafina (x+p)*+(x-+g)*=r, ako se u njoj izvrsi
navedena transformacija (7), svodi na jednaéinu stepena n po X2.
3° Posmatrati takode jednadinu (x+p)* —(x+q)* =r.
Kakav ¢e zakljuak biti u ovom slucaju?

Refenje. 1° 1z (T) dobija se X=x+ 5 (p+4q), a=-y (p—q).

Jednadina (E) postaje (X+a)y+(X-ay=r, tj. X'+6a2X:+a*=r/2, §to je zaista
kvadratna jednacina po X*.
2° Jednalina (x4 p)*" + (x +q)*" =r postaje

X () atxommss () axinms g o s (20 Y anms o (2) ane t

2= o

To je jednaCina stepena n po X2.

65. Izraunati sa Cetiri tane cifre pozitivni koren jednadine x> —x2—7x— 1 =0.

Rezultat. 3,249.

66. Sa tri tatne cifre izratunati pozitivni koren jednadine x>+ 3x—1=0.

Rezultat. TraZeni koren se nalazi izmedu 0,3221 i 0,3222. Koren sa tri tane cifre je 0,322.

67. Data je jednatina P(x) = 9x*—14x>+8x—1=0.

IzraCunati realne korene sa dve tane decimale jednom od metoda za izra-
¢unavanje iracionalnih korena.

Polazeéi potom od &injenice da je P(x) = 2x2(3x—2)2— (3x2—4x41)%,
odrediti korene jednadine P (x) = O 1 izradunati ih, na osnovu dobijenih izraza,
na dve tatne decimale.

Rezultar. —1,48; 0,54; 0,18; 0,76.
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68. Pokazati da jednagina (x—1) (x—3) (x—5)+ k(x—2) (x—4) (x—6)=0
ima tri realna korena ako je k# —1. Ako je k>0, odrediti pribliZno njihove
poloZaje, odnosno razdvojiti korene.

Rezultat. U svakom od razmaka (1, 2), (3,4), (5, 6) nalazi se samo po jedan koren.
Citalac ée razdvojiti korene ako je k< 0.
Proveriti rezultate polazeé¢i od grafika funkcije (x—1) (x=3) (x=5)/(x—=2) (x—4) (x—6).

69. Odrediti @ tako da se oba korena jednaéine x*—2ax+a?2—1=0 nalaze
u intervalu (—2, 4).

Rezultat. a€ (-1, 3).

70. Ako je p>¢g>0, ispitati da 1li jednadina x®+ x2=px+q ima sva tri
korena realna.

71. Pokazati da jednatina e*=2x+1 ima samo jedan koren izmedu 1,2 i
1,3. Koja je treéa tacna cifra ovog reSenja?

72. Pokazati da su svi koreni jednaline
22—z+1=0

imaginarni, i izraéunati njihove realne i imaginarne delove na tri tafne decimale.

Rezultat. 0,727 +-1-0,430; -0,727 +i-0,934.

73. Dokazati da jednadina

x4 px+gx+r=0,
smenom x=1}/|p|, postaje
f+rtat+b=0 (p>0),
Ar—r2rat+b=0 (p<0),

gde su a i b funkcije od p, ¢, r.

74. Resiti jednadinu

P(x) = apx* +a;x®+ ayx®+agx+a, =0,

kada se zna da P’'(x) i P'” (x) imaju jednu zajednitku nulu.

75. Neka je P (x) polinom stepena n. Odrediti red nule x=a polinoma

5 (x—=a) [P'(x)+P'(@)] =P (x) + P(a).
76. Za razne vrednosti parametra k ispitati broj realnih re$enja jednadine
(x—a)® (x—b®=k (a, b realni brojevi).
Uputstvo. Nacrtati najpre grafik funkcije p (x) = (x — a) (x — b), a zatim grafik funkcije [p(x)]3.
77. Odrediti uslov da jednadina
3x°—5gx3+3r=0 (g, r parametri)

ima tri realna korena.

Rezultat. 44°—-9r2> 0.
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78. Izvesti uslov koji treba da zadovoljavaju koeficijenti jednadine
@y x*+3a; x>+ 3a,x+a;=0,
da bi njeni koreni ispunjavali uslov x;x, +x, X3 =3x,x;.
Refenje. Podimo od Viéte-ovih formula:
Xp+Xo+Xg= —3ajjay, XX+ XeXg+ X X3=3a,/8y Xy X3Xy= —a,/a,.
Bududi da je x;x,+x,x;=3x,x,, dobija se 4x,x;=3a,/a,, odnosno
dx . x5=03a,/a,) Xy, teje x,=—(4a,)/(Ba,).
Iz relacije x; + x,+ x3= —(34a,)/a,, posle mnoZenja sa x,, dobija se

XXy + X2+ Xy Xy =(4daya3) [(apa,),
odakle se, na osnovu relacija
XXt xxy=09a)/(4a) 1 x,=-(4a)/(Cay)
nalazi traZeni uslov
8l a,2+64aya°=144a,a,a;.

79. Ako su p, g, r realni brojevi i ako koreni jednadine x®+4px®+gx+r=0
imaju jednake module, kakve veze postoje izmedu koeficijenata p, q,r

80. Ako je \“xk»:—.:

“—

x
it

Xy, reSiti po x;, X, ..., X, skup jednalina:
X 5x 4+ 12 (Zx)?= 9a?,
X Zxp+2- 3 (Bxp)?=25a2,
X3ZXp+ 34 (Zxp)?=49a?,

XpZxp+n(n+1) (Bx)?= (2n+ 12 a2.

81. Pokazati da se koreni jednaline x5+ x—1=0 mogu grafi¢kim putem
razdvojiti pomoéu kruga i jedne kubne parabole. — Navesti i druge nacine
razdvajanja korena u ovom sludaju. Efektivno izraCunati realne korene sa dve
taéne decimale.

82. Znajuéi da jednadina x®—2x%+2x2—4=0 ima jedan kompleksan koren
&iji je argument w/4, odrediti taj koren.

Grafi¢kim putem razdvojiti realne korene ove jednadine i izradunati ih zatim
sa dve tatne decimale.

83. Izraziti tg 6 0 kao funkciju od tgb i pokazati da su tg? {‘2, tg? %;, tg"5

reSenja jednadine x®—15x%2+15x—1=0.

757(

84. Proveriti da li je tadan rezultat:

Jednagina (E) x*—4x®44kx—1=0 (k realan parametar) ima Cetiri razliéita
realna korena, ako je ispunjen uslov

Bl | A1,

Odrediti & pod uslovom da jednadina (E) ima bar jedan dvostruk1 koren
1 za te vrednosti &k rediti jednalinu (E).
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85. Data je jednalina x®logx=a, gde je a parametar. Za razne vrednosti a
ispitati broj realnih reSenja te jednadine.

86. Za razne vrednosti parametra a odrediti broj realnih korena jednaline
x*—x+a=0 na segmentu [—1, +1].
87. Data je jednaclina
(E) -2 4x—~a=0 (—o<a<+ ).
1° Grafi€kim putem utvrditi broj realnih reSenja jednadine (E) kada se
parametar @ menja.
2° Takode reSiti jednalinu (E) polazeéi od &injenice da se polinom

xt—2x34x—a
moZe napisati u obliku
(F—x+p) (xX*—x+q),

gde parametre p i ¢ treba prethodno odrediti.

88. Resiti jednaginu
4 4

(x+kh)= > (x+kh)® (h parametar).
=)= 1

k k=

F o 5
Uputstvo. Izvriiti smenu x=1— =5 h.

89. Po x rediti jednainu
(I-x)/(A=a)=(1-x)/(1-a) (a*#]1).
90. Data je jednadina
x34ax+b=0
¢iji su koreni racionalni brojevi: p, ¢, r.
Pokazati da jednadina
_ Py +qy+r=0
ima tako isto racionalne korene.

91. Jednalina 2x'+x*—2x—8=0 ima d&etiri razlidita korena jednakih
modula. ReSiti je. :

Rezultar. +V2; (=1=+i)31)/4.

92. Jednadina 6x*—x3+ 10x2—x+6=0 ima Zetiri razlidita korena jednakih
modula. Naéi ove korene.

Rezultat. (1 £i) 8)3, (-1=x=il15)/4.

Primedba. Resiti datu jednalinu i bez kori$¢enja navedene osobine njenih korena.

93. Ako su 2, i A, reSenja jednaline ax®+42bx+c¢=0 i ako su p; i u,
reSenja jednaCine py2+2qy+r=0, tada su Ajpy, A, AyWy, Agi, reSenja
jednagine

(apz®2—2bqz +cr)?—4 (ac—b% (pr—q*») z:=0.

94. Ako postoje uslovi.

G <bh<a,<b,< -+ <a,<b,,
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sve su nule polinoma
P)+2Q(x) (1>0)

n

{(P@=Nx-a). 0@~ NG-b)

k=1 =
realne 1 razdvojene korenima polinoma P(x) i Q(x).
Uputstvo. Posmatrati znake izraza
P(x)+2Q(x) za x=ay, by (=1, 2, .,. .n).
95. Odrediti preseéne tacke krivih
x¥4y=2, x+y:=6.

Primedba. Proveriti da i je taan rezultat dat sledecom tablicom:

x| 2| -220ss69 | 0102784 1+ 06654561

y| =2 | —2.864534 | 2,432267 ¥ 0,136796 i

96. Odrediti uslove da bi skup jednalina
axy+bx+agy=de  (k=1,2,3)
{ak, by, cx, dp (k=1,2,3) parametri}

imao reenja po x i.y.

97. Koristeéi grafi¢ke metode, ispitati da li jednadina
(€)) sin 2x sinx =1
ima realnih reSenja?
Uputstvo. Poéi od oblika
sin 2 x=1/sin x
i posmatrati krive
y=sin2x, y=1/sinx.
Drugi bi se nalin sastojao iz sledeceg. Umesto (1) mozZe se napisati
2) 2(cosx)®*—2cosx+1=0.
Ako se stavi cos x=1, jednadina (2) postaje
(3) ‘ 13—t=—1/2.

Iz grafika funkcija
y=t3=t,  y=-1J2

47

konstatujemo da je jedini realan koren t, jednaine (3) manji od — 1, pa prema tome jednadina

COS X =14
nema realnih refenja.

Stoga jednatina (1) takode nema realnih resenja.
Primedba. Odrediti parametar a tako da jednalina

sin2x sinx=a
ima realnih reSenja.

98. Kada se menja realan parametar a, odrediti broj realnih. reSenja jednacine

(H x{—15x2+ax—12=0.
Refenje. Posmatrajmo funkciju
2) y=—x3+15x+12/x

koju dobijamo kada jednalinu (1) refimo po «.
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Grafik funkcije (2) prikazan je na slici.

y
Ymax =28 za x=2; y 7= -26 za x=-1;
VYmin =26 za x=1; y.. =-28 za x=-2.

Ako uporedo sa jednalinom (2) uofimo jednainu

3) y=a,
tada su realna refenja jednaline (1) apscise tafaka preseka
prave (3) i krive (2). J

Jednostavnom analizom dolazi se do slededeg rezultata:

Ako je a < — 28, jednalina (1) ima dva realna reSenja
(jedno negativno i jedno pozitivno);

Ako je a= — 28, jednalina (1) ima Cetiri realna relenja
(dvostruko reSenje x= —2, jo§ jedno negativno resenje i jedno
pozitivno resenje);

Ako je -—28 < a < —26, jednalina (1) ima sva Cetiri
realna reSenja od kojih su tri negativna;

Ako je a= ~26, jednalina (1) ima &etiri realna redenja
od kojih je x= —1 dvostruko i jo§ jedno negativno i jedno
pozitivno;

Ako je —26 < a < +26, jednatina (1) ima dva realna reSenja od kojih je jedno pozitivno,
a drugo negativno;

Ako je a=26, jednacina (1) ima Cetiri realna relenja od kojih je x=1 dvostruko i jo§
jedno pozitivno i jedno negativno;

Ako je 26 < a < 28, jednaCina (1) ima <Cetiri razlitita realna refenja od kojih su tri
pozitivna i jedno negativno;

Ako je a=28, jednalina (1) ima &etiri realna relenja (jedno dvostruko x=2 i jo§ jedno
pozitivno i jedno negativno resenje);

Ako je a > 28, jednalina (1) ima dva realna refenja od kojih je jedno pozitivno, a
drugo negativno.

Precizan grafik omogudava ne samo da se odredi broj realnih reenja date jednaline, veé
da se ta reenja razdvoje, tj. da se odredi razmak (p, g) u kome ée se nalaziti samo jedno
reSenje date jednaCine. Ako je grafik dovoljno precizan, moZe se odrediti p 1 g tako da bude
q-p=0,1.

Citalac ée proveriti, uz pomoé Horner-ove sheme, da li je negativno resenje jednadine (1)

za a= —1 definisano nejednako$éu —3,94 < x < —3,93. Pozitivno refenje jednaline (1) za
a= -1 je x=4.

1V. NEJEDNAKOSTI!
99. Dokazati relaciju
a+b a b
" jatb| __la| _ _[b]
l+|a+b| "14|a|] 1+|b|

Resenje. Pretpostavimo da je taéno suprotno, tj.

la+b| la| [6]
(2) + ;
1+|a+b| 1+]a| 1+]|b]
odakle sleduje
?3) |la+b|>|a|+|b| +2|ab| + |ab| |a+b],

§to je nemogucno, jer je |a+b|<|a| + |b].
Kako nas je hipoteza (2) dovela do kontradikcije (3), zakljuCujemo da je relacija (1) istinita.

1 Radi Sireg upoznavanja sa nejednakostima videti:

D. S. Mitrinovié: Vaznije nejednakosti, Beograd, 1958, 64 str. (sveska 7 Matematicke
biblioteke).
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Primedba. Da li relacija (1) vaZi za komplekste brojeve a i #? Da li vaZi opstija relacija

n
2 ag |
k=1 l2] ,
N 2
1+ | > ag k=1 ki

| k=1 |

100. Ako su a,(k=1,2, ..., n) ma kakvi realni brojevi, tada je

2 2.4 2\1/2
¢ : a?+at+ - Faf\Y :
min (|a,], |a|, ..., a,,\)g(iﬁ R ) <max(|ay), |as], - o ]aal)-
Dokazati ovaj stav.
n 12 !
Primedba. lzraz [(l/n) 3 a;ﬁ] - naziva se kvadratna sredina brojevaay (k=1,2, ... , n).
k=1

101. Dokazati nejednakost
(@*+a2+ -+ +a)2< g+ |ay|+ -+ +|a,].
102. Za koje vrednosti x vaZi nejednakost
(a—x)¢—3a(a—x)*+(5a%2) (a—x)*—(a/2) (a—x)>*<0?
103. 1° Dokazati da je

(1) xlogx=x—1 (x>0).
2° Polazeéi od ove relacije, izvesti nejednakost
(2 '_é pilogpi= ’z\; pilogg;,
ako je p; >0, ;>0 (i=1,2, ..., n) i ako je
(3) él Pi= él qi -

Resenje. 2° Bududi da je pi/fgi> 0, prema relaciji (1), vaZzi nejednakost

g logEZ!E - 1.

qi qi qi

Kako je q;> 0, posle mnoZenja sa g;, poslednja relacija postaje

pitog L= pi—gi.
qi

Ako se leva i desna strana poslednje relacije sumiraju po 7, dobija se

n ! n
S pilog PL =S (pi-ai).
i=1 qi =1
Vodedi rauna o relaciji (3), poslednja relacija postaje
n :
S pilog P >0,
i1 qi

odnosno
n

2> (pilog pi—-pilogqi) =0,
i=1

4 D. S. Mitrinovié: ZBORNIK I
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odnosno
n n A
pilog pi=> X piloggi,
i=1 i=1
§to je 1 trebalo dokazati.
Ako je pi=gq;i (i=1,2, ..., n) i samo tada, relacija (2) postaje jednakost.
Nejednakost (2) pojavljuje se u teoriji informacija. Videti, na primer,
L. Brillouin: Science and Information Theory (Academic Press, 1956), pp. 13—14.

104. Za koje vrednosti x vaZi relacija
x x? X
I Ly ey e i () U e
i RIS T 2
Resenje. Ako je x> —1, tada je uvek
[0) A+x2<1+ 5.
Pretpostavimo da je tatno suprotno, naime

3) . A+x)V2 > 1 +~;c—.

I+x>1+x+ 1}.
Odavde sleduje
()} 0> x2.

Buduéi da je hipoteza (3) dovela do apsurda, iskazanog 1elacijom (4), relacija (2) je taCna
zax>=-—1.

Za vrednosti x za koje je

2 x?
(5) 1+7—~é~<0 x=-1)
nejednakost
X x?
N 1/2
: 1+ s - = (I+x)
vazi.
Polinom 1+ x/2 —x%/8 ima negativnu vrednost za sve vrednosti x van razmaka

(A4) {=2(V3-1), 2(V3+1)}.

Kako, pored toga, mora biti zadovoljen i uslov x> — 1, zaklju€ujemo da je

SEE 1/2
6) L+ 2 =% <U+x)

7a svako x>=>2(V3 + 1).
Ako je x> —1 i ako x pripada razmaku (A4), tj. ako je

(B) —1<x<<2(V3 + 1),

tada je
x+120 i 1+x/2-x%82>0,
pa se, posle dizanja na kvadrat izraza na levo) i desnoj strani relacije 1+ x/2 —x2/8 < (1 +x)V2,
dobija
®(x-8<0,

§to vazi za

(©) 0<<x<8.

Uslovi (B) i (C), uzeti zajedno, svode se na

0 x<<2(V3 + 1),
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Uzimajuéi u obzir sve gore navedene rezultate, zakljuuje se da relacija

e (L
vazi za svako x >0.
Kako, povrh toga, (2) vaZi za x> —1, zakljuujemo da relacija (1) vaZi za svako x> 0.
105. Dokazati nejednakost
@n-DyEem<1//n.
(2n - 1! Y _1-3-5 - (2n-=1)

Resenje. Ako je N= —, iz relacije
m!! 2:4:6 --- 2n)
e LIV
o P LS N R R
2k 2k+1
sleduje
ViG] P i Sy e R T ‘
Ne 246 @n 1305 @nol)@nt]) 1 - X 4
3:.5:7 -+ 2n+1) 2:-4-6 --- (2n) n+1)N 2aN nN
N2<lijn. - N<1/Vn.

106. Dokazati nejednakost
(€)) t(2+cost)>3sint, ako je t>0.

ReSenje. Bududi da je 2+cost >0 za svako ¢, nejednakost (1) se moZe pisati u obliku

@y =1 - jsmt 1F
2+cos ¢
Kako je
; 1-cost\?
/20 --(*—) >0,
2+cost

moZemo tvrditi da funkcija f(¢) stalno raste, kada ¢ raste od 0 do + oo. Kako je f(0)=0,
nejednakost (1) je dokazana

107. Kada je x(s41) proizvoljan pozitivan broj, u vaZnosti su relacije:
1° x»—1>pkx-1) (p>1ilip<0);
22 x—1l<p—1) @O<p<l).
Dokaz. 1° Posmatrajmo funkciju
fX)=xP-1-p(x-1).
fH)=0, [fx)=pP-1-1).
Ako je p >1, tada je
[ <0 0 <x<1);
) L 0 (x=1)
>0 (x=1).
Prema ovome, funkcija f(x) dostize minimum za x=1.
Ovim je dokazana relacija 1° za p > 1.
Kada je p < 0, tada:

xP-1>1, za 0 <x <1.
xPo L2k,

za x> 1.

Na osnovu ovoga zakljuCujemo
<0 @O<x<1);

F ) =0 (x=1;
\ >0 x>1.

— e

q*
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Prema tome, relacija 1° vaZi i za p < 0.
2° Za sluaj kada je 0 < p <1, bide

P L 1 za 0 <x <1;
%P T ezl za x> 1.
Stoga je .
\' >0 (O<x<1);
el jesth
L <0 (x=1).

Funkcija f(x) dostiZe maksimum za x=1.
Ovim je dokazana relacija 2°.
108. Dokazati: n! > n"®* {n(>2) prirodan broj}.
Dokaz. n!=1-2 -+ n, (n!)2=12-2% ... n% §to se moZe napisati u obliku
€)) {1:n} 2(n-D} {3(n=2)} -+ {r(n—r+ 1} --- {n-1},
gde je r (1 << r=<n) prirodan broj.

Za fiksno r uvek je

) r(n—r+D>=n, tj. (r—-1 Fr-n<0.
Ako se u (2) stavlja redom r=1, 2, ..., n, dobija se:
ten=n; 2—-)y>n; ..., r(n—=r+1)=>n; ... ;n-1=n.

(n)2E>n" (n=3,4,...).
n! = pnl2 (n=3,4;, ...)-
109. Pokazati da je
(0] 2x+xcosx—3sinx >0 (0 <x<m/2).
Resenje. Posmatrajmo funkciju
Sf(x)=2x+xcosx—3sinx

i njen izvod
f'(x) =21 ~-cosx)—xsinx

. X . X X
4sin® -~ — 2xsin — COS —
2 2 2

. X X X X
= 4 sin 2108 — (tg7 = -2»>

= 2sinx (tg el 4 f~>.
2 7

Za vrednosti x € (0, 7/2), izvodna funkcija f’ (x) > 0, jer su u navedenom intervalu sin x
. X X P -
1 tg o pozitivni .

Kako je f(0)=0 i kako je funkcija f(x) rastuéa za x€(0, 7/2), jer je tu f’ (x) > 0,
izlazi da je istinita nejednakost (1).

Da li (1) vazi za 0 < x < n?

Primedba. Uporediti sa zadatkom 106 (str. 51 ovog Zbhornika).

110. Dokazati nejednakost
4;_
(65) Vx<<2x+3/8 (x=0).
Refenje. Posmatrajmo funkciju
f(x)=x"1-2x (x=0)
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i njene izvode:
3/4

fr@=ax Mo, e -2 (0.
4 16

Za x=1/16, izvod f’ (x) se anulira, dok je /" (x) <O.

Stoga f(x) za x=1/16 dostize maksimum koji iznosi 3/8. Prema tome je

4 =
Vx —2x<3/8 (x> 0),
§to je trebalo dokazati.

Za x=0 nejednakost (1) vazi, jer je zaista 0 << 3/8 .
111. Ako je p> 1 1 ako je 0 < x < x/2, ispitati da li je
1 —(sinx)r—t
p—1 p

Dokazati ovu nejednakost ili je opovrgnuti.

1—(sinxy

~

112. Ako su a i b realni brojevi (|a|<1, |b|< 1), tada vaZi nejednakost

(1 V1—a® + ) 1-02<2)/1—-[(a+b)/2]2.
Uputstvo. Buduéi da su izrazi na obe strane nejednakosti pozitivni, vaZi nova nejednakost
(1—a?) (1-6%) < (1 - ab)?

koja je dobijena posle dizanja na kvadrat izraza sa leve i desne strane nejednakosti (1).
Citalac ¢ée zavr§iti dokaz.

113. Ako je x=(20)/(1 +1?), y=(1—r2)/(1 +¢%), tada je

1 T—6x-3y
<——r<i.
2 9-8x-3y

114. Polazeéi od nejednakosti

1 | 1
- &, =, (l’> 1)~
rir+1y r? e |

pokazati da je
2m
m = 1. m ‘ 3m+1

(m+1) (2n1 +1) ,;_Eﬁ,l r2 ¥ (m +1) (£m+ 1) " 4m (m+1)2m+ 15
(m prirodan broj).

115. Ispitati da li vaZi relacija x> 1+2logx za svako x> 0.

Uputstvo. Odrediti ekstremne vrednosti funkcije f(x) = x2-1—2log x.

116. Za svako x > 0 vaZe nejednakosti

L 2 e bttt o 142x+ oo 4nxnt 1

- A .

I

% ; . = = F
N pt—T)xt - g3

117. Ako je x realno, tada je
2
2 <_x +1 <
3

=0 =
¥ x4l

Dati geometrisko tumadenje ovom rezultatu.
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118. Ako je x realno, funkcija 4x(l1—x)/(1+x)* ne moZe imati vrednosti
veée od 1/2.
119. Resiti nejednadinu cos ¢ +sing > 1, stavljajuci

X=c0s¢p, y=sing,
ili koristeéi neki drugi postupak.

120. Pokazati da je u vaZnosti relacija
cotg (a/2) > 1+ cotga
za sve vrednosti g izmedu O i «.

121. Resiti nejednadinu sin (x+y)> 0, tj. odrediti oblasti u ravni Oxy u
kojima treba da se nalazi tatka (x, y) da bi data relacija bila u vaZnosti.

122. Grafi¢kim putem rediti nejednadinu |x+ 1|+ |y—2|<1.

123. Za koje vrednosti x vaZi relacija
2 < (3x2—=15x+16)/(x2—4x+ 3) < 3?

124, Ako je a> b > 0, tada je

@) Va—Vb<{a-b {n(>1) prirodan broj} .
Res$enje. Stavimo li a—b=c¢ > 0, tada nejednakost (1) postaje
@) 1 e 1 6 =1l ai

Pretpostavimo da relacija (2) nije tadna, ve¢ da vaZi relacija

3) Vesex1o+ Ve

Ako je istinita relacija (3), istinita je i relacija

Foxe)" =W o+ Ve),
b+c>b+c+§(;) CEE L=

odnosno

odakle sleduje
n—1i
@ 0= 3 (1) ()" (o).
k=1

Pretpostavljajuéi da vazi (3), dosli smo do apsurdne relacije (4).
Prema tome, nejednakost (1) vaZi uz uinjene pretpostavke o parametrima n, a, b.
Ovo je reSenje D. Dokoviéa u nesto izmenjenoj redakeiji.

125, Da li vaZi relacija
2%n < n*n! < 37=t  {n(> 3) prirodan broj}?
126. Proveriti relaciju
1 i 1
g5 2 .t 3
s <\Zlv <1 (n+ 1.

127. Ispitati da li je tadno tvrdenje: Za ma kakve realne vrednosti a i x
vaZi relacija
O0<(x+a)?/(x®+x+1)<(4/3) (a®—a+1).

128. Rediti nejednadinu sinx > sin 3x i to grafi¢kim i raunskim putem.



129—138

129.

130.

131.

132.
133.

IV. NEJEDNAKOSTI

Dokazati nejednakost
nt > (n+ 1 {n(> 2) prirodan broj}.

Proveriti relaciju

AR T e
2 +cosx

Dokazati da je (x+ 1) log (x+1)—xlogx >0 za x> 0.

Ako je x > 1, pokazati da je x¥®*+3x+2+6xlogx > 6x2.

Dokazati nejednakost

202 > pl {p(> 2) prirodan broj}.

Uputstvo. Posmatrati broj 27(*—1/2 y obliku

21424 - F(M=1) = 21,02 .., QAL

55

i upotrebiti nejednakost 27 > n+1 (n>>2) koja se moZe dokazati metodom potpune indukcije.

134.

Ako su zadovoljeni uslovi

O<y<n (k=1,2, ..., n),

da li vazi nejednakost

135.
)

n \ .1 oz l"
[ sine << sin— > ¢ 7
k=1 ( Ry )
Dokazati nejednakost

n! <{(m+1/2} {n(>1) prirodan broj}.

Dokaz. Podimo od nejednakosti

k1 VR4 1 3
(k_+_2.) 5::(1+———1 ) > 2 (k=1,2,3,...).

k+1 k+1

Za k=1, 2,3, ... dobija se niz nejednakosti:

. 4 \3 k k—1 k+1\k
— )3 2, (—4) >2,...,('~—) = A% —L) >
2 3 k-1 k

Posle mnoZenja dobija se

(k+1)% | ok
23V Al N |

odakle neposredno sleduje nejednakost (1).

136.

137.

Da li je
n 1/2 n 1/3
ST
k=1 ] k=1

Dali je xlogx+er1—xy>0 zax>0 y>07?

138. Dokazati nejednakost

x*|logx| < 1lf(ae) (O<x<l; a>0).

Da
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139. Dokazati relaciju

S )2 vk (] — ik
(1) Ié{)(,()(k nx)? xk (1 —xyi—k < :
{n prirodan broj, x €(—oc0, + )}

Dokaz. Podimo od binomne formule

2

NZE

(7)) tF=a+or.
=0

Posle diferenciranja po ¢ i mnoZenja sa ¢ dobijamo

&)

M

k(%) tk=n+em-1.
k=0

Posle ponovnog diferenciranja po ¢ i mnoZenja sa ¢ bide
n
4 >k (F) k=m0 tenn-1)12 (L+ )"~
k=0
=nmd+nm)+21)"—2,

Ako je x# 1, relacije (2), (3), (4) smenom 7=x/(l —x) postaju respektivno

&) > (P xR -xrk=1
k=0

(6) Z k(,':)x"(l~x)"“k:-nx,
k=0

@) ZkZ(Z)xk(l—x)"—k = nx (1l —x+nx).
k=0

Direktnim proveravanjem zaklju€uje se da relacije (5), (6), (7) vaZze i za x=1.

Ako pomnozimo levu i desnu stranu jednakosti (5) sa n%x?, jednakosti (6) sa ~2nx,
jednakosti (7) sa 1 i ako potom saberemo izraze na levim i desnim stranama dobijenih jedna-
kosti, dobijamo

n
Z (n%x? —2nxk + k?) xk (Z) (1 -x)"—k = nx (1 —x+nx)—n2x2,
k=0

odnosno

(8) D (nx—kpxk (R) (-0 % =nx(1-x).
; k=0
Buduéi da je

X(x—-1)=xt-—x= (x——)z—»l_,

x(l—x) —;- - (x——é—)z,

) x(1 —-,\')<-;.

odnosno

sleduje

Iz (8) i (9) sleduje relacija- (1) koju je trebalo dokazati.

140. Ako je a > b > 0, tada je 4 < B, gde je:
1 d e 4ol 4 . hn-1
+a a B 1+b Fb

A s = — .
I+a+ - +a" l4+b+ oo +b7
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141—143
Resenje.
n i
A PSR DI T e Sy )
A L+a -+ 4q"1 B Fad s qupt=t
odnosno
L {eeres I i . 1 i gl | et
A 1/a" +1ja" =1 + +1/fa’ B Vbt LB =1 e w1/b
1JA>1/B. - A<B.

141. Izradunati izraze:
m

m
S - z coskx, S, = Z sin kx

k=n+1 k=n+1

[m (> n) prirodan broj].

Pokazati da je
(N (S2+ S,

P < 1sin (x/2) (0 < x<2n).

Rezultat. S; = { cos —;- (m+n+1)xsin le (m—-n) x}/sin (x/2);
1

S, = {sin—— (m+n+1)x sin —; (m—»n)x}/sin (x/2).

2

Primedba. Kako ¢ée glasiti nejednakost (1) ako x€ (- o0, + ¢)?
142. Ako su A i B (cos B#cos A) realni brojevi i ako je k (> 1) privo-

dan broj, tada je
| coskBcosA—coskAcosB |
L= : —— < k2.

(1
) [ cosB—cos A4

Resenje. 1z nejednakosti
|sinrx|<{r|sinx| (r prirodan broj),

koja je dokazana u ovom Zborniku (problem 36 u poglavlju Matematicka indukeija) sleduje

| sinrxsinsy ) . .
—e— = | o B, (r, s prirodni brojevi).

| sinxsiny
: _ I 2rs.
. ‘ sinx siny |
Stavimo li sada r=k+1, s=k—1, x=(4+B)/2, y=(4-B)/2, dobija se, posle nekih

transformacija, nejednakost (1).
Ovo je reSenje dao L. E. Bush (The American Mathematical Monthly, vol. 64, 1957, p. 651)

‘ sinrx sinsy -+ sinsx sinry |

143. Ako je k prirodan broj i ako su 4 i B realne konstante, tada je

coskB— osk/{ ngz (cos 4 # cos B).

cosB—cos A4

(M

Dokaz. Polazeéi od identiteta
s

. P :
COSp—cosgq ~2 88— sih - 3
’ 2 2
dobija se
., B+d4 . , B—A
sink —~ sink —*

cﬁkB - COs kﬁ

cos B—cos A sin=— = sin ==~
sy B B—A
| coskB - coskA | Snk—y [+ sinjs,=oe |
ol 3 . BsA . B—A
cosB —cos 4 sin = sin =5
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Kako je
2 |sinnxfsinx |<n  (n prirodan broj),

poslednja relacija postaje upravo relacija (1).
Relacija (2) je dokazana u ovom Zborniku (Matematicka indukcija, problem 36).

144. U odnosu na Dekartov pravougli koordinatni sistem date su dve tacke
&ije su koordinate:
{1 V3 V3 Lo |
{z(v—u)—T(y x), 3 (v u)+?()—x)j, {w—u, z—x},

gde su x, y, z, u, v, w ma kakvi realni brojevi.
Obrazovati kvadrat otstojanja izmedu ovih tacaka i na osnovu toga izvesti

nejednakost

~Mur % 1

(1) (2+p2+20)—(yz+zx+xp)+ (@2 +v2 4w - ow+wu+w) =Y 3|v » 1 ' .

i v 1

Koje uslove treba da ispunjavaju paramelri x, y, z, 4, v, w da bi nejednakost
(1) postala jednakost?

Primedba. H. Langman (The American Mathematical Monthly, t. 35, 1928, p. 207) naiSao
je na nejednakost (1).

U navedenom cCasopisu data su dva dokaza ove nejednakosti (videti: F. Ayres, t. 36,
1919, p. 238 i D. R. Curtiss, t. 36, 1929, p. 289).

Ovaj problem formulisan je kori$¢enjem Curtiss-ovog dokaza nejednakosti (1). Taj dokaz
je ne samo interesantan ve¢ i vrlo imstruktivan.

V. SUMACIONE FORMULE

145. Dokazati formulu

(0] élr(r_(-l)... (,.Jrk_l)En(n-x_lL;i(n_l_li).

Uputstvo. Poéi od identiteta
F(red) oo (r+k—1)£k—_ll_~l [r(r+d) = (rek) —(r=1)r s (r+k—1)]

i stavljati redom r=1,2, ..., n.
Relacija (1) moZe se dokazati i primenom metoda matematicke indukcije.

146. Dat je niz
uy=12/3, u,=(124+2%/5, wuy=(12+224+3%/7, wu,=(12+42243244%/9, ...

I
™M

n
Odrediti: v,= > ux, Wy
k=1

147. Sumirati

Sn) =

Loy L+ {ar=ay+ (k—1) d}.

. +
a,a, a,a, An@pyq

Da li postoji graniéna vrednost lim S,?

n—r oo
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148. Dokazati:
ala+(n—-1)d]+(a+d) [a+(n—-2)d]+ --- +[a+(n—1)d]a

= adn®+a(a—d)n+ d? (g) )
149. Dokazati identitete:

ﬁ Qk—1)-3k = %n(n—% 1) (4n—1);
k=1

< s ol .
k2=1k k+1) = E'l(n+l) (n+2) Bn+1);

k Lo el
Eik+2) (k+3)(k+4) 6(n+3)(n+4)

M=

150. Sumirati:
ab+(a+p)(b+q)+ -+ +[la+(m—1)p][b+(n—1)q].
Rezultat, 72¥[2pq712+3(pb-1—qaqu) n+pg—3 (pb-qa)+6ab].

151. Sumirati

(1) Sn,x)=1-x"142.x%4 ... 4tp-1,
et
Refenje. X"~y +x "2+ oo $xP'Tipyt=yT— (#x).
0 I () }’"‘X"
[‘—(x"—l_v+x"'-2y2_‘r +yn)] »_j[_?(y )J
0}/ y=1 d,V p=x y=1
1+n—x" 1—x"
Sn x)= —— — (x£1).

l-x (1 —x)2

Citalac ée, polazedi od (I), sumirati S(n, 1).
152. Pokazati da je
{14+ Dxy Ayt =(g)+2(7) x+3(5) 2+ - +@+)(§)>

Polazeéi od ovog rezultata, pokazati zatim da je izraz

S= (3)2+2<’1’)2+3(’2’>2+ +(n+1)(;;>2
jednak koeficijentu uz x” u izrazu

(@)) {I1+@m+1)x} (1+x)21,
odnosno
Q2n—-D! (n+2)

Uputstvo. Koeficijent uz x" u izrazu (1) je
- 2n—1 2n—1 . (@n-Di(n+2)
+1 ( ) ( ) G,
‘ ikl n-1 ) * n y nt(n-H!
Koeficijent uz x" u izrazu
{1+@+Dx} 4+ (1+x)"
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tj. u izrazu

(320w s ()] Y@+ (Do~ < ()21
C@Om G e ()
Sl O ey () derde ()= (")

153. Ako je w=i(i+1) --- (i+k—1), pokazati da je (k+ 1) ui=vi—v;_y,
gde je vi=i(i+1)(i+2) -- (i+k). '

jeste

Dokazati zatim formulu X u;=v,/(k+1).
i=1

154. Prirodni brojevi podeljeni su u ove podskupove:
{1}; {23} {456} -
(n-ti podskup sadrZi n brojeva).

n
Odrediti zbir S, brojeva u n-tom podskupu kao 1 ¥ S.
k=1
Rezultat. S,,Z—;n(n2+1), S S o 48, '—;n(n+l)(112%n+2).

155. Skup brojeva
' Ay=a+(k-1Dd (k=1,2,3,...)
podeljen je u ove podskupove:
a, atd;
a+2d, a+3d, a+4d, a+5d;
a+6d, a+7d, a+8d, a+9d, a+10d, a+1ld;

(svaki podskup ima dva ¢&lana viSe od prethodnog).
Ako S, oznadava zbir svih &lanova u n-tom podskupu, odrediti

Sna E Sk > E (S/\')2 2
k=1 k=1

156. Skup prirodnih brojeva podeljen je u ovakve podskupove:
: s

2, 3, 4;

5,6 7, 8, 9

110, 11, 12, 13, 14, 15, 16;

Odrediti zbir S, brojeva u n-tom podskupu kao 1 X Si.
k=1

157. Neka je f(x) neprekidna funkcija za x> 1 i neka je skup njenih vred-

nosti za x=1, 2, 3, ... podeljen u sledece podskupove:
Prvi podskup je {f(n)|n=1,2, ..., k};
Drugi podskup je {f(n)|n=k+1,k+2, ..., 2k+v};

‘Treéi podskup je {f(n)!n=2k+v+1, 2k+v+2, ..., 3k+3v};
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Cetvrti podskup je: {f(n)|n=3k+3v+1, 3k+3v+2, ..., 4k+6v};
Peti podskup je: {f(n)|n=4k+6v+1, 4k+6v+2, ..., 5k+10v};

(svaki podskup ima v ¢&lanova viSe od podskupa koji mu neposredno prethodi).
Odrediti pzvi i poslednji ¢lan u N-tom podskupu i zbir Sy svih Clanova
u N-tom podskupu u sluéajevima, kada f(n) ima jedan od oblika:

1° n?;,  2° n(n+1); 3° <g>, 4° sin(a+nh); 5° cos (a-+nh)
(a, h nezavisni od n).

M
Takode sumirati > Sy, M (> N) prirodan broj.
N=1

Proveriti da li je f [Nk+ ('2'>v] poslednji €lan u N-tom podskupu.

Poslednji €lan skupa {f(n)} je ¢lan koji odgovara najve¢em broju n.

158. Proveriti identitet

1 @n'tn!
. 2 = 8 el &
@2n+1).(2n+3)(2n+5) @n—-3)dn—-1 T AR

(n prirodan broj).
159. Dat je skup prirodnih brojeva E={1, 2,3, ... , n}. Izratunati

>pq (p#q; p,9€E).
Rezultat. (1/24)n(n®—-1) 3n+2).
Uopstiti ovaj zadatak.

160. Dat je skup neparnih brojeva E={1, 3, ... , 2n—1}. Izratunati

>pq (p#4;p g€E).
Rezultat. (1/6)n(n—1) B3n2—n-1).
Uopstiti ovaj zadatak.

161. Matemati¢kom indukcijom ili kojim drugim nafinom pokazati da je
zbir n prvih €lanova izraza

I+x(+x0)+22(U+x+x)+3 (1 +x+x2+ X3+ -
jednak koliéniku (1—x7) (1—x"1)/{(1—x) (1 —x%}.
ReSenje. Treba sumirati
n—1

[€)) S (x) = Z xkF(l+x+xt+ o +x%).
k=0

Ako je x+# 1, tada iz (1) sleduje

n—1
(1-x) Sk = Z xR (1 - xk+1y
k=0
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162—164
I-x)U-xDSX)=U+x) (1 -xM)~x(1-x") (1+x").
Sy =(1-x) 1 -x"t)/{(1l -x) (1 -xH)}.

Citalac ¢e odrediti vrednost izraza (1) za x=1 i x= ~1

162. Ako su k, a,, a,, ... , a, nenegativni celi brojevi, tada je

(1 anz+l Z %2 a a +n'
) A ( 1) = ( n+1 )

a,=0 a,_ a;=0 k k+n
Refenje. Posmatrajmo najpre zbir

3 ()= ()

k

ay s a+ I)
+ ( k) Cija je vrednost < el B
Tada se redom moZe pisati

"z% <a1>5<a2+1) g <a2+1)5<a3+2> “"Z+1<a,,+n—1 E(a,,+1+n)
k k+1/’ k+1 k2" TR k+n-1 k+n
a,=0 a,=0 an=0

Ovim je dokazana relacija (1), iz koje kao specijalan slufaj za a,4,=n 1 k=0 izlazi

n a, [ as o
IR i - [
a,=0 a,_;=0 a,_,=0 a,=0

163. Polazeéi od izraza

Prary (1+i)/3/3)" (n prirodan broj),
sumirati
0T ke
Refenje.
e () -3 -5 (02

27 48"

n n
(1+1V—3) E(1+itg%) :(cos%Jr isini) / cos"% d

6

nt . nw x
= (cos— +isin — cos — .
6 6)/ 6

Uporedenjem ovih izraza, dobija se

/‘_ 3 \3 /"‘6
(V5 -G (5) () () f e
odnosno ‘
o (1) 505 () mne o
3 41 36013 3B 1\5 A 7 6

Kakav ée oblik imati poslednji €lan izraza (1), kada je

1° n=2p, 2° n=2p-1 (p prirodan broj) .

n—1

164. Sumirati L (—l)k( ”)
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Resenje. 1z razvoja

(1 —x)2" = [ W (2!"> thd (22"> X— o g (=11 <,,2_"|> xn—-l]
()
o O PO G S )

n—1-

3 () = )

k=0

za x=1 sleduje

165. Dat je beskonalni skup neparnih brojeva
E={1,357..}.
Ovaj skup podeljen je u sledeée podskupove:
0 S By 2 L 2w 300 s A=
(svaki podskup sadrZi r brojeva iz skupa E).
Navesti elemente n-tog podskupa i zbir S, svih elemenata u tom podskupu.

Rezultat. Elementi n-tog podskupa su:
2m-Dr+1, ..., 2nr—1.
Zbir S, je r*(2n-1).

166. Skup prirodnih brojeva podeljen je u sledeée podskupove:
{(1,2), 3)}; {(4,5,6), (7,8)}, {9, 10,11, 12), (13, 14, 15)},
{(16, 17, 18, 19, 20), (21, 22, 23, 24)}, ... .
Svaki podskup podeljen je u dva nova podskupa koji su izdvojeni u okruglim

zagradama. Ovi poslednji podskupovi imaju osobinu da je zbir elemenata jednog
podskupa jednak zbiru elemenata drugog podskupa.

Dokazati ovu osobinu.

167. Ako je Sp(n) = > v*, tada postoji relacija
v=1

nSy(M =Sk )+ Se(n—D+Se(n—2)+ -+ +8(2)+Sc(1).
Dokaz. Posmatrajmo kvadratnu shemu:
1% | 2k I 3k e nk 1
1k 2k | 3k | nk 1
1k .2k 3k
1k 2k 3k nk

Zbir svih brojeva u jednoj vrsti je Sy (n). Buduéi da u tablici ima n vrsta, zbir svih
brojeva u gornjoj shemi je nSy (n) .
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Ako sumiranje izvi§imo po naznaCenim izlomljenim linijama, dobijamo:
nSy (m) = 1%
+ (14225
+ (1k4 2% 3.3k
e . S

O (8 L XYL [N
Dalje moZemo pisati:

nSy () = 1541 1 [ S (1) +2k+1]
+ [ Sk (2 +3k+1]
=
+ [Sk (n—1)+nk+1]

=Sk M+Se =D+ 0 +£8, (@D+Sc ().
168. Ako je n prirodan broj, sumirati:
<] n n n n
s =(1)=-3(5)+3(5)-3(7)+

2 .8,= 1—3(’2’)+ 32(g>_33<g>+ o

Uputstvo. Poci od identiteta

32'Tr + isin X "- : V3 ]
00'3_ 4 T = 7-‘)—17 5

Rezultat. 1° §y=2"1 (n=6k+1, n=6k+2),
S, = -2""1 (n=6k+4, n=6k+5)),
S$;=0 (n=6k, n=6k+3)

(k prirodan broj) .
Sy = (—2)" L (n=3k+1, n=3k+2);
S;=(-2)" n=3k)
(k prirodan broj) .

82

n

169. Tzratunati S,(n) = > k* 1 > {S,(k))>.
=1 k=1
Rezultar.

k%-’l {8 (k)2 1260

170. Dokazati relaciju

n b2
Z (a+bk)? -n\;a2+ab (n+1) + )6(2n'~’+3n-4 1):.
St )

171. Sumirati;

1+ ('11>cosﬁ+<;)c0320+ <o+ 4-cosnb;

(T)Sine+(;)sin20+ ..+ +sinno.

1
~nn+ D)) a1 2r+3) 5+ 10n-1).

168—171
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172. Izvesti relaciju

+1
| (—l)"cosqu -a a
() ——cosa+cos2a— --- +(—1)*cosna = e (cosf?&O)_
2 2 cos 5 R
Da li se ona mozZe dobiti polazeéi od relacije
. 2n4 1
1 s —_— 4
— + cosa+cos2a+ --- +cosha=-——"—— sin - #0)?
4 2sin 2 E
n
2
Uputstvo. Umesto a staviti 1+ a.
Relacija (1) moZe se izvesti ako se pode od identiteta
(=" /(1 -2)=1+z+22+ --- +2z" [z(#]) kompleksan broj] .
173. Sumirati:
cha+rch(a+h)+ :-- +rich(a+nh); sha+rsh(a+h)+ --- +rish(a+ nh);
cha+2ch2a+ --- +nchna; sha+2sh2a+ --. +nshna;
cha+ 2%ch2a+ --- n2chna; sha+22sh2a+ --- +n’shna.

Sumirati takode:

> kichka, > k'shka (r prirodan broj).
k=0 k=0

Vi. KONGRUENCIJE

174. Broj f(n) = 5%+1.2n+2 4 3n+2. 2241 ode je n=0 ili prirodan broj,
deljiv je sa 38. Dokazati ovo tvrdenje.

Ovaj zadatak se moZe i ovako formulisati:

Dokazati: 5%+1.2n+24 3n+2. 22041 — ( (mod 38) (n=0,1,2,3, ...).

Refenje. Dati izraz f(n) moZe se svesti na oblik

2(10-50"+9-12™") = [507 (10+9)—9 (50" —-12")] -2

= [19-507-9 (50 -12) (50" 14+ 50"—2-J24 --- +127""1)]-2
2[19-50"-9-38- R] (R prirodan broj za n2>2).

Iz poslednjeg izraza se vidi da je dati broj deljiv sa 38 za n=2.3, ...
Stavljajuéi n=0 i 1, dobija se respektivno 38 i 1216. I ovi su brojevi deljivi sa 38.
Ovim je zadatak reSen.

Navedena osobina moZe se dokazati zakljuckom od » na n+ 1. To se ostavlja Citaocu
kao vezbanje.

175. Broj f(n) == 212n+8._36n42 (=0, 1, 2, ...) deljiv je sa 13.
Resenje. () == 28 (2121 _36n) 4 361 (28 _ 32)
256 [(212)"— (3] + 997 - 13 - 19
=256(37-7-13) Q+9%3-13-19,

gde je Q=0 za n=0 i Q prirodan broj za n>1.
Prema tome, dati broj deljiv je sa 13.
Ostavlja se &itaocu da dokaZe tvrdenje zaklju¢kom od n na n+1.

5 D. S. Mitrinovi¢: ZBORNIK 1



66 ALGEBRA 176—181

176. Ako je n=0,1,2, ..., broj 5"+ 2"+ deljiv je sa 3.

Refenje. 5"+ 2"+1 moZe se napisati u obliku
(5"-2M+2"A+2)=5-) ("1 45" 24 -0 $27)127(1+2).
Odavde se zakljuéuje da je broj 57+2"+1 (n>2) deljiv sa 3.
Stavljajuéi n=0 i n=1 u 57+ 2"+1, dobija se 3 i 9, pa se zakljutuje da je tvrdenje tacno.
Ostavija se &itaocu da navedenu osobinu dokaZe metodom potpune indukcije.

177. Ako je n (> 2) prirodan broj, dokazati n®*—5n*+4n = 0 (mod 120).

Refenje. n® —5m3+4n=n-2)(n—-1)n@n+1) (n+2).

Dakle, imamo proizvod pet uzastopnih prirodnih brojeva, koji su svi pozitivni, jer je
n > 2. U skupu prirodnih brojeva 1, 2, 3, ... svaki drugi broj deljiv je sa 2, svaki treci sa 3,
svaki cetvrti sa 4, svaki peti sa 5. Prema tome, u proizvodu od pet uzastopnih krojeva mora
biti takvih faktora koji su deljivi respektivno sa 2, 3, 4, 5, tj. broj n® —~ 518 + 4 n deljiv je sa 120.

Napomena. Ako je n=2,1,0, —1, =2, ... da li je dati broj deljiv sa 120?

178. Ako je Sy (n) = X vk, tada postoji relacija
v=1
k+1 k+1 k+1 ( [mod n(n+1) (n ' 2))
(7 se@+ (") Seatas o+ (1) s =0) 7 ke
| i za k neparno.
Resenje. Podimo od identiteta

(x+1)’<+1—x"+1z(kirl>xk+<k;1>x"—1+ +<kzl)x+l (k prirodan broj),

i stavljajmo redom x=1,2,3, ... , n—-1, n.
1z n tako formiranih jednadina dobijamo

(n+ YR+ —(n+ 1) = (";“1) Sk (M) + ("; ‘) Spoy W+ -0 + (";1) S, ().
Bududi da je
n+D[(r+1)*-1]=0 [mod n(n+1) (n+2)] za k parno;
(n+1)[(n+1D*-1]=0 [mod n(n+1)] za k neparno,
neposredno sleduje navedena kongruencija.

179. Ako je prirodan broj a potpun kub, tada vaZi relacija
0)) (@a—1Da(@+1)=0 (mod 504).
Uputstvo. Prema uslovu zadatka je a=n® (n prirodan broj).
Relacija (1) se svodi na kongruenciju
(03} n’—n® =0 (mod 504).

Bududi da je 504 proizvod tri broja 7, 8, 9 koji su relativno prosti, umesto kongruencije
(2) moZemo posmatrati tri kongruencije

3) n-n*=0 (mod 7),
) n—n?=0 (mod 8),
5) n®-n*=0 (mod 9).

Ako dokaZzemo da vaZe relacije (3), (4), (5), tada de vaziti i relacija (2).

180. Proveriti kongruenciju
n*(n?—T72—36n =0 (mod 5040) (n prirodan broj).
Uputstvo. n3 (n2—7)2-36n=(n-3)(n-2)(n—-1) n(n+1) (n+2) (n+3).
181. Da li je tatna relacija
a*t—a" =0 (mod 10) (a, n prirodni brojevi).
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182. Ako je n prirodan broj, da li su u vaZnosti sledeée kongruencije:

1° n(n—1) (n+25) (n+50) = 0 (mod 24); 2° 3% —1 =0 (mod 80);
3° n(m®—1)(29n%+4) = 0 (mod 120); 4° n"—n =0 (mod 42);

5° 2n+1P—@2n+1)=0 (mod 240); 6° 32+3.4 40n=27 (mod 64).

183. Dokazati kongruencije :
1° 2.7*+3.5"—5 =0 (mod 24); 2° 3.5%+14 2341 — 0 (mod 17)
(n=0,1,2, ...).
184. 1° Dokazati relaciju (2a)!! = (=1)" 2r—1)!! (mod 2n+1).
2° Tako isto pokazati da je izraz

ﬁ (a+vd)+(— 1)k ﬁ (b+vd)
y=0

v=0
deljiv sa a+ b+ kd.

3° Pokazati da je rezultat pod 1° sadrZan, kao specijalan slu€aj, u
rezultatu pod 2°.

ReSenje. Posmatrajmo dve aritmetitke progresije
a, a+d, a+2d, ..., a+kd; b, b+d, b+2d, ..., b+kd.

Formirajmo izraz

k k
E=1T[] (a+vd)+2 n b+vd) (A parametar) .
y=0 v=0
k
Napigimo [ (a+vd) u obliku
y=0

[(a+b+kd)—b][(a+b+kd)—(b+d)] -+ [(a+b+kd)—(b+kd)]
= (a+b+kd)+1—s (a+b+kd)*+s,(a+bykdk=1— .-
k
+(=DFsp(a+b+kdy+ (=11 [ b+ vd),
y=0
gde su s, elementarne simetri¢ne funkcije stepena v po b, b+d, b+2d, ..., b+kd.
Ako je A= —(—=1)k+1, tj. a=(—1)*, tada je izraz E deljiv sa a+b+kd.
U partikularnom slu¢aju, kada je a=2, b=1, d=2, k=n—1, izraz E postaje

n—1 n—1

Mae+2n+=nm—1 1 a+2v).
v=0 v=0
Cmtl—(-1)r2n-1)"
Poslednji izraz je deljiv sa a+b+kd (=2n+1).
@m!l= (-1 2nr=1)!! (mod 2n+1),

§to je trebalo dokazati.

5%
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VII. RAZNI PROBLEMI

185. Odrediti broj resenja

(x,y,2), x€E, y€E, z€E, E={0,1,23, ...},
jednaline 2x+y+z=2n (n prirodan broj).

ReSenje. Ako je x=0, tada y i z mogu imati sledece vrednosti:

Y

0 ! - 3 o+ 2n

2n 2n—=1 2n-2 0

z

Parova (y, z) ima ukupno: 2n+1.

Ako je x=1, tada y i z imaju vrednosti:

Yy

2n-2 2n-3 2n~-4 0
Parova (y, z) ovde ima: 2n—1.
Kada je x=2, tada y i z imaju vrednosti:

,LiA 0 1 2 cee 2n-4

0 lA 2 2n—_2

z

z‘ 2n-4 2n-5 2n-6 0
Ovde je 2n—3 parova (), 2).

Kada promenljivoj x dajemo dalje redom vrednosti x=3,4, ..., n, dobijamo odgova-
rajuée tablice za parove (y, z), tako da za x=n imamo tablicu:

r|o

z l 0 '
Ovde imamo samo jedan par (y, z).
Prema tome, ukupan broj svih trojki brojeva (x, y, z) je

143+ -+ +C2n+1)=n+1)%.
Dakle, data Diofantova jednadina ima (n+ 1)? relenja datog oblika.

Primedba. Dokaz se moZe uprostiti. Za x=k (0 k <n) jednalina y+z=2(n—k) ima
nenegativnih celih resenja 2 (n — &)+ 1, a data jednaCina ima takvih refenja ukupno:

> {2(m—k)+1} = (n+1)2.
k=0

186. Data je neodredena jednalina
(H x+2y+3z=6n (n=0,1,2, ...).
Odrediti broj reSenja (x, y, z) ove jednacine, pod uslovom da x, y, z pri-
padaju skupu E={0, 1,2, ...}.
ResSenje. D. Dokovié je na sledeéi naCin reSio postavljeni zadatak.
Ako se jednatina (1) napise u obliku
) x+2y=3Q2n-2),
vidi se da z moZe uzimati vrednosti: 0, 1, 2, ..., 2n, pa jedna¢ina (2) dobija oblike:
X+2y=3-2n,
x+2y=3Q2n—-1),

xX+2y =31,

x+2y =0,
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Zadatak se svodi na odredivanje reienja

e dnati (x,»), xCE, yCE
Jjednacine

3) x+2y=k (k=0,1,2, ...).
Broj resenja (x, y) jednadine (3) je
Ni = [k]2]+1,
gde [k/2] oznalava najvedi ceo broj, koji ne premasuje k/2.
Prema tome, ukupan broj traZenih reSenja jednaline (1) je

2n 2n
N =3 Nu=> {1+[3k2]}
k=0 k=0
2n 2n
= > (k+D+ > [k/2]
k=0 k=1
%DZQLZ) 36}
jer je
2n

> k21 = n2.
k=1

Definitivan rezultat je
N=3n+3n+1.

187. Odrediti prirodne brojeve n i m za koje je

)] 42+ oo pnl=m?.
Resenje. Stavljajuci redom n=1, 2, 3, 4, 5, vidimo da su reSenja date Diofantove jednacine
1° n=1, m=4+1; 2° n=3, m=-4+3.

Pokaza¢emo sada da nema drugih uredenih parova (n, m) prirodnih brojeva koji bi bili
reSenja date neodredene jednadine (1) .

Buduéi da je
114214314+41=33

i da su faktorijeli 5!, 6!, 7!, ... prirodni brojevi ¢ija je cifra na mestu jedinica uvek nula,

izlazi da je %lr! za n > 5 uvek broj ¢&ija je cifra na mestu jedinica 3. S druge strane, kvadrat
prirodnog brroja ne moZe biti broj &ija je krajnja cifra 3.
Prema tome, sva reSenja jednacine (1) u prirodnim brojevima data su parovima 1° i 2.
Primedba. Citalac ¢e pokuSati da resi Diofantove jednadine
114204 -« +nl = md,

1142+ -+ w0l =mt,
188. Neka su x; (k=1,2, ... , n) nule polinoma
P(x) =ayx"+a,x" 1+ -+ +a,1x+a,.

Izraziti proizvod [1 (x;2—1) kao funkciju koeficijenata a, (k=1, 2, ... , n).
k=1
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Resenje. Px)=ay(x—x)) (x—x5) +-+ (x~x,).
P =(-1)"a,(x—1) G = 1) -+ (xu—1);
P(-D)=(-1)"aq(q+1) (xg+1) -~ (x,+1).

P P(-1=ag [ (xi2-1).

k=1
Kako je
P(l)=ay+a,+ - +ag;
Pl-ly=(ag+ap_o+ -+ )—(@n_1+a_y+ ),
dobija se

n

rl (xk2-1) = (lag®) [(@p+an_g+ - V2—(@u_y+ay_s+ -+ )P].

k=1
Ako je, na primer n=2p, tada je

2p

r (e = 1) = (1/ag®) Uapp+app_o+ - +ag)* —(@op— +8op_g+ * " +a)*].

k=1
n

Primedba. Na slitan natin izraziti [] (xi2+ 1) kao funkciju parametara ag, @y, ... , Gy -
k=1

189. Posmatrati identitete:
1° (agx+ay) (box+b) = cox?+ c{x + ¢y;
2° (agx+ay) (box®+byx+by) = cyx*+c X2+ cyx+¢5.
Izradunati a.b, (k=0,1; n=0, 1, 2) kao funkciju koeficijenata ¢,.
ReSenje. 2° Izjednatenj-m odgovarajuéih koeficijenata dobija se:
1) agby=c,, ayb +a by=c,, agb,+ab=c,, ab,=c;.

Mi trazimo: apby, | by |, |aphs|, |ayby|, |@a by], a,b,. Ostaje jo§ da nademo

Cetiri uokvirena proizvoda.
Umesto (1) posmatrajmo skup jednadina:
ag b, +a, by=c,, agb,+a b =c,,
(ay b)) (a, by)=c, (a b)), (ag b3) (ay bg)=c¢y cy .
Ovo su cetiri jednacine sa Cetiri nepoznate: a, by, a, b,, ayb,, a, b, .
Nepoznata a, b, (=1) odreduje se iz jednaine
13-2¢; 12+ (P + ey cy) t+(Co* ¢3—Co €y €2)=0.

Zatim imamo;
aby=c,—1t, ay by =cy cq/(cy—t),

ayby=cy—cpe/(e—1).

Generalizacija. Citalac ¢e reliti opStiji zadatak, naime izrazi¢e proizvode ay b, kao
funkciju od ¢r, polazedi od identiteta:

(ay x4+ a;x+8,) (bgx®+b x>+ by x+b3) = cgxP+ ¢y XA+ X+ X2+ ¢ x4 ¢5 .
Interesantno je resiti ovaj zadatak, kada se za polaznu tacku uzme identitet:
(@yxP+ayxP =14 -0 dap x+ay) (bgxd+ by x97 1+ o0 by X+ by)

= CoXPH Ty xPHI=14 o ygpig X4 Cpig-
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190. Ako se na jednafinu x*+3x—4=0, koja ima jedan jedini realan
koren x=1, primeni Cardan-ova formula, dobija se

Vorvs+ f2=v5-=1.
Proveriti ovaj rezultat.

Prilikom primene Cardan-ove formule na jednadinu
Mipx+qg=0

sa racionalnim koeficijentima deSava se, kao Sto je gore slucaj, da se njeni
racionalni koreni izraZavaju kao zbir iracionalnih brojeva. U vezi sa tim
Kummer je dokazao da Cardan-ova formula daje racionalne korene, u vidu
racionalnih brojeva, ako p i ¢ imaju oblike

p=3(@@*-b%), q=2b(3a*+b* (a, b racionalni brojevi).
Proveriti Kummer-ovo tvrdenje.
191. Dat je polinom
U, = agrk+a, rk= + - ta
(r=1,2, ..., n; a, a, ..., G, parametri nezavisni od k i n).

Pokazati da je X u, polinom (stepena k+ 1) po n.

r=]

ReSenje. Polinom

(1) u(x)=ayxkia xk=14+ ... 4aq
moZe se izraziti u obliku
2) byx(x+1) -+ (x+k—-D+byx(x+1) - (x+k-2)+ -+ +hp_, x+byg,
gde su by, by, ..., bx koeficjenti koji se mogu odrediti identifikacijom polinoma (1) i (2).
Polazeéi od ove Cinjenice, bice
n n i n
Dowrmby 3 rrl) s (rk=D by D or(ral) o ik 24 o }rbkﬁl(Zr)J‘—nbk.
r==]1 re=1 r=| r=1
Na osnovu identiteta
n 1
Z rir+l) - (r+s—1)=——n@n+1) -+« (n+s),
e, s41
dobija se
2z by b,
Z ur=——nn+1) -+« n+k)+ —nn+1) --- (n+k-1)+ --- +nbg .
-] k+1 k
To je poligpom (stepena k+1) po n.
Ako se navedeni rezultat primeni na zbir S, =1%42k4+ ... 4 »k  dobija se

1
Sp = —— nk+14 Py (n),
k+1
gde je Py (n) polinom (stepena k) po n.

192. Ako je n prirodan broj i posto je

2n
(H (I+x+x2)" = > a,x",
r=0
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bice
n—1 1
a,=0an_,, Z Qg = —2‘ (3"—0”) »
k=0

(r+1)a,41 = (1=P) @+ @Qn—r+ 1) a,_,
0<r<2n).

Resenje. Polazeéi od (1), moZe se pisati

2n
Z apx T=(1+x"14+x—H)" (x#0).
r=0

2n 2n 2n

z GxM T =1+x+x%)"= z arx’ = z Aoy _p X217,
r==0 r=0 r=0
Odavde sleduje
2) ar=0ay,__r.

Ako se u (1) stavi x=1, dobija se

- 2n
3 > ar=3".
r=0
Relaciji (3) moZe se dati oblik
n—1 2n
an+2 ar + Z graa 37
r=0 r=n+1

S obzirom na (2), poslednja relacija postaje

n—1 1
z ar=— (3"-a,).
r=90 2

Posle diferenciranja, iz identiteta (1) sleduje

2n
n(1+2x) (1+x+xH)t—1= z rarx"—1,
r=0

2n 2n
n(1+2x) > ax’ = (1+x+x%) > ra,x~1.
r=0 r=0

nar+2na,_, =@+ a4, +rar+r-1a,_,.
(rel)a,s, = (n—r)yar+Q2n—-r+1)a,_,.
193. Polazeéi od identiteta
(J+x+x® =1,
(+x+x) = 1+x+x%,

T4+2x+3x2+2x3 + x4,

(14 x + x%)?2

(l+x+x2)"ng+B,l,x+ oo +BExk+ ... 4 BX",
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formirati aritmeti¢ki trougao

1

1
L &% & 1
1 3 6 7 6 3 1
1 4 10 16 19 16 10 4 1

1° Utvrditi zakon formiranja ma kog elementa iz k-te vrste pomocéu eleme-
nata iz (k— 1)-ve vrste.

2° Verifikovati identitete:
2n 2n
ZBI,‘I::’!"; Z(—-l)kB;‘:I.
k=0 k=0
3° Diferenciranjem po x leve i desne strane identiteta
2n
> Bixk=(1+x+x)"
k=0

izvesti relacije izmedu raznih brojeva BY (diferencirati jednom, dva puta i tri puta).

Napomena. Interesantna bi bila generalizacija ovog problema. Jedna generalizacija bi se
sastojala u tome da se pode od identiteta

(I+x+x2+ -+ +x”)"=§ BX xk
i da se izvedu ncke osobine brojeva Bfw . T
194, Kako je (1+x+x¥k = a,+a,x+a,x>+ -+ +a,x*, pokazati da je
(I=x+x¥=agy—aqyx+a,x¥— -« +ayux*
i na osnovu ovoga izvesti relaciju
oo~ Ay oy 1 T ApQyyp— - +ly Gy=0ay.
195. Verifikovati relaciju
(R) (1+2)(1+x2) - (1+x2" Y=1+x+x2+ --- +x¥"~1 (nprirodan broj).

ReSenje. Izraz na levoj strani za x5 1 moZe se napisati u obliku

-0+ 0+x) -+ A+x2"" Y (d-x)+x2) - (1+x2"" Y
R == A = 1-x M=y
(I—x) (14 x%) -+ (1+x2"7Y

350 1—x

=X @

1-x

)

1-x2"
%
$to neposredno vodi ka verifikaciji date relacije.
Relacija (R) moze se dokazati i zaklju¢kom od r na n+ 1, §to se ostavlja kao zadatak itaocu.
Citalac ¢e dokazati relaciju (R) za x=1.
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196. Ako su m i n prirodni brojevi i kako je

mn
(1) (h+ x4t 40 mh e derimaii o,
r=0
biée
A ; mn (m+ 1),

r=1

Resenje. 1z (1), posle diferenciranja, dobija se
mn
n(l+2x+ -« +mx" (Il 4x+x2+ -0 +xM)I"1= Z rapx'"1.
r=0
Za x=1 biée
mn

n(l+24+ -« +my(1+mi—1= z rar.

r=1
mn ]
z ray = — mn(m+1)".
r=1 2

197. Pokazati da'se 4 i B mogu tako izabrati da bude
X"+ 8 A B

(@+bx" (@' +b x) a+bx® a +bxn

ako je
1 a b | _
| @ b |l B

Sta biva kada ovaj uslov nije zadovoljen?

198. Dokazati stav: Ako su a, b, ¢ neparni brojevi, tada koreni kvadratne

jednaéine
@) ax*+bx-+c=0

nisu racionalni brojevi.

ReSenje. Neka su a, b, ¢ oblika

a=2p+1, b=2n+1, c¢=2q+1 (p, n, q celi brojevi).
Tada diskriminanta jednaline (1) ima oblik
2n+1)—4Q2p+1)(2g+1)=4n*+4n—42p+1) 2q+1D+1
{ n(n+1)

:8) —— —2pg—-p—-g-1 /,.+5.
| 2 x |

Buduéi da je n(n+1)/2 ceo broj, i izraz
n(n+1)2-2pg—-p—q-—1
je ceo broj, $to znaCi da je diskriminanta oblika 8r+ 5.

Ovo ne bi mogao biti kvadrat ni parnog ni neparnog broja. Kvadrat neparnog broja je
oblika 87+ 1 (r nula ili prirodan broj), $to ovde nije slucaj.

Na osnovu izloZzenog navedeni stav je dokazan.

199. Dokazati relaciju
(T+x+x2+ o0 L2 —x"=(1+x+x2+ -« +x7 Y (I+x+x2+ 0 4 x"*)
(n prirodan broj).
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Xt

Uputstvo. l+x+x2+ -+ +x"= ; (x#1D);
N —
n_ 1
loxaxis cor pxi—1=2%"_ (x# 1);
x—1
ni-z _
A x4+x2p -- I S : (x#1).
x—1

Kako éemo dokazati datu relaciju ako je x=1?

g = : 2k . 2k=x
200. Dokazati: [1 (a+be) =a"+(—1)—1b" ( € =C08 — —+ isin 7*) .
k=0
n—1
Uputstvo. Staviti x—= —a/b u relaciji x" - | l (x—gg).
k=0

a—1 ¢ T
201. Dokazati: [ (ex2-2¢ecos0+ 1)=2(1 —cos nf) (s,‘._'cos?IL:r 4—isin.2_"‘l“).
k=0

Uputstyvo. Ako se stavi x=cos0-+isind i x=cos0—isin6, identitet

n—1
-1 = 1 (x-o0)
s k=0
postaje
- n—1 b = n—1 s
PUET I I‘I (e“ “ex), e~ 1 = ﬂ (e "Jlil:k),
i k=0 k=0
odakle se dobija
n—1
2 (1 —cos ) M (e —2¢&,cos804 1) [er =exp (2 kxi/n)] .
k=0

202. Dokazati formule:
o J—r’)] bl - max (a, b), waz—lb:ﬂ = min (a, b)

(a. b realni brojevi).

203. Dokazati identitete:
| pu | i~ Al | s :
axbl a0l max (|a], |5D);
|_a+ bl|—]a—b|
2

(a 1 b realni brojevi).

= {sgn (ab)} min (|a|, |b])

204. Dokazati identitete:

la+b|+|a—b| sgn (ab)
2 min(lal, |5])
la+bl—la—b| 1
©2ab max(|al, [b])

(a i b realni brojevi; ab+#0).
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205. Polaze€i od
la+b|=max (Ja|, |b|)+ {sgn (ab)} min(|a|, | b)),

|a—b|=max (|a|, |b]) — {sgn (ab)} min (|a|, |b]),
razviti
la+bP+|a—bP, |a+bP—|a—bP (a, b realni brojevi).

206. Ako su x i y realni brojevi, tada je

B lx+y|+|x-yl=|x+VR=p2 ]+ |23 -p2].
Resenje. Ova se formula moZe dokazati pomocu identiteta
|x+y|+|x—y|=2max(|x]|, |y]).
Razlikova¢emo slucajeve: 1° |x|>|y| i 2° |[x|<|y].

Za slu€aj 1° imamo:
|x+y|+ | x-y|=2]x],

[x+ Va—p2| + |x— Vx2—y2| =2max(| x|, V x2-y2)=2|x]|.

Za slu¢aj 2° imamo:
x+y| + |x-y|=2]|y],

[x+ VXE—p2 |+ |x— Vo@—pF|=|x+iV y2E—x?| + |x—iV y2—x*|

=)Ve2+y-x + VPt =2)p2=2]|y|.

Ovim smo dokazali relaciju (R) za | x| # | y |. Citalac ée utvrditi da (R) vaZiiza |x|=|y|.

207. Za koju se vrednost parametra k izraz
F(x, ) = (x®—12xy—p2+2x+ 1) + k (x2+2y2—x—2)

moZe pretstaviti kao proizvod dva linearna faktora po x i y? Sta geometriski
pretstavlja jednacina F(x,y) =0 za nadeno k u Dekartovom pravouglom
koordinatnom sistemu ?

208. 1° Verifikovati identitet
(a2+b2+ c2+d2) (x2+y2+22+u2)
= (ax-by—-cz—du)®+ (bx+ay—dz+ cu)®+(cx+dy+az —bu)?+ (dx —cy + bz + au)? .

Ovaj identitet izrazava Lagrange-ovu teoremu iz teorije brojeva.

2° Navesti dva prirodna broja N; i N, koji su, svaki za sebe, zbir kva-
drata Zetiri prirodna broja, pa pokazati da je proizvod N, N, jednak zbiru
kvadrata &etiri prirodna broja.

Na osnovu gornjeg identiteta konstatovati da li je razlaganje proizvoda
(@®+ b2+ 2+ d?) (x®+ y?+z2+u?) u zbir Cetiri kvadrata jednoznadno ili ne.

Tako, na primer, proizvod brojeva
30(=12422132.1.42) | 54 (=224+32442452),
tj. 1620 moZe se napisati u oblicima
1620 =62+ 122+ 1224362, 1620=72+ 1324212 + 312,

Da li ima i drugih reSenja?
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3° Fibonacci-eva teorema iz teorije brojeva izraZava se pomodu identiteta
(a® + b%) (c*+-d?) = (ac— bd)? + (ad + bc)?.

Za ovaj sludaj tako isto prouditi pitanje postavljeno pod 2°.

209. Ako je n ceo broj (pozitivan, negativan ili nula), odrediti vrednosti
x za koje je
[x]1+[n—x]=n—1 ([x] najveéi ceo broj< x).
.Uputstvo. Ispitati da li x moZe biti ceo broj, a zatim da [i moZe biti broj koji nije ceo.

210. Ako je n ceo pozitivan broj, dokazati identitet

[[:x]/n] = [x/n]  ([x] najveéi ceo broj< x].

211. U ravni Oxy Dekartovog pravouglog koordinatnog sistema odrediti
oblasti ¢ije tatke (x, y) zadovoljavaju uslov [x]+[y]=0.

212. Resiti jednadinu [x] = 2x+ 1, gde [x] oznalava najveéi ceo broj koji
ne premasuje x.

Upatstvo. GrafiCki prikazati funkcije [x] i 2x+1.

213. Ako su a, b, ¢, d realni brojevi 1 ako je
|a b
.. ¢ d %
pokazati da je E = a®+b*+c2+d*tac+bd>1.

(1) 1 »

Re$enje. Izraz E moZe se napisati u obliku
E=14--[(@+cp+(@—dy+b+dy+b+07].

Izraz u uglastim zagradama anulirade se ako su ispunjeni uslovi
a+c=0, a-d=0, b+d=0, bi+c=0,
tj. kada je a=0, b=0, ¢=0, d=0.
Prema uslovu zadatka je

a b ! la b
= 1, dok je ovde = 0.
¢c d c d|

1 1
Prema tome, E> 1 za svako a, b, ¢, d uz uslov (1).
214. Rastaviti funkciju f(x) = n!/{x(x+ 1) --- (x+n)} u parcijalne razlomke.

Polaze¢i od ovog, pokazati da vaZe jednakosti:
n 1 /n i_(n)_ I "_I“<n) Rl 3
<o>“'f(1>+ 3 \2 AR TS R Y S
1 /n 1 (n 1 /n s L N i
”2'(0) _’3'<1>+"Z 2>" TR Ta ﬂz(n) T+ ) (n+2)

Rezultat. f@=@ - (Mt o +E () e
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215, Ispitati da li je abc=(a+b-+c—4)? rezultat eliminacije x, y, z iz relacija
(z+x—y) (x+y—2) = ayz,
(x+y—2z) (y+z—x) = bzx,
Y+ z—x)(z+x—y) = cxp.
216. Po x i y resiti skup jednalina:
chxchy=a, shxshy=b.
217. Odrediti broj realnih reSenja jednacina:

1° x4a=a* (a>0); 2° x=e¥* (@>0).

218. Resiti iracionalne jednagine:

3 3

Lonpoe ] 7
/

17?c+|x+1=[x; V= FaEd 4 1.
219. Razdvojiti realne korene jednaline
x5+ x2—1,83172=0
i izraunati ih sa Qetiri tadne decimale.

220. Polazeé¢i od identiteta

) (1+x)"z(g)+(';)x+(;')x2+ +(:)x..,

sumirati izraze:
1 1 1
Sl ' L) n + 1 n + o + _ n -
1-210 2-3\1 (n+1) (n+2)\ n
2 (n 22 /' n LS
= + = 4 .= ;
1 \0 2 Y n+l\n
Resenje. Posle integracije u granicama od 0 do x, iz (1) sleduje
(1 +x)"+1 -1 n n\ x% ny xt+1
) = x+ —t -0 4 ’
n+1 0 12 ( n) n+1
Posle ponovne integracije u istim granicama, iz (2) se dobija
(I+x)n+2  x - ] (n) X3 (" x3 & (" ok 2
(n+)(n+2) n+l (@@+1)(r+2) 0/1-2 (1)2-3 (n)(n+1)(n+2)'

Stavljaju¢i ovde x=1, nalazimo

I

S,

n
I

2r+e—] 1

h (n+i)(n+2) N n+l’

Da bismo sumirali S,, podimo opet od (2) i tu stavimo x=2, pa dobijamo
Sy=(3"+1 -1 /(n+1).
221. Eliminisati 0 i ¢ iz jednadina
asin?+bcos?O=1, acos’e+bsinle=1, atgh=>btge.
Posebno ispitati slu¢aj a=>5.

Rezultar. Za sluéaj a + b eliminanta je: 2ab—a—-6=0.
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222. 1° Ako je 2cosO=x+x"1, dokazati da je 2cosml=x"4 x—m,

2° Ako je 2chf®=x+x-1, dokazati da je 2chm0=x"+ x—m
(m ceo broj).
223. Polazeéi od identiteta

A it k-1 i
2m=1 [ sin (x+ Tt rr) = sin mx,
m

k=1
izvesti nove identitete:
. k-1
Z cotg|x+ —-n | = mcotgmx,
E=1 m
m l m2
wapsa L ezl e
,Zl sm‘~’<x + "m 7(> sin? mx

Uputstvo. Primeniti diferenciranje.

224. Ako su m i n razligiti prirodni brojevi, reSiti jednadinu
@)) sin (mx) sin (nx) = 1.
Uputstvo. Jednalini (1) moZe se dati oblik

2

cos(m—n)x—cosim+n)x=2,
odnosno
3

cos(m—-n)x—l=cos(m+n)x+1.
Primenom formula

. (o5
1—cosa = 2sin? _—_ |

1 +cosa = 2 cos? ked p
jednacina (3) postaje

., m—n g m+n
sin® X +CoS

x=0.

sl TR
sin

m+n
x=0, cos

x=0.
(m—-n)x = 2knx

k=0, £1, £ 2, ...),
(m+nmx = QRv+l)x

=0, £ 1, +2, .:.).
(m+mk — (m—-n)vy =%(mvn).

Re$avanje jednaéine (1) svodi se, dakle, na odredivanje celobrojnih re$enja
poslednje jednaCine. Ovaj zadatak pretstavlja lepu primenu Diofantovih jednaéina.

k, v)
225. Proveriti relacije :

X

il

() =)+ (5) ==(5) =+ (3)+ (V)

3 3

x V:(x)+11(x+l 11 S s + pese3i
S G i) Pl
x5__(x>+26(x+1)+66(x+2)_\_26(x+3>+(x+4).

5 5 5 5 A
Izraziti na analogni nagin potencije x®, x7,

. , x2, gde je p prirodan broj.

79
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Primedba. Koeficijenti koji stoje uz binomne koeficijente uZivaju sledeCu interesantnu
osobinu
1=1!'; 1+1=21; 1+4+1=3!; 1+11+11+1=4"!; 1+26+66+26+1=5"

Da li ova osobina vazi i za koeficijente u izrazu x??

O ovome videti ¢ehoslovacki ¢asopis za metodska pitanja: Matematika ve Skole, rocnik
VII, 4, 1957, str. 257—258.
) Navedene ¢injenice dovesti u vezu sa problemom koji je postavio P. A. Pizd u Casopisu:
The American Mathematical Monthly, vol. 54 (1947), p. 601. Taj prcblem glasi:

Neka su celi brojevi K. definisani relacijama:
WKi=1, 2Km=0 (m>n); nyKe=cuKe+nKe_y) (c>1).

Dokazati slede¢e sumacione formule

n

o= $a(D) Seedaty)

226. Odrediti polinom P (x) koji ispunjava uslov
P(x)—P(x—1)=02x-1)2x+1)2x+3).
Rezultat. P(x) =2x%+8x3+7x-2.

227. Polazeéi od identiteta

1 ,7;,,,1*¢Lx—a

izvesti identitet

Gt xw L Gma) (e e (g
z—X zZ—a (z—a;) (z—ay) (z-a) (z—ay) -~ (z—ay)

+ 1_ (x al) (x “2) (x_an)-

z—Xx (z—ay) (z—ay) --- (z—ay)

228. U Dekartovom pravou010m koordinatnom sistemu Oxy Srafirati oblasti
za koje vaZe relacije:

1 xy(x2—y%)>0; 2° (x2=1) (x2—»y¥) < 0.

229. Izraz [] (x+p) moZe se napisati u obliku
=1

XAy x4 e 4+ A4,
Odrediti koeficijente "4,, 4,, Aj.
Rezaipr . A n(n+l), 4, - (n=D)n(r+1)@n+2) s (n=2)(n-1)n*(n+ 1)'~’:'
2 24 y g 48
n
230. Proveriti relaciju > cos? (6+ ZLT) = %
r=1
231. Proveriti identitete:
cos(a+2mx)=cosa—2sinx[sin(@+x)+sin(@a+3x)+ --- +sin(a+2m—1x)],
sin (@ + 2mx)=sin a+ 2sinx[cos(a+ x) +cos(a+3x)+ --- +cos(a+2m—1x)]

(m prirodan broj).
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I. ANALITICKA GEOMETRIJA U RAVNI

1. Konstruisati krive

1°
20
o
4°
5°
6°
7°
8°
9°
10°
11°
12°
13°
14°
15°

Jednadine ovih krivih

definisane sledefim jednadinama:

5x2—4xy+)y:+2x-y=0,
3xt—4xy+yt+2x-y=0,
3x¥—d4xy+3)2+15x—-6y+7=0,
2x2-Txy+3)2-9x+Ty+4=0,
4x2—12xy+9)y2+4x-5y+3=0,
4x2-12xy+9y*-8x+12y-7=0,
x2+4xpy+y2-2x+1=0,
(2x+y+1)»2=x-2y,
x2+xy+y:—-5x-4y+2=0,
x2—6xy+9y: -4x+y=0,
2x2—-3xy+3y2+x-Ty+1=0,
2x2—-5xy+5y-1=0,
4x2-12xy+9y*2-36x+100=0,
x2+3xy—y2—4x+6y+2=0,
x2-2xy—-6)2+4x-5y+1=0.

svesti na kanoniki oblik.

2. Diskutovati prirodu krivih II stepena za razne vrednosti parametra A:

1°
20
3°
4°
5°
6°
7°

Ax?-2xy+2)y2—2x4+2y+3=0,
X242k xy+2 2 +2hx+2y+A+1=0,
x242hxy+y?-2%x+2y+2=0,
Ax2-2xy+2y2-2(A+1)x+2y+2=0,
x2 -2 xy+ (A +2)y2-2x—-2n1y—-3=0,
x2+22xy+y*-2x+2y—2=0,
Ax2+2hxy+y2—2x-2hy+h=0.

3. Tatka M («, B) kreée se u ravni. Diskutovati prirodu konusnih preseka:

10
5
30
40
50
4. Date su prave

(1)

Jedna prava koja pr
tivno u tatkama 4 i B.

ax?+28xy—(a—2)y2+2x+2y+2=0,
x24+2xy—B2-a—1)y2-2(¢-B)y—1=0,
ax+2xy+8y —2ax+p8=0,
x2—2axy+y?-2Bx+1=0,
Bx?-20xy+p2)y:—2ax+1=0.

x+y—4=0, x—y—4=0.

olazi kroz koordinatni podetak O sele prave (1) respek-

Odrediti g. m. sredine M duZi 4B, kad prava AB rotira oko tacke O.

6 D. S. Mitrinovi¢: ZBORNIK 1
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Refenje. Prava y=mx (|m|#1) seCe prave (1) u tackama

4 4m 4 4m
A . , B|—, ——].
l+m 1+m) I-m 1-m

4 4m

g

Koordinate tacke M su: 3 :
1—m?

Ako se eliminiSe parametar m, dobija se &2 —n2=4¢§.
G. m. tatke M je hiperbola x2—y*=4x.

5. Dat je skup elipsi x2/a®+ y?/b%2=1 (a=const, b promenljivo).

Pokazati da se tangente ovih elipsi, povuéene u tatkama sa jednakim apsci-
sama, seku u zajednickoj talki koja se nalazi na x-osi.

Koriste¢i ovu ¢€injenicu, dati postupak za geometrisku konstrukciju tan-
gente elipse.

6. Odrediti skup krugova koji prolaze kroz tatke B(0, 2) i B'(0, —1).
Proveriti da li je kriva
x=(y=2)(y+1)
geometrisko mesto preseka pravih 4B i 4'B’, gde su 4 i A" tatke u kojima
x-0sa sefe posmatrane krugove.

Generalizacija. Odrediti jednaCinu skupa (S) krugova koji prolaze kroz tatke B (0, a)
i B’(0, b). Sta je skup preseka pravih AB i A’B’, ako su A4 i 4’ tatke u kojima x-osa sete
krugove (5)?

7. Dokazati da dve parabole koje prolaze kroz d&etiri tatke jednog kruga
imaju normalne ose.

Dokaz. Jednatine parabola, &ije ose imaju koeficijente pravea k, i k,, u odnosu na
Dekartov pravougli koordinatni sistem Oxy mogu se napisati u obliku

A= -k xP+a,x+b y+c,=0,
fi=(y-kyx)2+a,x+b,y+¢,=0.
Krive drugog stepena koje prolaze kroz presek parabola (1) su
)] A= (k2 + 2 k2) x2—2 (ky+ 2 K) xy+ (1 +2) p24 -+ =0 (A parametar) .
Parametar 2 moZe se tako izabrati da (2) bude jednalina kruga. To Ce biti onda, kada je
A3) 1+A=k2+20k2#0.
C)) ky+2k,=0.

M

Eliminacijom A iz (3) i (4) dobijamo
) ky—Fky=kik, (k,—k,).
Iz (5) sleduje k k,= —1 ili k,=k,. Drugu moguénost treba odbaciti, jer dve parabole

paralelnih osa ne mogu imati vie od dve zajednifke talke.
VaZi i obrnuti stav. Ostavlja se ¢itaocu da ovo verifikuje.

Primedba. U Casopisu The American Mathematical Monthly (vol. 64, 1957, p. 595) data
su dva reSenja sledeceg zadatka:

Ako se dva konusna preseka seku u Cetiri razliCite tacke, te talke su konciklicke tada,
i samo tada, ako su ose simetrije ova dva konusna preseka paralelne ili normalne.

8. Ravnostrana hiperbola presedena je jednim krugom u <detiri tatke
Ml’ M2* M3! Md'

Pokazati da je = OM;2=4r2 (O centar hiperbole, r polupreinik ovog kruga).
k=1
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Reenje. Ako se ose simetrije hiperbole uzmu za koordinatne ose (x-osa: osa simetrije
na kojoj leZe ZiZe), tada jednatina hiperbole ima oblik
1 x2=yt=c2,
Krug je definisan jedna¢inom 3
(¢5) (x—ay+(y—bye=re.
Ako se x eliminiSe iz (1) i (2), dobija se
(3). 2y2-2by+a+ b+ —r1)? —-4a*y: - 4a%c?=0.
Iz ove jednaine mogu se izraCunati ordinate talaka preseka krivih (1) i (2).
Izrazkg 1Wk2 postajckgl(xk2 + 2.
Buduéi_ da je xx?®-—y® ="c2, moZemo pisati

e 4
SOMiE=3 Qul+c) =202+ yl+y2+ 2 +4c2.
k=1 k=1

Da bismo izradunali poslednji izraz, upotrebi¢emo icentitet
NP+ PRV Y E= O+ Vst VR - 200 et ViYa t PrYat Va Vst VaYa+Yads) -
Prema tome, jednacdinu (3) treba napisati u obliku

Ay +By*+ Cy*+ Dy+ E=0,

pa je ‘
Zyx=-B/A, Zyy;j=C/A.

Iz (3) dobijamo
A=4, B=—-8b, C=42b%+c*—r?).
Na osnovu ovoga je
Ty2=452 -2 +c2-r)=2(r2—c%.
Najzad dobijamo
T OM2=4(r2—c?) +4ct=4r2,
3to je trebalo dokazati.
9. Dat je ravnokraki trougao ABC(AB=2a, AC = lf') Prava BC i nor-
mala u tatki 4 na AC seku se u P.

Odrediti geometrisko mesto tatke P kada se tatka C krece, dok je osno-
vica ravnokrakog trougla ABC nepomiéna.

Refenje. Neka je x-osa prava AB (pozitivan smer od A ka B), O (sredina osnovice)
koordinatni podetak Dekartovog pravouglog koordinatnog sistema.

JednaZina prave BC je (OC=1)
1) xfa+y/h=1,
a jednafina prave koja prolazi kroz A i stoji | na AC ima oblik
2 y=—(a/r)(x+a).

Kretanjem tatke C po pravoj OC menja se parametar A.
Ako se iz (1) i (2) eliminife 2, dobija se

3) xt—yl=gql.

Da li je traZeno geometrisko mesto ravnostrana hiperbola (3) ili samo njen deo?
Citalac ée ovo ispitati.

6®
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10. Dati su: nepokretna duZz AB(4AB=2a), Cija je sredina tatka O, i dve
pokretne tatke C i D na normalama podlgnutlm u tackama A i B na duZ 4B,
tako da je ugao COD prav.

Odrediti i ispitati geometrisko mesto preseka pravih 4D i BC.

Uzeti i sludaj kad je xCOD="0(5#mn/2).

ReSenje. Pravu AB izabratemo za x-osu Dekartovog pravouglog koordinatnog sistema
(pozitivan smer od A ka B), tatku O za koordinatni poletak. Tada tatke A4, B, C, D imaju

koordinate
(-a,0, (@0, (-ar), (a5),

gde je AC=vr, BD=s.
Jednadine pravih AD i BC su respektivno

s r
) y=a-(x+a), 2 y=—-2-a—(x—a).

Uslov normalnosti pravih OC i OD je

3) rs=a®.
Iz jednadina (1), (2) i (3) dobija se
x2 y‘l
- + s S
a®  a*/4

Geometrisko mesto je elipsa &ije su poluote a i a/2.

Ako je kretanje neprekidno, da li je cela periferija elipse g. m. ili samo njen deo?

Ostavlja se Citaocu slutaj: <x COD=6#n/2,

Takode je intererantno posmatrati slucaj kada tacka O ne leZi na sredini duZi AB, veé
se nalazi izmedu tataka A4 i B tako da je OB=b, OA=2a-b. 1 ova se¢ generalizacija
ostavlja ¢itaocu za ispitivanje.

11. U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu Oxy dat je kva-
drat O4BC: teme A ima kooidinate (a, b); temena O, 4, B, C dolaze jedno
za drugim, kako je naznadeno, u smislu protivnhom kretanju kazaljke na satu.

Neka je OA’B'C’ drugi kvadrat ¢&ija temena u napred navedenom smislu
dolaze jedno za drugim redom kako je naznageno. Teme A’ ima koordi-
nate (a’, b').

Pokazati da se prave 44’, BB', CC’ seku u Jedno_l tagki.

Resenje. Koordinate taaka B i C su respektivno: (a—b, a+¥£), (-5, a).
Koordinate taaka B’ i C’ su: (a'—b’,a’ + b)), (=¥, a).
Jednacdine pravih AA4’, BB’, CC’ su respektivno:

(80 &' -byx—(a@-a)y= ZZ’
@) U AT e By Pl b g B PR |
by
= ol _|a a
3) @-ayx+@ -by ‘bb’

Ove tri jednaline nisu nezavisne. Sabiranjem izraza sa levih i desnih strana jedna-
¢ina (1) i (3), dobijaju se izrazi na levoj i desnoj strani jednaline (2).
Kako se tatke 4 i A’ me poklapaju, determinanta
b-b —(a-a) l
la —a h_p |
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razli¢ita je od nule. Presetna tatka ima koordinate

’

a a . ,
i e ~@-a |

X = —

(@a-a)+b-56)2| 1 b -b
a a
b -b 1
i b b
_(a~a')2+(b—b’)2 a —a 1

12. U sistemu Dekartovih pravouglih osa date su tri tacke:

M, (%1, 1), My (X2, y2), My(x3, ys),

uz pretpostavku da su kako xi(k=1, 2, 3) tako i yx(k=1,2, 3) m:du sobom
razliéiti.

1° Odrediti jednadinu parabole (P,) koja prolazi xroz tatke M,, M,, M,
i &ija je osa simetrije paralelna x-osi.

2° Odrediti jednalinu parabole (P,) koja prolazi kroz iste tadke i &ija je
osa simetrije paralelna y-osi.

3° Odrediti koordinate tafaka preseka parabola (Py) i (Py).

4° Primeniti dobijene rezultate na partikularan sludaj
M (,—-1), M,(2,—4), M;(6,4).

Relenje. Parabola koja prolazi kroz tatke M;, M,, M, i Cija je osa simetrije paralelna
x-osi definisana je relacijom (Lagrange-ova interpolaciona formula):

_O=» -y L =)= + (y W=y
(yl_}'z)(yl“ya) ; (}’2—)’;)(}’2—)’3) e yl)(ya }’z)

odnosno
Py) x=0Qy2+Ry+S.

Parabola koja prolazi kroz iste tatke M,, M,, M, i &ija je osa simetrije paralelna y-osi
odredena je jednalinom

_ (x=x5) (x—Xx5) (x—x) (x—X,) (x x) (x— xz)
(x —x5) (X, — xa) (X —Xy) (X5 — xa) —X) (X3 — x,)
odnosno
Py y=gxtt+rx+s.

Parabole (P;) i (P,) seku se u Cetiri tacke od kojih su tri unapred date: M, (x;,y;),
M, (x,, y5), M, (xs, y5). Koordinate Cetvrte presetne tatke odrediéemo pa sledeci pacin.

Eliminacijom y iz jednadina (Py) i (P,) nalazi se

1) x=Q(gx®+rx+s2+R(gx:+rx+3)+S.
Eliminacijom x iz jednalina (P;) i (P,) dobija se

) y=q(Qy*+ Ry+ 5P +r(Qy:+Ry+S)+s.
Prema Viéte-ovim formulama dobija se:

3) X+ Xg+ X3+ Xg= —2(r/q),

4 Vi+ Vet Yt y= —2(R/Q).
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Buduéi da je
N ¥ Ya n Y3 -
(= X) (g —Xy)  (ra—xp) (3= %3) (—X;) (3—X3) -

Xy + X3 X3+ X, Xy + Xy

Yy 2+ Y3,
(%1 —X3) (X —Xy) g (%2 —X1) (X2 — X3) (x5 — 1) (X3 —X3) ’

—r=

iz (3) sleduje

x4=2(x22—x32) N+ ExE %2yt (xP-xyy B 2% )k
(a— XN+ (5 —x) Y + (X =X3) ¥y
$to se moZe nabisati u elegantnijoj formi:
S o
Xp=2 | 22 X% x| nix Xy X | —(X+Xy+Xa).
N Y2 Vs N Y2 Vs

Primenom veé¢ navedenog postupka, dolazi se i do formule:

1 1 1 )Pl B |
Va=2 1% xyg Xy | | X X, Xy | —(ytyatYs).
s | % Va i

Koordinate tatke M, za dati partikularni slucaj su: (3,—5).
13. 1° Pokazati da jednadina tangente u tadki P(acht, bshr) hiperbole
x2/a%—y?[b%=1 glasi
8)) (x/a)ch t—(y/b)sh t-=1.
Ako tangentzi sede asimptote u tatkama Q i R, tada je tatka P sredina
duzi QR i area A\ OQR=const (O centar hiperbole).

2° Ako je prava FP (F jedna ZiZa hiperbole) paralelna jednoj od asimp-
tota ove hiperbole, pokazati da tangenta u P seie ovu asimptotu na direk-
trisi koja odgovara ZiZi F, dok drugu asimptotu sefe na pravoj »latus rec-
tum« kroz F.

Resenje. 1° Asimptote y=(bja) x i y=~(~bj/a)x i prava (1) seku se u talkama:

0 a b a b
cht—sht’ chr—shr)’ cht+sht’ chershe/’

Koordinate sredine duZi QR su: (acht, bsht), dok je area A OQR=ab.

2° Uzmimo %i#u F sa koordinatama (c, 0), c=V a?+b%. Bez teskota se nalazi da dve
prese¢ne tacke o kojima je gore ref imaju za koordinate: (a%/c, ab/c), (¢, —bc/a) i te se tatke
zaista nalaze na pravama: direktrisi za F i «latus rectum» kroz F.

14. Normala u tatki M (¢) elipse
xa?+y?[b*=1, tj. x=acost, y=bhsint,

sefe u tatkama P i Q one preénike glavnog kruga (x%-+y?=a? elipse koji

prolaze kroz tatke ovog kruga Sto imaju istu apscisu kao tacka M.
Izradunati koordinate taaka P i Q kao funkciju ekscentriéne anomalije

tacke M. .
Odrediti geometriska mesta tatke P i tatke Q, kada M opise elipsu.
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ReSenje. Normala u tacki M (¢) definisana je jednalinom

(¢)) (asint) x—(bcost)y—(a®—b¥)sinzcost=0.
Tacka P je presek prave (1) i prave

(2) xsint—-ycost=0.
Tatka Q je presek prave (1) i prave

3) xsint+ycost=0.
Koordinate tataka P, Q su respektivno

{(a+b)cost, (a+b)sint}, {(a—b)cost, —(a—b)sint}.

Kada M opise elipsu, tatke P i Q opisuju krugove koji se zovu Chasles-ovi krugovi.

Sredina duzi PQ je tatka M.

15. Uotiti dve tatke A (at? 2at)) 1 B(aty? 2at) na paraboli y*=4ax.
Dokazati da je t,t,=—1, ako prava AB prolazi kroz ZiZu ove parabole.
Prava koja prolazi kroz tadku P(e, ) 1 ZiZu S parabole sefe ovu para-
bolu u taékama Q 1 R. Pokazati da je
) 2. QR=4a- SP2.

Resenje. Jednatina prave koja prolazi kroz tacke A (at?, 2at,) i B(at,?, 2at,) glasi

y-2at;= (x—at,?).
1ty

Ako ova prava prolazi kroz ZiZu parabole y2=4ax, dakle kroz tatku S (a, 0), tada je

—2at;,= (a—at®), tj. —1,(t+1)=1-12,

1t b
ftg=—1.

Jednalina prave koja prolazi kroz tatku P («,B) i ZiZzu S (a, 0) je
8

y= (x—a).
«—a

Apscise x, i x, preselnih tataka Q i R ove prave sa parabolom dobijamo iz jednaline
2 2ape? a2 B2
B 4 [ HEOR a] p

(o — a) . (gtjaT2 128 (;— a)? 5

=

odakle je
T 4 g (o —a)?
b e e
p®
S obzirom da je rastojanje od tatke na paraboli do ZiZe jednako rastojanju od te taCke
do direktrise, za tatke Q i R je
SR=x,+a, SQ=x,+a,
odakle sabiranjem dobijamo

—— PR =2 (o —a)?
QR=x,+x,+2a, tj. OR=4a+4a-

g2
Kvadrat rastojanja izmedu tataka S (a,0) i P(c,B) je SP*=(x—a)?+p%, pa se dobija
d4a-SPi=4a{(a—a)+p%}.

Ovim smo dokazali relaciju (1).
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16. Nad jednom fokalnom tetivom 4B date parabole kao preénikom opisan
je krug koji see wodenu parabolu u taékama A, B, P, Q.
Pokazati da krug koji prolazi kroz tatke P, Q i S (S—ZiZa parabole)
dodiruje datu parabolu.
Refenje. Jednalina fokalne tetive parabole y2=2 px (p>0) je
) y=m(x-p2).

Koordinate tataka prescka 4 (x,,y,) i B(x,, y,) ove tetive sa parabolom odreduju se iz
skupa jednacina

m® p? P
2 m:x?—(m*+2) px+ = =0 y=m x——2—).
Iz prve od 'jednaéina (2) sleduje
m?+2 p
3) Xy + Xy = mz—p, x1x2=7,
a druga od jednadina (2) daje
p >
Yi=m (xi—?) @(i=1,2),
tj., prema (3),
2p
(4) Yi+ Y™ =5, y1y3=—P'-
m
Pretnik AB ima duZinu:
) E={(xl+x2)2-4x1x2+(y1+y2)’—4y1y2}1”.

Prema (3) i (4), obrazac (5) posle upro$éenja postaje
2p(1 + m?)

me

AB =

a polupretnik kruga je
p(1+m*)
P —.
m!

)

Koordinate centra su
Xy 4+xy mi42 Yi+Ys P
2 2mt "’ 2 m’

)

Jednalina kruga koji ima tetivu 4B za pretnik, prema (6) i (7),

( mt 42 js ( p)' pr(1+me)
x— Pt — | =
m

2m? mt

ili poslé uproicéenja:

® xhe yle

Ordinate taaka preseka parabole
®) yt=2px
i kruga (8) odreduju se iz jednaine

2p*(m*-2)  8p*
2

10) He P——y-3pt=0,
m
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Kako krug (8) prolazi kroz tatke A i B, jednalinu (10) moraju zadovoljavati ordinate
ovih tataka, tj. y=y, i y=y, pretstavljaju korene jednacine (10). Zbog ovoga polinom na
levoj strani jednaline (10) mora biti deljiv sa:

-2 -y)=r =1+ Y)Y+,
tj. prema (4) sa

an y:—(2p/m)y-pt.
Posle izvréene deobe dobija se jednalina
(12) Y2+ 2p/myy+3p2=0

2a odredivanje ordinata y; i y, tataka P i Q.
1z (12) sleduje
(13) Yatys=—=2plm,  yyy,=3p*,

a prema (9) je

x3+x4=}’32+)’42=(J"3+)’4)2"2}'3y4’ e 32}'42,
2p 2p 4p*
tj., s cbzirom na (13),
P(2-3m?
(14) S iz R
m? 4

Jednadina kruga koji prolazi kroz tacke P (x3,y;), Q (x;,¥) i F(p/2,0) ima oblik:
(15) x2+y2+ax+by+c=0,
gde se a b i ¢ odreduju iz jednaina:

X+ yi+ax,+by,+¢=0,

(16) xl2+y2+ax,+by,+c=0,
2 g
i+—p+c-0.
4 2
Iz ovih jednalina se dobija
3+md 1-3m? 3pt
an PS4 L R L
2 m? 2md 4 m?

pa jednadina (15) postaje

p(3+m2)x+p(l—3m’) 3p‘=
2 m? 2md 4 m?

Ordinate tataka preseka kruga (18) i parabole (9) odreduju se iz jednaline

3(m-1) 2p2(1-3m%)  3p*
+ pPEyi+ y+ —=0.
mt md m?

(18) - X348 - 0.

19) s

Podto ordinate y, i y, moraju zadovoljavati ovu jednadinu, prema (12) polinom na njenoj
levoj strani deljiv je sa

(20) =) v—y)=y*+(2p/m)y+3pt.
Posle deobe polinoma na levoj strani jednadine (19) polinomom (20), dolazi se do
jednacdine
2
-2 54 (i) =0,
m m

koja ima dvostruki koren y=p/m.
. Na osnovu (9) je x=p/2m?. To znali da se u tacki D (p/2m?, p/m) dodiruju: krug koji
prolazi kroz tatke P, Q, F i parabola y2=2px.
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17. Krug koji prolazi kroz teme parabole y*=4 ax sete ovu parabolu jo3
u tatkama P, Q, R. Tangente date parabole u tatkama P, O, R obrazuju
trougao LMN.

Pokazati da se sredine strana trougla LMN nalaze na paraboli 2 y*+ax=0.

Resenje. Jednatina kruga koji prolazi kroz teme parabole

(1) yi=4dax
ima oblik
@ x2+y2+ Ax+ By=0.

Ordinate tataka preseka parabole (1) i kruga (2) date su jednalinom

” (1 A) 24 By=0
+[1+-—|y2+By=0.
162 el |

) Ako se izuzme teme parabole (x=0, y=0), ordinate ostalih taCaka preseka odredene su
Jjednacinom

3) Y+4a(A+4a)y+16a2B=0.
Tangente u taCkama P (x,y,), Q (X, ¥,) i R(x;,»;) imaju jednacine:
“ ny=2a(x+x), Yoy=2a(x+x,), Yay=2a(x+x,).

Koordinate temena trougla LMN dobijaju se reSavanjem po dve i dve od ovih jedna-
¢ina, naime nalazi se:

L(xzya_xayz’ 2ax2_x3), M(xlya“xah, 2ax1_x3), N(xlh_x:z)’l, 2ax1—x2)_
Ya—Vs Ya2—JYs V1= Vs g = »r—Ye V1Y

Kako je x;=y?/(4a) (k=1, 2,3), dobija se, na primer,

Xo V3 — X3Va

Y2ZYa‘Ya2J’2_y2y3 zaxe“xs__ 1 yzg“y32‘y2+ V3

1
Ya—Ys da  y,-y, 4a Ya=Ys 2 Va— s 2

Stoga ¢e koordinate temena L, M, N biti respektivno
©) Vo¥3 Yat Vs Vs Nt Vs Ny Nt
Agi 12 7 e I 40’ 2 )

Ako su S,, S, i S; respektivno sredine duzi MN, NL i LM, tada su koordinate ovih
tataka:

Vi ety 23+t
8a 4 y

(6

Yo Or+¥)  yi+2ytys
8a 4 i

(ya O +Y) Mtyat+2y,
8a 4

Bududi da je u jednalini (3) koeficijent uz y? jednak nuli, mora biti: y,+y,+y,=0,
a odavde sleduje

(7) YatYs= =1, Yi+Vs= —Ya, Y= =Ny

Na osnovu (7) koordinate (6) imaju vrednosti:

B M _¥ % EEC)
8a’ 4) 8a’ 4)’ 84’ 4)
Odavde se zakljuuje da sredine strana trougla LMN leZe na paraboli 2 y2+ax=0, §to
je trebalo pokazati.
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18. Odrediti pravu koja je u isti mah tangenta i normala krive
(1) y=+x/)/x—1.

Resenje. Stavimo li y=tx, dobija se
t=41/YVx-1. S x=(1/)+1.

Prema tome, kriva (1) moZe se definisati jednadinama

) x=1+(1/%), y=t+(1/1).
Jednadina tangente krive (2) u tatki r=1, (#0) glasi

! : . I %) 1 A
S e L ) e e =] |
Y=l ) o—1o fo2)

3
(3) o
Jednatina normale krive (2) u tacki f=1, (#0) je
2 2 2 v B
0 R LD
Lt -1 LAt -1)
Jednaine (3) i (4) odreduju istu pravu ako su ispunjeni uslovi:
1
5 —(p =ty = ,
@) 7 to=t= 5
1 12 (2 +1)2(%-2
(6) r.,+——+i=(71 ,)(’ ).
2t 2 13 (02— 1)

Presek krive (2) i tangente (3) dobicemo iz jednaine

i h ek 1
b g e (g~ === .
D R R e R (T SR P
s to? — 12
t—tg+——=—1; (1 —14%) =,
ST e T

TraZimo reSenje t#f,, pa moZzemo podeliti levu i desnu stranu poslednje jednaine sa
t —1t,, te dobijamo v
2102 —(1 +12) t+1y—1,2=0.

Ova jednalina ima korene:

t=t A I(l )
= i =-———1].
0 2 {1, 0

Prema tome, tangenta u tacki # krive (2) seCe ovu krivu u tacki
1 /1 p
T
Ovaj rezultat olakSava reSavanje skupa jednalina (5) i (6). Umesto jedna&ina (5) i (6)

moZemo uzeti jednalinu (5) i
(7 t, = Ly t
) ey P &

Ako se ova vrednost za ¢, unese u (5), dobija se

® (1 —1M)? (1" =6 15 + 1) =32 1,2,

ili u razvijenom obliku

®

W8 +142—40u+1=0  (12=u).
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Ako se t,=(1/2) (1/1o— o) uvrsti u (6), dolazi se takode do jednaline (8).

Analizom jednagine (9) utvrduje se da postoje &etiri prave koje imaju ozobinu da su
jednovremeno i tangente i normale date krive.

Ostaje jo§ da se izra¢una u« sa tatno$¢u koja bi unapred bila data.

Primedba. Citalac ¢e prilikom obrade ovog pitanja nacrtati potrebne grafike.

19. Uslov da tri kruga
Q)] Xyt ax+bhy+a=0 (k=1,2,3)
imaju jednu zajedni¢ku tatku moZe se napisati u obliku

b By o6 |® 11 e oy |* |& ThNIIMEeg By g

1 by |+ |1 ay ¢c|+|ay by 1

1 by ¢ 1 a; ¢ a; by 1

Cs

ReSenje. Skup jednatina (1) moZe se zameniti ekvivalentnim skupom (D#0)

¢ a b | i ol b

1 1

x4 yte 3 c, a; b, |, x= % Ireothi s
c; a; by 1 ¢ b,
1T a ¢ 1 a b
1

=-——11 a ¢|, D=1 a, b,
Y D 2 €2 2 D2
1 a ¢ 1 a; b,

Eliminacijom x, y iz ovih relacija dobija se uslov koji je napred naveden.
20. U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu Oxy data je kriva
(E) 2 x (x2+ 3 y¥)=3 (x% - »?).
1° Izrazitt koordinate (x, y) tatke ove krive kao racionalne funkcije jednog
parametra.
2° Naéi jednaginu krive (E), ako koordinatne ose izvr$e rotaciju od 45° u
direktnom smislu oko koordinatnog poé&etka.
Uputstvo. Staviti y=tx (¢ parametar).
21. Date su narabole
(H V24+4x—-4=0, @ 8§x2—2x-3y—-6=0.

1° Odrediti koordinate njihovih preseénih tafaka.

2° U presednim tatkama povuéi normale na krivu (1) i pokazati da se tri
od ovih normala seku u jednoj tacki.

3° Da li preselne tatke odredene u 1° leZe na jednom krugu?

Rezultat. 1° Presetne tatke su: (0,-2), (1, 0), (3/4, 1), (—5/4, 3).
2° Tri normale (podnoZja: prva, treca i Cetvrta od navedenih tacaka) seku se u talki
(-11/4, 3/4).

22. Tangenta hiperbole (H) u njenoj talki P sele asimptote ove hiperbole
u tatkama Q i R. Pokazati da je P sredina duZi QR.

Ako su: O centar hiperbole (H), 4 i B tatke u kojima normala hiperbole
(H) u talki P sefe ose simetrije ove hiperbole, ispitati da li se tatke O, 4,
B, Q, R nalaze na jednom krugu.
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23. Data je elipsa
¢} x2[a® 4+ y2 b2 =1

i na njoj dve pokretne tacke M, (x;, y;) 1 M, (x,, y,) &ije koordinate zado-
voljavaju uslov

(2) Uxy+ 1/xg=1/y;+ 1/y,.
Odrediti i konstruisati g. m. pola prave M; M, u odnosu na elipsu (2).
Resenje. Ako se sa (p, q) oznale koordinate pola, jednacina sefice M, M, glasi

3) px|a® + qy/b*=
Ako se iz (1) i (3) eliminiSe y, dobija se

(@q2+ B2p2)x?—-2a*b2px +at (b —¢*)=0.
1/x, + Uxy=2b2pl{a® (b2 —q®)}.

Istim postupkom se nalazi 1/y; + 1/y,=2a2q/{b?(a*—p®}.
TraZeno geometrisko mesto pola je

4) (@ —-x)x=at (b2-)*)y.

—_

Za crtanje ove krive podesno je primeniti metod oblasti. U tu svrhu napi§imo jedna-
¢inu (4) u obliku

5) Ba—x)(a+xX)x=a'(b-y)(b+y)y.

—

Prav.ama x=0, x=—a, x=a, y=0, y=—b, y=>»b ravan Oxy podeljena je na viSe oblasti,
kao §to je na slici naznaceno (slika je nacrtana uz pretpostavku a> b).

y

\\&

e Ap——

7
= / 3

U Srafiranim oblastima nema tacaka krive, $to se bez telkode proverava.

_
_ 7
_

\

Da li geometriskom mestu pripadaju temena pravougaonika?
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24. Data je kriva
@ y=x*(x*~1).

1° U taCki apscise x odrediti jednadinu tangente, a zatim naéi koordinate
tatke u kojoj ta tangenta see krivu (1).

2° Odrediti pravu koja je u isti mah i tangenta i normala krive (1).

Refenje. 1° Jednalina tangente krive (1), tj. krive

@ Y=X?/(X*~1)
u tacki X=x glasi

3 ¥ x2 2x X-x)

@) BN, T

Ako se Y eliminiSe iz (2) i (3), dobija se

2x x? 2x2 2x x2 2 x2
4 X3+[1-— X2— X+[ ]=0

(2= 1) xX2—1 (x2- 1) a1 s 1

Bududi da je X=x bar dvostruki koren jednaline (4), sleduje da se apscisa x, tatke u
kojoj tangenta (2) sele krivu (3) dobija iz jednatine

. x? 2x? J(x-1)2
ot 2a x2—1+(x2—1)2 Px

1 1
x3=-—(x+—) (x#0).
2 x
2° Jednafina normale krive (2) u tatki X'=x, ima oblik
xg? (x,2 - 1)

x;2—1 5 2 x,

) Y-

(X —x3).

Tangenta i normala krive (2) poklopi¢e se ako su ispunjeni uslovi:

x2 2x2 %24 X,2 — 1)
© . b
x2—1 (x2=-1)% x2-1 2
—2x (x32—1)2
M :

=1 2x
Ako se u (6) umesto x; stavi —(1/2) (x+1/x), dobija se jednadina
®) F)=0(2—1) -32x (x2+ 1)=0.

Do iste jednatine se dolazi, ako se u (7) stavi x;=—(1/2) (x + 1/x).
Jednadina (8) smenom x2=¢ postaje

9 19 —615+1514—5213—1712-61t+1=0.

Nas interesuju samo pozitivni koreni poslednje jednaline, jer je x= Y2, Grafi¢kim
putem utvrdujemo da se jedan pozitivan koren jednafine (9) nalazi u razmaku (0,1), a drugi
u razmaku (5,6).

Prema tome, postoje ukupno &etiri prave koje su u isti mah tangente i normale krive (1).
Apscise tataka dodira ovih tangenata su u razmacima: (-3, -2), (=1, 0), (0, 1), (2, 3), §to
se moze proveriti izratunavanjem f(—3), f(—2), f(—1), £(0), f(1), f(2), f(3).

Buduéi da je kriva simetri¢éna prema y-osi, dovoljno je izratunati pozitivne vrednosti za x.

25. 1° Odrediti jednaline tangente i normale parabole y®=4ax u njenoj
tacki (af?, 2at).

2° Tangente ove parabole u tatkama P(at,2, 2at)) 1 Q(at,?, 2at,) seku se
u taCki T(t,54t,). Normale parabole u tatkama P i Q seku se u tadki S.
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Sta je geometrisko mesto tatke S, ako se tatka T kreée po pravoj paralelnoj
osi simetrije parabole?

3° Tangenta parabole u talki R (ats?, 2 at;) (1, £t F#t,5%1) sele prave PT
i QT respektivno u tackama C i D. Pokazati da je
TC/CP=DQ|TD.
4° Ako se tatka T kreée po krugu x%+ y®=1, odrediti geometrisko mesto
tadke S.

5° Ako se tatka S krede po pravoj y=ak (k=const), odrediti geometrisko
mesto tacke T.

Resenje. 1° Jednaline tangente i normale su respektivno:
x—ty+at?*=0, xt+y-2at—at3=0.

2° Koordinate tatke T su {at;t,, a(t;+1,)}.
Koordinate tatke S su {a(z,2+1,1,+6,2+2), —at t,(f,+1,)}.
Kada se tatka T krece po pravoj koja je paralelna x-osi, tada je

a(ty +1,)=ak=const,
pa se iz jednaCina
x=am(t; + 1,2 -1, 1, +2], y=—at t,(t; +1t,), t+1,=k,
posle eliminacije izraza r,+1¢, i 1,1,, dobija
x—lk)=ak®+2).
Citalac ¢e ispitati da li je g. m. talke S ova prava ili samo njen deo.

3° Talke C i D imaju respektivne koordinate:

{at ty, a(t+1)} 1 {atyty, a(ty+4)}.

Buduéi da je
.’7‘?/5}5|a||12—13|Vt12+l/(\a||t1—r3|1/112+]),
A w/ﬁz,aH’z“’ﬂ Vit+1/(al||t—t{V 1,2+ 1),

TC/CP=DQTD,
$to je i trebalo pokazati.

4° i 5° Postavljena pitanja mogu se ovako generalisati:

Ako se tatka T (odnosmo S) krece po krivoj F(x y) 0, Sta ée biti geometrisko mesto
tacke S (odnosno T).

Ova se pitanja rezerviiu za cntgoca, sa napomenom da se pre njihovog reSavanja treba
malo upoznati sa teorijom eliminacije. Pitanja postaju relativno laka, ako je F(x, y) linearna
unkcija po x 1 y.

26. Tri tangente jedne parabole grade trougao. Pokazati da krug opisan
oko ovog trougla prolazi kroz ZiZu parabole.

Resenje. Posmatrajmo parabolu, definisanu jednacinom

M yE=2px

u Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu, i tri tangente parabole (1):

P P
2 +—. bx+—, y=cx+_—.
@ I T 2bycx ¥

[a, b, c(a+ b+ c+ a) koeficijenti pravaca ovih tangenata].
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Konusni presek, koji prolazi kroz tatke preseka tangenata (2), definisan je relacijom
p F4 P p
3 bx+— - exX+——y|+r|ex+—— S
& v(x 2b y)(x 2¢ y) (cx 2¢ y)(ax 2a y)
14 14
+p +—= bx+—~-y|=0.
P(ax 2a y)(x 2b y)

U jednadini (3) v, A i 1 su tri parametra, priviemeno neodredena.
Jednacina (3) pretstavljaée krug, ako su ispunjeni uslovi:

4) vbhed-deca+pab=v+Xi+y,
(5) vib+o)+h(c+a)+n(a+b)=0.

Ispitajmo sada da li se tatka (p/2 0) nalazi na krivoj (3) koja je krug, ako su zado-
voljeni uslovi (4) i (5).

Jednadina (3) je identitki zadovoljena za x=p/2, y=0, ako je determinanta

be—1 ca—1 ab-1 :

b+e c+a a+b

() (D) (o))

identi¢ki jednaka nuli.
Buduéi da e zaista D=0, iskazan stav o tangentama parabole je dokazan.

Citalac ¢e posebno prouditi slu¢aj kada je jedna tangenta x=0, a ostale dve y=(ax)+p/(2a),
y=(bx)+p/(2b), gde je a#b, ab#0.

Primedba. Dati 1 geometriski dokaz ovog stava.

27. Odrediti krive drugog stepena (C) koje prolaze . kroz tacke (1,1),
(1, =D, (=11, (—1,-D.

Zatim odrediti i konstruisati g. m. 2/ ¥ 22007
podnoZja normala povudenih iz tagke (2, 3) / 2 // //
na krive (O). / / //

/
Resenje. Krive (C) definisane su jednalinom .
x2-D+a(y?-1)=0 (@ parametar). 7
Jednatina normale krive (C) u njenoj tacki 7 )
(xq, »o) glasi 77

(x = Xo)/Xo = (¥ ~ yo)/(ayo) - A

Normala prolazi kroz tatku (2,3) pa je stoga

1) (2= xo)/x0=(3 —yo)/(ayy)-
Talka (x,, yo) nalazi se na krivoj (C), te je
2 (x*-1)+a(y?-1)=0.

Eliminacijom parametra @ iz jednatina (1) i (2) dobija se traZeno geometrisko mesto
YR-x)(x-D=x(-3)(*-1).
Metodom oblasti dolazimo do grafika krive. (Videti sliku.)
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28. 1° Konstruisati krivu
© p=x+1/x2
2° U tacki M(x,, y,) ove krive povudena je njena tangenta (f). Odrediti

koordinate tatke N u kojoj tangenta seCe krivu (C).

3° Odrediti geometrisko mesto sredine duZi MN kada se M krece po onoj
grani krive (C) koja leZi u I kvadrantu.

4° U ta¢ki N podignuta je normala (n) na krivu (C). Odrediti tatke M i N
za koje se prave (¢) i (n) poklapaju.

Resenje. 2° JednaCina tangente (2) krive
())] y=x+1/x2
u tatki M (x,, y,) ima oblik

2 3
(2) y= 1————3 CE s

Da bismo odredili koordinate (x;, »,) tatke N, eliminisaemo y iz jednacina (1) i (2).
Tako dobijamo

3x Xt
B0, 0 g
2 2
Ova jednalina ima jedan dvojni koren x,, te je stoga x;= — x/2.
3 - & Xo x 4
Tako je odredena tacka: ¥V | ——, ——+
2 2 ¥
3° Koordinate sredine duzi MN su:
Xg+ X + ¥
o R e Rl )
2 2
odnosno
A X X 5
3) x=22 y=2y —
4 4 2x2

Ako se tatka M (x4, y,) kreée po grani krive (C) koja je u I kvadrantu, tada je x,>0,
pa ¢emo, eliminacijom x, iz jednaéina (3), dobiti

Y=X+5/(32X%)  (X>0).

TraZeno geometrisko mesto je kriva koja ima oblik slitan krivej (C) i s obzirom na
uslov x,>0, tj. X >0, pretstavlja granu koja se nalazi u I kvadrantu.

4° Da bi se normala (n) i tangenta (¢) poklopile, potrebno je da su kosficijenti pravaca
ovih pravih jednaki, poSto obe pro.aze kroz zajednitku tatku N. Tako dobijamo uslov

0 1770 IR 75 I
0dnosno
Xph xg2—2

_xo" +16 Xxo®
Smenom x,3=t¢ dobicemo jednadinu 12+ 71— 16=0, odakle zakljuCujemo da ce se tangenta
i normala poklopiti u tackama sa apscisama

C/'TH/TE \3/77?_1/1‘13‘
Xg=\[ ——F, Xy=\ [ ———.

2 2

29. U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu odrediti jednacinu

konusnog preseka koji prolazi kroz talke (0,0), (1,0), (0,1) i &iji je centar
tacka (2,3).

Proveriti da li je 5x2—5xy+2y2—5x—2y=0 traZena jednadina?

7 D. S. Mitrinovié: ZBORNIK I
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30. Transformisati na kanonitki oblik jedna¢inu ravnostrane hiperbole koja
prolazi kroz talke (0,3), (8,2) i dodiruje apscisnu osu u tacki 74,0).

Podaci su dati u odnosu na Dekartov pravougli koordinatni sistem.

Rezultat. Jednacina hiperbole je 24 x2 ~11xy—24y2—-192x~56y+384=0.

Njen kanoni¢ki oblik je x,2 —y,%=3840/(97)%2.

31. Kroz tri nekolinearne tatke A, B, C povuéi tri paralelne prave u ravni
trougla ABC tako da je jedna od njih podjednako udaljena od druge dve.

Zadatak regiti metodom koordinata i geometriski. Koliko ima reSenja?
Diskutovati i slu¢aj kada su tacke 4, B, C kolinearne.

32. Odrediti i nacrtati geometrisko mesto tafaka simetriénih s centrom
elipse x*/a®+y?/b*=1 (odnosno hiperbole x?/a®>—y?/b*=1) u odnosu na njene
tangente.

IzraCunati veli€inu povrSine prstena ograniCenog elipsom 1 geometriskim
mestom u vezi sa elipsom.

: Rezultat. Geometrisko mesto za elipsu:
(x2+y2)2=4 (a% x2+ b2 y?).
Geometrisko mesto za hiperbolu:
(x2 4 ).2)2 =4 (a2 x2 = [)Zy2) X

Posmatrati ove krive u polarnim koordinatama i narofito prouditi slutaj a=>b.

33. Prave (L,) i (Ly) seku se u tacki O. Na (L)) su uzete tacke 4, 45, ..., 4,,
a na (L;) tatke By, B,,..., B,.

Odrediti broj trouglova &ija su temena talke:
1° Ay, B (k=1,2,..., n);
2% 0, Aka Bk (k=1, 2,..., ﬂ).

Rezultat. 1° n?(n-1); 2¢ 7

34. Data je nepomicna parabola (P). Kraci pravog ugla, koji leZi u ravni
parabole (P) i ¢ije se teme poklapa sa temenom O ove parabole, seku para-
bolu u dve taéke M i1 N. Pokazati da prava MN rotira oko jedne nepomiéne
tacke (koju treba odrediti), kada posmatrani ugao rotira oko svog temena O.

Rezultat. Prava MN rotira oko talke koja se nalazi na osi simetrije parabole na otsto-
janju (u pravcu ZiZe) koje iznosi 4 - OF (F ziZa parabole).

35. Dat je nepokretan prav ugao MON. Na kraku OM uoéiti dve nepo-
micne tatke 4 i B i na kraku ON jednu pomiénu tacku C.

U tatki 4 normalno na AC povulena je prava A4’; u tatki B normalno
na BC povuena je prava BB'.

Odrediti geometrisko mszsto preseka pravih 44’ i BB’, kada se tatka C
krece od O ka N. :

36. Odrediti g. m. tatke M iz koje se mogu povuéi na parabolu II reda
tangente koje zaklapaju ugao 6.
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37. Nac¢i najkraée otstojanje izmedu parabole y>=2 px i prave Ax+ By + C=0.

Primeniti rezultat na slu¢aj 4x43y-+46=0, y2=64x.

Rezultat. Za partikularni sluéaj dmin=2.

38. Uoditi krug (O; r), jedan njegov pretnik AB i jednu tatku M na krugu.
Tacka M ortogonalno se projektuje u tacku Q na AB. Prava AN (N sredina
duZzi MQ) sefe dati krug u D.

Odrediti 1 ispitati ‘geometrisko mesto preseka P pravih BD i QM, kada
tatka M opiSe krug (O; r).

Uputstvo i rezultat. Za x-osu Dekartovog pravouglog koordinatnog sistcma uzeti pravu AB
(sa pozitivnim smecrom od A ka B) i neka je O kcordinatni poletak.

Tra’eno geometrisko mesto je elipra x2/r2+ y%/(dr2)=1.

Resiti opstiji zadatak u sluéaju kada tatka N deli duz QM u razmeri m:n.

39. U ravni Dekartovog pravouglog koordinatnog sistema Oxy prave
y=2x, x=2y, Xx+y=a, x+y=2a (a parametar)

ograniavaju Cetvorougao.

Pokazati da se oko ovog Cetvorougla moZe opisati krug i odrediti jedna-
ginu kruga.

Odrediti g. m. centra ovog kruga kad parametar ¢ varira od 1 do 4.

40. Neka su d; i d, otselci koje na y-osi Deckartovog pravouglog koordi-
natnog sistema Oxy ¢ine tangente povulene iz tatke M (p,¢) na krug

2

(x—a)+y*=a.
Odrediti g. m. tatke M, kada je zadovoljen jedan od tri uslova:
di+dy=k; dydy=k% dZ+d?=k®> (k=const).
41. Dat je konusni presek
A B D
(D Ax?+2 Bxy+Cy* +2 Dx+2 Ey + F=0, B ¢ E\#0
b E E

Iz tatke M (p, q) povulene su tangente na krivu (1) koje na y-osi Cine
otseke d| 1 d,.
Odrediti g. m. tatke M, kada je ispunjen jedan od tri uslova:

dy+dy=k: didy=k* d?+d2=k® (k=const).
Posebno tretirati slutajeve kada (1) ima jedan od oblika
Y2=2px, xy=a? x}a4+y3b2=1, x*a®>—3%b%:=1.

42. U ravni su dati: <& MON i tatka P. Kroz tatku P povuéena je jedna
prava koja sefe krake OM i ON datog ugla respektivno u tatkama A4 i B.
Normala na kraku OM, povulena u A, sele krak ON u tacki 4’. Normala
na kraku ON, povuéena u B, see krak OM u talki B'.

Ako prava AB rotira oko nepomiéne tadke P, tada postoji nepomitna
tatka P’ oko koje rotira prava A’ B’. Dokazati ovo.

i
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Uputstve. Zadatak ima elegantno reienje u Dekartovom kosouglom sistemu. Neka O
bude koordinatni potetak, OM osa x, a ON osa y.

Zadatak tako isto rediti u Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu.

43. Date su dve ortogonalne prave L; i L,. Temena 4 i B trougla ABC
(AB=c¢, < BAC=a, X ABC=p) krefu se respektivno po pravama L; i L,.
Odrediti i ispitati geometrisko mesto temena C.

“44. Nacrtati krivu
(1) y=(x2—x—6)/(x+2x~3).

Posmatrajuéi sliku, moZe se naslutiti da kriva (1) ima centar simetrije.
Proveriti ovo premestajuci koordinatni poletak u centar simetrije.

Koristeéi navedene rezultate, odrediti uslov da bi kriva
y=x2+px+@)/(x®+rx+s) (p, g, r, s parametri)

imala centar simetrije.

45. Posmatrati jedan promenljiv pravougaonik ABCD. Teme A ovog pravo-
ugaonika je fiksirano, dok se teme B kreée po jednoj fiksiranoj pravoj (L).
Prava CD prolazi kroz jednu fiksiranu talku O prave (L).

Odrediti g. m. temena C, tj. temena koje leZi naspram.temena A.

Uputstvo. Za pocetak Dekartovog pravouglog koordinatnog sistema uzeti tacku O, a za
y-osu pravu (L); tada se dobija ovaj

Rezultat. G. m. je kriva x(x2+)y?)+py(xoy —yex)=0, gde su (x,, yo) koordinate tatke A.
Da li je ova kriva unikurzalna?
Citalac ¢e konstruisati ovu krivu.

46. U jednoj ravni dati su: jedan krug (C) i jedna tatka P. Odrediti
g. m. take M koja je podjednako udaljena od kruga (C) i tatke P. U slutaju
kada se tatka P nalazi van kruga, konstruisati ovo g. m.

47. Pokazati da jednalina

(x—x)(x—x)+ (¥ =y) (y—yp)=0

definiSe krug ¢&iji jedan dijametar ima za krajnje tatke (x,, y;) i (x5, ¥5)-

48. Tacka M parabole (P) projektuje se u tatku N na njenoj osi simetrije.
Odrediti geometrisko mesto sredine duZzi MN kada se tatka M krece po
paraboli (P).

49. Ako se tatka P, koja se nalazi u ravni date elipse (E), spoji sa Zizom F
elipse i u F podigne normala na pravu PF, tada se: ova normala, polara
tacke P i direktrisa elipse koja odgovara ZiZzi F seku u istoj taéki.

Dokazati ovaj stav.

50. Dokazati da ma koja tangenta parabole see svoju fokalnu sedicu koja
je normalna na osi simetrije kao i direktrisu u tatkama podjednako udaljenim
od fokusa.
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51. Iz nepomiZne tacke P kruga (O;r) povulena je njegova tetiva PQ.
Odrediti i nacrtati g. m. talke M kada je

PTW=k-@: k(>0) parametar.
Razlikovati slutajeve: 1° k>1; 2° k< 1.

52. Date su dve krive II reda
(Fk) Akx2+23kxy+Cky2+2Dkx+2Eky+Fk=0 (k=1, 2)

1° Koje uslove treba da zadovoljavaju koeficijenti jednadina (I;) da bi
kroz preseéne talke krivih (I}) prolazio krug?

2° Kada su krive (/%) dve pavabole od kojih jedna ima za osu simetrije
pravu paralelnu x-osi, a druga pravu paralelnu y-osi, da li su uslovi o kojima

je re¢ uvek zadovoljeni?

53. T, FT, je jedna fokalna tetiva date parabole. Posmatrati: krug C; koji
prolazi kroz fokus F i dodirujz parabolu u tagki 7, 1 krug C, koji prolazi
kroz F i1 dodiruje parabolu u T5,.

Dokazati da se krugovi C; i C, seku ortogona'no.

Dokaz. Neka je parabola (videti sliku) data svojom metri¢no-kanoni¢nom jednadinom

€))] y:=2px, y
i reka 7, 1 T, imaju koordinate (x,.y;)) i (x,, y,) 5 =
Pode:no je, umesto (1), koristiti jednadine \

x=2 pt®, y=2pt.

Tatkama 7, i T, neka odgovaraju vrednosti ¢, i ¢,
parametra 1.
Talke T,, T,, F su kolinearne; zato vazi

2 pty® 2 pt, 1
2 pt,? 2 pt, 1| =0,
pl2 0 1

odakle sleduje

2) 41, t,+1=0.
Na krug C,, koji prolazi kroz F i dodiruje parabolu (I) u tatki T,, povla¢imo tangentu
t sa dodirom u F, kao i tangeatu 7, sa dodirom u T,.
. ; P 1
Koeficijent pravca tangente r, je k;= —=—.
n 24
s =N 1 7 4 e

> ¥y
Koeficijent pravca prave T, T, je ky= = = - .
N 2 = S T PRI

Koeficijent pravca tangente v neka je k.
Trougao T, FP (P je presek tangenata v i 1)) je ravnokrak sa vrhom u P, Zato je

S PT,F=<4T,FP,

pa imamo
<Gy ky—ky & — e
g (PT,F)= —= tg (T, FP)=——.
A et e IR s 7=
ky—k, k—~k,

1+kky 1+kky
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Ako ovde unesemo vrednosti za k, i k,, dobijamo
€)] k=(1202-D)){21, (41,2-3)}.

) Na isti nadin dobijamo za koeficijent pravca k’ tangente u F na krug C,, koji prolazi
kroz F i dodiruje parabolu (1) u 7,:

) K= (12 0,2 = 1)/{2 15 (4 1,2~ 3)}.
Iz (3), (4) i (2) sleduje kk’= —1.
Zaista, krugovi C; i C, seku se ortogonalno, §to je trebalo dokazati.

54, Tatkama A4, A,, A, jedne elipse odgovaraju tri potega Cija je duZina:
FA,=2, FAy,=4, FdA,=8,
(F jedna od ZiZa ove elipse) i uz to su dati uglovi

(FA;, FA))==/2, (FA;, FA))=m.
Odrediti metricke elemente ove elipse.

Rezultat. a=16/3, b=16115/15, p=16/5, e=1/10/5.

55. U Dekartovom pravoug'om koordinatnom sistemu data je hiperbola
x2/a?—y2[b?=1. Selica paralelna y-osi sefe ovu hiperbolu u tadkama M i M.
Prave MF i M'F’ (F i F’ ZiZe hiperbole) seku se u tacki P.

Odrediti g. m. tatke P, ako se sefica MM’ kreCe ostajuéi stalno para-
lelna y-osi.

Resenje. Neka je M (p, q) jedna tatka hiperbole; tada tacka M’ ima koordinate (p, —¢).
Jednadine pravih MF i M’'F’ su respektivno

) ye@-0, @ yexr0) {e=(a+ B0,
p-c ptec

Parametri p i ¢ zadovoljavaju takode uslov
3 pilat —g*/b*=1.
Iz (1) i (2) se nalazi: p=c?x, g= —cy/x. Ako se ove vrednosti unesu u (3), dobija se
xZ 2
@ =3y S R
cfat  b®c?la®

Citalac ée ispitati da li je elipsa (4) tra’eno- g. m. tatke P, ili samo deo njenog luka.

56. U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu Oxy data je hiper-
bola xy=1. Uotiti na njoj tri tatke A, B, C &je su apscise 1/y;, 1/ys,
Y1Y2 Vs, 1 odrediti tatku koja je podjednako udaljena od tataka 4, B, C.

Da li se tatka (1/y;, y;) nalazi na krugu koji prolazi kroz tatke A4, B, C?

57. Odrediti g. m. sredina tetiva koje stoje normalno na paraboli.
Rezultar. Geometrisko mesto je kriva
x=p+3y*p+p*(2y%).
Primedba. Prilikom re$avanja zadatka poslo se od sledeée jednaline parabole
y2=2px.
58. Dati su parabola i krug koji prolazi kroz ZiZu ove parabole. Odrediti

oblasti u kojima treba da se nalazi centar kruga, da bi tatke presecka ovih
krivih bile ili sve realne, ili sve imaginarne, ili dve realne i dve imaginarne.
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59. U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu Oxy koordinate (x, )
tatke M definisane su relacijama:

¥t
(E) w=lt+1], p=jfr=1|, \ &
A \
1€(—w, +x). o \\
Nacrtati g. m. tatke M. & \
Refenje. Umesto (E) moZemo pisati: ks AL ) z
~——it - A
(1) x=-t-1, y=221, 1€(=o, =1
/ A
@) aend b s<Pil, i€ [=1, #0 4 5
B) Resgl, ye=l, | FA N e ! '

Ako se iz relacija (1), (2), (3) eliminile ¢, dobijaju se respektivne krive
y=Es =1 G20 pe-G-Pr41 GEOAN el DF-1 (G50
To su, ustvari, segmenti lukova tri parabole.

_ Jednatinama (E) odredena je funkcija y(x) koja je definisana samo za x>>0. Ta funk-
cija je multiformna. (Videti sliku).

60. AB je nepokretni prednik, CD pokretni prenik kruga ABCD, tatka E
sredina kruznog luka BC.

Prave DE 1 AC seku se u P.

Ispitati kakav je poloZaj prave DE prema geometriskom mestu tacke P,
kada CD rotira oko svoje sredine u ravni kruga. '

_ Rezultat. Prava DE je u svakoj tatki P normala geometriskog mesta. Citalac ¢e odrediti
i ispitati g. m. tatke P.

61. Data je parabola (P)y®?=2px i jedna pokretna prava (L) koja prolazi
kroz Zizu ove parabole i seCe parabolu u tackama M; i M,.

1° Pokazati da su tangente u tackama M, i M, parabole (P) normalne
medu sobom i da se presek tangenata nalazi na direktrisi parabole (P).

2° Odrediti geometrisko mesto preseka no:mala povulenih na parabolu u
tatkama M, i M,, kada seCica (L) rotira oko ZiZe posmatrane parabole.

3° Ako su tatke @, i O, podnoZja normala povulenih iz koordinatnog
pocetka na tangente parabole u talkama M, i M,, pokazati da je geometrisko

mesto tataka Q; 1 Q,, kada prava (L) rotira oko ZiZe, jedna kriva LII stepena.
Nacrtati ovo geometrisko mesto.

62. Pokazati da kriva x*+ xy+»*—3=0 ima centar simetrije.

Odrediti tatke krive koje imaju minimalno i maksimalno otstojanje od
centra i reéi Sta te tatke pretstavljaju za krivu.

63. Date su dve prave L, i L, koje se seku pod pravim ug'om. U ravni
odredenoj ovim pravama naéi jednainu geometriskog mesta tacaka é&iji je
kvadrat otstojanja od prave L, direktno proporcionalan otstojanju od prave L,.

Na osnovu dobijene jednacine odrediti osu simetrije parabole

(x+y—1P2=2(x—-y+2).

64. Odrediti geometrisko mesto ortocentra trougla M F; F,, kada tatka M
opisuje datu elipsu Cije su ZiZe tacke £ 1 F,.

65. Pokazati da je prava geometrisko mesto centara krugova koji su bisek-
trise periferija dva data nepomi¢na kruga u ravni.
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66. Na krugu su date Cetiri tatke: A, B, C, D, poredane u naznadenom
redu. Ako su tacke «,B,v,d sredine lukova AB, BC, CD, DA, kakav je medu-
sobni poloZaj pravih ay i B3?

67. Na elipsi x?/a?+y?/b®> =1 uzeti dve tatke 4 i B. Paralelno pravoj OA4
povuéi jednu tangentu elipse koja dodiruje elipsu u tacki P. Paralelno pravoj
OB povuéi jednu tangentu iste elipse koja dodiruje elipsu u taéki Q. Ove dve
tangente seku se u taki 7. Ispitati da li su jednaki koli¢nici

TP/TQ i OAJOB,
gde je O koordinatni pocetak.

68. Odrediti g. m. centara krugova koji seku elipsu (x/a)®>+(y/b)®=1 u
takkama 4, B, C, D, tako da prava AB prolazi kroz koordinami podetak i

prava CD kroz utvrdenu tatku M, (x,, y,)-

69. Tangenta u taBki P elipse x%a®+)%/b%=1 sede pravu y=>b u tacki T.
Odrediti g. m. tatke M koja se dobija presckom prave OP i prave koja pro-
lazi kroz T paralelno y-osi (O koordinaini pocetak), kad P opise datu elipsu.

70. Prava (L) koja prolazi kroz tatku M (z, ) sele elipsu (x/a)®+(y/b)2=1
u tatkama A4 i B. Tangente elipse u tim tatkama seku se u tatki C. Odrediti
geometrisko mesto tatke C kada prava (L) rotira oko M.

71. Dokazati da se otseCak ma koje elipsine tangente, zahvaden izmedu
elipsinih tangenata u temenima, koja se nalaze na glavnoj osi elipse, vidi
iz fokusa pod pravim uglom.

72. U jednoj ravni dati su krug C i tatka M. Ako se jedno teme ravno-
stranog trougla nalazi u M, a drugo na periferiji kruga C, odrediti g. m.
treceg temena ovog trougla.

73. Odrediti geometrisko mesto ortogonalnih projekcija ZiZe jedne elipse
na njenim tangentama.

74. Odrediti geometrisko mesto tatke M tako da prava PQ bude tangenta
jedne elipse, gde su tatke P i Q ortogonalne projekcije tatke M na osama

simetrije date elipse.

75. U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu Oxy prava OD
rotira oko tatke O. Nepomilna tacka A4 (a, 0) ortogonalno se projektuje u P
na OD; tatka P se ortogonalno projektuje u Q na Oy; tatka Q se ortogo-
nalno projektuje u M na OD. Odrediti i nacrtati geometrisko mesto tacke M.

76. Odrediti i ispitati g. m. centara krugova upisanih u pravougle trougle
sa zajedni¢kom hipotenuzom.

77. U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu temena kvadrata su:
0(0,0), 4A(a,0), B(a,a), C(0,a). Prava y=mx sefe pravu BC u tadki E,
prava AE sefe y-osu u tatki D. Prave OE i BD seku se u tatki P.

Pokazati da je g. m. tatke P, kad se m menja, skup elipsi sa parame-
trom a. Izradunati veli¢ginu povrSine tih elipsi i odrediti geometrisko mesto

centara ovih elipsi kad se a menja.
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78. Odrediti 1 ispitati geometrisko mesto sredina tetiva jednog kruga koje
prolaze kroz jednu utvrdenu tacku.

79. Odrediti i ispitati geometrisko mesto temena parabola

y2—2axy+a®x*—x=0 (a parametar).

80. Odrediti geometrisko mesto sredina tetiva normalnih na jednoj paraboli.
Konstruisati dobijenu krivu.

81. Nadi i ispitati g. m. tadaka koje su podjednako wudaljene od parabole
1 njene ZiZe.

82. Odrediti jednainu normale parabole y?=2px, kad je m koeficijent
pravca normale. Sta je g. m. tataka iz kojih se na datu parabolu mogu povuéi
dve uzajamno normalne normale?

83. Naéi geometrisko mesto ortogonalnih projekcija ZiZe parabole na njenim
normalama.

84. Data je parabola y>=2px. Jedna pokretna sefica S ove parabole pro-
lazi kroz nepokretnu tacku (@, 0). Odrediti i ispitati g. m. preseka normala
parabole u tackama preseka parabole i selice S.

85. Iz tacke P jednog kruga povudene su tri tetive: PA, PB, PC (A, B, C
tacke na krugu). Ako se nad ovim tetivama kao preénicima konstruiSu tri
kruga, oni se dva po dva seku u tatkama D, E, F koje su kolinearne.

B

Uputstvo, ReSiti problem pomoéu polarnih koordinata. Talke D, E, F pripadaju
jednoj pravoj.

86. Odrediti jednalinu kruga ¢&ije su dve tetive date jednadinama
x2+y2+avx+byy+cy:0, Avx+B\,y+CV:0 (V=l,2).

Da [i ovaj zadatak uvek ima reSenja?
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87. U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu date su koordinate
temena Cetvorougla M; M, M, M, (videti sliku), tj.

M (x, ) (k=1,2,3,4).

Pokazati da su sredine S;, S,, S, triju dijagonala ovog Cetvorougla
kolinearne.
. MZ
Refenje. Posmatrati determinantu

—

1
= (g + x5) 7 n+y) 1

[

=

¢ 1
A=A’ | o (xp+xy) ?()’24‘)’4) 1

[ 5]

1 1
;(x5+x3) ;(.V.‘S"”.VG) 1

Ona pretstavlja dvostruku veli¢inu povr§ine
trougla Cija su temena tatke Sp, S,, S;.

Determinznta A moZe se napisati kao ebir
sledece Cetiri detcrmin.nte:

| A o3l L) (N x n 1 M,F\
i Xy vy 1 |’ Xy ¥4 1, Il
| X vy 1| xg yg 1 |
xg yg 1 x; ¥y 1 {
X3 yg 14, x oy 1 |
X, yy 1 Pxg ¥y 1 #
|
1

Sve ove dsterminante su jednake nuli’
budué¢i da su talke M,, M,, M,, odno:no Ve
M, M,, My odnosno M;, M., M,, odnosno M,
M, M;, M, koiin:arns.

Stoga jo A=0, §to znali .da su tatke S,, S,, S; kolinearne.

88. Ako je r>01i ako su 4y, By, G (k=1,2) realni parametri, odrediti
oblasti ravni Oxy za koje je

;jA1x+B1y+C1}—\A2x+Bzy+C2|‘ o
Posebno posmatrati sluéaj
‘|x—a|—\y—b]‘ <r.

89. Dat je pravougli trougao 4BC (< BAC=90%). Tatka H je ortogonalna
projekcija tatke 4 na pravoj BC. Na kateti 4B, izmedu tataka 4 i B, uogiti
tacku M. Iz M je spultena normala MN (N podnoZje normale) na pravu AH.
Normala u tatki N na pravoj NC sefe pravu 4B u tatki Q.

Proveriti da li je BM=AQ.

90. U odnosu na Dekartov pravougli koordinatni sistem data je tatka M (1, 1).
Prava kroz M rotira oko tatke M i sede x-osu i y-osu respektivno u tatkama
A 1 B. Sastaviti jednadinu g. m. preseka pravih od kojih jedna prolazi kroz A
paralelno y-osi, a druga kroz B paralelno x-osi.

Ispitati ovo geometrisko mesto.
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91. Odrediti geometrisko mesto sredina strana kvadrata koji su upisani u
dati kvadrat.

92. Obrazovati jednadinu parabole koja prolazi kroz tatke (0, —1),> (0, 3),
(—=1,0), (3,0), koje su date u odnosu na Dekartov pravougli koordinatni
sistem.

Odrediti koordinate temena i ZiZe ove parabole.
Rezultat. Jednacina parabols glasi (x—y)2—2(x+y)=3=0.

93. Ako su ose dve parabole paralelne, zajednitka seCica ovih parabola
polovi njihovu zajedni¢ku tangentu.

Dokazati ovu osobinu.
Refenje. U pravouglom koordinatnom sistemu Oxy uolimo dve parabole od kojih jedna
(1) yE=2px
ima za osu simetrije x-osu, dok je osa druge paralelna x-osi, tj. jednacéina druge je
2) y2=2qgy+2rx+s.

Ncka su P, (x,, y,) i P, (x,, ¥,) koordinate dodira zajednitke tangente parabola (1) i (2)
i ncka je P, sred na duZi P, P,.

Jednacina tangente krive (1) u tacki P; je
3 - y=p(x+x).
JednaCina tangente krive (2) u tacki P, je
) PYe=q(r+y)+r(x+X)+ 5.
Kako se tatke P, i P, nalaze na pravama (3) i (4), vaZe relacije
Ya¥1=P (Xy+Xy),

NYe=qr+y)+r(x+x5)+s.
Odavde sleduje

®)] q(ry+ o)+ (r=p) (x + x5) +5=0.
Jednaéina zajedniCke selice krivih (1) 1 (2) je
(6) 2qy+2@F—-p)x+s5=0.

Koordinate sredine duzi P, P, su {(x,+x,)/2, (3, +»,)/2}. Da li se talka P, nalazi na
pravoj (6)? Odgovor je potvrdan, jer je izraz
Gy 4y)+(r=p) (X, +xx)+ 8
jednak nuli s obzirom na relaciju (5).
Ovim smo dokazali navedenu osobinu parabola koje imaju paralelne ose.

II. ANALITICKA GEOMETRIJA U PROSTORU!

94, Dokazati stav:

Da bi se jedan prav ugao («), ¢iji nijedan krak nije ortogonalan na
ravni P, ortogonalno projektovao na ravan P u prav ugao, potrebno je i
dovoljno da jedan od krakova ugla (x) bude paralelan sa ravni P.

1 Videti knjizicu: D. Mihailovié: Elementi vektorske algebre i analiticke geometrije u
prostoru (1958, Beograd, 180 strana; sveska 8 edicije Marematicka biblioteka).

redeni vektorskim metodom.
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Dokaz. Neka ravan P bude Oxp-ravan ortogonalnog trijedra Oxyz. — Oznadimo teme

—_— -
ugla (v) sa A i na kracima ugla uzmimo dve tatke B i C. Vektori AB, AC definisani su
svaki sa tri skalara, naime:

— —
AB={a, b, c}, AC={a', b, c’'}.
- Vektori ,E?: Zg projektuju se na ravan P u vektore
— —_—
A’B'={a, b, 0}, A'C ={a, b, 0}.
Buduéi da je /_43_1_:4—6:, postoji uslov
) aa’ +bb"+cc’=0.
Ako je ugao B'A’C’ prav, tj. ako je
2 aa’+bb’' =0,
tada jz (1) i (2) sleduje cc’=0.

Ako su uslovi (1) i (2) jednovremeno zadovoljeni, tada je ¢c¢’=0, tj. bar jedan od fak-
tora ¢, ¢’ jednak je nuli, odno no bar jedan od krakova AB, AC ugla («) paralelan je sa
ravni P. Ovim smo dokazali da je uslov niveden u stavu potreban.

Ako je c¢’=0, tj. ako je bar jedan od krakova AB, AC ugla (¢) paralelan sa P, tada

relacija (1) povla¢i =a sobom (2), tj. ugao — projekcija B'’A’C’ je prav. Ovim smo dokazali
da je uslov naveden u stavu i dovoljan.

95. Data je sfera (S) x2+)y2+2z%2—1=0 i taCka M (4, 5, 6).

1° Koja je tafka sfere (S) najbliZa tacki M?

2° Kolika je veli¢ina onog dela sferne povrsine (S) koji se vidi iz tatke M?

3° Sta je geometrisko mesto tataka dodira tangenata povudenih iz tatke M
na datu sferu?

96. Neka su A4, B, C, D Cetiri tacke u prostoru; ncka je P sredina duZi 4B,
a @ sredina duzi CD.

Dokazati vektorsku relaciju 2 PQ =AD+ BC=AC+ BD.
Resenje. Prema pretpostavci je
—_— —_— —
) AP+BP=0, 2 CQ+DQ=0.
MoZemo pisati ove relacije:
747))+E_C>=(;F+1Y2>+ Q_D))+'(§1—;+P_Q>+ éa
=2P—Q) {na osnovu (1) i (2)};
ZE+EB=(3+ITQ>+ éE)+(ﬁ+};6+ 55)
—2PQ {ma osnovu (1) i (2)}.

97. Dokazati relaciju

—_ — —> — —_— —

¢)) AB-CD+AC-DB+AD-BC=0,
gde su 4, B, C, D Cetiri tatke u prostoru.
Uputstvo.
@ BC-AC-AB, CD=-AD-AC, DB=AB-AD.

Relacija (1) moZe se dokazati ne uzimaju¢i relacije (2) kao polazne.
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98. Koji uslovi treba da budu ispunjeni da bi n talaka Pr(xk, Ve, zi),
k=1,2,...,n, leZalo u jednoj ravni.
Odgovor. Ako je rang pravougaone matrice

T e |

X g Xn )

1 |
1‘ N Va Yn
l Zy 2y Zn |

jednak 3, tada sve tatke P, leZe u jednoj ravni.

Ovaj se rezultat moZe formulisati i bez upotrebe matrica, $to se ostavlja kao zadatak
&itaocu.

99, U pravouglom trijedru osa Oxyz date su &etiri prave:
(@) y=a, z=a’; 2 e b el
3) X=¢, P==&; “ N=p='z.

1° Odrediti jednaline prave koja prolazi kroz tatku (k, k, k) 1 sele
prave (1) i (2).

2° Pokazati da postoje dve prave (P;) i (P;) koje seku sve Cetiri prave
(1), 2), (3), (4) i da prave (P;) i (P,) seku pravu (4) u dve tacke, odredene
sa (k, k, k), gde je k definisano kvadratnom jednacinom

(k—a)(k—=by(k—c)=(k—a") (k—=b)(k—C¢).

x -k y—k z—k

Rezultar. 1° - s 2 J
(@—k)(b'~k) (a—-k)(b—k) (a—k)(b-k)

100. U Dekartovom pravouglom trijedru osa Oxyz date su tatke
A(2a,0,0), B(0,3a0), C(0,0,9ad).

Odrediti velidinu povr§ine trougla ABC i jednaline kruga koji prolazi kroz
tatke 4, B, C.

Rezultat. arca A\ ABC = (33/2) a®.

101. Odrediti sve ravni koje su podjednako udaljene od &etiri nekomplanarne
tacke Py (X, yi» zx) (k=1,2,3,4).

Uputstvo i rezultat. Takvih ravni ima ukupno 7. Prilikom odredivanja jednadina tih ravmi
treba razlikovati dva sluCaja: 1° tri taCke se nalaze sa jcdne strane trazene ravni, a Cetvrta
sa druge strane. — Ako se date Cetiri talke smatraju kao temena jednog tetraedra, tada se
rezultatu moZe dati geometrisko tumacenje, §to ¢e &italac udiniti.

102. U prostoru posmatrati dve fiksne prave (L,) i (L,) koje obrazuju
prav ugao (one mogu biti i mimoilazne). Ako je P jedna varijabilna tacka
na (L,) i ako je (I1) jedna promenljiva ravan koja prolazi kroz pravu (L,),
pokazati da prava koja prolazi kroz P i koja stoji normalno na (IT) leZi u
jednoj fiksnoj ravni.

103. Duz AB je zajedni¢ka normala pravih AP i BQ koje leZe u prostoru.
Tatka H je sredina duZi AB, a tatka M sredina duZi PQ.

Dokazati da su prave HM i AB ortogonalne.
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104. Po pravama

x—=2 y z-—1 x y—1 z4+1
L == ; L — =z =
(L) TR (Ly) e =

kreéu se respektivno dve tacke M 1 N sa jednakim i stalnim brzinama. Dok
se tatka M kreCe po (L;) u oblasti z>0, dotle se tatka N kreée po (L;) u
oblasti z <0, tako da one jednovremeno prolaze kroz ravan Oxy.

Qdrediti jednadinu povrsine koju opisuje prava §to prolazi kroz taéke M i N.

105. Date su tri tatke A4 (a, 0, 0), B(0, a, 0), C(0, 0, a) (a#0) u odnosu
na pravougli trijedar osa Oxyz.

1° Odrediti jednadinu sfere (S,) koja prolazi kroz tatke O, 4, B, C.

2° Odrediti jednadinu sfere (S,) €iji glavni krug prolazi kroz tatke 4, B, C.

3° Kada parametar a varira, krug koji prolazi kroz tatke 4, B, C opisuje
jednu povrSinu. Odrediti jednacinu ove povrSine i re¢i koja je to povrSina.

Il

Resenje. 1° Krug (K) koji prolazi kroz tatke A4, B, C moZe biti definisan jednacinama
¢)) X2+ y 4+ 22 =a®, X+y+z=a.

Jednacina sfera koje prolaze kroz krug (K) ima oblik
2 x2+y2+ 22—+ (x+y+z—a)=0 (. paramstar).

Da bismo odredili onu od sfera (2) koja prolazi kroz tatku (0,0,0) u (2) stavimo: x=0,
y=0, z=0, pa dobijamo A= —a.
Prema tome, sfera koja prolazi kroz tatke O, 4, B. C definisana je jednatinom

x4 y?4t~a(x+y+2z)=0.

2° Krug (K) bice glavni krug sferc koja prolazi kroz tatke 4, B, C ako centar sferc (2),
odnosno tatka (—2/2, —1/2, —2/2), lezi u ravni

x+y+z—a=0.

Iz ovog uslova sleduje 2= —2a/3.
Jednacina sfere, Ciji glavni krug prolazi kroz tatke A, B, C, glasi

x24+ 2422~ (2a/3) (x+y+2)~a?/3=0.
3° Ako se iz jednatina (1) eliminide parametar a, dobija se
X244 22=(x+y+2)%, 4. xy+yz+zx=0.
Geometrisko mesto je obrtni konus ¢ija je osa obrtanja prava x=y=z.
Da li tatka (0, 0,0) pripada geometriskom mestu?
106. U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu Oxyz date su ravni
(E) x=01i (E,) y=2 i prava
(L) x=1+¢t, y=2(14+1), z=—t (—o <t<-+0).
Prava (L) se€e ravni (E)) i (E,) respektivno u tatkama P; i P,.
Na preseku ravni (E,) i (E,) odrediti taku P, tako da je area trougla
P, P, P; minimalna.
107. Odrediti uslov da tri ravni
Arx+ By +Crz+ D=0 (k=1,2,3)

budu paralelne jednoj istoj pravoj.
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108. Ako su 4, B, C, D &etiri tadke u prostoru koje zadovoljavaju uslov
AB?+ CD? = AC® + BD?,
tada je prava BC normalna na pravoj AD.

109. Da li su prave

x—a+d y-a z—a-d x—-b+e¢ y-b z-b-c¢
LA ) P L = -

-8 a o8 B—v ] B+

komplanarne?

110, Iz tatke M (p, q,r) povulena je normala MP (P podnoZje normale)
na pravu

A=Ay P = Nl Fu g
a b c

Normala AMP produZena je (u smislu od M ka P) za PQ, tako da je
PO=2MP.

Izralunati koordinate tatke Q.

111. Odrediti uslov da jednacine
qz—ry=a, rx—pz=>b, py—gx=c
pretstavljaju projekcije jedne iste prave u ravnima Oyz, Ozx, Oxy Dekartovog

pravouglog koordinatnog sistema Oxyz.

112. Odrediti jednadinu sfere (S) koja prolazi kroz nekomplanarne taCke
M (xp, v, zi) (k=1, 2, 3, 4) i izradunati zapreminu tela koje ograniavaju
tangentne ravni sfere (S) u njenim tadkama M, (k=1, 2, 3, 4).

113. Pokazati da postoji jedna fiksna prava oko koje rotira ravan

e8] G+ 1)2x+(P2—t+Dy+(2+ 1D)z=0,
kada se ¢ menja.
Diskutovati o broju ravni (1) koje prolaze kroz datu tatku (x,, ¥y, Zp)-
114. Iz tacke (0, 0, 6) povucene su tangente na sferu
2x% 12924 222~T7x—6y—9z+13=0.
Odrediti jednadinu povrSine, koju obrazuje ovaj skup tangenata, i jednadinu
preseka (S) te povrSine sa Oxy ravni.
Odrediti velifinu povrSine koju ogranitava presek (S) u ravni Oxyp.
115. Data je povrsina
u | S e
S 7= |—— (u=x+iy, i=f—1, z kota).
u—1 |
1° U odnosu na ravan Oxy odrediti nivoske linije ove povrSine 1 ispitati ih.

2° Posmatrati prave koje su normalne na x-osi i prolaze kroz tatku (1,0, 0).
Odrediti preseke ove prave sa povriinom (S).
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116. Sastaviti jednatinu sfere &iji je centar tatka (2, 3, —1) i koja otseca
na pravoj

5x—4y+3z420=0, 3x—4y+:z—-8=0
duZ veli€ine 16.
Rezultat. (x —2)2+(y—3)%2+(z+1)2=289.
117. Sastaviti jednadinu sfere koja prolazi kroz krugove:
(o) x24z2=25 y=2;
((oN) x2+z22=16, y=3.

ResSenje. Neka je (x —a)® + (y -~ b)?+(z—c)?=r? jednalina sfere.
Presek sa ravni y=2 je krug (x —a)®+(z—c)2=r*—(2 - b)2.
Na osnovu (C;) imamo:

a=0, c=0, r2—(2 - b)2=25.
Polazeéi od (C,), dobija se,

a=0, c=0, r2—(3-b)2=16.
Trazena sfera je

X2+ (y+2)2+ 22 =41.

Primedba. Da li se iz jednadina (C,) i (C,) moZe neposredno zakljuditi, gde se nalazi
centar sfere?

118. Kroz pravu
x=4t+4, y=31+1, z=t+1 (—0<i<<4+o)
provesti ravni koje ¢ée dodirivati sferu
x2 424+ 22—2x+6y+22z48=0.

Uputstvo. Odrediti medusobni poloZaj date prave i sfere.

Rezultat. Jedina ravan sa navedenom osobinom je x—y—-z—2=0. ObrazloZiti ovaj
rezultat.

119. Obrazovati jednalinu sfere koja prolazi kroz tatku A (2, —1, I) i
kroz krug

8] X242+ 22-2x+3y—6z—5=0,

2) 5x+2y—z—3=0.
Resenje. Trazena sfera neka je definisana jednacinom

3) (x—a)2+(y-bl+(z—c)?=r=2

Skup svih sfera koje sadrZe krug definisan sa (2) i (3) je
4 (x—a2+(y-b2+(z-¢)*-rt+k(Gx+2y-2z-3)=0 (k parametar).

Jedna od tih sfera je sfera definisana sa (1).
Jednadine (1) i (4) bi¢e identitne ako su ispunjeni uslovi:

) ~2a+5k=-2, -2b+2k=3, -2c—k=-6, a+b+c*-rt-3k=-5.
Bududi da se tatka A nalazi na sferi (3), postoji jo§ uslov
(6) QC-a2+ (1 +b2+(1 —c)=r2.
1z jednatina (5) i (6) sleduje }
a=—13/2, b= -9/2, c=9/2, rt=387/4, k=-3.
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120. Izradunati najkraée otstojanje izmedu sledece dve prave:

(1) x+y—z=1, 2x+z=3;
(2 x=y=z—1.
Uputstvo i rezultat. Posmatrati prave (1) i (2) u parametarskom obliku
(19 x=t, y=4-3¢, z=3-2¢ (+ parametar);
2) x=v, y=1, z=1t+1 (r parametar).

Kvadrat otstojanja izmedu proizvoljne tatke na pravoj (1°) i proizvoljne tatke na
pravoj (2') je

Dr=(t—1)2+ B t+T1—d)2+ (21 +7—2).

D? je funkcija promenljivih ¢ i r. Primenom stava za odredivanje extremuma funkcija,
koje zavise od dve promenljive, nalazi se (D*)min=1C4/169.

Krajnje tatke duzi koja je normalna na pravama (17 i (2°) su
(12/13, 16/13, 15/13), (10/13, 10/13, 23/13).
Primedba. Rediti ovaj zadatak i bez upotrebe izvoda.
121. Date su dve neparalelne ravni P i Q 1 jedan vektor MN. Odrediti

g. m. krajeva vektora jednakih vektoru MN, pod uslovom da se poceci i
krajevi ovih vektora nalaze stalno u ravnima P i Q. — Zadatak re$iti u opStem
sludaju i posebno kada su u Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu
dati ovi podaci:

P x+y—z—1=0, (9] 3x—y+z—2=0;
M@3,1,—1), N(-1,2,0).

122. Neka su 4, B, C, D &etiri kolinearne tatke u naznafenom redu i neka
je P jedna tatka u prostoru.

Pokazati da relacija
PA+PD>PB+PC
vaZi za sve poloZaje tatke P, ako je AB= CD.
123. Izraunati povrsinu zone sfere
X242+ 22—4x—-3y+2z=0
izmedu ravni
x+2y—z=4, x+2y—z=8.
Rezultar. 47 (29/6)V2,
124. U Dekartovom pravouglom trijedru osa date su dve ravni
§)) Ax+By+Cz+D;=0, Ax+By+Cz+D,=0 (|D;|+|D,|+#0)
i sfera
2 (x—a)*+(y—b)*+(z—c)* =r2.
Odrediti povrSinu zone sfere (2) izmedu ravni (1).

8 D. S. Mitrinovié: ZBORNIK I
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125. Ako se sfera x2+y24z2=a? presele sa ravni Ix+my+nz=p, tada

dobijamo ove rezultate:

1° Polupreénik preseka (kruga) je
r2=a?—p*/(I* + m? + n?);
2° Koordinate centra preseka (kruga) odredene su relacijama
x/l=y/m=zln =p/(l? + m?+ n%;
3° Jednadina projekcije preseka u xy-ravni je
B+r®)xt+(m2+n%) y2+2Imxy—2 p(Ix +my) + p2—an?=0.

Proveriti navedene rezultate.
126. 'Odrediti parz;metar a tako da ravan x+y+az=1 sefe elipsoid

3xB42)y%+z22=1.
Rezultat. 6a*31.
127. Pokazati da je 1/} 3 najkrade rastojanje izmedu pravih

o3 y Z i x—2=y—1:z+2'

e T g g b

Ispitati da li zajednitka normala ovih pravih leZi u preseku ravni
4x4y—5z=0, Tx+y—8z=3l.

128. Iz temena A jednog pravouglog paralelepipeda povudene su tri dija-

gonale na stranama tog paralelepipeda i svaka od tih dijagonala produZena je

za

polovinu svoje duZine.
Krajevi produZenih dijagonala i teme pravouglog paralclepipeda, koje leZi

naspram A, jesu komplanarni. Dokazati ovu osobinu.

jedru osa Oxyz uotiti tacku P(a, b, c) &ije

su

ravnima tacke 4, B, C, a ortogonalne pro-
jekcije na koordinatnim osama tatke

A,

A4, B, C i kroz tatke 4’,B’, C’ (videti sliku).

izratunati njihovo otstojanje.

tati

Da li ovo vaZi i za kosougli paralelepiped?

129. U Dekartovom pravouglom tri-

ortogonalne projekcije u koo:dinatnim

5140 Crn
Odrediti jednaline ravni kroz tacke

Pokazati da su ove ravni paralelne i

Rezultat. Otstojanje izmedu ravni iznosi

abe [ (b2 + c?a® + a?b?)V2,

130. Dat je trougao ABC i jedna proizvoljna ta¢ka P u prostoru. Ispi-
da li je
3(PA®+ PB24+ PC?)>> AB%+ BC? + CAZ.

Za koji poloZaj tatke P vaZi znak jednakosti?
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131. Promenljiva sfera dodiruje ravan Oxy u tadki P i prolazi kroz tatke
M(a,0,0), N(O,0,c), gde je b£c i be>0.
Pokazati da je geometrisko mesto tatke P krug.

132. Dat je tetraedar &ija su temena A4, B, C, D i neka je P jedna tatka
u ovom tetraedru.

Tatke A4', B’, C', D' su ortogonalne projekcije tataka A, B, C, D u ravnima
BCD, CDA, DAB, ABC.
Dokazati relaciju

% PA (area A BCD)>3 X P4’ (area A BCD),

’

gde je, na primer,
¥ PA (area A BCD) = PA (area A BCD)
+ PB(area A CDA)
+ PC (area A DAB)
+ PD(area A ABC).

Upuatstvo. Ncka su Hy, Hg Hc, Hp visine tctracdra, ako se za osnovu uzmu respek-
tivno trouglovi
BCD, CDA, DAB, ABC.
Tada je
H, < PA+ P4,
Hp < PB+ PB’
itd.
133. Tatka M se kreée duz krive

H=10 iyt NS g

T je tatka koordinatne ravni z=0 koja se sa tatkom M i tatkom 4 (0, 0, 1)
nalazi na istoj pravoj.

1° Sia je geometrisko mesto tataka T'? _

2° Kada tatka M krene iz poloZaja r= —2 u smeru u kome parametar ¢
raste, da li se ona priblizuje ili se udaljuje od tacke A?

134. U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu Oxypz data je
povriina

€)) X242 pz2—2xpz=1.

1° Ispitati preseke povrSine (1) sa ravnima koje su paralelne koordinatnim

ravnima. ;

2° Ispitati preseke povrSine (1) sa ravnima koje su bisektrise uglova koje
grade po dve 1 dve koordinatne ravni.

135. Dokazati da su preseci povriine xz—y?=0 sa ravnima, koje su para-
lelne ravni x4 y+z=0, krugovi.

[
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136. Odrediti jednacinu cilindra ¢&ija je generatrisa prava

x—1 y z+4+2

a direktrisa parabola x2=2y, z=0.

137. Odrediti jednalinu konusa <&ije je teme u tadki (0, 0, 1), a direktrisa
je krug (x—1)2+p%2=1, z=0.

138. Odrediti jednacinu rotacione povrsme koja postaje rotacijom krive
x2=z+1, y=0 oko z-ose.

139. Kroz tatke kruga x2+4y2=1, z=1 i kroz tatke prave x=0, z=0
povlae se prave paralelne Ozx ravni.

1° Naéi jednaéinu z= f(x, y) povrsine koju ¢ine ovako povucene prave.

2° Prouditi preseke povr§ine z=f(x, y) sa ravnima koje su paralelne
koordinatnim ravnima.

140. Ravan (P) koja prolazi kroz z-osu sefe ravni z=ix i z=py respek-
tivno po pravama (L;) i (L,). Odrcditi ravan (P) tako da prave (L;) i (L)
budu normalne medu sobom i ispitati kakve uslove moraju zadovoljavati para-
metri A i ¢ da bi zadatak bio mogucan. :

141. Date su prave

@ X=a, @) X+ry+2z=0,
s y=b; Yo =ty —F=0.

1° Nadi jednacinu zajednit¢ke normale ove dve prave.

2° Odrediti geometrisko mesto ovih normala kad parametar A varira.
142. Direktrisa konusne povrSine data je jednainama
x2+y24+22=R?, Xx+y+z=R,

a njena generatrisa prolazi kroz tatku M (3, 0, 0). Odrediti jednalinu konusne
povrdine i jednadinu njenog preseka sa Oyz ravni.

Kad se parametar A menja, ispitati prirodu preseka.

143. Pod kojim ¢e uslovima prave

P — Z—}
(Ly) E_y—4_z77
a b c

(Lz) "
p q

~

imati samo jednu zajedméku taku R. Pokazati da u tom sludaju ravan, odre-

dena pravama (L,) i (L,), prolazi kroz koordinatni pocetak. 2

-

144. Ako se spoje po dve i dve od tataka (2,2, 3), (1, 4, 4), (0,0, 5),
(—1, 5, 3), one odreduju Sest duZi.

Ispitati da li Sest simetriskih ravni ovih duZi imaju zajednidku tagku i, u
potvrdnom sluéaju, odrediti je.
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145. Dati su elipsoid

e} X242y +322=6
i ravan
2). X+ y+z=0.

U svima preseCnim talkama elipsoida (1) i ravni (2) podignute su normale
na elipsoid (1) i one obrazuju geometrisko mesto S.

Pokazati da je elipsa 3 x%+9xy+ 15y%2=2 presek geometriskog mesta S
sa ravni z=0. .

Refenje. Oznalimo sa (x, y, z) podnoZje normale elipsoida i sa (X, ¥, Z) tekude
koordinate.
Normala u tacki (x, y, z) definisana je relacijama

&)

gde je p= —x/3z, g= —2y/3z.
Tacka (x, y, z) zadovoljava uslove

@ x+y4z=0, x24+2y*+322=6.
Da bismo na$li presek povrine S sa ravni Z - 0, u (3) stavimo Z=0, §to daje
6)) X=(2]3) x, Y=(1/3)y.
Ako se iz (4) i (5) elimini§u parametri x, y i z, dobija se
3X249XY+15Y2%=2,

kao Sto je i trebalo pokazati.
Citalac ¢e odrediti parametre poloZaja i forme ove elipse,

146. Odrediti parametre a, b, «, § tako da bi postojala sfera (S) na kojoj
se nalaze krugovi:

(o)) xd Ty —a® . meix)

(Cy) Pre-Z2=0%  x=P.
147. Odrediti jednalinu sfere koja dodiruje ravan

x+y+2z=12
1 na kojoj se nalazi krug
x2+y24+8x—8y+27=0, z=0.
148. Obrazovati jednalinu sfere koja prolazi kroz koordinatni pocetak i krug
x24+y2422=25, 2x-3y+5z—-5=0.

149. Date su vektorske jednadine dve prave

>

(Ly) r=a+ by, (L,) r=a-+ab,,

gde su: r vektor poloZaja ma koje tatke prave (L;) odnosno (L,) s obzirom

na fiksnu tatku O; %, i A, dva skalarna parametra; a, b;, b, tri vektora.
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Data je takode vektorska jednalina ravni

-
r

=
n=p,

(P)

gde su: r vektor poloZaja ma koje tatke ravni u odnosu na tatku O; n ort
normale povucene iz tatke O na ravan (P); p jedan skalar.

Kao funkciju datih veli¢ina ;z, Z)l, by, r—z, p, izraziti, povr$inu trougla, Cije
je jedno teme u preseku pravih (L)) i (L,), a druga dva temena u preseku
istih pravih sa ravni (P).

150. Poceci vektora r; i r, nalaze se u istoj tatki O. Napisati jednacinu
ravni u kojoj se nalaze oba vektora i jednadinu prave koja prolazi kroz krajnje
tatke datih vektora.

151. Dokazati formule:

1° (ZXE)X(EXE):[ZEE]E;

2° (ZxE)-(Z‘xB}k(Ex8)-(Z><B)+(E><Z)-(§><B):O;

3° |A]24|B|2+|C|2+|A+B+C|2=|A+B|2+|B+C|2+|C+ 4%
4° 4Ax{Bx(CxD)}=[ACD]B—(A-B)(CxD);

5° D-{(AxB)x(AxC)}=(A-D)[ABCI.

Navesti geometrisku interpretaciju formule 3°.

152. Ako je

AxB=CxD, AxC=BxD,

— —
§ta se moZe reé¢i o vektorima 4A—-D 1 B—C?

153. Dati su vektori:

- > = — — —

Zzing—k,, |l bigSeik | Eelriik
1° RazloZiti vektor 8 u komponente po pravcima vektora Z, Bi ;fx E
2° IzraCunati ugao koji zaklapa vektor E sa ravni odredenom vektorima Ai E
154. Sta se moZe reéi o vektorima ;{ E a ako je (Z‘ P E) x A= (Ex Z) x B?
155. Dokazati relaciju
[abec]=[aB ],
gde je

a=(axByx (Bxy), b=(Exv)x(¥xa), c=(vxa)x(xxf).
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156. Dokazati relaciju

[(4 x P) (B x 0)(C x R)]+[(4 x 0) (Bx R)(C x P)]+[(d x R) (Bx P)(Cx Q)]=0.

157. Tri tacke 4, B, C koje ne leZe na istoj pravoj definisane su vekto-

rima poloZaja r,, rg, rc, u odnosu na nepomiénu tatku O.
1° Naéi vezu koja postoji izmedu vektora poloZaja r ma koje tadke ravni
koja prolazi kroz tatke A, B, C i vektora poloZaja te tri 1alke.

—>

2° Izraziti veliinu povrSine trougla ABC u funkciji od r,, rg, rc.
3° Izraziti otstojanje od tatke C do prave koja prolazi kroz tatke A i B

> -

— - >
u funkciji od r,, ry, rc.

158. Ako su ;z: B), F vektori poloZaja tadaka A, B, C u odnosu na pol O,

pokazati da je vektor :z)x’l;qt-?) % ¢+ ¢ x a normalan na ravni kroz taZke i, B G
159. Neka su ;A i;B vektori poloZaja tafaka 4 i B prema polu O. Izra-
ziti najkrace otstojanje tatke O od prave AB u funkclji od r, i;B.

160. Ako su Cetiri tatke definisans svojim vektorima poloZaja, napisati
uslov da bi one bile komplanarne.

—_ = —
161. Tri tatke 4, B, C definisane su vektorima poloZaja ry, ry, r3 u odnosu
— —_— =

na utvrdenu tatku O. — Izvesti uslov koji treba da Zaddvoljavaju rys Iy Fa
da bi tatke 4, B, C leZale na jednoj pravoj.
162. Koji uslov moraju zadovoljavati vektori /Z 5, C da bi vektori

- —

— — — -
BxC, CxA, AxB
bili linearno nezavisni?

— = -

163. Pokazati da su vektori Zx E, Zx C, Ax D komplanarni.

164. Dokazati relaciju

— —> = — — > > > — = —> — —_ — = —

(1) [BCD]A—[CD A]lB+[D AB]C—[4 B C]D=0.
ReSenje. Klamkir je dokazao relaciju (1) na sledeéi nadin. Posmatrajmo vektor

— =

|4 c D

¢, d,

2
el
b,
by | Gy ity
gde je:

:{" {ay, ay, ag}, E;{bly by, by}, a;{cl,cz, ) E={d1,d2,d3}.
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Buduéi da je

ap by ¢ 4

a by ¢ 4

ay by ¢ dy

a; by c; dy

a, by, (68 d,

—_— ) — = —
i daje E-j=0, E-k=0, izlazi da je E=0.

=
Ako se determinanta, koja definiSe vektor E, razvije po elementima prve vrste, dobija
se relacija (1) koju je trebalo dokazati.

Primedba. Citalac ée dokazati relaciju (1) i nckim drugim natinom.

165. Ako su D, E, F respektivno sredine strana BC, CA, AB trougla ABC,
tada vaZe vektorske relacije:

2 AB-B Bl L= PO
AD + BE + CF=0.
Dokazati navedene relacije.
166. Koja je tatka ravni Ax + By + Cz+ D=0 najbliza koordinatnom podetku?

167. Odrediti koordinate tatke M’ koja je simetri¢na taékl M (a, b, ¢
u odnosu na ravan Ax+By+Cz+ D =0.

168. Odrediti koordinate tatke M’ koja je simetritna tacki M (4, 3, 10)
u odnosu na pravu

x—l ¥—=2"z-8
2 4 5
169. Odrediti najkrale otstojanje prave
)] y=—x4+1, z=-2x+1

od z-ose. — Napisati jednaline prave na kojoj leZi zajedni€¢ka normala prave (1)
i z-ose.

170. Pokazati da su tatke P(a, b, ¢), Q (b, ¢, a), R(c, a, b) temena ravno-
stranog trougla.

Odrediti koordinate teZi§ta i jednadinu ravni ovog trougla.
171. 1° Pokazati da ravni
(P) X+y+z=2, x+2y+3z=4, 2x+3y+4z=17

obrazuju jednu prizmati¢nu povriinu.
2° Jzradunati zapreminu tela koje ograniavaju ravni (P) sa ravnima

3x—y+z=4, 3Ix—y+z=10.
3° Izvesti uslove koji treba da budu zadovoljeni da bi » ravni
Akx—|—-Bky+Ckz+Dk=O (k=1, 25 b5 n)

obrazovale jednu prizmatiénu povr§inu sa n strana.
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172. Posmatrati pravougli paralelepiped, &ije su dve paralelne strane pra-
vougaonici ABCD i A'B'C’'D’ (A4'||BB'||CC'||DD’; DC=b, DA=a, DD'=c).

1° Pokazati da je ravan (P,) koja prolazi kroz pravu BC i presek dija-
gonala pravougaonika ADD’A’ paralelna ravni (P,) koja prolazi kroz pravu
A'D’ i presek dijagonala pravougaonika BCC'B’.

2° Ravni (P;) i (P,) dele dijagonale AC’ i DB’ na tri dela &ije duZine
treba izratunati.

Primedba. Zadatak reSiti metodom analititke geometrije.

173. Pravougli trijedar osa Oxyz sa temenom u tatki O preseéi jednom
ravni (P) koja seCe ose Ox, Oy, Oz respektivno u tatkama 4, B, C.

Dokazati metodom analiticke geometrije:

1° Da ortogonalna projekcija tatke O na ravan (P) pada u ortocentar
trougla ABC;

2° Da je area trougla OBC srednja proporcionala izmedu area projekcije
trougla OBC na ravan (P) i area trougla ABC;

3° Da postoji relacija
(area A OBC)? + (area A OCA)* + (area A OAB)% = (area A ABC)>.

174. Metodom koordinata, ili na koji drugi naéin, izraunati otstojanje
izmedu jedne dijagonale pravouglog paralelepipeda i jedne mnjegove ivice koja
ne sete ovu dijagonalu.

Na osnovu dobijenog rezultata napisati izraze koji odreduju otstojanja
izmedu uocene dijagonale i ostalih ivica tog paralelepipeda koje se sa ovom
dijagonalom mimoilaze. DuZine ivica su: a, b, c.

Rezultar. Otstojanja su:
be/V BE + 2, caly e+ a?, ab/y a®+ b®.
175. Data je ravan (II) Ax+By+Cz+D=0 i dve tatke M (a, b, ¢),
N («, B, v). Odrediti geometrisko mesto tadaka P (x, y, z) u ravni (II) iz kojih

se duz MN vidi pod pravim uglom. Koji uslov moraju zadovoljavati para-
metri 4, B, C, D, a, b, ¢, «, B, v da bi navedeno geometrisko mesto postojalo?

176. Pokazati da su tatke A4(0, 2, —4), B(2, 5, 2), C(3, —4, —2) temena
jednog kvadrata i odrediti koordinate njegovog &etvriog temena.

Ako su 4 i B dva susedna temena jednog kvadrata, odrediti geometrisko
mesto ostalih temena ovog kvadrata.

177. Pokazati da se sfere
X2+ y2422=9, x24+y2+22—8x+4+4y+8z—45=0

dodiruju 1 odrediti koordinate tatke dodira 1 jednalinu zajedniCke tan-
gentne ravni.

178. Data je sfera (S) x*+y2+2z2—1=0 i tactka M (4, 5, 6).

1° Koja je tatka sfere (S) najbliza tacki M?

2° Kolika je veliCina onog dela sferne povrsine (S) koji se vidi iz tatke M?

3° Sta je geometrisko mesto tataka dodira tangenata povulenih iz tatke M
na datu sferu?
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179. Data je jednadina sfere (S) x24y%+22=4 i ravan (P) x+y+z-2=0.

Naéi polupreénik i koordinate centra kruga koji se dobija presekom sfere
(S) i ravni (P). — Odrediti jednaline tangentnih ravni u tatkama sfere koje su
najbliZze i najdalje od ravni (P).

180. Odrediti: 1° polupreénik i koordinate centra kruga koji se dobija u
preseku sfere x24+ 2+ 2z2=25 i ravni x+2y+2z=9; 2° koordinate tatke tog
kruga koja je najbliZa ravni Oxy.

181. U Dekartovom pravouglom trijedru osa Oxyz posmatrati tetracdar &ija
su temena O, 4, B, C, gde tatke A, B, C leZze respektivno u koordinatnim rav-
nima Oyz, Ozx, Oxy.

Odrediti koordinate temena ovog tetraedra pod uslovom da je on pravilan
i da je duZina njegove ivice a.

Rezultat. Ukupno ima osam pravilnih tetraedara. Citalac ¢ée odrediti koordinate njihovih
temena,

182. Sfera x24y2+2z2=29 izvrSila je rotaciju za ugao « oko svog prec-
nika MN. Odrediti ugao o i jednaCine prave na kojoj leZzi preénik MN, ako
je tacka (4, —3, 2) sfere, prilikom ove rotacije, dosla u poloZaj (5, 0, —2) duz
Jednog velikog kruga sfere.

183. Odrediti i ispitati ortogonalnu projekciju u ravni Oxy krive koja se
dobija presekom obrtnog paraboloida

x24+y2—2az=0 (a parametar)
i ravni
Ax+By+Cz+ D=0,

184. U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu Oxyz uoéiti cilindar

C) b2x24+ 212 —a?b?=0 (a>b)
i ravan
(P) z=ylga.

Posmatrati zatim nov Dekartov pravougli koordinatni sistem Oxy,z;, gde
je z;=0 ravan (P).

Odrediti jednaCinu preseka cilindra (C) i ravni (P) u sistemu Oxyz;. Da
li se ugao o moZe tako odrediti da taj presek bude krug?

Ako je a< b, da li cilindar ima kruZnih preseka? U potvrdnom sluéaju,
odrediti ravan preseka u kojoj krug leZi.

185. U Dekartovom pravouglom koordinatnom. sistemu Oxyz posmatrati -
elipsoid x%/a?+ y?/b2+22/c* =1 (a>b>c) i ravan (P) koja prolazi kroz y-osu.

U novom Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu Ox,yz; neka ravan
x,=0 bude ravan (P).

U novom sistemu odrediti jednadinu preseka elipsoida i ravni (P) i naéi
one ravni (P) koje ée seéi elipsoid po krugu. Sta ée biti preseci sa ravnima
koje su paralelne ravni (P)?

186. Odrediti prave koje prolaze kroz datu tadku My (x4, Yor 2,) 1 seku
krivu y=x%, z=x% u dve tacke.
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187. U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu Oxyz data je tacka
A (xy, ¥1, Z;) 1 prava
E=8 Y—l5 Z—E

ri
(L) ] 7 -

3

koja je tako orijentisana da sa z-osom gradi o§tar ugao.
Odrediti koordinate tatke B koja se dobija, kada tatka A izvr§i rotaciju
od 0 radijana, u direktnom smislu, oko ose (L).
188. Dati geometrisku interpretaciju jednacine
) x24+p2—2%22z2=0  (» parametar).
Odrediti ortogonalnu projekciju u ravni Oxy krive koja se dobija presekom
date povrSine (S) sa ravni z=nx+p (n£0). Ispitati dobijenu krivu.
189. Pod kojim uslovom n ravni
Axx+By+ Crz4+ D=0 (k=1,2,..., n)
prolaze kroz jednu tacku?
Rezultar. Trazeni uslov: rang matrice
A By NG D)
| 44 B, € D, ‘

I e 1k 1, Pelll

mora biti jednak 3.

190. Odrediti jednaCine tangentnih ravni elipsoida x2/a?+ y2/b2%+ z2/c?= 1
koje na koordinatnim osama otsecaju duZi ¢ije su apsolutne vrednosti jednake.

191. Neka je P jedna tatka preseka elipsoida

(1) x?/az : ,1’2//)2-1’22/C2::1
i ravni
@) y=mx.

Normala u tacki P elipsoida sele ravan Oxy u tatki Q. Odrediti geome-

trisko mesto tatke O kada se P krece po liniji preseka elipsoida (1) i ravni (2).
192. U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu Oxyz date su prave:

, - . :
@) 5o @) (T30 @0 I @0 T,
Obrazovati jednadine Sest ravni:
(Dys D1)s (Dys Dy)s  (Dgs D3), (D, Dy), (Dy, Dy), (Dy, Dy).
odredene pravama (D), (D)), (D,), (D;) koje su uzete dve po dve:
Ispitati da 1i su medusobno normalne ove ravni:

(Dg> Dy) 1 (Dg, Dy); (Dy, Dg) 1 (Dy, Dy); (Dy, Dy) i (Dy, Dy).
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193. Tri ivice pravouglog paralelepipeda koje polaze iz temena O su:
O0A, OB, OC, a dijagonala iz istog temena je OD (4, B, C, D temena pravou-
glog paralelepipeda).

Jedna ravan sefe OA, OB, OC i OD u tatkama 4,, B,, C;, D;.

Metodom koordinata ili kojim drugim nadinom pokazati da vaZi relacija

OA OB 0OC OD
e - o -
04, OB, 0C, OD
194. 1° Odrediti sve prave (L) koje seku tri prave:

(Ly) x=0, y=0;
(Ly) x=1, 2z=0;
(Ls) y=1, z=-1.

2° Da li postoji nepomiéna tatka kroz koju prolaze sve prave (L)?

Rezultat. 1° (L) a(x-1)+z=0, a(y—1)+y+z=0 (a parametar).

195. Koje uslove treba da zadovolje parametri

6)) @y By, 65 Ty, &8 Bys Wis Oy (=l 2));
da bi krugovi
() (=gl +(—bR+(E—c)=r2, a,x+By+v,2+3,=0
(vr=1,2)

leZali na istoj sfernoj pors$ini? Kada su uslovi zadovoljeni, odrediti sfere sa
navedenom osobinom.

Posebno posmatrati slucaj kada su ravni

a,x+B,y+v,z+8,=0 (v=1,2)
paralelne.
Uputstvo. Skupovi sfera na kojima se nalaze krugovi (1) imaju oblik
3 F=@P+ =P+ E - -l A (X + By +Yvz+8)=0  (v=1,2),

gde su A, A, dva parametra.
Treba napisati uslove da jednadine (3) pretstavljaju jednu istu sferu.

196. Odrediti jednaline tetiva elipsoida
@)) x2/a? 4 y2[b? + z2[c? = |
koje su tatkom P (x, B, v) prepolovljene.

Refenje. Prava koja prolazi kroz tatku P definisana je relacijama

&)

odnosno

& X=0+mt, y=g+nt, Z=Y+pt.
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Ako se iz (1) i (3) eliminidu x, y, z, dobija se

m: nz p am noy a? 2 g2
4) —+—+—= |12 +2 ~+E—+H t+ —+E+l— =1.
a: b q? O TR at b

Kako je prema hipotezi tatka P sredina tetive elipsoida, bice
(€] a=(x;+X3)/2, B=n+1)2, Y=(z+2)2,

gde su (x,, ¥y, z;) 1 (x5, ¥y, 2,) krajevi tetive.
Buduéi da je x,=o+mt,, x,=a+mt,, iz relacija (5) sleduje ¢, + £,= 0, odnosno, prema (4),

(6) amja®+Bn/b2+yplct=0.

Ako se parametri m, n, p elimini$u iz (2) i (6), dobija se
« B8 i Y .
M = =B splr=fi S E=1=0.

1z navedenih rezultata izlazi da ima beskonaino mnogo tetiva povriine (1) koje su tad-
kom P prepolovljene. Ove tetive leze na pravama (2), gde m, n, p zadovoljavaju uslov (6).
Sve ove tetive leZze u jednoj ravni, naime u ravni (7). U ravni (7) nalazi se geomi trisko mesto
tetiva elipsoida (1) koje su tatkom P prepolovljene. To gcometricko mesto je dco ravni (7)
koji je ogranien krivom
x/a%+ y?b% + 2%/t =1,
(8
(a/a®) (x ~a) + (3/b®) (y — ) + (v/c®) (z—v) = 0.
Kriva (8) je ustvari elipsa koja leZi u ravni (7) i ¢&iji je centar u tacki (o, B, v).
Primedba 1. Navedeni rezultati mogu se upotrebiti za reSenje zadatka:
Odrediti koordinate centra elipse koja se dobija presekom elipsoida
® : x2la® + y2[b? + z2[c? =1
i ravni

(10) Ax+By+Cz+D=0.

Resenje. Koordinate centra («, B, y) clipse odredi¢emo iz uslova koji kazuju da se ravan
(10) poklapa sa ravni

(a/a®) (x — )} + (B/6%) (v = ) + (v/¢®) (z— 1) = 0.
Posle jednostavnih ratuna dobija se
a=—a?AD A, B= —b2BD A, y=-c2CD A,
gde je 1/ A = A%a® + B%b% + C?c®.

Primer. (2,0, 1/2) su koordinate centra elipse koja se dobija u preseku c']ipsoida
x2/16 +y2/4+2z%=1 i ravni x+4z-4=0.

Primedba II. Koordinate centra elipse o kojoj je ovde re¢ mogu se odrediti polazeéi od
osobine da se centar krive projektuje u centar njene projekcije.
Citalac ée na osnovu ove osobine odrediti koordinate centra elipse.

197. Odrediti geometrisko mesto taéaka koje od pravih
x=1, y=2t, z=1 (—o0 <i<+0)
==, cy=T o z=~1 (—o0 <1< + )

imaju jednaka otstojanja.
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198. Uslov da prava
(L) x=a+lt, y=b+mt, z=c+nt (¢t parametar)
dodiruje povrsinu
) Ax®+ By*+ Cz*+ D=0
glasi
(Aal+ Bbm + Ccn)? = (A2 + Bm®+ Cn®) (Aa® + Bb%+ Cc? + D).

Proveriti ovaj rezultat.
Koji uslovi treba da budu ispunjeni da bi prava (L) leZala na povr§ini (5)?

199. Odrediti uslov (R) da prave
(L) X=a,+bt, y=a,+bt, z=az+byit (—o0 <I<+w),
(Ly) x=c+dit, y=cytdyr, z=c3t+d;t (—o0 <t<<+o0)

leZe u jednoj ravni.
Odrediti ravan pravih (L)) i (L,) kada je uslov (R) zadovoljen.
Primeniti rezultat na partikularni sludaj:

x=2r=10 ‘=312 " a=2N=3%
x=2t+3, y=3r—1, z=27+1.
200. Date su tri nekolinearne tacke
My (X, Ye» z)  (k=1, 2, 3)
i sfera '
Qs X2 Y222 =2,

Na sferi (1) odrediti tatku S tako da zapremina tetraedra SM,M,M,
bude: 1° najveéa; 2° najmanja.
Posebno posmatrati partikularni slucaj:

r=2, M, (4,0,4), M,(4,4,4), M,(4,4,0).
201. Odrediti i ispitati projekcije krive
V+22=x, x+2y—z=0

u koordinatnim ravnima. i

202. Odrediti povrsinu drugog reda

Ax?+ By? 4+ Cz%2 =1
koja prolazi kroz tri date tacke
e Yo 2 (k=1, 2, 3).
203. Odrediti parametar A tako da prava
2x+3y—z+2=0, 3x+Ay+2z—6=0

seCe: 1° x-osu; 2° y-osu; 3° z-osu.
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204. Iz tatke M (a, B, v) povufene su normale na elipsoid
(€)) x3a?+ y2 b2+ 22/c? = 1.

Pokazati da ovih normala moZe biti najviSe Sest.

Resenje. U talki N (xg, vo, Zo) €lipsoida (1) jednaline normale su:

X=Xo Y—Jo Z—-Z2

Xofa® - Yo/b® E 20/02.

&)

Kako se tatka M nalazi na normali (2), a tatka N na povrdini (1), bice

3) e

Xola® Yol0? zg/c? ’
4) Xo2/a® + yo?[b® + zg%/c? = 1.

Stavimo li

. wE ol wle
dobija se
a*a b* 3 cty
o e MThe PTine

Ako se iz relacija (4) i (6) eliminifu parametri xg,, ¥y, Zo, dobija se jednadina
a? a? b2 ;2 c2 42

(}: a*)? ‘ (1 + b2)2 " it + c“)_2 i
To je jednaCina Sestog stepena i ona moe imati najvise Sest realnih korena.

Prema toms, maksimalan broj normala koje se mogu povudi iz tatke M na elipsoid (1)
ne moze biti veci od Sest.

205. Odrediti jednadinu skupa tafaka podjednako udaljenih od ravni x=a
i od tacke (—a, 0, 0)

Koju povriinu definiSe ovaj skup tataka?
Rezultat. y*+z%= —4ax.
206. Odrediti uslove da bi jednaline
x=cy+bz, y=az+cx, z=bx+ay
definisale jednu pravu.
207. Iz tacke (8, 0, 3) povuCene su tangente na sferu &ija je jednadina
x2+ 24+ 22—6x—62z+9=0.

Odrediti jednaCinu povrSine koju obrazuje ovaj sktfp tangenata, kao i
jednaéinu preseka S te povr§ine sa yz-ravni.

Kolika je veli¢ina povrSine koju ograni¢ava presek S?
208. Iz tatke (5, 5, 5) povudene su tangente na elipsoid
X2+ y224+22=1.

Odrediti jednatinu povrsine koju obrazuje ovaj skup tangenata i jednadinu
preseka S te povrSine sa xy-ravni.

Ispitati presek S.



128 ANALITICKA GEOMETRIJA 209--214

209, Resiti skup jednacina
2x+z=1, x+y+z=3, 3x+y+2z=4
i reSenju dati geometrisko tumadenje u Dekartovom pravouglom trijedru osa.
210. Date su tatke 4 (0, 1, 1), B(2, —3,0), C(—2,0, —1) i elipsoid
x22 +y24+22=1.

Odrediti na ovom elipsoidu tagku D tako da zapremina tetraedra, &ija su
temena tatke A, B, C, D, bude maksimalna.

211. Ispitati prirodu povr§ina drugog reda:
1° x2—y24+222—xy—1=0,
2° x4+ y*4 224+ 2xy—3x+2y—2z=0,
3° x2—4yz—-2x+8y=0.
212. Posmatrati krivu (C), definisanu presekom paraboloida
x2+3y2—2pz=0 (p=const)
1 ravni
z=A(x—gq) (g=const; A parametar).
1° Pokazati da su projekcije krive (C) na xy-ravan krugovi.
2° Odrediti geometrisko mesto centara krive (C) kad se A menja.
Rezultat. 2° TraZeno geometrisko mesto je parabola
z=(x*~gx)/p, y=0.
213. Odrediti skup taaka u prostoru podjednako udaljenih od tri date
prave.

214. Odrediti skup tafaka u prostoru podjednako udaljenih od tri tadke
&ije su koordinate

Mk(xk’ Yis Zk) (k:']’ 2’ 3)

u Dekartovom pravouglom trijedru osa.
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1. UVODNI PROBLEMI

1. Niz {x,} definisan je rekurzivno relacijom

6))] S

1 ;
Xpoy + — Xpp (xp, x; dati).
n

Odrediti Lim x,.
n—yw

Resenje. Napi$imo (1) u obliku

2) Xn—Xp_3= —(Xp_y—Xp_p)/n.
Odavde sleduje
Xp_y—Xn_9= —(Xp_2~Xp_y)/(n—1),
Xp—a ~Xp—3= _(xn——a_xn--q)/("“z),
)] .
Xy — Xy = — (X —Xp)/2.

Iz (2) i (3) dobija se
Xn—Xp_g=(—1)n(xg—x,)/n!
Posle sumiranja bice

n
> Gr—xp_)= 3 (= Dk (xo—x)/ k!
k=1 k=1

n
Xn—Xo=(Xo—X;) > (—=1)k/k!
k=1
Ako n-» o, iz poslednje relacije sleduje

Xn=> X+ (x5 —x) 2 (~Dk/k!
k=1

Kako je e =14 ¥ (=1F/k},
k=1
dobija se
Xn=» Xo+ (xg—x) (e~ 1= 1),
odnosno
Xp > X+ (xXg—x) e} (n— ).
2. Za k> 1 dati su nizovi {a,} i {b,}, gde je
a,=lk(k—=1)+a,,]"?, a;=[k{(k—D]"*;
by=(kb,_)"?, b =k'2
Dokazati: im a,=)im b,=k.
n—yx n—yw

9 D. S. Mitrinovi¢: ZBORNIK I
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ar—x°®

3. Odrediti lim

xa log, x—log, a X+

4. Odrediti lim (x—log chx).

x>t
Rezultat. log 2.

5. Odrediti ¢ 1 b tako da je

lim [(3—ax?+ DV —(x3—bx2+ 1)13]=1/3.
Xrtew

(@>0, x>0); lim x!&*/(logx)*.

6. Odrediti parametre 4, B, C, D tako da bi postojala grani¢na vrednost

o o 1+Ax+Bx2)
llm S| exX — '
x50 Xx° ( 1+ Cx+ Dx2

Rezultat. A= -C=1/2; B=D=1/12.
7. 1° Rediti jednaline:
M (a, ry=sina+ sinra +sin(2r — 1)a=0,
N(a, r)=cosa+cosra+cos(2r—1)a=0.
2° Pokazati da je '
Ma, r)/ N (a, r)=tgra,
osim za niz vrednosti @, =a; (r) koje treba naéi, pa zatim izraunati

lim {M(a, r)/N(a,r)}.

a-y ay
Uputstvo. Upotrebiti identitete:
sing+sinra+sin(2r—1)a=[sina+sin(2r—1)a]+sinra
=2sinracos(r-1)a+sinra
=(sinra)[2cos(r—1)a+1];
cosa+cosra+cos(2r—1)ya=(cosra)[2cos(r—1)a+1].
8. Date su funkcije

fe=32E0 g (=

sin (mx) cos (2" 1nx)

cos (7 x)

(v prirodan broj).

Ispitati da li postoje graniéne vrednosti
lim f(x), lim g(x),
x»)xp x—)xq
gde su x, i. x, nule funkeije sin (wx) odnosno cos (7x).
9. Da 1i funkcija
:ixi+ Bx? & gﬁ

x+a x+b x+c’

podesnim izborom parametara A4, B, C, a, b, ¢, moZe ostati ogranitena kada

[x]|>00?
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10. Da li su taéni rezultati

! e — 1 4 2 [
lim ——— =sgnx, lim — arctgnx =sgnx.
nteent4 | 1l v

11. Odrediti grani®ne vrednosti

lim *=t lim k=t

n ’ s n == i
" S kQk 1)k +2) 8 A Dekbe 1§
k=1 E=1

n n
2 k(k+2) (ks 4) 2 kD)

12, lim S0 (@a+3h)—3sin (_aihi/_z) + 3sin (‘il}):s”l’_
1,0

Razultat. - cos a.
3

o Y REII-Y el sl . 1\
il ol A R llm[Zx—X“log(l+~)J.
SO Vo~ ey Vg A I
Rezultar. 1° 1.

14. Izradunati

L=1lim (z¥sin?=a— 1/a?).
a10

Primedba. Proveriti da li je rezultat L - x%/3.

15. Odrediti lim {(x—3 sin x—} tg x)/ x5}

x>0}
Rezultat. - 1/20.

9

16. 1z relacija 2z3=x+ 32z, 522 =3+ 2z odrediti dy/dx za x=0.
Rezultar. dyjdx=2/3 ili (£ 51 6-2)/6 za x=0.
17. Data je funkcija f(x)=sin x sh x. Odrediti

@)™ i {(f@)4 @ x=0.

18. Data je funkcija

- 1 1
f(x)= - (x£0),
. =Sl
P l (x=0).
2
1° Dokazati da je lim f(x)= ;,; 2
x50

2° lzraCunati f’ (0).
Refenje. 1° Primenom L’Hdéspital-ovog stava dobijamo

., Loxeed+l 1 - ex : - ex 1
lim f(x)=lim - = lim - = lim — — .
X0 X0 xeX—Xx x990 xe¥ie¥—-1 x50 xer2ex 2

9*
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2° Polazesi od definicije izvoda i primenjujuci L’Héspital-ov stav, bice

= _eh  h—2e A
f'(0)slimf——(h) f(o)zlim—l— k2 +l+—l—)zllm————el+2+he
h-0 h A0 B\ heh—h 2 h>0  2h%(eh—1)
: 1 —eh + heh ; heh P P eh + heh 1
=lim = [im =lim =
h>04heh —4h+2h%eh h>04¢eh+ 8heh —4+ 2k el h>012eh+ 12heh + 2h%eh 12

Primedba. Funkcija f(x) neprekidna je za sve vrednosti promenljive x {i za x=0, jer je
lim f(x)=£(0)}.
x50

ex—1 x

Funkcija 1= ( ! Fe .]_ ) (x #0),

e x=0)

takode je neprekidna za sve vrednosti promenljive x, pa i za x=0, jer je

lim £ (x)=1/12.
x 20

19. 1° Dati su polinomi:

=0

(1) P(x)= iav Pl 0 (x)= %b\,x"‘“’ (ay by # 0).
v=0

Ako x—+ 0, tada vaZe relacije:
P(x)/Q(x)—>+00, ako je n>m i a,by>0;
——o0, ako je n>m i ayb,<0;
— aylb,, ako je n=m;
— 0, ako je n<m.
2° Ako su p i g prirodni brojevi i ako je
a,>0, kada je p parno;
by,>0, kada je g parno,

tada za polinome (1) vaZe sledee relacije kada x— + oo :

» q A Y

VP(x)/YQ(x)—>+o, ako je np>mlqg i VYa, | b,>0;
(2 S

——o0, ako je n/p>mlq i Ya, | by<0;

A N
— ay/V by, ako je nlp=m/q;

— 0, ako je n/p<m/q.
Proveriti navedene rezultate.

20. Izralunati: 1° 0%log, x/0a2; 2° 02log, x/0a 0b.
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21. Ako je f(n)=l/n+|/;—— n—|/ n, odrediti lim f(n).
n-»oc

—
s 2Vn

Relenje.

2

Yreun Vi-1n

Vn+ V‘IT + ]/n——l/n:

—1 (n— «).

22. Da li se parametar @ moZe tako odrediti da funkcija

7=
bude neprekidna?

Rezultat. a=1.

x4+ 1

3—ax?

(x< 1),
(x>1)

Primedba. Nacrtati grafik funkcije za a=1 i reéi da li je ta funkcija diferencijabilna u

tacki x=1.

23. Da li se parametri a i b mogu tako izabrati da funkcija

f(x)=—2sinx
=asinx+b

=CO8S X

(x <—m/2),
(—mj2<x<mf2),
(x = =/2)

bude neprekidna? Ako je to moguéno, nacrtati grafik ove neprekidne funkcije.

24. Da 1i je funkcija
f(x,a)=2a
=2x/a

= —2a
neprekidna?

(x=a%,
(x| <a?, (a parametar)

(x<—a?)

25. U jednom krugu posmatrati dva segmenta od kojih jednom odgovara
centralni ugao «, drugom 2«. Ako se sa A, i h, oznale visine tih segmenata,

pokazati da je lim (hy/h,)=4.

o0

26. Izratunati lim f(y)—lim f(y), gde je

y>+w ¥
YV |

y+V P+ R

f(y)=log

27. Odrediti:

I e
1° lim ( ’“‘_—); 2°
n—oewo k=2 \ kZ

Refenje. 1° Podimo od identiteta

k=2

lim M ———: 3"
nyw k=2kd+]

k- s ke = (L 2 (2
[ & -1)(k+1) ;(2 2)(3

(R 1 r dve pozitivne konstante).

; Iglk2+k—2
e s KEE D,
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Ako se faktori kombiﬁuju na sledeéi nacin:

o fdr —HRIES S (S T Py
223)34) n-1 n n

dobija se
1 n+1 1
~———— > —_ kada n-»o0.
2 | i 2
9% . 28,
3° Kako je k%2 +k—2= (k- 1) (k+2), moZe se pisati:
r"I(¥k—1)(k+2)ﬁlA-4'2-5__.77('1—3)'1 (=2 (+1) (1=1)(n+2)
k=2 K(k+1) 2-3 3-4 (®n-2)(n-1) (n—1n n(n+1)
1 n+2 1
—— - ->—, kada n-> .
3 n 3

28. Da li se r moZe tako odrediti da graniéna vrednost

. e +cosx—sinx—r
Iim

x>0 x'sin x
bude konaéna i razli¢ita od nule?

29. Odrediti parametar a tako da funkcija

tgx+atg(3x)
ostane konafna kada x-w/2.

30. Dokazati identitet

Py (dx\? d3x [ dy\? d%y d*x
o)+ G (2 F35E =0 r=r@).

dx® \ dy dy® \ dx dx? dy?

31. Odrediti izvode funkcija:

1° (sinx)"cos nx; 2° (sinx)"sinnx; 3° (cosx)”sinnx;

Rezultat. 1° n(sinx)""lcos(n+1)x; 2°

4° (cos x)"cos nx.
n(sinx)*~!sin(n+1)x;
3" n(cosx)""lcos(n+1)x; 4° —n(cosx)"1lsin(n+1)x.

32. Ako je

ae*+be’ =1 (a, b.proizvoljne konstante),
pokazati da je

Y=y (l—g) € mdids ... )
Izraziti ' i y® kao funkcije od" y'.

33. Ako je x*=sin(A4t+ B), gde su 4 i B ma kakve konstante, tada je
d*x dx \?
PYOR e gy (~)=o.
)dt2 ) dt
Proveriti ovo tvrdenje.

34. Proveriti da li je tano tvrdenje:
Maksimalna vrednost izraza

‘ acosp+becosg (p+qg=0)
jeste (a®+b% + 2abcos H)1/2.



35—41 I. UVODNI PROBLEMI 135

35. Data je funkcija
S(x)=sin(ex+B,)sin(ex+By) («, B;, B, konstante).

Odrediti osnovni period funkeije f(x) i navesti za koje vrednosti x funk-
cija f(x) dostize maksimum i minimum.

36. Ako se iz relacija

(D) W=l g1 (—o0 <t<+c0)
eliminiSe ¢, dobija se
(2) y=x.
Ako se iz relacija
3) x=s8inh, p-=sinh (—oo<h<+ o)

eliminiSe 0, dobija se (2).
Ako se iz relacija
4) x=e", y=ef (—o0 <1< +0)
eliminise =, dobija se (2).
Da li svi skupovi relacija (1), (3), (4) zaista definiSu pravu (2)?

37. Proveriti da li je tana relacija

tu ty tw u yoow
() @) (@w) |=8{d v w |,
(tll)’l (tv)ll (t}v)’, ull vll ‘vll

gde su u, v, w, t funkcije promenljive x koje imaju neprekidne druge izvode.

38. Ako su f(x) i g(x) dva polinoma stepena n po x, tada izraz
fEgM—f gD gDy L (—)nfig

ne zavisi od x. Dokazati. :
39. Ako je w—>arccos x>0, odrediti funkcije:
sin (arc cos x), cos(arccosx), tg(arccosx), cotg(arccos x).

40. Pokazati da izraz

F<y>:y};,"~%(§)2 (y=y)

zadrZava isti oblik ako se y smeni sa 1/y.
Da li ova osobina vaZi ako se y zameni izrazom

B (a, b, ¢, d konstante; P =L 0) ?
cy+d ¢
41. Pod kojim se uglom seku krive
1
y=—x2—£. y=——l—x‘3+—q—,
2p 2 2q 2

gde su p i g dva realna parametra?
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42. Data je funkcija y=|sinx|+|cosx|.

1° Qdrediti njen primitivni period 7T i grafi¢ki prikazati ovu funkciju na
segmentu [0, T];

2° Da li je funkcija neprekidna? Ima li u svima tackama izvod?

43. Data je jedna prava kupa ¢&ija je visina & i polupreinik osnove r. Na
otstojanju x od osnove postavljena je ravan paralelna osnovi. Presek te ravni
i kupe je osnova jednog pravog cilindra &ija se druga osnova nalazi na osnovi

kupe. Odrediti x tako da: 1° zapremina cilindra bude maksimalna; 2° veli¢ina
povrsine cilindra bude maksimalna.

44. IzraCunati povrSinu P trougla kao funkciju njegovih strana a, b, ¢ i
dokazati da je

o—P=Rcos<x, 0—P=RcosB, ?jchos«(
a 0b Oc

(R polupreénik kruga opisanog oko trougla; «, 8, vy uglovi trougla prema
stranama a, b, c¢).

Ako se pri merenju strana uline greSke Aa, Ab, Ac, odrediti pribliZznu
formulu za izradunavanje greSke AP.

45. Jedna kriva definisana je jednafinama
x=asect, y=btgt (¢t parametar).

Izbacivanjem parametra odrediti koja je to kriva.
Isto pitanje za krivu

x=acht, y=bsht.

Geometriski protumaditi znalenje parametra ¢ u oba slutaja.

NII. FUNKCIJE

46. Proveriti relaciju

n
I sgnx;=sgn(x; Xy - - - X,),
k=1

gde je
I (x>0),
Sgn x = 0 (x=0),
-1 (x<0).
47. Data je funkcija
f()= |sinx] 0<sx<2x),"

= —|sinx| Q2r<x<4n).

Periodiéki produZiti ovu funkeiju i tako formiranu funkeiju oznaditi sa F(x).
Za razne vrednosti parametra a diskutovati broj realnih reSenja jednacine

F(x)=a.
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48. U odnosu na isti Dekartov pravougli koordinatni sistem grafigki
prikazati funkcije
I° f(x)=logx (x>1); 2° g@)=1/[L+}1+1/x] (x>1);
3 f@e@ x>1).
Da li je funkcija f(x) g (x) (za x>1) rastuéa funkcija?
Grafike §to preciznije nacrtati.

| (;)\ sinmx % | visn 5
( ) (x’ A neza 1 O(l m)

(x, ) =Iim -
f sinmx A

m—0

m?

Za razne vrednosti param:tra 2 ispitati funkciju f(x, A) i rezultate grafitki
prikazati.

Rezultat. f(x, A)=x (A% —x?).
50. Odrediti funkcije f(x) 1 z(x, y) iz uslova:
)=V + /W x=1), z(x DH=x (x=0,y>0).

Resenje. 1z 1+f(V x —1)=x, posle zamene /' x -1=1¢, izlazi
fH=x-1=0@+1)2*-1=1*+21¢,

2=V y+W x-1P+2(/x-D=Vy+x-1.
51. Odrediti f(x) i z(x, y) iz uslova:
z(x, )=x+y+f(x—y), z(x, 0)=x%
Rezultat. f(x)=x—x, z(x,))=2y+(x—y)".

52. Ako je f(x+y, y/x)=x2—y% odrediti f(x, ).

pa je

53. Odrediti primitivni period T funkcije
y=sinxsin(x+a) (0<a<n/2)

1 graficki prikazati ovu funkciju na segmentu [0, 7] promenljive x.
54. Ispitati funkcije

v I 1
asinx +-— (a>1); achx+—— (a>1)
sin x ch x

i graficki ih prikazati.
55. Ispitati funkciju
;— (a sin x - - b;) (a>b>0)

sin x
i graficki je prikazati.
56. U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu O cf nacrtati grafik

funkecije
fe)=Ac’exp (—c*a) (c=0),

gde su A4 i a pozitivne konstante (Maxwell-ova jednalina rasporeda brzina).
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57. Data je funkeija f(x)=2(x—1)? (0<x<2).

Periodi¢ki produZiti ovu funkciju van segmenta [0, 2] i napisati njen oblik
za ma koji segment.
Da li je tako obrazovana funkcija parna?

58. Ispitati rascenje funkcije
S (x)=(1/sin x) — (1/x)
na intervalu 0< x << =/2.

Izradunati lim f(x).
. x50

59. Proveriti da li su funkcije
ax, asinbx, ashbx  (a, b konstante)
reSenja funkcionalne jednadine
SGE+Y fE=N=[fROPF-[fWP
60. Odrediti najkrace rastojanje izmedu krivih:
[T y=lx| i p=-|x|=1;
2° y=|sinx] i p=—{sinx|-2.

61. Odrediti minimum funkcije

v=n

va (x—ay)? (pyv>0).

v=1

62. Data je funkcija f(¥)=x*—3x+2, gde je A jedan realan parametar.

1° Odrediti A tako da funkcija f(x) ima: a) tri realna razliCita korena;
b) dvostruki koren; ¢) samo jedan realan koren.

2° Nacrtati grafik funkcija: f(x) i 1/f(x) uzimajuéi posebno slucajeve
a), b), ¢).

63. Uzimajuéi u obzir sve kombinacije znakova plus i minus, grafi¢ki pri-
kazati funkcije
1 1 |
£ e
x x—1 x+1
64. Strana_/_lB (AB= 4a) pravougaonika ABCD pod:ljena je na &etiri jednaka
dela, a AD(AD=2b) na dva jednaka dela. p ¢
Ugao PAR kvadrata APQR (AP =Xx) i ugao
BAD pravougaonika poklapaju se.

Ako se tactka Q pomera, menja se uoéeni R G
kvadrat (videti sliku).

Veli€¢ina S S$rafirane povrSine kvadrata
APQR funkcija je promenljive x. Sastaviti
formulu koja definiSe funkciju S (x). A p B
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65. Dat je pravouglitrapez ABCD(AB=4a, AD=2a, DC=3a, < BAD = 90°).
Strana AB podeljena je na &etiri jednaka dela, strana AD na dva jednaka dela
i povr§ina je podeljena u polja kao §to je na
slici naznaceno. ° ¢

<X BAD datog trapeza i <t PAR pravo-
ugaonika APQR poklapaju se.

Veli¢ina S neSrafirane povrine uode-
nog pravougaonika je funkcija od x (=AP)
1y (=PQ).

Obrazovati formulu koja definiSe funkci-
ju S(x, p).

66. Nacrtati krug C, (Oy; r) i njegova Cetiri
pre¢nika koji dele krug na osam jednakih
delova od kojih svaki drugi redom Srafirati.

Na jednom od pomenutih prec¢nika kru-
gova uzeti tatku O, tako da je 0,0, =d.

Sa centrom u O, nacrtati promenljivi
krug C, poluprecnika x (<r—d).

Sastaviti formulu koja defimiSe veliinu
y (x) Srafirane poveSine koja je ograniena
krugom C, (videti sliku).

67. Nacrtati krivu ¢&ija je jednalina, u
Dekartovom pravouglom koordinatnom siste-
mu Oxy, oblika

(&) x24+p2—1|+|p2—2x|=1

ReSenje. Posebno ¢emo ispitati Cetiri moguéna shuCaja:
1° x2:2-120, »2-2x20; . x2py2-1<0, y»-2x=0;
2 X240 120, »?-2x<0: 4- Xepr-1<0, p»-2x<0.

Jednadina krive (C), uz uslove 1°, 2°, 3° 4% dobija respektivno sledeée oblike:
(C)) x*+2y2-2x-2=0; (Cy) x242x-2=0;
(Cy) x242x=0; (C) x2+2)2-2x=0.

Jednadine (C,) i (C,) definiu dve koncentri¢ne elipse koje su na slici nacrtane. Centa -
ovih elipsi je u tacki (1, 0). Njihove ose
simetrije su: y=0, x=1. Jednatine (C,)
i (C,) defini§u dCetiri prave paralelne
y-0Si.

Siucaj 1°. Krivoj (C) pripadaju sa-
mo oni delovi elipsine periferije (C,) koji
se nalaze u isti mah van kruga x2+ y2=1
i van parabole y®>=2x (oblast u kojoj
se ne nalazi ziZza). Ti lukovi su masno
izvuéeni na slici. Krajnje tatke ovih lu-
kova takode pripadaju krivoj (C).

Slucaj 2°. Krivoj (C)Rripadaju oniotsec-
ci pravih x= —1-L V3 koji se nalaze u
isti mah van kruga x®+ y*=1 1 u para-
boli y2=2x. To su dva otsetka prave
x=—14V3: prvi izmedu tataka (a, b) i (4, ¢) i drugi izmedu tadaka (a, —b) i (@, -c), gde je:

a= -1+V3, b=V2V3-3,  =V20/3-D.
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Slucaj 3°. Krivoj (C) pripadaju oni otseCci pravih x=0, x= -2 koji se nalaze jedno-
vremeno u krugu x*+y%=1 i van parabole-y%=2x. To je otseCak y-ose od tatke (0, —1)do
tacke (0, 1).

Sluc¢aj 4°. Najzad, krivoj (C) prapada onaj luk elipse (C,) koji se istovremeno nalazi u
krugu x24+y2=1 i u paraboli y2=2x. Na slici je taj luk masno nacrtan. Krajnje talke tog
luka takode pripadaju krivoj (C).

Primedba. Sta se moze redi o funkciji y (x), definisanoj jednainom (C)?
Kolika je veli¢ina povriine koju ogranifava kriva (C)?

68. Data je funkcija f(x)=log x—ax (a parametar).

1° Grafitki prikazati ovu funkeiju.

2° Qdrediti a tako da funkcija ima jednu

“nulu drugog reda. 4
3° Diskutovati broj realnih nula funkci-
je f(x), kada parametar a varira od — oo
do +oco. '
69. Nacrtati g. m. tatke {x (¢), y (?)}, gde je _'J
x=|1+t], y=|1—=t| (—o0<t<+). 2
Re$enje. Umesto x=|1+1¢|, y=|1-1t] moZe se |
napisati: 02 _..| xr
a) x=-1-—t, y=1-t, za —-o0<tL-1;

b) x=14+1, y=1-t za -1<<<+1;

c) x=1+1, y=t-1, za +1<t<+o0.
Relacije a) definisu deo prave x—y+2=0 koji je nacrtan na slici (poluprava I).
Relacije b) defini§u otse€ak prave x+y—2=0 od tatke (0,2) do tatke (2,0).
Re'acije ¢) defini$u deo prave x—y—2=0 koji je nacrtan na slici (poluprava II).

Kad ¢ varira od —o0 do +, tatka (x, y), polaze¢i po polupravoj I iz beskrajnosti»
opisuje nacrtanu konturu u smislu protivnom kretanju kazaljke na satu.

70. 1° Navesti g'unkcije oblika f{f[f(x)]}.

Da li funkcija [/x pripada ovoj klasi funkcija?

2° Obrazovati funkciju F; (x), ako je

Fe(X)=xFi_,()—x2Fs_,(x) (k=3,4,5,...),
FF(x)=x, Fy,(x)=x>—1.
3° Obrazovati funkciju Fg(x), ako je
Fr(x)=Fry{Fre(x)} (k=3,4,5,...),

Fi(x)=log.x, F,(x)=expx.

gde je

gde je

71. Ako je f(x+ 1)=(x*+x+1)/(x*—x+ 1), obrazovati funkcije: f(x— 1),
f(/x) 1 f(2x).

72. Odrediti uslov da bi funkcija (1—x2)/(ax*+bx+c¢) mogla imati sve
vrednosti, kada x varira od —o do +oo.

Rezultat. b® > (a+ c)2.

73. 1° Pokazati da funkcija f(x)=(x*+2x+a)/(x2+4x+b), gde su ai b

dva realna parametra, moZe uzeti ma koju realnu vrednost ako je, na primer,
b=3a 0<a<l) ili b=a (a<0).
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2° Odrediti zatim oblasti u Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu
Oab (O koordinatni poletak) u kojima treba da se nalazi tacka M (a, b)

da bi funkcija f(x) uzela ma koju realnu vrednost.

3° Utvrditi da 1li su rezultati dobijeni u ta¢ki 1° obuhvadeni rezultatima

iz tatke 2°.

74. Ako je f(x)=(a—x")'"" (x>0), tada je f{f(x)}=x. Dokazati ovo i

odrediti inverznu funkciju funkcije f(x).

75. 1° Pokazati da je
H (x)=(1/2) (1 + sgn x),

1 (x>0), 1
H(x)={1/2 (x=0), sgn x = 0
0 (x<0); —1

2° Graficki prikazati funkciju

(x>0),
(x = 0))
(x<0).

y=(1/2) k[sgn (x—a)—sgn(x—b)] (a<b; k parametar).

X
3° Ispitati da li je |x|={sgnzar.
5

76. Dokazati identitete:
iy H(t—log o)=H (¢! —a);

2 H{(t—a)(t—b)}=H {t—max (a, b)} + H {min (a, b)—t}

{H (f) oznaava Heaviside-ovu funkciju argumenta ¢; @, b, & =const; «>0; a s b} .

77. Grafi¢ki prikazati funkcije
A@O=h[HO+HE—O)+H({E=21)+ .- -],
@O=h[HO-H{t-")+H(¢-271)—---],

£ :h[”:_‘H(t)—-H(t—'r)—H(t—ZT)— & ]

fi()= 2/’[%H(f)—H(I—T)-I—H(t—3t)—H(t—5r)+ " ]

LO=hHO-H({I-)—H{-279)+ Ht-37)+ H{t—-47)~— - -],

fo@= LU H@O) (=) Ht—)],

=2 [éH(t)—(t—r? H(t—%)+(1—27) H(t—27)

~(t=37)H({—37)+ - - -],

fs ()= z;h[*;:H(t)——(t—r)H(t—T)4.—(.’—37)H(t—3‘r)

—(—=570)H(—5t)+ - - ]

{h i = pozitivne konstante; H (t) Heaviside-ova funkcija}.
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78. Graficki prikazati funkciju
tHO+(-1DH@E-D+ - - +(t—n)H(—n),
gde je H(f) Heaviside-ova funkcija.

79. Proveriti da li su tagne relacije

n

S -k H(l—k)="3 -k {l+sgnt—k)}=—3 {(t—ky+|1— k|}.
k=0 2k=0 2

k=0

80. Ispitati sledeée funkcije i graficki ih prikazati:

x2—-x+1 4 1
¥° ; 2 —_—
X2 x+1 x4+ a® x+ b?
X L —
3 : » VE-x.
4x2-3x+4 4x-3
5° (sin x)/(2 + cos x); 6>  4cos-x—cos2x;
7° sin x sin (x —a); 8° sin’xcos2ux;
9° sin 3 x -3 sin x; 10°  cos? xsin2 x;
11 (log x)/x; 1 [e=%;
13° a* x—a; 14° xb g—ax?
15° cos® x e3%; 16°  sin?x e¢—2¥;
17° sin® x e—3%; 18FF  ees? ety

(a, b realni brojevi).
81. Nacrtati krive:
1° |x+y—1|+x—1=0;
2°  |x+y—=1|—|x|=1;
3 x|+|y|=lx=1|=x;
4°  |x+y—1|+|y+x2|=1;
5° |x+y=1|+|{2F+y2—1]=1
82. Nacrtatt krive:
1I° p=(rx)et;, 20 Ip=gjee—1); [ 3% F=(—=2)yE"HAE
83. Data je funkcija
fX)=(x—a) (x—by* (x—c)* (I, m, n prirodni brojevi).
Odrediti maksimalne i minimalne vrednosti ove funkcije u slede¢a dva
sludaja: 1° /, m, n su parni brojevi; 2° /, m, n su neparni brojevi.
Rezultat. OznaCimo sa o, B («< 8) korene jednaline
L(x=b)y(x—c)+m(x—c)(x—a)sn(x—a)(x—b)=0.

Ako su /, m, n parni brojevi, tada je:

fla)=0,
/;ml\( (x)= [f(u), f;ni_n (x) . f(b) =0,
i ]f(x’}); Fld)+0.

Ako su /, m, n neparni brojevi, tada je: f . ()=f(2), f, (X)=/(3).
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84. Pokazati da za svako 0<<a<C1 funkcija (x*+2x+a)/(x*+4x+3a)
moZe uzeti ma koju realnu vrednost.

Resenje. Stavimo (x*+2 x+a)/(x2+4x+3a)=y. Tada se dobija
(I-»x2+2(0-2p)x+a(l-3y)=0.
Ova jednadina imace po x realne korene ako jc
(1-2y2-a(l-y»)(1-3y»=0 (za svako y realno)

tj. ako je (1-2y)2(1-a)+ay*>>0. A ovo ¢e biti sigurno ispunjeno ako je 0 Ca << 1..
" Za a=0 i a=1 funkcija y(x) ne mo’e uzeti vrednost 1 ni za jedno x konaéno, pa je
0<a< 1, kao §to je trebalo pokazati.
85. Funkcija f(x) u intervalu (0, + o) definisana je kao Sto sleduje:
Za 0<x< 1 njen grafik je luk hiperbole y=1/x;
Za 1< x< +o0 njen grafik je luk parabole Cija je osa simetrije paralelna
y-osi i koja je u oskulaciji sa hiperbolom y=1/x u tacki (1, 1).
1° Sastaviti formulu funkcije f(x) 1 ispitati da li ta funkcija ima treci izvod
u tacki ¢ija je apscisa x=1.
2° 1zraCunati veliCinu P (a, b) povrSine koju omeduju kriva y=f(x) i prave
x=a(0<a<1) i1 x=b(b>1). Cemu teZi P (a, b) kada a—0+?

86. Graficki prikazati funkciju f (x)= _de/]xz— pye

Upatstvo. Prvo prouditi funkciju g (x)=1/}/[x*—11.

87. U istom Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu nacrtati krive

y=2(—)1-xx, y==x(1+)T-xYx.

Pokazati da obe krive zajedno &ine jednu algebarsku krivu &iju jednainu
F(x, y)=0 treba odrediti.

88. Grafiki prikazati funkcije:

1°  f(x)=log (1 —2cosx); 2° g(x)=log|l1—2cosx]|.

89. Grafitki prikazati funkciju y (x), definisanu relacijom sh (x®—)3)=0.
3 ?0. Ako je x> 0, pokazati da je x—th x> 0 i na osnovu toga izvesti zakljucak
a je

d, sh x
dx(

— >0 za x>0.
pe

91. Pokazati da je funkcija

f(x) ;sh’?sh(aqhn—

stalno rastuca.

: 3 ) / shg (n prirodan broj)

Uputstvo. Dokazati identitet
sha+sh(@+x)+sh(@+2x)+---+sh(a+n-1x) =f(x),

gde je f(x) funkcija, koja je ranije definisana.
Zatim posmatrati izvod

f()=ch(@a+x)+2ch(@+2x)+ - +(n-1)ch(a+n—1x).
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92. Nacrtati krive definisane jednatinama:
1° x=|t|, y=t+1 2®  x=|sint|, y—o0si)
gde ¢ varira od —o0 do +oo.
93. Grafi¢ki prikazati funkcije:
1°  f(x)=sgn(sinx); 2°  f(x)=sgn (sgn x);
¥ SM=gle@] gde jo g(=(x+|x)).

94. Ispitati da li je funkcija f(x)=sgnx refenje funkcionalne jednacine

Se)=f(Nf(»)?
95. Odrediti minimum funkcije
S(x)=max {2|x|, |1+ x]|}.
Rezultat. f ;. =2/3.
96. Odrediti minimalnu vrednost funkcije
|x—xy [+ |x =X |+ - Hlx—xp]| (r<x<- - <X,).

97. Data je funkcija f(x)=sin®x + cos? x.

1° Odrediti njen osnovni period T.

2° Nacrtati grafik funkcije f(x) za x€ [0, T].

3° IzraCunati zapreminu obrtnog tela koje nastaje kada povrSina, ograni-
dena x-osom, pravama x=0, x=7 i krivom y=f(x), rotira oko x-ose.

98. Odrediti minimum funkcije

(1) f(x, p)=1g"x+1g?y,
gde su x i y vezani relacijom
2 sin? x + sin? y = 3/2.

Uputstvo. Transformisati f(x, y) na oblik

sin? x +sin? y — 2 sin? x sin? y

S )=

1 —sin® x — sin® y + sin? x sin% y~
koji, prema uslovu (2), postaje

3

1

2 sin? x sin? y — 1

=1

Poslednja funkcija dostize minimum, kada funkcija sin2 x sin? y, pri uslovu (2), dostigne
maximum.

TraZeni minimum je 6.

99. Data je funkcija
= T S 2
fx)= ) L
(1=x/2)=112 = (1 + x/2)112

(x #0).

Pod kojim ée uslovom (uslov C) ova funkcija biti neprekidna u taki x=07?
Ako je uslov C zadovoljen, da li je funkcija f(x) diferencijabilna u taéki
x=0? ‘

Rezultat. Dopunski uslov C je: f(x)=4 za x=0.
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III. INTEGRALI

100. Odrediti funkcije

~

0 =K Troi e
e T SJ? dx; - ogidx; ’ cos x}/ cos 2 x dx.
(cos x+ x sin x)? 2 x2+ 1

o

101. Izraunati integral

/4
dx
T (: realan parametar).
sin? x —sinZx +2A
0

102. Ispitati da li su taéni rezultati:

i =]

1o dx - T, 9o dx e

a?cos?x + b%sin?x ab’ x2+2xcha+1 sha

0 , 0
/4

3° [00526 cos 301/ cos26d6 =

™
S

812

0
I .
4° farctg]/_l—x%z’xz %(]5— 1).
0

Ako je ab<<0, da li i tada vaZi formula 1°?

103. Odrediti funkcije:

1 cos x d 9o 3 sin x doc
¥ ——ax; P IR ;
acosx+bsinx J acosx+bsinx

30| chax ey 40 shax e
‘achax+bshax achax+ bshax

(a, b, o realne konstante).

Uputstvo. Formirati dve podesne linearne kombinacije integrala 1° i 2°

104. Pokazati da se relacija

S[f(x) +f" (x)] e¥ dx = e* f(x) + const

moZe primeniti na odredivanje funkcija

1Jr&x—e-‘dx; 2 e*dx.
1+cos x J (1+x)?

105. Da li se integral 5 (tg x) dx, gde je r racionalan broj, moZe izraziti

elementarnim funkcijama u konatnom broju?

Za sluéajeve r=1/2 i r=1/3 radun izvesti do kraja.

10 D. S. Mitrinovié: ZBORNIK I
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106. Izradunati odredene integrale:

2 0 1
/ — f—
1° ——di—:; 2° —dx:, 3° Ll;]/l xdx;
14}/ 2x—x2 x+1) ) x2-1 JV L —%
1 0

w» V2
4° f—i—;; o [ AREF o 6° f———l“‘”_xzd ;
x| x2+2x—1 i =+ 0" 1+ 1—x2
o " 5/4
7° [—xs o2 dx; 8° f 2_ : 9° f——-—dx_;
; (x*+ 1) : x(Yx—1+1) : x+pyx2—1
1 el 1
10° [- :%t d?x, f\/l—-*-—)—cdx 12° fxz(logx)zdx;
12 )
oo oo k3
13° [xe—“dx; 14° fxze““dx; 15° f S : :
. cos?x+ cosx +1
0 0 0
2 1 i
16° [x'-’ sin x dx; 17° [arc tg x dx; 18° [xzarc sinxdx;
G ; | ;
/2 1 1
19° focostdx; 20° f(arc sinx)?dx;  21° [arctgl/xdx;
0 ] 0
/2 1 /4
22° [x sin? x cos xdx; 23° f2x arc cotg |/ xdx; 24° fsin [/ x dx;
0 0 0
= 7 /4
25° farc % dx; 26° fxz sin? x dx; 27° fx sin ]/—JE dx.
0 (1 -|—x)% . 0 0

Uputstvo. Nacrtati grafik podintegralne funkcije.

107. Izraunati integrale:

/2 .
dx ) f sin x cos x dx

A28 4+2x%+2x+1 =
0

’
cos?x+3cosx+2

/2

dx .
aleesinxcogd xdx (a=1).

(2 +1/2)(1 +x2)1/2;
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108. Dokazati relaciju

T

fxf(sinx) dx=—;— [f(sin Xydx (x=m—1)

0 0
k9
i primeniti je na izratunavanje integrala “x sin® x cos? x dx.
b

109. Izradunati integral

Jon= fx‘z" e~ dx (n prirodan broj; Jo=—;~1/7?).
0

Koristeéi dobijeni rezultat, izraunati integral
0
sz" e~ dx (a>0).
0

110. Dati su integrali:
I,,=S(l/th xXdx, K,= s‘(th xX)"dx (n prirodan broj).

Izvesti formule:

1 1 1
[Zp:x— e o gl e + const ;
thx 3th3x 2p—1)th?r-1x

1 1
+ + " e +_._~_
2th®’x 4thtx 2p th?r x

12p+1=log]shx|—[ ]+const;

Kyp=x— thx+l——1113x+ -k th?,—1x |+ const;
3 . 2p—1
Lo 1 e
Kspp1=logchx—| —th®x+—thtx + - .. +—th®’ x |+ const.
2 4 2p .

111. Odrediti primitivnu funkeciju funkcije
1/(cos x—cosa) (a parametar).

Posebno ispitati sludaj: a=k= (k=0, £1, £2,...).

U o 1 . X+a | . x-a
Rezultat. Trazena funkcija je —— log | sin sin + const.
sin a 2 2

112. Ako je n>1, tada je

10*
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113. Izradunati s'f(x) dx, ako je
0

fO0) =1;
S)=1-x (O<x<]);
S)=x-1 ((A<x<K2).
114, Polaze¢i od grafika funkcije 4 — x*+x3, nacrtati grafik funkcije
)
Koristeéi nacrtani grafik, ili koji drugi na&in, dokazati da je

1

1 [ dx =
— < — .
2 JFe=Fr® b
0

Ispitati da li je tatna relacija
1 1

[ dx f dx

< X
JV4—x24 8 V4 —=x+x8
o 0

Y

115. IzraCunati integrale:

2 b +7
1° Slxz——l[dx; 2° jx|x|dx; 8" Xsin|x|dx.
0 a —T

116. Na dve ta¥ne decimale izraunati integral

o

dx
Jx2+2x+5

0

117. Da li je tadna relacija

4 4

5‘ J1—cosxdx=}2 5‘ sin (x/2)dx=0?

0 0
Ako nije, u &emu je greska?
118. Odrediti

J(a)=5'x2 Va2 —xtdx
0

za a>01 a<O.

E14 4
Primedba. Proveriti da li je J(a)=(sgna) %-

119. Data je funkcija

J(a b)= fxsmbx

x2+a2



120 II. INTEGRALI 149

Ako je a>0 i b>0, tada je J(a, b)=me—,
Buduéi da je J(—a, b)=J(a, b) i J(a, —b)= —J (a, b), napisati vrednost
datog integrala za ma kakvo realno a i b (ab#0).

Rezultat. J (a, by=(sgn b) e— 1951,

120. Polazeéi od formule
@) z sin(a+ kh) =

izvesti (p prirodan broj):

n
sin— A

sm-l—h 2
2

2

)] o =2{cos(2p—1)x+cos(2p—3)x+ - - - +cosx},

sin x
i 1
3 gn—(z—p 2442 =2{cos2px+cos(2p—2)x+ - --+cos2x}+1.
sin x
Na osnovu (2) i (3) izralunati
™ s

j sin2px dx, [ “sin (zfillf‘_ d
J sinx . sin x
0 0

ReSenje. Ako po a diferenciramo izraze na levoj i desnoj strani identiteta (1), dobijamo

n

n—1 sin 7 h R .
)] z cos (a@+ kh) =—"- cos ( at h )
k=0 .
sin ~— h
2
Stavljajuéi ovde a=x, h=2x, n=2p, biée
& 2p—I1
anl)xcos 2 px = z cos (2k +~1)x.
sin x =0
ail p—1 sin 2p3 p—1
i COS px = Z cos (2k+1)x. o TG z cos (2k+ 1) x.
sin x sin x o

Ovim je izvedsna formula (2).

Ako se u (4) stavi n=2p+1, a=0, h=2x, debija se jedno za drugim
2p .
N cos 2kx = L S L cos 2 px,
=0 sin x

p
1 .2k>: €08 2 kx =

X":

142 S cos2kx=
k=1
Ovim je dokazana relacija (3).
Polazeéi od (2) 1 (3), dobija se
T
sm2p\
Sll] X

0

dx =0,

2§in(p_!71_)xcosm_c s
sin x !
sin (27p D x

sin x

T

sin(2p_+_1)x

j- —— dx =m.

0

sinx
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121. Izraunati integral

1

Sx'"dx/(x+ J)fme a=0, W2, 5. )i
]

Uputstvo. Razviti [(x+ 1)—1]"" po binomnoj formuli ili upotrebiti bzte-funkciju.

1 (m!)2
Rezultat,. — ——.
2 2m+ !
122. Izratunati integrale: .
o +1 /4
% j‘dx/(x l/x2+ 1); 2° sz l/'l—x‘?'dx; ae Sxdx/coszx.
1 e | 0

Uputstvo. 1° Smena x=1/¢t ili x=sh¢.
Nacrtati grafike funkcija:

1(xV x*+1), x2Y1-x x[cos®x.
123. Ako je n prirodan broj, pokazati da je

T2 T2

' i ==

sin(2n md0=1, sin?n0 d6=TE,

sin 6 2 sin? 0 2
0
i izradunati integrale:
™ . 0 , " e
sinn o, I‘ sin?nf o
* J sin@ . sin%0
0 0

Uputstvo. Obrazovati Ip—1,_, i J,—J,_,, gde je
1] ]
‘sin@rn—1)06 in®no
s { sin ( -n ) -, P 5111 .
; sin § ] sin?9
) 0

124. Proveriti formule:

j‘ cos ax ¢os bx cos cx dx

=_’_1~[sin(a+b»gﬂ Fsin(b+c;a)x+sin(a—b+_c)_x+sin(a+b—ﬂ
4

sin ax sin bx sin ¢x dx

]+const;
atb+c b+c—a a-b+c at+b-c

L[cis‘(a—b+c)x+cos (b+c—a)x+<Ls(a+b—c)x_c_o_s(a+b+c)x

]+const;
4 a-b+ec b+c~a a+b-c a+b+c

S sin ax cos bx cos cx dx

1 [cos(a+b+c)x cos(b+c—a)x cos(a+b-c)x cos(a+c~b)x]
——— + — - + const;
4 a+b+c b+c—-a a+tb—c at+c-b
s‘ cos ax sin bx sin cx dx
1 [Sin(a+b—c).x sin{f@a—b+c)x sin(@+b+c)x sin(b+c—a)x]
P e — = + const.
4 a+b-c a-b+ec a+b+c b+c—a

Ove formule vaZe ako je zadovoljen uslov
(@a+b+c)(@a+b—c)(@a—b+c)(la—b—c)#0.
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125. Pokazati da je

2a

a
“sin x sin?a sin?x
dx = + — dx
iy a i

0 ]

i na osnovu ovoga zakljuditi da je

oc

oo
' smx fsm x

Uputstvo. Primeniti metod parcijalne integracije na integral

6

s(sinx)‘la'(—l /).
(1]

126. Pokazati da je

2/5
T odx
0,4 < <0,412.
1/ I—x4
Resenje. Za | x| <1 vaii
I1>1-xt>1-x2 A =S < :

1—xt 1 —x2'

pa se dobija
2/5 2}5

de/j Vi-xt JVl—xz

odakle neposredno sleduje relacija koju je trebalo verifikovati.
127. Dokazati relaciju
T cos (ax 11
=S __(__). dx < + —
4 4+ x? 4
0

128. IzraCunati integrale:

1

151

1

1< g
Vi-x2 yi-x'

(a realan parametar).

+ oo
1° de/ {x (1 +xn+ x2) )12 (» pozitivan broj);
1

/4
2° de{(cos x—sin x)/(cos x + sin x) }
0

Uputstvo. 1° x"=t. 2° x=(7/4)~—1.

129. Ako je funkcija f” (x) neprekidna, odrediti

Kl
xll [y./ S (@ydr]dy.]

(n prirodan broj).
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130. Dokazati formulu
[P@es deeax{M_P_%
a a

{ P(x) polinom stepena n}.

131. Ako je ab# 0, verifikovati formulu

T

+(=1)y"— fita ( )]+const
art

sint . ladbl|=|a=b] 2
J (a®+b%—2abcos H)/? ab max (| a|, [b])
6

132. Odrediti funkcije

dx . /ch2x
— X3 4 x%)113 dx, o=
x| x2—4 J( ) f sh x i

dx dx 1+(a+x)P o
sin x cos? x sin? x cos x 1—(a+x)1/3
133. Pokazati da izrazi } (x—a)(B—x) i | (x—a)/(B—x) postaju racionalne
funkcije po sin6 i cos0, ako se stavi

x=acos?0+Bsin20  (x <p).
Primeniti ovo na izralunavanje integrala

S[(x_a)/(za—x)]”zdx.

134. Izracunati integral

~ o 2k+1
fﬂ“—-xdx A L

X
0

135. Proveriti relaciju
¢
s‘f(x) sinxdx = F' () sin t— F () cos ¢ + F (0),
b
F)=f)—f" )+/P)—f® @)+ -- {f(x) polinom po x}.
136. Dati su integra]i

gde je

x2 dx
(vz + az) (x2 i b2) (x- +a?)(x% + b2)
Pokazati da Je
(R) @J +Jy==[(2b), BN +J,=7/(2a) (a>0, b>0).

Polazeéi od relacija (R), izraunati integrale J; i J,.
Generalisati ovaj postupak za izradunavanje integrala

L] ]

dx g o x?dx
2+ a?) (P + a0 - (P+a?) o (P+a®) (2 +a2)- - (P+a,?)
J



III. INTEGRALI 153

137—140

137. Proveriti formulu

1 —a\? x
[( ) tg?}tconst (al|<1);

dx 2 -
= r
l+acosx (1—ag?)t/? ] +a
‘ X fa+ 1\
3
L CI W, L + const 1);
(@* — )12 gtgﬁ_(a+1)1/z onst (Ja[>1);
‘ 2 \a-—1
(a=—1);

X
= — cotg i + const

=1g ;4+const (a=1).

Primenom navedene formule pokazati da je

/2
& - (O<!a!<'n~).
Sin o 2

1+ cosacosx
0

138. Ako su p i g prirodni brojevi, tada je
b
@-D!@g-D!

f(x~—a)l’—1(x_b)’l~l dx=(—1)""1(b—qa)r+i-1
(r+g-1!

a
2 '
T sin x cos x
139. Izralunati J= | x <_ g e ,,) dx.
1+cos?2x 1 +sin?x

0
Uputstvo i rezultar. Upotrebiti smenu x=x/2 —y, pa se dobija J=n2/8.

140. Odrediti uslov koji treba da ispunjavaju parametri a,, a,,

da bi- funkcija
a a. a
Ggt— 24 -5——”>ede
e A"y X0
bila elementarna.
Resenje. Ako je k prirodan broj, tada se, primenom parcijalne integracije, dobija
. :
= _[ S T T ol L RPN WEpa I s 1) 1 I_:Iex.: -
xk k—1xk—1 (k—=1)(k—2) xk—2 (k=1)(k=2)-- -1 x (k-D!x
Na osnovu ovog traZeni uslov glasi
a2y S AL g
1! 2! (n-1)!

Dodatak. Citalac e rediti ovaj slitan zadatak: Odrediti uslove da bi funkcije
SP (1/x) cos x dx

e a"/,\-n}

S‘P (1/x) sin x dx,
{P(1/x)=ay+ a,/x+ ay[x*+

bile elementarne.
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141, Izratunati integral

-]

J= j exp (— x2) dx/ (32 + 1/2)2.
0

Refenje. Primenimo li parcijalnu integraciju na neodredeni integral

A exp (—x?%) 2x 4
2x (x2+1/2)2

I _exp(—x“) -1 _fexp(—xa) =

2x x:+1/2 x2

dobija se

I

Primeni li se parcijalna integracija na neodredeni integral

1= ‘Y[exp(~x2)] dx/x?,
dobija se
= - —ow (—)-2 lexp (- 3] .
X
tako da je 0
x exp (—x?
L=———<+2 —x?)] dx.
=T f[exP( L
Prema tome J=)x.
142, Pod srednjom vredno$éu funkcije f(x) u intervalu (0, + o0 ) naziva se
broj

X

lim = f(x) dx. .
x>+w X
0

Odrediti srednju vrednost funkcije arctgx u intervalu (0, -+ o0).
Rezultat. =/2.

143. Dat je integral
1

10, 0.0= [w-9raeyde (920,420,
0
Pomo¢u smene promenljivih xy+ x+y—1=0, pokazati da je
](P, 4, r):20+r+l I(q’ P, —p—-q—r——2).

Koristeéi ovaj rezultat, izradunati
1

/' [x(vl—x)]“zdx f’lx(l—x)zdx
TEEY D (Lexy

Drugi od ovih integrala izraunati polazeéi od funkcije x(1—x)%/(1+ x)5,
razloZene na parcijalne razlomke.

Refenje. Integral I (p, q, r) smenom xy+x+y~1=0, tj. x=(1 —y)/(1 + y), postaje
1

I(p, q, r)=2‘1+'+1§yq (L=p)P (L +y)—P—9—"—2 gy,
te je zaista 5

H I(p,q,r)=29+"+1 I(q,p, —p—q—r-2).
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Prema ovom rezultatu imamo
1

1
(-[x(l—x)]“zdx== 1 [m i
0

v (1+x) 2V 2
0

Delimi¢nom integracijom dobijamo najpre

1

1
i % [dx/(x —xB)L2,
0

0

1
[Vx~x‘-;dx=-—-2x4_ 1 Vx-2x?
0

Kako je dalje
1 1

J’dx :f__zdf = —arc sin (1—2 x)
(= X212 . [1—(1-2x)12

0 0

1

=,

0

bice
1

[x (1 -x)1"2 dx =
(1+x)3 162

0

Ako funkciju x (1 -x)%/(1 +x)® rastavimo na parcijaine razlomke, dobijamo
x (1 —x)? 4 8 5 1
= — + - - .
(1+x)° A+ (1+x°5 (1+x% (1+x)?

Integracijom nalazimo

1
[x(l—x)“ e e
(1 + x)® 5 (1+x)8

1 bhom ™ ul T

l 1
2 = a2
o 2(+x)2|, 60

o  (L+x)?

L |
+ —
o 3 (1+xpP

S druge strane, prema relaciji (1) je
1

1

[M dxuifxz(l ~x( +x)dx=—1—<£
(1 + %) 8 g\ 3

0 0

144. Odrediti funkciju definisanu integralom

(1) fx=dxi(x+y),

gde su x i y vezani relacijom

1 xﬁ‘l 1
3 ?|o) 60’

2) y(x*+yH)—a(x®*—y*=0 (a parametar).
Uputstvo. U (2) staviti y=tx, pa se x i y izraZzavaju kao funkcije promenljive ¢, tj.
1 (1+1%) 1412

Zatim treba izralunati dx i smeniti u (1).

+1
145. Ako je I,,=S(l—x‘3)"dx, pokazati da je
LE

In= &1 1 (n prirodan broj).

2n+1

155
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Na osnovu ovog pokazati da je

22n41(p 1)
T Rewbl

146. Odrediti funkcije definisane integralima
Ji= S(sin x)"1cos(n+ 1) xdx, Jo= S(sin xy"~1sin(n+ 1) x dx,
Ja= g(cos xy"~1cos (n+ 1) xdx, = j‘(cos xy~1sin(n+ 1) x dx
(n prirodan broj).
Refenje. Formirajmo kompleksne integrale:
Jotidy= S(sin AT I MU ) S(cos X1 il Dx gy

Ako se ovde stavi ! )
. 1w a2l 1 241
sinx=— == 0 €OoS X =— -
2", e 2 e

dobija se
Ji+idy=

(2.)1'1 lf (e21% — 1y —1 g2ix dx=;(—21_)" (e2% — )" + const.
A ) 4

1 , . [e*¥—e—=ix\n 1] . .
Jy+idy=—¢inx (T—) =— (cos nx + i sin nx) (sin x)" + const.
n i n

1 . = z
J; =— (cos nx) (sin x)" + const; J, =— (sin nx) (sin x)" 4 const.
n n

Istim postupkom nalazi se

s i
J3=-— (sin nx) (cos x)" + const; J;3 = —— (cos nx) (cos x)” + const.
n n

147. Izratunati integral
J= S(l —cos ax cos bx) (dx/x?)  (a, b realni brojevi).
o

ResSenje. Na osnovu identiteta

2 cos ax cos bx =cos (a—b) x+cos (a+ b) x,
integral J postaje

-}

J:’l"f [l_:ios(a—b)x__*l—cos(a+b)x:|dx,
2 XA X
) 0
tj.
o -]
J=J,+Jy, Jl=fdéx'sin2i(a~b)x, Jy= d—x-sin‘ll(a+b)x.
et 2 x2 2
0 )

Smenom (1/2) |@—b| x=1, integral J; postaje

=, i 2
Jllla b| (smt dr.
2 !

0




148—150 III. INTEGRALI
Smenom (1/2) [a+b| x=1, integral J, dobija oblik

1 2
Jzz(a+b|f(smt) o
2 t

)

1z dobijenih rezultata sleduje

selastitlesl faniy,
0

smt)-dt= smtdl=1,
t . t 2

0 0

Buduéi da je

dobija se
_m Ja+b|+|a-b]|

2 2

J

Ovoj formuli moZe se dati slede¢i saZeti oblik J=(x/2)max(|a|, |&]).

148. Dokazati

/2 P
I= fcos’" xsinmx dx =277 jcos’" xdx  (m prirodan broj).
0
Resenje. (cos x sin x)" =2"" (sin 2 x)".
/2
J=2—m S (sin 2 )™ dx.
Smenom 2 x=(x1/2) —¢t, dobija se :
+ /2 +TT/2
I= it j cos™ tdt = 2—'”5' cos™ t dt.
—72

149. Verifikovati identitet

v-1!

J (%)= Sg’ (x) dx Sg’ x)dx-- -j‘f (%) dx = : X[g (x)—g O]V f(t)dt
’ v ;uta ’ ’
(8’ (x)=dg/dx)
i navesti pod kojim uslovima ovaj identitet vaZi.
Izradunati J(x), ako je:
g@)=x (s prirodan broj),
f(x)=x""1(1—x)" (m, n prirodni brojevi).

150. Dokazati da u intervalu (0, =/2) postoji nejednakost
(sinx)/x>2/=,
i na osnovu nje izvesti novu nejednakost
/2

—Rsinx P Lol
Se dx < (1—eF)  (R>0).
0

157
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d (sinx)_xcosx—sinx_cosx(x-tgx)

Dokaz. =
0RAZ 53

U intervalu (0, n/2) funkcija x —tgx ima stalno negativbu vrednost.

x x? 0

e stalno opada u intervalu (0, 7/2).
X

i sin (/2 2

smx> m(/)=_‘
x /2 T

sinx > (2/M)x, -Rsinx< —(2/7) xR, e Rsinx< exp(-2xR/n).

2 . e _8op - .
e"Rsmxdx<“e T wdi=d T =—(1—-¢R).
% 3 ~2R|g 2R

Primedba. Nejednakost
2x/n < sinx < x O x< /2)

zove se Jordan-ova nejednakost i ona ima vainu primenu prilikom izrafunavanja odredenih
integrala pomodu racuna ostataka.

151. 1° Da li je funkcija

f k)= j‘[exp( - exk)] (log x) dx /(1 + x?)
0

neparna?
2° Za koje je vrednosti realnog parametra k funkcija
fk)=|k|™* s'x"dx/(kz—kxz)
]
neparna?

152. Da li se parametar @ moZe tako izabrati da primitivna funkcija funkcije

fx a)=(*—a)/({x—1)*(x+ 1)?}
bude racionalna funkcija po x?

Odgovor. a=1.

153. Proveriti rezultat
2 —
]‘» dx I g3+2|/2
Jxf1+x 3 2 .
1

Uputstvo. Upotrebiti smenu 1 4 x3 =2,

154. Ako je k prirodan broj, tada je

w2 o
[s1n(2‘k+ ) dezl;

, sin 0 2

0

w2 =/ 1

[sm:Z d6=2 l——+—l—_...+(_1)k—1 ! ]
J sinb® 3 5 2k—1

0
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2
155. Izradunati integral Xe"‘]sinx|dx.
0
N ey (B
J A+ x%?
0

Uputstvo. Izvr8iti smenu x2=1t, a zatim primeniti parcijalnu integraciju.
Rezultat. J= —1/8.
/4

157. Izratunati J= j' log (1 + tg x) dx.
0

Refenje. Smenom x=7/4 —r integral J postaje

/4 T4

ki g T
J:Slog[l-ptg(—“——t)] dtx=Slog[l-;-tg(—4——x)]dx
0 0
Tt/4 TT/4
2
~—-§Iog dx-_S(logZ) R,
1+tgx
0 0
J=—log2
=—Ilog 2.
8 4

158. Ako se primitivna funkcija f(x) moZe izraziti u konanom obliku,
sti ¢e slutaj biti i sa inverznom funkcijom f~(x) funkcije f(x).

Prim:niti ovaj stav na funkcije sinx i e*.

ReSenje. Posmatrajmo funkciju g (x)=[f—1(x)dx.

Stavi li se y=f—1(x), tada je x=f(p), dx=f"(y) dy.

Stoga je

gX)=Tyf Mdy=yfM-1fOdy {y=F"1x)}.

Po pretpostavci, [f(x)dx moZe se izraziti u kona¢nom obliku, pa prema tome i [f(y)dy.

159. Odrediti izvod d"f]/dx" funkcije

X

o (557 )

k=0
C

160. Dokazati formule:

ko /2
1° Yf(sinx, cosx)dx:j.{f(sinx, cos x)+f(sinx, —cosx)}dx;
d p :

2n +m
2¢ Sf(sin x, cos x)dx = Sf(sin X, €Os x)dx
0 —T

:j‘{f(sinx, cos x) +f(—sinx, cos x) } dx

0
/2

= s‘{f(sin X, €os x)+f(sin x, — cos x) +f(—sin x, cos x) + f(—sin x, — cos x)}dx.
0
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Uputstvo. 1° Izvriti smenu x—x=¢ u integralu

™
j‘f(sin X, €os Xx)dx.
2

161. Proveriti rezultat

¢ 1
j.xz"“ [exp (— x?] dx S5 n!  (n prirodan broj ili nula).
0

IV. PRIMENE
162. Data je funkcija

f)=0(*-3x*+ax+b)e " (a, b parametri).

by
1° Odrediti @ i b tako da kriva y=f(x) dodiruje x-osu i da Sf(x) dx—0.

o
kada A—>+ 0.

2° Konstruisati krivu y=f(x), koja zadovoljava uslove 1°.
ReSenje. 1° Najpre dobijamo:
S(x3~3x‘l+ax+b) e Xdx=—e* (x®+ax+a+b)+const.
j‘(x" ~3x2+ax+b)e *dx=a+b.
0
Prema 1° imamo

(¢)] a+b=0.
Buduéi da je
S ()=e x[-x*+6x*~(a+6)x+a-b],

uslovi da kriva y=f(x) dodiruje x-osu u tacki x=2Xx (X privremeno neodredeno) glase:
) A1 622—(a+6) h+a—b]=0,
3) e -322+ar+b)=0.
1z (1), (2), (3) sleduje
A2 -622+(@a+6)A~2a=0, 23-322+gh-a=0.
Iz poslednjih relacija, posle eliminacije parametra a, dobija se jednaCina
22322432 =0, :
¢iji je jedini realan koren 2 =0. Ovoj vrednosti odgovara: a=0, b=0.
Prema tome, funkcija f(x) koja zadovoljava usiove 1° ima oblik
SX)=e*(x®-3x%).
2° Kriva y=e~%* (x® -3 x?) dodiruje x-osu u tacki (0, 0).

Citalac ¢e nacrtati ovu krivu.
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163. Duzi AB i AC Cine ugao «. Kroz C povudena je prava L paralelno
pravoj AB. Prava kroz B seSe prave AC i L respektivnho u D i E. Odrediti
tatku D tako da zbir povrSina trouglova ABD i DCE bude minimalan.

Resenje. Pretpostavimo da se ta’ka D nalazi B
izmedu 4 i C i uvedimo oznake:
AB=a, AC=[), AD=x (0 < x<b). L
Formirajmo izraz
S (x) =area AABD +area ACDE A L& [ \D & C
1 . 1 a |
axsina +-——(b - x)® —sin«
2 2 x
, [ (b .x)‘l] £
= — @SN G [ X [

2 X

Tada se nalazi Smin=(V2 —1)absina (za x=5h/} 2).
Ostaje da se proudi slucaj kada se D ne nalazi izmedu 4 i C.

164. U krug polupretnika r upisati krst kao §to je naznafeno na slici.
Odrediti p i ¢ tako da velitina povriine krsta bude $to veéa pri datom r.
Resenje ovog zadatka ima primene u elektrotehnici.

Resenje. VeliCina povrSine datog krsta je P=4[pg+p(q—p)]=4(2pg-p?).

Ako se p i ¢ zamene sa p=rsinf, g=r cos? (0< < 7/2), tada je

P(0)=4r2 (sin 20 -sin20).

Buduéi da je

P () =4r*(2cos26-sin25),

P9 —=—-8r¥(2sin29+cos29), J

funkcija P (%) dostiZe ekstremnu vrednost za

tg26=2 (.. 06,=31°43),

Kako je P (/)< 0 za 6=19,, veli¢ina P (%) povr-
$ine ima maksimalnu vrednost za 9=9,.

Dimenzije p i ¢ imaju vrednosti

p=rsind ~ 0,526 r, h .
g=rcosh ~ 0,851 r. \

P~ 2,472 r2,

$to zna¢i da je iskoris¢eno 78,7°/, kruZne povriine

165. Date su dve paralelne prave L, i L, i tadka C koja se nalazi izmedu njih.

1° Odrediti pravougli trougao ABC, pod uslovom da ieme njegovog pravog
ugla bude tacka C, da se njegova temena A i B nalaze respektivio na pravama
Ly i L, i da je area trougla ABC minimalna (videti sliku 1).

2° Qdrediti pravougli trougao ABC, pod uslovom da se teme A njegovog
pravog ugla nalazi na pravoj L,, da 'tatka B leZi na pravoj L, i da je area
trougla ABC minimalna (videti sliku 2).

Resenje. 1° Polo7aj temena pravog ugla C odreden je u odnosu na prave (L,) i (Ly)
rastoianjem d ovih pravih i rastojanjem CD=a temena C od prave (L,).

Polozaj i elementi traZzenog trougla 4BC odredeni su duzima d i a i uglom

L ACD =< CBE = x.

11 D. S. Mitrinovié¢: ZBORNIK I
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166—167
Povriina trougla ABC je
) P=% AC - BC.
1z pravouglih trouglova ADC i CEB sleduje
(2) ;{a - »
COS X
b £
x S (L) (L)
i 1d-a
q :
E ¢
3 ' x |a
t 7 5 (L) (L)
Sl 1

Zamenom u (I)'dobija se

3 Fae Ll /e PEE
2 cosx sinx Sin2x
Povriina c¢e dosti¢i minimalnu vrednost kad sin2 x dostigne maksimum, tj. kada bude
sin 2 x=1, odnosno x= /4.
Minimalna povr8ina ima vrednost Pmin=a (d—a).

2° _Polo:*aj i elementi tra’enog trougla odredeni su u ovome slucaju (videti sliku 2)
rastojanjima d i a i uglom: <X ACD =< EAB=x.

Iz pravouglih trouglova ACD i EAB sleduje

_1 - d
Al AB = :
cos x sin x
pa je povr§ina trougla ABC data formulom
P (x)=i a_ d = ad

2 cosx sinx sin2x

' Povriina P (x) dostize svoju minimalnu vrednost, kada sin2x dostigne svoj maksimum,
tj. kad bude sin2x=1. To ¢e biti za x=x/4. Minimalna povrsina ima vrednost Pmin=ad.

166. Neka je P (x,y) tatka u Dekartovom pravouglom koordinatnom
sistemu Oxy, definisana romodu relacija

(H x=1-3¢ p=3t—7 (¢t parametar).

1° Obrazovati jednaginu (2) F (x, y) =0, tj. geometrisko mesto (I') tatke P (x, y)
kada ¢ varira.

2° Nacrtati geometrisko mesto (I'), polazeéi bilo od (1), bilo od (2).
3° Odrediti veli€¢inu povr§ine koju ogranitava kriva (I').

Rezultat. 1° 27 y*=(8 + x)2 (1 - x).

167. Nacrtati krive

xy"=a", xy"=b" {a, b pozitivne konstante, n (> 1) prirodan broj}

i odrediti veli€éinu povrSine koju ograniavaju navedene krive i prave x=1,
x = 2", Posebno ispitati sludaj n=1.

Rezultat. TraZena povrsina je nL_l |b-a|(@2"1-1).
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168. Nacrtati dijagram (I") funkcije f(x):==log x—(x/e).
U tacki M (e, 0) dijagrama ove funkcije nalazi se teme pravog ugla &iji
kraci seku dijagram (I') u tatkama P i Q.

Kraci i dijagram (I') ograniCavaju dve povrSine. Odrediti poloZaj ugla tako
da veli¢ine navcedenih povrSina budu medu sobom jednake.
169. Ako parabola
(Py) yi=2px (p>0)

izvr§i rotaciju za ugao «, u direktnom smislu, oko svog temena, dobija se
parabola (P,).

1° Izvesti jednalinu parabole (P,).

2° Parabole (P)) i (P,) seku se, osim u temenu, u tacki M. Geometriskim
ili racunskim fpuiem pokazati da je prava OM simetrala ugla izmedu osa
simetrije parabola (P,) i (P,). — Na osnovu ovoga izvesti da su

(2]) cotg? ; , 2pcotg 2\)

\

koordinate tatke M.
Proveriti ovaj rezultat pomocu jednacine koja definiSe parabolu (P,).
3% Proveriti da li je velidéina povrSine koju ograni¢avaju parabole (P;) t (P,)

: Wt |
data izrazom = p? cotg? =
2

170. Odrediti parametre a i b tako da Krive
y=x*+4x+a, y=x3+2x2+bx—2
imaju dodir $to je moguéno viseg reda.
U dodirnoj tadki odrediti zajedni¢ku tangentu ovih krivih.
171. Odrediti tangente krive y = 1/x% koje su u isti mah i normale ove krive.
172. Date su parabole:
(P (Zy=x8,0 . 60 5 y=—{E=—9),

1° Pokazati da postoji samo jedna prava (L) koja je normala i parabole
(P) 1 parabole (Q).

2° Odrediti najkrade rastojanje izmedu parabola (P) i (Q).

3° Prava (L) otseca i od jedne i od druge parabole po jedan otsedak.
IzraCunati zapreminu tela koje nastaje kada navedeni otsefci izvr§e potpunu
rotaciju oko prave (L).

173. Ako P, P, i P, oznatavaju respektivno veli€ine povriine kruga, pra-

vilnog poligona od #» strana upisanog u ovom krugu i pravilnog poligona od
n strana opisanog oho istog kruga, tada

n? (Py,—P))»=2P, kada n-»> o0 ;
nt (2P, + P,—3P)» i—ﬂP, kada n->oo.
Proveriti ovaj rezultat.

11*
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174. Posmatrati periferiske uglove koji pripadaju krugu (O; r). Ako jedan
krak periferiskog ugla prolazi kroz centar kruga O, a drugi kroz utvrdenu
tatku u krugu (na sl. tatka B), odrediti maksimalnu veli¢inu periferiskog ugla.

Resenje. 1. Primenjujuéi poznati stav iz
geometrije, iz slike proizilazi

() CB.-BD=AB- BE
(L_B:x; BD=y; ()_B—-a).
Prema oznakama na slici imamo:
(2) AB=r—a, BE=r+a
(0A=0C=r),
a iz pravouglog trougla FDC sleduje

3) X+y=2rcosu.
Relacija (1) na osnovu (2) daje:
4) xy=rt-a®,
Iz (3) i (4) sleduje

(3 cos o>

2rx

. 8 5 P T
Buduéi da maksimalnoj vrecnosti ugla ¢ odgovara minimalna vrednost cos o r0<a<7)‘
AN

treba traziti minimum funkcije (5).

Funkcija cos « dostize minimalnu vrednost za

xo=1/"2"a2’

koja iznosi
2 —qg?
(6) (cOS &) min = l/ = 4
To znali da je

@] Omax = arc €OS L':a“— .
Iz (6) se vidi da ée u slufaju maksimalnog periferiskog ugla krak BC tog ugla stajati
normalno na preéniku EA.

II. 1z trougla OBS, primenom sinusne teoreme,
dobija se:

- ($4BS=0; OB=a; 0S=r),

sin(m—0) sina

odakle je ’ @
sin u=— sin ¢.
¥

Posto je O<c«-<x/2, upao ¢« u tome intervalu
dosti¢i ¢e maksimalnu vrednost, kad sinc dostigne
maksimalnu vrednost.

Iz poslednje relacije sleduje:

a
max (sin «) =-— max (sin 9),
T

ili kako je

max (sin ) =1 (6 =7/2),
bice

; a
max (sin a)=—.
r
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4 ok = f u I .
To znali da periferiski ugao o« dostize maksimalnu vrednost omax=arc sin—, kada je
¥

krak SB toga ugla normalan na polupreiniku OA u talki B.

IIL. Neka je OC=d, OS=r.
Tada je: sin «=d/r.
Kako « € [0, 7/2], ugao « bice maksimalan, ka-

da i d bude maksimilno. Buduéi da tetiva SD pro.azi
kroz tacku B, imamo:

max d= OB = a,
max (sin «) = a/r, D
Cmax = arc sin a/r.

Primedba. 111 reSenje dao je student D. Dokovié,

. 175. Neka su P(f) i Q (u) respektivne tacke dveju elipsi
(E)) x=acost, y=bsint; (E,) x=bcosu, y=asinu.
Qdrediti max PQ.
Rezultat. max PQ {2 (a®+b?)} 112

176. Graficki prikazati funkeiju f(x) = (x+ 1)/3 —x283.

Odrediti broj realnih reSenja jednadine f(x)=a za razne vrednosti parame-
tra a. Sluze¢i se grafikom, razdvojiti reSenja o kojima je re€.

ReSenje. Funkcija je definisana u intervalu (—oco, +o0). Njen prvi izvod

2
fey=—lo+ 1P xting
ne anulira se ni za jednu vrednost x. Prvi izvod nije definisan za x=0 i x= —1.

Tacke (0, 1) i (=1, —1) su povratne sa tan-entama koje su paralelne y-osi. Ove ta“ke
pretstavljaju u isti mah i tatke ekstremuma funkcije f(x). Tatka (--1/2, 0)je prevojna tacka,
buduci da je [ (-1;2)=0.

Kako ie lim [(x+1)%/3 —x‘Z/'“‘]zO, prava y=0 je a imptota.

xX—> +

Da bi mo odredili broj realnih resenja jednatine f(x)=a, posmatrajmo preseke prave y=a
sa krivom y=f(x).

Za - <a< -1 jednatina nema realnih resenja.

Za a= —1 re enje jednaline je x= — 1. : ] )

Za —1<a<0 .edna ina ima dva recalna reienja, od kojih se jedno nalazi u intervalu
(-, -1), a drugo u intervalu (-1, —~1/2).

Za a=0 jedna’ina ima jedno reSenje x= —1/2.

Za 0<a< re.enja jednaline su: jedno u intervalu (—1/2, 0), a drugo u intervalu (0, + o).

Za a=1 reSenje Jedna.ine je x=0.

Za —1<a< +o jednalina nema realnih re.enja.

Citalac ¢e nacrtati grafik funkcije f(x).

177. Izmedu pravouglih paralelepipeda, date povriine P i ¢&ija je osnova
kvadrat, naéi onaj koji ima najveéu zapreminu V.

Rezultat., Vimax = (P/6)¥2. TraZeni paralelepiped je kocka.

178. Izmedu trouglova &ija je jedna strana ¢ i obim 2s na¢i onaj koji ima
najveéu povrsinu.

Rezultat. Ravnokraki trougao Cija je osnovica c.
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179. Izmedg pravih kruZnih konusa date povrSine P odrediti onaj koji ima
najvecu zapreminu.

Rezultat. TraZeni konus ima osobinu r:s=1:3 (r polupretnik osnove, s izvodnica konusa),

Vinax = (P/12) (2 P[x)V/2,

180. Izmedu svih pravih kruZnih konusa &ija je izvodnica s odrediti onaj
¢ija je zapremina najveca.

Rezulat. Vimax=[Q27/(9V 3)]s%

Ovaj konus ima osobinu: h:r=1:1/i (h visina; r polupreénik osnove).

181. Povriina, ograni¢ena lukom parabole

(0)) y=9x2—28 x +24,

otse¢kom prave x=a (0<a<x,, gde je x, apscisa temena date parabole) i
otsetcima koordinatnih osa, rotira oko y-ose.

Iz dobijenog tela T iseci pravi kruzni cilindar Z, koaksijalan sa telom T;
tako da zapremina cilindra bude Sto veca.

Uputstvo. Na slici je nacrtana jedna parabola Cija
je jednacina 4

(2) y=ax?+Lx+y \
(vy>0; B*—4ay<0; «0; pB<<0).

Ako Sraflirana povriina rotira oko y-ose, dobija
se rotaciono te o.
Za parabolu (1) zapremina V cilindra Z je

V(x)=axt(9x2—28x+24) (0 x<14/9).

Maksimalna zapremina iznosi V =3920 =/729.

Primedba. Citalac ¢e resiti zadatak za parabolu
(2) koja sadrzi parabolu (1) kao partikularni slucaj.

182. Ako je C centar krivine krive y=x% u talki M Cija je apscisa x,,
odrediti gecometrisko mesio tatke S, gde je S sredina duzi CM.

183. Posmatrati skupove parabola

y? ¥2
(P) x:“2_4a2’ (@) x:;‘b“z‘—ﬁza

gde su « 1 B dva parametra.

Cetiri parabole, koje se dobijaju kada se parametrima « i 8 pripiSu respek-
tivno vrednosi: «,, a, i B;, B, obrazuju Cetiri krivoliniska Eetvorougla.

1° Pokazati da su dijagonale posebno u svakom od ovih &etvorouglova
medusobno jednake.

2° Izracunati uglove posmatranih etvorouglova,
3° Odrediti veli¢inu povrsine ovih &etvorouglova.

184. Ako je sin p/sin g =m, odrediti ekstremum funkcije sin (p-+ 8)/sin (g+ 0),
gde je 6 dato.

185. Koja tatka kruga x*+p®=1, z=0 ima od ravni x+2yp+3z=12
- najmanje otstojanje?



186—189 1V. PRIMENE 167

186. Odrediti koordinate tatke M (x,,, y») u kojoj oskulatorni krug elipse
(D xX2a?+ y2 b2 =1
u njenoj tagki (x,, y,) ponovo preseca ovu elipsu.
Resenje. Oskulatorni krug elipse je isto §to i krug krivine
@) (x=pP+(y—qp=r*,
gde su (p, q) koordinate centra kruga krivine, tj.
3) p=ctxgdlat, = —c2 y,3/b* (c®=a®—b?),
i gde je r polupretnik kruga krivine.
Ako se iz jednaZina (1) i (2) eliminiSe x, dobija se
{DP2(PP+@—rt+a®)-2b0%qy—c?y* 2+ 4 a2 b% p2 (2 - b2)=0.

Koeficijent uz yp* je ¢, koeficijent uz 33 je 452 ¢2 q. B W
Na osnovu Viéte-ovih formula je (5

) 3yotym= -4 b2 q/ct,

Jer se u talki (xq, ¥o) slivaju tri ta’ke. é
Iz (4) sleduje: ym=(4 ys3/b%) =3 y,.

Na analogan naZin nalazi $€ xm = (4 x(%/a?) — 3 xg. f h

187. Dat je pravougaonik ABCD (v. sliku), &= i
gde je AB=a, AD=b. Uotiti na strani AB Sy
jednu tatku E i na strani AD tatku F(4AE=p, A £ < B
AF=gq).

Na duZi EF uzeti jednu tatku G i povuéi prave GH||BC, GJ|| AB.

Odrediti poloZaj tatke G na duZi EF, tako da pravougaonik GJCH ima
maksimalnu povrsinu.

188. Date su dve ortogonalne prave (L;) i (L,). Na pravoj (L,) sa iste
strane prave (L,) uofiti dve tacke A 1 B Cija su owsiojanja od prave (L,
respektivio a i b (a<<b).

1° Odrediti ugao 0 pod kojim se duZ AB vidi iz jedne tacke S na pravoj
(L) u funkeiji od a, b, s, gde je s otstojanje tatke S od prave (L,).

2° Za koje vrednosti s ugao 0 dostize maksimainu vrednost?

3° Ako su veliéine ¢, b, 0 date, odrediti s. Ispitati pod kojim uslovima
postoji reSenje i uporediti dobijene rezultate sa onima koji su nadeni pod
tackom 2°.

189. U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu Oxyz data je povrSina
(1) 2z=A4x+2 Bxy+Cy? (4, B, C realne konstante).

1¢ Ispitati prescke (G) ove povrSine sa ravni (P) koja prolazi kroz z-osu.

2° Odrediti krivinu krivih (G) u koordmatnom pogetku i ekstremne vred-
nosti krivine.

3° Naéi jednatinu krive preseka povrsine (1) i ravni koja prolazi kroz x-osu,
Koja je to kriva?

4° Ispitati nivoske linije date povrSine s obzirom na ravan Ozx.
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190. Odrediti onaj pravi kruZni cilindar koji pri datoj zapremini V ima
najmanju povrsinu. i
Rezultat. Pmin=67{V[(27)}/3.

TraZeni cilindar je ravnostran.

191. Odrediti pravi kruZni cilindar zapremine ¥ za koji ée zbir povrSina
jedne osnove 1 omotala biti najmanji.

Rezultat. Pein=3 7 (V/)¥/3.

Visina ovog cilindra jednaka je radijusu osnove.

192. Pokazati da je kriva

=N/ 0 = (G Lylo 2= 1)
ravna. Odrediti njene ortogonalne projekcije u koordinatnim ravnima i ispitati ih.

193, IzraCunati povrSinu sektora ogranienog lukom parabole o —p/(l ~cos 0)
i pote21ma koji odgovaraju polarnim uglovima 0 i 6+a gde je a dato. Za
koju je vrednost 6 ta povrSina m nimalna?

194. Luk kruga polupreénika @ kome odgovara centralni ugao 20, gde je
26 < m, rotira oko svoje tetive. Pokazati da je veli¢ina tako dobijene povrSine

47 a? (sin 0—0 cos 0).
195, Odrediti veli¢inu P (<) povrSine izmedu krive x=y%(l—x) i prave

x=¢ (0<<e<])).
Da li postoji lim P ().
L
196. Dat je list hartije u obliku kvadrata ABCD &ija je strana a. Presavi-
janjem ovog lista neka teme C padne na stranu AB u tatku C’. Odrediti
polozaj tatke C’ na strani AB pod uslovom da zbir povr§ina tri pravougla
trougla koji su dobijeni presavijanjem, bude maksimalan.

197. Dat je krug 1 njegova dva ortogonalna dijametra AB i CD. U tadki
M ovog kruga povudena je tangenta i na ovoj
je uzeta tatka P tako da su jednake veliCine
duZi MP i luka AM (videti sliku).

Odrediti g. m. tatke P kada tatka M opise
luk AC. Izragunati veliSinu Srafirane gpovrSine
(CE tangenta kruga). B

198. U Dekartovom pravouglom koordina-
tnom sistemu Oxy date su parabole

y=x*=2x, y=2x—(1/2)x2

1° Na kome otstojanju od x-ose treba povuéi pravu (L), paralelnu toj osi,
da bi date parabole na pravoj (L) otsecale tetive jednakih duZina?

2° Lukovi datih parabola grade zatvorenu konturu. Odrediti onu od tetiva
ove konture koja ima maksimalnu duZinu i koja stoji normalno na: a) x-osi;
b) y-osi. ReSiti ovaj zadatak i za sludaj kada tetiva gradi sa x-osom ugao
0 (£7/2).
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199. U oblasti ogranitenoj kvadratom data je jedna tatka. Kroz ovu tatku
povuéi pravu tako da ona od kvadrata otseca trougao minimalne povrSine.
Koliko ima reSenja?

U unutrainjosti kocke data je jedna tatka M. Koja ravan, postavljena
kroz tacku M, otseca od kocke piramidu minimalne zapremine?
Odgovoriti na analogno pitanje za ravnostrani trougao i pravilai tetraedar.

200. Bez upotrebe izvoda odrediti ekstremne vrednosti funkcije
)] y=x/(a+ bx?.

Nacrtati grafik funkcije (1) za sludaj kada'je ab > 0.

201. Odrediti tacke preseka cikloide

x=a(t—sint), y=a(l—cos?i)
1 prave y=Xx.
"202. Odrediti a tako da prava y=x dodiruje krivu y=a*.

Rezultat. a=e'le.
203. Odrediti parametre a, b, ¢, p, g, r tako da krive
(H y=p+qx+rx®, ) © y=a-+be=
u tatki x=0 imaju dodir II reda.
Ako je y=1+x—x2?/2 kriva tipa (1), odrediti odgovarajuéu krivu tipa (2).
Rezultat, y=2—e¢—%,
204. Povrsina ogranitena x-osom i krivom

y=l(+2) (=)= [+ D (x=2)[+2] x(x— D)
rotira oko y-ose.

Izra¢unati zapreminu tako dobijenog obrtnog tela.

205. Parabole y?*=ax (a>0), x*=by (b>0) ograniavaju jedan deo ravni
Oxy Dekartovog pravouglog koordinatnog sistema: oblast G.

Ako je b=a, ispitati da li je tano da je obim zatvorene konture oblasti &

. a W, =
dat izrazom i [log 2+ 5)+2y 5].
Resenje. Obim s konture oblasti G izratunademo sluZeéi se obrascem

Xa
S=.S‘Vl + y'2dx, gde je y=f(x).

X1

Kako su krive y?=ax i x?=ay simetrine u odnosu na pravu y=x, bice

a a
5=2 s V1 +y’2dx=25 V1 +(2x/a)? dx.
0 0

2
s=as1/1+t‘3dt=—;—[11/1+r2+10g(t+1/1 +t?)]§.
0

1o |

[2V5-log2+yY 5]
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206. Pokazati da kriva
(©) S yE ]

leZi u jednom kvadratu i da je ona zatvorena.
Kako se moZe nacrtati kriva (C), polazeéi od kruga x2+ y%=1?
Kakav medusobni poloZaj imaju dati krug i kriva (C)?

207. Data je kriva
(1) Xepi=1  (y20).
Spojiti tatku (1, 0) ove krive sa tatkom (—2, 0) lukom jedne parabole (P)

koju treba tako izabrati da kriva sastavljena od krive (1) i parabole (P) ima
u svima tackama krivinu.

208. Iz tatke P(a, b) povulene su tangente na krivu (C) koja je, u Dekar-
tovom pravouglom koordinatnom sistemu Oxy, definisana jednainom y =x*.

1° Odrediti oblasti ravni Oxy u kojima treba-da se nalazi tatka P da bi
se na krivu (C) mogle povuéi tri tangente.

2° QObrazovati jednaginu- kruga (K) koji prolazi kroz tacke u kojima tan-
gente dodiruju kriva (C).

3° Odrediti takvo geometrisko mesto tacke (P) da bi krug (K) prolazio
kroz koordinatni podetak.

209. Nacrtati krivu y>—y—x=0 i koristiti je za reSavanje jednadine
Y—y=a (a realan parametar).

210. Dat je krug (O: r). Pre¢nikom AB ovaj krug je podeljen na dva dela:
Iill. Ako se polupretnik ON produZi kad je tatka N na polukrugu I, odnosno
skrati kad je na polukrugu II i to za rastojanje tatke N od preénika 4B,
dobija se tactka M.

1° Odrediti geometrisko mesto (C) tatke M kada N opise ceo krug.

2° Konstruisati krivu (C).

3° lIzratunati veli¢inu povriine obuhvacene krivom (C), kao i duZinu luka
te krive.

211. Odrediti jednadinu tangente parabole
Vi=—2p(x—k) (p,k>0)
i duZinu njenog otsetka izmedu koordinatnih osa.
Kolika je minimalna duZina ovog otsetka?

Rezultat. Proveriti da li je kvadrat traZene minimalne vrednosti

@2 k+p)(1+m?) /4,
gde je
m=(1/4 k) [p+(p*+ 16 kp) /2]
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212. Data je kriva (I') y=f(x) i prava (A) Ax + By+ C=0 koja sete krivu
(I'") u tatkama P i Q. Pretpostavliia se da kriva (I') i prava (A) ograniavaju
jednu povrSinu i1 da svaka normala na
pravoj (A) seée krivu (I') samo u jednoj
tacki. Jedna takva kriva prikazana je na
slici.

Izradunati zapreminu obrtnog tela, koje
se dobija kad S$rafirana povrSina izvrsi
potpunu rotaciju oko prave (A).

Resenje. Pretpostavicemo da je AB+#0. U
protivnom slutaju, zadatak se svodi na dobro
poznate formule.

Oznatimo sa (a, «) i (b, B) koordinate tataka
PiQ.

X3
Ako se formula Vy=nJ y?(x)dx primeni na
ovaj slu¢aj, dobija se X
OB
x+Bf(x)+C]? |
o P P
s (A% + B?)/2
(a, @)

gde je prava PQ osa &.
Kako je di2=dx®+dy*=[1+(dy/dx)*] dx*=[(A2+ B*)/ B*] dx?, formula (1) postaje
b
: v+ Bf () C2t
BA Bﬂ)”g .‘v [Ax + Bf (x)+ C?] tx‘ ;

a

V. =

5

Redigovano prema relenju koje je dao Chil-yi Wang u Casopisu Mathematics Magazine,
vol. 30, 1956, p. 17.

213. Tangenta u tacki P krive y=f(x) seCe x-osu u talki 7, y-osu u tacki
T,. Normala u tacki P sefe x-osu u N, a y-osu u N;. Dokazati da je
T,N/TN,=y|.
214. Date su dve tatke M, i M, ma koje clipse. Odrediti treéu tacku M,
elipse pod uslovom da povrSina trougla M; M, M, ima ekstremnu vrednost.

215. Nacrtati krivu
(€) y=1/(a+log|x|),

gde je a pozitivha konstanta.

Pokazati da prevojne talke krive (C), kada se @ menja, leZe na jednoj
stalnoj pravoj.

216, Data je elipsa (E) x=acost, y=bsint.

1° Tangenta u tacki ¢ seCe x-osu u tacki 4, a y-osu u tacki B. Pokazati da
povrsje trougla A0B, gde je O koordinatni podetak, nije nikad manje od ab.
Konstruisati tatke elipse za koje je area A AOB = ab.

2° Odrediti i ispitati geometrisko mesto sredina duZi 4B, kada ¢ varira.

217. Odrediti normale elipse x=acos?, y=bsint koje su najviSe udaljene
od centra ove elipse i na¢i to maksimalno otstojanje.



172 DIFERENCIJALNI I INTEGHRALNI RACUN 218225

218. Od lista hartije koji ima oblik kruga poluprednika a izrezati sektor
od koga se moZe nadiniti konus (levak) najveée zapremine.

Izratunati centralni ugao tog sektora (tano na minut) i maksimalnu
zapreminu,

219. Najveéi oStar ugao pod kojim se seku elipsa
x*[a®+y /b= 1
i krug koncentri¢an sa ovom elipsom iznosi arc tg[(a®— 5%)/(2 ab)].
220. Tangenta u ma kojoj tatki P krive y=x3 sefe x-osu u tacki T, a
ortogonalna projekcija tatke P na x-osi je tacka N.

Pokazati da je OT=2-TN, gde je O koordinatni potetak.

Odrediti odgovarajuéu relaciju za krivu y=x®, pa na osnovu te relacije
dati konstrukciju tangente za slucaj kada je s prirodan broj.

221. Tangenta elipse b2 x%+a®y?=ab® sefe x-osu u tatki P, a y-osu u
tatki Q. Pokazati da najmanja duZina duZi PQ iznosi a+ b.

222. 1° U istom Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu nacrtati
krive:

() y=—

[ 14+x2

X X X

) = - = i

— y =3
Y 1—x? x2=1

2° Krive (I') i prave x=a i y=5b (a>1, b>1) obrazuju krivoliniski
petougao. Izradunati veli¢inu P (a, b) povrsine tog petougla i ispitati Cemu teZi
P(a, b) kada a— 4000, b—+ 0.

3° lIzraunati zapreminu V (e, b) tela koje se dobija kada petougao izvrsi
potpunu rotaciju oko x-ose. Ispitati da li postoji graniéna vrednost izraza
V(a,b) kada a— + 0, b— + o, tj. kada se &etiri temena petougla udaljuju
u beskonacnost.

223. Nacrtati krivu

y={x+x+1—-)x®—x+1

i izratunati veli¢inu P (») povrine izmedu ove krive 1 pravih: y=1, x=0,
x=x (A>0). Ispitati da li postoji lim P(}).
A+

224. Data je kriva y=sinx (0 < x< ). PovrS§ina ograniéena datom krivom
1 x-osom okreée se oko svoje ose simetrije. Naéi zapreminu dobijenog obrtnog
tela.

225. 1° Nacrtati krive
(€ y=e*(1-2x),
(@8] y=4e*—-3e72x,
2° Krive (C,) i (C,) otsecaju na pravoj x =x, (= 0) otseak duZine d. Za
koju ée vrednost x, duZina & biti maksimaina?

3° Izralunati veli¢inu P (2) povrSine koju ograni¢avaju krive (C)) i (C,) u
oblasti x>0 i prava x=x (> 0). Ispitati da li postoji lim P ().
AP+
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226. Nadi veliCinu povrsine izmedu parabole i jedne koje bilo njene normale.

227. 1° Nacrtati krivu (C) (y—x)? =x3.

2° Kriva (C) i prava x=1 grade krivoliniski trougao. Izralunati: a) po-
vrdinu trougla; b) zapreminu tela koje nastaje kada trougao oko x-ose izvri
rotaciju od 360°.

3° Za razne vrednosti parametra y, odrediti broj realnih refenja jednadine
(C), reSene po x. Kada je y=4/27, resiti jednacinu (C).

228. Dokazati da je velitina povrsine, omedene elipsama
@) Px—2)+3pP+4(x+1)(x—-2)=0

nezavisna od parametra X, i da sve elipse imaju jednu zajedni¢ku tacku.
Kroz svaku tatku M ravni prolaze dve elipse iz posmatranog skupa clipsi.
Naci oblast u kojoj treba da se nalazi tacka M, da bi krive biie reaine.

229. U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu Oxy posmatrati

krivu (C) x¥®*—ay®*=0 (a>0), i na ovoj tatku M (x,, ¥,>0).
et

1° Izradunati veli¢inu povrSine izmedu luka OM i tetive OM krive (C).

2 l7racunat1 zapremine V, 1 V, tela koja nastaju rotacijom povrSine izmedu
luka OM i tetive OM oko x-ose, odnosno y-ose; odrediti tatku M tako da
zapremine V. i ¥V, budu jednake.

3° Tangenta u proizvoljnoj tatki M (x,, y,) krive (C) se€e ovu krivu u
tadki N. Pokazati da x-osa deli duz MN na dva dela koji stoje u razmeri 8:1.

230. Pokazati -da je kriva
(©) y=3—-x2+2)2-x?

zatvorena i nacrtati je.
Ispitati da li je veliéina povrsine koju ogranifava kriva (C) jednaka veliéini
povriine elipse x%/8 - y%/2=1.

231. Izradunati veli¢inu P (a) povrSine izmedu krive y==1/chx, x-ose, y-ose
i prave x=a (a>0) 1 ispitati da li postoji lim P (a).

a-» -

232. 1° Nacrtati krivu
(&) y=1/(chx+cha) (¢ parametar).

2° Izralunati velit¢inu P(a, b) povrsine izmedu krive (C), x-ose i pravih
x=aix=b (a<bh).
Da li P(a, b) ima graniénu vrednost kada a»—oo, b+ 00 ?

233. Uoditi krug &iji je centar u tadki O 1 jedan njegov preénik A4B. Neka
je P ortogonalna projekcija jedne tatke M kruga na 4B, a Q ortogonalna
projekcija tacke P na pravoj OM.

Odrediti jednatinu geometriskog mesta tacke Q, kada tacka M opise krug,
i nacrtati ga.

Izradunati veli¢inu povrSine koju ograniéava navedeno geometrisko mesto.

Upatstve. Zadatak reliti v jednom polarnom koordinatnom sistemu.
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C-
234. U krajnjim tatkama 4 i B jednog luka AB=a« na krugu polupretnika
1 povucene su tangente AC 1 BC toga kruga (C preselna tatka tangenata).
1° Odrediti lim 3/A, gde je A povrSina trougla 4BC i 8 povrSina kruZnog

e a“)o . " .
otsecka koji pripada tetivi AB.

2° Polazeéi od izradunate graniéne vrednosti, izvesti pribliznu formulu za
izraCunavanje povr§ine kruZnog otsecka, kada je « malo.

235. PribliZzno nacrtati krivu
»=x23(x-75).
IzraBunati veli¢inu povrSine izmedu ove krive i x-ose.

236. U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu date su talke:
(1’ 2)’ (2’ 3)7 (3! 3), (4’ _1)

1° Odrediti jedna¢inu parabole IlI reda koja prolazi kroz ove tacke i pri-
bliZno nacrtati ovu parabolu.

2° Na¢i razmak (e, b) u kome se nalazi preseCna tatka ove parabole sa
x-osom, gde a i1 b treba izraunati sa jednom decimalom tako da je b—a=0,1.

3° PribliZzno izraBunati velitinu povrSine izmedu x-ose, y-ose i parabole.
koriste¢i izraunate vrednosti za @ i b. Da li su dobijene priblizne vrednosti
za veliCinu povrSine manje ili veée od njene tadne vrednosti?

237. Odrediti jednadinu parabole P &ije je teme (—2, 1), a ZiZa (—2, 3)
u Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu. Zatim izradunati zapreminu
tela koje nastaje kada povrSina, ogranitena parabolom P, x-osom, y-osom I
pravom x=a, rotira oko x-ose.

238. Data je kriva
' x=acosO+bsinO-r¢, y=a cosO+b sinO+c’,

gde su koeficijenti konstante, a 0 parametar.

Navesti koja je ova kriva. Izracunati veli¢inu povriine koju eventualno
ograniCava uolena Kkriva.

239, Za razne vrednosti parametra a(>>0) prouditi varijacije funkcije
©) y=1/(a+sinx),
i rezultate grafi¢ki prikazati.
Kad je @a>1, izraunati veli¢inu povr§ine izmedu krive (C), x-ose i pravih

xE=0), o S

240. 1° Nacrtati krivu y=(x— 1) (x +2)%.

2° Ako ta kriva ogranifava sa x-osom jednu zatvorenu povriinu P, izra-
Cunati veli¢inu povrSine P i zapreminu tela koje se dobija obrtanjem povriine
P oko x-ose.

241. Evoluta elipse x=acost, y=bsins je jedan krivoliniski &etvorougao.
Koja elipsa ima osobinu da taj detvorougao leZi sav u njoj, a koja da nave-
deni Cetvorougao ima sve strane jednake? U poslednjem sludaju izralunati
obim 1 povriinu &etvorougla.
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242. Nacrtati krivu

x log x
C . = — v
(€) y L

Izratunati veli¢inu P (h) povrsine koju ograniCavaju kriva (C), x-osa 1 prave
x=11 x=nh (>1). Odrediti, ako postoji, lim P (h).
>4 o

243, Odrediti polupre¢nik krivine u jednoj tadki krive y=ach (x/a). Ako
normala u tatki P ove krive see x-osu u talki Q, pokazati da je 1P—é’: R,
gde je R polupreénik krivine u ta¢ki P uofene krive.

244. Odrediti tatke na krivoj y=e* u kojima ona ima maksimalnu krivinu.

245. U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu data je kriva
(©) PRt =

1° U tac¢ki P &ija je apscisa o povucena je tangenta ove krive. Pokazati da
ta tangenta see krivu (C) u jednoj tacki Q, &ije koordinate treba odrediti kao
funkciju od «.

2° U tr1 proizvoljne tatke P,, P,, P, krive (C) povucene su tangente na
tu krivu, i one je seku respektivno u tatkama Q,, Q,, Q,. Pokazati da taCke
0, 0,, Oy leZe na jednoj pravoj ako tacke P;, P,, P; leZe na pravoj.

37 Kada se tatka P kre¢e po krivoj (C), sredina duZi PQ opisuje jednu
krivu ¢iju jednadinu treba odrediti.

246. U dati polukrug upisati trapez maksimalne povrSine.

247. U dati kruzni iscéak upisati pravougaonik maksimalne povrsine.

248. U dati kru7ni otsedak upisati pravougaonik: 1° maksimalne povrsine,
2° maksimalnog obima.

249, Parabola &ija je osa simetrije paralelna y-osi prolazi kroz tatke O (0, 0),
A4 (4, 0) i njena tangenta u taéki O zaklapa sa x-osom ugao od 45°.

1° Odrediti jednaéinu ove parabole.

2° Odrediti koordinate temena trapeza maksimalne povrSine, Cija je veéa
osnovica duz 04, a manja jedna od tetiva parabole koje su paralelne sa OA.

3° Izracunati zapreminu tela koje postaje kada segment parabole, odreden
manjom osnovicom trapeza, rotira oko y-ose.

250. Neka je P jedna taCka koja se nalazi na konturi ravnostrana trougla
visine 34 i neka je tatka O teZiste trougla.

Posmatrati vektore OP i OJ=O0OP—b(OP/|OP|), gde je bh(0<b<a) kon-
stantan skalar.

Kada tacka P opisuje konturu trougla, tatka @ opisuje jednu krivu (T)
koju treba odrediti.

Izratunati veli¢inu povrSine koju ograni€ava kriva (I).

251. Nacrtati krivu p=14 xe* 1 izratunati veli¢inu povrSine koju ograni-
Cavaju: ova kriva, x-osa, y-osa i tangenta u tacki koja je najviSa prema y-osi.

252. Date su krive p=4x2%, 9=2x3, y=xi.

‘Pokazati da za sve vrednosti x duZine subtangenata ovih krivih obrazuju
harmonisku progresiju.
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253, U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu Oxy dati su krugovi
x2+y2-2x=0, x2+)*—4x—-9=0.

Prava y=xtgae sele ove krugove redom u tackama 4, O, B, C.

Izraziti d=AO +BC kao funkciju od « i odrediti za koje vrednosti « veli-
¢ina 4 ima ekstremne vrednosti.

254, Normala u tatki M (x,, y,) parabole y?>=2px sefe ovu parabolu u
ta8ki N. Odrediti koordinate tadke M tako da duZ MN ima minirmalnu duZinu.

255. Odrediti a, b, ¢, d tako da krive
y=e* 1 y=(ax+b)/cx+d)
budu u oskulaciji u tadki €ija je apscisa x=0.

256. lzvesti uslov da se dodiruju kfive p=a* 1 y®=2px, gde su ¢ 1 p dve
pozitivne konstante.

257. Pokazati da kriva y=(x+ 1)/x2+ 1) ima tri kolinearne prevojne tatke.

258. Izradunati veliéinu povrSine izmedu krivih y=chax, y=shax (¢ >0) i
y-ose u I kvadrantu ravni xy.

259. Nacrtati krivu x3—3)3 =43 i radunskim putem pokazati da ona sece
y-osu pod pravim uglcm.

260. Dokazati da sve normale krive

2 at a(l—1r)
J y=

X == >
1+ 22 1+

prolaze kroz jednu nepomi¢nu tacku.

261. Povrsina S, ograniéena parabolom »?2=2px i pravom x=p/2, rotira
oko prave y=p.

Izradunati zapreminu dobijenog obrtnog tela.

Rezultar. V =(4/3)=p3.

Primedba. Kolika ¢e biti zapremina, ako S rotira oko prave y=a (=p)?

262. Nacrtati krivu

)] y=|xje ™

i izraunati veli¢inu povrSine S koju ograni¢avaju: kriva (1), x-osa i prava
x=a (>0).

Takode izracunati zapreminu V (a) obrtnog tela koje nastaje, kada povr§ina

S rotira oko x-ose. Da li postoji lim V (a)?
a-> + o0

263. Odrediti intervale u kojima funkcija
S(x)=xe™ (x=0, r=0)
raste, kao 1 intervale u kojima ona opada.

Odrediti lim f'(x)i lim f(x) i na osnovu toga skicirati grafik funkcije /().
x>0+ X-¥»+00
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264, 1° Nacrtati krivu
(D y=x2%e*,
2° Izralunati veli€inu povrSine S koju ograni®avaju kriva (1), x-osa i prava
x=a (<0).

3° Izradunati zapreminu V, obrtnog tela koje se dobija, kada povriina S
rotira oko x-ose.

4° Izraunati zapreminu V, obrtnog tela koje nastaje obrtanjem povrSine S
oko y-ose.

265. U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu O%v kriva
n=(1—-59)12 prave §=0 i §=x (x€[0,1]) i &-osa ograniavaju povrsinu
¢ija je veliéina P (x). )

Ispitati 1 graficki prikazati funkcije P (x) i P’ (x).

266. Ispitati i grafi¢ki prikazati funkeciju

S(x)=x%log|ax| (e realna konstanta).

Da li kriva y=f(x) ograni¢ava jedan deo ravni? Ako je to sludaj, izradu-
nati veliéinu povrSine tog dela ravni.

267. Ispitati da li krive y=x2logx i y=x? ogranifavaju deo ravni Oxy.
Ako je to slufaj, izraCunati veli¢inu P povrSine S tog dela ravni, kao i
zapreminu tela koje nastaje, kada povrSina S rotira oko y-ose.

268. Ispitati tok krive
y=x"klogx (k=0).

Pokazati da ona ima jedan maksimum i naéi krivu na kojoj se taj maksi-
mum nalazi, dok k varira od 0 do . Zatim odrediti izmedu krivih onu ¢&ija
maksimalna tatka ima za apscisu e®. Izradunati odgovarajuéi maksimum sa
tri taéne decimale.

269. Ako je f(x)=e>*tgx (a>0), diskutovati kako uti¢e parametar a na
lokaciju ekstremuma i prevoja funkcije f(x).

270. Izmedu pravouglih para]elepipcda éija je dijagonala d odrediti onaj
¢ija je povrSina maksimalna.
271. Konstruisati krive
1° xt—yt=2 xy; 2° x2—p2=2xy (x2+)?),
i pomoéu njih odrediti broj realnih korena jednacina
1° - =2x2; 2° x2—A2=2x) (x?2+4+2?),
kada parametar A varira u intervalu (—oo, +o0).

272. Funkcija

1

l—ix2+»~x3—(1+x)e—"
2 3

pozitivna je ako je x>0 1 raste zajedno sa x.
Proveriti ovaj rezultat.

12 D. 8. Mitrinovi$: ZBORNIK I



178 DIFERENCIJALNI I INTEGRALNI RACUN 273281

V. RAZNI PROBLEMI

273. Po x resiti jednadinu

2 X
f Gi——
142 2

0

274. Ako je arctgx+arctgytarctgz=arctga, koja algebarska relacija
postoji izmedu x, y, z?

Na §ta se svodi ta relacija ako je a=07?

275. Da li je talna relacija

2a-b b—a =
arc tg——— +arc tg —
b 3 a3 3

Da li ona vaZi za svako a i b? Da li je ta relaclja istinita, na primer, za
a=—1, b=1?

{a, b£0; |arctg x|<w/2)}.

276. Dokazati identitet
(ch x £ shx)*=chnx + shnx (n prirodan broj).

277. Nacrtati krive &ije su jednadine:

1° |y —2x[+|2-2y|=1; 2° fxy=1]+[yi—=x[=2;
3° | x2+p2—1|—|y*-2x|=1; 4° |x2+4y*—4|+{y—x|=3;
5° |sinx|+|siny|=1; 6° |cosx|+|cosy|=1;

7 |x4 =1+ [ (x= 12+ (p—~12=1|=1; 8 |x|+]|y|+|)?*—2x|=1.
278. Nacrtati krive:
1° |2x2—3)%|=12; 2°  y=|x|+|x—1|—|x—2|+|x—4];

3 y=—|x+1|—|x|+ = x—1|+|x—2]+2x+]1.
) 2 2

279. Sta kazuje relacija |9f/dx|+|0f/dy| # 0 o funkeiji £(x, y, 2)?

280. Pomoc¢u jedne relacije napisati uslov da funkcija f(x, y, z, ) ne zavisi
ni od y ni od z.

281. Odrediti tangente cikloide
(1) x=a(t—sint), y=a(l—cosi)
koje su jednovremeno normale ove cikloide.
Resenje. Jednalina tangente cikloide (1) u tacki r=1¢, glasi:
!
(2) )"J’1=(c°tg ?l) (x=xp). =

Jednaina normale cikloide u tatki r=1, ima oblik -

Iy
3) y—_y°=—(tg7) (x =x,).
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Ako su ispunjeni uslovi

#y to
4 cotg —= —tg—
4) 2 2
t
(&) (1 —costy) —( cotg — )(tl —sin ;)= (1 —cos tg) + (tg 70) (7p —sin tg),

jednacine (2) i (3) pretstavijace istu pravu.
Iz (4) sleduje

(6) to=t;—2k+1)x k=0, +1, +2,...).

Jednadini (5) moZe se dati oblik
) t to ¢ 51 ot to 2 Gk L
7 COS 1y —COS ;=1 — + 1y cotg — | —| sin -—-sin¢; cotg — |.
0 1 ol 3 1 cotg P ol8 2 1 Cotg 2

Ako se uzme u obzir jednatina (6), posledija relacija postaje

t k t

-—2cost,={t1—(2k+1)rr}tg(fl—2 +1:r +tl<:otg-L

=" e 2 2
4 2k+1 . = ity

+sin¢; tg —~-—— x| - sint, cotg —
v 2 2 2
Odavde sleduje
! t
(3 2 cos tl+(2k+l):rcotg31=25in 1y cotgle—.

Bududi da je
t
sin ¢, cotg 7‘ —cost, =1,
iz (8) se dobija
) z“(u n"
— s +1)—.
£ 2
Jednatine (6) i (9) odreduju 7, i ¢,.

282. Pokazati da je zapremina tela, koje postaje obrtanjem povrSine
0<y<f(x), O0<a<x<b

oko y-ose, definisana formulom K
b
) Vy:ZTchf(x) dx.

a
Podaci se odnose na Dekartov
pravougli koordinatni sistem.
Uputstvo. Ako je funkcija f(x) di- B
ferencijabilna na segmentu [a, 5], tada
se formu.a (1) moZe izvesti, polazei od

formule
B

Vy=2:rj‘x2dy,
A

gde je x definisano relacijom y=f(x).
Formula (1) va%i i pod opstijim uslovima, tj. kada je f(x) neprekidna funkcija koja ne
mora biti dierencijabiina. Ostavija se Citaocu da ovaj opstiji rezultat dokaze.

Primena. Formulu (1) primeniti na zadatak:

Data je kriva p=sinx {x €0, 7]}. Povrina ogranitena ovom krivom i x-osom okreée se
oko svoje ose simetrije. lzracunati zapreminu tako nastalog obrtnog tela.

12%
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283. Proveriti sledece asimptotske relacije:
4(x-75), x-5;
5 (x—3p(x—5)~{—2(x—-3)% x-3;

P, X 00.
2° ax®+ bx3 + ext ~ LT z-8 | el
cxt, x>0 (c#0).

Primedba. Za dve funkcije f(x) i g (x) kaZe se da su asimptotski jednake, kada x - @, ako

f(x)gx)->1, kada x> a.
To se oznalava sa

1) f)y~gx) (x>a)

i &ita: f(x) je asimptotski jednako g (x), kada x> a.
(1) je asimptotska relacija. ;

284. Dokazati sledece asimptotske relacije:
4 4

VTHx—Yx~1/Q)7) (o) Ylix—|x~gx 8 (xsw);
[jl-i-_x—lsr’;Né—x—‘m (x> ).
285. Odrediti « i f tako da funkcija
f(x)zknzl(akx2+2bkx+ )2 —(ax +B)

{ap (>0), by, ¢, (k=1, 2, ..., n) realni brojevi}

ima osobinu f(x)=>0 (x> +).
Kada parametri « i B tako budu odredeni, koji je znak funkcije f(x) za
velike vrednosti promenljive x?

286. 1° Neka je @ jedna prosta nula polinoma f(x) i neka je g (x) polinom
definisan na sledeéi nadin:

g ={/(N(x—a)} (x#a) i g=tm(F ®Ix—a)p.
IzraCunati g (a), g’ (a), g" (a). 3
2° Ako je a nula reda k polinoma f(x) &ji je stepen n(>k), i ako je
gX)={/(D/(x—a)}f (x#a) i g(a)=iin1'{f X(x—a)}¥,
odrediti g (a), g’ (a), & (a).
287. Data je funkcija
S =@-9)1-x* (a>1).

1° Odrediti ekstremne i prevojne tatke funkeija f(x) i 1/f(x).
2° GrafiCki prikazati ove funkcije.
3° Pokazati da je

+1
dx T

fﬂﬂ_Vﬁ—l

iovom rezultatu dati jedno geometrisko tumadenje.
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288. Data je kriva (I') y=xsin2x.

1° Pokazati da se ekstremne tacke ove krive nalaze na jednoj algebarskoj
krivoj i da njene prevojne take takode leZe na jednoj algebarskoj krivoj.

2° Izralunati sa jednom tadnom decimalom apscise maksimalne i prevojne
tatke koje su najblize koordinatnom podetku.

3° Ispitati krivu (I') i pribliZno je nacrtati.
k3 T

4° Izradunati integrale j‘xsinzxdx i rcs‘x2 sinfxdx 1 dati im jedno geome-

trisko tumacdenje.
5° U okolini tatke x=0 aproksimirati funkciju xsin?x Taylor-ovim poli-
nomom III stepena i proceniti greSku aproksimacije.

289. Utvrditi da je funkcija

f(x)=—2_ s‘e_” dt
. Ty
neparna i da monotono raste, kada x raste od 0 do + 0.
Ispitati da 1i kriva (I') y=f(x) ima prevojnih tadaka i asimptota. Nacrtati
krivu (T).

o

1 =
Primedba. S e~ di= = V.
0

290. Priblizno nacrtati krivu

t ¢
dt 12dt
x=a| —— y= - (¢ parametar)

Vat+ A’ Yat+

i odrediti njen polupreénik krivine kao funkciju parametra ¢.

291. Na krivoj y=e~*" uotiti tatku M (a, b) (¢>0) i njenu ortogonalnu
projekciju P na x-osi. Krivoliniski &etvorougao, koji obrazuju x-osa, y-osa,
prava MP 1 data kriva, izvr§i rotaciju od 27w oko y-ose. lzrafunati zapreminu
V (b) dobijenog obrtnog tela i ispitati da 1i postoji granica od V(b), kada
a— oo .

Pokazati da su dijagonale d, i d, navedenog <&etvorougla uvek nejednake i
odrediti parametar a tako da bude d;,=kd,, Za koje vrednosti k poslednja
relacija ima reSenja?

Isti zadatak re$iti za krivu y=e=*,

Uzeti opstiju krivu y =exp (—2x"), pa za nju reSiti navedeni zadatak
Ovde pretpostaviti: da je A pozitivna konstanta i da je u takav pozitivan broj
da se neodredeni integral koji se javlja pri izra€unavanju zapremine moZe izra-
ziti pomocu elementarnih funkcija u konaénom broju.

!oﬁg(l +x)

292, 1° Ispitati funkciju f(x)= i rezultate grafic¢ki prikazati.

2° Razviti log (1 +x) u okolini x=0 po Taylor-ovoj formuli i iskoristiti
ovaj razvoj da bi se dobila aproksimativna formula funkcije

()= (10 dr.
0

Proceniti uéinjenu gre$ku ako se g (x) aproksimira sa prva tri Elana.
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293. Neka su 4 i B dve date talke 1 O sredina duzi AB. Odrediti geome-
trisko mesto tataka M koje zadovoljavaju uslov

i —— —> —>
|OM |=|| MA|—| MB)| {| AB|=2a=const}.

Jednaginu geometriskog mesta izvesti u podesno izabranom polarnom
koordinatnom sistcmu, a zatim je transformovati u Dekartove koordinate.

Pokazati da veli¢ina povr§ine koju ograniava nadeno geometrisko mesto
iznosi

2 a@n+3Y3).
294. Nacrtati krivu x=cos'¢, y=sin4l t, i izratunati duZinu njenog luka.
295. U polarnom koordinatnom sistemu data je jednaina konusnih preseka
) p=p/(l—ecos0).
Pokazati da fokalna tetiva PQ krive (C) ima osobinu

1

1
——E= —= k= ConSt,
oF @ DD

gde je O pol koordinatnog sistema {ZiZza krive (C)}.

U polarnom sistemu odrediti jednadinu geometriskog mesta sredina tetiva
PQ i transformovati ovu jednadinu uvodeéi Dekartove koordinate. Ispitati ovo
geomestrisko mesto (S).

Za sludaj kada je kriva (C) elipsa, odrediti veli¢inu povrSine koju ograni-
¢ava kriva (S).

296. Nad duZi AB (O sredina duZi; AB=2r) kao pre¢nikom konstruisati
polukrug i na njemu uzeti tatku M tako da ugao BOM (=«) bude oStar. U
tatki M povuéi tangentu kruga koja sefe pravu AB u tacki T.

Kontura sastavljena od luka AM polukruga i otse¢ka MT tangente rotira
oko ose AT. lzradunati u funkciji od « i r veliéinu P(x, r) dobijene rotacione
povr§ine i zapreminu V («, r) tela ogranidenog tom povr§inom.

Za koje vrednosti parametra o veliéine P i V dostizu ekstremnu vrednost?

297. U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu date su tadke (1,1)
i (—=1,1). Odrediti jednadinu parabole koja prolazi kroz dve date tacke i
dodiruje x-osu u tacki (3, 0). Pokazati da je veli¢ina povrSine koju omeduju
prava y=1 i parabola nezavisna od Ax.

Odrediti jednadinu ose simetrije ove parabole 1 ispitati da li ta osa prolazi
kroz neku fiksnu tacku, kad se x menja.

298. Odrediti uslov izmedu m, n, p da bi prava y=mx+n bila normala
parabole y®=2px. Na¢i koordinate ta¢aka u kojima posmatrana normala sece
datu parabolu.

U funkciji od m i n izradunati veli€¢inu P (m, n) povrsine koju ograniavaju
parabola, x-osa i prava x=2, gde je A apscisa ta¢ke u kojoj posmatrana prava
sefe parabolu ortogonalno. Za koju ée vrednost m veliéina P dosti¢i ekstremnu
vrednost?
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299. Ispitati funkcije

IzraCunati integral ‘ g (x) dx.
o

Resenje. Hakija Turajli¢, student 1 godine Elektrotehnitkog fakulteta u Bzogradu, izra-

¢unao je integral
a
() A (a>0)
£k —— a>
J ox+ 1/ a*— x?
) 0

na slede¢i nacin.

Smenom x=asint integral J postaje

/2
t
2) J= '_coc_ dr.
sin 7+ cos ¢
0
Ako se u (1) izvrSi smena x==acost, dobija se
{2
SEPE
3) = - dt.
sin?+cost
0
Iz (2) i (3), posle sabiranja, sleduje
w2
ZJrﬂf dr=xn[2. J=m/4,

0
a

Primedba. Da li integral s.g(x) dx ima smisla ako je a<0?
0
& h e =
300. Data je funkcija f (x)= § dtjy1+ 1.
0

1° Pokazati da je funkcija f(x) neparna i monotona za sve vrednosti x,
i odrediti njene prevoje.
2° Polaze¢i od nejednakosti (14722 1+, odrediti jednu donju granicu
za lim f(x).
X+
n—1

3° Grafigki prikazati funkciju g (x)=1/) 1 +x* i polaze¢i od zbira X g (k)
k=0
i nejednakosti 1/}/ 1+ x% < 1/x2%, odrediti jednu gornju granicu za lim f(x).
X~y o
4° Na osnovu dobijenih podataka skicirati grafik funkcije f(x).
301. 1° Odrediti parametre @ 1 b tako da funkclja
f(x)=(sin® x 4 a sin x + b) /(cos® x + a cos x+ b)

ostane konstantna kada se x menja.

2° Odrediti geometrisko mesto tacke P (a, b) da funkcija f(x) za izvesne
vrednosti x ima neodredenu vrednost.

302. Nacrtati krivu x=te™!, y=({+1)e™" (—oo <t<<+oo).

Odrediti jednadinu njene tangente koja prolazi kroz koordinatni pocetak.
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303, 1° Veli¢ina povrSine koju omeduju krive

xy?=a%(a—x), (a—x)y*=a*x
iznosi (rt—2) a?.
2° Zapremina tela dobijenog obrtanjem gornje povr§ine oko prave x=a/2
iznosi wa?(4—m)/4. :
Proveriti navedene rezultate.

304. Odrediti parametre a i b tako da kriva
+co
y=S(t—a) (t—b)etdt

‘dodiruje x-osu u tagki apscise 1.
Zatim konstruisati tako dobijenu krivu.

305. Odrediti i ispitati geometrisko mesto prevojnih tafaka skupa krivih
y=(x—a)®/(x*+x+1) (a parametar).
Primedba. Geometrisko mesto je jedna unikurzalna kriva.

306. Nepomi¢na tatka A nalazi se u krugu polupreénika r 1 udaljena je
od centra kruga za a. Odrediti geometrisko mesto podnoZja normala spustenih
iz tatke 4 na tangente posmatranog kruga. Izrafunati veli¢inu povrSine koju
omeduje ovo geometrisko mesto (podera).

307. Nacrtati kriva x2y=x2+y% i odrediti polupreénik krivine u jednoj
njenoj tadki.

Da li je ova kriva unikurzalna? U afirmativnom sludaju, izraziti x i y kao
1acionalne funkcije jednog parametra.

308. Dat je skup krivih (C) y=(x-+2x) e*.

1° Odrediti geometrisko mesto ekstremnih tafaka i geometrisko mesto
prevojnih taaka skupa krivih (C), kada % varira.

2° Ispitati i nacrtati krive (C).

3° Krivoliniski trougao OAB {O koordinatni podetak, 4 presek krive x-ose,
B presek krivg i y-ose; OA, OB duZi, AB luk krive (C)} izvr§i rotaciju od «
(x<< 27m) vadijana oko x-ose. Izradunati zapreminu dobijenog obrtnog tela.

4° Za koje se vrednosti A mogu povuéi tangente na krivu (C) iz koordi-
natnog podetka? '

309. Data je funkcija f(x)=1/(x2—1) (|x|=#1).
1° Pokazati da je izvod d* f(x)/dx*k oblika

) Py (x)/(x2—1)k+1 (P, (x) polinom po x stepena k}.
2° Odrediti nule polinoma P (x).

ReSenje. 1° Iz relacije

LN T ,,_‘__L]
x2—1 Z[x—l x+1

‘_iﬁkﬂz(_l)kli_! - . — !
dx* 2, [(x—l)k+1 (x+1)k+1]'

sleduje
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Zaista je k-ti izvod funkcije f(x) oblika (1), gde je

k!
(2) Pr (x) = (- 1)¥ ~2—{(x+1)k+‘—(x—1)k+1}.
odnosno
k![(k+1)x"+.<k§l>xk—2+---+1 ] (k parno);

—k! [(k+])x"+<k;r l)x""2+--'+<k2 l)x] (k neparno).

2° Nule funkcije Pk (x) dobijaju se iz jednadine

Pr(x)=

2nmi
ki1 -1 k1
(f‘_ﬂlf -1. P (n=1,2,... k).
x+1 x+1
Prema tome, sve nule polinoma Py (x) su
xk=icotg—~nl (n=1,2,..., k).

k+1
Da li su sve nule polinoma Py (x) Cisto imaginarne?
Primedba. Citalac ¢e osobinu 1° dokazati metodom matemati¢ke indukcije.
310. Ispitati da li se kardioide
r=a(l+cosf), r=>b(l—cosb)
seku pod pravim uglom.

311. Ako je funkcija f(x) na segmentu [a, b] integrabilna u Riemann-ovom
smislu i ograniena, tada je

(1) lim ff() a2 e ¢
k>
4 1—cos kx 2(b-a) M
Dokaz, g (ol —— N | e o L
‘-1 k | |I(|

gde je M jedna gornja granica modula | f(x)| na segmentu [a, b].
Ako k> o, tada 2(b—a) M/k - 0, pa je ovim dokazana relacija (1).

312. Odrediti zapreminu ¥ (¢) i poviSinu P (a) tela koje nastaje kada
povriina, ograniena lukom lanéanice

a
= (exla e—x/n
P
i otsetkom prave
a -1
=—(e+e™
2
izvr§i rotaciju oko y-ose.

1
Rezultar. Vf——z— xad(e+5e~1—4); P=2aa*>(1—eY).

313. Parametar b odrediti tako da funkcija
S =x—(x2—a®'? (|x]|=a>0),
=bx (|x|<a

bude neprekidna u intervalu (—oo, +o0).
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314. Graficki prikazati funkciju
y=x%[log|x|.
Za koje vrednosti parametra @ jednalina
x?/log|x|=a (a realan parametar)
nema realnih reSenja.
315. Graficki prikazati funkeije f(x) i 1/f(x), gde je
S(x)=02=3 x+2)28,
316. Data je funkcija

b4 p
S =y x+a)'—| (x+B)*  (a#b; p#4q),

gde su a i b dve konstante p i g dva prirodna broja.

314—320

Odrediti lim f(x) i lim f(x) za razne vrednosti parametara p i ¢.

X+ X->—

317. Nacrtati kriva &ija je jednadina

(242~ 1) (x2—3p®) =a® (a realan parametar).

318. Nacrtati krivu

, ‘
x:t4+—:—t3, y:’4_'§ B (—o<t<+m).

Ova kriva i x-osa ograni¢avaju povrSinu S. Izralunati veliéinu ove povr-

* 8ine i duZinu njene konture.
319. Data je funkcija

f()=(og )/(x— D32 (x> 1).
1° Odrediti lim f(x) i lim f(x).

x>+ X > 40

2° lzradunati veli¢inu P (a, b) povrSine koju ograniCavaju kriva y=f(x),

x-0sa 1 prave x=a (>1) i x=5b(>a).
Da li postoji lim P (a, b)?

a-r 1+
b+ oo

320. Odrediti graniénu vrednost L funkcije

S(x) log (1 +x%)—x arctg x +exp (sin x) —exp (x)

g (x) — sin x—x
kada x- 0.

Ispitati da li je funkcija |
iy { [ (x#0).
L (x=0)

diferencijabilna u intervalu (—e, +o0) i, ako jeste, naéi F’ (0).



MATEMATICKA INDUKCIJA!

1. Dokazati da je broj 132746 (n nula ili prirodan broj) deljiv sa 7.

Resenje. Pretpostavimo li da je ovaj stav istinit za n=k, tj. da je

(1)

132k L 6=TN
tada je

(N prirodan broj),

132k+2 ( 6=169 - 132k 1 6=169 (TN —6)+ 6=7 (169N —24 - 6).

Prema tome, ako vaZi relacija (1), tada vaZi i relacija 7] (132%+24.6).

Kako je, pored toga, broj 13*”+6 deljiv sa 7 za n=0, sleduje da je deljiv sa 7
za n€{0,1,2,...}.

2. Ako je n prirodan broj, dokazati relaciju

54| (22t —9n24 3n—2).

ReSenje. Ako je f(n)==22"+1_-9px2 4+ 3n-2, tada je

S+ 1)—f(n)=6(2"—3 n—1).

Oznatimo izraz 2" -3 n—1 sa g(n). Tada je

g(n+1)—gm=3(22"-1).
Oznadimo zatim izraz 2*"—1 sa h(n), pa je
h(n+1)—h(n)=3-2¥
Buguc'i da je 3|A(1) i da je 3|h(n+1) ako je 3 |h(w), izlazi da je 3|h(n) za
”6{;(’:11?0. .jé}-‘J'g(l) i 9]gn+1) kada je 9|g(n), kao zakljutak se dobija: 9|g(n) za
n€{l, 2,...}.
Najzad iz &injenice 54 | f(1) i budu¢i da je 54| f(n+ 1), kada je 54 |f(n), izlazi
54| f(m) za n€{l, 2,...},
$to je i trebalo dokacati.
f(0) je takode deljivo sa 54.

Primedba. Primeniti tako isto na¢in dokazivanja upotrebljen u prethodnom zadatku.

117 12 12211 +1

3. Matematitkom indukcijom ili na koji drugi nagin dokazati da je izraz
(n prirodan broj ili nula)
deljiv sa 133.

biblioteka.

1 O metodu matemati¢ke indukcije videti knjizicu: D. S. Mitrinovié: Metod matematicke
indukcije (1958, Beograd, 64 stranz) koja je objavljena kao sveska 4 edicije Matematicka
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4. Dokazati 3?*2—-8n—9=0 (mod 64) (n prirodan broj).

ReSenje. N (n)=32"+2—-8n-9.
Pretpostavimo da je broj N (n) deljiv sa 64 ako je n=k, pa ispitajmo da li se iz ove
pretpostavke moZe zakljuditi da je broj N (n) deljiv sa 64 ako je n=k + 1.

N(k+1)=32k+4 _8k—17
=9.32kt2_g k17
=9 (32k+2 .84k —-9)+64(k+1)
=9 N (k)+64(k+1).

Na osnovu ovog se zakljutuje da je broj N(k+ 1) deljiv sa 64 ako je to slucaj sa N (k).

N (@) je deljiv sa 64 za n=1, pa, prcma gornjem, N (1) uZiva istu osobinu za
n=2,3,..., tj. za svako n, gde je n prirodan broj.

Brojevi N(0) i N(—1) takode su deljivi sa 64.

5. 1° Ako su p i g prirodni brojevi, dokazati kongruenciju
(1 P°q—pg®=0 (mod 30).
2° Da li relacija (1) vaZi, ako su p i ¢ proizvoljni celi brojevi?

Refenje. 1° Posmatrajmo broj

(2) S(p, 9)=p°q-pq°.
Broj S(p, 1) moZe se napisati u obliku
3) S(p, N=(p-Dp(p+1)(p*+1).

Proizvod (p—1)p (p+1) od tri kensekutivna broja uvek je deljiv sa 6.
Svaki prirodan broj p moZe se izraziti u obliku

p=5SN+r (N prirodan broj; r=0, 1, 2, 3, 4).

Ako je r=0, 1, 4 proizvod (p—1)p(p+1) deljiv je sa 5.
U slucajevima kada je p=5N+2 i1 p=5 N+3, izraz p?+ 1 postaje respektivno

5(5N2+4N+1), S(SN:*+6N+2).

Prema tome, dokazali smo relaciju

(4) S(p, )=p*—p=0  (mod 30).
Obrazujmo sada razliku
(5) SP.g+ =S, P={p* g+ D-p(g+1)°}—(p*q-pg®)

=S(p,1)-5pq(g®+2q*+2g+1).
Pokaza¢emo da je izraz

R(@=q@+2¢*+2q+D)=q(q+1)(g*+q+1)

deljiv sa 6 kada je g proizvoljan prirodan broj.
Svaki prirodan broj ¢ moZe se napisati u obliku

q=6n+s (n prirodan broj; s=0, 1, 2, 3, 4, 5).
Prema tome, R (g) ima ove oblike:

6n6n+1)36n2+6n+1)

6n+1)(6n+2)(36n%+18n+3),

(6n+2)(6n+3)(36n2+30n+7),

(6n+3)(6n+4)(36n2+42n+13),

(6n+4)(6n+5)(36n2+54n+21),

(6n+5)(6n+6)(36n%+66n+31).
6| R(q).



6—7 MATEMATICKA INDUKCIJA 189

Polazeci od relacije (5), dolazimo do ovog zakljucka:
Buduéi da je
0[S, 1 i 30[{5q@+D (@ +g+1)}
i ako se pretpostavi da je 30|S (p, ¢), sleduje 30|.S(p, g+1).

Ovim je d.kazana kongrusncija (1).
2° Citalac ¢e sam resiti drugi deo zadatka.

Primedba. Relacija (1) moZe se dokazati i primenom samo matemati¢ke indukcije. Videti
-0 ovome ¢lanak:

O. Mitrinovié: Sur une congruence (Bilten na Drustvoto na matematicarite i fizicarite od
Narodna Republika Muakedonija, 1955).

6. Dokazati identitet
2:6.10 .- @n—6)A4n—2)=mn+1)(n+2) --- 2n—-1)(12n).
Resenje. Oznaimo izraz na levoj strani sa F(n), a na desnoj sa G (n). Relacija
) F(n)-G (n)=0

vazi za n=1.
Ako relacija (1) vaZi za n=k, tj. ako je F(k)—G (k)=0, tada je

Flks1)—G (k+ 1)=F (k) 4k +2)— G (k) S+ NCE+2D)

k+1
Fk)
=——[(dk+2k+1)-Q2k+1)(2k+2)]
k+1
=0.

Prema tome, matemati¢kom indukcijom dokazali smo istinitost relacije (1) za svaki
pritodan broj n.
Ovaj se problem moZe reSiti i na slede¢i nacin.
Najpre imamo
Fmy=2"2n-1!!, Gmy=n+1D(n+2) -+ (2n).
nFm=2n)!t2n-1)11, n!G(n)y=(2n)!

n! F(n)=(2n)! S Fmy=G(n).

7. Ako je n(>2) prirodan broj, dokazati relaciju

n—1 1
(1) S (= 1<t (- k2= {nd (= 1)n).
k=1 2
Relenje. Za n=2 relacija (1) je taCna. Pretpostavimo da je ona tana za n=r, tj. da je
r—1 1
@ D e G
k=1

Posmatrajmo sada izraz

r
D (= IFH{(r+ 12 - k2
k=1
-odnosno

r r r
> (- DRI 4224 1) D (— DR k)£ Qre D Y (= Dk,
k=1 k=1 k=1
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§to je, prema (2), identi¢ki jednako izrazu

1 1=t 1 —(=1y
7{)"+(—1)’r}+2r2(2r+1)—(2—£+2(2r+l)(—l)"r(rz+ )+(2r+l)21—(—1—)

buduéi da je: .
1y . r+1
Z (—1)k+1-——~, > (—1>k+1k25(~1)r+1( )
- fus) 2

Kada se izvrie naznalene operacije, dobija se
4 ‘ |
3) P (= DR+ 1P -k = G+ D= (= 1y (74 1)
k=1

Ovim je dokazano: ako je relacija (2) taZna, tada je relacija (3) takode tacna; iz (2)
dobija se (3) kada se r zameni sa r+1.

Buduéi da je relacija (1) tatna za n=2, izlazi, prema (2) i (3), da je ona tana za n=3,
a zatim za n=4, itd. odnosno relacija (1) je taina za svaki prirodan broj n>2.

8. Ako su n i p prirodni brojevi, pokazati da je
(E) 1.2...p+2.3 -« (p+D)+---+n(n+1) --- (n+p-1)
=[n(a+1) - (n+PI(p+1).
Resenje. Radi kratkode uvedimo ozniku
Sp=[1e2 -« pl+[23 -+ (p+1)]+ -+ +[n(n+1) -+ (n+p-1)].

Tada je Sk+1=Sk+[(k+1)(k+2) --- (k+p)].
Ako data formula (E) vaZi 23 n=k, tj. ako je

Sk=lkk+1) --- k+plip+1),
onda je .

k(k+1) - (k+p)+[(k+l)(k+2) (s k+1)(k+2) - (k+p+1)_
p+1 p+1

Sk+1=

Buduéi da je, uz to, formula (E) u va’nosti za n=1, zakljuCuje se da je ona istinita i
za sv.ko n=1, 2, 3,...

9. Dokazati identitet

) (g)—(’;)+(;)—---+(—1)"(;C)z(—l)"(x;1)(n=1,42,3,...)

ReSenje. Za n=1 relacija (1) vali,
Pretpostavimo da je relacija (1) tuéna za n=k, tj.

k
vl X )=~ rfx—1
2 ‘ ZO( 1>(V) ( 1>(k).

Ako se izrazima na levoj i desnoj strani relaciije (2) doda (~l)k+’(kx1), dobija se
+
respektivno:
k41

(el )-Se(s)

v=0

o oo
(1)(k)+() k+1 (=D k k+11(1)+k+l
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Ako je istinita relacija (2), tada je istinita i ova

e x x—1
R AT = — |)k+1 == A
;__0( 1)(v) ( 1)+(k+1)

Na osnovu izloZenog, zakljuCuje se da relacija (1) vazi za n=1, 2, 3,...

10. Ako je n prirodan broj, dokazati:

1 1 1 1
& —* < +---~—mzl—i+i~---+ L =
n n+l n+2 2n—1 .| 3 2n—1
1 1 1
Dokaz. o g P = R
n+l n+2 2n-1
1 1 1 1 1

Upty —Un=—>+ e,
2n 2n+1 n 2n+1 2n

Ako se izraz na desnoj strani identiteta (1) oznali sa vn, tada je

1 1
Vi —Vp= i
e 2n+1 2n

Pretpostavi i se da je wn==vp, izlazi uny;=vny,.
Bududi da je uz to u; =v,, zakljuCuje se da je u,=v, za svako n€{l, 2, 3,...}.

11. Metodom matematiCke indukeije dokazati identitet

ReSenje. Pretpostavimo da ova relacija vazi za n=m, tj.

1 ) m 3 2m+3
S fmataa mae e A e = n
3 3t 3m 4 4.3m
Tada vaZi i relacija
1 2 m m+1 3 2m+3 m+1
—t— e — =—- +
3 3z BTy R pdss =g 318 3L
3 2m+5
T4 4.3met
3 2(m+1)+3
4 4.-3mr1

Dakle, ako data relacija vaZi za n=m, u vaZnosti je i za n=m+1. Za n=1 ta relacija
sigurno vaZi, pa je ovim dati identitet dckazun.
Ovaj identitet vaZi i za n=0.

12. Dadta je determinanta D, reda »n koja ima oblik

€os § 1
1 2cos b 1 I O
1 2cosH 1
1 2cos§
1 ] . ) 1
O 2¢cos 9 1
1 2cos 9

Potpunom indukcijom pokazati'da je D, cosn®.
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Resenje. Formirajmo determinantu Dyy,. Ako je razvijemo po elementima poslednje
vrste, dobijamo

) Dpy,=2(cos0) Dy —Dy_,.
Pretpostavimo sada da su istinite formule:
) Dp=cos nb, D,_,=cos(n-1)6.
Tada je, prema (1),
A3) Dyy,=2cosgcosnd—cos(ny-g)
=cos 0 cosnd —sinbsinno
=cos(n+1)86.

1z definicije determidante D, imamo:

= _ | cos® 1 i
“4) D, =cos9, D= 1 7 ook =cos 286,
Prema tome formula
(%) Dr=cosk 6

vazi za k=n ako su istinite formule (2) za k=n—-11i k=n-2.
Formula (5) je istinita za k=3, jer je, prema (4), u vaznosti za k=1 i k=2. Formula

(5) dalje yazi za k=4, jer je istinita za k=2 i k=3; itd, tj. formula (5) je u vaZnosti za
svako n (n prirodan broj).

13. Dokazati formulu

(1) sinasin2a+sin2a sin3a+ --- +sinna sin(n+1)a
n cos (n+2)asinna
E—cosa———(\)ﬁ (n=1).
2 2sina

ReSenje. Za n=1 formula (1) vaZi. Pretpostavimo da je ona u vaZnosti za ma koji pri-
rodni broj n=k, naime

£ . . k cos (k + 2)asin ka
(2) Skzz sinrasin(r+1)a=—cosa— — - .
=i 2 2sina

Formirajmo

] d k cos(k+2)asinka .
Sk+5m(k+l)asm(k+2)a57cosa————-zs_—+sm(k+1)asm(k+2)a,
1N a

Kako je sin(k+1)asin(k+2)a = —; cosa— —;— cos (2k + 3) a, poslednja jednakost postaje

3) Sp4.= 1%1 cosa —

[cos (k +2) asinka+cos (2k+3)asina].
2sina

k+1 ; : .
=** cosa- IS [sin (2k + 2) @ —sin 2a + sin (2k + 4) a — sin (2k + 2) a] .
2 2sina 2
k -
1 +lcosa_cos(k+3)asm(k+lﬁ.
2 2sina

.A'ko oznatimo desnu stranu jednakosti (2) sa ok, s obzirom na (3) moZemo formulisati
zakljuak: ako je istinita relacija Sp=og, tada je istinita i relacija Sg+;=0k+;.
Ovim je zavrSen induktivni dokaz.
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14. Dokazati nejednakost
1 1 -
(@) I+ —+ —+ - +—=>})n (=2).
' |

ReSenje. Za n=2 zaista je 14 (I/l/i) =V2.

Pretpostavimo da nejednakost (1) vazi za n=k, tj. da je

LT o S W .
¥z V3 Vk
1 1 1 1 £ 1
L ey -y SRR b e i E———,
2z V3 Vk Vik+1 Vk+1

Pokazademo sada da je u vaZnosti nejednakost

(2) Vi + - Ly R k=2).
Vi1

Pretpostavimo da je za & >>2 taéno suprotno, odnosno

1

(3) Vk+ ——<Vk+1.
Vi1
kj_,l 2 //—‘k_<k 1 » 2 /_£;<im
k+1" ]/'kﬁ\ s " ] +1 k1"
Ak k2 k
iy : AR
k1 (k+1p Tkt
3k+4<0.

Bududi da nas je hipoteza (3) dovela do apsurda, relacija (2) je tacna.

Prema tome, utvrdili smo da, ako vaZi nejednakost (1), ti. f(n) > g (n), tada vaZi i nejed-
nakost f(n+1)>g(n+1). \

Bududi da je f(2) > g(2), izlazi da je f(3)>g@3), .. f@)>gM@), ..., F(m>g(n), ..

15. Dokazati nejednakost

1 1 1 —_— ?
(1) 1F—— b —+ . F= 2 A+ 1= @=1,2.3 ...
V2 V3 |'n
ResSenje. Za n=1 nejednakost (1) doista vaZi. Pretpostavimo istinitost nejednakosti (1)
za n=k, naime pretpostavimo

1 e 1B
l+——+ v+ —— = 2(Jk+1-D.
V3 Vi () )
Tada je
1 1 1 — I 1
I+ —h - 4+ —=% — > 2(Vk+1 - D) + ——.
V2 Vik Vik+i A VE+1
Ako jo§ pokaZemo da je
) 2k 1= VkrD>20k+2-1)  (k21),

tada smo dokazali vaZenje nejednakosti (1) za svako n iz skupa prirodnih brojeva.
Ispitajmo da li (2) vaZi za k>1, tj. da li je

2V T+ (Vkt D=2Vk+2.

13 D. 8. Mitrinovié¢: ZBORNIK I
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Pretpostavimo da vaZi relacija
- (3) 2VE+1+ Vs <2 VEk+2.
2k+32V (k+1) (k+2);

9<8.

Buduéi da je hipoteza (3) dovela do apsurda, izlazi da nejednakost (2)‘ vazi za k>=1.
Prema izloZenom, sleduje da nejednakost (1) vaZi za svako n€{l, 2, 3,...}.

16. Dokazati nejednakost .
1 1 1 1
(@) Hi Btde=t (e, 85 4] )
n+l n+2 2n 2

n

Resenje. Uvedimo oznaku f(n)= Z 1/(k +n).
k=1

Pretpostavimo da nejednakost (1) vaZi za n=k (>2), naime

2) fk)>1/2.
Da bismo utvrdili da li iz hipoteze (2) sleduje
3) flk+1)>1/2,
umesto (2) napi§imo
f(k)——1——+ 4% 1 >i—~l—+—l—-+—l—~,
k+1 2k+1 2k+2° 2 k+1 2k+1 2k+2
3 f(k+1)>i— Ty
2 2k+2 2k+1

Buduéi da je
$aR 11 1 1), o L i
— >, . >,
> T2 el 2z’ © Zeans 2kez

zakljuujemo da (3) vazi, ako je to slucaj sa (2).
Kako je pored toga f(2) >1/2, dokazali smo
(ny>1/2 Za svaki prirodan broj n>2.

Citalac ée dokazati nejednakost (1) i nekim drugim putem.

17. Dokazati metodom matematicke indukcije nejednakost

1 1
+——‘+'+ ’“/\1 (11:1:2v3,"')'
n+1 n+2 3n+1

Sfn)=

ReSenje. Pretpostavimo da data nejednakost vaZi za neki prirodan broj n=k (> 1), naime
(1) fk)>1.
Ako levoj i desnoj strani ove nejednakosti dodamo
1 1 1 1

‘,,,,,,_}, 1 e -
k+1 3k+2 3k+3 3k+4’

X I

dobijamo
2 S

2 ftk+D>1 —- - b —
2 %+3  3k+2 k4
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Ako je

2 1 1
(3) - — b -— =1,
3k+3  3k+2 3k+4

tada iz induktivne hipoteze (1) sleduje

flk+1)y>1.
Nejednakost (3), odnosno
1 1 R

.l -

3k+2 3k+4  3k+3

odista vaZi, §to se vidi ako se ona napie u obliku
1{@k+3)2—1} > 1/(3k +3)2.

Buduéi da je povrh toga f(1)=13/12 > J, zakljuCuje se da je f(n)> 1 za svaki
prirodan broj n.

18. Matemati¢kom indukcijom dokazati nejednékost

@) 4/(n+ D)< 2u)t/(n)? (n=2,3,4, ...).
ReSenje. Za n=2 relacija (1)- odista vazi, jer je
16/3 < 41/(21)2=6.
Pretpostavimo da je relacija (1) u vaZnosti za proizvoljan prirodan broj n=k (> 2), naime

odnosno -

) (2K (k)2 > 4k (k+1) .
Posle mnoZenja leve i desne strane relacije (2) sa
k1) (2k+2)/k+1)2,
dobija se
3) QE+D){tk + DIV = (2k+ 1) 2k+2) 45/ (k1 1),
§to se moZe napisati u obliku
k+2)! 4k+1 (k+2) (2k +1)

@ (ke k+2  2(k+1)2

Kako je
Lol s M el R A S P
2(k +1)2 2(k+1)?
dobija. se
(2k+2)!  4k+1
(5) g ey

{2 ks2

Ovim je dokaz nejednakosti (1) zavrSen.
Dokaz moZe biti izveden i na sledeé¢i nalin.
Iz induktivne hipoteze

k {
e )
k+1 (k)2
sleduje
4kl (201 A(k+1)  (2k+2)! 4(k+ 1)

ke2 (kD k42 {(k-DU1P (k+2) Qk+1) Qk+2)
Buduéi da je
2(k+1)?

< tj. 0 <k,
(k+2) R+ 1)

dobija se
4k (k1 2) < Rk 2V {112,

13*
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19. Proveriti identitet

1 _Vernkalcl (n) 1
x(x+1)(x+2) - (x+n) n|x \l/x+1
n\ 1 n\ 1
o ==+ (= ) —)
(2)x+2 ( )(")x+n]
20. Ispitati da li je izraz

10" —(5+ 17y = (5= 17y

deljiv sa 2"*! (n prirodan broj).

21. Ako je n prirodan broj, dokazati da je a*—b" deljivo sa a—b.

22. Metodom matematic¢ke indukcije dokazati formulu

isinax—.a"sin(aerE) (n=0, 1, 2,...).
dxr 2

23. Metodom indukcije dokazati identitete:

’

Lorlk—m+ k (r+k
(+)

=1 r+k
nor(k2—n)+kQ2k—=1) jr+ i
z——————— — = n2.
k=1 r+k ( k )

24, Dokazati nejednakosti:
n>2n-0!", G+ >0C2u)!! (r>1).
ReSenje. 1° Za n=2 relacija
) nts 2n-1)11

je tadéna.
Pretpostavimo sada da je relacija (1) tatna za n=k, tj. da je

(¢3) k> Q2k-1)!!

Tada je tadna i relacija koja se dobija kada se izrazi na levoj i desnoj strani relacije (2)
pomnoZe sa (k+ 1)k+1/k¥, odnosno relacija

&) (k+ 1%+ > k-1t (k+ Dk gk,
Ako je
@) Qk-D" k+DRH1EKR > 2k+ DY,
tada je
T e+ DF+1 > Qk+ !

Relacija (4) je tana. Zaista, umssto (4) moZemo posmatrati

(6) k+ D1 —2k+ 1) kF = 0.



2527 MATEMATICKA INDUKCIJA 197

Izraz na levoj strani relacije (6), posle primene binomne formule, postaje

(1) (437 (e (1

i on je pozitivan za svaki prirodan broj k.

Iz hipoteze (2), odnosno j(k) > g (k) izveli smo f(k+1) > g(A +1). Kako je, pored toga,
relacija (2) tatna za k=2, znali da je talna za svako k£ € {2, 3, 4, ... }.

2° Citalac ée dokazati drugu od navedenih nejednakosti .

25. Dokazati relaciju
(1) (2k)! << 2% (k1)2.

Dokaz. Za k=1 vaZi relacija (1), koju éemo oznaliti sa f(k) < g (k). Pretpostavimo da
relacija (1) vaZi za neko k. Ako dokaZemo da je istinita nejednakost

2) Qk+1D) Qk+2) <2(k+1)® za k=1,
tada iz (1) i (2) sleduje
3) Qk+2)1 < 2k+2 {(k+1)1)2,
tj. fk+1) <g(k+1).
Bez teSkode utvrduje se istinitost relacije (2), jer se ona svodi na nejednakost
<2k+2

koja vaZi za svako k > —1.

26. Dokazati nejednakost
(¢)) 2141 . o)l > {(r+ DY (n=2).

Resenje. Za n=2 nzjednakost (1) je istinita. Pretpostavmo sada da je ona istinita za
n=k—1, tj. da je

(2) 214 o k-2 > (kDF—1,
2141 - (2k-2)! 2k) !> (K)! (khHk-1
= (21‘)];& = (2k) Rk —1) +-+ (k+1) (kDK

> (k+ DK (kD = {(k+1)}%,
jer je svaki od faktora 2k, 2k—-1, ..., k+2 vedi od k+1.
Prema tome, indukcijom je dokazana relacija (1) .

27. Dokazati nejednakost

) Vn+ Vn—l~ --7-+‘/2”4;V1<1/n+1

ReSenje. Pretpostavimo da je ova nejednakost istinita za neko n, recimo za n=k -1,
tj. u¢inimo induktivnu hipotezu

(2) V—]*Vk 2+|/ --+12&V1<VI\—1+1

Koren

Vk+ Vk—1+l/ . ;Vz»vl
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na osnovu (2) manji je od korena
Vis VE—T1+1
koji je sigurno manji od korena
V(Vke<2VEk +1 = VE+1.

Ako je, dakle, relacija (1) tafna za n=k—1, ona je tadna i za n=k. Relacija (1) je tatna
za n=1, jer je zaista 1 <V 1+1.
Prema tome, relacija (1) je tatna za svaki prirodan broj n.

Pn'med{)a. Nejednakost
Vit VE=1 +1 < VE +1
moZemo dokazati na sledeci nacin.
Pretpostavimo da je taéna relacija
Vi VE-T 41> V% +1.
Vk—-1>=2Vk.
~Bk+1)=0,
$to je apsurd, bududi da je k> 2. Redukcijom na apSUi'd dokazali smo nejednakost
VeV 1T+t <VE+1 (k1)
28. Dokazati nejednakost

l+a+a?+ ... +a 1
+tatd@+ - +a" _n+t

a+a@+ad+ - +at n—1

(H (a>0; n prirodan broj > 1).

Resenje. Za n=-2 relacija (2) je tatna. Pretpostavimo da je ona tatna za n=k, tj. da je

accll L
@) l1+a+ +ak >k_+1

= £ .
a+gflk a1

Bududi da je a>0, relaciji (2) moZe se dati oblik

k
(3) l+ag+ +-- +ak>_i_1 (a+a2+ +ak—-l).

Ako vazi relacija (3), tada je

k
l+a+ --- +a"+a"+1>k—+—l (@+az+ -+ +ak—Ypak+r,
=1
Utvrdimo li da je
+1 k+2
“ ;Ll (@+a®+ - +a"—1)+a"+1;% (a+a®+ -+ +ak—1yak),

tada smo dokazali da nejednakost (1) vazi za n=k+ 1, ako vaZi za n=k.
Pretpostavimo da je ta¢no suprotno, odnosno da je

k+1
5) ——(ataty - +afFThHiaker <
) k—l( » r

k+2

(a+ a2+ --- +a/\'-1+ak)'
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Tada bi bilo
2@+a*+ - +ak"lyak)y+ (k2+k)ak(a-1) <0,
$to je nemoguéno, jer je izraz na levoj strani poslednje relacije uvek pozitivan za a> 1.
Prema tome, relacija (4) je tatna za a>>1.
Ako se stavi a=1/b (b>0), tada izraz na levoj strani nejednakosti (1) postaje
14b4b24 -0 + b7
b b4 b3 e 4 b1

fb)=

Napred smo dokazali relaciju
fOY=H+Dj(n-1) za n>1 i b>=1.

Qdavde sleduje da relacija (1) vaZi za svaki prirodan broj a(>1) i za ma kakav realan
broj a (>0).

Metodom matematicke indukcije dokazali smo, dakle, nejednakost (1).

29. Metodom matematitke indukcije dokazati da je poslednja cifra broja 22"
(n prirodan broj >2) uvek 6. ‘

Resenje. Pretpostavimo da je
2" N (N broj ¢ija je poslednja cifra 6).
Ako se obe strane ove nejednakosti dignu na kvadrat, dobija se
(222 = N2, odnosno 22"t N2,

Kako se broj Nt zavrSava cifrom 6, ako je to sluaj sa broj"em N, znati da se broj IR
zavr§ava sa 6 ako takvu osobinu ima broj 22" Buduéi da, povrh toga, broj 22" ima ovu
osobinu za n=2, zakljutuje se da je krajnja cifra broja

22" (n>22)
uvek 6.

30. Dokazati da je broj
3.4rt1410""1—4  (n prirodan broj)
deljiv sa 9.

ReSenje. Za n=1 ovaj broj deljiv je sa 9. Pretpostavimo da je dati broj deljiv sa 9 za
neko n, tj. da je

3:4"+14 10" "1-4=9N (N prirodan broj).
Na osnovu ove hipoteze bice
3:4"+2010"-4=36 N+12+6-10""1.

Broj 107—1+2 deljiv je sa 3 ako je n proizvoljan prirodan broj. Za n=1 ovo tvrdenje
je tatno. Ulinimo li hipotezu da je broj 10"-14+2 deljiv sa 3 za neko n i obrazujemo li
107+ 2, tj. 10-10"—14+2, tj. 10 (10”1 +2) ~ 18, zakljuCujemo da je broj 10"—!+ 2 deljiv sa 3
za svaki prirodan broj.

Bududi da je broj
36 N+ 6(10" 1+ 2)
deljiv sa 9 ako je to slucaj sa brojem
3-47+14 (014

i da je povrh toga poslednji broj deljiv sa 9 za n= 1, zakljuujemo da je broj 3 -4"+!+ 1071 -4
deljiv sa 9 za svaki prirodan broj n.
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31. -Dokazati nejednakost
(D i (n4- 10 {n(>2) prirodan broj}.

Dokaz. Za n=3 relacija (1) je tatna. Pretpostavimo da je relacija (1) tana za n=k,
t). da je

2 kk+1s (k+ 1)k (k=2).

Bududi da je
. kel | kiR
k+12>kk+2), tj. —>—,
: k k+1
bice
k+1Y\k+1 k2 \k+1
(3) s = ( ‘ -
k k+1

1z (2) i (3), posle mnozZenja, dobija se

@ e+ k42 > (k4 2)k+1,

Ovim smo dokazali da je relacija f(k +1) > g (k+ 1) taéna, ako je to slutaj sa relacijom
Sflk)y > g (k), gde je
flky=kk+1,  gky=(k+ D).

Prema tome, indukcijom smo dokazali tatnost relacije (1) za n €{3,4,5, ...}.

32. Dokazati nejednakost

n

¢)) sin(Zxk)<Zsinxk (O Dy ko= 1,20 .. gl
k=1

k=1
Uputstvo. Upotrebiti metod matemati¢ke indukcije. Najpre dokazati
sin (x; + X,) < sinx, +sinx, O x<m: 0=, =<1,

polazeéi od identiteta
sin (x; + x,) == sinx; cos X, + cOS X, Sinx, .

|'sin (x; +x,) | < |sinx; | + |sinx, |.

- S obzirom na to da je
O<x <, 0<x <7,

poslednja relacija se moZe napisati u obliku
sin (x; + X,) < sinx; +sin x, .
Dakle, relacija (1) je tacna za n=2.

Citalac ée zavrditi dokaz i naéi i neki drugi metod dokazivanja.

33. Dokazati relaciju
§)) a+a*+ .- +a¥<n(@®t+1) (a>0, n prirodan broj).
Resenje. Za n=1 relacija (1) postaje
2) at+a?<a*+1 (@>0), tj. a(e+N<L(@—a+1)(@a+1),
$to je tatno, jer je
' a(a-1)?+a za svako a>0.

To znadi da (2) vaZi za a>0. Za a=1 imamo znak jednakosti.
Udinimo sada slede¢u hipotezu: nejednakost (1) je u vaZnosti za proizvoljan prirodan
broj n=k, naime

3) a+at+ - +ath <k (atkt141) (a>0),
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§to ¢emo krace zabeleZiti sa
4) S<gk) (a>0).

S+ D)<k (a%+1 4 1) + a?k+1 4 g2k +2,

Prema tome, ako je
(5) k (@+14 1)+ @k +1 4 gkt (k4 1) (@k+3+1) (a0,
tada je
fle+)<gk+1)  (a>0),
¢im je (4) u vaZnosti.
Relacija (5) moze se transformisati na ekvivalentnu relaciju

(6) (k+1)a*k+1(1 —a®)<<1 —(a?)k+1 (@>0).

Dokazaéemo da mnejednakost (6) vaZi za a>0. Zaista, ako je 0<a<Cl, ona se svodi
na oblik

(7 (k+1D)a*k+1<{1+a%+ -+ + a2k,
Za 0<a<{1 imamo niz nejednakosti
a+1L1, a*k+lLa?, ... @kt a?k,
odakle sleduje nejednakost (7). Za a=1 relacija (7) postaje jednakost.
Ako je a1, tada (6), posle deljenja sa 1—a?, postaje
(8 (k+Da®+1>1+a24 -+ +a%k
Vodedi racuna o uslovu @21, moZemo pisati niz nejednakosti
a?k+1>1’ a'-’k+1202, s ak+1 ZaZk'
odakle sleduje (8).

Dakle, relacija (5) vazi za svako a>0.

Ovim smo dokazali relaciju (1).

34. Dokazati nejednakost

1)) X, }---5- . 211;1 guﬁl—f——— (n prirodan broj).

Refenje. Za n=1 relacija je u vaZnosti.
Pretpostavimo da ona vaZi za n=k, tj. da je
£ 8 5 2k-1 1 ili krace £0<g (K)
— e —oaam— — [ Sl krade .
2 476 2k SQ@ksipe g
PomnoZimo levu i desnu stranu poslednje relacije pozitivnim_ brojem (2 k+1)/(2 k4 2).
Tada dobijamo

3 05  2k-1 2k+1 1 2k+1
%o g 2k 2k+2 SQGk+DVE 2k12°
Ako dokazemo da je
- 1 2k 41 _ 1 ,

Bkt 1)V 2k+2 - [3(k+ 1)+ 1]Y2

tada iz hipoteze f(k)< g (k) sleduje f(k+ 1)<<g (k+1).
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Pretpostavimo da relacija (2) nije istinita, tj. da je

Qk+ DB k+ D2 2L+ >1/[3 (k+ 1) + 172,
1 _(2k+1)2> 1
3k+1 RQk+2)2 3k+4
12k +28A2+ 19k +4>12k3+28k2+20k + 4.
19k>20k,

$to nije tatno kad je £ >0.
Prema tome relacija (2) je istinita. Ovim smo dokazali nejednakost (1).

35. Matematit¢kom indukcijom dokazati nejednakost
nH nlogn—n<log(n!)<(n+%)logn~—n+1

{n(>1) prirodan broj}.

Dokaz. Uvedimo oznake:

18
um)y=nlogn-—n, v(n)za<n+;)logn—n+l.

Posmatrajmo najpre nejednakost
2) u (n)<log (n!).

Za n=1 ona je istinita. Pretpostavimo da nsjednakost (2) vaZi za proizvoljan prirodan
broj n=k, naime:

3) | u (ky<log (k1);
tada je
u (k) +log (k + 1) <log (k) + log (k + 1) =log {(k + 1)!}.
Ako dokaZemo
4) (k+Dlogk+1)—(k+1)y<klogk—k+log(k+1),
tada smo utvrdili da je
u(k+ l)<log{(k+ nY

i na taj nac¢in dokazali vaZenje relacije (2) za svaki prirodan broj .
Pretpostavimo da je ta¢no suprotno, tj. da je

(5) (k+1D)log(k+1)—(k+ 1) =klogk -k +log (k+1).
klog]:QZI. log(l+i)k>1,
k k
odakle sleduje
1 \k
(6) (1 +?J >e.

Prema tome, polaze¢i od nejednakosti (5), napisali smo niz nejednakosti i najzad doSli
do ncjednakosti (6) koja nije istinita. Ovim je dokazana nejednakost (4), kao i nejednakost (2).
Uzmimo sada nejednakost

@) log(n!)<(n+%>logn—n+lEv(n).

Za n=2 dobijamo log (2!) <»§~ log2—1, jer je log2 ~ 0,69 (obe decimale su tacne).
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Utinimo sada hipotezu da je relacija (7) istinita za n=£%, naime
(8) log (k1)< v (k).
Ako ova nejednakost vaZi, isti ¢e slucaj biti 1 sa nejednakosti
1
log (k) +log (k+ 1) < (k+ 7) loghk k+1+log(k+1).
Dokazemo li da je
1 3
©) <k+3>kmk k+1ﬁmgw+1)<<kw;>mgmi1y4k+n+1,
tada smo dokazali vaZenje nejednakosti (7).
Relacija (9) se moZe posmatrati u obliku
<k+ 71>log- -J +1 <0,
2 k+1
ili u obliku

k 2

10 log — + -
s k+1 2k+1

<0, Jex je k=2 .
Uo¢imo sad funkciju

- X
fx)y=log — +
x+1  2x+1
1

x(x+1)(2x+1)

x>0).

S (x) =

Za x > 0, izvod f"(x) je stalno pozitivan, pa je f(x) za x > 0 rastuéa funkcija. Kad
x—+o00, funkcija f(x)—~0. Kad x—0 +, tada funkcija f(x)—> —oo.

Prema tome, f(x) <0 za svako x> 0.
Ovim smo dokazali ne samo vaZenje relacije (10) veé i relacije (1) .

Primedba. Ostavlja se Citaocu da pokaZe vaZenje relacije
1 : 1
log (n!) > <n + %) logn—n+ F {n (=1) prirodan broj}.
n

36. Ako je n prirodan broj, tada je

sin nx

¢)) <n (xs£kw, k=0, £1, £2,...).

sin x

Resenje. 1. Za n=1 relacija je tana. Pretpostavimo da za n=k vaZi nejednakost (1), naime

sin kx|
() : rgk.
sin x
Posmatrajmo koli¢nik
sin(k+1)x : sin kx
— i tj. - COS x -+ ¢coS kx.
sin x sin x
sin(k+1) x| |sinkx 5
- = - COS x +cos kx |
sin x l | sin x |
sin kx

sin x

|cos x| + |coskx|. ¢
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Vodedi raluna o pretpostavei (2), iz poslednje relacije sleduje

in (k+ 1
sin(k+1)x <k+l.

sin x
Ovim je nejednakost (1) dokazana.

11. Nejednakost (1) moZe se takode dokazati, polazeéi od identiteta

Sll]_2p'v:7{cosx+cos3x+ --- +cos(2p-1)} (r=1);
sinx ’
sin (2 1)
M-Y =1+2{cos2x+cosdx+ - +cos2px}  (p=1).
sin x
sin(2p+1) x

<2p+1.

l'sin 2 px
!_ <2p,

sin x 1 sin x

37. Za n=0, 1, 2, ... vazi 2" > n.

Dokaz. Za n=0 tvrdenje je tatno. Pretpostavimo da je ovo tvrdenje tacno za n=k,
tj. da je

1) 2k >k {k(>=0) ceo broj}.
Buduéi da je
2) 2"'21 za k=0,

iz (1) i (2) izlazi
2.2k k+1, tji. 2kH1s ksl

Prema tome, iz pretpostavke da je nejednakost 2” > n istinita za n=k izveli smo zaklju-

tak da je ona istinita za n=k+1. Kako je ta nejednakost -istinita za n=0, prema dokaza-
nom, ona je istinita za n=1, a na osnovu toga za n=2, itd. Dakle, data nejednakost vaZi

zan=0,1,2,3, ...
38. Dokazati nejednakosti:
¥ 220357 (n=5,6,7, ...);
oF 27 > pd (n=10, 11, 12, ...);
3¢ 37 > nt (n=8,9,10, ...).
Dokaz. 3° Za n=8, zaista je 3% > 84. Pretpostavimo da je istinita nejednakost
(1) 3k > g (k>=8).
Ako je istinita i nejednakost
) 3> (k+1Y3/kY  (k=8).
tada, mnozZenjem, iz nejednakosti (1) i (2) izlazi
3) k41 (k4 1)8 (k>=8).
Istinitost nejednakosti (2) dokazaemo posmatranjem izraza
G z(ui)d koji je <3,
k4 k

jer je (4/k)-+(6/k?) + (4/k®) svakako manje od 1 za k=8, 9, ...
Citalac ée zavrSiti dokaz.
Primedba. Pri dokazivanju nejednakosti 1° i 2° treba prethodno dokazati nejednakosti

2 > (n+1)%n? (n=5,6,...);
2> (n+1)3n® (n=10, 11, ...).
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39. 1° Dokazati Bernoulli-evu teoremu:

Ako jedna aritmeti¢ka i jedna geometriska progresija imaju jednaka prva
dva &lana a; i a, (a, #a,, a,>0, a,>0), tada je svaki sledeci €lan aritme-
ticke progresije manji od odgovarajuceg ¢lana geometriske progresije.

2° Dokazati takode ovu teoremu:

Ako jedna aritmeti¢ka i jedna geometriska progresija imaju jednaka prva
dva Clana: a, i a,(a,5#a,, a; <0, a,<<0), tada je svaki slede¢i ¢lan aritme-
titke progresije veci od odgovarajuceg &lana geometriske progresije.

3¢ Iskazati napred navedene teoreme u obliku jedne jedine teoreme.

Dokaz. 1.* 1° Posmatrajmo progresije:

ay, Gy, ay+2(ay—ay), ..., ay+n(a;—a));
ay, 4y, ap-(as/a)?, cee sy ayt(agfa)” .

Razlika treé¢ih ¢lanova iznosi

. . . a, (a;/a)?~a,—2(a,—ay),
tj. posle sredivanja
(a; —a)?/ay,

odakle se zakljuCuje da je teorema u vaznosti za n=2.
Pretpostavimo sada da je ova teorema taina za n=k (> 2), tj.
) ay (az/a)* > ay+k(ay—-a)).
Uz udinjene pretpostavke u vaZnosti je relacija
(@3] (ayfap® (@—a) > ay—a, .
Zaista, ako je a, > a;, tada je
(@ /a)*>1 i ay—a; >0,
pa je gornja relacija talna. a
Ako je a; < ay, tada je
(ajapk <1 i ay,—a, <0,
na osnovu Cega se zakljuCuje da je relacija (2) opet u vaZnosti.
Relacija (2) je bitna za na§ dokaz.
1z relacija (1) i (2), posle sabiranja, dobija se:

ay (@y/a)*> a;+(k+1) (a,-ay),
odnosno
ay - \@afay) - (ayfa)k > ay + (k+1) (@, —a))
i najzad i
ay - (@y/ @)+ > a +(k+1) (ay—ay).
Ova relacija kazuje da je teorema taéna za n==k+ 1, ako je tatna za n=k.
Dakle, zaklju¢kom od k& na k+ 1 dokazali smo Bernoulli-evu teoremu.
2° 1 ova se teorema moze dokazati zakljuckom od k¥ na k+1.
U ovom sluéaju umesto relacija (1) i (2) imademo relacije:

(") a, (a,/a)* < a,+k (ay—a,) (k=2)
(2) (ay] ap)k (@y—a)) < ay—a,.

Pokazaéemo da je relacija (2°) talna uz nale pretpostavke o parametrima a,, a, i k,
dok dokaz same teoreme necemo iznositi.

* Redigovano prema &lanku:

0. D. Mitrinovi¢: O jednoj Bernoulli-evoj teoremi (Bilten na DruStvoto na matematicarite i fizi¢arite od
NR Makedonija, knj. V, 1954, str. 30—33).
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. Ak_o_ je a, > ay, tada je (a,/a)*>1 i a,—a, <0, na osnovu Gega se zakljucuje da
Je relacija (27) tacna.
Ako je a, < a,, tada je
(ay/a)k <1, ay-a, >0,
¢ime je opet potvrdena talnost relacije (27).

Napomena. Ako su obe progresije rastuée i svi ¢lanovi pozitivni, tada se Bernoulli-eva
teorema dokazuje i na sledeéi nalin:

a, = a +{(a,—a;)) (n—-1)

28 [14- (?—1)(::-1)]
1

=a [1+(g-1)(n~1)] (q=a,/a,).
" Dalje imamo (1> 2)
a, = a, [l+(¢I“l)(1+1+ s +l)]
\—l__»
n—
<a [li(@-1)(@""2+¢""3+ --- + 1],
jer je
g ar=t | L sl
Stoga je

= gt —1
=a,q .

qn =Y = 1
a, < a, [l+(q—l) _——_—1“]
a, < b, (n>2).
II. D. Pokovié dao je sledeé¢i dokaz Bernoulli-eve teoreme.
Prema hipotezi je a, # a,, a,a, > 0. Odavde sleduje
a ay=a,

(n ~SSS0K e el ]
a, a,

(2) (7“‘72)”_1=(1,_ a_—g_:—_al)"—l.
a, a,

Bududi da je (a,—a;)/a, > -~ 1, na izraz (2) moZe se primeniti Bernoulii-eva nejednakost,
pa relacija (2) postaje

3) (95)"_1»: (H&ffﬁ)n_l Plep-p =R e, as...

a, a a,

Posle mnoZenja sa a; nejednakost (3) postaje
4 (@@= > ay+(n—1) (@ -a)) (4> 0),
a (ayfa)'—' <<a,+(n-1) (ay—ay) (a; < 0).

Poslednje dve nejednakosti izraZavaju respektivno Bernoulli-evu teoremu 1° i 2°.

40. Parovi brojeva (a,, b,) obrazuju se po zakonu

Cifras = -yt buy b, = Ant by T B R

2 2

Dokazati formule:
r 2 1 2 1
2 w=a+ — (b— Tl ol = g == (bi— 1 ;)
(2) a,=a 3( a)( 4") a 3( a)(+2.4"

(@ = a, by,=b).
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Resenje. Za n=1 formule (2) su tatne. Pretpostavimo da formule (2) vaZe za indeks
n—1, tj. da je =

DL 1 ) P ( 1 )
3) a,,_lwaTT(b—a) <l == b,,”l—a—k}(b a) 1+2.4"ﬁ1 i

Na osnovu (1) i (3) dobija se
2 1
(4) a,,=a+—3r(b—a) <I—F).

Podimo opet od (1), zatim od pretpostavke (3) za b,_, i formule (4). Tada dobijamo

1 1 1
b,,=a+—3 (b—a) <2+ ﬂ"‘—’l = —4;>

1
by=a+ = (b—a) (1+ )
3 2 B 4"
Ovim je dokazano da formule za a, i b, vaZe za svako n iz skupa prirodnih brojeva.

41. Dokazati formulu
d* oy
@)) — (x*logx)=k! logx+z — (x>0).
[lxk ] b
Resenje. Induktivna hipoteza: Formula (1) je tatna za prirodan broj k.

Formirajmo izraz
dk+1

k+1] = dk d k+1] )
dxk+1(x ogx):-‘m ;;(x og x

— (xk
=(k+1 xk log x) + k!
( )' ‘( g X)

Prema udinjenoj hipotezi poslednja formula postaje

gErt % |
o) ¢41 = ! - = |
(2) dka(x log x) (k+l)[k.(logx+’2;l r)]+k
Y
k![(k frl)(logx+ Z ~)+1]
re=1 A

k1
(ko +1)! [logxﬂL z ~].

r=1 T

Dakle, ako je ta¢na formula (1), tatna je i formula (2).
Kako je, povrh toga, formula (1) tafna za k=1, zakljutuje se da je formula (1) tagna
za svaki prirodan broj.

Primedba. Formula (1) se moZe dokazati i primenom Leibniz-ove formule.
42. Potpunom indukcijom dokazati da se
cosnx (n prirodan broj)
moZe izraziti kao polinom stepena n po cos x.
Resenje. 1° Tvrdenje je tacno za n=1, n=2 i n=3, jer je:
COS X =COS X,

cos2x=2cos?x—1,

cos3x=4cos®x—-3cosx.
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2° Izmedu cos (k+ 1) x, cos kx i cos (k—1) x postoji sledeca relacija
4] cos(k+1)x=2cos kxcosx—cos(k—1)x.

Pretpostavimo da se cos (k—1)x i cos kx mogu izraziti kao polinomi po cos x respek-
tivno stepena k—1 i k. Polazedi od relacije (1), zakljuCuje se da se cos (k+ 1} x moZe izraziti
kao polinom po cos x stepena k+ 1.

3° Buduéi da je navedeno tvrdenje istinito za n=1 i n=2, ono je, prema dokazanom
pod 1°, istinito i za n=3. Bududi da je istinito za #=2 i n=3, tvrdenje je istinito za n=4, itd.

Prema tome, cosax moZe se izraziti kao polinom po cosx stepena » za svaki pri-
rodni broj n.

Primedba. Na osnovu dokazane osobine i identiteta

sin(k+1)x=2cos kxsinx+sin(k—1) x
dokazati da se
. sin nx (n prirodan broj)

moZe izraziti u obliku

sin x P (cos x) {P(t) polinom po ¢ stepena k—1}.

43. Ako je n=1, 2, ..., proveriti da ii vaZi relacija
dn (n—101 . 1
——arctgx = (= 1)1 ——————ssin [narctg — x£0).
dxn & (=1 (1+ x2)nr2 ( S x) ( )

44. Pomoéu indukcije ili kojim drugim nainom dokazati formulu

(n 4% (e* sinx) = 27/2 ¢*sin (x+ ﬂj) (n=0,1,2,...).
dxn 4 )

Resenje. Pretpostavimo da je formula istinita za n=k, tj.
(2) D¥ (¥ sin x) = 2k/2 ¢ sin (x+ k.l) (Dk = dkjdxk, DO =1).
4

Obrazujmo izraz
D¥*+1 (¢*sin x) = D [ D¥ (¢” sin x)] .

Vodedéi ratuna o induktivnoj hipotezi (2), dobijamo

DFk+1 (¢*sin x) = 2k/2 D [e-‘ o (x+ l%r)]

:_-2"‘/2e-"[sin P, g x+,f—r]
4 4

)

xj.

Iz ovoga i budué¢i da formula (1) vazi za #=0, sleduje da je formula (1) istinita za
n=0,1, 2, ... . .

= 2(k+1)/2 g¥gin (x—i—k+

45. Data je funkcija
f(x) = x*texp(l/x) (n prirodan broj; x=0).
Dokazati prelazom od n—1 na n da je taéna formula

) Drf(x) = (= 1y x""Lexp (1/x).

Refenje. Pretpostavimo da je zakon (1), po kome se dobija izvod funkcije f(x), tatan
za izvode reda n—1, tj. da vazi relacija

) Dr=1x"=2exp (1/x)]=(—=1)""1x~"exp (1/x) .
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Dalje moZemo pisati
D" [x"=1exp (1/x)] = D" [x-x""2exp (1/x)].
Primenom Leibniz-ove formule dobijamo
xD" [x"—=2exp (1/x)]+nD"—1[x"—2exp (1/x)] .
Vodeéi raduna o induktivnoj pretpostavei (2), bice
xD[(=D'2x—"exp(I/x)]+n(-1)""1x""exp (I/x)=(=-1)"x"""1lexp(l/x).
Formula (1) je taCna za n=1. Prema tome, ona je ta¢na kada je n proizvoljan prirodan broj.
Primedba. Formula (1) mozZe se dokazati i na sledeéi nadin. Formirajmo
Dk+1 (xk oLy = Dk D (xke”"‘) — Dk (kxk—lel/x —xk —2el/¥)
- ka (xk—1e1/x) _ D Dk-1 (xk’“‘-e”x) r
Sada treba pretpostaviti da (1) vaZi za n=k-1 i n=k, pa se dobija
Dk+1 (xkel/x) =(-DFt1x—k-2ol/x
Citalac ¢e zavrsiti dokaz.
Napomenimo da je
DX f(x) = (djdxky f(x)  (k=1,2,3, ...);
DO f(x)=f(x).

46. Posmatrajmo funkciju u=f(z), gde je z funkcija promenljivih x i y,
definisana relacijom z=x+ yg (z). Dokazati Lagrange-ovu formulu

1) i S g[ QP Ou |
oyr  oxn1 ( 0x\
Resenje. Pokazac¢emo da Lagrange-ova formula vaZi za n=1, tj. da je
- ;
ou ou
2 —=g(@—.
(2) oy ox
Najpre imamo
ou . 0z 0 b, 0
3) Selo=, Zeg@ew @ =
oy oy oy oy
0 9 0 ’ 0
(4 ZeroZ, Z-tiwas
ox ox o ox

Lt s L N
oy 1-yg'® ox 1-yw' ()
Iz poslednjih dveju relacija neposredno se dobija relacija (2).
Pretpostavimo sada da je relacija (1) u vaZnosti za n=k, tj. da je
oku ok—1

g LU BT
) o o |

kOu)

Posmatrajmo sada sledeéi parcijalni izvod koji se odreduje iz (5):
ok+iy o [ ok-1 { k(u}
== )]
ayk+1 oy \oxk—1 |
ok—1 (o

oxk—1

()u[
\ k
(5 e 5] )

ok—1

02 u
= k—1 v )k £ )
e ( le@)* g () y() +[g(2)] o5

14 D. S. Mitrinovié: ZBORNIK I
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Ako budemo ustanovili da je

] ok { ki1 0% ou | ok— - o%u
E e | k—1 k
® @S = ( eI 8 @ 2 C ok e xay),

tada smo matematitckom indukcijom dokazali vaZenje obrasca (1) i to za svako n iz skupa
prirodnih brojeva.

Izraz na levoj strani u poslednjoj relaciji moZe se plsatl u obliku

#-r 0z 0 o%u)
—— Mk+D [g(2) "g’(Z)—~ + [g (2] +1
axk=1 " ] ox ox & ox{’
Prema tome, identitet (6) je u vaZnosti ako je
0z 9 02
D e <)——(k+1)g(z)g(z)—~ e @F =0,
y 0x 0x dy

Ako se dufox, 0*ujoxdy, 0*ufox® zamene odgovarajuéim izrazima, utvrduje se da odista
vaZi identitet (7).

Prema tome, pokazali smo da je formula (1) u vaZnosti za n€{1, 2, 3,...}.

Lagrange-ova formula je vaZna u teoriji Lagrange-ovog reda koji se primenjuje, izmedu
ostalog, na Kepler-ovu jednacinu.

47. Ako je n prirodan broj i r=)x2+ )2, tada je izraz

n+1 n+1
0 logrdx_() logrd
ox" ay Oxnt1

totalan diferencijal jedne funkcije u(x, y).

ReSenje. Za n=0 tvrdenje je istinito, jer je zaista

a(al ‘)ﬁ o(al
= aog; 7 a—xogr).

Pretpostavimo da je navedena osobina istinita za n=k (k nula ili ma kakav prirodan
broj), naime da vaZi identitet

k41 k1
) i({) logr)+_d_(d Iogr)=

dy\ oxkoy ox\ Oxk41
Posmatrajmo sada izraz

k42 k42
d log r e 0 log r d
oxk+19y Oxk+2

i ispitajmo da li je on totalni diferencijal. U tu svrhu, formirajmo izraz

0 (()’H-?logr) 0 (()"“logr)
— - - +__ - — et b

oy \ oxk+19y ox\ Oxk+2
odnosno
@) _¢)_5£(Ok+llogr)+£(()k+‘logr)g.
ox | oy \ 0xk oy ox\ Oxk+1 \
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Ako je navedena osobina istinita za n=k, ona je istinita i za n=k + 1, jer (1) povlali
kao posledicu da se izraz (2) identi¢ki anulira.

Budué¢i da je osobina o kojoj je re¢ istinita takode za n=0, ona je istinita za ma kakav
prirodan broj n.

48. Za beta-funkciju
1

(1) B(p, )= [ x+-1(1-0"2dx  (p>0, g>0)
0

vazZe identiteti:
2 B(p, )=B(p+1, 9)+B(p, ¢+ 1),
3 B(p, 9)=B(4, p).
Pomodéu potpune indukcije dokazati formulu
_(p—-Dlg-1!
C (re-D!

Resenje. Za p=m, gde je m proizvoljan prirodan broj, i za ¢=1, iz relacija (1) i (4) |
sleduje respektivno:

“) B(p, q) (p, g prirodni brojevi).

] X m

B (m, )= jx”’—ldx= =
6 m

1

1 -t 1
=— B (m, I)E(”I ) =—

o m m! m

Na osnovu poslednjih relacija zakljuCuje se da je relacija (4) istinita za svaki prirodan
broj p, ako je g=1.

Pretpostavimo sada da za svaki prirodan broj p i za g=n, gde je n proizvoljan ali
odreden prirodan broj, vaZi relacija (4), tj.

¢ e 1l Uasitl

5 B(p, n)=
) R

1z relacije (2) sleduje

B(p,n+1)=B(p,n)—-B(p+1,n).
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ReSenje. Formula (1) je tatna za n=1, jer je
j 1+ AZ)Z =

dx 1 x

§to sleduje iz formule

1
T e — 4 —arc tg x - const.
A +x®2 2 w2 2

Pretpostavimo sada da je formula (1) taéna za n=k -1, tj. da je
+ o
dx (2k—3)!!
@ LE o
(1+x3k  (2k-2)H
—o
Buduéi da je N
dx 1 3% . 2k-1 _d’L
(1+x2k+1 2k (1+xnk 2k | (1+x2)k
dobijamo
+ o0 ¥ o
o s L igls . W
(1 + x2)k+1 2k (1 +x0)k
. 01 osnovu (2),
4+ o0
_ i _2k=i@R-8C . @Rt
(1 4 x2)k+1 2k 2k - 2)” (2 k)1

Ovim je formula (1) dokazana.

50. Matemati¢kom indukcijom dokazati formulu

2a
Izyxn(zax X U2 dx = a2 (2n+ 1)1/[27n) (n+2)!]

0
(n nula ili prirodan broj; a>0).
Resenje. Za n=0 [ormula je talna, jer je zaista

2a
I,= y (2 ax — x2)V2 dx = n a?[2.
0

Pretpostavimo dalje da data formula vaZi za n=k, tj. da je

2a
jx"(Z ax - x2)V2 dyx = 1 gk +2 (2 k 4+ 1)1 [2% k! (k + 2)1].

0

Posmatrajmo zatim integral

2a 2a
gy = lYxk+1 2ax-x2)2dy= sxk+3/2 2a-x)V2dx.

n (4]
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Parcijalnom integracijom dobijamo

2a
2 2a o3 [
Ijgy= ,3,xk+s/e (za_x)slzl i e g—jxk+1/2(2a—x)3/2dx.
0
0
2a
Ity = 2 3»fx’“rllz(2a—x)(2(z—;\-)1/2dx
k-1 3 -
0
2a 2a
2k+3 2k+3
=2gq- = xk (2 ax —xHV2dx — - 2op xk+1(2 ax — x2)12 dx
) 0
2k+3 2k+3
26— I — Tty
3
2k+3 2k+3 2k+2 (2k+1)
Ik:‘,,l:a ~Ik=7rak+3 = . L
k+3 k+3 2k+2 2kl (k+2)!

Ty =R ak+3 (2 k4 3)1/{2k+1 (k + 1) (k+3)!}.
Prema tome, ako je data formula istinita za n=£k, ona je istinita za n=k+ 1. Bududi da

je formula u vaznosti za n=0, izlazi da vazi i za n=1,2,3,...

51. Numeric¢ke vrednosti polinoma P(x)=x*+x+41 za x=0, 1,2,..., 39
su prosti brojevi (prim-brojevi). Da 1li se na osnovu toga moZe zakljuciti da
su: P(40), P(41),... prosti brojevi?

Odgovor. Ne. P (40)= 412 nije prost broj.
52. Svi faktori izraza
xt—1 (n=1,2,3,..., 104)

jesu polinomi ¢&iji koeficijenti pripadaju skupu celih brojeva koji po apsolutnoj
vrednosti ne premaSuju 1.

Primer. x% —1=(x+1)(x—-1)(x2+x+1) (x%—x +1).

Da li se na osnovu ove &injenice moZe zakljuéiti da x"— 1 ima navedenu
osobinu za proizvoljno n?

Odgovor. Ne. Sovjetski matematiCar B. Heanosé (¥Ycenexu mamesamuueckux Hayx, seinyck IX,
1941, crp. 313—317) pokazao je da je jedan od faktora polinoma x19 —1 sledeci polinom

XxA48 L x47 X»lG x»i.’l x42 2 '\-41 — x40 _xan =2 X386 == x35 4 x34 + x33 + x32 s x:}l — x28 _ X‘ZG — x2 vx22
27 g 18 18 X1 18 4 12 x®— 82 X7 - X8 - x4 xB x4 1.

19 U vezi sa ovim navedimo slutaj koji je zabelezio poljski matemati¢ar W. Sierpiriski.
Ako je n prirodan broj, tada

991 n®.. 1 ++ kvadrat celog broja za n<N,
991 2+ 1 = (379 516 400 906 811 930 638 014 896 080)% za n=N
(N=12 055 735 790 331 359 447 442 538 767).
Kao $to vidimo, tvrdenje da broj 991 n*+ 1 nije kvadrat celog broja istinito je u vcoma

velikom broju sluajeva, tj. za sve prirodne brojeve od 1 do N—1, ali to tvrdenj: nije
istinito za n=N.
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2° Goldbach-ov problem mogao bi se tako isto navesti kao interesantan primer, gde je
sakuplien ogroman eksperimentalni materijal, ali s3m problem jo§ nije reSen.

Godine 1742 Goldbach je u jednom pismu, upuéenom Euler-u, iskazao hipoteze:
1. Svaki paran broj (>>6) zbir je od dva neparna prim-broja;
2. Svaki neparan broj (Z>9) zbir je od tri neparna prim-broja.

Euler, matemati¢ar velike intuicije, odgovorio je Goldbach-u da je uveren u taénost nave-
denih stavova, ali da nije mogao naéi polaznu ta¢ku da bi ih dokazao.

Euler je dve navedene hipoteze sveo na jednu. Odista, neka je N jedan neparan broj.
Obrazujmo razliku N —p, gde je p jedan neparan prim-broj < N. Razlika N-p je paran broj.
Prema tome, ako je istinita prva Goldbach-ova hipoteza, isti ¢ée slucaj biti i sa drugom.

Goldbach-ove hipoteze eksperimentalno su proverene do 100000 (prema knjizi: O. Ore:
Number theory and its history, 1948, New York, p. 84), odnosno do 9000 000 (prema knjizi:
E. B. Tnegeurxo: Ouepxu no ucmopuu mamemamuxu 6 Poccuu, 1946, Moskva, str. 189).

Eksperimentalni podaci nisu dali nijedan kontra-primer Goldbach-ovim hipotezama, veé
su ih naprotiv potvrdivali.

Primeri:
6=3+43 14=3+11
8=3+5 16=3+13
10=3+7 18=5+13
12=5+7 20=3+17

48=54+43=7+41 =11 4:37=17+31=19+29

9=3+3+3 15=3+547
11=3+3+5 17=34747

13=3+3+7 19=3+5+1il.

Posle mnogobrojnih proudavanja, sovjetski matematitar Bunoepagos dokazao je, 1937
godine, da se svaki dovoljino veliki neparan broj moZe pretstaviti kao zbir tri prim-broja.
Medutim, ostaje otvoreno pitanje koliki je taj dovoljno veliki neparan broj. Ostaje i dalje
otvoreno pitanje teZi Goldbach-ov problem, tj. hipoteza prema kojoj se svaki paran broj (=6)
moZe pretstaviti kao zbir dva neparna prim-broja. Takvo je sadaSnje stanje Goldbach-ovog
problema.

53. Metodom matemati¢ke indukcije ili kojim drugim nacinom dokazati:

1 1 1 n

—— ke - ;

I-3 3.5 2n—=1)2n+1) 2n+1

12 22 2 . ,

ol I n En(nkl).

1-3 3.5 2rn-1)2n+1) 2@2n+1)
Sumirati:

I3 28 n®

"‘_+’7 ,_l PR + ———————mi— s

1-3 3.5 Cn-1)2n+1

147 24 nt

TSI C@r-D@ntl)
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54. Matematickom indukcijom ili rastavljanjem funkcije

1IQr—=1)@r+1)(2r+3)]

na parcijalne razlomke, dokazati identitet

2 1 I 1
Zl(Zr—l)(ZrJr HQ2r+3) 4 [1-3 Qn+1)@n+ 3)]'
55. MatematiCkom indukcijom pokazati da je zbir prvih n &lanova izraza

22 @n-)@n—4)

2n—3 (2n—-3)(2n-5)

jednak 2n—1.

56. Dokazati da je broj
N(n) = 32+l ont2 (n=1; 2, 3,...)
deljiv sa 7.
Resenje. 1. 32n+1=3.9n=3 (24 T=3-22+7k (k prirodan broj)
m+2=g - 2m,
N@m=3-20+4 2047 k=7 -2n+T7k.
TIN@m.
Broj N (0) deljiv je takode sa 7.
[I. Citalac ée matemati¢kom indukcijom dokazati ovaj rezultat.

57. Dokazati da je broj

N(n)=22"—3n—1 (n prirodan broj)
deljiv sa 9.
ReSenje. 1. N@n+1)-N@m)=3(22n-1).
M@+1)—M(n)=2%n+4-22n=22n.15 gde je M (n)=2%n-1].

Buduéi da je broj M (1) deljiv sa 3 i da je M(n+1) deljiv sa 3 ako je to slutaj sa
M (n), izlazi da je broj M (n) deljiv sa 3 za svako n€{l, 2,...}.

Kako je, zatim, broj N (1) deljiv sa 9 i kako je N(n+1) deljiv sa 9, kada je to slucaj
sa N (n), zakljuCuje se da je broj N(n) deljiv sa 9 za svako n€{l, 2,...}.

Broj N (0) deljiv je takode sa 9.

11. Citalac ¢e dokazati ovaj rezultat koristeéi binomnu formulu.

58. Zakljutkom od n na n+ 1 dokazati identitete:
H ) — ’ZL IL—E i S "_I .
1 (1+i)r=2 (0054 lzsm4),

o — nx . nxw

2 (Y3-i)"=2"(cos— —isin—|;
6 6

3° (cos x -+ i sin x)"=cos nx+ i sin nx

Err== T S0 )
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59. Ako je n prirodan broj, proveriti da li su talni identiteti:

3 n\, (n’ n R 2 WA
v (5)+(3)+(5)+ ""‘3(2”"“3)’
22 (1+cos@»+isinO)"EZ”(cos%nOJrisin%n@)cos"%e.

60. Matematickom indukcijom dokazati

2% cos?rx=n+[cos (n+ 1) x sin nx]/(sin x),

r=1

2 i sin? rx=n- [cos (n+ 1) x sin nx]/(sin x)

=1
(x#£km; k=0, £1, £2,...).
61. Ako je n prirodan broj, dokazati relacije:
1° 2274 15n—-1=0 (mod 9);
2° 32n+3 ,.40n—-27=0 (mod 64);
3° 320454 160mn2—56 n—243=0 (mod 512);
4° 3.52n+14 230410 (mod 17).
62. Metodom matemati¢ke indukcije dokazati

sin(n +i>x
S il 2

l1+2cosx+2cos2x+ -+ +2cosnx;
sin+ x
2
sinnx _y2cos(n—1)x+2cos(n—3)x+ -+ +2cosx (n parno),
sinx (2cos(n—1)x+2cos(n—3)x+ --- +1 (n neparno).

63. Matemati¢kom indukcijom dokazati identitete:

1° 3 ke2k=(n—1)- 204142
k=1

20 S ktk=(nt Di-1;
k=1

3° Z" (= DFFL 2= (— [)n+1 <n; 1)_

k=]

Primedba. 2° Evo jednog interesantnog reSenja:

n n
> klk = Z (k+1=1)(k!)
k=1 k=1

n

n
> kD= k!
k=1 o

k=1
(n+1)! 1.
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64. Ako sa D, oznatimo sledeéu determinantu reda n

2x 1 0 0 0
1 2:x 1 0 0
0 1 2x 0 0
0 0 0 2x il
0 0 0 1 2x |

tada je
(1) Dp=g (= )74 [+ (2= A~ [x— (2= D] (x| > 1),

Resenje. Bez teSkoce se izvodi sledeéa rekurentna relacija
2 By =T % By~ Dy
Pretpostavimo da je formula (1) talna za n=k—1 i n=k. Tada je, prema (2),
2 (6% = IV2 Dpegy =2 x {[x + (62 = DY+ - [ — (a2 = D241}
’ —{Lx+ (2 = DY = [x = (x? - 12K}
=[a (x2 - D2 [2x242 % (x2 - V2 1]
[x—(x2=1)V2k[2x% -2 x(x2-1)1/2—1].
Bududi da je:
2x2 4+ 2x(x2— DV2 | =[x+ (x2 - U2,
2x2-2x(x2—DV2o ) =[x —(x2- DYV,
bice

1 ;
Dkfni‘z‘(x? l)"‘/‘-’{[x (xR :_[x—(x2—1)V2lkte),

1z hipoteze da je formula (1) tatna za n=k—1 1 n=k zakljuCili smo da je ona tatna
i za n=k+1. Kako je pored toga formula (1) tana za n=1 i n=2, sleduje da ona vaZi za
svaki prirodan broj n.

65. Proveriti da li je determinanta (reda n)

2 cosec x 1 0 s 0 0
| |
2 2 cosec x 1 0 0 |
[ 0 1 2 cosec x 0 0 I
|

0 0 0 2 cosec x 1
0 0 0 1 2 cosec x \

(x+#k=a; k=0, £1, +£2,...)

jednaka izrazu (27/sin” x) [sin®" (x/2) + cos®”" (x/2)].

Uputstvo. Ako se oznaci data determinanta sa D,, obrazovati "D, , i izvesti rekurentnu
relaciju izmedu D, ,, Dy, D,_,. Posle toga primeniti metod matematicke indukcije.
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66. Dokazati formulu

| e _ldmy 4
(l) [dx (D )]x=0 " [dxm ],t=0 (D xdx)

{y funkcija promenljive x koja u tacki x=0 ima izvod reda m+k (m, k nene-
gativni celi brojevi)}.

Dokaz. Za k=0 formula (1) je tatna. Obrazujmo
: dm dm . d ]
» = pkyy = LN Lpiyy |

dx™ dx™ dx™ | dx )

Primenom Leibniz-ove formule dobija se dalje

(Dk+1y) o x_dfl (Dky) +
dx™m dxm+1

“y).

Ako se pretpostavi da je relacija (1) tafna, tada je tatna i relacija

[ (Dk+’y)] =n1k+1[d," ] '
dxm x=0 dx™ | xo0

Prema tome, potpunom indukcijom dokazali smo formulu (1).

L4

67. Dokazati potpunom indukcijom, ili kojim drugim metodom, stav:
Ako je n prirodan broj i a>b>=0, tada je a">b".
Vazi i obrnuto: Ako je a>b>0, tada je {/a> 1/ b.

Primedba. Valja imati na umu da u realnoj analizi izraz ]/—a (a=0) oznalava nenegativnu
vrednost za n parno.

68. Dokazati formule:

Z: (— 1)k 1=1;(2:1_)r; kgl(_l)k+1]€3:_v_(4v+3)

69. Matemati¢kom indukcijom dokazati formulu

D"f(x)=e*csbcos(xsinb+n0) {f(x)=e*0cos(xsin0)}.

70. Matemati¢kom indukcijom ili kojim drugim nadinom dokazati formule:

1
2n+1 N
" x?ldx  Q2ml! (n=0,1,2,...),
(1_x2)l/2 Q2n+ D

T xmdx m (2n- DU (n=1,2, 3 )
Ja- X 2 2 = g A=

71. Metodom matemati¢ke indukeije ili kojim drugim nadinom prove-
riti identitet
7 (k+2)3 4 1 1 1 1 |
Lo - R + 4 + La
&1 kk+4) l n+l 2m+2) 3(m+3) 4n+4d))
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72. lzraz
E(X)=a,x"1+a, X oo Fa, x4 ax
definiSe prirodan broj, ako su ispunjeni uslovi:
1° rie(k=1, 2,...,v) prim-brojevi;
2° ap=1/rp (k=1,2,...,v);
30 = 1 = Z g,

=1
4° x prirodan broj.
Dokaz. Za x=1 izraz E postaje
a,+asy+ - +ap+h.
Prema 3° poslednji izraz je 1. Dakle, tvrdenje je tatno za x=1.
Pretpostavimo da je tvrdenje taéno za x=n (n prirodan broj), pa posmatrajmo izraz
Em+D=ag n+1nsa,(ni1)2+ - vap(n+ v+ (n+ 1),
koji se moZe napisati u obliku
[a, W +a,nfe+ -+ ~aynfvi A

+ [a,+a,+ - day 1]

1 "V\ ry—1 Fy ry—2 ry
;;[(1)11 —r(z n S vy n].

Prema induktivnoj hipotezi i prema 3°, prva dva sabirka u ovom zbiru su prirodni
brojevi.

Vodedi racuna o uslovu 1°, zakljuuje se da su binomni koeficijenti
i
p=1, 2, vins Te—=1),
(s ) (s=1, re—1)

deljivi sa ry .
Prema tome, izrazi

P\ -1, i Frog AL . Fi ¥ s 4
(1)11 (2)11 | (rk—l)" (k=12 : +y'¥®)

deljivi su sa ry .
Na taj nacin, metodom matematiCke indukcije, dokazali smo navedeno tvrdenje.
Ovaj stav vazi i u slu¢aju kada je rp=1.

73. Ako je Sy = S k(k+1), sumirati

vl
k=1

n n n
Pk 1 3 2 H S v—1
oS N R L I e B BT we s et

k=1 k=1 k

=1

tj. izraziti S, eksplicitno pomoéu n i v.
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n
Resenje. 1. Sh=> k(k+1)
k=1

k
1

k% +
1

I
M=
.

NZE

= —én(n+ D@r+ D+ —nn+ 1)

= %n(n+ D (n+ 2).
1 n+2
si-2("3?).
Kako je

S=

n

st
1

M=

dobija s¢
s2_ sl . s!ys! L ot
n =SS +S3 -+ S,

i -2[(3)+(3)+ (3) s (3]
W (@) e ()= )

gde su m i a (mZ==a) prirodni brojevi, dobijamo
3 4 5 — D (e}
<3>"‘<3>+<3)+"'*‘< 3 )‘( i)

2 n+3
s2-2("3%).

odnosno

Primenjujuéi isti postupak, dobijamo
3 n+4 4 n+5
S"=2<5>, sp=2( 6).
Na osnovu izvedenih formula naslucujemo da izraz za S, treba da glasi
v _ n+v+1
@) si=2("t03"):

Primenom metoda matematitke indukcije ispitatemo da li formula (2) vaZi za svaki
prirodan broj v.
Pretpostaviéemo da formula (6) vaZi za proizvoljan prirodan broj v=p.

Prema definiciji je
n
p+1 P
Sttt SR
k=1

odnosno
SPHL —§P 4 SB 4 §B 4 v 4 SP

n n?

Pl _ p+2 p+3\ , (p+4\ , . [(n+p+1Y]
S "2[<p+2>+<17+2>" <p+2 TN pr2 )
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Na osnovu formule (1) dobija se

PES I n+p+2
sy -2 (15239,
Prema tome, dokazali smo da formula (2) vaZi za svaki prirodan broj v.
II. Podimo od identiteta

n

n 1 n
Sp= 2 kD= = D [k(k+ Dkt 2) = (k= Dk(k+ D]
k=1 k=1

1
=—nn+l)yn+2);
3'1( ) ( )

n

§2=> ?k(k +Dk+2) = 3-:121 Ltk + 1) (k+2)(k+3)— (k- Dk + 1)k + 2)]

‘

4—)1()1 + D (n+ 2)(n - 3),

w

tako da moZemo naslutiti da je uopste

n
2
1’ Ry S e = )@ +2) - (n v D).
(1) "?:M P B )
Ovo ¢emo dokazati metodom matematicke indukcije.

Pretpostaviéemo da je obrazac (1”) tatan za v=p.

Posto je

n

2 2
sPH N 5P — =kt 1)y (k+p+1)
" /;l y kz::l(l“rz)!

i kako je

D k(ke+1) - (ktp+1) —— > [ktk+1) - (k+p+2)—(k—Dk -+ (k+p+ D]
k=1 P+3i2
1
= —nn+1)(n+2) --(p+n+2),
p+3

dobi¢emo

SP’H -

i (p+ 3!

nn+1D)(n+2)---(p+n+2).
Ovim je dokazana formula (1%).
Primedba. Prvo refenje je Nade Jankovié, a drugo Kovine MiloSevié.
Generalizacija. Odrediti sumacionu formulu za
n
S=> 85 =234
k=1

u sludaju kada je

Sy > k(k+ 1)y (k+2) - (k+m).
k=1
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74. Dokazati stav: Ako je n nula ili prirodan broj, tada je broj

_5—1/“5_(1—1/'3)" 5+1f§<1+1/§)"
A="Tp 3 T St

prirodan.

Dokaz. Posmatrajmo zbir

5-V (1—L/§)"—‘ 5+15 (1+1/“5)"—‘
10 2 ] T 2
5-)5

(1 . l/_S)"_2 5+)5 (1 0 1/—5)"‘2
o ¢ B4 '

2 10 2

wl

An—-l 1 An——‘l'

+

Podesnim grupisanjem sabiraka dobija se:

5-Ys3 —1/_5(1 £ ;/_5)"—2 54353415 (1 4 1/‘5)"—2_

o= 10 2 2 10 2 2

3-Vs (I—V"S2 3+V_5_(1+V3)2
2 2 _— 2 3
dobija se
() Ay g+ Ay_o=An.
Za n=0 1 n=1 imamo respektivno: 4;=1, A, =1.

Pretpostavimo da je broj A4, prirodan kada je n=k~11i n=k-2 (k prirodan. broj >2).
Tada je, na osnovu relacije (1) i 4x prirodan broj.

A, je prirodan broj, jer su takvi brojevi 4y i 4,. Broj A4, je prirodan, buduéi da su 4;
i A, prirodni brojevi, itd.
Napomena. Brojevi
oAy s Ay e s LR B
¢ine Fibonacci-ev niz.
75. Dat je skup prirodnih brojeva N ={1,2, ..., n}. Obrazovati pod-

skupove N,.(2<r) skupa N od kojih svaki sadrZi r brojeva skupa N medu
kojima nema dva konsekutivna broja. Koliko ima podskupova N,?

Rezultat. Parcijalni skupovi N, su:
{1,3}, {24}, ...,{n=2, n}.
{1,4}, { 2,5\,

{,n—-1}, {2,n},
{1,n}.
Njihov broj je
Ny=1+24 - £(n1=2), ti. (";1).
Podskupova N, ima ukupno

(E) <n—r+1>_

r

Izraz (E) dokazati potpunom indukcijom ili na koji drugi nadin.

n+1l
Primedba. Da li r mora zadovoljavati uslov r < [T]”
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76. Ako su n i r prirodni brojevi, broj
(1) ()} { nl ()
tako isto je prirodan broj.

Dokaz. Za n=1 izraz (1) ima nav i i
bt e S i (je) e avedenu osobinu (P). Pretpostavimo sada da je ta oso-

2 (kr)! J{ kY (r1yk )
prirodan.

Formirajmo izraz

{(k+1) r}t / (kr)! {(k+1)r}1

(k+ 1)l (rDk+1

(k) POk (k+ 1) () (kr)!
(kr+r)!

kUt (ke 1)
tkr+r—-1)!
= (kr)! (r ¥ l_)'
. (kr+r—])&r+r~2) oo (kr+ 1)
(r—D!

U brojitelju poslednjeg razlomka pojavljuje se proizvod r—1 wuzastopnih prirodnih

brojeva.
Budu¢i da je proizvod r—1 uzastopnih prirodnih brojeva deljiv sa (r—1)! {videti
problem 12 na str. 31 ovog Zbornika}, iz poslednje relacije sleduje

{tk+1)r}! NLk")!

_— = - N prirodan broj).
(k+ 1)1 (rhyk+1 k' (rhk B J
Prema tome, ako je osobina (P) istinita za n=k, ona je istinita i za n=k+1.

Indukcijom smo, dakle, dokazali istinitost osobine (P).
77. Prelazom od »n na n+ 1 dokazati identitet
tga tg2a+tg2atgldat .- +tg(n—1)a tgna=(tgna)/(tga)— n.

Uputstvo. Upotrebiti relaciju

atDa-19nd_;  gax0,

tg(n+1)a tgna=
tga

koja sleduje iz
g+ a-tgna
14tg(n+1)a tgna'

tga=tg[(n+1)a—na] =
78. Metodom matemati¢ke indukcije dokazati identitet
S (=D k=S 1@n+k).
k=1 k=1

79. Svaki prirodan broj #(> 1) moZe se pretstaviti kao proizvod prostih
brojeva (prim-brojeva).
Dokazati ovaj stav metodom matematitke indukcije.
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Dokaz. Pretpostavimo da stav vaZi za prirodne brojeve: n=2, 3, ..., k. Posmatrajmo
sada broj k+1.,Ako je k+1 prost broj, tada je stav u vaznosti. Ako je broj k+1 sloZen,
tada se on moZe pretstaviti kao proizvod bar od dva prirodna broja, recimo a i b od kojih
je svaki manji od k1.

Prema induktivnoj hipotezi, i broj a i broj b (a€{l, 2, ..., k}, bE{l, 2, ..., k})
mogu se pretstaviti kao proizvodi prim-brojeva, tj.

a=p,-ps - br, b=qy-qy " s (pi, qi prirodni brojevi).

Navedeni stav je taan za n=2.
Prema tome, stav je tafan za svako €{2, 3, 4, ...}.

Primedba. Da i je gornji stav ekvivalentan stavu:
Svaki prirodan broj ili je prost ili proizvod prostih brojeva?

80. Ispitati da li je tadna relacija

\5 (mod 6) (r neparno),

; 6N, +5) =
,E,( DR (mod 6) (r parno),
(N prirodni brojevi).

81. Funkcija 1+cos(2n—1)0 (n prirodan broj) ima kao faktor funk-
ciju 1+cos9.

¥ 2n-1 5
Resenje. Zadatak se svodi na to da dokazemo da je funkcija cos —2—0 deljiva sa
]
cos 5 kada je n prirodan broj.

C 2n-1
Za n=1 funkcija f(n, §)=cos —i—e deljiva je sa cos?.

2n-1 )
Pretpostavimo da je funkcija cos — -4 deljiva sa cos— za ncko n, pa fermirajmo
funkciju 2 2

§sinb.

2n-1 2n-1 2
£, n+1)=cos (7—2 -e+0)=cos;2—6cose—sm

Budu¢i da je sin deljivo sa cos % i uzimajudi u obzir induktivnu hipotezu, zakljutuje
se da je cos Z‘H;Ale deljivo sa cos% ako je to sludaj sa cos 22_—16
Ovim smo dokazali istinitost navedenog tvrdenja.
Primedba. Nule funkcije J+cose su:
) O~ k+ 1) (he=D, &1, &2 ..
Izraz 1 +cos(2n—1)6 za vrednost (1) postaje

IT+cos{(2k+1)(2n—1)0}.

Ovaj izraz ima vrednost mule, jer je (24 + 1) (2 n—1) neparan broj.

Polazeéi od navedene éinjcnice, zakljuCuje se takode da je 1+ cos 6 Faktor izraza

l+cos(2n—1)6 (n prirodan broj).
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8283
ko
82.. Ako je a,#0 i ako je z a,#0 za svako k€{1, 2, ..., n}, dokazati
r=0 \
identitet
p—I1 P n B
M Z{ /(2 ) (2 = (2 (@2 a)-
Resenje. Za n=1 je
a oy L

ay (@ tay) aplag+a)

Pretpostavimo da je relacija (1) tana za n=k, tj. da je
k p—1 p k k
@ 2 {al(2 o) (2 @)t = (2 o) 2 ar).
p=1 r=0 =0 r=1 r=0

ili u obliku f(k) =g (k), gde su f(k) i g (k) izrazi na levoj i desnoj strani relacije (2).

Tada je tatna i relacija

o (TS ) () )
caf(2 @) (2 )
AZ (3 w) ¢ wonfffan( 3 0) (3 )

Takode vaZi relacija

4 (Z a’)(Z ar>+a0akx — (Z a,><a0+z a,>+aoa,‘+l
» <rjla,><z ar> <+ “oz ar + Ayj4q = <,Z a,><£ ar> 4 aogl ay
-2 0@

Na osnovu (4) relacija (3) postaje

S {anl(5 ) (S o= (3, ) (S o)fon (3 ) (3 )

k+1 k+1

@1 a,> /(ao Zo a,> ;

Poslednja relacija kazuje da iz hipoteze f (k)= g (k) sleduje f(k+1)=gk+1)
Prema tome, matematickom indukcijom smo pokazali da je identitet (1) u vaZnosti za

svaki prirodan broj a.

83. Dokazati identitet

) o .
= 37sin— — sin0.

Wil 0
1 \ r—1 o3 3__‘ L
@3] Z / sin ~ =

15 D. S. Mitrinovié: ZBORNIK I
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Dokaz. Za n=1 relacija (1) je tatna, jer je
4sin31:~t 35ini —sing.
3 3

Ovo sleduje iz formule

(2) sin3a=3sina—4sinda.

Pretpostavimo _sada da je relacija (1) tatna za n=*k, tj. da je
' k
6 9
\ —lgin®— = 3ksin -— —
3) 4 2—:1 ¥ sint o = 3ksin 7 —sin0.

Iz (3) izlazi

k+15 0} ’ 9
w1 gie8 o et f O ginl ae - I . 3k sip?
4) 42 (3r sin 3| H(B sin = sm0)+4 3k sin’

r=1

3k+1

5

0 0
z3k(sin—+4sin3 )—sine.
3k k41

Na osnovu (2) je

0 ]
o oy =
sin = + 4sin — 3 sin F——

Stoga zakljuCujemo :
Ako je relacija (1) talna za n=k, ona je tatna i za n=k+1.
Prema tome, matematitkom indukcijom dokazali smo tagnost relacije (I).

84. Prouditi niz
. /— P —
{s.}, gde je s, =V2, Spp1=12+Vs,.
Resenje. Pretpostavi li se da je sp < 2, sleduje
s =V2+ Vs <V2¥2=2,

tj. 5k+1<2 ako je sp <2 Buduéi da je s, = l/2<2 zakljuCuje se da je s, <2 za svako
n€{l,2
Prema tome, niz {s,,} je ograniéen S gornje strane.
Kako je s,> s, i 57, — 52 = Vsk ~ Vs, iz hipoteze sx > s¢—; sleduje sg+ > si.
Prema tome, niz {s,} je monotono rastudi. Odavde sleduje s,,——>s<2

. s nalazimo iz relacije s—l 2+ l/s odakle sleduje
=?{[(79+3V2_4“9)/2]1/3+[(79—31/52@)/2]1/3—1}.

Citalac ée detaljno izvesti potrebna izratunavanja i odrediti s na dve taéne decimale.

85. Ako je ay=0, os=1 i a,,—2a,+a,_,=2 (n>=1), tada je a,=n
Dokazati ovo metodom matematitke indukcije.

86. Prva diferencija funkcije f(x) oznatava se sa Af(x) i definiSe na
sledeéi nacin

(1) Afx)=f(x+1)-f(x)

{funkcije f(x) i f(x4 1) definisane su za svako x}.
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Diferencija reda k definiSe se pomocéu formule
Mef)=A{M ()} {k=2,3,...; A (X)=f(x)}.

Polaze¢i od navedenih definicija, metodom matemati¢ke indukcije doka-
zati formulu:

@  MfE@=fn—())f Gra—1)+(5)fx+n—2)
2 ve (= I

Dokaz. Pretpostavimo da je formula (2) tatna za induktivnu promenljivu n, pa pola-
2eéi od (2), formirajmo

3) Aanrfy=Af(x+n) = () Afx+n=1) + () Af(x+n-2)
= (D)D) A S
vodeéi ratuna o tome da za operator A vaZe relacije
A(f+g)=Af+Ag, AfN)=kAf,
gde je k konstanta, a f i g funkcije definisane za svako x. Relacija (3) prema (1) postaje
AManfey={f(x+n+D—f(x+M}- () {fE+m—fx+n-1)}
+(D) U @+rn—1=fx+n=2}— - +(=D"(1) {fx+ D= f(0)}.
Posle podesnog grupisanja ¢lanova na desnoj strani poslednje re'acije dobija se
afarf@y=reen+D={@)+ ()} rxem+{()+(§) }fx+n-1)— -
() () e n s o (=13 (2) 769
Uzimajuéi u obzir formulu
() + Gh)=CGH)»
poslednja relacija postaje
) aarfy=fxrne =T fxrm+ (3 fxen-1
— e (R (D Fe =)+ -+ (- (B 1 ).

Ako je tatna formula (2), tada je tana i formula (4).
Formula (2) je tatna za n=1.
Prema tome, formula (2) je tatna za svako n€{1,2,3,...}.

87. Date su matrice:

aitoe Tl
A =11, A2=[ . Ag=ilo -1 2|,
0 —1 .
| S
oot L
| =

\(l)“i;_; 1 <f 3 -4 d
A4~‘ = = A5=‘0 O 1 ‘—‘3 6 >
R | \o Gy =4 4

AL Ll ||0 R

15*
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Odrediti matrice 4%, 4,2, 4;%, 42, 45*, ... 1 utvrditi da li one imaju
osobinu:

(4:)"=E  (E jedinitna matrica, r prirodan broj),
gde su elementi a; matrice 4, definisani relacijama:
ay=(—1y=2(21) (i<)),
={={p" (i=)),
=0 (i>])).

88. Ispitati metodom matemati¢ke indukcije da li je tac¢na relacija

k+1 —k .
A*S k prirodan broj),
o] e i)
gde je A matrica
2 -1 1
1 0"

89. Dokazati formulu

/2
6] W Scos"x cos nx dx=mx/2""1 (n prirodan broj)
- :
primenom metoda matematitke indukcije.
Resenje. Za n=1 integral J, postaje

/2 I‘rr/z
13
Ji= s‘ cos2xdx:;j‘ (I +cos 2 x)dx = TR
0" 0

Dakle, formula (1) je taéna za n=1. Pretpostavimo sada da je formula (1) ta¢na za
n=k, tj. da je

/2
@) Ji= 5' cOosk x oS kx dx =/2k+1,
0

Integral Ji 4, moZe se napisati u obliku

/2. T2
3) T = .Y cosk+1x cos (k+ 1) xdx = 5. cosk x cos (k+ 1) x cos x dx
0 0
/2
= % S cosk x {cos (k +2) x +cos kx} dx
0
/2 /2

1 » 1
S S cosk x cos (k+2) xdx + = 5‘ cosk x cos kx dx .
0 0
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91

Diferencijal cosk x cos (k +2) x dx moZe se ovako transformisati:

cosk x cos (k +2) x dx = cosk x {cos (k + 1) x cos x —sin (k + 1) x sin x} dx

1 ¥ 1 1 =
= -—— coskt+tlxd (sink+1x)+——sink+1 xd (cosk+1 x
k+1 ! e ¢ )

1 ey
=-—-—d(sink+1 xcosk+1x).
k+1

1z formule (3), vodeéi rauna o induktivnoj hipotezi (2), sleduje

1 X fadeT 3 w2 9 T
— ——sink+ 1 x cos 5 S e
2k+1 0 2 2k+1

Jrt+1 =

Jitr = mj2HE,

Prema tome, formula (1) zaista je tatna.
Primetimo da formula (1) vaZi i za n=0.

Napred navedeni dokaz formule (1) pomocu indukcije dao je Aleksandar Pulejié, stu- =
dent II godine Elektrotehnickog fakulteta Univerziteta u Beogradu, $kolske 1954/55 godine.

90. Metodom matemati¢ke indukcije dokazati formulu

5= [ Fo g,
0

gde je

AR =[hama ©=-2,3,4, ..,
0

=j‘f(t)dt (v=1).
0

Primedba. Kakve uslove treba da zadovoljava funkcija f(x) da bi navedena formula
imala smisla?

91. Dokazati formule:

X

d" (sinx 1 . n+1
(1) — (—-) = —— | y*sin (y == yr) dy,

dx"\ x L ; 2

0

d" {1— cos x) 1 : !
2 = ( "sm(w— -q|dy.
( ) dx". x ) xn+1.[y ) 2 )

0

Resenje. Pretpostavimo da je formula (1) tatna za n=k —1, tj.

k )d
T .
2 y

X

= dk—=1 fsinx\ 1 e
g e e de ) Ll s

0
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Diferenciranjem po x dobija se

X
d¥ foinx = i k-1 sj k:rd —1gsin x+k‘r
4) m_)z—xkﬂ yk=1sin y+—2— Iy +x =
0

x
Ako je
x x
k . k 1 . Yy 1 ) k+1
5) _xk+15‘yk*1sm(y+?:r)dy+;sm(x+?:r)=xk+l‘s‘yksm(y+7ﬂ)dy,
0 0

ada iz hipoteze da je formula (1) talna za n=k —1 sleduje da je ona talna za n=*k.

Parcijalnom integracijom dobija se

xkl_ k P xk k_( 1 L k J
=45 -7 =—==Sl | IEE——n"F==— CcOoS i Pty d
PRV T8 L
0 0

Ako se ovo smeni u (5) i buduéi da je
s( + : :r) i ( +k+1
co — x| = sin =T
s e

konstatuje se da je (5) zaista identitet.
Formula (1) vazi za n=1.
Prema tome, indukcijom smo dokazali njeno vaZenje za svako n€{1,2,3, ...}.

Citalac ¢e dokazati formulu (2).

92. Dokazati relacije:

_d_" (sinx 1
dxn x)

< *
Tn+l
Uputstvo. Poéi od relacija koje su dokazane u prethodnom zadatku.

Bl
Tazid

dn (l = cosx)

dx"

X

93. Dat je niz
BT N
x1=VM, x,,+1=VM"_,
a+1 a+1

gde je 0<x,<b i a>0 (a, b, x, dati).
Dokazati da ovaj niz monotono raste i da je ograniCen. Odrediti lim x,,,.

Resenje. Ispitajmo da li je -
Xo< Xy, tji. xo<[(ab®+ xp?)/(a+1)]Vz.
Pretpostavimo li da je taéno
xo2>[(ab?+ xo®)/(a+ 1)]V2,
posle kvadriranja dobija se
(a+1)x2=ab*+ x¢%, ti. ax,®Z>ab?.
X2 = b? (jer je a>0).

Ovo je u kontradikciji sa datom relacijom x,<<b, pa je zaista xo < x,.
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Pretpostavimo sada da je za neko n
Kol =y (induktivna hipoteza).
2 2 2 2
ab*+x, ; ab"+x;

=

a+1 I a+1

ab®+ %t Lo Vab2 3 x,zl
2 Y
a+1 a+1

Xp <Xp+4q-

Ovim smo metodom matematit¢ke indukcije dokazali da niz

Xgs X153 Xgy « ooy Xy Xptys -
monotono raste.

Pokazaéemo sada da je
X, <b (n=1,2,3,...).
Za n=1 ovo je tatno, jer je zaista
ab? + x,* f
—a+—1~<b2, t). xo% < b? (prema tekstu zadatka).

Ako za neko n vaZi relacija x, <b, tada vaZi i relacija

ab+ x,*  ab®+ b?
&

3

a+1 a+1
odnosno x,4+, <b.
Ovim smo zavr§ili induktivni dokaz.
Dokazali smo da je zaista

Xn<<b  (m=1,2,3,...).

Dati niz monotono raste i ograni¢en je s gornje strane. Prema tome, on ima grani¢nu
vrednost.

Da bismo odredili grani¢nu vrednost, posmatrajmo relacije
x2(@+ 1) =ab®+ x42,
X2 (a+ 1) =ab?+ x,2,

Xg2 (@a+1)=ab®+ x,?,

Xk, (a4 D)=ab®+ x,°.

Posle mnoZenja druge relacije sa a+1, trede sa (a+1)%, ..., poslednje sa (@ +1)" i sabi-
ranja odgovarajuéih strana ovih relacija, dobija se
X2y @+ Y+ l=x2+ab? [1+(@+ D+ @+ 1)+ - +(@+1)"]
(a +1)1+1-1
= x>+ ab? -—————
(a+1)—1

Xt 4+ b2 [(@+ 1y —1].
b — x4

TR Y o
Xn41 b (a+])n+1'
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Kako je a> 0, bie
@+ )"+ e (n—c0).
Prema tome dobijamo

Xyt —>b (n— o).
94. 1° Dokazati Bernoulli-evu nejednakost

¢)) (A+a)y'>1+na (a>-1, a#0; n=2,3,4, ...).

2° Polaze¢i od Bernoulli-eve nejednakosti, dokazati nejednakost

B—1

(2) BUm 1 -+ @>0; m=1,2,3,...).

3° Na osnovu (2) dokazati relaciju
(m—=1a+b

3) (a1 Bytim * (@>0, b>0).
Ht

4° Primenom relacije (3) dokazati nejednakost

— @t @+ - ta
(4) Vala2 ° an< L 2 L
n
(n=1,2,3, ...; a,a, ..., a, pozitivni brojevi).

_ Dokaz. 1° Za n=2 relacija (1) je tana za svako a#0. Pretpostavimo li da je rela-
cija (1) tatna za neko n, tada je ta¢na i relacija

) +a)"(l+a)>(+na)y(l+a)y=1+(@n+1)a+na®,
jer je a+1>0 (po pretpostavci).
Iz nejednakosti (5) sleduje
(l+a)y't1>1+(m+1)a.
Ovim je induktivni dokaz Bernoulli-eve nejednakosti zavrien.

Ako je n~1 ili ako je a=0, nejednakost (1) pretvara se u jednakost.

Prema tome, vaZi nejednakost

(6) (1+a)">1+na (a>~-1;n=1,2,3, ...).
2° Prema nejednakosti (6) bice
—I1\m ~1
@) (I+L) ZH—mB =8,
m m

ako je B—1)/m> —-1im=1,2,3, ..., tj. ako je
B>1-m i m=1,2,3, ...
Ovi uslovi bie uvek ispunjeni kada je
>0 i m=1,2,3, ...
Iz relacije (7) sleduje

-1

m

1+ =pym

Ovim je dokazana relacija (2).
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3° PomnoZimo li levu i desnu stranu nejednakosti (2) pozitivnim brojem «, dobija se
-1
@ pim<a+oa-—.
m
Stavimo li sada «af =b, poslednja relacija postaje
b—a a(m-1)+b

@1 hHim< gy —= —.
m m

Ovim smo dokazali nejednakost (3).

4° Nejednakost (4) je talna za n=2, pa pretpostavimo da je tatna za neko n, tj. induk-
tivna hipoteza je

1 n
) a<—A {a=V aya, -+ a,, A=a,+a,+ -+ +a,}.

n

Na osnovu (3) vazi
1

T AR+ Qg
(a® ”n+1)"+l < e Ty b

n+l
Vodeéi racuna o induktivnoj hipotezi (8), poslednja relacija postaje

1
A+ayyy, (@ +ay+ -+ +ap)+apt,

n+1
(@a, - a,a,))"" " <
n+1 n+1

Ovim je zavrSen dokaz vaZne nejednakosti (4).
95. Ako su n i r prirodni brojevi, a g(x) dovoljno puta diferencijabilna
funkcija, dokazati formulu
(1) (x—a)y D" [(x—a)"g ()] =D"[(x~a)"*" D" g(x)].
Dokaz. Pretpostavimo da je ova formula tatna za n=k i uvedimo skracenice
(x—af+rDg()=h(x); DFHr[(x-a)f g (x)]=H(x).
Tada moZemo pisati
Dk+1[(x —a)k+r+1 D7 g (x)) = Dk+1[(x —a) h (x)].
Primenom Leibniz-ove formule dobija se
Dk+1[(x —a) h(x)] = (x —a) Dk+! b (x) + (k + 1) D¥ h (x).
Uzimajuéi u obzir induktivnu hipotezu
(2) (x—a) H(x)= Dk h(x),
poslednja relacija postaje
Dk+1(x —a)yh(x)] =(x—-a) D [(x—a) H(x)]+ (k+1)(x—a) H (x)
=(k+r+1)(x—a) H(x)+(x —a)+! DH (x).
Posmatrajmo sada izraz

(x—a)r DE+r+l [(x —a)k+1 g ()],
odnosno
(x—a)y Dk+rtl[(x—a) - (x—a)k g (x)].
Primenom Leibniz-ove formule dobija se

(x—a)y D{(x—a) H(x)+ (k+r) Dk+r—1[(x —a)* g (X)]},
odnosno
(x—ayT'DH (x)+(k+r+1)(x—a) H(x).
Prema tome, pokazali smo da je formula (1) tatna za n=k+1, ako je talna za n=k.
Kako je povrh toga formula (1) tana za n=0, induktivni dokaz je zavrien.
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96. Ako je n prirodan broj i ako je |x|#1, tada vaZi relacija

x X2 xt ° x2 ! 1 x-x¥
= 4a L = .
i T g R g —£% —g d=p

Metodom indukcije dokazati ovu relaciju.

97. Metodom indukcije dokazati relaciju

(D+2(5)+3(5)+ - «r(§)=k-2e-1

(k prirodan broj).

98. Ostatak koji se dobija pri deljenju polinoma P(x) sa x—x, jednak
je P (xo)- v

Dokazati ovaj stav (Bézout-ov stav) metodom matematicke indukcije.

99. Indukcijom ili kojim drugim nadinom dokazati relaciju
{(RP—n+1}+{(M2—n+ 1)+ 2} +{(n®—n+1)+4)} +
+{(—n+1)+2(@m—1)} =nd.

100. Dokazati da n pravih, koje leze u ravni, dele ovu ravan na oblasti,
koje je moguéno prevuéi belom i crnom bojom, tako da sve susedne oblasti
(tj. oblasti koje imaju zajednicki otseCak prave) budu prevuéene razli¢itim
bojama.

Primedba. Ovaj problem je uzet iz &lanka: C. H. 3emeas: Memod mamemamuueckoii
uROyKyuu u 2eomempuyeckue nocmpoenus (M3 oneima npenooasanun mamemamuxu 6 VIII—X
Kkaaccax cpedueli wroabr — COOpHMK cTaT(# mnopn pcaaxuuent 1. B, Cmpamusoséa, Mocksa,
Vuanearus, 1955).

U ovom interesantnom ¢&lanku naveden je niz problema iz primene metoda matema-
ticke indukcije na geometriske konstrukcije,



PROBLEMI IZ RAZNIH OBLASTI
1. Pokazati da se izraz
sin x
- a#*b, x+%a,b
sin (x —a) sin (x — b) ( !
moZe napisati u obliku

sin (x—a) sin (x—b)
gde su 4 i B nezavisni od x.

Pro§iriti ovaj rezultat na izraz

P 5 sin? x
sin (x = a) sin (x— b) sin (x—¢) ’
gde je (b—c)(c—a)(a—b)#01 x+#a,b,c.

Kakva bi se dalja generalizacija mogla dati?

ReSenje. Pretpostavimo i da postoji -identitet

sin x LTy A B
sin (x—a)sin (x—5b) sin(x —a) sin(x — b)’
tada je
__ Sina B=___€inb !
sin (@ — b) sin (b — a)
Pokazademo sada da zaista vaZi identitet
sin a X sinéi
sin (a — b) sin (b - a) _ sin x
sin (x—a)

sin (x—b)  sin (x—a) sin (x - b)

Izraz na levoj strani moZe se svesti na oblik

sin @ sin (x—b) —sin b sin (x-a)
sin (x —a) sin (x —b) sin (a —b)

Ako se izraz u brojitelju razvije, dobija se

- sin x sin (a - b)

sin x

sin (x;a) sin (x — b) sin (a ‘l;) 2 ;;(x —a)sin (x—b) !
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Na sli¢an nadin, polaze¢i od pretpostavke

a sin? x L A . B _" C
sin (x —a) sin (x—b) sin (x—¢) sin(x —a) sin{x—b) sin(x —¢)’
dobijamo
= A )
o sin?a : B sin? b , __ sin’c .
sin (a — b) sin (a —c¢) sin (b —a) sin (b—c¢) sin (¢ — b) sin (c—a)

Sada bi trebalo pokazati da je izraz na desnoj strani u (1), za nadene vrednosti 4, B, C,
zaista jednak izrazu na levoj strani.

n
2. Ispitati da li se (sinx)"1/{[] sin(x—a,)} moZe napisati u obliku:

v=1
Baci o A
sin(x—a;) sin (x—a,) sin (x —a,)
Resenje. Dokazacdemo identitet
n n
) sin"1x [ [1sin (x—a) = > Ay [sin (x—ay),
y=1 v=1

gde je

n
Ay=sin"—1 ay/r] sin(ay—a;) (x#av+kn, ay—aj#ka za v#+i).
i=1

I#£V
Formula je tatna za n=2. Da bismo ovo pokazali, podimo od relacije

sin x A B
X = =

sin (x —a;)sin (x —a,) sin(x-a,) sin(x-—a,)

sin x = A sin (x—a,) + B sin (x —a,) = (A4 cos a, + B cos a,) sin x
—(A sin g, + B sin a;) cos x.
Acosay+Bcosa;=1, Asina,+ Bsina,=0.
A=sina,/sin (a;—a,), B=sina,/sin(a,~a,).
Pretpostavimo sada da je razlaganje (1) moguéno za n=k, odnosno da je

k k
) sinf—1 x / [1sin (x—ay) = Z Ay/sin (x—ay).

ve=1 v=1

Posle mnoZenja sa sin x/sin (x —ay+,), iz (2) se dobija

k+1 k
sink x/ Msin (x-ay) = z Ay sin x/ [sin (x —av) sin (x—ag4-1)].
v=1 V=1

No, svaki sabirak na desnoj strani moZemo napisati kao zbir dva sabirka oblika:
Ay [sin (x —ay)+ A} [sin(x ~ax+y). Utinimo li to, dobijamo:

k+1 k K
sink x [[sin (x—ay) = > 4 [sin (x—an) + (> A%, ) /sin (x—aky).
v=1 v=1 v=1
! k
Stavimo li 4, , = z A,‘;_H, imademo
v=1

k+1 k+1
sin"x/rlsin (x—ay) = Z A, /sin (x —ay).
ye=1 v=1
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Na taj natin smo dokazali da za proizvoljno n postoji relacija (1). Ostaje jo§ da se
izratunaju koeficijenti Ay.

Kako je
infi—1
S TR e
L~ &
[n sin (x—a,-)] [Z Ay /sin (x —ay) ]
v=1 v=1
bide
ini—1
lim NEE e ko NN T
x*ak

n n
[I_I sin (x —ay) | [Z Ay/sin (x—ay) ]
y=1 v=1

ako postoji navedena grani¢na vrednost.
Grani¢na vrednost koja se javlja na levoj strani poslednje relacije iznosi

sin"—1 gy,

s

n

Ag [ sin (ar —ay)
y=1
> vEk
pa je stoga

sin—1 a,

Ax~=—
n
Msin(a; —av)

v=
v#Ek
Ovaj interesantan dokaz dao je D. Dokovié.

Primedba. N. A. Kolmogorov, refavaju¢i jedan problem grometrije, takode je izveo
formulu (1). Algcbarski dokaz koji je napred naveden, ima pr:imuéstvo nad geometriskim
dokazom Kolmogorova. Dokoviéev dokaz je kracéi i podesniji za unoSenje u literaturu.

Formula (1) je interesantna po tome §to je ona analogna formuli za razlaganje racio-
nalne funkcije na parcijalne razlomke.

Literatura:

1° H. A. Koauozopos: Ceoiicmea cucmem MOYEK, ACKAWUX NA -NPAMON AUHUU, HA OKPYK-
Hocmu u na paswocmopornei 2unepdoae (Yuenwie 3zanucku, PaxkynbreT OH3MKO-MaTeMaTHye-
ckui, KMpoBCKUif rocyNapcTBEHHBIH NegarornueCKuit MHCTUTYT MM. B. #. Jenuna, Bbin. 7,
1953, ctp. 15—28).

2° Mathematical Reviews, vol. 17, 1956, p. 997 (referat N. Court-a o navedenom Clanku
Kolmogorova).

3. Proveriti identitete:

Sin x cos x : sina cos a "

sin (x—a) sin (x— b) sin (x —¢) < sin (x—a) sin (a— b) sin (a—c)
sin x sin a cos (x —a)

sTn}x~a) sin (x— b) sin (;—75 " “sin (x—a)sin(a—b) sin‘(a —7) .

4. Ispitati da li se funkcija
S (x)=(sinx)/{sin (x—a) sin (x— b) sin (x —c)}
(a#b#c+#a)
moZe razloZiti u zbir od tri sabirka oblika
Alsin (x—a), B/sin(x—b), C/sin(x~¢),

gde su 4, B, C nezavisni od x.
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Ako je ovo moguéno, odrediti funkciju [f(x)dx, gde je f(x) ranije defi-
nisana funkcija.
Da li se dobijeni rezultati mogu primeniti na opstiji slu¢aj -
n

F(x)=(sinx)=?/ [ {sin(x~a)} (n>3)?
k=1

5. Posmatrati u ravni » pravih od kojih nikoje dve nisu paralelne, a nikoje
tri ne prolaze kroz istu ta&ku.

Odrediti broj poligonalnih oblasti, konaénih ili beskonaénih, na koje je
ova ravan izdeljena.

Refenje. Od datih pravih uolimo k-1 (2<Ck<n) pravih i oznalimo sa s;_, broj
njihovih preseka. Ako sada uzmemo jo§ jednu pravu, tada je broj preseka

(I) Sk=Sk_1+k—1,
jer ta prava seCe k —1 uolenih pravih u k-1 tacaka.
Stavljajuéi u (1) redom k=2, 3, ... ,n, dobija se skup jednalina:
(2) So=85+1,  Sy=5,+2, ... ,Sp=58p_+n—1.

Kszko je s5,=0, iz (2) slecuje

. sp=1+2+---+(n=-1)=n(n-1)/2.
Prema tome, n pravih koj: imaju navedenu osobinu scku se u (g) tacaka.
Posmatrajmo opet k—1 (1<{k<Cn) pravih i oznzéimo sa Sy, broj oblasti na koje je

podelj:na data ravan. Uzmimo jo§ j:dnu pravu. Ona se¢e sve uolene prave u k-1 tataka
i na taj nadin se dobija £ novih oblasti. Stoga postoji sledeca rckurentna relacija:

3) Sk=Sp—1+k.
Ako se ovde stavlja k=1, 2, ... ,n, dobija se
4) Si=Se+1, S,=8,+2, ... ,5 =S, +n.

Buduéi da je Sy=1, iz (4) izlazi

S,,,_-H,(l+2+...+,,)=<”42rl)+1_

6. 1° Pokazati da je funkcija
(1) f(x, x)=F(x;+x) £ {G(x))—G(x,)} (FiG ncprekidne funkcije)
reSenje funkcionalne jednadine.
(2) S Gops xp 4 x5) +f (o + x5, X))+ {f (Xg5 X+ %)+ (X5 + Xy, X))
—2{f (x3, X+ %) +f (X, + Xy, X3)} =0.
2° Pokazati da je funkcija
3) £y %)= F (5 %)+ G () + G (x,)
reSenje funkcionalne jednadine
@) A{S oy, xy+x5) —f (% + Xa, X))+ B{f (%55 X3+ %) —f (% + %y, X,)}
+ C{f (x3, X1+ %) = (X1 + Xy, X5)} =0
(4, B, C ma kakve konstante). \

Primedba. Ostaje otvoreno pitanje da li jednadina (2), odnosno (4), ima i drugih reSenja
osim (1), odnosno (3).
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7. U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu Oxy date su talke

Po(xe, ) (k=1,2, ... ,n).

Odrediti tatku P, (xo, Vo) tako da zb1r kvadrata otstojanja od tatke P, do
tataka P, bude $to manji.

8. Diskutovati broj realnih reSenja jednacine
(E) thx=ax
prema raznim vrednostima parametra a.
Jednagina (E) za a=1 ima reSenje x-=0. Odrediti red nule x=0 funkcije
th x—x.
9. Eliminisati parametre 6 i ¢ iz relacija
xcosO+ysin0=2a, xcose-+ysino=2a,
sin (8/2) sin (¢/2) = 1/2.
Proveriti da li je relacija y*=4a%—4ax rezultat eliminacije.
10. Izvesti formulu

C tgx — C,,tg3x+C g x— -

tgnx= {n prirodan broj; =)
I—Cntg X + C”tg K W

Resenje. Polazzéi od Moivre-ove formuls

(cos x + 7 sin x)" = cos ax + i sin nx,
dobija se:

b7 1o n = .
cosnxEcos"x~<2’>cos"—2xsm~x+<4>cos" dxsintx—---,
i —(n n—1 s i h =8 Y i3 n M—5 weinb
sinnx={ Jcos xsinx —{ 3 )cos xsin® x+( 5 )cos XS HTP D=t

1z poslednjih relacija sleduje

1 3 500
C"tgx—C,,tg3x+CntE5x—---

tg nx =
I—Crzltgzx+C:tg‘x—---
Tako je, na primer,
t =" 3 5 o= 3 5
e 5 gx—10tgd x+tgdx ’ % A 6tgx—-20tgd x+6tgdx
1-10tg2x+5tgtx 1-15tg2x+15tgt x—tgbx

11. Svaku stranu trougla ABC podeliti na tri jednaka dela i oznagiti
deone tacke sa:

A; 1 A, na strani BC; B; i B, na strani AC; C; i C, na strani 4B.

Talke su rasporedene po sledeéem redu: 4, C;, C,, B, 4,, A,, C, By, B,, 4.

Prave C, C, 4, A i B, B ograniavaju trougao T;.

Prave C, C, A, A i B, B ograni¢avaju trougao T,.

1° Ispitati, metodom koordinata, da li su veli¢ine povrSina ovih trouglova
jednake.

2° Odrediti razmere: area N\ ABC/area AT, i area A ABC/area A T,.
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12. Dokazati
1+itgh\" 14+itgnb

1 (o mt
1—itgh

*l—itgn()
{9;&(2k+ 1)1;—; ® realno; » prirodan broj; k=0, + 1, + 2, }

14+itg0 _ cosO+isinb

Resenje. = (cos 0+ isin§)2;

l—itge_cose—isine

1+itgo\” .. .
(L&_ = (cos 0 +isind)2P=cos2nd+isin2nb;
1-itgd

1+itgnd - ; e
——————=(cos nb +isinnf)?=cos 2 nO+isin2 nb.
1-itgnd

Ovim smo verifikovali identitet (1).

Generalizacija. Da li gornji identitet ostaje u vaZnosti ako je » ma kakav: 1° racionalan
broj, 2° realan broj?

13. 1° Polazeéi od relacija

(R) sinb+singp=a, cosO+cosgp=>0,
dobija se
e
2 2 a+ b +2b

Dokazati ovo i izvesti analogni rezultat za hiperboli¢ne funkcije.
2° Uzimajuéi kao polaznu tacku iste relacije (R), odrediti

cos (B+¢), sin(6+9).
Resenje. 1°

v B 17 o . b+ . O+o
sin— sin-— sin 2sin
6 o 2 2
tg—4+tg— + = = I
2 2 0 1) G 10} 0+ 06—
COS—— €OS—— COS——COS— COS +cos——
2 2 2 2

Umesto sinf+sing=a, cos®+cose=>5, moZe se pisati:

. 0 s 04« s
2 sin i cos gi =a, 2 cos .. cos i =b,
=
odakle se dobija
(] i =
gt @ O RN gy e
2 b 2 at + b
Dalje je
cose__£=a ) Sineip 5 Cosm= zcosm =£Sin9+—<p.
2 2 2 2 ca 2
6+ ¢ 0+
2 sin ~ 2 4 asin? 4
Izraz postaje —0———
0+ 6 - i +©
cos ~—?+cos —2—@ 2 b sin? - +a®
1 najzad
] 1) 4a
tg— + tg—= .
2 2 @+ b*+2b

Ova formula nema smisla ako je a2 +5%+256=0.
Na analogan naéin dolazi se do formule za hiperboli¢ne funkcije.
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14. Jedna tetiva nekog kruga ima osobinu da deli pripadajuéi joj sektor
na dva dela jednakih povrSina. Koliki je centralni ugao koji odgovara toj tetivi?

Rezultar. 108° 36" 147,

15. 1. Neka su: Il jedna ravan, O jedna tatka ravni i L, (k=1,2,..., %)
konadan niz pravih koje prolaze kroz tacku O i leze u ravni II.

Necka je E. - {S,{ S,f, ... Sik}y skup od n, tadaka prave L, gde O ne
pripada skupu Ej.

a) Koliko ima trouglova Cija temena pripadaju skupu:

1° B UHgy 20 BruBagBy: 30 EiUEs e B

b) Koliko ima trouglova &ija su temena: tatka O i dve druge tatke koje
pripadaju dvama razliitim E,.

II. Neka su L, (k=1, 2, ... ,s) s pravih koje prolaze kroz tatku O, tako
da nikoje tri nisu komplanarne.

a) Ako E, ima isto znaCenje kao u I delu ovog problema, odrediti kardi-
nalni broj skupa tetraedara &ija temena pripadaju skupu:

1%, B WEUEs; 20 EBUEW: ~LE (s='4).

b) Koliko ima tetracdara &ija su temena: tatka O i tri tatke koje pripa-
daju trima razlid¢itim E.?

ITI. Generalisati pitanja za prostor od N (>>4) dimenzija.

16. U prostoru je dato n(>4) talaka pod uslovom da nikoje C¢etiri ne
leZe u jednoj ravni. Ako se od ovih taaka uzmu po tri one odreduju N ravni.

Da li postoji takvo n da broj pravih koje se dobijaju medusobnim prese-
kom tih N ravni bude jednak broju pravih koje su odredene sa po dve od
datih tadaka?

Da li je potreban i uslov da tri tatke ne leZe na jednoj pravoj?

17. Odrediti relativnhu i procentnu. greSku koja se ¢ini kad se na krugu
polupreénika r luk koji pripada centralnom uglu od 3° zameni odgovarajuc¢om
tetivom. .

18. 1° Ako je P (x) ;— (35 x* — 30 x2 + 3), odrediti maksimum funkeije

'd? P(x)/dx?-na segmentu [—1, +1].
2% Odrediti maksimum funkcije | d* P (x)/dx*| na segmentu [— 1, + 1], gde je

P (x) = 716’ (231 x8—315 x*+ 105 x2—5).

19. Date su dve sfere polupreénika R i r (<< R). Centralno rastojanje
ovih sfera je a (R—r<<a<< R +r).

lzraziti zapreminu V prave kruZne kupe, opisane oko ovih sfera, kao
funkciju veli€ina k(= R—r), a, *R.

Odrediti @ pod uslovom da zapremina ¥V ima minimalnu vrednost.

20. Primenom Taylor-ove formule izralunati pribliznu vrednost odredenog
1

integrala s' sin (x%) dx tako da gre$ka bude manja od 10—4.
0

16 D. S. Mitrinovié: ZBORNIK I
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21. Data je funkcija
1)y f(x,a by=(x—a)y'(x—b)" (a, b parametri; n prirodan broj).
Primenom Leibniz-ove formule odrediti 07 f(x, a, b)/0x" i zatim formirati
2 0" f (x, a, a){0x".
S druge strane, polazeéi od (1) odrediti
0" (x —a)27/ox".
Uporedujuéi dobijene rezultate, da 1i ée se docéi do identiteta

(&) (&) (&) (=5 )

22, Na tetivi OM parabole (P) y>=(3/2)x nanesena je duz 04 ¢&ija je
velitina 1/OM (O koordinatni podetak).

1° Naé¢i geometrisko mesto tataka A kad se tatka M kreCe po paraboli
i nacrtati ga.

2° Izradunati veli¢inu povr§ine S, ograniéene dobijenim geometriskim
mestom i parabolom (P), i zapreminu tela koje nastaje obrtanjem povrSine S
oko x-ose.

23. Konac duzine /, udvrSéen jednim krajem u tacki M, provuéen je kroz
alku koja klizi duZ pravog horizontalnog §tapa &ija je srednja talka na verti-
kali kroz M, a na rastojanju d od te tatke. O slobodan kraj konca obeSen je
teg. Uzimajuéi idealne podatke (da je konac bez teZine, da je Stap prava, da
su alka i teg svedeni na odgovarajuce take),

1° odrediti geometrisko mesto koje opisuje kraj konca kad se alka krece
duZ Stapa;

2° izralunati veli¢inu povrSine koju opisuje pri kretanju deo konca od
alke do tega.

24. Ako je r=f(0) jednaina krive u polarnim koordinatama, pokazati da
je jednadina tangente krive u tacki M, (r,, 0,) data jednadinom

rrocos (0 —0y) =ry2 +rry sin (6—0,),
gde je ry'=f" (8y).

25. Du? luka A4B elipse, &ije su poluose OA(=a), OB(=b <a), kreée se
tatka M, podev od tatke M,, prema tadki B tako da je vektor ubrzanja stalno

._)
normalan na vektoru OM. Hode li tatka M dospeti u tatku B?

26. Pokazati da diferencna jednadina

S(x+2)=5f(x+1)+6f(x)=0
ima dva reSenja oblika f(x)=r*, gde je r konstanta koju treba odrediti.

Ispitati da li je linearna homogena kombinacija tih reSenja takode reSenje-
date diferencne jednaline.

Resiti diferencne jednadine:
by S —f(n—-1)-8f(n—2)+12f(n—3)=0;
2° S@W—2(os0) f(n—1)+f(n—2)=0,

gde je 8 jedan parametar.
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27. Krive definisane jednainama
1 x|y =3]=3|=1;
2° H\x}_1|—1‘:H‘}yy—3’—1‘—1l
prikazane su na slikama a i b. Proveriti.

28. Na slici ¢ $rafirati oblasti za koje je

j!x!—ml

> %
<

. b

29. Dat je niz kvadrata Cije su strane
1 1 1
- =G 0 T

i rL
Rastojanje izmedu n-tog i (n— 1)-og kvadrata iznosi 1/27-1,

7

Z

%

X

Izraziti veliG¢inu S$rafirane povrSine (videti sliku) kao funkciju rastojanja
x 1 ispitati neprekidnost i diferencijabilnost ove funkcije.
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30. Proveriti da li relacija

H1x\_1}—1|_“1y|_1|_1H>

definie Srafiranu oblast na slici A.

31. Na slici B §rafirati oblasti za koje je
BT IGIEIES !

%‘%ZZ N

Sl. 4 Sl. B

I

32. Na slici C S$rafirati oblasti za koje je

H 2{||x_|tlaf‘|;,;’j]}i|+(2’5—iyJ)2_ 5 _31=2.

y

2t

1]

- '
SL. €
.33. Proveriti da li se izraz
1+ x—x2

A+2x)(1—x)(1+x2)’

ako je x malo, moZe aproksimirati binomom a+bx® (a i b konstante).
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34. Dokazati relaciju
k
- k+v (2k+1),,,
1 —1y =1,
M) b e G

Refenje. Ako je | x|<1, tada je

¢ +x)"‘_"—-l+(_kl_l)xr;—(_kz_l) x‘lr;r---+(_kv*l)xv-;

Vazi i razvoj

(1 +x)2k+t=] +(2 k1+ I )x—l— (2 kz* } )x2+-- *f (2kk_+vl )xk"” b g x2R1

Kotficijent uz x* u razvoju
(1+x)~%=1.(1+x)2k+1 odnosno (1+x)k

L (—k-1)(2k+1
ima oblik z (~ - )(_kcjv ) Vrednost ovog zbira je 1.

v
v=0
~k-1 vi{k+v
(4 3)
dokazali smo relaciju (1).

2n .
35. Dokazati > 2k(4"—")(2"+k>(4n—k_1)= 0.
k=0 2}’1 2n

Resenje. Za svaku funkciju f(x) vaZi

Bududi da je

2n 2_(1
(1 > k=2 f2n-k).
k=0 k=0
Funkcija
: f(k);:2k(4’l2;k)(2’12:k)(4"_"—1)
uZiva 1 poscbnu osobinu
Zﬁ 2n
2 > ftky= -3 f(2n-k).
] k=0 k=0
Sabiranjem, iz jednadina (1) i (2) dobija se
2n
> fk)=0,
k=0

§to je 1 trebalo dokazati.
36. Dat je izraz .
Lyl=D"y+fi(x) D" ty+ - + oy () Dy +/u(X) ¥,
(Df=dk]dx*, k=1,2,...,n;, Dly=y),
gde su fi (x) diferencijabilne funkcije.

Dokazati formulu

D~"L{yl=D'y+gy,,(x) D ty+ .- +g_1,,(X)Dy+g,.(x)y,

k=v
e Jo 800r (9= 3 (777 DHAG) fummax(l, g—rn), v=min g, m)
k=u

Videti: D. S. Mitrinovitch: Sur une formule d’Analyse (Revista de Ciencias, Lima, 40,
1938, p. 449—452).
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37. Na osnovu grafika funkcije

x? (p pozitivan broj)
utvrditi da je
b
ar <. bl -jx"dx<b" 0<a< ).
—a

Polazeéi od ove relacije, pokazati da vaZi dvostruka nejednakost

_’LH.A< lF+2P+3P+...+nF<£n+_1E]:__
p+1 p+1

k |
38. Ako je n= 2 n, (n prirodan broj; s, prirodan broj), tada je
v=1

D) n!/lfl(ny!)<n"/ﬁ(nv"v).
=1 y=1

Dokaz. 1z relacije

M+l 4+ tng=n
sleduje
(ny+ny+--tm)t=n".

37—40

Kako je svaki €lan u razvoju izraza (m +ny+ .-+ ng)" pozitivan i manji od zbira svih

¢lanova, bide

k
= T g,
k va=1
()
p=1

odakle sleduje (1).
Ako je n=n,;, tada (1) postaje jednakost.

Ovo interesantno reSenje naveo .je Chih-yi Wang (Mathematics Magazine, vol. 31, No. 2,

1957, p. 113).

39. Neka su A4, (k=1, 2, 3, 4) temena jednog kvadrata i neka je P pro-

izvoljna tac¢ka u ravni tog kvadrata.

Dokazati relaciju
4
> A P> (1 + y2) max A, P+min A, P
k=1 k k
i odrediti tac¢ku P za koju vaZi znak jednakosti.

40. Sumirati:

o Zeres) o Sen o Sem)

Resenje. 1° Kao polaznu tatku uzmimo identitet

d{ 1 y 2n o .
e R P n—g_ 1y r r—i
(1 -x) dx(l—x) (1 —xp2n—2 l:r;)( 1) (r)le(rgl rx ) (|x]< D,

odnosno M= N= P, gde je, na primer, N = (1—x)2"—2,
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Koeficijent uz x"—! u izrazu N je
2n—2
—1yi—1
v (22),

dok je izraz (1) koeficijent uz x"—1 u izrazu P.
Stoga je
2t 25 2n-2
S (—1)k(n—k)( "):—-(—1)"—1( )
= k n—1

Na analogni nadin &italac ée sumirati izraze (2) i (3). Za sumiranje izraza (3) moZe
se poéi od identiteta

—-2n(1 —x)“—zz—l —d— (1—x)2"
1-x dx

E(1+x+---+x"+---)[—(31") : 1+(22")-2x+---+(~1)"_1( 2n )(n—l)x"—2
O
+

1
At (2") (2 n)x‘l"—l] N
2n

_2n(—1)"—2(2"*2)——<(—1>"—1 ( 2n )(n—1)+<~1)"—2( 3 )(n~2>
2 1 2

n—

+...+(_1).(2]")_
=l 2n—-2
T 2n) —1)y"—1(2 5
k;( 1) k(k) ( )‘ (")(n—z)'

Generalizacija. Sumirati:

n—l1 . on n—1 : (2”
i k< " Ry = -
kZ——‘o( 1) (k)’ z (=) (n—k) \k) (r prirodan broj)

k=0
41. Ako je
n
Sp (X)) = ; 4 VZ__lcos VX, So(x)= % 2
tada je:
s 1 [sin (kx/2)]* ;
- T
b Se()=—3 s (@)=———1; fs (x)dx =X,
s 3 k rZO 2k | sin (x/2) y . 8
0
ReSenje. Poci ¢emo od formula
n—t s .
(2) Z Sin(a—ykx)_—..wsin(a%ﬂ" lx),
k=0 sin (x/2) 2
n—1 = ) ol
® S costa k= SO o (1L ).
k=0 sin (x/2) 2

Formula (2) moZe se dokazati, na primer, metodom matematicke indukcije. Formula (3)
sleduje iz (2) diferenciranjem po a.

Prema (3) dobijamo n+1 n
; n sin X COS ? X
Sp(X)+—= z coskx= ——M———.
2 k=0 .
sin —
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Stoga je
1
k—1 sin(r t —)x k—1
: 1
Sk(x)=~14 z EY- T Z sm(r +~)x.
L= . X =0 4
i 5 2 ksin—
7
Stavimo li u (2) a=x/2, dobija se
= ( 1 sin? (kx/2)
Z sin r+~—)x=f —
—6 2 sin (x/2)
pa Sk postaje
= o, sin? (kx/2) 1 [ sin (kx/2)]2
2ksin (x/2) sin (x/2) Zk[ sin(x/2) | °
Posmatrajmo sada integral )
kg T T
: I =y
/ Sk (x) dx 2 [r%()sr (x) dxf:—l—(— Zo f Sr (x) dx.
0 0 0
Kako je T -
Sa‘, @de=— (=0, 1,2 ...),
0
bide b k—1
[ ¢ T
'fsku)dx:; = ZO -
0 [=
42. Ako je o,z a, 2 a;>--->a,20 1 ako je
k k
(1) zlayg Zlby Gt 205 ... )
V= y=
tada vazi
n n
) 282 <> b2,
V= v=1

Dokaz. Posle mnoZenja sa aj —ay ., relacija (1) postaje
k

k
(k=1,2,3, ...

(ak—ak+,) Z ay << (g — Qg+y) Z by

v=1 =1

3)

gde je a,4+1=0.
Sumirajuci od k=1 do k=n obe stranc relacije (3), dobija se

n n
“4) Z av2< z ay by
v=1 =1
Uzimajuéi u obzir Schwarz-ovu nejednakost
n 2 n n
( ¥ a..bv)g( Z“v2> ( > bvz),
v=1 y= y=t
relacija (4) postaje s
1 2 n 2 n n
(Berf=(Z (5 ) (50
v=1 =1 y=1 v=1
odnosno
n n
z a? < Z by?
y=:] v=-1

Znaku jednakosti ima mesta tada i samo tada, kada je

ay = by (v=1, 2, 3, ... ,n).

> 1),

42
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43. Ako je
1 a<<x<b
i ako se x aproksimira vrednos$cu
b+a
(2) xwx0=—2 .
tada je
b—a
3) [ x—xp | <<——.
( ol 2

Dokazati navedeni stav.

Primena. -Za izralunavanje integrala

1
h
|15 -oee2)
J1+x
(1}

249

primeniti metod upisanih i opisanih pravougaonika podeliv§i, pri tome, inter-

val (0, 1) na osam jednakih delova.

Sa kojom je greSkom, prema gornjem stavu, izratunat log, 2? Sa koliko

je sigurno taénih cifara izratunat ovaj logaritam?
Resenje. Umesto relacije (1) moZe se pisati
x=a+9(b-a) 0<o<1).
Na osnovu ovoga je
x—xg=2"%@0-1) (0<b<ly,
odakle sleduje ;

[x—xo|<b>a_

Citalac ée primeniti ovaj stav na navedeni integral.

44. Tri pravougaonika zauzimaju medusobni poloZaj kao S§to je naznaleno

na slici (oni nemaju zajednicku
povr§inu). Njihove dimenzije su

respektivno: /%//

axb, axe, axd.

7
Otstojanje izmedu dve susedne %
strane [ 1 1l pravougaonika je A, 7

dok je otstojanje izmedu dve su- /
sedne strane II i IIl pravougaoni-
ka jednako p.

SIS, —

Izraziti veliC¢inu Srafirane povrSine kao funkciju promenljive x i parametara

a, b, ¢, d, %, p.

45. Odrediti f™ (0), gde je f(x)=x%/(x2—1).

Rezultat. fW (0)=0 (n parno); f (0)= —n! [n(>1) neparno]; f*(0)=0.
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46. Dokazati formule:

v - AE P,,(x)cos(x+—l—n7r)+Q,,(x)sin (x-r-—l—mr) Ty
dx" x 2 2

d" sinx ; 1 1 e
— = R,,(x)sm(x+—nrc)+ S,,(x)cos(xq'—»—n-r: Darie=ls
dx? % 2 2

gde su P,(x) i R,(x) polinomi po x stepena n, a Q,(x) i S,(x) polinomi
stepena n— 1.

47. Dokazati:
h2 h3

: : ; "o
sm(x+h)=smx+hcosx—§smx—5—'cosx+4—'smx+ 0600

} h? B . h
cos(x+h)=cosx—hsmx—;cosx+§7smx+ﬂcosx+ SR

48. Proveriti formulu

dzn (sinx):(Zn)!

[Sgn—q (x) cos x— C,, (x) sin x],

dx2n x x2n+l
gde su S,,_, i C,, izrazi oblika
' x3 x2n—1
Syag () =sinx—x4+——. . 4 (=1)p-= :
a1 2n—1)!
2 2n
Cz,,(x)=cosx—1+£_..._(_l)n il
21 (2n)!

Primedba. Da li se u poslednjim dvema formulama mogu izostaviti sinx i cos x?

49. Ako su x; realni brojevi, dokazati da su skupovi nejednakosti

0] x>0 (k=1,2, ... ,n);
2) x>0 (k=1,2, ... ,n)
ekvivalentni.

or oznadava osnovnu simetriénu funkciju promenljivih x;, x,, ... , x,
reda k(<<n), tj. opx=2x; Xy + - Xg.
Resenje. Neposredno se zakljucuje da iz (2) sleduje (1).

Da bismo pokazali da iz (1) sleduje (2), obrazujmo alg:barsku jednadinu (stepena n),
¢iji su koreni x;, x,, X4, ... ,xn. Ta jednaéina ima oblik

X' =0, X'l o, XN (= 1) op=0.
Ispitajmo da li ova jednadina moZe imati negativnih korena, tj. posmatrajmo jednalinu

(=X =0y (=)' 4 0y (XY 2=+ 4 (= 1)" 5, =0,
odnosno
X"+o X" b0, x" 24 o4 5y =0,

Ako su ispunjeni uslovi (1), polinom
x"to,x" 140, x" 724 Loy
ne anulira se ni za jednu vrednost x koja je pozitivna. Kako se pak poslednyi polinom anulira za

X = —Xp k=1, 2, ... n),
izlazi da je
x>0 k=1, 2, ... n),
odnosno iz uslova (1) sleduju uslovi (2).
Dakle, skupovi nejednakosti (1) i (2) su ekvivalentni.
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50. Funkcija f(x) je neprekidna na segmentu [0, a], gde je a>0, i
diferencijabilna u intervalu (0, a).

Povrh toga je: f(0)=0, f'(x) >0 (0< x<a).
Dokazati stav:
Ako f’(x) raste kad x raste od O do a, tada f(x)/x raste u istom intervalu.

Dokaz. Dovoljno je pokazati da je izvod

[{@ ] _xf () =f(x)

x x?

pozitivan, dakle da je & (x)>0, gde je
h(x)=xf"(x)-f(x).
Odavde sleduje
R (x)=xf"(x),
pa zakljuCujemo da je xf” (x)>0 za x €(0, a), jer je po pretpostavci f7(x) rastuéa funkcija
u intervalu (0, a), $to znali da je /" (x)>0 u posmatranom intervalu.
Prema tome, [/ (x)/x]' >0 za x¢€(0, a), odakle sleduje da je f(x)/x rastuéa funkcija za

x €(0, a).

No, po pretpostavci f* raste, pa je f>01i xf” >0 za x¢ (0, a); to znati da u (0, a)
i funkcija h strogo raste; kako je A (0)=0, biée 2>0 u (0, @), §to se i htelo pokazati.

51. Ako je n prirodan broj, izvesti faktorizaciju

n
P(x)=x2"—2(cosna)x"+ 1= > [x‘*’—Zx cos

k=1 n

na+2(k—lﬁ+ 1]

1, na osnovu nje, izralunati

2. fa (k—Dm
kl:llsm[2+ ]

n

Resenje. Nule polinoma P (x) su:

2kn
x:exp(a—kw —)i (k=0,1, 2, ... ,n-1);
n

2kn
x=exp(—a%—)i tk=1,2,3,...,n).
n y

GrupiS§imo ove nule po parovima konjugovanih vrednosti

( Zkﬂ)‘ = ( 2(n~k)5r)‘
Xi=exp|a-+ i, Xp=CXp| —a+- i

i\ n n

(k=0, I, 2,%..,n=1).

Kako je
2kx
Xp+ X —=2cos|a+-

), xp Xp=l,
n

dobijamo
n—1 n—l1

Poy= T (x—xp)xr —x) = M [x2 = Qo+ x0) x4 x5 X2
k=0 k=0

n—I1

2k=x
= x?—2xcos |a+ sl e
k=0 n
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Za x=1 ovaj identitet postaje
n—1

n a kn =l k
P (1)=2 (1 - cos na)=4 sin? q=. IT 2 [1 —cos 2 (—+—)]34" [T sin2 (i+—ir) r
2 e : 2 n k=0 2 n

(n=l g g

= ‘ 1l sin|—+—
k=0 2 n
Jednostavnom analizom se moZe pokazati da izrazi pod oznakom apsolutne vrodnosti,

na levoj i desnoj strani poslednje jednakosti, uvek imaju isti znak, tako da moZemo pisati

n—I1
C(a k=x 1 | na
1 sin[—+—|=——sin—.
k=0 2 n

Posle korenovanja odavde dobijamo

. ha
sin —
2

=1

n—1

Primedba. 1z poslednje relacije moZemo dobiti izraz za proizvod || sin — na slededi
n
k=1

nadin.
Napisimo dobijenu relaciju u obliku:
. na
sin —
n—t tkn a 1 2
Il sin[—+—|= (a+#0).
—1 1o 2 S
sin —
2
Pustimo li da a teZi nuli, dobi¢emo
n—i1
kn n
[T sin—=——.
k=1 n 21

Ovo je reSenje dao D. Dokovié.
52. Odrediti parametre a, b, ¢, p, q, r tako da krive
y=p+gx+rx% y=a+be>
u tacki x=0 imaju dodir Sto je moguéno viseg reda.
Koji je red dodira krivih y=14x-x2/2, p=2—e=* u tatki x=0?

Generalizacija. Odrediti parametre tako da krive

n

(H r=2 prx",
v=0

(2) y=a-+be™,

imaju u tacki x=0 dodir $to je moguéno videg reda, i za taj slucaj, ako je kriva (2) data,
naci krivu (1).

53. Dat je integral

I,=2n cotg"ajtg" xdx (0<a<=/2; n prirodan broj).
0

Pokazati da vaZi relacija
a

€)) Stg"xdx< s‘tg”xseczxdx
0 0

i na osnovu nje izvesti majorantnu formulu
(2) I, < 2tga.
Da li relacije (1) i (2) vaZe ako je n ma kakav realan broj?
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54. Ako su n 1 k prirodni brojevi, uporediti po veliéini izraze
nvtE 1 (n4-k)n.
55. Ako su a i b prirodni brojevi, tada vaZi relacija

a2—p2-0 (mod 49).
Dokazati ovaj stav.

56. Odrediti koordinate centra kruga po kome se seku sfere
(=124 (z—2)2=9, (x—2)%+(y—1)2+22=25.
Odrediti koordinate vrha pravog konusa koji dodiruje obe sfere.
Rezultat. 17 (-1, 1, 3); 2° (-3, 1, 5).
57. Izratunati dvostruki integral
H (x4 1)*3/z (x2-- y») 12 dx dy,
D
gde je D oblast ravni Oxy ograniena lucima parabola
y2—4x—4=0, p*4+6x—9=0, »*—2x—-1=0, »*+4x—-4=0.

58. Odrediti srednju vrednost otstojanja talaka povrSine sfere (polupre-
¢nika r) od jedne nepomicne tadke koja se nalazi
na otstojanju d od centra sfere. y

59. 1z kruga polupreénika r isecen je jedan kva- 4
drant. Izratunati zapreminu tela koje postaje kad
§rafirani otseCak izvr§i potpunu rotaciju oko tetive
AB (videti sliku).

60. Data je povrSina xyz=1. Odrediti jednaéinu
tangentne ravni koja prolazi kroz pravu L

Xx4tp—z42=0, 2x—p+37—1=0, o
61. Neka su

x=x (), y=y;(), z=z (u);
Xx=x,00), y=y,(0, z=2z,()

parametarske jednadine dve krive koje u svima tackama imaju tangente.
Pokazati da je najkrace rastojanje izmedu te dve krive jedna duZz koja
stoji normalno 1 na jednoj i na drugoj krivoj.
62. Odrediti jednaine zajednifkih tangentnih ravni elipsoida
x2a?+ 202 4 22 le2=1, x3b 4y R+ z2aP=1, x%[c®+ yRla®--zZ3[b%=1.
63. Kroz ta¢ku (1, 1. 2) postaviti ravan koja ¢e sa koordinatnim ravnima
zaklapati tetraedar minimalne zapremine. Odrediti jednadinu te ravni.
64. Pokazati da funkcija (x log x)/(x2+4 1) monotono opada podev od jedne
vrednosti x = x,. Odrediti [x,] + 1, gde je [x,] najveéi ceo broj koji ne premasuje x,.
Za koje vrednosti x konvergira potencijalni red
nlogn

> (-1’

n=1 2+]

H
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65. Primenom raluna ostataka izraCunati

0

xa
J1+x?
0

dx (-l<a<+1).

ReSenje. Posmatrajmo funkciju f(z)=2z%/(1 + z2) kompleksne promenljive z. Jedini njeni
singulariteti na konacnoj daljini su z= 4 i (polovi)
i z=0 (kriti¢ki singularitet).

Funkcija f(z) je multiformna, tj.

f(2)=eLo8% ) (14.22), .

Ako se argument promenljive z uzme u ra-
zmaku od 0 do 2x, tada je funkcija Log z uni-
formna. Posmatraéemo determinaciju .
: | A B
Logz=a(log|z|+i®) (0<LO6<2m).
Prema tome, funkcija

1 i
f(z)=ea(oglz| Iargz)/(1+z2) (0<Carg z<2m)

uniformna je u konturi I' (videti sliku).

Tacka z opisuje konturu ' u direktnom smislu polazeéi od tatke 4. DuZ otsecka
ABje r<<z<{R (r i R poluprecnici krugova i to R>1).

Argument tatke z, kad stigne u B’ j= n. Stoga je, duZ otsetka B’ A,

F@)=e® BT 1 (2 ey

=T pa(14+ph)  (o=]z]).
Ostatak funkcije f(z) za pol z=i je

a(log | z |+1i arg 2)
e

B 55T e — (0 arg z< 27).
z1I Zih

U naem slucaju je |z|=1, argz=a/2, pa je

1 ami/2
Res {f(Z)}z=l_—E e .
Prema Cauchy-evoj teoremi bice
(|2
1) jf(z)dz+ jf(z)dz+ jf(z)dz+ f(z)dz=:ream/ .
AB é-B\’ B'A’ ﬂ
Uotimo modul
K R eaei 7 A a1 Ra+1
Uf(z)dz =H » .Riee'doyg R =)
2 1+R.‘,,eZQI 5 RE-1 R2—

Kad R o, ovaj koli¢nik se ponaSa kao R4—!, Ako je a—1<0, tj. a< 1, tada

k .Ef(z) dz
éE:

=0, ako R—>®,

Na analogni nadin utvrduje se da za —1<a vazi

’ jf(z) e

A"K

>0, ako r-0.
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Ako, dakle, R—>w, r-» 0, tada (1) postaje

0 0
xa aﬂi xa i
dx—e f dx=:rea“’/2,
1+ x2 1+ x2
7
0 ©
jer duz otsetka B’A’ imamo z=eT|z|=—p= —x.
©o
x@ 1,eaITC/Z
. Qe ———
14 x2 1 4 %7
0
odnosno
i=-]
x4 d n ax . i
X =—sec — - < ;
1+ x2 2 2 ; R
0

66. Primenom raduna ostataka izraunati

fx""ldx/(l—f-x) (O<a<).
iy

Resenje. Posmatrajmo kompleksnu funkciju
f(2)=2z%"1/(1+2z). Jedini njeni singulariteti na
konacnoj daljini su: z= —1 (pol) i z=0 (kriti-
Cki singularitet). Funkcija f(z) je uniformna u
konturi ', naznadenoj na slici. Pretpostavicemo
da argument promenljive z varira od 0 do 2«
itime smo zavrSili definisanje funkcije f(2).

Prema Cauchy-evoj teoremi je

i z4—1 28—1 za—1
1 dz+(f dz + d. +§ dz=2x%i Res ) p
0 1+z e j‘l+z . 1+z @}

AB BCB’ BA’ A'C'A

Posmatrajmo modul

za—l = (a 1)6i HR“
§ 5- —Rte d0 5 .
1+z R-1

BCB 1 +R

Bududi da je 0<a< 1, imamo

’ ‘4;/(2) dz}~)0, Kad Ry ws
BCB’
Analogno ovome dokazuje se

§ rea
A'C'A

-0, kad r-0.

Integraliti duz 4B znali staviti z=x (x realno) i uzeti x od r do R. Dakle

R

za—l xa—l
dz = dx.
1+ z 1+x

AB r
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Kad tatka z, polaze¢i od B, stigne u B’, njen argument u tacki B’ je 2.
Prema tome duZ otsetka B’ A’ je

za—l=e(a—1)(log - |+27‘CI'),_L)27ri(a—l) e(u—l) log| 2|

=pa—1‘e2ﬁi(a—1) (‘Z[:p).

,
Za_—l dz = gtTi@—D) Pﬂ‘ldo
l+2z 1+p '

BA’ R

Stoga je

Ostatak funkcije f(z) za pol z= -1 je

g La—1 Tiya—1 mi(a—1
lim 29~ Nen (1) 25 g AE= 10
z—1
jer je argument, po uinjenoj konvenciji, u tatki z= —1 jednak x.

Ako sada pustimo da R« i r->0, relacija (1) postaje

«©

0
§'~"aj Ay s @2Ti (a=1) j‘?‘a_l —oxieTila=h
o

14x 1+ x
0 <«

wx"" o™i (a=1) =
——dx =271 = - =— !
14X T l—e?2Ti@=1) sin@-1)=x

0

Kako je sin (ax —x)= —sinax, poslednja formula postaje

(=]
x(l—l T

‘§~ dx ~ - (O<a<h).
1+ x sinagn

0

67. Neka je f(z) jedna racionalna funkcija, holomorfna duZ pozitivnog
dela realne osovine 1 koja teZzi nuli
kad z beskrajno raste u pozitivnom y
pravcu, i neka se svi polovi funkcije B
f(z) nalaze u zatvorenoj konturi
ABCDE —EE" — E'D'C'B'A' — A'A4
(videti sliku). B’

19 Primeniti Cauchy-evu teoremu

na krivoliniski integral
I={zf@)d  (@>1) el g " B

0 £ £

uzet duZ naznalene konture.

2° Pustiv8i da polupreénik r (ma-
njeg kruga) tezi nuli, a da polupre- D
¢nik R (veéeg kruga) beskrajno raste,
na osnovu prethodnog rezultata izra-
&unati integral D

§x"‘1f(x) dx.
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68. Polaze¢i od aritmeti¢kih progresija

a,, a,+ o, cev s GFMm—=Da,  (r=1, 2, ... ,p);
by+(n—1)8;, b+(n—2)B, ... , b (66 = St i 1 '
formirati sledece proizvode
p p »
(l) l.[ar? l’I(ar’E O"r)’ b g ll [ﬂ,.—l (n—l)oc,];
r=1 r=1 r=1
q q q
(2) l[ [bs + (n B 1)18.\]7 H [bé i (H 3 2) Ba‘]v CR T H bs-
=1 g=1 §=1

Odrediti zbir proizvoda respektivnih &lanova nizova (1) i (2).

Primedba. Zbir
p

14 p
Ha, : H(ar b))+ ---+H[a,+(,n— 1) ar]

rel  re=l r=i

odredila je K. MiloSevi¢ (Vesnik Drustva marematicara @ fizicara NR Srbije, knjiga lI, sveska
1—2 (1950) str. 69—74).

69. Odrediti neprekidna reSenja funkcionalne jednadine
af(x)=f(x+b) (a, b realne konstante).

70. Ako tadka z(=x-iy) opiSe krug |z|=1, odrediti i ispitati trajektoriju
tacke

w=(z22—az)/(az 1) (w=u-+iv),
gde je a kompleksna konstanta.
71. U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu posmatrati Kkrivu
¢ija je jednafina
(E) P(x,y)|+|0(x y)|=a* (a=const),
gde su P(x, y) 1 Q (x, y) neprekidne funkcije promenljivih x i y.
Ispitati da li jedna€ina (E) definiSe zatvorenu krivu.

72. Data je parcijalna jednalina

2
0z azboz

(E. el
£) 0x 0y 0x

(a, b realne konstante).

Integraliti jednaCinu (E,) pomoéu elementarnih metoda kada su a i b ma
kakvi ili navesti bar partikularne slufajeve parametara a i b za koje se jedna-
dina (E)) integrali.

Na isto pitanje odgovoriti za opstiju jednaéinu
0%z »

0z
(E,) —=a(y)z*— b= const),
. 0x 9y ) ox (

gde je a(y) diferencijabilna funkcija sa &ijim se oblikom moZe proizvoljno
raspolagati.

17 D. 8. Mitrinovi¢: ZBORNIK I
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73. Odrediti sva neprekidna reSenja funkcionalnih jednacina

[f () +ag D] +bg MI=F(x)+f(¥);
S (x) f® (p)=afP @) +bfP )+
{a, b, ¢ proizvoljne konstante; m, n, p, q nenegativni celi brojevi; f** (£) = d* f (H)/di*}.
74. Dokazati Trigg-ovu relaciju
(1.2 ky{n(r=1)- - -(n—k+ D} +{2:3- - - (k+ D} {(n—=1) (n=2)- - - (n~k)}
4o {(—k+ D (—k+2)- - - (n-Dn) {k(k—1) - -2 1}

n+k+1
z(k!)‘z( )

2k+1
75. Ispitati da li vaZi relacija

(AUBN(CUD)L (ANC)U(BND),
gde su 4, B, C, D ma kakvi podskupovi jednog skupa E.
Rezultat. Ne vaZi.
76. Dat je skup )
Nt {als 8, chuathe” (@G, Xk %1),
gde su a; (k=1, 2, ... ,n) prirodni brojevi.
Posmatrati podskupove N,, skupa N, gdc se svaki podskup sastoji od

rastuéeg niza od p (1<p<<n) elemenata, takvih da razlika izmedu dva uza-
stopna elementa niza (o kome je ref) bude g (=prirodan broj).

Odrediti broj podskupova N,, u slede¢im sluCajevima:
1° ar=k; 2 ag=a,+(k—1)d (d prirodan broj);
* ap = k?; 4° a =k k+1); 5° ap =21,

77. Ako su a, b, ¢ tri razlidita realna broja, dokazati relaciju

3min (a, b, )< 2 a— (D a®— Zab)llz :

<2, a+(2 a®— D.ab)'? <3 max (a,b,c),
gde je

Za:—a+b+c, Za2=—.-a2+b2+c‘2, zabzab+bc+ca.
Dokaz. Posmatrajmo funkciju '
flx)=(x-a)(x—b)(x—c)= x"—(z a)xz»'r(z ab) x —abe.
Funkcija f(x) anulira se za x=a, x=0, x=c. Izvod funkcije f(x) anulira se za vrednosti
x koje su resenja jednaline
3x2-2(z a)x+ Z ab=0.

Ta refenja leZe izmedu min (e, b, ¢) i max(a, b, ¢). Na osnovu toga dobija se navedena
relacija.

78. D. Rebié, kao student Il godine Elektrotehni¢kog fakulteta Beogradu.
dao je slede¢i postupak za izratunavanje determinante Cetvrtog reda:

Gy 3y Q3 4y

Ayy Qop Qyg Uy
D= L

A3 Gy Gy Ay

A Qg Gy Ay |
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1° Izvrsiti ciklitku permutaciju druge, treée i Cetvrte kolone, dok prva
kolona ostaje na svom mestu u determinanti;

2° Dopisati prve tri kolone sdesna za sve tri determinante koje se dobi-
jaju ciklickom permutacijom i izvrSiti mnoZenje elemenata, kao $to to strelice
pokazuju;

3° Znak plus 1 minus uzimati naizmence, kao §to to pokazuje priloZena shema;
4° Determinanta D jednaka je zbiru 24 sabirka koji su navedeni.
Na taj naCin dobijaju se ove tri determinante Cetvrtog reda:

+ - e -
Oy Gy Gy Gy Oy Gy 0Oy tay dy Gy 4y
g
\ \ A k4 L4
2 922 23 24| 921 T22 O
Yl By o
EAN ,4\\ £ 4 4\\
T3 a:rz’a:n O3] T3 Gap O3
LY N
A P IR =
gn Gz Qu3 Gg4| Gay Gay G
o

—dyy Q3 Ay Ay

+a13 Qyy A3 Qg

tay Ay Gy 4y
—Qn Gy Gy Ay
tay Gy Gy A

—Q13 Qyy Ay Gy

tdy Ayy Gy Gy

—Ayp Gy Gy Qg
Oy 0Oz T2 T2 921 %22 Ooa

Fay, Ays 4 a,
G| Gy O35 Gaa T be 31 13
A W AN WA —@yy dy Gy Gy
Gy O3 T4y Gaz| Oay CGay Gaa

+ T

+ayy Gy A3y 44
—ay dyy Gy Gy

+tdyg Qs Ay Gy

—ayy Gy 4y Gy

+ - . .
tay Gy Ay Qg
a“ a“ a‘? a‘: a" ’ a“ 7 0‘2 4
5 . 3
L BT AN BT ~Qyy Gy Gy Ay
92 G20 975 ,023) O Oaq O
EATRA Y AN +ayy dyy Ay Ay
ay, "734(032 Q33 O3 Q34 Q32
k / A S b 1%
ey A Ty = SIS —G13 Gy Q34 G4
O O G 04| 04 Q4 Oy
+ - + i

+a,; a
—Gyy Gy Gy Ay
Ty Ay Oy, g
gy Ayl Ayl "Can

Citalac ¢e proveriti da li je navedeni rezultat tacan i ispitati da li se Rebicev postupak
(koji je analogan Sarrus-ovom postupku) moZe prosiriti na determinante proizvolinog reda.

I7e
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79. Proveriti relaciju

x=1y=1 2=y 1
1

§ § froror@adda-g| froal.
x=0 y=x Zw=x 0
Resenje. Stavimo li

x=1 y=1 z=y
Jj. S sf(x)f(y)f(z)dx{l'ydz {F(!)*-j'f(f)df},

x=0 y=x z=x

bié
o x=1 y=1 ¥y
1= [ [roroyaca § e |
x=0 y=x x
x=1 y=1
-{ frereEn-rordaap
x=0 y=x
x=] 1 1
[ [reoax fror e ay |- {reo Pootray Feonax
X=0 x ]
Kako je 2
frorroray = - fro For o,
dobija se b -
5""’ F(n) dl=»2A F2(1).
Stoga je
: 1 1 i
J= ES[F2 (D= F2 ()] f(x) (lx—F(l)Sf(x) F(x)dx rx—ff(x) F?(x) dx
0 0 0
1 : i
Z—Sf(x) Ft(x)dx +— FRTF() = F(O)]—é—F(l) [F2 (1)~ F2 (0)].
0
1 ; 1
== Sf(X) F2 (x)dx —— F(0) F() [F()=F ()]
0
Kako je
1 1
[rew Prwar=F ool ~2f 700 P oo ax,
0 : b
dobija se

1
jf(x) F* () dx= < [F3(1)~ F3(O)].
Q

Prema tome, integral J postaje

T= (P =F O] -5 FO F()F() - FOI = [F()-FOF.

J=% [ j‘_/'(:) di ]3 .
0

Primedba. Kakva se pretpostavka o funkciji f(r) mora uliniti?
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80. Dokazati nejednakost
1 (@+bY) (a®+ b5 <2(@®+b° (a, b>0; a+b).
Refenje. Umesto (1) moZe se posmatrati njoj ekvivalentna nejednakost
(2) at b (a+b) <a®+b%.

Posle deljenja sa a+ b {>0) dobija se ekvivalentna nejednakost

(3) ab (a® + b%) + a® B3 (a® + b%) < (a® + b°) (@* + b%),
odnosno

4) ab(a*—a* b>+ bY) +a® b3 <t a® + b5,
odnosno

(5) O<(a-bR@+a*b+a®b®+ab®+bY),

odakle sleduje
(6) 0-<at+a®b+a*b*+ab®+bt.

Nejednakosti (1) i (6) su ekvivalentne za a, >0 i a+# b.

Kako nejednakost (6) vaZi za svako pozitivno a i b (a+ b), zakljutuje se da je neje-
dnakost (1) tacna.

Primedba. Dokazati relaciju (1) metodom reductio ad absurdum.
81. Dokazati nejednakost
(1) @+ b)) (P +b)<2(a+ b (@ b>0; a-b).

Resenje. Pretpostavimo da je tatno suprotno bar za jedno (a, b), gde je a, b>01ia+#b,
naime

2) (@® -+ b%) (a® + b3y = 2(a® + b%),
odnosno
3) a2 b(a+b)y>=ad+ bs.

Posle deljenja sa @+ & (>0) dobija se relacija

0=a-a®b-ab’+b*,

odnosno
0> (a-b)*(a®*+ab+b?),
odnosno
@) 0=>a?+ab+ b

Relacija (4) ne vaZi ni za jednu vrednost a (>0) i b(>0).

Prema tome, hipoteza (2) dovela nas je do apsurda (4). Na osnovu ovog sc zakljuCuje
da je relacija (1) taCna.

82. Ako je
(1) (112(12/2"'2{111 i b1>b22"'/>/bn~
tada je
@) ay - ay+ - - fa, bbby - - b,,< ayby+agby+ - - - +a,b,
Fopd Y R < L

n n n

Ovo je nejednakost Cebiseva.
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n n
Dokaz. Ako je Z a= Z ax, z b= Z b, Z ab= z ay by, tada je:
=1 k=1

k=1

b z("u n ”}lbv)i’:’Z(”“}lbu"’vzb)‘:“”zi’b_za 2.b

B

2 2 b b2~ 3 ooy by—, 50) =0 S-S0 5.

v

nzab z 264 ~—ZE(an —ay b, ayb,-a,by)
?% Z("ll_"v) (b — by)-

Na osnovu (1) bice
(ap—av)(b“—bv)zo G, v=1,2, ... ,n).
Prema tome, dobija se nejednakost

nZab—ZaZb)O

To je nejednakost Cebiseva koju je trebalo dokazati.
Ako je )
q=ay=-+-=a, i b=by=~-=b,,

tada i samo tada u relaciji (2) vaZi znak jednakosti.

Generalizacija. Ako je

agZay,z-2Za,, bhzZbz-Zb, ... LZLZ" -

WV

1" 1

tada vazi relacija

M
S
™M
o
= [
1

Primer. Ako su a, b, ¢ pozitivni brojevi i ako je n prirodan broj, tada je

(@+b+c)' <31 (@"+b"+ ).

83. Koje uslove moraju zadovoljavati koeficijenti 4, B, C, D, E, F da bi
izraz

Ax2+2Bxy+ Cy?+2Dx+ 2Ey+ F

bio pozitivan za sve vrednosti promenljivih x i y?

Rezultat. Ovaj izraz bide pozitivan za svako x i y tada i samo tada ako je

4 \A B D
1” A >0, 1>0, C E|=0;
B C|
D E F|
ili ako je: !
A B ‘4 B | b B
i A>0, =0 =0, >0
B C| D E| 'p F|7
ili ako je:
? | |C B
3° A=B=D-0, C=0, >0
J I ]
ili ako je:

4° A=B=C<=D=E=0, F>0.
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Primedba. Binom ax+ b je pozitivan za svako x ako je a=0 i 5>0.
Trinom ax?®+2bx + ¢ je pozitivan za svako x ako je
a>0, ac—5b2>0,
ili ako je
a=b=0, ¢>0.
Generalizacija. Koje uslove moraju ispunjavati koeficijenti izraza
Ay x2 Ay y24 Ay 22+ 2B, yz+ 2By zx+ 2By xy+2C, x+2C,y42Caz+ D
da bi ovaj bio pozitivan za sve vrednosti promenljivih x, y. z?
84. Ako su a, b, ¢ pozitivni, tada je
bc ca ab

1 =1
0 b+¢ c4+a a+b

1
<— (@a+b+o).,
2
Resenje. Polazeéi od relacija
b +e c e ct+a = +b -
) 2V, xVa, —"—2~>1/ab,

dobija se

1 1 1 P Ly ] 1 I 1

1
— L — = = =
bte 2 Vb c+a 2 Vea' a+b -2 Vab

ok —(Vbc+1/ca+1/ab)

btrc c+a a+b

e

Na osnovu relacija (2) poslednja nejednakost postaje
be ca ab 1 /b+c c+a a+b
Ar———aft L —(—+ H
b+ec c+a a+b 2 2 2

Ovim je dokazana nejednakost (1).
Relacija (1) postaje jednakost ako je a=b=c.

85. Dokazati relaciju a3 b+ ab® < a® + bt

86. Dokazati rejednakost
(®+ b2 (a® + b3) (a® + b%) <4 (a1 + DY)  (a, b>0; a+#b).

87. Dokazati nejednakost .
@) (a+b)y"< 2@ +b) {n(>2) prirodan broj; a, b>0; a+ b)}.
Resenje. Za n=2 relacija (1) je tatna. Pretpostavimo zatim da je ona tatna za neko n,
pa pomnozimo levu i desnu stranu relacije (1) brojem a-+b (>0). Tada se dobija
(@+b)"+1 < 27=1(a+b) (a" +b").
Ako dokaZzemo da vaZi relacija
2 20 =1 (@ +b) (@ + b)) < 2" (@"+1 + bty
tada je induktivni dokaz zavrSen.
Relacija (2) je ekvivalentna slede¢oj
(a+b) (@"+b") < 2 (a"+1+ b7+,
odnosno a*b+abt<attla b1,
odnosno 0<ad?(a—b)~-b"(a-b),
odnosno O<(a-b3@‘+a?=2b+---+b""1).
Ova relacija vazi za a>0, b>0 (a#b).
Relacija (2) je taina, odakle sleduje da je i relacija (1) talna.
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88. Funkcija
Vi (X)=(ax+b)/(x2*—2Bx+C) (a, b, B, C parametri)
zadovoljava jednadimu
(x2-2Bx+C)y"+4(x—B)y +2y=0,
odakle sleduje da je y;™ reSenje diferencijalne jednadine
(x2—2Bx+C) y" +2(n+2) (x~B)y + (1+1) (142) y=0.
Proveriti ove rezultate.
89. Odrediti- ekstremne vrednosti funkcije x (y, z), definisane relacijom
X2 4 y2422—2x—4y+22z45=0,.
90. Dokazati nejednakost
X PR gy xR o pmdn (x4 y; X, y>0; m 1 n prirodni brojevi).

Uputstvo. Posmatrati izraz

XA XM it piiel e odnosno (X7 - y) (X -yt
91. Metodom matemati¢ke indukcije dokazati nejednakost
Y2 <k!'@2n-k)!
gde su n 1 k (< 2n) prirodni brojevi.
92. Dokazati nejednakost
¢)) x¥rlpx<x®yl  (x# 1; n pritodan broj)

i, polaze¢i od (1), dokazati nejednakost

1 1
X1 4 x"_,l,< xn ,Fxf" (x# 1, x> 0; n prirodan broj).

Uputstvo. Posmatrati proizvod (x2"-1—1)(x-1).

k

n
93. Sumirati 2 2 v* za slutaj kada je p=1, 2, 3, 4.

k=1 v=1

Primedba. Za p=2 biée

k

1
z V2 k(k+1) k1),
v=1 6

il gy 1
” I‘Z_lk(k“)(zku) Sn@ D).

94, Pokazati da bar jedna od relacija

a-Ya+2b | 1

arVa+2B| |
| 2b ==yl 2b

vazi za svako a i b (ab + 0) realno.
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95. Data je funkcija
f(x, @)=1—x2a* (a realan parametar).
1° Nacrtati grafike funkcija: f(x, @) i [f(x, a)]?.
2° Izradunati veliinu P (a) povrSine koju omeduju krive
y=f(x,a) 1 y=[/(x, )P
3° Nacrtati grafik funkcije | P (a)|.
4° Na kojoj krivoj leZe prevojne tatke krivih y=[/f(x, a)]?, kad se « menja.
Ispitati da li tangente u prevojnim tatkama ove krive prolaze kroz jednu fiksnu
tacku.
5° Nacrtati grafik funkcije y=1/f(x, a) 1 izraCunati integral S dr]f(t, a).
0
96. Za razne vrednosti realnog parametra a odrediti broj realnih reSenja
jednagdine (x-1)% e*=a.

97. Odrediti obim zatvorene figure &ije su strane delovi krivih

) 4
=—x2——logx, yp=0, x=1, x=2.
Y 4 5 g J

Kolika je veli¢ina povrSine koju ograni¢ava ova figura?

98. Proveriti relaciju

foe_ii B o o Jedyl g hdale.
. i || @ D@-0 b-0C-a (—a(—b |
It a af|= I
:‘] % gt =i —(c+a)  -(a+bh) |
t | (@a-by@a-¢) (b-c)(b-a) (c-a)(c—b) |’
Iy <, 1 1 1

| (@-bya-¢) (b-c)(b-a) (c—a)(c—b)

gde je (b—¢)(c—a)(a—b) # 0.
Ustanoviti da 1i se zakon formiranja elemenata gornje inverzne matrice
moZe generalisati na matrice reda n

8.0 4 n—1 ||

1 a a a,
I a, af ay"~t |
1 }
| 3 1
| 2 n—1 i
| 1 ay, ay Qn i

99. Ako postoje relacije

I24+mP24n2=5L2+ml2+ n2 =132+ my?+ ng?=1,

o

(M

tada je:

Lily+mymy+nng=15L1;+mymy+n,ng=1I3 1, +mym +nyn =0,

(2) 24+12+12=1, myn +myny4-myn,=0, itd.

Izvesti ove relacije i dati im geometrisko tumadenje.



266 PROBLEMI IZ RAZNIH OBLASTI 100—103

Uputstvo. Ako se pode od matrice

Odavde sleduje
' : A A=A (4)~'=E.

Iz poslednje jednakosti dobijaju se relacije (2).

100. Pokazati da je matrica A4/n (A matrica reda » &ji su svi elementi
jednaki 1) idempotentna, tj. da je

(A/ny*=A/n
za svaki prirodan broj s.
101. Ako je
a a, a, a 00 0 -1
1 0 0 0 0 0 =1 g
A= i i 7 H = 3
1 0 1 0 O 0 —1 a a,
ho o 1 o0 ‘ -1 a a a

ispitati da li je matrica HA simetri¢na i da li je HAH 1=A4".

Generalisati ove rezultate.

102. Ako je
a a, a; a,
1 0 0 0
A=! s
=Gl Ll 10 M0
H e 1'%
tada je

det (A—2E)=M—a, ¥ —a,\>—a;2—a,.
Proveriti ovaj rezultat i ispitati da li se moZe generalisati na matrice reda n.

103. Ako je ¢ # a, proveriti da li vaZi relacija

| SE=E@. «gitd 56"

I, 4 az =1 [ (0—0)2 a—c¢ (c—a)2 \’
\ - 2 I

0 1 2a . ) = e L
(a—c)? a-—c (¢—a)?
1 e ¢

‘ L 1 1 1 |

; (a-0)? a-—c (c—a)? l




104—109

104. Ako je

proveriti da li je

PROBLEMI IZ RAZNIH OBLASTI

A=

0 —tgt]
tgt 0|

3

cos 2¢t —sin 2¢

E+AEH . H (E—A).
il sin 2¢  cos 21 ||
105. Ako su
@)) X=AZ, Y=A4'Z,
gde je
V : % 4 :i [ X1 || ¥ z
A=l —¢ 1 a i a, b, ¢ realne konstante; X = x.z‘, Y=l || 5 Z==)[.2,
b —a 1 "l | Xy ‘ Vs ‘Za

pokazati da je direktna transformacija od X na Y ortogonalna.

Uputstvo. Ako se iz (1) eliminife matrica Z, dobija se

(2)

X=A(A)-1Y.

(Transformacija X = BY zove se ortogonalna, ako je matrica B ortogonalna).
Da bismo utvrdili da li je matrica 4 (A4")~! ortogonalna, treba ispitati da li je

{AA) A A1) =E,

odnosno da li je

3

A'A=AA’.

267

Za gore navedenu matricu 4 uslov (3) je zadovoljen. Prema tome, transformacija (2) je

ortogonalna,

106. Ako je x jednokolona matrica, obrazovati x'x i xx’.
Ispitati da 1i je matrica xx' simetri¢na.

107. Proveriti da li matrice -

imaju osobine:

109. Dokazati formulu

| 4o
| —x
)
i.
|
|

0

0
0
0
1

1

o o ©

0
0
1

0

0 iOO 1”
1 1 0 o |l
v K=t '
0 oo 10
0 |i o1 0 0l

H=K1' H'=K, H'=H'.

108. Odrediti inverznu matricu matrice

a,
1

- X

|1 a b

001|

=Gyt Ay X+ ay Xt 4 - -+ @, X" 4a, xn
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110. Pokazati da je proizvod od r unitarnih matrica tako isto jedna uni-
tarna matrica.

Dokaz. Neka su Ay (k=1, 2, ..., r) unitarne matrice, tj. matrice za koje vaZe uslovi
16} A7 =4 *k=1,2,..., 0.
Posmatrajmo izraz
(A, Ay- - Ar)~! odnosno Ar_l o Az"l A, I
Ovaj se izraz, prema (1), svodi na oblik

Ay A =(Ay Ay A4))

Prema tome, dokazali smo relaciju
(Ay Ay~ A) "' =(A, Ay Ap)
Ovim je dokazan navedeni stav.

Primedba. Da li navedeni stav vaZi za ortogonalne matrice?

111. Izralunati determinantu D,=|ay !, gde je:
a; =2cosb (i=1,2, ..., n), a =1 =120 0 e )Y
ai, i-1=1 (=23 ...,n, anx =0 (ks#i k#itl).

Uputstvo. Ako se determinanta D, razvije po elementima prve vrste, dobija se rekurentna

relacija
Dp=2Dy,_,¢c086--D,_,.

Zan=11in=2je
D, sin 6=sin 29, D, sin §=sin 39,

odakle se naslucuje formula

D,,=Sin(n+ 1)6

(sin 6 # 0).
sin §

Talnost ove formule moZe se dokazati metodom matemati¢ke indukcije, §to ¢e &italac
udiniti.
112. Ako je
ax+by+ez=1, cx+ay+bz=0, bxtcy+az=0,

ispitati da li je vrednost determinante

x Yy z

Z X

y -z
reciprolna vrednost determinante

a ¢ b

b a c

¢c b a

i da i je
lax+ey+bz  bx+ay+cz  cx+by+az [
by+az+ex cy+bz+ax aytez+bx |=1.

| cz+bx+ay aztex+by  bzt+ax+cy
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113. Dokazati formulu

(1) 3

Resenje. 1dentitet [(— 1)+ 1]7"+!

Tl
k=0 k k+1 —n+1.

= (0 moze se napisati u obliku

o (T o (B G (E D e g1 =0

("T1)(4)"—%("51)(—1)"—%--'*‘("il>(~1)""+‘+---H (.

Posle deljenja sa (—1)"(n+1) dobija se

4 l 1 (n-}-l ;-
@) i G )+

Kako je

I
}

_‘(71)r_l_1_ n+l b (=1 1 7
‘ a+l\ r /) ' n+l nil’

(n+l) I (n+Dnn-1)---(n-r+2)
r n+1 r!

1 n(n=1---(n-r+2)

r (r—D!

l(n
r\r=-1}’

relacija (2) postaje
n+1

> 1
r=1

[yr-1 | n 1
) rlr=1) net’

Ako se ovde stavi r - | =k, dobija se upravo formula (1).

Primedba. Citalac ¢e pokufati da nade neki drugi mectod izvodenja formule (1).

114. Data je funkcija

1° Nacrtati grafike funkci
fx), 1

2° Odrediti a i b tako da

¥y

ogranitavaju jednu povrsinu,

3° Ako krive
}J

ogranifavaju jednu povrsinu,

y={/

tako isto ogranitavaju jednu
veliéinu.

115. Ispitati i konstruisalT

X=CO0S8 {

[ = (x—a) (x—b).

a:

(. {f@P. (S@pe.
krive

=f(x) i y=1/f(x)

pa izraunati veliCinu ove povrSine.

=f(x) 1 y=1/f(x)

za koje vrednosti  krive

Y i y={1/f(®}*

povr§inu? U potvrdnom slu€aju izraunati njenu

i krivu

sin?f, y=sint (1l +cos?f).

IzraCunati duZinu njenog

luka od tatke r=0 do tacke r=m/2.
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116. 1z tatke P (x,,y,) povuene su tangente PA i PB (A4 1 B tatke dodira)
na parabolu y=x2.

Proveriti da li je
PA|PB=(R4/Rp)'’3,
gde su R, i Rp polupreénici krivine parabole y=x2? u talkama A4 i B.
117. Ispitati da li je funkcija

ex — esinx

f)=—— (x+#0)
X~ sin x
: ex__esinx
=lim= S (x=0)
X0 X — 8in x
diferencijabilna u tagki x=0.
U potvrdnom sluaju, odrediti f”(0).
Rezultat. ' (0)=1.
118. 1° Pokazati da se matrica
; x| 2
M= x| lln y nii+tliniila x x|
| X3 Y3
moZe napisati u obliku
xih W lO 6 O
Xy Y2 Y1 Yo 3
X3 V3, Xp Xy X3
2° Izracunati det M.
3° Da li se matrica
i X ’ J Y1 I'
x | ¥
= vy v vs vl + | : | X x x5 x|
X3 l Yy {
Xy j Ya
moZe napisati u obliku
10 0 x »il |0 0 O
l 0 0 x, y_,l 0O 0 0 0 &
ifo o X3 ya‘ Y1 Y2 V3 Yy -
1 0 0 x, y, B e e b

4° Generalisati ovaj rezultat.
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119. Odrediti D" {x%(x—1)}~1.
Razviti funkciju {x2(x—1)}~! u red oblika ¥ A4,(x+ 1)".

x+n+1l

»

1
Rezultat. (—1)"n! [(;j]),,+f nte

z (2= 1-m(x+1)".
n=0

120. Sumirati:

15 3% s 2 2 1w,
k=1
gde je
!
up=[1la+ (k+v—1)d].

y=1

Resenje. Polazedi od izraza

Cwp=la+k+rd]u,

dobijamo
i
wi =Wk _y = [a+k+r)d] [ [a+k+v—1)d]
ve=1
(A
la+k+r-1)d] ] [a+k+v~-2)d].
v=1
7
wp=wg_,=(@r+Dd M la+ k4 v—1)d]
v=1
=(r+Ddu.
/ 2
z (wg —wr -1)=(@r+1)d Z uy .
k=1 k=1
e Wy—Wy
Z”k_‘ ——
= (r+ 1)d
n 1 rﬁl rlill
up = ——— [a+(n+v-1)d]— —— [a+(v—1)d].
kZ r+1)d,., ] r+d,_,
Primeri.
(1) [-2:3--r+2-3:4---(r+D)+r--+n@m+1)(n+2)---(n+r-1)
I {5k nr+1)(n42)---(n+r
- e ean ., AL 1D Gk e
(ol Pkl o=y r+1
jer je u ovom slutaju a=0, d=1.
(2) 2-5-8+5-8-11+8-11-14+---+Bn-1)Bn+2)(3n+5)

%L‘,n (81 n®+ 378 n*+ 459 n+ 42).
12

U ovom slucaju je: a=—1, d=3, r=3.
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2° Stavimo li zy = (a+ kd)/uy , dobijamo

a+kd a+k-1)d
=T g 5 -

U U -y

&L ek T gnthsDe T |
5 r r
MesE+v=0d) [ la+k+v—2)d]
y=1

v=1]

a+kd ' 1

Vr r—1
Mia+rk+v-1yd] [ [a++v-1)d]
v=1

v=1

(a+ kdy—[a+ (k + r~l)d_]

]
M @+ *k+v—1)d)

ves|

;(l—r)d/uk.

n n
> (zk—z )= (L =r)d > 1]uy.
k=1

k=1
a2
Z, =2y :‘(l~r)d2 1y .

k=1
n

> Vwe=(zy—29)/[(1 - r)d).

k=1

no1 1 Y e
B ey f =i [ a=na.
5 M @+@+ndl T @+ vd)

v=| v=1

Primeri.

1 ‘ 1 1
“) } =" . Lot

1:2:3r 2:3:4--(r41)  nat)@+2) - (a+r-1)

Ovde je: a=0, d=1.

(2) _l__.ff"- 1 s TR : 1 = =
Bn-@n+H@Bned)Bn+T)

1-4-7-10 4-7-10-13

o b 1
9 [28 (3n+1)(3n+4)(3n+7)]'

U ovom slutaju je: a= —2, d=3, r=4.

121. Odrediti min|z|, ako se z (=x+iy) krece po pravoj 3x+4y+5=0.

ReSenje. Trazeni minimum je 1.
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122. Resiti skup jednacina
2(x2+y)—3xy+2(x+y)—39=0,
3(x2+)y)—dxy+ (x+y)—50=0.

ReSenje geometriski protumaditi u Dekartovom pravouglom koordinatnom
sistemu.

123. Sumirati » prvih &lanova reda
mn+m—-1)nm-1)+m-2)(n—2)+ - - -

1
Rezultat. 'gn(n+ D@Bm-n+l).

124. Dokazati identitet

(1) 13 2 () -t () mrm v

125. Ako je P(x) polinom po x, ispitati konvergenciju reda, &iji je opsti
&lan:

1° u, = P (n) i‘,',; % 1, =P (n) x".
n.

126. Dokazati da je broj
11-37+3.7"—6 (n nula ili prirodan broj) deljiv sa 8.
127. Dat je skup brojeva
N={a, ay, ... ,a,} {ax(k=1,2, ..., n) prirodni brojevi; a, < a, (k<<r)}.

Posmatrati podskupove N,, skupa N pod uslovom da se svaki podskup
sastoji od rastuceg niza od p (l<p<n) elemenata takvih da razlika izmedu
dva konsekutivna elementa toga niza bude > g (¢ prirodan broj).

Odrediti broj podskupova N,, u slede¢im sluCajevima:
1° a,=k; i a=k2; 3" q=2%=1

128. Proveriti relaciju

n—I1 2  n—lI . 518
(Z Xk) =D (A D)k+ 5 {Zn—io [
k=0 o 2
Uputstvo. Posmatrati izraz
(D (L x e X1y
ili izraz
. = : BN 2% 4]
(2) ('* ) odnosno izl
= (x—1)2

koji je identitan izrazu (1) ako je x # I.
Ako se pode od (2), treba primeniti Horner-ov postupak deljenja.

129. Dokazati relaciju
2iy~—z|+|2x—y—z— y«z‘||+12x—y—z ‘m)’“ﬂl

-4 {max (x, y, z)—min(x, y, z)}»
gde su x, y, z tri ma kakva realna broja.

18 D. S. Mitrinovi¢: ZBORNIK I
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Reenje. Ako se identitet
(8] |a+b|+|a-bl=2max(|al|, |b])
primeni na izraz
JEle—y—z+|y-—z||+|2x—-y—z—|y—z|l,
dobija se
Q) J=2max(|2x-y-z|. |y-z|).
Prema (1), moZe se pisati

2max(|al, |b|)=|a+b|+|a—b)|
tj., u slucaju (2),

2max (| 2x-y-z|, |y-z])=|2x—y—z+y—z|+|2x-y-z—y+z|=2|x-z|+2|x-p;.
Prema tome
2]y~z]+|2x~y~z—[y—z|‘+| 2x—y—z+[y—'z||
=2{|x-z|+|x—y|+|y-2])
=4 {max (x, y, z)—min (x, y,2) }.
Ostavlja se &itaocu da zadatak re$i posmatrajuéi direktno izraze u relaciji ¢iju istinitost
treba utvrditi, tj. bez koric¢enja relacije (1).
130. Odrediti kompleksne vrednosti koje zadovoljavaju jednaéine:
z+i

15 e =11 2° tgz=eki, 3 2Bz 2i=0.

131. 1° Izraziti [N cos a, kao zbir kosinusa, tako da svaki &lan zbira bude

k=1
oblika
Ccos(+a £a,+---+a,) (C=const).

n
2° lIzraziti [N sin @, kao zbir sinusa ili kosinusa prema tome da li je n
k=1
neparno ili parno.
. ) . gL » . .
3° Izraziti (N sin ax) (M cos b;) kao zbir sinusa ili kosinusa prema tome
k=1 j=1
da li je n neparno ili parno.

Uputstvo. Upotrebiti formule

1 ) 1 q -
sina=-— (e* —e—%), cosa=— (e*+e—a).
2i 2

132. Dokazati relaciju
n all nan—l

0 a

a 1
0 a

(n prirodan broj).

Uputstvo. Primeniti metod potpune indukcije.

133. Odrediti sve matrice koje su komutativne s matricama:

0100
310
12 0010
g By iy 8 3 1% a
14 000 1
lo o 3|
lo oo o
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Resenje. 3° TraZena matrica

treba da zadovoljava uslov

0100 y
’0010[-|
0001‘;‘
100004?,[
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a,
a,
a;

a

by

€1
€y

C3

Cq

Odavde sleduju skalarne jednakosti:

a, =0,
a,=0,
a,=0,

B

by=a,,
by=a,,
by,=a,
0 =a,

o= by,
cg=b,
cy=by

0 -5,

S

Cy

[
CJ&‘ l&

C3

Cy

2

dy=c,,
dy=c,,
dy=cy,

0 =¢.

Prema tome, matrica komutativna s matricom 3“ ima oblik

lay b e dy ]
}0 a b, ¢
lo 0 b |
‘000a1;

(= = R

S O = O

S = O <O

275

Ako izostavimo indekse, kao najopStiju matricu koja je komutativna s matricom 3°

dobijamo

la b c d
|0abc
10 0 a

o oo al

134. Razviti determinantu reda »

Dy =

1
1

1

X1

Xy

Xn

2
X1

ReSenje. Posmatrajmo determinantu reda n+ 1

| 1

1
i razvijmo je: 1°

18*

Xy

Xn+y

2
as!

2
.\’2

X

TN 3R

X+l

n—2
Xy

-

e
X2

xn—2
n

n—2

X1

=1
x5

_h—1
“n

n—I1

“n+1

k~

4

bat

1

|
i
i
\
4‘

po elementima poslednje vrste i 2° kao Vandermonde-ovu determinantu.
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Determinanta A moZe s napisati u obliku

M
<k <ig<n+ 1

s —1 g )
Koeficijent uz xﬁH u ovom proizvodu je

(

n

2

M

U determinanti A algebarski komplement elementa x”

Prema tome dobijamo

n

e R

=

N

)

Primedba. Primenom ovog postupka dobija se

1 2 s—1 s+1

X, X X x)

1 Xy x:,z_ .\'2—‘ x;H
— v 4+

I-v 35 x2 T st

(op pretstavija osnovnu simetri¢nu funkciju reda p od elemenata x,, x,, ..

Tako, na primer, ako je s=1, imademo

1<k <in

n
xll
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(xi~xg).

(xi—=Xp) -

n+1 J€

(xi — xk) .

1<k <ign

Q
=

{
Py

Xn

Mn

)

all!

M

135136
(xi -xk)
.y Xn).
(xi — xk)

N<k <ign

. 2 4 B n
‘l X1 Xy X
2 3 n
{1 x5 x5 X5
|
2 3 n
1 xn All X"
1 1
= X, Xy - Xp [— 4
S
n i n l‘
-(A)( 2%
=1%Xr
r=1 r=1

135. Odrediti BAB',

; bl bl
B= ; 5l b
441 be

matrica tipa 3 x n.

136. Resiti po X matriéne jednadine:

1°  A4X=5B; 0e
3° AX=BA'B ¢
gde je 12 Ay
A={l1 1 0!, B
2 0 —1

)l<k<i<n

b,

b,

by

=B
XA=BA-1B,
BRI
!ro 0 0.
100 ol

(X = Xk) .

gde je A koso-simetricna matrica tipa nxn i gde je
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137. Data je matrica

1° Odrediti max det4 (0<<t<1).

2° Odrediti X iz matriéne jednadine

1100
AX ‘1 1 oll  ©<i=D.
111

| e x?
1 a a% af
2 n
| 1 a, a5 a, i 0
‘ 2 n
1 a, a, a, |
(ay, a,, ... , a, razliCiti parametri, nezavisni od x).

Red determinante koja se ovde javlja je n+ 1.
Rezaltar. Koreni su: xp=ax (k=1,2, ... . n).

139. Po x re§iti jednadinu

1 1 | 1
1 (S R % B | 1
1 1 2-x 1 [=0.
. |
1 I 1 (n—l)—x|

Determinanta koja se ovde javlja je reda n.

140. Neka je

e )"1| %1
X : Ay ¥ || Y :-, Z Iy
!AJ\ !); | I3
1 35 -1 2 -3
A=l13 5 1|, B=|-2 3 1
15 3 1 | P (|

Polazeéi od relacija

N
X
=

y=Ax,

izraziti x pomodu z.

277
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141. Iz relacija

X, 2 4 -4 Y1
Xy |1 =1 —1 4 0 Ya lls
Xg 2 1 -3 Ys
Zy ||+ -2 =2 1 [| 7
2y || = 20 =3w 2 Vs
z, 4 2 =i Vs
% | 7]
izratunati 5 pomocu Z,
X3 iz
Rezultat.
x 2 4 *41 S ol N ‘ z,
X il=1l -1 4 0 l 2 ¥t 2 z,
X, 2 W =3y 4 2 -1 Iz, |]
26 —8 18 ‘ 7
f% - 41 8 —25 Zs ¥
40 10 26 z
142. Date su matrice
(1) a2l R ‘ (a skalar).
1 O a O

Odrediti ¢ tako da budu zadovoljeni uslovi:
(2) ABC=—E, CA=B (C kvadratna matrica 1l reda).

Refenje. Ako se iz relacija (2) elimini§e matrica C, dobija se
AB? A~1= —E, odakle sleduje B*= —E.

Za partikularne vrednosti (1) poslednja relacija postaje
—-a? 0 -1 0
0 =1

0 —a?
143. Ako su matrice 4 i B (tipa n x n) komutativne, da li su matrice
1° P()i OQ(B) (Pi Q matriéni polinomi po 4 i B);
2° P(4,B)i Q(4,B) (P i Q matri¢ni polinomi po 4 i B)

komutativne?

Odavde sleduje.a= + 1.

U sludaju potvrdnog odgovora, generalisati rezultat.

Uputstvo. Prethodno dokazati da su matrice
AT i B* (r, s nenegativni celi brojevi)
komutativne, ako je to slufaj sa matricama 4 i B.

Videti: D. S. Mitrinovié: Metod matematicke indukcije (Bsograd, 1958, 64 str.), str. 53—S55.
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144. Data je matrica
E M

A=
lo =

(E., E; jediniéne matrice; M matrica tipa r xs).
Odrediti inverznu matricu 41,

.

Odgovor, A~ '=
0 ES i

145. Da li je ta¢na relacija
(A4+A7H2rt1=22n41 4 (n nula ili prirodan broj),

ako je
1
A=|

1 0

E
0.

146. Proveriti da li se polinom
P(2)=a+ bz +cz24dz3 + 24

moZe napisati u obliku determinante

lz -1 0 0
| 0 z -1 0
| 1
iO 0 z ==
|a b c d+z]
odnosno
22 —1 0 ’ z ~1 0 :
0 z -1 ili | 0 z? -1
at+bz ¢ d+z ‘ a b+cz d+z

147. Da li se parametri ¢ i b mogu tako odrediti da matrice

N1 2 —1f ||b b 5|
(o 1 e R
e 2. "4 IaSa&

budu komutativne?

148. Neka je
Dy,=law| @ k=1,2,3,...,2n)

determinanta reda 2n, gde je

A (l = k),
aig=3 p. (+k=2n+1),
0 (u ostalim slucajevima).

Odrediti D,, u obliku polinoma po 2 i p.

Uputstvo. Obrazovati jednu rekurentnu relaciju.
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149, Resiti po X matriénu jednaCinu

||0—b~b{' b b
a 0—b| =] 0 b,
a a -a —-a 0

gde su a i b realni brojevi.
Uzeti u obzir slutajeve:
1° Ox#a#b+0; 2° a=b=#0.

150. Date su dve ortogonalne matrice reda n:
A=|lawl, B=|bil-
Ispitati da li ove matrice imaju osobinu

det H a;k—b,-k H =0
ako je
det “ A H —det H bik H =0

Uputstvo. Poéi od relacije
B'-A'=A’(A-B)B’,
koju najpre treba dokazati.

- =

151. Ako su vektori 4, B, C linearno nezavisni, da li se parametri », w, v
mogu tako jednoznadno odrediti da bi vektori

- -

A A+uB A HB-H\C
&inili ortogonalni trijedar desne orijentacije?

152. Ako vektori Zi B nisu medu sobom ortogonalni i ako je projekcija
vektora 4 na nosa¢ vektora l_;jednaka projekciji vektora B na nosaé vektora Z,
tada je |;1i=;1?|

Dokazati ovaj stav.

153. Ako su Z i E dva vektora i a, b, ¢, d Cetiri skalara, tada je

(aA + bB) x (cA + dB) = (ad— bc) (A x B) .

Dokazati ovo.

154. Ako su A i B dva jedini¢éna vektora, proveriti da li se ugao 0, koji
grade ova dva vektora, odreduje iz jednaline

155. Dati su vektorl

A={1, 5 1) B=(3, 2, 1}, C={E 2 8, D={0.0, 1) F={P W2}
Odrediti skalarne parametre A i p tako da vektor

Z+ M—?)+ }LE)

— -
bude normalan na vektorima D i E.



156—163 PROBLEMI 1Z RAZNIH OBLASTI 281
156. Ako za vektore :4 ;9 C, D vaZi relacija
A+B+C+D=0

— = —
i ako su vektori 4, B, C linearno nezavisni, tada su svaka tri od datih vektora
linearno nezavisni.

Dokazati ovaj stav.

157. Tatke 4 i B opisuju respektivno ose Ox i Oy Dekartovog pravouglog
koordinatnog sistema Oxy.

Prave BC, CA, AB prolaze respektivno kroz utvrdene tadke P, Q, R.

Odrediti geometrisko mesto tatke C, ako su:

1° tacke O, P, Q kolinearne;

2° tatke P, Q, R kolinearne.

158. Promenljiva tetiva MN jednog kruga stoji normalno na nepokretnoj
tetivi AB istog kruga.

Odrediti i ispitati geometrisko mesto preseka pravih AM 1 BN.

159. Proizvod dva integrala diferencijalne jednadine

dy 1 1
— =f(x)—- -+chx -2 f(x +1(x) y?
e Al N e f()_y S(x))
1znosi 1.

Odrediti ove integrale.

160. Odrediti srednju vrednost funkcije
log (1 — 2 acos x + a?)
na segmentu [0, 2x].
161. Odrediti veli¢inu povr$ine koju ograniava kriva
yi=x¥(2-x).
Za razne vrednosti parametra g odrediti broj realnih reSenja jednadine
x% (2 —x)=a2.
162. Ako je osnovna (glavna) permutacija
S R
odrediti broj inverzija u permutaciji
n,n—1,n-2, ..., 2, L
Rezultat. Broj inverzija iznosi

D=2 3l (;)

163. Ako je glavna permutacija
152-3; .00, 2
odrediti broj inverzija u permutacijama:
1° 1,3,5 ...,2n-1,2,4,6, ..., 2n;
2% 2, 40, wen i 2 Ay 3550 i 2—T

o N\, o fn4l
Rezultar. 1 <2> 2 < 2 >



282 PROBLEMI I1Z RAZNIH OBLASTI 164—167

164. Ako je glavna permutacija
1,2,3 ..., 3n,
koliki je broj inverzija u permutacijama:
12 °3,6,9, ..., 3n, 1,47, ... 3. 3n=2, 25 8 ... In—1

AR S B (e A | ES iy B0 A= 3 Wb o o to =l S EIs e s 1 Jig
32120588, ...0 0 3a—1, B016,008 gt wede Ll Tt SIS

Rezultat. 1° n(3n+1)/2.
165. Ako je glavna permutacija
(1) 1,2,3, ..., 4n,
odrediti broj inverzija u permutaciji
) 4 P, P, P, Py,

gde P,(r=0, 1,2, 3) ozna€ava glavnu permutaciju brojeva iz skupa {1, 2. 3,...,4n}
koji pri deljenju sa 4 daju ostatak r (r=0, 1, 2, 3).

Polaze¢i od (2), obrazovati 24 permutacije od slova P,, P, P,, P; 1 za
svaku odrediti broj inverzija, ako se permutacija (1) smatra kao glavna.

166. Neka je dat ureden skup prirodnih brojeva
(1) E={1,2,3, ..., kn} (k, n prirodni brojevi).
Neka je
E/CE - r=0,1, 25 ix - onfi= ),

gde j: E, ureden skup svih brojeva iz skupa E koji pri deljenju sa k daju
ostatak r.

Od podskupova E . (r=0,1,2, ..., k—1) mogu se obrazovati k! permu-
tacija (P). Ako je k parno, jedna od tih permutacija (P) biée

2) Ey By -0t S BByl B
Ako je glavna permutacija
L+25 B, .-ws tens
odrediti broj inverzija u permutaciji (2).
Odrediti broj inverzija u ma kojoj od permutacija (P).
167. DuZina luka parabole
yi=dax (a>0)
od temena do tatke &ija je apscisa x, iznosi
s=|/x (x+a)+alog () 1+ (x/a) +| (x]a)-

Proveriti ovaj rezultat i odrediti x tako da duZina luka bude 4, ako je a=1.
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168. Izvesti formulu
1

fP,,(x) dx = - [Pii(X)—Popy ()] (=1,2,3,...),
2n+1

X
gde je P,(x) Legendre-ov polinom.
Uputstvo. Poli od formule

Pigy () =Pi_ () =Cn+DPu(x) (n=1,2,3,...).

169. Dokazati relaciju

1+]|z] :
H 1l+212-—|£~' (R{z}=>0; z kompleksan broj).
l“
Resenje. 1. Pretpostavimo da bar za neko z iz oblasti R {z}>>0 vaii
|
[1+z| < lilf
V2
Tada vaZi i relacija
1+|z])?
(1+2)(1+3) Sl
2
odnosno
2(z+8) < —(|z| -1
odnosno

4R{z} = —(|z]|-1)=
Poslednja relacija nije moguéna ni za jedno z za koje je R{z}>0.
Prema tome, relacija (1) je tana.

1I. MoZe se i ovako rezonovati. Ako je taina relacija (1) za svako z za koje yje R{z}>0,
tada je taCna i relacija

4R (2)>~(lz] -1y

Ova relacija uvek vazi ako je R{z}>0.

170. Ako je a>0 i b>1, tada nejednadina

| 4
() o gy B
vaZi za svako z, koje zadovoljava uslov
— B2
(2) Rifey TV E:
2(b2—1)

Dokazati ovaj stav.
Resenje. Ako vazi relacija (1), tada vazi i relacija

a2+2ajz|+|z]|®
s

(@+2)@+2) =

odnosno
3) G-z |>2-2alz|+a* (*-1)+2ab? R{z}>=0.
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Po pretpostavei je b> 1, pa je i b2—1>0 (koeficijent uz |z[?%). Ako je

) a2 —at(B*-1)2—-2ab? (b*-1)R{z} <0,
tada vazi relacija 3).
Relacija (4) ekvivalentna je relaciji (2). Ovim je dokazan navedeni stav.

Primedba. Da 1i relacija (1) vaZi za jo§ neke vrednosti z koje nisu obuhvadene
uslovom (2)? .

171. Koju krivu definiSe jednadina
> ayjz—zi[P=b  (a. b realne konstante; z kompleksan broj)
k=1

u kompleksnoj ravni?
Odgovor. Ova jednaCina defini§e krug ili pravu prema tome da li je
n

> ag#0ili ~0.
k=1

172. lzratunati krivoliniski integral

z—a|*

f 4t . (la]#0; a i z kompleksni brojevi).
=
Uputstvo. Koristiti relacije zZwr? i |dz| = —irdz/z.
173. Dati geometrisku interpretaciju relaciji
|[1—z|2<1—|z|? (z kompleksan broj).
Upuatstvo. Ova relacija ekvivalentna je relaciji

lz==l+
3.

-]<

174. Dat je integral

a

f 1 T 2 1.‘

/ o2 mesdl)
Jl—x2 1+ xt

IzraCunati ga pomocu jedne od sledeée tri smene:

° y=(/x)—x; 2° x=(1+0/(1-1); 3 (I=xH)/(1+xD=u

(», t, u nove integracione promenljive).
Primedba. Ovaj integral je pseudo-eliptian.
175. Ako su x, i x, apscise preseka krive

P=x3—1
1 prave
y=t{(x—1) (¢ parametar),
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ispitati da li izraz

zavisi od 1.

Odgovor. S ne zavisi od 1.

176. Neka je M matrica

! X z | (%, 8, v, & kompleksni brojevi),
(|7 i
1 neka je M* matrica
lx B i
|‘ NAD (= konjugovana vrednost od «, ...).
iy 9

Odrediti matrice M tako da obadve matrice
M+M*i1 MM*
budu skalarne i da je det M >0.
Skup ovih matrica oznaimo sa {m}.
Pokazati da svaka matrica M (#0) iz skupa {m} ima inverznu matricu
koja takode pripada skupu {m}.
177. 1° Povriina ograniena krivom
y=sinx O<x<xa/2)
i otsecima pravih
y=1, x=0
rotira oko y-ose.

Od dobijenog rotacionog tela T ise¢i kruZni cilindar 3to veée zapremine,
tako da cilindar 1 telo T budu koaksijalni.

2° Isti problem reSiti za povrSinu ograni¢enu krivom
y=cosx (0<x<n/2)
i koordinatnim osama.
3° Isti problem re§iti za povrfinu ogranienu krivom

y=-"ch-=
2 a

(a>0)

1 otse€cima pravih x=0, y=»b(> a).

178. Koje jednaine petog stepena
x*—5x+a=0 (a parametar)

imaju tri realna i dva imaginarna korena? Razdvojiti u tome sludaju ta tri

realna korena.

Primedba. Zadaci 178—199 bili su na pismenom delu diplomskog ispita iz Teoriske
matematike u periodu od 1920—1925 na Filozofskom fakultetu Univerziteta u Beogradu.
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179. Izralunati povrSinu, ogranienu x-osom, lukom krive treCeg stepena
y=f(x)=x*-9x24+15x 4 30

i pravama x=a i x=»b, gde su a i b vrednosti za koje f(x) dostiZe ekstremne
vrednosti.

180. Odrediti linije krivine na hiperboloidu xy+z=0.

181. Odrediti realni i imaginarni deo funkcije
f(z)=a0+ a12+0222+0323+ cee tayzt

pri kretanju tacke z po periferiji kruga opisanog oko pocetka polupreénikom 1.

182. Nadi asimptote krive
xX—5xy247=0
i ovla§ je konstruisati.
183. Sta se moZe reéi o realnim korenima algebarske jednaline
' xX+ax+b=0,

kada se tacka M (a, b) krece u ravni Descartes-ovog pravouglog koordinatnog
sistema Oab?

184. Nacdi jednaCine normale i tangente krive y=3x% u njenim tackama
maksimuma i minimuma prema x-osi, kao i polupreénik krivine.

185. Integraliti diferencijalnu jednaéinu
xlogxfll ~ylogy =0
dx
i naéi singularitete njenih partikularnih integrala.

186. Naéi n-ti izvod funkcije
x"~1log (1 —x)

i ispitati za koje je vrednosti x ovaj izvod pozitivan. Nadéi vrednost toga
izvoda za x=0.

187. Integraliti linearnu diferencijalou jednadinu
d? d
: KeGpY —y+2y=e“"0052x.
dx? dx

188. Dat je skup parabola koje imaju teme u koordinatnom pocetku, a x-osu
za svoju osu simetrije. Odrediti skup krivih od kojih ée svaka seéi svaku od
tih parabola pod stalnim uglom od x/4 radijana.

189. Konstruisati krivu
y=sin2x+2cosx (0<x<2n).

Odrediti u tome intervalu maksimume, minimume i prevojne tatke.
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190. Po x resiti jednalinu
n= <o
> (xiyi=A (A4 data konstanta; i=| —1).
n=1

Ispitati realnost resenja.

191. Odrediti ortogonalne trajektorije paraboloida

x*+y*=2az (a parametar).

b
192. Izralunati vrednost odredenog integrala J= [dx/o, gde je o polu-

preénik krivine jedne krive u njenoj tacki M (x, y), znajuéi da dirka na toj
krivoj gradi sa x-osom u tafki x=a ugao «, a u tacki x=»5 ugao .

193. Graficki rediti jednacinu
eXlogx+a=0,
i ispitati kako se fnenjaju njeni realni koreni, kada se a menja.

194. Odrediti sve realne funkcije promenljive x koje imaju tu osobinu da
su jednake svome n-tom izvodu.

195. Ispitati oblik krivih
ay—x*=0 (a>0).

Nadi obvojnicu tih krivih (a parametar). Ako je x=«, y= jedna tacka M
koja se nalazi sa desne strane y-ose, koliko od gornjih krivih prolazi kroz
tu ta&ku?

196. Neka je A jedan proizvoljan broj oblika 4= Re®’ (R i ¢ stalni);
odrediti sve korene transcendentne jednadine e'/?= A4 (z=x+ yi). Pokazati da
svi oni leZe na krivoj, ¢ija je jednalina

x2+y2~,,L:0
; log R

1 da ih ima beskonadno mnogo u okolini poetka. Dokazati da je tacka z=0
esencijalni singularitet funkcije e/z
2
197. Odrediti na paraboloidu _z:=x+y7 sve krive, &ije ce dirke zakla-

V3

pati sa z-osom stalan ugao od x/6 radijana.

198. Naéi takvu povr§inu, da rastojanje od projekcije ma koje njene
tatke M (x, y, z) na ravan Oxy do prave preseka ravni Oxy sa tangentnom
ravni u istoj taCki traZeme povrSine, ima stalnu duZinu a.

199. Naéi dirke krive
2x24+5xy+8y2—Tx+y=0

u temenima precnika, koji prolazi kroz koordinatni podetak.
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200, Odrediti M" ako je n prirodan broj i
i i‘

A(n) B (n)
l\ C(n) D) “

Resenje. Matrica M" imace oblik

gde su A4, B, C, D funkcije po n.
Funkcije A4, B, C, D odredi¢emo iz relacije
A@n+1) B@n+l) 4 2 4 2
H Cm+l) D+l “ 3 *H 13
*1 H4A(n)+B(n) 2A(M+3B H

al

A B | w 4,2
3

C(n) D(n) “‘ 1 4Cm)+Dm 2C(n)+3Dx
Odavde sleduje
M A(n+1)=4 4 @m)+B ),
2) B(n+1)=24(n)+3B(n),
3) C(n+1)=4Cn)+D(n,
4 D(n+1)=2C(n)+3D(n).

Ove &etiri relacije su diferencne jednaline.

Iz jednadina (1) i (2), posle eliminacije funkcije B, dobija se
An+2)~TAMm+1)+104@m)=0.

Opste resenje ove diferencne jednaZine je

A@my=0,-5"+a,-2" (,, «, proizvoljne konstante).

Analogno, iz jednaCina (3) i (4) sleduje

Cm)y=oy- 5"+ a,-2" (et,, o, proizvoljne konstante).
Kako je
‘4 2‘ ‘iA(l) B(])l‘ 2l 4@ B
’ 1 [ Jlcqy b l H e g ’ c@ Dby’
za «,y, Oy, ¢y, o, dobijamo
2 1 1 1
01—'?,(1.2—?, i F =

Prema tome, funkcije A4 (n), B(n), C(n), D (n) su odredenc.
TraZeni rezultat je
LS5 LN

il

| = wle

a . 2" [i
i
I

Ovo interesantno relenje dao je S. Presic.

Primedba 1. Da li ovaj rezultat vaZi ako je n ceo negativan broj?

Prirnedba 11. Na ovakav postupak nismo naili u literaturi. Ovde je iznet samo jedan
partikularni sluaj. Medutim, navedeni postupak moZe se uspeSno primeniti na kvadratne
matrice ma kog reda.
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1. ZBIROVI POTENCIJA n PRVIH PRIRODNIH BROJEVA
n

1. Izve$8éemo rekurzivnu formulu za izratunavanje zbirova S,= 3
Na osnovu binomne formule moZemo pisati identitete :

r=1
; k4 y
(n+ 1)kT1 = pktl1 4 < ;]> nk + <k; 1> i SRR e <k,:l> n +1,

Akt = (p— 1)kt <k;f1> (n-1)k+ <k2 1>(n~1)k-1+ s (lc‘/i_'l) (=14,

rk,

3k+1 : 9k+1 . (k ]‘ 1) L <k£ 1) k=1 4.y (l‘/‘ 1).2 wil

2k+1 . [k+1 4 (k'; 1> 4+ (’“2”) ¥z TRt <klll> L

Posle sabiranja izraza koji se nalazz na levim stranama i izraza koji se
nalaze na desnim stranama ovih identiteta, dobija se
k+ k+1
= 14 (T st (F1) Sicat -+ (511 s04m,
odakle sleduje

k+1 k+1 k+1
@ FT s (1) secpt - + (01 5= e D 1@ 1e-11.
Iz ove rekurzivne formule moZemo izradunati S, ako znamo

I R Y h A
Buduéi da je

S;=1424 - 4n=Lnn+l),
moZemo zatim izradunati S,, potom Sy, itd.

2. Polaze¢i od formule (1), dobijaju se sledece sumacione formule!:

1 Na formule Sy (k=13, 14, ..., 20) nismo nai3li u literaturi. Te su formule izvele:
Danica Percinkova i Kovina MiloSevi¢. U &lanku: Hj. Tallgvist: Die Potenzsummen der ganzen
Zahlen (Commentationes physico-mathematicae, Sociztas scientarium fennica, t. 15, Ne 1, 1951,
7 strana) navedene su formule S;(k=1,2, ..., 12). Iz istog ¢lanka uzeli smo numericke
tablice koje ¢e korisno posluZziti za izraunavanje zbirova Sy .

Z ovo izdanje Zbornika D. Dokovié je izveo formule Sy (n) za 21 < k < 31, korid¢enj*m
Bernoulli-evih brojeva. Ove formule su proverene za n=1 i n=2. Treba primetiti da u ovim
formulama faktori

n?(n+1)® za n neparno;
odnosno
nn+1)(2n+1) Za n parno,

nisu izdvojeni kao u formulama Sy (n) za 1 <<k <20.

19 D. S. Mitrinovié: ZBORNIK I
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S, =%n(n+l).

S, P»éﬁn(n+l)2n+l),
A =+n‘l(n+l)2-,

S, = e n()@n+ )GBr2+3n-1), .

Sy = g AP (n+ )2 Qa2+ 20-1),

Se = g5 n(e1) @n+1) G +6m-3n+1),
S, =in~(n+1) Brt+6nd—-n®—-4n+2),

Sy = g M@+ 1) @n+1) (SAO+15m5+5m —15m8 —n24+9n=3),

Sy =»~f nRm+ 122+ 6nd+nt—-8n¥+n+6n-3),

Rg]
<
]l

Tn(n-H)(2n+1)(3ns+12'17+8n“—18n5»10n“+24n3+2nz~15n+5),
Siy= 5~ n+1D2Qnu8+8n74-4n°~16n%-5n4+261% -3n*-20n+10),

S = 2”7!370 n(n+ 1) Qn+1) (1051104 5257° + 525 i~ 105017 - 11902 4-2310n°
+1420n* 328513 ~287n%2+2073n—-691),

S = 4—:—0—n~(n+l) (301194 1501 + 12513 —400n7 —~ 326 18 + 1 052 n® + 367 nt

— 17861 +202n%+1382n—691),

Sia = g A+ 1) @na 1) (Ba12 4 18 A1+ 24010 4519 — 81 n® + 144 17 1 182 18
~345n% - 21714 + 49813+ 44 12 - 3151+ 105),

%]
-
&

I

= »418— nt(n+1)2 (3n24 180114+ 21 n'® —604° — 83 n8 + 226 17 + 203 n® - 632
- 22611 + 108412 - 122 1% -840 n+420),

Sia = 5ig 7 (14 1) 2n+1) (15144 105 12 4 175 012 — 315 111 — 805 n1°+ 1 365 n®
+2775n8 —4845n7 —6275n% + 1183515+ 7485n* - 1714513 — 15191#%2 +- 10851 n -3617)

S7 = —1%—6 n? (n+ 1) (107 + 70 113 + 105 712 — 280 n11 — 565110+ 1410 #° + 2165 n®
~5740n" = 5271 n®+ 1628215 + 5857 n* ~27996 % + 3147 1% 4+ 217022 — 10 851) ,

- 3;90 n(n41) (2n+1) (105718 + 840115 -+ 1 680 ' — 2940 n'3 — 9 996 n12
+16464 n'1 + 48132170 --804304° — 167958 n® + 292152 n7 + 380 576 n®
—716940 15 — 454036 1% + 1039 524 n® + 92 162 n® — 658 005 n + 219 335),

Ste = gag M (n+ 1) (421 + 336 115 + 61634 — 1 568113 —4 263 12 + 10094 ni1
+22835n10 - 55764 n® — 87665 n® + 231 094 n” + 213 337 % — 657 768 15
~236959 1% + 1131 68613 — 127 173 n? — 877340 n + 438 670) ,

Sso = ot (n+ 1) 21+ 1) (165 n'8 + 1485 n17 4 3465 n'® — 5 940 115 — 25 740 n4

+41 580 113 + 163 680 n'2 — 266 310 711 —801 570 220+ 1 335 510 n°

+2826470 1% ~ 4877460 17 — 6 362660 n® + 11982720 1% + 7 591 150 n*

~ 17378085 n% — 1 540 967 n* + 11 000493 n — 3 666 831) ,

6930



Sas

L 1
660
1

T

1
7920

1
150 150

i

12012

1
" 29106

1

66 990

14322

1

7392

19*
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(30122 +330 721 + 1155 n20—7 315 n'8 + 53295 n18 - 319770 n'4 + | 469 650 n12
—491024612°+ 111919501~ 15875013 n® + 12063 425 n*—3 666 831 n?),

(330 123+ 3795 n? 4 13915 121 —97 405 n® + 793 155 n'7 — 5393 454 m15

+ 286016501 — 11293565811+ 314618150 n® — 573 768 327 07

+ 610409 305 n5—309 236081 13 + 46998 215 1),

(330 124 + 3960 123 + 15180 n22—116 886 20 + 1 057 540 n18— 8090 181 n1*
+49031400 1'4—225 871 316 112 + 755 083 560 n19— 1 721 304 981 n®

+2441 637220 1% — 1 855416 486 1* + 563 978 580 n2) ,

(6006 725 + 75075 724 + 300 300 #*3—2 532 530 121 + 25 325300 11 .- 216 531 315 n1?
+ 1487285 800 n15—7 905 496 060 1® 4 31 233 001 800 111 —87 021 529 595 n®

+ 158706419 300 17 — 168842 900 226 15 + 85 536 751 300 #3— 13 000 025 005 1),

(462 n%6 + 6006 725 + 25025 n>1 —230 230 n22 + 2 532 530 n2°—24 059 035 n1®

+ 18591072511 —1 129356 580 n'4 + 5205 500 300 12 — 17 404 305 919 #1°
+39676 604 825 n® - 56280966 742 n® + 42768 375 650 n*— 13 000025 005 n?) ,
(1078 n%7 + 14 553 n8 + 63 063 n2® — 630 630 2% + 7597 590 n21—79 774 695 119

+ 688963275 n17—4743297 636 n'5 | 25226655300 #'3 — 99 679 206 627 n't
+277736233775n°—506528 700 678 n7 + 538 881 533 190 #®—273 000 525 105 »®
+41491102653n),

— (154n°8 4+ 2156 727 + 9702 n*¢—105 105 n24 + 1 381 380 n22— 15954 939 n20

153102950 n18 — 1 185 824 409 116 + 7 207615 800 4 — 33 226 402209 12 ]
+ 111094493 510 210 — 253 264 350 339 18 + 359 254 355 460 #° — 273 000 525 105 n*
+82982205 306 12),

(2310129 43349518 4 156310 %7 —1 828 827 n*® 4 26 126 100 #23— 330495 165 n*!

+3505251 750 n® — 30343 153995 117 + 209020858 2002 — 1 111 806 535455 n'®

+4393282243350411 12241 110266385 n°+ 22325092089 300 »7
23751045684 13515+ 12032419769370 11— 1828708 499 233 ),

(1541304 231012% 4 1116508 —140679n%6 - 2177175 n* - 30045015 n*®
+350525175n1%9--3371 461 555 n'® + 26 127 607 275 n' — 158 §29 505 065 n'4

+ 7322137072252 - 2448222053277 110+ 5581273022325n1% - 7917015228045n°
4+ 6016209884 68511 —1828708499233 %),

(462 131+ 7 161 n®° +- 35 805 n29—484 561 n27+ 8099091 n25 - 121486 365 n*2

+ 1552325775 n%1—16502417085 n1® + 142933 380975 n'7 - 984 742931403 n'®
5238 14421322513 —20698 604632251 n'! + 57673 154 564 025 n®
—10518320231545517 + 111 901 503 855 141 n® — 56 689 963 476 223 n®
+8615841276005n),

(231 732 + 369673 + 19096 130 —276 892 128 + 4 984 056 126 — 80 990910 »24
+ 1128964200 1n22—13 201933 668 n2° + 127051 894 200 n'® - 984 742931 403 n'¢
5986450529400 n14 —27798 139509 668 n'* + 92277047 302 440 n'?
—210366404 630910 n® + 298404 010 280 376 n®—226 759 853 904 892 n*
+ 68926 730208040 #2) .
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3. Od interesa su sledeée formule koje prenosimo iz navedenog Tallgvist-
ovog ¢lanka:

Z(2n+1) = (n+1)3,
0

(2n+1)2 T (n+1)2n+1)2n+3),

otvix

>2Rn+1¥ =+ 1)22n2+4n+1),

0

. >2n+1)* = —1154 (n+1)2n+1) 2n+3) (1202 +24n+5),
0

n

S@nt1) =3 (n+ D (16m8 4 6478+ 7612 + 24+ 3),
0
n

>2n+1)8 = 2l|4 (n+1)2n+1)2n+3) (48n2 + 1921+ 21602+ 48n+7),
0

n
>2n+1) = 7}4— (n+1)2 (48n° 4288415 + 608n4 + 5121+ 14612+ 361 1-3),
- k

n
>2n+1p = 7157 (n+1) 2n+1) (2n+3) (32015 + 1 92015 + 3920n4 + 2 88048 + 476n% + 3121 + 15),

x ©

S2n+1)° = —-;— (n+1)2(256n8 + 204817 + 62081 + 8 576n° + 5088n* -+ 140813 + 93612 + 80n + 5),

o

n

S @n+ 10— o (n 1) 2n+ 1) (204 3) (76808 + 614427 1 181761 + 23040 15,4 10400 4
0

+2688n% 1-4400n2—672n +11),

n
S 2ng 1)1. —7} (n+1)2(512m° 4+ 51201° +20224 18 + 3891207 + 36064 1% + 15 680 n®
0

+10368n%+7936n% —-2018n%+60n+3),

n
>2n+ 1)z I}E (n+1) 2r+1) 2n+3) (107520112 + 1075200 #° + 4 166 400 18 + 7 526 400 n?
0
4583744015 + 1908480 1% + 2915 680 n* + 1 806 720 13— 1 644 428 n
1 480744 n + 455) .
Tablice
n
) rk
=]
Pl Sl 4 S I [ v Sl
i Fidti sy a 1| 1] a 1
2 3 5 ‘ 9 17 ‘ 33 65 129 257
3 6 14 36 98 276 794 2316 6818
4| 10 30 100 354 | 1300 4 890 18 7¢0 72 354
s| 15 55 225 979 4425 20 515 96 825 462 979
6| 21 9] 441 | 2275 12 201 67 171 376 761 2 142 595
71 28 140 784 | 4676 29 C08 184 820 1 200 304 7907 396
8| 36 204 | 1296 | 8772 61776 446 964 3297456 | 24681612
91 45 285 | 2025 | 15333 | 120825 978 405 8080425 | 67731333
10} 55 385 | 3025 | 25333 | 2:0825 1978405 | 18080425 | 167731 333
11| 66 506 | 4356 | 39974 | 381876 3749966 | 37567596 | 382090214
12| 78 | 650 | 6084 | 60710 630 708 | 6735 950 | 73399404 | 812071910
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n
> rk
re=1
B 9 | 10 i 1 | 12
1 1 ‘ P p 1
2 513 1025 2049 4097
3 20 196 67074 179 196 535 538
4 282340 | 1108650 | 4373 50 17 312 754
5 2235465 | 10 874 275 53 201 625 261 453 379
6 12 313 161 \ 71 340 451 415 998 681 2438235715
Z 52 666 768 353 815 700 2393325424 16 279 522916
8 186 884 496 ‘ 1427 557 524 10 983 260 016 81998 999 652
9 574 304 985 4914 341 925 42 364 319 625 367 428 536 133
10 1574 304 985 14914 341 925 142 364 319 625 [ 367 428 536 133
11 2932252 676 40 851 766 526 427 675 990 236 4707856912 854
12 | 9092033028 | 102769 130750 1 170 684 360 924 13421 957 361 110
n
> @2k
r=1
LTS e LR ey St 8
| |
Ry 4 8! 16! 32 64‘ 128! 256
2| 6| 20 72 272 | 1036 4160 16512 65 792
3] 12 56 288 1568/ 8 832 50 816 296 448 1 745 408
4| 20 120 800 | 5664 | 41 600 312960 2393 600 18 522 624
5130 220 1800 15664 141600 1312960 12 393 600 118 522 624
6| 42| 364| 35.8| 36400 390432 4208944 | 48225408 548 504320
71| 56 560| 62720 74816 928256 | 11828480 | 153638912| 2024293376
8| 72| 816 10368 140352| 1976832 28605696, 422074368| 6319260 672
9| c0| 1140 | 16200 | 245328 | 3866400, 62617920 | 1034294400 | 17339221 248
10 | 110 | 1540 | 24200 | 405328| 7066400 | 126617920 | 2314294400 | 42939 221 248
11 | 132] 2024 | 34848 639584 | 12220032 239997 824 | 4 808 652288 | 97 815094 784
12 |16 | 2600 | 48672 | 971360 | 20 182656 | 431 100 £00 | 9395123 712 | 207 8.0 408 960
n
> @nk
r=l1
k
— Sl e 10 11 12
|
1 | 5121 10241 2048 4 096
2 262 656 1 049 600 4196 352 16 781 312
3 10 340 352 61 515 776 366 993 408 2193 563 648
4 144 558 080 1 135 257 600 8 956 928 000 70913 0.0 384
5 1 144 558 080 11 135 257 600 108 956 928 000 1070913 0.0 384
6 6 304 338 432 73 052 621 824 851 965 298 688 9987 013 488 640
7] 26965385216 362 307 276 800 4901 530 468 352 66 650 925 863 936
8| 95684861952| 1461818904576 22493 716 512 768 348 155 902 574 592
9| 204044152320 5032286131200 86762 126 592000 | 1504937 284 000 768
10 | 806044 152320| 15272286131200| 291562 126592000| 5 600 287 284 000 768
11 | 2013313370 112| 41832208922624| 875880428003 328 1845598991509 984
12 55120 910 336 | 105 235 589 888000 | 2397561 571 172352 | 54 976 337 351 106 560

| 46
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n
S @r+ 1k
r=0
T E e & AN = 1 G 8
il oa] 10l 28 8| 244 730 2188 6 562
21 9 35| 153 707 3369 16 355 80313 397 187
3| 16| 84| 496 3108 20 176 134 004 903 856 6161 988f
4! 25| 165| 1225 9 669 79 225 665 445 5686 825 49 208 709
5| 36| 286| 2556| 24310| 240276| 2437006 25 173 996 263 567 550
6| 49| 455| 4753 52871 611569] 7263815 879225131 1079298311
7| 64| 680 8128| 103496| 1370944| 18654440 258781 888| 3 642 188936
8! 81| 969(13041| 187017| 2750801 42792009{ 669120561 | 10617946377
91100]1330{19900| 317338| 5266900| 89837890 1562992300 27601509418
10 112111771 129161 511819] 9351001 175604011 3364020841 | 65424368779
11 | 1441230041328 79166015787 344|323 639900 | 6768906288 | 143 735354 060 |
12 | 169 | 292556953 | 118228525552 969 | 567 780 525 | 12872421913 | 296 323 244 685
n
3 @r+ 1)k
r=0
ot ] 9 10 l T | 12
. 19 684 59070 177 148 | 531 442
2 | 1 972 809 9 824 675 49 005 273 244 672 067
3 | 42326 416 292 299 924 2026332016 14085 959 268
4 429 746 905 3779084 325 33407 391 625 296 515 495 749
5 2787 694 596 | 29 716 £08 926 318 719062 236 3434 943 872 470
6| 13392193969 167 575 000 775 2 110 879 456 273 26733028 994 951
7 51 835553 344 744 225 391 400 10 760 635 315 648 156 479 366 885 576
8| 170423429841| 2760219 291 849 45032 531 623 281 739 101 604 115 337
9 493 111 127 620 8891285549650, 161 522790521 500 2952416523181 498
10 | 1287391174201 | 25571166527851| 511800291063 721 | 10 308 244034 568139
11 | 3088543 835664| 66997677 741500 1464 610048977648 32222 868 466 <88 460
12| 6903 2411012891 162365109 382125 | 3848795839993 273 | 91 827513 241 979 085

Primedba. Upotreba ovih tablica je oligledna. M dutim, njihova primena je $ira nego Sto
izgleda na prvi pogled. Ustvari, moguéno je izralunati zbirove do n=25.

74274 e 257=(174374 o0 25D 4(274 474 v 4247)
=12872 421 913 + 9395 123 712 =22 267 545 625 .

Primer.

II. POJAM GRUPE

Grupa je ncprazan skup M na kome je definisana jedna operacija (koju
¢emo oznaliti sa ), tako da su zadovoljena sledeca Cetiri uslova:

I. Ako su S i T dva proizvoljna elementa skupa M, tada je SoT takode
element skupa M i taj elcment je jednoznaéno odreden;

II. Za bilo koju trojku elemenata S, T, U (€ M) vaZi
Se(ToU) =(S-T)U,
III. Mcdu elementima skupa M postoji bar jedan element E koji ima osobinu
SoE=S za svaki element S€M,

(takav element E zove se jedinini element);
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IV. Svakom elementu S odgovara bar jedan element U (€ M) za koji je
SoU=E (takav element U zove se inverzni element).
Polazeéi od navedenog sistema postulata (Dickson-ov sistem postulata),
dokazuje se:
I. Postoji samo jedan jedini jedini¢ni element E grupe;
II. Jediniéni element ima osobinu komutacije sa svakim elementom grupe, tj.
SeE=S8S 1 EoS=S;

I1I. Svakom elementu S grupe odgovara jedan i samo jedan inverzni element
(oznadava se sa S—1), takav da je

SoS1=E i S loS=E.

Primeri grupa. 1° Skup racionalnih brojeva, u odnosu na sabiranje, obrazuje grupu.
Ovde jz jedini¢ni element O, a inverzni element racionalnog broja r je —r.

2° C:li brojzvi u odnosu na sabiranje obrazuju grupu.

3° Skup M od Cetiri matrice

i‘l 0'\ 1 0\7 =1 0| h—1 0
E = | y By = s By = I B, =
i 0 —1 | 05 =k 0. Bl
Qbrazuje grupu u odnosu na matri¢no mnoZenje.
Ovde je jedini¢ni element E.
Inverzni elementi elemenata E, E,, E,, E, su:
S N o 2o 1t I5~I o —1 0}
o 1\| ST T ’ 01 CHR R

Svaki od njih pripada datom skupu.

Buduéi da za matrice vaZi zakon asocijacije za mnoZenje i da svi proizvodi elemenata
E, E,, E,, E;, uzetih po dva i dva, pripadaju skupu M, zakljulujc se da elementi E, E,, E,, E,
¢ine grupu.

4° Pozitivni celi brojevi ne obrazuju grupu u odnosu na mnoZenje (obrazloZiti ovaj
zakljucak) .

III. O NEKIM RELACIJAMA KOJE OSTAJU U VAZNOSTI AKO SE PERMUTUJU
OPERATORI STO SE U NJIMA POJAVLJUJU!

Za svaki skup E realnih brojeva a,, a,, ..., a, vaZe ova dva identiteta:
1) max (a,, @y, ... , ;) = X min(a,)
— X min(a;, a,)
+ X min (ay, a,, az)
+ (= D1 ¥ min(ay, a5, ... , a)
+ e
+ (= 1)y=Y¥ min (a,, @, ... , @&.);

1 Ovaj prilog redigovan je prema &lanku:

D. S. Mitrinovié: Sur certaines relations restant valables si I'on permute les opérateurs y
intervenant (Vesnik Drustva matemati¢ara i fizicara NRS, kvj. VIIL, 1956, str. 15—22).

Primedba. Polazcéiod ovih rezultata F. Klein-Barmen izveo jc nove iniescrantne rezultave. Videti:

F. Klein-Barmen: Ordoid, Halbverband und ordoide Semigruppz (Mathematische Annalen,
Bd. 135, 1958, S. 142—159).
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> max (a,)

— Y max (a,, a,)

2) min (ay, 4y, +.. , Gy)

+ ¥ max (ay, a,, az)

+ (= DY max(a;, @, ..., &)
+ ocaoo
+ (=D 1¥ max(a;, a5, ..., Q).

Zbirove X treba protegnuti na sve kombinacije naznadene klase od n ele-

menata @,, d,, ... , a,. Tako, na primer, ¥ min (a;, @,) ima znalenje:
min (a;, a,) + min (@;, ag)+ --- +min (a;, a,)
+ min (a,, az)+ --- +min (a,, a,)
+ [

+min (a,_y, a,) .
Ne naruSavajuéi generalnost relacija (1) i (2), moZe se pretpostaviti
3) A >ay> o0 > Q> o0 > d,.

Vodeéi raduna o (3), izraz koji se javlja na desnoj strani relacije (1) moze
se napisati u obliku:

4
+ ay[1-1]
+ag[1-2+1]
L Dl & N
wao= (77 + (= )]

.4 et
+al1-(7)+ () - s (0]
Prethodni zbir svodi se na a;, buduéi da je

@ 1=C70+ (5= s (D) - a-emieo,
gde je k prirodan broj.

Izraz na levoj strani relacije (1), pod uslovom (3), svodi se takode na a.

Prema tome, relacija (1) je dokazana.
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Izraz na desnoj strani relacije (2) moZe se napisati kao §to sleduje:

a[t-(7)+ (30 + o (D))
ra[1-(7)+ (7)o r o ()]

+ §a -

+al1-(7+ (3 - r (D]
4+ e

+a, [1-1]

s

Ovaj se zbir, na osnovu (4), svodi na a,.

Buduéi da se izraz na levoj strani relacije (2) svodi tako isto na a,, rela-
cija (2) je dokazana.

Relacija (1) i (2) vaZe i u sludaju kada medu brojevima a,, a,, ... , a,
ima takvih koji su jednaki medu sobom.

Primena. Posmatrajmo sada n prirodnih brojeva

b oA RS IRy 24
i napiS§imo ih u obliku

r ¥y
P, = 1 (p)* =il 2, s s
k=1

gde su py, ps, ... , p, prosti (prim) brojevi i gde su elementi matrice
] 1 1 1]
i al a2 - ar
i 2 2 2 ||
a @ ar
[ !
al az ar ||

celi nenegativni brojevi.
Oznalimo sa
(B By oos s iBY TP Pylirtnis b ]
respektivno najveéi zajedni€ki delilac i najmanji sadrZalac naznalenih brojeva.

Prema tome moZemo pisati

(P, Py, oo, B) = prpfr - p¥
4y dy
[Pl) PZ’ sy Ps]:P; P2 pi-ir
{8,-=min(a,-l, at, ..., d), d=max (ai, B ai)}.
Sada smo u moguénosti da izvedemo sledee relacije:

I. n parno.

- _rl_(Pl)rI(Pl’APZ’P.‘}) ---7|_|(P1,P.2, 10l HLK P"—l)
PRy, By ik (Bl - )
(R, B TP By B B o Wi el B



298 PRILOZI

II. n neparno.
N (PP, BB o TP, B PP
n(Pl’P2)r|(P1’P2’P3’P4) I-I(PI’P2$ cee Pn—l)

[Po Psy ... , B )=

III. » parno.

P N[P,, Py, Pg] --- [P, Py, ..., P,
Po By o Py TPIOIPL Py P o AP, Py oo Pay]
N[Py, P)T1[Py, Py, Py, Py] --- TP, Py, ..., P,]

IV. n neparno.

(P P P)__ n[P]]r‘[P19P2’P3]"'n[P_(,ng'--sPn]
1 e RECRONONE Rl |) ey

N{P,, P, [Py, Py, Py, Py] -+ N[PP,, ..., Ppy]

U ovim relacijama proizvodi [1 proteZu se na sve kombinacije naznalene
klase. Tako, na primer, u relaciji (I) proizvod M (P,, P,) oznalava

(Pys Py) (P, P3) (Py, Py) -+ (Py, P)
X (Py, P3) (Py, Pg) --- (Py, Py)
X By, B - - Lo Pr)

X (PI1~1y Pn) .

Verifikacija gore citiranih relacija moZe se dati bez teSkoée. U tom cilju,
odredimo u izrazu na levoj i na desnoj strani relacije (1) eksponent potencije
dija je baza p;.

Eksponent o kome je red u izrazu na levoj strani je max(at, a2, ... a).

Odgovarajuéi cksponent u izrazu na desnoj strani je
> min (a;')
— > min _(a;], a?)
..F v
— ¥ min (al, a? ..., a").

Na osnovu formule (1) biée identi¢no
max (a, a?, ..., @) =3 min ()
— > min (¢!, a?)
R
— > min (&, a?, ..., &"),
§to pokazuje da je formula (1) zaista istinita.

Formule (1), (III), (IV) mogu se dokazati na isti nadin, ali mi éemo ovo
izostaviti i ostaviti &itaocu kao veZbu.
Relacije (), (II), (I1I), (1V) uZivaju osobinu da ostaju u vaZnosti ako se

u njlma medusobno izmenjaju operatori () i [ ], od kojih prvi vodi dobi-
janju najveéeg zajednitkog delioca, a drugi najmanjeg zajedni¢kog sadrZaoca za

brojeve o kojima je red.



PRILOZI 299

Sli¢nim rezonovanjem mogu se dokazati i slede¢e formule:

I. n parno.
max (a;, dy, -+ , Q)
~ MNmin(a) Nmin (a,, a5, az) --- Nmin(ay, a5, ... , a,_y)
M min (a,, a,) N min (g, a,, a3, ay) --- N min(a,, a, ... , a,)
II. n neparno
max (a,, ay, ... , a,,)
,,,” min (a,) M min (a,, a,, a;) --- M min (a,, @, ... , a,)
M min (a,, a,) M min (a,, a,, ag, a;) --- M min (a;, a,, ..., a,_;)

Poslednje dve formule ostaju u vaznosti ako se u njima medusobno razmene
operatori max i min.

U poslednjim formulama a,(k=1, 2, ... , n) oznalavaju realne brojeve,
razliite od nule.

IV. FORMULE O APSOLUTNIM VREDNOSTIMA REALNIH BROJEVA!

1. Polazeéi od formule

la,—ay|

| = max (a,, a,,) — min‘(a,,, a,) (am, a, realni brojevi),
mogu se izvesti sledeée formule:

|ay—a,| ~ max (ay, a,) —min (ay, a,);

lay—ay| + |ay—ay|

+ |ay—ay! = 2 {max (a,, a,, a;) —min (ay, a,, a;)};

lay—ay| + @y —as| + |a,—a,]|
+ |ay—as| + |a,—a,|
+ |az—ay| = 3 {max(a,, a,, a3, ay) —min (a,. a,, a5, a,)}
+ {max, (a,,4a,, a3, a,) — min, (a,, a,, s, a,)};
| —ay| + |ay—ay| + |ay—ay| + |a,—ag]|
+lay—as| + |ay—aq4| + |3y —ag]|
+ |ag—ag| + |ag—as]|
+ [a;—a;|

= 4 {max (a,, ay, a3, ay, a;)—min (a,, 4y, a3, a4, G5)}

+ 2{max, (a,, ay, a3, a4, a5) —min, (a,, a,, as, d,, a5)} ;
1 Redigovano prema cClanku:

D. S. Mitrinovitch: Formules sur les valeurs absolues des nombres réels (Elemente der Mathe-
.matik, Basel, Bd. XII, 1957, 111—112).
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|a—ay| + |ay—as| + [ay—ag| + a4~ a5| + |4, - a5

+|ay—ag| + |ay—ay| + |ay—a5| + |a,—ag]

+ |as—ag| + |a3—a5| + | a—as|

+ |ay—as| + {a;,—a|

+ |a5—aq|
= 5{max (ay, a,, a3, a4, as, ag)—min (a,, a,, as, a4, as, a)}
+ 3 {max, (a,, a,, ay, a4, a5, ag) —Min, (a,, a,, as, as, as, a5)}
+ {max, (a,, a,, a3, a4, a5, ) —min, (a,, a,, ay, a4, a5, dg)};

|ay—ay| + |a1—ay| + [ay—a,| + |ay—as

+ e —as| + |a,—a;]
+|ap—as| 4 |@y—as| + |ay—as| + |ay—a5| + |ay—aq|
+lag—ag| + |ag—as| + |ag—ag| + |a3—a,|

+lag—as| + |ay—ag| + |a—a;]|

+ |as—ag| + |a5—aq |

+ | ag—ay|

Ii

6 {max (ay, a,, a3, a4, a5, dg, az)—m'n (a,, a,, as, a4, a5, ag, a;)}
+ 4 {max, (a;, a,, a3, a4, as, ag, a;) —min, (a;, a,, a3, ay, a5, a, a;)}
+ 2{max, (a,, 4y, a3, a,, a5, dg, a;) — min, (a,, a,, az, a4, as, ag, a;)} .

U opStem slu¢aju imacemo formulu

k
la,—a,| = > (2i—1) (max,_; E—min,_;E),

1Sn<m=2k i=1

k
|ay—an| = > 2i(max,_; E—ming_; E).
1Sn<mS2k+1 T

U ovim formulama max, E oznalava n-jveci od brojeva a4, a,, ... , a,, gde je

prethodno izostavljeno p (< s) najveéih brojeva iz skupa E={a;, a,, ... , as}.
min, E oznafava najmanji izmedu brojeva a,, a,, ... , a;, gde je prethodno
izostavijeno p (< s) najmanjih brojeva iz skupa E={a;,as, ... , a}.

Ostavlja se Citaocu da navedene formule dokaZze.

V. O JEDNOJ DIOFANTOVOJ JEDNACINI !
1. Posmatrajmo dve aritmeticke progresije:
a,a+p, a+2p, ... ,a+(n-0p,
b,b+q, b+2q, ..., b+(n—-1)g,
gde su a, b, p, g (pg#0) racionalni brojevi.
1 Napisano prema ¢Clanku: D. S. Mitrinovié: Sur une question d’analyse diophantienne

(Publikacije Elektrotehni¢kog fakulteta Univerziteta u Beogradu, serija: Matematika i fizika,
Ne 6 (1956), 4 strane).
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Primenom obrazaca

1424 - +n=gn@m+l), 124224 .- 4n2=Lnm+1)@n+1),

dolazi se do sumacione formule

(1) 3 la+ (k=1 p| b+ (k—1)q]
k=1

= ¢ n[2pgn®+3 (ag+ bp—pg) n+pqg—3 (ag+ bp)+ 6ab] .
Zbir

@ S lat (k=1)p] [b+ (k—1)q]
k=1

izraZava se kao proizvod od tri linearna faktora po », sa racionalnim koefi-
cijentima, tada i samo tada, ako je izraz
©) 9(aq +bp—pq)*—8pqlpq—3(aq+bp+6ab]

kvadrat jednog racionalnog broja. Ako je ovaj uslov ispunjen, kazacemo da
zbir (2) ima osobinu (R).

Ako su a, b, ¢ racionalni brojevi i ako je ispunjen jedan od tri uslova:
1° p=a,
2" pla=Q@Bq-2b)/(59-3b) (59+#3b),
3 pla=(3q—4b)/(2¢—3b)  (2q +3b),
zbir (2) ima osobinu (R).
Buduéi da zbir (2) ostaje invarijabilan, kada se u njemu u isti mah izmene
a sa bipsag, zakijubuje se da zbir (2) uZiva osobinu (R) i u ovim slu-
dajevima:
4° g=b,
5° g/b=0Bp—2a)/(5p—3a) (Bp+#3a),
6" q/b=(@Bp—4a)/2p-3a) (2p+#3a),

gde su a, b, p racionalni brojevi.

2. Stavi li se

9 (aq + bp—pg)*— 8 pq[pq— 3 (ag+ bp) + 6ab]=[3(aq+bp — pg) + 22.pq]*,
gde je » ma kakav racionalan broj, posle izvrSenih transformacija dobija se
p 3[(2—2)g—4b
@ T
a  (x-2)[(r—1)gq+3b]
gde je x£2 1 n#1—-(3b)/q.

Buduéi da su %, a, b, g racionalni, jednadina (4) daje p koje je takode
racionalno. Na taj nadin imamo beskonaan skup racionalnih brojeva a, b, p, ¢
za koje izraz (2) ima osobinu (R). -

Ako se u (4) stavi = —4 i A= —1, dobijaju se respektivno slucajevi
2° i 3° koji su napred navedeni.
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3. Izraz (3) moZe se svesti na oblik

) [3 (aq+bp)+ pgIP— 48 abpq,
koji je podesan za iznalaZenje racionalnih reSenja (a, b, p, g, N) neodredene
(Diofantove) jednacine

[3 (aq + bp) + pq? — 48 abpg = N2.
Ako je abpg=0, izraz (2) uZiva osobinu (R). U daljem izlaganju pretpo-
stavicemo da je abpq 0.
Stavimo
Q) [3 (ag + bp) + pq* — 48 abpqg =3 (aq + bp) + pq — R M\ %,

gde je R, proizvoljan racionalan broj, dok M, ima jedan od slede¢ih oblika

@) ab, ap, agq, bp, bq, pq.
Kada se izvr§e potrebne transformacije, dobija se respektivno
8) HEN Ry (R é_qu)
( a  2[(R,—24)q+3Rb]
9 P _ 6(8b—R,a)
©) q R,(6b-R,a+2q)
(10) 2 s Rig(6-Ry)
a  2[(24-3R,)b-Ryq]
an sy R,p(6-—R,)
b 2[(24-3R)a-R,p]
(12) L. SERh
r p R, (6a—R,b+2p)
6(86-R
(13) 21 & ( )

R [66+(2-Ry) q]

Pretpostavlja se da su ispunjeni uslovi koji se nameéu da bi relacije
(8) — (13) imale smisla. Slu€ajeve koji su iskljuéeni treba posmatrati posebno.
To ¢e udiniti Citalac.

Prema tome, dobili smo viSe skupova uslova i svaki od njih odreduje
beskonaéno mnogo reSenja problema koji smo postavili.

Iz relacija (8)—(13) vidi se da se mogu izabrati po volji Ry, a, b, g i onda
je p racionalno ako su racionalni Ry, a, b, ¢.

Ako se u (4) stavi A=2-(24/R,), dobija se upravo (8).

Regenje (13) sleduje iz (4), ako se tu stavi A=2— (Ry/2).

Budué¢i da zbir (2) ostaje invarijabilan ako se u njemu permutuju a sa b
1 p sa g, reSenje (12) se svodi na (9).

Istim rezonovanjem se utvrduje da se reSenje (11) svodi na (10).

Medu reSenjima (8)—(13) tri su nezavisna, na‘m:: (8), (9), (10).

U slu€aju kada parametri a, b, p, ¢ zadovoljavaju, na primer, uslov (8),
zbir (1) dobija oblik

5 pgn(n—m) (n—n,),
gde je
m=1—(Ryab)/(4pq), ny=[2pq+ Ryab—6 (ag+bp)]/(4pq).
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4. Numericki primeri. 1° Kada se u (9) stavi a= ~1, b=1/2, g=2, R,= —1,
dobija se p= —6.

U ovom sluCaju imamo
kZ‘(—6k+5) (2k—%> =— 1 @nl7).

2° Ako je a=1, b=2, g=1/2, Ry=1/2, iz (10) se dobija p=11/716.
Odgovarajuéi zbir glasi:

> (11k+705) (k+3) = L n(n+95) (22n+ 157).

8592
2 85

1
1432

S. Generalizacija. Problem koji je ovde tretiran partikularan je sludaj sle-
deéeg problema:

Odrediti sve skupove racionalnih brojeva
ay,py v=1,2, ..., N)
koji imaju osobinu da zbir
" g N )
> 4 1 fay+ (k=1 py]¢
k=1 ly=1 j
bude proizvod od N + 1 faktora, linearnih po n, sa racionalnim koeficijentima.

Formulisani problem nije reSen. Taj problem moZda ée zainteresovati nekog
od ¢citalaca.

Primedba. Diofantovim jednadinama nazivaju se algebarska jednaZina ili skup algebar-
skih jednacina &iji su ko:ficij:nti celi brojovi i za koje se traZe celobrojna ili racionalna
reSenja. Broj nepoznatih u Diofantovim j.dnainama premaSuje broj j:dnalina, pa se stoga
ove jednaline nazivaju i neodredenim jedna’inama.

U savremenoj matematici pojam Diofantovih jednalina $ire je shvaéen, pa se traze i
reSenja koja su alg barski brojevi.

U ovom Zborniku navedeno je i reSeno viSe Diofantovih jednacina.

VI. O STIRLING-OVIM BROJEVIMA!

1. Brojevi S,', definisani pomoéu identiteta
(1) =(=1) =2 G—nt)mSaxd-SERY - 4 Sh 2 32
zovu se Stirling-ovi brojevi prve vrste.

Stirling-ovi brojevi S, zadovoljavaju rekurentnu relaciju
) =87 ' —nSy.

I Redigovano prema &lanku: ; &

D. S. Mitrinovié: O Stirling-ovim brojevima (GodiSen zbornik na Filozofskiot fakultet na
Univerzitetot vo Skopjz, Prirodno-matematicki oddzl, knjiga 1, 1948, str. 49—95).

Ukoliko ¢italac ima §ire interesovanje za Stirling-ove brojeve, upucuje se na navedeni
¢lanak kao i na slede¢e izvore:

Ch. Jordan: On Stirling's Numbzrs (The Toéhoku Mathematical qur_nal, v_ol.. 37, 1933,
p. 254—278). — U ovoj raspravi madarski mat-matiZar Jordan skupio je razliite poznate
formule o Stirling-ovim broj:vima i izveo nekoliko novih.

Ch. Jordan: Calculus of Finite Differences, Budapest, 1939, 654 strane (videti narodito
str. 142—168). Ovo j: delo napisano s obzirom na rezultate o Stirling-ovim brojevima koji
su objavljeni do 1939.
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To je jednalina sa konaCnim diferencijama. Reenje ove jednacine, u opStem

E A, i B 1 L 3

slu¢aju, nije poznato. M:dutim, polazeéi od Sah S=1 mogu se izracunatl,

jedan za drugim, Stirling-ovi brojevi S, . Na taj na&in moguéno je sastaviti
tablicu ovih brojeva.

2. Za iznalaZenje reSenja jednaline (2) postoji slede¢i metod koji je dao
sastavljaé ovog Zbornika.

Podimo od identiteta
3 x-Dx-2)(x=3) - (x=n)
e =0 O T O e FCERDR . SRS
Uporedenjem identiteta (1) i (3) dolazi se do relacije
o) = (- 1" s
kojoj se moZe dati i ovaj oblik
Sw = (- ' 0.

Iz definicione formule (3) izlazi da je broj @, (n>m > 0) zbir svih pro-
izvoda formiranih od »n prvih brojeva prirodnog niza

I, 2598, L e
s tim da svaki proizvod sadrZi m raznih €inilaca.
Brojevi @, su celi pozitivni brojevi.
Neposredno moZemo napisati ove dve formule:

O, =—n(n+1), oh=n!

. 2 k. E %
3. Broj @, definisan je izrazom:

O =1 25034 .. k1w
+ (234244 .- +2.n)
-l
+ (n—1n.

Poslednji izraz moZe se ovako transformovati:

O =n[l+2+ --- +(n—1)]
+ (=D [1+24+ -+ +(n-2)]
+oo0 - 201
i najzad
) G=n®_ + (=D s+ - 120,
Budu¢i da je:
O, =5 (1= D)n,

1 1

(I)II—Z =% (H—Z) (n— 1)’
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formula (4) postaje

202=1-2242-324 ... +(n—1)n.
Kako je
1224234 oo 4a(at D= sn@+1)(1+2)(Bn+5),

definitivno dobijamo obrazac
(5) ®2 = (n=1)n(n+1)(Bn+2).

4. Broj @, definisan je izrazom

Op=(1-2-34+1:2:4% .- +1.2.n)
+(1-3-44+1:3.5+ .- +1:3-n)
+(n—=2)(n—1)n,

kome se moZe dati oblik
Dy=n[1-2+1-34 -+ +(n=2)(n—1)]
+(m—=1)[1:241-3+4 -+ +(n—3)(n—2)]

4 e ‘

+3:2.1

1 najzad
(6) Oy=n®_ i+ (—1)DPp_o+ - +3®3.
Iz formule (5) sleduje:

Oy= (1= (=D n(3n—1),

Wl o= (n=3)(1—2) (1— 1) 3n—4),

d; =1.2.
Uzimajuéi u obzir poslednje obrasce, dobijamo
Q) 2402=1.2.32.842.3.42.11+3.4.52.14

+ o+ (=2 (n-1)n2@Bn-1).
Definitivni obrazac je

®) ®) = o2 (n+ 12 (1= 1) (n—2).
Nije tesko dokazati da u opStem sluCaju vaZi formula

9) OF=n Wi+ (=D O+ - +m O (0<m<n).

20 D. S. Mitrinovié: ZBORNIK I
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Iz ove formule mogu se, na primer, izvesti slede¢i zakljucci:

1° Da bismo izratunali ®7, neophodno je prethodno izraunati ®7', Sto
u krajnjoj analizi znadi da prethodno treba izralunati

oY, 3 LN SN
2° D' je polinom po n stepena 2m.
5. Ako sada primenimo osnovni obrazac (9) za izraCunavanje @}, bice
najpre
Oy =n O+ (n—1) Pp_p+ -+~ +4 03,
Ova jednakost, s obzirom na (8), postaje
(10) 48d5—1-2.32.4342.3.42.534 ... + (n—3) (n—2) (n—1)2r®.

Da bismo na$li zbir reda koji se nalazi na desnoj strani relacije (10), pri-

meni¢emo rezultate iz priloga: Zbirovi potencija n prvih prirodnih brojeva (ovaj
Zbornik, str. 289).

Polazeéi od identiteta

k(k+1)(k+2)2(k+3P=k7+14k5+ 80 k>+ 238 k* + 387 k3 + 324 k2 + 108 k,
dobijamo

(1) 120 3 k(k+1) (k+2)*(k+3)* = 15n8+ 30077 + 251018
k=1 :
+ 1135215 +29855n% 44542013+ 367400+ 12048 n.
Polinom koji se javlja u poslednjoj jednakosti ima faktore
n,n+l, n+2, n+3, n+4.
Prema tome, identitetu (11) moZe se dati oblik
(12) > k(k+1) (k+2)% (k+3)3
k=1
= grn(n+1) (n+2) (n+3) (n+4) (1543 + 1500 4 485+ 502).
Definitivno dobijamo

(13) Oy =+ 1) n(n—1)(n—2) (n—3) (152* + 1512 — 10n—8).
6. Kao $to vidimo, izndlaZinje formule za @, komplikuje se sve vise i vie
sa raSéenjem broja m.
Nadéi éemo jo§ formulu za broj ®) koji je, prema (9), definisan izrazom
(14) Gy=ndi, e B-1)Pi s+ ... +58].
S obzirom na (13) moZemo, umesto (14), pisati
(15) @;

1
T

= _S-kiz's K2(k—1)(k—2) (k—=3) (k—4) (15k3—30k2+ 5k + 2).
Posmatrajmo sada izraz
k+d2(k+3)(k+2)(k+ DE[15(K+4P®—30(k+4)2+5(k+4)+2],
¢iji je razvijen oblik
15k + 360k%+3710k7 +21392k5 + 75263k%+ 164840 k* 421842043
+159C03Kk2+ 48192k .
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Ako se u poslednjem izrazu broju k daju redom ove vrednosti
T s == =

pa se svi tako formirani numeri¢ki izrazi saberu, dobija se

(16) > (k+4»2 (k+3)k+2)(k+1) k(15k¥+ 150 k% + 485k + £02)
k=1
< ~-;— nn+ 1) (n+2)(n+3)(n+4)*(n+5)>(3n*+ 23n+ 38).

Prema (16) obrazac (15) postaje
(17) )= 4 u(—(n—3)(n=2)(n—n2(n+1)2(Gn—n—6).
7. Dosada smo nagli formule za @ (n=1, 2, 3, 4, 5).
Prlmenom ovog metoda u mogucnosti smo da izvedemo redom formule 2a

brojeve (D,,, 1,7,, ([>f’;, ..., ali je prethodno potrcbno izradunati zbirove

S (p=10,11,12, ..., 2m—1).
i=1

Dakle, pokazali smo da iznalaZenje formula za brojeve @' (m=1,2,3, ... ,n),
prema ovom ‘metodu, iziskuje samo jednostavne algebarske operacije.

Ovaj metod je elementaran 1 nije maaje prakti€an od drugih poznatih metoda 2

8. Sada ¢emo pokazati kako sz ovaj metod moZe iskoristiti za formiranje
reSenja jednaline sa kona¢nim diferencijuma

m m—1 m
(18) Sn+1 Su —n Sn .
Prema jednom ranijem obrascu brojevima
el 3 4 5
(1)" ’ (1)” b (I)H » (1)" 9 (I)Il

odgovaraju respektivno:
n n—I1 n—2 n—3 n—4
_‘Sn.‘—la S/H—h “Sn+l’ Sn»}—l: ‘“Sn-}-l-
Tako dolazimo do ovih rezuliata:

Sit— - —,1,— (n—1)n,

St = g (1—2) (1 1) n(3n—1),

(19) Si=— % (n-3) (n=2) (1= 1y 2,
Tl gR 5!?15 (n—4) (1= 3) (n—2) (1= 1yn (157% — 30n%+ Sn+2),
Sit=— 6!1"“ (n=3) (n—4) (n-3) (n-2) (n=12n*3n*—-Tn-2).

To su reSenja jednacine sa konaénim diferencijama (18).

1 Uporediti metode koje su dali: Cauchy, Schiéfli, von Zeipel, Schlémilch, a koje je ana,
lizirao N. Nielsen na str. 71—72 svoga privucnika: Hanabuch der Theorie dey Gammafunktion-
Leipzig, 1906.

ans
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Da bismo odredili i druga reSenja te jednaline, tj.
Sn—6 Sn—7 Sn-—-8
n ’ n s n 5 ooo
treba, primenom ovog metoda, odrediti:
¢, @, @

ns ny

Napomenimo da se reSenjima (19) moZe dati i ovaj saietij‘i oblik:
n—l__ _ (n
Sn o ( 2) ’
n—2 1
% T('3') @Bn-1),

s =5 (5) na-D),

(5]
B
il

sl l(g)(lsntzonusnu),
gt ]‘—6(g)n(n—1) Gnt—Tn-72).

9. Relaciji (9) odgovara rekurentna formula

ST Y B 4+ (n -2 Sy T S

Poslednja relacija moZe takode da se uzme kao polazna tatka za prouda-
vanje Stirling-ovih brojeva.

Primedba. Stirling-ovi brojevi pojavljuju se u raznim pitanjima. Tako, na primer, deter-

minanta D, reda n, ¢ija je v-ta vrsta
( Iy Iy Fy
k=1y Kexil/)w 0 ks

{1 (r"), N
1

(v=1,2, ... n; 1<k<n-1; k prirodan broj; ry razlititi)

odreduje se pomocéu formule

1120 coo (k=1)! (k+1)! -=- n! Dy
= (Mg On—k+ 2y Onek—g+ " +Myn—k—1%1+Monet) Vs :
gde su:
Vn Vandermonde-ova determinanta po ry, ry, ... , I'y}
ox elementarna simetri¢na funkcija reda & po ry, ryy ... , Fu;
Apg = Mpt1g-1 Spit — dptagoe Spyat (S DTF Xprg ST,

(2po = 1; p, q prirodni brojevi);
m = lys i ¥ ’
S Stirling-ovi brojevi prve vrste.

Videti o ovome:

D. 8. Mitrinovié: Sur un déterminant et les nombres de Stirling s’y rattachant (Atti del
V Congresso dell’ Unione Matematica Italiana, Pavia—Torino, 1956);
__D. 8. Mitrinovi¢: Sur le déterminant de Stern généralisé (Vesnik Druitva matematicara
i fizicara NR Srbije, knjiga 7, 1955, str. 153—160).
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TABLICA! STIRLING-OVIH BROJEVA

2 1
3 3
4 — 6
5 10
6 15
7 )
8 | 28
9 36
10 45
11 55
12 | 66
13 78
141 - 9
15 | 105
16 | 120
17 | 136
—2
n ‘ SZ
3 2
4 11
5 35
6 | 85
7 175
8 | 322
9 | 546
10 870
11 1320
12 1925
13 2717
14 3731
15 | 5005
16 6 580
17 8 500
18 10 812
19 13 566
20 16 815
21 20615
22 25025
23 30 107

LS =-(9)-

n

18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33

1. s°—2

n

n '
24
25
26
27
28
29
30
31
32 |
33
34
35
36 |
37
38
39
40 |
41
42 ‘
43
44 |

n—I1
| s

—153
- 171
—190
—-210
231
- 253
276
- 300
- 325
351
378
406
435
465
496
528

=2 (5) Gn-1.

n—2
S n

35926
42550
500.0
58 500
67 977
78 561
90 335
103 385
117 €00
133 672
151 096
170 170
1€0 995
213 675
238 317
265031
293930
325130
358 750
394912
433 741

n

34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46 |
47 |
48

49

%)
45

46

47

48 |
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65

n—I1
S"

— 561
- 595
— 630
— 666
-~ 703
— 741
- 1780
~ 820
— 861

c03
— 946
- 990
—1035
—1081
—1128
—1176

n—2
Sn

475 365
519915
567 525
618 332
672476
730 100
791350
856 375
R 8E32%7
998 361
1075 635
1157310
1243 550
1334522
1430 396
1 531 345
1637 545
1749 175
1 866 417
1989456
2118480

1 Qvu tablicu izradila je Kovina MiloSevié, a proverila RuZica Mitrinovié.
Ova tablica Stirling-ovih brojeva pomenuta je u knjizi:
A. B. Jlebeoes—P. M. Dedoposa: Cnpagounux no MameMamuueckum madauyars (AxapeMus
nayk CCCP), Mocksa, 1956. Videti str. 401, 531, 545 pomenute knjige.

Ruzica Mitrinovié pripremila je za Stampu tablice brojeva

n—I1 n—2
Ao ST

=
SR

4, 8 zan-1(1)183.
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O 001N

10

12
13
14
15
16
17
18
19
20

n—3
s"

=

6

50
225
735

1 960
4536
9450
18 150
32670
55770
91 091
—143 325
—218400

o 00~ O\ L

10

12
13
14
15
16

=

| 24
274

1624
6769

22 449
63273

157 773
357 423
749 463

1 474 473
2749 747
4899 622
§ 304 022
13 896 582-
22323 822

67 284
269 325
- 902 055

2 637 558

6926 £34
16 669 653
37312275
78 558 480
- 156952432
~299 650 £06
—549 789 282
973 941 900

PRILOZI
n—3 1 ¢n
WSt e () n@-1).
n—3 n—3
n 1 Sy n S
17 | = 923680 30 | —11921175
18 | = 468150 31 | -14 631225
19 | - 66279 32 | —17¢36 160
20 | - 92050 33 | 21605 760
21| & |24 %50 34 | —26016936
22 | —1689 765 35 | —31134200
23 | —2240315 36 | —371101°0
24 | -2932776 37 | —43985970
25 | -3795000 38 | —51891945
26 | —43858750 39 | - 60947 991
27 | ~6160050 40 | -71284200
28 | —77395% 41 | —83041 400
29 | 9642906 42 | 96371730
spte L () (158 - 30n% - 5 4 2).
n| st A
!
20 34916 946 35 | 4102212268
21 53327 946 36 1 5 192 609 268
P 79 721 796 37 | 6328574668
23 116 896 626 38 | 8136055558
24 168 423 871 39 | 10127949 468
25 | 238810495 40 | 12504921117
26 | 333685495 41 | 15356289117
27 | 460012995 42 | 18760986517
28 | 626334345 43 | 22808599177
29 | 843041 745 44 | 27600 486 067
30 | 1122686019 45 | 33250985691
31| 14€0321 269 46 | 39888712941
32 | 1933889244 47 | 47657950791
33 | 2504 646 364 48 | 56720 141 346
34 | 3217636444 49 | 67255480 866
it - 2 (§) n-1 3n® ~Tn-2).
n ‘ S'nr—s ‘n .S’,'l_S
21 | - 1672280820 36 | - 557414245080
2 | - 2792167636 37 | - 744348178728
23 | — 4546047198 38 | -~ 985905441 444
24 | — 72346695% 39 | - 1295835552648
25 | — 11276842500 40 | — 1690825581900
26 | — 17247104875 41 | - 2191022426 580
27 |~ 25922927745 42 | — 2820630280377
28 | — 38343278610 43 | — 3608591714091
29 | — 55880640270 44 | — 4589361478 702
30 | - 80328850875 45 | — 5803782865650
31 | —114009 431 445 46 | — 7300077221 745
32 | —159899390 784 47 | - 9134958017031
33 | —221 783 846 592 48 | 11374881 704 208
34 | —304437176 604 49 | 14097448 488 816
35 | —-413836 815700 50 | —17392967051 250
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VII. O OPERACIJAMA MAX I MIN!

1. Posmatrajmo jedan konaéan skup proizvoljnih realnih brojeva
B % { Gl o [l

Prema definiciji, max (a;, a,. ... , a,) oznalava onaj (ili one) od n brojeva
ay, Gy, ... » a4, KOjl nije premaSen ni od jednog od ostalih brojeva tog skupa.
Na analogni nain d:finiSe se opzracija min (a;, a,, -.- , a,)-

U skupu E operacije max i min uvek su izvodijive, drugim reéima skup E

uziva grupnu osobinu ili, kako se to drukéije kaZe, skup E zadovoljava grupni
stav (prvi postulat).

Da bismo uprostili pisanje, oznaéimo sa a, b, ¢ tri ma koja elementa skupa E.
Lako se pokazuje da opcracije max i min zadovoljavaju ove zakone:

I. Idempotentni zakon:
max (a, a)=a, min(a, a)=a;
I1. Komutativni zakon:
' max (a, b)=max (b, @), min (a, b)=min (b, a);
111. Asocijativni zakon:
max {max (a, b), ¢} =max {a, max (b, ¢)},
min {min (a, b), ¢} =min {g, min (b, ¢)};
IV. Apsorpcioni zakon:
max {a, min (a, b)} =a, min {q, max (a, b)} = a;
V. Distributivni zakon:
max {a, min (b, ¢)} = min {max (a, b), max (a, ¢)},
min {@, max (b, ¢)} =max {min (g, b), min (a, ¢)}.

Dakle, svaka od operacija max i min je komutativna, asocijativna i distri-
butivna u odnosu na drugu operaciju.

Prenumerisavanjem uvek se moZe podesiti da su elementi a;, a,, - .
takvi da je

S Bl
@) Q< a< - K ay;
tada je za operaciju max jediniéni element g,, jer je, za svako k(1 <k <n),
max (ay, ax) = a -
Taj jediniéni element je u istt mah i levi 1 desni.
Pod pretpostavkom (1), za min u skupu E jedini¢ni element je a,, jer je
min (ax, a,) = ax

za svako k(1< k<n). I u ovom sluéaju g, je dvostrani jediniéni element.

1 Prema Clanku: i

D. S. Mitrinovi¢: O operacijama max i min (Godisen zbornik na Filozofskiot fakultet na
Univerzitetot vo Skopje, Prirodno-matematicki oddel, knjiga 3, 1950, Ne 4, 1Q str.).

Ukoliko ¢italac bude Zeleo da se dublje upozna sa pitanjima koji su pokrenuta u ovom
¢'anke. upuduje se na originalni Clanak, gde je data i bibliografija koja se odnosi na treti-
rana pitanja.

Primedba. Polazeéi od ovih rezultata F. Klein-Barmen izveo je ncke nove rezultate. Videti
fusnotu na str. 295 ove knjige.
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Za operaciju max kao i za operaciju min skup E &ini grupu u sludaju kada
su elementi a; medusobno jednaki, tj. a;=a,= --- =a,.

Nave$éemo sada jednu interesantnu osobinu operacija max i min koju alge-
brista Q. Ore naziva neobicna (peculiar) osobina. Ona se moZe ovako formulisati.

Za tri ma koja realna broja a, b, ¢ koji pripadaju skupu E vaZi relacija
(2) min {max (a, b), max (@, ¢), max (b, ¢)} = max {min (g, b), min (a, ¢), min (b, ¢)},

prema kojoj izraz Sto se nalazi na jednoj strani zadrZava svoju vrednost kada se
operacije max i min medusobno razmene.

2. U prethodnom paragrafu izneli smo nekoliko, veéim delom poznatih
osobina operacija max i min, i to iz ovih nazloga:

1° $to u matemati¢koj literaturi, na jezicima jugoslovenskih naroda o ovome
nije niSta pisano;

2° §to bismo Zeleli da od napred izloZenogi od onog §to sleduje stvorimo
jednu celinu o operacijama max i min.

U vezi sa relacijom (2) moZe se postaviti pitanje o tome da li ima izraza
opitijih od izraza

min {max (a, b), max (a, ¢), max (b, ¢)}

koji uZivaju neobiénu osobinu da im vrednost ostaje invarijantna ako se opera-
cije max i min medusobno razmene. Na ovo pitanje odgovor je potvrdan, kao
§to ¢e niZe biti pokazano.

3. Iz skupa E uzmimo p ma kojih razliditih elemenata
3) Ay, 4y, ..., 4, (p<n)
koje smo pre novog oznafavanja uredili tako da je
(4) A1<A2<"' <Ap

i obrazu'mo sve kombinacije bez ponavljanja klase k (1 <<k <p). Tako ¢éemo
dobiti (§) kombinacija
Al’ A'_’.’ 500 |o Ak;

(5) :
Ap o icits, Bl 1. -« Ayt

Primenom operacija max 1 min na sve kombinacije (5), mogu se obrazovati
ova dva izraza

(6) M=max {min(4,, 4,, ..., Ax), ..., min(Ap_s11, Ap_s12. ..., A,)}, -

(7) N=min {max(4,,A4,, ..., 4x), ... , max (Ap_xs1, Ap_gs2, ... + Ap)}.
Poslednje dve relacije, vodeéi ratuna o (4), postaju respektivno

(8) M=max (Ay, ... . Ap_x+1)=Ap_ks1,

9 N=min (4g, ... , 4,)=Ax.

Izrazi M i N biée jednaki ako je k=p—k+1, tj. kada je p=2k—1, §to
7nali da je p neparan broj.
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Prema tome, moZe se formulisati ovaj rezultat:

Teorema. Kada je p jedan neparan broj, tada p proizvolinih brojeva A,,

Ay, ..., A, koji pripadaju skupu realnih brojeva, zadovoljavaju relaciju
(10) min {max (4,, Ay, ... , Ag), -.. , max (A, pyq, Ay i9s -0 5 A}
=max {min (4,, Ay, ... , A}, ... , Min (Ap iy, Ap_; 49, - + A},

gde su operacije max i min, koje se javijaju u zagradama { '}, primenjene na sve
kembinacije klase k {k=(p+1)/2}. obrazovane od p navedenih brojeva (3).

Relacija (10) obuhvata, kao partikularni sluéaj, poznatu relaciju (2). Zaista,
ako se u (10) stavi p=3, §to povladi za sobom k=2, dobija se relacija (2).

Za p=15, k=3 imamo ovu relaciju:
min {max (q, b, ¢), max (a, b, d), max (a, b, e), max (a, ¢, d), max (a, ¢, €},
max (a, d, €), max (b, ¢, d), max (b, ¢, ), max (b, d, €}, max (¢, d, )}
== max {min (g, b. ¢), min (a, b, d), min (g, b, €), min (a, ¢, d), min (4, ¢, €),

min (a, d, €), min (b, ¢, d), min (b, ¢, €), min (b, d, ¢), min (¢, d, )}.

4. Analiziranjem relacija (8) i (9) dolazi se do ovih nejednakosti

(11) M>N

za 1<k< [4’::'] , gde je p prirodan paran broj,

za 1<k < ’i;l, gde je p prirodan neparan broj;

(12) M<N
za [”gl < k<p, gde je p prirodan paran broj,
za ’—';l < k< p, gde je p prirodan neparan broj.

- 1 = ot . v +1
U ovim formulama [”27 ] znadi najveéi ceo broj sadrzan u - .

5. Navedenu teoremu formulisali smo, po§to smo prethodno dokazali teo-
remu koja ¢e niZe biti navedena.
Posmatrajmo jedan skup M 1 njegove ma koje parcijalne skupove
(13) M, My, ... , M,.

Iz skupa (13) izdvojimo p (1< p=<n) proizvoljnih parcijalnih skupova M;
koje ¢emo oznaliti sa

Ay Ay b A,

i od njih formirajmo sve kombinacije bez ponavljanja klase k(1 <k<p). Na
taj nalin dobijamo (§) skupova

s A
(14) :
{Ap—k+1’ Ap—k»§29 ke Ap}
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Prim~nom operacija N (presek) i U (unija) na (14), moZemo obrazovati
dva nova skupa:
P=A;NA,N - NA4,,
@

Pu= A, 1 NP2 -o- NA,;

Q=4 VAU .- UA,,
a ; |
Qs=Ap-ks1UAp g2V --- U4,
gde je s=(%).

Uzimajuzi u obzir uvedene oznake, moZe se formulisati ova

Teorema. Kada je p neparan broj, k=(p+1)/2, s= (Z), tada postoji relacija

(AN A0 e NAYY oo UApogst N Apogga) - - N 4,)

= (A U4V - UA)N - DAY dppsyV o UA4,),

gde svaka strana jednakosti sadrfi s izraza izmedu zagrada ( ) i gde je na primer,
Ay, Ay, .., Ag jedna od kombinacija klase k formiranih od p parcijalnih sku-
pova jednog datog sSkupa A.

Poslednja relacija sadrZi, kao partikularni sludaj, Dedekind-ovu aksiomu
(AN AU (A N AY U (A, N Ag) = (4, Y A4) (A, U A) N (A4, VU Ay).

VIII. O JEDNOJ DETERMINANTI ESCHERICH-OVA TIPA!
Neka su: g i b dva proizvoljna broja; » jedan ceo pozitivan broj.
Posmatrajmo pravougaonu matricu tipa nx (n+1) 1 ozna¢imo je sa M:

|
l
|

|
|
1 M= : : ’

U matrici M na dvema paralelnim pravama nalaze se redcm prirodni bro-
jevi koji su poredani u dva suprotna smisla.

1 Redigovano prema &lapku:

D. S. Mirrinovié: O jednoj determinanti Escherich-ova tipa (Go'imen zbornik na Filozofskiot
fakultet na Univerzitetot vo Skopje, Prirodno-matemati¢ki oddel, knjiga 2, 1949, str. 137—140).
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Polaze¢i od matrice M, formira;m> drugu matricu N na taj naéin §to ¢emo
matrici M dopisati kao prvu vrstu ove brojeve

2) a’, —a'"1b, a" 2%, ..., (=D labl, (= 1) b
Eksponenti potencija &ija je osnova a jesu:
n,n—1,n-2, ..., 1.
Isto tako zabeleZimo eksponente potencija &ija je osnova b:
L5 20 8% " =728

Kvadratna matrica N, &ija je prva vrsta (2), ima ove osobine:

1° Eksponenti potencija ¢ija je osnova b nalaze se na korespondentnim
mestima na glavnoj dijagonali matrice N;

2° Eksponenti potencija &ija je osnova g nalaze se na korespondentnim
mestima na dijagonali koja je susedna glavnoj dijagonali matrice N;

3° Determinanta matrice N 1 izraz (a+ b)" vezani su relacijom

det N=n!(a+ b)".
Poslednja osobina moZe se dokazati ako se pode od Escherich-ova rezultata:

Determinanta E reda (n+ 1):

‘ g a, ay o fpey ay
: = %% © 0 0
|7 =iy g 0 0
3) E = |
0 0 o0 Xe_y O
0 0 0 —V¥u Xn

imq vrednost':
(4) E=ayx Xy Xyt @y Xy - Xpt @V1VoXa s+ Xn ¥ =00+ an¥1VpVa o Yne

Det N spada ofevidno u klasu determinanata E.
U izrazu (4), kojim je definisana determinanta E=Xo, &lan opy, glasi:

AV * VeXewiXeqa <00 Xa (K< n).
Odgovarajuéi €lan u razvitku det N ima oblik:
(=Dfgr kb (=n)(~n+1) -« (-n+k=1Dk+1) - (n=1)n.
(—Dfg=*bs (- Dfnn—1) --- (n—k+1)(k+1) --- (n=1)n.
a~*bn(n-1) --- n—k+1) (k+1) --- (n—1)n.
Posmatrajmo sada vrednost izraza

%n@—b-~@~k+0@+n-~w~nw

1 Videti na primer:
E. Pascal: I Determinanti, seconda edizione, Hoepli, Milano, 1923, p. 215.
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Poslednji izraz, ako se napiSe u obliku

nin-1) --- (n-k+1)(k+1) --- n
1.2.3 ... k(k+1) .- n

dovodi do (Z), §to je i trebalo pokazati.

Prema tome, dobili smo jednakost

| &% —a""lb a"fh a"mRBR . (=1y'=lab’Td (~1)757
1 0 0 0 0
0 n-1 2 0 0
0 0 n-2 3 0 0 =nl(a+b)".
0 0 0 0 n—1 0
0 0 0 0 | n

Na det N nai$li smo proucavajuéi jedno pitanje iz teorije obi€nih linearnih
diferencijalnih jednacina.

IX. JEDAN PROBLEM O ANALITICKIM FUNKCIJAMA'!

1. Data je relacija
) F(P, O, x,y)=0 (F realna funkcija promenljivih P, Q, x, y),

gde su P i Q realni 1 imaginarni deo jedne analiticke funkcije f(2), tj.
f@=fx+ip)=P(x p)+iQ(x, y).

U kojim je slucajevima relacija (1) zadovoljena konjugovanim harmoniskim
SJunkcijama P i Q?

2. Iz relacije (1) dobija se

@ OF,OF0P OFdQ _  OF OFOP 0F0Q
0x OP odx 00 ox oy 0P dy 0Q 9y

Buduéi da se traZe funkcije P i Q koje zadovoljavaju Cauchy-Riemann-ove
uslove

& 0P _00 0P _ 00

ox 0y’ 5; ox’
relacije (2) postaju
Oi‘oQ+0FOQ o_Fﬁo OF 0Q 0Fo0Q OF

C))

00 0x 0P dy 0dx OP dx 000y 0y

1 Redigovano prema ¢lanku:

D. S. Mitrinovitch: Un probléme sur les fonctions analytiques (Revue mathématique de
PUnion interbalkanique, t. 1, 1936).
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Odavde sleduje

OF OF dF OF OF OF OF OF
5y Q. 0x90 oy P 00 _ 3x9P" 3y 30
o0x OF\* (0F\' 9y DF\t  [oF\®"
(;ﬁ:) 3 <,TQ> <57»> ¥ (m)
Jednadine (5) su oblika
0 0
©) Lonenr0, ZLogmnr o,

gde su funkcije g, i g, poznate ako je F dato.

3. Da bi relaciju (1) zadovoljavale konjugovane harmoniske funkcije
P(x, ), Q(x,y), potrebno je i dovoljno da relacije (6) i (1) zadovolje realne
funkcije P(x, y), Q(x, »).

Efektivno odredivanje funkcije Q(x, v) iz relacija (6) izvrSiemo na sle-
deéi nadin.

Kada se P eliminiSe iz (1) i (6), dobija se
0Q

-h@r 0, 90 L itk e OV

7
) =

Svako reenje koje zadovoljava obadve relacije (7) zadovoljava tako isto
i nove relacije

20 _oh, 0K PQ L O

8
®) 0xoy 0y 00’ Oy()x 0x 00

1 prema tome relaciju

Ofy | 05 0%, .0
0y+f0Q ox fdQ

Mogu se desiti dva sludaja.

®)

I. slucaj. Relacija (9) je identi¢ki zadovoljena. Skup jednadina (7) tada ima
beskonaéno mnogo reSenja izrazenih funkcijom koja sadrZi jednu proizvoljnu
realnu konstantu.

U ovom slu€aju za skup (7) kaZe se da je potpuno integrabilan.

11. slucaj. Relacija (9) nije identicki zadovoljena. Za Q) se moZe uzeti samo
funkcija definisana relacijom (9). U ovom sluéaju pomoéu eliminacije moZe
se uvek ispitati da li skup relacija (7) ima zajednitko reSenje. Ako takvo
reSenje postoji, ono je partikularno, tj. u njemu se ne pojavljuje integraciona
konstanta.

Kada se navedenim postupkom odredi jedna realna funkcija Q i kada je
odgovarajuéa funkcija P, definisana relacijom (1) tako isto realna, dobija se
jedno reSenje postavljenog problema.

Skup svih parova (P, Q) pretstavlja opSte reSenje navedenog problema.



318 PRILOZI

Primer 1. Neka je relacija (1) oblika

P-Qtgy=0.
Tada jednaline (6) glase
)

"’“=—'Qn £=_thy)
ay
odakle sleduje

Q=Ce=*cosy (C realna konstanta).

TraZena analiti¢ka funkcija je

f@=Cie~ % (C realna konstanta).

Primer 11. Polazeéi cd relacije
2xyP+(y*—x) Q+2xy (x2+y?)2=0,
nalazi se

00 Q o0 _¢Q

—= = = 4+ 8x%y, — == —8xy.
ox  x oy y

Ovaj skup jednafina je potpuno integrabi'an i njegovo reSenje je
Q=4xy(x*-p)+2Cxy (C realna konstanta).
Odgova-ajuéa analiti¢ka funkcija je
S(@=24+Cz2.
Primer 111. Ako je data relacija

P+Q*—x2+y-1=0,
tada je

00 _1+4x0 00 _2x-20

ox 1+4Q:° oy 1+4Q:
O-aj skup jednalina nije potpuno integrabilan. Njegovo reienje je Q=x.
T-a’en: analiticka funkcija je f(z)=1+iz.
Primer 1V. Relacija

P+Q-x*=0

ne definiSe nijednu analitiCku funkciju f(2)=P+iQ.

4. Uzmimo sada op§tiji problem.
Neka je f(z1, z,) analititka funkcija promenljivih z, (=u+iv) i z, (= w+ if).
Ako se razdvoje realni deo i imaginaini deo, dobija se

f(zli 22) =P(uv vV, W, ’) ¥ fQ(ll, v, W, t)’

gde su P i Q realne funkcije realnih promenljivih u, v, w, r. Funkcije P i Q
zadovoljavaju uslove

0P _0Q 0P 00

ou v’ (; Ou
(10)

or _0Q oP __9Q

ow 0t 0t ow

Neka je data relacija
(1) FP, Q u,v,w,0) =0,
gde je F realna funkcija naznalenih argumenata.
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Postavlja se pitanje da li postoje funkcije P i Q koje zadovoljavaju rela-
cije (10) i (11).
Iz (11) sleduje
' 00/0u =g, (P, Q.u,v, w, 1),
00/0v =gy (P, Q,u,v,w, 1),
00Q/0w=g, (P, Q,u, v, w, 1),
00/0t =g, (P, Q,u, v, w, 1),
gde su funkcije g, date ako je funkcija F data.
Da bi relacija (11) definisala jednu analiti¢ku funkciju

f(Zuzz) =P+iQ’

potrebno je i dovoljno da relacije (12) i (11) imaju refenje P, Q, gde su Pi1 Q
realne funkcije. '

Skup jednalina (12) moZe biti potpuno integrabilan ili ne ili da uopste
nema reSenja. Diskusija o efektivhom odredivanju funkecije Q, a zatim P,
analogna je slucaju sa jednom nezavisnom promenljivom koji je napred tretiran.

(12)

Primer. Data je relacija
uP+vQ—w(+v)=0.
Da li ona definise jednu analiticku funkciju
f(z,,2)=P+iQ?
Skup relacija (12), u ovom sludaju, ima oblik
0Q/0u=(Q~vw)ju, 0Q/ov=w, 0Qfow=v, 0Q/[/0t=u,
i ekvivalentan je jednalini :
dQ={(Q-vw)/u} du+wdv+vdu+udt,

odnosno
ae_¢ du=~vﬁdu+w+dt

u u? 7 u
odakle sleduje
Q=vw+ut+Cu (C realna konstan a).

TraZena analiticka funkcija je
[(zy, 2y)=2,2,+ Ciz, .
5. Problem o kome je re¢ moZe se generalisati na kompleksne funkcije
od n kompleksnih promenljivih.

Primedba. U Zborniku matematickih problema, 1t deo (poglavlje Kompleksni brojevi i kom-
pleksne funkcije)y naveden je niz problcma ove vrste.
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MALI ATLAS KRIVIH
I. KRIVE CIJA JE JEDNACINA (x™/a™) 1+ (y"/b") = 1
1. Krive ¢ija je jednalina
1 (xm/a™)+ (/") =1
(m, n prirodni brojevi; a> 0, 5> 0).

1° Ako je m=n=1, tada (1) definide pravu.

2° Ako je m=1, n=2 ili m=2, n=1, tada
(1) definise parabolu.

3° Ako je m=n=2, tada (1) definide elipsu.

4° Ako su m(>2) i n(>2) parni brojevi,
tada (1) definiSe krivu (1) koja ima ovalan oblik
(sl. 1). U slu€aju k.da je n=m i kada m raste,
ovalna kriva (1) sve se viSe pribliava pravougao-
niku ABCD koji obrazuju prave

x=a, x=-a, y=b, y=-b. Sl 1

5° Ako je m (== 2) parno i n(>=3) neparno, tada (1) defini§e krivu prikazanu na sl. 2
za m > n i krivu prikazanu na sl. 3 za m <n.

! ,,
| ] |
/ T / o

Sl 2 SL, 3

21 D. S, Mitrinovié: ZBORNIK I
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6° Ako je m(=>3) neparno i n(>>2) parno, tada jednaina (I) odreduje krivu prika-
zanu na sl. 4 za m > n, a krivu prikazanu na sl. 5 za m <n.

il i e

y
7° Ako su m(>=3) i n(>=3) neparni, \
tada (1) definiSe za: T

m = n Krivu pretstavljenu na sl. 6; T

m > n krivu pretitavljenu na sl. 7;

m < n krivu pretstavljenu na sl. 8.

\1'

]

P o

- a ..| L -a ——«—‘

SI. 7 SL. 8

2. Krive ¢ija je jednacina
2y (x™/am) - (y"[b") =1
(m, n prirodni brojevi; a >0, b>0).

1° Ako je m=n=1, jednalina (2) odreduje pravu.

2° Ako je m=2, n=1, ili m=1, n=2, jednalina (2) definife parabolu.
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3° Ako je m=2, n=2, tada (2) d:finie hiperbolu.
4° Ako su m(>2) i n(>2) parni, tada (2) definig¢ krivu prikazanu na sl. 9 za

m<n, i krivu pretstavljenu na sl. 10 za m > n.

y

Sy
;\

SL. 10

5° Ako je m(>=2) parno i n(=3) neparno, tada (2) definie krive prestavljens na
slikama 11 i 12 za m - r, cdnosno m < n .
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6° Ako je m(>3) neparno i n(>>2) parno, tada (2) definie krive prikazane na
slikama 13 i 14 za m < n, odnosno za m > n.

SL 13 SI. 14

7° Ako su m(2=3) i n(>=3) neparni, tada (2) definide za:
m = n krivu prikazanu na sl. 15;
m > n krivu prikazanu na sl. 16;

m < n krivu prikazanu na sl. 17.

f
b
f

Primedba. Odeljak | ovog Arlasa redigovan je prema knjizi:

Tpaduueckuii cnpasounux no mamemamuxe, Amaac kpussix. Tloy peagaxkuueit npod. A. P.
bepymanma, MockBa—Jlenuurpan, 1937.

Kolektiv Katedre za matematiku Elektrotehnickog fakulteta Univerziteta u Beogradu
priprema Atlas krivih koji ¢e biid namenjen studentima tehni¢kih i prirodno matematiékih
fakultetima kao i inienjerima, statistilarima, fizidarima i hemilarima.

15 Si. 16 Si. 17



ATLAS KRIVIH 325

1. ALGEBARSKE KRIVE

aty' = x*(2a - x) (a>0)

(y—x)r=x3

2y (et ox s DV ox y=(x+x 1)1/2—(x2—x 1)1/2

3y2=x%—p8 X x2y—xy?—py*+6x; 162 -19x—-11y+6- 0
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y
/
Ve
’
Ve
/
7
7
.0 t
/
/
,
. |
rd
7/
(x2+ y?)2=xy xt iyt =2xy
¥
1/
X
1
y=x 2+ DV (x-1)
Y 1
i
|
1 ]
\ |
[y O A [y
|
I | I
. \ N I -
v ! 1
i > oot
DT w 2 x 1 TK
2 : I
: I !
. | |
| 1

y=3x'-2x¥-3:"+1

2

x2y2=x24 y? (X2 y?)3 =27 x2y*
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2-6a*x2+at=

xi 4 4x2y

2y =+ x2(x +5)Y2

(x2+ DY2 —(x2 ~ 12

y:

(x =13 (x+1p

y=

X (4x - x2)/2

y=
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-1 [} 1

v A
l
l
7 =
b
y=x/(x*-1)
A
2 /2 'yr ' '
y=( =] (x* - 4) | :
|
] i
Y ! !
b
|
________________ J R S5 S
, ]
| I
| |
— A S
S o 7 2 3 2

y={(xt—x) /(x> =5x 4 6)}1/2

TY

x4 =2x2y243%=9 X -xlyry3=0
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]

XS=a(x2-—-ay)? (a>0) 2x3-x2y —2xy? 4+ yP —2x2-2xy4-2x+8y=0

w Y

y={@4x-x%/(4+x?)

%

P 2x-1)=xt—x*

A4
N

S NIya

e/ -yl (=32 =)= (e ) (v 1) (v =)
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4

N
///

X -xty—xyr+yd—x2+3xy=0

B

\

<

(x+ 1) (242420 =x ()2 —x2) (y+x+2)(y—x-2)

N
AN

22 +4x3 43 x4 -y =0

xt=y (e =y

X5 4 yB = xy?

P2H2x3y+x7 -0
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P+xr+2xy—6y'=2x-14y+11

y=0CBx2-1)/(1 +x%)3

y =

x V1 =x

331

y2—2x?y—xy2—l%x5=0

%

7\

1\ i

y=(x5=x) /(x4 - 4)

(1 _x2)2ls+(1 —y'-’)2/3=l
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IIl. RAZNE KRIVE

-

A}
, <D

=2+ /(1L +1Y) x=cos 3¢
y=13/(1+1?) y=cin2t
V
14
7, Fowe- X —
x=1t2(1 -1?) x=sin2rs
y=ti(1-1) y=Qcost—~V 2)cost

\yy 5 o

{7

x=(1+cos2f)sint x=(3+D/(12=1)

y=sin?f cost y=1%/(t-1)



ATLAS KRIVIH 333

.

p=e¥ (2x2 -4 x)2

:

rolg |
N

“t

Y
y=cos2x 1 2sinx
A _
= 2 X

y=(finx)/x

- PRy _ X
y=(x+eY)/ (x—e%) y

[ ] .

el
S A

,"

y=exp{2x/(x—1)} y=x-sin2x



y=exp(—1/x? y=sin(l/x)
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335
&
74
/ , / )
0 x i T

a<-—1/2

Y| y\/

y=co.3x +sind x
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SN x+in 2x y
$inx sin 2x
g @«
\ =
YA
y=sinx+sin2x
Y
n
2
Vi /4 2%
% T 7T 7y = [ X
'Ié- 6 \‘ ',:' 6 6 \ .
II AN a 2
‘,I' \“'.'( .
y~[log (2 —4sin? x)]1/2 y=arctg (1/x)
2 v
/ A
Y / / o\ \ x
—\\ x\

y=xcctg{x/a)



NUMERICKE TABLICE

I. VAZNLIJE KONSTANTE

N log,n N 'I N log,o N

n= 3,14159265 0,4971499 a2 = 9,86960440 0,9942997
2x= 6,28318531 0,7981799 1/a2=0,10132118 9,0057003 — 10

47 =12,56637061 1,0992099 Vx=1,77245385 0,2485749
af2= 1,57079633 0,1961199 1/yx=0,56418958 9,7514251 - 10
xf3= 1,04719755 0,0200286 (3/=)1/2=0,97720502 9,9899857 — 10

43/3 = 4,18879020 0,6220886 (4/=)1/2=1,12837917 0,0524551

=4 = 0,78539816 9,8950899 — 10 7= 1,46459189 0,1657166
7/6= 0,52359878 9,7189986 — 10 1/{/ = = 0,68278406 9,8342834 — 10

1/z= 0,31830989 9,5028501 — 10 V2% = 2,14502940 0,3314332

1/2z= 0,1£915494
3/a= 0,95492966

9,2018201 — 10
9,9799714 - 10

(3/42)1/2 = 0,62035049
(5/6)1/% = 0,80599598

9,7926371 — 10
9,9063329 - 10

x=3,14159 26535 89793 23846; ¢=2,71828 18284 59045 23536

II. BINOMNI KOEFICIJENTI

e 0O 6 6 O 6 0 60 6 6 W
0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

S, 1 5 10 10 3 1

6 1 6 15 20 15 6 1

7 1 7 21 35 35 21 7 1

8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
10 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
11 1 J1 55 165 330 462 462 330 165 55 11
19 1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66
13 1 13 78 286 715 1287 1716 1716 1287 715 286
14 i 14 91 364 1001 2002 3003 3432 3003 2002 1001
15 1 15 105 455 1365 3003 5005 6435 6435 5005 3003
16 1 16 120 560 1820 4368 8008 11440 12870 11440 8008
17 1 ] 136 680 2380 6188 12376 19448 24310 24310 19448
18 1 18 153 816 3060 8568 18564 31824 43758 48620 43758
19 1 19 171 969 3876 11628 27132 50388 75582 92378 92378
20 1 20 190 1140 4845 15504 38760 77520 125970 167960 184756

22 D. S. Mitrinovié: ZBORNIK I




338 NUMERICKE TABLICE
III. FAKTORIJELI 1V. GAMA -
FUNKCLJA A
R | n! [ logen
= x4 (BE i
0 1 0,000 000
1 1 0,000 000 Lo | 1,000 i
2 2 0,301 030 Lt | 0951 T,
3 6 0,778 151 8 | saals Wi
4 2 1,380 211 13 1 0,897 L
5 12-10 | 2,079 181 LY ) 6.887 ’
6 72.10 | 2,857 332 L5 | 0,886 j
1 504-10 | 3,702 431 1,6 | 0,894
8 4 032-10 | 4,605 521 117 || "Osae AERAEEL 1
9 36 288-10 | 5,559 763 18 | 093 I
10 16 288-10° | 6,559 763 19 | 0962 \
1 399 168-10° | 7.601 156 201 4ol 5
12 4790 016-10® | 8,680 337 X LS 1
13| 62270 208-100 | 9,794 280 | T = g i
14] 871 782 912-10° | 10,940 408 | (x> 0); il
15! 1307 674 368108 | 12,116 500 | I (x+ 1)=xT(x). Y
T L 0) 0t A e
V. DVOSTRUKI FAKTORIJELI
21 = [ @e=ul | @an | s ¥ ae-n emh
1 1 i ] 201 1 _ 0,5
2 2 3 8|05 0,333 333333 | 0,125
3 6 15 48 | 0,166 666 667 | 0,066 666 667 | 0,020 833 333
4 2 105 384 | 0,041 666 667 | 0,009 523 810 | 0,002 604 167
5 120 945 3840 | 0,008 333333 | 0,001 058201 | 0,000 260 417
6 720 10 395 46080 | 0,001 388 889 | 0,000 096 200 | 0,000 021 701
71 5040 135135 645 120 | 0,000 198 413 | 0,000 007 400 | 0,000 001 550
8| 40320 2027025 10321 920 | 0,000 024 802 | 0,000 000 493 | 0,000 000 097
9| 362880 | 34459425 | 185794560 | 0,000002756 | 0,000 000029 | 0,000 000 005
10 13628800 | 654729075 | 3715891200 | 0,000000276 | 0,000 000002 | 0,000 000 000
VI. KVADRATNI I KUBNI KORENI I DRUGE VREDNOSTI
n ’ t/n | Vn | VTOTzl ]:"/_; ‘{"/To?] 13/'10011 l en ‘ enj10 Ie-"l“’| e=n
1100 1,00 | 316! 1,00 | 215 | 4,64 2,718 | 1,105 0,905 10,368
200500 1,41 | 447| 126 | 271 | 585 7,389 {1,221 | 0,819 | 0,135
310333 1,73 | 548 | 144 | 301 | 669 209 |1,350 | 0,741 |0,0498
410250 200 | 632 1,59 | 342 | 737 54.60 | 1,492 |0,670 | 0,0183
510200/ 224 | 707| 1,71 | 368 | 794 148,41 | 1,649 |0,607 | 0,00674
6| o167 | 245 | 775 | 1,82 | 391 | 843 4034 |1,822 0,549 | 2,48 - 10-3
7] 0,43 | 265 | 837| 1,91 | 412 | 888 | 10966 |2014 0,497 |9,12-10-1
810,125( 2,83 | 894 | 2,00 | 431 | 928 | 2981 (2,226 |0,449 |3,35. 10~4
90,011 3,00 | 949 | 208 | 448 | 965 | 8103  |2.460 |0.407 |1,23- 10~
10 | 0,500 | 3,16 [ 10,00 | 2,15 | 4,64 | 1000 |22026  |2,718 0,368 |4,54-10~5
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VII. VREDNOST FUNKCIJE e-x ZA NEKE VREDNOSTI x

P e—x X e—x X e x
1/10 | 0,90484 9/5 | 016530 | 254 | 0,00193
1/8 0,88250 2 0,13533 32/5 0,00167
1/6 0,84648 9/4 | 0,10540 7 0,00091
1/5 0,81873 52 | 0,08209 | 36/5 | 0,00075
1/4 0,77880 8/3 0,06948 8 0,00034
13 0,71653 3 0,04979 | 81710 | 0,00030
2/5 0,67032 | 25/8 | 0,04394 | 49/6 | 0,00028
1/2 0,60653 16/5 0,04076 | 25/3 0,00024
2/3 0,51342 18/5 0,02732 9 0,00012
4/5 0,44933 4 0,01832 | 49/5 0,00006
9/10 | 0,40657 | 25/6 | 0,01550 10 0,00004

1 0,36788 92 | 0,01111 32/3 | 0,00002
9/8 0,32465 | 49/10 | 0,00745 11 0,00002
4/3 0,26360 5 0,00674 12 0,00001
3/2 0,22313 6 0,00248 13 0,00000
8/5 0,20190 | 49/8 | 0,00218 14 0,00000

VIII. PRIRODNI LOGARITMI BROJEVA OD 1,0 DO 9,9

I .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

O 00 1O\ W=

0,000 | 0,095 | 0,182 | 0,262 | 0,336 | 0,405 | 0,470 | 0,531 | 0,588 | 0,642
0,693 | 0,742 | 0,788 | 0,833 | 0,875 | 0,916 | 0,956 | 0,993 | 1,030 | 1,065
1,099 | 1,131 1,163 1,194 1,224 1,253 | 1,281 | 1,308 | 1,335 | 1,361
1,386 | 1,411 1,435 1,459 1,482 1,504 | 1,526 | 1,548 | 1,569 | 1,589
1,609 | 1,629 1,649 1,668 1,686 1,705 | 1,723 | 1,740 | 1,758 | 1,7°5
1,792 | 1,808 1,825 | 1,841 1,856 1,872 | 1,887 | 1,902 | 1,917 | 1,932
1,946 | 1,960 1,974 1,988 | 2,001 2,015 | 2,028 | 2,041 ; 2,054 | 2,067
2,079 | 2,092 | 2,104 | 2,116 | 2,128 | 2,140 | 2,152 | 2,163 | 2,175 | 2,186
2,197 | 2,208 | 2,219 | 2,230 | 2,241 22501 2,262 | 2,272 | Z2B2 || 2;293

IX. PRIRODNI LOGARITMI CELIH BROJEVA OD 10 DO 109

z

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

(=R VoRie SRR e NV I S R S

—

2,303 | 2,398 | 2,485 | 2,565 | 2,639 | 2,708 | 2,773 | 2,833 | 2,890 | 2,944
2,996 | 3,045 | 3,091 | 3,135 | 3,178 | 3,219 | 3,258 | 3,296 | 3,332 | 3,367
3,401 | 3,434 | 3,466 | 3,497 | 3,526 | 3,555 | 3,584 | 3,611 | 3,638 | 3,664
3,680l 3704 | 3738 | 3781 | 5784 | 3807 ) 5,829 | aese | 387t 889
3,912 | 3,932 | 3,951 | 3,970 | 3,989 | 4,007 | 4,025 | 4,043 | 4,060 | 4,078
4,094 | 4,111 | 4,127 | 4,143 | 4,159 | 4,174 | 4,190 | 4,205 | 4,220 | 4,234
4,248 | 4,263 | 4,277 | 4,290 | 4,304 | 4,317 | 4331 | 4,344 | 4,357 | 4,369
4,382 | 4,394 | 4,407 | 4,419 | 4,431 | 4,443 | 4,454 | 4,466 | 4,477 | 4,489
4,500 | 4,511 | 4,522 | 4,533 | 4,543 | 4,554 | 4,564 | 4,575 | 4,585 | 4,595
4,605 | 4,615 | 4,625 | 4,635 | 4,644 | 4,654 | 4,663 | 4,673 | 4,682 | 4,691




340 NUMERICKE TABLICE
X. KVADRATI
1,00—5,49
. P.1RB:

01234‘567‘89 5 5 et =
1,0!1,0()0 1,020:1,040 [1,06111,082 1,103 1,124 |1,145/1,166 !1,188| 2 4 6 | 81013151719
1,1/1,2.0 1,23211.254 1,277]1,300 1,323 |1,346|1,369:1,392 |1,416 2 5 7| 91114161821
1,2 1,440 1,464‘1,488 1,51311,538 1,763 {1,588 1,613 1,638 :1,664: 2 5 7 {101215|172022
1,3 1,690]1,716,1,742 11,7691 1,796 1,823 (1,850 1,8771,904 1,9321 3 5 8 1111316]192224
1,4 |l,960 1,9882,016 (2,045{2,0742,103 [2,132]2,161 2,190 (2,220 3 6 9 [121417 202326
1,5“2,250 2,280!2,310 {2,341 [ 2,372|2,403 [2,434 | 2,465|2,496 (2,528 3 6 9 [121519(222528
1,6 2,560 2,592|2,624 12,657 2,690,2,723 12,756 | 2,789!2,822 (2,856 | 3 710 {13 1620232630
1,7(2,890 | 2,924(2,958 (2,993 | 3,028 3,063 3,0983,133,3,1€8 (3,204 3 710 | 14172124 2831
1,8 3,240 3,276 3,312 3,349 3,386‘3,423 3,46013,497|3,534 13,5721 4 711 | 15182226 3033
1,913,610 3,648'3,686 (3,725 3,764/3,803 (3,84213,681:3,920 /13,960 4 812 | 161923 |27 31 35
2,0 l4,000 4,040(4,080 (4,121 (4,16214,203 4,244 4,285 4,326 4,368 4 812 |162025|293337
2,114,4]0 4,452|4,494 14,537 4,580 4,623 14,666 |4,7094,752 [4,796| 4 913 | 1721 26130 34 39
2,2 4,840 4,88414,928 14,973 15,0185,063 15,108 5,153|5,198 [5,244| 4 913 | 182227 |313640
2,3 5,290 5,336/5,382 {5,429 5,476 5,523;5,570 5,61715,664 |5,712( 5 914 1192328333842
24 L5,760|5,808 5,856 15,905 | 5,954 6,003 :6,052 (6,101 6,150 6,200 51015 |20 2429 (343944
2,5"6,250 6,300 6,350 16,401 | 6,452(6,503 6,554 | 6,605 6,656 |6,708| 510 15 | 2025 31 | 36 41 46
2,6 6,760 6,812|6,864 16,917 |6,970(7,023 17,076 7,129 7,182 {7,236| 511 16 | 21 26 32|37 4248
2,77,260|7,344(7,398 17,453  7,5087,563 |7,618 (7,673 7,728 |7,784| 511 16 | 222733 | 384449
2,817,840 7,896/7,952 {8,009 | 8,066|8,123 18,180 8,237 8,294 18,352| 6 11 17 | 232834 | 4046 51
29 ‘8,410 8,468(8,526 !8,585 [ 8,644 8,703 18,762 8,821:8,880 [8.940| 6 1218 |24 2935|4147 53
3,0(9,00019,0609,120 (9,181 ;9,242 9,303 19,364 | 9,4259,486 |9,548 612 18 | 24 30 37 | 43 49 55
3,1(9,6109,672]9,734 9,797 9,860 9,923 9,986 61319 {2531 38|44 5057
31| 10,050,101, [10,18411 1 2| 3 3'4{\4 5 6
3,2/10,24|10,30,10,37 10,43 | 10,50/10,56 {10,63 10,69, 10,76 |10,82| 1 1 2| 3 3 4| 5 5 6
3,3 10,89 10,96]11,02 [11,09|11,16/11,22 11,29/11,36 11,42(11,49] 1 1 2| 3 3 4| 5 5 €
3,4|11,56|11,63/11,70 {11,76]11,83(11,90 |11,97 | 12,04 12,11 {12,181 1 2| 3 3 4| 5 6 6

\

3,5(12,25(12,32(12,39 |12,46 | 12,53{12,0 12,67 12,74‘12,82 12891 1 2| 3 4 4| 5 6 6
3,6 12,96 13,03 13,10 (13,18 13,25 13,32 13,40{13,47/13,54(13,62] 1 1 2| 3 4 4| 5 6 7
3,7 ,13,69]13,76 13,84 {13,91]13,99,14,06 14,14 (14,21 14,29{1436|/ 1 2 2| 3 4 5| 5 6 7
3,8 14,44|14,52|14.59 [14,67|14,75/14,82 14,90 14,98 15,05(15,13| 1 2 2| 3 4 5| 5 6 7
3,9,15,21|15,2915,37 |15.44 | 15,52/15,60 15,68 [ 15,76 15,84 {15,92| 1 2 2| 3 4 5| 6 6 7
4,0 16,00]16,08]16,16 |16,24] 16,32!16,40 16,48 | 16,56/16,65(16,73| 1 2 2, 3 4 5| 6 6 7
4,116,81|16,8916,97 [17,06 17,14 17,22 |17,31|17.39/17,47 117,56 1 2 2| 3 4 5| 6 7 7
4,2 17,64|17,72'17,81 117,89 17,98 18,06 18,15|18,23/18,32(18,40|1 2 3| 3 4 S| 6 7 8
4,3 18,4918,58/18,66 |18,75| 18,84 18,92 |19,01|19,1019,18 {19,27| 1 2 3! 3 4 5/ 6 7 8
4,4'19,36 19,4519,54 (19,621 19,71 19,80 (19,89 19,98/20,07 (20,16 1 2 3| 4 5 5! 6 7 8
4,5 120,25 20,34/20,43 120,521 20,61|20,70 {20,79| 20,88:20,98 {21,07| 1 2 3|1 4 5 5| 6 7 8
4,6 21,15|21,25(21,34 |21,44 [ 21,53(21,62 21,72 21,81(21,90 (22,00| 1 2 3| 4 5 6| 7 7 8
4,7/22,09(22,18]22,28 |22,3722,47|22,56 |22,66 ] 22,7522,85/22,94[ 1 2 3| 4 5 6| 7 8 9
4,823,04(23,14123,23 123,33 23,43/23,52 |23 62 23,72/123,81 (23,91 1 2 3| 4 5 6| 7 8 9
4,9 i24,01 24,11|24,21 24,30 | 24,40,24,50 [24,60 | 24,70!24,80 24,90| 1 2 3| 4 5 6| 7 8 9
5,0125,00 25,10 25,20 [25,30 | 25,40/25,50 25,60 | 25,70.25,81 {2591f 1 2 3| 4 5 6| 7 8 9
5,1'26,01]26,11/26,21 126,32 | 26,42/26,52 |26,63 | 26,73/26,83|26,94| 1 2 3| 4 5 6| 7 8 9
5,2 127,04127,14/27,25 127,35 | 27,46|27,56 27,67 1 27,7727,88 [27,98| 1 2 3| 4 5 6| 7 8 9
5,3|128,09 | 28,20|28,30 |28,41 28,52i28,62 28,73(28,84,28,94 129.05| 1 2 31 4 5 6| 7 910
5,429,161 29,27/29,38 [29,48 29,59}29,70 29,81129,92130,03130,14]11 2 3| 4 6 7| 8 910
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5,50—9,99
|
0 1 2 3 4 S 6 7 8 9 12 3‘ 456| 7809
| ]
|
5,530,251 30,36 1 30,47 | 30,58 30,69 | 30,80 /30,91 31,02 31,14/31,25(1 2 3{4 6 7| 8 910
5,6(:31,36 31,47 31,58 31,70 (31,81 | 31,92 32,04 32,]5I 32,26{32,38)1 2 3|5 6 7| 8 910
5,71/ 32,49132,60 132,72 | 32,83132,95 | 33,06 |33,18] 33,29 33,41|33,52|1 2 3(5 6 7| 8 910
58| 33,64|33,76 33,87 |33,99(34,11 | 34,22 134,34 | 34,46/ 34,57|34,69]1 2 415 6 7| 8 911
5,9 ‘34,81 34,93 135,05 | 35,16 35.28 | 35,40 {35,52| 35,64/ 35,76{35,88|1 2 4|5 6 7| 81011
|
6,0{36,00(36,12 | 36,24 | 36,36 36,48 | 36,60 36,721 36,84, 36,97|37,09|11 2 4{5 6 7| 91011
6,1137,21137,3337,4537,58{37,70 37,82 (37,95138,07 38,19/38,3211 2 4|5 6 7| 91011
6,21 38,44 (38,56 | 38,69 38,81]33,94 | 39,06 |39,19 39,31I 39,44139,56|1 3 4|5 6 8| 91011
6,3]/39,69(39,82 | 39,94 | 40,07 10,20 | 40,32 |40,45 | 40,58| 40,70/40,83|1 3 4|5 6 8| 91011
6,4140,96(41,09 | 41,22 | 41,34]141,47 | 41,60 (41,73 |41,86/ 41,99/42,12]1 3 4|5 6 8| 91012
6,5(142,25142,38 | 42,51 | 42,64 | 42,77 | 42,90 143,03 43,16‘ 43,30'43,4311 3 4|5 7 8| 91012
6,6143,56143,69 | 43,82 143,96 | 44,09 | 44,22 44,36 44,49‘ 44,62/144,7611 3 4|5 7 8| 91112
6,7/ 44,89145,02 145,16 | 45,29{45,43 | 45,56 45,70145,83/ 45,97{146,10|1 3 4|5 7 8| 91112
6.8 146,24 146,38 | 46,51 | 46,65 46,79 | 46,92 |47,06|47,20/ 47,33|147,4711 3 4|5 7 8101112
6,9!147,61|47,75 ‘47,89 148,02 148,16 | 48,30 148,44 | 48,58, 48,72{48,86|1 3 4|6 7 8{101113
7,0 149,00 49,14 | 49,28 | 49,42 (49,56 | 49,70 149,84 149,98 50,13:70,27|1 3 4|6 7 8101113
7,11/ 50,41 50,55 | 50,69 | 50,84 50,98 | 51,12 (51,27]51,41 51,5551,70|11 3416 7 9/101113
7,21/51,84( 51,98 | 52,13 | 52,27|52,42 | 52,56 |52,71|52,85| 53,00 53,14|1 3 4|6 7 9/101213
7,31153,29 53,44 | 53,58 | 53,73 ] 53,88 54,02!54,17 54,32 54,46‘54,61 134i6 7 9101213
7,4 54,76] 54,91 ' 55,06 | 55,20 55,35 | 55,50 55,65 55,80 55,95‘56.10 13416 7 9{101213
7,51(156,25]56,40 | 56,55 | 56,70 56,85 | 57,00 157,15|57,30 57,46/57,6112 3 516 8 9|111214
7,6157,76157,91 I58,06 58,22 58,37 | 58,52 |58,68 58,83i 58,98!59,14 235|6 8 9/111214
7,71 59,29159,44 | 59,60 | 59,75|59,91 | 60,06 |60,22 60,37 60,53 60,682 3 5|6 8 9|11 1214
7,8160,84161,00 (61,15 |61,31}61,47 | 61,62 61,78 61,94| 62,09 62,2512 3 516 8 9|1113 14
7,962,41162,57 | 62,73 1 62,88]63,04 | 63,20 |63,36]63,52| 63,68 63,84|2 3 5|16 810| 111314
8,01 64,0064,16 | 64,32 | 64,48 | 64,64 | 64,80 64,96 65,12 65,29‘65,45 235|6 810111314
8,1(/65,61]65,77 65,93 | 66,10 | 66,26 | 66,42 |66,79 166,75 66,91‘67,08 235|7 810111315
8,2167,24167,40 67,57 | 67,731 67,90 | 68,06 |68,23 68,39i 68,5668,7212 3 5|7 810|121315
8,31 68,89169,06 | 69,22 | 69,39 69,56 | 69,72 (69,89 | 70,06 70,22|70,39(2 3 5|7 810| 121315
8,4(70,56 (70,73 70,90 | 71,06 (71,23 | 71,40 |71,57 71,74 71,91(72,08{2 3 5|7 810(121415
| |
8,5} 72,25(72,42 | 72,59 | 72,76 72,93 | 73,10 173,27 73,44 73,62‘73,79 235(7 910{121415
8,6 |73,96]74,13 74,30174,48 74,65 | 74,82 75,001 75,17 75,34:75,5212 3 5|7 910{121416
8,71175,69|75,86 | 76,04 | 76,21 | 76,39 | 76,56 176,74 | 76,91 77,09377,26 2457 911{121416
8877,44177,62| 77,79  77,97(78,15 | 78,32 178,50 78,68 78,8579,03|12 4 5|7 911(121416
8,9‘ 79,21179,39 | 79,57 | 79,74 79,92 | 80,10 80,28 | 80,46 80,64:80,82|12 4 5|7 911131416
| |
9081,00/81,18 |81,36|81,54|81,72 | 81,90 182,08 82,26% 82,45.82,63124 5 7 911131416
9,1182,81182,99 83,17 | 83,36 (83,54 | 83,72 83,91 84,09 84,2784,46|2 4 5|7 911|131516
9,2 184,64 84,82 (85,01 |85,19|85,38 | 85,56 85,75]85,93 86,12;86,30 2467 9111131517
9,3186,49 186,68 | 86,86 | 87,05 (87,24 | 87,42 87,61 87,80/ 87,9888,1712 4 6|7 911|131517
9.4 88,36 88,55 | 88,74 | 88,92 89,11 | 89,30 189,49 89,68 89,87190,06 2468 911131517
9,5190,25190,44 | 90,63 ! 90,821{91,01 | 91,20 191,39 91,58 91,78/91,97|2 4 6 81011131517
9,6(192,16(92,35 | 92,54 | 92,74|92,93 | 93,12 93,32{93,51| 93,70 93,9012 4 681012141517
9,71/94,09(94,28 | 94,48 | 94,67 | 94,87 | 95,06 95,26 [ 95,45} 95,65/95,84(2 4 681012141618
9.8196,04196,24 | 95,43 [ 96,63 96,83 | 97,02 (97,22197,42/ 97,61/197,81|2 4 6 {81012 141618
9,998,01198,21 | 98,41 | 98,60 98,80 | 99,00 [99,20199,40 99,60i99,80 246(81012|141618
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XI. STEPENI, KORENI I RECIPROCNE VREDNOSTI
" = s v | yion | ¥a | {100 | J1000 | 1m
1 1 1 1,000 3,162 1,000 2,154 4,642 1,000
2 4 8 1,414 4,472 1,260 2,714 5,848 0,5000
3 9 2 1,732 5,477 1,442 3,107 6,694 0,3333
4 16 64 2,000 6,325 1,587 3,420 7,368 0,2500
5 25 125 2,236 7,071 1,710 3,684 7,937 0,2000
6 36 216 2,449 7,746 1,817 3,915 8,434 0,1667
7 49 343 2,646 8,367 1,913 4,121 8,879 0,1429
8 64 512 2,828 8,944 2,000 | 4,309 9,283 0,1250
9 © 81 729 | 3,000 9,487 2,080 i 4,481 9,655 0,1111
10 100 1000 3,162 10,000 2,154 | 4,642 10,000 0,1000
|
11 121 1331 3,317 10,488 2,224 4,791 10,323 0,09091
12 144 1728 3,464 10,954 2,289 4,932 10,627 0,08333
13 169 2197 3,606 11,402 2,351 5,066 10,914 0,07692
14 196 2744 3,742 11,832 2,410 5,192 11,187 0,07143
15 225 3375 3,873 12,247 2,466 5,313 11,447 0,06667
16 256 4096 4,000 12,649 2,520 5,429 11,696 0,06250
17 289 4913 4,123 13,038 2,571 5,540 11,935 0,05882
18 324 5832 4,243 13,416 2,621 5,646 12,164 | 0,05556
19 361 6859 4,359 13,784 2,668 5,749 12,386 0,05263
20 400 8000 4,472 14,142 2,714 5,848 12,599 0,05000
21 441 9261 4,583 14,491 2,759 5,944 12,806 0,04762
22 484 10648 4,690 14.832 2,802 6,037 13,006 0,04545
23 529 12167 4,796 15,166 2,844 6,127 13,200 0,04348
24 576 13824 4,899 15,492 2,884 6,214 13,389 0,04167
25 625 15625 5,000 15,811 2,924 6,300 13,572 0,0-000
26 676 17576 5,099 16,125 2,962 6,383 13,751 0,03846
27 729 19683 5,196 16,432 3,000 6,463 13,925 0,03704
28 784 21952 5,292 16,733 3,037 6,542 14,095 0,03571
29 841 24389 5.385 17,029 3,072 6,619 14,260 0,03448
30 900 27000 5,477 17,321 3,107 6,694 14,422 0,03333
31 961 29791 5,568 17,607 3,141 6,768 14,581 0,03226
32 1024 32768 5,657 17,889 3,175 6,840 14,736 0,03125
33 1089 35937 5,745 18,166 3,208 6,910 14,888 0,03030
34 1156 39304 5,831 18,439 3,240 6,980 15,037 0,02941
35 1225 42875 5,916 18,708 3,271 7,047 15,183 0,02857
36 1296 46656 6,000 18,974 3,302 7,114 15,326 0,02778
37 1369 50653 6,083 19,235 3,332 7,179 15,467 0,02703
38 1444 54872 6,164 19,494 3,362 7,243 15,605 0,02632
39 1521 59319 6,245 19,748 3,391 7,306 15,741 0,02564
40 1600 64000 6,325 20,000 3,420 7,368 15,874 0,02500
41 1681 68921 6,403 20,248 3,448 7,429 16,005 0,02439
42 1764 74088 6,481 20,494 3,476 7,489 16,134 0,02381
43 1849 79507 6,557 20,736 3,503 7,548 16,261 0,02326
44 1936 85184 6.633 20,976 3,530 7,606 16,386 0,02273
45 z025 91125 6,708 21,213 3,557 7,663 16,510 0,02222
46 z116 97336 6,782 21,448 3,583 7,719 16,631 0,02174
47 2209 103823 6,86 21,679 3,02 7,775 16,751 0,02128
48 2304 110592 6,928 21,909 3,634 7,830 16,869 0 02083
49 2401 117649 7,000 22,136 3,659 7,884 16,985 0,02041
50 2500 125000 7,071 22,361 3,684 7,937 17,100 0,02000
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n n? " Vn V 10n fn V1on | 1100n 1/n

s1 || 6 | 132651 | 7,41 | 22,583 | 3,708 | 7,990 | 17,213 | 0,01961
52 2704 140608 7,211 22,804 3,733 8,041 17,325 0,01923
53 | 2809 | 148877 | 7280 | 23022 | 3756 | 8093 | 17435 | 001887
54 || 2916 .| 157464 | 7348 | 23238 | 3.780 | 8.143 | 17,544 | 001852
55 || 3025 | 166375 | 7.416 | 23.452 | 3803 | 8193 | 17.652 | 001818
56 || 3136 | 175616 | 7,483 | 23,664 | 3826 | 8243 | 17,758 | 0,01786
57 3249 185193 7,550 23,875 3,849 8,291 17,863 0,01754
58 || 3364 | 195112 | 7616 | 24,083 | 3871 | 8340 | 17967 | 001724
59 || 3481 | 205379 | 7.681 | 24290 | 3.893 | 8387 | 18070 | 001695
60 || 3600 | 216000 | 7,746 | 24,495 | 3915 | 8434 | 18171 | 0.01667
61 3721 | 226981 | 7,810 | 24,698 | 3936 | 8481 | 18272 | 0,01639
62 | 3844 | 238328 | 7.874 | 24900 | 3958 | 8527 | 18371 | 0.01613
63 3969 | 250047 | 7.937 | 25100 | 3979 | 8573 | 18469 | 0,01587
64 | 4096 | 262144 | 8000 | 25298 | 4000 | 8.618 | 18566 | 001563
65 | 4225 | 274625 | 8062 | 25495 | 4021 | 8662 | 18663 | 001538
66 | 4356 | 287496 | 8124 | 25690 | 4041 | 8707 | 18,758 | 0,01515
67 | 48 | 300763 | 8185 | 25884 | 4062 | 8750 | 18852 | 001493
68 || 4624 | 314432 | 8246 | 26077 | 4082 | 8794 | 18945 | 001471
69 | 4761 | 328509 | 8307 | 26268 | 4102 | 8.837 | 19038 | 0,01449
70 || 4900 | 343000 | 8367 | 26458 | 4121 | 8879 | 19129 | 001429
71 5041 | 357911 | 8426 | 26,646 | 4141 | 8921 | 19220 | 0,01408
72 || 5184 | 373248 | 8485 | 26:833 | 4.160 | 8963 | 19.310 | 001389
73 || 5329 | 389017 | 8544 | 27.019 | 4179 | 9.004 | 19399 | 001370
74 || 5476 | 405224'| 8602 | 27.:03 | 4198 | 0045 | 19487 | 0,013
75 || 5625 | 421875 | 8660 | 27.386 | 4217 | 9086 | 19,574 | 0.01333
76 | 5776 | 438976 | 8,718 | 27,58 | 4236 | 9126 | 19,661 | 0,01316
77 || 5929 | 456533 | 8775 | 27.749 | 4254 | 9.166 | 19747 | 001299
78 | 6084 | 474552 | 8832 | 27.928 | 4273 | 9205 | 19832 | 001282
79 || 6241 | 493039 | 8888 | 28107 | 4291 | 9244 | 19916 | 001266
80 | 6400 | 512000 | 8944 | 28284 | 4309 | 9283 | 20000 | 001250
81 6561 | 531441 | 9,000 | 28460 | 4327 | 9322 | 20,083 | 0,01235
82 | 6724 | 551368 | 9055 | 28.636 | 4344 | 9360 | 20,165 | 001220
83 || 6889 | 571787 9,110 | 28810 | 4362 | 9398 | 20247 | 001205
84 || 70%6 | 592704 | 9,165 | 28983 | 4380 | 9435 | 20328 | 0.0119
85 | 7225 | 614125 | 9220 | 29,155 | 4397 | 9473 | 20408 | 001176
86 || 7396 | 636056 | 9,274 | 20326 | 4414 | 9510 | 20488 | 001163
87 | 7569 | 658503 | 9,327 | 29.4% | 4431 | 0.546 | 20,567 | 001149
88 | 7744 | 681472 | 9381 | 29,665 | 4448 | 0,583 | 20,646 | 001136
89 7921 | 704969 | 9.434 | 29.833 4,465 9,619 | 20,724 | 001124
90 | 8100 | 729000 | 9,487 | 30,0C0 | 4481 | 9655 | 20.801 | 001111
91 §281 | 753571 | 9,539 | 30,166 | 4498 | 9,691 | 20,878 | 0,01099
92 || 8464 | 778688 | 9592 | 30,332 | 4514 | 9726 | 20054 | 001087
93 8649 £04357 9,644 30,496 4,531 9,761 21,029 0,01075
94 | 8836 | 830584 | 9695 | 30,659 | 4547 | 9796 | 21.105 | 0.01064
95 | 9025 | 857375 | 9,747 | 30.822 | 4563 | 9830 | 21.179 | 0,01053
96 | 9216 | 884736 | 9,798 | 30,984 | 4,579 | 9,865 | 21,253 | 001042
97 | 9409 | 912673 | 9,849 | 31.145 | 4595 | 0890 | 21327 | 001031
98 | 9604 | 941192 | 9899 | 31,305 | 4610 | 933 | 211400 | 001020
99 [ ogo1 | 970259 | 9,950 | 31.464 | 4626 | 9967 | 21472 | 001010
100 | 10600 | 1000000 | 10,600 | 31,623 | 4642 | 10.000 | 21.544 | 001000
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XII. TRIGONOMETRISKE FUNKCIJE ARGUMENTA IZRAZENOG RADIJANIMA

0,00—9,50 0,50-—1,00
Radi- . Radi- .

P sin tg cotg cos e sin tg cotg cos
0,09 0,0000 | 0,0000| «- --- 1,0000 0,50 0,4794 | 0,5463 | 1,830 | 0,8776
0,01 0,0100 | 0,0100{ 99,997 | 1,0000 0,51 0,4882 | 0,5594 | 1,788 | 0,8727
0,02 0,0200 | 0,0200 | 49,993 | 0,9998 0,52 0,4969 | 0,5726 | 1,747 | 0,8678
0,03 0,0300 | 0,0320 | 33,323 | 0.9996 0,53 0,5055 | 0,5859 | 1,707 | 0,8628
0.04 | 0,0400 | 0,0400 | 24,987 | 0,9992 0,54 | 05141 | 0,5994 | 1,668 | 0,8577
0,03 0,0500 | 0,0500 | 19,983 | 0,9988 0,55 0,5227 | 0,6131 | 1,631 | 0,8525
0,06 0,0600 | 0,0601| 16,647 | 0,9982 0,56 0,5312 | 0,6269 | 1,595 | 0,8473
0,07 0,0699 | 0,0701 | 14,262 | 0,9976 0,57 0,5396 | 0,6410 | 1,560 | 0,8419
0,08 0,0799 | 0,0802| 12,473 | 0,9968 0,58 0,5480 | 0,6-52 | 1,526 | 0,8365
0,09 0,0899 | 0,0902| 11,081 | 0,9960 0,59 0,5564 | 0,6696 | 1,494 | 0,8309
0,10 0,0998 | 0,1003 | 9,967 | 0,9950 0,60 0,5646 | 0,6841 | 1,462 | 0,8253
0,11 0,1098 | 0,1104| 9,054 | 0,9940 0,61 0,5729 | 0,6989 | 1,431 | 0,8196
0,12 0,1197 | 0,1206| 8,293 | 0,9928 0,62 0,5810 | 0,7139 | 1,401 | 0,8139
0,15 0,1296 | 0,1307| 7,649 0,9916 0,63 0,5891 | 0,7291 | 1,372 | 0,8080
0.1¢ | 0,1395 | 0,1409| 7.096 | 0,9902 0.64 | 0,5972 | 0,7445 | 1,343 | 0,8021
0,15 0,1494 | 0,1511| 6,617 0,9888 0,65 0,6052 | 0,7602 | 1,315 | 0,7961
0,1€ 0,1593 | 0,1614| 6,197 | 0,9872 0,66 0,6131 | 0,7761 | 1,288 | 0,7900
0,17 0,1692 | 0,1717| 5,826 0,9856 0,67 0,6210 | 0,7923 | 1,262 | 0,7838
0,18 0,1790 | 0,1820| 5,495 0,9838 0,68 0,6288 | 0,8087 | 1,237 ! 0,7776
0,19 0,1889 | 0,1923| 5,200 0,9820 0,69 0,6365 | 0,8253 | 1,212 | 0,7712
0,20 0,1987 | 0,2027 | 4,933 0,9801 0,70 0,6442 | 0,8423 | 1,187 | 0,7648
0,21 0,2085 | 0,2131] 4,692 0,9780 0,71 0,6518 | 0,8595 | 1,163 | 0,7584
0,22 0,2182 | 0,2236| 4,472 0,9759 0,72 0,6594 | 0,8771 | 1,140 | 0,7518
0,23 0,2280 | 0,2341 4,271 | 0,9737 0,73 0,6669 | 0,8949 | 1,117 | 0,7452
0,24 0,2377 | 0,2447| 4,086| 0,9713 0,74 0,6743 | 0,9131 | 1,095 | 0,7385
0,25 0,2474 | 0,2553| 3,916 0,9689 0,75 0,6816 | 0,9316 | 1,073 | 0,7317
0,26 0,2571 | 0,2660 | 3,759 | 0,9664 0,76 0,6889 | 0.9505 | 1,052 | 0,7248
0,27 0,2667 | 0,2768| 3,613 | 0,9638 0,77 0,6961 | 0,9697 | 1,031 0,7179
0,28 0,2764 | 0,2876| 3,478| 0,9611 0,78 0,7033 | 0,9893 | 1,011 0,7109
0,29 0,2860 | 0,2984 | 3,351/ 0,9582 0,79 0,7104 | 1,009 0,9908 | 0,7038
0,30 0,2955 | 0,3093 | 3,233 0,9553 0,80 -{ 0,7174 | 1,030 0,9712 | 0,6967
0,31 0,3051 | 0,3203| 3,122/ 0,9523 0,81 0,7243 | 1,050 0,9520 | 0,6895
0,32 0,3145 | 0,3314| 3,018 0,9492 0,82 0,7311 | 1,072 0,9331 | 0,6822
0,33 0,3240 | 0,3425| 2,920 0,9460 0,83 0,7379 | 1,093 0,9146 | 0,6749
0,34 0,3335.1 0,3537| 2,827 0,9428 0,84 0,7446 | 1,116 0,8964 | 0,6675
0,35 0,3429 | 0,3650| 2,740 | 0,9394 0,85 0,7513 | 1,138 0,8785 | 0,6600
0,36 03523 | 0,3764| 2,657 0,9359 0,86 0,7578 | 1,162 0,8609 | 0,6524
0,37 0,3616 | 0,3879| 2,578 0,9323 0,87 0,7643 | 1,185 0,8437 | 0,6448
038 | 0,3709 | 0,3994 | 2,504 | 0,9287 0.88 | 0,7707 | 1,210 | 0,8267 0,6372
039 |0,3802 | 0,4111| 2,433| 0,9249 0,89 | 0,7771 | 1,235 | 0,8100! 0,6294
0,40 0,3894 | 0,4228 | 2,365 0,9211 0,90 0,7833 | 1,260 0,7936 | 0,6216
0,41 0,3986 | 0,4346| 2,301 0,9171 0,91 0,7895 | 1,286 0,7774 1 0,6137
0,42 0,4078 | 0,4466| 2,239 0,9131 0,92 0,7956 | 1,313 0,7615 | 0,6058
0,43 0,4169 | 0,4586; 2,180 0,9090 0,93 0,8016 | 1,341 0,7458 | 0,5978
0,44 0,4259 | 0,4708| 2,124 0,9048 0,94 0,8076 | 1,369 0,7303 | 0,5898
0,45 0,4350 | 0,4831| 2,070 0,9004 0,95 0,8134 | 1,398 0,715t | 0,5817
0,46 0,4439 | 0,4954| 2,018! 0,8961 0,96 0,8192 | 1,428 0,7001 | 0,5735
0,47 0,4529 | 0,5080 1,969 | 0,8916 0,97 0,8249 | 1,459 0,6853 | 0,5653
0,48 0.4618 | 0,5206| 1,921 0,8870 0,98 0,8305 | 1,491 0,6707 | 0,5570
0,49 0,4706 | 0,5334| 1,875| 0,8823 0,99 0,8360 | 1,524 0,6563 | 0,5487
0,50 0,4794 | 0,5463 1,830 | 0,8776 1,00 0,8415 | 1,557 0,6421 | 0,5403




NUMERICKE TABLICE 345
1,00—1,30 1,30—1,60
Radijani , sin | tg [ cotg | cos Radijani | sin | tg | cotg | cos
1,00 |0,8415| 1,557 0,6421 0,5403 1,30 |0,9636 3,602 | 0,2776| 0,2675
1,01 |0,8468| 1,592 0,6281 10,5319 1,31 10,9662 3,747 | 0,2669 0,2579
1,02 |0,8521 1,628 0,6142 0,5234 1,32 |0,9687 3,903 | 0,2562| 0,2482
1,03 |0,8573 1,665 0,6005 0,5148 1,33 10,9711 4072 0,2456| 0,2385
1,04 10,8624 1,704 0,5870 0,5062 1,34 |(0,9735 4,256 | 0,2350| 0,2288
1,05 {0,8674! 1,743 0,5736 0,4976 1,35 |0,9757 4,455| 0,2245| 0,2190
1,06 |0,8724| 1,784 0,5604 0,4889 1,36 |0,9779 4,673 0,2140| 0,2092
1,07 |0,8772| 1,827 0,5473 0,4801 1,37 (0,9799 49131 0,2035; 0,1994
1,08 |0,8820 1,871 0,5344 0,4713 1,38 [0,9819 5,177 0,1931| 0,1896
1,09 [0,8866| 1,917 0,5216 0,4625 1,39 10,9837 5,471 0,1828| 0,1798
1.10 [0,8912| 1965 0,5090 0,4536 1,40 |0,9854 5,798 0,1725| 0,1700
1,11 0,8957| 2,014 0,4964 0,4447 1,41 |0,9871 6,165 00,1622 0,1601
1,12 |0,9001| 2.066 0,4840 0,4337 1,42 10,9887 6,581 0,1519| 0,1502
1,13 |0,9044| 2,120 0,4718 0,4267 1,43 |0,9901 7,055 0,1417| 0,1403
1,14 |0,9086| 2,176 0,4596 0,4176 1,44 10,9915 7,602 0,1315} 0,1304
1,15 [0,9128| 2,234 0,4475 0,4085 145 10,9927 8,238 | 0,1214| 0,1205
1,16 [0,9168| 2,296 0,4356 0,3993 1,46 |0,9939 8,989 0,1113] 0,1106
1,17 10,9208 | 2,360 0,4237 0,3902 1,47 10,9949 9,887 | 0,1011| 0,1006
1,18 10,9246 | 2,427 0,4120 0,3809 1,48 |0,9959 10,983 0,0910| 0,0907
1,19 ]0,9284| 2,498 0,4003 0,3717 1,49 10,9967 | 12,350 0,0810, 0,0807
1,20 [0,9320| 2,572 0,3888 0,3624 1,50 (0,9975| 14,101 | 0,0709] 0,0707
1,21 0,9356 | 2,650 0,3773 0,3530 1,51 0,9982| 16,428 | 0,0609| 0,0608
1,22 {0,9391 2,733 0,3659 0,3436 1,52 |0,9987 19,670 | 0,0508| 0,0508
1,23 |0,9425| 2,820 0,3546 0,3342 1,53 [0,9992| 24,498 0,0408| 0,0408
1,24 (0,9458| 2912 0,3434 0,3248 1,54 °10,9995{ 32,461 0,0308/ 0,0308
1,25 |0,9490| 3,010 0,3323 0,3153 1,55 10,9998| 48,078 | 0,0208} 0,0208
1,26 |0,9521 3,113 0,3212 0,3058 1,56 |0,9999| 92,620 0,0108) 0,0108
1,27 (10,9551 3,224 0,3102 0,2963 1,57 |1,0000| 1255,8( 0,0008| 0,0008
1,28 10,9580 | 3,341 0,2993 0,2867 1,58 1,0000 |— 108,65 |—0,0092 —0,0092
1,29 10,9608 | 3,467 0,2884 0,2771 1,59 10,9998 |—52,067 |—0,0192 —0,0192
1,30 {0,9636| 3,602 0,2776 | 0,2675 1,60 |0,9996 |—34,2331—0,0292 —0,0292
XIII. RADIJANI IZRAZENI STEPENIMA, MINUTIMA I SEKUNDIMA
Radijani | Deseti | Stoti | Hiljaditi |Desetohiljaditi
1 57°17°44" 8 5°43'46",5 0°34227,6 0° 326”3 0°0720",6
2 114°35°29”,6 11°27°33”,0 1° 845”3 0° 6'52,5 0°0'41"",3
& 171°53'14”,4 17°11°19”,4 1°43°07"°,9 0°10°'18",8 0°1'01”,9
4 229°10°597,2 22°55'05”,9 2°17307,6 0°13°45"",1 0°1°22”,5
5 286°28744 °,0 28°38'52",4 225’882 0°17'117°,3 0°1°43",1
6 343°4628",8 34°22°38"",9 3°26'15",9 0°20°37”,6 0°2°03",8
7 401° 4'13”,6 40° 625”,4 4° 0°38”,5 0°24°03",9 0°224" 4
8 458°21°58",4 45°5011"",8 4°35°017,2 0°27°30°,1 0°245”,0
<) 515°39°43”,3 51°33°58",3 5° 923”8 0°30°56"",4 0°3’05”,6
XIV. STEPENI, MINUTI I SEKUNDI IZRAZENI RADIJANIMA
o Radijani | ’ | Radijani | ~ | Radijani
1 0,01745 33 1 0,00029 09 1 0,00000 48
2 0,03490 66 2 0,00058 18 2 0,00000 97
3 0,05235 99 3 0,00087 27 3 0,00001 45
4 0,06981 32 4 0,00116 36 4 0,00001 94
5 0,08726 65 5 0,00145 44 5 0,00002 42
6 0,10471 98 6 0,00174 53 6 0,00002 91
7 0,12217 30 7 0,00203 62 7 0,00003 39
8 0,13962 63 8 0,00232 71 8 0,00003 88
9 0,15707 96 9 0,00261 80 9 | 0.00004 36
10 0,17453 29 10 0,00290 89 10 0,00004 85
20 0,34906 59 20 0,00581 78 20 0,00009 70
30 0,52359 88 30 0,00872 66 30 0,00014 54
40 0,69813 17 40 0,01163 S5 40 0,00019 39
50 0,87266 46 50 0,01454 44 50 0,00024 24
60 1,04719 76 60 0,01745 33 60 0,00029 09
70 1,22173 05
80 1,39626 34
90 1,57079 63




346 NUMERICKE TABLICE
XV. HIPERBOLICNE FUNKCIJE
0,00—0,350 0,50—1,00
X ex e~ ¥ sh x chx % ex e~ ¥ sh x chx
0,00 | 1,0000 | 1,0000 | 0,0000 { 1,0000 0,0 | 1,6487 | 0,6065 | 0,5211 1,1276
0,01 1,0100 | 0,9¢00 | 0,0100 | 1,0000 0,51 1,6653 | 0,6005 | 0,5324 | 1,1329
0,02 | 1,0202 { 0,9€02 | 0,0.00 | 1,0C02 0,52 | 1,6820 | 0,5945 | 0,5438 | 1,1383
0,03 1,0305 | 0,9704 | 0,0300 1,004 0,53 1,6989 | 0,5886 | 0,5552 1,1438
0,04 | 1,0408 | 0,9608 | 0,000 | 1,008 0,54 | 1,7160 | 0,5827 | 0,5666 | 1,1494
0,05 1,0513 | 0,9512 | 0,000 | 1,0013 0,55 1,7333 | 0,5770 | 0,5782 | 1,1551
0,06 | 1,0618 | 0,9418 | 0,0600 | 1,0018 0,56 | 1,7507 | 0,5712 | 0,5897 | 1,1609
0,07 | 1,0725 | 0,9324 | 0,0701 1,0025 0,57 | 1,7683 | 0,5655 | 0,6014 | 1,1669
0,08 | 1,0833 | 0,9231 | 0,0€01 1,0032 0,8 | 1,7860 | 0,5599 | 0,6131 1,1730
0,09 | 1,0942 | 0,9139 | 0,001 1,041 0,59 | 1,8040 | 0,5543 | 0,6248 | 1,1792
0,10 | 11052 | 0,048 | 0.1002 | 1,00:0 0,60 | 1,8221 | 0,5488 | 0,6367 | 1,1855
0,11 1,1163 | 0,8958 | 0,1102 | 1,0061 0,61 1,8404 | 0,5433 | 0,6485 1,1919
0,12 | 1,1275 | 0,8869 | 0,1.03 1,0072 0,62 | 1,8589 | 0,5379 | 0,6605 1,1984
0,13 1,1388 | 0,8781 0,1304 | 1,0085 0,63 1,8776 | 0,5326 | 0,6725 | 1,2051
0,14 | 1,1£03 | 0,8694 | 0,1405 1,0098 0,64 | 1,8965 | 0,5273 | 0,6846 | 1,2119
0,15 | 1,1618 | 0,8607 | 0,106 | 1,0113 065 | 1,9155 | 0,5220 | 0,6967 | 1,2188
0,16 | 1,1735 | 0,8521 | 0,1607 | 1,0128 0,66 | 1,9348 | 0,5169 | 0,7090 | 1,2258
0,17 | 1,1853 | 0,8437 | 0,1708 | 1,0145 0,67 | 1,9542 | 0,5117 | 0,7213 | 1,2330
0,18 1,1972 | 0,8353 | 0,1810 1,0162 0,68 1,9739 | 0,5066 | 0,7336 1,2402
0,19 | 1,2092 | 0,8270 | 0,1911 1,0181 0,69 | 1,9937 | 0,5016 | 0,7461 1,2476
0,20 1,2214 | 0,8187 | 0,2013 1,0201 0,70 | 2,0138 | 0,4966 | 0,7586 1,2552
0,21 1,2337 | 0,8106 | 0,2115 1,0221 0,71 2,0340 | 0,4916 | 0,7712 1,2628
0,22 1,2461 | 0,025 | 0,2218 1,0243 0,72 | 2,0544 | 0,4867 | 0,7838 1,2706
0,23 1,2586 | 0,7945 | 0,2320 1,0266 073 2,0751 0,4819 | 0,7966 1,2785
0,24 1,2712 | 0,7866 | 0,2423 1,0289 0,74 | 2,0959 | 0,4771 0,8094 1,2865
0,25 1,2840 | 0,7788 | 0,2526 1,0314 0,75 | 2,1170 | 0,4724 | 0,8223 1,2947
0,26 1,2969 | 0,7711 0,2629 1,0340 0,76 | 2,1383 | 0,4677 | 0,8353 1,3030
0,27 1,3100 | 0,7634 | 0,2733 1,0367 0,77 | 2,1598 | 04630 | 0,8484 1,3114
0,28 1,3231 | 0,7558 | 0,2€37 1,395 0,78 | 2,1815 | 0,4584 | 0,8615 1,3199
0,29 1,3364 | 0,7483 | 0,2941 1,0423 0,79 | 2,2034 | 0,4538 | 0,8748 1,3286
0,30 | 1,3499 | 0,7408 | 0,3045 | 1,0453 0,80 | 2,2255 | 0,4493 | 0,888l 1,3374
0,31 1,3634 | 0,7334 | 0,310 | 1,0484 0,81 2,2479 | 0,4449 | 0,9015 1,3464
0,32 1,3771 | 0,7261 0,3255 1,516 0,82 | 2,2705 | 0,4404 | 0,9150 1,3555
0,33 1.3910 | 0,7189 | 0,3360 1,0749 0,83 | 2,2933 | 0,4360 | 0,9286 ' 1,3647
0,34 1,059 | 0,7118 | 0,3466 1,0584 0,84 | 2,3164 | 0,4317 | 0,9423 | 1,3740
0,35 1,4191 | 0,7047 | 0,3572 1,0619 0,85 | 2,3396 | 0,4274 | 0,9561 1,3835
0,36 1,4333 | 0,6977 | 0,2678 1,655 0,86 | 2,3632 | 0,4232 | 0,9700 1,3932
0,37 1,4477 | 0,6907 | 0,3785 1,0692 0,87 | 2,3869 | 0,4190 | 0,9840 1,4029
0,38 1,4623 | 0,6839 | 0,3892 1,0731 0,88 | 2,4109 | 0,4148 | 0,9981 1,4128
0,39 1,4770 | 0,6771 0,4600 1,0770 0,89 | 2,4351 0,4107 1,0122 1,4229
0,40 1,4918 | 0,6703 | 0,41(8 1,0811 0,90 | 2,4596 | 0,4066 1,0265 1,4331
0,41 1,5068 | 0,6636 | 0,4216 1 0852 0,91 2,4843 | 0,4025 1,0409 1,4434
0,42 1,5220 | 0,6570 | 0,4325 1,0895 0,92 | 2,5093 | 0,3985 1,0554 1,4539
0,43 1,5373 | 0,6505 | 0,4434 1,0939 0,93 | 2,5345 | £.3946 1,0700 1,4645
0,44 1,5527 | 0,6440 | 0,4543 1,0084 094 | 2,5600 | 0,3906 1,0847 1,4753
0,45 | 1,5683 | 0,6376 | 0,4653 1,1€30 0,95 | 2,5857 | 0,3867 | 1,0995 | 1,4862
0,46 1,5841 | 0,6313 | 0,4764 1,1077 0,6 | 2,6117 | 0,3829 1,1144 1,4973
0,47 | 1,6000 | 0,6250 | 0,4875 1,1125 6,97 | 2,6379 | 0,3791 1,1294 1,5085
0,48 1,6161 | 0,61€8 | 0,4986 1,1174 0,98 | 2,6645 | 0,3753 1,1446 | 1,5199
0,49 | 1,6323 | 0,6126 | 0,5098 | 11,1225 0,9 ( 2,6912 | 0,3716 | 1,1598 | 1,5314
0,50 1,6487 | 0,6065 | 0,5211 1,1276 1,60 | 2,7183 | 0,3679 1,1752 1,5431




NUMERICKE TABLICE 347
XVI. TABLICA PROSTIH BROJEVA KOJI NE PREMASUJU 6000
2 331 751 1217 1697 2221 2719 3299 3803 4357 4943 5503
3 337 757 1223 1699 2237 2729 3301 3821 4363 4951 5507
5 347 761 1229 1709 2239 2731 3307 3823 4373 4957 5519
.71 349 769 1231 1721 2243 2741 3313 3833 4391 4967 5521
11 353 773 1237 1723 2251 2749 3319 3847 4397 4969 5527
13 359 787 1249 1733 2267 2753 3323 3851 4409 4973 5531
17 367 797 1259 1741 2269 2767 3329 3853 4421 4987 5557
19 373 809 1277 1747 2273 2777 3331 3863 4423 4993 5563
23 379 811 1279 1753 2281 2789 3343 3877 4441 4999 5569
29 383 821 1283 1759 2287 2791 3347 3881 4447 5003 5573
31 389 823 1289 1777 2293 2797 3359 3889 4451 5009 5581
. 137, BB7 827 1291 1783 2297 2801 3361 3907 4457 5011 5591
41 401 829 1297 1787 2309 2803 3371 3911 4463 5021 5623
43 409 839 1301 1789 2311 2819 3373 3917 4481 5023 5639
47 419 853 1303 1801 2333 2833 3389 3919 4483 5039 5641
53 421 857 1307 1811 2339 2837 3391 3923 4493 5051 5647
59 431 859 1319 1823 2341 2843 3407 3929 4507 5059 5651
61 433 863 1321 1831 2347 2851 3413 3931 4513 5077 5653
67 439 877 1327 1847 2351 2857 3433 3943 4517 5081 5657
71 443 881 1361 1861 2357 2861 3449 3947 4519 5087 5659
73 449 883 1367 1867 2371 2879 3457 3967 4523 5099 5669
79 457 887 1373 1871 2377 2887 3461 3989 4547 5101 5683
83 461 907 1381 1873 2381 2897 3463 4001 4549 5107 5689
89 463 911 1399 1877 2383 2903 3467 4003 4561 5113 5693
97 467 919 1409 1879 2389 2909 3469 4007 4567 5119 5701
101 479 929 1423 1889 2393 2917 3491 4013 4583 5147 5711
103 487 937 1427 1901 2399 2927 3499 4019 4591 5153 5717
107 491 941 1429 1907 2411 2939 3511 4021 4597 5167 5737
109 499 947 1433 1913 2417 2953 3517 4027 4603 5171 5741
113 503 953 1439 1931 2423 2957 3527 4049 4621 5179 5743
127 509 967 1447 1933 2437 2963 3529 4051 4637 5189 5749
131 521 971 1451 1949 2441 2969 3533 4057 4639 5197 5779
137 523 977 1453 1951 2447 2971 3539 4073 4643 5209 5783
139 541 983 1459 1973 2459 2999 3541 4079 4649 5227 5791
149 547 991 1471 1979 2467 3001 3547 4091 4651 5231 5801
151 557 997 1481 1987 2473 3011 3557 4093 4657 5233 5807
157 563 1009 1483 1993 2477 3019 3559 4099 4663 5237 5813
163 569 1013 1487 1997 2503 3023 3571 4111 4673 5261 5821
167 571 1019 1489 1999 2521 3037 3581 4127 4679 5273 15827
173 577 1021 1493 2003 2531 3041 3583 4129 4691 5279 5839
179 587 1031 1499 2011 2539 3049 3593 4133 4703 5281 5843
181 593 1033 1511 2017 2543 3061 3607 4139 4721 5297 5849
191 599 1039 1523 2027 2549 3067 3613 4153 4723 5303 5851
193 601 1049 1531 2029 2551 3079 3617 4157 4729 5309 5857
197 607 1051 1543 2039 2557 3083 3623 4159 4733 5323 5861
199 613 1061 1549 2053 2579 3089 3631 4177 4751 5333 5867
211 617 1063 1553 2063 2591 3109 3637 4201 4759 5347 5869
223 619 1069 1559 2069 2593 3119 3643 4211 4783 5351 5879
227 631 1087 1567 2081 2609 3121 3659 4217 4787 5381 5881
229 641 1091 1571 2083 2617 3137 3671 4219 4789 5387 5897
233 643 1093 1579 2087 2621 3163 3673 4229 4793 5303 5¢03
239 647 1097 1583 2089 2633 3167 3677 4231 4799 5399 5923
241 653 1103 1597 2099 2647 3169 3691 4241 48C1 5407 5927
251 659 1109 1601 = 2111 2657 3181 3697 4243 4813 413 5939
257 661 1117 1607 2113 2659 3187 3701 4253 4817 5417 5953
263 673 1123 1609 2129 2663 3191 3709 4259 4831 5419 5981
269 677 1129 1613 2131 2671 3203 3719 4261 4861 5431 5987
271 683 1151 1619 2137 2677 3209 3727 4271 4871 5437
277 691 1153 1621 2141 2683 3217 3733 4273 4877 5441
281 701 1163 1627 2143 2687 3221 3739 4283 4889 5443
283 709 1171 1637 2153 2689 3229 3761 4289 4903 5449
293 719 1181 1657 2161 2693 3251 3767 4297 4909 5471
307 727 1187 1663 2179 2699 3253 3769 4327 4919 5477
A1 733 1193 1667 2203 2707 3257 3779 4337 4931 5479
313 739 1200 1669 2207 2711 3259 3793 4339 4933 5483
317 743 1213 1693 2213 2713 3271 3797 4349 4937 5501




348 NUMERICKE TABLICE

XVIL TABLICA BERNOULLLEVIH BROJEVA B,,~(-1)"" p/q

|

)4 q ’ n
1 6! 1
1 30| 2
1 21| 3
1 30| 4
5 66| 5
691 2730 | 6
7 6} 7
3617 510 | g
43867 798 | 9
1 74611 330 | 10
8 54713 138 | 11
2363 64091 2730 | 12
85 53103 6|13
2 37494 61029 870 | 14
861 58412 76005 14322 | 15
770 93210 41217 510 | 16
257 76878 58367 6|17
26315 27155 30534 77373 19 19190 | 18
2 92999 39138 41559 6119
2 61082 71849 64491 22051 13530 | 20
15 20097 64391 80708 02691 1806 | 21
278 33269 57930 10242 35023 690 | 22
5964 51111 59391 21632 77961 282 | 23
560 94033 68997 81768 62491 27547 46410 | 24
49 50572 05241 07964 82124 77525 66 | 25
80116 57181 35489 95734 79249 91853 1590 | 26
29 14996 36348 84862 42141 81238 12691 798 | 27
2479 39292 93132 26753 63541 57396 63229 870 | 28
84483 61334 88800 41862 04677 59940 36021 354 | 29
121 52331 40483 75357 20403 04994 07982 02460 41491 567 86730 | 30
123 00585 43408 68585 41953 03985 74033 86151 6| 31
10 67838 30147 86652 98863 85444 97914 26479 42017 510 | 32
1 ggg(l) 00221 26335 65405 16194 28551 93234 22418 } 64722 | 33
7877 31308 58718 72814 19091 49208 47460 62443 47001 30 | 34
1505 38134 73333 67003 80307 65673 77857 20851 14381
60235 } 46860 || 116
=
58279 fgggé 2333; 41104 38277 24464 10673 65282 48830 }1401 00810 | 36

Generatrisa Bernoulli-evih brojeva je funkcija

Funkcija

je parng, pa je By,4+,=0 (n=12,...).




PROGRAMI! 1Z KURSEVA MATEMATIKE KOJI SE DRZE
NA ELEKTROTEHNICKOM FAKULTETU UNIVERZITETA U BEOGRADU

MATEMATIKA T
I semestar: 4 +4; II semestar: 4443 .

1. Algebra

Matematitka indukcija. Elementi kombinatorike. Binomni obrazac. Determinante, matrice
i njihova primena na linearne jednaCine. Kompleksni brojevi. Polinomi i njihove osobine.

I1. Vektorska algebra i analiticka geometrija

1. Operacije sa vektorima: sabiranj: i oduziminje vektora; skalarni i vektorski proizvod
dva vektora; meSoviti proizvod; dvostruki vektorski proizvod.

2. Koordinatni sistemi u ravni i prostoru. Koordinate i komponente vektora, operacije
sa vektorima pomocu koordinata.

3. Opsta teorija krivih II reda.

4, Ravan. Prava u prostoru.

5. Kanonicki oblici jcdnalina povrSina 11 reda.

6. Pojam cilindri¢nih, konusnih i obrtnih povrSina.

111, Analiza

1. Realni brojevi. Prirodni, racionalni i iracionalni brojevi. Dscimalni sistem. Operacije
s realnim brojevima. Pojem skvpa. Uredeni skupovi. Brojni razmzci.

2. Funkcije. Pojam funkcije. Preslikavanja. Grafik funkcije. Elementarne funkcije. Razrl
nadini odredivanja funkcija. Funkcije zacane formulom. Neke specijalne klase funkcija. S oiera
funkcija. Funkcija zadana parvametarski. Inverzna funkcija. Nizovi. Pojam funkcije od dve
i viSe promen'jivih. Vektor f. nkcija.

3. Granicna vrednost. Pejam okolire. Grani¢na tatka. Granitna vrednost funkcije. Nzke
vaZnije grani¢ne vrecnosti. Gorrja i denja meda. Graniina vrednost monotonih funkcija. Broj e.

4. Neprekidne funkcije. Prirataj argumenta i priraStaj funkcije. Neprekidnost funkcije u
tacki. Prekidne funkcije i vrste prekidnih tafaka. Svojstva neprekicmih funkcija. Nzprekidne
linije.

5. Proucavanje elementarnih funkcija. Polincm. Racionalna funkcija. Algebarska funkcija.
Eksponencijalna funkcija. Logaritamska funkciju. Trigonometriske funkcijz. Ciklom:triske
funkcije. Hiperboli¢ne funkcije. Kvalitativno proudavanje i grafik proizvoljne funkcije.

6. Izvod. Prcblemi koji dovode do pojma izvoda. Izvod. Tangen'a i normala krivih u
ravni. Dodiini elementi. Teorcme o izvodu. Izvodi elementarnih funkcija. Pojam diferencijala.
Izvod funkcije date parametarski. Izvodi viSeg reda. Lajbnicova formula. Pojam parcijalnib
izvoda. lzvod vektor funkcijs.

7. Osnovne teoreme diferencijalnog raduna. Rolova teorema. Lag-anZova teorema. KoSijeva
teorcma. Darbuova teorcma. Lopitalovo praviio. Tajlorova formala i njena prim.na. Pojam
beskonacénog reda.

8. Primena diferencijalnog racuna na ispitivanje funkcija. Ispitivanjz funkeija. Grafi¢ko
pretstavij: nje. Primena Tajlorove formule na ispitivanje funkcija u okoiini date tatke. Osku-
lacija; oskulatorni krug. A

9. Odredeni integral. Problemi koji dovode do pojma odredcnog integrala. Gornji i donji
zbir. Integralni zbir. Definicija odredenog intcg-ala. Uslovi integrabilnosti. O.novnz klase
integrabi'nih funkcija. lzratunavanje odredenog in.egrala prostijih funkcija. Metode pribliznog
izraCunavanja odredunog integrala.

10. Neodredeni integral. Primitivna funkcija i neodredeni integral. Neposredna integracija-
Metod zamene. Metod delimi¢ne integracije. Integracija u kona¢nom obliku. Sistematika izna-
laZcnja neodredenih integrala. Pojam diferencijalne j:dnacine.

1 Ovi programi su ne§to prosireni po&ev od $kolske 1958/59 godine.
? 4+4 znali: 4 Casa predavanja i 4 ¢asa veibanja nedeljno,
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11. Odredeni integral i njegova primena. Veza izmedu odredenog integrala i primitivne
funkcie. Prosirenj: pojma odredenog integrala. Izraunavanje povréine ra nih slika. Zapre-
mina obrtnih tela. DuZina ravn: krive. Kvadratura obrinih povrina. Piimena odred.nog
integrala u drugim mukama

MATEMATIKA II
III semestar: 44 2; IV semestar: 2+4

Analiza

1. Funkcije dve i vise promen[jivih‘. Funkcije tatke. Grafik funkcija od dve promenljive.
Granitna vradnost funkcije. Neprekidnost funkcijz vie promenljivih.

2. Diferencijaini racun funkcija vise promenljivih. Parcijalni izvodi. Difzrenzijabilne funk:ije.
Tang ntna ravan i normala na povrSinu. Diferenciranje sloZenih fun'cija. lzvod fankcij: po
pravcu. Skalarno polje i gradijen’. Eule~-ova tejrema za homogenz finkcije. Parcijalni
izvodi viSeg reda. Izvodi viseg reda sloz nih funkcija. Taylor-ova formula. Ekstremumi funk-
cija vife prom nljivih. Implicitne funkcije (diferencjabilnost, ispitivanj:, zavisnost m.du
funkcijama; uslovni ekstremum).

3. Elementi vektorske analize. Pojam vektorske frnkcije jednog 1 vife skalarnih argumes
nata. GraniCna vrednost. Neprekidnost vektorske funkzije. D -finicija izvoda vektorske fu nkcije
jednog argumenta.. Osnovna pravila diferenciranja. Pojam parcijalnog izvoda vektorske f. nkcije
od viSe argumenata. Pojam n:odred. nog i odrcd:nog integrala vektorske funkcije jednog
argumenta.

Primena vektorskz analize na proucavanje krivih linija u prostoru fleksija i torzija;
prirodni trijedar.

4. Redovi. Numeri¢ki redovi. Pojam reda; konverg-n‘ni i divergn'ni redovi; osnovnz
teorem: o redovima. Rzdovi s pozitivnim &lanovima; kriterijumi konvirgsncije redova sa
pozitivnim ¢lanovima. Apsolutno i u.lovno konvergen ni redovi. Naizmeni¢ni redovi.

Pojam funkcionalnog reda. Uniformno konverg n'ni redovi. D.f:renciranj: i inegrisanje
funkcionalnih redova. Pot:ncijalni rzdovi. Furij:ovi redovi.

S. Inrerpolacija. Lagrang:-ova i Njatnova interpolaciona formila. Primzna interpolacije
kod pribliznih metoda integracije.

6. Visestruki integrali. Definicije viSestrukih integrala. Geom:triska interpratacija dvojnih
integrala. Dvosiraki (trostr.ki) integral. Izralunavanje dvojnog (trojnog) integ-ala posredstvom
dvostruxih (trostrukih). Obrasci za transformaciju int-grala na polarn -cilindricne i sf.rne
koordinate. Prim na dvojnog integrala na izraiunavanj: povrsja krivih povrsina. Primena
viSestrucih integrala u Mchanici.

7. Krivoliniski 1 povrSinski integrali. Definicija. Izralunavanje krivoliniskih integrala.
Grinove. formula. Uslovi nezavisnosti krivoliniskog integrala od forme puta integracije.
Primenz u fizici. Povrinski intcgrali.

8. Llementi teorije polja. Prostornd dife-enciranjs. Gradij:nt kao prostorni izvod skalarns
funkcije. Divergen:ija, fluks i njihovo fizikalno tumad nje. Rotor. Klasifikacija vektorskih
polja. Potencijalno, solenoidalno i Laplace-ovo polje. Hamilton-ov i Laplace-ov op:rator.

Siokes-ova teorema i teorcma Ostrogradskog.

9. Diferencijalne jednacine. Elem ntarn: metode integracija obilnih diferencija'nih jednacina.
Sistemi dif:rencijalnih jednadina, narodito linzarnih. Picard-ova metoda sukcusivnih aproksi-
macija. [ntegracija pomodu redova. Bessel-ova diferencijalna jednagina. Legendre-ovi polinomi.

Int:g-acija parcijalnih jednadina msctodom razdvajanja promenljivih. Jednalina Zic: koja
treperi. Laplace-ova jednacina. Telegrafska jednacina.

10. Dopune. ProSirenje pojma odredenog integrala. — Diferenciranje i integriranje pod
znakom integrala. — Euler-ovi integrali prve i drug: vrste. — Pojam eliptiinih in.egrala. —
Integralri logaritam, sinus i kosinus.

MATEMATIKA III!
V semestar: 242

Program identi¢an programu za predmet Funkcije kompleksne promenljive (Otsek za fiziku
i nuklearnu tehniku).
FUNKCIJE KOMPLEKSNE PROMENLIJIVE?

V semestar: 2+ 1

1. E emzntarnz funkcije kompleksne promenljive.
2. Cauchy-Riemann-ovi uslovi.

2 Ovaj program vaZi za slulaoce Otseka za fiziku i nuklearnu tehniku.
* Ovaj program vazi za slusaoce Otseka za telekomunikacije i elektrotehniku,
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. Kompleksan integral.

. Taylor-ov i Laurent-ovsred.
. Radun ostataka.

. Konformno preslikavanje.

. Laplace-ova transformacija.
. Fourier-ova transformacifa.

TEORIJA VEROVATNOCE I MATEMATICKA STATISTIKA!
V semestar: 2+ 1

O~ W

Pojam verovatnoce. Istiniti. nemoguci i sluajni dogadaji. — Polje dogadaja. Klasi¢na
d=finicija verovatnoée (verovatnoéa kao funkecija dogadaja definisana na polju dogadaja i
njene osobine). StatistiCka i aksiomatska definicija vcrovatnode. Stav o mnoZenju verovatnoce
i posledice (obrazac totalne verovatnoée i Bajesov obrazac).

Bernulijeva shema (niz nezavisnih ispitivanja). Verovatnoéa Pp (my, m,, . .., mg). Bernulijeva
shema i binomijalni zakon raspodele verovatnode.

Asimptotski obrasci za odredivanje verovatnoée Pp, (Moivre-Laplace-ov stav).

Slucajne veli¢ine i njihove brojne karakteristike. Funkcija raspodele.

Osobine funkcije raspodele.

Matematicko olekivanje.

Dispcrsija slucajne velicine.

Zakon velikih brojeva.

Osnovi statistike. Nzki problemi matematifke statistike (ocena nepoznate funkcije raspo-
dele; ocena nepoznatih parametara raspodele; provera statisti¢kih hipoteza).

Empiriska funkcija raspode:e.

Klasitni metod za ocenu parametara raspodele.

DIFERENCIJALNE JEDNACINE U FIZICI!
VII i VIII semestar: 2+ 1

1. Obicne diferencijalne jednadine.

Sturm-Liouville-ovi problemi i njihovo svodenje na integralne jednacine.
2. Specijalne funkcije.

Legendre-ovi potinomi i funkcije.

Bessel-ove funkcije.

Hermite-ovi polinomi.

Laguerre-ova funkcija

Pojam o drugim specijalnim funkcijama.

3. Parcijalne diferencijalne jednadine drugog reda.
Laplacz-ova 1 Poisson-ova jednalina.
Telegrafska jednalina.

Talasna jednalina.
Jednacina provodenja toplote.

NUMERICKA MATEMATICKA ANALIZA!
VIII i IX semestar: 1+1

. Matri¢ni radun i pojam tenzora.

Metoda najmanjih kvadrata.

. Interpolacija.

. Grafilko diferenziranje i integriranje.

Numeri¢ko rejavanje algebarskih i transcendentnih jednadina.
. Graficko i numericko reiavanje diferencijalnih jedn.&ina.

. Sopstvene vrednosti i sopstvene funkcije.

. Harmoniska analiza.

NN B WN =

! Ovaj program vazi samo za sluSaoce Otseka za fiziku i nuklearnu tehniku.
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