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/. Newton

1. Newton
Exempla docent non minus quam praecepta.

Leonardo da Vinci

Nessuna umena investigazione si.pud denominare vera scienza s’essa non passa per
le matematiche' dimostrazioni.

H. Polncaré _ »
Il 0’y a pas de problémes résolus, il y a seulement des problémes plus ou molns résolus.

H. Poincaré

La logique, qul peut donner la certitude, est I'instrument de la démonstration;. I'intu-
ition est I'lnstrument de Iinvention.

Ch. Hermite

Une découverte analytique survient au moment nécessaire pour rendre possible chaque
nouveau progrés dans 'étude des phénoménes du nombre réel.

L. Boltzmann
Es gibt nichts Praktischeres als eine gute Theorle.

P. A. M. Dirac

Les mathématiques constituent 'outil qul convient spécialement pour tralter les notions
abstraltes, de toute nature et, dans ce domaine, leur pouvoir est illimité. C’est pour-
quoi un fivre sur la physique nouvelle, s’il n'est pas purement la description de
travaux d'expériences, doit étre essentiellement mathématique,

J. Hadamard
Dans toute méditation scieutmque la parole est toujours pour commencer, a Pintu-
itton: le raisonnement rigoureux qui s'élabore ensuite n'est autre chose que Iintu-
ition controlée...



VREMENSKA TABELA ISTORIJE MATEMATIKE!

Tales (624?—5467?) Bernoulli, Jacob (1655—1705)
Pitagora (580?—5007) Bernoulli, Johann (1667—1748)
Zenon (490?—4307?) Bernoulli, Danijel (1700—1782)
Hipokrat (oko 440 pre n. ere) Euler (1707—1783)

Platon (428?—3487?) : Laplace (1749—1827)
Eudoks (408?—3557?) Legendre (1752—1833)
Aristotel (384—322) Fourier (1768—1830)

Euklid (365?—300?) Gauss (1777—1855)
Arhimed (287?—212) ' : Cauchy (1789—1857)
Apolonijus (262?—1907) Jlo6auesckuit (1792—1856)
Heron (oko 100 pre n. ere) Steiner (1796—1863)
Ptolomej (85?—1657) Abel (1802—1829)

Diofant (oko 250) Bolyal (1802—1860)

Papus (oko 320) : Jacobi (1804—1851)
Alhwirazmi (—8407?) Dirichlet (1805—1859)
Albirtini (973—1048) Grassmann (1809—1877)
Regiomontanus (1436—1476) Galois (1811—1832)
Kopernik (1473—1543) Welerstrass (1815—1897)
Cardano (1501—1576) YeGbimen (1821 —1894)

Viéte (1540—1603) Cayley (1821—1895)

Galile] (1564—1642) Riemann (1826—1866)
Kepler (1571—1630) Cremona (1830—1903)
Descartes (1596—1650) Lie (1842—1899)

Fermat (1601—1665) ‘ Pasch (1843-—1930)

Pascal (1623—1662) Cantor (1845—1918)
Huyghens (1629—1695) Klein (1849—1925)

Gregory (1638—1675) Poincaré (1854 —1912)
Newton (1643—1727) Moore (1862—1932)

Leibniz (1646—1716) Hilbert (1862—1943)

1 Ova tabela objavljena je u knjizi:
H. Behnke — W, Sitss — K. Ftadt: Grundziige der Mathematik, Bd.1 (Beilage), Gottingen, 1958,

Ovu tabelu izradio je H. Gericke sa primedbom da ona daje pregled doba u kome su Zivell
znaéajnlj}( matematicari i da su uzeti u obzir oni matematicari koji su izvriili odsudan uticaj na razvoj
matematike. b

Primedba, U Zborniky 1, drugo izdanje (str. XV—XVI), pod naslovom Veliki i znameniti matema-

tiéarl, objavljen je spisak matematitara koji su veoma zasluini za razvoj matematike kao i onih Cijt se
rezultati pominju u pocetnom kursu matematike bez obzira na to 3to nisu veliki matematicari.
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PREDGOVOR DRUGOM IZDANJU

Ne verujem da sam ikad zavriio poslednju korekturu neke rasprave
©a da nisam veé 24 safa docnije pdnovo najao nekoliko talaka.-koje bih mogao
da izradim holje ili potpunije.
Helmholtz

] Nikad nisam zavrdio neki rad a da nisam zaZalio zliog‘ natina na kojt
sam ga sastavio ili zbog plana koji sam usvejio..
Poincaré
bl

Drugo izdanje Zbornika matematic¢kih problema 11 znatho se razlikuje
od njegovog prvog izdanja i to na prvom mestu po sadrZini. Poglavlje
Kompleksni brojevi i kompleksne funAcije prebaceno je u Zbornik 11, dok su
dodata tri nova poglavlja: Funkcije vise promenljivih; ViSestruki, krivoliniski
i povrsinski integrali; Teorija verovatnoce.

Prvo poglavlje, Matrice i determinante, ima 246 zadataka i problema,
dok ih je u pryom izdanju bilo 120. Ovo poglavlje sada je potpumije i
kvalitetnije i sadrZi niz novih interesantnih problema

Drugo poglavlje, Redovi, znatno je proSireno i ima 120 zadataka i
problema, dok ih je u prvom izdanju bilo samo 53. Qvo poglavlje trebalo
bi jo$ proSiriti, ma da i u ovom obliku" ono obuhvata raznovrstan i inte-
resantan materijal.

Dok su u prvom izdanju u jednom poglaviju bile i oblcne i parci-
jalne diferencijalne jednacine, u ovom izdanju posebno poglavlje pasve-
¢eno je obi¢nim a posebno parcijalnim diferencijalnim jednacinama. U oba
poglavlja sada ‘ima ukupno 363 (283+ 80) zadatka i problema prema 308
u prethodnom izdanju. I u ovim poglavljima ulinjene su izmene i dopune,
ali one nisu tako brojne i bitne kao u prva dva poglavlja.

Navo poglavlje; Funkcije vise promenljiyih, sadrzi 37 zadataka, a novo
poglavlje ViSestruki, krivoliniski i povrSinski integrali —178. U ovim poglav]uma
koja bi uostalom trebalo znatno prosiriti," dati su uglavnom zadaci kakvi se
postavljajii na ispitima na tehnickim i prlrodno matematickim fakultetima.

Poglavlie Vekforska analiza takode je progireno: ranije u memu je
bilo 53 zadafka i problema, a sada ih je 77.

U poglavlju Diferencijuliia geometrija tekst je ponovo' redigovan. Po
nekoliko sliénih. zadataka iz prvog - 17dan]a grupisano je u. ovom-izdanju
pod jednim zadatkom. Osim toga, dodat je izvestan bfoj novih zadataka
t problema, tako da ih sada ima 165 u oddosu ha 161 u ranijem -izdanju.

Novo poglavlje, Teorija verovatnoce, obuhvata 28 zadataka i problema
Ovo poglavije valjalo bi znatno prosiriti, ali-i & ovom obliku ono ¢ée biti
od nesumnjive koristi za studente pnrodno matematlckog i elektrotehmckog
fakulteta (otsek za tehnicku fiziku).

U poglavlju Problumz iz raznih oblasti ima 60. problema i oni su
vedinom novi.

Prema tome, u ovom 17danju ukupno ima: 1174 zadatka i problema
dok il je u prvom izdanju bilo 1011.

U poglavlju Prilozi ima pet novih informativnih Clanaka koji se
odnose na polinome Laguerre-a. Hermjte-a, CebiSeva, Gegen—
bauer-a ina Bessel-ove funkcije. Od Sest prllooa objavljenih u prvom
izdanju ovde je zadrZano tri.- Clailci o navedenim “specijalnim funkcqama
bice od koristi studentima fizike prirodno- matematlcmh fakdlteta kao i
studentima elektrotehnickih fakulteta.

Poglavije Numericke tablice znatno je smanjeno u ovom izdanju i sve-
deno samo na tri male tablice od kojih dve nisu bile u ranijem izdanju.

U Pregledu simbola i skradenica izvrSene su neke izmene i dopune
u odnosu na sli¢an pregled objavljen u Zborniku IlL



Poglavlje Vektorska analiza sastavio je D. Mihailovi¢, poglavlje
Diferencijalna geometrija — J. Ul&ar i poglavlje Teorija verovatnoée —
Z. Pop-Stojanovié.

Sva ostala poglavlja izradio je D. S. Mitrinovi¢ uz pomo¢ dese-
tak saradnika. Poglavlje ViSestruki, krivoliniski i povrSinski infegrali izradeno
je uz saradnju S. Fempla i D. ToSic¢a; poglavlije Funkcije viSe pro-
menljivih uz saradnju M. Popadica i poglavl]e Redovi uz saradnju E.
Stipani¢a (zadaci: 55, 56, 57, 58, 96, 98, 99, 100, 101, 102, 103). Udeo
ostalih saradnika naveden je u knjizi na odgovara]uc’em mestu.

Metod koji je primenjen za izradu Zbornika matemati¢kih problema
copisan je u predgovorima prvoj i tre¢oj knjizi Zbornika. Ovde ¢e biti udi-
njene samo neke napomene:

1° Interesovanje koje vlada za Zbornik daje njegovim sastavljafima
podstreka da ga i dalje usavr3avaju i upotpunjavaju. Na ‘izradi Zbornika
okuplia se sve viSe saradnika medu kojima je znatan broj mladih, cak i
vrlo mladih; oni su uneli ne samo sveZinu veé i mladalatku poletnost.
MoZe se ocekivati da €e se na izradi Zbornika u novim izdanjima okupiti
jo§ veéi broj saradnika nego 3to je to sada sluéa],

2¢ U novom izdanju ove knjige biée ucinjene znatne izmene kako u
sadrZini tako i u rasporedu materijala. Na prvom mestu biée dat bolji
redosled poglavlja. U ovoj knjizi sva nova poglavlja dodata su onda kad
je ve¢ bilo sloZeno poglavlje' Parcijalne diferencijalne jednaéine, i stoga
redosled nije pravilan;

3% Poglavlja nisu ‘strogo odVOJena jedno od drugog. Tako, na primer,
zadataka iz vektorske analize ima u poglavljima: Vektorska analiza, Funk-
cije viSe promenljivih i ViSestruki, krivoliniski i povr§inski integrali. Sli¢an je
slu¢aj sa zadacima iz diferencijalne geometrije. U novom izdanju bice
izvrSeno pregrupisavanje zadataka da bi se navedeni nedostatak otklonio;

4° Kada novim izdanjima budu dodata poglavlja: Numericke metode,
Laplace-ova transformacija, Tenzorski racun, Algebarska geometrija, Matematitka
logika, Integralne jednacine, tada ¢e Zbornik obuhvatiti uglavnom celokupnu
materiju koja se obraduje na tehni¢kim i prirodno-matemati¢kim fakultetima.

Pri proveravanju re3enja ulestvovali su u veéoj ili manjoj meri:
D. Dokovié, S. Predi¢, D. Mihailovi¢, P. Vasié¢, S. Femp],
D. To8i¢ i S. Pavlovi¢. Posebno valja istaéi da su D. Dokovié i
S. Predi¢ kriti¢ki proitali poglavlja: Determinante i matrice i Redovi,
P. Vasi¢ — poglavlje Diferencijalna geometrija, D. Mihailovié — poglavlje
Teorija verovatnoce i D. Dokovi¢ Priloge. Njihove primedbe i sugestije
-doprinele su da se na viSe mesta poboljSaju formulacije i upotpune reSenja.

Jedan deo skica za crteZe izradili su S. Pavlovié¢ i D. ToSié.

U jezi¢noj i opStoj redakciji kao i u Stamparskim korekturama uzela je
Zivog uce$¢a O. Mitrinovié¢. U Stamparskim korekturama pomagali su:
P. Vasi¢, D. To§i¢ i M. D. Mitrinovié.

O. Aleksi¢ zasluZuje priznanje za svesrdno zalaganje na tehnitkoj
pripremi rukopisa za S$tampu, jer je pravilnim rasporedom formula pri
kucanju na pisatoj masini znatno olak3ala posao ru¢nim slagadima.

Graficko preduzece ,Akademija“ sa svojim ruénim slagadima Alek-
sandrom Zdravkovi¢em, Ivanom Jedi¢em i Miodragom Milo-
vanovi¢em zasluZuje priznanje za zalaganje da slog dobije umetnitki oblik.

Decembra 1960 godine D. S. Mitrinovié
Beograd



PREGLED SIMBOLA I SKRACENICA

1. = logicki simbol: {mplikacija; < logiékl simbol: ekvivalencija.
P = Q znaél: iz P sleduje Q; P <« Q znadl: iz Q sleduje P;
PeoQznatl: P>Q1 Q> P.

1:2-3---n (n prirodan broj),

{ 1 (n=0).

2n)!=2.4.--(2n); (2a+1)!!1=1.3-5---(2n+1).

(§) mBlosti=eokil

2, n!l=|

(k prirodan broj, a ma kakvo); (‘3) =1 (a ma kakvo).

n n
3. Y ax=a,+a0y+ -+ +apn; 11 ax=a,a;--- an
k=1 k=1

Ako je f(x,y) simetriéna funkcija od x i y, tada je

2 fla, b)=f(a, b)+f(a, c)+f (a, d)+f (b, )+ (b, d)+1 (c, d);
abed

I1 fla. b)=f(a,b) f(a,c)f(a,d)f(b,C) (b, d) f(c,d).

abed i

Sliéno se defini¥u fzrazl:

E f(alnam'---a“)r H f(apaz,...,av) (ng]

agaz...ag ajag...dag
ako je f(xy, Xs,..., Xy) slmefri€na funkcija naznacenih argumenata.
4, Relacija ay, a,,..., 0> L zamenjuje skup relacija
a =L, ayzLy .y apzEd

Ako Je a <8, tada relaclja
a<ay, ..., ap<p
zamenjuje skup relacija
LR RS N e Ll . aKonsp
tj. skup relacija
aLav<B (v=L12,...,4)

Relacija £, n=0, =1, £2,... znadi:
k=02 2 T8 A==00a] beer e )

5. Ako su a i b prirodni brojevi, tada relacija (a, b)=1 oznalava da su a i b rela-
tivno prostl brojevi.

6. [a, b), [a, b), (a, b], (a, b) oznalavaju skup realnth brojeva, recimo x, za koje
Je redom

asKx<b, aLx<b, a<x<b, a<x<hb.
Cetirl navedena simbola pidu se i u obliku: {a, b], [a, b[, |a, b1, Ja, b[.
7. Ako je E Jedan skup, relacija x& E kazuje da Je x element skupa E, tj. da x
pripada skupu E. Relaclja x & E kazuje da x ne pripada skupu E,

Ako su E, 1 E; dva skupa, relacija E,c E, lli E,> E, kazuje da svaki element
skupa E, pripada skupu E, (C znak Inkluzije).

Relacija E;NE, (presek skupova E, i E;) oznafava skup svih elemenata kojl isto-
vremeno pripadaju i skupu E, i skupu E,. Umesto E, nE, piSe se | NE,E,.



XII

Relacija E£,UE, {unija skupova’ E, i E;) oznatava skup svih elemenata kojl pripadaju
bllo skupu E, bilo skupu E,. Umesto E,UE, pi%e se i UE E,.

E\E, (diferencija, razlika skupova E, | E,) oznafava skup svih elemenata E; koji ne
pripadaju skupu E,.

8. max (a,,...,a,) oznatava onaj (ili one) od n realnih brojeva a,,...,a, kojl
nije premasen ni od Jednog ostalih bro;eva iz ovog skupa. Na analogni nalin definide se
min (a,, da, ... Gy)

9. Ako su brojevi a i b (£0) celi brojevi, relacijé b|a, t}. a=0(mod b) kazuje da
se b sadrZi u a bez ostatka.

Ako su P(x) I Q(x) dva polinoma, relacija Q(x)! P (x) izraZava ém]en.cu da je
P(x)=Q(x) R (x), gde je R (x) tre¢i polinom.

10. Ako je a realno, tada je

I {u>0),
a l(a 20], 3
a|=a gna.~{ sgnas== 0 (a=0)
= <0
(Al =1 {a <0,
i . ) P e i =4
11. 8;, Kronecker-ov simbol (Kronecker-ova delta): 6,,=8 =8k=

0 (I#k).

n
_12. U realnom podruéju 1/‘1'13_(,1,,1{“20; n prirodan broj) oznafava samo nenega-

n n
tivnu vrednost, t). YVa= Va|

13. Ako jea realan broj, t;{dzl [a] odnosno E (a) oznafava najveél ceo broj ko)l ne
premaduje a.

0 ({<0),
14. H (t) Heaviside-ova funkcija: H (f}= ;f (f=0).
1 (1>0)

15. ~ (priblizno jednako) upotrebljava se u s'ulaju kada se eksplicitno ne daje oce-
na gredke.

Relacija a<< b izmedu pozitivnih brojeva a i b kazuje da je a veoma malo u pore-
denju sa b. Relacija a>>b (a, b > U) kazuje da je a veoma veliko u poredenju sa b.

16. / imaginarna jedinica; -

Re {z}=Re(zi=Re z realni deo kompleksnog broja z;

Im {z):lm[z)_lm 2 imaginarni den komnpleksnog broja z;

z konjugovana vrednost komplekxnog bro; 2;

cos O+ sin 6=cls6=eib.

17. exp x = e* (e osnova prirodnih logaritama); expq x = a* (a > 0); pot, x = x? (x > 0);
ax+a—x ax —g—x

. logx=log.x (x>0); chyx=— e 3 shy x= -

18. Pod arcsin x, arc cos x, arc tg x, arc cotg x podrazumeva se, u realnom podruéju
glavna vrednost odgovara]u(:e multiformne funlxclje
Arcsinx, - Arccosx, Arctgx, Arccotgx.
19. x = dx/dt, X=d2x/d3...;
y =dy/dx, y’=d?y/ds?...; DF =df/dxk (k=1,2,...) D=1

)

> J § 0z a
p=b—— = 0z0x = 2 = 2,4, q: =00y =2 =2,.
oy

r4
X

20, [/ ()18 = /0|2 =1 (0)=1 (@) 1 (5 MIEEL =1 (x, )| X220 =1 (b, y)—F (a, ).
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b b 7]
21, v.p. ff (x)dx iH Pf/(x) dx glavna (Cauchy-eva) vrednost integrala ff {x} dx.
a a

a

22, %/(z) dz ili /'/(z) dz integral kompleksne funkcije f(z) duZ zatvorene putanje T
r e g 7
uzet u smislu protivnom kretanju kazaljke na satu.

23. f(x)=o0(g (x)) (x> @) oznalava 'f (‘x)/g (x)»0 (x > al;
f(x)z'O (g (x)) (x » a) oznadava da je izraz-f(x)/g (x) ograniten kada x - a.
flx)~gx) « tim {f(x)/g (x)}=1.
Y x>
24. area P=veli¢ina povriine P. i
Ako su A i B dve tatke, tada AB oznadava dufinu duZi AB.
25. Pod krugom (O, r) podrazumeva.se krug polupreénika r ¢&ijl je centar u taki O

26. Kvadratna matrica reda n oznalava se:

Uy Qg -+ Qin | ay Qe *** Ojn

Qzp Qo Qgn || Gy (o2 Gan
4 ‘\ i y
Gny dne Gnn || Qny; dng Qnn
U upotrebi su 1 oznake: h aip h e = e el Ri a,-kH’l’.

Jediniéna matrica E, (odnosno E) .je matrica H Sk H’l’ (84 Kronecker-ova delta).

n.
1l 1 | - -
27 tr [[an|T=sp | an|}= 2 aw.
. v=1
s, o | apg aps apy
Pq P
28. (apq ars]= - i (ap,l arg auu)=! Qrqg drs ary |, itd.

rq GQrs| ’ i
Qug Qus Quy

Determinanta reda n oznaéava se sa:

Ay G2 - din

1 dyy Oz Qgn
det || ai H’,’:[ aw|? m o : M Y ay agee- ann.
Qny Qng ann
r - -
29. Skslarni proizvod vektora a i b oznalava se sa:
- > - o
a-b 1M a b
- ¥
Vektorski prolzvod vektora a | b oznafava se sa:

- =5
Me3ovitl proizvod veklora ‘a, b, ¢ oznaava se sa
5 o - A e 4 PR = > >
la. b c] 1 [a, b,¢] L (a6 ¢) ilt (a, b ).
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30. Operator nabla vy= l—+]) X ?i
ox ay 0z
31. Ako je U skalarna funkcija tacke M (x, y, z), tada je
grad U= vU——LL—+ OU —)+ a;i P4
32. Ako Je [?={X, Y, Z} vektor-funkcija tatke M (x,y, 2), tada je
dlvl— '\77‘)--ﬂ 0Y+£—Z—.
; ox 0y o0z
=5
33. Ako Je F ={X, Y, Z} vektor-funkclja tatke M (x, y, 2), tada Je
rot?’:curl ?=V><7'= (z — d_}:) 7+ (()i - LZ) _j>+ (a—}: = ﬂ) ?
oy oz ~ \oz ox ox oy
34. Ako Je U skalarna funkcija tatke M (x,y, z), tada je

a2y o*U  oU

AU=v*U=div grad U= ;
i & ox% = Q)2 it 922
2 92 02
Operator A_——+()—2+; zove se laplasijan.
y

35. Ako Je U skalarna funkcija talke M (x, y, z) t vremena /, tada je
02 o2y 02U 1 o2
U 4 il Y i U

DU = - c=const).
ox2 ay? 22 2 o ( )
1 ¢
Operator [7] = A—+— —— zove se dalamb. rtijan.
c2 o2

36. Oznaka n=a (b) ¢ upotrebljava s= za opisivanje numeri¢kih tablica i znaéi da m
uzima sve vrednostl lanova aritmetiCke progresije Ciji je prvi €lan a, razlika & i poslednjb
tlan < ec.

37. Gama-funkcija:

o0
I‘(x):fe—'tx—1 dt (x > 0).
0
I'(x+1)=xT (x).
38. Funkcija grelke:

x

2
_fe—”df. 1
V=
0

39. Integralna eksponencijalna funkcija 1 integralni logaritam:

x . X
. et d¢
Ei (X)=f—’—d’, ]l(X)=fm—g[.
—o0 0

40. Integralni sinus i Integralnl kosinus:

erf (x)=

@

Si (x)= f BN Sl COT“ dt.

X
41. Legendre-ov polinom.

|272]) 2n—2k 1 dn
Pat=g; 2 -1 () (17 ) enmem s e
(?r=0,1,2,...).




42. Laguerre-ov polinom:

L nl{n
Ln(x)= Eo(_l)kﬂ(k) xk,

43. Generalisanl Laguerre-ov polinom:

k

n
LS (x)= D20 (~1)k PRI xk,

(n)l"(s+n+l)
k=0

k

44. PridruZeni Laguerre-ov polinom:

(v) dv L (x)
LY (x)=— o {v prirodan broj < n).
45. Hermite-ov pollnom:
[gl 1!
Hn(x)= ~ 1)k ————— (2x)n— 2k,
o e L

46. Polinom CebiSeva:

T (x)=2n~14xn I”Z"é] 1k_1~ i >9
7 (X)= Xn+n k:l[— ) 2 b iy Jou® (n=2).
rl (x)=x, ¢

Ty (x)=1.

47. Bessel-ova funkcija prve vrste:

e (—1)* x \v+2k
JV = L. 1 - .
it k§0 k! F(v+k+])(2)

48. Bessel-ova funkcija druge vrste:

Jy (x}cosvr—J—,
Ny (x)= () si\r'w*rJ (x) (v # 0 ceo broj),

Ju (x)cosva—J—y (x)

Ny (x)= lim

4 o {n=ceo broj).
v n

49. Modifikovana Bessel-ova funkcija prve vrste:

s Z __L*.__ (i)v+2k '

azo K Tiv+k+1)\ 2

59. Modifikovana Bessel-ova funkclja druge vrste:

I—v 4.
K Bl e (v % ceo brof).,
2 sinvm

(n=ceo broj).

PR LR g el AL
2 von sinvx

51. Kelvin-ove funkcije:

w

bit 4
bery x+1beiv x = /v (xerT )

w

I
kerv x+1 kels x=K> (xe .. ) ;



PRIMEDBA O UPOTREBI SLOVA

Ukoliko su oznake podespije izabrane, utoliko one viSe Kkoriste u utvrdivanju neke
zakonitosti i u otkrivanju. novih osobina. Ako su oznake. podesno izabrane, formule dobi-
jaju estetskn formu. Evo nekoliko- uputstava za upotrebu slova.

Pojedinaéno upetrebljavaju se narocito slova:

a; k; m; n; p;r; N.

o v; 0.

U cestoj su upotrebi parovi slova:

@y 0% 0 LR B R G W, W e B, B (B

Lo g ST e

Trojke slova koje se cesto upotrebljavaju:

a, b, c; i, ki I m, on;

P g, 5 X ¥ Z;

g 1.

B v Amv &b

Prirodni brojevi oznacavaju se najcedce slovima:

K o G B T s

AB C PQAR XY LZ

Vektorl se CeSée obeleZavaju malim nego velikim slovima latinske azbuke i strelicom
dznad slova. Gotska slova bez strelice upotrebljavaju se takode za oznalavanje vektora.

Cesta je upotreba slova sa indeksima. Primeri:

aij; Qmn; Qmnp; asg O,

ny Ryees Rp o,

amlm2.1¢Mk‘

Funkcija promenl)ive x oznacava se najle¥ée sa
1x); g h(x); Flxi Glx)i H(x).
o(x); ¥(x); x(x).

" Ako se posmatraju dve funkcije, bolje je uzetl slova f 1 g ili

il f i, t]. ne treba meSati gréka slova i latinicu.

- B St R LG E B (@)
A8 P rEIE §

o b ¢ o 8 Foglhi
A B ECDEFGO6 93

GRCKA AZBUKA

t K A onov

I K A M N

GOTICA
R A "‘n.
g &L MR

3

Il

)

o T p o

Ol P =

pra.cv is8

o 1 Vv, nego f 1 ¢

T v ¢ X Vy w
T & BrE &5

t u v WY 3
TUBBEYSB



MATRICE I DETERMINANTE

1. UVODNI ZADACI 1Z MATRICNOG RACUNA

1. Za Pauli-ove matrice

|10 1 |0 ~1
It ofl’ 1 o’

koje se srecu u kvantnoj mehanici, vaZe relacije:
1° A2=B*=(C2?=E (E jedini¢na matrica);
20 BC=-CB=iA, CA=—-AC=iB, AB=-BA=iC.

_,1 0
0 —1

” (t=V=T),

Proveriti ovo tvrdenje.

2. Dokazati formulu
M(a)-M(b)=M (a+b),
gde je

cosa -—sina

"M (a)=

sin a €os a

3. Odrediti matricu x drugog reda koja zadovoljava uslov

oL 2R

3 4

3 b
1 -3

4 1

4. Ako je

(= = L
o = O O
_ O O .
o O O =

pokazati da je
292 455 278 66

A*—A24+2A-3E=

5. Sta pretstavlja jednagina

a h gl || x
lx y 2lllr b f y l=E (E jedini¢na matrica)
& f ¢ ‘ z

u Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu Oxyz?

1 Zbornik matematickih problema Il
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MATRICE I DETERMINANTE

6. Proveriti da li vaZi sledea tablica mnoZenja

gde su H, I, J, K, matrice:

o (= I = _ — OO O e
|
— = =) (=] O et e O e O
| { (I
(=] OO - O e =i —_ O O = O e
| [ ]
— —_ e D e O (=] O o O e O
| I
— —_—— O =~ O (=] (= = e =]
I |
o OO = O - Loy | -0 O O e
! I
e —_— O O = = =)
| )
(on] O O = O e ] — O O e O e
| | ]
—|e - |eq
Il il
= E 4
- -
(=4 (=R = I_. .-..00101
t
— = .. =4 O e D = O
1
< O O O = .._.0010....
|
— —_— e D e O [=] O o O e O
! ! |
— —— O e O (=4 S = - O =0
|
o C O O — —_ O O e O e
I | I
— — e O m O (=] O e O e O
{ o1
o [T~ T I~ - -0 QO O
I ]
1_2 1_2
i i
= )

7. Odrediti sve matrice koje su komutativne s matricama:

0100'1
1

Yo
OOOli

30

(= B )
— m o

m O o

152
3 4

10 ”

ReSenje.

0 0 0 0l

3¢ TraZena matrica

by ¢ dy

a;

by ¢z dy

ag

by ¢ d,

ay

treba da zadovoljava uslov

o O 9~
S - O
- o O
o O ©
< S S
S & &
S
s & &
LSRR S
S § <&
g & &
§ &S
(=R =
S = O
_O O
o O ©

0000

by ¢4 d,

ay

by ¢, d,|

a,

o 0 0 0



8_11] ] I. UVODNI ZADACI 1Z MATRICNOG RACUNA 3

Odavde sleduju skala;ne jednakosti:
a,=0, by,=a,, C=b,, d,=c¢,,
a;=0, bg=a,, c3=b,, dz=c,,
a,=0, b,=ay, c;=bg, d;=cg,
0=a,, 0=b, 0=c4.
Prema tome, matrica komutativna s matricom 3¢ ima oblik
a, b, ¢ d,
0 a b
0 0 a; b
0o 0 0 a

8. Da li se parametri a i b mogu tako odrediti da matrice

I 2 -1} b b 5
(S (B | s 9 a a
a 2 4 a 8 a

budu komutativne?

9. Odrediti A* (k prirodan broj), gde je
0 -1
1 0 H

Uputstvo. Obrazovati matrice A2, A%, A4, A5, AS, A7, A® 1 konstatovatl da sve poten-
clje matrice A imaju jedan od oblika

-1 0
0 -1

4]

A, A=
|

As__i‘ 0 1
! ‘”—1 01

e

0 1

10. Ako je n prirodan broj i ako je
T
’ = 01 |.7

Mr=E+n(M-E).

ME“‘ p
11

proveriti da li je

11. Odrediti A* (k prirodan broj), ako je

10 A=HL :

10
: 20 A=|o »

c 0
Uputstvo. 1° Poci od relacije

Hla‘__lO_f_\O al

b 1| o 1 :‘bol'

29 Poél od relacije
lOaH 1 0 0| |0 O a\
0b0‘=010+‘0b—10.
c 0 1] |001 ‘.c 0 o

Generalizacija. Pro3iritl rezultate na matrice reda n.



4 MATRICE 1 DETERMINANTE [12—18

12. Ako su A i B matrice reda n i ako je
AB—BA=E,
pokazati da vaZi relacija
AnB—-BAn=nAr-t  (n=1;2,3, ...).

13. Dokazati relaciju
an pgn—1
0 an

a 1
0 a

Uputstvo., Primeniti metod potpune indukcije.

I
in=

(n prirodan broj).

14. Ako je

)

|9 —~tgt
Tl tgt 0

proveriti da 1i je

P v cos 2t —sin2f H (E—A).

sin 2f  cos2t ||

15. Pokazati da je
(A/nys=A/n (s prirodan broj),
ako je ‘
A=laulf. | |

gde je ap=1 (L k=12, ...; n).
16. Ako je

M= , E=

o = O

10 1 0
10 0 0
01 0 1

S - O

pokazati da je
Mrn=Mr—24+M2—E {n(>3) prirodan broj}.
17. Data je matrica
a bip g
2 (E jedinitna matrica)

0

koja je razbijena na cetiri bloka, kao Sto je tatkicama pokazano.
Ispitati da li je ta¢na relacija

! Bk—E
P Ak:i & B—E 7
) E
18. Dokazati formulu
' ‘1 Lofn (1~ (3)
011 g § & (n prirodan broj).
10 01 0 0 1




19—21] 1. UVODNI ZADACI IZ MATRICNOG RACUNA 5

19. Odrediti A =uz Z’. u slucajevima:

10 A= E 20N AR 3% A4=E.
ReSenje. 1° Uslov A2=FE ekvivalentan je skupu uslova:
(4] a2+ bc=1, ab+bd=0, ac+cd=0, bc+d2=1.

Ako je d=—a, sve jednakosti (1) svode se na a4 bc=1.

Ako je d£—a, tada je b=0, c=0, a=+1, d==1 (u obzir dolaze samo gornji ili
samo donjl znaci). o

ta b
Sve matrice A, koje zadovoljavaju uslov A2=E, su: +E i ‘] § 1, gde je a2+ bec=1.

20. Odrediti sve matrice drugog reda ¢iji je kvadrat nula-matrica.

ReSenje. Neka je traZena matrica

a b
A= ;
¢
Prema uslovu zadatka je
a b a b:_.O 0
c dlllec al [0 o

odnosno
|| a24bc ab+bd‘| [0 0F

\actcd bewdr| T |0 0
a2+bc=0, ab+bd=0, ac+cd=0, bc+d?=0.
a?=d2=—bc, b(a+d)=0, c(a+d)=0.
d=—a, a%=-bc.

- TraZena matrica je

I b
e H (a2=—be) .

e —a
21. Resiti matri¢nu jednacinu
(1) XA=0
(X traZena matrica drugog reda; A data matrica drugog reda).

ReSenje. Ako je A=0, tada e X ma koja matrica drugog reda. Ako A0, tada se
mogu desit! dva slucaja: :

10 det A#O; tada je X=0;

laa ab o b
20 det A=0; tada je A oblika | . “ il I 3 H

la b I,Ba Bb

Jednaéina (1) u prvom sludaju postaje

aa ab
b

‘xy
|z o

“=0, gde je X=i1§ I}I)i

xaa+ay=0, xab+yb=0, zaa+ua=0, zab4ub=0.
oo ax+y=0, az+4u=0,



6 MATRICE [ DETERMINANTE [22—25

! X —ox
Prema tome je X= i
z —az
Proizvod
| x —oax aag ob
zZ —-az a b

zaista je nula-matrica.
Koje je reSenje u drugom slufaju?

Il. UVODNI ZADACI IZ TEORIJE DETERMINANATA

22. Izratunati determinante:

1 2 0-1 1 -1 3 -4
2 3-1 0 -1 2 0 4
D1= ; 02=
0—-1 2 4 3 0 4 -2
-1 0 4 -1 -4 5-2 0

Rezultat. D=-2; D,=154.

23. Proveriti rezultat

RS Al BTN |
I 3% el ok g
I siogh =k 0 @
1
1
1

e d el A 2 1.
=i Lsel 1 4
=j £p 1 1'<d
24. IzraCunati determinante:
-8 34" i 8 -d =t
I 0—=5 4 |8 e B2
2 3 4 g} g 107"
1 =2 ol —d .02 3

. Rezultat. —200; —241.

25, Verifikovati rezultate:

T
s b & 4 =(a-b)(a—c)(a—d) (b—c) (b—d) (c—d)
az b2 2 g2
at bbb g x(a+b+c+d);
1 1 1
a b ¢ d

=(a~b)(a—c) (a~d) (b—c) (b—d) (c—d)
ad b 3 dd
aé bt ct d¢ x (ab+ac+ad+bc+bd+cd);




26_27] II. UVODNI ZADACI IZ TEORIJE DETERMINANATA - g

F -1 1 '
az b2 ¢ g2

a® b® c® d%

=(a-b)(a—c) (a—d) (b—c) (b—d) (c—d)

o b o gt x (abc + abd + acd + bed).
26. Razviti determinantu
be—k ca—k ab—k
D= b+c c+a a+b (abc;&O).

[l o), Baals

ReSenje. Ako elemente prve kolone podelimo sa bc, druge sa ca, treée sa ab, dobijamo

1k 1k 1k
bc ca ab
S | %ol 1
D= [abc)? —— —ef— —F—
b ¢ c a a b
(rd)erd) (eed) ()i
b2 2 c2 a? a2 b2

Stavimo Ii 1/a=A, 1/b=B, 1/c=C, determinanta D doblja oblik

1-kBC 1-kCA 1-kAB
D=(ABC)—2 B+C C+A A+B .
(1+kB?) (14+kC?)  (1+kC3 (1+kA%)  (14+KA%) (1+kB7)

Buduéi da je
1-kCA 1—kAB

C+A A+B

1—kBC 1—kAB
B+C A+B

1—-kBC 1-kCA
B+C C+A

determinanta D, posle razvijanja po elementima trefe vrste, postaje

D =(ABC)~2 (1 +kA2) (1 +£B2) (1 +kC? {{B—C)—(A—=C)+(A—B})} =0.

=(B—C) (1+kAY,

=(A-C)(1+kB?),

=(A—B) (1+4C3),

27. Proveriti rezultate:

a b ¢ d
-b a-—-d c o s
10 = (@2 + b2 + 2+ d2)3;
—c d a -b
—-—d —-¢c b a

az (a+1)2 (a+2)2
20 |62 (b1 (6422 |=4(a—b)(a—c)(b—c);
& (c+1)2  {c+2)* |




zati da je

MATRICE 1 DETERMINANTE [28—31

0 ¢—-b x

e Pt A % = (ax+by +c2)2.
b—a 0 =z
—x —y —z 0

Uputstvo. 10 Odrediti kvadrat date determinante. MnoZitl: vrsta X vrsta.

28. Primenom osobina determinanata proveriti identitete:

a " e
¢ a|=—(a+b+c)[(a®+b2+¢)—(bc+ca+ab));
c. a b a L
|
Iox? xti=xt(x—1)3(x+1);
1 x3 x§
b2¢2+a2d?2  be+ad 1
cta?+b%d* ca+bd 1 |=(a—d)(b—d)(c—d)(b—c)(c—a)(a—0b).
azb?4-c2d?  ab+cd 1

29. Ako je s,=a"+b"+cr, ispitati da li vaZi relacija

Sr Sr4+1 Sr+4e
Sr41 Sr4a Sris |=arbrer (b—c)2 (c—a)? (a—b)2

Sr+2 Sr4+s Sr4a
30. Dokazati identitet
1 t e
cosnd cos(n+1)8 cos(n+2)6 | =(1—2fcos 0+ 12) sin 6.
sinné  sin(n+1)6 sln(n42)6
31. Pokazati da vaZi relacija

8y 4y as a4 a; ag
A2 | by by by |=| Mby—pa; Mbp—pa, Abg—pag

€4 €y €3 Ac;—Va;  ACy—Vas; ACz3—Vdy

Ako se parametri A, p, v izaberu tako da je A=a,, p=0b,, v=c,, poka-

3 4y 43| |4y ag
1 Q2 a3
o | by b, by bg
by by by v, (017&0) N
W ay a a; ag
€1 C G
€1 Caf |6 €5




32_36] I1. UVODNI] ZADACI 1Z TEORIJE DETERMINANATA g~

32. Proveriti rezultate:

g~ -b-'g".d
(ReSfet =—8abed;
la b —c —d
la b ¢ —d
2x+y+z y z
x x+2y+z z =2(x+y+2)%
x y x+y+22
33. Izratunati determinantu

cos a sina 1
2 2 ‘

cos <a+3n) sin (a +§ﬂ> 1

cos (a—izr> sln<0—3n> 1 !
3 3 4

34. Dokazati identitet

|
|
|

1 cos¢ cosb
4 . btc—a . CIF SR
cosc 1 cosa _=.4sm9%4ism—+;—asm(—+—;—'£sm(Ltf——f..

cosb cosa 1

35. Dokazati identitete:

~2a a+b a+c)
b+a —20 b+c =4(b+c)(c+a)(a+b);
| c+a . c+b  ~2 |

| (b+¢)? c? b2
c2 (c+a) a2 |=2(ab+bc+ca)’;
o2 a®  (a+06)?
a—b-c 2a 2u
260 b-c-a 26 |=(a+b+c)d;
1 2c 2c c—a-—b
—a b ¢ d
I T =—(b+c+d-~a)(c+d+a-b)
¢ d—a b
X({d+a+b—c)(a+b+c—d).
d ¢ b —a

36. Proveriti identitet
| cos a cos b cos ¢ |
cos2a cos2b cos2c | =4(cosb—cosc)(cosc—cosa)(cosa—cosb)
cos3a cos3b cos3c x (cos a+cos b+ cosc+2 cos a cos b cos ¢)..
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37. Dokazati identitete:

x 1t 00
x & 0
Vaweo1; o x 2)=x@e-2; |2 2 Ol=@e—1)(x2-32);
5 0 53
(0) ) (B2
001 x
x 10000
000
5 x 2000
2 2=f 0 4 3 00
X
3 0|=x(x2-22)(x2—4?), =(x2-1) (x2—-32
x (-2 (-an; | 0 s(e-1) (-8
2_ K2
8 ¢ 00062% 6 X (x*—5%).
01 x
00001 x
Generalisati.

38. Dokazati relaciju

1 a a a 1 a+b+c ab+bc+ca abe
1 6 0% 6| _|1 b+ct+d betcd+db  bed
1 ¢ ¢ | |1 c+d+a cd+datac cda
1 d & d° 1 d+a+b da+tab+bd dab

Generalisati.
39. Ako su A, B, C uglovi jednog trougla, izratunati determinantu

sin24  sinC sin B
sinC sin2B  sin A
sin B sin A sin 2C

40. Izraziti E= (x®+y?)(x2+22) (y2+22) u obliku zbira dva kvadrata.

Resenje.
E X —y 2| x y 2

y X

]

=" 2 || =2 L
Ako se prva 1 druga determinanta pomnoZe (vrsta X kolona), dobija se

E= xz+xy Xx2-yz y z
- yz—x® xy+xz | |—=z2 Yy

Posle mnoZenja (vista X kolona) blée

Xyz+xy:—x2z+y22  x22+xyz+x2y-—yRz
Y2z —xPy—xyz—xz® y22—x2z+4xy?4xyz

= (xyz-+xy2—x224y222+ (22— x2y —xyz—x22)2
yZ+xy

Obrazovati ostala izraZavanja funkcije E u obliku zbira dva kvadrata. Kollko ih je

ukupno ?
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41. Dokazati identitete:

1 sin(b+c) cos(b—c) cos2a cosa sing

1 sin{c+a) cos(c—a) (=] cos26 cosb sinb | ;

1 sin(a+b) cos(a—b) cos2¢c cosc sinc

cos (b+c) sin(b+c¢) cos(b—c]' 1 sin2a cos2a l|
cos(c+a) sin(c+a) cos(c—a]j’E; sin2b cos2b 1
cos(a+b) sin(a+b) cos(a—b) | sin2¢c cos2¢ 1

42. Dokazati identitet
abcd abd acd bed

abc abed acd bed =a%b* ¢ d* (abcd —Sab+2Za—3).
abc abd abed bed

abc abd acd abcd

43. Dokazati

a,+20  bytpa; ¢ a, b o
Bp+rby bptpay ¢ | =(1-2p)|ay b o |-
ag+2by  bgtpay ¢ ag by ¢

Ispitati da li navedena osobina vaZi za determinante reda n.

44. Proveriti identitet

1 1 1
a b ¢ & \_y(abcd)Zarbicrds
a2 b2 CZ d2

gn+s3 pn+8 cn+48 gn+4s

{V (a, b, c,d) Vandermonde-ova determinanta; p+q+r+s=nj.

45. Data je determinanta

1 1 1
Dp=| a b c (n prirodan broj).

an+2 pn+2  cn 42
Za n=1 je Di=(b-a)(c—a)(c—10b)Za.
Za n=2 je Dy=(b—a)(c—a)(c—"b)(Za®+Zab).
Za n=3 je Dy,=(b—a)(c—a)(c—0b)(Za*+Zab+ abc)
(Zatb=a2b+a®c+b2a+b*c+c2a+c2b; itd.).

Kako ¢e glasiti opSta formula?

1
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46, Ako je b,c;#0, dokazati Gauss-Chio-ovu formulu o kondenzo-

12

vanju
a
as
iy
04

gde je, na primer, (a, b,)=

by ¢ 4,
(a1 b2) (b1cz) (c1dy)
by ¢ dy | _
b 4 = = (a1 b5) (bycg) (e d3),
C 1C1
s L= (a by (b1 (crdy)
by ¢y 44
-a, by

a, by

Generalisati rezultat.

.

Uputstvo. Umesto determinante etvrtog reda moZe se pisati

aq
1
1 ag
a

Na analogni nadin

vrstl bitl nule.

by ¢ ¢ dy a; by ¢ (0
by € Cdy|_1|ax by & (C1dy)
by 0s ouds | U4 ay B e KD
by ¢ ¢, d, a; by ¢y (c1dy)

treba dalje formirati determinantu u kojo) ¢e tri elementa u prvoj

Generalizacija. Opdtija formula o kondenzovanju glasi:

Q13 Q32

Oy Ay

Uny Qng

n—1

ako je J] ax#0.

k=2

Qin (@11 G22) (042 G03) <+ (A1,n—1 Agn)
aen | _ 1 (@11 055) (043 O33) (a1,n—1 agn)
~n-—-1 . ’
1] awx &
"Gnn| k=2 (211 6n2) (432019 (ay,n—1ann)

47. Dokazati Gauss-Chio-ove formule o kondenzovanju determinanata:

{ai bg opl===

(a:05) (a;¢y) ‘ a #0
, 1 ’

1
ap | (ayb3) (aycq).

(a1 by)  (a165) (a,d2)

1
(al 17203‘14)511_2 (a1 6s) (ayc3) (a,dg) | (11#0;
1

(a,bycyd,) ==—

(a4 bycyd, e5) =

(as b (a1¢5) (a,dy)

1 (a1 6.¢5) (ay by dy)
, (a3 0,)#0;
(01 65) | (a1 bs¢) {a;hpd)) ( . z).
1 (ayb2c5dy)  (aybzc5ey)
S ; a, b, c)#0.
(a1 b2¢5) | (ag byeads) (aqbsC585) ( =i 3)

U ovim formulama je:

(a, b)) =

‘a; by ¢
% b \ 1 01 G
> (ai b2C3)E ag by ¢ |5
a, by
ag by ¢
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48, Proveriti da li se polinom
P(@)=a+bz+c2+dB+24

moZe napisati u obliku determinante

z —1 0 0
22 —1 0 | z -1 0
0 z =1 0 ; L
it 0 z =1 ili 0 22 -1
’0 0 z -1
a+bz ¢ d+z| a b+cz d+z|

| a b c d+z

49. Ako je
ax+by+cz=1, cx+ay+bz=0, bx+cy+az=0,

ispitati da 1i je vrednost determinante
X y z
zZ X Yy

Yy zx

jednaka recipro¢noj vrednosti determinante

a ¢ b
b a ¢
c b a
i dalije
ax+cy+bz bx+ay+cz cx+by+az
by+az+cx  cy+bz+ax  ay+cz+bx =1.
cz+bx+ay az+ex+by bztax+cy
50. Ako je
|y a6z ag a,
i1 0 0 O
A= °
jo 1 0 0
lo 0 1 0
tada je

det (A-AE)=M—a,; N —a, N2 —a3 N —a,.

Proveriti ovaj rezultat i ispitati da li se moZe generalisati na analogne
matrice reda n.

51. Pokazati da determinanta

o
il

ne zavisi od x, y, 2.
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Re3enje. Tvrdenje je tadno, jer je

1 a a* a%—a-a?

1 a a
a® 1 a a%—a-a

D= =(l—a4 e 1 a
x at 1 a—a-l

x a 1

y z a 1 —qg-a8

1 a a2—a-a

a
=(l—a%|a®* 1 a-—a-1 |=(l—a4? )s[l—a‘)‘.
a8
x a® 1 -—a-ad
Generalizacija. Ispitati da li determinanta
1 a a? see gk—2 ak—1 gk
ak 1 a a’{—s ak-—l ak—l
& k—4 k—s k—2
Dkg = Xg1 a 1 a a a
Xa Xgp ak ak—58 ak—l ak—l
Xk-+1,1 Xk+1,2 Xk+1,8 Xk 41,k—1 O 1

zavisl od elemenata xp,?

52. Ako se determinanta reda n

Ay Qip v Qyn
a a Qan
Y= ‘21 22 2

Qn1  Qng Qnn
pomnoZi determinantom reda n
ag; 0 0 - 0

—a; ay 0 0
B= —a3 0 oy 0 |
= ‘;m 0 0 a1q
dobija se
(011 02) (8y18g) <+ (@11 0r,)
(1) Aa’{{z g (a31 828) (G419 a33) (211 ars3) i
(041 82n) (011 Q3n) (011 0.:n)
gde je, na primer,
\ (ayq @zp) = AR
02y Gog

Dokazati relaciju (1) koja izrazava Gauss-Chio-ov postupak za svo-
denje determinante reda n na jednu determinantu reda n—1.
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53. Determinanta Cetvrtog reda
D=|ay| (i,k=1,23,4)

moZe se izraCunati po slede¢em postupku:

1° IzvrSiti ciklicku permutaciju druge, trece i Cetvrte kolone, dok prva
kolona ostaje na svom mestu u matrici ove determinante;

2° Dopisati prve tri kolone sdesna za sve tri determinante koje se
dobijaju ciklickom permutacijom kolona i izvrSiti mnoZenje elemenata, kao-
§to to strelice pokazuju;

3% Znak plus i minus uzimati naizmence, kao 8to to pokazuje prilo--
Zena shema;

4° Determinanta D jednaka je zbiru 24 sabirka koji su navedeni.
Na taj nadin dobijaju se ove tri determinante Cetvrtog reda:

+ - + - +ay Gy 033 Ay
a a a a a a
n .% 13 14 11 13 13 —Qyp Qg Qgg Ay
NN Y S -
Gy G Gy LGy | Gy G35 - Gy +a13 0y Gy Gp
AN Ay ” £ A a i
Qyy Gy Gy Gy | Gy Gy Gy LA v iGa
P 2~ 7Y ~ N 4+a, Gy dg a
14 Qo3 dg dg
Gy Gy 4G Ay | ay 4y Gy

+ = + ot —ay Qy Agy Qg
+815 Gy a3 g

—0;3 G 03 0Oy

+ay Gy Gy Qg
Gy G Gy Gy | G Gy Oy — i3 Oy Q3 0y

+ay Gx a3 g

N ) — 052 Qg Gz Gy
Q3 Gy 292 | G Gy Gy
A A N A N N +a5 O3 dg Gy
By Qg3 Gy Gy ' Gy Gy Gy
3 B + Y, — 0y Gy Gy Qg

+ a3 G2 Qg Ay

— 044 Q33 ds; Gy

+ay; Gy QGgp Gy

+ - + -
a, 6, 63 G| %n “u’ ay — a4 Gy Qg3 0y
K}

X O L TR <~ a +a1p Gy 4y Gy

Qyy Gy i 832, %0 Q31 Gz 23
X AN 2 ~ — Q33 Gz d3y dg

Gy Gy Gy Gy | G311 Gy G
P N \a + a1z G Qg Qg

G, Gy Gi3 Ga! G Gu a3
+ iy + - =0y Gy O3 Gy

+ayy A dgg Q4

— Q2 dy Qa3 Gy
Ovaj postupak dao je student D. Rebic.

Proveriti navedeni rezultat 1 ispitatl da i s2 Rebic¢ev postupak (koji je analogan Sar—
rus-ovom postupku) moZe pro8iriti na determinante proizvoljnog reda.



16 MATRICE | DETERMINANTE

[1I. INVERZNE MATRICE

54. Proveriti relaciju

_ be ca ab
T dl (a—-b) (a-c) (b—c)(b—a) (c—a)(c—b)}
!1 b b2‘ E —(b+c¢) —(c+a) —({a+0b)
dl L 02; (@-b)(a—c) (b—c)(b—a) (c—a)(c—b)
1 1 1
(a—b) (a=c) (b—c)(b—a) (c—a}(c—D)

-gde je (b—c)(c—a)(a—b)50.

[54—58

Ustanoviti da li se zakon formiranja elemenata gornje inverzne ma-
trice moZe generalisati na Vandermonde-ove matrice reda n

1 a
1 a,
1 an

55. Ako je cs£a, proveriti da li vaZi relacija

a a|—t
0 1 2a =
1 ¢ ¢

a2 ... gn-1t

022 (12" =

an® apn—!

¢(c—2a) ca
(a—c a—c
20 _cta _
(a—c)? a—c
1 1

(a—c)? a—c¢

$6. Odrediti inverznu matricu matrice

1 a b
010
0 0 1

57. Data je matrica

“|

02
(c—a)
2a
(c--a)?
1
{c—a)?

(a, b skalari) .

Er M
0 E;

(E,, E; jedini¢ne matrice tipa r xr, odnosno sxs; M matrica tipa r x ).

Odrediti inverznu tmatricu A -1

Er -M
0 Es|’

Odgovor. A—1= “

58. Da li je ta¢na relacija

(A +A—1)2n+1 522"+1A

:ako je
A

=[5 21

(n nula ili prirodan broj),
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59. Da li postoji A-* u skupu matrica

b

A= : Z‘ = (a, b realni brojevi)?
a L

Da li su komutativne bilo koje dve matrice A; i A, iz datog skupa
matrica? .

60. Date su matrice

[0 1 00 10 0 01
A=i0°01,B=1000-

30010’ I0010

11 0 0 0i o100

IzraCunati: A1, A-2 B-1, B2,
61. Ako je A=(d,d, ... d;) nesingularna dijagonalna matrica, pro-
weriti da li je
A=1=(d,"1d," ... d,7Y).

62. Date su matrice

1 2 -1 |—6 —6 51
! ‘
A=l o 1 81, B=| 9 3 3
3 2 4 I 3 8 3

Ispitati da li vaZe jednakosti

AB=BA, A*B=BA-, AB-1=B"'A, A-'B-1=B-1A-1.

63. Odrediti matrice A2, A% A-1, A-% ako je

11 3]

i5-2l'
: 16—8| | 1 54| 12 3 1|19 3
ltat. s - Y I
Rezulta H—5 19 | “ 90 —53 | 171|5_1 “ % | 5 16 |

64. ReSiti matri¢ne jednaline:

10 (A—2E)X=A+E; 20 Y(A-2E)=A+E,

01 2
gde je E jedinitna matrica i A=2 3 4 |
10 1‘
12 12 1
Rezultat. 1° X=| 3 1 6 |-
1—1/2 12 ~1

2 Zbornik matematickih problema 1l
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65. Ako je A kvadratna matrica i # prirodan broj, tada iz uslova

A*=0 sleduje
(E-A)""=E+A+A%+ --- + A1,

Resenje. Podimo od identiteta
1) AR —Ek=(A—E)(Ak—14+Ak—=24 ... +A+E).
Ako je Ak=0, tada (1) postaje
- E=(E—A) (Ak—14Ak—24 ... +A+E).
Odavde izlazi
(E—A)—1=E+ A+ --- +Ak—1
66. Po X reSiti matri¢ne jednacine:
1* AX=B; 2° XA=B; 3° AX=BA-'B; 4° XA=BAB,

gde je L2 1{; jr o 11‘
AsHE01 0fy VB=1T 6 ).
2 0 -1} |1 0 0 o l
67. Ako je :
1“ I 0y
M=|1~ 2 2f,
o1 1]
pokazati da je (M—1)2=(M2)-1.
68. Data je matrica
I -8 0
M=|0 cosa —sina (COS%G#O).

0 sina cosa |

Pokazati da je E+ M nesingularna (regularna) matrica i da vaZi relacija

6 0 0!
(E-M)(E+M)“=(tg%a) ) 1:1
0-1 o0f
69. Neka je
X4 '1)’1 [ 24
x=lxll, Y=|n| Z=|2z|
Xg “.Vai 1123{
L= 3 '6 —1 2—3“
A= 3 B  BiE 2 38 il -
S 2 -3 1|

Polazeéi od relacija

izraziti x pomocu z.
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70. 1z relacija

xl! 2 4 —4 , V1
Xo | = -1 4 0 yz‘ ] 7
X3 ‘I 2 1-3 Vs
zZ -2 -2 1 ‘ 2
2| = 2 -3 2 ( Va
al 14 2-1]
X4 <
izratunati | x,|| pomofu | z,
xai‘ 23
| %4 2 4 —4|-2-2 1|-1]z]
Rezultat, [ X |l=1]—-1 4 Of | 2-3 2 ' 2y
Xs 2 18| 4 2-1] |z

% -8 18 |n
=141 8 -25(12z]-

2
40 —10 26| || z

71. Date su matrice:
0 1] 0 —a|
S A—Hl ol’ P a 0!}

(a skalar).

Odrediti a tako da budu zadovoljeni uslovi:

2) ABC=—E, CA=B (C kvadratna matrica drugog reda).

Resenje. Ako se iz relaclja (2) eliminiSe matrica C, dobija se
AB2A—1=—E, odakle sleduje B2=—E,
Za partikulime vrednosti (1) poslednja relacija postaje
[—a®2 0| =1 0]
I o —a2;|={‘ 0 -1 ‘
Odavde sleduje a=+1.

72. Po X rediti matri¢nu jednaéinu

‘0 —b —b} 0 b bl
| a 0 —b -a 0 b,
||a a “ —a —a Ol

gde su a i b realni brojevi.
Uzeti u obzir sludajeve:
1° O0z£a#b£0; 20 a=b#0.
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73. Akosu A i B dve nesingularne i komutativne kvadratne matrice istog
reda, tada
10 VaZe relacije:

ABY=B=4A, A~B=PA-Y "ASVPL=B-1A=;
20 Matri¢ne jednaline AX =B, YA=B imaju jedno isto reSenje koje
se moZe oznaliti sa B/A.

Dokazati ovo.
ReSenje. 1° Buduéi da je
AB=BA,
posle mnoZenja sleva sa B—!, dobija se

B—1AB=A, Jer je B—1B=E (E )edini¢na matrica). ,
Ako se leva i desna strana poslednje relacije pomnoZe sdesna sa B—1, bife
B—1ABB—1=AB—1, tj. B—1A=AB—.
Istim postupkom dokazuju se relacije
A—1B=BA-1, A—1B—1=B-1A—1,
Buduéi da su matrice A 1 B nesingularne, postoJe 1 njihove inverzne matrice.
2° Posle minoZenja sleva sa A—! jednaéina
AX=B postaje A—1AX=A—18B.
X=A-1B.
Posle mnoZenja sdesna sa A—! Jednadina
.YA=B postaje YAA—1=BA—1
Y=BA—1.
Buduéi da Je A—1B=BA—1, date jednaline Imaju isto reSenje,
74. Ako se sa A’ i B’ oznae matrice koje se od kvadratnih komu-

tativnih i regularnih matrica A i B istog reda dobijaju transpozicijom, ispi-
tati da 1i su komutativne matrice:

1 A'i B 2 @)yNi B 3% 1 ALd 1B)=9 40 (A1 (B
Ispitati takode da li jednacine .
A'X'=B' i Y'A'=B
imaju jedno isto reSenje.
IV. SPECIJALNE MATRICE
75. Da 1i su matrice

cos6 sin6 %= gL
L=
v a1 2] 4 i
—sin® coso | 8 SN R
1 2 2 ‘
! P I [ 1 -1
ortogonalne ?
1 i H-I‘
76. Da li je matrica | —; 2 1 | hermitska?
l+tr 8 ‘

Rezultat. Jeste.
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771. Ako je x jednokolona matrica, obrazovati x’x i xx’, i ispitati da
li je matrica xx' simetri¢na.

78. Proveriti da 1i matrice

0100 0001“
000

e 1’ K___IOOO‘
00 0 010;
't 0 00 1 00

imaju osobine:
H=K=), H=K, . H3=H"

79. Ako je A=A-1i ako je A=X+iY (X, Y realne matrice), poka-
zati da je
(1) XY=YX, X2}+Y2=E (E jedinina matrica).
Resenje. Prema navedenim uslovima je
X+iY=(X-1Y)—'.
Ako se leva | desna strana ove relacije pomnoZe sdesna sa X—/Y, dobija se
(X+iY) (X—1Y)=E, t] X2+I(YX—XY)+Y2=E.
Odavde sleduju relacije (1).

80. Ako je
a, a4y az; a [ 0 0 0 —1]
|
1 0 0 0 | 0 0 — |
A= “ ¥ H= ‘l 1 a, ‘ ’
'; 01 0 0 0 =1 a af
i
lo o 1 ol -1 a a, agl

ispitati da 1i je matrica HA simetritna i da li je HAH-1=A".
Generalisati ove rezultate.

81. Koliko najvide raznih elemenata ima simetri¢na kvadratna matrica
reda n?

Odgovor. (”'5 1) )

82, Dokazati da je proizvod dve ortogonalne matrice ortogonalna
matrica i da je matrica, inverzna ortogonalnoj matrici, takode ortogonalna.

83. Dokazati da je proizvod dve unitarne matrice unitarna matrica i
da je matrica, inverzna unitarnoj matrici, takode unitarna.

84. Pokazati da je proizvod od r unitarnih matrica tako isto jedna
unitarna matrica.

Dokaz. Neka su Ax(k=1,2, ..., r) unitarne matrice, tj. matrice za koje vaZe uslovi

(n A=A " k=13 .. .i 0)s
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Posmatrajmo izraz
(AjAp -++ A)—t odnosno Art ... ATTATT.
Ova) se izraz, prema (1), svodi na oblik
Af - B A, = (B AR

= (A1Az O Ar)'-
Prema tome, dokazall smo relaclju

(A Ay -+ Af) 1= (A Ay - Ar]'-
Ovim je dokazan navedeni stav.

Primedba. Da Il navedeni stav vaZi za ortogonalne matrice ?

85. Odrediti pozitivne brojeve a, b, ¢, d, ¢, f, g, h tako da matrica

a \I3 V3 Vg W
b - LYs 0 -VF

1 , = -

Vi c 0 cV3 —cVg 0‘

d —=Vf =V3 0 Vf

e —Vf V3 Vg —Vf

bude ortogonalna.

86. Date su dve ortogonalne matrice
A=llaw|], B=|bull.
Ispitati da li ove matrice imaju osobinu
det ||aix— b ||=0, ako je det| a;l||—det]| bl =0.
Uputstvo. Poél od relacije :

B—-A=A'"(A-B) B,
koja vaZl za ortogonalne matrice. :

87. Neka je
(1) X=AZ, Y=A'Z,
gde je
1 ¢ —b]| ) X | 41 %
As{_—c 1 al; a, b c realne konstante; X=fx,|, Y=l Z=|z|.
b —a 1| Xg Vs 2g

Pokazati da je direkina transformacija od X na Y ortogonalna.
Uputstvo. Ako se iz (1) eliminiSe matrica Z, dobija se

(2) X=A4(A)-1Y.

(Transformacija X=BY zove se ortogonalna, ako je matrica B ortogonalna).

Da bismo utvrdill da li je matrica A (A’)—! ortogonalna, treba ispitati da li je
(A} {a-)'=E,
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odnosno da i je
©) AA=AA.

Za gore navedenu matricu A uslov (3) je zadovoljen. Prema tome, transformacija (2)
je ortogonalna.

88. Proveriti da li je

Iz 1]

z
1

a
|
c

Ako je broj azz+bz+cz+d realan za svako z, tada je matrica
a b 'i
c d ‘

89. Odrediti BAB', gde je A koso-simetri¢na matrica tipa nx n i gde je

’ H=1|azz_+bz+c?+d)|.
i I

fhermitska. Da li va#i obrnuto?

by by by |
B=|b, b, by
by by by

matrica tipa 3xn.

90. Ako je a=sin@sing, b=sinfcos¢, c=cos@sing, d=cosdcose,
da li je matrica

a b d —c|
b-a ¢ d
c d—-b a
d —c —a —b

ortogonalna ?

91. Da li je matrica
V3 (1+0/V3 H
| 1=n/v3 ~1/¥3
wnitarna ?

92. Ako je A kvadratna matrica, pokazati da je matrica A'+ A sime-
4ri¢na, a A'+ A hermitska.

93. Ako su sve determinante
(8i1), (@318s5), .oy (B11Q9p *+* Ga_g,n—1)
razliite od mule, tada se matrica
A=|aw| (@Gk=1,2, ..., n)
moZe pretstaviti u obliku
A=CB (C donja, B gornja trougaona matrica reda n).
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Dokaz. Trougaone matrice C i B reda n imaju oblike:
C=|lcill (cik=Q za i<Kk),
B=|bix|| (bik=0 2a 1>k)

(1, k=1,2, ..., n).

Pokazatemo najpre da je navedeni stav taan za matricu drugog reda (n=2j, tj. da
S€ Cq1, Coy, Cop, Uy1, Dyo, 0sp mogu odrediti tako da je

¢ O b b ! a Qo
(1 1 \ ‘ 1 D2 ‘ i 1t O H (ay#0).
Coy Cop 0 bas S Gy Qg
Ova relacija vaZi ako i samo ako je
(2) C1y bn‘:an y Cubp=a, Cnbyp=as, Cpb1a4Co bun=0s.

Kako je ay; #0, skalarl ¢y, 1 by razliGiti su od nule. Iz (2) izlazi
. O = Ay /by,
Coy = A/ by,

¢ Vb= 84p/Ciy = Ay 045/ a4y,

).

Cop Doy = Qgp—Coy Dyg = (041 09— 13 0oy} [ O3y,
gde je a;; #0 1 by, £0.
Prema tome, ako Je b,,7#0 i by #0, matrica

;3 Gy

{an#0)

G 0y
moZe se faktorisati prema formult (1).
Ako je b;;=1 1 byp=1, tada imamo faktorizaciju

a5 Qg ayn 0

1 a,/a
- o | @aro.
Qo1 Qoo Gy (041 82— Q12 82) /01 0 1
Primedba 1. Iz relactja (2) izlazi
Qo Gy =0y b15 Coy.
Ako je ay;=0, tada je ay;a5,=0.
To znadl da se matrica
0 (1 398
0 0
! 021 a22 ( 12 21¢ )

ne moZe pretstaviti kao proizvod jedne donje C 1 jedne gornje B trougaone matrice drugog
reda.

Medutim, postoje matrice A (a;;=0 i a;,=0 ill a;;,=0 | a,=0) drugog reda koje se
mogu faktorisatt na navedeni naéin,

Primedba 11, Valja naglasiti da je u ovom problemu poredak matrica C i B bitan (prvi
faktor je donja, a drugi gornja trougaona matrica).
Pretpostavimo sada da je stav istinit za matricu reda n=s—1 (s >3 neki prirodan
broj), pa ispitajmo da li on vaZi za matricu reda n=s.
Razbijmo matricu
As=llawl|l (Lk=12. ..., )
na blokove na sledeéi nacin:
ayy Qg v Qs

As = =|

AS—1 u l

v lassll |

. i dsy  Qsp i ass
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Uéinimo Isto sa matricama Cs i Bs, tj. razbijmo 1h na blokove na sledeéi naéin:

] B 0
Gy : : " §—1 i .
......................... X ”Css”
Cs1 Cso : Css
|’ by b bis B
Bs=| ¢ e S—1 ‘ y }
] ......................... ererenes 0 “ bss ‘l
[0 0 bss
Postavimo sada pitanje da Il se matrice Cs 1 Bs mogu tako odrediti da bude
Cs Bs e As.
odnosno
[ PPt o Eivor]
X | ess 1] 0 Il b.sll v || ass || :
odnosno
Cs__l BS_1 C5_1 y } £ As_l u “
XxBs_4 xy+|| Cssbss ] 14 [l ass ]
Poslednja relacija val ako i samo ako je
[4) CS——] Bs_1 = As_1 ’
(5) CS—ly =u,
{6) st_j ‘ =,
(7 xy+|l €ss bss || = |l ass || -
Relacija (4) izraZava Induktivnu hipotezu, jer smo pretpostavill da se jedna matrica
reda s—1 moZe rastaviti u obliku proizvoda dve trougaone matrice reda s—|, napred nave--

denog oblika.

Ako se Iz matri¢nih relacija (5), (6), (7) mogu odrediti matrice x, y i skalari css, bss,.
tada je dokazanmo da je stav talan za n=s, ako je tacan za n=s—1.

Kako Je po pretpostavel det As_;#0, iz relacije
det As_; = det (Cs_; Bs_y) = (det Cs_,) (det Bs_,)
izlazi d:'a su det Cs_; i det Bs__; razli¢ite od nule, pa postoje Inverzne matrice Cs__l1 i Bs___li.
1z (5), (6}, (7) sleduje:

—1 —1
(8) y=Cs_yu, x=vBg 4,
(9) Css bss=ass—(Cs1 Dys+Csa bos+ =+ +Cs,5—1 bs—1.5).
Na osnovu relacije (9) zakljuCujemo da se za bss ili ¢ss moZe uzeti proizvoljna vred- -
nost koja je razlifita od nule. Ako se uzme bgs=1, tada Je css dato jednaéinom (9).
Ovim je induktivni dokaz zavrien.

Ako se usvojl da se svaka matrica prvog reda smatra kao trougaona matrica (bilo
donja bilo gornja), tada se svaka matrica prvog reda ||a, || moZe napisati kao proizvod
dve matrice .

ewll 1 oull

od kojih se prva uzima kao donja, a druga kao gornja trougaona matrica.
Prema tome, matrica |Jaix|| (i, k=1,2, ..., n), za koju je
(@) 0, (ayap)#0, ..., (61382 <+ 8n_1,n—1) #0,

mozZe se pretstavitl kao prolzvod donje 1 gornje trougaone matrice reda n. Ovo faktorisanje
bi¢e jedinstveno ako se dijagonalnim elementima jedne od trougaonih matrica fiksiraju vred--
nosti od kojih nijedna nije jednaka nuli.
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094. Matricu

Ayp Oy3 Gy
Qoo Q3 (24
Qgp Q33 (g4

Q42 Qg3 Qg |

izraziti kao proizvod dve trougaone matrice.

Redenje. Proizvod matrice A i matrice

1
0
M=
0
0
~ima oblik

AM;=

— a5/ 0y

1

0

- gde je by =(ay Ge—ays ax)/ay, itd.

Ako je by, #0, odnosno

-1 ako je

M,=

< o ©

- dobija se

AM M=

-gde je ¢33=(by1b02— 01205/ by, itd.

Ako je ¢, #0, t.

1 ako je

c o - ©

—lyg/ay  —ay/ay ||
0 0
{an #£0)
1 0
0 1
0 0 0
by by bxs‘
boy b bog
bgy by bys i
a
dyy Qg £0,
Qg Qg
0 -0
—bya/byy  —bis/byy
1 0
0 1
6 0 0 |
by 0 0 |
b2 61‘1 Ci2

b3 € Co

(94
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doblja se
a, 0 0 0 |
asy by, 0 0
AM MyMs=1{ = ™" ’
Gy by ¢y O

Ay by Cy dy
gde je dyy={cqy Cog~C12 Ca1) /€11 -

Poslednja matrica Je frougaona matrica.

Kako je
1 —ap/ay Oy oy |
M1 M2= 0 1 _b12/bll “bl3/b11 ! i
0 0 1 0 ‘
|
0 0 0 1 |
1 —ap/ay oy B1
0 1 —bp/b
(M, My) Mg = 12/ b1y B2 '
0 0 1 —C2/C11
0 0 0 1

zakljuéujemo da je M; M, M; takode frougaona matrica.

Prema tome, dobijamo

(M, My M),
Ay by €y dy
jer je My M, Mgy regularna matrica.

Inverzna matrica trougaone matrice M; M, M; je trougaona matrica istog oblika

Ovim smo matricu A rastavill na proizvod dve trougaone matrice.

1 Yiu Yz Y3
L
0 0 1 Yss 1
o 0o o 1 |

Primer. Za matricu

v 4 1 3‘1

0-1 3-1]

N 2'

L=2 & 10

prema prethodnom, dobijamo:
|1 —4 =1 -3 (1t o0 o0 o0
lo 1 0 of ‘0 s
M, = M, = \

1o o 1 0‘ O 85 1P
| |
o 0 0 1 10 0 0 1
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0

1 0 O 1 —4 —13 —-4)9
0 1 0 0 0 1 3 —2/3
My = y M, M2M3= »
9 «0¢ L+1/9 0 0 1 1/9
0 & 6" 1 0 0 0 1
|1 4 1 3
’| 0 1 -3 1
(My M M) = |
;‘ O 0y 1 =08
l 0 0 0 1
Dakle, dolazimo do sledeée faktorizacije:
= 4, 7 & H 1 0 0 0 o4t i o3
0-1 3 -1 0 0 —1 0 0 0 1 -3 1
3. v 08 2 3 —11 36 0 c 0 1-1/9
1 -2 5 1 1 —6 —-14 229 o 0 0 1

V. RANG MATRICE. LINEARNE FORME

95. Odrediti rang matrica:

B %" 6,1 -8
A=t 4 6 1|, Ag=[1-3 6],
7=l =6 B 1 -1 23
[I5e%d o) ’1 B &, |
- Baup 1 o 4
A3=(2—3—1 2i, A 1 3 -6 0],
[4=7 1 8| TR e Y
|2 -3 1 2“ W e
~¥ B2 19 40
Al 0-v 3 1 2

g 1°0 © .3
0 4

1 1 —1
Rezultat. Rang matrice A;=4. '

96. Odrediti rang matrice

|1 2-1 38
@8 & o=
-t 0-2 7

Ako je rang manji od 3, koja veza -postoji izmedu vréta, a koja iz-
medu njenih kolona ?
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97. Odrediti rang matrice

}611 1-1 2
o, - =h gy
1 386 5
5 g LA
'1 0 =8/--8 1!

Ako je rang manji od 5, koja zavisnost postoji izmedu vrsta, a koja
izmedu njenih kolona?

98. Odrediti \ tako da rang matrice

B8 wad ki
Lt 411001
1 717 3
lo 2 4 3

bude $to maniji.

99. Odrediti rang matrice

ilabO
0 ¢
1 a

iOc

o

(a, b, ¢, d proizvoljni skalari).

R o

Dati generalizaciju.

Rezultat. Za svaki skup vrednostl parametara a, b, ¢, d rang date matrice je 2.

100. Odrediti rang matrice

l4-x 2V5 o |
2V5 4—x V5 (x realan parametar).
o V5 4-x]

101. Odrediti rang matrice | ax ||}, gde je

ap=1 (i£k),
=n-1 (i=k).

102. Dat je skup linearnih jednadina
fi=2x+3y—2z—1=0,
fo=x—y—22—4t=0,
f3=3x+y+32—-2t=0,
fa=6x+3y—-7t=0.

(A)
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Ako skup jednaCina (A) ima i netrivijalnih reenja, pokazati da po-
stoji relacija
(1) fisMat+pfs+via,
gde su A, p, v tri konstante koje treba odrediti.
Posmatrati zatim skup jednacina:
g1=2x+y+32+6t=0,
g.=3x—y+2+3t=0,
®) gy=—x—2y+3z=0,
gi=—x—4y—22—-7t=0.

Matrica determinante skupa jednalina (B) dobijena je transpozicijom
matrice determinante skupa jednacina (A).

Da li se i za skup jednaCina (B) mogu odrediti parametri a, B, y
takvi da bude

2 £1=0ag+B8&+ Y48
Resiti skup jednatina (B).

Resenje. Determinanta skupa jednadina [A)

19k @ =1 =1
11_14—4
A==
s ‘4 3=k
ls §. 0

jednaka je nuli, Jer Je zblr odgovarajuéih elemenata prve, druge i tree vrste jednak ele-
mentima Getvrte vrste. Skup jednadina (A) osim trivijalnih ima i netrivijalna reSenja, data
relacijama: .

X ] -~y i F4 _ —f
il = 7 =2 <4 T =1 (g =
1 . 3 =2 5 3 M -2 s 1.8
8 o=l 1o 97 6 1§ =7 g 3 &
odnosno 2
== Ao I T —F SRl
B a =3 s 8 1§ 3

Relacija (1) ima oblik :
h=—fo—fatfs-

S obzirom da je matrica determinante skupa (B) postala transpozicijom matrice deter-
minante A, ona je takode jednaka nuli, te ée skup (B) osim trivijalnih imati i netrivijalna
reSenja, data relacijama:

x - =¥ = z e - Sl
= T i T B 3 =TIl
=2 B — L B @ -1 -2 0 — 1 TR
= A =i Sl 1] ‘—1 —4 —7 Sl =4 =

odnosno
Xx=y=2z=—1.

Parametre «, 8, v u relaciji
g1=0agr+Pgat YL
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odrediéemo 1z skupa jednaéina

Ja-B-y=2, —a—2B—4y=1,
koji, s obzirom da je
3 -1 -1
-1 -2 —4
1 3 -2
| *3 0 -7
ima re$enje
a:g, 5:2—2,
55 55
te je

3 2 3
1= Lot Ls——( 4-

) 5

103. U jednom
arnih jednadina

a+3B—2y=3,
2
1 =l
3 i
6 |
o 38
55"

5

V. RANG MATRICE. LINEARNE FORME

31.

3(1—7‘\’:6 3

problemu elektrotehnike javlja se sledeéi skup line- -

=74 — iy + iy =0,
ok i TR
ip+ I, — iy =0,

ai, —dig+ei, =0,
bi,—ci, —eli, =0,
aig+bi, +fij=E.

Odrediti i, kao funkciju od a, b, ¢, 4, e, f, E.

Redenje. Nepoznata i, data je koliénikom /.=D./D, gde je

—1 0 0-1 0 1 =1 ® 9= 0 1 [

1—-1 0 0-1 O 1-1 0 0 0 o0

6 1 1 0 0 -1 0 1 1 0 -1 ’
D= i ’ D.= &

a 0 0 -—-d e O a 0 O0—d O O

0 b-¢c 0-e 0 i 0 b-c 0 0 0

a b 0 0 0 f l"a & 6 -0 B f

Ako elementima 1 | IV kolone determinante D dodamo

slednje kolone, dobijamo

SRR/ BRSO | TR T i

b= e = :

|

=i e 1= 8 ‘

B = =

@ 0 Wi B |

0 b -¢c 0 —e O }
Ldweiim @& f & F

o S O

=G

0

odgovarajuée elemente po- -

0 -1
—1 0
—-d e

0 —e

f 0l
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Ako elementima I 1 IV kolone poslednje determinante dodamo elemente III kolone 1
od elemenata Il kolone oduzmemo elemente Il kolone, dobijamo
1 -1 0 0 -1
0 0 1 0 0
- a 0 0 -d e|=
—¢ b+ec —¢c —c —e
a+f b 0 f O

1 -1 0 -1
a 0 —d e
—c b+c —-c —e .
a+f b P ()

Dodajmo sada elementima Il i IV kolone poslednje determinante elemente I kolone,
pa dobljamo

1 0 0 0
a —d a+te
a a —d a+te
= b —icl =lg—g
—c b —c —~C—-¢

. a+b+f f at-f
a+f a+b+f f a+f !

‘= ef (a+b+c+d) + fla+d) (b+c) + e(a+b) (c+d) + ad (b+c) + bec (a+d).
Determinanta D, izralunava se na Istl nalin kao determinanta D, tj.

=1 o 4=1 1

l=i' & o€

0 1 1 0—=1|=E(bd—ac).
a 0 0-d 0

0 b -c O o\

104. Diskutovati skup jednacdina
(l-a)yx+QRa+1)y+(2a+2)z
ax +ay =2a+2,

2x+ (a+1) y+ (a—1) 2 = a®>—-2a+9,
gde je a parametar.

1l
]

105. Odrediti a tako da linearne forme
fi=5x—2y+9z, f,=--x+y+3z, fy=x—ay+2az
budu zavisne. Koja je onda zavisnost izmedu tih formi?

106. Odrediti parametre g, b, ¢, d tako da linearne forme
| fis(l-a)x+y+2+t,
fosx+(1-b)y+z+t,
fss=x+y+(l—=c)z+t,

fasx+y+z+(1-d)t
budu zavisne.



107—110]

107. Rediti skup linearnih jednacina:

Y. RANG MATRICE. LINEARNE FORME

33

x+2y—3z+4t= 9,
X - 2+ t= 1,
3x— y+ 2 =—1,
—x+ y +2t= 9,
3x+ y +3t= 9.
Rezultat. x=-1, y=0, z=2, t=4.
108. Da li skup jednacina
x+y—-2z=0, 2x+y-32=0, 2x-y-2=0,
bx—y-5z2=0, 7x—-3y—4z=0
ima reSenja?
109. Resiti skup jednacina:
(n—1)x;=xo+x3+ +++ +Xp,
(=1 xy=x,+X3+ -+ +X,,
(n=1)xp= X424+ -+ +Xny .

110. 1° Odrediti x, i x, iz skupa linearnih jednaina:
X1+ Xo+ Xg+ X+ xX5= 3,
X+ 2x,+2x;+ 3x, +4xs= 9,

1) 2%+ Xy,—2x,+2x,—3x;= —16,
3x, +2x5+ 3x5+4x,4+ x5= 2,

— X+ Xp—4x;+4x,+2x,= —12.
20 ]z skupa jednalina (1) odrediti x,, x;, x;5.
3° Iz istog skupa jednalina odrediti x, i x;.

ReSenje. 1° Da bismo odredili x; 1 x,, moZemo primenitli Cramer-ove formule. Ovaj
postupak {ziskuje izratunavanje tri determinante petog reda.

Ovde ¢e biti naveden drug! postupak, zasnovan na mnoZenju matrica pomoéu blokova.
Ovaj postupak iziskuje manji bro) radunskih operaclja nego Cramer-ov postupak, a narolito
je koristan, ako p nepoznatih treba naél iz skupa od n jednadina, gde je n [>p) veltko.

Umesto skupa (1) moZemo saZeto pisati

R N R = ) (10 3
‘| 1 2 2 3 4 ‘ | g || 9|
2) | T X ey ‘ xsi o Y E
|‘3 2?341Hx4;1 2|’
1 1i-4 4 2| =l =12

3 Zbornik matematickih problema Il
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odnosno
I
Ag A, X NV i
gde su, na primer, A; i X, sledeée matrice (blokovi):
1 1 X1
A = ' =
o ‘1 2 ol B

Posle primene blokovskog mnoZenja matrica, relacija (3) postaje
A Xi+A X =Yy,

4)
A3X1+A4X2———- Y-_;.

Buduéi da traZlmo samo x; | x,, iz jednaéina (4) treba odrediti samo X;. Elimini$imeo:
iz (4) matricu X,. Redom dobijamo sledeéi niz relacija:

A Xo=Ya—AzX,,
Xo=A1(Y— A X)) (det A, #0),
Yi= A Xi+ Az A1 (Ya— A Xy).

Rezultat eliminacije X, iz jednalina (4) je- .

{5) (Ai—A A AN X =Y — A ATY,.

Ako je det (A;—A,A,71A;)#0, tada se 1z (5) odreduje X; I odatle’ neposredno do-
bijaju x; I x,. :
Relacija (5), za partikularan slucaj (1), ima oblik

67 63 e
= d i

X1

101 105 Xs

odakle se bez teSkoce izralunavaju x; i x,.
Red izratunavanja je slededi:
AT, A AT, A ATYY,,  Yi— A AYYs;
A AT1Ay, A—A AT Ag,

tj. treba izraunati inverznu matricu matrice trefeg reda, zatim izvr3iti tri operacije mno-
Zenja matrica { dve operacije oduzimanja matrica.

Navedeni postupak ima praktiCan znadaj.

111. Ako su x, y, 2, u konaéni i x|+ |y|+|2z|+|u| >0 i ako vaZe
relacije:

(1) x=by+cz+du, y=ax+cz+du, z=ax+by+du, u=ax+by+cz,
pokazati da je

(2) a b c d

. —— e _:1 ‘ ab’cd"L——l.
T RTTENTYRL Y Kt S d ™ 1

Re3enje. Potreban | dovoljan uslov da datf skup jednacina ima netrivijainih reSenja je

&= b ©
=] d
3) . . =4,
a b -1 d
@ AN G

Posle razvijanja cefermirante, keja se javlja u (3), dobija se (2).
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112. Pod pretpostavkom da jednaéine
ax®+box*+cx+d=0, ax84+Bx*4+yx+8=0

imaju jedan zajedniCki koren, pokazati da je ovaj koren dat jedna¢inom

a ¢ d 0 (b ¢c d O
0 b ¢ d a b ¢ d
-x+ =0,
a v 8§ 0 By 80
0 B vy 8§ fa By §

Re3enje. Posmatrajmo &etlrl jednadine:

(ax+b) x*+cx24+dx=0, ax3+bx>+cx=-d,
1
(ax+B8) x34+yx24+8x=0, ax®+4px2+yx=—8.

Rezultat eliminacije veliéina x3, x2, x je

ax+b ¢ d 0] achi |6 ¢ d 0

a b ¢ d| 0 b ¢ d} a b c d
=0, tj ex + | =0.

ax+p vy 8 0 @« y 80 '{.ayso

a B y & 0B v 8 la B vy 8§

Da li blsmo umesto posmatranog pomoénog skupa jednaéina (1) mogli uoliti neki
drugi skup jednaéina koji bi takode doveo do rezultata?

VI. SOPSTVENE VREDNOSTI MATRICE

113. Ako su poznate karakteristitne (sopstvene) vrednosti kvadratne
matrice A reda n, odrediti karakteristicne vrednosti matrice A2.

ResSenje. Karakteristicnl polinom matrice A napl$imo u obliku:
) | A=XE|=(M—2) (2=} -+ (An—]),
gde su Ay karakteristi€ne vrednosti matrice A.
Ako se u identitetu (1) umesto X stavi —- A, dobija se
2 |A+AE | = (24+2) (Ae+2) <<+ (An+D).
Iz relacija (1) 1 (2), posle mnoZenja, sleduje
3) | A2=22E | = (M2—22) (A2 —22) -+- (Ap2—22).
Stavimo Il ovde X umesto 22, biée
4 | A2—ME | = (22—2) (22—2) +++ (An2—1).

Prema tome, karakteristiéne vrednosti matrice A% su 2,2 (k=1,2, ..., n).

114. Ako su X, X,, ..., A, karakteristicne vrednosti kvadratne matrice
A reda n i ako je k(> 1) prirodan broj, tada su
N N = 2 e, V)

karakteristine vrednosti matrice A*.
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Resenje. Podimo od karakteristitnog polinoma matrice A, napisanog u obliku
(1) |A=LE| = (2 =27 (A2—2) - (An—2).

Ako Je s=exp (2x1/k), tada vaZe sledeél identiteti (kojl se dobijaju iz (1), kada se
umesto A redom stavlja e, Ae2, ... hek—I):

|A—2eE| = (A —Le) (Ag—Ag) »- (An—LPe],

) | A—Re2E | = (A —XeY (hg-Re?) +o- (An—Ae2),
| A=Aek—1E | 5 (Ag—2ek1) (Ap—hek—1) oo (Ap—DRek),
Ako se pomnoZe svi lzrazl koji se nalaze na levim stranama relacija (1) 1(2), a zatim
na desnim stranama istih relacija, dobija se
| Ak—AKE | = (Ak—2K) (2K —2K) vv (Agk—2K),
Stavi li se ovde A umesto A%, bice
| AK—XE= (M*=1N) (Rpf—=2) oo (Rpk=D).

Prema tome, ako su 2y (v=1,2, ..., n) karakteristitne vrednosti matrice A reda n,
tada su 3
Ayk {v=1,2, <ve, 1; k(>1) prirodan broj}

karakteristiéne vrednosti matrice Ak,

115. Ako su poznate karakteristicne (sopstvene) vrednosti regularne
matrice A reda n, odrediti karakteristitne vrednosti inverzne matrice A-1,

Resenje. Neka su ;, X,, ..., ., reenja jednaéine
(1) |A—XNE|=0,
gde su: A regularna matrica reda n 1 £ jediniéna matrica reda n.

Buduél da je
A(A— =2 E)=—2—1(A—LE),
dobija se ;
A(AT —-2E) | = | -AT1 (A-2E) ],
odnosno
|A] |A7 P =21E| = (=17 |A-AE]|.

Ako je Ay jedna nula polinoma | A—AE|, tada je
[LA=Y = =Sl =0
Prema tome, karakteristiéne vrednosti matrice A—! su
Aq =, o= /=L

Primedba 1, Da li karakteristi¢na jednafina (1) moZe Imatl medu korenima nulu?
{Posmatratl relaciju 1zmedu proizvoda korena karakteristicne jednaéine (1) matrice A i de-
terminante matrice A}.

Primedba 11. Tretiratl sluca) kada jednadina (1) ima viSestrukih korena.

116. Da li se parametar a moZe tako odrediti da jedna sopstvena
vrednost matrice

|| 2 1 —3”
'0 3 a |l
{

0 4 —1!

bude jednaka nuli?
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117. Kvadratna matrica A reda n sli¢na je kvadratnoj matrici B reda
n, ako postoji takva nesingularna kvadratna matrica X reda n da je

A=X"1BX.

Dokazati stav:
1° Ako je A sli€no sa B, tada je B sli¢no sa A;
20 .Ako je A sliéno .sa B i B sliéno sa C, tada je i A slino sa C;
3% A je sliéro sa A.
Dokaz. 1° Iz A=X"1BX sleduje

B=XAX1=(X"Y)1A (XY,
20 ]z relacija

A=X"1BX, B=YI1CY

sleduje

30 A=E1AE.

Primedba. C je kvadratna matrica reda n; Y nesingularna kvadratna matrica reda n;
E jediniéna matrica reda n. :

Cinjenica da je matrica A sliéna matrici B oznalava se sa
] A~ B.

A=X"YY1CY) X=(YX)2 C(YX).

Stav iskazuje da sil&nost matrica ima osoblnu simetri&nost, tranzitivnosti 1 reflekslvnosti,
t]. sliénost matrica Je relacija ekvivalencije.

118. Dokazati da sli¢ne matrice imaju iste (identi¢ne) karakteristi¢ne
polinome.

Dokaz. A=X"1BX (videti prethodni zadatak).
|A—2AE| = | XT1BX—AE|
= | X—1 (BX~2X)|
= | X—1(B—AE) X| -
= | X—1| | B=®E| | X|
=|B-AE].

Obrnuto ne vaZi, tj. ako su karakteristiéni polinomi dve matrice identiéni, mairice ne
moraju biti sli¢ne. Identi¢nost karakteristinih polinoma dve matrice potreban je uslov da su
dve matrice sli¢ne, ali nije i dovoljan.

Primer. Matrice

imaju Iste karakteristiéne polinome, all nisu sli¢ne,
Ako je X proizvoljna nesingularna matrica drugog reda, tada je

X‘U_-?X:E#‘, 8 [, gdeje E= || £ |l

10 1| [0 1]

119. Da li su matrice
yd 6. —15 || 1 =3 3 |-18 70 119 |
‘1 3 -5 =2 -6 13|, %~ 4 19 34 |
| TE R Sl i R \— 4 —20 35H

sli¢ne medu sobom ?
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120. Dat je polinom g(r)=2+r—r* i matrice
s

4=
14 11

Ispitati da li je
~19 (A)P=g (P-1AP).

Dokazati da prethodna formula uopSte vaZi kada je g(r) -polinom.

VII. MATRICNA ANALIZA
121. Polazeéi od formule

d d
= [ ol e
(1) Sllaw] tl = au
izvesti sledecée formule:
L 48
) ﬁ(A+B) o VR
dB
—(AB =— A—,
®) - dt( ) dt 1B+ '
4 3419800 Y
dt dt dt
) e S2 A2+A A+A2
dt dt dt’
(6) L. —AE 1dA
dt dt

U formuli (2) A i B su matrice istog tipa; u formuli (3) A i B su
matrice respektivno tipa mxn i nxp.

U formulama (4) i (6) A je kvadratna matrica, a u formuli (6) A je
nesingularna matrica.

Elementi matrica A i B su diferencijabilne funkcije promenljive f.

Re3enje. Formulu (6) izveS¢emo polazeéi od Identiteta

AA—=E.
Posle diferenciranja dobija se jedno za drugim:
dA 2
—A 1+ A =0;
B ‘=_i’£ At
dt dt
A sl
dt dt
Primedba. Ako je
cosa sina | cost cosa
‘ B={ . {a parametar),
cosf sint | ] sint sina

pokazati da je
d
d—t(AB)zE sin(a—1) (E jedini¢na matrica).
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Generalizaclja. Odrediti:
d

d o
10 " (A Ay - A); 20 A 3 S i ]
dt( 14z V) 0 5 (v prirodan broj)

122. Napisati diferencijalnu jednainu

(1) a%+aggt;+a2%%+alzj+aox=0
(x funkcija od ¢; a,, @y, a,, a; konstante)
u matriénom obliku.
ReSenje. Uvedimo trl pomoéne promenljive
(2) x;=dx/df; x,=dx,/dt=d2x/d?; xg=dx,/di=d3x/d.
‘Relacija (1) tada postaje

(3) dxg/df=—a83x3— 0 Xa— a1 Xy — Ay X.

Jednaéina (1), odnosno relacije (2) 1 (3) mogu se napisati u matriénom obliku

‘ x| || 0 1 0 0 =R
| i

d |l xfl_ ‘| o o 1 ol | X,

dtix || | o o © L | x
| X3 | [l =@ —a; —ax» —0 Xy

123. Data je matrica

1 aln ||

‘ e ol (a realan broj; n prirodan broj).

Pokazati da je:
10 A=(1+%:)IIZ‘I cos® siné " (tg9=a/n);

—~siné cosH ‘}
90 | cos® sin® |Jn 4 cosnb sinnb ||
|| —sin® cos || || —sinn6 cosno ||’
I'
30 lin A":‘. cosa sina ‘ Y
n->+4w || —sina cosa ||

Primedba. Ako postoje graniéne vrednosti:

lim ap=a, lim 6,=0b, Him ¢,=c, lim dp=d,
n--+4ow n->-+4@ n—y+wx n-+4-w
tada jJe, po definiciji,
lim an lim b, |
lim an bn | n>+® n- 4w | ia b il
arto|l ode |l Tl lim oen  lim da | = [ ¢ d“
| 1>+ n- 4w ] v
124, Ako je
[[ O I -3
A=|l-1 o 4|,
3 -4 0 )]

odrediti eA.
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ReSenje. Da bismo odredili

JE 4]
eA= 3}, =k
‘ k=0 k!
potrebno je izraunati matrice

Ak (k=2,3,4,...).

Karakteristi¢ni polinom matrice A je

ul 9 Lp
[A=AE}=|-1 =1 - 4 |=—2-26%
3 =4 =

Prema Cayley-Hamilton-ovoj teoremi je
(1) A3+26A=0.
Odavde sleduje

A= —264,
AS=—26A3=262A,
2) AT=262A3=—26° A

Anti=(—1)n 267 A.

Polazeéi opet od (1], dobija se
Ai=—26 A2,

Ab=—-26A4=262A%,
(3) :

| An— (—1jn—1 26n—1 A2,

Na osnovu formula (2) i (3) bice

2 2
eA=E+(l_2j+.gg_ ...)A+(i__2§+z(i__ ...)Az

S sinV“26 A+l_—cosV26A2.
V26 -26

Stavi 1i se ovde -

l' 0 1 —3i (=t 12 4
A=|-1 0 41, Azz] 12 —17 3,
| [ R | =™ & e

dobija se eA u obliku matrice treéeg reda.

Primedba. Postojl 1 drugl metod za izratunavanje matrice eA,

1|

o||'

125. Odrediti e4, gde je A=
ReSenje. Bududi da je

1 0
A2n = " o ’: E, Ant1=A (n pritodan bro) ili nula),
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biée
0 A - ] 1 [+ -3 1
AP +A 7
g k! ,,;0 (2n)! ”20 (2n+1)!1
odnosno
lchl shl ’
eA: | .
i shl «chl)]

126. Izratunati e4, gde je A matrica

110 —2 =2
A=xi|l-2 13 4
-2 4 13
Rezultat.
H»7 —4 -4
1
eA=— 1’—4 -1 8
g |
-4 8 —1
127. Ako je
[0 0 O]
A=lo o ¢ (t skalar),
|
o —t o

pretstaviti e4 kao matricu tipa 3 x 3.

VIII. RAZNI PROBLEMI
128. Dokazati da je

[| cos64sin® 2sing [|n

; || cosnb+sinné 2sinné
“ —sin® cos §—sin 6 | _'|

i
—sinn® cosnb—sinné

(n ceo broj).

129. Odrediti sve matrice X tipa 2x2 za koje vaZi uslov
1) X2—4 X+3E=0.
Uputstvo. Relacija (1) moZe se napisati u obliku

(2) (X—2 Ep=E.
Ako se stavi
la & |
X—2E= :
I‘ c d |
tada je
| 2
(X—2 )= | a*+bc  b(a+d) l.
cla+d) bc+d? !
Iz (2) izlazi:
a2+ bc=1=bc+d?,
bla+d)=0=c (a+d).
Sve traZene matrice X su:
‘ 2+ 1—p) ||
Bl SV ) 4 q‘( P) [l (g(+0) i p ma kakve konstante).
‘ g i+p) 2-p ||
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130. Pokazati da se svaka kvadratna matrica A moZe izraziti kao zbir
od jedne simetri¢ne i jedne koso-simetri¢ne matrice.

Uputstvo. Posmatrati :
2A=(A+A)+(A~A).

131. Ako je :
AB+A+E=0 (A,B kvadratne matrice reda n),

pokazati da je matrica A regularna i A~'= —~E—B.

132, Koordinate x, y, z prelaze u koordinate x,, y,, 2, pomocu formula
9x,=4x+7y—4z,

(1 9y,= x+4y+82,
9z, =8x—4y+ 2 .

Pomo¢u istih formula koordinate x,, y,, 2, prelaze u koordinate x,,
Va, 2g, itd.
Dokazati da je
X=X, Ys=) =2
ReSenje. Umesto (1) moZemo pisati

Xy x 4 7 —4|
2 9y ll=Al y|l, gdeje A=||1 4 8]
2 z 8 -4 1
Ostale formule za transformaciju imaju oblike:
Xz | Xy
Q) 9y |=A| 0
4 Zy
Xg Xy
(4) ' 9 |l ys||=Al yalfs
24 ' |z2
57 X3
(5) 9l ys|[=A]| ys
24 ‘ 23
Ako se iz relacija (2), (3), (4), (5) eliminiSu matrice
Xk
ye|| k=1, 2,3),
2k
«dobija se
5 x4‘ 5
(6) 9 llyaij=4| y
2y z
Kako je
S0 0 1 0 0 r
A= 9 0 ||=9 !0 1 0
0 o I g 9 ‘
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relacija (6) ekvivalentna je relacijt

i‘.)(‘4|, |'1 O 1 I = ‘X}'
lyal={[0 1 0! fy=l»]-
1:‘24 |0 0 lfl !z‘ ,‘z“

Odavde izlazi
3to je 1 trebalo dokazatl.

Primedba. Re3itl zadatak 1 bez upotrebe matri¢nog rafuna | na taj nadin uvideti koje
su prednosti ovog raluna.

133. Ako je
|| Scos6+4 —4 cos 643 sin 0+4 —2cose—65in9+2‘
A= | --4cos0—3sino+4 5cos 6+4 —2cos 6+6sin6+2 ‘
—2cos0+6sin6+2 —2cosH—6sin6+2 8 cos 6+1 J|

da li je tatna relacija
Scosno+4 —4cosnb+3sinn6+4 —2cosnb—6sinno+2
Ar=97"1 | _4cosno—3sinn6-+4 5cosno+4 —2cosnb+6sinnb+2
—2cosn®4+6sinnd+2 —2cosnb6—6sinnd+2 8cosnb+1 |

)

gde je n ceo broj.
Da li se 9 moZe tako izabrati da matrica A" bude dijagonalna?

Uputstvo. Primeniti metod matematiCke indukcije.

134. Koordinate xz_,, yx-,, 2x-; 1 koordinate x, yg, 2¢ vezane su
relacijama:

9xr = (5cos 0+4) xx_+(—4cos 6+3sin0+4) yp_+(—2cos0—-6sin0+2) 25,
9y =(—4cos0—3sin 0+4) xg,+ (5cos0+4) yr_;+(—2cos 0+6sin 6+4+2) 2,
9zp=(—2cos 9+6sin0+4+2) xp_1+(—2cos0—65sin0+2) yp_,+(8cos6+1) 2k, .

Koordinate x, y, z (odnosno x,, y,, Z,) prelaze u koordinate x,, y,, 2,
pomoc¢u datih formula.

Koordinate x,, y,, z; prelaze u koordinate x,, y,, z, pomocu istih
formula itd.

Ispitati da li se koordinate x,., y,, 2, izraZzavaju sa x, y, z (odnosno
Xo, Yo, 20) pomocu gornjih formula, gde su x4, y¢, 2« zamenjeni sa x,,
Vny 2ns @ Xg—y1s Yik—1» 2%—; S@ X, ¥, 2, 1 6 sa né.
Resenje. Pretpostavimo da su taéne relacije 3
9xp=(5cos n6+4)x+(—4cosnbd4+3sinnd+4) y+(—2cosnb—6sinnb+2) 2z,
(1) 9yn=(—4cosn0—3slnn9+4)x+(5cosne+4)y+(—2cosn9+Gslnn6+2)z,l
92p=(—2cosno+6sinn0+2)x+(—2cosn®—6sinn6+2) y+(8cosnd+1)z.
Posmatrajmo zatim relacije:
9xn4,=(5¢cos6+4) xp+(—4cos6+3sin 0+4) ya+(—2cos6—-6sin6+42) z,,
(2) 9ynt+1=(—4cos6—3sin0+4) xp+(5cos H+4) yn+(—2cos6+6sin 0+2) zp,
92pt1=(—2cos 0+6sin0+2} xp+(—~2cos0—6sIn6+2) yp+(8 cos0+1) 2.
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4

Eliminacijom parametara xp, yn, 2n 1z 3est relacija (1) 1 (2) dobija se

Xn+1 ‘ X
Rl yary 1 =BA ¥ ],
Il Zn+1 i z ‘

gde su A 1 B matrice

—4 cosn64+3sinnd4-4

—2caosn6—6sinnd42

l| Scosn6+4
A:—_j —4cosnb—-3sinnb+4 Scosnb+4 —2cos n6+6sinn642
—2cosnb+6sinn6+2 —2cosn6—6sinnd+42 8cosno+1
5 cos 6+4 —4cos9+3sino+4 —2cos6-6sin 642
B= | —4cos6—-3sin6+4 5cos9+4 —2cos6+6sin6+2
—2c0s 6+65sin 642 —2cos6—6sin 6+2 - 8cosb+1

Proizvod BA ima oblik

—4cos(n+1)6+3sin(n+1)9+4
Scos(n+41)6+4

—2cos (n+1)6—6sIn(n+1)6+42

Scos (n+1)6+4
9 || —4cos(n+1)6—3sin(n+1)06+4
—2cos (n+1)06+6sin(n+1)6+2

—2cos(n+1}0—6sin(n+1)64+2 |
—2cos (n+1)0+6sin{n+1)6+2 .

" 8cos(n+1)0+1 !\

Odavde sleduje zakljuak: Ako su formule (1) ta&ne, odnosno

xpn=f(n,0,x,1,2), 9yn=g(n0,x2), 92a=h(n9x1y2),
onda su tagne i formule:

xnty=f(n+1,8,x,9,2), Oyat1=g(1+1,8x,y2),

Prema ovome | na osnovu &injenice da su formule (1) taéne za n=1, zakljuCuje se
da su formule (1) taéne za svaki prirodan broj n.

9z,,+1=h ["+1. 9, X, ¥, Z) B

135. Neka je E matrica tipa nxn
E=pleglt  (ep=T1 2a i B=L'3% ..., 1)
i neka su A i'B dve nesingularne matrice istog tipa za koje vaZi uslov
A+B=kE (k skalar). '
Ako §(C) oznalava zbir svih elemenata matrice C, pokazati da je
{1-kS(A D)} {1—kS(B-V)}=1.
ReSenje. PokaZimo prvo da za proizvoljne matrice C | D reda n vaZi relacija:
m S(CED)=S(C) S(D).

Ako je
C=llcijlls  D=|ldull,
tada je
n n n n
S(C)= Z E ¢y S(D)= E E dpi.
i=|j=1 k==l =1
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Kako je
3 n
CE=||3 cij|»
=1 " i}
bice
n n
(2) CED=||3" cij 2 dutl.

J=il 3 —

(Svi elementi jedne vrste matrice CE medusobno su jednaki; kod matrice CED indeksi
€lemenata oznaCeni su sa / 1 /).

Koristeéi (2), dobijamo

S(CED)= i i [(i c,,-) (i du)}

i=1i=1\\j=1 k=1

n n n n
:(2 i Cij) (E b 3» dk1)=S(C]S(D]-
=1 =} {=1k=1
Time je relacija (1) dokazana.
Matrice A i B, prema zadatku, zadovoljavaju uslov
(3) A4+B=KkE.
PomnoZimo i (3) sa leve strane sa A—!, a sa desne sa B—!, dobijamo
A4 B—1=kA1EB—L,
Odavde, na osnovu (1), sleduje

S(A4+B)=S(AN)+S(B)=S(kA1EBN)=kS(A1EBY)=kS (A1) S(B"),
«0dnosno
S(AN)+S(BY=kS(A1) S(B).

Dobijena relacija je ekvivalentna sa onom koju je trebalo dokazati.
Ovo je reSenje D. Dokoviéa.

136. Inverzna matrica

B=I|b”‘l (i,k=1,2,..-,n)
-gornje (donje) trougaone nesingularne matrice
A=|a[k|‘ (i,k=1,2,.-.,ll)

takode je gornja (donja) trougaona matrica. _

Element by glavne dijagonale matrice B izraunava se po formuli’

bkk———L (k=1,2,...,n).

Qe

Elementi i-te vrste gornje trougaone matrice dati su formulom

1 4=t

big=— — Z b/j Gy (k=l+1, i+2, .. .y II).

Qrr j=i
Elementi k-te kolone donje trougaone matrice dati su formulom

i—1

b,-k=——1~2{1,jbj'k (i=k+1,k+2, ...,‘Il).

a;; j=k

Dokazati navedene formule.
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Dokaz. Uzeéemo' u obzir samo gornje trougaone matrice. Za donje trougaone matrice
dokaz je potpuno analogan.
Neka je A proizvoljna gornja trougaona nesingularna matrica:

(n A=llajkll (ajk=0 za j> k).
Njenu izverznu matricu oznadimo sa B. Matrica B je takode gornja trougaona matrica:
2) B=|bijl| (bij=0 za I>]).

To sleduje iz toga 8to su svi minori elemenata matrice A {znad glavne dijagonale:
jednaki nuli, 1 e

Kako je B inverzna matrica matrice A, bice

BA=E, t}. || bijl| || ajkll=E,
odakle izlazi

n
(3) L. b laE

j=1

S obzirom na relaclje (1) i (2) je

n k
Y bijajr= Y bijaj,
= :

j=i

pa relaciju (3) moZemo napisati u obliku

1=

(4)

bijajx=85 (8% je Kronecker-ov simbol).

S
Il
L

1z (4) za i=k sleduje
bk ang=1, tj. bgx=— (k=1,2, ..., n).
ARk
Za k>1 iz (4) sleduje

k
2 bijajx=0,
=
odakle je :
1 k—1
b”‘_—:-—n Z [),-ja_,-k (k=141 i4+2, ..., n).
=t

Ovo je reSenje dao D. Dokovic.

137. 1° Neka su: M proizvoljna kvadratna matrica reda n; A data
kvadratna matrica reda n i E jedini¢na matrica reda n.

Ako u matrici M promene mesta vrste p i ¢, tada se dobija nova
matrica Mp,. -

Pokazati da vaZi relacija
Apg=EpA.

920 Ako su u jednoj matrici M elementi m,; vrste p zamene sa
Amy+ypm,; (N skalar £0),
dobija se matrica M,, (X, p).
Pokazati da vaZi relacija

Apg (N 1) = Epg (A, 1) A.

3° Operacije navedene pod 1° i 2° (izvrSene ili sa vrstama ili sa kolo--
nama) zovu se elementarne operacije.



138—140] VIIl. RAZNI PROBLEMI a7

Pokazati da se nizom elementarnih operacija moZe od matrica

N2 3 -1 iy i W

A=|2 6 -3, B:l B R

l2 0 1 -3 4 6

preéi respektivno na matrice ALy
e o 10 0]
A1=‘o1o, Bl=010I;

100 0 00 1|

138. Date su matrice

)

Mz—lOl B
HT‘S

(a,B, Y, 8 kompleksni brojevi; «,B,Y,d njihove konjugovane vrednosti).
Odrediti matrice M tako da obadve matrice
M+M* i MM*
budu skalarne i da je det M>0.
Matrice M sa navedenom osobinom obrazuju skup {M}.

Pokazati da svaka matrica M (s 0) iz skupa {M} ima inverznu ma-
tricu koja takode pripada skupu {M}.

=] 8]

139. Ako postoje relacije

[2+mE+nf=L2+ml?+ =12+ me® +n?=1,

1

) L +mume+nyny=Ilaly+mymy+nony= I, + mym, +nyn, =0,
tada je:

(2) [2+12+L2=1, mn +myny,+myny=0, itd.

Izvesti ove relacije i dati im geometrisko tumaclenje.
Uputstvo. Ako se pode od matrice

L m m

= b m ”2ii,
ly mg ng
| uzmu u obzir relacije (1), dobija se
1 0 0]
AAd’=|l0o 1 0o||=E.

0 0 1
Odavde sleduje
AA=A Ay 1=E.

Iz poslednje jednakosti dobijaju se relacije (2).

140. Pokazati da matrice, komutativne sa matricom
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imaju oblik | ‘ ‘
0‘12‘1"+b’1 0
lr 1l " e 1

gde su a i b dva proizvoljna skalara.

’

141. Data je nesingularna matrica parnog reda

b i A=|a,l,
gde je
a,=0 (i+k parno).

Dokazati da inverzna matrica A~ ima istu strukturu kao matrica A, tj.

de i A~ =],
gae je
bk=0"(i+k parno).

142. Ako je A kvadratna matrica i ako je
Ak¥=E (k prirodan broj),
tada je matrica A regularna i A~!=A*-!, Dokazati ovo.
143. Ako je zbir elemenata svake vrste (odnosno kolone) kvadratne
matrice jednak broju a (5£0), tada je zbir elemenata svake vrste (odnosno
kolone) njene inverzne matrice jednak broju a-%.

144. Pokazati da je

1) A2--(a+d)A+(ad—bc)E=0,
%%
i asfe o] ] 0.
e a 0 1|

Polazeéi od (1), odrediti sve matrice drugog reda A koje imaju oso-
binu A%2=0. |
Dokazati da je
A*=0 (k prirodan broj > 2)
tada i samo tada ako je A2=0.

145. Ako se u matrici

o W kT (DT
o oli(a) - () (%

n n+1 ‘ ‘
R (3) (") ‘

n n+1 |
LHLESRLNE L DR
izostavi k-ta (1<k<n+1) kolona, dobija se nova matrica, ¢iju determi-
nantu treba izracunati.
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146. 1° U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu Oxy strane
jednog trougla leZe na pravama '

(1) aGrx+bry+c=0 (k=1, 2, 3).
Dvostruka vrednost povrSine tog trougla je apsolutna vrednost izraza

a b ¢ |2

i1- a, bs ¢y t
(2) | g by ¢5 1 r
a b a b, ‘az bzl
a; b 8s bs | las by
20 Ako su
3) Agx+Byy+Cez+Dy=0 (k=1, 2, 3, 4)

jednacine Cetiri ravni u Dekartovom pravouglom trijedru Oxyz, tada je Sesto-
struka vrednost zapremine tefraedra, ograni¢enog ovim ravnima, jednaka
apsolutnoj vrednosti izraza

| A B, €, D, |
! A B Cy Dy
| 4 Bs Cu D
(4) ‘ | A, By Cy Dy 2
A, B, Ci| | &4 By Cil | 4 By G| | Az By G
Ay By Co| | Ay By Ca| [As By Co| |4y By C
Ay By Cif | Au B, €| | A By Ci| | A By C,

Pretpostavlja se da se ne anulira nijedan od minora koji se javljaju u
imenitelju u formulama (2) i (4).

ReSenje. 1° Dvostruka vrednost povriine trougla ¢&lja su temena (x4, y1), (X2, V2)
{Xg, y3) jednaka je apsolutnoj vrednost! determinante

x1 1
(5) | Xg yp 1
L Xz ¥ 1
1z jednalina (1) dobijamo
2 Ceo | a5 ¢c; | a; by |
Maxe=| 0 [ dapm=e] C T, A= ‘ ;
1% . Cs 1)1 | ay ! ) 1 a5 by
tby oy 1 C a b0y
Dy Xp= | %, ‘Azyz_:—- ‘ . Ay = 1 -
| by cg] ag Cg | ag by
[t esl a5 e a, b !
Bgxg= v B Py=— » D= 2,
by €2 a; C | ax by

Na osnovu poslednje Iri grupe obrazaca, determinanta (5) postaje

| by ¢ [ @z ¢ | ag by | |
= |
by c3 | ag Cg | @3 by
x¢ o1 ] ‘
i 1 | | &y ¢ | a c1| a, by
X Yo = ’ — [ 1
| i | DyQpAg | | bg C3y s Cy | ag by
| Xz Vs | | :
| by Cll a Cli | a4 [71] .
_—_y 1
! | by o a; Cp| 1 az byl |

4 Zbornik matemati¢kih problema 1l
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Posle mnoZenja sa

4 ay b1 Cy
D=|a, b, ¢
I g b.s Cs 1
poslednja relacija postaje
[xy y; 1 |D 0 0}
=
D = 10 =D 0],
R Ay Agdg | '
: Xg yg 1 | 0 {0 D
odakle izlazi vy !
xg yp 1
_DZ
1| =
i Bidyhy
xg yg 1

$to je trebalo dokazati.

Na analogni natin izvodi se formula (4).

Primedba. Ove formule dokazao je Joachimsthat (Journal fiir die reine und ange-
wandte Mathematik, Bd. 40).

147. U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu Oxy data je
hiperbola xy=1. Pokazati da tatke A, B, C, D date hiperbole sa apscisama

(%, x, x35£0) leZe na jednom Kkrugu.

Xy, Xg, Xz,
X1 X2Xg

Re8enje. Tatke A, B, C, D imaju sledefe koordinate:

1 1 1 1
A(x]l-)l B (xzv_), C(XSI ~): D( ] x1x2x3)'
Xy X2 X3 X1 X2 Xg

Da bi te éetiri tacke bile konciklitke, treba da bude ispunjen uslov

1 1
X 24— Xy — 1
x,? Xy
1 1
X2+ , Xy )
e Xo .
n D= =0
1 1
x32+—§ Xg — 1
Xg X3
1
X2 X2 X2 Xy XpX3 1
X2X,2x52 Xy XpXg

Dokaza¢emo da je uslov (1) ispunjen za prolzvoljne yrednosti apscisa x;, X», X3
(xq X3 X3 50).
Determinantu D moZemo napisati kao zbir dve determinante

P (2) D=D+D,,
gde je
1 !
X, 9, = 1 X" X2 1 X,
Xy
1
X% Xy — 1 X3 Xo2 1 Xy
Xo :
(3) Dl = 1 = )
" Xg? Xg — 1 X b 1 X3
X3
1 1 \ 1 1 i Sy
—_— Xy XoXg —
B XA X XX y ; X3 X3 xg®8 X2 X2 X42 X1Xs X3
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1 1
e X4 — 1 1 S0 X4 X42
Xq Xy
1 1
=3 Xy 5 1 1 X8 Xy Xp2
g 2
(4) D,= ] i = o
~ Xg — 1 1 xg8 Xg Xg?
Xg Xg .
X2 X% xg? l - Xy3Xpxg 1 ! ! !
Xy X Xg i xPx0x XyXpXg X2 XpP xg?

Preme3tanjem kolona uvidamo da Je D;=—D,, §to znadi da Je relacija (1) taéna, tj.
da su tatke A, B, C 1 D uvek koncikli¢ke.

Ovo je reSenje dao Radovan V. Krtolica, student I godine Elektrotehnikog fakulteta u
Beogradu, u 3kolsko) 1959—1960 godini.

148. Data je realna kvadratna forma
F(x,y)=Ax2+2Bxy+Cy? (A>0; B*-AC<0).

Neka je
@) X, =ax+by, y,=a;x+by

linearna transformacija koja transformiSe elipsu F(x,y) =1 u krug x,2+y.2=1.

Pokazati da je determinanta matrice svake transformacije (1) razli¢ita
od nule.

149. 1° Pokazati da se matrica

| x4 l Y1 ||
M= x, ]I.Vl Yo Vs |l + }’21 Hx1 Xy xa”
| xq |l Ya |l
moZe napisati u obliku
10 x || ‘ 0 0 0 “
| 0 x ys H Yi Y2 Js H
(10 x5 s | [l X3 Xg Xg
20 Jzratunati det M.
3° Da li se matrica
| x| BN
H 1
\1 Xg | | ’ Vs 0 N
| [ ViVaYa Vsl + | X Xg X X4 |l
] X3 || ' Vs
| Xa |l it Ya li
mozZe napisati u obliku
10 0 x5 y | 0 00
|
0 0 x, f0 0 0 O
Xg Y2 | | ?
“ 0 0 x3 ys ‘| Vi V2 V3 Vs
10 0 x4 y, |’ [| X1 Xg Xg X4

4° (Generalisati ovaj rezultat.
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150. Data je matrica

“1-Y6 V3 V2
As|| 2 V6 @ —-V2
1 -V3 ¥2 —V6

10 QOdrediti rang matrice A.
20 Odrediti x i y iz uslova

A-l| -1 | =0
y
3° Za izracunate vrednosti x i y naéi proizvod
Ix 1 yll-A.

151. Data je kvadratna matrica

i H=[lhall (i, k=1, 2,...,n),
gde je
I 0=k-1)

0 (i#k—1).
1° Odrediti matricu H* (r prirodan broj).

hlk=[

2° Da 1i su matrice H* i H¢ (r i s prirodni brojevi) komutativne ?
ReSenje. 1°

g 1 (I=k—2),

H2=||fl§-7‘) , gde Je /15?: ol hij hjk=[ (
j=t 0 (i#k—2).
g 1 (i=k-3)
w=|| |, gde ¢ #D=3 &, /1‘.2>=[ ;
H ik ik = if “jk 0 (1k—3).

Naslucujemo da je

1 ({=k-r),
(1) Hr =||h@]|, gde je 4?:[ ( N

0 (I#k—r1).
Metodom matemati¢ke indukcije pokazacemo da je ova hipoteza istinita.
Matrica

Hr+1= H [T H odnosno H . Hr,
na osnovu induktivne hipoteze, postaje

Hr+1 =

n
-21 hy; bSP
l:

gde je

/’ij={l (t=j-1) h(.')={1 (i=k—r),

! ' % )
0 (1#i=1) & 0 (jk—r)
Odavde izlazi

hgﬁ,):{l U=k—r=1),
0 (ts#k—r-1).
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Ovim Je Induktivnl dokaz zavr3en.

Ako Je u formull (1) r=n, tada je n=k—1 $to je nemoguéno, buduél da je i>1,
k=1, n=1, n=k. f .

‘Prema tome je:

Hr=0 (r=n),
o=l <m,
gde Je
e
0 (i#k—r).
Matrice
2 H, H? ..., H1—1
zovu se pomolne jediniéne matrice.
Matrice
3) F, F2luay By,
gde je “
1 (i=k4+1),
P=lifull 1 fu=| U=
0 (i#k+1),
takode se zovu pomo¢éne jedini&ne matrice.
152, Data je matrica
X A=l|lag] (k=12 ..., n),
gde je .
ax=a (i=k),
=1 (i=k-1),

=0 (i#k; i#£k—1).
Dokazati formulu

ar ({)af—i <2r> ARSI, <n_rl>af—"+1
%) {> ar=1 | (n—c2> ar—nte
m 4= . (u75) ar-mss |
0
| F

gde je r prirodan broj.
Refenje. Matrica A moZe se napisati u obliku
; A=a Ep+H,
gde je Ep jedinitna matrica reda n i H pomoéna jediniéna matrica reda a, tj.
1 (=k—1),
0 (i#k-1).
Buduéi da su matrice E, I H komutativne, na zbir
aEn+H

H=| hw||, 'gde je h,,,:{
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moZe se primenitl binomna formula

r
(@EntHy =35 (§)ar—vELVHY.

v=0

Kako je, prema prethodnom problemu,

- 1 (I=k—v)
ElV=Ent H" = | #§) gde Je h(.")=[ |
n i« H k ik 0 (1=k=y)
dobija se
3 ()ars b
(e En+H) = ar—v Hv,
v=0 4
Kako Je
“Hv=0 (v=n),
1 (i=k-1),
Hr=iinull, gete na={ U2 W,
0 (i#£k—1),

dobija se formula (1).

[158—15}

Ovo je reSenje dala Branislava Peruniéi¢, student VIIl semestra Elektrotehni¢kog

fakulteta u Beogradu, u 3kolskoj 1958/1959 godini.

Formula (1) moZe se takode dokazati direktnom primenom metoda matematicke

indukcije.

153. Pokazati da za kvadratnu matricu

de i H=Hth (’» k=l,2r-..,fl),
gde Je
1 (i=k-1),

0 (i#k-1),

hig =

vaZe relacije
(H'H)*=H'H, (HH'?=HH',

H ' H'"+H'SHs=E (r+s=n; r,s prirodni brojevi).

154. Odrediti A* (k prirodan broj ili nula) ako je

1 0 0 @
A= 1 1 0 O
0 1 1 0
eIl O3]
Generalisati.
Uputstvo. .Kako je
A=E+8B,
gde je
1 0 0 0} ;‘ 0 0 0 O
& ¥ B0 = G a0
E= , B=
0 0 1 0 0.1 0 0
0 20" 0 1 -1 -1 0 0

1 kako su matrice £ 1 B komutativne, biée

m Av=(BrEW= (F)irarei= > (F)B

r=0 r=0 !
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Buduél da je
0 0 ]
- ,
p ‘ LR o i m c e  e
0 0
0 0]

relacija (1) postaje

1),
1 0 0 0]
k 1 0 0]
(’5) kK 1 0]

E
k |
—(2)—k —k 0 ‘.! .
155. Posmatrajmo kvadratnu matricu M reda n ¢&iji su elementi a;
definisani relacijama
G n-i+1=1, a;=0, i+j#n+1 (i, j=1,2, ..., n).

To su, ustvari, matrice ¢&iji su svi elementi jednaki nuli osim onih
koji se nalaze na drugoj (sporednoj) dijagonali: svi ovi elementi su jedinice.

Proveriti da li je M'=M i M®*=E.

156. Proveriti formule:

| o 1 0 0]*
| o ). g i‘ 0 0 1 of g
‘140‘ "10_001— '
’ -1 0 0 0]
Da li uopste vaZi relacija
A% = _E,
ako je
A=lax! G k=1, 2,..., 2n),
gde je

-1 (i=2n; k=1),
Qe = 1 (i=k-1),
0 (u ostalim slu¢ajevima).

157. Data je matrica
M=|mgll @ k=1, 2,..., n),

gde je
my=a (i=k),
=b (i=k-1),
=c (i=k-2),

=0 (i#k k—1, k—2).
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Odrediti matricu M" (r prirodan broj).

Generalisati ovaj zadatak.

158. Pokazati da je

S O O e O
c o w o o
S NS O O
-0 O O O

Generalisati.

159. Kvadratna matrica A zove se involutivna ako je A2=E.

Nesingularna kvadratna matrica A je orfogonalna, ako je A'=A-1 (' je
operacija transponovanja matrice).

Kvadratna matrica je simetriéna ako je ispunjen uslov A’=A.

Ako nesingularna matrica A ima dve od tri navedene osobine, ona ima:
i trecu osobinu.

Dokazati ovaj stav.

160. Dokazati: 1° Ako je kvadratna matrica A idempotentna, tada je
matrica 2 A —E involutivna; 2° Ako je kvadratna matrica A involativna,

tada je matrica %(A + E) idempotentna.

Primedba. Za kvadratnu matricu A (5£0) kaZe se da je idempotentna ako je A%=A.

161. Ako je A kvadratna matrica III reda Ciji su elementi kompleksni
brojevi, tada su svi glavni minori matrice AA’ negativni. — Dokazati.
Ovaj stav vaZi uopSte za kvadratne matrice reda n.

Primedba. Glavnl minori kvadratne matrice 4 zovu se minori &ija se glavna dijago-
nala poklapa sa glavnom dijagonalom matrice A.

162. Date su matrice :
A=(tE-A)! (t skalar),
Ay=@E—A)-* (u skalar)

(A jedna kvadratna matrica i E jedini¢na matrica).

Polaze¢i od

AT (Au—-A) AT = AT - AT,
pokazati da je
(t—u)A A,=A,—A,.

Pod kojim uslovima vaZe navedene relacije?
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163. Neka je adj A adjungovana matrica matrice A tipa nxn.
Odrediti matricu
adj* A =adj (adj*-* A)  (k prirodan broj),
gde je adj*A=A.

164. Ako su matrice A i B takve da postoje AB i BA, tada AB i BA
imaju jednake zbirove dijagonalnih elemenata.

Ispitati da li ova osobina vaZi za proizvode
ABC, BCA, CAB
i uopste za proizvode r matrica 4, (v=1, 2,..., r).

165. Neka je A matrica tipa mxn i B matrica tipa nxp. Ako r(P)
oznalava rang matrice P, tada je

min {r (A), r(B)} >r(AB) _>r(A)+r(B)—n.

166. Data je matrica

‘ 2t 4Vt 4t
AE‘ 0 2Vi 4t
Y1- 0 2\"1"—7‘

1° Odrediti max det A (0\ < ).
20 QOdrediti* X iz matri¢ne jednaine
1 0 0]

AX = ‘ L1108
1 .75

O <t<1).

167. Odrediti M" ako je n prirodan broj i
14 2|

M= :
|18

Re3enje. Matrica Mn imace oblik
| A(n) B(n)

C(n) D(n)
gde su A, B, C, D funkcije od n.

Funkcije A4, B, C, D odredi¢emo iz relacije

| A(n+1) Bla+1) |[_||4 2 n+1_[[ 4 2|4 2|
| Ctas+ly D+t ||~ |1 3 sl v sl
_|| Ay Bi(n) | [4 2 _l|4A)+B(n) 2A(n)+3B(n)
“lcw D sl 4C()+D(n) 2C(n)+3D(n)
Odavde sleduju relacije :
0] A(n+1)=4 A (1)+B(n),
(2) B(n+1)=2 A (n)+3 B(n),
3) C(n+1)=4 C(n)+D (n),

4) D(n+13=2C (n)+3 D (n).
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Ove Cetirl relacje su diferencne jednadine.
Posle eliminacije B(n) | B(n+1) 1z jednaclna (1) | (2) 1 iz jednaéine
A(n+2)=4A{n+1)+B(n+]), , =
: lkoja se dobija {z (1), dolazl se do diferencne jednaéine
A(n+2)—-7 A(n+1)+10 A (n)=0.
OpSte reZenje ;)ve diferencne Jednadine Je
A(a)=0y 57+ ay. 27 (o, g proizvoljne konstante].
Analogno, iz jednadina (3) 1 (4) sleduje

C(mM=og-5"+a .20 (g, @, prolzvoljne konstante).

Kako je
|4 2”:“,4(1) | t 2 || ‘A(?) B (2)
13 | C(H)y D(Y) !1 | llc@ b@|l’
za oy, oy, og, o, dobijamo |
2 1 1 1
a1=§, a,:;,a,:—;, a4:.—3—.

Prema tome, funkcije A (n), B(n), C(n), D (n) su odredene.

TraZeni rezultat je

4 2 |n_
1 38f

1

2 !
.5n+;.2n .5n_.§.2n ‘

W= wi
W= w|w

1 2 ;
.5n__€.2n .5n+§.2n ’
Ovo Interesantno reenje dao je S. Presic.

Primedba. Da |1 ovaj rezultat vaZl ako je n ceo negativan broj?

168. Da li se celi brojevi a, b, ¢, d mogu tako izabrati da matrica

: 5”/‘ (k prirodan broj)
c
bude oblika
] l! A(k) Bk
C(k)

gde su A (k), B(k), C(k), D (k) skalarni polinomi promenljive k?

Generalisati ovaj problem za kvadratnu matricu reda n.
169. Dokazati formulu

a() al az = an—1 an

(1) Dpys=| o —x 1

T e

=qy+a; X+ 0, X2+ o A+ a0y X4 ap XM
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Re3enje. I. Posmatrajmo sledeéu determinantu reda n+2

ap ay sy b2 An—1 an An+4
—X 1 0 0 0 0
Dasis 0 —X 1 0 0 0 '
0 0 0 -X 1 0
0 0 0 —X 1
tj.
(2) Dpyo=(—1)n+3any  (—x)7+14 Dy,

=Qqpn+41 X014+ Dpyy.
Pretpostavimo 1l da je formula (1) taéna za neko n, t]. da je

Dpty=ay+ayx+ --- +apxn,
tada je, na osnovu (2),
. Dpyo=08p+6 X+ +-+ +anXx"+4an4, X+,

Data formula (1) je taéna za n=0, Jer Je Dy=a,.
Ovim Je induktivni dokaz zavr3en.
I1. Elementima 1 kolone dodajmo:

elemente Il kolone prethodno pomnoZene sa x;

elemente III kolone prethodno pomnoZene sa x2;

elemente poslednje kolone prethodno pomnoZene sa xn.
Iz tako dobijene determinante neposredno izlazi traZenl rezultat.

n
170. Pokazati da se polinom > a; x"—* moZe napisati u obliku deter-
k=0

minante reda n+1
G 4 Gy -+ Gn_, an{

S5 R () 0 0 1
0 -1 X 0 0
i 0 0 0 —1 X

Uputstvo. Elementima poslednje kolone dodati:
elemente | kolone prethodro pomnoZene sa x7;
elemente Il kolone prethodno pomnoZene sa xn—¢;

elemente n-le kolone prethodno pomnoZene sa x.

171. Po x resiti jednadinu stepena n

; NS o X2 ... xn
1 a af a}
D=|1 o 4 aj |=0 (ay, @y, ..., a, razliCiti parametri),
\
5 |
1 ax o} o .

gde je D determinanta reda n+1.
Rezultat. Korenl su: xp=a (k=1, 2, ..., n}.
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172. Po x resiti jednadinu
i 3 11 < K4

1 1—-x 1 il
Dl gy 0 s i =0,
1 1 1 (A—1)—x

gde je D determinanta reda n.

173. lzratunati vrednost determinante |a;,|?, gde je

0 (i=k),
aip =
1 (is%k).
ReSenje.

0 1 1 1
U ) S | 1
laigl=1 1 0 1
i 1 1 0

Ako elementima prve kolone dodamo odgovarajuée elemente svih ostalih kolona, dobijamo

Ty ) -] 1

1 0 1 1

lawl=(r=1) 1 1 o0 1

)] i 0

Ako od elemenata druge, trefe, ..., n-te kolone poslednje determinante oduzmemo
odgovarajuée elemente prve kolone, dobijamo

) N (D) 0

1 -1 0 0

0

|
lam|=(n=1)| 1 0 —1 l=(—1)"—‘(n-1)-
J

1 0 0 -1

174, Ispitati da li se determinanta matrice ||a,||7 ne menja ako se
svaki njen element a; pomnoZi skalarom a‘~* (a0).

175. Ako je
il fx)=(ri—=x) (r—x) -+ (ra—x),
pokazati da je

rn a a --- a ‘
bl =" 1 a af(b)—bf(a) (b+a),
oF i a |E a—b

: 1 fla)—af’(a) (b=a).
b b b 'n
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Resenje. Oznadimo datu determinantu sa 3. Ako svakom elementu ove determinante
«dodamo x, dobijamo novu determjnantu

ri+x a-+x a+X -+« a-+x

b+x r+x a+x a +x
(1) D(x}=| p4+x b+x rgt+x a +x
b+x b4+x b+x rn+x
Ako u determinantl D (x) od elemenata druge, treée, ..., n-te kolone oduzmemo

.odgovarajuée elemente prve kolone, dobijamo

ri+x a—r;, a—ry --- a-—r;

b+x ro—b a-b a-—b
(2)2 Dix)=| b +x 0 rg—b a—b
b+x 0 0 rp—>b

Iz (2) se zaklju€uje da Je D(x) linearna funkcija promenljive x, tj.

(3) D(x)=A+Bx.
Za x=0 1z (3) lzlazi
' D(0)=A=§,
e dobljamo
{4) D(x)=8+Bx.
Na osnovu (1), za x=—a | x= —b, relacija (4) postaje respektivno:
5) fla)=(r,—a) (r;—a) «++ (rn—a)=38 - Ba,
F(B)=(ry=b) (ra=~b) --+ (rn—b)=3—Bb.
Iz relacija (5), ako je bsta, doblja se
521 10)=bi(a)
a~b :
Za slutaj b=a, determinanta 8 Ima vrednost

1t af (b)—bf (a)
Il
b>a a—b

Ovo Je reSenje dao Holder.

=f(a)—af’(a).

176. Izracunati sledecu determinantu Dy reda k:

1 1
|

—

1

~
RN ~nN ™
W et

T
—_—y =

P i
wWww Nw

gl ok (NS 2 Sl
=
N
=
N &
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Resenje. Ako se u datoj determinanti oduzme svaka kolona od naredne kolone 1 pri

tome ima na umu obrazac

()-(5)=(h).

doblja se

1 0 0 0 0
1 1 1 1 1
v S in) (%) (1)
D=0 0 1 20 (21 |
Ul (43) (k8)
s ol o (i72) (i%2)
odnosno
1 1 1 S|
Ay AL RS
ol T R
k= .

Prema tome, dolazi se do rekurentne relaclje

Dp=Dp_;.
Kako je
gl -]
Dzz 2 =] ].
L (1)
bi¢e Dp=1. |

177. Dokazati relaciju

_sin(n41)60

1 - D,
M sin@

(n prirodan broj),

gde je D, determinanta reda n

2cos o 1

0
1 2cos 6 1
1 2cos 6
1 e . S
2cos b 1
0 1 2 cos®
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ReSenje. Izmedu determinanata D, Dip—;, Dx—, postoji relacija
(2) D=2 (cos6) Dp—,—~Dp—,.
Prefpostavimo da je relacija (1) talna za n=k—1 { n=k—2, tj. da vaZe formule:

sin k0 sin(k—1)6
{3) Dp—y=———, Dp—p= u

sin 6 v
Tada (2) postaje
Dp=2 cos 6

sin 6

sink ¢ sln(k—l)e_ sin (k+1)6
sin 6 siné  sino

1z ovog sleduje zakljudak:
Ako je formula (1) tana za n=k—1 1 n=k -2, ona je taéna’'i za n=k.
Formula (1) je taéna za n=1 i n=2, jer je

sin2e_ sln36‘ 2 cos 6 1
sin6 sing 1 2cosd |
Ovim je induktivnl dokaz zavr3en,

Primedba. Da 11 formula (1) vaZi za svako 6 (na primer za 6=0)?
178. Kvadrat svake determinante parnog reda moZe se napisati u
obliku koso-simetri¢ne determinante.

Uputstvo., Kvadrat determinante (a, b, ¢z d;) moZe se dobitli mnoZenjem deter—
minanata:

a by ¢ 4 —by ay —d; ¢
a, by ¢ d, i —by ay, —d, ¢,
“ag by ¢ dy —bg Gy —dg g
a;, by ¢ dy —b, a, —d, ¢,

Njihov proizvod Je Koso-simetriéna determinanta:

0 —l(ay bx)—(c1dy)  —(aybg)—(cidg) -(a164)—(c1d))
(ay 02)+(cy dy) 0 —(az by)—(cads) —(a204)—(c2d))
(ay bg)+(cy ds) (a5 bg)+(co dg) 0 —(ag b)—(csdy)
(2, 60+ (c1dy) (az b)+(c. dy) (a5 bs)+(cs dy) 0

Sliéno se izvodl dokaz u op3tem slucaju, 3to ée uéiniti &italac.

179. Pokazati da je
(@ —b1® (a;—by) (ay—bg)?  (a,—by)?
' (@2—b:)* (a3—ba)* (33—bg)* (d2—b,)?
{ag— 042 (ag—b2)% (a3—bg)® (a3—by)?
(ag—Dby)® (as—bs)® (as—0bg'% (a,—by)?

Generalisati ovaj identitet.

Il
e

Uputstvo. PomnoZitt (vrsta X vrsta) determinante

a2 a 1 0] 1 —2b6, b2 0
af o 10| {1 —2b b2 0|
a2 @z 1 0 |1 —2by by

a2 a 1 O |1 —2b6, b2 O I

\
\
|

l
i
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180. Dokazati formulu
| & 1= (— 1)7=12754 (n — 2),
gde je
a=—1 (i=k), ax=+1 (i#k).
181. Dokazati identitet
] m
(1) 1 0 ... @
m m
(3) (1) 0
m4-k—1
m m m =
(%) (3) (7) i (")
m m m m
(¥) GZ) (Z2)  (T)
182. Razviti determinantu reda n
by A i
D 1 xg xg_z %
Il e :,c,zl x;‘t—z x:
ReSenje. Posmatrajmo determinantu reda n+1
BTN O S S
I g g w
A= : »
R I
L AT R s S S

[180—182

i razvljmo je: 1° po elementima poslednje vrste { 2° kao Vandermonde-ovu determinantu.

Determinanta A moZe se napisatl u obliku

(xi—xg].
1<klint1

u ovom proizvodu je
n

o Py A
k=1

l<k<lisn
U determinantl A algebarski komplement elementa xnI{ je —Dn.
Prema tome dobljamo

Koeficljent uz x|

(21 —xp).

n
DnE(L xk) [I  (wi-=x

k=1 1=<kli<n

Primedba. Prlmenom ovog postupka dobija se

1L ) xf x‘;_l x‘f+1 )

1 x, «2 L e A

24 U k3 2 2 2

=dn—s H
<k<i<n
(L 5\3 xf,'“l xi“H o

(05 —xp)
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{op pretstavlja osnovnu simetri€nu funkeclju reda p od elemenata x;, x;, ..., xn). Tako, na
primer, ako je s=1, {maéemo

| 2 3 n |
1 XX et X

l 1 A % L(In[ x,) (rﬂ‘ ~1—) _ [1 - xi—x).

183. Dokazati da je cirkulanta

p p+2q p+q q ‘
CEi q P p+2q p+gq
| p+q q P p+2g
. |p+2q p+q q p
deljiva sa
p p+2q
‘ p+qg g |

Re3enje. Ako elementima prve vrste dodamo odgovarajuce elemente ostalih vrsta,
cirkulanta C dobija oblik

1 1 1 1 1
+29  p+q |
Cz(3p+4q)| q p ptzq D .<I|'
ip+q q p p+2q
p+2¢9 p+gq q p

Oduzevsl elemente prve kolone od elemenata ostalih kolona I razvijajuéi determinantu
po elementima prve vrste, dobija se

pP—q ptgq p
Bp+dq)| —p i q
-4 —p—q9 -4

Ako elementima prve vrste dodamo elemente treée vrste, a zatim oduzmemo elemente
prve kolone od elemenata tre¢e kolone, dobijamo

| p—2g 0 0
Bp+4q) | —p  —q  p+q |,
-q¢ -p—q —q
odnosno
(Bp+4q) 20—p) | <@ty 2e-n| p+2q!
) (2q—p j/o 4q) (2q—p) -
: |2+4 & | Y p+q g

Primedba. Navedenu osobinu cirkulante C primetio je R. Goormaghtigh (Scripta ma-
thematica, vol. 21, 1955, p. 203). Gornji dokaz dala je Kovina MiloSevic.

Generalizacija. Na analogni nadin faktorisati op3tu cirkulantu Eetvrtog reda
i a, a4y Qg Q4 ’
l a; a4, a; @ s

a, ag ag a

\04 a, a, ag

Videt! sledeéi problem.

5 Zbornik matemati¢kih problema II
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184. Dokazati identitet

4, G 43 04y 45 O |
| ag 6, @y 4y 4, as
) [Fas" | ag— g5 |og.. ay ay
|as a5 @Gy ay Gy @
4 G, 83 G5 8y Gy
[ Gy @3 a4, a4y G5 a | »
6 ay+a4—03— Qg Ao+ 03— 05— ag ™ e e =
=(i§1 ai) | Gg+a3—0x—05 01+ 04— 02— 05 | e
‘ 0;—a; Gg—Qy  a—d,

Re3enje. Elementima prve vrste date determinante 3estog reda dodajmo odgovarajuée

elemente ostalih vrsta.
6

Svi elementi prve vrste tako dobljene determinante imaju istu vrednost E a; koja se

moZe 1zvuéi Ispred determinante kao faktor. Tako se doblja ( La,) D, gde je D determi-

nanta u &ijoj su prvoj vrstl element! jedinice, a elementi ostalih vrsta poklapaju se sa elemen-
tima polazne determinante.

Oduzimajuéi elemente prve kolone od odgovarajuéih elemenata ostalih kolona u deter~
minanti D, u prvoj vrsti se dobijaju nule izuzev prvog elementa. Ako tu determinantu raz-
vijemo po elementima prve vrste, dobijamo:

ag—ag

a,—ag —0g ag—ag as—ag

6 —08; Q;—05 Gy—ay Q(3—0; (G4—0;

( Z ai) a;—ay Qg—0ay 0;—0y 0Gy—0g 0G3—0y
=l

a;—ag —ag —ag G,—lUg 0Gpx—ay

Qy—0s QA4—Qy G5—0y Qg—0y G;—0y

Ako sada elemente Cetvrte vrste dodamo odgovarajuéim elementima prve vrste, tada
je u prvoj vrstl treél element aula.

U ovo] determinantl, u prvo] vrsti, prvi element jednak je sa Cetvrtim, a drugi sa
petim. Oduzmemo Ii sada elemente prve kolone od odgovarajuéih elemenata etvrte kolone,
a elemente druge kolone od elemenata pete kolone, nalazimo

| ay+a;—ag—ag  a,+a;—az—ag 0 0 0
% ‘[ ag—as a;—a, Qy— 05 Gg—0dg 04—a,
( E a,) ‘ as—ay ag—ay a,—0y Gx—a5 Qz—ag
= ol a,—ag —ag ag—Qy a;—ag Ay—0dg
\ a3 —ay G4—ay A;—0; dg—az  a;—0,

Ako elemente poslednje vrste dodamo elementima druge vrste, dobljamo

a4+ a4—a3—0ag G+ 05— a3—ag 0 0 0
p Qg+03—ax—0Q5 Qg+ 0y~ 0y,—ag 0 0 0 '
( E al) ag—ay ag— 0y ay;—ay —ag  az—ag
i a,—0y a5—0y ag—0ag  a;—ay 0y—dg
—ay —dy a;—a, ag—0; a;—4a,

Primenom Laplace-ove teoreme na poslednju determinantu dobija se relacija (1), koju
Je trebalo dokazati.
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Primedba. Ovo je partikularnl stuaj stava kojl je dokazao S. V. Pavlovié, a koji glasi:

Svaka cirkulanta reda 2 n uvek je deljlva jednom determinantom reda n—1 | jednom
determinantom reda n. Za ove determinante je karakteristicno da su svi njihovi elementi
linearne funkcije elemenata date cirkulante.

185. Pokazati da je proizvod dve cirkulante treceg reda takode cir-
kulanta istog reda.
Da 1i ovo vaZi za proizvod dve cirkulante reda n?

Odgovor. Da.
186. Data je matrica

Py Qu
u-| % %l
| Pa @nll
gde su P, i Q, matrice
\ay @y - a,ll, | by by e b

(ax, by kompleksni brojevi; r+s=n).

Py, Py,..., P, su ma koje matrice tipa 1Xr koje se iz P, dobijaju
permutovanjem elemenata a,, a,,..., 4.

Qs, Qz,.-., Q, su ma koje matrice tipa 1xs koje se iz Q, dobijaju
permutovanjem elemenata b,, b,,..., bs.

Odrediti det M.

187. Dokazati Hadamard-ov stav:
Dovoljan uslov da determinanta

D =det| au ||}
bude razli¢ita od nule je
) moda; > moday (i=1,2, ..., n).
4 k=1
kHAL

Dokaz. Pretpostavimo da Je D=0. Tada skup linearnih homogenih jednacina

n
2 3 aiexxg=0 (=1, 2,...,n)
' - s,
ima netrivijalno reSenje (x;, x5,..., Xn), gde je L mod x; > 0.
k=1
Neka je
(3] max (mod x;, mod X, ..., mod x,)=mod x.

Posmatrajmo iz skupa jednadina (2) Jednalinu

_ Bky X3+ Qo Xo+ o> +Akk Xt »- +0rn Xn=0.
Odavde izlazi :

n
mod (axk x1) < ) mod (akr x;),
r==]

rk
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odnosno
n n
mod axk < Y, (mod ag,) mod (x,/xk) < 2 mod axr,
=i r=1
t‘:;ék . rZk

zbog relacije (3).
Prema tome, ako bi bilo D=0, tada bl za elemente bar jedne vrste vaZilo

n
mod a;; < Z moda,,.
r=1

r#£i

Na osnovu ovog zakljutujemo da je uslov (1) dovoljan da determinanta D bude
razli€ita od nule. :

188. Ako se na glavnoj dijagonali determinante D, sedmog reda nalaze
po redu elementi
@ 0,4a,0 4 0, a

i ako su svi ostali njeni elementi jednaki 1, pokazati da je
D,=2(a—1)*(a—3).

Ako se na glavnoj dijagonali determinante D,,,, reda 2n+1 nalaze

redom elementi
a,0 a ...,0 a

dok su svi ostali jednaki broju 1, odrediti D,,.,.

189. Dokazati identitet

(8) (1) (2)-(a21) (2)
—a b 0 0 0 "
D g & 0 o |S(a+b).
0o 0 0 g b

190. Proveriti da li je

| gy = (x=y)*~* [x+ (2= 1)y],

gde je
— {x (P=49),
Pq
y (p#9).
191. Dokazati identitet

1/2 1/3 1/(n+1)’
1/3 1/4 1/(n+2) |_ 1 :
E I"_I k n\ (n+k
1@a+1) 1/(n+2) 1/2n) =1 @ ()
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192. Dokazati identitet

x ~1 0 --- 0 0 0

m x =2 0 0

0 m—1 X 0 0 0

0 0 0 x —(m-1) 0

0 2 X —m
0 0 0 1 X

=[x(x2+22) (x®+42) +-- (x24+m®) . (m parno),
- (x2+12) (x2+32) -+« (x2+m?) (m neparno).

193. Pokazati da je

la & b
la a bl|=a(a—0b)
la a a

Da li je a(a—b)? vrednost determinante Cetvrtog reda navedene strukture?
Razviti determinantu |cy!i, gde je
[a (i=k),
Cx =
b (i<k).
194. Data je determinanta
D2nE l a:k:fn)
gde je
A (i=k),
Gk = p (i+k=2n+1),
. 0 (u ostalim slu¢ajevima).
Odrediti D,, u obliku polinoma po A i p.

Uputstvo. Obrazovati jednu rekurentnu relaciju.

195. Dokazati formulu
1 a(b+1)"—b(a+1)

det |l cir ||} YT (b+#£a),
gde je
ce= 1 (i=k),
=—a (i<k),
=—b (i>k).

Sta Ge biti ako je a=b?

Primedba. Uporediti sa zadatkom 175 na strani 60.
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196. Dokazati relaciju

1+a2 0192 010 a, an
aya, 1+a* axa4 as an &
=1+ z ag’.
k=1
AnQ; 0,0y an ag 1+a,2

197. Prva vrsta jedne cirkulante D petog reda ima za elemente
By 2, 000,

Odrediti D kao proizvod pet linearnih faktora.
Ispitati da li je izraz

x2+y2+ 2242 (cos?)y:— 2 (cos %) 2x+2 (cos?) xy
faktor determinante D.

198. Dokazati formulu

[11 2 ... (n-2)! m‘] D,,,,,ﬁ,'s[élr,‘— (;)] '

gde je
1 1 w1k 1 1 T
© @ @ e e
Dll, n— = . ’ Vo= 2
(n22) G2) () (R S
(Zl> (Zz> (Z") (Vs Vandermonde-ova determinanta).

199. Ako kvadratna matrica A reda n ima osobinu da je viSe od
n?—n njenih elemenata jednako nuli, tada je det A =0.

Dokazati ili opovrgnuti ovaj iskaz.

200. Izracunati vrednost determinante
D=layg| k=12 ---, n)

u slede¢im sludajevima
19 g4,=0 za i+ parno;

20 ay=0 za i+k neparno.
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201. Ako su funkcije frs (r,s=1, 2,...,n) promenljive x diferencijabilne,
dokazati formulu

fil f12 i fln fll /12 - fl’l
d o d d
a fl.u fre fen | = an 'dx’flu e fra afkn
|
fn1 fnz fnn fnl fnz f’m

202. Ako su P, Q, R, S polinomi po x, stepena < 4, pokazati
da je izraz
P Q R S
P’ o QRS
P Q" R" §”
pw. W RRC T8 1

T(x)=

takode polinom Cciji je stepen 4.

Re3enje. Vodeél ratuna o tome da je

P(=0, . RW=0, QU=0, SW=0 (k=5,6,7, ...,

diferenciranjem se dobija redom:

F B. B 38 P Q R S
PP Q RS PP Q R S
T' (x) = PI’ Q” Rl’ Sl/ ’ T" (x) = P"/ Q’II R/I’ Slll ’
P& QW R® S® PW QW RG) SO
P Q R S PP Q R S |
P/’ Q’I R/’ S” ] P” Q,’ R/’ S’/
T"I (x) = P’,/ Q/’/ R’/' S,’/ ! T(4)(x)E P/I/ Q”/ R"’ S’// | ’
‘ P@W QW R(H s PW QW R® S(9 |
T6) (x) = 0,

3to znadi da stepen polinoma T (x) ne prema3uje 4.

Da li se ovaj rezultat moZe generalisati?

203. Odrediti funkcije f, (x) i g, (x) koje su definisane na sledeéi
nacin:
fa()=|anl?, g ()= bu ¥,
gde je: .
L+x (i=k), x+ae (i=k),
Uy = { Lh bix= { !
1 (isk), x  (i#k).
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Redenje. 19 Diferenciranjem po x nalazl se

1 0 _\0 see 0 1+x 1 1 oo 1

1 14x 1 1 0o 1 0 0
fn’(x)E . + .

1 1 1 1+x 1 1 1 1+x

1 [Heewa 1 1
4 e + -
0 0 0 1
Prema tome imamo relaciju
fa' (x}=nfr—1 (x).
Stavljajuél n=2, dobijamo
o (x)=2f; (x)=2+2x. s fa(X)=c+2x+x2 (c=const).

Iz poslednje relacije za x=0 sleduje c¢=0.
Dalje se dobija:

fs(x)=83x24-x3, [ (x)=4x34x%, ..., fa(X)=nxn-14xn,
20 Izvod drugog reda funkcije gn (x) identieki se anulira:

gn(x)=0. . ga(x)=Ax+B.
Za x=0 i x=1 dobija se respektivno

B=a, a, «++ an;

14a;, 1 1 .- 1

1 14a, 1 1
A+B= . .

1 1 1 14apn

Ovim su odredene konstante integracije.

204. Ako je u=yz/x, v=2zx/y, w=xyf?, iztaCunati funkcionainw
determinantu

Ux Uy Uz

L
in
<
*

Vy Vz

Wx Wy Wz

Rezultat., J/=4.



205] VIII. RAZNI PROBLEMI 73

205. Dokazati identitet

WO ye )=yt W (12, 2),
Yr N
gde je W (y;, s, ys) vronskijan
Y1 Ve |
WO oY) =y v ¥
ooy }’s"!
i gde su y,, y,, y; diferencijabilne funkcije promenljive x.

e
)

Redenje. Dati identitet moZe se dokazati razvijanjem izraza na njegovoj levoj i desnoj
strani. Medutim, ovaj postupak neée biti podesan ako je vronskijan viSeg reda. Stoga éemo
navesti drugi naéln dokazlvanja ovog Identiteta.

NapiSimo W (y;, y2, ys) u obllku

1 Y2 ¥s l
| N Y1

(1) W (91, V2 Vs) —:—‘)’13; }’_1' &!’ ) 5
| Y1 V1 Vi

EZORTaN

l 141 Y1 Y1 i

Primenimo na determinantu, koja se javlja u (1), Gauss-Chido-ovu formulu o konden-
zovanju

| a; by J a; €4 i
a b, ¢
: 1 : 1 ay by | ay  Cg | i
ay by € |=- (a;#0),
| ) a b lap ¢
| ag by ¢y ‘
as by i az Gy
pa dobijamo
| = .
y el ‘ oy |
Y1 i Y1 | J
Wy |
‘ 341 V1 [ 141 Y1 l
W (y1, Y2, y3) =y . ‘
[ e g i |
N j |
BN |
N > 5 ‘ I g A |
Vi Yo | P N |

Yo i Vs Vi Vi Y1
y" v ya v w s

Yi o Vi Vi W

E oy v oy ;V_s_l
|

=y

Ako drugoj vrsti dodamo elemente prve vrste, pomnoZehe prethodno -sa —2y//y,,.

dobijamo
G 6
N1 41
() G
J Y1 Y1 ‘

14 (yll Vo, _V3] = ylﬁ
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-0dnosno

S
Y1 N

(Y |wer3)
W V1 i N
o [Z) 3
Y1 Y1

Primedba. Primeniti ova) postupak na vronskijan W (y;, ya, ys, ys) 1 pokazati da je

[

N

- Va Vs Ve
W ( ’ y ’ ]E i W (1 ) —') .
Y1, Y2 Vs, Val =01 " et

Danica Peréinkova— Vikova pokazala Je da se na ovaj nafin moZe dokazatl relaclja

Yo Vs Yn
W( 1yl :---.}’)E}’"W(’ ) — O ""_)'
A it = 1 Vi N N1

206. Odrediti matricu A, ako je

gl=7 »
adjA=| -6 9 -1
8 —12 2
Generalisati.
b
207. Odrediti realnu regularnu matricu oblika A = H : ‘ , ako je
- a
A+A-1=0.

208. Odrediti matricu P tako da je

=21 = —4
Bk 1 8 L2
1 2 4

«dijagonalna matrica.

209. Ako su S i T dve kvadratne matrice istog reda, ako je E jedi-
nitna matrica i ako matrice E+ S, E+ST E+TS, E—S nisu singularne,
pokazati da vaZi relacija !

(E+8)~1(S+T) (E+ST)~* (E+S)=(E—S) (E+ TS)~'(S+T) (E ).

210. Da li se parametar a moZe tako odrediti da matrice:

BUA B o |4 4-3 1
g g™ B il W =
10
g p % 3 g 9 @ 4
Ol =1L A o A e 21

budu ranga 3?
Rezultat. 1° a=3; 2 a=2 il a=-6.
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211. Proveriti rezultat

|2 3.1 2| 66 —14 2 —45 |
2 1 5 0] 1‘18 2 _14 2|
3 0 2 3‘ T64|—30 18 2 18
1 4 0 3| i’—46 2 18 34l
212. Izratunati determinantu
9 7 3-9
6 3 6 —4
D= "
15 8 77|
—5-6 4 2|

Re3enje. Primenom MacMillan-ove modifikaclje Gauss-Chido-ovog postupka (videti
knjigu: D. S. Mitrinovic — D. Mihailovié: Linearna algebra — Analiticka geometrija —
Polinomi, Beograd, 1959, str. 63) dobija se:

0 7 3' 8
—14 33 9 ~14 33 9
2 3 6 5| 3 6
Do -8 . 13 |=|-8 27 13
8 8 7 8| 8 7
24 74 -32 —24 T ~ <38
Lg% 4 0|
214 112
— —27 — 532,
| —155 —14

Primedbe. 1. Navedenl postupak nije direktuo nrimenjen na datu determinantu D, veé
na determinantu koja je dobljena posle jednostavnih transformacija.

1. Izra¢unati determinantu D { na druge naline.

213. Dokazati identitet V. F. Ivanoff-a

Sy 1 0 0 ey 70
Sy S, 2 0 0
i 45([11)2’
| Sn—1 Sn—g Sn_a Sn_.4 n—1
. | Sa Sn—1 Sn—2 Sn—s S,
gde je
Se=1k4 2k oo 4k,
214, Ispitati da 1i je tafan identitet
a a a; as;
RS e ey k apX+a, @, X+0; AzXx+ay
a, a; ag a ‘
=| ayx+a, @ayx+az azx+ay|.
a; Gy 44 Q5
dpx+dag az3x+a; 04X+as
-1 x —x*z X8
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215, Ako su a, b, ¢, d koreni jednatine

pxt+gxt+rxt+x+1=0 (p#0),
pokazati da je
1+a 1 1 1

1 1+ 1 1
1 B
1 1 1 1+d

iit
|
e

D

ReSenje. Posle razvijanja determinante D dobija se
D=abc+acd+bed+abd-+abed.
Kako su a, b, ¢, d koreni jednadine
pxitgxd+rx2+x+1=0,
prema Viéfe-ovim vezama lzmedu Korena | koeficijenata ove jednatine, bice
abc+acd+bed+abd=—1/p,
abed=1/p,
te je zaista D=0.

216. Ako je xyzz0, tada je

a 1 1 =ar 1 4l
1 b 1 1—b 1]=0
AU - 1 1 —c¢
rezultat eliminacije x, y, 2 iz relacija
(1) (x+) (x+2) = beyz,
(2) (y+2) (y+x) = cazx,
(3) . (2+x)(z+y)=abxy.
Uputstvo. Iz jednatina (2) | (3), posle mnoZenja, dobija se
(4) (y+2)* (z+x) (y+x)=a2bexPyz.

Jednaéine (1) 1 (4) posle deljenja dovode do relaclje .
[y+z)2=azx2’

(5) y+z=xax.

Ako se (5) zameni u (2) 1 (3), dobijaju se jo§ dve relacije.

217. Dokazati formulu
0 2 b2 2

(p v ADRE g | 0 LK

16| p2 a2 0 f2

_ a2 e 2 0

gde je V zapremina tetraedra ABCD i R polupretnik sfere opisane oko
ovog tetraedra i gde su a, b, ¢, d, e, f duZine ivica tetraedra ABCD, {j.

BC=a, CA=b, AB=c, AD=d, BD=e, CD=T.
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ReSenje. Neka se koordinatni pocletak Dekartovog pravouglog trijedra osa nalazi u
centru sfere 1 neka su ‘
(Xxy Yk, 2K) (k=1, 2, 3, 4)

koordinate tataka A, B, C, D.

Kako je
' Xx N 2z R ! X3 ¥y %4 —R
d X > 2y R X, pd —R
£6RY=|"2 " = Ty zepy=|Tt 2 % ,
‘ X3 ys 23 R | X3 Y5 % —R
X Y& 4 R | X, V& % —R
posle mnoZenja ovih determinanata dobija se

l x 2+ y2+22—R? Xy Xo+ Yy Ya+2y 2, —R?
_36R2VE= XoXy+ Yo Yy +20 2y — R2 X2+ Y2+ 2,2 — R?

X3 X3+ Vs )1 +23 2 —R® Xg Xg+ Vs Yot 23 2, —R2
| XgXqy+Pa Y1422 —R2 Xy Xo+ Vs Yat2i2 —RE

X3 X3+ Y1 Yat212s—RE Xy Xty yat21 2, —R2
X3 Xg+Ya Y5+ 2223 — R® Xo Xg+ Yo Yot22 24 — R?
Xg*+ yg®+ 2,7 — R® Xg Xg+Ys Yat+23 2y — R?
Xy Xg+ Vs Yat24 23 —R2 XZ+yl+2E - R2
Bududl da je
Xy Xo+yq Yot21 2= _; (X2 Y+ 2+ X2+ yat 2P — [ (X — X2+ (1 — Vo) (21— 22 )] }

i kako je
X2+ y 2422~ R2=0, x2+yP+2.2—RE=0,

(x1—Xo)2+(y1 — yo)?+ (21 — 22)2= %
nalazi se

2

1
Xy XpF Y Yot 2 2= R2— 2,C~'
Ako se na' analogni nalin odrede {zrazi
XiXe+vive+zize (1, k=1, 2, 3, 4; i#k),

doblja se formula (1).

218. Odrediti n-ti izvod funkcije
(1) f=g/h (g h su n-puta diferencijabilne funkcije).

Re3enje. Ako je ’
fo=dkf]dxk, gUo=dkg/dxk, h(k)=dkh/dxk

(k=1, 2,..., n),
dobijaju se sledele relacije:

hf =4,
h' f+ht’ =g,
hllf+2h/fl+hf” =gl’,

B f + (’{) hin—1) f7 4. (g) hn—=2) f7 o oo R (M) =.g(n)_
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~ Odavde sleduje

h 0 0 0 g
h h 0 0 g’
fn) = 1 h” 240 h 0 g"
hn+1 .
n _is n —9 n ’
wm (1)an=n () nin—2 (n2y)n gm

Ovo je reSenje dao V. F. [vanoff (American Mathematical Monthly, t. 55, 1948).

219. Ako je F(x)=f(g) (¢ funkcija od x), dokazati da vaZi formula

V. F. Ivanoff-a:

g g" g g 560 gn)
=1 P (?)g”D ?)g"'D ("Tl>g(n—1m
F(m x = 0 -1 <§>g’D <g>g" D <"51>g(”_2)D Df,‘
o 0 =4 3)e’ D ("31)gn-»p
0 0 0 0 g'D

gde je g =dkg/dx* i Df=d*f/dgk.

220. Ako simboli ab i |abc| oznatavaju

(N - ab=a,b,+a,b,+a, b,
la, a, ag

(2) labC’ =1by by b1,

Cy Co Cy

dokazati

| laef| lafd| |ade]
(3) |abe|-|def|2= ' |bef| |bfd| |bde]
| lcef| lcfd| |ede]

Koristec¢i relaciju (3), dokazati

ad ae af|? [aef| |afd| |ade] ldbc| |dca| |dab]
4) bd be bf| =/||bef| |bfd| |bde| |-||ebc| |eca| |eab]]|.
d e, of lcef| |efd| [ede]| | |fbe| |fcal |fab]]
Resenje. Ako a, b, ... shvatimo kao vektore zadate svojim koordlnatama
a={ai}, b={bs},... (i=1, 2, 3),

u odnosu na Descarfes-ov pravougit koordinatui sistem desne dispozicije, tada izrazi (1) 1(2)
respektivno znace skalarnl i me3oviti proizvod odgovarajuéih vektora.
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Za dokazivanje relaclje (3) primeni¢emo relacije

{5) def|*=1dXe, exf, fxd|,
ad ae af |
(6) ' labc|-|def|=| bd be bf |,

cd ce c/|

gde, na primer, dXe oznafava vektorski proizvod vektora d I e.
Prema (5) leva strana jednakost! (3) moZe se napisati u obliku

(7 abc|-ldef|?=|abc|-|dXe, exf, fxd!;

kako je dalje, s obzirom na (6),
a(dxe] a(exf] a(/xd)

(8) labc|-|dXe, eXf, fxd|=| b{dxe) blexf) b(fxd) |
cldxe) clexf) c(fxd)

I kako je, po definici}]l me3ovitog proizvoda trl vektora, na primer, a(d Xe)=|adel,
formule (7) i (8) dokazuju tvrdenje (3).

Relaclja (4) neposredna je posledica relacije (3). Da bismo ovo pokazall, uoéimo
jednakost
|dbc| (dcda| |dab|

(9) |defi-labc|2= |ebc! |eca| |eab|
\fbc| |fca| |fab] |

IzmnoZimo zatim odgovarajuce strane relacija (3) 1 (9), i primenimo formulu (6) na
dobijeni izraz |abc|3-|def|*={]abc|-|def[}3 te dobijamo relaciju (4).

Primedba. Ovaj zadatak i reSenje redigovao je V. Janekoski.

221. Razviti determinantu

Dnzldxk;lfy
gde je
d,-kza(izk),
—b (i=k=1),
=c (i=k+1),

T =0 (i#k, k=1, k+1).
Uputstvo. D, zadovoljava diferencuu jednalinu

Dp=aDp—y—~bcDp—y,
tije je opdte relenje

a+Va2 —4abc\n a—Va2—4bc\n
D,,:Cl(. __) +C2(. =% g 7) (a2—4 bc # 0),

2

gde su C; i C, konstante koje se odreduju na osnovu vrednosti determinanata D, (=a}
1 Dy (=a2—bc). ,

222, Po xs(s=0,1,2..., n) rediti skup linearnih jednaédina

k
S (k+a) Xp—y=bg (k=0,1,2, ..., n; a realna konstanta).
0 v

=

S
Rezultat. Xs = z -1y (.Hr-a) bs—r (=0, 1,2, ..., n).

r=0
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223. Data je matrica

[ g N ie=d g j m —p -5 —v
M,=| b e —h k —n q —t -w |,
@ f i -~ —0 -r u -2z

gde su a, b, ¢, ..., v, w, 2z pozitivni brojevi.

‘Neka je M, ma koja matrica tipa 3x7 koja nastaje iz M,, kada se
izostavi jedna ma koja njena kolona.

Proveriti da li je rang M,=rang M,=3.

Regenje. Oznaéimo sa 1,11 11il prvy, drugu i treéu vrstu matrice M. Ako ne bi bio
rang M,=3, tada bi postojali realn! brojevi A, B, C, takvi da je

(1) Al+8ll=Clll (A%24-B2+C2>0).
Ne umanjujuéi generalnost rezultata, moZemo smatrat! da je C > 0.
Razlikovaéemo &etir] sluéaja, gde treba iskljuéiti A24- B2+ (2=0.
19A >0, B>0. Tada bi bilo
Aj+Bk=—Cl,
3to je nemoguéno, jer su j, k, / prema pretpostavel pozitlvai brojevi.
20 A< 0,B=<0. Tada bi bilo
_ ‘ Aa+-.Bb=_Cc,
$to je nemoguéno,. jer su a, b, ¢ pozitivni brojevi.
39°A >0, B<0. Tada bi bilo
— Ad+ Be=Cf,
$to je ’nemoguc’ho, jer su takode d, ¢, f pozitivni brojevi.
40 A<0,B>0. Tada bi bilo
Ag—Bih=Ci,
Sto je nemoguéno, jer su g, 1, I pozitivni brojevi.
Time smo utvrdill da je rang' M,=3.
Relaclja rang M,=3 dokazuje se potpuno analogno.

Primedba. Ovaj zadatak formulisao Je D. Dokovié, a reSenje dao R. Lucié.

Generalizacija. D. Dokovi¢ takode je formulisao sledeéi problem:

Neka je M matrica tipa n X 27 koja ispunjava uslove:

10 Svl njeni elementl su realni brojevi razliéiti od nule;

2° Raspored pozitivaih i negativnih elemenata razli¢it je za svaku kolonu.

Neka je N matrica koja se dobija iz matrice M dodajuél joj jednu novu vrstu, &iji
su svi elementi realni brojevi Istog znaka.

Neka je P matrica koja se dobija iz matrice M kada se izostavli jedna ma koja
njena kolona,

Pokazati da vaZe sledefe relacije:
rang M =rang P=n { rang N=n + L.

Primedba ). Matrlca koja ima n vrsta i zadovoljava uslove 1° i 20 moZe imati naj-
viSe 27 kolona. )

Primedba I1. MoZe se dati i generalizacija u kojo) bi se dozvolilo da nekl od eleme-
nata budu jednaki nuli,
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224. Matrica A tipa mxn i ranga r permutovanjem vrsta i permuto-
vanjem kolona moZe se svesti na ekvivalentnu matricu oblika

B=| P @
R S

gde su P, Q, R, § matrice tipa

(det P £0),

rxr, rxj, kxr, kxj {(m=r+k; n=r+j).
Ispitati da li vaZi relacija

(rang B=r)<> (S=RP Q).

Primer.

Dakle, matrica je ranga 2.

225. Neka je A= |.(‘) : ‘ Dokazati:

10 Ak::I (1) i I (k prirodan broj);
® An e

90 F T ’
,%_:’0 n! ! 0 e

ReZenje. Matrica A je Jordan-ova matrica. Stoga je
| fy £y
0 fay l’
gde éemo za posmatrane slucajeve uzeti prvo f(x)=x*, a zatim f(x)=ex.
Na ta] nain dobijamo: .

. flA)=

1 flx)=xk, f(x)=kxk=, f(1)=1, [()=k,

pa Je

Ak |1k ;

0 11
20 Hx)=ex, f'(x)=e, f(l)=f"(1)=e,
pa Je
® i
eA: SN —Iq—nz | F *
,:0 n! \l 0 e

Redigovano prema redenju studenta B. Sekuloskog koje-je dao na pismenom ispltu
iz predmeta Matematficke metode u fizicl (Elektrotehnicki fakuitet u Beogradu, jun 1960).

6 Zbormik matemati¢kih problema Il
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226. Dokazati formulu

a b bl (L S g 2 -1 —1|
| 1 1
b a b‘ =€(a+2b)n 111 |+§(a—b)" L | B
I | | |
|6 b al 1 1 1] "—1 =il 2l
(n=0,1,2, ...).
Uputstvo. Primeniti metod matematicke indukcije.
227. Dokazati formule
’_1 2 |l2k | 32 0 | =1 2 |[2k+1_ || -8k 2.3k |
4 1 0 k' || 4 1 " |l4e3ek gk ||

(=142, 8, oo D

228. Posmatrajmo determinantu treceg reda |ay |, &iji su svi ele-
menti jedan od brojeva #+1.

1° Pokazati da je |a, | paran broj. 2° Odrediti max |ayu|.

Rezultat. 2° max |[ajx|=4.

229, Odrediti max lax|, gde je |a, | determinanta treCeg reda ¢&iji
su elementi jedan od brojeva 0 1 1.

Rezultat. max |ai|=2.

230. Odrediti vrednost determinante |ay, |7, gde je

19 ay =min (i, k); 20 ay =max (i, k) (T A= do & 1)

Rezultat. 10 |ax(?=1; 20 |au|f=(—=1n—tn.

231. Proveriti

1 —a 0 0(—1 1 a az g3
0 1 —a OI 2 0 1 a a2
0 0 1 —a 1 ( 0 0 1 a
(N R R o o o0 1

Da li ova osobina vaZi za analogne matrice viSeg reda?

232. PomnozZiti determinante

a b c dl il 1 1 1
c d a b 1 1 -1 -1
A= , B=
b a d c 1 —1 -1 1
I d ¢ b a 1 -1 1 -1

"1 na osnovu njihovog proizvoda odrediti vrednost determinante A.
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01 0|
233. Ako je f(x)=x—ax®-bx—-c i M=" 00 1 |I, pokazati da je
' ‘ ¢c b a
: -b o =2a 3 I :
f'f(M)= || 3¢ 2b a l.

]

Ispitati da li je zaista rang matrice f'(M) jednak broju razli€itih ko-
rena polinoma f(x) u polju kompleksnih brojeva.

ac ab+3c a%*+2b l;

Primedba. Ovaj problem postavio je MacDuffee.

234. Ako su B i C kvadratne komutativne matrice i C2=0, proveriti
da li je
(B+C)t1=Bk{B+(k+1)C} (k prirodan broj ili nula).
235. Ako je D=|ay|?, gde je:
Qig=4a (17&/{)) a =0 (i=k#ll), ann=lb)
proveriti da li je tatna formula
D=(—a)"*{(n—1)a—(n—2)0b}.

Uputstvo. Primeniti metod matemati¢ke indukcile.

236. Izratunati D=|az|? (n> 2), ako je

a;=a+(i—n+j (i,j=1,2, ..., n).
Rezultat. D=0,

237. Proveriti formulu

) 0 1o 1N ” 0 -1 1 -1 |
Lkl el 1 | Ry U o 1
.‘)—1 1 Nlall 1| =‘_1 1 0 -1,
|~1 -1 -1 o!j L 1 -1 1 0

gde su matrice koso-simetriCne parnog reda.

238, 10 Ako je A= Zm Z& | i °=#A (A=det A>0), tada je
L-p - 1a
(1) An=42 Up—1 (6)A—A2%2 U,_,(06)E,
gde je E jedini¢na matrica i U,(x) pridruZeni polinom CebiSeva koji se
poklapa sa funkcijom )
sin {(n+l)_arc cos x}
O V1-e

u intervalu (-1, +1).
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20 Ako je A=0, fada je

(2) . Ant=(tr A)"-1A,

Dokazati navedene formule.

Resenje. 19 Prvl pridruZeni polinomi Cebi$eva su
U_;(0)=0, Uy (0)=1, U, (6)=25.

Formula (1) istinita je za n=1, Jer je

A=A, (o) A—AV2_,(0) E=1-A-0.E=A.
Za n=2 blée

(3) A2=M2 U, (0) A—AU, (0) E=20 YA A—AE.

Kako je o=(tr A)/(2V4), relacija (3) postaje

4) A?=(tr A) A—AE.

Poslednja relacija je talna s obzirom na Cayley— Hamilfon-ovu teoremu, jer je

P(A) =22—(tr A) 1 +A
karakteristini polinom matrice A.

Pretpostﬁvimo sada da je formula (1) tatna za n=k(>2), tj. da je .

(5) Ab=pk-D/2 g (6) A—A*2 Uy, (o) E.

Pokazaéemo da odatle sleduje da je relacija (1) taéna { za n=k+1, tj. da Je

(6) AMHL=pk]2 Uy (o) A—aK¥DI2 Uy (o) E.

Na osnovu (3) 1 (3) biée

(7 AR Ak A= a*=D/2 1y (o) A2—0K/2 Uy, (0) A
=ak=DI2 (o) [20 VA A—AE]-aF/2 Uy _y(0) A
=a¥2[26 Ug—y ()= Uk—z (o) A- a¥TD2 1 (0) E.

Uporedujuél formule (6) 1 (7), vidimo da jo¥ treba dokazati da vaZi Identitet

(8) Uk (0)+Uk—s (0)=20 U_, (9).

Koristeél definiciju polinoma Uy (o}, relacija (8) svod! se na relaciju

sin (k+1) 94sin(k—1)6=2sin k0 cos6 (9=arccosaj,

koja jJe zaista ta¢na.
Time smo metodom matemati¢ke indukcije dokazall formulu (1).

Ovo je reSenje D. Dokoviéa.

Primedba. Formule (1) 1 (2) navedene su bez dokaza u knjizi:
P. I. Richards: Manual of Mathematlcal physics (London— New York Paris—Los

Angeles, 1959, p. 312).
239. Odrediti dijagonalne matrice A tre¢eg reda koje ispunjavaju uslov
(1) A%2=A+2E (E jedini¢na matrica).
Da li medu ovim dijagonalnim matricama ima skalarnih matrica?
Generalizacija 1. Odrediti dijagonalne matrice A reda n za koje je ispunjen uslov (1).
Generalizacija [I. Koliko ima dijagonalnih matrica A tipa nXn za koje vaZi uslov
Ak oy AR—14ay AR—24 oo Jog— A4og E=0 (a4, o5, ..., ok skalari)?
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240. Pokazati da je

| aa a o« 1
bB b 8 1
cY ¢ Y 1‘

rang

(a, b, c razli¢iti brojevi; a, B, Yy razli¢iti brojevi).

241. Proveriti formulu
A H G 1—1 | A1 —A-tHB-! A-tHB-1FC1—-A-1GC!
0 B F|| =| 0 B—1 —B=YF C-1
o IR | |l o . 0 c-1 |
gde su A, B, C, F, G, H matrice od kojih su A, B, C kvadratne i regularne.

3

242. Proveriti formulu
cos a sina cos b sind -1
—sina cosa —sinb cos b |
0 0 cos ¢ sin ¢ \
0 0 —sin¢ cosc |

‘ cosa —sina —cos(a—b+c) sin (a—b+¢)

sina cosa —sin (a—b4+c) —cos(a--b+c)
0 0 cos ¢ —sinc¢
0 0 sin ¢ cosc

(a, b, c skalari).

243. Posmatrati determinantu D, _, (k=2, 3, ...). Prvih k+1 ele-
menata njene prve vrste su jedinice, a ostalih k—2 elemenata su nule.
Slede¢ih k—2 wvrsta su ciklitne permutacije prve vrste. Elementi k-te
vrste su po redu

P PEMERaIR 0 i R ¢ SR ¢

Sledeéih k—1 vrsta su cikliéne permutacije k-te vrste.
IzraCunati D,y_,.

Primer. Za k=5 determinanta ima oblik

L S . RS et i S R
G R - G T A

TR LI . A G DS A [ el

G ol W TG e R e v
D=1 2 3 4 5 0 0 0 0
R RN, (NS B Sent L N RN

g /! 11" =g, & 5 "8 9

VAR TR U TR S SRR S LR

MG TIRSS SRR, (N R L RES IR

Rezultat. Dyx_,=(k+1)k-1,
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244, Odrediti vrednost determinante

MATRICE 1 DETERMINANTE

a b ¢ d e f g h
—b a d ~c f —e -h g
—c —d a b g h —e —f
—d c —b a h —g [ —e

D=

—~e —f —g —h a b c d
—f e —h g —b a —d ¢
—g h e —f —c¢ d a —b
~-h —g o e =d| =c b a

Uputstvo. Obrazovati proizved DX D.
Rezultat. D=(a%+ b2+ c2+d%+e2+f24 g2+ h2)4,

245. Matricu A tipa (2 k) x (2 k) razbiti na blokove:

M N
P Q
gde su M, N, P, Q kvadratne matrice tipa kx k.

A=

Ako je bar jedna od matrica N i P nula-matrica, tada je
det A =(det M) (det Q).
Ako je bar jedna od matrica M i Q nula-matrica, tada je
det A =(—1)*(det N) (det P).
Dokazati navedene iskaze.

246. Neka je D,=|ay | simetritna determinanta sa realnim elementima.
Ako je ax=0(i=k) i ako su n-1 glavnih minora reda n—1 jednaki nuli,
da li preostali glavni minor reda n—1 moZe biti razli¢it od nule?

Ispitati ovo posebno za determinante reda n=3, 4, 5, ... .

Primer. Simetri¢na determinanta
0 0 0 0
0 0 c
0 c 0
0 e f 6

pretstavlja primer determinante Cetvrtog reda sa traZenim osobinama.

(cef#0)



REDOVI

I. NUMERICKI REDOVI

1. Pokazati da je red
= 1

It F T 1
nz=:1 n(n+1) (n+2) --- (A+r—1) (r>1

konvergentan.
Uputstvo. Poél od identiteta

1
n (A1) (A42) -- (n4r—1)

L 1 s 1
T =1 [n (n+1) (n+2) «++ (n+r—2) (n+1) (n+2)---(n+r—l)]'

il od nejednakosti
1

1
n (n+1) (a+2) ---'(n+r'—-1) & nz

(r>1).

2. -Pokazati da su redovi
® n! 3 1
T R .
n=—1 nn n=|\ nn+2
konvergentni.

Uputstvo. Za drugl red primeniti nejednakost

1

1
71"+2< B (n=2, 3, ..).

3. Ispitati da li je red, ¢iji je op$ti ¢lan
dy=Vnt+1 — Va2 +1,

konvergentan ili divergentan.

4. Ispitati za koje je vrednosti parametara a (>0) i b (> 0) red

3 (140) (1+2a) -~ (1+na)
A (14:5) (1420) +++ (1+nb)
konvergentan.

T

5. Da li red ) j x sin nx dx konvergira ili divergira?
n=1 0



88 REDOVI .[6—11'

6. Ispitati konvergenciju redova &iji su opsti ¢lanovi:

n 1 e . |
(l) ; —Sin——=; n%e~n;
n+1 n VYn

Va2 +2-Vn2+1; (=1)n(Vn%+1-n).

7. Sumirati redove

n—1

n -2
1° Ekz(fl—k)z; 90 E~—T—7—’ 30 E(
k=1 k=1

2L+l
l) k(k+1)"

Rezultat. 1° %(ns—n].
N

8. Sumirati f(N)=Y 1/{n(n+1)(n+2)} i odrediti };_rp f (N).
n=1 @

Uputstvo. Poti od
1

] |
2 n+2 41’

L0
n(n+1)(n+2) 2 n

Rezultat. lim f(N)=1/4.
N>
9. Pokazati da je 2 1/{n(n+1)(n+2)(n+3)}=1/18.
n=1
10. Sumirati n prvih €lanova reda

oF 1
= __+ 5 .-—+ 6 ._1__+
2.8 9 280 2 aaane @

Uputstvo. Poéi od op3teg &lana
_— =
n{n+1)(n+2) 3n
napisanog u obliku

, ) 1 W

T2n(a+) -1 2(n+l)n+2) 30

TraZeni zbir je
i W
4 2(n+1)(n+2) 3n

11. Sumirati redove:

5 6 7
10 o + dle ua),
Tom =TT
L@ iBen du 5T Yoo
90 LRUAL S L A~
2! 4! 6!

Rezultat. 10 Zbir prvih n &lanova je izraz n (3n+7)/[2(n+1) (1+2)], kojl » 3/2,
ako n>w. 20 -[Te+6-e~1]
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12. .Ako su redovi > w2 i Y v,2 konvergentni, ispitati da 1i je red
> u,v, takode konvergentan.

Uputstvo. Primeniti nejednakost

1
uv<g 5 (24 v3).

13. Ako i a,® konvergira, pokazati da i a,/n takode konvergira..

n=l n=1
Dokaz. Buduél da je
1\2
(A X
n
izlazi
1 a a 1
(” an2+, />/2_"’ tj_ _n<i ap2+4+—
n? n n 2 n?
oo K
Kako Z 1/n2 konvergira i kako, po pretpostavci, konvergira E an?, na osnovu (1}
n=1 n=1

®©

zakljuéuje se da konverglfa i > an/n.
n=1

14. Ako je red ) a, konvergentan, isti je slu€aj sa redom i(Aak+Bak+1),
k=1 k=1
gde su A i B proizvoljne konstante.
15. Pokazati da je red Y "—%L—la,‘ konvergentan, ako je red >’ a, kon-

vergentan.

Il. POTENCIJALNI REDOVI

16. Proveriti razvoje:

10 1]+3X23: i (2n2+1) x7;
( —‘X] n=0

90 1 ey 2
(x—1)(x=2) = 2n

n=I

n—1

Odrediti polupre¢nike konvergencije ovih redova.

17. Proveriti razvoje:

I—x2 ®
10 — X ___-1425% x"cosna;
1—2x cos a+x2 ]
- o)
90 xSl _ s xnsinna;
|—2xcosa+x: =
1_ @
30 ote =143 x"chna. .

1—2xcha+x2

n=1

Odrediti polupretnike konvergencije ovih redova.
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Uputstvo. Rastavitl date funkcije na parcijaine razlomke oblika
A

X—a

Primedba. Redovi pod 19 i 2° mogu se smatratl i kao Fourier-ovi redovi, kod kojih

je x parametar, dok je a promenljlvo Tada se na jednostavan naéin dolazi do navedenih
1azvoja.

18. Polazeéi od relacue

=S (Ixl< ),

% T e

odrediti zbirove redova:
i k xk, i kR, i‘, 12k
k=1 k=1 k=1
19. Ako je | x| < 1, pokazati da je zbir potencijalnog reda
92x2 32x3  42x4
1.472.5 3.6

-funkcija
4—x 12—-6x—2x24+5x8
f(x)=
3 x2 9x(1—x)

20. Odrediti polupre¢nik konvergencije reda

@

x)+

(x#0),  [(0)=0.

T nxn
1 (1+1) (n+3) (n+4)

i pokazati da se zbir ovog reda za vrednosti x za koje je konvergentan
‘moZe izraziti u kona¢nom obliku.

21. Odrediti polupre¢nik konvergencije i zbir reda
fx)= E:

P RL] (n+l)[n+2)
22. Odrediti polupre¢nik konvergencije potencijalnog reda

ol xzn

2n(2n+41)

—
n=1

‘i pokazati da se zbir ovog reda moZe izraziti u kona¢nom obliku.

23. Za koje su vrednosti realnog parametra r redovi
l+rcos®+r2cos26+ ---; rsinb+r2sin20+ -..
konvergentni? Sumirati ove redove za slucaj kad su konvergentni.
R
24. Sumirati red ) x*sin (k—1) a.

k=1
Uputstvo. Poéi od reda

n n
> xkcos (k—1)a+i >, xksin(k—1}a (I imaglnarna Jedinica).
k=t k=1

Rezultat, {x sin a—xn sin na+4xn +1sin (n—1) a}/(l—-2x cos a+ x2).



25—27) II. POTENCIJALNI REDOVI

25. Sumirati konaéne redove :

A51+<{’>cose +<g>c0529+ e ﬁ)cosne,

(
B= (g)sine +<g)sin20+ +(g>sinne.

ReSenje. Kako je

-

A+1BEI+<{’) eie+<§) 921'0+---+<Z)e'"'9

=(1+4ei0)n

=(14-cos 6+ sin 6)n

2cosze +21sine A
= — — COS —
2 2“7
2nos"e( : l‘en
=27 cosh — | cos — in—
2 2+S"2)

—2"cs"0 ne_‘__l nd
= 0 7cos-2-,1sn72— !
dobija se

] no
A=2ncos" — cos—, -
2 2

B=9n ne q no
= cost —sin—-.
Wt

Primedba. Ovo je reSenje Z. Pantica.
26. Razviti funkciju

1—x n ; .
(13s1s)  (n prirodan broj)

u Taylor-ov red u okolini tatke x=0.

Rezultat. 1-2nax+n(2n—1)x24 «--

27. Ako je x veliko, odrediti jednu aproksimaciju funkcije
=+ 1) —(e—1)n,
tako da greS8ka bude reda 1/x5.
Rezultat. 1/x.

Primedba. Kakav se zakljufak moZe izvuéi iz relacije

1 1
T = =t Vo) xrves]) ot voiog) o0

koju treba verifikovati?

91



92 ' REDOV] [28—34
28. Razviti izraz (x Vx*-2x)/(x2+1) u potencijalni red po 1/x i
pokazati da za dovoljno veliko x(>>0) vaZi aproksimativna formula

xVx2—2x a b
—a— ) =,
x2+1 X X

gde su a i b dve numericke konstante koje treba odrediti.

29. U okolini potetka razviti funkciju

(14 x)t+x
u potencijalni red.

- Rezultat. 14+x+x2+ %xﬂ-;. 3o

30. U okolini tatke x =0 razviti u potencijalni red funkciju
log (1/V1—2xcos@+x?) i odrediti njegov poluprecnik konvergencije.

31, U okolini tatke x=0 razviti u potencijalni red funkciju

X

2
f(x)=f dt

Yi—f -

32. U okolini tatke x =0 razviti u potencijalni red funkciju
log (x + V1 — x2) izraziv8i je prethodno jednim integralom.

33. Funkciju f(x, y)=1/{(1-x) (1—y)} razviti u potencijalni red u
okolini tatke x=0, y=0.

Rezultat. Za [x{ <1, !y|<1 bice

P P)=14(x+p)+(xB+Xp+p2) + oo 4 (XP+XT—Ty+ ooe 4 yn) 4 oue

34. U okolini tacke x=0 razviti u Taylor-ov red funkciju

log (1+x)
oo
ResSenje. Ako se pode od redova

1
log (1+x):x_7§x2+%xs_ +(_1)n+1%xn+

] - 2 e —1n
¥ X+ x + (=) xn +

koji konvergiraju za —1 < x < + 1, dobija se red

log (1+'x) 1A 1 1 1 1
Tis —x—(l+—2~)x+(1+§+5)x3—---+(—1)"+‘(1+5+---+;)x"+---

Ovaj red je konvergentan za —1 < x' < + 1.
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35. Ispitati da li je
exp ex= e+La X (av— : )3 kv)_
v=1 Ve !
Proveriti da li vaZi rekurentna relacija

1 1 1
A - 17 3" y L . e VT
va.=a,_; + -2t st +(v_1]!ao

i da li koeficijent

e g
8731 (1' 21 )
_ S5e
ima vrednost 3—,?
36. Proveriti razvoj
t
dx I % 184"
= S t| < 1).
(1 +x8)12 24 2.47 (<D

Ako se ovaj integral aproksimira sa prva tri ¢lana reda, kolika se
greSka ¢ini? Posebno izraCunati integral i jednu gornju granicu greSke
ako je f=1/2.

37. Proveriti relaciju
2 cosxchx= 22"12{1 +(— 1)"}—-co 1—
n=0

Ispitati da li se cosxch x moZe napisati i u oblicima

. 0 2V \_’_ﬂ i , L= 287 2 4
EO (?v]! (COS 2) > } ;0 (8v)' EO (8v+4)'
38. Pokazati da je
-3 1 1ol 1 1
s = o e e gy s el PRI 2 2).
e log(l+2x) g X g XX 16x+ ( 2~_<x< )

Proveriti da li se ovom razvoju moZe dati oblik

Sax (—2<x<2)

v=1

gde je
ao=(=1)#i 3

=1 \ _U' {



94 - REDOVI [39—43

39. Pokazati da je
- R R St TR - R S,
(dE=aitog ivix 27242 T2.2%63

Uputstvo. Razviti prvo f’ (x) u potencijalui red 1 imati na umu da je f (0)=0.

+ooe (1< x <+ 1)

40. Funkcija 6 promenljive x definisana je relacijom
6=a+x8in @ (ax=const).

Pokazati da je, za x=0,
de : . d%e .
— =sina 1 — =sin2a.
X dx2

Aproksimirati & Taylor-ovim polinomom drugog stepena.
41. Ako je x > 1, pokazati da vaZi razvoj

Al oy - Lo

( - Sx 20531 164 )

42, Razviti funkciju f(x)=Yx*—1/x u potencijalni red u okolini besko-
nano daleke tacke + oo.

43. Pokazati da postoje razvoji

tgx= 3 a,x" (Ixl<3),

N
(cosx)xzn};b,,x" ({x\<%)

i izratunati koeficijente a,, a,, a,, a, kao i b,, by, by, b,.
Izvesti formulu kojom je izraZen koeficijent b,,, pomoéu koeficijenata
ag, by (k=0,1, 2,..., n—1).

Re3enje. Bez teSkoce odreduju se razvoji

1
tg x= =l coo
X=Xt xIt e,

1
(cosx)le——2-x3+ cer,

tjl je polupreénik konvergencije%ﬂ-
Stavimo li g (x)=(cos x)¥, dobijamo

(1) g’ {x)=g (x) (log cos x—x tg x).
Kako je

fe ]
(logcos x)'=—tgx=— ), anxn,
n=0
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bice

|
log cosx=— 2, apxn+1,
n=0 ”+1

o0
—xtgx=-— Z apxn+1,
=()

& il
log cos x—x tg x=— > (1+ —) nxn+i,
n=0 n+1
Na taj natin relacija (1) postaje

=] K« @ l
Z nbnx"—1:—< E bn xn> ( E (l+ H_l)an,vc"+1).
I

n=0 n=0 n=0
Uporedenjem koeficijenata kojl stoje uz xn dobijamo
—(n+ D bnr1=2a4bn—1+ %al bn—os+ g Ay bp_g+ -+~ + Zi”_la,._1 by .
Primenom ove formule nalazimo, na primer,
by=0, bsg=-—1/12.

Dobljene formule se upro3¢avaju ako se ima na umu da je tg x neparna funkci)a.

44. Red ¢iji je opSti ¢lan (xlog n)/n konvergentan je ako je [x|<C11i
x= -1, a divergentan za ostale vrednosti x.

Proveriti ovaj rezultat.

45. Proveriti da 1i je proizvod redova

1+£+x;+ +,{,_+ agl s
1 21 nl

1 ax . a?x? e (=1 _ an x",,,,,___,,
b(b+a)(b+2a)---(b+na)

b b(b+a) bb+a)(b+2a)
jednak redu
1 gy 1 x2 1 x3 1 L,

— + } : +
b at+b 2! 2a+6 3! 3a+b nl na+b

Za koje vrednosti x vaZi dobijeni proizvod?

46. Funkciju
f(x)=log (1 + x+x2+ x84+ x*%)

razviti u potencijalni red u okolini pocetka.

Uputstvo. Posmatrati datu funkeiju u obliku
xS

J—
Hixl=og 1 ' (x=1h

=log 5 (x=1).
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47. Za koje vrednosti x red

S (Vn+1—Vn)xn
=0
konvergira ? ’

48. Odrediti polupre¢nik konvergencije reda
1+x+ %xz +3x3 +%x‘ +5x5+%x°+

Re3enje. Za | x| > 1 dati red Je divergentan.
Za | x| < 1 redovi
1

(1 1+;x2+%x4" )
(2) X+3x8 4+ 5x5 + « -«
apsolutno su konvergentni,
Datl red je apsolutno konvergentan za | x| < 1, jer je on zbir redova (1) i (2).
' Za |x| <1 bice

X

1 1
b T - i —
1+2x+4x4+..._1+f1_12dt—1 —log (1—x3),

0
d
X (143x24-5x4+ «o¢ )J=x a—(x+x3+x5+ aee)
X

d x 14 x2
=03

Tl dx 1—x2 (A—xz2

Zbir posmatranog reda jJe
X (1+x2)

S(x)_l—llog (l—-x)+——

e xI<D

49. Dokazatl da je red E {xrsh (n+ 1)a} konvergentan ako je

n=0

x|<<e % (a>0), i da je njegov zbir sha/(1 -2 x ch a+x?).

50. Ispitati da li je tatna relacija

2l ' Jcl

= —1lo ——dt X 1).
S -l (il
0

51. Dokazati relaciju
1

v ol
~Liog(l-x-Llac=Ly L4 b

f[ Bl ])‘12+23+34+

0

i na osnovu nje izratunati navedeni integral.
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52. Sumirati red
922 y2 2 44 2 yon—2
14 x+3x+m+nx n
2! 4! (2n—2)!

ReSenje. Odredimo A4, A; A, tako da je
(2n)2 = Ag+A, (20— LA, (20—2) (21—3).

Neposredno se zakljuluje da ]e A,=1. Ako se stavl n=1 1 n=3/2, dobija se A,=4
i A;=5, pa Je

nz= l+ (2n— 2]+ (2 n—2) (2n-3).
Primenom ovog rezultata dobija se
L x2n—2

o

= (2n—2)!

ity 5 & xEn—b O

e 2
| (2n—2)! 4x,j:2[2n-3)!+ 4" Z —, (2n—4)!

i MS

5 1
=chx xshx+ —x2chx,
+4 S 3

Generalizacija. Navedeni postupak moZe se primeniti na sumiranje redova oblika
o

L. nk xzn—2

3 k prirodan broj ).
= @2 e 4
Za sludaj k=3 treba (2 n)® 1zraziti u obliku

Ap+A; 2n-2)+ A, (2n—-2) (2n—3)+ A5 (2n—-2) (2r-3) (2n—4).
Buduéi da Je

n‘==1+—(2n 2) +- —(2/1-—2] (2n— 3)+ -{(2n—2) (2n—3) (2n-4),

dobija se
\°°1 n3 x2"— g 7}.:r_1_—_2_ 1_9_x i lzn—a gxz\sg x2n—4 +,()v ) x2n—i
~ @n-2) @2 8 = 2(211—3)' 8 . (2n-4) 8 ;i (2n-5)

sl (,1,9" 2t
—( +—8 )c X+ 8»+-8-)s X.

53. Polazeli od jednakosti

14+x
(1) 10g~~»ﬂ2f1 dt - (|xl< 1),

razviti funkciju log :H po Ta_vlor-avoj formuli i proceniti greSku koja se
—X

¢ini kada se ova funkcija aproksimira Taylor-ovim polinomom.

7 Zbornik matematiCkih problema II
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REDOVI
Ako se stavi da je
@) L+x N+l (v prirodan broj),
l=x N -
pokazati da je -
3 log (N+1) ~log N+
(3) gURel)=lghthares
i da je greSka aproksimacije manja od
—= Il .
6N (N+1) (2N +1)
ReSenje. Integracijom identiteta
2 1 1 i
h —_— 2 AR 2n—2 4 —
=2 1=t 1+t 2(1+12+ N 1—12)

u granicama (0, x) dobijamo

1+x Gl Drir—1
(4) log'1+\:2(x+j}*+“'+¥ )
‘ =

gde je

e

=

1+x
Ako log e (,x'<1) aproksimiramo Tuylor-ovim polinomom
—X

X3 x2n—1
2(.\'+~-~+-'-+ ),

3 2n—1
gredka je R,.

Kako je 0<{/<{x < 1, bice

X

X
12n f2n 2 2x2n+1
2 dtERy ] m——dl= g T R =—— — -
f1~t‘z B 1—x2 1~x2f 2n+1)(1—=x2
0 0 0
Dakle, greska je manja od
92 x2n1+1
Qn+)(1—xy
Stavimo i
Hx N+1
LTl e

dobljamo x=1/{2 N+1}, te je

: N+1 2[ 1 1 * 1 ]
» .
BN 2N+1+3[2N+1)3+ 2n—-1)(2N+1p2n—t
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dok je greska manja od
1

2(2n+1) N(N+1) (2 N+1jzn—t

Ako se zaustavimo na prvom ¢&lanu (n=1), bice
N+1 2
(S = — N
N 2N+1

log tj. log(N+1) ~ log N+

2
2N+1’
dok je gredka maﬁja od

1

6 N(N+1) 2N+1)

54. Ako za koeficijente g, potencijalnog reda } a,x" vaZe relacije

glﬂ-»Ll (n parno),
a
‘an+1

L, (n neparno),

kada n— oo, pokazati da je polupretnik konvergencije ovog reda
RZI/VL1L2- 3

Navesti primer jednog ovakvog reda.
55. Ako je
s(x) = i x2n(n+1)-t  (|x|<1),
n=0
dokazati da je

1) ra(x)= 3 x (k1) < a2 [(n 1) (1 - x)]-1,
k=n-+1

Dokaz. Kako je
x2k+2 X2k

= N e k=n, n+1,...},
k+2 =% k41 ( )
biée takode
= : x2n 2 x2n +2
rn(x)= X2+l = ) x|
n kz%ﬂ thhg R T ond (n+1) (1—x2)
MoZe se dobill i bolja majorantna formula, kao na primer

rn(x) < x2n+2 [(n+2) (1—x2)]—1.

56. Odrediti potencijalni red i a, x2" funkcije costx i ispitati kon-
=0 '
vergenciju reda :

S (21)! @y x *7.

n=0
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Re3enje, Kako je

I+cos2x\2 1
cos4x=(—+~ 25 5) = —4—(1+2 cos 2x+cos? 2x)
R
=— 4 —¢0S 2x ~cos X
B Ee 8
kao 1
2x)2n 2 (4x)%n
cos 2x~z (—1)n ——~~, cosdx=), (—1)n ——,
S (2m)! =0 (2n)!
bite
3 I X 2x)2 o= 4x)2n
cos4r=—+*2(—])LJ~ *L ( = —
8 2 2o (2n)! 8 =0 (2n)!
odnosno

o 1 2 1 42n «
cost x=1+4 2 (=1)n [— 4 — ]x’".

=l 2 (2n)! 8 (2n)!
TraZeni red je, dakle,

@
N 14> (=1)n (22n—1424n—3)x2n,

n=|\
a njegov poluprednik konvergencije je R, gde je

R2=Iim 22'1.___1t24_n: odanosno R2-lim ?‘2"—‘24—22 = ,1 , odakle je R:l 1
4

nye Q2a+1i4 94n+1 nyw 2-2n4] 24

Za x=1/4 1 x=—1/4 red (1) divergira, jer red

L (1 (A —+ 3—)

22n+ 1 8

divergira. Prema tome, red (1) ‘konvergira k.ada xe(—%, + 7}). a divergira kada
RYOR R
X ¢ ( 3 ¥ 4 ) .
57. Funkciju
f (x) =sh (x*%)
razviti u potencijalni red 3° g, x" i ispitati konvergenciju reda.
n=0
Ako je
n
sh(4=1) =~ 2 ax 4=k,
k=0
pokazati da je

o ]
k:"__;lak‘l_":a;l?m (\I<&<l)
Resenje. Poito je
sh M— (5" — e,
1
AT el T T

n=0 n! r=0
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dobija se
x
1 h(x3)=Y :
" b oy (2n=1)1

x-l"l—z

Red (1) konverglra za svako x..
Za x=2"1 {mamo

2, 1

sh(4=)= 2

n=l1

@n—1)t 2an—2
Ako Je
L 1

sh(d—t)a D
oo (2k—1)1 2002

onda je, na osnovu Taylor-ove formule za funkcije ex® i e—x2,

® 1 1 3 &
2 = (e4+e 4) (D<6<1; 0<B<1),

kSHul (2k— 1)1 2k—2 (2p4 1)1 22

Dalje Je
1

\Q')w 1 Y et +1
A, -

kil (2k—1)1 20k—2 (204 1)1 20042 (241)1 200"

1 i L Ty
(2n41)1 24n+2 \k:,,%,l(?k—l)!%’-'—:
tj.
o 1 K 1
Y= . (, <8<1).
kgt (2h—=1)12%—2 (204 1)1 24 4 ]

58. Data je funkcija

f(h= /arc tg x dx.

0

101

19 Razviti funkeciju f(¢#) u potencijalni red i‘ a,tr i ispitati konver

genciju dobijenog reda. 4
2° Ako je
F(10)~ ¥ 0,107,
proceniti greSku. =~
ReSenje.” 1° Posto je
lfx;“,:”i:,l)[—l)“xz” (xl <1},

bice

dx 2 x2n+1
arctgx:f— = O s (=1 <x<1).

| o Gl ety 2n41
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ili

{2n+2

¢ 5
Jretr e o G ey

tj.

i f2n+2
1 f)= =lpm———————s
(1) s H:O[ ) (2n+1)(2r+2)
Polupreénik konvergencije reda (1) je R=1, jer je
- =1
| @a+1) 20+2) | (2n43) (2n+4)
Iim = |{m| i S LS
ny>o {(—1)n+t n>w (2n41) (2n+42)

|
2
| 2n+3) (2n+4) |

Za t=11 t=—1 red (1) takode konverglra, jer red

,Eo (2r+1) (2n+2)
konverglra.

Dakle, red (1) konvergira za /&[—1, +1].
2° Po pretpostavci je ‘
} (—hn

/(10—x)~n§0 1 PR B e

pa je gre3ka

8

e (= ¥, I
3 (2n+1) (2a+2) 162n+2

o =

Zato je
1

B AT

odnosno

2
—= 2. 10—,
Vot = oo et

III. FOURIER-OVI REDOVI

59. U intervalu (-, +=) razviti funkciju f(x)=1/(5+3 cos x) u Fou-
rier-ov red.

60. Ako je k prirodan broj, pokazati da je
fx‘zcos kxdx=(—1)2n/k2.
0

Koriste¢i ovo, razviti u Fourier-ov red funkciju

f(xX)=x2sinx (—-w<x<+x).



61—64] 1. FOURIER-OVI REDOVI . 103

Pokazati zatim da je
(2a" =

22 42 3
- = + ....}.(_,;l)n—] +..._:(,_
2.3 32.52 2n—12(2n+1]2 8

61. Ispitati da li se funkcija, definisana za 0 < x <L na slici, moZe

prikazati redom
8 2m) 3 7T . 10+
a(sm BL Ak gL A5 1 )
L3 L : L

72

l/\
RPN O o o i
4 2

62. Odrediti Fourier-ov red koji ¢ce premtavlptl trapezno talasanje
prikazano na slici.

£ N\
__/ ~bo[ b 2b\3beb sh "

63. Graficki prikazati funkciju
f(x)={—|cos x|/cos x}\2
i razviti je u Fourier-ov red.
64. Razviti u Fourier-ov red periodi¢nu funkciju f(x) u ova tri slucaja:

1° f(x) je neparna funkcija, a njen grafik u polu-periodi L prikazan
je na slici;
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2° f(x) je parna funkcija, a njen grafik u polu-periodi L prikazan je
na slici; : ' .
30 Grafik funkcije f(x) u periodi L prikazan je na slici.

65. Proveriti razvoje:

10 chx:lshn(1+2§;“”“ cosvx) (0 < x < 1);
£ e LIRS

20 xﬂ:%n2+42(«1—2 cosvx— ~sin vx) O=x & 20

=gl W v

8 = v L

30 cos x:?vgqu—lsm 2 vx (0-<x< )

x ; 2 4& 1 ’

4 sin x = > —= %" cos 2 vx 0<x<r);
a9

5 X cOS x:-—;—sin x+22(:1]v~"sinvx (—r<x<+mw);

ve=2 Vs 1
3 1 : g
6° LML 2v+1 £ x < ®);
x (- x) ”Eo T sin (2v+1)x 0O< x<n);

0 : 1 (=0 N
7 x51nx=1—5cosx+2L — oy Gosvx (< x <+7).
iy ¥ -

66. Proveriti razvoje:
10 Z‘,lcoskx=]_n2— lrtx+Lx2 (0<x<2r);
a2 6 2 4
20 Y (—1)ktLcoskx=tnto 2 (—n< x < +);
. k2 12 4
0 - o L. RS A e L
3 > =sinkx=—mix ——nx¥+—x (0 x e
g M 6 4 12
40 i L cos kx=1 n4~l-n2x2+~l-n:x3—Lx4 (0 <x < 2r);
ot 90 12 T3 48 .
50 ilsin kx =L mix— Lazyiy Lageo Ly (0 < x < 2n).
ks 90 36 48 240
67. Proveriti da li za funkciju
f)= = (0<x < m),
£ 1 4
=2 (3 1c<x<3 :r),

T (s wr<n)
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vaZe razvoji:

=2y3 2k 3 el
f(X)—3V3<cosx -cos5x+cos 7 x— cos 11 x+ )
=sin2x+, sindx+ | sin8xd sin 10x+---

68. Proveriti razvoj

3 2 4 & cos2nx
sinx|=———3% ———.
oo, 4nt-1

69. Data je diferencijalna jednadina

(1) y'(xX)+y(x)=|sinx'.

Odrediti opSte reSenje jednacine (1) u obliku Fourier-ovog reda

(2) y(x)= —;Ao+ > (Agcos kx + By sin kx),
k=1

i oceniti greSku r, koja se Cini ako se to reSenje aproksimira trigonometri-
skim polinomom stepena 2n.

ReSenje. Ako se zameni u (1) razvo] za |sinx|, dat u prethodnom zadatku, i
funkcija y (x), data Jednako3¢u (2), dobija se

4 2 cos2kx
L A

1 = 9
A+ 2 (1-42) (Agceskx+Bgsinkx)=— — L !
27 =i xow 2 Ak

Uporedivanjem koeficijenata nalazl se:

4 1

et : :
i T (4v2-1)2’

Apy = Agy41=0 (v=1,2,3,...)

By=10 (v=2,3,4, ...); A;1 B, prolzvoljui.

. Prema tome, opSte redenje (2) glasi

2 - 4 2 cos2kx
y(x) = = + Ajcosx + B;sinx + ;k%l (4/{2—“2_

4 2 cos 2kx
Grelka rp je - Z =

7 - | za nju vaZi ocena:
T g=nt1 (4KE=1)%

®
3 8 | 4 1
Il — X - <'f—_dt.
5 T gl (k=102 T o [ (412—1)2
n

Izradunamo li naznaleni integral, dobija se
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|72
'70. Data je diferencijalna jednacina
y'+16y=1(x),
gde je
X (— ;—n<x<0),
f(x)= :
1 <0<X<Eﬂ>
flx+r)=f(x).
Odrediti njeno reSenje u obliku Fourier-ovog reda.
71. Proveriti razvoj
g L _g . =VsinQ,vcr - iin_3x_ sindx =
Xcos 2x Sin x T i ( 7:.<x<+n).

IV. RAZNJ PROBLEMI

72. Primenom redova izracunati integral

1
I= [log x-log (1~ x)dx.

0

ResSenje. Upotrebimo razvoj

1 1
—log(l—x)=x+ é—x2+§x3+ e (Il x <)
I izradunajmo integral
{
J:kalogxdx (k=1,2, ...).
0

Primenom parcijalne integracije dobljamo

kD

pa je
. i :
=S
Kako je
M - o o
kGk+12 bk k+1 (k+1)2

dobijamo ;

[=2~— L:rz,

6
jer je
1 a2

—
3]
[ ]
Y]
|
|
o |
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73. Za koje vrednosti x konvergira potencijalni red
(M 2 (n*—n) (x2—x)" ?
n=1

U kona&nom obliku odrediti funkciju F (x) koju definide (1) za vred-
nosti x za koje dati red konvergira.

Rezultat. Red (1) je konvergentan ako je

xX-x|<1,
t). ako je

—%(1—\/3) <x< ; (1+V35) .
TraZena funkcija F(x) Ima oblik

F(x)=2x2(x—=12/(14+x—x2)* (|x2-x <1).

74, Dokazati 3> (n—1)/n!=1.

o=l

Re8enje. 1. Ako se pode od

moZe se jedno za drugim pisati:

8

x—lex = Z xn—1/pl,
n=0

@
(l1—=x—Yx—lex = E (n—1)xn—2%/n!,
n=0

@

Y (n=1)/n! =0,

n=0

e}

Y (a=1)/nl=1.

n=1

1. Jednostavnije je sledele relenje:

= &= 3 &l = 1 29
En—1= R Z~~:1+( ‘,‘1—>_—

ame(1=1)1 ;2
75. Dokazati B. van der Pol-ovu relaciju

(1) Hfios =5

K (2k+1)2) 4

polaze¢i od Wallis-ove relacije

o ~ kH,( (W) i
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ReS8enje. Polaze¢i od proizvoda

. 1 v 1 o DESH %4
i kg(lamJ£5ﬁ7M+m)_££(Muu+n'
dobija se
B k=D @ktD 14 3.6 @N-3)@N) @N-D@N+D)
i1 (2K Qk+1) T 2:3 4.5 @N-2) 2N—1) (2N) 2N+1)
1 2N+2 13
22N:1 v [Tk

Prema tome, iz relactje (3), vodeéi racuna o (2), sleduje B. van der Pol-ova relacija (1).

76. Parcijalnom integracijom izvesti asimptotski red
Qo
fs_lr_l_\d cosx+slnx> 2lcosx  3lsinx

X X hY x3 T

x

77. Data je funkcija greSke
X @®»

=.2_. —t2 —t2 =,‘1, =
erfx_ﬁfe dt (fe dt 2\)7:).

0 0
Parcijalnom integracijomn izvesti asimptotski red

@

fe—ti‘dtze—xz(_l_a__l_.+}3 ]35+
2x 223 ¥ QHiT

X
i pokazati da je

®

erfx:1~42: /e—”dt.
\E
X

78. Ako je
fod=1 +5 454 oo,

fm=x + T+ 54 o,

f(x)—aj‘_ |+8'+ ]
pokazati da- je

foGx+n)=fo(x) fo)+f () o (W) +fa (X) f, (¥) -
79. Dat je red

xn+l
ne= 1 ("+1)

1° Odrediti njegov polupre¢nik konvergencije. .

2° QOdrediti izraz za f'(x) u kona¢nom obliku, pa 1z njega izvesti
izraz za samu funkciju f(x).

3% Za x=1/2 sabrati dovoljan broj €lanova, da bi f(1/2) bilo izradu-
nato sa greSkom manjom od 10-3,

f=%
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80. Funkciju { exp (xcotga)} cosx razviti u Taylor-ov red u okolini
tacke x=0.

ReZenje. Ako se pode od funkcije

e* cotg a (cos x+sin x}___ex cotg a-ix
1 1

=14 (x cotg a+ix) +2 ’ (x cotg a+ix)*>+ -+ + : (xcotga+ix)n+4 « ..,
! n!

dobija se

1
e¥ CO a o x=14x cotg ator x2(cotg2a—1)4 « - +

1 [ 1
+-— xn [cotg" a— (, cotg"—‘la+(n)cotgn—"a— ‘+
n! 2 4 |

Izraz u uglasto] zagradl moZe se napisati u obliku

1 n' n
(1) : [cos"a—( )cos”*zasln2a+( cosn—igsinta-- ]
sin™g 2 4

Na osnovu Moivre-ove formule
(cosa-+isina)t=cosna+isinna,
zaklju€uje se da se izraz (1) svodl na (cos na)/sin” a.
Prema tome imamo rezultat
o0

cos ka
{C‘{p(xcotga]}cosv:lJ,—xcotqa Zk' 9 xk,
sink g

Primedba. ReSenje se uproéava ako se vr¥e transformacije na sledeéi nadin:

= =% p 1A E |

gi(l v ad p"[a
. 1 S e
e* CO8 2 (cos x4 sin x)=e* (CO A+ - exp (x )

v—p v!sin® a

sin a »
Odavde sleduje

o )
o cosva
X OB o x= Y x .
v=0 v'sm a

81. Ako je f(x)= i , proveriti relacije

o (81 )'
P+ f(x)+f (x)=e,
af"(x)+a? ' (x)+f (x) = e,
af’(x)+ea f (x)+f (x)=e*,
gde je a=_(-141V3).

82. Funkciju log sin x razviti u potencijalni red po cos x.
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83. Ako je n prirodan broj, tada je
3 — 1y [ Y pn=( = )n+1 )
2 (=1 (] ns (1t

. ReSenje. M. S. Knebelman (The American Mathematical Monthly, vol. 41, 1934,
p. 454) dao je ova] dokaz navedene jednakosti:

Z(—l)"“( )k"=—lim 5 (= 1)k ( )ekx

x50 dx"k =0

dn
=—1lim —(I—ex)"
x>0 dx7

= (—1)n+1lim ——d—n—(—x—_{.ﬁ + )n
x>0 dxn \ 11~ 2!

n
= (= 1)n+tiim .
x>0 dxn

(xn4+ Ay xt+H14 Ay xnd24 .00 )

(A, A,, ... funkcije od n).
Na kraju se dobija

B

y (—1)k+1(") fn=(—~1)n+1n1
! k

1

84. Ako je
1 1 1 1

Uit ——— 0 = ———

Yo Yo+l V42 Yiu+n

odrediti lim u, / Vn.
n-»>w

ReSenje. lzraz u, ' Yn moZe se napisati u obliku

n 171 1 1 1 1
‘ur=*~ (&‘::+,—‘_ == + — - + e .{,.,,,,_ _) kL S{z-\ ! P

Yn n

Za integrabilnu funkciju f(x) vaZi
g = Z f( ) ff(v)dx
n-»>o N k=0

u —
te je lim —= =2V2 -2,
n

n->»

4

1
Za posmatrani slutaj funkcija f(x) ima oblik —,
Vi+x

85. 1° Ispitati i grafi¢ki prikazati funkciju f (x)=Vx cos x.
2° Razviti cosx po Taylor-ovoj formuli u okolini x=0 i koristeéi
Z :

ovaj razvoj izratunati integral g(x)= [ Vtcostdt
0
3° Ako se funkcija g (x) aproksimira sa prva Cetiri ¢lana Taylor-ova

polinoma, proceniti greSku. Rezultat primeniti na izratunavanje integrala
g (1) i utvrditi sa koliko je ta¢nih cifara dobijen rezultat.
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86. Ako se funkcija
f(N)=(xchXx+shx)/(xsh)+chd)
razvije u potencijalni red
Po+P A+ -+ + P Xt ---
koeficijent P, je polinom stepena n+1 po x.

Ispitati da li su svi polinomi P (k=0, 1, 2, ...) deljivi sa x2-1.

87. Za izraunavanje graniéne vrednosti funkcije

f(x)=g(x)—h(x), kada x-+ o0,
gde su:
g(x)=(xm"ta, xm14+ . +@p)", R()=(x"+h "1 -0 4 bn)l/",

upotrebiti podesne razvoje u redove za funkcije g (x) i h{x).

88. Polaze¢i od ¢injenice da su funkcije
(1) chxcosx, chxsinx, shxcosx, shxsinx

partikularna reSenja diferencijalne jednacine y*®+4y=0, ili od identiteta
koji, na primer, za prvu funkciju glasi

4chxcosx={expx+exp(—x)}{exp(ix)+exp(—ix)},
razviti funkcije (1) u potencijalne redove u okolini x=0.

Za funkciju ch x cos x traZeni razvoj je

42 ‘ i gk
=N — 1)
81" D (44)!

1.

x4 4

I
41

89. Data je funkcija

X)=s—— - « parametar ).
f() xt-2x2cos2u+l1 ( P )

x2

1° U okolini tatke x=0 razviti funkciju f(x) u potencijalni red i
odrediti njegov polupre¢nik konvergencije.
4+
2° Qraficki prikazati funkciju f(x) i izraCunati integral ff(x) dx.

==

90. Ako vaZi razvoj

xcotg x= 3 anxin  (0< x| < 26),

n=0

proveriti da li je

xtgx= 5 (1=27 g, x0  (|x/ <8).

n=0
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Na osnovu ovoga, ili nekim drugim nafinom, dokazati da je

7 - | (n=1),
N )a“a”_v—[o (1>1).

91. Funkciju x (a), definisanu relacijom
(H xlog x+x-1=a,

aproksimirati u okolini tatke a=0 Taylor-ovini polinomom treceg stepena.
Na osnovu toga pokazati da je jedno aproksimativno reSenje x, jednacine
(1), ako je a malo, dato formulom

1 1
Xy =] fb== g=eg®
2 16

i oceniti greSku ' x—x,| koja se pri tome ¢ini.

92. Data je jednaCina (E) x?—x—2=ax3, gde je a realan parametar.
Ako je a malo, pokazati da je —1+~3'~a—£7 a® aproksimativna vrednost

jednog korena ove jednaline. Izvesti >analognu aproksimaciju za koren
jednacine (E) koji je blizak broju 2. Najzad, uciniti isto i za tre¢i koren
jednacine (E).

93. Dat je integral

: .
g = fx“ (log x)"dx  (a>=0; n prirodan broj).
0

1° Pokazati da vazi rekurentna relacija
n
In=——1I-y,
a+l
i izraCunati integral /,.
2° Polazeéi od razvoja
ey R, ey S
ex=1+ n +2! IF

1
i primenjuju¢i rezultat iz tatke 1°, izratunati integral [x*dx na tri tatne

: 0
decimale.

n!
o ={—-— ey
Rezultat. 1° Ip=(—1)n (1)t
1 1
2= fxxdxzf elerge=i-Lp Lo g ..

0 o'
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94. Odrediti asimptote krive

y=(x-2)exp !
x_

i nacrtati krivu.

ReSenje. Najpre imamo
y=> 4+ (x->3+0),

y-> 0 (x> 3—0),

Sto znadi da je prava x=3 asimptota date krive.

bice

(%, i 2y funkcije od x koje ostaju
konaéne kad |x|-» o), dobija se

(1 funkcija od x koja ostaje ko-
nacna kad | x |- oo).

se asimptote ove krive Je

li postoji presek ove asimptote
sa datom krivom, ekstremumi itd.,

Kako je
1 1 , 1 1 e 1 1
x-3 x—3 2! (x=3)2 3l (x-3)?

sttty sl e i
s ][ YestT map T (.r“_s)a]

+oe (x23),

{ 2 funkcija od x koja ostaje konaéna ako |x|-> o).

Poslednja relacija moZe se napisati u obliku

24 x—2 2 1 ) . x—2
e ! g
% -3 T 9 oap TN xap

Buduéi da je

x—2:1+L+)'1 ~
x—3 < B

2= - by

(x—3)2 x| oxt

i

3 1
y=x—14 - —+—
2 x x2

113

Prema tome, jednaéina ko-

y=x—1.

Ostaje jo§ da se ispita da

da bi se ova kriva mogla nacrtatl.

Kriva je prikazana na slicl’

8 Zbornik matematickih problema 11
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95. Ispitati poloZaj krive
2x-3x24+x3
M) T 142x-xt
prema njenoj tangenti u tacki (0,0). Nacrtafi krivu.
Re3enje. Kako je

- 2 3 2 —
2x—3x2+x aihemani 17—7x %,
14+2x—x2 14+2x — x2
do bij se
(2) y=2x—T7x2+xx? (razvo) funkcije y po Taylor-ovoj formuli},

gde je A funkcija od x koja ostaje konadna kada x - 0.

Iz poslednje relacije izlazi da jednadina tangente krive (1), odnosno (2), glasi

(3) y=2x.
Na osnovu (2) i (3), za dato x, dobija se
(4) Ye—pi=—=Tx2+ 1%

{yk ordinata tatke na krivoj (2), y: ordinata tatke na tangenti (3) }

\y

: Za dovoljno malo x razilka yr—y; ima znak lzraza —7x2, §to znadi da je u okolini
tatke x=0 kriva (1) ispod tangente (3).



96] . IV. RAZNI PROBLEMI 115

Kako je, za |x| dovoljno vellko,
1
(x3—3 x24+2x) : (= x242x+1)=—Xx+1— — + .,
X
bice
1 B
(6) R S L s e
Dee 2k

gde Je p funkcija od x koja ostaje kona&na kad | x |- o0.
Prema tome, prava
(6) y=—x+1
asimptota je krive (I).
Za dato x, prema (5) i (6), je

1 B
2

Ve—=Ya=— —+ — (ya ordinata tacke na asimptoti).
X X

Na osnovu ove formule zakljuCuje se da je za | x| dovoljno veliko
sgn (yx—ya)=—sgn x.

Kriva (1) prikazana je na priloZenoj slici.

96. Data je funkcija
t
f(f)= f X2 cos (x2) dx.

0
1° Razviti funkciju f(f) u potencijalni red i ispitati konvergenciju
dobijenog reda.
2° IzraCunati*f (2-') tako da greSka bude manja od 10-%.

Resenje. 1° Kako je

o in
cos ()= Y (=1)n >,
n=0 (2n)!
bice
t
© xin+2 % fin+3
2 21 — S 2 2 = s = LR e T
X2 cos (x ]—n§0( 1)n @ i fx cos (x2) dx "20( l)n(‘Zn)!(4n+3] s
0
pa je, dakle,
0
L pin+3
) fin= EO[—I)H G @S -
Polupreénik konvergencije dobljenog reda je R, gde je
| (=1r |
’ ' !
iy @ml@a+sd) | _ - (20421 (40+7)
nrw | (D)4t | n»e (2m)!(4n+3)
[ (2n+2)! (4n+T7)
odnosno
B i (2n+2) (2n+1) (4n+7) e

n>o 4n4-3

tj. red (1) konvergira za {&(— oo, + ).
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20 Za t=2-1je

fe-n= 3%

Ako Je
(2)

(He

[97

(2n)! (4n+-3) 24n+3

onda Je i apsolutna vrednost traZene greSke manja od 10-3.

Nejednakost {2) je zadovoljena za n > 2, pa je

) ot =

ii

f(2—1) ~ 0,041 109 .

97. Ispitati poloZaj krive

Ao (2n)! (4n+3) - 2n+o’

-3

20.7.2

y=VT+x—x2~V1-2x+3x°

prema njenoj tangenti u tacki x=0.

ReSenje. Za funkcije

fx)=V1+4x—x2

dobijamo razvoje
f)=[1+(x=x3|t2=1+ ( 1/2

1

1/2

2

g(x)=J1-2x+3x®

)(x_x2)2+( 1:/32 ) (X=X on;

g (X)=14+(—2x+3 x)1B3=14 ( 1{3 ) (—2x+3 x2)+( lé3 ) (—2x+3 x2)2

Dakle, imamo

+ ( 143 ) (—2x+3 X2+ -

y=1(x)—g(x)= [1+%(x—x2)-— %x2+ ]—- [1+% (—2x+3 x?) -%x2+ ]_

y

>

t.

7 85
e v LSl s
y ﬁx 72X + A x4,

gde je & funkcija od x koja ostaje
konaéna kada x> 0.

Prema tome, jednadina tan-
gente date krive u taéki x=0 glasl
1
y-—-s‘* X.

Razlika izmedu ordinate (yx)

krive 1 ordinate (y;) tangente za dato
x ima oblik '

85
Y= —— X242 x5,
Yk— W 72x + XX

U okolini tadke x=0 kriva je
Ispod tangente,

hriva je prikazana na prilo-
Zenoj slici.
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98. Dat je red

(1) 5.
e I

gk}

(—1)r—1[ (2n—1)!1 ]2
. 2n—1 [ 2n) ] 3

Pokazati da red (1) konvergira i da je njegova suma merni broj luka
s krive y=cosx u razmaku [O, ier

Ako se uzme

gy i F”"i‘[!?!’;l,] !,’,]2
2 2,2 211 | @mu
proceniti gresku.
ReSenje. Kako je
1 [[2n+1]!!]2 y
= 2n+1 [(2n+21 g
g BESINY - g0 AR VRIS T -
nseo  (2n)!1 F [(Qn—DJlJE 4n2+8n+4
2n—1 (2n)'1

na osnovu Leibniz-ovog kriterljuma za alternativne redove izlazl da red (1) konvergira.

Imamo
n/2 e L ST N © L\
s:f\!l+sin2xdx i Vitsingx =), (Z)sin‘-”'x,
0 n=0\n
pa je
n/2 =Y 1 /2
j Vitsin®xdx = Y (7)fsin2"xdx.
] n=0\1n v
No, kako je
gy 2n—1)11
jslnznxdx=(~"— L
5 @i 2
kao 1
L 1:3.5 ... (2n—3
) (e R BRSNS ) SR
n 2n. !
biée
/2 ®
e ; —1)n—t [{2a—1) N
s:f\’l+sln2xdx=l+£2( ) l“‘" ) ]
3 e T T
Ako je -
} 4\ 4 il —1 —Nne
s~1+5_2[ 1)n [[2n n..] '
2 2.2, -1 [ @ea
tada je

@ —— g

{—=1)v—t [2v—l)!!]2 v 1(1.3.5.7.9 )2
=3 e 0,007 .
o T R Gl 7T S TS S
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99. Ako je
Yoh=ragn) | o femla

n=1
dokazati da je

x-Dsx)=1+6(x—1) (x>1; 0<0<1).
Dokaz. Kako je
(n+1)—*x<n—x (n=1,23,...)

na osnovu Cauchy-evog integralnog kriterijuma je

© °° ©
T n—x<j f=xdt< Y, n—x  (x>1),
n==2 1 =

ili

=] a0
s(x)<1+ft—th i [t-xdt<s(x),
1 1
odnosno
1 1
si<le—r;  —r<stx),
x—1 -1

i e
- < $(X) < ——
x—1 x—1

| najzad
(x=1)s(x)=146(x—1) {(x>1; O0<o<l).

100. Posmatrati krivu

(1 y=log (1l +x)
i njenu tangentu u tacki O (0,0). Neka je f(f) veli¢ina povrSine ograni¢ene
pomenutom tangentom, lukom krive na segmentu [0, {] i pravom x=*{.

10 Obrazovati funkciju f(¢) i razviti je u potencijalni red.

20 Ispitati konvergenciju dobijenog reda.

3% Jzracunati f(10-1) tako da greSka bude man]a od 10-4

4° Geometriski protumaciti Sta pretstavlja red E (-1)"7'1.

n=32

ReSenje. 1Y Jednadina tangente krive (1) u taéki O (0,0) je y=x.

Kako je
E oo
fy=21- [logl+xdx i log(l+x)= Y (=1t inf
] n=1
dobija se i
=] e
2 1] = -t —
. i nLn( " ("+11(ﬂ+2l

20 Pblupreénlk konvergencije reda (2) je

o (n+1) (n+2) [
n>w (A+2) (n43)
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Za t=11i t=—1 red (2) takode konvergira, jer konvergira red
o i
> —_—
nmt (1) (142)
Dakle, red (2) konvergira za t< [--1, +1).
3% Buduéi da je

/,(‘_ B i e el b
10) nzy (1) (n+2) 1042
dobija se

[+

e (—1 k—1
e, RN L% o 3

k=n+1 -(k‘H) (k+2) 10k+2 :

e y=l0G{14%)

&

Em

Bi¢e sigurno |rn| <1074, ako Je

: < 10
APt -
(2+2) (n+3) 10n+3

=

Poslednja nejednakost je zadovoljena za n > 1, pa Je

1 1 1
/ ) T T S P
10 2.3-108 6000

traZena pribliZna vrednost.

4% Imamo

= XA tn
MN=dy—-ay=t—log(1+1) = 2. (1),

l L}
n=2

119

gde je dy diferencijal funkcije (1j u tatki O (0,0}, a Ay priradtaj iste funkcije i / prirasta]

argumenta x.
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101. Ako je i n-*=gs(x), dokazati da je
n=l| .

(1) rn(x)= i ~*=(n+1)~*[0+(a+1) (x--1)77] (x>1; 0<8<1).
k=n-+1

Sta se moZe kazati o proceni gre§ke pomoéu obrasca (1) s obzirom
na promenljivu x? Proceniti greSku za x=95, n=2 1 x=10, n=2.

Dokaz. Na osnovu Cauchy-evog integralnog kriterljuma dobija se

e}
Fntalx)< ft—xdt<r,, x)  (x>1)
a1
ili
o0 =2
ralx) <(a+)=x+ [1=xdt, [t=xdt<ralx),
n+1 nti
odnosno ;
(x=1=(a+I1—X<r, (x)< (x=1)=(n+ 1= (n4+1)—*
i najzad

ra(x)=(n+1—x[(n+1)(x=1)—2+0] {(x>1;0<0<1).
DuZina intervala
(x=D=t{a+1p=%, (x—1)=t (a1 =X+ (a+1)—%)

je (1+1)—x i ona opada kad x raste. Prema tome, procena greke r, (x) utoliko je pre-
clznija ukollko Je vrednost promenljive x (> 1) veéa.

Za x=51 n=2 bice

rp(8)=3—%{3:4—1406) I ry(5)=(0,75+6)-243-1,
t).
0,75-2437 < rp (5) < 1,75 2431,
Za x=10 i n=2 bice
rp (10)=3—10(3 .91 4-9)
il

t].

ra (10)={3—140) - 3—10= (3—1 4.6} - 590491,
(3 59049)— < r, (10) < 4- (3-59049)—.

102. Funkcija y (x) definisana je redom

(1) y(x) = 3 (~1)p 2

e @2nt1)1°

Ispitati konvergenciju reda, a zatim proveriti da li je funkcqa y (%)
partikularno reSenje diferencijalne jednacine.

‘Jn

xy'(x)+y(x)=acosax. c
ReSenje. Red (1) konvergira za svako x. Kako je
= 2n g2n+1
4 = —|)jp——— x2n—1,
Yo ”2231( N -7 Ty
dobija se
td 2n a2n+1 a2+t
C =W ———————2r 1 - x2n
*,El( " @nt i Z (=1 eyl
' = ax)2n
a2 1= a4) =qcosax
n=0 [2’1)
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103. Pokazati da je

< B A s A DTN R ¢ 2n+a+2 B
k=nt1 M2HRA+1 T Vd—a® V4-a? Va—a>  ntan+tl
S 1 1 1
e <amteny =2
k=n+1 n*4+na+1 n+2 (n+1)2
- g 1 Y, Sl P O g D S W
k=ni1 2+na+1 Ya2—4 2n+2+a—Va2—4  n2+4an+1

21

(0<a<2);

(a > 2).

Uputstvo. Primeniti Cauchy-ev Integralni kriterijum. Formirati takode bolje majo-

rantne formule.

104. Za koje vrednosti x konvergiraju redovi:

= 1 2k
g B =i
=] 1+Xk k:11+X"‘k
105. Pokazati da red
o 3y,

2= VT Tk

uniformno konvergira za 0<x < oo.

v

106. Razviti funkciju chx u red po stepenima osnove e*—1 i odre-

diti za koje vrednosti x vaZi-ovaj razvoj.

Resenje. Stavimo 1i ex—1=/, dobijamo

1
chx= —(eX4-e—X) =
2( 4 )=

1+t
odnosno '
h l+1f’ lf"+]i4 1f'+
clhX = — & —— [V —_— — sae
2 2 2 2
Ovaj razvoj vaii za [t|=|ex—1 <1, t]. za x < log 2.

107. Odrediti poluprecnik konvergencije reda
o n
Y Gy X7 (an= Zk[l‘-])
=i k=1

i funkciju f(x) koja je delinisana ovim redom.

Rezultat. f (x}=x (1—2x)—2 Polupretnik konvergencije Je 1/2.

108. Izradunati f( (0), gde je f(x)=x e*/(1—x).

Reg8enje. Funkci)a f (x) moZe se napisatl u. obliku

ex

f(x)=—ex 4 ——
1—x

Stoga je
1 \@
’“””:‘”+(”i”‘)'

1 1 1
3 (1+t+ A —) = U+ 1480+ .00,
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Primenom Leibniz-ove formule
n

(HV)(n) = E (,/:) u(n—k) y(k)'
k=0
gde Je

-]
u=ex, v= = Y xk (|]x|<l),
dobija se
n n i
@) |x—o= 2 ( )k!
k=0 k‘
Prema tome, traZena vrednost je

2 (n
==+ & (})u
k=0 k

£ (0)
Primedba. lspitatl da li je lim =5

a+o 0!

109. Izrafunati

(1)

g2 [ xP—x4

' irodni brojevi).
dx P9 | (14 xP) (1+xq)”x=o (p, ¢ prirodni brojevi)

ReSenje. Podimo od razlaganja

iy = —2 =% b L1
X)) = = = .
(14xP) (14+x9) - 14x?7  14xP
Potencljalni red
2 g(x)= =1—-x94x29— ... gu{=slPxPE ...

1+4+x9
konvergentan je za |x| < 1.

Na osnovu (2) dobija se
gPD0)=(—1)° (pg)!
Na analogni naéin nalazi se

hPD(0)=(—1) (pq)!
gde je & (x)=1/(14xP).

Prema tome, za lzraz (1) doblija se
{(=1P=(=1)7} (pg}!
110. U okolini tatke x=0 aproksimirati funkciju
f(x)=eslnx
Taylor-ovim polinomom P, (x) stepena n, tako da je

FQ=Pa()| <z (IxI<gn)-

Rezultat. n=2; P,(x)=1+x+ _;_xz'
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111. Dokazati formulu
(1) b 22"sin4$ =02 —sin%a.
v=1
ReSenje. Stavimo li ay=?22' sin? Ea—v, dobijamo

2 LA
(2) ay = 2v-2 (1 - cos 2”_1)

a
:22v—2(1——2cos — 4 cos? 2 )
9v—1 2v -1

a a
— 92,_3[9__ LB o
=2 (2 4 cos T +1+cos2v 2)

a a
= 2y = § —
=2 d(3+ cos vz 4 cos Qv_1).'

S druge strane, polaze¢l od lzraza

a
(3) Jk=2~k(1-c05;27‘)'
dobijamo
a
(4] 2 (jV_j-Jv_z) =2 [22v—2 (l_ cos é’v_l )___22\,_4 (l — cos 2"‘{ 2) ]

=X R (4~4cos—a~—1+cos = )
2v-1 Qv—2

a a
— T2 B : i
=2 (34—c052"_2 4c052"/1).

Uporedivanjem (2) i (4) nalazimo

(5) ay=2(Jy_1—Jy—o).

n-ta parcijalna suma reda (1) je

n n
(6) Sadtil @i 2 (g dogh= HIi==ii)

v=1 v=1

Iz (6), na osnovu (3), dobijamo

a \2
- sin —
N e 2[22"“2(1—cos 2 )——i[l~cos 2a]J = ik —sin3a
on—1 4 1 -
zﬂ
Kad n > oo, iz (7) sleduje
sinz% 2
lim Sp = lim ~sin2 g = a%—sin%a
n—->x n->w®
2!1

i time je dokazana formula (1).
Ovo je relenje D. Dokovica.
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112, Dokazati nejednakost

) A (x>y>0).
2 logx—logy
ReSenje. 1. Razvo)
[2—1 1 fz—1\3 1 [z—]\5
1 =9 |15 i a=ed =2 ess
.ogz lz+l+3(z+l) +5 (z+1) L ]

vaZi ako je 2>0. Za z>1 fje

— 1 ~1
logz>2z—1, tj. o
z

+1 2 logz )

Stavimo li ovde z=x/y (x> y>0), dobija se

o e — x—y
2 log x—logy

(x>y>0).

Ovu nejednakost dokazali su: B. Ostle | H. L. Terwilliger (Proceedings of the
Montana Academy of Sclence, t. 17, p. 69—70, 1957).

Ova nejednakost igra vaZnu ulogu u nekim problemima tehnologije (heat fransfer
problems).

I1. D. Dokovi¢ dokazao je nejednakost (1) mna sledeéi nalin.
Nejednakost

1 —I 2
@ og x—log y .

== x>y>0
— = Pl

ekvivalenina je nejednakostl (1). Ako se stavi x=y+2 (2>0), relacija (2) postaje

lo; +2)—lo 2
g (y+2) 8

3 0; 0).
(3 > T {(y>0; 2>0)
Zamenimo i z/y sa f (>0), bi¢e
@ b {14) % s . il
e w2« hd "
Funkcija :
4
t)=log (1 +t)+ —— —2 t> -1
f(t) ox;(+)+t+2 {t>-1)
je rastuca, jer je
1 4 12

e = —_ . 0 4 —-1).
gt BT el T (7 T ey
Usled toga vaZi nejednakost

f()>f0=0 (t>0)
Sto je upravo nejednakost (4), koja je ekvivalentna nejednakosti (1).
113. Dokazati formulu
(1) 92n+1 Dn. (xn+1/2 Dn+t er_)_._el/aT =@, 3, . ..

Dokaz. Podimo od relacije
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Odavde Jedno za drugim sleduje:
s © v v vV x2
Dn+Ier= S NIRRT [ | S e e —_——
20[2(2 ) (2 ”) v ]

1
x”+_i Dn+1eV;c_= i [

1
Dn (x”+ 2 D"+1ev"—)

- BB G- )

Dalje se dobija

1
22"+‘D"<xn+i Dn+1 e?/:?)

o0

il

v=

v—27—1
oo ¥ = 2 =
=2 [v (v—1) v=2) -+« (v~2n) ——— ]
v=0 v!
v—2n—1
-] 2 fZ_ =
= E l:v(\)—l) (v——?] ST (V—Qll]v' _,,]
v=2n+1 v!
v—2n-t
- -5 [_-",! - O ]
T v=tmpl v=2n-1)! vl
v—2n—1
i 2

v=2n41 (v—2n—1)!
o vk

=1

=e]/’?.

Time je dokaz formule (1) zavrSen.

114, Izra€unati odredeni integral

J= [ tog (155) ax.
0

Re8enje. Integral J moZe se rastaviti na dva integrala
1

i :
1 1+x 1 x+1
J=2 j —1 dx+42 | —log —— dx.
fxog x+fxogx_1x
1

I1—x
0

v

E [V(V—Z) oo v=2n) (v—1) (v=3}) +-- (v=2a+1) el s

125
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Stavimo 1i x=1/¢, dobijamo
@ 0

1 x+1 1+¢
—log T dx= [ 11 ——d— - log 1 dt.
fx % X f = f o8
1 1 1

Prema tome Imamo
1

(1) J= 4fllogl—+)—c dx.
x

Ako funkciju

1 1+x
f{x)=—log— (x#0)
e X 1—x
(x| <1)
= (x=0)
= .
razvijemo u red oblika Y ag xk, integral (1) postaje
k=0 i
\ 1 : e
oo x2k Ll x2k
J:B[ dx =8 lim f dx
. (k=0 2k+1) £->1—0 (k:O 2k+1)
0 0
i g2k +1 _3 G 1
=8 lim = s
e>1—0 4o {2k+1)2 k=0 (2k+1)2
Buduéi da je
= 1 < | | 3 =il 1
Eo (2k+12 ,z’l R El © El Tt
nalazimo
1 1 2
[—Iog(ﬂ) N -=wa®
ol 15 —-x
115. Izradunati
: /2
(1) [ sin (sin x) dx
2 :
tako da greSka bude manja od 10-3.
Relenje. Kako je
’EI . 2k —1, 2n+1
2) sinf = —1)k—1 — — ¢os 61 0<b<
@ ke e A ety
biée :
sin2k—1 x sin2n+1
3 sin (sin x — i ———=s -1 9
(3) n(sinx) = 2::1[ ] 2k 1)1 + (—1)n 2nt1)! cos[ sin x].
Integraleéi levu i desnu stranu jednakosti (3) u lantervalu [0, ‘2], dobijamo
"2 2
c sin2k—1 x
4 i i A= T e
4) fsm(snx) X ;( ) 2k—1)! B
% k=1

/2

sin2n+1 x
f{ ———cos (0 sin x) dx.

(2n41)!

[115

1),
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Buduéi da je
n/2
(2k—2) 1!

2k—1)1

sin2k—1 x dx =

o

n/2

n
fsln2"+1 X cos (0 slnx) dx < —2- ;
0

relacija (4) postaje
,

R (=1)k—

(5) f sin(sinx)dx= Y,

1 n
Z T+ (1R < 7).

@n+1)1 2
0

Da bismo nasli vrednost integrala (1) sa greSkom manjom od 103, treba da je

(6) 1 X0,
(2n41)1 2
Kako je nejednakost (6) ispunjena za n=3, Iz (5) dobijamo

/2 3 (= 1)t
fsln slnx)dxwn ) ————=

RS L S
= l2k—1n) 9 ' 225
0

Bez teSkote se proverava da je grelka u gornjem rezultatu manja i od % 10—4.

Ako za rezultat uzmemo 0,893, greSka koja nastaje takode je manja od ;—-10—3. Prema

tome, rezultat
x/2

f sin (sin x) dx ~ 0,893
0
dat je sigurno sa taéno3€u 103,
Ovo je reSenje P. Vasiéa.

116. 1° Dokazati jednakost
1

2 (-1 N ta—1

oatnb ) 1410
0

d¢ (a,6>0).

20 Sumirati redove
= (=nn i 2 (=

2 >

= T8 e TS T
ReSenje. 1° Za k>0 bice

1 1

(1) 3 (=1 = B2 (_l)nka+n—ldx=ka—l 3 (=1)n xndx
n=0

R=0 k+n n=0
0 0
1 1 1
I—(=1)m+1 xm+1 xk—1 xm+k
o= iR e — iy dx+(—-1)m [ ——dx.
1+x 1+x 1+x
0 0 0

Kako

1 1
0< X gy [ xmind : 0 )
X o s b 4 m-w),
<f 14+x x\of m+k+1
0
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iz (1) lzlazi
1
2]
(_l]n xk—-i

= dx.

@ néo k+n f 1+x .x
. 0

Ako se stavi

k=a(b, x=tb (a, 6>0),
jednakost (2) postaje
1

(g g
3) ]
: e a+nb 14+t
20 Prema (3),

1 1

) | @0 _ln

n—o 1431 l+\‘* nep 2131 § 14x3
0
Kako je
:ﬁf __i ,24‘7) dx,
1+x x2-x+1
A+B=f e
x2—x+1 3Vv3
0
dobijamo

Ovo je reSenje D. Adamovica.

117. Da li se iz uniformne i apsolutne konvergencije reda Y u,(x)
u segmentu [ag, b] sme izvesti zakljucak da red 3 lu,(x)| u [a, 6] uni-
formno konvergira?

Re8enje. Ovaj zakljulak ne moZe se izvestl. To se dokazuje, na primer, redom
1 ‘ ) e
(1 EZ( T

kojl u intervalu [0, 1] apsolutno i uniformno konvergira, a ¢&iji red apsolutnlh vrednosti
u [0, 1] ne konvergira uniformno.

Tvrdenje o apsolutnoj konvergenciji ofigledno je. Ostatak reda (1) ima oblik
(=D)n+tx

R (xj= — =2
(2+x3) (1+xyn

pa

‘Rn (XHS 2 ZCPIl(x)l xE[O,I]-
(1+x2)n

Kako je

1—(2n-1) x2

. (14 xnt+1

funkcija ¢n (x) u [0, 1] uzima maksimalnu vrednost za x=1/V2a—1.
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Stoga za x= [0, 1] vaiZi

1 1 1

| Rn ()| <4 W P3P O L 50 (o),

\ n(]‘\Pn(\l?”ml) Yanci (1+ I \a (n>)
2n—1

pa red (1) u [0, 1] uniformno konvergira.

oK

= X
S druge strane, red apsolutnih vrednosti L ——— ima ostatak
n=0 “ +-\"J
Rala) = ———
A
Kako je
1
Xn = =10, 1] (n=1,2, ...),
Yn
i
7
Rn(xa) R =4 (n->w),

ovaj red za x&[0, 1] ne konvergira uniformno. {
Ovo Je re3enje D. Adamovida.

118. Pokazati da postoji takva numeracija r,(n=1, 2, ...) skupa svih
=) n
racionalnih brojeva intervala (0, 1) da red 3 T[] ry divergira.
R=il' ==l

ReSenje. Stavimo
1

R =F L o
an (n+1)2 (n y £y )

i neka je bn (n=1,2, ...) nlz obrazovan od svih ostalih raclonalnih brojeva iz (0, 1). Bes-
2

krajni proizvod II ay konvergira. Stoga postoji takvo a da je

v=1
n
(1) [lTay>a>0 (n=1,2,...).
v=I
Niz rn (n=1,2, ...) moZe se obrazovatl na slede¢i naéin:
1= 0y,
I, je prvl po redu &lan niza 6, (n=1,2, ...) ko]i nlje manji od 1/2;
ry=ag; ’ .
(2! -1 ¢&lanova)
ry je prvi po redu od preostalih &lanova niza b, (n1=1,2,...) koji nije manjl od 1/3;
r's=0ag, re=40a4, I;=045, Ig= 0, l9=40ay7;
(5=3!—1 ¢lanova)

rip je prvi po redu od preostallh ¢lanova niza b, (n=1,2, ...) ko)l nije manji od 1/4;

Ovako formiranl niz rn (n=1, 2, ...) iscrpljuje nizove an (n=1,2,...) i bn (n: V2 hdaal
tj. sve racionalne brojeve intervala (0, 1). Iz nadina na kojl je niz rp {(n=1,2, ...} obrazovan
izlazi, s obzirom na (1), da opsti ¢lan reda

2) 11

n v=1

il s

—

9 Zbornik matematickih problema II
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majorira op3ti ¢lan divergentnog reda
a a g aena NG owal | e
a +a+?! '3—!+a+a+é~!+a+a =~ I° o2l
(2! &lanova) (3! Elanova)
3to znadl da red (2) divergira.

Primedba. Posto)e numeraclje s, (n=1, 2, ...} skupa svih racionalnih brojeva 1z (0,1)
za koje red f; ﬁ sy konverglra. Neka je, na primer, ¢, [n£1,2, ...) nilz obrazovan od
svih raclonalrrllf_l—] b‘;:jéva iz (0, 1) koji ostaju kad se Isklju¢e brojevi 1/n (n=1,2, ...). Niz
snp (n=1,2, ...) definisan jednakostima :

Soi—sa = Lk, Sonf=sGr 1 (=2 )

pretstavlja jednu takvu numeraciju.
Ovo je reSenje D. Adamovica.

119. Dokazati identitet

R=1 4 cos 2K7

7 sin (z sin

2k 2kr:r) b
k=1 n n

(r,n prirodni brojevi; z proizvoljan kompleksan broj).

n—1
ReSenje. Napidimo datl zbir u obliku Y ax, gde je
k=1

ag=2¢6

2k=
z cos = = 2kx  2kr=x
sinfzsin— — 3
n n

Formirajmo ¢&lan

H—
zcosz(ﬁnkM ( 2(n—k)=x 2(n—k)r:t)
an—k=¢ . sin|zsin =
n n
2kn
4 zecos\2x——— !
=@ ( L )sin [z sin (2:1—%) ~2ra+4 2kr:r]
n n
= —dag.

Zato je
n—1 n—1 n—1 1 n—1 3
Z g = 3( 2 ax + Z an—k):-? (ax+an—g)
=1 k=1 k=1 k=1
1 n—1
= 2 (ax—a) = 0.
/=

Ovim je datl Identitet dokazan.
Ovo je relenje R. Lucica.

120. Razviti funkciju | x (x—x)| u Fourier-ov red u intervalu (—=x, +=x).



OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE

1. DIFERENCIJALNE JEDNACINE PRVOG REDA

1. 1° Na¢i funkciju y (x) koja zadovoljava jednaéinu
y'(x)+ay(x)=ceb* (a, 0, ¢ konstante).
2° Qdrediti realne nule funkcije y (x).
Rezultat.

; ebx4+ Ae—ax (a+b#0
1° yx)={a+b ( ! (A integraciona konstanta).

cxebx4 Ae—ax (a+6=0)

2. Odrediti funkciju y (x) koja zadovoljavé uslove

V(@) +2xy(x)=xe=,  y(0)=0,

i graficki je prikazati.
3. Ispitati integralne krive definisane jedna¢inom
(2y—x)p'=y+2x.
Rezultat. x2+xy—)2=C (C Integraciona konstanta).
4; Integraliti diferencijalne jednacine:
1° yy'—y'2=¢*; 2° xdyr—ydxdy—ydx2=0.

5. Resiti diferencijalne jednadine:

1° xdx+ (y— Vxy)dy=0; 2° xy'—y=ylog(y/x);

3° (2ycosx+sin‘x)dx—sin'xdy=0; 4° y'cosy+siny=x;
8% yl=(x—yP-2(x-y)-2; - 6° y2+(1—=xy)y'=0;
7° ydx4x(x2y—1)dy=0; 8% I+(x+y2)y'=0.

6. Rediti diferencijalne jednaline:
1° x2y'+xy+exp(xy)=a; 2° x2+y2—2xpy'=a(xy’'—y);
3 (x+y2)y'—2xy=a(xy'—y)
(a realna konstanta).

Uputstvo. Za integraclju jednadina 1° i 2° upotrebiti smenu y=xu, gde Je u nova
nepoznata funkcija.
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7. Data je jednacina (x2y%+x)dy+ydx=0.
'1° Pokazati da postoji takva funkcija M=f(xy) da izraz
M{(x*y*+x)dy+ydx}
pretstavlja totalni diferencijal.

2° Odrediti integralne krive date jednaCine i od ovih izdvojiti onu
koja prolazi kroz tacku (—1, 1).

3° Prougiti partikularnu integralnu krivu i videti da li je ona sime-
tri¢na prema pravoj y=1. PribliZno nacrtati ovu krivu.

8. Pokazati da je diferencijalna jedna¢ina skupa krivih
y={2fi () +f )} M) +f(x)}  (fifs—f2f:7#0; & parametar)
Riccati-eva diferencijalna jednacina '

fr fo dl___ fi fa (fz fs | ‘s fll) L fs fa
f fol @ el T ha W e

2

el e
9. Resiti diferencijalnu jednadinu
(1) xydy/dx=y*+a®—ax+a{(x—a)>+y2}'2 (a=const).
Uputstvo. Izvrditi smenu z= { (x—a)2+y2 } 2.
Primedba. Proveriti da li relacija
(2) { [x—a)z—‘ry‘i}”ziazex {e integraciona konstanta)
definide re3enje jednaline (1).

Jednadina (2) defini8e konusni presek &ija Je jedna ZiZa tacka (a, 0) i e ekscentricitet.
10. Resiti diferencijalne jednacine:
d
1° (y—x) (1+x2)12 d"i- =g (I +p5)R . fo=const); " 27 2 ¥
X

Uputstvo. 1° Upotrebiti smenu x=tgu, y=tgv;
dx d
2° Napisati jednaCinu u obliku y — + (log x) dy= l_
X y

11. Resiti diferencijalnu jednadinu
dy 1 2x43y*+1
dx 2y 3x+4)2+1

12. Resiti diferencijalnu jednainu
y3d—}L +y24x=0.
dx

Uputstvo. lzviditi smenu )y2=u—x {z nova nepoznata funkcija).

Primedba. Proveriti da Il je re8enje date jednaline definisano relacijom

X 2
2x24+2 xy2+y4=Cexp(-—2 arctg ty ) s
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13. Resiti diferencijalne jednaline:

10 (1+x‘~’)j—y—x(1+2x2)y=x(l+x2)l/2;
X

20 XU~*%gy+thﬁ)y=ﬁy%
X

dy

gy 3 o =(xaT142)y—xay’%2  (a=const).
x
Cexp (1+x2 !
Rezultati., 1° e ° [‘, 1/; . 22’
(1+x2) 2 (1+x3)=
20 -1 = ¢ o 4 - 3
y oox3a-1) 5 x2-1
112 il
B xR = - a%-1).
Xy +Cexp( 2(04_1)) (a#-1)
C ozna&ava integracionu konstantu. Ako je a=—1, §ta ¢e biti op3te redenje jednatine 3%

14. Ispitati da li jednadina
(E) y(2x—y+2)dx+2(x—y)dy=0
ima jedan integracioni faktor koji je funkcija samo od x.
U potvrdnom slucaju resiti jednaéinu (E).
15. Odrediti opSte reSenje diferencijalne jednacine
ydx+(a+erxy)dy=0 (y>0; a,p, g parametri).
Uputstvo. Izvrditi smenu f=eeX (e=+1).
16. ReSiti diferencijalnu jednacinu dy/dx=y (x—y)/x (x+y).

ReSenje. y(xdy+ydx)=x(pdx—xdy},

ydx—x dy
" xdy+ydx:xy——y2 =4

dxy)=(xy)d(x y},
log (Cxy) = x/y - (C Integraciona konstanta).

Primedba. Rediti ovu jednadinu i nekim drugim metodom.
17. Odrediti integralne krive diferencijalne’ jednacine
y'=y/x+ V(51

Ispitati ove krive i odrediti tangente povulene na njih iz koordi-
natnog pocetka.

18. Resiti diferencijalnu jednacinu

y=xp+xmf(p)
(p=dy/dx; m realna konstanta; x > 0; f(p) diferencijabilna funkcija).
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Uputstvo. Posle diferenciranja leve i desne strane, dobija se Bernoulli-eva jedna-
¢ina po x

d—{+l[log/(m]'x+
m

e x2—m=0 {m#0; f(p}#0}.

1
mf(p)
Sludaj m=0 treba posebno ftretirati, kao i slutaj f (p)=0.

19. Data je diferencijalna jednaina
(E,) (1+x2)2(y')2+a2y?2=0> (a,p konstante).

10 Integraliti jednacdinu (E,).

20 Pokazati da su, ma za kakvo B, sva nekonstantna reSenja jednaline
(E,) takode redenja jedne homogene linearne diferencijalne jednadine dru-
gog reda (E,) koju treba obrazovati. Polazei od ove Cinjenice, odrediti
opste redenje jednacine (E,).

20. Resiti diferencijalnu jednacinu

(1) (px=y)(py+x)=a*p (p=dy/dx; a=const),
Resenje. Jednatina (1) moZe se napisati u obliku

(2) PExy—py*+pxE—xy = a%p.

Smenom x2=u, y2=v dobija se p=(x/y) [dv/dﬁ) i jednaéina (2) postaje

u(dv)2 x dv x dv , X dv
= Tl —— - L Ji=ia% —

b Vet [ pe———— s
v \du y du y du y du
odnosno
u(ﬂ')“-vﬂ+uﬂ_v=azﬂ'
du du du du
odnosno

Ovo Je Clairaut-ova diferencijalna jednagina.
Op3ti integral ove jednaline je

3) . v=Cu-a2C/(C+1) ( C integraciona konstanta ).
Ako se ovde stavi u=x2 I v=y2, doblja se relacija
(4) y2=Cx2—-a2C/(C+1),

' koja definiSe reSenje Jednaline (1).

Primedba. 1spitati integralne krive.

21. Ispitati da li jednacina
{aox®+a,x2y +a,xy®+(ay—a, + a,) Y3+ a3 x2 +a,xy+a;y2+ agx + a,y + ag) dx
+{aoy*+a, xy*+a,x2y + (ao—a,+0,) X*+a3y*+ A, x y+a5 X2 +agy +a; x+ag) dy =0
ima integracioni faktor oblika f (x +y).

ReSenje. Napidimo datu jednaéinu u obliku

P(x,y)dx+Q (x,y)dy=10
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1 ispitajmo da li postoji takva funkcija f(x+y) da izraz
(E) fUYP(x, ) dx+f(H) Q(x,y)dy  (t=x+y)
bude totalni diferencijal jedne funkcije u(x, y).
lzraz (E) biée totalni diferencijal ako je ispunjen uslov
00 9P
f%ﬂ(P—Qh#U%——~~j,
ax  dy

"~ odnosno .
1(t) _ (3a—4a,+3a,) t—(a,—2a5)

f(t)  (as—a3) P4(as—a5) t+(a—a;)
Integracloni faktor je funkcija

. /U]=exp( (300—4a1+302] t—(a;—2a;g) )

(ay—a,) 2+ (ag—as) t+(as+ay)
Ovde je pretpostavljeno da funkcija f/(¢)/f(f) ima smisla.

22, Pokazati da diferencijalna jednacina
(2+x2y4+2xy—y2—p3)dx+(p2+xy2+2xy—x2—x2) dy=0

ima integracioni faktor oblika f(x+y). Odrediti op3te reSenje ove jedna-
€ine i ispitati ga.
Rezultat. Integracioni faktor je funkclja f(x+p)=1/{(x+y)2 (x+y+2)?}.

Opste relenje definisano je jednadinom

x24+y24+C (xy+x+y)=0  (C integraciona konstanta).

23. Rediti diferencijalnu jednacinu
(x+xy+y2)dx—(x2+xy-—-y)dy=0
i ispitati integralne krive.

ReSenje.
dx dy

XBAxp-y  PEXyEx

dx—dy ™ xdx+ydy
(x+y) (x—y—=1} (x+y) (x2+)?)
(x—y~1)2=c (x2+)?).

24. Rediti diferencijalnu jednacinu
dy _ y2(3xy+1).
dx 3—xy
Uputstvo. Upotrebiti smenu xy=u.
25. Data je diferencijalna jednacina

y'—2y cotg 2x = %(sin x)2/cos x.

Odrediti integralnu krivu koja sa svojom tangentom u talki apscise
x=0 ima dodir najviSeg reda.
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26. Ispitati integralne krive diferencijalne jednacine
dy/dx=2x—-y+1)/(x-—-2y+1).
Rezultat. Integraine krive jednaéine (1) su konusnl preseci
xz—xy—l—y2+x—y+a:0v (a integraciona konstanta).

Primedba. Ako se prilikom reSavanja dli:rencijaine jednaline

d ax+by+c a b
(1) le(_“LJi*_) (l ¢0)
dx aX+By+y .
stavi
u=ax+by+c, v=aXx+gy+y,
. tada je

du _a+b(dy/dx) a+bF(u/v)
dv  a+B(dy/dx} a+BF(ufv)’

(2)

Dakle, jednainu (1) sveli smo na homogenu jednaéinu (2) i to postupkom kojl se
razlikuje od uobi¢ajenog. U ¢emu je prednost navedenog postupka?

27. Resiti diferencijalnu jednacinu
€)) dy/dx=2x—-4y+1)/(x-2y+1)
i ispitati da li medu integralnim krivama postoji jedna prava..
Rezultat. Opste reSenje jednacine (1) definisano je relacijom
(3x—6y+1)2 exp (12x - 6y)=const.
28. Partikularni integral jednacine
y’+y2—-3ytg'x+tg2x~-l=0
ima oblik ktgx, gde je k konstanta koju treba odrediti. Naci njeno
opSte reSenje.
29. Data je relacija y=1+xe> koja definiSe funkciju y=f(x).

Izraziti dy /dx kao racionalnu funkciju od x i y. Ovako dobijena rela-
cija definiSe jedan skup krivih. Odrediti njihove ortogonalne trajektorij e

30. Pokazati da jednacina
(x2+x)y' +y2+(1-2x) y—2x=0
ima partikularno reSenje oblika y, =k, gde je k konstanta koju treba odrediti.

Odrediti njeno opSte reSenje. Pokazati da sve integralne krive ove
jednatine prolaze kroz dve fiksne taCke.

31. Pokazati da integralne krive jednacine
(4y—3x-0)y'~3y+7x+2=0

Cine skup zatvorenih krivih. Ispitati realnost tih krivih i izratunati veli¢inu
povrdine koju te krive zatvaraju. :
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32. Data je diferencijalna jednaéina j’v TELEVE)
L
1° Stavljaju¢i y=vx, pokazati da je reSenje ove jednaline definisano
relacijom B 1
0 log (x2— xy +y?) +arc tg o R
2 i xV3 :
20 Stavljaju¢i x=vy, pokazati da je njeno reSenje definisano relacijom
/3 9x—
29 log (x®—xy+y?)—arctg e A Gy
2 AE ¥

3° Pokazati da su ova reSenja ekvivalentna i naéi vezu izmedu para-
metara C; 1 C,.

33. Data je diferencijalna jednadina
(E) x(x—1Dy'—y*—x(x-2)y=0.

10 Naéi opSte reSenje ove jednacine.

20 Odrediti fiksne tacke kroz koje prolaze sve integralne krive jed-
natine (E).

3° Ispitati integralne krive jednacine (E) i za one koje imaju centar
odrediti geometrisko mesto centara.

34. Data je diferencijalna jednadina

2xyy'—y2+x=0.
1¢ Naé¢i onu integralnu kriva (C) koja prolazi kroz tacku (1, 0).
20 Ispitati krivu (C) i grafi¢ki prikazati dobijene rezultate.

3% Izraunati zapreminu obrtnog tela koje se dobija kada se povrsina
ograni¢ena krivom (C) i x-osom obrée oko x-ose.

35. Odrediti krivu ¢ija tangenta u svakoj njenoj tacki seCe na ordi-
natnoj osi otsefak proporcionalan kvadratu apscise. Medu ovakvim krivim
odrediti onu koja za x=0 ima ekstremum i ispitati prirodu tog ekstremuma,

36. Data je diferencijalna jednacina

dy =y cotg x+sin 2x.
dx
1° Qdrediti opSte reSenje y=y (x) te jednaline i ono partikularno
redenje y =y, (x) koje zadovoljava uslov y,(n/2)=0.
2° Nacrtati krivu (C) y =y, (x).
3° [zralunati veli¢inu povrSine izmedu krive (C) i otsecka x-ose od 0 do 2x.

37. Pokazati da je izraz \
(x+2y) dx+ydy

(x+y)*
totalan diferencijal jedne funkcije koja zavisi od x i y.
Na osnovu toga naéi op3te reSenje jednaline

(x+2y)dx+ydy=0.
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38. Rediti diferencijalnu jednacinu
(2= y*) L —xy=0
dx

i pokazati da su njene integralne krive unikurzalne i da nemaju ni jedne
tacke u beskrajnosti.

39. Integraliti diferencijalnu jednacinu
Ry'=xy+y*=0
i od integralnih krivih ispitati onu koja prolazi kroz tacku (—1,1).

40. Brzina jedne trimolekularne reakcije odredena je obrascem

% =k(a—x)(b—x)(c—x) (k a, b, c pozitivne konstante).

Ako je x=x, za t=0, odrediti ¢t u funkciji od x.
Sta ¢e biti ako je a=b=c, ili a=b=c?

41. Pokazati da funkcija y=(1+x)/V1+x2 zadovoljava jednu diferen-
cijalnu jednacinu oblika y'=R(x,y), gde je R(x,y) racionalna funkcija po
x i y, koju treba odrediti. Zatim integraliti tako formiranu diferencijalnu
jednaginu.

42, Odrediti krive u ravni koje imaju osobinu da normala u svakoj
njihovoj tacki prolazi kroz jednu fiksnu tacku date ravni.

43. Resiti jednadinu .
: (?)2=ax+y (a=const).
X

Ima li ova jednacina singularnih reSenja?

44, Pokazati da funkcija
x[(ex=1) (x#0),
1 =
M y={ %
zadovoljava jednu diferencijalnu jednacinu prvog reda oblika dy/dx =R (x, y),
gde je R(x, y) racionalna funkcija po x i y.

Naci opsti integral tako dobijene diferencijalne jednadine i geome-
trisko mesto prevojnih tacaka integralnih krivih.

Razviti funkciju (1) u potencijalni red u okolini poetka i odrediti
njegov polupre¢nik konvergencije.

45. Odrediti parametre X i p tako da izraz
(x2+ 27 xy+py) dx+(px2+2Ax+y) dy

bude totalan dlferencqal jedne funkcije P (x,y, C) (C proizvoljna integra-
ciona konstanta) i naéi ovu funkciju.

Da li postoji jedna takva kriva iz familije P(x,y,C)=0 koja sefe
x-osu u tacki (I, 0) pod uglom od 45°?
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46. Ispitati integralne krive jednacine

(x—xy2)dx+(y+x2y)dy=0.

47. Integraliti jednadinu

x3 %1+2x2y»~3x3—1=0.
X

Pokazati da integralne krive imaju za asimptotu jednu fiksnu pravu,
i da svaka od njih preseca ovu asimptotu u dve tacke koje su simetri¢ne u
odnosu na pocetak. Naci geometrisko mesto prevojnih tataka integralnih krivih.

48. Data je diferencijalna jednadina

dy _ y(2x—p)

dx  x(3y2—x)

1? Odrediti njeno op3te reSenje (integralne krive).

2° Pokazati da se integralna kriva koja prolazi kroz poletak raspada
u vide krivih koje treba odrediti.

49. Pokazati da se diferencijalna jednadina

(E) yri—yt—4y2=21yt=0 {y=f(x)}
moZe pretstaviti pomocu relacija

y'=(1+£#) (1+3f), y=t+# (¢t pomotna promenljiva).

Iskoristiti ovu €injenicu za iznalaZenje reSenja jednacine (E).

50. U diferencijalnoj jednaéini
(xy+y2+62)dx —(x2+xy+a2)dy=0 (a, b=const)
izvr8iti smenu promenljivih
x=u+v, y=ku—v (k= const).

Ispitati da li se k¥ moZe taKo izabrati da se u transformovanoj jedna-
¢ini promenljive mogu razdvojiti.

51. Dat je skup krivih

(T) x+y—l=tg(x+2) (M parametar).

1° Koliko krivih iz ovog skupa prolazi kroz jednu tatku M (x,, yo)
u xy—ravni?

2° Qdrediti ortogonalne trajektorije skupa krivih (T').
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52. Pokazati da diferencijalna jednalina

dy  [x®+)P—p)y+2x
dx  (x*+y*—n)x—2Ly

(N i p parametri)

smenom x =pcosé, y=psiné dobija oblik, gde se promenljive mogu razdvojiti.

Odrediti opSte reSenje ove jednaline za razliCite vrednosti para-
metara A i .

- 53, Odrediti integralne krive jednacine
(xy'—y)y=x>—3xy+4)*

i ispitati koliko integralnih krivih prolazi kroz svaku tacku xy ravni. Posebno
odrediti krive koje prolaze kroz tacku (1, 0), ispitati ih i grafi¢ki prikazati.

54, ReSiti diferencijalnu jednacinu

(1) e e (a, b, ¢ konstante).
dx x3{by+cl+ax

ReSenje. Umesto (1) moZe se posmatrati jednakina

dx by+c ’
(2) T et
dy y(y*+a) y (y24-a)
Ako se stavli x2=1/u, jednalina (2) postaje
., 2a . by+c
dy  y(y*+a) y(y*+a)
ReSenje ove jednaline je
y2 by+c
=2 dy+C C Integraciona konstanta
Vita 0P +ap yay . ( g )
b y ,¢c+by
=— = hrigetisa—— N a>0).
va " BYa Tt ; :

Re3enje jednaline (1) Je definisano relacijom
SR y
y2=x2(y*+a) |C— —=arc tg T) +x2(c+0by).
Va Ya
Primedba. Sta ée biti ako je a=0 i a<0?
55. Resiti diferencijalnu jednacinu
d .
x(y + 2] -2axty+ | bafx=0  (a=const),
X

traZe¢i njena partikularna reSenja oblika

ax+b
X ==
y1( ) -t |

(a, b, ¢, d konstante).

56. Resiti diferencijalnu jednacinu
(st pls Fy=0
Uputstvo. Poél od obllka xn+i4yn—xnyx/=0,
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57. Resiti diferencijalnu jednadinu
(1) (Bx2+Axy+C)%:—+(Axy+8y2+C)=0 (A2+B24C2>0).

Re3enje. Ako se stavi -
(2) u=x+y, Vv=Xxy,

tada se dobija
3) Ay, | xdpdpin, , lAxpBIEE) N B bAxp+CY)

du dy+dx (Axy+By*+C)—(Bx®*+Axy+C}
_Av{x=p)=-Bv(x—y)+C(x-¥
~Bu(x—y) ;
tj.
dv (A-B)v+C
e B#0),
du —Bu Y
t].
dy du
4 e L Tat T =0 B+#0, A#B).
@) (A-B)v+C Bu s 7is)
Posle integracije bie
1 C 1
= log |v+—— 4+ —log|u!| = const,
A-B A—B B
odnosno
- | c |B
v+— |u| A—B = const.
| A=BIPEE

Ako se u i v zamene vrednostima (2), poslednja jednaéina postaje

| c |B
} -V,V+A—é x4y A—B = const (B#0; A#B).

To je opSte reSenje jednacine (1) u sludaju kada je B#0 i A#B.

Ako je B=0, jednalina (1) postaje

2

= (A24+C2>0),
dx

te je njeno opSte reSenje
x+y = const.

U ovom sluéaju reSenje jednadine (1) je takode

Axy+C=0.

Ako je B=A (#0), jednalina (4) dobija oblik

dv du

=c= spi=m S0 C+#0),

C Bu ( )
odakle je

1 1

-~ V+—log |u| = const,

C B i F
odnosno

eBxy |x+y|C = const .
Ako je B=A (#0) i C=0, jednalina (1) postaje

dy _ _y

dx i
odakle izlazi

xy = const.

U ovom slucaju redenje je takode y=—x.



142 OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE [58—6 1

Il. LINEARNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE DRUGOG [ VISEG REDA

58. Za razne vrednosti realnog parametra a odrediti opSte reenje

diferencijalne jednacine
y'—2y'+ay=0.

Rezultat. y=ex [C1exp (x Vl—a)+C2exp(—x Vl—a)] (a<l);
y=ex[C;cos (x Ya—1)+Cysin (x Va—1)] (a>1);
y=eX(Ci+Cy x) {a=1)

( Cy, Cy Integracione konstante).
[ ]

59. Resiti diferencijalne jednaline:

1° y"+y=sintx; 5 e y* §0 p= 23

20 y"—2y'+y=e*sinx+4e*; 6° (1-x)y"-3y"=0;

3% x2y”"—2y=x+€0sX; 7° y'#(ex—1)y' =e**;

49 ufy’—xj'aedp=2logx; 8 a2y”+2ay’'+y=ch(x/a)

(a realna konstanta).
60. Resiti diferencijalne jednacine:
19 xy"4+2y'+xy=0;
2 x(x+a) (y"=m?y) — 2x+a) ('~ my) = xte=mx

(a i m realne konstante).

61. Rediti sledece skupove diferencijalnih jednatina:

d d d

10 _x=’ _y=z, _Z=x;
dt dt dt
dx dy dz

20 —=2x+y—2, —L=x+2y-2, —=3x—8y-—-2z;
dt A dt L o
dy d

= 30 _1__z_+x=0, E_d_x_*_ =0, E’i_ﬂ.{_z:O;

dt dt dt dt dt  dt

dy 3 dz
40 2 ==l = = .
E y+z 5 X5 dx+4y+22 1+4x;

5° X+a?y=0, y—a*x=0 (as0);
6° x+x+y=-5, y—4x—8y=-3;
70 x=2x, J}=3x—‘2y, é=2y+3:;

dx 1 dy 1 dz 1
8% L= — X —Z=—y+x, -——~=—2
dt 2 ¥i it 27 dt 2
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62—64)
Redenje. 8° Mogu se formiratl ove dve kombinacije
d(x+1y) I
" = () (xH
e (5 +1) tetiy)
(r=v=1).
d{x—1iy) 1
L= =i ) (x~i
dt < 2 ) ( 2
Posle integraclje doblja se §
1 1 }
— i)t ——1i)t
Ae(2 ‘) : :Be(z )

X+ly =
(A, B integracione konstante).

Iz poslednjih telacija izlazi

¢
(Cyicost—Cysint),

o=

X =8

[T

t
y=e“ (Cysinf+Cycost)

(Cy, C, Integracione konstante).

Ako ovim relacijama pridruZimo
1

—t i
2= Cye? { Cg integraciona konstanta),

imamo re3enje datog skupa diferencljalnlh jednaéina.

62. Odrediti parametre A, B, C, D tako da jednalina

M (x2+A)fX_2xﬂ+(Bx2+Cx+D)y=0
dx2 dx

ima kao partikularan integral funkciju e2* (a=const).
Za te vrednosti ovih parametara odrediti op$ti integral jednacine (1).

63. Odrediti a, b, ¢, d tako da jednacina
x(x—1)yp"+(ax+b)y' +(cx+d)y=0

ima partikularno reSenje y, (x)=1/(x—1), a zatim naéi op3te reSenje ove
jednacine.

64. Odrediti opSte reSenje jednacline

(2x+1)y"+(4x—2)v'—8y=(6x2+x—3) e*
kada se zna da homogena jednacina
(2x+1)y"+(4x—-2)y'—8y=0

ima partikularno redenje oblika es*, gde je a konstanta koju treba naéi.
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65. Data je diferencijalna jednacina
') +ay' (x)+by(x)=f(x) (a i b konstante).

1° Pokazati da se opSte reSenje ove jednaéine moZe izraziti u obliku

1
y(x)=Ae 27 sm—(x B)+ = ff(t) o® 2P smf (x—1t)dt,
gde je 22=4b—a>>0 i gde su A i B integracione konstante, a x, podesno
izabrana numericka" konstanta.
2° Za sluCajeve a®*—-4b6>0 i 4b—a>=0 izvesti odgovarajuce izraze

koji odreduju opste reSenje date jednacine.

66. Odrediti opSte reSenje jednacine
y"'+k*y=f(x) (k realna konstanta),

i utvrditi da se ono moZe izraziti u obliku

y=A coskx+Bsin kx+ %ff(t) sink (x—1t)dt,

gde su A i B integracione konstante, a x, jedna podesno izabrana nume-
ricka konstanta. :

67. Ispitati da li je funkcija

y=C [—A31n(nx+a)— (1 ~ —g—) cos(nx+a)]

nx n2 x2

(C, «a integracione konstante)
reSenje diferencijalne jednaCine

68. Smenom y =z (x)/x* transformisati jednacinu

(E) X2y"(x)+(3x+4x)y () +(2x2+6x+2) y (x)=
i videti da li se dobijena jednalina po funkciji z(x) moZe upotrebiti za
integraciju jednacine (E).

69. Odrediti opSte reSenje jednacine

G d2y 2x ( dy )
arc tg x — —==— = J?
( 1+x~) dxz (14x2)2 dx

Uputstvo. Neposredno se zakljuluje da je y, (x)=x jedno njeno partikularno resenje.
Drugo partikularno redenje je y, (x]=arctg x.
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70. OpSte reSenje jednatine
(1 Y (x)=y(x)=0
mozZe se napisati u obliku ;
(2) y(x)=ash(x+b) (a, b integracione konstante),

ili u obliku
(3) y(x)=Aex+Be~* (A, B integracione konstante).

Kako ¢emo, polaze¢i od oblika (2), dobiti partikularno reSenje Be~x?
Uputstvo. Staviti a=—2Beb u (2) { pustiti da b—» —eo.

71. Proveriti da li su funkcije
yi=14x, y,=(3x—1)x!2
partikularna reSenja diferencijalne jednaline
(6x3+20x2-2x) y"—(9x2+10x+1)y'+(9x+1) y=0,
i odrediti njeno opSte reSenje.
72. Resiti jednacinu
(1-x2)§% —xi—% +y=2x.

Uputstvo. —d—((l—x‘ljdy +xy | =2x.
dx\ dx

73. Data je diferencijalna jednacina
(1) xy" (x)=2y"(x)+xy (x)=0.

Pokazati da svako reSenje jednaline (1) zadovoljava jednu linearnu
diferencijalnu jednacdinu etvrtog reda sa konstantnim koeficijentima.

Koriste¢i ovu osobinu jednaline (1), odrediti joj reSenje.

Ako je data opStija jednalina

(2) xy®(x)—ky®*-D(x)+xy(x)=0 (k prirodan broj),
ispitati da li ona ima osobinu da svako njeno reSenje zadovoljava jednu
linearnu diferencijalnu jednainu reda 2 4.

74. Pokazati da je svako reSenje diferencijalne jednacine

X3(x+4)y®—4x2(x+3)y"+12x (x+2)y" 24 (x+1) p'+24y=0
polinom po x. Generalisati.

Uputstvo. Poél od polinoma
P(x)=ay,xk+a, xk—24+ «or tag—yx+ag.
Rezultat. Opste redenje glasi
y=Axi+Bx3+Cx2+D (x+1) (A, B, C, D integracione konstante).

10 Zbornik matemati¢kih problema Il
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75. Ispitati da li jednalina
Ly]=(x®-3x2) y"+ (x3—2x2-6x) '+ (2x2—10x+6) y=0
ima partikularno reSenje oblika y,=x* (k parametar kojim se moZe slo-
bodno raspolagati). U afirmativnom sluaju, rediti jednaCinu L [y]=x>—4x*

76. Pokazati da je jedno partikularno reSenje jednaline

(E) x(1-x)2y"+(1=x2)y'+(1+x}y=0
linearna funkcija po x i, na osnovu ovoga, resiti jednacinu (E).

77. Pokazati da jednaCina (1--x2)y”+xy’+8y=0 ima reSenje oblika
a+bx2+cxt, gde su a, b, ¢ parametri. Na osnovu ovog odrediti opste
reSenje ove jednacine.

78. Ispitati da li su sva reSenja diferencijalne jednaline drugog reda

(1) (sinx) y”—(cosx+sinx)y’+(cosx)y=cos x '
takode reSenja diferencijalne jednatine treCeg reda

(2) Ty —pitp'—yRl=0.

ReSenje. Opste redenje jednatine (2) je'

(3) y=Cyex+Cyc08 x+Cysinx+1 (Cy, Ca, C, integracione konstante).

Funkclja y, deflnisana relacijom (3), bice relenje jednaline (1), ako je Ispunjen
uslov C2= C3. -

Zaista, sva reSenja jednadine (1) obuhvacena su reSenjima jednaéine (2). OpSte reSenje
jednacine (1) je

y=CyeX+Cy{cos x+sin x)+1.

79. Data je linearna diferencijalna jednacina

(E) y'+p(x)y"+q(x)y'+r(x)y=0.

1° Koji uslov freba da zadovoljavaju funkcije p(x), ¢ (x), r(x) da bi
jednalina (E) imala jedan prvi integral oblika

(Ey) P(x)y"+Q(x)y=C,
gde su P(x) i Q(x) odredene funkcije od x, a C proizvoljna konstanta.
2° Ako je p(x)=r(x) i ¢(x)=1, odrediti jednacinu (E,) i opSte reSenje
jednacine (E). '
80. Odrediti opSte. reSenje Laplace-ove diferencijalne jednacine
L=xy"—6y"+xy=0
pomocu jednacina koje se dobijaju diferenciranjem diferencijalnog polinoma L.

Da li se i jednalina xy” -4y’ - xy=0 moZe rediti pomo¢u navedenog
postupka?
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81. Odrediti opSte reSenje jednaline

(1) D*y+2a2D?y+a*y=cos bx (a,b realne konstante).
Rezultat. Opite reSenje jednadine (1) glasi

2) y=(C1+Cyx) cos ax+(Cs+ Cyx) sin ax + ('(C;)S [Z:‘)O (a##b)
h2— q2)2
(Cy, Cs, Cy, C,4 integraclone konstante).
Ako je b=a, tada redenje jednaline (1) ima oblik
3) y=(Cy1+Cyx) cos ax+(Cg+ Cyx) sin ax—;—;cos ax (a#0).
1

Primedba. Da li se reSenje (3) moZe dobiti 1z (2) ?

82. IzvrSiti smenu sinx =t u diferencijalnoj jednacini
(E) y"+(tg x) y’ — (cos x)? y = (sin x cos x)2.

Da li se dobijena jednadina (E,) moZe koristiti za integraciju jedna-
¢ine (E)? U potvrdnom slu¢aju, odrediti ono reSenje y =7, (x) jednacine (E)
koje zadovoljava uslove f,(0)=2, f,’ (0)=0.

Da li su diferencijalne jednaine (E) i (E;) ekvivalentne ?

83. Pokazati da diferencijalna jednalina
2 L A R
(E) ~ (l+x)d.\t2 2xdx

+y=0
ima jedno partikularno reSenje y=f(x), definisano relacijama
y=—32/(13+2), x=-3t/({3+2).
Koristeéi ovo, odrediti opSte reSenje jednaline (E).
Da li se parametri a, b, c mogu izabrati tako, da se i opStija jednacina

x2(a+x3)gzl+bx dy-+cy=0
dx2 dx
moZe integraliti na analogni nalin ?

84. Transformisati diferencijalnu jednalinu
oy A

dx? v, [_)c—a)gtx—b)zy
pomocéu smene promenljivih
u=10gixla—&, y=(x—b)v
| x—b

{A, a, b konstante; y=y(x), v=v(u)}.
85. Odrediti opSte reSenje linearne diferencijalne jednaline
L[y]Ey‘"’»1!(’:)x"—1y<"—-”+2!(’;)x"-zy‘"*b +(-1)"n!(”)y=0
n

pomocu redenja jednaCine dL([y]/dx=0.
Rezultat. y=C;x+Cpx2+ --- +Cnx" (Ck Integracione konstante).
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86. Ako su u(x) i v(x) dva linearno nezavisna partikularna reSenja
diferencijalne jednacine
dzy
dx2

M LS+ L+RE)y=0,

pokazati da je op3te reSenje ove jednacCine dato izrazom
y=Au(x)+Bv(x),

1 dA 1 'dB du dv
—— =———=c¢e* [ [v——u—
v dx v dx ( dx dx

gde je

(¢ integraciona konstanta; p=—fP(x)dx).
Resenje. Buduéi da su u (x) t v(x) dva reSenja jednacine (1), redenje e bitl i funkctja
(2) y=Au+Bv ( A, B konstante ),

Pretpostavimo sada da su A i B funkclje od x { odredimo ih tako da (2) bude op3te
refenje jednadine (!).
Iz (2) sleduje

(3) y'=A'u+B'v+Au’+Bv’ (’=d/dx).

Da bismo odredili funkcije A (x) i B (x), moZemo propisatl uslov
) Au+8B'v=0.

Jednadina (3), uz uslov (4), postaje

(5) y'=Au'+Bv’.

Odavde steduje:

(6) yi=Au'+B'v+Au”"+Bv”, ]
(7) yr=A"u+2A 0"+ Au""+B"v'+2B v+ By,

Na osnovu (5), (6), (7) jednacina (1) dobija oblik
Au”+Pu”+Qu'+Ru)+ B (v +Pv”+Qv +Ry)
+ A" +2A 0"+ B” v 2B v+ P (Au'+B'v')=0.
Buduéi da su u(x) 1 v(x) partikularna redenja jednacine (1), poslednja jednadina postaje
8) AW +2A 0"+ B"v 2B v'+ P (A'u'+ B v )=0.
Funkclje A (x) 1 B(x) odredene su jednadinama (4) i (8). Iz (4) sleduje
B/'=—A"-(ujv), B"=—A"-(ujv)—A"-(u/v).

Smenom ovih izraza u (8) dobija se

A7y (u'v—uv’)+ A {2V (u”v—uav”)+(Pyv—v’) (u'v—uv’)} =0,

Alv=c {exp(-dex]}/(u'v—uv’)z.
Dalje se dobija
B’/u:—c{exp[—dex]}/[u’v~uv’]2.

Prema tome, op3te relenje jednacine (1) je
vexp{—/f P dx uexp(— [ Pdx
yzc[uf__&L_ﬁldx_vf_ﬁuf—de p——
(a’v--uv’)® (u’v—uv’)?
(a, b, ¢ integracione konstante ).

Generalizaclja. Poku3ati generalizaclju ovog problema za linearne jednaéine reda n=>4
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87. Resiti skupove (sisteme) diferencijalnih jednacina:

1° (D—Du-2v=ex, (D-1)v=2u+1;

2° Du—v=0, Dv—w=0, Dw—u=0;

3° (D2-4D)u—(D—-1)v=e*, (D+6)u+(D2-D)v=0

{D=d/dx, D*=d?/dx* u=u(x), v=v(x), w=w(x)}.
Rezultat.

10 u=—3—e—x (2A+l--lx)+2882\‘

3 4 2 ’

1 1 :
yv=—+2|A— —x|e—-*+2Be?;
3-i- ( 7 ) I

1 ; I3~ ™ o 3
20 u=Aex——2—[B+CV3]e*xlzcosi§-—E(C—BV3)e"¥/Zsinx—¥—,

8 xV3
v=Aex+4 (Bcos xz -+ C sin \Z )e-’“z,
xV3 1 = xV3
= 3)e—x/2 ;
= - (C+BY3)e sin =

w=AeX— = (B—CYV3)e—x/2cos
30 u=2Ae—X4+2Ce?x+6Eedxt %e“,

v=—5Ae—x—7Bex—8Ce% 9 Eetx— - et

(A, B, C, E integracione konstante).

88. Ako dve jednaline
o x3+a; X2+ ay x+a3=0, by x2+bx+b,=0
imaju jedan zajednicki koren x,, tada postoje identiteti:

Gy x4+ a; xB+a, x2+ay x, =0,

Qg X3+ ay x2+ka, X, +a;=0,

bo x;*+ b, x84 b, x,2 =0,

bo X34 by x 2+ by x4 =0,

bo x 2+ by x,+b,=0.
Ako se iz ovih identiteta eliminiSu x,% x;3, x,%, x,, dobija se

a, a; ay as 0 |
|

o

a, a, ay 0O
iboblbzo 0 [=0.
{0 by by by O |

\0 0 b, b, by

To je Sylvester-ov metod eliminacije.
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Da li se ovaj metod, uz potrebne modifikacije, moZe primeniti na
skup od dve linearne diferencijalne jednacine oblika:

(H AD¥y+A, D2y+A,Dy+A,y=0, B,D*y+B,Dy+B,y=0
(Ag, By funkcije promenljive x)?

Resenje. Odgovor je potvrdan. Ako jednadine (1) imsju jedno zajedniCko reSenje
y1 (x), tada vaZe identiteti: i

AyDry+ (A + Ay) D3y, +{Ay+4,) D2y +(AY +4,) Dy + Ay v, =0,

Ao Diyy - +4, D2y + Az Dy;+ 45 =0,
ByD4ys+(2By+ By) D ys+(8y"+2 B+ B;) D2y +(By"+2By') Dys+ By’ y, =0,
By, D3y, +(By’+B1) D?y;  +(By+B:) Dy;+ By y1=0,

B, D2y, +B:Dy+ B, y;=0

(Dky,=dky,/dxk),
Ako se determinanta

% - PrA A+ A, A~ My
0 Ao A A As
B, 2By+B, By'+2B/+B, B/+2By By
0 By By'+B, B/ +B, By
0 0 By B, B,

anulira za svako x, tada jednaline (1) imaju fedno zajednitko netrivijaino reSenje.
Ovaj rezultat bez telkofe se primenjuje I na druge slucajeve.
Primer. 1spitatl navedenim metodom da li jednadine
Déy+(x—a)D2y+x(x—a)Dy—ax2y=0, D2y4(x—a)Dy—axy=0
imaju zajednitko reSenje 1 u potvrdnom sludaju odrediti ga.

Rezultat. y,=exp (ax).
89. Proveriti da li je relacijama
X, =(—16C,+3Cy)et+3C, tel, x,=(2C;—12C,) e?+2C, tet,
xg=(—8C,—9C;)et+(—8C,—9C,) te!, x4=(6C1+6C3)e'+(6C2+6C4)te'
(Cy, Cy, Gy, C, integracione konstante)

definisano reSenje skupa linearnih diferencijalnih jednatina:

W x-dn+ontds,
%:—.%x1+ x2—%x3_%x47
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II. INTEGRACIJA POMOCU REDOVA
90. Da li postoje takva reSenja diferencijalne jednacine
x2p"+4xy'+2y=cos x
koja se mogu razviti u red oblika .
Gy+a; x+a, x4 -+ 7

U potvrdnom slucaju ispitati i grafi¢ki prikazati ova reSenja.

91. Odrediti dva nezavisna partikularna re3enja jednacine
x2y”"—4xy'+(x2+6)y=0
u obliku potencijalnih redova }_ ax x* i ispitati da‘li se opSte reSenje ove
jednadine moZe izraziti u kona¢nom obliku.

92. U obliku potencijalnog reda Y a; x* odrediti funkciju f(x) koja
zadovoljava uslove:

")+ () f" (=0, f(0)=0, f'(0)=0, f"(0)=1.

93. Ako je
dx/dt=x2+4y, dy/dt=y2+x, x(0)=y(0)=1,
odrediti reSenja u obliku:
x()=Ao+A H+A BB+ A 834 -0
y(t)=Bo+ By t+B, 2 4+B; 4+ .-

94, Odrediti reSenja diferencijalne jednaline
x2(l—x) y"—3x2y'—%(1 +x)y=0
u obliku potencijalnog reda Y ay x*.

95. Pokazati da su reSenja diferencijalne jednaline

(14+3x2)y"—5xy'—3y=0
funkcije
¥, (x)=3x44x3,
() =142+ T8 oo 4 (=1)*Bapats -,
gde je
(2k)! ag=[(6k—5) (6k—11) --- 1]1[(2k—5) (2k-T7) --- 1] (k>3).

96. Data je diferencijalna jednadina

(E) dxy"(x)+2y"(x)—y (x)=0.

1° Odrediti potencijalni red y(x)=1+a, x+a,x®+ .-+ koji zadovoljava
jednatinu (E). Koliki je polupre¢nik konvergencije ovog reda?
20 Qdrediti zbir ovog reda.
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3% Odrediti jednu smenu promenljive x=x () pomocu koje se jedna-
¢ina (E) svodi na linearnu jednainu sa konstantnim koeficijentima. Na
osnovu ovog naci opSte reSenje jednacine (E).

97. Odrediti reSenje y=y (x) diferencijalne jednacine
(2=1)y"+2(A+1)xp'+2xy=0 ( parametar)
koje se moZe razviti u red oblika
; ' AR x4 A dicd+
i odrediti zbir ovog reda za y (0)=1, y’v(0)=0.

98. Data je diferencijalna jednacina

(E) xy"—(x+N) y'+Ay=0 (X realan parametar).

10 Pokazati da ova jednalina ima jedno partikularno reSenje nezavisno
od A i odrediti njeno opSte reSenje.

20 Ako je A prirodan broj, jednac¢ina (E) ima jedno partikularno re3enje
koje se moZe razviti u potencijalni red u okolini x=0, i koje je infinitezi-
mala reda n+41, ako je x infinitezimala prvog reda. Odrediti polupreénik
konvergencije ovog reda.

99. U obliku potencijalnih redova 3 a, x* odrediti dva partikularna
reSenja linearne diferencijalne jednacine

(E) y'(x)+2xy’ (x)+4y (x)=0.
Posebno odrediti ono redenje y, (x) jednatine (E) koje zadovoljava

uslove
B0, yi @=2
Pokazati da se y, (x) moZe izraziti u kona¢nom obliku i da je y, (1)=2/e.

100. Pokazati da diferencijalnu jednacinu

2d_'iy Ha by
(E) 422 4 (1-x2) y=0

zadovoljava generalisani potencijalni red oblika
y=x"(A¢+A x+4,x2+ --+),

gde su v, A,, A;, A,, ... konstante koje treba odrediti.

Odrediti dva linearno nezavisna partikularna reSenja ove jednaline i
pokazati da samo jedno od njih ostaje kona¢no kada x — 0.

Da li se jednacina (E) moZe integraliti pomoc¢u Bessel-ovih funkcija?

101. Odrediti reSenja diferencijalﬁe jednaline

dy By i
(1) dx3+2x dx+y S
u obliku potencijalnog reda
(2) y=>3 apxk

k=0
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ReSenje. Polazeéi od (2), dobija se

dy & dzy &
S =00 (k) Gga Xk, =30 (k+2) (k+1) Qg g XK,
dx =0 dx* =0

dy &
ke D (k+3) (k+2) (k+1) ag 45Xk
X k=0

Da bl (2) bilo re§enje jednatine (1), mora biti

2 {(k+3) (k+2) (k+1) ak+ 3+ (2k+1) ax) xk=0.
k=0
Odavde sleduje

241
(3) Ay 3= — :

e ak
(k-+1) (k+2) (k+3)
1. k je oblika 3r (r prirodan broj ili nula). Tada je, prema (3),

1
ol 50 e
7
L T
6r—>5
=G er-n@n
Odavde sleduje
1.7 ««« (6r—5)
agr=(—1)7 — @0 -
. k je oblika 3r+1 (r prirodan broj ili nula). Tada je, prema (3),
3
a1 0% (o
9
RETEEa Y
6r-3
Qgr+1=—

_‘—'f'»_*,a‘qr—z-
Br—1(3r)(3r+1)
Odavde se doblja

agr41=(=1)" @r+1)!

1. k je oblika-8r+2 (r nula il prirodan broj). Tada je, prema (3},

as=— 57‘70.
3-4.5 °
a8=_~ll_a5!
6.7.8
6r—1
dgrp=— —— 8r—1 -

e e, ===
(3r) (3r+1) (3r+2)
Iz ovih relacija sleduje
_[ 1,5;“,',",,,(6"_1)
Agr+2= ) Br+2)!

= .
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Prema tome, op3te reenje jednadine (1) je
y= {ao+asx3+ eee +agr x4+ ...}
+ { A X+ XA ver FOgrgq XTI ...}

+{azx2+a5x5+ see 4 agrqg Xr+24 "'}.

%8 ]ao

LR 8.9 (6r=3)
Y 2 (=1 Brent

r=1

odnosno

r e L 1:7 - (6r=5)
1 £ .05 el e

r=1

y:

3r+l]a1

.11 --- Br==1)
(3r+2)!

2 =1y

r=1

(x2 3r+2
;+ x3r+2 12a,

(a9, a4, a, proizvoljne konstante).

Tri izraza koji se nalaze u uglastim zagradama jesu partikular‘nn reSenja jednaéine (1).
Ako se na red &lji je op3ti ¢lan
7 .. (6r—5)

_lrl' 3r
b4 (3r})!

primeni D’Alembert-ov kriterijum, doblja se

6r+1 .

Lris o
(8r+1) (3r+2) B3r+3) " °

ur

Za svako x je
¥ 6r+1
(8r+1) (3r+2) (3r+3)

Ur+4q
Ur

[x|2>0 (row).

Dakle, ovaj alternativni red konvergira za svako x.
Isto vaZi i za potencijalne redove

® . 8:9 .- (6r—3)
2 (=) (3r+1)!

=l

= 100 AR (e W
(-1 — B T

ar1,
r=1

IV. KONTURNI I DRUGI USLOVI

102. Resiti konturni problem

V' x)+ry () =0, y(a)=y(b), y'(@=-y'(b) (a#b).

ReSenje. Op3te refenje jednaline
(1) Y (x)+ry(x) =0
ima oblik
y(x) = Cicoskx+Cysinkx (A=k2)
(2) = Cy+Cax (2=0) ( k realna konstanta)
= Cychkx4+Cyshkx (A= —k2)

( Cy, C, Integracione konstante ).
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I. Sluéaj A=k? Konstante C, i C, treba odrediti iz’ konturnih uslova koji se, u ovom
slu€aju, svode na jednaédine:
Ci(coska—coskb)+ Cp(sinka—sinkb) =0,
3
@) Cy(sinka+sinkb)— Cy(coska+coskb)=0.

Determinanta ovog sistema je

coska—coskb sin ka —sin kb
sin ka4 sin kb —coska—coskb

|=o.

Prema tome, sistem (3) ima i drugih reSenja osim trivijalnog.
Iz prve od jednalina (3) dobija se

Co=—C, (cos ka—coskb)/(sin ka—sin kb)

b b
=€y sink—a—+— (coska+ )
2 2
Prema tome je

a+b a+b
yi{x) = C, [cos kx+ (sln kxsink 5 ) cosk—| |.

2
b b
y(x) = C,cosk(x~—£+—)/(coska+ )
X 2 2

TraZeno re3enje konturnog problema za A=#k2 ima oblik

a+b
(4) y(x)=Acosk (x ——;—) ( A proizvoljna konstanta). J
Il. Siu¢aj 2= —k2 Konturni uslovi su, za ovaj slutaj, oblika

5 Ci(chka—chkb)+C,(shka—shkb) =10,
2 Ci(shka+shkb)+C,(chka+chkb)=0.
Determinanta ovog sistema ima takode vrednost nule.

Iz prve od jednadina (5) sleduje

Ca=—C, (chka—chkb)/(sh ka—sh kb)

a+b a+b
_.—Cl(shk 9 )/(chk 2 )

Re3enje datog konturnog problema za A= —k2 ima oblik

(6) y(x)=Achk|x— £25 A proizvoljna konstanta) .
2 p

Zakljuéak. Re3enje konturnog problema Je

y(x)::Acosk(x~a—-;—b) (A=k?),
=A (2=0),
=4 chk(x—g;—b) (A= —k2).

Ovaj problem ima neprekidan spektar.
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103. Odrediti x (¢) iz uslova:
x®()—x(t)=a, x(0)=0, x'(0)=0, x”(0)=0, x” (0)=0 (& konstanta)

i ispitati koliko realnih nula ima tako odredena funkcija x(t). Izradunati
nule na dve tacne cifre. v

Rezultat. x(f)= %a(cost+cht—2).

104. Data je diferencijalna jednacina
(E) y'+Ax)y'+B(x)y=0,

gde su A(x) i B(x) funkcije realne promenljive x.

1° Smenom nezavisno promenljive x=f(¢) dobija se nova jednalina
oblika

(E)) y+a(t)y+b(t)y=0,
koju treba obrazovati. $
2° Koji uslovi treba da budu ispunjeni da bi bilo

(R) a(t)=const, b (t)=const?
3° Pokazati da jednacina
(Ey) (1+x2) p"+xy'—k2y=0
i funkcija f(t)=sht ispunjavaju uslove (R).
4° Na¢éi opSte reSenje jednacine (E,).

59 Odrediti ono reSenje jednacine (E,) koje se moZe razviti u poten-
cijalni red oblika 3 o, x*.

6° Resiti problem o sopstvenim vrednostima koji sainjavaju jedna-
¢ina (E,) 1 uslovi: y(a)=01 y (6)=0" (a#b).

105. Data je d‘iferencijaln’a jednacina
(E;) Llyl=xy"—(k—1)y'+k2x2k=1y=0 (k parametar).

1° Pokazati da se moze odrediti takva funkcija x=x (¢), da jednacina
(E,) dobije oblik y+6(t) y=0. Polaze¢i od ovog rezultata, integraliti jedna-
¢inu (E,).

20 Integraliti zatim diferencijalnu jednainu

(Ez) L[y]=k2x3k—1

-i ispitati da li za k=1/2 postoji takvo reSenje y =y (x) jednacine (E,) koje
zadovoljava uslove: y (0)=0 i y’(x) ostaje kona¢no kada x- 0

106. ReSiti konturni problem:

dl:A(B—y) r, i1 =Cx; y(r) ogranieno u tatki r=0; y(ry)=8

dr dr

(A, B, C, 8, r, pozitivne konstante).
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107. Data je diferencijalna jednaina y” (x)+2xy(x) =0 i konturni uslovi:

y(a)=y (), y'(a)=y'(b) (a#D).
Odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene funkcije ovog konturnog
problema.

108. Data je diferencijalna jednalina

ey (x)/dx2 = (x)
i konturni uslovi y (¢)=0, y(b)=0 (az#b).

Pokazati da se reSenje ovog konturnog problema moZe pretstaviti u
obliku

X—a

b
y)="=2 [ (1=6)f (1) dt

109. Formirati linearnu homogenu diferencijalnu jednadinu drugog reda
tije je opste redenje

y=2Z,(ae*) (a, b konstante),

gde je v indeks cilindri¢ne funkcije Z,.
Ako je a>0 i b <0, odrediti funkcnju Z, (aeb) pod uslovom da ona

bude ograniCena u okolini tacke x=o0
110. ReSiti konturne probleme:
10 x2y"+xy'+(Ax2—v2) y=0 (v fiksno; N paramefar),
y(1)=0, y(x) ograniteno kad x- 0;
90 x2y"+xy'+(Ax2—v2) y=0 (v fiksno; N parametar),
y (x) ograni¢eno za 0 < x <{+4oo.

111. Resiti skup diferencijalnih jednacina

X (t)=3x (1)~ 4y (1), y(t)=3y(t)+4x (1),

i odrediti i graficki prikazati ono partikularno reSenje x, (), y,(t) koje
zadovoljava uslove:

x0)=2, 5 (0)=0, x,(0)=0, y,(0)=0.
Rezultat. xp(f)=3cost—cos3t, yp(t)=3sinf—sin3t.
112. ReSiti problem o sopstvenim vrednostima:
yP )=y (x)=0 (r#0),
yO(a)=y® (b) (as#b; k=1, 2, 3, 4).

113. ReSiti skup jednadina

x()=2()+y ()= x(t), y(t)=2()+x()=y(t), 2()=x()+y(t)+2(1),
i to specijalno ako je x(0)=1, y(0)=0, 2(0)=0.
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114. Data je diferencijalna jednacina
(E) (2x2-3x+1) p" (x)+2xy’' (x)—2p(x)=0.

19 Odrediti opste reSenje y (x) jednatine (E) i graficki prikazati funk-
ciju y (x).
2° Odrediti ono partikularno reSenje y, (x) koje zadovoljava uslove:

¥ (0)=0, y,’(0)=1.
115. 1z uslova
(E) 6x(t)=3x()+6x(t)+y(t)=t, Xx()+8x(t)+y(t)=0
odrediti x (t) i y(¢). )
Ako je x{0)=11/36, y(0)=—22/9, x(0)=1/6, pokazati da je geo-

metrisko mesto tacke (x,y), u Dekartovom pravouglom koordinatnom si-
stemu, jedna prava koja prolazi kroz pocetak.

Primedba. Opdte reSenje skupa jednatina (E) je

x = Ae!+Be24Cedl+ %(6/“1),

y=—9Aet-12Be2~17Cest — 2 (61411

( A, B, C integracione konstante ),

116. Pokazati da diferencijalna jednacina
1) (-0 L x -2 1 6y=0
dx2 dx

ima partikularno resenje oblika yl'z x*, gde je k konstanta koju treba odrediti.
Zatim odrediti opSte reSenje jednacine (1) i ono partikularno redenje

koje ostaje konacno kad x-1.
117. Odrediti ono partikularno reSenje y, (x) jednaline
y* () +2y"(x)-3y (x)=10,
koje zadovoljava uslove: y, (x)=y, (—x), y,(0)=0, y,”(0)=0.
118. U ravni Dekartovog pravouglog koordinatnog sistema Oxy koor-
dinate {x(t), y(t)} tatke M definisane su skupom jednacina
tx+5x+y=t, ty—x+3y=t2,

10 Odrediti jednacine krivih (CY trajektorija tatke M kada se ¢ menja.
20 Specijalno odrediti onu od krivih (C) koja u momentu ¢=1 sele

y-osu ortogonalno.
119. Date su diferencijalne jednacine:
(1) u+4u=0, (2 v4+v=0 {u=u(t), v=v(t)}.

Neka su x,(#) i y,(t) dva partikularna reSenja jednacine (1) koja za-
dovoljavaju uslove:

x(0)=a, x/0)=0; y,(0)=0, y,(0)=2a.
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Neka su x,(t) i y,(f) dva partikularna reSenja jednaline (2) koja za-
dovoljavaju uslove:

X 0)=a, x'(0)=0;  y,(0)=0, p,)'(0)=—a,

gde je a jedna pozitivna konstanta.
Odrediti funkcije x, (), ¥, (#); x5(t), ya(¢).

Tacke M, {x,(t), y,(1)}, M.{x,(t). y,(1)}, kada f varira, opisuju u jednom
istom Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu Oxy istu trajektoriju.
Dokazati.

120. Data je diferencijalna jednacina (E) ax®*y”—-y=0, gde je a(£0)
realna konstanta.
12 Odrediti opste reSenje jednacine (E) za razne vrednosti parametra a.

2° Za koje ¢e vrednosti parametra a ovo reSenje biti racionalna funk-
cija od x?

121. Odrediti opSte reSenje diferencijalne jednacdine
y"—2y'+2y=cospx (p prirodan broj)
i izdvojiti ono partikularno reSenje koje je periodi¢na funkcija promenljive x.

122, Odrediti jednacinu krivih (I') koje su definisane diferencijalnom
jednacinom :

(1) y"(x)+y (x)=0.

Posebno odrediti onu od krivih (I') koja ima tatku M (0, 1) kao pre-
vojnu tatku i Cija tangenta u istoj tacki M zaklapa sa x-osom ugao od 45°.

Rezultat. TraZena partikularna kriva je
y(x) = exp (x/2) {(1/V/ 3) sin (xV/ 3/2)+cos (x}V 3/2) } .
123, Odrediti y(x) iz uslova
y(x)y"(x)=2{y'(x)}*, y(1)=1.

124, Odrediti y (x) iz uslova

dy(x)_dy(x)

i ™ —2y(x)=4x2-3e~*, y(0)=0, y'(0)=3.

125. Pokazati da funkcija y=xsin Ax, gde je X parametar, zadovoljava
jednu linearnu diferencijalnu jednaéinu drugog reda

(1) Y'H+R (6, M)y +R, (x,\) y=0,
gde su R,(x,X) i R,(x,2) racionalne funkcije po x.i A.

Dati su konturni uslovi:

2) y(@=0, y()=0 (a#b).

Odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene funkcije konturnog problema,
koji ¢ine uslovi (1) i (2) i graficki prikazati sopstvene funkcije.
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126. Odrediti y (x) iz uslova

d d2y(x) dy(x]
dx2

0. et

.Uputstvo. Data jednalina moZe se napisati u obliku (xy)”+4(xy)=sin2x.

+2—"="+4xy(x)=sin2x,

127. Odrediti koordinate tatke M {x=x(t), y=y(t)}, u Dekartovom
pravouglom koordinatnom sistemu Oxy, iz uslova: A

X+x=y, 4x+2x=y+2y, x(0)=0, y(0)=1, x(0)=2.
Ispitati da li tatka M (x,y) leZi na paraboli (5x—2y)*=4(y~2x).
Primedba. Op3te refenje datih linearnih diferencijalnih jednalina je

x=Aet+Be—t+Ce2t, y=2Aet—2Be—t+ % Ce2t'
(A, B, C iutegracione konstante).

128. Da li postoji takvo reSenje jednatine
X2y 4xy'+2y=x
ko;e je ograni¢eno kad x- 0?
Rezultat. y=x/6.

129. Odrediti funkcije u(x), v(x), w(x) koje zadovoljavaju uslove:
D+1)u+2Dv+4D?*w=0, (2D+1)u+Dv+D2w=0, 3Du+v+w=0,
u(0)=1, v(0)=0, w(0)=0,  Dw(x)|x=0=0.

Rezultat. u=1 (9e—x/3-4ex245e7), v=l (9e—x/426ex12-250x~10),

w=1+4eX—2ex/2

130. Odrediti funkcije x (t), y (f) koje zadovoljavaju uslove:
x+ax=y, y+ay=x, x(0)=0, y(0)=1.
Rezultat. x=e—atshf, y=e-alchf.

131. Data je diferencijalna jednacina

d2y (£)
ds2

1° QOdrediti partikularno reSenje y, (¢) koje zadovoljava uslove:
P (0)=1, y( )+ y( T) 0 (X realna konstanta).
20 Odrediti amplltudu i period partikularnog reSenja y, (t).

+a?y(t)=0 (a realna konstanta).

132. Smenom x=1/t, y=ute-t transformisati diferencijalou jednaéinu
xX2y"+Bx—-1)y'+y=0
odrediti njeno reSenje koje ostaje konatno kad x - +oo.
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133. Resiti konturni problem

y'(x)+ry(x)=0, y'(a)=my(a), y'(b)=my(b)
(m proizvoljna konstanta razliita od nule; asb; A realno).
ReSenje. Op3te refenje diferencljalne jednadine je
y(x)=Cycoskx+Cosinkx  (A=4k2);
(1) =Ci+Cox (A=0);
= Cych kx+Cysh kx (A=—k?).

(k realna konstanta; C,, C, integracione konstante),
Slucaj 2=k2 Konstante C, i C, odreduju se iz uslova:

C, (m cos ka+ksin ka)+ C, (m sin ku— k cos ka)=0,

C, (m cos kb+k sin kb)+ Cy (m sin kb--k cos kb)=0.

2

Determinanta ovog skupa jednadina je
A (k)=(m2+k%) sin k (b—a). N
Skup Jednadina (2) imace i netrivijalnih redenja, ako je A=0, t). ako je
k=nx/{b—a) (=90, =y, .25 o )
Prema tome, sopstvene vrednosti ovog konturnog problema su
3) )\:kzz{n:r/(b—a)}2 (773 T M

S obzirom na oblik kojim je definisan paranietar A, uzeli smo samo n=1, 2, 3, ...
Prema (3) sopstvene funkcije su
n n " n
b, (x)=m sin[- —(a—x)|—-——cos| — (a—x) =)y 2, ek
b—ua b—a b—

2

Ostaje jo§ da se tretiraju sludajevi A=0 1 A= —k2,

134. Resiti konturni problem

(1) 2f () ' (x)={f"(x)}3  [(0)=f(2m)=(r/2)~
ReSenje. Smenom f(x)=exp ([fzdx) jednadina (1) postaje
22'=-2%
11 1
:2 x+ D) C, (C, integraciona konstanta).

z
roo=exp( [
(x)=exp fx+C1 x).

o fX)=Co(x+Cy)? {(C, integraciona konstanta).
Integracione konstante C, i C, odrediemo iz uslova
@ (T/22=CyC2,  (w/2)%=C, (21+Cy)2.
Ca {27+ Cy)*—C42) =0,
Buduéi da je C,#0, jer Co=0 protivuredi uslovima (2), izlazi

(2a+C)2—C2=0 = Cy=—n.
Iz (2) sleduje Co=1/4.
Prema tome, sopstvena funkclja je

3 f ()= (x=np,

11 Zbornik matemati¢kih problema II
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135. Odrediti funkciju x=x (t) koja zadovoljava uslove:

dx(t)/dt=ax*+bx+c (a, b, c, realne konstante),

1
) x(0)=x,#0 ( x, realna konstanta)
u sludajevima:
1 az=b=c=0; LU (=) = =l
3° a=c=0, b#0; 40 b=c=0, a50;

5 ¢=0, a0, b£0; 6° a=0, 6#0, c#0.

Da li nadeno reSenje x(f) ostaje kona¢no kad f- oo? Posebno ispi-
tati svaki od Sest navedenih slucajeva.

136. Data je diferencijalna jednacina

(E) (=x®)y"(x)—xy'(x)+22y(x)=0 (X realan parametar )
i konturni uslovi y(a)=y (6)=0 (as0b).

Odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene funkcije ovog konturnog
problema.
Za integraciju jednaline (E) upotrebiti smene: x=cost i x= +cht

137. Odrediti realan parametar X tako da reSenje y(x) diferencijalne
jednacine

(E) yr )44y () + (A4 4) y (x)=0
ima osobinu: ”
y(0)=0, y(2m)=0
i da se k-puta i samo toliko puta anulira u intervalu (0, 2=x).

ReSenje. Opste redenje diferencijaine jednaline (E) je
(1) y=e—2x (A sin A x+ B cos A x) ( A, B integraclone konstante).

Iz uslova y (0)=0 izlazi B=0.
Re3enje (1) dobija sada obiik

(2) y=Ae2xsinix.
Takode treba da bude Ispunjen uslov
sin2Ar=0 = X=m/2 (£+m=0,1,2,...).

Parametar m treba tako izabrati da se funkcija
Ae—2x 5] —"Lx
e sin
1
anulira taéno k puta u intervalu (0, 2x). To ée biti ako je m=k+1, pa je A= ;(l{-}-l).

‘ k+1 2
Zaista, razmak Izmedu dve uzastopne nule funkcije sin—Q—x‘ je ;-T-T U intervalu (0,2n)

posmatrana funkcija ima taéno & nula.
TraZeno reSenje glast

k+1
y(x) = Ae—2x sln%x { A konstanta £0}.
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138. Odrediti realan parametar A tako da diferencijalna jednadina
yr () +2y" () + (A2 +1) y (x) =0
ima reSenje y, (x) koje zadovoljava uslove
¥, (0)=0, y,(27)=0
i povrh toga se jo$ ta¢no & puta anulira u intervalu (0, 2x).

Rezultat. TraZeni parametar je }\:—_%(k+l].

Odgovarajuée partikularno relenje je

Vp{x) = Ae—*sin ;—(k—}-l) X { A konstanta£0).

139. Odrediti opste reSenje diferencijalne jednacine
ym+ Qyu_yl ,_2y=xe«x ;

Da 1i postoji takvo partikularno redenje y,(x) ove jednaline koje ima
osobine:

yp(x) ostaje kona¢no kada x- +o0;

¥p(0)=0;  »,'(0)=07?
Ako je odgovor potvrdan, nacrtati kriva y =y, (x).

Rezultat. Op3te reSenje date jednacine glasi

=1 —x (x—x2)+Ciex+(Cpe—x+Cge—2x ( Cy, Cq, Cq integracione konstante ).
Y=y

140. Resiti konturni problem
yO(x)—k*y(x)=0  (k+#0),
y(©O)=y" (0)=y" (1) =y (1)-y(1)=0.
Uputstvo. Opdte reSenje jednatine (1) je

(1)

(2) y(x)=Cychkx+Coshkx+Cycos kx+Cysinkx

( Cy, Cs, Cs, C, integracione konstante ).
Ako se upotrebe uslovi y (0)=y”(0)=0, dobija se
3) C,=0, Cs=0.
Kada se druga dva konturna uslova primene na reSenje (2), dobija se

Coshk—Cysink =0,

4)
Cy(k3chk—sh k)—Cy(k?cos k+sink) = 0.

Skup jednadina (4) Ima i drugih reSenja osim trivijalnih, ako je parametar k definisan
relacijom

(5) K3 (tgk—th k) = 2tgk th k.
Za odredivanje realnih reSenja ove jednatine podesno je posmatrati jednalinu (5)

u obliku )
coth k—cotg k = 2/ k3 (jer je k#0).
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141. Data je diferencijalna jednadina
y”-i—?ay'+2a‘{v=a’e-"x cosax  (a=const).
19 Odrediti opSte reSenje ove jednaline.
2° Odrediti njeno partikularno reSenje y,(x) za koje je
yo(0)=0, y(I)=1.

3° Partikularno reSenje y,(x), nadeno u 2° zavisi od parametra a.
Pokazati da postoji lim y,(x) za svako x.
a->0

142. Funkciju f(x)=1 (0<<x<{!) razviti u red sopstvenih funkcija
konturnog problema

(1) y"+ry=0, y(0)=0, aly'(1)+y(1)=0
(a=const; [=const>0).
Redenje. Ako je A=k2, opite reSenje date diferencijalne jednaéine je
y=Cycoskx+Cysinkx ( C,, C, integracione kounstante ).
Konturnl uslovi svode se na relacije '
C:=0, Co(alkcoskl+sinkl})=0

Netrivijalna reSenja konturnog problema (1) dobiéemo iz uslova

2) tgpn=—ap  (ki=p).
Transcendentna Jednadina (1) ima po p beskonaéno mnogo relenja:
(3) My, B2, B3, ...
Karakteristi¢ne (sopstvene) vrednosti konturnog problema (1) su:
[
= | | gl ™

a' karakteristiéne (sopstvene) funkcije su

sm(*l’ x) (F=1,2:8 .1

TraZeni red sopstvenih funkcija (Fourier-ov red) ima oblik

@®
1= 3 Arsin (#x) (0<x<l),

r=1
gde je
¢ 2(1 —cosp
g 2=cose)
}1,,—-;-51[1 2p.r

143. Data je diferencijalna jednacina
xty"+2x3y'+ A 2y=0 () parametar)

i konturni uslovi y (a)=y (b)=0.

Odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene funkcije ovog konturnog
problema.

Uputstvo. Smenom x=1/t data jednalina se transformuje u jedan nov oblik pode-
sniji za Integraciju.
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V. RAZNI PROBLEMI

144. Resiti diferencijalne jednacine:

1 (I=x3)(p"=y3/)+xy'=y=0; 20 yy"+y2—y'=0;

3 y"+f(y)yE+e(y)y=0; 4 y"+fH(y)y2=0;
5 (1+x2)y"+1+y'2=0; 6° y"+f(x)y'2=0;
70 2yy"—3y'2=4y*=0; 8 yy"+yr=f(x);
90 (xy'—y)2+x2yy"=0; 10° yp”siny=1.

145, Redjti diferencijalne jednacine:
"+ (0" +y)=x—1; 20 y"=y",

146. Resiti diferencijalne jednacine:

10 S—Z;E+a(c03y)‘~’ S{_—+by=0 (a, b=const ) ;

20 y!lzl/Vk2+aﬁ(y_b2) (k,a,b:COﬂSf);
80y +f(x) (') +g(x)y'=0 (a=const).

147. Kakav ¢e oblik imati op$ti integral diferencijalne jednacine
p'—=2y'+(1—a?) y=e*+sin®x
za razli¢ite vrednosti parametra o ?

148. Odrediti neprekidnu funkciju f(x) koja zadovoljava uslov

X

[ti()dt=x2+f(x).

0
Uputstvo. Posle diferenciranja po x dobija se

Plx)=xf(x)=~2x.
Funkcija f(x) ima oblik —2exp (x2/2)+2.
149, Odrediti funkciju f(x, y) iz uslova
() =(y+1)sin(x+y)+xcos (x+y),
fy (%, y) = (x = 1) €0 (x+y) + y sin (x+)) .
150. Odrediti f(x, y) iz uslova
(6 9)=@y=—x)/(x+y)*,  f'(xy)=-3x)/(x+y)*.
151. Da li je moguéno izabrati parametre q, b, ¢, a’, b’, ¢’ tako da izraz

{(x+y+2)dx+(ax+by+cz)dy+(a’x+b'y+c'2)dz}/(x+y+2)?

bude totalni diferencijal jedne funkcije u(x,y,2)? U alirmativnom sludaju,
odrediti funkciju u (x, y, 2).
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152. Odrediti neprekidno-diferencijabilnu funkciju f(x) koja zadovo-
ljava integralnu jednadinu '

[ {14722 dx=2x124f (x) .
0
Rezultat. f(x) = %x”z b,

153. Dat je skup hiperbola x2—y2—2ax+1=0 (¢ parametar). Odrediti
ortogonalne trajektorije ovih hiperbola i ispitati da li je medu njima jedna elipsa.

154. Posmatrati skup krivih
(') y=\(x)4+g(x) () parametar),

gde su f(x) i g(x) dve date funkcije promenljive x koje imaju prvi izvod.
U tacki preseka krive (I') i prave x=a povucena je tangenta krive (I').

10 Kad X\ varira od — oo do + o0, dobija se beskonacan skup tangenata.
Pokazati da sve tangente prolaze kroz jednu fiksnu tacku S koju treba odrediti.

2° Ako je y-osa geometrisko mesto tatke S, kada se a menja, koji
oblik imaju funkecije f(x) 1 g(x)?

3% Ako je x-osa geometrisko mesto tacke S, Sta se moZe reéi o funk-
cijama f(x) i g(x)?

155. Diferencijalna jednadina

£ G &
(E,) P +Q(y=0
smenom x=Q (t) postaje
er - »
(E.) e V8 g Fa (e =0

Pokazati da koeficijenti jednaina (E,) i (E,) zadovoljavaju identitet
{2P(x) Q (x)+dQ (x)/dx} {Q (x)}~32={(2p(t) ¢ (t) +dq(t)/dt} {q(t)}~"~
156. Odrediti funkciju y=f(x) tako da je
fxﬁdy-}-fxydx:ax‘«‘ (a=const).

157. Odrediti neprekidne funkcije f(x) koje zadovoljavaju uslov
[F(H) dt = 3x [ f(x)+2f (0))}.
0

158. Resiti skup Clairaut-ovih diferencijalnih jednacina

x=tx+f(xy), y=ly+g(xy).

Kako ¢e glasiti skup Clairaut-ovih jednacina, gde su xz(f) (k=1,2,..., n)
funkcije promenljive ¢?
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159. Rediti skupove diferencijalnih jednadina
10 x=x(y-2), y=y@-x), z=z(x-y);
2 x=x(y*-2%), y=y(2-x%), z=z(x2-p").

160. ReSiti skup diferencijalnih jednaéina
dx dy dz

x(cz—byj ~ ;v(ax—cz) T zZ(by—ax) g

Rezultat. xyz=C;, ax+by+cz=C, (C,, C, integracione konstante).

161. U odnosu na Dekartov pravougli koordinatni sistem Oxyz dato
.._)
je polje vektora A={2xz, yz, f(x,y)}, gde su (x, y, 2) koordinate poletne

tatke M vektora A i gde je f(x,y) jedna skalarna funkcija, koja zavisi
samo od x i y.

10 Odrediti f(x,y) tako da je X=grad u, gde je u skalarna funkcija
od x, y, z koju takode treba nadi.

20 QOdrediti linije vektorskog polja A dobijenog u prethodnoj talki
—
[linija vektorskog polja A je kriva Cija je tangenta u svakoj od njenih
d
tac¢aka M(x, y, ) nosa¢ vektora A (M)].

162. Projekcije vektora A su:
yZ(y2—-Z2), ZX(Zz—Xg), xy(x2—y2),
gde su (x, y, 2) koordinate poletka vektora A.

Odrediti krive Cije su tangente u svakoj njenoj tacki M (x, y, z) nosaci
-
vektora A (M).

163. Dat je izraz Pdx+ Qdy, u kome je
P=y+y2*/(x2+y?%), Q= —x—x2°/(x+y?%),
gde je z jedna funkcija od x i y.

1° Obrazovati relaciju (E) koju treba da zadovoljava funkcija z da bi
dati izraz Pdx+ Qdy bio totalni diferencijal jedne funkcije u(x, y).

U relaciji (E) izvr3iti smenu promenljivih x=rcos®, y=rsin8 (r,
nove nezavisno promenljive), i polaze¢i od transformisane jednaline, poka-
zati da je op$ti oblik funkcije z sa traZenom osobinom dat jednaCinom

x24y2422=F(y/x) {F(y/x) proizvoljna funkcija od y/x}.
2° Specijalno ako je F(y/x)=4/(1+y*/x%), odrediti u(x,y).
Rezultat. 1° Relacija (E) glasi z(xzx+yzy)+x2+y>=0.

U polarnim koordinatama jednaéina (E) ima oblik z2;4r=0.

20 ulx,y)= ——2{(xy)/(x2+y2)+arc tg [y/x]}+const.
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164. Ispitati da li postoji takva funkcija p(u) (u=x+y+2) da izraz
p(u) [(y+2) yzdx+ (24 x) 2xdy+(x+y) xyde]

bude totalni diferencijal jedne funkcije F(x, y, z). U potvrdnom slucaju
odrediti funkciju F(x, y, 2).

165. Neka je y ma koji integral jednacine

(E) | y'=fx)y,
gde je f(x) diferencijabilna funkcija promenljive x.

1¢ Ispitati da li kvadrat tog integrala z =y zadovoljava jednu linearnu
homogenu diferencijalnu jednacinu treceg reda (E,) €iji koeficijenti zavise
samo od f(x) i f'(x). '
2° U potvrdnom slu¢aju, odrediti op$ti integral jednaline (E,), ako
su y, i y, dva linearno nezavisna integrala jednacine (E).
ReSenje. 10 Forrﬁirajmo relacije:
(I 2z =y 2/=2yy’;
(2) 27 =2yy”+2(y’)2=2f(x)y24+2(y")? (na osnovu E};
(3) z7=2f(x) p*+4f(x)yy”"+4y’y"=2f"(x) y>+8f(x)yy"  (na osnovu E}.
Ako se iz tri relaclje (1) 1 (3) elimini8u dve veli¢ine y2 | yy’, doblja se
z 1 0
214 0 2 =0,
27 2f"(x)  8f(x)
odnosno z”’~;8f(x)z’—4f’(x)z= 5
20 Funkcije y,® i y,2 su dva partikularna re$en)a jednaélne (4).

. 1
Da i jJe funkcija y, Jar {[y1+y2)2—(y12+y22]} partikularno re3enje jednadine (4) 1
da 1i Je ono linearno nezavisno u odnosu na y;2 1 y,2 ?

166. Dat je skup diferencijalnib jednalina
(S) ‘ x=e*cosy, y=e*siny.

Ako je 2(t)=x(t)+iy(t), gde su x(t) i y(t) definisani skupom (S),
pokazati da kompleksna funkcija 2 promenljive f zadovoljava jednu dife-
rencijalnu jednacinu, ¢ijom se integracijom dobijaju z(t), x(t), y(t).

Resiti (S) i nekim drugim nalinom, pa uporediti rezultate.

Da li se navedeni postupak za integraciju skupa (S) moZe primeniti
i na skup jednacina

~ Xx=e*cosy, y=e*siny?
Primeniti ovaj postupak na skup jednadina

5= Pl §=dhnl

gde su P(x,y) i Q(x,y) realni i imaginarni deo jedne iste analiti¢ke funk-
cije promenljive z(=x+iy).
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167. ReSiti skup diferencijalnibh jednacina
dx dz

dy
—=y+z ——=2+X, —=X+y.
dt Sk dt dt y

Odrediti x(f), y(t), z(t) pod uslovom da je:
x(0)=a, y(0)=b, 2(0)=c (a,b c date konstante).

Pokazati da je kriva koju opisuje tatka {x(t), y(¢), 2(t)}, u Dekar-
tovom pravouglom koordinatnom sistemun Oxyz, ravna i odrediti jednacinu
ravni (P) ove krive.

Kad parametri a, b, ¢ variraju, ravan (P) takode varira i rotira oko
jedne fiksne prave koju treba odrediti.

168. Odrediti opSte reSenje diferencijalne jednaline Cetvrtog reda
[y y@ oy
(1) TAC) . L y’ =0.
P i
ReSenje. Posmatrajmo relaciju
(2) y'+Ay'+By=0,
gde su A | B dve konstante.
Posle diferenciranja relacija (2) postaje
(3) y®+Ay” +By’ =0,
(4) YO+ Ay®LBy”=0,
Rezultat eliminacije parametara A i B iz relacije (2), (3), (4) je diferencijalna jednaéina (1).
Op3te reenje jednaline (2) je
(5) y=Ce"*+De™* (C,D integracione konstante ),
gde su ry 1 rp reSenja karakteristiéne jednaline
rP+Ar+B=20.
Relacija (5) defini8e op3te re3enje jednadine (1), gde su A, B, C, D integracione konstante.
Generalizacija. Re3iti takade jednaline
| y®  p& oy p®)
& oy @ oy
P g Lyt
PRy Hha y
PO IO NETO BEETC MO
PICO IO BEETC N T COR I O
p& oy oy pd) oy =0,
y(&)  y(4) y(3) y” y’
yroL. R, o p® y’ y
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kao i opStu jednacinu ovog tipa

yen yen-1 ... pm

y(2n-—1) y(2n—2) y(fl—-l)
=0
yrtn oy y
ym y(n-1)
169. Resiti jednatinu
‘ y®) A y @
y® y® =0
- \ @ g W
kao i njenu generalizaciju
yentl)  pen) R 1C  2Y)
y(2n) y(2n—1) y(n) B
y@+) oy y’

170. Data je diferencijalna jednacina
s TR P ETETN. & =
(E) pq(dx) +(p*+g%) - - +pg=0,
u kojoj su p i g respektivno: 9z/0x i 0z/0y, gde je
z=(x-y)g(x+y)+h(x+y).

(g i h su dve proizvoljne funkcije od x+y koje imaju izvode drugog reda).

Pokazati da se integralne krive jednacine (E) mogu odrediti i da se
jedna familija ovih krivih dobija bez kvadratura, a druga pomocu jedne
kvadrature,

Primedba. Integracija jedne od jednadina ko)e se dobijaju iz (E) moZe da se lzvrt
na osnovu ¢injenice da ona ima integracioni faktor oblika p=p (x+y).
171. Podesnim grupisanjem ¢&lanova integraliti jednadine:
1° zdx+zdy—(x+y)dz=0; 2° xzdx+yzdy-(x2+y?) dz=0.
ReSenje. 2° Jednadinl se moZe dati oblik '
xdx+ydy  dz
x2 4 y2 z

Odavde izlazi
x2+y2=C22 [ C integraclona konstanta ).

172, Ispitati i graficki prikazati funkciju f(x) koja zadovoljava uslove:
(2+)frx)=xf(x)+1, fO)=1.

173. Izratunati polupre¢nik krivine u tagki (1,1) krive y=f(x) koja
zadovoljava diferencijalnu jednadinu

dy/dx=x2+y2.
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174. Data je diferencijalna jednacina
.dl_ 2x
dx

y+2 0.

1° Odrediti integralnu krivu (C) ove jednaline koja prolazi kroz
tacku (0, 0).
2° Nacrtati kriva (C).

30 Izrafunati veli¢inu povrdine koju ograniavaju kriva (C) 1 x-0sa u
I kvadrantu.

175. Odrediti funkciju y=y(x) koja zadovoljava uslove
(xy=y)y'=y% y()=-1

176. Pokazati da je funkcija (arc sin Yx)/Yx(I—x) jedno reSenje dife-
rencijalne jednaline oblika

y'=f(x) y+&(x),
gde su f(x) i g(x) racionalne funkcije od x koje treba obrazovati.
Resiti ovu diferencijalnu jednadinu i pokazati da ona ima jedno parti-

kularno reSenje koje se moZe razviti u potencijalni red u okolini tacke x=0.
177. Odrediti ortogonalne trajektorije skupa C(a) cikloida
x=a(t-sint), y=a(l-—rcosft).
Proveriti da li su krive C(b), definisane jednainama
x=b(t—sint)/2, y=b(l—cost)/t2,
traZene trajektorije.

178. Odrediti i graficki prikazati ono reSenje jednatine 4y”=y koje
zadovoljava uslove:

y—>0 kad x-+ 4+o00 i y’'=6 kad je x=0.
179. Integraliti jednadinu
xy"+2(X+1)y'+xy=0 (A>-1).

Pokazati da je jedno partikularno reSenje ove jednaline funkcija
1
V(%)= f(1-t‘~’)?\ cos xt df.
0

Ako je \ prirodan broj, pokazati da se ovaj integral moZe izraziti
pomoéu elementarnih funkcija.

180. Resiti diferencijalnu jednacinu

Hyre

‘Synz__ylym y y~=O
Uputstvo., Promeniti ulogu nezavisno promenljive | funkcije, pa se dobija

xlll+x/l= 0.



172 OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE []8]_[83

181. Pokazati da diferencijalna jednacina
(1) -6t ])y (- 12x) y =4 (e + 1)

ima kao partikularno reSenje jedan polinom trec¢eg stepena koji treba odrediti.
Odrediti opste reSenje ove jednaéine.

Pokazati da poznavanje jednog integrala jednaline (1) omogucava
odredivanje neodredenog integrala

(x2 +1} I
= f{x" 6x241)2 o

ReSenje, Bez teSkote nalazimo da je polinom

yi(x) =4x(1—x3)
jedno partikularno re3enje jednacine (1).
Izvr8imo I smenu
y=y+t (f nova funkcija promenljive x),

dobijamo
[ ) ) T

t xi—6x241
odakle izlazi
t=C(x*—6x2+1} (C integraciona konstanta).

Op3te relenje jednacine (1) glasi
y=4x(1—x2+C(x*—6x241).

Kako je y, (x) partikularno reSenje jednaéine (1), vaZl identitet

(2) (xt—6x2+ 1)y, (x)—(4x3—12x) y, (x) = 4 (x2+1)2.

TraZeni integral J(x), na osnovu (2), dat je formulom

’ 4x3-12) )
4J(x)=f =— e 124} )y dx = Y1 +const.
xt—6x2+1 (xf—6x2+1)2 x4—6x241
Odavde dobljamo
x—x3
J(x) = —— 4 const.
—6x2+1

182. Odrediti opSte reenje diferencijalne jednacine

(1) xyy"—xy+yy’'+y2=0.
Pokazati da je

Yn(x) = llx" e~* (n prirodan broj )
n

partikularno reSenje Jednaéme (1) i da maksimum funkcije y,(x) opada
kada n raste.

183. Odrediti funkcije y(x) i z(x), definisane relacijama

y2—22=a?, y't—2'2=b (a, b konstante).



184—189] V. RAZNI PROBLEMI 173

184. Pokazati da su funkcije

! (1+Ix 12 X (]—ix 172
Y1 9 ) , Yo = 2—)

partikularna reSenja diferencijalne jednacine
(E) (1+x2)y"+xy’—%y:0.

Na osnovu ove &injenice zaklju¢iti da je funkcija Y1+ Yi+xz takode
jedno partikularno reSenje jednacine (E).

185. Diferencijalna jednacina

XE(x2—1) " = (x*—=2) (xy'=y) =0

ima partikularno reenje y,=x.

Odrediti opSte reSenje ove jednaline.

186. Od integralnih krivih jednacine

y"+4y=sinx

odrediti onu koja u talki (0, 0) ima sa svojom tangentom u toj tacki dodir
$to je moguce viSeg reda. Tako nadena partikularna integralna kriva sastoji
se iz talasa. IzraCunati veli¢inu povrSine izmedu x-ose i jednog talasa.

187. Ako je %-‘Z 2V i V=V, zax=01iV=0zax=1 pokazati da je
X

_ Vgsha(l—x)
shnl

vV (n, V,, | konstante).

188. Dokazati da je funkcija

bi §
y(x)= fcos (axcost)dt (a=const)
O
jedno partikularno redenje diferencijalne jednacine
X _(E"X_F d:v

+a2xy=0.
dx2 dx

189. Data je diferencijalna jednalina
x2y" (x) 6y (x) =0.

10 Odrediti opSte redenje ove jednacine.
20 Qdrediti partikularno reenje y, (x) koje zadovoljava inicijalne uslove:

(=2, y,’(1)=1.

3° Za razne vrednosti parametra a odrediti broj realnih reSenja jedna-
¢ine y,(x)=a, gde je y,(x) nadeno partikularno resenje.
4° Naci opSte reSenje jednatine

x2y” (x)—6y (x)=x2log x.
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190. Opste reSenje diferencijalne- jednaine
(1) (sinx)?y” 4+ (sinxcosx) y'—y=0
moZe se napisati bilo u obliku
(2 y= ii +Bcotgx (A, B integracione konstante),
sin X

bilo u obliku
(3) y=Ctg%+D cotg g (C, D integracione konstante ).

Proveriti ovo i pokazrati da se od resenja oblika (2) moZe preéi na
reSenje oblika (3) i obrnuto.

Polazeéi i od (2) i od (3) odrediti ono reSenje yp( ) jednacine (1)

koje zadgvoljava uslove:
)1 1 ()
4 4

191. Pokazati da je svako reSenje diferencijalne jednaline
(H xX2(x+3)y"--3x(x+2)y"+6(x+1)y'=6y=0

jedan polinom po x.

Odrediti i grafi¢ki prikazati ono partikularno reSenje jednatine (1) koje
u tacki x=0 ima extremum i uz to prolazi kroz tac¢ku (1,1).

Re3enje. Ispitajmo da li data jednatina ima reSenje oblika

k
bR 7
=0

Prva trl jzvoda ove funkcije su:

k—1 k—2
Y (k-ta, a2, B (@=hh= 1) T 2 L(k st Lo= B @v i)l a3,
v=0 v=0 v=0

Ako se ove vrednosti zamene na levoj strani jednaine (1), dobija se jedan polinom
¢lji je koeficijent uz x* oblika

ap [k (k—1) (k—2)—3k (k—1)+6k—6] (ap % 0).
Da bi Jednaéina (1) imala polinomnih redenja, neophodno je da se izraz
k(k—1){k—2)—3k (k—1)+6k-6
odnosno
(2) K—6k2+11k—-6

anulira bar za jednu vrednost koja je prirodan bro).
Kako se (2} anulira za k=1, 2, 3, jednatina (1) moZe imati kao partikularna re3enja:
jedan polinom prvog stepena, jedan polinom drugog stepena i jedan polinom trefeg stepena.
Polinom treéeg stepena \
3) y=Ax3+Bx2+Cx+D
bi¢e redenje ako je C=D.
Prema tome, polinom
(4) y=Ax3+Bx%4C (x+1)
je re3enje jednaline (1).
Ovo je ustvarl, opste re3enje jednaéine (1).

Na osnovu (4) zaklju¢ulemo da Jednaéina (1) zalsta ima polinomna re§enja prvog,
drugog i treceg stepena.

Ostaje Jo$ da se odredi i grafickl prikaZe partikularno reenje.
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192. Data je diferencijalna jednacina
(cos x) y'+3(sinx)y=4sinx+2sin®x.
1° Odrediti njen opSti integral.
2° Konstruisati integralne krive i na¢i na njima one tatke kroz koje

prolaze sve te krive.
3% Izra¢unati veli¢inu P povrSine izmedu integralne krive, x-ose i pravih

x=krn i x=(k+1)n (k pozitivan ceo broj-ili nula). Pokazati da P ne zavisi
od integracione konstante.
193. Data je Riccati-eva jednadina:
(x—1)y'—y*+xy-x+1=0.

1° Naéi sve polinome prvog stepena koji su partikularni integrali
date jednacine.
20 Znajuci ove partikularne integrale, naci opsti integral date jednacine.

3% Pokazali da sve krive pretstavljene op$tim integralom prolaze kroz
tacku (1, 1), izuzev jedne krive. Na¢i partikularan integral koji odgovara
toj krivoj, ispitati njen tok i odrediti njene asimptote.

194. Data je diferencijalna jednacina y'=yp V1 —y2.
Naci njen opSti integral i pokazati da se onaj partikularni integral,
koji za x=0 daje y=1, moZe napisati u obliku

x=log tg ; s y=sint,
Konstruisati krivu datu ovim integralom.

Odrediti veli¢inu povrSine koju zaklapa ova kriva sa koordinatnim
osama i pravom x =g, i ispitati Cemu teZi velicina te povrSine kad a-» + oo.

195. Resiti diferencijalnu jednacinu
(I=x¥)y"—xy'+4y=0

ako se zna da je jedno njeno partikularno resenje polinom drugog stepena po x.

196. Odrediti ono reSenje diferencijalne jednadine

y"(x) -y (x)=0
koje zadovoljava grani¢ne uslove:

y(0)+2y'(0)=1, y@©O)—-y(1)=2.

197. Data je diferencijalna jednacina

(1) Llyl=(x2+1) y"=2xy'+2y=0.
1° Pokazati da se konstante a, b, ¢ mogu tako odrediti da funkcija
y=ax*+bx+c

pretstavlja opSte reSenje jednaline (1).
2¢ Qdrediti opSte reSenje jednaline L[y]=x%+1.
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198. Da li postoji partikularni integral diferencijalne jednacine
| x2y" +4xy'+2y=1og(l+x)

koji se moZe razviti u potencijalni red u okolini poletka?
U potvrdnom slucaju- odrediti polupre¢nik konvergencije ovog reda.

199. Odrediti integralne krive jednaline yy”—2y’2+y2 i medu njima
onu &ija tangenta u tacki (0,1) zaklapa sa x-osom ugao —Tc Nacrtati tu

: partikularnu krivu.

200. Odrediti partikularno reSenje y=y,(x) jednacine
Ryyp o e g8
koje zadovoljava uslove y,(0)=1, y,’(0)=0. Zatim po x resiti jednaCinu
yp(x)=a, gde je a realan parametar.

201. Odrediti krive u ravni koje imaju osobinu da im je polupreémk
krivine za sve taCke jedna ista konstanta.

202. Odrediti partikularno reSenje y,(x) jednacine

d2y 9
d—;—3y(y +1)8

koje zadovoljava inicijalne uslove: y (0)=0, y’(0)=1.
Grafi¢ki prikazati dobijeno partikularno reSenje.

203. Odrediti opste redenje diferencijalne jjednacine
y'=3y'+2y=e",
kao i ono partikularno reSenje y=f(x) koje zadovoljava inicijalne uslove:
f©)=1, f(0)=0.
Nacrtati grafik partikularnog reSenja.
204. Obrazovati homogenu linearnu diferencijalnu jednalinu drugog

reda koju zadovoljava funkcija (sinx)/x i ¢iji su koeficijenti racionalne
funkcije po x. Zatim naéi opSte reSenje tako obrazovane jednaline.

205. U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu Oxyz posma-
 trati cilindar y=x" i na njemu odrediti krivu koja ima osobinu da u svakoj
njenoj tacki M oskulatorna ravan prolazi kroz ortogonalnu projekciju tatke
M na y-osi.

206. Ispitati da 1i jednacina
(x2+x)y"+(1—4x)y’'+6y=0

ima za reSenje polinom i u potvrdnom slu€aju naéi njeno opSte reSenje.
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207. Data je diferencijalna jednacina
y"(x)—a?y(x)=chx (a realna konstanta ).
10 QOdrediti opSte reSenje ove jednaline. :
2° QOdrediti njeno partikularno reSenje y,(x) koje zadovoljava uslove:

 »@=0, y(0)=0.
3° Grafi¢ki prikazati funkciju lim y,(x).
a->1

208. Odrediti reSenje y=f(x) jednaline y”=tg3y+tgy koje zadovo-
ljava inicijalne uslove: f(0)==/4, f'(0)=1.

Grafi€ki prikazati dobijeno reSenje.

209. Od integralnih krivih y=y(x, C;, C,) jednaline
ity t=axt+px+y,
gde su a, B, y parametri, odrediti one koje su parabole.

210. Resiti konturni problem
y(x) y"(x)+y2()=f(x), y(a=A4, y(b)=8B.

211. Naéi opSte reSenje diferencijalne jednaéiﬁe
y'+Ay'+y=sinwx (X, w parametri )
i, izdvojiti ono partikularno re3enje koje je periodi¢na funkcija promenljive x.

212. U jednalini yy”=k(y'2—1) odrediti parametar k¥ tako, da bi se
opéti integral te diferencijalne jednacine mogao izraziti u konaénom obliku.

213. Odrediti funkciju x (f) iz uslova

EX0) 80 oxiy=et, x(0)=0, x(log2)=0.

214. Odrediti i graficki prikazati funkciju y=y(x) koja zadovoljava

uslove:
xty"=y"(y'+x%), yU)=2, y'(1)=1.

215. Dokazati da relacije x=sin%t, y=cosnt definidu jedno partiku-
larno reSenje diferencijalne jednacine

dzy dy ;
1—x%)—= —x—= +4n2y=0.
( )dx2 dx %
Na osnovu ovog izvesti formulu

2 P 2 (=15 ¥ 4
cosnt=l~1(2sinlt)z+'iﬂ—u(2smlt) — ..
21 2 41 2

12 Zbornik matemati¢kih problema II
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216. Ako je x=sinpt, y=cos qt, dokazati da je
2 (1 _ y2 gzl_ 2 fj)f 2y — 3 b
p2(1 x)dx2 B = +q%y=0 (p i g parametri).

Koriste¢i ovaj rezultat, razviti funkciju cos ¢t u potencijalni red po sin pt.

Primenom ovog postupka razviti takode funkciju sin ¢f u potencijalni
red po sinpt.

Tako isto razviti funkciju sh gf u potencijalni red po shpt.

217. Pokazati da funkcija
y=sin (s arcsinx) (a parametar)
zadovoljava jednu diferencijalnu jednacinu oblika
CE) y'HEPX)y'+Q(x)y =0,

gde su P(x) i Q(x) racionalne funkcije po x, koje treba odrediti.
Polaze¢i od (E), naéi yn+? za x=0, zatim konstatovati da je
P—a% s

. : 12 12— 2] (32— a2
sm(aarcsmx):a[x+ 3 x4 U (é»('?’—w—x”ﬂL ]

i odavde izvesti

12-q

P e (12—a?) (32—a?)
3 S
= Sind 6 + !

sinaezalsineq‘» sin® 6 + ]

gde je ~m/2 <0< +m/2.
Odrediti opste reSenje jednacine (E).
Resiti analogan zadatak za funkciju

f(x)=ch (aarc sin x).

218. Resiti jednacinu f(x)=4k (k parametar), gde je funkcija f(x) defi-
nisana skupom uslova

"(x) -4f (x)=2€>, f(0)=0, f(0)=2.
219. Diferencijalna jednacina
(E;) 9xVxy"+6 Vxy'—y=0

smenom x ={* svodi se na jednalinu (E,).
Integraliti jednaine (E,) i (E,) i odrediti partikularnu integralnu krivu

jednaCine (E,) koja prolazi kroz tatku (0,1) i ima y-osu kao osu simetrije.
220. Odrediti funkciju f(x) koja zadovoljava uslove:
frx)+2f (0)+3f(x)=2ex f(0)=2, f(0)=-2
i graficki je prikazati.
221. Odrediti funkciju y (x) koja zadovoljava uslove:
y(0)=0, y'(0)=0, y"(x)+ay'2(x)+b=0 (a i b pozitivne konstante ).
Graficki prikazati dobijeno resenje.
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222. Odrediti integralnu kriva (I') y=f(x) jednaline
y"+y'=2y=0
tako da je kriva (T") u tacki (0, 0) konkavna prema pozitivnom smeru y-ose;
da ta kriva dodiruje pravu y=x u tacki (0,0); da je polupreénik krivine
krive (I') u tacki (0, 0) jednak 1.
223. Odrediti opSte reSenje jednaline
y"'—y'—by=4e-x.

Naéi: 1° partikularno re3enje y=y(x) koje ispunjava uslove: y =0 ako
je x=0 1 y je ograniCeno kada x- + oo;

20 partikularno reSenje y=y(x) koje ispunjava uslove: y=0 ako je
x=0 i x=log 2;

3¢ partikularno reSenje y=y(x) koje ispunjava uslove: y=01i y’'=0
ako je x=0.

Graficki prikazati tri dobijena partikularna reSenja.

224. Data je diferencijalna jednacina y” — 4y =4e-2* koja u Dekartovom
pravouglom koordinatnom sistemu Oxy definiSe jedan skup krivih (C). Od
ovih krivih izdvojiti onu koja ima jednu asimptotu paralelnu x-osi i koja,
u tacki preseka sa y-osom, ima tangentu paralelnu pravoj y=x. Nacrtati
ovu krivu,

225, QOdrediti funkciju f(x) koja zadovoljava uslove:
(/") +fOL" () +f()]=x=1, f(0)=2, f(0)=3, f"(0)=-1.
226. Posmatrati diferencijalnu jednadinu
y"—3y'+2y=x3+e** (o realan parametar).

1° Medu integralnim krivim ove jednacine izdvojiti onu koja u koordi-
natnom pocetku ima sa x-osom dodir Sto je moguce viSeg reda.

20 Da li se odredeni red dodira moZe povisiti ako se a podesno izabere?

227. Odrediti onaj integral y=y(x) diferencijalne jednaline
YI(x) -y ()~ y' (x) 4y ()= (24x — 4) ex 3x
koji zadovoljava uslove y(0)=1, y’'(0)=-1, p"”(0)=0.
228. Nacéi funkciju x=/f(f) koja zadovoljava uslove:

dix d2x dx
il ——— — = — 4 1 — 4 4 = -
s 43 o 3x=0, f(0)=0, .f'(0)=4, f"(©0)=0

229. U diferencijalnoj jednacini

(E) x3 % =ay (a realna konstanta)
X

izvrditi smenu x= +e!, a zatim naéi opSte reSenje jednaline (E).
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230. Odrediti reSenje y(x) diferencijalne jednaline
X2y (x)+3xy" (x)+y'(x)—y(x)=0
koje za x=0 dobija vrednost 1 i koje se moZe razviti u potencijalni red
u okolini x=0.

231. Odrediti integralne krive jednatine y®—-y=0 i medu njima onu
tija je osa simetrije y-osa; koja prolazi kroz tatku M (0, 3) i za koju je (0, 2)
centar oskulatornog kruga u tacki M.

Nacrtati luk ove krive kad x varira od 0 do =.

232, Grafi¢ki prikazati funkciju y = y (x) koja je definisana skupom uslova:

DYy yO=y0=0, y'©O=y'1=0,

dx*

gde je [ jedna pozitivna konstanta.

233. Odrediti integralne krive jednaCine
y®—aty=0 (@ realna konstanta),
koje su simetriéne prema y-osi.

Tako odredene integralne krive dodiruju x-osu u tatkama (1,0)i (—1,0),
-ako parametar a zadovoljava uslov

(1) tgat+tha=0.
‘Dokazati ovaj rezultat i izra¢unati najmanje pozitivno reSenje transcen-
dentne jednacine (1) sa jednom ta¢nom decimalom.

! 234. Odrediti i graficki prikazati funkciju y = f(x) koja zadovoljava
uslove:
y®4+8y™+23y”+26y'+10y=10e-x,

fO)=f(0)=0, f"(0)=2, f"(0)=-6.

235. Odrediti opste reSenje skupa jednadina

4 +3y(x)+2(x)=0, v y(x)+2z(x)=0

i nali ono partikularno reSenje koje zadovoljava uslove y (0)=1, z(0)=1.
236. Ispitati i konstruisati krivu x=x(t), y=y(t), gde su funkcije x(t)
i y(t) definisane skupom uslova:
X+2x+y=0, y+x+2y=0; x(0)=1, y(0)=0.

237. Odrediti funkcije x=x(f), y=y(t), z2=2(t), definisane skupom
jednadina

x+4+2y—2=-sin2t, y—x=0, z+y+4z=4sint,
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238. Odrediti funkcije x (f), y (t), z(t) koje zadovoljavaju uslove:
8x=y—z, y=x-2, 2z=x-y;
x(0)=2, y(@©0)=3, 2(0)=1.

Ako su {x(f), y(t), 2(t)} koordinate jedne tatke M u Dekartovom
pravouglom koordinatnom sistemu, ispitati da li M opisuje ravou krivu
kada t varira.

239. Resiti skup jednalina

. 8 i 18, 2EL
B _a(y+a), Lob@+rx), E=clxty)

za razne vrednosti realnih parametara a, b, c.

240. Odrediti funkcije x=x(¢), y=y(t) iz uslova:
x—4y=sint, y+4x=cost, x(0)=0, x(0)=a, y(0)=B, y(0)=0.

241. Integraliti skup diferencijalnih jednaéina
ﬂ, A dz tl’,

dx x | dx x
Generalizacija. Takode integraliti skup Jednatina

d ayx+by+cz dz Ao X+ byy4Co2
SF Sty | R ST (ax, b, cx konstante ).
dx X dx x

242, Skup diferencijalnih jednacdina

d .
oLl ¥ __9 (| mn konstante)
mz—ny nx—Iz ly—mx

definiSe u Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu jedan skup krivih.
Ispitati ove krive. Da li kroz svaku tatku M (x,, yo, 2,) prolazi jedna kriva?
243. Skup diferencijalnih jednadina
dx dy dz

y2422—x2 —2xy T —92xz

odreduje u Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu skup krivih.
Ispitati ove krive i videti da li kroz svaku talku (x,, yo, 2o) prolazi jedna kriva.

244. Pokazati da skup jednalina
dx dy dz

x(24p2) " y(etyy) | 2
odreduje, u Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu, skup ravnih
krivih sa dva parametra.

Odrediti kriva koja prolazi kroz tatku (1,1,1) i ispitati njene orto-
gonalne projekcije u ravnima Oyz, Ozx, Oxy.




182 OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE [245—251

245. Resiti skup diferencijaluih jednatina
o _dy _dz

5 y 2
i u Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu Oxyz reSenju dati geo-
metrisko tumacdenje.

246. Obrazovati jednacinu skupa parabola koje se dobijaju kada se
parabola y*=2px (p pozitivna konstanta) pomera paralelno samoj sebi i to
tako da njeno teme opisuje krivu: 1° y*= —2px; 20 y=x3.

Odrediti ortogonalne trajektorije skupa parabola dobijenih u slucaju 1°.

247, Ispitati da li Riccati-eva jednacina

y'=1-6x+2(5—4x)y+8xy?
ima jedno partikularno reSenje oblika y,=(ax+0b)/(cx+dx
U potvrdnom sluaju naci opste reSenje ove jednaline.
248. Rediti linearnu diferencijalnu jednadinu

; y'+ay' +by=0 (a i b konstante),
svodeci je na Riccati-evu jednalinu.

249. Ispitati i konstruisati krive
() (x+2y)2=a(x+y) ( a parametar).
Takode odrediti i ispitati ortogonalne trajektorije krivih (T).

250. U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu Oxy posma-
trati konusne preseke

() X2+ 2hxy—2y2=1 (X parametar).

19 Odrediti fiksne tatke kroz koje prolaze ovi konusni preseci.

2° Ispitati prirodu krivih (I') kada A varira,

30 QObrazovati diferencijalnu jednacinu ortogonalnih trajektorija krivih
(T) i napisati je u obliku

(E) xdx/P=ydy/Q,
gde su P i Q dva polinoma po x i y.

40 Integraliti jednadinu (E).

251. Odrediti funkcije x(t) i y(f), definisane skupom diferencijalnih
jednacdina: -
x+y+2Asinfcost=0, y—x+2rsin2t=0 (X pozitivna konstanta).
Pokazati da se funkcije x(t) i y(f) mogu izraziti u obliku
(C) x=2\cos®t+Acos(t+B), y=2Asinfcost+Asin(t+B),

gde su A i B dve proizvoljne konstante.
Konstruisati kriva (C) u slu¢aju kad je A=01i B=0.
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252. Data je funkcija
f)=L{(x+Vx2=1)n+(x—~Vx2=1)"]  (n ceo pozitivan broj ili nula).

1° Pokazati da se funkcija f(x) za |[x > 1 poklapa sa jednim polinomom

P(x) stepena n.

2° Pokazati da polinom P(x) zadovoljava diferencijalnu jednalinu

(E) (x2—-1)y"+xy'—n2y=0.

3% U jednacini (E) izvrSiti smene:

(S) =x=cost za |x|<1 i x=echf za [x|=21 (e==l).

Polazeéi od dobijenih rezultata, integraliti jedna¢inu (E). ObrazloZiti
zbog Cega su bile potrebne dve smene (S).

253. Pokazati da se krive
() p*=2p(x~0), () y=exp”*

seku ortogonalno.
Ako se a menja, odrediti ortogonalne trajektorije krivih (I';). Ako se
b menja, odrediti ortogonalne trajektorije krivih (I',).

254. Odrediti i ispitati onu od integralnih krivih diferencijalne jedna-
¢ine 2xy’—y=x+1 koja dodiruje x-osu. '

255. Odrediti ravne krive (I') koje imaju osobinu da sredina duZi MC
(C centar krivine krive (I') u tacki M ove krive) opisuje datu pravu.

256. Pokazati da se diferencijalna jednacina drugog reda

, dz dy\e
52 ywy(—y) +y=0,
dx

dx2
smenom
x=ge5, y=eedn(%) (e=+1),
svodi na oblik
oty (o

d§,+q)'

dn Z—1

257. Ako je x—y=e*"Y, pokazati da je

_A4ly—x)

d?y
(14-x—y)

(E) dxt
Resiti diferencijalnu jednadinu (E).

258. Resiti diferencijalnu jednaéinu

O o RN (a b,c¢, d konstante ),

dx cxy+d

izvrSiv3i prethodno podesnu smenu funkcije.
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259, Dat je skup diferencijalnih jednatina

x+y+sintcost=0, y—x+sin2t=0 (¢ oznatava vreme),

koji definile kretanje tatke M{x(t), y(¢t); u ravni Dekartovog pravouglog
koordinatnog sistema Oxy.

10 Qdrediti trajektoriju tacke J, ako je MJ vektor ubrzanja tatke M.

20 Gde treba da se nalazi tatka M u datom momentu f=t¢,, da bi
vektor brzine tatke M prolazio kroz koordinatni podetak O? Za fiksno f,
pokazati da je geometrisko mesto tatke M jedan krug.

3° Resiti dati skup diferencijalnih jednacina.

260. 1° Pokazati da je funkcija f(x)= V x+ Vx2+1 partikularno re-
Senje jedne linearne diferencijalne jednacdine drugog reda (E), ¢iji su koefi-
cijenti racionalne funkcije po x.

20 Polaze¢i od jednatine (E), pokazati da je

f)=1- Lxttrey x3+z( )"Mx (-1<x< 1),
sl 2 8 i (2mn
gde je

%(n-?) (n parno);
l(n—3) (n neparno).

3° Ako se u jednacini (E) izvr8i smena nezavisno promenljive x=sh,
dobija se jednafina (E,). Polaze¢i od (E,), obrazovati opste reSenje jedna-

Cine (E). Da li je funkcija g(x)= |/x+ Vx2+1 takode partikularno reSenje
jednadine (E)?

1
261. Pokazati da je funkcija Dn—1(1 —x2) " 2 jedno partikularno reenje
linearne diferencijalne jednacine

(E) (x2=1)y"+xy'-n2y=0 (n prirodan broj; [x[<1).

ReSenje. Polazeél od
n—1 s
z=(1-x?¥" 2, 2'=—x(2n—-1)(1-x?) 2,
dobija se: .
Z2'|z=~x(2n—-1) (1—x2)1,
odnosno
(1—x% z'+(2n—1) x2=0.

Ako se nade lzvod reda n poslednje relaclje, dobija se

(1—x2) Dn+1z_(’l') 2xDnz— (’2’) 9 Dn—1z4(2n—1) xDn 2+ (2n—~1) aDn—12=0,
t].
(1-x3) Dn+1z—xDn z4nr2 Dn—12=0.

1
Dakle, Dn—1(1—x%""Z zaista Je reSenje jednacine (E).



262—264] V. RAZNI PROBLEMI 185

262. Pokazati da je funkcija
Dn[(x—1)+p (x + 1) +a]
jedno partikularno reSenje linearne diferencijalne jednacine
(B) (A—x2)y"+{(p+q-2)x+(p-9q)}y'+(n+1)(n+p+q)y=0.
ReSenje. Stavl Il se u=(x—1)7+p (x+1)7+4, dobija se
2-Nu'={(2n+p+q)x+(p—q)} u.
Primenom Leibniz-ove formule nalazi se
(x2—1) D"+2u—{(p+q—2] x+(p—q]} Dn+ig—(n+1){(n+p+q)Dru=0.

Ako se ovde stavi Dnu=y, poslednja jednaina postaje upravo jednaina (E}, 3to je
1 trebalo pokazati.

Generalizacija. Uzmimo sada op3tiju funkciju
u=(x—ajntp (x—bjn+4q.
Odavde se nalazi jedno za drugim
u'ju=(n+p)/(x—a)+(n+q)/(x—0b),

(x—a)(x—b)u"= {(2n+p+q) x—n(a+b)—(ag+bp)} u.
Koris¢enjem Leibniz-ove formule 1 stavljanjem D7 u=y, dobija se
(Ey) "(x—a) (x=b)y"+{(2—p—q) x+alg—1)+b(p-1)} y'—(a+1) (n+p+q) y=0.
Za a=1, b=—1 jednafina (E,) postaje jednaiina (E).
Prema tome, funkcija y1=D"{(x—a)"+P(x—b)"+<l} je jedno partikularno reSenje

jednaédine (E,).

263. Ako je y=(I'+x?)!2 pokazati da je
(1+x2)Dny+(2n—-3) xD"-1y+(n—1)(n—=3)Dn~2y=0 (n>2).
Re$enje. Iz relacije y=(14x2)!/2 nalazi se
y'ly=x/(14+x3 1l (1+x3)Dy—xy=0,
Ako se primeni Leibniz-ova formula, dobija se
(1+x2) D7 y+2x ("Tl> Dn—1y42 ("51) Dn—2y—xDnr-1y _(n—1)Dn-2y=0,
odnosno (1+x2)Dny4+(2n—3)x Dr—1y+(n—1) (n—3)Dn—2 y=0,
Prema tome, diferencijalna jednaéina
(1+x3)2”"+(2rn—=3) x2'+(n—1)(n—3) 2=0
kao partikularno reSenje funkciju

2 (x)=Dn=2(14+x)1%2  (n>2).

—1 x2\(R)
264. Pokazati da je funkcija (e . )n jedno partikularno reSenje di-
ferencijalne jednacine

y'+xy’'+(n+1)y=0.
Odrediti opSte reSenje ove jednaline.
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265. Pokazati da je n-ti izvod funkcije
f(9 = (1+ 2

oblika 1

fo (x) = Pa(x) (1422 2,
gde je P,(x) polinom stepena n &iji je koeficijent uz x” jednak izrazu (~1)" al
Dokazati da polinom P, (x) zadovoljava relacije:
Prsi(x) = (1+x3) P/ (x) = (27 +1) X Pn (x);
Ppii(X)+(2n4+1) x Pp(x) +n2(1 +x2) Pp_y(x)=0,
Py (x)= —n*Pp_s(x),
(14+x2) Py"(x) = (2n—1) xPp'(x) +n2P,(x)=0.
Na osnovu ovih relacija pokazati da je P,(x) oblika
Pp(x)=@n x40, 714 . $lp g, X204 ...,

gde je

_(_1\n a(n—1)--- (1—2p+1)
L Thi el e 4P (ph)2 '

266. Pokazati da je funkcija D"~ {exp (x+x2%)} jedno-partikularno re-
. Senje diferencijalne jednaline

(E) D2z2—(2x+1)D2-2n2=0.
Ako se funkcija exp (x+x?) razvije u red oblika } a,x", pokazati da
« n=0
postoji relacija
(n+1)ap=a,+2a,, (n=1).
Takode pokazati da je:
)i_o‘,a,,=e2, inan=3e2, in2a,,=14e2.
n=0 n=Ii n=1

Uputstvo. Polazeél od y=exp (x+x2), dobija se
y'—(2x+1)y=0.
Primenom Leibniz-ove formule nalazi se
Dntly—(2x+1)Dny-2aDn—ty=0.

Ako se stavi Dn—1y=2, poslednja jednadina upravo Je jednadina (E).

267. Pokazati da je funkcija
B .
By (%) = wlog(ler)
jedno partikularno redenje diferencijalne jednaline
A+x) ¥ L2+ 1) 1k (k+1) 2=0.
dx dx

2

Uputstvo. Poéi od
y = log (1+x2),

dy | 2x
dx 1+4x2

d
odnosno  (14x2) S —2x=0.
‘ dx
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268. Dokazati stav: Riccati-eva diferencijalna jednadina
g)i 2=_3» (Gﬁ 2_ 1 _Qm (0'_ 2 X
(E) dx+y : e') Seveh e) (a ..const)

transformiSe se u sebe samu smenom funkcije

Pires ; githnc(‘—y—)g [1 /(z+ t O—H—K)].
2 ¥ 0 / 2 ¥ 9
gde je 2 nova nepoznata funkcija promenljive x i 0 (x) (% const) proizvoljna
funkcija od x koja ima treéi izvod.

Na osnovu ovoga stava integraliti jednacinu (E).
Posebno prouciti sluéaj a= —1/4.

Primedba. Videtli o ovome:
D. S. Mitrinovi¢: Sur une équation différentielle du second ordre transformable en
elle-méme (Comptes rendus de {’Académie des sciences de Parls, t. 228, 1949, p. 1188—1190).

269. Data je Emden-ova diferencijalna jednacina
dz_y ,2 _dy ! B = 1
(1) o + e, .O (n realan broj)
koja igra vaznu ulogu u teoriskoj fizici i astronomiji.
19 Dokazati da je funkcija
.

2) A"'f(Ax) (A pozitivna konstanta)

jedno re3enje jednacine (1), ako je f(x) reSenje te jednaline.
20 Proveriti da li su funkcije

1- Ly za n=0;
6
(sinx)/x Za. =4

Il Lo
<1+3x~’> 2 7a n=5

partikularna reSenja jednaéline ().
3° Ispitati da li jednadina (1) za n=5 ima, osim navedenog reSenja,
i drugih reSenja oblika

(a+bx+cx®)~12  (a,b,c realne konstante; |a|+|b +|c|/>0).

40 [spitati da li Emden-ova diferencijalna jednacina freéeg reda

e P Sl o o ) b realne konstante
@) dx3 X dx2+ x2 dx . Sl Analc g )
ima osobinu da joj je funkcija
An—-l_ f (AX)

reSenje ako je to slu€aj sa funkcijom f(x).
Da li slitna osobina vaZi za odgovarajuce diferencijalne jednacine
viSeg reda, a posebno za jednalinu cetvrtog reda
4 3 2
q,X iﬂ+,ﬁu+id_y+eyn=o
dx? x dx? x2 dx2  x? dx
(a,b,c,e n realne konstante ) ?
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ReSenje. Funkcija
(4) y=(a+bx+cx2)_1/2,
biée reSenje jednaline (1) ako je ispunjen identitet
4bcx2+(b2+12ac—4) x+4ab=0.
Odavde izlazi :
bc=0, ab=0, b62+12ac=4.
Ovaj skup jednadina ima dva skupa reSenja:
I ac=1/3, b=0; II. =0, ¢=0, ‘b=i2.
Prema tome, jednadina (1) za n=5 ima partikularna re3enja
n={cle+1/BA, p=@2x)7"2, p=(-20712.
Re3enje y, Je realno ako je ¢ > 0, Redenje y, je realno ako je x > 0. ReSenje y; je

realno ako je x < 0.

—1/2

Konstatuje se da se koriséenjem osobine 1° iz reSenja (1 +%x2) dobija reSenje y;.

Primedba. U knjlzi: A. Fletcher — J. C. P. Miller — L. Rosenhead: An Index of Mathe-
matical Tables (New York, 1946, 451 p.) na str. 332 navedena su reSenja napred spome-
nuta pod 20. Medutim re3enja )

y)=(20"" x=0; px)={=25)""* @<0)

u ovom Indeksu matematickih tablica nisu navedena. Verovatno da nisu ni poznata.
ReSenja y,(x) 1 ys(x) ne nalaze se nl u knjizi:

E. Kamke: Differentialgleichungen— Losungsmethoden und Lésungen, Bd. | (Leipzig,
1942, 642 Seiten).

Ova knjiga o obi¢nim diferencijalnim jednaéinama ima enciklopediski karakter. Na str.
© 560—561 iznetl su poznatl rezultatl o Emden-ovo] jednaéini.

Videti &lanak: D. S, Mitrinovi¢é — K. Slipiéevié: Sur I'équation d’Emden (Mathesis,
t. 69, 1960, p. 74—75).

270. Data je neodredena diferencijalna jednacina

d E du dv H .e
1 _— == = .
M) ko /dx .(u i v funkcije od x)

Ako je u dato, odrediti v i obratno.

ReSenje. L. Jednadina (1) moZe se napisati u obliku

2) S tls ey
Jedno za drugim dobija se:

u’ v a'v u’ v'/y

u v u v’ u A l—(v/v’)'

u’ v'_v'( 1 | u’ - (1 vy—!
u v v \l—(yv) )' u v v')

e (-3

Dakle
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Sli&nim postupkom dobija se
v="Vuexp i%f [(a’/u)2—4 (@ /u))2dx !,

Ovo reSenje Jednaine (1) dao je E. J. Scott (The American Mathematical Monthly,
vol. 59, 1952, p. 707).

Il. Kovina MiloSevi¢ doblla je reSenje primenom Mitrinovicevog nadina za reSavanje
neodredenih diferencijalnih jednaéina.

Stavl 1l se
3 ulx)=el 5%, j(x)=ef09x (%, 1 nove nepoznate funkcije ),
. jednacina (1) doblja oblik
(4) §—n=4/n.
Ako je {—n=0 (6 diferencijabilna funkcija od x), tada je
62 0
L= e_—T i ool m -

Prema tome, eksplicitno reSenje jednadine (1) je

62 Pl
u(x)=expf dx, v(x)=expj ﬁdx.

6—1
Iz relacije
]
- —— dx
v(x) expfe_l
izlazi
vl
8= ’
v'—v
pa se doblja :
v’2
X)=ex ——— e L3
u(x) pf e
odnosno

u(x)=exp [f (%l-f-v,v:v) dx] p

odakle sleduje Scoff-ovo relenje
7

u(x)=v(x) expf v’i— vdx.

Primedba 1. Drugi naéin je prirodniji.
Primedba 11. Videti ¢&lanak o neodredenim diferencijalnim jednaéinama u Prilozima
u ovom Zborniku.

271. Odrediti ono reSenje {x(f), y(t)} skupa jednatina

tzd—“—x+td—’;+y=2t,

de d
dx dy 1

— — X =logt
dt dt gh

koje ima osobinu
x(t)»1, y()-»0 (->0).

272, Odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene funkcije konturnog
problema
: Y@ (x)+ 2 y"(x) =0,
y"(0)=y@)=y"(1)=y(1)=0.
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273. Rediti linearnu homogenu vektorsku diferencijalnu jednacinu
drugog reda

(1) a

(& skalarna konstanta; a(#0) i B dve skalarne funkcije promenljive f).

X
dzr
df2

ar »
+BL —k(katp)r=0

ReSenje. Jedno partikularno resenje jednaéine (1) je
-r)= E; ekt [71)0 = CBH;t )i
Ovo partikularno reSenje navodi nas da upotrebimo smenu
s ﬁe’” (E) nova vektorska funkcija koju treba odrediti}.
Ovom smenom jednadina (1) postaje }

(2) aR+(2ka+8) K = 0.

Iz (2) zakljuCujemo da Eima stalan pravac, tj. da je

> - -» —
(3) R=20 (b =const).
Zamenom ;?) iz (3) u (2) dobijamo za funkciju 2. jednalinu

(4) ah+(2katB)r=0.
Iz (3) | (4) nalazimo

A:exp(—?k—}-] idt),

o

S o "B

R:bexp(—2k+f—~dt),
o

= 9 o 8 >  —
R:a+bfexp(—2k+f*dt)dt (a = const) .
[24

Prema tome, op3te relenje date vektorske diferencijalne jednadine je

= ) = [ty ) "B
r = Rekt = ekt [a+b f exp(——?/{-{-\/ wdt)dt .
o

> 9 -
Zbog konstantnosti vektora a>l b> hodograf vektorske funkcije 7: r () je ravna kriva.

Ova) zadatak formulisao je i resio V. Janekoski.

274. Resiti linearnu homogenu vektorsku diferencijalnu jednacinu
drugog reda '

d?

(1) & =y G

- =
da d2r  d?a dr da 37_ 0
dt dtz dtz dt

(a skalarna funkcija promenljive f; e=+1).

ReSenje. Jednadina (1) moZe se napisati i u obliku

_)

dar -
d dt da - d /dr -
v e ==TE="08 Mii aFattr =90,
df | da 6 dt 1 da (da)+er

d¢
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1), | <]
2 b
) ga—’ e 3

Redenje jednaine (2) glasi:

- > —
(a, b = const)

5 fcosa(t) 5 (sina(l)
(3) r=a { +b- {
cha () sha (1)
pri emu gornje reSenje vaZl za e=+1, a donje za e=—1.
Re3enje (3) je takode refenje date jednacine (l).

Ovaj zadatak formulisao je i re3io V. Janekoski.

275. Proveriti da li je za jednadinu
(siny—mtgx)cosydx-—(tgx+msiny)dy=0 (m=const)

integracioni faktor
COS X

) 1 — 052X cosZy
i da li je njeno reSenje

l-—-cosxcosy

arc tg (sin x cotg y) = log C( )m/z (C integraciona konstanta).

14cos xcosy

276. Odrediti funkciju oblika
(1) f(x,y)=g(x)+h(y),

koja ispunjava uslov

= xy (x2+y?).

@ LI TN
dx oy

ReSenje. Relacija (2), kada funkcija f (x, y) ima oblik (1), postaje

1 1
— g Y2 = __ht 2
©) . 3 &)= = R,
odakle izlazi
1 1
(4) Y&W-e=2C,  SH(p+pE=2C,

gde je C=const.
Posle integracije jedna¢ina (4) dobija se

gx) = l—x4+Cx2+Cl, /l[}’)=—%y“+Cy2+C.z
( Cy, C, integracione konstante ).
Prema tome, traZena funkcija f(x, y) Je
flx, = %(X‘—y‘HC (x24+y2)+ A (A, C prolzvoljne konstante ).

Generalizacija. Umesto (2) posfnatrati neku opstiju relaciju koja ¢e dovesti do
razdvajanja promenl]ivih.
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-~

977, Odrediti partikularno resenje y,(x) oblika ¥ a;x* diferenci-
jalne jednatine ot
y"+xyr=ex,

koje zadovoljava uslove: y,(0)=0, y,'(0)=0.

278. Resiti skup diferencijalnih jednacina l
x2y"+xy'+3x2'+2y=x+1, x22"+xy'+x2'—22=0.
Uputstvo. Upotrebitl smenu x=+el.
279. Resditi skup diferencijalnih jednalina:
y"+Z=X5, zll+y=0'

280. Odrediti f(x) i g(x) iz relacija

f(X)=ofg(f)df, g(x)=1—6ff(t)dt.

Rezultat, f(x)=slnx, g(x)=cosx.

281. QOdrediti opSte resenje diferencijalne jednadine
| dy _ @425p-p
dx X3+ x2y ‘
Pokazati da su integralne krive ove jednaline algebarske i da je
jedna od njih prava.

282, Odrediti funkciju f(x) koja je definisana integralnom jednacinom

fe- Jf(e)di=e=x.

Rezultat, f(x)=chx.

283. Pokazati da diferencijalna jednalina krivih
(1) Ax®+2Bxy+Cy2+2Dx+2Ey+F=0 (C+#0; B2—AC+#0)

glasi
{(yy2s)m=0.

Uputstvo. Posmatrati jednaéinu (1) u obliku
y=ax+b+(cx2+2dx+e)l/2.
Primedba. Ako Je B2—AC =0, tada je c=0 | diferencijalna jednalina parabola glasl

(=%
Ispitati takode slufajeve: 1° C=0, B#0 i 20 C=0, B=0.



PARCIJALNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE

1. Integraliti parcijalne diferencijalne jednaédine:

1° s+xyp+yz=0; 20 s+xyp=0;
3 s+yqg+2=0; 40 y2s+2yp=1;
5 ps—qr=0; 6° pg=zs;

7° (1-y?)s+yp=ay*(1-y*) (a=const),
gde su p, q,r,s,t Monge-ove oznake:
p=0z/0x, q=0z/dy, r=0%z/0x2, s=0%2/0x0y, ¢=20%z/0y2.

Re3enje. 1° d—i—[q+xyz]:0 < gt+xyz=Y, H{j. gf+xyz=Y.
y

Ja z=exp<— %xy2> % X+fexp<% xy2>Ydy g |

X je proizvoljna diferencijabilna funkcija promenljive x; Y je proizvoljna diferencija-
bilna funkcija promenljive y.

0
30 O—(p+yz]=0 < ptyz=X <o z=e—XY (Y4 [exyXdx).
y

40 z=(x/y)+(X/y?)+Y.
50 Umesto jednacine ps—qgr=0 moZe se pisat!
| oz/ox o0z/oy |
Lopjox oploy |~
3to znadl da je p=f(z), gde je f(2) proizvolj‘na diferencijabilna funkcija po z.
ReSenje je x=Y+42Z.

0z op 1. oz I ap
60 p—=2z R e Ltk
oy ay z dy p oy

Odavde lIzlazi reSenje z= XY.
70 2= Lax(yP—1)(y*+2) + (=112 X+Y.
2. Odrediti reSenje z(x, y) jednacine
022/0x0y=x+y
koje zadovoljava uslove: z(x,0)=x, z(0, y)E}:L’.
Rezultat. z(x,y)=x+)y2+ ; Xy [x}y].

13 Zbornik matematickih problema I
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3. Pokazati da je funkcija
2=xf(x+y)+e(x+y),

gde su f(u) i g(u) diferencijabilne funkcije promenljive 4, reSenje parcijalne
jednadine \
r—2s+t=0.

Medu redenjima z odrediti ono koje zadovoljava uslove:
Z]emo=GY0, 1 p=a=bx2 (4 & hemsisnis; ab==0)"

Rezultat. z2=(x+y)(bx+ay).

4. Transformisati parcijalnu jednacinu
' & ey e sl
(1) z(x ax+yay)+x +y
smenom promenljivih
u=y/x, v=xi+y:, w=22,
i odrediti njeno reSenje.

Resenje. dw =22 izdx+%dy)=?3’du+.bldv.
ox oy u
du = o {xdy —ydx).
x2

dv =2(xdx+ydy).

oz y ow ow 0z 1 ow ow
REe T = [ T i 2
zax x2 ou + xbv =

odakle izlazi
w=—v+f(u) { f(u) diferencijabilna funkctja po u } .

Prema tome, op3te reSenje jednaline (1} je
Xt y2422=f(y/x).
5. Proveriti da li je reSenje parcijalne diferencijalne jednatine
y(x+Y)2xx—(x2—y*) 2y —x (X +) 2yy +(x—y) (22 +2y) =0

odredeno relacijom
‘ z=f(x*+)?) +&(x ),
gde su f(x2+y?) i g(x—y) diferencijabilne funkcije po naznacenim argu-
mentima.

6. Obrazovati diferencijalnu jednacinu skupa krivih:

10 y=C*(x)+Cg(x)+h(x);

: 2 y=[C*f(x)+1]/[Cex)+1],
gde je C parametar, .
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7. Sastaviti parcijalnu diferencijalnu jednadinu skupa povrSina:

1 z=f(x+y) g(x—y);
29 z=fX+Y)g(X-Y),

195

gde su f(x+y) i g(x—y) proizvoljne diferencijabilne funkcije naznaCenih
argumenata i gde je X proizvoljna diferencijabilna funkcija od x i Y proiz-

voljna diferencijabilna funkcija od y.

8. Resiti parcijalne jednadine:

10 x*p—x*yq+y=0; 20 p=(qy+2)%
30 xzp+yzq-xy=0; 40 pr=22(1-pq);
5 x*pt+y*gi—2z=0; 6° g =xp+p%
70 p4q2-22=0; 8 pgpr=xy.

9. ReSiti parcijalne jednacine:
19 pixy+poXotpaXsg=az2+x,Xs/X5;
20 x,pi+ (24 X3) pot 2+ Xg) Pa=Xo+ Xg;
8 (p1—2) (P 2) (Ps—2) = P1P2Ps;
40 p,+ Xy pot(XaPpo+ XgPs) P3=0;
50 Xopy+ X1Pat (P1—Ps) (Pt X0 (Putxs) =1
(a=const; pp=02/0x;).

10. Integraliti parcijalnu jedna&inu
x2p+y2q=0
i od integralnih pov:Sina odrediti onu koja prolazi kroz pravu

x=2y=3z2.
Ispitati dobijenu povrSinu.

11. Integraliti parcijalnu jednacinu
PP—2pq+2¢®=4z
i medu integralnim povrSinama odrediti onu koja prolazi kroz krivu
x=0, 2=y
Ispitati dobijenu povrsinu.
12. Odrediti reSenje z=2z(x, y) jednadine

0%z/0x20y2=4
koje ima osobinu da se izrazi

2z, 0z/0x, 0%2z/0x?, 0%z/0x3
anuliraju za sve vrednosti x i y koje zadovoljavaju jednacinu xy=1.
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13, Odrediti funkciju u(x,t) koja zadovoljava parcijalnu jednadinu

cha ) o e~tcos x
: 0x ot
i uslove
af )| -Op 228l Lo
t=0 ot x=0

Pokazati da tfraZena funkcija u(x,t) ima osobinu
u(x,t)—sinx (ft—+o0).

Rezultat. u(x,t)=(1—et)sin x.

14, Odrediti reSenje z(x, y) parcijalne jednacine
(E) 0z2(x, y)/dy=x2+2y

koje zadovoljava uslov z(x,x?)=1.
ReSenje. Iz (E) izlazi

zZ(x, y)=x2y+y2+ X (X proizvoljna diferencijabilna funkcija promenijive x).

Iz datog uslova sleduje
X=1-2x4,

Prema tome, traZeno relenje je z{x,y)=1+x2y+y2—2x4,

15. Pokazati da je reSenje u=u(x,t) jednadine
. R (a konstanta),
ox%  a% of?
koje zadovoljava uslove ‘

u(x,f)|  =fx), 20| _py,
t=0 ot ![:0

dato relacijom
o x+at

u(x, t)=1?{f(x—at)+f(x+at)}+-;-‘; fF(s)ds.

Da li funkcije f(x) i F(x) moraju zadovoljavati izvesne uslove?

16. Odrediti funkcije f(x) i g(y) pod uslovom da proizvod u=f(x) g(y)
bude reSenje parcijalne jednacine
2 0 _

ou
L85
(I=x) == v
Zatim odrediti partikularno reSenje ove jednafine koje zadovoljava
uslove:
o=l fril)=—1; (=0, g(l)=1.
17. Ispitati da 1i je funkcija v= [ eXp(-u*)du redenje jednaCine
Ve
02”;491.
-or? ot

2

ygu—+2u=0.
oy .
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18. U parcijalnoj jednaéini
az oz

E 22 _9% -9
( ) ox ay

izvr8iti smenu promenljivih u=x+y, v=x—y, a zatim naci opSte reSenje
jednacine (E).
Od integralnih povrSina jednacine (E) naéi onu koja prolazi kroz krivu

x=sint4+cost, y=sint—cost, z=tgf.

19, Dokazati da je funkcija

2%

[f(xcost+ysint+iz, ydt (i=V-1)
0

jedno reSenje Laplace-ove jednacine
a2V a2y 02V

=1,
ox: 2 0z

20. Ako je u(x,y, 2) reSenje Laplace-ove parcijalne jednacine

el 3 Ugy+Uyy+ U, =0,
tada su reSenja i funkcije

Ux, XU+YUy+2U;, Yiux-—XlUy, YiUy—2xXYUuxy+x2uyy+2u,.

21. Odrediti funkcije oblika
u=f(Ix Y4 2)
koje zadovoljavaju parcijalnu jednadinu

Au

Uxx + Uyy + llzs = (A parametar).

x24- 2422

22. Data je parcijalna jednacina

02 02
i QN L o4 +cu (a, b, c realne konstante).
ox2 of2 ot

Odrediti reSenja ove jednaline koja su oblika u=X(x) T(f).

23. Data je parcijalna jednaina

2
P J ik (a=const).
ot ox2?

Pokazati da ova jednaéina ima reSenje oblika V=f(x/Yt) i odrediti ga.
Pokazati da je i funkcija of/dx reSenje date parcijalne jednadine.

24. Odrediti reSenja oblika z=f(x) g(y) parcijalne jednaline

X322 —yzy=0.
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25. Odrediti reSenja oblika

2=f(x,y)=g(r) (r=Vx*+y2),
koja zadovoljavaju parcijalnu diferencijalnu jednaéinu
5 022 9 o0z 0z —_
x02+2xyo{) —kyay2 5x 5y +82 16=0.

U Dekartovom pravouglom koordinatnom sxstemu geometriski okarak-
terisati dobijeno reSenje i odrediti ono koje zadovoljava uslove: f(1,0)=1

if(1,1)=2.

26. Odrediti re3enja parcijalne diferencijalne jednacine
Ru | Fu o

==
oxt  0yr  oz®

koja su oblika u= f(x +y) Ako je ]‘( +y) jedno redenje date jedna-

¢ine, da li su f(y +Z) i f(l 4'2*) tako isto njena reSenja?
X2 y

27. Ispitati da li jednadina
u | 0%u  o%u 2u
ox2  0yr 022 x24-y24- 22
.ima reSenje oblika u=F {(x+y+2)/(x2+y>+22)}.

28. Ako je funkcija 2(x,y) ma koje redenje parcijalne jednacine
022/0x 0y = (az)/(x—y)? (a konstanta ),
ispitati da 1i su njena reSenja i funkcije
0z | o0z 0z 0z 5 02 s 02

2 e i XA G Y Re—,
ox oy’ ox yay’ ox d oy

29. Data je telegrafska jednacina

(E,) A ()TG-HZB——C— ( 4, B, C koustante ).
10 Pokazati da se jednatina (E,) svodi na oblik
(E,) -

oxz otz ot
smenom X =2x, T=nf, gde su A i p dve konstante koje treba odrediti.

2° Pokazati da se jednalina (E,) smenom v=ue~! svodi na oblik
0%y 0%
(E3) 0!‘—2 = ﬁ =Uu
3° Pokazati da se smenom §=x—1, n=x+{ jednadina (E;) svodi na oblik
o%u
OE 0n

1
—u=0.
+4u
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30. Odrediti funkciju oblika
u=f(VFT P+ 2)
koja zadovoljava parcijalnu jednadinu

0%u  Ru | R2u
— 4+ —4+ —=au (a=const).
ox? 0y? 0z

31, Pokazati da Laplace-ova jednacina

(1) ézu aiu 02u -0

oxz | oy | 0z®
ima reSenje oblika

Cu=flz+ VxR 12%),
i odrediti ga.

Ispitati da Ii je funkcija

i /
ff(z+Vx2+y2+z2) dz (@ podesno izabrana numeri¢ka konstanta)
q

takode reSenje posmatrane Laplace-ove jednaline.

UopSte, ako je u,(x, y, 2) jedno reSenje jednaline (1), ispitati dali je
fuo (x,y, 2)dz (a podesno izabrana numeritka konstanta)
a
takode reSenje jednaline (1).

32. Odrediti reSenja oblika 2=X(x)Y(y) Laplace-ove jednacine

Zxx + Zyy = 0
koja zadovoljavaju uslove:

z=sinx (y=0) i 2z-0 (y->+o).

33. Odrediti vrednosti parametra k¥ za koje parcijalna jednacina

Fu ou_
ox2 0y

ima reSenja oblika u(x,y)=f(x)shky uz uslove:

u(0,)=0, u(,y)=0 (/=const).
34. Data je parcijalna jednadina
o2y 0 ( au)
e ——||x
of2 ox 0x

TraZe se reSenja oblika u =T(¢) X(x), gde funkcija X (x) zadovoljava
konturne uslove:

X(1)=0, X (0) ostaje konaéno.
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35. Posmatrati parcijalnu jednacinu

0%u 0a
E .
( ) ox? ()y

10 Ispitati da 1i ova jednacdina ima reSenja oblika
u=Y(y)exp (a ﬁ)
y

{a konstanta koju treba odrediti; Y(y) funkcija od y koju takode treba
odrediti } i, u potvrdnom slu¢aju, nac¢i ta reSenja.
2° Dokazati da je izraz

u(x, y)dx+"”"‘ Mgy,

gde je u(x,y) ma koje reSenje jednacine (E), totalni diferencijal 'jedne
funkcije v(x,y) i da je ta funkcija v(x, y) takode reSenje jednacine (E).

3° Rezultat iz tacke 2° proveriti na jednom primeru.

36. Odrediti funkciju oblika 2=f(x2--y?) koja zadovoljava parcijalnu
jednaCinu
02z 0%z

ox2 oy

=0.

Rezultatu dati geometrisko tumacenje.

37. Odrediti funkcije u oblika f(x)g(y) f1(z) koje zadovol;ava]u La-
place-ovu parcijalnu jednacdinu
2u 0w Pu_ g
ox: | oyr | oz

38. Odrediti relenja oblika u=X(x) T(t) parcijalne jednadine

4 T ( h realna konstanta).
0x2 ot g

39. Ako je u=f(x,y) jedno reSenje Laplace-ove jednaline
(E)
tada su parcijalni izvodi:

S BT R
ox’ op ' exz’ oxoy’ oy’

2u | o

=08
ox%  0y?

takode reSenja jednacine (E).

- Ovo vaZi za svaku linearnu parcijalnu diferencijalnu jednadinu &iji su
koeficijenti konstantni.

Dokazati navedena tvrdenja.
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40. Naci reSenja oblika y=R(r) T(t) parcijalne jednaline

o2y a2y 1 dy
—~ =2 =4 — = c=const).
ot (0r2 r Or) ( )

41. Odrediti funkciju z=f(y/x) koja zadovoljava parcijalnu diferen-
cijalnu jednacinu

ox 0y 0x2 oy
42, Odrediti reSenje oblika
z(x,y)=f() {t=(x—x0) (y—=Vo); Xo, yo numeritke konstante }

parcijalne jednadine
P2%Y) 4 aez(x,y)=0  (A=const).
ox oy

Pokazati da se f(t) moZe izraziti pomocéu Bessel-ovih funkcija i da
postoji takvo reSenje z(x,y) koje postaje 1 za x=x, i y=y,.
43. Odrediti sva reSenja parcijalne diferencijalne jednaline
r(1+¢*)—2spg+t(1+p%) =0

oblika z=f(Vx2+y?). U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu
Oxyz rezultatu dati geometrisko tumacenje.

44. Odrediti reSenja oblika (S) z=f(x)+g(y) parcijalne diferencijalne
jednacine rs - xr—ys+p=0. Koja od nadenih povrSina (S) prolazi kroz
pravu x=y=2 i tacku (1,0,1)? Ispitati ovu partikularnu povrSinu i njene
preseke sa koordinatnim ravnima.

45. Data je funkcija

(1) u=f(xcose+ysind+at)+g(xcosd+ysiné—at)

{x, y, t nezavisno promenljive; 6, ¢ parametri; f(X) i g(p) proizvoljne dife-
rencijabilne funkcije naznaenih argumenata}. _
Formirati parcijalnu jednacinu drugog reda Cije je reSenje (1).

ReSenje. Iz (1) sleduje

FU _ (cos 8)2 f (1) + (cos 012 g” (1)
ax2 L} ?
o0%u = ) e

(2) — = (sIn6)* f"(X) + (sin 0)2 g” (n},
oy
Ll i

gde su f(2) i g”(n) drugl lzvodi po A, odnosno po p.

Iz (2) neposredno sleduje

(3)

92 o2 22
a® Sflyy L ek iy
ox2  oy? ot2

Funkcija (1) je reSenje parcijalne jednacine (3).
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46. Svaka funkcija oblika z=xmf(y/x) zadovoljava parcijalne diferen-
«cijalne jednacine
9z 0z _

SH0S2
xX—+v—=mz, x*%
0x ay 0x2

02z 02z
2xy —— +y2 = =m(m—1)z.
¥ Y T ( )

Dokazati ovaj rezultat i na osnovu njega zakljuciti da svaka funkcija
oblika z=pe (0)+ ¥ (0) (p i & modul i argument broja x+iy) zadovoljava
jednacinu ;

2 02 e 3
X ax2+2xy axay,—i—y e 0.

47, Data je funkcija
x y

®(x,y)= [ F{(u=x) (=)} (@) du+ [ F{(u=x) (=)} ¥ (@) du
a b

(a i b dve numeri¢ke konstante).
Ispitati da li je funkcija @ (x, y) reSenje parcijalne diferencijalne jednacine
922/dxdy =z,
ako je
tF'(t)+F'(t)=F(t), F@0)=1.

Pretpostavlja se da parametri a i 6 i funkcije @(u), V(z), F(d) zado-
voljavaju uslove koji se namecu da bi zadatak imao smisla.

48. Data je parcijalna diferencijalna jednalina

(1) '_‘1(r235)+—1—i(sinea—”) =0.
or or sin® 08 08
Odrediti njeno partikularno reéenje oblika
(2) I u=f(r) cos9,
koje zadovoljava uslove:

3) %":—cose za r=a (a=const);
r

(4) % ,0 kada r-oo.
or

Re3enje. Vodeéi ratuna o obliku reSenja (2), jednacina (1) postaje
(5) 7N+ 2rf (1) -2/ (1)=0.
Opste reSenje Euler-ove jednadine (5) je
f(r)=Cyr+C5'r* (C,, C, integracione konstante).
Prema (2) funkeija u(r,9) je
u=(Cyr+Cy/r?cos 6.
Ako se primene uslovl (3) 1 (4), dobija se trafena funkcija

u=%a3[cose/r2).
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49. Pokazati da je 2z, =x"f(y/x) reSenje parcijalne diferencijalne
jedna&ine

x2— +y2—x—+y— =nz2.

02z xy 0%z 02z 0z 0z
Ox2 0x 0y ay? ox ay

Da li se na osnovu ovoga moZe zakljuciti da su funkcije

2=y g(y/x) i 23=x"f(y/x)+y" &(y/x)
tako isto reSenja ove jednacine?

50. Pokazati da parcijalna diferencijalna jednacina
2O ob
= E"—
ax2 ot
ima reSenje oblika

(o pozitivna konstanta)

b =g(ax/2Vt).
Odrediti to reSenje i naci partikularno reSenje koje zadovoljava uslove:

=0 zax>0it->0+; @=g,=const za x_>01i f->+o0.

51. Promenljive u, v, w i x, y, 2 vezane su relacijama:

(1) u=k2x/r2, v=k2y/r2, w=4k2z/r® {k=const, r=(x2+y2+22)"2}.
1 Odrediti du/dx, ou/dy, ou/dz i proveriti jednakosti:

(2) x(0u/dx)+y(ou/dy)+z(0u/dz)= —u,

3) (0u/ox)2+ (0u/oy)2+ (Qu/dz)* = k*/rt.

20 Qdrediti vx, vy, vy, Wy, Wy, W, {V,=0v/0x, v,=0v/dy, ...} 1 napi-
sati jednakosti za v i w analogne jednakostima (2) i (3).
39 Proveriti jednakost

Ve Wi+ vy wy+v,w, =0
i napisati druge dve jednakosti koje se dobijaju ciklickom permutacijom u, v, w.
49 Proveriti jednakosti:
Au=—2u/r2, Av=-2v/r*, Aw=-2w/r2,
gde je A=0%/0x2+0%/0y%+0%/022.
5° Ako se u funkciji g(u, v, w) izvr8§i smena (1), dobija se funkcija
f(x) y’ 2)’ tj' g(u, V’ I'V)Ef(x’ y’ z)'
Proveriti relaciju
(xfx+))fy+zf:)+(ugu+ng+ Wgw) :0'
6° Ako je funkcija G(u, v, w) jedno reSenje Laplace-ove jednaline
Gllu+GVV+wa=0)
tada je funkcija F(x, y, z)z%G(kH/r‘z, k2y/r?, k*z[/r?) jedno reSenje

Laplace-ove jednatine
FXX+F_Y}’+FZZ=0'
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52. Data je biharmoniska parcijalna jednacina
] o B
ox? 0x2oy% oyt

10 Utvrditi da ona ima sledea reSenja:
x, x% xE xy x%y, «'p, xeoShxchliy, peodlxchiy, yh=3i
(A konstanta).

2° Ako su ¢(x,y) i ¥(x,y) dve harmoniske funkcije, pokazati da su
funkcije @ (x, y) +x¥(x, ), @(x, ) +y¥(x,p), (x*+y?) ¢(x,y) biharmoniske.

53. Ispitati da li pércijalna jedna&ina

oz oz 0%z .
— - —=— - % —2=¢*Vsiny
ox4 ox2oy? oy? d
ima reSenja oblika z=(cosy)-w(x—y), gde je w diferencijabilna funkcija
od x—y.
Ako jednadina ima takvih reSenja, odrediti ih.
Rezultat. Diferencilalna jednaéina za odredivanje funkclje w(t) glasi
2w /dts+dw/dt=— e~

Kada se integrali ova jednacina, doblja se traZeno reSenje.

54. Odrediti reSenje oblika u=f(x*+y®) Maxwell-ove parcijalne dife-

rencijalne jednaline
otu 9 _otu | du

oxt ox20y? oyt

i posebno ono partikularno reSenje u,=f,(x2+y?) koje ima osobinu
fp(x2+y2)>1 ako (x,y)~ (0, 0).

55. Data je parcijalna jednaCina

2 o4
EL gl ag (a realna konstanta).
oz oxt 3

10 QOdrediti njena reSenja koja su oblika y=7(x) g(f).
2¢ Qdrediti integracione konstante tako da budu zadovoljeni grani¢ni

uslovi:
y=0, dy/0ox=0 Za pa=I0

02y/ox2=0, a3%y/ox*=0 za x=l!

Primedba. Prillkom reSavanja ovog zadatka pojavice se Jedna transcendentna jednaéina

56. Data je parcijalna jednacina

o2 1 0 1" a2\ fo2d 1 9od 1 029
(B L2 L e, 1os L b g
or? r or r2 062 or? r or e 062

Odrediti reSenja ove jednaline koja su oblika
® =f(r) cos k8,

gde je k jedna konstanta i f(r) funkcija argumenta r koju treba naéi®
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57. Da li parcijalna diferencijalna jednaéina
olu | dtu A " ] otu 49 oAy 2
oxt oyt ozt 0y2 922 0229x% 9x29y?
ima reSenja oblika
19 u=f(x24y2+2%); 20 u=f(x+y+2)?
U potvrdnom sluaju, odrediti ih.

Rezultat. 10 u=C,(x2+y2+2% V24 C,(x2+ y2+ 222+ Cy(x2+ 2+ 22) + C,
(Cy, Ca, Cs, C, proizvoljne konstante).

58. Odrediti parcijalnu jednalinu drugog reda Cije je opSte reSenje
(1) z=xfi+x"f, (as#b),
gde su f, i f, dve diferencijabilne funkcije promenljive y/x.
Resenje. Iz (1) sleduje
(2) xp+yq=axaf)-+bxbf,,
3) x2r+2xys+y*t=u(a—1)xef,+b(b—1) xbf,,
gde su p, g, r, s, t Monge-ove oznake.
Rezultat ellminacije funketja fy | f, iz relacija (1), {2) i {3) dat je Jedna&inom

3 2 1 I |
xp+yq a b =i0.
x2r4+2xys4y2t ala—1) b(b—-1)
Posle razvijanja determinante koja se nalazi na levoj strani poslednje jednaéine, doblija se

a+b—1 S
z= (xp+yg) — — (xX*r+2xys+y2t)]  (ab#0).
ab ab

Prema tome, moZemo formulisati ovaj rezultat:
Opsti integral parcijalne jednaline

X2r42xys+y2t—(a+b—1) (xp+yg)+abz=0

z=x0fi(y/x)+x0fa(y/x)  (aFb),

gde su fi(y/x) 1 fa(y/x) proizvoline diferencijabilne funkclje naznalenog argumenta.
Kad Je a=1, b=2, tada je funkcija

dat je relacijom

z=xfi(p/X)+x3faly/x)
op3ti integral jednacine

Z2=xp+yq— ; (x2r+2xys+y3t).
59. Odrediti parcijalnu jednalinu treCeg reda cije je opSte reSenje
(1) 2=xf +xPfy+xcfy,

gde su a, b, c tri razli¢ite konstante i f,, f,, f, tri ma kakve diferencijabilne
funkcije od y/x.

Resenje. 1z (1) izlazi
xp+yg=axaf+bxtfa+cxcfs, .
(2) (xp+yq)P=ala—1) xaf+b(b—1) xPfot+clc—1) x¢fy,
(xp+yg)®=a(a—1)(a—2) xaf,+b(b—1) (6—2) xP fo+c(c—1) (c—2) x‘ [s.
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Ako se iz relacija (1) i (2) elimlni8u fy, f,, f5, dobija se

z 1 1 1
xp+yq a ) b e a0
(xp+yq)® afa—1) b(b-1) cle—1)
(xp+yg)®  ala-1)(a—2) b(b=1)(6=2) clc~1)(c-2)
odnosno
Agz—4y (XE +y gz‘) +4A, (x2 = +2xy = +)* 022)
ox oy 0x?2 ox 0y oy*
(0 Sy e k) =
gde A,, A;, A, Ag imaju ove vrednosti:
1 1 1
Ag=abc a—1 b—1 c—1 ,
(a~-1)(a—2) (b—1(6-2) (c=1)(c-2)
1 1 1
A= afa—1j bb—1) c(c—1) !
ala—1){a=2) b= (B-2% clc—=1)(c-2)
1 1 1
Ay = a b c )
a(a—1){a—2) blo—1){0—2) cle—1) (c—2)
1 1 1
Ag = a b c
ala—1) b(b—1) cle=1)

Gornje alternante, u razvijenom obliku, pretstavijene su izrazlma:
Ap=abe(b—a) (c—a) (c—b),
A= (b—a)(c—a)}(c—b)[(ab+bctca)y—(a+b+c)+1],
by, =(b—a)(c—a) (c—b) [{a+b+c)—-3],
Ag=(b—a)(c—a) (c—b).

Iz lzloZenog izvodi se ovaj zakljufak:
Op3H integral linearne parcijalne jednaline treéeg reda

0z
0y)

02z
—[la+b+c)-3] (ngc; +2xy

5
abcz=((ab+bc+ca)—(a+b+c]+l]( Ty

x_
ox

0%z 4 N
axay y0y2

c 03z " 303z)
y 2, oy

ox oy?

iz %z
+(x37 +3x%y " y+3x

dat je relacijom .
z=xafy(y/x)+x8fo(y/x)+xfs(y/x),

gde su f,(y/x), fo(y/x), f3(y/x) prolzvoljne diferencijabline funkcije.
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60. Ako je
#z [0z 02 .
o [(5)  te=f)
funkcija samo od 2, pokazati da je funkcija
0z |0z
n=—/—=
ox | dy

reSenje parcijalne diferencijalne jednadine

M) e

oxdy  ox oy
Redenje. Polazeéi od

U= Zx/Zy (2x=02/0x, 2zxy=02z/0x0y, ...},
dobija se:
2 2
Uy =(2xx Zy—2x Zxy) [ 2y, Uy=(zxy 2y —2x Zyy) [ 2y,

Usy=(Zxxy Zyz-zxx Zyy Z_y—-ny2 2y—2x 2y 2xyy+22yy 2% zxy)/zyg’
Za ove vrednosti izraz uuxy — iy uy, posle izvr3enih transformaclja, postaje
@) OV (R 15 my e 2 By By —Zogn BaY Snledy Bk ")
Buduéi da je, prema pretpostavci, izraz

Zxy  lzxzy)=P(2) ( tj. funkelja samo od z),

mogu se napisati ove relacije

0 0
E[zxy/(zx'zy”Eq)zzx: E[zxy/[zxzy]ls%zy.
odnosno )
[1/(39:213!2)] (Zxxy Zx Zy — Zxy Zxx Zy —2Zxy 2x) =Pz 2y,
[1/(252 25%)) (Zxyy 2x Zy = Zxy” Zy— Zxy Zx Zyy) =Pz 2y.
Odavde se, jednostavnom kombinacljom, dobija
[U/(2:% 25%)) (Sxxy 22 25% = 2xx Zxy 25% = Zuyy 2:° Zy+ 2Zxy 2% 2yy)=0.

Na osnovn ovog identiteta izlazi da je lzraz (2) takode identi¢k! jednak null, pa je-
zalsta u=2x/zy redenje parcijalne jJednadine (1), ako Je zxy/{(2x2zy) funkclja samo od z.

Primer. Ovaj ¢e slu€a] nastuplti ako Je na primer z=exp(xy).

61. ReSiti skup parcijalnih diferencijalnih jednadina:

ow ou ow oy ou ov
) u—+2w— =0 2) u—+2w—=0, ) == %
(1) ox - ox - ( ) ox oy ( ) oy ox
Resenje. Iz jednadina (1) i (2) sleduje
" ou _ ov
(4) 7 o
a iz jednacina (3) 1 (4)
- o2y o2y o2u 02y

oxt  oyox  ay*  oxoy’
odnosno
2u 02n
©) v Rl
oxz  oy?
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Opste reSenje poslednje jednaline je g
u=f(x+y)+g (x—y)
{f[x+y] 1 g (x—y) proizvoljne diferencijabilne funkcije naznaéenih argumenata}.
Stoga je
Lt By

= f'x+y)—g’(x—y), b = f'(x+y)+g’'(x—y).

dv=f'(x+y)d(x+y)—g’(x—y) d(x—y).
v=f(x+y)—glx—y)+C ( C Integraciona konstanta).
1z jednadine (1) sleduje :

Tow_ 2o, A

’
W 0x u 0x - u?

ReSenje skupa jednadina (1), (2), (3) dato e relacljama
a=fx+))+gx=y), v=fx+N-gx—n+C, w=hr/{fx+n+2x-n}*,
gde su f(x+y), g (x—y), h{y) proizvoljne diferencijabilne funkecije i C proizvoljna konstanta.

62. Rediti skup parcijalnih jednacina
1) 'a"+x£v—=4xy, 2) xgu—+y-§5=8xy,

4 ox oy oy x
i odrediti ono njeno reSenje {u(x,y), v(x,y)} koje ima osobinu da za y=2x
postaje {9x2, 6x2}.

ReSenje. Jednostavnim kombinovanjem datih jednaéina dobija se

d d

3) gl R Y S
ox oy

) B SRl L
ox oy

Da bismo odredill op3te re¥enje linearne jednaéine (3), gde je nepoznata funkcija
1+v, obrazujmo odgovarajuél skup obienih diferencijalnih jednaélna

dx _ dy _ d(u+v)

y % 12xy
odakle se doblja

x2—y2=Cy, 6x3—(u4v)=C, (Cy, C, integracione konstante).
Prema tome, op3te reSenje jednadine (3) Je
(5) uv=6x+f(x2-y?),
gde je f(x2—y?) proizvoljna diferencijabilna funkclja naznalenog argumenta.

Polazeéi od skupa obiénih diferencijalnih jednaina

da  dy d (u—v)
y X —4dxy i
nalazimo
2+y2=Cy, —2x2—(u—v)=C, { Cs, C, integracione konstante}.

Opste reSenje jednacine (4) je
(6) u—v=-—-2x2+4 g (x24y?,

gde je g (x2+y?) proizvoljna diferencijabilna funkcija navedenog argumenta.
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Stavimo li y=2x, iz (5) | {6} dobijamo
) 15x2=6x24f(—3x2),
(8) 3x2=—-2x24 g (5x2).
Ako se stavi —3x2=p, Jednadina .(7) postaje
fpy==3p, tj f(x2-y?)=-3(x2—y?).

Smenom S5x2=gq, jednaéina (8) doblja oblik

glg=q, . gxP+y?)=x2+y2,
Prema tome, dobijamo

u+v=3(x2+y%, u—v=-—x24y2,

odakle je
u=x24+2y2, v=2x2+)2,

63. Resiti skup parcijalnih jednacina

3

(1) ou ov (2) ov ow (3) ow ou

————=W) ———7::[1’ L

ox oy ox oy 0x ay
i odrediti ono reSenje {u, v, w} koje za y=x dobija oblik {chx, chx, chx}.
ReSenje. Moguéno Je formiratl sledeéu relaciju

R UL e ol DL 1 0 A
ox ay

4 =u+v+w,

Odgovarajuéi sistem Lagrange-ovih jednadina ima oblik
d(u+v+w)
Cutvw
Na osnovu ovog nalazimo da Je opSte reSenje jednadine (4)
(5) u+v+w=ex f(x+y),
gde je f(x4y) diferencijabilna funkcija po x+y.

dx=—dy=

Polaze¢i od jednadina (1), (2), (3), moguéno Je obrazovati i ove dve relacije:

2 2
6 ellutvEw) | O(ukevietw) L
ax oy
2 2 .
(7) e i[u+e vi_i“_)], —82—0 (ﬁ&‘_‘liif,_ui) = u+4e2view .

ox oy
gde je = ;-[——1+1\‘§].
Op3ta reenja jednadina (6) i (7) respektivno su
(8) Cutevtetw=e®¥ g(ex +e2y),
(9) u+e2vrew =e® X f(2x+ry),
gde su g (ex+s62y) i h(s2x+ey) ma kakve funkcije naznafenih argumenata.
Zaista, jednacini (6) odgovara skup obiénih diferencljalnih jednadina
dx _ dy _ d{u+ev:ﬁ-§2_wl,

82 " —=s utev+eZw
odakle izlazi
ex+4e2y=Cy, e P (utevteEw)=C,.

14 Zbornik matemati¢kih problema 1l
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Jednaéini (7) odgovara sledeci skup obiénib diferencijalnih jednacina
dx _ dy _ d{uteview)

& —g2 u+e2vtew
odakle je
e2x+ey=Cy, e EF¥(uteview)=C,.

Opste reZenje skupa jednaéina (1), (2), {3) dato je relactjama (5), (8), (9).
Stavimo li y=x, tada relacije (5), (8), (9) postaju

(10) 3chx = ex[f(2x),
(11) (14+e+e?)chx = e®* g(ex+e2x),
(12) {(1+e2+e)chx = &% h (e2x+ex) .

Ako se u (10) stavi 2x=¢, dobija se
t 3
f(t) = 3e—1/2ch§ = ’2’(1-{-2_’).
Jednaéine (11) i (12) svode se na

glex+e2x)=0, h(e2x+ex)=0,
jer je 1+e+4e2=0.
Stoga je g(f}=0 1 h(f)=0, pa za odredivanje funkcija 4, v, w imamo jednadine:

u+v+w = i:— ex(l+e—x—y),
ut-ev+e2w =0,

u+etyyew =0,

odakle je
u_Ai. v=ﬁ, w=As,
A A A
gde je
[ Wt L% 3 U
A=|1 e e|=|1+et+e? & e2|=3(e2—e!) = 3(e2—¢),
1 82 e I+4+e4+e2 g2 ¢

3
E[ex+e—y) 1 1
A= 0 sl RNl % (eX+e—Y)(e2—¢g),

0 ez e

1 —‘:—(ex+e—)’) 1
Ay =1 0 82 =-—-%(ex+e">’)(e—a2),

1 : 0 €

11 2(exte)
Ag=|1 & 0 =%[ex+e"3’](82—e).

1 82 0

Definitivno dobfjamo
u= % (ex+e=¥), v= % lex+e=Y), w= %(ex+e—Y)-

Primedba. Redigovano prema reSenju koje je dao H. Bremekamp (Wiskundige op-
gaven met de oplossingen, t. 19, 1954, p. 349-—351).
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64. Pokazati da se Humbert-ova parcijalna diferencijalna jedna¢ina

03 3 3 3
(1) L IR R M LS S
ox? oys 0z’ 0x 0y 02
smenom promenljivih
x=E+e n+e2l,
(2) y=§+en+e, (e2+e+1=0),
z=f+ n+ §,
svodi na oblik

(3)

ReSenje. 1z (2) dobija se

aﬁu__ B
OEdndL

E= 5 ty+a),
= ;~ (2x+ey+2),
%(ex+82y+z)
Prema pravilu za diferenciranje sloZenih funkclja dobija se:

L RV o BEVK S B g l(f’"+szﬂ+eﬂ).

ox Ot ox  og ox  df ox OF on oL
2 2 2u 2 o2 2
M: [(au+ezdu+ )+(826 e u+bu
ox2 o2 0Eon  OE L 0Edn  on2  dndt
2 2 2
" (6 02y s 02y ¥ , 02U )] ’
OEJL  dn ot oLz
odnosno
2 2 2 2 2 2 2
bu:l[ﬂ+a - du+2(ma_£z#+ J)L_!_Zbu):l.
dx2 0k on? J2 ondL  OEJL 0k on

Dalje imamo

03y 1 [ 0 (0211 0 (dzu 9 (d%u
— = — | — |+ e2—| — |+ .
ox3 3 | 0B\ ox2 on \ 0x2 a5 oxz)
02y .
Koriste¢l dobljene izraze za %t dobtjamo

3 3 3 3 3 3 3
M___J_[du e()L , O%u 2( oBu +edu ezdu)

ax3 0w " okomr | OEOLE dEonol  OE2dL  oE%0q

By Bu Bu ( d3u7 (372 odu )

e 4 — +8——+ 2 4 +e
0E20n  OpP  Oqog? onZot  OEomdL | OEon?

oty (i3] 0% u odu 0%y o3u
+e F e — 2 + &2 + F
0E2 0y, ooy oL on oL2 oEoL2  0Eondg
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Posle sredivanja bice

3 3 3 3 3 3
0_"=L[M+0_u+°_£+3e(b"u bu+0")
ox? 27(0k® omd L3 OEOn?  ondLE  0E20Y

3 3 3 3
+382(6u+0u+0u)+6 Pu ]
0EoL?  0E20n  on2d¢ 0k 01 0%

3

%u  du
Sliéno nalazimo za — | —— sledeée izraze:
oy 028

3 3 3 3 3 3 3
o3u 16u+g_g+au+3ez(bu ou 6u)
ok opp Q)

— = +
oy dEan? | 0nogE  OE2dL

( Bu o 03u ) 0du ]
J + + )
o0tot2  0E%29n  09%0f / . O0Eondl

3 3 08 3 3 3 3
b_u=L[0__u+__u+_u+3(au +6u+()u)
0z8 27 oEd  opd  og? otonz  OoqoL:  OE%0%

3 3 3 3
+3(du+du+bu)+6 u ]
ot oLz  0E%20n dn20% 0k 0n oY

Sabiranjem tri dobijena {zraza imamo

®u  oddu  dBu 1(03_u Bu 6 d“u)

d
() — e — = ——
ox3 oy oz 9 \oEd o oLd Ok dnat

3

dx dy 02 3

Jo3 treba odrediti
o
‘Polazeél od izraza za B ® diferenciranjem po y nalazi se
X
“3ioe) ()5 % (55
()xay 0E\ox/ 9 ox/ oy 9L \ dx/ dy
1 [0 (a (au o (ou
Py == [pace +82——— ¥
3ot \o ax) ag ax)
2 2 2 2 2
_l[(a boe 0%u 3 au)+(e ()ug_}_g+82 011»)
9 [\oE2 0Edn . 0EQYL Eon  on? on 0%

2 2 2
1 (82 o%u R 02 £ OJ)]
0k 0§ onof  oL?

Posle svodenja sli¢nih &lanova moZemo pisati

0EZ  On  OLZ  OEdq  OEOL  0no%

ox oy

o2y 1 fo2 02 2 02 02 2
3( u+ u+¢)u u u_du")
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Dalje imamo

5) oty _i(dzu)b§+i(02u)_@_+d(dzu)bg

dxoyoz Ok \oxdy)oz  onl\oxody) oz @ otloxay)oz
1[0 ( o o ( o 2
o P B e
3 [oE\oxay on \ 0x 0y 96 \ 0x oy
—l[(ﬂ+ Pu | Pu _ Pu _ Pu O )
271\0g8 " oEoq®  oEorE  oETon  OBE2OL OB On oL

=X + o
0E2on  ond  onoL: ok  OEoqol  Onof

(i"u Bu_ Pu _ u Pu aau)

(Pl‘+ Fu  Fu__ Ou  du _ Fu )]
OE2OL  0n20f, 0L}  OEdnoL  OEOL2  og oLE

_L(ﬂzmﬁ_u Pu_,  du
27 \oE3 o o3 ok on J¢, )
Kada se unesu izrazi (4) i (5) u jednalinu (1), dobija se Jednaéina (3).

65. Odrediti dve diferencijabilne funkcije f(x) i g(y) pod uslovom da
njihov proizvod f(x) g{y) bude reSenje parcijalne jednaline

02z N
~ = 24 F
=% (x) G(¥),

gde je a data konstanta i gde su F(x) i G(y) date funkcije od x, odnosno od y.

66. Data je parcijalna diferencijalna jednacina
(E,) 0%F/oxoy=F.

Obrazovati obi¢nu diferencijalnu jednadinu drugog reda koja se dobija
ako-se u (E,) stavi F=f(u), gde je u=xy.

Parcijalna jednacina treceg reda

(E.) 0% F/0x0y0z=F,
stavljajuéi F=f(u), gde je u=xyz, svodi se na jednu obi¢nu diferencijalnu
jednacinu.

Parcijalne jednacine

(E,) 04F/0x0y0z0t=F, 0°F/oxdydzotdv=F,

stavljajuéi F=f(u), gde je u=xyzt odnosno u=xyztv, svode se takode
na obi¢ne diferencijalne jednacline.

Utvrditi zakon formiranja obi¢ne diferencijalne jednaline na koju se
svodi parcijalna diferencijalna jednadina

0P F/ox,0x, -+ 0xp=F,

Stavljajuéi F=]‘(u), gde je u=x,xy - X+
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67. 1° Odrediti reSenja oblika 2= f(x) g(y) parcijalne jednacine
(1) 7z

oxz gy ’
2° Pokazati da se medu reSenjima nalazi funkcija
- H(a, x,y)=exp(ax+a®y) (a=const).

3° Pokazati da su funkcije
—a—H(a X, ¥) ﬁH(a X, y) iH(a X, p)
()a b ) y ’ aa2 ’ ) y ) aa:} ’ ) .V ’
takode re3enja jednadine (1).
4° Razviti funkciju H(a, x, y) u red oblika
Pt 5o SR o i)
n=1\ n!

gde je P,(x,y) polinom stepena n po x i y.

5° Formirati polinom P,(x, y) i proveriti relacije:

I}
a“‘Pn (x: .V)="Pn-1(x! .V)’
X

;)O;P"(x, y):ll(fl“l)P,,—g(xl y)

6° Ispitati da li je P,(x,y) reSenje jednacine (1}.

68. Odrediti reSenja f(t, u) parcijalne diferencijalne jednacine

Bl L o _

ou: ot

koja imaju neprekidne druge parcijalne izvode i zadovoljavaju dopunski
uslov:

10 f(t, u)=g(t) + h(u),
20 f(t, u)=g(t) h(u),
30 f(t, uy= g(et cos u) h(et sin u),

ili
ili
ili
40 f(t, u)= polinom po ¢, u.

Sa g(t), h(u), g(e! cosu), h(e'sinu) oznafene su funkcije naznacenih
argumenata.

~ 69. Kako glasi najopStije zajedni¢ko diferencijabilno reSenje parci-
jalnih jednacina
Zx—2y=0, Zu+2,,=07



70—-72] PARCIJALNE DIFERENCIJALNE JEDNAGINE 215

70. Pokazati da opSte reSenje parcijalne jednacine

W PL_ MMy B %M _0 (mn prirodni brojevi)
oxdy x—y ox  x—y dy :
lasi
X (2) iR e i [EM}
H dxm—1 ‘)yn—-1 x—y »

gde su X (x) i Y(y) proizvoljne diferencijabilne funkcije naznacenih argumenata.

ReSenje. Bez telkoce se pokazuje da je funkcija
ol
ulx,y) = — {X()-Y(3}
X—y
reSenje jednadine (1) za m=1 i n=1, tj. jednadine

ox oy ox Vz).y

Ako se ova jednatina diferencira m—1 puta po x, dobija se

om+iy m—1 oMy omu omy
(x—y) s+ St o sy LIS N

oxmay 1 dxm—19y axm oxm—19y

odnosno
om+1iy omy omy
(x—9) == = =T,
' axmoy oxm—1gy oxm
Ako se poslednja jednalina diferencira n—1 puta po y, dobija se
om+ny n—1 om+n—1ig omtn—igy om+tn—1igy
s —_— — B . —— i —— _— — = {r,
=9 m oym ( 1 ) oxmgyn—1 | oxm—1ioyn  oxm dyn—1
odnosno
om+ny om+n—1yg om+n—1iy
(x—y) - —— 4 m- - = 0.
axm 0yn oxm ()yn—l oxm—1 dyn
Stavi li se ovde
om+tn—=2py
= Gxm—t oyn—1”
tada poslednja jednaina postaje
022 0z 0z
(x=y) — ——n—+4+m—=0,
ox dy 0x oy

To znadi da je zaista funkcija (2) re$enje jednadine (1).

71. Odrediti funkcije u=f(x2+y2+2?) koje zadovoljavaju uslov

el o delis, xyz

(k realno).

0x0yor  (xEkyRtarkiE
72. Odrediti funkcije f(x) i u(x,y) tako da je:

f(x2+y2)( Y dx + xfdy)zdu(x,y),
‘ 1+y2 f

1+x2

F—y) (dy — 2 dx) = du(x,y).
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73. Odrediti reSenje u(x, y) jednacine

(l) u,,,(x,y)+2uxy(x,y)—3uy,.(x,y)=0
za koje vaZe uslovi:
(2) u(x,0)=3x2, uy,(x,0)=0.

RefSenje. Buduéi da op3te reSenje jednaéine (1) glasi

u(x,y) = f(x+y)+gBx—yj,

gde su f(x4+y) 1 g(3x~y) diferencijabilne funkcije naznalenih argumenata, prema (2),
dobija se

3) fx)+ g () =3x2,
. (A=3x; g’(2)=dg(7)/d™r).
() Slx)—g' (M) =0,
Iz (3), posle diferenciranja po x, bice
() 1'x)+3g’(2) = 6x.

1z relaclja (4) i (5) nalazi se
4g'(N)=6x=2N, t. gN= %x.
Odavde sleduje
g(;\)=§x2+c (C = const).
- Dakle, dobija se
. f(x]=3x2—%x2——C=%x2—C.
. TraZeno relenje je
ux,y = %(x+y)2— C+ %(3x—y)2+ (of
= 3x2+4 y2.
Ovo reSenje ispunjava zadate uslove (2).

74. Odrediti funkciju f(x) za koju vaZi uslov

O+ nZ=u  {gx), h(y) date funkcije )
200 ydyz.— g(x), h(y je},
gde je u=xf(y)+y f(x). '
75. Odrediti zajednicko reSenje parcijalnih jednadina

0%z 022

= it =0 (a, b konstante ).
ox? ox oy

76. Odrediti zajednic¢ko reéehje parcijalnih jednadina

o 02z o2z
S -y =b, —==¢ (a, b, ¢ konstante ).
ox2 0x o0y oy?

77. Odrediti konstante A, B, a, b tako da jednacine

2
B = Aedx+by’ Q = Beax+by

ox2 oy
imaju zajednicko reSenje.
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78. Odrediti konstante a, b, ¢, d tako da parcijalne diferencijalne
jednacine

—a—z=ax2y+by3, d—z—=cx3+dxy“
ox oy
imaju zajedni¢ko redenje.

79. Odrediti netrivijalno reSenje u(x,t) parcijalne jednaline
(1) Uy (x,t) =a2uex(x,t) ( a realna konstanta )

koje zadovoljava homogene granicne uslove

(2) u(0,8)=0, u(Lt)=0 (! realna konstanta)
. koje se moZe prikazati u obliku
) u(x, 1)=X(x)T(t),

gde je X(x) funkcija promenljive x i T(t) funkcija promenljive f.
ReSenje. Na osnovu (3) jednadina (1) postaje

i X _ 1T

X (x) a2 T (1)
Ova jednakost moZe postojatl samo u sluéaju ako je
X" (x) 1 77(1)
X)) @ T()

Na osnovu (5) vidimo da su funkcije X(x) i T (f) odredene linearnim diferencijalnim
jednadinama drugog reda:

(6) X7(x)+2X(x)=0,
(7) T”(t)+Xa?T(t)=0.
Iz graniénih uslova (2), na osnovu (3), dobija se
u(0,t) = X(©)T(t)=0,
ua(Lf)=X()T(t)=0.
Iz ovih relacija izlazi da funkcija X(x) mora zadovoljavati uslove:
(8) X0 =0, X()=0.

Ako bi bilo T(f)=0, tada bismo dobill u (x,1)=0, tj. trivijalno reSenje koje Je izu-
zeto iz posmatranja.

Na ovaj nalin pokazali smo da funkclja 7(t) ne mora zadovoljavati nikakve dopunske
uslove, dok funkctja X{x) mora ispunjavati uslove (8).

Relacije (6) i (8) ¢ine problem o sopstvenim vrednostima. Interesuju nas netrivijalna
reSenja ovog grani¢nog (konturnog) problema.

Posle jednostavnih izralunavanja dolazimo do rezultata:
Sopstvene vrednostl konturnog problema (6) i (8) su:

(5) = (X konstanta ).

9) }‘-n:(%)z { ne, 2B i

dok su sopstvene funkcije:
xn
(10) X,,(x):sin*Tx (n=1,2,3, ...)

sa taéno3¢u do proizvoljnog faktora.
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Za vrednosti A, odredene formulom (9), 1z Jednadine (7) dobija se

(An, Bn proizvoljne konstanie).
Prema tome, funkcija

! n xn
(11) Tn(t)=AncosTat+aninTaf (g1, 28, ...)

n xn n
un(x, t) = Xn(x) Tn(f) = (A,,cos—at+ Bn sin—[—at) sinTx

l
je jedno partikularno reSenje jednacine (1).
Ovo redenje ispunjava uslove (2) i (3).
Dokazuje se takode da je

@ x

an an
u(x, t) = Z, un(x, f)= E (AncosTaH- B,,sInT

n=1 n=1

zeSenje Jednadine (1) 1 da ono ispunjava uslove (2).
80. Integ}aliti patcijalne jednaline:
10 zs+%t+pq=0; 20 s=f(a)pyg;
q

Uputstvo. 1° Ova jednalina ekvivalentna je jednaédini

oy q

20 Ova jednalina moZe se napisati u obliku

0
5’ [logp—f/(z]dz]:O;

3% To je Euler-ova jednatina kojoj se moZe dati oblik

an
af) sin ; X

2p

3% r—t+—
3

9 z 0 & 1 Z
< e £ ) = Zl=0.
S (p+q+ x) by (p+q+ x) - (p+q+ x)

Primedba. Videt] &lanak:

[80

=0.

N. Saltikov: Méthodes immédiates d’intégration d’équations aux dérivées par-
tlelles du second ordre (L’Enseignement mathématique, t. 38, 1939—1940, p. 132—159),



FUNKCIJE VISE PROMENLJIVIH

1. Odrediti domen u kome je definisana funkcija

f(x, y)=arc th2—x+y +cos? (1 4+xy)—(1+ x2)1».
Sta je granica (rub) domena? Da li je domen zatvoren?

ReBenje. Funkcija arctg V2x+y definisana je u svima tatkama (x,y) u kojima izraz
V2 x+y ima smisla, t). u oblasti 2x+y > 0. Funkcila cos?(l+xy) definisana je u &ltavoj
xy-ravid. -Funkcija (1+x2)'7 definisana Je takode u &tavo] ravni izuzev na pravoj y=0.

Na osnovu toga zakljuluje se da je funkcija f(x, y) definisana u poluravni 2x+y >0
iz koje ]e iskljuena poluprava y =0 (x > 0).

Granicu domena &ine prava 2x+y=0 1 pozitlvni deo x-ose. Deo granice domena koji
leZi na x-osi ne pripada domenu, a preostali deo granice pripada. Prema tome, domen je

je dellmiéno zatvoren.

2. Odrediti grani¢ne vrednosti:

lim lim f(x,y), lim lim f(x,y), lim f(x, y)
y->0 x>0 x>0

x>0 y->0 2
. y_)
ako je
Foryy) = oY AL
4 X242 A
Re3enje.
X242x8
(1) fim lm f(x, y)= Hm — — =lim (14+2x)=1.
e y—>0 x>0 X= x>0
—y2 3 3
@ im fim f(x,y)= m —21°r — lim (=143y)=~1.
y—>0 x>0 y->0 Y y—0

Ne postojl lim f(x,y), jer grani¢ne vrednosti (1) i (2) nisu jednake.
x—>0

y—0
3. Odrediti

_()Zb logpyx (x>0; ab>0).

gz—10 g
ot O8ab " oao

ReSenje. Ako je
In)
/‘[x,y):log;,x:—n)i (x>0; y>0),
Iny

tada Je
0 Inx logy x
—HER Y= = —
oy yIn2y ylny
Primenom ove formule dobija se
0 logap X 02 2 logap x
—logap Xx=— ———> logapx = — =<
5 e aln(ab) 2305 B E = E T (a)
o2 l 2+1n (ab) b
ogap X = —————— X.
dqt B a2In?(ab) i

Primedba. Inx = loge x (x>0).
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4, Da li postoje, simultana i sukcesivne grani'én'e vrednosti funkcije

= —xzy 2
foon = 2o (4y20)

za tatku x=0, y=0?

2
Redenje. lim lim ——2— = lim 0=0.
x>0 yo>0 (x2+y)2 x>0

x2y
lim lim = lim 0=0.
y20 x>0 (x2+y)2  y->0

Medutim, grani¢na vrednost
x2y

lim
x>0 (x2+yp)?
y—>0

ne postoji. Da bismo ovo pokazall, uzmimo dva nula-niza

te je
f(xn, ya) = (“I—T)z -t %0-
n?  n?
Ova se vrednost ne poklapa sa navedenim grani¢nim vrednostima.
5. Data je funkcija

_ [ yEsin(x/y) (y#0),
f(x'y)—{ 0 (y=0).

£ (0,0), £ (0,0 (k#0);
f, (0,0), f, (0,h) (h#0);
1(0,0), 1,.(0,0).

Odrediti:

6. Relacije .

' F(x,y,u,v)=0, G(x,y,u,v)=0

odreduju dve-od promenljivih x, y, 4, v kao funkcije ostalih dveju.
Pokazati da je

oy ou ay ov

1 =\ (= 2= =
1 (du)v (bx)y+ (av)u (()x)y ¢
Navesti relacije analogne relaciji (1).

7. Ako je
u?+uv=log(xy), v:+uv=x2+y?,
odrediti
du ou oy v

. : 2 ox dy' ox oy
i pokazati da je

ooy _aov  pext  pext

ox oy ay ox  xy(u+v)r  xy[x24y2+log(xy)]
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Rezultat. '
ou _ 2v+u—2ux®

ox 2x(u+4v)?
ou  2v4u—2uy*
oy 2y(u+v)?

8. Ako je u=(x+y)0+a*** odrediti parcijalné izvode prvog reda

ov _ 4uxP4+2vxE—y |

ox 2x(u+v)?

oy 2y(u+v)?

v 4uyr4+2vyi—v

A g | SOk
ox' oy’ ez’
Rezultat.
) 1
~ =u(y+z)z+>°[ + log (x+) log(y+z)] '
ox x+y
u 1 Z+x
—=u +z2+x[——+ log (x+ ]
3 (y+2) SN g g (x+y)

oz

9. Relacija

eax+tbytez = Ax+By+Cz (a,b,c; A, B, C konstante )

definiSe funkciju 2 od x i y. Naéi 0%2z/0x dy.

Rezultat. Stavljajuél eax+by+cz =3, doblja se

0z _ as—A 02z __(aC——Ac)(bC~Bc)s

b ZEUY (y+2z)2+xlog (x+y) [;% + log (y+2)] :

o  cs—C  oxoy (cs—Cy

221

10. Ako je u=f(x,y), x=p(seco+tg o), y=p(seco—tge), da li vaii

relacija

op 0% \do ox oy

11. Ako je x=rcos8, y=rsind, proveriti relacije:
D ) L) WG
=Gy (=)

(2105 (13
ox y 06 r 6y X 09 r

12. Pokazati da su izrazi

(av 2 (av 2 . P2y 0%y
= - 1 +—
ox Oy) ox: oyt

invarijantni u odnosu na transformaciju

x=x'cosa-—~y'sina+h, y=x'sina+y'cosa+k,

gde su: «, h, k konstante; x’, y’ nove nezavisno promenljive.

Geometriski protumaciti ovaj rezultat.

2 2 2
(L Simianys gbniar,
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13. Ako je F(x,y,2 u)=0, pokazati da je
ou ox oy oz _
ox 0y 0z ou r-4

Re3enje. Ako je —35 # 0, relacija F=0 {umesto F(x, y, u, v) uzeto je F} deflnile

u kao funkclju od tri promenijlve x, y, z. Diferenciranjem te relacije po x dobijamo

OF , OF

=0,
ox du ox
odakle fzlazi
n - OF ou _ _ oF
on dx ox
Sli¢nim rezonovanjem dobijamo
oF 2
(@) il . gy
ox oy ay
9
(3) )OE - —— oF ’
oy 0z 0z
@) OF 0z OF
"0z ou ou

MnoZenjem ovih relacija nalazimo
Eiiﬁgﬁﬂﬁqkm
ou 0x dy 0z \ 0x Oy 9z du

odakle, na osnovu ulinjenth pretpostavki, sleduje da je zaista
ou 0x Oy 0z

ox 0y 02 ou
14. Neka je f(x,y) funkcija od x i y, gde su x i y funkcije promen-
ljive ¢ definisane relacijama
u(x,t)=0, v(y,t)=0,
§to znali da je f(x,y)=g(t).
Pokazati da je

Wh%ﬂﬂﬂkiﬂg(ﬂﬂ
dt ox oy of Jdy ox ot ox ay)

15. Ako je u=f(ax2+2bxy+cy®) i v=g(ax®+2bxy+cy?), tada je
0 ( ov )_ 0 ( ()v)
— a— |=—[u— |
oy ox ox oy

x=f(wv), y=g@wv), z=h(yv).
Pokazati da je

oz _ a(z,y)/a(x,y) ako je 0¥
ox  o(uv)/ o(m ) o v)

16. Neka je

#0.
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17. Neka je
2f | 2f | 0
A 2)=2L 4 X5
fex 3 2) axz oy oz?

Ako je
Ag(x,y,z):O, A/z(x,y,z)=0,
pokazati da je

AAf(X, Y, 2)=O7
gde je
f(x,y,2) =g(x, y, 2) + (x2 + y2+22) h(x, y, 2).
18. Neka je
(1) ) ll=f(X,,V»2),
(2) v=_g(x,y,2),
(3 w=h(x,y,2),
o(v, w)
4 0
) o[y, 2) "
Pokazati da je
(5) (o_u) _ Olu, v, w) d(y,z)‘
ox Jv,w  O(x,y,2) o(v,w)

Redenje. Na osnovu pretpostavke (4) iz relacija (2) 1 (3) mogu se odrediti y i 2 kao-
funkcije od v, w, x. Zamenom ovih izraza u (1) dobija se nov sistem relacija

u=f(x,v,w), v=g(x,y 2), w=hix,y,2)

ekvivalentan sistemu relacija (l], 2), (3).
Buduéi da je

Ol v.w) _ 0w v, w) 9(x,,2)
ox, v, w)  o(x,y,2) ox,v,w)
Olu,v.w) _ Ou oxp2) _ 002
dx, v, w) ox ox, v, w) o, w)
dobija se relacija (5).

19. Odrediti stepen homogenosti funkcije

o
f(x, ) = V2L
Vx4+y4
kao i vrednost izraza
9f(x, y) of (x, )
(1) x % +y g

Rezultat. Stepen homogenosti je —4/3, dok izraz (1) na osnovu Euler-ove teoreme-
o homogenim funkcijama dobija oblk

20. Odrediti ekstremne vrednosti funkcija:

1° z=log|2xy—y|+xy—x; 20 z=|x2+xy+y?=1|+3|x-3].
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21, Odrediti izvod funkcije
u=x+yz
za talku A(2,2,—1), u pravcu prema tatki B(-1,2, 1).
Refenje. Izvod funkclje u pravcu dat je obrascem

de >
— =nygrad u,
dn

-gde je ;:, jedininl vektor pomeranja. Za ovaj slucaj je

- -
gradu=1+2j+yk,
pa e za tacku A

== >
gradu=1—j+2k.

Kako je
> o
AB=—-3i+ 2k,
bice
N
- =31+ 2k
Ng = ==
3 Vi3
Usled toga je
: du —3?+21?—) - - 1
dn vis U-i+2K) =g

22. Odrediti izvod vektorske funkcije
- - - -
v=ux%yz i+ y2xz j +2%xy k
za tacku A(1,2,3), u pravcu prema tatki B (3,2, 1).
ReSenje. Izvod vektora vu pravcu n_)(, dat je obrascem

N
dv N - - =5 - = - - =
dn = (nov) v=(nov)} (vx! +Vvyj+vzk)=1(noV) vx+j(nev) vy+k(nv) vz.

Kako je
-~ B /? > o = - - ;> ey = —
no:%, (Vox) =1204+3j+2k (vvy) =120+ 12j+4k (vvd),=18149/+ 12k,
-dobija se

d;}' 3 U ) B
a=(51+4/+3k)\/2.

23. Odrediti ekstremne vrednosti funkcije

u=Vx24+y2 4+ Vy2+22 + V2242 (x24+)2+22=1).

Da li se na osnovu dobijenih ekstremnih vrednosti moZe izvesti dvo-
struka nejednakost

2<Vxt+y2 + Vit 22 + V242 V6 (2 4y2422=1)?
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24, Odrediti najkrace i najduZe otstojanje od pocetka koordinatnog
sistema do ta¢aka na povrSini

(x/a)?+(y/06)"+(z/c)? =1
(a, b, ¢ pozitivne konstante; p paran broj >2).

V_ZD _Q_ 2p ) p—2

Rezultat. NajduZe otstojanje je (ap_z+ PR B , 8 najkraée min (a,b,c).

25. Posmatrajmo povrsinu &ija je jednadina
1) F(x,y,2)=C (C=const),
gde je F(x,y,z) homogena funkcija naznaenih argumenata stepena m.

Pokazati da jednadina tangentne ravni ove povrSine u njenoj tacki M(?),
tj. M (x, y,2) ima oblik

(2) SRR SR L
ox oy 0z

( X, Y, Z koordinate proizvoljne tatke tangentne ravni).

Dokaz. Jednaéina tangentne ravnl povrSine (1) u talki M(?) bi¢e

>

(3) (R-r)-VF=0.

Na osnovu Euler-ove teoreme o homogenim funkcijama je
-

(4) r-VF=mC.

Iz (3) 1 (4) neposredno dobijamo

R-VF=mc,
fli u skalarnom obliku

PRSP AL AT
. 0x ay 0z

Generalizacija. Odrediti jednainu tangentne ravnl povrSine
n
F*(x,y,2) + ¥ Fklx, y, z) = const,
k=1

gde je Fy(x,y, z) homogena funkcija od x, y, z stepena my i F¥(x, y,2) nehomogena funkeija
Videti zadatak 29.

Primedba. Prema re3enju V. Janekoskog redigovao P. Vasic.

26. Odrediti najmanju vrednost funkcije

2=x24+y24(ax+by+c)2.
Rezultat. c2/(a%462+1).

27. Ako je x=rcos6, y=rsin8, odrediti
é 29 00
()_X ’ oy - ox 9y
i proveriti da li je tafna relacija

2n ST s 1
ool i ok sm(Qne ~ —r——nn) r
dxn opn ren 2

15 Zbornik matematikih problema II
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28. Kroz centar elipsoida

0)) e (x,y, 2)=x2/a2+y2/02+2%/c2—1=0
poloZena je ravan
(2) Y(x,y,2)=Ax+By+Cz=0.

Odrediti duZine osa elipse koja se dobija kao presek elipsoida i ravni.

Uputstvo. Ma za koju tatku P(x,y, z) preseéne krive kvadrat potega je

OP2=x24y24+22=f(x,y,2),

prl &emu x, y, 2z moraju zadovoljavati jednadine (1) i (2). Svi ovi potezl pretstavijaju polu-
prednike elipse. Najveéi | najmanji poteg bice vellka i mala poluosa ellpse.

Problem se svodi na iznalaZenje vezanog ekstrema funkcije
F(x,y,2) = f(x,y,2)+ 2olx, , 2]+ p¥(x, 3, 2),
gde su X I p Lagrange-ovl multiplikator,

29, Ako je
(1) Fx,y,2)=F*(x 5,2+ 2 F(x, 1, 2),

gde je F*(x,y,z) nehomogena funkcija ili nula, a Fy(x,y, é) homogena
funkcija stepena homogenosti m,, pokazati da jednalina tangentne ravni
povrdine

2) F(x, y,2)=0
glasi
3) R P Wit f}lmv F,
I —

(l_?) vektor poloZaja proizvolijne tafke na tangentnoj ravni; r vektor poloZaja
dodirne tacke).

Dokaz. Podimo od opSte jednaéine tangentne ravni

(R—7)-VF =0,
ili :

- ->
4) R-VF=r-VF.

Jednatina (4) na osnovu (1) postaje
- =4 - sl o
(5) R-VF=r-VF*+ er-VFv.
d = 2
Kake je, na osnovu Euler-ovog stava o homogenim funkcijama, -

7)'VFv= my Fy,
iz (5) sleduje direktno jednaéina (3).
Napomena. Analogan stav vaZi za jednainu tangenie krive u ravni.

Redigovano prema reSenju V. Janel}oskog.
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30. Pokazati da homogena funkcija F(x,y,2) stepena m po x, y, z
zadovoljava uslov :

(1) (xFrxt+yF.yt2F,;) dx+(xFyx+yFyy+sz,) dy+(xFix+yF.y+2F,,)dz
=(m—1) (F.dx + F,dy + F,dz).

Dokaz. Po Euler-ovom stavu o homogenim funkcijama je

?- VF=mF.
Diferenciranjem dobijamo

(2) dr-VF47-d(VF) =mdF.
Buduéi da je

dr-VF =dF,
relacija (2) moZe se napisatl u obliku

B
r-d(YVF)=(m—1)dF.

Ovim je relacija (1) dokazana.
Kako Je ’
d(VF)=VdF),

relacija (1) u razvijenom obllku giasl
0 ) 0
Xx—(dF)+y—(dF)+z—— (dF})=(m—1)dF.
ox oy oz

Prema tome, ako je F homogena funkclja stepena m, onda je I diferencijal te funkcije
homogena funkcija po Istim argumentima 1 to stepena m—1.

Generalizacija. Pomoéu metoda matemati¢ke Indukcije dokazatl odgovarajuéi stav
za n-ti diferencijal homogene funkcije.

Primedba. Prema reSenju V. Janekoskog redigovao P. Vasié.

31. Posmatrajmo krivu Cije su jednadine
(1) F(x,y,2)=0, G(xy,2)=0,

gde su F i G homogene funkcije naznafenih argumenata respektivno ste-
pena m, i m,.

10 Jednadina tangente u tacki M(?), tj. M(x, y, 2) krive (1) glasi
@) Rx(VFxVG)=0.
2° Jednadina normalne ravni u tacki M(?) krive (1) glasi
> - '
(3) [R, VF, VG]= +|r||VFxVG]|.
Dokaz. 19 Jednatina tangente krive (1) u tatkl M(r) je

4) R-DX(VFXTVG)=0 ili RX(VFXVG)=rx(VFXVG).
Kako je 5
- - -

IX(VFXVG)=VF(rVG)-VG(rvF)

5)  r-VF=0, r-VG=0 (zbog homogenost! funkcija F 1 G)
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[32=37
jednacina (4) postaje

=
RX(VFxVG)=0.
20 Jednaéina normalne ravni krive (1) u taki M[?] je

(6) [R—7, VF, VG]=0, i [R, VF, VGI=Ir, VF, VG].
Kako Je
> > -
rer r-VF r-vaG
Ir, UF, 7G2= > W BV CArL )
[rVEVGE=| gF.r vF-VF VF-VG |=I"*\ 6 oF g6.ve
C@-r. WEIE VE-TE

> - -
=|r|2|VEXVG|?3 Jerje r-VG=r-VF=0,
Jedna&ina (6) postaje

- -

[R, VF, VGl=%|r||VFXVG],

gde znak 4 uzimamo ako je [;: VF, ¥¥G] > 0 | obratno.
Prema reZenju V. Janekoskog redigovao P. Vasic.

32. Ako vektor a ima utvrden pravac u prostoru, pokazati da je vektor
rota ortogonalan na tom pravcu.

33. Ako je O fiksna tacka i M ma koja tatka u prostoru, posmatrati vektor
1 —

N - r
a=f(lr))-=

=
|r

(7 = OM).

lzradunati diva i rota i ispitati da li se f(f71) moZe odrediti tako
da polje vektora a bude Laplace-ovo.

34. Ispitati da li je ta¢na relacija
I e Y e T T T e - o >
div {ux (vxw)}=(u-w)divv—(u-v)divw+grad (u-w) -v—grad (u-v) - w.
35. Dokazati relaciju

=x

S Ly -
v-rotw=w-.rotv

- e -
ako je w=(v-v)v, gde je v jedan promenljiv vektor.

36. Ako je d konstantan vektor, proveriti relaciju

rot

2> o - - = >
axr (2—n)a nr(a-r)

- 1 = ol
= - (r=xi+yj+zk).
Hy frin

[?|n+2

37. Ako su A i B fiksne tatke, a M jedna promenljiva tacka, ispitati
da li se vektor AB x AM moZe pretstaviti kao gradijent jedne skalarne funkcije.
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I. VISESTRUKI INTEGRALI

1. Izralunati dvostruki integral

ff(x+ )dxdy,

gde je G oblast definisana relacijom x2+4y*—2ax<0.

arctg(y/x) d
ff VX2 )2 e

gde je G kvadrat ograniCen pravama

2. Izratunati

x=0, x=a, y=0, y=a (a>0).
‘ 1 3
Rezultat. Earrlog tg (—8— :r).

3. Izrafunati integral
a x
X
J x| Vs 0
0 0
Rezultat. %aﬂlzlog(1+V§].

4. lzratunati integral [[e-@+»*dxdy, gde je G oblast definisana re-
G

lacijama: x>0, y=>0.
Uputstvo. Upotrebiti smenu: x=pcos?6, p=psin?6 (p=>0).
Rezultat. 1/2.

5. Izratunati integral ff (x®+y3) dxdy, gde je G oblast definisana
G

relacijama
x2 y2
— + oAy

-1<0, x>0, y=>0.
at b2

Rezultat. 155 ab (a®+63).

a "l/az-—xﬂ

6. Izratunati integral [dx [ Vx2+y?dy.
0 0
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1. Izralunati
[ [T axgy,
G
gde je G deo ravni u prvom kvadrantu ograni¢en jedini¢nim krugom i pravama
yi=xi i w0
Rezultat. Kada se prede na polarne koordinate, dobija se

1 1
—I:rlogtg%—n.

8. Skicirati oblast integracije integrala
2—y2/8

2
- yee,
= fdyf o
0 1/2
Izmeniti red integracije i pokazati da je
=1 1/5(1 1 )

3 =

9. Promeniti red integracije u dvostrukom integralu

a a—'l/az—y2

fd,v f y (x+a) log {x+a) il
0 0

(x—a)?

i izralunati ga.

10. Izratunati

Ie= ff yEVl—x2—ptdxdy.
x4 i<l
x=0, y=0
Rezultat,

1 Vi—5

—— T
I= [y —y—xtdxdy= .
fyf Vi-yi—xdxdy=
0 0
Upotrebiti smenu 1—ypt=¢2,

11. Izmeniti red integracije u dvostrukom integralu i zatim izralunati
integral:

a

y
10 d x dx .
f yaf{(az—xz) (a—y) (y—x)} "2’

0

P a X
90 fdxf L .
P {(a—x) (x—y) (a—y) (a+y) } V2

Rezultat.

a a d
xdy . =\
¥ ofdxxf{taZ—xma—yJ(y—xJ}"z o

a ‘a dx 1‘2
20 = —o
ofdyyf {a—x) x=y) (a—y) (a+) } 2~ 2
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12. Izradunati integral

/)

x2+y2<1

9
Rezultat. T

13. Ako je G oblast, odredena relacijama

XY s y2ldxd
5 Xy dady.

x(1-x)>0, y>0, y—x<0,

izratunati integral [[-xdxdy.
G
Rezultat. 1/3.

14. IzraCunati integral

ff e~*¥(x+y)rdxdy (a prirodan broj ili nula).

x=0
=0

Rezultat. (n+41)!

Primedba. Ako Je n=—1, navedeni integral ima vrednost 1.

15. Izratunati integral

ffx"y’ V1-x*—y*tdxdy

po oblasti koja je definisana relacijama

x=20, y=>0, x*+y<1.

Rezultat. 1/210.

16. IzraCunati integral
4+ o

f dx dy
(x24y2+a2)¥2 (x24 2t 6212

—® — ®

Rezultat. 2n/(a2+ ab).
17. Izraunati integral
J €os X
ff l—slnxsiny
gde je G kvadrat 0<x < \En’ 0<y<§1r.

Re3enje. Najpre je
/2 nf2

J‘:fdxf oS X y
1—sinxsiny

0 (]
Izralunajmo prvo neodredeni integral

’=f cOS X dy.
1—sinxsiny

(a,b>0).

231
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Smenom tg—;— =1 dobijamo:

l_f 2cosx f 2cos x dt
12— 2!sinx+l (t—sinx)2+4-cos?x

d <;rsin x7>
=2 f PO = Dareip (m) + coust.
1

+<t——slnx>2 COS X
CcOoS X
Na osnovu toga je
T2 .
cos x tg % —sinx || 7=/
f —————dy=2arctg ol
I —sinxsiny coS X y=0
0

1-sinx
= arclg( 1 —arctg(—tgx)].

Kako je
| 3
I-sinx _ l—cos[_,z:r—x] o (1—1)
cosx  sip [l:r—x) 2/’
. 2 '
bi¢e
/2
cosx 1
f y——.~r+x.
l—sinxsiny 2

Na kraju dobijamo
/2

J= f(%:r+x)dx=%:rz.
0

18. Pokazati da je

fffe"“”“ dxdydz = %(e—l)a,
J .

gde je G tetraedar ograniCen ravnima:

x=0, y=0, 2=0, x+y+2z=1.

19. Naznaliti oblast integracije u integralu
1 1/x

f f y*dy
(x+y)2 VI +)2
i, promenivsi red integracue, pokazati da je njegova vrednost
1

V2 - R
20. Izratunati integral
1 x
dy
d ;
f xdx [ ==
0 x

Rezultat. % .

[18—20
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21. Izraunati integral

{}f (x3+y%) dxdy,

/

gde je G cblast definisana nejednakostima:

x=0, y=0, x*+y*-ay<0 (a>0).

1 g5 i
Rezultat. 120 @ <l+ 325).

22. Ako je f funkcija promenljive r(=VXx2+y?), koja ima integrabilan
drugi izvod, izraCunati

J= ff (fxx+fyy) dXdy,
G

gde je G ‘oblast definisana relacijom
SR EF R A

ReSenje. Predemo li na polarne koordinate pomoéu smene x=rcos6, y=rsiné,
dobijamo

of X .,

ox  r I

g g
ox2 re ré

gde je f/=df/dr, f”=d%f/dr2

Sli¢no nalazimo
o2 2 X2
508 Yogny X pr,
oy r* T

Kako je jakobljan transformacije jednak r, biée

X2 2 2 x2
J:ff _/ll_'_ y_fl_*_zfﬂ_'__]u rdfde
i 78 rz rd
G’

=ff(/”+j—’) rdrdd

r
GI
2% b

= fde[rf’)’dr: 2«_(rf’)
0 a

= 2::[ b (j—';)‘,_b‘ f (Z/{')r=a] '

23. Izratunati integral

[[ gy,
4 [x2+y2+1)2

gde je G unutradnja oblast parabole y2=2px (p > 1).

b
a
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24, lzratunati dvostruki integral

X
I=}£dXIWdy (a>0).
a x

ReSenje. Promenimo 1i red integracije, dobijamo

. Y . 1 1
X
f p f [X2+,VZ]3/2 -3 (+a24y2) Y2 y¥2 Y

a/2 aj2

= log (VIO 42 V2 — V3—2)—%10g2.

25. Izratunati dvostruki integral

1
_dxdy,
£flx2+y=’-) TN o Ratiad

gde je G oblast definisana relacijama ,
x2—y2<0, x2+p2>1, x24y2<4.

ff __dxdy
(+x24y2)%2

po kvadratu G &ija su temena u tackama (0,0), (0, 1), (1,1), (1,0).

26. lzracunati

ReSenje. Posle prelaska na polarne koordinate dobija se

dx d s T
x dy rdr
f f (+x4y2) %2~ f f e
Kako je .
rdr Juy 1
(14r2)%2 (14+r2)2°

biée
/4

. n/4
___dxdy =D 1 cos 9 A d (stn 6)
Mr2r 32 f T 9 sinzal/2 o | —adnzel2
(1+x2+y?) J (2—sin2 8) 2 (2—sin2 8)
0

Smenom sin6=Y2 sinf dobija se
n/6

_dxdy
=——21 df=—
[Jwwammm=372]
27. lzratunati pribliZnu vrednost integrala
ff dx dy
Va—xi—ps
G

gde je G kvadrat 0<x<1, 0<y<1, deobom kvadrata G na 16 jednakih
kvadrata.




\ 28—31I] I. VISESTRUKI INTEGRALI 235

28. Izratunati nesvojstvene trostruke integrale:

4o 4o 4>

10 fff BRI Eh I A f [ [ er=2dcdye
(24 y2+22p
x24y2t22> — o —® —o00 ¢
Rezultat. 1° %:r; 20 xVx, ¢
29, Izratunati integral
fffxyz'dxdy dz,
G

gde je G trodimenziona oblast

1
Rezultat. 4—802b2c2.
30. Izratunati integrale:

(x+y)sinx siny dxdy; x2y2 Va3 —x®—y3 dxdy;
/] [/

I<x<=x x,y>0
0<y<w x34P<ad
[ [[ s [[oso
{x+y) (x2+y2)*
x=1l,y= 0<sx<1
+ <4 0<y<a

31. IzraCunati integral

J = faffzdxdydz,

. < 2 2
gde je G oblast ograni¢ena povrSinama % + i—z + % 1 (=201iz=0
a
Resenje.
c c
J=fzdszdxdy=fz$(z)dz.
0 s 0
2 2

gde je S(z) povrSina ellpse — + —ZE — i), dobijene presekom poluelipsoida sa ravnl

koja je paralelna xy-ravni. Kako je

ab
S(z)=n— (- 2%,
C2
biée

[
ab
M=:r_f(c2—z2]zdz=l:rabc2.
c? 4
(i}
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Il. KRIVOLINISKI INTEGRALI

32. Izralunati krivoliniski integral

¢ (xy*dy —yx®dx),

C
gde je C krug x24y2—-2y=0.

Rezultat. % e

33. Izracunati krivoliniski integral
e~ (cos 2xy dx +sin 2xy dy),
i

gde je C krug x2+4y2=r2.
Rezultat. 0.

34, Pomo¢u krivoliniskog integrala izracunati veli¢inu povrSine koju
ogranitava astroida x=acos®*t, y=asin®f.

Rezultat. % na®.

35. SluZeli se krivoliniskim integralom, odrediti veli¢inu povrSine koju
ograni¢ava kriva y?=x2?—x*,

Uputstvo. 1° Upotrebiti parametarske jednaine ove krive: x =cost, y=sinfcosf.
20 Staviti y=rx (v parametar).
Rezultat. 4/3.

36. IzraCunati veli¢inu povrSine koja je ograni¢ena krivom

, (x2+y?)2=a(x®*-3xy%) (a>0).
Rezultat. ;xaz.

37. lzraCunati krivoliniski integral

Jo= f(y2z2dx+z2x2dy+x2y2dz)
po Kkrivoj

x=cost, y=cos2f, z=cos3t
u smislu u kome parametar f raste.

Re3enje. I. Koordinate x, y, 2 su periodiéne funkcije parametra f i respektivno imaju
periode 2, x i %rr. Zajedni€ki period je 2x, pa za {=2x dobijamo iste vrednost! kao i za
t=0. Dakle, kriva je zatvorena. Prema ovome je

27
) J'= f (—cos22f cos23fsinf—2 cos2fcos?3¢sin 2/ —3 cos2fcos?2¢sin3f)dt.

0
Buduéi da je

1+cos 2kt 1
coszki=f (k=1,2,3) 1 cosacosb:;{cos(a+b)+cos(a—b)},

Imacemo u Integrandu sablirke sa prolzvodima oblika sin pt cos 2¢¢ (p=1,2,3;2¢=0,1,2,3,4, 5),
prl éemu za jedno p fiksno, ¢ uzima samo neke od naznaenih vrednosti.
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Kako Je
2n - 27 3
fsinptcos?qtdt: fz—f[sln(p+2q)t+s|n(p—2q]t] dt=0,
0 0

integral J jednak je null.

11. Do rezultata se dolazi i na sledeéi nalin. Integral J moZe se napisati u obliku

b4 2n
J= ff(t)dt+ff(r)qf=11+J2,
0 h T

gde je f(f) integrand u integralu (1}. k
Ako se u integralu J, izvri smena {=2x—6, doblja se J,=—J;, tj. J=0.

38. Izracunati krivoliniski integral

f(ydx+2xdy),
r

gde je I kontura koja ograni¢ava oblast G za Cije tatke (x,y) vaZi bar
jedna od nejednakosti

x24+y2—2x <0, x2+4+py2—2y 0.
Rezultat. %:r+1.

1il. PRIMENE NA IZRACUNAVAN]E POVRSINA | ZAPREMINA

39. Izracunati zapreminu elipsoida ¢ije su poluose q, b, c.

ReSenje. Uvedimo koordinate o, p, 6 koje su sa Dekartovim pravouglim koordina-
tama x, y, z vezane relacijama ¥

x=aocosbcosp, y=bpcosfsing, z=cpsinb.

Jednadina elipsoida x%/a2+ y2/b2+22/c2=1 u ovim koordinatama glasi p=1. Unutradnje tatke
elipsoida odredene su nejednakostima

T
I, 0<<op<2n, ~5<o< (oblast G).

OIS

Za Jacobi-evu determinantu dobijamo

L4 D(x,y,2)
D (p, 9, 0)

Kako je ovde |cos®|=cos0, bice | J|=J. TraZenu zapreminu V daje odredeni integral

= abco?cosh.

2 +w/2 {
v=[[[daxdydz=abe[dp [cosods [prdp=- abe.
@ o —72 )

40. Izracunati zapreminu tela koje ograni¢avaju povrSine:

x+y+z=3a, x*t+y*=a*, 2=0.

Rezultat. 3mad,
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41. Naéi zapreminu V tela obuhvaéenog povriinom
) (iz.+ ﬁ)3+ze=i(i‘f+y—2).

9 4 2\9 4
Resenje. Ako uvedemoluopitene sferne koordinate
x=3pcospcos’/3y,  y=2psingcos’3y,  z=psin!/3y
(¢ geograiska duZina; + geSgrafska Sirlna}),

jednaéina povrSine (1) dobija oblik

s 9
p Y2 = Vsin ¥ cos2y .

Oblast ograni¢ena povidinom (1) data Je u novim koordinataina sledeéim nejedna-
kostima:
0<o<2n,
I<¥<7/2,

1

9
0oL = 77 Vsin \ cos2yr,

TraZena zapremina je
/2 1

2n
szdcpfd\]rfljldp
0

0 0
n/2 0y

=2rrf dyr f 202sin~2/3y cos~ 13y dp
: 0 0

/2
F 2 -1/3 1/3
_31f sin ¥ eosZ\p dy,
0
gde je | J| apsolutna vrednost jakobijana J=2p2sin—2/3\]f COS_1/3\]I.
Smenom sin =Vt dobija se
vV 1 l t—2/3 dt 1 1 1/3—1 2/3-1
=t E——— =T t e =dt:
3 1=t 3 f e
0 .0
Poslednjl integral pretstavlja B-funkciju, pa je
=1 d 2
V= 3 ”B(s : 3).
Cip)T(q)
F{p+q)

Na -osnovu formule

B(p,q) = {T(x) gama-funkcija }

bie

fd— - =
3 r'(1) 3

- F(%>F(§)_lﬂr(i)r(_2_)_

Na osnovu formule
T
Mpril—p)=— (0<p<l),
sin pn

r(3)r(d)- =2
3 3) sln‘sl \ER
2a2

TraZena zapremina iznosi V= —— .
3V3

za p=1/3 dobija se
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42. Izraunati zapreminu tela koje ograni¢avaju povrsine:
4

Z== ,

x2+y2

Rezultat, 8nrlog2.

z2=0, xZ4y2=1, x2+y2=4.

43. Odrediti zapreminu tela koje ogranifava povr$ina

(x2+y2+22)2::a3x .
Rezultat. ;—mﬂ.

44, Proveriti da 1i cilindri
x24+y2=2ax, 22=2ax

ograni¢avaju telo €ija je zapremina 128 a¢?/15.

45, Izratunati zapreminu tela ograni¢enog hiperboli¢kim paraboloidom

2Z=xy
i ravnima
x+y—a=0, x+y-—b=0 (0<<a<b).

Re3enje. TraZena zapremina |G| oblasti G data je integralom
|G| =2 [ [ Vxydxdy.
G

Smenom x=rcos?6, y=rsin20, ¢ljl je jakobijan J=rsin 26, integral |G| postaje
a2

|G|=<afbr2dr> (()fsln229de)=li2n(b’b‘—ai’).

46. IzraCunati zapreminu V tela ograni¢enog povrdinom
(1 (ayx+ by y+c¢,2)2+ (s X + by + €o2)2+ (a3 X + byy + €5 2)% = h?

ako je
a, by ¢

AZJa2 by | #0.
|

; ag by ¢
ReSenje. Uvedimo smenu

ax+by+cz=u, Ay X+ bsy+coz=v, agx—+bgy+cgz=w,

Je _)l(u,v,wf) —1: 1
—[D(x.y.ZJJ A’

V=fffdxdydz:»i—f[fdudvdw,
G 6’

gde je G oblast obuhvaéena povrdinom (1), a G’ oblast obuhvaéena sferom

za koju Je

Tada je

u24+v24w? = h2,
43
3a

Prema tome je V=
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47, lzraCunati veliinu povrSine koja je ogranifena krivama:
Ep=1, Xp=8," = PERE
Rezultat. 7log 2.
48. [zratunati veli¢inu povrSine koja je ograni¢ena krivama:
xy=a, xy=05b, x2y=¢, x*y=d (a,b,¢,d>0; a<b; c<d).
Rezultat. (b-a)log % .

49. Izralunati veli¢inu povrSine ograniCene krivama:
xy=a, xXBy=0b, xty=c¢, xty=d (a,b,¢,d>0; a<b; c<d).
1 1 1y
50. Izratunati veli¢inu povr3ine koju ograni¢avaju krive
yi=ax? yi=0x2 xt=cy?, x*=dy
(a,b,c,d>0; a<b; c<d).
Rezultat. %(b”ﬁ—aﬁ“ ) (56— %6y,

51. Odrediti zapreminu V tela koju ogranitavaju pc.)v.réiria
=0t (i 0)
iravni x=01 x=a.
Re8enje. Preseci povr§ine normaini na x-0si jesu elipse, &lje su projekcije u yz-ravni
azy? 22
b2xz bR

=1 (x = const)

prl Cemu x igra ulogu parametra. Povriina te elipse je

blx| b2

b u=—|xl.
a

Stoga je

i a
b2n 1
V=——f|x|dx= —xab2.
a 2
0

Povr¥ina b2x2=a2y2+ x222 se paziva conocuneus, tj. konusan klin.

52. Odrediti omotac prave kupe, visine H, ¢ija je osnova elipsa s polu-
osama a i b.

ReSenje. Ako koordinatni poletak postavimo u teme kupe, a z-osu uzmemo u pravcu
visine A, jednaina konusne povr3ine na kojoj leZi omotad je
X2 y? 22 ’

a2 b2 H2 '

Oblast integracije u xy-ravol je elipsa

(1)

2 2
T LoS )

G
(6) =+
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Prema tome, povr3ina omotada Je
M= [ [ VI+p+ ¢ dxdy.
G

Iz (1) Je
Hx Hy
= ) 9= =
E X2 2 . x2 2
Nt et
te je
()3
M= ff et ey
x\2 y\2
o |G+ ()
gde je

) p—— [

«=—Va>+H?, B=— \Vo:+HE
a b

Ako uvedemo uop3tene polarne koordinate
x=apcosb, y=>bpsing,
oblast integracije postaje krug p<C1, dok integral zbog |J|=abp postaje
1 2 2
TD DN I 0% el 1 70 a0 1 02 ol 0
M:abfpdpfVazcoszé)—}-ﬁizsinze de=~abf Va2 cos? 6 + B2sin?6 d6.
2
0

0 0
Kako je «2cos26 + B2sin20 periodi€na funkcija s primitivnim perlodom =, iz prethodne

relacije izlazi
n
M:abf Va2 cos? 6+ pZsinZ 6 do.

0
Ako integral rastavimo na dva Integrala u granicama <0, E) i (%' ﬂ), pa u drugom

integralu smenimo 6 sa =—6, dobijamo
72 0
—-f YoZcos20 + .aismze de),

M=ab( [ Vo cos6+ p¥sin0 ao
0 /2
odnosno
/2
M=2ab j Vo2 cos? 6 + p2sin® 6 do.
0
Ako jo§ izvr$imo smenu e:%—cp, biée
/2 AR T '
M:2abfvazmé:§d@=zabs [\/ugﬁsmztpdcp.
0 0
Ako je a> b, tada je a2 < B2, Stavimo i o2/8%=k2(<1), bice
¢ w2
M=2a Vb1 2 f VI — KZsinZ p dp.

0
Ovaj integral je elipti¢ki integral druge vrsie { oznalava se sa E(k, ¢) ako je ¢ gornja

granica integrala. Za ¢=x/2 oznalava se sa E potpuni integral. Na ta] nacin je
M=2aE b2+ H2,
Posteje tablice pomoéu kojih se odreduju vrednosti integrala E za razne vrednosti modula ks

16 Zbornik matemati¢kih probiema II
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IV. RAZNI ZADACI

53. Izraéunati srednju vrednost funkcije
f(x, y)=sin® x sin?y
u kvadratu 0<x<n, O<y<n.

Rezultat. 1/4.

54, Izralunati dvostruke integrale:

1° [ (xl+[y})dxdy; go [ (*+y*)dxdy.
[x]+1lyl<1 xyi<i

Rezultat. 1° 4/3; 2 7/V2.
55. IzraCunati srednju vrednost funkcije
| F(x,y, )= x4y 422

u oblasti
X2+y2422—x—y—2<0.

Rezultat. 6/5.

56. Izrafunati integral

I(m, n, p)= fff xmynzp dxdydz  (m,n, p nenegativni celi brojevi).

x24 )2+ 281
Rezultat.
T 4x (m=1)1 (n— 1)1 (p—=1)1! R
m+n+p+43 (m4+-n+p+ 1)1t
=0 {u ostalim sludajevima).

57. Odrediti srednju vrednost funkcije xyz u pozitivnom oktantu

elipsoida
x2[a®+y2 b2+ 22 [c2=1.

58. Odrediti srednju vrednost funkcije xy22? u pozitivinom oktantu sfere

X2+ y242% =02,

59. Odrediti jednacinu ortdgonalne projekcije (C,) u ravni Oxy krive
(C) x24y2422=1, x+z=1.

Izraziti koordinate tacaka krive (C,), koja je elipsa, kao funkcije ekscen-
tri¢ne anomalije ¢ i, koriste¢i parametarsko pretstavljanje krive (C), izracu-
nati krivoliniski integral

56("' dx+zdy+xdz).
¢
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60. Pocletak vektora ; je fiksna tacka A(a, b, c), a kraj mu je u tacki
P(x, y,2) koja se nalazi na zatvorenoj glatkoj povrSini S. Odrediti fluks ¢

vektora
w3 1~ s
V=—p (p=1p|)
P
kroz povrSinu S.

Re8enje. Pretpostavicemo da povriina S ne prolazi kroz tatku A (a, b, ¢). Razlikova-
éemo dva siucaja.

Slu¢aj 1. S ne obuhvata tatku A. Prema teoremi Gauss— Ostrogradskog je
¢=1fv-do= [[[ avidg,
S G ;

._) -
gde je do vektorskl element povrdine sa smerom na spoljnu stranu povrdine §, a G je deo
prostora ograniéen povrSinom S.

Buduél da je
- 1>
divv=vy (— o )
Pa

Il

1 - 1 -
V;E 'P+;V'P

i

3 > 3
—*&(VP]'P‘FE

. 35 - 3
—""EPO'P'*‘—S-——O:

biée ¢ =0.

2rf - - -
Sluéaj 11. S obuhvata tatku A. Kako je divv=0 za p#0, integral # v.do moZe
S
> >
se svesti na # v-do, gde je K bilo kakva druga glatka povrS§ina koja obuhvata A. lza-
K
berimo za K jedini¢nu sferu. Kako je

e e
V-do::/——p.do:f
PB

=3 =i <> >
;3 1pl [do]cos (p,do) = do,

dobija se

¢=S@Sdc=4x.
K

61. Izracunati fluks vektora ;)(xg, y%, 2%) kroz deo 0 <z h konusne
povrdine x2+ y%=22

ReSenje. Iz jednaline konusne povrdine z=V x2+)? nalazimo

do=Y1+4p2+q2dxdy = \/ 14 ;‘f}i + :Y'"’_EE,_VE dxdy=VY2dxdy.
Povrsinu
F=Vxi+y2—2=0
orijentis$imo u smeru vektora

X = g o
gradF=7i+%}-j)—l? (r=vVx2+y2).
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TraZenl fluks je

5 - - - - r
fdeosz(x21+y2i+22k) e — ————— o)
Xt 2
S S VT2+TZ+1
x3 3
_—_ff(—~+1—zz)dxdy.
r r
S
. =y D t
Prelazeél na polarne koordinate, dobijamo ff vdo =— E:rh*.
X ,

62. Odrediti cirkulaciju vektora

- L - =
v=(siny)i+ x(1+cosy)j
duZ zatvorene krive C Cija je jednacina

(1) 4x249y*—16x+54y+61=0.
Re3enje. 1. Cirkulacija vektora 7data je lzrazom

3§;)dr_)= ff {sln ydx+x(1+4cos y)dy } .
(G (&

Kriva C Je elipsa, $to se uvida ako se, na primer, jednaina (1) napiSe u obliku

4(x—22+9(y+3)2—36=10
11 .
(x—2)? - (y+3)2 -
9 4

ik

Primenjujuél Rlemann— Green-ovu formulu

fvdr 2 QL S povrsi i¢ €
= i
v i 3 xdy { S povidina ograniena sa C),
c
pri demu je
P=siny, Q = x(l+cosy),

dobija se

5 .
%vdr:()@S (14cosy—cos y)dx dy = \#dxdy: area S.
c s $

Kako je area S=6ux, traZena cirkulacija iznosi
=N -
f/; vdr= 6=,

(o

II. Do rezultata se dolazi i na sledeél nadin:

f?d?: f{d(xsiny)+xdy}=y§xdy=areaS=6:r.
Cc C c
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63. lzratunati integral
1

f"”"“’dx (a,6>—1)

log x
(]

1
primenjujuéi na integral fxy dx (y>-—1) stav o integraciji pod znakom

0
integrala.

ReSenje. Integralimo 1i relaciju
1

1
fXde=—
y+1

u granicama (a, b}, jedno za drugim dobijamo

5 1 b
dy
ffodx dy= | —,
y+1
a 0 a
1 b R
f(fxydy)dx log +1
0 a :
1
/‘xb xa b+1
1 a+l'
0

64. Izralunati integral

(%2, Y3, 22)

f xdx+ydy+2dz
Vx2+ =422

(X1, Y1, 20
gde je (xy,,,2,) tacka sfere
x24+y2422=02  (a>0),
a (xy, Vs, 2;) tacka sfere
X2+ yi4 22 =152 (6>0).
65. Izracunati
ff (x2dy dz+y2dzdx+22 dx dy)

po spoljnoj strani sferne povrSine

C (x—a)24+(y—b)2+(2—c)2=r=.
Rezultat. %nr“(a+b+c].

66. Izracunati veli¢inu povrSine onog dela cilindri¢ne povr§ine x2+ y2 = a2
koji isecaju ravni

x+2=0, x—z=0 (x=0;y=>0).
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67. Pomotu Stokes-ove formule izratunati integral

f(ydx+zdy+xdz)

uzet duZ kruga
x2+y?+22=a2 x+y+2=0

u smeru kretanja kazaljke na satu, ako se posmatra sa pozitivnog dela x-ose.

Resenje. Prema Stokes-ovoj teoreml je

P Sy = : =1 -
[ (ydx+zdy+xdz)= [T+2i+xK)-dr = [ [ rotlyi+z/+xk)-do
S

- - -
i i k
2 [/} 0 - 4 me =
=ff = = e -do=—ff(1+j+k)-do,
- ox oy Oz -
y z x

gde je S skup {x2+y2+zzsa2} N {x+y +2=0}. Integral je uzet po onoj strani povréine S

sa koje se kretanje po krugu vidi u smeru suprotnom kretanju kazaljkl na satu. Ovu stranu
=

karakteriSe jedini¢ni vektor n normale ravni x+y+2=0, kojl sa koordinatnim osama ¢&ini

tupe uglove. |

HiE =

Ovaj Jedinicni vektor jJe n= ———=(1+] + £), pa Je do=n|da).

'i'_
wl|

Poslednjl integral postaje

— ff(?+7+7c)]-(—,/—§>(?+T+Z) |do| = ngf |do| = V3 area S=ra2V3.
S N

68. Navesti geometrisko tumacenje povrSinskog integrala
/[ 7ds,
s
gde je S proizvoljna zatvorena povrSina i vektor poloZaja.

Re3enje. Primenom teoreme Gauss— Ostrogradskog dobljamo

frdc—fffdlvrdg fff3dg 3|G|,

gde je | G| zapremina oblasti G obuhvaéena povriinom S.
69. Proveriti Riemann— Green-ovu formulu

[[(Q.~P,)dxdy = §(Pdx+Qdy),
A C

(A oblast u xy-ravni, ograni¢ena jednom prostom zatvorenom krivom C)
na primeru
ok P=x%*(1-3y%), Q=y*(3x*-1).

Ovde je oblast A trougao dgrani(‘.en pravama x=0, y=0, x+y=1,
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70. Neka je 7(r=]71) vektor poloZaja tatke (x,y,2) i S zatvorena
glatka povréina koja obuhvata oblast G. Pretvoriti povrSinski integral

# reds u zapreminski.

Resenje. Uo&imo vektor r2 co, gde je co jedini&ni vektor konstantnog pravca. Na osnovu
teoreme Gauss — Osirogradskog je

ﬁr%od:: fff div (12("0)] dg.
G

S
Zbog

T ol ) - -, L
div (r2co) = v (r2cp) = Co- V2412V =Cp-2rur=2rcygradr=2rcyry=2r-¢,

=k
i zbog konstantnostl vektora ¢, moZemo pisati

c0 é@()‘rzdc_%o fffrdg, ti. (‘0<!ﬁ;r~do—2ff[rdg>

s
ili kraée c, - A =g,
- -
Kako ¢, ima fiksan, no proizvoljan pravac, ne mora biti ¢, | A. Poslednji proizvod

>
jednak je nuli samo u slu¢aJu kada je A=0. Prema tome Je
~ >
fproac=2 [[[7ag.
5 G

71. Svesti krivoliniski integral
9§(u1Vu2)~d7 (u, i u, funkcije od x, y, 2)
¢

na povrsinski.
ReSenje. Na osnovu Stokes-ove teoreme fe

—). -~ =t q
f}g(ulvuz]-dr= ffvx(ulvuz)dc =f[ (Vuy X vig+uyv X glg) -do
c S S ‘

= ff (vulxvuz]d?= ff[vul,vuz.d;)],
S Y S !

jer Je vXvu,=0.
Primedba. Treba jo¥ navesti pretpostavke o funkcijama uy 1 vy, krivo) C i povrSinl §
pod kojima vredi dobijena jednakost.

72. Oceniti vrednost integrala
dx dy

100 +4-cos?x +cos? y g
[x|+1yi<10

Redenje. Po stavu o srednjoj vrednosti je

m|GI< [[ftxy)dxdy<M|G|  (|G|=mesG),
G

=

gde su m=1Inff(x,y), M=supf(x,y) u oblasti G.
U zadatku je m=£(0,0)=1/102," M= f(«/2,/2)=1/100, |G|=200.
Prema tome je 100/51 <<I<C2.
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73. lzralunati

lim

P‘ﬁom fff(x y) dxdy,

gde je G oblast ograni¢ena krugom x2+y2=p2 i f(x,y) neprekidna funk-
cija od x,y €G.

ReSenje. Po stavu o srednjoj vrednosti je

1
1G] ff/(x,y)dxdy=f(6,n).
G

gde (E,n) pretstavlja proizvoljnu taéku oblasti G, prl ¢emu je | G |= mes G=:r,oz.' Zato Je
mzf flxyaxdy = f(gn).

Buduél da (&,n) € G, bice

0<iEl<e 0<ni<yp
te ako p— +0, tada istovremeno E-»0 1 50, Stoga je

o_>+o Tp2

fff(x M axdy =lim(8,0).

n-0
Medutim, zbog neprekidnosti funkclje f(x,y) u oblasti G je

lim f (&, n) = f(0,0),
E>o0

050

te je na osmovu prethedne rclaclje

K fff(x ) dxdy = £(0,0).

74. Neka je C zatvorena kontura u ravni x cosa+ycosB+zcosy—p=0,
koja ograni¢ava povrSinu S. JzraCunati integral

dx dy dz

¢)) 1=3§ cosc cosB cosy

e x y z

Redenje. Primenimo li Stokes-ovu formulu na (1), dobijamo

cosa CcosP cosy
2 0
(2) = ff == = — |do (do diferencijalni element povriine),
ox dy 0z

Q R
gde Je
P=2z2cosB—ycosy, Q=xcosy—zcosx, R=ycosa—xcos§B.

Smenom ovih vrednosti u (2) nalazimo

{=2 ff (cos2a+cos?B+cos2y)do = 2area S .
S
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U vektorskom obliku Je

I=§ (Wxr)dr= [[rot(¥xr)do= [[21do'=2 [ [ do=2arens,
g S S S

gde je p= {cos o, Cos B, cosy }
75. Dokazati drugu Green-ovu formulu u prostoru

(1) fff(vAu—uAv)dxdydz =.g§S(V‘-u;)do,
G s

249

gde je G oblast ogranifena povrdinom S, a n jediniCni vektor spoljasnje
normale na povrsini S. Funkcije u(x,y,2) i v(x,y, z) imaju izvode drugog

reda u oblasti G, a A je Laplace-ov operator 0%/0x2+ 0%/ 0y + 0%/022.

ReSenje. Transformiemo desnu stranu jJednakosti (1) pomoéu
ou - P
— = N1 gra :
on b

Primenom formule Ostrogradskog dobija se

#(ugradu—ugrad v)d?:fffdlv(vgradu—ugrad v)dg
S G
= fff(vAu—uAv)dxdydz.
8 ;

76. Izratunati srednju vrednost funkcije
f(rn2)=exp( S4 L4 2"

. . . 2 2 22
u oblasti G, odredenoj relacijom %+%+—;< A
a (4
ReZenje. Po definiclji, srednja vrednost iznosl

Jus=— x,y, 2)dxdydz,
|G‘ f/( y,2) dx dy

gde je | G| zapremina oblasti G, t}. |G| = —-rabc
Ako u Integraln

l—ffff(x y,z)dxdydz_fffexp(:: b zc)llzdxdygz

izvr8imo smenu x=apcoespcosy, y=bpsingpcosy, z=cpsiny, za koju je

' D ’ L]
M: abCPZCOS\lf,
dobijamo
2n rj2
l=abcfdcp fcosq;d\p f p2eP dp = 4n(e—2) abc .
0 —n/2 0

Prema tome, traZena srednja vrednost je p=3(e—2).
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71. Ako je
x
F(x,y) = [du [ f(uv)dv,
a b
gde je f(u, v) neprekidna funkcija, pokazati da je

02F
bxdy —f(x)y)'

78. lzraCunati zapreminu tela koje ograni¢avaju elipsoid
(1) R

i konusha povrSina
€35 -, — e {2200,

ReSenje. Zapremina ise¢ka elipsolda je

r x2 y2 x2 yz
V“ff%V“ﬁ“ﬁ‘ A
G

gde je G projekcija ovog ise€ka na : xy-ravni. Oblast G je ogranifena projekcijom preseka
elipsoida 1 konusa, tj. krivom u xy-ravni.

2] V.
a@ b

koja se dobija eliminacijom 2 iz jedhaéina (1) i (2).

I,

Ako izvr8imo smenu :
xV‘_=apcose,. yﬁ: bosin,
oblast integracije bie krug p <1, dok ée 6 varirati od 0 do 2~x.
Kako je jakobijan izraz oblika

- J2 y2 I
- =*’abr
it ey - LR VI -
‘fpsn L_2~pcos
dobija se
2n 1
1 P 1
V=c de 1— —p%2 — — | —abpdp.
[ o f (Vimge = g) g ooeee
0 0

Odavde, posle smene 02=2{, izlazi
2% 1/2

1 —— = 2 3 92 37t=1
V=—~abcfd0f(Vl—t—Vt)dt::zabc [—f(l—t)T—AtT] i
2 5 ; ! 3 3 0

1 e
V= —3—::0170(2—%2)-



VEKTORSKA ANALIZA

1. Ako je a(t)>< d”m =0, pokazati da je aT,=ort c?(t):coﬁ)st.
Redenje. Iz a(t) = 45’;-(7; sleduje

> -
da da-> da, o

— =4 % =y = .
a - at L

R
Vektorskim mnoZenjem jednaline a:Ja)] -?(, prethodnom dobija se

- d?z) - dz;)» - da,,
aX TS a-aoxaaﬂ +a><[al—.
 Joey
- da
Po uslovu zadatka je a X ym =01
- da - - da -
|a|aoxgt‘ao—’af (G(,Xao)—
te Je
d day
- ao N ag
— =0, a2{gy,X —|=0.
x (41 (aox 52)
- ->
PoSto je a25£0 1 a,(f) #0, poslednja relacija postoji za
dt;o - > -
=0, tj. a;=orta=const. .

df
2. Dokazati da ako kriva ima fleksiju jednaku nuli, ona pretstavlja pravu

Po Frenef— Serret-ovom vektorskom obrascu

Rezultat.
aT_N
ds R’
== 4
(’?l X/’ jedinini vektori tangente odnosno glavne normale) iz 1/R=0, proizilazi — =0, {j
= =5  — —
T=a=const (|a]|=1],
a odavde
=Y
dr -
—=a.
ds
Ponovnom {integracijom dobijamo
> > - > —
r=a-s+b (b=const),

a ovo je vektorska jednalina prave.
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3. Pokazati da se Frenet-Serret-ovi obrasci

2> o — =E oD ey
d SR 4N, T8 ¥
—_— e e

ds R

ds R « ds =

(f: 17 B jediniéni vektori osa prirodnog trijedra; R polupretnik fleksije;
© polupre¢nik torzije) mogu dobiti iz opSteg obrasca

Ter - = L, S— =
zamenjujuéi vektor a redom sa T, N, B. Odrediti vektor w.
-
ReSenje. Rastavimo traZeni vektor @ u komponente duZ tangente { binormale

- = -
w=aT+8B
I odredimo skalarne &inloce « i B.

—)
da -> o - -
Stavimo u e = woXa najpre a=T 1 prednju vrednost za o, pa ¢emo dobiti
s : 3

= >
a7 ﬁ(E)X? 1\_/) N
Th= )J=BN= R’
odakle je B=1/R.
_)
da > - > =29 = d
Ako zatim u — = w X a zamenimo a=8B 1 o=aT+ 8B dobljamo
dg > > — IV
— =a(TXB)=—aN=—,
ds T
odakle je: o=-—1/r. I
Prema tome je ‘
: = -
= T - B
= L 'E.
d; ey, B Rt 2 - B B
Ako u obrazac E:wxa zamenimo prednju vrednost za w | a= N dobijamo
- =1 —»
LGN S (O Sy, S S
s [ ol i gl At

4. Skalarno polje je definisano odnosom povrsine paralelograma kon-
P g L ]
_struisanog nad vektorima i i r i povrdine paralelograma konstruisanog nad
i 2 P W - ; 3 .
vektorima j i r. Odrediti grad ¢ i ekviskalarne povrSine.
= - > -
Zk+yj zk+xi
22+y2 24P

Rezultat.

[eXP] _ (242 \12

r z

BRI =(2 yz) i grad<p=<p-(
17xrl 224+ x

- Ekviskalarne povrSine: (C2x2—y24(C2—1)22=0,
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5. Dokazati da ako je torzija krive jednaka nuli, ona leZi u ravni.
ReSenje. 1z Frenef— Serref-ovog vektorskog obrasca
e
ag
ds T
5
(B 1 N jedini¢n} vektorl binormale odnosno glavne normale; t polupreénik torzije) 1
e
dB .
uslova 1/r=0 proizilazi T 0, odakle Integracijom dobijamo
e R -
B = ¢ = const (|ci=1).
- =
Vektor B je upravan na jedini¢énom vektoru 7T tangente, te je

= = - d? d >
B-T=0, il ¢c-—=0, il —(cr)=0,
ds ds

odakle integracijom nalazimo
re=a (a=const )

a ovo jJe vektorska jednaéina ravni u kojoj leZi kriva linija.

6. Izratunati gradijent sledecih funkcija tacke:
1° o(M)=z/(x2+y)V2; 20 o(M)=log(x+y);

= Sl -
3 o)=@xry; £ o(M)=(ar)/r;
v = -> d
50 e(M)=f(p), gde je p=V(cxr)2 (¢ konstantni vektor).
Rezultat. Y
s Ty TR o
i gradq’:*xz* ”—I_L, 20 grad(p:~Al;
(X24y2)1/2 .« (x24y2 422 X+y
5> 2 3 - 3—>
30 gradg = [_a_X.L]_XE; 40 grad g = 5 _r[‘a_rl;
=5 = 3 5
(axr)®

(? - XC—)
8% grado = f'(p) 5:_]4 =
V (exr)?
. - 23 S>> i .
7; Za polje skalara ¢(r)=(ar)/(b r), gde su a i b konstantni vek-
tori i r vektor poloZaja tacke polja, odrediti grad ¢ i ekviskalarne povrSine.

Uputstvo. Obrazovati diferencijal do; koeficijent uz df>pretstavljaée grad .

- > =
Rezultat. gradp = r—%:(g_?fb).

{b-r)®
Ekviskalarne povr3ine imaju jedna&inu (?1)7)/(3 7)=C ill (;)——C-Y;)-?ZO, a to su ravni
koje prolaze kroz pol | imaju za normalni vektor E)—C-l;,) komplanaran sa konstantnim

f

= =
vektorima a i b.
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. > - {

8. Izratunati grad|cxr|® (c konstantni vektor).

ReSenje. Polazeél od toga da je d:ngradcp-d_r: freba naéi

SHE=p 5> o 5 > o 5
diexri*=d{lcxr)-(cxr)}=2{(cXr)-(cxdr}}.
; > 2 o
Stavljajuél c¢xr = a, dobijamo
-»> > > > e - >
dlexr 2=2{a-(c><dr)}=2{dr-[a><c]}=dr-2{(c><r)xc},

Odavde proizilazi

- > o Ik > =5
grad[cxr|2=2{(cxr)><c}=2r(c cy—2c(rc).

9. IzraCunati grad (2- 7) (? konstantni vektor).

e .
ReSenje. Iz o(r)=c-r=¢;x4cy+cgz proizilazi

0{{)—) ()q) = OCP-—) - = = -
adp = — I+ — — k=cii+ecj+ck=c.
grad ¢ o +0y/+¢)z 11+ 6] +Cg ¢

> o -
Na drugi nadin imamo d¢ =c dr, odakle neposredno nalazimo gradep=c.

10. Izraunati projekcije vektora d na tangencijalne ravni na ekviska-

larne povrSine polja f(?), kao i projekcije toga vektora na normale ove
povrsine.

grad f X (E)X grad f) (E)- gradf)-gradf
(grad f )2 (gradf)e

Odgovor.

11. Odrediti grad f(r) i ekviskalarne povrsine za
- > o -
f(r)y=(axr) (a konstantni vektor).
Odgovor. Posto je
- e - > 5 o -
df{r)=2(axr)-(axdr)=2{(axr)Xa}-dr,
uporedujuéi sa df(?):gradf[r)d?t nalazimo

= - -
gradf(r):?{(axr)xa}_

Ostaje 'jo§ da se odrede i proule ekviskalarne povr3ine datog skalarnog polja.

12. Za polje funkcije f(}))=(&>x;))-(3x7), gde je Z{a,0,0}, l7{bcos @
bsina, 0} (a=const, a=<x(a, b)), odrediti grad f(r) i ekviskalarne povi-
- §ine. Diskutovati slucajeve: a=0 i a=r/2.

Odgovor. grad f () = (aX7)Xb+(0Xr)Xa.

Jednadina ekviskalarnih ‘povréina je: cosa.(x2+y?)—xysina = C.
Za a=0 je x2+y>=C {koaksijalni cilindri); za a=x/2 je xy=C (hlperboliéni cilindsi}.
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13. Data je ravan é)r7+D=0 i tacka P{?} van nje. Skalarna funkcija

(p(;)) pretstavlja rastojanje tatke P od date ravni. lzralunati grad ¢ i od-
rediti ekviskalarne povrSine.

ReSenje. Prema zadatku je ¢ (r)=(r n+D)/|7|, pa je
—— - F =y - -
gradg = grad(r n+D)/|n|=n/|n|=ny=ortn.

Ostaje Jo§ da se odrede ekviskalarne povrsine datog skalarnog polja. .

14. Ako je jednadina ekviskalarne povriine data u obliku (p(?}=0,
napisati u vektorskom obliku jednaine tfangentne ravni i normale na tu

£
povrSinu u tacki M{r}.
ReSenje. Vektor normale na povrSinu kolinearan je sa grad ¢, pa je:

jednalina tangentne ravni: (15)— ;)) -gradp=20;

- -
jednadina normale na povrdinu: (R—r)Xgrade=0;

15. Pokazati da funkcija

f(x,y)=—2larctg y/x (I=const)
pretstavlja potencijal magnetnog polja Ciji je vektor

=)

'y x2+y2
ReZenje.
0 0 o
o 21yl (x>+y?), 2. (—21x)/(x24+y2), i:o,
ox oy 0z

21
grad f = ;;—z(yl—w)——H

16. Date su tatke M,, M, i M, koje ne leZe na jednoj pravoj. Odrediti

takvu tacku P u ravni ovih talaka da suma rastojanja ¢ =M, P P+M P+M,P
bude minimalna.

Resenje. Ako se stavl M,P=r,, MyP=ry | M;P=rs, tada Je g=ri+rotry.

Po3to P pretstavlja tatku minimuma, ekviskalarne linije 'u okolini ove tatke moraju
biti zatvorene krive koje obuhvataju P, dok u talki / mora biti

grad =0, tj. grad(ry+ry+r3)=0
ili
- > -»
Yy Ab g g I T - -
— 4+ —4+—=0, ili rO+r04r=0 (ro=ortr, i=1,2,3).
ry ra Iy 4 !

To znati da od jedini€nih vektora r® moZe biti obrazovan ravnostrani trougao. Zato je
I M PMo=< M, PMS_{M‘,PMl—Q'r/S Talku P treba koostruisatl kao tafku iz koje se
svakl od otsetaka M;M,, MsMa, MgM; vidl pod uglom od 2x/3.
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17. Ako je f(u, v) sloZena funkcija vektora poloZaja r preko dve funk-
cije u i v, pokazati da je :

grad f=f,/gradu+f,'gradv.

18, Ako su r i & polarne koordinate tacke M u ravni, tada je 6=6(M).
Odrediti grad 6.

ReSenje. 1z 6=const proizilazi da su ekviskalarne linije poluprave koje polaze iz pola.
Vektor grad6 je upravan na OM. Njegova skalarna vel{égina se moZe dobiti ako se uzme
u obzir da uglu d6 odgovara rastojanje izmedu
dve bliske nivo-linije jednako

grad,e : dn=rd6,

dn=nd8

te je

grado| =2 =1y

ra = === WP 3

. dn
Znaéi grad 6 je upravan na OM { usmeren u
smislu rad¢enja ugla 6, a skalarna veli¢ina mu
je jednaka 1:/r.
y S druge strane je

0

kojl ima za nosa® OM, a modul 1. Dakle, ako vektor gradr izvr3i rotaciju za =/2, doblija
se vektor rgrado.

- -
gradr=r/r=ortr

19. Data je ravan P i u njoj konstantni vektor a Funkcija proizvoljne
tatke M u ovoj ravni ¥(M) definisana je tako, da je jednaka uglu merenom

od vektora @ do OM u smeru suprotnom kretanju kazaljke na satu.
1 QOdrediti gradV i ekviskalarne linije u ravni P.

20 Kako ¢e se promeniti rezultat za grad ¥, ako se za ¥ uzme ugao
izmedu ravni koja prolazi kroz datu tac¢ku M u prostoru i nepokretnu pravu
s nepokretnom ravni, koja prolazi kroz ovu istu nepokretnu pravu? Kakve
¢e u ovom slu€aju biti ekviskalarne povrSine? :

Regenje. 1° Uzimajuéi ravan P za ravan ,V“
e
XOY, osu OX duZ vektora a, a pocetak sistema u
njegovoj napadnoj tacki, dobija se’
, >3 o M
tgh=y/x i tg¥=(rj)/(ri).
Odavde je :
] AT O 2o vl N | X
&y b nldry=(rj)idr) ' ] o
cosZr (;’ 1")2 o a
ili
(~>7>) - (;>~.>) ?
> > rEl= J)- -
(L+tg2dydy = [14+(r j)2/(r 1)3] db = 7R R oY

odakie je, posle svih upro3cenja,
(—>7>)7> (—)—_)) ~1>
—JfF . -3
= ,L_i__/__. «dr

r2

dy
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s
Po3to je dyr=grad | -dr, uporedenjem poslednjih dveju relacija nalazimo
o o s ke W
grad = {(r 1)j—(r j)1}/r®
Kako Je
it v e > >
(r )i—(rjli=rx(jxt)=kxr,
doblja se
- =
gradyr = (kXr)/r2.

Ekviskalarne linije se dobijaju iz tgr=y/x stavijajuéi tgr=Cy, t]. y=C,x, a ovo je fami-
lija pravih koje prolaze kroz koordinatni pocetak, v

29 Neka nepokretna ravan pretstavlija ravan XOZ, a ravan koja sadrZi tatku M
o 2
prolazl kroz osu O Z, tada normalni vektor n ove poslednje ravni je paralelan ravni XQOY,

te je {(;I),[T,]:-\]f. Zato je i ovde tgr=y/x.

y v
Postupkom identiénim onome pod 1° nalazimo: n
=He 1 = S =3 [ —yoyhes. =y J X
(U D24 (r P)2ydy = {(r £)j—(r[)i}dr. , -
Medutim ovde je
|
p o > ’ ey { 2 » - - 1
(r i)24+(r j)2=r2—(r k)2?=r2sin? (r, k)= (kXr)2, ' :
te je : : !
- |
|
d = - I‘ Xr_ dr, odnosno grad = __k_><r_ . 1 l
(k% r)? (Kx7)2 Saly 7 28 N
Ekviskalarne povrSine date su relacljom Z‘

tg‘l/':ci; t] y:Cix (i=0,1.2|---)v

t]. pretstavljaju pramen ravni koje prolaze kroz nepokretnu pravu (osu OZ).

20. Skalarne funkcije poloZaja ¢=r i Y =r? (r—|r‘,r vektor poloZaja
tatke polja) imaju iste ekviskalarne povrSine, ali razli¢ite gradijente. Obja-
sniti ovu ¢injenicu.

Odgovor. Za obadva skalarna polja ekviskalarne povr-
Sine su lopte. Neka je kroz proizvoljnu tatku M polja skalara

¢ konstruisana ekviskalarna povrSina 1 na normali na ovu oda-
I N brana tatka N. Tada

R o .
grad ¢ | = lm — (N> M duZ normale)
N—er MN

karakteri¥e promenu funkcije (M) u odnosu na rastojanje MN.
do
Za funkciju o=r je -_1 a za y=r2 Je dJ—r_Qr Ako ¢ do-
14

bija niz ekvldlstantmh vrednosti, na primer ¢=1,2,3, ... tada
je respektlvno r=1, 2, ... tj. ekviskalarne povr3ine se nalaze na
podjednakom rastojanju Jedna od druge. Za V=1,2,3, ... je
r=1, Y2, Vg, ..., t]. ove povrSine se sve viSe pribliZavaju
jedna drugo).

17 Zbornik matemati¢kih problema II
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21. Polazeéi od Cinjenice da elipsa r;+r,=2a pretstavlja ekviskalarnu

liniju funkcije f=r,+r,, gde su r, i r, potezi proizvoljne tacke na elipsi,
‘dokazati da normala elipse polovi ugao izmedu potega.

Resiti analogni problem za hiperbolu r,--r,=2a, kao i za parabolu
r—x=p sa ZiZom u koordinatnom poéetku,

22, Pokazati ekvivalentnost definicionih relacija:

- - -
i _Cogradf i 9L = fim IR =/()
de a2 Pt o

za izvod skalarne funkcije tacke f(X) u pravcu jedini¢nog vektora e.

Uputstvo. MoZe se, na primer, poé¢i od

[(F4pe)—f(r)=1(x+ocosa, y+pcosB, z4pcosy) -1 (x, 7, 2)

1 (of of of
T (—cosa+ —- €08 B+ ——cos Y) o+o0(p?);

0x oy 0z
f(F+pe)—f(r) _ of of of
r—p)‘z —cos a4+ ——cos B+ —— cos y+o0 (p)
o 0x oy 0z
=2
= e-grad f+o(p),

odakle kad p->0+ desna strana teZi ka e grad f.
23. Za polje skalara
> 9o - i L -
o(r)=rn+D {r vektor poloZaja tacke polja; n=(4,B,C)}

odrediti izvod dcp/dz skalara cp(;)) u pravcu jediniénog vektora Z={cos a,
cos B, cos Yy} za proizvoljnu tacku M{?} polja.

ReSenje. TraZenl izvod je

(] -
= 5 gradp-e.
; de

Ovde je

> -
grade = grad(r n+D)=n,
te je

de ~ 5>
—=ne= Acosa+BcosB+Ccosy.
de

Citalac moZe na ovome zadatku proveritl, da se do rezultata moZe doéi ako se pode
i od sledece definicije 1zvoda skalara u pravcu:

-2 - -
08 _ e Blr TGl olr)
d? h->0 h
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24, IzraCunati izvod skalarne funkcije cp=c?-7(z konstantni vektor) u

-
pravcu vektora e.
i i e S>>
Resenje. 1z d(a r)= adr proizilazi grad p =grad(a r)=a, pa

d - >
%f:egradcp:e a.

de

TraZeni izvod se moZe dobiti i na sledeéi nadin:

e e T
do a-(r+eh)—ar T
—= llm ——— =lim(ae)=ae
> a0 h h—>0

25. Na¢i izvod skalarne funkcije
- R T > = ' 5
e(r)=(axr)-(bxr) (ai b konstantni vektori)

u pravcu jedini¢nog vektora .

ReSenje. TraZeni izvod je:

SN gaatsapiidal S0y S| iy S oy
do _ i {ax(r+he)}-{bX(r+he)}—(aXr)-(bXr)
i o0 ; h :
1) (@6 XDV +h{aX ) - (BX ) +hEX D=6 X7 x7)
T80 h

I T e T e e T T
’lzlglo{(aXf)-(bxe)+(b><f)-(a><e]+/1(ﬂ><€)-(17><e)}

i 7 AT A - e i o -
(axr)-(bxe)+(bxr)-(axe).

- . e _‘) . - .
26. Izra¢unati izvod skalarne funkcije ¢(r)=1log r u pravcu jedini¢nog
._)
vektora e. _ _
Resenje. Polazeél od d<p=d7)- grad o, nalazimo pre svega cp=%log 17|‘~’, odakle je

3

o o "2
dp=—-.dr, t}. graddp=r/r*. Zato je
] .

i ] = —e_)grad cp:[? 7)/!2.
3
de

Na drugi nalin se ovaj izvod nalazi polazeét od
R e B e
do _ logV(r+he)2—log ¥r2 log(r+ he)t—log r2
-+ = 1lim = lim
de a0 h A0 2h

odakle se, na primer, primenom L’Hospital-ovog pravila dobija napred nadenl rezultat.
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27. Za skalarno polje ¢ u ravni pokazati, kako se geometriskom kon-

strukcijom moZe odrediti grad ¢ ako su poznati
izvodi skalara u dva pravca dl; i %‘f za istu
tatku M polja. " .

ReSenje. Ako su dati izvodi pozitivni, tada treba
d d
u taCkt M konstruisati MMy= —© i MMy= " .
dr, dly
Preseéna tatka O simetrala duZzi MM, 1 MM,
odreduje centar kruga koji prolazi kroz tatke M, M; 1

M,. Njegov pre¢nik je MN=|gradqol, a gradp = Mﬁ

28. Odrediti vektorske linije za polje vektora
- >
= /A e = | s
ReSenje. Iz diferencijalne jednaéine vektorskih linija

E)x d?: 0, il dx/x=dy/y=dz/z
proizilazi posle integracije

= Cos B =Chx {C, 1 C, integracione konstante};

a to su prave koje prolaze kroz koordinatni poletak.

29. Odrediti vektorske linije u polju vektorske funkcije a=cxr
(7 vektor poloZaja tatke polja; ¢ konstantni vektor).

ReSenje. Vektorska diferencijalna jednaéina vektorskih linija je

-
dr > -
R

> 5 - >
drx(exr)=0, ili dr=df-(cxr), # —-=cx

- =)
MnoZe¢i ovu jednaéinu skalarno najpre sa r, a zatim sa ¢ | imajuéi u vidu da je

- 2> > = -2
re{cxr)=01 c¢-(cxr)=0, dobijamo:

- -
->dr —>dr
I — C—=V,
dt df
ili
d(r?) d 5> 0 - —»1
dt o CTt( I')— (r_|r)

Integracijom nalazimo:
e
r=r, ¢cr=a {ro i « Integraclone konstante).

Jednatina r=r, pretstavija familiju koncentriénih sfera sa ceatrom u polu, a jedna-
= =y
¢ina r ¢ = a definie familiju ravni koje su upravne na vektoru c.

TraZene vektorske linije su krugovi kojl leZe u ravnima upravnim na vektoru E), a

N
centri im leZe na pravoj koja prolazi kroz pol, a paralelna je vektoru c.
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30. Odrediti vektorske linije magnetnog polja koje obrazuje elektri¢na
struja konstantnog intenziteta /, koja tece kroz beskrajni pravolinijski provodnik.

17 4
Resenje. Koriste¢l izraz za vektor H:

21 > > ae ]
=S l=yit+xi)  (p*=x2+)2
P
diferencljalna jednadina vektorskih linija je
— ->
Hxdr=0,
—
odakle za H= {-—y, x, 0} dobijamo sistem diferencijalnlh jednaéina:
" dx _dy dz

0 i ¢ T o’
tija Integracija daje
x2 - yz — aZ =
Vektorske linije su krugovi koji pretstavijaju preseke koaksijalnih cilindara sa osom 0oz
sa ravnima koje su paralelne koordinatnoj ravni XQOY.

31. Dokazati da ako su vektorske linije polja vektora ;upravne na
jednoj familiji povrSipa, tada je krivina ovih linija data obrascem

" —*
S=lvxt.
| a

32. Dokazati ta¢nost obrazaca:
div (¢v) = @ div v+v grad ¢,
rot(ev) = (¢ rot v) + (grad @ x v),

i primeniti ih na odredivanje divergencije i rotora vektorske funkcije f(a_)r_))-;z>
(a konstantni jedini¢ni vektor).

Odgovor.
T - S I T -
div{a-f(a r)}:f(a r)-diva+agradf(a r)=af’(a r)grad(a r)

- - - >
=lal®-f'(a r)=f(a r).
e - - - e
rot{a-f(a r)}:f(a r)jrota+[grad f(a r) X o]
S>> > -
=/(ar)-axa=0.
33. Proveriti da li je polje vektorske funkcije
e - —
v=rx(wxr) (w=const)
solenoidno i izraziti v rotorom izvesnog vektora, koji treba odrediti.

T B .
Odgovor. f><(<°><f)=-—rot(réu>) (r=17]).
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34. Izracunati divv i fotv za vektorske funkcije:
a) v=f(p)r (p=|axrl; a konstantni vektor);

b) 'v’:f(p)(&’x?) (p=|axr|; a konstantni vektor).
o=

- - rla, = S

Odgovor. a) divv=23f(p)+pf’(0); rotv:/’[p]T[rxa];
- > -
b) divv=0; rotv=][2f(o)+f'(p)r]a.

35. Pretstaviti vektor V=ax grad ¢ (l? konstantni vektor) kao rotor
izvesnog vektora.

Uputstvo. lzracunati najpre rot [q)Z) I pokazati da je

- - -
rot (pa)=oprota+ (grad pXa),
a zatlm ovde stavlti a = const

Rezultat. v =0 x grad ¢ = —rot (¢ a)

36. Odrediti divergenciju: a) polja linearnih brzina rotirajuée tecnosti
i b) divergenciju jatine magnetnog polja koje stvara struja konstantnog in-
‘tenziteta I koja tete kroz beskonacni pravoliniski provodnik.

Pokazati da su polja pod a) i b) solenoidna.
Uputstvo i rezultat.

a) Koristeél ;)=w[—-y?+x?). nalazi se div7=0.
b) Koristeél vektor jaélne magnetnog polja

21
H= P( y1+xl) (02=x2+y?)

nalazi se div l7= 0.

Citalac moZe utvrditi da je: a) rot ;)9&0 f b) rot I?;é 0, Sto sa prednjim rezultatima
potvrduje solenoidnl karakter dvaju polja.

37. Na primeru vektorskih funkcija v=aiw=r (Z konstantni vektor;
-
r vektor poloZaja tactke polja) pokazati da vaze diferencijalne operacije:

(vgrad)w—(vl)—+(v )@5+( k)—

- =5
w(r+hvl—w(r].

- -
(vgrad) w=lim
h>0

38. Odrediti div {ax(rxb)} gde su aib konstantni vektori, a r
vektor poloZaja tatke polja.

Rezultat. div{ax(r X 5) }=2(a 8).
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39. Dokazati obrasce:
N - - = -
div(vxw)=wrotv—vrot w;
- - > .. o > - > > -»
rot (vxw) = vdivw-wdivv+(wgrad) v—(vgrad) w;
- - - - - - - - - -
grad(v-w) = (wxrot v)+ (v xrot w)+ (w grad) v+ (v grad) w.

40. Odrediti funkciju f(r) tako da je divf(r)-r=0 (r=|71).
(0

r

Po uslovu zadatka je 3f(r)+rf’(r)=0, odakle je f(r)=c/r® (c=const).

Redenje. div/(r)-r=/(r)-divr+ (grad f(r), 1) = 3(r) +

-
(rr)=3f(n+rf(r).

41. Pokazati da je

a) za polje brzine &vrstog tela
- =2 >
v=Vo+(wxr)
__)
divv=0;
b) za polje ubrzanja &vrstog tela
e Y N
w=we+(wxrj+[wx(wxr)]
div w= — 2w,
42. Primenom obrasca
-~ - - - - - > S -
grad (v w) = (wxrot v)+(vxrot w)+(wgrad) v+ (v grad) w
pokazati da je:
- - = - -
1 (vgrad)v=rotvxv za |v|=const;
- - - - - -+ = - - —
20 grad (v¥)=(vxrotv)= —2(vgrad)v, za v=wXr (w=const);
-, - - - - > —
3° grad (av)—(axrotv)=(agrad)v (a=const);
- - - —
4% grad (a grad ¢)=(a grad) grad ¢ (a=const).
43. Dokazati identitet
A(eV)=oAV+ VA9 +2VeVi.
ReSenje. Polazeéi od toga da je v(pV¥)=9vV+V¥ve, nalazimo
Afp¥) =v(ev¥+1¥ve) =v(evi)+v vy

=vovV+ooAy+ylvetAg

= oAV +Vde+2vevi.
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44. Dokazati identitet A(Vg)=V(Ag).
Re$enje. Koristeti relaciju:
: [v, vﬁz‘v(ﬂ;%ﬂ)
I stavljajuéi -;:V(p I podto je [v, v;})]:O, dobija se
O=v(vve)-—-Alvy), odakle Je A(vp)=v(dg).

3 " 2
45. Odrediti Ag ako je o=9(r) (r=|r|).
Odgovor. 5 :
U prostoru: Ap=9”+ 7r<p'; u ravoi: Ap=9”+ Trp’.

46. Odrediti A ako je p=o(p) (p=laxr|; a konstantni vektor;
7 vektor poloZaja tatke polja).
Odgovor.

1
U prostoru: Ap=q¢”+ —¢’; u ravnl: Ap=q”.
0

47. Ako su z;: viwti dvaput diferencijabilne funkcije tacke, izratu-
nati Vf i Af za skalarno polje

e e
flr)y=u v w.
Ispitati specijalni sluéaj
- - it | > o
u=r2r, v=(ur)a, r
gde su d i b dve vektorske konstante.

48. Primeniti triput uzastopce operator V na skalarno polje f(?) i
ispitati moguée slucajeve.

Isto pitanje za vektorsko polje a.

49. Pretstaviti vektor a x grad f ((7 konstantni vektor) kao prostorni
izvod jedne vektorske funkcije i to kao odredenu grani¢nu vrednost.

Uputstvo. Rezultat zadatka 35 (na str. 262) pretStaviti u formi graniéne vrednosti
koja defini$e prostorni izvod.
50. Proveriti slede€e relacije:
.t e > it
vV)fa=a(vgradf)+f(vV)a;
- > e SRS > o
[c, grad (a b)]=[a, (¢ V) b]+[b, (¢ V) a];
—> ‘ > > e > >
(V) (axb)=[ax(cV)b]—[6x(cV)a];

[(@x b)-rot c]=[b, (@V) c]-[a, (b V) c].
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51. Proveriti tacnost sledetih relacija:
(@xV)xb6=(aV)b+(axrot b)—adiv b;
(@xV)xr=—2a;
(VXa)xb=—(aV)b—(axrotb)+(rot axb)+a div b.

52. Elektri¢na struja konstantne jacine / te¢e kroz beskonaéni pravo-
liniski provodnik koji se poklapa sa osom OZ u njenom pozitivnom smeru.

Naéi vektor magnetnog polja Hu proizvoljnoj tacki M(x, y, 2).

. Re3enje. Po Biof-Savart-ovom zakonu element provodnika A‘A?’ stvara u tackl M(x, y, 2)
magnetno polje &lji je vektor

> I 5 o z|
dH =—(ds Xrq),
r13 s -
gde je ~ 7 M
e M > ¢ Sl
ds=AA, =AM, ri=|r;|=AM. 9\\ M(xyZ)
Po uslovu zadatka vektor magnetnog polja ée biti: - i
+w /)
= 1 Bl A r
H= o (dsXr), d%
% {
— - ->
Ako je OA=E, tada je OA=Etk, ds=dEk, i
> > — - 0

ri=r—0A, {j. r1={x, y, 2—§}, te Je

r= (R = (K (2= ER R = {0+ (2= BRI, %

gde je p2=x24y? kvadrat rastojanja tacke M od ose OZ. Uzimajuéi jo§ u obzir da je

-5 S
| j k

iy - g
dsxry=10 0 dg =—ydEi+xdEj,

dobljamo
@«

(—yl+x]) dE
& A=yi+xf)jas
-1 [ [+ (z—ER P

Tl

Posto je tatka M fiksirana, posle smene
E—z=ptgt, dE=pdf/cos®t
dobija se
n
3

1
- cos t df=2/p2.
f [°2+(Z g)2 3/2 zf *

|
ISIRY

Zato je H’= (}'1+XI]
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53. Dokazati da je krivolinijski integral
3> 1 . o
L $rxdr

(&

jednak vektoru povrSine koja se grani¢i konturom C.
ReSenje. Ako se leva | desna strana gornjeg izraza pomnoZe skalarno proizvoljnim
konstantnim vektorom c?, dobiée se
> 1 po 9 1 > >
Tae 73§a’-(r)><o|7’)= Ef[ax?)dr.
c
SR > o> o
f(axr)dr:ff rot{a X rjdo.
(c S

Prema Stokes-ovoj teoremi je

No kako je
- > = S By e=w LB e el [ =y
rot(axr)=vX(aXxXr)=a(vr)—{ay)r=3a—a=2a,
biée
e R -
Sg(axr)dr=2a ff do.
C
Zato je

S
- = - -
1-a=a-ff do

S

- -
I::ffdc.
S

-5
t]. na osnovu prolzvoljnasti vektora a:

54. Dokazati relaciju
- fq)d?: ff d:xgrad 9,
c ‘B

gde je C kontura koja ogranitava povrdinu S.

_}
Re3enje. Skalarnim mnoZenjem gornje relacije prolzvoljnim konstantnim vektorom a
imamo

== =l
l-a= 9 pa-dr.

Primenom Sfokes-ove teoreme, dobljamo
- - - -
f}gcpadr=ffrot(<pa)do.
C S '
No kako je
oy
rot (pa)={a X grad o),

- - s e >
ffrot(q:a]dc: ff(gradcha]do:ffa-(dcxgradcp],
S N S

=
1li podto je a konstantan proizvoljan vektor, dobija se

- - -
, l=ffdc><gradcp.

S

biée
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&

55. Nadi cirkulaciju vektora 7=y?~x7dui konture koju obrazuju ko-

. - . 7> ;) . —)
ordinatne ose i luk astroide r=a-cos®t-i+asin?f.j koji leZi [u prvom
kvadrantu.

ReSenje. Prema slici je

3§ Vdr= [ vdr + [ var+ [ vdr.,

C OA AB BO
—_ - - - = : 4
DuZ OA je v=—x]j, r:x_l), dr=dxi, 17
ey 4
vdr =0, te je
-
fvdr=0
0A
e e s T T -
DuZ BO je v=yi, r=yj, dr=dyj, {
5
vdr)=0, te je
R
fv dr=0.
BO 3 4
0 A

DuZ luka AB astroide je

> -> ->
dr =—3acos?tsintdf-1+3asin?fcoestdf.],
te je z
n/2
> > 3 3x
v dr=——a2fsln22!dt=——«a2.
4 16
AB 0
Zato je

56. Primeniti na integral

2y =Hl. Sy - ,
3@5 (axp)de (a konstantni vektor )
s

teoremu Ostrogradskog.
Refenje. Po teoreml Ostrogradskog je
b (@xp)do= [[[ dwv(@xp)av,
S D
No kako je

=+, 5 = > —> =H)\ b=
diviaXp)=(v(axp))=—a-(vXp)=—arotp,
biée

fp(axprds=— [[[ drotp-av.
5 v
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%t
Na = :
- B7. lzralunati neposredno Sgs;do‘, gde je S povrsina lopte polupreé-
S
nika a sa centrom u polu. Zadto se na dati integral ne moZe primeniti
teorema Ostrogradskog?
Reg3enje.

- >
#~do— ﬁng?do-S[jg:

Teorema Osfrogradskog ne moZe se primeniti, jer divergencija vektorskog polja nije
definisana u polu.

1 1
—=—1pdo=—-478% = 4n,
= (1~‘s a2

' 58. Dokazati da je g];ﬁrot vdo=0 a) na osnovu teoreme Ostrogradskog;

b) na osnovu Stokes- ove teoreme.
Re3enje. a) ff rot;ds = fff divrotvdV = 0.
s D '

b) Zatvorenu povrdinu S proizvoljnom konturom L podelimo na dva dela S; i S,. Tada je

ggﬁ rot ;)d;)z ff rot ;)d:+ ff rot ;)d;)z f?d?+ fﬁ;)d?'
Sy = -L

S Sy

ff ot » dilst 3§7d7— 5£7d?’= 0.
S

L L

5 : S>> - x
59. Izratunati S@S(a r)do (e konstantni vektor).
N

Re3enje. Prema

ngq)d:—_- fff gradpdV
S D

imamo
S@S(?F’)d?: i grad(??’)dV:fff adV=a-v
S D D

gde je V zapremina obuhvaéena povriinom_S.

60. Odrediti divr (7 vektor poloZaja tatke), a zatim primenom teo-
reme Ostrogradskog izratunati fluks ovoga vektora kroz zatvorenu povrSinu
koja ograni€ava deo prostora zapremine V.

_)
ReSenje. Koriste¢i se rezultatom: divr =3, prema teorem! Ostrogradskog:

SQS?dc?: fff div?dxdydz

S v

#7d:=3fff dxdydz = 3V.
v

S

dobija se
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61. Odrediti divergenciju i fluks kroz proizvoljnu zatvorenu povr§inu
vektora indukcije elektrostatickog polja

ST 2y -
D=—-r, (ro=o0rtr).
e
Rezultat. divD=0: f Ddo =0

i

62. Odrediti fluks vektora poloZaja r kroz pravi kruzni cilindar polu-
preénika osnove R i visine H, ako centar
njegove donje osnove leZi u koordinatnom
pocetku.

ReSenje. TraZeni fluks je
5@5(7d3’)= ff(?d?)+ff(7d?) +ff(7d3’),
S Sy S, Sy

gde su S, S;, S; respektivno povrdine donje, gornje

osnove i omotaca cilindra, V. F/déz
> - - > ] AT N AT
Podto je r | do, na §;, to Je rdo =0, te je 0\ N
: y
S
jf(rdo) 2t dE
Sy
Na S, je X

- - -
ff(rdo):ff(r),n)d0=ffHdo=Hffdo=H-.~rR‘~’.
Ss Ss S, S,
gde je ;)jedini(':ni vektor spoline normale na gornju osnovy, a do = | d:!. Najzad se doblja
-, - >
ff(rdc-): ff(r n)do = Rffda:R-?rrRH: 2xR2H
Sg Sﬂ Sﬂ
gde je /?jediniéni vektor spoljne normale na povr3ini omotada. Zato je

- -
ﬁ@(rda)=nR2H+2nR2H=3zR2H.
S

63. Ako su u oblasti D, ¢&ija je zapremma V, a koja je ograméena
povidinom S, definisana polja funkcija f i a pokazati da je

Eﬁ@gng(VI‘)= - [ Vi (Vxa)dV.
s D

64. Pokazati da vektor Z, upravan na jednu fiksiranu ravan, &iji je
modul u svakoj tacki funkcija rastojanja od ove ravni, pretstavlja gradijent
jedne skalarne funkcije.
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65. Ako je S povrdina koja se oslanja na konturu C, proveriti relaciju
fff-rotﬂ)d:;: ggfﬂ)d;)— ff(grad/x;) do.
S C S
Uzimaja¢i ovde Z:grad ¢, pokazati da je
ff(gradfxgradcp) do= yﬁfgradcpd?:-— qu)gl'adfd?.
s ¢ @
66. Pokazati da je
ffrotads=0 i YPgradfxde=0
S S

67. Ako je a dato vektorsko polje, pa se formiraju polja

=) L — | -
b=rota 1 c=3—rotb,

pokazati da je

ufffb~dV——— (axb)dc+fffa cdv,

gde je V zapremina oblasti ograniene povrSinom S.

68. Odrediti fluks vektora poloZaja kroz prav kruZni konus ¢iji je vrh
u koordinatnom pocetku, polupreénik osnove je R, a visina H.

rdc_ffrdc+ffrdo,

gde je S; povrdina omotaéa, a S, povriina osnove konusa.

ReSenje. Fluks kroz povrinu konusa je

5
Na povriinl omotada konusa je r upravno na povriinskom

- =0 T
elementu do, te je rdo=0, pa Je zato

f[7a-o

Za povrdinu osnaove S, je

> > o - 2
rdo=(r n)do=rpdo=Hdo {(n=ortdo).
ff?d?:Hffdo:nRzH.
Sz Sg

Zato je #7‘13:“’32”'
s
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_ 69. Ako je a dato vektorsko polje, ?jedini(:ni vektor tangente na krivu
integracije, pokazati da je
B
> 5 1 - -
fa (tV)a ds=[a*(B) - a2(4)],
A

gde su A i B dve tacke na ovoj krivoj.

70. Dokazati obrazac

2
3§udv= 5@8 (grad u x grad v) do,
¢ s

gde je S povrSina koja se oslanja na konturu C, a u i v dve funkcije tacke.
71. Dokazati formulu
o - = - ST S . T T
rot (AxB)=AdivB—-BdivA+(Bv)A—(Ay)B
i, polaze¢i od nje, dokazati relaciju
-> - - e o 4
rot {r*(axr)}=(n+2)r"a—nr"-2(ar)r,
x o g = = 2 =2
gde je a=const, r vektor poloZaja, r=|r|.
72. Odrediti sve funkcije
fi(x), fa(x), &), &:()
koje imaju osobinu da je vektor
(yf,(x)+&.(9), folx)+x2:(y), 0},
iji je pocetak u tacki (x, y, z), jednak gradijentu jedne skalarne funkcije.

73. U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu Oxy posmatrati
vektorsko polje ¢iji vektor I?(M) u tacki M(x,y) ima za koordinate

x3—-3x y2 ﬁ?y_ya
eyn | (xE4pEm

Odrediti n tako da bude ?(M)=grad U (M) i za nadeno n odrediti U(M).

ETEL g
2(x2+ y2)2

Ova funkcija odgovara broju n=3.

Rezultat. U(M)= (C realna konstanta).

74. Ako je P ortogonalna projekcija proizvoljne tacke M na osi /, a
f(r) data diferencijabilna funkcija promenljive r, ispitati da li se vektor

f(]lﬁﬂ)ﬁﬁl) moZe pretstaviti kao gradijent jedne skalarne funkcije.
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75. Ako je

=T s '
A= A(Tsld = . . i)
gde je '
Uv=uv(x:y>z) (V=l)2’ "')‘n)y
proveriti formulu

o i n OZ
rot A=) gradu,x —.
ouy

v=l1

Odrediti takode div 4.

76. Dokazati formulu
= =) I
(1) cos (r, n) do =2 = dedydz,
g e

gde je S zatvorena povrSina, koja ogranitava oblast G; ; spoljaSnja normala
. na povrdini S u tacki M(x, y,2); r radljus -vektor tacke M(t y, 2) sa pocetkom
.uA(abc)lr—[ fk

ReSenje. Polazedl od Jednakosti

A
cos [r n) = Cos (ro, My) =ro Mg,

S@Scos(;: F]doz#7;&’:fffdivrjdg:?fff%dxdydz.
S G G

S

dobija se

77. Vektor ?(x, y,2) ima neprekidne prve izvode u trodimenzionoj
oblasti G ograni¢enoj povrSinom S. Odrediti

e P
gjgrotv-do,
S

gde je do upravljeni element povrSine.

ReSenje. Prema teoremi Gauss-Ostrogradskog je

S{;ﬁ rot;)- d?: ffj div rot;)dg.
S G

Kako je
- - -,
divrotv=v(v X v)=[yvv]=0,

> o
S@Srgtv-dc:O.

S

bice



DIFERENCIJALNA GEOMETRIJA

UPOTREBLJENE OZNAKE

1. ab ili a-b znali skalarni proizvod vektora a i b.

2. [ab] ill |a, b] zna&l vektorski proizvod vektora a | b.

3. (abe) ili (a, b, ¢) znadi [ab]c.

4. {al, Ug, 03} znadl vektor &ije su pravougle koordinate aj, as, ay.
5. t oznaduje promenljivi radijus-vektor tatke na krivo] ili povrsini.

6. Kod izraza, kod kojlh su upotrebljenl ,gornfi* i .donji* indeksl, upotrebijena je
tzv. konvencija o sabiranju.

7. t, n, b oznaluju jedini¢ne vektore Frenet-ovog trijedra krive.

8. ty znall O (u?, u?)/oul.

9. N oznaluje jedini¢ni normaini vektor na povrSini.

10. gk su koeficijentl prve, a hy, koeficijentl druge diferencijalne forme na povr3ini.

I. PROSTORNE KRIVE

1. Naéi duZinu s luka date krive.l

10 r=[0cos ht—bcosat, asinbt+bcosat, 4a+bbcosa:bt}
a

od tatke =0 do proizvoljne tatke krive;
20 p={sint, sin tcost, log cost} od t=0 do proizvoljne tacke krive;
3° v={t+a?/t, t—a?/t, 2alog(t/a)} od preseka sa x-osom do proiz-
voljne tacke;

4° y=x%/2a, 2=x3/64®> (a=const) od koordinatnog pocetka do
tacke T(xq, yo,20) krive.

t t

— i b T
Refenje. 10 s=! \/rzdt=0f2abdt=2abt; 20 s=1ogtg(;+:).

a® f ‘
3° Za presednu tadku krive i x-ose iz y=1— T:O, z=12alog 7:0 dobijamo vred-

nost t=a. TraZena du’ina s luka je onda

¢ t
e . a? L5 a?
a a
40 Stavijajuél x=1¢, moZemo jednalinu krive napisat! vektorski u obliku

S {t, t2/2a, t3/6a2}.
Onda imamo

t ¥ t , -
s:f\’t2dt=f(l+ 2—‘12)dt=t+ 6’ i s=xo+2.
0 i

18 Zbornik matematikih problema II
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2. Sta je sferna indikatrisa tangenata krive
v={2¢{—sin 2¢, —cos 2f, 4sint}?
ReSenje. Za jedini¢ni tangentni vektor date krive dobijamo
r*:i/}ﬂ:{slng!, sinfcost, cost}.
Ako t* posmatramo kao radijus-vektor, onda on odreduje traZenu indikatrisu. N)ene para-
metarske jednadine su
x=sin2f, y=sinfcost, z=cost.
Eliminacijom parametra f iz prve dve odnosno iz sve tri jednaéine dobijamo
A= =0, X2+ y2422=1, 2

Indikatrisa je, prema tome, presek cilindra, odrcdenog prvom od ovih ]ednaclna sa loptom,
datom drugom jednatinom. Dobijena kriva je Viviani-jeva kriva.

3. Pokazati da tangenta krive
x2=3 . & 20y=92
zatvara stalan ugao sa jednim odredenim pravcem. Koji je taj ugao i taj pravac?
Re3enje. Stavlja’]uél x=1{, moZemo jednadinu krive pisatl vektorski u obliku
(1) B= {1, (2/3, 21221},

odakle dobijamo jedinicni tangentni vektor t=r/|t| krive:

(2)

BCYSIE -{9, 61, 2£2}.

Sada éemo pokulati da potraZimo takav konstantan jedinitni vektor e = {e,,ez.e,}, ukoliko
postoji, kojl sa t zahvata stalan ugao, odnosno da bude

(3) t-e=c (¢ =const).
. 1z (2) i (3) sleduje onda da Jednaéina
2(c—e3)t2—60,t+9(c—e,)=0
riora biti zadovoljena za svaku vrednost od f, 3to da]e‘
c=e,=¢3, €,=0.

Podto je vekfor e jJedini¢an, dobijamo iz e2-+e2=1 da je c=e;=e;:=1/y2. TraZenk
vektor postojl; to je vektor

1
= ﬁ . { L0, 1}.
S njim zaklapa tangenta krlve stalnl ugao ¢ za koji vaZi
coso=e-t=c=1/)2.
O=-a/4.
4. Naci one taCke krive v = {t%/4, 13/3, 123/2}, u kopma su tangente
paralelne sa ravni x+3y+2z=0.

Reéenje_. TraZene talke krive su date onim vrednostima par‘ametra t za koje je tan-
gentnl vektor r= {13 1%, t} date krive normalan na normalnom vektoru N = = {1, 3, 2} date
ravnl. Jednadina v-N =134+ 3{2+ 2¢=0 daje nam osim f =0, kojo] vrednosti odgovara singu-

larna tacka krive, traZene vrednost tj=—11 f,=—2. Tangente su paralelne datoj ravni,
dakle, u tatkama (l/4 —1/8, 1;2) i (4, —8/3, 2).
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5. Pokazati da jedna od bisektrisa izmedu tangente i binormale krive
v={3f, 312 213} ima stalan pravac.

Dokaz. Za jediniéne vektore t i b na tangenti i binormali dobijamo

11,24 2124, b=———-12/2-24,1.
(1,2262) e )

i 1+2¢2

odakle izlazi da je vektor
t+b=1{1,01}

konstantan. Buduéi da vektor t+b JeZi na jednoj od pomenutih simetrala, stav Je time 'dokazan.

6. Pokazati da su radijusi p, t prve i druge krivine zadate krive jednaki.
10 v={a(3t—1?), 3at?, a(3t+13)};
20 y={t, 12/2a, t*/6a2};
3° v={t+a?/t, t—a?/t, 2alog(t/a)}.
Rezultat.
10 p=r=3a(l1+12)2; 20 p=r=(1242a%)2/(10); 3% p=r=(a2+1%)/(at?).

7. lzracunati krivinu k=1/p date krive.
1° p={efcost, elsint, e'};
20 p={4acos’t, 4asin®t, 3ctos2f}  (a,c=const);
3° r={a(t-sint), a(l—cost), 4fsin(t/2)} (a=const).
Rezultat.
19 k=VY2.e—43; 20 k= AL M k:VTJ’s’;HZ‘(‘t‘/z_j/[4a).
‘ 6 (a2+c?)sin 2t ’
8. Na jedini¢noj lopti su uvedene geografska duzina ¢ i komplement
geografske Sirine 6. Odrediti fleksiju i torziju krive ¢ =39.
Re3enje. Lopta je odredena radijus-vektorom
¥ Iy = (cosrpsin 0, sin ¢ sin 6, cose} ’
Odavde dobljamo, stavljajuél p==06={, jednacinu date krive u obliku

t*(f,t)=1z(t)= {sintcost, sin%f, cost},

Odredujemo izvode i, 1, t | unosimo ih u formule za krivinu 1/p { torziju 1/r, pa dobijamo

\/ l+S._lr;2rp 3 4 1
o= = , U g
X 2 3 sing

9. Ako je n-ti izvod radijus-vektora r(s) po luku s dat sa W=
=apt+b,n+c,b, odrediti njegov (n+1)-vi izvod.

Rezultat. t("+V= g4 ,t+bp4,0+Cca+,b, gde je

an41=an'—kbn, bnyi1=bn'—kan—ncn, Cn+1= Cn +1bn.
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10. Po kakvoj krivoj seku tangente kruZne zavojnice ravan koja je
normalna na osi krive ?

ReSenje. Jednallnu zavojnice uzimamo u obliku
(n t={acost, asint, bt }.

Ne gubimo ni3ta od op3tostl, ako za ravan, koju seCemo tangentama krive, uzimamo xy-ravan,
Jednadinu krive u kojoj tangente krive (1) seku xy-ravan dobijamo ako u Jednalinu tangente

t¥ = 1‘+)\.t

mesto prolzvoljnog parametra L unesemo onu mnjegovu vrednost za koju freéa koordinata
vektora v* postaje nula, tj. A= —{. Time za preseénu krivu dobijamo jednalinu

t*={acost+atsint, asin{—atcost, 0}.

Parametarske jednadine
x=a(cosf+tsint}), y=a(sint—+tcost), z=0

ove krive pokazuju, da je ona evolventa kruga x24y%=4a2 u xy-ravni, tj. evolventa kruga
u kome ravan seCe kruZni cilindar na kome se zavojnica nalazi.

11. Na binormali krive konstantne torzije w izaberimo tatku M na
konstantnom rastojanju ¢ od krive. Odrediti ugao ¢ izmedu binormale
krive i binormale geometriskog mesta tacke M.

ReSenje. Ako je kriva zadata radijus-vektorom r=t(s), gde je s duiina luk4 na njoj,
onda jednaina geometriskog mesta glasi t*=t+cb. Binormala geometriskog mesta ima
smer vektora

[dr*/ds, d2e*/ds?] = 2x3t+cx®n+k(1+c2x2)b.
Ovaj vektor zahvata sa b traZeni ugao ¢, za koji dobijamo

12, Zadata je jedna kriva ¢ija krivina je k a torzija x. Odrediti kri-
vinu £* i torziju «* za sfernu indikatrisu: 1° tangenata; 2° binormala.

21 2 Py [

Rezultat. 10 k* = VI +x ,  wE= 3
' k k(k2+%2)

o oo VEER L wiw
x x (K24+2)

13. Na tangenti krive, €ija krivina je k i torzija x, uzmimo ta¢ku M
na konstantnom rastojanju ¢ od dodirne tacke. lzraCunati krivinu £* geo-
metriskog mesta tacke M

Rezultat. Krivina 4* je data sa
k*2(14+c2k2)% = c2h2:2(1 +C242) + (k+ck/£c2h)2,
14. Na binormali krive, kojoj je zadata krivina & i torzija x, izaberimo

tatku M na konstantnom rastojanju ¢ od krive. JzraCunati krivinu £* geo-
metriskog mesta tacke M. ;

Rezultat. Za traienu kelving k% vaZi
k*2(1 +c2x2)8 = 2t (1 4-c2x2) + (k— %' +c2kx2)2.
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15. Naci krivinu polarne krive za datu vitoperu krivu,

ReSenje. Data kriva neka je odredena jednalinom r=1(s), gde je s prirodni para-
metar, a traZena kriva neka bude odredena radijus-vektorom r*, a s* neka bude duZina
luka na njoj. Ako izvode po s obeleZavamo crtom, onda tmamo, kod uobilajenih oznaka,
jednadinu polarne krive u vidu

t*=tr+pn+1p’b.

Diferenciranjem po s 1 primenom Frenef-ovih formula dobijamo

ds*
o= (—"— +(rp')') b,
odakle sleduje
*
1 t'=b, oL (e,
ds £

Diferenciranjem prve od ovih dveju jednafina po s dubiljamo

nFodst_om
¥ p* ds Y
a odavde
1 ds* 1
(2) n*—_——n' dre e T
o¥ ds =

Iz drugih jednaéina (1) 1 (2) za radijus-krivine p* polarne krive sleduje

p¥=p+(p'7)’.

16. Odrediti radijus torzije polarne krive jedne date krive.

Re8enje. ObeleZavajuéi jedinine vektore Frenet-ovog trijedra za polarnu krivu redom
sa t*, n* b* onda 1z prethodnog zadatka sleduje

b= [t*n*] =—[bn] = t,
odakle diferenciranjem po s izlazi
(1) i e

Koristeéi relacije (1) i (2) prethodnog zadatka, odavde dobijamo traZenu relaciju

=L fotelprny).

17. Odrediti krive, za koje je jedna zadata kriva C polarna kriva.
Uputstvo. Neka Je kriva C#, odredena radijus-vektorom t#, Jedna kriva sa traZenom
osobinom, a zadata kriva neka Je v=rt(s). Na osnovu prvih jednaélna (1) 1 (2) zadataka 15
sleduje da svaka tangenta krive C* leZt u oskulatornoj ravnl krive C, poloZene u odgova-
rajucoj talki. Zato postoje takve skalarne funkcije A(s) i p:(s) da vaZi
¥ =r4At4pn,

a koje treba odrediti. Koriste¢! osobinu da je dv#/ds paralelan sa b (vidi jednalinu (1)
zad. 15), dobijamo diferencljalne jednaline |,

N=kn—-1, wW=—kX\,

koje odreduju traZene funkcije X i u.
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18. Na¢i torzije dveju krivih koje se mogu tako uzajamno jednoznacno
preslikati da korespondentne tacke imaju istu binormalu.

ReSenje. Oskulatorne ravni krivih u korespondentnim tackama su, po pretpostavei, para-
lelne. Zuadl vektori t, n i t*, obeleZavajuci jedinitne vektore Frenef-ovog trijedra kod jedne
krive bez a kod druge sa zvezdom, su komplanarni. Prema tome vaZi

t*=tcosa4nsina,

gde je =< (t, t*). Diferenciranjem ove jednaéine po luku s jedne krive i mnoZenjem dobi-
jene jednacine skalarno sa b=b* dobijamo O=sin a/7, odakle sleduje — ako se krive ne
poklapaju — da je 1/v=0. Na isti na¢in sleduje da je i forzija za drugu krivu nula.

Obe krive su, prema tome, ravre.

19. Glavne normale krive (C) su binormale krive (C’). Kakav uslov
zadovoljavaju radijusi p i v prve i druge krivine krive (C)?

Re3enje. Kriva (C) neka je data jednallnom v=1(s), a kriva (C’) Jednaéinom t*=1*(s%);
s 1 s* su prirodni parametri. Ako je a rastojanje odgovarajuéih tataka krivih, onda je

tf =r+an.
Diferenciranjem ove jednaéine po s dobijamo
ds* a a
(1) t¥e-——=|1——|t+a’n—- —Db.
ds P T

Skalarno mnoZenje jednaéine (1) sa n=Db* daje 0=a’ ili a=const. Onda iz (1) sleduje

gro =alt+ab  dst \/(1 O (@Y
Vie—aP+a® ds o T8
Ovu jednaéinu diferenciramo jo¥ jedanput po s, nakon ega skalarnilm mnoZenjem sa n,
kako je nn*=b*n*=0, dobljamo trazenu relaciju

1 1 1
—=a|—+ =]}.
P P2+1'2

20. Nac¢i prva krivinu evolvente krive kojoj su zadati radijusi p i
prve i druge krivine kao funkcije prirodnog parametra.

ReSenje Ako Je jednalina date krive v=t(s), a jednaéina njene evolvente t*=t* (s¥) !
(s* prirodni parametar), onda vaZi [

(1) t¥=t+(c—s)t (¢ = const).

Diferenciranjem ove Jednaline po s dobljamo, ako veliine koje pripadaju krivoj r*=1%(s%)
oznaujemo zvezdicom, relacije

ds*= ic=
) ‘ phian o §of
ds P
Prvu od jednalina (2) diferenciramo opet po s, pa dobijamo, koristeéi (2):
' o t b
(3) T=(—~+—)-L.
p? [ T CES
Odavde sleduje
1 |n*| | pb—rt
p* 0% | rle—s)
il
2 2
) 1 Zfenis
p*  rlc--9)

3to se {rafilo.
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21. Na¢i torziju evolvente date vitopere krive

Regenje. Iz relacija (2), (3) 1 (4) prethodnog zadatka sleduje

il . —rt+pb
(5) té¥=n, n* = =
odakle dobijamo

Yortr2

b* = [t*n*] = LET P
Yergor
Diferenciranjem ove jednatine po luku s date krive i uzlmajuéi u obzir (5), kao 1 (2) od

prelhodnog zadatka, nalazimo, koriste¢i Frenef-ovu formulu db*/ds*
torziju x*=1/r% formulu

n¥/r* za traZenu

f k —I\’ 1 1

Bh= W k=g, m=-
P

(k2x2) (c— Eﬁ{ B
22. 1° Koje krive imaju tu osobinu da sve njih‘ove oskulatorne lopte
imaju isti cenfar?

20 Kod kojih krivih je radijus sferne krivine konstantan?
3° Na¢i prirodnu jednainu sfernih krivih

Resenje. 10 Za radijus R sferne krivine neravne krive t=rt(s) imamo R2=p24- 120’2,
ObeleZzavajuél crticom dzvod po luku s krive, imamo :
dRz
(1) —— = 20" (e+1(p'1)) = 29’f(ﬂ + (,O’T)’) .
ds T
Radljus-vektor ©* centra oskulatorne lopte date krive, kojl je odreden sa r¥=xr+pn+1p’b,
po pretpostavel je konstantan. Zato je r*/'= (o/r+(ro’))b , 11
(2) o + (9 tye=
o

konstantnu krivinu

Iz (1) | (2) izlazi R =const. Ispitivane krive su, znaél, sferne, t). svaka leZi na jednoj lopti.
20 Iz dR?/ds=0, (1) 1 (2), zbog r+#0, sleduje da su traZene krive ili sferne ili imaju

30 Jednaéina (2).

Dedukcija je izvedena za prosforne krive. Za ravne sferne krive, tj. za o’=0, 1jz=

H £
{za krugove), jednadina (2) nije zadovoljena. Jednalina (2) je dakle prlrod‘na ]édnat‘.ma
neravnih sfernih krivih.

23. Ispitati skup krivih, za koje je‘ odnos fleksije i torzije konstantan
ReSenje. Ako iz Frenet-ovih formula

posmatrane krive elimini3emo n i stavimo p/r=c (c=const), dobijamo

db g dt ol
ds ds z
ill posle integriranja
(1) btct=a,

gde je a jedan konstantan vektor

. Skalarno kvadriranje
moZemo, prema tome, vektor a pisati u obliku n—V1+c2

vektor. Skalarnim mnoZenjem jednacine (1) sa t dobijamo

(2)

jednaline (1) daje az=1+c2 pa
e, gde je e konstantan jediniéni

e.t—_:{"_
RN
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§to znadl da je e-t nezavisno od parametra s ispitivane krive, odnosno da je ugao izmedu
e i t stalan. Prave koje su paralelne sa e i koje seku nadu krivu, obrazuju jednu cilindriénu
povrSinu, a kriva seCe te prave — pravoliniske generatrise — pod stalnim uglom. Krive sa
ovom osobinom zovu se zavojnice.

Za konstantni ugao ¢ izmedu tangente zavojnice i pravoliniske generatrise cilindra na
kome ona leZi, dobijamo iz (2) relaciju

o/t = colgy,
a za jediniéni vekior n na glavnoj normali iz (I} sleduje
(3) n=[bt]=[a—c-t,t]=[at]=[et]-VI+cz.

Vektorl a = V1+c2-e 1 t lefe u tangencijalnoj ravni cilindra. Zato je vektor

4) N=[at]=Vi+c-[et]

jedan normalan vektor na toj cilindri¢noj povs3ini. Jednaélne (3) i (4) pokazuju da je n=N
tj. da glavna normala zavojnice ima uvek smer normale cilindra.

24. Pokazati da je kriva v={e', e!, Y21} cilindarska zavojnica i
odrediti cilindar ¢ije generatrise sede pod konstantsim uglom.

ReSenje. Za krivinu 1/p i torziju 1/t dobljamo
Ve=V2(et+e~1)"2,  lir=—}2(et+e1)*2,
odakle p/r=—1=const; kriva je, dakle, zaista cilindarska zavojnica.
Pravoliniske géneratrise cilindra tmaju smer Darboux-ovog vektora
d=i+3=— {-1,1,0},
i p (et+e—t)2

znall paralelne su sa konstantnim vektorom 1= {-1,1, 0}. Jednatina cilindra je onda
t*=1r+1l, gde je A parametar nezavisan od f, ilf u parametarskom obllku

x=el—1, y=e"t41, z2=)2¢t.

Odavde se dobija, eliminacijom parametara A i f, jedna¢ina cilindra u obliku

x+y=e* VE ~21V2 x+y=2ch(z/V2).

Ako koordinatnl sistem okrenemo za 45° oko z-ose, t]. ako stavimo x+y._V7x’,
x—y=V2y’, z==z’, dobijamo za cilindar u novom sistemu jednaélnu x=}2ch(z/12).

25. Kod kojih krivih je fleksija 1/p konstantna i torzija 1/t konstantna?

ReSenje. Buduéi da je p/v=const, posmatrana kriva je neka zavojnica. Ona see
krivoliniske generatrise nekog cilindra pod konstantnim uglom ¢. Koordinatni sistem xyz,
u odnosu na koji ¢emo posmatrati krivu, odaberimo tako da je njegova xy-ravan normalna
na pravoliniske generatrise cllindra C. Ova ravan se¢e C u nekoj krlvi, koju moZemo pret-:
staviti u oblikn

(1) ‘ * = {x(s%), yis*), 0},
gde s* oznaluje duZinu luka te krive. Prema tome Je
(2) X2+y2=1,

Vektorskoj jednalini posmatrane krive moZe se onda dati oblik

®) v={x(s%), y(s*), 2(s%) },
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gde razume se, s* viZe nije prirodnl parametar. Da bismo odredlli jo¥ nepoznatu funkciju
2(s¥), koristimo &injenicu da tangentni vektor v | koordinatni vektor eg= {0, 0,1} obrazuju
konstantni ugao ¢. To nam daje

Cosp = $ € ‘.Z
P rare—s G == ——=——mt—anm
H (1422)!/2

Posle integriranja | stavljajuéi da je integraclona konstanta jednaka nuli, nalazimo traZenu
funkciju :
4) z(s*) = s* cotg o .

Jednaéinu krive {3) moZemo sada pisati u obliku
(5) T =1r¥4s%a,

gde a oznaduje konstantni vektor {0, 0, ctgcp}. Ako oznatimo sa s duZinu luka krive (5),
imamo

dr ds dr*
(6) B R Wy
ds ds¥ ds®
No kako je
Ez—éz_x'z_{_'z,,_ g2 = 1+4cotg?p =
P R o B°P = Sinty
iz (6) dobijamo
de 1 de* :
= +a, ili t =t*+a,

ds sing  ds* “sing

gde t 1 t* oznaluju jedini€ne tangentne vektore krive (1) odn. (3). Diferenciranjem poslednje
jednadine po s dobijamo
dt 1 dt*

ds sing ~ ds*

-sine,

odakle, koriste¢l Frenef-ovu formulu za izvod tangentnog vektora, sleduje

(7) L T A
p . p* '
gde n i n¥ znade jedini¢ne vektore na glavnim normalama krive (1) odn. (3), a p 1 p* radi-
~juse krivine tih krivih. z (7) izlazi da je

p¥*= psinZg.

Posto Je p po pretpostavei konstantan, sleduje da je 1 p* konstantan. Kriva (1) je prema
tome krug, cllindar C kruZni cilindar, a ispitivana kriva — kruZna zavojnica.

26. Potreban i dovoljan uslov, da glavne normale krive budu para-
lelne nekoj utvrdenoj ravni je da ta kriva bude cilindarska zavojnica.

Dokaz. Ako su glavne normale r krive paralelne nekoj ravmi koja je normalna na
stalnom vektoru e, onda Je ne=0. Iz Frenef-ove jednaéine pt’=n sleduje zbog toga, ska-
{arnim mnoZenjem sa e, da je t’e=0, {li te=const, §to znaél da je kriva cilindarska
zavojnica.

Obratno, ako je kriva cilindarska zavojnica, postoil stalni jediniéni vektor e (Ima smer
pravollniskih generatrisa cllindra na kome kriva lezi), za ko)i vaZi e-.t=const, odakle sle-
duje opet t’e=0, i ne=0, 3to znali da su glavne normale n paralelne sa ravnima koje su
normalne na e.

27. Pokazati -da je kriva v={4acosf, 4asin®1, 3ccos 2t} cilindarska
zavojaica. ;
ReZenje. Za jediniéni vektor m na glavnoj normali krive dobijamo n={sin?, cost, 0}

Glavna normala je, prema tome, paralelna X y-ravoi, odakle na osnovu prethodnog zadatka
sledi da je kriva cilindarska zavojnica.
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28. Dokazati da je opSta zavojnica L—I,‘(S) gde s znadi prlrodm para-
metar, okarakterisana relacijom (x”, ", v"")=
Dokaz. Koriste¢l Frenef-ove formule
n tv b n
Ve [ lim—tg o, D =
P T T

moZemo vektore t”/, v/, t”/” izraziti kao linearne kombinacije vektora t, n, b, naime

1
p

391 l 1 1 ” 1 7 1 1 1 14
= .t + ———— | S 2] - = === -b.
o e I o p/ T p\r
Za trostruki proizvod (r”, v’”, t”””} dobijamo, posle uprodéenja, formuin
1 d/o
(l) (t”, g, R (A)
% ds\r

Prema tome, ako je u vaZnostl relacija (v, £, v””}=0, tada je, na osnovu (1), p/r=const,
3to znaéi da je kriva zavojnica; i obratno, ako je kriva zavojnica, tada je p/r=const, odnosno
d

F (0) 0, a na osnovu (1) doblja se {v”, t”, r’”’)—O Time Je teorema dokazana
s

29. Dokazati da je prostorna kriva onda i samo onda cilindarska zavoj-
nica, ako za njen binormalni jediniéni vektor b vaZi (b, b”, b*")=0.

Dokaz. Dokazuje se .da je
1d
(bl bII bl//) ( i ) ,

© ds
odakle sleduje tvrdenje.

30. Ispitati centralnu projékciju obi¢ne zavojnice iz jedne tatke njene
ose na neku ravan koja je normalna na tu osu.

ReSenje. Vektorsku jednalinu obiéne zavojnice moZemo pisati u obliku
T =’{a cost, asinf, lzf},

gde je r promenljivi radijus-vektor, a f proizvoljan parametar. Za centar projiciranja uzimamo
tatku C (9, 0, ¢), koja edreduje radijus-vektor ¢, a za projekcionu ravan koordinatnu X y-ravan.

Jednatina -projekcionog .zraka, tj. prave koja spaja centar C sa jednom proizvoljno uzetom
tatkom M zavojnice, glasi onda

(1) t¥*=e+2{rt—¢) (f =const),

gde je A proizvoljnl parametar, a t* promenljivi radijus-vektor. Radljus-vektor t* daée nam
trazenu projekciju M’ tatke M, ako A u )ednalini (1) odredimo tako da tre¢a koordinata
vektora t¥ bude nula. Dobijamo A= —c/(ht—c¢). Unoseéi ovu vrednost u (1), dobijamo

t¥=—

- t, sint, 0
-{cost, sint, 4

hf—c { ? }

ili, u skalarnom obliku

ac

ht—c
Ako u ravnl, na koju projiciramo, uvedemo polarne koordinate p i ¢, dobijamo za projici-
ranu Kkrivu (2) polarnu jednaéinu p(c—hep)=ac.

Obiéna zavojnica se projicira, prema tome, u hiperbolicnu spiralu.

ac
(2) x=- .cost, y=-—

-sinf, z=0.
ht—c



31—32] I. PROSTORNE KRIVE 283

31. Odrediti funkciju ¢ (f) tako da glavne normale krive v={¢, sin ¢, ¢(f)}
budu paralelne sa yz-ravni. : ’

ReSenje. Za izvode r’=dr/ds, r”=d%/ds® dobijama

der dtf
v/ =11, cost, —l.—,
df ) ds

dzp) /df\2 dp) d2f
1”7 =10, —sint, 1. + 11, cosf, . i
di? ) \ds dt } ds®
Da bi glavna normala, koJa ima smer vektora ¢, blla paralelna yz-ravni, mora prva

koordinata vektora t”/ biti jednaka nuli; dakle d2{/ds?=0, odnosno
df 1 1

— = ——— = c=const).
ds  Jl+cos2t+o® ¢ ( il

Qdavde sleduje, stavljajudi k=1,Yc2—1, da trazena funkcija Ima oblik
1
(p(t)_:--/;f]’l—kzcoﬂ[ dt.
Specijalno, za k=1, dobijamo «(f)=—cos {4 const,

32. Ispitati paralelnu projekciju kruzne zavojnice na jednu ravan koja
je normalna na osu zavojnice.

Resenje. Ako je ¢c= {¢€1, €z, g} jedinitnl vektor kojl odreduje smer projciiranja, z-osa

0sa zavojnice, a x y-ravan ravan na koju pro]iciramo onda dobijamo — kao u zadatku 30
— za projiclranu krivu jednaéine

() 3 Co
(1) x=acost——Nht, y=asint—- —hi, z2=0,
C3 Cs
gde je h neka konstanta (visina jednog zavoja zavojnice), a radijus cilindra na kome zavoj-
nica leZl, a f promenljlvl parametar.
Da bi ispitali oblik projicirane krive (1), stavljamo fi¢;/cg=b, hca/cg=c, a u xy-ravnl
biramo nov koordinatni sistem tako da prava by—cx=0 bude nova x’-osa | da koordinatni

pocetak ostane isti. Ako uw jednalinama (1) zamenimo x i y njihovim vrednostima, izratu-
natim iz transformacionih jednalina

Jo2+ 2.y =cx—by, Vo2t x'=bx+cy,
dobijamo, stavijajuéi jo§ ¢/ b2+c2=cos o, b/} b2+c2=sin ¢, posle uproiéenja, jednadine
x=asln(p+1)—b2+c2.f,. y=acos(p+1).

Ako jo§ menjamo orijentaciju osa i sistem pomerimo u smeru y’-ose za —}b62+c2 i ako
koordinate u ovom sistemu obeleZimo sa x” i y”, onda za projiciranu krivu (1) dobijamo
jednacine

x?"=Vb2rc2t—asin(p+1t), y'=Vb+c=—acos(p+1).

A ovo su, kao 3to se lako proverava, jednaline cikloide — obiéne, izduZene ill skratene —

koju opisuje jedna tafka koja je vezama za krug radijusa Vo2+c® na rastojonju a od cen-
tra, kad se on kotrlja bez klizanja po x”-osi. Ova cikloida Je, dakle, obiéna, 1zduZena ili

skraéena prema tome da li Je VbZ—H'2 jednako, manje ill vee od a.
Ako je «y ugao koji vektor ¢ zahvata sa z-osom, onda je

h
Vortc2= = Ver+c2=htgag.
3

Cikloida je I1zduZena, obi¢na ill skracena prema tome da !l je tg oy manje, jednako ili veée
od a‘h. A poSto za ugao 6, kofi zahvata tangenta na3e zavojnice sa pravoliniskim genera-
trlsama cilindra na kome leZi, dobijamo tg 6=a/h, izlazl da se zavojnica projicira u cikloidu,
koja je izduZena, obifna ili skraéena prema tome da 1 projekcioni zraclt zahvataju sa osom
zavojnice ugao kojl je manji, jednak ill veél od ugla o,
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33. Obi¢na zavojnica je preseCena jednom ravai m, a u svim prese-
¢nim taCkama su poloZene oskulatorne ravni na krivu.

1° Pokazati da se sve te oskulatorne ravni seku u jednoj talki M.

2° Odrediti trajektoriju taCke M, ako se = okrete oko jedne prave
kroz koju prolazi.

Re3enje. 19 Za oskulatornu ravan kruZne zavojnice
(1) v={acost, asint, kt}
dobljamo jednaéinu )
(2) Xeksint—y-kcost+az+akt=0,
Zavojnicu selemo- ravninom =x, datu jednalinama
(3) ‘ x=A;+uBi+v(C,, y=Ay+uBy+vC,, 2= Ag+uBz+vCq,

gde su Ay, Bi i Ci (i=1,2,3) date konstante, a u i v nezavisni parametrl. Eliminactjom
X, yiziz(l)i(3) dobijamo sistem

(4) acost=A,+uB+vC{, asinf=A,+uB,+vCy, kt=Ag+uBg+vC;s.

Svako redenje (f,u,v) ovog sistema daje po jednu preseénu tadku krive (1) I ravai (3).
Eliminacljom ¢ iz (2) i (4) dobijamo jednaéinu

(kAgx—kAyy+a2z2+a2Ag)+u(kBox~kByy+a2Bs)+v(kCox—kCyy+a2Cg)=0,

koja za one vrednostl u i v, kojJe odgovaraju preseénim tackama zavojnice (1) sa ravni (3,)
pretstavlja jednadinu oskulatornih ravnl u.tim tadkama. Dobljena jednaéina pokazuje da sve
ove oskulatorne ravni prolaze kroz talku koju odreduje sistem

kAyx—kA; y+a22+a24;=0
(5) kByx—kByy +a2Bg =0
kCox—kCyy +a2Cs = 0.
20 Ravan x neka se okreée oko neke prave koja je paralelna sa nekim datim vektorom

{B,, B,, B }. Jednadinu pramena tih ravnl dobijamo ako u sistem (3) mesto C; stavimo
Ci+2AD; (i=1,2,3), gde su D; bilo kakve konstante koje zadovoljavaju uslov

By By By
C, C, Cg|#0.
Dy Dy, Dy

Onda tako lzmenjene jednacine (3) za svaku vrednost A odreduju po jednu ravan pramena.
A jednaéine (5), u kojima prethodno izvr§imo smenu konstanata C; sa izrazima C;+ 2Dy,
odreduju jednu pravu, nmaime pravu koju odreduju prve dve jednadine sistema (5).

Geometrisko mesto tataka M je, prema tome, jedna prava.

34. Data je sferna indikatrisa tangenata vitopere krive.

19 Na¢i jednalinu krive;

2¢ |spitati specijalni slu¢aj kada je ta indikatrisa krug;

30 Koriste¢i dobijeni rezultat, napisati opStu jednacinu svih zavojnica,
kojima je zadata fleksija ili torzija. Specijalno, na¢i zavojnicu kod koje je
p(t)=1/acost;

4° Napisati jednaCinu krivih konstantne fleksije.

Relenje. 1° Indikatrisa Je data jednim jedini€nim radijus-vektorom

(1) t=1t(f).



I. PROSTORNE KRIVE - 285

Ako Je t=t(f) traZena kriva, tada posto]l jedna skalarna funkcija c(f) takva da vaZl

de/dit=c(t) t(1),
odakle izlazi

(2) s t=[c(t)tdt.

Obratno, ako je jednaéins krive oblika (2), gde je c(f) jedna proizvoljna funkcija od ¢,
t je njen jediniénl tangentni vektor, a (1) njena sferna Indikafrisa tangenata. Prema tome,
krive (2), gde je c(t) proizvoljna funkcija od f, su traZene krive.

20 U specijalnom slucaju, kad je Indikatrisa krug, moZemo staviti

(3) t={acost, asint, b},
gde'su a i b konstante vezane relacijom
(4) a4+ b2=1.

Ako je s duZina luka krive (2), imamo ds/dt:\/i:‘é =c(1). Iz (3) i (4) dobljamo diferencira-
njem, korlsteél jednu Frenet-ovu formulu:

at =2 = —a——-{ —sint, cost, 0},
ds p c(t)
odakle sleduje
1 a
5 —=——, n={-—sinf, cost, 0.
(5) o { }

1z (3) 1 (5) nalazimo
b=[tn]={~bcost, —bsint, a},

odakle dobijamo, po Frenef-ovoj formull za izvod binormalnog vektora, jednaéine

@=—£=—L-{—sln1, cos f, 0}.
ds T c(t)
Odavde sleduje '
1 b
(6) i (7
T c(t)
Iz prve od jednalina (5) i iz jednadine (6) dobijamo najzad
wBed. =
ey =a:b=const.

TraZene krive su u ovom specijalnom slu¢aju, prema tome, opste cilindarske zavojnice.
A lako se uvida da je i kod svake cillndarske zavojnice slferna Indikatrisa tangenata krug
1l jedan njegov deo.

3¢ Jednaélna svih zavojnica, ne uzimajuéi u obzir njlhov poloZaj u prostoru, koje
imaju zadat radijus prve krivine p(f), glasi na osnovu (2) 1 prve od Jednaéina (5)

t=afo(f)tdt,
gde je t dat sa (3), t.

0] t=1{a2fpcostdt, a>fpsintdt, abfpdt}.
Analogno dobijamo jednaélnd svih zavo)nica sa zadatlm radijusom torzije r(f) u obliku
(8) v={ab[vcostdtf, ab[rvsintdf, b2[vdf}.

U dobijenim jednatinama (7) 1 (8), a i b su proizvoljne konstante vezane relacijom (4).
Specijalno, za p(f)=const, v(f)=const jednaine, (7)1 (8) daju kruZne zavojnice.

Jednalinu zavojnice za o(f)=1/acos f dobijamo iz (7), posle integriranja 1 imajuéi u
vidu (4), u obliku

SRS t =n
P = {at, —alogcost, +V1—a2 log tg (;-’_Z)l
J

Integracione konstante su stavijene jednake nuli, jer bismo u protivnom imali samo para-
felno pomeranje krive.
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4% Neka je parametar { sada duZina o luka indikatrise (1). Onda, ako. crticom obele-
Zimo {zvod po luku s krive, imamo

dt do dt 1

Vi e = =y

do ds do ¢ (o}

odakle, koristeéi 1/02=1”2 i (dt/ds)2=1, dobijamo p=c(c). PoSto Je p, po pretpostavci,
konstantan, dobijamo traZenu jednadinu krivih konstantne flekslje 170, s obzirom na (2),
u obliku

r=pftdo,

gde jet proizvoljan jedini¢nl vektor, a o luk krive koju odreduje t, posmatran kao
radijus-vektor.

35. Data je sferna indikatrisa binormale vitopére krive.

1° Naci jednacinu krive;

2° Kakvu. krivu dobijamo u- slu¢aju da je indikatrisa krug?

3% Napisati jednainu krivih koje imaju datu konstantnu’ torziju 1/t.

ReSenje. 10 Jediniénl binormalni vektor b neka je dat kao funkcija parametra f:

1 b=Db(?).
Smatrajuél b kao radijus-vektor, (1) pretstavlja jednadinu indikatrise binormale. Ako je s luk
krive, imamo, koriste¢i Frenef-ovu formulu n=—7-db/ds, relactju

d db d df
-*x:t:[nb]:b‘r-[—*,'b]:r.[b, J{] ;,
ds ds df | ds

odakle dobijamo jedha(‘.inu traZene krive u obliku

(2) r=fr[b, gg]d!.
d¢

Obrnuto, svaka jednalina oblika (2), gde je b ma koji jediniéni vektor za koji vaZi

(b,b,B) >0, a t proizvoljna funkcija od #, pretstavija Jednaéinu krive (‘.i]a je torzija 1/,
a b jedini¢ni vektor na binormali — 3to se lako verifikuje.

20 Ako je indikatrisa (1) krug, moZemo je pisati u obliku
(3) ‘ b={acost, asint, b},

gde sualb proizvoljne konstante vezane relacijom a+b2=1. Obe]ezava;uéi kao obléno,

izvod po t tackom, a izvod po luku s krive (2) crtlcom dobijamo iz (2) i (3) ds/dt—-\/):2 =ar
i, dalje, odavde | iz (2):

af 1 o
i e e e[ 51,
ds
. d? 1 1 =
Wt === =% [b,b]
ds 2 '

Ova posiednja jednadina, kad jo§ pomoéu (3) izratunamo [b, b], dobija oblik

b
t’:‘-{siﬂf, —cos !, 0};
ar
odakle sleduje

a
=|t/|=—, "ili —'o~=~—:const.
b
T

Krive, &ije su sferne indikatrise binormala krugovi, jesu zavojnice,

3¢ Jednadina krive sa konstantnom torzijom 1/t je jednaéina (2), u kojoj je b~ prols
zvoljan jedini¢nl vektor.
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36. Pokazati da su evolvente kruZne zavojnice ravne krive; éije ravni
su normalne na osi zavojnice, i da su one isto tako i evolvente kruZnih
preseka rotacionog cilindra na koji zavojnica moZe da se poloZi.

37. Data je kriva y=x", z=f(x), gde je n konstanta, a f neka funk-
cija od x.

Odrediti funkciju f(x) tako da oskulatorna ravan krive u njenoj pro-
izvoljnoj tacki M prolazi kroz projekciju P tacke M na y-osi.
Res$enje. Oskulatorna ravan krive u tacki M (x, y, z) ima jednadinu
E—x n-y 5~7 |
1 axit 4 z [ =0,
i 0 n(n—1) xn—2 o !

gde su E n, ¢ fekuce koordinate. Buduéi'da ova ravan, po pretpostavel, prolazl kroz talku
P (0,y,0), vazi

ili
\ d [z
xX2z"—(n—1)(x2'—2)=0, t]. z’"={n—-1) (4),
/ - i dx \ x
odakle izlazi 1
z
Z=(n—-1)—+C (C=const),
X
te, posle integriranja, dobijamo
z=axn—14+bx (a=const, b=const).

TraZena funkcija je f(x)=axn—14+bx.

38. Data je prostorna kubna parabola jedna¢inom

(1) ' t={oyf, c3t? egt8} .

1° Napisati jednaéinu ravni koja prolazi kroz tri tacke krive, date vred-
nostima f,, t,, t, parametra f;

2% Koriste¢i rezultat 1°, napisati jednacinu oskulatorne ravni date krive
u proizvoljnoj njenoj tacki ; _ :

3° Pokazati da Cetiri ravni koje prolaze kroz jednu istu, promenljivu

tetivu krive, a svaka od njih kroz jednu stalnu tac¢ku krive, imaju kenstantan
dvojni odnos. '

ReZenje. 1° Neka traZena ravan ima jednadinu
(2) 01X+, Xp+asXg+a,=0,

gde su a; (/=1,2,3,4) konstante koje treba odrediti, a x; (/=1,2,3) lekuée koordlinate.
Kako ravan, po pretpostavci, prolazi kroz date tacke krive (1), mora jednaéina

a;Cit +ay03124-agc5t3+a,=0
imati korene f,, f,, f3, odakle, na osnovu osobina korena kubne jednaline, sleduje

Cs a, ¢ a
— == (f+1t+13), — = —{Lilp+ g+ lty), — == Cglilaly .
Cy ag C3 ag

ag
as
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Jednadinu (2) moZemo sada pisati u obliku
(3) Colaltity + tats + sty) X1 — €1Cglfy + fat15) Xp+ €1CoXg — €1 CoCaty oty = 0.

U njoj su svi koeficijentl poznati. To je traZena jednacina ravni.

20 Oskulatorna ravan krive (1) u tackl (f) je grani€ni poloZaj ravai (3) za t;~» t (=1, 2, 3).
TraZena jednacina, prema tome, glasi

3CoCt2Xy — 3C3Cot X + €1 Cg Xg— C1CC33=0,

30 Jednaéinu ravnl kroz tri talke (f;), (fy) I (¢) krive (1) moZemo, s obzirom na (3),
pisati u obliku

(4) CaCotitoxy —CyCalty + fo) Xo+ €1Co Xy + £ [CoCalfy + b} Xg — €1 €3 Xo — 1€ Caty 1] = 0.

Neka budu &etlrl fiksne talke krive date vredmostima t,, ,, 73, v, parametra {. Zame-
njujuél u (4) ¢ redom sa 1y, 7;, 75, 1, dobijamo jednaéine &etir! ravni jednog pramena. Dvojni
odnos tih ravni jednak je dvojnom odnosu Kkonstanfl t;, koji je, naravno, nezavisan od t; i f,,
odnosno od poloZaja one tetive krive kroz koju prolaze ravmi. A to Je i trebalo dokazati.

II. POVRSINE

39. Data je povrdina

t={ucosv, usinv, Va2—u?} (u i v nezavisni parametri, a neka konstanta).

10 Koja je to povrsina? 2° Sta su koordinatne krive u =const, v = const?
3° Kakvo je geometrisko znatenje parametara u i v?

ReSenje. 1° Ellminacljom parametara u i v iz jednaéina

x=ucosy, y=usiny, z=Va2—u2
dobijamo, uzev3l u obzir da je z>0, jednaéine
1) X2+ p2422=qa2, 22>0.

Povriina je prema tome polulopta radijusa a.
20 Zbog y/x=tg v sleduje da su u-linije, t]. krive v=const, krive u kojima poluloptu
(1) seku ravnl pramena y=x tg v (v=const). MoZemo ih nazvati meridijanima.

Iz u=const sleduje da Je 2=} a2—u2=const. Krive u=const su, prema tome, krugovi
u kojima poluloptu (1) seku ravni z=const. Nazvaéemo ih paralelnim krugovima.

3% u je rastojanje tatke (u, v) polulopte do 2-ose, a v je njena geografska duZina.

40, Data je povrdina r={ucosv, usinv, kv}, gde su u i v nezavisni
parametri i k0 jedna konstanta.

1° Kakve su krive parametarske linije u=const i v=const?

2° Ispitati oblik povr3ine.

Re3enje. 1° Kriva u=const Je zavojnica na kruZnom cilindru radijusa u, &ja visina
jednog zavoja je 2xk.

Kriva v=const je Jedna prava koja sefe 2z-osu | paralelna je sa xy-ravni. Zaista
jednaé&ine

(1) ylx=1gv, z=kv, v=const
odreduju takve prave. One su pravoliniske genera.trlse povrSine.

20 Jednaéine (1) pokazuju da posmatrana povriina postaje obrtanjem prave p oko z-ose
tako da ostaje stalno paralelna sa xy-ravnl i Jednovremenlm translatornim pomeranjem u
pravcu z-ose, a da pri tome odnos brzine translatornog pomeranja | okretanja ostaje kon-
stantan (jednak k). PovrSina je obiéna zavojna povrSina ili pravi helikoid.
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41. Data je povrSina v ={R cos 6 cos ¢, R cos 8 sin ¢, Rsin 6}, gde su, ¢
nezavisni parametri, a R konstantna. 1° Kakva je to povrSina? 2° Sta su
koordinatne krive? 3° Na¢i geometrisko znacenje parametara 8 i ¢.

Re8enje. 1* Eliminacljom parametara ¢ | ¢ iz Jednadina
x=Rcosticosp, y=RcosOsinp, z=Rsino
-dobija se x2+y2+22=R2 Povr¥ina je lopta radijusa R.

20 Iz y/ix=tgp 1 z=Rsin 0 sleduje da su krive p=const meridijani (videti prethodni
* zadatak), a krive z=const paralelni krugovi.

3% ¢ 1 0 su geografske koordinate.

42. Sta je geometrisko mesto glavnih normala kruZne zavojnice?
Resenje. Ako zavojnicu napiSemo u obliku
r={acost, asint, bt},

gde su a { & konstante, a f proizvoljni parametar, onda za traZzeno geometrisko mesto njenih
glavaih normala dobljamo jednacine

X=(a-+2A)jcost, y=(a+Xr)sint, z=0bf,

gde je parametar- 2. nezavisan od f. Povrina je, prema tome, jedan pravi helikoid.

43. Odrediti geometrisko mesto sredina tetiva kruZne zavojnice.

Rezultat. Deo pravog helikolda.

44, Ispitati Sto pretstavljaju date jednaline,” u kojima su u i v neza-
visni parametri.

1° x;=aqu+bv+e; (i=1,2 3; a, b, ci=const);

20 p={rcosu, rsinu, v} (0%r=const);

3 t={acosu, asinu, b(u+v)} (0#a, b= const);

40 v ={f(u), g(u), v} (f, g proizvoljne funkcije od u);

5 t={u v, auv} (0za=const);

6° r={acosucosv, bcosusinv, csinu} (0s£a, b, c = const).

Rezultat, 1° a) Ako vektorl a:{al, dy, g} | b={b;, bs, l);_{} nisu kolinearnt, jedna-
&lne pretstavljaju ravan. Koordinatne krive z=counst, v=const su familije paralelnih pravih,

a u i v su atine koordinate u sistemu u kome je tatka C (¢, ¢, ¢} koordinatul pocetak, a
vektori a 1 b — koordlnatni vektorl.

b) Ako je a| b, tj. a,;:a,: ay=0,: b,: by, i bar jedan od vektora a i b nije o, jednatine
odreduju pravu koja prolazi kroz C 1 paralelna je sa a i b. :

c) Ako Je a=b=o, tj. a;=b;=0, jednatine odreduju facku C.

20 Rotacioni cllindar radijusa r. Krive u=const su pravoliniske generatrise, a krive
v=const — paralelni krugovi.

30 Rotacioni cilindar radijusa a. Krive u=const su pravolinlske generatrise, a krive
v=const — kruZne zavojnice. Napraviti skicu!

4v Cilindar, Cije pravoliniske generatrise su paralelne 2-osi i dodiruju se do Kkrive
x=f(u), y=g(u} u xy-ravni. :

50 Hiperbolicni paraboloid. Koordinatne krive su obe familije pravih na povrSini.

60 Elipsoid (x/a)2+(y/b)2+(z/c)2=1. Krive u=const su elipse sa poluo_sama acos u,
beosu i leze u ravnima paraleinim sa x y-ravni. Krive v=const su elipse u ravnima y=xtg v.

19 Zbornik matemati¢kih problema Il
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45. Data je kriva (/) jednatinom v=t(s), gde je s prirodni parametar.
1° Posmatrati povrSinu (7), odredenu jednacinom

(1) tF=1(s) + 2 t(s),

gde je t=dr/ds, a N parametar nezavisan od s.

20 Kakav uzajamni poloZaj imaju tangentne ravnt poviSine u taCkama
jedne iste pravoliniske generatrise?

Regenje. 1° Podto su koordinatne krive s=const tangente krive (1), povriina [T} je

geometrisko mesto tangenata te krive. Ona je, dakle, jedna fangenfna povrsina.
Koordinatna kriva A=const je, buduéi daje |t|=1, kao Sto pokazuje (1), kriva koju
opisuje krajnja tacka B jedue duZi AB konstantne duZine 2., &ija pocetna tatka A Kkl zi po
krivoj (/), a sama duZ ima stalno pravac tangente krive u A.
20 Normalni vektor N povrSine u tacki (s, &) ima smer vektora

, by by
[t¥s, ¥ |=|t+ —mn, t|=— Db,
- o

gde je v¥; | v¥, izvod vektora t* po s odn. po k. Za tangentnu ravanglobijamo onda, kod
konstantnog s i X, ako je t*¥ promenljivi radijus-vektor do te ravni, Jednaéinu (¢*% —1*) N=0,
gde je x* odreden sa (1), odakle sleduje

[e%% —¢(s)] b(s)=0 (s=const).
Ova jednaéina je nezavisna od 2. Dakle, u'svim tatkama Jedne pravoliniske generatrise tan-
gentne ravai dale povrdine poklapaju se.

!

46. Data je tangentna povrSina krive
XBhyrgt=a? x4y —ax=0.
Naci presck te povrSine sa xy-ravii.:

Rezultat. Data kriva Je Vivijani-jeva kriva, a traZeni presek cisofda.

47. Data je povrsina v={ucos v, usinv, f(v)}, gde su u i v nezavisnt
parametri, a f(v) proizvoljna funkcija od v.

10 Ispitati oblik povrSine i napisati njenu jednadinu u obliku 2= F(x, y).

20 Kakva je korespondencija preslikavanje = tangentnih ravni povrsine,
¢ije dodirne tacke leZe na jednoj pravolinisko] generatrisi, u tacke ove gene-
ratrise, kod kojeg preslikavanja svaka ravan korespondira svojoj dodirnoj
tacki?

Regenje. 1? PovrSina |e geometrisko mesto onih pravih paralelnih sa xy-ravni koje
seku z-osu | kriva t:{cos v, sin v, f{v]}. Sve ove prave — pravoliniske generatrise poviSine
— seku jednu stalnu prava (z-osu), a paralelne su jednoj stalnoj ravni, normalnoj na toj
pravi (xy-ravai). Ovakve poveSine zovu se pravi konoidi.

Eliminacijom parametara u i v iz parametarskih jednadina

xX=ucosy, y=usinv, z=f(v)

dobijamo jednacinu datog konoida u obliku z=f{arctg y/x).
20 Za tangentou ravan povrdine u taéki (u, v) dobijamo, ako tekuée koordinate na
njoj oznaimo sa x’, y/, 2', jednadinu .

() X' sinv—ycosvf(v)+ [2—f(v)ju=0

U tackama krive v=const, t]. pravoliniske generatrise, daje (1) jednadinu jednog pramenu tan-
gentnih ravni, ako u igra ulogu promenljivog parametra. PoSto svakoj vrednosti u, pri kon-
stantoom v, odgovara Jedna tacka generatrise, kod preslikavanja = korespondentnim elemen-
tima odgovara Ista vrednost u. Parametar u moZemo tumaditi i kao projektivhu koordinatu
tangentne ravnl u pramenu, odnosno tatke u nizu dodirnih tataka tih ravni. Preslikavauje « je,
prema tome, jedna projektivnost.
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~ 48. Data je jedna kriva C jednaCinom r=r(s), gde je s duZina luka
krive. Koju povrSinu pretstavlja jednacina t*=rv(s)+(u—s)t'(s), gde je
parametar z nezavisan od s?

Rezultat. Tangentna povr§ina krive C. Koordinatne krive w=const su evolvente
krive C, a krive s=const su tangeate krive C.

49. PovrSina § data je jednaCinom v={u cosv, usinv, f(u)}, gde su u
i v nezavisni parametri, a f proizvoljna funkcija od u.

1° Ispitati oblik povrSine §; 2° Napisati jednadinu povrdine u obliku

=Fix, y); 3° Koriste¢i rezultat 90 napisati jednacinu kruZnog konusa, &ije

pravollmske generatrise grade sa njegovom osom ugao d.

ReSenje. 1° Parametarske jednadine povrdine su

(n) x=ucosv, y=usinv, z=f(u).
Eliminacijom parametra v dobijamo

(2) 2t yr=ut z={(u),

$to znaci da su koordinatne krive u=const krugovi, paralelnl sa xy-ravni i sa centrima na
z-03i. Povr8ina S j=, prema tome, jedna rotaciona povr$ina lz y ' x=tgv ijzlazi da su krive
y=const njeni meridijani. M=ridijin u xz-ravai je odreden sa v=0, odnosno sa x=u, y=0,
z=t{ua), ili, ako odavde eliminiramo u, sa

(3) z=1f(x), y=0.

Paovr&ina S postaje, preina tome, rotacijom krive (3) oko z-ose. Koordinatne krive u=const
i v=const su paralelni krugovi i meridijani.

20 Eliminacijom parametra u iz jednaéina (2) dubijamo traZenu jednainu povrSine (1)
u obliku

{(H z=f( xzifr‘_—’).

30 Za osu konusa izaberimo z-osu, a za njegov vrh koordinatni pocetak. Qu nastaje,
dakle, rotacijom prave z=xcotga, y=0 oko z-ose. U ovom slufaju je, prema tome,
flu)=u cotg «. Jednalina konusa, s obzirom na (4), glasl

X2 4 y2=22tg%a,

50. Svaku tacku M lopte x%+y2+ 22=a? projiciramo iz njenog centra
na tangentnu ravan lopte u tacki A0, 0, o). Dekartove koordinate u, v pro-
jekcije M’ tacke M u sistemu, kome je pocetak u A a ose su mu paralelne
sa x- odn. y-osom prostornog koordinatnog sistema, tumacimo kao krivo-
liniske koordinate tactke M na lopti. Naci ]ednacmu lopte u koordinatama
u, v. Sta su koordinatne krive?

Rezultat. Y i _ gl
t={au/Vi2+v2+a®, avVudevita®, a?/V2+v2+a2).

Koordinatne krive u=const i v=const su glavni krugovi ¢ije ravni prolaze kroz y-
odnosno x-osu.

51. Data je povrSina
v = {e f(u) cos (u+v), em™f(u)sinlu-+v), eveo(u)l,
gde je h konstanta, a f i ¢ date funkcije od u.
Pokazati da krive u=const leZe na konusima

MR e = /“ #=0
o

i da seku njegove pravoliniske generatrise pod konstantnim uglom.
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52. Naéi anvelopu datih jednoparametarskih familija povrSina (« pa-
rametar ).

1° Ravni xcosa+ysina+z—a=0 (a=const);
20 Ravni axcosa+bysinat+z-c=0 - (a, b, c=const);
3° Lopte x*+p+(z—aa)®—a2=0 (£1s#a=const);

4°  Paraboloidi x*+y*=4a(z—q);

5 Ravni z=ax+a2y+1.

Rezultat, 19 Rotacioni konus x2+y>—(z-a)2=0

20 Elipticki konus a®x34b2y%:—(2—c)2=0

30 Za a®>1, rotacioni konus (a®—1) (x>+y?) =22, za a%< 1, ne postoji anvelopa;
40  Rotacionl konus Xx2+4y*= 2%,

8 Konus 27x*(2~1)—4)*=0.

53. Odrediti povratnu kriva anvelope ravni z=a?x+a2y+a, gde je
o parametar.

Rezultat. Presek cilindara 3x—y2=0 1 3y2+1=0. Naéi asimptote ove krive.

54. Tangentne ravni povrSine a(y2+2x+2y)=xyz u njenim prese¢nim
tatkama sa loptom x*+4 y*+2*= R? otsecaju na koordinatnim osama segmente
sa konstantnom sumom. Dokazati.

55. Ispitati kakvu povrSinu obrazuju normale, povufene u tatkama
jedne pravoliniske generatrise ma kog pravog konoida.

ReSenje. Ako je jednalina konoida data u obliku
(1) = {ucosv, usin v, :p[v]},

gde je ¢ neka zadata funkcija od v, onda za normalni vektor [ty;1,] (*=u, u2=y)
dobljamo
[t ] = {:p’ siny, —p’cosv, u } ,

Parametarske jednaline geometriskog mesta normala na povrdini (1) u talkama generatrise
v=yv, (vy=const} glase dakle

(2) X =1 ¢gs v+’ (1) sin vy, y=usinv,+ap(v)cosy,, 2=¢p(v}+2u,
gde je A parametar nezavisan od u.

U slu€aju ¢’ (1) #0 daje eliminacija parametara A t « iz (2) jednacinu traZenog geo-
metriskog mesta u obliku

(3) (z—w) o' = {xcosv,+ysinv,) (xsiny,—ycosvy).

Ako izaberemo nov koordinatal sistem, u kojem 2-0sa ostaje ista po poloZaju i smery, a
nova x-osa je generatrisa v=v,, onda — obeleZavajué¢i nove koordinate sa x* p¥ 2% —
jednacina (3) dobija oblik

1
¥ = _ x*¥p%
o’ y

U ovom sluaju traZeno geometrisko mesto je uvek hiperbolicki paraboloid.
U sluéaju ¢’(v,)=0 posmatrana povrsina je ravan

xsinvy,—ycosy,=0.
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56. Fiksna tacka C na z-osi povezana je sa promenljivom tackom P
xy-ravni. Odrediti anvelopu ravni koje prolaze kroz P a normalne su na CP.

Rezultat. Rofacioni paraboloid x2+y?=4cz, gde ¢ oznalava rastojanje talke P od
koordinatnog pocetka. :

57. Pokazati da tangentne ravni pravog konoida
v ={ucosv, usiny, aVtg v} (a=const)

u tatkama jedne pravoliniske generatrise seku ravan z=0 po paralelnim
pravama.

58. Na¢i povratnu liniju razvojne povrSine koja obvija hiperboli¢ki

paraboloid z=xy duZ krive po kojoj cilindar x>=y sece taj paraboloid.

ReSenje. Stavljajuéi x=u, y=v, dobijamo za parabolold parametarske jednaclne
X=u, y=v, 22=uv,

a za krivu, po kojoj paraboloid see cilindar x2=y, jednalinu u2=v. Ako na toj krivoj iza-
beremo kao parametar u, dobijamo jednainu tangentnih ravni u tackama te krive u obliku

(n) BPE+un—L—ud=0,
gde &, n, L znace tekuce koordinate. Anvelopa ovlh ravni je data razvojna povrdina.
Diferencirajué¢i dva puta jednadinu (l) po parametru uz dobljamo
(2) 2uE+n-3u2=0 {1 E-3u=0.
Iz sistema jednaéina (1) i (2) cdredujemo &, n, ¢ kao funkcije od u. Time dobijamo jedna-
&ine traZzene povratne krive u obliku
E=3u, n=-38u%, L[=-—ud.
Kriva je kubna parabola.

59. Razvojna povrSina dodiruje loptu x2+y2+42%=4a* u presecnim tac-
kama lopte i cilindra x2+y2—ax=0.
[spitati povratnu krivu razvojne povrSine i njen presek sa xy-ravni.

Rezultat. Povratna kriva je evoluta preseka lopte i cilindra (Vivijani-eve krive), a
presek razvojne povrdine i xy-ravnl je parabola y*=4a{a- x).

60. Data je povrsina
t¥={(v+p)sinu+f(u), (v+g)cosu+g(u), av+h(u)},

gde a, p, ¢ oznaCavaju konstante, u, v nezavisne parametre, f, g i i proiz-
voljne funkcije od u. Odrediti krive ¢ije su tangente paralelne sa pravo-
liniskim generatrisama povrsine. Specijalno, odrediti one krive za koje je
radijus krivine p konstantan.

Redenje. Pravoiiniske generatrise povriine su koordinatne krive u=const. One imaju,
prema tome, smer vektora t*3:0r=”f01’:{sin u, cosi, a}. Ako je v=rx(s) traZena kriva, na
kojoj Je s=s{u) prirodni parametar, a tangenta na njoj u tacki, odredenoj sa u=u,
(ry=const), paralelna sa yeneratrisom u=u,, onda su vektori v'(s) i t*, za u=u, kolinearni.
Za svako u, prema tome, vazi

(1) ; de/ds = k¥, (x=const),

odakle sleduje R
A=1/| ¥l =1/ V1+a2,
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i, unolenjem ove vrednosti za 2 u (1) i integracijom,
AE ¥, ds
= | {isa

To je jednadina traZenih krivih. U njoj je s=s(u) proizvoljna funkcija od u. Parame-
tarske jednacine krivih glase

sinu § = _cosu s 2 a
Viter ' Vi+a2
gde je u prolzvoljna funkcija od s.

Za radljus p krivine krive (1) imamo

(2) X = - 5+ const,

T Vi+az

odakle za p = const sleduje B
Vi+a?

= $ + const .

Zamenom ove vrednost! za ¢ u (2) dobijamo jednaline traZenih krivih u specijalnom sluéaju
‘o=const. One su kruZne zavojnice.
61. Odrediti povratnu krivu obvojnice skupa ravni

xsinu—ycosu+z—au=0 (u parametar, a konstanta).

Rezultat. Zavojnica x=acosu, y=asinu, 2z=au.

62, Dat je skup ravni 3u®x—2uy+z2-u*=0 (u parametar).
1° Odrediti obvojnicu ovog skupa; '
20 Qdrediti povratnu krivu obvojnice.

Rezultat. 1° (xy—2z)2-4(x2—y)(y2—x2)=0; 2° Kubna parabola x=u, y=u?, z=ud.

63. MoZe li razvojna povrSina biti minimalna ?

Rezultat. Samo ravan.

64. Izvesti opStu jednadinu pravoliniske povrSine koja nastaje kretanjem
prave koja datu pravu se¢e pod konstantnim uglom a.

Resenje. Data nepokretna prava neka je z-osa, a pokretna prava neka Ima jJednaline
X y z2—k
1 e B )
M I t I3
gde su n i k neke funkcije prolzvoljnog parametra ¢.
Za dali ugao o imamo coso=n/Y1+4/24n2, ili
(2) n=VY1+f2cotga,

&ime je funkcija n odredena, dok za k¥ moZemo uzetl proizvoljnu funkciju o(f).

Iz (1) sleduje
2=t 1
X X X X
Zamenom ovih vrednostl za f | n u (2) dobijamo za traZenu povr3inu jednaéinu

e=o(p/x)+ Y X2+ y2cotg c.

Za specijaln] slutaj « =x/2 dobijamo konoid z=(y/x). A ako Je a«==/2 i ¢(f) linearna
funkcija, dobijamo hiperboli¢ki paraboloid.
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65. Data je dvoparametarska familija pravih
(1) x=tz+p, y=pz+t¥3 (t i p nezavisni parametri).

1° Kakav uslov treba da zadovoljavaju parametri f i p, da bi prave
date familije bile generatrise jedne razvojune povrSine ?

2° Na¢i jednacinu povratne krive te razvojne povrine;

3° Odrediti geometrisko mesto tih povratnih linija;

40 Qdrediti krive u kojima xy-ravan sece razvojne povrsine.

ReSenje. 10 Stavljajuéi z=u i p=p(t), gde je p(f) funkcija od f koju treba odre-
diti, moZemo (1) pisati vektorski u obliku

(2) v={p(t), 153, 0 +u-{f, p(t), 1} =v*(t)+ue(t).

Ovo je jednadina jedne razvojne povrdine ako vaZzi (T*, e,.e)=0, ill

pl 20
£ =
1 p’ 0]

odakle sieduje p’it:O,‘ ill p(f)=c+122 (c=const). To je (raZena relacija izmedu p i f.

20 U (2) stavljamo p(f)=c+£%/2 i, smatrajuéi ul={, u*=u, odredujemo normalni
vektor [r; ts] razvojne povrsine. Dobljamo

[ty 1] = {ut(iiu], F(t+u), (—1%2+1) ({+u) },
gde treba uzeti Ili svagde gornje ili svugde donje znake. Povratna kriva je singularna kriva

povrdine, znadi kriva, definisana sa [v;v;]=0, 5to daje f+u=0. U jednadini razvojne povr-
3ine stavljamo {=4u, pa dobijamo

(3) t={cF1¥2, —136Fct, Ft},
Sto pretstavija Jednadinu povratnih krivih.

3 Jednadina (3) daje traZeno geomeirisko mesto, ako u njoj smatramo ¢ kao para-
metar nezavisan od f. Eliminacijom parametara iz parametarskib jednaéina povr§ine dobijamo
njenu jednacinu u koordinatnom obliku 9 (xz—y)2—428=0.

4¢ U jednatine (1) stavlijamo p=c4122, 2=0, a onda ellminidemo parametar {. Dobijamo

8(x—c)PF9y2=0.

66. Data je povrSina
r={vcosu vsinu, sin2u} (u i v nezavisni parametri).

10 Ispitati oblik povrSine; 2° Pokazati da je povrSina jednostrana.

ReSenje. 19 Iz parametarskih jednaéina

(1) X=vcosiu, y=vsinu, z=sin2u
povrdine dobija se njena jednafina u Dekartovim koordinatama

2=2xp/(x2+y7).

Odavde izlazi, stavljanjem z=const, da je povriina pravoliniska i da su kod nje pravoli-
niske generatrise prave koje seku z-osu, a paralelne su sa xy-ravni. Ove generatrise seku
krivu x=cos u, y=sinu, z=sin 24, koja leZi na cilindru’ x2+v2=1. Ako ovaj cilindar razvi-

jemo u ravan, onda ta kriva prelazi u sinusoidu z=sin2u¢, 0=u<2a. Ovakva povriina
zove se cilindroid.
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20 Kriva
u=at+uy, v=—"2v4t+, (0<t<1),
koja leZl na dato} povrSini, podinje u tacki M,(u,, vy), a zavrSava u tackl (vy+7, —¥v,), koja.

se poklapa, na osmovu (1), sa M,. Kriva je, prema tome, zatvorena. Ako po ovoj krivi pome-
ramo kontinualno jedini¢ni normalni vektor

1 .
N:B— {—‘Zsinucos 2u, 2cosucosu, v} (D=1} v>+4cos22u)

date povrSine, onda on prl povratku u polaznu tacku dolazi u poloZaj —N(u,, v,). Time je
dokazano da je povr3ina jednostrana.

67. Na povrSini t={acosv, asinv, u}, gde su u i v nezavisni para-
metri, data je kriva u=kt, v=1t(k=const). Naci duZinu s luka te krive od
t=t, do t=t,.

Re3enje. ds®— a2dv? 4 du?,
odakle, zbog du=kdt, dv=dt, sleduje ds= Ve2+42df, i odavde, posle Integriranja po f od
f; do t,
s=Va2H R (t—1y).

Povrslna je, odigledno, kruZni cilindar, a data kriva zavojnica na njemu.

68. Na povrsini r={ucosv, usinv, u?/2} data je kriva v=ku (k pozi-
tivna konstanta).

1° Ispitati oblik krive;

20 Naéi duZinu s luka te krive od koordinatnog pofetka do proizvoljne
facke krive. :

Re3enje. Za projekcije tataka povrine na x y-ravan su ¢ i v polarne koordinate. Jedna-
¢ina projekcije date krive u ovim koordinatama je u=v/k, 8to znadl da je ta projekcija jedna
Arhimedova spirala. Ako ovu splralu projiciramo natrag na datu povrdinu, koja je rotaciona
povrSina, nastala obrtanjem parabole 2z2=x2 y=0 oko z-ose, onda se dobija opet data kriva.

20 Za linisk! elemenat ds na povidinl dobijamo
(1 ds?= (1 + u2) du® + u2dv2.

Ako na krivoj uvedemo parametar f, stavijajuéi u=¢, v==kt, imamo du=d! i dv=kd!. Ove
vrednosti za du | dv zamenjujemo u (1), pa dobijamo

dsz=[1+(1 + k2) 1) d2,
odakle za traZzenl luk s, posle integriranja, Izlazi

e 1 —_——
= VI+(1+k2) 1+ — log (V1K 4V T+ (1 + A2 2),
s = Vl1+(1+42) 2V1+k20g”/+ +V I+ +32)

69. Data je povrSina v={ucosv, usinv, uv}, gde su u i v nezavisni
parametri.

10 Odrediti tip povidine;
20 Qdrediti krive u kojima povrSinu seku ravni paralelne sa xy-ravni.

Re8enje. 1° Povr3ina je konus Cije pravoliniske generatrise v=const seku kruine
zavojnice u=const, koje leze na cllindrima sa zajednickom osom — z-osom;

20 Ako prodor z-ose i presefne ravni izaberemo za pol, a za polarnu osu pravu para-
lelnu sa x-osom, onda su u | v polarne koordinate tacaka preseéne krive. Njena jednadina
uv=const pokazuje da je to hiperbolicka spirala.
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70. U ravni je dat afini koordinatni sistem (O; e,, e,) sa koordinatnim
poCetkom u tacki O i koordinatnim vektorima e,, e,, koji imaju duZine e,
1 e, (za neku izabranu jedinicu duZine), a medu sobom zatvaraju ugao w.

1° Napisati metri¢ni tenzor ravni. Specijalno i za slucaj kad je sistem
Dekartov kosougli i Dekartov pravougli;

2% Izvesti, koriste¢i 1°, formulu za rastojanje dveju tacaka u ravni;
3% Odrediti duZinu s luka krive y=f(x) u kosouglom sistemu.

Reenje. 1¢ Ako su x i y afine koordinate tataka u datom sisternu, onda ravan moZemo
vektorski pretstaviti u obliku

(N =1 +€ X+ €y,

gde je v, neki konstantan, a v promenljivl radijus-vektor. Stavljajuél x =u!, y =u? izratuna-
vamo koeflcijente gip=t;tn=e,e;:

gu=202, g13=216,C08W, fu =057,
odakle za liniski elemenat ds sleduje, ako piSemo X, y mesto u', u®:
(2) ds2= e,2dx2 + 2e, 0, cos w dxdy + e.2dy?.
Ako je sistem (O; ey, e,) Dekartov (kosougli), tada Je e;=e,=1, pa (2) dobija oblik
(3) ds?=dx2+ 2cos wdxdy + dy>.

A ako je taj sistem pravougli Dekartov, onda osim e;=e,=1 vaZi i o=n/2, pa iz (2) dobi
jamo dsz=dx2+4dy3.
20 Da bi na3li formulu za rastojanje dath tacaka T;(x,,y,) I Ta(Xs, ¥), uzimamo
jednatine duZl 7,7, u obliku
x=xp+ =Xy, y=yntilya—yl (0<1<l).

Odavde dobijamo dx=(x,—x,)df, dy=(y,—y,}d¢, Sto unosimo u (2) i nalazimo ds. Posle
integriranja po f od 0 do | 1 kvadriranja dobljamo za traZeno rastojanje d formulu

2= 2 (X~ )P+ 2eje5c08 @ (Xp— X4) (Y2 Y1) + €% (¥ — y1)*.
3V Za traZeni luk s, stavljajuéi y’=dy/dx, dobijamo iz (3) formulu

s=[V1+2cosw- Y+t dx.

71. Na lopti v={acosucosv, asinucosv, asinv} leZi kriva u=v. Naci
uglove pod" kojim ova kriva seCe koordinatne krive u=const i v=const.
Specijalno za ta¢ku na ekvatoru i na polovima.

Resenje. Prva diferencijalna forma date povr3ine je
ds?= a2 cos? vduZ + a2dv®, S gu=02c0sty, g=0, ge=a%
Ugao « izmedu krive i paralelnog kruga v=const naél éemo po formuli

(H CoSs 0 = —  gudu+gpdy
| g1l grdu®+ 2g,dudy + gopdr®

koja, u naSem sluéaju, posle zamenjivanja koel’_lcilenata gix njihovim vrednostima i skraci-
vanja, zbog du=dv, postaje cos o =cosv/|1 +cos®v. Ova formula odreduje, pri datom v,
traZeni ugao .

Buduéi da je g,,=0, koordinatne krive se seku ortogonalno. Zbog toga je ugao «,
pod kojJim u datoj taéki kriva sece paralelni krug v=const, komplementan sa uglom 3, pod
kojlm kriva u toj tacki seCe meridijan.

Za preseénu talku krlve sa ekvatorom vaZl v=0; znaél jcos a=1/Y2, ili a=p=m/4.
Kriva prolazi i kroz polove lopte. Oni su odredeni sa v=+ /2. Za ove tatke imamo
cosa=0, ili «=+n/2. Dakle, u ovim tatkama kriva dodiruje meridijane u=4 7/2.
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72. Data je povisina

t={2pucos v, 2qusinv, 2u2(pcos?v+gsin®v)}
(p 1 q konstante, u i v nezavisni parametri).
10 QOdrediti tip povrSine;
zahvataju sa xy-ravni stalan igao.

20 Na povrsini odrediti krive u ¢ijim tatkama tangentne ravni povrSine

ReSenje. 1° Paraboloid x2/p + y2/qg=2z.
20 Tangentna ravan

2u(x cos v+ ysin ) — 2z = 2u>(p cos® v + ¢ sin? v)
zahvata sa xy-ravni ugao 9, definisan sa cos6=1/Vl+4uZ,

Ugao 6 je konstantan, ako je u=const. TraZene krive su koordinatne krive y=const.

73. Napisati metri¢nu diferencijalnu formu za ravan u kojoj su date
polarne koordinate p, ¢ i izvesti formulu za duZinu s luka krive p=p(p).
Re3enje. Ravan moZemo vektorski pretstavitl u obliku

t:{pcosrp o sin ¢, 0}.

Uzimajuéi ul=p, u2=¢, dobijamo gy=1, £,,=0, gwn=p? odakle dobijamo traZenu formu
' ds? = dp2 + p2dp2.

Za luk s krive p=0(p) odavde sleduje, stavljajuél p’=dp dop, traZena formula

s=[Ve2+p 2 do.

74. Odrediti ugéo u izmedu tangente krive p=p(p) u ravni, u kojoj
su uvedene polarne koordinate p i ¢, i p-linija (polarnih radijus-vektora)
ReSenje. U dato) ravni imamo metriénu diferencijalnu formu:

ds? =

dp? 4 p2dop?
Jvideti zad. 73) I, prema tome, uzevsl ul=o, ut=gp,
g]lzll A’ =0) g :92'
Ugao 1 dobijamo iz formule - v

&1, du!
CoS 1 = — —,
Vg1V, dul duk

u koju treba g zameniti njihovim vrednostima i staviti dul=0'dp, dut=dp, gde o’ znaél
de/dp. Dobijamo

Vordet+odp? Vot
Odavde sleduje fraZena formula tgp

=p[p’

75. Kakav ugao a zahvata prava y=kx+n sa x-osom u ravni, gde su
x, y kosougle koordinate, a w koordinatni ugao ?

Resenje. Prva diferencijalna forma u dato) ravni Je (videti na primer zad. 70)
ds?=dx2+ 2 cosw dxdy + dy?,
pa je, prema tome, uzevsl ul=x, ul=y,

n=gn=1 gp=cosw.
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Ugao « bice odreden formulom :
&, dut
\’gn \/ gl/\’ dut du¥ '
ako u njoj koeficijente g,, zamenimo njihovim vrednostimd i stavimo du!=dx, du?=dy=kdx,
Posle skraéivanja sa dx dobijamo

cos o =

1+kcosw 1 k sin w
cos o = i  tgo=

T 1+ 2kcosw+k?’ 14kcosw

76. Na lopti t={acosucosv, asinucosv, asinv} date su krive
(/) u=v, (") wu+v=n/2.
Naéi uglove pod kojima se one seku.

ReSenje. Krive (/) i (I’) su dve Viviani-eve krive, naime krive u kojima cilindri
x3+y2—ax=0 i x24+y2—-ay=0 seku loptu x2+)2+2:2= @2 Iz njihovil jednalina u=v i
v=a/2—u sleduje da se one seku u tacki éije su krivoliniske koordinate u=n/4, v=rn/4,

Parametarske Jednaclne datih krivih moZemo napisati u obliku

(n u=t, v=i; U=r, v=nl2—r,
gde su f i r proizvoljni parametri. Ugao « pod kojim se ove krive seku dobijamo iz formule

& dut Suk
cosSa = — = — f
V&, dut duk \ g, Sut Suk

ako u njoj koeficijente g, zamenimo nlihovim vrednostima

gu=0a%cosv, g=0, gu=a?
i ako, na osnovu (1), stavimo du!=dt, du2=d{, 8u' =dr, Su?= —dr. Posle skraélvanja sa
df d= dobijamo za traZeni ugao formulu
coszv—1 %
(2) cos o = — .
cos? v+1
Za preselnu tacku (x/4, x/4) krivih dobijamo odavde, zamenom v ==x/4, cosa=—1/3 ill

o~ 109° 287,

Date krive seku se 1 u singularnim tatkama koordinatnog sistema, tj. na polovima,
kojl su odredeni sa v=+x;2. U ovim tatkama je n=u' neodreden, dakle i du', du'. Zbog
toga za njih formula (2) ne mora dati tadan rezultat. Odredujuéi direktno ugao o izmedu
tangentnih vektora krivih (1) u tim tac¢kama, dobijamo o= /2.

77. Na hiperboli¢nom paraboloidu r={u!, #* wu'u®} poloZene su krive
definisane jednacinama

2

ur=ec08'f, - u¥=S8int, 1V ut=sr,  u2saz
(¢ i v proizvoljni parametri, a neka konstanta).

Naéi koordinate prese¢nih tacaka krivih i ugao pod kojim se cne seku.
Za koju se vrednost od a one seku ortogonalno ?

Rezultat. Krive se seku u dvema tatkama, ¢ije krivoliniske ‘koordinate u!, u2 su

(£1/V1+a2, +a/V1+a?), gde treba uzeti ili oba gornja ili oba donja znaka. U tim tag-
kama krive se seku pod istim uglom 6, odredenim relacijom

sin 459

cosd = ——. -
4Y 2 Vsintptcostq«|1+sin22ep

(tgp=a).

Krive se seku ortogonalno za =0, p=+x/4 i p==/2, odnosno za a=0, £1, o,
1). kad se druga kriva dobija presecanjem paraboloida jednom od ravni y=0, y=+x i x=0.
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78. Na povrSini sa datom metricnom formom ds®=g,, du?+2g,,dudy
+ g.sdv? posmatrati krive, definisane diferencijalnom jednacinom
(1) P(u,v)du®+ Qu,v)dudv+R(u,v)dr2=0,

u kojoj su P, Q i R zadate funkcije od » i v. Pokazati pod kojim uslovom
krive (1) obrazuju na povrsini ortogonalnu mreZzu, tj. takvit dvoparametarsku
-familiju krivih, da kroz svaku tacku povrSine prolazi po jedaa kriva od
svake familije i da se seku ortogonalno.

Reenje. Uslov za normalvost dvaju smerova du: dv i 8u:8y na povr3ini sa datim
metriénim teazorom je
(2) g1y du 8u + g,0(du Sv 4 dv 8u) + o dv 8y =0,

Ako su du/dv i 8u/8v odredeni jednalinom (l), tj. axo su koreni kvadratne jednadine

dul2 du
p( )+Q( )+R 0
dv

po du/dv, onda imamo, na osnovu Viéfe-ovih pravila za korene kvadratne jednaline, relacije
du Su du Su R
(3) + :__Q,, e e,
dv Sy I dv 8v P

Ako jednatinu (2) podelimo sa dvdv, pa iz tako dobivene jednadine i relacija (3} elimini-
Semo du/dv i 8u/8v, dobijamo trazen! uslov u obliku

{4) EnR—gpQ+guP=0.

79. Data je povrSina v=rt(ua!, u?).
1° Odrediti ortogonalne trajektorije koordinatnih krivih;

20 Qdrediti ortogonalne tra]ekton]e pravoliniskih generatrisa tangentne
povrSine kruZne zavojnice.

Re$enje. 19 Ako u jednaéinu g,kdufSUk:O zamenimo Su!=0, 8u2%0, dobijamo
jednadinu ortogonalnih trajektorija krivih u'=const, tj. a>linija, zbog

g, duiuk =g  dul8u'+g, duidu?,

u obliku
o dut=0.

[
Za ortogonalne trajektorije u'-liniJa na povrdini imamo, po analogiji, jednadinu
g, dui =0.

20 Ako je tangentna povr3ina kruZne zavo)nice r=t(u!), -gde je u! prirodni para-
metar na njo), data radijus-vektorom

vi= v (ul) + u? I‘:(llll

dobi¢emo diferencijalnou jednadinu ortogonalnih trajektorija pravoliniskih generatrisa u'= const,
zbog g12=g==1, u obliku

522

Cdul + du? = 0,
8to daje u®>=C—u' (C=const). TraZene trajektorije su, prema tome, definisane jednatinom
tF = v{ut) + (C—u'} t(ut).

Trajektorije su evolvente date kruZne zavojnice.

80. Odrediti ortogonalne trajektorije koordinatnih krivih povrSine
= {ucos v, u sin v, u=+¥j.
Rezultat. 2ut+v=a, u=tg(b—v) ( a=const, b=coust }.
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81. Na¢i diferencijalnu jednadinu ortogonalnih mre7a na povrSini sa
metricnom formom ds®= g, du®+ g,,dv2

ReSenje. Na osnovu jeduvaClue (4) zadalka 78. moZemo traZenu jednainu pisati
u obliku

gudu® + (e, v)dudv — gepdv2=0 (@ proizvoljna funkcija od a { v}.

82. Odrediti ortogonalne trajektorije koordinatnih krivih povrSine
t={vcosu--asinu, vsinu+acosu, au},

gde je a pozitivna konstanta, a v i v nezavisni parametri.

Rezultat. " v=au+C, v=al 2tg(ul2+C) (C, C’= const).

83. Data je pravoliniska povr§ina jednadinom
t*=1t(s)+ue,
gde t(s) definiSe jednu krivu na kojoj je s prirodni parametar, e(s) jedan

jedini¢ni vektor, a u parametar nezavisan od s.
Naci ortogonalne trajektorije pravoliniskih generatrisa.

Rezultat. u+ [ cos 0ds=const (cos6=e-1").

84. Pokazati da na helikoidu r={wcosv, usinv, av} (0s#a=const)
integralne krive jednaCine du®—(u®+a®) dv?2=0 obrazuju ortogonalnu mreZu.

85. Na povrsini sa zadatom metriCnom diferencijalnom formom ds2=
=g, du2+2g,,dudv+ g,,dv? leZe krive, definisane jednadinom Pdu+ Qdv=0,
gde su P i Q date funkcije od u i v,

10 Odrediti diferencijalnu jednacinu ortogonalnih trajektorija datih krivih;

20 Qdrediti ortogonalne trajektorije krivih ¢+0=const na jedini¢noj
lopti, na kojoj su ¢ i 6 geograiske koordinate.

Redenje. 1" U jednadinu

du Su du Su
F &l |+ ge=0

gu dv Sv | dv 8v Sy

uslova za normalnost smerova du:dv | Su: 8y stavljamo du/8v=—Q/P, te dobijamo traZenu
diferencijalnu jednadinu u obliku

(Pgi— Qg1 dll‘i‘[’ié’ﬁ‘ Qg)dv =0.
U specijalnom sluéaju, kod jediniéne lopte, dobijamo — zbog g,, =cos*0, g,=0,
gwn=1, P=Q=1 — za trajektorije datih krivih Jedna¢inu —cos?6 dp+4d0=0. Ortogonaine
trajektorije krivih p+0=const (Vivijani-jeve krive) su, prema tome, krive, definisane jedna-

ginom
o+ C=tgt (C=const).

86. Proveriti da se krive familija

sinu+a(w+1)=0 i 2~ +v=b (a b=const)
3sindu
na povrsini
t={sinucos v, sinusinv, cosu+logtg(u/2)+1}

seku ortogonalno.
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87. Naéi diferencijalnu jednadinu izogonalnih trajektorija koordinatnih
krivih na povrini sa datom metri¢nom diferencijalnom formom ds®= g, dui du*.
Specijalno, izvesti jednatinu izogonalnih trajektorija meridijana na obrtnim
poviSinama. -

Resenje. 1" U formulu

i dut 8 .k
cosf = - — - —
V&, dat du® \ &, Sut Suk

za ugao § Izmedu smerova du':da® 1 3u':du* na datoj povrdini stavijamo 8u2=0, dul#0,.
pa dobijamo za izogonalne trajektorije u!-linija jednatinu

£, dut

v (6=const}.
Vg, V&, duf du*

cos § =

Analogno dobijamo za izogonalne trajektorije u>linija jednacinu

g, du!
V&os V &) dut duk

cos H = {6=const ).

2¢ U slu¢aju obrtne povr3ine
U= { ucosuv, usinv, f(u) }
dobi)amo, posle odredivanja koeficijenata
gu=1+["%, g2=0,  geu=u3
stavljanjem u=u', v=u? za lzogonalne trajektorije meridijana v=u2=const jednalinu
Pi4/72- V(14772 dut£n2dv2-cos b = (1+f/2) du,

ili
u2cos20dv2 = (14-f/2) sin2 6 da2.

Odavde dobijamo, posle Integriranja, jednainu traZenih trajektorija u obliku _

— du
vcotg0+const:ifl/hr/'ﬁ{u) —
u

88. Dat je torus, koji nastaje rotacijom kruga radijusa r oko prave-
koja leZi u ravni tog kruga na rastojanju R(>>r) od njegovog centra.

1° Nad¢i izogonalne trajektorije meridijana torusa;

20 Qdrediti one specijalne izogonalue trajektorije meridijana, ukoliko
postoje, koje se projiciraju na ekvatorijalnu ravan kao elipse.

ReSenje. 1° Torus je dat jednadinom

t={ucosv, usinv, fr2—(K—up},

a krive koje njegove meridijane seku pod stainim uglom o jednatinom
— du e
)] dv=tgeVi+/2() — fluy=Vr2—(R—u)?

(videti prethodnl zadatak!). Integriranjem jednaéine (1) dobijamo

VR2—r2 2__q2 b
« —————(v—ry)cotg b= arccos |- ——) (v=const),
r au a
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ili, reseno po u,

RZ_rB
e = ?‘)—2 = »
R~+rcos r"' (v—wy) cotgG]
§to moZemo pisati u obliku .
(2) haa—= P - )
l+ecosm(v—yv,)
gde je
(s fale e — m= HR% = cotg 8;
p B P imag™ g8;

29 Za projekcije taaka torusa na ekvatorsku ravan su « i v polarne koordinate. Zato:
¢e jednacina (2), zbog 0 < e < 1, pretstavljati elipsu ako je m=1, odnosno

1{ 2,

TraZene trajektorije imaju, prema tome, jednadinu koja se dobi)a, ako u (2) stavimo
m=1. To su krive koje meridijane torusa seku pod stalnim uglom 9, koji je, na osnovu (3},
jednak uglu koji zahvata tangenta, povucena na torus od njegovog sredi3ta, sa ekvatorskom
ravninom,

89. Izvesti jednacinu krivih koje leZe na povrSini sa datim metri¢nim
tenzorom g, i koje polove uglove, koje grade parametarske linije a'=const.

ReSenje. Nek. je data povrSina r=r(u', #?). Smer tangentnog vektora r;du'+r,du?
treba izabrati tako da bude poloZen na simetrali ugla koji zahvataju v, i v». A to je onda
| samo ounda ako je

ly dut | = | ey du?|.
Skalarnim kvadriranjem dobijamo traZenu jednadlnu u obliku
guldu')*—gox(du?)®=0.
Jednaline krivih za svakn od obe familije posebno glase

Veuwdut + Vgedu2=0 i Vgudul—Veemduz=0,
90. Odrediti krive koje polove uglove koje grade koordinate krive
na dato] povrSini.
19 vr={acosusinv, asinusinv, acosv};
2° p={ucosv, usinv, av};
3% v={ucosv, usinv, u+v}.
Rezultat, 1° Povr3ina je lopta radijusa a, a traZene krive imaju jednaéin‘u
u +log tg (v/2) = const. "
20 Povrsina je helikoid, a traZene krive:
log (u4 VuP+a%) + v = const.
30 V?log[u-{—V??f]iv: const.'

Ispitati oblik povrSine, posmairajuéi krive u+v = const!
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91. Naéi diferencijalnu jednacinu krivih koje u-linije, tj. krive v = const,
na datoj povrSini seku pod konstantnim uglom .

Rezultat. dv/du=1tgpVgu/ge-

92. Odrediti sferne tacke paraboloida 2z=x2/A+y%/B (A, B=const).

Resenje. Potrebni 1 dovoljni ustov za egzistenciju sfernih tataka na povrdini z=f(x, y):

[y g2 f

14p2 pg 142

daje u nafem slulaju, ako u datoj jednacini povrdine smatramo z kao funkciju od x 1 y -
relacije
W =g 0 = |iyB

14x3A2  xy/AB 1428

Ove Jeduadine imaju cetirl kompleksna re3enja

e 1
x=0, y=+VB(A-B), z:a(A—B);

: 1
x=+xJA(B-4), y=0, 7= o (B-A),

koja odreduju ¢&etiri sferne tatke. Ako konstante A i B imaju suproine znake, t}. ako je
parabolold hiperboli¢ki, nijedna od fih tataka niJe realna, a ako A i B imaju jednake
znake, tj. ako je paraboloid elipti&ki, ouda postoje dve realne sferne talke.

Specijalno, u sluéaju A > B> 0, sferne tatke paraboloida su
—— 1
(0. «VBGE=8), 5 A=),

93. Odrediti realne sferne tacke elipsoida J:, A iy 1 (A>B>C>0).

Rezultat. Postoje &etiri realne sferne tacke:

~A—B . B—(
(i\/A A=c' Y i\/c ATC)'

94. Pokazati da su tacke krive y>—2ax=0, 2=0 sferne tatke povrsine
a2+ (2x+a) (y®2-2ax)=0 (a=const).

95. Odrediti radijus krivine normalnih preseka paraboloida z = x%/a%+4
+y2/b* u tacki O(0,0,0) za slucaj kada je normalni presek dat jednadinom
y =kx (k= const). .

Re3enje. Tangentna ravan na paraboloid u O je xy-ravan, a Dupin-ova indikatrisa za
tatku O je homotetiéna (sa centrom homotetije u O) sa krivama x2 a2+ y2/62=const. Glavni
pravci za tatku O su dakle pravei x-ose | y-ose. Normalai preseci za te smerove su parabole
z=x%a% y=0 odnosno z=y*b>% x=0, pa za glavne radijuse krivine za taéku O, prema
tome, dobijamo

Ry=@%/2, Ri= 6%2.

Prema Euler-ovoj formuli imamo onda za traZeni radijus krivine R relaciju

1 coszyp  sinZqp
2( ¥ P
a2 b2

) (k=tgp),

2 bE4ak

1
R ™ azb® 14k
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96. PovrSinu z= x*/a*+ y?/b? (a, b= const) seCe ravan z=+ky (k= const).
Odrediti radijus krivine p preseka za tacku (0, 0, 0).

Re8enje. Odgovarajuél normalni presek je parabola z=x2'a% y=0. Njen radijus krivine
u datoj tacki je R=a%2. Po Meusnler-ovoj teoremi je p={a*2)cos 9, gde je 0 ugao izmedn

z-ose i date ravni, dakle k:tg(; —0). Prema tome je

a? k
2 Yi+ge

97. Paraboloid 2= x?/a®+ y?/b® (a=const, b=const) sefe ravan y=x.
Odrediti radijus krivine u tacki (0, 0, 0) preseéne krive, ako se ravan te
krive okrete oko prave x=y, 2=0

Rezultat. Ako je 0 ugao izmedu ravni preseka | z-ose, onda za traZeni radijus krivine
a2 b2 !

p dobijamo o= cos 0.
a2+ b2
L ]
98. Tacka P leZi na presecnoj krivoj dveju povrSina, €ije su normalne
krivine u P, u smeru te krive, ,.1 k,, a ugao izmedu normala povrSina
u P je 0. IzraCunati krivinu k preselne krive u P.

Rezultat. & = VEgF k= 2k, ky cos0/sin 0.

99. Za rotacionu povrSinu sa z-osom kao osom rotacije dato je rasto-
janje p taCaka povrSine do ose rotacije kao funkcija p(s) od prirodnog para-
metra s na meridijanu. Odrediti Gauss-ovu krivinu K povrSine.

ReSenje. Na sl. m pretstavija onaj meridijan
povrdine, koji leZi u xz-ravni. Za glavai radijus Ry kri- mi
vine, koji odgovara smeru tangente paralelnog kruga z
povrdine u tackl M, vaZi (oznake vidi na slicl!):

1/Ry=cosb6/p, i R,=MN.

Ugao ¢ fzmedu tangente na meridijan u M 1 x-ose je
odreden sa

tgp=dz/dx=2'|X, 2'= dz/ds, x'=dx/ds,

odakle, zbog x'242/2=1, sleduje

sinp=tg o/} 1+tg2p =2". 0

Dakle, za R, imamo

() 1/Ry=costfpo=slnp/x=2"/x.
Drugi radijus glavne krivine R, Je radijus krivine meridijana un tackl M, znadi
1/Ry= (X2 —x"2')[(x'2+ 2202 = X"z — x"2' = —x" (' — X' 2"[ x").

Buduéi da 1z x'24-2'2=1 sleduje x'x"+2'2"=0, I 2"x"=—x'/2, imamo dakle

(2) 1/Ro= —x"(2/+x'2/2/)= —x"|2 (X'24+2'%) = — x"[ 2.
Iz (1) i (2) dobijamo
1 1 bl
Ke=e—v o =0 —,
R, R» X
1, zbog o=x,
K=—p"p

20 Zbornik matematickih problema II
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100. Odrediti radijuse glavnih krivina paraboloida xy=cz u njegovim
prese¢nim tatkama sa hiperboloidom x2+4y?—22+¢2=0.

Rezultat. Za jednadinu glavnih krivina dobijamo 24424 2c22k—c2=0, odakle za traZene
radijuse R, K. sleduje

R

[

<

Ri= ; ), Re=

()

-(1-¥2).

w3

101. Odrediti Gauzss-ovu krivinu K datih rotacionih povrSina:
10 Paraboloid; 20 Torus;
3° Povr§ina koja nastaje rotacijom krive 2=k Yx, x >0, y >0 oko z-ose;
40 Povrdina. koja nastaje rotacijom traktrise
K== o Dyl s (}og tg—;1 +cos <p)
oko z-ose.
Resenje. 1° Neka je rotaciona osa paraboloida z-0sa, i neka je 2=kx2 k#0, njegov
meridijan u xz-ravni. Ako je s luk na meridijanu, imamo
ds2=dx2 4 da2= (I + 4k2x2) dx?,
odakle je =
dy/ds=x'=1/V14+4k2x2,
i .
x” = (dx"/dx) (dx/ds)= —4k2x /(] + 4 kZx2)2,
Iz K= —x"/x (videti zad. 99) za Gauss-ovu krivinu sleduje K=4k2/(1+4k2x2)2.
20 Parametarske jednaline meridijana torusa, kome je rotaclona osa z-o0sa, moZemo
pisatl u obliku
xX=R+rcosd, y=0, z=rsinb {r, R=const},
gde je 6=s/r, ako je s luk na njemu.
Odavde dobljamo

r

X cos 6

K:-— = - - .
X r{R+rcosé)
30 K=-— Qk: —
x(4x+k2)2

40 Za luk s meridijana vaZi

ds2=dx2+d22= R2cos? ¢ (14 cotg? p) dp? = R2cotg? p dop?,
il '
dp/ds =tgo/R.
Onda tmamo
_x’ = (dx/dep) (dep/ds) = sin ¢, x” = (dx’/de) (dp/ds) =sinp/R .

102. Parabola rotira' oko svoje direktrise. Izratunati odnos glavnih kri-
vina dobijene rotacione povrSine,

Rezultat. Za svaku tatku povrdine vaZi ky:k,=—2, gde.k,, k, oznafavaju glavne
krivine u smeru meridijana odn. paralelnog kruga te tacke.

103. Odrediti Gauss-ovu krivinu K poviSine za koju je data me-
tricna diferencijalna forma.

10 dst=du2+Gdy?; 20 ds?=A(u,v) (du®+dv2); 30 ds2=2Fdudv.
Re3enje. Iz Gauss-ove ,theoreme egregium* sleduje:

2V G -
10 K=__1:.0]’0; 9 g L (()Zlog)«. aalog_m_)
du? ov?

: 2 glgE
VG ou 22

- 30 K=
F  ouov
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.104. Pokazati da je zbir krivina dvaju ortogonalnih normalnih preseka
za svaku tacku povrSine konstantna veliina.

Resenje. Neka su R; i R, glavni radijusi krivine, a R/ i R” radijusi krivina za
dva uzajamno ortogonalna normalra preseka. Postoji onda jedan ugao ¢ takav, da vaZi (na
osnovu Euler-ove formule)

Lo (T >
sin (34—0‘

n. T p
1 cos?9 | sin%0 B COS“(? + ’> "
R’ Ry Ry R” Ry Ry

Sabiranjem dobijamo

1 1 1
+ = + = const .
R’ R’ Ry R,

105. Odrediti totalnu i srednju® krivinu povrSine
t={a(u+v), b(u—-v), uv} (u i v nezavisni parametri; ¢ i b konstante).
Rezultat. 1z jednadine za glavne Krivine
g2ki—4dablg (a—b2+uv) k—4a2b2=0
dobijamo
22 4ab
K:_4u‘b, oo rav
g_’ I/A,d
g=4a*0*+a>(u— v+ 02 (a+v)2.

[ai—b%u v);

106. Odrediti totalou i srednju krivinu Scherk-ove povrsine
z=(]l (log cos ax—1log cos ay) (O0#a=const).

Rezultat. H=0; K=~

(asecax-seca_v 2
l+tg2ax+tg2ay

107. Naé¢i totalnu krivinu povriine e?=sin V x2+ 2.
Redenje. Stavljajué¢i x=uwucosv, y=usinu, dobijamo jednaéinu povriine u obliku
L= { ucosv, usiny, logsinu } !
K- L ey sin2u '
g 2u

108. Na¢i srednju krivinu H tangentne povrSine krive t=r(s).

Resenje. Jednadina povrSine Je t¥=t{s)+u-1'(s). Ako su za krivu dati radijusi o{s)
i 7(s) prve 1 druge krivine, dobija se za srednju krivinu H u tacki (s, u) povrsine formula

H=op/{uT).

109. Izradunati Gauss-ovu i srednju krivinu povrdine koju obrazuju
binormale krive &ija je krivina k, a torzija =.

Rezultat. Awxo Je v=1(s) data kriva, onda Jednacina povriine glasi r*=1(s)+ub(s),
gde je u parametar nezavisan od s Za ovu povriinu dobijamo
%2 _ k+kxra®—'a

K=— ; :
(1432422 (14%2u2)3.2

1 Srednja krivina H u jednoj taéki povrdine je zbir glavnih krivina u to] tatki. No,
neki autori (na pr. nemaéki) defini8u srednju krivinu i kao poluzbir glavnlh krivina; u ovom
sluaju bi trebalo kod naih formula zameniti H svugde sa 2°H.
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110. Pokazati da totalna krivina K svakog pravog konoida zadovo-
ljava uslov —1 <K <0.
Dokaz. Jednalinu povrSine piSemo u obliku v={ucosv, usinv, f(v)}, gde su u 1

" v nezavisni parametri, f proizvoljna funkcija. Odavde, posle odredivanja velicina g I fik,
dobijamo
f1 f2(v)

NE S e
& uts o)
odakle zaista sleduje —1 < K <0.

111. Naci one rotacione povrsine ¢ija je srednja krivina jednaka nuli.

ReSenje. Za rotaclonu povriinu rz{u cos v, usinvy, f(u]} nalazimo koeficijente

gu=1+["2u), g12=0, go=u?

17 () uf’ (u)
- agzr Q) Hpp =2 SHli
VW)

11 2= Y,

VTR
Unoseél ove vrednosti u jednacinu

1 hyydud+hy dv®

'R B é;duz-hqzzdv? [
gde R znaéi radijus krive u taéki (u, v) normalnog preseka povr8ine u smeru du:dv, dobi-
jamo — po¥to su krive u=const, v=const krivinske — za glavne radijuse krivine R; i R,

vrednosti
1 hy 17 () i fg9 ()

(1) APl T M T - W
R, &n V472 (w)] Ry go uVi+f%u
Po uslovu zadatka je

1 s 1 . |
IR
odakle dobijamo iz (1), posle upro3enja, diferencljalnu jednadinu
{2) uf” (@) +[1+f2@)]f (u)=0,
koja odreduje funkciju f(z). Ako u (2) stavimo f’ (z)=p 1 integriramo, dobljamo
¢
D— — (c=const).
y Vur—¢2 ]
Odavde lzlazi
du u
)=¢ | -——=carch— +#k k=const),
fuy=c | g ) ( )

Ii, birajuéi nove oznake u=x, f{u)==z, jednatina

z2—k
x=cch

To je jednaina lancanice. TraZene povriine se dobijaju, prema tome, obrtanjem ovih krivih
oko z-ose. To su kafenoidi.

112. Odrediti one rotacione povsSine konstantne pozitivnhe Gauss-ove
krivine 1/a%, kod kojih je moguce diferencijalnu jednacinu meridijana inte-
grirati elementarno (u kona¢nom obliku).

Resenje. Neka meridijan rotacione povrdine leZi u xz-ravni, koordinate njene proiz-
voljne tatke M neka budu x i 2, ugao koji tangenta na krivu u M zahvata sa x-osom neka
je ¢, a luk krive neka je s. Dato je

ey Y11 1
(1) k:RiZEE (a=const),
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gde su R; i R, glavni radijusi krivine rofacione povrsine u M. Jedan od tih radijusa jednak
je radijusu krivine meridijana povr3ine u A. Neka je to R, pa imamo zbog dx/ds=cosp:

1 dp cosopde
1 S dx
Po3to je radijus paralelnog kruga u M jednak koordinati x tactke M, imamo prema Meus-
nier-ovoj teoremi, relaciju
1 cos (T/2—) sin

3) Rs - x X

Iz (1), (2) i (3) dobijamo diferencijalnu jednaéinu

xdx = g*sin 9 cospdp,
odakle integracijom sleduje

[ S a4 C 2 a2 ‘
4) x2= ——— —ag%cosp = a2l l— —cos2q |,
2a* a2+ C
gde je C integraciona konstanta, ili -
a -
() x=—)1—kZcos?y,

k
ako stavimo 2a?/(a2+C)=k% Odavde izruunavamo dx | zamenjujemo u dz=tge dx, pa
dobijamo

(6) dz=ak-— .
V1—k2cos®op

sin2pdyp

Parametarske jednadine meridijana su, prema tome, na osnovu (5) i (6):

sinZ @ dep

(7) x = a-Vit};’Eco—sérp, y=0, z=ak + C,.

k Y1—kZcos2o
Integral u poslednjoj jednadini (7) se izraZava racionalno elipti¢nim normalnim inte-

gralima prve i druge vrste modula k. Oni su elementarno integrabilni samo ako je k%=1,
odnosno C=a? u kom slufaju dobijamo za meridijan jednacine

x=asinp, y=0, z=—acosop+C, {Cy=const),
ili
X2+ (z—C)2=a2 y=0.

TraZene povrdine su, prema tome, samo lopfe radijusa a.

113. Odrediti rotacione povrSine konstantne negativne Gauss-ove kri-
vine, za koje se diferencijalna jednadina meridijana moZe elementarno
integrirati.

Resenje. Neka je konstantna krivina traZenih povr3ina jednaka —1/a% (a=const).
Ako upotrebimo oznake prethodnog zadatka, onda dobijamo iz jednacine (4) toga zadatka

odgovarajuéu jednadinu za sada tretirani sluaj ako u njoj a® zamenimo sa —a2 Prema
tome imamo, ako jo3 cos?yp izrazimo sa sin?:p, jednalinu

C—a2
2 e

X

+ a2 cos? are v 1 EY In2
azcosop = _eatfi— - sin2a .,
1 242 _+_a‘2. p
Odavde, stavljajuéi 2 a%/(a2+ C)=4k? dobijamo
a
X=—)1-k2sin2¢p.
L P

A odavde, uzimajuéi u obzir dz=tg p dx,

sinZ ¢ do
(1) z=—akfy —

1—kZsin2¢

-1
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Integral u (1) se izraZava racionalno’ elipticoim normalnim integralima prve i druge
vrste modula . On je elementarno integrabilan samo u sluaju, kada je k%=1, odnosno
C=a2 Tada dobijamo

sin2gp P X
(2) Z:—af d(p—-—a log tg | — +~~ —sing | + ¢,
€os @ 4

gde je ¢ integracidna konstanta. Na osnovu (1) i (2) dobijamo sada parametarske jednadine
meridijana, ako prethodno jo3 promenimo orijentaciju z-ose, u obliku

5
3) X=4acos ¢, y=0, BE=Q [log tg (g - Z) —sin tp] +c.

MoZemo uzeti ¢=0, jer to geometriski zna&i samo paraleino pomeranje koordinatnog sistema
u pravcu z-ose. Jednacine (3) su parametarske jednacine frakirise sa osnovom a, kojoj je
asimptota osa rotacije traZzene povr3ine.

TraZene poviSine su, prema tome povrdine koje postaju rotacijom traktrise oko svoje
asimptote, takozvane pseudosfere

Pokazati da jednacina (3) pretstavlja istu krivu kao i jednaine u zadatku 101, 49,
prl a=R, ¢=0.

- 114, Data je familija rotacionih povrSina koje se dobijaju jedna iz
druge translacijom duZ ose rotacije.

1° Odrediti jednacinu onih rotacionih povrSina sa istom osom koje
seku ortogonalno povrsine date familije;

20 Pokazati da za totalne krivine K i K* povrSina date i trazene fa-
milije u istoj tacki vaZi K= — K™

ReSenje. 1° Izabrav¥f z-osu za osu rotacije povr§ina date familije, moZemo njenu
jednalinu pisatl u obliku

(1 v = {ucosv, usinv, f[u]+h} ( i=const),

gde su u i v nezavisni parametri, a f(u) data funkcija od u. Ako je i promenljiv parametar,
tada je (1) jednalina date familije.

Za traZenu familiju povr§ina moZemo onda napisati jednaéinu

(2) o= { ucosv, usiny, e (u) } s !
gde je & neka funkcija od « kS)Ju treba odrediti.

Meridijani povr3ine (1) i (2), koji leZe u uz-ravni, imaju jednadine z=f(u)+h i z=P(u).
Povrine (1) i (2) ¢e se se¢i uzajamno ortogonalno, ako se ovi meridijani budu sekli orto-
gonalno, dakle ako bude vaZilo

(3) \ P’ (u) f/ (1) +1=0
Odavde sleduje

SIS du '
17(u)
3to treba unetl u (2). Tako se dobija jednalina traZene familije.
20 Za totalpe krivine K i K* povréiqe (1) i (2) u isto] tacki imamo
_ P@fm e @@ @)
Tl 2w u 1+ 2 ()2

Odavde i iz (3) sleduje relacija K = —K*, koju je trebalo dokazatl.
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115. Ako na normalama jedne povrdine nanosimo istu duZinu a, racu-
nato od povrSine, onda krajnje taCke te duZi obrazuju povrSinu koja se
zove paralelna ili ekvidistantna sa datom povr$inom. Tacke dveju paralelnih
povrsina koje leZe na isto] normali nazivamo korespondentnim.

Pokazati da su tangentne ravni na dve paralelne povrSine u korespon-
dentnim tackama paralelne.

Refenje. Ako su rit# radijus-vektori korespondentnih tafaka, a N jedini¢ni normalni
vektor prve poveSine, onda vaiZi
t¥=t4+aN.

Za dokaz paralelnosti tangentnih ravni dovoljno je pokazati da je vektor N kolinearan
sa normalnim vektorom
[ry*, %] = [y, +aNy, ta+alNa)

druge povr3ine, odnosno da je vektor
(h [N, [t% t*]] = 1% (Nt*) — i#e (Nu#)

vektor 0, a to se zaista dobija iz (1) ako se stavi v ¥=1;+aN;, t,*=1,+aN,.

116. Date su dve paralelne povrine S i S¥% kod kojih je rastojanje
korespondentnih tacaka jednako a. =

19 Odrediti Gauss-ovu krivinu K* povrSine S* kao funkciju Gauss-ove
krivine K i srednje krivine H povrSine S;

2° Qdrediti srednju krivinu H* povrSine S* kao funkciju od K i H;

3° Pokazati da je S* razvojna povrsina ako i samo ako je i S razvojna
povrsina;

4% Pokazati u kom slucaju krivama jedne ortogonalne mreZe na S ko-
respondiraju na S* opet krive jedne ortogonalne mreZe;

50 Kada asimptotske krive na S* odgovaraju asimptotskim krivama na S?

Resenje. 19 Ako radijus-vektori t i v* odreduju povrSinu § odn. $% a N je jedi-

ni¢ni normalni vektor na S, onda je
t¥=1+4+aN.

Odavde izratunavamo, koristeéi formule
gik=rvivy, tiNg=—hu, N/ Ny=hiH-gixK

za povrinu S, kao i analogne za povrSinu S%, koeficijente g, prve diferencijalne forme na §%:

(m gl =(1-a*K) g, +alaH-2}h,,

a posle i koeficijente Af, druge diferencijalne forme
(2) i =aKg, +all—aH)h,.

lz K*=h%/g* gde i* i g* znale determinante | /%, | i | g} | dobijamo onda
@ o= :&7?}:#1( .

20 Iz formule

1 o
= e (hfy g — 20y g + N5 g1 )

nalazimo zamenom hf, 1 g% sjlhovim vrednostima (1) i {2) traZenu relaciju

_H—2aK

H* = .
l—aH+a2K
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3% Iz (3) izlazi da se iz K=0 dobija K*=0 1 obrnuto, &ime je tvrdenje dokazano.

49 Ortogonalnu mreZa na S blramo za koordinatne krive. U tom sludaju je g,,=0.
Iz (1) sleduje za I=1, k=2 da je gy, =0, u slutaju a H—2#0, onda i samo onda ako je i
hs=0, t]. kada su krlve posmatrane mreZe krivinske krive, dok za sluéaj af{—2=0 sleduje
g =0 veé iz g4,=0.

Prema tome, ortogonalnoj mreZi na S korespondira na S* ortogonalna mreZa same
onda ako su krive date mreZe Kkrivinske. izuzetak imamo u sinaju kada povrSina § ima
konstantnu srednju krivinu H, a korespondentne taCke na poveSinama S 1 S* su na rasto-
janju a=2/H, kada svakoj ortogonalnoj mreZi na S odgovara jedna ortogonalna mreZa na S*,

5% Asimptotske krive na S biramo za koordinatne krive. Onda .je fij;=ho=0. Da bi
njihove korespondentne krive na S¢ bile asimptotske, potrebno je da bude A}, =A%, =0.
A ovaj uslov je ispunjen, na osnovu (2), samo u slucaju K=0 {a onda i K¥=0).

Kod dve paralelne povrdine su asimptotske kiive jedne i druge povrsine korespon-
dentne samo onda ako su povrsine razvojne.

’ 117. Napisati formule za paralelni prenos (u smislu Levi-Civita) vektora
po paralelnim krugovima na jedini¢noj lopti. Specijalno, za vektor duzine a
koji je tangencijalan na nulti- meridijan.

Re3enje. 1° Ako je data neka povriina v=c(u?, 4* u keivollniskim koordinatama u?, u2,
sa prvom diferencijalnom formom ds?=g ,duiduek, i na covrdini jedna kriva ai=ut(f), onda
za vektor a:air,-={a1, a*} u tangentnoj ravni povidine, koji treba transportirati u smislu

Levi-Civita po datoj krivi, vaZl diferencijaloa jednatina

das du!
I

- ak =0.
df dt

(1)

U naSem slucaju, uzimajuéi geografske koordinate ¢, 8, povrSina je data radijus-vektorom
= {cos 9 cos ¢, cos 6 sin ¢, sin e},
a liniski element ds diferencijalnom formom
(2) ds? = d 62+ cos? 6 dp?

Jednaéina paralelnog kruga je 6=const. Na njemu, prema tome, ako sa s oznaéimo njegovis
duZinu luka, merenog od =0, vaZi

(o]
(3) =const, p=-—0»!
cos @

Uzimajuél 6 =u!, ¢ = u?, zralunavamo Christoffel-ove simbole I'g)S:
Cyt=0, It =0, T

Py?=0, Pp?=—1g0, Tn?=0.

Dobijene vrednost! za T'yS unosimo u (1), pa dobijamo, koristeéi relacije (3), za paralelnt
prenos vektora a po paralell (3) jedpaline

dat | da2 sin §
— =—a%sin §, =al —,
do do cos2 9

ill, ako, zbog lak3eg pisanja, uvedemo oznake a'=x, a2=y, jednatine

dx d sin 6
4) — =—ysing, L e
do do cosZ 6

Deljenjem jednacina (4) dobijamo, posle izvesnog uprodcenja

xdx+cos20.-ydy=0,
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odakle sleduje
1 SO
(5) y=— VA2,
cos 0

gde A2 oznalava integraclonu konstantu. Ako dobljeni izraz za y iz (5) uneseno u prvu
jednalinu (4), dobija se
dx

VAR
X
arc cos 3 =octgg+ B { B =const).

Odavde 1 iz (5) sleduju traZene jednacine prenosa (opet piSemo a!, a2 umesto x, y}
u obliku

A
a'l=Acos(otg0+ B), a*= -sln (o tg 0 + B).
cos 9§

20 Vektor duZine a, koji dodlruje neki merldijan, moZe se napisati u nafem sludaju
u obliku a=a-v,, Jer je a2=a%g,,=a> Na§ tangeutni vektor ima, prema tome, u afinom
koordinatnom sistemu na tangencijalnoj ravni, élji su koordinatni vektorl v, v,, koordinate
{a, 0}. Da bismo doblli jednafine prenosa ovog vektora, freba u (5) odreditl konstante A
i B tako, da one daju za o=0 ba§ al=aqa, a®2=0. Dobijamo A=a i B=0, pa su traZene
Jednacine, prema tome, oblika

a
al=aqacos(stgt), a%= sin (o tg 9).
cos 0 i

Iz ovih formula, imajuéi u vidu' metriénl tenzor (2), verifikuje se odmah da duZina
vektora a prl prenosu ostaje ista. Ugao « izmedu vektora a i meridijana koji prolazi kroz
poletnu ta¢ku vektora, naprotiv, se menja. Za taj ugao dobljamo lako e =0 tg 9. Dakle, prenos
je elementaran samo na ekvatoru.

1. KRIVE NA POVRSINAMA

118, Paraboloid t={u?, u? cutu®} (c=const) dodiruje jedna razvojna
povrdina duZ krive u!=u' (1) (i=1, 2). Odrediti smer pravoliniskih generatrisa
razvojne povrsine.

Redenje. Tangenta date krive i pravoliniska generatrisa u bilo kojoj zajedni¢koj tacki

imaju uzajamno konjugirane pravce u odnosu na datu povrSinu. Za njihove smerove da!/du?
i dul;8u? vaii zbog toga h,, duf Suk=0, gde su fi,4 koelicijentl druge osnovne forme zadatog
paraboloida Zbog fi;;=/h»=0 imamo

dut Su? + du28ut =0 111 du?/du + 6u2/8ul=0.

Smer pravoliniéke generatrise je odreden dakle sa 8u%’8u‘:~du?/du‘=—&2/1'11,
(uf=dui/d¢t), odnosno vektorom -
rul — o u? (vi=0dr/oul).

119. Na povrSini

= [sin ucos v, sin usin v, cos u+log tg ; +o)!,
gde su u, v nezavisni parametri, a ¢ proizvoljna funkcija od v, data je fami-
lija krivih definisanih sa
98] sinu + v = const.

Odrediti familiju onih krivih na povrSini koje su konjugirane sa datim
krivima.
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Resenje. Uslov za konjugiranost

du 8u ; (du i 8u el
= | — 4+ — o =
v 8y -
u nadem sluéaju glasi

g du 8u i 0
—— . -— 8incu=y.
(2) dy Sv -
Iz (1) nalazimo 8u/8v=—1/cos v i ovo zamenjujemo u (2}, pa dobijamo diferencijaluu jedna-

€inu Eiji integral cotg u=sin v 4 const odreduje traZzenu familiju krivih.

120. Odrediti asimptotske krive na datim povrSinama:

1° y={ucosv, usinv, alogu} (a=const);

2 z=1/(¢+y);

3% rr={ucosv, usinvy, acosnv} (a=const; n=+1, 12, ...);
4°  pr={(14cosu)cotgv, 1+cosu, sinu/sinv};

5 e={({1+ua)chw, (1=u)she, u};

6 rv={(1+uwycosv, (1-u)sinv, u};

7° t={vcosu—sinu, vsinu+cosu, u};

8 r={v/chu, uv/chu, arctgv};

90 p={3u+3v, 3u2+3v2 243+ 20%,

Rezultat. 1° u=C,e—V, u=Cse". (C;, Cy=const). Projekcije asimptotsklh krivih na
xy-ravan su logaritamske spirale.

20 Stavljajucl x=ucos v, y=usin v, dobijJamo za asimptotske krive jednaéine

v

A eT
u=Cye W . u:Czev {Cq, Ca=const).

3" Prave v=const i krive u®=csinnv(c=const). Specljalno, za n=2, dobijamo
#2=csin2v. Projekclje druge familije asimptotskih krivih na xy-ravan su, dakle, u ovom
sluc¢aju lemniskate.

40 cotg-u— = a sin? ,V,' co1gri = b cos? = (a, b=const);
2 2 2 2

cVchv—Vshv

50 v=const, u= —1/ — Vs - ' (c=const};
¢V chv+Vshv
¢V cosv—Vsinv

6° v=const, u = V — V {c=const);
cl cosv+Vsinv

7° u=const, u—2v=const;

80 =sh +—u- et t);

y=s C_Vé (c=const);
9o u+v=const, u—v=const.

121. Nadi asimptotske krive konoida z=f(y/x).

ReSenje. Uvodimo krivoliniske koordinate, stavljajuéi x=u, y=uv. Asimptotske
‘linfje su onda
v=ocy; CuE=1{'(p) (¢, co=const},
il
y=cx 1 cax2=f'(y/x).
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122. Odrediti asimptotske krive date povrSine.

1 r={ucosv, usinv, kv] (k=const);

20 r={a(u+v), blu—v), uv}) - (a, b=const);

3% v={(u+v) (3+2u>+2v2—8uv), (v—u) (34+2u%+2v2+8uv), 12uv}

Redenje. 19, 20, 30 Koordinatne krlve.

123. Odrediti asirhptotske krive na datim povrSinama.

1° z=mxy (m=const); 20 zx2=ay® (a=const);
30 z=ysinx; 40 x2(y-2)=y+=z;
860 z=xmyn (m, n=const).

Rezultat. 19 x=a, z=amy (a=const) i y=0b z=bmx (b=const);
20 y=ax; y=bx2 (a, b=const);

3% x=const; y%cosx=const;

40  x=const; x2y/(l+x2)2=const ;

50 y=ax%; y=bx?, gde su a i b proizvoljne konstante, a

—mn —V mna(m+n—1)

—mn + I/}nlzirn-l-i{_ 1
n(n-1)

n(n—1) i !

357

124. Izvesti jednacine asimptotskih krivih na povr$ini, datoj u cilin-
dri¢nim koordinatama.

ReSenje. Ako su na povr8ini uvedene cilindri¢ne koordinate r i ¢, onda se njena
jedna&ina moZe pisati u obliku :
v={rcosp, rsinp, z}

»
gde je z=2z(r,p) neka zadata funkcija od r i . Odavde odredujemo — uzevsi ul=r, u2=9
— koeficijeate /1;x i dobivene vrednosti unosimo u Jednaéinu asimptotskih krivih

higdat duk =0,
Ako koordinate obeleZimo opet sa r i ¢, dobijamo traZenu jednaéinu u obliku

d22dr"+2( L~ BOLEY - (r AP
- B y r o = H* = _
or? orop r op ’ or 09 ) v

125. Data je kriva r={{n, ("-1, t"-2} (f parametar; n prirodan broj).

1° Naéi jednacinu povrSine koja je geometrisko mesto sredina tetiva
te krive;
20 QOdrediti asimptotske krive na toj povrSini.

9 | N

o

Rezultat. 1° Povrdina ima jednadinu

un4pn un—*‘l_’_vn—l nn—24 yn—2
T = e S— i
2 2 2

e D - } (u i v nezavisni parametri) ;
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126. Odrediti asimptotske krive povr3ine

z=xarctg L + ; log (x2+y?).
X

Re8enje. Za asimptotske krive u cilind:iénim koordinatama r i p dobija se jednaéina
c
r= - (c=const).
1 4cos ¢

Projekcije asimptotskih krivih u xy-ravni su dve familije parabola.

127. Data je prava

(1) z=mx,  y=nx (m,n=const).

1¢ Odrediti jednacinu povrsine koja je geometrisko mesto pravih koje
su paralelne sa yz-ravni i seku pravu (1);

2° Odrediti asimptotske krive na tim povrSinama.

Regenje, 1° Jednalina svake pravoliniske povriine, Cije su pravoliniske generatrise
paralelne yz-ravni, moZe se pisatl u obliku

b) 2=yo X+ (x),
gde su ¢ i neke funkcije od x. Svaka pravoliniska generatrisa ove povisine seée pravu (1).
Za svako x imaju, prema tome, jednaéine (1) i (2) zajednitko reSenje po y i z. Eliminacija
yiziz (1) i (2) daje

mx=nx-p(X)+\(x).

Odavde odredujemo Y (x) i unosimo ga u (2), pa dobijamo

(3) z=yp()+x[m-n-px)].
Za svaki {zbor funkcije p(x) daje (3) po jednu jednalinu za traZene povrSine;

20 Asimptotske krive su date jednadinama

e
x=const 1 y=nx+4+— (c=const).

Vo' ()

128. Odrediti funkciju f tako, da asimptotske krive povrSine z=f(x}
—f(y) obrazuju ortogonalnu mreZu.

Redenje. Za asimptotske krive dobijamo jednainu

2-im
Uslov da se ove krive seku ortogonalno moZe 'se napisati u obliku
i . IR ') 8 )
LH/2()  1+/72(y)

Podto je svaka strana ove jednaline nezavisna od x i y, dobijJamo odavde integracijom

1
f(x)=— —logcos (ax+b)+const,
a
gde su a i b konstante.

Jednadina povr3ine glasi
Sostay +5)

az=1
s cos(ax+b)
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129. Odrediti sve povrSine z=F(x, y) Cije su asimptotske krive date
jednacinama y=c, xf(y)=c’ (c,¢'= const).
ReSenje. Uporedujuéi diferencijalnu jednadinu datih krivih
f(y)dxdy+x[(y)dy*=0
sa opstom diferencijalnom jednatinom asimptotskiht krivih za povr§inu 2= F(x, y), dobijamo
S OF F
02F " “ox oy _ Ox*
oxz f xf'(y)

odakle odredujemo funkciju F. Dobijamo

z=F(x,y)=ay+b+cx [f2(y)dy+c'x (a i b integracione konstante ).

130. Naci torziju asimptotskih krivih na povrSini 2z=ax2+2hxy +by2,
gde su a, b, h date konstante.

ReSenje. Koriste¢i Beltrami— Enneper-ov stav da je kvadrat torzije 1/r asimptotskih
krivih jednak negativnoj Gausss-ovoj krivini, iz

v yEw

T 1+p2+q2

u datom slucaju dobijamo 1 )
1 Vh2—ab

© = T+ (ax+hy)*+ (hx+by)2’

131. Odrediti torziju asimptotskih krivih na datej povrSini.
1° y={ucosv, usinv, hv} (h=const);
2° y={ucosv, usiny, 1/u}.

Rezutat. 10 1/v= 4 h/(u2+h2); 20 lr=uy 2/(ut+1).

132. Pokazati da je Gauss-ova krivina kod povrSina, kod kojih se
asimptotske krive seku pod konstantnim uglom, proporcionalna kvadratu
srednje krivine.

Dokaz. Krive na povrdini sa prvom diferencijalnom formom gk duf duk, definisane
* diferencljalnom jednainom
P{dut2+ Qdutdu?+ R (du?)2=0,

seku se pod uglom ¢, odredenim sa

teo— VEVQ@—4PR
T EuR—gpQ+ gl

Prema tome, asimptotske krive na toj povidini— buduéi da njihova diferencijalna jednacina
glasl f1jx duf duk=0 — seku se pod uglom 6 za koji vaZl

gon WEVRE Tuia _\[F g
gllhzz—2g12h12-_—g22hll

g t guhz-:—?gm@%gmfﬁ ;

1l
V=K
tgo=2- B ( K Gauss-ova, H srednja krivina ).
Odavde sleduje

4K+ H2tg20=0,
Sto dokazule teoremu.
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133. Odrediti torziju asimptotskih krivih na povrSini koju obrazuju
binormale date vitopete krive.

ResSenje. Iz jednacine povrSine
t*=r+u-b,

gde t=r(s) odreduje datu krivu, a u je paramctar koji je nezavisan od s, izraCunavamo
koeficijente hig i gix (ul==u, u?s=s) i zamenjujemo ih u formulu

L=V-L.

1 T

Dobijamo

¥ u? 412
gde je I/t* traZena torzija, a 1/t torzija date krive.

134. Napisati jednacinu asimptotskih krivih za rotacione povrSine, ako
je dat meridijan z2=f(x), y=0, a rotaciona osa je z-osa. Specijalno za

f(x)= £Vx.
ReSenje. Rotaciona povidina je odredena radijus-vektorom
r:{u cos v, usin v, /’(u)},
gde su u i v nezavisni paramefri. Odavde izraéunavamo
Vghu:”f"(ll)v fy2 =0, Vé?hm:llzf'(”)-
Unoseéi dobivene vrednosti za fijx u jednadinu asimptotskih krivih
fyy du 4+ 2 hyp dadv + fipedv2=10,
-dobijamo
£ (u) du®+ uf’ (u) dv2 =0

odakle sleduje traZena jednacina asimptotskih krivih

f\/ RS T
e = uf” ()
U specijalnom sludaju, za f(uz)=+} u, dobijamo

vz

u=ce (c=const).

u krivoliniskim koordinatama u, v.

Projekcije asimptotskih krivih na xy-ravan u ovom sludaju su logaritamske spirale.

135. Odrediti jednacinu asimptotskih krivih za rotacionu povr$inu ¢ija
je osa z-osa, a meridijan je dat u obliku x=g(2), y=0. Specijalno za
g(2)=ach(z/a).

Re3enje. Jednadinu povrsine piSemo u obliku

1% {g[u) cos v, g(u)sinv, u}.

Za diferencijalnu jednaéinu asimptotskih krivih dobijamo onda g¢”du2—gdv2=0, odakle

v=z V;E’T('HJ.g(F) du+C (C=const).

U datom specijalnom sluéaju (katenoid) imamo u==a v+ const. Pokazati da asimptotske
krive seku sve meridijane katenoida pod uglom 459!
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136. Parametarske krive povrSine su asimptotske krive. Izracunati kri-
vinu tih krivih.

Rezultat. Za krive u=const dobljamo

L e . . L
k=—1g-w! oo, @ za krive v=const k=Vg -I‘“~g“3 2

137. Na¢i jednaine asimptotskih i krivinskih krivih povrSine
z=arc tg (y/x).

Resenje, Uvodeéi krivoliniske koordinate u, y jednadinama x=uwucosv, y=usinv,
moZemo povrSinu pretstaviti vektorski u obliku

T= {u cos v, usin v, V} J
Ona je, dakle, obifna zzvojna povrina ili helikild. Odredujemo koeficijente gy i fijp:
Eu=1, £2=0, gum=1+u?
=90, hp=-— _1 f1oe = 0.
Vl-1—u2

Jednaéina asimptotskih krivih /i duf duk=0 (u'=u, u*=v) se reducira na dudv=0. Asimp-
totske krive su, prema tome, koordinatne krive, tj zavojnlce u=const i pravoliniske gene-
ratrise v=const. Zbog g,,=0 asimptotske linije heltkoida se seku ortogonalno.

Jednacina krivinskih krivih datog helikoida dobija oblik
dv? —dudy du® |
i1 0 [+u2 =0,
Mo =i 0

7 ili du2—(1+u2) dv2=0, odakle, posle integriranja, sleduje

(1 log (u+V 1+u2) =%(v + C),
gde C oznacava integracionu konstantu. Jednainu (1) moZemo pisati 1 u obliku
(2) u=+shv+C.

Buduéi da su u i v polarne koordinate orto onalnih projekeija talaka (u, v) helikoida
na ravan xy, sleduje iz (2) da su projekcije krivinskih krivih na xy-ravan spiralnog oblika,
koje se u oba pravca ovijaju oko koordinatnog puéetka. Ako se ove krive projlciraju natrag
na helikold, dobijamo njegove krivinske krive koje se ovijaju oko ose te povrSine.

138. Nacéi krivinske krive na paraboloidu z=ax2+ by2.
Re3enje. Povrdinu moZemo vektorski pretstaviti u obliku
= {x, y, ax:4+ b_v?} .
Smatrajuél x=ul, y=u? izratunavamo koeficijente gix 1 hx:
gn=1+4a2x2, gp=4abxy, gw=1+402)2,
Veh,=2a, ha=0, Vg how=2b. .
Dobijene vrednosti unosimo u jednaéinu Krivinskih krivih
i dy? —dxdy dx2

L 811 g2 g | =0,
|
! iy fya fros |

pa dobijamo ’
(1) 4a2bxydx? +(a—b+4ab2y*—4a%bx?) dxdy —4ab?xy dy2=0.
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-Ovu jednadinu mnoZimo sa xy, a posle stavijamo
V4b2y2dy2=2bydy=dv, ili v=5y2,
l/4a2x2dx3_—_2axdx=du, ili u=ax?®.

Jednaéina (1) se transformiSe u

) g /1 Do wl o
(2) uvz—(v-—u]v—l_ri(?)——»a—)v {v=dv/du}.

Levu stranu moZemo pisati u obliku u(;z—v',}(v'— \;.3), gde su f:, i v,;z koreni kvadratne jedna-
¢ine (po v):
uvi—(v—ujv-—-v=90,

znadi 151:13/11, f@:—]. Prema tome, Jednadinu (2) moZemo pisati u obliku

(. V)('—i—l) 1(1 l)'; 0
ufv— v — = ==1v =0,
u +4 a b

i

o o a—=->b .
3 = I = =0.
(3) (uv—=y)(v+1) T
U sluéaju da je a—b£0, sleduje iz (3):
4) v—av= (b_{l) N )
4ab{v+1)

%to je Clairant-ova diferencijalna jednadina. Stavijamo v=c(c=const) | u=ax®, v=>0y% u (4),
pa dobljamo jedna¢inu familija krivinskih krivih datog paraboloida za a # b u obliku

2 (ﬂ-—b)c
2—by=
®) L e e |

{Osim ovih krivih postojl Jo§ jedna, naime anvelopa familije (5), u kojo) je ¢ promenljivi
parametar.

Za sluéaj a=> dobija jednaéina (3) oblik

: uv—v)(v+1)=0,
odakle” izlazl :
. v=c2u, U+v=cy (c,2=const, ca=const),
ili
y=0x 1 x24y*=c/a.

Krivinske krive su, u ovom slucaju, meridijani i paralelni krugovi.

139. Odrediti geodezisku krivinu za paralelne krugove i meridijane
na obrtnim povr§inama.
Re3enje. Neka je rotaciona povrdina data jednadinom v={ucosv, usinv, f(ul}.

Prema Meusnier-jevoj formuli za geodetsku krivinu 1/pg 1 krivinu 1/p=1/u za para-
lelne krugove imamo relacije

1 _ cosp _ cosp

d
, tgeo=L =y
Pg P du

Za radijus pg geodeziske krivine na paralelama u=const dobijamo dakle

pg=uV T+f2(u).

Geodeziska krivina za meridijane je nula,
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140. Odrediti geodezisku krivinu krive po kojoj ravan x/a+y/b=1
seCe elipsoid x2/a®+ y?/b2+2%/c2=1, i to za taCku A(a, 0, O
ReSenje. Ugao 0 Izmedu tangentne ravnl elipsoida u A i date ravni odreden je sa

cotg 0=0b/a. Data kriva je neki kosi presek ellpsolda u tacki A. Odgovarajuél normalni presek
€lipsoida u A je elipsa

x2/a?+22)c2=1, y=0;

njen radijus krivine u A je R=c%/a. Prema fome, za traZenu geodezisku krivinu 1/pg u taki
A dobijamo
b

C2

Pg

«cotg b =

201——

141. Odrediti geodezisku krivinu 1/p, krive u kojoj ravan x/a+y/b+
+2/c=1 sele elipsoid x%/a®+ y2/b%42%/c? =1, posmatrajuci je kao krivi1 ovog
elipsoida za tacku C (0,0, ¢).

ReSenje. Za krivinu 1/R odgovarajuéeg normalnog preseka u taékl C pomoéu Euler-ove
formule dobijamo relaciju

L3
R a*+ b
a odavde, koriste¢i Meusnier-evu formulu, za krlvinu 1/p preseéne krive u C izraz
 Jomat™ \/bz'EZ;LBZciH‘?"ai
(7121_[}2)3 i

~ Ako je onda ¢ ugao izmedu z-ose | normale ravnl preseka, izlazi

1 cosl 2ab

g o Vi{e+o

Geodeziska krivina 1/p; u C je nezavisna od c.

142. Nac¢i geodeziske krive na konusu x%4y%—22=0.

ReSenje. Jednainu konusa uzimamo u vektorskom obliku = { ucosv, usinv, u},

a odavde izraCunavamo koelicijente gix (u'=u, u2=v), ¢lje vrednostl unosimo u jednaéinu
geodeziskih “krivih

glk

02

o,.u') == ui gk,

Ako krivoliniske koordinate opet obeleZimo sa u | v, dobljamo

d .
2—(u2v)=0
ds(u V)

a odavde

d
(1) u® L h=const.
ds

{z ds?=2du?+u2dv? 1 (1) eliminidimo ds, pa dobijamo
pidv? = h2(2du?+u2dr?),
ilt
dv du

Ve s Ve

integracljom ove jednaline nalazi se

SEE*arcsln (ll‘) ili »h—~sx (c+v)
V2 u V2

To je jednatina geodeziskih krivih u krivolinlskim koordinatama u, v.

21 Zbornik matematiékih problema Il
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143. Odrediti geodeziske krive na cilindri¢nim povrSinama.

ReSenje. Kad cilindar razvijemo u ravan, onda geodeziske krive cilindra prelaze u
geodeziske krive ravni, tj. u prave. Zavijanjem ravni natrag u cilindar prelaze te prave w
geodeziske krive cilindra, koje su, prema tome, njegove zavojnice.

Zadatak moZemo reSiti analitiCki, reSavajuél jednaline geodeziskih krivih

og;
(1) [g” 0‘9" Pk (l=1,2)

'gde tatka znati livod po s, za sluCaj cilindriénih povr3ina.
1z jednaéine ove povrSine
(2) r={f{), o(u), u*} (f i ¢ date funkclje od ut)
izratunavamo koeficijente g i fiy i njihove vrednost! unosimo u (1), éime dobijamo
Ifeuy) -2 ut=0, uz=0,
Odavde sleduje
(3) w=a;8+by, U2Z=a,5+0b, {ay, b1, Gy, by integracione konstante ).
Eliminacija «* i u2 iz (2) 1 (3) daje jednadinu asimptotskih krivih, a to je zaista jed-

- natina zavo)nica na datoj povrSini.

144. Na¢i jednatinu geodeziskih krivih za rotacione povrSine.

Rezultat. Ako je jednaclna povréine data u obliku t={ucos v, usinup, flu) b, gde
je f(u) neka zadata funkcija od «, onda'su geodeziske krive na povrSini odredene jednadinom

V= c+h\/\/71_+£g{ (c i h proizvoljne konstante ).

145. Odrediti geodeziske krive na katenoidu

Vx2+y% = cch (2/c) (é=const ),
ReSenje. Na katenoidu imamo krivolinlske koordinate u, v, definisane sa
X=ucosv, y=uslnvy.

Onda za linlski element ds na njemu dobijamo

0

(1) ds? = ——

u=—

@ duZ4-u2dv2.
Jednadina geodeziskih krivih

d 3 og 5
2 — (o ul —~_h,”‘ i gk fa 5 = i = dui/de
ds(g_.lu ) T (A=u, ut=v, ui=dul/ds)

za ovaj sludaj glasi 2d (u2v)/ds=0, odakle sleduje

dv
ds

Eliminacijom ds iz (1) i (2) dobija se

2) u?

= ¢y = const.

c;du

dv=+

’

i odavde integracijom

V= _CptCy (cy=const).

Ve (u-—cZ) <u2 &?)
To je traZena jednaclna geodeziskih krivih u koordinatama iu, v,
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&

146. Pokazati da se -odredivanje geodeziskih krivih na povrsml
z=ax+¢(y) (a=const) svodi na kvadrature. (D. Mitrinovic)

ReSenje. Jednadina geodeziskih krivih

(1+p* y

dy dy \2 dy
~=pt 2ps—qt) [—= 5 Ui
p (dx)+( ps q](dx)ﬂpr 2qs)dx, qr

za datu povrSinu glasi

dzy dy\8 dy\2
1 1 B4 el 72 e /
(1) [+a+Pde2—afP (dx) @ " (dt)

Uvodimo novu promenljivu u, stavijajuéi u=dy/dx, posle éega jednadina (1) dobija oblik
du
(2) (1 +c249'2)u I a o ud—p’ o 12,
y

Trivijalno redenje u=0 ove jednacine daje pravoliniske generatrise y=const povr3ine.
Ostale geodeziske krive odreduje jedmalina koju dobijamo 1z (2), ako u njoj izostavimo
faktor z. Ovu jednaéinu moZemo pisati u obliku

du ,‘P” . ”'(p/l
gl i R P 4
a Fly)  F(y)
To Je Bernoulli-eva jednadina koja se svodi, kao 3to je poznato, supstitucijom u=1/y na
linearnu jednadinu prvog reda, koja je integrabilna u kvadraturama.

(3) (Fly)=1+a+yr2).

Nije teSko, uostalom, odrediti i konaéni rezultat. Izvr3ujuél u jednadini (3) pomenutu
transformaciju u=1/v, dobijamo

_di = cp’_cp’.’ y 4 e p
y E(y) f(y]
Re3avajuéi ovu linearnu jednainu poznatim metodama, dobijamo
___1 . Ci—u ey dy
\l+(z~+<p" (14a24-r2)3/2
{li, obeleZavajuél, radi kratkoce, izraz u velikoj zagradi sa ®©(y):
®(y) ’
VI'+(L2+_((;’_2'
§to, zbog v=1/u=dx/dy, daje

x @)
dy Vl—}—a-—f—{p’z

rham [2010
: Vi4 ot 42
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147, Krivoliniske koordinate x’,y’, 2’ u prostoru definisane su jednacinama
1) x=x"preosz’, y=x'y'sinz’, " 2z2=(x')2-(3")2,
gde su x, y, z Dekartove koordinate.

10 Naéi one tatke prostora za koje je jakobijan transformacije (1)
jednak nuli ;

20 Qdrediti oblik koordinatnib povrSina x’ = const, y’=const i 2’ = const.
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Resienje. 1° Za jakobljan transformacije (1) dobijamo
_o(xy2)
= P) (xl' yl' 2’)

Prema tome Je J=0 za x’=0 ili p’=0. Za x’=0 iz (1) sleduje da je x=y=0, 2<C0, dok
za y’=0 dobijamo x=y=0, z>0. Jakobijan je nula, dakle, za tatke na z-osi.

20 ]z jednaéina (1) sleduje

x2+y2=x/?,y/2' 422=(x!2_y/2)2'

= 2x/yl[x12+y/2) .

odakle je S
X72—y2=2z,  x/24y/2=2Vx24)2+22,
il
Xt=24 Vit iz, y=—z4 VR pRt2R.

Odavde dobljamo za x’=c¢, (¢=const), odnosno y’=k (k=const) jednacine
202z = ¢4 —x2— )2 odnosno 2k2z2 = — kA x24- 2.

Koordinatna povrdina x’=c je, prema tome, onaj rotacioni paraboloid sa z-osom kao osom
rotacije, kojl ima teme u tacki (0,0,c2/2), a xy-ravan seée po krugu radijusa c2 Koordi-
natna povriina y’=k je rotacioni paraboloid kojl prolazi kroz krug x24y2=k¢, 2=0, a teme
mu je u tacki (0,0,—k%/2). Povr§ine x’=const i y’=const su, prema tome, simetri¢ne u
odnosu na xy-ravarm. s

lz y/x=tgz’ 1 prve dve jednaline (1) sleduje — po3to se moZemec ograniciti na
x’>0, yY>0 — da su povrdine 2’=const poluravni kojilma je 2z-osa zajednika prava.

148. Data je transformacija koordinata

(1) x+y*+22—x'x=0, xF+y2+22—y'y=0, x24+ypy2+22-2'2=0,
gde su x,y, 2z pravougle koordinate.

1° Sta su koordinatne povriine x’=const, y’=const i 2’'=const?

2° Pokazati da se te koordinatne povrSine seku uzajamno ortogonalno.

Resenje. 1° Koordinatne povrine x’=const, y’=const i z’= const su familije lopti
koje dodiruju yz-, zx-, odiiosno xy-ravan u koordinatnom pocdetku.

2° Prostor preslikavamo inverzljom, uzevsl koordinatni podetak kao centar inverzlje,
a za stepen inverzije 1. Transformacione jednadine onda glase

Ay ilagcle ol LT B L T
X*+ Y24 72 X2+ Y24 22 X2+ Y2472
Jednallne (1) prelaze sada u
x'X—1=0, yp’¥Y—1=0, 2/'Z—-1=0,

koje, za x'=const, y’=const | z’= const, pretstavljaju familije ravni koje su paralelne sa
yz-, zx- odn. sa xy-ravnl. One pretstavljaju jedan trostruko ortogonalni sistem. A posto
je Inverzija Jedno konformno preslikavanje prostora, time je dokazano da 1 ispitivane koor-
dinatne poviSine obrazuju jedan trostruko ortogonalni sistem, to se i traZilo.

Re3itl zadatak | bez primene inverzije.

149. Pokazz_iti da data familija povr$ina, gde x, y, z znale Dekartove
pravougle koordinate, a u, v medusobno nezavisne parametre, obrazuje tro-
struko ortogonalni sistem.

19 ux—yz=0, Vx2+py2+Vx2+22=v, Vai4)p2—Vx2422=w;
20 4logsinx—y2—22=u, y=vz, (y2+2%)sinx=w;
3 dx+y +22=u, y=vz, yP4+22=we.
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150. Date su transformacione jednaéi'ne
M x24+y242-x"x=0, 2z2-y'y=0,
(x2+y2 4222 —2" (y2+22) =0,
gde su x,y, z Dekartove koordinate ?
1° Sta su koordinatne povrdine x’=const, y’=const i z’=const?
20 Pokazati da te koordinatne povrSine obrazuju jedan trostruko orto-
gonalni sistem.

ReSenje. 1° Povriine x’=const su lopte koje dodiruju y z-ravan u koordinatnom pocetku;
povriine y’=const su poluravni kojima Je x-osa zajednl¢ka prava, dok su povrdine z’=const
torusi kojilma je x-osa zajedniCka osa, a koordinatni pocetak Je svima jedina singularna talka.

29 Uzevsl transformaciju kao u zadatku 148, dobijamo
XX-1=0, Z—y'Y=0, 2(Y>+23)—-1=0.
Ove jednaéine daju, za x’=const, y’=const 1 2/=const, koordinatne povr3ine kod cilindri¢nih

koordinata, koje obrazuju jedan trosiruko ortogonalni sistem. Zbog toga obrazuju i posma-
trane povr3ine jedan takav sistem.

151. Date su transiormacione jednacine

(1) x' = X:\)’) Y= x2 +y2+ 22, i x~+2y-+nz~’
2 FER

o
~

gde x, y, z znaCe Dekartove pravougle koordinate.
Pokazati da koordinatne povrSine x’'=const, y’=const i 2’ =const obra-
zuju jedan trostruko ortogonalni sistem.

ReSenje. Ako desne strane jednacina (1) oznaéimo sa f(x,y,2), g(x,y,2) i h(x,p 2),
onda treba pokazati da vaZi identi¢no po x, y, z relacija
of og  of ag  of og -
ox ox Ay dy o0z Oz

kao i analogne za g, i i za h, f. A to se, zamlenjujuét u ove relacije parcijalne lzvode od
f, g, h njihovim vrednostima, izraGunatim iz (1), odmah verifikuje.

152. Data je povrSina
—b 14/b— S =
C:{i\/qboul’, + b\,"ua (14aw)(1+av), 2_'aba (1+au+av)],

gde su a i b konstante za koje vaZi a > b >0.

10 Odrediti oblik povrSine; 2° Pokazati da koordinatne krive obrazuju
izometri¢nu ortogonalnu mreZu na povrsini.

ReSenje. 1° Povrina je hiperbolicki paraboloid 2z=y2—x2;
20 Za liniski element ds na povr3ini dobija se

afa—b)u—>

a—b
1 ds?= ——(u—v duz— dv2], = =
m 1pe W@ de— {0 a2, fl) ==
Iz uslova da izrazi pod kvadratnim kerenima u jednacinl povrSine treba da budu pozi-
tivnl izlazi da parametrl u, v variraju u oblasti G,, odredeno} sa v<—1/a, —lfa<u<0,i
u oblasti G,, definisanoj sa u<—1ja, —1ja<v<0. U oblasti G, vaZl v<u i f(v)<0,
flu)>0, a u oblasti Go: u<v i f(v)>90, flu)<0.
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Na povr§ini uvodimo nove krivoliniske koordinate «’, v, stavljajuél u sluéaju u>v

o= [ Vi) da, v =[V—f(v)dv,

a u sludaju u<v: —
w=[V=fluydu, v=[V(v)dv.
Posle izvriene transformacije koordinata, formula (1) postaje ds2=X(«/, v/) (dw'2+ dv'?),
gde je X neka pozitlvna funkcija od u’ i v’. Dobljeni oblik prve diferencijalne forme doka-

zuje da koordinatne krive u’ =const i v'=const, a prema tome i krive u=const, v=-const,
obrazuju {zometriénu ortogonalnu mreZu.

Ispliati slutajeve u kojlma za konstante a, b ne vaZi uslov a>b>0.

153. Ako koordinatne krive u=const i v=const neke povrSine obra-
zuju izometriénu mreZu, tada su krive u+v=const i u—v=const simetrale
uglova te koordinatne mreZe i obrazuju takode izometri¢nu ortogonalnu mreZu.

154, Odrediti jedno konformno preslikavanje povrSine 22z=x2+y2 na
ravan.

Redenje. Ako su p, ¢, z cllindriéne koordinate date povedine, onda je ona odredena
radijus-vektorom

(1) t={ocosp, psing, 92/2}.
Odavde izratunavamo g (o=u!, p=u3):
gu=1+0% g=0, gn=0%
odakle za liniski element ds povrdine (1) dobijamo

1 2
(2) ds*= (1 + p%) dp? + p? dp* = p? (+0 - do?+ dcpz) .

02

Sada uvodimo na datoj povrSini nove koordinate u, v, deflnisane sa

V1 + p2
) p‘o do=du, dp=du.

Odavde dobijamo, posle integracije:

Vit -1

(3) u=Vi+o2+log — +Cy, v=9+C,,

T
gde su C;, C, integracione konstante. U koordinatama u, v forma ({2) prelazi u

(4) ds? = p2(duZ + dv?).
Koeficijenti forme (4) date povrSine su proporclonalni sa koeficljentima diferencijalne forme
dx2+4-dy% u x y-ravnl. Preslikavanje (u, v)— (x, y) taaka povr3ine u tadke xy-ravmi je, prema
tome, konformno.

Paralelni krugovi o=coust i meridijJani ¢=const preslikavaju se kod ovog preslika-
vanja, na osnovu (3}, u prave x=const odnesno y=const.

155. Preslikati torus konformno na ravan.

ReSenje. Jednalina torusa koji se dobija rotacijom kruga radijusa r oko ose koja leZi
u ravnl kruga na rastojanju R od njegovog centra, moZe se pisati u obliku

(1) r={(R+rcosO]cosrp, {R +r cos 6) sin o, rslne},

gde su ¢ 1 6 nezavisnl parametrl koji variraju u Intervalima 0o <27 i —a<0< 7. Za
liniski element ds na povriini (1) dobljamo

ds2= (R + r cos 0)2dp2+ r2 doz,
ili

re
2 ds?= ! B2 a2l ——=——=——==d 0k}l
i D TR ( = (R+rcos 6)® )
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U ravni sa pravouglim ‘koordinatama x, y uvodimo krivoliniske koordinate o, 6, defi-
nisane jednalinama

(3) do=dx,

rdo
R+rcosd

Kod integriranja ovih jednalina razllkujemo slulajeve R>r, R=r 1 R<r.
a) U slucaju R >r dobljamo, stavljajuéi integracione konstante jednake null:

st arctg\/R_r tg =
YR2—r2 R+r 2

Preslikavanje (¢, 8) > (x, y), definisano sa (4), je jedno traZeno konformno preslikavanje, jer
metriénl tenzor (2) moZemo pisati u obliku

ds? = (R+r cos )2 (dx2+4dy?) .

T
Torus se preslikava u pravougaonu oblast 0<Cx<2x, — _”*<y< eaf
YR2—r2 VR2—r?

(4) X =, y

b) U sluaju R=r jednaine (3) daju preslikavanje

0
5 o = A =t = ’
(9) L i
kod koga se torus preslikava u pojas 0<Cx<2x.
c) U sludaju R < r integracija jednacine (3) odreduje preslikavanje
RS A L
{ Vr+R + Vr—Rtg—2~
log '
| ’ el S
| Vr+R — \’r—Rtg—Q——

r
T r—R

Torus u sluaju R < r preseca sam sebe u singularnim tatkama 0 = + arc cos (— R/r). Ako ove
dve singularne talke otstranimo od torusa, onda on raspada u dve povidine, od kojih svaka
prelazi kod preslikavanja (6) u pojas 0 < x < 2=, 3to se lako proverava.

Svako drugo konformno preslikavanje torusa na ravan dobijamo, u sva tri slutaja, ako

jo§ xy-ravan koniformno presilkamo na uv-ravan pomoéu jednacina
x=x(uv), y=yluv},

gde je x (4, v) 1 y(u, v) proizvoljan par uzajamno konjugovanih harmoniskih funkcija.

156. Proveriti da je sferno preslikavanje helikoida na jedini¢nu loptu
konformno.

ReSenje. Neka je helikold dat radijus-vektorom

(1) =3 {pcos-rp, o sin o, krp},
Za liniski element ds dobijamo

(2) ds?=dp®+ (k2+p%) dp?,

a za jediniénl normalni vektor N na povr3ini (1) jednadinu

1
3 N = — {sin¢p, —cosop, o},
3) it }
Vektor N, posmatran kao radijus-vektor, odreduje jednu jedininu loptu. Preslikavanje heli-
koida (1) na loptu (3), kod koga korespondentne tatke imaju iste odgovarajufe koordinate
o i ¢, zove se sferno. Da bi pokazali da Je ovo preslikavanje konformno, posmatramo liniski
element do na loptl (3), za koji dobijamo

2

4 diles —=5 do24 (k2402) do?).
(4) P aygaye 199 (+02) dot)
Koeficijenti diferencijalnih formi (2) i (4) su proporcionalni, 5to znaéi da je ispitivano pre-
slikavanje zaista konformno. ¥
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157, Proveriti da je sferno preslikavanje katenoida na jedini¢nu loptu
konformno.

ReSenje. Katenold neka je dat radijus-vektorom

[ 1w+ Vu2—c2
t=

ucosy, usinv, clog--—-

] (c=const}.

Za liniski element ds na njemu dobijamo

2

(1) ds2= 5 du?+udv?,

a za jediniénl normalini vektor N na katenoidu koordinate

uZ—c2
[2) N=|'£COSV, ——C—smv, !li ¢ ]
: u i S

Jednaéina (2) daje, ako N smatramo radijus-vektorom, jediniénu loptu, na koju je sferno
preslikan katenoid. Korespondentne tadke Imaju iste odgovarajuée koordinate u i v. Metricna
diferencijalna forma na lopti {2} Je

. 2 | 0B
OF = (L5 e,

Po3to su koeficijenti formi (1) i (3) proporcionalni, posmatrano preslikavanje zaista Je konformno

158. Na¢i jednacinu loksodrome na lopti radijusa r i ispitati u Sta pre-
lazi ta kriva kod stereografske projekcije lopte od jednog pola na njenu
ekvatorijalnu ravan.

Re3enje. a) ako je v geografska duZina, a u komplemenat geografske &irine na lopti,
onda je ona vektorski data radijus-vektorom

()] r={rsinucos v, rsinusinv, rcosu}.

Metriéni tenzor na njoj je
ds? = r2(du? + sin? u dv?).

Loksodroma na lopti je kriva koja njene meridijane sele pod konstantnim uglom. Ako je
taj ugao «, onda dobijame diferencijalnu jednadinu loksodrome, kada u formuli za ugao ¢
izmedu smerova du:dv i 8u:8v na povrdinl (1)

dudu+sin2udv Sy
COBHR == —— e e

Y(du2+sin2 u dv?) (Su2+sin? u §v?)

stavimo 8v=0, 8u+0, 6=u. Posle upro3éenja dobijamo

du
dv + tg - = 0,
sin u
odakle, posle integracije, sleduje
u
{2) v+ tga-logtg s const.

To je traZena jednalina loksodrome u koordinatama « i v.

b) Ako je P(0, O, r} pol lopte, M bilo koja njena talka, a M’ prodor prave PM sa
x y-ravni, onda je preslikavanje M —» M’ stereografsko projiciranje lopte na njenu ekvatori-
jalnu ravan. U toj ravnl uvodimo polarne koordinate o i p. Jednaéine preslikavanja dobiéemo

iz uslova za kolinearnost vektora ITM) i ITM)’, $to daje

rsinucosvy rsinusiny  rcosu—r

0 COS @ psineg —r
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odakle se lako dobi)aju traZene jednaline stereograiskog projiciranja

(3) p=1V, p=rcotg%.

Ako uvedemo nove konstante c; 1| ¢, iz (2) 1 (3) dobijamo jednalinu stereografske projek-
cije loksodrome u obliku

PR Bt Cz.

Loksodroma se projektuje, prema tome, u logaritamsku spiralu.

159. Traktrisa je ravna kriva kod koje otsetak njene tangente od dodira
do neke stalne prave p njene ravni ima stalnu duZinu a. Ako traktrisa rotira
oko prave p obrazuje rotacionu povrSinu koja se zove pseudosfera.

Na pseudosferi uzimamo krivoliniske koordinate u i v, gde u znaci
duZinu {luka na meridijanu (traktrisi) koji po€injemo meriti od singularne
taCke ftraktrise, a v ugao izmedu meridijanske ravni i jedne stalne ravni
koja prolazi kroz rotacionu osu.

10 Izraunati liniski element pseudosfere;

2° Posmatrati preslikavanje 1 (Poincaré-ovo) tataka pseudosfere u tacke
jedne ravni, u kojoj su izabrane pravougle Dekartove koordinate x* y%,
definirano sa (u, v)- (x*, y*) i xf=v, y*=e". Kakvg je to preslikavanje?

3% U S8ta prelaze geodeziske krive pseudosfere kod preslikavanja :?

4° Koriste¢i preslikavanje ¢, na¢i jednacinu krivih na pseudosferi, koje
njezine meridijane seku pod stalnim uglom..

ReSenje. 1° Ako za ravan traktrise izaberemo xz-ravan, z-osu za pravu p i ako sta
vimo a=1, dobljamo za traktrisu 1z njene definicione osobine diferencijalnu jednacinu

dx X

1 k == 2
b dz £ Vl-x®

Orijentaciju z-ose uzimamo tako da od dva moguéa znaka pred korenom dode znak —.
Odavde dobijamo

- ¥1—x2.

2+ C=log 1+\_/_;—x“

Pemeranjem koordinatnog sistema u smeru z-ose moZemo posti€i da integraciona konstanta
bude C=0. lz (1) sleduje da kriva za x=1 ima jednu singularnu tatku A. Luk u« ¢emo
meriti, prema uslovu zadatka, od A.

Paralelnl krugovi z=const i meridijani v=const pseudosfere seku se ortogonalno.
Zbog toga ¢e liniski element ds na toj povrini biti oblika

(2) ds? = g, du? + g div2,

Liniskl element na meridijanu je Vgy du, a na paraleli Vgy,dv. No posto je luk na meri-
dijanu kod nas jednak u, bice Vg, du=du, Ili g,,=1. Paralelni krug koji prolazl kroz talku

(x, 0, 2) je krug radijusa x, pa je prema tome liniski elemenat \’gndv na njemu jednak
xdv. Prema tome Je gmp=x2 Da bismo nadli gy kao funkciju od z i v, treba izraziti x
sa u 1 v. U tom cilju nalazimo, koristeéi (1),

1—x2  dx?
du?=dx2+4d22=dx?+— —dx*=—,
X x2
odakle sleduje du= —dx/x, gde je od dva moguéa znaka stavljen znak —. Time je luku u

data orijentacija koja je oznacena na slicl. Prema tome imamo x=e—¥4.
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Svaki par koordinata (u,v), uzimajuél za u I v proizvoljne vrednosti u intervalima
0<u<w i 0 v<2n, odreduje dve tatke na pseudosferi, koje leZe simetriéno u odnosu
na xy-ravan. Zato ¢emo posmatrati samo jedan deo pseudosfere, na pr.

Lgornji*, tj. onaj koji lei ,iznad* xy-ravnl. Onda svakom paru koordi- 2
nata u, v u datlm intervalima odgovara tatno jedna tatka na pseudosferl.

Za liniski element 'ds dobijamo sada, stavljajuéi u (2) g“_l
L= e—21, |zraz

(3} dsz= du2+ e—2u dy2, .

20 Da bismo ispitali preslikavanje 1, izraéunavamo liniski elemenat

ds* ravni: \u

(4) ds¥2= dx*24 dy*2 = e2u(du2+e-2ud?).

X
Qdgovarajuéi koeficijentl u diferencijalnim formama (3) 1 {4) su propor- 0 /A
cionalni, Preslikavanje 1 je, prema tome, konformno. ,

3° Da bismo dobill Jednadinu geodeziskih krivih na pseudosierl u
jednostavnom obliku, prvo ¢emo na povrSini uvesti nove krivoliniske
koordinate i to ba¥ koordinate x*, y*, definisane jednacinama

(5) =y, yr=en,

Onda ¢e preslikavanje t biti odredeno time $to ¢e korespondentne tacke Imati iste odgova-
rajuée koordinate x¥, y*.

Kod preslikavanja 1 gorn}i deo pseudosfere preslikaée se u pojas xy-ravni, odreden sa
0<{x*< 2n, y*>1. Korisno je posmatrati slu¢aj kada koordinatu v ne ograni¢avamo nejedna-
¢inom 0 < v < 2n, ve¢ dozvoljavamo da v uzima makoju vrednost u intervalu — oo << v < co.
Tada se svaka talka pseudosfere, buduéi da je uzeta bezbroj puta, preslikava u bezbroj tataka
xy-ravni, koje Imaju istu ordinatu, a apscise su im multipla od 2x. Ova pretpostavka neka
vail od sada dalje. Gorn)i deo pseudosfere, ,ovijene“ bezbroj puta, preslikava se, prema
tome u celu poluravan y*> 1.

Za liniski element ds na povrdini dobljamo Iz (4) 1 (3)

]

1
ds? = —- (dx*2+4dy*2).
y.g.z
imamo, dakle gy3=g.,=1/y%2, gm—O Odavde izraéunamo I",, i unosimo ih u diferencijalnu
jednaéinu geodeziskih krivih oblika yE=yF ()
yEO— (D' =2T") y*' + [Fzz?‘—‘?Flzl] yFE=Tg! p#/84T2 =0,
{ime dobijamo jednacinu

d
y:ky:'::/l_!_ y*/2_+_1 =0 ili E — [y:-::y:a:/] +1 :0 :
x¥

odakle je
yEYF I XY =a 1li 7di"=‘ (y*2) =2 (a—x¥) ( a=const ),
koja daje
(6) | (x*—a)2+4 y¥2= 52 {a,b=const).

Geodeziske krive gornjeg dela pseudosfere prelaze kod preslikavanja 1, prema tome, u
krive odredene sa (6) 1 y*>1, znaéi u kruZne lukove kojl leZze u poluravnl y*>1, a imaju
sredidta na x-osi. Iz jednatine (6) ispale su slike geodeziskih krivih v=const, tj. polupravih
x*=consf, buduéi da se njihove jednaline ne mogu pisati u obliku y*= y*(x¥).

Geodeziska kriva moZe se vide puta obavitl oko pseudosfere. Ako tetiva y*=1 kruZnog
luka koji Je kod preslikavanja 1 slika date geodeziske krive, ima duZinu izmedu nx i (n41)=,
onda ona obavija pseudosieru vise od n puta, all manje od (n+1) puta. Svaka geodeziska
kriva je simetriéna u odnosu na jednu odredenu meridijansku ravan, nalme u odnosu na
onu, u kojoj lezi meridijan koji se preslikava u polupravu, ¢ije produZenje prolazi kroz
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centar kruZnog luka u koji se preslikava ta geodeziska kriva. Na slici je nacrtana slika jedne
geodeziske krive i za sluéaj da je koordinata v uzeta modulo 2x.°

Primedba. Ako na pseudosfer]
orijenti3emo luk u» meridljana tako, da
on stalno raste tj. da se menja od —
do + oo, 1 da Je u tacki A jednak null
(na si. na str. 330 trebalo bi u ovom
slu€aju donjoj strelici, na primer, dati
suprotan smer), onda jednaline x¥*=1v,
y¥=eu definiSu jedno preslikavanje cele
pseudosfere na xy-ravan, tj. gornji deo 7
u poluravan y*>1, a domji u pojas Lg,l

N ey =
0<y< 1. Samo, pogre$no je onda za- i ; J iEad r
kljuditi da se kod tog preslikavanja geo- i—zﬁ#ﬂr r2% 2% +277 41*2/7
deziske krive pseudosfere preslikavaju u
cele .polukrugove poluravni y*>0 sa
centrima na x-osi. U tom slutaju je naime diferencijalna forma (3) metriéna forma za gornji
deo pseudosfere, all ne 1 za donji, gde je kvadrat liniskog elementa jednak du2+4e2udv2
Prema tome, diferencijalne jednadine geodeziskih krivih u koordinatama u i v za gornjf i
za don)i deo pseudosfere u ovom siucaju nlsu Iste.

4% Meridijani pseudosfere se preslikavaju kod preslikavanja 1 u paralelne poluprave
x*=const poluravnl y*> 1. Zato se posmatrane krive pseudosfere preslikavaju, buduéi da
je preslikavanje 1 konformno, u krive koje te poluprave seku pod stalnim uglom, a to su polu-

},,
i

T ']‘-77277 + 27 —%2/7 *{».2745 27 27 x*

prave poluravni y*>1. Jednadine tih slika su, prema tome, y¥=ax*+b, y*>1, a u koor-
dinatama u i v one glase:
ed=qav+b (u>=0; a,b=const).

A to su, smatrajuci u i v krivoliniskim koordinatama na pseudosferi, i traZene jednadine
krivih. Svaka od njih se obavlja bezbroj puta oko pseudosfere.

160. Na jediniénoj lopti su uvedene geografska Sirina u i geografska
duZina v kao krivoliniske koordinate, a u jednoj ravni pored pravouglih
koordinata x* i y*, i krivoliniske koordinate u, v, definisane jednacinama

1° x*=op(u)cosv, y#=p(u)sinv;
20 x¥=¢q(y,v), yi=u;

89 e, i =¥(a,v);
40 x*=f(v), y#=f(v) h(u).

Izmedu tataka M lopte i tataka M’ ravni definisano je jedno preslikavanje
o;, Gy, 63 odnosno o, time Sto korespondentne taCke imaju iste krivoliniske
koordinate u, v. Odrediti oblik funkcija p, ¢, ¥, f i # pod uslovom da pre-
slikavanje bude ekvivalentno, tj. da korespondentni likovi imaju jednake
povrSine. U slucaju 1° neka bude traZena funkcija takva da se 1 juZni pol
preslikava u tacku; a kod ostalih sluc¢ajeva neka budu traZene funkcije Sto
jednostavnije. U 3ta se preslikava mreZa meridijana i paralela lopte?
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_ ReSenje. Potreban 1 dovoljan uslov da neko presiikavanje lopte na ravan bude ekviva-
lentno, je da njihovi povrdinski elementi budu jednakl, tj. da bude | g dudv=) g*dudy, 1l

(M Ve=Vg*, ,
gde su g i g* determinante |g;.| odnosno |gj,| Gauss-ovih koeficijenata za loptu odnosno

ravan.

Za loptu vaZi
x=cosucosv, y=cosusiny, z=sinu,
odakle je

{2) Vg = cosu.
1° U ovom slutaju ravan je data radijus-vektorom

= {p(u} cos v, p(u)sinv, 0},
odakle izralunavamo
3 i R
(3) T

Iz (1), (2) 1 (3) dobijamo, posle fntegracije, traZenu funkciju u obliku
(4) plu)= V2sinu+C,

gde je C integraciona konstanta koju jo§
treba odrediti. JuZni pol lopte, odreden sa
t=—mn/2, preslikaée se u tatku samo ako
fe p(—m/2) =0, odakle dobijamo C=2.
TraZena funkclja p Je, prema tome, na
osnovu (4),

V2sinut2 =2cos [~ — —
= =2cos|— — = |.
o(u) sinu+ 7 2)
Posto geograiska Sirina u varira samo od
—n/2 do +7/2, vazi O0<Co(u) < 2.

Eliminacijom v odn. u iz transforma-
cionih jednaina 1Y sleduje, za dobljenu
funkciju p(a):

x*2+y:'::2: 92' y:i=____ x:i‘- tg v,

5to pokazuje da s¢ paraleini krugovi u= const
lopte preslikavaju kod preslikavanja o, u
koncentriCne krugove sa zajedni¢kim cen-
trom O, ¢&iji radijusi variraju od 0 do 2, a
meridijani te lopte u duZi koje prolaze kroz
tatku O koja ih polovi. Svaka tacka lopte
ima kao svoju sliku neku tacku, osim sever-
nog pola koji se preslikava u krug radiusa
2. Preslikavanje o, Je podesno, prema tome,
za crtanje geograiskih karata oblasti oko
juZnog pola.

Na slici gore je pokazano kako se kon-
struiSe radijus kruga koji je slika ma kog da-
tog paralelnog kruga lopte. S je juZnl pol
lopte, O, M radijus jednog paralelnog kruga
lopte, koju pretstavlija manjl krug sa cen-
trom u O. Veéi krug je koncentridan sa ovim
i ima radijus dva puta veéi od manjeg, Ugao
MOB je prav, a OC simetrala ugla AOB.
M’ je ortogonalna projekcija tatke C na OA.
Radijus traZzenog kruga je OM’. Na isto)
slici dole je prikazano kako se prestikava
mreZa paralela i meridijana. Ucrtane su slike 0-tog meridijana i O-te paralele kao i onth koji
se od ovih razlikuju za multipla od 76, no na slici su vrednosti za # { v date ne u radi-
janima nego u stepenima.
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20 Ravan je sada data radijus-vektorom t={¢(4, v), u, 0}, odakle dobijamo

= 9
) Ver=7.

TraZena funkeija ¢ treba da zadovoljava, na osnovu (1) i (2), jednadinu dp/dv=cos u, odakle
dobljamo

@y, v) =vcosu +x(u),
gde je x proizvoljna funkcija od u. Najjednostavnija funkcija ¢ je, prema tome,

o(u,v)=vcosu.
Dakle, jednadine 2° glase

x¥*=vcosu, y¥=u,

Paralele u=const lopte preslikavaju se kod preslikavanja o, u paralelne duZi y*=const,
a meridijani v=const u sinusoide x*=v cos y*. Slika prikazuje kako se preslikava kod o,
mreZa paralela | meridijana lopte.

3° Na analogan naéin kao kod 1°¢12° dobiJamo diferencijalnu jednadinu za funkeciju \:

oV
= cosu,
ou

odakle sledule (4, v)=sinu+x(v), gde je x proizvoljna funkcija od v. Najjednostavnija
funkcija ¥ je, prema tome, ¥ (4, v)=sin u. Jednaéine 3° glase x¥*=vp, y*=sinu.

Paralelni krugovi u=const i meridijani v=const lopte se preslikavaju kod preslika-
vanja og u uzajamno normalne duZl. (Videti sliku.)

Ako ravan na koju preslikavamo loptu obavijemo oko lopte tako da se x*-osa, posle
obavijanja, poklopi sa ekvatorom lopte, a koordinatni poCetak da padne na nulti meridijan,
onda je oligledno da korespondente tatke kod preslikavanja og leZe na pravoj koja je para-
lelna sa ekvatorskom ravninom i koja sefe z-osu, t]. duZz koja spaja polove. Dobill smo,
prema tome, poznato preslikavanje Arhimeda-Lamberta.
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40 |z jednatine ravni
v¥= {f(v), f(v) h(u), O}
izratunavamo

(6) Ve* =P ka).

gde f’ 1 i oznalavuju izvode funkclja f i i po njihovim argumentima. Na osnovu (1) 1 (2)
funkcije f i h moraju zadovoljavatl jednatinu

() T} /() i’ (u) =cos u,
odakle sleduje, da f(v)f’(v) treba da bude nezavisno od v, znaci

(8) fwfvy=c {c=const),
odakle -
fM=V2cv+C (C=const).

Najjednostavniju funkciju f(v) koja nije konstanta dobijamo ako stavimo c¢=1/2, C=0.
Prema tome imamo

9) fim=¥v.
Iz (7), (8) i c=1/2 sleduje, ako integracionu konstantu izJedna¢lmo s nulom,
(10) h(u)=2slnu.

Jednagine 4° glase, dakle, na osnovu (9) i (10):

x¢=Vvy, p¥=2)vsinu.

Ove jednafine pokazuju da se meridijani v = const lopte preslikavaju kod preslikavanja o,
u paralelne duZi x*= const, a paralelni krugovi u = const u duzi y*=2x* sln u (videti sliku).
Povr3ina lopte preslikava se u jedan ravnokraki trougao.

161. Data je tangentna povrSina kruZne zavojnice

(D t*={acos o, asing, kp} (a,k=const).

1° Pokazati da kruZne zavojnice koje leZe na toj povrSini kod izome-
tricnog preslikavanja povrSine na ravan prelaze u koncentri¢ne krugove.

20 Kakav uslov treba da zadovoljavaju konstante a i £ da bi luk n
zavoja zavojnice (napr. od tacke ¢=0 do tatke ¢=2nn) preSao kod tog
preslikavanja ta¢no u jednu.celu kruZnu liniju? -

Re3enje. Ako luk o zavojnice (1) merimo od tatke ¢=0, dobijamo
(2) o=V a2+ k2.
Stavljajuél ¥ a2+k®=c, moZemo (1) pisatl u obliku

r? o s k
t¥(c) =yacos—, asin—, --o},
c e’"le
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a radijus-vektor t (o, t) do proizvoljne tadke povrdine u vidu
{3) t(o, f) = t¥(0) + {1 1¥/(0),

gde crtica oznacava izvod po o. IzraCunavajuél iz (3) veli€ine g, ako se smatra oc=u!, {=u2,
dobija se za liniski element ds* tangentne povr3ine izraz

a2
(4) ds*2= (1+ —412) do% 42 do df + df2.
c

10 U ravnl uzimamo Dekartove pravougle koordinate x, y { posmatramo preslikavanje 1
tacaka povrSine (3) u tatke ravni, definisano sa (o, {)—>(x,y), gde je

5) x:rcosd+tsin,6-, y:rslnd+tcoso,
r i r r

a r konstanta, ¢iju vrednost ¢emo odrediti naknadno. Za diferencijal luka ds u ravni dobijamo

9

t
(6) ds?= (1+ -

)d’12+2d0df+df2.

Preslikavanje 1 ¢e biti izometriéno ako konstantu r moZemo izabrati tako, da odgo-
varajuéi koeficijenti diferencijalnih formi (4) 1 {(6) budu jednaki. To postiZemo stavijajuéi
1/r2 = a3/ ¢, odakle izlazi

M) 23 r=(a*+k*)/a.

Koordinatne krive f= const povrilne (3), tj. zavojnice, prelaze kod preslikavanja 1 u
koncentriéne krugove, 8to je trebalo dokazati. Zaista eliminacijom parametra o iz (5) dobtjamo

X3+_}12: r2+f2.
20 DuZina n zavoja zavojnice (1), na osnovu (2), jednaka je V a®+k%-2an. Taj luk,

po pretpostavei, treba da prede u jednu kruZou liniju radijusa r. Prema tome treba da bude
V a®+k2-2xn=2xar. Odavde 1 iz (7) sleduje traZena relacija k=+ay m=1.

162. Pokazati da za svaki katenoid postoji takav helikoid na koji se
on moZe isometricno preslikati (saviti).

ReSenje. Neka su katenoid i helikoid dati radijus-vektorlmna

v={ucosv, usinv, clog[(u+Vuc=c2)/c]} 1 vi={rcosep, rsing, kp}.
Prve diferencijalne osnovne forme
ds2 = u2du?/ (u2—c?) + u2dvz 1 ds¥2=dr24 (r24k2) dop?

ovih povrdina postaju, ako na katenoidu predemo na krivoliniske koordinate r, p, deflnisane
jednadinama r =} u2—c%, p=v, identiéno jednake za stuéaj c=+k. To dokazuje teoremu.

163. Da 1i postoji takva kriva, da pravoliniska povrSina koju obrazuju
njene binormale, ima tu osobinu da se moZe uopsSteno-ekvivalentno presli-
kati na jedan zadati pravi helikoid, i da kod toga preslikavanja pravoliniske
generatrise jedne povrSine odgovaraju pravoliniskim generatrisama druge?

ReSenje. Neka je pravi helikoid dat jednalinom

t:{ucosrp, v sin ¢, Ctp},
odakle dobijamo
gu=1, gu=0, gm=u+c*; g=uv+c".

Za pravolinisku povrSinu, formiranu od binormala jedne krive koja je data radijus-
vektorom t(s), tj. za povrsinu
¥ = t(s)+u*b,



336 DIFERENCIJALNA GEOMETRIJA [164—165

imamo
gh=1 gh=0, gh=1+x2u%% g¥=1+22u*2

Posmatramo preslikavanje, definisano sa u=u*, ¢=s, koje generatrise jedne povriine
prevodi u generatrise druge. Ovo preslikavanje je uopiteno-ekvivalentno, ako postoji takva
konstanta A da vaZi g*=\g. A to je mogute za x=1/c; onda je cV g*=Yg, Il
Vg*/Vg=1/c (=const). Prema tome, svaka kriva konstantne torzije x=1,c je jedno reSenje
problema.

Specijalno, za c#1, gornje preslikavanje je uopSteno-ekvivalenino, ali nlje i konformno
jer g% nisu proporcionalni sa g;,. Za c=1, medutim, preslikavanje je, zbog g%, = g;;, éak
i izometricno.

164. Dat je jedan kruZni konus ¢ija osa o zahvata sa pravoliniskim
generatrisama ugao a, a vrth mu je u V. Ako svaku njegovu izvodnicu
okrenemo u njenoj meridijanskoj ravni oko V za ugao =/2 —a, dok ne
padne u ravan w koja je normalna na o i prolazi kroz V, onda na taj nacin
svakoj tacki M konusa odgovara tatno jedna tacka u ravni w — taCka M*
u koju prelazi M posle okretanja generatrise VM. Kakvo je preslikavanje
M- M¥? . :

Resenje. Uzimajuéi V za koordinatnl pocetak, a 0 za z-osu, moZemo jednatinu konusa

pisati u obliku
ok {ssln acos ¢, ssinasineg, scosa} .

Za tacku M(s, ¢) je, na primer, s= VM, dok je ¢ ugao izmedu x 2-ravni | meridijanske ravni
tacke M. Za diskriminantu koefictjenata prve osnovne forme dobijamo g=s2sin2a.

Tacki M, odredenoj radljus-vektorom r, odgovara tatka M* koja je data radijus-vektorom

= {S cosop, Ssing, 0 } 1
odakle sleduje g¥*=s2

Zbog V g/V g* =sin a (=const), preslikavanje M > M* je wopiteno ekvivalentno.
Specijalno, za a=30Y, konstantni odnos povriina kosespondentnih flgura je 1:2.

165. Na lopti radijusa a zadata je jedna fiksna tactka P. Neka je M
bilo koja taCka na lopti, a tatka N sredina najkrade krive na lopti koja
vezuje P sa M. Ortogonalna projekcija tatke N na tangentnu ravan lopte
u P neka je M*. 1° Kakvo je preslikavanje M- M* tacaka lopte u tacke

tangentne ravni? 2° Kakvo je preslikavanje M- M** ako je PM# =2 . PM#?

ReSenje. Uzimamo Jedan pravougll Dekartov_koordinatnl sistem sa pofetkom u centru
lopte, a kome 2z-osa prolazi kroz P. Ako sa 26 obelezimo komplement geograiske Sirine, a
sa ¢ geografsku duZinu (,severni pol“ lopte je u P), imamo za loptu jednadinu

B= {a sin 26 cos ¢, asin26sin¢g, acos 29} ;
Odavde se doblja V' g =2a%sin 20,
1° Tatki M, odredeno} radijus-vektorom t, odgovara tatka M+ koja je data radijus-
vektorom
= {a sin 6 cos ¢, a sin 6 sin ¢, a} "

odakle sleduje
2

=2, 116
l/g* = L3 sin 26.

Kako je Vg /V g*=4(=const), preslikavanje M - M* je uopSteno-ekvivalentno, tj.
povrdine korespondentnih figura su u konstantnom odnosu.

: 20 Preslikavanje M — M** je ekvivalentno, t). korespondentne figure imaju jednake
povriine.



TEORIJA VEROVATNOCE

1. Iz kutije koja sadrZi n belih i m crnih kuglica, slucajno se izvlace
k(< m+n) kuglica.

Kolika je verovatnofa da se medu izvu&enim kuglicama nalaze r(<k)
belih ?

Koriste¢i dobijeni rezultat, naéi zbir

£ )}
‘J:O v \/L'—‘V

ReSenje. Ukupan broj kuglica je m+n. Broj svih moguéih izvlacenja k elemenata

P . . m+-n
iz skupa koji sadrZl m+n elemenata, iznosi )

n m
Bro] svih povoljnih ishoda je ( ) (A )
r ¢ —T

Prema tome, traZena verovatnoéa iznosi

O
Gy

Kako verovatnoée p(r) &ine potpun sistem, mora da bude

€3 gy Evy s 1y

plr)=

(mz’tn) <mz‘—n) 2 (mj{—n) 3
SO
,,":0 v k=v )~ k

2. a) Neko je istovremeno kupio dve kutije Sibica. (Obe kutije sadrZe
po n komada palidrvaca.) Kada mu je bilo potrebno, on je palidrvca slu-
¢ajno uzimao i iz jedne i iz druge kutije. Kolika je verovatnoca, da u
momentu kada konstatuje da je jedna od kutija prazna, druga sadrZi k (< n)
komada palidrvaca ?

b) Koriste¢i se rezultatom dobijenim pod a) naéi zbir

odnosno

s=3 2v(2”‘“).
V:O

n

Resenje. a) Zadatak ¢emo ovako shvatiti: u trenutku kada se konstatuje da je Jedna
kutija prazna zamidljamo da Je zamenjujemo istom takvom punom kutijom. Tada imamo
omoguéeno neprekidno izvlaenje palldrvaca, pri ¢emu 2n+1 izvlalenje znali izvesnost da
je jedna od kutlja prazna. Prema tome broj svih moguéih izvlatenja 2n+4-1 elemenata bilo
iz jedne Ili druge kutije (znost 22n+1

22 Zbornik matematickih problema 1l
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Medutim, nama su povoljni oni slutajevi kada imamo ovakvu situactju:

1 kutija sadri u momentu izviadenja 2n—k+1-og palidrvca, & palidrvaca ili, sto je
isto, da smo do tog izviafenja iz nje izvukli n—k palidrvaca;

Il kutija ne sadr?i u momentu izvlaten|a 2n—k+1-og palidrvea ni jedno palldrvee
ill 3to je isto da smo iz nje izvukli do tog momenta svih n palidrvaca, a da izvladenje
2n—k+1-og palldrvca pogada ba¥ ovu kutiju.

Jasno je da postojl jo¥ isti ovoliki broj nama povoljnlh situacija s obzirom da kutije
11 1l mogu da promene uloge.

Prema tome, broj povoljnih ishoda dobijamo sada na ovaj nadin: (an—k>

svih moguéih izvladenja n palidrvaca 1z skupa koji sadrZi 2n—k palidrvaca. No ovaj broj
moZe da se kombinuje sa brojem izvlacenja preostalih k palidrvaca iz jedne { druge kutije.

" Dakle, (2”n_k>2’f je polovina svih povoljnih ishoda s obzirom da kutije I i II mogu da-

je broj

promene uloge.
Prema tome, traZena verovatnoéa iznosi

e 2(2'ln_k)ik T (2/1—/().

922n+1 1 ézr:—k n

b) Kako dobijene verovatnoée ¢ine potpun sistem, imamo

1 2n 1 2n—-V1 1 n
’ (IR AL e H0 e
22n ( n ) @2t ( n ) 22n—n (n) :

n
3 oA (QH_V) = 2%,
v=0 &

odnosno

Primedba. Pri reSavanju problema pod a) pretpostavlja se da je izvlaenje palidrvca
podjednako verovatno iz jedne kao i iz druge kutije, i da se ove verovatnoée u toku opita
ne menjaju.

Ova) zadatak potiée od poljskog matemati¢ara Stefana Banach-a.

3. a) Neko je napisao n pisama i stavio ih u koverte koje je zatvorio.
Zatim je na kovertama slucajno pisao adrese. Kolika je verovatnoca da
nijedan adresant ne dobije svoje pismo?

b) Kolika je verovatnoca da bar jedan adresant dobije svoje pismo?
c) Cemu teZe verovatnote dobijene pod a) i b) kada n-» co?

ReSenje. a) Da bismo nadli traZene verovatnode, koristiCemo teoremu o verovatnoéi unije
dogadaja koji se medusobno ne iskljucuju.

Neka Je dat skup dogadaja: E,, E,, ..., En, koji se medusobno ne Iskljuéuju.
Uvodimo oznake:

Si=2 P{E},
i

S.=> P{EinEj},
i

Ss=2 P{EinEinEx}.
i1k

Sa=P{E;NEn ... NEn},

gde se sabiranja vre po kombinacijama indeksa. Tada je
n n
P[ UlEv}z Y e T
v v=1

(U dokaz ovog stava ovde se nefemo upudtati).
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Imajuél sada u vidu ovaj stav, resicemo prvo drugi deo nadeg zadatka.

Neka E; pretstavija dogadaj da 1-ti adresant dobije pravo (njemu namenjeno) pismo.
Tada je '

1
p{E.’}=7, tj. 81=ZP{E,-}=1.
i
Ako Je i-ti adresant doblo svoje pismo onda verovatnoéa da j-ti-adresant dobije takode
odgovarajuée pismo [znosi

1
Pe {Ej} = Tl
Verovatnoca da oba dobiju odgovarajuca pisma je
¥ 1 1
PENEN =Ty
odnosno -
1 n 1
SZZ%P{E'nEj}: afn—1) (2) =9
Sli¢no je ' .
1 n 1
Se= 1 P{EINE/NER}= o) 3) a
L5k b

' 1
Sn=P (E:NExN .- NEn} = .

Prema tome, verovatnoé¢a da bar jedan adresant doblje svoje plsmo, lznosi
n n‘ (__ I)u-;—l

(1 P[U &]:L —.
vax] Ty v!

b) Kako je dogadaj ,da nijedan adresant ne dobije svoje pismo* komplementaran doga-
daju da bar jedan adresant dobije svoje pismo, verovatiocu pod a} dobi¢emo ako od jedinice
oduzmemo verovatnoéu dobijenu pod (1), dakle,

5 =1
2) 1—P{U EV]—v:z_v! :

v=1

¢) Lako je uvidet! da je

lim P{an E«;]:l—e—l i lim [1_13[0 E.,”:e—l_

n—y o v=1 n—yw w==l

4. a) Voz ima n vagona. Svaki od k putnika bira slu¢ajno vagon. Kolika
je verovatnota da se u svakom vagonu nade bar jedan putnik?

b) Kolika je verovatnoca da se zauzmu r(<n) vagona voza?
¢) Koriste¢i se rezultatom dobijenim pod a), naéi zbir
4 v—1 n
S=3 (=1) v"( )
v=1 v
gde je k prirodan broj koji nije veéi od n.
Redenje. a) Slitno se rezonuje kao u prethodnom zadatku. TraZena verovatnofa je

ln—l LN

n
r r—\l v .
b) TraZena verovatnota iznosi = L (—-1) (V ) (r —v)k.

v=0
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¢) Ako je k<<n, imamo

1 n
3 (—1)“—‘vk(v)=o (k<n),
v=1

odnosno
n

2[—1)”—‘v"(n)=t—1)””1n! yEe=ty.
v

v=l

Primedba. Zadatak pod b) ima ovakvu fizicku interpretaciju: protok od £ Zestica pre-
brojava se sistemom od n brojafa rasporedenih u redu. Svaka od cestica sa podjednakom
verovatnoom pada u jedan od brojala. Kolika je verovatnofa da e Cestice bitl prebrojane
pomoéu r(<n) brojata?

5. Kolika je verovatnoca da (’7‘), gde je n slu¢ajno izabran prirodan

broj, bude deljivo sa 7? Kolika je verovatnoéa da (;‘) bude deljivo
sa 12?
n

ReSenje. Verovatnoéa da vazi 7 <7> ista je kao i verovatnota da vaZi
49:in{n—1)(n—2)(n~3)(n—4) (n—5) (n —6).

Ovo poslednje je ispunjeno ako je n takav prirodan broj da prl deobi sa 49 daje kao
ostatak jedan od brojeva: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. Prema tome, iz 49 uzastopnih celih brojeva
tatno njih 7 ispunjavaju pomenuti zahtev. Dakle, traZena verovatnofa je

p=7/49=1/T.

Verovatnoéa da vaZi relaclja 12 ('71> ista je kao verovatnota da vaZi
|

64-27 [n(n—1) (1 —2)(n—3) (n—4) (2 —5) (n—6).

Ovo sledl otuda Sto od sedam uzastepnih celih brojeva dva su deljiva sa 3. Ako je
pritom jo§ jedan od njih deljiv sa 9, onda je Citav proizvod deljiv sa 27. Dakle, ako je:

n=9k+r (r= 0172 8. 4.5, 0]

onda je Citav proizvod deljiv sa 27.

Dalje, od sedam uzastopnih celih brojevaili su n—1, n—3, i n—5 ili n, n—2, n—4
1 n—6, deljivi sa 2. -

U prvom sluéaju od tri parna broja n—1, n—3, n—5 sa 4 moraju da budu deljivi ili
n—3 ii n—1 1 n—5. Ako su sa 4 deljivi n—1 1 n—35, od ova dva uzastopna broja deljiva
sa 4, bar jedan mora da je deljiv sa 8. Prema tome, ako je n—1 deljivo sa 4, t]. n=4/+1,
proizvod je deljiv sa 2-4.8=064. Ako je 4|(n—3), onda da bi proizvod bio deljiv sa 64 mora
da je 16| (n—3), t). da je n=16/43. Najzad, ako su n, n—2, n—4 i n—6 deljivi sa 2, tada
dva od njih moraju da budu deljivi sa 4. Prema tome, ¢&itav proizvod .mora biti deljiv sa:
2:2-4.4=64. Dakle, relacija

64 [ n(n—1)(n—2)(1—3)(n—4) (n—>5) (n—6)

vaZl kada je n oblika:
4/4+1 i 16/+3 il 2/

Imajuéu u vidu ovo poslednje 1 ono predadnje, dolazimo do zakljucka da n mora imati jedan
od sledeéih oblika:
n=16/+s (s=0,1,2,3,4,5,6,8,9, 10, 12, 13, 14),

n=9k+r (r=0,1,23,4,5,6).
Prema tome, traZena verovatnoa iznosi
' 7.13 91
916 144
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6. Kolika je verovatnoca da se 27, gde je n slufajno izabran prirodan
broj, zavr3ava cifrom 2? A ciframa 1,2?

ReSenje. Ako ispiSemo potencije dvolke vidimo da se cifra 2 pojavljuje sa periodom
4, a grupa cifara 1,2 sa perlodom 20. Prema tome, traZene verovatnofe su respektivno:
1/4 1 1/20.

7. Kolika je verovatnofa da dva slufajno izabrana cela broja budu
uzajamno prosta?

ReSenje. Odredi¢éemo verovatnoéu da dva sluéajno izabrana cela broja n { m nemaju
nl jednog prostog zajednickog delitelja.

Da bismo to na3ll, odgovorlmo na pitanje, kakva je verovatnoéa da-dva slutajno lza-
brana prirodna broJa n i m nemaju zajedniCki delilac 2. Imajuéi u vidu definfciju verovat-
noce, rezonujemo ovako: uoéimo prvih N prirodnih brojeva, pa iz njih lzaberimo slutajno
dva broja n 1 m. Kolika je sada verovatno¢a da se od N prvih prirodnih brojeva izvuku dva
kojl nece biti parmi? PuStajuéi da N - oo, dobi¢emo onda traZenu verovatnoéu,

Da bismo to nadli, pretpostavimo prvo da je N paran broj. (Ova pretpostavka ne
ogranifava op3tost razmatranja.)

Tada imamo: broj svih moguélh izvladenja brojeva n 1 m Iz skupa koji sadrii N pri-
rodnih brojeva jJe: N N=N2

N
Nama ne odgovaraju onl izbori za n i m pril koJima n i m uzimaju P mogucth parnih

N N N2
vrednosti: 2,4, ..., N. Broj takvih ishoda (slutajeva) je: 5' 2 = i Ostali ishodi su nam
1
povoljni i ima ih: N2— T N2,
Dakle, verovatnoéa da n | m nemaju zajednickl delilac 2 je
o (L EEL
37 Tt gt
N2 Iy 3’
Kada N -» e ovaj broj se ne menja.

Sada nastavimo, i traimo da n i m ne budu deljivi ni sa 2 ni sa 3. Sliénim rasudi-
vanjem dolazimo do traZene verovatnole:

(=%)(=%)

Ako nastavimo tako dalje, dobijamo verovatnotu da prirodni brojevi a 1 m koje slu-
¢ajno biramo, nemaju kao zajednitke delitelje:

48, Ba ol L f o Py

gde p, znali k-ti prost broj; ona iznosi:

o) (-3 (- 4) ()

Medutim, nama je potrebna graniéna vrednost lim [T (k).
k> o

Da bismo na8ll ovu graniénu vrednost, izraz pod (A) transiormisaéemo ovako:

1 1 1 1 1

6 & R =




349 TEORIJA VEROVATNOCE : [8—9

¢

MnoZenjem relacija

Tﬁﬁ%é)ﬁ (—}{)%

—
|
TN -
al%
©
i
=
+
= T
| —
e
[S]
+
o
© |
e
(]
+

dobija se

im ] (k) = :
k>4

@
2
n=t 1

Prema tome, verovatnoéa da dva slulajno izabrana prirodna broja budu uzajamno
prosta, iznosl 6/=2

Ovaj problem poti¢e od ruskog matemati¢ara CebiSeva.

8. Kolika je verovatnoéa da duZ izabrana u datom krugu bude veéa
od strane ravnostranog trougla upisanog u tom krugu?

Re8enje. Neka je polupreénik kruga r. Gde se mora
nalazitl sredlte sluéajno izabrane duZi ako Zelimo da ona
Ima veéu duZinu od strane ravnostranog trougla koji je
upisan u dati krug ? Sa slike je Jasno da srediSte ne sme
da izade iz kruga koji je upisan u ravnostrani trougao.
Prema tome, traZena verovatnoéa nije nidta drugo do odnos
povrdina kruga koji je upisan u ravnostranl trougao i kruga
koji je opisan oko ravnostranog trougla. Dakle, traZena ve-
rovatnoca je:

s

Ako se uzme da sve traZene tetive imaju jedan kraj fiksiran u jedno) talki na periferiji
kruga, onda je traZena verovatnoca 1/3. Ako se traZe tetive fiksnog pravca, dobija se 1/2,

Ovo je poznati Berfrand-ov paradoks.

9. Ravan je podeljena paralelama ¢ija medusobna rastojanja iznose 2a.
Na ravan se baca igla duZine 2a. Verovatnoca da igla sefe jednu od pravih
. F 2
iznosi = .
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Dokaz. PoloZaj igle u ravni odredivatemo sa dva broJa x i y kojl opisuju poloZaj
srediSta igle (vidl sliku). Igla see bar jednu od paralela ako je: y<Casinx. No kako je:
O0<<x <, to se traZena verovatnoa dobija poredenjem povrdina koju omeduje luk sinusoide
za x& [0, 7] i x-osa, 1 pravougaonika ABCD. Prema tome, traZena verovatnoca je:

=
[ asinxdx
=' D e
P& an T an =«

Ovo je klasiéni problem Buffon-a.

10. Data je duZ ML duZine a. Na duZi ML slufajno se biraju tacke
P i Q. Kolika je verovatnota da duzi MP, PQ, QL mogu da obrazuju
trougao ?

Re3enje. Stavimo: MP=x; MQ=y. Ako
{x, y) shvatimo kao tatku u ravni, onda je njen
poloZaj ogranien na kvadrat ABCD (v. sliku).
Prema tome, AB C D pretstavlja skup svih moguéih
poloZaja taéke (x,y). Kojt nam poloZaji nisu po-
voljni ? OcCigledno onl za koje je:

a
ARQiEE

2

MP>2, QL>2
2’ 2

a a
Ako je MP > o onda je QM > 3 ; ta oblast
je gornji desni kvadrat kvadrata ABCD. Ako je

a a a
QL>E onda je x<? i y< -2-; ta oblast je
donji levi kvadrat u ABCD. Najzad, ako je .

a a
PG> %, tj kada je y—x> 5 i —x+y<— 2'; odgovarajuée oblasti su trouglovi EFD
{ HBG. Prema tome, preostali (izirafirani) poloZajl su nam jedini povoljni. Dakle, traZena-
verovatnoca je p=1/4.

11. Slutajna promenljiva § uzima vrednosti: x=0,1,2,3, ..., n sa
verovatnoama p{x=r} proporcionalnim <¢) Nac¢i funkciju verovatnoce
za slu¢ajnu promenljiva §.

ReSenje. p{x=r}= k(';), gde je k konstanta proporcionalnosti koju éemo odre-
ditl iz uslova da verovatnoce p {x:r} Cine potpun sistem. Imamo

n
Z v ( n) Loy
v=~0 A

odakle
1

e
2"

Prema tome, traZena funkcija verovatnoce glasi
1 (n
th=—{")
S 2" \r

12. Neka je x normalna slufajna promenljiva sa varijancom jednakom
jedan. Na€i matematicko ofekivanje za |x|.

Odgovor. V2/x.
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13. Slu¢ajna promenljiva  uzima vrednosti x=0,1,2,3, ..., sa vero-
vatnoéama p{x=r} proporcionalnim sa a"/r! (a>0). Naéi funkciju vero-
vatnoe za slucajnu promenljivu §.

ReSenje. Sli¢no kao u zadatku (11) dobijamo

odnosno
r

: a
k=e—a | p(rj=e—¢ - (r=0,12, ...).
rl
Ovo je tzv. Poisson-ova distribucija.

14. Ugao 6 slu¢ajno se bira iz intervala (—w/2, +n/2). 1z tacke (0, 1)
povladi se prava (L) koja sa y-osom zaklapa slufajno izabrani ugao 6. Naci
funkciju verovatnoce za slu¢ajnu promenljivu § koja uzima vrednost x, gde
je x apscisa preseka prave (L) i ose Ox.

Re3enje. Trazena funkcija verovatnoce je

i
f(x):i;.lﬂH‘é, x&=(—o00, +00).

Ovo Je tzv. Caucly-eva distribucija.

15. Data je logaritamsko-normalna raspodela:

11 ;
' p—(logx)/2 0),
f(x) =[ xY2x G20
0 ' (x £ 0),
Naéi matemati¢ko ocekivanje i varijancu.

Odgovor: Ve, e2—e.

16. Data je Pareto-distribucija

f(x} = ‘ x%(%)a“ (2,

0 (x<<xp).
Pokazati da postoji moment reda k (k prirodan broj) tada i samo tada
ako je a > k.
17. Data je karakteristiéna funkcija

a(eit—1)

p(t)=e (a=const).

a) Na¢i odgovaraju¢u funkciju verovatnoce.
b) Pokazati da je:

S [f()] =
n=~0

eracose de’
b (1]
gde je f(n) funkcija verovatnoce dobijena pod a).

e—2a

14
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ReSenje. a) Funkclja verovatnoe prema teorem! Levy-a data je integralom
1 3
=— —int g (f} dt
fm=g- [ e=inta)
-1
(slﬁ(‘.a] kada se radl o diskretno raspodeljenoj sluéajnoj promenljivoj).
Primenjena na na$ slufaj daje

/(n)ze—a%n'_ n=0,1,2, ..,

Sto pretstavlija Poisson-ovu raspodelu.

b) Da bismo dokazali tvrdenje treba funkciju e2acos¢ razviti u red po stepenima od
2acos 9, pa potom izvr8iti razmenu graniénih procesa koja je u ovom slulaju-dopultena.
(Ovde ne ulazimo u detaljne dokaze opravdanostl ovakve razmene).

18. Date su nezavisne sluajne promenljive x i y, €ije su funkcije
verovatno€a respektivno:

ae~** (x>0)
f(X):l (a>0);
0 (x < 0)
pePr (y=0)
g(y)={ (B>0).
0 (<0

a) Naéi funkciju verovatnoce h(u) slucajne promenljive u=x+y.
b) Odrediti funkciju distribucije H(u).

ReSenje. a) Funkclja verovatnoée /1 (z) dobilja se kao konvolucioni proizvod funkcija f 1 g.

Dakle,
e el (e—ou—e—pu) (u>=0),
hlu)=f(x)» g(y) = f glu—x)f(x)dx =1 a8
e 0 (u < 0).

u
b) Funkeifa distribuctje je H(u)= [ h(t)dt.
0

19. Slucajna promenljiva X ima funkciju verovatnoce:

) = % xle=Bx (x>0),
0 (x<0),

gde je a>0, B>0. Pokazati da za a- oo, raspodela slufajne velifine

BX——ﬁ~E teZi ka normalnoj sa parametrima E(§)=0 i o=1.

Vo

Uputstvo. Posle izvriene transformacije siudajne promenljive X, treba iskoristiti
asimptotsku relaciju

(o) ~a® g% 2x.
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20. Funkcija verovatnote apsolutne velitine brzine molekula data je
Maxwell-ovom distribucijom :

x2
§ i
:x_ a2 (x > 0)
fx) =1 Va (¢>0).
0 (x<£0)
Naéi srednju brzinu molekula, disperziju, srednju kineti¢ku energiju mole-
kula (masa molekula je m) i disperziju energije.

21. Funkcija verovatnote slu¢ajne promenljive & data je izrazom

k :
f(X)—m XE(—OO, +00).

a) Odrediti konstantu a; i b) Verovatnofu da u dva nezavisna posmatranja

E uzima vrednosti manje od 1.

Uputstvo. a) Konstantu a odredujemo iz uslova da verovatnote o kojima je red éine
potpun sistem. Dakle,
4

f dx
a —_— =1,
e—x+ ex
4 —®
b) Verovatno¢a da slufajna promenljiva & uzme vrednost manju od 1 je
+1
F)= [ fix)dx,

—x®

pa je traZena verovatnoa [F(1)]2

22, Dato je: v
a, kuglica boje 1
a, 2
Ap p

P
¢iji je ukupni zbir 3 a,=2n;
ve=]
(i,j), 1<i,j<p odreduje tip para izvucenih kuglica, pri ¢emu (i, ;) i
(j, i) pretstavljaju isti tip.
Kolika je verovatnota da slu¢ajno izvuleni par bude tipa (i,j), gde
je 1<ij<p?

Primedba. Ovaj problem Je proSirenje problema D. Dokoviéa. Videtl: Zbornik mate-
mafiékih problema 111, 1960, str. 258, problem 40,

23. Data je funkcija verovatnoce:
ke~kx (x>0)

f(x)=[ " e (k>0).
Neka je: u=(x~%)2.

Na¢i funkciju verovatnoce g(u).
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24. Odrediti karakteristi¢ne funkcije za sledee funkcije verovatnoce:

a) f(x)=§e—“le (o0 < x < +0),
b) 1) = e (Coo<x<l+o0),
a—|x|
9 o o (1x| <a),

0 (|x|>a),
Qqu_x_
d) f)=—2

Uputstvo. Karakteristiéna funkcija deiinisana je Riemann— Stieltjes-ovim integralom
+
@)= f eitxdF(x)  {F (x) funkcija distribucije}

g ai
kojl se u sva Cetirl navedena slufaja svodi na oblik ¢ (f)= fe”xf(x) dx.

—

25. Neka je t slucajna promenljiva Cija je funkcija verovatnoce:

fin)=e~a  (a>0; n=0,1,2,...).

n!

Neka parametar a pretstavlja vrednost slucajne promenljive % Cija je
funkcija verovatnoce:

o
S aq%te B2 (a>0),
f2(a) =[ (o) (>0, B>0).
0 (a<0)
Naéi verovatnotu da sluCajna promenljiva £ uzme svaku datu vred-
~nost n (0,1,2,...).

Odgovor. fn)= (]%)0 (

Ovo je negativna binomna distribucija.

n

—r (_]]n
)(1+ﬁ1"'

26, Date su karakteristicne funkcije:

1-1f] ([t L),

(P1(t):{ Y ( I\ )

0 ([t[>1);

(e i(_co_Sfo cos 3xf  cos5at

kojima redom odgovaraju funkcije distribucije F,(x) i F,(x) dve slu¢ajne

promenljive § i .
Pokazati da je

o e(D=e(t) (JHKT)

Da li iz ovoga sleduje: F;(x)=F,(x)?
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21, Data je funkcija verovatnote dve slu¢ajne promenljive X i Y:

3x2y+3y2x  ((x,y) €[0,1]1x[0,1]),
0 ((x, y) €[0, 1]x[0,1]).

a) Da li su sluajne veli¢ine X i Y medusobno zavisne?

o (x, y)=.[

b) Naéi marginalne funkcije verovatnoce.

c) lzradunati uslovnu verovatnoéu
Pires [5<H]

28. Date su sluCajne promenljive £ i n, Cije su funkcije distribucije
respektivno F(x) i G(x).

a) Ako izmedu slu€ajnih promenljivih & i n postoji linearna veza
n=af+b, nai odgovarajutu vezu izmedu F(x) i G(x).

b) U slufaju pod a) kada & i n imaju funkcije verovatnoée f(x) i
g(x) respektivno, koje zadovoljavaju uslove: £(x)=F'(x) i g(x)=G'(x),
za svako x, na¢i vezu izmedu f(x) 1 g(x).

ReSenje. a) Relacija n <C x ekvivalentna je relacijama:

E<x—b)/a  (a>0),
E=(x—b)/a  (a<0).

Prema tome,

Pn<x}=0G(x) (ovo je definicija funkcije distribucije),
odnosno
P{E< (x~b)/a) (a>0),
G(x)= i
{1—P{§<(x—b)/a} {a<0).

dakle,
x=b
‘ F(T) (a>0),
Glx)=
x—b
II—F(-—) (a <0).
a

b) Funkcije verovatnoéa vezane su re]aci]om

ew= g1 (7).

Ovo je traiena veza.
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1. U smislu metoda najmanjih kvadrata aproksimirati funkciju sinx,
u intervalu (0, x/2), linearnom funkcijom promenljive x.

Uputstvo. Posmatrati funkciju
/2

Fla, b) = zf(ax+b—sinx)2d,§,
6
zatim iz jednacina oF/da=0 1 0F /ob=0 odreditl a i b.
Proveriti da li je traZena linearna funkcija

8 3 24 (4
fx)= - (l‘ ﬂ)+ﬂ2 (” —l)x.

2. Date su tacke P,(1,2), P,(3,3), P3(5,5), P,(7,6).
U smislu metoda najmanjih kvadrata odrediti pravu koja najbolje zado-
voljava date uslove.

3. Odrediti parametre A i B eksponencijalne krive
y=Aexp (Bx)
koja, u smislu metoda najmanjih kvadrata, najbolje zadovoljava uslove:
x 0 1 2 | 8
y | 18| 6 | 14 | 42
4, Odrediti parabolu y=ax*+bx+c koja ¢e, u smislu metoda najma-
njih kvadrata, najbolje zadovoljavati uslove:

x | 00] 01| 02 03] 04| 05 06| 07/ 08] 09

y | 320|323 325 326 | 325 323 | 318 3,13 3,06 | 2,98

5. Data je elipsa x=acost, y=bsint (a>b6>0; 0<t<2mw).
Izratunati krivoliniski integral

fds/("1 ry)',
E

gde je ds element luka elipse, i gde su r, i r, potezi jedne tacke ove elipse.

ReSenje. ds={a®—(a%—b?) cosz {}112 dt,

ri=a—(a2—b2)2cost ro=a+{a2—b2)Rcost.

2n

fds/[r, r,)”2 =f dt=2n.
E 0
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6. Odrediti krive na povrSini
(S) X =CO0S u—vsinu, y=sinu+vcosu,' 2=eut+V,

Cija je oskulatorna ravan u svakoj tacki u isto vreme tangentna ravan po-
visine (S). ;

7. 1° Pokazati da su parametarske jednacine povrSine

Lo 1 2,1
LI IRL R L I |
(1) a2 b?.y +c2
oblika
@) x=agv+[’ y=buv——1’ el
u+v u+v u+v

20 Odrediti parametre u, v onih tataka povrsine

(S) x’—%y”—%zz:l
koje leZe na pravoj
(D) x+3 =__vi87=z—1‘2
4 B =3

3° Koje tatke povrsine (S) imaju osobinu da tangentne ravni ove
povrsine u tim tackama sadrZe datu pravu (D)?
ReSenje. 2° Tatke povrine (S) izraziéemo parametarski sa
1 1y —1 u—v
L _ uy 3 1

¥ :2—, Z=

X= y 4
u+tv u+v u+v

Za tatke povrdine (S) koje leze na pravoj (D) bice

3uv+Su+dv4+11=0, Tuv+9u+v+4+7=0,
odakle Je
m=-3, vi=-—1; =1, v,=-2,
odnosno
=il sl aEEal2] xbe=l, | JaES, pEa9

Tatke M, (-1, —1, 3/2) i M, (1, 6, —9)} leZe na povrSini (5) i na pravoj (D).
3% Jednacdina tangentne ravni povr3ine (S) u tacki M (x, y, 2) glasi
yy 2z

N )
(T) x 3 + 9

1.

Ako tangentna ravan (T) sadri i pravu (D), tada fe

7 7 4
4x—Ey—§z=0, --3 x+2y+~3/z:1.

Povrh toga je Jo¥
1 1
2 Y2 2
e ekl .

1z navedenog skupa jednaéina dobijamo: x=—7/5, y= —2, 2=3/5, odnosno tangentna
ravan (T) u taéki M (—7/5, —2, 3/5) sadrzaée pravu (D).

8. IzraCunati zapreminu tela, ograni¢enog povrSinama c¢ije su jednacine,
u Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu Oxyz,

z=|x+y|-|x-yl, z=|x+yl+ix—p|, [x|+]|y]=V2
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9. Odrediti ortogonalne trajektorije krivih
x3-3xy2=C (C parametar).
Rezultat. 3x2y—y3=A (A parametar). Da li se u teoriji funkcija kompleksne pro-
menljive moZe doéi do rezultata bez ma kakvih integracija?

10. Odrediti f(f) tako da kriva
x= [f(hsintdt, y= [f()costdt, z= [f(i)tg tdt

ima konstantnu Kkrivinu.

11. Proveriti formulu
1

[1 log x log (1—-x) dx=3
X

yay it
.3
k=1 k

0

12. Pokazati da jednalina
3 xn

1 1 B X T =0
1) Xty T (2n)!

nema realnih korena.

Re3enje. Jednadina (1) moZe imati samo negativne realne korene. Neka je x=—y
(v>0). Jednacina (1) dobija oblik

yz yﬂ y21
2 §o o TN 0.
o4 Yo e T T e
Buduéi da je
yr y2n
1=y = — S ez—¥>0 0),
YR T s T @ap (>0

zakljuCuje se da jednaina (1) nema realnih korena.

Primedba. Redigovano prema reSenju koje je dao J. Lipman (The American Mathe-
matical Monthly, vol. 67, 1960, p. 379).

13. Ako su R; i R, (0 <R, <R, <o) polupre¢nici konvergencije re-
dova Y a,2" i ) 0,27, pokazati da je R, polupre¢nik konvergencije reda
3 (a,+ b,) 27. Posebno posmatrati slucaj R,=R..

14. Data je diferencijalna jednacdina
(1) (ax*+bx +c) y'+(x—d) y ={(x),

gde su a, b, 'c, d date realne konstante i f(x) data funkcija od x.

1° Pokazati da se re3enje jednacine (1) moZe svesti na oblik u kome
se pojavljuje kvadratura koja zavisi samo od f(x).

2° Koji uslov treba da ispuni funkcija f(x) da bi jednadina (1) imala
polinomno reSenje ?

Generalisati.
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15. Neka za funkciju

f(x) (0<x<2mx)

vaZi Fourier-ov red
0
%ao + 3 (@, cos nx + b, sin nx).
n=1

Pokazati da Fourier-ov red funkcije

fxf(u)du (0 < x<2x)
0

glasi
;— Ay+ Y (A, cos nx+ B, sin nx),

n=1
gde je
ol 4 1 1 1
Ay=2ma,—- j uf(u)dy, Ap=——by, Bp= ——a,+—a,.
n n n n

0

16. Dokazati da je Wronski-eva determinanta reda n+1 funkcija

u, uv, uv?, ..., upt (u, v funkcije od x)
jednaka izrazu
("%')
2

11 2! ... nl u”+1<dv)
X

Primedba. Ovaj rezultat naveo je Proufhiet 1852 godine. Videti takode: D. Zeitlin:
A Wronskian (The American mathematical monthly, vol. 65, 1958, p. 345—349).

17. Za determinantu
Q11 Gz dyg

Dy= |an an a3 (ax realni brojevi)

J Ch l\‘731 Qgp Qg
vaZi relacija

mod D; <  {mod a3, +mod (a,; — ay5) +mod (a5 — y5) + mod ay)
x {mod a,, +mod (@, — d3,) +mod (a3 — ayg) + mod a,,}

x {mod ag, + mod (ag, — tg,) + MOG (agy — agg) +mod agg}.

"Primedba. Ovo Je partikularni slu¢aj nejednakosti koju su dokazali A. B. Bloch i
G. Pdlya. Njihova nejednakost glasi

"

1

mod Dn < T {mod as,+mod (a1,—as)+mod (@ —aig)+ - - -
':1‘

!
+mod (aj, n—i—ain)+mod ain },

gde Je Dp=| a,k|’: (koeficijenti a;; determinante D, su realni).
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18. Odrediti intervale u kojima je red

L]
> cos™x cos nx
Y d n=|\
uniformno konvergentan.

Rezultat. Dati red uniformno konverglra na svakom segmentu promenljive x kojl ne
sadrZi ni jednu od tafaks kn (k=0, =1, £2, ...).

19. Nizovi {u,} i {v,} definisani su jednakostima:

(n Upyy =3 U+ vy, Var1=2Up+4v,.

Izraziti u, i v, kao funkciju od u,, v,, n

[3 1]
1° upotrebom matrice ‘|

2° posmatranjem redova

~ = xn
(2) Z_,un _‘= ) ZV,,—'—Z
n=0 ; n=~0 n
o « Gd
kao i o 3 £
dx dx
ReSenje. 1° Ako se sistemu (1) da oblik
luntq| |8 ll‘ | un||
| vaga | "2 4 ’ Hvall’
dobija se
u 13 1z || u,l
@) |l el R (n=1,2,3,...).
Nvall  H2 4l 1] vl ;

n

i
1|

i3
Ovim se problem reSavanja sistema (1) svodl na odredivanje potenctje 9

3 1]
Sopstvene vrednosti matrice ! 6% 1 su 5 | 2. Zbog ovoga je ova matrica slicna ma-

trici , odnosno postoji matrica S= H: EH[ S|#0) takva, da je
S IsH 5 0
@ 2 =5l 2l
Odavde lzlazi S = ’ 1 1”
-2 1
Jednakost (4) postaje
:3 IH ‘i 1 li’—‘ ‘5 OH ‘} 11
2 4 -2 1 Jjo 2| |[|-2 1|’
odakle dobijamo
[ -1 1(=* ||5 OQ|n 1 1)) 11 =1 (57 0 1 1
“2 4"_' 21 o2l =2 1IT3ll2 1l llo o '.—2 1”

5n-42n+1 5n—2n
2.5n—-2n+1 2.5n42n

‘?l

23 Zbornik matematickih problema II
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Koriste¢i dobijenu jednakost, relacija (3). postaje‘

Un __.l I\ Hn42n+1 jn—_92n ‘ }J uolf
val| 3||2.5n—2n+1 2.5n42n | |y’
odakle je i }
= (57421 +1) ot (51 —2n1) v,
(5)

1
1),,:% (2+50 — 204 1) iy (2-57427) v,

20 1z jednakosti (2) sleduje

xn—1 2 '
E Up —— Un+1 == Z(gun+vn]’*—3}’+z
dx = T~ e a=o
e FRESL xn
Z=> v, L Vngq = Z(Qup+4 vn)~—_2y+4z.
dx n=l (n‘l]l n=0 1l =g !

Dakle, funkcije y(x) 1 z(x) zadovoljavaju diferencijalne jednaline

dy dz
6 ——=3y+2z, ~—=2y+4dz
(©) dx ek dx s

i uslove y(0)=uy, 2({0)=vq.
' Op5te redenje sistema (6) je

y=Cy e = Cye?, 2=12C, e+ (e,

Iz uslova y(0)=u,, z(0}=v, nalazimo

pa su funkcije y(x) I z(x) date jednakostima

1 = 1
yix)= 3 {9+ vo) €3+ 3 (2 — vy) €3,

2 1
zZ(x)= 3 (119 + vo) €5% +- 3 (vo —2uy) e2x.

20 an
Koriste¢i se razvitkom eax= Y — xn, dobljamo
n=0 "*
: 2 I5n an xn X xn
i) = 32 [g (2o +vo) + —(QUO'—VO)]_T = 2 n
n=0 3 n: n=0 n:
X [2-5n 2n xa Sy
= X [T (to+ve)+ (Vo_QUo)] - X o=,
n=0 3 n! n=0 !

odakle za u, | v, nalazimo izraze (5).

Primedba. Ovo je reSenje S. Presica. Uporediti sa zadatkom 167 (str. 57 ovog Zbornika)
Generalizacija 1. Tretirati opsti sluéaj

Up+1=0Un+bVn, Vnyi=cun+dv,

(a, b, ¢, d konstante).
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Generalizacija II. Prouditi navedeni problem za nizove]

{un,} (=1 2. ., Vi)
koji su definisani relacijama

Up1q,r= QU +Ugrling + -+ + Qur Unw

(r=1,12,..., v).

20. Odrediti parametre p i ¢ tako da izraz

xP dy—y9dx
/\2+y2

bude tacan diferencijal jedne fuukcije u(x,yp), koju treba naéi.

21. Ako je y=g(x) jedno reSenje diferencijalne jednacine
d*y A,
dx? il
tada je z=xg(1/x) jedno reSenje jednaCine

d2z

dx2

x5 +2=0.

Proveriti ovo tvrdenje.

22. Odrediti opSte reSenje jednacine
Cx—x®)y"—(1+x¥)y'+4xy=0

u obliku koji ¢e vredeti za malo x.

23. Odrediti funkcije x(#), y(f), z(¢f) koje zadovoljavaju uslove:

dx  d d
T E T

dt  dt - dt

dx_g‘f+$+x _——_26—!’

d d
dx  dy

o i +x+2y=3e"t,
df df dt

x(0)=xy y(0)=y,, 2(0)=2.
Cemu teze x(f), y(f), 2(¢) kada f»+o0?
Rezultat. Re3enje je
x:e—’(x0+;t—yot—t3+%2012+%13>,
3
y:e*‘i<yo+2t—zoi—71‘2>.

3
—e—t _— o
z=e" (zo+zt)



356 PROBLEMI 1Z RAZNIH OBLASTI [ 24— 28

24, Pokazati da je y=exp(ix?) (i=V-1) reSenje diferencijalne jed-
natine :
J xyll_y’+4x3y=0,

i na osnovu toga napisati opSte relenje ove jednaline.

25. QOdrediti opste reSenje diferencijalne jednacine

h h2
(1) dy . boosxshyds2)  (p=const).
dx b sin x ch y+-sin 2x

ReSenje. [. Jednaéina (1} moZe se napisati u obliku
b(sinx ch ydy+cos x sh ydx) + (sin 2 x dy+sh 2 y dx) = 0.
Integracioni faktor ove Jednadine je (sin x sh y)—2.
Opéte redenje jednaline (1) je

.. b
2 —————— 42 cotg x coth y = const,.
2) sinxshy i E d

1. Ako se stavl sh y=—isiniy, chy=cosiy, tada (1) postaje

sinzdz  sinZzdz
b+2cosz b+ 2cos 3

Polazeél od (3) moZe se dobiti reSenfe (2).

3

(z=x+1y, z=x—1y).

26. Odrediti tacke povrSine,
(N 2=18y3—9x2y—3x3
u kojima su njene tangentne ravni paralelne sa ravni
x+y+2z=0.

Ispitati preseke povrSine (1) sa koordinatnim ravnima.

27. Odrediti tangentne ravni povrsine

xy+yz+zx=-3
koje su paralelne sa ravni
xX—y+22=0.

Rezuitat. TraZene tangentne ravni su:
X=y+2z4+2V6=0.

 28. Odrediti diferencijabilne funkcije f(§) i g(n) pod uslovom da
se izraz

(x* =y [f(x+y)+g (x=y)],

za svako x i y, moZe napisati u obliku F(x)+G(y), gde su F(x) i G(y)
dve funkcije koje takode treba naéi.

ReSenje. Zadatak se svodi na funkclonalnu jednalinu
(1) (2= {f(x+y)+g (x=p)|=F(x)+G(y).
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Odavde sleduje

o '
S\ [flx+y)+ g (x =) 1} =0,
x 0y .
odnosno
@ (49 x=p) [f" () =" (x=Y)]+2 (x=p) [’ (x+9) =2 (x+y) & (x~1) =0,

gde je na primer
[’ (x+y)=df/dg (E=x+y);

g’ (x—p)=@f/dn>  (a=x—y).
U jednalini (2) promenljive se mogu razdvojiti, jer se jednaéini {2) moZe dati oblik

2 - i 2
f (x+}’)+?’_;f[x+}’)=g (x-y)+ ’x*_*y"g {(x—),

odnosno g ’
7 E+—f(E)=g"(n)+— g’(n).
£ 1
Na osnovu poslednje refacije bice 5
{3) /”(E)+E'f’(l§)=Cn
2
(4) &” (n)+;]~g’(n)=Cx

(C, ma kakva konstanta).

Opste reSenje jednadine (3) je
C C
f(g]:—si 824+ Co+ —g— (C,, Cy konstante).

Opste redenje jednacine (4) je

C 6
g (q):_fsl q2+C2'+—-3- (Cy', C4 konstante).
n
Prema tome, traZene funkcije f(x+y) 1 g(x-y) imaju oblike

A
Hxty)=—"" 4B+ C(x+yP,
Xty ‘

Ay
gx—y)=——+Bs+C(x—y)*?
x—y

(A, A4s By, By, C proizvoljne konstante).
Funkcije F(x) i G(y) su oblika ;

F(x)=(A3+Ag) x+(B:1+Bg) x*+2Cx4,

G(y)=—{(A1— Ay~ B+ By) y*—2Cy'.

Funkcionalna Jednaéina (1) pojavljuje se u jedunom problemu mehanike.

29. Data je jednalina (E) f'(x)=af (x—2), gde su a i X dve konstante
i f(x) jedna funkcija, koja ima izvod f'(x) za sve vrednosti promenljive x.

1° Pokazati da je svaka linearna homogena kombinacija reSenja jed-
naline (E) takode reSenje iste jednacine.

20 Ako je f(x) jedno redenje jednaline (E), pokazati da je f(x— x,)
(xo ma kakva konstanta) tako isto reSenje jednaline (E).

3% QOdrediti reSenje jednacline f'(x)=f(x—X\) oblika f(x)=e™, gde je
r konstanta koju treba naéi.
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~ 30. Pokazati da srednja vrednost otstojanja taCaka sferne poviSine
(0; a) od jedne fiksne tatke P(PO=c=const) iznosi

== g% (C>a)’

2
p§ = (C=:d).
3 a

Resenje. Neka se poletak Dekartovog pravouglog triJedra osa nalazi u tacki O 1
neka x-osa ima pravac i smer vektora 53 Tada Jednalina sferne povriine glasi
[1] X2+y2+22202.

dok otstojanje od tatke P do ma koje talke (x, y, 2) na sferi iznosi

Vic—x2+y2+22, tj., voded ratuna o (1), V a®+c2—2cx.
Srednja vrednost ofstojanja je '
Y g AP LT
Saes flfcz+a2~2cx dx=— ——V (a2+c*=2cx)®
2 bac

a
—a

“+a

a

1
=——(la—c|®—|a+c|?).
606(10 |®=fra-Ci[#)
Ako je ¢ > g, tada je

S : [ ? (+)3] P -
=———J|(c-aP—(c+aP|=c+ ——.
~ bBac ( | 3 ¢
Ako Je ¢ < a, tada je

S 1 [( o (a+‘c]3] ~ 1 ¢2
=——|(a—c}p— =a+ ——.
bac 3 a

31. Dat je skup povrsina
8] 2e—*—cos (x+y)=6(x—-y),
gde je 6 neprekidna funkcija od x-y.
1° Odrediti onu povrSinu (S) iz skupa (1) koja prolazi kroz krivu
y=—Xx, e‘costx=1].

2% Odrediti nivoske linije povrdine (S) u odnosu na ravan Oxy i
ortogonalne trajektorije nivoskih linija.

3° Ispitati nivoske linije povrSine (S) u odnosu na ravan Ozx.
32, Resiti diferencijalnu jednacinu

1) . (d*y)sﬂlxy"‘ﬂ +by =0
dx dx

(a,,'b,»s,r konstante; ab#£0; s+#r; s#1).
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Redenje. Jednatina (1) se moZe napisati u obliku -

s—1

1+a.\c+b%:0 {py#0; p=dy/dx).

(2)

Posle diferenciranja 1 smene dx=dy/p, jednadina (2) postaje

(s—1) ps—by* (r—=1) ps—(a+b)yr
) dp= > d

Poslednja jednadina, ako se stavi

®3)

ps=t, y=gz,
dobija oblik

(s—=1)t—bz S (r=1)t—{a+0)z -
rz

@) e =

Stavi 1i se ovde f/z=u, tada se (4) svodl na jednadinu, gde se promenljive mogu
razdvojlti.

Specijalno, u slucaju kada je
b=a(s—=1)/(r—s) (s, r celi brojevi),

redenje jednacine (1) odredeno Je relacijom
—pr\S—i
ys—"— Ca ( ]) (C+x)s—1 (C integraciona konstanta).

Citalac ée odrediti reSenje jednadine (1) za sluéajeve koji su xskljucem Iz posmatranja,
kao na primer za s=1.

33. Dokazati

M E{-0(7) ] T riern)s ool

k=0 /=0 - (m+na+v—1)!

(m, n,v prirodni brojevi).
Resenje. Kako je

(2) xn—l[l_x)mgxn-—l__(m x4 o Xn+1l— ... +(—=1)m - xm+n—1
I 2 m
(m, n prirodnl brojevi)
bice
3 1 1 m 1 m
3) ft"—1(1~t]mdt-_. —x"—-—w( )x"+1 +(=1)m — 7( )xm+".
n n+1\1 m+n
(i}
Ako se Integracija ponovi jo§ v—1 puta, dobija se
1
4 dx [ dx- tn—1(l—f)mdt= : il
o f f f oy A+ (atv—1)
—,_r
m m
( l) (rn)
xntvgeoop(—1)m xnt+m+4v—1

T (1) (1+2) - (14) (at+m)(a+m+1) - (n4m+v—1)
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Ako se Cauchy-eva formula primeni na izraz koji se javija na levo) strani relacije (4),
doblja se

() wf(t fyy—1n—1(1 - )m §¢
. m 1 e
—~ 1)k +v + k-1 %
,‘Z_zo [[ D ( ) {(n+k)(n+k+1)ees(n+k+v-1) o J
Stavi I sé ovde x=1, biée ;

1

o—TIJ1 f’n_lu_')m”_ldt
0

(6)

m \ l
;%o [(_” ( )(ﬂ+kl[n+k+1)

Kako Euler-ov integral prve vrste

(n+k+v—l)]'

1
B (0, g)= ftp—i (1—1)a =1 df
0

za p=n, g=m+v Ima vrednost

B g (n 1 (m4v—1)!

(m+n+v—l)'

relacija (6) postaje upravo reiacija (1) koju je trebalo dokazati.
Ako je n=vm, formula (1) dobija oblik

£ my | 5 (m+n—1)!
) kéo[(_”k (k) HO (n+k+n] = ==

Primedba. Videti €lanak:
D. S. Mitrlnovié, Sur quelques formules sommatoires {Publlkacije Elektro-
tehni¢kog fakulteta Univerziteta u Beogradu, serija Matematika i fizika, Ne 7 (1956), 7 strana} .

U ovom ¢lanku izvedene su opdtije formule koje obuhvataju formulu (1) kao parti-
kularan sludaj.

Tako, na primer, izvedena je formula
Z im "
o {(—1)" (k) IT a4 +k=1) p)} = (v+m—1)/[p* (v—1)1{r/p)> + m]
k=0 i=1

gde su: m, v prirodni brojevi, p(>0), n(>0) realnl brojevi i

v+m
r/patm= 1] [(n/p)+s—1]

s=1

34. Odrediti f(x) tako da je

f[f(x)]n dx = [ff(x) dx]" (n prirodan broj),

ako su konstante integracije podesno izabrane.
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35. Ako je n prirodan broj, tada je

(B2) == £ ()] 0]

Dokazati ovu relaciju i izvesti razlaganje u parcijalne razlomke funkcije

(1 e /cx")/ (x—1)"**  (a prirodan broj).

k=1

36. Ako je f(x) pozitivma i monotono opadajuéa funkcija na segmentu
[0,1], tada je

1 1
[xf2(x)dx  [12(x)dx
(1) °| Wi :

1 F,
Jxfx)ydx  [f(x)dx
0 0

Dokaz. Posmatrajmo dvostruki integral
i
J= [ 10 1) (x=3) 11910 dx .
00

Uzimajuéi u obzir navedene hipoteze o funkciji f(x), bie

(x=y) [fx)—=fN]<0.
. J<0.

Ako se razvile J, dobija se
11 11 : A
[ Jxrefmdxdy— [ [yreafy)dxdy
00 00
B} b 1

1
—[ [xrpwaxdy+ [ v/ ) dxdy <o,
00 00

Odavde izlazi
1

([xmwax) (j}f(y] ay) - (flfz[x} dx) (flyf[y)dy)

0
1

~([xte dx)(]!fz(y) ay) + (flf(X) dx)(/l'yﬁ v 4y) <0.
0 0 0 0

Buduéi da je ; .
1 1
Jxrmd=[yrmd,  [fx)de=[fy)dy,
0 0 0 0
dobija se nejednakost (1).

37. Primenom Laplace-ove transformacije odrediti sliku funkcija:
1° f(t)=H(sint)H(t)sint; - 2° f(t)=|sint|H(t),

gde H(t) oznatava Heaviside-ovu funkciju.
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38. Pomoc¢u operacionog raluna odrediti funkeije x(f) i y(f) koje
zadovoljavaju uslove:

X()+3y(t)-2x() =cost,  y(t)-3x(H)-2y(t) =0,
x(0)=y(0) = x(0) =y(0)=0.
39. Pomo¢u operacionog racuna odrediti funkcije x(f) i 'y(t) koje
zadovoljavaju uslove:
(D*+2)x—Dy=1
Dx+(D%2+2)y=0
X=Xy, Dx=y=Dy=0 za {=0.

l za t>0_;

40. Primenom operacionog rafuna ili na koji drugi nadin reSiti inte-
gralne jednacine:
t

1 f()+ [f(s)ds=1; 20 f(t)=4t-3 [f(s)sin(t-s)ds;
0 : 0
t t
30 f(t)+fe'-‘f(s) ds=clf; 4° "f(H= 9e‘“—2f f (s) cos (t—s) ds;
5% f(t)+ftf(s) sin(f—s)ds=sin2t.

41. Primenom Laplace-ove transformacije odrediti sliku funkcije f(f)
(f>0) koja je definisana na sledeci natin:

f(t+4)=£(0).

fih= 0. (<),
C =tel (1K1K9),
=3P (2<1<3),
=0 - (BKICH).

42. Odrediti funkciju y(#) koju definidu relacije:

4
A +2y+2fy(t) dt=H(t—a), y(0)=-2.
dt
0

- 43. Pomocu operacionog ratuna odrediti funkcije x(¢t) i y(¢) koje
-za t >0 zadovoljavaju uslove:

d= . & -
a  d Aty
2%’:—+12x—8y=H(t—3)_

kao i uslove
x(0)=0, y(0)=1.
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44, Odrediti reSenje y(x) koje zadovoljava uslove:
(3“2 +n?y={sinw(f-a)} H(t—a),

y@©@=1,  y'(0)=0
gde je H(f) Heaviside-ova funkcija.
Posebno tretirati slucaj n= + w.

45, Jedan skup {C} krivih definisan je diferencijalnom jednadinom
(1) Pdx+Qdy=0,

gde su P i Q diferencijabilne funkcije promenljivih x i y.

1¢ Izracunati polupre¢nik krivine ma koje krive iz skupa {C} u njenoj
tacki M (x, y).

2° Primeniti rezultat na sludaj
P(x,y)=—xt—y% Q(x,y)=1.
3° Za navedeni partikularni slu¢aj odrediti oskulatorni krug u tacki (1,1).

~ ReSenje. 1° Iz (1) dobijamo

P 'P—QP’
PENT I e il
Q Q2
([+yro 3/ (PZ+Q )‘3/-
R= . ——— (R polupreénik krivine),
vl 1Q@QP-QP))| e
Kako Je
,_O0P aP , P PP
P e Se—— e y =
ox  dy ax Q oy’
0Q 0Q , Q P
Q=22,29,. 02 P2
ox Oy éx  Q oy
posle zamene bice
21 02)3/2 2 3/2
- F(’f;C_)Q) oP oP i 10Q (P_+_Q—)/a 0P|
’Q(Pg—"_ - Q—+P __) Po(,;o___‘_i)_]n B_QZ |
ox Q oy ox ay ox 9y oy ax |
20 U slucaju kada je P=—x2—)2 | Q=1, nalazimo
oP aP 9 .0
=—2x, -==2y, v.gzo' ,8:0’
ox oy ox oy
te Je
_ lx2+ 3211872

@ .
2| x+y(x2+yh) |

30 Stavljajuél x=y=1, na osnovu formule (2) dobijamo R:-;- Vs.
Oskulatorni krug u taéki (1,1) odreden je jednainom

3c2+y2+(% Vﬁ—?) x—(% Vﬁ+2>‘y+2=0.
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46, Odrediti jednadinu krivih na sferi koje seku njene meridijane pod
konstantnim uglom.

Refenje. Jednac¢ine meridijana su:
x=rcosq, y=rsing, z=)RE_r* (p=const).
Jednaline traZene krive neka su:
x'=rcose, Y =rsinyp, 2=VR=r% (r funkcija od o)

(r i ¢ su polarne koordinate projekclje neke tacke sfere na xy—ravni, dok je R polupre¢-
nik sfere).

Projekelje elementarnog vekitora pomeranja duZz meridljana 1 traZene krive su re-
spektivno

d ———1, dr
dx=cos¢pdr, dy=singpdr, dz= VR
i
dx'=cospdr—rsined dy’=sinp dr4rcosopd dz’ = F A
X = e {] { ) = f 4 ) = ==
® pdop P p do VR
Ugao preseka 6 ove dve krive dat je formulom
i dx dx’+dy dy’+dz dz’
coslil=re = e —
VdrdyE+dez Vdx2+dy?+dz®
Posle zamene diferencijala i sredivanja dobijamo
cos 0= (i ili + cotg0d M
oS H= co b= ————— |
V RZdre+(R*—r%)r2dp? N Vi
Integracijom ove jednaline dobijamo
dr
1 =+ (p+C) cotg e=Rfr1/RT2—_r? {C integraciona konstanta).

Integral

,_Rf__df__
T J VR

pomocu smene r=R/x postaje

I f g ar ch
e e e = X.
VxE—1

Zamenom u (1) dobijamo
R
4 {p+C) colg 6= —arch x=—arch—.
r

Odavde sleduje
=ch [(¢+ C) cotg 6].

~ X

Stavimo k=cotg® i izaberimo x-osu tako da bude C=0, te jednaéina projekclje
traZene krive u xy—ravni glasi

R
r= g o
. ch ko
Ova kriva naziva se loksodroma. ‘

Primedba. Ovaj zadatak dat je 1918 godine na ispitu iz op3le matematike (Mathé-
matiques générales) na Fakultetu nauka (Faculté des Sciences) u Grenoblu (Francuska).
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47. Pokazati da se diferencijalna jednatina
EI L (a—x?)y=0  (r=const)

smenom y = ue—*%2 ‘svodi na oblik
dzu

Odrediti re3enja poslednje Jednacme koja su oblika ) a, x*. Ako je
A\ neparan prirodan broj, ispitati da li vaZi relacija y+0 (x> + 00).

48. Odrediti x(f) i y(f) iz uslova:

X()=2x()+2y ()=0, y()+x()—3y(t)=0;
x(0)=1, y(0)=0; x()»0, y()-0 (t» +00).

49. Ako je
=x+y+7e*+2sint+3cost~1+9,
(1)
o =3x-y+4T et ysint-5cost+1-8,
tada je
Bx gy =68e2t -4
df2 '

Proveriti ovo i odrediti reSenje {x,y} skupa jednadina (1) koje ispu-
njava uslove:
x»>1 (t»—o00), y=0 (t=0).

50. Za kvadratnu matricu N kaZe se da je normalna akoje N'N =NN'.
Ako je matrica dijagonalna ili hermitska ili unitarna, ona je normalna.

Ako je A normalna matrica, a U unitarna, tada je matrica U™* AU
normalna.

Ako je matrica U unitarna i matrica U~* AU dijagonalna, tada je
matrica A normalna. ‘

Dokazati navedene iskaze.

51. Ako funkcije z=2(x) i f(2) imaju sve izvode koji se javljaju, do-
kazati Hoppe-ovu formulu

-
dn 2k U (2 3 k dn (zv
) : - > {g Zk! ; )vzl( il (V) s )]'

dxn k=1 dxn

gde je f(z)= £/

dzk
Dokazati takode da se formula (1) moZe napisati u obliku

z k
ey o an(Z-1)
dxn & k dxn

gde a treba smatrati kao konstantu prilikom diferenciranja po x, a posle
diferenciranja staviti a=z.
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dn (z 1 k

dx? \a ) b=p
rezultat zamene a sa z u izrazu u viticastoj zagradi, u kome se pn' diferenciranju g smatra
konstantom. Istu oznaku upotrebléemo u drugim sli¢nim slufajevima.

Prema binomnoj formuli, imam»

n n k
[ =)o L (o)
dx \ a s dxn | v=1 v =y

e
Qe e

w=1

Regenje. Oznatimo sa

il

Il

3 (<1

I-‘l

dxn

) , dn ()

Odavde izlazi drugo tvrdenje zadatka.
Formulu (1) dokazaéemo totalnom indukcijom.
Za n=1 formula (1) je talna. jer je

> ! .
ALLBCTIN- S { 1) (e (,‘)z_vgz,],
dx =1 1 e v dx

dx ,:1

Pretpostavimo sada da (1) vaZi za prirodan broj n. U tom slufaju dilerenciranjem
po x dobija se
dn+1f(z Ro(zk f(R)(2) K k dn+1(zv
fla)_ S { 19 (2) $ (__”k_v( )z—v-— (_)]
v

1 — A 1
dxn + r—1 LIS = dxn+

Je~k—1 k . n(xv
B Z { — s 3 (-t (e ’}
v dxn

v=1
R=l ok g (k+ 1)) dz X k) dn(zv
—~ |2 £ 4 ~
T k! dx v dxn

N zn [ 41 (2) dz i (1) nm (n)z_vg? (27)
n! dx =1 M

k
-1 [gk/(k)(z]dz & (_”,(_v(k)vz_,,_lw}.
=le k! dx ‘f=l v/ dxn
Pet élanové na desnoj strani oznalimo redom sa A, B, C, D, E. imamo

dnz
dxn

n - n v k
e e (g (6 ()] B2t
kzz'z =1  dx El e v axn *F dxn

dz
B+CH+E=f(2)-—2—1
dx

n k
_ dz dnz Zk=1f(k)(z) dz ¥ i - (k}lz_vdn(zv)];_o
A qun éz[ T véi( v) k dxn "

jer je

(-
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Stoga je
Dy S [z"f"‘)(’l S AL k_,( ')Z_ dn+1 (2 ')]

dxn+1 A=t k! e

v=1
n
> . B dn{zv
o i L R =, (;1]”“"(,2)2—*: 29)
n! dx v=] v dxn
Ova jednakost postaje formula (1), sa n+1 umesto n, ako identiéki vaZi jednakost
a1z 3 dn(zv = n—il n+1 dn+1(zv
@ 2P ( TN, 2 LMwH( L,
- dx 2 v dxn n+1 = v dxn+t

Ostaje da se dokaZe ideatitet (2}, koji se moze napisati u obliku

dz [dn [ z)n z {dn+1 1 TRl
a,\:{dx"( Wa) ]u__zﬂ _u{»ll_d.\'”“( —7a) }a:;z

3) dn +1 (1 7 TR Bech 1 dz dn . 5
— =—(n e — :
dxn+1 a TN AR a dx dx"( a) sty

Totalnem indukcijom moZe se dokazati Cinjenica: Ako lfunkcija u=u (x) ima sve

ili

Izvode, tada je, za svako n=2,3,... 1 za v<In,
d» (umy "=t
4) ( = L }LA({?,
dx n=n—mv

h

gde su A(" proizvodi stepena izvoda funkclje « 1 brojnih konstanata. Zaista, za n>1 imamo

) yn—1 98,
dx dx
ako je (4) tatno zav=v,<n—1, formula (4) vaZiiza v=vy+1, jer se difercnciran]em dobija
P n—\ n—1\ (rz)
d_° _(“ ).: “,,11-—1 g A(’l)+ Z dA
dx vetl W= — vy L'—Il—lg d-\'

1z dokazane Cinjenice izlazi da je za v<n (n1=2,3,...)

d"_(;,é,z n 0
dx> a) 022_ ‘
Odatle {zlazl
dn+1 " PR dn I d § z\1 T+
[dxﬂ'“( a) Laz—.{dx" Adx( a) »Ltz
dn nldz
el 12
\ dxt | a adx|),_,
: L dz [ dn z\"
=—(a4l) — —1—[1-=
. z dx | dxn a s
Ly Jay e A
(5 ) (T
2 | ,—p\v/ dx¥ a dxfl—v LEs

RN £}
:—(n-H){ el (1—1) } :
a dx dxn a P

Identitet (3) je time dokazan.
Ovo je reSenje D. Adamovica.
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52. Data je funkcija
1
u=(1-x0)""7% (-1<x< +1; n prirodan broj).
1* Pokazati da postoji diferencijalna jednacCina oblika
d
(1) a(x) =L + b(x)y=0
dx

{a(x) i b(x) polinomi bez zajednitkog faktora},
ije je jedno partikularno reSenje funkcija u.

20 Ako se jednalina (1) diferencira n puta po x, dobija se

(2) A (x)

dn+1ty d_n_y dn—1y -
== + B (x) > +C(x) e 0.

Odrediti A (x), B(x), C(x).

5 dn—i
3® Stavi li se x=cos 8 i 2= dx_n:% jednacina (2) dobija oblik
d2z dz T
a(O)@ +8() = + v (6)2=0.

Integraliti ovu jednacinu.

4% Pokazati da vaZi formula

d&u

T3 T Q)

gde je Qi (x) polinom po x. lzratunati Qg (1).
5° Na osnovu prethodnih rezultata proveriti identitet

dn—1(sin?2n—10)

sin n9.
dxn—-l

_ qjp=i o=t
(S =

6° Primenom metoda parcijalue integracije, dokazati formulu

Fd x .

ff(cos 0) cos n8 dd = = ] - [f(") (cos ©) sin27§ d§,
[ =T) ki :

0 0

gde funkcija f(x) ima neprekidan izvod f™(x).

53. Ako je P,(x) Legendre-ov polinom,-pokazati da vazi formula:
(1)  aP ()Pl (x) = '+/+Z 1 x Py (x) Pi(x) Py (x) (n=1,2,...).

Dokaz. Oznadimo sa F(x, f) generatrisu Legendre-ovih polinoma

(2) F(x, H=(1=2x{+12)—112= Y P, (x)f>,
0 =

0
a sa Dy | Dy operatore— | —.
: o proreat ox
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Tada je
piftaatnly Clgign, Liluily
T T N T I L
odakle izlazi
X
DF+DyxF= —————
Sl o vl

MnoZeé! sleva poslednju jednaélnu operatorom D”'l, dobijamo

3 Dllr D DII—IF T‘ n—\ ( ) (Dll—l—v F).
o ¢ ( ) —2xt+2) \ !

Kvadrirajuéi jednadinu (2). dobijamo

& v
4) (1—2xt42)-1= Y av()fs,  av(x)= Y, P (x)Pv_ ().
v=0 =0
Iz (2) i (4) lzlazi
| 1 2
D’F :!va' DY e =y ! > PPy XJ.
ol P o Cl_2xt+ 8 1= =0 it o

Na osnovu toga, ako u (3) stavimo =0, bice

(n—1)(nPr(x)+P, _, (x))

i=lr (g—1)!
=x 2. l—————v!(n—l—v)!P,,_,_ x) > P;(\)P,_,(\)
oL vi{a—v=1)! 1_0 R

).
nn—1 v
Pl Py oK)= 20 3 PiE) Py i) Preg —v[2),
v=0 {=0

Sto je ekvivalentno sa (1).

Primedba. Ovaj zadatak sastavio je i re3lo D. Dokovid,
54. Ako je H,(x) Hermite-ov polinom, tada je
Hy(x) = (2x=D)"-1 (D =d/dx).

Primedba. Na desno) strani date relacije stoji operator (2x—D)7 kojl treba prime-
niti na jedinlcu.

55. Pokazati da za pridruZene Laguerre-ove polinome vaZi relacija

(1 . _n/g) LY (x) + (k + 1) [LE (x) - L4 (x)]

=—x e (1Y) L (0,
v=0
gde su n i k(< n) prirodni brojevi.
Specijalno za k=0 dobijamo da za obicne Laguerre-ove polinome
vaZi relacija

L (O F B ) = L oy == x:g:(v«i-l)!(”:‘)L,,_l_v (x).

24 Zbornlk matematifkih problema LI
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56. Pokazati da se pridruZeni Laguerre-ov polinom Lfl")(x) moZe izra-
ziti kao linearna kombinacija obiénih Laguerre-ovih polinoma formulom

L(k)(X) —(-1)’< (k+v 1) Lo—k—v(x)
(n—k—v)!

57. PridruZeni Laguerre-ov polinom L{P (x) prikazati kao linearnu kom-
binaciju polinoma L (x) (v=r, r+1,...,n—k+r), gde su n, k, r prirodni
brojevi koji ispunjavaju uslov n >k >r.

Primedba. Zadatke od 54 do 57 sastavio je D. Pokovié.

58. Data je kriva
. >a; g(t .
fg() f 0 {x=a; g(1)>0}

Pokazati da je duZina s njenog luka u intervalu (g, x) data formulom

f B di fg(fil

59. Data je funkcija .
f (x)=a sin* —;— wx+b cos2-;—1rx,
pri femu je ab+0, 6 <a.

1° Odrediti primitivni period date funkcije i njenu oscilaciju u inter-
valu duZine primitivnog perioda.

2° QOdrediti polinom g (x) najniZeg stepena takav da je g (x)=f(x)
za x=0, 1, 2, 3, 4.

60. Primenom formule za stednju vrednost

b b
[f(x) g (x)dx=f (&) [g () dx,

pokazati da je
12

1 dx ‘ 1 =

o< —qxV 2 1

6 N f[(l—xz)(l—k2x2]1112 = 9 i .(k <
0

Proveriti da li vaZi'bblja_ocena

12
1

f 1 1
6 [(1—x3 (1 k2 x2)]1j2

s s | 2'
5 ﬂl/‘l——ﬁ (k2 <1).

=



PRILOZI

1. 0 JEDNO] NEODREDENO] DIFERENCIJALNOJ JEDNACINI'

1. Oznalimo sa y i z dve funkcije promenljive x i sa

ol Gve o BB Bl vy oy 2500
njihove sukcesivne izvode po x.
Relacija -
(1) 5 [ ST AR SR T 5 I8 o7 A S ) TS

naziva se neodredena diferencijalna jednacina ili Monge-ova jednacina.
Pod reSenjem jednadine (1) podrazumeva se skup svih funkcija y iz
koje zadovoljavaju jednacinu (1).
Hilbert je postavio ovaj problem: :
Ispitati da li se reSenje jednadine (1) moZe izraziti pomocu obrazaca

=@, W, Wy, Wy, +uv, W),
(2) y :\]/(f, W, Wy, Wy, oot Wr);
2=t w, wy, Wy, oo, W)

{¢, ¥, x odredene funkcije naznalenih argumenata, f jedan parametar, w
proizvoljna funkcija od t i wy=d*w/dtk (k=1,2, ..., r)}.

ReSenje oblika (2) zove se eksplicitno reSenje (u francuskoj literaturi
solution explicite; u nemacko] — integrallose Auflosung).

Polaze¢i od partikularne jednacdine

) 2= (")

koja je tipa (1), Hilbert je dao negativan odgovor na pitanje postavljeno
u navedenom problemu. Na osnovu zaklju€ka koji je dobio za jednacdinu
(3), Hilbert je zatim dokazao stav: ReSenje jednacine

(4) z'=g(x; 25,5, ")
ne moZe se izraziti pomocu obrazaca oblika (2), tj. jednalina'(4) nema ekspli-
citnog resenja.

Time je dokazana nemoguénost eksplicitne integracije jednaline (1) u
opStem slucaju.

2. Ovde ¢emo dati tri metoda za integraciju jednacine
(5) UL el (/1 nezavisno od x).
y z

1 Redigovano prema Clanku:

D. S. Mitrinovié: O jednoj neodredenoj diferencijalnoj jednacini (God!sen zbornlk
na Filozofskiot fakultet na Univerzitetot vo Skop/e Prirodno-matematicki oddel, knjiga 3,
1950, Ne 6, 16 strana).
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Isklju¢ujemo iz posmatranja specijalan slucaj kada su bilo y bilo 2
oblika ax+B, gde su a i B konstante.

Prvi metod. Jednalina (5) moZe se zameniti sistemom
(6) y' =[P (x) +h]y,
(7) e @ (x) 2,

gde je & proizvoljna funkcija promenljive x.
Analizom jednadina (6) i (7) dobija se ovaj rezultat:

Teorema l. Kada je linearna jednacina (6) integrabilna za dati oblik
funkcije ®(x) i proizvolino h, tada je integrabilna i jednalina (7) za isti oblik
funkcije ®(x). Funkcije y(x) i z(x), reSenja jednacina (6) i (7), koja odgova-
raju istoj funkciji ®(x), jesu reSenje neodredene jednacine (5).

Navedena teorema omogucava da se iskoristi Darboux — Drach-ov metod
na osnovu kojeg je mogucno obrazovati sve slu€ajeve u kojima se jedna-
Cina (6) integrali pomoCu kvadratura za proizvoljno f. Iz toga izlazi da se
za proizvoljno h moze formirati beskrajni niz parova funkcua y(x) i 2(x),
gde ¢e svaki par pretstavljati jedno reSenje jednacine (5). Neka je opSte
reSenje jednaline (6), za neki dati oblik funkcije ®(x), prikazano relacijom

y=0C, 8 (x, h)+ C,0,(x, h)
{C, i C, integracione konstante; 9, i 8, linearno nezavisna partikularna resenja
jednacine (6)}. ‘
Ako C;i C, oznaCavaju dve nove integracione konstante, tada funkcije
i = G0, (x, ) + Cy8u(x, ), 2=0C30,(x,0) + C, 8,(x, 0)
odreduju jedno reSenje jednacine (5).
Primer. Uzmimo linearnu jednaéinu
“mm—1 —1
yr= ” )7+n(nn )Jrh]y,
St~ X Cos- X
gde su m i n dva prirodna broja.

Darboux je pokazao da je ta jednecina integrabilna za proizvoljno /i. Ako se iskoristi
taj rezultat, dobija se par funkcija y i z koji definide Jedno redenje jednaéine (5).

Drugi metod. lzvrSime u jednalini (5) smene

(8) y=exp([fndx), z=exp(fEdx),
gde su n i § dve nove nepoznate funkcije. Tada se dobija
(9) e ey S S LA
(10) (-8 +(-H@+8=h
Ako se tu stavi
an . n—§=9,
gde je 0 neka proizvoljna diferencijabilna funkcija od x, nalazi se
(12) 6 + 0 (q+8) = A. 7

Iz (11) i (12) izlazi
(13) ,]:L(g_ﬂw),’ 5%(1_1'_9)_

2 o
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Prema tome, eksplicitno reSenje jednaline (9) odredeno je obrascima
(13), gde je & proizvoljna diferencijabilna funkcija promenljive x.

Na osnovu obrazaca (8) dobija se dalje

G N G e

Stoga imamo ovaj rezultat:
- Teorema ll. Relenje jednacine (5) odredeno je obrascima
X X
A (1 [(h B 1 [(h '
14 = — —+ 8 R — —~— 8 :
19 y= el [(T+e)a ==yl [ (59
Xq Xy .

gde su A i B dve integracione konstante, x, jedna numerika podesno izabrana
konstanta, 6 proizvolina funkcija od x.

U sludaju kada je h=0, eksplicitno reSenje jednacine (5) dato je obras-
cima

_ Aw oL B
Vwr’ BRI

gde je w proizvoljna funkcija od x i w'=dw/dx.

Stavi li se w= L v, gde je v neka druga proizvoljna funkcija od x,
gornje eksplicitno reSenje ima oblik

y=Av(v/V)2, z=B(vv) 2

Tre¢i metod. Ako je T neka diferencijabilna funkcija promenljive
2, ispitajmo da li se moZe nali reSen,e {y, 2z} jednacine (5), gde su funkcije
¥y 1 z vezane relacijom

(15) y=T(2).
Oznaéimo li sa 7 i T izvode dT/dz i d2T/dz2, iz relacije (15) izlazi
(16) =Tz, yr=T224T2"
Posle unodenja vrednosti (16) u jednaéinu (5), dobija se
Q17 Tzz24 Tez"— Tz"=hzT.
Stavljajuci
(1) 2ep =p®,
jednacina (17) postaje .
(19) (:T-T)gi’ +z'7'p:i’-zp—7,

tj. ona je Bernoulli-eva tipa

d
PP =Q@)0"
gde je %
L ICIES (gt LR S PNF Ny
=zior T iy



374 PRILOZI

Ovde se pretpostavlja da se izraz 2T—T ne svodi identi¢ki na nulu.
Ako se stavi p=u'? jednalina (19) postaje '

p 22T u="27hzT
2T-T 2T=T"
odakle izlazi ) I
a={2T=Ty=2[K, + 2 el (T = T)dal;
gde je K, integraciona konstanta.

Dalje se nalazi:

1
e =T

[Ky+2n[2T (2T — T)dz]'?,
x4 Ko={G@T- TR 420 eTHT L T)de] P dg,
gde je K, jedna nova integraciona konstanta.
Prema tome, moZe se formulisati ovaj rezultat:

Teorema Ill. Ako su 2,i 2, dve numerike podesno izabrane konstqnte,
K, i K, dve proizvoljne konstanle i T proizvoljna funkcija od z, tada se neza-
visno promenljiva x i nepoznata funkcija y izraZavaju obrascima -

z . z
(20) x+Ky= [(zT—T)[Ky+ 02T —4h [ 2T2dz]-'2dz,

(21) y=T(@).

U obrascima (20)i (21) ulogu parametra igra druga nepoznata funkcija 2.
Da bismo dobili reSenje jednacine (5) u obliku

(22) y=y(x), 2=z(x),

potrebno je izvrSiti dve kvadrature i zatim jednu inverziju, Sto se prakticki
moZe ostvariti samo u vrlo izuzetnim slu¢ajevima.

Primer. Posmatrajmo partikularni sluéaj T(2)=z9, gde Je s neka realna konstanta
razliétta od 0, 1, —1.
Ako je h(s-+1)/{s—1)=w? na osnovu obrazaca (20) i (21) nalazi se

(23) y=afch (0x+y)] /CFD, 2= glch (x+y)] /D,
Ako je h(s+1)/(s—1)= ~ w2 iz obrazaca (20) i (21) lzlazi
(24) y=afcos [ox+ )}, z=pcos(wx4y) /D,

Obrasci (23), odnosno (24), odi'eduju partikularna eksplicitna resenja jednadine (5), tj.
reSenja oblika (22). U tim reSenjima «, B, v, @ ozn-&avaju realne konstaate.

Da bi se ocenilo na kakve se teSkoée nailazi ako se traZe reSenja oblika
(22), dovoljno je uzeti vrlo jednostavan slucaj 7(z)=2%+2, u kome, je kao
Sto izlazi iz (20), promenljiva x definisana jednim hipereliptickim integralom.

3. Sada ¢emo uporediti metode pomocu kojih smo integralili jedna-
¢inu (5). Najpre konstatujemo da je drugi od tih metoda najprakti¢niji. Ako
je 8(x), na primer, racionalna funkcija po x ili po sin x i cos x, obrasci (14)
dace eksplicitno reSenje jednacine (D).
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Dobljan]e eksplicitnih reSenja po prvom i treCem metodu zahteva da
se izvrSe ne samo neke kvadrature veé i inverzije.

Medutim, tre¢i metod je najopStiji. On e dovesti do opSteg reSenja
jedne neodredene jednacine oblika (1) uvek kada uspemo. da obrazujemo,
na primer, jednu takvu relaciju

y =Txpzy 22", v, 200

pomocu koje se jednacina (1) svodi na integrabilnu jednadinu po 2, ali pod
uslovom da T ostane proizvoljna funkcija naznacenih argumenata. Tako, na
primer, jednacina

n Z//I zl vl 3 ‘Z,,
Y ( oz ) +a2 % =0 (a=const)
y z z)y z

koja se javlja u jednom vaZnom problemu teorije elasticiteta, integrali se
primenom treeg metoda, uzimajuéi n pomoc¢ relaciju y=7(z’), gde je T
proizvolijna funkcija od z'.

II. O JEDNO] LINEARNO] PARCIJALNOJ JEDNACINI KOJA IMA OSOBINU
CLAIRAUT-OVE JEDNACINE!

1. Posmatrajmo polinome
(1) 2=A,x+Any,
(2) z2=(Appx+A0y)+ (Appx2+ A xy + Ay,
(3) z=(Apx+Auy) +(Aux2+ A, Xy + Agy?)
' + (Agox® + Ay x2y + Auxy2 4+ Agg)?),

gde su A pr01zv01]ne konstante.
Iz relacije (1) dobija se
oz 0z

(4) P:o‘}:Am, q:()y:Am.

Eliminacijom A,, i Ay, iz (1) i (4) dolazi se do linearne parcijalne
jednacine prvog reda
2=xp+yq.
Polpuni integral poslednje jednaline dat je relacijom (1)
Iz relacije (2) izlazi

o) 0
p=0i=A,0+2A20x+A11y, ! q=£:A01+A11x+2A02V:
(9)

2 2 I 2
P BN QUL R ISR N e TR RN
ax2 0xdy oy? 3

! Redigovano prema Elanku: D, S. Mitrinovié: O jednoj linearnoj parcijalnoj
jednacini (Glasnik matematicko-fizicki i astronomski, tom 1, 1946, str. 168—182 i1 209—226).
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Eliminacijom pet konstanata Ay, Ag, Az, Ay, Agg iz Sest relacija (2)
i (5) dobija se linearna parcijalna jednalina drugog reda

2=(xp+yq) - 21—'(x2r+2xys+y2t).‘

Potpuni integral poslednje jednaline dat je relacijom (2).
Iz relacije (3) nalazi se

0z '
— = A+ 2Anx + Apy +3A5X2+ 245Xy + Ajp)?,

ax

0z
= A+ Anx + 24y + Ay X2+ 24Xy + 3Ausy?,

oy
0%z
=2A5+6Apx+ 24y,
ox?
(6)
0%z
oxdy = Ay + 240 x+ 24y,
92z
—— =240+ 2Ax +6Ayy,
ay?
3y 53 o8 3y
L PR L e = 6 Ags.
0x3 ox20y X dy> po

Ako se iz deset relacija (3) i (6) eliminiSe devet konstanata koje se
javljaju u tim relacijama, dolazi se do linearne parcijalne jednacine treCeg reda

z=(xp+yq) - 217 (xp+yq)® + 31—!" (xp +yq)®.
Potpuni integral poslednje jednacine dat je relacijom (3).
Na isti nacin dolazi se do zakljuc¢ka da je
2=Apx +Agnyp
+ Apx®+ A Xy + Ay
+ Ay X+ Ay X2y + A X2 4 Agyy?
+ Agox* + Ay X3y + Apo x2y2 + Agxy® + Ageyt
potpuni integral linearne parcijalne jednadine Cetvrtog reda

1 = 1 1
2=(xp+yq) — o (xp+yq)P+ o (xp )@ = 2 ep + y g)D.

Uopste, moZe se dokazati da je funkcija
z2=(Apx+Any)
+ (Ag X2+ Ay xy + Ag)?)

et 566

A An, ¢ X0t Ay gl 0) + o i By @B P01 ¥ Bl

potpuni integral linearne parcijalne jednacine reda n

1 1
() #mlaep o) =57 (P4 p@)® < v e DR —Cap s PgOie.
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Prema svemu izloZenom izvodi se zakljucak:
Potpuni integral parcijalne jednaéine (7) dobija se, ako se u toj jednacim
mesto svakog izvoda stavi jedna proizvolina konstanta.

U potpunom integralu jednadine (7) ima —;n(n+3) konstanata.

2. Postavimo pitanje da li se navedeni zakljuCak moZe proSiriti na
linearnu parcijalnu jednadinu sa nepoznatom funkcijom 2 koja zavisi od vise
promenljivih

Xty Kpy Xy b iy Ko, (MEEB)s
Odgovor je afirmativan.
MoiZe se pokazati da se, na primer, potpuni integral jednaline

(\ 0z 3+ 0z o 0z
=X, — Xo =
10-“1 T 0xy sf)xs)

1 0%z 0%z 0%z 0%z 022 0%z
o5 2 e v ————— 4 2x3x, - 42X X, )
0x50X, 0X,0X,
dobija ako se umesto izvoda prvog i drugog reda stave proizvoljne kon-
stante, tj. potpuni integral ove jednaline je
2=A;x; + Apxy+ ApXy + AgX P+ Agxe® + A Xy® + ArxuXg + Ag XXy + Agx Xy,

gde su A, ma kakve konstante.

IIl. LAGUERRE-OVI POLINOMI

1. Funkcija-generatrisa Laguerre-ovih polinoma. Posmatrajmo funkciju

xt

f(t) &= 1},[e-l_t’

gde je t kompleksna promenljiva, a x parametar koji je takode kompleksna
promenljiva. Ova funkcija ima na kona¢noj daljini samo jedan singularitet:
f=1 (esencijalni singularitet). Prema tome, funkcija f(#) moZe se razviti u
Taylor-ov red u okolini tatke t=0. Ovaj red konvergira u oblasti ¢ < 1.
Dakle, imamo razvoj

xd
(1.1) i ) B TS
n=0
tj. |
on 1 - ZN |
(1.2) L,,(x):o—fﬁ(i—_—te ! ')‘,:o'

L.(x) moZe se takode napisati u obliku
(1.3) La(x) = e 2% (xne-%),
dxn

kao Sto ¢e niZe biti pokazano.
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Ako se Leibniz-ova formula primeni na proizvod x"e™*, formula (1.3)
postaje .

& (nydn—k (xn) dk (e—X)
(14 W or L(k)

£=0 dxn—k dxk

- {(~ 1)k('li)n(n—1)--'-(k+ l)x"]

k=0

I !" e ﬁ,

| W e ()
1j.

n?(n—l)‘l_

Ln(x)=(=1) [X"f f?x"“i —— X244 (= l)nn!}.

L,(x) je polinom stepena n i naziva se Laguerre-ov polinom, a funk-
cija f(t) funkcija-generatrisa Laguerre-ovih polinoma.

Najpre imamo razvoj

xt x
1 e_l:t: ex e_l;'
= 1—t
Lt = o ynd ok
NN = 0( > k! (1—1)
= pX = 1Y)k 1, XA
1 3:"0 ) k|[1_1)l\+1'
Polaze¢i od ovog izraza, dobija se
_,x, x
0_”_(_1_8 lAt)=ex Sl [k+1][1.+2] - (k+n) xk
g 1—1 k=0 (l_t)h+n+1 I
te je
onf 1~y < K
(15 (1 ) D e 9)...
o\ 1—¢ - e k:()( 1) (k1) (k+2) - - (K+n) 0

S druge strane je

& ok S +k
xnei=yo T (={p. T (— 1) X"
k=0 k' k=0 k!

odakle izlazi

(1.6)

e—*)=¢* Z (=Dk(n+k)(n+k—-1)-- k+1)~.

Uporedenjem (1.5) i (1.6) zaklju¢uje se da je zaista

dn( e )1 (x"e x),
. BNt ‘t_o dx"
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Evo nekoliko prvih Laguerre-ovih polinoma:
Lo(x) =1,
Li(x)=1-—x,
L,(x) =2—4x+x2
Ly(x) = 6—18x+9x2—x3,
Ly(x)=24—96x472x2—16x2 4 x4,
L; (x) = 120—600x +600x2—200 x3 + 25 x* - x3,
L (x) = 720—4320 x + 5400 x2— 2400 x3+ 450 x1 — 36 x5 + x5,
L, (x) = 5040—35280x + 52920 x2—29400 x3 47330 x* — 882 x5 +49 x® — x7,
Lg (x) = 40320 — 322560 x 4- 564480 12— 376320 x3 4+ 117600 x* — 18816 x°+ 1568 x8—64 x” + x8,
Lg (x) = 362880— 3265920 x 46531840 x2— 5080320 x4 + 1905120 x4 — 381024 x5 + 42336 xb
—2592x7 +81x8—x?,
Lo (x) = 3628800 — 36288000 x + 81648000 x2 — 72576000 x? + 31752000 x* — 7620480 x5
+ 1058400 x6 — 86400 x7+ 4050 x8 — 100 x® + x10,

2. Rekurenine relacije. Ako se diferenciraju po ¢ obe strane identiteta
(1.1), posle sredivanja dolazi se do novog identiteta

xt xt )
=7 Sk d TS, B 2, tn—1
2 Tt ittt 0 S

Na osnovu (1.1) poslednji identitet postaje

-0 La) D x T L) =12 T L)

n=0 n! n=0 n! n=1 (nfl)‘

Ako se ovde izjednafe koeficifenti uz 7, dolazi se do rekurentne
relacije

(2.1) Losq(X)+(x—2n—1)L,(x)+n*L,_, (x)=0.

Ako se identitet (1.1) diferencira po x, dobija se

xr
a7 =,
T S

8

' tn
& b @

i

Na osnovu (1.1) poslednji identitet postaje

f 3 L) (1 =1) T Lufx)= =0,
n=>0 n! n=0 n! :

odakle izlazi rekurentna relacija
(2.2) N Ln_y(X)+Ln(x) =n Ly (x)=0.
Ako (2.1) diferenciramo dva puta po x, nalazimo

Loy (x)+(x—2n—1) Ly (x) +2Lp (x)+ n2 Lp_y (x) = 0.
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Zamenimo li n sa n+1, dobijamo
(2.3) Lisa(x)+ (x—20—3) Liryy (x) +2 Ligs (X) 4 (2 + 1)L (x) =0,
Iz (2.2) izlazi:

(2.4) Log1(x) = (n+1) {La(x) = Ln (x)},
(2.5) Lugt (x) = (a4+1) {Ln (x) = La ()}

Iz (2.4) izlazi:
| Ltz (x) = (142) {Lns (1) = Lass (1)),
Lita(x) = (2 +2){Laps (%) = Logs (%)}
Na osnovi (2.4) dobija se
Layz (x) = (n+2) {(n+1) [L7a(x) = La(x)] = (2 41) [La (x) = La(x) ]}
=(n+1) (n+2) Ly(x)=2(n+1) (1+2) L (x) + (1 + 1) (a+2) L, (x).

Relacija (2.3) sada dobija oblik

(2.6) Ly (x) i (V—x) Lk (xy=Fal, (x) =0
Diferencijalna jednadina
2.7) xy'+(1=x)y'+ny=0

zove se Laguerre-ova. S obzirom na identitet (2.6) zakljucuje se da jedna-
¢ina (2.7) ima kao jedno partikularno reSenje Laguerre-ov polinom L,(x).

Primedba. Do diferencljalne jednaline (2.7) moZe se doéi i na sledeci naéin.
Pode li se od relacija

Z=xNeg—X, Z'=xn—le—X(n—x),

dobija se
X2'+(x—n) z=0.
Ako se ova relacija n+1 puta difereacira po x, nalazi se
xz2(n+2) 4 (x4 1) 21+ D4 {n41) 2(1)=0,
Stavimo I z(n)=u, poslednja jednaéina postaje
xu’+(x+ N +(n+1) u=0.

Ako ovde izvr$imo smenu

u=ve-Xx {v nova funkcija),
dolazi se do relacije
xv”+(1—x)v’+nv=0.

Jedno partlkularno reSenje ove jednaline je

dn

v=eX (xne—x).

dxn

Dakle, drugim putem izveli smo Laguerre-ovu diferencijalnu jednacinu.
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3. Ortogonalnost Laguerre-ovih polinoma. Posmatrajmo integral

3.1) J=fe—x Ln(x) Lo(x)dx

0
i, ako je m< n, napiS§imo ga u obliku
J=fL,,, (x) - (xne-%) dx.
dxn
0

" Primenimo i na J metod parcijalne integracije, dobijamo

ne—x = md_L{"(_*lL—l n p-Xx
[L () <l )]x:o _f ] i
0
Funkcija Ln, (x) (x" e~*) ima oblik

(=Dne=*Ly(x){— (x’l)+(nll) (xnyY = ("2") (x4 s 4 (= D)n (xn) =),
Kada x — o0, ovaj izraz — 0. Za x =0 navedeni izraz se anulira, pa je

J=— demm 1= (x"e- X) dx.
dx dxn-—t
0

Primeni li se sada m—1 puta metod parcijalne integracije na po-
slednji integral, nalazi se

(3.2) J= (=1ym [T Lm(x) AR 0 px) gy,
dxm dxn—-m
BT

Ako je m<n, na poslednji integral treba opet primeniti metod par-
cijalne integracije. Na taj nadin dobija se

L et e

xm dnm1 x=0

+(— 1)’”+1fd ok A5 e 1(xﬂe—:()dx.

dwn+l dxn— m—1

0
Prvi sabirak u J anulira se za x=0 i x»>oo, a takode i drugi sabirak,
s dm+l Ly (x
jer je e
dxm+1

Ako je m=n, tada (3.2) dobija oblik

J=(- 1)"fx" e—x ALnl¥) 4
dxn
0

x
=n!fx"e“"dx

0
_—.[—n!e-"(x"+nx"“+n(n—~l)x"—2+ +nl)] = (nl)2
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Prema tome, doSli smo do rezultata

@

[e"‘ Ly(x)L,(x)dx=0 (m#n),

’ =(nl)2 (m=n).

Ovaj rezultat moZe se napisati i u obliku
(3.3) fe‘“x LA(8L}(2)dr= ()70, (8,,, Kronecker-ov simbol).
0

Za funkcije L,(x) i L,(x) kaZe se da su ortogonalne u intervalu
(0,00) sa teZinom e—=.

4. PridruZeni Laguerre-ov polinom. Polinom

dk L, (x)
(4.1) le")(x)= ==

e (k<<n)

naziva se pridrueni Laguerre-ov polinom. On je jedno partikularno reSenje
diferencijalne jednadine
xy"+(k+1-x)y' +(n—k)y=0.
Do ovog rezultata se dolazi ako se Laguerre-ova jednadina
x2"+(1—-x)2'+nz=0
diferencira & puta po x i zatim stavi 2=y,

5. PridruZena Laguerre-ova funkcija. U vezi sa pridruZenim Laguerre-
ovim polinomom uvodi se pridruZena Laguerre-ova funkcija

£ ke

60 yre=e 3 x % LBI(x).
Funkcija y.,x je jedno partikularno reSenje diferencijalne jednacine

xy”+2y’+(n— k;2—__1 - i_/ﬁ_l)y 0,

Sto nije teSko pokazati.
Polinomi L (x) definisani su identitetom

_E © (k) (x
! l—t=EL”()

n=k ﬂ!

(—1)*

(—nk+1® =,
U kvantnoj mehanici' pojavljuju se integrali
Jﬁ,m(P)=foyn,kym.kdx =L 2%38 ...

0

1 H Margenau—G. M. Mu rphy: The matlzematlcs of physics and chemistry,
New York, 1949, p. 125—126.

J. Kampé de Fériet: Fonctlons de la Physique maihemaiique, Paris, 1957, p. 74.
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(9}

tj. integrali

JE () = [e—Xxw—iLL"’(x)L‘,,‘,')(x)ax (p=1,2,8...)
6 g .
S. Presiét je dokazao formulu
min (m—=~t, n—k) _ il
" ‘ p—1 p—1 (k+P+V 1!
(62) Jinto)=(=rrmtal” 2 (OIS

w=0

(p=2,3,4,...).

Kao specijalan slu¢aj ove formule dobijaju se formule

(5.3) JEa(2) = (;“_’fﬁ @Qn—k+1),
5.4 e 3)= i (6n®—6nk-+k%+6n—3k+2).
’ (n—k)! '

U literaturi navode se ove dve formule kao i

k _ (nlp
(5.5) Tall)= "

koja nije obuhvacdena PreSicevom formulom.
U literaturi takode se navodi rezultat?

(5.6) f e—xxk+p—1{[ ) (x))2dx

¥}

(n—k)! P X =

= (= 1)r—1 Al (p— 1)1p§0(_ 1) (P:-l) (n+v)(n+v_k

koji je sadrZzan u formuli (5.2) za m=n.
Formula (5.6) obuhvata (5.3), (5.4), (56.5) kao partikularne slucajeve.
Uporedenjem formula (5.2) i (5.6), posle sredivanja dolazi se do

identiteta
TS By

(nz=m+k).

itoe

]

L Zbornitk matemati¢kih problema 111, 1960, str. 269—270.

2H. A Bethe—E. E. Salpeter: Quantum mechanics of one-and two-electron
atoms, Berlin— Gottingen— Heldelberg, 1957, §3, formula 3.13.
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6. Generalisani Laguerre-ovi polinomi, Ovi polinomi L} (x) definisani

su relacijom
xt

1 i = s n
(6.1) qomre = L)L,

(T—f)s+1

gde je s ma kakva konstanta. Ako je s=0, tada imamo obifne Laguerre-
ove polinome L, (x), tj.
LY (x) = Ln(x).

Sli¢no kao u §1 dokazuje se formula

(6.2)  Li(x)=x-sex I (xntse-x)
dxn

It

S D (skH1) (s ++2): (S+n)()
k=0

2, Dls+n’t1)
) (_l)k( ) C(s+k-+1) x¥,
k=0

gde je I'(a) gama-funkcija.
Navedimo sledece partikularne slucajeve:

LE=1, L& ==t (n nula ili prirodan broj).

I

Bez teSkoce se dolazi do zaklju¢ka da linearna diferencijalna jedna-
Cina drugog reda, Cije je jedno partikularno reSenje funkcija (6.2), ima oblik

(6.3) xy'+(s+1-x)y'+ny=0.

Ovo je diferencijalna jednaCina generalisanih Laguerre-ovih polinoma.
Dokaza¢emo sada formulu -

(6.4) fxse—"Lf,,(x)Lf,(x) dx =!I T(n4s+1) 8pn  (s>-1),
0
gde je I'(a) gama-funkcija i §,, Kronecker-ova delta.

Prefpostavimo da je m<n, €ime se ne umanjuje opStost rezulfata.
Vode¢i ratuna o (6.2), integral iz formule (6.4) dobija oblik

i, p ok /Ls (x"“e ) dx.

Posle parcijalne integracije nalazi se

(xn+se x)]x%w __/‘dl‘lsn(i ﬂ(xrwse—x) dx.
=

=0 dx dxn—1
0

I(m,n,s)= [Lf,, (x)

Kako je funkcija

Lm (X) d—‘;l*—l (x"+5 _x)
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oblika
x$t1P (x)e~*  {P,(x) polinom stepena m+n—1},
ona se anulira za x=0 (jer je s> —1) i teZi nuli kada x— oe.
Ako se na integral

-} v
s -1
I (myn,s)= ——f‘,ji"ﬂ_dn_ (xntse—x)dx
dx  dxn—1

opet primeni parcijalna integracija, dobija se

£ n—2 s
I(m’ m, S)= _I:dl—‘mﬂ - (xn+se-x)] +f Plgle 427 (X"+S e‘x) dx.
dx

dxn—2 dx2 dx"—
Funkcija
den (x) A= (xn+s e—x)
dx dxn—2
ima oblik

xst2P, (x)e~x {P,(x) polinom stepena m+n- 3}
i ona se anulira za x=0 i teZi nuli kada x> .
ProduZujuéi tako, posle m-te primene parcijalne integracije, dobija se

65) 1(m n,s) :(_1)mf A Lo 0)_dn=m (yn+s g=x) dx
5 dxnl dxn—'”l

=m!] ("+5e ) dx,
dxn—-m

0
jer je

dm L3, (%)

=(=1)mm!

dxm

Ako je m < n, posle jo§ jedne parcijalne integracije,.nalazi se

l(m,n,s)=m'[

dn—m-—

= (.xn+s —x)] x_°° )

dxn—m-—1 0

. n— 1 . »
Funkcija g (x"+se—*) ima oblik
dxn—m-—1

geeaiad B dmyae s {Pm4y (x) polinom stepena n—m—1}.

Ova funkcija takode se anulira za x=0, a teZi nuli ako x— oe.

Dakle, -
I(m,n,s) =0 (m<n; s>-1).

Ako je m=n, tada (6.5) postaje

I(n, n,s)=n! j xnts g=x dx.
0

25 Zbornik matematickih problema Il
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Kako je, za n=0;1,2, ... i s3> —1},

f xntse*dx = T(n+s+1) {T(a) gama-funkcija},

dobija se
A, ny8)=al T(n+s+1).

Ovim je dokazana formula (6..4).- :

Prema tome, generalisani Laguerre-ovi polinomi Ly(x) (s >~1) orto-
gonalni su u intervalu (0, 00) sa teZinom xse=*. ‘

7. Rekurentne relacije izmedu generalisanih Laguerre-ovih polinoma. Pola-
ze¢i od (6.1) i (6.2), dolazi se do sledecih relacija:

818 ()= < ni* g,
dx

xLz (x) =(a+8) Li™" (x) - Lag} (%),
L Mz) = LR (k) — ailis<4 (2)s
L,s,+1‘(x) =@2n+s+1-x)Ly—n(a+s)Ly_i(x).

Ako je s prirodan broj, tada izmedu pridruZenih (§ 4) i generalisanih
(§ 6) Laguerre-ovih polinoma postoji veza ’

L§)=(-—1fsl<g)L§_s(xL
odnosno :
s —~F (=1} (s)
Ln (x) = S!<ﬂ+s) LH+S'
S
Ovim formulama obuhvacene su relacije

LY (xr="TL %) Cpetimd.

8. Generalisani Laguerre-ovi polinomi izraZeni kompleksnim integralom.
Podimo od definicione formule

o

e =Y Limb (<)

(1-tps+t ot

za generalisane Laguerre-ove polinome.

Funkcija (1—1¢)75-* je multiformna. U daljem izlaganju posmatra¢emo
onu njenu granu koja dobija vrednost 1 kada je ¢t=0.

Na osnovu jednog stava iz kompleksne analize vaZi formula

xt

Ly (x) ~iy§ Bl . L
n! 2zl g (1—Hs+ tn+1

(8.1)

gde je C krug |[t|=r<1.

’
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o o —Xx Y
IzviSimo 1i smenu ¢= -——=, dobija se
u

L} (x) exx—S , e—uystn
o 35 ¥
n! 2ai (u— x]”+1

Tacki t=0 u t-ravni odgovara tacka u=x u u-ravni. Kada tacka f opise
krug | f/=r<C1, tacka u opiSe krug C’ ¢&ija je jednacina :

uu x u X =
1—r2 12 0T g T

X rixt
| 1—r~| 1—r2’

Prema tome, krug C’' obuhvata tacku uz=x i ne prolazi kroz taéku
u=0, kada je x+#0.

Na osnovu Cauchy-eve teoreme o ostacima biée

5(;“—"””" du = 2ni Res 40"
o [—x)nt a=x (—x)r+1’

Kako je u=x pol reda n+1, dobija se

e—uys+n 1 dn
Res 28" _ 1 0% puystmy|
a=x (u—x)n+? n! dun lu=x

Dakle,
L:»(x) =g x~s & (xstn %),
dxn

Tako smo drugim putem do3li do formule (6.2).

9. Generalisani Laguerre-ovi polinomi sa dva parametra. To su poli-
nomi oblika

(0.1) Lu(xyir, s)= X~ gt - (xhtageny,

dxn
gde su r i s dva parametra.

Za r=1 polinom L,(x,r,s) svodi se na generalisani Laguerre-ov
polinom Lz (x).
Formuli (9.1) moZe se dati oblik

(9.2) Ealx,r, )= i (3)G+14v1,0—9) (—rx)”,
gde je K L
(m,d,v)=m (m+d) (m+2d).--- {m+{—1)d}y=]] {m+(k~-1) d},
(m, d,0)=1. e

Bez teSko¢e se utvrduje da postoji identitet

Ln(x,1,8) =Lz (rx).
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Prvih $est polinoma L (x,r,s) imaju oblike:
Lo (x,r,8)=1,
Ly(x,r,s)=(14+8)—rx,
Lo(x,r,8)=(1438)(24+5)—2 (2+3) rx+r2x2,
Ls(x,r,8)=(149) (2+5) 3+5)—3 (2+5) (3+5) ra+3 (3+5) r2x2—r3x3,
Litx,r,s)=(1+5) (2+45) 3+5) (4+5) =4 (2+5) B+5) (4+5) rx
+6 (3+5) (4+5) r2x2—4 (44-5) x>+ rix4,
Ls(x,r,8)=(1+5)(245) (3+5) (44-5) (5+5)—3 (245) (3+5) (4+8)(5+3) rx
+10 (343) (4+5) (5+5) r2x2—10 (4-+5) (5+8) r3x3+5 (54 ) rix* —rbx5,
Za polinome L, (x,r, s) vaZe rekurentne relacije:
Loso(x,r,8)+(rx—2n—85=3) Loy, (x,r,8)+(n+1) (n+s+1)L,(x,r, 8)=0,
XLa (%1, S} s+ 1 —ruc) Lo {x, r; 8)F0 7 Ly €, 1, D=0l

Polinomi L, (x,r,s) i Ln(x,r,s) (msn) ortogonalni su u intervalu
(0, o0) sa teZinom e~ xs. Za njih vaZi formula
fe"" x5 Lin(x,r,8) L,(x,7,5) dx=Mtll+") Gle
rS
0

Bez teSkoce se dokazuju sledece formule:

fe‘”‘xs“ Lrn (x; T, S) L" (x> r, S) dx

0
=0 (m>n+1ili m<n-—1),
1B (n+DIT (s42+n) =
e (m=n+1),
_ (2a+s+1)n!T(s+14n) (m=n);
=5 s +2 0

. ID(s+1+

Jermamtea s dx= (-1 MEBHEI )

0 : .
=0 (m < n).

LITERATURA

G. Szeg0: Orthogonal polynomials (American Mathematieal Society, Colloquium
publications, vol. 23, revised edition, 1959).

E. Pinney: Laguerre functions In the mathematical foundatlions of the electro-
magnetic theory of the paraboloidal reflector (Journal of Mathematlcs and Physics, t. 25,
1946, p. 49—79).



PRILOZI 389

iV. HERMITE-OV] POLINOMI

1. Funkcija — generatrisa Hermite-ovih polinoma. Hermite-ovi polinomi
H,(x) definisani su relacijom

(1.1) 25—t 3~ H,(x)"
2 n=0 n

n
!
Funkcija e2t*—?* naziva se generatrisa Hermife-ovih polinoma.
Polinom H,(x) odreden je izrazom
on

on 2
1.2 H, (x) = —e?tx—¢ = — ¥ (x=1
(1.2) "( ) ofn lt=0 Ofn !t:o

= et 9 p—x—tye|
atn | =0

n xzﬂ —x2
={~1)ne dxn(e ).

U §2 bi¢e pokazano da je

[rf2) :

(—1)kn!

1.3 H, = (9Qx)n—2k,
( ) (X) kEOk!(n—Qk]!( x)

Evo prvih jedanaest Hermite-ovih poliroma:

Hy (x) =1,
Hy (x) = 2x,
H, (x) = 4x2-2,

Hg (x) = 8x3—12x,

Hy (x) = 16x1—48x24+12,

Hs (x) = 32x5—160x3+4120x,

He (x) = 64 x5-480x%+720x2—120,

H; (x) = 128x7—1344 x% + 3360x—1680x,

Hg (x) = 256 x8—3584 x5+ 13440 x4 — 13440 x2+ 1680,

Hg (x) = 512x%— 9216 x” 448384 x>~ 80640 x% + 30240 x,

Hio(x) = 1024 x10—23040 x5 + 161280 x5 — 403200 x*4- 302400 x2—~30240.

Upotrebljava se i sledeca definicija Hermite-ovih polinoma

x2 x?

HE (x)=(—1)e fdd7—(e—2).

xn
Izmedu H,(x) i Hj(x) postoji veza
Hy(x) = 22 HE (xV9),

odnosno
n

A A S X\
Hi(x)=2 H"(l’f)
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Evo prvih jedanaest polinoma Hp- (x):

Hp (x) =1,

Hi (x) = x.

HE (3] =1,

HE (x) = x3-3x,

Hi (x) = x1—6x24+3,

HS (x) = x5-10x3+15x,

HE (x) = x®=15x3+45x2 15,

AT (x) = x7—21 x5 +105x3—105x,

HE (x) = x3—28 x6+210x*—420x2 + 105,
HE (x) = x9—36x7+378 x5—1260x3+-945 x,

Hio(x) = x10—45x8+ 630 x8 — 3150 x4 44725 x2—945.
2. Rekurentne relacije. Ako se relacija (1.1) diferencira po x, dobija se
e t"
L Haf—
n=0 g

Q fe2xt—t —

Na osnovu (1.1) ova relacija postaje

2% Hal) 2 = & Hi(x) "
n=0 ! n=0
odakle izlazi
(2.1) Qa Byl ()= H, &).

Diferenciramo li sada po ¢ relaciju (1.1), dobijamo

2(x—t)e2xt=t*= L H, (x)

1)'
t.

2(x—1) E Ha () -
Odavde izlazi
(2.2) 2xHn(x)=2nHp—y (X)=Hpy (x).
Eliminacijom H,-,(x) iz (2.1) i (2.2) dobija se

LXH () = Hiopyog (F) =050 .
Posle diferenciranja ova relacija postaje
2X Ha(x) + 2H, (x) = Hppy(x) + Hy ().

Na osnovu (2.1) poslednja relacija dobija oblik

H7 (x) — 2xHa(x) + 20 Ha(x) = 0.

EH()

1)'
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Ovim je pokazano da dife}encijalna jednacina
(2.3) : p'—2xy’'+2ny =0
ima za jedno partikularno reSenje Hermite-ov polinom H,(x).
Jednacina (2.3) naziva se Hermite-ova diferencijalna jednadina.
Primedba. Do relacije (2.3) moZe se doéi i na sledeéi naéin. Podimo od
z=e—x2 | z/=—2xe— %,
odakle se dobija
Z'+2x2=0.
Ako ovu relaciju diferenciramo n4-1 puta, imamo
Zn+2) 4 Ix2n+1) 4 2(n+ 1) 2 =0,
Ako stavimo z(m)=u, dobijamo
u”+2xu’+2(n+1)u=0.
Smenom u=e—**v poslednja Jedna&ina postaje
v’ —2xv’'+2nv=0,

Ovim smo pokazali da je zaista funkcija
dn
—1)next — (e—x2
(1) ex — (e=)

jedno partikularno redenje Hermite-ove jednaéine.

Polaze¢i od diferencijalne jednaline (2.3) moZemo do¢i do formule
(1.3). Pretpostavimo da jednacina (2.3) ima neko partikularno reSenje u
obliku polinoma. Neka je to polinom

Pr(x) = apxk +a, x*-14+ .-+ (a,#0).
Ako zamenimo Pr(x) u (2.3) i izjedna¢imo najstariji koeficijent dobi-
jenog polinoma sa nulom, dobijamo
~2k+2n=0 © k=n.

Prema tome, ako postoji pol‘inomsko reSenje jednacline (2.3), ono mora
biti polinom stepena n. Zato €emo u (2.3) staviti :

n
y=Pa(x) = 2 apx"=* - (a,#0),
k=0
te se dobija

n—2 n n
Son—k)y(n—k—1)apxn=F -2-2% (n—k)arxr~k+2n 3 apxn—*=0.
k=0 k=0 k=0
Ako u prvom zbiru stavimo k umesto k+2, biée
n n
Sn—k+2)(n—k+1)ar_yx17%+2 > kagxn—*=0,
X k=2 k=0
tj. p;
2a;xn~t + Y [(n—k+2)(n—k+1)ap-o+ 2kar] xn~* = 0.

k=2
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Iz poslednje jednakosti sleduje

a,=0 i ak:-‘"‘k+2‘2‘:‘k+" ey Gh=21 5 0

Na osnovu ovih relacija zaklju¢ujemo da su svi koeficijenti a, sa neparnim
indeksom jednaki nuli. Koeficijente sa parnim indeksom odredi¢emo, kori-
ste¢i se dobijenom rekurentnom relacijom. Na osnovu te relacije moZemo
ispisati sledec¢i skup jednakosti: !

nf{n—1)

a, = —
2 2.9 0,
{(n—2)(n—=3)
S
- (A—=2k+2) (n—2k+1)
- 2k 2.2k =

MnoZenjem ovih jednakosti dobijamo

Gy = (— 1)k :

e
(n— Qk)' ) Thil

Konstanta a, je proizvoljna, ali uzecemo a,=2" da bismo dobili bas
Hermite-ov polinom.

Dakle,
S N, L T
0= (=1) k' (n—2k)! T
Prema tome, polinom P,(x) postaje
[/2) [ni2) i '
Pp(x) = L Xt = 3 agx" M=) (= 1)k (2x)n-2x,
k=0 =0 - =0 —2k)!

3. Ortogonalnost Hermite-ovii polinoma. Za Hermite-ove polinome
H,(x) i H,(x) vaZi formula

+o
(3.1) fe—"“’Hm(x)H,,(x) dx = 27! Vot Sy

== 00

Da bismo ovo dokazali, u slu¢aju kada je m < n, posmatra]mo integral
(3.1) u obliku

(3.2) In = (= 1) f Hn(x) -2 (e-2) dx.
dxn
Posle primene parcijalne integracije dobija se

+oo .
( xﬂ):l —)+°° ( ) f de(X) dn—1 (e—x) dx

dx dxn—1

I =[(-—1)"H,,, (x)d —

+ o
=(_1)n+1f dHm (x) dn—1 (e—x?) s
dx dxn—1
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Posle koriS¢enja relacije (2.1) dobija se

dn—1(e—=)
dxn—1

“+ o
lm,.=(—1)"“2mem_1(x)

Ako se ponovo primeni parcijalna integracija, bice

dn=2e—t) o

dxn—2

(——1)"+222m(m—1)fH,,, 02

Posle m-te primene parcijalne integracije na integral (3.2), dobija se

dn— m(p—x2]
dxn—m

(3.3) n= (= 1)n+m 2’"m'fH (x) L2

Ako je m < n, posle ponovre primene parcijalne integracije, nalazi se
dn—m—1 (g— wl) ] X4 -0

dxi—m—1 (o (N

—(—1)"+m2mm'[
Ako je m=n, tada (3.3) postaje
+o
Inn= 271! /e—xﬂdx=2nn!vn.

— Q0

Ovim je dokazana formula (3.1).

4. Hermite-ove funkcije. Funkcije oblika
1 ¢4

(4.1) Ya()=e * Ha(x)
zovu se Hermite-ove funkcije.

Ove funkcije su partikularna reSenja diferencijalne jednacine

(4.2) 2"+ (2n+1-x%)2z=0.

Ako se u (2.3) izvrSi smena y=2ze¥/? (z nova funkcija), dobija se
jednacina (4.2).

Funkcije Vm (x) i Va(x) (m s n) ortogonalne su u intervalu (— oo, + ),
kao Sto se vidi iz sledeceg:

to
[q;,,, (x) Va (x) dx = fe—xz H (x) Hy (x) dx = 1 20V S0

Do zakljutka o ortogonalnosti funkcija ¥, (x) i V. (x) (msn) moZe
se do¢i i na slede¢i nacin.

Za Yn(x) 1 Y,(x) vaZe relacije:
Ym (%) +(2m+1 = x*) Y (x) =0,
Vo (x)+(2n +1-x2) ¥a (x) =0,
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odakle sleduje

V() ¥ ()~ i 09 ¥im () = 20— ) ¥ (9 42 9
Kako je
W () Y () =¥ () r ()} = () i (6) = i () ),

dobija se

fw (%) W (%) = V' (%) ¥ (x)} dx = 2 (2 — m) f Vi (x) W () dx,
1.

[q/n',(x) Yo () =V (%) Vs (x)J’”

4+
T 9(n—m) f Vo (%) Y (x) dx,
t. 1
~+ 0
(1=m) [ m (x) ¥n () dx=0.

Ako je n#m, tada je

+
f Ve () o 68 020,

Takode vaZi formula
0 (m#n+1),
+® =
[qu(x)qf,:(x) dx=1{ on-tnlYx  (m=n-1),
s o+ 1)1V (m=n+1).

5. Veza izmedu Laguerre-ovih i Hermite-ovih polinoma. Bez teSkoce
se mogu proveriti ove relacije:

Hgs () = [ =1)n @88 L "E M),

Hyniy (x) = (= 1)n 220%1 xLif (x%).
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V. POLINOMI CEBISEVA

1. Funkcija— generatrisa. Posmatrajmo funkciju

1--f2
: = -1 x ;
(1.1) G(x, ) ey (-1 x<+Y)

Stavimo li x=cos#, funkcija G(x, t) dobija oblik
1 1

1-f2 i | 5 )
T 1—tef g 1—fe~ 18"

1—2f cos 0+12

U okolini tacke =0 za |{ <1 vaZi razvoj

1—12 e F )
1.2 et~ W St i 4 fneing N fng—ing
( ) 1—2fcos9-+12 ,EO + ,:0

=14+23Y i"cosnb

n=1

fn cos (n arc cos x).
1

=1+2

i [s

DefiniSimo funkciju 77 (x) jednako$éu
1-12 =Ee,,7;‘} (x)fn (—1<x<+l),

(1.3) 1-2tx+2 5,

gde je go=11i¢e=2(n=>1).

Iz (1.2) i (1.3) izlazi
(1.4) T3 (x)=cos (n arc cos x).

Na osnovu formule

i lzi2] o 1 (n—k=1y 1 L
cos na=2n—*{cos"a+n > (—1) —k—( 545 )—Q-z;cos"-“a} (n=2),
k=1
dobija se
(1.5) T3 (x)=27—1 X”-i—n[g‘ZJ(__])kl. n—k—=1\ 1 . o
: 5 [ el k( k—1 )sz ]
(—1<x<+1;n22).
Polinom
i (a2 o o 2% 3 ) S
T, (x) = 27— {x"-?—n:;l(—l) 7( B )'27 (n J (1>2)

T, (x)=x, To(x)=1,
koji se poklapa sa funkcijom T; (x) za —1<x<1, zove se polinom

Cebiseva.
Funkcija (1.1) naziva se generatrisa polinoma CebiSeva.
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Evo nekoliko prvih polinoma CebiSeva:

Ty (x)=1,
T;: (x)=1x,

¢« Tp(x)=2x2-1,
Te (x)=4x3-3x,

Ty (x)=8x4—8x2+1,

Ts (x)=16x5—20x3+5x,

Te (x)=32x"—48 x4+ 18x2-1,

T; (x) =64x7—112x5456x3—7 x,

Tg (x)=128x8—256x6+160x4—32x2+1,

Tg (x) =256x9—576x7+432x5—120x34-9x,

Tyo(x) = 512x10— 1280 x84 1120 x6—400 x4 +-50x2 — 1.

2. Diferencijalna jednaéina CebiSeva. Ako stavimo

(2.1) y = €os (n arc cos x),
posle diferenciranja dobijamo
(2.2) -~ yr= " sin(narc cos x),
1= xA
23) y'=- = sin (n arc cos x) — s ~€0s (n arc cos x).
(1—x?) VI—x2 I

Posle eliminacije cos (7arccos x) i sin(narccosx) iz (2.1), (2.2) i
(2.3) dolazimo do jednakosti

(2.4) (1=—x2)y"—xy'+n2y=0.

To je diferencijalna jednacina CebiSeva. Jedno njeno partikularno reSenje
je funkeija T (x) =cos (n arc cos x), a drugo funkcija U, (x) = sin (n arc cos x).

Funkcqa Unp(x) zove se funkcija CebiSeva druge vrste, dok se funk-
cija T7 (x) zove funkcija CebiSeva prve vrste.

. 3. Funkcija CebiSeva druge vrste. Metodom matematicke indukcije
dokazuje se formula

; . lthie) n—k—1Y 1
sinna=2""tsing Y, (=1)* ——cos"2k-1g (nz2l).
k=0 B

Prema tome, funkciji U, (x) moZe se dati oblik

U,,(x)=]/_—1—x2[("_21)/2] (1) (n—k—l) Li o ag—s (ﬁzl),

k=0 k 22k
Uy (x)=0.
Generatrisa funkcija U, (x) je funkcija

1
s T i o U@ (<1 fxl<D)
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Evo nekollko prvih funkcija CebiSeva druge vrste:
Uy (x) =0,
U (x) = VT—?;
U, (x) =V 1—=x% 2x,
Us (x) = VT=x*(4x2=1),
Ug (x) =V 1—x%(8x2—4x),
Us (x) = Y T=x2 (16x4—12x2+1),
Us (x) = V 1—x2(32x5~32x3+6x),

U= Y 1—x% (64x5~80x1+24x2—1),

Us (x) = V 1—x2 (128x7—192x5+80x5— 8x),
Uy (x) = ¥V T—x2 (256 x5 — 448 x84 240 x1 — 40 x2+ 1),

Up(x) = V' 1—x2 (512 x°— 1024 x7+ 672 x5— 160 x3+ 10 x).

4, Rekurentne relacije. Podimo od identiteta
cos (n+1)a+cos(n—1)a=2cosnacosa

i stavimo tu a=arccosx. Tada se dobija

(4.1) Tiri(x)=2xT; (x)— Tro(x) (n>=1),
tj.
(4.2) Ty (x)=2x Ty (xX)—Ta_y (X) (-1l<x< +1).

Leva i desna strana relacije (4.2) su polinomi ¢ije su vrednosti jed-
nake za svako x=[—1, +1]. Prema tome, takode vaZi jednakost (4.2) za
svako x (realno ili imaginarno).

Relacija (4.2) moZe da posluZi za obrazovanje polinoma Cebiseva.
Zaista, polaze€i od T,(x)=1 1 T;(x)=x, iz (4.2) dobija se

To(x)=2x2-1,
itd.
Identitet
sin(n+1)a+sin(n-1)a=2sinnacosa
dovodi do rekurentne relacije

Unsr 1) =25 Un(X)=Un—y (x)  (221).

Navedimo joS jednakosti:

o W= Un (), U ()= = 2L T ()
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B. Rodrigues-ova formula za funkcije CebiSeva. Funkcije T# (x) i U,(x)
mogu se izraziti u obliku:

(5.1) T (=Lt il A Al 7
(2m)! dxn

—(_1\n—19n, f’! _dn-—l =2 )
(5.2) W (x)=(—1y—2 nm)! dx"*‘l(l x?) [
Iz jednakosti ‘
1 B
y={1-x9""2, y=-(@n-1)x(1-x2)" "¢

izlazi
(1—=x5y"+(2n—1) xy=0.

Ako se ova jednakost diferencira n+1 puta po x, dobija se
(1—x-")ly("“)—Bxy(""")-i—(nz—l)y(")=0-
Stavi li se y™ =2, poslednja jednacina postaje
(1—=x2)2"—3xz2"'+(n?—1)z=0.
Ako se ovde izvrSi smena funkcije pomocu formule
z2=(1-x?)""2p,
dobija se
(5.3) (I-x)w”"—xw'+n2w=0.

Prema tome, funkcija
: 1

(5.4) Vice & (1-x)" "2
dxn
je jedno partikularno reSenje jednaline CebiSeva (2.4).
Opste redenje jednaline (2.4) je '
(5-9) y=CTa ()+CU() (-1<sx<+])
Kako je (5.1) polinom po x, definisan za —1 x < +1, i kako funk-
cija Un(x) nije polinom, izlazi kao zaklju¢ak da vaZi identitet

1
(5.6) T3 (x)=C Vl“—“x—“f:;—'n(l Bl B (=71 & kel ey

gde je C fiksna konstanta koju treba odrediti.
Ako se u (5.6) odredi grani¢na vrednost kada x teZi ka 1 sa nega-
tivne strane, dobija se ,

1=(—1) (2n—l)!!(;',.

1 . n2"n!
Qn—-1)l! ¥ 2m"

odakle- izlazi

C=(=1)

Ovim je dokazana formula (5.1).
Sli¢éno ovome dokazuje se formula (5.2).



PRILOZI 399

: 6. Nule polinoma CebiSeva. Dokazacemo da polinom T,(x) ima n raz-
licitih realnih nula i da one sve pripadaju intervalu (-1, +1).

Posmatrajmo najpre funkciju
(6.1) ‘ T,.(x):cos(narccosx).
Nule ove funkcije odredene su jednalinom’
cos(narccosx)=0 < nparccosx = ; + kn (o= 015 £2, ...
Dakle,
arc cos ":(2"'“)';;, & X =cos (2&:+1)2'; (£=0, £T742 i)

Sve nule funkcije (6.1) date su formulom
(6.2) xk:cos(z/c+1)2“ (k=0,1,2, ..., n—1).
1

Bez teSkoce se zakljuCuje da je
Xn = Xn—1, Xpi1 = Xp—o,

Kako je T,(x) (n>0) polinom stepena n, sve njegove nule takode
su odredene formulom (6.2).

7. Osobina ortogonalnosti. Bez teSko¢e dokazuje se formula

. 0 {(m+n),
fcosmtcosntdi= n/2 (m=ns0),
0 o= (m=n=0),

gde su m i n celi brojevi.

Ako se izvrS§i smena promenljive f=arccosx, navedena formula
dobija oblik

41 0 (m+#n),
[ T () Ta(x) —2— ={ 2/2  (m=n=0),
al Y1—x2
=1 L (m=n=0).
Dakle, funkcije Tpn(x) i T.(x) ortogonalne su u intervalu (-1, +1)
sa teZinom 1/¥1 - x2. -
Polaze¢i od formule
“ 0 (m#n),
[ sin mt sin nt dt = n/2 (m=n#0),
0 0 (mn=0),
dolazi se do osobine ortogonalnosti funkcija CebiSeva druge vrste:
1 : 0 (m#n),
f Un(x) U,,(x)-v—li_%z, =3y n/2 (m=n#0),
xS . 0 (mn=0).
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8. Problem Cebiseva. Godine 1854 CebiSev je postavio sledei problem:
Odrediti realne koeficijente a,, a,,..., a, tako da bude ispunjen uslov

(8.1 max |x"+a; x""14+a,x"" 24 .-+ +a,| = min.
—tl<<x< 41

ReSenje ovog problema iskazuje se stavom:

Jedini polinom
xta, x" 14, x4 - ta,

sa realnim koeficijentima za koji vaZi uslov (8.1) je

Ta(x), gde je
T.(x) polinom CebiSeva. < i

VI. BESSEL-OVE FUNKCIJE

1. Generatrisa Bessel-ovih funkcija. Funkcija

24 t—l
G(z,t):ez< l)
moZe se razviti u Laurent-ov red
(Ao+Aytt Aytet ---)+(“‘t—! v Aoy )

tj.

n=+m

T (S

n—=-—0o0

u okolini tacke t=0. Ovaj red konvergira za svako f(0).
Koeficijenti A, izra(':unavaju se pomocu kompleksnog integrala

(1.1) — § GG t)tnﬂ
]t\_l

Ako se ovde stavi f=e%, dobija se

2 5 . g 2x

A,= _1 fefz#'(ele_e 'e)e—neide_:i f gilzsing—n6) dg
27 2n
]
2x

— fcos (zsme n0)d9+—fsm(zsm9 nd) dsd.
0

Ako se u drugom od ovih integrala izvr$i smena
6=2n—¢,
dobija se
2n 2n

[ sin(zsin0—n0)do= [ sin(-zsinp—2nn+ne)de
0 0

2x

= — [ sin(zsinp—ng)de,
0
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odakle je

2n

[ sin (zsin9—n6) de=0.
0

Prema tome je
2n
A= Y f cos (n®—zsin 6) dé
27
0

14 2xn

2 1»fcos(ne—zsine)deJr > fcos(ne—zsine)de.
2n 2n
0

i 4

Ako se u drugom od ovih integrala izvr$i smena 6=2x —¢, zaklju€uje
se da ova dva integrala imaju jednake vrednosti, te je
b4
(1.2) o S fcos (n8—zsin6) do.
Fi 4
0
Ova formula vaZi za n=0, +1,£2, .... Pretpostavimo sada da je n
prirodan broj. Tada je

g

n -
% lfcos(—ne—zsine) de=lfcos (n0+2sin0) do.
“0 HO
Stavimo 1i ovde 6=mn— ¢, nalazimo '
b4
B = r%fcos (nm—ne+2zsing)de
0

If

k4
lfcos nw cos (ng—z sin @) de
14
0

T

(—1)”—:{—fcos (np—2sin @) de.
0

0l

Dakle, dosli smo do relacije
(1.3) , A_n=(=1)"4,.

Koeficijenti A,(n=0,1,2, ...) zovu se Bessel-ovi .koeficijenti i ozna-
¢avaju sa J,(z). Funkcija G(z,t) naziva se generatrisa Bessel-ovih funkcija.

Izmedu J,(2) i J-,(2) (n=1,2,3, ...) postoji veza
J-n(2)=(=1)"Ja(2),
koja neposredno izlazi iz (1.3).
Da bismo razvili J,(2) u potencijalni red po z, stavimo f=2u/z. Tada
integral (1.1) postaje

(i” § -2 (n=0,1,2 ...).

2 uyn+1

1

Ja(2) = —
"() 2xi
lul=|z]|/2

26 Zbornik matemati¢kih problema II
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Primeni li se Cauchy-ev stav o ostacima na navedeni krivoliniski
integral, dobija se

2\ & (z/2)2r
I == —1)r—=——.
(14) I = (7 Z -0
Zaista, posmatrajmo razvoje
eu = i ,_l_ur
r=0" rl
e—21n) — E( 1) 1(2/2) :
ur

Da bismo izratunali ostatak funkcije

22
1 e"—r.,

un+1

za esencijalni singularitet u=0, u izrazu
. 3

eu_“i“=(f—ur)(2( 1yt A (z/2)2r)

r=o0' ! r=0 ur

odredimo koeficijent uz u".
Taj koeficijent ima oblik

Z I )r[r+n)l ! (i)m'

Prema tome,
Z’

Re [u"-H Eo( i~ ey ! (r+n)!
Ovim je dokazana formula (1.4).
Ako je z realno i n=0, £1, +2, ..., iz (1.2) sleduje

@)<1

2. Diferencijalna jednadina Bessel-ovih funkcija. Pokazatemo da je
funkcija

%0 [z/2]"+2’
Jalg)= r 1
@ =5 (- BT (2] <o)
jedno partikularno re3enje diferencijalne ]ednaéine .
(2.1) - 2w"R)+2w'(2)+ (2 -n)w(2) = (n=0,1,2,...)

koja se zove Bessel-ova diferencijalna jednacina.
Ako se uvede oznaka

=] (M )r

2"+2’r| (a1’
tada je
(2.2) Jol W) =20 @, T,

r=0
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QOdavde izlazi

@

(2.3) Ja(z) = 3 (n+2r)a, zn+2r-1,
r=0 .

(2.4 Ji2) = 3 (+2r) (n +2r — 1)@, 24272,
r=0

Leva strana jednadine (2.1) za (2.2), (2.3), (2.4) postaje
)i (n+2r)(n+2r—1)a, %2 + f‘: (n+2r)a,z0%2r + (22 — n2) f‘/ a, znter,
r=0 r=0 r=0
Koeficijent uz z7+2" ima oblik
{(a+2r)(n+2r—1)+(n+2r)—n*a, +a-,,

tj.
{(n+2rp ~n% a, + ar-y,
ti.
(—1y =21
) il SR e

Ovaj izraz identi¢ki se anulira, 3to zna¢i da je zaista J,(z) jedno parti-
kularno reSenje jednaline (2.1).
Na analogni nafin dokazuju se relacije

L@ =B dnals)  (1=1,2.8,...),

di_{Z""J,.(z)} =—2""Jg s (2) (n=0,1,2, ...).

Posle naznafenog diferenciranja i skrativanja sa zn odnosno sa z—n,
dobija se

Jn—l(:) T %Jn (Z) i JI; (2),

Jns1(2) = ‘:‘-’n (Z) L) Jl; (2).

3. Bessel-ova funkcija kada je indeks proizvoljan broj. Posmatrajmo
Bessel-ovu funkeiju J,(2) (n=0,1,2, ..,) celog argumenta, tj.

cx" (2/2)n+2r
J = )=\
(@) = 5 (-1 B
Ova se funkcija moZe napisati u obliku

3.1) In@) = % (=1)

r=0
gde je I'(x) gama-funkcija.
Umesto funkeije (3.1) uzmimo funkciju

(3.2) At =P g1
r=0

[2/2]n+zr
L(r+1) Cat+r+1j°

o
T{r+1) Tv+r+1)’

gde je v ma kakva kompleksna konstanta.
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Stavi li se
- ‘ (_l)r i
I P )T vir+l)’

funkcija (3.2) dobija oblik
(3.3) L (2) = ¥, a0y
r=0

Bez teskoce se pokazije da je
2J)(2)+2J.() + (22 -v) J.(2) =0,
$to znadi da je funkcija (3.2) jedno partikularno redenje jednatine
zgw”(z)+zw'(z)+('z2—v‘~’)vw(z) = 0] | "
gde je v kompleksna konstanta. '

4. Modifikovane Bessel-ove funkcije. Generatrisa ovih funkcija je

z 1

<l -

e2< '> = ) L(zja™
n=0

Sli¢no kao i ranije dobija se ’

e = i

F=o ri(at+nl\2

[zmedu rﬁodifikovane Bessel-ove.funkcije 1;,(z) i Bessel-ove funkcije
Jn(2) postoji veza
i)y =181, (&), "

Za modifikovane funkcije /,(z) vaZe relacije -
2ty (2) = {2 n(2)}
274 (2) = {27 (2) }.

Diferencijalna jednacina modifikovanih funkcija /,(z) (v ma kakva kon-
stanta) glasi

(4.1) 2w’ ()+z2w’(2)—(2+v3) w(z)=0.
Sli¢no kao za funkcije J,(z) pokazuje se da je funkcija
o v+2r
L) =3 (2/2)

r=0 D(r+1)T (v+r+1)
jedno partikularno reSenje jednaline (4.1). '

LITERATURA

G. N. Watson: A Treatise on the theory of Bessel functions, second edition,
Cambridge, 1944.

G. Petiau: La théorie des fonctions de Bessel exposée en vue de ses applica-
Hlons a la physique mathématique, Paris, 1955.

N. Ntelsen: Handbuch der Theorle der Cylinder Funktionen, Leipzig, 1904.

E.T. Whittaker—G. N. Watson: A Course of modern analysis, fourth edi-
tlon, Cambridge, 1952,

B. N. Cmupuos: Kypc Bocwedi mamemamuxu, tom III, wuacre II, Mocksa, 1957



PRILOZI 405

VII. GEGENBAUER-OVI POLINOMI'
Funkcije Cr(x) definisane razvojem
(D) (1 -2xt418)ve=3, Co(x)t". . (=1=<xsg+i; v realno))
=0

zovu se Gegenbauer-ovi polinomi ili generalisani Legendre-ovi polinomi, jer je

C*=P,(x)  (Legendre-ov polinom).
Njihov je oblik '
[n/2]

5 I{v+n- k) e
2 Eridyf=1F = n-sk,
(2) " kZ::o(_ ) /c!(n—Qk)!I‘(v](Qx)

Na ove polinome prvi je naiSao Jacobi (1859), a zatim ih je siste-
matski proutavao L. Gegenbauer (pocev od 1877 godine).

Ako se relacija (1) diferencira po ¢ i izjednale koeficijenti na levoj
i desnoj strani u dobijenoj relaciji, dolazi se do rekurentne relacije

(B) (A2 Chra(x) = S +n+1)xChy(x)— (2v4n) Ca(x) -
Sliéno ovome, dolazi se do rekurentne relacije !

dC,(x)
X ——

dx

A . i)

(4)
Pomotu relacija (3) i (4) dobija se nova relacija

(1=

d2 C)(x acy (x
2N _ @y 1y
X

+ n(n+2v) Ca(x) =0.

ax =

Prema tome, Gegenbauer-ov polinom C,(x) je jedno partikularno re-
Senje diferencijalne jednacine drugog reda

(1=x3)y"=(2v+1) xp +n(a+2v) y = 0.
Za v=1/2 ova jednalina syodi se na Legendre-ovu diferencijaluu jed-
natinu, jer je
Pa(x) = ClP(x).

Za polinome Cj,(x) i Cy(x) vaZi formula

+1 ol 0 (m#n)
J Q=x® 2Cn(x)Cix) = al(2v+ 1)
-1 22" =1 nl (v4 1) T2(v)

0>

(m=n)

Prema tome, Gegenbauer-ovi polinomi Cp,(x) i Cn(x) (m#n; v>—1/2)
i :

e
2

ortogonalni su sa teZinom (1—x2)‘ na segmentu [—1, + I].
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; \
VIIl. 0 INTEGRACIjI DIFERENCIJALNIH JEDNACINA
POMOCU INTEGRACIONIH FAKTORA

Posmatrajmo diferencijalnu jednadinu
(1) x[axpys+f(xy)]dy+y[bxryi+g(xy)ldx=0

(a, b, p, ¢ konstante; x>0, y>0; f(u), g(u), f'(u), g'(u) neprekidne funk-
cije promenljive u=xy).

Ako se traZi integracioni faktor jednatine (1) oblika F(xy)-G(x%y),
gde su F(xy) i G(x?y) funkcije naznatenih argumenata, dolazi se do jednaline

@  xy[(a—b)xpys+(f(u)—g(u))] 2

F (u)
+20y[2a—b) xPys+@F(w) -2 ()] G
+la(p+1)-b(g+ 1)1 xPy?+f(u)—g(a)+xy(f' (u)—g'(u)) =0,
gde je F'(u)=dF(u)/du, G'(2)=dG(2)/dz, u=xy, z=x2y. -
Ako je |
(3) b=a, 2z2-—"-=¢-p,

tada se u relaciji (2) promenljive razdvajaju.
Tada se dobija

File) _ p—q=) _ fu)—g') , 1 (p=q)f(w) ‘
4 = = * & rn :
@ F(u) u flu)—glu) u flu)-glu) {1 g(u)
Slucaj a=0, f(u)=g(u) je vrlo jednostavan i ovde nije tretiran.
Polaze¢i od (3) i (4), za integracioni faktor jednacine (1) dobija se

M wex [ — ff[x—y]dlo X !
flxy)—gl(xy) P{(P=9) flxy) — g(xp) g (x)

]

Diferencijalna jednacina
x[xPyrrit f(xy)]dy+y[xpyrHi+f(xp)—1]dx=0
partikularni je slu¢aj jednacine (1). Njen integracioni faktor je funkcija
/Iy exp [ f(xy) dlog (xp)].-

Interesantno je rediti ove probleme:

1° QOdrediti slucajeve integrabiliteta pomocéu kvadratura diferencijalne
jednadine :
x[a,xPyr+f(x"y5)] dy+y[a,xPys+g(x )] dx =0,

traZe¢i integracioni faktor oblika F(xy)- G(x"y);

20 Odrediti slu¢ajeve integrabiliteta pomocu kvadratura diferencijalne
jednacine
x[a,x?ya+bx'y +f(xy) ] dy + y[a:xP p7+ by x7y* + g(xy) ] dx =0,

traZe¢i integracioni faktor oblika F(xy)-G(x2y)- H(xy?), oduosno oblika
X2 y* F(xp). .



NUMERICKE TABLICE

I. VAZNIJE KONSTANTE

N | loge N [ N logio N
= e
x= 3,141 59265 0,49 71499 h 12=9,86960440 | 09942997

2= 628318531 | 0,7981799 1j22=0,101 32118 | 9,00 57003—10

47=12,566 37061 | 1,09 92099 | Vx =1,772 45385 0,24 85749

x2= 157079633 | 0,1961199 1/Vx=0564 18958 | 9,7514251—10

%3= 104719755 | 00200286 (3/7)1h=0,977 20502 | 9,98 99857 — 10
47/3= 4,188 79020 0,62 20886 (4/m)h=1,128 37917 | 0,05 24551

/4= 0,785 39816 9,89 50899 — 19 Fr=1,46459189 | 0,16 57166

A(6= 052359878 | 9718998610 1/ x=0,68278406 | 9,8342834—10

1= 0,318 30989 9,50 28501 — 10 J=214502040 | 0,3314332
1/27= 0,159 15494 9,20 18201 — 10 (3/47)%=0,620 35049 | 9,79 26371—10

3/2= 0,954 92966 9,97 9971410 (2/6)45=0,80599598 | 9,90 63329—10

x=3,14159 26535 89793 23846; e=2,71828 18284 59045 23536
1. POTENCIJE BROJA 2

n|2n|  loge2r [[af 20 [a] 20 [a| 22 [a] = on
1] 2030102999 5664 10| 1024 19 524288 | 28 268435456[37 137438 953472
2| 4/060205999 1328| 11| 204820| 1048576 |29| 536875912 38| 274877 906944
3| 80,90308998699212| 4096/ 21| 2097152 [30| 1073741824|39| 549755 813888
4] 16/ 1,2041 1998 2656 13 8192 22| 4194304 |31 2147 483648|40| 1099511627776
5| 32| 1,5051 4997 8320 14 | 16384 23| 8388608 32| 4294 96729641 2199023 255552
6| 64| 1,8061 7997 3984| 15 3276ﬂ|24 16777216 | 33| 8589934592142 | 4 398046 511104
7128 2,1072 0996 9648 16 | 65530, 25| 33544432 | 34 | 1717986918443 | 8796003 022208
8 |256( 2,4082 3996 5312 17 {131072/26 | 67 108864 | 35 | 34359 738368 44 | 17 592186 044416
9 512/ 27092 6996 0976/ 18 262144“27 134 217728 36 | 68719 47673645 3518437208883%J

1il. POTENCIJE n* NEKIH PRIRODNIH BROJEVA

N

~N v Ww

11
12
13
14
15

©)
25
36
49
81

121
144
169
196
225

27
125
216
343
729

1331
1728
2197
2744
3375

81
625
1296
2401
6561

14641
20736
28561
38416
50625

2|3\4|5‘

243
3125
7776
16807
59049

16105t
248832
371293
537824
759375

Y
729
15625
46656
117649
531441

1771561
2985984
4826809
7529536
11390625

7 ‘ 8 9 | 10-
2187 6561 19683 59049
78125 390625 1953125 9765625
979936| 1679616 | 10077696 60166176
823543 | 5764801 |  40353607| 282475249
4782969 | 43046721 ' 387420489 | 3486784401
19487171 214358881 | 2357947691 | 25937424601
35831808 | 439981696 | 5159780352 61917364224
62748517 815730721 | 10604499373 | 137858491849
105413504 | 1475789056 | 20661046784 | 289254634976
170859375 | 2562890625 | 38443359375 | 576650390625
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