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v Rad 80 sC\.s-tојi iz ClV['~ 0..010.. u рrvош с1(;lи во proucavQ-

vo.j11 rаvедskа struje.njo. vislcoznog n08tis1jivog fll.1.ida роsrоdstvош 

l10o.na1i·t:;icnih l~ошрlоkзп-; h funkcijo.. U drugom dolu ro.cl.Q роsшо.trо.јu 

60 prostorna s·crujo.l1je' .. viskoznog nostis1jivog f1uido. i problomi iz 

ЈУО oblo.sti povozuju 30. шодоgОl1im l[ve,·t;ornion-funkcijama. No. pocet-

[.си svo.kog ао1а iz1ozonc. јо ukro.tko JGoorija о оviш fuпkсiјо.шо. ko.o 

i njihova аО6одо.Зпј С'. рriшопо. u 1'10hедiсi f1uidc.. 

Poznc:co ј о сlа вн dinamicko ј odno.cil1o za sluCQj rD.vo.n-

зl:оg potoncijo.ll1og 8truјсшјо. J1(;stis1jivog ·fluiCk1. ~,U'сошаtsl;:i zo.do-

vo1j опо i ао. во kiпошс.·Сski д.ОО ~оrоЫошс. svodi ,,]Д -; zщ:Йс.Zопј о ауоји 

ho.rmonijskih funkcijc,. : potoncijc.1no (1jJ) i strujno funl~cijo (ЧЈ) • 

:Јуо clvo funkcijc zc.dovo1jc.vccju Cc.uchy-Нiоm:Ш11-0VО ив1оуо i .Lo.p10.co-

0,';-1). ј odno.c inu 1)е. 3 (; рl"ОЫОШо. nlOgu kcristi ti i o.no..li-

, ' v 'Gl С110 kошрlе;!,:sГlС ргошоnlјi va z=x+iy • Zbog t05u SG u rQ~ 

- d1tl ' -- = v -lV dz Х у 
v = 

promon1jivo z 
, 

VlШ роsшu ... сго.јu 

ZQ 1 
v , 

8 иСЈ.Ј 

31) 

• Bi10 
, 
Ј(; 

, ' , 
""-~1' Ј n~J ~ U v.L А .. , ,-\.L'" L_ 

vv= lp +i у! i komp1.:;ksno. brzi11a 

, , c.no.liticno funl::c-;je; komp10ksl1o 
, 

So.SVlm 

ViSl<:OZIlOg 8Н vrt1оZпсс. 

vi з1::0 znog fl ,- f' ' " _ Uld_D. _ UnLCC l Ј::- \{' , 
v 

по шоzо 

pre:dsto..vlje:. potcncijo..l brzillC, c.li 
, ,. 

III S -1:; о. 11(; SШС-СL' .. do.. sc zo.jcdno 
, 

struj110m fuпkсiјоПl , l~oja postoji boz obzirct d~ 1i је ~luid 

'1 -;1'-;' VlS_:OZo.n __ l n_Jo, -Ј08ПlГ.-'~-"'>,,,,, У10- Ъ-" Y)rOl' z'To1J'nn fu'~l-c'l' Ј'" lr. 1 ' ",.l,c_c_ "_'",с, ,.. _Щ. .-. С, Т 11 oblilru 

'·P+i41 = w • оа 
'. 1 '. V G 1 -L1.l1. ... ';:Сl Ј C~ zC.visi оа promon1jiYih , -

Z l Z jor 
, , 

ЗС lZ lZrc..Zo. ЧЈ +iч' по blogu oliminiso..-t;i 
, 

:х Ј. у sсшо РО8rоdstvоПl 

1)-;~ошсп1јi УО Z po~to аvош рrili~ош 
, 

l \ј1 11С z o.LLoyolj avc.ju Caи~ 

ch;y-Нi~blС'..l1.l1.~ОVС u,slc'vc. Ovc.kc.v nc.c i п J!ri1c~z.aIlj::',. p-('сЫс!йи OТ!logucio 
(- . 

је korisc,onj..-..: ЙОЬТ'О P(j:3E-Ј.:Сс -t;(~()i"':L,јс A o I3ilir:lcvi6o. ,1.) о co.S"tU"PCll1.jU 
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J.V 

јо.nја stislJivog :fl11idD.. No..iElO) '.А~БililЋоvi6 ј () сlс :fini s ~,o 
~ 

voktor В 

k,~O mor11 OdStl1P~'nJ'[', nGo.l'lc.liticl'lo f"LlnkciJ·.() ос1 одо.li"сiс11оsti, lrOJ'; " .. ~, , ,~ ,~ 

ро zno.'l:; grC\d у i о Ьгп.11 to , 

l 'V' t . ~, . ..., 1 ,'" Ј'-' r .. z,~_v~ • 
11 Оl1lШ 

z odrodj11jo vektor ccr"d \lJ Ь (.., Т lco.d јо 
..,.. 

gro.d \јЈ kо.й ја poznat grc.d 'f • Vektor В 

t::"c1::o..mc.. kошрlоksnо • 
ГО.VП~ z 11 kojimo. јо 

:fl111kcija w ncc..ne-.li tiCl1C~. U tо..Сkс.ш,:'... U 1:oji1l1o.. ја funkcijo.. w anQ-
~--

1iticna vcktor ',., 
D је јод.l10,k Iш1i i jed11D.ci11C'. lcojom је 011 dofi пisо.п 

:lovodi do Ссшсhу-Ri omclIll1-оvil"l 11s10va. 
..".. 

U ovome rc'.d.11 ј е 11пюstо vcktorD. В 11vedo11a kоmр101;:SШ:l 

kojo. јо p"ol;:o izvodo. str11j11o f1111kci је '+' ро РГОllЮ111јi-

• 
vOJ z pOVeZo.11o. sc, 1:ош:р10kS110m brzil10m u s"crujnom polju viskoznog 

[1 . о 

. UlO_o... Uvodj Оl1ј () kошр10];:sпа f11l1l:ci ј G 
. '/ .. ., 
~ pr011Co.Vo.11JO nJcnog са-

, 
оо. 0.l1o.1i ti СПОБ'С" OJ!log11ci10 • 

ЈС clobijanjo i o.l1D.liz11 ci to.vo 

::lo.so brziIlskih ро1јо. viskoznog nostis1jivog f111ido. ko.o i 11porodji-

\То.nјо ovih brzinskil1, poljcc Бо. Lo.p1o.co-ovim ро1још l;:ojc odgovaro. ро-

1:;011cijo.lnom strujD.ll.ju l1oc'c:Lsljivog f1uido.. Оsiш toga, • V • 

ovo.J nac~n 

;)1'ои(5 ['.v 0.11 ј О. ::;-cr11jl1ih ро1;ј', otkri о ј с f'i zi(5ki smi s 0.0 ncl;:ih konsto.-

.1o..t:J. U vc6 -[)Qzпо.tiIn. rc~;cI1jim~, kojc su с10 so..do. ill1o.1c cis·to шо.tеmо.. .... 

Ь; cl~o zno.conj с. 

,'l;ruj о.л.ј о. с1сfiпisо.о l;:VС'.tегпiопski potcmcij0.1 pro-

,t ОГ"Ј. • СР ,С truJ' "'с i ., Ј 1. U а 1'-' ,-~l_и ..... ' .• u1og::::. је is'i:;o. pri pro11c::::'Vo.l1ju ргоsОсогпil"l 

Jtruj i'.l1j D. kv.o i l:oaplol:sllog potol"lcij 0.10. pri РГОUСС:'.vо.Пјu. rC'.vo.nsl;:og 

... -'-,-.' ... 
:.> v._ иЈ о..ПЈ (.. .... Кvо.'i:;огпiОIlsl~i pO'col"lci ј 0.1 pros tornog Б'сгпј ::::.пј с. prods to.v-

I,j:'. ПlO110gсшu l:vо.tогпiОIl-fш"'.l;:сiјu l;:ojo. iшо. iZVCSllO, svojstvo. sliСпо. 

1V()jstvimo. C'.n~lli ti cnih fuпl;:сiјс, komplcksno ргоmопlјiv() z • U eiti-

.-. _ . ." ,'1 0"1 Г" ~111 _ -__ ~_ с <~"-. c.no.1i zu i prou-

;~V""IJ", rr,zn~h ~ _ _ _.!. _ о;;.; '---'- .Ј.. ро'сете; jo.l11ih prostornih Gtrujc.l"ljC'., zо.-t;iш, ZC. c.no..li~ 

C't ~U џ okcs-оVОf'~ -, lо_с:-:о..поg Б<.;гиј с.Г!ј:..:. i ZD. proucQ..vcIlj с struj o..nj:::::~' 80. po~ 

~oncijo.10m vrtlogo.. 



v 

. u ovomc rL'..c1u зu mOl1cgcnc kvo..JGcrl'1ioIl~i·Ul1kcijc povozo..no 

S::l PSGuO.o-го.vо.ПSkiш i ]JGouO.o-оsnоsimо·t:гiСпim st:C"1.1j D.пјiпш ciji vrt-

lozi iшо.јu РО'СQпсiј 0.1, • 
1 БС!. s-Grujo..lljima l::::oj::::l. вс mogu V 

пгоuсаVQ--• 

-t;i роsгоdstvоПl Oscon ...... ovih jodnD.cinQ krcto..njc. v-iskozl1.og nc.stislji-

vog f1uid::l. Рог.зсl +0Р''-1 u с),.л, 
. 1 " 1Z OZCN 

• 
ЈС ш)iЗ to op~i~nijc Stokos-ov pro-

ЫСШ орs'Сгuјаvолјо. loptc . о l' 1 Ј с .по l~~ОШ stгuјош viЕ::~()zпоg f1uid::l • 
1 по. 

• 
Јо. U од.пови 1)OS-СUрL ..... k rcsc..vo.njo.. ovog problo~tio... 

t1ol1::ll1ikc. f'luid::l пiјо i jcdino. оbl::ш·'с 1-1oho.nike u kojoj 

, . f 1 " У1 . U 1 ... m ,. 1" (21) БН kVo.-GО~IllОј,Ј.~ l.ln~,;:clJc П3.S о 1JrlillCnU. :CnJlzl .J...l1.1l0 .. JO_lCCL nD.~ 

• 
рГlШОГ 

V • l ' • prCHICc.V('.l1J о. го'с'-'.сlЈС cvrstop' 'соl(, posrod'cstvom 
со 

l:vc..-c arl1i опо.. Роkо..zо.по ја dc.. вс ргоЫст roto.cijo 

• V 

il0РОШ1СПО - оэс , l:cj о. prolo..zi l:ro z S-'Со.lllU to..clrn pros.Jcora , 

to1o. oko 

svodi по. 

jcc1inicl1.i kvo.tcrnioIl. 
V • 

dc. svс.lшш jodi l1iспош l;:vo.torl1iol1u Zll,:;'Cl 

odgovG.rv. 11.031,;:0. mogl..1cD. I·:)"c;:.cij::. cvrstog Jcolo.. pod Уlс,-vсdопim uslovimo... 

U ro.dovimD. HiSiCU-с.(2S)sс, -:- .-, 1!"," ...... г'! Ј' (). v \... • .1. .... џџ... , ~::()ri s-to l-;:vo..-G~rllion-i·ul1kci ј с 

zo. V • 

~гоuсCtvс'n,Ј G 'Јгоs't;оrпih "ЈГОЫОЕ1С\ U HohD.l1ici kCto i - , 

Z<~. prouco.vC' .. njo jcc.ll1o .. cino. rC.VIlo-t;оzс u oblo.s-ci olo..s-СiСi10sti. l\То..dо.јшо 

во dc. ovo 110СО ostC':ci i jcdil1i pro.vci рriШОIlО l;:vС',tОГl1iоп-fuпkсiј,-, 

" . 
U "f'\""::>. С' "1V~ '~lJ U _ '--' u '.л <....Ј.. о" 

, _ v. •• 

Р' ,'" -'. О' ·"·-'1·'.... ,.-,-, .. l -'- '"' ..L .... 1..... '-" - Ј - broj rc..stc iz dano.. u " Q с'l'l. 

Hukovod~i lc.~c ovog "rc:do. bio • 

Ј
" 

.С; 
• 

ШО;) profosor KOl1st=~il1 
Ј 

YO"f'\OlljOC. JG. ши sc 

Ьгојniш so.votimo. i vo1ikoj 

110.jtop1ijo zo.llV"C'.ljuj ()l1l но. mпоgо-

рошосi koju mi ја ukaz::co u 'colru 
, 

го.а.а. 
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Ncana1iticne komp1okBne funkcije 

i njihovo odBtupanjo од. al1a1iticn08ti 

.,0Ub'V' 1.. о· 1.саЈОПО 
• 
ЈО da ВО род. ројтот 11 neD.l1ali -'ci сnа kom-

:::Jlеkвшэ. f'unkcija" p'oclrazumeva furйссiја koja zavi 8i ОСе с1уе рготеп -

1jive; • z=x+1.Y • 
1. Z=:ё-1.У • Поапа1i ticne kошр1сlсsпе f'Ш:\l{сi ј е ви, u 

opste uzev,vr1o 81o~el1e .... , .. 
IU.llKC1.Jc. Ovde 80 песе te fuпkсiј е ровшаt1.'а-

-'ci SIO: таtсшаtiсkо t3.c}:e <;ledista 
, 

УСС 
, 
се ве о пјiша c1a-t;i sэ.mо ono 

sto·je 1.1 пероэгеЙ110ј 
• VOZ1. ва пјill0VОШ ргiпепоm u Hehal1ici f1uida, 

sto је i prodmet оуоса racla. Оsiш tоsа,ргimопјivасе ве эаг1О "e1eblon-

'i:;arno n.eana1 i 'с; спе fun:ccije" za koje ве uzima оzпа):;Ћ 

so аа • 
Је w ,е1еШ811'Ьэ.rпа f'unkcij а од . 

,-
z z o..ko pOBtoji konacan 

, 
nlZ е1еmепtаГl1ih operacija 1 •• 

.• :СОЈlшEt nodlezu • 
-z Ј. z '-,~,..l~ se .... '- С\. ...... _ сл 

. , 
ПЈIШD. 

o(lrec1juj е W. 
• • 

орегаС1.Је 

поуanје i пјiша ObI'o:cni POB'cupci. 

" , 
pl"CC1.J о па 1• "l'l"U'" ЈС С 1. ,_,_ - I I .. -- -... .) '-"" ' 

... . - . 
proo.V1.C'J епс blate-

l
·,·,~ . 

О N~~'la 1.-Гl '-'n- '-.~ 'v (А..!. V _ '-' 1. .-L : .• !. fuпkсiј a~na ,naVG~C(; во dcfinicija 

fWl~~cijc 1 njihova Syojs·t;V9.. koja 
, 

O"'~~"""l'JU .Il~ V _, !,.,.~, t. r , ' 
О" " .'" se оде шо-

gll kOI'i sti ti za v • 

p::i:"oucavanJ э 

i гпа l::::ompl Gl\:s::з.ih fLlHl\:ci ј а 

:lС jcdinice • 
1 'КОЈ" \;;.:: 

"' l' . V " ;"·0"·'" -lil t .'.>. v 1.. ... ,..;~ 

"го'" "'nlJ' -i ,гј 11 ..... .LL!\,; __ ~ __ _ 
_. ,.. 
_ ... 'ј 

+ iv(x,y) 

polja. • 
1.'11 аlше , 

" . 
у 1 "'l~ С'1. '1 аг' -'- ~ (..i..б.l. ~_. 

su • 
1 УС:,у Ј rcalno se fш:i!.:сiјо ПlOgu 

·.)т·,-,n b-"аV1.· '-1' " r"vn:'_ .' .. _._ V .... ~ џ .... 1.(. ....... 'Ј " 
'1 с, 

• 
1 v kctO fогпс.-! lliEi koorclino_tama • 

Ьvг_kоr.a Р.Ј.Тl1 -vrednos -ci • 
1. у - t "1 OCLGoV2.re.. ас -;::t. Оху 

U 1'- ,гЈ " .ћ_ 'ј ОЈ 

, 
1 + .. , с" 1·- ~-. 

.) Џо ~ ... (..o.. \1 u ravno Ol1.V. 

рТ'QСI.stаУlј а sliku -tacl:c: 80 1. 

.. ." 
Oi)lSlVC.CQ z • • 

l.l SVOJOJ гаVill 
. , 

&. l3-СОVI'Сmоnо \1 

с -;---t а k-ei УН 
. . 

II ОУОЈОЈ 
• 

r.з.Vill. 
.. 
ј..! IJrostavlja slikп 1·-·-""'1' ·0' -..1..--

, 
I . , 

1 IlЈОn 0'0' lilr ~·'~'-1.·o~ od o'Dlil~.~ ___ ._ ~СЛV ~~ • ~".~ ј. 'od funkcij () н • .. 
. , , .. " , ~. ..... 
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l','iozc se od јсапе tc -] s-tJе krivc do'oiti "ЬеzЬго.ј l:l'ivih l.! ako sc 

r~spola~G- sa bezbroj Tunl~(:ija Hazu..rnG • • 
Је l od rэ..zn.ih 

):гiviћ 
"-,-,, 
0.0 11""' --1 ._ .Ј... џ_ ј ОС~:П.и tc is-'cu 1:ri vu L izbo:c'or:! od(5ovccro:.ju6ih [Нll-

, , 
ClJEl ј;.1 • svo.ka -vl.~ecln.ost z ј седо Zi1QC110 ourCQjujc vr~dnosti 

, 
l у , а QVC 

, , 
rOCl дљ ја 

, 
СО 

da јо 

, 

OQ'-O\'~--~J"lr' ,L", I c' . .L"(."., \..,-,~ \t--.."'lQ-ПО п-t;i • .L...... ....._ 

" , " . н,. ,",... l "1 а .1 ..1.: __ ".'-' u од. z • 

us10yi Е1С1. ;"1 , . . ". 
ZD.iJlSl"Gl 

\i (Z) ? Alro 8е 

• 
l v f11nkcije ,со SO то-

ј3ай SfJ postJ'iТ1ja зlСCLе:СG . -'- -" 
рЈ. vЭЛЈ О . 

sашо оа z 0<1по 8110 kace s О ЭГ10 

odc;ovor па ovo pi toollje ,:) О 
'_-L -

, 
СО вс do ро ZIla-t;Оg u OVOIil БlнсајН funkcijo н(х,у) 1. 

у(х,у) 110 Боgu bi-tj. :proizvo1jJ.lG • 
УОС сlС!.. I:loraju ZCJ.dovo1j ava'l;i CE'_иcl1y~ 

Пi сто.nn-ОУс.: ј aclIlacine ~ 
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је па slede60j s1ici,so. које ве vidi da ве,по. primer,vektor mо-

" raz10Z1 '[-;i dva pravca: Б и ze n~ 
с. 1- pro.vcu vel:torc. grад_ и 

, 
В2-l и 

~ 

в pravcu ирrо.vпош '1 ~ vektoru grad и 1 t.:.;,. • 

Ako ве во. х- оzпо.Сi иьао izшеdји vek-

tо:го. grad и gro.c1 v ,'сад.а intenzi-
, 
l 

teti ovih projekcija iznoBe : 

В1= jgrad v! сов ћ 

B2=jgrad vj sin D - Igradul • 

3~ No. ОБПОУи аоваааБпјее; iz1ago.nja moze ве .zо.k1јпСiti -- .".. д.а vektori gro.d и i П, i1i grad v i В 1, kо.rЕЈ.сtеТ'iSи neana1i-

ticnu funkciju и svim tаСkfuЋс. komp1ekBne ro.vni и kojima је опо. пе-

ana1iticna. IBto to cine i vektori grad u grad v. Bi1imovi6 . 
, 
l 

sшаtrа da је zo. proucavanje neana1iticnih funkcija pogodnije ровша-

trati vektore - -i В/, umesto vektora с;rэ,сl и i В, i1i grэ.d v 

grad u l grad v , jer ве рrеша njimo. moze izvrsiti k1asifikacija 

nblma1iticnih funkcijo.. Tako ве,па primer,mo~G formir'ati klaBa пе-

1 't'V 'Ь f 1 " 1 ] 1 "Ь r апа l ,lCnl ип celJ о. .'.:ОС "СОЈЈ. u.gao u iZll1ec1ju v9ktora 
, 
l grad и 

~ 

в ima Копв'Со.п-Спи vТ'еdповt. Ovde вс РОБеЬпо izllvo.jaju dva tipa пе-

l 't'V 'Ь r· , " e~l(l_l lCnl .i.UEl.;':Cl .. J О,: prvi ,l~od. ko ј ih ј о uc::.o 

gi ,коо. kojih је иБО,О S' = О (Б2=0). Ova dVE ti ра obuhvataju пеа.nа-
, V liticne funkcijG ko,je Је proucavao Frechet i lшје ви pozno.te роо. 

lmеЈlОШ "para-o.na1i ticne" funkcijG. Upravo, FrechG'[-; је ove fUJlkci-

је l1azvao fашi1iјош "Р" i fo.mi1ijom "D". Код, njih voktor grad и 

fikвirэ.п prUVD,C. Fo.mi1ij а 
, 

'е u 

, 
l 

"р" obuhvo.ta noana1iticne funkcije 

, о. fашi1iј а 11 D '1 kod lcojih је 

u:;::F(x) i v=yF 1 (:;:) + ~(x). ]~ako se moze pol:o,zo.-ci da familijo. "рll 

рriрадд в1исајп k:;дD. је 8 = 900(в1=вх=0), В;:>=Бу=v/(у) - и/(х), а 

fшniliј а "D" kадд је g = 00 (В2=Ву=О ) , B1=B
x

=yF" (х) + f / (х) • 
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rc:cl i zvodc.. ;:."'.re olo..rl1og 

• 

f ' .. 
иПl"С 1 - r-.. .-, ).. -Ј '-- ,-l ~;1~1-: .Ј-1· CV 11" ,.__...... ...1.. v Lл , 

( ' . 
:,reo1arni ро1iпош l.i 8 "-c~-n-" L.~_) -'--~ lJ . .J:J~- ;...~ , Ls v • 

+ .;; C(z) + -2 z h(з) 

. l' l"J"'" DI'OlZ'Vn JIl~ ~-,-: 1 '~'C"1'-' .... '-' '-' '-.1.,. ___ v_ ... _<..; 

:t .J~ • • 
.... , ."- i : 1'" 0::-' '" О '--\..; ____ ' ~c.._ 

• 
1 ~r"'~" --~.,." . '-'- \..; ...... _I~ ~ '.!.. Ј .;. \.... "ос 1 :I_nOI:iC: 

" 
-")-0(' .. ' D 

-п z ТI' (z) 
п 

-
po..rcij :"".11:10 l ' п • • 1 

T'~ -" 1 '"1 ~\ c.l~_l.....:rL.l.l.C_J '_', nl.....: 

, 

ЈО 
( ,. " 

','. "n-"l :; ) Ј..- ....... 1 l--' . 

('", 1 ') -, 
с ,'._ .--, .... с.,_ ')4.., -" ,. о .) 

, , N
' 

" 
. -

НЈССПО 
• 
1 Y'O(i. 

, " " . 
Ј OCLn::.Cl!lC 
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0(1 од0.1i tiCHosti, 'to вс oyi ро1iIlOшi mogu c10fiHisati i ko.o Hco.nali-

ticne kошрlсlCSl1С funl:cij е v " _ • 

C1JO • 
ЈО o<istupanjo од. alla1iticnosti 

rг"""'l redo.. 
0'-' 

Voktor 

, 

ЛUll';~'-'l' Ј"'" 1~0'" 1 ..... .1 .L:_v (..~ ~'- 6 u ..... reda ро1ојnот • 

1 "t· 1" . .:;:\0 i:ШГо. cas иро.nЈ о. ро Ј о. orZ1nO 

оnо·-

~гоЬ1СПl:l ., • u VOZl , . . 
Э'стиЈ anJ ста i1uido, svo-

(li , ug1o.VIlom , brzino -V 
• 

1 
, " 1 

prllJlS . .ro. u 

" . ".0 Ј tClcki strujl10G ро1ј о,. • 
ЈО, u. slUCClju, slоzсшо 

ро тј о i l;:o..ro.ktcri sC'.no Је vrodl1ostim,:,- kojo u 'сот polju . , 
1fi1O.JU -div \ 

• 
1 

~ 

rot V • Najprostijc i no.jvi~o р:соисоно ро1јс је Lap1o.co-ovo ро-

1 . 1-" ,ЈО zo . .. \..ОЈС ;јС 

(15) 
~ 

div v о 
• 
1 rot -v - о 

i kojc O ~pO~T~-~~ рО~-~"-јСii'-)l~о~ 1...'-0 V < ... A.L '-'. 'Ј \..; 1 _ '-Ј ,.... .1.1 1 .... strujo.l1ju nest i §ljivog ~luido.. u slu-

V • 1 
СО.Ји rc.vc.ns.r:og 

oblik 

i iнсlсш'i:;iсki 

роtсшсiј [йО1:1 

'о т' "1' ј'" 'Ј- " г7 ''''~"""'I • _. "-'... 1I.:J ...; LI џ_Ј . .r.....; 

(16) 

С'! 
" ОУ" 
~ + ,t, О • 

oz оу 

S" Z 'r "уо1 ~ -·n" . Loc ,_,,-:.U ' ЈIч' 1....:. 

orzi11': 

, :1 " , 
'1" -'ј' "'1' Н- Т1" џ ..... I~~ .L ,--.l.,.; .... i.J.l :....~ 

у -
х 

v • 

, 

• • ~ ,~--. 

РГ1ШСГ U :caVn1 (јХу, Ј CClno.C1HC 

, 
О'! 6У 
у " Ј. О .. - . 

О::;':: су 

prvo. strujnoli1 fl111kоiјош 

Cve 

v -
у 

o't' ---
оу 

f'unkcijo 

- -,~ 

о:: 

,..., ., , Q ..--. 
,,:) l '... i:J L • 

(15) • • 1mo.,j1' 

i ClrUgo. 

- . "'11"0 ,_ 11 
v • 

8С prOllcc..Vo.nJ с :9otoncijc:.1nih r-o ... vr:.nsl:ih s':';rujD.Yljo. l1os"tisljivc,C 

:flllid.a svoc1 i по.. iZl1:'...lаZGпјс fu..nkcijo. . " Ч' 
• 

1 '+ 

(16), ,- l"У 
:-.':С" :'" ..... 10'lv-_ '- ___ u .ј. 

CC-~OYC 
.... ", . 

.Ј CQn::'-С1Љ} 

,"о" l' ~ u v О Ј ",11 us10v 

с: " . 
:_ '-.Ј 

ЭС'~ Od[)ovz.Jrc..jllcim G"c .. nicl1im uslov i пС':., о. drug:...'_ в:, 
" 

CLO-

--" "~о 

Ј СЮllо.С1ПС (lСј) ilJQjU isti obli~ 

. ::\' "..:: ... 
Ј GО_ЙО.С.LдС 'ЈГ '(:'! ,-,-1-''''',[1 ..: '''''''';u l),...J--..,c,o~n I v ::Ј !.Ј ' 1-"_1 '.)\.1' "- ,-.l. ~-, ' __ О --џ "'u .... - _. 

• 
1 

,-1= 4 +i 't' buclo 'Ј"'" _О, . .., ,.., -; ... - -; (' П ~ 
~~.1.J.,--~ __ u_·..; ~'-_ о 

_. 1 -. 

'''и~ "C1J ~ _ .1.';'..;.'- ,-_ 

o..no.liz'l:L sc 1.>:)--
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risti tE:orij~"\ ЩlО.1i 'cicnih flIn:c:cij 0.. 'i'iпю l1Cl12.l1ikc. [1 uidc. ао Ь" уо. В11[',-

с:р c.r с:::с ~x:o ј i - -" v '.'. '-о 

omogucuJo U.sраsло rcsc.vo.nJo vоошо. vO.z-

nil1 i 1;:omp1il:ovo.l1i h рТ'оЫсш:" i z 
, ' , 

S "'r'" ~'lJ" v t.._J ,-.1. L.. 

~-1G(iјu:i.Јim, зс.vгSоп f11.1id 11С postc\ji 
. ., . . 
l UVOClJ Ol1.J О OVO lZ n 

o'-~ 

• 
ЈО 110--

vгi:;lоzпоsti 
• 
Ја јО,Ој П1Ql1јс pril1vo:b1ji VCl Ј cr • 

ЈС 
.,. 

rot v оа nE'~ 

• struјClлјu ГО c.ll'log fluidc.. Vrtlozcmjc cH'ol: postoji • 

10 prl l во..то ШО~· 

" 81 ['.1)i ј ој ili 
, v , , 

То 
" , v .. - . , . ;zrc.z0110 u Ј о.ООЈ шоrЈ_ • Zl1C:CCl БО prouco.vo.-zc [" -с' о <:1 :Ј_. _ ,~, 

llјо poljcc brzi до 

'')rihvo. ti ti 

fluidc pcsradstvom ~c.plcce-ovog polj~ тo~c 

prib1izaIljc , , ' r'-'vn r110 n--l i.)V <...... uV. ovo pribli, 

ZG11.jc do..jo sC'"svim pril1vo.tljiVG Т'сzul-/::;о:!;с ZQ. LJro.J.~su,o.li isto t ,.,l,O ј'"г\о-
,-~.J.'- _~ 

'" t' Z (; CLOVO S Ј. 
, 
l ао "'h '1'''1 "","-"" :"'1," ',~:I' РОџIu,':,)цl Z,-__ ,- JUC-.:_"'-L.. О r,Ј.Zl1iш vоliсiПС'ЛQ Јсој с 

v 

јса110 odrc(i ~1 опо 
v 

s -truj с-...п..ј о . " "ј ..... -'-' ,_о. OS110VU оуоьо. mozc вс izvс:зti 

pclj·:) ·bT·~zij]c l"oC'..lnoC; flUi(lc. ,ГйD.::'1.ј (ј i1i iriSG, " OCL '.' 

v , 

stllyCt od ]~c..plo.ce-ovo::~ ро1,]' ~\. - , оћzirоПl ао.. в.: z .:'. рrОllсо..vо..ПЈ с L[Lplacc~ 

ОУОь polj cl ПlOе;u lиТ'i o'ci ';:;ј, C'l1C'.li tiCHG fUl1kcij о, l)rirodl1o ј G bi10 procl-

Р ~ ("< .,- <'"> Vl' O'l' v>...: L·. '. v • д.о. ~)OSLojc 
, 
l ·'-.-,l,....,.Т ..... 1-"'om.'"\-1 C;'-С'l1С' v<....._ .... v 1...; _,- 1--'_ Ј_ .... о F'O шоги kori~ ,о ~ 

r:i~Т"1""nП oVl'h -~-.::;·1'"cvi-·l~ i _L_V!..Oi'-U.L ~ _ Ј UL:"l <... _.1. <.--. _ onih lrojo oclr"cljuju rC\v:O.l'lSl;:o potC)ll.Cij L'.ll'lO 

'311':' funkcijo. 

, . 
s'cru,J 1'l0[~ 

, .~ 

:'-,l --, '7 ,-. 
_ • ~ '-, .'-Ј '--' 

, , 

flHido. 1)0 "~ Z'l' ~ .;:. ~, ... L. ..... U U 

, t' с У{' '-'" -I"') , ....... , __ ~U ..... -L 

ВС 'icl:'cor 

• 
l 

(
~. . _.- . ~ 

polJ.:'- OCL J.Jc'..plc,cu-оVСG polJ о.. ). 

эуој о fizicl;:o " , 
Zl1C\.COl1JC. 

Рriшоснјс вс с1.с.. ј G 
, 
l polj с vc2:torc. 

--ь ,il i J.;:oIl1plc~:, 

-" ' Ou.S·CU:po.l1J O~ 

, 

ЈО ус1iСiпо. 

, u opstlJm 81и-

, 1 
.-

rJ О~:ЈСllО ро1јс 
, 

Jcr вс lZ 
о.., V • 

JCC"1 n ClH' _,-- L • _ \,.;: (9) d.obijo. 

.,. ...... 
tliv Б , rot Е • 

-п 
Ь Ы6с Lс~lQСО-ОVО vo1jc S:Ј.ШО 

. .J.c..rV.ol1i ј B~-:(j f"L1.1.'11cci ј с " Ilеcl.јutiп, 'OVO нс 
v , 

ZIlCCl 
• 
ЈС 

, 
l 

'! 'п-' .-. 
._--'" 1. Ј L: 

, 
l ШОfТ'U do.. не budu u 1)ОУС ZC'.110 

~ 

Ч' 
, 
l 

i ро1јсо brzinc 

Gvc CCvC 

Co.llcћy-·I~ i оmс.Пl1-
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cvim 
• _ v • 

Ј сdIlG.СЈ.паш['~. Ј
· . , , ,..., -
~ <...,lffil",; , ро1јс 

, . 
brZlnC • 

Је .Lc.ulo.cc-оуО 
~ 

ј odncJ: i1U1i ЈОУ' 

monijs~co funkciju 
• • 

ро, а е l 'Olln'cIC i Ј''-' .l _' -' _ <..-. '" Ј.': 1.1 ! '-L "'t' 

О ' 2. U псс,тоdопоn1 rc..du 
( r 'Ј --.. . .- - , jol1lrJolilco, ,'-' 

-:s U 1., Ј'Пn] '-, l·sn ОТ-] _ ..;;~\ 11,',_0...:;..'.: ... _ 1" 
~ 

O')ll' l-и z ~ r Ј.;" :..Ј '-~ izyocl..jсп;јс 

• 
l 

ј}оlје S~ШО Ol1do . 

sprosnutc 

• 
ЈО 

'Т . r Q~ol'~- 0"0 ~\ o..Vl е -Ј.-.Ј u .. 1..,.. i.:.> - ..Ј V fjoclnn.cil1c sc ОУОЫ рri1ikош lПоgl...l sV;Js·ti 110. oblil-= 

(lБ) U+iV -

su 

U 

V ~ ( 

_(~.2 + 
ох 

+ lJ ( е:" V +i l' у ) (r-- Је ~y 

ОУ 
" ...... ..tl.. + У., -'-' -:' + V ---

Ј. оХ У оу 
._~~ 

jt 
i-" 

~ .:...' 
" 

ОУ 
,-у 
ot 

, 
+ у .оу у + 

",,;,'" ..t , ... 
.:.... U .д. 

Оу,_ 
" _О 

О"Ч 
џ 

• 
.. _ v • 

1 " 'L' • 

to so 

Је ПО. CSnGVU Ј СЙП:-.Сl1.1С \:Ol'1"Gl11Ul'u(j"{;:: 1 

• _ v • 

Ј --'с"п-с' п--...... __ t.~ ......... ,- __ (Ш) 

- 2 
.\, " ..•• : ~) 

оу 

• 
l 

v 

шоzс N -'Ol' ''''''-:-:l" 1-:10 1 ....... ..1: 0::1 '-о v ";,1..L-~ 

Ol.c' 2-
ох 

, 

) , 

) • 

zo. vrtloz 

, 

[ 
, . 

i°'?j 
, 

· СЦЈ, '\ U+iV" (~~ 2if< (.~~ + • l 6y J - -- -,' • О;:Т r-. ,,1" 

Ј ~"~ 

! 

D"SI1" str-"l" "-' _. ,_..... ~ О":· v ",-, Ј', ,.. r ." ~~ c'~ l' 1--' •• 
L: '_ L.! 1.,<",. .\. .:.. \..Ј 

\ 

"Оl'С": "t ,--1 ".-, ... ....- ,:,) <.-. V и ..... 

-
а

· , 
Г'·'-- · .... ·'-'1 .. .., О _0...1 llI1l!._.~_J ..... од, 

, 

1 . t' V 11 (; ::' Il ;':"._.l -l с 1.1. е 'С'и"11"СЈ' Ј' ' .. ..!... _.~ _, L; 
'.' 

-~ ..... ro ,- ·,·п '-"-' ,- "., 'Ј - о',,, .i: ..... ..., "-' ~- "----' 

. .,. 
~.., -<- """V" --l u V\" ...1.. U Йо. је 

Т, 
,Џ "" (Li+-iV) • 

ЗС U obzir ;Jtokos-ovc 6.0. • 
ЈО 

• • • 
~--гиJп"'J " ,;Ј u ', • .L.. \:;; 

• • • -.., ..... -'n
.L •• ~..L ... 'V cl flllid уоото.. visl:::GZ,J.l1 i Г, п ... 

--~, sи si.10 i1l0GU Zo.110li1CtI'l "Gl 

.'-" . 
L'--'(,'-' Ј-' '-.--<. __ , l,; 

('-'0 Ј" ,с. 

о Й:й(.: 8110 

• " 1 
со и',)''''' ", -- ,--- --. ... ):) 1: .... -'- V..L , . ..' -,,,;,). 

u оћli].СU 

f(z) 

') " ..;.; ,-, 

• 

је fUl1l:c i ј с. 

.. .. О 
• 

l 

:.:'..l1:.:'..li-

.--, " .. 
LUl1XClJG 

, 
l 

О. 
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ICako 
, 

Је ,. gde је 

to se konacno dolazi ао poznate jednacine - -
d 'е +aQ'a а Ј v 

• • .0 , bihE,:;"E1onijsks. f"t.шkсiја. 

strujl1a funkcija, 

~coja goyori 

3? К.УоТ'опјес (2) је ргiшепiо vek-col' v 

па proucava-

l1је izvesnih svojstaya po'i:;encijalllog strujanja stisljivog fluida. 

U ovom sluca,ju us10v neyr'i:;loznosti i jednacina kontinuiteta, 

~ 

(21) rot v - О , , 

dovode ао sledecih veza 

(22) O~+ " , 6ч. О',; (.' 0'1) ; ~, 

V 
.с 

V = • - " .- - '(ју =- оо ,>,-

" О'" , оу , 
у ~ ох ~ д , 

u kојiша вн 
, 
l potel1cij 0.1 brzine i s'trl.ljna i'unkcij а. Gl.lstine 

• 
џ l 
" oclgovarajl.l brzinailla 

, 
v l v = О. Dak1e,i u slucaju sti-

о 

;"31ji vo€'; fll.lida problebl Бе syodi па i z11alazenj е il.lnkcij а 

posto је odnos pOZ'1at iz l.lslova baro'crolJnosti 1:ао i'l.lnkcija 

brzille. Аlш Бе zaneEiCJ,ri l.lticaj Бро1ј asnjih sild, "сайа iz :berl1oulli-

. . ~ " . 
Ј eve Ј eC.r.l1.aCln.e 

r 

('СУ.Ј 1'12_0 'ј . + ~ \ . ~~ 2 
с· 

sledl.lje оа110Б f "" .! zaVlSl оа vrsce 

l):rопеl1р stanja fll.liCa za угеше strl.ljanja. "rakc'j спо l.l obzir do1aze 

c!vo. terrдoclinal11iGka l)rOCesa: 

зе iz (23) dolJijo. zJ,visnos"" 

(24) 

l' -'l' '~b ' l' ().CL Ј -.::А. а L 83:1 , / 
,": 

Р \ -

.' , ) 

, 
i 1 - ,, , -

izotermski, p/~ = = cons't. , za koj::' 

koji iz (23) sledl.lje 

, 

• 
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Ovde Је sa о oznacena brzina zvuka,a sa пјепа 

vl'ednos't; za v = 
о 

о. Za izotermne prooese Је 
2 

о = рј, .- , Р ј ,С' =oons'i:;. 
о '. (, 

2 
с = а za adijabatsJ:.:e 

р - • , 
"-

" 

" (~·'2') Iz ј eclnaoil1.a .:. se vidi ([а 1:oblp1eksni po'l;el1oij а1 

с;,' + i 'у пе pred.stav1j а 8l18.1i'l:;icnu funi'.:oiju Ј er llЗ-SU zаёlOvо1јепi 

Ce:o.cl'1y-Riemann-ovi uslovi. Ј?rеша tome ,IOoze зе iоrШ1 r2..t; vekJcor ',-~ 
Ј.Ј 

" odstupal1ja оа ana1i tЗ-споs'ti funkcije 1~ •• 
\'1 ,лОЈ1 се istovremeno poka-

zivati i ods"cupanje po"cei1o i ја1ПОб strujnog ро1ја s'i:;ii31jivog f1ui c~a 

ocl Lap1aoe-ovog ро1ја. Iz . -, "". aGCl11a01lle (9) i vezo. (?2) dobija se 

(26) Б (1 -
1-- :::---

_:"'.) v , , , 
..... 

11 
l 

, 

odak1e se vidi ([о. је vektor Б uvek kо1iпеаrап зе, 'Оrziпош s"cruj а,-

Г,је', sti:31jivog b2.ro'l;roPIlOf'; f1uicla - . i ([а пјеgоvа velicina zavisi за-
,~ 

::r:o оа il1tcl1zi-"ce'ca Ьгziпе stгнјаl1ја. Vek"cor је uvek raz1ici'l; ос1 

!1и1е kacl gод. 
, 

guэ'l:;i l1а рrOi~еп1,јi vG.. 
_. .,~ .. • • _ v • 

(~'1) , Је E.or1SO еПЈ ет Ј eClnaCll1e 

iz (26) se l:il;:o П8,lаzi 

div ~ 'Ч' \ ( D ." '\ . - - ---L..:.. - .' 

~, 
(27) _о;'" _~ 

.- --rot ~:.) == д I( 1::..:: I v , 
L 

...... r • 
џ, .... -: "71 г· ,о. 1 1 -, е 

..... -- ---.- ..... v --Ј 

-~-

Ako је cliv U :;;: с 

о', • _, • • 

, 

.'1.., ..... '.' , - , I 
Ь- v..u. 

.". 

J.iv В 
, 

1 

'd ' ~-,-....... Је 
\,) (..Ј.. С.. • 

• 

-,' 

7'0"- Ь _ L 

, 

llе ЫОьН istоvrеL1епо 

ро'сепо '; ј &1 ћэ..гшопi ј sk~'!.. 

;': UI1KOIJ а 1 istovrebleno :Ttruj аl1ј u stibl;jivog i nestislj i VO~j 

fluida. U ovom зlисаји 

зе l:Lnije 

зи velcGori 
..". 

V = 

, 
1 

(' 
... =const. 
~~ 

БГо.с~ \.f 
, 

1 

pok1apo.ju. Кс;Јш је 

uprav1J1 

" 2, \ -f(v ) 
. с· 

tili ве i lil1ije v poklo.po.ju so.. ргеСЈ:..llоcLlliш l+i llijamc.. te sc 

zo.kljucuje аа је 1)o~,... ... · z '1"0 ..L +.,.(.~+ L~ . .I. је йа postoji вата je~il.o takvo 

<:":-"-'11l'~'lЈ-е а ~o ' 
',) U~, \...~!.. ' .. А.I. ',' !.Ј Ј е Т-Ја т:;, Ј' I' ---.-_, .......... -'-'- .. 
'." . - .... :1 ([' '., .Ј 11 ~ ~~l зе o~aZJ. C~O POZ{!Qcog za2 jиc~a dG vr-'-lo"'" ;п v Ь',л..L. 1, 

":,...,--1- , , ••• 

. L.:. ,-,Qve'cne s'crHJ:i.'21Ce 1 еIcvi·ј)оtейсiјо..lпе linije н sluco.ju sti sl,~ii-iiog 

i nesti~ljivog flui{Qo',~oterLcijal -
Је i.sti а s't;r"Lljne f'ul1k.cije zavise 

- , 
:Ј OCLl1E~ 0(1- д.Ј:llр.;е о 
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-Ako • 
Је rot В - О tD.cla ј е hOJ:'IJonij ska f1.ll1kcija 

. tovreтel1O od::...·-оv2Ј:'а st""uJ' еnЈ'и s -l;ii31Ј'; YO,c~ i l1es'ciG1J' i УОа"о f1 uido.. i ~SJ ~ 

-Us10y za ovo s-i;ГUЈ,-шје је paro.1e1ilost yektoru v-'-rag v -о".") 1 
• 
l 

odak1e neposredno зlейије ао. је potel1cija1 ~ =р(у). Jedino ро1је 

koje zaG_ovo1jo.yo. О'1ај us10v је ро1је оsо.ш1јепоg izyoro. 111 роnога. 

• • ;3'c-rujna s11ka Је i sta u оЬё: sluc"-ju,a11 brzine n1su iste jer lТй se 

l)otencij (йnе funlccij е I'o.zlikuju. 
" 

4? Iz d_osv.do.snjeg iz1аgсшјо. о s-t;гuјаЕјu s'ciSljiyog 

f1uicla yidi se ас. 1.1 орв-сет slucaju :lul1kcije • 
l ,,; 

ч" т l1isu hагшо-

11ij sl:e. Иргауо, sval:a оа njih zad.ovo1.j о_уа ne11aeo.-r l1u ])DJ:'c1j а111и ј ес1,· 

V.:'I :ј '-' •• no.ClnU cLrugog геаз_, ClJ е Је 
v • 

геsа'1ОДЈе 
, ... 

veOillCl o-cezc..no. Zo.'co su оа 111-

-ceresa 1 рТ'iЬlizпа " . reSOllJo. 1roJ' ., _.. с... zo.clo'101j ауо.ји postav1jene us10'1e. 

. - '/ . • • 
Nо.iие, iz Ј ег. п ---; .-- 1 n~ . ~_ ....... \.Ј_, v (:)6 ) elec~иje dз_ Је ve1ri'o'" ",),.I.Џ .L srQzmeran l~rQZU 

. ,. ' 
l К<1С, је odl1OS Е10.1 i ргеПl[)_ ј еёLil1iсi опао. зе оп ыо-

ze za.nemo.ri'ci. Jeclllo.cine(::>4) i (25) pokazuju дд to.ds. Пlого. b1ti у/со 

та10 ргеш,-с ј ecl1n1c1 te З·Ј od,:os / ' t I с 
! ј ~. 

ИО~G ruzv1ti u гей uo ste-• 

penima у/со. Ako .зе исот rccz'1ijo.n.ju zudrze зато ргуо. ауа с1аП<1 

011д_0. se u slucuje dobij<1 du • 
Је 

" 1 ('1 ·2 
1 - " - '" -) 

\( '" Со 

·odo.k1e se ViCLi а-· ~ J'~ 
с. v " Ј..) -ГПZi~l~Г~'l-l 'U ~1~~TO'1' џ ..... _ Ј.. ~ _ LI. '1 .i...J V 1.1 pribli~enju,izru-

zu 2 ? 
V /2c~ • Ako se оуај ko1icnik тo~e zanem<1riti ondo. 6е se sti-

slji у f111id pri struj аl1ји РОil<1iза-U kao Ilos"cis1ji у. Ustvffi"i se П<1 

оуај nacin prosiruje CLOr1011 ргiшепе o.Ilo.1i ticnil1 funl~cj.j<1 i пс: sluco.j 

struj о.пј 0_ stisl,jivo:o; f1 uic1a. Ј:(D.3Ш"1G зе,dоЬiјеl1El " . resel1Ja 

110s-t;iЮјiv о. ргiЫЕШl ze stis1j i v f1uid. 

• 
Ј.. ~.lro 

ос д' ..!-. ,~ , 
1'1'е J-L' 1', 1'1 C~~:~'CO • "U-'-._. 5 ~_ . 

, 
OCL110.s у/с 

о 

se ko1icnik 

0(1 ј ес1о.n) [tli 

'~l.' . 1 '-".Ј' ." 
V Ol/QJ o:~ 110З llL:' ce-~~yrcom 1 VlUСШ 

,- ., " 
ве, _ШОZQQ , !i.l0Z е 

d ' . . 1 о OOlJC: '1 ')0'" 0'-'11 • .......1: 1;;1 ,-_. 

оо • 

1"0 -- о .,,7'-""'- '" _ о, -~- <...-:. v <.;' • .1..1- ~J :..~ Ilэ1il1е<1I'пih ј еС'cl'luсinд zc. fUl1kcij е • 
l 
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o.ko ае опе 
.. , 

РО:ЈШU-СГЕ::.ЈU 1.1 raVnl , У .• A1i ali:o зе s 'cruj э.nј е ро-

srnо.tгэ. u rilvni ћоclо,;го.f::с -огziIlG, U koj ој su ј Gсlпасiпе zэ. If i \у' 1i·· 

поз.rnе,оnС .. а v/c 
о 

о'. t . . v 
nе. се-сух' 0111 1 Vlsem ste~ 

-i е?-"'" c"~ i ," е penu tJ ....... J._L-. -. ( ?':Ј\ 
---/ 

" 

пј о ОЛС.1i tiCll.ih 
~. , .. 
0"1""'OIJ-' ..L. '-_J._~.1.. i (.l .. u ovomo S.А.Сэ.р1уginо.. 

Оп је pryo -~ у- f' " 1~ .' vr..:..,.l..i.S O~·".: . ...L S<.-~O ј еdШЈ.Сiпе (22) 110. гэ."Тс'11 -, 
\ 

'.' '-' =-·ln v + iG , 
v • I '",' • 

lП1ЈОцZl~3v O~ZlilO а G llgo..O l-;:oji 011.0. gгаёLi sa Х-ОБОШ. 

ZC'c'cim ј с ume sto РГОП1Јп1ј i ve v llVOO novu proг-lon1jivu 

• .... v • 
l Ј cO.nc.CJ.l'lG (2?) 

(28) 
'. " 0'1' .. -_. 
60 -

,'-йс Ј' с 
О· 

К 

dv 
v + const. 

1 ," -1" ВУОО ло.. S eo.eCl оо lK 

о 

К 
6 '!-' 
'-
ОУ 

о ... - 60 , 

, 

( с- 2 . ' 
(v-2 , 

I 1 ! ~.) I - 'с) I • 
\ , , 

• .' 

-• 

Јосll1ас" ШЭ (23) nisu С;:С1.,с'~.у-Riеmэ.rш--О'\те i kошр10ksпi ро--, 

tencija1 'f +i 'У' u rO.vni o+iG п-ј ја D.nc..li-t;icll.c~ i'tlll1\:ci јп ра ЗG шо-

vZG f·Огrnl·..,....,· ... ·'-; -::TG,{,-I-or 040+-и·Г\.-·~lJ·~(2) од o.I1"11";·I--ir.Тlоо-;--i _;_,:-..Ј:> 1 ., __ .~ .I ___ V_ " '","_1I I...LC)v J..,.,~~. __ ...... l.. 1.... L._....t..v_-' __ uv_ v,-" ..c.u.n_,.'':ClJG. 

bij с. вс с10. ј е 

Б =(К-1) 

ЈЙ,;..kl~ se vid_i • 
ЈС оп 

, 
s~&zщеran lzrazu (K-l) • 

l 

сз-ыо ZQ г 1 -'" \.:;::: . Ako ае 80. ozno.ci l:гi tiCl1Ll , . 
(·......"Zll-j .--, • .Ј 1_ __ ,_~ 

zvukcc u is'coj 

(29) 

, v ~ • 
-г '-' С ;'''""l Vl...." ... ~\.. CV -('> lcc --: '-' О zo... izоtоrшnе 

prOCCGo) ondo. 

. 2, 
11-(Y/v ) : 
r 1 ... -·" '- .L\.....L ~ 

• 
ЈС 

. ' 
Б·саг..Ј а , , 

Ј. 

, 
РГОСС:Је l 

, , 
n\J.-LI 

ј ссi.по..lcо. brzini 



- 15 -

(30) к 

0><:+1 

2 Г 21-~ -1 
; 1- ( v/v ) -: i 1-'){ -1 (v/v ) ! 
" kr - i ';(+1 kr Ј 

u sluco.ju o.dijaba-t;s.l:.::e l)rОШGЕ0 ste.njo..o 

К&<1 ве izro.zi (29) i <:30) l'o.zYijи и rod ро s'copE::llima 

V/V
kr 

vidoce зе C~O. зи drugi C1o.l1ovi 1..1 tim го.zУiјаl1јiшо. sгаzшегпi 

i± l~olicniku (V/V1a) • Ако se оуо.ј ko1icnik nlOZO zо.пешо.гiti ondc. је 

-Г-1 А- ро. је vektor ]з jedno.k nu1i i f'unkcija t +i 't' је anаН tic-

• 
110. U ro.Y111 

~' 

ь-:- i Q 
" • Ргепш tоше, ()o.p1YE;irlOvoIO :netodom эе ZI1o.tno pro-

• 
• 

P-"lLlОПО o.no.1iticnih f'unkcijo. • 

CCreba l1ароmепuti йЕ'- ВО zo. 1(=1 cLobijo. zo.kon bo.rotrop-

• 
rll -1-' rl~m1;l' .1 <.... LJI. .. : и • Ipo.l" 

" 
C,:t~!lY6inovo uprosc С 1: ,ј е вс по '-O"l' - ~ .. J:i.....:,) 0\"' .. ]?izikom,jer сlо-Ьiјепi zakon 

b=O'Cl"OP110Sti pr&cIstav1j а tЭl1gеп-tu и proizvo1jl1oj to.clci izcl1'l;rop-

i~-;спtrорsЪ::[~ prOmOI"lc:' stanjE!. 50.80.. pri 

s'i:;rиjo.I1jl..l,kojD. и sisto,;'u Т1 _ -\С .- }!Т'сcLоtо.v1ј о. Gl::sponencij о.lпи kri УН, 
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',' 

I'RIl'·;-f;:NА ПЈ~АУ:'АL1-'Ј~IСI'Г1Н 

'i':r' "'t 1 l'јQVlег-ь О~ОS-ОVо ј е дљ::.Сino 

_о. _" • 
1.-':r о u с .:1.. v C~11 Ј О ravёJ..l1skog t " t'''l'' ';'" -, ~ -1 '"' ~ r, ~.......' - r'7-О rU(j c.l.-J '-'о д,v S ...L Ь Ј 1'V О;.:; f1u-

id,e, svodi ве 'cri sko.larnc ј ocJ,nc.cino • Ргуо. ј edllacinc, 

ја jcdl1o.cina kontil1ui -cctc. 

!сОЈ' ~ -- . ,-, 

, 

Је 

• 
1 

(32) 

OV"'J" 6v 
div 

., 
"- --у о v _. + -• 

О" оу А 

'. ' lSlJ8.. 1 zo. zo. у; SkOZ~.11 f1u'j Сс i u 

oznaceno projoxcije brzino - U ')r~vc'l ';П, п .1: <,;:... -' t..-. 

.... ....... 
ЈосшаС1ПО 

...., , r' 6 (,,} О v- Р , 

2 ... :' 2" • (_ Ј И) V - - - - -,-О;: 2 I '. У оу , 

, 2 
1) O(~ •. : О CV -: - " !Ј) --2 "<..) v + 2,' .. - "" - -0'- -' \; х ох :; ~ •• • 

. , , 
КО.Ј ОЈ 81..1 

, 
OSD. l 

ј осЈлv,сiпо 

у • 

V_,,... 
~ 

]~oje odgovc.ro.Ju uot;:.lj ОНОL1 struj .:шји u ро1ји l,ol1zorvilti vnih si10., 

dV:;I ...., , ) 
~i..j,.. .- -

O~= / 

- ........ "...,,-.-,-, L' 1 J)I.L V_I-,:) '-о. !..., . ' , 
Gl:i.S-Сlnо.. 1 

" 

" 

, 1 ~ . " , 
"0'1" 1C" l 'п'.:.\... ~J. __ 'о I.JЈ. v 

O ~n'lC"n .~ (.... 1...,.: .ј о 
• I .., 1 п-'-: ~', 1 ,..' 1 ,,- -, т__ .1. uv-'.c6_ vl.,; u 

, 
• 

• 
6v,,.. 

"~ , • 
ду • 

(--'5+1· ~,~ '-, ll. v ...... С. i kooficijont viskoznosti 

eije brzine i -, ,.. 1 у • 

1'1 ui д. i~oio Ето.. t:г,:-..-Сi i1Gvi a~:o Zl1iш, опclс;.. ј с ko Qfi~ 

e i i ~--\t С .. \,;Ј 

• ~ v • 
- "('1-\'1Cl110 ,Ј ',.; LC .. с__ .!. 

, - 1 1 . -·("('·1'}-- Л-'! 1 'Ј :.; )-~ ~.1:.. l. __ L.._ 

• _ v • 

Ј r. .-', у, ,О, ,..., 111 '."'. 1.,.;,-_.'..1-: .. :.'-' \:; о 

~u ~"l+-O"l- -т- ,..,1_":; )..) <-'. L. U 11 ,_: .. v ј.Ј -<-'\_-,-

J'.'I~I,c~in~ ')r-'l"~" ,-,U.L _____ '-' .! '-' <...."-Ј ..... u 

l 
v • -, uc~ Ј .. ) - <-'_. t ", ')0 CnCl Ј" ",J10fТ ... ~~ о t ' , .. --о -;') <о S .L U Ј с--I1Ј , __ Lulcr~ovc 

ze.dovolj с:пс.: ,о.. kiпсIЙQ."сsli.;:i йс о pro Ыошс- GVO~ 

---- cLvcjU hсТШОl1iј5kiћ i\llll:cij~, • • potoIlcijo.1ne • 
1 

:зсгuјпе funlccij е. .;0 :c:::.,::.,vodeno dc'. ои ОУС С1У() I1.1nkc i је vczO.l1C 
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.... , " 
l1ih poljo, по r'''''1 -~- .:.) .... - koris'i:;i ti o..lJ.c..li -ti спс I Шl.-'~С l Ј с . 

2~ LJ sluco.ju vrt10~l1.og s'i:;ruje-l1.jc. vrt10g 2 (/./ 
, 
Је ro.z-

lici -Ь оСЈ. l1.u1c 
, 
l 

, 

ао J"cdl1e-iiino (32) 

,V 

VIse ~ ~? 0'- ~ 1 Ј' '''10 п ,;,--'.'_L 'Ј V r ,~,,- " џ.. oiJ1ik ii.l роlшzuј О trobo. ао.. 

ьнйе 
, , , 
, ~')-lJ11Ј ~'1 l -':.)Ј.: ~- 1..)1 ио 1 ОУ 11.j il1ovc: 

'1'1 ! ,-.. 
'h'd ' •. tl~ ЈО naClnQ,pl~VC ро у 

kошре-ti Ьi1поs 'i;i 

а (lrugo ро -.Т 

"" , 

• 
• izvocli d..::snih stro.~-

ElOI'C.ju bi ti raecljllSo'O-

по ј Gdno.ki • Zbog j~;CLHo.cil1C kontil1ui tc-Cc.., UGIOY kOElpO.-'сiЬill1оsti ШО~ 

ZG do. 80 
, 

'r, , 02 ':"'L! о с::.. l.u , 

2 u. V ~.-_ .. + v - • ); L! 
Z 0:-: ,т оу • 

u 

Alco SC fluia. " ll1QZC 
, " 

~ran'-r,",'-l '~ <-_ l.r <..., V 11.cvisl;;::ozniт, о l1d о. 

no·-ti __ со 

i pokGzujc 
, 

ЈО 

s -trl.lj o.nj о.. Q OdD.va.o 

pok1o.:f!o,ju оclПОSl1.0 

"'r'"'al 2: Ј.' l) '-~ '""-' 

1 ' " 1 :3 8аиЈС са 

, 
i . ~! 
~ - '--

, 

Је 2и./ 

, 

) о 

30 1il1.ijc 

fU711-СI' ~ С' ---- Ј-- od 

l' 1~1+:r>11ZI' t{':>-i-: "'{Ty>t10"''-' "...,~1r;: ~-V'" v ~ '-' v ,. _ • СЈ (.. LJ '-'_\...... Ll <..~ lл is ~11 vrecLl1.0st. 

-~·:cJ::o .., :::. 
'~ 

'" 
? ( , 
~ , , 'С о . ....., .-. 

;:.) ..... 

piSD.'i:;i 11 obliku 

, 
d61.r 
--,'--'~ 

оу 

ОЙ11.0ЗПО 1;:['..0 

(35) 
, 

" 06 , 
о L. Чi Ч) 0'1' О'У 

О -- -, - -,~ 0-:;:- -
ох оу оу 

, 
.> 

sc,f1uid 
v 

ElOZC sшо.trС.ti поviskоzп1m. 

-.,. , ' 
1'1r1 Т:;~--' _.<... V~-U 

v • "Ь ' .,'-' -.l'l ђ" Г, ....... ..., I - С' ,-~ __ .• <..".l; 1 ,~,--,u..L~ L.'...._ >.:1 ....... 
- ' nVOC" __ , I 

~ .~ 

4' 
, 
IZ 

• -, V • 

Ј С:СLl1[1СlПС: oclJ.10SYlO (35). т' 
Ј.>.. [10 

~сошрl i kOVC,:cl i Н " ' 
орэ-сст о1ис'( ,т Ј'11 Yl"r',:;lJ'I' ',->=! С. ~ Ј. ,,--,....,;:; v • 

S~ uslov kom1)atibil~-· 
" 

- .. 
ПС-.. DrZIl1.1 

=COl1st. 
• 
l 'f =сопst. 

• strujllicLJ 

nа·-

о 

f' U'l'-C"' ,; 1 ,. < _, 1 
...... ~и-

--, , 
:6CL-C О ;ји -ОС'. 

, , 
l~1·L.iCI'\....So.. 

р.:тtikнl з.rпс_ , 'ћ -G1J.. 
. -. ., . . ~ . 
Ј " "I1~Г- '''' "ОЈ" ; \.;(1. t...~ ...... ..LJ.lv.,.:\. ,_С O -i"'r"~.г"Ј'" n~ "'I'l' 1])(;'r' ..... ,.,Jv'...-· '...-_. I...!.') __ <"l ~J .! .Ј 
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" , 1 ' , l)rCQ'OOS'CD.Y J~ Onlffi " , svo ј G ·i:;vimQ. funl:eijc • NC'.rocito 

ј:.: OVQ VC.Zno "Ll pog1oc1H jc:clllClCil1c (34) jer вс Zl1:l ао. za sс..vгSсд flH-

id. potonc i jc.1no 
, ' . s с;гсч с.ПЈ G cesto prodstQ.v1jc. • 

CI '-, """-Vlm ,~, ,-. ,:.' dobru ~proksim~~ 

ciju,c.1i dQ. vis}:ozo.n i1uid по 
v 

rn0ZC 
, . . 

S'GruJl bT"zino. 

u 1i ter:::turi su ;;юышtс гс::.зпс spocija.1no VГСС,йОЗ'i:;i f'unkcijc ~ kojc 

• v 

zC'-сlоvо1ј Q.vc.j"Ll gornj G jcQl1o.cino,o.li је пјiћоv 1)roj yooтc~ O€~rc..l'llCCno 

, 
се вс 

, ' 
N~v'~ (">-'-1 .;..о, -..;.=: u_ 

dоЬiјопiћ па rc.Zl1C 

ВС'.ШО 11.01':0 "СО.Спiћ 
. .. 
Ј CG..l1C~ClnC 

v • 

(34) 

v • 

l1.:J..ClnC. 

Оsiш јсdПОSffiО1'пiћ ргс,vо1il1iјskiћ s'cr"LljQ.njQ. l' ',1''' ;; '.1Ј.; 1.... __ I.....t.LJ _.LJ. 

~~~truj о.nј а oko ове pozno:t; , 
ЈО 

, 
nlZ t Clcl:lil'l 

v , 

ГСВОПЈ3. 

.', , ., 
i:.i'GOc:OS-ОУlil d.оЬiјuпiћ I:lс'соаош Но..шеl-о... uVOCLi 

-!z:rivo1 i l1ijskc kооТ'сli l1D.-L;с.: 
, 

~ l ',' 

Ј 
r: Uё1сstс 

, 
Ј, у i роsшо.tгс. izo--, 

',ЈГОШQп1ј i vo 

то 0 ·'1 с. 7 • 

\ 
, . . , . 1 
~.. ~-'-'·l ---- 1 _,-о O.L Ll_n,---L ид_ 1. 1ini ,jc.. 

~,(x,y) 

" 
1 "·,, -,-...... ,-- (--1 ,-.• 11.,--,- l l.Jl -'.' .... Н 

+ -; 11' ( .. ,.. -\')' "L ~J._, ... 

--"" 11 k - 11 .'" .: -"11- ~', с! . Il ... 1 .•. ClJ"Ll ... Ol.,.l~"_'-' unG 

f"Llnkci ј О, 

ргошсm1јi-vо Z-'"'l'У - J.~-Г , о. 

• 
l п 

( 
z::..(~ovolj:-~vaju IJc_plo.cc-о"iТ":Ј. jC(':.llClCi nu i CC';,.иcћy~ 

", '"О l-__ \.. 

се 

ј г, rl 'Ј. <"": ;:.:..; П, .......... .L '--_ ........... _,--_ 

~ , . , . 
nпосгн 0.0 " '" 'Ј 1.J.,џ __ 

, ., 
:Ј 'cr"LlJ nl с с 

'~Г;! -Ј ;! .1-':- 0'-""1l" с О, IJ _.1. -' __ 1 ,-' 

0 '·0 ~. 
'1 б 

,-. "--10 ,:Ј ,_.1.. 

роsгоds't;уош 

оо. 

, " 1 ',)n-·-,·",'('·' -:о . по с'-. __ '- v , ___ ~_ .' - ,Ј . __ ..L О "·1""1' " ДЈ' ~ ,1 l' ...:; L·_ \.A.,~ '_. с...,_, '-._ ,,~.I_""'1'J· "'''Ј' С' ..... V.!.. I.A. '- • .1.~ , 

10- ;';-.1' о ul::-01l" ~7-0 _ ~J.I. __ __'1.. 
. 
ЈО о. Э:~:.rJG 1 , " 

Ј " IJ. .... ~ • .., ~ ...... .....-.• :;. '-~U 
, , 

Zo.YlSl 

,""", од.. " .. --... '-.-

1 
v • :"":("\-,'- :~ 11C·1-U . _U ,1 ,-'_ .... ~ '--Ј 

,-ј Hi.": i 

" , 
'-, " '" . -".' 'Ј .... (; 

1 dol)io Йc~ fiU to logo.J:ito_lйokc spil"'::lc kojc u spocijo..l-

1 " ... 
U 'or:"On'G'"lC"" ~"- .1 v .L. !..!.I..;. !3'T'Ur;OVc iH u '').,.. ..... -V .. , .L '-:_ ~ 1 ; 'Cl' 'Ј' '. _.1._ t "-' • 

( С, ) 

О \() 
Бе:оп ЈО uopstio T-........ ~ ... "..l OV !.1.(...!..:.!.о...: __ .... " о со .!.. 'u'p '"' 1-,Ј ' .... \Ј <.-.• '.>-- - prodpos·cQ.v1j С'.-' 

..... 1 _. 
IUnLC1JCL 

Ч' = + с Уј 
1 

.. , 
-," .,3..:.:0 Ј с 

, . . 
,:) u..L . ___ .1-, "'·'·"иЈ ;",,] о . . 

, '0 1 -., 
_С'_ _ '-' .. 

izro.zi ti 

, 

1 ' . 
("· __ С' -ОЈ' ... ) 1. .;:,:») _ 

• 
lZ 

" 1)ГСО,--

V ;'1"lO;';'101O' ~ Ј_ -~- О t . - ~" 
<:" ~" - ..... -: 1 ,;, џ recJ _Д] с. С С," 

i :potcncij 0.111013 , ' . 
C'~'"HJ "'1 Ј- ~, '"-'" u _ .... :.Ј. _ '- , 

• • 
il]lШО, 

1 .. ' " 
О "'"' ..... -" -, -'- --. '-', ,-' '.- -L '1 '.'.,. '., [ •. ,,' Ј 

С) '-'-- - ~ --.'--"- ОЈ -"--0- • 
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, "' 
Ј08 гluСо..ј ЈС 

strujnc. fun~:cij,::" оЫilш 

• 

, 

gdo 
, 

ЈО m pOZi ,ti УО,l1 .. , 
аГОЈ, Bcr~:or' (10) , 

.ЈО 
v , 

rG~Gn'Jo 

i' ( Е) + f 1 ( ~ ) • 
\ 

dlode6a J~lasQ t~~nj_h rc§cnja dobijcna 
, 

ЈО UZ p::ccdpostc.v· 

lm dc. vТ't10g 
v , 

sll.lCD.J 

~~ Ql ~ ll' 
.Ј.. '-~ џ. 80 

2ц; 

=.cons"'c о = 

7)0 8IrJ'''' -1-...,...- .... ' 
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~;:-xи2nO • '-.:1 ћ с1; 1;'"':""1 Ј i 2 I . .J,-_ >"" ___ о.:.; _ , l:oj с pr i kc..zuju· РГQПС111.l ртој ckci ј о. • 
1 

od r • 
1 l"cclo.. од.зtuрс.пј Cl , vidi БО 

11~ i stоПl r:J.stoj~l1jH ой izvor~ 000 projokcijo brzil1u rO.8tu kод ос 

l:'C:d. ods ·Ьпрс..11.ј с. povo6o..v:J.. rc.dijc..ll1~ Ьгziп,:" rC'..otc lillC е.гпо 80. 

п с. Icru~l1:J. e}::sponcl1ciј c.lno ,to ZCl усео vrodnos'lii N S 'Gruj l'li с о -

. " • • s1')i 1"0.1 с УЈ.Бе pov1Jcno .- rO:OI1 :t .iJ .ш. ..... ~ llilU-СТ' ().Зпј osti и ос1110эи по. 
" 

• • 
J~J.JC 

v .~. 
r 1-

(ст/81) 
I 

80; 
I 
• , 

БОf-
I 

I 
40~ 

20L 

\ . 
\ 

Spi ГС.Је којс odc;cvC'..rc.ju ро·GСilсiјс..lnош strujc..l1ju. Povi-

spirctlc 

је па аl i ci zo.. c1vG vre:Ql"losti broj cl I'Т _. • 

/ 

", 
'-----, -~ """-- - ... _-~ .... _-===~--_._._-'_._-------~====:::. .~ .- -- -----'-----

. __ ._-... -
о 

_______ .. ____ .l ........ ____ _ .. ~-- -======::::::-.---. ---_ .. --' .... _--- " 
О;? r(cm) 

" . .., "'1'1- 1 "-, 1 ... '- ...... 
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('";'с-

г =-2'k 

___ •. _L. ________ .. __ L_. _______ .. __ 

1,5 2 r(cm) 

Slikc. 2 
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Б1ikе su nacrtane prema 
. . 
lzraZlma : 

'+'= 
, 

у' 
v =2(П-2) -r r 

2N-2 
r 

, 

- {Ј[ 1n r + 2 ( П-2) .) Q , 

, 

lcoji su dobijeni iz (б8) i (69) odredjival1jem konstante 
, I 
С iz и-

i;>lova йа је v Q=l cm/s za r=l ст. Umesto konstante 2К/ stav1je-

110 је - Г/2;: jer с1an 2K / 1n r predstav1ja po'cencija1ni vrt10g. 

Za koeficijent kinematske viskoznosti uzeta је vrednost 1 cm2/s • 

Izraz za vrt10g u ovom slucaju glasi 

(71) 2 CL.' __ (Г -?/ч (N:;-).) 
.JL 

2П-4· r , 

i iz njer:;a se via.i йа је strujanje po·t;encijalno za Г =2JL. Radi 

v,poredjivanja brzinskog ро1ја sa potencijalnim,uze'ca је vrednost 

Г =-2 Је i , zatim. , па pri10zenim slilcama йа'се su ргошеnе proj ek-

cija vr i vg ,kao i po10za"j s'trujnica vrtlozl1og kretan.ja u odnosu 

• 
па 10gari 'tam.ske spi Т'а1е, za раТ' vrecJ.l1ost~i broj а 

Fri шесuје' se д.а postoji je(ina vrec.nost potec;a r za 

koju је vQ jednaka l1u1i. Та vred110st iznosi 

21\-2 
r 

i pove6ava se kaa. 

г 
- - ' 

г - 2];: 

raste. U ovom , v • 

s.LucaJu је О 0/' r= ,џ"Т ст za 

i I'=O,89 ст za Ы=4- '. Ustvari r 'tezi ka ј ec1i11ici kad N raste, 

a1i је ne dostize jer је N 
• v 

og:ranlceno. 

Ба sl i ka :3, 11а kojima su date sarno ро ј ейnа s't;rujnica 

)otencijalnog i vrcloznog strlljanja,vidi se й5. se strujnice vrtloz·-

)~o;:; strujanja clvojako роnаБаји s оЬziгош па vrecln.os'c r za koji је 

Уу= О • Кайа је r /' О ,8L~- ст, OdIlO sпо - с nr. 1-' -::-. ,О':) сш,stгuјniсе vrtloz-

по::; s'i:;rujanja sve vise odstupC'.ju ой strujnic2, росеnс; jalnog s'cruja-

l1ја 6'СО је vredl10st Ьгоја N уееа. ;Jv.:protno ovoi11c,zc\ vred11os'Gi r 

lroje БU nize ос1 o\T~h, strujnice vrtloillog strlljD.l1j е_ эе SVG vise • 
'prJ.-
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~D.V[ljU ро svojoj formi s'crujnicama poteIlcija1 nog strujan,ja sto 
, 

tvreclnost potega. таnја. Iz izraza (71) za v7't1og i dijagrama па , 

6i 4 vidi se йа vreo.nost vгl;10gа гаБ'се kc.cc se N 
, 

povecava sa-
, 

~a r koje је vece ой O,8lj· ст odnosno 0,89 ст. IIltellzitet vr-
, 

ga орайа lш.d Н гаБсе za vrednosti r koje su таnје od gornjih. ~ 

2 ,,",' 

14 

12 

10~ 

I , 

8 

б 

i N~3 
, 

", 

" , , , 4 , 

о 

N=ll N-5 
", 

" , , , , 
", , 

, 
" , , " , , 

" 

"-

" 

0,5 

Slilш 4 

I , 
I 

f, , 
! 

" " , 

/ 
/ 

, 
1 

N=3 

г(сш) 
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Г:гiыесuје ве do. је • lzraz (68) Zi3. strujnu funkciju 

'izveden uz us10v Сес. је red odstllpanjo. komp1eksne brz i пе оа ana1i-

ticnosti сео 
.' . ... 

уес:.: оа 2 , јег fluid • • mlruJe,za 

N;::l fUl1kc i jo. ЦЈ је ћо.rШСi1iјskс.. i .stгнјо..:пје Је potencijalno,a za 

ј е lcol1stc.i1tnog intel1.zi -Сеtэ. 8'1:;0 znaci д_а зе vrt-

loznom B'~Гlljo.Iljll E10ie Qodo.ti )roizvo1jl1o potel1cijo.lno s·t;rujo.l1je. 

IIedju'~im,moSllcno ,Је odbcciti us10v Йо. је п-tо oclstupanj е komp-

• п lo]zsne brziJ18 ос!. c.na1i t'j ci10sJGi ј edno.ko nu1i, ј ет- lzraz (68) za lиIl-

lcciju zо.Йоv01ј:::,vа u810v kompatibi1nosti diIlгJ'ai ckih '"' v • 
Јеаnо.с~по. 

zo. то. ko.kve :геа1пО vrecln08ti lC0118tante N • Ak9 ве osto.ve ';)0 stro.-
~ 

п; )ozitivne v:геdIlоsti н ko.o уес prO\.lceni sl\.lco.jevi,ondo. ви оо. 

i1:1teresa vre<il1os-ti П< О jer опе odredjuju гэ.sрогеd brzine koji 

је fizic};;:i орrо.vЙс.ll.iјi. Ncime, ZQ. Ы<О brzinD. opo.da Ј.(0..0.0. se 

, . . ., t; УЈ .... .-,с· .... -.-"," - r, -I ,-,-О 1..1 О Ј ..... JIJ е OCl l..~C ...... С роуеСауСЈ. i i scezavc. и beslC0l1aC1108ti. Isto-

vrcrJ.C110 l)otzncij c,1ni izvo:c posto.j е ponor. 'l';:-.J:eocij с i i Il"CenZ i "tet 

vrt10c;c. орс.Сео. ае r .' 
роуосо.уо.. 

по '1 •. (. д (О зе PO!"'LJC ос!. izra.ze, (64) 

v • • 

llСlШI:О Јо'i'fсгу,опсlz 
v 

зе ПlОZС (~O О"ј 'ci јСЙIlО spcc i jull10 

кој G о<igоvl.'.Г':-:' vrc6.nosti Н=l • Кс.Й sc и (6'-1·) stuvi 

dobi ј G. sc 

-'- ь . .... rэ nl ZQ 

• 
6~' 
oz 
, . 
o'-V 

-

o"Z 

.. Х." , с:,

oz uz 

о' 
~~. • 

z-z 
о 

С' 
~._~_.~~ 

- -
Г/ ....... r7 
.:.., .<-1 

О 

-

-С' 
ОО, • '. ~, I 

-'-, " 001 

. " . lZVOCll fl.lnkcijc 

kошрс.t i 'bilnosti • • 

111( z-z ) I Г - , ~,f(Z) + С1 z-z ) + 
о . о о 

1n(z-zo) + C~(z-zo) + 
, (-

bo'z) 

о' , 

, 

, 

Је to 

" . 
Т'еsеl1Је 

k = о i 
о 

ZiЗ. 

у 1 l~= 

koji 8и ро-
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O3 lj.1 с' . , "5 

6z6z"-
- - , 

(z-zo)(z-i
o

)2 
, 

,4, ' 
о 't с' 

oz2o'-i'2 -
( -)2 г '- )2 • 
z-zo z-zo 

А1::0 so ovi izr':'.zi l.шоsu 1.1 us10v kompiJ:i:;ibi1nosti (39), 

опdо. зе роз10 sreclji vсшј а dobij о. 

C'ln(z-z )-(z-z )a/(z)+i~ - C'ln(i-z )-(i-z )b'(z)-i~ 
о о о о о о 

, 

odnosno 

1n(z-z ) у' iY o.b(z) с' о , -- - - - -z-z z-z 
о о 

, 

1n(z-z ) к'+ iY b~(z) С' .. - ___ о - - - -- - - - , 
z-z z-z 

о о 

jer se оЬе strane Gorlljo jcdnacine mogu izjodnaciti so. proizvo1j-

пот konsto.ntom IC. Роз1е iпtеgТ'irапј а iz1o.zi йа su 

ao(z) с ! 2 ( -.1 iy )ln(z-z ) - "2 1n (z-zo) - к -
о 

, 
С' 2 bo(z) 

,~ ~ . 
(К' + iV ) 1n Cz·-z ) - "2 111 \Z-zo) - • о 

Strujl1o. funkci јо. у odrccljuje зе i11tegrirrtnjem prvill 

izvodo. \ . ' / ' о 't' uZ 

,+'= 

• 
'о 

.L 

, 

о lj.' /62 , sto dovocli c10 Ј od.no.cine 

+ c'(z-z )(z-z ) -
1 о о 

- K'l11(z-z )(z-z ) 
о о 

- iY 1n 
z-z 

о 
• - -z-z 

о 

РоmеrсШјсm koordinEl'l:;nog росеtlш u to.cku Zo i uvоd.јоnјеш po1Clrnih i 
koоrд.inаt о. r i Q do1o.zi se йо sledcccg • 

l '7T', ..... Z" zo. ~ _ __ . с... \ј./ : 

[1 о _ 

т' - 2C
/ 1 2 . 11 r С 1 2 -'- 'r , 1 - 2К'ln r - 2 V Q , 

oclo.k1e зе 11o.10.ze pr'ojekcije brzi110 kao 

, + ~(Y'r - 2С 1111 r) • 
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. 
:erGcilozena metoda moze korisno· da posluzi za v 

resa-

YDГ.je rB.znih zc,de:cC\ka iz vrt10znog struj о.nј С\ ke.ko v • sQvrsenog tako ~ 

viskoznog f1uida. Оnа оmОбиснје da se nr.dju vеопш jGdnostQvni 

zi ZQ ro.zne ve1icine ko.je kЮ.'QlсtегiSu stгuјслјс.. NQ primer,zQ izna-

19.zenje pritis1~0. iz jedno.cina (32) potrebno је izracuno.ti kvadrat 

.brzine koji se jav1ja kao 

6\ji о Чi ... --- .. ' .. 

oz oz , 

i moze se lo.ko 
, . 

naCl posrGdstvom izraza (6б) • 

Norrй0.1ni i tangel1tni ШlрОn ае izro.zavaju posredstvom 

izvoda strujne funkcijc \,f1 ро prol:len1jivim , -
Z l Z ko.o 

2 п,,' 6v" 
2~--iiC Ч 6~ р +р "' - ) - ох - -

х ') oz , 
oz 

CJv 0241 
') 

2\-1 ~y 6'-У 
р +р У =-2 i( ) - ду v:-2 -

dz2 , 
У .' oz 

дУ ОУ ;,2 
.-, 

~) ( 
(; со 't' .7" х 

ОхУ )=-
, 

( '1' - ... 2~ у' -;:-2 + ,-2 ) ду 
, • v ху 

cJz oz 

Izraz zo. disipaciju enorgijc:,koj:J. se jav1je. pri stru-

јаnји viskoznog f1uida, 

, 
ov •• 

Е. 
Cl 

+ ( д , 

poslo uvodjonjo. izvodo. funkcije ро promcmlji vim -z i z svodi 

эе па sledeci oblik 

, 

i ZQ funkciju 4' CcClGU jedno.ci~'lom (б7) j.znosi 

])o.k1e ,i 

Е -~--
Q 

\ 

disipativnc onergija 
-

ro.stc 

О'Ј 

2Ы-2 
r --

I 

-'-('" 2)·2.)2 \ 
'1'- V Ј' 

pri istom potegu r k~cd ве гоа 

ods'cupanj Q komp1 elcsl1e Ьгziпо оа anc.1i ticnosti povec o.VQ. 
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Oseon-ove jcdno.cine -._ ... ~_ .. _- ... -"'--' 

.Lz predl1odnog i zlщџшј 3. vidi Бе da • 
Је ао do.nas па-

ајеп relo.tivno шс..li Ьгој to.cnil1 " . 
гсвеnЈОо Navicr-Stokes-ovil1 јеапо. -

cina. '1'esl~occ kojo во jav1jaju pr; 1ikom njil1ovog resccvo.nja ve1ikc 

• 
БU l .'" '"''' 

паЈССБсе llер-т'сшоsti ve. Zbog togo. Бе ргiiз10 UРГОSСL'lVШ"lјu ovih 

jcdnaiSino. i s·cvaro.nju pribliznih jcdncccina l:retanjL'l viskoznog по-

stis1jivog f1uido.. Uprosco.vo.njo јо izvгsсшо по. osnovu vrodnosti 

n'оуло1ds-оvоg broj с" Ako ј е ovc.j Ьгој mnogo mo.nji оё:. ј саап onda Бе 

si10 incrcijo mogu zo...ncmo.ri ti prcmc. si10.ma vi skoznosti i Navicr-

Бtоkеs-оvе јеdпо.Сiпс post3.ju 1il1eo.rne. Njil1 је uvco s:J.m'Stokes i 

upotrcbio il1 ko.o p-rimcr za izno.1o.zenjo poljo. brzil1c i pritisko. u 

f1uidпоm P:r:'os'coru kroz koji Бе krcce lopto. тС.1от i konsto.ntnom Ьх'-

zinom. Poko.zo.10 ве д.:::'. ovo геsешје odgovc.rc. s'cvo.rnos·i:;i kad Бе racli 

о strujnom ро1ји u ncposrednoj blizini oko lopte,o.li јо sve ncto.c-

Ilije 1;::o.d se rnstoj::;..njz od lopte povec::vo.. o '1'0 је i -ro.zumljivo kc..d 

БО 
• pr]. J.()"i)·GC svo • 

• 
ша.ПЈе ispoJ.ju-

је во. poro..s·com ro.sto,jo.njo.. i ао. ви по.. nckom ro.stojo.nju оа lopte si-

10 ;погсјје i Б;10 viskoznosti istog reda. 

ОБост је . " ZC.po.ZlO O'VU pOJavu l иароо 

Stokcs-ovo ГОGопјс ZD. loptu р08 ~[LVljajl1ci доvо jednc.cinc 1::гс"Со.пја. 

kojo tde1imicno uzimaju u ()bzir i Бј 10 i nercijo. U 1i tегаtuгi (13) 

БО !lo.vodi јеапо. mo·codo. zo. геsаVШ"lје Oseen-ovih jodno.cino.,koj3. ве 

zаsпi vo. п::. го.zl3.gс.пјu ро1ј Се brzino по. potoncij аЈ.пi i но. vrtJ.ozni 

д.iЭО. U ovora do1u гсда koristi se ZC'. ГОSСеvсшј о Osoon-ovih ј од.по.Сi-

по. rC'.l1i је izlоzеш:, шсtоdо. kojo. se zо.sпivо. по. primcni пео.l1о.1itiСпi h 

funkcijc... Ro.zumc ве ,РОSШ:Ј.trо. sc rav:J.Hsko us-t;::"ljcno l:l.~ctclnje 
• 
Ј(;Г Бu 

Ј:ошр1еksпс funkcijc voz=c zo. го.VШ"l. 

Osoon-ovo .:iGdпо.СiПG u slucccju. r~.Y~.l"lsl::og ust0.1jenog 

S'G1"'llјсшјс. nos'l;is1jivog f1u i do. i jcdno.cino.. kопtil1ui'ссtо. glc,sc • • 

I 
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ор oy~ 
~.,) 02иЈ -~U 

~ 

ох - (j~; - ду . , 
Ј' 

(72) 
01) 

<\,U 
(Јуу + ...ј 62 (;) 

оу - - ё5х ~ - ох , 

""'" 
оу ОУу div v х + О - ох оу 

gd.c • 
ЈО U konstantna brzino. f'luido. u boskollO.Cnosti koj о, ima pra-

у ["С х-ове,а ostolo volicine • • 
lщаЈU zпассшјо koo i ranije. Prvc dvo 

jcdno.cine sistomo (72) pol:::\Zuju do vrtlog 2и-' 

уа uslov kompo.tibilnosti 

moro. do. zadovoljo.-

2 иј .~ 
Re 
L 

gclc • 
ЈО Re = UL/--l l Т.Ј noka lШГО.ktегistiСпо d.uzil1Oc u struj110m 

polju. TrocC'. jodl1oci по. је zo.dovoljcna stl'uј110Ш fШ1kсiјоm • ,prl 

сопш јо 2'-'<.. =- 6 Чl • ZOcto 80 uslov kошро.tiЬilпоsti шоzо no.piso.ti 

(74) , Ro 
L\6't=L" • 

D['.klс,ргоblош ве 8vodi ШЈ. iZl1o.1o.zonjo strujnG funkcijo џ 

sluco.ju 

l1ek.'J. пј спо. pc.rtikulurEc\. v • 

rosanJa 

iz jod-

v • 

nereSl-

од. ko-

jil1 јс:: i опо l:ojc ;Ј(; Оs(юп d.obi о ZCl kгv(;[шј(; loptG. U оvои dolu rCl-

do. ве to..kodj о l,гo.>~\.; partikularno. l'eScnj о ј odl1D.cil1o (7L:.)' korisconj ет 

toorijo о оdstuр['лјu brzil1skog poljo vislшzпоg f'lui do. од. k1.:;Jlaco-

ovog polja,lcoje осlБОVо.го. роtепсiј['.lпош stгuј::лјU.l1еstiSlјivоg f'lu-

ic1a. 

2 0 (' , ' 
• ,:::> ао... с G ве роsшаtго.ti lшо fUl1kcij о. promcnlji vih 

17_ -'-.-' l' У ~-~ .... . . 
, 
l 

• 
Z=X-lУ 

• • ~ v • 
1_ Ј "a"~Cln~ 1.:; _.!._ '- ... (. .... (74) trо.пs.fоrшisс.ti nC~ obli1~ 

,4 ~ 7 (ј3у 6 . Ro ( 6:Ј '-1) 
+ ) 

6z 2oi2 - i.:·L . . 20- ,- :_~ • 
oz z oz6z 

/'~l::o 30 Hvadu ~1.JYC 'р:гошеп.lјi vc • 
l , ol1da ве 

, 
gorllJOc 

. - ___ . .'" . t'; 
JOClIl::::'Clno.. mozo l1.2plSD. -l 1:0..0 



о Lj. че 
~ А 

(75) 
с:Ј ч:i 

+ 
О:.> Iy 

, 2 -'? - .. >-- -... , - '--2" • 
, ~\-

oZ10 z l 6z1 oz1 oZl oz l 

tomE.:,i оуа", 
• 
ЈС (75) funkcijl.l • lZ јсс\пэ.Сiпс 'ј 

• • 
Ј:ојс. lllJG 

• 
РТ'\Тl 

• nl pog1ocl ј OUl1C'.C i ПО (74),o.li ро-prostijo. оа • 
Је 

godnijo. s 0 '0' ~l' ГО'} ·n" z., о.......!. '_ , шо"Сод.U koj iJ. за 
v • 

rcsC'..vo.nJo. • •• 
рГlШОПЈ1.1Ј (; 

• 
ПЈСПО 

u ас.1јст l'о.Сл се во izos~co.vi ti inclcks 1 , o.li се вс о tomo vodi-

Z 
• 

l -ti rc.Cuno. pri1ikoil' povro.'cko. Ш1 promcn1ji УО Z U so.mom го.-

Бспји. оа funkcijo .+, ZC'.lltCVo. sc ао., рогса ј Cdllc.cinc (75), zo.clovo-

1ј:.'ЈС. i оу,} ау<:'- dopunsko. ив10уо. : 

• 

(76) 
оП+1\i.i 

6zo;,;;1;' - о 
-, ,!-'(Z,2:) - '!-(;';;,z) • 

Prvi из10у poko.zl.1.j с ас, 
• 
Је N-to оав'Ьиро.пј о 1:omp1oksno brziIlO од 

l1uli. ОУ<:'-ј нс10у ргодЭ'ЬС'.У1ј о. 
• v • • 

оgГОДlССl1ЈО l 

одтоајијо 
, . 
..,-" I'-rтu v ......... Ј... V klc..su 

, , . 
с< '''''-'''иЈ сп Ј " ... Ј uJ.. ~1_ 1... 

.". . ClJC slo.bij с ili ј сс-ро1јо brzino 

се oclstv.po. оа pot",ncij о.lпос; роlј с'.' 13'[;0 z['.yi si оо- rcd.o. оdstv.рсш.ј о. 

н • DPUf~i uslov 
, 

ЈО го0.1по. fun-

kcijc. i не рrс(l:З"LJ:~,уlјс. 

o.jorй fUIlkcijo У • 

_О, • r., . 1 Ј ~-. .йv 

'Y1--''ТТl' "o.L v Hs10v 

izyod.c f ,,·n ,"с.', Ј' ~ u,..l..L__ _ _ __ ~ 

~ 

\ :Ј' ' 
о '1 _ .. -=-,.,-

, -L 

Oz oz 

Ј.'. , 
о ' ,+' 

-, '='Т-'--"'"'2' 
oz c\z 

, v • 

ograillcenJO 
, 

уuс јо l1.С\.ШG tпu-t; fiziсkiш zno.co-

(76) slodo6ih jednc.ciIlo. zo. cloyoc1i С,О 
, 

po.rCl-

• • 
• 

, 

, 

, 

I (' 
D.' 1 z) 
п-

i ,,11 (z) 
.- u n_1 

. . ~ . prYl l clrugl izyod .... ~ .. 
lUnlCC1JC о. l(Z)'; 

п-

Тiшс6Uј с sa Йс. 11 

lC'. зи poW.crcna ZOOc 

, 
'иН 'сс i Ј' ~, ~.- - ...... о. (z) 

о 
, 

. , 
.... <; "' -1_ -....L \.:; од_ 

, 

1 йО i ЙОl1јс 
• • gro.nlce u ОV1Ш suшо.·-

(11.-1) do. је (п-1) (n.-2) • iro znc.ci • 
l 

zo. so.do. ргоizvо1.јлд. Sto sc ticc osto.-



1il':! iunkcij 11 
, ' 

Q l\z) n- , zз. '1-? 7 '\Т 
.1- ..... '::;' •• '1. , опс СО ве tc.lco odrodi ti 

Јс, ,)ийо zo.dovo1jCIlC~ jodПi::.ci11o. (7:::» i cl1"ugi Lls1cv (76). 

Роslэ z:-..ис:пс 
. , 1 . 1 

pC1rC1J о. l1.l.й izvodc', (77) (75) 

i pomcrG.lljn д.опјс [;r:'..l'l; се u suшi kojo. рос ; пјо 
, 

оа 11=2 dobijo. so 

N 
."> (п-2) -11=:) 

" - - N 2 : (11-1) (0.:1' 1-0.1 1)--0.11 ':)11 zП-?_(N_1)z - o."N 1 -
! .L - п- 11-!- -
.' Ј 

odo.kle sledl1j о :ссl:uТ'zi Y:ni sistсш od (N-1)-o jodl1o.cino • • 

.., iI О 
'-'N-1 = 

(73) (п-1) (,'}" 1-0.: 1)-
11-- й-

Uvоdјонјош SШО110 

је nc§to prostij-i 1 glазi 

, ь "-- _ - о '\- 1. ':"1-

(79) 
Ь il ь' Ь" - -Il-l n-l п-2 

" о D. n-2 = 
( -"', N) .11=:? ,L.J-, •• , • 

(k=1,2, •• ,N-1) sis·t;ош (78) 

- О (п- 3 L'. Н) \.Ј.- ", •• , __ • 

о , 

su rol::urzi vno i гоВепјС'. p-rvih noko1iko 

.., v • 

Ј Г'С n~ Cl'l'-• '-' L '__ ... '--

(30) 

• • 

"о If Г; 
," ',' 1= , 
l.'~ ~ 

, , 

iJ 
Н-1 

b~ ј- C~ 1 z -(C~ l+CI~ 2) 
l.,~-. .1'1.... l'~"""~-

1с 2 
2' 'N-1 z 

" 0 ... -- -,.-
!'~~? • 

]Ј['.. OSl'lOV-U ovil'l l1ckoliko гс.:ВОI1јо. z,'::й:;:lјUGuје 80 do. ви 

polil1omi ci~ji је l1~j-visi stС)GП (1'- -")' 
.... _~-:....' о 'rstog su stсрепа i 

,,(' ,'. 1 ') - N 1') 
0..1:- .... z) 'Ј \. ~(= _ , с , ?, ••• , ~ • 

.,1.,-
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Za da1ji гад uvodi se ,ies јейпа sшепа : 

(81) . (n-1)(11-2)a~_1(z) = д~_1 (п=з,LJ-, ••• ,N) 

i posma-cra ров1ед11ја jednacina (77) l;:oja u razvijenom obliku g1asi 

(82) 

Kako 
• 

SU l 

. [' 
О г \( 

, '2 -~ -
oz oz 

-N-3d " 
z N-1 + 

zN-4d " 
N-2 

-N-ш-2 " + Z d N + ••• + 
-1 -Тй 

;:;Н-5д " +" ]iT'+ ,,-;) • • •• + 

д." 1(z) 
п-

p01inoui iS-l;оg stepena kao i а" (z) to 
11-1 ' 

za rllzne vred110sti п mogu napisa:ti s1edece jed11acil1e : 

д " - о !,- 1-
~-

д " N-3 

(83) 

se 

й " - к -- к Н-т К т-3 1T т-2 
N - ЋТ +ЋТ "'-1 Z +' '+'Т --.- Z + •• +,- ,Z +i\! ' 2 Z 
-т •• -ш о н-ш l' -т ",-т N-ш т-;) f.-m т-

(111 _ -,,-
;) 

u diferel1c-; ја1пim jednacil1ama (83) • 
lша ;(N-1) (Н-3) 

koeficij еп-са koji se lиоьи prikaza-ci и o-iЈ1iku ffi<J:crice : 



Ы_2КО 

N-ЗКО 

- L!-6 -

тт К N_L!_"Co Ы-4- 1 
те 

-т L lС2 1'1- ~ 

-'1 5К 1- о 

т.-

Ч L\. I,-m о 

5Ко 
т" 

14 .(" - о 

зКо 
2К _ о 

тг 

Ы-5"'1 

- _. 

5К1 ,-
r 

4Kl 

ЗК1 
2К1 

- - - - -

IC П-т"'2 П-т 3 
• 

'(т ,-K~ 5-L~2 :7 ? 

lJ К,..., L!_K;; ,- се --
1';-

ЗК-3"2 ? 

2К? - ~ 2КЗ 

ООЫ K1'T оо 
-т'1-т N К ~ 

.-ш lll-? 

(34) 

у 
N-m 'т-2 

- - - _._-~--~_ ..... ~--

о о 5Кы-т • о 5КЫ-7 
о о Ј+КН_т о • 4-КЫ_7 4-KN_6 

о о У 3 'Н-т о о ЗКЫ-7 ЗКJIТ-6 ЗКN-5 
• о К 2 Н-т • • 2KN_7 2КN_б 2КН-5 2КН_4-

Izraz ZH funl:ciju 't! dobija ве iпtеgгiгапјеш jednaci-
-

nе (82) kac1 ве u nји predllodno иЬасе funkcije d" (z) 
n-l date jedna-

~iпаша (33). Dak1e, сгеЬа integrira-i:;i izraz 

>" " ( IT V )-•• -~ + r- -. \. +-,~ ....,.1\.l Z z + 
'1--'1 О "'--"'" ..- -'-../ 

~- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - + 

( l' k' -'- к Н-ш те 1l1-2) -N-m-2 + 1--1 '- + АТ . '1 z,- •• ' ч • IT Z + •• + 'т "' 2 z z + 
\-ш О l~-Jn l'-Ш :-ш I~-m т-

+ - - - - - - _. - - - - - - - - - - - __ 8- _ _ _ _ ._ + 
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Rezultat integriranja glasi : 

(85) 

+ - - - - - - - - - - - - - - - -- - - - - - - - - + 

4 N-m+2 

+r к N-m о 

z z 
"'"' + + к 'СТ ~) + 1.::: •• Ы-т N-mN-m+1) N-m+ 

'-

+. "+ЋТ К '3 
1'Ј-т т-

т z ' 
(т-1)пi Ј 

-Н-т z 
'Ој-т-1) (N-iii) + 

+ - - - - - ~ - - - - - - - - - - - - - _. - - - - - - -+ 

N-5 Ј-5 z ' z 
(N-6)"(N-5J I 20 + 

N_L~ l-4 z z 
СП-"S)lI:Ј-4) Ј 1'2 + 

Н-4 
z + 

'CN'-5) 0;-4) 

Н-3 ,-3 z I z 
CN-21, ) ( Ы"-"3) I ь + 

.Ј 

3 
Z I ..L ТТ 6 ''- .. , 2L'Ћ-7 + 

+ 

Апа1izа us10va kompatibi1nosti (75) pokazuje д.а su 

iUnkcije f 2 (z) i F2 (z) proizvo1jne i da fUl1kcije f 1 (z) i F1 (z) 
; : 

Погајн bi"t;i po1inomi (N-1)-og stepena ро -z odnosno ро z • Кое-
~ 

riCijenti 
" , , 04' 
~,U 1) koji 
i>--

ovih po1inoma su sastav1jeni od koeficijenata matrice 

ulaze u:resenje (С'5). ~1edjutim, drugi us10v (76) zallteva 

Id proizvo1jnih TU':J.kcija sledece jednakosti : f 1 (z)=Ћ\ (z) i f 2 (z)= 



, 
Dak1e,resenje (85) za strujnu funkciju dato је u obli-

lru po1i11oma 1)0 z ciji su koeiicijen't;i po1irlOmi ро z. Stepen 0-
, 
.vih po1inoma zavisi од. -reda odstupanja komrJleksne brzine од. ana1i-

tiC110sti i mogu ])i ti najviSe (N-2)-og stepena. 

Kal:o brzil1a u besko11acnos'i:;i mora bi 'i:;i U= СОПБ'С. to re·-

". .. Гlioгa da Бе ograni ci па 1:onaCa..1'1 fll.1ic1ni pros-i:;or па C1Jlm 

ј е granicama brzina ј ednaka brzini u= СОI1ЯС. 
Napominj е Бе da u rese11ju (85) '"геЬа da stoji 

Re- t Z:-I? 1).ше s о 
• z 1. z. 

-. 

Re 
щ:;z 

• 
1 

Kasnije 6е Бе pokazati da pos1ed~ja cetiri C.Lana u re-

sen,ju (85) predstavlj aju гевепје StoJ:,:es-оvih pribliznih ј ednacina. 

Zbog toga se izrazi isp-red pos1ednja ce'ciri clana mogu sшаtгаti !сао 

korekcioni clanovi koji "pobo1jkjavaju" 8tokes··ovo - . resenJe. 

3~ Баd 6е Бе pokazati da kooficijenti matrice • 
П1-

su medjusobom nezaviSIli vec зе mogu i zrazi ti роз-rсds'сvоm koeficij е-

Шltа ј ed11e vrsto ilj, 1:010ПО. Ovo ј е veoma VHZnO s obzirom па ukupni 

broj konstano.ta koji зе javЦa u - . resenJu pri odrodje11oj vred110sti 
• 

broja N. Nc 'сгоЬ", gubiti iz vio.a da вн koofi cijen'ci matrice (34) 

јоз i kornp1oks11o };:ОIlзtаlltо. Da 'bi во o-i:;k-ri1a zavisIlost шеЙјv. koefi-

'cijc:mtima trobap06i 0(1 jednacine_ 

(п -,.) (с' " ~') L 1-- п-
d l 

.)- 0." = О Il-l 11-2 
( - L r . ~'l ·Т n=?, ј-, •• , .ј) 

':о.ј о sledujl.1 i z (73) i (81). Ako se u gornjim јеdпасiпшnа 

inc10l,:з, pri сепu зе E:tav1ja 

( '"' . (6) 

uшеstо 11-1,б_оЬiја БС 

• 
РОТПОГl 

- I ) d" О а,.т - Т[ 1 = I.-rJ - Ј.' -т .... _ (т~l ,2, •• ,Н-2) • 

Kako • 
ЈС ргеша (83) 



(87) d " N -
~Ш 

(88) I 
<1-- = 

ог 

П-ш 
l\. 

--1 i'~-Г1 - .. 
, -,- 'Т 

П-ш.L'>.m_Ll_ 

ПtIjzad,ako se u (87) s'cavi 
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+ N_mKo z + Г К1 ~-Пl 

ш-:3 
Z .+ -т -. 1, л 
т .... ) N-m -т-:; 

л 

К Z.? + 
!'Т-ш :3 ••• + 

-1
_ ст nl-2 
щ " 2 z 
J,i-m т-

• 

;) :3 ~--

Z + ~ 

N_mK2 '2 + ••• 3 
т-2 т-1 z-

ы-тКт-2 
z 

[11-2 + ---т Пl-

ш+1 uшеstо nl dobija se 

+ 

• 

(39) d~' = к + 
lJ-ш-1 Ы-т-1 о Т.Т 1K1 z + .L'~-Ii1~ 

Tr '2 
,- 1 L'2 z + l.~-bl-

Т" :3 
т., 1"'- z + 
н-Пl- .? 

+ • •• + 

-т ш-2 
+'Ј 1 h ~z + Ј:\--ш..... т-с 

-, к _zm-,? + 
П-m-1 т-ј 

1- т-1 
,- l' 1 z 
l:J-т- ш- • 

,', 1 -
гОВ С Z2.I1cne ((37),(38) • 

l (89) 11 (36) i srcdjivanja do1c.zi se do 

(N-m-2) ( ( -.' t 1\ ~ 
, 1\Т ,,--о I .l!~_,ll 

( 
ТГ 

О'- "'1-J~-т 
ст )z 

П-т"'о + (r,T K~-
\ј .... т '-

1 -. 1 У ) т-4 + ( ТТ '," ) :; -1- + ст к 4-T-T~T'~:\.) - ",. ..,-. "о'"") Z • • • • • jтi-4 - '\.. Z 
.? ..:.··J-Г:~ :":.... 1\-ro1 т- N-ш ;11-'0 -, -~ -

1 0"_. 'Пl~ /; 1 ' ,.., 
-1-

( _,о 
" ) - ~ + (:( - ут ) т~.:::::... 

1\., 1'-. ...,.- --- те ј.:-" L Z [,1-:2 ТJL"_z l'j~ТJ HI-~-· ш-) l:Ј ..... П Ш~ ~ N-п( ы-2 _ -ш т-.? - ~ .- ./ 

, 

- I Г + 
i П-lll·-1 'о 

ТТ 

ЋТ 1'-; 1 z 
l.'j .... ffi- -

I 

• . .. -{- + _ к zm-1 i 
l!-ш-1 1l1-1 I о 

• -
, 

оclэ,lсlо ,izјейlll.\С;аvг.:-'1јеm l::оеf'iсiјепаtа 1..lZ istc stepone ро z , 

( -г Т.- ) (N~ш-2) те 1" ". .!.I.. - П-ш " -1 -.L'Ј-Ш О !'Т-т-1" о 

( -- к ) (N-m-2) " 1К1 • 
" "1""1 - -""Т :m о 1I-1l1- --.!..~-E_ 1;- • 

"""')(1 ) (i'T-1l1-2) 
~\ ~ Ji.L 

т, 

Е-ы-1'2 

+ 

+ 

, 

sledu-
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(N_тКз - N_mK2) (N-m-2) - Г Ы-m-1 'з 

(N Кп.. Р кз ) (N-m-2) "Т , - - N-m-1"4 -n1 , ,;-ш 

(90) - - - - - - - - - - - - - - - -

(ЋТ те 4 
1 

l' К 5) (N-m-2) Н-т-1 Km_L!_ - n;=4 -
",-т т- ",-т т-

(ы К 7 

1 N К 4) (Н-т-2) ЋТ 1 К 3 - ... - ' .. ~ -
-т ш-? т-3 -т т- ,,-т- т-

( К 
1 К ) (Ы-т-2) К - in-2 - Н-т-1-т-2 Н-т т-2 Н-т т-3 

(- 1 К 2) (N-m-2) N_Ш_1Кт_l т-1 
-

Ы-т т-

(111=1,2,3, о" ,N-2) , 

1z sistema (90) nalaze ае redom koeficijenti : 

к =
Ы-т т-2 

,-
r:1' l';.. -=-
'Ј-т т-7 

m-l 
}ј"':в-Ј; 

т-2 
И-ш--Ё 

у 
N-m-l 'т-1 

\ (ш-l)r'-; 1К ,+ r- lK 2-\ ~-fй- т~_ 'Ј-т- ш-- ' 
7 

П ,) .--- - ---У,Т 'Ј 

'"-'-ПI-" .1., ~ ._ 
[(m-l) (Ш-2\т':"т_lКт_l + (Ш-2)Н_Ш_IКт_2+П_Ш_IКт_з] 

.,._;' 

.i.\. - -
Ы-т т-5-

[([01-1) (т-2) (т-3)N_ш_lКш_l + 

-
+ (Tul-2)' (т-;;)_-, . 1К 2 + (ш-3)'Т lKm 7- -1- ЋТ т 1K n LI I , -' 1,-Ш- ш- <-.-т- -:;Ј Н- - 1 - .• 

" 
- ~ ~ - - - - ~ ~ - - - - - - - - - _. - - - - - - - - -... - -

Роа1е осi::;lеdпih 'сгапsfогпасiја gornje јеdш:.Сiпе prela u 

. у (ш-l)! К 
Е-ш 'т-2=- НТ":ffi=г/(т-2)! N-m-l т-1 

'Т lE 1 l' -lll- т-

к -N-ш lll_LГ 
тг 

LC -
N-ш-1 ы-1 

(ш-2) 1 

к 
N-ш-l m-l 

Т_ 

]\- 1" -Ј-ш- - т-? 
( ОО, /. )' l 

111 ...... --.. • 

- n·""'f>_-ш...с._~)(ш_5Ј r 

I'T 

. к -
П-ш-1 ш-2 

1,- , Е. 4-,; _ fll_ То;_ • .... .. _ 1~_ 
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Па osnovu pos1ednjih jednacina moze Бе napisati opsti 

obrazac koji аајс svc koeficijente o1J1ika т'' К l\j-bl m--s saclrzanih u 

matrici 

(91) 

(84),оаповпо u 
v , 

resenJu 

1 
ы_тКт_в=- t-tт:.ы-;2Лm-в-уТ 

• Тај 

в-1 " .. 
r 
ј=1 

ops"ci obrazac g1aBi : 

( .' I т m-J)'I" 1Ь' . .,-ш- т-Ј 

( Т) • ) 
S= с:.. , ~) , ••• ,т , (ш=2,:5, ••• ,П-2) • 

1!aime, za в=2 
• 
l "'2" П2 .i.:.~= ,:Ј, •• ,'- obrazac (91) da је Bve koeficijen-

te g1avne dijo.gonale maJcrice (8L!.). Zo. 
, 
l Tfl_ /-.., LI 1" 2 i1.L-./, ,", •• ,_, ~- dobi-

. 

јаји ве Bvi kpeficijenti dijagona1e ispod glavne dijagona1e шаtгi-

се (8L1-) , itd. 

Sad се ве pokaza'Gi da ви koefic i jenti u ројеdiпiш di-

јаgопа1аша пеdјuво'!)ош з:саzшегпi i3to зпасi йо. ве svi koefi cijenti 

шаtгiсе (8L!.) тоьи i zТ'аzi ti роsгеdstvоПl koef'i с; ј cnata зато ј ейпе ko.:. 

1опс i 1i јеС.l1е vТ'в·tс. Ovclo се ве Bvi koeficijellti Jl1a'l;rice (04) ,ko-

ji ве nalaze iznaCi. )оз1еапје vrBJce,izraziti pOBrcdstvom koeficijo-

, 2К'1'Т 5 ' 2КТ'Т LJ • -ј- l,~ ," 

Qvo,na J:.:raju,znaci ао. 1·зу; iIldoks пссо Ь; Jci ni potreban. 

ш=N-3 

т=Н-5 .' 

lll=N-б 

Obrazac (91) za 

" Р--5 
Lj.i'N_б= - 2 

Т' .' 1 LI[,-т- ш-1 

ЗКЫ_:::>'" 
JIТ-5 

• 
2 

• 
l ао.је : 

П-4 (П-4) ! оо _ т·" 
2Kp_L: . 1 2"'7 Lj = 21 сп .... Ь)! 1'1- . 

5KN-7=-
П-·б " П-б ч; lТ-4 (YL')I 

lј.Кн_б=-
Т' 

o.~ '. 
о о .L-', ; • 

2I(j\T [' 
~ 

о .. - , " 2.LJ..N;...,Lf_= -~ 

1 ?5ТСЫ-7ТГ ? ? _"Ј- r 

Н-7 ,- п 

'" 6 Н-5 П_ L1. (!Т-Ч I БКЧ ,,=-
,,. ~;-:L. 1~- ,-

5L 'N-7= 
.... . , . 

2КП_L1-! , ...... -'2 .-1- 2.L\.N_4= 4ТСН-З)Т .Ј.', -о 'С '> 
Ј 

- - - - - - - - - _. _. _. - - - - - .- - - - - - - -

Па ОВПОУи ovoga v 

moze ве nC\piBati opsti koji йајо 

koeficijente g1avl1c diјэ.r;опа1е • v 

lZl'a2/0ne роsгсdвtVОГ<i kao 
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poslednjeg koeficijenta zadnjo vrste. Тај obrazac glasi : 

(92) г (l,Ы-т 
N-bl 'т-2= - ) 

(ш=2,3, ••• ,N-3) • 

Т" 

2i 'N_4 

Kooficijen'c;i ЙГНьО c1ijagonale izгаzаvајu so роsгоd-

stvom koeficijonata 2Кn_4 
, 
l posleclIljo vrste i 'со па ovaj 

v ' naCln : 

Б=3 

ш=N-5 

m=П-6 

1l.. К1\-1 п=-
I 1\ -- ( 

.. 
+ I T 1К 2 Ј 'ј ..... ш- т-

!I.::2l-() К' '1 N_L~ 2KN_4+2 N-5j =-

В?[ Cl'J-5)ЗКN_5+ЗКП_6] = 

Da1,c10,ops'ci obrazac za kooficij оn'СО йгиье dij аьоnаlе, 

koji эе izrazavaju posrodstvoLl kooficijenata 2KN_L:, 
, 
l 

(93) 

,-/. ,л ( - L' "ј ~. ~.l=/, .-, ••• ,1--:;) • 

Ыа isti so nacin doslo i с10 ОРБ'СНl obrazaca za koofi-

cijoIJ:to trece,cetvr'i:;o,pO'GO i sosto dijagona10, а koji се se ovdo 

CLo:ti bez izvodjGYija. Njihov ob1ik јо : I 

(')1> ) 

(п~4,5, ••• ,N-3) • 
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. 

(_l)N-Ш(н_ )! '1 
"т"i\'i ;;;'. (N-ш-2) (N-m-l) (Н-ш), 
\JIТ-E1-2j. п- )! ./ 

• 

:'(Ы-4) (Н-5) (H-б)2КН_4 + ~! (Н-т-2) (N-ш-l)' 

• (Ы-5) (N':'б)2КN_5 + (N-ш-2) (Ы-б)2КN_б + 2КП_7"\ 
" 

• (_1)N-I:lот_8 )! r 1 , ,-
н хС _ б= (Г ~), СН б) , ", C~-[j-2) (N-ш-l) (N-П11)-
~-o Lt- 1-Ш-. - . ~. -

• (N-m+l) (Н-4) (Н-5) (N-б) (Н-7)2КЫ_4 + 

+ ~! (Н-т-2) (N-m-l) (Н-п) (1:-5) (N-б) (N-7)2КП_5 + 

+ ~! (N-ш-2) (bl-m.-.l) (N-б) (N-7)2КN_б + 

. -
+ (Н-ы-2) (Н-7) 2К'Т 7 + 2К'Ј 8' 11 1')- 1\-

,- к 7= ,Ј-ш т-

(_1)N-Ш(Ы_9) ! 
(ј\)-l'l-2) ! Сп-"7) ! 

. 

l ~! (Ј'Т-ш-2) (N"'El-l) (N-ш)· 

• (Н-ш.+l) (l'f-El+2) (N_LI-) (N-5) (N-б) (Н-7) (Н-8)2КЫ_4 + 

+ (~! (Ы-Гй-2) (Е-п-l) Ш-m) (N-ra+l) (П-5) (N-б)' 

• (п-?) ОТ-О)2КП_5 + ~! (П-u-2) (П-il1-1) (I~-ш)' 

• (Р-б) (П-7) О'Т-3)2К"Т б + ~,(П-ш-2) (N-ш-l)' 1,- с:. 

-
.(П-7)(N-8)2КN_7 + (N-п-:-2) (П-8)2КN_8 + 2КП-9Ј 

Ыа OSnOv"1l izraza (92) do (97) E10Z0 se,posle jedne du-

ze a.li niшаlо tesko racunice ,pokazati da se svi kocficijenti Iila-

trice (84) iznad poslecLnje vrsto поgu izrazi ti роsгеdstvоп koofi-

cijenata poslednjc vrste lcao 

(98) 

"1-;-
Н-\.. = --'-1.1 Ш-Б 

( 2 -. ) (2 3 ч 2") -j,-r:>: ..,. s= , ? , ••. ,Пl ., п=" . ~ • ,Ј..\ - , _'ј ..... .? • 

Levi indoks koc, l:ooficijuno.ta 

јег је sad nepotrcban. 
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s obzirom па izvedeni obrazac (98) u resenju (85) za 

struJnufunkciju 4' ПОZО da ве pojavi sашо Н-3 komp1eksne kon

stante uшеstо ~(Ы-1)(И-3) k01iko ih је u pocotku ~i10. Priblora 

ro.di,neka је red odstupanja Н=9, ра је tada Ьгој konstanata N-3=б 

U[1esto ~(Ы-1) (П-3)=24 • 

4~ Ocig1ed_no је do. ве iz opsteg izrazo. (85) za struj

nu funkciju d_obijaju razna геэепја za '-ј.! zavisno ос1 гойа odstupa-

пја kошр1еksпе brzine оа ana1iticnosti,koje је dеfiпisэ.nо pozitiv-

пiш i celio Ьгојеш И~3 • Tako ве , па ргiшег , za 

strujna funkcija 

.... 7 "7 

l ' - " ,- ./ dobija 

koja.,kako је УОС konstatovano ,prodstav1ja rcsenjo Stol:es-ovih pri

bliZnih jednacina. Funkcl је f 1 (2:) i F1 (z) ,зu ро1iпопi drugog в'l:;о,-
. 

репа ро z ойповпо z, а f 2 (z) l ]'2(z) Би proj_zv01jllo a1i kOlljU-

govane funkcije i pT·eds·ce.v1jaju strujnu fun}:ciju potencija1nog s:b.,..u-

јо.пја. Опе ви , upravo , гоэепјо Lap1acc-ovo jodllacine. 

Ргета (98) 
, 

ЈО 

Za Џ_LL J.'I_ , 

2,- ;:> 
z z 
22 

ТТ , 
")L\. = J.~ 
L.. О О 

iz (35) s1eЙuje 

i us10v kOl'lpatibi1nosti (75) odrod.juje fun-

kcijo f 1 (z) l 1'1 (z) u оЫНш 
! 

1 (1тт о) 2 -- -l\. - Z + 220 

ZаПОПОПl ovih fUi11ccl ја u iZI'i:lZ za lj.... i korisconjebl ив10уо. (76) йо. 

, 

Ј- ,', . -

0 "- С," '~- - ....,. , L г~ 

-' 

sc vrGdnosti kОl1stапа-tа : 

, 
. . 

tako йо. kOl1acan 0'b1il: strujne fullkcijo 't! , zo. N=I"h, g1asi 



,,1 1~/( 2-? 2 -32 3-
~ - ~1~ z z - -з2Z - ~Z Z + . ч-о . ? 

- iCT;(z-z) 
;Ј 

2- -2, z z + zz ) + 

+ С З (z+z) -

• 

Ovdo јо F'2(z) proizvo1jna аnа1i'сiСnэ. funlcc-j j~ i аlш 80 uzble , па 

1Јгiпюг , da ј е 
< 

ё-Ьо proc18tav1j а Ul1i forblno pravo1inij 81':0 8tru,j anј е 8а potoncij а10ГЈ 

brzino ,onde. 80 gornji izТ'аz ze. funkciju 4.1 Щ;ЈЈ:ОБси,је i p08taje 

По. ОУСсј nacin 80 '10gu dobiti i 08ta1a ГОБоnја iz (85) 

za razne vrocLl1osti li:Olls·I~an·t;c Н. Ovdo эс jos SD..E10 na.vodi rcscnjc 
• 

za Р-5 -,-
• 
l опо rz;lasi : 

~ 

'-t; = 1" ( 2-2 -2 + '" 7 r':' , Z Z "r."' ,Н. ~:Ц" 
ч- о 

+ i'"E;' (z)z2_ 2-3 z .3 + 
се __ 

i. , (-? 2-, + ~' z-z - z z) + 
'-

2--
+ 2-3 

Z ~ 

зz z ц 

l-l , 1 
-~ Z 2'z 2~ -

- ~z3z) О. , 

L~_ 
z - 2z3 z + 

,1 ( _) + с- z+z -;; 

2z3 z) + 

5~ Јоdпасiпо (72) rюgu 8С uvоdјспјсю 8trujno funkcijc 

SVQsti i па.. 1d " '1" Q (, ("Cl О" ... ,.- " ,.:,1 .i '-' [.Ј .l....L_ о 

ор ~( 
• 

с- о.,) D. Ч' \ u 0+'·. - - ёЈх) с ";7"' " 
, 

", -

, 

0"0 9_( , 
I~ U о 't' " " '-( ,- '-- ) ё5У =- - \ , 

О" , ох д 

~- •• Ј • ::t L l' .'.-.OJ1, us Gva""l, ргсQs-l.;а.v Ја с auchy-RiеГ;lз'Пn-ОVС ј oal1o.cine to • 
Је 

• 
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э.па1itiСпа funkcija komp1eksne promen1jive z=x+iy. Kako је оуа 

э.l1а1itiСпа funkcija proizvo1jIla moze se uzeti da је ОIlа jedIlaka, 

па primer, komp1eksIloj brziIli Ilekog potencija1nog strujaIlja, tj. 

rooze зе staviti аа је 

= - () U(v - i V ), ) х у 

~de ви Vx i V
y б 

projekcije brzine potencija1nog strujanja. Ako se 
, 

ва '{1 (х,у) oznaci poteIlcija1 оуе brzine а за strujna 

funkcija potencija1Ilog strujanja,oIlda зе roogu postaviti veze 

• 

(100) 

__ v 

l\.Оl1аспо , 

(101) 

gcle ј е 

(102) 

V = 
0~)1 
-- -'" ОХ "-

, V 
o\f'l 0'+1 

- бу - - .~ 
у ., 

• (99) • (100) llobija da • 
lZ l зе Је 

о'! 04' 
(р ,П _ ;1) i( ~ u 2 .' .' • + ~Yi\\f2) -с • • -ох ох 

'f 2= '1'1- t . 1z (101) зlеаије 

р _ - ~ u 
O'f' 1 , 0'1" U 2 - . 

у ОХ 

• 

- о , 

• (103) 

Projekcije brzine Yiskoz:log f1uida na1aze зе posredstvom izraza 

8,-\, 0\1./1 0\'2 0'11 0'1" .., -- Ј.. '-
УХ - -- - ... . - _. - • - • 

е,у оу оу ОХ оу 
, 

(103) 
О,\, 0'1'2 0'\'1 01t12 .o.~ 1 + + v =- =- -- -- - оу дх 6-;"- A~ • " О'" 

" ". UJ' Ј' 

::?геroа tome,odredjivanje ро1ја brzine i pritiska па 

ovaj l1acin posredstvom Oseen-ovih јеdпас-iIlа зvоdi " . 
зе па resavanJe 

:CJap1ace-оуе jedIlacl.l1e (6'1'1 = о) i jedIlacil1e (103). 

P-rеl"lеf;~О sto зе predj е пагеэауапј е ј edllacine (103) , 
zaDaza зе da se brzil1a -

-7" 
V viskoznog f1uido. Л1Оzе napisati kao 

-~ 

v - grad if1 - r grad 't' 2 ' -
-k Ј 
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~to по prcds'cav1ja nista drugo nego vcktor ocIstupanja 0<1 ana1itic-, 

, , 

, 

tnos ti nco.Ilal; ticno furJlccijc 
',' , 

~Dak1e, roa1ni йоо оуо noana1i Jcicno fU111~cijG harnlOni ј sku 

cl'unlcciju а iпг,giпс.сгпi йоо zadovo1java jcdIlaCinu (103). Ocig1cdno 
с'-

~~ 

је Йо. so ovdo radi о јсйпој spocijo.1Iloj k1o.si псо.Ilо.1i-t;iспih funkci-
, 
!"а о kОЈ"iпа Ј"е bi10 гос; u ШЈ.tеfilаtiСkоm йо1п гадд i kOJ"c su Obllhvo.
Ј 

V ( , 

':60пе ' ј оdпасiпоп ,'1). 
'. -

6~ Ы::о se '>jl 2 роsпаtго. ko.o funkcija ргопсп1јivih 

i Z, опйо. joclnac i no. (103) postajo 

(105) 02'1-' 0't'2 0'-1-' 
Л 

12 2 -- - " + . .... -
ozoz 

, oz oz 

z 
" 

• Од. funkcj, ј о sc zo.htcvo.,kao i ro.nijo од. fun-

kcije 't' , Йо. zac1ovo1jo.vL', joclnacinu (105) i оуа dva us10vo. : 

(106) ~J- _ _ '~_~ 

\ \ ~Л ozoz 
- с 

-, 't 2 (z,z)= 't'2(z,z) • 

Intogriranjom p-rVQГ шйоvа clo1('zi БО йО 1JDrcija1nih izvodo. 

, ,--
оУ? " i. zn-1~_1 (z) ~ . , -- , 

oz п=l 

о 'f 2 
, ~T .• 2 

(10'1) ;- ( . -n- ( ) b~(Z) -- ._ n-1) z о.П_1 z + - , 
oz n=l 

0211-2 N " 
~ ±(n-1)Zn-2a~_1(z) - , 

ozoz 

II kojirc:Q со во f1J.l"l'~cijo o.n _1 (z) i bo(z) odroditi tako йо. Ьийе 

zо.д.о-vо1јuпа joc1naCino. (105) i drugi us10v (106). 

Ubaoi-vапјоЕ1 izvodo. (10'1) u jodno.cinu (105) " v 1 rGsavo.~ 

пј or,} аоь; ј onog iZl~[,Za ро f'ul1kciji Ь ~ (z) no.1azi so 
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• 

(108) 
N - . 
,- l' ( .) (\ / ) -п-2 L_ Il-1 Ј\ап_ 1-ап_1 z -
п=l -

I -п-1 Ј 
а 1z 
п- • 

Ovde ве песе trazi-(;i opste resenje za funkciju 'У2 уес се ве od

mah роsшаtrа-i:;i slHcajevi za razne vТ'еdпоsti Н. Za Н-1 (В1= о) 

i strujna funkcija \.јЈ 2 odredjuje potencija1no strujanje,a za Н=2 

vrt10zno strujanje sa konstan-t;nim vr-i:;10g0Ш u се10т f1uidnom prosto

ru. Naime, za Ы=2 iz (108) sleduje 

• 
b~ (z)= (Aa~-

а odavde da шоrа biti 

, а - а/ =k 
1 о о 

, 

gdc su k 1 i k o ',:onstante. Pos1ednja jednacina (107) za Н-2 

daje 

\ ,-ozoz 

/ ( . - а1 z) -

gde је U1l1esto k01l1p1eksne konstante 1;:1 staY1jen пјеп rea1an deo 

k{ jer ovaj izvod шоrа bi ti :ееа1ап. Integriranjel11 pos1ednjeg izra

za do1azi se do оэсса1а dva izvoda potrebna za ana1izu us10va kom-

patibi1nosti,odnosno (105) : 

(109) 4- f~. (z) , 
oz + f~(Z) • 

Ubacivanjem ovih izvoda u (105) do1azi se do jednacine 

, 

koja се biti zadovo1jena ako su 

gde је С kOIls-t;аIl-t;а. Funkcija t-v 2 na1azi зс ропоvпiш iIltegrira

пј еш ј ednaCina (109) u. о blilru : 
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- 2С"у + , 

gde је шюstо kошр1еl:sпе konstante uzet njel1 iшо.siпаrап аео iC" 

jer је ЧЈ 2 rea1na fun.kcij:=,. 

Ako se llarblonijska funkcija 'f' 1 (х,у) uzrae u obliku 

'-У 1 (х,у)= Их + Vy 

tade. projekcije brzine,prema (101+), • 
lZnOSO 

• 

"' . v- \'11 Иоzе se uze'G1. = -. {1 

odrediti iz us10va 

se аа ја • 
l 

, V = V+ л k 1
1 

у, 

tako аа је 

• za :L 

C"=-U/2 , ра • 
Је 

, 

• 

zo. 

/ 1_ • .j;\...l 1 

• 

С" 

у=ћ. Dobija 

Э'СО рrед.stаvlја P'-,:ЈШСllU brzint:) izmec.ju dve para1e1nc р10се па ra-

stoj",-nju йа ае jcdna (па rastojal1ju h оа ravni 

Oxz) kre6e kOl1stC'.l1'CIlOm brzinom П а dr11fjD. (11 ravIli Oxz) llliruj е. 

Us10v ОД је ods'cl1.panje '~re6eG rед.а .jednako nu1i (N=3, 

]37=0) iz J'edIlacil1G (100) йаЈ'е 
:Ј 

odal;:le slедлје 

,;0.'-' su 1:2' 1:1 i 1:0 konstal1te. Tre6a jecl.l13.cil1a (107), pos1e zG.-

ГlOY1G funl~cij а iz gorl1jih jedl13.cina, postaje 

• ; '. ~ 
ozoz 
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Zbog rea1nosti ovog izvoda тoг~ biti 

talco da је 

Ойауйе ве intеgгir'Ешј ет na1o.zi 

• 

Jednacina.(105) odrodjuje 1'unkcije f 1 (z) i f 2 (z) u obliku 

~;\ (2C~+Jc{)j z 

~ А (2C~+k{)J z 

, 

• 

Integriranjem prccLpos1Gdnjih joclnucina dobija во '+2 }сао 

(у'2=- ~ik2(z-z)3+ ~(2C2+k:l) (z-z)2+f1 (z)+1'2(z) , 

!соја ров1е zaтene fUl'lkcija 1'l(z) i 1'2(z) slasi 

\ОЈ 1. (-'3 
't' 2=- 3'lk2 z-z) + 1(2' ,. ( - 2 . ( -) "2 C2+k1 ) z-z) +iC" z-z + 

• Ј' \ril( 2 -2) +1 \ "2 z -z - ~ л.(2С;+k{) (z+z) • 
I 

U Dekartovom sistomu је 

Uzш<,; 1i ве hагтоniјslш funkcija 'i1 u obliku 

,С ( • (2 2· '1 х,у)=ш х -у ) , 

з;dе је т I'ealna konstanta,tada projolccije brzine ргоша (104) 

glaso 
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Za 2 ,,1 1 I О v2+':c1= 
• 
1. 2m=-4Л k2 projol:cija v

y 
jednaka 

је nu1i а Vx dobija·oblik 

u 1;::ојој SG konsto.nte 1 :- i I 

·'2 
• 
1. С" mogu odroditi iz granicnih us10-

• 
1. v =0 

у 
уа • v =U za у=о • ,. za у = :!: h • Izluzi 0.11 (Ја С"=О • 

1. 
~ "' 

k2=-U/8h2 • , ра Је 

U 11 - (-hУ )2] V x - L 

sto preds'i:;avlja raspored brzine izmodju dve para1e1ne р10се koje 

ве nalazG па rustojQnju ~_Oh od rav~; Oxz· kr ~ "~ 1. перо e'cne su. 

Rо.zuшс se, moze so rosellje ј ednac i по (103) ·brc.zi ti 

se опа smonom 
1 ... .,.1'" 

( , "~ ( .. \+' ~ х, у) = оо f х, у) 
с.. 

, gde 

је k=U/2"', svodi па jodnacinu Ho1mho1tz-a 

а оуа по. Беssе1-0VU modificiro.nu d.iforoncijall1u jedno.cinu 

, 

kC'.cl funkcij а f(x,y) zavisi sати 0(1 potogu • 

Opste resenje mod.ificirano Беssе1-оvо diforencijclIne jodl1acil1e 

pozno.to је i duto је njegovim modificirunim funkcijama prvo i 

druge vrsto. 



- 62 -

Stokos-ove јеd.паСiпе 
--~------------

Zanernc-ri vanj ет inorcij a1nih si1a Navier-Stolces-ovc 

v , 

jeClnaC1nO • • "1' • pos'CCt..Ju ...!..1110arnC 1 za sl11caj ro.vansl~og lls'I;a1jenog strll-

јавј С .. i1.Gstis1ji vog flпidс., "J.Z 
, L oasllBcvo spolja§njih si1a,g1ase 

(но) 
ор , • 

Ovo 
':;) v. 

sc J8o.naC1IlC pripiBllju S'l;okes-ll јог ih 
, 

ЈО оп 
, 

prV1 upotrobio 
, 

pr1mer zэ. Ј?ГОllсаvодј о ро1ј а 
, , , 
ОГZ1ПО 1 pri'ciska u ncogro.niccnoj 

fluid.noj srcdi п; ~c~oz koju во trans1atorno 1;:-,о06с lopta ffiD.lom i kon

stслtпоm brzinom. Ј odl1D.cinanl(:, (110) pridodo.j о sc јов i ј cdnacino. 

l:ol1til1ui t С '1:; о. zc- l1ostis1ji v f1uid , 

""'"" ,Ev v _ о , 

posrodstvom l-соје за uvod.i s-~rujna f1...lnkcijc. 4-1 (6,+,=-2(0) ), tal:o 

do. 80 s'cokGs-оVС diferencij ,llnu ј ед,-

v , 
no..ClnU 

(Н1) 6.1::, '1/ ~ q + 2 
~/+ \у' 

+ 
0\; 

О 
~~;20~2 -"4 - • 

ох' О" " 
PrC!21o. tOIac.:, ~UIJ.~ 'C1' Ј'" ..1. ._,- ....... у ја 'h'h '" д ' 1.11 o.rmOn1a s..::.ca .0 ... ': 

, 
Је pritisoJ<:: 

ll<J.rilloni ј 81:::.. funl.:ci ј 0.., , 
v 

sc mozo 10..1:0 poko.zo.. ti ko.d 
, , 

вс Ј осшаСlI10 
" , 

(110) јов jedI10rn diferel1cirD.ju i , zatim , iskoristi jcdnGcina 

kOl1til1ui -t;еtD. о 

~,y t' iJvlCnOS 1 

, , 
ЗС;ГUЈЕО 

IOZEC:CO је do. вс vc1il:i· Ьгој рТ'оЫота u 'ccoriji 010.-

" ' SVOO.l по. parcijalnu 
• ~ v' • 

Ј CC,I1aC1nU (Н1), 
, 

pr1 ссти sc llrnoBto 

fUI1kcijo. пс-ропа i1i iJAiryiJ funkcija.Zbog 

" , • ~ 'Ј • 

~,''(~''''v~'·Јu _ '-' u '-~ ,-~~l _ а еС1nэ..Сlпе (Н1) posvotilo dQsta VГОПЮI1о., э. i dD.-

n::',В јо :;?год.r:,еt is'cro.:i:i VQilja Г1шоgih no.uci1ik:?.Dovoljl1o јо Si)OrnenU--
, ' , 
"Gl rJ.u.ovo т- (111·) 

-,\.оlоsоv-гt , 't (15) р , (16) 
,;о еvепвоп-о. ,_ОШрОlu-а , Yo1tor-
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;1'0._(17), ИuShс1isVili-а(18), Mind1in-a(19) i drugih , ро.аа se vi

di vaznost оус jcdl'li.'.cino u teoriji c1asticnosti. 

Nisto. mо.пјс !1ije intereso.ntna jednacina (111) i za 

Hchanilru fl1.1ido.. Zo.to sc i u оуоm го.д.u Gшо.1iziго.јu neka пјепа rc

Бспјо.. Naime, ops'be resenje јеапо.Ипе (111) павао је јов 1898 g. 

Gourso.t (20) u оЫ i l:u 

-
(112) 24-'(z,z)~ z\f(z) + zЧ'(z) + Y.(z) + j.(z) 

-
gdc su tf (z) • 

~ x(z) proizvo1jnc o.na1iticnc funkcijc, а \f(z) 
-

i X(z) njihove konjugovanc vredl1osti. Vidi se ао. је пеапо.-

liticna funkcija. Пјеп izvod ро promcn1jivoj z, koji prcdsto.v1ja 

komp1eksnu brzinu strujnog ро1ја visl~oznog fluido., to.'::odjo јо пс

o.naliticna funkcijo. ра sc iz opstog rcscnja (112) moze izdvojiti 

sросiјо.1ш:. l:laso. s'i:;:cujnih polja !соја se mogu uporodjivo.ti sa poten-
~ 

cija1nim ро1јсm l:o:cisccnjem ro.nijc dofinisanog vuktora В kao mс-

re tog оdstUРШ1.ја. Naimc, nlOze se zo.htcvo.ti оа funkcije l.jJ ао. za-

аоуо1јо.уо. i иэ1оу 

. '-
~ \-ы 
uZOZ 

_ о , 

tj. аа је aroo1o.rni izvod roda N ро promon1jivoj -z komp1oksnc 

brzine 1:0.0 nco.no.1i·i:;icllc i1.cnl~cijc jedno.k nu1i. Drugim rGcima, ао. 

је (N-1)-i izvod komp1cl':snc brzine ро promun1jivoj z an0.1itic

по. funkcija. Ап0.1 i za gornjog us1ovo. pol:o.zuje д.о. u tom slucaju fuп-

kcijo. 'f' (z) nijo proizvo1jna уе6 moro. biti po1inom (N-1)-og sto-
-

pano.. ро z • Saraim 'i:;im ј с 'f (z) po1inom ~Btog stopeno. ро -z • 

Mcdj1.1tim, f'unkcijo. X(z) Gsto.jo i do.1jc proizvo1jna, Ko.ko zbir 
-

х (z)+ Х (z) prcclsto.v1j а ГОБспј с .Lo.p1o.co-ovo ј odno.Cinc, to sc vrt

loznom stгuјсшјu IOozc uvok dodati proizvo1jno potoIlcija1no struja

пјс i diIlо.miСlш ј ccl.Ilo.cinc (110) bi60 zadovo1jcnc. 
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Ako вс sto.vi dCl ви 

N ..,,- п-1 
,,"> С z 

п-1 11=1 

ondo. rescnjc (112) posto.jc 

, 

N z '" с п-1 + z L_ п-1 z 
11=1 

~ 

+ j(z) + }.(z) . 

N 2::. ё zn-1 + 
п=l п-1 

, 

u odc1jlm о Osoon-ovim jcdnacino.ma zo.pazeno је da во 

resc11je (85) svodi по. gornjo ГСБепјо Stokos-ovil1 jodno.cino. kad во 

п[:, оЬ[', mcst<J. sto.vi Н=3 , јсг је i truno fUl1.kcijo. F1 (z) polil1.0m 

d.rugo(S в·Ссропа ро z ko.o i funkci ј 0.- 'f (z) оуЙс. Моdјutiш, ZCl 

sVClko се10 kod гоБопјо. (85) pojo.v1,1u.ju ве dopul1ski с1=0-

vi zo. koje во опо raz1ilmjo od gOTl1jog roscl1jo. zo. tu vrGdnost ЬТ'о

ја П. Zbog ·Gogl:\ вс i l11OZ0 uzeti do. ti dopul1ski с10лоvi u rcscnju 

(85) prcdsto.v1j о.ји korokciju Stokos-ovog rosol1j о. ko.d вс роsmо.tгщјu 
-, 

ovc spocija1ne k1::lSe struj=jo~. 8-(;0 је rcd ods-Ьuро.nјCl 1.:omp1eksno 

brzino ой 31'1:J.1i tiCiloSti vc6i, to во i Oscon-ovo roiJonj с Т'[\zlikllјо 

ос1 :::Jtokes-ovog rcscnjo. z,J. voci Ьгој C1Clnovo.. 
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к v и t о r п i о п i • 

Vo1ici по. l:oj::'. pred8'co.vljo. ZbiI' 8ka1o.ra 

Но.!uiН;оп-u (T.Andjoli6 (21», 1cvc,terr...1on 

--Q - qo + q , 

i vo1;:toro. zo-
• у 

1. bloze 8е п::'.-

..... 
бае јо qo skalarY'1i аоо kvo.'cerniono., о. q l1jegov vGktorski аео. 

Iz defil'licij е (113) sledujo : prvo ,lcvo.tornion во по mozo predsto.

viti gеОП10tгiјski i drugo,ska1ari' i vektori mogu do. ве sblatraju 

1;:0.0 specij o.lni sluco.j ovi lcvo.to:rnion::'.. 

Ako во ва QZno.co projckcijc vcktora 

-"" q по. 080 х , у , z о. ва o8novne kvaternion-
• 

ske ј edinice, опа[,. вс svaki rc0.1ni lcvatornion ТilOZC prikazati ва 

(114) • 

Dalcle,osnovne Icvo.ternionsko jodinico 

jcdinicnih vektorcc 
-... 

• • 
1. , Ј , k • 

Kvc,ternion је јеапсЈ;: nu1i 8С&.0 опао. ko.d mu је jedno.k 

nu1i istоvгешопо 8 ' :[,lc.1.'ni i vcktorski асо • 
• 

Dva kvo.tcrl1iono. su ыоај1.lБ0Ь110 ј odno.l(o. ko.d su im ро-

воЬпо ј edl1o.ki skc,lcxni i vоktогзki do10vi • 

БаЫго.пј e-oduzimanj е l;:vo.torniono. svodi во по. snbira-

l1ji}-odu.zim::ll1jo njihovih sko.larnih i yektors};:ill do1ova. 

f.1nozcnjo 1::vаtсrniог-с. је od funёLС.ШЕНУСV.lnоg 
у • zntlco..J[J., zo. 

ro.cun во. h.--v,::"ternionimo.. Опо јо definis=o ~С\Ј,:о ас. во kao rozultc.t 

д.оЫјn lcvaternion, аа =ozenju odgovara оDишtа opero.cijo.-do1onjo 

i ао. vazi za1:on c.socijc,ci је. KOlllU·i:;o.tivni ZC'-С(Оl1 по vo.~i,osim u slu-

C~·.ju ko.d su vektoT'ski dolovi lcvo.torl1i опо. k01ineClrni. "Р-.соizvод. dvc. 

j<:v::~ternionCl д.сri l1isсл јо 1;:0.0 
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gdo 

(116) 

_ сzш:'.Сuјо kvatorniol1sl:i proizvod vol:'corc. 1 . " , ':':OJ~ sc sas"coji 

iz sko..lc.rnog i vo!;~torsJcoG cl.ola d['~ bi prcizvoo_ dvo. kvo.tcrl1iollo. bio 

иУоЈ.: lCVo..Jccr11ion. ZEo.kom 
., v 

'1" 1 " OZ11D.COnO Ј 0 ";:VC'.'GGrn~ons ~o mпozcnJ G • 

p-rошD. tОП10, u срs'i:;ош sluco.ju је 

• 
• 

" 

Ы,: .. osnaVll (116) 
v 

П10ZС ве ZD. lrvo.tL:I'l1.ionsko v " 
mпozcnJo 

OfJl'lovnih jcclin; со. postavi ti slcdcco. вата: 

1 С" С 
..Ј.'. у 

., 
1 С Су .L .. 

.А 

С" С -1 C z J~ ~" 

Су С'I 
с- е 

_·С 

z -1 

C
N 

С С -с 

" У 
.. 

~ ~ -'-

• 
Ј О, по. 

• 
pr~rйGr, , 

3vdrош lcvo."i:;crnionu 

--

C z 

C z 

-С 

У 

C~, 
'" 

-1 

Сх /\. cy=c z 
Q = q + 

-о 

" . d 1-С • 

.-. 
q OQ50VC~()" l::onjue~OVD.-

• 
Ј.Јо.Јсо 

• polr.:o.Z C~ Jci дд Чо - q • Ја Ја :li J.;:vb, terni оп Q-

- 2 2 ? 02 N Чо + чх + ч; + 
~z 

QI\ Q 

• 
Ја N ~ ОГШ" l;·o_,~·L '·'rYl;OI"'\" ~.!. L~ 1._ v _, vL: _...L. __ ,-•• Izru.z 

;--

r=+V N n::'.zi vo. SO, ро с.шJ.lоgiјi 

·8:::'. у..::Ј::tоriШQ i Ј.:ошрlоkSl1.iIl1 broj оviшо.., mo(:'L111om J-:vo.. i.,crni011D. • 

':"1" Ј" () '-' \..- \,.: ! 

-,... 
а 
О 

Ako • 
ОО v 

• , 1 • д" .. d .. .. .- '"l ,........ --, ... , с!" Ј (Юll·_.-,с'. Ј с; .~n~C~, 011 с, оС 

zj сdil1iсniш • о " l\.va GоrП1О110f:l .. v .. " 1 1 mozc ВС nC.plSO:Gl сао 

Q '" сав 
О 

..".. . 
Q sl.n 
о 

, 

delo. l=vo..-соrl1iовCl. 
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De1Glljo kvC\·t;errliona svodi se 11::2 " . 
ШПОZСПЈе 

• v 
roclprocnom 

vrednoscu. do1ioco.. De1enje nije jodnoznacno odredjeno,jer se тпо-
• 

zenje rocl рrОСll0Ш vrednoscu do1ioca шоzс obo.vi ti so. dcsno i1i sa 

1еуе stro.ne. Рrешс. tomo ј е 

• 

" . t . f 1 •• l'ј О г1 О g е п о кvo. ernlon- un"cclJe. 

1jivih 

Ako 

'" у z -'.л, ., ,U 

Би qo,Qx,qy,Qz reo.1ne fUHkcije nezavisnih prOmel'l

ol'lda izraz (113) i1i (114·) predstC\v1jo. rea1nu 

~{vate7'l1ion-funkciju, hiperlcomp1eksnu fU11kciju i1i' komp1eksnu fun-

kciju visog roda. 'Pretpostav1jo. so аа fU11kcijo 

neprekidno 1 zvode prvog roda. POZ11C,tO је аа kvat07'11io11-fuпkсiјо 110 

POSOdUjl~ l:lC\sic11u cna1i tiC110St i мо neko оа njih mogu inlG.ti • 
рОЈе-

dino. svoj stva с.ш:Йоg11о. svoj stviпщ c.l1c.1i tiспi h' i'unkcij а. Оуао se по-· 

се С\па1izirС\·t;i рГОI)lвm <::,n[',li tiCIlosti kvаtеrпiоп-fuпkсiја jor to пi-

Је ci1j ovoga ro.c1a. Тај problom јо dosto. рrоuСо.vап i mozc so по.Сi 

u rсдоviшо. Fuoter-o. (22), Frechot-a (23), Hoi si1-o. (2
Le), Вiliшоviс а 25, 

!Iisicu-a (26) i drщ;ih. Zo. !'1оhапiku fluida i оус.ј ro.d је vazno аа 

postojo izvesl10 l:l~'lSO lcvatorl1ion-fun~:cijo. koje шоg;u korisl1o аа ро·-

sluzo Zcl PT-ОUСL'.\Гсспј О pros'corni h struj [шј о. fluido.. То su щопоgспо 

~{\rQЈGоrпiоп-fuпkсiј о., ll1onoge:nc u smislu l~c..ko ј о to dofiniso.o И6is; 1. 

ЉЈ.iше, роа mопоgоnош lcvatornion-f'ullkc1 ј от u ј odllostru.ko povozC\nor:l 

prostoru Е роdrссzUI!ЮVС. во l~vo.tcrl1ion-funkcijo.,unifor=a и, Е , 

1 • • • Ј "', t 3':0 Ј Q Ј с ГI~опоgепо. 1..l.. SVlffi ~о.Сl':CtnlG.. prcs oro.. Е • Nо.ротiпјо во Йо. род 

шопоgепош kvo..tcrnion-funkcijom ra.zl1.i pi sci l)Oёo:ro.ZUIilOVo.ju rc.zlici".G(:; 

klo.sc 1;:vc~torl1.ion-ful1.kcij о.. • 

Frebl;c. Hoisil-u ја 1:vo.ter11i011-f1..шkсiјс. r:lOl1ogCl1C1. ako Z:t-

us10v 

D!\Q _ о , , 
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оzпС'.Сеп opero.tor Ј:vо.tогпiопskо 

(, 
бу+ 

пгi:гоd" . ~ 

• 

Ы:О kvo.tcrnion-f·1l111:cijo. пе zO.visi od ргошш1јivе t 

tor (118) dobijo. oblik 

(119) О 
С 6": + 

.Ј... -'''''' 

о 
бу+ 

; o.n0.10go.l1 је I'iшni1·t;оп-оvоm opero.toru zc, koji 
оо 

V ·-,,· ~ 
.... ~Lt \:Ј 

, 

• • 

tQc1o. 0pGro..~ 

ske o.lgebre i 
., • .г • • 
о.l.LеГОПСlго.ПЈG.· Opero.tor (119) p1"imcmjen П.о. kvo.ter-

niol1.·-funkc i ји (113) d.ovodi do јеdЉЈ.Сil1.0 

grc..d '1 -
о 

..,.. 
div '1 , ~ 

-о' ro џ '1 

lёојо. U.Z lls10v 
, . 

Т!lOnOQ;G:ilOS\il, VЛQ-О 
, . 

,о.О·Ј,0 ј СЙllи sl:c.lo.rnu i jedl1u 

vcktorslru 

(120) 

~ . 
Сlде • • 

(121) 

! 

• ~ v • 

Ј СIO.l1G.С1Пll : 

div 
..,.. 
q - О , 

О'1у 0'1 
"- + (5Уу + --

С" У '" . 

6'10 0'1" 
+ д .- '''-- -оу oz 

[;год '10 + rot 
~ 

'1 - О • 

o'1z 0'1 
, 

ОЧу o'1z 
О 

о + О -- бх - -oz - , 
оу oz 

0<1 Оо О<1у 0'1" Z 
О 

·0 
-1-

., 
О .. - оу , ох - -dX uZ "' 

ае dc. • , (' 
<j~ i svoJ:-:с. kV('::Gcrnion~funkcij о.. obliko.. 

(122) 

Щ~)110g0г.с. 0..1:.:0 
, 

Је Q 

-1- gro.d If = q -1-
-о 

f'ui1l:cij о. 

) 

f (х,у, z) 

, 

• 

zo.dovo1jo.. 

..., v • 

Ј С\." ~ . .., ':1 ( ... ·1 11' 1 ,,-,\..,-_ .. 1.~ __ '-' _ _ ...... Ј
.., ". -. - ",.,- -"-,, t....: ай .......... .L.l..L1...J (120) prcd.sto.Y1jD.ju lls10v шо-

" . 
ПОf'ЭПОS'Gl 1 - zo. Јcviуl:;L:rniоп-fuIlkсiјu (122) 

:rot gro.d ~; = о • ОУО Syoj S'CYO mOl1ogol1ilJ. 

• -01" Ј -- је еН. v CjI'o.d 'f - о i 

klТо,tегпiОI1-ћшl:сiј о. " mOZG 

rlc. se iskoristi zo. u:рго~Сэ..vо.l1јс пј; llоvсз vol:.:-:'-;orsl:og д.ulс. podesnir~l 
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izborom h=mol'lijske T1L'l.lccije \fI • No.primer,moze ве odrediti 

to.ko йа Ьийе qx=O. Dovo1jno је sto.viti 

• 

sto је uvek mogucno i sto odredjuje lf во. to.cnoscu йО adi tivne 

funkcijc promen1jivih 

х 

УЈ 
l' 

Qxd.x - - Ј + 'f1(Y'z) • 
о 

KClko • 
6'f= О -[;0 • prodhodnog • 

ЙоЫјо. Је вс ~z ~zro.zo. 

Oqx 
х 02 02 

S ( 
qx 

.L 
qx 

)йх + 11 'f 1 - ох 
"- ""2 "2 -• 

ау oz 
о 

оЙо.'.йс зlсйиј е dQ 'f 1 moro. йо. zo.dovo1j o.vo. ј edno.cinu 

ОЧх 
~ 'f 1 = (ох )х=о , 

О , 

posto је 6 qy= О • Ocig1edno је dQ ве to.ko odred,jenoj funkciji 
-" 

'f1 moze doClo.ti proizvo1jno. h=mollijsko. funl;:cijo. promen1jivih y,z. 

11.1;:0 s (; prihyo.:t;i 

Q = q~ (х,у, z)+ 
u 

• ovo ~ uzme q = О , оnйо. izro.z 
х 

prodsto.v1j о. red.ukovo.nu kvo.tornion-funkciju z::,_ Еоји ј е us10v шоnо-

g6nosti (120) prostiji i jodno.cinc (121) prolo.ze u 

! 
\ 

oqz oqy 
.L О oz -ду • -

(123) 
oqo oqz 

О оу -ох --

, oqo oqz OCI 
+ 

-у 
О оу - (3"z -ох r. 

очо + 
OCly О oz -д3: "-

, 

, • 
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. =z::,. 

ос1 tri diшсшziјо • 

'1~ Ј. 1.:. ~ prostor 

U рТ'vош do1u rado. је anc,liziran i lшгi 860П vektor 

kao E10ra ocls"cupo.nj о. по1:0[1; гаvсшsl~оg br::;i nSl;:og ро1јо. vi skoznog f1u

ido. осЈ. Lo.p1o.co-ovog po1jQ. U radu К. Voronjoca (2) gОil0га1is[ш је 
"> 

voktor В 11а pros"cor 0(1 tri dimonzijo i, zc:l;im , dovodon u vozu 

SQ оdstuро.пјош tгоdiшопziјskоg-Ьгziпskоg ро1јо. осЈ. LQP1aco-оvоg ро-

1јо.. Zo.istQ, us10vi za poto11cij 0.1110 struj о.11ј о 110S'ci81ji vog f1uidn, 

(124) 
.."... 

rot v = О , . 4 О cl~v v = , 

роlшzuјu Йс. 130 шоgu uvesti fUl1kcijo i.p, 1.t"1 i чЈ2 јоdш:-,сiпатп: 

(125) "t" = gro.d 'f = (gro.d 'У1 ' gro.d 'f 2] • 

FUl1l:cija 'f preds'c ,г\Т1 ј о, potoncijn1 brzi пе, а 'f 1 i ~ 2 stTujne fun

kcije. Upro.vo, ove dvo pos1odnje odrodjuju strujne povr8ine u pro

s'coru u сiјiш prosocima lozo strujnico. 

Uvoclj сп,ј от fuпl;:сiошйпih dotermino.no.to., ј odno.cinn (125) 

v 

шоzе dc.. ;зс 
." -11o.Pl S О _'ДО 

оlP D (1fi1'\f'2) ОЧЈ ј) ('У1 '*'2) 
v = дх - . v - бу - . , , 
х D(y,z) у D(z,x) (126) 

v 041 D (lfl' 1.j!2) 
- oz - - .... . . • z D(x,y) 

/ 

Zo. slucaj ravanskog strujo.njn јо 4l 2 =z п Ч)l zavisi зато od х 
. 

i У i јоdш'.Сiпо (126) dovodo do Co.uchy-НiОЕ1Qlш-оvih jodno.cino.. 

ZQto во ј еd:rшCiпо (126) mogu tunшсi ti i lшо l1opstono Сс.uсhу-Riсшо.nl1- ' , 

ovo ј оdпасi:::ю • 

МоdјlJ.ti.ш,Qkо је stгuјапјо vгt1vZПО опdо. јо 
-'7' 

ro'c v I о 

i postoji sашо dl'UGU je:d11o.cil1c- (124) koja је zo.c10vo1jenQ izro.zom 

(127) • 
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Moze se i u ovom в&иСо.Ј·Н за funkciJ'=o. \111 i \1'2 'r .." povozo.ti neka 

fUl1kcijo. \f , o.li ]шјо. '10 prodsto.v1jo. potol1ciJ·o.l brzine -v Z • а 

ove tri funkcijo mozo so obro.zovc.ti voktor Ш10.10gсш voktoru odstu-

ролјо. ltD.o 

~ 

(128) в = [gro.d 

koji imo. вуо tri proj okcij о 110. J.;:oordi11o.tГLim 00=0. i koji ве moze 

tumD.ci ti ko.o odstupo.njo nokog trod.imollz i ј 01~оG-Ьгzil1s1{Qg ро1ј о. od 
.....-

lJo.plo.co-оvоg роlјо .• Ako јо в=о [,rzinsko ро1јс јо Lo.plo.co-ovo i 

jodno.cino. (128) pro1o.zi u (125). 

Primecujo 30 ао. ј о drugo. ј odno.ci110. (12Ь,) zo.dovo1j еnо. 

• • l lZro.zom 

-> v = 
> 

- rot А , 

gdc је Т vc1;:to:r.slci potiJJ:lcijo..l, р.:.1.. 30 vcJ!.:tol""' 

obliku 

(130) 
= ~ 

в - gг,д 'f + rot А • 

---

в тo~e dQ~i i u 

Jed11o.ci11o. (129) по odrodjujo vektor А u potpunosti,jer 80 vok·t;o-

ru m Ј;:: ,-. ...1" ~l ,...., tl' 1 \. ц..... ,,-_ v '-._ -__ 
~.' I 

,-~-"""'->ttl"" "'1";..,;..L .... " ,-_ и""" _ v proizvolj:1.C: fппkсiјо i brzino. 

so 11есо promol1i ti о. drugo. jodno.cillD. (129) bi60 i ао.1јо Zo.o_ovo1jo--

110.. Modjutim,fllnkcijom moze оо ПОl1юtl1uti 110ki novi us10v ko-
i 

ji со u odredjonom momontu bi"t;i оа koris·i:;i. No. . '.' 
РГlШОГ, moze во 

CJd.rod.i ti to.ko clo. Ьиао 

~ 

(131) div А = О • 

Jud11o.cino (127) i (129) dovodo ао izro.zo. 

:.;. - - rOG А = [gro.d 1j-'1 ' gro.d 't' 2Ј 

!:oji се biti zo.dovoljon kc.d so vol<:torski potoncij0.1 • uzmo,no. РГlШОГ, 
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11 obliku. 
~ 

2А - \.t'2gro.d '\-'1- Lfl 1 grad 't" 2 + gro.Ci. LV3 • 

-о>-

Ako ве zo.htovo. ао. vcl;:tor А iSР1.шјо.vо. u_s10v (131), ondc, funkcijo. 

'f 3 morcc ао. z o.dovo1j o.vcc ј cdl1.o.cinu 

Kvo.terl1ionsJri potcncij0.1 prostornog 

. struj о.nј о. • 

Jodno.cinc (1)0) i (131) pOko.ZUj11 <10. вс vektor В nlO-

z с i zro.zi -ti ko.o 

-""" ...... 
(152) в = V !\ (If + А) , 

.gdc јо opcrator <1cfinisCU1 јсdпо.Сinош (119). No.imo, vcktor В 

во д_оЬјј о. ko.d вс oporo.-t;or (119) 1::vo.tcrniol1s1~~_ primcni Щl kvo.ter-

-nion V + А • Rо.zuшс В(), pri ·tomc ПlОrо. bi·t;i zo.clovo1j спо. jedno.cino. 

"* (131). Zo. ВlнСо.ј poccl1.cijo.11l0g struj::ll1jo. vcl:tor Б јс jcd.nak nu-

1ј i jedno.cino. (132) poko.zuje 
~ 

ао. јс to.do. kvo.tcT'l1ion-funkсiјо. \..f' +А 

monogcno. u ro.ni је рrihvо.Сеnош sшis1u. Ро CU1c,logiji во. kompleksnim 

potencij n_lom J.cod ro..vc..l1sko[~ 
, •• v 

s-сruЈ C'.llJ 0., mozc эс lСV:Ј.tсrпiоп-fппkсiја 

! 

IlO_zvo.'ci kvo.tcrni ош::kim potcl1.ci ј 0.10111 (27) pros"corIlog struj o.nj 0.. OvC',j 

ро-Ьонсјј 0.1 igr::. i в-[;11 u10gu_ ргј prouco.v.o.l1j11 pros-[;ornog strujo.njo. 

i хотр1С~~Вllј ро-сопс; ј С'.1 11 [3111Со.ји rccvo.nskog struj [тј 0.. Iz ovogo. вс 

("Са 1l0.s111ti ti йо. kv::.ccrl1iol1--f1111.1;:cij::: (133) trcb::-. до::. РОБсаијо bo.r 11.0-

:сс\ svoj stVD. ,:,:nc.lо [ј11С.'_ svo,j s'L;vimc.. c~l1ali ticnih funkcij ~ komplcksne 

РГОШС111јi\Го x+iy. 
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Dо.lЙе, zo. slucaj potencij0.1nog prostornog strujanja 

nastis1jivog -r1uic1о, mogu no,pisati ј od.nacino 

-- --(134) grad. If + rot А - О , div А - О , 

1 1 . . д V • 

!соје se PO.c{~[tpaJu sa Је .11С'..СЈ .. nо.то. (120) kad. 30 stavi i 

Prcmo. Јеоте , по. OS1l0VU isJcog rczol1ovo..njo. ko..o i 'to.mo,fйozc SG vcktoru 
~ 

А dodati gТ'Qс1iјеl1t proizvo1.jne ho.rmol1ijsko fU111ccijo i uprostiti 

l1jogov oblik pogodnim izborom 'се funkcijo. НС\ ргiшог, r.lOZO во har-

ШОl1iјskо. fUl1kcijCt odrediti toJ;:o (10. bido projf;kcijo, Ах ј е dl1ak о. 

nu1i. Jod.nQcino (134) ·Ьо.аа iщајu oblik ј odl1o,cina (123), pri сошu • 
ЈО 

, А =ч 
У У 

, А =ч z z • Ustvo.ri,kvQterl1ionski potoncijQ1 јо roduko-

vo.n по.. ro.vOl1. i glc.E:;i 

(135) • 

Potencijcll 'f i prcjol:cije Ау i Az zc.vise ой ргошеп1јivih x,y,z, 

Кvо.'сеГIliоl'Ш:.:О l1ezCtvisne ргошоп1ј i va • 

PoznC\to је йО, во CQuchy-Riаmапп-оvо jcdnacinc mogu 

izvcsti по. rC\Z110 
v , 

:i.l,-'.C l.lJ.O • NiJ. priblcr, obro.zUjlJ зс c1ifcroncijo..l kom-

ploJ:sne fUl1kcij (} 

! dw 

w(z,z) 

ow 
- 6'Z dz + 

, 

clw .... 
clz 

а:?: ,. 

i , zc.tiт , zодtоv~ dG оп ПО 
• • 

Z ~Vl~l '-о _О 

([о u.s10VQ 

о 

+ l 
C\W)· {гу _ О 

оа priro.s'b:tjo. dz • Do1azi во 

оО о ckv4v~1"11"-~;1 г" h Н
О 

о О" --о 1;:OJl ЈС: ' ... >.. _ L.~ '-' _џџ-,- so. vo.uc y~ lсmо.nn-ОV1Ш JC;(~nc..cll1o.I1o.. Ovaj us10v 

pokQzujo асс је Qгсо1arпi izvod iunl,:cijc Vl(Z,Z) ро РГОПlоп1јivој z 

јGdпаl: nu1i. Ројо.ш c1.roo1arl1og izvodet uvco јс Theod.orcseo(28) , а 

lJrOQC\ l1сkiПl";Qutогiпс. јов Pompciu о. 
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Ako 8е 11vedu l~vo.ternion8ko nоzо:чi8nО promen1jivo . Sl' 
~2" '13' kojo 811 зо. x,y,z vezo.no 1inoo.rniт homogonim tro.n8formo.-

. 

eijo.mo., 'опdо. 80 по. i8ti nD.cin mozo obro.zovati diforoncijD.1 kvo.ter-

nion-f11nkeijo Q, 

(136) dQ = сlх .9.Q 
ох 

+ ау oQ + 
су 

. , 
zo.htovo.ti ао. dQ l 

јо. Ч3' Po.reij ,:йпi izvodi ~ , 

~ 
дчо ОЧх + ех + - бх ох 

dz ~ , 

по zо.visi,ПQ primor,od priro.sto.-

.9.Q ~ 
, 

oblik lffio.jU 
оу 

, 
оч ОЧz 

Су 6/ + Cz oz' , 

Ovo.j problem јо doto.1jno Ctllc.1iziro.n u no.vodcl1om r11du (27)i ovdo со 
80 80.то iz10zi ti roz111 tc,ti to o.n0.1izo. Z11 1iпоo.rпо hошоgО110 'Gr11nS

formo.cijo uzcto БН jodnacinc 

х - '>" + "1 ull S 2 Ct12 +S- з0.13 

(137) yc z - 51 D.21 + S 2 Ct22 + ~зCt23 -

-zc 
у 

- ~lCt31 + ~2Ct32 + ~зазз 

gdo Б11 D.iј (i,ј=1,2,з) kОn8tCtпtо i birD.j11 80 -tc.ko dCt njihovCl ае

tormincu"1to. b11do rClz1ici tCt ос. nн10 kako bi БО сistош (1:>7) mog1J.O ro-

,si-ti ро ~1'~2' ~.? ' Ako 80 iz (137) izrD.С11ш.'.јu diforoIlcijClli dx, 

dy,dz i Н110Б11 11 jodno.cinu (136) dobico 80 dif'oroncijo.1 kVD.tor11ion-
! 

f11111;:ci ј с : 

(138) 

N1- ~ 0.21 czA ~ + 0.31 СуА ~ 0.11 -
х 

, 

JVI2= 12 .~ ~ 0.12 - 0.22С Z Л у + 0.32СУ;\ z ОХ 
, 

.2.Q о ~ 1'1з= [',.1-·· - о.2з С z А ~ + 0.73С 1\ С\:Ј-: 
, 

" :ЈУ z ./ 
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Us1o'1 da dQ по zo.'1isi оп d!"j • 
ЈО 

• 
lZro.z ZQ. во s'1odi па 

, 

i bico ,jodno.k nиН cl;:o јо 'v 1\ Q ; О. Drugiт rociтa,ko.d јо kvator-

nion-funkcija Q шоnоgоnа ondo. nјОIl difоrОl1сiјсй dQ 
, . 

nссс ZQ'11-

si ti od prirastaj о. d\;5' 0'10 znaci, da вс diforoncij 0.1 nlOl1ogCl1C 

kvatornion-funkcijo,a tiшо i diforoncij0.1 k'1Qtorl1iol1skog potol1ci-

jQ1a, шоzо napisati u oblilm 

(139) 

Hcdjutim, u pog1odu da1jih zak1juco.ko. trcbo. biti oprczQn jor k'1o.-

torIlion-ful1kсiјо пisu monogono u рU.nош sпis1u tc roCi. Nо.iшо ,iz'1od 

k'1o.torl1ion-funkcijo odrcdjcn јо difсrОl1сiјо.1пiт kо1iСl1ikош, а dc-

10nј о kvo.tcrniono. пiјс ј Odnozno.Cno, ро. вс zo:i:;o ТlIГ 
Н ;5 

" по mozo SffiD.--

tro.ti jodinst'1ol1i1l1 р=сiјо.1пiш iz'1odom Q , ро 

О'1iш :Qostupl;:om Ви odrodjono SШ11О kоnstо.пtо 0.13; а2ј; 

; 0.33; а • 1'10zo вс Ьо:!:; ogro.niccl1j о. uzcti 0.; 1. Dоt0.1јпо. 0.110.1izo. osta-

1ih lco!1sto.l1o.to. u t-r>,:msfоrmо.сiјШnG (137) • " • '.1-" 1Z'1l'S0l1C. ЈО U 01 ~lrо.пош 

ro.du u l;:оПlО јо polcczC'.J."lo d:·. во -I:;rсшsf'оrио.сiјс (137) шоgu uzoti u 

cblilm 

! 

(140) , , • 

od::::.k10 вlодлј с 

(141) ~l;X+ZC 
-- јТ 
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. 
Nokc г;юtоdо za konstrukciju monogonih 

kvo.tern:i on-i'urll:ci ј 0.. 

Iz jolLno.cino. (134), kojo prods'cccv1jo.ju ив1оуо шопоgо-
~ 

nosti kvо.tегпiОl1-fuпkсiјо lf +А u volctorsl:i];] оzпссlсо.шо., primenom 

oporo.torc. divсгgсшсiје i rotorC'- slоdпјо : 

(142) 

ПсЈ:10, sl:o.lo.rni i voktorski doo monogcno kvo.tornion-funkcijo zo.do-

уо1ј о.уп Lo.p1c..co-ovu ј оdШЈ.Сiпu. PrOf:1o. torne, o.ko во ro.spo10.ze во. ho.r-

rnonijskil:J i'unkcijOJilD. kojc Zo.dovo1jc..Vo.ju jodno.cil1o (134-) mozo ве 

uvok formirc..ti попоgапо. k",то.tсгпiоп-fппkсiјо., о. tiис i l;:vo.tcrl1ion-

sl:i potcncijctl nol:og prostornog strujo.njQ. Rо.zш'lО во,по. оуо.ј no.ci11 

bi вс dobi1i no.jopstiji oblici kvo.tornionskog potc11cij0.10.. Spcci-

j0.1ni oblici kvo.tornionskog potcncij0.10. mоgп во dobi ti lшd se ро-

djo od izvesnih ogro.ni col1jo.. 

U го.<1п К. Voronjoco,(27) о.Ilо.1iziголi вн п.s1оvi росс koji-

то. с о i zro.zi ~1 i 1 prcdsto.v1jo.ti jcdinstvol1o izvode l:vo.terl1i-

011 funkcijo Q ро Q 

јо (10. шогс.јu bi ti ispunjoni us10vi : 

iz ko/jih slcdujc, пz korisconje 
, 
J.zro.zCl 

по zo.visi od 

, 

zo.. 

s- -. No.dj 0110 
:) 

kv.о.tогпiоп-fu:nЈссiјс.. predsto.v1jo. zbir dvo fUlll;:cijc od kojih jedno. 

zo.visi во.то od 51 о. drugo. ВШЈО od \ 2' Rсzпl·Со.t јо d0110l:10 tri

vij0.10.11,jor ве svilko. od ovih fПl1kсiјо. иоzе srn:itro.ti kоmр10l:sпiш 

po'conci ј [йош ro.vo.nskog struj о.пј о. п odgovQro.juc о ј ro.vni. Ocig1odl1o 

јо do. во оуот aotod.om по ПlОgи dobi·i:;i. ву,:с proscorno. stгuјсшјо. во. 

роtепсiј0.10Щ brzino. 

D 'д' V t " , 'h' l' гпgо. ];]ОС;О Д Ј о орв 'Ј.Ј о. оо. proo. оаnе, Се ]. во odnosi по. 

kОl1stгпl:сiјu гоdпlсоуо,пih kVQ'Gогпiоl1-f'uпl:сiј Q l:oj е ви do.to ј odl1o.ci-
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пот (135). Us10vi .oonogcnosti za. rсdukоvс:шu kva."(;GrIlion-funkсiјu 

su pros~ciji jcr љ-' sc.drzc jcdnu komponontu vcktorskog dola.. Poka.za.- l' 
1 " , 

по је Ја. se ovi us10vi mogu za.dovo1jiti so. jCQnom ha.rmonijskom fun

kcijom,pri сети SG kooponontc Jcvo.'cornion-f"Lшkоiјо dobijo.ju diferen

ciro.njom to funkcije ро оdgоva.rо.јuСiш рrошоn1јivim. Ako so ао. f 

obe1ezi ho.rmonijska. fUIll:cijo., оnйа. ви 

lj>= of . 
ох 

, А = о 
х 

, , А = z • 

Funkcijc (О, А ,А , У z za.visc od svc tri promci11jivo jcr јс f(x,y,z).· 

OViE1 ro.dom БС pri1o.zc јов joda..."I1 postupo.k za. konstruk

ciju kvo.tcrnions1cog роtоnсiј(Йс' .• Po1azi во od togo. йо. fU111:cijc "f, 
А ,А 
У z 

по zo.vise od z • i'-1ozo so 10.1:0 poka.zo.ti, ko.d se јоа-

n::J.cino (134) n::1pisu u sko.1a.rnOf.l obliku, С.о. ј о to.do. potrebno pozno.-

v'1.ti ClVO hо.rrЮl1iј аl:о funkcije U ro.vni. Jodna. ј о 

proizvo1jno., F(x,y) 

А = 
х 

• , prl 

, А = 
У 

-ссиu 
oF 

- 6х 

• 
Је 

, 

41(х,у) о. drugo., 

clok se Az dobijo. intоgrirа.nјош Со.uсhу-Riоша.г.n-оvih jodl1o.cino. : 

011. z , • 

D 0.1:1 о , u ОУОЕ1 sluc::.ju:Ju Ау + iAx 
• 
l Az + i'P . a.J.1o.1i ticno funkci-

јо koop1eksno problcn1jive x+iy. KV:J.tornionski potcncija.1 јс 
! 

"ј = LO+ 
I 

+ с А + с А • 
У У z z . 
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1ОRП1ЕiilА ИОIЮGЕNIН-КVАТERNIОN-FUNЮЛЈА 

U STRUJANJU СА РОТЕНОIЈALОИ VRTLOGA 

Svojstvo. strujl1njo. Вl1 роtопсiјо.10Ш vrt1ogl1. 

Pozncj:;o је dl1 so Nl1vicr-Stokos-ovo jcdnl1cine u vektor· 

skош obliku rl1z1ikl1j1.l od Eu1er-ovih јсdш:'.Сiпс,. Zl1 c10.n 

.) ~ 11 . -- ..,.. 
у 6 v = У ,grl1d d1.v v _. rot rot v ) 

koj;i је u оvош slucl1ju jednak nu1i jor је 
• 

(147) 
~ 

rot v - - grl1dcjJ , 
(148) 

~ 

div v = О • 

S obzirom Йо. visl~oznost ne u1c.zi ni u jednu ОУи l:iпеr;шtiсku jedno.

cinu iz10.zi dl1 struj=jl1 so. potcncijc.1obl vrt1ogc. odrodjujl.l iste 

jodno.cinc bez obziro. dc. 1i se роопо.tГl1 пеviskоzол i1i viskozo.n 

f1uid. RС.zuше so, o;ro..nicni us10vi se rl1z1ikuju 11 оуо. dvo. slucl1j О. 

i njihovo zo.dovo1jonje osto.je jcdniH od no.jtozih probloТJ.l1 u /1Ieho.-

пiсi f1uido.. 

1О · ,. й' "1 ~laOCUJO зс Q ЈС'С пп 
, --

)/ L\, V ј оdI:шk nu1i i ko.d Ьг-

zino. iпС'. potencij 0.1, ро. no..· prvi pog1od izg1еод do. ое роtспсiј 0.1 по. 

s·t;гuјолјо. oO.noso iоtоvгопопо i по. strujo.njo. viskozrlOg f1uido.. i по. 
! 

strujo.njo. псviskоzпоg f1uido .• I"lоdјutiп, potol1cijo.1 brzino zo. slu

Со.ј neviskoznog f1uido. potpuno јо odrodjol1 Ll1p1Clcc-оvоТЈ. јоdПl1сiпоп 

i US10VОШ dl1 su па povrsil1i te1iJ. поdјusоЬпо jcdl1iJ.ko погшiJ.1по pro

jekoije brzine f1uidl1ih de1ica i odgovo.ro.jucih 'co.co.koc tc1o.. To.n-

gentno, projekcije brzil10 по r.loro.ju bi ti jodno.l:o, jor do1ici • nOV1.s-

l:oznog f1uido. HOgU Йо. lйizо ро cvrstiE1 роvrSiпо..сш. 

Suргоtпо оvошо, do1ici vislcoznog lluidl1 1сро ВО Zo.. 

сугз"се pcvrsine to ПlОГl1ји bi ti ј odnol:o i ПОГ;71:ЙПО i 'i:;=gепtпе рго-
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jekcijc brzil1c izшейјll f111idnih de1i.ca i odgovo.rajucih t<Ј.со];д tc1o.. 

Poznato јс dQ LaplQcc-оvа jednacino., иОРБ~СС uzov , l1СЈ~а tal:vo rosc-

пјс kojo 1Ji zo.dovo1ji10 ova dva nOZo.vi8na gro.niC11a U810vа.ИоdјU·Ьiu, 

псс 08novu ovogo. по Г.1О20 8С ппо.ргсd tvrdi ti do. 8и i 8trujanjo. 8а ро

t011cij0.1om vrt10g:l nO;;lOgucna. Ovdo 80 ho.rrJonijs][o. funkcija Od1108i 

па vrt10g а по па brzinu i gro.l1icni u810vi nisu tGko ostri,jor vrt-

log по- povrsi11i te1<J. 110 шога do. Ьиае ј ecl11D.lc nuli. П:lргоti v ,rese11i 

ргоЫошi poko.zuju йа је vrt1ozo11jo·11o.jjaco u b1izi11i to10.. 

Ako БС problom РОDIшtго. Бшао 80. l:i11omaticke to.cko [';10-

disto., 011йо. јо ocig1edno Йо. jodnoLl Lо.р10.со-оvои ро1јн vrt10go. odgo-

уo:rсс bozbroj ro.z11ih strlljo.11jQ kojo. 80 flodju8obno r<J.z1ikujll dOPU11-

.skiш роtОЈ1сiјо.111iГй 8tгuјапјеГй. Z<J.ista, o.ko јо brzino. nokog 

potoncijo.1nog 8'brujС.11ј0., onda 8С 0110. flOZC dodo.ti brzini 
.. 
v i јеа-

110.Ci11C (147) i (llj8) песс Бе probloniti •. Ovo svojstvo ki11спо.tiСkih 

jOd11o.ci110., kojo иј Ой110 prod8to.v1j о.јн i us10vo L10110g011osti lcvo.tor-
.".. 

l1io11-fu11kcijo vЈ=ф +у , rlOze do. 80 isl:ori8ti zc. iZVC8110 uprosco.vcc-

пје prOblCLlo.. Н020 во йори118].\:0. brzil1c~ " 1 ' о.3rЮ8110 ho:rl:lonij8ko. 

funkcijo. lшја пји од.геd.јuје, to.l:o izo.bro.ti Йо. јеапо. оа projolccijQ 

rczu1 tujucc Ьгzil1<Э ыlсc jcdno.kQ nu1i. Оуас so 110се Ш1Q1iziго.ti Н-

еlоу koji tQdo. ho:rr1011iјslш fUl1lccijc. uorQ асс ispul1i ,jer јо to ш3i-

. d d 1'1 . 1 t . ~ 1 •• 1100110 11о.рго U о о Ј"и о m011ogel1lbl .':VQ ОГ11l0Ј1-.iUЉССlЈQЫQ. Тайо за 

РОSI:шtго.пе jed11QcillO (120) !соје so pol;:lQPQju SQ јоd11о.Сiљс.mо. (147) 
! 

i (1/+8) јег ја 
-;:;. ~-

q= v • NQimc, u РОПОПlltош odo1jku • 
Је ])0-

1:о.Z0.11О йа se tim p08tupl:orJ do1o.zi д.о rodukovQnih .i:vo.tor11iol1-funl:ci-

јсс. Тссј postllpQk ргiПОl1јап 11СС jodnQci110 (147) i (148) dovodi йо 

kvo.ternio11skog potcmcij С.1а. 

(149) + с v z z , 

l[oji odrocljuje OSl1OVnO brzinsko ро1је sa potc11cijo.10!Il vr·i:;logo.. Do-

do.Vo.njeil rQzni h роtС11сiјСЙ11ih strllj=jo. ОУОЫ 08ПОУ110[;1 brziIlskom ро-

lju raogu 8е dobi ti ГQZl1D. trodi[;1cl1zijs!:o. ЬгziЏ8kс>. ])оlјсс ciji v,-.t10zi 

l' I 
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• iпо.јu pO'Gcnci ј .:Й. Pro ј ekcij е brzil10 osnovnog brzinsl;:og polj о. Zo.v~-

se od sve tri nozo.visne pror.lClllji уе је i опо prostorno i Qko 

iпо. s=o dvc projckcijo brzino. Prioccl.ljc sc do. so osnovno brzin-

sko poljc poklo.po. во. psc,udo-го.VDllsl:iп strujo.IljcrJ 1 vrstc kQd i ОУО 

poslednjc iIJД POtCilCijo.l v:::-tlogo.. No.if10, род. ргосш"соrО.vо.пslсiш brzin-

sl:iш poljcf.1 1 vrsto роdrо.ыш.ОVо. вс polje brzil10 kO,ie: dC\je So.oo dvc 

projekcije: brzinc, o.li tc projckcijc zavise 0(1 svc 'Gri рrошшlјivс. 

U ro.du К. Voronjcco. (30) Cu'1QlizirСШQ su pscudo-го.vDllSkо. 

strujCL'1jc.. 1 vrHto 80. potencijo.lor.:L '!1rtlogo. i n[ldjen је ci to.v niz 

рriшсrо. lcoji zC\dovolj ауо.ји 8УС posto.vljonc uslove. 

Pseudo-rо.VС.Ilslш struj=jQ 11 vrstc 

ва potcl1cij o.lora vr·tlogo.. 

Тс su struj сшј о. l;:od. kojih brzinD. i,.1o. ВУС tri proj ok-

cij о, o.li опс z.[lviso в=о od dvo nOZQViSlK рrопспlјi ус. Noko. ви 

(150) 

projclccijo brzino pscudo-rо.VQl1skоg s'l;ruj=jo. Ј.1. vrste ВС\ potcnci-

ј0.10т vrt1ogo.. Us10\Ti rJOl1ogonosti kvo:t;crl1iol1-fuilkcijo 

(151) 

u оуот вlиСо.ји dovodc do 
.... ,~ . 

Joano.c111.G. 
, , 

~+ 
ovz 

О 
(јф дvz 

о 3у - , бу - ох - , 
ЈС 

(152) 
ОУ дУ '.' дУХ 

\ 

2.!р ov .... r ,', 

0:/ . ' Ој{- дУ + о д+ О -~, " 

clz - , ,dx - • . 
~ у ОО • Ј 

Pos1cdnjD. јсд.nэ.Сiпо. (152) ZD.dovo1jcl1C\. јс strujl10El funl;:cijof.1 

posrodstvom vezo. 

(153) v 
х 

, v 
у - - &r , 
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а treco. эе svodi по. 
iФ - . oz - l!.1j) odak1c sleduje 

(154-) ф- Cz + f(x,y) , 

jer prve dve jedK1cine (152) ZСtћtеvс.јu А,+'= С , odnosno 

Ovde је 1f'1 ћо.I'L10пiјsl:о. funl:cij о. , о. С ruc.1110. lcol1sto.nto.. Ako је 

ро1јо vrt1ogo. ravo.nsko ( ~~ = О ) , ondo. је l:onstanto. С јеdпo.lш 
nu1i i brzino. јто. potencij0.1 u ro.vni Оху. 

Ko.ko po·toncija1 Ф vrt1ogo. zo.dovo1jo.va Lo.p1o.ce-ovu 

jednacinu, to вс iz (154-) dobijo. do. је i Ј(х,у) ћо.гmопiјslcс, fun

kcijc.. Ргешо. tome, zo. konstrukciju kvo.tcrniol1.skog potencija1o.(151, 

potrcbno је znati Qve l1o.rtlOnijskc funkcije : '+'1 (х,у) i Ј(х,у) • 

To.do. је роtспсiј.:Й vrt1ogo. odrcdjen јеdШЈ.СiПОI:J (154-), а projekci-· 

је ух i Уу brzinc je,ino.clno.mo. (153) i (155). Projel~cijo. У:;; па-

10.zi эе intogrirc::.njeIll prvih dveju jcdnacil1a (152) koje ве posred-

stvoEl fUl1kcije f(x,y) шоgu 
. ,. 

no.plSC'..Gl kao 

(156) 
dv z оЈ oVz of 
(5:;; - су 

. - - -, 
оу ох • . " •• 

l1еdјu-i:;iп, ро1ј с brzine ыого. do. zo_<lovo1j о.ус. ; dino.Elic};:c 

јсс1ло.Сiпс kojc , zo. slucaj pseudo-ravc.nskog strujc.nja 11 vrsto ВС'. 

Ј;ю'сепсiјс.1оы vrt1ogo., шоgu dc.' вс no.pisu u oblilru , 

~x(~ ~ 
024-' o\v 024-' 

u)=- ~ + - С5хС5у ох ду2 , 

(157) .3 (р - u)= 
~' о21Џ oly' 02 \ј-' 

OY~ оу o~"2 -бх охду , 

, &;(R u)=- ~ bvz + 
o\!l оу z 

- уОх Ћ~ оу • 
z ~ 

u оviп ј OdlKccinOI!1C, pojcdiIlc ozno.ke iчо.јu јэсо 
v •• • • znc.c СПЈ с као l rc..~~=·., 
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411 hо.ПlOпiјskо. fu.nkcijo.. Dosn0 stro.nc diпсшiсkih jcdIlClcino. пе zo.-

viso оа z to iп 10vo stro.no лого.јн biti fuлkсiјо sо.по оа • 
х ~ у. 

Ргошо. tOlnO јо i 

, 

O(lIlOSIlO 

(158) , 

јог iz prvih CI.vej"Ll јоаПО.Иllо. (157) sledu.jo 1"1 (х,у)=Оl" Funkcijo. 

F(x,y), odnosl1o gOIloro.1iso.ni pritiso.k, no.1o.zi so iпtсgгiго.пјеш pr

vih dvoju. joc1.Ilo.cinCl (157) u koji!:1O. su CI.osno stro.no pozno.to fu.nl;:cijo 

оа х i У posto so odrodi fUIlkci јо. 'јЈ(х,у). KOIlS'CO'n"Co. 01 L10ZG bi

'ci jodno.k::t nu.1i i t::td::tgonoro.1iso.ni pri tiSCtk 11.0 Zo.visi оа z. U 

орstош slu.caju. је °1 .;, О • , , 
jodno.cinc.. (157), роз10 korisco-~ Ijroco.. 

• (155) • (156) , ',' 
Йо. 

. ~ 
оЫilш ПЈо. ~ Г:lOZО 80 nCtp~so U 

O'f!l О of 0If о of (159) ("6х + '?Х)ох + (Оу1 + 2У)Оу - -°1 • _ х 

Odavdo БО vidi Йо. f(x,y) l1ijo proizvo1jno. hо.гпоniјskо. fu.nkcijo. • 

Оnо. пого. Йо. zo.dovo1jo.vo. i linoo.rnu. PQrcijo.1nu jodno.cinu (159) • 

u spoc i ј ,0.1IlО1:1 sluco.ju. ро1ј о vr"c10go. uoze bi ti ro.vo.Ilsko 

ро, joto.do. с.у = О , ·Сј. stru.jno. fU.Il}ccijo. Ч' јо ho.ruonijsko.. Ako 

jos i gОIlоТ"о.l i SО.Пi pri tiso.l;: по zo.visi 0(1. z , опdо, ја i 01 = О рс, 
! 

treCo. jodno.cino. (157) dovodi йо izr(~zo. 

= О tj. 
D(x,y) 

Kc.ko ја funkcij 0., to sc iz ргодЈ1.0ЙnО ј ОdIlо.Сiпо, 

kогisсопјОrl u.s10vo. 6Ч-- = О, do10.zi йо zо.visпоsti 

(160) v z = k l(' , 

gdo јо k гоо.1по. kопsto.ntо. • 
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Potoncij::c1 '* vrt10gv. sооvоп рri1ikоп dobijo. integri

rсшјоп jodn::ccinv. (152) kojo zbog (160) pro10.zo u 

, 
dVz с'Јф oVz о\џ 

-kv , =- оу =- -
оу ох dч-' - , 

х 

(161) 
ор ov" dVz 04Ј ~ -kv 6у - - , 

6х - dljJ - • О" У "' 

Premo. tопо, zo. kOn:Jtrukciju kvo.tcrniol1skog po'ccl1cij0.1o. (151) ро -

trcbl10 јо POZl1o.vocti S,ЈЛО jodnu ћ::lп.lOniјslru fU111;:ciju : strujl1u fU11-

kciju ЧI (х,у) • 

Као Driпоr uziпо. so hо.rшоniј slto. fUl1kcij о. 

lY = -
г 

27L 111 r + С 
2 2 2 r =х +у , , 

lшјо. zo. sluco.j potollcijo.1r.og strujo.njo. prcdsto.v1jo. strujnu fUl1kci-

ји oso.m1jel1og vrt10go.. Рrопо. (160) је 

_ - ~;:_C 1n r + kC 
2']l- • 

Konsto.nto r i С 'xlrodico so iz g~'o.Ilicnih us10vo. : 

• 
1 v =0 z r=b "I""Ј'" . • __ LJ _L.~Zl dз. БU 

kr 
2ff- , 1;:С -

v o1n Ь 

1~ "0/ 'о -, 1...L\ ...... -.) 

---
1а (Ь/ '.~) 

"Рrопо. tomo јо 

_ 1n(b~r) v 
v z - 111 (Ь 0.) о • 

Proj ol:cij с • 
1 V ОР' 

Ј 

Ilo.1o.zo so роsrоdstvоп vozo. 

.-:,(", . 
, , ' 
.~) -_ ..... јо krl.1znO- " . orZlllCL 

Je:clnacino (1()"1) glc~.~o • 
• 

, v =v cos G 
'Ј' G 

, 

• 

• 

v =V za r=o. z о 
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оФ Vo у 

- - - 2"' у2 ох 1п(Ь/о.) 
, 

х + 

~ =-
Vo х 

, 

2"" "2 111 (ћ/ 0.) 
, 

Је + У 

odo.k1e sc pos1c intcgriro.njo. n0.10.zi 

V o 
1п (Ь/ оЈ =с tg 2Е + const. 

у 

Ovo.j ргir:юг odrcdjujc ро1ј с brzine, so. potcncij ctlOI:l vrt10go., izmed.ju , 

dvo. koo.ksijCl1no. kruzno. ci1indrCl cijc sevosovil'lc poklo.po.ju so. Z-ОSОr:1. 

Unutro.snji ci1indo.r,procniko. 0., k1izi u prc.vcu z-ose konsto.nt-
• 

пот brzino!J. Vo i obrcc se konsto.ntnoI:l ugо.опоп brzinom Ш1 ' о. 

spo1jni ci1ind=, prccniko. Ь , obrce se kопstсшtПОI:l ugo.onoIl1 brzinor;, 

ц) 2 • Odnos ugo.onih brzino. је 

СЈ 1 -=, -
Ц)2 

, 

( Е )2 • 
о. 

Pscudo-оsl'lоsifЈ.сtгiспо. struj о.11јо. 1-I vrste 

зо. роtспсiјо.lоп vrt10go.. 

Kod ovih ,strujo.lljo. brzino. iпо. 8VC 'cri projokcijc,o.li 

0110 zo.visc 8еше od рrошсп1јivih r i ,z • РгопCl tOJ'](J је 

, v =v'(r,z) • z z 

Пs10vl monogcl1os'U (lL:-7) i (14-8) kvo."ccrnion-ful1kc:i.je \.!= ф+-'.lf izro.-

zCl1i posrodstvobl kсюгdiпо.tо. • r l z glD.SO : 

;:iф 1 
(,(rv

Q
) 

1 ОФ + О <sr - ~ ()"z- . . - , rOO 1" 

(162) 6(rv
Q

) д ОФ 1 
dz-l- - -'Or-- - О , ~(rvr) r 

blCl 08110'\i"11 pos1cd11jo jOd110.Cil1o (162) је 

1- 04--' -- r dz , v N -
~ 

1 dljJ 
- 17 or , 

oVr - dvz 
oz - or -

-1-
д ' , 
ё1z(rvz )= 

О , 

О • 
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pri сопu јо lf = 4-1 (г, z). Ostc.10 tri jodnc-cillo (162) Йс.ји 

(164) оФ _D211J , 3Q = r , 

а-йо 
• 
ЈО б 

D2 ,,2 1 с 02 v + - ":-? - - 017 (J"z2 • r А -,......-
',-! ....... 

1 z ј oclniJ.cino. (16LI·) iO:1od1.lj1.l dviJ. us1ovc. nј ihovc l~ОПРQti bi1nos'ci : 

2 " 
, D if = с = const. 

lJiпс.пiСkе jcd.:1c-cinc РSQШlо-оsnоsiП0tгiсnоg stru,jo.njC'. 1I vrS~GO БС'. 

роtОl1сiјСЙОL1 vrt1ogo. r.lOgU БС , роsгосls'СVОП iZ·C'C'.ZQ (163) nC'.pisQti u 

CJ·b1iku 

Ђ(У, 
1 0'.1) 

OCD 20/) бz) • 
о (Р - .у 

u)= 1 r 1 2 
dr~ - - 'Ь Ci ;·2;·Г _ .. + rVg + - • 

oz r r , 

д (р 
. 

1 D(lj-.!, ГV-е-) 
;; D2 (rv

Q
) (166) u)= O"Q- - - D(i,z,) - + r , 

~ 

D ( 4Ј , 1 д\V) ~ 

d (p?~o) о (Р - 1 

1 r dr у 
u)=-- - - с Ј .. - - -

dz~ r r OZ , D r,z 

kcjo zbog (165) ы1.Боo 

D(I.f-;, 1 d.lf1) 
д р 

_О 

u)= 1 r cz 1 2 
;г(-;- - - - ОС )" О ,,- .!. -v • , 

r 1) r D r,~ r Q 

(167) 
). р 

u)= 1 D (ЧЈ , rvQ) 
У--(- - - D(r,zr~ oQ ~ r , 

D ( 4-; 1 00/' 
о (Р 

- or) 1 , r u)=-- - D (:r.; ,·z·)" о • Oz~ • r 

DOS110 strQnc joclnJ.cil1Q (167) со ., --., с ой • ::Ј L '.1.1 
., l 
Ј . z , te: ј с i z drl1C'::; 

Ullif'огr.шоst pri tis;~:::·. ZOlltOV~, ра. јо 
v l::ono.cno 
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Zbog pos1ednjo zC\visnosti s::tdc. drugC\ jcdnC\cinC\ (167) do.jo 

(168) 

Us10v kсюрс:i:;iЬi1rlOs-ti prvu i 

(169) 

• zbog clrugog ~ 

D(I.fJ, r-2D2 4J) 
D (r, z) 

us1ovC\ (165) 

dV
g

' 
о- С -2 vQ dz т' , 

cdcl;:10 slodujc 

ОЙIlОВnО 

2 
+ - v r g 

v 
rlOze d-~. 

аЦ! 
oz - о 

(170) '1 2 ' rVg = r h(r) - 2C~ 

...., v • 

ЈСШ1ДС~ПС (167) 
, . 

g.LC\S~ 

- о , 

• v 
k::to вс nap~sc 

, 

• 

Код 80 uporcde zс.viБllОs'i:;i (168) i (170) vidi во do. r 2h(r) шоrо. 

bi ti funkcij::t 0<1 \у} , oc.nosno tjJ fUl1l;:cij о. od г. DrugiIil recimo. , 
• 

::lOrc. bi ti i 

(171) • 
, 

Y~~~:o r.jJ zccvisi sо.чо од_ r, to a_rugo. jednC\cinc. (lб~,) pro1Clzi u obic-
• 

rш diforoncijCl1nu jodl1C\cinu 

sl2Ч1 _ 1: 
d:;2r - С , 

-.f... '-". 
ClJO Је rcscnJo 

(172) 

gdc В1.1 с i 1 

С 2 1( С . 2 
ЧЈ= '2 r 1n r + '2 С1- '2)r + 

in.-tcgro..lskc kCl1s-tа..пtс • 

, 
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~10zo вс uzeti dc.je 02=' О jer јо funkcijo. ЧЈ од.ге

cJjeno. во. tэ.СnоSСu do o.ditivne kOl1Bto.l1tO. Iz (172) в1оаији projolcci-

јо brzino 

(173) 

Ко.д. во izro.z (171) U110ЗО u prvi us10v k0ll1po.-t;iЬi1nоsti (165) dobijo. 

во diforoncijo.1no. jcdl1o.cino. 

(174) g"(r) - 1: g' (r) = о 
r 

, 

cije је jedno оа rcsonjo. g(r)=konBt.=k ро. је 

КоnstCLпtс О 
• 
1. 

us10vo. • v = • z 

ро. јо 

rVQ = k • 

С1 
О 

С 

v z 

-

• u l.zro.zu . 

г=Ь 
• zo. 1. 

V o 
In(b7GТ 

- v 
с 

111 Ь ---
111 Ь -

Projokcijo vrt10go. glo.se : 

,., . . о 
с:.. и./ := 

r , 

, 

zc. V z поgu da. ВС 

V V zo. r=o... -z о 

°l=-v о 
1n Ь , iri(b) 0.) 

111 r 
• 

, 

odrcde • 
J.:Z 

Dobijo. вс 

, 

Исdјuсiп,орstо rosonje jedno.cine (174) је 

g(r) , 

:ро. ,ј е 

+ k • 

gro.nicnih 

do. ви 

Odo.v<1e вс viёLi <10. ј () specijG.1rn вlиСо.ј koji ве dobijo. iz 

• zo.. r=D. 1. 

ZCt :::lo.lo.ZG БО vrodnosti l~ons-t;a.no,ta : 



ро. је 

• • 
vQ~ 
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Ь2/.\ _ ~2/., 
си 2 с. ч.' 1 

• 

2. 2 
а о ( 

:2-'2 
о .... О. 

, k -

r + 

Projekcijo vrt10ga 11 OVOEl вl11саји iZl1oS0 : 

• 

2 СЈ ~ О 
r , 

Zo. вlисај Йо. је W 2~' О 

о.2џ b 2 _r2 

~ ~_o.2 r 
, 2i.U = О 

r 

2аЈ = -z 

, 

, 

• 

r 

"Ј • , _ 
L u/ -

Z 

, 

dobivaju ве : 

2Ц! Q~ 
v 
о 1 , 

Ovo.j prir:lCr ао.јо ro.spored brzina i vr'c1ogo. izaedju dvo. koolcsija1no. 
• 

cilindra po1uprCClliko. о. i Ь ( о. < ь ) ko.d вс 11l1utr,::.i3nji pomero. во. 

konsto.ntnom brzil10IJ v 
о 

u pro.vc11 z-oso i 11ј сйnо obrcc konstGl1"c-

пот ugо.ОПОП Ьгzinоп W u sре1јпеп ci1illdr11 ko,ji пiгuје. 

Pseudo-оsnоsil~lеtгiсllС. s'crujanja 1 vrsto 

ао. 1)otel1cij а1от vrt1ogc .. 

! 
Brzina ima dve projekcije koje zaviso оа promen1jivih 

r, Q, z. Dak1e, .ovc.e је 

, v g= О , 

Us10vi monogenost i (lLI-7) i (148) u ovom slucc"ju йај11 аlейесе јеа-

v • 

nC.Clne : 

(176) 

оФ + 
6r 

м l
ov

r 
~z - r OG 

- О 

~ О 

• 

, - О , 

, О • 
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Na osnovu ров1есlпј е ј еdШlсiпе (176) 

, 

~ 

moze ве staviti 

1 04/ 
rOr , 

u kojima је 'V = lf (r,G, z). Posredstvom ovil"l voza osta1e tri jedna

cine (176) mogu ао. во napisu 1:ао 

(178) , , , 

gde • D2 opera'coY' Је • • 

.D 2 02 1 о + 02 -
~r2 

- -
dZ"2 - or • r 

Iz jednacina (173) вlеаији us10vi kошраtiЬi1повti : 

02\Џ 
О д (D2't + r-2 .o2~) О o'zc(;J - , 6z - , 

ОУ 
(179) 

r-2 o_2~) Q...(D2 1f + + dr ОУ 
2r-3 021Џ 

.- 2 
dQ 

- О • 

DiПГ1шiсkG ј ednacino ZQ рвеudо-оsrюsiшеtr'iспа struj апј се 
• 

1 vrste шоgu ве , роsrеdstvош izТ'о.zа (177) 

D ( !.У, 1 Ь\jI' 
\ - oz) СЈ (р u)= 1 т' 
ёГ ..,. - - .. -- . -

r ~ r D(r,z) 

, 

D(w l oljl) d џ 1 т , r or 
d (=- - u)=- -

z i( r 
- D(:r,z) 

у о (D2Ч" + - 6z r 

- -r 

-2 + ~ ~ 

Zbog uз10Vо. (179) оуо ве .jednacine uproscuju l postaju 

о р 1 D( ~ , 1 .2..Ч!) 
о (Р u)= r oz --(- - - • • 

бz"ё -dr (1, r D(r,z) 
, 

. • 
(180) 

о (Р 
ООР' - u) - о • 

,., 
.0_:;) 
дУСо 

, 
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р 
• • rl'rec~. jednacino. (180) pok:::.zuje а" 

оа promen1jive Q, tako ао. је 

- - u 
~ 

пе zo.v~s~ 

(181) 
. D (ll) 1 2.ђ ,. , r oz 

D(r,z) 
- О , 

D(r,z) 
= О • 

Us10v kошро.tilJi1поsti prve i druge jednacine (180) glasi : 

(182) • 

Do.k1e, zo.a_uto...1: зе svodi по. odred;jivo.nje funkcije ~(r,Q,z) koja 

treba ао. zo.dovoljo.vo. us10ve kompatibi1nosti : (179), (181) i (182). 

Ыо. osnovu prve jedll.CLCine (177) i (179) zo.k1jucuje зе ао. v r по ZCl

visi оа Q , tj. ао. је 

OЦi (' ~ = rv r z) oZ r' 

odo.k1e је 

Osto.1a dvo. us10va (179) zbog (103) posto.ju 

(184) %z(D
2

'+'1) = О , 

.9_(D2 "J + D2 tr) ) + or т 1 т 2 т' 
-2 

= О • 

; 

Us10vi kошро.tiЬilпоsti a_ino.mickih jedno.cino. dobijc..j1J. ob1ik' 
• 

(186) , 

(188) - О • 
dZ 
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"РгеГЈ.а tome, treba odrediti funkcije 'V 1 (r,z) i Ij! ,)(r,G) 
L 

tako аа .budu zadovo1jene јед.nаСiде (184) ао (188). Na ргiш.ег, јеа-

по takvo гевеnје Је 

,,' - 1с г2-,'1'-21 ' 

Projekcije b~zine i vrt10ga u оvош. slucaju glase : 

v = о r , , v = z 

, 2(v = 
е 

2Lt.! = о • z 

, . - ...... 
r 

Kinematicke јеdпаИпе (147) i (lLI,::') 

C~sin Q 
? - - ,) 

"3' .,. 
r 

, 

, 

, ' . 
s"GJ~uJanJ8, Ба ро-

tencija10m vr'c1oga su svojim oblikom sugerira1e ргiшеnu blonogel1ill 

kvaternion-funl:cija u ovoj vrsti рго1Ј1епа. Vec 11а prvi pog1ed Бе 

1ako ргiП!есuј е аа ove ј ednacine is'i:;оv;~ешепо 1"J',Oe(Ls'i~ayl ј aju i uз10vе 

поnоgGllОsti kvaternion-funkcije 
.,. 

Q=)ђ+v • ilеdјu'сiш, ove ве f"u,nkcije 

mogu korisllO upotre1Ji ti i za proucavanje c1rUf5 i 11 pros'cornih strl.lja-

nја koja iшајu neka одтеајеl1а svojstva. U slecJ.ecer;l pog1avlju ве 

navodi mogucnos-~ primene ШО!10gепih kvа·Gеrпiоll-i'uП~i:сiј8. pri resava~ 

l1ju pribliznih jedJlacina kretal1ja viskozl1og l1es'cis1jivoe; ::luida. 
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РННШНА МОNОGЕПIН КVАТERШОN-],UNКС.lЈА 
О,· •. v 

IШI RESAVANJU J:JRIBL.l2.NТlI ЈЕDПАСINА IШ:ё:'l'АЊТА 

Stokes-ovo 1agano strujг.nje. 

1 0 17 " • \..ао. је s·Сгu.јадје sporo а f1uid veoma viskozan mogu 

se za odrecljivanje brzi;1.e i pritiska u strujnom ро1ји,ргета Stokes

u , koristiti priblizne jednaciJ1e kretanja : 

о = - 1: grad р + ,) '" v 
~ 

, . -dJ.v V - О • 

Za nestiS1jiv f1uid је ~V ~ - rot го-!:; -; - - rot(2Z), ра se prv8_ 

jednacina moze napisa-l;i u obliku 

(189) grad + "ot(2w) - О. 

Kako је ispunjen i us10v 

(190) 
""--,.,. 

div(2Џ:) = о , 

to ј ednacirle (189) i (190) pol;:azuju da ј е 

(191) р ---Q---··+2W 
~Y 

;nопоgerш kvаtеГl1.iО;1-fuп.kсiја. пеиа -i:;оше, ;noze se reci йа svakoj 

monogenoj kvaterl1. i on-funkciji odgovara neko г:юguспо Stol~es-ovo 
, 

strujanje. Njen slэ1агпi йео ойгейјије pri-i:;isak а yektorski йео 

vrt10g u strujno!ТL polju. Kako вн kОШРОIlеп-t;е шопоgепе kvaterl1.ion-

fUl1.kcij е hагшопi ј ske f'unkcij е, '':;0 вн ZD.dovo1,j епе i ,ј ecl_l1.acine : 

(192) • 

Hanije је роlшzаl1.0 йа sc sY2.koj ТЮllоgопој kv-aternion· 

funkciji moze dodati grCldijent рго-; zyo1jne hссгшопiјskе funkcije i 

ova tako izabrati йа ј есспа оа. ko.l1pol1.eno:ta yekGorskog йе1а l:vater

nion-f'unkcije Ьийо jet'lnaka l1.u1i. Zaista, ako se sa U(x,y,z) о ZЩЈ.сi. 
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ta harmonijska fUl1kcija, onda је i 

(193) + grad U 

monogella kvaterllioll-i'ullkcija posto је 

(194) 
grad qy р ~ 

+ rot(2U,J + grad U) .. О 

div(2W + grad U) - О • 

Jednacil1e (194) su istovetlle sa jednacinama (189) i (190) jer је 

rot 
, 

U О 
• div grs.Q U graa - l - О • Al~o se harmonijska funkcija 

U izabere 'cako da j~ oU 
. ~ дZ - - 24Ј z ' onda jed.l1acinc (194) dopusta-· 

ји 
v • obliku re8enJC 1.1 • • 

(195) 2ц) ,. oU df 
2цЈ + oU м р 6f - оо ' dy =- <Јх дх dY , - - ё\Z х у 

, qv , 
и 

uz u810v аа funl.:ci ј а f(Jc,y,z) zadovo1java Lap1ace-ovu jednacil1LJ. 

(196) L\ f(x.y, z) = О • 

Ргiuюсuје 
r. , > 1, 

S С с1.а 1. "Li.:i.'l1:c 1 Ј (l , f • • lma 1 svojc fizicko znacenje. Ona , 

," ". t . ~ 1 " t1 . upravo , prCXlS cav.'.J3. s -гuЈПu. Lun"cclJll vr оса, а lzraz f=const. 

odredjuje jecino.ciE1.l vr'l:;loznih lil1ija koje leze u ra-vnima z=const. 

ОУСЈ.ј nacin ве ustvari dobi10 pseudo-rava!ii31.';o 
- :-:"Ј I'С',_ 

polje yrt10ga 1 YT'ste , а ZC1. kva"cernion-f1.lnlcciju kaze se da jere,' 
... . , 

олk6vапа • l'rema 'СОiПе , pseudo-raval1sko pol ј с yrt10ga 1 vrste 8t6:; 

l:es-ovog strujanjo. dobija se kad se pros'cornom ро1ји vrt10ga dod: 

p;re.d.ijentsko poljc vrt10ga Ије је ро1је brzine оdТ'сdјепо jednaci. 

-'?> 

l'ot '11 - grad U • 

Ako ве sa oznaci brzina koja odgovara pseudo-гаvаYl-

skom polju yrt1ogo:., t.j. rodukovanoj kvаtОТ'l1iоп-fuпkсiјi (193), а 

.:У: (vx,Yy'vz ) је Ь-г'ziпа koja odgovara prostornom polju vrt10ga , 
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• 

tj. neredul:ovanoj kva't;ernion-ful1kci,j'i (1'31), ol1da so тogu posta-

vi ti оуе ј edl1ako s 'ci ; 

(198) 
-"" -""" 

rot V - 2(;) -1- grad U , -- --rot v - 2ц) • 

s obzirolJl па prvu joclndcinu (197), izтeclju brzina v , 
stoji veza 

..::;-. ~ ~ . 

v = V - v 1 • Kako prva jodnacil1a (1'38), uz koriscenjo 

izraza (195), dopusta гевепје u ob1iku 

(199) 

uz us10v 

(200) 

-,.. -;о-

v = grad if + f 1;: 

df - - oz , 

to је 1;:опаспо 

• 

(201) 
~ 

v = gradlf -1- ---f k -

Dak1e, u 11ajopsti~,oт slucaju Stokes-ovog s't;r'ccja11ja ЬТ'ziпа so 11а18-

zi resaVal1jeil јеdЛD.Сiпа (196), (200) i (197). IOrva jodnacina је .La-

p1aco-ova, druga Foiss011-оvа а trocoj оdgоvз.гајu ovc co'i:;iri ska-

1аГ11е jedl1aci11e : 

dV1z dV1 oU dV1x 6v1 C\U -pz z , 

ох dz - - (3:;:; оу - , 
ох 

- , 
(197/) <Ј 

~~~y oV1x cV1x ov oV1z - oU 
-1- 1Ј': + О - - oz d~r ду -'(Е' -

оу 
, • . -

{;to se tico resavanja jednaci11a (197/), Гl10Z0 so роsщо:t;гаti ро1је 

-brzine 'Т1 .k8.o pscudo-ravansko 1 i1i 11 vrs'Co. Ako se, 110. priтer, 

uzme da јо ро1јо brzine psoudo-ГfJ.vfJ.пskо 1 vrsto, oncla se го-

зепјо jerlnacina (197/) illOze 't;razi'ci u obliku : 

(202) ~ , 

оу 
, ОХ , , , 
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uz us10v da funkcija Ч\ (x,y,z) zadovo1java Lap1ace-ovu jednaci-

пи : 

(203) b.4-'l(X'Y'Z)-O. 

Ako se иzр.ю С,о. ј е po1j с b1"zin.e pscudo--ro.vansko 11 vrstc, tada 

su 

(204) , ах" , 

gdc је ~l(X,y) геБспјо jodnacine 

(205) ь "\ (х,у) = const. - С • 

Projekcija v1z na1azi sc in't;cgriranjem po.rcija1nih jcdnacina 

(206) (; dU 
-=(v )=- ~ 
иХ 1z (ЈУ 

, 

и kojima је funkcija U do.'t;a izrazom 

(207) U - -Cz + F(x,y) , 

, 

• 

2~ U prc,kticnim problomima po1je vrt10ga retko imo. SYC 

tri projekcijc, dol: је brzinsko poljc naj~c~Eo os~osimetri5no iJ.i 

ј с ro.-vansko, OdllOSli.O pscuc1.o-Y'8,vansko ~ Ыо. prili1cr') а!со вс РОЗlilа-ЬТ'3. 

орs'Сгијэ.vапје 10p'ce jedno1ikom strujom vi skо:шоg f1uidc, lcoja и , 

bcskonacnosti ima pro.vac oso z, tад.а је , роsпш't;го.по и sfernim 

l~oordinatamo. R , Q ,.Ј, јесl ; 110 projel~c; јо. v-("c1ogo. 2ii.J 
е 

raz1iCi-

to. оа nu1e. U ovom slucaju kvaternion-funkcija 
• 

Q -
р 

-::-"'- + 2 W с 
~'i е е 

prodsto.ylja is-i::;оVrGlIlОПО i roc1ukov-an i no.jop,~·ciji оћlik. lJrzil1.sko 

)olje је ocJ.I'ec1jono jedll3.cinom (199) 12 kojoj 80 funkcije f i \f 
nC.1o.zc геSо.vапјсПl jodl1acil1a (196) i (200). Ilosenjc jedno.Cine (196) 

v. оуот sl1J.co.ju l1.l ј (; tезl~о naci k.:~cl 80 ima u Yiclu йа ј е f .strujna 
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funl:e'j ја vrt10gQ i cia se vrt1oz110 1inije f~eonst. па lopti pok1a-

раји sapara1e1o.Ii1o .• ZboC toga ја f funl:cij а samo od R • 
'й raVnl-

та z~cons'G, i je<1ino resenjo tog oblikil koje zaCLovo1java jodnaci-

(196) је f С '!",-,1,'0 • d 1 . nи - ЈО - ~ • .i.. \. r..:<...::'I. е·_Је 
lt 

df _сп-2 оП -2 .Ј 
dz • ~ - СП соз - dz , 

to jednacina (200) u sfernom sistenlU ima oblik 

cije је resenje 

O~ + 
с\П 

( .\1'-2 ВП !i.. + .... .L-~ с t' 
"2)еоз \Ј , 

А i В intcgro..lsko konstQllto. Kad se jo<111acina 

""'n . r 
". l 11 
О О 

jo:.ctuja па praveo 

04' - .Q)c,os ;r eos -ј 
,. 

VR~ + f - (-2AR--" + 
.,., 

+ dR D ., R , 
1 оЧЈ L ~ С .. )-

YJ~ f sin v _ (A-Тi. -:;Ј + в + --)sin - ~ - ~ 

R 2П 

, 

(199) pro-

• 

Ako sc so. 'I...,!; 
ц OZEClCi poluprocnik loptc а sa V,.o brzina ј edno1i-

;;:0 strujo cl Ь 1 v , • ..... ,.. , .. )~:,.,. -,.-
, '.' • , , I ' • vS.,C, ,., _10" .l. 

• 
о 11.<i о. gr::шiсni u,slovi 

VR~ О , V ~ 
оо 

о zo. П~а 

! 

Ј sin.j' VU~ 
,- V ... ~-Vф П~ Q:? " cos , ZO, 

1, .-:0 \' 

odrccl..juju kons-can-c~ А , в 
• 
l с kao 

, , с ~-

7)rom- . tome ..... " brzine • 
.'._ u.. _, proJO!,CClJO lZnOSO 

.. 

У"", (1 ~ <1 1(.9:'з1 Ј' VR + cos ~ - - 2 п) , 
R 

V~ ~ .:.. V ,ОО [1 3 о. 1(<1)3] • ~ - ц: R - Slll 'l • ц: R 
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Pri'i:;isE'.k во шспја ро zo.kol1u 

, Of' 3. , сов Ј 
р - -\У<зz = - '21 уа VCJ:) .. R2 - • 

Ovi izrazi za Vn ' Vty 'ј р dobijoni вн i rC'.l1ijc 1"'csavanjcm Sta

l-:es-ovih jocln~i5iYlc 11 vrClilC kccd вн опо nasto.10. Medju'Um, o.ko ве 

uporedi onaj ро:з·t;111јэ.lс dobij сшј а говопј L1 zo. 10ptu ва ovim, Оl1аа во 

lako mogu sag1odo.tj. svo prodnosti ovog postupkv. l;:oji bazira па pri-

ПlGпi mопоgепih kvэ.-i:;огпiоn-fuпl:Сiја. Оуај postupak је г!Шоgо kraci i 

la:'~si s obriroll1 па с1ifсгспсi.јаlпо jodnacine !сојо ВС јо.У1јајн pri1i

kоПl геSCl-v-апја ргоblОПlа. Istino., nijc ni оуај postupak нуо!-;: tako 10.1': 

1;:;:,0 Б'(;О to izr;1ocla ZCl вlнсај ops·t;1"'ujavanja 10pte. Йо. ргiшог, а1:0 

so UПlGstо 10pte роsшаtга росLuzпо opstrujo.-v-anje оЬгtпоg e1ipsoicla, 

опdо. зе ргес1hОСLПО 2101"'[, odrodi 'ci -v-rt10g iz ј еdl1Е'.Сiпе 

~ 

го'с ГО'С 26) - О 

ciji је sk::'.lагпi c>lJ1il: 1.'- е1iр·t;iСl1iш kоогdiпа'Со.шCl, z - с Сћf сов 7 
• 

l r -

J7'dG Би 
о 

, , 

с 

у 

shf вiп ~1 ( O~I:<.oc, \ -
• 

(11 2_1) д::> (2,:,) г) 
dл. 2 " + 

А. - сћ f (ч, - сав 1 • 
l 

r "' ..... . 

. <Fj "*" с --1 

/ I 

z 

ТЈгсdhод.ПО • ., v. 1" 
Ј сд.11С'.Сl110 , СОЈ а Ј о н 

O-::1:f=2Ј.: ) , 

(1-f" 2) O~i.2.~~2 - О 
, d~ 

, 

-1 ~ f ~ 1 ) • 

1'ОБ10 iZПСЙ[1~сmјо.. -v-rt1oga 2w , 
fUYlkcij~'. f во c10bija ГОSL'.-v-сшјоы 

jC>dnaciYlo (196), 'pri сошн БО i оуа 

ј еdПС.Сiпа i kоmропсщ'со mопоgеп.о 

k-v-с.tогпiоп-fuпkсiјо (191) шогајu 

izrc .. ziti u Olip-i.:;iС110Ш- .siS·CCE1U 1\:0-

огdiШЈ.t::-.• 1-Ivc1juti,a, уос гоsо,-"<:шје 

o-v-оПl ргоblошu sо.шо роmоспа, zadajo 

'ori1icYlO toSl:oCe. Nclimo, пјопо вс ГСБСl1јо mozc; trazi ti u 0'b1iku 



-.98 -

i 0110. svosti 
, 

по. йУО obicno cliforencijo.1ne jodno.cino drugog год.о. 

Jo.cobi-jovog , " - -, -/) '-, V-l:-' '-~ , 

1" iI (Л) l' F(.л) о 
.С - . .. .. -

)\2_1 
, 

н" (tt..) + 1= H(f) о ..... _ .. 

1-r
2 - , 

lcojo 80 шоgu i ntegri -ro.ti 8o.mO ako 80 zna njihov "pl'vi p08redni" 

"~ 1 l11I.Jogro. • Иоgн ао ОУО jodnacino 

F(Л) = охр Ј u d.л.. , H(~ = охр ,( v dt~ , 

ло. di f'oroncij c,lno ј oltnacino prvog гоЙо. Ricca"t'l -ј ОУОь tipa , 

Q"u ? + l,~ -d.1\ , k 

-l-t~ 
, 

l:ojo 8е , оро'с , 110 mogu il1to[!;riro.ti boz pozIlavanjr, partiku1arnog 

rcsonjc... "PrUlllD. toblc ') os-Gэ..~IС je:dil1.o д_8. sc problom rCSc.vH numorickim 

putem i1i trQZonjolli ros<.mjo. u obliku год.а. Hodu"cim, to nijo ci1j 

ОУОь гс"де'., i rcsonj О оуое ргоЬ1сnш ргод.8'со.v1ј "'.Се ргоdшсt da1jih 

istгз.Zivо.пјо.. 

! 



0800n - ovo 8trujD.l'ljo • 

1 
О .., ~ . _. Ј СQШЈ.СlnО 

; 
kojo odrodjuju ovo s·trujo.n,jo , takodjo , 

8рцЙс.ји u grupu pri1J1iz'l'lih jodnacino. kгсt::шјс. viskoznog n08tis1ji-

vog f1uida. 08Сап-ОVо judnacine йаји nosto tccnijo rczu1tate ой 

r' 1 • h ;:ot o.r.e 8-0Vl о... V • 

Ј ~C) '1~ с·' n~ • L: _! СА .Ј... (...'. , jor clo1imicno uzimaju u obzir i 8i1u iner-

• • 
ClJO. А1:0 ј ОЙ110 1Н:о 8trujo vi8koznog f1uicla uzmo х 

08е" onda 08COn-ОVо. ј odno.cil11:t во. ј odno.cinom kontinui teta mozc da 

30 
• v 1 n с..-;) 1 s о ~~o..o .. 

• 

(208) 1 
~ ~ rjro.d р , div V О • 

DOZl'lo.to јо Йо. ве 
'.' . rc.s ОНЈ <Ј jcdnacinD. (208), ZQ 81исај l:o.do. vrtlog 

lo:::'i н ro..Vlli upre,.Yl1oj - " п::. orZlnl u v 

, 1i10Z0 trLlzi'ci II оЫНл 

-----v -- i ~ , 

'/...(x,y,z) . ro~cnjil jodna~ina 

, • 

Ovdo • 

Ј 
С· 
V • P

~ .... _· .'- . ..... 1,.-
.1. Ј._ '" 1 S t .• :_:,- вс nalazi pOS~Jdstvom 

\ .. '\ 
Р ,ј U 

а Су 
- - . • 1 г\-. 

Ј';',. 

УТ'tlоg zc.istc. lc~ i u ro.v-r.:i Oyz 

, 2cu = 
у 

је" 
• 
Ја 

- . cJz 2ш z • 

• 
~?гiшосuј () sc дЈ}. U ~йuёQјu pa·concij сй u ro.Vnl 

funkcijQ l-Jr·cdsto.vl ј о.. strlljnu funkcJ.ju vrtlogLl. 

по~о 80 pri rosavD.l'lju ,ј сQш:"СiпD. (208) 

(1С +00·..., , _ U uL" 
. . ~ ,. . 
Ј с Ј ОО.по.СlПLl ~:ontinui tote, zO.clovo1 ј опо. volctor8ki гй 

--А 
....... 

(209) v - Т'О·::; А , 

Oyz 

, . 
POCl 

, 
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vcJ.ti аа Ьнас ispul1jcn НБ10у 

--;;. 

(210) ёlivА = О • 

No, 
, 

prlmor, 
.-

mozo БС; uzc-ti 

-"'" 

2 А = ~} 1 gracl ~ 2 - lj1 2gг э.d у 1 + grad. iIJ 

i нв10у (210) bicc zadovo1jan o.ko ја rcscn.jo jodnacino 

Оуао su 4'1 stгuј119 povrsino u cijim prosocimo. lo~e struj-

nice , 
, , 

Jer ЈО ј odn:.:'.cino. kontinui tato. i s..lсоvrсшспо zo.clovolj она • l so. 

• 
lzго.zоm 

Kako је 

to so prvo. 

(211) 

-">
v = Гг-г"'d ,.,/ l ,'" с. -r 1 , gro.d ljI ~ 1 

с. • 

U ~~ 
dx 

ro'(; А = rot( оА 
UёJx) 

- - , v =-гоt rot v =-rot ro~ rot 

• ~ v • 

Ј ·с; n~ С' Jl~ .\.,~\.... • ...!--\...., (208) 
., 

mOZQ no.piso.ti k3.0 

р U дА -rJ'r'-' с ro'c( 6 А ) ., 0_ 
+ - -- -ь .:.-~ L 

~..) ,! -О'" ." 
Zbog 'д ". (210) 

, . • • uslov ЈО ,nQClnC lspUnJen ЈС l 
• • 

~ 

U дА 
.,... 

(212) di у( i:>A ) О • - -'i сј-' 
, 

"' 

.. , 
pol~o,zuje C'~ је ,-. --о ,.:::> u Се. 

.... 
Р U сА --(213) Q ( /ЈА ) - - + - .~ -
~y у d"~;-." 

, 
.... ~ 

А - rot(DA) , 

о • 

ПlО110gUIlС, kvC':i:;orni oll,-funkci ј о,. l'ruma t01i1U, moi:o во roci ад вvclшј 

'1' ' ~ 1 '" ... 11 Ј.l '-' ~.'- v ...... u 1..,..: _ о'- -'- V 1 .L .1._-'-:" ..L, __ о o'~og"noJ _T'n'-"'l}" ~'}--'''H'' -C~ Ј" оdзоv;:-"о, lKl~o по~;иСI10 Osccn-ovo stru,· 

, . v 1 ' • ] G..11J О • l; ... -::-СОrSl д.ОС OV-.j IHilkcijc од.rосtјuјо )ctcncij;"1.1 
~ ", .... 
А , ClJl Т'о 

tor cl0_ju lTrzinu Z"t:ruj:..-..njo., о.. s:::о.lа.гni йС:О dc.jo pritiso..lc н s-trujnom. 

ро1јН. 
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Do.k1e, . u ШЈ.;јорStiј еш slucaju Oseell-ovog struj о.пј D. -t;re-

Ьэ_ д.а sa ~еБе coti-ri sko.1=ne jcdllo.cinc koja sleduju iz us10vo. шо

nogorlOsoci (211) i (212) kVСGСrlliоп-fuпkсiјо (21:;). Rеsютапје ovih 

joclnacino. је veomo_ -besko cCck i -й sресiја1пiп slucajovimo.. КС\О зро-

cijo.1all. sluco.,j moze dcc sa sшо.trа онај kad јо vcktorsl::i dco kvo.tcr-

пiон-fuпkсiјс (213) rca.ukovan па -ro.vo.n, t.j. ko.d је по. рriШQ-r 

(214) • 

Tado. jednacino (211) i (212) dO~UBto.jU rcsanjo u obliku 

u дА" of U оА 6f ., 
D. A~ --у D. ,\ 

~ёJX - ду - - - -- , 
-ј 

, 
О"' =у ёЈХ ~ "' .-

(215) 
дР 

р - -,У ёЈ4; , . ~ 

pod us1ovom do. fun.l:cijo. f(l:,y,Z) zo.dovo1j С,'ЈО. ј odno.cinu 

(216) •• 

Znaci, u ovom slucClju so problam svcc' i jCdn<J_cino. 

(;:>16), (21j~) i (;:>15). Pri . tоша trobo. imo.ti u vi o_u do. је 
..". ~ 

дА =-2LJ. 

2? 3 obzirom IШ 1iпсС'..1.'l10s-i:; (208) " шо:;.:;с 

ЬТ'ziпskо ро1јс ОЗСGЕ-оvоg зtruјапј О. ro.s-l;o.vi ti ЉЈ. po-l;oll.cij o.lni i 
, 

по. vl'-t;lozni doo , 

-(217) v = gr~.cl ч)' + v 2 , 

"'1 ". (2 Р ) l Ј eL ... no.ClllC \ Оо 

(218) gro.d( 

no.piso.ti u obliku 

-1) ',() 
+ U .':'Ј: ) + u 

~ ох 

-'<-

ov~ 
<:: --

ОХ 

- о , 

, 

..,... 
Ko.ko sc i ovde 

v 

ШО i'~ с: stc.vi ti v 2=rot А , to во iz 

uslovi monogonos'~i 

div • 

(208) a.oMjo.ju 
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gro.d( 
р u btp ) ro 'I} ( U оА -Vl; I 1 о - + + -
~ ох ох , 

д 

-'>-

div( U ~ -Уt1А) - о , 

koji poko.zuju dc. • 
Је l 

dl.jl --
о ( 

р u ) ( u дА -V!J.A ) - - + ах + ах ~ 

~ 

monogeno. kvc.tcrnion-ful1kcijc.. Njonc komponcn'cc zo.dovo1javo.ju јой-

v. 
ШЈ.СlnС 

--(АА - , -,\ . . 

~ijo. вн trivijo.1no. гс§сnјо. 

(219) , ~.. u оА 
t:.A - '::ј ох = о • 

Do.l:1c, u ovom al11C~"\jl1 вс l)rOblCm svodi по. rC,So.vD.l1jc Lэ.ро.1о.сс-оvо 

јоdШ:lCinо (дЧЈ= о) i tri skDJ.arnc јОЙnо.Cinо (219). Ove pos1cdnjo 

вс 

је 

nСс tctlC.Sl1U jodl1o.~inu. 1 ovdo -=-2uJ =-гоЬ v =-rot 

,-0 
ј. Па.~јzс ... d , шоzс вс u vczi sa Osucn-cvim jodnacino..mo. 

posto.vi ti i OVcc!CY z2c1o.to.k : рой kojim со l1s1ov; шо. Osccn-ovo. ро-

'I~r"vl"~ pro"zr~l'r"T.~'f'l· C"'-J~O 1)'"ОШ"llи 'P.L·~l· ':"Ј.' ~l'~ " T"C"I1J'l'1Cl~ "'tokos-ovih .'......1 !-. '"'-~ L.t. оЈ.4:", v _.с.' ;:, ..... _.!! _...L- ...... _ _ v ........ '-<.л ..... l _ ............ v _ ~_'-~ р 

jodni:'.~ino. ? DГl1giш rocimo., рой ko,jim со us10vimcl biti 

(220) 
-u ~ _ - 2: gro.d р' 
ох 9 , 

• 
Је р' pri"i:;iso.k prouzrokovo.n Osoon-оvо!П popro.vkom • 

Рго svogo., zbog jodno.cino (209) iz (220) iz1o.zi Йо. је 

--'" 
р' u ' . 

rot оА grc.cl - ох 
_. . _.- . 

.'1 -
9-Ј 

, 

::Ј:, us10vi mоnоgию[,,'Gi (211) i (212) pro1o.zo u 
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(221) 
Р'-'р' ..",... 

g ro.d -~ + rot 2 г .\ = О 
~ ОЈ '-у 

, --div 2ц) - О , 

• • Jcr Ја 
.~ --

1:. А =-2ц) , S.:::c, sc jod.nacinc (221) mogu prihvo.~i ti i lшо 

1.2s10vi rnonogcnos'.:;j. kV1Ј.'i:;оrпiоп-fuпkсiјо kojoj odgovo.rc. Stokos-ovo 

stТ'1.2јсшје so. prH;iskobl p_p/, 0,01: је р pri tisQk 1.2 Osecn-o'1om 

str1.2jnom ро1ј1.2. Ргј шопоm oporc.'Gorc. di vcrgencij о i ro'cora па ј ed-

nccin1.2 (220) dobij2- se д_о. је рl hо.rnlОпiјsl:о. funkcijo. i da '1rt1og 
~ 

2ЧЈ по zavisi од. promon1j"ve х, tj. da ја 

.. 

6 рl = О , 2ы = 2l.J(:y,z) • 

Иоzо sr:: stD.vi -t;i dc. ј () 

(222) - р of 
9 u - бх 

0(1::'.1:10 ја f1.2nkcijc, f(x,y,z) 

f - -

odredj спо. 1шо 

• 

Ako је aditivn::'.. Il111kciju f 1 rGsопјс juclll:J.ci::10 

ор' 
д~)~~=o , 

оn,сео. је f ho.rгaol1" jsl:o. f1.2nkcijc. i z::.dovo1,jc.v=', jcclJlc,ciJlU 

( ?2:';)' Лf(" 'T~) О <- ./ ~ ....... ,~J , LJ:;:: • 

s obzirom по. izr~~z (222), iz (220) slodujo 

,ОУ" ':> ov ј2 oVz С\.? oL-f f f "- ~ .у 
Зх - '"2 , = о}ё3у , 'ах - dЈёоz БХ ох 

odcklc је poslc in·cGgriro.njo. 

'11 (У' z) 
х ' 

, - ~; + v~(y,z) 

оdП.ОSl1.0 

~ 

v == 

of 
-ёГZ + '1~(y,z) 

~ 

gr:'.(1 f + v I (у, z) • 

, 

, 

, 

, 
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Znc.Ci, brzinc, --v Stokos-ovog s'cruj o.nj о. u оvош slu?:o.-

ju so.stoji sc iz Ьгziпо po°l:;encijo.1nog strujo.Iljc. (V'J.=gro.d f) i brzi

по v/ (у, z) pseudo-ro.vo.nskog strujanj Оо 11 vг.s'GО. Zbog ј odno.cinc 

(223) је i 
...,.. 

div v /= О , од.nоsnо 

v' -
у 

, v z 
о If' - - ду , 

р о.. 
о 

ЈО 
.." 

t::. v =-rot 
~ 

i + 

11от u Stokos-ovc jcdnaci11e Йо.,јо 

r\ р-р' 
-а-х(-н о ) = д v~(y,z) , 

д p-p~ 
dz( ~ у ) = -

о __ L'!. •• t/(y z) 
оу 'ч' , 

Iz prvc jcdnacine slodujo 

I 
p-~ = 1:, v' (-" z)x 
~..; х ОЈ , 

• 

, 

, sto 

д ",/( о 
oz 6.,. y,z) , 

zc.mc--

i k(2ko јо f::, (р-р' )=0 , осо шога biti D Д v l 
- О i Д f 1=0 odnosno 

х 

(226) • 

])сйсlо, pritise:.k O;Jcon~o"'fJog st""ujanjc~ iznosi 

(227) , 

бйО su f • 
]. lшrшоniј sJ,:o fUn:ёсiј'о. j.(ako Ј с 

о 

]. 

6.(2цЈ,Ј=0, to је 1;1' Ьihл'шоn; јslш funlccijoo i zadovo1jo.va jcdno.cinuo 
"' 

(228) • 

...-
Рготсс оЬоте, o.ko so brzincc v од.гоЙј 0110. ј оd11о.СinоПl 

,'?2")0 ,. 
\_ '+ 11 "оо. Ј О гоSо.VСс11јеш jcdnc.ci11oo (223), (226) i (2~8) ОIlйа 6-.; ОБООIl-

1 ,~. S"L',""O РГОПlоnu pr; +-~ "l_<~~ U 7'С"ОО'nЈ';Пl~ ,C;tokos-.,)-,[0. popro.v-,-;:c. ~9rопzrО.t';:оvс."Vl .. т ...l- u_ ...... _L..~ ........l- V. I..J 

'h ., v. 
::'Vl Ј oc.nC~Clllc... 
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Kro.'coJ: sD.o.rzo.j ro.o.a .' 
v • • u prvom o.c1u ro.o.a rOSD..VClJU so ј одло.Сi по kroto.nj о. VlS-

• 

koznog nostis1jivcg f1uio.o. kогisсопјош 'coorijo А.Вi1i'шоviСа (1) о 

Ocl.StHPO.nj1.1 l1сС'.гшli t i cl1ih l:ошрlоkSl1ih fuпkсiј о. ос1 0J1o.1i ticnosti i 

tcoтoijo К. Voronjoc~ (2) о oo.s·l:;upo.nju brzinskog poljD. поl:оg s·crujD.-

пј О. оо. LD.plD.co-оvоg ро1ј а; Као пс D.ш:Йi ticl1o. f1.1l1l:cij с\ роsшсс·l:;го.пС\ ј с 

1:0шрlеk.sl1Ct brzino. u sJGrll jnol11 polju V; s1\:ozl1cg f'lu.iclo.. i no.djcno.. su 

V, 
~pB"~~ \..Ј , u "-~ ro sопј с\ ПС\vi ;:;Г-S'СО1:е:s·-оvih, 

• 

OSCCl1-оvih 

СiпD., роо. Hs1ovom do. је N .... to . OC1S-Gl.lp<:,.llj С kоп:;?1-.-:.:1:sl1.(; ћгzi110 od O'nQ ..... 

1i tiспоsti jCdIJдko пнli. Za l10kcc оо. ovih rescI1jcc o.c,,--l;i S1.1 С1iјо.gго.шi 

lУГ'ОШС110 рго ј cJ.~ci ј о.. l)rzinc i izglco.i l:ojih so • 
Vl-

" . 
Ql 

pcl-j о. 1 \" (') Ј" (''-",,-_,,-, v oClgov:J.rc'. potonci.j et.li10Ш struj С'лјџ :10 s"liislji vog f1uido. • 

ZtLPo..zc.. su сЈс. SC QVO odS'CUPD.l1.jO p'.Jvc6o.:vD. l:c..clo.. 17(;8.. оЙз·Снро_::;.ј,:~ lсош~ 

l)lc}:Sl1C brzinc ос1 cc;lccl i -l:;icl1osti ro.stc. 

u о.гu.gош dclu ro.o.o. 
v • 

prou.co.v::'.Ju. • 
l 

pscudo~oGnoGimctriCnQ stгuј[щјсс ва potcncijcl'Jffi vrtlogQ 

• 
pOVCZUrJ1.1.. во. 

1···· Ј·_-1 -1. ... ....., '-О ас тоьн prou.CD.Y~·.ti p~8rodstvom OSOCD-ovih 

.' "о V . (27) 
'-~rrl~~ i" O'~O~J~C-Lr \,,; .Ј U ,-_ _.\-. .l-!l...... '-~- о lcv;xtcrl1.iol1Slcora potC~!.Cl ј .:~lu prost01"1105 

s tТ'uј Со11.ј С_ i 11,:1. l1.i zu primoro. poko..z о.nо.. prodl1o s-t ovoc; postUykCl 
• 

ус'-..пј с. РГОЫОll1С'_ n:JJ1 l:lc.sicll.im ро::з-Сuрkош. 
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