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Pe3unme:

VY KpaTKOM YBOJHOM Ny TIPHKa3aH je UCTOPHjaT TEOpHje Wrapa Kao W KiacuguKaimja
urapa. Hasenena je u ocHoBHa (o HojmaHOBa Teopema O MaTpHYHHM Hrpama, a Kao
MpHUMeEp JaTa je urpa 3BaHa JAujieMa 3aTBopeHuka. [lpyro normasise mocseheHo je urpama
Tpaxkewkha Ha NpaBoj, rpady u ApBeTy. Y TpeheM noriariby obpaljeHe cy urpe cycperama
Ha TpaBoj ca M 0e3 JOJAaTHUX OTpaHHWYCHa. Y YETBPTOM IIOTJIaBJbY IPHKAa3aHO je
YONIITEHE y KOME HUje MO3HATO Ja JIM CKpuBad >kenu aa Oyne mponaheH. Y metom
TIOTJIaBJbY TPENICTABIBEH j€ IPOOIIEM CyCcpeTarma 3a JBOJUMEH3HOHAITHH ITPOCTOP.

Kibyune peun: Teopuja urapa, Urpe tpakema, Urpe cycperama.

Abstract:

A short introductory section reviews the history of game theory and the classification of
games. After is given the basic von Neumann's theorem on matrix games, and as an
example a game called the prisoner dilemma. The second chapter is devoted to the search
games on a line, graph and tree. The third chapter deals with the rendezvous game on the
line with and without additional constraints. In the fourth chapter is given generalization of
problem where is not known if hider wants to be found. In the fifth chapter is presented
rendezvous problem of the two-dimensional space.

Key words: Game theory, Search theory, Rendezvous theory



IIPE/IT OBOP

Pan ce cacToju U3 mIeCT MOTIaB/ba U CIHCKA JIUTEPATYPE.

YBOJIHO W MPBO MOTJIABJbE CAAPXKe, MOPE] OCHOBHUX HMH(pOpMAIMja O HACTAaHKY M pa3Bojy
TEOpHje urapa Kao 00JIacTh y MaTeMaTHUIH, neuHAIN]e, Kiacu(uKayjy 1 OCHOBHE T10JIaTKe
notpeOHe 3a Jajby pal.

Urpe Tpakema 1 Urpe cycpeTama TeMa Cy APyror u Tpeher moriasba.

UYeTBpTO MOTIaBIbE MpEACTaBba Be3y u3Mel)y urapa Tpakemwa U Urapa cycpeTama Ha IpaBoj.
Hrpe cycperama y IBOJUMEH3MOHAIHOM NPOCTOPY KAa0 JOJATaK MPEACTaBJbEHE Cy Y METOM
MOTJIaBJbY. 3aKJbY4aK je U3JI0KEH y MOCIEIHEM MOTIIaBJby 33j€HO ca CIIMCKOM JIUTepaType.



Y600

Teopuja urapa npeacTaBjba TpaHy MaTeMaTHUKE KOja CBOjy MPUMEHY HaJla3u y MHOTHM
oOmacTuMa Hamer >kuBoTa. Mrpe momyt maxa, nmokepa, ¢gyadana, KOMIjyTepcKHX HUrapa ce
MOTY TPEJICTaBUTH MAaTEMAaTUYKHUM MOJIEIIOM KOjU HWIpadrMa MOXE CyrepucaTH Kako Jia ce
MOHAIIAjy Ja OM MOCTUIIIM HajOoJbu pesynTtaT. HaBeneHe urpe ce KOpUCTe Kao pa3oHOJa au
npaBa NpHMEHA TEOPHje Urapa je y COIMOJIOTH]H, €KOHOMH]jH, OMOJIOTHjH, WHKCHEPHUHTY,
MOJIMTUYKUM HayKama, padyyHCKHUM HayKaMa, T[ICHUXOJIOTHjU U JIpyruM olliacTuma
CBaKOJHEBHOT HBOTa. [IperoBopu, Takmudeme Mel)y dupmama 3a mpeBiIacT Ha TPXKHUIITY,
TUIacupame HOBOT OpeH/la caMo Cy HeKe O] IpUMeHa oBe 00J1acTu.

Hexu mpobnemu u3 Teopuje urapa CioMumy ce jour y V Beky oBe epe. Hanme, 30upka
JpeBHE Tpanuuyje u 3akoHa, The Babylonian Talmud, dopmupaHa TOKOM IPBUX IMET BEKOBa
HOBE epe, Koja CITy>)KM Kao OCHOBa jeBpejCKEe Bepe, KpUBHUUHOT M Tpal)aHCKOT MpaBa CaApKH,
u3mely octanor, mpobieM T3B. OpayHOT YroBopa y KoMe ce HaBou cienehe: YoBek koju je 3a
YKUBOTA CKJIONMUO OpayHU yroBOp TPH ITyTa, HAKOH CMPTH, CBOJUM KeHama ocTaBiba 1mo 100,
200 omgrocHo 300 TajmammbUx HOBYAHHMX jeauHuna (ckpaheHo H.j). Y ciydajy Aa yKYITHO
Hacnehe n3Hocu camo 100 H.J Tama ce mely keHama Cyrepuile jeHaKa mojesia Tor Hacieha,
1ok je 3a ykynHo Haciehe on 300 H.j pacmojgena mponoOpIMOHaTHA TPBOOUTHOM MPABHIY U
m3Hocu 50, 100 m 150 H.J. Mucrepuja HacTaje kama je ykymHo Haciehe 200 H.j. kKoje ce
pacniopelhyje Tako aa xene no6ujajy no 50, 75 u 75 H.j. Jlyro ce nmocrapibaio NUTamkE, KaKo je
nedUHUCHA TIOCTIeha MMoJieNia U Ja JIM je OHa KopekTHa. [Ipobiem je nmemuctudukoBaH TEK
1985.ron. xaga ce Jouuto 10 3ak/byyka Ja CBaka IOZeNa OJroBapa je3rpy KOPEKTHO
neuHUCaHEe KOOTIEPaTUBHE UIPE.

Ca npyre ctpane, mpBe 3a0enexeHe JUCKycHje 0 TeopHuju urapa cy u3 1713.roz. xana
je James Waldegrave y cBoMm mucMy Hammcao MpBY IMO3HATY MUHHUMAKC MEIIOBUTY CTPATETH]y
3a kapatmiky urpy Le Her. Cnemu pan Augustin Cournot-a Ha TeMmy ayonoja 00jaBibeH
1838.roa. xoju caapku KOHIENT pelickha jeaHe Bep3uje HemoBe paBHOTEXKHE Tadyke, 3aTHM
pan Ernst Zermelo-a xoju Hyl1 OJTOBOpP Ha MUTamE J1a JIM y 1axy Oelu Uurpaud Mory yBeK Ja
00e30e1e modemy OJJHOCHO HEpEeIIeHy Urpy, ma paaoBu Emil Borel-a w3 nepuona 1921-1927.
Kaja je o0jaBibeHa MpBa MoAepHa (Gopmylianja MEIITOBUTE CTpaTeTrHje OJHOCHO MUHHMAKC
pelieme Urpe 3a JBa uWrpada ca JBe WM Buie Moryhux crparterwja. Borel je y moueTky
TBPJIMO JIa UTpe ca BUIlle MOryhux crparervja Hemajy MUHUMAKC pererme 1a 6u 1927.rox oBo
OCTaBHO Ka0 OTBOPEHO INMHUTAKE J€p caM pelIeHkhe HUje Morao na nponahe. John von Neumann
1928.rox. objaBibyje JOKa3 MHHUMAaKC TeOpEMe Te J0Ka3yje Ja Ce 3a CBaKy MIpy ca HYJITOM
CyMOM 3a JIBa UTpava ¥ KOHAYHUM OpojeM cTparerrja Moxke Hahu moOeqHuK, y3 TO J1a aKO Cy
JI03BOJHCHE MEIIIOBUTE CTpATEruje, MOCTOjU Ta4HO jeqHO pemewme. John Von Neumann ce
HWHa4Ye cMaTpa TBOPIIEM TEOPHje Urapa, a KibUra Kojy je Halucao y capaambi ca eEKOHOMUCTOM
Oskar Morgenstern-om, ,,Teopuja urapa u noHamame y eKoOHOMUju~ [25] ce HaBou Kao IpBa
TaKBe BPCTE.

3HavajaH AONPUHOC, OPE] MOMEHYTHX ayTopa, uManu cy John Nash koju je pa3Buo
Nash equilibrium n Thomas Schelling xome je neno The Strategy of Conflict [28] noneno
HoGenoBy Harpany, 3atum John Owen, Shmuel Gal, Steve Alpern n jou1 MHOTH IpyTH.



1. TEOPMJA UTAPA - OCHOBHM ITOJMOBH,
JTE®UHULMNJIE U MOJIEJIA -

[Tox mojmom urpe moapasymMeBaMo MOJEN peaHe KOH(MIUKTHE CUTyallHje ca jeTHUM
WM BUIE y4ecHUKA. Teopujy urapa neMHUIIEMO Kao HAy4YHY AWCIMIUIUHY 3a pellaBambe
npobseMa KOHMIUKTHUX CUTyaryja. Mrpy Mory YMHUTH jeaH WU BUIIE UTpada, THMOBH,
rpyne, npeayseha. [lopex \BHUX, HAa KCXOA UTPE MOTY Ja YTUUY U ApYTH (PaKTOPH KOJU Ty UTPY
omuCyjy. YUeCHUK WUTrpe, Kaja Ha mhera Jiohe pes aa urpa, moBJiadyd MOTe3 KOJU CE CacTOju y
n300py eJleMeHTa U3 HeKor ckymna. CBaku y4ecHHK pacrojiake HEeKOM MH(POPMaIjoM O TOMe
mTa IPyrd MOTy Ja u3abepy W IITa UM je IHJb, OJHOCHO KOJHMKO he CBako JOOWUTH HAKOH
MOBYUYEHUX TOTE3a, Tj. MO 3aBpIIeTKy urpe. OCHOBHO MUTAamkE y TEOPHjH Urapa je Koje moTe3e
y4eCHHUIM Tpeba /1a moBiade Ja OW OCTBAPHIIA CBOj ITUJb M mITa he OMTH pe3yJiTaT ako CBaKoO
urpa Hajoosse Moryhe. Llmwb urpe ce nedunume (yHKIMjOM HCIIaTe Koja IMPEACTaBIba
HYMEPHYKH H3pa3 JOOMTKa OJJHOCHO T'yOWTKa y4ecHUKa Heke urpe. [lopen more3a yuecHHKa,
MI0CTOj€ U CITy4YajHH MOTE3U KOju Takohe yTHuy Ha QyHKIHU]y UCIUIATe.

Ha moyeTky urpe cBaku urpad mma CBOjy MOUYETHY Mo3uiMjy. Ha cBakoj mosummju
Urpad pacrojake CKYNoM pazlMYUTUX ajTepHaTHBa (CKyIN anTepHAaTHUBA oOelexaBaMo ca
a={a,a,,..,a,} ) Koje he ra moBecTH 10 Kpaja Urpe, OJHOCHO J0 HapeaHe mosunuje. M36op
jenHe o ajTepHaTHMBA HazuBaMo more3oM. Mrpau cBoje morese Oupa o moueTka 10 Kpaja
urpe a n3abpaHu HU3 Ha3uBaMo IyT. [Ipw cBakOM TOHaBJbabky HWIpe, UTpad MOXKeE jJa Oupa
JpyTre IoTe3¢e YKOIMKO My CKYI alTepHaTHBa TO JJ03BOJbaBa U J1a GopMHpa JApyrauuje myTeBe,
HOp: (ay,da4,as,a15), (a3,a4,a7,a;5). IlyT xoju mrpad m3abepe oj MoyeTKa 10 Kpaja Hrpe
Ha3MBaMO CTPAaTErHjoM MU obenexaBaMoO ca 4; =(a; ,a; 54

i ),a €a,ip =12,.,n. Crparernja
Ipe/CTaBsba LIEHTPAITHH 110jaM TEOpHje Hrapa M HbOoM ce yHanpen aedununry moryhu nsdopu
pa3NIMUYUTHX AJITEPHATHBA OJf CTpaHE Wrpada 3a KOje Ce OHM MOTY OIPENCIHTH y CBAKOM
CTaMjyMy UIpe M 3a CBaKy Moryhy HCTOpHjy WUIpe O] HCHOT IMOYeTKa IO HEHOI Kpaja.
Crpareruja Mopa J1a caJpku KOMIUIETaH TUTaH Koju he y3etn y 003up cBe CilydajeBe KOjH ce
MOTY JIECUTH y TOKY MIpe M J1a IPEABUAM HMCXOJ 3a CBaKy MH(pOpMaIujy Koja OM ce Moria
noboutn y Toky wurpe. Ilpunmkom dopmupama cTparerdje oj HWrpada ce oOdYeKyje Jaa
Pa3MHIIBajy PallMOHAIHO U JIa IOHOCE OJUTyKe KOje Cy HajOoJbe 3a BbUX. Y CBAaKOM CTaIjyMy
Urpe Wrpad mmMa MOTyhHOCT 1@ pa3sMHCIM O CBOM HapeIHOM IIOTE3y MM J1a Tpe caMor
MOYeTKa WIpe UCIUIAHUPA, HE3aBHCHO OJ TOTe3a OCTAIMX Y4YECHHKa Urpe, kako he ce wmrpa
onBujaTH 10 Kpaja. CKyn CBHX CTpaTeryja jeIHOT Urpada Ha3uBaMo IMPOCTOPOM CTpaTerHja.

[TocToje pa3nuuuTe BpCTE Mrapa Mpu 4emy ce Kao KPUTEpHjyMH 3a KiacH(UKaIHjy
y3uMajy Opoj ydecHHKa, Opoj IMoTe3a YYECHHKA, NOCTYMHOCT HH(popmanwja, (QyHKIHja
ucriara u apyru. Jla 6m ce Qopmupao Moaen Heke KOH(JIMKTHE WM KOONEpaTHBHE
CUTYyalldje HEOMXOJHO je ydemhe HajMame JIBa yYECHUKA JIOK TOCTOjarhe TPH WM BHIIE
y4eCHHKA OTBapa MOTYhHOCT CTBapama T3B. KOalHIMja, OMHOCHO MOTyhHOCTH Aa ce urpauu
yckiahyjyhu cBoje mHTEepece KOOPAMHUCAHO ONpe/esbyjy Yy u30opy crpareruja. Hajuenthe ce
MpoydaBajy HWrpe ca JBa urpada o03upoM na je ca Behum Opojem wurpada mpobiem
MOJICTTUPARha CII0KECHH]H JIOK UTPE Cca JeTHUM HrpadeM CIalajy y eKCTpEMHE cliydajeBe.

V 3aBucHOCTH 0] Opoja cTpaTeruja pasjinKyjeMo KoHauHe U 6eckoHauHe urpe. Urpe y
KOjUMa yYeCHHIIM MMajy TpaBO Ha CaMoO jeJaH TOTe3 HAa3MBaMO jETHOMOTE3HUM (EHT. one-
shot), y cympoTHOM BHILENOTE3HUM urpama. Koj urapa koje ce MOHaBibajy WUIpadydl HUMajy
MoryhHOCT &1a ce mpeaoMucie W J1a TMpH CBaKOM IIOHaBJbamky OWpajy Apyradmje Imortese.
VYkonuko ce onpeheHn more3n Oupajy ca BEpOBaTHONOM p=1 TakBYy CTpaTerHjy Ha3MBaMO

YHCTOM CTpATETHjoM (EHT. pure strategy) NOK Cy MEIIOBHTE cTpaTeruje (eHr. mixed strategy)
OHE CTpaTeruje y Kojuma ce YucTe CTpareruje (q; ,..,a; ) KOMOMHYJy ca BepoBarHohom




p={(p1, P2 b)) €RT | XL pi =LVi=1om}, 5= pia; + pra; +.+ ppa;
ToranHo MEmOBUTOM cTpaTerujoM AeHUHMIIE Ce CTpaTerdja y KO0joj Urpad CBUM CBOJUM
YUCTUM CTpaTeTrhjama J10jesbyje CTPOTO MO3UTUBHY BEpOBaTHONY.
Crparerujy Koja i-ToM urpady ojpelyje Koju moTe3 U3 CKyIa aaTepHaTHBa Ja HalpaBu
y JaTOM TPEHYTKYy obOernekaBamo ca s;. Kaxkemo ja urpa mma CTparerujy s =(s,sy,...,s,) aKO

Cy ca s1,5),..,5, OOCJIEKEHE cTpaTeruje cBUX n urpada. O3HaKy s_; KOPUCTHMO 3a CTpaTerujy

1
Wrpe Koja He CaAp>KU CTpaTerujy i-tor urpavya. ONTUMATHOM CTPATETH]OM CMaTpaMoO OHY
CTpaTerujy urpada Koja My IpHU BHUIIECTPYKOM IOHaBJbamy Urpe o6e30elyje mMakcumanHu
Moryhu cpenmu nmoburak. Jloburak Koju i-TM UTpad OCBaja UTPAmEM CTpaTeruje 4; oapehen

je QyHKIMjoOM wucmuaTe f, Tj. KaxeMmo Ja je i-Th urpad Jo0uo u3Hoc f; = f(4;). Konuent

peliema Urpe U ONTUMATHUX M300pa Wrpada jacad je y camMo MajioM Opojy KOH(MIUKTHHX
CHUTyaluja.

Ipema kapaxtepy dyHKIuje miahama cBe Urpe JEIMMO Ha HIPE Ca HYITOM CYMOM™
(eHr. zero-sum) W Wrpe ca HEHYJITOM CYMOM (€HI. nonzero-sum). VIrpa ca HyJITOM CyMOM
MpeACTaB/ba UTPY y KOjOj CBaKU Mrpad rapanrtyje oapehenn u3noc (MCIiaTy) Kao UCXOJ UTPe
HE3aBUCHO O] OCTAJIMX UIpayva U HBHUXOBHUX CTpaTeruja Tako Ja MoOeIHUK urpe nobuja cBe
3arapaHTOBaHE M3HOCE JIOK Cy MOPaKeHH Ha TYOMTKY 3a U3HOC KOjU Cy TapaHTOBAJIIM a YKYyITHA
CyMa HcIIIaTa CBUX YYECHHKA UTPe U3HOCH HyJIa,

Y S Ay 4) =0 f(4)=0.

OpHocHO ,,Ja OM HEKO MOOeANo y WIpH, HEKO Ipyrd Mopa ga usryou™. Ilopen osor,
3arapaHTOBaHOT W3HOCA, HEMa JPYTHX TPOIIKOBA WM jobuTtaka. Urpe y xojuma cy uHTEpecH
urpada CykoOJbEHU HA3MBaMO AHTATOHUCTHYKUM Hrpama. Mrpe ca HEHyJITOM CYyMOM 4YeCTO
HEMajy ONTUMAJHY CTpaTerujy U ACPUHHITY Ce Kao UTPe KOJ KOjUX CE ariCOIyTHE BPEAHOCTH
CyMa MO3UTHBHUX M CyMa HETaTHBHHUX UCIUIATa PA3JIMKYjy, OJHOCHO CyMa CBHX UCIUIaTa HHjE
jenHaka Hynu. Mrpa ca HEHyJITOM CyMOM ca n UTpada ce JOJaBarmbeM jEeAHOT Urpada MOXKE
MIPEBECTH HA UTPY ca HYJITOM CyMoM ca (7 + 1) -um urpayem.

V 3aBucHOCTH 0] Mel)ycoOHOT O/HOCa Mrpaya, CBE MIpe JIEIMMO Ha KOONEpPAaTUBHE U
HekoonepaTuBHe. KoomnepaTBHe Wrpe MpeacTaBibajy TakBY BPCTY Hrapa y KOjuUMa WUTrpadu
dbopMupameM Koaluivje U yckiahuBameM M300pa MOjeUHAYHUX CTpaTeruja uMajy 3a b
MOCTU3akbEe HAJTIOBOJBHUJUX pE3yJTara 3a KOATUIH]y KOjOj MPHUIAAajy. YKOIUKO je CBakKd
urpad u3zabpao cTpaTerujy Tako Ja HHUjeaH He MOXKe Ja IpoduTUpa MPOMEHOM CBOje
CTpaTeryje Mo MPETIOCTAaBKOM Jla OCTAJIM UTPavyd HE MEHajy CBOjE CTpaTerHje Taaa KaKeMo
Jla TPEHYTHHU CKyIl M3a0paHHX CTpaTerwja, u oaroBapajyhmx moduraka mpejactaBsba Hemios
exBunOpujym (eHr. Nash equilibrium). OMHOCHO KOHIIENT pelIeHka UTPe Yy KOME je CBaKU
urpad JoHeo Hajoosby Moryhy omimyky y3eBIIM y OO3Up OIyKE CBHX OCTAJIMX Hrpada
Ha3WBaMO PaBHOTEXHOM ctparterujoM. Kon dopmupama paBHOTEKHUX cTparermja Tpeda
y3eTu y 003Up TO J1a OHE He Mopajy moctuhu HajBehy 30upHY m0oOUT 3a cBe urpade. Uecto
urpadu Mory jaa rnosehajy cBojy moOUT ako OM HEKaKO MOTJIH J1a C€ JOTOBOPE OKO CHUMYJITaHE
npoMeHe cBoje cTpaterwje. [Ipumep TakBUX JOroBOpa je KOJI KOHKYPEHTHHX TproBaria.
VYKOIIMKO Yy TOKY UTpe HE IMOCTOjU KOOPIMHAIM]ja Y TIOHAIIAkY O] CTPAaHEe YYECHUKA, 32 TaKBY
HTPy KaXeMO /13 je HEeKOOIePATHBHA®, Tj. AHTATOHUCTHYKA.

JenHa on kmacudukanmja wrapa 3aBUCH O] JOCTYITHOCTH HH(pOpMAaIHja Ia TaKo
pa3iIuKyjeMo Urpe KoJ KOjuX He MOCTOjU MOTITyHa HH(POPMHUCAHOCT UTPpaya O MOTCHIINjaTHIM
OJIrOBOpMMA TPOTHMBHUKA HAa MHHUXOB W300p TOjeJMHAYHHX CTpaTerdja 3a KOju je

! HaBesienu THII Hrapa IpBH je moMeHnyo Rufus Isaacs [22] 60uX TouHa NPOILIOT BeKa a Ha HHXOBOM Pa3Bojy Cy
pamumu S. Alpern [1], J.G. Foreman [32] u M. Zelinkin [33]. Hajehu nonpunoc je umao S. Gal [18].

* John Nash, John Harsanyi u Reinhard Selten cy 1994. ronuue no6umn HobenoBy Harpasy H3 eKOHOMHje 3a paj
y 00JacTH HEeKOOTIepaTHBHE TEOpHje urapa.



KapaKTEpPUCTUYHO Ja Ce pe3yJITaT CBUX MOTe3a 00OpadyHaBa TeK Ha Kpajy Urpe, Kajia ce OJurpa
npenBuheHn Opoj MOTe3a, OMHOCHO peanu3yje jeaHa mapTuja. HaBemeHn Tum urapa muma
eKcTeH3UBHY Qopmy (eHr. Extensive form) m oOMYHO ce MpeAcTaBiba MPEeKo ojaronapajyher
crabma. [[pyru mocTymak mnpencTaBjbamba M aHAIM3UPama Urpe NpUMEmYje Ce Y CHTyaluju
T3B. MyHE MHOOPMHUCAHOCTH O IOTCHLUjaTHUM pe3yJTaTuMa oJa0paHux cTpaTeruja ol CTpaHe
urpada. Kox oBakBe BpcTe Wrpe, KOjy Ha3MBaMO HIPOM Yy HOpMaiHO] (GopMH 3a CBe
aNTepHaTUBHE KOMOWHanuje ogabpaHUX CTpaTerwja oj CTpaHe Mrpava yHarpes Cy IO3HaTa
wrahama, OXHOCHO pe3ynrar wurpe. llopen excreHsuBHE QopMe, Urpe MOry HUMaTh
KOAJIMIIMOHY M CTparerujcky ¢opmy. Ko koanunmoHux mMozena mojgamy o cTpaTerrjama cy
HeOUTHH, OUTHE Cy KOaJHIMje U BPEAHOCTH THUX Koanuiuja. [IpermocraBiba ce na cBaka
KOAJIMIIMja MOJKE J1a TapaHTyje CBOjUM 4YJaHOBHMMA oapeheHn u3HoC, KOju Ha3uBaMO BPEIHOCT
koanuimje. Koanuuuone wrpe mnpumagajy KOONEpaTHBHO] TEOPHjH, W jJETHO OFf TJaBHHUX
MHATamka je Kako he ce KOHaYHW MCXOJ TIOJICTUTH Y IPaH] KOAJIUIIU]A KOJYy YMHE CBU UTpayH.
MuHMMYM BpEeIHOCTH KOjU he cBaka KOamuIlMja MPUMHTH Ha3UBaMoO jezgro (eHr. core). [lo
caja je neuHICaHO BUIE HAYMHA MTOJIENIe YKYITHE BPEAHOCTH Mel)y Urpadunma a HeKH OJ] BbUX
cy UlennmjeBa BpenHoct (eHr. Shapley value) n jesrpo (eHr. nucleus). OCHOBHH eIeMEHTH
CTPATEeTHU]CKOT MOJea Cy CTpaTerHje M HCXOAu TuX crpareruja. CTpaTerwjcku Mojen je
(dbopMHUpaH Tako Ja CBaKM UTpay M3 CKyla ajJTepHaTHBa Oupa jeJHy a UCXOJ UIPe 3aBUCH O]l
CKyIia cBHX m3alOpaHux crpareruja. [Ipuirkom n3dopa, CBakKM Wrpady pa3MHILba O MOTE3UMa
JpyTUX Urpada U BUXOBUM Moryhum crparerrjama kako OM Ha OCHOBY YKYITHOT YTHUCKa cebu
n3abpao HAjIOBOJHHH]Y cTpaTerujy. Urpaun Oupajy cBoje cTpareruje ucroBpemeHno. Hakon
n300pa cTpaTeruja urpa ce 3aBpiuaBa U CBaku urpad n1oouja oapeheny noour. Konauna nodur
CBaKOT WIpaya 3aBHCH O] CBHX H3abpanHux crpartervja. CTpaTerujcKu MOJEIU WIPE CE JOIIT
HA3MBajy U HOPMAJIHUM MOJIEJINMA.

Ananu3upaheMo HajjeTHOCTaBHM]Y UTPY cCa JBa Wrpadya YUju Cy WUHTEPECU TUPEKTHO
cymnpotcraBibeHd. OO0O0juIlM urpada Mo3HaTH Cy CKymnoBM Moryhux mzbopa X u Y, kao u
¢ysakumja mahama, f: X xY — R. Urpa uma npoct Tok. [IpBU urpauy 6mpa ejxeMeHT X u3 CBOT

ckynma moryhux mszbopa X. [pyru wurpay, He 3Hajyhm mTa je mpBu uzabpao, Oupa jeman
€JIEMEHT y U3 CBOT cKyna moryhux nz0opa Y. 3atuMm npBu urpau go0uja usHoc f(x,y) a Ipyra
—f(x,y) . llub cBakor urpaua je aa gobuje mro Buiie. Kako je 30up go6utaka Hyna, KOJIUKO
jeman on urpava ao0uje, TONMMKO Apyrd u3ryou. Crora je musb Jpyror Wrpadva, 3ampaBo, Ja
npBH Urpad 1obuje mro Mame. OBaKaB THII UTPE j€ aHTArOHUCTUYKH, OJHOCHO OBO j€ Urpa ca
HYJITOM CYMOM 3a jBa urpaya. [IpBu urpad moxxe ceOu 1a rapanryje JoOMTaK u ako je 3a
HEKO xe X, f(x,y)>u,VyeY. Hajpehu mobutak koju Moxe Jda OCTBapu MpBH Hrpad, 0e3

003upa Kako je Apyrd Urpao, je onTuMaaHa BpeAHOCT mpodaema

maxu mo. xeX u f(x,y)2u,Vyet (D)
Cnu4Ho, Ipyru urpad Moke J1a OrpaHM4yd JAOOMTAaK MPBOTI Mrpaya Ha ONTMAJHY BPEAHOCT
npobiema

minv mo. yeY u f(x,y)<v,VxeX 2)
AKo cy (x,u) U (v,y) IPOU3BOJbHE JAOMyCTHUBE Tauke mpodnema (1) u (2) oHmaje m u < f(x,y) U
f(x,y)<v maje n u<v.Crora ontumanaHa BpenHocT mpobiema (1) Huje Beha on onTumanHe
BpeHOCTH mpodiieMa (2).

VY cnyuajy na cy ontumanue BpeaHoctu (1) u (2) jegnake, moctoju peanad Opoj w

TakaB Jia MPBU UIpay MOXeE Jia rapaHryje poouTtak w 6e3 o03upa Kako je IpyTrd Urpao, 0K
JIpyTH Urpad MOXe Ja rapaHTyje Ja MpBU HE MOKe TOOUTH BHILE O W Ma Kako urpao. Takas
O0poj w ce Ha3uBa BpeAHOCT urpe. M30opu & M § TakBu Ja cy (f,w)U (w,p) ONTHMAaJIHA

pemema npodsiema (1) u (2), Ha3MBajy ce ONTHMAJIHA CTPATETH]a IPBOT, OAHOCHO ONTHMAJIHA
CTpaTeruja Ipyror urpaya.




Omnwucan ciyyaj OJHOCH ce Ha M300p YMCTUX cTparervja urpada. CivyaH pesyirar
MOXe ce moctuhm (GopMHpameM MEIMITOBUTHX CTpaTervja MpH BUIIECTPYKOM IOHABJbAY
urpe a cieneha reopema HaM rapaHTyje ONTUMAIHOCT UIPE.

MuHEMaKe TeopeMa’: 3a CBaKy KOHAYHY UIPY ca HyJITOM CyMOM Ca JBa HIpada
1) moctoju 6poj w KOju ce Ha3uBa BPETHOCT UTpeE,
2) TOCTOjU MEIIOBHTA CTpaTeTHja MPBOT Mrpada TaKO Ja OYCKHUBAHA BPEIHOCT HIPE
Oy/ie HajMamke W He3aBUCHO OJ1 TI0Te3a APYTOr Urpadya u
3) mOCTOjM MEMIOBHTA CTpPATEruja APyror Urpada Tako Ja HEroB OUYSKUBAHHU T'yOHMTaK
Oy/ie HajBUILE W HE3aBHCHO O] T0Te3a MPBOT Urpaya.

Ako je Opoj w jemHaK HyIH, Kakemo na je urpa dep (eHr. Fair). 3a MO3UTUBHY BPEIHOCT
Opoja w KaxxeMo Ja urpa (haBopusyje MpBOT UTrpaya JOK C€ 32 HETAaTUBHO W (aBOpHU3Yje IPYTH
urpad. DyHKIM]y HCIUIATE 3a KOHAYHE CTpPATETHjCKE WIPEe ca JBa HMrpada Hajlakie je
MPEJCTAaBUTH MATPUYHO T1a C€ YECTO TAKBE UTPE HA3HMBAjy MATPHYHUM HUTpaMa.

Jepunnnmja 1.1: MarpuyHa urpa je urpa 3a JBa urpada Koja Ha pacriojlaramby umajy m,
OIHOCHO n crTparerdja (m,ne N, m,n>1) nedpunucana Ha crneaehu wHaumn: Wrpaum ce
J0ToBapajy na Ju he HUXOBE CTparerdje OMTH TNpeACTaB/beHE KOJIOHAMa MM BpCTaMa
MaTpHIle TaKO Ja €JIEMEHTH MaTpuile Oyay HcIuiaTe 3a oiroBapajyhu m3bop crpareruja, Tj.
aKo je urpay 4ymje Cy cTpaTertje mpeicTaB/beHe BpcTaMa n3abpao cTpaTerujy x a urpad duje
Cy CTparermje NpeJCTaB/beHE KOJOHaMa H3a0pao CTpaTervjy ) Tada BPETHOCT f(x,y)

IpeacTaBiba oaroBapajyhy ncrarty.

Ipumep 1: (ITucmo - rmaBa) JIBa urpaya MCTOBpeMEHO Oarajy HOBUMh. YKOJUKO KOj 00a
urpada najHe mMcMo WIM Ko 00a urpava majHe rjiasa, IpBU Urpay 1o0uja HoBurh ox apyror
urpada. AKo IaJHy pa3lIn4nuTe CTpaHe UcIiaTa je oOpHyTa. Pemmtn Matpuany urpy.

Marpuiia ucriate rnpejacTaBibeHa je rabemom op. 1.1.
Martpuna ucruiare, Tabemna op. 1.1

Hpyru urpau
Ilucmo T asa
i mps Tucmo 1 -1
[hasa -1 1

Ontumanna BpeaHocT npodaema (1) je -1 g0k je ontumanHa BpeaHocT mpobiema (2) 1 te
urpa HemMa BpPEeIHOCT. YKOJHMKO C€ WUrpa TOHaBJba BHIIE IyTa, TOOWjEHH pE3yNTaTH Ce MOTY
,,TIOMIPABUTH‘ ¥ MOXke ce J0OUTH BpeaHOCT urpe. [IperrnocraBumo Ja ce riaaBa v nucMo Oarajy
ca jelHAaKUM BepoBaTHOhama, p(nucmo)= p(enasa)=1/2 . IlpBu urpad, y3 nmpeTnocTaBky aa he
IpyTu OauuTH AUCMO MOXe noctuhu OINTUMAJIHY BPEIHOCT
f(x,nucmo) =1- p(nucmo) +(=1)- p(enasa) =0, OMHOCHO f'(x,2nasa) = (—1)- p(nucmo)+1- p(enaéa) =0 aKo
je nmpyru Oaumo enagy. CIMYHO, ONTHUMAalHA BPEAHOCT WIpe 3a JAPYror urpada ys
MPETIIOCTaBKy Ja MPBU 0ana nucmo MU3HOCH f(nucmo, y) = (-1)- p(nucmo)+1- p(eraea) , OTHOCHO
f(enaea, y) =1- p(nucmo) +(~1)- p(2rasa) y3 IPETIOCTABKY Ja MpBH Oama ezagy. llpumeTnmo na cy
ONITUMAJTHE BPETHOCTH o0a mpobiema jemHake, Ma TaKO WIpa MMa BPETHOCT KOja M3HOCH
w=0.

VY BehuHu cityyajeBa Urpe HUCY ca HYJITOM CyMOM U UCIUIAaTe KOje urpadu A00ujajy He
MOpajy Aa 3aBuce jenHa o npyre. Kox TakBux wrapa ce 3a cBakor urpada noceOHo gopmupa
MaTpulla UCIUIaTe, OJHOCHO KOJ HMrapa ca JiBa WIrpadya yMEcTO JBE MaTpHIle MOXE Ja ce
KOPUCTH jeJJHa OMMaTpHLa NPH YeMy MPBU €JIEMEHT 10Jba MaTpULE NMpeACTaB/ba UCILUIATY 32
MPBOT UTpaya a IPyry eJIeMEHT UCIUIATy 3a APYTor Urpaya.

3 Jloka3z MHHHUMAaKC TeopeMme ce Moxe Hahiu y [7], ctpana 291-293.
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IMpumep 2: /IBojuia somoBa Cy HAKOH MOYHME-EHOT MpEKpIiaja yxBaheHa M J0BeJCHa Ha
caciymame. Cacilyliamke Ce W3BOJM 3a CBAaKOI MOYMHHUOIIA TPEKpIaja MmoceOHO a Kako
MOJIUIIMja HeMa JOBOJBHO TI0JIaTaKa Jla UX ONTYXKHU 3a Mpekpinaj Hyau cienehu moroBop: OHaj
JIOTIOB KOju TIpucTaHe na capahyje Ouwhe ocinoOohen kpuBuie A0k he Werop caydecHHK
CIy)KUTH KaszHy y Tpajamy onx 12 mecenu 3arBopa. YKOJIMKO 00a JIONMOBa IMPHCTaHy Ha
capaamy WM TMpPHU3HAJy KpHUBHILY, OCyhyjy ce Ha KasHy y Tpajamky o1 3 Mecela, OJHOCHO
YKOJIMKO HU je/laH O] JomoBa He Oyne capahuBao ycieq HelocTataka qokaza ouhe ocyhenu Ha
1 mecerr 3arBopa 3a HEKe Apyre CHUTHE MpeKpliaje 3a Koje TMOJUIMja mMa JIoKaza. AKO ce
MPETXOHO HUCY JOTOBOPHIIM, KaKO Jla CE JIOTIOBH TIOHAIIAjy HAKOH OBE TMOHY/IE TaKO Jla ceOu
00e30e1e MUHUMAIIHY TYKUHY 3aTBOPCKE Ka3He?

Omnucan mpoOiemM TMo3HAT je Kao Jurema 3ameopenuxa. Jly)xwuHa Tpajama KazHE
MpeJCTaBJbEHA je OMMATPHIIOM HCIuIaTe, y Tabenu 6poj 1.2.

bumarpumna ucnnare, Tabena 6p. 1.2

Jlonos 2
He capahyje Capahyje
Tomos 1 He capab?/je (1,1 (12,0)
Capahyje (0.12) 3.3

JlonoBu He 3Hajy Kako he HUXOB CaydyecHHK Ja ce IMOHAIla M jKeJe Ja MOCTHTHY HajooJbu
oTOBOp 3a cebe. Ykommko capal)yjy JIOmOBHMa ce OoTBapa MOTYNHOCT ClyKema Ka3zHe y
Tpajay oa 0 mnu 3 Mecena mro je 00JbM pe3yaTaT O]l OHOT KOju OM MOCTUTIH Kajaa He Ou
capahuBayu (my>kxuHa Tpajama KazHe Owna 6m 1 wim 12 mecenn). [Ipe Hero mTo HacTaBUMO
aHanmu3y mpobiemMa yBOJUMO 10jaM TOMUHAHTHOCTH.

Hepununuja 1.2: Kaxemo na i-ta Bpcta MaTpuie 4,,, TOMUHUpPA HaJ k~-TOM BPCTOM aKo je
f@, j)= f(k,j) 3a cBako j. Kaxxemo ga i-Ta BpcTa CTpOro IOMHUHHpa HaJ k~-TOM BPCTOM aKo je
f@, j))> f(k,j) 3a cBako j. CAMYHO, j-Ta KOJIOHA MATPULIE 4,,,, ITOMUHHUpPA (CTPOrOo JOMUHHUPA)
HaJ k-TOM KOJIOHOM aKo je f(i, 7)< f(i,k) ( f(i, )< f(@i,k)) 3a CBaKo i.

AKo i-Ta BpcTa IOMUHHpPA HaJl K~-TOM BPCTOM, K-Ty BPCTY MOXEMO Jia 0OpHUIlIEeMO 003UPOM Ja
OHa HEe yTHY€ Ha KOHAYHU HMCXOJ Hrpe. AHaJOTHO, aKo j-Ta KOJOHa JOMHMHHUpPA Haja /[-TOM
KOJIOHOM, /-Ta KOJIOHA ce Takole MOke 0OpHcaTH 1a ce TaKO JTUMEH3Hja MaTPUIHE UTPE MOXKE
cMamUTH. MemoBHTe cTpaTeruje Takohe Mory na Oyay TOMUHAHTHE.

Kopumnihemem ocobuHe TOMUHAHTHOCTH ciefu na he oba yomoBa capahuBatu (eMMMHHUCATH
KOJIOHY He capaljyje) mTo he UX NOBECTH Yy T3B. lose-lose CUTYIH]y W 3aTBOPCKY Ka3HY y
Tpajaky oa 3 mecemna. Jla cy mmanm mMoryhHOCT JOroBOpa, JIONMOBH OM cebW MOTriau 1a
o0e30ene ka3Hy y Tpajamy ox 1. mecena. Ctpateruje (e capahyje, ne capahyje) v (capahyje,
capahyje) ce Ha3WBajy paBHOTE)KHUM CTpaTerrjama.

[IperoBopu cy jeaHa on mpuMeHa Teopuje urapa. Juinema 3aTBOpeHHKa je AeuHucCaHa Tako
Ja ce oj JiomoBa odekyje ma he mzabparu omuujy capahyj Ilpe Hero mTo HacCTaBUMO ca
aHaJIM30M M PEIIaBalbEeM Urapa, 3aJp>KUMO Ce Ha MPErOBOPHMA M Ha MPETIIOCTaBKaMa Koje ce
WHaYe OJHOCE Ha HHXOBE y4YecHHWKe. Hajrmpe mpernocrtaBiba ce Jla Cy WIPavyd CABPULEHO
payuoHainu TOjeAUHIM KOjU HACTOje JJa MAaKCUMH3Y]y CBOjy JAOOWUT, OJHOCHO Ja MOCTHUTHY
mTo 00JbH PE3YITAT KOjH OJIrOBapa (UXOBUM BIACTUTUM KpuTepujymuMa. [lox panmonaHuM
MOHAIIAkEM TOJJpa3yMeBaMo J1a ce OTyKa JOHOCH U Ha OCHOBY IpenBul)ama (aHTUIHUIIALT]E)
Moryhux more3a mporuBHuKa. Mrpaun he yecto 3amMunubaTé ja ce Hajga3e Ha MECTy CBOT
KOHKYpEHTa Kako OM MOIJIM Jia MpeIBUJE HEroBe MoTe3e U y CKJIaly ca TUM IpPOrHO3aMa
onpene cBojy ctparerujy. Jla O6m TO Omyo moryhe, mpermocTtaBiba ce J1a HE IOCTOje
MHTEJNIEKTyJIaHe, UCKYCTBEHE U JIpyre pasjuke u3Mel)y urpauda, OTHOCHO y NMUTamy Cy UTpadu
KOJH C€ CMaTpajy paBHOIPABHUM MPOTHUBHUIIMMA. Takole ce MpeTnocTaBjba Ja HUIrpadu
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pacrosaxy MmoTmyHoM HHpOpMaIMjoM 0 MOryhinM cTpaTterujama u pesyraruma Koje CBaKko OJ1
BUX ocTBapyje. Jla 3akibydnumo, Ja Cy JIOTIOBU PAIMOHAIHO Carjie/lajfl CBOjy W CHUTYAaIHjy
CBOT caWrpaya OnpeAeuin Ou ce 3a OMIHjy He capaljyj U Mambe BpeMeHa MPOBEIH Y 3aTBOPY.

JIBa paryoHalIHa MOjeMHIIA, YKOJIMKO JOOPOBOJEHO CTYMAjy y TIPErOBOPE Ha OCHOBY PaHUjUX
WCKyCTaBa U JOTOBOpa 3HAjy cBe Moryhe mcxoje THX MperoBopa Mma UM MOTY HpPUIIHUCATH
onpeheHe HyMepHuyke BPETHOCTH Kao HUBO KopucHOcTH. CKyn CBHX pesyniraTa Koje
MOjeIMHIIM MOTY Jla OCTBape MpeACTaBmaj)y T3B. docmynHy obnacm. Ha modetky ce u3
JIOCTyIHOT CKyma ojapehyje jemHo pememe mpoOiieMa, 0e3 MPEeTXOAHHX JOroBOpa
nperoBapaya. TakBO pelmiewme Ha3zuBaMo status quo (HOp. (x*,y*)). M3 moctymHor ckyma,
0031pOM J1a Cy CaBpIICHO palliOHAIIHY, TperoBapaun Hehe mocmarparu cBa periema Beh camo
oHa Koja cy napemo onmumanna’. VI3 Tako oxpeljeHe HeTOroBOpeHe MO3HMIMjE MO3HTHBHUAM
JUHEApHUM TpaHchopmammjama Wrpadu jgojase A0 mosuiudja koje he mm omoryhuru Behy
KOPHCHOCT, 1a he 1oroBopeHa crpaTeruja yjeaHo OUTH U MapeTo MakCUMaiHa.

A

= AOCTYNHM cKyn

Cnuxka 6p. 1.1, IlperoBauku ckyn

Ha caumu 6p.1.1 mpukasanu Cy JOCTYIIHHM CKYTI, HEJIOTOBOpEHA MO3uIja N U npezosapauxu
ckyn P. IIperoBapauku CKyn YHMHE OHM CTPATErWjCKH MapoBH Koju he urpaunma qonetu Behy
IOOUT O] OHE KOja MM ClieAyje y Clydajy J1a HUCY MOCTHIJIH JOTOBOp. AKO je ucIuiara y
JIOTOBOPHO] CTpaTeruju ypehenm map (X, 7) cileau nga he urpadd MOCTHU3amkEeM JI0TOBOpa
MIOTIPABUTHU CBOj PE3YJTAT 32 M3HOC £ -—x*, OJJHOCHO U3HOC j—y*. AKO CKym P caapxu camo
jenan u300p cTpaTervja, Tajga je npodiieM TpHBHjajaH U JOroBop he omMax OUTH MOCTUTHYT.
VY3 mpernocTaBKy Ja ce y IMperoBapaykoM CKYIly Haja3e HajMame JIB€ aJITEpHATHBE KOje
Urpaydu pasauuuTo npedepupajy godujamo mpobdiem oapehuBama JOroBOpHE CTpaTeryje.

[IpernocTaBumo n1a Baxe cienehe akcuome:
A1l: JloroBopHa cTpaTeruja (x, ) mpumaaa mperopapadykoM CKymy, (X, y)eP.
A2: JloroBopHa ctpateruja o6e3oehyje urpaunma Behy modur ox status quo
cTpareruje, f(x* y*)< f(%,7) .
A3: JloroBopHa cTpaTeruja je mapeTo MakCUMallHa 3a neuHucaH ckym P.
A4: Axoje BcP, u (%,7)eP Tagaje (x,7)eh
AS: Jluneapaum TpancdopMaljama cTpaTerujcKkor ckymna Py cKyi S,
x'=ax+f
y'i=oy+p
raecy op,a, >0, B, 3, IPOU3BOJbHE KOHCTAHTE, TOTOBOPHA cTpaTeruja (x, ) ce
TpaHCPOPMHUIIIC y CTPATETH]Y (X + B, a3+ ).
A6: Axo P uma cuMeTpHjy 1O HEKOj KOOPAWHATH, Tala CUMETPUYHU UrpadyH 100ujajy
HCTE U3HOCE.
Hem je mokazao na Baxku cieneha teopema:

Teopema 1.3: Ako cy 3a710BoJbeHH YCTI0BU A1-A6 Taja MOCTOjU TaAYHO jeTHA TaYKa JOTOBOPA
(%,7) y mperoBapaukoM CKymy P Koja je pemiermne nmpobdiema

max (x*-x)(y*-y) mo. x,ye P, x>x* y>y*, 3)

4 [MapeTo onTHMAaNHa Cy OHa pellerba y KojuMa 00a Hrpua MOCTHKY 60Jbe HCXOJIE Y OJIHOCY Ha He-e(uKacHa
penrema. CKyIl CBUX ITApeTO ONTUMAIHHUX TayaKa YMHH T3B. IPETrOBapadKy CKyI P
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JloGujena cTpaTeruja ce Ha3uBa PaBHOTEKHOM CTPATETH]OM.

[IpermocTaBuMO cajia &a 1Ba Wrpada, Koja MMajy Ha pacrojaramy JBE CTPATETH]je
MOTy Jla MOHOBe Wrpy Buile myTa. Kojy cTpaTerwjy mpu CBakOM IOHABJbAIY HIPE MIPAud
Tpeba ga Oupajy Kako O y MPOCEKy MOCTUTIIA HAjOOJbH Pe3yITaT?

Hexka je HOBU mpo6iieM mpeacTaB/beH OMMAaTPULIOM UcIIaTa AeuHUCHOM TabenoMm Op. 1.3 u
HeKa wurpaud Oupajy cBoje cTpaTeruje ca BepoBarHohama p; M p,, OJIHOCHO ca
BepoBaTHOhama 1-p; U 1- p,. Irpaum moiaue moTe3e rapanTyjyhu ga \UX0oBa uciiata Hehe
3aBUCHTH 0] U300pa CTpaTeruje qpyror urpaya.

bumarpuna ucrnnare, Tabena Op. 1.3

Jpyru urpau
Cmpamezuja A Cmpameuja b
Cmpamezuja A (a11,b11) (a12,012)
IIpBu urpau
Cmpameeuja b (a21,0771) (az,b77)

Hcmnara mpBor wrpaya npu  u30opy  crparteruje A Yy  TPOCEKYy  H3HOCH
f(4,y) =[ay1p; +[ap 11~ py) OOHOCHO f(B,y)=[a]p; +[axn](1-p,) mpu u3d0py crpareruje b.
CanyHo, wucmiaTa Jpyror wurpada npu u30opy cTparteruje A y TPOCEKy HU3HOCH
f(x,A)=[by;1p; +[by;)(1—p;) IOK HcCIJaTa 3a u3abpaHy cTparerujy b y MpOCeKy H3HOCH
f(x,B)=[by1p; +[b 1(1- p;) . I3jeqHauaBameM HCIIaTa 3a CBAKOT Mrpava MmoceOHo ao0ujamo
BepoBaTHOhe n300pa cTpaTeryja u OYeKWBaHe UCIUIATE:

3 byy —byy Lo\ anaxp —apay
P = s f(x: ) = D
by =bip —byy +byp aj] —ajp —dy) +ay
3 ayy —ap Dby —byabyy
by = ’ f(: y) - .
ajp —ajp —ay; +ay by =bip —byy +byp

[TocTymak u TexMHa Halaxema Haj0oJbe cTpaTeryje Hajuenrhe 3aBUCH O/ AMMEH3Hja U BpCTa
Matpuna. Kopumhemem ocoOuHE TOMUHAHTHOCTH (neduHuimja 1.2) MaTpuie JUMEH3HUja
mxn C€ MOTY TMPEBECTH y MaTpHIle AUMEH3Uja (m—1)xn WUIU mx(n—1) a MOHABJHAKHEM OBOT
MOCTYNKa Ce y HEKUM ClydajeBUMa MOXKe JOOWTH MaTpula IuMeH3uje Ix1 Koja Ou
IpeJCTaBbaja peleme nator npobdsema. [Ipobieme uuje cy marpuie ucIiaTa JUMEH3Hje
2xn, n>2 WX mx2, m>2 Hajuenrhe pemaBaMo rpaQuuKuM IMyTeM.
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2. UIT'PE TPAXKEIBA (SEARCH GAME)

[IpernocTtaBuMO /1a ce Ha HEKOM TOAPYYjy IpeTpare Haiase 1Ba urpada (mpoliem ce
MOXK€ MPOLIMPHUTH HA UTPy ca BHIIE O]l JBa MIpaya), HA30BUMO HMX Tparad (eHr. searcher) u
cKkpuBad (eHr. hider). CkpuBad MO>ke OMTH (PUKCUpPAH MM TIOKPETAaH U HETOB 33JaTakK je Ja ce
cakpuje OAHOCHO Kpehe Tako Aa ra Tparad He mpoHalje. 3a Tparaya je HEONXOAHO Aa Oyne
MOKPETaH W HEToB IIWJb je Aa y mTo Kpahem poky mponahe ckpuBaya. l{usb ckpuBaua je
MaKcHMHM3allija BpeMeHa nperpare (y HajooJseM Ciiydajy je BpeMe mperpare 0€CKOHauHO) 0K
je b Tparaya MUHHMH3anMja ToT BpeMeHa. Kako cy nuJbeBU Wrpava CyNpOCTaBJHEHU HTPa
j€ aHTaroOHMCTUYKOT THIA. YKOJIMKO Urpa Opoju BUILIE OJ JBa WUrpada, NPEoCTalll Urpadu
MOTy OWTH WJIM Tparayd WIM CKpUBa4H. J[Ba WM BHIIE Tparada MOTy OWTH WM KOHKYPEHTH
WIN y KOAIHIHjH. 32 7 Tparaya Koju HUCY Yy KOAJHMIHUjH M jeTHOT CKpHBaya Urpa ce CBOAM Ha
n urapa ca JiBa urpada (Tparad u ckpuad). Llmib cBakor Tparaya je ga nmpoHalhe ckpuBada npe
CBHX OCTaJIMX. 3a Tparaue KOju Cy y KOAIHIMjH IOCMaTpaMo yIpyskeHe crpareruje. Mrpa koja
UMa m CKpWBada M jeJHOT Tparada MOXKE Ja ce IocMarpa Kao m Wrapa ca JiBa Wrpada.
CkpuBaun Takole MOTy OMTH y KOQIUIHMjH €’ THUM J1a c€ UCXOA urpe Hehe MPOMEHNUTH, OCUM Y
CIIy4ajy Kaja ce Tpaxe cBH CKpuBadu. CKpHBAaud KOJU Cy y KOATHUIMJU MOTY Ja o0e30ere
Iy’Ke BpeMe Tpajarmba Urpe 00JbUM IMOYETHUM PaCIIOPEIOM.

[Ipoctop mpetpare (I1) Moxxke OUTH KOHBEKCHO MJIM HEKOHBEKCHO T0JhE, OTPAHUUEHO
Wi HeorpanndeHo. Ako je Il orpanndeHo, odekyje ce Ja je mepuoj Tpaxkema KoHadyaH 0poj,
JIOK je KOJ HEOTPaHWYCHUX TOApYydYja MpeTpare OBaj MPOOJIEM 3HATHO CIOXKEHHJU W HIpa
yecTo HMje KoHayHa. [ToueTHe mo3unmje urpaya obenexxuhemo ciosuma S u H (searcher n
hider). Urpa moumme y TpeHYTKY ¢, =0. Ilyrame urpaua npencraB/baMO HEMPEKUIHUM
byHkumjama s(t) u h(t), t>t, Koje nrepuHUIIEMO Ha ciieehn HauKH:

s(2):[0,400) > I1, A(t):[0,+0) — I1
s(ty)=Sell, h(ty)=H eIl

IIyt xoju urpauu mpenasze oj MOYETKa 0 Kpaja Urpe Ha3uBaMo crparerujom. Obenexumo
CKYII CBHX aJITEpHATHBa Tparada ca § a CKyIl CBUX aiTepHatuBa ckpuBada ca H. Ctpareruje
urpada cy Hernpekuane ¢pynkmnuje. Cmarpa ce 1a je urpa 3aBplieHa Kajaa ce Tparad Hahe y &
OKOJIOHH CKpHBaua: d(s(t),h(H))<e° (& je 06MUHO HeKH Mamu 6poj a Hajuemhe jeaHAK HymH).
Hexka je BpemHOCT UTpe © yjeIHO M M3HOC KOjU ocBaja mobeaHuk. OnucaHa Urpa umMa HyJITy
CyMy U MOXe ce JnoaeuHHCATH 10 UTpe ca HEHYJITOM CyMOM yBohemeM KOHCTaHte T
(xoHauan Opoj) u nepurEcameM (QyHKIH]je uctuiate C:[0,%) — (v;,v,) Ha ciieaehn HaYwH:

(v,0), tel0, T/2)
Ct)=5(,0y), Uy+vy<v, te[T/2, T)
(0,v), t>T

Jlpyrum pednma, Tparady ce, yKOJIUMKO npoHalje ckpuBada 10 TpeHyTka 7'/2, uciahyje nuznoc
L, OTHOCHO aKko mpoHale CKpuBava HaKOH TOT TPEHYTKa, a HajKacHHje 3a Bpeme T , HCIulaTa
yMamyje mo HekoM yHampen oxapehenom mpasminy. Kama je Bpeme Tpaxkema nyxe ox T
cMaTpa ce Jia je CKpuBad 1moOeano W OH Jo0HWja M3HOC U JOK Tparad ocTtaje 0e3 McIuiaTe.
Hedunucamem ¢yHKIMje UCIIIaTE HA OBaj HAUMH 00e30eleHo je KOHAuHO BpeMe Tpajama
urpe. OyHKUM]y LMJba Tparaya MoXeMmMo JepUHHCATH Kao HajMame BpeMe MOTpeOHO aa ce
urpau Hal)y y & OKOJIOHHU:
c(s,h)=min{ ¢ : d(s(t),h(t))< ¢}, se€S, heH.

5 Pacrojame d(x,y) usmeljy 6mino koje aBe Tauke x ¥ y nmojby I1 nedunuiieMo kao Hajkpahe pacrojame usmely
THX Tadaka.
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OYHKIM]y HCIUIATe MOXXEMO TMPEACTAaBUTH Ha oIl jeaaH HauwH, C(s,h) : SxH — (v,0,). Y
HacTaBKy hemo mperrnocTtaBuTH 11a ce Tparad kpehe Hajumie jequarnaHOM Op3uHOM (Op3uHAa je
jeHaKa jeIMHUIM Ipehenor myTa, o, <1) U 1a cKpuBad HUje OpskM of Tparada (o, <o) a
3aTUM, y 3aBHCHOCTH O] TOTa Ja JIU je CKpuBad (pukcupaH wim uMa MoryhHoOCT Kperama,
OJIPEIIUTH HUXOBE ONITUMAIIHE CTPATETH]E.

2.1. Ckpwusad je dpuxcupad (w, =0)

[Ipobnem Tpakema (UKCHpPAHOI CKpUBAda pelIaBamMoO TaKO IITO TPAKUMO HajOOIbY
CTpaTeryjy 3a CBaKOr urpava mnoce6Ho. Mrpaunm Ha modeTKy urpe Oupajy CBOje IMOYETHE
no3unuje. Tparau mpBu Oupa MO3UIM]Yy M3 CBOI' CKyNa ajaTepHATHBA a 3aTUM, Ha OCHOBY
nH(popMaIrje o MOYETHO] MO3UIIMjH Tparavya U CBOT CKyIla aJTepHATHBA, CKpMBa4d Oupa CBOJY.
Kako je ckpuBau (hukcupaH, moueTHa No3MIKja KOjy nzabepe je yjeHO U HeroBa cTpareruja
(heH, h(t)=H 3acBako t). Llnsb ckpuBaua je na n3adepe crparterujy koja he my ooe3deautu
MaKCHUMaJIHO BpeMe Tpajama urpe. Tparad Hema nHpopmanuje o u300py NOYETHE MO3HIINjE
CKpHBaya, OH M3 CBOje MMOYETHE Mo3ulyje (Tauka S) Oupa crparerujy s € S Tako Ja 3a CBaKy
CTpaTerujy ckpuBaya BpeMe Tpajama urpe OyJae MUHUMaiIHO. Kaxe ce jomr na cy oBe mrpe
MUH-Makc Tuna. M360p cTpaTteruja npe cBera 3aBUCH OJ] POCTOpa MpeTpare.

[IpernoctaBuMO mpBO Jda ce mperpara oaBuja Ha ayxku [I mro je yjenHo u
HajjenHocTaBHUjU 3anatak. Heka je Il nmyxumHe & M Heka Cy CBe Tauyke Jare ayXu
HCTOBPEMEHO U aJTepHATHBHE MO3UIIM]jE UTpaya.

1. cayuaj: Heka je modyeTHa mo3uigja Tparaya jeaad kpaj ayxu (Cruka 2.1)

\ \
! \
A S

Crnuka 2.1 (ITogpyuyje mpetpare 3a 1. ciydaj)
[ToueTHa mo3unMja cKkpuBaya MoXxe OMTH OWJIO Koja Apyra Tauka ayxu [1 (pasmuumra of S)
n3abpaHa Ha OCHOBY HEKe (YHKIMje pacmojesne, Koja MoKe OWTH IO3HaTa Tparady.
WNudopmanuja o GyHKUMjU pacrmofene Mo Kojoj CKpuBau OuWpa CBOjy MOYETHY MO3MLHU]Y je
KOpHCHA 3a Tparada u Moxe My nomohu y popmupamy crparteruja xoje he ra 6pxxe qoBecTH
710 IIJbA. YKOJMKO Tparad He MOXKE Jla O/Ipe/Id 10 KOM MPaBHIly CKpUBad OMpa CBOjy IMOYETHY
MO3WIINjy OHJAa OH CBE Tadyke Myku [l mocMaTtpa paBHONpPaBHO, MMa Cy H-ETOBE CTpATErHje
HenpekuaHe QyHKIHMje Koje ToIa3e U3 Tauke S, MpeTpaxyjy cBe Tauke ayxu [1 u 3aBpuiaBajy
ce HBEHOM JIpyToM Kpajy (Hmop. y Tauku A). TakBux QyHKIMja ”Ma OECKOHAYHO MHOTO (HIIp.
KpeTame ,,lIUK-I[aK* y MPOU3BOJBHUM Taykama MyXH) a I[iJb Tparaya je na uzadepe OHY
GbyHKIHM]y KOja MMa HajMamy AykuHy. [IpeTmocTaBUMO J1a CKyn CKpHMBA4Y€BUX CTpaTeruja
uuHe Tpu Tauke, H={4,B,C} u na cy one pacropehene Tako ja Baxu A4-B-C-S (ciuka Op

2.2).

| | | |
& E c 5

Cnuxka 2.2. (ITpoctop nperpare 3a 1.ciaydaj ca nepMHIUCAHUM ITOYETHUM MO3UIIMjaMa
CKpHBaua)
Tparau he npehu Hajkpahu myt u obuhu cBe MoTeHIMjaHE TO3ULIMje CKUBa4a ako ce Oyjne
KpeTao 1Mo mpaBWiy s=(S—-C-B-A4), a Hajkpahe Bpeme he moctuhm yKOIHMKO ce MO TOj
nyTamu Oyie KpeTao MakCUMaTHOM Op3uHOM. OUeKHBaHO BpeMe CycpeTa H3HOCH:
T, =T(A,s)=a, a=d(A,S) aKo ce CKpPUBa4 HaJla31 y TA4KU A,

T, =T(B,s)=b, b=d(B,S) aKo ce CKpHBa4 Haja3u y Tauku B,
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Ty =T(C,s)=c, ¢c=d(C,S) aKo ce cKpuBa4 Hana3u y Tauku C.
YKOJIMKO ce urpa MoHaBJba BUIIIE MTyTa a CKPUBA4 MOJKE J1a KOMOMHYj€ CBOj€ UHCTE CTPATErHje
ca HeKOM BepoBaTHOhOM, Taja OYEKMBAaHO BpEME TPpaXKeha CKpHBaya W3HOCH:

T'=pshi+pphh +pcTh
rne ¢y py=p(H=A4), pc=p(H=B) U pc=p(H=C) BepoBarHohe wn300pa MOYETHUX
no3unyja ckpusada. [lomro cy tauke myxu I1 ypehene tako na Baxu S—-C-B-4 cneau na
je a>b>c, na ouexyjemo aa he ckpuBau yBek Oupatu Tauky 4 Kao cBojy nodyetHy. OBakBUM
n300poM CKpHBau rapanryje na Hehe Outu mponaleH mpe BpeMeHa a HE3aBHCHO OJ1 MoTe3a
Tparaua, a Kako je a =4 CIIeJId Jla ca OBaKo n3abpaHoM cTpaTterujoM Hehe Outu mponahen mpe
BpeMeHa ¢ . [Ipu cBakoM NOHaBJbalkby MIPE Tparad MOXKe Jla HPOMEHH CBOjy CTPATeTHjy Kako
O y mpoceKy TocTUrao Hajoosbu pedynraT. OCHM OmucaHe cTpaTerdje Tparava, HU jeaHa
npyra umcta crpaterdja Hehe o0e30enutu OosbHM pe3ynTaT Ma TaKo HHU jeHAa MENITOBUTA
CTpaTeruja He Moxe Ja 00e30enu kpahe Bpeme Tpajama urpe.

2. cayuaj: Heka je modyeTHa mo3unmja Tparada Heka Tauka ayxu I1 xoja HHje Kpajma (HIp.
Tadyka S KOja ce Haja3u Ha pacTojamy a, a<d O] JeIHOT Kpaja JyKH, OJTHOCHO Tauke A)

Ckyn antepHartuBa ckpuBaua H je Kao M y IPETXOMHOM CIIydajy CKYI CBHUX OCTAJIUX Tayaka
nyxku [T (pasmuautux ox S). 3a mcTH HM300p TOYETHE MO3UIMjE BpEeME Tpajama WUIpe je
jennako Hynu. [IpermocraBuMo MOHOBO na ce Tauke ckynma H Oupajy Ha OCHOBY HEKe
¢dyskiumje pacrozaesne. CKym cTpaterdja S je CKyn CBUX MyTama KOje MpoJia3e Kpo3 CBE TauKe
ckyrna H a kao onTumanHy cTpaTerujy Tparada y3uMaMo OHY KOja j€ HajMambe Ty )KUHE.

A B S C D

Cnuka 2.3. (ITonpydje nperpare 3a 2. ciry4aj)
Pagm nakmer padyHa, ymMecTo Ja mocMaTpaMo CBe Tadyke Myku II mocmarpahemo camo
YEeTUPU NPOU3BOJBHO M3abpaHe Tauke kKao Moryhe crpareruje ckpuada. OOenexuMo uX ca
A4, B, C M D TaKo ja Cy Tauke 4 W B ca jenHe cTpaHe Tauke S a C U D Cy ca JIpyre CTpaHe
(Tauke cy ypehene no npaBuity 4-B-S-C-D ) ¥ Hajla3e ce Ha pacTojamy Cy 4, b, ¢ u d (Tum
pemom) on Tauke S (cimka 2.3). Heka ckpuBad Ompa IMOUYETHY MO3WIHM]Yy H3 CKymna
H={4,B,C,D} ca BepoBatHOhama py (A)=p;, py(B)=py, py(C)=p3 U py(D)=p,. Ckyn
alITepHATUBA Tparaya YWHE CBE HENPEKUIHE MyTamke KOja Mmojia3e U3 Tauyke S U Mpoja3e Kpo3
oBe ueTupu Tauke. Tparad, ca BepoBaTHOhOM pg(s;)=¢; U3 cKyna S={s; :i=1,..,6} , Oupa jenny
O]l CTpaTeruja:

51 =(SB~BC—CA~AD), s, =(SB—BA-AC-CD),

s3 =(SB—BC~CD~DA), s4 =(SC—~CB—BD-DA),

ss =(SC~CD~-DB~-BA), sg =(SC~CB~BA~ AD)
a OYEKMBAHO BpeMe Tpakemwa 3aBHCH oX m30bopa oba urpaua. [Ipobiem ce Moke MaTpUIHO
npukazaTtu (tabena 2.1a). [IpencraBumo crpareruje cKkpuBada BPCTOM, a CTpaTerdje Tparada
KosoHoM. [Tospa MaTpuIle cagpiKe OUEKHBAHO BpeMe CcycpeTa 3a oapel)eHn map crparermja.

Tabena 2.1a (Matpua ucmiata 3a 2.ciy4aj)

CxpuBau

A B C D
1 a+2b+2c b 2b+c 2a+2b+2c+d
SH a b 2a+c 2a+d
S3 a+2b+2d b 2b+c 2b+d

Tparau

84 a+2b+2c+2d b+2c c 2b+2c+d
S5 a+2d b+2d c d
S6 a+2c b+2c c 2a+2c+d
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PemaBamem cucrema Huxe 1o0nhemMo cTpaTerujy ckpupaya:
(a+2b+2c)p; +bpy +(2b+c)ps +(2a+2b+2c+d)py 20

ap; +bpy + 2a+c)ps +(2a+d)py 2 v

(a+2b+2d)p +bpy +(2b+c)p; +(2b+d)py 20

(a+2b+2c+2d)p +(b+2c)py +cp3 +(2b+2c+d)py 20

(a+2d)p; +(b+2d)py +cp3 +dpy 20

(a+2c)p +(b+2c)py +ep3 +(2a+2c+d)py 2 v

pL+py+pytpy =1
HckopucTuMO JOMHHAHTHOCT CTpaTervja h=A4 W h=D Kako OW CIMMHHHCAIA CTpPATETH]e
h=B W h=C. EnuMuHucameM apyre u Tpehe KoJIoHe MOKEMO YOUUTH Jla HaJl cTpaTerujama
s;, 83, S4 M s JOMUHHUpAJy CTpaTeruje s, M ss. bpucameMm mpse, Tpehe, 4eTBpTe M IIECTe
BpPCTE TIOYSTHH TPOOJIEM ce CBOAM Ha MpobiieM muMmeH3uje 2x2 (tabena 2.10) koju ce J1ako
MOXE PEIIUTH.

TabGemna 2.16 (MaTpuiia ucriata HaKOH €TMMUHKCakha TOMUHAHTHUX CTpaTeruja, 2.ciaydaj)

CkpuBau
A D
SH a 2a+d
Tparau
S5 a+2d d
[TocmaTpamo cucreme:
ap; +(Qa+d)py = v aq, +(a+2d)qs <v
(a+2d)p; +bpy 20 " (Qa+d)q, +dgs <v
P1tpy=1lpp=py=0 9 +q5=1q1=93=94=0

PemaBamem cuctema 100HMjaMO MEIIOBUTE CTpaTerdje koje he ckpuBady oMoryhutu aa He
Oyne npoHaljeH rpe BpeMeHa v a Tparady Ja Bpeme nperpare Hehe Tpajatu myske ox BpemeHa

[
h*=( a ,o,o,ij, q*=(o,1,o,o,1j.
a+d a+d 2 2

Konauno, nobujene crpareruje rapanryjy aa he Bpeme nperpare Outu T'=a+d =6 .

Jlakyie, Tparad HE3aBUCHO OJf CBOT TOYETHOr TOJOXaja Ha Oyu [l W He3aBHCHO OI
CTpaTeruje CKprBayva rapaHTyje Jia MOCTOjU cTpaTeruja koja My ooe3oehyje oueknBano Bpeme
TpaXkemwa He JyKe O]l &, IOK CKpUBad rapaHTyje Ja IMOCTOjU CTpaTeruja Takpa na Hehe Outn
npoHaleH mpe Tor BpeMeHa.

Hanomena 2.1: Ako je moYeTHa MO3UIIMja Tparada CPEAUINTE JYy>KH a CBE OCTaje Tadyke Te
Iy alTepHAaTUBE 3a CKpUBada, Taja ca BepoBaTHohoMm )2 Tparau Oupa cMmep KpeTama,
JI0JIa3H JIO jJeJTHE Kpajikhe TauKe JYyKH M aKo Ha TOM MyTy He mpoHalje cCKkpuBaua, MEma cMep
KpeTama M HacTaBJba Ka JIPyroj Kpajikoj Tauku AyXH Kaga he curypHo Hahu ckpuBaua.
OueknBaHO BpeMe CycpeTa 3a Ay JyKHHE & U OBaKO (pOpPMYJIHCaH MpoOsieM U3HOCH 35 /2 .

Heka je mpoctop IT wmpexa. [log mojMoM Mpexe MOApasyMeBaMoO CKYII JyKOBa
Mel)ycoOHO moBe3aHMX MPEKO CBOjHX KpajeBa KOje Ha3uBaMoO YBOpOBHMMa Mpexe. J[Ba uBopa
MOry OWTH IOBe3aHa MPEKO BHUIIIE JIYKOBa JOK je CTETeH 4yBopa onapeher OpojeM ykoBa Koju
ra caapxe (Cnuka 6p. 2.4).

o

A B

Cnuxka Op. 2.4
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VYKynHy IyKUHY Mpexe Kojy no0HjaMo Kao CyMy Iy>KHMHAa CBUX JyKOBa Ha3MBaMO MEPOM
Mpexe 1 obenexxaBamo ca x . Ckyn anrepHaThBa ckpuBaua H, Ha Mpexu ce cacToju U3 CBUX
eJeMeHaTa Te MpeXe JIOK CKyIl ajTepHAaTHBA Tparada S CaapKu HETPEKUIHE MyTame Koje
nocehyjy ce enemente ckyna H. Ctparteruja Tparaua je na nposale oHy myTamy Koja he
UMaTH HajMamy AyXuHy. Ilpe Hero mro moYHeMO [a aHIM3UpPaMO MpPETpary Ha MPEXH
yBemheMO HEKOJNMKO HOBHX IojMoBa. IlyTamy s(f) Ha3sMBaMO 3aTBOPEHOM aKO 3a CBaKO
t, 0<t<r Baxu s(0)=s(r). 3aTBOpEHy MyTamy Koja mocehyje cBe 4BOpoBe Mpeke Ha3UBAMO

TypoM. Mpexy HazuBamo O]I€pOBOM MPEXOM aKo Ha O] MOCTOjU Typa IYyKUHE i W TaKBY

Typy HasuBamo QOjiepoBoM Typom. [lyTama Kkoja mpoJyia3u Kpo3 CBE JYKOBE MpEKe 3a u

BpeMeHa Ha3uBa ce OjinepoBoM myTamoM. OjepoBa myTama He Mopa Ja Oyie 3aTBOpeHa.

Mosxe ce nokasatu aa je 11 OjnepoBa Mpeka ako ¥ CaMO aKo je CTENEH CBUX YBOPOBa
napaH 0poj, a ako OjnepoBa myTama nouute y tauku O oHaa cy camo 4BopoBU O U HEKH
JIpyTH 4YBOp A HemapHOr CTENEHa C’TUM J1a MyTamka MOpa Ja C€ 3aBpIId y TOM 4YBOpYy A.
3aTBOpeHa TpajeKTopHja Koja MpoJia3u Kpo3 CBE YBOPOBE MPEXKE M Mpeia3H HajMamy MyTarmby
HaszuBa ce llyTambOoM KHMHECKOr momTapa (KOPHCTUMO O3Haky L ). Bpeme mortpebHO ma ce
obube 1nema myrama L oOenekaBamo ca i .

Teopema 2.2: Bpeme motpebHo ma ce mpoHahe PuKcHpaHUW CKpUBaY Ha MPEKU MEPE u
M3HOCH £/2 aKO H caMo ako je Mpexa Ojneposa.’

Crpareruja Tparadya Koja mpoJjasu ey MmyTamy L ca jeaHakoM BepoBaTHoOhoMm y oba cmepa
ce Ha3uBa [IpOU3BOJLHOM IMyTambOM KHHECKOT MOIITapa.

Jlema 2.3: CBaka MUHMMAJIHA Typa 3aJI0BOJbaBa YCIOB u <2y . JeIHaKOCT BaXXu caMo Kajaa I1
uMa (popmy apBeTa’.

Jlakie, ckyn cTpaTerdja Tparada ce cactoju u3 cBux OjnepoBux myTama (HOpMHUPAHHX Ha
MpexxoM I1, JOK je ONTHMalHAa OHa CTpaTervja yuja je XyKuHa HajMama. HajmosHaruju
puMep HaJTakewa Hajkpahe myTame Ha Mpexu je OjnepoB nmpoodsiem mocta (Ojler Koninsberg
bridge mpobnewm, y3er u3 [1]) u geduHUCcaH Ha cieqhn HAYHMH:

[Iponahn MuHUManHy Typy Koja oOuja3u cBEe YBOpoBe Mpexke 1. Mpexka uma 4 uBopa u
CBH YBOPOBHU CY HCHAPHOTI CTCIICHA a AYKWHA JIYKOBA U BbHUXOB paclopcd AaTu Cy Ha CJIIHMIU
op. 2.5.

o
Cnuxka 6p. 2.5
Pememe mpobiema ce cactoju y QyIUIHpamy JYKOBa Kako OM YBOPOBHU JOOMIIM MapaH CTETeH
a yume O0u ce noduna OjnepoBa Mpexa 3a KOjy CMO Beh peKiiu J1a MMa ONTHUMAJHO PelIeHe.
Moryhe je nymumparu jena ox cienehux ckymnoBa JIyKoBa:
-(a, by, ¢) (OjnepoBa mpexa ca kpajism uBopoBuMa A 1 B win O u C)

-(h,d)  (OjnepoBa mpexa ca kpajisuM uBopoBuMa O u B uimn A u C)
-(a,e) (OjnepoBa Mpexa ca kpajisuM uBopoBuMa A u B unu B u C).

® ITokas ce mosxe Hahn y [18], cTp. 18.
7 Joxka3s ce moxe Hahu y [18], cTp. 19.
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JymnupameM 4BOpOBa, TyKMHa Mpexke Ou ce mopehama 3a 5, 4 wim 5. Kako Tpaxkumo
MUHHMAJHY TpajekTopujy naymiupahemo unykoBe (b, d). OproBapajyha MUHHMMaIHA
TpajeKTOpHja 3a TaKo AyTUIMPaHE YBOPOBE Ca YKYITHOM IYKHUHOM u* =20 je

Ob Bb Oby BeCdAa)Oay AdCc O
ups npobrnema je Hamaxewme MUH-Makc Tpajekropuje. JacHO je ma Ou ce OosbU pe3ynTar
MOCTUTA0 JYIUIUPAEM JIYKOBa a; M e (CBH YBOPOBH OCUM ,,[IOYETHOT U Kpajmer: 100 ou
MapaH CTeNeH) ynMe Ou TpakeHa MHH-MaKc TpajekTopHja Ouna nyxune 18 u umana cinenehu
00JIHK:

Ob Bb;Oby BeCdAaOa; Aa, Oc|C
Axo y3MeMoO Ja je Ay)KMHAa MHUHUMAalHE TpajeKTopuje x*, nobuhemo ropmy TpaHuiy 3a
BPEIHOCT UIpe Tpaxkewa GUKCUPAHOT CKpUBAYa.
Iocaennua 2.4: Bpeme Tpajama urpe, v kaaa je mpexa OjiepoBa a ckpuBad (pUKcHpaH,
3aJI0BOJhaBa HEJETHAKOCT:

M2 u*2<u.
Jloma rpaHuIla ce IOCTHXXE ako W caMo ako je I/ OjmepoBa mpexa. ['opma rpaHuma ce
JOCTHIKE aKo U caMo aKo je /1 apBo.

Ojnep je 1736.ron pemmo mnpobiemM mo3HaT kao mnpobinem Cedam Mmocmosa
Kenuecoepea, nanammer Kanumwrpana. I'paa ce Hanasuo Ha penu [Iperen u usmely ocranor
YMHWJIA Cy ra JBa BEJMKa paTHa OCTpBa Koja cy Owmia MoBe3aHa ca OCTaTKOM Ipaja U
Melyycobno momohy cemam moctoBa. [locTaBmio ce mutame aa iau je Mmoryhe mohm u3 jemane
TauyKe W, BPAaTUTH C€ Y By TaKO Ja ce cBaku MocT npehe tayno jennom. Kako omucan rpad
Huje OjIepoB, Tako MOKEMO Ja 3aKJby4uMo Jia He moctoju OjinepoB rpad M caMuM THM ce
IIPEKO jeHor MocTta Mopa npehu aBa myta. OBo peliemne ce cMaTpa IPBOM TEOPEMOM TeopHje
rpadosa.

Hexka je mpoctop nperpare I1 ApBO KOje ce MOXe NPEACTaBUTH Kao YHHja JiBa APBETA
(cnuka 0p.2.6 ), I, u I1, ¥ HEKa je x4 Mepa i-TOT JIpBeTa a p; BepoBaTHOha KOJOM CKpHBayd TO

JPBO y3UMa 3a CBOjy TIOYETHY TO3UIIH]Y.

Crnuka 0p.2.6

[IpernocTaBuMO 1a je Tparady, MyTamkOM KHHECKOT MOINTapa MOTpeOHO 2y BpeMeHa Ja
peTpaxku IpBo I1; U ja ce Bpatu y Tauky O a 3aTHM jOII x4, BpEMEHa Jia IPeTpaxku IpBo 11, .
OdexkuBaHO BpeMe CycpeTa JaTo je cieaehom jeqHadnHOM:

Pt +py (20 + ) = g+ py (14 + 112)
OJTHOCHO, aKO je TpPeTpakWBame TEKIO OOPHYTHM pPEIOCIICIOM, BPEeME Tpajama IpeTpare
HU3HOCH i + py (,ul + Uy ) .
Konauno, ako cy p; 03HaTE BEIMYHMHE, Tparad MOXe J1a TapanTyje na he Bpeme tpajama urpe
OuUTH HajBUIIIE

min{zy +py (4 + )5 o + oy (4 + 12 )}
pu ueMy je BepoBaTHoha nzbopa apsera I1; crneacha:

b= H , Py = M

ot Mt
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IIpumerumo na je BepoBaTHOha CKpHBamba Ha MOAJIPBETY Cpa3MEpPHA HETOBO) TYXKUHM ILTO
0JiIroBapa BepoBaTHOhM CKpHBama Ha TYKOBHMa KOJ Mpexa.

Jloka3zaHo je Ja 3aMEHOM JpBeTa I1 apBeToM I1* Koje MMa UCTY AYXKHHY ajld CaMo
jenHy rpany (ciuka Op. 2.7) O4eKMBaHO BpeMe mpeTpare Ha apBeTy I1* He Moke OutH Behe
0]l OYEKMBAHOT BpeMeHa mpeTpare 1o Apeety I1 (Jlema 3.20 [1]).

athtce Ir*

Crnuka 0p.2.7.

Jla pe3uMupamMo, CKyIl CTpaTervja Tparadya YMHM CKYIl CBHUX IIyTeBa KOjU JOBOJE 1O
TepMUHATHUX YBOPOBA a HAjIO3HATH]a IMyTamka Koja rapanTtyje na he ckpuau outu npoHaheH
jecte ITyTama KMHECKOT momtapa®. AKo je ApBo AyXKHHE 4, OHIA Tparad kKopuctehn mytamy

KHHECKOT TIOIITapa rapaHTyje 1a Bpeme nperpare aHehe 6utu Behe o 2u .

Urpe y xojuma ckpuBau >xenu 1a Oyne nponalhen a Hema MOryhHOCT KpeTama rpurnaja
urpaMa cycperama W TaJla Ce CTpaTerdja Tparada cacTOju y JETaJbHOM MpPETPaKUBamby
npoctopa I1 u nasusa Wait for mommy (WFM) ctparerujom.

2.2. Ckpuau uma moryhHnoct kpetama (@, #0)

PemraBamo mpobiem Tpaxema MOOMIHOT CKpHuBaya. TakBU MpoOIeMH ce Ha3uBajy
nompaza 3a 6ezynyem W cruanajy y NP rtemke mpo6ieme’. [Ipo6ieM pelaBaMo Tako IITO
TPaXXUMO HajOOJbY CTpPATErujy 3a CBaKOI UTpayda MoceOHO.

Hajuemthe cy curyanuje y kojuma ckpuBad uMa 0ap Heke mHGOpMaIMje O KpeTamy
Tparaua. Paznukyjemo cutyanuje y KojuMa CKpUBad y CBaKOM TPEHYTKY MMa HH(pOpMaIuje o
TPEHYTHOM TIOJIOXKAjy Tparaya WM CHUTyaldje y Kojuma je Ta uHopmalja HeAOCTYyITHa.
YKOIMKO CKpHBay MMa UHPOpMaLKje 0 TPEHYTHOM I0JIOKajy Tparada u kpehe ce ucrom mim
Behom Op3MHOM O]l H-era, OYMIJIEIHO je Ja he ce urpa yBeK 3aBpIIUTH y KOPUCT CKpUBaya
OCHM Y cUTyalMjaMa kajaa je mpocrop [l orpanuuen u kaga Tparad CBOjOM CTPAaTErHjoM MOXKE
Ja JOBEJE CKpHWBava y ,,KIOMKY . Y nmajeMm paay mperrnoctaBuheMo 1ga urpayum Hemajy
uHpopmanuje o Me)ycoOHOM noJoXkajy U J1a ce je Op3uHa Tparaya Beha nim jennaka Op3uHU
CKpHUBauya.

[Ipobnem Tparkema MOOMIHOT CKpHBaya ce MOXKE MOACITUTH Ha 7 MOTHpoOIeMa Tako
mTo he ce mpocrop Il momenwtu Ha n jemHakux aenoBa (henwja) y3 MPETHOCTaBKY Ja Ce
cBaka henmja MOKe MPETPaXUTH 3a HajBUILE Ar BpemeHa (At = u/ pn, u - Mepa npocropa I1,

p- Mepa hemmje). Ctpareruja Tparada je na m3abepe hemmjy, mpeTpakd je U HAKOH At

BpeMeHa nipehe y npyry. JeqHa on anTepHaTHBaA CKprBada je€ J1a MEma henmujy Ha CBaKuX At
BpeMmeHa. Alpern u Gal [7] cy moka3anu Jia je KoJ HEOrpaHHYEeHUX Urapa BepoaTtHoha na 10
cycpera mehe mohm mpe TpeHyTka ¢ 3a (pUKCHpaHOr CKpuBava jemHaka p(T >t¢)~1-pt/u,

0<t<u/p OTHOCHO jemHAKA p(T > 1) ~e P'# | 0<< 33 MOOHIHOT CKpHBAUA.

IToHoBO pa3marpaMo HajjeAHOCTaBHUjU ciyd4aj. Heka je mpocrop mpeTpare OpHjeHTHUCAHA
MpaBa M HEKa ce Tparad Ha modeTky urpe Haynasu y tauku O(0) a ckpuBau Ha pactojamy d of

¥ [TyTamoM KMHECKOT MOIITapa ce Kpo3 CBAKy IpaHy APBETA POJIA3H TAYHO 2 IMyTa.
*Jlerasprnje o NP teuknm npoGnemnma ce Moxke Hahu y kibusi Michael R. Garey n David S. Johnson-a,
Computers and Intractability: A Guide to the Theory of NP-Completeness

20



Ibera OJHOCHO, HEKa je M300p MouyeTHe MO3MIMje CKpHBada U3 cKyma Y ={-d,d} jeIHaKo
BEpOBATaH.
| 4 |10 | 4
\ | \
Cnuxa 2.8 (IToxpydje nperpare je npaBa)

Urpaun 3Hajy na ce Hajga3e Ha MOYETHOM OJICTOjamy d. be3 003upa y K0joj ce Tauku CKpUBa4y
HaJla3H, CBOje KpeTame MOXKeE J1a 3all04He y jeTHOM Off /IBa cMepa (1ego u decno). Kaxemo na
CKpHMBa4 MMa YETHPH aJTEPHATHBE Ta CE EroBa CTpaTeruja h=h(t) MOXKE MHTEPIPETUPATH

Ha 4 paznuuuTa HauMHA. JlepUHUIINMO anTepHaTUBE CKpUBaya:

A ca(t)==d—h(t), 4y : ay (t)=—d +h(1)

Ay ay (1)=d—h(t), Ay a4(t)=d+h(r)
Crpareruja Tparada ce cacToju y ,,JIpecpeTamy‘ CBUX alnTepHaThBa ckpuBada. OOenexnumo
cTpaTerujy Tparada cioBoMm s. Kako u Tparau moxe na Oupa cmep kpetama, pehuhemo na
IBEroBa CTpaTeTHja MMa [BE AJTEPHATHBE, KOjeé MOXKEMO Ja O0eNeXHMMo ca § H -S.
AnrtepHatuBe Tparada (opMHpajy ce Tako Ja 3a mTOo Kpahe BpeMe NMpEecpeTHy CBE YETUPHU
ajTepHaTHBE CKpHBava. M3pauyHajMO OYEKMBAaHO BpeMe Tpajama MIpPe 3a CBE CTPATETH]JCKE
napose:

T(ts, A)=min{t: +s(t)=-d—h(t)}, T(s,4)=min{t: s(t)=-d+h(t)}

T(ts,43)=min{t: +s(t)=d—h(t)}, T(xs,4g)=min{t: +s(t)=d +h(t)}

Heka cy py,i,j=12 %, p;=1 BepoBarHoha ca KOjOM CKpuBa4 OHpa CMep Kperama W

+

MOYETHY MO3UIH]Y a ¢, k=1,2, ¢, +¢, =1 BepoBaTHOha ca KOjoM Tparad OMpa cMep KpeTama.
OueknBaHO BpeMe CycpeTa urpada Koju ce Hajla3e Ha MOYETHOM OJICTOjamby d Tajaa U3HOCH:
T*=q [p“ min {t:—s(t)=—d —h(t)} + pjp min{t:—s(¢)=—d +h(t)}
+ po1 mln{t -s(t)=d— h( )}+p12 min{t:—s( Y=d+h(t )}]
+q2[p11m1n{t s(t)=—=d—h(t)}+ pp min{t:s(t)=—d +h(t)}
+py min{t:s(1)=d ( )}+p12min{t:s(t):d+h(t)ﬂ
VY HactaBky heMo KOHCTpyHCaTH CTpaTeruje urpaya.

O6enexxnuMo cTpatervje Tparada ca s;(1)=s(t) U s,(t)=-s(t). Pagu makmer pauyHa
y3ehemMo na je modeTHO ojcTojame urpada d=1. OOenexuMo cTpaTervje CKpUBaYeBHX
anTepHatuBa ca: h(t)=1-h(t), hhy(t)=1+h(t), hy(t)=-1+h(t) A hy(t)=—-1-h(t) 1 IPETIOCTABUMO
na ce Tparad Kpehe jeaquHHMYHOM Op3uHOM (wg =1) JOK je CKpUBA4 HEMITO CHOPHjU
(0 < wy <1). ObenexnMo TPEHyTKE IIpeceKa cTpaTerija Tparada (Koju ycBaja CTpaTerujy s;) u
aNTepHATUBHUX CTPATETHja CKPUBAYA Ca 1, by, 13, 1y (4 <t <t; <t4 ). [IpeTmoctaBuhemo na je
MIPBH CYCPET HACTA0 Y TPEHYTKY @ :

1
1+ oy

H=a= , (0<a<l, x;,=a).

h](fl)—l a, hz(t])—1+a h3(t1) 1+Cl h4(t]) —1-a
y TpeHyTKy tl Ha OCHOBy BHUXOBC KOHCprKHI/IJe, CTpaTeFI/Ije NI 158 l’ll Cce HpBI/I HyT CeKy.
OOenexxnMo Tauky mpeceka ca x. OBa Tauka je yjeHO M Tayka MOTECHIMjaJHOT CycpeTa

urpada. YKOJIMKO WIpauyd HAcTaBe KPETame CBOJUX aJTEpHATHBA y 3all04ETOM CMEpY, Y
TPEHYTKY 1, C€ Ha OCHOBY HMXOBHMX KOHCTPYKIIM]ja OYEKYyje CYCpeT CTpareruja s; U h.

OOGenexxuMo ApYry TadyKy MOTEHIM]aJHOT CyCcpeTa ca x, M OJIPEIUMO BpeMe cycpera H
MOTEHIIMjaTHe MO3UIIMje UTpaya ako J0 CycpeTa HUje JOILIO:

1 1 —h(t
Xy =1+t2a)H :tz'l = t2: s Xp = [xz a)z(l):Xz-le.
H
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(1) =Qoy -1/ (1-oy) A hy(ty)=-oy /(1-oy) .
YKONIHKO ce CycpeT HHje JOTOAMO 0 TPEHYTKa ¢, CIEeAH Ja je CKpuBad n3adpao MOrpemHy
aITepHATUBY, W Ja C€ Ha TMOYETKYy WIpe CKpHMBad HaJa3WoO Ha MO3MIOHjU (—1,0) Ka KO0joj
CKpHBa4 HAacTaBJba CBOje KpeTame. M3pauynahemo npeocrana nBa cycpera:

=t +X2—h3(t2): 3—CUH = 3(0H—1
3T lvwy (trep)l-eg) O (+op)l-og)
1 —1+2w
h3(t3):—1+f20)H:—1+1 CUHZI H
—(I)H —Q)H

hy (13)=-1-t0y

3-o
ly=t+(53-x4) A (5-xg)oy =h(5)-x4 = f4=—Hz-
(I-wy)
OueKkMBaHO BpeME CYCpeTa 3a OIUCcaH MpodJieM U3HOCH:
T*:t1+t2+t3+t4:l 1 N 1 N 3-w, +3—a)H _ 2-w,
4 41+, l1-o, (Q+o0,)1-o,) (1—6()H)2 (1+a)H)(1—a)H)2

PaznuyuTuM BeNMYMHAMA @y OMATOBApajy pa3iHYMTe BPEAHOCTH T*, Tj. 3a @y =0.1
nobuwhemo na je T*=2.1324, OMHOCHO 32 wy =09 je T*=57.8947. Ha cioumm Op. 2.9. miaBom

060joM oOemnelkeHe Cy TpajeKTopuje Tparada, a I[pBEHOM 00jOM TpajeKTOpHje CKPHBAYEBUX
aNTepHATHBA.

X1 Xs
ti t: ts

Xa

Cruxka 0p. 2.9 (Crpateruje Tparaya v CKpHBa4€BHX areHaTa 3a Ipo0JieM Tpaxerma)

[TpobGnem Tpaxkera MOOMIHOT CKpHBaya Ce MOXE MPOIIMPUTH HA MPOCTOPE OOJIMKAa MPEKe
WU Ha HEKE BHINIEIMMHE3MOHAIHE MpocTope. Buie aerassa ce moxke Hahu y pagoBuma [6],
[26], [23], [20] u [28].
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3. UTPE CYCPETAIbBA (RENDEZVOUS GAME)

Urpe y kojuma je nmsb urpada Ja ce CpeTHy 3a mrTo Kpahe Bpeme HazuBamMo urpama
cycperama. Mrpe cycperama ¢y KOONEepaTUBHOT TUIA. YKOJIMKO Cy MUIpadM pa3iBOjEHHU ycien
HEKUX TPUPOIAHHUX HENOroJa KaXeMmo Ja je MpUpoJa MMalla MpBU IOTE3 W Wrpa je Tajaa
AQHTArOHUCTUYKOT TUIIA ca MPUPOJOM Ha jeIHOj CTpAaHU U UTpavyuMa Koju capal)yjy Ha aApyroj.

[IpBu koju je dopmynucao mpobiem cycperama je Thomas Schelling. Schelling je
pa3maTpao CUTyalujy y Kojoj JiBa Majo0paHIia HAKOH IITO Cy CJIeTesIa Ha HEMO3HATO MOJpyyje
xKele 1a ce mro npe cpetHy [28]. OcHOBHHU npo0iaeM ce BpEeMEHOM MPOIIUPUBAO yBOheHmeM
JOJJATHUX YCJOBAa M OrpaHUYEHa YMME J00MjaMO HOBe MpolseMe Kao IITO Cy: MmpolieM
cycperama Ha OECKOHAYHO] JIMHUJU WIH KPYTY, IpoOJIeM cycpeTama 3a BHIIE O]l [Ba UTpaya,
pobJIeM cycpeTama ca OTpaHHYEHUM PecypcrMa, Urpe n30eraBama CycpeTa u CIMYHO.

Urpe cycperama MOTy OUTH aCUMETPUYHOT U CUMETpHUHOT THa. Kox acuMeTpudHnx
urapa Mrpayd Mory Jia Kopucte Mel)ycoOHO pasziauuuTe CTpaTeruje ma jeé KOpUCHO Jia ce mpe
MOYEeTKa Wrpe OroBOpe O pacronenu yiora (Hmp. IIpBu urpad mperpaxyje mpocTop JOK
apyru mupyje). Kox cumerpuuHux wurapa ce mojpasyMeBa Jla WMIpadyd KOPUCTE HCTY
ctparernjy. HWupopmanuje Kkoje cy AOCTYIIHE HWIrpadyuMa MOry OWTH CUMETpUYHE |
acuMmerpuuHe. MHpopManuje cy acUMEeTpHYHE YKOJIUKO MIpadyd HEMajy MCTe MH(popmainuje
WIA UCTY KONMYMHY WH(popMaImja (HIp. jelaH urpad 3Ha Koja je IMmoveTHa IMO3UIja Jpyror
JIOK JIpyTW UIpad 3Ha camMO IOYETHO OJCTOjame OJ MPBOI ajM HE 3HA IJie Ce OH Hajas3M)
OJTHOCHO CUMeTprYHe (00a Urpada 3Hajy CBOj€ NMOYETHE IMO3HIIN]jE U TTOYSTHE IMO3HIIN]jE JPYTOoT
urpaya). rpe ce jomr Mory MOJEIWTH HA OPHjEHTHCAHE M HEOpHjeHTHUCaHEe (HIp. Urpayvu
noceyjy Wiu He moceayjy kommnac). Kox opujeHTHCaHUX Urapa Urpadu MOTy Jia JOTOBOpE /1a
ce jenan kpehe y cMepy Kas3ajbKke Ha caTy a APYrH Yy CYIpPOTHOM JIOK j€ KOJ HEOpHjEeHTHCAHUX
TakaB JOroBOp HeMoryh.

Kaxemo na ce urpa 3aBpliniia ako Cy Ce UIpauyd Cpeiu. Y 3aBUCHOCTH O] ,,CTEIEHa
BUJJBMBOCTH CycpeT AeuHumeMo Ha cinepehn HaunH:

e lrpaun ce Hamase y MOTIIYHOM MpaKy W CMaTpa ce Ja je 10 CyCcpeTa JOIUIO OHOT
TpeHyTKa Kaja ce Hal)y Ha MCTOj IOKaIuju (,,HyJITa BUAJBUBOCT),

e Urpauu HHCY y TOTIIYHOM MpPaKy M JOBOJHHO j€ Jla ce€ Hajla3e Ha HEKOj YAaJbeHOCTH 7
Kako OW ce mpeno3HaM (YAaJbeHOCT 7 Ha3WBaMO PAIUjycOM JICTEKIHje WIIH PAUjycoM
MIPETIO3HABAK:A).

3.1. MUrpauuma je mo3znato nouetHo mehycobHo oncTojame

Heka je nat cnenehu npoGiem:

JlBa urpada ce Hayiaze Ha MPaBOJIMHUjCKO] obOamu Mopa Ha MelycoOHOM pactojamy d 0e3
MoryhHocti KomyHukarmje. OHM ce MOTYy KpeTaTH HBUMa IO03HaTUM Op3MHamMa Koje He
npenase u OJIHOCHO V, a Buleme je moryhe kaza ce Haly Ha pacrojamy 7, r < d .

Koje crpareruje cBojux Kperama urpauu Tpeda yHampen Ja JOroBope Ja OM ce MITO mpe
BUIENHN?

Ymecto obaiie Mopa, MOXKEMO MPETIOCTABUTH JIa C€ UTPAuM Halla3e Ha OpUjEHTHCAHO]

MpaBoj K0joj 000juIla 3Hajy OpHUjEeHTAIN]jy a Ha pacTojamy d . Heka je mosoxaj mpBor urpava
KOOpJIMHATHH IOYETaK OpOjeBHE OCe y KOjy ce JaTa mpaBa NmperBapa W300pOM jeIHMHHYHE
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nyxu. Tajga je MOYETHH TOJI0Kaj] IPYToT Mrpada Tadyaka d OJHOCHO Tadyka —d . O3HauYuMo ca
x(¢) TIOJIO’KA] HA OCH MPBOT UTpada y TPEHYTKY £, a ca y(¢) TOJIOXKaj IPYror urpavya Ha OCH Y

TPEHYTKY ?, aKO C€ y IMOYETKY HAIa3HO0 Y TAYKU d . YKOJIMKO C€ APYTH Urpay Ha TIOYETKY Urpe
HaJa3uo y TauKu —d , y TPEHYTKY ¢ Ouhe y Tauku y(¢)—2d . JIoTOBOpHA CTpaTeruja urpaya je

nap (x(t),y(t), t>0 HEOPEeKUAHUX Ne0 Mo Aeo audepeHuujabunHux (GyHKuUja x(¢), t>0 U
y(t), t>0 KOje 3aI0BOJbABA]Y |x(f)|<u, x(0)=0 ® |yp(t)|<v y Tadkama TJe CYy OBU H3BOJIH
nedunucanu. To oarorapa u300py HEMPEKUIAHHUX 10 MO Aeo nudepeHIrjabuIHIX MyTamka
B ={(x(#),y())|t =0} ¢ TIOYETHOM TAa4KOM (0,d) OIHOCHO P = {(x(¢),y(¢)—2d),t 20} C IIOYECTHOM
TaukoM (0,—d) y HEKOj] KOOpJIUHATHO] paBHU xOy . Baxu u oOpaTHO, M300p OBAaKBHX MyTama
OJIroBapa yHampe TOTOBOPEHO] CTpaTeruju urpada. Heka je 7; HajMame HEHETaTHUBHO ! 3a
Koje je y(t)=x(t)+r 3a Tauke TpBe MyTame a 7, HajMamke HEHEraTUBHO ! 3a Koje je
y(t) = x(t)—r 3a Tauyke ApyTe MyTame. Y CIy4yajy Ja HeKa OJ1 IyTamka HeMa 3ajeTHUIKUX TadaKa
ca cBojoM ojaroBapajyhom mpaBoM mo0j oaromapajyhe 7;, i=1,2 je +oo. ['apanToBaHo Bpeme
Buhemwa urpada je 7 =max{T;,T,}. Urpaun tpeba ma mOoroBope CTpaTerujy KOjOM TapaHTy]y
MUHUMATHOCT BpeMeHa T . Kako ce urpaum ctasiHO MOTY Kperatu Hajsehom Op3uHOM, 1a Ou
BpeMe BHhama OWII0 HajMame Tpeba na Oupajy Hajkpahy omucaHy myTamy U Aa je mpehy
MakcumaiHO Moryhom Op3uHoM. J[lakime mpoOiem ce cBogu Ha onpehuBame Hajkpahe
HETIPEKHUIHE [1e0 MO J1e0 AuQEepeHINjadMIHe MyTame {(x(?), y(1)),t >0}, (x(0),y(0))=(0,d) y
paBHU xOy KOja 33JI0BOJbaBa YCIOBE |x(¢)[<u, | y(t)|<v CByJIa OCUM y KOHAYHO MHOTO Taudaka,
TaKBE J1a U OHA W EEH TPAHCHAT {(x(?), y(t)—2d),t >0}, UMa]y 3ajeJHUYKY TadKy ca I0jacoMm
{(x,»)| |x—y|<r}. [lyTame koje 3am0BOJbaBajy OBe yclioBe (0e3 ycioBa MHHHMAIHOCTH)
HA3MBaMO 0onycmuse nymarve.

. : d-r [5 3
JTOKa)XUMO J1a je Iy’>KHHA CBaKe JOIYCTHBE IyTame HajMarbe u” +v> , OJJHOCHO

u+v
d-r
3 \/u2 2

u+v

300r cuMeTpHje MOXEMO TPETIIOCTaBUTH Ja je 7, <T,, OJHOCHO Ja KPETAmEeM IO IPBO]
NyTamkU HAjupe CTHXKEMO 10 mojaca. Tajga geo mpBe myTame 3a fe€[0,7;] HMje Kpahu o
Oy’KuHEe Hajkpaher AOoMmyCTHBOT IyTa O Tadke (0,d) JO MpaBe y=x+r, a €O JAPYre MyTame
3a te[T;,T,] HUje Kpahu o7 ayxuHE Hajkpaher TOomyCcTUBOT myTa of Tauke (x(7;), y(T;)—2d) 10
npaBe y=x-r. OTyga, TapaHTOBAaHO BpeMe BHUhamkba HE MOXXE OUTH Mame 07 30upa OBUX

Jy’KUHA TIOJIEJbEHOT Ca MAKCHMAITHOM Op3HHOM u? +v? .
Paau onpeljuBarmba OBHUX Jy>KMHA PEIIaBaMo MPOOIIEM ONITUMAIHOT YIIPaBIhaha

T
min I\[)'cz +j/2 dt
0

P OTPAaHUYCHHUMA:
x<u, |[y£y,
00 0 0

OzHauumo ca Flx,y]= jab\/x2+ y2dt  QyHKIMjy KOjy JKEIMMO Ja MHHHMM3YjeMO H

MIPETIIOCTAaBUMO JIa je pelieme mpobdieMa ypehenu nap (x(¢), y(¢)) . Tana, 3a 6uno koju uzdbop

(x(0), y(t)) Bak: F[x(¢), y(t)] < F[x(t), y(¢)]. [IpeTmmocTaBuMO 1a cy mapoBu (x(¢), y(t)) Bapujanuje

ypehenor mapa (X(¢),7(¢)), OAHOCHO 3a CBake JBE MPOU3BOJHHO H3a0paHE HEMPEKUIHO

mudepeHnujadmwiHe QyHKIOHMje 7(f) W u(t) KOje 3aq0BOJbaBajy ycioBe n(a)=n(b)=0 U

u(@)=u(h)=0 m 3a cBaka 1Ba Opoja ¢—>0 WU 7r—>0 MOXEMO Ja HX 3alHUIIeMO Kao
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x() =%(@)+en) 1 y(t)=y(t)+zu(). Kako crparernja (x(¢), y(t)) MuauMu3syje GyHkimjy F Baxe
penanuje

FIx,y1< F[x+é&n,y]

FIX,y]1s FIx,y+zu]
Y TapIUjaTHA U3BOAU (QYHKIM]e F[X+é&n,y+7u] 1o & (omHOCHO 7 ) Omhe jeqHaku HyJH 3a
&£=0 (0IHOCHO 7=0):

dF[X +&n,7 vd (==
drEeenF) jg(m ]dt 2)

de
dFIx, 7 (d (2 =y
%H: f;(m)dt ©)

Pemasamo pemanujy (2), penamnuja (3) ce padyHa aHaJIOTHO:
= = b
dFlx+eén,y] :Ji(w/(?c+gf7)2+)72jdt
0 a de

de
- (x+emn
a

VG +en)? +3°2

&=

dt (£=0)

:—ILM’W | k) xn@
) a| 3%+ 57 ¥4y ¥ ey

Kopuctumo cnenehy nemy:

Jema 3.1: Heka je ¢ynxumja f wu3 kmace C° u Heka je K-NyTa HEHPEKUIHO
andepeHnnjanouiHa Ha uHTepBany [a,b]. IlpernocraBumo n1a 3a cBaky QyHKUMjy /1 n3 Kiiace

C* [a,b] ca ocobunOM /i (a)=h(b)=0 Baxu
b
If(x)h(x)dx:O

Tajgaje f(x)=0Vxela,b] .

Jlokas:

[IpernocraBumo na ¢yHkuuja f 3amoBosbaBa ycioBe jeme. O03upoM na je dyHkumja h
HENpeKuJHa M  3aJ0BOJbaBa YCIOB  h(a)=h(b)=0 MoOXeMO je JAepUHHCATH Kao
h(x)=-f(x)(x—a)(x-b) (byHKIMja [ je HENpeKHIHA @A je caMMM TUM M (QyHKUMja h
Henpexuana). Baxu jour, f(x)h(x)> 0 Ha uatepBany [a,b] (f(x)h(x)=—/%(x)(x—a)(x—b)).
Bpennoct onpehenor naTerpana HeHeraTuBHE (QYHKIIH]E jeHAK j€ HYJIH YKOJHUKO j€ BPEIHOCT
noauHTErpaiHe QyHKIuje jennaka Hynu. Jlonasumo 1o cieaeher 3akibydka:

0= 7 (x)h(x) =L (x)P[~(x=a)(x=b)]
OnHocHO, Kako je —(x—a)(x—b)>0 Ha (a,b) cHeIM 1a je [f(x)]2 =0 Ha [a,h] U KOHAYHO, U3

penanuje [f(x)]2 =0 Ha [a,b] cnenn 1a je f(x)=0 Ha [a,b]

= 2D = =D
Haxie, Ijx—ymndtzonomaqn na je — Xy
2

()_C +);/2) ()—6_2_,,_-);/2)3/2
$.32-0 (4)

AHaJIOTHUM MOCTYNKOM U3 penaiyje (3) nodbujamo na je

=0, TO jecT
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X2.3=0. (5)
Cucrem koju unHe jenHauune (4) u (5) uma 4 periema
X=0 A x=0, y IpoU3BOJbHA QYHKIIH]a,
X=0Ay=0,

el S

y=0 Ay =0, xIpou3BoJbHA QYHKIIH]a,
4. x=0A y=0

0]l KOjuX TmpBa 3 oxdairyjeMo 003UpoM J1a He 33710BoJbaBajy yciose (1). Pemewme cucrema (4-
5)je X=0 A y =0, OQHOCHO:

X=0 x(1)=Ar+B _ x(1)= At
ﬁ=0:>y(t):Ct+D:>(x(O):0’y(o)_d) y(1)=Ct+d
= (7(5)-F(R)=-r)= [ =9F

= (|X|<u,|y|<v :|A|£u

(| | <uw[i]< ) c|<v

T, L=
Kako je BpEOHOCT JaToI MHTErpala j \/)'cz + y'2 dt = TI\/A2 +C? ClIeu ma ce€ min j \/fz +52 dt
0 0

JIOCTIIKE 32 HajMamwe 7, OJHOCHO 32 MakCHUMajaHO A—C, TO jecT 3a A=u U C=-v. Ha 0Baj
Ha4YMH CMO J0OWIH MyTamke

)i() u 3a te[O,Tl],Tl=d r
y(t)=-vt+d u+v

VYKOIMKO ce Urpaud HHCY Cpelid 3a BpeMe 7; CJelu Ja je MOoYeTHa Mo3uifja Omia Tauka
(x,y)=(0,—d) , oMHOCHO 1@ he ce y TpeHyTKy 7; HaJa3UTH Ha MO3UIIH]H

INEEER)

u+v u+v

Kaga he HUIrpad HaCTaBHUTH 110 HOBHUM IIyTakbamMa.

— d-r
X=0 Y(t):At+B _ d-r _ d-r x(t):At+u+v(u_A)
£ 07 t)_Ct+D:> x(Tl):u+vu7y(Tl):_u+vv_d = d-r
y=0 y()= y(r)=Cr- (v+C)-d
u+v

-r

= (7(12)-7 (1) =r) = (4-C) T3 + =L (wr v C— ) =

+v

r
A-C)T- -4 C)=—(d-
= ( ) 2+u+v(u +v+C)=—(d-r)
_ -A+C
—(d—r)—d r(u+v—A+C) —(d—r)(2+ ’ ]
oy - Uty u+v
A-C A-C
:Tzz_zd—r+d—r (Tz >T1:d_rj = A-C<0
A-C u+v u+v

MunumanHo Bpeme T, (a2 caMHEM THM M MHHHMAQIHY BPEIHOCT HHTErpaja
[ZNF*+72di=(Ty ~T)N 4> +C? ) noGujamo 3a MakcUManHO —4+C, TO jecT 38 A=—u U C=v.
1

Ha oBaj HauuH cMO 100N Iy Tame
d—vr

u+v 3a IE[TI,Tz],T2=3

S =vi-29"" g
u-+v

X(t)=—ut+2u

d-r

u+v

KonauHo, ako cy ce urpayu y TPeHYTKY ¢=0 HaJIa3wiId Ha MO3WINHUjU (0,d) W aKo Cy ce
KpEeTaJId CBOJUM MaKCHMAJTHUM Op3WHAMa, OYeKHBAHO BpEMe CycpeTa, KpeTameM 10 ypeleHoj
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nyTamu (¥,y) Ouhe T :ﬂ, OJHOCHO aKO Cy C€ HUrpaum y TpPEeHYTKYy ¢=0 HajJa3Wih Ha
u+v

-r

no3urju (0,—d) UCTU U300p myTama 00e30ehyje Bpeme cycpera 7, =3 d-r
u+v

Crpareruja Kperama Ce MOXE CIMYHO 3alHMCaTH aKO WIpadydl MPETIOCTaBe N1a je HHUXO0Ba
rmodeTHa no3unuja (0,—d), OJHOCHO aKO pelraBaMo Mpodiiem:

T
min J‘\/)'cz +y7dt
0
IpU OrpaHuYEeHUMA:

x(0)=0, y(0)=—d,
Pemewe npobnema (1°) je cneneha nyrama:

X(t) = —ut _
:() te[o’ﬂ]’ﬂ:d r
y@t)=vt—d u+v
OJHOCHO
X(6) = ut — 2u— _
u+v > te[1.1], Tzzgd r .
— d—r u+v
y(@)=-vt+2v +d
u+v

Ha ocHOBy onmcaHux KpeTama MOXEMO 3aK/byYUTH Ja BpEME CYCpeTa, HE3aBHCHO O]l

. d-r .
MOYETHOI MOJIOXKAja Urpaya, He MOXe OuTH Kpahe om Tj =—— aKo je HbUX0BO MehycoOHO
u-+v

r
, a
v

. . d—
MOYETHO O/ICTOjabe d ca paaujycoM Buhama » anu He Mopa HU OutH Behe on 7, =3
u+

CTpaTeruje Kojuma ce TO BpeMe MOCTHXE UMajy OOJIHK U3JIoMJbeHe JuHuje (cimka 3.1).

\ (d.0) 7
\ ,; 0_/,’_/,,./,,

./-/
Ny <r

S
4

T2 {/ T; t

\ (-d,0)
i

Cmuxka 3.1 (CtpaTteruja urpada Kaja je mo3HaTo MOYETHO PACTOjaAke)

Konauno, urpaunMa Koju Cy Ce HAIIM Ha 00alld MOpa Ha pacrojamy d CaBeTyjeMO
7a, YKOJHMKO MOTY Ja Ce€ JIOrOBOpe O cTparerujama, ycoje crparerujy (1) omnocno (1°) a
OYEKMBAHO BpeMe cycpeTa Ou 3a u=v =1 U3HOCHIO d —r. YKOJIMKO jelaH O]l UTpadya HEe MOXKe
na ce kpehe, Taga Ou ce yCBOjeHa cTpaTerdja MorJia 3anucaty Ha cieaehu HauuH:

ut, tel:O,d_r}
u

d—r)-ut, te[d_r, 3ﬂ}
u

X(t) = y0)y=*d (v=0) (2)

u

a OYEKUBAHO BpeMe cycpera 6u uzHocuio 2(d —r). Ctpareruja (2) je mozHatuja kao Wait For
Mommy (WFM'®) crpareruja.

" WFM (Wait For Mommy) cTpareruja qeduHHIIe KaKo Aa MaMa IPeTpaxKyje IMPOCTop Kako Ou ce cycper ca
JIETETOM KOje MHpYje OCTBapHO 3a HajMame BpeMeHa. Buiie undopmanuja ce moxe Hahu y [7]
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[IpermocTtaBUMO Ja UTrpauu jecy MOOMJIHH ajd Ja HE MOTY Jia ce opujeHtuiry. WFM
CTpaTeruja, Mako He 3aBHUCHU O] OPHjCHTAIM]je, HHj¢ ONTHMAlTHA  aJik je 3aT0 MOoAu(HUKOBaHA
WFM crpareruja ontuMainHa ¥ OY€KHBAHO BpeMe CycpeTa U3HOCH 134 /8 3a u=v=1, r=0.

Bume o momudukoanoj] WFM ctpareruju ce moxe Hahu y [7].

Jepunnnmja 3.2 (MWFM - Modified Wait For Mommy): MWFM ctpateruja 3a npobiem
cycpeTama Ha JIMHU]JU 32 JBa UTpava Koja ce Halla3e Ha pacTojamy d a Kpehy ce jequHIYHOM
Op3WHOM jecTe cTpaTerrja y Kojoj jeian urpad (HIp. MaMa) Tpaku Apyror urpada (HIIp. IeTe)
no cienehem mpasmry: Mama Oupa cMep KpeTama | Ipelia3u pacTojambe d W ako Ha TOM Iy Ty
He mponahe gere, okpehe ce W y CynmpoTHOM cMmepy Tmpenasu pacrojame 2d (WFM
cTpareruja). Jlere mpenasu pacrojame d / 2 Takohe y MpoOU3BOJLHOM CMEPY U YKOJIMKO Ha TOM
MyTy HE CpeTHE MaMmy, Bpaha ce y CBOjy NMOYETHY MO3HIIMjy TJIe IOHOBO OHMpa CMep KpeTama,
nmpernasu pacTojakbe d W ako Ha TOM IyTy HE CpeTHe MaMmy, Bpaha ce y CBOjy MOYETHY
no3unnjy. Cycper mame u aetera je moryh y tpenynumad /2, d , 2d , 3d .

Haxne, ako ce oba urpadya kpehy jemMHUYHOM Op3WHOM, Ca PaJUjyCOM JCTEKIIH]je
r =0 W ako MOTy TIpe pa3/iBajama Jia ce JOTOBOpe OKO M300pa CTpaTeruje, OYeKUBAHO BpEME
cycperta 3aBucuhe o1 MoryhHocTH opujeHTauuje u u3Hocuhe win 7*=13d /8 wiu T*=d .

[IpernocTaBUMO J1a ce Wrpadyd HUCY JOTOBOPWIM KO he ycBojuTH crparerujy Xx ().
VYcBajameM cTparernje X(¢) cycper je Moryh camo ako Cy Wrpadyu KpeHYJH jeJlaH JAPYTroM y
cypert, oqHocHO Hemoryh ako ce kpehy y uctom cmepy. Kojy crparerujy cBojux Kperama
urpadu Tpeda yHamnpe. aa JoroBope na ou ce mro npe Bugenau? OQHOCHO, Kako Ou u3rienana
cTpaTeruja kojy he oba urpaua ycBojutu u koja he um 6e3 o03upa Ha n300p cMepa KpeTama
omoryhwurtu cycpet?

Kaxemo na je urpad HampaBuoO jeJJaH KOpaK ako jé MAaKCUMaJIHOM Op3MHOM y JaTOM
cMmepy nperao pactojare D =d /2. bpoj kopaka koju urpad Harnpasu kpehyhu ce ,,y cmepy
JecHO™ obenexaBaMo cioBuMa n,4 (n,— O6poj Kopaka, A— ahead), 0OlIHOCHO ,)y cMepy J€BO*

n,B (n,— 6poj Kopaka, B— backward). Crpaterujy urpada 3anncyjemMo Tako /ja Hau3MCHUIHO

cTOju OpOj KOpaka u CMep KpeTama, HIIP. CTPATETH]y ,,JABa KOpaKa Halpe., jeJaH Ha3zaJ 1ma Tpu
Kopaka Hanpen“ obenexaBamo ca 24/B3A4. Hekaje u=v=1, r=0.

[IpermocTaBuMO 1@ Wrpadu ca BepoBaTHohoMm Y5 OGupajy cmep kperama. Ctpareruja y
K0joj he urpaum HampaBUTH jeAaH KOpaK y TPOU3BOJLHO H3a0paHOM CMepy a 3aTHM ce
BpPAaTUTH Ha TIOYETHY MO3MIIMjy CE€ CMaTpa HajjeJHOCTaBHUjOM cTpaTerujoM. BepoBaTHoha na
Cy UI'padyM KpeHYJIH je/laH ApYyroM y CycpeT U3HOCH Y4 a To je yjeaAHO U BepoBaTHoha na he ce
UTpadd CcpecTd. YKOJIMKO A0 CycpeTa HHje JOIUIO, Urpa ce MoHaBjba. OYEKMBAHO BpeMe
cycpera 3a OBaKko JieuHHCaHe CTpaTeruje urpada U3HOCH:

T*:%(D)+%(2D+T*), T*=7D=7d/2

Hakie, ako ctpateruja x ='141B"' (x="1B1A4") Koja ce cacTOju U3 caMoO JiBa KOpaka HHje
00e30eama Cycper, urpa ce rnmoHansba. Jla au 6u ce ca Behum Opojem kopaka 06e30ea1o 6061
pe3ynrar?
Hexa je mara crparernja x ='142B'"%. Ako ce Hrpady HHCY CPENH y TPEHTYKY I, =D wnnn
T, =3D cneau jna Cy Wrpadd Ha IOYETKY HM3a0pali UCTH CMEp Ia CE€, HAKOH OAWUIpaHe

CTpaTtervje, oneT Hajla3e Ha UCTOM pacTojamy Kao M Ha caMOM NoueTKy urpe. BepoBarnoha ma
ce urpauu Hehe cpectu je 72 (Mrpaun Oupajy UCTH CMep KpeTama), A0K je BepoBaTHoha 1a he
Ce CpecTd y TpeHyTKy D jenHaka Y (KpeHyNd jefjaH IPYIOM y CYCPeT) KOJMKO HM3HOCH
BepoBaTHOha cycpera y TpeHyTKy 3D (u3abpanu cMepoBe Tako Ja Cy C€ Ha MPBOM KOPaKy

! TTokasao Gal, S. [17], ctp. 974-976.
12 Nedmnuncanu cy je S. Alpern u S. Gal [7]
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yIaJbWIIM jefian of apyror). Jlakie, ako ce cycpeT HHje I0oroauo 1o ¢ = 3D urpa ce nmoHaBba
a Ha TMOYETKY CBAKOT [-TOT MOHaBJ/balba Urpe (TpeHyTaKk t=3(i-1), i=1,2,3...) pacrojame

n3Mely urpaya u3Hocu 2D. KoHadHO, OYEKHMBAHO BpeMe cycpera 3a cTpaTerujy x ='142B'
(x="1B2A") uznocu:

T*=%(D)+i(3D)+%(3D+T*), T*=5D=5d/2.
Anderson n Essegaier [11] cy nokazanu na '142B' Huje HajOOJba cTpaTeTHja U MPEUTAKY Ja
Urpadd, yMecTO Ja T[IOHaBJbajy JeOHy UHCTy CTparerujy, Kopucre 4 4HCTe:
X, ='244B',x, ='143B2A4", x, ='142B14A2B"', x, ='141B143B'. Tabena 6p. 3.1.* canpxu

Mperjiesl CycpeTra urpayda y 3aBUCHOCTH OJ] U3a0paHuX YUCTHX CTpaTervja U cMepa KpeTama.

Pesyntar ce omnocu 3a mouetHu mnomnoxkaj (0,—d) (mouetnu monoxkaj (d,0) maje
cumeTrpuuHe pesyntare). [Ipumehyjemo na ce cycper MoXke JOroJUTH caMoO Y TpeHynuma D,
2D, 3D, 4D, 5D, 6D y cynpOTHOM C€ HHCY Cpelld. AKO C€ UIrpauyd HUCY CpPEIM HAKOH 6
KOpaka, urpa ce mnoHaBjba. [lpu cBakoM MOHaBJbamkby HUrpadyd MPOU3BOJBHO OHpajy cMmep
KpeTama U CBOjy CTpaTerujy HE3aBUCHO je/laH O] APYOr M O]l IPETXOIHOT 1300pa.

Tab6ema 6p.3.1 (TabGena ucxona Anderson-Essegaier-oBe cTpaTruje)

IIpBu urpau
244B 143B24 14A2BI1A2B 141BIA3B
JECHO | JIeBO | 1ecHO | JieBO | JecHO | JieBO | JecHO | JieBO
2D D 2D D 2D D 2D D
244B JHecHo 0/
JleBo 5D 0/2D 4D 6D 5D 0/2D 5D 0/2D
JecHo 6D D 02D D 6D D 6D D
143B24
Tpyru JleBo 4D 2D 3D 0/2D 3D 4D 4D 3D
urpaq 0/2D D 4D D 02D D 0/2D D
14281428 |2ECHO /
JleBo 5D 2D 3D 6D 3D 0/2D 5D 3D
2D D D D D D 2D D
1A1BIA3B JHecHo 0/ 3 3 0/
JleBo 5D 2D 4D 6D 5D 0/2D 5D 0/2D

OueknBaHO BpeMe CycpeTa Kaja Urpayd Oupajy cBOje YHMCTE CTpaTeruje ca jeJHaKoM
BEPOBAaTHONOM U3HOCH:
T* =ED+£2D+£3D+£4D +£5D+£6D+E(6D+T*) =4.72D =2.36d
64 64 64 64 64 64 64
Baston [14] cMmaTpa a urpadu MOTy Ja IOCTHTHY joul 0OJbe pe3yiTaTe ako KOpUCTE
Ipyradynjy MemoBHTy crparerujy. OH je ,,ionpaBuo‘ crparerujy Anderson u Essegaier-a [11]
Y TPYNHCA0 YUCTE CTpaTeryje mo ciepeheM NpuHIMITY:
a, =1A2B2A1B B =1AI1BIA3B
a, =1A3B2A  f3, =2A4B

AKO ce urpauu HUCY Cpenu A0 TpeHyTKa 3D cienu Aa cy m3abpanu UCTH CMep KpeTama U
UCTy O3HaKy crpareruje (o« wimm A). KoHKpeTHo, ako Cy ce OJUIyYMJIM 3a CTpaTerujy ca
O03HAaKOM « CIEAM Ja je Urpad KOju ce Haja3u Hchpes u3abpao CTpaTterujy «; AOK je urpad
KOjU Ce Haja3u m3a u3abpao CTpaTernjy «, (CHUTyalHja je UCTa aKo Cy KOPUCTHIIH CTPATETH]y
3a o3HakoM A ). Urpay xoju je nuzabpao cTparerujy ca 03HakoM S MpH cieqaeheM MmoHaBbamky

UTpe cTapTyje JIBa MECTa JEBO O] MPETXOAHE MoveTHe mo3unuje. Ha cnmyan HaumH Kao u
IITO CMO pauyHanu Kol Anderson u Essegaier-oBe CTpaTerrje MOXXEMO OJpPEIUTH Koja
KoMOMHaIMja cTpareruja Hehe oMoryhuTu cycpeT W Ja uMx moOoJplamMo Tako mTo hemo
urpada Koju ce Ha Kpajy OJWIpaHe CTpaTervje Hajas3u JBa KOpakKa HCHpE] BPAaTHTU jeAaH

* BpeMe noTpe6HO J1a ce Mrpadu CPeTHy KopvinhemeM onucaHe crparteruje. AKO ce HTpauyl HUCY CPeJId CTOjH
o3Haka 0/HOBO pacTojame)
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KOpak yHa3aj, a OHOT KOjH Ce HaJla3 JBa KOpaka n3a MOMEPUTH 3a jeJaH Kopak yHampen. Ha
OBaj HA4MH J00MjaMO HOBY MEIIOBHUTY CTPaTeTHjy KOjy 4MHE 4 YmcTe cTparervje ca mo 7
Kopakxa:

a, =1A2B2A2B, a, =1A3B3A, B =1AIBIA3BIA, B, = 2ASB

AKO ce Wrpavym HHCY Cpelii 10 TpeHyTKa 7D, ciequ Ja Cy YCBOJWIU UCTY CTPATETHjy W UCTU
npaBal] KpeTama Ia ce HWrpa moHaeiba. OnTHMHU3alMjy pacmojene BepoBaTHOhe KojoM
MEIIIOBHUTA CTpaTEeTHja KOPUCTU HABEJICHE YHCTE CTPAaTEruje Npoyvanao je Baston [14].

Tabena 3.2 caapiKu Mperjea CycpeTa urpada y 3aBUCHOCTH OJ1 M3a0paHUX YHCTUX CTpaTeruja
U cMepa KpeTama.

Tabena 6p 3.2. (Tabena ucxona Baston-oBe cTpaTeruje)

[IpBu urpau
1A2B2A2B 1A3B3A 1AIBIA3BIA 2A5B

JOECHO JIEBO JECHO JleBo JECHO JIEBO JECHO JIEBO

1A2B | Jecuo | 0/2D D 4D D 5D D 5D D

2A2B JleBo 3D 0/2D 3D 7D 6D 3D 6D 2D

IA3R3A LAecHo | 7D D 0/2D D 6D D 6D D

Jlpyru JleBo 3D 5D 3D | 02D | 4D 3D 4D 2D

urpad | {A1B1A | Jecuwo | 3D D 3D D 0/2D D 7D D
3BIA | Jleso | 6D 5D 4D 6D 5D | 02D | 5D 2D

2ASB JHecHo 3D D 3D D 2D D 0/2D D
Jleso 6D 5D 4D 6D 5D 7D 5D | 02D

N360p unctux crparervja ca jeaHakoMm BepoBaTHohoM, 06e30ehyje oueknBaHO Bpeme

cycpera:
T*:ED+i2D+E3D+i4D+25D+§6D+§(6D+T*)=3.66D:1.83d.
4 o4 64 4 o4 o4 o4

Ocrtano je j1a moKaKeMo Ja CTpaTeruja Kperama KopalruMa AyxuHe d /2 TOMHUHUpa
OWI0 KOjy APYyry CTparerujy (momepame ca IpOMEHJBHBUM JIyKHHAMa KOpaKa WU KopaluMa
Iy>XKuHE Koja Hujed /2)

Hexka je s* ctpareruja ca xopakom D (urpau ce kpehe mpaBOJIMHHUJCKHM M Yy CBaKOM
TPEHYTKY t=k/2, k=1,2,3,... ca jeqHaKoM BepoBaTHOhoM Oupa cMep y Kome he HacTaBUTH

CBOj€ KpETambe).
Teopema 3.3: Ilocroje crpareruje oOmmMKa s* TakBe Aa 3a CBakd map (s,s,) YUCTHX
CTpaTervja BaKu:

T(s;,8,)=T(s;*5,%)
Jlokas:
Hedunummmo npBo o06auk crpareruje s *. ObenexxuMo crparerujy urpada ca s. Illocmarpamo
kpuBy C(¢) = (s(¢),t) u qujaroHANHY MpPEXKY 4YHdja Cy 1M0Jba KBaIpaTH ca TUjarOHAIOM JTY)KUHE
J2/2 (cmuka 3.2a).

Cnuka 3.2
a (JieBo)
0 (zecHo)
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OceHunTH CBa 1MOJba MpPEKE KpO3 Koja mposiazu kpuBa C mpH 4YeMy, y CiIydajy Ja KpuBa
npesasy U3 JeJJHOT 1M0Jba Ka IPYyroM MPEKO HHXOBOT 3ajeHUYKOr yria, Tpeba OCCHYHTH U
M0JbE KOje CC HaJla3u ca HHXOBE JIEBE CTPaHE M Ca HhHMa MMa M0 jeHY 3ajeTHUYKY UBHILY
(Cinka 3.26). OGenexuTy HajHIKU yrao CBAaKOr oceH4yeHor kBaapara (Ciuka Op. 3.2B). Heka
je C* neo 1o zeo JIMHeapHa KprBa Koja cliaja y3acTOITHE OCCHUYCHE YIJIOBE U HEeKa je s * TakBa
kpuBa na je C*(¢) = (s *(¢),t) (Cnuka 6p. 3.2r).

A
é'. XX Cnuka 3.2
0.0 0000 B (J1€BO)
' \ N AN
AN ANP AN - /
I \,I ™, > " I\Ir: ){:{\k& -
MOKAPLKK

3a cBake JIBe JjaTe cTpareruje s, u s, Tpeba mokasatu jna Baxu 1°(s;,s,) > T(s;*,s,%).
JIoBOJBHO je sma mokasatu na je 3a cBako i, j =11, T(s;,s,)>T"(s,*s,%). Ako je
T(s,,s,) =00 ouMrmenHo je na Teopema Baxu. Heka je £, =T"(s,,s,) u Heka je
x, =is,(¢)) = js,(¢,) +1 (myrame is, u js,+1 ce ceky y Tauku Xx, y TpPEHYTKY f{;).
OGenexnmo ca 11, nosse Mpexe y KoMe ce Halla3u Tauka (X,,f,) ¥ Heka je (x,,f,) HajHHKH
yrao tor nosba Il;. Ha ocHOBy KoHCTpyKuMje, n1Be kpuse (is,*,t) u (js, *+1,¢) ce cpehy y

Tauku (x,,t). Konauno, is,* = js, *+1 a camum tm je u T (is,*, js, *) <t, <t, .

3.2. HUrpaumma Huje mo3HATO oUYeTHO MehyycoOHO pacTojame

Heka je nat cinenehu npoGiem:

Hexka cy ce aBa urpada Haiuia Ha IpaBOJIMHU]CKOj 00alii MOpa Ha pacTojamy Koje HE MOTY Ja
ojlpene a koje HUje Behe 01 HEKe KOHAYHE BPEAHOCTH (HIp: pactojame d ce aobuja Ha
OCHOBY Heke QyHkIuje F' 1 Huje Behe oJ] yHampe/ 3aaTe BeTUIHHE U ).

Koje ctpareruje urpauu tpeda a ycBoje aKko je Mo4eTHO pacTojame d Hemo3HaTo?

Kao mro je To 6wo ciydaj y 3.1. mpeTnoctaBUMO J1a ce yMeCcTO o0ajie Mopa, Urpadu
Halla3e Ha OpHUjEHTHCaHO] TpaBoj. Heka je mosoxaj mpBOr Wrpaya KOOPIWHATHU IOYETAK
OpojeBHE OcCe y KOjy ce JaTa ImpaBa MpeTBapa M300pOM jeAMHWYHE TyKW. Taja MOYETHU
MOJIOXKAj JAPYTOr Urpadya Moke OWTH Omiio koja Tauka *&, +2&, t3¢,...,tke 3a TOBOJBHO

Majgo & H |kg| <d, k e N. O3nauumo crpateruje urpada ca x(¢) u y(t). Oynknuje x(t) u
y(t), cy HempekugHe, Je0 MO Je0 AuQepeHlrjadlIHe U 3a/JI0BOJbaBajy  yCIIOBE
| X(1)|<Ku, x(0)=0 u |p(¢t)|<v y Taukama TIe Cy OBH H3BOJIU NePUHHCAHU a u U V CY
MaKcHMaliHe Op3WHE Kperama urpada. Mrpaum tpeba ma Owpajy Hajkpahy myramy U3 cKyma
JIONyCTUBUX IyTamwa M Ja je npel)y makcumanHo MoryhoMm Op3uHOM Kako OM Bpeme BHubama
OMII0 MUHHUMAITHO.

Ob6enexumo ca r paaujyc Buhama u Heka je r < £. Crpareruja urpada ce popmupa
TaKO J1a Ce 3a CBAaKU M300p MOUYETHUX MO3UIHja 00e30eau CycperT.
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AKo je moueTHa mo3uija urpava jeana on tadaka (0,t&) Tama ce cycpeT Moxke 00e30eauTi
yCBajameM cTpaTeruje omucaHe y noriasiby 3.1. (x(2) =x(¢), y(t)=y({), x, u y, cy

. - E—r E—r
MoYeTHE MO3UIje, d = £ ) a OYEKUBAHO BpPEME cycpera je T, = OJIHOCHO T, =3 . Axo
u-+v u+v

70 cycpeTa HHUje JOLUIO, CIEeIU Ja je MOouyeTHa TMO3WIMja Wrpada Ouia Heka O] Tadaka
(0,tig), i =2,....,k. Y HacTaBKy cnene crpareruje 3a k < 4.
Hexka je k =2, mo3unuja apyror urpada Moxe OUTH OMIJIO KOja 0] Tadyaka t&, +2& | OHE ce
Mory moceTuTH 1o cegehem pexoceny ' :

2-De, —¢, 28 —2¢

2-2) ¢, 2¢, —&, —2¢

2-3) —¢, &, —2¢, 2¢

2-4) —-¢, —2¢,¢, 2¢
[IpernocTaBUMO 1@ MPBU UTpad CBOJy CTpaTernjy OWpa Tako jJa mocera MOTyhHX MOYETHUX

NO3MIIMja IpaTH HaBeJeHU penocien. Kako apyru urpad uMa Ha pacrnonaramy 4 pasiuyure
no3unje, pehmhemo nma je meroBa crparerwja y(f) W Ja OHAa OJroBapa MO3UIHJU

Y, €{-2¢,-¢,6,2¢}). MoxeMo pehu nma ce Jpyru urpad Imomepa 3ajeJHO ca CBOJUM

TpaHCIIaTHMa U J]a CE€ UTpa 3aBpIliaBa Kajia UX MPBU UTPad CBE CPETHE.
Crparernja (2-1)

ut + x, te[0,7;] -Vt + Y, te[0,T;]
—u(t-T)+x te[f.T,] Wi-T)+y, te[l,T,]

x(1) = s ()=
u-T,)+x, tell,,T;] vit-T,)+y, tell,,T;]
-u(t-T)+x, tel[l;,T,] —v(t-T)+y, tell;,T,]

OueknBaHO BpeMe CycpeTa 3a OIMCaH Map CTpaTeruja U3HOCH T* = (5s —4r)/ (u +v) -
Crparernja (2-2)

ut + x, te[0,7;] —vt+y, te[0,7]
u@@-T)+x, tel[l,T,] —v(t-T)+y tell,T,]
—u(t=T)+x, te[h,L] o= vt=T)+y, tell,,T]
-u(t-T,)+x, tell},T,] vit-T)+y, tell},T,]

3514

x(t) =

OueknBaHO BpeMe CycpeTa 3a ONMCaH Map CTPaTeTrja U3HOCH T* = (7& —4r)/ (2(u +v)) -

Axo crpareruje x(f) u y(¢f) 3amumemMo kao —x(z),—y(f) nobuhemo cTpaTeruje Koje
onromapajy ciydajeBuma (2-3) u (2-4).

[Tpumerumo na crpareruja (2-1) uma 60Jpu pe3ynrat of crpateruje (2-2) camo3a y, =—¢. Y
HACTaBKY j€ MPHKa3aHO BpeMe Tpajarba UrPe Y 3aBUCHOCTHU OJ1 U3a0paHOT CTPATETHjCKOT mapa
Y TIOYETHE MO3UIIHje urpavasa k =2:

CTpATErujCcKu nap urpava

&g, —¢&, 2e, —2¢ ¢, 2¢, -, —2¢ -¢&, &, —2¢&, 26 —¢&, —2¢,¢&, 2¢

D¢ 106 -Tr 6 —3r 6c—5r 2e—r
[OYETHA u+v u+v u+v u+v
nosummja  —& 387}" S5¢-3r E—r c—r
u+v u+v u+v u+v
npyror
e-r e-r e-r 5¢-3r
Hrpava & 3
u+v u+v u+v u+v
6&—5r 2e—r 106 -7r 6c—3r
2¢ u+v u+v u+v u+v

" ITosuumje apyror urpada ce MOry IOCETHTH Ha GECKOHAYaH 6POj HAYMHA, MH HABOIMMO CAMO OHE KOje HX
JOMHHHUDPA]Y.
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Jlakie, ako 3HaMO Jla UTpadd HUCY Ha pacTojamy Behem oa u =2&, UM ako ce Kpehy muma

MaKCUMaJHUM Op3uHama, Hrp. u =Vv =1 ctparerujom (2-2) unm crpaterujom (2-4) moxe ce
noctuhy aa Bpeme Tpajama urpe Oyzae HajBuiie 34/, OJHOCHO HajBHIIE S KopuinhemeM

ctparerrja (2-1) u (2-3) (3a r =0).

Heka je k = 3, mosuumje Apyror urpada Mory ce GupaTH Ha jenas ox cienehnx Haumza'*:

(B-1) e, —¢&,2¢, —2¢,3e, -3¢
(3-2) e, —¢g,2¢e, -3¢, 3¢

(3-3) e, —¢, 3¢, -3¢

(3-4) &, —2¢, 2¢, -3¢, 3¢
(3-5) ¢, —2¢&,3¢, -3¢

(3-6) ¢, -3¢, 3¢

(3-7)2&, —¢, 3¢, -3¢

(3-8) 2e, —2¢, 3¢, -3¢

(3-9) 2¢, -3¢, 3¢

(3-10) 3¢, -3¢

(3-11) —¢, &, —2¢, 2¢, -3¢, 3¢
(3-12) —¢, &, —2¢, 3¢, -3¢
(3-13) —¢, &, -3¢, 3¢

(3-14) —¢, 2¢, —2¢, 3¢, -3¢
(3-15) —¢, 2¢, -3¢, 3¢

(3-16) —¢, 3¢, -3¢

(3-17) =2¢, &, -3¢, 3¢

(3-18) —2¢, 2¢, -3¢, 3¢

(3-19) -2¢, 3¢g, -3¢

(3-20) -3¢, 3¢

Crpareruje (3-11)-(3-20) cy cumerpuune crparerujama (3-1)-(3-10) Tako ga mux Hehemo

ACTaJbHO aHAJIU3UPATH.

Crpareruja (3-1)

ut + x, te[0,7]] —Vt+ Y, te[0,7]
—u(t-T)+x te[l,.T] Wi-T)+y, telf.T]
ut-T)+x, te[T,.T] (=T +y, te[l,T]

x(t) = , ()=
—u(t-L)+x, tell;,T,] vit-T)+y, tell,,1,]
ut-T)+x, tell,,T5] (it =T)+y, tell.T]
—u(t-T,)+x; tell;,T,] ve-T)+y, telly,T;]

OueknBaHO BpeMe CycpeTa 3a OIMCaH Map CTpaTeruja u3HOCH T* = (285 —18r)/ (3(u +v)).

Crpareruja (3-2)

ut +x, te[0,7]] —vt+y, te[0,7]]
—u(t-1)+x, tell,T,] vt-T)+y, tell,T,]
ut-T)+x, te[T,.T] —v(t-T)+y, tell.T]

x(t) = , () =
—u(t-T)+x, tell},T1,] vit-T)+y, tell;,T,]
~u(t-T,)+x, te[T,.T,] Wi-T)+y, te[l.1]
ut-T)+x, te[l,,T,] —v(t-T)+y, tell,T,]

OuexuBaHO BpeMe CyCpeTa 3a OIMCaH Map cTpaTeruja u3Hocu T* = (24¢ —16r)/ (3(u+v)) .

Crpareruja (3-3)

ut +x, t€[0,7;] —Vt+ ¥, te[0,7;]
u(t-T)+x 1e[T.1] Wi-T)+y,  te[h.T]
u(t-T,)+x, te[l,T] Wi-T)+y, tell.T]

x(1) = , Y@=
u@-T)+x, tell},T,] —Vv(it-T)+y, tell},T,]
—u(t-T,)+x, tell,,Ii] vi-T,)+y, tell,,Ti]
—u(t-T)+x, tell;,T,] v(t-T))+y, tell3,T]

OdexuBaHO BpeMe CyCpeTa 3a OMUCaH Map CTpaTeruja U3HOCH T* = (21e —14r)/ (3(u+v)) .

' 33 k>2 HenommuuanTHe cTpaTeruje 6uhe H30CTaBIbEHE.
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Crpareruja (3-4)

x(t) =

OdexuBaHO BpeMe CycpeTa 3a OMUCaH Map cTpaTeruja u3HOCH T* = (24¢ —14r) / (3(u +v)) .

ut + x,
—u(t—=T))+x
—u(t-T)) +x,
u(t—T,) + x,
—u(t=T,) +x,
u(t—T1,)+ x,

Crpareruja (3-5)

te[0,7;]
tell.1,]
te[l},T;]
tell, 1,17
1T}, T3]

y(@) =

t el 1]

ut +x, t€[0,7)]
—u(t-1)+x, tell,1,]
-u(t-T,)+x, tel|l,,T,
x| MR e
ut-T)+x, te[l,.T,]
ut-T,)+x, tell,,T,]

Crpareruja (3-6)

x(t) =

ut + x,
—u(t-T)+x
—u(t-T1,)+x,
—u(t-T,)+x,

ut-T,)+x,
u(t—T5) + x4

OdeknBaHO BpeMe CycpeTa 3a OIMCaH Map CTpaTerrja u3HOCH T* = (18 —10r) / (3(u +v)).

Crpareruja (3

7)
ut + x,
u(t-T)+x
u(t =T, +x,
u(t—T,)+x,
—u(t-T,)+x,
—u(t—T5) + x;

x(t) =

OdeknBaHO BpeMe CycpeTa 3a OIMCaH Map CTpaTeruja u3HOCH T* = (235 —10r) / (3(u +v)).

Crpareruja (3-8)

ut + x,
ut-T1,)+x
—u(t-1,) +x,
—u(t—-1T,)+x,
u(t-T1,)+x,
—u(t =T;) + x;

x(t) =

OdekuBaHO BpeMe CyCcpeTa 3a OIHUCAH Map crpaTeruja u3HocH 7* = (21e —107r)/ B(u +v)).

Crpareruja (3-9)

ut +x,
ut-T1,) +x,
—ut-T,)+x,
—u(t-T,)+x,
—u(t=T,) + x,
u(t—T15) + x;

x(t) =

~u(t-T,)+x, 1e[l}.1;]

OuexuBaHO BpeMe CyCpeTa 3a OIMCaH Map cTpaTeruja u3HocH T* = (41e —24r)/ (6(u +v)) .

te[0,7T]
tell},T,]
te[l,,T;]
tell}, 1,1
te[l,,T5]
te[15,Ti]

¥ =

t<[0,7]

tell,T]
tell,,T;]
te[l,T,]°
tell,,T;]
telT, 7]

y(@) =

t[0,7;]

te[l.T,]
te[T,,T;]
te[l,T,1
te[T,.T5]
te[T5,T;]

t[0.7]
tell,.T,
tell,.T,
telT.T,
telT,. T,
telT.T,

—Vvt+ Yy, te[0,7;]
Wi-T)+y, telh.T]
Wi-T)+y, tell.T]
W -T)+y, tell,.T,]
We-T)+y, (e[l L]
—v(t-T)+y, tell,,T]

OE

]
] _
) MOE
]
]

—vt+y, te[0,7]]
vi-T)+y, te[T.T]
Wi-T)+y, tell,.T]
W-T)+y, tell.T]
W-T)+y, tell.T]
Wi-T)+y, tell.T]

—Vvt+y, te[0,7]]
Wi-T)+y, tell.T]
We-T)+y, te[T,.T]
Wi-T)+y, tell,.T,]
W~T)+y, te[l,.T]
W -T)+y, tell,.T,]

—vt+y, te[0,7]
Wi-T)+y, tell.T]
Wi-T)+y, tell,.T]
Wi-T)+y, tell,T,]
Wi-T)+y, te[l.T]
Wi-T)+y, tell.T,]

—Vt+ Y, te[0,7;]
W-T)+y, te[T.T)]
Wi-T)+y, tell.T]
Ve-T)+y, tell,.T,]
=T +y, tell.T]
Wi-T)+y, te[l.T,]

—Vvt+y, te[0,7]
W -T)+y,  te[f.T]
Wi-T)+y, te[l.T]
Wi-T)+y, telT.T,]
We-T)+y, te[l,.T]
W-T)+y, te[l,T,]
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OuexuBaHO BpeMe CycpeTa 3a OIUCaH nap crpaTeruja usHocu T* = (17& —8r)/ (3(u +v)).
Crpareruja (3-10)

ut + x, tel0,77] —vt+y, tel0,77]
u(t-T)+x  tell.T] Wi-T)+y, telf.L]
ui-T,)+x, (e[l,T] W-T)+y, te[f.TL]
x(t)= > y(t)= 5
-u(t-T,)+x, tel[l,T,] vit-T))+y, tell,,T,]
—u(t-T,)+x, te[l,,T5] vt-T,)+y, tell,,I]
—u(t-I)+x, tell;,T] vit-T)+ys, tell;,T]

OuexkuBaHO BpeMe CyCpeTa 3a OIMCaH Map crpaTeruja u3Hocu T* = (5&—2r)/ (u+v).

Jlakiie, ako 3HaMO Jla UTpaydl HUCY Ha pactojamy Behem on u =3¢, u ako ce kpehy
BUMa MaKCUMaJHUM Op3uHama, Hp. u = v =1 OupameM ctpateruje (3-10) moxe ce moctuhu
Ja BpeMe Tpajama urpe Oyne HajBumie 34, omHOCHO 7u Oupamem crparteruje (3-1) (3a
r=0).
Hexka je k& =4, no3unuje apyror urpada Mory ce Ouparu Ha jeaaH o cineaehux HauYMHa:

@4 e, —¢&,2e, —2¢, 3¢, =3¢, 4s, —4¢ (4-18) &, —3¢, 3¢, —4e, d¢

4-2) e, —¢&,2¢, —2¢, 3e, —4¢, 4¢ (4-19) &, =3¢, 4e, —4¢
4-3) ¢, —¢,2e, —2¢,4¢, —4¢ (4-20) ¢, —4e¢,4¢
4-4) e, —¢&,2¢, -3¢, 3g, —4¢, 4¢ (4-21)2¢, —¢,3¢e, —2¢, 4e, —4¢
4-5) ¢, —¢,2¢, -3¢, 4, —4¢ (4-22) 2¢, —¢,3e, -3¢, 4¢, —4¢
(4-6) &, —¢,2e, —4e, de (4-23) 2¢, —¢,3¢, —4e¢, 4¢
4-7) &, —¢,3¢, —2¢, 4e, —4¢ (4-24) 2¢, —¢,4e, —4¢
4-8) &, —¢,3e, -3¢, d¢e, —4d¢ (4-25) 2¢, —2¢&,3¢e, -3¢, 4e, —4¢
4-9) ¢, —¢&,3e, —4e, 4¢ (4-26) 2¢, —2¢,3¢, —4¢, 4
(4-10) &, —¢&,4e, —4¢ (4-27) 2&, —2¢, 4e, —4¢
4-11) e, —2¢&,2e, —3¢e, de, —4¢ (4-28) 2¢, —3¢,3¢, —4e, 4¢
4-12) e, —2¢&,2¢e, -3¢, 3e, —4¢, 4¢ (4-29) 2¢, —3¢,4e, —4¢
(4-13) ¢, —2¢,2e, —4¢, 4¢ (4-30) 2¢, —4e¢,4¢
(4-14) ¢, —2¢,3¢e, —4e¢, 4¢ 4-31)3e, —¢, 4, —4¢
(4-15) ¢, —2¢&,3e, -3¢, 4e, —4¢ (4-32) 3e, —2¢,4e, —4¢
(4-16) ¢, —2¢, 4e, —4de (4-33) 3¢, -3¢, 4¢e, —4¢
4-17) ¢, —3¢,2¢, —4¢, 4¢ (4-34) 3¢, —4e¢, 4¢

(4-35) 4¢e, —4¢

Cumetpuuno crpaterujama (4-1)-(4-35) moxe ce hopmuparu joir 35 pa3IUUUTUX CTpaTeTHja
KOje, Kao U y MPETXOAHUM CUTyalrnjama, HeheMo 1eTabHO aHaTU3UPATH.
Crpareruja (4-1)

crpareruja x(t) (3-1), t €[0,7;] crpareruja y(t) (3-1), t €[0,7;]
x(t) =<u(t—T,)+ x, tel[l;, T,] y()=-v(t—-T,)+ y telT},T;]
~u(t—T,)+x, 1elT,. ] vt -T)+y, tell,.1;]

OueknBaHO BpeMe CyCcpeTa 3a OMKcaH map crpareruja u3Hocu 1* = (156 —8r)/ (u+v).
ITpumeTumo na 3a ¢ €[0,7,] crpateruja (4-1) uma uctu 06auk kao u crpareruja (3-1). Cnuyna

cutyanuja 6uhe 1 ca ocTajanM CTpaTeryjama.
Crpareruja (4-2)

crpareruja x(t) (3-1), ¢t €[0,7;] crpareruja y(t) (3-1), ¢ €[0,7;]
x(1) = g —ut =Tg) + xg te[T,I] y(1) =y vt =T5) + y, tell;, 1]
u(t_T7)+x7 te[T7>T;;] _V(I_T7)+y7 te[T757;§]

OueknBaHO BpeMe CycpeTa 3a OIMCaH Map CTpaTeruja U3HOCH T* = (27¢ —15r)/ (2(u +v)).
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Crpareruja (4-3)

crpareruja x(t) (3-1), t<[0,7;] crpareruja y(¢) (3-1), t€[0,7;]
u(t—1T,)+x tell;,T;] —v(t-T,)+y, tell,T,]

x(1) = )=
—u(t—T,)+x, telT,,T,] vit-T,)+y, tell;,T;]
~u(t~T,)+x, te[T,.T,] Wi-T)+y, tell,.T]

OdeknBaHO BpeMe CycpeTa 3a ONMCaH Map CTpaTerrja u3HOCH T* = (235 —14r)/ (2(u +v)).
Crpareruja (4-4)

crpateruja x(t) (3-2), t €[0,7;] ctpareruja y(t) (3-2),t<[0,7;]
x(1) = §—u(t =T;) + X 1e[T, 1], y(t) =y —v(t —T5) + ys te[T3,T; ]
u(t-T,) +x, telfy ] Wi-T)+y, tell,. 1]

OueknBaHO BpeMe CycpeTa 3a OIUCaH Map cTpaTeruja U3HOCH T* = (136 —7r)/ (u+v).
Crparernja (4-5)

ctpareruja x(t) (3-2), t €[0,7;] crpateruja y(t) (3-2), ¢ <[0,7]
x(t) = qu(t =T;) + xg telli, T,] , (1) =y v(t —To) + v, telT,T;]
u(t~T,)+x, te[T,.7;] =T+ y, tlT,.T;]

OuexuBaHO BpeMe CycpeTa 3a OIMCaH Map crpaTeruja u3Hocu T* = (23¢ —14r)/ 2u +v)) .
Crpareruja (4-6)

ctpareruja x(¢) (3-2),t<[0,7;] crpareruja y(t) (3-2),t<[0,15]
N B e A R N2 telT,.T,]
u(t—T,) +x, te[l,.1;] =T+, tell,.T;]
u(t—T,) +x, tell;, 1] —v(t-T,)+y, tell;,T;]

OdexkuBaHO BpeMe CyCpeTa 3a OMUCaH Map cTpaTeruja u3HOCH T* = (41 —26r) / (4(u +v)) .
Crparernja (4-7)

ctpareruja x(¢) (3-3), ¢ <[0,75] crpateruja y(t) (3-3),t<[0,7;]
NGRS CEILT] T+ te[T.T,]
—u(t-T,) +x, tell,.T;] Ve=T,)+y, te[l,.1;]
~u(t~T,)+x, te[T,.T,] ve=T,)+ y, tell}, 1]

OdekuBaHO BpeMe CyCpeTa 3a ONHUCAH Map cTpaTeruja U3HOCH T* = (49 —26r) / (4(u +v)) .
Crpareruja (4-8)

crpareruja x(t) (3-3),t<[0,7;] crpareruja y(¢) (3-3),t<[0,7,]
x(t) = qu(t =Tg) + x tellg, 1], y(0) =1t =T)+ ys tell;,T;]
u(t-T,)+ x, tell,. 1] Wi-T)+y, tell,. 1]

OdekuBaHO BpeMe CyCpeTa 3a OIUCaH Mmap crpaTeruja usHocu 7'* = (456 —26r) / (4(u +v)).

Crpareruja (4-9)

crpareruja x(¢) (3-3),t<€[0,7;] ctpareruja y(t) (3-3),t<[0,7;]
x() = —ult =T) + x telli,T;1, y()=v(t=T) + y, 1T, 1]
u(t=T,)+x, telf,. 1] (=T, +y, te[T,.5]

OuexuBaHO BpeMe CyCpeTa 3a OIMCaH Map cTpaTeruja U3HOCH T* = (45& —26r) / (4(u +v)) -
Crpareruja (4-10)

crpareryja x(¢) (3-3),t<[0,7,] crpareruja y(t) (3-3),¢<[0,7,]
u(t-T,) +x, tell}.T] V(=T +y, tell,.T]
x(1) = —u(t-T;) + x; tell,Ti] , y() = vt =T5) + ys telT, I
~u(t~T) +x, 1e[T,.T] V=T, +y, te[T,.T,]
—u(t=T)+x, tell.T] v(t=T;)+ y, tell.T]

OueknBaHO BpeMe CycpeTa 3a OIMCaH Map CTpaTeruja U3HOCH T* = (35 —197) / (4(u +v)) -
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Crpareruja (4-11)

crpareruja x(t) (3-4),t €[0,7;] crpateruja y(¢) (3-4),t [0,7;]
x(t) = qu(t =T;) + x, te[Tg,T] , y(t) = vt =T5) + v, telI},T;]
_u(t_T7)+x7 te[T%Tg] V(t_T7)+y7 ZE[TWE]

OdekuBaHO BpeMe CyCpeTa 3a OIUCaH Mmap CTpaTeruja u3HOCH T* = (126 —6r) / (u +v).
Crpareruja (4-12)

crpateruja x(t) (3-4), ¢t €[0,7;] crpateruja y(t) (3-4),t €[0,7;]
x(t) =y —u(t =T) + xg telle,T;1, y(@) = vt =T) + y, telly, 1]
u(t-T,)+x, telf,.1] =T +y, tell}.L]

OdekuBaHO BpeMe CyCpeTa 3a OIUCaH Map CTpaTeruja u3HOCH T* = (27& —13r)/ (2(u +v)).

Crpareruja (4-13)

crpateruja x(¢) (3-4),t €[0,T5] ctpateruja y(t) (3-4),t<[0,T;]

—u(t—1,) + x; tell;,T] v(t=T5) + ys telly,T;]
x(t) = » ()=

u(t =T) + X, tellg,T;] V(1 =T5) + ¥ tell;,T;]

M(I—T7)+X7 l‘E[T7,7;] V(ZL—T7)+)/7 IE[]—;,];]

OuexkuBaHO BpeMe CyCpeTa 3a OIUCaH Map CTpaTeruja UBHOCH T* = (43¢ —22r) / (4(u +v)).
Crpareruja (4-14)

crparernja x(¢) (3-5),t<[0,7;] crpareruja y(¢t) (3-95),¢<[0,7;]
x(t) = —u(t =Tg) + xq telli, T, 1, y() = vt =Tg) + v, telli, ;]
u(t=T,) +x, te[T,.T,] (=T, +y, telT,, ]

OuexuBaHO BpeMe CyCpeTa 3a OIMCaH Map cTpaTeruja u3HocH T* = (83 —42r) / (8(u +v)) .

Crpareruja (4-15)

crpareruja x(¢) (3-5),¢<[0,7;] crpareruja y(¢) (3-5),¢<[0,7;]
x(t) = qu(t =Tg) + xg tel[l, T;], y(t) =1Vt —T5) + tell;, 17
u(t-T,)+x, telT,. 5] Wi-T))+y, telT, 1]

OueknBaHO BpeMe CycpeTa 3a ONMCaH Map CTpaTeTrja U3HOCH T* = (95& — 44r) / (8(u +v)).
Crpareruja (4-16)

ctpareruja x(¢) (3-5),t<[0,7;] crpareruja y(¢) (3-5),¢<[0,75]
u(t—T,)+x, tell,.T,] V(=T +, tell.T,]
u(t=T,) +x, telT,.T,] V(e =T,)+ , te[T,.T,]
—u(t-T,)+x, tell;,1;] v(t-T,)+y, tell;, 1]

OuexkuBaHO BpeMe CyCpeTa 3a OMHUCaH Map cTpaTeruja u3HOCH T* = (35 —187)/ (4(u +v)) .

Crpareruja (4-17)

crpareruja x(t) (3-6),t<[0,7;] crpareruja y(t) (3-6),t€[0,7;]

—u(t—T5) + x, tell,,T;] v(t—T,) + y, telly,T;]
x(t) = (1) =

u(t —T;) + x; telT,,T;] —v(t—=T,) + y, telT,,T;]

u(t-T,)+x, tell,, T3] —v(t-T,)+y, tell,,T;]

OdexuBaHO BpeMe CyCpeTa 3a OIHUCAH Map cTpaTeruja u3HOCH T* = (455 —20r) / (4(u +v)) .

Crpareruja (4-18)

crpateruja x(¢) (3-6),t<[0,7;] crpareruja y(t) (3-6),t<[0,7;]
x(t) =< —u(t=T,) + x, telT,,T.,], y()=v(t —T;) + vy, telT,1,]
ut-T,)+x, tell,,T;] —v(t-T,)+y, tell,,T}]

OuexuBaHO BpeMe CyCpeTa 3a OIMCaH Map cTpaTeruja u3HocH T* = (41e —18r)/ (4(u +v)).
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Crpareruja (4-19)

crpareruja x(t) (3-6), ¢ <[0,7;] crpareruja y(¢) (3-6), ¢ <[0,7;]
x(t) = qu(t =Ty + xg telIi, T,], y(1) =y —v(t =T{) + ys telli,T;]
~u(t-T,)+x, telf,. 5] vt =T,)+, telf,. 1]

OdexkuBaHO BpeMe CyCpeTa 3a OMUCaH Map cTpaTeruja u3HOCH T* = (35¢ —167)/ (4(u +v)).

Crpareruja (4-20)

crpareruja x(¢) (3-6),¢<[0,7,] crpareruja y(t) (3-6),¢<[0,7,]
—u(t-T,)+x, tell,,T;] v(t-T,)+y, tell,,T;]
x(t) = {u(t-T,) + x, te[T, T, y(t) =1 —v(t—T,) + v, tell,.T,]
u(t—T,)+ x, te[l,.1;] —(t=T,)+, tell,.7;]
u(t—Ty)+x, telT;. 1] ~W-T,)+, telT;. 1]

OuexuBaHO BpeMe CyCpeTa 3a OIMCaH Map CTpaTeruja U3HOCH T* = (29& —14r) / (4(u +v)).
Crparernja (4-21)

crpareruja x(t) (3-7), ¢t <[0,7] crpareruja y(¢t) 3-7),t <[0,1;]

ut-T,)+x,  te[T.T) We-T)+, tell,.T,]
X(t): 5 )/(t):

u(t—T,)+x, tell,.T;] W =T+, tell,.T;]

u(t-T)+x,  te[l.T] Wi-T)+y, t [T, T;]

OdexkuBaHO BpeMe CyCpeTa 3a OIUCAH Map CTpaTeruja u3HOCH T* = (535 —24r) / (4(u +v)) .

Crpareruja (4-22)

crpareruja x(¢) (3-7),t<[0,7;] crpareruja y(t) (3-7),t<[0,7;]
x(t): u(t_];y)—"_xo tE[]L,T7], y(t): _v(t_Ts)J'_yo tE[TG’T7]
~u(t=T,)+x, telT,. 1] V(=T +y, telT,.T;]

OdekuBaHO BpeMe CyCpeTa 3a ONHUCAH Map cTpaTerrja U3HOCH T* = (49 —22r) / (4(u +v)) .

Crpareruja (4-23)

crpareruja x(¢) (3-7),t <[0,7;] crpareruja y(t) (3-7),t<[0,7]
x(1) = —u(t =Tg) + xg telli, T, ], y(t) = vt =T) + y, 1e[T3, 1]
u(t-T,)+x, tell,,T;] —v(t-T,)+y, telT,, 1]

OdexkuBaHO BpeMe CyCpeTa 3a OMUCaH Map CTpaTeruja u3HOCH T* = (43¢ —207) / (4(u +v)).

Crpareruja (4-24)

crpareruja x(¢) (3-7),t<[0,7,] crpareruja y(t) (3-7),t<[0,7,]
u(t-T,)+x, tell},T;] —v(t=T,)+y, tell,,T;]
x(t) = —u(t-T;) + x tell,T ], y(t) = vt =T) + ys tell;, Ti]
—u(t =Ty) +x telly, ;] v(t=To) + ¥, telly, ;]
~u(t—T,)+x, tell,T;] vit-T,)+y, tell,T;]

OuexuBaHO BpeMe CyCpeTa 3a OIMCaH Map CTpaTeruja U3HOCH T* = (39¢ —187) / (4(u +v)) .
Crparernja (4-25)

crpareruja x(¢) (3-8), ¢ €[0,7;] crpareruja y(t) (3-8),t €[0,7;]
X(f): u(t_];)-i_x() ZLE[T;),T;], y(t): _v(t_n)+y6 tE[T;),T7]
~u(t~T,) +x, telT,.T;] v(t~T,)+y, telT,.T;]

OuexuBaHO BpeMe CyCpeTa 3a OMHUCaH Map cTpaTeruja u3HOCH T* = (49 —20r) / (4(u +v)) .

Crpareruja (4-26)

crpareruja x(t) (3-8), ¢ €[0,7;] crpareruja y(t) (3-8),1<[0,7;]
x(1) = g —ult =T¢) + x tell,T], y(O) = vt =T,) + v tell;,T;]
u(t=T,)+x, tell;, 1] —v(t=T)+y, tell;, 1]

OuexuBaHO BpeMe CyCpeTa 3a OIMCaH Map crpaTeruja u3HocH T* = (43¢ —18r)/ (4(u +v)).
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Crpareruja (4-27)

crpareruja x(t) (3-8),¢<[0,7;] crpaternja y(¢) (3-8),¢<[0,7;]

u(t-T,) +x, tellL.T,] V(I =T,) +y, te[T,.T,]
x(t) = , y() =

_u(t_T(,)'i”x(, ZE[T(,,T7] V(t_T(,)"'y(, IE[T(),E]

—u(t-1,)+x, tell,,T;] v(t-T,)+y, tell;,1}]

OuexuBaHO BpeMe CycpeTa 3a OIUCaH Map crpaTeruja u3Hocu T* = (19¢ —8r) / (2(u +v)) .
Crpareruja (4-28)

crpareruja x(¢) (3-9),t€[0,7;] crpareruja y(t) (3-9),t<€[0,1;]
x(1) = —u(t =Tg) + X te[Tg, T, y(0) = vt =T5) + v, tell;.T;]
u(t=T,)+x, tell,.1] —(t=T))+, telf,.1,]

OdexuBaHO BpeMe CyCpeTa 3a OIUCaH Map CTpaTeruja U3HOCH T* = (41 —167)/ (4(u +v)).
Crpareruja (4-29)

crpateruja x(t) (3-9), ¢ €[0,7;] crpateruja y(t) (3-7),t<[0,7;]
x(1) = qu(t =Tg) + X, tel[l, T, y(t) =y —v(t=T5) + y, tell;,T]
—u(t—-T1T,)+x, tell;,1;] v(it-T,)+y, tell;,T;]

OueknBaHO BpeMe CycpeTa 3a OIlUcaH nap crpareruja usHocu T* = (35& —14r) / (4(u +v)) .
Crparernja (4-30)

crpareruja x(¢) (3-9),¢<[0,75] crpareruja y(t) (3-6),¢<[0,75]

_u(t_T;)—"_xS tE[T;’T6] v(t_TS)_'_yS tE[T;’T6]
x(t) = , y(0) =

u(t_Té)-{_x6 te[TéaT7] _V(t_Té)J'_y6 tE[T67T7]

u(t=T) +x, telT;.T,] W -T))+y, telT;.T,]

OuexkuBaHO BpeMe CycpeTa 3a OIUCaH Map cTpaTeruja u3HocH T* = (15 —6r)/ (2(u +v)).
Crpareruja (4-31)

crpareruja x(t) (3-10),¢<[0,7,] crpareruja y(t) (3-7),t<[0,7,]
u(t-T,) +x, tell,.T;] =T+, te[l,.T;]
x(t) = ~u(t-T,) + x, te[TLT,] . ¥(O) =9t ~T) +y, tell.T,]
~u(t-T)+x,  te[l,.T] We=T,)+y, tell,.1;]
—u(t-T1,)+x, tell,,T;] vit-T,)+y, tell,T;]

OuexkuBaHO BpeMe CyCpeTa 3a OIMCaH Map CTpaTeruja U3HOCH T* = (41 —167) / (4(u +v)).
Crpareruja (4-32)

crpateruja x(t) (3-10), ¢ €[0,7;] ctpareruja y(t) (3-10), ¢ €[0,7;]

u(t—T,) + x; telly,T;] V(i —-T,)+ ys telly,T;]
x(1) = , (1) =

—u(t—T,) + x, tell,,T;] v(t—T,)+ y, telT,,T,]

—u(t-1,)+x, tell;,1;] v(t-T,)+y, telT,,T;]

OuexuBaHO BpeMe CyCcpeTa 3a OIHCaH map crpaTeruja u3Hocu T* = (39¢ —14r)/ (4(u +v)) .
Crpareruja (4-33)

crparernja x(¢) (3-10), ¢t €[0,7;] crpareruja y(¢) (3-7),t<€[0,7;]
x(t) =<u(t—T,)+ x, tell,,T.] , y@)=<—v(t-T,)+ y, telT,,T,]
—u(t-T)+x, tell,,T;] v(it-T,)+y, tell,,T;]

OdexkuBaHO BpeMe CyCcpeTa 3a OIUCaH Map CTpaTeruja u3HOCH T* = (35¢ —12r)/ (4(u +v)) .
Crpareruja (4-34)

crpateruja x(¢) (3-10), ¢ €[0,7;] crpateruja y(¢) (3-10), t €[0,7;]
x(t)=q-u(t-T,)+x, tell,,T,] , y(@)=4v(t—T,) + y, telT,,T,]
u(t=T,)+x, telT,. 5] (=T +y, te[T,. 1]

OdekuBaHO BpeMe CycpeTa 3a OIUCaH map crpareruja usHocu 7'* = (29¢ —10r) / (4(u +v)).
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Crpareruja (4-35)

x(t arermja (3-10) £ €[0,T;
O crparera (-10) £ <I0T] ¥(0) crpatersia (3-10) ¢ €[73,7;]

u(t~T) +x, te[T.T]
~W(t-T)+3, tell;.T;]

u(t-T,)+x, telT, 1]
) ve-1)+, ¢ elT,. ]

x(0) =]t ~T;) +x, (elT, T, W)=

V(t_];)+y5 tell;,T]

—u(t—1;)+x, tell,T]
W -T)+, telT,T]

—u(t-T,)+x, tell, L]
W-T)+7, telT.T;)

OdexuBaHO BpeMe CyCpeTa 3a OIUCaH Map cTpaTeruja u3HOCcH T* = (13 —4r)/ (2(u +v)).
[Ipumetumo na ctpareruja (4-35) rapanryje cycper urpaya 3a T =(126-3r)/(u+v) ¥ UMa
HajMamke OYEKHMBAHO BpeMe cycpera. MokemMo pehm ma oBa crparerwja JOMHUHUpPA Hal
OCTaJIMM CTpaTernjama 3a u=4e¢.

AHanorso ce mory Hahu cTpareryuje 3a k > 5, a OueKrMBaHe Tauke cycpera Ouhe Tauke ckymna

E—r 26 —r 3¢—-r e —r ke—r
{£ u, * u, * u, * u,..., u}
u-+v u-+v u-+v u-+v u-+v
3a Urpava ca crparerujom Xx(¢), OJHOCHO Tauke CKyIa
E—r 26 —r 3¢—r de—r ke—r
{ £ v, ¥, £ v, ¥, £ v, ¥, £ Vyoo Vo £ v}
u+v u+v u+v u+v u+v

3a Urpadva ca crparerujom y(t).

Moxemo pehu na cy one ¢okanne u ga he urpaum mpBO TEKUTH Ka HBUMA, a ONTHMAJTHUM
nyTamama cmaTpaheMo OHe MyTame KOojuMa ce 10 (OKaJHMX Tayaka JoJla3d Hajkpahom
My TaEOM.

Crpareruje (2-2), (3-10), (4-35) rapanTyjy Z1a BpeMe Tpajama urpe Hehe 6utu ayxe
on 3u IOK AyXWHA Tpajama urpe kojn crpareruja (2-1), (3-1), (4-1) 3aBucu oJ mMOYETHOT
MelycoOHOr oacTOjama urpada U U3HocH Su (pu=2¢), 7u (u=3¢) M 9u (u=4e), OMHOCHO
3u<T<(Qk+1)u 3a u=ke. lakne, HezaBucHO o Mel)ycoOHE yabeHOCTH, UTPAUYH CE MOTY
cpectd 3a 3u BpeMeHa Tako HITO jeJlaH urpay no Hajkpahoj myTamH HpPBO MpETpaxyje CBE
dokamHe Tauke ca jeHe CBOje CTpaHe a 3aTUM ca JIpyTe JIOK APYTH Urpad OCIHIYje OKO CBOje
MOYETHE MO3MIMje U MPU CBAKOM IapHOM IOBPATKy Y Iy OCIIHJIOBAaHkE HAcTaBJba ca Behum
MHTE3UTETOM .

Baston u Gal [19] cy noka3aiu J1la O4eKMBAHO BpeMe CycpeTa Kaja je jedaH Urpay
¢ukcupaH, a HUje o3HaTO MelycoOHO ojcTojame, Huje Behe o 6.8u, anu na ce TO Bpeme
MOXeE CcMamHTH Ha 5.7u ako ce oba wurpada kpehy kopurnhemeM 4YHCTHX CTpaTeruja.
VYcBajameM MENIOBUTUX CTpaTeruja, MPBU PE3yiTaT ce MOXe mompaButH 10 4.8, INOK ce
JPYTH pe3yaTar Moxke monpasutu a0 4.424 . Curyanuja je qpyradyrja ako ce Urpadu oJyryde
32 HUCTy cCTparerdjy (CUMETpUYHH CIy4aj) M Taja j€ OYeKHMBAaHO BpeMe cycpeTa
(7 +2410 ) 4 ~13.33 1 OHO C€ OZIHOCH CaMO Ha MEILIOBUTE CTpaTeruje 003upom aa u300p ucre

CTpaTeruje urpade Ip>KH Ha KOHCTAaHTHOM MehycoOHOM ojicrojamy. Buine merassa o oBOM
npobiemy ce Moxke Hahu y [19].

" MWFM crpareruja
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3.3. Urpa ca orpaHuY€HUM pecypcuma

Heka je nat cnenehu npobnem:

JlBa Bo3aua ce HaJla3e Ha MPABOJIMHM]CKO] 00aiu Mopa 6e3 MOryhHOCTH KOMYHUKAIIH]je U JKelie
Jla ce WITO Mpe cpeTHy. Bo3ay, yKomuMko My ayTo ocTaHe 0e3 ropuBa, HE MOXKE Ja HACTaBU
kperame. Kojy crparernjy Bo3zaum Tpeba /a ycBoje Kako OW ce Cpend 3a HajMame BpEeMEHa,
aKo je MaKCHUMaJHa Jy>KUHa IIyTa KOjy i-TH Bo3au Moxe ja npehe k,?

Hamehe ce nuTame 1a m Bo3auu MOTY Ja C€ CPETHY YKOJHMKO j€ HbUXOBO KpPETame
OTPaHUYEHO JY)KMHOM TIpeljeHOr myTa W Koja je [0’ma TpaHuIa 3a TAaKBO OTPAHUYCHE.
VYKOIMKO je CycpeT y3 HaBeleHO orpaHuueme Mmoryh, Tpaxumo crparerujy koja he To
OMOTyhuTH y OYeKHMBaHOM BpEMEHY, y CYIPOTHOM MaKCHMHU3UpaMO BepoOBaTHONY cycpera.

Pasmukyjemo ciexnehe:
A) Ilpobaem y koMe cy 00a orpaHUuEHa J0BOJFHO BEIUKA MM CY k, =0 U k, =0, OTHOCHO

npobJeM cycpeTama Ha JMHUJU (U3710%KeH y paay [8]).
b) Ilpobnem y xome jenaH Bo3au He Moxke ja ce kpehe (k, =0, k, >0 wm k, =0, k, >0)
OJTHOCHO TTPOOJIEMOM TPaKeHa

Ca OTPaHHUYCHEM 34 k, <0 UAH k, <0,

0e3 orpannyema 3a k, = o uAM k, = o (JeTasbHO onmcan y [20]).
B) IIpo6rem y xome 06a Bo3auya MOTy Ja ce Kpehy anu Cy orpaHMueHa HEKMM KOHAYHUM
BeJIMUMHAMA k, =a <o, k, =b <o, a > b, Tj. urpa ca OrpaHUuYCHUM PECYpCUMA.

Beh cmo mokazanm ja je Bpeme moTpeOHO Ja ce JBa urpada, Koja ce Haja3e Ha
MelyycoOHOM ofcTojaby d U Kpehy 0e3 orpaHuuema y ay>KUHU npel)eHor myTa, Mory cpecTu
3a Hajpume 3d BpemeHa a na je MWFM ontumanHa crpareruja. [lakme, ako je a>b > 3d
cycpeT je Moryh u ouekrBaHO BpeMe cycpeTa u3HocH T*=13d /8.

Crpareruje Bo3ava 3aBHCE O] orpaHuYema @ U b ma he ce, caMuM TUM, U OYEKHMBAHO
BpeMe cycpera MewaTu. Ha mpumep: ako je a =b =0 jacHO je J1a je OUeKUBAHO BpEME CycpeTa
T* =o0.

Hexka ce nBa urpaua Hana3e Ha OpUjEHTHCAHO] MIPABOj M HEKA j€ MOJI0XKa] MPBOT Urpaya
(Ha30BMMO ra ;) KOOpIAMHATHU IIOYETaK OpOJEBHE Oce y KOJy ce€ Jara IpaBa IpeTBapa
u3bopoM jeaunHuuHe nyxu. Ilomoxaj apyror urpaua (/,) je MM Tadyka X HIM Tadka ),
O <x<y. IlpernocraBumo na ce I, kpehe y mo3suTUBHOM cMepy OpojeBHE Oce U Ja My je
CKYIl TOYETHHUX mHojnoxkaja [/, mosHar. IIpermocraBuMo na [, He MOXe Ja OAPEId CBOJ
MI0JI07Kaj M, YKOJIMKO C€ HaJla3| y Ta4YKU X, CBOJY CTPATErHjy 3allOUUIbE Y HETaTUBHOM CMEpY,
OJIHOCHO Yy TIO3UTUBHOM YKOJMKO MY j€ TOYETHHU TOJIOkKaj Tadyka ). Heka je MakcuMamHO

pacrojame Koje urpauu Mory na npely oapeheno BennunHama a U b (HIp. NPBU UIpad MOXKe
na npehe HajBulle pacrojame a ). Onucan npodiaeM Ha3MBaMoO MPOOJIEMOM ca aCUMETPUYHUM
uH(popMaIMjama ¥ OrPaHHYEHIM KPETambeM urpada u obesnexasamo ca I', (x,y) .

Jlema 3.4: [IpoGnem I, , (x,y) UMa peLieie (Mrpavu ce MOTy CPecTH) 3a a = x /2 aKko U caMo
aKo je

1) a>y, b npon3BosbHO,

2y x<a<y<b+a win

3a<xub=22x+y-3a .
U IIPU TOM BaXU 3a +b > 2x + y . OUeKrBaHO BpEME CycpeTa urpada U3HOCU
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(4x+3y—-3a->b)/4, al(x+y)/2ub<x+y-a

Bx+2y—-2a)/ 4, al(x+y)/2ubz>2x+y—-a

7. =1(5x+3y-2b)/8, a>2(x+y)/2u (x+y)/22b>(y—x)/2
2x+y)/4, az(x+y)/2ub=2(x+y)/2
(x+y-b)/2, a>2(x+y)/2ub<(y—-x)/2

Jlokas:

Ha ocnoBy nedunuumje npobnema I',, (x,y) I;, HE3aBUCHO O] MOYETHOT NoJIoXKaja I, , CBOjE
KpeTame NOYHbE y O3UTUBHOM cMepy U Kpehe ce cBe 0K He IpoHalie /, Wiu 10K He OCTaHe
6e3 ropusa. Crpaterujy 3a [, MOXeMo Ja 3alHIIEMO Kao s, =min{z,a}. I, He MOKe na
OJIpeIH Jla JIX Ce HaJla3u MCIpe] WM u3a [, Ma je ’eropa CTpaTerija OCLIIOBAKE OKO CBOjE
noyetHe nosuuyje. IlpaBuno no xome /, ocuuityje OKO CBOje IOYETHE MO3ULHKje oxpehyjemo

y HaCTaBKy JI0Ka3a.
Orpannuema (a > y, b -npou3BosbHO) WM (x<a <y, b> y—a) cy TpUBHjaJIHA U HE YTUUY

Ha UCXO] pelliera. 3a IPBO OTPaHUUCHE CTpATeTHje Urpayda cy Takse 1a /, MHUpyje oK ce [,
10 TpeHyTKa ¢t = y kpehe y meroBoM cMepy. Jpyru ycioB 3axTeBa 1a [, MHUpYje OO TPEHYTKa
t =a (4eka nara [, mponale) a 3atum 11a ce kpehe y cmepy y —¢ (ako ra /;, HMje IpOHAILA0
y Ta4KH X ).
Heka je a < x (tpehe orpanndeme):
Crpaternja [, je nma ce xpehe MakcMMaaHOM Op3MHOM (HIp. MakcHMallHa Op3MHA KpeTama
urpaua je jeIMHU4YHA) y cMepy Ka [, cBe JOK He ocTaHe Oe3 ropua, Aakie [/, HaKOH a
BpeMeHa nocrtaje ¢uxcupad. Ilocmarpajmo 3ato mpoGiem u3 yrina [,: Heka je mouerHa
nosunyja /, KOOpJMHATHU MOuYeTaKk OpojeBHE MpaBe, JOK je MOYeTHA NOo3UlKja [, WM Tauka
X WM Tayka —) (Ha ocHOBY (popmynamuje npobnema I' , (x,y)). Paan nakmer pauyna pehu
hemo na I, uma 1Ba areHTa u ja jegas areHt kpehe u3 Tauke x (4, ) JOK je OYETHA MO3ULKja
apyror areHta (A4,) tayka —y . OGa areHrta ycBajajy MCTy CTpaTerujy: KpeTame y IpaBlly
KOOPJMHATHOT TIOYETKa MaKCUMalTHOM Op3MHOM CBe JIOK ce He ocTaHe 0e3 ropuBa. HakoH a
BpemeHa A4, he GuTH Ha mo3uMju X —a 10K he ce A, HanasuTh y Tauku —(y—q) *. Kao mro
Jje u panuje 6Mo ciydaj, cTpareruja /, je na 3a mro kpahe Bpeme nponale 06a areHTa urpaua
1, . la 6u ocTBapuo nub, /, ce NpBO MaKCUMaIHOM Op3MHOM Kpehe ka OHOM areHTry uymja My
je rmoueTHa nosunuja Oamxka (Apyru urpad ce npBo kpehe ka 4,: |x—a|<| y —a|) na 6u HaKoH
cycpera ca BHUM IMPOMEHHO CMep KpeTama M YIIYTHO Ce Ka JIPYroM areHTy. YKyIaH IMyT KOju
I, npenasu kopuctehu omucaHy CTpaTerujy U3HOCH 2(x—a)+(y—a) a TO je yjeoHO U
HajMama TyKuHa Kojy I, mopa na npehe xako 61 06e36equo cycper. Jlakie, Mopa Jia BaXXu
2(x—a)+(y—a)<h WTO je EKBUBAIEHTHO W3pa3zy 3a+b>2x+y. KoHauHo, urpaunma je
cycper omoryheH y3 OrpaHmueme a <x camMo ako je 3a+2b>2x+y (kKao mTO CMO M
3axTeBany y Tpehem ycioBy). M3padyHajMo HajMame OYEKMBAHO BpeMe CyCpeTa ako je CyCper
Mmoryh:

[IpernocTaBumo na je a < (x+y)/2.
OnpehyjeMo HajMame OYEKHMBAHO BpEeME CycpeTa y3 3aJaTo orpaHuyeme 3a a. HaBomumo
cTpareruje 3a npedopMyucaH npoodiem:

* Urpauu ce kpehy jeqruHUIHUM Gp3uHaMa.
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5 (1) = x-min{taf 4 (A, u A, cy areHaTu IpBOT Urpaya)
—y+min{t,a} , 4,

s, : cTparervja /, UMa JBe IPeceyHe Tauke ca CTPATErHjoM S, U JYKUHY IIyTa Koja
Huje Beha oz yHanpen 3agate BennuuHe b . Ogpeaumo s, .

Axo je orpaHuyerme b IT0BOJBHO BENIUKO, [, he kpeHyTH areHTy kKa A, kora he cpectu
y TPEHYTKy x /2 (U3 yclloBa a = x /2 W CTpaTeruje x —min{t,a} areHTa A, ) OIHOCHO Y Ta4K{
x/2 a 3aTMM NPOMEHUTH CMep KpeTama U Aohm 1o apyre moryhe mosunuje /;, 10 Tauke
y—a,y TpeHyTKy t =x+(y—a):

t, 0<t<x/2
SQ(t):{x—t, x/2<t
Konauno, 3a b > x +(y —a) o4yekuBaHO BpeMe CycpeTa U3HOCH:
x/2+(x+(y—a)) 3x+2y-2a
2 4
Axo je 2(x—a)+(y—a)=2x+y—-3a<b<x+(y—a) I, Mmoxe na 06e30eau CycpeT TaKo ILITO

T =

he mpBO MUpOBaTH Ha CBOjOj MMOYETHOj TO3HUIIM)H 10 TPEHYTKA ¢ a 3aTUM MIOHOBUTHU TIOMEHYTY
cTpaTerujy. Y ciydajy ,,dekama ¢ BpeMeHa* urpadu he ce cpectu y Tauku (x —c)/2 HAKOH

(x+c¢)/2 Bpemena (mok [, mupyje, I, mpenasu pacTojambe C YUME PACTOjame, HAKOH C
BpeMeHa, u3Mely urpada mocraje x—c). AKO IO CycpeTa HHMje AOLUIO, [, Mema cMep
Kperama U kpehe ce ka apyroj moryhoj mosmmmju [,. OH cpehe A, y TpeHYTKy
(x+¢)+(y —a) npenazehu yKkymHo pacrojame (x—c)+(y—a).

Mosxemo, 0e3 ymamema onmroctd, pehu na je ykyman npehenu myt [, yjeqHo u
MaKCHMAJTHO pacTojamke Koje OH Moke mpehw, nma u3 penauuje b = (x—c)+(y—a) cleau aa je

c=x+y—-a—b (0OueKkuBaHO BpeMe yeKkamwa). OueKUBaHO BPEME CyCpeTa 3a JAaTe yCIIOBE:
xX+c

T=-2

(=) +(y—a) _3x+2y-2a-c_4x+3y-3a-b
2 4 4
OnHocHO, onTUManHa cTpareruja /1, je:

0, t<c
x+c
s,(t)=14t, c<t<
? 2
x+c
X —1, <t
2

Hexka je aZ(x+y)/2
AHaNOrHO MPETXOAHOM IIOCTYIIKY IpPETIOCTaB/baMo Aa ce [, mpBo Kpehe ka Tauku x Uy
TPEHyTKYy cycpera ca A, Mema CMep KpeTama U CBOJy IyTamy HAcTaB/ba Ka Tauku —) .
Cycper I, u A Owuhe y Tpenytky t=x/2. Cnenehu cycper (cycper I, u A,) 6uhe y
TPEHYTKY (y + x)/2 OJZHOCHO Tauku (x — y)/2 4uMe je yKynaH npehenu myt 3a /,:
b=2(x/2)+(y—x)/2=(x+y)/2.
OuekuBaHO BpeMe CyCcpeTa U ONITUMaJIHA cTpareruja 3a I, cy:
X x+y

r-2 2 _2x+y
2 4
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t, 0<t<

N | =

X
x—t, =<t
2

Hekaje (y—x)/2<b<(x+y)/2.
Tpaxkumo oueknBaHO BpeMe CyCpeTa U ONTUMAIHY CTpaTerujy [, y3 3a7aTo OrpaHHYEHE 3a
b. I, mupyje t = c BpeMeHa a 3aTUM [I0OHaBJba CTPATETUjy OMHUCaHy Y ciyuajy 2). Onucanom
cTparerujom cycper I, u A, he ce 1orogutu y TpeHYTKY (x+c)/2, y Tauku (x—c)/2, a
cycper ca A, y TpeHyTKy (x+y)/2,y Tauku (y —x)/2. YKyIHO pacTojame Koje [, mpenasu
U3HOCH:

b =2(x—c)/2+(y—x)/2 =(y+x—20)/2.
Onasne ciaeau na je 2¢ = y +x—2b. OueknuBaHO BpeMe CycpeTa U ONTUMAlHa cTpareruja /,
cy:

xre x+y 0. 0<i<c
2 2 2x+y+c ’ -
T= = =, xX+c
2 4 SQ(Z‘)Z t, c<t<
_4x+2y+2c 5x+3y-2b 2
8 8 x—1, oo
2

Heka je (y—x)/22b.
Pajqu naxmer pauyna craBuhemo na je b=(y-x)/2-u, u=0 (2u=y—x+2b). Ctparerujy
1, onucyjemo Ha cinenehu HauuH: [, TpBO 4eka 1a A4, nohe 10 Hmerose MO3ULMjE a 3aTUM Ce
ca UM Kpehe cBe 10k He ocTaHe 6e3 ropusa. Cycper [, u 4, obenexaBamo ca f,, t, =x. Y
uHTepBany [t,,t +b] I, ce kpehe y cmepy ka 4, na 6u ra Ha cermeHty [—b,0] cpeo mnm
ocTao 6e3 ropuBa. 3a HaBEJCHU BPEMEHCKU UHTEpBall A, ce Hanasu u3Mehy Tayaka —y +x H
—y+x+b. Kako gatu cerMeHTH HeMajy 3ajelHMYKMX Tadaka, ciequ jna he [, octatu 0e3
ropuBa npe Hero mro ra A, mponahe. Y TpeHYTKy Kaja OH OcTaHe 0e3 ropHBa, HEroBO
pacTojame 01l A, U3HOCH:
d=d(1,,4,)=|(-y+x+b)—(-b)|=|y—x-2b|=
=|y—x—2((y—x)/2—u)|:2u
Hakne, I, he cauekatm na A4, nohe no mera, a cycper he ce HOroguTu y TPEHYTKY

t, =(=y+x+b)+2u . O4ekuBaHO BpeMe CycpeTa U ONTHMalIHA cTpaTeruja /, U3Hoce:

T=x+(b+2u):x+b+2u: 0, 0<t<x
b2 ” 2 L0 BO={y-t x<i<h
+b+(y—x+ +

_X (y2 * )=y2 —b, t>b

Teopema 3.5: Hexa cy nBa urpada, Ha30BUMO uUX [, u [,, Ipou3BOJbHO pacrnopehena Ha

JMHUjHU, ca IOYETHUM Mel)ycoOHUM pacTojameM d =1, Tako Ja HY jelaH Urpad He 3Ha y KOM
ce cMepy Hayasu JIpyrd urpad. [IpermoctaBUMO jomr ja ce Urpadyd MOTy KpeTaTH HajBHIIe
JEeIUHUYHOM Op3WHOM W Ja UM j€ KpeTame OrpaHWYeHO BeIWYMHamMa a W b Koje
IpeACTaB/bajy MAaKCUMaJHA pacTojama Koje Mory na mpebhy (a = b, a je orpanuueme 3a [,

JOK je BenuuuHa b orpaHuueme 3a [,). Mrpaun Mory ga rapaHryjy CycpeT camMo ako je
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5a+3b>15. 3a 0BaKko 3aJaTa OrpaHHYCH-a, HajMambe OYEKHBAHO BPEME CyCpeTa 3aJJ0BOJhaBa
cienche ycnoge:

(31-5a—-3b)/8, 2a+b<6

o (19-a-0)/8, 2a+b>26ma<3
b1 (16-b)/8, b<3<a
13/8, 3<bh
Jlokas:
IIpernocTaBuMo fAa ce /, Hanga3uW y KOOPAMHATHOM IOYETKY a Ja je mosuuuja [, jeaHa of
tayaka (£1,0). OGenexuhemo cycpere [/, W areHata Jpyror mrpada ca t, t,, t;, i,
(t, <t, <t; <t,). AHanU3UpajMO IIPBO CycpeTe f, M f,. AKo oOene:xumo crpaterujy I, ca
h(t) Taga cTparervje HEroBHX areHata Koju mosaze u3 Tauke (1,0) Moxkemo 3ammcaTé Kao
h () =1=h(t) 1 h(t)=1+h(t).
S S

i o M

Ag

Cnuka 3.3 (IToueTHe mo3uIIMje ¥ CMEPOBHU KpeTara MPBOT UTpava U areHara JPyror urpava)
VBonumo o3Hake z, =1—t u z, =t, —t,. Y TpeHyTKy ¢, I, cpehe jenHor oj areHara (A4,
wi A,, cnuka 3.3) y Tadku 1 -2z, a 'y TpEeHYTKy ¢, Apyror areHray Tadku 1+ z, —z,. Axo je
z,<1/2 n z, <z, <2z (craBumo Ja je A=z, —z ) ciaeau 1aje O0<A=z,—z <z <1/2.
[IpernocTaBUMO Jajbe J1a y TPEHYTKy f, UIpaud MMajy MOTyhHOCT 1a HPEUCNUTajy CBOje
OJIyKe U Ja IpOMEHe cTpareruje. /,, Koju ce Hajla3u Ha JoKauuju g(f,)=1—A 3Ha 1a je 1,
Ha jeIHoj o Jokauuja —1+Ah(t,)=—1+ A, ogHOocHO [, 3Ha IpaBall Ha KOMe ce [, Halaszu u
3Ha Jia je BUuXoBo MehycoO6Ho pacTojame (1—A)—(—1+A) ogHocHO 2 —2A unu 2. [, 3Ha 1a
je I, unm Ha pacTojamy 2 HCHpe] Hera WK Ha pacTojamy 2 — 2A mn3a. [, je mpemao yKymHO
pactojame 1 — A 10K je [, mpemiao yKyIHO pacTojame z, + z, . KoHauHO, HaKOH omucaHa aBa
cycpera, Hall IIpo6JIeM ce CBOAM Ha mpodiem ca acuMeTpudHuM nadopmammjama I, (x, )

neduHucaH paHnje'® (HOBe BPEJHOCTH 3a ACHMETPHYHH NPOOIEM Cy 3aIliCaHe BEIHUKHM
CJIOBHUMA):
A=a-1+A X =2-2A
B:b—zl—ZQ, Y=2
Jlaxsie, y HacTaBKy pemaBaMo aCHMETPHYHM pobieM I, (X,Y) (ciuka 3.4).
i} Ip 11}

| - | - ‘

-2+2A 0 2
Cinuka 3.4. (Ilo3unuje urpadya HakoH t, BpeMeHa)

[ToTpe6Ho je ma mpunarogumo yciose Jleme 3.4. HOBUM O3HaKama:

1) A2Y & a+A>3
2)XSA<Y - (3—a)/3SAS3—a

B>Y-4 a+b=>3+2z

16 Aema 3.4
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z2A2(3-a)/3 = (a+b23+2z < a+b=3+2((3-a)/3))
= 5a+3b2>15
3y A<X - a<3-3A = -3A>a-3
B>2X+Y-34 b+3a29-TA+(z,+2,)2
>9—(6A+2z,—2z)+(z +2,)
>9—6A+2z 29-4A

a-3

>29-4 /*3

3b+9a>27+4(a-3) < 3b+5a2>15

Hpyru u Tpehu ycioB ce CBoJe Ha HMCTO OrpaHuueme Sa+3b>15. Ilpumerumo na je
T00MjeHO OTPaHUYCHE yIPaBO OHO OTPAaHHUYCHE KOj€ CMO M XTEJH J1a JTO0OMjeMO Ha OCHOBY
nocraBke Jleme 3.4. Ocrano je na JOKaXeMO OrpaHHYEHa M0 MUTalky OYEKHMBAHOT BpEMEHA
cycpera:

[IpeTnocraBuMo 1a je a > b W Ja CTpATETHjCKU Tap 3a70BOJbaBa yCIOB 5a+3h>15.
VY3ehemo nmame nma je b<3 (Beh cmo peknu nma yciaoB a > b >3 mpeacraBiba mpodieMm
cycpetama 0€3 orpaHuuema M Ja je OouyekuBaHO Bpeme cycpera 13/8). Ommcamm cmo
CTpaTeruje urpada 10 TpeHyTKa f, W PEKIH Ja aKo ce IO TOI TPEHyTKa MIPadyd HE CPETHY
oHga mnocmarpamo moaurpy I',,(X,Y) (enr. subgame) u odekyjemo na he ce cycper
JOTOIUTH 3a BpeME ¢, +T;.. Jlakiie, OUeKMBaHO BpPEME CYCpeTa pauyHaMo Kao:

T*=({ +t))/4+(t, +11) /2
_ (1-z)+dA+A) +1+A+Tr

4 2

Hexacy a<3 m a+b<5:
{AS(X+Y)/2:(2—2A+2)/2:2—A

T*

=a<3-2A<3
A=a-1+A

A+B=a-1+A+b—-z1—2,
{X+Y:2+2—2A
Axo y3memo Beh uspauynare BpenHocTty 3a 1. u3 Jleme 3.4 nobujamo na je:
4T, =4X +3Y-34-B=8-8A+6-3a+3-3A-b+z +z,
=17 -10A-3a—b+2z
8T*=8+6A—-2z +41;

= a+b-2z <4-2A=a+b<4-2z, <5

Crnenm name:

8T*=25-3a-b-4A
Cana ce mpobiaemM MUHUMH3AIM]€ BpeMEHA CBOIM Ha MPOOJIeM MaKCUMHU30Bamkha BPETHOCTH A .
N3 ycnoBa 4 < (X T Y)/2 neme 3.4. cinenu na je

A<(X+Y)/2
a-1+A<((2-24)+2)/2 = A<(3-a)/2

a+b-3

Hasme, u3 ycnosa a+b>3+2z u A<z umamo J1a je A<z < , Ta KoMOuHyjyhu

MOCTIe/Iiba J1Ba pelleha CIEAH Ja je:
a+b-3

2a+b<6

A<
3—-a

2

, 2a+b>6

(31-5a-3b)/8, 2a+b<6

3aMeHOM opmyiy 3a T* nobujamo BpeqHoCTH T*=
y dopuyiry Ao e {(19—a—b)/8, 2a+b>6
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Ocrajo je jour ga oapenuMo cTpaTteruje kojuma he ce qoctiuhu o4ekMBaHO BpeMe cycpeTa:
[MpernoctaBuMoO 1a je @ >b u Ja CTpaTerdjcKu map 3a7oBoJbaBa ycioB 5a+3b>15. Heka
BaXN MOJATHH YCIOB 1a je 2a+b<6. YBOogUMO HOBE O3HaKe: d, = (a +b-— 3) /2 W

x, =6-2a—b. OuexkuBano Bpeme cycpera T(g,,h)= (3 1-5a- Sb) /8 TIOCTHIKEMO aKo

cTparerujcku nap (g,,n,) nepuHuiemMo Ha cieaehy HauuH:

t t<1-d,

1-d,, 1-dy <t<1+d,
al)=1,_, 1+d, <t<a+2d,
2—a-2d), a+2d; <t

t, t<d,

dy, dy <t<1-d,
h(1)=41-t, 1-d; <t<l+d;

~dy, 1+d,<t<3-d,

1-3, 3-d; <t<3+d
3a oBako JeduHHMCcaHe cTpaTeruje, cycper usmehy [, u arenata [, he ce morogutu y
Tpenyuuma t, =1-d,, t,=1+d,, t;,=3-d,, t,=3+d, t, =3+d, mro Ham paje
ouekuBaHO Bpeme (31-5a-3b)/8. Ako je crparermja I, g (¢) oHma je crparermja I,
+1+h(1).
Hexa je cama 2a+b> 6. VBommmMo o3Hake d, =(3-min{a,3})/2 u x, =(b—1)/2. Kao u 3a

IPETXOJHHU YCIOB, AeHUHHIIMMO ONTUMAIHM CTpaTerujcku map ca (g,,h,) Ha cienehu

Ha4MH:
1, t<1-d,
g (t)=41-d,, 1-dy <t<1+d,
2-—t, 1+d, <t<3
t, t<0.5
1-¢, 05<t<1+x,

h(t)=
1() 1+XZ, 1+)C2 SIS3—X2

1=3, 3-xy,<i<3

3a oBako neduHuUCaHEe cTpareruje, cycper usmely [, u arenata [, he ce goromutu y
Tpenyuuma t, =0.5, t,=1+d,, t, =3—d,, t, =3 WTO HaM y npoceKky aaje (19-a-5b)/8.
AKo je cTpareruja npBor g,(f) oHja je crpareruja apyror 1=+ h,(t)

[ToderHe mo3unuje Urpada Oupajy ce Ha OCHOBY Heke QyHKmmje pacmozaene F. Ca mpoMeHOM
¢yuknmje ' Mmemahe ce W crparerwje urpada Kao M OYEKHBAaHO BpeMe cycpera. Buiie
nHpopmanuja ce Moxke Hahu kox Alpern-a u Beck-a [5].
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3.4. TlpobGnem cycpeTama 3a BUILIE OJ1 [BAa UTpaya

Hexa je nat cinenehu mpoGem:

Ha npaBonmaMjckoj 06amm Mopa 6e3 MOryhHOCTH KOMYMHHUKAIIM]E€ HAIA3W Ce 1 Wrpada Koju
xKelne Aa ce mro npe cpeTHy. Kojy cTparerujy urpauu tpeba a ycBoje Kako Ou ce y jeTHOM
TPEHYTKY CBH HAJIa3WJIU Ha UCTOM MECTY?

Crpateruja urpaya y K0joj je yHampea JOTOBOPEHO MECTO cycpera je TpuBHjamHa. Heka cy
UTrpaydd, yMecTo Ha o0amu Mopa, pacrnopeheHn Ha OpujeHTHCAaHO] MPaBOj U HEKa Cy HHUXOBH
MOYETHU MOJNOXaju Tauke d,, i=1,2,.,n OpojeBHE Oce y KOjy c€ Jara IpaBa IpeTpBapa
n3bopom jenuHuuyHEe ayxu. OapenuMo QoKalHy Tauyky y Ko0joj OuM Bpeme MmoTpeOHO na ce
UTpayvu CpeTHy OMI0 MHHHUMAIIHO U 00ENIeKHUMO je ca 6:

0=(max{d, : i=12,.,n}+ min{dj j=12,.,n})/2

Crpareruja y K0joj Ou ce CBH UTpauu KpeTaiu Ka Tauku 6 nmMa OYeKUBAHO BpEMe CycpeTa:
T* = max{|max{dl. ci=12,.,n} —H|,‘min{dj D= 1,2,..,n} —49‘} .

[IpernocTaBuMO J1a UrpayrMa HUje Mo3HaTa (hOKaIHA TauKa M MPETIOCTaBUMO jOII Ja
Cy OHH IMpPOU3BOJBHO pacnopehenu y taukama /,2,..,n. Kako je mamel)y urpaua koju cy Ha
nosuijamMma 1 U n pactojame n—1, cycper ce Hehe goromutu mpe TpeHyTka (n—1)/2
(Bpeme moTpeOHO Aa Wrpaydl jeAMHUYHOM Op3uHOM gaohy no Ttauke (n—1)/2). Kojy
CTpaTerujy urpayu tpeba Ja ycBOje ako He MOTY Jia OJpeJie CBOjy MOYETHY MO3UIU]y U aKo je
pacrojame u3Mel)y cBaka JBa y3acTonHa urpada d =1.

[IpencraBuhemo craterujy kojy cy Lim, Alpern m Beck [24] w3noxwin Kao jeaHy
MOryhHOCT 3a cUMeTpUYHE UTpe CycpeTama ca n urpada pacnopehena tako na je usmely
CBaka JBa cyceqHa urpaya pacrojame d =1. Ctpareruja ce cactoju u3 Tpu (aze u jenHor
npaBuia 3a urpaude. IIoHoBO KOpUCTUMO 0jaM Kopaka ay>kuHe 1/2 kao 1mTo To je 610 ciyyaj
panmje.

[pasuno: IIpatutu oHOr Urpaya Koju To OyAe TPaxHo.

@aza 1: Mzabpatu cmep KpeTama HE3aBUCHO OJ1 OCTAJIMX Mrpaya U O] MPETXOTHOT n3bopa a
3aTUM y TOM cMepy npehu pacTojame /2 ¥ BpaTUTHU ce Ha MOYETHY MO3UIUjy, pohu je u gohu
Ha pacTojame OJ ”2 Of TOYETHE MO3MIIMje alH ca Apyre cTpaHe Aa Ou ce oneT BpaTWiM Ha
nouetak. Paza 1 Tpaje 2 BpemeHcke jenunuiie. [loHoButH a3y 1 cBe A0K ce HE CPeTHE HEKH
Urpad 1oclie Yera ce OHM Mrpayd Koju cy ce cpenu Bpahajy y CBOjy HOYETHY MO3UIH]Y U
3anouumy ¢azy 2.

Urpauu ce y mipBoj ¢da3u Bpahajy Ha cBoje MOYETHE MO3UIIMjE Y TpeHynuma ¢ =1 unu ¢ =2
MoCJIe Yera WU MIOHABJbA]y TMPBY WIHM MOYUY APYTY (asy.

daza 2: Kperatu ce jeIMHUYHOM Op3MHOM Yy CMEpYy CYNPOTHOM OHOM Yy KOME C€ JOr0JHO
cycpet u3 nipBe ¢ase. Pacrojame Koje ce mpenasu y ToM cMepy He cme outH Behe ox 1 u ako
ce€ Ha TOM YTy CpPeTHE HEeKH Apyru urpau (y poky oa ¢ =1/2 wunu ¢t =1 on noyerka Paze 2)
BpPAaTUTH C€ HA CBOjy MOYETHY MO3MLHM]y M UYEKaTH. YKOJIMKO C€ HHU jellaH IPYyrd Urpad He
cpetHe npehu Ha dazy 3.

®a3za 3: Kao cmep kperama Oupatu oHaj HA KOME Ce Haja3u mouyeTHa no3unuja. Kperatu ce y
TOM CMEpPY JeAMHHUYHOM OP3WHOM W CBE MTpadve KOjU CE CPETHY Ha TOM ITyTy IMO3BaTH Ja CE
npunpyxe. rpa ce mpekuaa kajaa ce 1Ba Kpajika urpada CpeTHy.

[Tpumep:
[Tyrame urpada obenexxumo paznnuutum 6ojama (Cauka 3.5). [Ipumerumo na he urpaun koju
ce Haja3e Ha HajyJAaJbeHUJUM Tadykama (TJIaBU U HapaH[IACTH) OKYIIUTH CBE OCTaJIe UTpaye:
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1 2 3 4 S
Cnmka 3.5 (Ctpareruje urpada Koju xeJle J1a ce CPETHY)
[TocmaTpaMo NpBO CTpaTEryjy MIABOT Urpava:

[TnaBu wrpad mpou3BOJFHO OMpa cMmep KpeTama y mpBoj ¢a3u. Kako HHKoOra HHjEe Cpeo 10
TpeHyTKa ¢ = 2 moHaBsba npBYy (asy. [Ipu nmoHaBpamy npBe ¢asze riaBu Urpad NOHOBO Oupa
cMep KpeTama (HIIp. IecHH) U cpehe mpBeHor urpava y TpeHyTKy ¢ = 2.5, Bpaha ce Ha CBOjy
MOYETHY MO3MIM]y U 3arouumbe Apyry ¢aszy. Y npyroj ¢asu ce kpehe y cMepy CynpoTHOM
OHOM TJIE j€ CpeOo LIPBEHOT U Mpejia3u pacTojame 1 a kako HuKora He cpehe Ha Tom myTy Apyra
daza ce 3aBpmaBa u nounte Tpeha. Y tpehoj dasu ce maBu urpau kpehe y cmepy cpoje
MOYeTHE TMo3uIMje (KOjy TpoJla3M) M CBE WIpade Koje CpeTHE y3 MyT I03MBa Ja My Ce
npunpyxke. llpBenn urpau takohe Hukora He cpehe y cBojoj mpBoj da3u Kojy Mopa aa
noHoBu. [IpumukoM noHaBsbama npBe ¢asze, oH cpehe mIaBor, Mema cMep U 3al0YHBE APYTY
dazy. O63upom na y npyroj asu upBeHu cpehe 3enmeHor wrpada, oH ce Bpaha y CBOjy
MOYETHY MO3MIHMjy W 4YeKa Ja ra Heko mokynu. Hapanyactu urpaud Beh y mpBoM m3BOhemy
npBe ¢aze cpehe spyOugactor u mpenasu y Apyry ¢asy y Kojoj HuUKora He cpehe mTo ra
ayToMartcku mpeoaityje Ha Tpehy ¢asy. Y tpehoj dasm, kao mro je To 6Mo ciaydaj ca miaBum
urpauem, OH ce Kpehe y cMmepy CBOje MOYeTHE MO3MIHMje, MPoja3d jé M HacTaBjba CBOje
KpeTame Ka IJIaBOM Urpady Mmo3uBajyhu y3 myT cBe aApyre urpade kKoje cpetHe (Jbyondactor u
3eJIeHOT) Jla My ce mpuapyxe. Mrpa ce 3aBpiuaBa Kaja ce IUIaBU U HAPALJaCTH UTPAYd CPETHY
(t=6.5).

Crpareruja urpava (¢asa 2) je OCMUIIUbEHA TaKO JJa OHM CaMU MPENo3Hajy Jia JIU Cy BHUXOBE
MO3MIHje Kpajibe WM He. AKO jecy Kpajibe TO3WIUje OHMA je HUXOB IHMJb J1a TIOKyIe CBE
ocTajle U CpeTHy Ce ca MrpayeM 4Yuja je MoueTHa Mo3ulMja Ouia Ha JAPYroM Kpajy. AKO
MO3UIIMje UTpada HUCY Kpajie OMII0 KaKBO KPETame je HeMoTpeOHO, T€ CTOra OHU MUPY]Y.
W3pauyHnajMo Bpeme koje je, kopucTehu omucaHy cCTparerwjy, urpadydma moTpeOHO Aa ce
cpetHy. O6enexumo urpade ca [, I,,...,I, . Obenexxumo ca ¢, TpeHyTak Kaja ce [, urpau
BpaTH y CBOjy TIOYETHY TO3HIH]Y a Aa je y Mel)yBpeMeHy Cpeo HEeKOT Apyror urpava. AKo ce
UTpayy HUKaJa HUCY CPEIy, Taja je ¢, = oo aiu BepoBaTHOha TakBor jnorahaja je jeqHaka HyJu

(y Hamem npumepy ¢ =2). IIlpumerumo n1a 3a cBaka JiBa y3acTOIHA Urpada

[VIABH — 3, tHAPAHuACTI/I

=3, t

pysmaacrn = 2) T2 MOXKEMO J1a 3aK/bY4MMO J1a je

Baxu |ti —liy |§1 (tIJPBEHI/I =3, Lspnerm
|t, —t, [<n-1. Jaxie, 3anuma Hac xana he ce /; u I, cpectn, 003MpoOM J1a je BHXOB 33a1aTaK
Ja OKyme U cBe ocraie urpade. OHO IITO MOXKEMO Ja NPUMETHMO je Aa he [, y TpeHyTKy
t, +1 6utn Ha mosuumju 0, nox he I, y TpeHtyky ¢ +1 Outm Ha mosuuuju n+1. OBo je
nocneauna ¢ase 2 U YMBEHULE Ja Cy NpBH urpauu koje he I, u I, cpectu ynpaso I, u [, .

Ha ocHoBy nedpununmje dase 3, mosuuuja [, y TpeHyTKy ¢, ¢ >t, 6uhe [ (1)=¢-(t, —1) 10K
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he mosuumja /, y TOM TpeHyTKy OuTH [ (f)=n+1-[¢t—(¢, +1)], WTo 3Ha4M 1a he ce oBa 1Ba
urpaya cpecTu kaza Oyze 6uia 3a710BoJbeHa penanuja I, (t) = I, (¢) , OTHOCHO:
_n+3+14 +t,

2
Ocraio je na mpoLeHUMO BpeMe cycpera £, u t . Heka je ¢, * ouexkuBaHO BpeMe cycpeTa 3a

T*

t,. Jla 6u uspauynanu t, * 10BOJBHO je na mocmarpamo camo [, u I, koju he ce cpectu ca

BepoBatHOhoM Y2 1o TpeHyTka =1, ca BepoBaTHohoM Y 10 TpeHyTKa f=2 U ca
BepoBaTHOhOM )% mocie BpemeHa ¢ = 2. Jlakie:

1 1 1
t‘*:Z(1)+Z(2)+5(2+tl*) = 1*=7/2>1,.

Hcro pemewe 1061jaMo U 3a ¢, Ia je OUeKHBAaHO BPEMe CyCpeTa 3a OIUCAaHE CTpaTeruje

(=D pant3. 7 1 g
2 2 2 2
Lim, Alpern u Beck [24] cy mokasanu J1a ce OBe TpaHHUIe MOTY IIOMEPHUTH, H Ja je
P P 3 +e
2 2 "

IJe e, Bapupa y 3aBHCHOCTH of Opoja urpaua (Tabena HIDKE Jaje BPEAHOCTH 3a €, Yy
3aBHCHOCTH 0] Opoja urpaya koju Tpeba aa ce CpeTHy)

N | 2 3 4 5 6 7 8 9

e, | 3525234231 23087 | 2.30832 | 2.30828 | 2.30828

HMedpunnuuja 3.6: Heka ce n wrpava Hama3um Ha JuHUjH [/ ¥ HEKAa Cy HUXOBE IMOYCTHE
MO3UIUj€ 71 Y3aCTOMHUX Tadyaka Te JMHUje (TauKe y3uMajy BPEAHOCTH KOje OATr0oBapajy CKyIy
npupoaHuX OpojeBa). CBaku o uUrpadya caM OWpa cMep KpeTama Kao MOoYeTHH. MUH-MaKc
BpeMe M, je HajMame BpeMe MOTPEOHO Ja Ce CBU UTPAuy CPETHY y JeJHO] TAUKH.

Beh cmo mokazanu, ma crparerujom MWFM 2 wurpaua mory cebu ga o6e3dene MUH-Makc
Bpeme 3 (M, =3). I[lokazahemo y nasmem pany naje M, =3.5.

Heka je 0poj urpya 3, n = 3.

[IpeTnocTaBUMO J1a Cy POAWTEIbU KPEHYJIM Ca JETETOM y Mera MapKeT U Y jeIHOM
TPEHYTKY ce pa3nBojuiu. CBO Tpoje xele Aa ce mTo npe cpetHy. Ctpareruja poauresba je aa
npoHal)y gere unu nma OGap mponal)y jemaH Apyror ma Jga 3aTuM 3ajenHo mpoHaly nere.
Crpareruja nerera je aa npoHahe jemHor poauTeshba WM Ja YeKa Ja OHU mera mpoHaly. Y
cly4ajy na Jete 4yeka na Oynae mponHaheHo, Moxemo pehu Aa je meroBa mo3uija (okaaHa
TayKa ¥ Ja je Wb POJIUTEJba yNpaBo Halaxeme Te Tauke. Ca Ipyre cTpaHe, ako ce U JeTe
OJUTY4MJIO 32 TIPETpary 1 CTpaTeruja poauTesba Ce Memwa..

Hakre, pemaBamo mpoOjeM 3a TpU Wrpava Koja Cy IpOM3BOJBHO pacropehena Ha
npasoj /1 u xene 1a ce WTo npe cpeTHy. O3Haunmo urpave ca /;, I, ¥ I, ¥ OPEeTIOCTaBUMO

Jla Cy HbHUXO0Be MoveTHe no3unuje /, 2 u 3 (HajjeAHOCTaBHUjU cueHapuo). CBakM Urpay MoXke
na Oupa cBOj CMep KpeTama He3aBUCHO OJ1 OCTAJIMX urpada. XoheMo Ja MOKaKeMO J1a UTpadn
cebu Mory aa obe3bene na ouekwBaHO Bpeme cycpera Oyne 3.5. Alpern w Lim [10] cy
npecTaBuin Baston-oBo pelieme mpodieMa (ciydaj Kajaa ¢y cBa TPH Urpada MOOMIIHA) Ha
cienehu HaumH: Crparerujy urpada yuHe jaBe (asze (3a pasiuKy o]l cilydaja Kaja UMamo 1
urpada u 3 daze). [IpBa dasza nedunume noHamame Urpada mpe OMIO KaKBOT CycpeTa JOK
npyra (a3a IepHrHUIIE TOHANIAkEe UTpada HAKOH CyCpeTa.
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®aza 1: Urpaun ce kpehy y npon3BoJbHO N3a0paHOM CMEpy CBE JJOK HE CPETHY HEKOT JPyror
urpayva (kaja 3a buX nounme ¢aza 2) win He npohe ¢ =1 BpemeHa.

@aza 2: CycpeTtn ce, Ha OCHOBY JAe(pMHUCAHUX TO3WIMja Wrpaya, MOTY JOTOIUTH CaMO Y
TpeHyuuMa t =k /2, k=1,2,3,.... Ob6ene:kumMo cTpaTerujy i-Tor urpada ca s, = (xl,xz,..,xj)
rae je x, ={+1,—1} (o3nake +1 u -1 kopucrumo ymecro A - ahead, B - backward ). Axo

MPETIOCTAaBUMO JI1a je MOYEeTHA MO3UIMja i-Tor urpada tadyka 0, Taga je merosa Mo3uiyja y
TPEHYTKY ¢ (y IpBOj a3y cTpaTeruje) Tauka
[27]

s,(1)= %;xi + X4 (@j
Hmp. s, =(A4A4BA44)=(1,1,-1,11), s5,(2,2) =1.2
Ca gpyre cTpaHe, ako je IOYETHA MO3MIUja i-TOT Urpauda Ouia Tauka d,, oHJga he merosa
HO3ULUja y TPEHYTKY ¢ 6utu d, + x,5,(%) .
[IpernoctaBuheMo na cy ce cBa TpU Hrpaya Ha MOYETKY HMIpe ONpeAeuia 3a UCTU CMeEp
KpeTama, Hip: A (y cynpoTHoM he Beh y Tpenytky ¢ =1/2 nohu no mpBor cycpera). IlpBu
cycpeT Omi0 Koja aBa urpada odenexxuhemo ca I, =k /2, k € N*. Kaxemo 11a je y TpeHyTKy
T, nmouena apyra (a3za Urpe 3a urpade Koju cy ce cpesnu (Hop. cpenu cy ce I, u 1,). Urpau
KOJU je U moclie TpeHyTka Iy y mpBoj ¢asu urpe ( [;) MOXke Ja 3aK/byud Ja j€ HErosa
HOuYeTHA MO3UNUja OMIa MM UCIpe] WIM M3a IpeocTana jBa urpada. I, u I,, Ha OCHOBY
CBOjHX CTpaTeruja u MOYeTHUX MO3UIIH]ja, MOTY J1a TIPOLIeHe T1e ce [, Hala3u y TPeHyTKy T .
O0enexumo ca T, MakCHMAaJIHO pacTojame Koje OM OHU MPEILIH Y MO3UTUBHOM CMEpy Kako
Ou curypHo cpenu [, , 0qHOCHO ca T~ MaKCHMAllHO pacTojame Koje Ou MpeluIy y HEraTHBHOM
cMepy. Jlpyra daza ctpareruje 3a [, u I, ce cactoju y cienehem: jenan of urpava (Hop. /;)
Cé MAaKCUMAaJHOM Op3MHOM (JEIMHUYHOM Yy HaIlleM Clly4ajy) kpehe y mo3utuBHoM npasiy 1,

BpEMEHA U aKo /10 Taja He nmpoHalhe Tpeher urpada Mema CMep U HaCTaB/ba CBOj€ KPETAHE Y
CYHIpOTHOM cMepy. [, ce MakCHMaJHOM Op3WHOM Kpehie y HEraTMBHOM CMEpy U aKo He

npoHahe /, 3a Bpeme T , MEma CMep U HacTaBJba CBOje KpeTame. IIpernocraBiba ce na he
oHaj urpau ([, wau /,) KOju cpeTHe [, 3ajeqHO ca HBUM INPOMEHUTH CMEP U KPEHYTH Ka

npyrom urpady. OBako onvcaHe CTpaTerrje rapantyjy aa he ce urpaun koju cy ce Beh jeTHOM
cpesu MOHOBO cpecTu 10 TpenyTtka T, + T, + T kazna he jenaH ol BUX JIOBECTH ca COOOM U

Tpeher urpaua.

Jlema 3.7: JIBa urpaua, Koja Cy ce cpena y TpeHYTKy I, He MOry Ja rapastyjy na he ce cBo
Tpoje cpectu npe Bpemena T, + T, + T (T, u T  cy nepunucaHu rope).

Joxkas:

[IpernocraBumo na cy cse Tpu Benuuune 1,, T, u T mno3utuBHe (CUTyalHja Kaja je HeKa Of

HaBEe/IEHUX BEIMYMHA jeJHaKa HYJH je TpUBHjasHA). AKO y3MeMO Ja ce MPBHU CyCcpeT Urpaya
(tpenytak T) noroauo y tauku 0, odekyjemo na he Tpehu urpau y Tpenytky ¢ =1, + 7, 6utu

Ha no3uuuju T, unu y TpeHyTKy ¢t =1, +71 Outu Ha mosuuuju T . To 3Haum na he ce y
npBoM ciy4ajy 3a Vi, t=>Ty+7, [, Hamasutd y HEKOj Taukd CKyIa
H, ={x:t+x2>T1,+2T } oaHOCHO, y ApyroM ciyuajy, 3a V¢, t 21, +7T [, he npunagatu
Hekoj Tauku ckynma H_ ={x:t—x>T,+2T }. Crparernja I, u I, TpeGa ia npomnasu Kpo3

IpeceK HaBe/leHa JBa CKyIla, OIHOCHO kpo3 H, N H :
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t2T,+2T —x
=2t 22T, +2T +2T, =>t2>2T,+T +T,

t2T, +2T +x

Cama 3HaMo HajMame BpeMe 3a aApyry dasy wurpe. Alpern m Lim [10] cy mokazanu aa je
M, = 4. Baston [14] je nocTaBuo cTparerujy KojoM ce MHH-MaKC BpeMe cMamyje Ha 3.5:

Baston-oBa cTpareruja
Baston-oBy ctparterujy 3a Tpu urpada Koju Keje Ja c€ CpeTHy Ha JuHHUju [ neduHUeMo
npeko ®aze 1 (mepuon mpe cycpera ca Omio KOjuMm JIpyruMm urpadem) u @aze 2 (mepuon
HaKOH CyCpeTa).
Urpaunma cy Ha pacrionaramy cienehe Tpu crpareruje:

‘2A5B’, ’1A2B2A2B’, ’1A2B1A1B2A’
JlBa urpaua, MOILITO C€ CPETHY MOTY Ja pa3MeHe MHGopMaluje O TOME KOje Cy HHUXOBE
MOYETHE TO3MIMje M KOje Cy CTpaTeryje O caja KOPUCTWIM, Ma TaKo MOTY Ja OApene
no3unujy Tpeher urpaua.
Paza 1:
a) Hrpau xoju je uzabpao crparerujy ‘2A5B’ (Ha3oBuMO ra /; ) 6upa npou3BOJEHO CBOJY

opujeHTauujy u crparerujy. Ako I, uma 6ap jeqHor urpada ucnpen cede, Taga he ce npau

CyCpeT JiBa Urpayda JIOTOJUTH WIH Y TPEHYTKy ¢ =1/2 (cpena cy ce npyra ABa Urpada Wiu ce
1, cpeo ca OHMM UTpayeM KOjH je TUPEKTHO Ucpe] mera) wim ¢t =1 (1, ce cpeo ca urpauem
KOjH je JTUPEKTHO UCTIPE]T Hera).

0) Axo Wrpad xora cMO HaszBalu [, HeMa HM jeIHOr Urpada ucmpen cebe, Taga he ce
NIPBH CYCpET J1Ba urpava goroautu 3a ¢t =1/2, t=3/2 nm t =5/2. [IpBa aBa TepMuHa cy
UCKJbYYMBO BE3aHa 3a CyCpeT Jpyra JBa urpada (/, u I,) 1 omHOCe ce Ha ciydaj Kaja cy ce
Ta JiBa Urpada OIpeleNuia 3a CYNpOTHE OpujeHTanuje. YKonuko [, m [, uMajy uCTy
opHjeHTaIujy, Taga he ce OHU WM CPECTH Y TPEHYTKY ¢ =5/2 wnm he jenaH o1 mUX CPecTH
I, y TpeHyTKy ¢ =5/2 ma oHJa 3ajefHO ca [, KpeHyTH Ka nocieameM urpady. Cycper cBa
TpU urpada Ouhe y cpeIuimboj TayKH Ay>KH KOjy 4MHE IoueTHe nosuuuje [, u I, u T1aj

CYCpeT ce MOXKE JIOTOJIUTH HajKacHH]e 10 TpeHyTKa ¢ =7/2.

daza 2:

Kana ce nBa urpava cpeTHy, CBOje KpeTame HacTaBsbajy Mo Beh neduHrcaHo] myTamH ¢’ THM
Jla ce UTpad KOME je OBO MPBH CYCPET 3aJICIH 3a JAPYToT UTpava v ca ’bHM HACTABU KPETAmbE.

a) Axo cy ce [, u I, IpBU CpelH U BpeMe cycpeTa je Mame of ¢ =1/2 Taga ce 3a Bpeme

t =1 o0a urpaua Bpahajy 10 CBOje IMOYETHE MO3HIIHjE a OHJIA OIET JI0 TayKe Cycpera y K0joj
4yekajy Ja ux /; mposabe.

OBaj ciyuaj je Moryh camo ako I, He MOUUEE UTPY U3 CPEIUIIbE TauKe (Tauka 2) a caMuM
THM ciequ jAa he ce cBa TpW urpada cpecTd A0 TpeHyTka f=3/2 ako je I, u3abpao
opujeHTauujy ka I, U I, OAHOCHO A0 TpeHyTKa f=7/2 ako je u3abpao CyIpOTHY
OpHjeHTaIHjy.

0) Axo cy ce I, u I, OpBU cpenu U CyCpeT ce JOroAMuO HAKOH BpeMmeHa ¢ =1/2, Tana
OHH 0CTajy (PMKCHpaHU Ha MECTY CycpeTa U uekajy n1a /; mohe 1o mux.

Omnucan ciydaj je moryh ako /, HHje IOYEO CBOjy UIPY y CPEIUINEO0j Taukd U U3abpao je
opujeHTanujy koja je cynpotsa I, u I,. Kako ce I, u I, cpehy y Tauku koja ce Haja3u Ha

cpenuHu u3Mel)y ’BUXOBE JIBE MOYETHE MO3UIIHje Y TPEHYTKY KOju je HajkacHuje f =5/2, Tafga
J€ CyCperT cBa TpH uUrpayda y TpeHyTKy ¢ =5/2.
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B) Axo cy ce npBo cpenu urpauu [, u I, u Bpeme cycpera je t=1/2, Taga ce oba

urpada kopuctehu cBojy mouyeTHy opujeHTanujy Kpehy Tpu kopaka yHaszaa a 3aTUM TPHU
Kopaka yHanpeq. Jenan ox urpaya /; mnm [, he TokoM momMepama Ha3aj-Halpel CPECTH H

Tpeher urpaua, rna je yKymnHo Bpeme MmoTpeOHoO Ja ce CBa TpU urpava cpetHy t=7/2.

r) Axo cy ce npBo cpenu urpauu I, u I, u BpeMme cycpeta je t =1 Taga, nparehu cBojy
IIOYETHY OpHjeHTalujy, /, ce IIPBO MoMepa Kopak Hampes a 3aTUM 4 Kopaka Ha3za[, JoK ce [
nomepa 4 Kopaka yHa3aj a 3aTuM jefad Hanpeq. (1, : ‘1A4B’, I, : “4B1A”)

Osaj ciydaj MOXke J1a ce AOTOJM caMo ako €y I, U [, KOPUCTHIM UCTY OPHjEHTAlU]jy U aKo je
I, ka0 MOYETHY TaukKy MMao CpeMIliiby, Te€ ce MOYeTHa MOo3ullMja 3a [, Hana3u HcHpen
noueTHe nosuuuje /, U I, je KOPUCTUO UCTy opujeHTauujy kao I, u I,. Axo je I, modeo
Urpy Kao CpeAullmH urpad, tajga he ce [, u I, cpectu g0 TpeHyTKka t=5/2, a ako je [,
1I0Y€0 UIPy Kao CpeIuIlIbU Urpad, Tafa he ce urpaun I, u I, cpectu no tpeHyTtka ¢t =3. VY
CBaKOM CIIy4ajy, CBa TpU Urpaya he ce oKynutuy poky on t =7/2.

1) Axo cy ce npBo cpenu I, u I, u Bpeme cycpera je 5/2, Taga ce 000je momepajy yHasza[
IBa Kopaka Kopuctehu opujeHTanujy Kojy uma 1, .

[ocnenmu ciydaj Moxke Jja ce IOTOJH CaMo ako je [/, 1MoYeo Urpy Kao CpeAUIIBU Urpad u

CBU UT'pavM KOPUCTE UCTYy cTpareryjy. Ha ocHOBY ciydaja 0) u3 npBe ¢asze, cBa Tpu urpada he
Ce CpPecTH HajKacHUje 3a Bpeme ¢ =7/2.

CiyuajeBu y kojuMa ce [, u I, npBH cpehy ce aHaJOrHO MOKa3yjy Kao B), T) U 1) C TUM Ja ce
y ciyuajy 1) I, u I, Mopajy KpeTaTH CYHNpPOTHOM OpHjEHTAlLjOM OJi OpUjeHTaLHje KOjy
KOPHUCTH [ .

Kopumhemewm npaBuia a) u 0) 1ako ce MOXKe TIOKa3aTH Jja CMO TIOKPHIIM CBE CHTYalldje Koje
Cce MOTry JOTOAWTH KOopuiihemeM ONHMCAaHMX CTpaTerdja M Ja he ce CycpeT JOTOAWTH
HajkacHuje 3a t =7/2. Kako cy Alpern u Lim [10] Beh nokaszanu na je M, >3.5 MoxeMo
pehu na Baxku cieneha reopema:

Teopema 3.8: Tpu urpaua, npou3BoJbHO pacriopeheHa Ha TUHU)U /] ca TIOYETHUM TO3UIHjaMa
KOje YMHE TPW y3acTOITHA MpHUpoaHa Opoja, Mory ma obe3bexne ma he ce cBO Tpoje cpectu y
UCTOj TA4uKH HajKacHHje 3a ¢ =7/2 ako kopucte Baston-oBy crparerujy (Tj. KopumhemeM
Baston-oBe cTpaTeruje Mory cebu aa obe3oene Bpeme M, =3.5).

Osznaunhemo JpyOnuactom Oojom crparernjy ‘2AS5B’, muaBom ctpaterujy ‘1A2B2A2B’,
npeeHoM ctpaterujy ‘1A2B1A1B2A’. Ctpateruje umja je moyeTHa OpHjeHTallMja HaraTHBHA
y3uMajy ucte 60je Kao u oJrorapajyhe mo3suTHBHO OpUjEHTHUCAHE CTPATETH]j€ ajli Cy Hal[pTaHe
UCTIIPEKHUIaHOM JIMHUjoM. [lakie, mMaMo 3 pa3inuuuTe CTpaTeruje Koje ce Mory u3abpartu Ha 3!
HauMHAa TpPU YeMy CBaka cTpaTerdja Oupa JBe OpHjeHTallMje IITO HaM YKYIHO [aje
312° = 48 xombunanmja. Kopuctumo o3Haky ,+1+2+3% 3a KoMOMHAIHMjy CTpaTeruja mpu
yemy ,,+ 03HauaBa opujeHTanMjy a OpojeBu 1, 2 u 3 mpencraBibajy JbyOuvacty, IUIaBy U
LpBeHy (THM pEIOM) CTpaTerujy. Y HacTaBKy Cy NpHKa3aHe CTpaTeruje y Kojuma urpauu 1,

1, n I, Oupajy crpareruje 1, 2 u 3 TM peoM.
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4. IIPUMEP ITPETPAT'E KAJIA HE 3HAMO JIA JIX IPYT'H
NI'PAY ’KEJIM TA BYJAE IPOHABEH

VY nperxojHa JBa MOTJIaBJba PeLIaBajyd CMO MPOOJIeM Tpaxema U MpodieM cycpeTama
Ha 1paBoj // ¥ pa3MaTrpaiy ciiydajeBe Kajia UrpadH jKele Ja Ce CPEeTHY, OJHOCHO KaJia JKeJle /1a
n3berny cycper. OnucaHe mozene MoXeMmO OOjeAMHUTH M pehu Ja Hally Wrpy 4YdHE JBa
urpava (wiam 1aBa tuMma). HazoBuMo mx Tparad m ckpuBad. CKpuBad WMa J1Beé MOTYhHOCTH:
xenu na capaljyje u na ra Tparau nponahe wim He kenu Aa Oyne mponahen. Obenexumo
BEpOBAaTHONY ca KOjoM CKpHBad ojurydyje fa ju he wiu Hehe capalhuBaTé ca p, OZHOCHO

(1- p). AKo mpeTnocTaBUMO Ja Cy C€ Mrpadd JOTOBOPHIIM Kako he ce moHamatu y ciydajy
Ja ce pas[Boje CKpHBad, y 3aBUCHOCTH OJl TOra Ja Jiu kenmu jaa capabyje (p=1) wim He
(p=0) Moxe &1a MCKOPUCTH NOTOBOp Yy CBOjy KopucT. Ha mpumep: Tparau he, ma mra

CKpHBa4 OJJIy4yHO, yBEK MOKyIIaBaTU Jaa ra mpoHahe, Aok he ckpuBau y 3aBHUCHOCTH O
BEJIMYMHE p TMOLITOBAaTH JIOTOBOP M KpETaTH ce YHampe] JIe(UHHCAHOM IyTAalkOM WU
HMCKOPUCTUTH JIOTOBOP M (hopMUpaTH HOBY MyTamy 0a3upaHy Ha MpeTrocTaBkama Kako he ce
Tparad KpeTaTu.

VY nornasseuma 2.1, 2.2 u 3.1 pemaBayin cMo mpoOJieM Kajia ce JiBa Urpada Hajase Ha
npaBoj /1 ca melycoOHUM pacTojameM d alv He 3Hajy CMep y KOME ce Hajlaze. Y HacTaBKy
hemo nponahu oueknBaHO BpeMe cycpeTa KOMOMHOBamkEeM pe3yTara fooujennx y 2.2 u 3.1. u
OJIpeIUTH OYEKHMBAHO BpEMeE CycpeTa KajJa He 3HaMO Jia JIM JIPYTH Urpad Urpa KOONepaTUBHO
(Ipyru urpad urpa KoornepaTuBHO ca BepoBaTHOhOM p ).

Hpyru urpay Moke OMTH U Tparad U CKpuBad, 00eJIexuMo Ta ca /, a IpBOT Urpada ca
I,. Yxomuko ce [, omryun 3a capaamy, npuMmeHuhe ctpaterujy kopumtheny y 3.1. y
CYIpOTHOM, cTparerujy onmcany y 2.2. Ha oBaj Haunn [/, he mmatu 8 anrepHaruBa (4 y
kojuMma capalyje u 4 y xojuma He capabyje). Kaxxemo na [, uma 8 areHara u ga ce CBaku o
BUX Kpehe 1o jeqHoj on antepHarusa. /,, 6e3 003upa Ha oAIyKy Kojy je I, noHeo, popmupa

CTpaTerujy KojoM he ocTBapUTH MpECEeK ca CBUM CKpUMBAaue€BUM aiTepHaTHBama. O0Oenexumo
NOTEHIIMjalIHE CYCPETEe UIpaya Ca f,, t,, ty, t,, ls, lg, 1;, ty. OOETEKUMO MaKCUMaNHy Op3UHY

kperama [, ca w,. Ctpareruje areHara /, KOju Urpajy KOOIEpaTHBHO obenexaBamo ca A’
(ckpuBau Kkoju xemu na Oyae mponahien, /,”). AHalOrHO, crpareruja areHata [, KOju He
capalyyjy (ckpuBad Koju He ke 6utu npoHaheH, /, ) ce obenexanajy ca i . Ctpateruje [,
nedunnmemo xao h~ (1)=+1+w,r 1ok cy crpateruje I,” Hemro cnoxenuje (1," Mema cMep
KpeTama y oapeheHuM TpeHyuruma).

Hexka je I, u3abpao cMmep decro kao modyeTHU. Y TpeHyTKy t, I, he cpectu arenra /,
KOjU MY je KpEeHyO y CyCpeT a 4mja je moueTHa rno3unuja omia tauka (1,0). Kao mro je To 6mo
ciyuaj pamuje, Heka je £, =a =1/(1+w,) (i (t,) = s(t,)). Y3uMaMo nasbe J1a CBU arentu 1, y
TPEHYTKY t, Memajy cMep kpeTwa. Hapennu cycper I, u [," Ouhe y TpeHyTKy
21-a) aw, —a+2[_ 3w, +1 j
1+ w, 1+ w, (1+®,)

L, =t +

(cycper ca apyrum arentoM [,” koju je kperyo u3 tauke (1,0)). /, cama Moxe 1a IpoMeHU
CMep KpeTama U Jia Tpaxu areHre [, Koju cy KpeHynau u3 Tauke (—1,0) mmm na HacraBu

KpeTame y UCTOM cMepy Kako OM NpoHaIlao areHre /, 4Yuja je MouyeTHa MO3MLHja Takohe
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ouna (1,0). Pasnukyjemo ciaydaj kaga [, ABa IyTa Mema CMEp KpeTama U Cllydaj Kaja To

paau caMo jeTHOM.

A) I, 1Ba 1yTa MEHa CMEp KpeTama.

Heka je y TpeHyky t, [, IpOMEHHO CMep KpeTama U ymyTuo ce ka tauku (—1,0). Ha cBom
myTy, Ka areHTHMa [,” (KOjU Cy Memalu cMep KpeTama y TpeHyuuma t, u t,) I, he mpso
cpectu areHTra [, KOjU je cBOjy cTparerujy moueo y tauku (—1,0) u Huje Memao cmep
kperawa (hy (H)=-1+w,t). Y TpeHytky t, I, m [, cy ce Hana3wiud Ha OJCTOjamy

X, —h; (t,). MoxeMo a n3padyyHaMo y KOM TPEHYTKY U K0JOj Tauku he ce OHM cpecTH:

aw, —a+2 aw,’ —aw, + o, -1
h}—(tz)z_l_'_tza)z :—1+ 2 a)2 == 2 2 2
1+ o, 1+,
_ —aw,’ +2a0, -, —a+3
X =y (6)=— 1+2a) 2
2
to=t +x2—h3_(t2):2aa)2 +@, -2a+5 :a)22+8w2+3
3 2
o, I+, (1+a.)
X3=_1+t3w2:x2_(t3_t2)
2
= 208004305 L e ety 1, 3 1)

1+ w,

Jlasbe, cieniu cycper ca IpeoCcTalluM areHTuMa /," (areHTH KOju Cy KpeHyJIH U3 Tauke (—1,0)):

. aw, —2w, —a
h'(t,)=—a-a,(t,—t,)=—2—"2—
1+ o,

X, —h' () _ 2 aw,—a+4 [_ &%+3]

L+ = =
1+, P+ o, 1+, 1+,

t,=t,+

am, —a

Xy =hy (1) =hy' () +(t, —t,)0, = 1+
)

b (t)=-2+a+(t,—t)w, :_2+a+2(1—a)w2 _—am, +a-2
+w, 1+ w,

—aw, —2w, +a—2
1+ o,

h4+ (t4) = h4+ (tz) - (t4 -1 )a)z =

AreHt h," Memwa cMep KpeTama y TpeHYTKY 7, . Paduynamo cycper nsmel)y merau /, :
x,—h'(t,) aw,’ +2a0,+6w,-3a+6 [ To,’+14w,+3
1+ o, (1+o,) (I+w)

Ocrano je jom pa [, mponahe arenre [, 4ymje cy crpareruje h, (t)=1+h (f) u

to=t, +

h, (t)=-1—h"(¢t). I, he npBo mOTpaXUTH areHra uuja je crTpareruja h, . M3pauynajmo
BpEME BUXOBOI CyCpeTa:
aw,” —2aw, - 2w, +a -2

1+,

X+ +1 2x,+1

X, =x,—(t;—t,) =

“l-tw, =x, - (t, -1,) = ;=

1-ow, _l—a)2
; _2am, -2a+w, +5 [_ o,” +8w, +3 J
¢ (-w)(+ ) (1-,)(1+,)
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2aw, —2a+w, +5 —2aw, +w," +2a—w, —6
x6 =—1—t6(()2 =_l_ a)Z =
(1—6()2)(1+a)2) (l_a)z)(1+a)2)
Caga he /, mpomMeHHTH cMep KpeTama M YIyTHUTH ce€ Ka areHTy h, xora he cpectu y

TPCHYTKY 7, :

I+tw, =x, +(t; = 1) = _Lmx il
-,
= 2aw, —2a -, +7 [: ~w,” +8w, +5 J
(1_w2)2 (l_a)z)z(l"'a)z)
Ocrao je jour caMo Ja 3aluIIeMo J1a Ce CyCpeT areHTa s, u I, 10roauo y TPEeHTYKY
1

T1+ w, .
KonauHo, ouekuBaHO BpeMe cycpera je:
(t1+t2+t4+t5)+ @t +t,+1, +1,)

lg

T = 1-
(1-p) 2
4, +Tw, +2 3w, +100w,” +17w, +6
T*:p 2 23 +(1_p) 2 22 23
(1+w,) 2(0-w,) (1+w,)
2
Bpeanoct do, +70, +2 oJIroBapa MPOCEYHOM OYEKHMBAHOM BpeMeHy aoOujeHoMm y 3.1. kama

(l+w,)

a 3aMCHHUMO Ca

I+ o,
Ha cnuim 4.1. cy npukasane crpateruje [, [,” n I, 3a CBaku BHXOB H300p cTpaTeruja

(ctpateruje I, cy nmpukaszaHe UpBEHOM 00JOM JIOK Cy CTpareruje /, IaaBoMm).

XS XXO X =X X%

Cnuka 4.1 (Ctparerrja Tparada Koju JiBa IyTa MeHba CMep KpeTama)

b) I, Mema cMep KpeTamba caMo JeTHOM.

V tpenytky ¢, =a=1/(1+®,) I, cpehe arente 4" u h . Y TOM HCTOM TPEHYTKYy ar¢HTH
I,” Memajy cMmep Kperama, a h," je camga npeu koju he cpectu I,. OBaj cycper cmo Beh

pannje uspadynamy, t, = (1+ 3w,) /(1 +o,)’.
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hy'(t,) = x, =1+ tw, —(t, —t)w, =5,(t,) =1,
= 1+240, =t,(1+w,)

_ 3w, +1

1+ w,)

1, , 3a pa3nIMKy Of IPETXOIHOTI CIy4aja, HE MEHa CMep KpeTama U HaCTaBJba CBOJY IIyTamy Ka

I

arenty h, . Cycper I, ca areHtoM h, he ce HOroauTH y TpPEHYTKY 1= 1y Tauku
1-w,

(l+tw,=t, = t, = ). AreHTH KOju Xene fa capal)yjy (arentu I,"), Memajy

1-ow, -,
CBOJ CMep KpeTama y TpeHyluMa #, U t,. Jlo TpeHyTKa ¢, I, je IpOoHaIlao CBe areHTe 4Yuja je
noueTHa no3uiyja Ouia tauka (1,0) u 3aTo OH caja Mema cMep KpeTama, OJHOCHO Kpehe ce

X3 =

ka Tauku (—1,0). Ha cBom myty, /, he mpBo cpectu arenta [, . OGenexumo Taj CycpeTr ca
t,:
Xy +i+1 3-w,

l+o, (-0)1+o,)

“l+t,0,=x,—(t,~t,) = t,=

+ + -\.
a 3aTUM M ocTane arente 1, (hy", h,", h, ):

_ -3-5m, -50," +50,’

t5 3
I+ @) (0, -1)
Tw,' 100, —120," 140, -3
’ (1+@,)" (o, -1)
t, = (3—_@12)2 (h," m h,” cy Memany cMep KpeTama y TpeHyLMa ¢, U 1, ).
@, —

KOHa‘IHO, OYCKHMBAHO BPEME CyCpETa Kaga ]1 caMo jC‘I[HOM MCHa CMCP KpCTamkba U3HOCU!

p(t1 +1, +1, +t6)+(1_p)(t1 +t, +t, +1)

T %% —

4 4
e (4o, - o, 64602 To, 2)+(1—p) 2-w, :
(1+w2) (a)z -1 (1+w2)(1_a)2)

. N . .
Ha cmunum 4.2 cy npukasane crtpareruje /,, [,” u I, 3a cBakuM BHXOB M300p cTpareruja
(ctpateruje [, cy mpukasaHe LPBEHOM 00JOM JOK Cy CTpaTeruje I, miaBoMm).

Xz
X | 2 ‘
1

X1

0

-1
Xe |

X7

Cmuka 4.2 ( Crpareruja Tparaya Koju jeJIHOM MEHba CMEp KpeTama)
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5. JOOJATAK — UTPE CYCPETAIbA 3A
ABOAUMEH3NOHAJIHHU NPOBJEM

Panwnje cMo criomeHyH 1a ONITUMAaITHE TPajeKTOpHje Urpadya HajBHINE 3aBUCE O] MOApPYyYja
I1. Yxomuxo je I] Mpexxa ca HyJITUM CTEIIEHOM BHJIJBUBOCTH, ONTUMAJIHE CTpATEeTHje Urpaya ce
MOTY TIPEACTaBUTH Kao amnpoKCHMaldje CTparervja y kojuma je I/ paBan unu rpad. Takse
npobneme je nmpoyyaBao Alpern. Hajuemrha npumena npoGiemMa cycpeTama je y oneparujama
Tparama 3a JIONMOBHMa WJIM MYTHUIIMMAa IMOTOHYJIOT Opojia, CPYIICHOT aBHOHA W CIUYHO.
Thomas n Hulme [29] cy cuMmynupaliy pa3inuuTe CTpaTerHje 3a MpodieM cycpeTama ocobe
KOja ce Mm3ry0Omia Ha HEKOM TOJIPy4jy W MOCMaTpalid Kako T€ CTpaTerdje yTudy Ha KOHAYHHU
ucxon wurpe. 3a ozapeheHe mnpoOiemMe MOXEMO TNPETIOCTABUTH Ja HUrpayd uMajy Heke
nH(popMaIje 0 TOYETHO] MO3UINjU IPYror urpada (HIp: obda urpada 3Hajy y KOM eIy ce
cpymmo aBuoH). Bunehemo na noctoje curyanuje y kojuma ocobe koje Tpeda CriacuTu Mory
Haj00Jbe Ja TOMPUHECY MOTPa3u aKo OCTaHy Ha MECTY Ha KOMe Cy J0okHuBese Hecpehy.
[IpernocraBuMO 11a 7Ba Urpaya, Koja ce Haja3e Ha HeKoM mpoctopy I1 xene ma ce
cpetHy npenazehu HajMame pactojame. [IpocTop Ha KOMe ce Wrpadym Hajaze MOXKEMO Ja
IocMaTpaMo Kao paBaH, a HHXOBE MOYETHE IMOJIOKaje Kao Tayke Te paBHU. Obenexumo
urpade ca I, m I, n Heka je MOYETHU NOJ0kaj npBor urpaya Tadka O = (0,0), a moyeTHn

TI0JIOXKA] IPYTOT HeKa Tauyka KoHa4YHOT ckyma Y. CMmarpahemo ma ce cBe Tauke ckymna Y Oupajy
Ha OCHOBY narte (QyHKuuje pacrnozgene F (Hmp. yHudopMHa pacmojena) U Aa je cKym Y
KOHa4aH.

YcoB 51a je cKyll Y KoHauaH MOCTaBJbEH je Kako Ou mHdopMalja Koja ce mpociehyje
UTpadyrMa Ha MOYETKY UIpe Omiia KOpeKTHO AedrHUCaHA, OJJHOCHO Ja OM CIIPEUrIIn 1a Bpeme
Tpajama Urpe nocraHe 0eckoHauHo. O0OeneXUMO CTpaTeruje urpada ca S, u S,. Mrpauu ne
MOTy J1a Ofipe/ie CBOje MOo3MIHMje, Ma CBOjJy MO3MLHUjy nmocMarpajy kao tauky O =(0,0). 3ato
hemo pehm ma ce npyrm wurpad Hamasm y Ttauku O =(0,0) mompyuja I1*. Jlake,
nocMaTtpaheMo cTpaTervje urpada U3 BbUXOBOT yIIa U U3 yIjla BbUXOBOT caurpaya. Ctpareruja
npyror urpada y moapydjy Il ce mobmja xopumhemeM ¢yHKIHjE g, KOja TpeacTaBiba
KOMIIO3ULIMjy poTanMje u TpaHciamuje. KakemMo 1na cy ce wurpaud cpenu Kaja je
5. (1) = g(s,(2)).

[IpernmocraBumMo na cy cBe Tauke paBHH [l paBHOMpaBHE, OJHOCHO HH jeIHA TadyKa
paBHM Hema HekH mnocebaH cratyc (Huje (okanna). PaznukoBahemo ciydaj xaga je urpa
OpHUjEHTHCAaHa U KaJa HHje, Ka0 U CIIy4aj Ja JIM j€ UrpadnmMa MO3HATO TIOUYETHO PacTOjarmke UITH
He.

5.1.  HUrpauuma je no3HaTo nouetHo Mel)ycoOHO ocTOjame

VY oBOM moOrnaBjby pazMaTpaMo CiIy4aj y Kome o0a urpada mmajy uHpopmaiujy o
noyeTHOM Mel)ycoOHOM pacTojaky d, anu He 3Hajy MpaBall Ha KOME ce Haase.
[IpernoctaBuhemo ma Cy CBM mpaBLHU jeIHAKO BEPOBATHH, IITO 3HAYM Ja C€ M3 yIJa CBAKOT
Wrpada, Kao MoYeTHa MO3UIlMja APYror urpada, MOry M3abpaTu CBE Tayke Kpyra paaujyca d
Ha OCHOBY Heke QyHkwmje pacnoene (Cnuka 5.1). Cmarpa ce 1a Cy ce urpadu Cpeiiy ako ce y
HCTOM TPEHYTKY Haja3e Ha MCTO]j MO3UIHUjU (HynTa BUAJBUBOCT). Takohe mpeTmocraBibamo s1a
je urpa opujeHTrcana. OBO je HajjeTHOCTABHUJU CITy4a].
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Cnuka 5.1 (Crpareruje urpada y paBuu /7 Ha mel)ycoBHOM oficTojamy d )

Hexka cy makcumanHe Op3uHe KpeTama Urpada @, U @, W Heka je @, # o,. Kana Ou

ce Urpayd KpeTaay UCTUM Op3nHaMa, MOrJIM OM Ja MM 3aMeHUMO Mecta. [IpermocraBumo na
cy o0a urpaya uzabpaia Mo3uTHUBaH cMep KpeTama. ObenexxnheMo HajMame BpeMe OTPeOHO
Jla ce UTpaydy CPETHY ca

o, + @,

[MocToju jemHOCTaBHA acMMETpHYHA CTpaTeruja 3a urpade: [pyru urpad Mupyje J0K
npsu urpau nperpaxyje (WFM ctpateruja). OBa crparervja aaje Hajioliuje pesyJTare:
o4yeKknBaHO BpeMe cycpeta je (d /w,)(1+ ) a urpaun he ce curypHo CpecTu HajKacHHUje 3a
(d/ @)(1+27) BpemeHa.

Jlema 5.1: TlocToju crpaTeruja koja mrpadnma omoryhyje ma he ce cpectu HajkacHHje 3a
t,(1+27) Bpemena. HaBenena ctpaTeruja ce 30Be cTpaTeruja ,,ipuiby0JbeHUX Kpyropa® (eng.

kissing circles) u rapanTyje ouekuBaHo BpeMe cycpera of ¢, (1+ 7).

—

Cnuka 5.2 (Ctpareruja npusbyO/b€HUX KPYTOBa)

Jlokas:
Heka cy nytame urpada onvucane Ha Ciunu S.2.
1

,» kpehyhu ce mnpaBoluMHMJCKM Ka ceBepy, Ipenasu oicrojame d, =dw, /(@ +®,), y
TPEHYTKY ¢, =d, / @, Mema HaYMH KpeTama TaKo IITO MOYNbE Ja KPYXKH OKO CBOje MOYETHE
nosunyje. Cmuuno, [, ce kpehe mnpaBonuHuUjckM Ka Jyry mnpenasehu ofcrojame
d,=dw, /(w, +®,) na 6u, y TpeHyTKy ?, =d, / @, 104e0 Oa KPYXKH OKO CBOj€ NOYETHE
nosuuyje, kpehyhu ce takohe y mosuruBHom cmepy (d, +d, =d). Y TpeHyTKy t=>t, i-Tu
urpau je mpemao yrao ¢, =(w,/d.)(t—t,). ObGenexumo ca ¢, MO3UTHBaH yrao usmeby
MOYETHOT TpaBlia KpeTama [, U MpaBlia Ha KOMe Cy Ce UIrpadd HAJIA3WIN Ha TOYETKY urpe (Ha

ciui| 5.2 je Taj yrao oceHueH). OuurienHo je aa je yrao usmMel)y moueTHOT mpaBlia KpeTama
urpada /, ¥ mpaBlia Ha KOME Cy Ce UIpadd HaJla3WiIM Ha MOYeTKy urpe takohe ¢, . Kaxko je

o /d =(o +o,)/d cneqn na he 0ba urpada mpenasuTé HCTH Yyrao y CBaKOM TPEHYTKY,
OJHOCHO yrao ¢, no TpeHyTka ¢ =(1+¢. )d/(w, +w,) xana he ce KpyroBu DOAUPHYTH.
[Iponiemeno Bpeme mpeicTaBiba HajJIOIH]j€ OUEKHMBAHO BPEME.
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Teopema 5.2: CrpaTteruja npusbyO/beHUX KPYroBa CaApKU ONTHMAIHO MaKCHMAlHO BpeMe
Tpajama Urpe, Kao U OYCKUBAHO BpeMe 3a MpoOJIeM cycpeTama.

Joxkas:

XKenmmo ma mokakeMo Ja He IMOCTOjU cTpaTeruja koja he oMmoryhutu Bpeme cycpera Mame 01
t,(1+27) ogHOCHO OuYEeKHBAHO BpeMe cycpera Mame of t,(1+ 7). IlpernoctaBumo ga cy
koopauHare /, ¢puxcupane u 1a ce I, xpehe Op3uHOM o, + w,. Heka ce npBu urpad Hajiasu y

KOOPIMHATHOM IOYETKY a JApyTu urpad Herae Ha kpyry C momynpeuynuka d . Jla 6u ce npBu
urpad cpeo ca APyruM, IpBO Mopa Aa npehe onacrojame d Kako OW J0IIa0 A0 KPYKHHUIIE, a
3aTUM JIa OMHIIE KPYT OKO CBOj€ MOYETHE MO3MIIMje KaKO OM MpeTpakuo cBe Ttauke kpyra C.
Jlakie, yKyIHO BpeMe noTpeOHo na /, npeTtpaxku cBe Tadyke kpyra C je:

t=(d+2dr)/ (0 +w,)=d(1+27)/ (0, +®,)=t,(1+27)
[MperpaxxuBame kpyra C ce MOXKe H3BPIIUTH y CMepy Ka3ajbke Ha caTy Kao U y
CYIPOTHOM CMepy Te je ouekuBaHo BpeMe cycpera d(1+7) /(o + w,) =t,(1+ 7).

5.2. HUrpa ca orpaHnYeHNM pecypcuma

Hexka cy urpaun y ayTy M Heka Cy OTpaHHYEHH JY>KMHOM ITyTa KOjU MOTY ja mpeby.
ChauyHO Kao KOJ jeJHOJMMEH3UOHAIHOT TpoliieMa, i-TH UTrpad MOXe Ja Mpesia3d HajBUIIe
pacTojame f, mpe Hero wWTO ocraHe Oe3 ropupa. llusp mpobiema je na ce MaKCHMU3Yje

BepoBaTHOha na he ce urpauu cpectu mpe Hero mro 00oje ocTaHy Oe3 ropuBa. Y HACTaBKY
heMo mpuka3aTu CTpaTerujy Koja iMa ONTUMAITHY BEpOBaTHONY cycpeTa.
Jlema 5.3: Ilocroju crparerujcku map s =(s,,s,) TakaB Ja je BepoBaTHoha cycpeTa 1Ba
urpada (mox ycioBoMm 1a je f, + f, 2 d) jeanaka min{(f, + f, —d)/2xd, 1}. YcnoB na he
nmohu 10 cycpera TMOBJAaYd Jla HAJIOIIMje OYEKMBAHO BpEME CyCcpera MOXe OWTH
max{f, /o, f, / w,}. Axo je {fj /a)j > f,/ @} Taja je O4eKUBAaHO BpEMe CycpeTa:
(7 o)+ (f] @) ~dt,
T*= 2(f;+f,—4d)
(f, - fi+d)/ 20, , MHaue

, filw >t

Jokas:
Hexka je ¢, = (f, /w,) > (f, / ) =t,. Oba urpaya cy ycojuna kissing circle crparerujy

0 K0joj ce Kpehy cBe IOK i-Tu Urpad He octaHe 0e3 ropusa (TpeHyTak t;). Kaxemo na he ox
TOT TPEHYTKa Mrpay [ MUPOBATH HA MO3ULMJH s, (Z,) .

V TpeHyTKy ¢, Wrpad j Mema CBOJy CTpaTerujy, Ila yMecTo Ja Kpy»KH OKO CBOje
noverHe mosuumje s,(0) mo kpyry pammjyca d;, OH CBOje KpeTarme HACTaBjba IO KPYyry
paaujyca d ca UEHTPOM y Tauku S* =5 (0) +s,(7,) —s;(0) (Cimka 5.3).

Axo je f, >d, Ha mpumep, ¢, >t, n 00a urpada cy seh 3amouena crparerujy kissing circles

Kajaa je i-Th urpad octao 6e3 ropuBa. To 3HAYM Ja je HA OCHOBY KOHCTPYKIIH]jE CTpaTeTHje
kissing circles:

s, )= 5% =|cs, ) —5,00) - (5,2) = 5,(0))
=|s; @) =5, +s.(t) = 5,00)|=d, —d, =d
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Jlakiie, HOBH KpyT 110 KOME j-TH HIpay HaCTaB/ba KPETambe MMa HCTy TaHTEHTY Y Ta4kH s, (f,)

Kao ¥ KPYT IT0 KOME j& 3aIl04Ye0 CTPaTeTHjy NPHIbyOJbEHUX KPYTOBa.

Axo je f, <d, Tanma j-Tu urpau HacTaBJba Aa ce Kpehe 10 NpaBoj JMHUJU CBE JOK yKyIaH
npeheHn myT 3a 00a Urpaya He JOCTUTHE BPETHOCT d , a 3aTUM MEHha HAUYWMH KpeTama TakKo
LITO TIOYMELE J1a KPYXKU 0 KPYry IMoJynpeuHuka d ca neHTpoM y tauku S*. Kako je j-tu
urpad npemao myT IyXuHe f,@,; /@, 3a BpeMe f,, a i-TH pacTojame f;, IIOYETHO PacTojarme
usmely urpaya y TpeHyTky ¢, usHocu d — f(1+ o, / o).

Heka je C kpyr pamujyca d omucan oko Tauke s;(0). Ako ce urpaum HUCY Cpenu [0
TpeHyTKa f, Taja ce i-TW urpad Hamasu y Tauykd C+s,(f,)—s,(0), 0OIHOCHO Ha Kpyry

panujyca d ommcaHor oko Tadyke S* Kkoju j—Tu wurpaud mnperaxyje. KonauHo, ako je
2zd > f, + f, >d, omnucaHa cTpaTeruja rapaHTyje CycpeT Ha Kpyry ca BepoBaTHOhoM

(f, +f,—d)/2xd, mro je u tpebano nokaszaru. Caza nocMaTpaMo CKyI MO3MLHUja Yy KOjUMa
MO3Ke JIohu 10 cycpeTa. Y Hajropem ciy4ajy, y TPeHYTKY ¢, = f; / @, u j-Ti urpad ocraje Oe3
ropuBa. Jla Ou oapeqiii OYEKMBAHO BpPEME CyCpeTa, IPBO MOCMATpaMo CIy4aj y KoMe je
t,>t,. Toxom Bpemena f —t,=f /w —t, 00a wurpada yKymHoM Op3MHOM @), + @,
nperpaxyjy Jyk kpyra C m mpenase YKynmHy JyXKUHY O [ =(w +®,)f,/® —d, IOK ce
OCTaTak BpeMeHa caMo jeiaH urpad kpehe opsunom @, . IlyT koju apyru urpad caja npenasu

U3HOCH [, = f, - f,0, / @, . HaBesenu nogaun Ham J1ajy OYEKUBaHO BpeMe CycpeTa:

td+til+ti+tjl [td+j;j£]pia)i+Qf J{erfJ[f f j
2 ' 2 “ @ @Y

) 2+ fy—d)
ey e,
B 20/, + f, —d)

Cama nocmarpamo ciydaj Kaja je ¢, >f. J-TM urpad Jojlasd OO0 Kpyra 3a BpeMe
t,—(d—-t(w,+®,))/ o,. Kpyr nperpaxyje Op3sHHOM @; TOKOM BpeMeHa t;. OUYeKHBaHO

BpeMe cycpera y TOM CITy4ajy W3HOCH:

0)+0) ' _ ) i
t+7_f- tj L-}-i_i_i_i_i
po @ w0, ! o o o o o f-f+d
2 2 20.

Cnuka 5.3 (Crpareruja 3a ﬁfpy ca OrpaHUYCHUM PECypCHMa)
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5.3. IIpobGnem cycpeTrama ca HEO3HATUM MOYETHUM PACTOjabEM

[Ipe Hero mTO MPUCTYNMHUMO pellaBamby MpodiemMa ca KOHAYHUM CKYIOM HOYETHUX
MO3MIIMja, HampaBMheMO KpaTak OCBPT Ha CHTyalldjy y Kojoj obOa wWrpada He 3HAJy
BepoBaTHONY ca kojoMm ce oapehyje muxoBo modetHo MmehycoOHo pactojame d. Kao m y
MPETXOAHUM ClTydajeBuMa, Moryhe je nmpeBectu mpo0ieM cycpeTama Ha CTaHAapIHU poosieM
Tpakemwa. [Ipobrem Tpaxkema je pelieH 3a jeTHOAMMEH3MOHAIHH CIIy4a] KOjU Cy MpOoydaBaiu
Beck v Newman. Onuc u nedunuimja npodiema ce Mmory Hahu xox Gal-a [18].

[IpBo hemo mnpeTmocTaBUTH Ja MOCTOjU HE-HYyJa paiujyc nerekuuje r, r<d.
OueknBaHO BpeME CycpeTa MOXKEMO TPEACTaBUTH Kao (yHKIHU]Y on d , 003UpOM J1a CMO
OYEKHMBAaHO BpeMe cycpeTa 3a 3amato d Beh oxpenunu. Ako ca L, 0OEIeXUMO HajMame

BpeMe MOTpeOHO Ja ce urpadyd uuje je mehycoOHO ojncrojame d CpeTHy, Taga OYEKHBAHO
BpPEME CycpeTa 3a HElo3HaTo d MoxkeMo 3anucatu kao (1+¢&,)L, (&,; Texu HyaHM Kako d

pacte), Anderson u Fekete [12].

Cmuka 5.4

Ha caumm 5.4 mpukasana je momyKpy»Ha CIHpajia, OJHOCHO TPajeKTOpHja Tpakema KOjy Cy
Anderson u Fekete [12] npeanoxuim ka0 aCHMOTOTCKH ONTHUMAHY 3a HaJJIOMIMjH CIIy4aj U
oyeknBaHo BpeMme. Ca MOYETKOM y KOOPJMHATHOM MOYETKY, TPajeKTOpHja Ce€ CacTOju W3
HOyKpyroBa mnoiynpednuka r, 2r, 3r,.. Pacrojame wm3melhy cBaka aBa y3acTorHa
TOJTyKpyTa U3HOCH 27 .

Jlako ce BUAM Ja ce CBakW /€0 (OCMM CKyIla Tauaka Mepe HyJa Koje ce Hajla3e Ha
MBHIIaMa TOJYKPYToBa) MO OBAKO OMKCAHO] CTPATETHjH Mpefa3u caMo jeaHoM. [Ipenakemem
pacTojama L TIpeTpaxkyjeMo mpocTop BemmumHe 2rL —zr>. OBO HaM TOBOPH 1a HaM je
NOTpe6HO [a IPeTpakuMo HajMame npoctop (7d” —zr’)/2r na M HPEeTPaKUIM CBE TAauKe
y OKBHpPY paamjyca d . JacHO ce BUIM Jla C€ TPajeKTOpPHjoM OOJMKa TOIYKpPYKHE CIHpase
peTpayje Kpyr moiynpedHuka d , ok ce mpenasu pacrojame (7d” +O0(d))/2r (= u/ p).
Opnasze cnenu 11a je 0Ba TPajeKTOpHja aCHMITOTCKU ONTHMAITHA.

[Torpeba 3a OBOM acCMMNITOTCKOM ONTHMAIIHOMINY KOJ CTpaTervja He MPOHM3WIA3U U3
yCIIOBa Jla MOJYKPY’KHA CIIUpasia He MPeTpaxyje HU jeJHy TauyKy ImpocTopa JaBa ImyTa, Beh u3
YHILEHUIIE /1A j€ MPOCTOP KOjH Ce MpETpakyje BUILE MyTa 3HATHO MAaU y OJHOCY Ha JTy>KUHY
npehenor myrta. boseu pesynTar ce Moxke mocTuhu ako ce yHarpes 3Ha KOJHKO je TIOYETHO
pacTojame d.

Ipumep: Heka je d =3r, r — paamjyc ACTEKIHje, CHpaia KOjy CMO HaBEJH Ipea3u
pacrojame 677, a cTparerdja y Kojoj OM MpBO MpeEa3uid pacTojame 27 a OHJa OMHUCATN

KpyT TOJYNPEYHUKAa 27 OKO MOYETHE TO3WIHje TpeCcTaB/ba 00Jbe pelIekhe 003UpoM Ja je
yKyTiaH npehenn myT ayxune (2 +4x)r (cnuka 5.5).
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Crnuka 5.5 (Ilperpara Ha Kpyry MOJyNIpEeYHUKA 27 T/A€ 7 TPEICTaBIba PaIujycC
JETEKITH]e)

5.4. Cycperame ca IO3HATHM ITOYCTHUM ITO3UIIH]jaMa

[IpernocTaBuMoO 1a Cy nara [Ba urpada, /, u /, W jJa je mModyeTHa MO3UIMja MPBOT Tauyka
O =(0,0) nok ce 3a CKyIl MOYETHUX MO3UIM]A APYTOr y3uMa cKyll ¥ ={y,,V,,....,),} KOJH je

koHavyaH. Llusp urpe je MUHUMHU3ALMja HAJJIONIMjer BpeMeHa MOTPEeOHOr 3a CyCper.
[IpernocraBumo na Beh mmamo Hajkpahy mytamy koja moiasu u3 O(0,0) u oOumnasu cBe

Tayke cKymna Y. MokeMo moBe3aTH pelieme OBOT MpodiieMa ca MmyTakbOM TProBayKor MyTHHUKA
C THIM JIa Y OBOM CJIy4ajy HeMa norpebe 3a BpahameM y MoveTHy IMO3UIIH]y .

IIpernocTaBuMO aa Cy Tauke CKyma Y oOenexeHe Tako Ja MX Hajkpaha myTama
nocehyje no cienehem penocieny: mpBo y,, a 3aTUM ), , Ia ), U TaKo Jajbe A0 TadyKe Y, .

Heka je a; Bextop koju nedunnmiemo Ha cienehu vaund a, =y, -y, ,, j=2,3,...k 1 Heka
e a =y.
Jlema 5.4: Heka je ctpareruja I, nedunucana Ha cienehu Haunn: /; ce kpehe y npasny a, na
01 3aTMM HACTABHO y MPABILy g, ¥ TAKO PeJIoM JIo pasl@ a, (y mpasly a; ce kpehe 3a Bpeme
|a, | /(@ +@,)). Crpaternje I, y K0joj ce OH Kpehe mo MCTOM MpaBuiIy Kao [, aiu ca
CYNPOTHOM OPHjEHTAIINjOM, MUHIUMH3Y]j€ HajJIOIINje BpeMe MOTPEOHO 3a CycperT.
Jokas:

[Tocmatpamo HajjeaHOCTAaBHHjU clieHapHo: Heka je kperame urpava 103BOJBEHO CaMo

10 JIMHUjaMa jeIMHUYHE KBajapaTHe Mpexe (/1 je obnmuka jequHUYHE KBaJpaTHE MpPEXKE),
Op3uHe Wrpauda jeAMHHYHE @, = @, =1 a Tauke CKymna Y 4BOpPOBU jE€AMHUYHE KBaJpaTHE

mpexe. IlomTo je mouetHa mosunuja I, tauka O, mpernoctaBuheMo Ja cy MOTEHIMjaIHE
noyerHe nosunuje /, Tauke ckyma Y koje cy Ha mapHoM ozacrojamy ox O. Ha oBaj Haunmu

KEIUMO Ja M30erHeMO CUTyaldjy Ja cy ce urpaun mMumounuid. Kaxkemo ma ce cycper
JIOTOJTMO OHOT TPEHYTKa Kaja ce o0a urada Hajlaze Ha UCTOj MO3UIMUjU. Tadyke Koje Cy Ha
MApPHOM OJICTOjamy JePUHUIIEMO Kao CKYII Tauaka ca cienehom ocoonHoMm:
{(a,b), a+ b je mapaun 6poj}

[IpernocraBuhemo, kao paHuje, 1a Hajkpaha myrama u3 Tauke O, koja mocehyje cBe Tauke
ckyma Y, mocroju M jAa ce uBOpoBH IHocehyjy mo cieneheM pemocieny: V,,Vy,.....V; -
Hedunummmo 3ato ca p(a,b)(¢t) Hajkpahy myTamy Ha jeIUHHUYHO] KBAJPATHO] MPEXH KOja
noBesyje Tauke a u b (t €[0, d(a,b)], d(a,b)- Hajkpahe pacrojame usmehy Tayaka a u b ).
ITpernocraBumo na jex, =0. Jlebunummmo crpareruje urpada: I, IpBO CIEAU IyTamby
p(x,,y,) na 6u ce y TpeHytKy t, =d(x,,y,)/2 Hamazuo Ha mo3umuju x, = p(x,,y,)(¢,),

3aTUM ce kpehe myTtamoM x, — ), + p(),,),) cBe 10 TpeHyTka f¢, =t +d(y,,»,)/2 U TaKo
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nasse. Y TOKy i-Te (aze, [, mae y mpaBlmy myTame Xx,—y,,+p(y.,,y,) nAa Ou 3a
=1, +d(y,,.y,)/2 6u0y TaKE X, =3, -y, + p(y,.¥)(t, ~1,,). Y Mehyspeveny, 3a
CBaKO i [, TpaTH IpyTy MOJOBUHY myTawme p(y, ,,V;). [Ipema Tome, I, ce kpehe no myTamu
p(0,»,)(d(0,y, —1)), 3a Bpeme ¢ €(0,7,) a 'y cBakOM TpEHYTKY f € (f;,¢,,,) CBOje KpeTame
Hactassba y nipasuy (d /dt)p(y, .,y Nd(y;,y;)—1) (cauka 5.6).

JacHo je nma ommcaHu map TpajeKTopUja HE U3Ja3u ca KBaapaTtHe Mpexe. [IpuMernmo

Ja Cy, 003UpOM Jia Cy CBa pacTojama MapHU MPUPOIHU OpPOjEeBH, CBH BPEMEHCKH TPEHYIIH
f,t,,...,1, Takohe npupoaHu OpojeBu. Jlakie, ako je MyTama Urpada y TPEHyTKy ¢, Ha MPEKH,

TO 3Ha4M Ja je TadKa X; YBOp MpEXe, a Ofarie Clequ Ja je U Tauka X, —y, , + p(V, ,,,)
Takohe 4Bop Mpexke. TpajekTopuja 3a I, ocTaje Ha MpeXu. AHAJIOTHO MOKa3yjeMo Ja je U
TpajekTopuja 3a [, Ha Mpexu: y cBakoj ¢asu j [, ce kpehe mno myTamu
p(y, .y )Nd(y,,,y,)—t) a KaKko je CBaKHM TpeHyTaK t, mpupojaH Opoj, I, ce Ha Kpajy cBake
(aze HaNa3u Ha YBOPY MpEXe.

g :

Ys Ys

12 ®.

Y
ﬂ Ya Yo
@
Yy
X=Y2
) @ O
X=0 X=0 X=Y1

Cnuxa 5.6 (monoxaju urpada y TpeHyiuuma 0, ¢, u t,- crapu Mojoxaju cy o0eNeKeHn
IIPBEHOM a HOBH JKyTOM 00joM)

Ocrano je jom Jga MOKaXeMO Ja Ha OCHOBY OIMCaHE CTpaTeruje, Urpaud MHHUMU3Y]Y
MaKCHMAJIHO BpeMe MOTpeOHO 3a cycpeT. AKO IPEeTnocTaBuMoO 1a je [, (pUKCHpaHU Urpad u

na ce I, xpehe mo myramu KHHECKOI NOIITapa, Tafa I, IMpena3u YKyIHO pacTojame Of
k-1

d(0,y,)+ Zi:l d(y,,y,,,) (monoBHUHA MyTame KHHECKOT MoluTapa). AKo ce /, Halaszu y TaukH

y;, Oyxuna npehenor myra je d(0, yl)—i-z;zd(yl., ¥..,). Ca npyre crtpaHe, kopuctehu

OIMCaHE CTpaTeruje 3a MOOMIHOI /,, CycpeT urpaya, ako ce /, Hamgasu y Tauku y,, he ce

JOTOUTH y TPEHYTKY ¢, y TauKH X,, aKo ce /, Halla3u y Tauku y, Tajaa he ce oH y TPEHYTKy

¢, HAJIa3UTH y TaYKH X, — ), + V,, I1a he ce CycpeT NOTOAUTH Y TPEHYTKY ¢, y TaUKH X, U TaKO
penom. Cycper usmely [, u I, Koju je y Tauku y, 6uhe y TpeHyTKy 7, = z:d( Vi Vi) /2,
OJHOCHO YKymHHO mnpeheHo pacrojame 3a [, he m3HocuTH Zj:d (¥:»¥,,,)/2 mro 4uHH

MIOJIOBUHY pe3yJiTaTa J100MjeHOr MyTamhOM KMHECKOT MOIITapa

Jlema 5.4 Baxu y ciaydajy Jla UTpadyd KOPHCTE UCTH T0jaM OpHjeHTalrje. ¥ HacTaBKy hemo
MPETHOCTaBUTH Ja ce Urpadyu Kpehy jeAMHHYHOM Op3MHOM M Ja je MOoJpydje Ha KOME ce
HaJla3e jeJMHUYHA KBaJpaTHAa MPEXa.
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Hexka je ckyn Y ={(1,1),(1,-1),(-1,-1),(-1,1),} . IIpernocraBumo xa je /, y Tauku O a
1, y Hekoj of Tayaka ckyna Y. Jlakie, o0a urpaua 3Hajy Ja c€ Haja3e AUjarOHAJIHO jeJaH O
IpYTOr alii He 3Hajy MpaBall Ha KOMe ce Haja3e (HEOpHjeHTHUCaH ClIy4aj, Cuka 5.7).

[y

(-1}1) y y (1;1)

A
®

< i

(_19_1) (15_1)

Crmuxka 5.7 (ITpoGiem cycperama Ha MpEXH, HEOPHUjSHTUCAH CITy4aj)

Ha ocHOBy KoHCTpykuuje ckyma Y BHIUMO Ja Cy IHOTEHUUjadHE Mo3ulMje 3a [, NapHU

YBOPOBU M JIa CMO M30erim MOTYhHOCT MEUMOMJIAXeHma. AKO MPETIOCTAaBUMO Ja C€ WUTpadu
MOTY CPECTH Ha JIYKOBHMa, cjeau Ja he ce cycpeT JOrouTH y HEKOM TEePMUHY KOjHU HHjE 1I€0
0poj mTo je Hemoryhe o03UpoM J1a Cy UTpadyd Ha IMAPHOM OCTOjamy M Kpehy ce JeTMHUIHOM
Op3uHOM. Jlakie, CBH CyCpeTH, ako ce J0rojie, MOry OUTH jeTUHO Y YBOPOBHUMA MPEKE.

Teopema 5.5: Ctparerujcku map, y kome o0a urpada mpou3BOJHHO OWpajy jedaH Ol YETUPH
mpaBLia 3a ceBep a 3aTuM Oupajy crpareryje ,,C3JJUUCC* u ,,CICJCICJ* (C — ceBep, U —
UCTOK, 3 — 3amaj, J - jyr), MUHUMH3UpA OYEKUBAHO BPEME CyCpeTa.

Hagenenu crparerujcku nap je mosnatuju kao A-F crpareruja (Anderson — Fekete, cnuka 5.7)

Jlokas:
[Ippo hemo nedunHcaTé opHjeHTanMjy Ha mnoapy4yjy I/ Tako mTo hemMo YCBOjUTH
OpHjeHTanujy mpBor urpada (0e3 o03upa Ha TO Ja JU j€ HEroB Mpasall ,,ceBep™ 3ampaBo
,,FCTOK", ,3amaa’ wiu ,,jyre). pyru urpad uma 4 noteHuyjajgHe NO3MIMje U U3 CBaKe O] THX
MO3MIIMja MOXKE Ja KpeHe y 4 pa3nuuura TpaBlia, Aakjie ApyrH urpad mMma 16 moryhumx
ctpateruja. [ToHoBo hemMo KOpHCTUTH MOjaM areHTa u pehu na Apyru urpad uma 16 arenara a
OYCKHMBAHO BpEME padyyHaMO Kao BpeMe KoOje je TOoTpeOHO /1a MpBU UTpad CPETHE CBUX 16
arenara (Cnuka 5.8).
Cycper [, n 16 arenara /, ce oasuja no cienehem npasuiy:

2cycperazat=1,3 cycperazat =2, 1cycpersat =3,

3cycpera3at=4,1cycpers3at =35, 3 cycperazat =06,

I cycper3at=7mu2cycperazat=_.

(1-1) (1.-1)

Cnuka 5.8 (Ctpareruje urpada 3a npo0jemM cycpTama Ha MPEXH)
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[IpencraBuhemo memy cycpera y cBakoMm TpeHYTKy ca (2,3,1,3,1,3,1,2), 1o0ujeHy Ha OCHOBY
OIIMCAHOT TIapa cTpaTeruja. Y HacTaBKy heMo MOKa3aTu Ja HH jellaH map CTpaTeruja He MOXKe
noctuhu 00sbe pe3yaTare ¥ CaMUM TUM JIaTH Mamke OYEKHBAaHO BPEME CyCpeTa.

IIpBo, OMI0 KOjU cTpaTerujcku map, He Moxke Ja obe30enu aa ce y jeIHOM TPEeHYTKY I,
cpetHe ca Bume ox 3 arenta /,. IIpernocraBumMo cynpotHo: Heka je y HEeKOM TpeHyTKy ¢ [,
cpeo Bume ox 3 areHta [,. Ako je I, cpeo areHTe y HHXOBO] IIOYETHO] MO3ULUjH
pas3iuKyjeMo cutyanuje y kojuma je /, ¢puxcupan uiam moounas. Ciyuaj kana je I, duxcupan
onmbaryjeMo 003upoM 1a cMo panuje pexm 12 WFM Hukana HHje onTHMaiHa CTparerwja.
Kako je I, cpeo areHTe y BUXO0BO] IOYETHO] MO3ULMJU CIEIH a MOXKE Ja CPeTHE HajBulle 4
areHTa Ha TOM MECTY, aJli 003UpOM J]a CMO MpeTIoCcTaBuIN Aa ce [, kpehe, cienu aa cy cBU
TIOMEHYTH areHTH MOPAaJH Jla Ce BpaTe y CBOjy MOYETHY MMO3UIHM]Yy W3 PA3IMYMTUX IpaBaria,
IITO HAM TOBOPH Ja je [, mpe Tor cycpeTa MOpao Jia CPETHE jeIHOT Of HUX H J1a 3ajelHO ca
HBHM CPeTHE IpeocTaja Tpu areHra. Jlakie, 6poj cycpera y MOYeTHOj MO3ULUjH [, MOXKe OUTH
Hajumre 3. [IpeTnoctaBUMO cajia 1a ce CycpeT AOTOJUO Y MOYETHO] MO3UIMjU /,. AHAJIOTHO
IPETXOIHOM JI0Ka3y, 1a Ou ce cycper [, u Bume ox 3 arenra /, noroauo y Tauku O, I, 6u 10
HBe Mopao Johu 3ajesHo ca jeqHuM areHToM /,. Ha ocHOBY moueTHux nosuiuja /, jacHo je na
Ce CyCpeT ca BHINE O] 3 arcHTa, 4dje MOYETHE MO3HUIMje HHUCY MCTE, HE MOXE OCTBAPHTH.
M3BoauMoO 3aKkibydak Ja je TPOCTPYKH cycpeT Moryh camo y MOYeTHMM MO3HLUjaMa WM 1,
win [,. HakoH TpocTpykor cycpera, I, HacTaB/ba CBOjeé KpeTame II0 HEKOM YHarpen

oapeheHoM mpaBiy a Kako je Beh cpeo TpW areHTa, Ha TOM MPAaBIy OH MOXE CPECTH jOUI
HajBUINE jeAHOT areHra. Jlakie, TPOCTPYKH CYCpeT NpEeTXOAW jeAHOCTPYKOM cCycpery. Y
IPBOM TPEHYTKY, /, MOXKe HajBHIIE Ja CpeTHe 2 areHra, Ila Haml oOpasal] cycpeTa Mopa Ja
caJpku 2 Ha MOYeTKy a 3atuM Hu3 (3,1) koju ce MoHaBJba, U Ha Kpajy oOpacua ce mMopa
nmoHoBo Hahu 2, na 6u ykynaH Opoj areHaTta OO JeJbuB OpojeM 4 (Opoj areHaTa KOju Imoias3e
U3 wucrte mnoueTHe mno3unuje). [lakie crparteruja, 4Mju je oOpazal cycpera o0O0JMKa
(2,3,1,3,1,3,1,2), je ontumanna. Kako cTpateruja xojy cMo MpeacTaBUIN 3aJ0BOJbaBa JaTH

o0Opasaii, clie/id 1a OHa MUHUMH3Hpa MAaKCUMAaJIHO BpeMe CycperTa.
V HactaBKy je mata Tabena (Tabenma Op. 5.1) Koja caapku Bpeme cycpera I, ca jeaHuM

oJ areHata /, y 3aBUCHOCTH OJ] TIOUYETHE Mo3uLje /,, O BeroBor u300opa mpasia KpeTama 1
on nmapa crpareruja (1, 1,) = (,,C3JJMUCC*, ,,CICICIJCI*).

Tabena 6p 5.1. (Bpeme cycpera [, ca jeqHum ox areHara /, y 3aBUCHOCTH OJ HbETOBE
MOYETHE MTO3HIIN]C)

1,- »C3JJUACC*

1, - ,CICICICI* C U 3 J
(€H)) 8 8 8 7
(-1,1) 2 1 2 2
(-1,-1) 3 4 4 4
(1,-1) 6 6 5 6

Omnucanom crparerujoM /[, he mpehu HajBume myT nyxuHe 8 ok he ouekMBaHO Bpeme

cycpeTa 3a OIMCaHU Map CTpaTeruja M3HOCUTH:
T*_1-2+2-3+3-1+4-3+5-1+6-3+7-1+8-2
16

=4.3125
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MoskeMo IPUMETHUTH J1a je cTpareruja I, ,,KpyXKeme  OKO CBOje MOYeTHE MO3UIje U Ja OHA
1
OJroBapa CTpaTeruju Kojy cMo 3a [, mpeAcTaBUIM y moruasipy 5.3 (ciaydaj kaja je [, 3amcra

KPYXXHO OKO CBOje IOYETHE MO3Ulje). Y OBOM IpUMeEpy Kpykeme Huje moryhe o03upom na
je KpeTame JI03BOJHEHO CaMo T10 JIyKOBHMA jeIMHUYHE KBaJpaTHE Mpexe, ITa MoxkeMo pehu na
j€ OBa omMcaHa cTpaTervja anpokcuMalyja cTpaTeruje onucase y nornasiby 5.3. [Ipumep u3
5.3 je ka0 MpocTop MpeTpaxkuBamba UMao KPyT nonynpeyHuka d =37 (r — paaujyc AeTeKIHje)
a omnTuUManHa cTparerdja I, je Owia Ja ce NMOMEpPH 3a pacTojame 27 O] CBOje MOYETHE
MO3MIIMj€ a 3aTUM J1a KPY>KU OKO e (ciuka 5.4) npenasehu ykynHo ozcrojame on (2 +4x)r.

butHO je HarnacuTH 1a ce oBa ONTHUMAaJIHA CTpAaTeruja Moxe npeactaBuTu kao MWFM
CTpaTeruja: MpBH Wrpad ce Kpehe onTHMaiHOM TpajeKTOpHjoM, OK Ce€ APYTrd urpad y
onpeheHrM BpPEeMEHCKMM TpeHyLHMMa IOMepa M3 CBOje MOYeTHE MNO3MIMje ca LUbEeM Ja
MIOMOTHE y Tparamy. AKO Ha TOM IIyTy HE CPETHE MpPBOI Urpaya Bpaha ce y CBOjy MOUYETHY
NO3MLIM]Jy, OHOBO y ojpel)eHMM BpPEMEHCKMM MHTEpBaJMMa y KOojuMa OM M NpBU HUrpay
Tpebaio aa mohe 1o me.
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6. 3AK/bYYAK

Buzenu cMo 1a y 3aBUCHOCTH OJ TOTa J1a JIM jeJIaH Mrpad el j1a Oyie npoHalyeH win He
MI0CTOje JIBE YHCTE CTpaTervje ApYyror urpava. Yecra je curtanmja Jaa HEKH Wrpad Mopa Ja
00e3ebe/in cTpaTerujy He3aBUCHO O] Tora Ja JiM JAPYTH XKelu aa capalyje wiu uve. Ha mpumep:
JIOTIOBH Cy C€ HAaKOH HEKe MJbauke pa3/iBojuiin. tbuxoB usb je caja Ja ce MOHOBO OKyIie (Kako
Ou MmoJeNTMITK 3apajly) a Ja uX Ipu TOM He mpoHalje monunuja. Jlakie, HCTOBPEMEHO Kene a
uX HEeKo mpoHahe aimu u ;a ca HEKOM Apyrom onemoryhe taj cycper. [IpoGmem ce moxe
MPOLIMPHUTH YBOleeM HEKMX HOBHUX Mapamerapa. Ha mpumep: 3a JiomoBuMa je OpraHn3oBaHa
noTpara 1 HyiJu €€ BCJIMKAa Harpajia CBAKOMC KO IIOMOI'HC Y lbHXOBOM XaIlICHbY. OBaj ImoaaTak
HaM TOBOPH Jia JIOTIOBH Cajia MOTY Jia BepYjy CBOjUM TO3HAHHUIIMMA WJIM TPHjaTe/bUMa TEK ca
HEKOM BepoBaTHOhoM p,. Ako ce Oyay Oyro 3aapskaBajid Ha HEKO] JIOKALUjH, MOCTOjH

MOTYhHOCT &1a WX JpyIM KOJU Ty JKHMBE NpHjaBe JOK, ca JpPyre CTpaHe, PU3UKYjy na Oymy
yxBaheHH MpUIMKOM Memama THX Jokanuja. [lonunuja, Ha mpuMep, MOXKe Ja UMa CTPaTeTH]jy
KOja C€ CacTOju y HaJaXemy HEKOr O] JIONOBAa WM CTpaTeTHjy Koja ce€ 3acHMBa Ha
HIOCTABJbAbY KIIOTKH.

Onucan mpobnem cy pemaBamu Owen u McCormick [26], ¢’TuM 1ga cy OHH
MPETIIOCTAaBWIIM J1a JIOTIOBU MEHajy CBOje JloKamuje ca oapeheHuM puszukoMm naa he mpu
IPOMEHU TI0JIoKaja OWTH mpoHal)eHW M Jla TONUIMja J00uja mHpOpMamHje O TOME Te Cy
HOCJICARHY Iy T OWJIM CMELITEHH aJIM HE M O TOME T/Ie Ce TPEHYTHO Haslase, OHOCHO KyJa Cy ce
YITy THJIH.

[Tonumuja Moke Ja MocTaBM KIIONKY JONOBMMA, TO JECT Ja MX YeKa Ha oapeheHnm
JoKarjama (HIp. Ha packpcHuIama). Hajehu 6poj 00jaB/eHHX pajioBa ce 6aBu pactoeioM
~cHare” momunuje [23], u oapehyje KOIMKO BpeMeHa MoiuiMja Tpeba Aa TpoBede y
nperpaxkuBamy onapehenux nokammja (ynuia, 3rpajaa), JOK C€ Majlo TOora paguio Ha
onpehuBamy mno3uiivje KIomnke (rae cadyekaTy JIOTOBe).

Y oBoM pany je u3HeT nmpobieM mpeTpare Ha JAyXu U OpojeBHO] mpaBoj. Bumenu cmo
Jla ce cTpaTervja Tpakemwa cacToju U3 HeMpeKUIHUX (QyHKIHM]ja KOjeé MaKCUMAIHUM Op3uHaMa
no HajkpahuM myTamama NpPETpaxyjy CBe MOTEHIMjaTHE Tayke JIPYror urpada HWiId ce
dopMupajy Tako 1a UMajy IPEeCeYHrX Tadaka ca CTPAaTEeTHjoM JPYyror Urpada 3a MITO Mambe f.
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