
Zoran Popstojanovic, asistent Univerziteta u Beogradu 

РЮМЕНА FILTER· TRAN8FORМACIJE ·· .. SLUCAJNE LEBESGUE-OVE 

МЕНЕ НА SLUCAJNA POLJA 

Doktorska disertacija i~ oblasti matemati~kih nauka 

radjena pod rukovodstvom profesora Dr Drago1juba 

Markovica 

Beograd,·Novembra 1963. godine 



'" - ------. . 

s у 

А D R ,Z Ј: 

"' "о 

1 DEO: OONOVNE ОООВIm:· u ВЈВЕМ S'!ISr,тт S'1'4CIONARNIH ;'3LU''':AJNТH 

PROCЫSA. -. • • • • о. • • • . • • • • • • • • • • • • • 

ТЈ DEO: KAI1A,KTERIZACIJA NEPR.EКIDNIH HO'v1OGE.NIH SLU'';AJNIH РОЫА. 14 



р R 1 .~ Е N А Jf 1 T~ Т 1!: R Т R .1\. N S F О R 
. , " -. . 

(;" IIАС I Ј Е 

С 
• 

s L U А Ј N Е L Е В ES G П F. О V Е о;. , . , - Е R 'Е ..... ЖА • 

w , .~ 
L U С А Ј N А Р О Т, Ј А. '.) 

P:!'edm.et naэее; l.'aG.a ви nepre..cldAa hQшоgеnа ,:;ll\cajna 1'01;1& uvedena 
u .I.'аdоviша ЯГ/\ОМ-э. 1 2. 1. по-а 13 1 1 Can[!;-Ce-Pej~a 14/, koja 
. pred$tav1jaju prirodno prosirenje ројта u sirem smц!lu stacionar­
nog nepEek1dAog slucajnog р.1'осева С1је ви o8obine detг.ljnQ pro­

uC6ne и monogra1'ijama Doob-a 1 $' 1.~о3АНоrs-~ /19./ 1 drUS1h. 

Ideja Z8. uvodjenje neprekidn1h homogenih sll1::ajnib ро1;}а i prv6 
njihovo tretiranje ва jednog O1'!teg stanovista insp1r1senj зu 

pot~'eba!Ja statisticke teorije turbulencije 1201. 
Nasa ,је ideja (ја u ovome radu pokazer:iO neke osobine neprekidnih 

homogenHl <.>lucajnih iJo1ja које ве йоЫјаји i>rimenom f'.ilter Ьгan­

sforlllacije па slt:,';ajnoj Lebe8gue-оvо;Ј meri која karakterise jed­
по takvo polje; najzad, prikaza6emo regularna neprek1dna Ьото-' 

gena slucajna polja рот06и 18te trans~ormacije. 
S obzirom da розtојi potpuns analogija izщеdјu оэоЫnа koje ве 

doЫjsju prlmenom fi1ter transf'ormacije Lebesgue-ove теге па u 
sirem эшiэlи stacionsrne э1исајnе 1'госеае, 1;;0 сето uprvomde1u na­
seg iz1aganja i'orшulisаti neke зЬауоуе koji зв odnose па ОУе . рго­

сезе i dati potrebne па!!}. defl.n1elje. . . 

Def'1nicije, 1. S1ucajnikomp1eksn1 proces{xt. t Е Т } је stac1ona­
ran u s1I-оkоlll эшiэlи ako SIl 1арunјеп1 sledeCi uslovi: 

(1.) .I{lxtJ2} « + оо za svako t Е- Т; 
.. (11) k~lalUona :ft1DkQli3a prосеsа.ш {xs+ti вј= R(t) ne 

za.visi od в. 
Preclzni је govore6i, и ЈНгте эшiэlи stBcionarn1 slucajni ргосее 

karakteri:.;Bn је nэ. slede61 nac1n: neka је {Ut , '- ""< t "'+ """} 
skup tгаnsfогmасi,ја koje во primenjene па э1uсајшт l1eliC1nama· nе­
k06 zatvoY'enog linearnog skupa. Skup {Utt - "" < t '" + оо }nBzlvace-
[[\0 Ј!гаD.Slасiоnоп' ;~Щ20m iz~metricnih prer31ikavanj, ·ako зи presli­
kаvanјэ. оуе f'a:ri1ije izometricns i ako .је ze. sva-ko!. 1 ! 

за tа<'щОМU do ДЗ .. ~luCajnu velicinu koja је jednaka па] i за vero­
vst!1oeom 1. :;;а и<) сето oznaeave.ti idвnticnu tl.'snsfоrшаСiјU а за 
U_t inverznu t;ran$f{)rma<:iju od Ut • 
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Na озnovи оуо;::;а. u sirem sUlislu stacionarni :o;lucajni procesuvo­
di эе роmоон slede6e de1'inicije: 
pefiniclja 1. Neka је I ПЬ'- СХ'..( t -+ .~ ј trans1aciona grupa izo-
metrickih presli~avanja а xt slucajna velicinaiz oblasti de1'ini­
sanosti date translacione y~иpe. 
Тайа је, sluc;ajni proces \Xt t t Е (- <х' •.. ,. C~)} • de1'inisan за 
Xt = UtX

O 
stacionaran u 'irokom smislu • 

. OI:Jrnuto, ""о је ~ X t .- '= < t -i- """} эЬаС,~оцагаn u sirokoill smslu 
эluсајni p.t·oces,to postoji odgovarajuc~ а :;rupa (translaciona) izo­
metricnib p.L'es1ikavanja takva аа је za эумо t ~ (-""'; +00 ) 

эа verova.tn06om 1 I xt=Utx
Q

• pri cemusu p:t'eslikavanja Ut de1'l­
дlэаца ца za.tvorenoj linearnojmnogostr;.1kosti prolzvedenoj slucaj­
niт velicinama ХЬ ' 

U цаsет izlaganju шl сето ае korlstltl uekad de:finicijo:n 1 а 

uekad nјеniт ekViva1entom - de1'inicijom 1: 
Za stacionarne :йи'~ajne procese dеf'lniэanе u 1. pretpostavlje.6e-

то da. БU nepI'ekidru, tj. аа zadovoljava.jl1 uslovl 

( ) (. 2' 
1 Нт!, IXt - Хаl т= о. 

-t -$-'>0 ' , 

Ubudte 6еаlO с\ nазес:: izlaganju za oznaku tIЋјеktоriје xt эlиса;ј-

ncg procesa upotrebljavati oznakl1 x(t). 

Za cvako def'ini"'ane kompleksne аАl1rэт smislu stacionarne з1исај­
nе prpcese кој! imaju оаоЫ.nи neprekldnosti (1), vazl reprezenta-

'. . - . . 
~ -1 

цје: 

(2) . ' x(t) =( ;2:Jii tл.d~С"l) , " . . . 
"" ре ~e 7( Ј...) . slucaJn1 proc •• sa ortogone1 niт рrirазtајima te.kav 

, '- - , 

" .d~4e . " , 
,:' ..".,t{t4,'у(Л )!2}= dJ'( А). . . 

. '.' P.r1.oV"ome је trajekt~ 7<'А.) procesa{y( /, ) Ј data:L'elacijom 

• (7(.A2.+0)+7(~-O) )/2-(1(\ +O)~i(.-1.1-o) )/2 = 
+Т 

1.1.m. ~ «e-2.7ilt,ll = 
Т->О<Ј-Т 

Relacija (2) predstavlja эреktrа1nu reprezentaciju kОЩРlеksаog 
stacionarnog в1исајЦОб ргосеЕа {xCt). b~(-OO,+,",,)} •• /:;/. 

. I . . . 
ПеК8. је {x(t). - 0<1 < t ,( с' ~ Ј kompleksan 11 slrea 

smis1u stacionaran slџсајni proces ва оsoЫnот (1) lspeftralnom 

reprezentacijom (2). 
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РоЈ. ,filter tL'э.nsfоrmаСiјоm procesa ix(t),- ,-,< t.( -! ""Ј t naziva-

6ето p:r'eslikaianje koje prevodl ~ x(t)j U novi ргосеэ ~x(t)j koji је 
- . - . 

de:1'inisan relacijom (preciznije,_ cije аи tL-ајektоriје date эа) 

(3) !(t) = ~. Ojx(t+t
j

) = ~~"" e2JiitJ(~ c
j

e 2Jiitj)- )dy( ;\), :)ri 

сети ј е и (3) jt( t) datobilo konacnom зUПIО;;,. bilo gL'lшј сот u зrеа­

nјет nizova ovaJ;:vih konacnih зита. 

StaV 1. Najopstiji ob1ik procesa (,;) dat ,1е relacijom 

(4) t(t) =j-!~21iit"с(.А )dy(A) 
, ... ~ - ' 

gde је О::С() рrОizvОl3,.nS!'ЈШkСiја - granica u srednjem konacnih 

зите oblika -~. c j e 2Ji1t;1., Ј. t;1. proizvoljna!'unkcija ш,еrlјivа u 

odnOGU па!. takV а .da је 

5'(0(А)1 2dF (Л.) ~~OQ. 
-"" 

.. Doke.z. -Па оэnavu <.,) sl~ida t>ostojl funkci.t< 

kojoj konve.rgira GUПlа па аеэnој stranl poslednje relacije. Kako 
је konvergenclja и (3) definisana kao konvergencija u srednjem 

kvаdrаtnош, sled.i da СС л _) ш.оrа da'bude шеrlјivо и odnosu E,.tj. 
t.. - ... 1", I С( ~) 12 dF( А) ~ -+- <!;)l>, 

s1l0 doke.zuje паЗе tvrdјlЩjе. 

]'unkc1.ju о".с( ) definlSaDUu (4) zva6e1lio 
maci.1~ g.e~j:!,j вan~ па procesu -tx(t)} ·tkoji је tretiran u defini-
ciJi 2.. ' . 

.. - . kompleksnom 
stav 2. sviща filter traDflfo~maciJa definisanaYna u sirem sш.islu 
stacionarnom slucajno!fi procesu ~x(t)J .. 11118 jezg1'o 1 svako jezgro 

odredjuje јednи filter tran;SfoI'll1ao.1ju koja ргеУod1 kompleksan u 
з1гет ::ia:.islu stacio~aran sИ1t5ајni procestx(t)}u isti takav· 

p1'oce5 tt(t)} , koji ispunjava 1 osobinu neprekidnostl. . 

Dokаz.Па osnovu definici~~ 2. 1 stavu 1. sledi. da svaka funkcl­
ја с".с(.А } ,. za koju је 

S'''''\с(.л )\2 d:F(A..) < -+ 0<1 

_ defini1:ie ;.:- u SiJ.-еш sm1s1u stac10narni slис.э_ јni ргосеэ {x(t) 1 
isti takeVproces Zjt(t)~ <18t ва (4). Prvi аео stavafjledi-nevo.,.­
sredno iz dеЗ:iniСiје:Сil.tеrtrsnвfоrDl.аСiје.'· 
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Pokazacemo sada Jrugi deo nasegastava - uslov (1) neprekidnosti 
nаэщ procesa{~(t)} koji је dobijenfi1ter trans:Гоrшв.сiјоm procesa 
{x(t~. 
lщаlllО • +~ -о • 

!~\~(t) _~(s)12]:::.S le2Jiit ,\. _ e2 jjis i'14c()..) \ 2dF ( СА ). 
На озnovи 06ОО1nе .i'llnkcije jEfzgrs с(.А ) date u stavu 1. sled1 da 

integral па desnoj strsa;l poslednje relacij-; tezi ka n!11i kada 
t - s "> О. OVodokв.zuje llв.Se tvrdjenje. 
Slede6istav karakterise korelscionu .f"nkCijH i spektra1nu funkci-, - - . . 

ји pr~esa{~(t) 1- _О. - _-. 

Stav 3. Za proces {!:(t) }dоЫјеnprimenощ t'ilter trentfformacije 
"komp1eksnog u ва.сет smis1u stacionarnogslucajnog procesa{x(t)j 

• 

vaze 81e~ece relaclje 

(5) R(t)=S-t"" e2J3:t<\~(A)1 2dF(A) 
-оо 

" .А - -._ 
(~) F(л) =i""IC<f)[2dF(/,), '. _ 

(R(t) је korelaciona funkcija proceBa~:2(t)} 
.funkcije process). 

spektl'lJlna 

Dokazt.. Sledi neposredno iz del'j ai,cije 1. i definicije .fl1ter 
transformacije procesa{x(t)}. • 

Ма osnovu poslednjeg s.tava izv1aoimo zakЉјuсkе da ве primenom 
filter transfromacije па kompleksan u sirem зm1з1u stacionaran 
slucajnlproces {x(t)} .UVOCs,va f1jegova spektra1 аз inten~ivnost 
za multip1;kativtJi f'skVorlc (л)f • хао i ;.юtrеЬan i dovoljan 
,Ја se.fi1ter transformacija procesa {x(tH svede па identicno 
presl1kavanje. Тај j.l51OV ,је С(.А ) Е 1. 

uэ1оУ 

Dalje,u nase,,' lz1eganju pod ројтот з1иСа јni proces роdrаZUПlе­
Уасето uvek komp1elcsan usirem зrnlз1и stac10naran 81u'::ajn1 procos. 
зет kada to drukcije n1је naglasen.o. 
s;av 4. Neka fi1ter tranS.formacija :t'lsa. jezgrom 01 (.л) 1 
ј 11(.;\.)[2 < +""' .. prevodi вlис.ајni proces{x(t)} u slucajni pro­
сее{Х1 (t)} , а П1tеr tranSformacija .f2 за jezgrom С2(..А) .рееУО­
di sluGajni p.roces {хl (t) ~ uslucajn1 p~oceS{:X2("t»), 
ТаЈа operaclja f::f1.f2 ва jezgrom 01С2 1 ј !с с \2 "+00 prevodi 

.12 

s1ucajni proces {x(t)}u slucajni proceB {X2(t)} ·1 prit:om је 
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(7) %2(1#) ={~l (А )с2сА )е2Т:Ј.t)'dуСЛ) , 
. ...с.-

pri cerдu је рre4tpоstзvlјеnо da proces {%(t) 1 ima spektra1nu re-
prezentaciju datu за (2). 

Dokaz. Na сэnоуu pretpostavki imamo 

\x(t») f~ tXr(t)} ,за jesgrom 01(.-\) ,pri сети је 
(+) %l(Ь) = f:е2ntЛСi(~)dУ(л.)' gde је iy(,A)} proces ва 

" ortogona1nim prirastajima dat па stran ' 2. 
3Неnо је 

f Ј I 
~ lX2(t) ј ва јиgrсm 02е .\) , , pri сеши је 

S
,;<>< 2Jilt} " . I 

(н) x2 (t) =, е I 'C2(·A..)dY1(A..)gde .je~Y1(.A.)J ortogooa1ni 
-О< 

рrосез kojiodgavara repreZent~lji (2) za рrQсез t Х1 (t) i . 
Veza kojapostoji izmedju procesa {у(А)}! ~Y1(A)} izrazava 
ве re1acljom 

dy! сА) ::: с1 сл, )d;v(.A). , 
Када ве ovо uzme u obz1r ' izre1acije с++) sledi 

,', %2~t) =S~2Пt~2СЛ)Сl(Л)dУ(v~) • 
- оо ' 

КakO је 

, S 10102\ 2 .е: + OQ 

ро pretpostavci, to је fllnkcijaClC2 jezgro; kako је{у( А. ) } 
ortogonaln1 preces preko koga ве raz1aze proces ?:(t) 1 to је 
tXг(t)} proces koji је dobijen filter transformacijom f=f1 f 2 pro­
cesa-\.X(t)} • Time је stav dokazan • 

• 

Posledicastava 4... Лkо зе zadrze 1st8 oznake ка о u prethodnom 
stavu dolazi зе do zak,ljucka da nltertranзi'оr~iје f 1Z2 i 

ftf1 prезlikаvајu Blucajn1 proces{x(t)y u 1st1 з1uсајni proces 
.lr'2(t>j. OVako:nutatlvnost Z11ter.trans1'ormacija је obe~bedje­
Па pretpostavka.тa о l{:onvergenciji 1ntegrala 

s I CjdF ( Ј..) • 
з obz1rom да зе rad1 о i'IJn.kcijama ;Jugra..··' 

Sasvim је рrirо<Що postavi1ti р1t.щfе ~'uvodjenJll op8raCije . 
sabiranja:fil'ter traDs:formacija. Pod SWII01U dveju .fЦ.tеrtrапs­
i'ormacija роdrazuшеvаJDO ' ~e8likavq.je '. ~1јејејПgrо ' 



pojed.inih filter trans:formacija. 
U sleflec.im stнvоviша bice uveden ројат c1iferenciranja i inte-

I , • 

griranja па s111cajnom procesu\x(t), рошо6и poj~la Cilte.r trans.for-
• • • 

macije. НеКа је J.at ргосеэ Jx(t) f cija је spe-",tI'а1rla L'eprezenta-
cija data за (2). 

dtav 5. .Neka је dat cilucajni рГосев ~x(t) ~ 
.ni ивlov1 

i neka ви ispunje-

"' (1) ~~\ 2dF ( Ј.. ) <. .ј. с>о 
(8) (И) ""':i(t) =.("2Ji1,Ae2JiitA..dy( А.). 
'l'ada је -'" 

l.i.ш. «x(t+h) -x(t)!h) = :i(t) 
h -:;, О , 

gde је granica il sгеd1J.јеш kvadr-atnom uzeta <'Је tezinom dF( Л) 

J)okaz. Im8L!o da је 

., '" 
(x(t+h) - x(t»1h = ~. «е2Ji1 (t+h)Л_ e2JiitA")/h)dy(A) • 

. ~ 

Kako је -<~ 1"< 

1.1.ш. ((c(t+h) - x(t»/h) = :t(t) =! 2HA.e211itAdy(J.,) 
~~C ._~ 

to dоЫјашо relacijll (11) kao at;o је i treba10 pokazati, pod 

uslovom da· је . . с;: \ 2ћАе2ћ t), I 2ш, ( Л ) <.. -+ с><> 
ato је i pretpostavljeno pod(l) 

• 

Drugiш recilll8., sadrzaj ovoga stava је sledeci: мо ве па рго­

сез Jгr(t)} primeni fil1;er traDsf'ormaCija эа jezgrom 2ЛЈ, (pretpo­

stavka (i) stava 5. obezQedjuje da 21!lA ispunjava uslove za 
jezgro ~ilter transrormacije)onda зе dobijeni slucajni ргосеэ 

{ x(t) ~ moze sm.з.Lгаti "izvodom'" u sred1J.jem kvаdrаtnош dateg 

ргосеза ~(t)} • "-,vo opet zJ1acl da trajektorije x(t) proce­
sat~(t)J imaju izvod 11 oVош uopstenom smislu. Ova osobi.na зе 
preciznije iskazuje sledecim stavom: 

stаvб. Neka је clat зерarгЫlni lJroces {x(t,w )} cija је 
spektralna reprezentacija data ва (2). 

Tada зи : 
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с • 

(i) Skoro rsve trajektorije x(t). procesa Ј! EJrtix(t, 'l.) )ј apS.l\ltno 

neprekidne f'i.Ulkc i.je ; • 
~ . 

(Н) а'(о је х"(., c-';).zvod. ро 1:. trajektorije,tada је za svako 

~ эа verovatno6om 1 x"(t,.)=!(t) ,~de је i(t) d~to за (А). 

Dckaz. lko nef>J,'edpostav imo scparabilnost Ьааа i·.amo s lede6u 5i­

tuaciju : nека је R гrоizvоlјаn prebrojlv з'"ир vrednosti paramet.ra 1;; 

tada ЕО soro зvе tl'p.jektorije poklapaju па R sa funkсiј;ща odre­

dјеniш Za svэ2-::0 i i i:::p1Jnja.vaju ивl0У с apeolutnoj ncprekidnosti 
i njihov izvod аа!; је relacijom (8). DrUsim геСiша. za. ИаЬо.& slu-
6ajna v01i6ina ~(t) od:c<.:odjena је jed!loznc;cIlo Ј.о па ::жор tэ.Сakа 

verovatno6e О. -
~fa озnоуи оуое;;8, mоzешо clшаtrаti аа је nь,ја зluсајnа velici­

па O1redj,'na tаlш, da ј.о procesJti(t)} merljiv i аа Ш] si{oro эуе 
.' . 

njegove trajektorije I,..integrabilne па sva;\CIIJ kсюасnоm intervalu. 

1'ааа integral 
.t; . 

". '\ i(s,W )dз' 
Ј 
о . 

za экого rsvelN odredjuje apsolutnoucprekidnu f'IIDkciju од 1 i 

зУв.kа tэ.kVа fl~Dkcija оа lza .skoro 8У&<0 1 ima izvod !(t, (;.Ј). 
IIIЦj.ШО. da1<le, в,. l1eJ.'ovatn06om 1 

\'t i(s)ds '" st а., С""'2 .riА.е2ћSЛdу( ..!.)=J+(e2:ТH:'~1)ay()~)= x(t) -х(О) 
.)0 _ О ""'~"\()" _ '- -~ 

.' 
sobzirom аа,је poredak izmene хеаа integracije \Я de opravdan. 

Dobijenu relaciju t.reba sbv.a:titi n.a OVaj nacin :' za эуаКо 1:. 
. 1еУа i аезnа' st.rana ви шеdјusоЬоm jednake ва verovatrioeom 11 
istl:1vremeno za :;ve. vrednosti l.,izproizvoljnob datog prebrojiv~ 
зкира R •. U SluOajusepsrabilnogp.rocesatxCt)} skup R l1Ioze biti 
tako izabran d.a ':е gornje.i dOnjegranice skoro 5vih·tra.jekto-. -' .,.- . - , -

~ - i .-. ,- ' 

rija procesa~x(t)J n,,<tyerenilll 1~ervll1ima poklapaju ва odgova-
rајUCimg.I'аЩсаtnа z а vr"'nоз ti. parame1:ra! koj е pripadaju Skupu R 

- ',. - . 

а nal~e ве u timintervali!1l.8. Оdаvdеnерояrednо sledi da је' 
;:;koro svaka tгајеktоriјзх(" .. w ) .·pr'ocess{:x(t>i арзо1иЬnо nepreki­
dna. fUnkcija i аа imaizvodi( •• UJ ) <ia,tsa (8),зtо је! trebalo 
pOkazati. . .. 

Primetlmo uZ6red.~ аа iz eg istenciJe obicnog 'lzvoda slucajnog 
procesa nе sledi egz:i.stenC1ja iПodе. u srcdnjem kvadre.tnom. То 
pokazuje slede6i primer: 



, ' 

neka ј е; y(t): separabilni pI'oces 1'oi680n-a 8а sredinom с,О 

i neka је J!1.'oced:x(t) ': de.finisan ротоси relacije 
x(t)=y(t+l)-y(t)-c. 

, 

Proces,x(t)· Је stacionaran i sirem sшislu i njegva spektralna 

.funkcija је apsolutno neprekidna pri сетије njegova spektralll9. 

t;l1stina data за 

с , 

Кзkо је 

to izvod, u srednjem kvаdr<Ј,"t;ЦОIll nе postoj 1 s ab<:irom да nije ispu­
nјеn uslov (i) stava 5. Sdruge strзnе, izvod x'(t, ())) za svako Ј; 
postoji i јеdnзk је Q svuda, izuzev п,'! pt'obJ!;jivom зk11РU vredno­

sti pryrarnetra 1. 
Slede6i zakljl1ccl naseg lz1aganj а оdnозе эе па ројат inter;ra­

cijc procesa\x(t)} koji ima spektralnu .L'eprezenta,ciju ullJu ва 
(2). 

Pretpostavimo да эе jezgro С == С(),) moze pred,~taviti и vidu 
~, ~. \ 

Fourier-ove transformacije integrabilne funkcije С :С( /,). 'fada 
Уаы. зledеаiзtav 

3tэv Z. МО је_' , 
(i)C(). )=.c.2~:i/b,,<;1), )д/., ,i 

/' -!- (,:<>1 'It-- \ / - , 

(Н) ј_."" i с(р ) : d /1, <:." с'-; ) • , ' 

оnда postQji i'ilt'er trsns.formaClje procesa.:,x(t)~ u proces 
... Ј . 

Щ~~(tНt~а da је '. 

f(t) =S-=C~ /"')x(t+/,- )d«_ . , 
Dоkaz.·Imащо (па ~Doyц pre1ihodno uveden1h pojmova 1 rezultata) 

'" -'I"-,J.. (><,: r,i:-,'J.') , , 1 ,) 
(+) , ех (.( ':, \2 - .' '(1 сл) :;.(м С "'-

1) '--о d" 
'-~ .... 

+ м "-. I "·"1 (' '~/ll"'" '( " 
~ . ( + '" -Q " (" 1, dt.J сА Ј l~ 'Q.' Г' С '" /' ) ,;;I;!,.\ ___ . . о , 

'w"ч • , 

" 1: ,. C~i)-\) "с r'-i+i )0< ft . 
gde је neposredno 'i~orii6ena a:iajeDJ.cao re,prez8ntaciji (2) za 

, I 
proces{x(t)So RаZlйеnа reda integraclja u (=) је opravdana. 

Obratno, iz ~--1~ч '''''" \. r'1 ; :'Ј ,( 1, ' 'п 11' .. 1 1, \~", 
'Ј \_,~ \ /'"'.,1 ,'Л ! "- '/"",1 ,-"";,,;,, 

•. ,.. .:::--:, - ј.' /', 

dobijamo (pod pretpostSVkom apsolutnekonvercenCijedvostrukog 
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. . 

integra1a ko'i 
" 

nаш ве javlja}:: " 
,'1" '-'( ( ,', ! : , 

, .- , , ' --

/-\ ~<:.-' ~-
<' , , 

. , 

-
""-ГО, ,;"., , . , , , 

• ! 
, 

- " 

. -,~ 

! , , 
. , ' 

".) '1,1,: '-( . ,'1 I /' ,( ,t( , 

/ ' , r ~ 
"ј.. i ! '"""у (-{'''''_ i> '. ! -

, 

_ .. ~. ' 1"'\", Ј , ' I • , , . 

i 
~./.. . .... , 

• .у 

, 

(
"I ,_У; I ~, I '; ј, 

';,1/"",-" 
" " _ l , , 

. ., ", \> 
.~ Ј .,' l' I . , .' \. -. 

) 

Poslednji integral па desnoj stranl relaci је konvergira вв 08nO­

Уu pretpostavke (ii) naзее; st!'lva. Па taj щ,~in naG stav је doka­
zan. 

Sclsao posledHje(; 

integracija па dгtom 

Btav B1'k,toji 
. , 

ргосеэи :хс t). 
, I 

ве u tome, sto ве nji~e 
• lЈ tome cilju koristi 

uvodi 
ве 

filter tranBforI;lQcija Р1.·осе:Ја i P1.'stpostavka о reprezentaciji 

funkcije jezgra рошосu !·'ourier-ove tI'ansfor~~'lcije јеаnе npsoJ.utno 
integrabilne funkcije па rzrnsku (- ('Ј • + ,. ). 

Da Ы ве blogla u.zpostRv1t1 veza izmedju diferenciranja i 1n-

tegriranja deflni~anih ~ napred 

potreban је sl"de6i stav; 

StaV 8. NeK8. ви 

njavaju uslov (ii) 
~" I . I ! Ј I , ".. , ,"-' ~-• • : 

'I'ada је 
, , 

, , 
, 

?, Ј 
, _ ~' " ,. 

. . 
izlоZе.пот :mislu za p1:'OCe8,·x(t). 

'. 

koje iSpu-

i fHnkCiji 

ја- 0102-

оdgоvаrз jezgro - nјеnа Fourier-ova 

Dokaz-, 

, -

. , 

.1 тато 

• 

, 
i' I 

, l' .i 

( 

, , ,) 1 , 

-:.... Ј 

! , , , , I 

, .. "\ \ ., " 

-"0 :- ", 

[(1 ~(!jI.,) '~I·i':./ ()~) 
'-'~, ' '-" 

I i I . 
1 С{ л. IЛ /.! 

1 

sto p·.kaZuje аа сСЧ.) ispunjava uslov (Н) stava 7. 3 druge stranE 

је 

, 

ј. 
.! ; 

", ,. . ," , ... 
"- " ~' ..' , 

, I / I : 
" ''.' " 

, 
, 

I 

;c-!Jl ' 
( 

.. 
" , 
C/~'(.J\ 

• 

, .. \ , 
I (-, , 

I ' 



'/ i . ---, , 

" 
~ \ t . ! "1 '1 i ,'O'_-!li 

'_ I •. ',,r', ~) 

'! 

" 

~- - --~ 

- 1. -
},:,'.i,il, 

,·--i.·,'·i"~ 
1\ 

, , 
" -1-\--

о' .' ,_ ' " ; . , " , " 
'.,- I 

. , 
, 

cime је stav u рс t;punoc-tL dokaz8;'. Izш€да poretka inte@;rl'l:ije 

која ј" ovde цИпјеna •. орrаvdэ.nа је s obz;Lrom пз pretpostavku 

eapso1utnoj kOllvergencij1 po[,;matranih inte'ira1a. 

Posle OVO;"s. vezs izmedju integriranjol i i:1if'erenciranja izra-
'. zena је sledecim st;svош . 

Stsv 9. Neka је 
(i) I:,' )I}I QJ.A ) I ;: ЈЈ- ()) <с' -' ,Ос 

e;de је liI~c(A,) jezgro - FOIIllier-OVа . tr811sfor:nacija neke inte-
" '1(' 

gra иl1n е jjllи~c ij е о,.,..:=:-: С ( А ). 
Теда је z а proces:x(t) ~ Ga i:!рektralnОЩ reprezentacijOiJ1 (2), 

.1 ..;;.,; - F " 

..:~ r ,; "1 ( ("ј ~./ {ј '\ d,·x 1·1 1 .' :' , '- - , ' Ј I /" , - '" • 

Dokaz. Na osnovu r>retPo~t~vke .. ' (1) mozemo sl1vati ti cdgovaraj иси 
filter transform!JCiju procesa kso rezult'1t dveju uzastopnih pri­
теnа: itengrala зв jezgrom с'" i diferenciran,ja за jez[;ro.?! "С С ',). 
Imamo 

- .~'. 

. ,,'.' \ , ' 

, 
" r 

to је 
, r'\ l' ( 

г:х I.t ).'" "', 

" .. 

г·," '.1 • 
...... -1: (; ,-, I 

~ Ј ' • • 
\,:(. /<. 

~ .'ј) 

'. " , , ,~~ . ' /' ", 
~ ;' .~ .,\Ј-',. о. 

1," !,' 
r ' .. ~! , 

- , 
0"1:11' 
"'- ,\ 

, .! 
::1.,,") , , 
'.~ ~ , ' 

, 
" ' , ... ' " 
. " , 

~ ". , ' .." \ ", -..., 
~ , , 

, .,', 
, " . 

'"{Ј.1. 0• , 

~ -, , , 

I 
/ , 

Iz (i) sledi·,ja ,је u роаlеdnјој relaciji ()p.ravdana рготепа reda 

integraCije, '. tj. imamo 

. dak1e,' , 
r; I t' ) \,' "". f\ ,,,,(;, \,,!' ",' ( -1 -'ј'"~ \ 

V\ L ' .. -=, ~ 1'/\'" V\-I,., L , ~ ј 
. 'о",'. ( .' .) 

sto је trebalo pOkazai;!.· 

POSledica,stava' 9, .... Ako. је' 'pored 

ргООез {:xCt)j јоз i 

1.,аОа 

.' ('." "" :'.:" di=' О) 
;")-~.;) ., " '-

"'..Ј.. t'Y-. ' .' 

4,. '. -'~')" "с'. 

(1) postojl proces{x#(t)} i 

/)'7:'/: ' 
. 1', 

,I...~'I , , . 

pretpostaVki stava9. za 

(Н) /\1')"'('1"'" '~"(l) 1'.·, :' 
. ~';( .. ' .. ' .-,:. ,) ~ ОЈ С. (' -:с (Ј "/i) се ц 

Dokaz. Iz 

~ 
-i с-.< 

" "" ' 

':1. '1"(\\ )~. с{'.' Л/ 

, 
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зlейнје ee;z1stencija ргосеэа :, x'(t), , оа ;&!!C:~ггema p.cedllodlno,;l st.avu 

iL.l8.ШО 

/ I \ _. , ' 
" Ј 
" , 

, ' 
i \ ,1_ ., ,ј 
с' , , 

с'; ЬО ј е i t>1.'eua1o poke.zati. 

, , 

,. " Ј ' • " 1 " (, , , . . " ,"-" 

;;)t.av 9. i n;jee;ova гоз1еdiса prirodno щ\,nе::u sledeee р! Ьаnје : 
sta зе moze гес! о egzistencij1 inte/Srala ob1i,{a 

• 

gde зu f ::::i'(t) Fоuriег-оvаtransfог:mСiјэ. l1eke inte'~rabilne fШlkсiје 
rJ'",r"'(t) a\x(t) '\' proizvQljan kompleksni L1 8u:r'em smitlu 8t8c10-, 
narni slucajni pL'oces cija је spektre.lna reprezentaci;ja. rIata sa (2). 

Jdgovor да ОУО р! саnјс је з1еdесi stav: 
-' -1 

:::S..::t~av.:....l:=.o~.:. пe~~e ,је d1'1t ргосеэ " x(t); за l'eprezentacijom (2) 
• r ' , \-

.: , t) -
_" "-·1' ., ... , .' " '1' ,.... " _ .. 1" . ( . (" - ~ •. ', ., '\ I .,. ' ,-)-1 

\ 

е;йе ј е .f"",:r"'(t) 

Ako је 

onda је 

, 
-- ... СЖi 

, 
, 

, 
"' 

, , ' --,,: ) ' . .' 
.ј ' . .. ~ 

integrabilna f1!nkcija. 

1,,·:)(,\1 
, ~ i 1:.- А)" ! 

" '1 , 

\ -' ј 
f (....) 
),'-, 

-> ,.1 ,-'.' ._0 , 

, ' (~ .. ' ...... , -:- -

Dokaz. Ako зе ройје odpretpostavki stava, oblika 

spektralnu .ceprezentaciju procesa ~x(t) ~! d.e:finici је 
'. 

ЙГldnје~, доЫја ее 

" t'·-_ 

( р ~'./! _" ,- ",' /yff \: 
~ ~ ... - (" 

• .' I Ј .' 
'"' _ Ј'.' 1 , , 

, " I 

• , 
) 

\ ' .• ..l-.. '. I 
• " , ) ( ,Х 

(2) za 

izvoda 'и 

Poslednji intc;,,"al Konvergire. да OGllOVU stava 1. ао;о је 

i 

iliedjlltim, zahteva :.'.а Konverc;enciju ovO(; lntei;rala је аргаУО pred­

pOGtavka nasega stava. 
L .~ 

( 1,/( f t' 1(.)/;( ({) .4. .L сос 
Ј" ' '1 \' . 

Dak1e, 

iJto је i trebalo dokazati. 

• 
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~ . 
Primetimo uz.gred вleдесе: ~Ko za fuпkс1јu f"'". Сiј"l.i!ОШ~'iег-ovа 

t;r·ansforйJ8.Ci.jaf Z[l':lovoljava u.slov 
\" ')" I r I ~ с! Г () )., .С ~1 Ј 
_Ј '. Т - ' ,. . 

def1nisemo integral koji эе na1azl па lvoj strani re1acije (.) 
kao inte6ra1 kcji ве milazi па дезпој straпi pomenute relacije (+), 

оnда ~oгajи biti ispиnjeni sledeci изlОУ1: 

(1) nacin odr'edjivaпja .funkcije 1:iz date fHnkc1je f' тога biti 

j edoozc.a6an эет~.а vrednosti f'џпl<сiј:, Па IЗКIЛри tSGaka /' па 
• 

kојешu ј. integral ~.,.Y .-- I ~ .. ..ј .·A2(:),~(J,) 
", .. ~ 

jednak nuli. Ukol1ko ovaj zahtev nije ispиnjen onds ~to­

hastick1 intetra1 (+) nije jednoznacan. 
(11) Us10v l1nearnost1, kojizahteva да funck1ji af"'+ bg" 

(а,Ь konstante), odgovara kao Fourier-ova transf rmacija 

f'unkcijo. а.! + bg. Uk..liko оуо nije 1зрunјеnо, оnда розта­

trani stohasticki integral (+) niје linearan 11 odnosu па 
podintegra1n11 !'Ilnkciju. OVde зе Бvudа zahteva да r ~' одnоеnо 

g"'budu apsalutno integrabi1ne :flJnkci је па (~ ј ,,1 . ,). 

Moze ве, medjutim, uvestl restrikcija. tj. zahtevati da 
:f >-bt1de intee;rabilno па svim konacnir1 intеrvа1iша. (-А,+А), 
da granica 

. 
ј (. " , " , ! 
\., -'-

, 
+-,"~ " ...... \ . 1'~ ,..,... _., " G:- С'" 'ј ("", ;)"-r , , 

""r . ' 
. , 

• • , 
- I ~-

-' , 
\ 

Ј --, .. 

... А i - -
postoji za вузkо 

• 
,~ , 
. ' .. 

,\ i da :f zadovoljava uslov 

• I I ,., .­
:i_J..._"J 
',"i"-i :·1 i , ' 

, , ' 
! ~ i I ,", , 

, ј 

Analogon ?osledice stava 9. је slede{:1 staV : 

Stav 11. Neka Za рг ос ее {x(t) Ј VQze pretpostavke pos1edice 

stava 9. Akozadrzimo izhah U'ledene u stavu 10., onda је : 
• • ...- ~' ..,.. ,~" . ( '. :::' ,') / { ) d 7 (! ) ~ С· -- .Ј/ ~' ~/:-) r:-'_.' ((-) ~,~(r'-' 

'-", ,;..~ 

ako је : 

Dokaz •. Na osnovu posledice stava 9. slede i egzistenci,ja ргосева 
, 

·x'(t) f 

\ 
,\ 

, 

. ' • 
I ,_о!"~ ;,.,-,\ 

, ,.' 
, . I #- ..;-

,1\\ ;.: 
,о' ,'\. Ј" " r ~:. 

, ',' .' 
. , 
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Razmэna rc<:la inte;:;racije u posledn.jem dV06 trHkO!Ji inteeralu oprav­
daoa је ukvliko јо 

. .' 

sto opet iraplicira 
" , " 

" ) 

re1aciju 
" , 

. 

, !,-
,_, I · \ 

koja izraZava cin,jenic u da је f Fourier-ova tran;:;formaci ја 0(1 :r. 
Na taj nacin, stohastiaki integral 

( .~.- ,).-; ';:.-" , "i' ) 
1'"' '.: ),.-" !Ј I '':ј-

" 'т ~.f"'-',(.~ 
.-' .- <'\о; , 

ima 61:1i618.; по КМС, pos1ednji integral definiSe u stvari intecral 
, .)(. , \ ,/ , , , , 

( 
, , :'/ " " ) " " 

, ) I , 
, , , 

to је 
.. С" 

\ ~"~ ,Ј ј' " 
" '~_, .,', _о( '<. ,1. __ t 

, -

st о ОЈ е i trebalo pokazati. 
S1edecirezultat odn.osise па reprezentac:i.ju IJrocesa, dobijenog 

priwenom f'ilter traDsforlllacije за jezgrom ;,; :" \, ,;()) 

tretiranim u StBVI.1 7. 

stav 12.. Neka j~,~" :=С'" ~ ( --1 ) 
\..-- ..-. '-- '" 

apso1utno integrabilna i'lщkСiја па ггz:џaku (- <') ." '"'") , i neka је 
, _ ,'- С'-: 

gde је 

, ~ 

" /\. -, . 
/ Ј 
I .' · " , 

.,;; .. -\ ~I-' 

.'- . , , 
) 

, . 

С'(\)'" - ' .... " 
,', 

. '" '-" 

-~( .. "'.'- , ' 
) С-{ i-

Tada је 
_ --'. , .... ~.. . 
-~ ,. ", 
t ", .. -

\ "-, \ /' .. " 
~'" 

DOkaz. Iтаmo 

" 
I 

pre1azi u 

;. <" , ' 

... ,,., 

" , 
~ " -.с, .,. I 

• .' .,. "" (1 7' (, ' ", \ ./'.-+-" - ",\,~ -, "1 .... '-) ~, : . , -, 
, • 1:'1 : 
I 

.\'~ ~. f.::>() \ (1,' \ t 
/~ \.. 1" \ / ... ) -- ,~ 

:-\:}'/I,') 
I ." "- \ 

I i ! . I 
l '. о 

I " 
;vt ) 
. " 

" !,., . о I 
/, .~ _. ј ( •• ;( \. '! , , 

posle transf'orma"lje 

Odavde sledi (па 

-, \ , 

" " -. . , 

. l> / , .;" ~ i ,!. 
, 

-(" ~, 
( 

оеnoУи 

_ ,1 
..... ~ /\, . 

pretpostavki 

.о. г",.. 

.:"'. Ј Ј; "/7'1 

stзvа) 

, , 
." \ I ' 
с·_ .,.~ 

, 
,"1 '.' <'.:' 
,-'"'о . \ / 

, 
'. ' f' ') 

~()t· \, 

\, • .f,.. .! 

ј 

, , 
" 

,', . 
/) \ ~(: I 
~ , , ) '-.-..• ,'ј 

" 

i 
/.: I 
i О" ) 



~ 

-{/ 

"1 С·' 
, . , , 
, , ' 

>~ : 

-Ј" 

, odD.osno, 'роэl~ tl'эдr;:fогmг.сiје 

" ' '/Се; L .~. v . . .. 

i::nашо 

/'~' 

.:: ...(~ // [ 

- , -.. , _ : f • -- - , 

-!(% ...Ј,: 
" -. ( (! 7{.( / •.. ', ,.~ 

Ј ј, , I с! Ј 'С: 
~\,." I ~ ' . 

, . . , , -
- О'ј 

СЈ..;., (..-\ ) 
(ј ') 

sto је i trebalo pokazati. 

П. DEO -
u prethodno:E i;ЙЩ~8Ilјu dali B~jO sistemat5; i izloi\en materija1 

koji ве o(~nosiv _,8 primenu 1'i1ter transformacije па ;;: ;;;pleksne 

u sirem smis1u зtасiопsrne зlисајпе ~госезе. 
, 

Medjutim. neki problemi ;Jta1;isticke teori.ieturbulenci је ('2.0) 

kao i dalja izgr"clnja te.:>rije SlUCajni~UnkCija' Гf/, zahtevali 

ви (:а ве tJvede pr.ian; sl!Jcajnog РО1ја - vrste ;JO~,6te ја iюјша зlil::ај­

пое; ргосеаа./ Q.. /. /:'> /. /4 / . 
Predmet паsее; rada' зц ana1ogoni u cii.r'e:<, s:nis 1 u staci o;.larnih 

slucajnih pL-ОСеS8. .,. hoeogena sluca,ina [)оlјз. uvedena \1 radovirг.a 
, , 

Яг,Л(1Н-ct/'l./.Itо-а 131, /4/ i Urbanik.-a /ь/. 

De.finicija 3. Neka је da1i . a-d.imenzionalnl EUkl1dskl prostor 
:Ef. kornp1eksnu slui5ajnufunkclju ' 

~(~)= ~ (xl'~····'~) 
od во rea1nih ргоmеnlј1.vlћzvаСеmо slucajnim ро1јети pro~toJ;'u Rn. 

. . -, 

Za Qznakuprvo i drugog momenta 

upotrebljavacemo slede6e oznske: 

- ., - . 

" 

ЗЈ.uСајпоg 

i 

61 

Sem toga, 81 ucajnim poljima' de1'inisaoi m u 3 • .o.ameaeinoi slede­
zэ.Ьtеv nepreki<lnO;Jti.' . (koji· је analogno z,э.hј;еvu (l) ,za sluGaj-, 

". 
nе l,госезе): .' 
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" ' 'Ј' 
",',..; '. \. , 

,";' r",(' 
,~ .,. , 
__ "').~: , 

L' , . ,­, 

Ne;,'osredDi аnг10ђ0n роја:а u';'lL'uт Sill1s1u. "tacionarnog Sll1(",ajnog 

ргосееа ,је p.epL'ek:i,dno homo,'jeno slucano ~Olje (11 daljeJ: izlaga-

аји оgгaniсаvа,~ешо 80 ,'а;]1О йn ;,:rostor R ,tj., kСЈ:Јреlksnп I?avan) 

',О,је је dato э1\':<>6ош dcflnicijom: 

Detinicija 4. ""э",i1iја ko"pleksnih .,;), "::ајniћ pr'Ji!',enljivih x(s,t), 

2. i i realni 'Jro,jcvi, је neprekidno homogeJ;l,o ,sluGano polj~, ako је: 

( ') '( ),2 :1. ]:IX s,t 1- ,( -f """ ) 

2 (11) 11m E\X(sth1,tth2)-Х(s,t)\ = о, 
bl-'''~ . 
А2-:' О 

i flщkсiја 

(Н1) Ж(Х(SтllI, ti-n)x(m,n» . ne zav1si О;,;n 1 п • ,- -
])'lIпЮtiјu datu ;:Jod (111) 'obelezavacemo иЬЕ:'.иСе еа Bx(s,t). 

F1юkСiја Bx(smt) је korela.ciona .funkcija,;olja i nјеа.е osobine 

iskazuje eledec1 [) tav: 
stav 13. Korelaciona f un;',cija neprekiclno,,; ћОrlоgеnоg slucajnog 

polja data эа (111) u de1'iniciji 4. је neprekidna, pozitivno 

defini tna l'unkc ij:} "оја iша r'epL'ezentaciju 
• "",- -<::w;:} -+ уј ( г 

::- Ј ј . 
~c.1 '-<.Х) 

-- "-
..A'I/,')) 

s;de је 

nenormirana dvodimenz1onвlna fЦDkсiја distribucije koju сето 

zVati spektralnoQ f'щkСiјощ polja t:x(s, t)} • 

Do~az. dledi !leposl:edno iz definicije ko.rele.cione fUnkcije i 

"еогете Roehner-Hincine. oreprezentaciji . dvodimenccionalne keгak­

tieriGticne 1'Bnkcije dveju slucajnih promenljivih. 

DоЬгоје poznato I 2 1, da svaka hoТooceno slucano polje х(в, t) 
, 

iша sledeeu spektraln!l r'eprezentac1ju: 

(2 ') . {... 
Q :S! ' )' 

Ql 
. , . 

( ('A..J-i"/i 1 
_ "0>" 1'" Ј 

( 

gde је zx( ;L t /1 ) sluca;:)na. funkcija dveju yromenljivih koja ima 

nezavisne рrirа~tэје i za koju је .' 
г' 7 (' (" . ::::г-(-;-.,')' (Ј ~IГ' С \ ! )' t= L 0>:, ',..)) L '(: , .. ~.:::. Ј :; .::с ,\! (/1 Т" о, л ( V , 

Primetimot д.а је ova овЬ1>!nа analogon sреktгalnој reprezentaciji 
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(2) ",а 11 $11:'еIЗ ::;m1::;lu :зtасiоnarnе slucajne рЕосеэе. 

U J:19Sel:l 1z1a,;rillju i:nасеЋО potrebu da oper.i.semo sa ргоstОГi,ча 

slu6ajnih pr<ol1lenl,jivih u kojima је def'inisan skalarni p_l'oizvoo. 

Za эуе <Jl е ргоэtоге skalarni proizvod је Jef'in:!san nн Rlede-
6i nаС1n: < 

(
" ,--~, 

« ( • - , ) 
r "г" ' .... 1 ' -;-~ '-'-

~,. Ј '~{, ј ~,-- ........ '_ \.0:./ 
'-- --. 

(6de ве pod konver~eдaijom uvek podrazumeva 
сгооnjет kvаdrаtnощ).· 

, . . 
,соnуеГбеnC1Ја и 

3а ovako uvеdоniш skзlarnim proizvodom v.l'ednosti polja ~ х(з. t); 
-\ '--

obrszl1ju Нilbert-ov prostor ko;ii 6ето obelezavHti ва ~) (' • 

Па Ы зе za slacajna polja uveo ројат .filtel' transform?Cije 
koji је analogan isto'!\ ројти uvedenom za pro:::ese~x(t)! potrebno 

је pl'ethodno uvеБti neke restrikcije za S111",~=,)olja. Nalme. 
u l.'adu /4 / u:vedeni ви ројтоУ! ,;iDgu1arno?; i regularnog slll'';ajnog 
pOlja koji оdt:;оvаr'эјu :ројшоviшг. dеtеГшinistiСkоg odnosno 

kотрlеtnо-nеdеtе1.'иinistiCk.°15 slucajnog proceGa. 
011'1 pojmovi s u nаш neophodni. 5 obzirom ('1 '1 ,је na8cilj da 

ротоси ројјта filter trans.formacije za sl'lcDjna polja, koji 

сещо эаЙ.а uvesti. clашогергеzеntасiјu геь'llгГnОБ ћошосеnog slucajnog 

polja. 

Uvodimo, dа:йе, Bledece ројпovе : , , 

neka је dato neprek1dno homogeno sl uсајnо polje Lx(s, t)j; sa 

Iix oznaci6emo nајС1Э.!lјi zatvoreni linearni p1.'ostor koji sf)(lrZi 

f1ve velicine х(т.n) ; За х ~(t) oznaciceJ]Q na.iir.an.ii zatvoreni 

11neвrni podprostor оо ~ koji sadrzi sve х(о.n) za koje је: 

_ ч < <"N', r!. -/- ,:" ~ <" f:_ -1. , 

Neka је, dalje, 
I Ј. ' 

: ) , 
, -1. 

Neprekidno homogeno 
I < 

slucajn.o polje ~(Э, t) Ј Def"inicija ,5-
је singularno ako је 

с; '>:. '" ~{~ , 

Osnovna оsооiпа nepL'ekidnog homogeno!!; slu'ajnog polja data 

је slede6im stavom: 

"tav 14. Svaki e1ernent х(з,t) neprekidnog ћоmОбеnое; c'luGajnog 

p~lja {х(з,t) 1 ir:ю jednoznacnu reprezentacJju 
q(s.t )::. '1($lt)+ ~(.s;rr) 

zde је ;;ritom, 1 и;! t) .;. Н.:.:: С о) ) 
а ~ (;;!~ ) је. ortщ::;оnаlnо Па Ц~ (О) , 
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, , 

Dokaz. v rednos 1;1 polja, Х(Б. t)!, 
, 6ine НН bert-

~' \ 

61ji је yodprostor Вх(О) ,tc па о:::поуu роzшзtоg 

stэvа Rcllicli-a /40 I :.Jleduje jednozna6na ~'eprezentacija 
,-у ' • . "I/,.!- I 

,",',', ,-", , -- ,,' .' ...... _".~ , .... ", 

рг! сети ,ј () 
'>:,;' , , 

~ , 

'" 
. , 

" • 
о 

а 
I i 

, 
'< ( 

, , 
. , i ' .. , 

'. 

gde је 
р /)1; С. S! ',/ :~, ! ( 

" 

, ~! __ '1 - \ , ' 

I.'a:stojanje :х(а, t) оа podprostore. lix(O). 

Radi dalje karakterizacije neprekidnog homogenos slucajno~ 
polja pot.rebno је uvesti 'з1еаесе poj!l1ove i oznake: 

prvo. stavimo 
с ",-,' "'12 '/' .... ,:. "~ +-)~ ~ lil' (,1 "1 

I " ._, ,-' ,. 
"'('" . . ~. ~ 

Odavde је ј ssпо аа 

( (' I ,f. '\ = '(' '., . (1 ) , .. :.)- ~. 

i 
'f'""\ 2 I I \ " •• r 1 I I ,- I 

i '~.l [':) =- ' :.х ј.( !-,) za' _.t,,!::.- 1;.г.. , 
sto zna.'ii da ~ranicna ,vrednost 

.цщ '(';;'L(i:)' """"" 
-+-~-1':',,,,, ".:t ~ Ј " , t ј' OZ '.' r п! ~ у' rednost s а ,::;... ,,' t'j р .' - ц' щ у'" (, , 

Роз О :l. ' пас~то оуц g а спи· со • • .,,'с< =, ' " - , -:-_.,-:1('.) 

qada sщо и stanjuda is~azeao в1еае6и definiciju I 

Definici,1a б. Nopr«idno 110~О~enо slucajno pOlje!?t(s, t)} 
је resularno ако Је 

. 6~,,"" =' f: I ~ ($ 1 t ) i:l....=, 11 <х: !( 1, -. - - -

3tav 15. Pot_:ebtin i dovpl~.n uslov ~ dЭј е neprekidno ho:noge­
no sl.ucajno роlј е ј;х(з, 1;) ~reg~er'nQt.1e Ох=О. 

Dokaz. Iz 
, 

s' "с -=- Q Ц--с. н ) -= о 
Sleduje йа эu r()()/rostll11В:x(t) za ВУ8.-!{о! disjunktni, ра o<iat1e 
za svaki clement Х(Б. t) polja tx{s. ~)J је 

11<:t1i2 ~ § i -::с. ($(0 I~':- 6'00'<' 

ijto znaci ,ја је poljeJгc(s, t)}L'egularno. ;)brC!tno. 8ko ое pL'et;postsvi 
йа је zs svaki elementpoljaJ/.X{stt;~} 

[ i~..( i i~ :. Е:I <:Х. (.S I t )! 2. -= 6'<.>< 2-- . 
оnйа ве leko pokazg.je ааје 8х" О • 

Ба x1(s.t) i)znaci6ei:Jo projekcijuelementa :x(s,t) pOlja{x(5.t)} 
па prostor Бх; stavimo 

~('; C~; ,1 t )' ::.: q ( s. ,1 {' ,Ј - ,,~(.A [' .~: ! I • 

- , 'lflП 
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, . 
Тааа polj,,~x(e. t).r i,,,a ,йеаеси :::eprezentaciju ; 

. с 

• 
I ' 

stav 16. 78 neprekidno .ho:nogeno в1исајnс 1!оlје1х(з.t)~:оје 
( ~: 

iшл J:eprezentacij U (,~) vaze sledec8 tvrdjel1j а s 
, I \ 

(1) Ьотogеnо s1ш3ајnо p01je'tx1(s,t)S је "incu1nrno ; 

(11) h")шоgеnо 5]цсајnО polje~x2(s.t)Y је regtllarno; i 

(Н1) зluСајnе. poljatxl (В, t)} -1 {x2 (s,t)! зи uzајзr,mо 
ortogona1na. 

Dokaz OVOLa ste:1i8cledi nерозг6dnо iz def'inicijl> ret::tllarnog i 

singularnog slucajnog ро1ја kao i stav8 14. i rep?ezentacije (9). 

Polja ~Xl (8,t)J i {~(s,t)} zvacemo uы1lмеe singu1arnom 

odno8no regularno:n komponentom neprekidnog л:,mое;еnоg ,;li1t::ajnog 

pOlja{x(s,t)} • 

Neka је dato h > О .;,Ја prOjlfx( t-h)Х(S' t) oznavic ето 

projekciju od еlешontа x(s.t) па prostor lfx(t-h) • 

StаViшо азlЈе 

Баdа 8ШО U Bte.nju да daтo зlеаееи definici ји: 

, , , . 

Definic1ja 7. Neka је dato neprekidno llomogeno slucajno pol;Ja 
~х(э. t):rkoje ima зроktrаlnuгеprеzеntасi;Јu datl1 за (2#). Таоја 
postoj1 .fLшkсiја 

C\,()I!\{) Е 1_ 2 (dFrx. (~It) ) 
, 

taJ,."Va da је: 

(10) L 1 
(.~,//. 

( (\ , 
"L х;..(џ-) 1 је neprekidno homogeno sluCiajno роlје cija је spektralna 

.funkcija· . 

. +~ СА ! ,4) = 5 ,l Sf \ С/, 0'1 f)! ~ d+'=t- \')Јс ) , 
'" I ~<>O r", (~. ' 

Nep.rekidao hошоgеао зlисајnо РОlје'(Џ5,<ljzvа6ешо f'ilter tГlЩSfоr-
maCijoll1 neprekid.nog ЬоmoвеnОЕ; в1 ucajnog polja {х(в, t)} . 

Pr1metimo da је ovako uvedena de1'inicij;. i'ilter transformaci­

је za neprekidnahomogena slulia;Jna POlja{x(s, t)} potpuno ana-· 

10вnа ва reprezentacijom (4) filter transformacije u sirem 8rr::.islu 

stac~onar~g slui::.ajnog procesaZx(t)} • tretiranog u staVu 1. 

Vratimcresada роnоуо Ј;Uklids;"ош prostoru Rn koji је tr'otiran 
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Neka је svaka tacka -- data kao vektor : 
, /y\r 

(""-2':f.'{~' ",' Q 
.~\ .. , Ј ~ ј) gde ј е '§::.:1}~, ") .,' ) ~ "\, 

Ј"" -
,ortonormaJna baza. ',kalarni proizvod kao i nогти uveS6emo kao 

obicno : 

(';( С.,)_) 
~ - ! Д, -,1.---
. ; ~ 1 

" 

) 

Za svako ~ f Q "'- • 1." h. -
1:;.., з;. =~+{,. 

Isto tako - d. .р r-

1:"1, Ч:( ~) ~, \.(! ( (.:, 

! I .::: , , { " 

"-' ј , 

се o~nacavati trans1aciju 

(~ G Q"',I, 

Эа 2) cemo-oznacavati prostor ЬеЗll:оn;асnо dii'еl'ЕщаiјаЬilnih 
koapleksno-vrednosnih funkcija definisanih па нn Эа kompaktnim 

iJuportima. Suport f'unkcije 'f Е 2) t tj. zаtvогеnозt skupa 
~::c i Ч'(:!f) =± О )-

оznасаvасешо ва :;' (l(' ). 

u 
/ ~ 1. 

f}) бешо UlТe,,;ti Schwartz-.,.vu. topolo(~ijl1 па uobicajeni fiacin 

За !h' оzпасаVасеD konjugova.ni Pl'ostor distribucije od -Z~ 

Formirajh1o lJllocostrиkost 'Је kompleksno-vrednosnih slucajn:Lh 

promenljivih 'За "T'edinama jednakim Q i kопэ.Спi(l; vпriјansат,а. 

Ako skalarni proizvod u бе uvedemo па sledeci nacin -
С'< У ) = Е ех у )..Ј 

. -
Hilbert-ov p.t'ostor • .::iada sшо 11 s tianju da dвшо slede-

ец ,ief'iniciju: : 

vrеdllО5Ш .I1epr'ekidD.i И пеarni 1'1]D~:ci оnа! 

• 

Def'inicija 8. df­
definisan па pL'ost;oru .ј) zva6emo uopstenim 51ucajnim роlјеш / r;; /. 

Нар'отеnа. АКо 511 

i 
:funkciona1ni definisani па prostorl1 [Ь. (tj. t \<:, I ЧЈ~ f 7) ) 
uzimaju vl'ednosti u ~ ,tadaje ројат nep[ekidllosti. 
pcstav1je.a. u def'iniciji 8. dat u s~edeCem си;>Ј.s1u: 

(1' ') 

koji 

pred-

cde је konvergencija ~ 1 -') Ч 2. 1JoЪicajena konver~encija u 
8chwartZ-сNој topolo:~ij. kojom је зnaМеУеn prostor 2> • 
Primetimo da је pretpnstavka о neprekidnosti (1' ') analogna 

pl.'etpostavka::.a (1) i (1') о neprekidnosti u uil'СШ 511.1is1u s tacio-

na.rnog :;lllёајnос; procesa{x(t)~ t odnosno reprEКidnog Ьото-
genoe; slllёајnоg polja~(stt)l • 
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3ада ето ,~ s ~Hnjц da uvedвщо ројаш ап"st()поg Ьото':;еnОЕ slu.<Jajnog 

polja k<,Ji оdiSОVЭL'З ро,ј111 homogenog slucajnot: ро1ја uvedellog u 

de.finiciji 4. 

De.finicija 9. Oopsteno slu·:'iajno );>оl;)е f јо llO:.~ogeno ako za 
• 

sVako h с·с 1:)"- уаН relacija 

(11) ( 1 CC 1: i.f)) !"(Г!" 1+, »).::с (~ce); ~ (1")) 

za зУако -..е l '* Е- Q) •. 
~ Stav 17. Za llopsteno homogenoslucajno "Оlјо \c€)/ ч:.'t: '} 

sledece relacije : 

vaze 

(i) 

(Н) 

('!У\.. ( ~) = ~(/, (СС ~ \f.)' 1. 
'"" r.~ [О ,) g(t.(J, ,I..€, ) ,= g ( l1 4'11 (.1. '1." ) 

gde Вјј "а т(.) i В(.,.) оznаСеШ. :;:espektivno, 'prvi i Jrugi 

moenat 

g '~ce) 
uopstenog l';lIlcejnog 

~_.-.. 
1. ~ ~ (У1) ~ се ) 

polja~ ('Р) • 

Dokaz sleduje nepoGredno .iz definicije ЬОј10,:,:еnog uopstenog 
.~ 

slucejnog 'pr.>Lja "ао i iz озоЪinе operatora '. h. • 
-

Као posledica ovoga stava је sled,e6i zak1jucak : ... ' 

Ako је ~ (::!;) obicno homogeno slui)ajno poljeta(ia је t 
(Уу\.- ! ·Х *' ('-Ј ) :::: rv~ (~ ) ~;~:;, l"'IVl- С ~ ) = {'М'- (.џ.,-:" ~_,-f- . 

'-- -
i 

OSnОУnа оэоЫnа 11Opstenog 

је od strane Я г/\ О 11- 0../2/ 
ciju .t'l1nkcio.nala ГАI с-е) 

slucajnogpolja 

i odnosi se ш, 

i lS( 'Р" '-{\ ) 
neku гц,,'ш anc.1ogon odgovarв,Ju6im sреk1iж,:alnim 

f 'f С' ;Ј data 

зреkt~'аlnu '..'eprezenta­

• Ova osobi!la је u 
reprezentacijama 

za stacionarrle ::;lucajlle ргосезе O<iIlOSIlO homo:;;ens. I;Jlucajna роlја. 

Naime. za sva,~oopsteno llomogeno slц6в,Јnо ·роlје ~(~P. R ...... 
sredina ({'ј1 (lf) i rcorelacioni fHnkCional ЕС се, / I.f\) izrazeni эи 
u obliku "" (,4л С '-е) =- Ст "f (Q ) ) 

о "'- ~ О) О) ... ) о 1 -
~~ ( 'f. ~~ ) =ј", <f ~ (6 ) се 1- (~ :: t='(~J) 
... I '1-.,. ... 

i 

f:':de је (v'V'. konstanta, е. 
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је Ji'ourier-ova t;::аnsf(.rшэСiјэ. funkcije I((:} ,~!~ .. 
, r-.:o) Је mera 

па n-dimеnziоnаlпо: p.t·oC'toru р,.,/ ,tak.va Је. је nejednel\.ost 

, ' , \ 
r->; р/ . I 
~., " ,-
• ,,-",-<, , . . I /~ 

-, -. -

,;\, Ј )1 ? 
, _ ... 

! ~. ." , ,Л '! '. - , .. • - • ) , 
• 

-~"----'-- _О, __ ._~ • .Ј .. Ј <,"',,., 
• \., ........... ''1'-"',) (;,1 -1 А<) I~ '. . 

zadovoljena Za n6;;i nencr;e.ti vni broj :2. • 
FШlkСiј'Ј :;: (~) zvacemo spektralnorn merom polja ~. се ~ .. 
Da Ы ве raOGao uvesti poj8!ll slucajne LebeSE;ue-оvе' шеге, potre­

Ьnо је pretbodno :Jati neke definiciJe које 80 odnose nя uо[>зtеnа 
clucajns polja •. 

Definicija 10. Uopstena эlисајnа polja 
• I " 

i вц 

• 

ч..' t" '7Ј ,. 
• . ~., ш:,ајаСIl!lО ortogonalaa ako је' "'а Э1Т8~1 рэr 

( ( '-f' '\ \;: (~/ '\ '\ ~~ -Г"\ , ... )) 5," ) ,-LI 

Definicija 11. (Geljflmd Гr /). Порstеnо 
ima ortogonalne vсdrЮGti а'се za Rvaki раг 

, , .. 
"':, t "r! f. ;L) 

() ('-е) () GV ('+) "- v 
~" 

VaZ~ 
/ '...... .,! r.', '~(' I ',~. - о L '; ( -\ Ј) S. ',,' ) ) ;::.. 

~., 

Def"inicija 12. ljopiiteno ВlиёајnО ро1је ~ ima ;:ного sVl1da -' O.L'togonal= vLedr:osti 8.';.с 'v0stoj1 po:>itivan Огој q takav da је 
za svakJ. par 'f: '" ( ј\ 01ј1 ве suporti б('Р)i 6 ч,) гаzlilшјu 

1\а vi зе od q, 

Heka је А podskup Hilbert-ova prostors ;:С .'э. ГА] ozna-
cavacemo najraallji podprostor od ~ ko,i1 s6(lrzi зkuр А. 

Neke. је dato l)~C)pater"{) эlџсајnо polje {. За':f ozne.cavacemo 
>,ledeci po(ipro5tor оа df: .. 

'; .. [{ f ( lE ) : 'f (. Ј) } ] , 

Stavlmo, 

~, ~ ( \f) = ~ ((~ 1.()) ј. € '-2 "') се f УЈ : 
I'oznati rez~i \;at 15/" tvrdi аа 58 i 11 .' Ј !с ( ,("moze pDoduziti 

йО Abell-ove с·си;;е Шli tarcli.htI'ansformacij <i па Ј. %zistencija 
ovakVog jednog prosi.L'enja је ekvivalentna :оа uslovom homor;enoati 

uopstenog :::lucajn.o;; polja. DOkaz оуе ekvivalencije је analogan 
• 

аа dka.zom о sli~noj egzistenciji grupe iZOii,etricn1h preslikavanja 

kОЙ'О;i1рlеksnО{~ и sil'em smls1u stacionarno's' slucajnog ргосеэа, а 
,;51;0 је oi10 datc !la pocetku ovoga racla. Pr8ciznije, суо Ы Ыо 

analogon ekv1valenciji d~tin1cija1. i 1'. za u sirem smislu 
stacionarne эluёајnе procese. 
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Neka је Е. tlOj:,steno slucajno роlје; ва Љ сето oznacavati 
:йави svih BOL'el-оvih роdБi:uроvа од. Rn эа konacnorr. Lebescue­

оуот merom. 

Definicija 13. Neka је !1 '. ;f -vrednosna .funk::::ija (precizni­
је !{оја uzime VI'fеdщ~sti u 3 ) de:finisana па klasi ~Ь • 
Funckiju! zvа6епо s1uсајпощ Lebesgue-ovom merom . мо 1spunjava 

slcde6e uвiove : 

(1) 

(Н) 

(111) 

onda је 

. ThM(E) = М( 1:' ЬВ) • t Е е Js 
E1 nE2 = 

-
М(Ез.)..l. Ј4(В2) '. .za E:L.~ E~ 1 

, - "-

ЕО- .~ d1sjl1!1ktai sJ:::upovi 

с>< 

U·· . 
1::1 

М( • 
-, ,. 

i 

(iv) оzn:эО1mо jedj.nHn1interval u нп , onda , 

. - . ' 

" \..иуoQ.ј.п~ез~ ___ ~~?,.!"..m~r~ '. 
Potpuдo паanа1.0Вan nacin llUa:пi;V;sobiCnfJ. s1ucajna ро1ја. 

Naiшеt nekaje da1;o:nepetl~OhQIIlOg~oSliicajno POlje[(x).~ER2 } 

uvedeno dE!i'lhic:ij 0111 4. Kaosto ј enagl,a~.noJt f<~}} Нп1 Шl bert-
оу 'p~ostor kOj~ celllOoznacit1. зе.$е.:'" Ako је А podskup Hllbert-
оуа prostora ?е ond. еето За' [А Ј . oznacava1;i tlajmanjl рod-

.;\ , ,. . . ~ , . ., . 
'pro~tor ... ,od :';}е koj1 sadi'll А • . А .' 

Sa [Ј. oZMcavacemo'podprostor OQ. ~'de:f1n1san па sledeCi 
naC1.o: : ,- .".-

. .., 
о .'- _ 

• - ,< 
. " Ј ' 

'- - -

• ",i;.[1f(!.>. ~,E-R2J.J·· 
Dalj(> •. В'а @ Cf1mooznacavat1ltlasu sy1h Borel-:ov,ih 

podskupOV80d1t2 за . kоnасnошLереЈ!!g11e-oVоm merom. 
- , - , .' - . ~ - '. ;. . 

3ada ето ustanjq,daUV:ed~mO~lEt<l~~11 def'in1c!.ju: . . . . 
Def'inic1 а 14. ;';eka је! .. .э-:: -vrеdnоsnаft\DkсlЈа de1'in1sa-

па па klasi • FUDkЧ;1ug .... zva6~o ".;'::..; ~~ 
merom аКо ispunjava slеdeбе ,us1чуе :. , 

. (1) ТЬ Јј;(Е) = Mcr'" ьЕ) . ~.~ ео н.2, - -
'" .Е··6СА··· .• 
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(Н) , za 
,,", 
~. 

(iii) Ako ва ј ';1 , .(;;2' • " 'Ј" 
• • , ... -0" теај usobo;Q йiој,ш'(tni ~':,шроvi 

i ako , 
,.,;;~. 

" , ' , , 
~j~ , ; 

,~ 1.;' , 
i=l 

~. с. ..; ... Ј 
~ , 

onda 
л 

М( • 

" 
А l' ( . ) '"'(о) , о ~y IiМ . 1\= • -

Operator Ть k ,;ј 1 .f1e;urHie pod (1) defirlisan;je ј,а ~lican 

na.c1n kako jc-to bilo 1J.6injeno Z8 uopstena 'lс1сn;jnа роЈ ја. 

Skup tranO'formaCi;ja~ThY ,h ~ R2 moze sel;akO~je procluati 
(10 Abel-ove <,;гире иnitarnih preslikavanja r,o. ';;.е ,11 sto је 

ekvi va1entno IIVOU ,јеnјu pr'etp()~tl'ivke (> hоmоgепоsti 81 ucajnog 
<>01 Ј" g -~ ~ ", :Х ) ~ 
r '"'" i ' '-~ Ј8 .) 

Koriste6i ве ovako uv ооеniт poj.nom slucajne LeЬеэ~uе-оvе 
r ) 1]~ тer'c nep.t'ekidno6 homogenog slucajnof,) polja ':;((~It) ј' v tanj u 

da pokazemo "lede~e o[,obine slucajnih РОlја i х(ЏЈ}i n;jegove 
", i'iltcr tгаn;зfОГ~lасiје 1\,;'(,,(.,1.) у \сји вто nap:C'ed uveli. 

вто 

Stav 18. Za neprekidno homogenoslucejno pOljetx(s, t)}. 
koje ше spektra1nu reprezentaciju ,1atH ва (2') i 'Oija је 

~ .... -\ -, 

filter-transЈ;оrmасiја neprekidno llo!llogeno polje{':tc,fi"i )ј • va~i 

cledec.e: 

(1) 

(11) 

i 

( 
Ј 
-"" 

--

с 
L" 

I ') _~ ... -

I си:, , 

( I t-

; 
,):= О ) 

о 
) 

, 

I j~ \ 

,-,'>~ 1, 
" .11 " ''>, I 
", ) 

I , 

(,1"/1 ' ',.. , 
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Вlейе6! s tev lekazuj е 0>;0 binu a'p~;olutne nep.L'ekidnos ti ,,1и::ајnе 

Lebesgue-ove ше.!.'с "оја K8l.'akterise ':~Il~ajna [Јоlја Ј х(в, t) i· i 
о « 

• 
t , 

stэv 19. Ne' ог je~.x(c~, t) Ј nергеКlдnо ћОГ,О"'еnо 

cija је f"; 1ter t:t'anBformacija .oeprekidno hОI'юсеnо 

1101 је 

р01је 
'Ј"'. 

" )1, :" + " 'r • 7ada ,је za svзki prirodan broj h о 
: ~ Г, '.'''' , 'Ј -

mera . . 

apso1utno rlep:r'eki.dna u адnови па :neru 

, 
/ , 

. -

рг! сети је 

\! 1. r"'- -'"'1 _ 
"," -" ',.- ~ / -

! '0 

1 . 

СЛ ..h '_"'О<'_'!' - .. 

'\ 
, , 

',Г" \ )' 
/-11 t·, ('" ј' '-"\.. ~,:, I , 

') I 
ј v( Ц 1 , 

; 

spelttra1na ;fu nkcij а р01ја Ax(s,t) ~ 
. ~ 

, -, " , .1' " ЙГХ; 

• 

Dokaz. , Neka. ёU m - i п - се11 b~ojevl, а а !:ir'odan b.ro~. '1:'9"а, 

('kup v.!.'оdnо::зti 
,-\ 

~:. ~. ( 'УУс \" I '/, (, ) 

оЬ.r'зzuје .Cl('JJlo~eno ul u.cajno 
.f'ilter tгansf'ГlIlЭ.сi :!е slIJcajno:," у:юlја 

. , 

:0 х(э, t)j polje $8. Ji[)kretD.im ра:сamеtI.'ОПЈ. 

Kako је па OSnOV1 predhodnog stav8 

! . '. 

i • ~ , 
/0 " ~ ..... Јо.. 

( 
, , 

to ве .о o:celacicn? i'u.okci ја polja 

u obliku 

-

о 

"' '1 ' , . 

( (/ , 

\ ) 
-Т! 

) 
-' 1: -

• 
о. , ., -". - , • 

'f. Ј (. ~o •• ';1 ,у,. " ,-, , spektralna lUnkcija stacionari1og niza 
" 

Za ро1је 
[. г \ 
'Ј",'- • ,-"., .\ , _. 
, 

о} kore1aciona funkcija imiЭ. oblik 

>1 <-'\( ~ ",.~, 
( 

I 
f ....... 

l ' (A/i'~,) 
, 
• 

o(h 013.00, u specijal.oom еЈисаји : 

+ -';' . .,) ,О<) 

r rvлХ;· '" /' \ 

Ј 
( ) '--', 

(++) 
..... , s Q cH'~.4-. i ! 

( \".;1 .~, I '1oL ) , 
,"'о 

, 
h \ ~ _. 
,,'- 'Х '. . 

" 1\ А,,< • "" 

-' --

,1 
~,. 

. , , 
r \ 1 
\ ' ~ ./ 

( -~~ 
k 

) 

) 

~ / r 
- ". 
! 

{\ 
-,~,,~ , {, 

, 

, 
,', : ',-

'. , , 

) 

• " 
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Upor'edjivanjem l.'elacija (+) i (Н) dоЬiјапlO; 

- -< ". 

! , 

) -. -

Ј.-. _' 

, 
ј 

k __ , ... __ . 

-' "ј'""', 

" i .-, -. ,-' I - ~ , 

l ,., : -
- '. '.): 1. 

! , 
. 

, 
о , , 

" ~ .1 , , , 
-- .- . , , 

i-". 

lz (++) sleduje opet 

• !. t,~ t '(-\ "Ј' _.~ , . , ' 

, 
,,' ') ,. , 

•• •.. -

, .. 
i 
\ 

" 

.Ј. (.'>.-Ј 

-"" 

--« 

-
) 

-, 
,.1.. Ј' . , 

\ 
-Ј 

" _. Ј1 

, 

е 

(~ 
, ! , 

! 

-t с., , , _. 
f.., ~).-'- л "-

) 
/ 

< -. 
Ј -- _ОО 

I 
--~. (, __ о 

, ;~. 1 i 

( 

ОС+ ,r, 
\.. I":X,. 

" , 

, , ,. , 
I I I ' 
\ ,',,' I 

л+ 

, 
,,,,' . ,1 11 / . - , -
(/',". 

.'\ 
) -t <>С!) 

г ' ,...-. 
"Ј 11 

..! ,>,') --'-('" - \ 
! 

На оэnoуц prethodnog 1 poslednje relacije • 
J..r;J а.то : 

• 

L. )+""")) 
, 

odakle, 
Ј -:.. -.. \,'".(ј 

, 
/L1 

, -, 
t • 

Ј -< Ј{ \ 
i - . ) , 

1", 

, 

'" / / 
/ t-__ _ 

• 

- , ,Ј -:-;, )' сА kt 
)' /' 

• 

", 

" . , , 
/ . , 

КаКо ј", za i'':''lterJZ;~f()rlllaciju Zx" (5 It)]speri:tralna f'un,zcija data 

r'elacij от . А. А\.. "~" \ '. 

r '" (.\ ) ~ '1 ::. ( (1 \ С k СА 1 ;l\ ) i - ,{ ~-~ (,1) ;(А) ) 
r':t.~ ',"! r Ј ·X~ Ј_е.:;' .-.' I _ 

to sleduje йаје merad.F~~ (.{tё, )+t->o) aps .. lutnog neprekidna u 

odn05 u да meru ct FoG (!~::{.!!T ) -t "'1 Ј . 
Na овnovи :r:elacije . ( """ ) sledida је тега 

)' С;' 1:' с( Г~ , .1 ?::.+-J~: !i' ) . /~:' .. ", .. ~.IC ') 
. . .L-ШТ1 



- 26-

apsolutno nepl.'ek i dna u ийпоэипа шeru 

• 

Ыа 
Ј=:.- ~ , 

Г'. "nov u ovo '.,' " '" ... '-' -' .Jt: о(.! ;, 
" .", apf;ollJtno 

neprekidna u сйn~эи па meru 
~ . . 

а+-" l).L -:Ј.,Н • ., С( I ~ __ -- ~-I-.р.:Ј /' • /К ) 
, . \ ~" ".... " 

-- --.---

1-• 

i pl'e:ыa 1;;,;. u ойпоэ lJ па шeru 

-Qj 11 '\ ~j /. 
/." ) -t """ ) џ. . , . 

• • 
Ј ~. "'" 

Za svako prirodno h - тега 

neprekidna u ойпоэи па шегu 

) 
f.-=!\ јо.с< 

пе zavisj. od h • 1:'1а taj J:..acin SGav 19. је \Ј. ;)Qt,;unosti .iokazen. -
Иа <)[',nоуи оуоа stava izv1aiH эе citav niz ОБоЬјпа sl\1.:ajnog 

)оlја ~(G. t)} i 1,jegove filtег-tгans.fогmаСiјс - slucajnog polja 

• 
Р1'О nego БЬО эе zadrzirlO па озоЫпата hопо[~епih slucajnih 

po1ja~(EJ,t)~ iP·I.(S,{) ј navodimo jednu V8ZЛu. овоЫпи теге koja 

karakterise homogeno зlисајпо роlје. 

Ne"a је па R2 ;iэtо nep.cekidno homogeno с:l u.cajno РОlје{ х(з, t) У 
ёјја је spell:tralIla i'unKCij а +«:J..L, f') • J:leka эи dalje. dati 

(л ./Је )-э,(ироу! Аl'А2, ••• ,А у t8Avi da је AinAj '$!:. "ff t i~j , 

1 da је , , ... 
L) А· ~-=-

. Ј 

R 2 

Ј::../; 

Рrеtроstаviг.ю da зu эу! skupovi А.ј merljivi u odn0811 па 

me.ru d~()I/') 
I 

'l'ada 6е polje ~Х(Э, t)} moze napisati u • 

оЫјки z.)lra od :! uzајЗilШО orto[!;ona1nifl nep.~·ekidnih homogenih -
. 1 

sllJcajnih polja ~,X(J)(~lt)j) j~AI"'1 -Ј) cije эи spektralne funkctje 

-( ј) 1· +- ",,(л:/')) j~,) ... !~Qate nв. Skupovima Ај 
, • 
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То ве jJost:;':&e lШ оУај naC.ill; на osnovu (2') је 

~ 1% 

'::((~Ii 
, ( , , , 

,Ј 

r ,,--..: 
, 

e;de • 
Је - < ----

L 10( I l' -'\ 
I ::о ) 

'-- " " ,_. 

.-, 

.S {. S I 

. ., 
/( I '. 1.(1 / I Ј 

1..0: 
, 

I ( -' ) - :х: \ /.. Ј /' - џ , , , 
'Х / ..:; ~ , 

Staviblo dalje 

() Р) 
- " , , 

/ 

('Ј =-, / 

~ ~ ) 

'- о i 

dvako , је n.epl.ekidno hOffiogeno 

Dalje је 

,:::(, '~, ) ~ 
( ј ') (. -, , " 

...j~, .. -- . 
-

+"'" ,...) .--~ 
, .... ·Ј 

( 
, 

~ е l - ј -
-О<) -"" 

za lJk. 

OVо rа:Й8Ьanје ;"oze Diti izrazeno рото6и napz'ed uvedene 

i'ilter t:l.'впsfоrљзСiје slucajnog pOlja~(s.t)~ • (OVо се biti 
.Ј 

dato preCiznije nesto кавniје). 

, , 
_., t i 
_. l , 

;:;lede6i "peci ;jalan slucaj razlagв,nja ho.ogenog роlја{а(е, t)} 
igra vaznu U10gl1. Ne':a је:!1:. spektralna :funkcija neprekidnog 

hotuogenog slu6ajllog pOlja\x(s, t) ~ • Твдае !;noze predstavi ti 

lt obliku zbira 

, 
/ 
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gde је F1 stepennsta f'unkcija ва f'kokovi:na [1 tackama preld.da 

i'unJrcije 1: , F2 apSOllJtnc neprekidna kompanenta "'pektralne 

fIlDkcije.E. а 1"3 ,је neprekidna :!1,)notono пеl''Јзtuса ћJn;с'~iја 

koju naz·ivaтo siщ::;ularnоm kошропепtоm spektr'alne l'unkclje .Е • 
OVош l.·azlat;arlju spektralne 1'unk;cije Е. оdgОV/Э.l.'а :зlеdесе 

razlsganj<:. nepI:ekidnog homog!"nog s luсајЩJg poljatx(s, t)l : 
• " " (1) (' '1)' N ( 2) (, L) ... . ..,(") (/ ' " r:tl ~ 1'[ ) :,~. у'. -Г.""" ~ I с . :-'." 't ) 

( ('ЈС' • pri сети 5и slucejna polja ~ 'X(1)~ t {'х 10; .i ,'l'..>:.-j uz ВЈ аlЮ о 

ortogona1na. 

(koji је "и Л ;'\ '.; L' • _._ L .. Koriste6i ОУО, i stav 19. 
stav II б. za slui:l1jne 9госе8е) 

stav. 

\1 stалјu 'О'С <1э 

гц;:и" апэlоgоп 

pokazemo s1ede6i 

" Stav 20. Neka ,је clat.i neprekiдno homoger:lO slucajno polje 

~Х(б, t)} oija је J'ilter trans.fol'macija nepH;kiJno ћоп.осеnо 
.. л , Ј 

slucajno polje <', '1'.:.. (~,1.1 ј , • Ako је h prirods!) br'oj, onia је : 

(() 

( , 
./ 

• 

Ј-__ ~.­. ., 

-'1" ' ! \ > • ~ , 

........ Q,ISlt)i __ г\,"" L -

gde је 

.. 

L 1+ I >" L ... 'ј 

. h.., '. d.1coO<,. С л) 0(/"- .' ') 
;.....~ \-



___ о - _____ ._~ 

r - , • 
("',;,_1!11 
,.t '. 

- 29 - (' . '"- • rr , 

[1 С' А·Ј О,':' , 
",Г- у " ·1, 

~~ - ~ ,-
щеrа је siщ~ulаrni асо mere odnosu , 

/ 

па meru а, f ' • _'- I 
-y-'~(,' 

i 
, 

, ;:<! /1.-( • , " . • 

је izvod apso1',iL!lO • ',:19113. 

теге • " , (' 'Ј " l' ро m.er~ Ct/ч ,А, '/' • , 
Dokaz se izvo(~.i 

, 
~)OiIlO"~ и 

(~ 
str..voVa 18. i 19. i (Чt1јеЕi(~е da је 
'/"'- .. '" \ (, I С, СА I (Ј, ) i ~ d ix (л) /Ј' ) ) 

Ј ) I П. I I 

"-!Х ~~ ... ~ 

pri l'8z1a",anje 13 рekЙ'аlnе fun,;cij е па "оыро-

, 

Sledeci stavuvi \laju osobine .ce!';ularncc.: i :сiщ;u1аrnО5 

neprekidnoe; ћО:IiО"еr105 с1 исајnое; polja {х(с, t) Ј а dсЫјепi IЩ 
• 

.t!.oI'iscenjel!l ројiЛD l1apL'ed uvedene fi ltertransf"rrollCije polja 

~(s,t) } • 

~-)tav 2l. 'Ја Ь! nергеkidnоhОJllоgеnо заисајnо 

је spekt;ralna l.'eprezentacija data за (2'), Ыlо 

• 
роlје 1.:х(Б, t)} 

",". . 
C~Ja г;in';;IЙ йI'nО, 

'" potI'ebno ,'је i Jovoljno аа oude ~,~, (~,~t ) fE-. ':..1 • 

])01l:.8Z. ~ledi iz ~inj~nice da је 

'" , rv· ((+1_ --'--i. "! - .-

i rергеz"щtаСiје 

(~ е\ 1-) Е::' l2. '-I..v Л) ( , 

РозlеdiСа stava21. Лkо је ~llter 

homogenog sluоэјnоg p01jA1er(S,t)~ jednaka 

~e za sVako ћ ";>0 polje 

,-:x:(s,/t) 

6i~ularno. 
\h и, - L, ) 

t 2едз!' ormaci ј а nepI'ekidftoG 

irienticki nнН, tada 
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Stav 22. Oabi:r il ter transf'ormaci ја { :, ,. S ! I ) ( nep:,'ekidnog 
, 

ћотоьеnое; pOljal,x(:o:. t)} bila iJenticno рге,Йikаvanје potl.'ebno 

је i dovoljno Ја оцце 

za svako h '0. 

Doka;; OVOtsa stava sleduje iz cinjenice da је 

za h >0 • 

.:ilede6i s tav kаrэk terise reprezentacl,jll гсgtllаrnоg ncpre!,idnor; 

ћотое;еnog slucajn,;;g РОlјЭ{х(S. t) t . 
8 t1fv 23. ilko 't} {х(з. t)} J.'egularl1.o Llp2ekit"110 Ьо':;О!;еnо 

пluсајnо polje zэ 
, . 
КОЈС _ 

( Jf ) , 
)-
ј - \ 

, .,) 

gde је 

/ (~)( А \ ~ 
L~, ! 

pri сети је 'мо ~_kQP tacaka ~(л .r) takav 

v(r", (А) = d~:(l ,\-1'10) 

1а је 

za svaki шеrlјivi skUp А tacaka (А, r ). 
~M~ :Ј/;,о( (А) а/и. " о 

, I ' 
, 

onda vazi ~еpl'еzсп.tас,:'ја 

'1 "<><:> 1\ ~~ r 
(x,J.-, (џ ) ':с 2_ Ј 

,""1 -<>О 

Dokaz. 

singularni u odnosu. па • 
to po<;toji • • 

ца Је 

za эуак! merljivi (А tf )-skup А i da јер:гНот : 

\' c1r:'C (~ ) .0-( А :: О. 
'ОН о · i 

_ .. _. 



У.ако ј е ргешг. p:cet;:oos 'l;avci 

za 

зtо 

., .•.. " ~'l~',·!· \ 
'. ,,;.',' 

}
- ,)' ! ,", , , .. 

,1 

... " ' 

--, ('1) 
" ' 

~~//~'~) 
/ ... -. ;)-.. 
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~--, (\ ; , , ' 
" , \ 

( A . .{~, 
''-',Ј''') ) 

OVај ~;tav.laj е D.e''- u v .1.'8 tu "dеkОШ.f;v<,i" i.je" l'il ter trans.fo1.·maci~ 

је <Јll1сајnщ; POljat:X(fj,t)y • (vicote{: <;;,+" 2;). 

:,:а p.r'etpostavkama i oznaka'l8 iz ргеthоЈлоg stava 

sleduje L'elacija : 

Dokaz. мо iskoristimo p.L'ethodni stav i tvrdjenje (1) 

stava 20., imamo 

~ +"" ј f '" l ("k",~) 1.,1,) 12.(.lrx,JA Ј fi) = f { ( C'C,·LJ() !:} d.r~:{/j) f) "-
-"" -<Х (. I Нс 

- ~C><! _+-~ _--. 

јј ICV~JjJI)I~oI~,>(.O)/l)= y~ l~ (C{.(/\r)r:<d+~;: 
м о 

--

Odakle, 

А 

ГХ .1.. 
5" '" Q i С ,А+ (/'" ') С ~ с l} (' )~t2 -:.:.(4) С),) t) ) 
-"" 

sto .је i trebalo 'iоkаzэti. 

О. 

(},novni ,c('zul tat о ге prezentaci ј! r,c:\11arnOi?, nepl'ekidnog 

hошоьеnоg sl\1~г.jn')i. polja \,Х(В. t) }potice 0(1 Саnб-Се-Реја t 't / 
i izrazava зе slede6i,~ stэvоm.· 

i::itav.. ТЈ8. lii й.ерх·еКЫnо bomogeno slu,'ajao pOlje.(x(a. t) }ЬНо 
l.'egularno potrebno ј е i doVQ ljno da ima гер'еzеntасiјu 

. ~~ t". . . 

(12) ()2U
1
t)'O- ( .\ е ($Л 9().)+.j.r)~t ~ Ol~) 

) -.СЈ, I 
.... о(' -~-
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gde је s l.uСајnа Lebes§!;ue-ova 

".lodeca svojst-va : 

p,,,ra пvеdеnа ilefl.nicijom 

14. , . ~ .' "1"- .... ''''Т\1'Q·\я·Р .... 2 .. ..,;Јр. ...... .;;'_,-'-{~ и--'" f.л 

је Hlu.~ajna veLicina ;!,а SIlв.)Й :nu:(.'ljivi ( .'\ 

5ku.p А; 
, (Н) Z8. pC)lzvoljne (,Короуе А1 

lJlerlj1vi u одnOБи па С( k (,\) d.,tl 
. ! 

vaz1 

~ СА ~ +k,) "'. ~ с 4.1) -t ~ ( А 2.) I 

(111) za svak1 morljiV1 pгr slшроvа ~l i А2 је 

gde је 

~ { ~ (А 1 ) f( Т:Ј Ј =-- H~'XA, с{ ;<' О. )Ј/ 
С{ l<Сл) neka Шel.'Q defin1sana па 051 ,{ а i'ankc ija 

d (, ) , ' Е L:i.· (dl( (/.() 
I 

ва оаоЫnос1 

.. ~ СА) ,i.\.) =. о za /Ц::.. 
/ 

О. 

Nas ос,nоуn! cilj је da sada tlашо L·ep.J.·e:oeuta..:ijL1. .l.'o6u1arnog 

neprekidnog hO!Jl<Y.,eIlog slu';:ajnog polja РОll1оСll nпрred lГlledenih 

pojmOVa fl1ter transformac1je slucajnag polja 1 slucajne 

LeЬеsь'"Uе-оvе ш(,;'е Која kaL'akterise jedno tаюто polje. 

Prec1zn1je. ciajemo вlедес! stav koj1m ве izгаzаvа veza iz-
medju slucajnog ;',оljа i nјебоуе f'ilter transforl!1$Cije kada .је 

slucajno polje regularno. 

зи 

stav 25. Za svako regularno neprekidno homogeno эlисајnо 

ро1;је tx(s,t)} postoji.regularnoneprekidno 1J.omor;eno зluсајnо 
polj~ ~ ~(51i:-) ~ te.k:vo da эе зlисајnо pol;je tx(s, t) т r10bija kao 
filter trans:formaCijS slucajnog роlјв. \&cs.t) у. pri сети 
iшamо sledecu reprezentaciju 

+ "" ~. ~ 

~. s· s е l' с ~,{ ++1"') ОСА) /.l ) d ~ (/\! /( ) 
, 

gde 



I 
\ 

је Бlисајпа LэЬеs[;uе-оvа mera ttvedena u definiciji 14. а flшkсijа 

, " ' -~ Л. , "\ i 
(\'('_ ј,.' с-- I 

- -"'! "-') -- --
/./[<1 ')' е ,1 - l' !, i 
. '" I С"')," ј 

, t 

c:~ie је l spektralna funkcija slucajnog poljR {:;: ('11);: • 

Dоkэ.z. Koristeci se {'ezultatjma datim u rаац I,~ / 
, 

, 
, ' ... ~~·~'O 
~ " ".{JI..,", 

sledeeu kanonicnu. гергеzеntасiјu, c'egu1rJrnofj neprelddnog ћото-

genog s1uC:ajnog polja {x(s,t)} ; 

(:f) 

.! с>о + 
:: Ј ' S е 1 А'<; 5 СА I t--/\) d /11 

/ 

\ 
+А 

Ј.. (, IvЧ , е. i ftil i СА 1 ц) cd.«. 
gde је 

V l' 1" ~, А->+<>О -Ас 

ва 

ССл;u+t'v) UЩ 
tV -? О - о 

('Н) I i Р<У! __ гJJ~J~Ы." 
" I ~* ц), _~_ <_~{r:",(!-).;....,) ?!ft, 0(1,: '~ 

, . 

_"" !I + f'L I Ј) 
Tj~'-~ {iW ~ « ()) " , 

gde 
, 
Је k'U) merljiva kOдlpleksna:t'l1n!tc1ja "оја zadovoljava 

u.slov: 

( k (л ') 1 := ,1, 

Polazeei 0<1 (~) 
, 

koje va1ti zaposaatrano эlctсајnороlје 

~ х(в, t) }, ,i kOJ:'iBtecl osobinu datiJ u (*?( ) , imamo c,ledece: 

stavimo 

gde 'е Zx slu6ajna :flшkсiја dve;ju prcrnenljiv- ih koja i'igur;C'e 

u spektralnoj reprezentaciji (2') neprekidn~ ho~ogenog 

slucajnog РОlја !lx(s,t)}" 

Tada funkcija ~ C~ ) lша Sёеdе6е, osobine: 



(1) 

је 
.. ~' , 
./ i t I , --- ",о, ' .\ 1 .~, 

(Н) Ako 6'Ј. 

( .Ј ~ , _. -_. 
'>1\ 
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эlu~јnа funkclja s оЬzi~'ош па cinjenicu da 

6111cajna l'unkc ija • 

i 

i Ј'. --
S1.. 

( ( 
Ј ј 

и7,,· ( 
с (ЈЈ 

а .cbzirom па cinjenicu da је slucajna ftInkc'.ja 

nezavisnim ,'Гiгаi1tајimа. 

• 

$а 

(iii) Za рГ,:-;izvQlјnе merljive skllpove .,~ 1 ~maшо 

• --..--.- ~~ - ,. - - > 

( } I -+ .::;..., ) А,с'с . - ~ --
/ i 

, 
\ 

, ) 
.,-, г 
! ' , .~ ~ - -.-{' , / 
'__ f.-, 
I 
-~--. 

Iz (i) - (ili) э1edujе da је ~(S')ЗluСа.јnа Lebesc;ue-ova 

. тега koja kal'r,kterise slucajno ј')::Јlје kojc ,-:e'~:J oznaciti за 
i' r--.. . \ 
, . (е .L' .~ 'ј ~ .... \. Т' I ј"- • 
~ 

(ЛО slllcajno polje је nepI'~ ldno i hOI7!ogeno. 

1'18 ot;nOVu QVO,a [;leduje sledeca rорL'еџеntаСiја rei<'llarnog 
neprekidnOf5 hO!!locenog silucajnog polja {X(fl.t)} 

)01 

'Ј: С!; It ) =:. 5 
gde С. О) fл) zadovoljava Ils10ve date naргеа, 1 

, (!(.\ Ј f) f: L ~ (Ј. F ( )., t ) ) . 
gde је! spektralna i'un!rcija polja { ::Хл ,t ) r ;,оје ј е oka.L'akteri­

sano sllloajnom !Fobesgue-ovom тегош d~ ().) {). 
I.ako је pokazati da 218 polje \X($,t) r зlеdеса relaclja vazl: 

"" . . 

~"( (5 (1; '):- ~ (~, 0+ ~ (S;(t) =)e.tш. r? (~, t )= II~U,t 11! ~ Е '~ I 7..'С iJ """ .. ~ {~+-.....~-

tj.t da jeZ.;z(~lt)}r~gularno зluсајnо polje. 
Navedef1i зtаv ima dvojQkisтisao: 

РГУо, pkazujeegzistenciju. jednog regularnog polja, i 

drugo, daje l:epr'ezentaciju posmatrarlOg polja u obliku 
јеdnе [11 ter traJlsformscije. 
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Od Can;:;-:)e-i'cja / 4 I 1,ot1<:8 з1еd.е61 zaklju6ak: 

slucajno э1rL~;u.lагnо I/а 01 дерl'с:йЈдо ћО;Јюgеnо 

pot.L'ebIlo је i uvV;)ljIlo da s"oro 

шеru (/( ["" ОС) -1- <Х)) ЬиЈ.е 

, 
эУица па ~osi (u odnosu па 

1 '''' 
( 
, 
\ 

Ј 

e;de је 

~_.,C( r-~L (.-ll {Ј 
,- - -- -- .•• -,-, - - - о- " ___ 1_ 

cJJ~ (..{).!-<>оЈd/ 
izvod apr,olutno n'}prekidnog. u ојnоэи n'1 dJ, (), .-1"",) • <l.ela 

_!~ l , ) 1 А 

сл-r«,("i/') ро 1!1eri Cl.rl{; (/"'1 + .... )011',. 
. 1 

шеге 

cada ~ШО u s tanju (la iska~em.o ,~,)lede6i s iJav: 

;;>\;а,у 2Ь. jl;'"o j~ ;,;а L18prekiQllO hошо.::.еНЈ ,,;lu~ajllo ~)"Дj", 

{:Jt(s,t)l 

gde је 
d.F'>~ ( X'l\ ') .. ' 

-d~-(A~' "" 5djt-
, 

izvod apGolutno дер:r'ш i<hog, u Оdnови па 

dela шеге d{:'~ еХ) f) . ро meri сд:'=<: СА) +~Ч-l.'ndа postoji f'uokcija 

" .... , Q(ЛЈf)6L'- Cc>lFoc (.АЈА)) . 
tako da је filter tгэnsfоrmаОiјаSl u':ajrtog polja {:Jt(s, t) Ј ,jednaka 

nu1i, tj., 

Dokaz sledi izstava 21 •. icinjenice да Za S11akO polja 
t:Jt(s, t)] УаН repl.'8zentao1j'a ,'. .' 

. ~ (s I 1: ) .. ct,( S l-t)-+ 'У\ с џ: ) 
gde је t :(jysingularno а ~ 'Х'! ~ regularno slucajno polje, pri 

cemusu роlја ~ ':1:, Т i t <::('1. ~ uzajamno ortogonalna. 

Lаkоэе po~azu.1e· Јаје.юа оэnоуи ~'ii;~nР"ј-,n"С!~_"I.4 
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odnosnoda је 
\ (' 

gde је 

Ј ; 
,\ " 

" 
N (А, lЈ..ј,")_~;·~llР de~inisad ~)6_'106и- :r:elacija I . _ 

Lcx СА) =- 2 х СА N) 
1 ' ", ---, "" 

2~>- cA-) ~ Z~ CAN )) 
. gde је А proizvoljni merljivi{ А.. t ()-Э' ир а Zx ;'lUl~cci;ja dveju 

slucajnih г.r"шеnlјivih kojaimanezavisne ргi.гч!3tај е i РI'е::::) 

које зе Sl~cajno P01je-!:с<э, t)S spektralno·('prezentu.ie. 

Na o,,;novu оуogа sedujeda је .РО1је.f?cС.t)}"inС;'Йагйс) га 
ргета S t8vu .21. [;leJ.иje egzistencija fun.!{c ij ,} 

C!.o.,t}E'L~ CdJ·« Oc1f}) 
која daje 

1iXJ S+"<eiCSA+tt) QO,t) J2~ 

sto је t.cebalo .i!cka:i\ati. 

Smisao ovос;а rada 010 је аа p<)-,,-aZе'nе~"а civojstva nepJ:'ekidr.jh 

,hom.ogenih slu6ajnih polja POiJkCU .aapI'ed UlfedellOt:; jfoj:rli'! i'ilter 

trans.fori:18cije зЈ.'.':;ајnОЕ polja. таејн za uvo.~:jcnje .fl1ter 

tranS:.f'ormscijeje. :oasvim prirodan tok razvitka teorije slc!i:ajnih 

.p!:IIja.Naime, Перге kiд.nаhО'llоgеnе sl исајпа ')оЈ.ј а Э) prirodn о 
, 

6i г'е<l' s:niSlu stacio.narnih sll1'~:ajni.h proSirenje·· ko:;;ple]~snih \l 
- _. . 

ргосевв .; kcd cvih poslednjih,kao :3Ьо је to bilc :·o".:azanc u 

uvodnom deluna,Jl5a izlat;allja, .fllter tгanзfогmасiојо'11 ;је uved.en 

cit{1vniz lokslnih ра i nekih integralnill <,vојзtаvа. 

Zbotj to,;a је пазе proucavailje iJ)al~. ~a cilj аа })okaze Qeka 
. 

da: ih tako nazovIJElc "и sire:D. smis] u lokalna c:v')jstva" nе."ге-

kidnih homogenih "1 'J.cl'l:jnih polja, J",.-iaomoc'".'.".avaju гЈа ~:e razra-
. . . 

C!i matem:8.ticka apart3tura koja ,је kao i kod sl!l;~ajnlh ргосеэа, 
тада је kOd posle,Jnjih situacija 'oolja, ~a '.'Hda Ј:;;' Ltve'( nедо­
voljno Leorlj'ski гаZl.'аdјеЩt i ctot;;a vrlo OSLI).Jrla SGO iZ8/.',!Va 

neaavladive tебkо::е !{оо. pOkusa;Ja ргiшеtlе !lјепiћ .:.ez\ll ta.ta па 
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n{c,ke yI'oble:ne s~''l;;isticke tecrije turЬtйепсiје /1.0/, "ro),:noze 

kI'etanja v8.<,dusnil, f310jeva i s11cnih. 

Potreba йа ·'е зЬо bolje OJ?i3U nek1 ~c,тЫ)c! )roblelli (kao 

s-to је "beli ~и:йH t :'io. p.l·iro.er), clovela j~ - (io иУОй,јen,јн рој<!а, 

6110nо kao sto ju to Ы~ 

nih slu6ajnih ;:,lja 1 G / 
эlасај i kod slu(\ejnil1 p.l'ocesa, uopsto-

"
/-:1./ . . l' V 1 ,- ,. ,-.. ОЈа О __ ·Ј ;;Jl nave ].. ~l na~:1e:,-! .. гас.,-. 

S11cn1 р,еоЫern1 ke.rakterizacij е аnаН t1ck:ih ':1VOjs (;'/8 ;:оја 

је ovde uс1nјеnа za obicna neprek1dna bO'1logena slll<}ајпв polja 

!!JOgu 6е роstэviti 1 za uopstena зlисајnа ро];ја. То ~;,; l1еli",јсnо 

ucinil1 Jaglom. 1 2. 1, Ito '/:) 1 i Urban.ik 1 G 1. 



- 38 -

IТ'ВЕRАТURА 

/1/ Yaglom: Int:t'ollцction to t118 theory.d stationa.ry raдdOPl 

:fШlсtiоnе, The SIlcceSS8S ОЈ: mеthешаtiса1 sciences, 
..,oSkou, t.1/ Н, vo1 • .5(,51), (1952),3-15lЈ. 

/2./ Yaglom; Some classes о! l'andom flelds, L'robability tћеоl'у 

and i t5 applications,Moskou, t. П, vol • .3 (1957). 

/Ј/ K.Itol stationary l'andolll distributions, ;;:еm.Gо1.Sсi.Пniv. 
Kyoto, 3e1'. А, 28, 209-223 (1954). 

/4/ СЫапв-Се-Реј: lJ.near extrapolation оЕ 'Ghe continuons . . . 
ћоmозеnеоuз random field. Probabi1i ty theory and 

Нs apQlication. t. II, ·vol. 1, (1957). 60-91. 

/Ј, J.L • .ooob: S1#ochastic р1'осеввеа, New-York, 1953. 

/61 K.Urbanik..t COlltrib tion to the theory 01' generalized 

stationa.ry random fields. Proceedings o1'the зесоnd 

Praque conference in ir.i'ormativJ.l theory, L'andOUl 

functions and statistical decision theo1' .• Praque. 

·1960. 

/11 Ge1jfand: Obebsceniesltlcajnie procesi,'·:)kladi,1955. 

/g/ L.Schwartz; Theorie desdistributions, t. Ј i П, Неrmаnл. 
Pari~. 1957. 

/q/ ?.!.Loeve: Probability theorYt New-York, 1950. 

/10/ ]1'.Re11ich: Spektra1theorie in nichtseparablen [{аи!lIе, Math. 

А[ID. 1934, (llО)t~6-'з5б • 

/11/ 
. 

R.Pa1ey,N. V,iener: :F"ourier transforms ir! сотр1ех domAin, 

New-York, 1939 • 
. 

112/ A.Kol!11Ogorov: Qtacionarnie роs1еdоvаtе1јnоэti v c;i1bertovom 
prost1'anstve. Bi1jteb ~::oskovzkovo Universiteta, 

2, Vip. б (1941), 1-40.· 

/11/ А. KolJlot;jorov: InterpolirOV8oj е .i elcstr apo1ir'Qvanj е 

stacionarnih slllcajnih posledovate1jnosti, Izv. AN. 

S:-',SR, ее1'. mг.tem.. 5. No.5 (19ll-1), 3-14. 



- 39 -

114/ K.<arhunen: lГber 1inearoen mechoden in der l!iarhshein1ichkei­

teI'echnu!1gt Аnn. Acad. Sci. ]<'enn.icas, I,:No • .37 
(194'/), 3-79). 

ј{[ј K.Karhunen: ПЬеr' die Rtructur stationarer 

t k ~ "th 1"> :E'unk icnen,Ar,"ur ,,,а ., ,,10. 

141-160. 

s ltY' alligen 

2, (1950), 

!1Џ о. Hanner: Linear extL'apo1ation 01' stчtiопarу stochastic 

procceses, Ark, i'ur Math., I, No. 2, (1950). 

/111 S.Boc.ner: HaL'ffionic Ana1ysis and theory of probability, 

Berke1ey, 1955. 

/;1'8/ Н. \Viener: ТЬе Hourier integra1 and сегtаiп of i ts 

ap[lice.tions, New-York, 1933. 

/Ig/ РОЗДlfоrJ" ТЕоPt·п'А CT4I-9(ОН/tРН/1Х ('ЛУ/"јltЈНР!х 
гl ?Oc.s ЕСА) М иС t(/JA Ј (9(;1. 




	scan0001a
	scan0001b
	scan0002a
	scan0002b
	scan0003a
	scan0003b
	scan0004a
	scan0004b
	scan0005a
	scan0005b
	scan0006a
	scan0006b
	scan0007a
	scan0007b
	scan0008a
	scan0008b
	scan0009a
	scan0009b
	scan0010a
	scan0010b
	scan0011a
	scan0011b
	scan0012a
	scan0012b
	scan0013a
	scan0013b
	scan0014a
	scan0014b
	scan0015a
	scan0015b
	scan0016a
	scan0016b
	scan0017a
	scan0017b
	scan0018a
	scan0018b
	scan0019a
	scan0019b
	scan0020a
	scan0020b
	scan0021a
	scan0021b

