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SnaZan impuls teoriji brojeva dao je francuski pravnik
{ matematicar Pierre de Fermat (1601-1665). Kao amater u matema-
tici, za Zivota nije objavio gotovo niZta od svojih radova, ali
je zato pokoljenjima matematiara ostavio u nasledje mnostvo ra-
zradjenih ili nerazradjenih ideja. Mnoge njegove hipoteze su do-
razane, neke su oborene, ali jedna i dalje odoleva napadu mate-
mati&ara i samim tim raspaljuje njihovu mastu. Gotovo da nema ma-~
tematid¢ara, bio on pofetnik, kao autor ovog rada, ili veliki pri-
znati nauénik, kao na primer, Euler, koji se s njom nije uhvatio

u kodtac. Medjutim, Fermat-ovo tvrdjenje: Jednacina

n n n
x Yy = B, ne N, n>2,

nema reSenja u skupu prirodnih brojeva, nije ni do danas ni doka-

-zano, ni oboreno. OVO tvrdjenje,poznato u literaturi pod imenom
"yeliki Fermat-ov problem”, tema je ovog rada.

Dobar je obi&aj da se na potetku svakog jzlaganja da

istorijski osvrt na problematiku koju nameravamo da razmatramo.

ovde je situacija specifina utoliko, $+o bi nabrajanje samO zZna-c

tajnijih rezultata vezanih za Fermat-ov problem, zauzelo mnogo,

veoma mnogo prostora. zadovoljimo se stoga, jednim okvirnim preg-
ledom istorijskih c¢injenica.

prvi objavljeni dokaz Fermat-ovog tvrdjenja za n=3 4ao

je 1774 godine Fuler. Vrlo je verovatno, da je nezavisno od op3teg

sludaja, Fermat imao u vidu ovaj dokaz. Euler-ov dokaz nije Dbio
sasvim potpun; nedostaci su otklonjeni kada je Lagrange objavio
gvoje radove iz teorije binarnih kvadratnih formi. Dokaz
mat-ovog tvrdjenja za n=5 dali su Legendre i Dirichlet, za n=7
ramé. Ozbiljniji pohod na opsti slutaj Fermat-ovog problema na-

%inio je Kummer, £ija se jdeja da izadje iz okvira elementarne

Fer-




rcorije brojeva i zagazi duboko u teoriju algyebarskih struktura,

pokazala 1isto toliko efikasnom koliko i elegantnom. Bez obzira

na to, %to su Kummer-ovi rezultati tokom vremena poboljsavani,oni
se ni danas ne mogu da zaobidju u iole ozbiljnijem prikazivanju

Fermat-ovog problema. Iz tog razloga, 1 mi femo im u nasem izla-
ganju ukazati duZnu painju.

Pogledajmo sad Sta je pred nama. Rad je podeljen na Ce-
tiri glave. U prvo)] glavi, koja sadrii osam odeljaka, izlazu se
oni rezultati postignuti do sada u refavanju Fermat-ovog proble-
ma, koji su nam se, iz ma kojeg -razloga, ufinili znatajnim.0delj-
ci 1.1 i 1.2 posvedeni su specijalnim sluCajevima n=2 i n=4.Tu se
s jedne strane izvodi opsti oblik resenja jednaline x2+ y2: 32, a
s druge strane se dokazuje da Jje za n=4 Fermat-ovo tvrdjenje
no.

tac-

sa odeljkom 1.3 zapocCinjemo tretiranje op3teg slucaja

Fermat—ovog problema, razmatrajuéi neke osnovne tinjenice vezane

za njega. Tu vrlo brzo zakljudujemo da je dovoljno posmatrati slu-
gaj n=p€P,kao i da je prakticno razmatrati ocdvojeno dve mogucnos-

ti: prvu, kad je zyzFo (mod p),tzv. prvi slucaj Fermat-ovod prob-

lema, i drugu, kad Jje xysz=o0 (mod p), tzv. drugi sludaj Fermat-ovog

problema. Dalje se dokazuju neka osnovna tvrdjenja vezana za Fer-
mat-ov problem. TO su, U stvari, prvi rezultati autora OvVog rada

iz vremena kada je po&injao da se bavi Fermat-ovim problemom.

Naravno, kao 5to se poletnicima testo dogadja, ti rezultati su
poznati odavno. Tako je leme 1.3 i 1.4 dokazao Barlow(kao i Abél)}

lemu 1.5 Euler, lemu 1.6 Vandiver (mada, istini za volju, njegov
dokaz nije bio elementaran). | |

U odelijcima 1.4 i 1.5 privremeno napu$tamo Fermat-ov’
problem, da bi se naoru?ali dovolijnim brojem pojmova i stavova iz

ViZ%e algebre. Tako u odeljku 1.4 definisemo algebarske brojeve,

kao i osnovne pojmove vezane za njih. Zatim razmatramo jednotne

elemente u integralnom domenu kao i ﬁroblem faktorizacije. Izla-
$emo zatim ideju primene tih algebarskih struktura na teoriju bro-
jeva, i uoavamo, da je jedna od glavnih smetnji efikasnosti te
frimene?problem jédnoznaéne'faktorizacije. Da bismo re3ili taj |
problem uvodimo teoriju divizora. U odeljku 1.5 navodimo i do-

kazujemo nekoliko lema vezanih za pojmove uvedene u prethodnom
odeljku, koje kasnije direktno koristimo.




Odeljak 1.6 posvedéen je ranije pomenutom Kummer-ovom
rezultatu. Tu formuliéemo 1 dokazujemo Kummer-ovu teoremu da je
Fermat-ovo tvrdjenje ta¥no za sve proste regularne brojeve Pp.
rad Kummer-a prisutan je 1 u slededem, sedmom odeljku. Tu se,na-s
ime, navode najznacajniji rezultati postignuti u razmatranju pr-
vog slufaja Fermat-ovog problema, a ti rezultati su, uglavnom,
posledice tzv. Kummer-ove leme. Ta lema, koju mi navodimo

kao
teoremu 1l.14, biée koren nekih originalnih rezultata autora oOvVOg

rada, koji €e biti izneti u Cetvrtoj glavi.
Kona&no, u odeljku 1.8 bavimo se Bernoulli-jevim bro- -

jevima, koji na vi%e mesta u ovom radu igraju znatajnu ulogu.PoO-

red definicije, tu se dokazuju nekil manje-vise poznati
vezani za njih.

stavovi

Originalni rezultati autora smefteni su u preostale tri
glave rada. Druga glava predstavlja generalizaciju rezultata do
kojih je autor doZao u [51]. Naime, u [51] (38-41) dokazana je
teorema: Ako je bar jedan od brojeva 2p+1, 4p+1 prost, tada jed-
nacina

2P+ yp: zp, x,y,2 €N, pePb, pz3
nema refenja relativno prosta sa p. sav na$ trud u drugoj glavi
bide da dokaZemo, da u iskazu gornje teoreme moZe umesto “2p+l,
4p+1" da stoji nolyp+l, mE€N, n=1 ili n€ P, nx5”,uz ispunjenje
jo¥ nekih dodatnih uslova, datih u obliku pogodnom za proveru.

U tom cilju, u odeljku 2.1 dokazuje se direktna veza

jzmedju prvog slucaja Fermat-ovog problema i problema da 1i par
kongruencija

£5= 1, (t+1)%= 1 (mod q), q=sp+1€P

ijma zajednifka reSenja. Na taj na&in nasa dalja paZnja bide us-
merena na uo&eni par kongruencija.

U odeliku 2.2 definiSemo izvestan broj ciklic¢kih de-

terminanti. Zatim pokazujemo da se takve determinante mogu sve-

sti na konaéne proizvode trigonometrijskih funkcija,$to ¢ini nji-
hovo izra&unavanje veoma efikasnim. Koristeéi rezultate ovog ode-
1jka u narednom, tredem odeljku refavamo postavljeni problem ©
paru kongruencija za sludaj s=2"n, m€N, n€P, n35 111 n=1.
Kona®no, u odeljku 2.4 stifemo do cilja, dokazujuci
napred navedenu teoremu o prvom sludaju Fermat-ovog problema.
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o° wivati, Sdinjenice viyrdjene u oved glavi Lide n Zolvrto] glas
vi veora doblro primenjoene na prvi ociaca) Format-o7og Lroblena,

vonkreino, v odelijku 3.1 definifie ce niz Lrojova Z i doetazu-
ju se rcke njcgove intercsantne osciine. U 3.2 ze, k;rtheéi Ficte
zZu lzmedju mn,k i funkcije fn = I+I1+2!+...4(n-1)!, izvodi jed-
na interecantna formula za In, na osnovu roje se opet, izvodi

hipoteza exvivalentna hipotezi DJ).FKurepe da je (In,n!)=2 za sva-

ko n €N, nz2.

Cdeljci 3.3 i 3.4 posvedeni su nizu polincoma Dk(x)

(k-1)-og stepena, kojeg definisemo u 3.3. Tu se dokazuije niz in-
teresantnih osobina ovog niza polincma, pre svega, njegova organ-

ska veza ca nizom T Iznedju ostalog, dokazuje se da je D, (1)=1
2

-1
Dy

K

za SVaxo kR EN, Dk(2):0'¢$k je parnc , D,(z) = (1-z) (5%7)’

K
xZ1, 1 tome slicno.

Kaoc %to rekosmo, &etvrta glava predstavlja primenu rezul-
tata trece glave, konkretno niza Dk(:)’ na prvi slucaj Fermat-ovog
problema. Osnov te primene iznet je u odeljku 4.1, u kojem doka-
zujemo teoremu 4.1 ekvivalentnu Kummer-ovoj lemi (teorema 1.14)
iznetoj u odelijku 1.7. U odeljku 4.2 primenijujemo deockazanu teore-
mu 4.1 da bi poboljsSali rezg}tate Cauchv-ja, Kummer-a, Mirima-
noff-a i Krasner-a vezane za prvi slulaj Fermat-ovog problema,

dokazujuéi da ako postoji k, k = E,é,...,gkoj kO: max(S,[%(] +

+ %anp}]), tako da je

5 0 mod
k-1 b4 (mod p),
gde je 2__._; Bernoulli~jev broj, tada jedracina
5-X-
2P+ yP = P, r,y,z¢ N, p€ P, r23,

nema redSenja relativno prosta sa p.
U odeljku 4.3 dajemo jo$ jednu primenu niza polinoma

Dk(x) na prvi slu&aj Fermat-ovogq problema, dokazujucéi poznati
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I GLAVA

1.1 Fermat-ov problem za n=2

ZapocCecemo razratranje Fermat-ovog problema sa najjed-

nostavnijim i dobro poznatim sluajem n=2. Dakle, razmatramo je-

dnac¢inu

2 Z
T+ Yy = 3

L]

> (

(S

. 1)

gde su z,Y,%2 prirodni crojevi. Jednacina (1.1) oligledno 1ima re-
enja; na primer, x=<, .=¢, z=5. Na¥ jJe zadatak da ukaZemo na
opsti oblik tih reéenja

Ne umanjujuci opsStost moZemo pretpostaviti da su Z,¥.3
u jednaCini (1.1) dva =¢c dva relativno prosti. Stvarno, ako bi bi-

lo (z,yl)=d>1, sledilo oi‘x,y,z/=d, pa bi se jednacina (1. 1) mog-
1a da skrati sa dc

Teorema 1.1 Uzajamno prosti brojevi x,Y,2 zadovoljavaju jedna-
inu (1.1) ako i samo ako vazi

x=2ab, u:ag-b‘ z:a2+b2, (1.2)

] . J

gde je a>b>o0, (a,b)=1,a od brojeva a,b jedan Jje paran, a drugi
neparan.

nokaz. Neka je ispunjeno (1.2) . Tada 3je

(2ab)2+ (ag- z)2= a4+ 2a2b2+ b= (a2+ b2)2
Takodje, iz a>b>o0 sledi z,y,2 € N. Kako su a i b po pretpostavci
relativno prosti 1 uz to jedan paran a drugl neparan, to su y 1
z neparni, pa je (xz,y)=(x,2)=1 i (y,z) {a - b a2+ b2)=

=(2b2, a2+ b2)=(b2, a2+ bz):(b , a )=1. Time je dovoljnost uslo-
va dokazana.

Neka su sad z,y,z relativno prosti brojevi koji zado-
volijavaiju jedna&inu (1. 1) . DokaZimo da tada mora da vaZi (1.2).

pre svega, jedan od brojeva mora biti paran. Stvarno,ako bi oba

6




Lila neparna, sledilo bil

32: $2+ yzz 2 (mod 4),

xro je nemogule.

Ne umanjujuéi op3tost mofemo pretpostaviti da je z pa-

ran. NO, onda se jedna&ina (1.1) mo%e napisati u obliku

oo 8

(1.3)

pri Cemu su 551- i E%K o¢igledno relativno prosti. Kako Jje proiz-
vod dva relativno prosta broja potpun kvadrat prirodnog broja Je-

dino kada je svaki od njih potpun kvadrat, to mora biti

igﬁ = a2J E%E = bz, (a,b)=1, a>b>o. (1.¢.

Iz (1.3) i (1.4) direktno sledi (1.2). Time je teorema u potpuno-
sti dokazana.

O¢igledno, teorema 1.1 daje odgovor na pitanje kako 1z-
gleda opsti oblik re$enja jedna&ine (1.1), a samim tim u potpuno-

sti opisuje specijalan sludaj n=2 Fermat-ovog problema.

1.2 Fermat-ov problem za n=¢

=

pokazademo da je u ovom slucaju Fermat-ovo tvrdjenje
bilo tadno, tj. pokazacemo da jednacina

£+ Yy = 2 .o | (1.5)

nema resenja u skupu prirodnih brojeva. Da bismo to dokazali,

doka2imo prethodno sledecu lemu.

Lema 1.1 JednacCina

xt+t Yy = 2 (1.6)

nema relenja u skupu prirodnih brojeva.

Dokaz. Dokaz ¢éemo izvesti metodom matematiZke indukcije po pri-
rodnom broju z.

7a z=1 tvrdjenje je ofevidno tatno. Pretpostavimo da
je tvrdjenje tacno za svako 2¢3,-1 1 dokaZimo da je tada tvrdje-
nje tafno za 37z .
Pretpostavimo obrnuto, neka za 2=z, jedna&ina (1.6)ima
relenje z=x_, ¥=Y,» tj. neka je




1 4_ ,
2t YT Fye (1.7)

Razmotrimo dva slucCaja: (xo,yo,zo):d>1 i (mo,yo,zo):l.

U prvom sluaju deljenjem sa d’ jedna&ina (1.7) postaje

.7:_0)4+ Y, 4_ i?_z
d ) T \42)
gde je zod-zéEN i zod-zﬁzo, $to protivreéi induktivnoj pretpo-
stavci da za svako z<z jedna&ina (1.6) nema reZenja. U drugom

slu¢aju iz (1.7), na osnovu teoreme 1.1, sledi

22z 2ab, y°= a’- b%, (a,b)=I.
O Q

O¢igledno, odabrali smo da IJje x, paran, a y, neparan

broj. Na osnovu teoreme 1.1 sledi da je b parno i uz to

b=2uv, yoz u2— vz, a:u2+ v2, (u,v)=1. (1.8}

Iz (1.8) sledi

mi: gab = 4uv(u2+ 02).
Kako je (u,v)=1, to mora biti
2 2 2 2 2 ‘1.9

u = Xy, VT Yg. U + VS 24,

gzamenjujuéi (1.9) u (1.8) dobijamo

a = 32‘ x4+ 4
= 847 47 Yy

gnadi, za 3:glga<x§gzo jednadina (l1l.6) ima redenje X=T s 1Y=Yqs
$to protivreci induktivnoj pretpostavci da jednacina (1.6) nema

refenja za svako z<z .

Dakle, u oba razmatrana slucaja dosli smo do kontradik-
cije, pa zakljufujemo da 1iz induktivne pretpostavke sledi da za
», jednaina (l1.6) nema refenja u skupu prirodnih brojeva. Time

2=%0
je prema principu matematidke indukcije lema u potpunosti dokaza-

—
—

na.

L)

Jednadina (1.5) mo%e se napisati u obliku

e yi= (222,

pa lema 1.1 direktno dokazuje sledefu teoremu.

Teoremahl.z Jedna¥ina (1.5) nema refenja u skupu prirodnih bro-

jeva.
7na®i, za n=¢ Fermat-ovo tvrdjenje jJje bilo taé¢no.




1.3 Uvodno razmatranje opiteg slucaja Fermat-ovog

problema

razmatramo dakle, problem: da 1i jednacina

2+ yt= 2", n33 (1.10)

ima re3enja u skupu prirodnih brojeva. veé smo pokazali da je za
n=4 odgovor negativan. Na% slededi korak bide da pokaZemo da se
re%avanje jednagine (1.10) mo¥e ograniéiti na slu€aj kada je n

prost neparan broj.

Lema 1.2 Ako jednalina (1.10) nema resenja za x,Y,2 N, n€P,

r 3 L

trada jednagina (1.10) nema refenja za z,y,3%5 W, n€ N-P.

nokaz. Neka je n€ N-P, n23. Razmotrimo dva sludaja: prvi,ako je
n oblika n:2k, k22, i drugi, ako n nije tog oblika. Za nzzk, kze,

jednacina (1.10) se moZe napisati u obliku

( 2k-2)4 ( 2k-2)4_ ( 2k-2)4
x + \Y = \z s
pa je na osnovu teoreme 1.2 lema dokazana.

Ako n nije oblika 2k, tada postoji prost neparan broj
p takav, da je n=mp. NO, onda se jednadina (1.10) moZe napisati
u obliku

(2™ )P+ (ym)P: (zm)p,
pa, opet, neposredno izlazi tvrdjenje leme.

Lema 1.2 nam oc¢igledno dozvoljava, da umesto jednaéine
(1.10) posmatramo jednadinu

P + yp-'-' zp, pEP, p23. (1.11)

Osim toga, mi ¢emo u budude smatrati da su u jednacini (1.11)
x,y,3 dva po dva relativno prosti. Naime, ako bi bilo (x,y)=d>1,
sledilo bi (x,y,2)=d, pa bi se jednalina (1.11l) mogla da skrati
sa dF.

Viéegodiénjim.prouéavanjem Fermat-ovog problema, mate-
mati&ari su do3li do saznanja da je prakticno razlikovati dva
sludaja. Prvi, kada je zy= Z o (mod.p), tako zvani prvi sludaj
Fermat-ovog problema, i drugi, kada je =xyz = o (mod pJ, tako




,vani drugi sluca] Fermat-ovog problema.

navedimo sad nekoliko osnovnih tvrdjenja vezanih za
jedna&inu (1.11). |

Lema 1.3 AKO su x,Y,=2 relativno prosti prirodni brojevi kojl za-
dovoljavaju-jednaéinu (1.11) i ako je =zxyz 7 o (mod p), tada pos-
toje a,b,c &N takvi da 3Jje

or = af- bP+ cp, 2y = - P+ bP+ cp, 9z = aP+ bP+ cp,

s = o (mod a)y, y = o (mod b), 2 = © (mod c¢). (1.12)
pokaz. DokaZzimo, pre svega, da ako je (z,y)=1, da je tada naj-
veda zajedni&ka mera brojeva z+y i ip: gp jednaka 1 ili p. Stvar-

no, iz =z+y = o (mod d), sledl

xpﬂl- xpnzy L yp_ZE pxp_z (mod d),

p p
a odavde izlazi da Je i :—g deljivo sa d Jedino za d=p.

1z uslova leme iz z Z o (mod p) sledi x+y Z o (mod ¢

/iy

p p
pa su xty z : g relativno prosti. No, onda neposredno sledi

da, posto Jje proizvod dva relativno prosta broja p-ti stepen

prirodnog broja z, mora bitil

x+y = cp, z = o (mod c).
Analogno se dobija

2-x = , y = o (mod b),

2=y = a’, =z = o (mod al.

Iz poslednjih jednakosti direktno sledi tvrdjenje (1.12).Time je
lema u potpunosti dokazana. ”

Slidno tvrdijenje vaZzi i u drugom sludaju Fermat-ovog
problema.

Lema 1.4 AXO Su x,Y,2 relativno prosti brojevi koiji zadovolja-
vaju jedna&inu (1.1l1) i ako je z = o (mod p), tada postoje
a,b,c € ¥ takvi da je |

2x = ap-_bp+ p2p—lcp, 2y = = ap+ P+ p2p—lcp, 23 = o+ bp+ pap_lcp,

x = o (mod al, y = o (mod bl), =

o (mod cl. (1.13)

pokaz. Kako je po pretpostavci (x,2)=(y,z)=1, to iz 3

Il
O

10




(mod v/ sledl zy £ 0 (mod pl), pa se sl1iéno kao 1 u dokazu
lieme 1.3 dobija

o (mod D), (1.14)

1l

7 = T = P, y

z - Yy = ap, x = 0o (mod al. (1.15)

prema maloj Fermat-ovoj] teoremi je 2Pz 2P+ ypE x Y

(mod p), pa iz 2 = © (mod p) sledi x + y = © (mod p). No, onda

je, kao sto smO pokazali u lemi 1.3, zp_l— mp-zy + ... ¥ yp-l
deljivo sa p, ali nije deljivo sa pz. znaci, ako je z = pm0131’
c1312 o (mod p), mz1, mora biti

x + y = pmp-lcg. (1.16)

Iz jednakosti (1.14), (1.15) i (1.16) izlazi 2z = ab+

+ bP+ pmp—lcg_ Kako je 2 £ o (mod p)}, to mora biti oF+ bP =
=g+ b = 0 (mod p)l. No,onda je 1 ap_I— ap_gb + c.. 1 bp-IE 0
(mod p),pa Je P+ vP= o (mod pz). Po pretpostavci je m2l1, p29d,

pa Je mp_l;z: t3.

2z = aP+ bP+ pmp-lcgE o (mod p°).

7znaci, mz2, pa stavljajuéi u (1.16) c T pm—gc

2p—ICpJ

] dobijamo

x + Yy =P z = o {mod cl. (1.17)

1z (1.14), (1.15) 1 (1.17) direktno izlaze jednakostil (1.13) .Ti-
me je lema u potpunosti dokazana.

Primetimo, da bi se sli®ne jednakosti dobile da smo
pretpostavili da je x = o (mod p), odnosnc Yy =0 (mod p).

Sledeca lema, koju dokazujemo, ne odnosi se direktno

na Fermat-ov problem, ved daje jedan rezultat iz teorije broje-

va, kojeg demo kasnije vrlo ¢esto da koristimo.

Lema 1.5 Neka su x,y €N, (z,y)=1. Tada, osim eventualno prostog
broja p23, svi ostali prosti faktori brojeva

2P~ yP 2P+ yP
x-y ~ Tty
su oblika 2kp+1, kKEN.

Dokaz. Neka je

xP - yp.=_ o (mod q), -y Z O (med q), qQ€EP.
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po prostom modulu g postoji primitivni koren ¢, tj. postojl ta-
xav t da Je M= 1 (mod ¢) ako i samo ako je q—IIm. Kako Je po
pretpostavci (x,y)=1, z-y Z o (mod q), to postoji m<g=1 takav da
je
_.m
x =2t y (mod q).

No, onda je

t"P= 1 (mod q). (1.18)
1z (1.18) sledi da mp mora biti deljivo sa q-1 , pa kako je m<g-I,

mora biti g-1 = o (mod p), odnosno,

q = 2kp + 1, KEN.

- p_ P
Takodje, u dokazu leme 1.3 videli smo, broj = % moZe biti de-

ljiv sa p, ali ne sa p

Stavljajuéi x = - tmy (mod gq), analogno se izvodi dokaz
. 2P+ 4P . :
i za broj pr— g . Time je lema u potpunosti dokazana.

Lema 1.6 Neka su xr,y,=2 redenja jednaline (1.11) 1 neka je xyz Z ©
(mod p). Neka su, dalje, a,b,c brojevi definisani sa (1.12), pri
Cemu je x=ax,, y=by,, 2=cz,. Tada vazi:

a) Svi prosti faktori brojeva X,sYqs2, SU oblika

okp®+ 1, k €N,

by 2P 1z yP iz P71z 1 (mod p°).

Dokaz. a) Neka je 2, 0 (mod g). Prema lemi 1.3 bice z-x:bp,

z-y:ap, odnosno

= - pP - &P (mod q).

o > Y

Kako ije x+y:cp, (c,zj):l, to izlazi
aP+ bP Z o (mod q). (1.19)

S druge strane je 2P+ yp: zp, pa je

2 2
aP + P = 0 (mod q). - (1.20)

Po prostom modulu g postoji primitivni koren ¢, dakle, postojil

m<q-1 takav da je a = - t™b (mod q). Kako iz (1.19) sledi a+b ¥ o

(mod q), to mora biti m<q-1. 1z (1.19) i (1.20) izlazi

_ 2
t"P% 1 (mod q), t"F = 1 (mod q). . (1.21)

Prema lemi 1.5 q=2k1p+1, pa iz (1.21) izlazi
12




O

(modd Zkz).

No, onda je kIE o (mod pl), tJ. kIZ vy, pa je q < Qkpd+ 1, %to
je 1 trebalo dokazati.

m 7 o0, mp =

Potpuno analogno dokazuje se tvrdjenje za proste fak-
tore brojevé XisYqe

b) Kako je z,= Y 4= z 4= 1 (mod pz), to je I?E ?E 2Pz 1 (mod pa)

Y
pa iz (az )P+ (by,)F= (cz,)F izlazi P+ vPz 2P (mod p°). No, on-
da, na osnovu (1.12) vazi

z = d, y = pP, 2z = e?  (mod ps), (1.22)
odnosno,
oPlz pPiz P7lz 1 (mod pz).
Sledi
p(p=-1)_- bp(p-l): cp{pwl)z 1 (mod pg),
il1i na osnovu (1.22)
Plz yPlz Pl 1 (mod %), (1.52)

to je i trebalo dokazati.

Na osnovu prethodne leme moZe elementarno da se pokaze
da za r=3 jednacina (1.11) nema re$enja relativno prosta sa 3.
gtvarno, na osnovu (1.23) vazi

Z yzz 29z 1 (mod 9),

b

pa kako je xyz Z o (mod 3), to mora biti

x y - z (mod 9).

No, ondaiz =z + y = 2z (mod 9) izlazi 32z = o (mod 9/, éto-je nemo-
gude.

Jedna&ina (1.11), ili u krajnjo) 1iniji jednacina
(1.10), moﬁe da se razmatra u svetlu izvesnih nejednakosti, ko-
je z,y,2z moraju da zadovoljavaju. Tako se u [36] navodi rezultat

I .Paasche-a*:

Ako su x,y,2 prirodni brojevi za koje Jje

xz- 1 € 2y,

* 1.paasche, Praxis der Mathematik, 3 (1961), 80. Za dokaz vide-
ti [36] 25-26.
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n -
s+ y £ oa o, nzd.

Mi femo pokuZati da pokaZemo nedto stroZiije tvrdjenje.

Naime, vazi gsledeca lema.

Lema 1.7 Ako z,y,z €N zadovoljavaju jednaé¢inu (1.10), tada mo-

ra biti

x2- 1 > ny, n2d. (1.24)

Dokaz. Pre svega, dokaZimo da za svako tzn+l vazi nejednakost

n—1> nn—2

t (t+1), n2Z. | (1.25)

Neka je ff(t) = tn-l- nnﬁz(t+1), tada je za tzn+l f°(t)>0, pa za

+>n+1 funkcija fFf(t) raste. Kako je

fin+tl) = (ﬁ+3)n—1- ﬁﬁ_z(ﬂ+2} > nn_1+ (n-l)nn_2~
- nn-z(n+2) = (n-S)nn_gz 0,

to zakljudujemo da za svako tzn+i, n2< vazi f(t)>o.

“ 3

Doka%imo, dalje, da ako x,y,z zadovoljavaju jednacinu

(1.10), tada vaZi x>n, y>n, 2z>n. Stvarno, ako ie, na primer,
x<y<z, tada sledi
2= - ynz (z-y)(zn_1+ zn-2y +...1 yx-2)>(z—y)ny”_ > nynul,

odnosno, deljenjem sa xyn—l

n o< (E)n—zc 1.
X Y

Sada nije te3ko dokazati tvrdjenje leme. Pretpostavimo

obrnuto, neka z,y,z € N zadovoljavaju jedna&inu (1.10) i neka jJe

xz— 1 € ny, nzd.

Uzimajuéi u obzir da mora biti y2n+1, $to znaci da y zadovolja-
va nejednadinu (1.25), sledi

n 41 n n n-1 1
n n 7n " 9

y'< 3z x +y < (1+ny}g+ ync nz(y+1)2+ y”: nz(y+1) (y+1)2+ yn{

n n-1 2-n n-1 n(n-1)31
< n2(y+IJ 2y 2 Yy 2 4 ynz n[}y(y+1)) 2 ]n.+ yn:
n-1 1
- "[l_] yk(1+y)n-1-k]n . yn<[yn-1+ yn_2(1+y) P (1+y)n-1* "=

k=0
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. [”*'.’1)”" yr} yn: ()+y)n,

odnosno,

y <z <1 +°Y,

tto je nemoqpée. jer je 2 prirodan broj. Time je lema u potpuno-
sti dokazana.

Primetimo, da je direktna posledica gornje leme tvr-

djenje, da za fiksirano x postoji najvise kona&no mnogo trojki

(Y,2,%), takvih da je 2+ ynz »" Naime, mora da vazi (1.24),

a takodje 1 n<z.
sa ovim bi zavrsili iznogenje nekih osnovnih ¢injenica

vezanih za op3ti slucaj Fermat-ovog problema.
ride da izloZim

Nag sledeéi korak
o ideju Kummer-a i neke rezultate proistekle 1z

rnje. Za takav postupak imamo dobro opravdanje. Sama ideja Je kri-
ljantna, & rezultati proistekli iz nje, predstavljaju nesumnji-

vo najznacajnije rezultate postignute u tretiranju Fermat-ovog
problema.

1.4 Neke algebarske strukture

Prinudjeni smo da pre izlaganja pomenutog Kurmer-ovog
rezultata damo u najkraéim crtama pregled nekih algebarskih

struktura sa kojima se Kummer koristi u svom dokazu. Jasno Jje,

da demo se zbog obilja teoretskog materijala vrlo testo morati

odredi dokaza navedenih teorema, no u krajnjoj 1iniji, te doka-

ze nije tesko pronaci u navedenoj literaturi.
Definicija 1.1 Algebarski brojevi jesu resSenja algebarske jed-

v s 7 _ . _ ,
nacine ao+ a,x ...+ a x = O, aie Q, 1=0,1,2,5447, n€h.

Definteija 1.2 Ceo algebarski broj jeste reenje normirane al-
gebarske jednadine sa koeficijentima iz 2

pDefintcija 1.3 Stepen algebarskog broja b je najmanji stepen
normirane algebarske jednacine sa xoeficijentima iz @, koju broj
p zadovoljava.

Definfcéja 1.4 Minimalan polinom M(x) algebarskog broja b jes-

te normiran polinom stepena &, ¢iji je b koren. Pri tom, s je
stepen broja b.
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Nije tesko videti da algebarski broj } ima jedan jedi-
ni minimalni polincm. Naime, kada bl M(x) 1 P(x) bila dva mini-
malna polinoma broja %, tada bi bilo M(LJ)-P(b)=o, $to znaci da

je b koren polinoma !(xz)-FP(z) stepena manjeg od g, pa izlazi

pDefinieija 1.& Norma algebarskog broja t, u oznaci N(L), Jeste

proizvod svih nula minimalnog polinoma M(x) broja b; pri tom se
svaka nula raduna svojom kratnoscu.

Namede se pitanje kakva je struktura skupa A4 algebars-
kih brojeva, odnosnc, skupa 4 celih algebarskih brojeva, s ob-
zirom na operacije sabiranja i mnoZenja. Odgovor na to pitanije
proizlazi iz sledece teoreme.

Teopema 1.3 Ako su - 1 ¢ (celi) algebarski brojevi, a flz,./

=, Di-
lo koji algebarski colinom nad ¢ (odnosno 2), tada je 1  broj

a=f(b,ec) (ceo) algecarski broj. ([24], 1090-1092.)

Ako stavimo flz,y/=z+y i flz,y)=xy, tada e neposrecna
posledica teoreme 1.3 Dbitil da su (A,+), ‘4£,+), (EL,+),

N (E.":J‘,-:

grupoidi. Kada smo to konstatovali, preostali deo dokaza narecne
teoreme je trivijalan.

Teorema 1.4 (A,+,+.je polje. (EA,+,+) Je prsten,.

7za nas ¢e mnogo viZe biti od interesa proucavanje, ne
polja A, nego nekih njegovih podpélja. Polje A ofigledno sadrzi
neka podpolja; na primer, QC4 i (Q,+,+) je polje. Isto tako,ako
je @Q(v2Z) = { p*q¥2: p,q €@}, tada je (Q(¥2),+,*) polje; pri tom
je o&igledno g(vZ)C 4. Medjutim, moZe da se dokaZe mnogo opsSti-
ja teorema. |

Teorema 1.5 Bko je z bilo koji algebarski broj stepena s, tada

skup Q(b) svih vrednosti racionalnih funkcija u odnosu na b sa

koeficijentima iz ¢ je polje. Svi celi algebarski brojevi koji
su u Q(b) &ine prsten, pa fak i integralni domen. Pri tom, sva-
ki element g € Q(b) ima jedinstven zapis oblika

s-1
§

a = a,+ a,b +...4 as_zb
gde je a;€q, £20,1,...,8-1. ([24], 1093-1094.)

Na osnovu teoreme 1.5 lako se dokazuje da je (z[r],+,:)
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integralni domen, gde Jje Z[C] definisan sa
(g)=la + a;0 *+... % @

videdemo, ovaj integralni domen igrade u nasem poslu vidnu ulo-
gu . _

NaE slededi korak je da malo bolje upoznamo strukturu
integralnog domena. za poletak, interesuje nas sledede: da 1li
integralni domen 7 ima takvih elemenata x da iz xEEI:gx—1€ I, 1
ko ima, kakva Je struktura takvih elemenata. Na prvo pitanje
odgovor Jje odevidno potvrdan. Naime, I Je po definiciji prsten
sa jedinicom e, @ iz ¢ €I sledi eFI: e € I. Medjutim, da 1i osim
jedinice e integralni domen ima jo% koji element sa navedenim
svojstvom, neizvesno je 1 zavisi od toga © kojem se integralnom
domenu radi. Tako, na primer, u (D,+,°*), Osim e=1, joS samo je-

dan element, -1, sadovoljava pomenuto svo]stvo.

Definicija 1.6 Element x integralnog domena 7 naziva se jedno-
tom, ako 1z » €T sledl 3:_1(-2 I.

Teorema 1.6 ako je S skup svih jednotnih elemenata integralnog
domena I, tada je (S,+) grupa. ([24],1095-1096.).

gvedimo jos nekoliko pojmova vezanih za integralni do-

men .

pefintetja 1.7 Element a € I je asociran (pridruZen) elementu

pbcI , ako je a = cp za neku jednotu cel.

pefinicija 1.8 Element x integralnog domena I je nerastavljiv
ako je razlicit od 0, razli&it od svake jednote e €I, te ako je

deljiv jedino sa ¢ i svakim svojim pridruZenikom ex.,

pefinietja 1.9 Element p € I je prost ako p\bc=>plbvplc. Pri tom,
sa p|x oznagavamo "p dell z". |

Na prvi pogled, namede se_pomisao da u definicijama

1.8 1 1.9 definiZemo jedan te isti pojam. Medjutim, to nije tac-
no, mada imamo dovoljno dobro opravdanje za takvu pomisao.U sku-
pu D naime, u kojem mi nesvesno { zami¥ljamo pojam "prost broj",
vazi daﬁje nerastavlijivo isto 3to i prosto. Ali u opStem sluca-.

ju, mofe da se pokaZe samo da jz pretpostavke da je p prost,
sledi da Je p nerastavljiv. Stvarno, neka je p=mn i neka p|lmn=
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:¢p]mn/pln. *eka, na primer, plm, t3. m=pq. lio, onda je
p:mn:(pq)n:p(qn)=>qn:1=>q:n_1:>n je jednota.

Da obrnuto tvrdjenje u opsStem slu®aju ne vaZi, poka-

zuje sledeéi primer. U integralnom domenu (D(V/=3),+,+) broj 2 Je
nerastavljiv, Jjer 1z

9 = (x + y/=3)(a + b¥/=3), by 7 o

prelazedi na norme dobijamo

L = iz + y/=F)N(a + b/E) = (274 552) (a?+ 3b°),
a poslednja jednaCina ima regenja u D jedino za a + bY-38 = I,
pri Cemu Jje I jedinica, pa dakle 1 jednota, u D(v-3) . S druge
strane, broj 2 nije prost Jjer ol(1+v/=23)(1-¥-3), a pri tom,
2 ) (1+V/=2) 1 & / (1-V=3).

U stvari, vazi sledeca teorema.

Teorema 1.7 Ako je u integralnom domenu I faktorizacija u ne-

rastavljive elemente jednoznadna, tada je element p€ I prost ako
i samo ako Jje nerastavlijiv. ([24],1097.)

MoYe nam se zameriti da razmatrajuéi ove, nesumnjivo
interesantne, algebarske strukture zalutamo u oblast, koja sa te-

orijom brojeva nema neke narolite veze. Sledeéi primer ce

brzo
da nas u tome razuveri.
Redimo jednadinu
2
- 2y = 7 (1.27)

u skupu prirodnih brojeva. Nije tesSko probanjem ustanoviti da su
z=3, y=1 i x=5, y=3 dva redenja jednaline (1.27). Medjutim, naci
sva refenja jednacine (1.27) nije tako jednostavno. Da je kojim
sludajem nad zadatak bio da re3imo jednacinu - y2: 7, mi bi,na-
pisav8i je u obliku (z-y) (x+y)=7, vrlo lako nasli sva njena rese-
nja. I ideja se nasluéuje. Forma xz—-?yé ne moZe istina da se fa-
ktori%e u integralnom domenu D, ali u integralnom domenu D(v2)
mo¥e. Stvarno, u D(v2),jedna&ina (1.27) postaje

7 = zo- 2y2= (z + y/2)(x - y/?) = N(z+yv/2) = N(a).(1.28)

Na taj nadin, nas sadatak se sveo na pronalaZenje takvih a€ D(Y2)
za koje je N(a)=7. All to nije sve. Ako je e € D(vY2) takav da jJe
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y(e)=1, tada je N(En):Y, za sva¥o n%l, pa je Nl )=titainie")=
:N(asn). No, to znaci, da ako Je o jedno refenje jednacine (1.28),
da su tada 1 asn, gde je N(e)=1, relenja jednadine (1.28).

preostalo je, dakle, da se nadje postupak za odredji-

vanje onih elemenata iz D(/2) &ija je norma 1. Istina, u nasem

sludaju moZe da se uoéi da je e=3+2/2, ali kako stoji stvar u
opitem sluZaju? OCigledno, od odgovora na to pitanje, zavisi efi-
xasnost uofenog postupka u reSavaniju Diofantovih jednacina uop3-
te.

pefinicija 1.10 Neka je K polje algebarskih brojeva stepena n

i neka je

M o= {c1a7+ C gt t € 00 O, -, aiE ¥, 1 1<ml.

it

4 se naziva poretkom polja K axc su ispunjeni sledeéi uslovi:

1° T skupu ¥ postoji tacrc » linearno nezavisnih elemernata.

'O Y » ¥ . -
2° M +,.) je integralnl cozxen.

Teorema .8 Neka je M poredax polja ¥. Element €€ ¥ je jecnota
ako i samo ako je N(e) = = 1.

Dokaz. Iz definicije 1.10 preizlazi da minimalni polinom troja
o €M ima cele koeficijente, tj. svi elementi u ¥ su celi alcebar-

ski brojevi. PokaZimo, pre svega, da je u integralnom domenu M
N(a) deljivo sa o za svako a € ¥. Neka je

Flz) = &+ e g ler e, e €D, iTL2,. .
minimalni polinom broja a. Kako je f(a)=o, to sledi
N(a) _ (_J)HCn _ .,n-l( n-1 n-2 ' _
T 3 = (=1, a. ~+ c,a Fo.ut e )T,

tj. N(a) je deljivo sa a u M.

Ako je sad N(a)= *1, tada je I deljivo sa a, pa sledi
@ je jednota. Obrnuto, ako je € jednota, tada je ee_l

=1 , pa je
vie)N(e 1)=1, odnosno N(e)=t1.

Time je sve releno. Postupak reSavanja jednalina slic-
nih naZem primeru (1.27), u svetlu iznetih algebarskih struktura,
jasno je i precizno zacrtan. Jednadinu treba faktorisati u ne-
kom poretku M polja algebarskih brojeva K i problem se, kao 3to
smo pokazali, svodi na odredjivanje onih elemenata iz ¥ ¢ija je
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norma !, ili, na osnovu tecorcme 1.8 na odredjivanje jednota inte-=
gralnog domena M. Ideja je, mera se priznati, stvarno briljantna.
sve bi bilc u najboljem redu, yada pred nas ne bi izne-
nada iskrsao jedan ozbiljan problem. Pozovimo opet u pomoé Jedan
primer da objasnimo © temu je rec.
Posmatrajmo integralni domen D(/=%). Nije te¥ko utvrdi-

+i da su €=%1 Jjedine njegove Jjednote. Rastavimo broj 9 na neras-
tavljive faktore u D({/=5). Imamo

g = 3.3 = (2 + /=8)(2 - ¥/=5).

{ako se moZe utvrditi da je svaki od brojeva 3, 2*/-5 nerastav-
1jiv. Isto tako, sva tri broja su medjusobno neasocirana, posto
ni jedan ne izlazi iz drugog mnozenjem sa jednotama e=zl. Zakliju-
gak je: u integralnom domenu n(/=%) faktorizacija nije jednozna-
¢na.

Ideju kako da zaobidjemo iskrsli problem daoc Je Kummer.
Ideja se sasto]i u tome, %to ako u integralnom domenu * nekog po-
1ja algebarskih brojeva faktorizacija nije jednoznacna, tada se
svi elementi razliéiti od nule iz M mogu preslikati u nekl nov
skup, u kojem je definisano mnoZenje i u kojem je faktorizacija

jednoznaéna. Sam Kummer nazvao je te nove objekte idealnim broje-
vima. Mi cemo ih zvati divizorima.

Definteija 1.11 Neka je (M,+,:) integralni domen i neka je M °=
-m—{p}. Neka je, dalje (G,+) polugrupa sa jedini&nim elementom u
kojoj 3Jje faktorizacija na proste faktore jedndznaéna i neka Je
a+ (o) homomorfizam polugrupe (M”,+) u polugrupu (G,*) koji zado-
voljava sledele uslove: |
1° U integralnom domenu M element aEEM' deljiv Jje sa BEN’
ako i samo ako je (o) deljivo sa (B) u polugrupi G.
2© ako su za a,BeEM” (a) i (B) deljivi sa a€ G, tada su
(atf) takodje deljivi sa a-.
3° Ako je skup svih elemenata aeéu‘, takvih da je (a} de-

ljivo sa a € G, jednak skupu svih elemenata Be M*, takvih
da je (B) deljivo sa b€G tada je a=b.

Tada polugrupu G sa zadanim homomorfizmom nazivamo teorijom di-

vizora integralnog domena' M, a njene elemente divizorima integ-
ralnog domena M. Divizore oblika (a) -, a € M’ nazivamo glavnim

divizorima. Jedini¢ni element e polugrupe G je jediniéni divizor.
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Nije tesko gtvrditi da je neposredna posledica uslova
10 gornje definicije da jednakost (uw)=(p) vazi tada 1 samo ta-
da kada su o 1 P asocirani u integralnom domenu M. No, onda iz

a=ef » gde Je ¢ jednota u ¥ sledi

‘a)=(eB)=(ec) (B)=(e)(a)=D (e)=e.

7na&i, za sve jednote cc M vazi (e)-=e.

Moe se s pravom postaviti pitanje, koliko je defini-~
cija 1.11 efikasna, naime, da 1i za svaki integralni domen M po-
stoji teorija divizora, i ako postoji, da 1i je ona jedinstvena.
Imajuéi na umu da nas u biti zanimaju polja algebarskih brojeva
i njihovi maksimalni poretci, to sledece dve teoreme daju u pot-

punosti odgovor na postavljena pitanja.

Teorema 1.9 Lko za integralni domen ¥ postojl teorija divizo-

ra, tada je ona jedinstvena. ([2], 229-231.)

Teorema 1.10 23 maksimalni poredak ¥ proizvoljnog polja algebar-
skih brojeva ¥ postoji teorija divizora. ([2], 259-260.)

Navedimo jo& nekoliko pojmova i &injenica vezanih za
teoriju divizora.

Definicija 1.12 Dva divizora a i b polja algebarskih brojeva X
<u ekvivalentna, u oznaci avb, ako Je a=b(a), o €K. 8S8kup svih di-
vizora polja X ekvivalentnih datom divizoru a naziva

divizora i oznaZava se sa [a].

se klasom

Jasno je da je [a]=[b] ako i samo ako avb. Takodje,ako
def.

stavimo [a]- [?] [ab],tada je skup svih klasa divizora komu-
tativna grupa, s obzirom na ovako definisanu operaciju. JedinicC-

ni element te grupe je ofevidno klasa [e], a inverzni element

klase [a] 3Je [a_l]. Ako bi se posluZili terminima teorije grupa,
jasno je da je grupa klasa divizora faktor grupa grupe svih di-
vizora podgrupe glavnih divizora. .

Grupa klasa divizora i njen red daju nam vrlo vazZne
informacije © karakteristikama polja X. Ako je broj klasa divi-
zora jednak 1, to znaci, da su svi divizori glavni, a to opet
2na&i da je u maksimalnom poretku M polja X faktorizacija jedno-
zna¥na. Dakle, vrlo esto Ce se postavljati pitanje © broju kla-

sa divizora nekog polja algebarskih brojeva. Navedimo jednu teo-
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remu koja daje delimi¢an odgovor na to pitanje.

Teorema 1.11 Grupa klasa divizora proizvoljnog polja algebar-
<kih brojeva je kona&na. (([2], 293-294.)

ga ovim bi na¥% kratak pregled nekih algebarskih stru-
xtura bio zavrZen. NaoruZani dovoljnim brojem podataka, moZemo

odludnije da se uhvatimo u kostac sa tvrdjenjima koja <€e nas na

kraju dovesti do naSeg glavnog cilja: Kummer-ovog rezultata u
refavanju Fermat-ovog problema.

1.5 Nekoliko vazZnih lema

Prve Cetiri leme koje navodimo, odnose se na integra-

1ni domen 2 [¢] definisan sa (1.26) u odeljku 1.4, pri Cemu cemo
smatrati da- je pe P, p2J.

Lema 1.8 U integralnom domenu Z:;j broj 1-r je nerastavljiv i
za p € P vazi faktorizacija

—1
p = e(1-p)P77, (1.29)
gde je ¢ jednota u Z[z].
Dokaz. Ako u ‘jednakost

tPly P74 s 1

i

(t-7)(t-C 2). (t-;p_l)

stavimo t=1, dobijamo

p-1 C |
= [_] (I-CRJ- (1.30)
k=1 -

Neka je r(t) proizvoljni polinom sa racionalnim koeficijentima,
tada za element a € Q(g), o=r(g) vaii*

p-1

N(a) = l—] r(ck).

_ k=1
Stavljajucéi a=1-2°, s £ o (mod p), dobijamo

[_l (1- C [_] (1-¢ ) = p. (1.31)

N1-cg®) =
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12z (1.31) sledi da su brojevi ]—gﬁ, I<zgp=1 nerastavljivi u z£gj.

stvarno, ako je 1-t’= aqb, tada je
N(1“C8) = N{ab) = N(a)N(D}) = p,

pa kakc je p prost to je 1ili N(aq), i11li N(b) Jjednako 1. No, onda
prema teoremi 1.8 1l1 a, ili b je jednota.

Neka je dalje

1-53: (1—;)(1+¢+...+c3_1)

(1-§)ES.

Prelazeci na norme, dobijamo

P = N(1-g°) = N(1-x)N(e ) = pN(e )=DN(e ) = 1.

Sledi, e, SU jednote, pa iz (1.30) dobijamo

p—1 p-1
p = I_I (I-Ck) = (I—C)p-z ’_I Ek: E(I-C)p—z.r
k=1 ' k=1

a to je i trebalo dokazati.

Lema 1.9 Ako je broj ne€ D, deljiv sa 1-z u 2[z], tada je on de-
ljiv i sa prostim brojem p.

Dokaz. Neka je n=(1-r)a, afEZ[g}.Predjemo li na nbrme, dobijamo

nP7l= (1 - g)N(a). Prema lemi 1.8 N(1-z)=p, tj. »P 1= pw(a).

Kako je Z[¢] maksimalni poredak, to su svi njegovi elementi celi

algebarski brojevi, pa je N(a)e D. Sledi, n je deljivo sa p€ P,
$to je 1 trebalo dokazati.

Lema 1.10 Svaka jednota u Z[g] je oblika vck,'gde je v realna
jednota.

Dokaz. Neka je

_ p-2_
€ T a,t a,tt...t a oL

p = r(r)

proizvoljna jednota u Z{g]. O%igledno, konjugovan broj & broju ¢
takodje e biti jednota u z[z], pri &emu je

€ = r(;-l) = r(cp-l).

Razmotrimo jednotu u = %!EZ[;]. Kako je {u| =1, to mora biti
w =2t nen. (1.32)
PokaZimo da na desnoj strani jednakosti (1.32) mora da stoji

znak +. Pretpostavimo suprotno, neka 5e U= - cn, tj. neka IJe
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= - Egn. ¥ako je ¢ =1 (mod 1-g),to je %z 1 (mod 1-r), 1ge<

-‘!‘:’p"z: pa je -
£ = € a t a,t...t @, 5" M (mod 1-r). (1.33)

M

1

No, onda iz €= =~ Ecn sledi M = -M (mod 1~r), odnosno M 0

(mod 1-t), ﬁa iz (1.33) izlazi € = o (mod 1-r), %to protivreli
pretpostavci da je e jednota.

Dakle, mora biti u=g’. Neka je k takav broj da je 2kzn
(mod p). Tada imamo

l———

| -6

Zznaci, v = - =v, pa VER i uz to ezu;k, a to je i trebalo doka-
zati. 5

M
|
™|
g
i
I
‘U’
ﬁx*lm
I
™ |
o
I
e
|

Napomenimo da je lemu 1.10 prvi dokazao Kummer.

Lema 1.11 Neka su xz,y€ D i neka je = Z n (mod p).Brojevi m+cmy
i m+cny su relativno prosti ako i samo ako je ispunjeno:
1° ¢ i y su relativno prosti.

2° x + y Z 0o (mod p).

Dokaz. Neka su x+gmy i m+;ny relativno prosti. Ako pretpostavi-
mo da x i y imaju zajedni&ki delitelj d>I, tada je o&evidno
x+cmy = m+§ny = o (mod d), §to je nemoguce. Takodje, ako pretpo-
stavimo da je zx+y o (mod pl), tada je x+y = o (mod 1-z), pa

11

Zb0g

x+ 'y =x+y+ (T-1y,

x + Z;ny = x +y + (En-l)y,

zakljudujemo x+cmy x+cny = 0o (mod 1I-7), 8to je némogude. Time

je u jednom smeru dokaz izveden.

Pretpostavimo sad da vazi 1° i 2°. Treba dokazati da
u z[g] postoje takvi brojevi a_ i b da vaZi

(x + Cmy)ao+ (x + ;"y)ba: I. (1.34)
Neka je S5 skup definisan na sledeéi nadin
S = {(x+cmy)a+(x+cny)b: a,be;z[c]}.

Otigledno, ako a,B8€ S tada i c,a + e,B€S, C4,C, € z[t]. Da doka-
Zemo (1.34) treba dokazati da 1€ 5. Kako je
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(e ) =tzec )= (1= T )y g (- )y s (1-10y,

(et My ) g = (et y) =T (10" T ) amme " (1-0)x=E (1-0)z,
to zaklju&ujemo (I-glx, (1-tly € s.

Po pretpostavci 1° postoje u i v takvi da je
xu + yv = 1,

odnosnoc,

(1-¢)xu + (1-r)yv = 1-C,
pa 1-7 € S. Po3to je prema lemi 1.8

p = ef1-g)P 7 = e(1-0)P % (1-¢) + 0(1-2),
to p € S. Takodje iz

zty = (x+Cy) + (1-g")y = (z+C0 y) + €(I-%)y
sledi z+y € 5. Prema uslovu 2° postoje Ugr Vg takvi da je
(m+y)u1+ pv,= 1.

No, to znadi da 1€ §, 5to smo i hteli da dokazemo.
u potpunosti dokazana.

Time Jje lema

Sledede tri leme odnose se na teoriju divizora, pre-
ciznije, na broj klasa divizora.

Lema 1.12 BAko je broj klasa divizora polja algebarskih broje-
va h, tada je za svaki divizor a, ah glavni divizor.

Dokaz. Poznato je da je red konalne grupe deljiv sa redom sva-
kog elementa te grupe. Neka je a proizvoljni lelZOI. Tada je
[a] jedini&ni element grupe klasa divizora, tj. [a"1=[e]. No,

to znad¢i da je ah glavni divizor, Sto je.i trebalo dckazati.

Lema 1.13 Ako broj klasa divizora h, polja algebarskih broje-
va nije deljiv sa prostim brojem p i ako je divizor aP glavni,
tada je divizor a takodje glavni.

Dokaz. Kako su h i p relativno prosfi, to postoje u,ve€ D, tak-
vi da je hu+pv=1. Divizor aP je po pretpostavei glavni, a divi-
20 ah je glavni prema lemi 1. 12 No, onda su i divizori ah” i
«P?Y takodje glavni, pa je glavni i divizor a*%.qP?= g MHPY

$to je i trebalo dokazati.

>

Definicija 1.13 Proste neparne brojéve p, za koje broj klasa
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divizora polja Q(4), & = coc %; v ieoin 21 nije deljiv

b

sa p,
nazivamo regularnim. Svi ostali prosti brojevl su lregularni.

Lema 1.14 WNeka je p regularan prost broj. Ako je neka jednota ¢
polja @(t) kongruentna po modulu p sa celim racionalnim brojem,

tada je e=e?, gde je €, takodje jednota u Q(z). ([2], 496-497.)

Konacno, sve pripreme su cbhavljene 1 nas sledeci ko-
rak bice da formuliseme i dokaZemo Kummer-ov rezultat.

1.6 Kummer-~ova teorema

Teorema 1.12 2a regularne proste brojeve p23 jednadina

P+ yP= P (1.35)

nema red3enija u skupu celih brojeva razlic¢itih od nule.

Dokaz. Razmatrademo odvojeno prvi i drugi slucaj Fermat-ovog
problema. Dakle, pretpostavimo prvo da suprotno iskazu teoreme,
postoje celi relativno prosti brojevi x,y,z takvi da je zF + yp:
zP, zyz Z o (mod p).

Kao s§to smo videli u odeljku 1.3, posledica leme 1.6 Ije
bila da za p=3 jednacCina (1.35) nema resSenja relativno prosta

sa 3. Neka je, dakle, p>3. U integralnom domenu Z[z], polja @(z),
jednac¢inu (1.35) moZemo napisati u obliku

p-1
[_] (x+§ky) = zP, | (1.36)
k=0

Kako je x + y = z'+ yP= 2Pz z (mod p) z 2 o (mod p), +to je i
x+y Z o (mod p). No, onda prema lemi 1.11 x+§my i x+Cny, m Z n

(mod p), su relativno prosti, pa postoje B,YEEZ[;], takvi da je

(z+T"y)B + (x+T'y)y = 1. (1.37)

Iz (1.37) sledi da su glavni divizori (x+cky), oskg
<p-1, dva po dva relativno prosti. Prema (1.36) njihov proizvod
je p-ti stepen divizora (z), pa izmedju ostalog mora biti

(z + Ty) = a”, (1.38)

gde je a divizor integralnog domena Z[f]. Prema uslovu teoreme
p je prost regularan broj, tj. broj klasa divizora polja @(g)
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nije deljiv sa p, pa prema lemi 1.13 divizor a je glavni, €5,
a=(a), ¢ z[t]. Tada 1z (1.38) sledi

r + Gy = ca, (1.28)

gde je ¢ jednota u z[z].

Neka je
a = g + a,C + + a QPHZ Mz a + a.,+ + a
”, 1 "t p-2 ? o 7 "°° p-2°
tada je
WPz aPs aBePe.. .+ ag_ch(p_Z)E M (mod p). (1.40)

prema lemi 1.10 svaka jednota € moZe biti predstavljena u ob-
liku vgk, gde je v realna jednota. No, onda 1iz (1.39) 1 (1.40)

sledi

z + Ly = kaM = uCk (mod pl, (1.41)

gde je u=Vk € R.
Primetimo da za proizvoljno a € 2[z], konjugovan broj
z€zlc). Takodje, iz o = B (mod p), t3. a-B= py, sledi ao-B=pY,

tj. a = B (mod pJ. Iskoristimo 1i to u kongruenciji (1.41) do-
bijamo

x + c'ly E'ﬁc'k. (1.42)

Kako je weR, to u=u, pa iz (1.41) i (1.42) sledi

xck+ yﬁk—l— mt-k- yCI"kE o (mod pJ. (1.43)

Prodiskutujmo kongruenciju (1.43). Pre svega, ako je

proizvoljni element iz z[r] predstavljen u obliku a + a,T +...+

.t ap_ch-2 deljiv sa p, tada moraju svi a., 0<i1<p~-2, biti delji-

vi sa p. Zna¥i, ako na levoj strani kongruencije (1.43) medju
eksponentima k,k-1,-k,l1-k nema kongruentnih sa p-1 po modulu p,
kao i ako su oni dva po dva nekongruentni po modulu p, tada iz
(1.43) sledi x 2 y = 0 (mod p), 3to protivreci pretpostavci
zyz Z o (mod p) . Razmotrimo preostale dve moguc¢nosti.

Ako medju eksponentima k,k-I1,-k,I-k ima kongruentnih
sa p-1 po modulu p, tada zbog uslova p>3 iz tablice

k p-1 0 1 2
k-1 | p-2 p-1 o 1
-k 1 e p-1 p-2

1-k 2 1 o p-1
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sledi da je samo jedan od navedenih eksponecnata kongruentan sa

p-1 po modulu p. Kako je

R R N LA

to nakon zamene odgovarajuceg sabirka u (1.43) dobijamo kongru-

enciiju oblika
a(-1-7=...-2P7%) + b™ e+ dg®z 0 (mod p), (1.44)

gde je m,n,s € {k,k-1,-k,1-k}, a,b,e,d €{x,-2,y,-y}. U zagradi na
levoj strani kongruencije (1.44) ima p-124>3 sabirka, pa nakon
sredjivanja po stepenima r, ostaje bar jedan sabirak sa koefici-
jentom *z ili ty. Sledi, xz = o ili y = o (mod p), Sto Jje nemogu-
ce.

Preostaje jos da razmotrimo slucaj kada medju ekspo-

nentima %,k-1,-k,1-k ima medjusobno kongruentnih po modulu p.

Kongruencije k = k-1 i -k = 1-k (mod p) su ocevidno nemoguce.
Kongruencije k¥ = -k i k-1 = 1-k (mod p) daju redom k = o, k = I
(mod p), odnosno, k-1 = p-1, -k = p-1 (mod p}, a to smo vec raz-
matrali. Na kraju, korguencije k = 1-k k-1 = -k (mod p) daju
k = 2%2 {(mod p}), pa (1.43) postaje
p*ti p-1

(x-y) T 2 4 (y—-x) ° = o (mod pl. (1.45)
Iz (1.45) sledi

x =y (mod pl. - (1.48)

Ao jednalinu (1.35) zapiSemo u obliku £+ (~z)P= (_y)PJ
analogno se dobija

z - gz = ejab. - (1.47)

Na isti nadcin kao 3to smo iz (1.39) izveli (1.46), iz (1.47) iz-

lazi

x £ -z (mod p). (1.48)
Iz (1.46) 1 (1.48) sledi
-x = z = gP= «P+ ypE x +y = 2x (mod pl,

odnosno, zbog p>3, x £ o (mod p), 35to opet protivreli pretposta-

vei zyz £ o (mod p). Time je u prvom slucaju Fermat-ovog proble-
ma teorema dokazana.

Neka je sad zxyz o (mod p) i neka relativno prosti

28




ce:li brojevi x,v,4 (razlid¢iti od nule) zadovoljavaju jednacin
(1.35) . Ne umanjujuéi opétost, moZemo pretpostaviti da jJe z = o
(mo? p). U protivnom, ako bi, recimo, bilo y = o (mod p), Jjedna-
cinu (1.35) bi mogli da zapiZemo u obliku 2P+ (-2)P:= (-y)p.

Neka je z = pkzo, k21, (zo,p)zl. Prema lemi 1.8 vazi

p = e(l—c)p_l, gde je € jednota u ¢(g). Znali, u polju R(g) Je-

dnadinu (1.35) moZemo napisati u obliku

P+ yP= E(I—a)mng, (1.43)

gde je m=k{p-1)>0.
Da dokaemo navode teoreme, dovoljno je dokazati da jJe
jednakost oblika (1.49) nemogude za x,y,z2_ ¢ D-{c}. Mi femo doka-

,ati nedto vide. Dokazacdemo da je jednakost (1.49) nemoguca za

b

R . . - .
¢ Zit;, pri cemu je zyz Z ¢ (mod I-7..

e *
-

Pretpostavimo obrnuto, neka je jednakost oblika (1.49)
moguéa, tada od svih jednakosti tog oblika izaberimo onu za ko-
5u je m2>1 najmanje. Neka je to bas jednakost (1.49).

Ako faktoriZemo jednakost (1.49) i predjemo na jedna-

kost sa divizorima dobijamo
p—1
[_l (z+77y) = B"PaP, (1.50)
k=0
gde Jje b=(1-C), a=(zo), (a,b)=1. Kako je mp2p>0, to je bar jedan
od faktora na levoj strani jednakosti (1.50) deljiv sa b. S dru-

ge strane, 1z

k-n

x + Ly ==+ "y - c"(I -z }y

sledi ‘
(x + cﬁy) = (x + ;ny) (mod D),

pa su svi divizori (z+cky), o<kgp-1, deljivi sa b.
Primetimo dalje, da je za ogk<ngp-1 kongruencija
(x + t¥y) = (z + t'y) (mod b*) (1.51)

nemoguéa. Stvarno, ako bi vaZilo (1.51), sledilo bi

-;kyrz - c”'k) = o (mod {l-c)z),

$to je nemogude, jer Jje I—Cn_k asocirano sa I-7, a po pretpos-

tavci je (y,1-g)=1.
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Znadci, (x g—y) , w-kap-1, ¢ini punu sistemu ostataka

po modulu b, pa kako je N(b)=p, to je jedan i samo jedan od (o +
+gky) deljiv sa bg. Poito se, u krajnjoj liniji, moze svuda ume-
sto y pisati gky, to ne umanjujuéi opstost moZemo smatrati da je
bas (xz+y) = o (mod b%). Zna&i, p ] divizor (m+§ky), I<k<p~1 , Je
deljiv sa b 1 nije deljiv sa b4, a divizor (x+y) je deljiv b2,

sledi, leva strana jednakosti (1.50) je deljiva sa bp+1, pa iz-
lazi m>1.

Neka je d najveda zajednicka mera divizora (xz) 1 (y).
Kako (x) i (y) nisu deljivi sa b, to ni d nije deljivo sa b. Ja-
sno je, da su (x+r¥y), I1<k<p-1 deljivi sa bd, a da je (z+y) de-
1jivo sa bp(m—1)+1d_ Drugim recima,

(2 + y) = codbp(m'1)+1, (1.52)

(x + tiy) = e, db, Igksp-1. (1.53)

Dokazimo da su divizori c., o<ig<p~1, dva po dva uza-
jamno preositl. Stvarno, ako bi ey ie , k#n, imali zajednicCki de-
litelj e, tada bi 1z deljlvostl (x+7 y) 1 (x2+C y) sa bed sledilo
da su i divizori (cky)(l ;k 1) =b(y) i (x)(1I- Cp z)'b( x)

sa bed, $to znali da je (x) = (y) = o (mod cd),

deljivi

a to protivredi
pretpostavei da je d = ((x),(yl).

Uzimajuéi u obzir (1.52) 1 (1.53) jednakost (1.50) po-

p—1
qr [_I c
k=0
Kako su ¢y dva po dva relativno prosti, to sledi e,= ai
No, onda, jednakosti (1.52) i (1.53) postaju

staje

D ap(m=-1)+1
(3.7 + y) — aodb »

(1.54)
(z + TXy) = aPdb, 1¢k<p-1. . (1.55)

Izrazimo d iz (1.54) i zamenimo u (1.55). Dobijamo
(xz + ck )bp(m—l): (x + y)(aka-z)p. (1.56)

Kako su (i+§ky) o<kgp-1 i b (1-z) glavni divizori, to iz (1.56)
sledi da je i divizor (a a, )P glavni Po pretpostavci p Je re-
gularan prost broj, pa je prema lemi 1.13 i divizor aka01 glavni,
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] % . , _
Tratl, A% = <E;) , gde mluk,ﬂkﬁ,élﬁl. Pri tome, 17 4, o P
(mod b)), izlazi (uk)(ﬁk) 7 o (mod bJ.

1z (1.56), vradajuci se na jednakosti u z[r], dobija-

mo

] m=1) _ .

k p( (GP
(z+8Q y)(1-C) = (x+y)\ﬁé)ak, 1sk<sp~1, (1.57)
k
gde su €, jednote u z[z]. MnoZeéi jednakost
(z+Cy) (I1+8) - (x+C2y) = L(x+y)

- sa (l-a)p(m_l), uzimajuéi u obzir (1.57) za k=1 i k=2, dobijamo

G\ P Go\P -
coy) (D) €. (1400 - (mey) (g2 € tgey)e(1-pB M,
BI 1 82 2
odnosno
€
. D % p_ g oy plm=1) 2
{4282) EI(I+CJ (aZB;) 51(1+CJ (1-z) (8162) .
Jednakost (1.58) Jje oblika (1.58)

F + EOBP: a‘(l-a)p(m_l)Yp, (1,.58)

gde su a,E, Y€ z{c], €, €7 Jednote u z{z].
videli smo da je m-1>c, t3. p({m=-1)2p, pa iz (1.59)
sledi

oF + eospz o (mod (1-T)P). (1.60)

Kako je B Z © (mod 1-r), to postoji B~ takav da je BB~ = 1
(mod 1-t), pa iz (1.60) dobijamo

EOE (—aB‘)p: wP (mod (l-c)p) T | (1.61)

1z (1.61), zbog N(1-T)=p, izlazi EOE M (mod p), gde Je M ceo ra-
cionalni broj. PO pretpostavci p je regularan prost broj, pa Je

prema lemi 1.14 EO: up gde je p jednota u z[c]. No, onda, konac-
no, (1.59) postaje

af + (uB)p: E‘(I-C)p(m-l)Yp: (1.62)

Jednakost (1.62) Je istog oblika kao i jednakost (1.49),
s tom razlikom, Sto se u eksponentu na desnoj strani jednakosti
amesto m nalazi m-1, 5to je nemoguce, jer Smo pretpostavili da
smo u (1.49) izabrali najmanje moguée m. Time je teorema dokaza-

na i u drugom sludaju Fermat-ovog problema, pa je samim tim do-

kaz u potpunosti zavrsen.
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Izlo%¢eni rezultat Kummer-a nesumnjivo pleni svojom ide-
jom. No 1 pored toga, moZe se s pravom postaviti pitanje, koli-
ko je taj rezultat objektiﬁno znatajan. U takvoj jednoj proceni
presudnu ulogu igraju dva momenta. Prvi, u uspostavljanju dovolj-
no efikasnog kriterijuma za utvrdjivanje da 1i je neki prost broj
regularan, i drugi, u utvrdjivanju koliko uop3te ima regularnih

prostih brojeva.

Sam Kummer je postavio dovoljno jednostavan kriterijum
za utvrdjivanje regularnosti prostog broja.

Teorema 1.13 Prost broj p»3 regularan je ako i samo ako vaZi

B %0 (mod p), za svako m=2,4,6,...p-3, gde su E_ Bernoulli-jevi
brojevi. ([2], 485-496.)

Pri tom su Bernoulli-jevi brojevi racionalni brojevi
definisani sa

B
[~ _ n N
t = 1 :Z: n! e

e —1 n=171

Napomenimo, da e o Bernoulli-jevim brojevima biti mnogo vise re-
&i u odeljku 1.8, kada ¢e, izmedju ostalog, biti objasnjeno zas-
to se u izvesnim kongruencijama sa njima moZe da barata kao da su
celi brojevi.

U svoijim prvim radovima Kummer je postavio hipotezu da
iregularnih prostih brojeva ima samo konacno mnogo. Medjutim, ko-
ristedi upravo Kummerove rezultate, Jensen je tu hipotezu oborio
([2], 502-503), dokazavsi da iregularnih prostih brojeva ima bes-
kona&no mnogo. Da 1li regularnih prostih brojeva ima beskonacno
mnogo, za sada nije poznato.

Cinjenica je da medju prostim brojevima ¢<4¢01 ima 216
iregularnih i 334 regularna. Od prostih brojeva manjih od 100,
jedino su 37, 59, 67 iregularni.

Dakle, bez obzira na originalnost i lepotu Kummer-ove
ideje, stoji ¢injenica da je i dalje Fermat-ov problem neresSen za
beskona&no mnogo prostih brojeva.

Na% sledeéi korak bide da se upoznamo sa najznacajnijim
rezultatima postignutim u tretiranju prvog slucaja Fermat-ovog

problema. Tu su, kao 3to ¢emo da vidimo, postignuti znatno bolji
rezultati nego u opStem slulaju.
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1ju izaradnja teorije divizora, izveo wrlo Jos rriterijum za ub-

vrdjivanje pod kolim uslovima Jo<dnacina

=+ yp: e pft P, pz3 (1.€3)

moze da ima redfenja relativno prosta ca p. To jJe tako zvana Ku-
mmer-ova .cma, koja u formulaciji Mirimanoff-a glasi ovako.

Tecrema 1.14 Da bi jednacdina (1.63) imala resenja relativno pro-

sta sa p potrebno je da svih Sest brojeva

z,2,4, 2, -2, -4 (1.64)
2 . | x 2 =2 > y - y 2 x
zadovolijava svih E%l kongruencija
Bp_kfk(v) = 0 (mod p), k=3,5,7,...p-2,p-1, (1.685)
gde su Bp—k Bernoulli-jevi brojevi, a fk(v) polinomi
p—1
—p T— - Rl
Fo(v) = 157 1o 4 oK 1y2h . 4 (p-1)F TIPS E m< 1™, (1.66)
m=1

([7], 11, 744-745, 761.)

Teorema 1.14 dovela je do niza veoma dobrih rezultata.
Cauchy je iz nje izvukao uslov: Da bi jednacina (1.63) imala re-

Senja relativno prosta sa p, potrebno je da vaZzi

I

Bp-3 0 (mod p) (1.67)
([7],11,741). Kummer je poboljsazo rezultat Cauchy-ja dckazavsi

da mora istovremeno da vazi

1

Bp~3 = 0 (nmod pl, Ep—5 0 (med p) (1.68)

({7]1,11,741). Kasnije, Mirimanoff je pckazao da mora biti istov-
Y CReno

gp~k—1 =0 (med pl, k=2,4,6,8 (1.63)
({7],11,742).
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Livio procta oo p o saino pod agloyon
% 0 frod pl, (1.70)
{;"’IT":"I
sa svaro k=i,4,...,8k , F :[Vlhﬁf} T} orezultat e oratra Jod-
4 fJ

nim ol najboljih rezultata poctignutin do sada u tretiringu pr-
) 1 - —- “Srets] = o,
S druge strane, niz matematicara je iz tLcoraae 1.14
~jzvuklo usloyv: Da bi jednac¢ina (1.63) imala resenja rel. tivno

prosta sa p, potrebno je da vazi

qpﬂIE 1  (mod p2), (1.71)
za sve proste brojeve g, 2<¢g¢31. Uslov (1.71) izvodjen Je poste-
peno u vremenskom periodu od tridesetak godina, pri Cemu su sSvoj
doprinos dali Wieferich [63] za g=2, Mirimanoff [35] q=¢, Vandi-
ver [53] ¢=5, Frobenius [13] g¢=11,17,Polaczek [43], lorishima
[39] i Rosser [46]-[48] za ¢<31. Napomenimo, da su poslednja dvo-
jica izveli uslov (1.71) i za ¢<43, ali su (prema [45]) u njiho-
vim dokazima pronadjeni izvesni nedostaci.

Mi cemo se u IV glavi ponovo vratiti na teoremu 1.14,
kojom prilikom <emo dokazati teoremu ekvivalentnu njoj. Ta teo-
rema ¢e nam omoquéiti da poboljsamo rezultate (1.67)-(1.70), kao
i da izvedemo uslov (1.71) za qg=2.

Od drugih rezultata vezanih 2& prvi slucaj Fermat-ovoco
problema, pomenucemo jos tri. Vandiver je dokazao da ako broj
klasa divizora A polja Q(g + g_l) = Q(2cos«%?l’ C::cosuéﬁ +

+ isnhz%;, nije deljiv sa p, tada jednééina (1.63) nema resenja

relativno prosta sa p ([57]). Neizvesno je da l1li postoje prosti
brojevi p za koje bi % bilo deljivo sa p. Provereno je da medju
prostim brojevima «4¢07 takvih nema ([2],298)}.

Krasner je dao jos$ jedan intceresantan rezultat. On je

u [23] pokazao da ako postoji bar jedan g=2kp+I! ¢ P, takav da je

2

k 2 0 (med p), EEk? 1 (mod q/, 3k< q2 (1.72)
tada jednacina (1.63) nema reSenja relativno prosta sa p.

Konad¢no, spcmenimo nesumnjivo znadajan rezultat Bri-
ckner-a. On je 1975 godine, koristecéi rezultat Eichler-a ([10]),
dokazao da ako jednac¢ina (1.63) ima reSenja relativno prosta sa
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cyulbtat ca rezaltatom Frasner-a, dabtim sa

(1-70). JJJ:JI;O jt.’t f]a

...
"J
Sl
L e
[

]. Fedjulim, u ¥rasner-ovom us-
svu se zahteva da [VInp | uzastopnih parnih Berneoulli-j-wvih bro-

(1 to polcvii od B na niZe) hude deljivo sa p, dok se u

p-9 | |
Brickrnrer-ovom uslovu uzastoprest ne zahteva, $to je susStinskl ra-
zli¢ito. !la taj nadin, 1 pored Brickner-ovog rezultata, rezultat

¥rasner-a ima 1 dalje svoju vrednost.

L

1.8 Bernoulli-jevi Lrojevi

Veé smo u prethodra dva odeljka videli da su u nepo-

srednoj vezi sa Fermat-ovim problemom Bernoulli-jevi brojevi.Ka-

ko femo sa njima imati i kasnije posla, razmoctrimo ovde neke

njihove oscbine.
Defintecirja 1.14

Bernoulli-jevi trojevi Bm, m>1, su racionalni

brojevi odredjeni razvojem*

1 - BV ™
— = =7 4
't_l - 1 + m! - - (1-7-)
€ m=1
Kako je funkcija
3
T t _ E : mom
t_, T ml ©
€ m=2
parna, to je B, ,,= 0 za svako m £ 4. Takodje, zapisavsi (1.74) u
obliku
Z Br . - m
=1+ ) ) T
m=1 m=1
m

uporedjujuéi koeficijente uz ¢

%

lako se dokazuje slededfa lema.

U delu literature se pod Eernculli-jevim brojevima podrazume-

=

o

vaju brojevi bm: (—J)M_I

B o0, m21,.

"
F

Sm+1

_. U sustini je svejedno,

posto je
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Ty (Y .77 recrorednn 1z1lazi
1
. ] - ] 0 - ] -
Ba= T m s By g Bas T g s Pt oy e

Izvedimo sad za Bm jedra rmanje poznatu reruroentnu vezu od vesne
(1.75)-
Lema 1.16 72a svako me [l vazi
L yp)ms (L - 1) . (1.7%)
2 m—1 I
2 ¢
Dokaz. Iz (1.74), mnozenjem sa 32, dobijamo
"
_—_ ) (e
tez Bm m £
7 :(I+Zm} t'i)”“z — ). (1.77)
- - r_"t.f
e -1 =1 =1 z m!
Koeficijent uz " u (1.77) Je
B z B
a = L t ! e Z +. ..+ WT =
Mooy 2T m-1)r 27T %20 (m-2) 1!
1 m, 1 m 1 1
= T [B * (g By gt et ()7 Byt gﬁ] -
o 1 1 m )
- = a—?- (E + B} . (.2.75“}
S druge strane je
t ot ,
te _ te? 4 ¢ - ¢ - 4 2t
t . t - t £ -
e _I g - 1 --2- & _1
e - 1
Em t.m Sw "
fy + — —_ — A X -
2(1 qurn! (2) ), (1 + E Tt P ——
m=1 m=
(]
Bm 1 m
= 1 + ] ( ——7 1)t . (1.78)
=1 2

Uzimajuéi u obzir (1.78), iz (1.79) sledi (1.76), Sto je i tre-

balo dokazati.
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Mije lecro dokarzati slodele oo sumne .jprﬁq) (21, “U%-.07).
IL.ma 1.17 leka je p prost Lroj. Teda je
-1, p-1i*k
Sp(p) = , (mod p).
) 7, p“}zk
Lema 1.18 2Za svako me N vazi jednakost
m+ 1 .
(m+1)S (n) = (n+5) ~- E : (1.50)
m m+ 1

Sada moZemo da dokaZemo, za nas vrlo znaclaijnu, Staudt-
-ovu teoremu.

Teorema 1.15 Neka jJe p prost, a m paran broj. Ako p-1 ne deli
m, tada je Bm p-celo (t]. Bm ne sadrzi p u imeniocu). Ako pak,

r—-1 deli m, tada jJje p3_ p-celo, pri Cemu je

pB = -1 (mod p). (1.81)

Dokaz. Teoremu femo da dokaZemo metodom matematilke indukcije po
m. Za m=2, Béz % , pa je tvrdjenje ocigledno tacno. Pretpostavimo
da je tvrdjenje tacno za svako m=2,4,...2n-2 1 dokaZimo da je tvr-
djenje tadno za prirodan broj m=2n.

Prema lemi 1.18 vazi

- ~yen+l
(2n+1)52n(p) = (p+B) 32n+1’
odnosno,
2n—1
_ 1 en+l ., 2n-X
szn— Sgn(p) - E EE:?'( 2 Jp ~DB,, . (1.82)
k=0
Dokazimo da su svi ¢lanovi koji stoje pod znakom sume u Jjednakos-
ti (1.82) p-celi. Faktor P2, je p-ceo, jer je za k neparno 3,z 0,
, 1 . . . 5
w>1, BI: -3, @ za k parno po induktivnoj pretpostavci. Ispi-

tajmo faktor

o n ) N 7 n 1 a *
N = =+ en-<_ _1 cntl en-x_ 2n(en=-1)...(x%+1) 2n-%
' ( k /p En+1r2n+1ﬂk)p - (Sn-l+1)1 p .

Za p=2, N je oCigledno p-ceo broj. Za p#2, broj p ulazi u r!
= (m~k+1)! sa eksponentom
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Cledd, N oje oo-cen broj deljivoca p, pa iz (1.82) izlazi

AP Szn(p) (rod pl. (1.83)
"a oorova leme 1.17, iz (1.83) izlavi
-1, p-1]2n
pB, = (mod pl.
n o, p-1f2n

Time je dokazano da iz pretpostavke da je tvrdjenje tacno za sva-
o m=2,4,...2n-2, sledi da je ono tacno za m=2n, pa prema princi-
pu matematifke indukcije zakljuCujemo da je tvrdjenje taéno za

cvako parno m € N. Time je teorema u potpunosti dokazana.

Teorema 1.15 dozvoljava nam, da u slufaju kada p-1I ne
deli m, sa brojevima Bm baratamo u kongruencijama po modulu p'kao
da su B celi brojevi. Ovu vaZnu &injenicu imali smo i imademo

stalno na umu,.
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IT GLAVA

2-~1 Polazna teorema

Veé smo istakli u Uvodu da je u [51] (38-41) dokazana

teorema: Ako je bar jedan od brojeva 2p+1, 4p+1 prost, tada jed-
na¢ina

-

2P+ yP= 27, z,y,z€ N (2.1)

nema redenja relativno prosta sa p. Nad zadatak bice da ovaj re-
zultat pokuSamo dz ceneraliSemo.

Temelj rafec daljeg rada bice sledeca teorema,

~zorema 2.1 Neka je ¢=-sz+1 prost broj, p€ P, p23, i neka kongru-
enciije

£S5z 1 rwcZ o zj, (t+1)°z 1 (mod q) (2.2)

nemaju zajednidéko resenje. Tada, ako je

s® 21 =22 g) (2.3)

onda jednadina (2.1) nema reSenja relativno prosta sa p.

"okaz. Pretpostavimo obrnuto, neka pod datim uslovima jednacina
(2.1) -ima re3enja relativno prosta sa p.

DokaZimo, pre svega, da mora biti xyz = o (mod q).
Stvarno, ako bi bilo ruz Z o (mod q), tada bi postojaoc ¢, takav
~da je ypE tzP (mos c,. Iz (2.1) sledi

£p

3

t®  (mod q),

-
hy

i

-
[

(txP+ =F)°= (t+1)52%P= (¢+1)%= 2°P= 1 (mod q),

(4}

odnosno

S

t%=z (t+1)%z 1 (mod q),

to protivre&i pretpostavci da par kongruencija (2.2) nemaju za-

jedni¥ko relenje. Dakle, zyz = o (mod q). Ne umanjujuéi opstost
mo2emo pretpostaviti da je x = o (mod qJ.

Prema lemi 1.3 postoje a,b,c takvi da je
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/ - " -
ve = al- tP+ P, =z = o (mod a), y Lo fmed L), 2 o (mod o).

Znadi, mora biti
P+ Pz BP (mod q). (2.4)

Kongruencija (2.4) je istog tipa kao vef razmatrana kongruencija

2P+ ypE 2P (mod q), pa mora biti abe = o (mod ¢q). Kako su z,y, =z
relativno prosti 1 =z

o (mod q), to mora biti a = o (mod qJ.
No, onda, na osnovu leme 1.3 sledi

y = z = bP

i

eP (mod q). (2.5)

Kako je z-y=aP, to iz (2.5) sledi
pP_ P 3

T \p. 2 -~ Y - . Pp-1_ p=1,p
(a) e Ty - Py = p(b )Y (mod q),
odnosno
(Z)8Pz 1 = p®(BP71)%P= p® (mod ¢,
ili, nakon mnoZenja sa g®
s°z (ep)Pz (-1)% = 1 (mod q). (2.€)

Medjutim, (2.6) je direktno u suprotnosti sa uslovom

(2.3), pa smo mi ponovo do$li do kontradikcije. Time je teorema
u potpunosti dokazana.

Primetimo da je neposredna posledica teoreme 2.1 tvr-
djenje izneto na pocCetku odeljka. Naime, za s=2, iz t2§ (t+1)2E
1 (mod q=2p+1), sledi 2%z 1 (mod q)}, odnosno, g=3, p=l,8to je
nemoguce.Takodje za s=4¢, iz téE (t+1)%= 1 (mod q=4p+1),

redom

sledi

t4E 1/\4t3+ 6t2+ 4t + 1 = 0/\6t3+ 4t24 t + 4 0

Mt

(mod q) => 5(2t%+ 2t - 1) = 0At%z 1 (mod q)=>
= 5(1-8¢t) = 0At%2 1 (mod q) 8% 1 (mod q)=>
= 5.7.9+13 = 0 (mod q) = p=3.

Veé iz ove kratke ilustracije postaje jasno da se za
8>4, recimo veé za s8-8, racun vrlo brzo komplikuje, Zto znaé&i,
da moramo da ustanovimo neke generalnije metode za resSavanje

para kongruencija (2.2). Zato ée nali napori biti usmereni up-
ravo u tom pravcu, '
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2.2 Determinante A , B , ¢ D
n,r m,n,r

Glavnu ulogu u resavanju problema postavljenog u pret-
hodnom odeljku igrade izvestan broj cikli&kih i kosociklidkih
determinanti. Konkretno, definisimo sledece.

Definicija 2.1 Neka je n25 neparan broj, 2¢r¢n-1.Pod A

n, r’
Cp podrazumevademo sledece ciklicke determinante n-tog reda
J
n-r+l-va
kolona
-1 1 -1
_1 0
. O | - |
A = - L AR B B (2.7)
?’I_,I" I
7 .
-0
O i —7 7
n=-r+l-=-va
kolorna
1 1 1
1 o
O -
c =2 o i1 (2.8)
n,r_ 3 :__'..* _____ - " - . .
1_" . .
' 0
O 1 11

Definictja 2.2 Neka je m22 prirodan,-a n31 neparan broj, 2 n>4.

Pod Bm _— podrazumevacemo kosociklicku determinantu 2™ 1, -tog
3 5
reda
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& n-r+l-va
kolona
~1 -1 1
.-1 0
3 o -1
=\ 7 7 , r=3,5,... 2" In-g, (2.8)
myn,r _ L
O
0 o
] -1 -1
-1 1 1
-1
O ...1
B = |-z ,or=2™ ez 2" ss, L 2 -1, (2.9)
MyNy T . —_—
. 0O
0 . SR
-1 -1 -1
Definiecija 2.3 Neka je m23 prirodan, a n25 neparan broj,
r=1,3,...2" 1-1. Neka je dalje

. = . b., 2 £ r
b. = E (-2)9( "\, q.=1{ " , 0gig2™ o1,
v 4 oMl s Y (b.-1, i = p -
j=o T °?

Pod Dm 5 p podrazumevaéémo kosociklic¢ku determinantu 2m_1—og reda
3 3
%o 82 -1 "% -2 - ™Y
a a -q coee —a
_ 1 0 2 -1 2
Dm.‘n,r- . - {21\10)

2 -2 %2 .3 - 94,

Da bi izracdunali u opsStem slucaju determinante odredje-
ne definicijama 2.1-2.3 dokaZimo jednu znafajnu osobinu koju i-
maju ciklicke, odnosno, kosociklidke determinante.
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72a ciklic¢ku determinantu

al CI2 as s o ® an
In @7 92 © Y-
a, a, a, . ay
vazi
n
p = | ] regy,
k=1
: — _ i 2k
gde je ;= VI = cos ==— + is8in —= , k=1,2, n, flxz)
n- n-—1
+ + a,_1% + acx

(2.11)

(2.12)

Dokaz. Oznacimo sa V¥V determinantu Vandermond-a sa elementima P

Lys---0,, 9de su g, sve vrednosti n/T. Dakle,

1 1 1 c e 1
EI 2;2 C3 e cn
2 2 2 b4
V=1%1 %s &3 -+- &,
n~1 n-1 n-1 | n-1
QI §2 C3 e e a Cn -

MnoZenjem determinanata dobijamo

n-1 n-1
n-1 n—1
an+ a1C1+l'.+ anﬂlcl & & an+ alcn+i¢-+ an-—lcn
DV =
n-1 ' n-~1
a2+ a3;1+l-l+ a1;1 & & 4 a2+ ascn+.-‘+ alcn

MnoZenjem prve kolone sa c?_l, druge sa ;"_1... n~-te sa cﬁ-l, vO-

| 2
deéi racuna da je czz l za svako k=1,2,...n, dobijamo
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n-1

n-1 | n-1
f(CJ)ﬁl f(ﬁz)ﬁz f(Cn)ﬁn
f(ﬁl) f(Cz) f(Cn) "
1=-n| _
v = | Flo e, FlE,)t, WL I R R B
k=1
n-2 n-2 n=2
f(CI)CI f(Cz)Cz f(Cn)Cn
n n
1-n
_ _qagn=1
__[l_] ;k] [H f(t;k)] ve-1)""1
k=1 k=1
Kako su ;k koreni jednacine £t~ 1 = g0, to je

v+ 1

(~1) s

n
Hck:
k=1

pa izlazi
D =

n n
yJ
n=-n _
(-1 |_| i) =[] ez,
k=1 k=1

$to je i trebalo dokazati.

Lema 2.2 Za kosociklicku determinantu
¢ 49 23 o
-4, q7 @9 Ln-1
D=}=-a_ _, -a, a, a, _o (2.13)
4% 43 Tdg ce 9y
vazi
o
D = ﬂ £(T), (2.14)
k=1
gde je ;k = V=1 = cos (2k-1)m + 1 81n (2k=1)m , k =1,2,...n,
n n
- n-1
flzx) = a;+ az +...+ a 2" .
Dokaz. Analogno dokazu leme 2.1, mnoZedi determinantu D sa de-

terminantom Vandermond-a, &iju su elémenti [, sve vrednosti
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n-tog korena iz -1, pa mnoZeéi zatim prvu kolonu dobijene deter-

minante sa C?HI, drugu sa Cghz,..., n-—tu sa c:_} i vodedi racuna
da je ﬁ;: -1 za svako k=1,2,...n, dobijamo
n-1 n-1 n-1
f(Cl)Cl f(Cz)CZ f(cn)cn
Y . -f(%;) -flg,) ce. —flT )
DV = [[_] ck] -flg, )z, -flT,)8, o =flL )E, =
k=1
n-—2 vi= 2 n=-2
-f(cz)cl -f(cg)cz .« -f(cn);n
7 N 7o
gy _agyn=1 _qyn~1
= (~1) |_| Flz,) [ﬂ ‘;k] (-1)" 1y,
k=1 k=1
Kako su - koreni jednacdine ™+ 1 = 0, to je

n
_ n
I_-I Ck - ("1) 3
k=1

pa izlazi

n . Y
_ n{l-n) _
D = (-1) I_I £ty = I_] FT,),
k=1 k=1

Sto je i trebalo dokazati.

Na osnovu prethodne dve leme sada nije te3ko izraduna-
ti determinante odredjene definicijama 2.1-2.3.

Lema 2.3 Vazi jednakost
n-1
- 2 :
A = [_] (1 + 8ecos ku sin k(r-1)7 sin EEE-) (2.15)
n n n
k=1
Dokaz. Prema (2.7) determinanta An P je oblika (2.11), pri &emu

je f(x) = =1 + " ¥ - xnﬁl. Na osnovu .leme 2.1 bice

n
- _ _ n-r__n-1
An,r = [_] (-1 + Ty 44 ),
k=1

gde su tk sve vrednosti V7. Neka je § = cos %F~+'£s£n*%; , tada
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n-1
A = f“| (<1 4 ghinmr)_ phin=1y (2.16)
n,r
k=1 .

MnoXeéi svaki od faktora u (2.16) redom sa ck, k=1,2,...n-1, do-

bijamo
' n-1 _; n-I
. = [ Ck] g - gk k(nerl) )
n, P
k=1 k=1
n—1
2
- [*I_(_l _ Ck+ Z...k(nvz--r=*+1))(__1! S C(n—k)(n—r+1)) _
k=1
n-1
2 f
_ (3 + Ck+ C_k— Ck(n-r+1)_ C*k(ﬂ-r+1)_ ;k(n—r)_
k=1
_ c-k(ﬂ-?))
Kako je 7%= cos E%E;-£s£n E%E-: ES, gde je z® konjugovano kom-
pleksan broj broju CS, to poslednja jednakost daje
n-1
2
A = [-] (3 + 2cos EEJE-—-2003 2k(n-r+1)T _
n,r Z "
k=1
n-1
2 -
- %eos 2k{n-r)m ):_[_] (1 + 8 cos ££~s£n kK{n-r+1)m oin k(n-r)Tm )_
n n n 7
k=1
n-1
2 | .
='[—] (1 +8cos KW gin R(P=1IT in kew S
n n n
k=1
¥to je i trebalo dokazati.
Lema 2.4 VaZi jednakost
n-1
2
C._ _= I_] (1 + 8cos kn cos k(r-1)7 cos krm )
n,r n n n
k=1

Dokaz. Prema (2.8) determinanta C_ ; je oblika (2.11),pri cemu
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je f(x}) = 1 + 2" e . Na osnovu leme 2.1 rezonujuéi slidno
kao u dokazu leme 2.3 dobijamo

n n
_ 1 n-r n-1. _ 1 kE(n-r)
C, »= 3 [_] (1 + 4, 7+ ¢ ") =3 f_] (1 + +
k=1

-

: k=1
n-1 7 N1

, k(n=1), _ [ Ck] K K, Rinmr+1),
k=1 k=1

n-1
7 |
[_I (1 + €k+ Ck(n-r-i—l))(I . Cn—k+ {rn=k){(n-r+1)

t

4 ) =
k=1
n-1
2
= (3 + 2 cos ZKm 2 cos Zk(n-rtl)m Ecosgkm_r)ﬂ)
n n ”
k=1
n-1
e

‘ |(1 + 8 cos kﬂ-cos kK(r-1)m cos krn J,
n n 7
k=1

Sto je i trebalo dokazati.

Lema 2.5 Vazi jednakost

"
B = I"l (1 + 8oos L2k oy (2k-D)(r=D)m . (2k=D)r= (9.18)
MaTts -1 2™ ™ 4%

Dokaz. Prema definiciji 2.2 moramo razlikovati dva sluaja:

r=3,5,...,2" Tn-3 1 r=2" " Tn+3,2" 145, ..., 2"n-1. U oba slutaja

B . p je oblika (2.13), pri &emu je u prvom sludaju

flx) = -1 - xzm-ln_r+ xzm-lnnz, (2.189)
a u drugom ' )
m m-1
flz) = =1 + 22 "7Fy 2 n1 (2.20)

Neka su Ck, k=1,2,...2m-1n, sve vrednosti zm_ln-tog korena iz -1
Tada je -

(j’(’j)" + 181N (Zk-i)“ = {cos 2n + £ gin 2 )2k-1= u2k-1_ (2.21)
n

" Z'n Z'n

C£=cas
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O¢igledno vaii

Bm_ln (2m~1n)2

u —_— - 1] 'l_] = 1. (2.22)

Uzimajuéi u obzir (2.19), (2.21) 1 (2.22), na osnovu
leme 2.2 u prvom slu&aju dobijamo

2m-1n
m=1 m=1
BM,n_,I': ﬂ (-1 - i;i nery, Ci n-l) =
k=1
2m~1n . 1
- -1 _ - m=-1__
_ ‘] (-7 — urzk 1)(2" “n-r), L(2k=1) (27 n 1), _
k=1
Zm-zn ‘ Zm-ln
k-1 |2 2k-1  (2k=1) (" Ip—p+t1)
= [_] u ,_] (=1 -y - | ) =
k=1 =]
2m—1n |
m=1 .2
-y (27 n) [“] (=1 - y2k=1, [(2k-1)(1-r), _
k=1
2, | |
= | ] (-1 - B 2D )y I etien (2 n=2k#1) (1-r)
k=1
g2,
- [‘]‘ (3 + Zk-1, —2k-1_ u(2k—1)(1-r)_Jﬁ{zkﬁl)(l—r)_u—(Zk—I)r;
=1
jwﬂh | |
_E_@bum::rw m+2mswaﬂm;¢mw2Mbuwﬂhg_
1 I '
"2,
- 2 08 2(2k-1)r1r) - ’_, (1 +
7 k=1
+ Boog LKD) (2K-1) (r=T)w o (k=D)rm )
I'n ™ I

- Uzimajuéi u obzir (2.20), (2.21) i (2.22), na osnovu
leme 2.2, u drugom sluZaju analogno se dobija
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'2 n
2" n-p anjn-I _
Bm,n,rz r_l ("; Ty togy ) =
k=1
zm—ln ;
m m=
= [1 -1+ [(2k=1)(2n=r)  (2k=1)(27 "n-=1), _
k=1
A _, & ”
_ [ [ 2 M -1 - 20 L(2k=1) (nert1) ) _
=1 | k=1
2m—1
_ rw (-1 - uzk—1+ u(zk-l)(l—r)) _
k=1
7, _
_ [‘1 (1 + 8cos (2k—1)ﬂ'sin (axil)rﬂ oin (2k~1)(r-1) 7 )|
1 7' 7 2

Time je lema u potpunosti dokazana.

Primetimo da su rezultati dobijeni u prethodne tri le-
me i sami za sebe interesantni. U jednakostima (2.15), (2.16) i

(2.17) 5 leve strane stoje determinante, ¢iji su rezultati evi-

dentno celi brojevi, a s desne strane kona¢ni proizvodi ¢iji su

faktori iracionalni. Primetimo dalje, sto za nas moZe biti vrlo
znaajno, da dobijeni rezultati dozvoljavaju efikasnu primenu ra-
unara na izracCunavanje pomenutih determinanti. Naime, dobijeni
proizvodi se vrlo lako mogu izracunati sa grefkom manjom od 1071
Preostalo je da se jo¥ izraduna D |

»

my,N,r g
Lema 2.6 Vazi jednakost
2m—1 2m-1_1 iy
- (2k-1)(2 -i)]
.ij — l—| [ z a;u " s (2.23)
k=1 1=0 ~
. _ 27 . . 2T . _
gde je u = cos — tren — . Specijalno, za m=3
2 2
_ .2 2 2 2 2 2
Ds,n,r' (ao a,+ Zalas) + (al a, 2a0a2) . (2.24)

Dokaz. Determinanta Do i je oblika (2.13), pa na osnovu leme
Ry TRD
2.2 dobijamo
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-1 2m-1

oM _

_ grw _ I 1

- %" 2% ’
k= ;

] 1=1
gde su g,, k 1,2,...2" 71 sve vrednosti 2" I_og korena iz -1.
Kake je
= cos (21::%) + 1 8in (2k:§)ﬂ = (cos 2m + 7 8in 2T )27/— 2k_1,
" 2" g g
to sledi
2m-1 oM = 1_ iy |
. _ [‘] EE: W(2k=1) (2" =1)
m,n,r
k=1 =] |
2m-1 2m—1_1 iy
- ] [ }E: (2k-1)(2 ~£)]
= a,H 2
k=1 1=0

$to je i trebalo dokazati.

Yo ) 2 3

Za m=3, U = cos g-+-£sin g = = (1+7), w = 1, u =
:.ég (~1+7), pa (2.23) neposredno daje (2.24).

2.3 Par kongruencija (t+1)°z ¢t°= 1 (mod q)

Sada smo u stanju da pristupimo razmatranju kongruen-
cija (2.2). OgraniCicemo se na sludaj kada je s=2"n, gde je me W,
a n=1 ili n€P, n25. S druge strane, posmatrademo malo &iri slu-
¢aj kada je q:2knp+1, gde je k€N, u krajnjoj liniji, nezavisan
od m. Dakle, razmatramo problem: pod kojim uslovima kongruenciije

(t+1)2mn5 1 (mod q), tzmnE 1 (mod q), q=2knp+1€EP (2.25)
imaju zajednicko resSenje. Jasno je da €e, s obzirom na teoremu
2.1, nas posebno interesovati specijalan slu&aj k=m.

Pre nego Sto iskaZemo i dokaZemo teoremu koja €e odgo-
voriti na pitanje postavljeno u vezi sa kongruencijama (2.25),
utvrdimo nekoliko elementarnih ¢&injenica i uvedimo nekoliko poj-
mova.

Nije te¥ko pokazati da ako je D rezultanta polinoma
P(t) 1 Q(t), da fe iz ¥injenice da kongruencije
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P(t)E o (mod ), Q(t)Z o (mod q) (2.426)

imaju zajednilko reSenje, slediti da mora biti

D o (mod q).

Naime, ako kongruencije (2.26) imaju zajednicko re3enje, tada po-
stoje kz*kze D, . takvi da jednaline

P(t)*-kzq = o0, Q(t) - k2q = 0

imaju zajednicko redenje. Tvrdjenje sledi iz

D D, (mod q),

1

gde je D, rezultanta polinoma P(t) - qu i1 @(t) - kzq.

Primetimo da obrnuto tvrdjenje u opstem slucaju ne va-

zi. Na primer, kongruencija t2+ 1

kongruencije t° = 1, th -1 (mod 7) nemaju zajednicko resSenje.Me-

djutim, za rezultantu 7 polinoma té- 1, t2+ 1 o¢igledno vazi I=0,

pa je D = 0 (mod 7).

1

o {(mod 7) nema reSenja, pa ni

Neka je n€ P, n25, i neka je 3<rsn-2, r # ntl . U skup
svih takvih r uvedimo relaciju p definisanu sa
- _ 1 _ 1 1 r
I’QI"1~<—>I’IE{1 rs oo 1 .;,-I-:;,;:—T},
gde su elementi gornjeg skupa uzeti po modulu n. Relacija p je
oCigledno simetric¢na, pa razbija polazni skup svih uvo&enih r na

uniju disjunktnih podskupova. Svaki takav podskup ima Sest ele- -
: S 1 1 1
menata, ako medju brojevima r, I-r, =, 1 - S Tom s FgT
kongruentnih po modulu »n. Kako je » ¥ 1,2,-1, E%l , to je rpr
ako i samo ako va¥i r®- r + 1 = o (mod n). Prema lemi 1.5 posled-

nja kongruencija ima dva reSenja ako i samo ako je n=2-3x+1.

nnema

Dakle, relacija p je razbila polazni skup na uniju dis-
junktnih podskupova, od kojih svaki ima po Sest elemenata, izuzev

eventualno jednog, u slucaju n=6i+1, koji ima dva elementa. Neka

je S skup svih predstavnika ovih disjunktnih podskupoﬁé, birajuéi
za predstavnika najmanji r.

Primetimo da, bez obzira da 1li je n=6A+1 ili n=61+5 ,

skup § ima uvek A elemenata. Zna&i, u svakom slu&aju, skup S ima
3%1] elemenata,

Definictja 2.4 Neka je n=1 1ili n€P,-n25. Pod A 1 Cn podrazume-
vaédemo sledede
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1, n=l

n=4
4 = 2 - , (2.27)
7 A, n€P, n3s

n,r

r=2
- 1, n=1, §
C = . (2.28)
n Cn,r" nepP, nx7

reS

Definiecija 2.5 Neka je mE€N, n=1 111 n€P, n25. Neka je dalije

ssz'{s,s,...zm'zn-s 2" 1

>

n+3,...2"n-1} i neka je
SI: 83\ {rz: r,rzess/\r1>r/\rr15 1 (mod 2mn)}.

Pod Bm , Podrazumevademo sledede

&

1, m=1\/m=2, n=1l
m
“man” | [] [[_] Bi,a,r]: m23\v m=2, n35 ° (2.29)
1=2 ﬁESI

Definieija 2.6 Neka je m&e&N, n=1 ili n€P, n>5. Neka je dalje

s,= {1,3,...2™" 11},

Pod Dm " podrazumevademo sledede
2

1, Ismg2\/ n=1
m o
D = - . S (2.30
my N I_I [H Di,n,r]’ m23 \n € P, n25 ( /
1=3 rE52 _

DokaZimo kona&no sledeéu teoremu.

Teorema 2.2 Neka je me€ N, n=1 ili ne€epP, n25,
pE€P, p25. Ako vaiZi

Zmn

4B, nCnPm, n(2" "= 1) Z 0 (mod q), (2.31)
tada kongruencije
m m
(¢+1)%°72 1 (mod q), t% ™= 1 (mod o) (2.32)

nemaju zajedni&ko reZenje.

Dokaz. Izvedimo dokaz matemati®kom indukcijom po m. za m=
lov (2.31) postaje

1l us-
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Ancn(zd”- 1) 2 0 (mod q). (2.33)
Pretpostavimo obrnuto, neka vaZi (2.33) i neka kongru-
encije (2.32) imaju zajednilko reZenje. Pre svega, mora biti n2J.

stvarno, za n=1, uslov (2.33) daje 2~ 1 = 3 % 0 (mod q) za sva-

ko q=2kp+1 .. S druge strane, 1iz (t+1)25 1, t%z 1 (mod q) izlazi

2%z 1 (mod q), %to je nemogufe, pa je za m=n=1 tvrdjenje teoreme

tadéno.

Neka je dakle, m=1, n»5. Kongruencije (2.32) ekvivale-
ntne su slededim kongruencijama

t"s 1 (mod q) (t+1)"= 1  (mod q), o (2.34)
"z 1 (mod q) (t+1)7= -1 (mod q), (2.35)
t"z -1 (mod q) (t+1)"= 1 (mod q), (2.36)
t"z -1 (mod q) (t+1)"z -1 (mod q). (2.37)
Stavljajuéi u (2.37) t = -1-z (mod q) izlazi
n

-1 = t"z (-1-2)"= ~(1+2)" (mod q) => (2+1)"= 1 (mod q),
-1 = (t+1)"z (-2)"= 2" (mod q):@}znﬁ 1 (mod q).

7Zznadi, kongruencije (2.37) se svode na kongruencije (2.34). Ta-
kodje, stavljajuéi u (2.36) t = -1 -~ % (mod q) izlazi

n
-1 = ¢tz (-1 - -1—)”: _ {z+1)
& n

(mod q) = 2= (2+1)" (mod q),

F

-1 (mod q),

12 (t+1)"2 (- 2" - L (mod q) > 2"
o4

pa se kongruencije (2.36) svode na kongruencije (2.37), a preko
njih, na kongruencije (2.34). | |

Dakle, kongruencije (2.32) za m=1, n2§, imaju zajedni-
&ko reSenje, ako i samo ako bar jedne od kongruencija (2.34),
(2.35) imaju zajednicdko reSenje. Razmotrimo oba slucaja.

Neka kongruencije (2.34) imaju zajednicko re§eﬁje.2bog
uslova 2%M_ 7 Z 0 (mod q), mora biti ¢ Z 1 (mod q). No, onda po-
stoji r takav, da je t'z t+1 (mod q), 2<r<n-1. Zna&i, kongruen-
cije

t"z 1 (mod q), tT= t+1 (mod q) (2.38)
imaju zajednicko reéenje;

Stavljajuéi u (2.38) ¢ = %-(mod q)1izlazi
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22 1 (mod ql, 2177 2 441 (mod ql.

Sledi, ako kongruencije (2.38) imaju zajednicCko resSenje za ncko

r, tada one imaju zajedniéko reZenje za I-r (mod n). Znaci, mo-

Zemo uzetl 2 <r 52%1 . Za r = n+l (2.38) daije

2
(t+1)25 "z ¢ (mod q) = t%+t+1 = 0 (mod q/.

Prema lemi 1.5, mora biti g=6Ai+I, tj. zk'lnpzslr $to je nemogu-

ce, jer je Ekplnp £ 0 (mod 3). Dakle, konac¢no 2 < r < n;]

Neka je D rezultanta polinoma t"-1 1 tT-t-1. Kako po

pretpostavci kongruencije (2.38) imaju zajednicko resSenje, to mo-
ra biti

D = 0 (mod q).

(2.38)
Odredimo rezultantu D. Imamo
n+l-va
kolona’
1 0 0 e e v oo e v e e g -1 0 . 0 0
) 1 0 v veeooeoossoosnoe 0 g -1 .. 0
r vrsta
D = 0 #, ) . 1 ) 4 g -1
1 0 g ...—-1 =1 0 vreneancsaanas 0
0 1 0 .. 0 =1 =1 et eeescnsos 0
n vrsta
0 0 o- - e . - s 1 0 0 --"1 _1

Determinanta D je n+r-tog reda, pri €emu imajmo na umu

da je 2 € r ¢ 5%1-. Dodamo 1li prvu kolonu n+1-voj, drugu n+2-goj,

.».s r=tu n+r-toj, razvijajuéi potom determinantu po prvih r vr-
sta, dobijamo

-r

-1 1. -1
-1 0
0
D = coee T =n .
1 n,r
.‘0
O. '.1 _'-1 -_.1.

Iz (2.39) sledi da za nekor 2 < »r Q-E%E vazi A 0 (mod q) .

No, onda je A= 0 (mod q), &to protivredi sa uslovom (2.33).

54




Dakle, kongruencije (2.38), pa dakle i kongruencije (2.34),(2.36),
(2.37) nemaju zajednilko resenje.

Preostalo je da kbngruencije (2.35) moraju da imaju za-
jednifko re3enje. Zbog uslova 2éM_ Z 0 (mod q), mora biti t Z 1
(mod q). No,. onda postoji r takav da je t'z «t=1 (mod q}, 2<rs<n-1.
zna&i, kongruencije

t"z 1 (mod qJ, t'z -t-1 (mod q) (2.40)

imaju zajednitko reSenje.
za r=2, r=n-1, (2.40) daije t2+tv1 = 0 (mod q), pa prema

lemi 1.5 mora biti g=6A+1, tj. zk_lpnrsl, $to je nemoguce. Tako-
dje, za r = E%i . (2.40) daje
(t+1)%2 "1z ¢ (mod q) > t%+t+1 = 0 (mod q),

Eto je, videli smo, nemogufe. Znadi, 3<r<n-2, r # 5%1 .

Stavlijajuéi u (2.40) ¢

2"z 1 (mod q), =z

I

% (mod q) izlazi

1Pz _,1 (mod q).

Takodje, stavliajuéi u (2.40) t =2 -1-z (mod q) izlazi

(2+1)%= -1 (mod q), -t-1 = z (-1-2)7 (mod q),

odnosno, za rr,= I (mod n),

rr

1 1

z2 "= (-1-z2) S -1-2 (mod q), 2"z (-1-2z)""= 1 (mod q).
Zzna&i, ako za neko r, I<r<n-2, r # E%l , kongruencije (2.40) ima-
ju zajedni&ko refenje, tada one imaju zajedni&ko refenje i za

1 1 1 .
l=r, 7 ? 1 - 7 9 Jop F§T s gde su uzete vrednosti po modulu n.

Drugim re&ima, kongruencije (2.40) imaju zajednilko resSenje za
neko re€ S, gde je S skup, kojeg smo ranije definisali. -

Ako sa D’ oznadimo rezultantu polinoma t"-1 1 tT+t+1,
mora biti

D" = 0 (med q). : (2.41)

Izradunavajuéi determinantu D ° analogno kao determinantu D, do-
bijamo
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T 0 0 et 0 -1 ¢ 0 0
0 1 0 v, 0 0 ~1 0 0
e |0 0 0 I 0 0 viiirnannnnn, 0 -1 _
0 0 101 0 0
0 1 0 0 1 1 i 0 0
0 0 0 v 1 0 0 1 1
1 1. 1
1 O
o .
= R BN Y,
; n,r
0
0 "1 10

t

Iz (2.41) sledi da za neko r€ S vaZi 3C_ 0 (mod ql,

tj. Cn,r 0 (mod gq). No, onda je ¢ =0 (mod q), Sto protivreli sa
uslovom (2.33). Dakle, kongruencije (2.40), pa dakle i kongruen-
cije (2.35) nemaju zajedni&ko re3enje. Time je za m=] teorema u
potpunosti dokazana.

Pretpostavimo da je tvrdjenje teoreme tano za neki pri-
rodan broj m~1 i dokaZimo da je tvrdjenje tadno za prirodan broj
m 2 2. Pretpostavimo obrnuto, neka vaZi (2.31) i neka kongruencije
(2.32) imaju zajednitko resSenje.

Kongruencije (2.32) su ekvivalentne kongruencijama

gm~1, 2m-1, |

t = 1 (mod q), (t+1) = 1 (mod q), (2.42)
m—1 m=1

t2 Pz 1 (mod q), (t+1)% Pl (mod a), (2.43)
gm=1 _ . m—1

t°  "=-1 (mod q), (t+1)% "z 1 (mod q), (2.44)
m=1 T gm=1

t2 "z-1 (mod q), (t+1)% Mz-1 (mod q). (2.45)

Stavljaju€i u (2.43) ¢t £ -1-z (mod q) izlazi
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Takodje, stavljajuéi u (2.44) t = - =1 (mog o) izlazi

1+z
m=1 =1 m-1
-1 = ¢° "z (F%EJJ " (mod q) = (1+2)° Gy (mod qJ,
2m‘1n 2 Zm-ln 2m_1n
1 = (t+1) = fE;T) (mod q) => 2z =~-1 (mod q).

Znaci, kongfuencije (2.43) se svode na kongruencije (2.44), a
ove pak, na kongruencije (2.45). Sledi, ako kongruencije (2.32)

imaju zajednilko reZenje, tada bar jedan par kongruencija (2.42),
odnosno (2.45) ima zajednilko reZenje.

Kako je
2™ n
Aan,nanm,n(g - 1) =
-1 -1 3
=AC (22m n—l)(22m n+1)B [—] B D [_] D =
nn m-1,n myn,r| m=-1I,n m,n,r
wESz r652
Zm_zn
= MA C (2 - 1)B D
nn

m=1l,n"m=-1,r"?
to iz uslova (2.31) sledi
2m-1

4 C B D (2 "

11, 2Pm-1, n - 1) Z ¢ (mod q),

P2 Jje ispunjen uslov teoreme za prirodan broj m-1, te po induktiv-

noj pretpostavci kongruencije (2.42) nemaju zajednilko reZenije.

Preostaje da kongruencije (2.45) moraju imati zajednicdko reSenje.
Pretpostavimo prvo, da va¥i

m=1 o
t° % 21 (mod q). (2.46)
Sledi, postoji neparan broj r, 3$rs2mn~1; takav da je t¥z t + 1
(mod qJ). Zna¢i, kongruencije
2m_1n r
t = =1 (mod q), t = t+1 (mod q) (2.47)
imaju zajedni&ko reZenje. Stavljaju€i u (2.47) ¢t = -1-z2 (mod q)
‘ s
izlazi -

= (<1-2)"= ~(1+2)7= t+1 = -z (mod ) > (1+2)7= 2 (mod q).
Ako postoji r, takvo da je rr,= 1 (mod Zmn), sledi

‘ m
z2 °= (1+3) = (142)@ ML g 2T L0 S

A

")2A143) = (=10 (142) = 142 (mod q).

i
ﬁ
o+
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znac¢i, ako za neko r, 35r$2mn-1, kongruencije (2.47) imaju zaje-
dnicko resenje, onda one imaju zajedni&ko reSenje { za r

3sr,¢
m m m=1 7 "1
£2"'n-1, PPJE 1 (mod 2 ' n). Kako za r=2 n+l (2.47) daje
2m=1,
2t = -1 (mod q) = 2 =1 (mod q),
$to protivredi uslovu (2.31), a za pzzm'ln-z (2.47) daje

t2+t+1 = 0 (mod q):érq:61+1:$r2k”1np:31,
§to je nemogudée, to kongruencije (2.47) imaju zajedni&ko resenje
za neko riESI, gde ije SI odredjen u definiciji 2.5.

Znaci, postoji r €S, takvo da je

1
R = 0 (mod q), | (2.48)
m—1
gde je R rezultanta polinoma t2 "t1 i T t - 1. IzraCunaijmo
determinantu R. Razlikovaéemo dva slucaja: 36r$2m_1n-3 i 2m-1n+3s
sr<2™n-1. U prvom slucaju je
" 7 0 /R veos O 1 0 0
0 0 L] - » *® ¥ F 8 = @ » - 0 0 1 - =
r vrsia
R = 0 1 0 0 vttt e i 0
1 -1 =1 0 ittt 0 0
0 /A T 0 0 2m—1n srsta
lo o o ....... vevnees 10 0 ,..-1 -1

Ako od 2m_1n+1—ve kolone oduzmemo prvu, od 2m*1n+2—ge koibne odu~
zmemo drugu,..., od 2" ln+r-te kolone oduzmemo r-tu (r<2™ 7

razvijajuéi potom, determinantu PO prvih r vrsta, dobijamo

n ),

-r

-1, -1. 1
_1 ‘~" '." 0
O
R = ~1 = .
1 m,n,»
. O
O . R
1 -1 =1

U drugom slu&aju je
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1 0 0 » J 0 ¢ 2 8 8 s 8w s a8 0 0 « » 0 0
0 1 0 » 0 1 ----- * . e . . . 0 0 r upgf’a
H _ 0 0 0 .. . - . ¢« 4 s 1 0 . v 0 1
B 1 0 - 0 . a8 . e v . e 1-1 "1 . a0 0 0
0 1 0 * & = & 2 8 & . " » . 0 -1 _1 U 0 0 2m-1n upsta
0 0 * - 1 0 0 ----- ..-11111----1 '-1

oduzmimo od 2™ 1,4+1-ve kolone prvu, od zm-1n+2-ge kolone drugu,
...s 0Od 2m~1n+r—te kolone r-tu. Kako je 2m-1n¢r<2-2m-1n ,t0 se

element I iz prve kolone i r+i-ve vrste "preselio" dva puta: pr-
vi put sa znakom minus u zm*1n+1—vu kolonu, a zatim sa njom sa
znakom plus u 2m‘1n+2m_1n+1:2mn+1—vu kolonu. Razvijajuéi potom,
determinantu po prvih r vrsta, dobijamo determinantu 2mn-tog re-

da u kojoj se uolena "jedinica® nalazi u 2mn+1-r—t0j koloni.Zna-
¢i,

~1. 1 1
-1 .0
0 ®
H = -1 - Bm,H,I’.
O
0 ';1 ';-1 a7 |
Dakle, u oba slufaja dobili smo RzBm , pr P2 iz (2.48)
sledi da za neko re€ 3, vazi B_ . F 0 (mod q). No, onda’ je B_ =
. > >
= 0 (mod q), StoO protivrec¢i uslovu teoreme (2.31).
preostalo je da (2.46) ne vaZi. Drugim recima, kongru-
encije
zm-l 2m-1n
t = -1 (mod q), (t+1) = =1 (mod q) (2.49)

imaju zajednilko resenje.

Pre svega, mora biti n35. Stvarno za n=1 (2.49) pred-
stavlja (2.45), pa, kao ¥to smo videli, mora biti B_ .=/0 (mod qJ,
¥to je nemogucfe. Takodje, mora biti m23, poito za m=2 (2.49) daje

£2z -1 (mod q)= (t+1)25 2t.. (mod q)=>

= .1 = (£+2)2%2 (280" (mod @) 2°"= 1 (mod qJ,
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(to protivreéi uslovu (2.31).

Iz (2.49) sledi da postoji r€€32, gde je 32 odredjen
definicijom 2.6, takvo da kongruencije
m-1

£ = -1 (mod q/, t'z (¢+1)" (mod q) (2.50)

imaju zajednicko resenje.

Ako je n>2m“1, reducirajuéi kongruencije (2.50) dobi-
jamo

m=1
m=1 N
2

t = =1 (mod ql, 2{: aiti = 0 (mod q), (2.51)
150

gde je za © Z r

ai--(:;)-( ’jl+£)+(2m_’;2+i)-... = Z(zm_’; )(-1)'7', (2.52)

r

n n ” _ n J
a = -1+ - + - . =1+ (~1)¥., (2.53)
r (P ) ( -I-f-r) (2’"'12+r) Z(Zm—ljﬂ,)

1

a za 7

. Jj=o
, (2.50) takodje daje (2.51), gde su a. odredjeni

sa (2.52) i (2.53). Naime, zapisavsi (2.50) u obliku (2.51) iz-
lazi za 7 # r

n § : g n
. - (- = {-1) ( -
v ?) . 2™ Ij+£)’
. - J=0

r

Ako Jje n<2"

a za 17

%y

1
ey
i T 1
e
|
bt
1
|
(Y
b
ve—
|
bl
~
LY
—~
5
3 3
-l,,
3__-

Primetimo da su sume u (2.52) i (2.53) konacne, jer je za'zm'jj+
n

+1i>n _ = 0.
’ (2m 1j+£)

Dakle, u svakom slucaju, ii ¢injenice da kongruencije
(2.50) imaju zajedni&ko reSenje za neko res,, sledi da za neko

r€s, i kxongruencije (2.51) imaju zajednidko reSenje. Znacdi, za
‘ m~1 2" 11 .

neko r € Sz rezultanta R’ polinoma tz + 11 Z aitt je de-

' =0

ljiva sa g. Imajuéi na umu definiciju 2.3, lako je uwoditi da jJje
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k=D , n - Sledi, za neko r € 5, vaii ijn,rf 0 (mod q), pa je 1

Dm,n% 5 (mod q), 5to protivreli uslovu (2.31).

Na taj na&in pokazali smo da iz pretpostavke da je tvr-
djenje teoreme ta%no za neki prirodan broj m-1 sledi da je tvr-
djenje ta&no za prirodan broj m, pa kako je tvrdjenje tacno i za
m=1, to prema principu matematicke indukcije zakljulujemo da je
tvrdjenje ta&no za svakl prirodan broj m. Time je teorema u pot-

punosti dokazana.

Pre nego zakljulimo raspravu O paru kongruencija (2.25)
primetimo ovde jo$ nekoliko specijalnih tvrdjenja, koja nisu nas-
1a mesto u opitem sludaju kojeg je tretirala teorema 2.2.

za m=2 , iz skupa S; se mogu iskljuliti vrednosti r=n
i r=3n. Naime, za r=n kongruencije (2.47) postaju

£2M2 _1 (mod q), t"= t+1 (mod q),

pa je
(£41)22 -1 (mod q)=> t2z =2(t+1) (mod q)=2°"=1 (mod qJ,

Zto protivreli uslovu (2}31). za r=3n (2.47) postaje

tan -1 (mod q), t3nE t+1 (mod q),

pa je opet (t+1)25 -1 (mod q), éto'je, videli smo, nemogufe.
za m=3, iz skupa 5, mo¥emo da iskljucimo vrednosti
r=2n+1 i r=6n+l. Naime, za r=2n+l kongruencije (2.47) postaju

t4n5 -1 (mod q), t2n+15 t+1 (mod q),

pa je
222 (£+41)2 (mod q)=> 2t(t+1) T =1 (mod @)=> 2°"= 1 (mod q),
%to protivredi uslovu (2.31). Takodje, za r=6n+l kongruencije

(2.47) daju

£¥%= —1 (mod ql, t6n+15 t+1 (mod ql,

WL

pa je opet -t2z (t+1)% (mod q), Bto je nemoguce.

2.4 Primena na prvi slufaj Fermat-ovog problema

Na% slededi korak bide da poveZemo rezultate teorema
2.1 1 2.2. Drugim re&ima, da primenimo teoremu 2.2 na prvi slu-
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faj Fermat-ovoqg problema.

Teorema 2.3 Neka je pe€P, p23. Ako postoji bar jedan par broje-
va me€N 1 n=1, neP, n26, takvih da je q:gmnp+1 prost broj i ako
je pri tom

. 2" m 2'n
ApB nCoPo (2 1) [(27n)¢ "=1]1 Z 0 (mod q), (2.54)

tada jednalina

2P+ yP= 2P, z,y,z€N. (2.55)

nema re3enja relativno prosta sa p.

Dokaz. Za p=3 tvrdjenje je tafno. Naime, s Jedne strane za prost
broj g=2-3+1=7 je ispunijen uslov (2.54), jer ije 2 -1 Z2 0 {(mod 7).
S druge strane, kongruenciie t2= 1 (mod 7), (t+1) = 1 (mod 7),

ofigledno nemaju zajedniéko resenje i pri tome je 22 Z 1 (mod 71,

pa na osnovu teoreme 2.1 za s=2 zakljucujemo da jedna&ina (2.55)
nema reSenja relativno prosta sa p=3.

Neka je sad p&eP, p25. Zbog uslova (2.54), na osnovu
teoreme 2.2 za k=-m, sledi da kongruenciije

2mn

m
£ 1 (mod q), (t+1)% ™= 1 (mod q),

gde je q:2me+1 prost broj, nemaju zajednicko resSenje. Kako je
pri tom

(2™ 2"n
n) - 1 %20 (mod q),

to na osnovu teoreme 2.1 za s=2"n sledi da jednad¢ina (2.55) nema

reSenja relativno prosta sa p. Time je teorema u potpunosti doka-
zana. | '

Ovde sa pravom moZe da se postavi pitanje, koliko je
efikasna teorema 2.3. Drugim relima, postavlja se pitanje, da 1li

je provera uslova (2.54) dovoljno jednostavna, da bi bila prakti-
¢no primenlijiva. Prisetimo se, velidine 4 s B i C

n,r* “m,n,r ,rt Py
dakle 1 An’ Bm " i C se vrlo lako izra&unavaju na osnovu lema
.

2.3, 2.4 1 2.5, &ta viée, za njihovo izrafunavanje moguée je vr-
lo efikasno, po potrebi, iskoristiti radunar. Isto tako, izradu-

m
navanje-22 "_ 1 ne predstavl]lija nikakvu teskodéu.
Problemi objektivno nastaju jedino kod izra®unavanja
veli&ina »_ . , odnosno D , za m25, n35, jer u tim sluda-
> >

jevima jednakost (2.23) ne ob;zbedjuje lako izracdunavanje. Za
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m=1, m=2, 1l1i za n=1, Dm e 1; za m=3 imamo na raspolaganju jed-
3

nakost (2.24), dok se za m=4 (2.23) mo%fe dosta jednostavno da 1iz-

raduna.

m
S5to se tife velicdina (2mn)2 "_ 1, njith u krajnjoj lini-

i1 ne moramo da faktori3emo, Jer se za konkretno p 1 ¢ lako pro-
m
verava da 1li je (2mn)2 ". 1= 0 (mod q).

Uostalom, da potvrdimo ono $to smo rekli, mi femo teo-
remu 2.3 odmah da konkretizujemo.

Teorema 2.4 Neka je pe€P, p23 i neka je n=1, 1<m<6€; n=5, 1<m<3;
n=7, n=11, 1<m<2; 13<n<23, n€ P, m=1. Rko je bar jedan od broje-
va q:2mnp+1 prost i1 ako je pri tom

m
(™))% "= 1 Z 0 (mod qJ, (2.56)

tada jedna&ina (2.55) nema reSenja relativno prosta sa p.

Dokaz. Na osnovu teoreme 2.3 dovoljno je pokazati da je za na-
vedene vrednosti m i n ispunjeno

m

& 1) 2 0 (mod q). (2.57)

4B pColm n(?

* .
Tzradunajmo redom potrebne elemente.

1O n=1, 1<m<6. Ovde je po definiciji AI= CI: Dm 7= 1. Takecdje,
>
za m=1, m=2 je B .= 1. Za m=3 je S,= {7}, i pri tome je

2

R 2
83,1,?' 3= (2+1)".
Za m=4, S,= {3,5,15} 1 pri tome je
_ _ _ 4
3411’3_ Béal,S“ 17 = 27+ 1,
_ _ 52_ .. 2
34,1,15- 49 = 7°= (2-3 + 1)°.
zZa m=5, 5,7 {3,5,7,9,19,21,31},.pa dobijamo redom
_ 0y - 952 4 1
35,1,3- 35,1,21_ 97 = 2°3 + 1,
_ _ .6
35,1’5_ 193 = 273 + 1,
_ N
35,1,?_ 353 = 211 + 1,
_ _ o8
35,1,9- 257 = 2°+ 1,

* - |
Ra%un je izveden koriscéenjem malog “digitrona" i ceo posao je

trajao oko 17 casova.
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By ;o gg% 119727 % 1,
By 1 g7 2209 = 1722 (2.23 + 1)°.
za m=6, 5 = {3,5,7,9,11,15,17,19,21,23,25,29,37,51,63} . Izlazi
By 157 Bg,1,37° 7937 = 2931 + 1,
By 1 57 63361 = 273%5.11 + 1,
By g, 65921 = 275.103 + 1,
By ;. o= 21569 = 25337 + 1,
Bg 1.11° 204353 = 2%31.103 + 1,
By 1 157 123713 = 193-641 = (263 + 170275 + 1,
By 4 17 = 68537 = 216, 1,
By 1. 197, 49601 = 193-257 = (283 + 1)02%+ 1),
By 1 577 33409 = 273%29 + 1,
Bo 1 g5= 27457 = 293.11.13 + 1,
By g p5° 15609 = 2612.19 + 1,
By 1 597 46449 = 28757 + 1,

B = 65441 = 31-2111 = (2-3-5 + 1)(2-5.-211 + 1)
6,1,51 s

- - 2_ 2
36,1,63_ 4870849 = 2207°= (2.1103 + 1)".

Imajuéi na umu da je za m23

m : B

P, 17 H[ﬂ Bf,z,r]*
1=3 rESI
to izlazi

0 (mod q) za svako q=23p+1;

£
34 7 Z 0 (mod q) za svako q=24p+1;

t
In

¢ 1 = 0 (mod 2°p+1) za p=3, p=11;

tx
1)

Takodje vazi
2™ m
2° =1 20 (mod 2 p+1), 1<mgé.
2 3 4

stvarno, brojevi 2 + 1, 22+ 1, 22 + 1, 22 + 1, 22 + 1 su prosti
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r
"o v

' 7
i nisu oblika Bmp+1, l<m<6, a broj 2° 4+ 1 = €41-€700417 = (275 +

+ 1)(2752347 + 1), takodije niije deljiv ni jednim prostim fakto-
rom oblika 2mp+1, 1<m<6.

O

2 nz=5, 1<mg3. Ovde je po definiciji €.~ 1, D =D = 1,
5 1,5 2,5
31,5: 1. TaKodje je
A .= A

57 Ag o= 11 = 2:5 + 1 £ 0 (mod q)

za svako q=2m5p+1, 1<m<3. Za m=2 IJe S,.= {3,13,19}, pa izlazi

_ 2,2 2
3215‘,3-— 25 = §7= (27+ 1)7,
_ - 522,
32:5“13— 61 = 2 3+6 + 1,
_ _ 3,2 3
32,5,19' 125 = §%= (2%+ 1)7.,
Za m=3 je 5,= {3,5,7,9,13,15,17,25,29,35,39}, pa dobijamo
_ _ _ od¢.
33:5’3~ By 5. 25 281 = 2°5-7 + 1,
- _ - 1o, P 3
33’515 33,5113 697 = 17-41 = (2°+ 1)(2%5 + 1),
B = 2169 = 3%241 = (2 + D253 + 1),
3,5,7

B - 1881 = 41°= (2%5 + 1)@
3,59 ’
_ _ L8 e 2. .3
By 5 157 369 = 3741 = (2+ D¥(2% + 1),
_ _ o%..
83,5,1? 881 27511 + 1,
_ 4. 4. 4
By 5 597 1877 = 3717 = (2 + (2% 1),
. 7
33,5135 641 = 2 & + 1,
2 2

By 5 39 15129 = 3741%= (2 + 1)2(235 + 1)2.
Dalje neposredno @obijamo

32,55 0 (mod 225p+1) za p-3;

By 5= 0 (mod 2°5p+1) za p=7.
Prema formulama (2.52) i (2.53) za m=3, n=5 izlazi za r=I

a = -4, a,= &, a o= 10, a,= 10,

3
a za r=3

a = -4, a1= 4, a,

pa na oshovu (2.24) dobijamo

= 10, a 9,

3=
4

D3,5,1: 697 = 17-41 = (2

- _ 52 _ 2,,3
D3,5,3- 369 = 341 = (2 + 1) (26§ +'I).
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s
L F

O¢igledno, D, F 0 (mod q), 2a svako =2 5p+1, Takodje je

1..?_,5
210_ 1 = 3.11+31 = (2 + 1)(2-5 + 1)(2:5-3 + 1) = 0
(mod 2+5p+1) za p=3,;
220. 1 = 3.5%11.31-941 = (2 + 1)(2% 1)%(2-5 + 1) (2-5.3 +
+ 1)(235 + 1) £ 0 (mod q) za svako q=225p+1;
290 1 = 3.5%11-17-31-41.61681 = (2 + 1)(2%+ 1)%(2.5 +

s 10(2%s 1)(2-5-3 + 1)(2%5 + 1)(2%5-3.257 + 1) E 0
(mod q) za svako q:235p+1.
Q

37 n=7, 1<mg2. Ovde je po definiciji D =D = B = 1., Kako je
1,77 “2,7”7 “1,7
- Y |
A7J2- 29 = 2°7 + 1,
a8
A7’3- 2%,
to je

A? £ 0 (mod gq) za svako q:2m7p+1, 1sm<e.

Dalje je §$={3}, pa izlazi

C,= C, 3= 2° £ 0 (mod q) za svako ¢q=2"7p+1, 1<m<2.
>

za m=2 je §,= {3,5,8,11,27}, pa dobijamo

P S S
By , 37 40 = 275 = 2 (2°+ 1),
- _ o3 — 68,42
By 5. 57 232 = 229 = 2(2°7 + 1),
_ _ 2
By , g= 197 = (2°7.7 + 1),
_ tio0 - 702 2
By 5 777 145 =-5-29 = (2°+ 1)(2°7 + 1),
- - 2_ 2 2 2
32’7:27— 845 = §-13"= (27+ 1)(2°3 + 1)}°“.
Izlazi )
B = 0 (mod 22?p+1) za p=7.
2,7
Takodje je
219_ 71 = 3.43.127 = (2 + 1)(2-7.3 + 1)(2.7-3%+ 1) =0
(mod 2+7p+1) za p=3;
228- ] = 35-29:-43.113-127 = (2 + 1)(22+ I)(22? +
+ 1)(2-7-3 + 1)(2%7 + 1)(2.7.3%+ 1) 20 (mod q) za
svako q=22?p+1.
4° n= <m<¢2. Ovde je po d ' = = = 1.
n=11, 1<m .J po efinicij} 91,11 DE,II 31,11 1
Kako je
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2

A11,2= 193 = 2.11-3"+ 1,
Ayg. 35 Agg1,47 285 2011+ L,
A1 57 67 = 2:11:3 + 1,

to je .
A, Z 0 (mod 2™11p+1), 1sm<2, za p=3.
palje je § = {3}, pa izlazi

Cqq= CIJ,Sz 23 = 2+11 + 1 £ 0 (mod q)

za svako q:2m11p+1, l1<mga.
za m=2 je §,7 {3,5,7,13,25,27,29,35,43}, pa dobijamo

- _  fipe - (02 3
By 11,3 Bg,11,27° 945 ° 5.89 = (2%+ 1)(2°11 + 1),

. _ 02714,
By 17,57 2333 3 211-53 + 1,

_ el .2 5
B2,1117- 1765 = 5353 = (2°+ 1)(2711 + 1),

- e 0844,
By 17, 15° 9257 = 271137 + 1,
) . 2..2.2
By 17, 95° 4357 = 2°11%3%+ 1,
_ _ 6241.
By 11,597 1018 = 2°11-23 + 1,
_ _ IR 3.,
By g1, 55° 3085 = 5:617 = (274 1)(2°11:7 + 1),
_ e ral o2 3 2
By 11,45° 39605 = 5:89°= (2% 1)(2%11 + 1Z.
Izlazi
B ..z 0 (mod 2%11p+1) za p=23, p=53.
2,11
Takodje je
922 1 - 3.23:89.683 = (2 + 1)(2-11 + 1)(2°11. +
+ 1)(2-11-31 + 1) = 0 (mod 2-11p+1) za p=31;
094_ 7 - 3.5.23.89-397-683-2113 = (2 + 1)(2%+ 1)(2-11 +
s 1502%211 + 1)(2%21-3%+ +)(2-11-31 + 1)(2%11-3 + 1) 2 0
(mod q)za svako q=2211p+1.
5° m=1, 13¢n<23, n€P. Ovde je po definiciji B, =D, .= 1. Za
>
n=13 je s = {3,4}, pa dobijamo ’

_ - 9973,
Ayg o= 521 = 27135 + 1,

- — 29 3
AIS,S" 27 = 3= (2 + 1),

Ayg g= 79 = 2°13:3 + 1,

67




A3 57 53 = 2°13 + 1,
hyz g5 131 = 2:13:5 + 1,
Ci3, 5% 53 = 2213 + 1,
CI3,4: 27 = 33= (2 + 1)3.

Izlazi
A,gC 3% 0 (mod 2.13p+1) za p=3, p=6,

Za n=17 je S = {3,4}, pa dobijamo

A1y o= 3571 = 2:17:3:5-7 + 1,
Aiy 57 Aqp 45 187 = 2°17 + 1,
Ay, 5= 807 = 2.17+3%+ 1,
A1, g7 108 = 2:17:8 + 1,
A17,7: 408 = 2317-3 + 1,
A1y g7 613 = 2217.3%4+ 1,
01713: 238 = 2177 + 1,
Crp 4= 108 = 2:17:3 + 1.

Izlazi
A17017E 0 (mod 2-17p+1) za p=3, p=7.

za n=19 je S = {3,4,8}, pa dobijamo

— - 2 - [ ]
Arg o= 9349 = 2719-3-41 + 1,

_ _ 024,
19,3 A1g, 6= 229 = 27193 + 1,

_ _ .3
19, 4= 761 = 2719-5 + 1,

A
A
Ayg 5= 647 = 2:19:17 + 1,
A1g 7= C19 4= 191 = 2:19°5 + 1,
A

19,8 418 = 2:19.11 + 1,

A19,9= 1483 = 2'19‘3-13.+ 1,
_ — o9
019,3- 457 = 2°19-3 + 1,
- R . 3
019,8" 343 = 7= (2-3 + 1)°.

Izlazi

Ai9C19% 0 (mod 2.18p+1) za p=§, p=11, p=17.




7a n=23 je 5 = {3,4,5}, pa dobijamo

Izlazi

A > 640789 = 139+-461 = (2-22-3 + 1)(2223'5 + 1),

23,2

Agg g= Agg ;= 599 = 2:23:13 + 1,

A = 2347 = 2.23.3-17 + 1,

23,4
2

_ _ _ 02 4. 2
Ay 5= Agg g= Cpg, 5= 2209 = 477= (223 + 1)7,

Agz g= Cpz 5= 691 = 2°25°3:5 + 1,

2

A = 1151 = 2.23.5°+ 1,

23,9
4 2

A = 3313 = 2°23-3°+ 1,

23,10

Agg 777 6533 = 47-139 = (2:23 + 1)(2:23-3 + 1),

A

2 2

' = 8289 = 228383+ 1.

28,4

23023: 0 (mod 2+-23p+1) za p=3, p=13.

Dalje dobijamo

266_ 1 = 327318191 = (2 + 1)(2+13-3-5-7 +

+ 1)(2-13-3%5-7 + 1) E 0 (mod q) za svako q=2-13p+1;

34

2%9_ 7 - 3.43691-131071 = (2 + 1)(2-17-5-257 +
+ 1)(2-17-3-5-257 + 1) F 0 (mod q) za svako q=2:-17p+]1;
9%8_ 7 = 3.174763-524287 = (2 + 1)(2-19-3%7.73 +

+ 1)(2-19-3°7-73 + 1) % 0 (mod q) za svako q=2-19p+1;

296 _ 1 = 3.47.178481-2796203 = (2 + 1)(2-23 +

+ 1)(2%23-5.97 + 1)(2-23-89-683 + 1) £ 0 (mod q) za
svako g=2-23p+1. |

Preostalo je jo¥ da rezimiramo za koje vrednosti DPe T

i n nije zadovoljen uslov (2.57). Preglednosti radi, prikaZimo
to tabelarno.

p m, n : p m, n
3 5, 15 6, 1; 1, &; 2, §; 1, 7; 17 1, 19
1, 11; 1, 13; 1, 17; 1, 23 23 | 2, 11
5 1, 13; 1, 19 31 | 1, 12
7?7 | 6, 1; 3, 5; 2, 7;.1, 17 s3 | 2, 11
11 | S5, 1; 1, 18 . 337 | 6, I
13 1, 23 757 y 6, 1
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Znaci, za navedene vrednosti p, m, n ne moZcemo iskori-
stiti ¢injenicu da je 2mnp+} prost broj. Medjutim, za sve nave-

dene vrednostl p, postoje druge vrednosti m, n takve da je iﬂmwl
prost broj. Imamo redom

p=3, m=n=1; p=5, m=n=1; p=?, m=2, n=1; p=11, m=n=1;
p=13, m=2, n=1; p=17, m=3, n=1; p=23, m=n=1; p=31,
m=1l, n=5; p=63, m=n=1; p=337, m=1, n=5; p=7687, m=4,n=1,

Time je teorema u potpunosti dokazana.

Primetimo ovde, da bi uslov (2.56), za veéi broj vred-
nosti m, n navedenih u teoremi 2.4, mogao da se izbegne izradu-

m
navanjem velicine (2mn)2 .14 resavanjem kongruenciije (2.56).

Stvarno, imajuéi na umu lemu 1.5, prema kojoj su svi prosti fak-
tori broja

[(211’1 Zmn m Zm -1
n) - 1][(2"n)° - 1177, =n25, nep

ocblika 2in+1, dobijamo redom
10 P

3

1029- 1 = 3%711-9091.1171171 = (2 + 1)%(2.5 +
+1)(2-5-3°101 + 1)(2-5-11-101 + 1),
2090 1 = 3-7.71-19-41-61-251-401-2801- 152387222367 =

= (2 + 1)(2°3 + 1)(2-5 + 1)(2-3%+ 1)(235 + 1)(2%5.3 4
+ 1002-5% 1)02%5%+ 1)(2%5%7 + 1)(2%5-19.-407 +

+ 1)(2%5.3-17-109 + 1),

28%%- 1 = 5.29.157-281-13007-35771-749729- 1100860153

|

(2%+ 21002%7 + 1)02%3-73 + 1)02%7.5 4 1)(2-7-929 +

+ 1)(2-?2

22°°~ 1 = 3-7.23.89.285451051007-27824681019587

5-73 + 1)(2°7-3347 + 1)(2%7.3.19.353-977 + 1),
= (2 + 1)(2-3 + 1)(2-11 + 1_)(2311 + 1)(2-11-911. 14242643+
+ 1)(2°11-23-54989488181 + 1).

ReSavajuéi kongruenciju (2.56) za odgovarajuée vrednos-

ti m, n, dobijamo da reZenje postoji jedino u slu&aju kada je

m=2, n=§, p=3, 8to je, kao 5to smo videli u dokazu teoreme 2.4,
bez znaédaja.
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Razmotrimo jo& uslov (2.56) za n=1, l1<m<6. PokaZimo da

je
oM '
oMe ~ g E 0 (mod q), q=2mp+1, 1<mg6. (2.58)
Pre svega, imajmo na umu da svi prosti faktori broja
) K
Wl
Fk" 2" + 1
k+2

su oblika 2 A+ 1 ([7], Vol.I, 376). Kako su Fi' 0<$1<4, prosti
brojevi koji ofigledno nisu oblika 2mp+1, to na osnovu navedene
osobine brojeva Fk' zakljuCujemo da je

Fo 2 0 (mod 2"p+1), 1<mg6, ogkg8.

No, onda je

2 k-1
a,= 2 _ 1 = ﬂ F, E 0 (mod 2"p+1), 1sms€, 1<k<7. (2.59)
1=0
Kako je
22- 1 = aqs
2-22
2 - 1 = as,
3 |
2972 _ 1 = (2% 1502184 2%+ 1) = a a,
4
4.2
2 - 1 = qpes
5
25 2 . 1 = (232- 1)(2128+ 290, 264, 232+ 1) = asb,
6
26-2 -7 = (2123_ 1}(2256+ 2128+ 1) = a,e,

to na osnovu (2.59) izlazi da je uslov (2.58) zadovoljen za
m=1,2,4. Takodje iz

I

a 0 (mod 8p+1), b = 0 (mod 32p+1), ¢ = 0 (mod 64p+1),

sledi, na osnovu leme 1.5, kao jedino eventualno reSenje p=3,
p=5, p=3, respektivno, sto je, u krajnjoj liniji, bez zna&aja.
No, to zna¢i da je uslov (2.58) zadovoljen za svako m, 1<m<§.

Sa ovim razmatranjem uslova (2.56), imajuéi na umu teo-
remu 2.4, dokazana je sledefa teorema.

Teorema 2.5 Neka je p€P, p23. Ako je bar jedan od brojeva
sp+1, 6=2,4,8,10,14,16,20,22,28,32,64 prost, tada jedna&ina
(2.55) nema reSenja relativno prosta sa p.

Sada je jasno, da se primenom savr¥enijih ra&unskih
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sredstava,

trcorema 2.3 mozZe

nego $to smo to mi (primera

i 2.5. No, i pored toga, na

pokazati da u prvom slulaju

konkretizovati u mnogo Sirem obliku,

radi) uradili iskazujuéi tcecoreme 2.4

osnovu teorema 2.4 1 2.5 mogude je

Fermat-ovog problema nema resenja za

dosta veliki broj prostih brojeva p. Tako, na primer, od 167 pro-

stih neparnih brojeva manjih od 1000, samo dva, 383 1 7561, ne pa-

daju pod udar teorema 2.4 1 2.5.

U narednoj tabeli navedeni su svi prosti brojevi p323,

manji od 1000 i uz njih najmanja vrednost 2"n takva, da je Z'np+l

prost broj.

l p Zmnr p 2" p 2"y p 2"n p 2" p 2"n p 2"n
3| 2 |101 | 8 |229 |22 373} 4|521 |32 |673 839 | 32
5| 2 1103 |10 | 233 21379 |28 |523 |10 1677 8 |853 | ¢4
7 1 4 1107 | 81239 3831 /| 541 {28 |683 | 2|857 | 8

71| 2 1109 |10 {241 |10 | 389 {38 {547 | 4 |691 |10 ]859 ]| 22
13| 4 |113 | 2 | 251 397 |16 | 557 | 8 | 701 | 232|863 32
17 | g l127 | 4 | 257 | 38 |401| 8| 563 |14 {709 | 4 |877 | 18
19 {10 V1231 | 2 1263 | 201409 | 4|569 |44 719 21881/ 26
21137 | 868|269 8 |4129 2| 571 |10 727 4¢|883| ¢
139 | ¢ {271 10 | 42110577 4733 10887 26
149 | 8| 277 431\ 2| 587 |14 | 739 | 4| 907 | 34
151 {10 } 281 21433 | 41893 | 21743 2911 2
157 | 10 | 283 | 34 | 439 | 10| 599 V14 | 751 /1919 4
163 | 4} 293 2.1443| 21601 |10 |757 | 16| 929| 8
167 | 14 { 307 | 4| 449 | 8l 607 |40 761 | 2| 937 ]| 10
| 173 | 21311| 20| 457 | 46| 613 | 10| 769 | 1210|941 8
179 | 2| 3131 16} 461 | 20| 6172 | 8}t 7731201 947! 8
181103171 26 | 463 | 64| 619} 4| 787 | 28| 953 2
| 191 | 2| 331| 16 | 467 | 20| 631 | 10| 797 | 14| 967 | 16

193 | ¢1337| 10| 479 8| 641} 20| 809

| 197 | 38 | 347 8| 487 643 | 16 | 8112

199 | 4| 349| 10| 491 647 | 14 | 821

211 10 353 | 14| 499 653 | 21823

223 34| 359| 2} 503) 14| 659 2| 827

227 | 26| 367 10| 509 | 2| 661 | 22] 829

72




IIT GLAVA

3.1 N
iz In,k

Ovde ée, kao 5to je istaknuto u Uvodu, biti reCi o jed-
nom nizu brojeva, €ije e nam osobine omoguéiti da izvedemo odgo-

varajude rezultate vezane za prvi sluaj Fermat-ovog problema.

Definieija 3.1 Pod T g3 n,k € N, podrazumevademo niz

_ .k n k n kK m k n=1,n K
xn,k’ n - (1)(n-1) + (2)(n-2) - (3)(n-3) + ... + (-1) (n—l)l . (3.1)
Tz (3.1) je ocCigledno T, 3= 1 za svako k. Dokazimo od-
mah jednu interesantnu osobinu nizé T g

Lema 3.1 Za svako k € N 1 svako n>k, T, 3,7 0.
.

Dokaz. Lemu femo dokazati metodom matematicke indukcije po k.
Za k=1 i svako x>7 imamo

_ o _ n oy L =1, n _
xn,I“ n (IJ(n 1) + (2)(n 2) eee + (=1) (n—l)l =

=t - (")« N - -DMETD] = 01-0"

Pretpostavimo da je tvrdjenje talno za neko k-1, k;2,.
tj. neka za svako n>k-1 vazZi xn,k-lz 0. DokaZimo da je tvrdjenje
tano za prirodan broj k. Imamo |

_k m k nm Kk | n-1, n ,k_

Tk (1)(n-1) + (2)(n-2) - eee *+ (1) {n~1)1 =
= 2 P ne0)* T P2 T e ™ - 1)1*1) =
- n[nk_l- (- )](n-l) L 16 -] ]2 L

-1 RS - k-1 k-1
+ (-1)" 1 n?-l) rz-2)] ] n[[n ~ (") (n-1)" "+ ( 2) (n=-2)" ~-—
R Lt (o) ) [-0% - T m-2)* e L s

n- 2711 lcl | ’
+ (<1) ]] nlz, y g Tpog k-1
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Za n”k je n»k=1 4 n~1>k-1, pa je po induktivnoj pretpostavci

xn,k—I: Lpe1, k=1 = 0. Sledi, za svako n>k de z = 0.

»

Time je dokazano da iz pretpostavke da je tvrdjenje ta-
¢no za neko k-1 sledi da je tvrdjenje ta¢no i za prirodan broj k,
pa kako je tvrdjenje vaZilo i za k=1, to prema principu matemati-
Cke indukciﬁe sledi da je tvrdjenje tacno za svako k€ N.

Lema 3.1 pokazuje da za svako k€ ¥ ima smisla posmatra-
ti samo one x_ , za koje je 14n<k, po3to su svi ostali nule. No,
J

niz X g krije za nas jo3 neka iznenadjenja. DokaZimo sledeéu le-~
mu.

Lema 3.2 2Za svako X€ N vazi =x k!.

K, k™

Dokaz. U dokazu leme 3.1 pokazano je da niz T 1 zadovoljava re-
>
kurentnu formulu

kT n(mn,k-1+ xn—l,k-l)’ n22, k22. ‘ (3.2)

Dokazimo lemu matemati&kom indukcijom. Za k=1, jednakost je tad-

na, jer ije X, 4= 1 = 1!. Pretpostavimo da je jednakost tadna za

neko k-1, k22, tj. neka je Tpog k-1 {(k-1)!. Iz (3.2), na osnovu

leme 3.1, neposredno dobijamo

Tk k(xk,k-1+ xk—l,k—l) = kmk—l,k-lz k(k-1)! = k!,

Dakle, iz pretpostavke da je jednakost tadna za k-1,
sledi da je jednakost taéna za k, pa kako je jednakost ta&na i za
k=1, to prema principu matematifke indukcije zakljudujemo da je

jednakost tacna za svako k€ N. Time je lema u potpunosti dokazana.

Dakle, dobili smo jednu interesantnu formulu za k!. Pre-
ma lemi 3.2 vaZzi jednakost |
kto= K Ky enRe KoeRe L eIk gk
k-1
k
= Z (—I)k_m(::)mk, kKEN. (3.3)
m=1 |

4

Jednakost (3.3) pruZa interesantne moguénosti za ispi-
tivanje funkcije n!/. Na primer, poznata Wilson-ova teorema da je

(p-1)! = -1 (mod pl), peP,

je na osnovu (3.3) direktna posledica Fermat-ove teoreme da je

aP 1z 1 (mod p), (a,p) = 1, p€P.
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Naime, iz (3.3) sledi za k=p-1, pCEP,

(p-1)! = (p~1)F~ L (p 1)( 2)P” ]+ (& 1)(p-7)p o (_1)p-2(g:;)1p—1 =

=1 - P+ B -+ (OPPETY = (=0T 12 -1 (mod p).

Niz . % pored navedenih osobina, ima joS neke, same
;
za sebe, interesantne osobine. Mi ¢femo kasnije do¢i u priliku da

dokaZemo da za niz z vaze, na primer, slededa tvrdjenja:

Neka je I1gj<k-n 1 neka je Nj odredjeno sa

8 o, -1
= ZLH o, ! L(m,+ 1)!] ] ,
=1

gde se sumiranje vr3i po svim slucajevima kada je s2l, a,t ayt

. s = + — ] { {a l!tgu m + + 5 s ow +m f— il
” A= J, 150,808 g* M1%17 Mo g™ K7

10

miﬁ mys G5 O :>m < mZ Tada je
T, 3" k! E (" )J'N n<k=-1. (3.4)

Specijalno, za n=k-1I, iz (3.4) sledi

- k 1 1 k-1
xk-l,k- kf( )EINI- kf( } ! 1!2! —_ “*2-—* k!.

sli¢no bi se iz (3.4) dobile jednakosti za n=1,2,...k-2,

2° Neka je
D () :E: (=1)k My ° gk‘”.

Tada Jje Dk(2) = 0 ako i samo akgo je k parno.

3° vazi jednakost

2a svako k€N,
3.2 Funkcija In

Neka nam ovde bude dozvoljeno da "otvorimo zagradu" da
bi , privremeno napustivii nas osnovni zadatak, razmatranje Fer-
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mat-ovog problema, primenili lemu 3.2 na probleme vezane za /n.

Dj. Kurepa je u [25] definisao

fn o= 01 + 11 + 20 + ... + (n=1)1, neMN (3.5)
1 izmedju ostalog, postavio hipotezu da je

(;n,n!) = 2, za svako n€ N, n322. (3.6)

Takodje, u [25]je dato vise hipoteza ekvivalentnih hipotezi (3.6),
a izmedju ostalih 1 ova

!p 20 (mod p), za svako p € P, p23. (3.7)

Jednakost (3.3) nam pruZa Sansu da, pre svega, /n dobi-
jemo u bitno drugacdijem obliku od (3.5), a samim tim, da damo no-
vu hipotezu ekvivalentnu sa (3.7), odnosno (3.6).

Teorema 3.1 Neka je

b o= O N A L A A L S O AT S L
Tada je
n-1 ' n-1 n~-k-1
n = 1+ :E: TR B DD DN I AN (3.6)
| k=1 1=o0 .

Dokaz. Dokaz izlazi neposrednom primenom jednakosti (3.3).Imamo

In =1 + 1! + 2! + ... + (n=1)! = 1 + E Ty 3 =
: 3

1 2 2,.2 3 3,69 3,493
1+ 17+ [2% (D)1°] + [3%- ()2%+ ())1°) + ... 4

R L Y G L Y O TR sy FLany I

2,.1, ,3,.2 | n-2,n-1, n=24.1
1+ [1-(17+ (1% Lo+ (=) )1

3,61 4,52 n-3 n-1, n-34,2
+ [1 - )27+ (2% L0+ (-1) (372 fz+ -

+ [1 - (";1)(n—2)1](n-2)"‘3+ (nnl)n_zr 1 + k?A.

Sto je i trebalo dokazati.

Jednakost (3.8), videdemo, moéi e da se iskoristi za

isPitivaﬁje kongruencije fp = 0 (mod p), p€ P. Doka%¥imo stoga,
sledeéu teoremu.

4

Teorema 3.2 Neka je pe P, p23, i neka je
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sz 1 4+ 2P7é71, aP=S,8, (b1, 2 (E%E) a
Tada je |

p-1
b

Ip

2Sp+ (~1) (mod p). (3.9)

Dokaz. Za pe€P, p23, k<p-1, o€igledno vaZzi

(k;m) - ﬁ% (k+m) (k+m=1)...(k+1) =
m
= S (pokem) (pkemt1) . (pke1) = (=1 TRy nod )

No, onda je

k+1 k+2 2 ~k~1 -k-1-
4 - - -7~ p =
K (. ) (", )k + (7,7)k eo *+ (=1) ( -k-l)k =
- ,p-k-1 p-kﬂl p-k-l 2 p—k~1 ., p=k-1
= () Tk (TR L (p_k_l)kp =
_ p—k-1I
= (1+k) (mod p), k<p-1.
Za k=p-1, ocigledno je 4 = 1.
p 3 ] p,p-1 !
Na osnovu jednakosti (3.8), sledi
n—1 p~2
'p = 1 + ZkkA k" 1+ (p-I)p ~1 E (k+1)P~ k- Ikk
= k=1
ptl  p-3 p-1 1
=2+ 0N PR L )2, iy 2 ey T
p—3 pil1 s pd
+ (EEEJ é (EEEJ 2 4 + 223p_3+ 7.2 28 ﬂE?rlJ ¢ =
p-1
=25 + (-1) 2 (mod p),

a to smo i hteli da dokazZemo.

Na osnovu teoreme 3.2 izlazi da je za PEP, p23
p-1
Ip =0 (mod p)é& 25+ (-1) 220 (mod p).

No, to zna¢i, da su hipoteze (3.6), odnosno (3.7) ekvivalentne
sa hipotezom |

p-1
25+ (~1) “ % 0 (mod p), za svako peP, p33. (3.10)
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Na %alost, pokufaj da se dokaZe ili cpovrgne (3.10) nije za sad
uspeo, no &ini se, da razmatranje kongruencije (3.10) pruZa ve-

e %anse na uspeh od razmatranja polazne kongruencije I1+]/!/+2/+
+...+{p=-1}!

il

¢ (mcd pl). U svakom sluc¢aju, teoreme 3.1 1 3.2 ot-

varaju nove mogucdnosti za dokazivanje ili obaranje hipoteze Dj.Ku-
repe o funkciji !=.

3.3 Niz polinoma Dk(x)

Definisimo sada jedan niz polinoma, koji ¢e kasnije u

razmatraniju Fermat-ovog problema imati veliku ulogu.

Definicija .2 Pod 2.z}, k €ll, podrazumevademo niz polinoma

b x 9, 0 ... 0 ’,
] &7 o 0 0 0
/¢ .8
1 I) .2) x . d 0
Dk(x) e . (2.11)
EH-E ;2"’2 I{-E

b, ] P P ) | 2 J o x )
7 ,R—I) .k-l) (k-l) (k—I) .

2 2 37 *0r k=2

k k k k K
1 (1) (2) (3) . (k-2) (k—l)u

Iz (3.11) se neposredno moZe izracunati
D, (x)=1, Dy(z)=8-z, D, (z)=z’=6x+6, D (z)=(2-z)(z°~12x+12),...

OZigledno, radi se o nizu polinoma *X-I-og stepena. Neka je

k
_ k=1 _“I("'z - _ k—n

n=1
Utvrdimo neke osnovne osobine definisanog niza

Lema 3.3 Niz Dk(x) zadovoljava rekurentnu formulu

(1-2)D, (z) = D, () = ()ad, () + ()P, _j(z) - ..+ (-0)K =

= [D(z) - 2|5, k€, (2.12)
[ ]

gde se podrazumeva da je D"(z) = D (), m=1,2,...k.

o1
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Dobaz., Razvijajuéi determinantu (3.11) po elementima poslednic
kolone dobijamo

1 x 0 0 0
1 (?) x 0 0
s kT
D, (x) = (k_I)Dk_lfﬁ) - : (3.13)
k=2 k-2 k=2
1 ( 1 ) 9 ) . (k—S)
k k k k
1 (1) (2) . (k—3) (k-2)

Razvijajuci determinantu (3.13) po elementima poslednje kolone i
ponavljajuéi taj postupak jos k-2 puta dobijamo

-, k . _ o k - ko, 2 _
Dplx) = (4 Dy _-fz) = (4 _g)xD, _,lz) + (, )z Dy _zlx) = oo 4

+ (-1)% IR (&.1¢)

MnozZeci poslednju jednakost sa -z i dodavajuéi obema stranama

Dk(x) izlazi Jecdnakost (3.12). Time je lema u potpunosti dokaza-
na.

Lema 3.4 Koeficijenti Qg 1 zadovoljavaju rekurentnu formulu
s ¥

., K .,k k

Umny k= (k=1%o k=17 (k-279%%oro1,k-2" (k-3)%-n-p, k2" -+ *
k-n, k |

+ (=1) (n-ljao,n-l’ 2<ngk. (2.15)

Dokaz. Na osnovu leme 3.3, uporedjujuéi u jednakosti (3.14) ko-

eficijente uz z*7", 2¢<ng¢k, dobijamo neposredno (3.15).

Sada nije tesko pokazati da su koeficijenti Qg di-
3
rektno vezani sa nizom X 1 definisanim u 3.1. Drugim redima,niz
>

polinoma Dk(m) i niz T g Cine nerazdvojivu celinu. Doka%imo sto-
¥ |
ga, slededu lemu.

Lema 3.5 2a svako k€N i svako n, 1<ngk vaZi jednakost

- k-n — _mknrk_ m,.. k. . n-1, n .k
1" (U, g (D) [n"- ()(n=2)"+ .0+ (-1) (,_4J17]. (3.16)

Dokaz. Lemu €emo da dokaZemo metodom matemati&ke indukcije po
k. 2a k=1, mora biti n=1, pa je tvrdjenje ta¥no, jer je

‘ - - g_411-1
. 1= 1 = (~1) Txy g
Pretpostavimo da je (3.16) ta&no za svako k=1,2,...m-1 i svako n,

I1sn<k. DokaZimo da je (3.16) ta¢no za prirodan broj m i svako r,
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1<n<m.

7a n=1 1z (3.14) dobhijamo direktno

_ m—1_ ‘_ m=-1
D m (~1) = (-1) Z1 m

72a 2<n<m, na osnovu (3.15), koristeéi induktivnu pretpostavku do-

.

bijamo

= m )

men,m” m-1 Y-1-(n=-1) ,m=1" (m—2 am-Z—(n—l),m—2+ e ¥

m-n, m _ T g men _
+ (=1 (n )an—l-(n—l),n-J* (m—I)( 1) xn—l m—1

m=n=1_ m-n, m _
- ( )( )" —1,m—2+ ees + (=1) ( )( 1)% —Z,H“Z_

r-z)”"”[( ") [n=1)" = (T2 (D e

It

n—2 n -]

e (=0T ) -1 P nm2)™ o () (nm3) TR

e CDTETDT o T () (P )™

ri—1 n-1 n=-2 n~1 jymn
o N R T arta | RN S Vi | (ST i

m ., m=-2 m n-1 n—1 -1
# ()= e (T )TT] = [T ) me2)
e (M =) Lk (P -2 e DT ) (n-3) e

m=2 T n—1 2 m—1

-2 -1
+ (mfz)(n-S)m Foees F (HTI)(n-S)n ] -4
n—2 n—1 m -1 m . m—e m . n-1 _

S T (S F G S N LTI +.(n_1)1 ]] -
= (-1)™ ”[[(m-zm) - (n=1)"= (( ") =15 L+ (D) (=10 +

+ 0] =~ ) [(nm2)+1) = (=2 () n-2)" e L
+ (Min2) + 1] + (0 [(=30+1)"= (n=3)"= (¢ 7)) (n=3)""
Faeo # (Dn=3) + 1] = oo+ (-1 2 m- 1)[(1+1) - 1™
SR e (e 1)]] = (-7 [[n”’- ("4
+(" 1)) n-1)"s ((";1)+("'1))rn-—z)’”- coe # (DR
T U ¥ i I G ] (L e G JC ot Y G JE

-2 n~-1,.n-2 _ -1
P O rfl_zu”‘ ] - i Qln-1) = (") (n-2) +
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n-1 | n-1 n—1 rn—1
£ (0, ) n=3) - Ll P I A P A S G

+ (-z)”"zrzjé)]] = (-z)m'”ﬂhm- (?)(n-l)m+ (g)rn—z)m - 4

n-2, n . gn=1n~1,9 _ ,m _ ¢ m -
+ (-}) (ﬂ—z) jq"f' (~1) (n__z)] (n_g)xn—_f_'n—2 (n—S)In—J,n—S
m n-1
- oo = (P g o (D) ].

Na osnovu leme 3.1, vazi

xn-l,n-E: xn-l,n-E: e T xn-l,lz 75

pa kona&no dobijamo
e = =1z - -0 s ") = )T
m—7,m s n,m

'Dakle, iz pretpostavke da je tvrdjenje tafno za svako
k=1,2,...m=1 1 svako r., 1<$n<k, dokazali smo da je tvrdjenje tac-
no za k=m i svako n, i<n<m, pa kako je tvrdjenje ta¢éno i za k=l=n,
to prema principu matematicke indukcije zakljuCujemo da je tvr-

djenje tacno za svako k €N i svako n, I1$n<k. Time je lema u po-
tpunosti dokazana,

Kao prva posledica leme 3.5 proizilazi lema 3.2, odnos-

no jednakost (3.3). Naime, iz (3.11) je Jasno da je slobodan clan
@, x polinoma Dk(x)

_ 2, ,3 k _
a prema lemi 3.5 je -

_ _ Lk k. ok k=1, k .k
@ 1 T,k Ki= ()(k=1)"# ... (-1)" ", 41"

Sad se namede ideja da rafunajuéi determinantu D, (z) po

definiciji moZemo doéi do sli¢nih jednakosti za T g 1<$n<k-1.

Drugim re&ima, sada smo u stanju da dokaZemo jednakost (3.4}, tj.
da dokaZemo osobinu 1° niza Tk
»

Teorema 3.3 Neka je 15j<k-n i1 neka je Nj odredjeno sa

g o
1= 20 ([ ot om0
3 7! 7 . ,
' 1=1 |
gde se sumiranje vrEi po svim sluCajevima kada je 821, a,+ G,+

1 2
a = ] <u‘$. $-. L g . e - -
t ...+ Q= 7, 1sa,8a, @, m @+ m,a,+ tma, k n,
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m b M o= uy =5 m'iﬁ mz. Tada je
k-
x . 7 V! E ( )J’N ngk-1. (3.17)
Dokaz. Prema lemi 3.5 vaZi ak_ 3= (- I)k*” n, k" Da dokaZemo teo-
remu izracunajmo Dk(x) pPo definiciji i ustanovimo koji se koefi-

cijent nalazi uz =5 ", 1sngk-1.

Uodimo sledede. Neka iz prvih -1 vrste nije izabrana

nijedna 0 i neka iz i-I-ve vrste nije izabran x. Razlikujmo dva

slucaija:

O

1Y Iz 4-te vrste nije izabran ni z ni 0. PokaZimo da u Z-toj vr-

sti mora biti izabran element (.11):£. Stvarno, iz prvih ¢ kolo-

na u prvih -1 vrsta izabrano je po pretpostavci ¢-1 elemenata;
znadi, ostala je samo jedna kolona iz koje nije izabran nijedan
element. Za izbor u i-toj vrsti imamo ili z, ili 0, ili element

iz te, pomenute kolone. Kako iz i-I-ve vrste nije izabran =z, to

iz i-te kolone nije do sad izabran nijedan element, pa sledi da
u 72-toj vrsti mora biti izabran (iil)'

2° Iz 71-te, Z+1-ve,..., i+r-1-ve vrste je izabran =

>z, a iz 1+r-te
nije izabran ni x, ni 0, r:1. PokaZimo da iz 7+r-te vrste mora bi-

ti izabran element (i_ﬁ). Stvarno, iz prvih Z+r kolona izabrano je

u prvih i+r-1 vrsta talno i+r-1 element. Dakle, iz jedne Jedine
nijedan element. Za izbor u Z+r-toj vrsti ima-

mo 0, z ili element iz te, pomenute kolone. Po pretpostavci iz

kolone nije izabran

+-te kolone nije izabran do sad nijedan element, pa u Z+r-toj vrs-

+i moramo da izaberemo {1 ?)

Uoimo sad u razvoju determinante D, (z) jedan od monoma
koji sadrie xk-n. O¢igledno, koeficijent uz njega zavisi od toga
kako je izabrano tih k-n z-eva. Neka je izbor bio takav da je nap-
ravlijeno j grupa, 1<j<k-n, pri €¢emu pod jednom grupom podrazumeva-
mo da je izvestan broj x uzet. iz susednih vrsta. Grupe se razliku-
ju po duZini; neka je «
mg s2l, 1<a

ti

7 duZine mye G, duZine Mosesns O duZine

1§08, .S, m.# my, Q.= a;Dm< my. O¢igledno, mora bi-

a,t a,t ... + o= J, 1m1+ a2m2+ voo tam = k - n.

1,k2,...,kj duZine uwolenih 7 grupa, pri Xemu je k,
duZina grupe smeStene u vrstama sa najmanjim indeksom, kz duZina

Neka su dalije k
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sledebe, ..., ¥, dufina grupe sme$tenc u vrstama sa najvecim in-

deksom.

Primenjujuéi malopredjasnije rasudjivanje, izlazi da je
roeficijent uz z

- L L1+k1 £2+k2
{~1) 1"'(11#1)(i1*1 )(t1+ k1+ I)...(zg—l)(iz_I )(12+
£j+kJ
+ kgt 1)...(1 -1)(£j—1 )(t + k.+ 1) k =

I
—_—
1
i
~—
3
| Y
—
¢,
1
|
bl
—
P o

1|
—
1
(o
~—
=
~t
|
—_~
~
4+
-
—
e ]
d
|
b

Kako po pretpostavci medju duZinama kI,kz,._.kj.ima a, duZine my
a, duzine Moresos a . duzine m s to izlazi da je koeficijent kod
uofenog monoma

S
r ~%
-0k [ Lemgr 01 7.
1=1
Ostaie jos odredjivanje znaka kod uodenog monoma. O¢igledno se ra-
di o permutaciji
1 ... 147 1 .4 1 ... 147 kI Ty 1% k1+ 1 ....k,
u kojoj Je napravljeno ukupno r inverzija, tj. |

P = k1+ k2+ ces + ka my . MmOt ... + msot.s =k - n.

Dakle, kona&no, koeficijent uofenog monoma glasi
K-n - %1
-0% ke [ lmge 1] 0. (3.18)
1=1

Problem se kona&no sveo na to, da se odredi koliko tak-
vih monoma ima. Drugim recima, problem se sveo na kombinatorni
problem: Na koliko se na¥ina iz k-1 vrste moZe izabrati k-n x-eva,
tako da ovi formiraju ta&no j grupa, -1&ngk-1,

1¢j<k-n. Jasno, sva-
ka od postojecih kombinacija ima svoju "teZinu" (3.18) .
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Izaberimo 1z svake grupe po jednog predstavnika i nu-
merisfimo ga sa MytMgpeeesMo odnosno, neka numeracija predstav-
lja duZinu grupe iz koje je izabran. Postavljeni problem ekviva-
lentan je sad problemu: na koliko se na&ina moZe J numerisanih
predstavnika, rasporediti na (k-1)-[(k-n)-j]=n+j-1 mesto, s tim
da dva predstavnika nisu jedan do drugog. Po3to J predstavnika,

na taj nalin rasporedjenih, zauzimaju j+(j-1)=2j-1 mesto,

to je
ovaj problem ekvivalentan problemu, na koliko se nadina moZe J
ozna¢enih predstavnika (medju kojima ima t 4 jednakih, pa a, jed-
nakih, ... , pa a, jednakih) rasporediti na (n+j-1)-(j~1)=n me-
sta. To je ocigledno mogucée uciniti na
n J! -
(57 o Ta,l. ..ol @gF QT .- FOT T,
na¢ina. Uzimajuéi u obzir (3.18), izlazi definitivno
F~n
k=-n § : n J!
- (_I) - ( -) X
ak—n,k xn,k £ EE: 3 u1!a2!...a8!
5=
8 a k~n
(1)K Tk f_] [(m,+ 1)1 b= (-1)K s E (;)jfﬁ ,
=1 j=1

a to smo i trebali da dokazZemo.

Teorema 3.3 nam, izmedju ostalog, omoguduje da biramo
nac¢in izracunavanja koeficijenata Dp—n, k poliﬁoma D,(z).Jasno je
da ¢e za vrednosti n koje se malo razlikuju od %k, biti neuporedi-
vo lak3e racunati Apn. k preko teoreme 3.3, odnosno jednakosti
(3.17), nego preko leme 3.5, odnosno jednakosti (3.16). Primeni-
mo teoremu 3.3 na n=k-1,k-2,...,k-8.

Neka je n=k-1. Tu je k-n=1, gj=1, s=1, a_=

1= mI: 1. Izla-
zi primenom (3.17)

_ _ ., k-1 1 _ k! k-1
al,k- - Ik—l,k_ k!( 1 )1! 'i,—z,—'r —_ T ( 1 )- (3.19)

Neka je n=k-2. Tu je k-n=2, j=1,2. Za j=1 izlazi a,= 1,
m1: 2, a za J=2, aI: 2, m1= 1, pa (3.17) daje

k=2 1 k-2 1
a =g - = k!|( J1! s + )a! =
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= K ek,

'H..H

teka je n=k=3. Tu Je k-n=3, 15j43. Za j=1,

=1, m,= 2; za j=3, “,

k-3 1

k

k-3 1 k!

+ (75731 3]::- ZT[s( )+4(
31(21!)

%)+

(3

G, = 1,
1

]

. 20)

m o= 3

. Dobijamo

4

k 3)]

17172137

Neka je n=k-4. Tu je k-n=4, 1<sj<4. Za j=1, a,= 1,

za j=2, o,= 2, m,= 2, 1ili a_ .= 1 a,= 1, m,= 1,

ma=3;

(3.21)

1 y 1 2
a,= 2, m,= 2, m,= l1;za j=4, a,= 4, m = 7. Dobijamo
x-4 1 k=2 1
a =X, = k! [r’ )1l e+ | )2!( +
%4, kT Tk-4,k 1 1757 2 0r1(31)2
1 -¢ 1 k-4 1
+ + ( ) 3! ~ + } 4! ]:
1!1!253!) < 1121381(21)° ¢ (21)%4r
= 22 las ¥ 0r900% Frrs0c*tre 741, (2.22)
Analogno rac¢unajuéi dalje, nakon sredijivanja izlazi
_ _ k! k k- 5
a5 ¥ "Tpos k7 ¥, [45( )+120(%7%)+105¢%7%)+
320575 )42(*7 5)], (3.23)
- _ __k! k-6
Tp ¥T Tx-6.%" TT. 7,[945( 6)+3150(%7%)+3780¢ g )t
+1918(k 6)+357(k €)+12(k 6.)]‘,. (3.24)
_ _ k! k-7 k- 7 | k-7
Ay K~ TTk-7,K ETgT[945( )+3780( )+5775¢( 5 )+
+4124(%77 ) 413657 )+264(%7)+3(%7 7)], (3.25)

%g k= Tk-8,%k" 10!

+114450(% )+55090(k 8)+12510(k -8

+10(k 8)].

[141?5(k %)+66150¢

K~ 8

)+100

k- 8

)+122850( )+

K- 8

2( )+

(3.26)
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3.4 Dalje cosobine niza Dpfx)

Niz polinoma Dk(x) igrade kasnije u razmatranju Fer-
mat-ovog problema vidnu ulogu. To opravdava naé trud da uodimo
jos neke, inace same za sebe interesantne, osobine ovog niza.
DokaZimo, pre svega, jednu pomoénu lemu.

Lema 3.6 Neka je A z,(.at:) 0<j<k~1, niz polincma definisan na
sledeé¢i nadcin

(9*1 o 0 0o .. 0 0
J
J+2 J+e
( ; ) (j+1) x 0 0 0
(3;3) (%j?) (ﬂ+§) ... 0 0
Aj,k(x) = “ . (3.27)
%1 k-1 k-1 k=1 -1
BT A AR
X k k 2 % X
(%) e PP R O R SR
Tada je
45 g f2) = (50D, _.(z). (3.28)

Dokaz. Pomnozimo determinantu Aj k(m) sa gl(j+1}!...(k-1}! i to
3
tako, da prvu kolonu pomnoZimo sa Jj!, drugu sa (g+I1)!,..., (k-7)

-tu sa (k-1)!. Dobijamo

y !
= (in)' z(5+1)! 0 .. 00
) - Cor,
o, | R LB e . 0 o
As () = [_] (1) 1= ' : =
, K |
X! k! k! k! k!
(k=gJT Tk=-g-1)JT Tk-g-2)J7 *** 37T TTI|
3%- x 0 N /) 0
1 g
k! "'2'_':" T:i' - - s » 0 0
'_"‘—7;-:'- .

& & & % % & $ = % 0 ¢ &% & & ¥ BFCE R P SN AR SRR AR B

1 1 1 .11
(k=g)JT Tk-g=1J7T Tk-7-2)T7 =°° 271 717
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Ako poslednju determinantu pomnoZimo sa 1/2!...(k-7)!

i to tako, da prvu vrstu pomnoZimo sa 1!/, drugu sa 2/,..., (k=j)
-tu sa (k-j)!, dobijamo

|2 x1! 0 ‘e 0 0
v ki 471y %é 221 s 0 0
Aj_,k(x) = k![,j! I_I 1,!]
1::1 4 4 % & B & 4 & % & ¥ % ¥ 2 » F 8 % B & & & B B F 2 " 4 " B g o4 B &
1 (k-7)! (k-7)! (k=5)! (k=3)!
(k=g-1})I (k-53-2}f "~ 2! 1/
1 x 0 0 0
2!
. 1! 1 FTI7 x co 0 | 0 _
T (k=3)T71 -
7 (k=~g)! (k-g)! (k-g)! (k-7}!
(k~-g-1JT11 [(k-g-2)12r " 27(k-7-2)7T TI(k=-g-1)!
Lk
= (j)Dk_j(x),

a to smo i hteli da dokazemo.

Sada smo u moguénosti da izvedemo joE jednu rekurentnu
formulu niza Dk(x).

Lema 3.7 2Za niz Dk(x) vazi

D, (z) = (1-z) [D(x)+z)*+ 571, (3.29)

gde se podrazumeva da je D" (z) Dm(x), m=1,2,...,k.

Dokaz. Neka je m proizvoljan broj. Dodajmo prvoj koloni determi-

nante Dk(x) drugu pomnoZenu sa m, trefu pomnoZenu sa mz,.

k-tu
LI B
pomnoZenu sa mk-l. Element u Z-toj vrsti, prvoj koloni,dobijene de-

terminante Jje

1+ (7)m+ (Z)m2+ oo # (LY 0 Tl zm®s (14m) ¥ mt(z-1), 1gick-1,

11 xm
1+ (g)m + (g)m2+ cos ¥ ?kﬁz)mk_lz (1+m) %+ mk(x-l) - mkx, =k,
Drugim rec¢ima, vaZi
(1+m)+m(x-1) x 0 c e
2 2 2
(1+m)°+ m°(x~1) (1) x .o 0
(1+4m) 5+ m°(z-1) SO TN ¢ BEN 0
Dk(x) = lllllllllllll I.- 1 * (3'30)
(14m)* 71 ¥ T2y (R7T) (KL x
k K, _ k k k k
(1+m) "+ m (z-1) - mz (4} () s (4o
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Stavlijajuci u (3.30) m=-71 1 rastavliajuci determinantu
na zbir dve determinante izlazi

1 T 0 0
2
. -1 () x 0
3 3
1 (1) (2) 0
Dk(x) = (1-z) +
k=2 k-1 k-1
(~1) ( 1 ) p ) x
k-1 k k k
(-1) (1) (2) (k—l)
0 x 0 0
0 (?) x 0
3 3
0 () (.) ... 0
+ . 4 \ (3.31)
k-1 k-1
0 ( 7 ) p ) x
k-1 k k k
(-1) x (1) (2) o (k-l)

Druga, od dve determinante u jednakosti (3.31), je ocigledno je-
dnaka mk. Prvu pak, razvijmo po elementima prve kolone, imajudci
u vidu lemu 3.6, odnosno jednakost (3.28). Dobijamo

D, (x) = (l-x)[AJ’k(x) + xAzjk(x) + ..+ mk_zﬂ

L (z) +

k-1, k
#2714 M 1) [Fapy_tz) ¢ (Kapy i) 4 Ll 4

k

K k-zﬂl(x) + xk-z] + x .

R_J)m

PomnoZimo li poslednju jednakost sa x.1 dodamo li obema stranama

+

(l-x)Dk(x) » izlazi jednakost (3.29). Time je lema u potpunosti

dokazana.

Prva posledica leme 3.7 je osobina 3° niza X 1t izne-
5
ta u 3.1. Naime, stavljajuéi un (3.29) x=1, izlazi Dk(1)=1. Dru-
gim redima, vazi sledeca lema.

Lema 3.8 Za svako k € N vaZi jednakost
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¥
_ _ E : k=n _ A
Dk(l) — ("'J) xnlk— 1. (u.uz)
n=1 :

slededa posledica leme 3.7 bife za nas jo& znacajnija.

Lema 3.9 Za svako k€ N vaZl jednakost

D, (=) = (1-2)%" b, 2=, 1. (3.33)

Dokaz. Lemu femo da dokazZemo matematidkom indukcijom. Za k=1

tvrdjenje je tacno, jer je
lex) =D, { =%- ) =1, =z#l.

pPretpostavimo da je jednakost (3.33) tacéna za svako iaﬂ,z,“”,m-l,

m»2, i dokaZimo da je (3.33) tacno za k=rm.

7za r=o jednakost (3.33) je ofigledno tacCna. Neka je

20, z#1. Stavljajuci u jednakost (3.12), umesto x, ng dobija-

mo za k=m

(1 - Z5 )0, (ZZ3) = [D(5) - =" =

= (x-l)_m[(m~1)mDm(E%—) - (?)x(:-l)m_le_z(Eﬁf} + ... 1
b= My e-1)p (2 4 (-1)7E") =

= (1= T (1) D (Eo) + (Thz1-2)" D () 4
.4 (mfl)xm"lpl(z§7)] + 2 (1-z) . (3.34)

Koristedi induktivnu pretpostavku, imajuci na umu (3.29) ,iz (3.34)

sledi

x x _ l-mr m m, &
— D (E_—) = (1-x) [(I)xﬂm I(x) + (2)3 Dm_z(x) +

booee + (M0 (2] + & (1-2)TT =
(1-2) 1 [(D(z)+2)"= D _(z) - =] + =" (1-x) 7" =

= (1-2)1 D _(z)-2" 1) (1-2)71- D _(z) - 2] +
m m

T+ 2 (1-2) " = (J-:)-mmDm(x),

odnosno, nakon sredijivanja
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U (z) o (1-=)"T"" 0 o

I roo=1""
Doavle, 1z protpestiaovre da Je Jedrabost (3.3 tadna za
svako s 1,2, 0 0,m~1, m22, dckazall cmo da e (3.323) tadno za Fom,

pa Faro je (3.33) tadno 1 za %=1, to zarlijudujomo da je (3.7373)

tadno za svaro k&N,

Prircedno je da, razratrajuéi rniz polinoma Dk(m), oo ta-
vimo pitanja vezana za nule polinoma Dy(x). Sledece tri leme daju
odgovor na ta pitanja. Osim toga, prva od niih, dokazuje osobinu
2° niza z

b

Lema 3.10 Za svako k¢l je 2,(2)=0 ako i1 samo ako je k parno.

1 iznetu u 3.1.

Dokaz. Neka Je k parno. Na csnovu leme 3.9, stavljajuéi u (3.33)
x=2, docbijamo

— — k_I—_ X - - -
Dk(2} = (-1) kk.-) = Dk(2)-> Dk(2) = 0.
Da dokazemo obrrnutc tvrdjenje, dokaZimo prvo da je za
svako k€N i svako n23

ankE 0 (mod 2). (3.35)

Za k=1 tvrdjenje je tadéno, jer ije z 47 0, n33>1. Pretpostavimo
5

da Je tvrdjenje tacno za rexo k-1, k22, i svako n>3. Tada na os-

novu (3.2) izlazi za np<¢, »-1

- - %

<

Kk n(mn,k—l n-i,k—I) = 0 (mod 3).
Za n=3 je

k

3, ¥ 2, .K
= - (v )1

IH

0 (mod 3).

Time je matematickom indukcijom dokazano da za svako k€ N i sva-
ko n23 vazi (3.35).

Na osnovu leme 3.5, iz (3.35) sledi

D (z) = (-1)X7 12771 (ogpk=d, k=2 k-1 k-1,
k k=2, k
+ (-I)k_2(2k- 2)=""¢ (mod 3). (3.38)

Neka je sad Dk(2):0. Dokaziro da k mora biti parno. Pretpostavi-
mo obrnuto, neka je k neparno. Tada je

2k- 2

0 (mod 2),
pa iz (3.36) sledi za =2

S0




v (2) - 2T 20 (wed 2,

Lo protiveedd pretpostavel da je DP(2):0' Zract,
DP(2) = 0 Dk je parno.
Time je lema u polpunosti dokazana.,

Lema 3.11  7Za svako K& N pelinom Dk(x) rema racicnalne nule,izu~

zev nule x=2 za k parno.

Dotaz. Na osnovu leme 3.10, potrebno je dokazati da za x#2 po-
linom Dk(x) nema racionalne nule.

Prema poznatom stavu iz teorije polinoma, ako je g ra-
cionalni koren polinoma |

n~-1

" blm + ... ¥ bn’ peD, g€N, (p,ql=1,

box

tada je

HI

bo 0 (mod ql, bnE 0 (mod pl.

Najstariji koeficijent polinoma Dk(x) je (-Iik_l, pa ako je %
racionalni koren polinoma Dk(x), mora biti g=1. No, prema lemi
3.9, ako je % = p koren polinoma Dk(x), tada je i EgT koren tog
polinoma. Sledi p-1=1, odnosno p=2. Znac¢i, izuzev eventualno nu-
le z=2, polinom Dk(x) nema racionalnih nula, sto smo i hteli da

dokazemo.
Lema 3.12 Za svako k>2 polinom Dk(m) ima sve nule realne i jed-

nostruke. Pri tom je [E%A] nula u intervala (1,2}, a [E%E] nula

u intervalu (2, +»). (Za k parno preostala nula je x=2.)

Dokaz. Kako je Dk{o) = k! £ 0, to u daljem razmatranju mozZemo
bez ogranicenija pretpostaviti da je x#0. Posmatrajmo polinom
_ k-1 1 . .
Fk(x) = x Dk(E)' Prema lemi 3.5 je
K
_ §: 43 Kk-n n-1
Fk(m) = (~-1) In,km . (2.27)
v:=1

Prema (3.2) vaZzi
Ty k" n(mn’k_l— xn-l,k—l)’ n»2, k>2. (3.3€)
Iz (3.37) 1 (3.38), vodeéi rafuna da je prema lemi 3.1 T = 0
za svako n>k, dobijamo za k32
k
_ k-1 k-n n-1
Fplz) = (=1)" "+ E (-1) n(mn’k_1+ In-l,k-l)x

n=g 91




- ;
g k-n n=2 1 _ k-1 _
# [x E (-1) P -1, k=1 ]ﬂ— (-1) + [—x(Fk_z(m)
=&
=2, 7 2 ! 2 r
- (=17 %) 1 [27F,_(e)] = [(2"- 2)F,_,(z)] . (3.39)

PokaZzimo sad matematickom indukcijom po &, k»2, da po-
linom Fk(x) ima sve nule realne i jednostruke, pri ¢emu sve pri-
padaju intervalu (¢,1). Za k=2, tvrdjenje je talno, jer je

- 1, _ -
Folx) = wDZ(E) = 2x 1.

Pretpostavimo da je tvrdjenje tafno za neki prirodan broj k-1,
x»3, 1 dokaZimo da je tvrdjenje tac¢no za prirodan broj k. Po pre-
tpostavci polinom Fk_l(x) ima realne jednostruke nule o 1 =

= 1,2,...k-2, koje se nalaze u intervalu (0,1). No, tada funkci-
ja (zz—x)Fk_I(:) zadovoljava v svim intervalima [x._jjx.] i =
- 1,2,...k-1, mO:O z,_,=1, uslove Roll-ove teoreme, pa u sva-
kom od intervala (x _gs % .} postoji bar jedna vrednost e.

= 1,2,...,k- 1 taﬁva da je

7 =

| !
[(m - x)F,_ lfm)] I:c£= 0.

Na osnovu (3.39) sledi

Fk"(c‘z:) - 0, 1:1_,2_,..._,;’(—1.

Kako je polinom Fk(x) (k-1)-0g stepena, to su x=c sve nijegove
nule. Time je 1z pretpostavke da je tvrdjenje ta&no za neko k-1,
k>3, dokazano cda Je tvrdjenje tafno za prirodan broj k, pa kako
je tvrdjenje bilo tacno i za k=2, to prema principu matematidke
indukcije zakljucCujemo da je tvrdjenje ta&no za svako k>2.

| Dokaz leme je sad vrlo jednostavan. Jasno je da ako su
C s 0<Ci<1f £=1,2,...,k-1, koreni polinoma Fk(x), da su x .= A >

C .
[

>1, 1=1,2,...,k=-1, koreni polincma Dk{x) S drucge strane, prema
lemi 3.9, ako je z koren polinoma Dk(x), tada je x (m - 1) ~1

takodje koren polinoma Dk(x)' pa raspodela korena na intervale
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(1,2) 1 (2,4) 51odd na osnovu toga Sto e

T r

- > L2, roL<>l o< T Z

] vl oo -
x-=1 a1

Time je lema u polpunosti doxazana,

Mi smo u lemama 3.3 1 3.7 jzvell dve rekurcentne formu-
le koje zedovoljava niz Dk(r). ITzvedimo sad za niz p, (x) jos Jje-

k
dnu rekxurentnu formulu,

Lema 3.13 YNeka je p proizvoljan neparan broj 1 neka je

s. = I+ 3 . o+ e (=172 4T L+ (p-1)T), IR

Neka je dalje

xs_,. n Parno

O =
ri
(2—m)sn, 7 neparno

Tada Jje

k

[(p+1)m-1]Dk(x) PR 1 [D(x)-ax]k, (3.40)

m

gde ije D" (x) = Dm(x), o a , m=1,2,...,Kk.

m

Dokaz. U dokazu leme 3.7 dokazali smo da vaZzi (3.30). Stavlja-
juéi u (3.30) redom m=0,-1,2,-3,4,...,p-1,-p i sabirajucéi sve
dobijene determinante, dobijamo determinantu u &ijoj se n-toj vr-

sti, prvoj koloni, 1<n<k~-1, nalazi element
1+ (-1)"(x-1) + [(1+2)7+ 2% (z-1)] + [(1-3)"+
# (=3)"(x=1)) + ...+ [(14(p-1))"+ (p-1)"(2-1)] +
+ [1-p)™+ (-p)T(z-1)] = 17+ 3"+ ... + p''+ (1) (2"
T (p-l)n+ 2%+ 4"+ ..+ (p—l)n)(x—l) +
+ (-1)71™ 3" L+ pn)(m—l) = [1n+ s L.+ pn+
£ (=172 4" o0+ (p-1)TY 1+ (-1)T(2-1)] =
= [1+ (-1)"(z-1)] = a_.
U k-toj vrsti, rrvoj koloni, nalazi se element
T G DL L S L R P S B
f a,t (—J)Rﬂlxsk.

Drugim redima, sakiranjem (p+l)-ne iste determinante
Dk(x), dobijamo
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"ty x 0 (
“, (?) & 0
(;+}}Dk($) S PP : (5.41)
0, (k;I) (k;I) -
a1 20, () ()

pastavljajuéi determainantu (3.41) na dve i razl:Zuéi prvu od njih

po elementima prve kolone, dobijamo

e, T 0 0
a, (?) s 0
(p+1)Dk(m) e +
e, (%71 (%5 =
5 (11‘) (7;) (kl_tl)
0 z 0 0
0 (?) x 0
2 = alAI,k(x) -
0 21 K z
-1)% zs, (%) (5 oK)
- a2$A2,k(x) + ... 4 (-IJkFZak_ka_zﬂk_ljk(x) +
+ (—I)k; akmk_1+ skxk= (?)aIDk_I(x) - (g)aszk_gfx) +
+ ... F (kfz)(—IJRFEQR_IIk_lefx) + (-I)k_zakxk_1+-skzk.

MnoZeéi dobijenu jednakost sa (~-x) i dodavajuci obema stranama

Dy (x), dobijamo (3.40), $to je i trebalo dokazati.
Napomenimo na kraju naSeg razmatranja niza Dk(x), da
se niz polinoma Dk(m) moZe dovesti u vezu sa jednim drugim nizom

polinoma Pk(m) definisanim sa
94




e i}
T (it Lo iz
[ (-‘ ' .. . 1 . ( ’f
!)Z/. JT) [ ' p r, - u"f‘]) )
‘r.-fi) - U '.}
Haame, moZe da o se pokade da vasi Jrlnekont
k k=T, .
vole) - (-1) r Jsow 70, (3.42)

1iiz Pp(m) pominiu u o Lvojinm radoyima Hilbert* i Saal-
schiutz**, a priﬁenjuju na rFermat-ov problem Krasner [22] i1 Bru-
ckner [5]. Primetimo ovde, da se dcfinicija niza Dk(m) pokazala
mnogo elastic¢nijom od defanCl]P niza Py (), Sto proistife iz &i-
njenice da smo niz Dk(m) ispitali viSe, nego %to Je to, tolkom
vremena, uc¢injeno sa nizom P, (x) (la primer, nltanje racionalno-
sti nula.) Posledica ovoga je da se niz Dk(x) pokazao uspesnijim

od niza Pk(x) U primeni na Fermat-ov problem, u 3to ¢emo uskoro
da se uverino.

*Jahresb. die Deut. Mat. Ver. IV (1894-1895), 175.

**Journ. fiir die reine und ang. Math. 123 (1901), 210.

95




IV GL A VA ’

4.1 Osnovna teorema

Sada smo u mocgudénosti da, kao %to smo ohecall u cdelj-
ku 1.7, ccockaZemo tecremu ekvivalentnu teoremi 1.14. Kao 2to cemno
uskoro videti, glavnu ulogu €e tu da igra niz pcllnoma Dk(x), Yo-

jeg smo cefinisali i ®ije osobine smo ispitali u prethodnoj glavi.

Teorerma <€.1 Da bi jednadina

o yp; zp_, T,y,2€VN, pe€EP, p23 (4.1)

imala refenja relativno prosta sa p, potrebno je da postoji ¢, ta-
kvo da sve tri vrednosti

t, TEJ I-t (4.2)

zadovolijavaju svih E%i kongruencija

*

Bp_k_sz(t) = 0 (mod p), k:2,4,6,...p—3,p—2, (¢,2)

M,

gde su :
sa (3. 11)

_3-7 Pernoulli-jevi brojevi, a Dk(t) polinomi odredjeni

Dokaz. O&igledno vazi

(1-ve®) E (ve¥)T= 1 - vpepuj
odnosno,

veu— vpepu. (4.¢)

(1-ve*) Z (ve¥)™

Diferencirajuéi % puta jednakost (4.4) po u, primenom Leibnitz-
ove forrule dobijamo

| . p-1 p-1
ve¥ pRyPePu. _ ve* [(%) D e (%) D mtve)"
m=1 m=1
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o 7 :} LR LI BN AR LR
_J r=1" [ 4
e o1
=1
¢ (1-vel) 2> m’ (et (4.5)
—d
m=1
Z2a uTo, (4.5) postaje
p-1 -1 p—1
v - p vp:r-qz[(p) E 4 (?) E my 4 (2) mgvm+
m=1 mz ] m=1
+ .. E e "] ¢ (1-v) E m*p™ =
m=1

<
i
bt

K :
(m)fﬁ+1(v) + (1—v)fk+1(v),

3

I
|
<
,|5v1
QA

gde je

(v) EE: k=1 m k€.

Nakon sredjivanja, za yp ¢ o izlazi

k v -1
pRyP=1_ Z (Kyf w0 + L g (v), kew. (4.6)

S druge strane, stavlijajudéi u (4.4) u=-o, izlazi

p-1_ _ v-1
v 1l = ~:;—,f1(v). (4.7)

Neka je v#0, v#1 i neka je t = 351 t £ 0. Na osnovu

L

(4.6) i (4.7) raspolaZemo slededim sistemom jednadina.
tf,(v) = vP71- 1,
_ p-1
fiv) + tf,(v) = pv® "= 1,
2 2 p-1
f100) + (PF,(0) + tf(v) = p LR B

(4.8)
fi(v) + (g)fg(v) + (g)fs(v) + tf,(v) = pooP I g,

.............................................
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eva je €(t) deterninanta sictona (4.5) 0 Gligladoo e

c(L) = A (p;{)“*l Z 0. (4.54)
Tz (4.8 1 (4.9) sledi
tk+]fk+1fv) = Cpqfv7, (4.10)

t 0 0 0 0 B2k
1t 0 0 0 P o g
1 ()t 0 0o pcoPTio g
C (v) = .
k+1 _
1 (2) (g) £ 0 pSyP I g
K k k k r-1_
1 (50 (5) (%) () P 7

Razbijajuci determinantu Ck+1(v) na zbir dve determinante, dobi-
jamo

t 0 0 0 0 JP-IH ]
p—1
1 t 0 0 , 0 Cv
1 (f} t 0 .0 pZyP~
C (v} = | +
k+1 2 3 3 o1
1 (7)) () ot 0 pYo¥
k k k, k k p-1
107 () () oo (20 pf
t 0 0 o .. 0 0
1 t 0 0 ... 0 -1
1 (3t 0 ... 0 -1
+ . (¢.11)
3 3
1 (1} (2) t ... 0 ~1
k, k, K kK, ]
1 (7)) () (5 ... (D)) -
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eka e w /0 (il p) o Toda Je UP*]- 1 20 (mod p), 24 s u pr-
voij detfcrminanti u Jedrakostd (4.11) ovi elenenti posdodnjge ko=

lone deljivi sa p. Sledl

t g g ... 0 —- ]
) ¢ o o -1
1
- 3 3 _
e, (w0 = t|(3) (5 ¢ 0o -1| -
k.o k., Lk K
%) (5 5 (5 -1
1 t 0 0 0
1 (4 ¢t o .. 0
1
. k 33 _
= -0l 4 ) e L 0 | =
k. k., k k
1 %) 5 (X))
= (-1)%¢D, (8)  (mod p). (¢.12)

Uzimajuéi u obzir (4.10) 1 (4.12), kao i sve ucinjene pretpostav-

ke, dobijamo

_ -k
Freq(v) = (=t) D (t), v 20, tZ0 (mod p). (4.13)
Prema teoremi 1.14 svih Sest vrednosti

L S Y - ¥
z2 * x°? x

il

b X
z:g: g:

mora da zadovoljava svih 2%1 kongruencija

Bp_kfk(v) = 0 (mod p}, k=3,58,7,...,p-2,p-1. (¢.14)

Neka je z = vx (mod p). OCigledno je v 20, v 1 (mod p), jer bi

u protivnom bilo z = 0, odrosno, y = 0 (mod p), Sto protivreci

pretpostavei xyz Z 0 (mod p). Imajuéi na umu da je x + Yy
(mod p), dobijamo

FA

—
L
—

- 1
.....:v, 5-

MR

¥ =49 .1
z 1 x’)

3

. 3

v-71 ? y = 1-v ’?
-¥ =171 -9 (mod p).
X
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el jr‘_j - T A Uf-i'if_j']i"!ii",l jf“.' L / 0, £ / I (medd ;J). AN E

v
! ] ] 3, _ ] ]
v J--t v Pk, 1 v pe) t ? I-v / ’
' f
1 - v L2

NDakle, da bi jodrnacina (4.1) imala refenja relativro

"

‘et vrednosti

1 1 t 1
_ A e —_ . 4 L

zadovoljava svih E%i kongrucncija (4.14). Na osnevu (4.13) ,uzi-
majuéi u obzir v £ 0, ¢ F 0 (mod p), izlazi da svih Zest vredro-
sti (4.15) moraju da zadovoljavaju svih EL

Preostalo je da se dokaZe da se od brojeva (4.15) mogu

rrosta sa p, potrebno je da svih

kongruencija (4.3).

u gornjem uslovu zadrzati samo prva tri. Prema lemi 3.9 vaZi

k-1 t
D, (t) = (1-t)"7 D (210), ¢ £ 1,

_ k- 1
Dk(I-t) = t Dk(l ?)’ t £ 0,

1, _ _1,k-1 1
Dk(¥) = (1 €) DR(T:?)’ t £ 1, t # 0.
Dakle, ako ¢, 1-%, % zadovoljavaju svih Eél kongruencija (4.3),
cnda ¢e sve te kongruencije zadovoljavati i _t 1 - ! !

t-1 ' t ' 1-%

Time je teorema u potpunosti dckazana.

4.2 Uslov B k-1 7 ¢ (mod p) '

U odeljku 1.7 naveli smo rezultate Cauchy-ja, Kummer-a,
Mirimanoff-a i Krasner-a vezane za prvi sludaj Fermat-ovog prob-
lema. Sada smo u moguénosti da, koristeéi teoremu 4.1, kao i oso-

bine niza polinoma Dk(m), te rezultate poboljsamo. Pre svega, do-
kazimo sledecdu lemu.

Lema 4.1 Neka je Dk(t)=(2-t)Pk(t), k=2,4,...,p-3, peP, p>3 i

6 S 4

neka je Q(t) = t - 3t°+ At - (2k-5)ts+ Atz— 3t + 1, Da bi ¢t, I1-t,

I istovremeno zadovoljavali kongruenciju
Dk(t) =0 (mod p), k=2,4,...,p-3, (4.16)

potrebno je da bude ispunjen jedan i samo jedan od slededa tri
uslova:
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@ (=10 0 fmed )

2" PP(L} S0 (mod p) ANt -t + 1 20 (rad pl.

O

3 LY+ 1 L 0 (riod pl, ¥

polincora Pk(n) sa (t) cu deljivi ca p.

W

2 1 =vi Yoeficijontdl ootatka Jdeljoenja

Detaz. Weka su vrednootd

b, 1-t, & (4.17)

istovremeno redcnje kongruencije (4.16). Vrednosti (4.17} su me-
djusobno kongruentne po modulu p jedino ako je ispunjena jedna

od kongruencija

£2z 7, gt = 1, ti- t + 1

L
]

0 (mod pl.

Sledi

I, t%- ¢+ 120 (mod p).

£ =1, t = -1, t

Prema lemama 3.8 i 3.9 je

_ 1, . L 14k-1,
D (1) = 1, Dpl3) = (1 - 3)" "Dy(-1),

pa moguénost ¢t = 1 (mod p) otpada, a mogudénost ¢
svodi na t = -1 (mod p).

= %—(mod p) se

7nadi, u sludaju da su vrednosti (4.17) medjusobno kon-
gruentne po modulu p mora bitil ispunjena jedna i samo jedna (zbog
p>3) kongruencija

t = -1 (mod pl, t9- ¢ + 1 2 0 (mod pl.

U protivnom, bice

£5+ 1 Z 0 (mod p).

Raznotrimo redom sva tri slucaja.

1° za t

1l
il

-1 (mod p), mora biti D, (-1) 0 (rmod p). Kako ije k

parnc, to je, na osnovu leme 3.10, Dk(t):(E*tJPk(t), pa sledi

P (~1) = 0 (mod p).

2° 2a ¢t~ t + 1 = 0 (mod p)ije t Z 2 (mod p) (jer je p>3). No,

onda iz D, (t) = 0 (mod p) sledi

Pk(t)

3° Neka je £S5+ 1 Z 0 (mod p). Tada su, ne samo vrednosti (4.17),

nego' i vrednosti (4.15) medjusobno inkongruentne po modulu p.

0 (mod pl.
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Joono jo da o avo vredposti (4.17) zadovol javagu Yongruo ned
(4.16), dia tu yongruenci ju onda zadovol jovejn i vreanootl (40150) .
Lavle, korgruenaiin (4.16) zadouoljavaju Sest, nedjuocolao neron-

rj]"lif':ntﬂjh ‘Jl’.'f_:dﬂf_):;ti (4.15) v

Yaro je

Dk(t) = (2—t)Pk(t),

to iz

D,(t) =0 (mod pl) = Pk(t) = 0 (mod p).
Stvarno, ako bi bilo ¢t = 2 (mod p), sledilo bi I-t = -1 (red pl oo
tj. Dk(*lj = 0 (mod p). $to je nemogule zbog uslcva t3+ 1 £ 0
(mod p). | '

Polinom Pk{t) je (k-2)-og stepena, a kongruencija

0 (mod p) (¢.1€)

I

P, (t)

ima Zest nekongruentnih regenja. Sledi, k-22€, t). k28. Stvarno,
za k-2<6, kongruencija (4.18) bi imala veli broj nekongruentnih
reSenja od stepena polinoma Pk(t), pa bi, na csnovu poznatog sta-
va, svi koeficijenti polinoma P, (t) morali biti celjivi sa p. To
je, medjutim, nemoguce, jer je, izmedju ostalog, najstariji koe-

ficijent polinoma Pk(t) jednak I (najstariji koceficijent polino-
k-1_

ma Dk(t) je (-1) = -1).
S druge strane, ako su
1 1 a 1
a, — , 1I-a, 1 E,a—__—:l-,ﬁ,a#(?,a,fi,

koreni polinoma Sestog stepena, tada se ta) polinom moZe napisa-
ti u obliku

ort) = ¢5- 3e%4 At (2a-5)t%+ ae?- 22 4 1, ]
gde je
\ = g - (a’- q + 1)3
- 2 2
(a”~ a)
Neka je
Pk(t) = Q(t)Fk(t) + Rk(t). (¢£.18)

S obzirom na na&in na koji je cdredjen polinom ((t), jasno da ako
za neko t vaZi Q(t) = 0 (mod p), da e tada kongruencija

Q(t)

0 (mod p)
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ittt vadoveljena za svih Sest vredrostd (4.15) . Kako kengruenci-
ja (4.183) dma Zost nekongruentnih relenja (4.1%), to ra coonovu

(4.19) sledi da bongrucncija
P (L) =20 (mod p)

ima ¥est nerongrucntnih refenja (4.15). Polinom Rk(t) je rajvife
pctog stepena, pa svi njegovi koeficljenti moraju biti édeljivi sa
D

Time Jje lema u potpunosti dokazana.

Primetimo ovde, da koeficijenti ostatka Rk(:} zavise od
A, pPa se u slucaju 3¢ dobija kao uslov da moraju biti zadovoljene

est kongruencija (mod p) po A. Tih %est kongruencifa se, u stva-

ri, svode na tri, posto ¢e dve po dve da budu saglasre (zbog toca

Sto ako su vrednosti(4.17) reSenja kongruencije Dk(t) = ¢ (rmod ¢l,
tada su 1 tEI , 1 - % ’ 7%¥ takodje reSenja te kongruencije) .Eli-

minisanjem A iz tih kongruencija dobija se

N, 0 (mod pJ, No= 0 (mod p),
odnosno, konadcno
(NI,NB) = 0 (mod p).

Sada se dokaz teoreme, koja predstavlja pobcljganje us-

lova (1.67)-(1.69), svodi, kao 8to femc videti, na obidan radun.
Teorema 4.2 Ako je bar za jedno k, k=2,4,6,8,10,12, ispunjeno
Bpmk-l F 0 (mod p), (¢.20)

tada jednacina (4.1) nema reSenja relativno prosta sa r, r#3,8,7,
11,13,19,41,43,2283,27381,36389,755871,2058788303,

Dokaz. Prema teoremi 4.1, tvrdjenje <fe biti dokazanc, ako doka-

Zemo da t, 1-t, % ne mogu istovremeno biti reSenja keoncruencije
Dk(t) = 0 (mod pl (£.21)
za svako k=2,4,...,12. Imajuéi na umu lemu 4.1, uvodedéi oznake
P (t) = £k=2, bk_stk"3+ .o + byt + Db,
?k(t) = tk"8+ ck_gtk"9+ voo too,t toe ,
Rp(t) = dgt® d %+ a3+ a1+ .t + a

gde je
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Uk(t) ~ (H—L)Pk(t), Pkft) g Q(L)kat) 4 Hk(t),

fi 1r ~ 4 v : "? A 2 .
O R A R A S S EV A A A A T .

{ izracuncvaiudi roeficijente g ’ Gl noma Dy, (1) bilo na osnovu
A - n.’ : '
leme 3.5, cdnosno (3.16), hilo na osnovu tecreme 3.3, odrocono

(3.19)-(3.26), dobijamo recdom,

1° k=2, Dz(t):2—t, Pg(t):J. Dolazi u obzir samo DZ(—I) = 0
(mod pl), odnosno, p=3.
2° k=4, D4(t) = = t3+ 14t2— 6t + 24,
P, (t) = t°- 12t + 12.
a) t = ~1 (mod p) :>p|3-52:,> p=3,5.
b) t%- ¢t + 1 20 (mod p) AP, (t) 2 0 (mod p):@rlltz = 0
(mod p)=>p = 11, 8to je nemogule, jer je 11=6-1+5, a
svi prosti faktori broja t2~ t + 1 moraju biti oblika
Em + 1.
3° k=6. D (t) = - £9+ g2t?- 5405+ 1560t%- 1800t + 720,
P (t) = t°- c0t°+ 420t%- 720t + 360.
a) t = -1 (mod p) = pl3-7-223=,p=3,7,223.
b) tP- t + 130 (mod p) AP (t) = 0 (mod p) =) 420t°-
- 721t + 420 = 0 (mod p) = pl|7-43 =) p=7,43.
1© k=g, D (t) = - t'+ 25416 5706¢°+ 4082¢t%- 126000¢°+
+ 191520t%- 141120t + 40220,
Py(t) = £6- 2s52t%+ s292¢?- 30240¢°+ 65520t%- 60280t +
+ 20160.
a) t = -1 (mod p) = p|3-5-363869=) p=3,5,363889.

b) t’- t + 120 (mod p)AP,(t) = 0 (mod p) = 65772t°-

~ 65772t + 50401 = 0 (mod p)=> p|19:609= p=19, posto
je 609 = 5 (mod 6).

c) FB(t) = 1,

Rgl(t) = - 240t°+ (5292-2)¢t%+ (20-30245)t°+ (65520-A)t%-
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k=10,

b)

- cO477t + L0OTLA.

Yavo jo (wa8,20150)=1, Lo 7212 -1, Sto jo reaneogiGe,

Djaft) = - t9+ 702238— 55980t7+ 8]8120&6- 510760087+

3 9 S
s qcazsasotto 20635200t + 20240000t7~ 16320000t +

+ 2€28800,

PIO(t) = t8- IOZGt?+ 53940t6- 710640t5+ 3681?20t4"

- 9072000t3+ 11491200t2- 7257600t + 1814400.

£ = -1 (mod p) = p|3-11.41-75571 =>p=3,11,41,75571.

2.t 4+ 1 20 (mod p) AP, (t) = 0 (mod p)-= 12201841t%-

— 10040320t + 10940340 = 0 (mod p) = p|683-1847, 5to Je

nemoguce, jer je 683 = 1847 = o (mod 6).

L2 | . s e
FIO(t) = t+ clt e, . Mora biti

b5+ Se - Ae 4+ 2x - 5,

b, - lco+ (2A-8)c,— A,

1

b+ (2%—5)co- Ae_+ 3,

d5:
d4:
dz= by 1
d2:

dlr

d =

0

- Zz —
b2 kco+ e 4 1,

b .+ 3¢ - ¢
o i?

C .
0 0
Eliminisanjem e, i ¢ 4 nalazimo

do: A+ (bo- bs" Eby— 9J),

- 3X ¥ (b1+ 3b gt 8b7+ 24},

2 4
AT - (b6+ ub?+ a)x + (b2+ 3b,+ 87,

2

A - {b6+ b7+ 4)x + (b4- Sb?— 15),

d,=
d 5=
- 2 o - (-
d,= - 2)°+ (2D + 5D+ 20)X - (-bg+ Sbg+ 15b,* 42),
d4:
d5= (b7+ 4)x + (D¢ 3b6+ 9b ¢ 22).

Eliminiguéi X iz kongruencija d£E 0 (mod pl, 1=0,1,...9,
dobijamo
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'}

= TENTIE8E 2 0 (mod p), o= 302196621 2 0 (mod ).

Vako je, Sho nije Ltedko utvredit! Fuklid—-ovim algorit-
reom, (NJJH?):}, to sledi p=1, %to j¢ nermoquce.

1 3 8
tJI 0

12, D]E(t) = - 4094t - 5713156t + 14676024¢° -

- 165528000t + 953029440t5- 3162075840654 €4119€8€40¢7 -

- 8083152000t°+ 6187104000t%+ 2624508800+ + 4179001600,

Pjg(t) = th_ 4092t9+ 510972t8— 13654080t?+ IEBEN%MOtQ-

- 676589760t°+ 18088963207 - 2794176000t°+ 2494800000+°-

- 11875604000t + 239500800,

a) t = -1 (mod p) = pl3-5.7.12.20579903 = p=3,5,7,13,

205879803.

b) t%- t + 1 2 0 (mod PINAP (t) = 0 (mod p)=> 3171900725

- 302005¢401t + 3171900732 = 0 (mod p)=> p|7.15%47. 2731
=) p=7,13,2731, poto je 47

' _ . 4 o 2
c) Fjg(t) = £+ cst + 02t + o

5 (mod 6).

Hi

1t + co. Mora biti

= 3 = bg,

P 303+ A = bg,

¢, 3cz+ Xcsf_(El-S) = b7,

¢, 301+ lcz- (2l—5)03+ A = bS’

5= b+ dc,= Ae,+ (2A—5)02- Ac .+ 3,

d

d4= bg- Aco+ (2&—5)01— A02+ 303—.1,
dS: b3+ (EA—S)CO~ l01+ 362- €z,

d2: bg' Aco+ 301- ¢ o,

d1: b1+ 300— B

do: bo— e,

Eliminigudéi ©0* €15 €5+ €3, nakon sredjivanja izlazi

iz d£E 0 (rod p), i=0,1,...5

2
rb9+5)h ~ (b?+4b8+16b9+50)l + (b5+3b6+9b7+22b8+51b9+

+111) £ 0 (mod p),
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K/ . 2 R . o r s |
) - (b8+nb9+ﬂ)l + (bﬁfbyf,bainby 4)% + b4+”b7;1ub3+

+42L9+702) 20 (rod pl,
& . . 2 . 'S ‘ o ;o

¥ (_b3+5bg+]5b7+42b8+]02b9+231) = 0 (mod pl,
7

2 7T - Ly L A _— 7
3= (b8+4b9+18)l + (b6+¢b74Jb8+zub9+62)A (b2+ub7+

;

+8b8+24b9+5?) = 0 (mod p)l,

2 2 Ly C o
3217+ (3b8+11b9+44)k - (b1+ub6+8b7+24b8+u?b9+131) = 0
(mod pl,

z

AT - (b8+4b9+16)k + (—bo+b6+3b7+9b8+22b9+51) = 0 (mod pl.

l

Eliminisuc¢i A iz ovih kongruencija nalazimo da mora biti

le 488295218281 = 0 (mod pl, sz 572421730812375611 = 0

(mod p). Primenjuiudéi Euklid-ov algoritaﬁ nalazimo
(N

1’”2):13' pa mora biti p=13.

Rezimirajuéi dobijene rezultate uvidjamo da t, I-t, %

= 0 (mod pl)jedi-

mogu biti istovremeno re3enja kongruenciie Dk(t)

no zZd4:

kK 1 p

2 | 3

4 | 3,5

6 | 2,7,43,223

8§ | 3,5,19,36289
10 | 3,11,41,75571

12 | 3,5,7,13,2731,20575903

Sa ovim je teorema u potpuncsti dokazana.

Frimetimo ovde, da izuzete vrednosti p i nisu narodito
interesantne. Naime, brojevi 3, o, 7, 11, 13, 18, 41, 43, 223,
2731 su regularni, pa za njih jednacina (4.1) i onako nema rese-
nja. 2a preostala tri prosta broja 36389, 75571, 20579903, ukoli-
ko nisu regularni, moZe se primeniti teorema 4.2, izuzimajudi
k=8,10,12, respektivno.

Primetimo dalje, da se teorema 4.2 oligledno moZe pro-

giriti, diskutujucéi istom metodom kongruencije Dk(t)z 0 (mod p),
za k=14,1€,...2N. Naravno, rafun postaje sve duZi i mukotrpniji
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i zahtoeva obav:.?:::raurpri.rnr:mj radunara, Yojl za kool nije koriddon.,

Teorema 4.2 predstavlja, ofigledno, pobol jPanje rezul-
Lata Cauchy-ja, Kurmer~a 1 Mirimanoff-a iskazanih uslovima
(1.67)-(1.69). Ovde bi bilo zanimlijive, uporediti rezultat iska-
zan teorcmom 4.2 sa rezultatom Krasner-a, pomenutim u odeljku
1.3. Podsetimo se, Krasner je pokazao sledede: Postojt P, (koji
moze biti efektivno izradunat) takav da za pap, jednacina (4.1)
moze 1imati re3enja relativno prosta sa p samo pod uslovom da je
za svako k=2,4,...,2k0, koz[?TﬁTF], ispunijeno

Bp—k—l = 0 (mod pJ.

Jasno je odmah da je za dovoljno veliko p Krasner-oy kriterijum
esencijalno stroZiji od kriterijuma iskazanim teoremom 4.2. Me-
djutim, p stvarno mora biti vrlo veliko da bi, zanemarujudéi us-
lov p2p_, biloszipunjeno i§§7527. Naime, ova nejednakost jgmés-
punjena za pje >9,18-10 . Drugim recima,tek za p:;max(po,e”‘ )
Krasner-ov kriterijum je stroZiji. Na taj nac¢in, i pored Kras-
ner-ovog rezultata (i rezultata tog tipa), opravdano je iskazi-
vanje teoreme 4.2,

Nag§ ¢fe cilj sada da bude da poboljSamo Krasner-ov re-
zultat, i to u dva pravca. S jedne strane, pokazacemo da za p
nije potrebno uvoditi nikakva ogranicenja, a sa druge, da umes-
to Vinp moZe da stoji %(1+V€;5:).Uz sve to, iskoristidemo i do-
bre osobine teoreme 4.2. DokaZimo slededu teoremuy.

Teorema 4.3 Ako je bar za jedno k, k:2,4,...,2k0, kO: mam(e,[é(1+
+¥in?p)]), ispunjeno
Bp~k—1 Z 0 (mod p), | (4.22)

tada jedna&ina (4.1) nema re3enja relativno prosta sa p, p # 2,5,
7,11,13,19,41,43,223,2731,36389,75571,20579903 .

Dokaz. Ako je kosﬁ, teorema je dokazana na osnovu teoreme 4.2.
Neka je, dakle, k037, ty. ky14.

Pretpostavimo suprotno tvrdjenju teoreme: neka za neko

Ky k=14,...,2k , k =[3(1 + ¥In?p)], vaZi (4.22) i neka pri tom je-

dnacina(4.1) ima re3enja relativno prosta sa p. Prema teoremi 4.1

moraju tada ¢, % , 1-t da zadovoljavaju kongruenciiju

D,(t) = 0 (mod p).
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-1 - )
rro o e HP rorolventa polinoma DP_(“ it IJL_(:’.), tada odigledno

mora bhiti

i 0 (mod pl. (4,02)

Prema lemi 3.12 polinem Uy (t) ima sve nule recalne %

jednostrure 1 pri tome su sve rule v intervalu (71,4»). hko su
1

L., ©=1,7, ,¥-1, nule polincma D, (t), tada su . nule po-
¢ z
linoma tP ]D { ) i pri tome je, prema lemi 3.12, 0<xl < 1. Znaci,
polinomi DP(L) i tp ID ( ) ncmaju zajedniéke nule, pa je R Z 0.

Kako Je

K1

— = !
{—} t; = Tk T K ,
1=1

to dobijamo

_ k-1 [-] 1,
0 < |Ry | = (k!I) (t.= +) =

1<1, jsk-1 J
= (ky)2k-1) (1 - z.). (4.24)
1€1,J<sk~1
Stavljajudi
1<, g<k-1
sledi
o0
<\ (x.x.)
In A= E in{l - x :J) = - 2 E - =
I1<1,d<sk~1 1<1,5¢k-1 n=1
0 k-1 9 ) K1 p
DIEIDIEI DD I I
= - it XI . < - — xT =
7] 1 " 1
n=1 1=1 rn=1 1=1
5 2
Sn
= —_— (4.25)
n
n<l
ade je
k-1
g = "
n 1 °
1=1

Na osnovu teoreme 3.3, odnosno jednakosti (3.19)~(3.23),

koristedi Vietove veze, lako izradunavamo simetri&ne funkcije
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Iy PR r,. No, onda, nakon kraceqg racuna, na osnova povniatih

veza dzwed i a8 i simetridnih funkcija f]’fgl“‘f}g n=l,q,...%5,
doh i jamo

g = Lik-1), 8.7 (5k-7), o,z Lrik-s)

12 ? e 12 ) g o 4 !

8,= i (251k-460), &,.= 5io(35k-103)

4~ 740' V" > %57 758 R
Tz (4.25) sledi

o 2
®n 2
-2k(k=-1) + InAd < -2k(k-1) - E — = ~afk-1)"~- b(k-1) -
n=1
- e < -(a + 122) (k=1)7 (4.26)
. ‘ _

gde je a=2,43588; b=1,77; ¢=0,08>0.

Kako je po Stirling-ovoj formuli

—1
21 < (g)k/?ﬁz e(lzk) )

to iz (4.24), uzimajudi u obzir (4.26), sledi

-1
0 < |Rk| ‘ kzk(k—l)e—zk(k—l)(2ﬁk)k—18(k—1)(6k) eln;4<

(Sk)“J)k-ze-(a+b(k-1)“1)rkaz)g i

< k(2k+1)(k'1)(2ﬁe

1
{2 Te

1 -1

-k(2k+1)(k_1)_

. ~ 1] 2
< hﬁ-xkr2k+z)(k~1) ](k~2) , ‘4 27

gde je (s obzirom na k»14)

(6k) “-b,(k-1)

2
j e—a](kﬂl) <

~ 1 —~1 -1 ~1
(gﬂe(ﬁk) —b)(k—I) e % (2ﬂ884 —b)JS e % Q-AJ V=2, 43,
DokaZimo da je za k»1¢ ispunjena nejednakost
-7 i
e M (2RFD)(k=1) = VR=T (4.25)

Stvarno, stavljajuéi f(k) = (k-1)yk-T - (2k+1)})Iink + ){k-1), nala-
zimo f(k) = %JE—I + X - 2 - % ~21Ink, pa funkcija ffk) ima minimum
za k<8. Sledi, za k»14 funkcija f(k) raste, tj.

Flk) » £(14) > % > 0.

No, onda je za svako k314 nejednakost (4.28) taclna, pa iz (4.27)

sledi P
0 < IRkl < e(k_l) 'E_].
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r 1

Po I_)l_*t_‘rtpr):;tnvr.:i e bo<g .«;rfoﬂi 1 + r;/ln?p, pa fzlazd
9 < v, | o« cINP p. (4..%)

No, (4.29) je u kontradikciji sa (4.23), pa je Lime teorcma u po-
tpunosti dokazana,

Primetimo ovde, da teorema 4.3 predstavlja vrlo snaZan
kriterijum u prvom sluaju Fermat-ovog problema. Naime,prost broj
p, koji bi zadovoljavao uslov da je ko uzastopnih parnih Berno-
ulli-jevih brojeva,i to pocevsi od Bp—S' deljivo sa p, mora imati
ofigledno vrlo izuzetne "kvalitete". Do sada nije poznat nijedan

takav broj p. Mediju prostim brojevima <4001, takvog nema.

4.3 Wieferich-ov rezultat

U odeljku 1.7 naveli smo, izmedju ostalog, rezultate
niza matematicara, vezane za prvi slucaj Fermat-ovog problema,sa-

ete u uslovu: jednacina (4.1) nema resSenja relativno prosta sa
p, ako je

qp-l £2 1 (mod pz), 2$q<31, q <P,

Prvi od tih rezultata, u slucaju ¢=2, dao Je Wieferich. Sada smo

u mogudénosti da, koristedi osobine niza polinoma Dk(x), dokaZemo
Wieferich-ov rezultat.

Lerma 4.2 YWeka je p€ P, p23, n<p-1, n€ ¥, 1 neka je
s = 1+ 8.+ pi¥ (-1)7(2"+ "+, ..+ (p-1)7).

Tada je

il

S
n

Ca)
Ty
N

2n+2_ p (med pl. (4.
7 neparno

{0, n parno

B s
n + 1 rn+1
Dokaz. 2Za n parno, (4.30) je neposredna posledica leme 1.17, pc-

sto je
s = Sn(p) + pn = 0 (rod pl), n=2k, n<p-1.
Neka je n neparno., Imamo

8 = M- 2 3= L. - (p-1)7+ Pz 17+ 3T+ + p4

¢ (p=2)"+ (p-2)"+ ..+ 17z 2017+ 3"+ ...+ (p-2)") =

H

—202™ M L.+ (p-1)T) = 2 2 Ll




(R;J)“] = *2n+15n(ﬁzl) (mod pl. (4.31)

Yoricteds leme 1016 4 1,18 iz (4.31) sledi

1+ 1

_ el ] pt1, _ _ 2_ _rp*t1 n+l_
g = 2 o] (n+J)Sn( 5 ) = g | ( 5t B)
n+1 n+1
- _ 2 1 n+l _ _ 2 ~-n_
- Bn+1] - n+tl [(E + B) Bn+1] B nt 1 [(2
nt+2
_ 2 - 2

R Bn+l] T TmF T Pusr (mod p),
5to je i trebalo dokazati.
Teorema 4.4 Ako Je .

2P~ 7 1 (mod p?), (4.22)

tada jednacdina (4.1) nema resenja relativno prosta sa p.

Dokaz. Neka je

o = ts,s n parno
n

(2-t)s_, n neparno

Tada je, na osnovu leme 4.2

a =

0, n parno
”

oN*t2_ (mod p). (4.22)
Bn+1(2—t), n neparno

n + 1
S druge strane, na osnovu leme 3,13, vaZzi
[(p+1)t=1]D, (¢) = ¢ s~ [D(t)-at). (4. 72)

Uzimajudéi u obzir (4.33), iz (4.34) za k=p-2, sledi

D, _p(t) = (2-t) (P20 (2%-108,0___(t) +
¢
+ {pg2) 3151 tZBiDp_5(t) Foaae
+ (i:i) 2Z:£‘1 tP7°p _392(t)] + 2 22:;'1 tp_SBp_J
2 Z
(mod pl, (4.25)

uz pretpostavku ¢t # 0 (mod pJ.

Pretpostavimo obrnuto tvrdjenju teoreme: neka vaZzZi
(4.32) i1 neka jednalina (4.1) ima reSenja relativno prosta sa p.
Na osnovu teoreme 4.1, izmedju ostalog, vaZi za svako k=2,4,...

p-3, p-2
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P -F: e f (4.-i(.:
Lp—kﬂipk(t) 0 (mod pl, )

gde je

t = % Z 0 (mod pl.

¥

Sprcijalno, za k=p-2, vazi

Dp_gft) = 0 (mod pl. (4.57)
Iz (4.35), (4.36) 1 (4.37) sledi
-1
_ 2P o1 p-z -
D glt) T2 o= tUTE, 4 F 0 (med p),
2
odnosno,
(2P~ 1)B,_;= 0 (mod p). (4.38)
Prema teoremi 1.15 vaZzi
po—IE -1 (mod pl,
pa (4.38) daje
-1 p~1
2P 41 S S .
5 po_l— - = 0 (mod pl), tj.
PIz 1 (pod 57),

$to protivreCi uslovu {4.32). Time Jje teorema u potpunosti doka-

zand.
Nazpomenimo ovde da su Brilihart, Torascia i Weinberger,

koristedi upravo rezultat Wieferich-a,pokazali 1971. godine u [3]
da za p < 2. 107 jednadina (4.1) nema reSenja relativno prosta sa
p. Naime, medju svim prostim brojevima <3-109, samo dva, p=1083

i p=3511, zadovoljavaju uslov

Pl = 1 (nod p2).
Medjutim, oba broja padaju pod udar drugih xriterijuma, na pri-

mer, za oba broja je

3P~1 1 (mod pz).
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4.4 Miz polinoma Dp(t) i Pernoulli-jevi hrojevi

Vicdeli smo u prethmdnim cde:ljcima koliku su ulogu u
trctiranju prﬁog sluaja Fermat-ovog problema imall niz polinoma
Dk(t) i Berqoulli—jevi brojevi. Mi smo ih dosad tretirall nezavi-
sno jedne od drugih., Medjutim, u prilici smo da rokazemo da su,
niz polincma Dk(t) s jedne 1 Bernoulli-jevi brojevli s druge stra-
ne, neraskxidivo vezani. To ¢fe, izmedju ostalog, omoguciti da se
uslovi izraZeni teoremama 4.3 i1 4.4 stope u jedan jedini uslov.

Pcstavimo to kao na$ poslednji zadatak.

Teorema 4.5 Za svako k € ¥ vaZzi jednakost

k + 1 '
B (21(”‘ Dk(z) (4, 39)

k+1 2k+1 1)

Dokaz. Primetimo da je za k parno jednakost (4.39) ocCigledno ta-
na. Naime, prema lemi 3.10 je za k parno, k€W, Dk(2):0:Bk+1'
Prema tome, dokaz se, u krajnjoj liniji, svodi na to da se jecdna-
kost (4.39) dokaZe za neparne prirodne brojeve k.

Uo&imo funkciju y=tgx i razvijmo je u stepeni red po

stepenima od x. Imamo

Loz = sinz _ JVE ,TIE _ (QZLx_ 1)2 ) 1.(1 )
cO08 T ifle X, e—tx) i(a41$~ 1)
2 4 1 . 21 41
" - + . ) = =~ (=12 + - - 5 ) =
e21x_ 7 eélI_ 7 x 21X _ 1 41 _ 7
“« B (27izx) < B (41ix)
- Loz 4 : - ) =
- m! m! B
m=1 m=1
o m o a)
1 Bm(21x) . E Bm(ézm) .
x m! m! N
m=2 m=2
= (zi)mrzﬂzm)smmm“l
= m! =
m=2
2 (-1)" 18 M g2m ] 1)
- 2m 2m-—1
- (2m)]! z (4.40)

m=1
S druge strane funkcija y-tgx zadovoljava jednakost
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—

y ‘wenlls = Qy. (4.471)

rieka jJe (furretja y-fgx je neparna)
rr

- “om-1 _ 2m-I
v (em-1)1 ~ | (9.42)
m=1

Red (4.42) je u jzvesnoj okolini nule (na primer, u [-7,7]) uni-

formno ¥onveragentan, pa iz (4.41) sledi

( Com-1 x.?m-.?)( (-7)T 1 gem-1 Zm-l) _
(Zm=-2)! (2m-1)! < -
m=1 m=1
_ “qom-1 em=—1
- E : (Zm=1)1 ~ '
m=1

MnoZenjem redova na levoj strani gornje jednakosti i uporedjiva-

njem koeficijenata uz mgmﬂz dobijamo

. 3 _aym=1,m~-1

2@, g ) 2 a2m—3 ., (-1) 2 al‘ i} 2a, _4

(Em—=2)11! (2m-4)13! ~°° (Em-1)! (2m-1)! °
odnosno, nakcen sredjivanja

. Zm—1 _ ,2m=1,.3

dag 4= (7 )2ay 4 (Tp )2 ag gt ...

m=1,2m-1,_ 2m=1 2m _,emy 8
+ (-1) (on_772 ; [ ;2a, .= ()27a, ot
m—1, 2m 2rm—1 e erm=1 N

+ ... + (=1) (Em—1)2 al] d[( 0 hzgﬁ_l
. erm—1 2 m=1_,cm—=1, . erm—-2

- (T, )2 a, gt .t (-1) (o, _5)2 az]. (4.43)

S druge strane, prema lemi 3.7 vaizi

- k k+1

D.(t) = (1-t) [D(t)+t] 7+ t 7,
odnosno za icg

©.(2) = 2k+1— [D{2)+2]k. (4.44)

Vodedci racuna ca je qufz):o za svako m €N, iz (4.44) sledi

P _ _ _ am _ em—=14 _
&p, _,(2) = 2D, ,(2) = D, (2) = 2 {2 (D(2)+2) ]
am+1 emy _ _ 2m—-1. .2
- [2 - (D(2)+g) ] = -2[D,__,(2) + ("757)2"D, 4 (2)+
2m-1,,am-2 2m-1 2m
oo+ (0 5l D,(2) + 2 1+ [ rep, _,02) +
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(if)xﬁbxﬁ_srz) T rzifj)zﬁm“jnz(ﬂ) v 2,
dnosno, mnoZenjen sa (—I}#HI ARV A!
2021)" o, o) = —a[-1)" o, (2) -
- (BT, () 4 "
(221@)(-:)“'352”‘291(2)] ¢ [PMa-1)" o, (2) -
S ORI C P Lt TN ¢ DR (2 -1 128 p (2],
Drugim recirma, niz (—J)m_JDBm_1(2) zadovolijava jednakost

(4.43). Xako je uz to z.= 1 = DI(E), to zakljucujemo da je

za svako me N

-y
o

- -7} ™ |
Uzimajuéi u obzir (4.40), (4.42) i (4.43) izlazi
_ st )
D2m*1(2) = = B, s

pa je jednakost (4.39) tacna i za sve neparne prirodne brojeve k.

Time je teorema u pctruncsti dokazana.
Primetimo, da je neposredna posledica jednakosti (4.39)
poznata osobina Bernoulli-jevih brojeva da su svi prosti faktori

2k _ 1). Postojec¢i dokaz ove

imenioca broja ng deliteliji broja 2(2
osobine je, inale, mnogo kxcmplikovaniji ([18], 264-269).

Nas, medjutim, interesuje naﬁviée kako se Jjednakost
(4.39) odraZava na tecrerzza 4.3 i 4.4. Praktic¢no, bez ikakvih po-

tegkodca, u stanju smo da cckaZemo sledecu teoremu.

Teorema 4.6 Ako je bar za jedno Xk, 2:2,4,...,2ko, ko: mazx (7,
[%(3 + ?anp}), ispunjeno
Dp_k(B) Z ¢ ’'~22 pl, (4.46)

tada jednadina (4.1) nerma resenja relativno prosta sa p.

Dokaz. Ncka je p # 3,§,7,11,13,19,41,43,223,2731,36389,75571,
20579903 i neka vaZi suprotno, tj. neka vazi (4.46) i neka jedna-
%ina (4.1) ima reZenja relativno prosta sa p. Prema teoremi 4.3,

uzimajuéi u obzir jednakost (4.39), mora biti

0 (rcd pl,

D ,(2)
p-k 116




za uvako PL4,G,...;2k . Ho, onda je

o
nr_y(x) /0 (mod p). (4.47)
K{]]’.O jQ
p=1,,p~1_ yP=1 op-1_
D (o) = 2 (2 1) B _ 2 2 | DB ,
p=2 p - 1 p-1 p-1 ol p-—1

to iz (4.47), na osnovu'teoreme 1.15, sledi

2Pl 1 20 (mod p?),
Sto protivredi tvrdjenju teoreme 4.4.
Preostalo je da se teorcma dokaZe za izuzete vrednosti

p- Kako je za sve takve vrednosti p ispunjeno

oP~1 7 1 ‘(mod p2),
odnosno,

‘ 2
Dp_2(2) £ 0 (mod p”),

to je teorema u potpunosti dokazana.

4.5 Umesto zaklijucka

Dokar je obifaj da se na kraju svakog izlaganja kradinm
zakljuckom pogase svetla na pozornici posmatranih cocadiaja. Ne,
sta zakljucCiti na kraju izlaganija o problemu,koji je bio i ostzao
neresen? Re€i da je Fermat imao, ili nije imao pravo, ne modero.
Reci da Fermat verovatno nije raspolagao ta&nim cockazom svog tvr-
djenja, nesvrsishodno je. Reéi da <&e neko jednog cana staviti ka-

kvu takvu tacku na Fermat-ov problem, ofigledno je.

I zato, umesto zakljuCka, recimo samo to, da je Fer-
mat-ov problem, nezavisno od toga koliko je objektivno znadajan,
bio i bife jedan od povoda da se u matematici stvara, da se u ra-
tematici 1 sa matematikom ide napred. Zbog toga, izreka "da nere-
senih problema u matematici nema, trebalo bi ih izrisliti™, iz-

gleda, i nije samo duhovita.
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