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~ R Е D G О V о R 

Rad зе sastoji od uvoda i cetiri glave. 

Uvod је iz10zen и dva dije1a. U РГУОЈn dije1u је dat kratak komentar 

о radu - osnovni rezu1tati i ci1j rada, dok drugi dio uvoda predstav1ja 

ekspozitorni dio rada. 

I-rva glava ее odnosi па rnоје ranije rezu1tate па koje ее nadovezuju 

novi rezultati. 

U drugoj glavi uvedene ви поуе kr'i volinijBke 11 cijevi" metode re-tra­

kcije, zаtiш neke definicije о ~tabilnoBti гјебепја i ргоисепе ви neke 

diferencija1ne jednacine ва Btanovi~ta еgziзtепсiје i stabilnosti гje~e-, 
пја. 

Тгеса glava ровуесепа је ргоисауапји еgziзtепсiје i зtаЬi1поsti гје­

аепја nekih зресiјаlпih diferencija1nih jednacina norma1nog oblika. 

U cetvrtoj glavi pOBmatraju ве neki rezu1tati Т. Pejovica ва stano­

vista metode retrakcije."Ucinjene зи odgovarajuce dopune i uopstenja ов­

novnih rezultata, kao i prosirenje па ргоисауапје rjesenja.i за staIlovi. 

sta зtаЬi1поsti. 

Na kraju rada navedena је literatura koja је koriscena pri izradi 

rada i koja је citirana и radu. 

Smatram вуојот prijatnom duznoscu da ве srdacno zahvalim prof.· dr 

Mi10radu Bertolinu па sta1noj pomoci i razumjevanju pri rukovodjenju 

оviш radom. 

Беоgгаd, oktobra 1975. Mr Боz о Vrdoljak 
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u v о D 

1 KRATAK KOJ..~NTAH О НЛDU 

Kva.li ta ti УIШ arlaliza diferencijalnih jednacina daje globalnu sliku о 

pona~anjи integralnih krivih jedna~ine, obavje~tavaju6i о nizu osobina tih 

kri vil1. Ustvari, u пеk:lш sluсајеviша опа пат oi!Jogucavo. да сгtюnо pribliz..n.n 

gl"a.fik гјееепја, пе znajuci njegov апаlitiсki izraz. Kvalitativna 8.Jla.liza 

је ой posebnog znacaja kada jednacinu пе Iпоlеmо rije~iti preko kvadra.tura 

ili је izraz za opsti integral унота slo~en i перЬйеаап za upotrebu. 

уеоmа korisne numoricke :пеtосlе pribliznog rjeoavanja diferencijo.lnih 

jednacina йаји konkretne, numericke pribliine vrijednosti jednog ойгейје­

nog partikularnog гјееепја па odredjenom intervalu, dok kvalitativna а.па­

liza йаје rezultate i za beskonacne vrijednoati nezavisno ргоrnјепlјivе. 

Nuшегiсkа i kvalitativna analizo. пе prevo.zilaze jedna drugu, nego ае uza­

јатпо proiimaju i dopunjuju. 

U kvali ta ti vnoj anl.llizi до zakljucaka ае dola1..i, u ops·t,eln ЕЈlисаји, 

па оэпоуџ a.naliza funkcijo. koje figurisu u вашој di.ferEmcijalno.i jedna..ci­

ni. сеrзtо эе umjesto zadane dif'er!1ncijalrle jednacine poslllatra odgoV8.l'ajl"'­

са jednostavnija kошрагаtivпа. jednacina, r,dje ве гјеБепја odgovara,ju6ill 

ј ednacina nе razlikuju Ы tno ро svojim kvali tn. ti vni:1l овоЫпаrnа. 

Za kvalitativnu analizu од posebnog SU zna~aja osnovni rezultati о 

egzistenciji i jedinoati гјебепја diferencijalnih. jedna~ina, kao i difo­

I'encijalne nejednakosti росеу оЈ najjednostavnijih СарligiП-lеtгоviсеvоR 

tipa. 

Metoda геtlЋkсiје Т. VаZеv:зkое;·/vidјеti[~'?Il i1i §Ј ovoga rЋЙО./ ,)6 

metoda direktne kvalitativne analize di.ferencijalnih jednacina, а ~astoji 

ве и· torne do. ее: 0./ odredi "cijev" izlaznih integralnih krivih, tj. "ci,jev" 

kroz cije granicne tacke prolaze integralne krive diferencijalne jeclnacine 

koja ее poernatra presjecajuci granicne krive "cijevi" izlaze6i i1.. te "ci­

jevi" i cineci skup tacaka striktnog izlaza, sto, ргеша metodi retrakcije, 



obezbjedjuje postojanje Ьаг једпов гje~enja koje pripada toj "cijevi" za 

эуе vгiјОЙПОS'l;i nez8.visno N8х,g:жi8l'l~ ргошјеп1јivе interva1a па ko!Ue је "ci­

.јеу formiranaj i1i Ь/ da эе odredi "cijev" u1aznih integra1nill kгivih, 'tj. 

"cijev" kroz бiје gгапiбпе tабkе prolaze integralne krive preojecaju6i 

granice u1aze6i u tu "cijev" i бiпе6i skup tабаkа striktnog u1aza, ~to 1 

obezbjedjuje zak1jucak да jednacina koja во posmatra, ima jednu k1asu т,је­

оепја koja pripada toj "cijevi" z('~ sve vr'ijetlnosti nozavisno promjenljive 

interva1a па kome је "cijev" formirano,. Rezu1 tat ъ/ vazi i bez metor1e ге­

trakcije, ~to nije tp~ko primjetiti. 

рх'еmа tOfile, primjeni ti шеtос1.U геtгаkсiје u proucavanju diferencija1-

nih jedna.cina. znaci formirll·ti 0<l80va.rajuCu "cijev" i да ti odgovarajuci 

zak1jucak о ропаiЗапји r~ieSenja. Zavisno од vrste "cijevi" ima.ju эе i rl'l.z-

1iciti zak1jucci. Naime, mogHco је do6i пе еато до zak1jucka о ep.;zisten­

ciji bar'jednog i1i једпе klase гјеiЗепја, nego io nekim drugim bitnim 

kагаktегistikаша гјеЭепја. Оуо ве ровеЬпо iтna tamo gdje ее radi о "cije­

vi" бiја si11 ina '!;ezi nuli kad nezavisno ргошјеп1јivа tezi +00· 

Na savjet prof. ~г Mi10rada Berto1ina 1969. godine 1'осео еат эа ртои­

баvапјеm rnetode retl'akcije Т. Vazevskog~ Као и;поvпа inspiracija u ra(lu 

posluzili ви mi шпоgоЬгојпi radovi М. Berto1ina, vezani za ргiшјепu laeto­

(1е retrakcije, koji эе kod пав prvi росео da bavi oviru рitа.пјеш. М. Вег.;. 

to1ino је metodu retrakcije primjenjivao direktno па поке od јейпв~iпа 

koje је ргоисауао, а ZE1. noke је formirao оdgоvап}.јuСе kOIl:parati Vlle јойпа­

cine па koje је, zatim, primjenjivao metodu retrakcije /vidjeti radove 

[zl, ('31 , tl,1 t [5] i [8] /. Neke od ti'h rezultata. М. Бегtоliпа navodi-

. то и ОVОПl гайи jg1ava I § 1 i glava 11I §1/. 

"cijevi" koje је koristio М. Бегtо1iпо bile ви pravolinijske "cijo­

vi" iz1aznih i u1aznih inte~ralnih krivih, koje ви odredjivane konstantnim 

ргауата /ргауаrnа para1e1nim apscisnoj oBi/; kl'ivo1inijske "cijevi" iz1az­

nih integra1nih krivih, koje ви odredjivane monotonim i o~raniceni~ kri­

vаша i kojima ве obezbjedjuje postojanje Ьаг jednog гјеэепја jednacine 

koje tezi nokom bl·oju· kad nezavisno promjen1jiva tezi -\- оо ; kao i stepe­

naste "cijevi" odredjene stepenasti~ iz10m1jenim 1inijama sastav1jenim od 

sеgшепаtа parale1nill koordinatnim оsаша. 

u вуоIЛ magistarskom гайи рой паз10уот: "Teorija retrakta i kva1ita­

tivna analiza difeI'encijalnih jednacina" 4), koji ват radio pod rukovod-

4) Rad је Ьгапјеп па rrirodno-matematickoln faku1tetu u Beogradu 8.4. 

1972. godine ргед komisijom u sastavu: йг К. Or10v, dr М. Berto1ino. 



etvom p:co:f. dr Milorada Bero1ina, otisao earn dalje formirajuci i kri vo1i­

nijeku .. cijev" illaznih integra1nih krivih !соја је odredjena mопоtопiш i 

оgI'tlпiсепiш kгivаша i kојош ве obezbjodjuje pOBtojanje jedne k1ase rjese­

пја koja tezi nekorn Ь1'оји kad nezavisno' P1'omjenljiv~ tezi +QO , do\( ви rю 

B1icne "cijevi" do tada koristi1e za dokaz egzisten6ije Ьаг jednog takvog 

гje~enja. DO поуе vrste "cijevi" do6ao ваш uvodeci i bitno nove pretpostav­

ke izrazene и obliku odgovfll'ajucitl difеГOIlсiЈа1пiћ :tlejednakosti Cap1i[').no­

vog tipa. 

po1azeci od nekih геzultаtа М. Berto1ina, ровеЬпо od onih koje navo­

dim и glhvi 111, koriste6i narocito rezu1tate vezane za jednacine oblika 

ct-:x: = 't't-\:.)XV\ + 'f'(t :с) 
olt ' 

/vidjeti (.21/ i kOl'iute6i ШI.vесlепе "cijevi", u шаgistаГtзkОtrl l'adu, IН'ОЩ"':о.­

vao sаш jednacine opstijeg oblika 

/1/ l~= "'.2. .... ) 

i dosao do Ы tno tlOVill 1'8zu1 tata, роsеtшо tarno gdje ве rad.i о egzisterlciji 

jedne klase rjesenja koja је asiIflptotski ogranicerla i koja t8zi neko!:l ЬГО­

ји kad ~-7"tоО /vidjeti [2 /ј] , o~lnosno g1avu 1 §2/." 

Tako(ije, и шаgistаI'skОlll !Ћс1и proucavao ваш 1'8zu1 ta te pr'of. dr Ta.di ,је 

pejovi6&. koji ве оЈIlоае па je(lno.cine 

/2/ 

/'Јј 

~z;:: У'Х + f<t) I 

d-x:. =QCt,)"X. +-ft-\:.) 
ol.t 

с{ 'х.. = У-:С ;. :f (-t..) + q. (-t: :(.) 
oL-t о , Ј 

i:~ :,Q.(t)-:X:++(-I:..) + 'д-(t,:с.) 1 

а koji еи eadrzaniu }"айи (13] /str. 130-143/, ва Btanovii3ta metode геt:гEt­

kcije, koristeci nap:r'ed navedene "cijevi", kao i rezu1tate dobijene Ztt. јеЈ­

nacinu /1/ /vidjeti [~sl , odnosno g1avu.I~3/. 

f okazao sаш da ве neki rezu1 ta ti Т. Ре ј ovica mogu direktno inte:r'pre­

tirati рото6и metode retrakcije, do. ве drugi mogu svesti па пјu uz odgo­

varaju6e modi:fikacije uB1ova, te da ima i Basvim nez~visnih rezultata. Ти 

ваш vrsio i odgovarajuce dopllno uvodeci bitno поуе pretpostavke za f'unkci­

је koje f'igurii3u u jednacinama, kao i uopstenja dobijenih rezu1tata ko.da 

ве Х и c1anovima r-x:. i ctt{.)':X: zalf1jeni ва -::x::,1'\ (t'\=", 2, оо. ) • 

Dakle, g1avu I ovoga IЋdа p08vetio 8аЈn шојiщ !'апiјiщ rezu1tatima, 



koji эе odnose па egzistenciju asimptotski ograni~enih ГЈеэепја, Ьаг je~ 

nog, svih ili jedne klase гјебепја, kao i па egzistenciju klase гје~епја 

koja tezi nekoj konstanti. пiјес је о rezultatima do kojih ваш dosao ро­

lazeci od tipova jedna~ina koje ви prou~avali М. Dertolino i Т. rejovi6 

i pokazujuci da ве щеtоdа retrakcije moze иэрјезпо prirnjeni ti ~ Ш\ јеrlпа­

~ine ~p5tijeg oblika, а koristeci поуе krivolinijske "cijevi" karakteri­

Bti~ne za metodu retrakcije dolazim i do bitno novih rezultata, а ровеЬпо 

onH~ koji ве odnose ла egzistenciju ci ·tave klase r јеsепја koja tez i Ilekoj 

kOnBtanti. 

Udaljem еуоте radu, kada на је dr ы. Ве rtolino preporucio da ва sta­

novi~ta шеtоdе retrakcije pГDиc~т novije i ja~e rezultate dr Т. Yejovi6a 

koji ве odnoee па јеdла~iпе /2/ i /3/ sadrzane u radu l 201/str. 9-19/, 
primjetio ват да rni рое tojece 11 cij evi" nisu dovoljne. 'l'ako sаш росео da 

radirн па torne da fогmiгаш поуе kri volini.iske "cijevi" koje еи otlredjene 

kri уата kojene пюгаји Ы ti шопоtопе п.i ti o~ralli~ene. U tоше sаш i uspio 

/vidjeti glavu 11/. 

Formiranje novih krivolinijskih "cijevi" izl~znih, kao i ulaznih, 

integralnih krivih cinio ват па bitno поу nacin, preko krivih staciono.r­

nih tacaka i do'bio еат nekoliko VI'ota "cijevi". Za ove nove vrste "cijevi" 

тогао ваш uvesti i bitno nove pretpostavke u obliku dopunekih diferencija­

lnih n~jednakosti. 
I'ОSПlаtrао еаш јейпасinu ". 

/4/ 

gdje је ;f!{1:..,'X..) neprekidna funkcija i ispunjava odgovarajuce uslove о ,ie<1i­

nosti r jesenja zo. 1:. >,о-\:.о i \'Х. \ <. + оо . 

Neka је neprekidna funkcija. -:х:. = -elt.) kriva в·tасiоnаIЋi1'l tacaka јей­

na~ine /4/, tj. neka је ,f(t,'e.tt.))=O , koja је granica dviju oblo.sti u 

kојiша illtegralne krive jedna.cine /4/ iшаји suprotne koeficijente sП\јега. 

Za granice "cijevi" metode retrakcije uzimao ваш krive 

/5/ 

оаnоеnо 

/6/ 

W",,(-t:) == 'f(-t) -о[" 
I 

аЈа ("t) = i?lt) +,d.~ 

~ (-t.) == --е t t ) .,- Ео\ t 1:.) , 

Ц}-1 (-l) == 'e<'-t) + €'1.l\:.) 

d . ,./ . .Ј • t' . Ь . . о. (! (.) ~ С' .. (t.) neprekidne, moncitono g Је ви и,,4 ~ Vl.1. poz~ ~vn~ rOJev~, с.,,''- с;. ... 



орайајисе funkcije i 

koje ват odredjivao tako йа еи izpunjeni odgovaraju6i uslovi koji garantu­

ји da integra1ne krive koje pro1aze kroz ta~ke tih krivih iz1aze, ОЙпоопо 

u1aze и odgbvarajucu "cijev". То ви us10vi koje ват uzimao u obliku dife­

r encija1nih nejednakosti tap1iginovog tipa. U elи~ajи "cijevi" izlaznih 

integra1nih krivih to ви UB10vi 

/7/ 
*C-t,,,,",,t*.)) < cJ-;(-'f;.) , 

,f(t, Cд"2.t-t:)) > Cd-itt) 

а Ц B1и~ajи "cijevi" u1aznih integra1nih krivih treba da Је 

t ( t, ~ -\ (t)) > W 1 (1-) , 

/8/ f (t., Ц)-:а. СО(;) <. cvi ( ј:) 'Z.ct t, ~t. 

Tako ваrn dobio "cijevi" oblika 

/9/ 
i 

/10/ 

"Cijev" /9/ ima konstantJ1u sirinu ol,,+ol.1.' а "cij~v" /10/ ima i3ir'intI 

€,\{t) + €'':I.(-i:) koja tezi nuli kad t -+ +00 • /U гайи ваш granice "cijevi" 
, 

iz1aznih integra1nill krivih obi1jezavao i Ba 'V1(:t:) i 11-~(t.) , а granico "ei-

jevi" u1aznih integra1nih krivihi sa -Ч"Н.) i u.",(-\:) ./ 

u гайи ваш, takodje, dokazao йа ako је kriva stacionarnih tacaka 't't-\:) 

monotona kriva йа ве za jednu granicu "cijevi" metode retrakcije rno~e uze­

t i ваша kri уа -е ( -t) . 
Тато gdje nije 1ako, i1i gdje nije moguce odrea.i ti krivu Btaoionarni11 

I . . 

tacaka -:x:.=,€,H:.) i8ao ват па odrecljivanje pomo6nih neprel(idnill krivih 

-::с ::: ~ (t) i :с. = '1'.", (~) takvih йа је 

~ (~) ~ 'еН.) ~ ~ (t) oz.q, t ~ to 
Ј 

te д.а Је 

/11/ 

/ OL је pozi ti уап konacan Ьгој/ i1i, pored toga, i 

/12/ 



G 

vodeci racuna о tome da је razlika izшеdји krivih ~ tt) i "к tt.) sto је 

moguce manja. 

U ovom е1исаји za granice аа cijevi" uzimao ват krive 

/1')/ 

odnoeno 

/14/ 

С(}.-\ (-\:.) = ~ ( t,) - оС, 1 

(ЈЈ?,. {"\:.) = "1{ t t.) + cl.2. 

fд",,(t.) =- 'f:. (t.) - €"t-t.) I 

412. (-t.) -= '1;. t t) + Е.'2. t t.) 

te formirao respektivno "cijevi" oblika 

/15/ 

i 

/16/ t ~ -1:.0 Ј ~ (-t) - ё." t -t: ) <. ~ <. '1"2.. t -t) + €2.. t '\:.) . 

Ovdje ве prakticno dobijaju cetiri vrste "cijevi", jer funkcije ~ (t.) 

i 'f1. C-t) ispunjavaju us10v /11/, odnosno us10ve /11/ i /12/ •• tCijev " оЬ-

1ika /161, kada funkcije ~ t-l:) i '1-'2. (-I:.) ispunjavaju us10ve /11/ i /12/, 
је "cijev" cija i3irina tezi nu1i kad -t~+oo, dok osta1e "cijevilt пе;nаји 

to evojstvo. 

Fоrшirапје odgovarajuce .. cijevi It СА,)-: 

/17/ 

donoei i zak1jucak da jednacina /4/ ima bar jedno i1i jednu k1asu rjesenjaK~Q 

ispunjavaju us10v 

/18/ 

za вуе -t:.~to, sto zaviei od toga da 1i је "cijev" /17/ "cijev" iz1aznih 

i1i u1aznih integra1nih krivih. 

U в1исаји "cijevi" u1aznip. integra1nih krivih ue10v /18/ се da, za 

dovoljno veliko t ::::.t,'" >t.o, iapunjavaju ауа rjesenjajednacine /4/ neke 

oblasti а?"'" po1uravni "'=-O~ (.t. ~to) , ako ви, pored us10va /е/, и О. 

ispunjeni i ua10vi 

/19/ 
f t t I "х.) "> ц)-",' t +..) + М'\" "Z.Gt 

:f ( t I ~) <. cJ-~' (-t:.) - ffl1. '2. ~~ 

-:с. < С()-'" ( +..) , 

"х. > сд'2. <. "\:.. ) 

gdje ви JV\1." i 1»11. pozi ti vni fiksirani brojevi .. 

Ј 

Formiranje navedenih ,а cijevi" u prakBi nije uvijek moguce, pogotovo 



"cijevi" aija iirina teli nu1i. Мо, ve1iki је Ьгој i povo1jnih в1иаајеуа, 

ito ве vidi i iz Baтog rada. која се "cijev" doci и obzir zavisi od ваше 

ј ednE;taine. 

Оуе nоуе krivolinijske "cijevi", koje ве efektivno fогmi:гаји, ошо{!.u-

сауаји dobijanje bitno novih i jacih rezu1tata. Cinjenica da granice "ci­

jevi" nе тогаји biti monotone niti ogranicene krive, te da iirina "cijevi" 

moze da tezi i nu1i, ukazuju па znaaajan doprinos kva1itativnoj analizi 

diferencijalnih jednaaina. Tako аат и оуот гади prosirio problematiku ва 

rjeienja ogranicenih i1i tezecih kOnBtanti za beskonacn6 velike vrijednosti 

nezavisno promjen1jive па вуа druga гјеэеnја, роееЬnо гјеэеnја koja teze 

beskonaanosti. 

~ to ее tiae po:nocnill funkcija ~,\H::) i €1.. l-t) treba primjeti ti da :for­

miranje odgoval'ajucih krivolinijskih "cijevi" vazi i .kada ае pretpostavke 

о monotonosti i tezenju nuli tih :funkcija izostave. Но, uzimanje i tih 

pretpostavki oJIlogucuje :fогшiгаnје "cijevi" cija је sirina pozitivna fun­

kcija koja tezi nu1i kad t. -++00, sto obezbjedjuje i јасе rezu1 tate и ро­

gledu kOJlstatacije о роnазаnји гјеэеnја jednacine. Ovakve "cijevi" pr'uza­

ји mogucnost i za 1akse odredjivanje pribliznog I'јеэеnја, jednacine koje 

pripada "cijevi". Takodje, ијеЈnо ае ima i odgovarajuca осјеnа odstojanja 

bi10 koja dva rjeienja jtacna. i1i pribliznaj koja pripadaju "cijevi". То 

oJstupanje nije уесе od sirine .. cijevi", te i оnо tezi nu1i kad -t:. ... +00. 

Dalje, ргiшјеtiо sаш Ја ае "cijevi" metode retrakcije, cije sirine 

teze nи1! kad t1ezavisno prornjen1jiva tezi +00 , rnogu neposredno iskoristi­

ti i za ргоисауаnје staЪi1nosti гјеЭеnја. Konstatovao ваш да ае preko "ci­

jevi" iz1aznih integralnih krivih obezbjedjuje nestabi1no гјезеnје u srнi­

slu Ljapunova, te da "cijevi" ulaznih integra1nih krivih obezbjedjuju 

stabilna гje~enja и odgovarajucem вшis1и. 

Koristeci "cij evi" Ulаzniћin·tее:rа1ni}1 kri vih, cije. sir·ine. tezi nuli, 

kao i odgovarajuce dobijene rezu1tate о posmatranim jedna~inama, dao еаrn 

/и glavi I1 § Ј/ sljedece <iefinicije о s'tabilnosti rjesenja: 

1. Aoimptotska stabilnost јеаnе k1ase rjesenjaj 

2. ABimptotska stabi1nost u cije10Dl једnе k1ase rjesenja; 

Ј. Oblast asimptotske stabilnosti jedne k1ase гјеэеnја; 

4. Ravnornjerna asimptotska stabi1nost jedne k1ase гјеэеnја и odnosu 

па pocetnu vrijednost ~o; 

5. Asimptotska ste.bi1nost pribliznog гјеэеnја; 

б. Asimptotske. stabilnost rjesenja/tacnog i1i pribliznog/ рг! sta1-

nim poremecajima. 

( 
\ 
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Svaka od ovih de~inicija daje izvjesnu novinu u odnosu па poznate de­

finicije о stabi1nosti. U torn smis1u de:finiciju 6 bih poseuno iotakao. 

ргета оуој de~iniciji ~unkcija рогетесаја пе mora da bude ogranicena, ~to 

је u роzпаtiш dеfiпiсiјаша osnovIli ие10у. U definiciji 6 ogranicenjo za 

funkciju рогетесаја iskazano је preko kriviil stacionarnih tacaka оеПОУЈ1е 

jednacine i пјепе prve aproksimacije. Ovdje ее zahtjeva da је moduo raz-

1ike tih krivih stacionarnih tacaka manji od pozitivne i monotone funkcijo 

koja tezi nu1i. ЕуО te definicije. 

Neka ви date jednacine 

/20/ 

i 

/21/ ... (. ) 
I 

gdje эи Ftt,'X) i f (1:..,-:с.) dеfiпisю\'.' :l neprekidne funkcije i ispunjavaju 

potrebne ие10уе о jedinosti гјеiЗепјо. u dije1u ravni tO':( za t ~-\:.O' 

Neka је 'х:. '€(t.) tacno i1i priblizno гјевепје јеdпасiпе /21/. Kaza­

с ето da је гјеэепје 'е <'t.) asimptotski stabi1no pri sta1nim рогешеСајim8. 

ako postoji neprekidna i monotono opadaju6a funkcija r( -t:..) t -\:. '>,. ~o) kojo. 

tez i nu1i kad -t:.~+oo , te a.ko postoji Ъгој d" (, 'f" ,to) >0 i neprekidna i 1fi0-

notono opadaju6a funkcija с!'{"'с,) koja tezi nu1i kad t .... + Qo, tako da za 

proizvo1jno гјеiЗепје 'X('t) jednacine /20/ cije pocetne vrijednosti zado­

уо1јауаји nejednakost 

1 -:с <. -t о) - -е t "\:.0) \ <. Ј' 

vazi nejednakost 

za вуе t ~ -\:.0 , kada Је 

/22/ 

gdje ви /.1<\ (1:.) i /.){.t;) od60varajuce kri уе stacionarnill tacaka respekti упо 

ј ednacina /20/ ~ /21/, tj. F", <. -t. , ))"t-\:.,) = о, 1= t 1:., I)tt)} =0 .. 

us10v /22/ dopusta i mogucnost. da funkcija рогете6аја ~(-t.,~) bude 

). neogranicena, s·to potvrdjuju i navedeni primjeri. Na ргiшјег, роsшаtга­

ju6i jednacine 

/23/ 

/24/ 

d~ = - t -;)с. + t4Й1.t + ':)(.е.." i 
dt 

olx. ::: - t ~ -+ -1: Ih/Yt t 
.ol.t I 



poka~ao эаrn da је k1asa гјеэеnја ~l*) /tacnih i1i priblizniЦf jednacine 

/24/ koja ispunjava иэ1оу 

/'xi'Ylt. - V ~ < '€ (:t) < ~ 1::. + lг 'l.ct sve t ~ е" 

asimptotski stabilna pri. sta1nim poreтecajima -::C~t u srnis1u definicije 

6, еа funkcijom у' (-t::) =./i: ' i to asimptotski stabi1na u cije1om. ()vdje 

za. ие1оу /22/ imamo 

I /.1" ( t) - /.) t -t:) \ < ~ ~ t -:- cf (i:. ) t ~ е" . 

Koristeci nоуе "cijevi" pl~oucavao эат jednacine oblika /1/ i u glavi 

II /§1 i 2/ i dobio bi tno nоуе i јасе rezu1 tate od onih ranijih /glav[l. 1 

§2/. ustvari, dobio sаш i rezultate koji obezbjedjuju egzistenciju Ьаг 

jednog, odnosno, jedne k1ase гјезеnја jednacine /1/ koja, za sve -i:. ~ i:: o , 

pripadaju odgovarajucoj krivolinijskoj "cijevi", cija sirina te~i nuli kQd 

t~ +со /cije granicne krive nе 1Il01'аји bi ti monotone, ni ti oe;ranicene/, 

ka.o i rezul ta te da takvoj "cijevi" pripadaju , za dovoljno ve1iko t >.. t* > t o 

вуа гјеэеnја jednacine /1/ odgovarajuce oblasti. Na primjer, za jednaciIlu 

~. gdje ви :f!.(t.."X.) i 'f H .• ~) definisane i neprekidne funkcije i ispun.iavaj u 

potrebne иэ1оУе za jedinost гјезеnја jednacine za "\:. ~ 1. i \~ \ <. + оо I 

pokazao еат da ima Ьаг jedrlOpozitivno гјеэеnје ~(-t::.) koje ispunjava. иэ1оу 

/25/ 

za eve 1:. >,..lt , te i ие1оу 

i jednu k1asu negativnih гјезеnја koja ispunjava uslov 

/26/ 

za еуе i.~ 4 , а sva rjesenja oblasti 

/27/ , -\:.~4 

za dovoljno veliko -\:~ t'"' "> 4 , ispunjavaju uslov /26/, kao ~ uelov 

1 



Rjes~nje koje ispunjava uslov /25/ је nestabilno u smislu Ljapunova, а 

k1asa rjesenja koja ispunja.va иа1оу /26/, za ave t ~ ~ , је asimptotski 

stabi1na u sшis1u definicije 1, dok је oblast /27/ oblast аsiПlрtоtskе sta­

bilnosti te k1цsе rjesenja. 

Tako эат glavu II ovoga ra.ca posvetio uvodjeIlju novih krivo1inijskih 

"cijevi" izlaznih i u1aznih integralnill kri vih /§1 i § 2/, iste, kao i I'а­

nije pozna te, iskoristio па proucavanje jednacina oblika /1/, kao i :jecl­

nacina /2/i /3/, а zatim u §'3 dobijene rezu1 tate iskoristio za !)roblem 

stabi1nosti rjesenja i dao pomenute definicije о stabi1nosti rjeseIlja i 

па kraju dobijene r'ezul tate о ponasanju rjesenja posmatranih jednaciria 

sagledao i аа stanovista stabilnosti гјеЭеnја. 

polazeci od jednacina oblika 

ol:x. 
dt 

А i & ви dvije реглшtасiје prirodnih brojeva bez zajednickih elemenata, 

takvi da је 

gdje ви сС .. i cC~ prirodni brojevi, koje је proucavao М. Bertolino /vidjeti 

['3] , [4], [s) i [~J /, u glavi III pOBmatram jedna.cine oblika 

/28/ 

i 

/29/ 

gdje Ви d;,,,, i Ру.; . racionalni brojevi /pozi tivni i negativni/. 
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Као specijalne slucajeve jednacina /28/ i /29/ posmatrao ваш jedna­

cine oblika: 

/30/ 

/31/ 

IY\. 

~~ = +(t1-J] (~- ('~ (t.)) I 

с{.-:{. -= ;f (-с){ -:с. - 'С'" (-t:) )cl'1. (-:с - '€-a. lt. ))~~ I 

cit 

~ 

~~ = +(1:). П (-:х: -'f~ (t))cC~ ) 
..; =" 

ol 'х.. -= :f! ( 1: ). (-:х: - 'е '\ (-Ic. )) ~" 
d-t (--:х:. -'е'1..lt))оС~ 

е>{-х:.. _ #(-t). (:x:.-'f",t-\:))ce",. (~- '€1. t"<.))r{.~ 
ol. t - ( ':(.. - --е"!о l-t.. ) )" ~ , 

ol:x. 
ol:f:. 

'?» 

П ( Ј) \<:l,.; 
- ~(-t.I-:х:.)· -:x:.-I1.,.;(-t;x)), 

~ ='\ 

. 'Р....; 

gdje је r:C", = ~..:.' , а 'Р..;. i 2~ su odgovarajuci prirodni brojevi. TakOdje, u 

evojetvu primjera, poematrao ват i jednacinu Rikatija 

Uz efektivno odredjivanje krivo1inijskih "cijevi" iz1aznill i u1azl1ih 

integralnih kri vih dolazim йО zakljucaka о pripadanju bl3.r јейпое; ili ј ед­

пе klas& гje~enja odgovarajucim "cijevima", te i йо осјепао asimptotskoj 

stabilnosti rjesenja u smislu odgovarajuce definicije, kao ~ о oblasti 

afJimptotske stabi1nosti. оуаје је zanim1jivo to йа ее kvalitativna slika 

ekupa svih гјеАепја date jednacine pokazuje kao уг10 razno1ika u tom smi­

slu da ista jednacina ima гjeaenj~ vrlo razlicitih svojstava. Ta.kodje, 

zanimljivi sUJi uslovi koji obezbjedjuju te rezultate. 

Tako, na'primjer, za jednacinu /30/ pod odgovarajucim uBlovima /vi-

djeti teoreme l'i 2'~2/, za *1,.,,21( ('<:::11,2.." .. ) , dobio ват, рогеа osta.lifI; 

i aljedeci rezultat. 

Jednacina /30/ ima ро bar јейпо rjesenje koja, za ауе t~'\:.o , iapul1;'~ 



yajи~aloye 

/,)2/ (~:::" 1. .,. ~) I • ,~ 

i ро jed.nu k1asu гјееепја koje za ауе -t. ~to, ispunjavaju иа1оуе 

/')')/ 

а za dovo1jno ve1iko 1: -;:,. t* >1.0 иа1оуе /33/ ispunjavaju ауа r јееепја oblas-~i 

/34/ 

kao i oblasti 

/35/ 

пјееепја koja ispunjavaju иа1оуе /32/ аи nestabi1na и smis1u Ljapunova, 

а k1ase гјееепја koje ispunjavaju иа1оуе /33/ ви asimptotBki stabilne u 

sщis1u de:finicije 1, dok ви oblasti /34/ i /35/ oblasti asimptotske sta­

bilnosti odgovaraju6ill k1asa гjeeenj~. /Funkcije e~(t.) teze nu1i./ 

Takodje, radi i1ustracije vrste dobijenih rezultata пауео bih i ге-

zu1tat koji аат dobio za jednacinu 5 

. ~ \~ 

.Ј ./ ~ ~. (':( -...wn1:: + t +f:(t;~)J 
~ ::t9Yt. +t (-t,:t). ~ 
d. t '" . (-:х: + G - ~ +3 ( '\: , "Х)) 1. 

kao ргiПlјег jednacine /31/ /§5.2./, gdje аи :funkcije 1~ Н:.,'Х.) (~= "\,2.,~) 

definisane i neprekidne za t ~ L, i 'х > -5 i da и toj oblasti ispunjavajH 

potrebne иаl0уе о jedinosti гјееепја jednacine. Оуа jednacin~ ва znakom +, 
ima Ьаг jedno гјебепје 'Х(;:) koje, za вуе 1:. ~ Lt , ispunjava иаl0У 

/36/ /W'YL t - ~ - 7t <. 'х. (-t) <: /w"v\. \:.. + vt Ј 

а jednacina Ба znakom - , ima јеапи klasu гјезепја koja, za 6ve -\:. ~ Lt , 

ispunjava taj uslov, dok, za аОУОlјпо veliko 'i;~-t" >lt, usl0v/3б/ ispu-

пјауаји ауа гјеэепја oblasti 

/37/ -::с. ~ -1." t ~ Ч, 

Нјеоепје koje ispunjava us10v /36/ (jednacina эа znakom + I је nosta~ilno 

u sщislu Ljapunova, а k1asa rjesenja koja, za ауе -t">,. Lt , ispunjava џаl0У 

/36/ /jednacina аа zпаkоПl -/ је аsiшрtоtski stabi1na k1asa rjesenja u 

sщis1u de:finicije 1, а oblast /37/ је oblast asimptotske stabilnosti te 

k1aBe rjesenja. 

Rezu1tati proucavanja napred navedenih jednacina јаапо ukazuju па 

mogucnost ргоисауапја i drugih jednacina oblika /28/ i /29/ па slican nacin. 



zadnju glavu 1V ovoga rac.a posve"tio ват ргоисауапји bi tno novill i 

ja5ih rezu1tata Т. Pejovi6a vezanih za jednacine /2/ i /Ј/, а koje је аи­

tor iz1ozio u гаЈи (~o1 /stro. 9-19/, ва stanovista шеtоdе retI'akcije, 

koris~e6i ровеЬпо rezultate dobijene u glavi 11. Fretpostavke T~ Fejovi6a· 

iskazane u integralno:n obliku zaJ!1jenjivao ват Оdgоvагв.јиСiш јеdваkЩЈtimа 

i nejednakostima podesnim za priilljenu шеtоdе retrakcije. Т. l'ejovi6 је йО 

rezultata dolazio ug1avnom specificni;n rnОdifikасiјаща Iikarove metodo 

uzastpnih аргоksiЋ8.сiја. Ukazao ваш па odredjenu bliskost rezultata Т. 

rejovi6a Barezultatima koji ве mogu dobiti metodom retrakcije. fokh~RO 

ваш Ја ве neki rezultati Т. Pejovi6a mogu direktno interpretirati р~по6и 

metode retrakcije, dru~i Ја ае mogu svesti па пји uz odgovaraju6e modifi­

kacije uslova, оЈпоапо uz dopunske uslove, te Ја ima i nezavisnih rezul-

ta ta. Na mјеstiша sа'п cinio i Ы tno поуе pretpoBtavke о funkcijama koJe 

figuri~u u jednacinama radi prasirenja posmatranja, sto је doveLo i Ја 

bi tn:o novih rezul tata. 'l'akodje, ucinio ааftl i uopstenja dobijenih rozul ta­

ta poslllatraju6i, pored jednacina /2/ i /')/, i jednacine opste~ oblika 

/35/ ~~ = Q(i;) -:::ct"l + :(?(-t) (t"\"i::. ".'l..""') } 

/39/ ~~ = ен t) -:х: t"I ... f (t) + 't' t t .":)(.) ( v\ :::: '" I 1. 1 .. , ) 

Dobijene rezultate о ponasanju гјезепја proucio ват i ва stanovista sta­

bi1nosti гјеэепја, ровеЬпо и Brnis1u definicija datih и glavi 11, sto, ta­

kodje, predstavlja bitnu dopunu и ргоисауаnји jednacina /2/ i /3/' 
Ргоисауапје jednacina /2/ i /3/ cinio ваш kroz рга6епје odgovaraju­

cih rezultata Т. Fejovi6a. Uvdje си, ilustracije radi, ista6i вашо neke 

momente posmatranja. 

Proucavaju6i jednacinu /2/ Т. Pejovi6 Јаје rezultate о asimptotskoj 

ogranicenosti гјеэепја ~(~) te jednacine, а zatim i о njihovom te~enju 

konstanti f,., tj. 

Uz odgovaraju6e modifikacije uslova Т. Pejovi6a i dodaju6i поуе ив­

love iskazane и obliku difurencijalnill nejednakosti ~apliginovog tipa 

idem i dalje obezbj~djujuci egzistenciju гјеэепја jednacine /2/ koja, Ьаг 

jedno ili jedna klasa, ispunjavaju us10v 

I ~(-t)+~\ <€C-\:.) 
Q(-t.) , 

za вуе -1:. ~ t.o , kao i z'ezu1 ta te da za dovoljno veliko t ~ t .... > -to taj uslov 

ispunjavaju sva rjesenja jednacine /2/ ili, pak, uslov 



gdje ви М ~ ~ pozitivne konstante, а tt~) monotono opadajuca funkcija i 

.evи,. t:{-l) =0 • 
~"">+co 

Dalje, u slucaju pretpostuvke 

l.vm ен-\:.) = '(' 
t~+oo 

Т. pejovic uzima da Је 

ец:'=.) == '(' + -е(-\:::) Ј 

gdje је 

te umjesto jednacine /2/ posmatra jednacinu 

/40/ 

а uz пји i jednacinu 

/41/ 

i pretpostavljajuci da је Xo(t:.) ogr-aniceno rjesenje jednacine /41/, uz 

odgovarajuce dodatne us10ve, d01azi do tvrdjenja da Bva rjesenja JC(~) 

/odnosno, jedrio rjesenje/ jednacine /40/ ispunjavaju us10v 

DO tog rezu1tata J01azim i bez dodatnih pretpostavki, а zatim prosi­

rujem posmatranje uzimajuci da је 

gdje funkcija Q.,,(-\;.) пе mor'a da tezi r , niti :funkcija ~t-t:.) ,nu1i kad *.->+00, 

te u~jesto jednacina /40/ i /41/ posmatram jednacine 

/42/ 

/43/ 

i dolazim do rezu1tata da ро jedna k1asa rjesenja ~tt) i 1Co tt:.) /odnosno, 

ро bar jedno r јевепје/ jednacina- /421 i /43/ ispunjavaju uslov 

/44/ 

za Bve -t:,'>,.-to , kao i do rezu1tata da za dovoljno veliko t"> ... -t .... ">t.o taj ив-



lov ispunjava,ju вуа rjesenja jednacina /42/ ~ /43/, gdje је У"(-\:.) mono·to­

по орааајиса funkcija i 

sto ве tice jednacine /3/ treba primjetiti da еат, polazeci od ОВПО­

vnih pretpostavki о funkciji ~(t.~), koje је dao Т. Pejovic, uzeo da је 

,}(-t.'Х.)= ~tt.'Х).-::с 1 

te umjesto jednacine /3/ posmatrao jednacinu 

/45/ 

Dobijene rezu1 ta·te proucavanja jednacina /40/ ~ /41/ Т. Pejovic је 

koristio za proucavanje r,je5enja jednacine /3/ dovodeci ih u vezu ва o~­

ranicenim rje~enjem Xo(~) jednacine 

/46/ 

i to kao 

/47/ 

Ја эат, takodje, rezu1tate dobijene za jednacine /40/ i /41/, .оЙпо­

епо, /42/ i /43/, koristio za proucavanje jednacine /45/, dovodeci ПЈепа 

rjesenja 'ХН) u vezu эа rjesenjima JC.ot-\:) jed.nacine /46/, obezbjedjujuci 

egzistenciju ро bar jednog i1i ро јейпе klase rjesenja jednacina /45/ i 

/46/ koja ispunjavaju иэ10у /44/ za еуе 1:. ~i:.o, te i иэ1оу /47/, kao i 

slucajeve da za dovoljno ve1iko ~~~~>~o taj ив1оу ispunjavaju вуа гје­

эепја jednacina /45/ i /46/. /Rjesenja 'Х(-\.) i ":ICo(-t:.) пе тогаји biti o{;ra­

nicena, niti teziti nekoj konstanti./ 

Da1je ваш, dobijene rezu1tate za jednacinu /2/ uopstio i па jedna­

cinu /38/, kao i dobijene rezultate za jednacinu /3/ uopstio ват i па 

jednacinu /39/, uz odgovarajuce modifikacije i dopune uslova datih za 

jednacine /2/ i /3/. 

I ovdje эат proucio vise konkretnih primjera. Radi ilustracije vrsta 

dobijenih rezultata navodim rezultat posmatranja jednacine 

/48/ 
cl-x. _ (. 
'dt - \ 

Uz jednacinu /48/ posmatrao эат i jednacinu 

/49/ 

l "' .... " "1.. ••• ) '1 • 



~ dosao йО sljedecih zak1jucaka: 

а/ Za П=- ~I<.+" ("<.:'0,'\, ... ) jednacine /4(/ i /49/ iтnaju ро jednu 

к1аеи pozitivni!! rjesenja koje, za вуе -\:.~Ч, pI'ipadaju "cijevi" 

/50/ 

а za dovo1jno ve1iko t ~ -\: .. > ч toj "cijevi" pripadaju вуа rjesenja jedna­

cina /48/ i /49/ј 

Ь/ Za t"\:. 2.1< ("': ",<2, ... ) , jednacine /48/ i /49/ imaju ро jednu 

k1asu pozitivnH.I. rjesenja koje, za вуе -t: ~ ч , pripadaju "cijevi" /50/, а· 

za йоуо1јnо ve1iko -\; >.-~.oc >t., toj "cijevi" pripadaju вуа rjesenja jednacina 

/46/ i /49/ oblasti 

/51/ 

као i ро bar ·jodno nega:tivHo rjesenje koja, za вуе t ~ Lt , pripaclaju "cijevi" 

/52/ 

с/ Rjesenja "х t-t) i "'Х.о Н:.) respekti уnо jednacina /4 С/ i /49/ ko;ja 

, pripadaju "cijevi" /50/, odriOSnO "cijevi" /52/ iu;punjavaju i иэ10у /44/, 

za вуе '\:. ~ ч, te i ив10У /47/, dok za dovo1jno ve1iko t ~ ё"> lt uslov 

/44/, u вlисаји а/, ispunjo.vaju sva I'јеiЗеnја jednacina /4Е/ i /49/, а u 

еlисаји Ь/ вуа rjeserlja oblas·t.i /51/ ispunjavaju :Usl0V /44/. Пјеsеnја -:x:tt) 

i "хо \-\::.) koja pripadaju "cijevi" /52/ ви nestabi1na u smislu 1.japUnOVD, 

dok је k1asa rjesenja '"ЈС {-\::) jednacine /4Ь/ koja pI'ipada "cijevi" /50/, 

za вуе -\:">,. Ч , asimptotski st1:.l.bi1na u smis1u definicije 1, а k1asa r,jei3ollja. 

'Л.оl.-t) jednacine /49/ kojo. pripada "cijevi" /50/, za бvе t~Lt, је та.уnо-· 

ПlЈегnо asimptotski stabilna u ойnози па pocetnu vI'ijednost u SП1is1u de:fi­

nicije 4 i ta k1asa rjesenja је аsiшрtоtSki slia.bi1na pri stа1niш. РОl'е 1пе-

cajirna л-V'Y\.-t . ~ ""1 usюis1u definicije б _ to је ona. k1asa r jO~Jen~ja 
-1 -+ --('t't,?c:') 

'Xo(t.) koja ви odredjena pocetnim vrijednostima "':I(.ot.lc:..) koje pripadaju 

"cijevi" /50/. Oblast /51/ је oblast asimptotske stabi1nosti рощепutiћ 

k1a.sa гјезеnја 'Х.(-\:) i :ЈСо t-t) , 

Dak1e, u radu ваш ргоисауао vise tipova jednaciria, po1azeci ой јей­

nacina koje ·su proucava1i Т. Pejovi6 i М. Berto1ino, uvodeci i izvjesne 

uорiЗtеniје oblike, te pokazujuci da ее jlletoda retrakcije moze uspjeuno 

ргiшјеnјivаti i па sire k1ase jednacina. Dao ваш citav niz novih us10vo. . 



о fuпkсiјнда koje figurisu tl jeiJ.lla.cinama izrazenim u obliku jednakosti, 

nejednakosti i diferencijalnih nejednakosti Capliginovog tipa, gdje neki 

imaju i vrlo specifi6ne oblike. Tako sаш dobio i veliki Ьгој bitno novih 

i razli6itih rezultata koji јавпо ilustruju 6irinu mogu6nosti primjene 

metode retrakcije. 

Kacl је 1-ije6 о specificnim uslovima, treba iBta6i опе pretpootavke 

о fuпkсiјаша koje figurisu па desnim stranama jednacina u obliku ocIgova­

rajucih nejednakosti, gdje ве funkcije iz jedllacirl& uokviravaju konstanta­

та ili funkcijama. clovoljne opiJtosti, prakticno znaci йа ве ртоисауаоје 

zadane jednacine I3vodi па ргоцсаvалје kощрагаtivпih jednacina prootijill 

ва gledista kvali ta ti упе ао",l i 7,8. ТiШ8 ват ров tizao uokviravanj е r јеаеП,lа 

.роsшаtгапе jednacine rjesenji.'Тlo, шајогапtпе "Р;О1'пје" i miпогапtпе "ООl1је" 

ј edn~cine u Bmislu ё: apligin.ove teorerne. No, pored pomenutil1. uslova, иуо­

dio ваш i поуе йорипаЈсе uslove izrazene u obliku diferencijalnicl пеједпа­

kosti, koje ви ве, ustvari, Осlrюsilе па kornpara ti упе jedna6ine i jer]llaci­

па cija ви гјабепја иргауо p,'l'anice odgovarajuce "cijevi", sto Је /ргсm~ 

capligirlOvoj teoremi/ i obezbje:'ijivalo izlazenje i1i ulazenje iпtос;r'аl"-' 

kошрагаti vnih je(lna6ina u od[iOVaraju6u "cijev", te i polazne јеЙпаСЈ. ое. 

UBtvari, ta ideja је i опщguсilа :formira.nje novill kri volinijskih "cij~vj" •. 

роэеЪа.п doprinos rada је, ирго,уо, :rогщiгапје novill vrsta kr'ivolinij­

skih "cijevi", koje ве efoktivno odredjuju dеfiпiва.niш i пергеkidпirп kгi­

уаша za вуе ~~~o , а koje по тогаји biti monoto~e, niti ogranicene, ~to 

ј е i ОПlOgшНlо ispi ti уапје ogzistencije oe;ranicenill r јеiЗепја, r језепја 

koja teze konstanti, гјеiЗепја koja te~e beskona~nosti~ kao i гje~onja ko­

ја ostaju u оgгапiсепiш rlijelovima ravn:i. za вуе -t: ~-t:o • Domen р:гir:tјепе 

ovih krivolinijBkih "cijevi" је kocl pгoи~ayanja rjesenja эа eta~ovista. 

в ~abi1nosti, gdje еат йао i рошепutе definicije о stabi1nosti klase 1'је­

ienja, pribliinog гje~enja i Btabilnosti rjesenja pri sta1nirn poremecaji­

та, gdje funkcija poreme6aja пе тОга da Ьийе ograni~ena. 

znacajno је ista6i da za пауедеп]' nacin uzi~anja granica~~t~) 1 

Ц)-~(t) "cijevi" metode retrakcije, Ы10 preko kri уе stacionarnih tacaka 

't' (О{:) /prmna /5/ i /6// ili preko pOll1ocnih kri vih ~ t i:.) i 'Y'L (t) /рГfнна 

/13/ i /14//, te uz ispunjenje od{;ovaraju6ih diferencija.lnih nejec1nal~Of\ ti 

oblikll /7/ ili /f..:j, moze ве reci da је ostvaren јеЈап efektivan J/leto·1 Z8. 

fОl'щiгаrlје ode;ovaraju6ih kl'ivolinijskih "cijevi" шеtоdе retrakcije, ·te i 

metod za kva1i tati упо ргоисауапје diferencijalnill jednacina oclgova.r·3.,ju6ih 

oblika, kako ро pitanju ee;zistencije oclgovarajucih rjesenja, takoi za 

utvrdjivanje egziBtencije stabi.lnih гјеiЗепја u sщiS1UdоЫјепil1 definicija 

о stabllnosti rjesenja, te i za egzistenciju nestabi1nih rjesenja u smis1u 



Ljapunova. О еfikа::шоsti пауеаеп.о шо1;оdе govore щпоgоЬгојпi rezu1 tati rada.~ 

U radu јо dat i ve1iki broj konkretnih primjera.preko kojih ае vidi 

~ prakticni znacaj dobijeni11 rezu1tata, kao i to da teol'ijski rezu1tati 

по prodstav1jaju vje~tacku tvorevinu. 

II NKKI OSNOVNI РОЈ?ЮVI 1 R2:ZПLrГАТI 

u оуот dije1u иуойа iz1o~i6omo ukratko neke оапоупе ројтоуе i rezu1-

ta te,' koji ви znacajni Z3. оу/) ј гаЙ: neke cliferencija1ne nejednakosti, пе­

ke definicije stabi1nosti гје~iепја, neke оапоупе rezu1 tate teorije геtГ8.­

kta i ne~to deta1jnije metodu retrakcije Т. Vaievskog. 

§ 1. NiDKE Dli'''~RENСI.ЈАЫШ NБЈЕDNАКСSТI 1 ССЈВПЕ H.JE[:ENtTA 

u оvош paragrafu, prije isticanja diferencija1nih пејеdпаkоsti i ос­

јепа rje~enja, navest сето definiciju rje3enja i pribliinog rjeienja dife­

rencija1ne jednacine, definiciju Lip~icovog ие10уа, kao i teoreme о pooto­

јапји i jedinosti rjesenja i zavisnosti rjesenja оа pocetnih ие10уа. Ovi 

osnovni ројшоvi, definicije i tvrdjenja potrebna ви паrn kako u оуот para-
" grafu tako i йа1је u ОVОш radu. 

/1/ 

posmatrajmo diferencija1nu jednacinu 

"-'Х.. = f (-'\:, ?С.) ) 
di 

gdje је f (t ,,,,-) definisana i neprekidna funkcija и nekoj otvorenoj oblasti 

D(t.,-x.) ravni ~О ЈС.. 

prije svega navedimo definiciju rJesenja di.ferencijalne jedIlacine, а 

zatim i definiciju Lipsicovog иэ10уа. 

Definicija 1. Za funkciju "X=,€tt) kazace;no da је rJesenje, in·cegro.l 

ili integI'a1na kri уа jedIlD.cine /1/ па interva.1u Ј = l i." ,-t~) ako је па tom 

interva1u uefinisana i neprekidna, kao i пјеn prvi izvod, te da је za еуfl.­

ko t Е. Ј : 
а/ (t., -е { -t:. )) Е D , 

Ь/ 'el(t) == rtt,~(-I:)) . 

Definicija 2. Kazacerno da funkcija .:f(t, 'Х.) u oblasti 1) lt,x) zadovo1java 



с' 

Lipsicov uslov ро ".)(.. ako vazi 

/2/ 

dJ's ви tt,':IC,,) i tt,":X"..:a.) proizvoljno ·~a.cke oЪ1asti D , а L pozitivna. kon­g 

stanta, tzv. Lipsicova konstanta. 

Ako funkcija 1<1:..,-::(.) zaclovoljava uslov /2/ kaze ве йа опа ispunjavo. 

Lipiicov uslov аа konstantom L. 

Nekada ве Lipiicov uslov uzima i u specijalnom obliku: 

gdje ЈВ ~(~) definisana neprekidna. i ogranicena funkcijau oblaBti D . 
. о t Vk k о d о v о о Э f. l ) '" ГЈЈ.Је еа о ро .azat1. а о{~rаП1.СОПЈе J.zvo(}a Э х. za svako t,':JC. €:.V'" 

вйје је D~ zatvorena konvekuna oblo.Dt, obezbjedjuje ispunjenje Lip~icovo~ 

uslova ва konatantoIn L=)}Ц.1'\~t:.\ -z.ct (-t,:х:.)€:.Dо\о 

Havedimo аайа }'eo.novu tеОI'ешu postojo.nja гјебепја uzetu iz dje1a\:UI] 

Е. Kalfikea /Btr. 20/. 

Te.ore.ma 1. Ako је funkcija !(t, 'Х:.) neprekiclna u nekoj otvol'enoj оЬ­

lasti D(t,'X.) , ta.da kгоz svaku tacku (~, "2) te oblasti 1). pro1azibar jed­

"па integralna kriva jednacine /1/ i svaka od njihmoie biti produzena пп 

оЬе strane вуе йо ~ranica та koje zatvorene oblasti koja је sadriana u ~ 

1. koja sadrz;? tacku ('5,'2). 
NO, sto ве tice jedinosti гјеSопја., dalje B~ kaie: 

Kroz svaku tacku (], ,) oJJlasti D pl~olazi вато јейпа integralna kri­

уа ako funkcij(i, .f( t.,?c') u oblasti ј) iша neprekidne parcijalne izvoue pr­

vog reda ili zadovoljava иэ10у Lipsica ро ~ : 

Sljede6e dvije teoreme о neprokidnoj zavisnosti rjesenja Ой po~etnih 

vrijouIlosti /teoreme 20. i 2Ь/ uzoto su iz djela lQ,~ 1 В. Hn.sajskof',' /str. 5 

i 54/. 

Теогоща 2а. Neka funkcija ~(t.,x.) и otvorenoj oblasti l){t,'X) iSPH­

пјау!:1. uslov IJipsica i neka је -:х: ="Х. (t,'Xo ) опо гјеiЗеnје diferel1ci.:ialne .јо(l­

nacine /1/ koje zadovoljuva poce-t.ni' uslov: 'х (to) = 'Х.о , (to ,х'о)Е1>, tarla .Је 

rjesenje ~ = ':t (t,'Xo) пергеkidпо u odrlOsu па pocetnu vrijednost 'Х. о . 

Teorema 2Ь. Ako је funkcija ~(t,ж) neprekidna i zadovoljava uslov 

Lipsica и nekoj oblasti 1)(-С,Х) i u pravoue;aoniku: 

egzistira rjesenje 'х. (ое, ")(.0) diferencijalne jed.nacine /1/ koje zadovoljava 

-



20 

pocetni uslov 'X.tt.o):"JC.o' tada Је to rjesenje '"'X.\t, 'р, 

tOVI'('. "о и odnosu па t i "Х.. •• 

" \\ ~B-

коа priblizne integraeije diferencijalnil! je,dnacina od posebnog Је 

znacaja ројат priblitnog rjo~enja. Definiciju koju navodimo uzeta је iz 

djela [Q,21 В. Rasajskog /str. 27/. 

Definicija ). Za funkciju -:Х::::: '€' t-\:.) definisanu па inj;ervaL.u "Ј = L-\:.., I t~] 

kazacemo йа је priblizno гјезопје diferencijalne jednacine /1/ аа greskom 

е ako аи ispunjeni eljedeci ~slovi: 

0./ ( t. I '(> ~ '\:. )) €. D za + .. "Ј " 

Ь/ funkcija 't'lt) ~.L пјОI1 pryi izvod, de:finisana је ~ nepreki<Jna. 

па intorvalu Ј , i1i итј· > lш10vа 0/ sljedeci uslov: 

Ь'/ funkcija ~(t) _ 1efinisana i neprekidna па intervalu ~ i ima 

dio ро dio пергеkiclап izvv> "ji шоz е йа bude пе defil1isan вато и konrtcno:n 

ьгојu tacaka t" (~="",'l,-'-'\'); 

za -t Ео Ј /i i.::/= -Е' kada vaz i us10v Ь' / / • 

Зlјейе6е cetiri teoreme I~Borome 3-6/, koje йајu odgovaraju6e оејепе 

гјеэепја~ kao i pribliinih гje~enja zadane difereneijalne jedna~ine, kao ~ 

komparativne jednacine, uzete зи iz dje1a (-'141 1!:. Кашkеа /str.' 28-)0/. 

Кайа эе u diferencijalnoj jednacini /1/ funkeija :Џt. ;х.) za;njelli [ип­

kcijom 1.,(t.1~) tako da ве поуа diferencijalna jednacina 

/3/ ol:x. = -р t-t,'Х) 
OL t. -r", 

lakse ispituje nego jednacina /1/, tada treba prouciti vezu izmedju гje~e­

пја tih dviju jednacina koja pro1aze kroz istu zadanu tacku. О o~~os~ ~ie­

эепја tih jednacina govori sljede6a teorema. 

Teorema 3. Neka эи funkeije ~(t,'X.) i f",tt,-:JC.) neprekidne и оЫапti 

1)( -С,-:х::.) ravni -\:. О-:х:., а funkcija ~ (t,':JC.) и toj oblasti zadovoljava i us10v 

Lip~ica ва konstantom L, da1je, neka је 

L 

u oblasti D i 'х. ': "e(t), -:x:.::"f,,(t) respektivno r'Jesenjajednacina /1/ i 
/3/, koja prolaze kroz tacku (-Lo, 'Х о) Е D • Tada za inte~ra1nu kri vu 'х = 'f? t-t) 

vazi sljedeca procjena: 
L \ t -i:.o\ ) 

\ --е (~) - 'е., ( -t) \ ~ f l е. - 1 .' 

Tako se'dobija rnogucnost pribliznog гje~ayanja komplikovanih jednaci­

па putem za;njene istih odgovaraju6im kотnрагаtivпiш jednacinama koje ве 

jednostavnije rjesavaju. 

. :':. 
------,---,- ---~----,-----,---------'-'.;..;..--------



NаvеdiпlО эада 'tеогеши koja. д.аје осјеntl pribliznill гје;Эепја. jed.ne i5te 

diferencija1ne jedna~ine. 

Теогеша 4. Neka је funkcijr1• :f-C\::,-::c) и oblas'~i D~-t.,-x) ograni~ena, -I;j. 

11 t t.":X:) \ ~ м i zайоvо1јаvа 1.ls1ov l,ip~~ica ва kопstапtош L • Za tim, Тleka. ви 

-:х:.~'fлt-l:.) i 'х. =i?'2.,(i:) za t. Е (ct,-e,.) clvije ncprekidne i diferencijabi1ne kri­

уе koje 1eze и oblasti]) , пЈ.,јосlп·t.vеIlО pro1a:ze kroz tacke (-\:'".-:.=,,) , (-\:.'1. '':Х:'1.) 

i priblizno zadovoljavajи jedТlacinu /1/ ва greskaтna €:" i Е.'2, s1jedstveno и 

amis11.1 definicije .з. Tada па сiјеlоП1 interva1и (ct I -{.) vaz i: 

zanimljive 51.1 i 51ј· dvije осјепе гјебепја koje dajи teoreme 5 i 6. 

Теогета 5. Neka је i', ',1,]0. :t lt,-:x.) ,iedna~ine /1/ neprekidnfJ. и oblasi;i 

lH-t.,?С.) i (t.o,'Xo) neka tac;.,, џ D • Ncku. эи, da1je, --e,,~"c.) i --e'1.~-t.) пергоkiдпе 

fиnkcij е koje и Bva.koj tac}:-;, illtervala t. o ~ t. <. С\. imaj1.1 desni i 1ij evi i ь­

уод !)+'f", i D_-e..: (":"''\,2.) re .... poktivno. Heka oblast koja је ogranicena kriva­

та X,='f,,(-\:,) i 'X='f'1.(-\::) pripacia oblasti 1> • Ako је pri tоше 

tada integralna kriva 'х ='ett) ,]еcIпасiпс /1/ koja. prolazi kroz tackи (t..,":)(.) 

,postoji и сiје10Ш iпtегvа11.1 t.:!O, t <. q ). па tош interval1.1 Је 

:.- Funkcije '(',,(t) i i\.(-\:.) nazi уаји эе с1.ј oustv0f10 йонј от ). gornj от f1.1nkci ј от. 

Ako је '{'",('\:.о) = 'е'2, (-\: " ) :: :СО, tа(ј:.э. 61.1 вогпја rnodja svill "e",(-t) i c10nja 

~. щеdја avih 'e'2,(i:,) rjesonja jednacino /1/ эа pocetl1im us1ovom 'х (-\:"0) = ::..:. _ 

Теогета б. Ako је fипkсiја JCt-\:.) да il1tervalu ct ~ t <.t. neprekid.na i 

difersncijabilna s desna i ako је za kоrшtапtе М'> о I f..l~O ispunjena nejedna­

koat 

I'X~ (t.)\ ~ M-\-:x:t-\:.)\ + I-.J 

/~~(t) oznacava desni izvod fиnkcije -:J(.<-t\ u tacki t /,tada za svaka ауа 
""Ъгоја -l i t" ~ koja pripadaj1.1 datom intervalи, vazi nejednakost: 
~.~' ~ 

~~: , 
~; 

~ 



u opstem slucaju vazi sljedece tvrdjenje. 

Ako је funkcija 'X(i:) па intervalu ct:S: "=. <. t. neprekidna i diferencija­

bilna s desna i 0.1<:0 је za dvije neprekidne па tom intervalu funkcije fl~)~o 

<3- (:t:) ~ О ispunjena пејеdпаkоst 

\'X.~(-t:)\ ~ ~(-t:\. \ 'X.l~)\ + ~l"=.) , 

I 

tada za svaka dva Ьгоја t i t~ koja pripadaju zadanom intervalu vazi nejed- ' 

nakost 

1-.: ш \ '" F (-\:). (\ 'ос <џ\ ... \ !. ~~~~ dt 1) , 
i; 

\s :1!(i;)oLt\ 
F(t.) =. e.t... . . gdje је 

DIFЕНЈ~NСIЈАЫШ NEJEDNAKOSTI CдoTLIGINA' 1 FETHOVICA 

ovdje сето da navedemo neke poznate diferencijalne nejednakosti Э. л. 

capligina i М. Petrovica i odgovarajuce осјепе гјевепја koje obezbjedjuju 

te diferencijalne nejednakosti. 

Diferencijalne nejednakos·ti огпоguсаvајu for'mi:ranje kошрагаtivпil1 jed­

nacina. Tako ае, u kvalitativnoj analizi diferencijalnil1 јеdпасiпа, cesto 

ispi ti уап:је jednacil1.a vrsi preko odgovarajucih kоmраrЋ ti vnih jedI1flCina 

prostijih sagledista kvalitativne analize. Rjesenja posmatrane jedIlacine 

ве "uokviravaju" гјеsепјiша ma.jorantne "gornje" i minorantne "donje" jed­

nacine u smislu овпоупе Capliginove teoreme. 

Теогеше 1 i 8 capligina, ko.o i teorema 9 М. Fe trovica uzete BU1.Z 

rada [8) М. Bertolina. 

Оапоупа teorema. capligina о d.i.ferencijalnim nejednakoBtima prvog reda 

ј е Bljedeca. 

Teorema 7. Neka је data jednacina 

~_~tt,-:C)=o 
0<..1: . 

i neka је 'х = 'х. t"c.) iпtеSl1аlпа kriva te jednacine ва pocetniiQ uslovom 

~t'\:.o)=:X:o. Ako kriva "Ч::'Чt-t.) prolf.1zi l.aCku lt. ,-:х:. о) , tj. ~\..\:.о):''':ЈС о 

i duz пје је zadovoljena diferencijalna llejedIla.kost 

ctч _ -р t 1: ч) '> о 
ctt 1" I 

za ВУе t Е tt.o,T), te a.ko u intervalu lt.;T) integral ':IC,< .. \:.) i funkcija. u(t) 

nemaju singularnill tacaka, tada па to:n interva.lu kriva иН.) lezi iznad in­

tegralne krive -x.t'\:.), tj. 



/U Blucaj1.1 ispunjenja dii'еголсiјаlле l1ejednakoBti :~ - -+ (t, ч) <..0 dobija 

ве "L(tt) <."X.(t)./ 

Navedena Capliginova teoremC1. cesto зе pojavljuje ~ 1.1 slјеdесеш оыlk1.1.. 

'гeoгeт~ 8. Neka ј е <lai;a r'\~:vorena оы,эs t 1) <. t ,':Jt) ravni -\:.0';)(. i dvije Јиn­

kcije f,,(t,X) , ~(t,":IC.) koje Sl). пергеkidпе 1.1 toj oblasti i koje tamo zadovo­

ljavaj1.1 јейап оа uslova јейiнсэti гјебепја jednacina 

/5/ 

/6/ 

Neka u oblasti 1) vazi nejednakost 

i neka эи 'Х,,(1:) , 'Х(-\:') :r'eupcktivno гјезеnја jednacina /5/ ~ /6/ ва po<3et­

nim иslovima x.~ (t..):. 'х ао) =.'Х.". Тайа vazi nejednakoBt 

,. za вуе i: > -\:. о 1.1 D • 

Оуа teorero.a је ekvivalerltna еа tеогешоJU koj1.1 је dao М. Ре trovi6 1999. 

gOdine, odnosno 20 godina prije Cap1igina. Teoremu М. F'etrovi6a navodimo 

u orie;ina11.1 /vidjeti [8] str. 65-66/. 

Теогеша 9. "Soient 

/7/ 

/8/ 

/9/ 

ol-x. = ~ (i:. , :х::. ) 
o{:t I 

of.u =. F" l"t , ч) , 
vL:t 

~ -=. F-z. <. -t , 11") 
oLt 

t . 1. Ј 1 (t ) 1 Ь 'ћ. ГO~B equa t~ons donnees. Tra~orls cJans 1е р ап , ?с. ее . СО1.1Г ее u 

tant 1еэ r~gions йе се р1ап, ои с)\а.сипе йев i'onctionB 

/10/ 

/11/ 

J:(t,X)- F" (."\:.,'?С,), 

~ (. t I "х) - i='1. (.. -\:. , -:х:. ) 

1imi..;. 

consideree соrпmе i'onction йе -\:. e.t ':ЈС , garde иn signe constant et soien-I;. А,. 

et А'1. 1а region positive et шэgаtivе !ји р1ап раг rapport а. 1а i'onction /10/, 

·Q. .. et а2,lа regiol1 positive et ncgative du р1ап par rapport а 1а .fonction 

/11/ • 



Tra90ns ega1ement Йа.пе 1е plan <..-t..'Х.) toutes 1ее соuгЬез, lieux е;еоrnе'­

triques йее singu1ari tes йев fonc tions \=- , {:", , t:'1. et арре1опе Е l' ensomble' 

д.е сез соигЬее. 

S oi t ("\:.0. 'х о) ип point 11' :'\,рраг)с.(3папt а аисипе йее соигЬее 1) ,'Е:. о t 

П 
..... I Л 

qu~ ее tl'OUVO da.ns 113. par·t;ie cll;l. р1а.п, со:атипе а deux regions .u~ , Orc 

Је signe8 con·traires. SupposorlS, роиг fixer 1ее idees, que се soient les 

rogions Ал , а. 2.' D6signons раг ':Је ,"ц ,,,," 1ее integra1es respecti уее 
Ь . , 

/ои 105 ranches d'].ntcgralos/ de /7/, /8/, /9/, qui роиг 1:.= -t. o ргеl1ПОl1t 

113. valeur со!шnuпе -ЦО -= V o ': Хо • 

Т1 oxister'a toujours de Г~11'!; "'Г. (J'autre йе 1а уа1еиг t =-\::о Щl inter'-
I 

уа11е d'etendue поп nul1e, р. р 

аих condi tions sui van·l:.es: 

1 о -t: variant ае t o -~~ В, ., +~:t. 1ез deux fonctions ч et V- et 
, .. ,..... , 

1eurs Йeг~ veos рr'ешiегеs sont Йo~~" i "1ino08 et cOIltinuoe, 

20 аuсuпе partie Јае сои:гЬез 1) 1 (: пе 8е trouve даIlе l' iпtегiеuг ха 

зиг 113. peripherie Ји contour r, fОl~Пlе раг 10а соигЬее 1.( , v et les йоих 

droitos t. ': i:. o -~" ; -t: i:. o +~1. et се contour ее trouve tout entier Јапа 

1а partie П йи р1ап (-t I 'х.) • 

оп demontre а10ге 1е resu1tat suivant: 

l,oI'sque 1:. varie de to- -А. ... а -\:0+""-1.., l' inte~ra1e ':Је sегасопstаmшопt 

d~~ermiIlee, ~iIlie, continue et .comprise entre 106 уа1еиГ6 correspondantes 

de -ц, et "'" ". 

Navedena teorema r;:. 1'etrovi6a, koja pokazuje bO~8:I:.BtVO ideja Qut.ога, 

пе итапјије zna~aj i u10gu 6ap1iflina, koji је, pored osta1og, dao i ~иYBnи 

metodu.sukcesivnog uOkviravanja. 

lJ dje1u [~ll] Е. Каопkса /str. 29/ navodi ве 'opstiji vid Сар1iв-iпоvе 

tеоrешс za оЫ~пе difеrепсiјаlшэ jednacine prvog reda /iше au·toI'a пiје 

navedel1o/. :п;vо te tеоrеше. 

'l'eorellla 10. Neka ви fu.nkcije ~("\:.I 'х.) 1 f} Н:. ."Х.) definisane i neprokic1I18' 

u ob1asti lHt,'X:.) i neka је 

/12/ 

Ako аи ,{>(-\:.) ]. 'Y(t..) dva integrala jcdnacina 

~~:::: 1(t,""e)} ~;= l}(t..,~)) 
koji ispunjavaju иэ10у 'f? (';.) ~ '('(у), tada је 

/13/. 



Ako Ьаг јейпа оЈ furlkci.ja ~ (-I-...?(-:) , с} (-\:. "Х.) ispUIljava neki оЈ uв1оуа 

jedinosti rjesenja, tad.8. fЗе и I'.1ејеdпе.kоstiша /12/ i /13/ rnoze dodatiznak 

jednakosti. 

ёАРLIGПЮVА blETODA 

tap1ie;inova rneto<la za priblizno гјеэауаnје difегепсiјаlnil1 jednacina 

zasniva ве па овnоуnој Cap1iginovoj teoremi о diferencija1nim nejednako­

stirna koja ее cesto pojav1juje i и sljedecem obliku /vidjeti[21 /. 

D (t. ,х) nepr'ekidlle, zadovo1java;i 1 

~ .. (t,~) <. :f(: 

Neka је, йа1је, М tt.o,-:(o) tacJ:'.:n, о' 

respektivno гјеэеnја jednacina 

'lov Lip~ica i nejednakost 

) <. *1.. <. 1:: , ?С) • 

\,! 1) , а Је:: 1.(-1:.), :X:='X(t) ,.JC.=1J(-i:.) 

koja pro1aze kroz tacku М, tj. ц ( to) :: ".ЈС (1:..) = U- (to) =")(:0. Tada и 1) , za 

t > 1:.0, vazi nejednakost 

Теогета iтa mjesta i и аlисајu nejedinosti rjesenja, tj. i u alи~ajи 

izostav1janja ио10уа Lipsica. 

No.vedena toorema о difегеnсiја1пiт nejednakostima ornoc-ucr:lva dobijan,je 

par okvirnih kri vih -::с = 1,.( (-\:) i "х: =". (-\:.) koje obuhva taju nopoznat.u kr'i уи 

-:х:. = 'Xtt.). иlаУll! znacaj Cap1igillove metode priblizne inter;ra~ije је u 1)0.­

c~nи па koji ве uz poznavanje ргуоВ' рага okvirnih krivih i uz йойауапје 

1 (J~t > о ·ь Ь';I' • . k .. ,. . l' d ,. 1 
иа ova -- <. о ez JeC1JUJe уеота Drzo onvergJ.raJucJ. nJ.z s Је есЈ. 1 ра­

д -:х:.,1. 

rova ~=-Ч ... (t.), ~=V ... (-\:.) \YI-= .... -:t .... ), е;Јје svaki sljede6i par 1ezi ипи­

tar prethodnog рага i imaju ее nejednakosti 

(I'\~ ",1.. , ... ) , 
а razlike V-.,(t) - Ч.,(i.) ви 8уе mэ.nје kade. yl ras·t.e. 

Cap1igin је pokazao da po1aze6i ой jednog odredjenog рага krivih 

":х:::::. 'Ч ... <i:) , -:Х::::. "",,, (1::,), i1i krace (1..( ... 1"""') , i pretpostavke da је °a'l..:? '2.. ~ О 
. . ~ 

u oblasti :D, za sljedeci par krivih (ч",+,! I "'м "1 ) ае rnogu uzeti rjesenja 

1inearnih jednacina: 



~~ = :f ~ (-~, I 11 » ') l'JC. - ч ... ) *:f (. -t , u. "') ) 

cloL~ = ~(t/~,~l.:.-:f:(tIЧ"'),('Х._ч",) ·\,+(-I;,Ч",,) • 
1: V .. - ц., 

t t ' Э'1. ~ > о 1 .. h . d V • d' d . pod рге ров а.уКОт d ~.I. PTvQ ос е;ОГПЈЈ. ЈО паСЈ.па аЈе ОПЈи kri уи 

'х. = 1..(.", ... " (. t), а druga је:йпас ina I,ј"',је gornju k11 i уи -:х:. = """,,,,,, l'\:.) • 

sto ве tii;e оејепе raz1ike /vic1jeti [?...21 str. 136/ 

СГ ... (t.) -::. 1.1' ... ('\:.) - 'U.", (t) 

za t Е Ј =[-\:.0 J-\:.O+~] 
oe~ene 

izшеd,l" ,~·(")),'n.)e i йопје kl'ive, Luzin је dosao do 

" 

gdje јо М pozitivna konstanta ~' 

\ 'lf(-t) - U(-l) \ 

; l,,)Z-1 21'1 
<. М· -п :=~ 

~ .2' 

~grani~ava raz1iku po6etnog рага 

Navedena оејепа pOkazuje \(' ,az1ika iz;nedju аргоksiшаtivпiћ krivill 

tezi nu1i /кай У\ rasto/ ve1ikom '.Ј ;',:inom, sto Cap1iginovu metodu ~ini ро­

аеЬпо zna6ajnom. 

§ 2. О S'l'АБII,I'ЈСSТI HJE~.ltHJA i)IFЕI!ЕNСIЈАЫПН ЈЕIЖАСINА 

s tаЬi1поэt гјеоепја diferoIlci ,ј' i 1,'\11 jednacina је vеоща vazna 01..>18,8 t 

kva1itativrlO ana1ize. U pi'~anju је inc'itivanje modjusobnol!- одпова rjei3e­

пја jednog sistema. јеdпасiпа, i1i ~\()ЈПО ,јосlпе .:iednaCine, pri ргоmјепаш9. 

po~etnill uslova, gdje 11113.10 iZПlјопе }!Ocetni11 uпlоvа сјаји dovoljno male iz­

тјепе rjesenja, ili ви, pak, pri ;п;;;;" iz:nјеnаша pocetnill ие1оуа izш,јепе 

гјеэепја vece od dopustivog. U I>Ј;'VОШ оlисаји imarno stabi1no, а u drugom 

nestabilno гje~enje. 

J:'oslllatracemo ПОI'!пв,lаn sistеш difегепеiјаlпih јеdпаёiпа 

/1/ d.:x..;,:; X.w.(-t:. Ј ~'" '" I 'х ... ) 
oLt 

(.,; = 1, 2, "'Ј п) 1 

Odnosno, u П\аtгi~nо-vеktогskОIll obliku, jeclnacinu 

/2/ 

UZimajucida је 



gdje funkcija )\ (-t.. ,"'Х..) zadovoljava. odgovarajuce uзlоvе za egzisterlciju i 

jedinost гje~enja ~ и oblasti 

V = D~x Ј , 

gdje је Ћ-х. otvorena п-diшепziопа oblast vektora ':(. , а Ј оза nezavisno рго­

mjenljive -l • Koordinate {-:х:","Х.7..\""':Х:""} vektora'X. interpretiracemo kao 

koordinate pokretne tacke oblasti ]):с., а velicinu i:. , ~dje јо t.:!iO.-\:.. <. ... 00 Ј 

kao vrijeme. Нјезепје ~(t) sistema /2/ u V zvacemo kretanje ili inte~ra­

lna kriva, а u D~ zvacemo trajektorijom kojom ае odredjuje zakon kretanja 

и zavisnosti ой рготјепе purametra t. 
I;озrnа tracemo kretanje defi:rl.i.sbl'J.o .pocetnim uslovirna 

ойпоэпо, 

Ako зе t rnijellja па konacnoт intervalu t o '= ~ -=."т , to odgovor па pi­

tanje о iz~jeni rjesenja pri malim izmjenarua po~etnih uslova daje teorerua 

о neprekidnoj zavisnosti гјебепја ой pocetnih uslova, ро kojoj гjo~enja 

па konacnorn intorvalu to ~ -\:. ::; Т osta.ju bliska. pri dovoljno bliskilll ро-

,~cetnim vгiјед.nоs·timа, а ako nezavisno promjenljiv~ i:. uzima proizvoljno 

velike vrijednosti tada во tim :ri tanjem bavi teorija sta.bilnosti гјезеп,ја 

diferencijalnih jednacina. 

S istеш /2/ koji по BCidrz i 0ksplici tno nczavisno рх'ощјопlјi уи t , tj. 

sistеш 

/'Ј/ 

naziva. зе autonwnnim ili dinamickim, koji Је u tcioriji diferoncijalnih 

jednacina розеЬпо РЈ'оиСауап. 

Iзрitivапје stabilnosti nekog гјеэеl1ја :х: = :x:tt.) sisteJlla /2/ rnoze ае 

svesti 118. ispi t:ivanj е stabilnosti Ilula r je.senja "Х.=О • Zaista, роsща tra­

јщо sisterн /2/ cije је- гјебепје -:х: = -:x:t"t) , koje је odredjeno росеtпiш ив­

lovom ':(-tо)='Х.о • Uvеdiшо za:njenu 

Sistem /2/ dobija oblik 

- (0,-\) 
")Na ргiюјег X(t,-:X:) E.Ct.x. (У), tj. funkcija Xtt,'X.) u oblaati V је 

neprekidna рЬ nezavisno pr6~jenljivoj t i ima neprekidne parcijalno izvode 

prvog !'ейа ро zavisno promjenlji vim 'Х.", "х 1. , '" I -:Х:" • 



odnosno, dobijamo sistem 

/4/ ~~:: у ( -t., 'Ј-) ) 

gdje је Ytt,~.) == X(t,'}+':X:{"t))-"Х (1:.,':Х:(-\:)) 
Tako је r ј еiЗепје 'х. = 'х (-t), pri uvedenojzamjeni, preslo u l1и1а r јеfЗе­

nје '}::: О поуос; sistema /4/, te se ul.1jesto ртоисауапја stabi1nosti sistema 

/2/ rooze proucavati stabi1nost sistema /4/, ne uшапјuјuсi opstost розmа­

tranja i zak1jucaka, ~to i cine шnоgi autori. 

ПЕКЕ DЕI"ППСIЈЕ S'ГАВILIЮSТI FЈБL:ЮiЈА DIFElЫНСIЈАLIПii JEJJNAl.INA 

оуйје сето navesti sашо neke rlefinicije" stabilnosti rjesenja, оо ko­

jih ви dosli razni autori, а koje ае леdјusоЬnо raz1ikuju bi10 ро 8tepenu 

opstosti, bi10 ро kriterijumu bliskosti rjesenja ili ро vrsti rjeienja ko­

ја ве uzimaju u obzir р:гi гаZlПаtгапјu. Ne mjenjajuci sustinu definicija 

nastojacemo da uskladimo oznake. 

1. 3tabi1nost u sшis1u Ljapunova. 

а/ Rjesenje 'X:(t,) sistеща /2/ na.ziva ве s"t;abilnim u srnis1U LјаРlшоvа 

ako svаkош broju (:>0 odgovara Ьгој d(f.,to»o tako оа iz nejednakosti 

/5/ 

slijedi nejednakost 

/6/ za вуе t ~ -\:.0 , 

gdje sшо ва ~(-\:.) oznaci1i proizvo1jno rjesenje sistеща /2/ koje Је odre­

Јјепо pocetnim uв1оуот 'Х" (-\:.0)' tj. r jesenja эа bliskim pocetnilll vrijedIlo­

stima ostaju bliska za вуе t. ~1:.0 • 

а' / Ako funkcija Xtt..'X) if3punjava ив1оу '" tt.o)=O , tj. ');:.= О је пи1а 

гјеэепје sistеша /2/, tacla vazi sljedeca def.i.nicija. 

Nu1a r'је~зепје -:с =0 ~,istoma /21 је stabilno u ВIПis1u L,japunova ako 

svа.kощ Ьгоји Е. > о odgovarabroj d:.. (с: ,'lo) > О tako da iz nejetinakosti 

slijedi nejednakost 

\':X:(t.) \ ~E. za буе -1: ~to I '\ 

gdje је '):(-\:) proizvoljno гјеIЗепје sistеша /2/ odredjeno pocetnim иэ1оуот 



~lto'>, <tj. rjeSOl1je 'Х.(-\:") cija ве госе'tnа tacka llalazi u СЈ: okolini гје­
зеnја Х,=О nе iz1azi iz е оkоliпо llula. rjesenja zasvo -\:;.'>.=--\:'0' 

Ь/ Rje:JeHje 'X.(t.)naziva зо l1.estabilnim u smis1u l,japunova ako za рго­

izvo1jno ;118.10 со >0 us10v /6/ IlЈје i~:punjen Ьаг zo. jecino pI'oizvoljl1o гјс­

senje 'ХЈ\{-\:)' 

с/ Ako је us10v /5/ ispulljen za cf koje nе zavisi od t o ko.ze зе йа Је 
гje~enje ~(t) ravnomjorno stabi1no. 

й/ Ako l~јеiЗеnје 'X.(-t.) nе зато сЈа Је stabi1no u smis1u Ljapunova, nе80 

ako postoji tako.v pozitivan Ьгој Ј:>о do. za 

vazi 

/7/ 

tada зо r ј еiЗеnјо 'Ј.:( t.) naz:l уа аsiшрtоtski s~abi.1ho u Si!liэlи Lj apUllOVa.. 

0/ li,ko rjei;;enje X,,{t.) kоnvегr.;iга гауnоm.јегnо u оdrюsи па t o ko. 'X.(t) 

ko.d t ~+OO, ош.lа зо za tu asirnptotskH sto.bi1nost kaze Йа. је гаупоrnјегnа 

аsiшрtоtskа stabilnost и одnОЗ\l па pocotnu vr'ijednost 1:.0 ([1\51) • 

',~ f/ Navedimo јоlз јейnи ttefinici,ju IJjapunova koja nosi nazJ..v ravnornje-

гnа аsiшрtоtskа stabi1nost ро IJjapunovll, koja за dei'inicijorn еј пета пiiЗtn. 

zajednicko osirn samog naziva. 

l-оsща. tгајљо sis tеш ј ейпас iHa /1/ kada funkcij е 'Л'" ispunjava,j и иа1оуе 

X"(t,o",,,o)=O (~:'I\.'1.I···'''')' t,j. "Х..:.=О (-\.=".'1.,.","') је nи1а rjesenje 

sis tеша /1/. 
Аsiщрtоtski stаЬi1по nи1о. гјеЙСIlје sis'~oma /1/ nazi уа se гаvпошјеr110 

аsiп~tоtSki stabilno ро Ljapunovu /(26)/ ako postoji takva neprekidna, 

s trogo rпоnоtоnо opadajuCa., od beskOl1aCIlosti йО nи1е, funkcija L (t.) t.~~oo ,+00) , , 
Ltt)~o kad t-:"-H~O i takvo Е.>о йа pri 

bude 

us10v /7/ по pov1a(ji za sоЬоПl ua10ve ј5/ i /Е/ /йаk1е stabi1nost/, 
" 

а vazi i obratno, tj. us10vi /5/ i /е/ nе garantuju ispunjenje ив1оу8. /7/ 

/stalJilnost и sшis1и 1,japHnova по pov1aci i asimptotsku stabi1nost/. Iz 

stabi1nosti гје5епја 'X(-t:) u s:nislu I"јариnоуа nе sljeduje njegova ograni­

cenost, takodje, iz ogranicenosti nekog гјезепја nе ,sljeduje njegova sta--

bilnost . 1 ' и BiТi1.B u LJapunova • 

. ~ 



30 

2. stabilnost ро Lagran~u. 

каzа6ещо da је aistem /2/ stabilan u srnislu Lagl'anza ako је svako 

r језепје ~t-\:.) neograniceno produz i УО U аевпо, tj. ako је svo.korjeseI1je 

'X.(-\:)definisano па intervalu (-\:.0,+00) i ako је ograniceno па tom il1ter­

valu (['\'\1). 
30.sпо је da iz stabilnosti u ашiаlu Ljapunova. пе sljeduje stabilnost 

u smislu Lagranza, kao i da iz stabilnosti ро Lagranzu пе sljeduje stal.>i­

lnost u arnislu Ljapunova. 

Ј. Asirnp·totska stabilnost u vеlikоПl i asimptotska stabilnost u cijelom. 

Neka је (;. ипаргеа zadana. oblast pr'orujene :х:. u kojoj sе mogu nalazi ti 

pocetne vrijednosti :x:t-lo) гјезепја siate1/la /2/. 
нјеэепје :x:.t-\:.) naziva. ае asimptotski stabilno u velikorn / ('11-]/ ako је 

опо stabilno u srnislu Ljapl1nova i ako је иаl0У /7/ ispunjen za вуе 'Х(-\:.о) 

i z oblasti G-. 
()granicenje ао. гје.зепје -:x:.<.-t.) u pocetnom momentu -\;.:.1..0 pripacla иnаргеа 

zadanoj obla~lti <; ocevidno predstavlja ro.zliku stabilnosti u veliko!1l i 

stabilnosti u smislu Ljapunovri. 

Ako је, pak, r јеэепје :Х::<.-\:.) aaimptotaki stabilno u sшislu Lj ариnоуа, 

,~a uslov /7/ ispunjen za proizvoljne pocetne uslove, oncla ае kaze do. је to 

rjesenje :(.(t.) aaimptotski stabiJ.no u cijelo/ll / ['\+1/. 
Razlika medju gогnјiш do:finicijarno. је u tОЈПе sto Је u sluca.ju sta­

bilnosti u cijelom oblast & cio prostor i time оуа definicija zahtjeva i 

јасе uslove od onih koje zahtjeva definicijo. о asimptotskoj stabilnosti 

u velikom. 

4. Ekviasilllptotska stabilnost /Massera/. 

каzа6еrпо ао. је гјеэеnје 'Х.Н.) sistema /2/ ekviasimptotski stabil!lo 

/[15]/ o..ko је опо stabilno u smislu Ljapunova i ako za svako 1:.0 ~t posto­

ј i takvo cf( t o ) > о do. zo. 

\ Х" t 1:..) -':(. t -t.o) \ <. d 
bude 

~ \ ':(" <. -\:. ) - 'х. t -\: ) \ = о 
*,-''''00 . 

гаvпо;пјегпо ро;;'о • 

Ekviasimptotska stabilnost proistice iz ravnomjerne asimptotske sta­

bilnosti i ва svoje strane, povlaci obicnu asimptotsku stabilnost, ali, 

uopiae govoreci, ona пе obezbjedjuje гаvпошјегпu /пе asimptotsku/ stabil_ 

nost. 



5. Eksponencijalna asimpto"tska stabilnost /Malkin/. 

za гјезеIlје ~(-t;) sistema /2/ kazemo da је eksponencijalno asiтptotski 

stabilno /[41-]/ ako postoji Ьгој 'Л.>О аа sljedecim svojstvom: svakom е ~O 

odgovara cГ{€.) >0 tako da iz nejednakosti 

slijedi nejednakost 

, 
Eksponencijalna asirnptotska stabilnost је јаба od svih do еайа пауе-

denih kategorija stabilnosti. 

б. stabilnost ravnoinjernog ргivlабепја. 

Asimptotski stabilno rjesenje -:x:,(t.) sistema /2/ naziva ее ravnom,j"ernim 

ргivlабепјеm /[2ь]/ ako za zadani Ьгој ~>O mozerno izab .... ati Ьгојеуе Ј:..>о 

i т >0 takve da pri 

bude ispunjeno 

u оуој definiciji rjesenje пе тога biti ravnornjerno stabilno, уес ее 

~rije~ гaynoт~eгno odnosi па privla~enje. 

7. Ekstrernallla stabilnost. 

Neka funkcija Xt-\:.,'X.) siste'll8. /2/, :рогей navedenill uslova, ispunjava 

i uslove о neprekidnoj zavisnosti гје:Јелја 0<1 pocetnitl. uslova i I1eka Је 

za. -t. ~O periodicna аа nekom periodoВl т , tj. Х (-t. -t Т t 'х.) = х t'\:. ,"х.) • 

Za sistem /2/ kа.Zеrпо <1а је ekstremalno stabilan /[,,~)/ ako је 

-f.vvvl ['Х." ( -\:.) - х. ( -\:. ) Ј = о ) 
1;~.,.e>o 

gdje ви :X:"tt..) i "Х.( -t:,) гаа koji раг r јеiЗепја. 

Za ОУи sta.bilnost karakteristicno је to sto ве nista пе govori о bli­

skosti rjesenja и pocetnom momentu t=too 

8. Stabilnost u ойпови па klasu гјеfЗепја i orbi'talna stabilnost. 

Neka је С neka klasa integralnih krivih u vektorskom prostoru b~si­

stema /2/ i neka је Го: 'JCo (*-) elernent klase t . KazaceIllo da је integralna 

kriva r. stabilna u odnosu па klasu С /(1\51/ kada za та koje € >0 i t.~'t 

postoji takvo d(E..to) >0 йа, ako је r:: == 'X",(-t;) €. С. 

I ~,,('t.D) - ':X:o('t.o)!-<'d', 

va.zi 



Ako Је 

/8/ 

stabilnost ве naziva asimptotskom. 

Ako је klasa и ойпови па koju је integralna kriva го stabilna jedino 

prazan skup, tada ае r: nazivu. nestabilllOrn. 

lntegralna kriva koja nije ni stabilna ni nestabi1na naziva ве uslovno 

s tabilnom. lJ torn slucaju је iIltee;ralna kriva stabi1na u odnosu па sops·tvenu 

podklasu k1ase Bvih integralnih krivih. 

эаЈа сето da damo definiciju "slabije" stabi1nosti, tzv. orbitalne 

stabilnosti. 

Integra1na kri Уа ro је orbi ta1no stabi1na /[-\51/ u оЙ.поаи па kla.su 

integralnih kriYih С u 1)-х. аЈсо sуаkощ е >0 , cl'tt»o i 't (Е.) takvi ('}"1., ako 

iпtе[r,пйпа kriva ~ и rnOirlel1tu 't pro1azi kroz G'(ro,d') , tada r" ostaje \шu­

tar () (r. Ј Е) za ауе t > -t . То znaci, аЈсо neka in te8'ralna kri уа ~ u пеЈсот 

rnomentu t' pI'olazi doyoljno blizu \о , опа се i dalje, za вуе t. >'t , osta ti 

dovoljno blizu Го. 

Ako illtegra1na kriva r. 11е аато da је orbi talno stabilna, nego uz to 

vazi i uslov /8/, ta(la је опа orbi talno аsiшрtоtski stabilna. 

orbitalria stabi1nost је ocevidno аlаЫја ой stabilnosti и smis1u Lja-

рипоуа i to utoliko ~to ве Јсой definicije Ljapunova zahtjeva йа rjo~enja 

:Х::(-\:.) i "X:,,(t.) sisterna /2/ Ьийи bliska u pocetnom mощепtи to , tj. йо. vazi 

1:t'l\.!c.'I - 'Х(-\:.о)\с:. d' ,ЈоЈс ае kocl oroi talne stabilnosti :zalltjeva bliziпа пе 

t .Ј..' d ' . .L' > "'" _. . u росеtrlОПl rпоmеrltu о, nego u шо:поп·tи '-о , g Је Је ~o 1.':, а (;: Је I1ek1. 

momenat. otud.a, ako је neko rjesenje 'X.(t.) sistema /2/ stabilno и sщis1u 

Ljapunova, tacla је опо i orbitalno stabi1no. 

9.Stu.bi1nost ро koordinatama. 

Neka funkcija X(-\:.,':)t) sistema /2/ ispunjava uslov Xt'\:. ,о) =.0 , tj. ':1.:=0 

је nula rjesenjo sistema. 

Ze. nula rjesenje ':(.=0 sistema /2/ kaze11l0 da је stabilno ро koordina­

tаща -Х", ":>С.1.1 , •• ,'Х:\(, \(<.n /["-'-]/ ako za f3yako €>o postojedva Ьгоја ~ >0 
i d;. > О (~<.€) takva da zo. 

/9/ 

). 

/10/ 

vazi 



/11/ 

~ '2. 

L "'X~ (t i Ј(:"о ) 'ЈС2.0 1 "', ':Х:У\О, -t .. ) <. € 2 
~:'\ 

za svet ~to ~O ( ;(: ... 0 :. 'Х ... (-\::..о i "х10 , ":Х:.2,О , • " I Xr'\O, "\:.0)) • 

Ako za та koje €. >0 postoje brojevi ~>o i d2.>O takvi da pri 1.ври-
пјепји иэ10уа /9/ i /10/ vazi иэ10у /11/ 1. ako јоа vazi 

f) • _. \о( '2. 
~L ':Х;..;.. (1:.; :Х:"О ,:C~O , ... I 'Х .... О I t. o ) = о , 
-\:.-++00 <с:=1 

tada эе пи1а гјеаепје sistema /2/ naziva asimptotski stabi1no ро koordi-

па tarna "Х:", '"Х:'1., .,. I ::Је >(. • 

лkо sistem /2/ пе ispunjava иэ10уе stabi1nosti ро koordinatama tada 

. эе оп naziva пеstаЬi1пiш ро koordina.ta.'I1a. 

Mo~emo primjetiti da stabi1nost пи1а rjesenja sistema /2/ ро koordi­

natama :С", Ха. , ... , Х\(. , \{<., oznacava da је taj sistern stabilan и smisll.t 

Ljapunova ро tim kоогdiпаtаша, dok ве za osta1e koordinate 'X\(.-t" 

zalltjeva вашо ispunjenje иЕЈ10уа /10/. 

10. Stabilnost и smis1u Foasona. 

'l'acka (-:х:."о I 'Х2.0 , •• " ~",o) = 1> pros'i;ora dinarnickoe; sis tema nazi уа ве ро­

zi ti "по stabilnom и sщis1и 1:'оа60По. ako za 1.>i10 koju oko1inu U. tacke 1> i 
. -:-;:~ ... 

. za Ы10 koje Т > о pOBtoje takve vrije.Jnost.i t. ~ Т pri kojima tacka 

(-:х:"Н.),':Х:2.Н:.),··I'-:Х:"'(-\.)) tra.jektorije koja pro1azi kroz l' , pI'ipada oko1ini ц. 

Analogno, ako postoje takve vrijednos'i;i -t~-T da је l:x::"tt),JC1.tt), ... ,':("H.))Etl, 

tacka Р nazi уа эе nega ti упо st:rltJi1nom и smls1u Роаэопа 1 ( .,] 1. 
rl'ackaP koja је stabilna и smislu Гоаэопа kako zat~'" tako i za 

t ~ - т naziva эе stabi1noJ1l и sшis1и }'оаIЗопа. 

Dakle, mоiеЋО ге6! da је tacka. ~ stabi1na и amis1u Гоавопа ako za 

dCi vo1jno ve1ike vrijednosti \t.. \ >;. Т ave tacke trajektoz'ije koja prolazi 

kroz р ostaju и proizvo1jnoj okolini svog pocetnog po10zaja. 

11. Stabi1nost и smislu Josizave. 

Japanski тo.tematicar Jo~izava dao је definiciju stabilnosti skupa М, 

gdje је М proizyo1jni zatvoreni skup tacaka. 

Neka је ао. t skup to.caka М i neka је Mr /1' је proizvo1jan pozi ti vал 

Ьгој/ skup svih tacako. prostoI'a cija эи rastojanja od skupa М strogo Пlа­

nја od r jskup fv\ је podskup skupa Mr/ Ј.. neka је M~ skup svih tacaka рго­
etora koje ne pripadaju Mr. 

'о Skup М nazivamo stabilnim sk:ирош ako svako rJesenje -х.(-\:) koje "poci-

~'nje"и М, z~ t=\:o~o, ostaje и skupu Mrza sve!t~t./[1G]/. 



.12. Skoro stabi1no priblizno гјеВепје. 

u radu [~J М. Berto1ino је dao sljede6u definiciju stabi1nosti pri­

b1iznog гјеЭепја. 

Neka је 'X:::~(t.) proizvo1jna funkcija definisana za t ~i:o. Za. fun­

kciju :х: ='E'(t) kaza6emo da је skoro stabi1no priblizno гјееепје jednacine 

/2/ ako svakom Ьгоји €::,.f.>o /..f. је fiksiran Ьт.ој/ odgovara Ьгој cI'(€,1:.o»O 

tako da pri 

vazi nejednakost 

gdje је 'X:t1:.) proizvo1jno гјезепје jednacine /2/. 

Ako је -х: =. -ен:.) tacno гјеэепје jeclnacine /2/ tada rijec priblizno 

treba izostaviti. 

U оуој definiciji Је karakteristicno to sto pl'oizvo1jna konstanta 

nije potpuno proizvo1jna, nego је пе тапја od pozitivnog fiksiranog·broja{. 

13. stabi1nost pri sta.1ni!il 'Рогеmе6ајi1Па. 

Pitanje stabi1nosti pri sta1nim poremecajima u praksi igra veliku 

'~1J10gu. '.['0 је еlисај kada umjesto zauane je<lnacine posmatramo aproksimati­

упи jednacinu, ·koja је pristupa(;nija za ргоиСауаnје. 

Neka рогей jednacine /2/, tj. jednacine 

/2/ 

iщашо ]. jednacinu 

/2' / 

Jednacinu /2'/ nazivamo jedna5inom poreme6aja jednacine /2/, ~dje 

funkcija R tt,'X.) predstav1ja s"ta1ne рогете6аје i koja ;је ogranicena i u 

nekom iзmis1u ша1а u porec1jenju аа funkcijom 'k~"\:,'X.) za t ~~o i za odgova­

гаји6е vrijednosti -;х: • Jednacina /2/ naziva ее i jednacinom ргуе apl'oksi­

macije za jednacinu /2'/. 

а/ Kazacemo da је r јеэепје ~ (.\; .. ) jednacine /2/ s tabi1no pri еtе.1поm 

dejstvu рогете6аја /l"~1/ ako za svakibroj е ')0 poetoje brojevi d: (€') ') о 
i ch. Н.) >0 ·takvi da lIlа koje гјееепје 'f{-\:.) jednacine /2'/ koje zadovoljava 

nejednakost 

zadovo1java i nejednakost 



,:,-

/12/ za ауе -\:. ~t.o , 
kada funkcija Rtt.,')C.) u oblasti /12/ zadovo1java nejedzlakoet 

/13/ 

Оуа dofinicija predstavlja uopstenje stabilnosti u emislu Ljapunova 

~ ocevidno iша veliki znacaj и praksi. 

Navedimo јов neke definicije stabi1nosti pri kопstапtпош dejstvu ро­

гете6аЈа, koje u suitini predstavljaju поуо varijante navedene definicije. 

Ь/ каzа6ещо йа је rjesenje 'Xtt) jec1nacine /2/ stabi1no pri s·ta1nom 

dejstvu рогеше6аја u егесЈпјет /па iпtегvа1u duzine Т / ako :f'unkcija R Н. ,~) 

umjesto nejednakost:j. /13/ ispunjava nejedna.kost 
~: .. tт 
Ј1 R.(t,-х.)\oLt <.. сГ2, 
-t: 

с/ Neka f'unkcija X{-t.,~) u jednacini /2/, odzlOsno /2'/, iepunjava иа-

10У X(~,O)=O za ~~O • Neka аи, zatim, Q, i Q.o dva skupa koji еайгzе koor­

dinatni pocetak, Q. zatvoren o[';ranicen skllP, а Q.o пјеБОУ rodskup. Neka ,ј е 

~t-\:..i~о,''Х.о) rjesenje jOdnacine /2'/ аа rocetnim иаl0уот 'еt"\:.itо,':)Со)~-:х:.о" 

За §t oznacimo skup svil1 рох"ете6аја R ("\:,":1(.) koji ispunjavaju изl0У f R.(t,'X)\<,d 
1'.:,' ; .... 

za еуе t ~t.o i еуе :х:. • 
Ako za filvaki poreme6aj R(t;:t.) iz!R, , svaku tacku 'Хо iz ((о i svaki 

I 
mошепаt 1.0 ~,O rjesenje '('(t,t.o,:co) ostaje u Q. Zfl. еуе t ~O , kaza6emo йа је 

kOOI'dil1B tni pocetak prakticl10 s i~abilan. 

Ako ша koje гјеiЗепје 'e<i:) jednacine /2'/ za svako 'Rlt.,':(.) iz ~ ulazi 

za dovoljno ve1iko t. u Q. i ostaje u Ilјеrnи,. tada kаzешо da jednacina /2'/ 
роејейије jaku pX'aktiCIlU sta()ilrlost /(""-1/. 

d/ роsmаtгајшо sistеш jeclnacina 

/14/ 

i njegovu ргуи aproksi:naciju 

/15/ 

gdje је 

:tJeka је 

~o=~r(t), 
t~o .Ј. 

~t" 

~,,=М<.-rЈr("ј)о{Ј Ј 
. t~0"t 



-t:+.. 1 

ft1.= ~( Ј r:L(})oli~ • 
t~O \ t Ј 

Ako za proizvoljno с.>о mozemo odrediti pozitivne Ьтојеуе -Ј:. id takve 

da za гјезепје 'е<-\:.) jednacino /14/ vazi 

\ '{> ( t.. ) \ < е. 'Z.ct i: ~ о 

kada је 

i kac]a је ispunjen jedan od uslova 

tada kazemo йа је пи1а r jesenje jedna.cine /15/ 'stabi1no 11ri stalnom clejstvu 

рогетесаја ogranicenih /и а1исаји 1°/; ogranicenih u arednjem /и еlисаји 

20/; ogranicenill u srednje kve.dratnom /и slucaju ЈО/ /[1\1/ . 

FUNKCIJA L.ТЛFUIЮVА I SТАБILNОSТ RJELENJA 

Sada сепiO do. ае zadrzirno па pitanju kako шоzеmо ispitati da 1i Је neko 

гјееепје siatema jednacina stabi1no i1i пе. 

':,' }lI'ije svega ovaj ргоыlлл mozerno l~jesi ti ta.k.o da rjesimo sistem dife-

rencija1nih jednacino., а zatim da ispitamo s~abi1nost гје5епја. U ovom 

в1исаји prob~Lem је u teskoci i u ve1ikom Ьтоји nemogucnosti da ае ais·tem 

jednacil1a rjesi. 

Takodje, stabilnost ве moze ispita.ti variranjem po.rametara diferenci-

jalnil1 jednacina koris'~eci гасurшkе ~Ha.siI1e i роsшаtгs.пјеп efekata vaI'i,ia­

cija па гјебепје sistema jednacina. Medjutim, ovakvo ispitivanje osjet1ji­

vOBti aistema nije uvijek dovoljno. 

Za ispi tivanje sto.bi1nosti гјевепја i bez I'jes~vanja sisteJlla .je,]nn.cina 

od velikog је znacaja tzv. dru~a шеtоdа Ljapunovo., pozI1ata kao "direktna 

metoda IJjapunova", koja ве diгеktло primjenjuje па siаtеlП diferencijalnih 

jednacina. 

I'оsщаtгајmо opet sistem jednacirlfi /2/, tj. sistem 

/16/ 

gdje Је 
I 

(о, .. ) ( ) { l Xtt,"X.)E. C-t:::tt. \9 1 1)= _оо~Q..<..-(:<.+оо, \'Х\< \-\~+oo Ј 
1 

/1) је otvorena o'blaat koja pripada oblaBti D-x)(. Ј·: / i X(t,O)=O /'Х:.=О 

је пи1а гјевепје sistema /16//. 



posmatrajmo funkciju 

V:: V t '\: ,"Х.) Е: С +. "х. l1)o) 

/ V(t,X)=V('\:,-:с", .. "':Х:."") /, gdje је 1)o=\Q..:::.-l<. +00 , \-:x:.\~~<. \-\} '-1). 

Definicija. пеа1nа neprekiclna funkcija Vt t ,'Х) naziva ее pozi ti уnо de­

fini tna u Do. ako postoji funkcija УЈ (-:х:.)Е. С (\~\,,~) , takva da је 

/17/ V ( t ,'Х.) ~ w' ( ~) > о ~~ \ ':)с. \ ф о , 

V(t,o) '::: ",,(о) = о , 

а ako шпјеstо uе10уа /17/ vazi nejednakost 

V(t,-x) ~-W(-x:)..:::.o -z..ct \':ЈС\ФО 
I 

funkcija V(t.,?C.) ае naziva negativno defini tna • 

. ргоЫе:n ispi tivanja etabi1nosti nи1а гјеiЗеnја 'х. =0 sistema /16/ ро­

т06u druge metode Ljapunova svodi ве па pгou~ayanje роn~iЗапја funkcije 

V(t,~), funkcije Ljapunova, duz proizvo1jne integra1ne krive sistema /16/. 

Navedimo sada neke овnоупе teoreme Ljapunova /bez dOkaza/ iz teorije 

etabi1nosti rjesenja u vezi direktne metode Ljapunova, koje daju оеnоуnе 

;:kri terije о stabi1nosti i nestabi1nosti r јеэеnја u emielu Lj apunova /teo­

гете эи uzete iz ~~1 /. 

Теогеmа Ljapunova о stabi1nosti. Ako za sistem /16/ postoji funkcija 

V t t 1':('.) takva da ј е : 

а/ 

/18/ V С (1,,\) ( ) ( t , "х.) Е t. ~ 1)0 , 

Ь/ pozitivno definitna, 

с/ izvod 1'0 vremenu t. y(,\:;~) duz proizvoljne integralne krive 

ЭV у\ 'dV 
~ =- V(t,'X) = ot + f;" Э:к:",' X~(t,'X.) ~ О 1 

tada је nula гјезеnје ~=O (С\. <. t <. + оо) sisterna /16/ stabilno ро Ljapunovu. 

Teorema Ljapunova о asimptotskoj stabilnosti. Ako za sistem /16/ 1'0-

etoji funkcija Vtt,~) koja ispunjava uэ1оуе: 

а/ ие1оуе а/ i Ь/ prethodne teorerne, 

Ь/ da гауnоmјегnо u одnО6и па ~ tez i nu1i kad -:X:~O tj. 

/19/ v ('\:., ';с )~ о -z.q, -t € [to > ct I + оо) \<CtQ. -:х: ~ о , 
~ . 

с/ da је izvod ро vremenu t. "t t;. ,?С.) duz proi?·· , "t;egra1ne kri уе 



sistema negativno defini tna funkcija, 'tada је nu1а Т'јеэеnје 'х =.0 sistеша 

/16/ аsiПlрtоtski stabi1no ро Ljapunovu. 

Теоrеш&. Ljapunova о nesta.bi1xlosti. Ako za sistеш /16/ postoji fU!lkcija 

y(~~) koja ispunjava us10ve: 

а/ ш3l0V /1Ь/, 

Ь/ us10v /19/, 

с/ izvod ро угетеnи t V(t,'X.) је funkcija sta1nog znaka / Vtt,'X) је 
pozi ti уnо i1i negati vno defini tna funkcija/ duz pr'oizv01jne illtegralne 

kI'ive siвtеща, 

д/ za neko ~о>Q.. u та kojoj ok01ini \"X.\<'~ (6~~<:'\-\) postoji 't<1cka. 

(t.o,'Xo) u kojoj је znak funkcije V(t:.,':IC.) jednak ва znаkощ izvoda Vtt;x.), tj. 

V t t o 1':(.0)' \i t -t.o I ~o) > о , 

tada је nи1а r јеаеnје Х= О sis tеша /1Е/ nestabi1no u slllislu Lj apUllOVU.. 

Nedostat~ tеоr'еше Ljapunova о nestabi1nosti I'јеэеnја је u torn6 sto 

funkcija V(t,'X.) t:r'eba да ispunjava odc-;ovar'aju6e ив1Ьуе u cijeloj oblasti 

1)0 • fl'ako izvod \!(t;x.) u cije10j oblasti 1)0 treba да Ьиде sta1nog zlНi.ka .. 

иеdјutim, da bi utvrdili nesta~i1nost гјеэеnја, u B~иcajи kada је nЭьtаЬi­

lnost u pitanju, dovo1jno је znati svojstva funkcije V{-\:.I~) еатои nekolil 

dije1u oblasti 1}0 koji sadrzi nestabi1nu integralnu krivu. Тај nedos'tatak 

је ispravljen u Bljede60j teoremi tetajeva, gdje ве posmatra , uшјеstо оЬ­

laati Ьо , вашо neki Jio ok01ine koordinatnog pocetka /teorema је uzeta· 

iz[-\~1/. 

теОЈ'ета ~etajeva. Neka za siвtеш diferencija1nih jednacina /16/ pOkl'to-

ji funkcija V(t,~) koja ispunjava uslove: 

ај za -t: ~t.o u proizv01jno щаlој ok01ini od "'Х.=О postoji oblast V> о , 
Ь/ u toj oblasti funkcija V је ogranicena, 

с/ izvod ро vгешеnu t. V t -\:.;)С.) izracuna t duz proizvo1jne integra1nE3 

krive :;i~;i ,'16/, uziша u oblasti V>O pozitivne vrijednosti, pri сети 

za svel. с ... ,:., koje је V(t.I~))l. , gdje јеЈ:, neka pozitivna kоnstапtо., 

ispunjena nejednakost 

V(tl'X)~{, 

gdje је .f.=.f(aC»o. Tada је nи1а гјеtЗеnје -х.=о sistema/16/ nestabilno. 

NavediInO аад,а teoremu о asiIf1ptotskoj stabi1nosti u cijelom. 

Teorema Barbasina - Krasovskog. Ako za sistem /16/ pOBtojifunkcija 



V (t ,-х.) koja ispunjava uslove: 

0./ V с. <'''''\) l ) ( t , 'х.) = "=. ':It Q <. t с:::. "" оо I 'х. E1>~ Ј 

Ь/ da је pozitivno definitna, 

с/ da гауnотјеl'nО u odnosu па t. tez i nu1i i + оо kada respekti уnо 

\'X.\~o i \'X.\-+ТОо , tj. 

V ( t I х) =; о kada \ 'х. \ -)о о Ј 
1:. 

V (.(:, ,':(.) :::; т оо kada \ ~ \ -IJ> + оо , 
-t 

d/ izvod ро угетеnи t.. duz proizvo1jne integra1ne krive V (i:.,')t) је nе-

gativno defini tna funkcija, tada је nи1а гјезеnје ·"х.,':::О sistema/16/asi­

. mptotski stabilno u cije10m / [-ИЈ /. 

Navedirno јоз i teoremu J.fa1kina /uzetu iz ['\'1.1/ о stabilnosti u odno­

ви па sta1no djeluju6e рогете6аје. 

posma.tracemo 6i6 tеше /2/ i /2'/, tj. sis teme 

/20/ 

/20' / 

,~ gdj е ј е Х ("t., о) = о " 

Теогета Malkina. Neka za sistem /20/ postoji funkcija Vt1;. ,')(.) koja 

ispunjava uslove: 

0./ us10v /18/ , 

Ь/ da Је pozitivno def'initna, 

с/ da ви parcija1ni izvodi ~ l.i~.,,'1'···I"") ograniceni ро mOc1ulu, 
Эх~ 

д/ da Је izvod ро угетеnи -\::. V t 'l,'X.) negativno definitna funkcija. 

'l'ada је nи1а гјеаеnје ~=O sis·t;ema /20/ asimptotski stabi1no pri stalnim 

poreme6ajirna. 

['01aze6i од osnovnifl kri teI'ija о stabilnosti гјезеnја, iska.zaJle kroz· 

navedene teoreme, и teoriji о stabilnosti гјезеnј~ dat је ~itav niz kri~ 

terija о stabilnosti гјеаепја jednacina odgovaraju6eg oblika, kao i kri­

teriji о stabilnosti u sraislu О(1Р;ОV8.ЈЋјu6iћ <Iofinicija. 

l'гета izlоzеniш teoremama mоzешо primjeti ti da је utvrdjivanje st.a­

bilnosti ili nestabilnosti гјеэеnја relativno lako ako ве zna funkci~ia 

Ljapunova V~t,~) • No, tesko6a u primjeni оуе direktne шеtоdе је u odre­

djivanju funkcije l,japunova za zadani 6istem jednacina. 



§ Ј. RETRAКCIJE I PETRAKTI. МETODA P.ETBAКCIJE 

u оуот paragrafu dacemo osnovne ројтоуе о retrakcijama i retraktima, 

ргета radЏo [I\oJ К. Borsuka, а za tim, ргета гад.и (~'?>1 , i iz10z i ti шеtоdu 

retrakcije Т. Vazevskog, koja зе primjenjuje и оуоm radu. 

RETFAKCIJE 1 RETHAKTI 

Definicija. Neka зи data dva skupa Д. i ~ takva da је ~ со Д • Svaku 

funkciju 1 , koja је unutrasnja~) i neprekidna ид, nazivacemo funkcijom 

koja vr~i retrakciju А и ~ ako је 

/1/ 

i ako ispunjava funkcionalnu jednacinu 

/2/ 

Kada jedna takva funkcija postoji kaze ее da је В retrakt od Д • 

prirnjeri: 

1. Za svaki skup А. identi tet f (-х.)=:х:. је funkcija koja vrsi retr'akciju 

А и А : svaki skup је retrakt веЬе зата. 

2. Konstantna funkcija ; (."Х): "Р, gdje је ре: А , definisana па А , је 

funkcija koja vrsi retrakciju А и t~): svaka,tacka је retrakt svakog skupa 

koji је ::;adrzi. 

Ј. Za svako -ес.:!: У\ funkcija f definisan,a и prostoru R" /n-to diшепziо­

nalni Euk1idski prostorl fогшиlо:n +('X.""'X.~I",I'X.",O,O"")=(":1C",'X'1I"'I~~IO,O,,,,)· 

је funkcija koja vrsi retrakciju ~~ и R~ : svaki prostor R~ је retrakt od 

~" za '< ~ ђ . 

4. Funkcija #(-:!С.)::: I~\, koja је definisana па skupu realnih brojeva 

R",., је funkcija koja vrsi retrakciju ргауе и роlиргауи. 

5. Ako је 5 sfera ва У\ dimenzija. uprostoru 'RY\ , с.' пјеп centar ~ t= 
njena granica, fUnkcija:f. definisana fогrnиl-а:.ша 

f ( 'f? ) = fJ -z.'t р Е S Ј f ( ~) = F п [~ ] zGt 'р "о" Е S 

. /[ ~] је vektor odl'edjen tackama с i l' /' daje retrakciju 1<" и ь 
је svaka n-to di.menzionalna sfera retrakt od 'R". 

tako 

б. Neka је S sfera ва П dimenzija, с пјеп centar i F njena granica. 

• Granica F= nije retrakt od S • 

~';';'I... "} Funkciju ~ nazivacerno unutrasnjom и А ako је опа definisana и А i 
~:,~o је f(A)cA. 
(, 
~" " 

~;: , 

~;-



~ , 

sada сето da navedemo вато neka оэпоуnа tvrdjenja о retrakcije.ma 1-

retraktima, neka ва dokazom, а neka i bez dokaza. 

Теогеmа 1. Da Ы unutra~nja funkcija 1 и А , ~oja је neprekidna и to~ 

skupu, bi1a funkcija koja vrsi retrakciju А u ~ potrebno је i dovo1jno da је 

/"Ј/ 

/4/ 

t(A)C.B, 

t \ "Х.) ':::. ')с za svako -х Е: 'о • 

Dokaz. Ako je.:f. funkcija koja vrsi retrakciju А и ~ , tada је 1)0 (.Jefj­

niciji ~(д):. ~, sto povlO,i;i uslov /)/. Dalje, za svako 'Х.Е: ~ postoji 'd- E Д 

takв.v с1а је, ргеonа /2/, -+(-Х) -= ft:f{o-))=-f("ct):~. Time је uslov /4/ ispunjen. 

Obrnuto, ako unutrasnja i neprekidna funkcija t и д ispunjava ие1Ьуе 

/Ј/ i /4/, tada, ргета /Ј/, it-х.)Е.t(А)С. ~ za svako 'Х.Е:д, odakle је, 

prema /4/, 'f(:f('X.)) =-1('Х.). Do.kle, funkci~ia ~ vгsi retrakciju Д и е, • 

Теогета 2. Retrakt retra.kta nekog skupa Д је retrakt skupa Д • 

Dokaz. N'eka ви 'f i 'f z'espekti упо funkcije ko,je УI'iЗе retrakciju Д \l В 

i Ћ u с . Dovo1jno је pok1J.zati da fUl1kcija f = 'I''"e је funkcija koja vrsi 

retrakciju Д и С • zaista, funkcija f је, ргеrnа. йеfiлiсiјi 'е i 't' , tmиtП1-
впја i neprekidna иД, sta vise ~(А)='f''f{Е\)=-'t'tе,)=С. Fгешt'l, ton:e, sli-: 

,,~ Ј edi :f('X.) Е. С С. В za svako 'х. Е А , odakle је, ргета /4/, :f .:f(~) = 'f' 'е ~ (-:Је):' 
'r~{?С.)='У'f-е(?С.):'t''t'(':t.)-::.:f(-:q sto је i trebalo r1okaz'ati. 

Теогеша .3. Svaki retrakt jednog skupa relativno је zatvoren u tom 
" skupu. 

Dokaz. Neka je:f. funkcija koja vrsi retrakciju А и е, 1. 

, /5/ 'Х." Е. ~ ("=".'1.,"') 

.evm 'Х" = -х fё:. А /6/ ,,~OO . 
РI'еЈШl /4/ је :х:.",,::. 'f (~.,), orlakle ј е, ргеrпа /6/, "')(. = ~ f(~ .... ) i РI'еш8. 

~ neprekidnosti funkcije ~ , ")C='f(~)Ef(A)=&, sto је i trebalo dokazati. 
f; 

Teorema 4. Ako је skup ~ r'etrakt skupa А i skup Д је и tacki ." Е & 

lOkalno povezan, tn.rla је i skup ~ и tacki 1" lokalno povezan ") • 

Теогета 5. Sljedece оаоbinе prostora Д pripadaju i njegovom retraktu 

Ь : 11 da је neprekidno lokalno povezan, 2/ da sadrzi ,једпи invarijantТlu 

tacku. 

4) Skup Д kaze ве йа је lokalno povezan и tacki рЕ.д ako sVf.l.ka okolinl3. 

tacke l' и А sadrzi jednu povezanu okolinu tacke f.' u Д • Skup А је lokalno 

ako је to и svakoj вуојој tacki. 



Теогеша б. svaki zatvoren skup koji ее nalazi и proetor\1 Д и kome ее 

rnoze uvesti metrika 1 koji је hOr..1eomorfan ва јеdпilП retraktom od "Rnje 

retrakt od Д • 

~efinicija. Apsolutnim retraktom naziva ее Bvaki еерагаЫ1ап prostor 

u kome ве moie uvesti metrika i koji је retrakt Bv~kog od s~ojih пайрто­

etora \1 koje ее шо~е uvesti metrika. 

I'rimjer. Ograniceni l~etI'akti PI'ostora Rn еи apsolutni ге't;:гаkti. 

Zaista, svaki ograrliceni retrakt од R n , kako је kompaktan, а ргеlПа 

tome i zatvoren u svаkоПl падртов'соти А \1 kOJOe ве moze uvesti metrika, је, 

ргета teoremi б, retrakt od 'д • 

.Lerna. Neka је data homeomorfija ~te.)::.B", gdje ве ~ nalazi u topolo­

skorn prostoru А • Postoji topo1oski prostor А" i hоrпеопiогfiја 

/7/ <}(А) :. А ... I 

takva da је 

/8/ 

Теогета 7. svojstvo da је jedan Bkup apsolutni retrakt invarijanta 

.,,) е homeomorfije. 
,".r:" 

Dokaz. Neka је Ђ" apBolutni retra.kt i""- homeomorfna transformacija. 

~ u е,,, • Тl',еЬа doka,zati да је & retrakt svakog proizvoljnog nadprostoI'a 

д u kome ве moze uveBti metrika. 

ргеmа пауейепој lemi, postoji topoloski prostor А" koji obuhvata &" 

~. i hошеоmогfпа transformacija <t koja ispunjava иеl0уе /7/ i /8/. Као hоше­
~:. omoV'fna slika prostora Д и kome вешоzе uvesti metrika је prostor А" u 
~1: 
,. kome ве mole uvesti metrika i Blijedi 
~. 

~: BI\::.-ft(&)=~(В)С.А'l' 

По, ~" је apsolutni re'trakt, te pOBtoji funkcija t koja vrai retrakciju 

prostora А" u ~" • 

, 1" unkc i ј а ",,--,,":f-~ Ј е : 

1/ definisana i neprekidna па Д , 

2/ ~_" ~ l} (Д) ::. """-" f (Д,,) = ~-" (В") = р> , 
Ј/ za -х Е; ~ је ~-" i? ,}('Х) ::.1t-'I f 1\ (~)::. ~-" -к ('Х:.) = 'х , .јег је, ргеша /4/, 

~1\ (~) =- ~ ('Х). 
Ргета teoremi 1 skup ~ је retrakt od Д • 

Primjer. Horneomorfna slika sfere u prostoru R" је apso1utni retrakt. 

u praksi ве nai1azi па tesko6e pri odredjivanju da li је neki Bkup 



retrakt od nekog drugog .skupa ili пе. Za to је od'posebnog znacaja вуој­

stvo invarijantnosti u odnosu па homeomorfiju. Tako koristeci spoznaju 

da granica sfere nije retrakt sfere izvlасiшо zakljucak analogan za вуе 

ekupoye homeomorfne sferi. 

ME'l'ODA ПЕТ НАке IJE 

posmatrajmo siBtem jednacina 

/9/ сЈ:х", ::. -Р. (t , "':С" , .. ' , ':)Сп ) 
o(t -r .. 

( ~ - " 1. ... ") - " . 
i pretpostavimo da vali sljedeca 

Hipoteza Н. Ргеtроstаv1јашо da. funkcije .f~ (~ ,":IC .. ,'" ,')Сп) rea1nih РГО­

mje:n1jivih t, 'Х" ,'" I ":IC" ви defini.sane i neprekidne и jednom otvoI'enom 

skupu а koji pripada prostoru od ",,,,-1 dimenzi~je i neka kroz svaku tacku 

iz а prolazi јейап i вато јед.ап integral еiв"l;еша /9/. 

1. Neki opiti pojmovi ~ oznake ~. 

Neka је СЈ' јейап otvoren skup saClrzan u Q. • 
Skup svill i ViCllih tacaka ой ~ nazi уасето apso1utnom i vicom od fAТ i pi­

'васето ~l"Or'ltc\~(W) /ana1ogno i za 1ror')+q~(a)/. 

Skup svih ivicnill tacaka od ut koje pripadaju о' nazivacemo ivicom od 

"" и ойпови nl:L О. i pisa6 етно 

Neka Је 

оуе.ј skup nazi vасепю sроlјаsпјоs"t; od tA1" u odnosu па Q • 

Neka је p=(t', }", ... ,~ ... ) , tacka iz О. , tj. p~a.. За G. =J(i:.,P) 

oznacimo integral sistema /9/ koji pro1azi kroz tacku Р • Slijedi 

Ј (to, Р) = Р kada ј с ? :: (-t., 1"" I ••• t ~ ) ~ о. . 
Neka је dat niz tacaka Р"Е: Q (,,= ",2.,,,.) • Ka.za6emo da niz tace:ka ~ 

tezi prema apso1utnoj Lvki ос\. 0_ i pj~;;-,.Cen-\o 

/10/ 'Р., ~ =tror)-\:q~ (а) 

kada пе postoji nikakav po<1niz Р.(.II koji "bi tezio nekoj tacki y~oja pripada а. 

I'ostoji jedan otvof'en interoval (kопасап iline) ct<.-\:<.I} takav: da је 

Ј ( -t, Р) Е. Q "Zct с{. <. -\: <:. 1}- , 

~oznake еи uzete ргета radu [Z~) Т. Vazevskog. 



~~ 
~'. ,. 

~, ' 

dok Ј (ct, P)i "Ј tl)-, Р) nе p.ripada.ju Q. n~go nјееоуој apsolutnoj ivici. Тај, 

interva1,oznacimo ва А(Р.О) i1i kra.6e ва ~l1». Lijevi i desni kraj inteI'­

vala At?) oznacimo respektivl10 ва ~l?) i IЭ-СР) • Otuda .је 

А ( Р, О) = ~ l "Р) ::. ( с( ( 1», ~ ( р)) . 

ovaJ -t:nteroval је otvoren i vazi -оо ~ Ј:.. t р) <. ~(?) :::: + оо • 

Neka је d једап poclskup 0<1 ~l'P) , tj. cf'c.Il~"?). Sa "J{,<1',1') oZnflc~~;emo 
ekup Byih tacaka Q.=](t.,"P) Zfl koje је tE:.cf'. skup]ld,'P) preds'tavlja, 

dakle, 1uk integrala Ј (t, Р) koji ее dobija kada t. prolazi kroz skup d . 
Skup Ј (Р) =Ј(А(Р), 'Р) predstav1ja intef,'ral koji prolazi kroz tacku Р i takl:\V 

da Ј (Р) со.. 

Skup tacaka koji obuhva'ta. ta.Cku'P /za рс:О / i 6уе tacke od "Ј ('Р) koje 

ве nalaze desno од Р nazivacemo deBni poluintegra1 koji polazi од Р i oz­

nacava6emo ва 

Ieto ве defini~e i lijevi voluintegral 

Slijedi 

а takodje za svaki niz t v 

prema /10/, је 

,L, '\)е"" (.-) Ј \1') • 
i ' 

, tada је 

2. ZavisnoBt integrala 1(~,'P) od njegove pocetne ta~ke. 

" Џz :Y~,~e~j?' :r~iI;oteze н lПоzеmо IJati B1jedeca tvrd~en<ia. 

а/: Neka је "РJI €: а' , 'РоЕ:О ,1>., ~-po • Niz I11tegrala Ј lt ,1',,) u ~\'Po) 

оо' tezi skoro unifогшnо ргетl:\ Ј t -\:. ,1>0) kad .'1~ оо i pise ве 

Jt t, 1>.,) ~ ] (t ,1'0) v. Ь (~o). 
I 

( ()vdje valja I'e6i da tзlјед.еСЕ:Ј osobine iiIlaju mjeBta: ako tзи 't i cf dva t .. kщ~о~~n~а ~):~~~~~ >to~~~':'~i,'~O~",i~t~rval tV",cf? с. ~(~.). t~d~~ ,: °po,cevsi od dovoljlJ~ 
'" Vel~kog ~ndeksa '1 ~ntegral ,"]{-t,1'.,) Је def1n1.Ban zasvako ~Е:.('''',сГ1 ,tJ. 
\. tr, Ј'] с. ~ ('Ру) , kada - је V dovoljno veliko i 20 ne uzitnaju6i u obzir је-· 
. dan konacan broj pocetnill indeksa)' slijedi da 



tj. Ј l t Ј 'Р.,) tez i unif'ormno ргеша Ј l t., 1'0) u in terval и. (, I Ј' 1 , s to, ргета 
definiciji raBtojanja, moiemo napisati u obliku 

Ьј Ako је .в- jedan otvorell podskup od Q , 1(" i Ј' konacni brojevi, ta­

kvi da је, 

tada је, za dovoljno velikD indekse У , 

Ј ([ft,cI'] I Ђ .. ) с.-е" 

сј роаеЬпо ako је 1t = d i 

tada, za dovoljno velike in<i.ekse у , Ј lt,"P ... ) је odredjen za -\:.-='1 , ili sto 

ј е iB to V' Е: А l 'Р.,), i 

Ј. Definicija sljedece i prethodne tacke u аlисаји kada vaii hipoteza Н. 

Neka је ~ tacka koja pripada ц)", tj. "С: ~ . S 01Јziгош па dеsпi ро! uin­

tegral koji polazi od tacke Р шоguсi ви slucajevi: 10 ili 1}2r'r\i.l"') ј t ор) 
пета nikakvu tacku zajednicku аа frontt~,Cl), 20 ili ђ e,m\..l+) 1 t'P) , росеу-

8i od Р и desno виагесе ро prvi put") :tr-оnt.l""Q) и tacki Q. • Tacku Q. nazi­

уасеrnо "sljedecorn" tackom -t;acke 1> и odnosu па (А)' i Q i Bietem /9/ i ozna­

сауасето је ва c:.o"cr.el,('PjfJ",a)", tj • 

. Q. = C.Of\ se2, (1)', ч)', а) Ео :frot'\-t l ч)' 10.) . 

Analogno ве definise "prethodna" tacka tacke 1> и ос1пови па ...,. i Q kao 

zajednicka tacka od 1)e.h\\ t-) 1t'P) ва i-rоt'\'\.l~,Q), ako takva tacka. ро-

etoji, i obiljezava ве ва 

Sa 

oznacimo skup svih tacaka 1>~"'"za koJe c.onst,tl"P;C41',(l) postoji.Ovaj 

ekup tacaka naziva ве i skup tacaka lijevog traga и одпови па ~ , Q. i 

~Tacka и kojoj ее ovaj susret oBtvaruje prvi put pOBtoji, јег 

"('0"'.1 ("~J а)' t d а т ~ - Је za voren и о nosu па • 

~Ovu oznaku иуео је poincare. 



sistеш /9/. 

ЕУО nekih o~evidnih ivrdjenja: 

а/ 

Ь/ Neka је p:.tto,'P" 1""1" ... ) Ј Q.= \-\:.",cz." , "', С!.,), 9Е W i Q. Е: Q 

potreban i дОУОlјап иеl0У da је Q. ': conse'i l Р; ~, а) jeste da је 

"=.0<'1:.." Ј Q.=JCt.",1», "]((-\.0,-\:.,,),1» с "'", Q.l:.~o,...t.tC(J",o.). 

с/ .Neka .је р Е. "'". uslovi 

(1)en'i t+) Ј (р)11\ f"on"\:. (w/o.) =0, 1>e\'V\i (+) Ј t 1» со t.tJ, 

ви potrebni i dovoljni uBlo~i da ~ol'") se.f (1); w", Q. ) пе postoji. 

4. Ta~ke izlaza i ta~ke ulaza. 

l' retpostavirno с1а vaz i bipote'Za. Н 1 navedirno поуе tlefinicije i lleka 

tvrdjenja koja ви vezana za оуо. 

Definicija. Svaku" tacku Q. za koju pOBtoji ta~ka l' ~ bl', takva da ~je 

G.. ::. <:.оn '>e,t ср ј ~ / Cl) nazi уо.Сеrnо ta~korn izlaza od (.()" и одI10ви па Q i sis tеш 
/9/. Skup svih ta~aka Q. оуе vrste nazi уасеrnо skupom ta~aka izlaza od bl" и 

odnosu па Q i вistоПl /9/ i ozna.~avacemo ga ва 80,. ~ ~e (С4)' / О) . 

а/ prema hipotezi Н elijedi.. o~evidno 

SOf" t\.e (~, а) с. :frol'")*.. t ~ / Q 1. 
Ь/ Neka Је Q.::. С\:.о, 2,,, ,'" '2. ... ). Potreban i clovoljan ualov де. Q.e SOf'-\:\.t (w/O) 

sastoji ае и tome да pOBtoji pozitivan Ьгој Ео takav da је 

Ј ((to-Ео Ј -t:.o), Q.) с. cv ј q,:t Q. Е :fro,..t{~,Q) • 

DefiJlicija.. Neko. је Q.::.l-\:.o,«l",""ct.,,) i neka Q.Eso"~~l"',Q). TackH Q. 

nazivacemo tасkош s'\;riktnog izlaza оЈ ~ и odnoBU па а. i siatern /9/ ako 

postoji takav broj Ео"> о (ia вуе tаёkе integrala Ј tQ.) koje odr:;ovaraju vr:i­

jednostima -t iz intervala to<.t ~ -\:.o+to би sadrzane и skupu .~* • Skup svih 

tacaka striktll0g izlaza od c4r ozna~ava6emo ва ~or-4:."t g-\f-~\.~ (С41', Cl) . 

сј Frema hipotezi В slijedi o~evidno 

sor t~e s-\1-~cte. (~ / а.) с so r{ve (~, а) со trOt'l-\.l""", 0.) . 

d/ Neka vazi hipoteza Н i neka јв Q.:t\'о,ч.."'·~','i",)Е::f.,.о,,"\.(~,Q). I'otre­

Ъап i dovolje.I1 uslov da је Q. Е sor~'-e s-\-r~t:\-·t.tw,o.) је da postoji Ео '>0 takav 

da је 

Definicija. S vaku tacku R za koju postoji ta~ka 1> Е. ~ takva da је· 



.~ ::' 

R о::::. c\,,~'-c l~i "'", ОЈ ,паzivасешо tасkоПl u1az~ odw \.1 odnoBu па Q. i 

вistеш /9/. Tacku'R nazi vасешо tackorn striktnog u1aza od W u ойпови па Q 

i sistern /9/ ako postoji takav Ъгој ео"> о da 8уе tacke integra1a Ј <"'R) za 

vrijednosti '\:. iz interva1a t..-Eo '" -\:. <. -\::. о pripada,ju skupu ~ ... 

za tacke u1aza i tacke striktnog u1aza vaze ana10gna tvrdjenja izne­

eenim tvrdjenjima za tacke iz1aza i tacke striktnog iz1aza. 

5. Neprekidnost transfoI'rnacije Q= 1(1)). 

Lema 1. Neka vazi hipoteza Н. Ako ?оЕ:ц7', c..Of\S{2 (Р.ј ",",o)eSOf"!\ts-#ћ:СW(с.Ј;Q») 

tada -\;ransfor'macija 

је neprekidna u tacki Ро • 

Dokaz. Neka је -РО -=- (-\:.., ор"О ,'" ) t=J: ), 'Ру -=- (t., , -r-(, .,. ,10:) i neka је 
pof:-оmЬ,.е1ql4.сlt~(ц)',С1), РуЕОt'l"lЬre?qч.с~е("'",О))Ру-+Ро, Dovo1jno је dokazati da 

COr')S~ (Ру; w, а) ~ c.Of\C;~ <..1>. ; ~ , а) . 

Irnamo, t1l -+ t.o , ? =") (..-\:"0 11'0) , Ч,:: Ј l-t.." ,"\,>.,). Neka је Qo ':: cc"se~ (?о', LV, о) 
i ") (\: ,1>';') integra1 koji pro1e.zi kroz Q. za neku vrijednost 't od -\:. • fгеша 

tome јв 

/11/ 

Kako је tA.t otvoren skup i intee:ra1 :1 (t.,~o) neprekidan ро -\:: , to proi­

z i1azi da za Ј',,>о йоуо1јпо rna.lo vaz i 

/12/ J((to-d', 't-cI'Ј, Р.) с.сЈо. 

Ka.ko је /). t 1>0) otvorell interva1 koji odgovara integra1u Ј tt ,"Ро) i се l?o) 

i ~t?o) lijevi i (le8ni kIЋј ovog interva1a, to је c(t1'.) c::.-t.o<.'t <. ~(1)o). 

Neka је ~ "> о proizvo1jan Ъгој. Ргета /12/ i tvrd,jenju 4. d/ postoji 

Ьгој d>O tako rna1i da је 

/1')/ сс. t \'0) ~ -\:.0 -сг "'- -\:.0 ~ '1: -rf "'- 1; <. 1; ... Ј' с:. rэ-~"Р.) , 
- , 

/14/ 
Јl[~о-cI', t'-cI'] , 1>0) c.w, J\l-\..-cI', 't+J'] , "'.) с.О, 

ј (( 't - сГ, 't), 1'.) с. "'", Ј t t 1; , 't + c:f ], ~ о) С. f.\7""" , 

precnik od "] (("t' -сГ, ''t + СГ] , 'Р.) ~ ~ . 

Posljednja nejednakost izrazava da је 

;' /15/ !f' \ Ј t t', 'Р.) - Ј ( ~' , 1'.) \ ~ ~ ,,) ) 
~- . 

~_ kada је 'f:-d'~" t! ~ 1:. +Ј', ~ - rI' ~ -t" ~ 1; + CI' • Ј' 
~<: 

&;'с . 

L ----")-\-1-t--\:.-' ,-р,-.) - Ј (t", Ро ) \ oznacava rastojanje tacaka Ј (·е ,'1'.) , Ј t '\:", Р.) . 



/16/ 

vazi 

/17/ 

Kako -С" ~to to је, za dovo1jno ve1iko "tI , ргеша/1 '3/ , 

Ј:. ( Р.) < t. - d <. t .. <.. 't - d' <.. 1: ~ 't +Ј' ~ 1)-( ~o) • 

ргета tvrdjenjima 2.Ь/ i с/, kao i /1'3/ i /14/. za dovo1jno ve1iko ~, 

Ј ([t.-c:f, 't+o], Р,,) с.а Ј J\lt.-J', t-J'), 1>,,) с."", 

Ј l't' - а, P~ ) ~ '" Ј Ј (t; + сг, Р., ) ~ w·, 
odak1e, prema/16/.s1ijedi 

/16/ Ј \(.1: ~ сг I t: + сГ] I ")1) с. О. 1 ::Ј l (. -t., , 't - d' Ј, 1',,) с. w • 

ргеmа/17/1ukЈ((1:-d..t.+d]I? .. )вјеСеi.-rоУ\i..tw• О). Neka t. pr01azi 

j.nterva10m ['t - с:Г, 't + о] U desno, pocevsi od 1; - Ј' • Kako је ~ro",-t (Ц)' • а.) 

zatvoren u odnOBU па О, to, pl'ema ргуој re1aciji /18/, pOBtoji vrijednoBt 

od t , neka је to 't" , takva da је 

/19/ 

S1ijedi 

/20/ 

uporedjujuci zadnju re1aciju ва drugom re1acijom /18/ dobija ве 

.'~ Ј (( t., I 't JI ), "Р" ) с. ц}- • ргета оуој re1aciji i re1aciji /19/ ртој. zi1azi 

da tacka "Ј ('t" I 'Р,,) је B1jedeca od J.l-t" ,1'.,) U odnosu па "" ,а. i BiBtem 

/9/ /ргеmа definiciji s1jedece tacke/. Slijedi 

" /21/ Ј ( ~'" "Р .. ) = c.onsl..'L \. ?"·Ј ~ I 0.) . 

Kako Је, ргеша /13/, (t:-c:r. ~+cГ) с. AlP.) , to, ргета tvrdjenju 2.а/, 

vaii s1jedeca uniformna konver~encija 

Dak1e, za indekse ~ dov01jno ve1ike, B1ijedi da је 

odak1e, ргета /20/, imarno 

I Ј (t., I ?., ) - Ј ( t., I ~) \ <. 'z 

Nејеdпаkоst /15/ daje, ргета /20/, 

\ :Ј ( 't., I Р.) - Ј t 't • 'Р.) \ <. , . 

Dak1e, imamo 

ргвта /11/ i /21/, proizi1azi, za У dov01jno ve1iko, 



odnosno 

jer је ~>o proizvoljan broj, ito је i trebalo dokazati. 

Leтa 2. Fгвtроstаviшо da va~i hipoteza Н i Ја је 

1> .. ':::, (-t:." , "Р..", 0.0, 1'> ..... ) Ео oV\l\h,..e ~~",-c.a,e (w, о) I 

/22/ 'Ро = l -\:.0, ~o, '.' I 1"ђО) Ео so,..\'~e ~+r~ct~ (~, О) } 

1>" -??о . 
Tvrdimo Ја 

/2)/ 

Dokaz. 1 юашо -t" ~ to, 'Р", Е: "" i 

/24/ 

Neka је '2 > о pr"oizvoljan br·oj. PгelТla /22/ i tvrdjenju 4. t'i/ lako је 

zaklju~i ti da postoji br'oj d> о takav da је 

Jt[~.-O, ~o·+(Г1, Р.) с. Q I Jtl~.-cr, -to ), ?) с.Ч>' Ј 

Ј l t t.o , ~.+ Ј ) I 1>.') с. С.Ј''* I 'Ј l-\:.o + d. 'Ро ) Е. ~* , 

125/ precnik оЈ ]((~o-cГ, t..+cI'] , ~o).(. ~ . 

Ргеша tVlodjenjiJl1a 2.0/ i c/,'l.t.\.dovoljflo velikoV ,vazi 
.' 

t.o-J' <. -t:." <. t.o .... Ј' , 
~;' 

~i2б/ 
~~' 

~IC.'.'. ј .•..• da:~::; ~и~~a:e~:"~~; /26/ i kako је Ј t t., 1>_ ) = t'. ,,<Ј-
~'121/ t.o-d' <. ~'" <. 1:0'" о, c.ot\~{2.l"Pv ј cJ-, о) = Ј t 'ttl, 'Ру) . 

~. Ргета tvгdјепјu 2. а/ slijedi Ullif'ol'mna konvergencija. l' otuda Је Jtt, 1'.) ~ ](t,1'.) " [-t..-J', t ... J'] , 

,; 
Za dovoljno velike indekse ~ imamo 

. ргеша /25/ ј е 

, postoji 



odakleje, prema/24/ i/27/, 

\ co nse'2 (?~ i '" Ј 0.) -?о \ ~ '1 ~ 
Ј 

5 to oi.Jez1Jjedjuje uslov /2Ј/, jer' ~ шоz е аа uude i proizvoljno ша.li Ьгој. 

Lеща 3. Neka зu ispulljene pl'etlJostavke l'lipoteze Н, neka је S:Sor!\..tl"',O) 

i pretpostavimo da је svaka ta~ka izlaza ta6ka striktnog izlaza, tj. dn је 

so-rt~~ (<<.&, 0.) -= c:.or-t:.~ stru:.tt l ~ 10.) . 

Definisimo tr'апsfогщасiјu Q::. 'f СР) па sljedeci nacin 
, 

'f ( Р) = c.on se2, ср i ~ I О) '<.C\.clCL l' Е: от bre ~qч.сs.е ( &4t , а) Ј 

'е ( р) = t> l.<.o.c{Q 'Ре. S . 

ргеша da.tim ргеtроstа.vkаша, tVl'diшо da transforlllacija. Q. -::. --е (."Р) је nep1"eki­

dna u skupu 
\.v = ombrt ~Ltche (сј/О) +8 

'Ј 

i da је 

/2Е/ 'f СР) Е. 5 \(.~dct "р €. W . 

Dokaz. l'!epr'ekid.nost tr'8.nSfOI·blacije -..е t -Р) zakljucuje ве neposredno pr'e­

та lemi 1 i 2. Re1acija /28/ pojavljuje ве kao neposredna posljedica d(jf'i­

nicije 'е СР) .. 

б. 'rEOrm:UA I. Neka vazi hipoteza Н u оапоаи r1a sistеш /9/ i I)I'etposta­

vimo da је svaka tacka izlaza, u odnosu па t.3' , cl i sistещ /9/, tacaka 

atriktnog izlaza, tj. da је 

Ј /29/ 

:/30/ 
" , 

:,/;1/ 

Ргеtроstаviшо da za skupove 7. i S" vaz е r'elacije: 

5" с. S 7. с::. w + S" I , 

2" 5" i<z гlt.Ј..-гD. '<. t оо( So\ Ј 

Z () 5" "~j~ .-e-h-G\'<.-t:. oq z... 

':) Tada postoji ba.r jedna tacka Ро = (-\:.0, ПО 1 ' •• ,~~) , takva da је 
" 'P~ Е: Z. - S'\. i da ili 

;/;2/ 
(11i 

;,/33/ 
i:: 
fi 
" 

СО f) ~'-2. ( 1'0 i СЈ' I О') 11 е pos.Joj-i. • 

(RelaCija /'3;/ izrazava da је dio integrala desno od 1>0 sasvim sa.drzan 



1......... 51 t I( 
~:; u {Ј.}' i nе Inoze, preтa tome, nikada dodirnuti :fror)i (цt, 0.) . ОУа relacija 

~~'ekvivalentna је ва геlасiјош 1)e",,~~+)){?)c.~, odnosno, аа геlасiјош 
tDem~ (+) Ј( 'Ро)] f\ :f .... oni (w, О) -::: о.) , 

,; /')4/ 

Dokaz. Pretpostavimo йа је tvrdjenje teoreme neta~no, tj. йа је 

cOr'lt>eo (-р. w 0.'\ Е. 5 \(.o..cl~ Р е. z. - 5" .Ј.. ) , Ј '\ 1 

sto znaci da c:.vf')c;.e'.t.("PjtJ",(l) postoji za sve ta(:;ke 'РЕ 2-~" 
'1. - S" с OtY} I"-е 'JeH,,"c~e (w, О) . 

ргвта /29/ imашо 

• Otuda Је 

z=t"z.-S'l) \ "LAS"C ombr-е ~ct"lcJ,e(w,o.)+S =УЈ, i.J. 

/,)5/ Z с. W -z.q W = o,.,br-e ~ct&.c.cJ.,e (Cc1",O)-+ S . 

Iskoristirno transfo]'rna.ciju Q. ='f (1)), koja 8е po.iavljuje и lemi Ј ]. 

, koja Је definisana uslovima 

~' i 
';~ . 

/')6/ 

/,)7/ 

'€' СР) = col'Ise~ (1' ј w, а) \(o..d~ Р е. оп, Ь,.е Э-С1ц.с~е (ц)-,о.) I 

'ft'P) =1> \,(~O{C:( РЕ s. 
Тгаnsfогшасiја Q. = -е (р) је neprekidIla па W /ргета lemi Ј/, ра је tirп pr'ije 

йtlергеkidnа па 7. . 
I:,'rema /'35/ i /'37/ imaJj:\:O 

'f ('Р) = р kada Р Е 7..1\ S'I~ , 

'е('Р) Е 5" kada Pe.1J\S". 

Prema /34/ i /'36/ 81ije~i 

Na оаnоуи zadnje tri relacije zaklju~ujemo da Је 

је 7..1\5 .. I'etrakt ос1 S" /РЈ'ета /30//, to postoj i transformacija 

koja cistvar'uje 1"etrakciju S" и "1..1) 5". Оуа tгаnsfогшасiја је nе­
za Q. Е. So\ i slije(li da је 

'f ( Q.) ~ Z f\ 50\ I<о..о{С\ Q Е $" 'f ( Q) = Q. "<.c:tolC\ Q. Е. 1. г\ S" • 
Ј 

FогmiI'Rјшо sada tгаnSfОl'шасiјu R = + (1)) , gdje је 

1(1') = 'у 'е (Р) . 

i /39/ transfoI'macija R::: + ('Р) је definieana i neprekidna. , 

i slijedi da је 



f СР) с Z f\ 5" kada Р Е 1., fCP)= 1> kada Р Е: 1. (\ ~" • 

Dak1e, оуа tпшвfогшасiја ostvaruje r-etr'akciju 7.. па 2А S", sto jtj 

nemqgu6e, рr'еша /:31/. otuda pretpostavka. da jetvrdjenje tеогеще neistirli­

to dovodi па kопtl-а(liktогnоs-t i tiше Бе potvr'djuje, tacnost tvrdjenju. teo-

гете. 

7. Гl'ОЫ~ID О egzistel1ciji 8.siшрtоtвkih po1uintegrala i gr'anicni pi'O­

Ыеrn. ' 

zadr~imo i ovdje valenje hipoteze Н. 

Dofii-licija. l'oluintoB;r'a1 si:Јtешu. /9/ /koji po1azi od tacke р / kaza­

сето Ја је аsiшрtоtski и odnosu па Bkupove "'" i cl ako је оп sadrzan и цу , 

tj. ako Је 

l'гоblеш о egziBtenciji аsiшрtо tskog po1uintegrala и odnosu па tJ' i cl ~ 

'!lElka је Z. jedan skup takav Ја је 'Z. с. GJ- + f,-оnt("",Q). D~ 1i postoji tacka 

"ре 1.. takva da: је l)efW\\ {+) Ј ("Р) аsiщрtоtski u odnosu па W i О. , i1i sto 

је isto, takva da r·e1acija /40/ iЋа mjesta "? 

Granicni РГОblещ: Neko. IЗи 7.. i Т dva akupa и W + :ff'On-t:(<-)',О). l.)a 1i 

postoje dvije tacke А с:."2 i б Е. Т koje ве шоgu apoji ti dije101fi 1uka јеdrюg 

integra1a siвtепш /9/, koji pl'ipada ц}- + ~ot\-l (~, 0.) "? 

u В1исаји оуа dva ргоblеша koristi ае teorema 1, koja vodi a1ternati­

vi da vazi /32/ i1i /33/. Uvode6i odredjene dopunske ueiove и teor'emu 1 

rnoz е ае iak1juci ti i1i relacija /32/ i1i /33/. Ako relacija /33/ nije 1110-

gu6a teorema 1 daje pozitivan odgovor о granicnom ргоЫети /uzimaju6i Ја 

је т = S - S" /. Ako, pak, J:'e1acija /32/ nije шоgu6а tada re1acija /33/ ро­
vlaci re1aciju bet\\it+) Ј (РО) с (д- i ргоЫет postojanja asil11ptotekog РОlи1.н­

tegra1a и odr!oau па W i а daje pozi tivan odgovor. 

8. TEORE1~A l[ /0 egziatenciji aeiIl1ptotakitl po1uintegra1a/. 

Neka vazi llipoteza Н и odnosu naaistem /9/ i рrеtроstаviшо da је ava­

. ke. tacka iz1aza /и odnosu па ц)- ,а i аiаtеш /9// tacka atriktnog iz1aza, 

tj. da је 

Neka је 2 ekup takav da је 

Zc.cV"+S 
I 

-Z.r\ s j~ re ""'~I(. t 0« ~ Ј 

"Z.J' S ",јје re.f:r",,-\: 001. s,. 
! i 



Tada postoji Ьо.г jedna to.cka?o , takvo. do. 

'Ро ~ 'z - S Ј 

tj. 1>.6. 7.. (\ "" i do. desni pOluinteg:r'al koji p01o.zi od РО је sadrzo.n u 

~ , tj. 

/41/ 

zan, 

Doko.z. S ta.vimo u teoremi 1 da је 5", = ~. Ггi tome је skup ~- СЬ" рга­

te re1o.cija /32/ nije lПоguСа. Otuda re1acija /33/ irna шјеstа, а оnа, 

pak, ~ov1aci re1aciju /41/. 

9. о egzistenciji аsiшрtоtskоg p01uintegra1o. koji је produzen d.o i:,::+oo. 

Definicija. Neka ви ц>- i Q dva otvo:r'ena skupa i ne"ka. fA1' с.0- • Ka.za6e-" 

то da ~oђtд~ (Ю") dodiruje :t-Y"ot"\-tctt1(o.) iskljucivo па r'avni t= -(),. /gdje 

ј е ~ kono.ca.n br'oj ili f,.-= +00 / 8.ko za fJvaki niz tacaka "Pa,I = l-t~ , -r/» ... I to~) 
takav ја 

elijedi аа 

На oenovu avego. pretllodnog пюzешо so.da iz10ziti najvo.znijetvrdjenje. 

TEOREJJA !Т!. Neka vaz i hipoteza Н u oclnosu па aistem /9/ i pretposta­

vimo da :fro",-t~ln (СЈ-) dodiruje fc-o,,-t~~(a) isk1jucivo па ravni -\: =-t. / gдje 
је ~ kona.can Ьгој i1i ~':=.+CO ј. Da1je, pretpostavimo da је 

so ... -\:~t tW',Q) = Sor-t.~e s-h-~c:-\:e lw,Q) = 5 Ј 

z,c.w+S 
Ј 

"z. 1'\ S 1<l t'cz+r,,"<.~ ос( ~) 

"2 f\ с; t"\~~ct .... e.+-,-ql(. t оо(, 7.. • 

Tada poatoji tacka 'Ро = ('\:.0, ПО I ... ) 1>:) takva da је 

'Ро Е:. "z. - 5 Ј 

t ј. 1>0 Е: L." W- i da 

/42/ 

/43/ 

оуај poluintegral је o.simptotski u оаnови ~a ~ i cl i slijedi 

Ј ( t I "Ро ) с <.v kada -\:.0 ~ -\:. <. -&. • 

Dokaz. oznacimo ао. ~t?o) -::; (~(?O)1 flct(?o)) interval koji odgovara inte­

gralu Ј (i:.,1>o) • prema /42/ i de.finiciji od 1>em\ (+) Ј t 'Р.) alijedi da. 

'Ј ( t I "РО ) с:. 41- kada to ~ -\: <. f1ct- (1)0) • 



/44/ 

Da bi utvrdili/43/ treba dokazati.da је h(Po)=-s.. Neka је 
Ј 

otudailТlamo 

i prema prethodnoj definiciji slijedi Ја 

t)l ~ -r,. , 
sto, ргеша /44/, јаје da је -6-= fl.y( Ро ). 

{о. О egzibltanciji rjeienja u grani~nbm problemu. 

Definicija. Ргеtроstаviюо da ви bkupovi l.(}- i cl otvoreni i da (А)" с. Q . 

каzасещо da :fго"tа.tnСС4,)-) по dOdiI'uje 1ron i:.o...tn(Q) kada пе postoji ni јеЙа.п 

niz tucaka РJI takav Ја 

1>)1 €. ы-, Р ... ---""' :fro"t~tп (о) . 

ТЕОР.ЕМА iv. Neka vazi llipoteza li u odnosuna aistem /9/ i pretpoBta.­

viшо da 1rol'\to...fn (t\)") пе dodiruje -f"or'\to..~ (Cl) • Fгеtроstаviшо da је 

.' s о,. t~e l СЈ' , а) = c:.o('\.~e c;+t-~c.u. <.. "" ) а) = ~ 

i da za akupove Z i Т ve.Z е relacije: 

TC.S, 'Z.c..цr+~-,.. Ј 

2{) t ~ - Т) је retI'akt od s-T t 

. L f'\ {. S - Т) nije retrakt od 7.. • 

Tada poatoje dvije tacke ~ Е; -z.f\ ~ i G.o ~ Т koje шовиЫ ti вројепе 

lukощ [?о, Q.o] jednog integrala sistеша /9/ pri сети ве taj luk nalazi и 

~ izuzev njegove tacke G.o. Ovaj luk ~ini гјеэепје granicnog ртоЫеља. 

Dokaz •. Neka је 5,,::. с; -Т • Nije tesko ргiшјеti ti da ви pretpoBtf~vke 

teoreme 1 ispunjene. 

Dakle, za svako PE~ САзI'\!.~~ (1); w, о) postoji, јег 1iOrtta.~ l"") ne dodi;... 

гије :frorttqlп(Q.). Neka је "=1>o=t~,~o" ... ,"':)i izabeI'iil1o niz t", takav 

da је: -\:. • .с:.."\:", .с:.. ~(1)0) J-\:.)I --+ f1a--(P.). Otuda ј t -t., ,?) ~ 1t"о~-t:~Јп t О) . 
Dukle, za јеЈап odredjen iшiеks )Ј = ~ , ргвrnа gornjoj defiIliciji, је 

ј (~ , 1>0 ) с. О. - ~ ,te се luk Ј (С to ,-\:"",1.1>0)' sjeci ~t"o~'\: (~I 0.) 
i, ргета t.ome, c..o.,c;i2, t 1>. ј (.V I О) postoji, te relacija /3 3/ nije 11l0е;иСа. 
Otuda вliј.зdi 

<:"0., S ~ ~ ( 1>. i W-, а) Е. С; - S" = т . 
Ta~ke 1>0 1. Q. = c:.ot"\s.t2 ('Рој сЈ',О) ocevidno ispunja.va.ju uslove tеОl>еще IV. 



za оуај rad od posebnog zna~aja Ысе teorema 111 koja govori о egzi-

stenciji integrala Ј ('Ро ) kojic'e uvijek oatati и ~nutrasnjosti Ol} ц)- , а 

da nikada пе susretne i vicu од. tAJ" i о rl10guспоstiшапјеgоvоg Ьеskопаспоg' 

prodi.lzavanja /dO ivice оЈ n/. 'l'eorerna IV је vazna za odredjivanje egzi­

stencije integralnih kl~vih па kопа6пош intervalu роsшаtгапја. 

'l'l'eba iHtaci (la је 11. BertolirlO и вуОJII l-adu [6Ј дао jedan elelllOHta­

r an dokaz tеО1'еШ6 1Ј! Т. Vazevskog, bez koriscenja l'etrakcije, za slHuaj 

kada ве ima јеЈпа obi~na diferencijalna jedna6ina. М. Bertolino је Јао 

taj dokaz koristeci ројаш nedekindova presjeka i istakao da ве u slu~aju 

вistеша jednacinb. kornplikuje шоguспоst jednog tukvog dokaza. 

pri:lljer. Fоsшаtгајшо 'Icijev" W: \-:х:\ < 1, 'd-'~1. 1-00 "'-1.":::'+00. 

1vicri. o;l~ saBtoji ве od cetiri 6'1:;1'aoe Е" ,1::'1. Ј tз i El,' t koje "['еа­

р ekti упо pripadaj u 1'80 vпiша -х."::. -,., I -х.:. -t "1 1- '; -;\ i d- = + 1.. 
Гов,на tr'ajfflo sis tеш jednacina 

ipretpostavimo ди ви funkcije i i ~ Bvuda neprekidns, da kroz Bvaku 

tacku prolazi' јеЈап i вашо jedarl integral toga вiвtеша i da је 

:x:·t(-t:.,~,}) <:.0 t"IC\. 

'}. ~(t ,-:><:, '}) >0 .,q, 

LakoBe ргiшјесuје da је skup tacaka 6triktnog izlaza 

s ': Е ~ + Elt - Е" - Е.2-

Neka аи А i В tacke ва kоогdiпаtаша l ~,-"\, 't) t (}, ""-1, 't) , gdje 

је \1- \ <.1. 1- оо ~ 't' ~-tОО. Оzпасiшо аа 2 аеgшеnt koji је bgraniceH 80. 

tackaIIla А i & • Skup 'Z." S cine tacke А i ~ i skup 2" 5 nije retrakt od 
; .. 

7.. Neka је f(Q.)=A kada QE: 1:> i :f.(Q.)=~ kada Q.E: Ete • тгапs:fогшасiја 

1(Q.) ostvaruje retr'akciju ~ u 2 f'\ 5 . Dakle t skup -z.. f\ 5 је retrakt 

од S . 

Ргета toroe, па 8еgшепtи z.-S :: 2-Д-В postoji tacka Ћ. takvёl. dёl. 

poluintegral koji polazi od Ро , produzen u desno od 'Ро koliko go(l је to 

moguce, nе izlazi nikada iz "cijevi" ~ • Dakle, za svako t iz ~nte:t'vala 

t. ~ t < + (:10 integral се ъi ti asilllptotaki ogranicen. 

L 
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GLAVA 1 

u ovoj glavi izlo~icemo ukratko тоје ranije rezultate do kojih ват 

doaao u magistarBkom radu, а koji ви objav1jeni u radovima [Zll] i [25']. 

Те rezultate dacemo и paragrafima 2 i Ј, а u paragrafu 1 interpretiracemo 

neke rezultate u. Berto1ina koje ват neposredno koristio и svome radu. 

§ 1. NEKI REZULTATI М. BERTOLINA О ASIМFTOTSKIW RJESENJlЫA 

DIFERENCIJALNIH JEDNACINA 

ovdje сето izloziti вато neke diferencijalne jednacine, еа vаzniщ, а 

па mjestima i veoma zanimlji v:i" ", i;i.vkama, kao i tvrdjenja koja ви 

rezultat specificnih posmatranja. 'Ј..Џ <;U Diti еwnо neki rezultati ы. Berto­

lina koji ви mi posluzili kao OBnovna inspiracija u radu /rezultati ви 

~uzeti iz rada [Zl/. 

1. Neka је data jednacina 

/1/ (т=-\,'2.,·.·) . 

Za гур:.2.'" (\(. .... ,,'2.' ... ) i za 1Y\=2.\("." (~::O,",.··) М. БегtоlinоdоЬiја bitno 

razlicite rezu1tate. 

Za funkciju 't (t) pretpostavlja da је neprekidna za t ~ -\..0 >0 i da za­

dovoljava jedan od uslova: 

С" ~ 'f (t) ~ С'1. (C",C~ ви konstante takve da је С .. ·С1. > о) 

~ 'е{-\:.) = +00 i 
t "",,+00 

Za funkciju '( -t ,")(.) pretpostavlja da је neprekidna u ci tavoj ravni tO-:с ] 
da zadovoljava Lipsicov us10v 

\ 'r ( -t. , '1. ) - 'у t -t.. , х.)\ ~ \.( \ )( - -:х. \ 

/ \.<... је Lipsicova konstanta/ u svakoj ogranicenoj oblasti ravni t.O~ i da 

zadovo1java jedan od uslova: 



/2/ 0<. f-./ <. 'f(tl~) <.. М -I.J <. 'f'(t,':)(:.) < -М] -АЈ <. 'Y(t.,':IC.) <..м Ј 

ili jedan od uelova: 

о <. IJ t':IC\ <. 'P<t,'X:) <.. fv\ \~\ 
) 

/Ј/ -I.J\":(.\ <:.~tt,~) <.-M\~\ 'ft-\:.,о)=О, 

-ЈЈ \':1С\ <. 'Yt'\:..':)(:.) < М \-:Х:\ 

gdje ви М i '" pozi ti vne konetante. 

Korieteci oenovnu ~apliginovu teoremu о diferencijalnim nejednakoeti­

та М. Bertolino urnjesto jednacine /1/ poematra komparativne jednacine i tO
J 

u slucaju pretpostavki /2/, jednacinu 

~~ = '{' (-\:.):х:," ± ~ 
/~ је konstanta/, а u е1исаји pretpostavki /Э/, jednacinu 

~~ =- 'eltY:x:" ±.f<~. 
Kvalitativnu integraciju tih jednacina vrsio је direktnom metodom. 

Od svih rezu1tata do kojih је dosao, posmatraju6i jednacinu /1/, 

e1jedecih pet tеогеша еи аато i1ustracija vrsta tih rezu1tata. 

ТЕОНЕМА 1. za 

/еа osta1im pretpostavkama о funkcijama '(>(-i:.) i 'I'(t ,')(:) navedenim napred/ 

jednacina /1/ iша jednu k1asu asimptotskih rjesenja - eva pozitivna гје­

аеnја i r јеэеnја koja prolaze kroz tacke оее ~ =0 . 

ТEOREMA 2. Za 

,,= 2."<. +1\ ("<.=0 '" 2. .•. '). С .. ~ 'elt) ~ С •. С .. С2, <.0 , " 1 .. I I 

i ako је iepunjen jedan od uelova /2/, вуа ви rjesenja aeimptoteki ogra­

nicena. 

ТЕО RЋ."МA Э. Z а 

/ ~ :. О " '1 ... ) . \ ,'. Ј 

eva Зи гјевеnја aeimptotska, pri сети pozitivna nе teze, а negativna teze 

nu1i. 

ТЕОВЕМА 4. Za 
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-:x::;t:.o, "'!-:х:.\ < 'r(t,X) <. M\~\ ј '1'(-1:..0)=0, 

sva. аи pozitivna rjesenja asimptotska i nе teze nuli i postoji jedna kla­

ва nega.tivnih asimptotskih rjesenja koja teze nuli. 

TEOНEћfA 5. Za 

O<.I-J <. 't'(t ':1(.) < м , , 
sva pozitivna rjeaenja i sva rje'senja koja prolaze kroz tacke оае "х'=о 

asimptotski ви ogranicena i ta rjesenja teze nuli kad t-»+DO . 

Navedene rezultate М. Bertolino је razmatrao i ва Btanovista metode 

retrakcije. 

2. Neka је data jednacina 

/4/ d-r.. :. u.,,(t -х) + r(t. -:х;.) C(t 1, , 

/neka. је jedinoBt rjesenja zastupljena и cijeloj ravni-l:.ОХ; i neka ви iB-

punjeni uslovi 

/5/ 

-IJ":Х;, <. 'fI (t, -х.) "ZA ~..::.O ј '1-'( t, о) =0 ; 

\ r ( t.."X'.) \ <. (/Ј -1) \ ':(. \ 7:.Q. 'х:. =f= о (о <. 'z < /ОЈ) 

\ -:х:. \ ~ d' > о ., V" t"l. о) = О . 

ТЕОНЕМА 6. ~od uslovima /5/ jednacina /4/ ima. jednu klasu negativnih 

a.simptotskih rjesenja koja teze nuli kad i:.~ +00. 

Ј. U cilju davanja primjera za primjenu metode retrakcije, bez иуо­

djenja komparativnih jednacina, М. Bertolino izlaze nekoliko Btavova koji 

8е odnose direktno па egzistenciju asimptotski ogranicenih rjesenja, а 

ponegdje i па njihovo tezenje nuli. 

ТЕОВЕМА 7. Neka је data jednacina 

16/ ~~ :. ен t.) 'х. + d ( t ,.':(.) + :f Н.) , 

gdje ви Bve date :funkcije neprekidne и cijeloj ravni {О-х. i 

\f(tJ\ <.. М } ol (t,o)=o I 

\ct(t,"X..)-ct(-l.-:х')\ ~ ~({.),~-~\ ,. ~ftt.)=-o, 

t:м-t Q.(t) = ёi ~ о . 
-(:-'1>-'00 

Tada ви Bva rjesenja jednacine /6/ asimptotski ogranicena. 



TEOREMA 8. Fri svim istim uB10vima iz teoreme 7, вато za ii '> о , jed­

nacina /6/ ima Ьаг једnо asimptotski ograniceno гјеЭеnје. 

ТЕою~.мА 9. Neka ви svi us10vi teoreme 7 ispunjeni uz sljedece izmje­

nв : Q. ': О , CHt) nе шјеrlја znak za ~ >,.. t* ~to >,0 i neka је јоэ ispunjen i 

us10v 

'l'ada, ako је CHt.)<O za t~t* , sva аи гјевеnја. jednacine /6/ a.simptot­

Bki ogranicena, а ako је q(-t:.)О za. t.>,..t.*, postoji Ьаг jedno ograniceno 

гјеаеnје. 

/7/ 

'l'ЕОНЕМА 10. Neka је data jednacina 

ol-x. :::. Q(i:,)""X: ;. ot. (t,?c') 
dt 

/jedinost ispunjena и cijeloj ravnitO~/, gdje је 

~Qt-t.)=ёi<оЈ loltt,'X)\~'t(t.)\':)C..\ tvwt'(t-\..):.O. 
{-».оо . . 1 t~.OO . 

'I'ada еи eva гјеЗеnја. jednacine /7/ asimptotski ogra.nicena. РоееЬnо, 

ako је 

Bva гјеаеnја teze nu1i /sto pokazuje preko komparativne jedna.cine 

--х.' = (СН1:) + ~(t)) ~ /. 

ТЕОНЕМА 11. Теогете 7, 8, 9 i 10, izuzev tvrdjenja о tezenju nuli 

Bvih гјеееnја /teorema 10/, vaze kada ее umjesto'X. и izrazu CHt)JC. etavi 
':1::.1~H4 ( " -= О, " , 2. , '" ) . 

4. Sljedece tri teoreme зе odnose па modifikaciju i uopstenja nekih 

stavova. Т. pejovica. 

Т. Pejovic је proucavao jednacinu 

/8/ ~~ :::. Q(f.)"':( + ~tt) + 'C'tt,'X.), 

gdje еи funkcije CHi:,) , +(i.) i 'e(t,':t.) neprekidne u oblasti t..~to)OI \'Х\<А 

i iepunjavaju ue10ve 

/9/ \'ftt,X)-'{'(t,"Х.)\ ~ L\x-:JC\ ~'I. -t~i:o>o i \~\<.A, 

M\V"\ ~ А L <. \r'\, 
\У" \ - L ~ , 



GO 

gdje је М pozi ti уаn Ьтој takav da је \-:х: \ <. М za ograniceno гјеаеnје jedna­

cine 

~~o = Gt(-t) ".Х: о 1- ttt) . 

ТЕОНЕМА 12. pod us10vima /9/ j~dnacina /8/ ima, za У">О jedno asim­

ptoteki ograniceno rjesenje, za r<o sva ви гјеееnја aeimptotski ogranicena. 

Оуи teoremu Т. pejovica М. Bert01ino dokazuje па jednostavan nacin 

koriete6i metodu retrakcije. 

TEOВEY~ 13. Jednacina 

/10/ ol:x. =. --e'(-t) -:х: + .f (-t.) + 'f' (t -:с.) 
ol. t 'e(t) , 

ima, za t ~to >0 i \~\<~, jedno asimptotski ograniceno rjesenje, pod 

tie10vima 
+00 

S#(t)o{t =0(.,) I.<o.cl -\:.-'10+00 I ~ -et-\:.) = +00 
!t. -I:~+oo 

r 

jfunkcija 1t~) је integrabi1na za ~~~o>o , ftt) pozitivna i monotona/, 

'f(t,o)::::o, \'V(t,~)- i'(t,"'X)\ ~ л.(~)\)(.-:х:" 
... 00 

Sл.(-t.)dt=.О(,,) \(.o.o(-t:,-H""O, ,,~t <. ~,~<" (\'X.\~м.), 
-t: 

~tt,-:c.)je definisana i neprekidna funkcija, ~(~) pozitivna i integrabi1na. 

posrnatraJuci jednacinu /10/, еа stanovista metode retrakcije, М. Вег­

t01ino је dao e1jedece dvije teoreme. 

'l'EOREMA 14. Neka је data jednacina /10/ /jedinost iepunjena и cije10j 

гаvnitО-:с/, gdje је 'eti:.) pozitivna i monotona funkcija za l.~-to>o i 

.f.vwt 'f ( -t:.) ::. + со I 
~....,+oo 

't'(t,":C) definieana i neprekidna funkcija u ravni -1:0:( i 

'r(t, о) ::01 

gdje је л.(t) neprekidna funkcija i 

~ 'Л.(t) =.0. 
i~+oo 

Ako је 

tada postoji bar jedno asimptotski ograniceno гјеаеnје. Isti је еlисај 

ako је. 



ТЕОВЕМА 15. Teorerne 12, 1Ј i 14 ostaju tacne kada ее umjesto CHt)~ 

i -е/(н -:х: u desnim stranama jednacina /8/ i /10/ etavi respektivno 
t'(t) 

( 11:0 ., '1. ••• ) 
• I I • 

§ 2. NOVE MOGUCNOSTI PRIMJENE МETODE RETRAКCIJE U KVALITATIVNOJ 

ANALIZI DIFEHENCIJALNIH JEDNACINA 

Metoda retrakcije Т. Vazevakog /vidjeti [~3J/ је metoda direktne kva­

litativne integracije di~erencija1nih jednacina /kod koje је zaatup1jena 

pretpostavka оЈ jedi:l:losti гјезеnја/, а svodi ве па tiormiranje od.govaraju-

6ih "cijevi" /pravolinijskih i1i krivolinijskih/ i konstatovanjem da in­

tegra1ne krive u1aze u tu "cijev" ili iz1aze iz nје, dobija ае zak1jucak 

da "cijevi" pripada jedna k1asa гјезеnја ili da poatoji Ьаг једnО гјезеnје 

koje pripada odgovarajucoj "cijevi". 

ovdje 6ето da, polaze6i od rezu1tata М. Bertolina iz10zenim u ~1, 

prikazemo nоvе:шоguсnоаti primjene metode retrakcije u kva1itativnoj ana­

lizi direrencijalnih jednacina, proucavajuci jednac~ne oblika 

/1/ 

Osnovni doprinos је uvodjenje novih vrata krivolinijakih "cijevi" 

/krivolinijskih "cijevi" ulaznih integra1nih krivih/, preko kojih ае ut­

vrdjuje, ne аато egzistencija aaimptotski ogranicenih гјезеnја, nego i . 

tezenje odredjene kla.se гјезеnја nekoj konatanti, dok ви ве e1icne "cije­

vi" do аада koristile za dokaz egzistencije Ьаг jednog takvog rjesenja 

/vidjeti [~.] i [gJ /. Ovom ishodu prethode, nагауnо, i nоуа ogranicenja Za 

funkcije ~("t.'Х.) i ~H,,'X.) koje ве daju u obliku dopunskih diferencija1nih 

nejednakoeti ~apliginovog tipa. Na rnnogim mjestima funkcije ~tt ,'Х.) i }tt.")C) 

ве uokviravaju nе kOnBtantama, nego funkcijama dovoljne opstosti. Kvali­

tativna elika ekupa evih rjesenja jednacine /1/ pokazuje ве kao vr10 raz­

nolika u tom amielu da jednacina ima гјезеnја уеота razlicitih evojstava. 

Takodje еи гa~noyгen! i uelovi koji ovakvu razlicitoat ualov1javaju. 



GZ 

I 

/1' / 

l-'rvo роs.ша trajmo jednacinu /1/ za ,,-= ~ , tj. роета trajmo jednacinu 

~~ = :ft -C,~). ':(. + ~ t -t:., ':t) 

/ jedinost r јеэеnја zas ·tup1jena u cije10j ravni tOx;. 
s obzirorn па razlici te pretpostavke о funkcijama f.t"\. ,-:х.) i <}tt,~) , 

koje daju i kva1itativno raz1icite rezu1tate, raz1ikovacemo vise еlиСајеуа. 

/2/ 

Navescemo еато neke bitno raz1icite rezu1tate. 

sve ргеtроstэ.vkе о funkcijama ;f.tt,'X.) i" <д-(t.,":)(.) vazice za t~t.">o i \х\<+оо. 

ТЕОВЕ!,!А 1. Ј ednacina /1' /, pod us10vima 

о <'lW1.tt..) < :t(t,oo:x:), 

\,}(t.,'X.)\ < 11't(-t) , 

gdje ви JYY'ttt) i IVtl-t:.) pozi ti уnе i monotone funkcije za -\:. ~t.o,.o i takve da је 

tvwt lV\.(t) = о Ј 
-\:. -НОО /wl (t.) 

ima, za -\:. ~ -\:.. >0 , bar jedno rjesenje asimptotski ograniceno i ono tezi 

nu1i kad -t. ~ + со . 

DOKAZ. Funkcija flt,~) od1ucuje о znaku desne strane jedna6ine /1'/ 

za one vrijednosti~ za koje је zadovo1jena nejednakost 

tj. za 

Kako је, prema /2/, 

\I}(t.;:x:.)\ <. mtt) ) 

\~(t, ~)\ /YYt t:t) 

to funkcija ttt,~) odlucuje о znaku desne strane jednacine /1'/ za 

IYltt) 
\~ \ ~ IYY1.l-t) . 

Otuda, kako је +(t,'X.)>0 (t> ... t.), u oblasti 

'у" .... m(t.) (1. ~ t \ 
""- ~ /W1.(t) ~ ..... J 

integra1ne krive imaju pozitivan, а u oblasti 

:с. ~ - ~~~~ (;: ~ t o ) 

negativan koeficijent smjera, te integra1ne krive jednacine./1'/ ргеејесаји 



krive 

izlaze6i iz "cijevi" koju оnе cine. 

primjenimo sada metodu retrakcije Т. Vaievskog. 

Neka је otvoren skup О. ravan ~О-:с., а otvoren skup с.)" oblast odredje­

па nejednakostima 

_ ''УЦ'О <. ~ ml-\:.) 
t > 1:.. о I /УУ\. l-t. ) <. IYY\. \,:\:. ) 

Ocevidno је w c.C"l . 
тН:) , t) 

Skup 5 tacaka striktnog izlaza ви tacke krivih ':c=:t. /I'1'\t-\.) \-t.~ о 

/ргеmа definiciji skupa tacaka striktnog izlaza/. 

Za skup Z uzmimo segment('\\,P2.1 , e;dje је р" tacka krive :x:.=~(~) 
l t. ~ to) , а Р2. tacka kri ve :х:. = - т (t)) l-t.~to). Vazi Z с. ~ uS 1) 

1YV\.("t, 

S kup 2 п 5 с ine tacke1'l\ i 1'2. • 

2. f'\ 5 је retrakt od 5 , јег је tacka 'Р" retrakt kri уе :х::. -= ~t~) (-\:. >.:t o) '2.) 

а tacka 'P~ retrakt krive 'х =- ~\~; lt~t.o). Skup z.A 5> nije retrakt od 2 , 
јег ее segment ['Р" I '\>2.] nе Пlоzе neprekidno preslikati па svoje krajeve. 

Dakle, ргета metodi retrakcije, postoji tacka РО , takva da је 

1'0 t Z - S = ('Р" 1>1.) • 
i da 

tj. integral koji prolazi kroz taCku~. ostaje uvijek u unutrasnjosti od 

0- kad ~ -. ... 00 , odnosno, integral koji prolazi kroz tacku РО је asirnpto­

t.ski ogranicen ~ tezi nuli. 

Na isti nасјn za skup L. шоgli ето uzeti neki drugi segment 

p;:-i сеlllи Ы takodje pokaza1i da postoji tacka 'P~ па interva1u СР,,', "P~) 

takva da је 

1)ем' С"'") Ј (P~) с. ~ , 

tj. i integra1 koji pro1azi kroz tacku '\?~ ostaje u fJ- za еуе -t. ~to • No, 

moze ее desiti da ее douijeni intee;ra1i pok1apaju, tj. da jedna ieta in­

tegralna kri уа pro1azi kroz tacke 1'0 i"P~ • Za to i zаklјuсuјепlО da posto­

ji Ьаг jedna integra1na kriva jednacine /1'/ koja је asimptotski ograni­

сеnа i koja .tezi nuli kad t ~+oo. l'оnаааnје integralnih krivih ilustru-

1) Skupovi W- ,.0. , S i Z uzeti Ви ргета radu [~) . 

~svaka t~cka је retrakt svakog skupa koji је "sadrzi, u kome је mogu6e 

neprekidno preslikavanje. 



је slika. 1. 

о 

S1. 1 

primjetimo da teorema 1 vazi i ako umjesto uslova /2/ funkcije ~(t,~) 

i ~tt,~) ispunjavaju uBlove 

О <. М <. -t (t, "::t.) Ј -1Y1. t -1:..) <. ~ t t., -х.) 'Z.CL -::с. > о I 

,!(t.,o) <. о , 

gdje је М pozi ti vna konetanta, :f'unkcija. h\. (-\:.) pozitivna, monotona i 

~ fYl(t.) = о . 
~~~OO /3/ 

Tada jednacina /1'/ ima Ьат jedno pozitivno тјевеnје aeimptotBki ograni­

ceno i оnо tezi nu1i kad -t: -? -t оо . 

ТЕОНЕМА 2. pod us10vima 

/4/ 

\:f<t. ,-Х) \ > "" \')С.\, #<t. ,~) -:х: >0, ) 
-:х:. =/= о 

-/УНt.) \-х:.\ <. ~tt,x) <:. о, 

~(t/O)<'O) 

gdje је :f'unkcija ~tt) pozitivna, monotona i iepunjava uslov /з/, jednaci­

па /1'/ ima, za -t. ~ t o >0 , а,,-а negativna, оnа koja prolaze kroz tacke ове 

-:t = О aBimptotski ogranicena тјеЗеnје. i Ьат jedno pozi tivno тјеееnје koje 

tezi nu1i kad 1:~+ оо. 

\ ~(t ,'Х)\ 
DOKAZ. Nejednakoet I 'f(t.,X) ~ \ > \'A-- t t.,-:1C.)\je ispunjena za \-:х:\ > \ ~ tt ,~)\ . 
Kako је, ртета /4/, '~tt.,'C.)\ <. ~t.) , to је gornja nejednakost ispu-

njena za \ ~ \ ~ ~t) • \~(t .?t.)\ 

Otuda, u oblasti \ 'Х.\ ~ ~t) (t');.t.) integralne krive imaju pozi tivan 



,~koeficijent ешјега. Kako је јоз ~tt.,O) <. О, to sve integra1ne krive koje 

rolaze kroz tacke kri ve ~ = ~t.) ({: ~to) i po1uprave :'(.=0 H.~t,.)presjece.ju te 
. р " 
linije izlazeci iz "cijevi" koje је odredjena tim 1inijama, te, prema I:1e-

todi retrakcije, postoji Ьаг jedna integralna kriva koja ostaje u toj " c i_ 

jevi", te i tezi nu1i kad t ~+OO /аl. 2/. 
S druge strane, za dovo1jno ve1iko -t >-:'-t.o">t,,>o, postoji pozitivan 

. t 1 d . /YlCt;) ./"'" . d l.L">...\..) • t 1 ,. ЬгОЈ ':Со, acav а Је М _ .... o~ а za ":(.~--:Co \..:>,\..о ~n egra пе J.cг~ye 

imaju pozi tivan koeficijent srnjera, sto i pokazuje da аи вуе negatiyne in­

tegralne krive 6.simptotski ogranicene, kao i sve опе koje pro1aze kroz ta­

cke оее -:f.. = О (t ~t.o). 

Dakle, u slucaju r jesenja oыstii -х.. ~ () t -\:.. ~t..) imamo da integralne 

krive prolaze kroz tacke polupravih Х::,--:Х:о i ':Х:.=О ('\:.:,.t.o~ ulazeci и ·'ci­

је,У" koju cine te poluprave, te вуе te integra1ne krive, kao i опе koje 

prolaze kroz unutr'asnje tacke ··cijevi'· ostaju и ··cijevi" kad -1:. ~O\OOO • 

ovaj zakljucak rnozerno izvesti i па jeziku metode retrakcije. 

zaiota, neka је "'" "cijev" odredjena polupravama ":Х:=-"Х.. i -:х:.=о l't~to). 

Као ekup Z uzmimo proizvoljnu tacku iz unutrasnjosti ЦЈ- • Skup Е> tacaka 

striktnog izlaza је prazan skup. 2 f\ S је prazan sku.p i 2 f) 5 је retrakt 

od S> , а nije retr'akt od Z ј јег эе jednoclani skup пе moz е transformisa ti 

neprekidno u pra'zan skupj. Kako је 7.. proizvoljna tacka iz """ to вуе inte­

gralne krive koje prolaze kroz tacke iz ~ ostaju и ~ kad -t ~ + оо . 

о 

Sl. 2 

Ako и teoremama 1 i 2 pretpostavke koje govore о ogranicenju funkcije 

'~(t,~) odbacimo, аато и teorerni 2 zadrzimo znak te funkcije, tvrdjenja 

OBta.ju tacna вато ako је 



ТЕОНЕ!/А 3. pod us10vima 

-1Y>'1('l). <. .p(t -=с.) < - м <. О 1"" , Ј 

/5/ /Yt(t) <. \ * <:t. ,'Х)\ < IJ , 

~(t,-:x:.)·-:c. > о I ~=i=О Ј 

gdje 8и funkcije 1YYt(t,) i IYHt) pozi ti уnе, :nonotone, funkcija m(-t) ispunjava 

uslov /3/, а 

/6/ 

jedna.cina /1 ~ / iща., za t ~ to > о , sva Fjesenja asimptotski ogranicena, а 

ba.r jedno od njih tezi nu1i kad ;:->+00. 

DOKAZ. Kako је, proma /5/, 1 I8-<t, х..)\ <.!:::L ='Хо to funkcija f.tt ,-:Jt) od1u-
\~(t,~)\ ~ , 

сије о Zlla.ku desne strane jednacine /1 ~ / za \-:х:. \ ~ 'Х.о . 

pretna torne, u oble.sti -:x:.~":.'C.o (t~to) еуе integra1ne krive jednacine /1'/ 

ima.ju negativan, а u oblasti "X~-:x:o (t~ .. co) pozitivan koeficijent smjera, 

te вуеоnе ulaze u "cijev" koja је odredjena polupravama :t = '±. -:со (-\:. ~-t:o), 

ра su i asimptotski ogranicene. 

S druge strane, ргета /5/, imamo \9--<-t,x.)\ > lI1.(t) , te funkcija Q (О{: ~) 
\.f(-E::,";)C)\ М1(t) Q , 

odredjuje znak koeficijerlta smJoera intecrralnih krivih u oblasti \-:r.\~ IY\.t{t)) (t.~to' 
'-' /УУ\ t '/0 

Ka.ko funkcija ~(t/X) isp1.1njava uslov 

~krive u tасkа.ша kl'ive :x:=~ (-f:~-f:.) imajt.1. 
(' IW\{-t) о 

~("I:.,":JC. ).':)( >0 ('Х;,=о), to integra1nc 

pozitivan, а 1.1 tackama krive 
:':, 

':'С.=- mtt) 
I\'Y\ а) (t ~to) nega.tivan koeficijent smjera. 

t ) о () O.,IY\. t t) 
prema da tiш pretpostavka:na с fur...kcijama /!"yt t 1. т -t funkc1.Ja /VIf\. (t) 

е ,pozitivna, шоnоtоnа i ivwt IY\.{-\:'):o -te sve integralne krive, koje pro-
-t:~-t- .IWl (-1:.) , 

laze kroz tacke krivih -:ЈС.=:!: ;.:~) (t. >,.to) , izlaze iz It cijevi" koja је odre-

krivama., ра, prema metodi retrakcije, postoji bar jedna koja оа-

u "cijevi" i tezi nu1i. Slika 3 ilustr1.1je ponasanje integra1nih krivih. 

Ako funkcije :f.. (t,'X.) i ~(t.,'JC) umjesto us10va /5/ ispunjavaju uslove 

-/W\.t-t) <. :f(t;::c) <.-/1.1< о I - '" < ~(1:,X) <-m(t) <О z.q ~<O ј 

gt<t,O»O, 

:1;ааа jednacina /1"/ ima jednu klэ.su nega ti vnih integralnih kri vih asimpto­

]ski ogranicenih i Ье.т jedna od njill tezi nuli. 
:) 

~ Us10ve /3/ i /6/ mozemo zamjeniti 



"х. 

~.,~------~~--~----~~--~~----~----~----~----~ 

-~.~------~:----)~'~----7~/~----7~/~----7~/~--~/~--~I~/----~/~ 

В1. Ј 

sada сето zadrzati paznju па вluсајu kada.su sva rjesenja asimptotSki 

ogranicena, а jedna klase. г.јеЭеnја i tezi nuli kad -I:~+oo • ~a ovu svгћ.u. 

potrebne зu пат i јасе pretpostavke. 

/7/ 

TEliREMA 4. Jednacina /1'/, za t. ~t .. >0 ima, pod uslovima 

.:f е.: ,-:х: ) < - м <. о , 

\ ~ ... (t, ~)\ <. f)'t tt.) , 

gdje је ~unkcija ~tt) pozitivna, monotona, ispunjava uslov /3/ i ·takva da 

poatoji funkcija ett) koja је pozitivna, monotona i 

/8/ 

i da funkcija ~tt) iзрunјаvа t.lSlov 

/9/ M,C:(t) > _IYt'(t) - e'{t) 
м 

ђ..) 
) 

Bva rjesenja asimptotski ogranicena i једnи klasu гјевеnја koja tezi nuli 

kad -(: ~ -+ оо . 

~) Podrazuтjevacemo i dalje да ~unkcija € (t.) ispunjava te iste uэl0уе. 

2.)Na primjer, neka је: :ftt,':)С.)~-1.<О '\ ~.t-l;х),::\s':;.Zа funkcije mC1:.) 
~ +~~ . 

i t tt) uzmimo ћ"\.(-\:.)= €<:\:)= ~ , koje ocevio.no ispunjavaju uslove /3/ i /8./. 
D • /. .... t..sЙ'\~ л • 
rug~ uslov /7 takodJe је ispunjen јег vazl. :. 2. <. -:L za t> 1.. ~ za ВУа-

t. + 'х. '" 
ko \ -:с \ <. +00 • Uslov /9/ u оуот primjeru glasi 1: -~ > ~ i ispunjen је za 

t>~ • Ргета tome uslovi teoreme 4 imaju mjesta. 



DOY~Z. NejednakoBt \ftt,':(.)·-:C \ > \~(t,'JC..)\ је zadovoljena za \--х. \ > 

1; I ~(t,~)\ d /7/ \~ \ ~ ~t..) . ~; > T:t(t.'X)\ о nosno, ргета ,za t то znaci da znak desne strane jednacine /1'/ odredjuje funkcijo.. :Џt;х..) 

~; u oblasti \'Х.\ ~ ht~t.) (t~to). Otuda, и oblasti -:с ~ ћ1..~) l-t~to) integra1ne 
~I, 

krive imaju negativan, а u obla.sti ':t ~ - ~t.) (t ~to) pozitivan koeficijent 

втјега, sto i znaci da ви вуе intеgгаlnэ krive asimptotski ogranicene. 

/Sve оnе u1aze u 11 cijev" koje. је odredjer.a ро1иргауата -:ЈС. =:!: ':(.0 (t ~t..o) , 

r" gdje је хо pozitivan Ьгој takav da је Л1.(-t.) <.~o (t~t.o)./ 
~ м 
I uzmimo eada krivu 

,,.,,', 

/10/ ц(t) =- ~t) + €(t.) 

i dokazirno da integra1ne krive presjecaju krive ~= :t-tttt) tt~t..) u1azeci и 

"cijev" odredjenu tim krivama.. 

U tackama krive -utt) (1: ~t.o) integra1ne krive, zaista, imaju. negativan, 

а u tасkаша kri уе -1.{(t.) (-c.~to) pozi tivan koeficijent етјега. Dokaz imo jos 

da ВН ispt1njene nejednakosti 

/11/ 
.f(t.,--чtt.))·(-чtt.)) +~(-c./-t(tt)) >--ч'<t), 

:f(.t ,Ut·\:..))·'\..t(t) + ~(t,Ut-!:')) < «-'(t). 

ргета /7/, /9/ i /10/ imamo 

+(t,-utt.))·(-Lt (t)) + ~(t,- Lt(t)) > М 1A{t) -IYt(t) =- М e(t.) > - ~t) - e'(i) -::. - tt'tt.) I 

+( t I Lttt))· tt tt) + ~(t, !.Ht.)} < - м "<.t( -1:.) +htt-t) = -М €<t) <. /Y'~t) + E'tt) = 1.('(-1:) . 

Diferencija1ne nejednakosti /9/ i /11/ su nejednakosti Cap,liginovog 

tipa i obezbjedjuju da integralne krive jednacine /1'/ presjecaju krive 

,; ±1Ц-t:) (t~-!:o) u1aze6i '-1 "cijev" koju. оnе cine /sl. 4, gdje smo uze1i с1а 
" ј е ! -:х: о > ц l1:. ) ( t ~ t о ) /. 

Dak1e, integra1ne krive jednacine /1'/ koje prolaze kroz tacke oblasti 

, cine k1aBU r jesenja koja tez i nu1i kad t. -').+00 , јег i krive :t 1..t(-I::.) tez е 

nu1i. 

, /12/ 

primjetimo sada da је moguc i sljedeci ,slucaj. Ј 

Ako је 

\ :е (t.,-:JC.) \ > м Ј О <: ~tt.,X) < "1.(t) ) 

+(*-I~)·"X. <.0 I 'X::f=.O Ј 

Fgdje funkcija IYt(t) isрuдјаvа iste ttslove kao i u teorenti 4, tada jedna.cina 

i /1' /, za -t.:;:, -со >0, ima вуа. pozi ti,...na гјеЭ0:n.ја. asimptotski ogranicena, а 



~ .. 

jedna klasa tih гјевеnја, kao i оnа koja pro1aze kroz tacke оае Ј;:=О Ј.. 

ь аг jedno negativno гјеэеnје teze nuli. роnазаnје intesra1nih krivih ilu­

struje slika 5. 

zaista, za :х: > о , pretpostavke /12/ аи sadrzane u pretpostavkarna 

/7/, а kako је ~ (t,o) > о , to i imamo asimptotsku ogranicenost svih pozi­

tivnih гјеэеnја i tezenje nuli onih rjesenja koja prolaze kroz tacke оЬ­

lasti О ~ 'х ~ 1.( (-t.) (-\; ~to). Zt'. :х: <о intel!,ralne krive се imati nega ti van 

koef:i,cijent вmјега za ':c~ - ~-t.) ·t.e iщаmо i Ьаг jedno negati vno r јеэеnје 

koje tezi nuli. 

-хА 
~r-------~--~~--~~--~~--~~--~----~----~-

о 

-~.r-------~~--~------+-----~·------~------Г---~/Г'----+-! 

31. 4 

~.~------~~--~------~----~~----~----~~----~-----

о 

Sl. 5 

Sada сето navesti а1исај kada jed.nacina /1'/ ima bar jedno ГЈезеnје 

aeimptotski ograniceno, а koje tezi nekom bгojи~ razlicitom od nule. 



~ "; 
~-

! /1'3/ 
! 

1-0 

ТЕОВЕ!/.А 5. Jednacina /1'/ ima, za -\:. ~ -1:.0 > о ,pod us1ovima. 

f (~,-:!C.) > О, <} (t, '-'С) <. О , 

&wt -~(t,':.'С) =.g. za syako \':Х:\<.-+ОО 
t~-+"'O ,:fCt ,-::с:) 1 

gdje је ~ neki pozitivan Ьгој, Ьаг јеаnо pozitivno гјевеnје asimptotski 

ogranicono i оnо tez i f,. kad -t.~ -+ оо . 

DOKAZ. Ргета trecem uв1оуи /13/, za dоvо1јг..о ve1iko -\:. ~ -\:.0 > -\:.'1 '> О , 

t postoje pozitivne i monotone funkcije ~(t) i ""~(-t.)/ll,,tt) - ra.stuca, V1..tt)­

opadajuca/, takve da је 

- /14/ 

i da је 

otuda, integra1ne krive jednacine /1'/ imace negativan koeficijent 
! 

етјега za ~ ~ """ (-t) (t~"t..), а pozi J~i уаn za ':t ~ "'"2.tt.) tt~t.,). In tegra1ne kri уе 

ве роnааајu kao па 81. б, sto i obezbjedjl..lje bar jedno аsiшрtоtski ogra­

; niceno гјеаеnје koje tezi ~ kad -t: -.~ +00 . 

Koristeci teoremu 5 mozemo prihvatiti i sljedece tvrdjenje. 

Ako је 

0< м <. f<t.,x) I 0< ~(-l,~) <. 1Yt(-t) 1 

_ *(t.~) <. _ ~ <. о 
~(t,":1C.) {"" Ј 

f:' gdje ви Q i fv\ pozitivni brojevi, funl<::cija fYttt) pozitivna, monotono ора-
r 

ldajuca i t~M(t)=Q, Ьаг J·edno ne<ratiyno ГЈ·евеnје је asimptotski ogra.ni-
~ ..... -+00 tJ 

[; с eno 
~-
" 

Q. 
i оnо tezi -м-

~ -"-! ------

~: У • 

k vaz l. 

~'Neka је :х:= 'Х...:. (-'= "\.2, ... ) /'У:." - та koji konacan Ьтојј. Ргета /1Ј/ 

d. ___ -~(t,"Х~) =-&. (~="\ '1 ... ) 
{...V'YYt /) ) - ", -!:.-Ноо -} (t.,~,;. 

te za avako -t: (~="', 2. •••• ) , а za dоvоlјг..о veliko t ~to '.>-\:.,,>0, postoje ро-

zitivne funkcije ""..;. (t.) i V-2.~(t.) ("=-\.'1. •... ) koje teze ~ ke.d ~~+С>О , gdje 

~··je "'"..:(~) (~=",'2., ... ) monotono re.sttlca, а 1..,.,-~(t.) ("'::'1,'2., ... ) monotono opadajuc-e. 

: fUnkcija i takve da Је 
~ 

~. . g..("t,"X.:.) < v. ') ( ) t. V"..: (-I:.) <. - ~ ( t I -:r:~) ~ .:. \. t. .(. = -t , "l. I ••• 

da. za. funkcije 11-0'\ (*.) i "'2. (-t) moz ето uzeti da је 

1); (-!:) = ~~ t '\,1-".:. (4:.)} "2. t t.) = s.ц.~ ( ""1.'- t ~)" 
~EN I ~~~ ~ Ј· 

-, 



о 

81. б 

posvetimo Bada paznju slucajevima koji obezbjedjuju da sva rjesenja 

jednacine /1'/ budu asimptotski ogranicena i d.a jedna klasa tih гјебеnја 

tezi nekom Ьгоји raz1icitom оа nule. 

ТЕОНЕМА 6. Jednacina /1'/, pod uslovima 

/ 

- /YYt" (t) <. ~ (t I "ЈС.) <. - ћY1'L (-1::.) < о , 

о <. м." (t) <. ~(t ,'?С.) <. /Y1'1.(t) , 

gdje ви :funk:cije /Y\f\",(-t:,) , 1'YY\1.,{-t) , l'Y1."t-l) i lY\'2.,t-t) pozitivne, шоn6tоnе i 

~1YYt,,(-'с.) =: ~/W\'2.,(-t.) = ct 
-t ""'>-1-00 -!: ~+oo ' 

/16/ fvwt 1Yl,,(-\:.) =: .lvwtM'2.,t-t.) =-е,.. 
-!:'"">+СО -1;-->+00 

/Q i~ pozitivni brojevi/, takve da postoji ~unkcija €(-I:.) ~ da ~unkcije 

ћ'У\.,;(-t) , /'Y't1.'Lt-t) , I'Y\.,,(-I:) i lY\.'2.,t-t) ispunjavaju. us10ve 

fY\'t,,(t)· е (t.) + е/с-/:.) > (;:(~))' , 
/17/ 

ima Bva rjesenja asimptotski ogranicena, а jedna k1asa rjesenja tezi Ьго­
-&. 

ји ёt kad -/:.~-t-OO. 

DOKAZ. Frimjetimo da, ргета pretpostavkama /15/, integralne krive 

imaju pozi tivan koe~icijent srnjera. za. -:х::. ~ m,,(t) (*:. ~t." '\ . 
lYV\",t-l:.) 

11eka је 



Dokaz imo da integralne kri ve presjecaju kri vu 'х.. = ч ... tt) t-t ~to) pod 

koeficijentom втјега koji је ve6i оа koeficijenta втјега te krive. 

zaista, ргета /] 5/ i prvim uslovom /17/, imашо 

+ ( t I .ц" t t)) . Ч" t "t) . + ~ ( t I .ч" l-l)} > - lYI't л t -t ) . '\.t" l-t) + ћ'\. ... t -l) = 
= tw\." t t) . Е. t"t) > ( ~:t~))' - е' t 1:) =. -и~ t -t) . 

s druge stl'ane, prema /15/, integralne krive imaju negativan koefi­

cijen.t sшјега za :х: >,. lYt'1.lt) (t.~-to). 
1W\'1. tt.) 

Neka је 

t('1. t t..) = 1Yt?. t -t) + t ( , ) 
1Wt'2., {t) "'с. 

ргвта /15/ i dгugощ us10vu /17/, vazi 

t(t, Ц'1.(t))· U'1.tt) + ,}(t,V''1.l-с.) ..( -~'1.(t.). U'1.tt.) +1Y\.1.t-t)= 

= -1W\.'2.,t"\:)·€.t'l) <.. (/Y\'1.(t.) \1 +€,'t-t) =. и' t-\:.) 
lYYl1.t-t)) ?. 1 

sto pokazuje da integra1ne krive ргевјесаји krivu :х:.= Ч'l..lt) t-\:.'>..1.o) роа koe­

fiсiјвntош smjera koji је шаnјi оа koeficijenta втјега te krive. 

Integra1ne krive ве роnазаји kao па вl. 7.f), gdje је ьтој 'Х.о ') IA1.tt) 

(-t: ~to) . 

"х. 

~ .. r-------~~~~----~----~~--~~----~----~~---

{,. 
ёL~------~------------------------------------~--~ 

I I 1 ~ 

о 
Ј I Jt. 

Sl. 7 

~ Funkcije lYl ... t-i:,) ]. lYt'1.t*.) mogu bi ti оЬе monotono opadajuce iLi оЬе 
1'Yt'\ ... (t) М1.?.(-\:.) 

monotono rastu6e i1i jedna monotono opadaju6a, а druga monotono rastuca. 

Bitno је da vazi relacija: lYI."t-t) <._ *(-t,'Х.) < h't2,(t). Uzeti da је Л1.,,(t) 
IW\. ... (-1:) ~ (-t, 'х.) ћ'Vl'1.{-t) IW\." (.1:.) 

monotono rastu6a, а h'12.t-t) monotono ораааји6а daje najsiru mogu6nost za 
/VY\1.H;,) 

fUnkcije ~(tl'?C.) i ~tt;:)(:.) . 



slijedi zаklјuбаk, вуе integralne krive јеdпабiпе /1'/ ulaze u "cijev~ 

koja је odredjena polupravama 'Х..=О i -:х:.= "'Х.о lt ~tc», te аи i вуе asimpto­

tski оgгапiбепе. Takodje, вуе integralne krive koje ргеајесаји krive ~~t~) 

i 1А.1.Н.) t t> .... t o) u1a.ze и "cijf,}v" odredjentl tim kri уата. Ргета tome, sve in­

tegra.lne krive koje prola.ze kroz tacke oblasti 

ostaju и "cijevi" koja је od.redjena krivama "U",t-\:.) i 'Ц1.t~) tt ~i:.o)' te ~ 

teze Ьгоји ~ , јег krive -Ц~(-\:,) i 'Ц.2,.t-t.) teze ~ 

Na оапоуи teoreme б i napred proucenih rezultata mozemo dati i slje­

dece rezultate. 

1 о pod uslovima 

:f.(-I:..-x.) <.-М<. о I О.::. ~t"'c.,"X.) <. mt1:.) I 

~(t,"'C.) > ~ > о , 
.:f{-t,:x:.) '''' 

gdje ви Q i М pozitivni brojevi, fu.nkcija mt-\:) pozitivna, monotono ора­

dajuca, iBpunjava uslov 

takva da pOBtoji funkcija С: (-t.) i da је 

- М?· Е l-t) - fvi-€./t-t) L.. m't-t) 
1 

јеdпабiпа /1'/, za t ~to >0 , ima вуа гјеiЗепја asimptotski оgгапiбепа, а 

jedna klaBa гјевепја i tezi ~ kad -!::. ~ +00 -

о 
2 Ako је 

-lW\t-t) <. -t(t.,:x:.) <. о I ~~(t.,"'X.)'::' -mt-t) <.0 Ј 

_ С <. - ~(t, х) <. о , 
+(t,?C.) 

gdje је С pozi tivan Ьгој, funkcije IYY\. (-1:) i IYtt-l:) pozi ti упе, monotone, а 

funkcija h1.{-t:) monotono re.stuCe. i 
ћ'У\. tt) 

с 

i takve da postoji funkcija e(t) i da је 

/wt. ({: ) . € t t) + с: 1 (-t) > ( IYL ( t) \' 
IW\ (-t)) 1 

te.de. jednacina/l'/ ima, Z~. -t">.:-tc> >0 , вуа. rjesenja. a.simptotski ograrlice­

па, а јеdnа klава. гјеЕЈеnја i tezi-t kad t~+oo. 



l'RIMJER 1. Ј е dnac ina 

ol-:c _ SVv\. '\:::!С. --t. .Е:. t + сО';) -:с. 
olt - -t .:х:. + ~+" 

ima., za t ~ '1" , sva rjesenja asimptots!ci ogra.nicena, а. јес.nа kle.sa гјеiЗе­

nја. i tezi broju 2. kad -t ~ +00 . 

Us10vi о jedinosti rjesenja IЗи ispunjeni. Ovdje rnozemo uzeti da је 

ра. је 

1.(. Н:)- z-~-~ 
" - -1:.-+.t t' 

svi us10vi teoreme 6 ви zac.ovoljeni ze. t~",\ /ovdje је Gt=1\ , t.=-')",/, te 

је i navedeno tvrdjenje tacno. 

Ма osnovu proucenih rezu1tata mozomo dati sljede6e vazno uopstenje. 

ТЕОНЕМА 7. Ako umjesto jednacine /1'/ imamo jednacinu 

( \'\' = О 1\ " ••• '\ , 1"', ) , 

teoreme 1, 2, З i 5 vaze i u ovom slucaju u potpunosti /аато kod teoreme 

5 8.simptotski ogl'aniceno гјезеnје се da tezi '1.ђ"'1~ umjesto {./, а teo­

rema 4 vazi вато ako f'unkcija hI. (-1:.) UП1јеstо us10va /9/ ispunjava uslov 

:/9'/ - M·!:lt) <. ('"\ј ~~) + HI:))' 

i teorema 6 vazi аато ako :f.\.шkсiје lWt"t-l) , /YY\1.t-l:.) , m"t-\:.) i lY\.1.l-'с.) итjea1~o ' 

us10va /17/ ispunjavaju uslove 

PRIMJER 2. Jednacina 
I e.--,c~ - z-!::.. 

QL:JC. _ -=-_---. х! + ~~-t. 
of.t. - t. P+~1. 

~.; 
~za 't ~ ~ , ispunjava sve potrebne uslO'{e, to, za t ~ '1.. , ima sva r јевеnја 
~';' 
~:8.simptotski ogranicena, а jedna klэ..sа. гјеiЗеnја' i tezi nuli. 
~. 

[. 
i 
f' ,. 



-~-5 

zaista, dovoljno је primje±iti da је u pitanju primjena teoreтa 4 1 

7, te da Ј za -t>" i \ ":)с. \ <. -\- оо , vaz i 

-'::IC.~ 

е -~t <_,\ =-/Vi 
t. 

sto odgovara uslovima /7/, а za El-\:.)= ~ ispunjen је i uslov /9'/, Је!' vazi 

роnаiЗаnје integralnih kri vih i1ustruje э1. 4, gdje treba da stoji -:ЈСо = ~ 

i -u(-t:)= vt . 

/1"/ 

II 

posmatrajmo sada jednacinu /1/ za аlисај n=2.. , tj. jednacinu 

d-x. = 'f (t ,-:х:.,)<х:.1. + ~(-I:.,"X.,) 
dt. 

/jedinoat гјеаеnја је ispunjena u cijeloj ravnitO~. 

Ovdje сето tabelarno prikazati вато neke rezultate koji proizilaze iz 

toga sto umjeato 'х. imamo 'ЈС.'1. • Dokazi tih rezul tata и principu аи sад.rZэ.ni 

u dokazima rezultata iz I. 

Jednacina/l"/, zat.>,.1:.o>O i \'Х.\<.+ОО, ima, poduslovima 

/М i ~ аи pozitivne konstante/, ауа negativna гјеаеnја, оnо. koja prolaze 

kroz tacke оае "х. = О i Ьа!' jedno pozi ti уnо гјевеnје asimptotski ograniCeno. 

eva гјеаеnја asimptotski ogranicena. 

о < м <. f. t t I "х.) <. lWt t t) I - "-l <. } t t I "х..) <. - IY\. t "с.) <. О 'Z.I:\"X. <. О , 

~a"O) > О, 

gdje funkcije /tY\.tt) i IY\.t~) ispunjavaju iste ualove kao u tеогешi :3, jednu 

klasu negativnih rjesenjaasimptotski оgгэ.niСеnih, аЬа.г jedno od njih te­

zi nuli. 



li!t-t,'Х)\ > М'\-х\, :f(-t,':)С.)'~ >0 I 

\ ~t-t,-x.)\ <. httt)·\~\ , 

l-G 

gdje је funkcija IY\.(-\;.) pozitivna, monotona i tezi nuli kad-\:-">+oo , Ьаг 

jedno rjesenje аеirnрtоtзki ograniceno i оnо tezi nuli. 

0<. М· \-:х.\ <. ~H.,-x.)} -Л\{-\:.).\-х\ <~t-\:.,-x.) <.0 

~(t,o) < О 

~:f=О· , , 

/funkcija ~J-t.) ista kao u slucaju 40/, sva negativna rjesenja, оnа 1соја 

prolaze kroz tacke озе ~=O asimptotski ogranicena i Ьаг jedno pozitivno 

гјеэеnје koje tezi nuli. 

м ~ \~t-t.,"Х.)\ <.lWtt-t), tr\.t-l:.) <. \~a,'X.)\ <. '" i 

-;ftt.-x.)·':(. <.0, ,}(t,'JC.)·-:Х: >0, -:х:фо 

о 
/funkcije ~tt) i ~(-\:.) еи iste kao и slucaju 3 /, sva rjesenja asimptotski 

ogranicena, а bar jedno od njih tezi nuli. 

\i-(-\:,"X.)\ > ~) \ ~tt,'X)\ <:. IV\.\:'\:.) 'Ј 

+(t,?C)'"X. <. О ":(. Ф о , ) 

gdje је funkcija IY\l-t.) pozitivna, monotona, tezi nuli kad ~-">+oo , takva 

da postoji funkcija €t~) i da је 

M,et"c:.) > - (у ~t) +f.t*.)), ) 

еуа rjesenja asimptotski ogranicena, а jedna klaea rjesenja i tezi nuli. 

f<'t,?C.) <:.-М.с::.О) О <. ~t-t,'Х.)<:'lYll-\:.) 

/funkcija ~t~) iepunjava iste uslove kao и 70/, Bva pozitivna rjesenja 

aBirnptotski ogranicena, а jedna klasa tih rjesenja, kao i оnа koja prola­

ze kroz tacke ове 'Х.=О i Ьаг jedno negativno rjesenje teze nuli 

f (t ,"х:.) > I'v\ > О Ј - f1't (-t) ..::: ~ t t, -:1С.) <:. о I 

_~(t .. X»~>O 
:f.t't:,JC.) м ' 

~. gdje je'funkcija n-tt-t:) pozitivna, monotono opadajuca i tezi Q kad -!:-"'~OO) 

еУа negativna i jednu klasu pozitivnih гјеэеnја asimptotski ogranicenih, 



, а Ьаг jedno pozitivno rjesenje tezi Ьгоји V ~ . 
-
\ 

10 о Ako funkcije ~ (t ,"'3С.) i ~(t ,-х) ispunjavaju iste uslove kao kod te­

I oreI1le 5, onda asirnptotski ogranicena гјеiЗеnја sщ sva negativna i јейnа 

~ .• klaaa pozitivnill, а Ьаг jed~o pozitivno гјеiЗеnје tezi {:f; /а1. 8, gdje 
[! 
f' ј в ':)Со ~ V V-2. (-f:: ) ( t >" +-0) /. 
~' 
~. 

[ 
[~ 

1[: 
ЋО 

f 
~, 

~ .. 

' .. 
, 

• '" ". r , 

о 

-~o~------------~~----~--~~--~~--+----+----~--

~. ~ 31. 8 
~ .. 
1': 

~ 110 Ako funkcije ~(-t,~) i ~(t,-:x:.) ispunjavaju iate us10ve kao kod 

: tebreme б, gdje аато umjesto us10va /17/ treba da аи ispunjeni uslovi 

/YI1. (t)·€{-\:) > (,Ј M1tt) -Ett))' 
" \ V 1W\"t\:) 

/18/ 

onda asimptotski ogranicena rjesenja аи: sva pozitivna i jedna k1asa ne­

gativnih, а jedna k1asa tih rJesenja tezi Ьгоји V i ,~baг jedno nega­

tivno rjesenje koje tezi - vf: . 
u ovom slucaju integralne krive jednacine /1"/ imaju pozitivan koe­

:ticijent атјега u oblasti 

L 



-+. \' 
" 

\-:х: \ ~ 

u tаСkfi.Ш8. krive 
1..t (-t:) = .1 ћ't.1.({:). - Е: <.-t) 

-1. V /Wt" tt) 

integra1ne krive imaju pozitivan koeficijent sшјега i ve6i od koeficijenta 

sшјега te krive: prema /15/ i prvom us10vu /18/ vazi 

S druge strane, integra1ne krive irnaju negativan koeficijent smjera 

u oblaeti 

u tacka!118. krive 

integra1ne krive imaju negativan koeficijent 6тјега i m~nji od koeficijenta 

втјега te krive: ргета /15/ i drugom ие1оуи /18/ vazi 

t(tJ-L(~(t.))· ч~(t) + ~(t,Ч1.tt)) ~ - m't2.t-t.)· е (1:.) <.. Ч'2,.t{:) . 

Dak1e, integra1ne krive ее ponasaju kao па 61. 9, gdje је Ьгој :х:о > и 1 ({:) 

(t:,. -t:. o ) , sto i pokazuje tacnost tvrdjenja. 

'х 
ХО~----------~r-~г---~----~----~----~------~--~ 

{itr---------+-----------------------------~~ 

·31. 9 
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ма osnovu proucenih rezu1tata rдоzеПlО prihvatiti 1 , (? uopStenje. 

Za jednacinu 

vaze ista razmatranja u potpunoeti kao i za jednacinu /11'/, вато umjesto 

tamo od,ovarajucih drugih korjena ovdje bismo ima1i 2n-ti korjen. 

Ма osnovu navedenih rezu1tata lako .је primjetiti da ви moguci i mnogi 

modi~ikovani s1ucajevi, kao i to da ве navedeni rezu1tati mogu primjeniti 

i па jednacine drugih oblika. 

1). МЕК! REZULTATI Т. PEJOVICA SA STAMOVISTA МETODE 

RETRAКCIJE SA DOPUNAМA I UOPSTENJlМA 

ovdje сето da posmatramo neke rezu1tate Т. Pejovi6a, а koji ве odnose 

па jednacine oblika 

d':t. =- r"X. + #( t) 
ol.t ' 

~~:: Q(1:.) 'х -\- :f(-t;), 

~~ = у' -:х: -t- :f(t.) -\- ~(t.,~) , 

~~ =. Q(-1:,):X: + t(-\:') + ~ (-\:.,':!С.) 

/v~djeti ~~] , str. 130-143/, Ва stanovista metode retrakcije, koriste6i 

ровеЬпо rezu1tate date u §~ • Novim pretpostavkama о funkcijama koje исе­

stvuju u jednacinama bice date dopune /bi6e navedeni вато neki od mogucih 

s1ucajeva/, а zamjena c1anova У"'-:Х: i ci{'t.)'X, ва respektivno у' ';)С" i c::tt-\:.)-:JC п 
(п = ... , '2. , ••• ) donosi i vazna uopstenja. 

Uzimaju6i iste pretpoetavke /и nekim slucajevima/ i1i odgovaraju6e 

/и nekim drugim e1ucajevima/, podeBne za pri~jenu metode retrakcije, ва­

g1eda6emo rezu1tate koje пат nudi metoda retr~kcije i iste uporediti аа 

odgovaraju6im rezultatima Т. Fejovi6a. Ovi rezu1tati па nekim mjestima 

bi6e uzi, а па nekim mjeBtima i siri juz iete.pretpoetavke/, а bi6e i а1и­

ёајеуа па koje ае ne !Iloze prirnjeni ti metoda retrakcije, kao i onih па koje 
ве moze primjeniti uz uvodjenje dopunekih pretpostavki. 



1 

posmatrajmo jednacinu 

/1/ 

gdje је r konstanta, а f(~) neprekidna funkc~ja realne promjen1jive ~~~o>O 

i koja ispunjava us10v 

/2/ 

proucavajuci opsti integra1 linearne jednacine /1/ 

с: + fё..i't.;f.<-+:.) ol.t 
'\:.0 

Т. ~ejovic daje sljedecu teoremu. 

'l'EORh;MA А" "). 10 Ako ј е "(' nega ti van realan ili kompleksan broj r =- ~ +.э--.. ..:. 
ва negativnim rea1nim dijelom ~<O, tada sva rjesenja jednacine /1/ teze 

nuli kad -\:.-""+00 t tj. opsti integra1 jedr.1acine /1/ tezi nu1i kad t.~ +00. 

~O Ako је r" pozi tivan realan ili komp1eksan Ьгој r = ~ +-G-i. ва pozi ti­

vnim realnim dijelom ~ > О, tada pOBtoji jedan integrc:й. jednacine /1/ koji 

tezi nuli kad t-++oo. 

з0 Ako је r imaginaran Ьгој r=.в---i, ili nи1а (-G = о), tada postoji је­

dan integra1 jednacine /1/ koji tezi nuli kad t~~Oo, ako је ispunjen us10v 

-t: 

S~.в-~t:f( -f:.) ol:t: = о (-1) 
+00 

Dalje, ~. pejovic primjecuje da ako funkcija +(t) umjesto us10va /2/ 

ispunjava uslov 

gdje је ~ brojna konetanta, da ве tada moze napisati 

gdje је funkcija ~"t-\:) neprekidna i 

1vwt i tt) = о 
-I:.~-+oo " } 

te da jednacina /1/ postaje 

~) Sa А...; oznacicemo teoreme Т. Pejovica, а тоје ва B~. 



i1i poe1ije етјепе 

Kada гјевепје 

гјеаепје jednacine 

cI.--х:.. 
OL t =. r х + .е,. + f" (-'с.) Ј 

-:с. = "}+А, gdje је А у' т .g. = о 

~; =. V''d- + ;f" (t) . 

оуе jednacine tezi nuli, tj. 

I~.,I tezi - t ("'=/=0), tj. 

~'X.=A=-~. 
t ..... -+co 

(1' =1=0) , 

kada је k:,<\- = О, tada 
t-">+oo 

Sada сето da jednacinu /1/ proucimo еа gledista metode retrakcije. 

Za '(' сеtnО pretpoetaviti da је геа1па konstanta. 

ТЕОНЕМА В"'. Jednacina /1/, za. -1: ~-\:.o > о , pod ие10уот /2/, ima: 

а/ za r <. о , вуа гјеаепја asiтptotski ogranicena; 

Ь/ za V' >'0 , Ьаг jedno гјеаепје a.simptotski ogra.niceno i опо tezi 

nu1i kad t.~+OQ. 

)1..1 d d" k t . d У' / / \ \~(1:.)\ l.IOКAZ. \,; ап r-x. о ге ЈиЈе zna desne s гапе Је nac~ne 1 za ~,> \1i I 

а p~ema ие10уи /2/, 

ьтој ~o takav daje 

пе jednacine /1/ za 

za dovoljno veliko '1: ~to >i." > о postoji pozi ti уап 

\f <-\:) \ < 'ЈСо ,te clan r':JC. odredJ'uJ' е znak desne stra­
\ r \ 

'~ \ ~ ~o (-\:: ~-I:.o). 

otuda, и еlисаји .,.<0 и tackama oblasti ':ЈС. ~"':(.o t-\:.~1:.o) integra1ne 

krive imaju negativan, а и tackama oblasti :x:~--:м:::.o tt~to) pozitivan ko­

ericijent 8тјега , te еи ~ вуе опе a8imptotski ogranicene - вуе опе ulaze 

u "cijev" koja је odredjena polupravama 'х = ±"'Хо (~~1:.0)' 

Dokazimo sada i drugi dio teoreme. 

Kako runkcija :f<-\:.) ispunjava ие1оУ /2/ to, za dovo1jno ve1iko -\:. ~ 1:.0 > 

> 1:." > о, postoji pozi tivna runkcija v(t) koja monotono tezi nu1i kad 1:.-').+00 

i takva da је 

/3/ 

Prema nejednakosti /3/ с1ап V'''X. od1ucuje о znaku desne strane jedna­

cine /1/ za 1?С.\ ~ ",,(-t,) (-t.~-to), te и slucaju r >0 integra1ne krive imaju 

pozitivan koeficijent srпјега и tаСkаnю. oblasti Х ~v(-t:..) (-t~to), а nega­

tivan u oblasti :х:. ~-,,"{-\;.) (-I:.~to) i ропаааји ее kao па 81. 1 §2, gdje 

umjeeto kri vih "х: = 1:. ;;~) treba da stoje k.r.i уе "X.:."t. ,-,"(-t) , tj. intee;ra­

lne krive prolaze kroz ta.cke krivih -:х:. = ± ""{-\:.) (-\:.~t.o) iz1azeci iz "ci.jevi" 

koju cine te krive. Otuda, ргета metodi retrakcije, postoji Ьат jedna in­

tegralna kri уа koja oste.je u toj "cijevi" za t >.. t.o, te је asiтptotski 



ogranicena i tez i nu1i kad t -'Ј> -+ оо . 

u аlисаји '{'<.О зуа се гјеiЗеnја jednacine /1/ da Ьийи asimpto·t;ski 

ogranicena, а jedna klas~ rjesenja i da tezi nuli ako funkcija ~(t) pored 

uslova /2/ ispunjavo. i dopunski uslov, sto сето dokazati' teoremom В2.. 

Neka' funkcija 1({;.) , za -t. ~ t o > о , ispunjava uslov 

/4/ 

gdje је funkcija /'f\. t 0\:.) pozi ti уnа, rnonotona i 

/5/ 

i neka postoji funkcija ttt) koja је pozitivna, monotona i 

kt'l f.( t) =. e.vr"\. с: I ( t)=- О 1) /6/ -\.'"'10+00 1:~+ao 

i ta.kva da fUl'lkcija IY\.('\:.) ispunjava usiov 

/7/ 

'l'EOHEMA В2.. pod uslovima /4/, /5/, /6/ i /7/, jednacina /1/, za -l ~"\:.o >0, 

ima za r<O вуа гјеiЗеnја asimptotski ogranicena, а јейnа k1asa rjeeenja 

i tezi nuJ.i kad 1: ~ +00. 

DOKAZ. Kako је, ргеша /4/, \f(t.)\ < ~ , to Ьгој 'f' odredjuje znak 
\ .... \ \,.. \ 

desne strane :jednacine /1/ za \"Х..\ >,. - m.;t) 
Neko. је 

ttt-t..) = - /}Н1:.) -\о (.-t..) . 
r 

1) oblasti ':)C.~-'Ц.<,-\:') tt~"lo) integra1ne krive imaju роzitivвл, о. u 

oblo.sti '"х. ~'Цt-t.) (t.~t.o) negativo.Y\ koeficijent. sщ.iега i integralr1A kl'ive 

ргеајосаји kri уе "х. -= ~ 'U. t"c..) \-l ~ -\:.0) ulazeci u "cijev" оdгеџјеnu tiщ kri-

уата. 

Zaista је 

Јег ЈО, ргета /4/, 

r·'\A.tt) + .t(t.) <. \'"'.'\..\.~t.) + hl(-\..) = r.f.\..'\.), 

а pz'ema uslovu /7/ је 

Na isti nacin pokazuje ое da је i 

0\) I dalje, u ovom paragrafu, podrazumjevacemo da funkcija €.(-l) ispu­

nјауа te osnovne ие10уе. 



Dak1e, integra1ne krive ве ponasa.ju kao па в1. Ј §2, gdje вато uшје-

s to kri vih -:х:. = '±. ~~~~ treba da Btoje kri уе ЈС. = ':!::. 'Ult), ва koje ве vidi da. 

вуе integra1ne krive u1aze u "cijev" odredjenu ро1иргауата -:х:.:: ':!::.'?С о (-t '?;..1:0 ) 

/'Х...је pozitivan Ьгој i takav да је M{'t) <'''3(0 (.~~~o)/, te ви i asi;!lI.totski 

ogranicene, kao i da вуе оnе integralne krive koje pro1aze kroz tacke оЬ­

las ti, - U. (t) ~ -:х:: ~ 1.{ t-t) (t~to)ostaju u .. cijevi" koja је odredjena kri уата 

":( = "t.'t.((t) ('\:.~to) i cine k1aBu гјезеnја koja tezi nu1i kad t ~ ... co. 

'fvrdjenje а/ teoreme В" /в1исај r <О / је slabiji od tvrdjenjo. 10 

teorel11e A~ Т. Fejovica, јег obezbjedjuje еато aBimptotsku ogranicenost 

Bvih гje~enja, dok kod Т. Pejovica вуа гјеэеnја te!e nuli, а da bi jedna 

k1asa rjesenja i tezila nu1i treba da funkcija ~(~) iBpunjava i dodatni 

uBlov /4/, te da је ispunjen i ов1оу /7/ /diferencijalna nejednakost Са­

p1iginovog tipa/ - tеогеша B~. U еlисаји r >0 tvrdjenje ро metodi I'etra­

kcije /tvrdjenje Ь/ teoreme Ь~/ је јасе utoliko sto оnо govori о postoja­

nји Ьаг jednog rjesenja koje tezi nu1i, dok Т. Pejovic govori о pOB·~oja-. 
nји jednog takvog гјеэеnја "). U аlисаји r =0 imamo jednacinu r;{x = :f(t.) 

O€t 

па koju nije moguce primjeni ti metoclu retrakcije, јег ве nе т02 е formira ti 

potrebna "cijev". 

u в1исаји kada funkcija f<t) umjesto иа10уа /2/ ispunja~a uslov 

-'-~ f(-\:.) -=.е,.. ,gdje је -&. Ьгојnа konstanta, rnetoda retrakcije ве moze 
~""'-tОО 

i tada direktno prirnjeni ti па jednacinu /1/. Tada bismo fогшiгаli od{~ova.-

гајисе "cijevi" па isti nacin kao i pod иа1оуот /2/, в tOl11 raz1ikom sto 

bi u1080 (: -ове igra1a prava ::Х:::: - Jl, ~to се ве јаеnо vidjeti u nastavku r 
ovoga гада. 

PRIbl..JER 1. Ј е dnac ina 

с!:х. _ " ---'Х--ol.t t 

za t~ч , ima вуа гјезеnја asimptotski ogranicena, а jedna k1asa rjesenja 

i tezi nu1i kad -t:: ....... +co. 

ovdje је r = -1, ~(-t) = - ~ • UzmenlO li da је 

m(t) = ~ Ј f:(-t:.) = l 
"\ "\ ')~ 

uslovi /4/, /5/ i /6/ suocevidno ispunjeni, uslov /7/ glasi -=Е:" - ~'Ј. ~ 

i zadovo1jen је za -1:. ~ ч /е1. 1/. 

. ~T. pejovic је svuda iBticao postoj~nje jednog тјевеnја, а nе Ьат 
\ednop;. 



/8/ 

о 

-~~----~----~--~----~----~---r--~~--r 

S1. 1 

posruatrajmo sada jednacinu 

ot~ = Q.(-t:.')-X + f<t.) , 
oLt 

gdje su c:t(-t:.,) i :fC"t) neprekidne funkcije realne promjen1jive -\:. ~t.o "> о 

i koje ispunjavaju us10ve 

/9/ 

/10/ ~:f(-t::.)=-в. 
-1:"'+00 , 

gdje su r i~ brojne konstante. 

Funkcija Q(t) moze ее napisati u obliku 

't<t) = r + d'{t)) 

gdje је d(t.) neprekidna :funkcija i 

ра ве 

/&1 

L/W\. cf а.) = о 
-t: ...... + со I 

jednacina /8/ moze napieati u obliku 

ol-x:. = r-:x: + ,f("t) + d(t)-:x:. 
ol.t. 

Dalje, neka је ~o ograniceno rjesenje jednacine 

ol. -:х:.о = r:co + :f (t. ) 
O(t Ј 

za t::, t o > о , tj. 

'-::соl < м 'ZQ t ~to > о I 

gdje је М :fiksiran broj /Т. Pejovi6/. 

Korieteci gornje pretpostavke i polaze6i od rjesenjaJC~ jednacine 

/1'/ Т. Pejovi6 posmatra niz funkcija 

.. • -:х::-.... ( t. ) 
/ '" 1 

kao sukcesivna rjesenja jednacine 



i1i u integralnom obliku 

odnoeno роsшаtrа red 
QIO 

::х: == 'Хо + 2: (':X:W\ - :(YV\-,,) 
rn-=o\ 

/роешаtrа kada taj red unif'ormno konvergira i predstav1ja rjesenje .jedna­

cine /8// i dolazi do eljedeceg rezultata. 

TEOREMA А"Ј.. Jednacina /8/, za t. ~to ,,>0 , ima: 

а/ u еlисаји 

Ь/ u еlисаји 

с/ u slucaju 

10 -t}, вуа asimptotski ogranicena 
20 , 
.з О , 

jedno asimptotski ograniceno 

jedno asimptotski . " 
ogran~ceno 

+00 

S\cf\t)\olt = 0(-1) '<аО{ t.~+oo. 
-1:. 

rjesenjaj 

rjesenje; 

rjesenje, pod uslovom 

poematrajmo sada jednacinu /8/ koristeci metodu retrakcije. 

vazi sljedeci stav /za ~ pretpostavljamo da је realan broj/. 

ТЕОНЕМА B~. Jednacina /е/, pod uslovirna /9/ i /10/, za -\:. ~:t.. '> О iша: 

а/ za r<.o , вуа rjesenja asimptotski ogranicena; 

Ь/ za r > О , bar јеапо rjesenje аsiшрtоtеki ograniceno i опо tez i - ~ 
kad t~+oo. 

DOКAZ. а/ ·Dokaz ovog tvrdjenja је isti kao za tvrdjenje а/ teoreme B~. 

Ь/ Uzmimo da је f,..<.0 , za .f,. >0 dokaz bi bio slican. 

Kako је, prema /9/ i /10/, 

1.vwt -~(t) __ ..е,. 
-\:-ноо Q.tt.) - "" 

t . ".1. t...L f' nk . . f('t,) • t' . t' о Ј е, za dovolJno vel].ko ~ ~ • >';'" > о, u С].Ја - QЮ poz]. ]. упа ]. ров ОЈе 

pozitivne i monotone f'unkcije 11'",("t) i "'z.H:.) / "',,(-f:.) је rastuca, 11-1.(-t:.) је 

opadajuca/, takve da је 

~ "',,{-I::.) = ~ V2,t-\:.) -= - ~ 
-\: ...... +00 -4:-+ ... -

i da је 

.., Vidjeti teoremu А" • 



otuda,> nejednakoet а(4:.) -:х:. "" ~(-I:.) ~O је zadovoljene. 1.1.'1. ~ <.. ~t~) , 

8. nejednakoet CHt.)-х.~ ~tt.)'>O za ':Је ~ "'.".<.4:.) , tj. u tackama oblasti ~~"'\(-I:.) 

(-1; ~ -\:..) integralne krive jedna.cine /е/ ima.ju nega.tiva.n, а u ta.ckamo. оЬ­

laeti 'х ~ "a,(t.) (1:~-I:.o) pozitiva.n koeficijer'it втјехоа.. Integralne krive ве 

ponasaju kao па в1. 6 %2, gdje ватО umjesto f,. treba da Bto,ii - 4-, te rre­

та ltIetodi retrakcije, postoji bar jedna in·tegralna kriva koja ostaje u 

Ilcijevi" koja је odredjena krivama 1J'"t.lc,.) i ""1,<'0\;..) (t~to), te i tezi _2.. 
r 

Ako dovoljno ојасато pretpostavke о funkcije.ma Q(~,\ i :f(-t.'\ moguce је, 

u е1исаји r<.o , tvrdjenje ае. еи sve. rjesenja asimptoteki ogranicena, а 

da jedna k1aea r jesenje. i tez i - 4- . 
Uzrnimo ае. funk:cije ~ (-1:.") i ~(~) , za -t: '>,. -1::.. > о , iepunje.ve.ju ue10ve 

- /Yt'\" (-t:. '\ < ~ (t.) <. - 1VY\1. (-t:.) <. о , 
\' 0<. h\,,(-t:,) < =f.(t.) <. т~(4:.) I 

111/ 

gdje eu 1VVt,,(-I:.) , м,'2,.('t,), IY\,,(-t) i !Y\2.(t) pozitivne i monotone fUnkcije, аа је 

~ ~,,('c.) -= ~ 11'Y\'2,.(-t) == - 't" (r<.o), 
~ ~~OO t.-->+co 

112/ 

takve da poetoji funkcija €(t) i аа је 

Ј'>'У1.,,(*..). ё(t.) +c:'(-t) > (m,,(t.))' 
hY'I,,(-i:,) 1 

-JY)'t~(t).еtt.) -~'(t) < (h12.(t)~ , 
_ IYY'I'L ( t. ) Ј 

11')/ 

sada је moguca e1jedeca teoreme.. 

'l'EOREМA Бlf. pod us10vima /11/, /12/, /6/ i /1'/, za -\;..>,:. -\7.0 >0 , jed­

~acina /8/ ime. eva rjesenja e.simptotski ogre.nicena, а jedna kLaBa rjesenja 

tezi -; ke.d ": -++00. 

Do~~~teoreme је isti ke.o doxaz teoreme б §2, вато umjesto ~ ovdje 
.t. 

,тамо - -r' 

АкО umjeeto drugog uslove. /11/ funkcije. :?(~) ispunj.ava uBlov 

. -m'1.(-\:') ..:::.. :t<-c) -<. -М,,(-\:.) <. О , 

• eve oeta10 oetane ieto као kod teoreme~4' onde. ви, takodje, sva rjesenja 

iednacine /8/ asimptotski ogranicena;' Е'. jedna к1аеа rjesenja tezi % (t·,.o). 

uporedimo eada хое zul t8. te ~еоrеm~Б~ i В4 ва. odgove.rajucim rezul t8. tima 



Т. pejovi6a /teorema А2./. U з1исаји r < О , pod istim pretpostavkama, ima.­

то i ista tvrdjenja /ovdje је to tvrdjenje а/ teoreme вз/, а uz ojacane 

us10ve /11/, /12/ i /13/ irnarno i јасе tvrdjenje /teoremo. В,,/, koje govori 

па аато о asimptotskoj ogranicenosti rjesenja, nego i ао. јеаnа k1asa rje­

senja tezi -; , sto је i rezu1 to.t viSe. Za r > о , pod istim pretpostavka­

та, tvrdjenje Ь/ teoreme В'?» јасе је od odgovo.rajuceg tvrdjenja '1'. Pejovica, 

јег tvrdi nе вато pOBtojanje bar jednog asimptotski ogranicenog гјеэеnја, 

nego i da ono tezi - ~ • u а1исаји r =0 , tj. kada је 

/ 14/ -i.:м-t ено(:) = о 
-t-+~CO 1 

do. bi mog1i primjeniti metodu retro.kcije treba do. funkcija ~(~) ispunjavo. 

us10v 

/15/ 

da је 

/16/ 

i do. funkcijo. lHt.) ima sto.1o.n znak za t. ~t.o >0. U ovom а1исо.ји, prema 

teoremi Бз , jednacino. /8/ ima, zo. Q (t) <.0, svo. rjesenjo. asimptotski ogra­

niceno., а za Q t-t:) >0 , Ьаг jedno rjesenjekoje tezi nu1i. 

Na оаnоУи teoreme B.t, mozemo prihvatiti i s1jedece tvrdjenje. 

Ako f'unkcije. Q(-c) i :fCt) pored us10va /14/, /15/ i /16/ ispunjavaju 

i dopunske us10ve 

а(*.) < - М'\ (-t:) <: о 

\ :f.{-\:.)\ <: fY\H:.) Ј 

gdje ви f'unkcije ffl1.(-f;.)i m(-t.) pozitivne, monotone, teze nuli kad -\:.-">-\-00 i 

lЛ/YYt Л't (-f:.) = О 
-t~ ..... /YY\(-f:.) Ј 

to.kve do. pOBtoji funkcijo. ect.) i do. је 

,I)'Y\. t ~ ). f: (-t:.) + Е: I ( -\:.) > _ ( Л't (t.) \' 
IY'I\(-t)) , 

ondo. jednacino. /8/ ima, zo. t. ~ t. o > О , sva r jesenja o.simptotski ogro.niceno., 

а jedna k1o.sa rjesenja i tezi nu1i kad -l-'»"'"oo. 

PRIMJER 2. Neko. је do.ta jednacina 

а'Х. =- (;. -1 )- 'х + 2,."-t;. "'".t. 
olt - . 

-\) ovaj ие1оу podrazumjeva i Т. Pejovl.C, jer pretpostav1ja da је -:Х:О 

ogra.niceno rjesenje jednacine :c~ = r-x:o + ~(-f:.); а ft-t) da ispunjava uslov I~ol. 



Uzmemo 1i da је 

svi us10vi teoreme В4 аи zadovo1jeni 

cine aaimptotski ogranicena, а jedna 

za t">-- -15 , te ви вуа ГЈе5еnја jedna­

k1asa гјевеnја i tezi Ьгоји '1. ( .... =-'\ 

~ ,::t) • Integra1ne kri уе ае роnаiЗаји kao па 51. 2, gdje је 

/17/ 

о 

Sl. 2 

11 

posmatrajmo jednacinu 

d.з::. =. r -::с + + (-t) + ~ (-t. I ':)() , 

clt. 

t 

, 

gdje је r konstanta, ~ (-l) neprekidna funkcija za t..~i:.o >0 i ispunjava иа10У 

/18/ fvn.t + (1:. У = -f,. Ј 
t~-+OO 

gdjeje -в. konstanta, l}(-t,~) za. {:~-f:о>О i \":)С.\<.А iapunjava иа10уе 

/а/ definisana i neprekidna, 

/19/ /Ь/ <} ( t, о) = О , 

/ с/ I <} ( t, Х) - ~ ( t I 'ЈС.) I ~ L \ х - Је \ Ј 

gdje аи А i L pozitivne konstante. Dalje, neka је ~o ograniceno rjesenje 

jednacine 

za ~~t..о>О, tj. 



/20/ 

gdje је М pozitivna konstanta. /То ви pretpostavke Т. rejovica( 

Роешаtrајuсi jednacinu /17/, па slican nacin kao i jednacinu /Еу, od­

nозnо jednacinu /8~/, Т. Pejovic dolazi do sljedeceg stava. 

ТЕОНЕМА A!I. Jednacina /17/ ima, za t ~-t. > о'. 

а/ u еlисаји 10, eva asimptotski ogranicena rjesenja, pod us10vima 

/19/ i 

/21/ 

Ь/ u вlисаји 

/19/ , /20/ i /21/ 

с/ u еlисаји 

/19/ i 

/22/ 

i ako niz ~unkcija 

iepunjava ue10v 

20 , 
; 
Ја, 

jedno 

jedno 

L < 1. Ј 

asimptotski 

asimptotski 

М· -"'-=--­
'" - L 

ograniceno rjesenje, 

ograniceno rjesenje, 

€ '" (i:) = о (;1 ) l<а.oI t ~ + оо ( ""': ~, 1., .,.) 

i uniformno konvergira. 

pod us10vima 

pod us10vima 

prema navedenim pretpostavkarna о funkciji ~tt,~) mozemo uzeti da је 

/2Ј/ 

gdje fUnkcija"Att.,"X.), za -\::"-\:0>0 i '':Х:\<.д, ispunjavaus10ve 

/24/ 

ра је 

/а/ definisana i neprekidna, 

/Ь/ I ~ (-t. -:х:) \ ~ L 

Zaista, prema uslovima /19/ је 

Tako сето umjesto jednacine /17/ posmatrati jednacinu 

,,) Za ':Х:.=О jednacina /17/ glasi "':ЈС,'=. f(-f:.), te роnаваnје integralnih 

krivih zavisi od .f<t.) , 



90 

R8.z1ikovacemo dva osnovna B1ucaja: r ф.0 i r =0 , jer to bi tno. utice 

па iBpitivanje jednacine /17'/. 

А. Neka Је r =/=.0 i neka је 

/20' / \ ~o \ ~ М" <.. м.. , 

gdje је 'Х.. ograniceno rjesenje jednacine /1'/ za t ~1:.0 '> о , а М'" i М ви 

pozitivne kOnBtante, kao i 

/25/ L<\~\ M·_\r\ ~Д 
Ј \r\ - L..... , 

sto odgovara pretpoBtavkama /20/ i /21/ Т. Pejovica. 

'l'EOREМA Bs. Jednacina /17'/, za -t~-\:.o>o i \')С,\<.д, pod uslovima /18/, 

/241 i /25/, ima: 

а/ za у" <. О , Bva rjesenja asimptotski ogranicenaj 

Ъ/ za r > о ,. ·bar jedno r jesenje asimptotski ograniCeno. 

DOКAZ. ~lan (У" +-А (-\:'''Х.))'-:С је nosi1ac znaka desne strane jednacine /17'/ 

Z8. \-:х:.\ > \ ~ ( ~ ) \ . Kako ј е 
\ r + ;Rt"t,'X)\ 

I ~(t)\ ~ \i-t-\:.)\ ~ 
\ .,.. + ~('\:.,'X)\ -.;: \у-\ - \-{\ (~,~)\ 

_ \ :(?<t) \. \r\ .о::::. М. \r\ 
- r \r\-L - Ј\ \r\-L 

\ 1t"c,)\ 
\1"' \ - L 

\r\ 
<. М· \r\- L 

") 

to za dovoljno ve1iko '\:: ~ -t:. o "> t,,"> О postoji pozi ti van broj -:Је" takav da је 

\ :?('\:)\ <. -:(", < М. \r\ 
\ .... + ~("c:,":IC.)\ \У" \-L 

otuda, za "Х,,~\'Х\<Д(-t:~.t..), с1аn(1"'+~(-t."'t))·'С је nosilac znaka desne 

Btrane jednacine /17'/ / r+ -А <t.;x.) ima znak kao i r jer је L < \V"\/. 

Slijedi zaKljucak, u slucaju r<. о integralne krive imaju pozitivan 

koeficijent втјета и oblasti - А. <. ":с t;;-JC" t -\:; ~t..), а nega tivan u oblasti 

"ЈС." ~ -:с <. А (-\:;~to), te sи sуе integralne kri уе, koje pro1aze kroz tacke оЬ­

la.sti \ "х. \ <. Д t t ~-t:o) asimptotski ogranicene; u slucaju у "> о in tegralne 

krive imaju negativan koeficijent srnjera u oblasti - А <. ~ ~-:x" (t,>"."to), а 

pozitivan u oblasti :1(", ~ ~ <. Д. (t.~t. .. ), te postoji bar jedna integra1na 

kriva koja ostaje и "cijevi" koja је odredjena polupravama -:х: = 1::. "':ЈС" t-\::.~~o) 

/131. З/. 

0\) ueiov \ :f~t) \ ~ "'1 ,,<М odgovara us10vu /20'/. 



':t 

Д~---------4-----------------------------

о 

-~~r-----------~~----~----~ __ ----~----~ 

-Ar---------~---------------------------

S1. :3 

Sada 6ето prouciti е1исајеуе koji obezbjedjuju da asimptotski ogra­

nicena rjesenja jednacine /17'/ teze nekom broju kad -i:..~+c:oo. 

/26/ 

/27/ 

Neka funkcije -A(~I':)C.) i .fti:.) pored datih us10va ispunjavaju i ивl0уе 

O<,IWl,,<*:.) <. ~(tl~) <.1W\'2.,tt) 
I 

0<. m",tt.) <. :tt-i:.) <. hl~(-t:) Ј 

gdje ви hYt",(t,) , М'\2.(~) , h\."t-4:) i ћ'\.'1.{-\;) pozitivne i шопоtопе funkcije i koje 

ispunjavaju uslove 

/28/ 

/29/ 

/ q i.f,. ви brojevi: Q. ~O , -& >0 /, takve da postoji funkcija t(t) i da је 

/:30/ 

ТЕОВЕМА БС;8 Jednacina /17'/, za t~t."o i\-;)(:\<,A , ima: 

а/ za r >0 , pod uslovima /18/, /25/, /26/ i /28/, bar jedno rjesenje 

asimptotski ograniceno i опо tezi - ;:ct kad -\; ~ +"'0 ј 
Ь/ za .,. <. о , pod us10vima /6/, /25/, /26/, /27/, /28/, /29/ i /:30/ , 

вуа гјезепја asimptotski ogranicena, а jedna k1asa rjesenja i tezi - r:~ 
kad t.-... +00. 

DOKAZ. а/ Neka је -8.<"0 , tj. :ttt.)<O za dovo1jno veliko ~~-\::o>i:",:>o. 

Prema /26/ vazi осјепа 



а ртета /18/ i /28/, za аоуо1јnо ve1iko -t:.~t.>t,i>o, postoje pozitivne i 

monotone funkcije 1Ј;.Н:) i V-~(t) /1)-",(-t) - rastuca, 1)-~("\::.) - орааајиса/, 
~. 

koje teze - ~ kad t -+ + оо, takve аа vazi re1acija 

~ t t.) <:. _ :f (1:.) ~ _ # а .. ) <. - :f(~ '\ <.. 11"1.. (-\:.) 
'(" -т «"·,/.Ј\:..) .,. +~tt,"X) r+IW\,\~\.\ 

i da ј е 11-:2., ( t.) <.. А "). 

Za ':t <. - f~) , оаnоIЭnО, za -A.<.:(.~ ~tt) (t~t.). integra1ne krive 
r +- (t;:(.) "у 

imaju negativan, а za Х> - :f(~) , odnosno, za "''1.(1:)~-:c.<.Д (t~-to) 
r + (t,"ЗС.) . Ј 

pozi tivan koeficijent sшјеrа i imamo аlисај kao па аl. 6 ~ 2. 

Ь/ Sada, prema /26/ i /27/, vazi осјеnа 

:L za -А <:.. ~ ~ - Л1,,(-t.) (i::~to) integralne krive imaju pozitivan, а za 
t'+М'\,\{t) 

1'Yt2..(t) ~ '=t. <. А (t.~to) '1.), negativan prvi izvod. 
r +- 1WI'1. t 1:. ) 

Neka је 

/za dovoljno veliko t. ~t.o > t,,">O vazi 1A.'1.(t)<.A./ 

ртета /?6/ i /27/ imamo 
Ј 

(1' + i\,( t, ч"н.,\))' Ч'\t"t) + :ftt.) > lr +- lW\."t"c:,)}- -Ч,\~"с:.) + ћ'\"Н:) = 
= - (r + IVY\",t-t)). ен.) Ј 

а kako je~ prema prvom uslovu /30/, 

-(t"+IVV\.,,{t,))·ft-\:..) "> ч~t"\:), 

to је 

tj. integra1ne krive ртеајесаји krivu 'Ч"tt) tt>.-t.) аа prvim izvodom ve-

6im od prvog izvoda вате krive 1.(.",(t.). 

"')Takva funkcija '\1"z.tt.) postoji јет vazi relacija 

f{-t) _ \ f(-t) \ \ r\ "'" \1'\ <. М. \1'\ ~ Д . 
- V'+IYV\,,(-t) - --у::- . \У"'\ +М'\"tt.\ с:::... "\r\-L \r\-L 

~Takva oblast postoji јет vaii relacija 

_ .h'\'1.(-t) -= \~\. 'V"'\ ~ "'1,,' \r'\ <::. "". \r\ ~ А. 
r-tМ'\2..tt)· у' .\Y"'\-IVV\2..tt) \V'\-L \r\-L 



'х; 

Д~------~--~-------------------------------

о t. 

51. 4 

Slicno, ргеmа /26/, /27/ i drugom иа10уи /30/, na1azimo da је 

(r+~(t,.ч'1.{t.\))ОЧ1.tt) +;f(-t) -< ц'~(-t:.), 

ј ,Ј 

sto pokazuje da integra1ne krive presjecaju krivu Ч1.(-t) (-t:. ~to) ва prvim 

izvodom manjim od izvoda te krive /а1. 4/. 

Na оеnоуи izvedenog mozemo dati i s1jedece dopune teoremi Вв. 

1 о Ako Је f,. =0 , onda. u slucaju r > о asimptotski ograniceno r јевеnје 

tezi nuli. 

20 Ako funkcija f(-t:.) umjesto ивl0уа /27/ ispunjava иеl0У 

-!У\2.(-\:') < f'(-t) < -111.1 (оС) <. О 

/ovdje је -l..:twt :f(-\:) :. - -&., {,. > о /, а вуе ostalo ostan~ isto ke.o u teoremi 
-\:....., ... 00 

Вв' onda ви вуа гјеаеnја jednacine /17'/ asimptotski ogranicena, а jedna 

klasa rjesenja i tezi ~ оо 
rTct 

Э о Ako funkcija ~а.,''Х.) ispunjava uslov 

..tvwt ~(t,Х)=-ct. za svako I"Х\<.А (Q.>O). 
~~+CIO ' 

onda uz formalnu шоdifikасiјu uslova teoreme BG moze ве pokazati da В\Ј 

вуа rjesenja asimptotski ogranicena, а jedna klasa гјеаеnја i tezi -r~~ О 

р RH1JER 3. Ј е dnac ina 

ol~ :. -.z ":IC.;' '2>\+ " 
oLt 

za t ~ А2. (А ~Ч) i 1":)(: \ < А , ispunjava иеl0уе teoreme Bf;' te ima $уа rje­

аеnја asimptotski ogranicena, а jedna k1asa гјеаеnја i tezi broju ~ kadi....,4~o 



В. 

/17"/ 

poamatrajmo sada аlисај r = О, od.nosno jednacinu 

о!.':{.:. 1t<:t''''X:.')'J: + :tt-\:..). 
ol-\:. . 

94 

u ovom эlисаји Т. Pejovi6 је umjesto иа10уа /21/ uzeo us10ve /22~ 

Kako j~ funkcija {tt,'X.) nosi1ac znaka desne ~tra.ne jednacine /17"/ 

za \-:х:.\ > \~(1:.)\ i kako ispi ti уаnје jednacine izvodimo za \':Х:. \ <-д. , to 
\ i\. t t , 'Х.) \ 

treba uzeti da funkcija ~t'\:.,":(.) ispunjava us10v 

/')1/ 

gdje је Q. pozi ti van Ьгој i ~ <. L /zbog /24/ /Ь/ / . 
ргета tome iташо 

\f.('\:)\ <. [1-Н:.)\ ~ М . .1-. <. м . .1- 2.) 

\1\tt,'X.)\ Q........ '" Q. ~ 

Sada сето umjesto ив10уа/22/ uzeti us10v 

/')2/ M ·..L ~ А Gt ....... 

i tako obezbjedi ti da funkcija d:ахirJ.:tШU,ј:а ~(t.,':(.) bude nosi1a.c znaka desne 

jednacine /17"/ u oblasti \ !~Ч \~ ,~\<Д (-t~to)Ј ра. ве metoda retra-strane 

kcije moze primjeniti i u оуоm ВlиСаји. 

Jednacina /17"/ ро obliku је еато specija1an в1исај jednacine /1/ 92, 

koju ато posma.tra1i, zato ве i nесето ровеЬnо za.drzavati па nјој. Navedi­

то вато neko1iko bitno raz1icitih rezu1tata bez dokaza. 

Jedna.cina /17"/, za t. >..t. o > о , ima, pod uslovom /,)2/ i pod uelovima 

10 
о <. ~ <. 'А <'t,"X.) I l:t(t)\ ~ М" <. М I 

Ьаг jedno гјеаеnје asimptotski ograniceno. 

вуа rjesenja aeimptotski ogranicena. 

Ьаг jedno гјеэеnје asimptotski ograniceno i оnо tezi nuli. 

"> Uшјеstо ovog uslova moze da stoji i ивl0У 1 ~(t,"X) \ > IWI",H.) , gdje је 

/YV\лtt.) pozi ti уnа i monotona funkcija koja tezi Q. kad -t -а,.оо . 

2.) uslov \ 1<1:.)\ ~ м,,<.М odgovara иаl0уи /20'/. 



gdje је funkcija p\(~) pozitivna, monotona i 

.lvwt ћ'\ t-t) =0 
~~~ОО 

~ takva da postoji funkcija e<-t.)i da је 

ct ~. f. (1:. ) + q . Е,' ( -\::.) > - т' (-\::. ) 
Ј 

еуа тјеэеnја asimptotski ogranicena, а jedna klasa тјеэеnја i tezi nuli. 

о <. ct <. .Jt Н: , "Х..) <. IW\ Н:. ) , 
, ;f'C"t) \ ~ М" <. М ~;f (t.) =-е,. 

, 1:. ..... +СО Ј 

gdje је ~ realan Ьтој, а ~t~) pozitivna, monotono ораdајџса funkcija i 

~ trr\, (1:.) = а. rl"YI (t) ~ L "zд. -t. ~ -to > о * ..... +00 7 , 

-& .Ьат jedno тјеэеnје asimptotski ograniceno i оnо tezi - cr . 

-/1')\(t) <. ~(t,":1C.) <.-ct "о Ј 

О <. Л1." (1;.) <. tC1:.) <. 1Y\.'2., (1;.) , 

gdje /YVl{'\:.) ispunjava iste uslove kao u slucaju 50, а funkcije hI.,,(t.) i 1'f\.'2.,(t) 

pozitivne, monotone i 

i neka postoji funkcija ё(t.) takva da funkcije I""\.H.) , M,,(~) i tr\. ... t1J is­

риnјауаји uslove 

tn'\(;:) .€(t.) + €'(-\'..) > (~~~~), 
ct1 . t:(t.) +Q.e'(-t) > - ht~(t.) I 

вуа тјеэеnја ви asimptotski ogranicena, а jedna klasa тјеаеnја ~ tezi ~ . 

u slucaju jednacine 

/'Э'Э/ 

gdje Је eHt.) neprekidna funkcija za i:. '>,.t.o> О i koja ispunjava uslov 

/34/ 

а funkcije f(-t) ~ ,}(t,'X.) ispunjavaju iste uBlove kaou jednacini /17/, 
Т. pejovic ртеротисије da ве ta jednacina napise u obliku 

d'X.. = r:Je + ..р (;:) ... 'f' (t 'Х.) 
oLt -t " 

,. 
gdje је 



/35/ 

't'(-t,?:") = 'f(tl~) + p("t)'X./ 

Q.(-\:.) = r + ~("t) 
I 

а f?t"t) neprekidna funkcija i 

/36/ ~ fЭl.:\:.) = О 
.t,~ ... oo , 

te konstatuje da ее пјепо ispitivanje svodi па 'ispitivanje jednacine /11/. 

1 М. Бегtо1iпо је ргоисауао jednacinu /33/ primjenom metCnle retra.kci­

је direktno natu jednacinu. Po1azeci od us10va /18/, /19/, /34/ i/25/ 

М. Бегtо1iпо vjesto dokazuje da jl"r1nFlcina /33/ ima, u еlисаји r<O еуа 

гјезепја asimptotski ogranicena, ti .Ј.иСаји r> о Ьаг jedno гјеэепје 

asimptotski ograniceno /teorema 12 Ь " а za dokaz vidjeti u [2Ј str. 104/. 

Ako uzmemo u obzir /23/ i /35/ jednacin\.l. /33/ mоzешо napisati u obliku 

~~= (r+f,>(-\:.)+ -A(t,~))-~ +tt-t.), 

а па оепоуи datog ртоисауапја jednacine /11'/ mozemo konstatovati da za 

оуи jednacinu vaze ista razIl1atranja kao i za jednacinu /17'/. 

zaista, umjesto 1ttt;x.) u jednacini /17'/ sada imamo t-»(-t:,) + -A.tt,~)) 

а kako f'unkcija р(;:) ispunjava из10У /36/, а -A.tt;x..) us10v l~tt,"X.)\ ~ L, 

gdje је L <. \r\ za V'=I=O , а za r=O иэ10У \~tt..,X)\ >ct , gdje је Q.c::.. L< 1. , 
to ista trtiranja koja еи vazi1a za f'unkciju ~(t,'')С.) vaze i za funkciju 

,р(-\::.) + "Rtt l ':(.)· 

Sada uрогеdiшо dobijene rezu1tate, koji ее odnose па jednacinu /17/, 

еа odgovarajucim rezu1tatima Т. Pejovica. Теогеmа 85 daje iste rezu1tate, 

uz iste pretpostavke, а uz ојасапе pretpostavke imamo teoremu БG' koja 

predstav1ja bitan rezu1tat za jednacinu /17'/. U еlисаји r=o '1'. !'ejovic 

uzima clodatne из10уе /vidjeti teoremu A~ с/ / i obezbjedjuje једпо о,siгп-

. пt:f.~ki ograniceno гјеаепје, dok зе dodavanjem ue10va /31/ obezbjedjttje 

. '.1.10st primjene metode retrakcije /rezul tati 10 - 60, koji ее ос1пове 
НВ. jednacinu /17"// • 

Na osnovu proucenih rezu1tata mоzешо dati e1jedece uopstenje koje 

ее odnosi па роsшаtгапе jednacine. 

TEOREМA B~. Ako u jednacinama /1/, /8/ i /17'/ с1апоуе rx, ctH.)-.:t 

i cr + 4\.tt,·x3)~ zащјеnimо respektivno c1anovima 

r.-х.1.М", Q{~).:X:1.Y\""", \r-+А.tt,'Х.))--:с.2.'Н'\ (n=o'''I2., ... )) 

vaze i tada tvrdjenja koja govore о asimptotekoj ogranicenosti rjesenja, 



kao i ona koja govore о postojanju Ьаг jednog rjesenja koje tezi nu1i i1i 

t. d 
-т' о nosno -в. /: '2. .... ""п~ I\."''''y / --.,.-- вашо oVdJoe Ьisшо iша1i - -.,.., -~ .+ct· r+o.. о 

Takodje, vaze i tvrdjenja koja govore о tezenju jedne k1ase rjesenja nu1i, 

- ~ i1i -.,.~+ q, ,sашо ako us10ve /7/, /1'3/, /'30/ i /25/ zamjenimo гев­
( 

pektivno sljedecim us10vima: 

(2.r't~~/ /V\. t 't) \1 
У'о t~-\:.) ..::.. \ v - -r + Et'\.) Ј 

L<.\V'\ 
Ј 

'l. ....... y \V'\ 
М о -.-;.-..:..-

\f'\-L ~A . 

111 

А. U svojstvu primjera navedimo tabelarno вато neke bitno razlicite 

rezultate jeanacine 

/'37/ d'X = '(' -:х:. 2. + :f < .. t.) Ј 
c;{.t. 

gdje је V' realan Ьтој i f(-t) neprckidna funkcija za -\:. ~to>o • Ako је 

вуа pozi ti vna, ona koja pro1aze kroz tacke ове ';)с. =0 ви a.simptotski ogra­

nicena i Ьа.г jedno negativ.no rjesenje koje tezi nuli. 

вуа negativna i jedna klasa pozitivnih rjesenja. su a.simptotski ogra.nicena. 

~ Ьа.г jedno pozitivno koje tezi у;. о 
-;f?<-t,) 

'('< О, 0<.- r < IY\,t-t) Ј 

gdje је !YI.<.t..) pozitivna i monotona .funkcija, koja tezi nuli ka.d t.--..+c:oo, 

takva da postoji funkcija e(-t) i da. је 



r· Е (-\:.) <. ( i m <."\::. ') + С: (-t) ') } 

ауа po~itivna rjesenja ви аэimрtоtski ogranicena, а jedna k1asa tih гје­

вепја, kao i опа koja pro1aze kroz tacke оее :х:,=о ~ Ьаг jedno negativno 

teze nu1i. 

gdje ви funkcije /YV\.4~t) i rm'1.~t.) pozitivne, monotone, teze - R;. kad t~""OO, 
da postoji funkcija et~) i аа је 

I 

-r.€('t,) <,(V/YI'\."tt)-с:(t))Ј r·€t'\:.) >(Y/W\~(.Ic.)+€tt)), , 

эуа negativna i јеапа klasa pozitivnih гјевепја ви аsiшрtоtski ogranicena, 

а јеdnа klasa tih гјезепја i tezi-~~ i Ьаг jedno pozitivno koje tezi '-~ . 

В. Takodje, u svojstvu primjera. posmatrajmo jedna.cinu 

/)8/ 

gdje Је r rea.lan Ьгој, ;f<i;.) neprekidna i ogranicena funkcija za t>..to >0, ~(tIX) 

za t ~to>O i \?С. k .... CO ispunjava iste uslove kao u jednacini /17/ i da vazi 

te umjesto jednacine /з~y posmatrajmo jednacinu 

/38' / ol:x.. -=. (У" ... ~ ttl'~c)' 'X.~ т f(-t) Ј 
oL-t 

gdje funkcija ~\tl~) ispunjava iste оапоупе ив1оуе kao u jedna.cini /17'/. 

ЕуО вато nekih rezultata.·bez dokaza. 

/tv\ је pozitivna konstanta/. Asimptotska гјезепја ви: вуа negativna, Опа 

koja prolaze kroz tacke ОIЗе ::с.=о i Ьаг јеапо pozitivno. 

'f <. О Ј 

Asimptotska гјееепја BU: 6уа pozitivna, опа koja pr01aze kroz tacke ове 

-:х:.=о i Ьаг jedno negativno koje tezi nuli. 

)0 
'('<..0, O<.:f<"t,)c:::..mt-t), 

gdje Је funkcija h\ (1:.) pozi ti упа, monotona, tezi nuli, da postoji funkcija 

et-t) i da је 

\'f+ L )·(.t't.) <.. (,Г- /Y\tt.) "" с:(:1:.))' • 
V \1'\- L 



Asimptotska гјеаеnја ви: Bva pozitivna, а jedna klasa tih rJesenja, kao i 

ono. koja prolaze kroz tacke ове ~=O i Ьаг jedno negativno teze nuli. 

4° 

gdje ви f'unkcije /YI'\'\t-t,) i lW\'l.l-\:.) pozitivne, monotone i teze Ьгоји а. (Cl ~o), 

а /YV)1. (t)~ L (t~1:.o). Аsiшрtоtskа r јеiЗеnја ви: sva nega ti vшt i jedna klasa 

pozitivnih i postoji Ьа.г jedno pozitivno гјеiЗеnје koje tezi \1- :g: 
V r +Ц. 

jkada је -l.~ 'A,(i.,x)::Cl za svako \':1(.\<'+00 / ili у- r:q. /kada је 
~ 'А (tl'X..) = -ct za svako 1':It \<'+00 ј. 
t:'"'>1'OO 

г> О, 0<. !W\",(i:) < ~('tI'Х) <. h\'\1.(-\;.) Ј 

-/Y\"t't) < "f(-\.) <- lY\1.t-t) <О, 

gdje ви f'unkcije tW\,,(t,) i lW\"I..t-t) pozi ti vne, monotone i teze Ьгоји G\. t q ~ о) , 

а lW\'Lt-t) ~ L t-t~1:0) , f'unkcije lY\"t-\.) i /\11.t1:..) pozitivne, monotone, teze 

Ьгоји ~ (t. > О,) , da pOBtoji f'unkcija €. (-\:.) i da је 

(('+1W\1t1:))'~(~) >_(,/ lVI"lt) + ('t.))' 
\У r +IWI,,(-t) ) 

ABimptotBka rjesenja ви: Bva negativna i jedna klasa pozitivnih, а 

jedna klasa tih гјеаеnја i tezi -у -&-= ,i Ьаг jedno pozitivno rjeacnje 
r +С\. . 

kOJ' е tez i . Г::Г-V -r:;:-q: . 

Asimptotska rjesenja ви: sva pozitivna, оnа koja prolaze kroz tacke ове 

ЈС=О i bar jedno negativno koje tezi nuli. 

Asimptotska rjesenja ви: sva negativna i jedna klasa pozitivnih i postoji 

Ьаг jedno pozi tivno koje tezi у- ~ . 

gdje Је f'unkcija М(-\:.) pozitivna, monotona, tezi nuli kad -t, .... +oo , da pos­

toji f'unkcija ~(-t:.) i da је 

а.. Н") > -(/ ~ ... ) + tt"t.)) . 



;ј00 

Asimptotska rjesenja BUI sva negativna,a jedna klasa tih rjesenja, kao 

i оnа koja prolaze kroz tacke озе -:х:. =0 i bar jedno pozit"ivno teze nuli. 

r:o j \~tt,-x.)\>~; ~t~,"Х.),':)('.<О, ":IC.=#:Oj \1tt)\< f)'\.t-\:.), 

gdje funkcija mt-\:.) ispunja~a iste uslove kao u 60, вуа su rjesenja asim-

рtоtзkа, а jedna klasa i tozi nuli. 

r=o, - /W\"tt.) <. -Att, 'Х.) <. -~"Lt1:.) <. о, 0<. m"t'\,) <. ~t1:) <.m~ t'\:.) 1 

gdje "su funkcije hI1,,\'\:.) i /)')12,(1;,) pozitivne, monotone, teze Q. ("'>0) kad -1:.-'»+00 

i /W\2.('\:.)~L (1;>..1:.0)' funkcije m"t'\.) ilYl~t't) BU pozitivno, monotone, teze 

-/,. l.e,.')o) kad i~+ao, da. розtојi funkcija €l-\;) i da је 

Asimptotska rjesenja ви: вуа pozitivna i jedna kl~sa negativnih, а jedna 

klasa tih rjesenja i tezi y~ , i postoji bar jedno negativno rjesenje 

koje tezi - ~ • 

Ako u jednacinama /,)7/ i /')8/ umјезtо1" stavimo Q.(-t:.) , gdje је 

~QH:.)=r, izvedena razmatranja vaze i u оуот slucaju. 
t: .... -+00 

Takodje, vazi i sljedece uopstenje. 

Ako u jedпacinama /37/ i /381/ clanove r,":1C.~ i -(r+~{tl-x.)'),':(.2. иш!.iе­
nimo respektivno clanovirna 

tada svi navedeni rezultati ostaju tacni, зато urnjesto odgovarajucih 

drugih korjena ovdje bisIno irnali ~n-ti korjen. 



G L А V А II 

NOVE "CIJEVI" МETODE RETRAKCIJE U DIREKTNOJ KVALITATIVNOJ 

ANALIZI DIFEВENCIJALNIH JEDNACINA 

primjena metode retrakcije svodi ве па formiranje odgovaraju6ih 

"cijevi" kroz cije granice prolaze integralne krive izlazeci iz te "cije­

vi", ili ulaze6i u пји, i zakljucak da post.oji Ьаг jedno гјевепје jedna­

cine koje ostaje u toj "cijevi", odnosno jedna klaBa ili Bva гјевепја 

oetaju u toj "cijevi" /vidjeti glavu I/. 
"Cijevi" о kojima је rijec do sada ви bile pravolinijske, krivoli­

nijeke i etepena.ete "cijevi" /vidjeti ('.tJ, [8Ј, [l:JJ I (QJI] i ('.~5J/. 

Krivolinijske "cijevi" ви fогшiга.пе рољоси Пlопоtопih i ogranicenih kri­

vih /odnoBno, monotonih krivih i pra.vih/, njilllВo ве obezbjedjivalo poeto­

јапје bar jednog rjesenja /и slucaju izla.zenja integralnih krivih iz 

"cijevi"/, odnosno obezbjedjivalo ае postojanje jedne klaee гјевепја 

IU еlиСа.ји ula.zenja integralnih kri vih u odgovarajucu .. cijev"/ koja ов1;а­

је u "cijevi" za. еуе t">-- to • 

М. Бегtоliпо је formirao i stepenastu "cijev" cije ви granice Bte­

penaete izlomljene linije sastavljene od segmenata paralelnih koordina­

tnim оеата i preko nje, а па овпоуи metode retrakcije, obezbjedjuje то­

gucnost postojanja bar jednog rjesenja koje priI,ada toj "cijevi". 

Cilj Пат је da ovdje prosirimo i uopstimo doeadasIlje rezultate for­

mirajuci krivolinijske "cijevi" izla.znih integra.lnih krivih, ka.o i "ci­

jevi" ulaznih integralnih, koje ви odredjene neprekidnim kгivаш8. od ko­

jih ве пе trazi da budu monotone niti ogranicene, kao i da ukazerno ·na 

primjenu dobijenih rezultata. kod ргоЫеmа. stabilnosti rjesenja diferen­

cija.lnih jedna.cina, posmatra.juci jednacinu 

d-:x:.:. ..p(-t 'Х.) 1. 
o(:t. 1" , 

gdje fur1kcija -+ (-\: ,-х) , za t ~to i \?С. \..:.. + оо zadovoljava odgovara.iuce us­

love za egzistenciju i jedinost гјеЗепја. Tiтe сето uciniti novi dopri­

пОБ kvalita.tivnoj analizi diferencijalnih jednacina. 

U оуој' gla.vi, pored formiranja novih krivolinijekih"cijevi" u jed­

пот nacelnom obliku kroz poamatranje gornje jedna.cine, kao posebne pri-



mjere posmatrapemo i jednacine oblika 

i 

odnosno 

I м- .. t. ... , . 
\ - I I Ј Ј 

ва ciljern da prezentil-affio neke mogucnosti и prakticnom formiranju tih nо­

vih krivolinijskill "cijevi", а sto сето konkretnim primjerima јое jodnom 

naglaaiti i iataci prakticni 'znacaj tiћ ,"cijevi". Na kraju ove g1ave, ko­

riate6i dobijene rezultate, zadrzacemo ве posebno па pitanju stabilnosti 

rjesenja. 

§ 1. NOVE t'CIJEVItt IZLAZNIH INTEGRALNIH KRIVIH 

КаКО ето vec napomenu1i, do aada вто imв.li "cijevitl iz1aznih integra-

1nih krivih koje ви odredjivane pravama para1e1nim ва арsсiвnоlП оеот, i1i 

ва lUonotonim krivama koje teze nekoj konstanti kad t ..... "'0.0 i gdje је donju. 

granica. .. cijevi" monotono rastuca, а gornja granica f·cijevi" monotono ора­

daju6a kriva. Takodje ви kOl'iscene I·cijevi" koje еи odredjene jednom kOH­

stantnom ргауот i monotono!ll krivorn koja tezi toj pravoj rastuci i1i ора­

dajuci. 

Ovdje сещо sada da formiramo ·'cijevi'· iz1aznih integra1nill kI'ivill 

koje ви odredjene definiaanim i neprekidnim krivama, koje nе moraju biti 

monotone, niti ogranicene. Raz1ikovacemo "cijevi" ва ogranicenom sirinom, 

kao i оnе cija sirina tezi nu1i kad -с ~+C:>O. 

Ровшаtгајmо jednacinu 

11/ 

gdje је ~(~,~) definisana i neprekidna funkcija i ispunjava odgovarajuce 

"'Blove za jedinost rjesenja u po1uravni -l О 'х. l t ~ t.) . 
Mozemo dati s1jedece tvrdjenje. 

TVRD-lЕNЈЕ 1. 

Ако postoji neprekidna funkcija -х. = 't(-t) takva da је, za t ~to, 



/2/ f ("t • ";IC) <. о 'Z.Q 

f t t I 'х) "> о ~Q. 
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te ako poetoje neprekidne funkcije 'X,:v,,(-\;) i ":X:.=,,"~(t)takve da је, za t"+t .. , 

v"t-t) "'- --е t-t) ..:.. V-~ \.'t.) 

i da su, za t ~to, iBpunjeni uelovi 

/'Ј/ 

:f. { t I V,,(-t)) <... '\ЈАо' (t) , 

+-(t.,V2.{t.)~ > V':<'t) I 

tada jednacina /1/ ima Ьаг jedno r јеiЗеnје ":IC. (-\:) koje ispunjav8!ue1ov 
.Ј, 

/4/ 

za sve t~t •• /Us1ovi 13/ ви, ustvari, nejednakosti~ap1iginovog tipa./ 

Zaista, ргета uB10vima 131, za "cijev" <АЈ' izlaznih integralnikl krivih 

metode retrakcije Inоzещо uzeti da је 

15/ 

Naime, Bve inte,gra1ne kri ve koje pro1aze kroz ta.cke krivih 'х:: ",""Н.) \ 'X.-::,vа.Н;) 

t t ~to) izlaze iz "cijevi" lAJ , ргеlllа us10vima /3/ i pretpostavci о jedinooti' 

rjesenja, te i cine skup tacaka etriktnog iz1aza metode retrakcije. Otuda, 

ргета metodi retrakcije, postoji Ьаг jedno гјеаеnје -х.{,,=) jednacille /1/ 

koje ostaje u "cijevi" /5/ za вуе -c>to. Ponasanje integra1nih k:civih ilu­

struje slika 1. 

Kako uslovi /3/ vaze i za t =-\:. to се r jesenje koje pripada .. cijevi" 

/5/ da pripada i "cijevi" 

/5'/ 
za вуе t: > ... t o , tj r јеiЗеnје се da pripada "cijevi" /5'/ i za \.:: t. •• Zbog 

toga umjesto "cijevi" /5/ mozemo uzimati "cijev" /5'/ kao "cijev" izlaznih 

integra1nih krivih koja се, ргета metodi retrakcije, da garantuje posto­

janje Ьаг jednog rjesenja koje јој pripada za вуе -\:,">,..t., sto, сето ubuduce 

/и cije10m radu/ i ciniti. 

Dak1e~prema metodi retrakcije, jedna.cina /1/ irna Ьаг jedno rjesenje 

"'х (-t) koje pripada "cijevi" /5'/ za вуе -t ~ t., te ono ispunjava i uslov 

/4/ za вуе -t:. ~1:0. 



о 
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РгiшјеtimЬ Bada neka bitna zapazanja koriBna za f'ormiranje navedene 

"cijevi", sto neposredno proizil~zi iz роnа.ваnја krive Btacionarnih taca­

ka -х.:. -е (-t) , za koju ви iBpunjeni uB10vi /2/. 

а/ Ako је kri'va ""х. ':. '€'(i:.) ogra.nicena za t ~to, tj. ako је 

'аД t>.l-t o , 

gdje ви C~ i C~ brojne konetante, onda ве moze postaviti pravo1inijeka 

"cijev" 

Ь/ Ako f'unkcija 'e(-t;) tezi nekom Ьгоји kad 1: ~+oo, tada ве za funkcije 

~"H) i ""2. Н) mogu odredi ti respektivno monotono neopadajuca i lIlonotono 

neraetuca kriva koje teze tom Ьгоји kad t ...... +00. 

/zapazanja ај i Ь/ koristili вто u glavi I, а koristio ih је i М. 

Бегtоlinо u evojim radovima /vidjeti [?,)) (~]) [ч Ј i (51 /. 

Od posebnog је znaca.ja rezultat sljedeceg tvrdjenja. 

TVRDJENJE 2. 

Ako :f'unkcija "'Х="еН:.) iepunjava uslove /2/ i monotono је neopadajuca, 

za t ~ .... t .. , tada ве za donju granicu "cijevi" metode retra.kcije moze uzeti 

вата kriva. .'f{-t), а ako је funkcija "'Х.= --е t-\:.) monotono nerastuca, tada ве 

za gorpju granicu "cijevi" moze uzeti kriva 'e(-t;) / "e(t.):j::.c.o-oast:.. 'ц SVE; t..>"toj. 

Dokaz. Posmatrajmo slucaj kada је funkcija "':)(. -=-'tt-\:.) monotono neopada-

јиСа. 



Pretpostavirno da postoji integralna kriva ~~(-I:) jednacine /1/ koja 

ва gornje strane dodiruje krivu stacionarnih tacaka ~(~) u nekoj tacki 

t= -1:.". Posmatrajmo interval ро t: l i:..,- ~ Ј t .. .,. ')':>'1. ') , gdje ви 1"" i Р, 
proizvoljno mali pozitivni brojevi. Sve integralne krive koje pro1aze 

kroz tacke oblaoti 

presje6i 6е krivu ~(~) zbog pretpostavke о jedinosti rjeeenja jednacine 

/1/. S druge strane, kroz tacke oblasti 

/6/ 

пе prolazi ni jedna integralna kriva, јег ukoliko bi postoja1e krive koje 

prolaze kroz te tacke опе bi, gledaju6i njihovo produzenje u lijevo, то­

rale presjecati krivu "JC,,\t). No, pos·tojanje takve oblasti /6/ ne do1azi u 

obzir zbog pretpostavke о egzistenciji i jedinosti гјезепја jednacine /1/. 

Prema tome, integralna kriva ""X,,\t) u tacki '\: .... 1:" mora presje6i krivu 

~(t) , te је ta tacka presjeka tacka striktnog iz1aza "cijevi" 

/7/ 

Dгugiщ rijecima, пе postoje tacke kri ve 'е (-t) l t. ">,t.)koje ви tacke unulira­

snjeg klizanja, а kako је f<t.,?c')<'o za ':(. <. ~<'-t.) t-t~,t.) to ви Bve tacke 

kri ve "х -:::""е(1:.) tacke striktnog izlaza .. 

Ргеmа t9me, za donju granicu "cijevi" moze ее uzeti kriva ?C.-="f(-t). 

I'rimjetimo sado. i ·1;0 da ве u slucaju kada је kri уа 'х '" -е tt.) monotona 

za jednu granicu "cijevi" metode retrakcije moze uzeti steI,enasta 1inija 

~-=~ ili ~=~ stepenaste "cijevi" М. Bertolina /vidjeti (3] /. Naime, 

a;ko је -:х: =-"t'(-\:) monotono neopadaju6a kriva tada (Је u oblaBti 

--е(-\:.)-Е. <"'"":ЈС. <. ""e<'-i:.) , t.~t.o , 

gdje је е. mali pozitivan Ьгој, moze formirati poligonalna linija 

koja је sastavljena od segmenata paralelnili ва obama-t. i ":ЈС. , kao donja 

granica "cijevi" izlaznih integralnih krivih. Ako је, pak, kriva"'"X.=~(1:) 

monotono nerastuca tada ве rta isti nacin u oblaBti 

moze fогшiгаti poligonalna linija 

,4 

'х. = ~ t ~t.o , , 

kao gornja granica "cijevi" izlaznih integra1nih kri vih. 



101azeci od osnovnih ив10уа /2/, tj. od cinjenice da postoji kriva 

-x.=-et-t) /kriva Btacionarnih tacaka/ koja је granica dviju oblasti u ko­

jiIna integra1ne krive jednacine /1/ iщајu suprotne koe:ficijente вшјега, 

!ОГ1Пiгасељо dvije posebne vrste kriv01inijBkih tlcij~vi" iz1aznih intogra­

lnih krivih podesnih za praksu. 

Jednu, uzirnajuci da је 

/8/ V,,(t.):=. 'e(t.) - d... ".~ (t.):. "t (-t.) + t:/.a, (i; :,.t..) , , 
gdje ви 01." i 0/.1 pozitivni brojevi. U ОуОМ slucaju irnamo "cijev·t konata.n-

tne sirine 

/9/ 

u в1исаји kada је 

/10/ 'V",(t) = '€'<-\:.)-f,,(i:), "'"t(-I:.)= 'e(t,) + €1.(-t.) (i:.~t .. ) Ј 

gdje ви c,,(t.) i a1.<-t) neprekidne i ПlOпоtопо opadajuce :funkcije 1) za t·> .... to i 

~ €,,{-I:;) = ~ t.2.(~):. о I 
",,~+c:>O i..., ....... 

i{!\amo drugu .. cijev" 

/11/ 
f 

"cijev" cija sirina tezi nu1i kad 'i: ~+oo. 

"Cijev" /11/ daje Ьо1ј! rezu1 ta t. Опа o~ezbjedjuje postojanje Ьаг 

jednog r jesenja :x:.<-I:.) koje, za. dovo1jno ve1iko t ~ t'" >t o , pripada proizvo-

1јпо maloj oko1ini krive :t.='('(t) i koje ispunjava ив1оу 

sto moze biti dobro iskoristeno pri trazenju odgovarajuceg pribliznog гје­

senjajednacine /1/. 

Fогщiгапје "cijevi" oblika /9/ i /11/, naravno, n1.Je uvijek moguce, 

pogotovo "cijevi" /11/. То zaviai od deane atrane jednacine /1/. fгirлјегi 

koji се biti navedeni pokazace da ви moguci i povo1jni s1ucajevi. 

U praksi :fогшiгапје "cijevi" /9/ i /11/ vezano је za odredjivanje 

Ьгојеуа ol .. . i clz. , odnosno funkcija Е ... Н.)· i t:t.(~) tako da ви ив1оу! /')/ 

zadovo1jeni. 

Ргiшјеtimо јоs i to da u в1исаји nekih konkretnih primjera mozemo 

vrsi ti Buzenje "cijevi lt /9/ i /11/, tako da ве donja granica "с ijevi" 

-1) Funkcije Е,,(о\:) i €1.(.f:;) пе тогаји biti monotone. No, uziтajuci da 8U 

te funkcije monotone пв t\manjujemo opstost poematranja, a1i ga pojedno'sta­

v1jujelJlo. 



zamjeni dje1imicno, i1i u cje1ini, monotono neopad~jucom krivom koja је 

bliZa krivoj '-ett) od postojece donje granice, 8. gornja gr8.nica "cijevi'· , 
zamjeni djeliruicno, i1i u cjelini, шопоtопо nerastucom krivom, tako da 

nove granice tt'cijevi" budu ta.kodjo nepr·ekidne krive. Granice nove "cijevi" 

ви takodje skupovi tacaka striktnog izlaza. 

$ad&., u evojetvu primjera, posmatr8.jmo jednacinu 

/12/ 

gdje eu Q(-t) i ~H:) def'inisane i neprekidne f'unkcije i Q(t.) ">0 za t~ t •. 

jOva jednacina bice poaebno роsшаtгапа u glavi IV ovog rada./ 

Ovdje је kriva stacionarnih tacaka 'e{-t::) = -~ 
Q.H:) 

(t.> .... t.) to BU uslovi /2/ zadovo1jeni. 

Uzmешо 1i da је 

uslovi /3/ poataju 

odak1e је 

-1 ( .:Е!!Ј )' d" >~ -t:t(t} I 

/1'/ -' "( :f(~»)J 
"1.1 > t:t(-t) - q (t) I 

te imamo zakljucak: Ako је 

'l~-t)\ (- ~~~~)' \ ~ \,( "LЦ t ~1:0 

, а kako је Q(t»o 

gdje је Kpozitivna konstanta, t8.da ве moze za jednacinu /12/ formirati 

"cijev" oblika /9/, gdje ве brojevi ol" i olt. odredjuju ргета uBlovima /1'/, 
koja obezbjedjuje postojanje Ьаг jednog r јеэепја koje oBtaje u toj •• cije'vi" 

za ауе t -;"to • 

Ako, pak, uzmemo da је 

v,,(t.) -=.- :~~~ - €,,<-t:) I V1 (t) =- !::~ -t- (.1.(-4;.) 

uslovi /Ј/ postaju 

(t. '>;.t..) 
I 



odnosno 

/14/ 

> _ (_ #(1:)\' 
'Н1:) ) 

> (_ :tti:) )' 
~(i:) 

Slijedi zak1jucak: Ako postoje pozitivne i neprekidne funkcije E1(~) 

i €.2.(t.) koje teze nu1i kad -t~+oo, ta.kve da ви uslovi /14/ ispunjeni, ta­

da ве za jedl1acinu /12/ moze formirati "cijev" oblika /11/ kоДа obezbje­

djuje postojanje Ьат jednog rjesenja koje pripada toj "cijevi" za вуе ·l.'~t. •. 

posebno primjetimo, da a.ko је 

~ 4 (f(t;))1 -= Q 

i:-HOO ~ - 'H~) 

tadasigurno postoje monotono opadajuce funkcije Е" Н) i Еl, (t.) koje tez е 

nu1i i koje ispunjavaju uslove /]4/. 

PRIМJERI 

1 о l-'osmatrajmo jednacinu 'Х,.Ј =. 'х - S\i'l1. t . 

Ovdje j~ 'f(t) = S~'Y\t • Uslovi /2/ ви zadovo1jeni. Za brojeve с/." i d1. , 
Ј. 

ртеmа /13/, mozemo uzeti da је ol,,:ol.2.=c{::: -1+1, .. gdje је <f., proizvoljno 

mali pozi ti уап broj. Na slici 2 је prikazana .. cijev" 

i:: ~ t o = о S\ft\ i - о{ <. ':IC. <. s~"", '\:. .... о{ , 

/za to rnoze ее uzeti bi10 koji Ьтој/, kao i uza "cijev" koja takodje еа­

drzi Ьат jedno тјеаепје jednacine. Opste rjesenje jednacine је 'х:::; С e.~+ 
+ 1 (:t~""'~'" c.os-\:) , а тјеэепје -:х:.:::; ~ (s~"'\. ~""oH) zaista је sadrzano u uz ој •• ci­

jevi" • 

20 Neka је -:с 1= i'X - t s~t . 

Iшаmо ~(-\;)= s~"'\.t , а uzшеmо 1i da је E,,\"t.) -::. €~ti:):::; ~ us10vi /14/ ви 

ispunjeni za -t:. -:,.1 , te imашо zak1jucak da postojibar jedno r jesenje Је (t.) 

zadane. jednacine koje ispunjava us10v 
t-; 

svo\ t - ~ <. ~ Н:.) <. S~"'\ i:. + ~ 

za sve t ~1.. 

)0 U zmimo jednacinu 'х'::. 'х - t - S~",,-t • 



t 

S1. 2 

Ovdjв је kriva. sta.ciona.rnih tacaka. 'e(t)=-t--ts"""t • Irnamo 'e'(t:.)=1+cost~ 

~ о , tj. kri уа 'e(t.) је шоnоtоnо neopa.dajuca, tв za donju granicu "cijevi" 

mвtodв retrakcijв, prema tvrdbnju 2, mоzепlО uzeti da је аата kriva 'f (-t:), 

tj. V",(-\.):: t + s~", t Za gornju granicu "cijevi" mozemo uzeti da је 

va. (-4;.) :: -t:. -+ S~"" i: ... 2. .. ~ , gdje је tL Пla1i pozi ti van broj. Ргета tоше, 

jednacina iша Ьаг jedno rjesenje 'х Н.) koje iapunjava us10v 

1:. + S~"" t < ох а) <. 1:. -+ SV>-\ i: -+ 'l + Ј:, 

za ауе t ~1. • 

Primjetimo da је opste ГЈеаеnје zadane jednacine 'Х= cet+t+-t· ~ (~.:'>\t+coH) 

i da гјеаеnје /za <:=0 / "Х.:: t:.+1. + i (~~,,'\:.oJ.to~t) zaieta iepunjava gornji иа1оу. 

§ 1.2. 

Iz prethodnog ее vidi da је ci1j odredi ti odgovarajucu "cijev" koja 

је ogranicвna kri уата :>Со::. "",,(-\:) i :(.:. V1.(1;) koje iepunjavaju ue10ve /Ј/, 

а od kojih ее nе trazi da budu monotone. 

UZ poetojanje funkcije "х::: 'e<:i.) koja iepunjava ue10ve /2/ /kri уа ata­

cionarnih tacaka/ dali ето ideju о na1azenju tih krivih ·v<\(t.) i v1.C'\:.) 

oblika /8/ i /10/ i tako formirali krivo1inijskв "cijevi" izlaznih inte­

gra1nih krivih oblika /9/ i /11/. 

Medjutim, ako nije "1ako", i1i ako nije moguce odrediti krivu ataci­

onarnih tacaka 'f (i:.) jednacine /1/, te ako јеdш~.Сinа /1/ ima vise kri vih 

atacionarnih tacaka, tada za formiranje kriIТo1inijakih "cijevi" odgova­

гаји6е sirine i "cijevi" cija sirina tez i nu1i, а koje ви ogral'licene 



kri уата V,,(t) i "'1.( t.) , које ne moraju da budu m0J10tone, treba da dапiо 

dopunska razma·;;ranja. 

Neka Бu пат poznate :funkcije 'Х= ~H:) i ':(,='i2.(1;) takve da јв 

te da јв 

/15/ 

/С{ је pozitivan brojj ili, pored toga, i 

/16/ 

/17/ 

~l'li(t.)-'f~(-t)) =0. 
~-'I+"" 

АКо za funkcijo ",""Н:.) i "ао(!) uzmemo 

,,",,{t)= ~H)-ol~ I "ao(t) = ~(i::)-+ol~ 

/0(" i С{'! ви pozi ti vni brojevi/, odnosno 

/18/ 

~~ t. ~t. , 

gdje Би 

/19/ 

ё"Н:.) i E1.(.t.) monotono opadajuce funkcije i ispunjavaju иа10у 

~ E,,(t.) = ~E1.(t) = О 
't-""'"Oo t. ..... +_ 1 

te аКО ви za :funkcije V~(~) i ~~(t.) ispunjeni us10vi /Ј/, tada, u аlисаји 

/17/ imamo "krivo1inijsku "cijev" 

/20/ 

а u Blucaju /18/ iшаilllD krivo1inijsku "cijev" 

/21/ 

које, prema metodi retrakcije,sadrze ро bar jedno rjesenje jednacine /1/ 
za ауе t '>,. t •• 

Prakticno, рrеша iz10zenom, iшо.шо cetiri oblika krivo1inijskih "ci,ie­

vi". То ви "cijevi" oblika /20/ i /21/ uz ив1оу da funkcije ~H) ~ '1~(t.) 

ispunjavaju us10v /15/, odnosno, /15/ i /16/. Od tih "cijevi" najbo1.ji rezu-

1tat daje "cijev" oblika /21/ u slucaju kada funkcije" ~H' i 'I'\.~t) ispu­

njava .. iu ив10уе /15/ i /16/, jer jedino sirina te "cijevi" te7.i nuli kad 1;-ноо. 

FUnkcije ~(t.) i 'I'\.(t.) mogu6e ја odredjivati рrеша us10vima које is­

punjavaju funkcije којв figurisu па desnoj Btrani zadane jednacine. 

Zadrzimo вв роввЬnо па jednacini 

/22/ 

gdje ви funkcije ~(t,~) i ~(t,~) de:finiBane, neprekidne i iBpunjavaju 



potrebne uslove о jedinosti rjesenja u poluravni {О-х (t:~t..). 

Jednacina oblika /22/ ргоисепа је u glavi 1, gdje ато poematrali 

ogranicena rjesenja, kao i rJesenja koja teze nekom Ьгоји, uz рошос рга­

vo1inijskih i krivolinijskih "cijevi" koje ви odredjivane рото6и ogranice­

nih i monotonih krivih. 

Navescemo еато dva bitno razlicita rezultata, в obzirolD па razlicite 

ив1оуе о f'unkcijama ~(t.,'X.) i {(i.,X) /teoreme 1 i 2/. 

ТEOREMA 1. 

Ako :f'unkcije ~(-t.,x.) i ~(:t.,'X.) , za t;~t.. i \":IC.\<+oo , ispunjavaju ивl0уе 

/23/ 

/24/ 

о < <t~(t.) ~ ~(t.,'X.) ~ 'Ј-а. (1;) I 

~,,(t:) ~ ~(t,?C.) ~ 1:2.(t.) < о 

gdje ви ,}",(t;) , ~2.(t) Ј ~,,(t.) i ~z.(t.) def'inisane i neprekidne funkcije za 

t ~t4 , te ako postoje neprekidne i ~onotono opadaju6e funkcije €",(t.) i ё,! ("t.) ") 

koje ispunjavaju uslove 

/25/ 

/26/ 

~ €" (-t.) ':: ~ Е.1. (t.) = о , 
t~+- -t..., ..... 

~~Ю 
(:'1. (i;) < - }~ (t) 

i takve da. је, za t ~to , 

l},,(t)t: .. tt) -E~(t) > (_~)J 
~"H) I 

/27/ 
'1. Е/ > _ (_ ~2.(t.) )' <f~(t)E1.(t)- 'l(t) ~:&.(t) Ј 

tada jednacina /22/ ima bar jedno pozitivno гјеаепје X(t) koje ispunjava 

uslov 

/28/ 

za ауе t ~to. 

vokaz. Integra.lne krive jednacine /22/ imaju negativan koeficijent 

smjera za опе vrijednosti ~ za koje је 

~(i..,"X)'?C +-Ј:(t.,'Х) <. О, 

tj. za. 

1) Umjesto funkcija € .. (i:) i Е1. (t) mogu ве uzeti pozi ti vnе konвtante 

d 4 i dz. , u skladu ва prethodnim izlaganjem. Takodje moze ве uzeti da је 

C:,,(t) = €1.(t.) ::: (t:) . 



Kako је, prema /23/ i /24/, 

to integralne krive jednacine /22/ imaju negativan koeficijent ашјвга za 

,t:.~-to. 

S druge strane, kako јв, ргета /23/ i /24/, 

-А Н:,'Х.) -& _ -A.,(t.) 

I}{ t , "х)"'" 'Ј.- '\ Н. ) 

integralne krive jednacine /22/ imaju pozitivan koeficijent ешјвга za 

~ .. (t.) 
'Х"> - - I t~t. 

'J,.,{-t) 

Ргета. tome, za funkcije 'r" (i:) i '/i(i:) mozemo uzeti da Је 

\f:. (t.) = - ~'IH') 'f'. (i:) -= _ "fЏt) 
" '}1. ('t:) I 1. ~" Н:) 7 

te za krive "',,(1:,)' i "1.(i:) mozemo uzeti da јв 

Ргета usloviroa teoreme, za t ~ t o , vaz i 

':(,'{11;.(t)) :::. '~(t, v..). V" (t) + ~(t.",,) ~ t}l(t) V,.(t) ... ~,,(t.) = - ~2.(t)f1(t' <. (- ;::~ )'_f..~(t) -=. ,,",,' Н) , 

':('("аЮ)= }(t, '11'2,) l1,,(Н .. ~(t.'I1'a.) ~ ~"H.) ""1. (t) + ~1(t) '::. ~,\(t)E.,,(1:,\ > l- ~:~:)J ... (~tt) = vi<t). 

otuda, integralne krive jednacine /22/ koje prolaze·kro70 tacke kri­

vih '11'" Н'.) i Va.(t.) (1. ~ t.) ргввјесаји te kri уе izlazeci iz "cijevi" 

/29/ 

otuda, ргета metodi retrakcije, ров toji Ьаг jedno r јеввnје 'х. (i:) jed­

nacine /22/ koje ае, za вуе t>,.t.o , nalazi u toj "cijevi", te i ispunjava 

ивl0У /28/. 
Ј) (Ч { .... (.1:). 

Ako funkcije - ~ i - - ispunjavaju uslov 
~,,(1:.) СЈ."2,.Н:) 

/301 ~ 1. ~1H.) ~'L(t) ) - о 
i:~+oo\ 'Ј-"Н) т ~'a.H) - 1 

tada sirina jcijevi" /29/tozi nuli kad i-HOO , te гјвееnјв "Х.Н.) jednaci­

ne /22/ koje pripada toj "cijevi" ispunjava i uslbv 



/'31/ 

Navedimo sada јоа jedan rezu1tat koji ве odnosi па jednacinu /22/. 

ТЕОБЕМА 2. 

A.ko f'unkcije ~(t,'X.) ~ ~(t.,1C.) , za t~t. i \х\<..+оо, iepunjavaju и8-

love 

/'32/ о <. ~'1(i:) ~ CJ-(.t.,1С.) , 

/'3'3/ о 4( 1Y\{i:.) ~ - 'A(i:,'X) ~ /)'1'\(:\.) , 
-....;; <}Н ,Х) --

gdje ви ~,\(t) , /VI{t) i hY\{-t:) de:finisane i neprekidne f'unkcije za t ~to, te 

ako postoje neprekidne ~ monotono opadajuce :funkcije Е.,,(-\") i €.'I,tt.... koje 

ispunjavaju. ив10У /25/ i takve da је, za t ~ t o , 

/'34/ 
~,\{i;) Е,\Н:) - €.~ (~) > - m'tt.) , 

<} .. (i:.)E.t.{-t.)-Е.~tt.) '> ~'t-\;), 

tada jednacina /22/, za t ~to, ima bar jedno pozitivno rjesenje 'X.tt.) koje 

ispunjava иа10У 

/Ј5/ 

za вуе t > ... t. •• 

Dokaz. Kako :funkcije '}(i:.;)t) i Ђtt.,х) ispunjavaju uslov /3Ј/ to ulORu 

:funkcija ~(t) i ~\(t) ,о kojima јв bilo rijeci, igraju respektivno fun­

kcije A1tt) i 1W\(t:) , te вв za i'unkcije V"H.) i V1.. t t.) moze uzeti da је 

'1)-,,(0\:.) = N\(-\:') - ~,,{\;.), "'2, {t,) = """Н.) + E.1.(:t.) (t ~t.) . 

Frema uslovima teoreme, za t ~to, vazi 

. \ (.) " ( (~ ( t: , \1",,) . ) 
-х.' t '\1'''(\)1 = ~ \i., '11" V,,(t) .. '1 t, ,,",,) -= 'Ј. (-t, \1'" ) "' .. Н.) + ~tt I "",,) ~ 

~ ~('t,v")(",,tt)-IV\{-t;)) =-~(1:,v,,) E,,(t) ~ -~,,(t.)t,,Н.) <. Л\'{1:\-ё~(t)-=V .. '('t), 

( 
.,fI ( • ~ (1:, "'~) ) 

:х:.' ("1.(t)) '::. <} t,""2,) "'a.{-t:) + '" (1:, V1.).: ~(t, "2,) \"'1.(i:) + ~(~,"'a.) ~ 

~ ~(t, "'2,)( v1.(i:) - М'\ tt.)) = }( t, "'1..) (1. (t.) ~ ~,,(t) Et.H:) ') МI\.'(t) + E~ (i.) = 1f~(t). 

Prema tome, integralne krive jednacine /22/ koje pro1aze kroz tacke 

krivih V,,(i:.\ i V~(t) (t~to) presjecaju te krive iz1azeci iz "eijevi" 

/Ј6/ 



sto, prema ILetc:>di retrakcije, obezbjedjuje postojanje bar jednog rje.senja 

'X,tt,)jednacine /22/ koje, za ауе t~-t. , pripada toj "oijevi", te i ispunja­

уа иаl0У /35/. 
Primjetimo sada i to da ako ~unkcije ~tt.) i ~tt.) ispunjavaju иеl0У 

~ (IW\ (-\:.) -1\1 (-\:.)) -= о 
-t -'Ј+ОО , 

tada i iHrina "cijevi" /36/ tezi nuli kad t.~-.oo , te rjesenje koje pri­

pada toj "cijevi fl ispunja.va i ивl0У 

PRI1/.JERI 

10 Fosmatrajmo jednacinu 

/37/ -х.'= 

gdje је :f<t.,x) definisana i neprekidna funkcija za t~lc i \"ЈС.\<.-.оа • 

Posmatrajmo jednacinu /37/ koriste6i teoremu 1. 

primjetimo da, za t-:"4 i \')С.\<.+ОО • v8.zia 

о -<. <Ј." ( t) :. {t <. 
i:X."' ... t + -1 

-\+?t1. 

Za Е "t't) i €1.t-t;) uzmimo, па primjer, 
А 

€",H:.) ': €.1. t't) ":: €.t't) :. М 

Uslovi /25/ i /26/ аи ocevi<.ino zadovoljeni za t.~ Lt • 'l'akodje i uslovi 

/27/ еи ispunjeni, za '\: >.-I.t , јег је 

, .Jt " >1 'J.",tt.H,,\-\:.) - €" (-t) ': л- -+ ~ 
~t . 

+ " > 1 tkt 

Ртета tome,svi uslovi teoreтe 1 ви ispunjeni, za i~t" te jednacina 

/37/ ima Ьаг jedno pozitivno rjesenje koje ispunjava uslov 



za вуе ~~Lt t te i uslov 

~l')(.~\.)-{ t. l'1.+(.o!l-\:)'= h('X('\:.)-('l.+t.QS-\:+ 1)\-::'0 
-\: ........ _ ~ -+ '\ 1 Ј -\:' .... 00 -.. lЈ , 

odnoBno 

20 Роsшв.trајmо jednacinu 

1'8/ 
-:х:' = (-\: - " \ -х. - t. ~ lt~ -+ ё,*,,(t.~)) - t.~~"",'\:. "'"1. 

" -r 'f(t..x) } 

gdje ви 'е tt .. ~) >,,0 i 'r(t,x) ~O definisane i neprekidne funkcije i ispunja­

ув.ји potrebne uelove za jedinoet rjesenja jednacine za t ~5' i \")(.\~+oo • 

Ovdje сето primjeniti teoremu 2. 

Za i:: ~ 5 i \х \ <.+00 vazi: 

Dalje, za t >,.5, уа! i: 

Uzmemo 1i da је, па primjer, 

1 
!"Н:) :.E.~(i:):' E.ti:) '::. W 

uslovi /'4/ ви ispunjeni, za i:~S", jer је 

q ,~-~ ~ 
cr,,(-t) Е (t) - Ео (1:) '::. v:r + -э'''';'t.''''''Vf=t "> fJ.. • 

Dakle, Bvi uslovi teoreme 2 ви iBpunjeni za ~~5, te postoji bar 

jedno rjesenje ')с (~) jednacine /'8/ koje iepunjava uslov 

) " i.~(~+-t) + ts,"·",~-1. 
~ t + S~ t - ~ - vr <. ох (~) <. -t -1. 

za вуе t->,. 5' • То rjesenje ocevidno ispunjava i ив1оу 



§ 2 .. NOVE "CIJEVI" ULAZNIH INTEGRALNIH KRIVIH 

Ovdje сето da formiramo nove krivo1inijeke "cijevi" u1aznih integra-

1nih krivih, па s1ican nacin kao i krivo1inijske "cijevi" iz1aznih inte­

gra1nih krivih, i iete iskoristiti па proucavanje jednacina /12/ i /22/ 

iz § 1. 

Роsшаtгајmо opet jednacinu 

/1/ 

gdjeje +(~I~) definisana i neprekidna funkcija i iepunjava potrebne иэ­

love za jedinoet гјеэепја za t -:,.t. i ,~\<.. ... оо .' 

Osnovnu "cijev" u1aznih integra1nih krivih formiracemo kroz eljede­

се tvrdjenje. 

TVRDJENJE Ј. 

Ako poetoji neprekidna funkcija "'х = "еН,) takva. da. је, za. i -:,.t.. , 

/2/ 

:f( 1:, -e(:~)) '= 01 

+ (t I ':IC.) > о '2,q. 'х <. ~ (t.) , 

f(t, ':IC.) <. (1 'Z.t\. :х:. > 'e(i,) I 

te ako postoje neprekidne f'unkcije ':(.:Ц",(t) i 'Х=.ц.~(t) tak'l{e da је, zat~to, 

/Ј/ 

i da ви, za. t ~ t:. o , ispunjeni uslovi 

f( t, .ц.,,(t)) "> .ц~ Н) , 
/4/ .f{ t., .ц~(t)) <. «t(t), 

tada jednacina /1/ ima јеdnи k1asu rjesenja. koja ispunjava ие10У 

/5/ 

za вуе t. ~t •• /Us1ovi /4/ QU nojednakosti Capliginovog tipa./ 

Uslov /5/, za dovoljno veliko t. ~ t'" > t.. , ispunjavaju вуа 

jednacine /1/ ako, pored uslova /4/ t za i '>,. t. , vaze ua10vi 

f('t,~) > -tt~(t.) .... h)\" "Lct -:х:. < Ц,,(1;), 
/6/ 

;f(t, -х:.) <. .цt (t) - ~1. -а.ц -х. > "-(1.(i:) • 

gdje ви IW\" i '"''.1 pozitivni fiksirani brojevi. 

rjesenja 



А1+ 

Zaista, prema us10vima /4/, вуе integralne krive jednacine /1/ koje 

prolaze kroz tacke krivih 'Х.=Ц,,('t.) i 'Х.:ц,1.(,i:.) ('t.>,"t.) ulaze u tI~ijev" 

/7/ t:,. t.., .ч.,,<.t) <. ':}С. ~ Ц1.Н:.) , 

kao i sve опе integra1ne krive koje pro1aze kroz tacke oblasti .ц.,,<.~) <- ')( <. 

~ Ч2,('t) (t~t.) ostaju u toj tI cijevi" za sve t. ~"t., jer ne mogu izici iz 

пје. Prema tome, integralne krive koje prolaze kroz tacke oblasti ц .. (t.\~"3С.~ 

~ ц "Н:: \ (t ~i:o) cine klasu rjesenja koja ispunjava uslov /5/. Fonasanje 

integralnih krivih ilustruje slikaJ. 

о 

51. Ј 

U slucaju ispunjenja ualova /6/ iщаmо da се вуе integralne krive оЬ-

18.sti ~ <. -Ч .. (-t:) (t.~'t..) /tu је koe:ficijent amjera integralnih krivih veci 

od koe:ficijenta smjera kri уе .ч .. (t.) za pozi ti van :fiksiran broj IWI.J, kao i 

oblasti ~>Ц'1.Н ) (t~t:o), za dovo1jno veliko i:~i::·>1;o, dodirnuti krivu 

~=.-ч,,(-t;) , odnoano krivu ~=Ч2.(t.), а zatim i uci u "cijev" /7/, te се i 

iapunjavati uslov /5/. 

Primjetimo da ako ~0 kriva atacionarnih tacaka ':t.,="t'(~) iapunjava 

uslove /2/ i ako је ogranicena, tj. ako је С .. <. ~ <.-\.).(. c't za t.:>,t. , gdje 

'su с.. i С2. brojne konstante, onda ве moze formirati pravolinijska "cijev" 

ulaznih integralnih krivih koja је ogranicena ргауаша ":t,=C" \ ')t::,Ct (t:~t.o). 

Kod formiranja .. cijevilt ulaznih integralnih kri vih od posebnog је 

znacaja i sljedece tvrdjenje. 



TVRDJENJE' 4. 

Ako funkcije. ~='f(-\:.) iBpunjava uB10ve /2/ i monotono је neopadajuca 

ze. t'>.-t. , tada ве za gornju granicu "cijevi tl u1aznih integra1nih krivih 

moze uzeti еата kriva 'ett.) " а ako Ј,·, l' ",,;(;\.1['_ 'X.-=~('t) monotono neraetu-

6а za -t >..t. t tada. ве za. donju gra.nicu .. ciJevi" moze uzeti kriva --е (-\:) 
/ 'е<t)Ф C.Of\!I-\:.. za вте t -:,.t o / i) • 

Zaista., us10vi /2/, monotonost krive 'e(~) , kao i osnovni us10vi о 

egzistenciji i jedinosti rjesenja garantuju da ви ta.cke krive ~(t.) (t.~t.~ 

tacke striktnog u1aza .. cijevi" /7/. 

Ana10gno tome kako ешо formira.1i dva posebna. oblika " c ijevi"iz1az­

nih integralnih krivih /"cijevi" /9/ i /11/ ~ 1./ i ovdje сето de. ieta­

knemo dvije vrBte .. cijevi·· u1a.znih integra.1nih krivih. 

Jednu, uzimajuci da је 

;ц,,, ( t.) = 't t -t ~ - С:(" 1 A.(.t (-t:) '= "f '" (-I:.) + с{1, ( t ..,. t. ) , 

tj. "cijev" 

/8/ t. ~ t.. Ј -ен.) - 0(" <. -х <. ""е (t.) + ol'l. , 

gdje BU d" i d", pozitivni brojevi, а drugu uzimajuci de. је 

-ч,,(.-\:.) '= 'eCt) - E,,(-t.), ц,'I.('''t.) = 'е (.t:) + (1. (.-t) tt. ');.t.) , 

tj. "cijev·t 

/9/ i: ~ t.. i 

gdje su € .. (-\:.) i f'l.(~) neprekidne i monotono ope.dajuce funkcije koje teze 

nuli kad t ~"'oo. 

Formiranje "cijevi" oblika /8/, odnoeno /9/, ule.znih integra1nih 

krivih, ide odredjivanjem brojeve. cl." i ol", , odnosno funkcija E,,(-t) i E",(t.) , 

tako da ви us10vi /4/, odnosno /6/ zadovo1jeni. 

1 ovdje, u zelji de. formiramo sto uzu "cijev" u koju ula.ze integra­

lne krive, mozemo vrsiti suzenje "cijevi" formire.ne ne. prethodni nacin, 

tako da ее donja granica "cijevit
' zamjeni djelimicno, i1i и' cjelini, 

monotono nerastucom krivom koja је bliza krivoj ~(t) od postojece donje 

granice, а gornja granica "cijevi" zarnjeni dje1imicno, i1i u cjelini, 

monotono neopada.jucom krivom, tako da. nove granice "cijevi"budu takodje 

neprekidne krive. Granice nоуе "cijevi" ви takodje skupovi tacaka strik­

tnog ulaza. 

") Ovdje, kao i u tvrdjenju 2 § 1, роdrаzumјеvашо da, је 't"(t) ""О, odno­

епо '(>/(-t) ~ О , dok -e'(-t.')=o moze da. bude вато u nekim diskretnim' tackama. 



primjetimo sada i to da pri ~ormiranju "cijevi", kako iz1aznih, tako 

i u1aznih integra1nih krivih, izvedena razmatranja do1aze u obzir i za 

s1ucajkada Ь! '\za f'un.kcije €,,(-t) i E:1.(-t;) pretpoetavi1i da eu neprekidne, 

pozitivne i og~anicene, ne pretpostav1jaju6i monotonoet i tezenje nuli. 

U ovom e1uca.ju ima1i bi odgovaraju6e "cijevi" ogranicene sirine. 

§ 2.1. 

Sada., u evojetvu primjera, poematrajmo jedna.Cinu 

/10/ 

gdje su CHt) i ~(1:) neprekidne ~unk:cije i ctH.) <.0 za t '>,.t. o • 

Kriva sta.cionarnih tacaka је 'e(t:)=- :f<t,) а kako је Q.(t)<.o (t~t.) 
Q,t't) , 

to eu us10vi /2/ iepunjeni. 

Uzmemo 1! da је 

f(-t.') 
.ц (-t.) - - -- - d..'1 

'" - ctt-t.') Ј 

uslovi /4/ postaju 

oda.k1e је 

/11/ 

te imamo zak1juc~% Ako је 

-1 \(_ 1(~) ~ \ 6. \( 
~ \ q(t;:)) 

gdje је \( pozitivna konstanta, moze ее za jednacinu /10/ formirati "cijev" 

oblika /8/, gdje ве brojevi о{о1 i d. t odredjuju ртета us10vima /11/. 

U slucaju formiranja "cijevi" oblika /9/ treba uzeti 

~H:) ~ 
A,(",('t:) = - ёiТt) - c.,,(t.) I 

а uelovi /4/ poetaju 

/12/ 

-СНt) Е .. tt:) -t- E~ (-t.) > (- ~Ц:))' 
\: t\.t't) 

-Q.({:)Е'1.(i;) -+ f.~(1:) > _(- ~(t:)\! 
.. G\H.\ ) 



S1ijedi z8.k1јuёak: Ako postoje neprekidne i monotono opadajuce :f'un­

kcije e,,(-t) i E'L(~) koje teze nu1i kad ~ ""t+"'O, tak:ve da su us10vi /12/ is­

punjeni, tada ее za jednacinu /10/ moze f'ormirati t·cijev" oblika /9/. 

Konkretni primjeri koje, 6ето navest pokazace da su moguci gornji slu­

cajevi, tj. da postoje jednacine cija rjesenja, jedna k1asa, i1i sva, u1a­

ze u .. cijevi" oblika /8/ i /9/. 

РШМЈЕЮ 

1 о Posmatrajmo jednacinu х' = -'Х +--l- ~ +- S~lY\t • 

Ovdje је 'f <'t) = t - ~ + S~ -t Ј "("(t;) ': 1. +- {-1. + с.о\"\: '> о I sto govori da 

је kriva 'f<t) monotono rastuca, te da ве za gornju granicu "cijevi" u1az­

nih integra1nih krivih moze uzeti sa.makriva 'ett.), tj. 'ц''1.t+.)-= -\;,- ~ + s~'\'\t.. 

Za donju granicu "cijevi", prema prvom us10vu /11/, mozemo uzeti de. је 

.ч,,(.t) = t- ~ + .. .'~~",,'t - 2.." (-t; ">, 4). Kako ви ispunjeni, nе вато us10vi /4/, 
nego i uB10vi /6/, to св jedna k1asa rjesenja da ispunjava us10v 

t - t + S~ t. -2.,1 "'- ох (1:.) <.. t - ~ + ~.:"",t 

za еуе -1:":1;. 4 , dok, za dov01jno veliko i: ~ t* ') lt , taj ие10у се da iepunja­

уаји вуа rjesenja jednacine. 

20 Uzmimo jednacinu -::х:.' =- Jt 'х. + if.t.&.. t 
Ovdje је 't'(-t)-::t."t, --e'(t;): i ,">0, te za A.(.1.(t.) mozemo uzeti A.{1.{t.)-::.~1:. 

Prema us10vima /12/ za E,,(t.) mozemo uzeti e~tt.)=~t' te је ц',,(t.)-::.~t-*t. (н·е). 
Odgovarajuci uslovi /4/ ви ispunjeni, te jednacina ima jednu k1asu rjese­

nја koja ispunjava иа10у 

za вуе t ~ e~. 

Нарошеnа. 

-lм t - _-t_ <. "'х t -t.) <.. ~ t. 
t.,,1: 

Za "cijevi" koje ето f'ormira1i karakterieticno је to sto eadrze kri­

vu stacionarnih tacaka ~::'fН)., i1i је ta kriva jedna granica "cijevitt • 

Krivu stacionarnih tacaka ето neposredno koristili /vidjeti uslove tvr­

djenja 3/. То је, ustvari, osnovna karakteristika naseg nacina formira­

nја "cijevitt , eto сето i ubuduce koristiti. Medjutim, sada сето navest 

dva primjera. gdje сето formirati t'cijevi" u1aznih integralnih krivih ko­

је nece eadrziti krivu stacionarnih tacaka. Takodje, uz ОУи napomenu,mo­

zemo primjetiti da. еel za formiranje "cijevi" ulaznih in:tegra.lnih krivih 

moze izoataviti pretpostavka о jedinosti rjesenja jedna.cine. 

/ 



I 
,О Za jednacinu -:с' = - ~ ~ + 1. kriva etacionarnih tacaka је 'eH:)-::.t, 

а za .. cijev" ulaznih integralnih kri vih то! еПlО uzeti 

t~1. , t А -t:. ~ ___ <.~<.-;)"" г. 

1 vf. "''' t 

Zaiata za 

vazi: 

4 о Za jednacinu -х.' ': - Х + ~ t kri уа atacionarnih tacaka је 'ЭС:. ~ t , 

а za "cijev" ulaznih integralnih krivih mozemo uzeti 

, '2. ~ '" t. ') ~ I Vl'\t - Т L... ')(. <. t -":[ . 
r 

Ovdje imamo: 

.(.(.,\(1;) =: ~t - ~ , A.(z.tt):. ~t. - ~ (1: > 2.) 

~ (ц,,(~')) ":. 1:. > 1. .... : ... :. A.(~ (-t) 
t i ~ I 

-х.' (-ч ... (1;\) -== ~ ~ ~ .... ~ ... -= -ч.i (t.) 

1 kod primjera 20 шоgli sшо uzeti "cijev" koja nesadrzi krivu sta­

cionarnih tacaka, па primjer, "cijev" 

u оЬа gornja primjera з о i 40 krive stacionarnih tacaka nalaze ее 

izvan "cijevi". Razlika medju tim primjerima је u tome sto u primjeru 40 

mozemo formirati "cijev" ulaznih integralnih krivih koja се da aadrzi 

krivu stacionarnih tacaka 'X:.~t i cija sirina tezi nuli kad ~~+ОО, 

па primjer, 

/mogli ето uzeti i da је ~t gornja granica "cijevi"/, dok to nе mozemo 

uciniti u slucaju primjera з о • Primjeri imaju i nesto bitno zajednicko, 

а to је da su im krive atacionarnih tacaka / t i ~ t / strogo monotone 

krive. 



§ 2 .. 2. 

Sli~no опот komentaru koji ето da1i za "cijevi" iz1aznih integralnih 

krivih i ovdje mozemo primjetiti da је ci1j odrediti odgovarajucu "cijev" 

koja је ogranicena kri уата "х. -= ц'о1(.-t:) i "Х,-=- Ц2,(t) koje ispunjavaju uslove /4/. 

Navedena razma"tranja vezana аи za pretpostavku postojanja kri уе, s'ta­

cionarnih tacaka ':t. = "t'(i:.) која ispunja.va us10ve /2/. Medjutim, патесе ве 

pitanje kako postupiti и slucajevima gdje krivu stacionarnih tacaka ~t~) 
. Qd~~ 

nije "lако", i1i nije mogucev) као i и slucajevima gdje jedna~ina irna vise 

krivih atacionarnih tacaka. 

Ta~o gdje nije 1ako, i1i gdje nije moguce, odrediti krivu stacionar­

nih tacaka х =i:'(-t.) preporuci1i Ъieтo, slicno као u slucaju f'ormiranja 

"cijevi" izlaznih integrainih krivih, da ае umjeato .krive 'ett.) obezbjede 

krive ~(t) i'КН:.) takve da је 

'Y..tt) ~ 'i'(t) ~ ~tt.) Ј 

te da је raz1ika 'f{ Н.) - "k. (t.) sto шапја. Za kri уе М,,,tt.) i м''i,(t.) imali bi-

вто 

( t. -:,. t.) 
I 

odnoeno 

gdje ви 01.01 i .. 0(1. pozi ti vni brojevi, ёо1 (t) i E.'i, tt..) )monotono opadajuce fun­

kcije koje teze nu1i, а које ее odredjuju tako da funkcije ":Jt= o1{o1\-\)i ~=-Ц2.H:) 

iepunjavaju ue10ve /4/. 

Kako krive ~(~) i ~2.(t) mogu biti odredjene tako da ispunjavaju uslov 

'Ii Н:) - ~ t t.) ~ q ?&\ t ~ t.o 

/С{ је poz. konst./, i1i i иаl0У 

to, i ovdjo, imamo па raspolaganju cetiri oblika.krivolinijekih "cijevi" 

ulaznih integralnih krivih. 

Poematrajmo sada i ovdje jednacinu /22/ iz S 1, tj. jednacinu 

.,' 
/13/ 

i kroz teoreroe 3 i 4 prezentirajrno bitne rezultate za .tu jednacinu kori­

steci krivo1inijske "cijevi" ulaznih integra1nih krivih. 



ТEOREMA Ј. 

" Pod us1ovima, za. i::,.t o i \'Х.\<+ОО Ј 

/14/ 
~,\(t) ~ I}(-t:,x)~,}:z.(t.) <. о 1 

О <. ~'I(t) ~ ~(t.,"X) ~ ~~('t.), 

gdje ви ~'I(t) , ~ .. (t) , "t:,,(,\:) i ~~(i:) , za t~to , definisa.ne i neprekidne 

funkcije, te аКо postoje neprekidne i monotono opadajuce funkcije e4t~) i 

t:z.(~) , koje ispunjavaju us10v 

/15/ 

i takve da је, za t~to, 

/16/ 

/17/ 

~,,{t) 
Е" (t.) .(, - <3-" ( \. ) 

СЈ." (~) €.,,(t.) - ~~ (t) "" - l- ;~\?) )' 
а, (t.) Е.а. (t) - c.~ (t.) < (_ ~'1. (-t) )' 
c:f:z. \""2,(1:) Ј 

jednacina /1Ј/, za t~to' ima jednu k1asu pozitivnih rјезепја koja ispu­

njava us10v 

/18/ 

za sve t ~t.o • 
Ako funkcija ~2.H:) ispunjava јоз i us10v 

/19/ 'Ј-2. ( t.) ~ - м <. о '"L" t:,. t. о 

/М је pozi ti vna fiksirana konstanta/, ta.da, za dovoljno veliko t ~t'" > t.. , 

sva rjesenja jednacine /1Ј/ ispunjavaju ие1оу /16/. 

Dokaz. Kako prema us1ovima/14/, za -t~t.i \X\<..~oo, vazi 

_ ~ ~ _ ор. (1:,"') ~ _ ~'a.(t.) 
. ~" <:t) '" ~ ( t. I ')t)..... ~'a. (1:) , 

to integra1ne krive jednacine /1Ј/ imaju pozitivan koeficijent етјега za 

-.­
а negativan za 

, 
Dak1e, krive 

i 'КН) • 

. , 

~2.(t) 
'х. > - ~2. Н.) I t ~ t. . . 

~2.(-t:.) --
<а-1. (t) 

predstav1jaja respektivno krive ~(t) 



Qtuda., za. kri ve «,,{t.) i -\A.1..t-t) trebe. uzeti 

Ргеше. us10viше. /16/ i /17/, za t ~ t o Ј va.z i 

-Х:'(Ц,,(Н) = ~(t,1(,,) .ц,,,(-\:.) -t-7:(-t.,,ц,,,) ~ '}"Н)ц'"(i;)+~"t~):-~,,н.)Е,,~\.) >ri::~~)'-€~(t):i(~ 

:х:'(L4.1ю) = ~ (t, 4(2,) "1.(t) + ~ (t, \(2,) ~ ~1.(t) ч1 tt.) + ~'t (t) ': ~a.( t:) E1.(t,) ~ t ~:~~)} + Ei Н:'\ '::. -ч'1. Н,) Ј 

sto znaci dasve integra1ne krive jednacine /13/ koje pro1aze kroz tacke 

krivih Ч"tt) i Ц.2.,Н:.) (t.~'\:..) u tim tаСkаша. presjecaju te krive i ulaze 

u "cijev" 

/20/ 

kao i da sve integra1ne krive koje pro1aze kroz unutrasnje ta.eke te "cije­

vi" ostaju u пјој, јег пе mogu izi6i iz пје. Те integra.1ne krive i cine 

k1asu гјевепја jednacine /13/ koja iapunjava ие1оу /18/. 

Poka.zimo sada da dodatni us10v /19/ obezbjedJuje da 6е, za. dovo1jno 

ve1iko t ~i">t.o, Бvе integra1ne krive ob1a.sti -х <.4о( .. ,Н) \ -х '"Ц .. (-\:) (t~t.o) 

u6i u "cijev'~/20/. Dokazimo to, па primjer, za. oblaet 'X<"\~,.; ,'" '1.). 

Neka је 'P(t, X=1("H)-cf) /0' је proizvo1ja.n pozitiva.n Ьтој/ proizvoljna. 

tacka. te ob1asti. Ргета uDlovima teoreme, za t.-,.,to i \':tt\<.+oo, vazi 

':х: ' ( 1» = ~ t t. , '1. ) ( 'Ч" Н:) - а) + { t t., ~) =. ~ ( t, Х) 44." ~ -\) + ~ t \:,1') - СЈ. t 1:. I t ) Ј' ~ 

~-~,,('\:\Е,,('t.)-~(t,Х)Ј' > \«~(t)\ -'3-(t,~)Ј' ~ \оЦ~(t)\-~2.,\t.)Ј' ~ \ ц~~t.)\+ мЈ', 

sto znaci da. integralna kriva koja pro1azi kroz proizvo1jnu tacku ~ оЫа­

sti 'Је <. -u,,(i:.) (i:.>..'t.o) ima u tacki 1> koeficijent етјега. ve6i od koeficijenta. 

smjera donje granice "cijevi" ..џ,,,(~) u tacki ва istom apscisom, za viee 

od pozi ti vnog Ьтоја. Ма, te се, za dovoljno ve1iko t ~t* > to , i sti6i do 

kri уе M,,(t) , а za tim i presje6i је u1aze6i u "ci,jev" /2o/~ Ua tva.ri, gor­

nja rela.cija. poka.z.uje da integra1na. kriva koja pro1azi kroz proizvo1jnu 

tacku 1> iша u ta.cki 1> koeficijent втјега ve6i od koeficijenta sшјега 

kri уе koja pro1a.zi kroz tacku 'р i p,a.ra.1elna је ва kri уом Ц"Н) , te 6е 

integralna. kriva i presje6i tu krivu prib1iza.va.juCi ве donjoj gl·e.nici 

"cijevi". Prema tome, avaka integra1na kriva koja. pro1azi kroz tacke оЬ­

la.eti ?с < 1.("t-t) (-\:~t.o) , za dovo1jno veliko t -::o:.t.- > t. , sti6i 6в do kri ув 

-Ч,,(-t) , а. zatim i u6i u "cijev" /20/. 

Primjetimo sa.da. i to da. ako funkcije _ ~1(~1 
~,,(t) 

uslov 

~ .. (t.) i - - ispunja.va.ju i 
~&tt) 



: : 

tada. sirina. .. cijevi" /20/ tezi nuli ka.d 1:. ~ .... oo, te гјезеnја koja. ispunja­

уаји us10v /18/ ispunjavaju i us10v 

/21/ 

lvvvt (-х (1:) + -I{"H.) \ :. l.vwt (-х:. (-\:) + ~'1.("t) \ = о 
1:.""'t+00 ~1(t)) i:~+oo ~'1.(1:) ) 

ТЕОIЩМА 4. 

Pod us10vima., za. 1:.">,.. t о i ''"ЈС. \ <. "'" оо , 

~(t,")(.) ~ ~,,(i:) <. о Ј 

~a.~) ~ hr\(t.) 
о <.. h\(t) ~ - ~(1:,"X) ..... 

gdje ви ~,,(1:) Ј IYY\ {t) i IVI (t) definisane i neprekidne. fUnkcije za t ">.-1:.0, te 

ako postoje neprekidne i monotono opa.dajuce funkcije €"tt:) i E. ... (:t.) , koje 

ispunjavaju иа1оу /15/ i takve da је, za i:>..t., 

/22/ 
~,,( t) €" (-\:) - c:~ (1:) <=. - h\.' (t.) I 

~,,("t) f. ... (t) - €.~{t.) <=. "",,'(t.) I 

jednacina /1'3/, za t ~to, ima jednu klasu гјевеnја koja iepunja.va. uelov 

/2'3/ 

za еуе i: >..t o • 

Ako funkcija ~,,(t) ispunjava јоз i us10v 

/24/ 

/м. је pozitivna fiksirana konstanta/, tada, za dovo1jno veliko \: >..t·") 1:.. , 

8уа rjeaenja jednacine /1'3/ ispunjavaju uslov /2'3/. 

Doka.z. Ргеша us10vima /21/ integra1ne krive jednacine /1'3/ ima.ju ро­

zitivan koeficijent ешјега za 

а negativan za. 

:t > ~(t) I t~t.o I 

te za kri уе ~"H .. ) i ;ц'1.(t) treba uzeti 

-«,,(t.) = IYHt)-Е,,(1;) , «'2.<-\:)= 1\'Y\("t)+f.\.H) tt.~t.). 

Sve integra.1ne krive jednacine /1'3/ koje prolaze kroz ta.cke krivib 



.ц."Н.) 'Ч1.(i:) (1; ~1:.0) ргезјесаји 10e k:ri ув u1aze6i I u "c;ijev" 

/25/ 

јег, ргеша us1ovima/21/ i /22/. ze.1:'>,.'\:.. i \'X.\<'-\оОО, ve.zi 

-:х:.' (.ц"Н:)) = ~ ('\:,1.1..,,) 'Ч" t-\:.) -+ ~ l -\., 'Ч") = ~ t '\;,,1.4.,,) l Ч"tt) -+ ; ~ ~', ~:; ') ~ 

~ ~(t, 'Ц,,)( 1(,,(1:)- /v\ ('t)) = -~ (t, Ч") €" (Ч ~ - d-'I (t) Е"Н.) ) 1\1' H:.)-E.~ \t) -= 1 .. (;'" tt) I 

')С'(Ч1.(-t:)) = ~(t,Чl)'Ц1.Н:) + 'А (t.,Ч1.) =,}(t,1.4.1.)l '\.\1.н.) .. ~~~'.~:~ ') ~ 
~ СЈ- (t, ~~) (ц.,,(~) -1Wt {t)) = ~ (t, \.1.1.) Е.1. (t) ~ <;}" {'t:)E.1.(t:) <:.. ffl'\.' t1:.) + €..~ t't) = ч~ tt). 

о 10uda , integra1ne krive oblas1oi t ~t. I Ч,,{t:) ~ ":1( ~ "1.Н) cine k1asu 

rjesenja koja ispunjava иа1оу /23/. 

U а1исаји iepunjenja ие1оуа /24/ вув in1oegra1ne krive jednacine /13/ 

koje pro1aze kroz 10acke izvan "cijevi" /25/, ze. dovo1jno ve1iko 1:..".4:" ,>'t •. , 

dodirnuce krive "\.("Н) i1i 'Ч",Н:) , 1oe, prema gornjem, i uci u "cijev" /25/. 

Ako funkcije IW\ Н:) i IY\(t:) ispunjave.ju us10v 

~tlh1{t)- М<1:))-:;'О 
-\:-'!I+oo 1 

10ada sirina krivo1inijske "cijevitt /25/ 10ezi nu1i kad t~+oo , 10e rjesenje. 

koja ispunjavaju иа1оу /23/ ispunjavaju i ив1оу 

~ ('X.tt.)-IW\{'t)) -=. ~ ('X.Lt) - Л'Н'\:.)} = о . 
~~+~ ~-'!I+~ 

§ 2.). 

Ргета iz10zеniш rezu11oa1oima i dokazima is1oih, koji ве odnose па jed­

nacinu /13/ /1oeoreme 1, 2, 3 i 4/, vidi ве da Ьisшо mog1i, па s1ican na­

cin, prezen10irati ve1iki Ьтој rezu1tata pri de1oa1jnom proucavanju jedna­

cine /13/. 

Na OBnOVU navedenih ровша1огanја jednacine /13/ nije 1oeskoprimje1oi­

ti da ве rezu1 ta10i teorerna 1 - 4 mogu uops1oi 10i i па jednacinu 

/13' / 

uz odgovarajuce modifikacije i dopune ив1оуа. 

Mozemo da10i s1jedecu 1oeoremu. 

'fEOREMA 5. 

Tvrdjenja 1oeoreтa 1-4 vaZe i za jednacinu /1)'/ вашо ako uslove /271 



i /28/ /teorema 1/; /Ј4/ /teorema 2/; /17/ i /18.{ Iteorema Ј/ј /22/ /teo­

гета 4/ respektivno zamjenimo uslovima: 

/26/ 

/27/ ( 1.""!"1 )' -<Ј-"Н) €,,(t) > "ћ1(t.) -(..,(t) 

~,,(t) €1.(-t). <. С''''у hY\(t.) + Е1.(1;))' • 

Takodje, treba UBlov /35/ /teorema 2 § ~ i /2Ј/ /teorema 4/ zamjeniti 

ив10уот 

/28/ 

а uslovima /26/ i /27/ dodati i иэl0У 

/29/ €o\('t;) <. мН) 'Z.q, t: ~t •. 

Ako f'unkcija ћ\I\(1;) ispunjava иэl0У 

/Јо/ 

tada ве uslovi /26/ i /27/ mogu izostaviti, а uslov /281 zamjeniti ивI0УОт 

Dokaz teoreme 5 u principu је iBti kao dokazi oBnovnih teorema. 

U вlисаји uslova /30/ treba вато primjetiti da ве шойе uzeti da је 

'\t" tt):::o , odnosno А.\.'\Н'=О. 

PosmatrajIllo sada вlисај kada u jednacini /13/ umjesto clana <j(t,"X)'J( 

( ""'::' '" 1. ••. ) " , odnosno posmatrajmo jednacinu 



/")1/ 

gdje funkcije ~(t,~) i ~(t,x), pored oBnovnih us10va ranije navedenih, 

ispunjavaju i us1ov, za t ~1:.0 i \'Х \ <.-+ оо , 
-

_ ~(t.,'Х) ') О 
<}(t,'X) ) 

tj. funkcije .<}(t.,')() i ~<t,':IC.) treba da BU suprotnog znaka. 

Jednacina /31/ ima dvije kri·ve sta.ciona.rnih taca.ka 

'1."" Ј) ":ЈС.:::ј: _ t"\ {t I '"х.) 
l}(t,~) 1 

koje oblast ravni tOx (t ~t .. ) dije1e па tri podoblasti, gdje u dvjema. 

susjednim pOdoblastima integra1ne krive jednacine /31/ imaju suprotne 

koeficijente вmјега. То omogucava istodobno formiranje dviju krivo1inij­

skih .. cijevi", koje su вiшеtгiспе u odnosu па t. ови. Jedna је "cijev" 

iz1aznih, а druga "cijev" u1aznih integra1nih krivih, cime ве obezbjedjuje 

postojanje Ьаг jednog rjesenja koje pripada ртуој "cijevi" i jedne k1ase 

rjesenja koja pripada drugoj "cijevi". 

Sada сето, po1azeci od rezu1tata datih za jednacine /13/ i /1з'1, 

dati odgovarajuce rezu1tate koji ве odnose па jednacinu /3~. 

1 о Pod us10vima, za t ~ t. i \ ")С \ <. + оо , 

/32/ 
0< <},,(t) ~ <}(t,~) ~ ~'L(t:) I 

~,,(t) ~ 1\ (t,'X) ~ ('1.Н) с::. о } 

gdje ви l},,(t) , '3-'1.(-1:.) , ~,,(t) i "'1..(-\:') definisane i neprekidne funkcije 

za t~to , te ako postoje neprekidne i monotono opadajuce funkcije E~{-\;) i 

€'t(-t.) koje teze nu1i kad t.~+oo /i u S1jedecim B1ucajevima podrazumjeva­

сето da funkcije €" (t) i Е.а. (t) ispunjavaju te osnovne uslove/ i takve da 

ј е, za t ~ t.o , 

/33/ 

ct. (-1:.) € (-t,) > \(2.У:- ~ .. <tЈ -+ € <t))' \ 
(}"" ,;}-"Н) " I 

/34/ 

jednacina /31/, za t ~to, ima bar jedno pozi tivno rjeeenje 'X(-t::) koje is­

punjava uslov 

/35/ 



za. sve i ~i:. i jednu k1asu negativnih тјеаеnја koja iSp\lnjava us10v 

/,)6/ 

za ауе -t: ~to • 

/')7/ 

Ako funkcija ~~~t) ispunjava јО6 i ие1оу 

~'" (t.) ~ М .. "> о 'l.~ i ~ t. 

/М.,је poz •. konst./, tada, za dovo1jno ve1iko -1:. ~ i- > t.., вуа rjesenja oblasti 

2..NtJ -I{:a. (-t) 
/')8/ х ~ V - ,}~(t) - ~1. (t) I t. >; i;. 

ispunjavaju us10v /36/. 
. . ~'\("\:) 

Ako funkc~Je - ~",t~) i - ~1.(t.) ispunjavaju us10v 
'}1. (1:.) 

/')9/ ~ (- ~,,(1:) "'" ~1.("\:)) - о 
i.~ .. coo 'J..,t"\:) ~& {1;) - , 

tada ве za тјеаеnја koja ispunjavaju ие1оуе /')5/ i /,)6/ moze konstatovati 

da respektivno ispunjavaju i us10ve 

/40/ 

/41/ 

Dokazimp navedena tvrdjenja. 

Kako c1an ~tt;x)"X:.t'" ocl1ucuje о znaku desne strane jednacine /')1/ za 

1'Х.\ > 2.~ _ ~(1:.?t) 
C}{t,'JC.) I t ~i.o , 

te kako, ртета. us10vima /32/, za t ~t.o i \ -х \ <,,,,00, vazi 

to integra1ne krive jednacine /31/ irnaju pozitivan koeficijent етјета za 

а negativan za 

'':)С. \ < 

Dalje, us10vi /3')/ i /34/ obezbjedjuju da се sva rjesenja jednacine 

/31/ koja prolaze kroz tacke krivih 

presjeci te krive iz1azeci i,z "cijevi" koju cine te krive, kao i da се 



еуа rjesenja jednacine /31/ koja pro1aze kroz tacke krivih 

/42/ u."tt.) =-_1.'" - -Јј,,(1:) + Е. (t.) 'Ч ... \,-t) = -~J_ ~I.H::) -f: Н.) "lt ">;t.) 
,},,(-t) ", "У' С} ... н) 2. 

presje6i te krive u1aze6i u "cijev" koju cine te krive. 

zaista је 

Х'(v..Щ)=~(i..,V",) 1Г,,1."'{t) + ~(-t.,"'''') ~ ~'l.tt.)",,1.""tt.)+~'L\'\:)-:::-~1.(t:)Е1.{'t.) <.. 

<. - \ (1.111 _ -J:"lt) _ ( (\.))' \ ~ ('1.111 _ ""'1.(1.) _ € (t) ~ = l1;' Н.) 
~"H:.) 1. " }2. (~) ~ Ј '" , 

х/{ц, .. tt))=~tt,ч\)ц~""<t) +~{,\:,ц,,) ~ ~,,(t.)ц~'t\{t.)1-~,,('\:) = ~"H)(,,(-t):> 

> 1('"'" - ~:«(:\ + Е", (+.) )' \ ~ - ( 1.'" - ~: ~:~ + Е,,(+.) )' = ц~ Н) , 

-х:'(ц\.tt)) =-~(t,'\.\ ... )tt~'\t) +~{t,ц1.) ~ <}1.(\.)U~'t\(t)+~2.(t)=-~1.tt.)Е2.':\')<' 

<.-1(1.~ _ ~~<1::) -Е tt,))'\ "'- _("LIt1 - -4~(ч -Е tt) \1 ::; ц~\+.) I 
'it1. tt) 2. -- \ ~1.H) "L Ј 

sto garantuje da jednacina /31/ ima Ьаг јеdпо pozitivno гјезепје koje, za 

еуе i ~t.o , ispunjava us10v /35/ i jednu k1aeu negativnih гјезепја koja, 

za вув ~">;to, ispunjava us10v /36/. Ponasanje integralnih krivih eimbo1i~ 

cki i1ustruje" slika 4. /Kriv8 ~'('(-t.) BU kriv8 stе.сiопагпih tacak&./ 

о 



',1 

Us10v /'37/ obezbjedjuje u1azenje svih rjesenja oblaBti /'38/ и· "cijev" 

koja је odredjena krivama /42/ za dovo1jno ve1iko t "> .... -I:: ... >-t. , te i uslov 

/'36/. Dokazimo to za integralne krive koje prolaze kroz tacke oblasti 

_ 2.\'1_ "J: .. (-t) _ с (t) <.. -:х: ./ 2. .... _ ~"'(~) - Е: t-t) 
V ~a.(t;) ~a. - :}~H:) 'а.. 1:.~to 

.Neka је 

, proizvoljna 

prema us10vima teoreme vazi 

~'(Р..) =- ~(t,,'I'i,,)X~~ + ~(t"IX'I) ~ <}(t,,) x:~ + ~2.~1:1)-= 

=-~1.(~)E1.{t1)-~2.{t,,)i < - [('1i11_;::~:~ -€1.(~\)I\ - M~ , 

sto znaci da integralna kriva koja prolazi kroz tacku~ u toj tacki ima 

koeficijent еrnјета koji је negativan i manji od modula koeficijenta еrnје­

ra ва negativnim znakom krive koja prolazi kroz tacku~" i paralelna је 

ва krivom 1.~_ ~:(~) -Ea.(t) za negfl.tivan broj -МЈ'... , te се, za dovoljno уе­
liko t >,. t* >t. , i preci u oblaBt 

/4'3/ 
1."'1 ~2.(-t) 

- - Я-1.(-t) - €2. H ) <. 'х <. О , 1: ~i:.o . 

Da1je, neka је 

gdje ви t2. i <га. brojevi: t1. ~ t., ch ~ ( о ,2\[= ~:~~:\ - E2.(1:'~, proizvoljna 

tacka oblasti /4'3/. Ртета uslovima teoreme vazi 

sto znaci da св iпtеgrаlпа kri уа koja prolazi kroz tacku 'Р1, , za dovo1jno 

veliko t '>, t.f' '> t.. , stici do kri ve Ц"Н) , а za tim i uci u "cijev" koja је 

odredjena kri va.ma U,,(t) i 'Ц,,(t) • 

Navedimo sada јоз neke bitno razlicite rezultate, bez dokaza, koji 

ве odnoBe па jednacinu /'31/. Dokazi ovih rezultata u principu Bu-sadrzani 

udokazima prethodnih rezu1tata. 



2 0 Pod l' .L • ив oy~тaJ za \. >,. t:. o 1. \"Х. \ <. '" оо, 

0<:.. }"t-l:) ~ 'J~\-tl-x:.) I 

0<" "'1.tt) ~ - 1{(t,"JIt) ~ """,tt.) 
...... ~ (t.,x) I 

gdje ви ~,,(t.) Ј IVY\(-t:) i /YI(t) definisane i neprekidne funkcije аа t ~ '\:.. Ј 

ka.o i, za 1:~to , 

/44/ 

~,,(t) E.,,(t.) > \ ( 1.\1 I\'t tt.) - Е>\(,\:;))' \ 

CJ-,,(t.)€.1.. t t) > ICv/YY\(-\:) + €.'1.(t.»)J \ ) 

te i UBlov /29/, jednacina /31/, za t ~ t., ima ba.r jedno pozi tivho rjese­

nје X(t) koje ispunjava uslov 

/45/ 

za. вуе t ~t.. i jednu k1asu negativnih rjesenja koja iepunjava uelov 

/46/ 

za вуе t ~to • 

Ako funkcija 'Ј.,,(1:) ispunjava јоа i ив10У /371, tada еуа rjesenja. jed­

nacine /31/ koja pro1aze kroz tacke oblaeti 

za dovoljno veliko t ~ t. ... '> to, ispunjava.ju ие1оу /46/. 

Ako funkcije Њ'\Н.'\ i ћ-\(t.) iBpunja.va.ju i ие1оу 

/47/ 

tada rjesenja koja iBpunjavaju uB10ve /45/ i /46/ ispunjavaju respektivno 

i ие10уе 

/48/ 

/49/ 

,О pod us10vima /14/, /16/, kao ~, zat ~ t •• 
. \ 

-~,\(t) t,,(t) > \ ( '1.';/_~) - Е,,(Ч )' \ , 

150/ 
- ~1.(t) E7.(t) > \ ('1.\ј_ \~~~) + €~(1:) ) \ I 



jednacina /31/, za i~to, ima jednu k1asu pozitivnih гјевеnја koja ispu­

njava ив10у 

/51/ 

za вув -1:. ~to i Ьаг jedno negativno гјеэепјв koje ispunjava uslov 

/52/ 

za вуе i ~tCl'. 

Ako funkcija ~'I.(1:.) ispunjava i uslov 

<а-'1. (t) ~ - M~ -<. о l.ц t. ~"\:.. 

/1,,\јв poz. konst./, tada вуа гјеэепја oblasti 

2.~ ~4 \"t,.) . 

'Је >- - - 'Ј-" (t.) - E.,(-t) , t ~ t. , 

za dovo1jno ve1iko i ~ t'" > t., ispunjavaju ив10У А'51/. 

Ak f k ·· -Ј:,,(1:.). ~1.{1:). • • '1 1":t9V t d . V • 

О ип C~Je - tt,\<t,) ~ - ~'a.(1:.) ~epиnJayaJи ив оу -' , а а ГЈ8ввПЈа 

koja ispunjavaju ивl0уе /51/ i /52/ ispunjavaju respektivno iuslove /40/ 

i /41/. 

' .. 
40 I'od us10vima /21/, /29/, kao i /44/, gdje вато umjesto ~.,H) tre-

Ьа da s toji - ~'\ \t,) , jednacina /)1/, za 't. ~to' ima jednu klasu pozi ti vnih 

гјееепја koja,za вуе -t~to, ispunjava uslov /45/ i Ьаг jedno negativno 

гјееепје koje, za вуе t~t.. , ispunjava ив10У /46/. 

Ako funkcija ~,,(t.) ispunjava i uslov 

СЈ-" (i:) ~ - М') <. о ~q. t ~ t. /М\ \е po't..It(,O",s+../ , 

tada вуа гјезепја oblasti 

х. ':? '::\ј m. н) - Е .. ("t) , t ~ t. 

za dovo1jno ve1iko t ~ t il >t., ispunjavaju uslov /45/. 

Ako funkcije 1W\.(t.)i ~(t.) ispunjavaju јов i us10v /47/, tada r јевепја 

koja ispunjavaju иеl0уе /45/ i /46/ ispunjavaju ~espektivno i ив1оуе /4е( 

i /49/. 

50 Pod us10vima, za 1::.">.- i:.. i \'Х. \ <. + оо , 

\ <t (i:., :t) \ ~ ~,,( t) '> о 1 

О ..( \- ~(tl")C) \ & IWL Н:) 
~(tl'"Jt)" } 



gdje su С}., (-t) i IYY'\tt) neprekidne funkcij е za -\:. ~ t о i 

~ лУ\(-t:) = о 
"'~+OO Ј 

te ako postoji neprekidna i monotono opadajuca funkcija E{~) koja tezi 

nu1i ka.d 1:~"," оо i takva da је 

z.q, t ~t.. . , 
jedna.cina /'31/, za. t. ~ t., ima: 

а/ za. i-(i:.,?c»o i "R('t:,X)<...O, Ъа.т jedno pozitivno rjesenje koje iSt>u­

njava u810v 

/5'3/ о <.. '"х. (i:.) <:.. 2.СГ 1)''I't( t ) "'" Е. а) 

z.a вуе -l: ~to i jednu k1asu negativnih rjesenja koja. ispunjava us10v 

/54/ -УfYY'I.(t.)+ЕН:) <:.. 'X(i:) <... о 

za вуе t~to 

Ъ/ za ~(t,~)<O i Itt't:,")(»O , jednu k1asu pozitivnih rJesenja, koja 

ispunjava.ju uslov /5'3/ za зvе i: ~ t. i bar јеdnо negati vnо rjesenje koje 

ispunjava us10v /54/. 

Sva Tje~enja jednacine /'31/ koja ispunjavaju. uslove /5"3/ i /54/, kao 
',.! 

i опа izmedju njih, teze nu1i kad ~~+oo. 

Ako funkcija ~,,(t.) ispunjava i uslov /'37/, tada, za dovoljno veliko 

-\:'>,.t.1t ':>t o , u sluca.ju а/, ауа rjesenja oblasti -x:.~o (-t~t..) ispunjavaju 

uslov /54/, а u slucaju Ъ/, вуа rjesenja oblasti 'Је ~ о (1:'>.-t.) ispunjavaju 

ив10У /5,)/. 

PRIMJERI 

1. posmatrajmo jednacinu 

I А - t" t" -' n-t.-'('(t,"t) I 
-:х: = .. . 'Ј( -+ ... ~ \ {f "'" C.oS t) 

~ + t 5'~:f(t,')t) -t. . I 
/55/ 

gdje BU 'i(t ,Х) i ~tt.,'7С.)~о definisane i neprekidne funkcije ~o. t~1. , \')t\<.""CO . 

Dalje је 
1 ~'1.(-t) _ (t.1.+,,)(.Jt +c.ost.l.. 

<}'1.(-t;) i,1. - '" 



Neka. Је 

Ima.moa 

~"tt)€,\tt)-E~\:\:) =(-~ -,t.)·k+ 2.:vt=-'2.~-Гt-'ft <.- JG I "t.~i~6 

З-а.(iSЕ1.Н.) - €~(-t) -=. (1--!:), .~ ~ "..r:f =- З - vt <:.. 'l. "1.С\ ~ ~ 3. 
v -t 'l.. i:."t. 2 i:. .Jt:. , 

premaizvedenom, svi uslovi teoreme Ј ви zadovoljeni za t'>;. 6 '. te 

jedna.cina. /55/ ima jednu klasu rjesenja. koja ispunjava uslov 

-t"a.( .Ji. .. C.os -t) _ ~ <.. ":(. (-t) <... (-t..'L .. ,,)( -л .. (.osi:) ~ ~ 
t"'" "'" '\..rt t~- '\ гt 

za ауе i ~ ь , dok za dovoljno veliko -t. ~ t"" > (; ауа. rjesenja ispunjavaju 

taj uslov, te i uslov 

~ (?С.Н;.) _ ·е·( ~.,. c.OS-l)) -=- ~ (-х ~'t) _ (t-a. .. ,\)~ vt ~ c.o~t)) = о 
+-t+- \: t. .. 1\ t.~ .. - ~ - "" , 

odnosno uslov 

~ (-x.('t) - ({t 1- C.OSl1;)) :. О ") • 
;;.~ .. - . 

2. Posmapra.jmo jOdnacinu 

/56/ 'х.' = I '1. + ~ s "'У\. .р Н: '>с')) '")( t + -1.- -(::"- --е Н: ")(.) - 2. -гt \. t т. t · , 

gdje ви ~ a,~) i 'f t"ti"JC.) definisane i neprekidne funkcije i ispunjavaju 

potrebne uslove za jedinost rjesenja jednacine za -I::~1. i \":IC\<''' оо . 

Koriste6i rezulta.t 10 koji ве odnosi па jednacinu /)1/ primjetimo 

da. za -t:. ~ '1 i \ ~ \ < .. оо vaz i 

" 1· .р( 1\ Q. , О <. 1 ~ ~"t t) -= 2. - -=t: ~ 2. + --=Е S"''Y\ l' t., ох) ~ 2. + -:r :. <r1. \ t Ј , 

"R,,(t) = - ~ - 2. f.f. <. ~ -\:~ 'е (tl~) - 2. ft. <. ~ -1.. гt -=~"1 (1;) ~ -" < о . 

Uzmimo da је 

Iтаrnо, za t ~ Ч, 

~) z а -\:. ~ G vaz i : 

<.. Я ~ \1.- ~) Jt:. ~,,(t)E.,,(t), 
<. VI <.. (2+ ~ ). ~ :: «J.1.(t.)E~tt). 



ј\Ј 

Svi potrebni uslovi ви ispunjeni i jednacina /56/ ima Ьат jedno ро-

zitivrio rjesenje ~(~) koje ispunjava uslov 

'l...r:t - ~ " 
'1.+~ -vr 

za вуе i ~L" te i uslov 

odnosno uslov 

i jednu klasu negativnih rjesenja koja ispunjava изl0V 

za вув -(:> .... 4' а eva rjesenja. o'olasti 

ispunjavaju taj uslov, za dovoljno veliko -t >,..t"> 4 , ka.o i uslov 
'1 

t.mt (-=<.I То)+ V 'l..Jt. ..~ ) : ~ 1-:1(. I То) + у '1. .Jt. - i ) = о 
{~+Oo \. 'l.-1- ~~+Qo \ '1 +-i 

1.. 

odnosno uslov 

Ј. Jedna.cina 

/57/ ::с.' ':::, (~~t"t,"Jt) -t) -:x:,'l. + i. (г-ssЙ'\t.) +c.o!.'ft1.,-X) , 

gdje зu.:f (t ,-х.) i 'f tt,"Jt) def'iniBane i neprekidne :funkcije i ispunjavaju ро­

tre'one ивl0уе za jedinost тјеаеnја za t. ~ З i \':1(. \ <. +00 , ima jednu klа.зu 

pozitivnih тјввеnја koja ispunjava uslov 

1) Mozemo priIlljeti ti da, za t ~lt , 

Ј. 

'l. .f.t - t <.. 't 't ~ 
'l.+-t V"C 

i.(8-ssv.,.t.)+,\ +...1-
-t - '\ ..[f. 

vazi nejednakost 

'1. гt.. "" 1: 
'2. - ..1-t. 

" primjeti ti da зu 'х -= ± vr pri'olizna Takodje, шоzеmо rjesenja jednacine /56/. 



za. ауе -с ~ g , а вуа r jesenja oblasti 

'х:. ~ - ,1 t( ~ - 5"S~"'-\.)-1 _ ~ I -t ~ 8 
'7 V t-1-'\ '1t 

ze. dovoljno veliko -\: >,. -1: .... '> 4' , ispunjavaju navedeni uslov, ke.o i uslov 

tJWt (')(.(t) - f~(8-S"S';""-\::.)-1 ) -= ~ (-х Н.)- \ {-f:. (g-5s~t)~" ) = 01 
i; ...,"'00 . ОС.,. "\ i:."" +00 \ V i:: --1 

odnosno uslov 

Takodje, zadane. jednacine. ima i Ьат jedno nega.tivno rjesenje koje ispunja­

уа uslov 

_ ' г t. t '- 5"S~~1: ) -+ ",' -\- i-
V' i:.-"\ J=t 

<.. "х. Н .. \ <.. _ \ Г -t (8 - 5 S~'t'\ 1:. )-" . " 
V' t.+'1 -..rr 

ze. вуе i'>.,. g, te i uslov 

odnoano uslov 

Navedena tvrdjenja, о rjeaenjima jednacine /51/, proizilaze iz rezul­

tata 40 i istinitosti sljedecih rele.cije., ze. t~g i \':IC.\<.+c::>o а 

~(t.,')() =. ;;:~ t(1:,'X.) - i: "'- '" - t. = C}..,(t.) ~ -"+ <:. о , 

о h\.(i..) _ -t:.(8-$$.:",t)-1 <._ -А t"t,"X.) =. 1:(i-5"S~"\:. )+c.o~'ftt,'X) <. t.{g-5s,,,,,t.)~,, . 
<. i;"''' ~ a,':It) - _ -6;"" :/r1:,'It)+ t. t-., = Ih't tt) . 

Neka је 

~H:) = €1. Н.) ::. .ft 
Dalje, za -t-:" 8 , vaz i 

Ј... <. -t:.(8-5Sи,,"\:)-,\ 

~ t'\''' 

,,) Za. t ~ g va.zi nejednakost 



§ Ј. NEКE DEFINICIJE STAВILNOSTI I S'I'AВILNOST RJESENJA 

POSMATRANIH DIFERENCIJALNIH JEDNACINA 

ci1j пат је u оуот paragrafu da proucimo stabi1nost rjesenja diferen­

cijalnih jednacina posmatranih u glavi I i u ovoj glavi § 1 i s 2. l'li.ie 

tesko primjeti ti da вто па овпоуџ odgovaraju6ib "cijevi", koje вто :formi­

ra1i pri proucavanju ponasanja гјееепја poematranih jednacina, уес obez­

bjedi1i mogucnost da konstatujemo stabilnost i1i neetabilnost nekih гје­

senja u smislu odgovarajucih definicija datih u uvodu ?,Q. 

'l'ako mozemo odmah primjeti ti, bez detaljnog obrazlago.nja: 

10 U evim elucajevima posmatranja izvedenib preko "cijevi" izln.znih 

integI'alnih krivih, cije sirine teze nuli, gdje ето obezbjedjivali poeto­

jo.nje Ьаг jednog rjesenja 'X.('I:) koje oetaje u toj. "cijevi" za еуе t ~t:o, 

Juozemo konetatovati da је to rjesenje neetabilno - neetabilno u ещiеlu 

Ljapunova. 

Zais·t.a, dobijeIli rezul to.t пе daje пат mogucnoet da za neko drugo гје­

аепје, koje u trenutku -е:. t o pripada ietoj "cijevi", tvrdimo da се oeta ti 

u toj .. cijevi" za вуе -t:. ~ t o , dok' nije 'tesko prirnjeti ti da postoji r јеооn,је 

Х"Н:) koje је u nekom tz'onutku 1: = -е >t. proizvoljno blisko r jesenju 'X(t,) , 

koje ostaje ~ "cijevi", izlazi iz te "cijevi", јег вуа rjesenja koja рго­

laze kroz i vicne to.cke "cijevi" izlo.ze iz te "cijevi" cij,fe sirina, za do­

voljno ve1iko t~t'" >1., proizvo1jno mala. 

20 Za вуе one k1ase гјеiЗОIlја za koje вто pokaza1i da za вуе i ","-1:0 

pripadaju odgovarajucoj "cijevi" ulaznih integra1nih krivih, cija sirina 

је ogranicena, o.1i пе tezi nuli kad t. -'> +oo/bil0 da је "cijev" pravolinij­

oko. i1i krivo1inijekaj, mozemo konsto.tovati da еи te klase гјеВонја. Bkoro 

stabilna гјезепја и srnislu definicije ЈЈ.. liertolina /vidjeti ['":"Ј.Ј/. To.kodjo, 

svaka kri va ':t. ='('(-t) koja, za t ~ t o , pripada odgov!'Lrajucoj takvoj .. cijevi" 

i koja је priblizno гјеаепје jedno.cine, опа је skoro stabilno priblizno 

rjes~nje и srnislu iste definicije. 

Dovoljno је zapazi ti do. ako uZlnemo da sirina' "cijevi" nije veca оа l 
/f. је f'iksiran Ьгој/, za sve t ~to , da su uslovi definicije М. Bertolina. 

О,. 

ispunjeni. Takodje, mоlелю primjetiti da је gornji zakljucak u neposred-

пој vezi ва primjerom kojeg navodi М. Бегtоliпо /vidjeti [1.] /, s t.im sto 

паз zakljucak predstavlja dopunu tog primjera. N",ime, prave ~=1'W\ i ':Је :.М 

/rn'L, М ви konetante i IVV\<.M / u primjeru М. Bertolina, u odgovarajucim те­

rezultatima ~atim u ovoj glavi § 1 i ~ 2, zашјепјепе еи odgovarajucim 



kriva.ma, koje mogu biti ogranicene i1i neogranicene, a1i еа ogranicenim 

razmakom. 

sto ее tice dobijenih specificnih rezu1tata koji obezbjedjuju posto­

јanје jedne k1ase rjesenja koja za вуе t ~to pripada odgovaraju6()j krivo-

1inijskoj "cijevi" u1aznih integra1nih krivih, cija sirina tezi nu1i kad 

-t.~+oo, kao i oni gdje takvoj "cijevi", za dovo1jno ve1iko t.~~*>to, 

pripada i sira klasa гјеееnја, oni zas1uzuju роееЪnи paznju i ро pitanju 

s tabi1nos t:t. 

Za neka rjesenja тoze ве pokazati da ви stabi1na u smis1u osnovne 

definicije Ljapunova, ра i vise od toga; а, takodje, ве pruza mogu6nost 

proucavanja stabi1nosti rjesenja u smis1u neke od osta1ih poznatih defi­

nicija navedenih u uvodu §Z. Primjetimo i to da formiranje krivo1inijskih 

"cijevi" u1aznih integra1nih krivih, cija sirina tezi nu.1i kad -\:.~+c:oo, 

pruza mogu6nost da ве mogu 1akse odrediti neka priblizna rjesenja jedna­

cina, kao i da ее moze govoriti о odgovaraju6oj vrsti stabi1nosti tib гје­

senja. Takodje, pruza ве mogucnost da ве u nekim e1ucajevima moze па svoj­

stven nacin govoriti i о stabi1nosti гјеееnја pri stalnim poremecajiтa. 

Zbog toga, а па o'snovu definicija о stabi1nosti rjesenja navedenih 

u uvodu ~ ~ , naves6emo neke definicije о stabi1nosti rjesenja, koje се 

neposrednije da odgovaraju nasim dobijenim rezu1tatima. Uz svaku od tih, 

definicija posmatra6emo i stabi1nost odgovaraju6ih гјевеnја u smis1u te 

definicije. i 

Posmatrajmo diferencija1nu jednacinu 

/1/ 

gdje је funkcija 1(~,~) definisana, neprekidna i zadovo1java odgovarajuce 

us10ve za egzistenciju i jedinoet r jesenja. u po1uravni i.O'X (t. ~t.) . 

Navedimo prvo definiciju a.simptotske stabilnosti jedne k1ase rjesenja. 

DEFINICIJA 1. 

Za neku klasu С rjesenja jednacine /1/ kaza6emo da је asimptotski 

s tabi1na ako" za svako rJesenje ':X:,(-t.)€: С postoji neprekidna i monotono 

opadaju6a f) funkcija ('(1;.) , za t :"1.., koja. tezi nu1i ka.d -\:-'+00 i takav 

Ьтој d'(\",:t.»o da. pri 

~Fod monotono opada.ju6om funkcijom podrazumjevamo da је strogo тоnо­

tono opada.ju6a. 



/2/ 
yazi 

/')/ 

gdje је ~"H:) proizvo1jno r jesenje jednacine /1/. 

Dak1e, prema definiciji 1, klasa rjesenja С jednacine /1/ је aeim­

ptotSki stabi1na ako svako rjesenje ~(~)~C blisko ва nekim drugim тје­

еепјет 'X,,(~) jednacine /1/ za 1:: =to ostaje blisko za svako -\:. '>;.to , u SlDi­

в1и definicije, tj. da razmak izmedju rjesenja. ~ .. Н,) i 'Х(1:..) nije ve6i od 

monotono opadaju6e funkcije V'(t.) koja tezi nu1i kad 1: ~ ~OO. Za rjesenje 

'X,,(t) kaza1i вто da је pz:oizvo1jno тјезепје jednacine /1/, sto znaci da 

је 'Је ... Н) neko drugo тјеэепје jednacine /1/ raz1ici to od r jesenja 'X.lt) , 

које pripada i1i ne pripada klasi t , a1i koje аа odgovaraju6im rjese­

пјет 'х. (t) е. С za odredjenu vrijednost d' ispunjava ив10У /2/. 

Stabi1nost nekog rjesenja ~(~) u smislu definicije 1 пе obezbjedjuje 

i stabilnost tog rjesenja u smiolu Ljapunova za вуе ~~to' mada, rjesenje 

"::(.(:t..)€C stabi1no u smis1u definicije 1, za dovo1jno veliko t ~i::."'"> 1:. , 

prema uslovu /')/, ostaje proizvo1jno blisko ва rjesenjem ~~(t) ва kojim 

ispunjava us10v /2/ i 

tvwt \'X:",('t) - ':)('.('t) \ = О. 
-1;-') +00 

Као dopunu definiciji 1 mozemo navest sljede~e definicije: definici­

ји asimptotske stabilnosti u cijelom i definiciju oblaeti asimptotske 

etabi1nosti к1аве С rjesenja jednacine /1/. 

DEFINlt;IJA 2. 

Ако је, za dovo1jno veliko -\:.). t ll >t.o , uslov /')/ ispunjen za еуа rje­

аепја 'Х"Н) iz oblasti 

'R: 

kaza6emo da је klasa rjesenja С asimptotski stabi1na u cijelom. 

DEFIJHCIJ А '). 

Ако је к1ава С ТЈеаепја asimptotski sta.bilna, а nije asimptotski 

в tabilna u cijelom, tada onu oblast 'ђе R kroz cije tабkе pro1aze rjese­

nja -:Х: ... Н.) koJa, za dovoljno ve1iko t ~ -\;.* >t., ispunjavaju ие1оу /Ј/ na­

zivacemo oblast asimptotske stabi1nosti к1аве е . 
Као primjer stabi1nosti rjesenja u smislu definicije 1 mozemo ista-

6i rjesenja jednacine 



/4/ 

/ ~(t,"X..) i -t\{t,-x.) ви defir!isane i neprekidne :funkcije .i ispunjavaju potre­

ьпв uslove о jedinosti гјеБепја za i ~-i::.o i \":IC. \<. -+ оо /, dobijena u nekim 

геzultаtiша паvеdепiщ u glavi I § 1 i u оуој glavi '§ 2, а preko " c ijevi" 

ulaznih integralnih krivih cija sirina tezi nuli kad -t~-+oo. 

Klasu С гјезепја j~dnacine /4/ asimptotski ritabilni~ u smislu defi­

nicije 1 cine r језепја 'Х.Н.) koja ви odredjena pocetnim, uslovima ")(. Н.о) ko­

јв pripadajuotvorenom intervalu odredjenim vrijednoDtima donje i gornje 

granice odgovarajuce "cijevin ulaznih integralnih krivih za -t.=t.., а za 

funkciju r (t) mozemo uzeti da је to опа f'unkcija od koje airina te "ci.ievi" 

nije уеСа •. 

Tako, па primjer, u slucaju rezultata tеогеше 4 оуе glave ~ 2, kada 

Ј"с ~ (IV\H-t)-trЩ:))=Q, klasu С, asimptotski stabilnih rjesenja u ешiвlu 
-I:~"'OO 

definicije 1 cine rjesenja ~(t) koja ви odredjena pocetnim vrijednostima 

'X.(t..) koja pripadaju intervalu 

а za funkciju '('Н.) mozemo uzeti da је 

f'(-\:) -::::: d(1;) + €,,(1;) ... E't(t) Ј 

gdje је cfct) definisana, neprekidna, monotono opadajuca funkcija, tezi 

nuli kad t -'».00 i takva da је 

\ IVY\ (-\:) - /у\ Н) \ <:. d' Н .. ) z.q t ~ t. " 

Ovdje је "cijev" ulaznih integralnih krivih 

/5/ 

Kako, ргета uslovima /22//82/, integralne krive jednacine /4/ рго­

laze kroz i vicne ta.cke "cijevi" /5/ u1azeci u "cijev", to ве za Bvaku vri-

jednoBt ":)t(to) ~ (1'1'1 ('t..)-€,,{'t..), 1i'Y\{'t.o)"'E'Ltt~ mOze naci dovo1jno bl'iska vrijednoBt 

~,,Н:о) tako da odgovarajuca гјеаепја 'X.(t.) i -X:"t"t), cije ви to pocetne vri­

jednosti, iepunjavaju ие1оуе definicije 1. 

Ргета rezu1 tatima tеогеше 4 /us1ucaju kada је ~ооllW\{-t.'-IY\Н:))-=о /, 
pri us10vu <}(t,'X) ~ ~"H:) <.0 , za obla.st asimptotske stabilnosti klaee 

rjesenja jednacine /4/ mozemo uzeti da је 

1): -l ~ t. I М. (~) - Е"Н) ~ 'ЈС. ~ IW\. (-\:.) + е.2,. t-\;.) i 

dok pri uelovu '}(t,'Х)~-м<о/Мје poz. konet./ navedena klaea С гјеае­

пја је asimptotski stabi1na u cijelom. 



Analizirajmo, еа ~ledista stabilnosti, јоз i' r јеэепја dobijene. u ге­

zultatu 10 ~ 2. оуе glave, pri ispunjenju из10уа /39/. Ргета оуот rezu1ta­

tu jednacina /4/ (""=. 21{ 1 '<. .... "11.'···) ima Ьаг jedno r језепје -koje ispunjava ие10у 

/')5/ za sve -t ~-Co i jednu k1asu rjesenja koja. ispunjava. ив10у /36/ za вУе 

-t ~-Co • }.{oz ето kons ta tova ti: 

а./ гјеэепје koje ispunjava uslov /')5/ је neste.bi1no u sшiвlu Ljapunova, 

Ь/ klasa r језепја koja ispunjava uslov /з6/ za sve -i: ~-t:.o је ab:Lmp-l;о­

tski stabi1na u smis1u definicije 1, gdje, u slucaju us10va /37/, oblast 

аsiшрtоtskе stabi1nosti te к1аае rjesenja је oblast /')8/. 
Na slican nacin bismo mog1i analizira.ti, ва gledista stabilnosti, 

гјезепја jedna.cine /4/ dobijena i u osta.lim rezultatima postignutim u 

glavi 1 i u ovoj g1a.vi. 

§ 3.2. 

Sada navedimo tzv. definiciju ravnomjerne asimptotske stabi1nosti 

jedne k1ase rjesenja u odnosu па pocetnu vrijednost t •• 

DEFINICIJA 4. 

Neka јеС neka klasa гјезепја jednacine /1/. Kazacemo da је k1asa 

. rjesenja С r~vnomjerno asimptotski stabi1na u odnosu па pocetnu vrijed­

nost t. ako је svako пјепо гјеsзпје ~(~) stabi1no u sшis1u Ljapunova; tj. 

za. svako € '>~ postoji Ьгој d(E,t..»O tako da iz nejednakosti 

/6/ 

slijedi nejednakost 

/7/ za sve -\.-:,.t o , 

gdje је 'X:,,(-t.) proizvo1jno гјезепје jednacine /1/ koje је odredjeno pocet­

nim uslovom 'XJ\(t..); te ako postoji neprekidna i monotono opadajuca fuil­

kcija. \,,(t.) (-\;. ~t:.o) koja tezi nu1i kad -\.. -'t +()С i takva da. pri /6/ vazi 

/8/ 

za зvе t ~to. 

Dak1e, prema. definiciji 4, k1asa. rjesenja. е jednacine /1/ је ravno­

mјегпо asimptotski st~bilna u odnosu па pocetnu vrijednost t o ako svako 

гјеаепје ?СН)Е С. blisko еа nekim drugim гјезепјеm jednacine 'Х.,,\'\.) za -\:.:t. 

ostaje blisko, u зmis1u definicije, za svako -\: ~t.o~ Us lovi /7/ i /е/ оЬе­

zbjedjuju i ravnomjernu konvergenciju rjesenja "Х.,,\-\:.) ka rjesenju "'Х,(,-\;') 

kad t ~+oo. 
La.ko је primjetiti da је definicija. 4 јаса od definicije 1, јег 



гјезепје stabilno u smislu definicije 4 stabi1no, је i u вmiзlu definicije 

1, dok obratno ne vazi. 

Takodje, тойешо primjetiti da је definicija 4 ~ tijesnoj vezi ва 

definicijom Ljapunova о ravnomjernoj азiтрtоtвkој stabilnosti u odnosu 

па pocetnu vrijednost {о /vidjeti uvod § Q, tacka 1 е/ ovoga rada/, te da 

је raz1ika u tome sto је ив1оу e.v- \'X ... I~) -"X(~)\:::.o zamjenjen ие1оуот /е/ 
-\: ...... -

u definiciji 4 i to зtо ае u definiciji 4 tretira stabi1noet jedne k1ase 

гјевепја, а пе jednog гјеВепја. Ustvari, sustinske raz1ike medju tim ае­

finicijama пета, jer rjeienje stabilno u smislu јеапе definicije moze ве 

pokazati da је stabilno i u smis1u druge definicije. Ipak ето formulisa-

1i definiciju 4 iz razloga sto u ovom radu, u nekim s1ucajevirna, formi­

ramo odredjene k1aae гјезепја, gdje је svako гјезепје klase ravnomjerno 

asimptotski stabilno u odnosu па pocetnu vrijednost to ва odredjenom fun­

kcijom ~H.) , а sto песето moci tvrdi ti za neko rjesenje koje је izvan 

te k1ase. 

О stabilnosti u smis1u definicije 4 mozemo govoriti u в1исаји jednacine 

/9/ ol.?c. = CHt:.) ":IC. + :I! н.) 
ott ' 

. gdje ви Q.(i:) i ~(t) definisane i neprekidne funkcije i D.\-\.) ~ о za t. >,. t. , 
t 

koju вто poematrali u glavi 1 ~~, а istu вто u svojstvu primjera роета-

trali i u ov6j glavi ~ 2.1. /Оуа jednacina bice detaljnije poematrana u 

glavi IV/. 
1. 

К1ава rjesenja jednacine /9/ koja za sve t~topripada odgovarajucoj 

krivolinijskoj "cijevi" ulaznih integra1nih krivih cija sirina tezi nuli 

kad t.~oo4-00 је ravnomjerno asimptoteki stabi1na u оапови па pocetnu vrije­

dnostt o u smislu definicije 4. 

Zadrzimo ее па rezultatu koji вто za jednacinu /9/ da1i и оуој gla­

vi ~2.1. Naime, tu imamo obezbjedjenu јеапи klasu гјезепја koja za вуе 

t ~to pripada "cijevi" 

/10/ 

gdje ви Е."Н.) i ё.1.(t) neprekidne i monotono opada:juce funkcije, koje te­

ze nu1i kad -t --. +00 i takve da ви us10vi /12/ /~ 2.1./ ispunjeni. 

Klasa с"гјезепја x(~) koja ви ravnomjerno asimptotSki stabilna u od­

пови па pocetnu vrijednoet ~o и smis1u definicije 4 ви ona koja ви odre­

djena pocetnim us10vima -x.(t..) tako da је 

(
.L ) ~ (_ f("\..) -Е, \:t. \. _ :f!('t.) ~ Ео \:t..\\ 

"X~. ~ 'H~.) '" о) Ј C\.(t.) '1. )). 



Pod ue10vima /12/ / § 2.1./, еуа rjesenja jednacine /9/ koja pr()1aze 

kroz ivicne tacke "cijevi" /10/ u1aze u tu "cijev", te еуе integra1ne kri~ 

"е koje pr01aze kroz unutrasnje tacke te "cijevi" ostaju u njoj za вуе {~t.o. 

Dalje, neke. ви 

1'\ l :e(1:~\ ct. ) '\'\ I :ft~,) d. ) 
tJ\ -t." Ј - ",t-t..~) -!I I i""'-a, \ -l~ Ј - q,t1:a."" ~ 1-

/ Ј:. i Ј;. ви proizvoljni pozi ti vni brojevi/ proizvoljne tacke respekti vno 

oblaeti 

/11/ 

/12/ 

lma.'t1o: 

sto pokazuje de. koeficijent emjera integra1nih krivih jednacine /9/ u оЬ-

1asti /11/ је pozitivan i direktno zaviei od Ј;., tj. zavisi od razma.ke. 

integra1ne krive od krive stacionarnih tacaka - !~~\ /sto је 1 ... vece "to 

је i veci koeficijent втјета, pri. istoj, vrijednosti -t:./, а u oblasti /12/ 

koeficijent smjera је negativan i to manji sto је d'a. уеСе. 
Otude., dvije integra1ne krive jednacine /9/, za -\:. :"1:..," imaju najv~ci 

razmak u te.cki -4:.= t.o, te ее taj razmak ravnomjerno smanjuje kad -\:. raste, 

odnosno rjesenja proizvo1jno bliska u trenutku ~=t.o ostaju proizv01jno 

bliska za sve -t:. ~to i bivaju sve bliza. pri rascenju -t. • 
Prema tome, za Bvako rjesenje ~t'\:.)Е: с jednacine /9/, te za proizvo­

ljno (>0 , moze da ае odredi broj d(€"t..),,>O i funkcija 1'(,:\:), gdje је " 

rl\:.) = €.",H.) '" e't\.~) ,t~to I 

te.ko da evako rjesenje 'X."t~) jednacine /9/ koje еа rjesenjem ~l~' ispunja­

уа ие10У /6/, vazi i uslov /7/, а takodje i ие1оу /8/. Ustvari, za svaku 

vrijednost ~(t.o) moze ее naci dov01jno bliska vrijednoet -Х:,,\.-1;.) tako da 

rjesenja 'X('t) i "X.,,(-t..) odredjena tim pocetnim uslovima ispunjavaju иа1оуе 

definicije 4. 

Prema rezultatu koji ешо za jednacinu /9/ dali u оуој g1avi ta 2.1, 

kao i prethodnih posmatranja, za oblast rаvпощјеrпе asimptotske stabi1no­

sti k1ase Crjesenja jednacine /9/ mozemo uzeti 

D ..L "..fH.) t:") ~ "'х:. <.. ,:fH) -+ е \..-t:) 
: ~ '>, "\:. о , - q (~) - с." L"'c - - -~) ~'1. 

Medjutim, ako uslov cttt.)<.o zamjenimo иа10уот Q.\:t.) ~-M <'0 /М је poz. kon./ 

k1asaC rjesenja jednacine /9/ jeravnomjerno asimptotski stabi1na u cije1om, 



јег dodatni uslov (Џt:)~-М<о ,ргета /12/ Ig 2.1./, obezbjedjuje u1aze­

пје svih rjesenja jednacine /9/, za dovo1jno ve1iko -\:.'> ... -\:." "> t.. , u "cijev" 

/10/ .Zaista., neka. је 

'\\ l t - -;ft-t) - (. (-\:, ') - сг \ 1:' , q t-t;) '\ ) 

/Jproizvo1jan pozitivan broj/ proizvo1jna ta.cka oblasti 

.;f('t) ...1. 
--:х: .(. - ~ - E"t-t.) I -\. > .... -~o /13/ 

Ргета /12/ / ~2 .1./, imamo 

х' (1)) = - q,Нo) €"l-\:.) - CH-t') cr > (- :j!(-t) \1 - е' ~t) + М Ј' 
\: G,tt)) '\ , 

sto znaci da integra1ne krive jednacine 19/ u svakoj tacki Р oЪ1asti /13/ 

ima koeficijent вшјега veci od koeficijenta втјега krive koja је donja 

granica "cijevi" /10/, u tacki ва istom apsciBom, za pozitivan Ьгој мЈ', 

te се integra1ne krive oblasti /13/, za dovo1jno ve1iko ~ ~ t.it > t.., etici 

do donje medje .. cijevi" /10/, а zatim i uci u "cijev" /10/. Ana10gno bi 

pokaza1i i za integra1ne krive oblaBti "х. > - ;,(~\ "" f.1.<.t.) I -t ~~o .. 

Zadrzimo ве sada па pitanju etabi1noeti pribliznog гјевепја. 

Prije svega, dobro по-ш је poznato da nije uvijek moguce na6i tacno 

rjesenje zadane jednacine, ili је to уеота tesko, te da ее prietupa traze­

пји odgovarajuceg pribliznog гјеэепја te jednacine. Otuda i pitanje sta­

bilnosti pribliznog гјезеnја zaeluzuje paznju. 

Ta.kodje, primjetimo da formiranje krivolinijskih "cijevi" ulaznih 

integralnih krivih cija sirina tezi nuli kad ~~+~ pruza mogucnost da ве 

lakse nadje odgovaraju6e priblizno rjesenje ""':С.:-ен.) koje za '\; ~1:. pripa­

da toj "cijevi", te da ве, prirodno, патесе i pitanje stabilnosti tog 

pribliznog гјеЗеnја. 

U radu [?Ј М. Bertolino је dao definiciju skoro stabilnogp~ibli~­

nog гјеЗепја. Polazeci od te definicije i odgovaraju6eg komentara. veze.nog 

ZQ tu de~iniciju, te koristeci i druge definicije о stabilnosti гјевепја 

navedenih u uvodu ~ Q. ovoga rada, mozemo dati sljede6u definiciju aeim.­

ptotske stabilnoeti pribliznog гјеаеnја, koja odgovara dobijenim rezulta­

tima u оуот radu. 

DEFINICIJA 5. 
Neka је '''Х ='t'(t,.) neprekidna ~unkcija, kao i nj:en prvi izvod, za t ">.-1:: •• 

Za funkciju ~=~(~) kazacemo da је aeimptotski stabilno priblizno rjesenje 



jednacine /1/ ako postoji monotono opadajuca funkcija r(~) koja tezi nuli 

kad -\:.-"JI+OO i pozitivan Ьгој cf'c"'.t o) tako da za proizvoljno гјезепје "Х.\.\.) 

jednacine /1/ za koje је 

/14/ 

vazi 

/15/ 

za eve i:~t ... , kada је 

gdje је ё. greska pribliznog rjesenja 'х.. -='€(-t.). 

Drugim rijecima, ako је ~t~) priblizno rjesenJe u srnis1u definicije 

З /uvod § -1. / i ak:o еа proizvo1jnim r језеnјеm -х. (t.) iepunjava uelove /14/ 

~ /15/, tada сето reci da је оnо i asimptotski stabi1no. 

Моzешо primjetiti da i definicija 5 /kao i definicija 1/ za priblizno 

rjesenje ~(t:) i tacno rjeaenje 'Xti:) koja eu ро vo1ji bliska u momentu -\::. .. 1:0 

nе govori о proizvo1jnoj bliskosti za вуе -\::.~to' dok ве, za dovoljno уе-

1iko i. ~ t" (--\ ~ t.o, ima i proizvo1jna bliskost tih rjesenjai 

~ \ ':IC.tt.) - --е (.1;) \ ':: О • 
-4:~+oo 

Ako је ~:~(t..) tacno rjesenje onda је njegova aeirnpt~teka stabilnost 
.. {. ... . 

iskazana уес def~n~c~Jom 1. 

1 u elucaju asirnptotske stabilnosti ргiЫizпоg"гјезеnја mozemo govo­

riti о oblasti asimptotske stabi1nosti tog rjessnja u smislu definicija 

2 i Ј, kao sto ето is"tak1i i za tacna гјеееnја. 

Као pr:tmjer asimptotski stabilnog pribliznog гјеэеnја u smislu defi­

nicije 5 mozerno ista6i da је to svako priblizno rjesenje posmatranih jed­

nacina koja pripadaju odgovarajucim "cijevima" u1aznih integra1nih kri vih 

cije sirine teze nuli kad i: ...... oo• 

Navedimo i dva konkretna primjera. 

10 Neka је data jednacina 'X,'=-t.':IC.. +"\;.s~"""\.. 

Svako priblizno гјеэеnје 'ftt) te jednacine koje ispunjava us10v 

S~'Y\. t. - fr. <. --е \:"- ') ~ t~'Y\. t + * 1 -\.. ~ tt 

је asimptotski stabi1no priblizno гјезеnје u cije1om. Takvo је, па primjer, 
JI 

rjesenje 'е ~-\::.) '::. S~"\:. - ~ <:ОО!."\;. • 

Moze ве1 ' pokazati da rjesenja zadane jednaciqe pro1aze kroz tacke kri~ 
", 

vih 'х. = S~"'" -\; - Jt I ох = s~"""'t ... ~ l"c; :,. ч) u1azeci u "cijev" koju ogra-



nicavaju te krive, а kako је Q.{-t.) =-t. !:::.-4 za -\:. ~ '-t , to се вуа rjeserlja, 

za dovo1jno ve1iko -f >,.. -\:·>4, uci u tu "cijev". Uzimajuci da Је .,. (-t:.) ':: ..3:. 
-Ff. 

svi potrebni us10vi о asimptotskoj stabi1nosti u cije-10m ви ispunjeni. 

20 Za jednacinu ')с I = - -\:. ":(, ~ 1. takodje bi mog1i pokazati da је, па pri­

mjer,priblizno гјеаепје 'е (-\:): \ аsiшрtоtski stabi1no u cije1om. 

Zadrzimo ве sada па pitanju stabi1nosti гјеаепја pri sta1nim рогете­

cajima. 

Neka је zadana jednacina 

/16/ 

gdje ви ~(t.,'X.) i :ftt:, -х..) de:f'inisane i neprekidne :f'u~cije ~ ~epиnjayajи ро­

trebne иа1оуе о jedinosti rjesenja u dije1u ravni tO~ za -\:.">"-\:.0. 

Uz jednacinu /16/ posmatrajmo i jednacinu 

/17/ 

Jednacina /17/ predstav1ja tzv. jednacinu РГУе aproksirnacije Z8. jed-

,n8.cinu /16/,'"'8. :funk:cija .f("t,x) predstav1ja :funkciju sta1nog рогешеСаја.. 

U nekim slucajevima umjesto jednacine /16/ moze ве proucavati jednostav­

nija jednacina /17/, а, upravo, ргоЫеm stabi1nosti гјееепја pri stalnim 

poremecajima pruza роmос u tom smis1u. 

Navedimo sada sljedecu definiciju asimptotske atabi1nosti гјееепја 

pri ata1nim poremecajima. 

DEFINICIJA 6. 

Neka је "Х.: ~ (-t.) tacno i1i priblizno гјеаепје jednacine /17/. Kfl.zace­

то da је rjeseIlje 'e(t.) asimptotski stabilno pri stalnim poremecajima ako 

postoji neprekid.na i monotono opadajuca :f'unkcija v" ~'\.) \."'с. ":I;.t..) koja -tezi 

nu1i kad i:.....,.~oo, te ako postoj.i Ьгој cl't'i',-i;.»О i neprekidna i monotono 

opadajuca :funkcija d(+:.) koja tezi nu1i kad ~....,..CIiO ~ tako da za pro1:.zvo1jno 

гјеаепје ~(~) jednacine /16/ cije pocetne vrijednosti zadovoljavaju пеје­

dnakost 

vazi nejedn~ost 

/18/ 

za ауе -t > .... t o , kada је 



/19/ 

gdje BU /)"Н) i лtt) odgovaraju6e krive stacionarnih "tacaka respektiV110 

ј ednacina /16/ i /17/, tj. F" l +.. I л"t-t.")} = о, F ('t, I)\"t,")) :: О .. 

Kako ве vidi u definiciji 6 ogranicenje za funkciju poremecaja ~(~,~) 

predstav1ja us10v /19/,.koji је iskazan preko odgovaraju6ih krivih sta­

cionarnih tacaka л'l.tt. .... i Л tt). Jednacine /16/ i /17/ mogu imati ро vise 

krivih stacionarnih tacaka, te ве ovdje pod odgovaraju6im krivama staci­

onarnih "-~'~,<ц. /')"tt.) "' лtt) mis1i па опе koje pripadaju odgovaraju6oj oblasti 

ravni t.Ox./za t ~t. i odgovarajuce vrijednosti -х:./. 

u praksi r јееепја ~=Л,,t''с.) i -х.:. /.1(1:.) respektivno jednacina f. ... \:\ .. ,"X.) =-0 

i F(~,~):O mogu biti, kako tacna, tako i priblizna, s tim da razmak iz­

medju stvarnih krivih stacionarnih tacaka bude manji od d(t). 

fiitna raz1ika definicije б od definicija о stabilnosti rjesenja pri 

stalnim poremecajima navedenih u uvodu ~ 2. је u tome sto ве u tim defini­

cijama istice kao osnovni uslov za funkciju pore~e6aja da је опа ograni­

сепа, dok ве taj us10v u definiciji б пе spominje, а uslov /19/ dopusta 

i mogu6nost аа funkcija ротете6аја i(t,x) moze biti i neogranicena, sto 

6ето vidjeti'u konkretnim primjerima. 

о tuda , navedenoj vrsti asimptotske stabi1nosti pri sta1nim poreme6a­

jima mozemo dati i potpuniji naziv: asimptotska stabi1nost pri sta1nim 

poremecajimaistacionarnih krivih. Zaista, prema d~finiciji 6, funkcija 
~ 

рогетесаја i(t,"X.) moze da bude i neogranicena, a1i је bitno to da опа 

cini та1е poreme6aje stacionarne krive ~(~) • 

Na оsпоуи navedenih definicija 1, 2 i Ј, i ovdje mozemo govoriti о 

asimptotskoj stabi1nosti jedne klase гјеаепја, kao i о oblasti asimptot­

ske stabilnosti pri sta1nim poreme6ajima. Naime, ako imamo neku klasu С 

гјеаепја jednacine /17/ tako da еи uslovi definicije б"iврuпјепi za та 

koje тјеаепје ""e(i::)EC. kaza6emo da је k1asa С, гјееепја as~mptotski atabi-

1па pri sta1nim роrеmе6ајiша; dok сето pod oblasti asimptotske stabilnosti 

pri sta1nim poreme6ajima podrazul1ljevati опи oblast 1) kroz cije tacke 

pro1aze гјееепја "ХН:) jednacine /16/ koja, za dovoljno ve1iko t ~ t." '>"to, 

ispunjavaju uslov /18/, а ako је D:" -\::. ~to I \~ \<.+;00 , kazacemo da ima.mo 

aaimptotaku stabi1nost pri sta1nim poremecajima u'cijelom. 

РRПiJЕR, 

Uocimo dvije neprek:idne krive ~=M"t-t-) i -:t.=-Ч,,(i:) (~~i..), takve да је 
.. ' 

-Ц,,(1:.) <. 'Ча,(-t) \ I.(.a,(t.) - -Ч"t-t) -::. «Н.), 

gdje fUDkcija 0('1:) tezi nu1i kad ;;'-"+00 i nek:a је -:х: =.'еН) rjeeenje jedna-



cine /17/ ko~e ispunjava us10v 

Da1je, neka је, za -t. ~to, 

/20/ 
I=(t, ч,Н.)) <..0 I F=(t,1.(").(t.)) <. Ч~(i:), 

I;(t, ч"tt.\) > О, F .. (t, 1.(."t1:)) > «~(-t.) , 

~ ('l, Ц~ (-t.. '\) <.. о , 1=" ( t, 'Ч"&, (1:.)) <. 'Ч~ (-i:;) , 

tj. sva rjesenja jednacina /16/ i /17/ која pro1aze kroz tacke oblasti 

/21/ 

ostaju u toj oblasti. Rjesenje -:x:.:.~ Н.) jednacine /17/ је &simptotski sta­

bi1no pri sta1nim poremecajiJna u smis1u definicije б. 

Uzmimo da. је V"(t:.) ~·d(t.). Iinamo da oblast /21/ pripada oblaati 

/22/ 

jer је 

Prema us10vima /20/ jednacine /16/ i /17/ imaju respektivno stacio­

narne krive /~,,(t) i ))(i.) које pripadaju oblasti /21/, te pOBtoji f'unkcija 

. d'(t.) takva' da је monotono opadajuca, da је л 

O<.,dH.) < y"'(i..) ,t.-::,.-t o 

i koja iBpunjava us10v /19/. Kako је 

/23/ 

i како sva rjeeenja jednacine /16/ koja pro1aze kroz tacke oblaeti /21/ 

ostaju u toj oblasti, moze ее izabrati jedno d(t',t..) tako da rJesenje 

'Xtt.) jednacine /16/ ostaje u oblasti /21/ ако је \':)((t.o)-'ft1:..)\ <.. cr • Ovo 

rjesenje 'X(t.) tim prije ostaje u siroj oblasti /22/. Dakle, 'е (t.) је, pre­

та d~finiciji. 6, asimptotski stabi1no rjesenje pri eta1nim poremo6ajima. 

'l'akodje, mоzешо konstatovati d'э. svako rjesenje 'еН.) /tacno ili pri­

blizno/ jednacine /17/, odredjeno pocetnim uslovom '-f? (1:..) koje ispunjava 

us10v /23/ је asimptotsKi stabi1no pri sta1nim poremecajima u smislu de­

finicije б. t 

Рriшјеtimо јоа i to da za navedeni primjer mоzешо uzeti da је oblast 

Ъ asimptotske stabi1nosti pri stalnim poreme6ajima oblaet /21/, а ako 

вуа rjesenja jednacine /16/ Ј za dovoljno veliko t ~ t"~ t., ulaze u "cijev" 



koja је odredjena krivama -«'.,(1:.) i -и1..{1:.) (t~t.o) , ta.da. ве radi о asimptot­

skoj sta.bilnoati pri ata1nim poremecajima u cijelom. 

U glavi I § Ј posmatrali ато jednacine 

па slican nacin, gdje a~ moze primjetiti da ее u nekim slucajevima radi о 

stabilnosti pri stalnim poremecajima и sшis1и definicije 6. /Оуе jednaci­

ne bice deta1jnije posmatrane u glavi lV./ 

/24/ 

E~O poamatrajmo i konkretne primjere. 

10 Uzшimо jedna.cine 

'X,,/=-tХ+1:.S~'t\.t == F("t.,"X.) , 

Ovdje 1шamо: 

.л ('\::.) :. S~""'- '\:., 1:1" t t.) -= ~,;"", -\. + * ~ t 1. 

\ 1:1,,1.1:.) - /,) (~) \ :. t ~ i:. <. гt = d'tt.) I 

Za. krive .ц."Н;) i 'Ц1..tt.) i fUnkciju V'tt) mоzешо uzeti 

-ц..,н.)=s~"",,-\::-~) 'Ц",(-t\=s~""''\.+J=t ' ~tt.\=~ 

Uslovi /20/ ,и ispunjeni za '\:. ~ е'): 
. ~ 

F (t,1o\.,,~,) = R '> c.ost ~ 'L -\:...rt. :. -ч~ tt.) F l t, 1.\.",",:)) "> О , 

t: (-t:, \.\.'Ltt.)) ': - {i <.. co~t.. - ~~ vt :. -цi (t) Ј F t t, Ч'L\'t)) ~ о , 

F" (t, Ч"н.)) = ,f{ + ~ 1:.. "> c..os-\:.. -\- 'Ao:.rt :. .ц~ \-t.) 1 t=" t t., ц." \'\;)) '> О , 

F.. (t Ч", \t.)) ': - 'ft. 'i' ~t .с:.. <:.ost -~ '::.1C.~ Но:) F" t 't, ч'" \\:)) ~ о . , ~~vt' 

Dak1e Ј avi potrebni uslovi ви ispunjeni, te је kle.sa тјевеnја 'f lt.) /tacnih 

i11 pribliznih/ jednacine /24/ koja. ispunjava ие1оу 

S~~ -\:. - .1t .:::. 'е l-t.) <. \~~ -\: + ~ ,о. f"~ -\:: ~ е) 1 

aaimptotski stabilna. pri atalnim poremecajima. i(-(:,':It.),:~t u smis1u. defini­

cije 6. Ta.kvo је, па primjer, priblizno r jesenje 'f Н:) = S~"'" t - ~ coS1: . 

Rjesenja ~t~), о kojima је rijec, еи asimptotski stabilna pri sta1nirn ро­

remecajima. u cijelom, jer се, za. dovoljno ve1iko 'l ~ t* > e.~, вуа r jesenja. 

jednacine /2ђ/ u6i u "cijev" ogranicenu kri vаша Uo"t-t' i 1(.'а.\1:.) t t. ~ e~) Ј 

te i iapuniti иа1оу /18/. 



/26/ 

20 Posmatrajmo sada uz jednacinu /24/ i jednacinu 

7.,.' = - t:':It + i; ~~"",t. +- -:t.·~t :: F" (t,"X.) •. 

Imamo: 
t ~~-t 

~ (-1:) ':::: SI.."" t I ~ '1 t -\: ) =- i:. - ~ -t. ) 

\ ћ,,(t) -IН:t:) \ =.\ ht .~~"\:. \ ~ ~t - ~t " <. ~~i:. =J'tt\ , t~e~ 
i::. - ~t "'" i: -~t. - ~. 1\_ ~-t '-

't.. 

Za funkcije -и"H~), 1A.'&,(-t) i v" t-t) mozemo uzeti kao u primjeru 10 i imamos 

Svi potrebni uslovi su ispunjeni, te је klasa тјевеnја ~(t) Itacnih ili 

pribliznih( jednacine/24/ koja ispunjava uslov 

8.simptotski stabilna pri stalnim poremecajima f(~I'JC.):'"X ~t U sшislu defi­

nicije 6 i to asimptotski stabilna u cijelom. 



/в./ 

/Ь/ 

. /е/ 

/d/ 

G L А V А III 

PROUCAVANJE NEKIH SРЕСIЈАЫПП DIFЕIШNСIЈАLNIН JEDNACINA 

рнуоа REDA 

u оуој glavi poama.tracerno jednacine oblika. 

152 

gdje funkeije па deanim stranama jednacina ispunjavaju potrebne uslove za 

egzisteneiju i jedinost rjesenja za. 

х =t= 'fa- t t) (t: ~+1, ~+ t. , "" " , 1'\ ) 

:х: =t=-hf[t,~) (i- s '<+1,'<+2.,""",I1) 

/и jednacini/b//, 

/u jednacini /d//, 

а velicine ~, su pozitivni raeionalni brojevi. 

Cilj пат је u ovoj glavi, пе da. detaljno рrоuСа.vа.шо gornje jedl1B.cino 

/jer bi za. to trebalo шпоgо vise pro6tora nego sto mi ovdje mozemo da <la­

то/, nego da. ukazemo па rnogucnosti proucavanja. tih jednacina роrnоси novih 

krivolinijskih "eijevitt uz posmatra.nje nekib od gornjib jednacina.. Rezul­

tati koje сешо da.ti jasno се zaerta.ti odgovarajuce ~deje i tebniku rada 



u proucavanju Р06шаtгапih jednacina, koji ве mogu koriBtiti i za ostale 

jedna~ine gornjih oblika. 

Jednacine gornjih oblika proucava1i t:Ju nmogi autori. U paragrafu·1 

пауевсето вашо neke rezultate М. Бегtоlinа. 

§ 1. NEKI REZULTATI М. ВЕНТOIДNА U PROUCAVANJU DIFERENCIJALNIH· 

JEDNACINA PRVOG REDA SA FAKTORIZOVANOM 1 RACIONALNOM DESNOM STRANO}v[ 

U Bvojim radovirna [З] , [~J ,[5] i (Э 1 Ј1. Berto1ino је proucavao 

diferencija1ne jednacine oblika 

/1/ 

/2/ 

/Ј/ 

А i f> ви dvije регшиtасiје prirodnih Ьтојеуа bez zajednickih elemenata, 

takvi da је 

AV&=t 1 ,.2.,· .. ,M} I Д"'О=.(1-, 

gdje еи tv i ~~ prirodni brojevi, uz zastup1jene ие10уе о jedinoBti rjese­

пја и oblasti ':(. =F fJ.(t) . 

Nаvеdiшо sada ukratko вато neka bitna zapazanja i rezu1tate vezane za , 

рошепutе radove. 

10 U radu [31 М. Бегtо1iпо posrnatra jednacine oblika /1/ i /2/ ispi­

tujuci asimptotsku ogranicenost гјеаепја tih jednacina. Autor po1azi od 

pretpostavk~ da је 

te da је 



jgdje еи C~ i c.~+~ dvije konstante Ј takve da ве iZЛЈеdјu njih пе nalazi ni 

ј edna druga funkcija. '(.:. tt) , i.:t=-j- i koje петаји zajednickih taca.ka. ва tim 

funkcijamaj, odnosno 

i па osnovu znaka desnih strana jednacina u tасkаша odgovaraju6ih pravih 

'Х.:= С.:. (t~·to) fогщiга pravo1inijske "cijevi" iz1aznih i u1aznih integra1-

nih krivih, te daje rezul tate koji garantuju роз·tојапје Ьаг je4nog i1i 

jedne k1ase rjesenja koja зu аsiшрtоtski ogranicena. 

20 U radu [Ј,] м. Bertolino formira kri volinijske "cijevi" izlaznih 

integralnih krivih, koje ви ogranicene Jnonotonim krivama koje teze nuli, 

te preko istih obezbjedjuje postojanje bar jednog rjesenja koje tezi nuli. 

Nаvеdiшо sljedeca dva tvrdjenja М. Бегtоliпа iz ovoga rada. 

Tvrdjenje 1. Jednacina 

gdje su t.;.tt) ("'-=.1.l.···,h) i .f(-\:.) pozitivne i neprekidne funkcije za t~to, 

+(t) је Inonotona funkcija i tezi nu1i kad t-+~оО;, te neka је fYV\'>1 геа1ап 

broj i neka su Ј; .. prirodni brojevi takvi da је l~ ~ ctt. ~ .0. + Ј:,,,.. ::::. "" . pare.n 

broj, ima jedno negativno гјееепје koje tezi nuli kad t~+oo. 

Dokaz na.vedenog tvrdjenja autor svoJ.i па fогшiге.пје krivolinijske 

"cijevi" izlaznih integra1nih krivih metode retrakcije 

/4/ 

gdje је 1 <. IYI'\" <. IVY\ о 

/5/ 

gdje su t.: (t) neprekidne funkcije za t.. ~ t o ; rf." ви prirodni brojevi i te.­

kvi da је сс, +.!2. ", ... +~ ... ::::. /у) / м је neparan Ьгој/ i ровеЬпо d!,,, је paran, сС1 
neparan, Ј:.1 ~aran; IYY'\") 1 је realan broj; funkcija 1 .. (t) је negativna fun:­

kcija i rnonotono tezi nuli kad '-~ ... оо ; funkcije" f.: (t) t ~= 1.1.,''', 1<.) su 

pozi ti упе, :f1.(t) је Inonotona funkcija i tezi nuli kad t ~ +00 , te neka 



.. 
"55 о 

, : 

је f..:. ~\:.) "> IYV\ :f.7. Н:\ (.(. = 4, 5, о о о, '< '). J?od navedenim uslovima jednacina /5/ 
ima jedno тјеаепјв koje tezi nuli kad t ~ -+ оо . 

Ovdje aut6r formira krivolinijsku "cijev" izlaznih integral~ih krivih 

/6/ 

ЈО Egzistenciju i ропаiЗн.пје o.simptotski ogranicenih rJesenja diferen­

cijalnih jednacina oblika /3/ М. Bortolino proucava u radu [5Ј • 

u ovom гади autor polazi od dvije osnovne pretpostavke. 

Јвапв, pretpostavljajuci da јв 

/7/ 

te da ви sve funkcije tl)(t,) (1}:1.,l,· .. ,/I'Y))ogranicene zat~to i da nemaju 

zајвdпiсkiц tacaka. Ove pretpostavke dopuataju egzistenciju pravih х.::. o~e~ = 
= ~, takvih da је 

sto ошовисије formiranje pravolinijskih "cijevi" izlaznih i ulaznih inte­

gralnih krivih, te i postojanje Ьаг jednog, odnosno jedne klase гјезепја 

jednacine /3/ koja ви asimptotski ogranicena. 

Druge, pretpostavljajuci da је 

~ (t) <. 'et {t) < ... < 'е"", (\:.), t >,- to 

te uz pretpostavke о Inonotonosti kl1 ivih ,(,,,tt) i 't'1)+,\tt) i njihovo te7.en.ie 

konstanti f. kad t -Н· оо , еа razlici te strane pIoave 'Х.= -е , atu oInogt.tcava 

formiranje krivolinijskih "cijevi" izlaznih integralnib krivih, ogranice­

nih monotonirn kгivаща, i konstata.ciJu postojanja Ьаг jednog rjeeenja koje 

tezi t kad t ~-I-OO • 

u оуот radu autor је dao veliki Ьгој rezultata ва detaljnim obrazlo- о 

zenjem, а јоа ve6i Ьгој rezultata prikazao је tabelarno. Rezultati ве od-o 

пове па авiшрtоtSku ogranicenost Ьаг jednog rjesenja, asimptotsku ograni­

cenost jedne klase гјеаепја /odredjuju6i i oblast asimptotskih rjesenja/, 

kao i па postojanje Ьаг jednog r јвввпја. koje tez i nekom Ьгоји kad t -')о + оо • 

40 Koriste6i zapa.zanje М. Marjanovica. da ве uslov 17/ moze izostaviti, 

te da ве izm~dju dvije l3usjedne krive t'J)(t) /koje$ nernaju za.jednickih ta­

caka/ moze postaviti poligonalna linija Bastavljena od Begmenata paralelnih 



koord.inatnim овата t i:x: М. Bertolino u radu [э1 formira stepenastu "ci­

jev" i iBtu koristi za ispitivanje jednacina oblika /1/. 

Ustvari, u radu [9) М. Bertolino је иуео stepena.stu "cijev" роета.-' 

trajuci jednacinu 

/8/ 

/jedinost ispunjena u cijeloj ravni {O~/ pod uвlоvош da postoji ~unkcija 

'х = i'(t) takva da је, za. t >.-t o , 

f(t, "f(t)) =0 , 

f("t,':C) < О L,ct 'Је <. 'ftt) , 

t(t,-x:.) > о 'Zq Ј( > 'f(t) 

formira.juci izlomljeno linije 'X.=l:- u podoblaBti 

i ':(=.qy U podoblasti 

'gdje је € proizvolja.n pozi tivan Ьгој, koje ви sa.eta.vljene od sеgП1"'" 

para.lelnih ва оsа.ша t i 'х. , ka.o donju, odnoeno gornju granicu "cijev ј" 

/9/ 

Linije "X.=~ i 'X.=-I'o (t:>,.t.) sastoje ве оа tacaka otriktnog izlaza, 

ta.caka Btriktnog ula.za., Јсао i od tacaka unutrasnjeg ili spolja.snjeg kli­

zanja - to ви опе ta(:ka izlazf:L Јсоје nisu tacke etriktnog izlaza i опе ta·· 

сЈсе ula.za koje nisu tacke striktnog ulaza. /to еи neke od ugaonih tacaka 

poligonalnih 1inija х=- rfv i 'X.=~ /. 

Fогщiгапјещ stepenaste "cijevi" /9/ gararituje ее postojanje bar jed­

nog rjesenja jednacine /8/ Јсоје па паЈсот Јсопа.Спот interva.lu pripa.da "ci­

jevi" /9/, dok ве по moze tvrdi ti da се to rjesenje za evako t ~to oe'tati 

u toj "cijevi". Ustvari, postoji mogu6noBt da rjesenje cija је egzistenci­

ја utvrdjena. па пеЈсот Јсопаспот intel'valu naidje па ivicnu ta.Cku "cijevl" 

/9/ Јсоја је tacka izlaza, ali nije tacka Btriktnog,izlaza. 

Dakle, rfa.vedena stepenasta "cijev" М. Bertolina obezbjedjuje posto­

ја.пје bar jednog гјееепја X(t) jednacine /8/ koje pripada toj "cijevi" 

па nekom konacnom intervalu nezavisno promjenljiv, t , kao i mogucnost 

/koja ве nе garantuje/ da to гјеsеnје moze ostati 'и "cijevi" i za вуе t. ~t •• 



S druge atrane, atepenaata "cijev" М. Bertolina., koja пета tacaka. 

koje ~и tacke izlaza а da nisu i tacke atriktnog izlaza, garantuje poato­

janje Ьаг jednog rjesenje. koje oate.je u " c ijevi" za еуе t~to • Tako, па 

primjer, krivolinijske "cijevi" /4/ i /6/ mogu biti zamjenjene odgovara­

jucim вtереnа.вtiш "cijevima", koje ве jednosta.vno f'ormiraju i koje obez­

bjedjuju isti rezul tat. Ustvari, umjesto krive -1YI'1-t :f(t) , u "cijevi" / 4/, 
moze ее poetaviti etepenasta linija. X=d'.. , а umjesto kl"ivih l'YY12.t<t) i 

lYY\"t
1
{-t.) , u "cijovi" /6/, mogu ве postaviti reapektivno odgovarajuce ste­

pena.ste linije -:х: = Ј:. -i. :с = 1}- . 

Ровшаtгајmо ртуо diferencijalnu jednacinu 

/1/ 

tj. 

gdje ви f(t) , 'f"lt) (~:. f, 2., ... , Nt) detiniaane i neprekidne f'unkcije Za. t ~t. Ј 
tunkcija :!lt) stalnog znaka, а f'unkcije t.;(1:.) ('::!,1, ... ,;)1) ispunjavaju i 

osnovni иеl0У 

/2/ 

u jednacini /1/ krive stacionarnih tacaka vec ви eksplicitno iBkaz~ 

ne /to ви krive 'f.;(t) (~'=1..1, ... ,"") /, а kako .formiranje naaih "cijevi" 

иргауо ide preko krivih atacionarnih tacaka /vidjeti g1avu II/, to moze­

то odmah primjetiti da је ртоисауаnје jednacina oblika /1/, kao i osta­

lih jednacina navedenih па pocetku оуе g1ave, ротоси krivo1inijakih "oi­

jevi" uvedenih u glavi II u potpunosti opravdano i da zasluzuje veliku 

paznju. 

Nemamo namjeru da detaljno proucavamo jednacinu /1/, nego da damo 

вашо neke bitne rezultate па osnovu kojih Ь! ве mogao dati ve1iki broj 



posebnih rezu1tata за gledista koja сето zacrtati prezentiranim rezu1ta­

tiша. 

Radi jasnijeg sagledavanja posmatrajmo ргуо jednacinu /1/, па primjer 

za s1ucaj tf\ = 4 , tj. jednacinu 

/1'/ 

Pretpostavimo da poetoje neprekidne i monotono opadajuce funkcije 

€c:(t) (~"::.1., 2, ~,4), koje ispunjavaju иеl0У 

/)/ fV't'Y) c-\..(t) :. О 1.), 
-1; ..... 00 

, 

te neprekidne i pozitivne funkcije ~(t) ('--=1,2,?) , takvo da funkcije -e~tt) 
(~:::. i I 2., 'Ъ, 1.,), pored us1ova. /2/, za t ~ t o , kao osnovni ив10у isp\1njavaju i 

\1s1ov 

/4/ (-\.=1 Z.?1) 
I I 

gdje 8\1 t.:. (t) (~= 1, 1,~) neprekidne funkcije koje ispunjavaju uslove 

/5/ 

јаша 

/61 

Da1je, neka ви :f'unkcije с.о:. tt) i 'f..: tt.) tako odredjene da ва funkci­

;f(t) i -е.:. (t) ispunjava.ju sljedece uзl0vе, za t ~to I 

/ а/ , ~ (tJ \ €" Н: ) ( €., ( t:) + ~ t't. )} ( ~1 t t.) ... ~ ( t) + 2. ~ ~ ~ t ) + '*"1. l-\:)) . 

. ( t:" ( t) + ~ а) + 2. (1. (t ) + 'к (1:) .,..z Е) ( t ). + 'f) (t ) ) > \ 'f ~ (t) \ - E~ l t) , 

/Ъ/ , f (t ) \ (t:" ( t) + ~ (t )) € 2. ( t ) ( ё. 7. (t) + ~ (t)) . 
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. ( е 2. (t) -t 'уа. (t) + 2. (~a) + ~ ( t)) > I 't' ~ (i:) 1 - e~ (t) Ј 

11-( t ) I ( 1 €" ( t) + ~ t t) ... €t. ( t) ... '1{ ( t)) ( €2. ( t ) '+ ~ t t)) ~~ l t ) . 

·(e)(t) +ђ(t)) > \-e;(-t:)l-e~(t), 

/ d/ 11 (t ) \ (2. t:., а) + ~ (-\:.) + 2 С:2. (t) + ~ ( t) + E~ (t ) + 't; t t )) . 

,(1f1.(t)+~(t}+E)(t)+~~t:))(E}(t)+'I)(t))~lt(t.) "> \t~tt.)\-E~(t), 

" ,t) Funkcije l~(1:) nе шоrајu biti ruonotone. Njihove. monotonost nе flи­

za.va opstost, ali pojednoetavljuje posmatranje. Za funkcije ~v(t) i dalje l 

, ...... -\A1n'; a1AV;' _ "Oodr8.zum~;eva6em а. is un 'ava·u navedene оаnоуnе uз1оvе. 



Lijeve strane e;ornjih l"'leje(lnakosti formirane ви tako sto cinioei рго­

izvoda /redom s lijeva u desno/, по racunaju6i \~(~)\ , predstavljaju уе­

licine od kojih rastojanja redom krivih 'f"t"c.) , "'t'3.,l-t.), --e~l1:.) i -ес, ti:.) 

nije manje: u /а/ nejednakosti, od krivib "Х,=:. 't'"tt) 't.E.,,(t.); u /Ъ/, od 

krivih х= 'f'1(t):!:E..2,(t); u /е/, od X="t',!»(t..):!:e~(t.) i u /ц od kl'I" 
-х: '= -е" ( t) "!. ~ .. а) . 

Na prvi pogled uslovi /6/ izgledaju slozeni i za praksu nepodesni. 

vedjutim, аЈсо primjetimo da, иргауо u praksi, imamo mogucnost da funkei­

је ~~(t) i ~~(t) trazimo u podesnom oыkuu tako da oejenjivanje da li 

ви uslovi /6/ ispunjeni nе6е i6i t€'r.ko 4). 

Uslove /6/, tamo gdje је t(" ,се, moze1l.o zашјеni ti i jednostavni-

jim uslovima, па primjer, zanemar"i neke od :funkeija ~~ tt) i 'r,; l t.) 

u uslovu /6/, sto zavisi od funkc:i :f(t), 't' .. (t) , kao i E~lt) i 'r.; (t) . 

U оуош pojednostavljenju treba zanemariti оnе od funkeija ~~lt.) i 

koje su·male" ili beskonacno male velicine u odnosu па druge odgovaraju­

св funkcije u dоtiсnош izrazu /cinioeu proizvoda/. 

Tako па primjer, tamo gdje је to moguce, mozemo umjesto uslova /6/ 

uzeti jedan od sljedecih jednostavnijih, ali i slabijih, uslova: 

/62,/ 

/6,.1 

/а/ i'f(t.)\t,,(t)'t{t)(~t"t)~~(t))(~{t) ... ~tt)+'1!,(t)) > \"t'~(t)I-€.:tt), 

/Ь/ \f(t)\~(t)t:~{t) ~(t)(rt(t)+'f}(t)) > f~i(t)\ -g{<t), 

/е/ 

/d/ 

'f Н) \(~ (t) ... ~ (t )) 'ii (t) €3' t) 'Y~ (t ) > I 'i' ~ ( t ) 1 - ~ ~{ t ) I 

~ 

'~(t)\E,(t) П(Е,{t)Т~(t) >\'f~(t)\ -(~("t.) (\.::'1,1.'~''')i 
~:" 

~ 

11't)\Е,,(t)П~(t) > l'f~(t)\ -(~(t) (\.=1,tl~,le)i 
~:" 

Sada mozemo dati sljedecu teoremu. 

") Pri uzimanju funkcija 'f.: (t) treba nastojati da te f'unkcije "ima.ju 

sto уеев moguce vrijednosti, ispunjavajuei usl'ove /4/. 



ТЕОВЕМА 1. 

Jednacina /1'/, роа us10vima /4/, /5/ i /6/ /i1i jedan od ие1оуа 

/6,,/, /62,/' /6~/ i /61f / /, za t '> .... t. , ima : 

а/ za ;t.tt) ') о , Ьат jedno тјеаеnје koje ispunjava uslov 

/7/ 

bar jedno rjesenje koje ispunjava ие10у 

/8/ 

jednu k1asu rjesenja koja; -'"'-,~'\ya ив1оу 

/9/ 

i jednu k1asu rjeaenja koja il' Јауа иБ1оу 

/10/ 

za вуе t ~to ; 
Ь/ za ~(-\::)<.O , bar јеаnо rJesenje koje ispunjava ие10у /9/, Ьаг 

jedno rjesenje koje ispunjava ие10у /10/, jednu k1asu rjesenja koja is­

punjava ие10у /7/ i jednu k1asu rjesenja koja ispunjava ие1оу /8/, Z8. 

.. уа t"> ..... t •• 

DOKAZ. Krive 'X.='e.:,(t,) (~-=1,2.,),lt) ви krive stacionarnih tacaka. inte­

gra1nih krivih jedJl8.cine /1'/, koje dije1e oblast ravni t.O~ (t~t..) u pet 

pOdoblasti, gdje u dvjema susjednim pOdoblastima integra1ne krive imaj\~ 

suprotne koeficijente етјега. 

Izvedimo doke.z teoreme ze. slucaj t(t»o , tj. tvrdjenje е./ te01~eme. 

/U slucaju tH:)< о integra1ne krive iшајu suprotne koef'icijente ешјега 

i dokaz bi bio sasvim sliCan./ 

Integralne krive jednacine /1'/ ime.ju negativan koeficijent вmјега 

u oblastima 

а pozitivan u oblastima 

")(. "> 'е" ( t) ( \: ~ t.) . 

Uo~imo sada krive 

с.Ј;,,, (t) '::: -е" (t) - t:. tt), "'"",'1. (t) = "(" (t) -t ё., t"t) ; 

'Wi" (t) ': 'tt(t) - ~~(t) I "''1.'1.(t) = 'e1.{t).1-E.1.(t.); 



"'"·H(-t.)-= 'f~tt)-c.){t:) I c.J-нlt)-:. 't'')ti:..\ + €')(t) '1 

""'\(-1:\ '::: 'i'lt(t) - E..,tt), W~:l..(t\ '::. 't'c,(t) + E.c,(t) (t ~t.) . 

Prema uslovima /4/, /5/ i /6/, za t >" t. , vazi : 

':(.'(""'14\t.\) -=. :flt) l-E"<t)')(-e.,\t)-C:,,H:)- -e~(t))(,{,,,{t.)-t,,tt:)-'f>tt)). 

·(~,,(t.)-t:,,{t)-f .. Н.)) > :f(t) E"l'\;) (~,,(-t)1"'t1t"t\)(е,,(-t).,..-r.;(t)+:1Е,(t)+~(i:~· 

'(E"lt) + ~ It) + l~l (t) ... 'f2 (·о .,. 2E)(t) + \}) (t)) > \-е:I,\:)\ - E~ tt) ~ -е: tt. \ - f.,,{t) -= сЈ:" \t) , 

-х.' (~"Ii:\) .... :f(t) е" <t.) ('С'., It-) + f,,\'t) - 'е1 \-t)) (-е" \t\'" е" \t.) -ое ~H \) ('f 1 (-\: \ ... €4li: \ - 'fct \:t)) <. 

<. - t (t) €" t't) ( С:" It) ~ ~ L t\) (С" Н:.) .. 'У" (t) .,.. 2.E.1.(t) 1'''''a.H.))(E,\lt) + ~ Lt)l' 1.E."tt} + У'А,. \t) 

""l~)(t)+'fЭlt)) <. -l-e;lt)\ +E~a) ~ 'f~tt)+C:(t.)::: W;{lt); 

-;х:'{ ~11 (t}) '::: f(i;) (1'2. (-t) -Е2, (1;) -'f" 11:)) (-Etli:)) ('t't (t) - c.1.(t)- 'е3 (t)) ~ 'е1. (t) -E.~ \t)-'f .. \t ~ <.. 

<. - f (t) (Е" (t-) ... 'it'lt)) ё2, (t)( Cz. (-t) + 'fi lt:)) { C-2,(t) .,.. '( .. (-\:) + 2.C:~ i t:) 1" ~ (01:» <. 

<.. -I"('~ (t)1 +E~('\;) < f;I1:) - E;Ci:) = ~~ (t.) Ј 

х.1( ~2.2.(t)) :. f (t) ('(1. Н:) + El (t) - 'е1(1:')} €1 а) ('е2. Н.) + E,,{t) - 't} lt)) ( ,(" Њ) +c.aJt) -'r.,(1:\} > 
> flt)(E,,(t)+'r.,{t)) El(t)(E2.(t)+'I'a.(t))(E.2.tt) ... ~(t)+2.t:)t1:)'" i')('\.)) )-

> \"t':(t)\ -G~('t.) '> "e~(1:) ""c.~(t) :::"":'I.("t); 

-х,' «(J'~~ (t)) = f (t) ( '{', (t) - Е') \ t) - "t'" (,\:)) ('f)t t)- ()Lt) -'t1.5"t~(-E) ~t)) (t~ ~ t) -С:з\\)-'t'ct{t)) ) 

'> .f(t)(lt:,,(t.)+~tt)+~1.(t)1'~(t))(G'1.(t)+'t't.tt))€)t-\:) (е)(-\:) +'t;Lt)) > 

"> \'fз'(t.)\ -E~(t) ~ 'e~{t) - €.;t-\:) :::. чt':,,(t) I 

х' (сЬЗ '1 (t,)) :. 1<t) ('f) (t) + Е) (1:) - t'" \ t,))( 1') (t) + €) \'\:) -'ft. (t)) f.j(t) (. 'f)tt) +E.)tt)~'f" (1~ ~ < 

<... - -'Н) ( '2.Е" (t) + ~ ('t) +ta. (1:) + 'у" (t))( E. t ~t.) + 'fi ('\:)) f.) ~ t) l t) t-\:) + ~ (1:)) <. 

<-'-е;(t)\+Е.~(t) ~ 'e~(1:.)+E.~a) = ~;t(t) i 

х' (С4""н)) :::.1(t)(t,,'~)-E .. lt)-t'1(t))t't',,(t)-! .. (t),...t1.('t))t 'f.,('\:)-€'c,(t)-_'t)(t)) (- E.,,\t\) <. 

<. - ~(t)(2t..1t) ..... ~It) + 2.E2,(t) ... 'i2. Н:) +e)('t\+'I)(~))\2Et\t)+'f& (t) + t) \'\:) +'1') Н:.)) . 

. (G) Н) + 'fJ (t )). Е+ (t) < - I "{'~ (t) \ + E~ (t) <. 'е ~ (t) - t;~ (t) = c.J-" ~ (t) , 

х.' (~lrl (t)) = :(.(t) ('f., (t) .. t .. \t) -f.t It)) (f .. tt) +Е" (t)-'t't (t ~ (1' .. (t) + Е .. (t) -'(1 а1) € .. (t) '> 

> ~ lt) (2с" (t) "'\f1 (t)'" Н,. (t\'" '11: (t) +Е) lt)+ 'f)(t)) (2.Ea..(t) + 'fi (~ ... Е') ('t:) + ~ (t\} 

·(€)(t)+'I;(-t))ЕIf(t) > l"f~(t)\ -€~(t) > 'f':'t) +t:~('t) = W'":t (t) . 



.1)obijene ocjene 

znace аа integra1ne krive jednacine /1'/ koje pro1aze kroz tacke krivih 

","2.~\t.) ~ tJ;,1.~t) l t ~t.~ p:resjecaju te krive izlazeci iz "cijevi" koju cine 

te krive. Otuda, prema metodi retrakcije, postojibar jedna integra1na 

kriva 'X.ti:) jedna.cine /1'/ koja. za. еуе t ~t. pripada toj t'cijevi", odno­

епО ispunjava uelov /7/. 
Ana10gno, осјепе 

garantuju postoja.nje Ьаг jednog гјеаеnја jedna.cine koje za вуе ~~t~ 

ispunjava ив10У /8/. 

Осјепе 

znace da integra.1ne k:rive koje pro1aze kroz tacke krivih Gt1..,,,\t) i "'''2. tt) 
l t ~to) ргевјесаји te krive u1azeci u "cijev" koju ogranicavaju te kri­

уе, dok integra1ne krive које prolaze kroz unutrasnje tacke te "cijevi" 

oetaju u toj "cijevi". Ртета tome, integra1ne krive oblaeti 

/11/ 

ispunjavaju ив10у /9/, dok k1aea rjesenja ~(t) koja ви odredjena росе­

tnim vгiјеdповtiща 'Је tt.) , gdje је 

':JC.tto) Е (-е~(t.)-ё..Н:~, 'e"tto)+E"tto)) I 

ispunjava ив1оу /9/ za вуе t >"t •• 

Ana10gno ocjene 

garantuju da integra1ne krive oblasti 

/12/ 

ispunjavaju ие1оу /10/, dok К1ае8. rjesenja X(t) која ви odredjena росе­

tnim vrijednostima 'X,tt.) , gdje је 

-:((to) E(-e)(t.)-~")(t.)1 "e){to)+G')(t.)) 

ispunjavaju uslov /10/ za Бvе t ~ t. · 



Sada prirnjetimo da ве uslovi /а/, /Ь/, /е/ i /д./ /ив10у /6// mogu 

nezavisno tretirati. Nairne, ispunjenje jednog pov1aci jedan dio tvrdjenja 

teoreme, dok pri tome osta1i us10vi /оа /6// nе moraju biti ispunjeni. 

Ustvari, ispunjenje jednog od uslova /6/ omogucuje formiranje јеапе odgo­

varaju6e "eijevi" cime ве o"bezbjedjuje tacnost odgovaraju6eg tvedjenja. 

Ako u teorerni 1 neke pretpostavke zamjenimo strozijim pretposta.vka:­

та i uz odgovarajuce dodatne ualove dobicemo i dodatna bitna tvrdjenja, " 

eto ае odnosi па s1ucaj kada се, za dovoljno ve1iko -t ~ t 4t 
"> '\:.0 , sire k1a­

вв rjesenja da ispunjavaju јеааn оа us10va /7/, /8/, /9/ i1i /10/. 

Radi 1akeeg poamatranja uvedimo nоуи neprekidnu funkciju e(~) koja 

ispunjava. us10v 

/1 'Ј/ 

Naves6ezno, primjera radi, вато neke mogucnosti i odgovarajuce rezu1-

tate. 

Наротепаа Za оnе funkeije Е...:. (i) koje песето morati аа fогшiга.mо u 

jednom posmatranju /jer celno posmatrati ponasanje rjesenja jednacine /1'/ 
ро oblastima оа 'х , а nе za вуе \х \~+OO / uzimajuci uslove /4/ i /5/ вта­

tra6emo da BU te funkeije E,<t) jednake nuli u tiш uslovima /4/ i /5/. 

/14/ 

/15/ 

1 о pod us10vima /4/, /5/, /6,'; /а/, kao i, "а t '>, to ) 

;t(-t;) > о, 

~ (t) ~ Н) (~ (t) ... ~ (t)) (~ ('\:.) 1- 'fi (-t.) + "'} (t)) ~ М 1 

/ Л1~ је pozitivna konstanta;, jedna k1asa гјеееnја jednacine /1'/ ispu­

nјауа us10v /9/ za вуе t ~ t. , dok za dovo1jno veliko i: ~ t* '>t. вуа r је­

ееnја oblasti 

/16/ 

ispunjavaju ие1оу /9/. 

Ispunjenje uslova /4/, /5/, /61/ /а/ i /14/, ргеrnа teoremi 1, znaci 

аа jednacina /1'/ iПlа jednu k1asu гјеэеnја koja ispunjava uslov /9/ za 

8уе t~1.. , te da вуа гјееепја oblasti /11/ ispunjavaju us10v /9/. Doka­

ЕiПlО sada da dodatni us10v /15/ obezbjedjuje da i вуа rjesenja oblasti 

117/ 

za dovo1jno ve1iko" t- ~ t;,* > t. , ispunjavaju us10v /9/., 

1) u intereeu је da. funkcija t(t) ima sto уесе moguce "vx'J.Jednoeti. 



J\~4 

Neka је 'Pl t, 'eO\tt:)-Е.",t"\:)-сЈ') / d>O је pozitiva.n отој/ proizvoljna, 

t8.cka oDlasti /17/. l>гета navedenim uslovima , za i: > .... t o , vazi 

-:х:.' (1') = .f (1:) (- б", \"\:)-d) l "('" \t) - Е" \t) - Ј' -'f"1. tt)) ( '{'" (t:)- Ео" \.t:.) - Ј' - "{''} \.-\.)). 

(t" (t) - f,,(t) -с1' -"f" (t)) > .f( t) (E,,(t)'" cI') ~ а) (~(t) + ~ (-\:)) t ~ (t) ~'f'"1.(t)+ 'IЏi::)) = 

= ~(t) €.,,(t) ~ (t) (~(t\ + ~ (t\) l ~ (t) l' ~(t)"'f;(t) ... 

t 1.+ (t) ~ tt) t ~ tt)+\I~.ct))( ~ Н)" 'Ya,{t.) .. 'f) ("t;)) > \ 'е1 (t) \ -c:~ (t.) + М"Ј' , 

Bto znaci da integra1na kriva koja prolazi kroz tacku ~ ima koeficijent 

smjera u tacki 1) veci оа koei'icijenta зтјега krive cV;.,,(t)="t ... ('i:)-f.,,(i:) 

/odnosno krive koja pro1a~i kroz tacku ~ i koja је para1elna ва krivom 

~"" (-t): 'е" ("t;) -e."t-t)-d' 1, u tacki ва istom apscisom, za vi.ee od pozi ti vnog 

broja fv1 ... d', te се ta integra1na kriva, za dovo1jno veliko t ~e >t. t 

i sti6i do krive ~ ...... ("t;), odnosno do oblasti /11/, .eto је i treba10 do­

kazati. 

20 Pod uslovima /4/, /5/, /6",/ /0/, /13/ /za ~= 4, а. /, /14/, kao i, 

zat:,.t., 

/18/ 

/19/ 

i1(-t:)Е.(-\:)~(1:)~(i::)('r~(t)+'t')(t)) "> l'e~{t)\ -C:~("t), 

1 t(t) ~ (t) 'У1.. (t) ( "f'1.(~) + ~ t-t.)) ~ М'1 

/1\12, је pozitivna konsta..ntaj, jednacina /1'/, za t~to , ima. bar jedno 

"гјевепје koje ispunjava us10v /7/ i jednu k1asu rjesenja koja ispunja..va 

us10v /9/, za вуе 1:. '>;. t o , а za dovo1jno ve1iko t ~ t * "> t о us10v /9/ is­

punjavaju вуа rjeeenja oblasti 

/20/ 

Ako је funk:cija 't" tt.) ogra..nicena za вуе t ~ t. , tada umjesto us10va 

/18/ moze da stoji siri us10v /6~/ /а/ /i1i /6/ /а/ i1i neki drugi odgo~ 

varajuci us1ov/. 

Dokazimo gornje tvrdjenje. 

Ргета teoremi 1, us10vi /4/, /5/, /61/ /Ь/ i /14/ obezbjedjuju ро­

stojanje ЬаТ jednog гје.еепја. jedna.cine /1'/ koje ispunjava us10v 17/ za 

вуе 1: >,t. ; dok us10vi /4/, /5/, /14/ i /18/ /koji је ja.ci od us10va /6", / 

/а/ _ ispunjenje us10va /18/ znaci i ispunjenje us10va /61/ /a/lobezbje­

djuju i postopnje jedne klase rjesenja jednacine /1'/ koja ispunjava us­

lov /9/ za вуе i~to , а ртета tvrdjenju 10, иа10у /19/ /koji је jaci od 

us10va /15// ooezojedjuje da вуа rjesenja ob1asti /16/, za dovo1jno ve1iko 



-с ">',.. i:.'" ') t. , ispunja.vaju uslov /9/. 
Dokazimo sada јоз i to da dodatni us10vi /lЈ/, /18/ i /19/ obezbje­

djuju da, za dovo1jno ve1iko t '>,. е' ') t. , ив1оу /9/ ispunjavaju i ауа гје­

senja oblasti 

/21/ 

Posmatrajmo ponasanje integra1nih krivib u oblasti /21/, posmatraju-

6i njihovo роnазаnје u podoblastima: 

/21'/ 

/21"/ 

Prije svega, primjetinlo аа, ргета ие1оуи /61/ /Ь/, integralne krive 

oblasti /21/ nе pre1aze u oblast 'х. >'f2,{1;.)-E1.(1:) /kriva "f'Ltt)-€.1,.~-t:) 

ргета uelovu /6 ... / /Ь/, је donja granica "cijevi" iz1aznih integra1nih kri­

vib/. 

Sada uzmimo da је Р., (t" I 'fttt ... )- t.1.{t.,) -rA) (t,,~to,~'>o) proizvo1jna 

tacka oblasti /21'/, te аа је "P1.(t1,.1 'f~(t1.)+t:"tt1.)+d'1.) (t2..>..t o , cl'1,.>о) 
proizvo1jna tacka oblasti /21"/. 

Prema navedenim us10vima vazi: 

~'(P,,) ~ I(t. ... )(ta.tt,,\-ca.lt,,)-~ -'f,,Ct,,)) (- ~2..tt.,,)-~) ('t'l..tt.")-(,,,tt,,) -rI... -'t\<'t:.,)). 

·l 'f1,.(t,,) - €a3t.,,) - d; - 1\ (i:,,)) ~ - f. Ct,,) t ~ (t")(€,, (~) ... Ј.:) 'у" (t,) ('t'~(i..,) ... 't; (t)) ~ 

~ - ~ 1 (t,,) Е. Н") 't. (t,,) ~ (t,,) ('1;. (t4) + 'i) (t.4)) - 01;. ~ 1't" ) ~ Lt,,) "'1. (t,,) t ~ Ii:" \+ 'fэ It ... \) ~ 
~ -1~~(1;.,,)\ +€~(t,,) - M1.~ ; 

').:1 (1'1. ) -:: + (t1,) (Е" Н.,) +0") ~ i'" Lt,,) + f.., (1:1.) + ~ - "е1. (t1.)) l "'f,,\t,,) + Е ... t"t1.) t J~ - 'е} \ "ta.\) . 

{i\ t 1;1.) .. с. ~ (t.) .. CI;. - '"("" (t1.)) <. - -f (t1.) (Е", (1:.1..) + ci;, ) .~ ~ t ~'I..) ll. ~ (1:',) + '1",- t-t'l..'\) . 

·(l~(tt) + ~/tl.) +'i)lt,)) < -1 =t<-t.1.) (е.н.I.'\ ... ~)~(t\,,,\ '*'1. Н'1."\ l'f'L{~I..)+'f')lt1,.)): 

= - i 1-li:,,) € fta.) ~ (1:1.) 'iZ.1t:1.) (v;, (1:1.) -+ \f) (t,,)) - ~. 1 1-(-1;.1) ~ (~'f1. t~)· 

.('f'1(tl.)i-'I){tl)) <. -i~'(t,")1 +E:(i'l.) - M1.~, 

sto znaci da се integra1ne krive koje pro1aze kroz tacke oblasti /21'/, 

za. dovo1jno ve1iko t");.t .... >t o , preci u oblast/21"/, а integra1ne krive 

") Oblaet /21/ mog1i ето podje1i ti i па neki drug~ nacin. U tom eluca­

ju umjesto t . u us1ovima. /18/ i /19/ ima1i Ы nвki drugi odgovarajuci ро­

zitivan Ьтој manji od 1 . 



koje pro1aze kroz tacke oblasti /21"/, za dovo1jno ve1iko -t '> .. t .... '> t., sti-

6i do krive 't"tt)+E"lt), а zаtiш i uci u odgovarajucu "cijev". Ргета tome, 

sve integra1ne krive oblasti /21/, za dovoljno veliko t: ".е'· '> t. , stici ,е d.o 

krive 'f"lt"\+E,,H:), а zatim i uci u odgovarajucu "cijev". 

U elucaju kada је kriva ~~(t) ogranicena, prema gornjim relacijama, 

mozemo primjetiti da uslov /19/ obezbjedjuje ocjene 

~' ('Pi\) <. - M~ Ј: ")(.1 ('f\. ') <.. - М-а, cf.a. 
I , 

ito znaci da integra1ne krive u oblasti /21/ imaju negativan koe~icijent 

smjera i manji od negativnog broja - м"Ј'", odnosno -М.,,Ј''l.' te се, za do­

vo.1jno veliko t '>, tf\o>t., i stici do ogranicene krive 'e"t\'.) + Е"Н), а рге­

та uslovu /6,,/ /а/ i uci u odgovarajucu "cijev". 

Na овпоуи teoreme 1, rezultata 10 i 20, te njihovih dokaza, mozemo 

sada dati /bez dokaz~ i sljedece rezu1tate. 

/22/ 

/23/ 

,О P~d uslovima /4/, /5/, /6 .. / /d/, /13/ / '-': \, С, /, /14/, kao i I za t > .... t., 

i~('t\Е.~t)t~tt)+'У2.~t))'r,(-t\~('t) > \t~('t)\ - e~(t.), 

i 1(1:) (~(t) ... ~ (i:)) 'к. (t.) 'f} (1;) ~ M~ 

/ М} је pozitivna konstant~, jednacina /1'/ ima bar jedno rjesenje koje 

ispunjava uslov /8/ za Bve t~to i jednu klasu rjesenja koja ispunjava 

ие1оу /10/ za sve t :,.t o , а za dovoljno ve1ik9 i: ~ t* >to , ue10v /10/ is­

punjavaju eva rjesenja oblasti 

/24/ 

Ako gornjim us10vima/4/, /5/, /61/ /d/, /13/ /~'&\,'1 /, /14/ doda­

то ие1оув /61/ /Ь/ i /13/ /<'=1,"J,t.,/, а umjesto us10va /22/ i /2'3/ vaze, 

za t ~ -t. , respektivno us10vi 

/25/ 1t(t)f.(t")~tt.)'i'tH:),+)('\:) > I'('~tt)\ -f~(t), 
1 t-(t) ~ (t) 't'1, (1:) 'У) (t) ~ M~ 

/P1~ је pozitivna konstanta/, tada gornjem tvrdjenju mozemo dodati: jed­

nacina /1'/ ima i Ьаг jedno rjesenje koje ispunjava us10v /7/, asva rje­

ilenja oblasti 

/26/ 

za dovoljno veliko t ~ t* ') t., ispunjavaju us10v /10/. 



Ako је :f'unkcija 'f1 L+.) og:ranicena., za вуе -t: '> ... t _ , tada gornje tvrdje­

nje vazi i kada umjesto ие10уа /22/ i /25/ stoji siri us10v /61/ /е/. 

/27/ 

/28/ 

/29/ 

40 Fod uS10vima./4/, /5/, /б,,/Iв./, /1'3/ /i-=1,'2./, ka.o i, za t :=:.t o , 

[(1:) <.0 

~I~(t)\€.(t)'t:t(t)~tt)t't;,('t) t-'t;(t.)) "> I't'~(t)\ -ё.~tt) / 

11+(-(:)\ 'Y.,{t)'r1.{t)('j~tt) + 'f;l't)) ~ MIf 

/ ~~ је pozitivna konstanta/, jednacina /1'/ ima Ьаг jedno ГЈееепје koje 

ispunjava. us10v /9/ za. sve t >/ t o i aeofl'\", k1asu гјевепја koja ispunjava ЦВ­

lov /7/ za. sve t~to, а za dovoljno ve{.\.ko t~t·>t.o, иа10у /7/ iepunjava.­

ju sva. rjesenja oblasti 

/')0/ 

Ako navedenim us10vima /4/, /5/, 16 .. / /aI, /1')/ /.(, -:.1, 2./, /27/ doda­

тО us10ve /61/ /е/ i /1')/ / ~ = ~,'l,''?I/, а umjesto uslova /28/ i /29/ va.Ze, Za, 

t ~ t. , respektivno us10vi 

/')1/ 1\1tt:)\~(t)~(i:)'f'2.tt)'I}lt) >\--e;('t)i -€~H) Ј 

11 t(t)\ ~ lt) 'fz. tt) ~ tt) ? M~ 

/ M~ је pozitivna. konstanta/, tada datom tvrdjenju mozemo dodati: jedna­

cina. /1'/ ima i Ьаг jedno rjesenje koje iepunjava uslov /10/, а вуа rje­

вепја oblaeti 

/')2/ (" (t) + Е." (t) '" 'х: k . 't' Ј (t) - f.) ( 1:.) I t ~ 1.0 ) 

za dovo1jno veliko t ~e'>to ispunjavaju uslov /7/. 
Ako је funkeija t'z.{i:) ogranicena, za вуе t~t., tada. navedeno tvrdje­

пје vazi i ka.da umjesto uslova. /28/ i /'31/ stoji eiri иа1оу /6~/ /Ь/. 

50 Pod uslоviша. /4/, /5/, /61/ /d/, /27/, ka.o i, za t ">,.t. , 

/')')/ 

I fvfS" је pozitivna konstanta/, jednacina /1'/ iIi1a jednu k1aeu rjesenja ko­

ја ispunjava. ualov /8/ za еуе t ~to , dok za dovoljno veliko t ~ t'" ') t. 
l,lIlov /8/ ispunja.va.ju вуа. гјеЭепја. oblasti 

134/ 



Ako us10vima /4/, /5/ i /27/ dodamo us10ve /61/ /с/ i /1;/ /za ~=~,'i/, 

в. uslove /6,,/ /d/ i /;3/ zaOljenimo respektivno uslovima 

/')5/ 1 \ :f!(t)\ E.tt) (~(t) + '1"2. (Н) 'У2. tt-) 't; (t) > \ 'e~ ('t) \ - E~ (t) Ј 

1 \ :f.(-t.)\l~(t) "" '+'2.(t)) 'fi (t) 't':. tt) ~ M~ 

/ M~ је pozitivna konstant~, tada navedenom tvrdjenju mozemo dodati: 

jednacina /1'/ imaibar jedno rjesenje koje ispunjava us10v /10/ za sve 

t ,>/t. , а вуа rjesenja oblasti 

/36/ 

za dovoljno ve1iko t. > .... ~>to iL' iavaJu us10v /8/. 

Ako је funkcija 'ft,(t) ograi> 

vazi i kada umjesto us10va /35/ в\ 

IQ., ze. t ~ t. o , tada gornje tvrdjenje 

. ј, airi uslov /6,,/ /ц. 

эааа, па оепоуи I'ezu1 ta ta 10 ао 50 mozemo dati s1jedece tvrdjenje 

koje obezbjedjuje te rezu1tate, ako ви svi uslovi tih rezu1tata istodobno 

..• :i, а koje је u nekim dje10vima s1abije od tih rezu1 tata, teko,je 

predstav1ja bitnu dopunu teoreme 1. 

/'31/ 

/'38/ 

ТEOREЫA 2. 

Pod us10vima /4/, /5/, /13/, kao i, za t~to , 

il~('t)\€.(t)~(t)~(t)~tt) '> '-e~(t)\-€.'~tt.) (~:1,1.,~,L,)} 

~ \f.(t)\ 'Y.,("\:)'l'2,tt.)'Y>('t) >" М 

I М је pozi ti vna konstanta/, jedne.cina /1'/, za t ~to, imas 

"/ ~a iH:) >0 , ро Ьат јеапо rjesenje koja ispunjavaju ие10уе /7/ i 

/8/ Zl:t 5ve t ~t.o , i ро jednu k1asu rjesenja koje ispunjavaju иа10уе /9/ 

i /1О/. za вув t >,.t o , dok za dovoljno ve1iko t: ~t.* >t. uslov /9/ ispunja­

vaju еуа rjesenja oblasti /20/, а ив10у /10/ еуа тјевепја oblaeti /26/; 

Ь/ ze. ~(1:)<.o , ро Ьат jedno rjesenje koja iА~-\" - -",;" щйоvе /9/ i 

110/ za вуе t ~to , i ро jednu k1asu тјевепја kOJti .. " 'Уо.ји иэ1оуе /7/ 

l /8/, dok za dov01jno veliko t ~ t· > t o , ие1оу /1/ iврџпјаvајu Bva r јеве­

~ja oblaeti /;2/, а uslov /8/ вуа тјевеnја oblasti /36/. 

Ako је neka od krivih 'ео:. (t) ogranicena. za вуе \: ~"l. , ta.da umjeBto 

odgova.ra.ju6eg uslova /37/ moze da etoji neki od odgovara.ju6ih eirih ив­

lova, recimo, odgovaraju6i оа ие10уа /6/ ili 161/. 



Zo. doko.z оуе teoreme dovoljno је primjetiti ао. ispunjenje uslova /37/ 

i /Ј8/ zno.ci i ispunjenje odgovo.rajucih uslovo. u rezu1to.tima 10 ао 50. 

So.do. је lo.ko primjetiti ао. navedeni rezultati pruzo.ju Inogucnost 

ртоисауо.nјо. гјеееnјо. jednacine /1'/ i preko krivo1inijskih "cijevi 'i cije 

sirine nе teze nu1i kad t. -.,. +00 • Us tvari, аоуо1јnо је primjeti ti аа :ћ.:ш­

kcije E.:.(t) пе тогаји /neke ili вуе/ ао. Ьиаи monotone i ао. ispunjavaju 

ивl0У /Ј/. 1 u tom 01исаји no.si navedeni rezul tati imo.ju mjesto.. '1'0, us­

tvari,znaci do. iz tih dObijenih rezultato. mozemo uzimati i odgovarajuce 

·slo.bije rezulto.te - ао. pri ispunjenju odgovaro.jucih uslova /koje ето 

uzima1i u izvedenim роsшо.tгаnјiтај ifii> 

евпја koja pripo.do. .. cijevi'~ 

:,!1.Т jedno, ili jednu klaвu r је-

za вуе i:: ~ t o , gdje је E~ (t) > о / gdje .t'unkcije ~"tt.) пе luoro.ju do. budu шо­

notone i do. ispunjo.vo.ju uslov /Ј/, mogu ао. Ьиаи pozitivne konsto.nte ili 

neke pozitivne ogranicene funkcije/. 

Posmatro.jmo ваао. jednacinu /1/. 

Us10vima /4/ i /5/ odgovo.raju respektivno uslovi 

/4'/ 

/5' / 

ue10vima /6/ uslovi 

/6"/ 

\ f(t) \ ~ 2. E,,\-t) + '1'" tt) + 2.ta, (1:.) + '1"2. (t) + ... + 2. Е.:,,! (1:.) + 'f'.:.-t t t) ... €. .. _\ (t) ... 'f'\'-1 н.)} 

. ( ~ C1..tt.) +.''f'~ (t.) ... 2. €) \1~) '" 'У) t't) ...... + 2.. t."-a. (t) + "' .. -1. t t;) ... t..:.-" tt) ... '1',; -" 1.:\:.)1· .. 

dok us10vima /61/' /61/' /6)/ i /64/ odgovo.ro.ju respektivno uslovi 

11 Н) \ ['У" (t. ) ,. 'УI. (t) + ... + 'У.:-1 (t ) 1· [ '('1. (t) + 'У) t t) + ... + "Г':-1 (t)] .. . 

/6~/ 
. r..:-" (t)· E~ Н.) о 'Ус: (i;) . ['f'~ (t' +~..., (t) Ј . о. ['1".; (t)· 'У.;+1 (t) .,. оо о ... 'У""-1 tt)] > 



м-л 

\ 1- (t) \ E.~ tt) П (t,.; t't) + '*а: (t)) > \ --e~ а.) \ - ~~ t'\:.) 
С)-=.-\ . 

IY\-" 
/6;/ \'i (t) \ s,\i tt) П 't'i- tt) > \ 'еЈ tt) \ - f.~ ('t. ') 

'\-=" 
( ~-=" '1. .,. ",," , , , ) 

/6~/ (~:''''l.'''N\) 
\ '" . 

Sa.da. mozemo da da.mo teorernu koja predsta.v1ja uopstenje teoreme 1 ка­

da. umjesto jedna.cine /1'/ imamo jedna.cinu /1/. 

ТЕОНЕМА l'. 

Pod us10vima /4'/, /5'/ i /6'/ /i1i jeda.n od us1ova. /6;/, /6;/, /6;/ 
i /б,.' //, jedna.cina /1/, za t >,t o , imal 

а/ Pri ~(t) '>0 (t~to)·' 

1/ za. ",=2.,:<·н ('<.=0,","')' ро bar јеаnо тјеееnје koja, za вуе t">;.t.) 

ispunja.vaju ив10уе 

/39/ 

i ро jednu к1ави rjeaenja. које, za. вуе t~to , ispunjava.ju uslove 

/40/ 

2/ za. ћ'\= 2'<. (\О(:: '" ,1, ... ), ро Ьат jedno тјеаеnје која, za. вуе i: >,. t o I 

ispunjavaju ив10уе /40/ i ро jednu k1asu rjesenja. које, za. sve t~to' is­

punja.vaju us10ve /)9/, gdje sаПIО ~ uzirna vrijednosti '\:-= 0,1,2. ,"', I.t-..,. 
ь/ JJri f (t) <. о (t ~ t.) : 

1/ za h\:.2.\t+'\ (~:.o,",2., ... ), ро Ьат jedno rjesenje }соја, za вуе t. ~t .. , 

ispunjava.ju us10ve /40/ i ро jednu k1asu rjesenja које, za еуе 1: >,.t. , is­

риnјауаји us10ve /39/; 
2/ za ",,-::.2.,< ('<.:''\,'1.,---), ро Ьат jedno rjeeenje која, za вуе t>,.t., 

ispunjavaju ив10уе /39/ /gdje је вато ~ -:; о, 1,'1. ,"-,\t-"I/ i ро jednu klo.ou т.је­

senja које, za вуе t ~t.. , ispunjavaju us10ve /40/. 

liozemo, takodje, da uops·timo i rezultate teoreme 2 kada ве uшјеstо 

jednacine /1'/ ima jednacina/1/. 

Us10vima /1)/, /)7/ i /)8/ odgovaraju, za t ~to , respektivno us10vi 

/1)'/ 



/1'\-" 
/'.}7'/ 1\1-(~)\t{t)n 't'i-t't) ')о \"t~(:t)\-E.~(t) 

,:~ 

( ~':." '1. '" h'I"\ 
\ '" 'Ј, 

/'.}8' / 

11'\-" 
1 \ t(t)\ П 'r~(t) ~ М / М је poz. konat./ • 

~ ... ," 

ТEOREMA 2'. 

Роа us10vima /4'/, /5'/, /13'/, /37'/ i /38'/, tvrdjenja teoreme l' 

vaze u potpunoati uz s1jedece dopunel 

а/ u slucaju tvrdjenja а/ tеогеще 1', uslove /40/, za. dovoljno ve1i­

ko t:. ~ t*' > t. , ispunja.vaju вуа. r jeeenja. jednacine /1/ ob1asti 

/41/ 

z а .h\ '= ~\(,.'t" ; dok za It'\:' 2.. ~ uslove /'39/, za dovoljno veliko t >,. -t: "" "> '\:0 , 

ispunjavaju вуа гјеэепја oblasti 

/42/ 

kao i oblasti 

/4)/ 

Ь/ u s1uoaju tvrdjenja Ь/ teorel11e 1', ив1оуе /39/, za аоуо1јпо veli­

ko t ';. -t:'" >t., а za i)'\:2..\(+,\ , ispunjavaju вуа rjesenja oblasti /42/, /4'3/, 

kao i oblasti 

dok za "'" = 2..'( ие10уе /40/, za dovo1jno ve1iko t ~ t*' >to , ispunjavaju sva 

rjesenja oblasti /41/ /gdje вато treba uzeti da је <=1,2., '" , 'С-1 /, kao i 

obla,sti 

Ako је neka od funkcija. '{',;. (i;:) ogranicena. za sve t >.-to , tada ве џт­

jesto odgova.rajuceg uslova /37'/ moze uzeti airi odgovarajuci ие1оу /6'/ 

/i1i /6://. 

Sada, pos1ije prouca.vanja jednacine /1'/, mozemo ргiшјеtiti da izve­

dena razmatranja jednacine /1/ vaze u potpunosti i za sljedecu jednacinu 

ор.эtiјеg oblika 



м 

~ '::. -;Ct) П ('X-'f~{t)) Ftt,?C.) ] 
~"''' 

ako :f'unkoija F (t,'X.), za t ~to i \-х: \ с::.", оо t zadovoljava potrebne uslove Za 

egzistenoiju i jedinost тјезепја i ако ispunjava uslov ~t~,~)~1. 

РШМЈЕН! 

1 о U svojstvu рriшј'еrа posmatrajmo jednacinu Rikatija 

gdje funkcije t{t) i "f,;{t) (\.:1,2.) ispunjavaju iste овпоvnе uslove kao u 

jednacini /1/. 

Za jednacinu /44/, koristeci dobijene rezultate, mozemo dati sljede­

се tvrdjenjel 

/45/ 

/46/ 

/47/ 

Pod uslovima, za t ~ t o , 

"е2.(1:) - 'e,,(t) ~ 'r(t) + €,,(;:.) т t:2.(t.) 
1 

I -t ( t ) I ~'! t t) ( Е ~ ( t) + 't' t t. ) '> 1 -е; (t.) \ - t ~ ( t) I 

l:t('t:)\ f,'L(t)(~"tt)+'f'(t)) > \ '('~(t')\ -E:~(t), 

gdje је 't"{t) pozi ~i упа i neprekidna funkcija za i. ">.rt., jednacina /44/, Za 

t ~to, ima: 

а/ za'f(t'»o (t~t.), Ьат jedno rjesenje 'X.t-\:.) koje, za вуе ;:>..i:., 

ispunjava uslov 

/48/ 

i jednu klasu тјввепја koja, za вуе t ~ t o , ispunjava uslov 

/49/ 

Ь/ za :f.<t.) <. о (1:. ~ t.), Ьат jedno r jesenje koje, za вуе t ~to' ispu­

njava uslov /49/ i jednu klasu тјеаепја koja, za вуе t~to, ispunjavaju 

uslov /48/. 

Uzmimo sada. pozi ti vnи i nepre kidnu funkciju Е (t) koja, za t ~ t. .. , is­

punja.va uslove 

Ako su umjesto uslova /46/ i /47/ ispunjeni, za. ~ ~t. , uslovi 



/50/ 

te uz to ispunjen , za i: ~to, i uslov 

/51/ 

/ М је poz. konst./, tв:dа, pored vazenja navedenih rezti1 tata za jednacinu 

/44/, vaze i sljedece dopune tim rezultatima: 

а/ u slucaju ~(t) > о (-t.~t~ вуа rjesenja obla.sti 

'X~ 'fa,{t) -f:a.(t) t > ... t. 
I I 

za dovoljno veliko t ~ t .... > t., ispunjavaju uslov /49/, 

Ь/ u в1исаји t(t)<o(t~t~, вуа rjesenja oblasti 

'х. р 'f,,(t) т E.,,{t,) , t ~to I 

za dovo1jno ve1iko t~t*>1..J ispunjavaju uslov /48/ • 

U elucaju kada ви funkcije 1~щ (\.=i,1.) ogranicene zadnje tvrdjenje је tacno 

i kada umjesto иеlоуа/5О/ stoje siri uslovi /46/ i /47/. Ako је jedna od 

funkcija 'f,:(t) (\.~Џ.) ogranicena, а druga nije, tada umjesto odgovara.juceg ив­

lova /50/ moze da etoji odgovarajuci uslov od uslova /46/ i /47/. 

Navedimo sada i sljedeca dva konkretna primjera. 

1/ Ј edna~ina 

'Х-' = lt vt ( ':ЈС. - ~ t) ( ')(. - ~ - t ~ t ) 

ima Ьаг jedno rjesenje 'X.(t) koje, za sve t~.2. , ispunjava uslov 

-; tt~t .('.. 'х (t) <. ~"f" t~t +- vt -1) 

i jednu klasu гјеаеnја koja, za вуе t~t. , ispunjava uslov 

~t - ~ "- 'X.lt) <. ~t +-.L (Jt <[tl 

dok za dovo1jno veliko t~t""> 2. taj ивl0У ispunjavaju вуа rjesenja oblaeti 

'х ~ ~ + i:~ t , 1: ~ 2. • 

Ovdje imamo da је 

fImkcije 'f,,{-t) i 'f1,(t) ви ograniCene. Ako uzmemo da је 

Е.,(-\:):: tz.{t)::; (.Lt):: vt ) 
uslovima /45/, /46/, /47/ i /51/ odgovaraju respektivno sljedece tacne 

relacije, za t ~ 2. I 

') Kako је kriva ~1'H,-\: monotono rastuca to оnа, ргета tvrdjenjt.J. 2 

/1I § 1.1 moze da pos1uzi kao donja granica "cijevi" metode retrakcije. 



ъ +t."'t - s~",t > ,,+ 2,.. }~ :. 'r{t) ... 'l.C,,(1:,) 
vt I 

'-t vt . * ( *" ;. ") "> ч vt > I ~st \ + ~t"~ I 

4 vt > rl2.i:. "\" 1: W I Ч vf ( vt + ~ ) > 'l. vf > 2 , 

sto obezbjedjuje ta.cnost navedenog rezulta.ta. 

2/ Роsmаtгајшо jednacinu 

":(.' =. (c.o~t -ч) l'X. т 2. - S~V'\-t) l -х._\:.1.) . 

Uzшеmо li da је 

'" E,,(-t) ~ ''1{1:.) ': Е. (t) ':..ff:. ' 

za uslove /45/, /46/, /50//za ~=2. / i /51/ respektivno iша.mо 

t\+2.-s~У\t > е-+2. . ..1. ='r(t) ;'2.'t,(i:) {t . , 

\ to!»t-ч\·Jt (1t ;. t~) "> ,tVt > lC4s-t \ "" 'L:\ft ) 
ICost.-~\ ~ (.л + ~1.) > ltvt '> 2.t +- 2.~Гt 1 

\ U>St. - Lt \ (1t "'" i1.) > '\ 1:.'1. ~, I 

koji ви ocevidno ispW1jeni za 1:. ~2. Ргета tоше, gornja jednacina, za t >;. 2 ) 

ima. bar jedno rjeiienje -X(t.) koje, za Dуе t '>,2. , ispunjava uslov 

-2., т S~t'\t -.Jr. <. 'х {t) <. -2., "" $~t'\t. ... Jt 
i jednu klasu гјееепја koja, za ауе t);2., ispunjava uslov 

е·_..1- <'.,'Xtt.) <..t~ 
~ 

dok вуа rjesenja oblasti 

Ј( );. ~~r'\t - 2. + ..1. t ~ 2. ...rt ' , 
za dovoljno ve1iko t~t~>2, ispunjavaju taj ualov, odnosno uslov 

20 Jedna.cina. 

Је':. ~o~+" ('X+~t)(-:t+c.o~t)("':(.-Vt) 

imal ·ba.r jedno rjesenje "X{t.)koje, za. svet~G , iapunjava. uslov 

/52/ - et
- Jt <. 'х \1:) <. - et 

1 

Ьаг jedno rjesenje "X(t) koje, za. Bve t'),,6, ispunja.va uslov 

~ vf <. 'X(t) <. vt + ...д 

i jednu klasu rjeaenja. koja, za. sve t ~' , ispunjava Uslov 



r 
F 
f 

-c.o~t - ~ <.. JC.,{t) <. - c..ost.;. ~ 
vt vt / 

dok za dovoljno velikot~t·)Gtaj uslov ispunjavaju вуа rjesenja oblasti 

-et..:;.?( ~..Jt. I t~, I 

odnosno вуа гјеееnја te oblaati ispunjavaju uslov 

~ (':(1:) +Cd)t.) =0. 
-i: -'7-t-00 

/14ozemo, па primjer, primjetiti da uslov /52/ ispunjava priblizno 
1: 

• гјеаеnје "XH:)=-e
t

- ~'l.(еi:~tQst)l~i:+Гt) ./ 

Zaista, uzmemo li da је 

'\ 
Е"Н') ='1..'-t)= ':3(;:) -:;. ЕН.) ='.Jt 

odgovaraju6i uslovi teoreme 2' ви ispunjeni, jeг~ za"t>,.G, vazi: 

/53/ 

t t t " " - Co~ те > е -2+ 2.. vt -:::. ~ (t)+ ~'E(i:.) I .Jt -tost > .Jt -'2. + 2.'.Ј1 '::::~ (t)-t l'blt)J 

1 1 o~ + '1 . Jt l e.1. - '2.') l Jt - 'l. '> > "1 S (e"t. -1.) l i\ - Jt. ') "> 2. ( ~ 't_ 2.)"> е t + 2. ~ гt ' 

2(e't:-2.) "> IS\iY'lt.\ +2.~Гt I 2.(et.-'l.) "> 'l.Гt + ~~Гt Ј 
1 ~O~ ... " (e.t -2.)(.J"t-l) > 2.Гt (e't-2.) ~ м :> о . 

'=10 dn ",. 
~ Је ac~na 

J'~ iша:v Ьаг jedno r jesenje koja, za вуе t >,.1-, ispunjavaju uslove 

/54/ 

/55/ 

- t -1 <. ~ (t) .(.. -t I 

5 $\."t + 2.- ~ <. 'к (1:) < 5 S~l1t + 2. + ~ , 

ј ednu klasu rjesenja koja, za вуе t >,. 1-, ispunjava uslov 

/56/ 5S~.,t- ~ <. "х tt) <. S' S~f\t + ~ Ј 

dok za dovoljno veliko 1: > ... t'* '> 1- taj uslov ispunjavaju 8уа rjesenja oblasti 

/57/ -t ~?C. ~ ss~",tТl-:~ I t ~1- , 

i ima jednu klasu r јеsеnја koja, za ауе t ~ 1- , ispunjava uslov 

/58/ 

koji, za dovoljno veliko t ~ t· > 1- , ispunjavaju еуа rjesenja oblasti 

/59/ 'х. ) 5' S\.f'\ t + 2." ~ Ј t ~"+ . 

Ako uzmemo da је 



nije tesko vidjeti da ви, za.t">,"+, ispunjeni svi us10vi tеогвще 2, sto i 

opravdava navedene zak1jucke о rjesenjima posmatrane jednacine. 1шаmо: 
'2.0 

ttt)=- v"f ) 'f.,lt;):::-t I --e"l.ti:)=5s~r}t I t")lt.)::5s":'t'\t~2., 'f1t (t)="\:..l. 

Ze. uslove /4/ t za t ~ f, iJl"lamo: 

5s\,nt +t ") i:-~ + 2..{ ""::, 't;(t) + i·c.(t) I 

" 5 ~~r"\t t 2,.- 5's\'t'\t. > -'1 + 2.. t -:::. ~(t)+ l€.l"t) I 

t 1. - 5 S~t"\t - 2. > t ~ - 8 -t 1.' ~ ";:.. 'f) (t) + 2.. t( t) 

Da1je imamo da је, za t: >, + , 

1 \~(t)\Н"\:)'Џt)'t1..lt)'t')lt)= *.~ (t:-')lt1..-8) > ~'f:t (1;.1.-8) > -1; (tJt-4) , 

kao i da је izraz ": (tVi-ч) , ze. i: ~+ , ve6i тедош од sljedecih izraza 

1 + ~, I!JC-ost \ + ~1. I 21: + ~a. Ј 

S to znaci da ви iepunjeni i uslovi /31/, za 1. ~ +- • Za иеl0У /38/ imamo & 

~ (-\:-,)(е--8) ") '100 t?"1-{t \ l' 

poematrajmo eada stabi1nost rjesenja jednacine /1/. 

Dovo1jno је primjetiti da еrnо u ртоисауапји jednacine /1/ obezbje­

di1i dvije vrete rezu1tata. Jedne, рот06и krivo1inijskih "cijevi" izlaz­

nih integralnih krivih, а druge рошоси krivo1inijskih "cijevi" ulaznih 

integralnih krivih, cije eirine teze nu1i kad t~+CIQ • 

Na osnovu posmatranja о stabi1nosti rjeienja ucinjenih u glevi 11 

moze.Jno konstatovati; Тато gdje еlJiО obezbjedili poetojanje Ьаг jednog гје­

senja to rjesenje је nostabilno u emie1u Ljapunova, а tamo gdjo е/llО obez­

bjedili klasu гјеееnја, koja za sve t ~to pripada odredjenoj "cijevi" cija 

airina tezi nuli, ta k1aea rjesenja је aeimptoteki stabilna u elllis1u ае­

finicije 1 /II ~ 3.1./. 

Tako, па primjer, u е1иСа.ји tvrdjenja а/ teoreme 1', za т'= 1\.\1''' , 

imamo: Вјеееnја koja ispunje.vaju ие10уе /39/ su nestabilna u e:mis1u lЈја­

риnОУа, а k1ase rjesenja koje ispunjavaju ие10уе /40/, za еуе t ".>,.t., su 

аsiшрtоtеki etabilne klase гјеВеnја. То еи оnе klase Со: гјеееnја ")(., tt) 

koji еи odredjeni pocetnim vrijednostima JC.~ tt.) i to, 

С,: 'Х\.(t.)f.(f~.:.(t.)-Е1.\.(t.)Ј 'f1.~tt.)~Е.,-~lt~)Ј (~:",'l.I···'\{) I 

еа oblaetima asimptoteke stabi1noeti 



~'J.~ tt) -E'1.~tt) ~ ")с "'е ... lt);' E~.·tt.) t ~t (\.=-'\ 'L ••• \(.). . ......._ , о '" ) 

dok u е1џсајџ teoreme 2' а/ oblasti /41/ еи oыstii aeimptotske stabi1no­

sti navedenih k1asa C~. 

Od konkretnih primjera analizirajmo pitanje stabi1nosti тјеэепја jed­

nacine /53/ navedene и primjeru з0. Rjesenja koja ispunjavaju џе1оуе /54/ 
i /55/ ви nestabi1na u smislu Ljapunova, а klase rjesenja koje, za вуе t~~, 

ispunjavaju ив1оув /56/ i /58/ ви asimptotski stabi1ne klase rjesenja u 

smislu definicije 1 /gdje је Y'(t)= ~/ ва ob1astima asimptotske stabilnosti 

respektivno /57/ i /59/. 

Dobijeni rezu1tati pri proucavanju jednacine /1/ u § 2. mogu ее пе­

posredno iskoristiti i pri ртоисауanји sljedece jednacine opstijeg oblika 

/1/ 

tj. 

gdje вџ funkcije f (t) i 'i\: t~) (<.='1. 'L , ••• ,hI) definisane i neprekidne za t ~t.; te 

'f ~ (t.) =t= t ~ ( t) I .\. -::1= ~ ~q t ~ t. l ~, } :. 4, '1, .. , , "' ) , 

а velicine Ј:,,, (\.::1,1.,.","') pozitivni racionalni brojevi. 

Nemamo пашјеru detaljno proucavati jedn~cinu /1/. Dacerno вашо neke 

rezu1tate i tiПlе ukazati па mogu6nosti proucavanja jednacina oblika /1/. 
Ртуо navedimo tvrdjenje koje ее odnosi па jednacinu /1/ za то::, '2. • 

TVRDJENJE 1. 

Jednacina 

/2/ 
.} 

gdje је сС" ':{: 'р је paran, а t neparan prirodan broj, сС. 1 neparan prirorJF\.n 



охоој i neka postoje pozitivne i neprekidne f'unk:cije ен:) i 'У(1:) za t ~t., 

gdje c(t) monotono tezi nuli kad \:.~~OO i ta.kve da је, za -\:.~t.., 

/3/ 

/4/ 

ima: 

\ 'fJ\ (1:.'1 - 'e~ <.~) \ ~ 't'(t.) т €.t't. ') 
1 

\ 'f(\:.) \ 't'<C,,(;;.) E.J.'(t) > \ '-e~ tt)\ .:. E,'(t.) . 

8./ za + ('с.) > о .( о\; '7,t.) , Ьат jedno r jeaenje 'Х('с."\ koje, za sve t ~ t., 
ispunjava uslov 

Ъ/ za t{1;) <. о (t ~t..), jednu k1asu r jeaenja koja, Z8. вуе t >.-t., ispu­

njava uslov /5/. 

Takodje vaze i sljedece dopune u slucaju ka.da је :[:Ct.)<.o ("t.~t.,), od­

nosno dopune tvrdjenju Ь/' 

1/ Ako је uz uslov /4/ ispunjen јоа i uslov 

/6/ 

/М"је poz. konst./, tade., za dovo1jno veliko l">.-t">t., us1ov/5/ ispu­

njavaju еуа rjesenja oblaati 

/7/ 

u slucaju kada. је 'е"Н:) <. '<'1.{-t), odnosno еуа rjeaen,ja oыstii 

/8/ 

kada је 'е,,("с.) > 't'2,(t). 

2/ Ako funkcija 'flt) ispunjave. uslov 

/9/ 

gdje је r ma1i pozitivan Ьхоој, te ako је, ze. t~,to, 

/10/ 

/11/ 

./12/ 

/13/ 

If(t.)\ ",-,,,{ \ 'f'(t\)rl1. > i 'f:(1;) \ - ('(1;) , 

1 ~ ( t ) I ( ~ + ~ 'r (t ) ),/." C:/."(.t.) '> \ 'e~ (t) \ - (' Н.) 1 

\*(t)\f""(t'r('c.))~' > lt:(t)\ , 

/ М" је pozi tiivne. konstanta/, tada, ze. dovoljno veliko t -:,. t*:> t., uslov 

/5/ ispunjsve.jusva rjesenje. oыstii 

~ ~ "е,. (t.) + r, t ~ -t. I 



" i 

u slucaju kada. је "t,\tt) <. '('I.н:,), odnosno, вуа rjeaenja oыs'tii 

ka.da ј е 'е .. ('t ') "> '('"!. (.t:) . 

'Ј/ Ako је :funkcija 'e"l.l-\:.) ogra.nicena za -t.~totada l·ezulta.t 2/ va.zi 

i kada је umjesto uslova /10/ i /11/ iepunjen uslov /4/. 

Dokaz. posmatrajmo elucaj kada. је 'e,,(t) <. 't'2.(t) . 

Jednacina /2/ ima dvije krive stacionarnih. ta.caka. :с ':. ""е" (-\:.) "X.='f1.~t.). 

Neka.je ,#(\:.)'>0. 

Integralne krive jed.nacine /2/ u oblasti "х. '> 'f1.(i:.) l1::~~t.)imaju pozi ti­

van, а u oblasti "Х.<. "t',,\t) tt'> .. t.), izuzev tacaka krive 'е ... tt), negativan Јсо­

e:ficijent етјега. 

Neka. је 

~(t.)'::. 'f'L(-t:)-€<'t)ј cJ-2.(~) ='e:a,('\.)+€,(1;) (t~to). 

Ргеша /'Ј/ i /4/ imamo 

'X'(~,,(t)) = f(t) ('f"ti:) - E.(i:) _'f"H::\yt" (, _t.{i:))<L\ ~ - ~(t) 'r~(t.) E"ct(t) <. 

llakle, krive W' ... H:) i cJ"1.(t.) (t~t.) cine donju, odnosno gornju gI'e,nicu 

"cijevi" izlaznih. integra1niIl krivill, te, ргета щеtоdi retrakcije, .ied­
nacina /2/ ima Ъаг jedno гјеееnје koje, za вуе t~t., ispunjava ие1оу /5/. 

u slucaju ;f(-\::)<. о slicno ве dolazi do осјеnа 

'X.'«.J-,,(·t:~) > c.J;'{"t) Ј :х:.'(Ч1"1.(-\:)) < ~a.'(-t:) 'Z,q, t~t. Ј 

sto znaci da integralne krive koje prolaze kroz tacke krivih цJ;(t) i(""'L(t) 

(t~t.) ulaze u "cijev" ogranicenu tim krivama, te da integralne krive 

koje prolaze kroz unutraanje tacke te "cijevi" ostaju u toj "cijevi", 

sto i potvrdjuje tacnost tvrdjenja Ъ/. 

Posmatrajmo eada dodatna tvrdjenja. 

Slucaj 1/, pri 'е" (1;) < 'f1.. Н) , 

Uslov /4/ i dodatni uslov /6/ obezbjedjuju da integra1ne krive u 
! 

oblasti ':C">'t't.(t)'tE.(i:) (i:~t.)imaju koeficijent втјега nе В,а.mо manji оа koefi-

cijenta smjera krive '<'1.Н) + ё (t) I nego i manji za. odgovara..iuci pozi tiv~n 



Ьтој, sto ga.rantuje da се te integra1ne krive, za dovo1jno ve1iko '\:"> ... t*')t. 

В ti6i do kri уе 'е1. (t'\ "t €'tt), а za tim i u6i u It cijev" ogranicenu kri уата tV"H.) 
i·Ц.t2.(t.) (-t:>"t..). 

Zaieta" u та kojoj tacki "P(t,'et(i:).,.c:t-t).,.Ј'ј , gdje је Ј" proizvo-

1jan pozitivan broj, oblasti 'х. > 'e1.\t)+t.<t) "'c>,t., imamo , 

'Х..' (р) ~ ~ (t) ('f1.(t) +E.tt) +d'- 'f.'"tt.)f" (t.(t) Hf)r/.1. <. ;f.(i:) ('t'tt) т 2.€.(t) +d'/V1 
. 

. (E.tt) + d')rL'I. <. .t(t) rcl'l(t) €c{t(t) ... f Ct) 'l'ct'(t) rfr!'1. <. -е: (t) ... E~ <1.) _ м"Ј'Ј:.,. 

Slucaj 2/ / '~\H:) <. "e-&.(t)/. 

Iepunjenje us10va /9/, /10/, /11/ i /1')/ znaci i iepunjenje ив1оУа 

/4/ i /6/. 'Ргета tome, ovdje treba. јоа da dokazemo da 6е, za dovo1jno 

ve1iko -\:~t*>t. , i ауе integralne krive oblasti 

/14/ 't' ... tt) +(' ~ 1с. < 'е2.,Н:.) -f:,(1:) I t :,.t. 

8 ti6i do kri ve 'е1.(1:) - Е. (-t:) . 

Prije svega, ргета ив10уи /12/, u tackama krive :х: = 't,,(t.) ... '{' (t ~ t.) I 

integra1ne krive imaju koefioijent srnjera 

~'=t(t)r'at''(''f.,(t)+r-'е1.~t))<С1 > -.f(t)r~''(~'i'(t))оС'I. > 't'.,'(t). 

То zna.ci da се integra.1ne. krive koje pro1aze kroz tacke krive 'Х= 1',,(t) ... t'" 

(t,>,1:..) presje·6i tu krivu u1a.ze6i u oblast /14/, te da nije'1na. integra.lna 

kriva koja prola.zi kroz unutrasnje tacke oblasti /14/ песе dodirnuti 

krivu '{'"н:)+,.. (-t:,.t.). 

posmatrajmo aada ponasanje integra1nih krivih u pOdoblaatirna 

oblasti /14/. 

,(,,, l-t;) + f"' <. ?с. <. 'ft.lt) - €.(-t.) - ~ "t'tt) , t >,. to , 

'f'1.L-t:)-Е(t) -~'t'Сt) ~?C. <. 'e'l.(t)-€.(t), i:>,.to l 

Neka su respektivno 'R(t", "f1.(t,,)-E.(t\)-!lf'lt)-~), 11 (tl. , -et.tt~\-e.tt\.)-J;.) 
/Ј:.. i с\ eu pozitivni brojevi/ proizvo1jne tacke gornjih podoble.sti. 

Ргеrnа navedenim us10viП18., za t >,.t o , vazi 

, 

:х:' (Р..) = -.((t1) ('f'l. Њ\ -( a~) - i ~'(t.,) - Ј'.. -"t'" (t., ))"" (Е (t.,) + %-f(t1) ~r.t:.)Ј.1. >-f.lt1\ rcl
" t\ rh,,)-+ ~)d:t~ 

( 

) - !lt.,\ ~a(" (j'f'lt,,) ).tt:-.+ (~\ ",,с,,сг'" ) \ 'e~ (-t.,,)\ - e'(t,,) +М,- ('cf.,,~l.\ ј 



r 
~; 
t 

sto znaci da integra1ne krive u та kojoj tacki obl~sti /14/ irnaju koefi­

сiјепtsшјега пе вато ve6i od odgovaraju6eg pozitivnog Ьгоја, nego i ve6i 

od k:oeficijenta sшјега kri уе "'е '1. \'\::) - Е. (1:) za pozi ti уап Ьгој, te се, za do­

у01јпо ve1iko {:> ... t"'')t. , i stici do krive 'e'1.l1:)-ёot-t:). 

u е1исаји '3/, kada је kI'iva 't':t{t) ogranicena, ив1оу /1'3/ obezb.iodju­

је da integra1ne krive u ПШ. kojoj tacki oblasti /14/ imaju koeficijellt 

втјега veci od pozitivnog Ьгоја /sto ее vidi iiz dokaza rezultata 2//, 

te се, za dovo1jno ve1iko t'>.-t""')t., i sti6i do ogranicene krive 'f1.("')-f.l-t) 

а uB1ov/4/ obezbjedjuje i ulazenje tih integralnih krivih u odgovaraju6u 

"cijev" • 

РRIIЛЈЕRI 

1 о Jednacina 
!!. ~ 

/15/ 'х.' '::. ( i.l.t - 'Ъ ') ( ')(, + eг...t )} ( 'х. - $~t'\t - 2.) 

ima jednu k1asu гјеВс.пја koja ispunjava ив10У 

116/ 
S\.'f"It. ... 2 - ~ 1\ <. 'х Н.) <. ~':'Y\ t + 2. +з~ 

~t v~t 

za вуе t~e ,в. вуа гјевепја jednacine 6е, za dovo1jno ve1iko 1:,> ... toj!.>e I 

ispunjavati ualov /16/, te i ие1оу 

~ l -x.l-t) - s~t'\t -2) = о . 
~''''t~'""О 

Ovdje ае moze primjeniti navedeni re~u1tat '3/. Uzmemo 1i da је 

" "··;:'~f.",..,t za funkciju 'УН:) mоzсшо uzeti da је 'i'(t)':.~t ,pri сети 

"и us10vi /4/ i /1'3/ ispunjeni, јег, za 1:: ~ е , vazi 

\t."t -;\·~jt· ~t. > 2. Ylnt > \W)-\: \ + ,-t:. ~t ~ t -t""t -\- ~ > ~ . 

Takodje, treba primjetiti da integra1ne krive jednacine /151 :i.пm.јu 

pozitive.n koeficijent атјега u oblasti 'х <.,s,",,,t+2. (i;~e) izuzev u tackl1.­

та sta.cionarne krive -:JC.=-~t ('\:">.-е) , koje. је monotono ope.dajuce.., te се 

еуе integralne krive oblaeti 'X<.-~t ('t~e) preci 1.1 oblast 'Х.:>- ~t ttJl;.€), 

а za.tim, ргета оеtа1iш uslovima, za dovoljno ve1iko t > ... t A 
>е , i e'~i6i 

d о kri уе S'-t'\ 1: + 2. - ?/ ~t (t ~ е) . 
Dakle, k1asa гјеаепја jedl1acine /15/ koja iepunjava ие10У /161 za 

s уе 1: ~ е је aslmptotski ate.bi1na u emielu definicije 1 /11 ~ Ј .1./, gd,je 

. 'l 
ј е V"(t) :: 1 E.(t) = )!Г­

, v~t 
20 Jedne.cina 

, i to авiшрtоtеki stabilna u cije10m. 

/17/ -:х:.' = :!:. 12.·е- (х -10 -12 'iI~t")i: )f (~- 2.0 S~"'i:)'!I 

I 



imas а/ u е1исаји znaka~ , Ьаг jedno rjesenje koje iepunjava ие10у 

/18/ Q.o SvY'i't - t < 'х \t) <. 20 ':I~t + t 
za еуе 1:">1'2.; Ь/ u elucaju znaka - , jednu k1aeu гјеаеnја koja iSp11l1js.va 

taj uelov za вуе 1:>,..2.., dok za dovoljno veliko -t.">-- t* > 2. ,вуа гјеееnја jed­

nacine ispunjavaju navedeni ие10у. 

Klaea r језеnја jedrtacille /17/ koja ispunjava uslov /18/, za вуе t ~ 2., 

је aeimptotski etabilna u вшislu def"inicije 1,· ва r(t-):. i ' i to a.simpto­

tski stabi1na u cije10m; dok је гјеаеnје koje ispunjava ив10у /18/, u 

elucaju а/, neetabilno u emislu Ljapunova. 

Ovdje је 

\:f(t)\='12.,e', 'f,,(t) ::.10t'\2.S\.ir\t, ~1,Н:):' 2.osV>-\t i 'е1.Н:.) <.. --e",~\:.), 

Za funkciju 'f(t) mоzешо uzeti 't'(,\:):..1, а uzmemo 1i da је (\:)=-1 ' ив­

lov /4/ Је ocevidno ispunjen, sto obezbjedjuje poetojanjo bar jednog гје­

вепја /pri znaku+ /, odnosno jedne klase rjesenja /pri znaku-/ koja ie­

punjava uslov /18/. Da1je, kriva :f(t) ispunjava ие1оу /13/, а krive 'f,,(\:.) 

i 'е1.Н:) ви ogranicene, te па оепоуи izgleda krive "t.,tt,)::.,\o.,.t\'l!.\I'w\"\: moze 

ве konstatovati /pri znaku-/ da се вуе integra1ne krive oblasti 'х > 'е"Н:) 

(t ~ 2,.) , za. dovoljno veliko t>,..t:"">2, stici do krive't'\~'t:), а zatim sti6i 

i do krive 'f1.{t)+ Ett), te i uci u odgovarajucu "cijev". 

Fosmatrajmo sada jednacinu oblika /1/ za т:~, tj. jednacinu 

/19/ 

Na osnovu prethodnih rezu1tata roozemo dati eljedeca dva. tvгdјепјо. .. 

TVRDJENJE 2. 

1?" 
Jednacina /19/, gdje је i,,= 2." : 'Р" 

(' 'Р". о • d ~~=~~. ~1. para.n, а. ~~ neparan pT~TO an 

noparan, а ~~ para.n prirodnn Ьгој; 

Ьтој; ~) neparan prirodan ьтој, 

pod uslovom 

'(' ... Н:) <. \'1,(t,) <.. "е')(1:) , t ~t. I 

kao i nek:a postoje pozitivne i neprekidne funkcije' ЕН) , '#',,{1:) ~'f'~(t) 

gdje f(t.) monotono tezi nuli ka.d t-'HOO , takve da је, za -\: ~to , 

\ 1'" (t) - 'е"ао Н:) \ ~ ~ (t) , 

\ '(\(-\;) -'i'){\:)\ ~ 'rt,{t)"" €.H:) 



/20/ 

imaa 

а/ za + Н,) ')0 (t"> .... "t.) , Ьаг jedno тјввеnје "Х.Н:) koje, za. sve t>,.t., 
" ispunjava usiov 

/21/ 

Ь/ za t(t) <.. о (t ~t .. ) , jedl1u klasu гјеаеnја. koja., za вуе 1:. ~L. , 

ispunjava ив10У /21/. 

Takodje, vaze i sljedece dopune u slucaju ka.da је +- Н:) <'0 • 

1/ Ako је pored uslova /20/ ispunjen јоз i uslov 

\-;t(t)\ l ~(t);. ~a))~" 't,"'-Ct) ~ М t ~i.o 
Ј 

/ м је poz. konst./, tada, za dovoljno ve1iko t > .... t..'>"t., uelov /21/ ispu­

njavaju вув. rjesenja oblasti 

2/ Ako funkcija 't;. tt) ispunje.va uslov 

'f't ( t) ~ ~ '(' '2.С\ t ~t. 
1 

gdje је r ma1i pozi ti van Ьтој, te ako ви ispunjeni us10vi, za 1. ~t.. , 

/22/ 

/23/ 

I \i-(t:>\ (" + 't; {t))~", (''-'" (5 'ft (t. ){'!I > I 'е; (t.) 1 - E'(t) , 

11(t)\ ('Г+'~ tt.) + ~ 'It ti:))'" " ( '(' + ; 'уа. (-t:))~t ~C()(t) > \'1'; (t)\ - f..'t1:) I 

\-;t("t)\ t '1'+ ~(t)).(~ ('d.1. (~'Ya. (t)).{) "> 'f:Ct) , 

I 'i ( t.) \ 'к ""( t \ ~ tL ( t. ) ~ М-\ 

/М"је poz. konst./, gdje је J:==I'rY\.Ift\{ct1., c{.'!I}' tada иеl0У /21/, za dovo-

1jno ve1iko t :,t* >t., ispunja.vaju еуа rjesenja obla.sti 

'х. ~ \1. (1:) + V" I t ~ t •. 

Ј/ Ako је funkcija 'е'}н:) ogranicena za t -:,.t. , tada navedeni rezu1 tat 

2/ vazi i kada је umjesto иеl0уа /22/ i /2Ј/ ispunjen ивl0У /20/. 

TVRDJENJE 3. 

Ako је Ј:., = ~: (~:1,1, '}) / -1',; i ~.: prirodni brojevi medju аоЬот pJ."ORti/, 

f({.lje ви 1? ' ~ , ~,,' ~'1. i~; 11eparni, а 1''1. paran prirodan Ьтој, :/:a"\;il11 



Л&Ч 

'е" (-t; ') <. 'е", (~') <. ""e.~ а) noq, t: ~ t. о Ј 

te ako postoje pozitivne i neprekidne fv.nkcije e,,{~1 , с.1..Н') , ~ti:) i '\1.(1:) 

gdje :f'unkcije t.'1 t -t) i t.'1.t1:) monotono teze nu1i kad -+,4>+00 Ј takve da је, 

za t'> ..... t o , 

'('7., Н:) - "е" ~"') ~ 'r., t t) + Е.", t't.) 1 

'е., tt.) -"t''1. tt) ~'t't.l'\::) + t."l.l't) I 

':ft't)\ E.~"t't.) 't::.(~{i;) ('i; t't.) +'Ya.<''t~l.) > \ 'e~ Н")\ - E.~ {-\;) 

tada jednacina /19/ ima: 

I 

а/ za :Џt) "> о (t~t.), Ьаг jedno rjesenje koje ispunjava us10v 

/24/ 

za вув t -:,.to i jednu k1asu rjesenja. koja ispunjava ив1оу 

/25/ 

za sve -t ~to . , 
Ъ/ za 1(t) <.. о (-t:.~t.), Ьаг jedno гјееепје koje, "za вуе t :,."\:.. , ispunjava 

uslov /25/ i jednv. k1asu гјезепја koja, za вуе t~t., ispunjava uslov /24/. 

1 ovdje bismo mogli da uz odgovarajuce doda.tne uslove оЬс";О" ~o"l; "\" 

da uslov /25/ /и sluca.ju а/ / i uslov /24/ /u slucaju Ь/ / t za ' 

liko t ~ t" >t. , ispunjavaju i odgova.rajuce sire k1ase r јвеепја. 

1 о Ј ednac ina 

'Х.' = -Vt'V?С-+ t . V(-х.- s ':'У\t.)1.. (-х. - гt - 2.)' 

iПlа jednu klasu rjesenja koja ispunjava ив1оу 

/26/ 

za еуе t ~ ~, dok, za. dovoljno velik.o 1: >,. t* '> 2. , вуа гјееепја oblas·ti 

/27/ -:x:>-t t~l , 

ispunjavaju uslov /26/, odnosno, ispunja.vaju ие1оу 

~ (']С (-\;) - {:Е - 2.) -::. О • 
i..,+c>o 

Klasa rjesenja koja, za sve t~2.. , ispunjava us10v /26/ је 8.simptot-



ski stabilna u smielu definicije 1 /6а \" (t-)= Jt /, а oblast /27/ је 00-

last asimptotske stabilnosti. 

Na osnovu rezultata 2/ moze вс pOkazati da, za dovoljno velikot~t"'">'l, 

uslov /26/ ispunja.vaju гјеВепја. obla.sti 'х. '>,. s~t'\t ... r I t ~2 /па. primjer '('=1 / . . , 
а па osnovu oblika kri vih 'е", (-\:.\ (",:џ,;)пiје teako pokazati da uslov /26/ 

ispunjavaju еуа rjesenja oblasti /27/. 

ima Ьаг jedno гјвеепје koje ispunjava uslov 

" /29/ 2.~ ~ ?С. tt) <. Z,S- + гt 

za еус t -:,.1. i jednu klasu r Јевепја koja ispunja.va ие10У 

/')0/ ~O S~2.t - ~ '- 'х {t:) <. 2,0 SVi\2-t + ~ 

za вув 't">,..1. , а. za. d~voljno veliko -('>,..-\:"',>,\ taj ив1оу ispunjavaju ауа гјв­

senja oblaeti 

/')1/ 

njesenje koje ispunjava. ие10У /29/ nestabi1no је u smislu Ljapunov8., 

а klaea. rjesenja koja, za ауе t~1.. ispunjava ивl0У /30/ је aeimptotski 

s ta.bi1na u smislu definicije 1, а oЪ1a.st /'31/ је ob1ast asimptotske eta­

bilnosti. 

оуај primjer је u vezi ва tvrdjenjem 3. 

Integralne krive jedna.cine /28/ imaju pozitivan koeficijent вщјега 

z а 'х> 2.5 + J.r i 'х <. 2.0 s~r\ 2.t. (-t >,.. ,,) , а nega ti уe.n za. 2.0 S~'l:\. <.":)(. <. '2..5' + 1t ) 
--х.Ф ~о+-1ltS\i''1'2..1: (1:-:""). Kako је ')(.=1.5+ Jt. (t:,.,,) monotono opadajuca. kгiva, 
to је "cijev" 

t :,. 1. I '2.5' ~ ~ ~ 2..5'" ~ 

"cijev" izlaznih integralnih krivih, koja obezbjedjuje postojanje Ьаг 

. jednog гјевепја koje јој pripada za вуе -\: ~1.. 

Dalje, nije tesko pOkazati da је "cijev" 

/')2/ -\: ~ 1., '2.0 $VYj 2. t - t ~ -х "'- 'Lo S~.., 'l:\; + l· 
"cijev" ulazni}) integralnih krivih koja garantuje postojanje jedne kle.se 

гјееепја koja јој pripada za зуе t~1.. 

Kako је :f.('t) -=t~~ +00) to се еув. rjesenja obla.sti /31/, za dovoljno 

ve1iko t: ">,.-tit '>" , uci u "cijev" /32/. 



t.j. 
.... 

с[':\. ћ ['·J(':(.-'Е.:(t))Ј;.: 
o{.t ::: :;. ('С) .;,I~~~_ .. _-~.~ ~. 

\ 1 (л. "- 'e~\t)) Ј 
"О::'{,н 

gdje su ј:џпkсiјQ јН) i '(:\:(1.;,) (.;:::.1''1. •... '/1'\) definisH.I1Q i 1\f;yproki.JI)P ;;;:,', 

t,:-to i i~р\шјаVfЈ"i\'1 роtrf:)lч,~:\ IЈлI0\!('! "Ш. joclinost rjesenja јо·:1п.r\<:iiпr.:~ ~"J.I 

i 
--e~ ( t) =f=:. ""f tn'\ (t) , ( 11 /Y1I) :.., 1. ... N\' t. , "Ј ~ I 

:(·цп";:сi.i~. 1<,t) S·l;.o.lIlOg t:Ј)Z1.Ј~:п. o;,rct;,;. t .. , а vеliбinе i,.:, (..;. =- 1,1., ., . ,/Уј) ,:\1 1" ) ... 

zitivni rBcionalni brojavi. 

/1/ 

порпrпi ГЈ'ј, го!Јпi 

liоl<л је 

'I~'') I!лl:л nц с(-\::) i '1"(-t) ро~,i'\;illЛ') i )ii';):r'(I}:i(~HO 'fUllkcijo, {;д;јв :Гщ":", i;') 

mопоt;ОЈlO 'l;.f.Jz:i ]'щЈi kl~.(1 t ._~ .,.r.o :1. 1;"1;:-",,. ~)H ,је 

/2/ 

ТV1ШЈКН.п~ 4" 

ЈеЙrШ.Сiлв. /1/, pod un1ovom /?/, ]::"'.0 i, za t ~to 



/Э/ 

А.1 

\ -:f ("-) \ t t "t_) > \ '" Ј \ .... 1 ( ) -. .. "'с" ( t) - с.. -t Ј 
'у t(.'t( t) 

0./ 2:8. 1{t)">' о (t '>,-t o ) , 1)01' ,ј()llво гјеiЗеnје '"Х.\1:.1 kојtэ, :<:n БV':.! '\:: ';;::'-'\:., 

if1pun,:j8.Vf:\. \lе1оу 

/4/ 

Ь/ za f(t) <.. о Се > .... -t,,'), ~j()I:1~,ц kJo,;c!u гјоiЗоnја ko;io" ;f,a 11,0 {: ";;:·ј:. n • 

iopunjava uslov /4/. 

A.ko је ~ -е,,(\:) ~ i' оо Hnlov /4/ t pri :t t -\:) <.. о , za dоvоl;јпо YOliko 
-\:.--'10 .... <>0 

\:-,.,-tfl. >·t .. , iBpun .. io..vo.jH flVI\ гје:,оР;јс," Obla.fiti 

Ve.z е i B1jeЙ(H~e дорщю ргi :I~ (\:) <.. о (t ~1:..) . 

151 '{-'(t)::::· ('+ '1:; ('1:) )- r -+ f.. (-\:.) 

f:~d.j~;! је '(" Тl\o.li p07.i tivf,JД ЪХ'о;ј, ')r~ t,i;.) pozi ti vna i перх'еkidrш. 1'uп.kс:1.,}о. ";:'. 

t:>--t., / ~H:)""E.H.)/, tD.t1Э" род. Ho:lovima, za t'>,.t., 

/6/ 

/7/ 
,/... 

\t(t)\ .!; -J~)_. > \ ,(,/ {t)\ - е' (\:) + fYfl c 
• I ~( 'j/L) 

jlYY\o ,је ро7.ј, ti У/Нl Ьх'ој/, :;јl). cl.t)Yol,ji:I',) veliko -t ~ t.* ,. t. , нэl()v /'1/ i,~, ).,,; "ј" . 

л':) 

АКО ;је 0::::1 /Јсод J.,,=+~- /,1,;"110. {:.ox-nj€l tVГdјопјЕ:1 vazi i kp,I:'. "" .(, t., 

1НйОУ /7/ zащјен:i. ЩЙОVО;11 /Ј/ i pT:I.I;OiJ1 эе йойа uslov 

/ 9' .1 

2/ .l\.ko pos ,to.ji pozi 't:j, VJ1l\ :! ,р:т:сеki<l.щ.:I. fUl1kcijn d CI;:) 

da је, 1'8. t~'to , 

/10/ 
f.
,{" 

-P(l) С', (-t) 1'" -. '-'--~~'--"~-'"'''-''' .-.- ..... ~,г; 

(
"" /~ • '\('I.~' i (·t) -1' С! k)) 

/11/ 



gdje је IY\. pozi tivan broj, tada, uz uslov /З/, za dovoljno veliko t ">.-t* >t. I 

us10v /4/ ispunjavaju вуа rјезеnја oblasti 

"е<\ (t) - ~(t) ~ 'х. ~ ~"H:.) -4- t:{(t) I i ~t. 

Ako ви, pored uslova /10/ i /11/, ispunjeniius10vi /5/, /6/ i /7/, 
tada, za dovo1jno ve1iko '\: ~ t" > t. , ие10у /4/ ispunjavaju вуа rјезеnја 

oblasti 

а ako је i 
~ (~"t1:) Тс{Н.)) '= + оо 1 

i:->t,,"00 

tada us10v /4/, za dovo1jno ve1iko t ~ -t:* ">-t.. , ispunjavaju 8уа rjesenja 

oblasti 

Dokaz. Kako је za ~='('a.(i:) tt~t:..) desna strana jednacine /1/ nво­

granicena, to u tackama te krive jednacina ne ispunjava potrвbnв us10ve 

о egzistenciji i jedinosti rjesenja, te kako јв 't'2,(t.) <. 'e1 C:t.) (1:~t.), 

to posmatrajmo ponasanje rјвзвnја jednacine /1/ u oblasti 

/12/ 

Jednacina /11 ima krivu stacionarnih tacaka 'х. = 't"tt) {-\:.:o,.t.) koja 

/prema uzetoj vrijednosti~,,/ oblast /12/ dijeli u dvije podoblasti u 

kojima integralne krive imaju suprotne koeficijente smjera. 

Neka је 

Prema us10vu /З/ i pri ~(t:) ') о, za. t~t. , ima.mol 

-х.'("'.ю) = ., ("', (-Е Щ ).с. IY" "- -:Џt) €.t.щ. "- -e~ ~ .. , - Е.'! t.' ;. ~: (-t) lt" tt)- f tt)- -е1. (-\;) ""се" (t.) . Ј 

'X./(~(-t))=f(-t)· f.,(4(-t) l. .. ':.+(-t;.) €.t}1:) "> 'f:("с.)т~/t-t)=~2.'tt.), 
('f"H)+fh)--е1.(t~ ~ 1.(1:) 

sto, prema metodi retrakcije, obezbjedjuje postojanje bar jednog rjesenja. 

koje pripada "cijevi" 

/13/ 

za sve t ">,t., te i ispunjava uslov /4/. 

Za f(~)<.o (-t~-to), pod uSlovom/3/, za t~-to., imamol 



sto znaci da rjesenja koja prolaze kroz tacke krivih ~ .. (t) \ ~a.(t) tt~t.) 

u1aze u ·cijev" /13/, а da one koje pro1aze kroz unutrasnje taoke te "oi­

jevi" ostaju u nјој i tako cine k1asu rjesenja koja ispunjava us10v /4/ • 
.Ako је ~ --е"н.) =+00 sva се rjesenja oblasti "х. > '('~H) (-\: ~ t.) , pri 

~ ..... +ao ~ 

;t<t.) <'0 , za dovo1jno veliko t ~t" ,>t., dodirnuti krivu 'f .. tt.) , te i ис! 

u "oijev" ogranicenu krivama ц>-,,(t) ј ","~<t.) (t~to). 

Dokazimo sada i dodatna tvrdjenja. 

Prema tls10vima /2/, /5/ i /6/, za t.~t. , vazi. 

~ ~ l ~/('f2.(tHt'):: ~(t;) (-e~(i;\+~-'e4t-t)} ::: t!li:) (Elt) - ~(t)1 :.-!lt) (~(i:)-t(t) ~ 'f.'(t:) 
'Г"а.. 1'cC~ rrl.... 2. Ј 

eto garantuje da вуе integra1ne krive koje pro1aze kroz tacke krive i''1.(t.)·H'" 

(t >.-1..) presjeoaju tu kri vu pre1azeci u oblast /8/ •. 
Da1je, ие1оу /7/ jaoi је od us10va /3/, te obezbjedjuje tvrdjenje Ь/. 

а uslovi /2/, /5/ i /7/ obezbjedjuju da sve integra1ne krive koje pro1aze 

kroz tacke oblasti 

/14/ 

za dovo1jno ve1iko t~t" >t. , stignu do krive 'f .. (i:)- t(t) ,а zatim i udju 

u "cijev" /13/. 

Zaista, neka је Р ( t J't,,<-t) - Eti:)- r1') , gdje је d' pozi tivan broj ko­

ji za neko i~t. moze da uzme vrijednosti d'Е.(о,~tt;)-ltН:)], proizvo-

1jna tacka ob1asti /14/. Prema /2/, /5/ i /7/ vazi. 

х'СР):: fCt) (-Еtt')-cI')cl" =-+(i:) (e{t)+d')J... > 
(-t"t1:\ -t'(t) - cr - 'еа.. (t\)C1C1. ('t'l t\ - 1 Е (t) _ cf ).(" 

> -!(t) (Glt')+J')J:" > - ~(i:) e~a) > \t~(t)\ -t'(t)+м,о Ј 
'ftlчt) 'f' "(t) 

eto znaci da integra1ne krive u та kojoj tacki Р ob1asti /14/ imaju ko­

e:ticijent smjera veci od koeficijenta smjera krive 'f,,(t) -€Ci:) za poziti­

van broj lW\o, te се za dovo1jno veliko t ~ t .. >t. i stici do krive 't .. (t'-~(t)Ј 

а zatim i uci u "cije~' /13/. 

Za f= 1. " prema gornjoj re1aciji, te prema /3/ i /9/, va! i 



, .. 

Л'10 

sto daje isti zak1jucak. 

U а1исаји tvrdjenja 2/ treba primjetiti da us10v /10/ ~ za t~t.t daje 

а to znaci da integra1ne krive koje pr01aze kroz tacke krive "'e,,(1:)-+oltt) 

(1: ~to) presjecaju tu krivu ula.zeci u oblast 

/15/ .. 

te da је. prema /11/ t u та kojoj tacki Р (t, 't",(-t:) + E.(t) + сг) / cf је pozi­

tivan broj/·te oblastia 

~'(P)-::f(t) (€(1:)+J')': l .. ==fl1:) (Е,(1:)+Ј')""" < !(t)( t:~(t)~tl1 <. -e~(t)+€.'(t)-mo 
('t',,(t\+f.Lt\+сГ--е~tt)1 (t(~, +oltt))tta 'f'(t\+ol(t)J I 

sto znaci da се integralne krive obla.sti /15/, za dovo1jno ve1iko t ~t">t., 
sti6i do k:rive '(,,(1;) 1- €.(t) ,а prema us10vu /'3/ i u6i u '1 c ijev" /1'3/. 

Posm&trajmo sada jednacinu 

/16/ r1.:x. = 1(1:) t'X-'t,,(\:.))L"(~-"tа(~))сС1. 
olt (-x.-'"t",t1:;))l) , 

gdje је с(,\о= ~: (~:"'1."~) / 'fD~ i ~~ prirodni brojevi medju аоЬот prosti/, 

~4 • ~ , t" ' ~1. i 2.~ neparni, а ~ paran prirodan broj i neka је 

/17/ 

Neka postoje pozi tivne i neprekidne f'unkcije € ... (-\:). Е1.Н:;)' 'у.. t"t) i 

"'1,.Н.) (t.'~t..) ~ gdje funkcije E .. t~). i E.1.t-t.) monotono te!e nu1i kad t. ..... +~. 

takve da је, za t ~to , 

/18/ 

/19/ 

't~tt.)-'f,,(t.) ='f::(t\-~(i:) >E,,(t) I 

'е1,(\:') - 'е1 (-\:) -=. 'f1.(1:) -(1.Н:\·> E.tt"t) . 

Nije tesko dokazati da vazi sljede6e tvrdjenje. 

TVRDJENJE 5. 

Jednacina /16/, pod uslovima /17/, /18/, kao i, za t~to, 



/20/ 

ima.1 

а/ za. ~H.) "> о t-t:>,t..), jednu k1a.su rjeeenja. koja. ispunja.va. ив10У 

/21/ 

1& ауе t >,:t.. i b&r jedno rjesenje koje, za. ауе t ~to, ispunja.va. uslov . 

/22/ 

Ь/ za. :fH) <. о t't~-t..), Ьат jedno rjesenje koje, za ауе -t: ~t., ispu­

пја.уа ие10У /21/ i jednu k1aeu rjesenja koja., za еуе t ~t., ispunja.va 

uelov /22/. 

~to ее tice doka.za. navedenog tvrdjenja. dovo1jno je,·koristeci иеl0уе 

/17/, /18/. /19/ i /20/. pok8.za.ti d8., zs. t~to , vaze s1jedece nejednakoeti·. 

аl za f lt) >0 (t ~1:.), 

.'X.'('f,\('t\-f .. (-t~\) > 't~Н:)-Е.~(t)Ј -x.'('t' .. (-\.)+E."H:\\ < ~~(t\1'€~H), 

:х.' ('('а, (i;) - (1.( t.)) <. -е: (t. \ - €~ (1.), -х.' ('e1.(:t\ + (1. c'-t''\ '> 'i" ~ L't\ '" Ett"t) i 

Ь/ za. f(1:.)<.o H:~t.), 

-x.'(-r"lt\-f"tt.\) < 't;(1::)-E~('t) I ~'('t"H:.\ .. E"t-t.\) > 'r:(t\ + f~(-t.\, 

-x.'('ft,(t\-l ... (t\) > t:(i;\-E~(-t), 'X.!('t ... L-t\+( ... (t,,) <. 'e~H.)+ E.~(-t). 

1 ovdje bismo mog1i uz doda.tne ие1оуе da.ti i dopunska tvrdjenja. о 

airim k1а.sа.ш8. rjesenja koja., za. dovo1jno ve1iko t -:,. f:. ~1:.. , iepunjava.ju. 

uslov /21/, odnoeno /22/. 

Sto ее tice pita.nja. sta.bi1nosti ovdje nema.mo niata. bitno novo. ие­

tvari, tamo gdje ато u ··cijevi", cija Sirina. tez i nu1i. obezbjedi1i bar 

jedno тјевепје to тјеаепје је neet8.bi1no u smie1u Lja.punova., а. ta.mo gdje 

ето u "cijevi" obezbjedi1i jednu k1a.su тјевепја ta k1a.sa. тјеаепја. је 8.si­

mptotski sta.bi1na u smie1u definicije 1, а odgovara.juca oыstt kroz cije 

ta.oke pro1aze illtegra.1ne krive koje u1a.ze u odgovarajucu •• cijev··, za 

dovo1jno ve1iko t ~~*~~ •• је ob1ast asimptotske stabi1nosti. 

РШМЈЕН! 

1 о Jednacina 



iт8. jednu klasu rJesenja koja, za вуе -I:'>.-~., ispunjava uslov 

S\ft\t:+ ь -Vr. <.. ")(.н:) <. $џ,t + G + vt 
/ta. klasa rjesenja је а.siшрtоtSki stabilna u smislu detinicije 1, В& 

r(t)::. -iit:- /, dok taj иа10у, za dovoljno veliko. t~t'" ">5 t ispunjavaju вуа 

rjesenja obla.sti 

"х. ~ cost + -t 

/оуа. oblast је oblast asimptotske stabilnosti gornje klase rjesenja/. 

Ovdje је: f<'t) =. - 9t\ 'е" (1:) ::. s,~t + G I 'e'l, (-t) ':. c.oi:t../: 

Ako uzmemo da је: f.(t)-:.П ' olL-t):. Л , la.ko је pokaza.ti da su, za 

t ~ 5 , svi potrebni uslovi ispunjeni. Takodje imamo da је ,(" Н) + ol. (t):. 

= s\.Y\t + G + ~ ~ +00 I i:-")+oo . 

/23/ 

20 Posmatrajmo 

Imamoa 

Neka је: 

Dalje imamo: 'е)('\:) -'f"tt.) -:. \ + i: =( i:'" ~ '" *') -* -::. ~ tt)- (,,(:t.), 

'e1.(t,)-'t')t1:.) = -t:- t ::.(t-i""Vt)-Vr -:. 'fa.(i:.)-t~(-t). 
Nije tезkо pokaza.ti da ви odgovaraju6i uslovi tvrdjenja 5 ispunjeni 

za t~2. • Prema tome, jednacina /23/ ima bar jedno rjesenje koje, za t~2. t 

ispunjava uslov 
-\ . 

t. <. "Х(1:.'.<. t+ vf 

/to rjesenje је nestabilno/ i jednu klasu rjesenja koja, za t ~1, ispu-

njava uslov 

/24/ 
-\ - t. .с. ох (-t;) <. - t + fif 

i koja је asimptoteki stabilna u smislu .detinicije 1 /ва t('('t)=* /. 

TakcЊje, moze ве pokazati da u та kojoj tacki 'Р( t, -t+ ђr+cГ) . 
< ". "ota. / d' је pozitivan broj/ oblasti -t + vt <.~ ~ о ,1:.~2., vazi ":)С.'(Р) <.- .г,.,,-t I 

а kako 'e<\(t)=-t~-OC) kad -t:~+oo, to се sveintegralne krive oblasti 

':t. ~ о I -t ~ 2. , za dovoljno veliko t·-::,. -1:;" > 2. , ispuniti uslov /24/, te је 

oblast -х ~ о I 1: ~ 2. oblast asimptotske stabilnosti klase rjesenja koja 

za вуе -f::~2. ispunjava uslov /24/. 



etiti 

/1/ 

§ 5. 

Dobijene rezultate u prethodnim paragratima mozemo nepo~redno kori­

i za proucavanje jednacina sljede6ih opstijih oblika& 

1\'\ 

~ = Q.(t, -х.)(':(. -1f~(t, x~ , .. ("Х - Х'",,( t, ~)) = ~ {t, ')(.) П (~-~~(t, 'X~' 
ol.t () ~:.-\ I 

odnosno 

/2/ 

Ьо! 

10( Ј;, 

( 
,~( ~ \1.... П(~--I:~(t,~~ ~ 

~ = Q{t"X.) ~-~.(t.'Х)Ј ' " 'х - ",,,"tt.'X)l = Q (t -х.)_.,;-=_" ____ --: 
dt<Г' ( . 11.,"" ~ - c:r' г1 4: \'X.-Яос ... (t,'Х)l ". ('Х.- -J:~("\:,":IC.)1 \ ,(')t- ~~H .• ""JC.) ~ 

/'3/ 

'=1(+'1 

gdje 8u~tt,X.) i ~.;t1:..x) (~=".'1.""'~) de:Cinisane i neprekidne tunkcije i 

ispunjavaju potrebne uslove za egzistenciju i jedinost rjesenja jednacina 

u oblasti t ~ t. I \-х. \ <. + оо / ~ *' ~3- (i; ,'Х.) (а-":. l'i"I, '<.+"1.," '.It'\) U slucaju jedna­

cine /'3//, velicine «,.:. (":,,,,2.""'~) ви pozitivni racionalnibrojevi. 

proucavanje gornjih jednacina moze da ве svede па proucavanje odgo­

varaju6ih jednacina posmatranih u prethodnim paragratima ako funkcije 

<}(t,'X.) i "tt.:.(1:.,X) (~=1,1..' ", "") ispunjavaju, па J>rimjer~ uslove, za t:,.t. 
i I ':It \ <. + CII() I 

~,,(~) ~ ~(t,":I()~ 9-1.(-t:) , ~,,(i:)'::J.'l.tt.) > о, 

~,:",\(t) ~ -l.." Н;х.) ~ 'tt""1.(t) (~:1,1., ,., ',~) I 

gdje SU~4(-t), j.t(t) , 'It",\(t) i 'It''1.(t) (~=1,1., ... ,h\) detinisane i'ne­

prekidne funkcije za t ">,.t •• 

Nemamo пашјвru da detaljno proucavamo navedene jednacine, jer Ь! to 

iziskivalo obiman rad, nego da ukalemo da ве dosadasnji rezultati mogu 

dobro iskoristiti i па te jednacine i da u tom smislu damo neke rezultate. 

Prije svega zapazimo 'da вто u glavama 1 i 11 proucavali jednacinu 



.\ 

. ~~ :::. ~tt,'X.) -х.'! + -е.. ('t,'X.) , 

А (t .х) 
pod pretpostavkom da је 4}(t- ,'Х.) '> о • 

Nije tesko pri1IJjeti ti da ве, pod tim uslovom, jednacina /4/ moze па­

pisati u obliku 

d.~ (,~) )1 У 'Яt't,-i)) 
cl. t :::. ~(-t ;х.) 'х. + V -~) \ -:х: - - ~(t .. х.) 

odnosno u obliku 

Prema tome, ran1Je navedeni rezultati za jednacinu /4/ уа!в i za је­

dnacinu /41/, jer ае radi о istoj jednacini. 

Primjera radi, posmatrajmo eada jednacinu 

/5/ 

/ jedinost zastupljena u oblasti t -:, i::. , 1")(. \ <. + оо /, gdje 8U сС,,, i l .. пе­
parni prirodni broj evi, сС, . .':· f ,1" - paran Ј 2. - neparan prirodan bro ј • 

Mozewo dati sljedece tvrdjenje. 

TVRDJENJE 6. 

Pod uslovima, za -t: ~ t. \. \")( \ <. -+ о() , 

М1" (~) - h\1 t t ') ~ ~ t i:) + Е" Н .. ) , 

IW\,,(t) -1V\,,(t) ~ 'Y,,(t:) + (20(i:) I 

gdje 8U 1(i:) , -М\.:tt), h\",(t) (':=1,1.3); e~t1:»O , ~ti:'»O (':=",1.) defini­

eane i neprekidne funkcije, funkcije E~ (-t) monotone i teze nuli kad i:-+'t'oo, 

te ako. је, za '\:~t. , 

. а/ 

/6/ 

-е (-t) (~('t) ... 't'a.(t\)~ ~o(\{t) E~)(t.) > - AoY\~ (1;) + E~ (1;) , 

~(i:)( ~(t.) ~ 'f'1.(t)y'4 '1''1. СС\ tt) €~)(t) > ~~ (t) ... €~ (t) 
I 



jednacina /-5/ ima bar jedno r jesenje "):H:)koje, za sve 1: '>.оо t., ispunjava 

us10v 

Ь/ 

/7/ 

/8ј 

jednacina /5/ ima jednu k1asu rјезепја koja, za sve t~t., ispunjava us10v 

/91 

Takodje vaze i s1jedece dopune: 

1/ Ako је ~ tvrdjenju б pored us10va /7/ i /8/ ispunjen јоз i us10v 

/М4 јв poz. konat./, tada ava rjesenja oblasti 

'х. ~ M-\(t) + €,,(t) 1:. '>.-1:. 
I , 

za dovoljno ve1iko t ~ ~ >t. • iapunjavaju uslov /9/. 

2/ Ako poatoji pozitivan broj ~ takav da је /na primjer/ 

·te а1<:о ви u 

/10/ 

tvrdjenju б umjeato us10va /8/, za i: ~ t., ispunjeni us10vi 

#( t) ( 1 о/... (t))l4 r.r ... ( у" + ~ (1;))cl.) > - h\~ (-t\ - E~(t) I 

+(t)~4(1:)(\'t1(t)+f')tl1.( S~(t.\+('+~tt,)c() > -h1~(t;)-t1(t) 

i а1<:о ви, za t~to, iapunjeni јоз i us10vi 

/11/ 

~(-t){ \ ~(i:))cl4. "'I. ... . ( f' + ~(t)).c) > - In'\~ \-t) 

'# Н) 'I1..(\t,) ~ м 1. 

/ М1.је poz. konst./, tada av8. rjesenja oblaati 

'х. ~ In'\ 1. tt) - (", t.,. 1:. , 

za dovo1jno veliko 1:. '>.- t.* >t., ispunjavaju ua10v /9/. 

,/ Ako аи krive 1W\,,(t) i л,,,\t.) , za .f:'>,t.., og:r;-anicene, tada tvrdjenje 

2/ vazi i kada је uшјеаtо us10va /10/ ispunjen uslov /8/. 



Us10vi /6/ obezbjedjuju da integra1ne krive jednacine /5/ koje рго-

1aze kroz tacke krivih 

v;'(i=) = 1'VV\~(t.) - с.'2. (t), V"t, (t.) :. Л\.)(t.) + t:a (:t.) , t -:,.1;.0 I 

iz1aze iz "cijevi" 

/12/ 

teJprema metodi retrakcije, jednacina /5/ ima Ьаг jedno rjesenje koje 

pripada toj "cijevi" za вуе t">-- t •• 

S druge strane, ue10vi /7/ i /8.1 obezbjedjuju da integra1ne krive 

jednacine /5/ koje pro1aze k:roz tacke krivih 

M 1 tt.) = 1'»11"(t:)-t,,t-t) ,"2,('\.)= 1't\,,(1:'\+t .. tt.) t.-:,.·t. 
I , 

u1aze u "cijev" 

/13/ 

као i de. вуе one integralne krive koje pro1aze kroz unutrasnje tacke te 

"cijevi" ne mogu izici iz nje, t~, i cine k1asu rjeaenja koje. ispunjava 

ив1оу /9/. 

Dodatni us10vi obezbjedjujlJ u1azenje u "cijev" /1")/ i odgovarajuce 

sire kiase rjesenja jednacine /5/. 

ргimјеtiшо sada i to datako је 

~ (11'11(1:) - hI'\" tt.)) :. О 
~ ..... +-

sirine krivo1inijslcih "cijevi" /12/ i /1")/ teze nu1i. U оуо,п sluб~1,il1 Й0-

bij~ni rezu1 tati predstav1je.ju znacajan doprinos u ocjeni ponaSr.tn.jn. T,j€!­

senja. Тако za stabi1nost П\оzеmо re6i da је rjesenje које ispunj9.~rR ип­

lоу /12/ nestabilno u smie1u Ljapunova, а k1aea rjesenja. koja ispun.iavf:'\., 

us10v /13/, za вуе ~~t., је asimptotski stabi1na u smis1u definicijo 1" 

gdje ве тойе uzeti da је 

'i' (-\:) =. cf'(1;) + 2. € .. (1:) 
I 

п d(t) је monotono opadajuca funkcija koja tezinu1i kad t ...... "'"со i '~еkvэ. 

da је 

Napornenirno i to da naved.ena tvrdjenje, vaze ike.da ве umjesto fцп-

1<:cija E,<t) uzmu pozitivne konntante i1i neke pozitivne ogranicene ћ1n­

kcije. 



PRIMJER 

Jednacina 

gdje ви funkcije f..: tt. -х) (~:.>1, 1. I ~, I.i) definisane, neprekidne i ispunja­

уаји odgovarajuce uslove о jed:inosti r јееепја jednacine za 't. ~ '2. \ \-х., .r..-\-""'o, 

ima Ьаг jedno r jesenje ~ Н.) koje, za вуе t '>.-2., ispunjava uslov 

~t:- ~ -it <.. ~a.) <. '?It 

i jednu klasu гјевепја koja, za вуе i:.> .... 2., ispunjava uslov 

dok za dovoljno veliko t ~ ео >2, taj uslov ispunjavaju ву&' гјевепја оыs-tii 

Ovdje im8.mo, za t ~ 2. .:.. I-x.' < ~ ОО, 

0<.. 1(t) = 1 ~ <}(t,"t)= 11" :f:(t,'"X), 

m1"lt) = -~- ~ ~~ t - ~ ~~ .. (t, "Х.)::' -'1--5 sVW\t ... ~ r.oS~/t.~) ~ -+-S"\~У\t + ~ ': Јђ"Н.) , 

~I.(t)= t-'\ <- ~a.(t,~) == f:-t t:~.:r~\t.x.) <.1:1"1 = 1Y\'L\t), 
t , 

1YV\~(-t:.)'::.~t-1 ~ ~)(t,Х)=~t-~е-f.,(t.'Х) <~t.=h'\)(1:) I 

/YY}t(t) -.h'I 1 it.) :: t-" +1-"'" 5"SVr\t - ~ > t + ft. 
" ~ ~ ~~(t.)-h\LН:') '::.~t- *- -~-'\ ') '1+'-t -\o..rf 

: Lako је vidjeti da ви us10vi 16/, 171, /е/ i /11/, za t~ 2., iэрнл,iе­

l1i, 8. kako ви, za i:>.-2. , krive ffl"\,,\.-t:) , 1"Y\1.(t) ogranicene, а kriva fYV\1.H.) 

monotono rastuca, to еи navedeni zakljucci za ровшаtгапu jednacinu tacni. 

§ 5.2. 

posmatrajmo jednacinu oblika 

/14/ 

g,ije је ct
4 

neparan prirodan Ьгој, "'1. је pozi ti уап гасiопа1ап Ьгој, [ип­

kcije :f(t.,~) t "'J1~ti'X.) i -А1. (t,'X.) ви definisane i .nepr'ekidne u oblaf!ti 



t'?)oto • \-:1(.\ <. ... СО} te ispunjavaju odgovarajuce ие1оуе о jedinosti rje­

senja u oblasti 1:::,. t о , ~ > 11t. (t .• 'X) . 

Da1je, pretpos tavimo da :f'unkcije ~(t ."Х.), ft" (t .'Х) i 't;'1.("t."X.)ispunja­

уаји i sljedece иа1оуе u oblasti t ::,.t. o , \~ \ <.. оо . 

. /15/ 

te da је, za t~to, 

/16/ 

/v\ 2. (t) <. IИ'\" t "= ') I 

/YV1"H:.) -1"\1.(1:) =- 'Y(t\ -f,tt)·>o 

Nt"H.) - IW\" (t) ~ (" (t.) I 

1Y\'a, ( t. ') - 1W\2. (t.) ~ l1. (t.) , 

, 

gdje еи еуе navouvedene funkcije definisane i neprekidne za t. '>;. t., fun­

kcije ;fli:) , 'f'(t) , E.(t.) , -ео\н.) i l1.tt.) pozitivne, а funkcija е tt.) је 

rnonotona i tezi nu1i kad -\:. ~+ со • 

Mozemo dati sljedece tvrdjenje. 

TVRDJENJE 7. 

Jednacina /14/, pod us10vima /15/, /16/, kao i, za t:.". t.. , 

/17/ 1 (t) €d:
4

(t) "> \ /Y\'\~ (\:.) \ - E,'(t.) 
( 'у (.1:) + tt, (t. \)<f.2. 

(:1." 
t(t) с. (t) C(t. > \1Y\~(t.) \ -€.'H .. ) 

('УН:) + l,,(-t;) + l2,(t,1 
/18/ 

imaa 

а/ za ~(t,x»o, bar jedno rjesenje koje, za еуе t~-t., ispunjava 

ие1оу 

/19/ 

Ь/ za }tt, 'х. )<.0, jednu k1asu rjesenja koja, za вуе -t ~ t o , ispunja­

va иа10У /19/. 

Za dokaz navedenog tvrdjenja dovo1jno је pokazati da, prema us1ovi­

та /15/, /16/, /17/ i /18/, vaze s1jedece ocjene, za t-::,.t o , 

. ~'.('''''·ЏН-Е,(4:;)) <. h\'\~(t)-t:'(~) I 



\ 

~1(IY\'\t't\ "'" t.tt'l) > 1Y1.~ (t) + E.'t~) I 

u в1исаји ~ (t ,")(.) ":>0 , odno.sno, da, u вlисаји <а- ti: ;х.) <'0 , vaze осјеnе 

'х.! llY'r')I\t't)-i,tt)) > IYI'\~ (t.) - ~'(-\:) , 
'Х.,' (IYI,,(-\:) ... ~ ti:)) <. M~ (-\:) + (:'(t.) . 

u в1исаји ~tt,~)~O k1asu тјеэепја koja, iapunjava ив1оу /19/ cine 

rjesenja oblasti 

/20/ 

Uz odgovarajuce dopunske pretpo.stavke ив1оу /19/ се, za dovo1jno Уе-

1iko -t:.",,, t~ > t., da ispunjavaju i iЭirе k1ase тјеевпја jednacine /14/. 

Еуо tih jacih tvrdjenja u в1исаји kada је ~tt ,х.) < о : 

1/ Pod us10vima /15/, /16/, /17/, /18/, kao i, 

/21/ 
-4'(.1.) ('rlt) -c(t)- '(')с!" > 
Т\;. ( )<С Л'\~ ( 1:), , 

.t~ (i;) + '(' ~ 

..р( ) -1. . 
"t t ( tJ \./:1. ~ М" 

\ Ч'(~) + {.\. l't)} 

/ М" је poz. konst./, gdje је '(' ma1i pozi ti уаn Ьтој i takav da је 

'(' < 'Y(t)-E.(-t) 'Z,q i~t.. 
I 

jednacina /14/ ima jednu k1asu rjesenja koja, za Bve -t:- ~ t., ispurijava , 
uslov /19/, dok, za dovo1jno ve1iko -\: ~-t" ,,>t. , taj ив10у ispunjavaju ВУа 

rjesenja oblasti 

/22/ 

2/ pod 

neprekidna 

us10viша /15/, /16/, /17/, /21/, te ~ko postoji pozitivna i 

funkcija c(.(t) , za t ~to , i takva da је, za t -:,. t. , 

;f(t) el

'\-\:) > - 111~ (1:) - €'(1:) 
('t'(f:) + [" (1:) -t е1 tt) ~ ol (н/" , 

> - "1~ (~) - d'(t) 

/M~je poz. ~onst./, jednacina /14/ ima jednu k1asu тјеаепја koja, za Вуе 

-l:~t.o' ispunjava uslov /19/, dok za dov01jno ve1iko i: оо:,. t"> t. , uslov /19/ 

ispunjavaju вуа rjesenja oblasti 

/23/ 



Ako је *~ (""'\~t:) + C{(-t)) ~+ оо , tada, za dovo1jno veliko ,\:'>, t" '> t. 

вуа rjesenja oblaBti 

/24/ 

ispunjavaju uslov /19/. 

Mozemo sada primjetiti i to da, 

~ i'",tt) =0 
~....,+_ I 

ako је 

tada rjesenja koja ispunjavaju ив1оу /19/ ispunjavaju i ив10у 

2, оо 

te da је, u в1исаји <}(t,1t)'>o , rjesenje koje ispunjava us10v /19/ nesta­

bi1no, ~ u вlисаји l}(t .')(.)<.0 , klasa rjesenja koja, za вуе i:.~"\:.., ispunja­

уа ив1оу /19/ Је asimptotski stabi1na u smis1u derinicije 1, pri сети ве 

mOze uzeti da је 

gdje је d'(t) neprekidna i monotono opadajuca :funkcija koja tezi nu1i kad 

-t:~+oo i takva da је 
l t-t) <. I tt:) '2.1\ t. ~to , 

dok је oblaet asimptotske stabi1nosti jedna od oblasti /20/, /22/, 123/ 
i /24/, sto zaviei od toga koje је od navedenih tvrdjenja u pitanju. 

Dokaz navedenih rezu1tata u principu је sadrzan u dokazima ranijih 

rezultata. 

РШМЈЕН 

Neka је data jednacina 

/25/ 

gdje ви funkcije f~(t.'X) (~'" ",~.?» definisane i neprekidne za t~t" ')()-5', 

te ispunjavaju i potrebne uBlove koji obezbjedjuju jedinost тјееепја је­

·dnacine. 

Zadana је c;lnacina, ва znakom + , ima bar jedno rjesenje 

za вуе t">-- Ч , ispunjava ив10У 

/261 SVV\t. - t -vr < ох (t-) <.. s~~t. + vr ' 
'х tt) koje , 

а jednacina ва znakom - , ima jednu k1asu r ~esenja koja, za вуе i: '>, 4 ., 
ispunjava taj ие10У, dok, za dovoljno ye1iko t >, t'" "> ч , taj иеl0У ispu-



пјауаји еуа rjesenja. oblaeti 

/27/ 

Rjesenje koje ispunjava uslov /26/ /jednacina ва znakom + / је Пе­

stabilno, а klasa rjesenja koja, za вте t~Lt , ispunjava иоl0У /26/ /.је­
dnacina ва znakom- / је aeimptotski stabilna klaea rjesenja u smislu 

definicije 1, pri cemu је rџ)-::. \ ~.ift ,а oblast /27/ је oblast F.tei.m-. 

ptotske stabi1nosti. 

tJ jednacini /25/ је ct,,=; /и ёети ве i raz1ikuje од posmatrane jed':' 

n8.cine /14//, za tim, :&8. t">,.~ i "х. ~- Lt , iJl1amo: 

tn-\ .. \-t:\ -::: SVr\t: - ~ ~~" Н., 't.) =. S~ t. - t -t. 1. < sVt\ t = m" Н.) , 
... ~a. (1: ,х.) 

1'W\t.(t):.-"+ ~ ~t.{1:,")(.) ::. - (; + C.oS ;f .. t1:..~) ~ - 5 ': Л'tt.tt..) » 

т .. tt:) - 1t'1" Н.) ':: ~ = (" (1:.) , 

Mt.(t.) - "')12. \t) '= 2. -= -lt. (t) . 

" Uzmemo 1i da је Е. Н.) -::: v:r ' mogli bismo pokazati да је "cijev" 

/28/ t ~ 4, S~~ t - t -vr <.. ?с. 4( S~ t + 5'[.r 
"cijev" iz1aznih, odnoeno ulaznih integra1nih krivih jednacine /25/, Bto 

zo.visi od znaka + i1i - u jednaCini. Dalje nebi bi10 tesko poke.za.-ti 

да се ауа rjssenja oblasti /27/ za dovo1jno ve1iko t ';} e'>lr uci и. "ci.jev·t 

/28/. 

) 



G L А V А IV 

NOVE "CIJEVref METODE RETRA1CCIJE 1 NEKI REZULTATI Т. PEJOVICA 

u оуој glavi rada роsюаtга6еmо rezultate Т. Pejovica vezane za prou­

cavanje rjesenja jednacina 

: , 

i 

с!:::5: = ен t) ':(. + .:f ( ~ ) 
d-t 

g,~ ::. CH-t)-:JC, + :f(-f:.) + "ftt,'X.) 
d~ I 

koji ви izlozeni и radu [~o] • 1'. Pejovic је ргiшјеnјivа.о specificne nlOdi-

fikacije Pikarove metode uzastopnih аргоkвiшасiје, dok сето т! koristiti 

mogucnoeti kvalitativne analize diferencijalnih jednacina., а ровеЬnо ЈlOуе 
. C~ 

krivolinijeke lIc.ijevi" do kojih BJIlO dosli и glavi 1:t ovog rada, zamjonju-

ju6i pretpoBtavke Т. Fejovica о funkcijama qtt) , f(~) i ~ttl~) izrazene 

u integralnom obliku odgovarajucirn jednacinama i nејеdnасinаПlа ро tiш 

funkсiјаша i njenim iZVОdiша. u radu 6е biti pokazano da. ве neki rezultati 

Т. Pejovi6a. direktno mogu interpretirati рото6и metode retrakcije, da ве 

drugi mogu Bveati па nји uz odgovaraju6e modifikacije, te da ima i sasvim 

nezavisnih rezultata. Uvode6i i bitno nove pretpoetavke о funkcijama Q{t), 

"f<-t) i -e(t ,-х.) i dacerno i neke dopune, а Z8.шјеnјuјuСi clan Q.(-\:')-:!C. ва 

Q(-I::)?:."'" (~=4,7.., 000) 

dacemo i uopete~ja dobijenih rezul ta ta. U гь,! 'Ј bice rijeci ne вато о eg~i­

stenciji odgovaraju6ih rjesenja, nego i о В-':,.;.' lnosti tih гјеаеnја, sto 

predBtav1ja bitnu dopunu. 

§ 1. 

u оуот paragrafu ровmаtгасеПЈО jednacinu 

/1/ ol.~ =Q ('t) 'х + .J)Ct.) 
d't 1", 

odnosno јеџnасinи 

/2/ 

gdje еи ctt~) i ~(t.) definise.ne i neprekidne funkcije realne promjen1jive t. .. ~too 



§ 1.1. 

poematrajmo ртуо jednacinu /1/ prateci odgovarajuce rezu1tate Т. Ре­

jovica. 

/'3/ 

/4/ 

Raz1ikova6emo vise 81иСајеуа. 

LEMA А1. ... ). Pod ue10vima 
t. 

Ј~{,,)оИ 
~ e't· :. ~ =/=-0,00 /-f{, је konacan Ьтој/, 
~ ...... eoo Ј 

(' _ (c\(I))~ 
~J е{· -:t(y)ol1j =0, 
-4:-">~- t. 

еуа гјевепја jednacine /1/, za t~~o' 8U aeimptotski ogranicena. 

ue10v /'3/ daje 
t: 

~ ('н,",)с:И = lYYtf.oo /IW\ Ј·е konacan Ьтој/. ~-')~OO Ј' " 
1.. 

лkо umjesto uslova /4/ uzmemo 

/5/ 1- ~~~) \~ М, CHt.)::f::O za t~t.o /М је poz. konst./ 

/ako je.ispunjen ие10У /5/, onda је iepunjen i ие10У /4/ Т. Ре jovical , 

onda imamo 

/6/ ~ CHt) -== о , q(t) *0 ~'I t~to 1 
i:. ""'+00 . 

/7/ 
~ :f с-н f,. ,_ v .• / t. 
i:.~~- -'Ht:) ::. / ",.;е konacan ЬТОЈ , 

. sada mоzешо formu1isati· sljedecu lети. 

LEМA В1.. Fod uslovima /6/ i /7/ jednacina /1/, za -f: ~to, ima: 

а/ Za 'НО{:) ">0 , Ьаг jedno гјеэепје koje је &simptotski ogran.iceno i 

i koje ispunjava uslov 

/8/ 

Ь/ Za ct{t) <. о , 8та rjesel"'.ia e.eimptotSki ogranicel1a. 

(> 

"') Sa A~ bi6e oznaceni rezul tnti '1'. Pejovi6a, & moji rezul tati ва Б.:. • 

z)Kako је ~CH1:)=O, '_#<'t)\<-M, CHt)*'O za -c">.,to • to је i ~.:f<t)-::::o, 
t~.џoo· ,t('t) .... {-'14С1"(} 

ра је i ~ :f<t-) = -f,. . 
{ ..... ."" -СНi:.) 

\ 



Ako је јов iepunjen uelov 

/9/ -Q(-t:)Е(-t:) + е.'(1:) > \(- ::~~)\ ~ -t ~to 

gdje је g~) monotono opadajuca funkcija, neprekidna, kao i пјеп prvi iz­

'Vod i 

/10/ 

tada jedna k1asa гјевепја iep\tn,java uslov 

/11/ , -;C(t) + ;~~) , <:. f:('t) I 

za вуе t :,.-to , tв i ие1оу /е/. 

Dokaz. а/ Ргеrnа ие1оуџ /7/ postoje neprekidne i Пlопоtопе funkcije 1J""t1:.) 

i V:LH.). gdje је """Н.) monotono rastu.Ca, а "'~t't.) monotono opadajuca fun­

kcija, koje teze broju" kad t. .... +oo i takve д.а је 

S druge strane, integra1ne krive jednacine /1/ imaju 

f'icijent етјега u oblaeti -:с <:. - .1(1:) Ct..~t.'; а pozitivan u 
ца) 'Ј 

( -t >,.:t..), te је 

-:t'(~(~,) ~ ~'(t), ~1(V1.{-t') > V;tt.) "LQ. -t:~t.. , 

negativan koe­

oblasti -з:. > _ f{1;) 
. CHt) 

a1l0 znaci da za "cijev" iz1aznih integra1nih krivih metode retrakc:ije 1110-

z ето uzeti "cijev" 

otuda, ргеmа metodi retrnkc.ije, postoji Ьаг jodno r jesenje јеclлniН.rlЗ 

/1/ koje ве, za eve t"'> t.o , щ\Ј.аzi u toj .. cijevi" ,te i iBpunjava це Ј пу / В/ • 

Ь/ Za CHt:)~O u oblaeti ')«-~(~) {-t:~t..) гјев.епја jednacine' /Ј! пц 
:f(t.' . , ras1lu6a, а u oblasti -:х: > - ёПt) (,~~to) r јввепја еи opadaJuca. Kako, pr'erna 

17/. z а -t. ~ t о '> ~, уа! i 

gdje ви -:х:." i "Х:.2. konacni brojevi, to Bva rjesenja jвdnacine /1/, za -t. ~to, 

u1aze u "cijev" odredjenu ро1иргауата 'Х=х .. , ':It.="X.:L {:~'>.-t.), ра eu i o.eim­

p1loteki ogranicena. 

DOkazimo sada i drugi dio tvrdjenja Ь/. 

Neka је 

_ .. _------
1) 1 daljв u cije10j оуој g1e.vi pOdrazumjeva6вm9 da funkcija €(·t) il'1-

punjava te оеnоvnе us1ove. 



-ц (1:)-::-т -(("t.) 1{1.(.i:)-=- ~(t:) -+€.tt) (t>..to) .• 
" . q(1:.) , (t(t) 

Рrеша. /9/ vaz i 

(- :f((-))'_ ('<1:.) -= 1.(' {t.) 
'" q ('t) " , 

(_ ~ (i;))' I . I 
\.- ct(i:) +Е.tt):Ч'Ltt.), 

i3to znaci da. 6уе integralne krive које prolaze kroz tacke krivill 'tt,,\t) i 

ц'~H.) ргеејесаји te kri уе ulazeci u "cijev" odl~edjenu tim kri ув.та i da ВУв 

intogralnв krive kojв prolaze kroz unutra~njв tacke te "cijevi" o~taju u 

njoj. 

Dakle, integra1ne krive jednacine /1/ koje pro1aze kroz tacke оЫа-

в ti .u."tt) <. ':1(. <. Ц""tt.) (-t: ~t.) cine klasu rjesenja koja. ispunja.va.ju ие1оу /11/ .. 

LEMA A~. Pod us10vima 

.f.vwt !(t) =.f,. 'Ht.) Ф О /.е,. је kona.can Ьтој/, 
i.~ .. OO -С\ ti:) 't.. '>,.t o 

вуа r jesenja. jednacine /1/, za t. :,.1:. , ispunja.vaju ие10У /е/ ... 

Gornji us10vi Т. Fejovi6a d~ju da funkcija. ~t~) ispunja.va oenovni 

ие10У Q.(t,)..c.o za. t~1:.0. 

Ovdje rnozemo da damo eljedecu lвmu. 

LEMA В2,.. Jednacine. /1/, za 1:.~t.., ima.: 

8.1 Za (:Н~) <. о i 17/ ima ее в1исај 10 Ь/ /е tоПt raz1ikom sto ovd.je 

f'unkcija еН-\::.) по mora da tezi nuli kad t~·COQ/; 

Ь/ Pod us10vima /7/ i 

112/ ~CH1:)=.Y' 1 i' Је negativan Ьтој, а. moze biti i - со 1, 

в уа r jesen.ja koja ispunjave.ju uelov /8/. 

Dokazimo tvrdjenje Ь/. 
• ~H:) ( U oblast~ 'Је < -"ё'iТt) -t:>--to) r,jesenja jednacine /1/ imaju роzit.ivп.n 

koeficijent sfТljera, tj. rjesenja еи rastuca. Оnа dodiruju krivu -:>::::_.(Н 
q\-t) 

ili ne. Ako по dodiruju onda ои оnа monotono rastuca i ograniaenB, tA 

i таји i granicu с kad 1:~-4-00 , te је, prema /71 i /12/, 



Kako izvod~', :funkcije -:х: (-1:) ва konacnom granicom, tezi ртета granici kad 

t ..... +~ , ta granica moze biti sашо nula, te imamo 

odak1e је со = t. , odnosno ~~ 'х (i;.) :. .е,. , 
*~ ... oo 

Ako тјеаеnја. oblasti ~ <. - :~:\ (;: ~'t ) dodiruJ' u kri уи -:С" -: _ .:t (1:) 
о ~t~)' 

ona се ima ti, u zajednickim tackn.ma, stacionarne tacke /-:r.I=о / i ona се 

pro1aziti, poslije toga, kroz oblast "'х > - ~~~; (~:~1:..), tu се opadati i 

ostati u toj obla.sti, ili се pro1aziti јоа jedan put kroz o\>la.st '":Је ~ - ~~:)\ 
(t. ~to) • Rjesenja koja. pre1aze iz jedne u "drugu oblast зu moguca., to ви 

тјеэвnја veza.na. za. krivu "х.:- ~(t:) , te i teze -&- ka.d -t .... +oo. 
CHt) 

Rjesenja оblазti -:х:. > -.f!:tl.. (..l.. ~ 1:. ,ostaju uvijek 
Q.(1;")""'" оЈ 

pre1aze u oblast --:с <. - !(-:;) (-t. ~1:.), а. neka ви vezana 

u toj oblasti, neka 

za funkciju ~::. _ ;f<-t;.) 
Q.t-t.) 

sjeku6i је beekonacno Innogo puta. Za rjesenja koja ostaju uvijek u оЫа-

вti -:х:."> - !(;;) (i::,.to) dokazuje ве da ispunjavaju uз1оv /8/ па iвti nacin 

kao i za rjesenja oblasti -:х: <. - ;(~~ (-\:-:,.1:0). 

/1')/ 

/14/ 

Dak1e, вуа rjesenja jednacine /1/ ispunja.vaju из1оу /8/. 
Као dopunu rezu1tata 1ета Ь~ i B~ dacemo sljedecu teoremu. 

'l'EOREMA B-t.. 

Ј ednacina. /1/ t za t ~to t ima: 

а./ Pod us10vima 

CHt.) ~ А -< о za -t ~to / А је neg. konst./, 

~ :{?(t) -= + оо ") 
-1; ...... 00 -CH-t:.) 

вуа rjesenja Koj~ ispunjavaju из1оу 

/15/ 

Ь/ pod us1ovom 

/16/ \ CH't.)\ Е tt) + t'<t.) > \ (- ~~:)))' \ "l.~ t: ~-\:o 'Ј.} 1 

za C:Ht)"'>O t"t.>,"to) , \>ar jedno rjesenje 'X.t-\:) koje, za еуе -t~to' ispunjava 

-\, Ako' /1 '--- ;f(-t.) t d вуа rJ'esenJ'a iepunJ'avaJ'u uslov ~'Хtt.);-CIQ. Ј Је -I:.~~~ ':.-~, а а 't."'t ... _ 

~ Za С:Џ-t.) > о tt.~i:.o) uslov /16/ moze biti zamjenjensirim uslovom 

Q(-t.)Е.(-t:) - Ео'н) > \(- ~(~)))\ "Z.~ "c..",t •. 



ufllov /11/ 1); а za eHt:)..:::. о (;;, ~t.) , јеапи k1asu r јевепја koja, :lOa !3ve t >- t o I 

ispunjava ualov /11/, dok pri ispunjerlju i us10va /1:3/ ava гјезеllја jed­

nacine /1/. za dovo1jno ve1iko ~ >.. t* > 1: .. , ispunjavaju uslov /11/ • 

с/ роа ua1ibvima, za i: ~-I:.o , 

/17/ \ q ~~) \ > м 

/16/ \( - ~(t~) )1\ ~ ЈЈ ~) 

/Mi N аи poz • .konst./, za Q.(t»M>o, bar jedno rjesenje -:(.н.) koje ispu-. 

njava ua10v 

/19/ \ 
;f{t) \ N 

'X(-t)+~ <:. м 

tt. ako је Q.(i:)<.-M..:::.o , јеапи k1a.su rjesenja koja, za 8ve -\:. ~1:0, ispunja­

уаји taj us1ov, dok za аоуо1јпо veliko -t ~ ~А > 1:0 , ·taj иа1оу ispuIljo.vaju 

sva гјезепја jednacine /1/. 

d/ Ako је, uz us10ve cHi:) <.-"1 <..0 (-t~t.)i /18/, 

/20/ 
f.vwt Q.lt) ::. - о<) 
t.~ +~ , 

tada. jednacina /1/ iПlа jednu k1аfШ гјезе11ја koja ispunjava ив10у /11/, za 

ауе -i: -:o;.t o , а za dov01jno ve1iko 1.. ~ е' > t o taj ие1оу ispunjavaju вуаг је­

аепја jednacine /1/. 

Dokaz. 

а/ Нјезепја jednacine /1/, роа uslovom /1:3/, oblaeti -:х: '" - ~(~\ (i: >-t ... ) 

аи rastu6a., deflna stra.na jednacine /1/ је pozi tivna. Neka је ""e.\t)=.- :~:~- Ј'. I 

g dJ'e Ј'еdo pozitivan fiksiran ·broj. Preraa/14/ је ~i'.tt.)=+CIO. 
t~+<>o 

Pokazimo da sve integralne kr'ive oblasti -::с ~ -eo(-t) (-t:~-t:.) ispunjavaju 

иа1оу /15/. Neka је 'ј) (t, - ~~~~ - d') pI'oizvo1jna tacka te oblasti / cI~d'o 
је pozitivan ЬГОј/. P:r'ema /13/ iшаmо 

~/( р) = -q(t."r ? - Q('t.)o': ~ - АЈ'. , 

sto znaci da integralne krive oblasti -:х: ~ "('o(t.) (t. ~t..) iшајu koeficijant 

sшјвга ne manji od pozitivnog Ьгоја -Arfo , te i ispunjavaju us10v /15/. 

S ouzirom па jedinost гјеЗ8l1ја jednaciIle /1/ i rjesenja oblasti 

"х > "е .. (о <1. ~t .. ) ispunjavaju uslov /151, jer ta. rjesenja ne ргеејеса.ји 

rjesenja oblasti -:'С:Е;. ""еоН:) (t>,.to) koja ispunjavaju uslov /15/. 

4) Ovdj е, kao 

funkcija . - !ш­
(Ht) 

1)Ovaj us10v 

i u tvrdjenjima с/ i q; ove teoreme, пе zahtjevamo да 

ispunjava ив1оу /7/. 
. " , , t' l' (( f (f;) )' \... Ј I moze ав zаЩЈеп1. 1. ив OVl.lna, -iUt) ;:::,." 



Ь/ POblllat~8.jlno prvo вlисај Q(-t;) '> о H~1::0)' 

Integralne krive iшајu n&gativan koe:ficijent 

в. pozitivan za '"х. > - ;Џt') t-\:');.-t. o ). Q.(.t.) 

:Neka је 

СЈ; Ci.) =.-~ - Е (t) ч)-. Н:.) =. - .fn:} + €.Ct.) (t. ~i:o) . 
0\ Q. (.-t) I 1. tHt.) 

11l18.lliO, prellla /16/ , 

~J(","-1H.)) -:::. - Q (1:.) ((-t) ~ - \(- ~~~~)'\ + (.1\1:.) .l.. (- ~~:\)'- f'(-t) =. ~'tt.) , 

~'(W~(t))='Ht)e(t) > 1(- :~.:\)I\-Е:I(t) > (-:~~~),+t'(t) ='~~H.), 

sto znaci da integra1rle krive ,;еdrшсiI1е /1/ koje pl'olaze kroz tacke kt-ivi}l. 

Ц.):~ (t) \ cJ-1. (1:.) (t. ~to) ргеајеса.ји te kri уе iz1azeci iz "cijevi" koj\.t 0isr'u.­

ni6avaju te krive, te, ргеша mеtойi retrakcije, postoji Ьаг jedno rje§~nje 

које za Bve -t ~to ostaje u toj "cijevitl
, odllosno u "cijevi" 

/21/ t. ~ t - '#lt.) - €.tt.) .::.. -эс. .(.. - #н) + E.l-t) 
~ о Ј tHt.) q(:t) I 

ра рrеша tome i ispunjav8. uslov /11/. 

Dоkаziшо sada Z8. а1исај Q(t) <. о tt ~t.o) . 

Ovdje integra1ne krive iwaju Buprotan koe:ficijent вrnјега, te ргеша 

/16/, za-t: ~ -t.o , vaz i 

-Х'«(Ј-О\Н:\) ;-Q(t.)Е,Н) ';> \t-t~:~)'\ -f.'tt) ~ \-:~~~} .-E.'(t.) -=--w..'(1:) I 

'X/(цta.(t~)='\(t\((t.).(.. -{(- !~:}))" +e'(-t) ~ (- :~:)))I+€.'(t), 

sto znaci d.a integra1ne krive koje pI'olaze kroz tacke krivill tJ"L1:.) i cJ'~(t) 

presjecaju ,,"е krive u1aze6i u "cijE:iv" koju ograllicavaju te krive, odllOBnO' 

u "cijev" /21/. dok вуе integl'alI!cl kl'ive koje pro1aze kroz unutI'ai3nje '1;0.­

cke te "cijevi" oe·taju u nјој za вуе -t.~t •• te i cine k1asu гјезепја koja 

iapunjava ualov /11/. 

Doda tni uBlov /13/, uz ив1оу /16/, omogu6uje da вуе integra1ne k:civtJ 

ј edrlacine /1/ koje ве na1aze iz.van .. cijevi" /21/, za dovo1jno veliko 

.t:. >,- е' > t o , dodirnu kri vu W',,(t'\ i1i W1.tt), а zatirn i udju u 11 cijev'· /21/. 

Doka.ziltiO to za integra1ne kl~ive oblasti 'х <.- ~((~\ - Ett.\ (.-\:');.t .. ) 

/z.a.' в1исај 'Х"> - !~~\ + E.(i:~ (t. ):.t .. ) slicno ве dOkazuje/. Neka је p(-t..- :~:~ -fЩ-Ј') 
/ d' је proizvo1ja.n pozitivan Ьгој/ proi.zvo1jna tacka. te oblaati. РI'8јЈј8. 
/16/.ve.ii 

~Ј(Р)=-'Н1:Н:(-t)-Q(-t)d> ((- ~~~~ Y\-Е'(t\-СНt.)d' > {""~Н.\\-АcI'. 



l<ж'€IlI1l1. tошu; щоzешо konstatov'ati da irltegralne krive u oblasti 'Х<-. ~«~;-f(.t) 
(-t ~to) iшајu pozitivan koef'icijent smjera i veci ~d \(- ~II;\ - ЕН;'))'\ 

za vise od pozitivnog broja -АЈ' , te da integra.ln~ krive па vесещ ћlzша­
ku imaju i veci koeficijent атјета • Ltuda 6е вуе integra1ne krive te 

oblusti Ј za dovo1jllO veliko -t: ">,. t '" >t o , Btici do kI'ive W",,(t.), а :ш ~;јlil i 

Hci u .. cijev" /21/. 

с/ Uосiшо ovdje kriv'e 

f("\;\ /.Ј __ 'f(-t;\ +!:L t 
ЧЈ,,(t.)=:'-'Нt.'--М I ц)-а.(t.)- QH .. ) М' '\:~t.<». 

Za Q Н) "> М> о t pod HBlovom /18/, iшашо 

x'(Cд,,(t\):: - Q (1:) ~ <. - ЈЈ ~ - '(- :~~~)' I ~ (- :~~~)' =- w~ (1:), 

'X.'(W~(t:»)= CHi)~ > N ~ \(- :~1\)\ ~ (- :~~) = GtJ-iн) .. 

Рrеша 'tome t za Qtt) > М >0 ,·il1tegl'alne krive jeJnacille /1/ prolaze 

kroz tacke krivih w"tt) i cJ-~(t) (t~t .. ) i:Glazeci iz. "cijevi" koju Cil'l8 te 

kriV8, tj ... cijev\8 

/22/ t ~t.o 
Ј 

sto znaci da jednacina /1/ iIl1a bar jedno r jesenje koje t za -t: ~ t., pripa-· 

da toj 11 cijevi", te i iepunjava uslov /19/. 

Za CHt)<-i'1<О, pod uвlоvош /18/, imamo 

х'(ц,,,(t\)=-q("t) ~ > АЈ ~ 1(- :~~~)'\ ~ (- :~~\)'-= "'~(t) Ј 

:с' (CJ2.(t.)) = 'Ht) -%t <. - N ~ - \ (- :~:~ )' \ ~ (- !~:\)' :: ~~ (1:) , 

~to obezbjedjuje ula~enje Bvih rjeienja. jednacine /1/ koje prolaze kroz 

tr:l.cke krivih ~,,('t\ i "'1.(t) u If cijev·· /22/» kao i to da вув one irltee:ra.­

lne krive koje prolaze kroz unutrainje tacke "cijevi" /22/ ostaju u 'toj 

II c ijevi lt i cine klaBu rje5611ja !соја ispunjava uolov /19/. 

Us10v CHt) <.-М<.о obezbjedjuje i to da се вуа rjesenja јвdШtсiш~ /1/, 

za dovoljno veliko -f:. ~ t'" > t o Ј uci u "cijev" /22/. РО8шаtrајшо to za rje-

se11ja оЬ1ав ti "х. "" - :::\ -~ (t-~t..). U proi zvo1jnoj tacki "р (t 1- ~~~ - ~ .:... Ј) 
/ rf. је proizvolja.n pozi tivan bl·Oj/ te oblasti integra1ne krive iюајu ko­

eficijent srnjera 

?C'('P)=-Q.tt)~-CH-t)d'> fJ+Md > \"'~(t\\+M<f, 

tj. ve6i od \ l- 1~~\ - ~ )'\ 2.а pozitivan broj мl Ј te се evaka integra1na 



2.~O 

'bl t· ':ftt;) N k:riva о us ~ ~ <. - ~ - м (t ~tQ)' za dovoljno ve1iko t ~t· >1: .. , i sti6i 

до kl·i ve - ~~~~ -:::, , а za tilН i uci u .. cijev" /22/. 
d/ Us10vi CHt.)<.-"'1<-О , /18/ i /20/ obezbjedjuju iepunjenje uslova /16/ .. 

Zaista, neka је IV\. neki pozi tivan fiksiI'anbroj, takav da је 

- €'(t.) ..:.. ћ'\. 7А. t ~to . 

!1i'IOlkcija e/(t) је Ileprekidlla .f'unkcija za t ~-t:. i ispunjava us10v /] 0/./ 
!)OSfIlatrajll .. o sada us10v /16/. Uslov /16/ ftlоzещо napieati i kao 

frеша /18/ је 

\l- ;~:)\ )1\- E'(t.) < f.J + ћ1. ~'\ t ~to I 

·t" је ua10v /16/ ispu'njexl i ako је iВрt.шјеn ualov 

- q (1:) Е: Н.) ~ Ј.Ј + I\'t 2.q t ~ t о • 

Gvaj uslov је ispunjen za 

Kako debna etrana te nejednakoeti tezi nu1i kad -\:. "·н_ , to pOt:ltoji щоnо­

tono opadajuca funkcija €(t.) koja ispunjava taj ue10v i ue10v /10/ 

Da1ja vazi tvrdjenja pod Ь/ za bl1ucaj C\.tt.)<.o • 

LEUA A'!I. Pod uslovirna 
t 
((H~)~ 

"' __ -e.t •. ~ ;::+00 
-t; ..... +oo 

/~~ је konacan Ьгој/ 

jednacina /1/, za t '> .... t o , irna jedno гјезеnје еа osobinom /8/. 

Gorllji ue10vi Т. Pejovica daju da је CHt.) > о za t. ~t.o • 

Prema tome, ovdje vazi tVI'djenje аЈ 1ете В" /е tоПl гаz1ikоП1 зtо ovdje 

:funkcijaQ(t) ne тога da tezi nuli kad t~+oo/, а uz dopunske uelove vazE:I 

i оЈвоуагаји6! dijelovi tvrdjs?ja tеогеШE:l B~. 

4 о Za 'Ht):. о dobija ее slucaj 10 za ~ =-1 /Т. PejoviC/. 

Za CHt):::o jedrlacina /1/ g1asi ':(.1: :t(i:) па koju ее nе mogu ргiшјеni ti 

obuhvacena· gledists. kva1itativne ans.lize. 



5 и Ztt ённ:::. V' , gdje је r Ilбgаtivап broj, slijedi. slucaj 

60 Za CHt):: ~ , gdje је V" pozitivan broj, slijedi а1исај 

7 
о 

Neka. је 

/23/ lvwt q Н.):: l' 
~~+CQ /'i" је konacan Ьгој/, 

Q(t) :: V" + е(1;) , 
/24/ .f.vwt ен) = о Ј 

1; ..., + "'о 

/25/ ~\ ;f(t) -.::. р 
t """'.:.0 /Јр је konacan ·Ьгој/. 

Jednacina /1/ poataje 

/261 ~~ :: '(' ~ -t- ~ (t. ') + t (t) "х. 

r·Juka је ЈСоН.) jedno 8.Biraptotflki ograniceno гјеэепје jednacine 

/27/ 

tj. 

/28/ 

ol:Xo ': r:x:. .. + ;f(t) 
ol.t. ) 

I 'Ха \ ~ м ) 

gdje је М :fikairana konstan·ta 1'1'. f'ejovi6/. 

Rаz1ikоvасещо vise В1иСајеуа. 

1/ Neka је r negativan broj. 

20. 

ЈО. 

LEMA A~. Ako је, pored osnovnih ualova /23/. /24/, /251 i /28/, 
t 

'1'<.0 €~(t.),:е.,.t.Је-r·ЈI~(Ј~\о{r~о 1(" =M't':JC.E,,{t.) <1. 
l' . t.. :r ~ ... +.... -t~1;o I 

tada вуа rjesenja jednaci:rle /26/, za t ~ t o , ispunjavaju ив10у 

/29/ ~ ('Х.Н.) - 'Xo(-I;:)) '; о . 
-t~+"'" 

Iz osnovnih ualova Т. Pejovica proiatice i sljedeoa 

LEMA B~. Pod us10viJna /2Ј/ /r-<.o/, /24/ i /25/ вуа rjesenja jedkla­

. с irle /26/, za t > ... to, ispunjavaju uslov /29/. 

I-od џа10vimа 123/ /'Г<. о /, /24/ i 125/ вуа гјевепја jednacine /26/, 

za t ~to, ispunjavaju uslov 

~ ')( (t.) = _.f-
~""",+CQ '(' 

kao i sva rjesenja jednacine /27/, za t~~o, iapunjavaju uBlov 



/vidjeti lвшu В2, ь/ /. I'rOUt6. t0l!10 t ЕЈуа 1:'јееОllја. jeLinacina /26/ i /2'1/ iL'­

рtшја.vајu uslov /29/. 

IЈ&јц Т .. Pejovica о odr8dji vr.1.нјн роnаеапја l·j~SOr1ja јОtlrш,сillе /26/ 

l'ћ;ikО .iedHQfItavnije јсdrНi.ёirю /27/ 1)J·oe:i.:t·i.1Uo uziшаnјвш uшјt;stо l)l"otpostdvki 

/2:'/ t /24/ i /25/ 8i1'6 protpou·tu'vk",» te ulIJjesto јеdпасinа /26/ i /271 оЈ­
iЈ()VЋ.l·ајu~u jedna.cine opstijdg u\Jlika, izoutavljajuci pretpos1avkH /2lV, 

~ Jodaju6i. takodje, i bitUQ поуе pretpostavke. Rezultate р68шаtrkпја 

i tJk6.Z з'IНО uljedecofil tвоr'ОЙЮlil. 

'l'ВОRњНА в '1. • 

i i:leka је 

/30/ Q"H.) <. о '~q, '\: ~t .. 

/31/ 

/)2/ 

/33/ 

В'дје је I'r\ (t) >.. о (1; >"1:0) neprekidHa f"unkcija. koja iapU1'lja.va ив1оув 

/:М/ \
( - ~-I:) )1 \ -& ћ1. {-\:.) 
\ ltlt) ""1: 

tada p08toji neprekid:08. i !ilопоtОiЮ орадuјuса f'unkcija r(t.) tt'>,.-\:.,,) kO,ia 

tezi 11Uli kad t-?"'-oo i 'ia.kva do" za t,-:>;--t o , јеdШ:1, k1asa. rjefien.ia jedlНlcine 

135/ 

i jed.nacine 

~) li'uJ1kcija 'Ht:) ne тога da isptlnja.va uelov /23/. а f'ullkcija Ј:. Ct) :пе 

шоJ'tl da tez i llUli kad 1: ~ + оо " 

'.I.)Od posebne је vaznoati Рl'iшјеti ti da. us10vi /31/ i /32/ dopui3ta.ju 

<.1а. f'Шlkсiја' _ ~H:) bude ogl'aHiceXla ili neogranicena., da tezi ili l)tiJ 'Lezi 
Q,,(t) 

nekom broju. Ako је ~ -1!.!L =0, tada ве uslov /31/ nlOze z8.lUjeniti \Н.:110VОUt 
"'=: .... +010 -Q"tt) 

/31' / \ cC(t) \ ~ ~ <. ~O\ < 1. za -t ~to / ~ i ~" BU pozi tivni f'iksirani b:r·ojev.:i/, 
Q.,,(t\ 

8. шйоv /32/ је garantova.n. 



" 

/36/ 
ol. "Х" 
- :. Q,,(t) -х: о + ~H.) 
ol.;1:. 

ispunjavaju ua10v 

/ ')'1/ 

t13 i иа1о'У /29/. 

Ь/ Ako funkcija q,,(t) шнјеstо ие10уа /30/ iapunjava ua10v 

/38/ za -1:: ~ t o / А је neg. kOIlat./, 

1,;. f;lve osta1e pretpostavke iz а/ озtunu iste, tada, za dovo1jno ve1iko 

t ~ ttl > t. .. , sva. r је.эеnја. jednacina. /35/ i /36/ iзрunјаvајu us10v 137/. 

с/ Ako је 

/39/ 

to.da, uz uslove /)1/, /32/, /3В/, kao i 

/40/' 

/ Ј.Ј је pozi tivan fiksiran Ьгојl. ро jE:ldna k1asa .гјеееnја jednacina /35/ i 

/36/, za ~ve t>..t., ispunjavaju ие10у /37/» а za dovo1jno veliko -1:: '>,.t*"> t ... 

tf2.j иа1оУ ispunjavaju вуа гјеэеrlја ·t;ih jednacina. 

Dokaz. 

а/ Како је, ргвта /31/ i /32/, 

/41/ = ~ ~(t) , ~ (1:) -= ~NV\.. ;fH)' ОС(\}. ~ -= о 
~,,,н_ Q"H) C1"lt);-c:Ltt) ~ .... Н<><> ct~(-t..) ,,+ c(ltt ) 

Q,,(t.\ 

to postoji neprekidna i' шоnоtоnо opadaju6a funkcija d<t) koja tezirluli 

kad t~+O() i takva da ispunjava uslov 

/42/ \ 
1н:.) :f(t,\ \ <. 

- q,,(1:.) + oCtt:) -+ ~) 

Rjeaenja jednacine /36/ ёи rastu6a u oblaati ,.,. ./ _ :f(t.) I t. '), 1: ) 
.IV - ",I't) \. ,.. о 

., " :f.tt.) ·(.J.>.t) 
opadaJuca u oblast~ -:х:. > - Q,..(t) \.,.. О , dok u о Ыаа ti ':(. <. - ;f It.) ,г 

Cl"H.)'" ('t) 

, а 

\ 't :,..1.0) r јевеnја jednacine /35/ аи rastu6a, а u oblaati ")( > _ 1Н:) 
Q,,(t.\ 1" cttt.) 

(-t,'>.-to) гјеаеnја аи opadaju6a. 

Ualov /33/ obezbjedjuje da jedna klаза rjesenja jednacine /з6/ ulazi 

i ostaje u ?сiјеviИ koja је odredjena krivama 

"} оув.ј иаl0У moze ве zamjeni ti us1ovima: I"\t-t.) ~ Ј,Ј z., t.<.t <.+00 i ~ ~~ ::: О. 
~-HOO G't,,(t) 



/43/ 

/to ви rjtiSenja koja pl'olaz€t kroz tacke oblaeti ~1t)~"3C~c:tJ'1.tt\ tt~to) /, kt10 

i du. јеЈl1а klaea rjesenja јеdШt.Сiне /35/ ulazi i oetaje и "cijevi" koja је 

Ot~t'aI1iccma kri varna 

144/ 

/to ви гјвЗ8пја o"blaeti C(t)(t)~")('cJ'rw<t\ (t~to)/. Zaieta је, ргеroа 1з31 i /:34/, 

'X~(cJ,,(1;\) =-Q. .. (1;.)E,(-t;) ~ -(Q,,(-\:). \d:H:)\) ЕН) '> h\. \"\:) - E.'t1:.) ~ 

\( 
~H) \' \' (f(-t;) )1 ~ - lt"t-t\} -Е:;. (1:) ~ - А"н.) - [.'(1:) =- ЧЈ .. ' t-t,) I 

"Ј:.'( (v\lt\) = (Q-\(t) .... ~I-t)) t: (-t) ~ (сџ-t.) + \с! (t) \) tlt.) <.. - Л'\ (:t\ т E!tt) ~ 

~ _ \ 1- ~(t) )' \ + е'(1:) ~ (- f(-t:~ )' + fl(t) = Ч}Ј (t) 
\ G\"t"t;)-t.tt-l:) Q .. l-t) ",""(1:) ~. 

Uzmirllo Bada da јо 

/45/ \,,(1;.)::; E:;.(-t;) +J'l-t) 

i ргiшјеtimо da Bve kri уа Ц,)'..; (t\ t (."".'1., "),'f) pripadaju" oijevi" 

/46/ 
t~'l. _..iJ.:ti. - ('(-t) ~?( <.. _ ~H.) + ('(-t) 

I q .. lt) Q .. (t)· 

O·t.uda, toj •• oijevi" pl'ipadaju i klaso I"јеэепја jednaoil1a 135/ i /36/ које 

obtizbjedjuju 11 oijevi" koje ви odredj6ne kri v8.ш8. /43/, odnosno /44/, sto i 

potvrdjuje tacnost tvrdjenja. 

Ь/ Ue10v /38/ obezbjedjuje u1a.zenje evih гјеаепја. jednaoina /351 i 

/36/. za dovoljno veliko t ~ ео "> t o , reepektivno u "cijevi" koje su ogl'a­

flicene kгivаша /4'3/, odnoeno /44/. 'l'ћэЬа primjetiti da, ргеша /31/ i /38/, 

z&. dovoljll0 ve1iko· -t ~-t" ">to , vazi 

q"tt.) °Hl(t.) = q-i(t) (" + ~:~~)) ~ ct-\t-t:;) (,,_.~) ~ д (,,-~) :=. ~ .i.. О 

. . ... f k·· ~(t'. . 1 /prema /'31/. za dovolJno ve11.ko t. "> ..... t > t o , un ·cl.Ja ~, ~spUI1Java ив. ov 

/:31# /; f> је negativan fikeil'an ы1ој//. Da1je vaze odgovarajuci ranije uci-

пјвп! dokazi. 

0/ Qvdje treba вато da ргiтјеtiшо da ue10vi /31/, /'39/ i /40/ obezbje­

djujuuslov /";, sto вв pokazuje па ieti naoin kao sto ето to ucinili kod 

teoreme :81. d/. 



2/ Neka је у' pozitivb.n ta·oj. 

Ll!:lIA .A s • Ako је, pored ofJnovnill us10va /23/, /24/, /25/ i /28/ , 

tada јбdnасil1а /26/ doputJta) zat >,...·t .. , jedllo rjt;senje ви 080Ьirшш /29/ w 

Ovdja vazi i aljedeca 

L.БНА БIj. а/ pod uslovima. 123/ /" > о / t /24/ i /25/ јеdшз.СillS /26/ i 

/27/ iшајu рс bar jedno r јеs(шје 811 оsоЬillОШ /29/. 

ь/ }~eka је Ql-t)=Q.,lt.)+сС(t) » нјје је Q",(t\>O za -\:~'to, ·tada. pod 

шйоviша /31/ t /32/ i 

/4'7/ 

{;'iije је /l'tlt.) i"unkcija koja isp\lf1java uslove /34/, Ьаг jedno rjeaell.ie --J([i:.) 

j(H.1flaiHne /35/ i bar јеЈnо хојоьенЈе "): .. (1:.) .iedl1acille /Ј6/. za -\:~to , iBPH·· 

пјuvајu ualov /37/, te i uslov /29/. 

Dokaz. а/ Kri уе sta.CiOrL8,l'liili tacaka jednacina /26/ i /27/ ~и ћ;Н:~l't~­

ktivno - -.,. :t~)(t.) i - :I;t:) • l-':t'uma /24/ i /25/ poatoje monotone fUI1kcije 

'\Ј-,\(1:.) i V1. (t) / V" (t) monotono lЋ.s"tuСа, V'1.tt) monotono opa<iajuca/ koje ·t.iJZ е 

- ~ i takve da је, za dovoljno veliko ~ ~ t* > t o , 

.\ It" <. :f'1"t,) <. .L tt) lL~( ... )./ - #r(1:) ./ ~"~(t) 
V" I - .. + .t (1:) v1.. I Г~....... - v ... 

otuda је 

-:x:'(v4 1t)) "" V1'(t) I -:>с' (V2,(1:.)) > 1Ji.(t), 

':JC~ ( \)-" (t.)). <:. 11' ... ' (t)', -х,'о t V1. (1:.)) > vi, (t) , 

sto znaci da za оЬе jednacina /26/ i /2'1/ iщашо "cijev" izlaznill integl-a.~ 

lnih krivih metode retrakcije 

koja sadrz i ро bar jedno r jesellje 'X,(t) i ')(0(1;) respektivno jednaci118. /26/ 

i /27/, te ta rjesenja i ispllnjavaju иеl0У /29/. 
Ь/ Ispunjenje иа10уа /31/ i /)2/ obezbjedjuje relaciju /41/. te i 

љсшоtО110 opadajucu funkciju Ј'н.) koja tezi rщli kad -\: ~ +00 i koja jц~ 

pUJ'ljava uslov /42/, kao i fUHkciju V'(-t:) ро reiaciji /45/. 
ив1оу /47/ dopusta da ае za jednacinu /36/ formi:r'a "cijev" iz1azl1ih 

integralnih krivih ogranicenill krivuшl.\. /43/ t а za jedrl8.cinu /35/ "cijev" 

ogranicenu krivama /44/, sto i obezbjedjuje tacnoat tvrdjenja, јежо kl·iv·t:J 

/43/ i /44/ pripadaju oblasti /46/. 



'X~ ("'~It\) = -q1(i:\tL-t) < - t СЏt) - \ ~(·H\) Ht) <. - '" tt\-t'н) , (-~\ )'- E'tt) :. W~'(t), 

:x::~ «J1.lt)) : а" (t\E (t.) '> {ц ,,\-\:) - \ ~tt '\ \) Н'\:) > А'\ \t.\ + g'(t) >,. (- #Н.\ \1 -+ Е' \'t\ .:: ЧЈ"! 11.) . 
. \: ct,,\t.\) 2 .. I 

х'{ tJ') IН) "; - (ct"t-\:\ + clн.\) Ut) ~ - (q .. \-t\- \J:.\t.\\) Е tt) <. - ",tt.\-f'lt) ,.:.. '- :ftt) \I __ t:'(t)= 4".,.'(t.) 
~\ Ц~"~~A~ • I 

I.БtН. Ав • Ako је, pored ofl:L1ovl1Hl uelova. /23/. /24/, /25/ i /28/,. 
оо 

,,-:. О ~'\\t)=S\ftj)\c.lJ -~ о I Е,,= M"'~e"H:).( 1. 
, t i:-'>+OO t~to I 

tt:liia je(111acill8. /26/. za t ~to • dopusta jedno l'јеаедје ва osobinolll /29/. 

Za. ., =0 jedna.cina /27/ postaje 'X~ -=:. ;(.tt) па koju ве nе rnegu prim.i6:Ili ti 

О buIlvacena glediata kva1i ta ti VIH:l o.n8.11.Z6. te i ne mozen~o govol'i ti: о о(:\но­

ЕЈи l'jeaenja jednacina /26/ i /2'и. 

Jedr18.cina /1/, pod иа1оуон\ /6/, РI'оиС611а је u в1иСа.ји 10 .. 

Uedjutim. neka је Q t-t '\ = Ci,,('t.. '\ + Ј:. (0(:.) • gdje је 

~~It) = t.:"''1.. Ci ... t-t:) = ~ rl,lt)-::.o 
*~+~ i:~.~ ~~.~ 

Ako је i.spunjen ие10у /31/ i CI.~(i;)=#=O ~a t~t.o, tada za ct"tt.)<.o va.zi too­

:t"оша B~ а/. а. za Q1H~ >0 vazi 1в(а8. Dl, Ь/. 

КаКО funkcija ;flt) ispulljava ut:llov /25/ /ро 'r. Pejovi6u; gdje је, u 

ОV()Ш s1ucaju, ~=O /. to ие1оу /:32Jdo1u.zi u obzir, odnoeno gornje tV:t'djo­

Ilје iUla Пlјеstа. 

§ 1.2. 

Роsша.tгајшо aada pitanje stabi1nost гјеаеnја diferencija1ne jedl'!8.ci­

не /1/. 
llezu1 tati о ponasanju гјеtЗ811ја jednacine 11/, koje вто da1i u § 1.1 Ј 

dati ви u obliku podeanom da sada тo~eтo neposrednQ, koriete6i rezu1tate 

HJil.vudene u g1avi 11 ~ Ј. dati odgovaraju6e zakljucke u pog1edu s·tabilrJ.o­

sti odgovaraju6ih rjesenja. 

1. Ta.mo gdje ае ima poatojanje Ьаг jednog rjesenja, koje iSРЩlјаvа 

odgovarajuce ие10че, то!ето re6i да је to rjesenje neatabi1no u ~mia1u 



Ljapunova. Takyih rezu1tata ima.rno vise, а vezani аи za osnovni иеlоу q(tY>o. 

2. Кlааа r јеэепја jednacille /1/ za koju slno !Ј'" '" ispunjava ив-

1оу /19/ /teorerua в" с/, а1исај qli;) <. О / аи akoro stl:l.llll.Ha rjesenja u sшi­
аlи definicije М. Berto1ina. 1eto tako, svako pribli~no rjeAenje jedna6ine' 

/1/ koje ispunjava иаlоу /19/ /pri Q H:)~O / је skoro stabi1no priblizno 

гјевепје u srnislu iste definicije /vidjeti С1] / 

Ј. Кlаае rjesenja jedna6ine /1/ Zl1. koje sшо pokaza1i da ispunjavaju 

иаlоу /11/ /1еmа Bi, Ь/ i tеоrеща .8-1. Ь/ i d/, еН\::) <.0 / аи ravnonljern~ flSirfl­

ptotski stabi1ne u odnosu па pocetnu vrijednost ~o и smislu definicije 4 

/vidjeti glavu 11 § Ј.2. - tu је, ирга.уо, poscnatra.na jednacina /1//. 

U аlисаји kada funkcija Ct(t.) ispunjava иа1оу /lЈ/ !tеогеша В"1 Ь/ i 

d/, Q(t) ~ А <.0 / klasa С rjeseflja. jednacine /1/ koja ispunjava uslov /11/ 

је гаvпошјегпо а.siшрtОtвki stat)ilna u сiје10Ш /takOdje, vidjeti I1 § ').2./. 

Takodje, тo~eтo konstatovati da је svako pribli!no rjesenje jednaci­

lle koje ispunjava. uslov /11/ /в1исај: lеЛlа В,\ Ь/ i teorema В"Ь/ i d/ t 

~(~)<.O I аsiш~tоtSki stabilno priblizno rjesenje и· sшislи definicije 5 

/1! % Ј.Ј./, а и slucaj\l шйоvа /13/ i a.simp·totski stabi1no и cijeloJ11. 

4. U slucaju jednacina /Ј5/ i /36/, а па оапоуи da.tih rezul'~,ata za . 

te jednacine, mоzешо govoriti i о stabilnosti гјеаепја jedna.cine IЈ6/ pri 

st~lnim рогеше6ајimа. 

ustvari, ргета dokazu teoreme B~, jedna.cine /Ј5/ i /Ј6/ imaju ро jednu. 

klasu гјБSепја. koje ви гаvпошјегnо asimptotaki stabilne u odnoBu па росе­

tnu vrijednost {о и sшislu definicije 4/II § 3.2./, а koje ви, и еlисаји 

uslova /38/, i; rаvnошјеrпо аsiшрtоtski sto.bilne и cijelom. То је ona kla-

аа СО rjesenja. jedna.cine /Ј6/ }соја pripada " c ijevi" 

i:. ~ t.o - #Н:) - f. tt.) < -:х:. <. - #Ct) + Ett) 
I Q. .. (-t;) Q~(-t)' 

za вув t ,>:-1:0 , odnosno, klasa С rjesenja jednacine /351 koja. pripada. "cijevi" 

t. ~ t - #(-t.) . - (t) -<. 'х <. - :f(-t;) "'" -t e.<.t) 
о, Q~tt)то;t-t.) C}1tt)+c(tt) 

za вуе 1:'> .... 10, а te "cijevi", prerna 1421 i /45/, pripadaju "cijevi" /46/, 

kojoj pripadaju i krive stacionar-nih tacaka jednacina IЈ5/ i /36/. 

Prema tome, svako rjesenje "Xo(t) jednacine /Ј61 /tacno i1i priblizno/, 

obezbjedjeno teoremom B~ , koje ispunja.va uslov 

ОР :(! (t) 
+ (1;) __ Е. (i;) ~ -:х:. tt) ~ - () ... €: tt.) ,q, 
Q" (i:;) Q" -t. 

је asimptotski stabi1no pri sta.lnim poremecajima u smislu de~inicije 6 

/I1 i Ј.4./, а u slucaju uslova /38/ svako rjesenje ')Co(t.) jednacine /з6/ 



(ј\јl'сЈјано lН.>'С d"t,HilJ1 uslovom "Ха tt Q ) је tlеiшрtоtеki atabilllO pl~i atalll:LlII р 0-" 

l'b1llt:iOajilН8. u вшiulu definicije б. 

5. РОБlјl8. trајшо аааа pi t!il1je s,tu.bilnosti r jesenja za koja аню pokuza-

1Ј. аа teze nekom Ьгоји ili:t: оо , а za koja lliarno obezbjedili pripu.(lallje 

Н(ЈЬ:ој 11 ci.jevi·' cija sirina. tez i rшli. 'l'akva l~ јеаеnја iш8.ШО u tVI·djellj.i I1Щ: 

1,љ1а B~ Ьј. tаОl'еша:8", а/ i lеr.ю B~. 

Zu. ):'jeserlja jednacine /1/ kojat:.eze nekolll kоnаС110Щ bI'ojU /1 бща lJ'L b/ / 

ш,)zешО pOkazati da ви IЋvпошјtН'llО a.,Bimptotski etabilna u odnoBu ђ&' РС)С6tхш 

vrijadnoet t o u smielu definicijs Ljapunova /vidjeti uvod § 2 pod 1. ь/, 

й/ :i. е//. 

U l';'ltIi 11'1. Ьј fuпkсiје С\ (-l) i - ~(t;) iapuJljllva.juuslovu /12/ i /'7/" 
с\. t't:. ) 

lJ U}u.vi 11 § 3.2. konstatovali щно Ја dvije int~gl'alne krive jedrlitciHi:> /1/, 

Pl-:i. C'{{t)<.O, za "\;.> .... 1.:0. iшајu rшјVi:ј(:Н razrnak u pocetnoj tacki -t:=to • "t;e da 

~~ tllj razmak ravnomjorno атвпјије kad t raste, odnosno da гјеэепја bliska 

LltrOn\.ttkll t:.to ostaju blislш Z,li fЗ'1f6 -\:~-to i bivaju Bve bliza рril"dSСtЭ­

пји t . S druge' strallS. вуа г јеsuпја tozo -t. kad t-')""DO. lгеща "I:;uщв, Zt1. 

!)l'{)izvoljllO I'jesenje ':)C.(t) јеdlшсiНt"t /1/ koje је OdI"sdjeno роСеtIli.ш нв10уоm 

'x(t~ iupunjeni ви svi potrebni uиlоvi definicije Lj8.punova о гаvпошјDГ­

ној аsiшрtоtаkој stabilnoBti u одлоsu па росеtпu vrijednol::lt \:.0 • 

Za r јааётја jednacine /1/ ko";o daje tеогеПl8. В" а/, а koje ·t.ezi -+ с>(.) 

kad -\: ~ ... oo. mozemo re6i da ви вtаЪilllа u sшiвlu Ljapunova, 8.1i Ј10' rrlOzешо 

r",ci da ви i 8.simptotski etabi1na, ,јег fle то! ещо garantova ti i iBpur1jenje 

ш:ilоvа ~~ \~~t-t.)-'X('t)\-=O. 
-l ........... 

Za rjeseHja. јеdпасiпе /26/, kao i /27/, za r~o /lвща B~, гjeBEНljn 

teze konacnolfl Ьтоји - ~ /, пюzешо pokazati da ви ravnomjerno 8.eirr,ptotf!ki 

вtаЬilЩL u odnosu па pocetnu vrijednoBt to u вшislu definicije L.iаl)щюvа. 

lpak. ,to flije dovo1jno da bi tllogli 'tvrdi ti da Ви r jesenja јеdl1Eiсil'Ш /2'7/ 

aBimptoteki etabilna pri uta1nirn роrешеоајirnа l(~x u smislu definicije 

l.јарш}оvа /vidjeti иуоа § 2, ро(] 12. аl/. јег ne lIюzвmо роkџzа'ti Ја се r,je-

8~Hlja "X(t) i ~оН.) respektivflo jodrlacina /26/ i /27/ koja 6и do\'O lј:оо 1.111-

l:~kt:1. u "t.rer.lutku "\;.:'"\;.О 05 ta. ti pl'oizvoljno blieka za вуе -t: '>,. t. o • 

No, nije tesko primjeti ti Ја za dva navedena r јеаеnја "X(t) i "х .. (t.) • 

koja tsze Ьгоји - ~ kad' f. -'Н оо , postoji neprekidna i monotono ораЙајн.Са 

:funkcija y"'(t.) koja tezi nuli kad -\: ....... +00 i takva da је 

\ -:x:(~) - ~ .. (t.) \ ~ r (-\:.) ~Q. SV,!, 1:. ~to . 

Takodje је i 
~ \ _ -;t('t) -\- ~(t\ \ = о 

t .... oo \"'+ llt) V- , 



(.:Ј IH:'tJL\Jji lidprekidna i monotollo opadajuca funkcija d(t.) koja tezi rшЈi 

l~a,l t -'>+00 i ·ta.kva da је 

tSJ.jt.1 su 

"'7/ i /.:.. . 

1"'- t~to 
• 

i":r:~:t) i - :f~/;.\ S'LaciOHf:il>rlt:' kI'ive rsspektivno jednacil1a /26/ 

Г~~ema tоше, ЩОZSН;О zakljuci ti da је sva.ko гјеаепје "'):o(t) koje ,је O\i..;. 

1,..,Йјы1О росеtнiщ uвlоvощ -:'ЈСо (t .. ), а које obezbjscljuje lешв. B~, авiшрtоtski 

::.;1.аtјilло ргЈ. I:Italrlim РОl>ешесајilIЩ f(t)'X u sшiвlu definicije б /Il§ 3.4./ t 

jur ви putrebni uslovi iврuпјепi. 

Ma\.ijutim, ако uslоviша /23/ t /24/ i /25/ dodarno uslov 

-lf'+\.ftt\\) (t-t.)'" е'(\.) > IY\{-t) "Z.C\ t ....... t o I 

. l;;dje је А'\ (t) >;. о l1eprekidna fHl1kc:iju koja ispunjava uslove 

Цн1а iliozelfLo efe'ktivno odredi'Li k1udU гјееепја jednacine /27/ i za iS'I:i\1 

formirati odredjenu funkciju ~(~ tako da је svako гјеаепје koje pripada 

toj klasi 8.siшрtоtski etabi1rlO 1)1'i sta1.rliJI1 рогещеСајilll8. u emialu d.efilli­

cije б, 8. ва tom funkcijom rtt) • 

us·tvari, uz uslove /23/, /24/ i /25/, gornji dodatni uslov garf:l.,lL·t\lje. 

postojanje jedne klaee r jest:it'lja jedl'18.cine /27/ koja pripada 1. cijevi" 

.1. >- t. _ 1(i:.!. _ с t.t;) <. ':(, <.. _ :Џt:\ + Ett) 
1...,.. о. 'f' ~ .,. 

za. sve t '> ... t o , kao i jedJle klase l'јеЗеnјо. jedrlacine /26/ !соја p:r'ipaiia "cijevi" 

-i:,:,..te> I - ;:f(t..) -ЕН.)'::'" 'зс. <. - ~lt) + Et-t) 
'f' ;: е. н. ) v' + l (t) 

28. зvе t ~ t o /dokaz ovog u pJ'incip1.l је isti kao dokaz teOl"eln8 В1./' а te 

.. cijevi" pl'ipadaju airoj .. cijevi" 

:f( ) ~(t..) 
.Ј.. '>: t - __ t._ - V'(t) '- ".)(. <. - -;;:- -+ f'lt) I 
1.;'" о t r • 

gdje је f'(t) шопоtопо opadaju6a funkcija koja te~i nuli i 

rt-\:):: ЕН:.) + cI'<t..) , 

а f'llnkcija d(t..) neprekidna. ШО!lоtО1l0 opadajuca, tezi nuli kad -t:. ~ +00 i 

tak\l8. da је 

Dakle, svako rjesenje -x.o(t) /tacno i1i priblizno/ jednacine 127/ !со­
је је odredjeno pocetnim uslovorn ":ICo{\:.o), gdje је 



aeirap'totski Btabi1no' pri еtа111iш роrешесајimа ltt)')( u ешiв1u definici .... 

6, аБа ('Н;)::. е Н.) + d'tt..) . 

§ 1.:3. 

~udo, сешо da damo uopstellja l'ezu1tata datih u § 1.1, odxlosno pO!:iJllii­

tl~aCeIIJO jednacinu /2/, tj. је<'lnаёiнu 

, /2/ ~{ =:. ~H::.) ~I\I\ + -;f(t) ( .""," = "', '1. I " • ) 

~Jje funkcije qtt) i I~) ispunjhvaju iste оепоуnе uBlove kao i u jedna­

с: iпi /1/. 

~rvo posmatrajmo jednaainu 

/2'/ 

i posvetilllo paznju uорзtепјu dobijenih ):'ezu1 tata za jednacinu /1/ i па 

jtHinacinu /2'/. 

1 о '1'vrdjenja lетаВ" i В1. vl::l.ze u potpunosti i za jedIlacinu /2' / /f:Ja­
то umjesto .{,. , ue10v /8/, trebu. da sto";i 'J.""~ /, ako ве вашо UBlov /9/ , 
u slucaju '/"4=0 , zamjeni uslОVDШ 

-Q(i;) Е. (t) > \( - ~)' 1- Е'н.) . 
'1.1'\1'-\( \ )1.11\"3." t~t", 

(2.N\-H) \_ ~~~; - E..1.t..) , 
/9' / 

а ив10У /11/ zamjeni ив10УОМ 

/11'/ 
_ :fl-t) __ E(t\ ..:::.. 'Је (t.) <­

(\It.) 

а u slucaju .f,. =0 t tj. u е1исаји kada је 

/48/ 
tiwt~ -:. о 
t..,+oo -" It '\ 

uslov /9/ mоzещо zaJujeni ti UfJ10VOJII 

19"/ 
-Q(-t) E:(t) > 

f H.)+€() 
Qlt) t 

gdje је :funkcija lW\(t) перrеkidпа., nenegativna, tezi nuli kad "l;-")+QO i 

takva da је 

/49/ 



u ucllov /11) zamjeni UБ1оvоm 

/11" / 

Ako је :f (t) ~ о i1i ~tt) 6 О 116 tx'eba. uvodi ti funkciju IW\ Н:.), а uflijesto 

us10ya /9"1 тойе da Бtојi uslov 

\ l- {~~\ )' \ - е' l t) 

1 ..... 0\ (\'-·-~~c-;-\ )'1"" 
(~I\\t~) _. CHt\ -\- ен;) 

'Ilreba вато dokaza ti da uslov.i /9'; i /9"/ obezbjedjuju u1azenje Јn­

tegl-alnil! kr'i Yih u odgova.rajuce .. cijevi' l t sto сето, ustvari, ucini ti u 

<ioka.zu tсОГuШ6 в; . 

20 NUVЕЈdiщо sada uopst~~jJ}ja Пukih l'ezu1 tata koje daje tеогеша Ь,. , 

kro~ е1јејеси teoremu. 

f.1I!Ј~ОНШ.lА Б ~ • 

TvrdjeIlja teoreme В.. yaze i u elucaju jednacine /2'/ uz odgovarajuce 

шоdi.f'ikасiје i dopune i to; 

а/ Tvrdjenje а/ vazi u potpunosti. 

Ь/ Tvrdjenje Ь/ va.zi ako шйоv /16/ zamjenimo uelovom /9' / /kada је 

\ 
:1('t) \ / • - q,Тt) ..,. tl-t) '> О za t ~to ,оdtl0fШО t РХ'1. ие10уи /48/, a~o ие10У /16/ za-

litјеniшо ивl0УОпt /9"/ /и uslovim!:i. /9'/ i /9"/ urnjeeto - CHt) treba da sto­

ji \'-\('0\ /. 

с/ Tvrdjenje d/ vaz i ako иэ1ОУи /18/ dоdашо ие10у 

/50/ \
.:... :flt) \ - €. (-t) ~ Ђ ~~ t: ~t.o 

,,(t) I 

а u а1исаји ue10va /48/ us10v /18/ zашјеnimо us10VОШ 

/51/ 

/е, i С Би pozitivne fiksirana kоrшtа.ntе/. 

UБlоv /11/ treba zamjeni ti ие10уот /11' / t .odnosno uslovom /11'·/ /и 

в1исаји иа10уа /48// "). 

Dokaz. 

аl ОУО tvrdjenje је ocevidno. 

4) IZОБtаvi1i ето uopatenje tVl-dјеnја о/ teoreme В'" t јег bi llаш' za to 

trebalo posvetiti viae prostora. 



<) () \) 
..... ,А ... ,. 

је k: ... i уа 8t8.ciOJl8.1"llitl tacaka јеdnаСiђ:6. /2 '/. 

Uslovi /9'/ i /9"/ Obe~ћjeJjиjи, za CHt) >0 • iz1azenje, а za C:Hl)<'O 

\Jlaz enju jedne 1<:1а86 integralnih kI'ivib jednacine /2'/ u оdgоvtl:1'ајшSu 

.. (:ijev" 

Neka је. u elucaju uslov~ /9·/, 

ц>": Н) = IJ.~~~/_ #(1:1. - f:t-t.\ 
" V q t.-t.) ) 

-= цJ~(t.) t 

6'1;.0 znaci da r jes6nja jednaci.1'l6 /2' / pl'olaze kroz tacke k).~ivih lA.tл(-t:) \ "'"1.Н:) 

izla.zeci i70 "cijevi" koju cine te kl-i.ve, te, ргета шеtоdi retra.kcije» Ъа:с 

jedno гјеЗеn.јв jednacine /21/, za. 6уе ·t~to • nala.zi ее u toj "cijevi", ·te 

~ ispunjava uslov /ll~/. 

Za Ct(t)<.O vazi 

\ '-~ ~\- E't-t:) \ C\.(·t)} 

\ (- ~:~~)' \ - e'(t) 

61;0 znaci da integralne krive jedi1acine /2'/ prolaze kroz krive W"tt) i 

<Ј2.Н.\ ulazeci u .. cijev" koju cine te krive, te r јеаеnја oblastiw ... tt) <. x<.rJ"1.tt.) 



( .\- ~ "-:') cine kl8.6u l'је[i,:щја koja. ispHnjava uslov /11'/ .. 

}- ОЫЩ;ј tr"u.јшо aada alucaj kш'Ја /311 iupunjeJ1i ua10vi /48/ i /911/. 
(;"vd.jt-.: :г.а funkcije l(1""tt'l i tJ-:..lt) tl'6ba uzeti 

Pl'611.t':I. /9"/ i /49/ t Z8. CHt» о ,va.Zi: 

'х.' ( w'l t -t \) -::::. Q t t) , - /10"\'\ (t) .- ( (t. \) + .р ( t ) ~ ен -1;..) l- .:f ( t) -. с I '-)) -\. ј> ( ) \ т -- q Н.) c.~\C '1" t: '=. 

ь Zb. Q.lt)<.o ја ~ 

',x,'{€t'-llt\) ~ q C-t\ (- Њ\ (t) - f (t\) + :rtt\ ~ CHt) (- :~~~ - е (-t\}"," "fH.):: - ,,-tt) Е. l-t) > ct}~ (t.) , 

-:x:.'tt"1. lt\) == CHt) ( М'\ l-t\ "" E.(t\) + f{·t) :Е; С\ (·t\ (- :~~\ + Ett \) ""'1 !t\ -=- "- [1: ) t Lt) <.. - '«1'\' Н-.\ =-~ { (1:) I 

8 to * takodje t оЬе zbjedjuje iz] az 811је, оdћОfШО ulo.z еnје illtei~Ta1.Ilill lCi"ivili 

jednacina /2'/ u "cijev" koja Jt: Щ>.; l' fi 1'1 i с 8118. kr'ivt:l.lna cJ-,,(t\ i Wa.Lt) • 

Doda.t.ni uslov /13/ ОЬdzЬј(i,iјнјi'З ulaze:Hje fЛ/iћ rL;esollja је (Irl8.ciжн, /2'/ 

u odgova:r't1j\.lcU 11 cijev", za (10\iоlјiю val iko -1: >,. t·" "> -1: ... !)ОIНtiа·tl'·ајшо to, па 

primj~r. za rjeienja oblasti 

'L"'''V'' f<t\ ,..". < - -- - ЕН.\ ....... qLt)· I 

Nek&. ја 

r (t 1.'>\\1 !-('I;) ..Ј\ ) . 1) ----(.tt)-o 
I ~ 1-1;\ 

/ t је proizvoljan pozitivan broj/ proizvoljna tacka te oblaati. Frema 

/9' /, i /1'3/ је 

'х/(Р) -.:: -СН-t,)Е.tt)-Qlt)! > ('1.1\'\-0\1' - ~(t~\ -Е.н.) )' - Arf 

а to zne.ci da integralne kri ve јеdХН:t.Сirнэ /2'/ u tackama navederl6 oblas·ti 

i ј(!о.ји koe f·ici.j~.mt sшјеr'а РО:G:i.tivа.п i ve6i od koe:ficijenta smjera dOtlje 

IХГЬ.l1:lсе o<:igovarajuce "cijevi" za vise od pozi ti vnog Ьгоја- АЈ', te св :г;а 

,JovoljlHJ veliko t ~t.'" >t., istici do te "cijevi", а zаtiш i ис! u 11jll. 

LJБtvаl-i, dobijena ocjerla о vrijetЗl'lOl:lti 'х' СР) pokazuje da iXlteg-:r'аlllа kri­

уа koja prolazi kroz tacku -р iшtL kOeficijent sщјега уво! od kоеf'iсiјбнtа 

атјега krive koja prolazi ki'oztacku -р , а paralell1a је ва donjolfl gY'Hl1i­

сот odgova;r.'ajuoe "cijevi", za vise od pozi ti vnogbroja . ..., А Ј' • te 6е i 



IJJ'v:Jjeci 't.u 'k);'ivu priu1i1.8.vaj\.1ci ::Ju dOIljOj gr8.Hici OdgoV8.I'ajuce ·'cijbvl". 

а kako је,1-'> proizvoljH8. tacka. IНivedene оЫае'Н to се uocena iXltegrulJ1U 

kriva i sti6i do 40nје granicB "oijevi". а zаtiш i uci u nju. 

U Iij),uca.iu navedenog tvгdјuпјu 0/ \ш10vi /17/, /18/ t /20/ t /50/ i /5]/ 

otJozbjedjuju ispunjenje нв10уа /9'/ t од110ВnО /911/, jer BU давна БЦЋЈН:Ј 

,til. \lBlo V"I. t l)l'i nаvеdепiш РГtitроstuvkаща., ogl'8.l1iCiHle, а fUIlkcija t:tt.-t) 1.5-­

. pUllja уа ш.Йоv /20/. 

,О }оsшаtгајmо sada jednacina 

/26'/ 

/::7' / 

koje odgovaraju jednacinallla /26/ i /2'7/. kao i jednacine 

/35' / d.x. = Q (t) JC1.~T'\ + ·.p(t) + J:.lt~ ':(.1.h\+-\ 
d.t" т I 

/36"/ о(:х.о :. Q"tt) ~1."""'\ -+ f (t) ( 1\\:. о I ~11. 1'" ) 

ои 

kojfJ odgo'vara.ju jednacinaru8. 135/ i /36/. 

,Hije teako primjeti ti da tVI'djellja lеща B~ i В" а/ vaze u potpur~osti 

i u slucaju jednacina /26'/ i 127'/. 
Као uopatenje teoraDie B~ :rш. j6dnacil18 /35'/ i /36'/ rnozeu:.o dati eljti­

deGu tеогеюu. 

'rj EOJilli<1A B~. 

а/ ';rvrdjenja а/ i .ь/ teol'fJllld јЈ1.. vaze i za jednacine 1)5"/ i /36'/ 
еата ako tlslov /ЈЈ/ zаmјеniшо uslovofll 

/3')'; 

u 81ucaju kada је 

/52/ 

а ц alucaju uslova 

/5')/ 

zашјепi uslovolD 

_ ( Q" t t) ... \ ~ н., \ ~ е t t. ) > \ 1»'\' ( ~, \ - е I t -t ) 

(2.tr'+It)').IV\+\j( М\(t~ + €.H:)Y'-' 



\~H)\ 

Q.-\{-t) т \.t (.\:)\ 

Ьј 'l\Vl'djenje с/ ·tеогеlilв B'Lv!JZ i еаlilО ako U(:j щйоvu /401 dщ!а щl1011 

-- -' # (1;.) \ ._._____ __ Е t -t. ') ~ -е, 
CI.,(t.)-- \d:tt)\ ,.. 

tt U slucu.ju щйоvа /53/, a.ko tш}uv i 40/ zamjenirнo uslоvощ 

/'55/ 

Dokaz. 

(·l'~t.o) ) ~1, ovu.dajuca u oblaati 'х:. > (t~t.). Kod jedHtl(; IН8 

IЈб~ / rјеfншја ви rastuca za ".х: < 'L""'-+,,"C .fH.1. tt">,.t,,) а. ораааји6а za 
, V- q(t\ ' 

'х. > 'l.'V\V_ ~. (-\ј (-t. ~"\:...). 
qH~) 

156/ 

/57/ 

l:l"УО ровта trајшо slucaj kada vaz i 152/. 
Uzщiљо da је 

Uslov /33~/ obezbj~djuje Ја БVR тјеАепја jednacine j35~/ oblaBti 

-1.{'!> (-i:) ~ '":IC ~ Чlt (-t) (t ~ t.) ulaze u 1. cijev'- odl-edjenu kri vаша /5'1/ /i li t:Hi 

i bila u пјој/ i ostaju u пјој, ku.o i da вуа rjei~nja jedna~ine /36'/ оЬ-

18.sti Ц-\ (-t;) ~ ";)с. ~ Ut, Н.) (t ~ t. .. ) ulaze u tI cijev" odredjenu kri vаша /56/ 

1111 ви i bila u пјој/ i oetaju u пјој. 

Zais·ta је: 



s dl~ge strane, rela.ciji /41/ odgovara relacija 

otuda, postoji neprekidna i lJlonotono opadr:tjuca funkcija J'(t)koja 

tezi nuli kad t -,>+со i takva да ispunjava uslov 

te рое toji i neprekidna i ШО110tоnо opu.dajuca funkcija f'tt.) koja tez i Iluli. 

kad -t. -"> +00 i takva da је 

1 
'l.~+" _ :fH:) \ - 'u.~ (~) .<.. r t t ) 'Z.~ t ~ t o ( ~ = "1 1.,'~ , ") • 

t\",(t,) 

Uozemo zakljuci ti да jednacine /'35'/ i /'36'/ iшајu рр jednu klasu 

rjesenja koja, za Bve t ~i.o' pripadaju It cijevi" 



1. 

;аЈ" kTive «~(-t:) (t..t..) (i;1.1,·~,4) pr'ipaclaju 'toj 'icijevi", te i i6рщ').јаvајн 

/YI/ • 
ј;'Щ3IiJU trајшо ~ada slucaj kada је ispunjen uslov /5')/. 
Ovdje treba uzeti da је 

I О. . ('" ) / • '1.M~\fi . . . ~'1-tt.;tt)::;о ~;~.1., ... Lt • K:r'l.va _ i'VV\(t)+E(t) pr1pada oblast1 rastuc111 (~._ ' 

:с јићепја I kб.kо jednaciHe /35#1 ,L<:tko i јеdrшсiпе /з6'/, а kri уа 1.l\-\yr;';;(-!:,>\-Ett.) 

p)'ipada oblasti opadajucih rjo~e"ja i јеЈnе i drugo jodn~6ine, jer. za 

- Ј :(:(~)\ :.( -. _. \.~(~_\ - ~ IW\. t-t) I 

'Џ~) -. Ci.H.) + \tC.ц;)\ 

__ , ~(t).L- < _ \ :f.t~)\ ~ /YV\ Н:) • 
t;t .. tt\;- ltt) -.; 't ... \-t) -t \ <t\t)\ 

Uelov /331./ obezbj~djuje с1а rjesenja jednaci:l18. /35'/ i /36'1 оЫа­

sti -Ц,,(-t) ~ 'х. ~ 'I.t't.('t) tt~t .. ) ciJ10 klas6 rjesenja koje ispunjavaju цвl0У 

/37/, је!' va.zi: 

':(.' (tЏt\\ ':; (Q"H:\ "'llt\')(- М'\(t\- El:t'l} + ~H:) ~ (Q" (.t:H l H:'I) ( ~:\~~\~ ct(t:\- Е (-t~ + :f.H;\ ~ 

~-(q'\t-t)"'r.CН~\)Е(t) ?--(сЏ-t)Т\ltt.)\\€.Н.) > 1~~~~\-E'(1:;) -- > .. _ tn\'tt)!.~(~l._ ="Ч~Щ ,. \:' ) (,' ~1.'" '" "'''~1Л=-;:~'''' -. , 
(2.I'r\+.;) 1.М'\(tН"Еlt\, tJ..If\H\ v~mtt.\;-Elt~ 

х'(Цlm\ =(q<l.tt\ ... .tlt~(~(t)+flt\) ... .f(t) ~ (lf11t\+J:lt\)(- ~t~~~lt) +Щ~+~lt) ~ ('Џt)+.(tt)}tю..( -'Ц~1t\ ~1,.(~{-t.)j 

паlје Ъieтo, па Bli~an па~iи kao kod teoreme B~, dokazali da дода­

tni иа lov /38/ obezbjedjuje ulаzепје t3'vih r jesenja jednacirl8. /35' / i 

јЈб" / t Z8. dovoljno veliko i >,. t" '> i.:. .. , u odgoV8.I'ajuce .. cijevi" • 

ь/ l'riшјеtiшо da uBlovi /39/, /40/ i /54/ obezbjedjuju uslov /J'j~/, 

а uslovi /39/ i /55/ obezbjedjHju usl0V /')')11/. Ustvari, dovoljllo је pl'i­

mjetiti da BU, u ovim slucajeviroa, dбвnе btrane nejednakosti /з3'/ i 

/:,:~a"/ og:t'uniCerJ.e za t.~-to , а да на lijevoj Bt:r'arli uz Е \t.) iщашо furila}iju 

~-\tt.) koja iBpulljava uslov /39/ Ј te (ia ве lDoze konsta"tovati да ве нюzе 

odredi ti .odgova.ra.juca funkcija ен:) • 
Sada nije tезkо primjeti ti da biemo па slican nacin mogli uops'titi 

i tvrdjenje leme В" Ь/, цz odgovarajuce modifikacije i dopune uslova. 



&ta sg tiбе pitanja atabilnosti odgovaraju6ih rjeienja jedna~ine /21/ 

щО2 ешо kOl1S tu. tova ti da i za rlјiћ vaze odgovarajuci zakljucci da ti \.1 § 1.2. 

о"е gla.va • 

. 1'osI1H:1:trajlUo аааа jedrla~iHU 12/ zu.trt p&'l'no, odnosno ;РОЈ:Јнш.tЈ:ајltlо јеа.­

rtii.Cinu 

/2"/ 

gJ.jd fШlkсiје 'tlt.) i + ("t) ·tr·ebu. <.lа iSfншјаvајu i osnovlli ие1оу 

- "!(c~) /' о I C\.{.t:.) ,*0 'Z.~ -t ~t. Ј 

tj .. dbl. fUllkc:ije Qlt.) i :t(-t;:) iIH!1j\1 s·t;a1u.n i SupI'otan znak. 

Ovdje ~ie pOllaianje iutegraliiill kri:vi.ll i:llozeHije nego .kod jednb.,~:i.He 

jel' kri va ataoiOno.I'.liill tа..ёftkа ':)(::::. ± '1.:"Г"1 IЏ (t ~'t.o) oblaet j:'UVHi V- ctH:) 

1 О х l t. ~ t4:l) dije1e па tl'i lю(.lоLlаfJ·ti Ј glije u &:Нlf:lјеqniш podoblastiIJ'<.l il!-
, 

tegralne krive!imaju гаzliБitа ропаАаnја Isuprotne koeficijente sшјеrи/. 

Funkcija q(t) odredjuje znak desne etrane u oblasti 

а fllHkciJ'a "tt.) u obla.sti \ ~ \ < -'1.'1'1/_ :flt.\ (1:.. ~to) т V' 'Ht) • 

\ 'ЈС. \ > 1.\1-:-~ (t ~t",) 
q tt) Ј 

KOl-istесi pretl'lodne rezul ta·t:.a l18.VE:.eс 81'1l0 , bez doka~a, вашо ll~ke lIi t:по 

razlici t{;j rezul tate "',. роdгаZtlшјеvајuсi аа fШlkсiје 'Ht\ i :t(t.) isр\щЈа.­

уаји овпоупе navedene u.elove. 

/ '(' је k01'l8.can Ьгој, а moze bi ti i t о() 1, 

/.~ је po:.:::itivan br'oj ili пи1а/, 

jadnacina /2"/. za t. ~to , ima: 

а/ Za '1' >0 i 1(1:) <.0 • Ьаг jedno pozi tivno rjesenje koje tezi '2n 
kad t ~-tCIQ , а. еуа nega.tivlla i jadna klasa pozi tivnih rjeserlja teze _2.Vf,. 
kad t4+C::OO i 

Ь/ Za '1<.0 i :flt:»O , bal' јеdпо nega.tivno rJesenje koje tezi -2.уь 
. Ј 

а. Idv'a pozitivna. i јеапа klasa ll€sga.tivnill гјеВfшја teze 1.~ kad t ->; "," 4ЈО " 
Klase r јеаепја koje te.z е l.V-6- t оЈпозпо _~~ ,ец ravnornjerno аsiщ­

ptotski sta.bilna и odnOBU па pocetnu vl~ijednost -1:.0 usmi/iJlu definicijt~ 

Ljapunova. 

">Dokazi ovih rezultata u principu ви sadrza.ni u dоkаziш8. navedenih 
tvrdjenja. 



/59/ 

20 I'od uвlоviша 

Јсн-(:) \ ~ м za t. ~to /М је poz. konst./, 

.l.vwt Ј..(-(:1 = -+ оо 
~~-tQ) -4tt\ I 

ј б dlla.C ina /211/. za t ~ -t:.. • iнщ ~ 

2,:ј'.:! 

а/ Za CHt) ~ "1>0 i .'ft-t)-<-o , uar jedno pozitivno rjasanja koje tezi 

+-00 , i1. еуа пеgаtivш2. i јеЈnа. klasa pozitivnil1 rjeaen .. ;a teze-оО 

Ь:Ы'<} t ~+ Оо; 

u/ Za QL-t;):os;-М<Оi :f!(-t»o ,bar ~iedno negativno rjeS8t1je koja to­

zi--Oo, а blVt1 pozitivna i jecjnu k1atsl:.t.lH;gativl1ih rjeaenja teze +00 

kad t -'? -+ оо . 

KlatJe rjeaenja koja t~Z6 +.:.0 , Odl108110 - оо , аи sto.bilna u sшi61,.~ 

I,japunova. 

) О Pod uslov!ma /48/ i 

jednacina /2··/. za t ~1:0, ima. јеЈllи k1t1.~u rјезепја koja i8punjava. u810v 

/60/ 1.':'/ :f l-t \ 
1"X(t.) \ <. V - 4/;) .~ tt-\;.) 

i tOa 

аl Za Q.('t''>O i fli;)<.O , ЬЮ' Jedno po~itivno rjesenje "X.tt.) koje za 

t)ve t ~to ispunjava. uslov 

О <:. 'х. (t,) < 1'1- :t'1-;L + ен) 
G\(t.) 

i jednu klasu negativnih r јеа611ја. koja za sve t". t o ispunjava uslov 

~\f-1tt-t.) _ --- + Elt) <. 'X,(t;) <. о 
QH:) • 

Ь/ Za ~f-t)<o i 1'11:\ >0 , jednu lcla8u pozitivnib rjesenja koja iepu­

пЈауа uslov /60'/ i bar јеdпо rlel~ativrlO rjesenje koje ispunjava uelov 

Iб~'1 Iвуа rjeienja koja i~punjuvaju uslov 160"1 i /60"1 i опа izmedju 

xljih isрuпјаvајu uslov 16011. 
Klab6 rjeienja koje ispunjavaju uslove /60'/ i /60"/, odnosno uelov 

1601, suravnornjerllo a.simptotsk:i. stabilne u odnosu па pocetnu vrijedl10st 

1:.0 u smislu def'inicije 4 111 § Ј. 2./ • 

Ako pored navedenih uslova, fuпkсiја (Ht) ispunjava i uslov 159/ t 



1,.;.,11.1'1 Zu. ~1ovoljno veliko t ~ t* '> t o t '11 S1\lcaju а/ ufllov /60" I ispul1ja:II~Lj\l 

svt't, гј6S~щј8. oblasti -:х:. ~O (-\;~1: .. ), а \l ulucaju ы� uslov /60'/ iuрuпјЙ\ll:iјu 

I,jVt1 r jese:rlja oblasti -х ~ о Ct ~-to) • '1'0 ob.la8ti predstavljaju i оlЙci.~ ti uii:li-­

Jlil) \;o'tfJke sta\)ill1osti odgo'vax'liLjtн~iJI kla.sd l·jesenja.· 

о 4 . rod uslovora 

/61/ \(-~ )'1- e'(t) 

t":'/f fL-\:) \1.~ 
2.1\'\ V \ - Q It.) ~ f.. Н,)) 

р.1'l. -!(~; -E.tt) > о (t~t,,). jcHIHacil1i.:1 /2"/, :z.a t>,.to Ј imaz 

а/ Za ctH»O i ~H)<.O ,L)f.l.r јеЈно pozitivno гјвS6l1је 'Х:{1:) koji:) Zb. 

t.,VU t~,t .. iS'pu.lljava. ив10У 

<. '"ЈС. Н:) .(. '1.: г..... ~ + Е Н;,) V - G\ It.) 

i jedllu klasu neg&. tivnih r јеЭЕНlј&. koja za sve -t. ~-t.o ispullja.va uf:llov 

;63/ 1.~ ;j!(t) 
- - Q"it ) - f. L-t) 

Ь/ Za Q (t)<.o i ~(i;)>О , јt'Jdжш k1auu pozi,tivnih гјввепја koja Ztl вуе 

.~ ~to ispunjav8. uslov 162/ '! ba,r ј~Јпо negativHo гјеаеnјв koje zt:t. ауе t~to 

iSPUI\jo.va uslov /6')/ • 

Klas6 l'језеnја koja ifJpulljuvaju шйоvе /62/ i /631 ви rаVIШIII,јUl'ilО 

asilllptot6ki ste.bilna u odn05U па pocetilu vrijednoBt t" u вшislu defi.nici­

,ја 4. 

A.ko .funkcija. CHt.) , pOI;ad utjlo'va /61/, ispunja.va јов i uslov 159/ , 

tada t za dovoljno v~liko -t. ~ -t:." >t.o , u tзluСв.јu 8./ uslov /63/ ispu:tljavaju 

вуе. rјейепја oblasti 

аи sluca.ju Ь/. uslov 162/ iSРШ1ја.vа.јu flva rjes8.J:lja obla.sti 

'х ~ -\ј- !(~\ -€.H.' I t ~t.o . 

JIa.vedell6 obla.sti ви obla.sti аsiщрtоtsk" stabilnosti odgovara.jucill kltHHL 

]:' јеаеnја. 

/26"/ 

,о Pod uslovima. /2')/, /24/ i /25/ rjesenja јеd.nаёinа. 

otx -= r 'J(~~ + ::f<t) -t- -l{t.)-x.'1.~ I 

ol.-t 



( Л;-.:.'\ 1. •. ,) . 
. 1 1 I 

, }со,ја idIJunja.vaju ивl0У /29/ ви: 

6./ za ~<.O i ;fl-t) >0 , ро b8.1' j6Ll110 l1egativno rjesenje tih јеdrlfiСЗfl8.. 

}.:tL() i svu. pozitivna i ро jednt1. kll;HHi flt:\gativ'llill гјеЗеnја. 

Ъј ;t&. 'г >0 i :f(t')<o , ро La:t' јснћlO pozi.tivno гЈвВе!lјв, kao i 6Уа. lHj-· 

gii,'Li УН&. i ра jedll6. klat:l8, pozi-ti vHil! I·jesulijH .• 
1.~~ 1~~IГ_.~ Puz.i -ti vHa l' jesellja, о kојiШ!i је l-ijac tez ti V-f.. а lН:1ga ti VIШ. - y-:~ 

kLl.d -1: -~ -+ QO • 

'X(t) i ?c',,(t) l'uBptJkti УВО jednu.cirla /2611/ i /27" / koje 

kad -t: -? -+.::>0 , а kuja su о\IГ6(lјеnа росвtniш VI'iјеdrЮf;ltiliЩ_ 

ви гаУllОl11јвI'llО НlJiшрtо-t;ski в tabi11'll:L u OdnOB\l па pocetrHl 

vr'ijedHost -to u вщiвlu I..јарtшоv6., а ·te k1ase };'јеf!l:шја 'x. .. lt) Ви i al:lirlll)l;ot~· 

. 1 't 1 ' . .. В{ ) '"v' ~/" '] d f: , .. б ski stаt.й }'.а Рl'~ в а rl1,Ш роr'сљюеаЈ~Нlt.L ·(·t ""- u ВIII).8,Џ е 1,I11C1J6 • 

о 
6 Ako fjl1 ispuIljeni uslovi 131/, /32/, kao i 

(\ \ I \ h1 (i;-) - E.'(-t) -
Q '\ I t) - 1{ tt) \ } Е. t-t) > ------------------ -,-

'l fY\ '1"" ( \ f (-t;) \ )'1.iI\-'\ - --Ht 
\ '1.'111:.) \ -t \ cl.H:,) \ ) 

\ ~H;) \ 
\ct"t't) \ -+ \c:C.tt:\\- €(t)">O za t ~to , gJje је 1Y\(i:) fu:r1kcija. koja isponjava H~-pIoi 

10уе /34/, ta.da postoji neprekid}:Hi i JH0k10-tоnо орадаји6а f\,ш.kсiја у- (t) 

ko.ja tez i n\lli ka.d t -? +<>0 i ta.kva tla J-.јеЭаnја једnасјпа 

ol?( 1.'\\ 1. 
OL t- = Q., (t ) 'ЈС. ;-:t (t '\ + i. t -t ') ')( ~ /35"/ 

/36"/ 

koja t za &:Iув t >,. to, ispunjavaju UBlov /37/, оdnОfШО uslov /291, виа 

аl 1'.8. q,,('t)<.O i -:p(-t»o , ро ЬаЈ' je<.tno negativnorjesenje tih јвdШ1.·­

с itl8., као i ро jedna klas8. pozi tivHilL ЈојеЗеnја.ј 

Ь/ z&. Q.", (tY> о i _ flt) <.0 , pOlJu.l' једно pozi tivno гјеаепје t kao i {ЈО 

j~drla klа-ба llegativnih rj68erlja. 

Jedil8.cil1a 13611/, pri 'Џ-t)<.О t iюа jednu klaau pozitivnih гјеаеnја 

koja. ~&. В'уе -t ~to јвриnјауа шйоv 

в. pri Q1~»O , jednu klasu negativnih rjeienja koja za вуе l~to јвриnјауа. 

ualov 
'1.h'a 1- Н:) 

- ----€.t-t.) 
C\"tt) 



роб~tпu vrijednost {о u swislu d&finicije 4 i ujedno ви aBimptot~ki eta-

biln~ pri вtаlпiш 

.А ko fUll.kC 1. ј а 

/6':>/ 

, •• " a.1t\ • • о 
рОl·еюесаЈ~IIН:1. dVH.)Jt u Вlllцйи dE'Jf~l1ic~je б. 

a",(t.) isрuпјь,vа i \Hilov 

za t~t.o /ћје poz. korlst./, 

tuciu. ивl0У /3'7/, za dovoljl1o 'V'u1iko t '> ... t"" >to , ispunjavaju: u аlисаји а/ 

HV~ rje~enja oblaeti 

u u в1 исаји Ь/ Bva r јеВСl1ја oblau ti 

t.1 О\10111 ul\!caju te oblasti p:a:o':'ds,tavljajll oblasti а.siшрtоtskе sta.bilt1Oti-ti 

odKovaraju6ib klasa rjei~nja. 

kao i 

/66/ 

70 Ako funkcija -1!Q it'!pHnj&.va Uf:jlov 153/ tada, роа uslovorn /31/, 
q"tt.) 

\ Fm'I"t) \ - t't-\:) 

i~dje 'Је f'unkcija fi'Y\H.) r!ерrеkidrш., роzi·tiv-па, tezi nuli kad ~-'t;'''О i it:lpu~. 

llja'V&, ие10У 

postoji neprelcidna i шопоtоно opa(lajuca fUl1kcija Y't"'=.) која tezi. nuli Ка.! 

-\:---,,;>-\00<:1 i takva da rjsaemja јtНlнаСiШ.l./35"/ i /36"/ која, za вуе t.~t.o, 

i .'i",,~javaju uelov /'Yf/, оdrЮВllО uulov /29/, еш 

а/ za Gt"I-t.)<о i #lt»O , ро (НН· jedno negativr!o rjosenje tHi јеЙш:l.­

с illa-, kao i ро jedna kl&.Ba pozi tivпill r jesslljaj . 

Ь/ za а", It) >0 i -#lt) <О , ро bar jedno pozi tivno rjesenje, kao i ро 

ttJ klae6. negativnill rjeseHJu~ 

/Hjeaenja'X<t) i 'Xo(t) x-espektivno jednacina 1')5"/ i /,)6"/, о kојiша. 

јв l'ijec, Ul3tv6.1·i, ispunjav'aju uslove \'X("t)\ <. V'('t) I \'XoH,)\<.V'tt\ tt'J.,.t. .. \. 

Ovdje jedll8.cilla /')6"/ iшfl.. јейни klanu pozi tivnih rjes611ja koja 2.0. 

Bve i -:;. .... -to ispunjava uslov 

О <.. 'Х.о t-t:.) < '1'"1г-1ti:\ + Е. Но) V - &t"H:\ 

pri t:t ... tt\<.O i dok pri "-"Н:о)"> О :i.ш8. jednu klaau negativnih rjesenja koja 

z-n ауе t "> .... t.o ispunjava uslov 



'Ј.у ;rl-i;) 
- ---- + f. (-t;) 

- Q"lt) 
<. :,(",(1:) <.. О • 

'1'''' kla..ue rjesenja jed.llacir1e /36"/ fНA rа..v:rtошјеrnо аsiшрtоtski stabil:rH:; U 

odiHH3tl па pocetrlu vriј&drlOlЗ'l; -1:.0 11 smislu def'irlicije 4 i ujatino ви а.~iљ··-
• •. • • .(\ I '\ t-n • 

pt;LJtuk~ fJtab11ne Р:Сl. sta.1rliJJi PO:'CiJi!ltЭC8.J1,!J!a IN \t 'ЈС. u sшislu defl.n:icijtj б • 

• ~ko :ћ.1дkсiја ct"H.) ispllHjaViJ. i ш.:i10V /65/, ta.(ia uslov /3'7/, z.8. li(/I1o-

1 јl!О vclliko -f:. ~ t.* '>to, iНР\l:ојu.V<:1јщ tl п11Јсuјu 61 вуа r jesl:Hi.ja obla.I:j'\,i 'Ј( ~O 

(t ::::.t ... ) Ј ~~, \.1. IЗl11саји Ьј SV~t X\jdfil:il1ju. olJlas'Li 'Је ~ о tt~to). '1'6 oblas,t.i ьн 

1 ot1asti аsiщрtоtskе BtabiIDo~ti odgovuruju6ih klasli rjeAenja. 

Ako 11 gor'Hjemtvrdja:l:ljH iZОi'Нu.viшо \.lslov /66/, tacta pobar JedHo 

l-jt;i;{;ellje jed!iacir18. /35"/ i /36" / iSРlшјн.vајu HHlov /3'7/ е 

}Ј [Й1.'1,Ј.!.!: нI 

1. Jt1dH8.cina 

rx:..' -::: ..1.::.i. "ЈС. N\ + ё -t. S (. f\'\. t .\- 5' 
• -1:. 

ај za IV\ =- 2. \.( -+ '\ (L(= о, ". 't , ... ) Ј f:lva }"jesenja koja tez е """'+\[5 kad -t -"'+~', 
м ::.:t,< ('<.=.'1.'1. .... ') ,La1" јеdпо negativno rjesenje koje tezi ћ/ :ta 

'Ј..ч.г;:::--v 5' ,а вуа pozitivna i јеl1ш1. klапа r.1еgаtivпih rjesenja teza ""r5 katl 

-\.:....., -+ ОО. 

Klase l·је.эепја 'X.(t) kojf.l.t~z6 'l..'<-+.ys i 'LVГS , а koja tfH оdI'оdјИIU 

pocetniJ'11 Vl'iјеdповtiща ')с (i: .. ) Ј f>U ;a:'avHomjerllO a.siIIIptotski stabilne k:ltz.fJ6 

1'.ieStinja u odno6u Ilа pocetnu VХ'iјеdпоst -t o u вшislu l)japunova. 

Uvdje Је: 

2. Ј ednacina 

za t ~e~, imar 

;"V, _..1-.,. ..-..r А'\ 
"'-..-я""-

f.-11. i ----v-t 

в./ za т=~o.(.-+~ (L{::. О, -",1,''')' Ьаl' jedno pozitivno rје.эеnјEi koje ~(i. 

6 уа t ~ е ~ iflpunjava uslov 

Ь/ za I\'\::'?"<:. {'<.=''','t, .•. ), ba:t' јеЈпо pozitivrko l'јевеnјв koje za ВУд 

t~e~ ispunjav8. uslov 

'l.~/tl'\t <. Х (-t)< 

i jednu klasu negativnih rjeeenja koja za вуе ~~e~ ispunjava uslov 



г 
t 

К1ааа гјвеепја koja isрtшјаvа zadnji ие1оУ је гаvnошјегпо аsiшрtо·t-· 

I3ki stabi1na и odnoBu па. poce-tl1ll vrijednost t o -= е.1. и Sll1iB1u definicije 4. 

Ovdje је: Q Н:) -= .~ ~ о I - ~t)_ -:. ~ t ----=-, +00 UzшеDlО 11 Ја јо v-t -t,-\-c>o q (t) -С:--,+с>о' • 

е (t) = 1~ moz е ве pokaza ti <la. fJU ро t:cbni uslovi /16/, 1911 i /61/ ii:JI,H­

l1јtшi za t~e2... Kako је kriva Vt-.,.-t t-\:~e') morlotoll8. to ве krive 2..ц''''д':l.t 

i _'1.Ч fм t IrlOgu \1ze ti kao jeclHO, оЈ dvije gz·anice odgoval'ajucHl •• cijt; lIi'l 

metode retrakcije. 

з. Роsшаtl'ајщо јеdпасiШl 

/6'7/ ~iI'\'::.~ 1. •.. ) I I • 

llарlsiшо jednacir.t.u /67/ u obliku 

/67'1 

pored jednacine /67'/ ровщаtгајљо 1 jednaclnu 

/67"/ t "'\=" '1. ••• ) l' , 

/Ove jedna.cine uzete ви kao ргiшјег za jednacine /35/ i /'36/, оапо­

eno /'35'/, /'36'/ i 1')5"/, /'36"/./ 

Ovdje iщашо: 

QH) -::;;. -\6 (~ t..o~t -t), ~,,\t\-= -",во\:. , ~It)-=. "'\11: с.оН:. , 

., I :f (t ) _ '!I о -t' $ ~"'" '\: _;f (t.) _ t. ( ~ о .. ,~"" '\:.) 

.,.lt) -::;;. i: \ "!>О + S~-t), - ~'\Н:) - -16 Ј ~ It.) - 1\' t -\;-..rt. c.o~'\.) 

Da1je, za t ~"b, vazi: 

1/ Ue10vi /31/, /32/ 

2/ Za. funkclju м. t-t) , 

3/ Za. е Н:.):: J.t nlje 

/33' / i /64/. 

i /38/ ви ocevidno iepunjeni; 

koja lspunjava ue10ve /34/, mozemo uzeti ~t~)=1' 
I 

tesko pokazatl da еи lspunjenl us10vi /3')/, 

Prerna tome, moz8llio datl eljedece zak1jucke. 

а/ Za m = ~ '<+-\ ('<:: О. '\ 1'1. I ••• ) '. 

1/ Jedna.clna /67" / ima jednu klasu pozi tivnlh rjesenja koja za sve 

-t. > ..... н; lspunje.va. uslov 

а ze. dovoljno vellko t'>.oo -t;* > "', taj ue10v ispunja.vaju Bva r је аепја. jed­

nacine /67"/; 



2/ JGdriacina /6']* / ima jf.HIJlH klasu pozitivnilJ. rjesenja. koja Z8. tive 

t ~ 16 iSlншјаvа. us10v 

а 2.8. dovuljno ve1iko t ~ t" ') 1') 'ta.1 шз10v iapufljavaju sva r јSS6пја judX"la­

(; itlIЗ /б7~ /. 

Ь/ Z ti М::: 21.( (Ч;. =- ~ I '1 I ••• ) : 

1/ Jodnacina; /67"/ i!fia 'bal' jE:H,tno negativno rjesenje koje za. ВУо t. ~'\b 

iupunjav'a us10v 

i јеЈnи klasu ~ozitivnih гјеЬбйја koja za вуе ~~1' ispunjava uslov 

t:t. za dovo1jno veliko -\: ~ t--"> '16 , tf;\.j ut:iluv ispuIljavaju BVa. r jesonja. o'bla.ati 

?.~/ '?ЈО+ s~~1 _ ~ 
"Ј( '?:- - V 1\ G \11: 

2/ Jedll8.cina 167~ / iюа Ьаг jE~dno llegativno гјевепје koje za 8уе 1: "3-16 

iSp\lnjava Hslov 

i;('!Jo+sV'-\t) " 

"6 (-t: - vt c.os~ ') - \It 

i jednu k1asu pozi tivl'lill r јеЭЕmја koja za. Bve о\:; ~ 1ь ispunjava us10v 

а za dovo1jno veliko '1: ~ t'" >%, taj шйоv iapulljavaju ауа гјеаепја oblasti 

'1.\1 t. t ~ о + S -:~ -t) " 
-:х. ~ ~6 (t - ff. c.ost) -.я. I '\: ~ '\() • 

с/ На оепоуџ rezultata роЈ 8/ 1. Ь/ 18ko је ргiшјвtiti da poatoji пе­

prekidna i Лlопоtопо opa.dajHca f·шll;.сiја V'H.) koja. tezi nu1i ka.d -\: ..... + ~ i 

takva da се odgovarajuca гјеО611ја Х It) i 'Х.. t-t) /ро Ьаг jedno i1i ро jedna 

klasa./ respektivno jednacina /67' / i /67"/ ispuni"ti us10v /)7/, te i \11::1-

1ovj29/. 

dj Pitanje sta.bi1noati rjesenja. 

К1а.а8 rjesenja -:х:. (t,) i "'Хо lt) respektivno je(inacina /67' / i /67"/ koje 

ispunjavaju odgovarajuce uslove ви ravnorlljerno aeimptotski stabilne u od-, 

nosu па pocetnu vrijednost 1.0 u smislu definic:ije 4, а. k1aae гјевеl1.ја "X.{t) 

icoje ispunjavaju odgova.ra.juce Ilavederle иа1оуе BU aBimptotski sta.'bi1ne 



1'1'1 s tаlнiш' РО1·еllН':s6ајiш8. ;\ 6 гt c.oSt -.1(.111\. U 6шiаlu definicije б. 

FUHkcija poreJU6ca.ja 1\6 vt. CO)t JC.~ u oblaeti kojoj pripa\iaju 8.tJiщ-

pLo·tski stabilne kl8.s6 гјеВt'шја, l:tije ogI·arlicEma. Ipak, ta funkcija ёini 

iIIule pOreJ"t'H~aje u emislu defilliL;ije 6, бi11i Ulflle }>огеще6аје stасiОШi.Х·Нб 

I;,::('i'v~ jedna.cine /6711/ u вшislu dеf':1.ћiсiје 6 - rа:йikа staci.onarnih kr'ivHl 

jt1Jl1iiC1rta.. /67'/ i /67"/ t",zi rltlli ko.d -\:-7+ао , te postoji flеРl"еkicl:щ~ i 

blCHotono орuдајиСа. funkcija Ј'н.) koja tez i nuli kad -1:: -0,+00 i ko,ia I/ш.јо­

l'i.l:'8. шоd\lO :t·azli.ke аtасiОШlГl'li}:1 kx·ivill. 

§ 2. 

u оуот para.grafu ровта trac6ilio jedll8.cinu 

/1/ о{3. = Q lt.)"':)( -т -~ [t\ .\- '-е lt. -х.) 
o(:t: 1- I I 

~ ~8.tim i jednacinu 

12/ 

Funkcije q(t.) i :f(t.) eu dofinitJ81l6 i neprekidne tunkcije realne pro­

щјвnlјivе t.~to , 8. fUllkcija 'е l-\:.,"X.) isp\1njav8. uelovea 

јЈ/ јЬј 'f t t, о) ':::. О , 

ј сј \ -f t t
l 
х) - -е t t 1 'Х) \ ~ "- t -t ) \ '1. - 'х. \ 

gdje је л(t) 11eprekidna i pozi tivY1tl. funkcije. realne prom.jenljive' 't ~to _ 

Da.l.je, neka. jedn8.cina ' 

/4/ 

dopu'sta. asim.ptotski ograniceno l~jesenje, tj. 

;5/ 

gdje је М fiksiI'an8. konstaJlta /'1'. l>ejovi6/. 

IЈ1'еща na.vedenilll pretpos,tb.vka.ma о funkciji 'i'H:.;X.) uzmimo de. је 

'f (-t., "Х.) :::: ~ (t 1 'Х) -:IC.. . 

~U ргоuёаvanјu јеdnаёinе /4/ Т. Pejovi6 је ugl8.vnom koristiouslov 

~ :f (t) =.в. I t. је konacan broj/. 
'i -')-Н:IO - 'Ht.) 



B,1j~ f'u1'lkciJa -А H. J'1t) t ~a i:"> ..... 1::0 i \х \ <. -\. оо • iapunjava ualove: 

/8.,,/ щ;,ргеkidrш i of~r'8.nicena) 

/6/ 

Tako сеља uшјеstо j"dllacint: /]/ lJOBlJlat1:'a·t;:i, јеdnаСi.rш 

I Ј) / 

а HIHjeato jednacine /2/ pO.8Jliatl't1.ti jedl1&.cinu 

/'1/ 

§ 2.1. 

poematrajmo prvo jednacine /4/ i /11/ prateci rezu1tate '.f. Pejov·ica. 

H!lzlikovacemo viie aluaajeva. 

'ГЕОНЕМА А ... 

лkо је. pored osnovnih uelova. /Ј/ i /5/, 

~tl1)~ QOf - JQ.(I)~ 
tvm е.{. = k Ф О I оо ',t:1YV\, е. ~.. . }.. C~· ).с{, ~ о 
-I;.--.-t-oo ~···H- i. 

~(J))~jO() _r'H"))~ . 
E,,(i;)-=~· et

• ·'Л.t1-) olj ? О Е",;, MQ.x E"tt) <.1. 
1.. t-'>+OO' i::~\:9 Ј 

jedrlacina /1/, za t ~to, dopusta jedno l'јеэеnјв ва oBobinom 

/8/ 

Uslovi /7/ Т. Pejovica daju , 

/9/ ~q(t):::o 
t~+oo I 

gd .. ;e је М" fiksiran ы1ој,, odakle slijedi да је 

te је i 



/ С( је konacan broj/. 

Dalje) iz ue10va /5/ prois tice ua10v 

\ :f (-i:,) \ ~ м za t ~ ·to / М. је poz. konst./, 
- q l-t) 

а kako fU1:lkcija ct tt) ispunjavt:L uslov /9/, to је i 

~ ;f(t) =0) 
t~+"'O 

/10/ /.(,. је konacan broj/ ") • 

Dabi obe.zbjedili UBlov /8/ tl'aba. да pretpostavimo 

/11/ f-./wt .2::.~ -= о \ А (~) \ <. \ Q. t-t) \ "z.c\ t ~"\:.o 1..) 
~-")+OO - "-Н .. ') I 

/] 21 'S(~/\'t:f(t.)= С.О'l'\~-\:., '2.'\ -t ~t.o 1.) 

I S(~tr\ znaci prQsto ZШlk i nешIJ. v8ze ва .t'unkcijoln s~~"'tH:)/. 

8ada шоzешо da du.П10 sljede(,~\l teol~eIllU. 

'l'EOHEMA B~ •. 

Pod us1ovima. /6/ t /9/. /10/ Ј /11/ i /12/ jednacine 111/ i /4/, za, 

-t ~to. iшајщ 

е./ za CH-t.»О , ро bar jedl}Q ograniceno rјезеnја 'Х.Н:,) i ":(ott.) kojh. 

zallovoljavaju ив1оу /8/; 

Ь/ 2.Е!. Q tt) <..0, ako јов дода.що ив1оУ 

/13/ 

gdja funkcija €. t-t) ispunjava Ofшоvnе uslova iz З 1 оуе glave t а funkcija 

IV1.H.) neprekidna, nenegativna i ispulljav'a иа1оуе 

/14/ 
\ 

( ~ (-t) )' \ ~ IY\. ~ 
\ Gt Н:) _ ).("t) ....: ;:;1 I 

IJOHtoji neprt:;kid;na i шоnоtоnо opado.juca funkc:i.ja v" Н .. ) l"\::=~to\ koja tezi 

")U obzir rnogu docii slucajevi .е,. '= ±оо , оашо pri tоше treba p:t'c'tpo­

iI tavi ti da је ~ :fl-t,\ "Mt\ -= о, sto obezbjedjuje relaciju /18/, а аlиСаје...:. 
-t......,+oo ct,1-(i:\ 

vi .f,. -=-:too па iskljucuju ua1o'v /13/ • 

fl.)Ako је ~ -;ftt.) =0. tada шйоv /8/ obezbjedjen је i ako urnjen··to и8-
-t..,.00t -'Ht..\ 

love. /11/ 

/11' / 

atoji 

~ ~ у <. ~ <.1 za t. ~ 1:0 / 'f i~", еи fiksirani brojevi/. 
\~ti:\\ ~ 

~)u obzir dolazi i specija1aIl вlисај t \t.) :: О . 



f , 

lJI.J.i kad {, ~· .... oo 1, takva да јеdш.L klasfi l'Ј6st=щја jednacine /1'/ i јеЈва. 

klaa& гje~enja jedna~ine /4/ ispunjavaju иа1оу' 

;.-;а sve t"> ..... t o • te i ut:>lov /е!. 

))okaz. 

Heka. је ~(t)">O ~&. t~to !za i(t)<..o va.zi slican dokaz/. 

11"il1lj ь tiюо ргуо да. рген:а /6/ i /11/, za t ~ -\:.0 i \ ')(. \ <.;- со Ј vaz i: 

/16/ :flt) 
~ -- ~ (·t) 

~-
1 (1:) 

~ It)-лlt) ~ ~)+f;< -1:., "Х.) 'Н1:) + л t-t.\ 1 

/1'1/ fl-t) <. - :#l-c) <- -=f (-t.)_ --- ) Q (t)-"Л(-t:) 'l(t) Qt-t)+лL1:) 

i. ао. је, рrеща /10/ i /11/ • 

~f\vt (-~-u_ ",-
-I:-,>+C>Q q, t-t) + л (t:'\ 

:f It) Ј 
~ tt:) - ЛН. ') 

= ~ :fю l -'Ht) -t 
{--,>+со cHt) Q. (-t.);-).. t-t.) 

ct1t) ~ 
'Нt:'\-;л.~;) = 

/1t.1j _ t\.iWt :f lt), l..A.lt) ~л(t) = 1v .1~t) )..(t) . 1.. -= О 
-'\;-")+""" \Q lt) Q1.tt'\-л.1.lt~) -!;-,>~ C\'1.{t.) '\ _l~(~)1. Ј 

. . \ &\It) 

·te poatoji 11SP1-ekidna i IilOћО;'ОНО ораЈl:iји(1а fШlkсiја c/'tt.\ koja tezi IН.11! 

ka(l t-)+QO i takva да isp\.lnjava иэ10У 

/19/ \ 
# (1;) :f('l) \ <. d\-t) ~"t ~ t o • 

- ct 11:) .... ).It) + ct tt) -'il1;'} 

РI.еmа/lб/i/17/iпtеgга1пеl(1~ivејеdnв.Сinа/1./i/4/ , ~a Q. (t:\ <. о 

;flt;) ( 
u oblas·ti 'х <- eHt:)~")"(t) -!:>,.i:. .. ) iшu.јu poz.itiva.n, а u o'blasti 

.:f (1:) 
"'х > - G't(t:) +~tt) (-1: '.3.t. o ) llogativu.!l koel'icijen·t вшјеrа; dok u в1иса-' 

ји Q.tt)"> о integra1ntJ kt'ive iblaj\l uHpr'otan koef'icijent smjera. 

а/ 11'01;,8. /10/. /11/ i 11Ь/ postoje neprekitlne i raonotone f'uHkcije 

v-",(t) i v .. (t) koje teze ыIојuu -ь , gdje је v",H:::) Dionoto.ao raBtu~a, а Va.1t) 

щопоtоnо opadaju6a, i takve da је 

f (.t, '\ 
""", (t) < - ct /·t)- л. L-t:) 

:f Н:) 

1;I'вша tоще, iпtвgrа1пе k:cive јеЈ.ЩtСiпа/1'/ i /4/ pro1aze kroz tacke 

k1~i vih "'" \t) i V'1.(t.) H:.'>,.:t .. ) iz1azeci iz 11 cijevi" koju cine te kri.ve. Ot\.tda., 

РI'е1ћа ше todi retrakcije, Bvaka 0(1 je(lrн:~cina 111/ i /4/ il1la ро ЬаХ' jedBCJ 

l'јевеnје kqje pripad8. toj It cijevi" za 6ve t. ~ to , te ta rjesenja i ispu-· 

пјаvајu uslov /8/. 

ы� Neka је 

/20/ <4 <t) == - ;f<t') - €. tt) W"2. tt) = _ 1 Н.) + Е tt) ('t.~t.) 
~ lHt.)-iЏ-l::'\ I Q(1:.) .... )..tt:)·· 



Г.' 
" 

op~dajudih rje~enja jedna~ina /1'/ i /4/. 

l'оkаziшо da, рrеш8. шзlоviliJа taol~efllt';l, integ:cEt.lne krive jednaci11u /1~/ 

i /4/ prolazB kroz ta6ke krivih /20/ ulaze6i u "cijev" koju cine te krivs
j 

• u .1 С ijёlv ll 

/~1/ 
;f lot) 

t ~ t o I - ------ -- Е. tt) .::.. ':)с. <. 
q и:) - 'АН.) 

ZE:Lista jel 

-х.' (ч>,(t)\ -= (С\ It \ -\- f.. (t tJ,,)} (- _.:f.~ - е t-t~ -+ :f tt) = I 'Ht) -\- -А. (t.tJ",\)) -= ~It\ --t 
I \ 'l Н:\- 'ЛН.'\ ') '\ C\lt)-'),.lt) 

-\-;ft·t)- (4tt)"'l1ttl(Ј',\))~(-t.) ~ (L1(t\-1-.t-t~ ~f~~~\'\.)+1tt.'\-("н.)-+л.I-t\)Е.t-t) > 

> /Y\.(t)-t:'(t) ~ (- q~~~-;:lt))I_-Е:'t-t) = ~'(t)J 

х.' (Wt (1:.)) = (Cltot) ... А It, ~1.)) ( ;1~)I:~Тt) -t f tt'\} + ~ tt) ~ l Qlt) -\- ).lt~ t ;t~~i. (1:) + E.I"\.));- . 

( 
~I ,. . 

+;f(t):::: (CHt) +Att))~(i;) < -тl-t:'\ +t:/(t,) ~ - -~) + е/н.) = ЧЈ-' (t)· 
. QCi:) +~tt) ~ Ј 

X~ (~~(t'):::: "tt) (- ~(~) )..11:) - f.tt)\ + ttt) = Q I-t;)· .,.. .ft-t) 1" ~H;\ - C\lt) e.t·t) '> 
. ct -t - о '} tHt.)-}.'t) о 

- :(It.) .р > (qtt)-).(t))Q(t'l_Лlt.) + ~1t)-С\Н)((t) =-СНt)g(t) > - (tHt)+)..\t.\) ЕН.) > ",:It) , 

'X~ (ц)-t.( t:') -= q It) (- ~ fi;\t:~).. t-t:.) -+ f.: tt)) "\- t (1:\ ~ 

~ (tt l \:;) +лtt\) ( Q;t~f~~(i) .t- Et-t)) "о :f-t·t.) = (C\tt)+ )'It~t(-t\ < (~i \t) . 

Ргеша tome. ро jedna klau& гjв~enja jednB~in8. /1'/ i 141 pripadaju 

1, cijevill /21/· za вуе t ~t(j • '1'0 Ет ойа I'јеаеnја ~Н:) i 'ХоН.) геs!нзkt:i УНО 

ј 6dIla~ina 11 ~ / i 14/ koja BU od:r'edjbllB росеtrliщ vrijedrlostillla -:х tt,,\ \J( .. {t o) 

koje pripadaju intervalu 

(
_ :f(to) _ t:tt .. ) __ :f(-t. .. ) + €a .. )\ 

'Нtо')-лttо)· ) QLt.')+~(t.) ') • 

u :ti1161iiO 1! da је 

/221 

moz ето kOn6 tatova ti da te klas6 l·јеаеllја jedrl8.cina /1 ~ / i /4/ ispunja:va-­

ј u i uelov /151 t te i uelov /е/. 

s·to tзе tice е tabilnoe\:;i 1\1eS811j8. jedna~ina /1'/ i 14/ ,odnosno t:J'ta­

bilnosti I'јеаеnја jednacillt3 /4/ pri atalnim porelnecajima ~(t."X\1C о ko­

jima је rijec u tвогешi B~, па оапоуu razmatranja datih u g1avi Il \ " 

kao i u § 1.2. ove g1ave, te па oanovu dokaza teorems B~, mоzешо kOrlsta­

tovati: da ве u е1исаји а/ tеОI'SШ6 B~ ru.di о пееtаЫlniш гјеSElI'1јiш8. \.1 



;jiiiislu i,ј,ч.:iцноvа.ј da је u аlиСи.јц Ь/ klasa. гјве811ј8. jedl18.cine /1 ~ / koja. 

zu. аус t ">"'·to p:r'ipada 11 cijev'i" /21/ usilllptotski atabi1na klaaa г.јевен.ја, 

н sшislll ltef'i11icije 1 /11 % Ј.1./; da. је k1ast1. rjeserlja јеdnасi:rнэ /4/ 

kojti za I:Jve -t ,+1:0 pripadu. 11 cije vi" /21/ I'аVnОlllјеrЋО авiшрtоt~ki s 'tl:t1Jill1a 

'Ј C.dkl0Sl1 118. pocetf1U vrijedHou't, ·t.a \1 t:Jдit.Йtt dа:t'iпiсiје 4 /11 ~ 3 .. 2./. ·~c 

du. је ta klu.sa rjeienja jedna6ine /4/ авiшрtоtвkiвtаЬilnа pri I:Jtulnim 

ХЈОl:tlШдl~ајiща -А It,")1( u fНIIitЙU dt:;,{"i:rticije б /11 § 3.4-/. 

'l'1i:OHblJA А 2., • 

Ako је, 

/2)/ 

tada. вуа. гјввеnј8. јеdnасiш; /1/, :г.а вуе t ~to, iepunjavaju ие1оу /Е:3/. 

Iz ue1ov8. /23/ Т. Pejovica. pl'oizilazi ја је Q,t-t) <'0 za -\:. ,,> ... '\:.0, te i 

ovdje vazi tvrdjenje Ьј teox-еННј ]J~, s tOIil razlikolfi sto f'unlccija lHt:) llд 

ДIОХ'а, da ispunjava uslov /9/. j)ajlloi ЙОРШ1skе p:a:"etpostavke щоzешо ј'Ol'ШU­

liBati e1jede6u iiru teorelliU. 

'l''ЕОIШМА В ~ • 

а/ Ако је 

.l.vwt Q.tt):;t'/ (' је 1l81.rativan broj, 8. moze biti i -оо / 
t-H.OO <=> 

i ako ви ispulljeni us10vi /6/ t /10/, /11/ i /12/, tada вуа rjesel1ja jfld­

nacine 11'/, kao i jednacine /4/, za t~to, 'teze -f,. kad ",=:-')+"'0 I-t-je ko­

rн~"~E1n ыIој//, te i ispunjavaju шйоv /8/. 

Ь/ Pod uslovima /6/, 1111 t kao i. 

/24/ ~lt)~ А<.О :t.a. 1:~to /Дје neg. konat./, 

/25/ 

tal.l8. вуа rjesenja jednacinв. /1' / i /4/, za -\;.~to , teze +ookad \-. .... ""90 tj .. 

/26/ 
lftvl 'х (t) =. tм "Xott) ';:: ~ оо * .... +"'0 -\;.~+oo 

1} Ako је l.ftvt ~(t) =_ оо, tadt'L еуа r јеВеnј8. teze -: оо k8.d.f: ~+OQ • 

~-Hoo -~ li) 



г 
~ 

ј 2'7/ 

/2fЗ/ 

с/ ~ud us16viroa /6/. /11/, /12/, /13/, /14/, kao i 

~ ;ftt~.2'-H) ::: О .. ) 
i:-Hoo q%.(t.) , 

jbllH8.ci.1l6 /11/ i /4/ iшu.јu !ЈО јudrш klasu rjesenja koja za вуе t.~to ia­

l' lш.јаvа ив lov /15/. te i ШЙОIf /8/. 

Ako funkcija ~It.) iSpuHjti;VU. ЈО8 i ualov /24/, to.da, za dovoljno Уо-

1 iko t ~tlt '> t o , вуа r језеnја .1edrl/J..cina /1'/ i /4/ ispuf1javaju uslov /15/, 

'Lu i иа1оу /8/. 

d/ рој uвlоviша /6/ I /11/, /12/, /13/ "1.), /28/ I kao i 

/29/ 

ј ~jl1.naciIle /11/ i /4/ ifl1aju ро '1шr' јеdпо l·.iesenje kO,;a ispunjavaju Ш.й оу 

/1~/, ·I;.e i ие1оу /8/. 

/30/ 

/31/ 

е/ Ako је uz /6/» /11/, /12/. /28/ i 

~ I ~(.~\ \ -::. + оо 
~~t- I 

IY\.(-t):o;. Ј.Ј 2.8. t~t" /А! је poz. konet./ ~) 
: 

/i'unkcija h\ (t) iSРШlјаv8. иа1оуе /14//, tada za ctC:t;)!I:,. А <. о (1: ~t.o) v'azi 

t v:r.·djenje navedeno pod с/; а E'l.kb је q Н:) ~ - А > о (1:. :;.1:...) vazi tvi'djunje 

118.vedCJmo род. д/ • 

. Dokaz. 

а/ ~a tezenje Bvih rјеаепј&. jedrH).ci1'le /4/, za t.~t.o. broju -&. kай 
t -.+00 :vidjeti 1Slou В1. Ь/. K01'is·taci inti rezu1tat, u Blucaju јеdпасinв 

/1' /, te kako је, рrеша /6/, 110/ i /11/, 

fVwt":)C./= ~ [f~H;') +'Jtlt.")t)\-x..+ ~tt)]= ~'Џt)Г[i+ ~~~~~.l]~T ~1~~1~ 
t~.- ~~.- \ ~ ~~+_ t . . 

=r[(",+o).t-t-]-:o 1,) 

judak1e је c=t.., оdnОSЖ1О tл~'Х{t)=.(./. rlalaziIl10 да i вуа rjesenja .јоЙ­
i:.~'\o-

H8.cine /11/ Ј za '\:.~to, teze -t. kad -t: -='+00 • 

Ь/ I;оsшаtrајщо slucaj 11-1:;»0 zu. -f:">.:-t.o /а1исај =!(-t)<.o dokazuje ЕН! 

):18. s1ican Н6.С{l1/. 

--_._-----
"') UV8.j ua10v i ие1оу /11/ dopustaju da fШlkсiја - ~\;~ па mora да 

iapunjava uslov /10/. 

~Ovdje ве uBlov /13/ moze zal1ljeni ti аiriш uslovom 

/1'3,,/ (Q н-) - л (t.') €. (t.) - €.'(-\:.) "> /11. t-t) "Z.tt t..~ t. •. 

')Оуај us10v moze bi ti zamjenjen us1ovima: ЛН\) ~ '" жд -t.."t.<.+~ , ~ МН:'\:о 
,~_ -C\(-t.\ • 

~j PreJn8, /6/ i /11/ је i lvwt ~(t,Х) =0 za svako ,~\ <..+~ • 
{->.оо Q I-t:' 



. -
;(.tЗ. Jv,i,iLtc.il1u /4/ XlерОSћнillО 'vfJzi l'ozultb.t а; L<j,., .". а U t;lLtca.-

ји јеdrшсi1l8 /1~/. takodje ilIО2Ый0 koril;;Jtiti taj :rezultat .. 

т. ' 'ti d '1 t' ...".. # Н.:) (t ) ;' 'd V , 
.1" l'1.Ш:)Ь· nю а u оо аs 1. ..... <. - с:\ t-t,)-).I't:) 't.-..,. о rJeS8}lJ8. Је nаСЈ.ни 

/1'/ 1'1:1.19 tu. bloka је 'ео Н::) = - -_:!Њ) __ ,_Ј::. И:).t', gdje је Ј'. pO?i ti VEill i'ikt~i.;-
С\ н,\- л.lt' ј) '" О. 

1.J);·uj. 11'OJbli. /11/ i /25/ ји fl,/и.'I.~еон:)= +00, 

·l-'>-4-G ." 

Iоkс..Ziшо da вуе irltvgr'al:r::H.:; l;.Ti'\ld 01Йа.fjti~;х:.~'еоt;;;) C'\:)..i:.o) ifФuнјаVЬ.јu 

ШЈЈОv /26/. lleka је ~p (t/ )(Е- q:-{:~'~),(t\ --Ј')/cI' ~J:. је proi~vo1.ian broj/ p:t:'oiz.vo­

Ј .1 11it ta.cku.te oblasti. 11'dща /е/, /11/ 1. /24/, za dovo1jrlO ve1iko t~t"'>t: .. I 

i Јј;, [но 

';,х:1 ('Р) ::::. (l.\It;\ + -А (t х)\(- -1.!.:!.1. __ .. -. d') -\- t1t.) = (1'.\ Н::\ т ~ н .. )( \' ---=1tt\ - ;. ft-t,) -
\: , 'Ј 'не\-·)..Н::) , '} GHt;\-)..(t) 

- ( CHt) + f.. (t,X \) CI' ~ (cHt) - )...{t)) _. - f(~ + :~H.\ - (,. чtt\+ л.н.)\ cf :;; 
. tHt) -).'t\ '1 

:;;-(Qlt;\+л(t;\)о"-;-cttt) (-1+-*~~~)cf ~-A.(-'\-~)J' ";::\}.Ј' ~ ђЈ;. 

ji.uHkcijl:i. - лlt) is]?unjav6. Hs1uv /11/, ·te za dovo1jno ve1iko t';iJ. -\;.'" >t p , 
41t) 

она iВРШlјаvа i uslov /11'/ i ћ ~ie pozi tiv8.n fikair'an ыIој//, . sto znaci du. 

.1.11tt:lgI'"a.111.6 kl~ive jednacine /1'/ oble.sti -:с. ~ ~ott) (-t.~'t:.o) iшu.јu koel'icijtJnt 

Dblj~ra nе тапј! od pozitivnog fikеirИfiоg Ьтоја &~, te i ispunjavaju H~­

Jov /26/. 
s ouzir'oln па jedillo6t r јеЗt:Нlја jtllinacine /1'/ l'језепја oblaEti :t >'e",(t) 

(i:.~·lo) nесв presje6i rjes811ja obl.8.sti ':t. ~ '-е .. н.) (1:..~to), te i Оl1а isр\.шја­

v<.t.ju аа1оу /26/. 

С/ U/;I}ovi /6/, /11/, /12/, /13/. /141 i /27/ obezbjedjuju da rjesi:I-' 

11 ju. јеdпаёinа ;1'/ i./ 4;' koja lJl~oltLze k:coz tacke kri vih oblika /20/ ula-· 

ze u "cijev" koju ci:rle te k:t·:i.ve, tj. u "cijev" /21/ Ividje·ti doka.z tbl)).·g­

~jjO lЗ-з Ь//, &. ualov /28/ оЬеzЬјщ1јнје :r'elaciju /18/, te i fUIlkciju <f(t) 

koja iapUtlja.va иа1оу /19/ i .ful1kciju '("(t) kojt1. iSIJUIljava us10v /22/ t 8tO 

i potvrdjuje ta~noBt prvog dije]a nаувЈеnои tvrdjenja. 

U 1310v /24/ ornogucuje da t3u dok:az (; Ја вуа r јеееnја. jednacina /1 ~ / i 

14/, za t> ... t .. , ulaze U "cijev" /21/, Z8. dovoljno ve1iko -t; ........ t .. '>"t. Q • Za tЙU~' 

СCl.ј јеclЖI8.Сiri8 /4/ vidjeti teor~lIltl 131 Ь/. 

I-ОЫf!utr'ајщо aa.da jednacillu 11' / uziшајuсi da је ~(t)'>o :&:;8. -l~i:o 

/1Э1tlсај f(t)< о dokazuje ве e1iCHO/. 

lјоsша:~:l'ајIllО ,па РI-iшјеr, ob1ast -:t <. C1J',,(t\ (t ..... t o ) • oblaat rastucih 

rјеiзеnја /eliiSno Ыаmо роsшаtI-аli i za oblast "х > Ч1 ... Ii:) (t -:,..t,,) • NE;,ka је 

-Р( -t:., Х;;е - ~t:\~t~t;) - E.ti.)- CI') / cI'">o proizv01jan broj/ proizvo1jna tackn. te оЬ-
1аа ti. Prerйa us10vima teoreme iшаraо, za dovo1jno veliko -t ~ 1:. .... > -to , 



~t-Н:.)-(t.\t-t;\ ... ~ttl~))(ЕН_);-с1') ~ ('-\lt\-л.1t)) -~I-t_) ;f\t)_' q t t:)+1-.t\:.))-
~ L-\:;\-),tt.) \: .. 

- (Е Н;) т с:Ј') -:::. - ('ilt\ +'Л/i:\) (Е \'t\ +0') =- - (ц tt;)-t лН:\) ttt) - (eHt);- "1"\.\)<1' "> IYtt-t) _ €.I(\:.)_ 

- ('Ht\ +),1'\:\) rf ~ \ "'~ (с) \ - Q (с) (,,-\- ~:~~ ') Ј' ~ \cJ~ Н;\\ - Д. (-\-~)J = \ cJ"~ Н:)\ + ~ Ј\ 

/ ~4-\ broj Uze -t рrеша us1uvu /11' /, ~ = - А (-\- 11) је pozi tivan fiksil'an brojj). 

~'lo poka~uje Ја integralna kriva jaJna6ine /1'/ koja prolazi kroz proizvo-

:1 јни tu.Cku'P ob1blosti ")( <- "',\\t) (-t.~t.,) i11l& koeficijont 81i1jera u tacki 1> veci 

ид kоеi'iоiјепtа вшјеl-а kI-ivtЭ Cд':\(.t.) ји t~Lcki ва if!tolU apsoiBom t/ za vist; оа 

po:.:li ti VHOg I:.Jl'oja Ђcr, te се Zb. dovo1jIlo ve1iko t~ е" '> -\:.0 , sti6i do kl'i'V8 

Се) i t·t.)>> а ~а·tiш i uciu l' cijc'v" ј21/. '1\1.1111:) SfЈlO doka,za1i i drugi dio tVl·aje­

J!.}ii роЈ 0/. 
d/ Neku. је :ttt) ">0 (t.~"\:o). 

1 ov(lje v·8.ze J'e1acije ј161 i j1'1/, te za doiljU i gor~ju grапiоu "ci-­

jtiivi" metode retrakoije 1II0Z81HO tl~eti ret:ipektivl1o kI'ive t.cJ-.,t~) i W~t't.) oblika 

/20ј_ 

Ilavedeni uslovi obezbjedjuj\l da I"јеiЗеnја jednacina /1'/ i /4/ koja 

px'o1aze kx'oz tacke krivih W.,H:_\ i W"1..(t) izlaze 170 "oijevi" koju c1ne te 

k1'1·'I6. 'tj .. iz1aze 1z 11 c1jevi" oLJlika /21/, ·te рrеша шеtоdi retrakoije i 

i'iJa,ju ро jcHlrlo rjesenje koja pripo.t:laju toj "cijevi" za еув t-..;."to • а Рl'е­

та uslоv1ша. ј11/ i j2fJj ispunju.vajH i us10v /15ј. 

zaista, prema us1оviша tеОГВШ6timа~о: 

'.Х:'( w" It)) -=.( ~(~\Т~ ttl~" ,) (-- ~ f:~~),H~\ - EH .. ~ ."\- .fH:;) ~ (Q1t) -),{t~ (- '1~:~\_ "}.L~\ - € It~ + 

+ ftt) = - tCHt) -A.H .. ~ Ht) <. - м , .. t) - e'tt) ~ l- &il~~~\..'i.))'- E'(~) -= w.,' Н:;) , 

-s:..' (сЈ Н:\):::: Ql-t:) (- :(!Н;) . -Е(t)\-\-tСt\Z (Qlt\-~\t.\\(~{IН -Е\,\~-t1tt\=-(Qlt\-)Јt\)t.\"\.\,rJ--1'ft) 
о. 4 C\Lt\-")..I-t\ ') "Ј c:H-t:\-).lt) Ј 

-Х/(и); tt\) -:::.Qli:) 1- :f1t\_ -t- ец)\ т ".It) = tHt\ -1/1;) ... ~(t\ -t CHt.\E(1;.) > 
о 2. \ ~I-t)+лlt) 1/ l' 'Ht)'t 'Mt\ . 

> (С\lt\+Л1t\\ -:#!Н:) '\- -'f(,\:) + CHt\ E(-t..\ = '\ (t\Ett.) > ('Ht\-).It.\) Et'\\ "> CV-{(-·t) • 
'1 Q \t'l-t).(t.\ 

8/ Ovdje је dovoljno ргiшјеti ti da из1оУ1 /'30ј i ј,1/ obezbjedjuju 



'. 

llf.:i1ov /13/ ~ Kako је desr1a в·tNЙ18. .l:H;jed11akoB't.i /13/ ogr'anicena, а fUlikci.jd 

Ct1t) ispunjava ив10У /30/. to Pt?btoji mOI1OtorlO opadajuca funkcija ен:) ko­

JI.!. tazi :rшli t kao i nјеn p11vi i~vod, i takvo. 110. iSРШlјо.vа l.lI'Йоv /13/. 

Sada obratimo painju i П~ pitanje stubilnosti гјеаепја jednacina /]"/. 

/4/, ku.o i s tаЬi1rюs ti 1·.jtlseHjiJ, ,ju.:.l:rJtLci1l8 14/ 'pr'i stв.1n:i.ш роr't,ЉlеСа.ј i ЫН. 

-f.I\.:;х.)::(. , u. рrеIЛ&. re:Gu1'!:.a·tilblJ t",Ol'eble Ht., kox'is,te6i i (lщ,аЙа.Sllјu IoaZIIlu.tr'(i,-· 

1. S1ucaj tvrdjenja а/. 

ЗУа гј6SЕ:шја jedna.cilH:l /4/ odI'edjena роСО'!:.I\iш us10vi 1118. 'X.ot-tQ ) fЩ i'a­

vнощјtН'IlО &.siшрtоtSki В tabi111a u и1йО~Н n.а pocetnu vrijednost -I:.u u f::Illlis} u 

l,jupUl'lOva • 

.ј vako :r.-j8dcmje jaJHf1C ine 11'/ (),i:Г8IiјежlO росеtпiш иаl0уоm "х Н:о) је 

.цiшрtоtВki stabi1no u вшiаlu l'!a.f'ill.tcije 1 /11 ~ Ј.1./, .ier za. ша koju. 

(1 vu г,јеаенја ':C'IH.) i ')((:1:.) јеј.НiнНпе /11/ bliska. и trenutku t. =t o Щ()~ б Ьд 

ва .. Н шопо·torш орадајu6а fШlkо:i.јu V'lt) l;:oja. tl:lzi rшli ka.d t......". .. ootako да 

.i t:I \ "Х '1 Н:) - -х (.t) \<:.. V'(i:) za a've -\:. ~ t:" , OI)~.iI·om да је, ргеш8. tvrq.jen.ju 8/, 

.e..;r>'\I\, \-X1 L1.) -")сLt)\ =0. 
{:.--,. .. оо 

Takodje, lIIоlешо konstatovati да је svako rjeienje jednacine /4/ оЈ­

y'adjeno роСе·tпiш uslоvош ':(.ott.o) аs:iљрtоtulci s'tabllno рг! stаlпiщ РOl'дЊ6-

6ajijit&. ~tt,'X.)'C. u 8шiе1u defiHieij(;.j G /11 § 3.4./, јег za юа koja dva Х'јв-

iЭ ~шја "X.(t.\ i ~оLt:.) respekti v'Uo јudпасiћt:t /1'/ i /4/ koja iщајu bliskt) ро-

CtiltrH~ vrijednoati :x:t·to) i :(o{t .. ) 

'f'l-t) koja tez i пи1!, tuko да је 

mО~б ан na6i шопоtоnо орадаји6а funkuija 

\'X(;;)-'х .. (t)\<V"Н.)zа вуе -t;~t .. , obzir'o!fl да. 

tи rjeienja tu~e istoj konstanti .~ t а kako i njihove krive stacionurnib 

у _ _ #lt-) , 'ЈС.. =._ =r-k.\ 
·tacaka 'х - ~lt\+ ~11:.X) " QH.) tez е f.. kad -\::, ... :н...о , to su isрш!јuпi 

/Зvi potrebni us10vi definicije б. 

2. Slucaj tvrdjel1ja Ь/ • 
. Нјевепја jednacir!e /4/, u 81иёаји tvx'djenja 1.1/, еи etabi1xlt1. ц t31f,iBIH 

~japиnoya, a1i nieu авiщрtоtski stabi1na, jer nе то~ешо pokazati da raz­

rnak r jest1nja bliekih u росе tllОЩ trenutku -\::=1::.0 tez i nu1i kad -\:;"00 • 

Za I'jesenja jednacine /1'/ пе 1110261110 pokaza·t.;i da с'е dva l'jes611ju 

pX"oizvoljl1o bliska u trenu tku ~== t..... 08 ta·t.;i proizvoljno blieka za s've t ~ t o I 

8. niti da njillov rаzшаk tezi пн1! kad -\:. .... +OQ , te llе mОZ6ШО гсс! \.1а f.Нl 

гјеаеnја. 8 tabi1na. u ешislu L~јаV1шоvа, ћ! ti da еи asimptoteki stal)ilna u 

ешis1u definicije 1 /II § Ј .1./ • 

Isto tako, za bi10 koja dva rjesenja 'X.L'1:,) i "Xo t -\;.) respektivno jed-

nacina /1 # / i /4/ ,koja ви bliska u trenutku t=tCl , lle 1Il0zељо pokazati 



,н, Ви ј. dб.Ј"ј~Ыifjkа., ~a. -t:,;.. -Lo , u (НlgоVt1.гајuСьш amielu, ni ti <.18. је 

i!ifvv\"I'~t"t)-""tt)\=-о Ј te rJe Ii1ozeJ1.o re6i da аи rje~enja Ј'еdпасiriЬ /4,1 
·l-·,-..oo 
.П ·tabilllu f/l'i S,tаlniщ POI-ОНltнSа.ј.ili:tu. 

Ј. Sl\.1cajevi 0/ i е/. 

(јуйја f:;1II0 pOka.:t.&.l:i. да ј.эi.!lШ. klь.ыз. l'јеэепја jl}dnaciIle /41, kao i .1':1-

I!HHCilld /1#/ p:S:'ipaduju ifJtoj "u:ijuvi" :Л], Dve t~i:.CI /и dokb.zU teoreme ~Je 

tНi.v.;нluпо о kојiш klas&.lll&. l'jt1~t;:Hja j;;j~ 1'(H1i/, а како i staciol1al'rk8 k;r'iv'''; 

ј(;,IдасiШi /4/ i /I'/pI'ipadujH toJ "CijbVi" t to IliOZ61i10 kош.itаtОV4ti.; 'да 

ј"" jedHa klb.sa rjdSQl1ja јейпаСЈllе /1'/ (нзiшрtоtski stabilna u sшitйu de·­

Г1 пi c::ije 1 ј да је јеdШl k1B.fH1 x'jei3elJjtt jedriu.cil1.e 14/ l'в.У:ООlnјег:оо bsiill'" 

ptotski stabilna u odnouu па po6etfiu vrijednost t o u smislu definicija 

,1 i (!tJ. ја ta kl&.s&. r jeB€lHja ј6dШi,)il1е /L\J аsiщрtоtski Bta1.Ji1t1&. 1>1"'i u-\;а1-· 

lIЈ:iI r;Оl'бњ\~сајilUа u 6i1lislu dci'.lfiicija 6, ,jer ви /ргеЈН8. Х'аlliјiш роtlщti,·\;l"й.нјi.-. 

llll_i i dok(1ZU tеогеще/ ifJpunJeHi j~Yj, роtге1.mi uslovi xl8.vet1enili def'ir1i(;iju. • 

. 4. U Ејl.нсаји tvr(1јсшјu. д.Ј :сыН ве о nеstаћi111iш гјеS81'1јi.ша U t:llНis1u 

1.јариI:!оуа. 

fj:'ruOblEMA A~. 

fod uв10viша /3/ i /5/, kao i 
t; 

fQ.џа)~ 
f~ et8 = + ОО', ~ - ')..Н,,) -=- о 

'I:.-.. ",DO ~ ..... ~-\ ... 'O - q lt) 

----""". о I €~ = MQ'X:. €" t-t.) <.... 1.. 
~~+~ ~~~o ' 

jednacina /1/ iШEL, za -t:.~t(l Ј је(lно I"јевеnје 68. оsоЫnощ /е/. 

Ргеш8. gОГnЈ1..Ш us10vima '1\. F'ejovica f\lnkcija G\l1:.) ispunjava us10:v 

Qtt)"> о za 1:.~to t te i ovdje vaz itvl"djenje &./ ·teoreroe B~ i tvrdjel\jd 

d/ teore(1l6 D" • 

40 

Hekaje Q(t:)=O. Dobija ве fJlucaj 10 za ~=.1. IТ. F'ejovi6/. 

Za 'Н 1:) = о jednai5ina /1'/ glasi 

/32/ 



u бiјim rjeisnjima пе lоо!ето niAta re6i sa gledi~ta koja koristimo, te па 

blozblao ):1! (Jl'OUCt1.va.ti OdllO/:i !'jO:3GOjtt 'Н}l jet'l.llO.cinu. .. 

S to ЬдНсе јеdIЈu.iИrн; ЈЈ2/ :ћ.:ш.kсiје -ft(-t:.\~) i ftt) tr'cba da ви du:ti··· 

Hj~JajH; i Ji.sргеkidП6) kao i да 1.lbll:)11 s·!,н..lfШ z:rшk, te c.ta EН.l isрuпјtjпi lю·tl·.:\-­

Llii шйоvi о jedinoL>ti rjes611ja za -t:. ,?1:.0 i \--.-::.\ <."\-Q(). 

t.oz·i.fJteci довадаанје !'SZH1'L1:1'lt:> 1.0. јвd.nаСiпu /32/ mozelllo dati tiljbll,,-

'l'БОНМдА Bs • 
v../ Aku је Ј Z8. Bvako \ ":IC. \ <. + со I 

/ '" Је konacan ЬХ'ој i1i 1;.00 / , 

/-(}.. Је konacan Ьго.ј/, 

talli.'.L јеdrш.Сit18. /32/, za t ~to , iшщ 1.1 ха -(, <. о , вуа r јев&пја koja -tezu 

.(\;. kad -t,-'I>+OO .' 2/ :I:&. -t< ~O ("'Lt,-;!(.).o) , ba.r jed110 rjesenje koje t&zi -f)­

k:ad t ~+oo • 

ы� pod uвlоvощ da postoj6 pO:t.i ti vne i l1epr'ekidne f\шkсiје -f-i{-t.) i 

it-t:.) takve да је 

/)5/ 

zatirn, ako је 

/36/ 

kao i 

/YI/ 

€,;liju је funkcija т ti:) перr·еkidш:.. Ј nerlega ti vna i takv8. da. је 

/;Е3/ 

t.acta. pos,toji neprekidna i .lIlOfюtоно opadajuca f'unkcija rt"\;) kojatezi rtu1i 

ku(! t -?+ QQ i ·takva da јеdnаСirш. /32/, za '\:. ~ t o , iша: 11 za ~(t..I'X.)..c:, о , 

ј8јпи klaeu rjeienja koja i~punjava usluv 

/39/ \ 

-;~ (·t) \ 
')с (t) - ---- <. у" (i;.) 

1'='(-(:.) 

~)u slucaju -{(-I:,x)oo ovaj щslоv вв moze za.mjeniti sirim uslovom 

pti:) €,<1:) + e:'(t.) > lI'\.(t) o:zq, t ~ -lo . 



/ ~ је poz. kOllst./, 

,',1 L I {; 
io"\J () 

tada. taj uslov, za duvoljrlo ve1i.ko -1:. ~ t." > -t. •• iSРЩlјаvа.јu вуа rJesenjf.l. 

ј оdпta.Сil16 /32/; 2/ za ~ н, ,')t.) >0» bar jt:sdllO rјеSfшје koje ispulljava UБ10V' 

/)9/ • 

0/ A.ko· је 

/41/ 

/42/ za t. ~t.o 
.. 

/ /.Ј је poz. kOl'lst./ ) 

i a.ko ви iapunjeni uslovi /35/ t /36/ i /40/, tada., pri ~ \t.,"J(.) <. о , jedrla-

с illa /32/ iша jedl1u k1a13u r j~~Hтjll koja за Bve t ~ 1:.", ispunja.va us10v /39/, 

Ii za dovo1jno veliko -t: ~ t." > t o .t;o.j uslov ispunjavaju sva rjesenjajec1rHl-

6i1"18. 

Dokazi navedenih rezu1tata u principu su isti kao dokazi odgovaraju-

6ih ranijili rezu1tata. Zato Шl.vеdiшо вашо neke bitne na.pomene. 

Za tvrdjenje ај treba vidjeti dokaz leme B~ Ь/ § 1.1. Ovdje је 

odak1e је С=Ь Ј tj. ~~t-t:)=8. 
-i-.+_ . 

Za tvrdjenje Ь/ treba prilйjeti ti да za., па prirJ1jer, 1tt) '> о tt.:,.1:..) I 

vaze осјеnе, za 1:,:~to i \":\(.\<'+00 : 

/43/ о <.' :f/t, \ 5... _ :f!11:.) -:f (-t) , 

~(t:.Н:!Ii:,) -..;: ~Ц;"~) ~ ~a) 

/44/ _ :111;\ ~ _ ~Ii:,) ~ _ ;fc-t) 
~li:') -= ~ ("t. ,":()" 1':tt-t:) + .t(t) 

< о ~,.~ -4 tt, х) '> О • 

Da.1je, da је 

/45/ 

te da poatoji neprekidna. i шоnоtоnо opada.juce. f'unkcija J\~'\ koja tezi nu1i 

kad t~+~ i takva da је 

\ 

~It:) '~H.\ \ <. !(f.) 
~H.) - .рн:,)+ ~~t) 

Za funkcije c:J'",t-t:.) i" ~2.(-t:.) treba uzeti 

4)OV8.'j uslov moze Ы ti zamjenjen i uslovima: 
• 6.. h\.1t.)':" 

~t-\;) ~ Ј.Ј '2."'"\:.." t <. +00 , ~ ~( ... ) - о . 
~ -t:.~~~·r~ ~ 



·. 
tHJ1.ov 1 Yf/ ОUдzЬјеdјuј"" pl'i -А. (t, ".)('1<: .. 0 Ј Једnи kla.eu l·јеаеnја. kO,ia p.r·iVi~.-

, ., .. , .. , 
\1~t. C),J~V:.t 

-1:. ~ t o - ~.~t:)_ - t tt) ""Ј( <:-. ~ i-t.) -\' €. Н.) . 
, 1;) ("с ) ..:::.. - ~1i:)+:l..lt) 

С. Ltl'!Gi., fЮl:itојi nt:Рћ1kii..1Щl ј шоrю !,(шо оз;аdајuса f'uпkСi.ја V' tt) = €.tt)+ J't-\.) 
}, 'Iја ·tbZ i Huli ka.d 1: -?-\О щ;) i t~'.l;:V!i Lta. Ј'јЩ3ЕЈ.rlја j~~o.t·X1jill ., eiJf.lvi" isр\шјu­

va.lH i шйоv /39/. 

lf sllicaju С/ ЖlаVt;dепi lш10'vi Оllб:GlJј6dјuјн ispulljenje \lslova 13'1/» 

t6 1. ta~nost tvrdjenja. 

о о 
5 ~f1. Q.tt.)= 'Г< О dobija ао ь111сај 2 • 

б (;) '7.... " • .Ј..) -_ .,. > о d Ь' . "\ " . ':1 О ~- -~~. о lЈа ве U_UC&.J Ј • 

70 Ako је ~ct(t):::'Гф.О do'bija ве s1ucaj 50 ili 60, odnoono 20 ili 
." ....... -

Ја, sto ~а:lfiБi od toga da. 1i Је '1'"-<'0 iii '1'">0 • 

. sada сето ве zadl'zati па но!)эtёlI1јtl l'ezultata datih u ~ 2.1, tj. l'е­

zHl tata koje ето da1i za. jeti.l1acine /1"/ t /4/ i /32/ sada сешо uорэti ti 

rlIЈ. je c1nacil1e 

12'/ 

/4' / 

/)2' / 

~~ = (CHt) + i\.(t,'X))-:Х:h\ + t(t.) I 

О<:Х.о = Q. (-t) -х..:'" + t (i:) , 
olt 

t!-x = ~t1:.'''Јс.)-Х'''' -\- :f.(-l) (ht=-1.1. •.. '), 
d..t 

j~дj8 funkcije GtH.), "#(t.) i -А, tt.x) it:JРlшјаvајu iote oenovne uolove. 

prvo pOBmatrajmo jednac:i.:tle /2'/, /4'/ i 134'/ zam.neparllo. tj је­

dna,cine 

/2~/ 

/4~/ 

/'J2~/ ( 1\1\:= О,Ј\·.1., .•• ) • 



l'UОЫdt;uјшu jedna6ine/2~! 1 /4~/. Treba Ја damo uopitenja, teor6u~ 

Ь--:, i B~ i и аlисајu јвд.ll8.Сiпа /2~ / i /4:/. МОZ6ШО da dашо u1jedece t':'iJI'b'" 

!НО!.>; i }j~ koje. аа оsrlOvнiщ tвОћЈЈЈ\!i];l11 1.1") i B lt сiш, odgo'v'u:rajuce CjoJill~. 

'Ј'БеЈ ЈШа.1 А B!~, 

Н/ 'l'vl~\jjdllje 8.1 tCiОI'Шilе U"1 

(Ј џ ЧJLНLОS ti. 

., . 
V~tZ .1 1. U t.ЙuСо·Ј'U Ј'UdпаСiш:i. /21'/ i /4 '/ " "\ ... 

"\)/ 'l'v:a:'Lljenje Ьј vazi SulllO uko f':H';' uslov /1.3/ Z&.!11jeni шйоvощ 

јЈ)' / 

u ~lucaju~~o • а u slucaju ~.:o ~аыјвп! ив1оуот 

/1)"/ 
\( 

__ -111;) __ \'\ - €.'(t) 

( I~H:\\ -)..(t)\ €("t~ > ____ ~(·\;)I-"F."'_л.=1 =.(1:=_)==.::L= .. ,=:; __ ==== 
. ') (~fYHJ\) lffl,t-1r 1:f_(t';":;'\'_'1- €H;\):tl'\ 

\ 1'1lt\ \ - 'лlt:) 

'l\EOfli~l.tA B~. 

Tvrdjenja teoreme B~ уайе i аа jednacine /2;/ i /4;/ uz odgDvaraju6d 

moditikacije i dopune i to: 

а/ 'l'vl'djenja а/ i Ь/ 'I;tloreme B~ vl:lze i u аlисај\l jedt1acina /2~/ i 

14;1 u potpunosti. 

'ој rf'vrdjenja о/ i d/ vaze BuJJ10 &Јсо ив1оу /lЭ/ Z8.щјелirnо uа10VОЩ /1)' /» 
~ slu~aju kad~ је 

/46/ 

а u в1uбајu uslova 

/47/ 

\ ~(-t.)\ 

\&\ Li:)' ;- )..(t~ 

t.fiv\. :е н. ') 
4;....., ... 00 -- CI. L-t) 

zuшјеnitnО иа1оуош /lЭ"/_ 

=0 

cJ'fv'l'djellje е/ V8.z:i. 8l:irЈIO ako us10vu /31/ dodamo ufl10v 

\4(t)\ __ €.H.\ ? ћ 
\'Н-с\\ -+ 'A.(t) 

\1 ti1\lбаји uslova /46/, а и sl\lcu.;ju uslova 

\ ( 
.fH:.) )'1 I 

!~Ц:)\ - ?--(~j--- ~ (~) -

(Q.M+It) 'J..w:,-ty -.lj<t\\ "+ €.(t\) 2.",," 

V IQ.L-t.) \ - ')I.,(t.) 

/ ~ i t ви pozi tivne fiksirane kOIlstante/. 

/47/ Hslov /31/ zашјепiшй ШЈ10\10Ш 

Dokaz navedenih tvrdjenja u principu је isti kao dokazi odgovaraju6ih 



..• "НiЈ'Ј'lIi!.L',С'.l·(;If(Ш. b~ i B.tt' k:o.o .i.tО()i·ШЈН") .ij~ ~ 1.3. 

I~Laknimo 'вuю bitne mOwbntu koji ukazuju па ta~noBt tvrdjenja, 

lJJ:'b.teci al.acaj :f!H:) > о za ·I:.~to • 

/Нј'/ 

HliJitH:ija.1bli. /16/, 117/ i /113/ od.gova:r'aju l'espektivI10 relacije 

?ЈН1,------

0< -~)­
'tlt;\+Л('I;) 

'l.'-:Л"~ ~--_ -t!t.) - -. С{Щ 

1.. ... ~- \}_ •• _ ... _-
'1.", .. ·1 -_._-- 1. .... Т-\ ').1VI~1 -- С:НН 1.4,.: (1!t\ vq't)лlt)-, Q.1. lt.) '- ~(t)~(t.) _q1.(t) . :fft\л.ю 1-:>tlt) - -1-::i:ii\ 

• -_ .• _ .• _------~_ •• - .• -_ ... _-_. ::;. - __ о __ ~~._. __ .'_ ... _ "._,,_, ... _- ........ . '1~'1y 2. '1.) Q1.(t) 1.· .... 1· --(·-~j7\)-1.-- -
Q ("t) - л (t . А - .--'-

I l((.t\ 

i).'''V' ћ' ::f.'it)Л(t) -1 "-- .,. ________ _ __ . ___ ._ .... ______ .. _______ . _________ ..... _ ..................... I 

- q1.it) 'l"'+~ _ f ')..~!)~ . '.LM-\ ". -_ ~(-t\~"'" ~", .. " 1. _ ~H.\ \1.",,"~ (_ _ ~Ht\\ + .. , -r .Lr>\:,C~~i.~~~·' 
.., \4Щ) у,1 'АН.)) -r ," ~Щ} . -\ лt-t.\) уГ1- лН'] 

Za :t'I.шkсiје G(}"H.) i Wz.(t) LХ'џЬа uzati Ј u el\lCa.ju uslova 146/ Ј 

~I'>\~------ ;fC+.) cJ",,(t) - --_...:._- -.c:t·l\ 
t:t (1:\ -')..(-\:.) - I 

'1.~H . :fH:.) 
,~ t"t.) "=. - - ... (.t-t,) 

"1.. cl It\ ... }..(t) 
lt ~t .. ) 

Ј 

. lJalovi /1:3'; i /] З"/ obozbj6iljltj1J ulazenja /za Q.H.\<.O 1. OdHOllHO 

izlazenje /za CHt) >0 / irlteL~):'i11Bili k:r-ivill iz "cijevi" koja је оgТUl1iСеш1. 

lO'i vаша W-.. lt) i tJ-а.(t.) , tj. otIezLje,ijuju роstојалје ро јейпе klaf~e r јв:Эе:l'1јl.i, 

C)llrlOSnO ро bar јеdпо I'јеаеllје јеclпасinа /2 .. '/ i /4:/ koja pI'iJ>lidfi.jI1 .. t,CJj 

.. (;lј uvi" • 

]?l'еша, I'elaciji 1181/ pos·tuji nep:i:'ekidJ1a i monotono opadujuca. ftщk\.";iјu. 

cf(·t) koja. tez i nuli kad -t:. -'1>+ оо i tukva da ispulljava uslov 

\ 

21>\+1 ;f'1:) 1.'\-\""1 .f(-t) \ Ј' 
-~+:>.t-t) - - ((1-t)-лН:) 1":::" (t)"Z.~ -t~t. •. 

Dakle. postoji neprekidnu i monotono opudaju6a funkcija r(~ koja 

tezi nuli kad-t;..-..+oo i takva <Ја. је 

\

'2."'+1 _ :{?("t\ \ 
cHt.\ - цЈ..; (t) <. '(' Н:.) 



~} ,: • i 
.АЈ ,,} t·;~' 

I:Hi(j:czi "(~ijev" UlaZllih, О(}IЮUЈ)О izl<.tZJli.l:l iHtegl'alHi~ kl~i-v-ill koja је (.)1:';1'<"-­

йiсоrщ kl'ivашti цJ,,(t\ i wa,,(-t.) , ~Ho ~Шi.Сi dl.:L щ3l0V /15/. koji ае rtavodi н 

L \f1:·(I~ibllj:.i. 'IН)' t iша шјбf:J ta.. 

l'OUJiii_.Lt:cajrno fН1<1a .;edlli.i.cina /)2.:/. Ј;ао uopSt.ex1ja tVl'dјtшјаtеОl'сјi!Ш U5-

iliJ jtlJ.bltC iпu /J2~ / шоz ешо cta-ti slјб.iеСц teoremu. 

;-)"'/ 
Ј .-

'l'lЮIlii:!ЈА В,. 

11'Vћ.iјiJнја -tео:сEIiliа l:i s Vtl2 t) i :Ht јеdШ1.Сinu /32:1 i to: 

t.l./'I'vr·Jjerljt:t а/ vazi u роtРШ'lОtiti~ 

L/ fl'1l1'JjsHjeb/ vttzi Sнш() (Li~o ШЙuV /37/ zашјеniшо \_нйоvощ 

u alucaju kada је 

/48/ 

а u е1исаји uslova 

/49/ 

1>а) E.(-l) \( ~I,;~)I \ -- t'tt) > -'------ ------_ .. - .... - --- -
l:tI1)-~~) 11>'\}( l~~~ + tt+-) yrvo. 

с/ Tvrdjenje с/ vazi ваша ako ~'H~ uslоviша /41/ i /42/ doda шйоv 

I.fH:\ \ . _ € t -\:_) ~ е, 2."- t ~ t. о 
,)?<t.) -1- 2..tt) 

u t!lucaju uslova. /48/. а u sluci:iju uslova /49/ ие1оу 142/ zащје:Ј1i \.шlОVОIil-

\( ;~:~),\-el(-t) 
--~-
(2.IY\+J\) '1.""+1 (-\ ~~~)\ -:~'~-.~~)~~ 

~O:) 

/ћ i t ви 'pozitivne fik~irЋn':' kOils-tСlЛtе/. 

u uslovu /39/ fUl'lkciju :fH_)) 
'P(i:. 

'1.",,\.,-Ј" :f (-~) 
ovdje treba ~amjeniti ~unkcijoro ~'~I~ 

Tvrdjenja navedene tеоrеПlО pril~odllO proizila.ze iz ranijHl odgova:ca­

jucih pOSH.iatr·anja. Radi оЬјааl1јеnја primjetimo еато da relacijama /43/, 
/44/ i /45/ odgovaraju respektivYlo relacije /poslIlO-trајmо slucaj :fH.Y> О (t.~-t..)/, 



0< 

_..!!& 
~H:) 

0< 

i'H:.) 

---.-:» О , 
-1;....., .... соо 

. 1'"'\} ~1t.H2(i;.) _ 'l.~~ 

?""'~ f-J(t.) +2.Н;) 

·te da za ;funkcije w .. (-t.) i c.1'3.Ii:) treba uzeti funkcije )соје odgovaraju :fun­

kcijama "'"Н:) i cJ-3.(i:) uzetih u elucaju teoreJne В5" fJ tim sto u slucaju 

uelova /49/ treba uzeti. za 11 a,~) <.0 • W"Lt)=O ; а z.a '"" ("t,")t) > о , "'1.(t\=o. 

Sto ае tice stabilnosti гјеаеnја jednacina 12~/, /4;1 i /)2;1 mozemo 

konetatovati da vaze isti zakljucci Јсао i za osnovne jednacine /1'/, /4/ 

i /)2/. 

Posmatrajmo sada jednacine /2'/, /4'/ i /)2'/ zalY\. parno, tj. jed­

nacine 

/4;1 

~ '; (~H.) + ~ tt, 'Х.)) ':(.'t~ + f (1:) I 
dt 

ol:~. Q (1:) -х:'" + ;f(t.) I 

ot:t -

О{:'Ј(. '= 1t Н. ")С) ':)(.1."" + 1 {1:) 
ol:t ' 

gdje funkcije CHt.) • :f(t,\ i ~L1.,:I(.) , pored ranije na.vedenih Qsnovnih uelova, 

ispunjavaju uslove 

_ #Н:.) ') О C:H-t.) ФО 'Z.Q. 1:~t. , 
Q(t.) I 

u slucaju jednacina 12;1 i 14~/, а u slucaju jednacine 1'2;1 

"f(-t;') > () "'" Н: '1/;) оф О 'Z."- t ~-t.. i \~ \ ~ + oq 
~(t.I~) , I 

sto znaci da funkcije Ct(i:) • 1(1:.) i ~(1:.,'1/;.) imaju stalan апаЈс u poluravni 

~О''Ј(. (t ~ -1;0) • 



-

Koriat'eci prethodne rezul ta te izloz.i6emo tabelarno " .. шо neke bi:tno 

raz1icite rezu1tate koji predsta.v1jaju prosirenje rezu1tata datib za јед­

nu.Cine/2'::/, /4:/ i /32:1. 

1 о Род ualovilUa /6/ Ј /10/ /~~O/ i /11/ jednacine /2~/ i /4':'/. za 

t:. ~ t.o , iшајщ 

а/ za ~t"t)<'O i 1(-t),>o ,ро Ьат jedno negativno rjeeenje koja teze 

- ~~ kad t~~OQ Ј te i iBpunjavaju ua10v /8/, а еуа pozitivna тјеэвпја 
i ро jedJ1a klasa negativnih тјеsеIlја BU аsiшрtоtski ogranicena. 

Ь/ za q(t) > о i i-<i:)<o , ро Ьаl' jedno pozitivno rjeserlje koja teze 

'1.\ff kad -t~+oo • te i ispunjavaju uslov /8/, а вуа negativna i ро једва 
klusa pozi ti vnih r језеnја su аsiшрtо"tski ogranicella. 

Нјеаенја koja teze ±. '1.У:Р; kad -\::~·,",~O su nestabi1na u smis1u Ljapuflova. 

/1 u s1jede6im rezu1ta.tima gdje god imamo obezbjedjeno bar jedno rjeienje 

to rјезепје је nestabi1no u sшiвlu Ljapunova./ 

20 Pod .us10vima /6/. /10/ /-l>-'?-o /, /11/. kao i 

/ V" је konacan Ьтој i1i ~ QIIP /. 

jednacine /2;'/ i /4~/, za -C~~CO. iшајщ 

В/ za v"<..o i 'fH~)'>o. ро Ьат jedno negativno тјевепје koja .teie :.'V-t>:1 
ka.o i ауа." pozitivna i ро jedli.u klasu negativnih rjesenja koja teze ').~ 

kad -\:-'+00 ; 

Ь/ za '(" >0 i ~(t.')<.o • ро 

kao i ava negativna i ро jednu 

kad t ~ .... oo /тјееепја о kojilua 

0/ za r:: О Ј mozen.o uzeti 

Ьат jedno pozitivno rjeeenje koja teze ~\Y-t 
k1asu pozitivnih rj.eenja koja teze ~~ 
је rijec ispunjavaju us10v /8/{Ј 

u obzir prethodno tvrdjenje 10. 

~to ве tice stabi1nosti тјеаепја mоzешо re6iz da su k1as. rЈеВЕщјtL 

"X'lt.) jedna.cine /2;'/ t koja su odredjena pocetnim vriјеdпоstiша 'X.Ct.o) , 

asimptotski eta.bilne u slnis1u definicije 1 111 i ).1./. da fJU k1aae rje­

senja 'Xot-t) jedna.cine /4~/. koja su odI'edjena pocetnira vrijednoetiraa 'Jt.9ttq ) 

ravno~jerno aeimptotski stabi1ne u smis1u definicije 4 /11 ~ ).2./, te 

da BU te klase rjeaenja jedna.cine /4.{/ asimptotSki stabi1ne pri sta1llim 

poreme6ajima -А (t .. x.)-:JC.~'" u smielu definicije 6 /11 i ).4./. 

/50/ 

,О Род uelovima /6/, /11/. /25/, kao i 

'Q(~) \ ~ м ~'\ t:~-t.o 

/М је роа .. konet./ t jednacine /2~/ i /4~/, ... -t:.~t9 , i ... jul 

, 



а/ za ~(t) ::s;....,..M<o i :f!H»O, ро ba.r jedno negativno rjesenje koja 

teze - ОО, 8. вуа pozi tivna i ро jedn8. kl8.s8. negati vnih rjesenja teze-+oo 
kad t~;' оо ; 

Ь/ za CHi;).~ М"> о i f(i:) <О , ро bar jedno pozitivnorjeaenje koja 

teze + оо ,а ауа negativna rjesenja i ро jedna Јс1аза pozi tivnih rjeseJ:lja. 

teze - оо k:ad t.~;. ()() • 

Za Јс1а.зе r jeaenja jednacine / 4~/ koja teze 1:. оо kad '\;~;. QO пюzеJilО 

1"6Ci da su ata.bi1na u SJIlis1u Ljapunova, dok о atabilnosti rjeaenja jedlla­

citle /2;'/ па mozellio nista reci. te ni о stabi1nosti rjeaenja jednacine 

/4i/ pri sta1nim poreroecajima. 

4 о fod uslovim8. /6/. /11/, /47/ i 

jednacine /2;'/ i /4~/. Z8. -\:.~t.o • iшајu:, 

а/ za. CHi;'~O i f,Jt.\ >0 , ро bar јеdnо Ilegativno rjesenje Јсоја ;а вУв 

.t:, ~t.o pripa.daju·· cijevi" 

/51/ 
~~r--------------

'4Н:)\ +€tt.) <:... ?с.. <. о 
\(Ht) \ - 'Л(t.) 

i ро јеdnи Јсlави pozitivnih rjesenja koja za. вуе t.-.t.. pripadaju "cijevi" 

/52/ t ~ t.. Ј о <. Х <. 'L~I '':f(i;) \ 
V \СНt)\_'Л(i;)+tt-t.) ) 

Ьј Z8. 't(t;»o i "f(t.)<.o , pobar jedno pozitivno rjesenje Јсоја аа вуе 

1:. ?t.o pripada.ju" cijevi" /52/ i ро jednu k1asu negativnih rjesenja Јсоја 

za BVe -f:.~t.o pripadaju "cijevi" /51/. 

Вјеввпјв. која pripadaju "cijevima" /51/ i /52/, Јсв.о i Оп&. izmedju njih, 

teze nu1i k:ad t "+00 • te i ispunjavaju us10ve /15/ i /8/. 

К1аае rjesenja jednacine J2~/ koje pripadaju "cijevima" 151/ i /52/ 

BU asimptotBki stabi1ne u smis1u definicije 1; k1aae rjesenja jednacine 

/4;'/ Јсоје pripadaju ./ cijevima" /51/ i /52/ su ravnomjerno asimptotski ata­

bi1ne u odnosu па pocetnu vrijednoat t o u sшis1u definicije 4 i ta rjese­

nја su аsiшрtоtаki stabi1na pri sta1nim роrеmесајiша u sшis1u definicije 6. 

Ako, pored navedenih us1ova, funkcija ~(t) iapunjava i uslov /50/, 

tada, za dovo1jno ve1iko t">.:- -t,. > 1;," , UBlov 151/ iBpunjavaju, U s1ucaju а/, 

ауа rjesenja oblasti ":)с ~O (1;~t..) , а u alucaju Ь/ ауа rjeeenja oblasti 

"х .. о Н, ~-t...) • Тв oblasti su obl&sti asimptoteke stabi1nosti odgovaraju­

cih rjeaenja., 



50 Pod uslоviша /6/. /11/, /28/ t /46/! 

/53/ 

gdje funkcija. I\'\H:.) ispunja.va. ufllove /14/, .iedna.cine /2;/ i 14i/, za. t~to Ј 

ilna.ju; 

а/ za CH-t:)<.o i f(1.)'>o t 1'0 bal' jedno nega.tivno rjesenje koja. "8. IЗvе 

-t ~to pripadaju" cijevi1t 

/541 

kClO i ро јааnи k1asu pozitivllih rјеЗ6nја koja. za вуе t ~t.o pripada.ju "cijt>vilt 

/55/ 

Ь/ za etLt:.)"> о i f (-С) .:::. О ,ро bar jedno pozi ti vno rjesenjekoja za 

вуе -\:. ~to pripadaju .. cijevitt /55/ Ј ka.o i ро jednu klasu negativnih ;r:'jeaa­

flja koja. za 8ve t ~-to pripadaju ,. (;ijevi" /54/. 

ајезеnја jedna.cina 12~/ i 14~/ koja pripadaju gornjim "сiјеviшаll is­

punjavaju i us10ve /15/ i /8/, jer siI'ine tih '1 cijevi" te~e nu1i kad -\;~+QO. 

~to ве tice stabilnosti gOl~11jih rjesenja vazi ieti zakljucaJ,c kao i 

za prethodni slucaj 40, gdje вата шnјеstо "cijevill /51/ i /521 ovdje ima­

то 11 cijevi" /54/ i /55/. 

Ako, pored navedenih иа1оуа, funkcija ~I~\ ispunja.va i ue10v 150/, 
tadtl, za dovoljno ve1iko t? t A '>t.. ,. u e1ucaju а/, ··cijevi'l. /541 pripadaju. 

IЗvа rjeaenja jednacina. 12i/ i / 4il obla.sti 

-:х: ~ - ;""1 \ ::fli:)\ - t Н.\ , -t ~i:.. 1 . V 'С:Щ:)\+-')..(t) 

а ~ ~lиca.jи Ь' .. cijevi" /55/ pripa.daju еуа rjesenja jednacina /2~/ i /4;/ 

oblasti 

rГе oblasti su.upr .. vo, oblaeti авiшрtоtskв stabilnoati odgovarajucih rje­

senja. 

60 F~d uslovima /33/, /')4/ /-I.r ~ О / jednacina /32~/, zџ' t ~tf,) t iща: 
8./ аа *<.0 i "f(i;»O t bar jedno negativno rjвsenje koje te!i '!:..~, 

а аУ" pozitivna i jedna klo.aa nвgativnih rjesenja. teze 1.\(.f; ka.d t~+oo 
Ь/ аа. -ес>о i ftt,)<.o , ba.r jвdno pozitivno rjesenje koje tezi 1.\ff» 



јЈ .'. "'1 .... , Ј 

tI,. I;Iva l'lt",gativna i jednra. klasa pozitivnitl rJeaenja. teze ~Vi- ka.d -\;~TOO ., 

с/ za -ес=о , ba.r jedno pozi tivno rjesenje koje tezi ~ i bar јеЈnо 

lH:iga.tivno rjei3enje koje tezi !.'t-i- ka.d-t:-..+oo. 

Klasf# rje.senja jednacine IJ2~/ k.oje teze "±. 1.V-f; kad -\:~ тс:ю aU asim­

ptotski utabilne u sщislu definicije 1. 

70 pod uslovima /35/, /49/ i 

jednacina 132~1 t za.t~t.o , ilIlU: 

а/ za -A.tt,~)<. о i :fH:.) > о uar jedno nega. tivno rjesenje koje za вув 

.·t~t.o iapunjava ualov 

/56/ 

i j.:sdnu kla.au pozi ti vnih r ј.эSепја koja. za. ауе -t. ~t. iapunjava ualov 

/57/ о < "х. Н. ) 

Ъ/ za -ktt.-:I()">o i 1(1;)<"0 Ј bar jedno pozitivno rjesenje koje za 8ув 

t- ~to iapunjava ualov /57/ i јеdlШ klasu negativnih rjeaenja. koja. za sve 

t;~to ispulljava ualov /56/. /НјеiЗеnја о kojima је rijec Ј kao i вуа оnа 

izщеdјu njih. teze nиl! ka.d ~~+OQ./ 

Кlаае rjesenja jednacine /321/ koje ispunjavaju иаl0уе /561 i /57/ 
SU аsiшрtоtski stabi1ne klaae rje~enja u amia1u definicije 1 • 

.Ako. pored navedenih иаl0уа, funkcija фt~) ispunjava i ивl0У 140/ • 
tada., za dovoljno veliko t~t->to , u alucaju а/, ивl0У /571 iapunjavaju 

вуа r јеееnја oblasti 'х '>,.. о (-t:> ... t o ) , а u a1ucaju b/, иеl0У /56/ ispul'ljava­

ји в'уа rjesenja oblasti ";)с ~ о (-i;. ">.:-"t.o) • Тв oblasti ви oblasti asimptotake 

stabi1nosti odgovarajucih rjesenja. 

ео Pod ualovima. / )5/, /36/» /481 i 

gdje funkcija ~(~) ispunja.va uslov /38/, jednacina. /)2;'1, za. i:.).t., iro8.; 

а/ za ~ \t."1t) <.0 i -;ftt')"> о ,00.1' jedno nega ti vno rjesenje koje za sve 

t,. ':,.t. iapunjava uslov 



/56/ \ 'fH:'\ \ 

i jednu k1asu pozi tivnih rjesenja koja za sve i:. ~ to ispunjava· uslov 

/59/ 

Ь/ za ~\~,'X.»O i ~t,\:)<..o , bar jedno pozitivno rjesenje koje za sve 

ispunjava us10v 1591 i jednu k1asu negativnih rjesenja koja za sve 

-1: -::,.1:0 ispunjava ие10у /58/. 

Klaee rjeaenja јеdпабinе /32~/ koje i~punjavaju uelove /5EV i 159/ 
еи aeimptotski etabilne klase rjesenja u emislu definicije 1. 

Ako, pored navedenih uslova, funkcija ~t~) ispunjava i uslov /40/, 

tada, za dov01jno ve1iko . t ~1:." >1..0 , u е1исаји а/, ие10У /59/ ispunjavaj\l 

еуа rjesenja oblasti 

а u в1исаји Ь/, ие10У /58/ ispunjavaju еуа rjesenja oblasti 

Тв oblaeti ви oblaeti aeimptotske etabilnoeti odgovarajucih rjeaenja. 

l'RIМJERI 

1. Jednacina 

( n,= ", '1. ••• ) . , I 

gdje је ~(t,'X.) definisana i neprekidna funkcija i iepunjava potrebne ив1о­

уе za jedinost rjesenja jednacine u oblasti t. >.-2. i \')(. \<.+ оо , za t. ~2.. , ilJ1a: 

а/ Za ~=.t\(.+", ('<:0,"'.'1,"')' bar jedno pozitivno rjeaenje kojetezi 

'L"'ty4 kad i:. ~ -+ ос) • 

Ь/ Za ~=!l.'<. ('<.=",,"1""), bar jвд.no pozitivno rJesenje koje tezi !Ly.'i;, 
а еуа nega ti vna i jedna klasa pozi tivnih rjesenja teze :!:Vi, kad -1: .... ;.00. 

К1аеа rjesenja ":)(:(1:) , koja еи odredjena pocetnim usl0viша -x.tt..) , koja tezi 

.:~ kad i;.-...+Oo jeasirnptotski stabi1na u smislu definicije 1. 

160/ 

Dovoljno је primjetiti da је 

~ i:;.s~,,\i(1:.,=,,) '= ~. 
t-H'ao lt f: -+ i\ ., 

2. Neka је data jednacina 

~'=( s~t. _.t"\:X:,h\+ t{5"-co!.t) 
,,;.-eH.,~)) 



gdje је 'f(-t:,')(.)~О de:finisana i neprekidna :funkcija ~ ~epиnjaya potrebne 

ие10уе za јеdinозt гјезеnја jednacine u poluravni -\:.О?С. t-\:.~'-t) . 

UZ jednacinu /60/ posmatrajmo i jednacinu 

/60# / 

Ovdje imamo: 

z а t ~ t. i \"Х. \ <. + оо vaz i : 

\
f_ ~(t) ~ \ -::::. \ ( -1:. ts-c.o!o-\:.) \' \ 1. 
\: qtt)-л.\"t)) ~-I:.+'\) < , 

\( ell!)(:~tt))I\: \ l t{~~~o~-I:.))' \ < '\ = /Vl{~) 
Us10vi /24/, /28/ i /46/ ocevidno ви iзрunјеni. 

Uzmemo 1i da је Ett.) = ~ moze ве pokazati da ви i us10vi /1")/, /1")#/ 

i /5,,)/ ispunjeni zai:.~4. 

Uzmimo sada sljedece "cijevi" 

/61/ 

/62/ t.~lt _1'/t.(~-tоН) +...1-. <. 'Је < _~Ј1:.С!i-t.о~-\:.) _~ . , v 2.t.-'\ '-'"t V 2..'1::+ 1\ v{ 

Koristeci teoreme B~ с/ i B~ Ь/ i tvrdjenje 50 а/ mozemo dati вlје­
dec.e zak1jucke: 

а/ Za м.o:~\(.-+" (,<:о,'\,.2, ... ) , jednacine /60/ i /60#/ imaju ро jednu 

klasu pozitivnih rjesenja koje. za вуе '\:.'>--·4 pripadaju "cijevi" /61/, а za 

dov01jno ve1iko t">,. t" '> Lj ," cijevi" /61/ pripadaju sva r jesenja jednacina 

/6q/ i /60 Ј 
/. 

Ь/ Za т::.2'<. ('<="1,1, ... ) , jednacine /60/ i /60'/ imaju ро jed.nu 

k1asu pozitivnih гјезеnја koj~ za вуе ~~Ч pripadaju "cijevi" /61/, а 

za dovoljno veliko t ~ 1;.* >ч , toj ., cijevi" pripadaju sуа rjesenja jedna­

cina /60/ i /60'/ oblasti 

-1: (5'-cosi) 1\ 
'2,-\;.+'\ -.Jt I 

t ~ lt . , 
kao i ро Ьаг jedno negativno гјеiЗеnје koja za вуе 1:~ 'т pripadaju "cijevi" 

/62/. 

с/ Kako sirina "cijevi" /61/, odnosno /62/, tezi nuli kad -С.-'Јо+ оо , 

to postoji neprekidnai monotono opadajuca funkcija rt~) koja tezi nuli 



i takva da za rjesenja 'Х(1:) i ':1(0(1::.) respektivno jednacina /60/ i /60'/ 

koja pripadaju "cijevima" /61/ i /62/ vazi ocjena 

te i 

d/ Pitanje stabi1nosti rjesenja. К1аеа rjesenja ~(~) jednacine /60/ 

koja pripada .. cijevi" /61/, za вуе -t~ ~, је aeimptoteki stabi1na u emie1u 

definicije 1,· а klaea гјеаеnја "хо(-\:") jednacine /60'/ koja pripada "cijevi" 

/61/, za eve t~~ , је ravnomjerno asimptotski etabi1na u odnosu па pocetnu 

vrijednost 4. .... 1, u smis1u definicije 4 i ta k1asa r jesenja је asirnptotski 

stabilna pri sta1nim poremecajima S~"'I.t:) 'Yw1W\ u smis1u definicije 6. ТО је 
,\+'ftt.)t 

оnа k1aea rjesenja 'ХоН.) koja BU odredjena. pocetnim vrijednostima -:x:.t1:.) 

koje pripadaju "cijevi" /61/. "Cijevi" /61/ pripadaju i odgovarajuce sta­

cionarne krive jednacina /60/ i /60'/. 

3. Роsшаtгајшо jednacinu 

/63/ '.x:.,=.IJ,t.+ ~t-'t'{~!')(.)\~1II\ -:,-\:..(&+s~'1.4:.) (",.",,1., ... ) I 

\ Vct+ 'f'(t,"") ) 

gdje је Q.~ -1 konetanta, а funkcije 'f (-\:..,':!t.) i '1'(1;. ,':!t.) iepunjavaju ue10ve: 

о ~ 'f(1:.,"X.) ~ ~ t , '+'( t. )~) ~ о , de:finisane i neprekidne :funkcije i zadovo-

1javaju potrebne uelove za jedinost гјеiЗеnја jednacine u po1uravni -\:.0 х tt~Ч). 

l'rije evega uocimo sljedecu procjenu, za t~Lt i \')(.\":"+00 

Da1je је, za l.-:,.Lt i \'Х.\<.+ОО : 

:fh):.-~-t ta+S~""lt.), \( ~(~\) )'\ -== 1- ~ (8 +S~"""1.t)J\ <:. t , 

Za :funkciju €t-t:.) mozemo uzeti: е tt) = ~ , te се, ргета gornjem, potre­

Ьnе "cijevi" 'bi ti: 

/64/ 



/65/ 
?>-I:.t8+S~'l-t) _ ~ 
ltt+~-t: -1:.. 

Nije tesko poka.za.ti da :::Ји, za i.~Lt, svi potrebni uslovi: /')6/, /')7/, 

/'37' /, /')7"/, /40/ i /48/ ispunjeni, te ве, па osnovu tеогеша. :в 5' Ь/ i 11; 

Ь/ i tvrdjenja еО, moie konsta.tovatis 

а/ Za IV\.::: :l.'<.-H (1.(:0,'1,7., ... ), jednacina 163/ ima Ьаг jedno pozitivno 

гјеаеnје koje za sve t.">;.~ pripada "cijevi" /64/. 

Ь/ Za /У\.=2.\.С (\<:.=.'1,7., ••. ), jednacina /63/ ima Ьаг jedno pozitivno гје­

эеnје koje za ауе t.~lt pripa.da "cijevi" /64/ i jednu k1a.su nega.tivnih гје­

аеnја koja za. ауе 1:~Lt pripada "cijevi" /65/, а za dovo1jno ve1iko t~t">Lt 

"cijevi" /65/ pripadaju ауа гјеэеnја jednacine /631 oblasti 

/66/ 
'l.'<. ~t(R-t-Sиt2.;;) А 

4t+.ел,,-t -т 

с/ Kako sil'ine "cijevi" /64/ i /65/ teze nu1i kad -1:._+00 , to ва 

gledista Bta.bi1noati rnozerno konstatovati da је pozitivno гјезеnје 'ХН:.) 

koje pripada "cijevi" /641 nestabilno u smislu Ljapunova, а da k1asa nе­

ga ti vni11 r језеnја 1 tacnih i1i pribliznih/ koja pripa.da "cijevi" /651, za 

8уе t~ 4 , је asimptotski stabi1na u sшiв1u· de:f'inicije 1 /odnosno, defini­

cije 5/, te da је oblast /66/ oblast asimptotskB stabi1nosti te k1ase 

гјеЭеnја. i· 
i 

r 
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i 
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