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Rad se sastoji od uvoda i éetiri glave. .

Uvod je izlofen u dva dijela. U prvom dijelu Jje dat kratak komentar
o radu - osnovni rezultati i c¢ilj rada, dok drugi dio uvoda predstavlja
ekspozitorni dio rada.

Frva glava se odnosi na moje ranije rezultate na koje se nadovezuju
novi rezultiati. ' A

' U drugoj glavi uvedene su nove krivolinijske “cijevi" metode retra-
kcije, zatim neke definicije o stabilnosti rjeSenja i proudene su neke
diferencijalne jednadine sa stanoviSta egzistencij? i stabilnosti rjede-
nja. »

Treés glava posvedena je proudavanju egzistencije i stabilnosti rje-
fenja nekih specijalnih diferencijalnih jednaéina normalnog oblika.

U detvrtoj glavi posmatraju se neki rezultati T. Pe joviéa sa stano-
viita metode retrakcije. Udinjene su odgovarajuée'dopune i uopstenja os-
novnih rezultata, keo i proSirenje na prouéavanje rjeSenja.i sa stanovi-
Sta stabilnosti. .

Na kraju rada navedena je literatura koja Je korisdena pri izradi

rada i koja je citirana u radu.

Smatram svojom prijatnom dufno3déu da se srdac¢no zahvalim prof. dr
Miloradu Bertolinu na stalnoj pomoéi i razumjevanju pri rukovedjenju

ovim radom.

Beograd, oktobra 1975. ¥r BoZo Vrdoljak
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I KRATAK KOKENTAR O RADU

Kvalitativna analizae diferencijalnih jednadina daje globalnu sliku o
ponasanju integralnih krivih jednadine, obavjeStavajuéi o nizu osobina tih
krivih. Ustvari, u nekim sludajevima ona nam oumoguéava da crtamo priblilsn
gvafik rjeSenja, ne znajuéi njegov analitidki izraz. Kvalitativna analiza
je od posebnog znacaja kada jednadinu ne moZemo rijesiti preko kvadratura
ili je izraz za opdtl integral veoma sloZen i nepodesan za upotrebu.

Veomsa korisne numeriékevmetode pribliZnog rjedavanja diferencijalnih
jednac¢ina daju konkretne, numericke pritliZne vrijednosti Jjednog odredje—
Enog partikularnog rjeSenja na odredjenom intervalu, dok kvalitativna ana-
liza daje rezultate i za beskonaéne vrijednosti nezavisno proijenljive.
Numeric¢ka i kvaelitativna analiza ne prevazilaze jedna drugu, nego se uza~
jamno prozimaju i dopunjuju.

U kvalitativnoj ananlizi do zakljudaka se dolszi, u opétem sluéaju,
na osnovu analiza funkcija koje figuriSu u samoj diferencijalnoj jednaci-
ni. festo se umjesto zadane diferencijalne jednadine posmatra odgovaraju-

- éa jednostavnija komparativna Jjednadina, gdje se rjedSenja odgovarajudéih
jednacina ne razlikuju bitno po svojim kvalitantivniu osobinanma.

Za kvalitativnu analizu od posebnog sw znacaja osnovani rezultati o
egzistenciji i jedinosti rjeSenja diferencijalnih jedna&ina, kao i dife-
rencijalne nejednakosti podev od najjednostavnijih Capligin-Fetrovidevog
tipa.

Ketoda retrakcije T. Vafevekog /vidjeti [22] ili §3 ovoga rads/ je
metoda direktne kvalitativne snalize diferencijalnih jednadina, a sastoji
‘ge u . tome da se: 8/ odredi "cijev" izlaznih integralnih krivih, tj. "cijev"
kroz ¢ije graniéne tadke prolaze integralne krive diferencijalne jednacine
koja se posmatra presjecajué¢i granicne krive "cijevi" izlazecéi iz te "ci-

jevi" i &ineéi skup tadaka striktnog izlaza, $to, prema metodi'retrakcije,
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obezbjedjuje postojanje bar jednog rjeSenja koje pripade toj "cijevi" za
sve vrijednosti nezavisno msxaxisma promjenljive intervala na komwe Je "ci-
‘jev formirana; ili b/ da se odredi "cijev" ulaznih integralnih krivih, tj.
ncijev® kroz ¢ije graniéne taCke prolaze integralne krive presjecejudi
granice ulazedi u tu "cijev" i ¢ineéi skup tadaka striktnog ulaza, Sto i
obezbjedjuje zakljucak da jednadina koja se posmatra ima jednu klasu rje-
jenja koja pripada toj "cijevi" ze sve vrijednosti nezavisno promjehljive
intervala na kome je "cijev" formirans. Rezultat b/ vaZi i bez metode re-
trakecije, S5to nije tesko primjetiti.

Prema tome, primjeniti metodu retrakcije u proudavanju diferencijal-
nih jednadina znaéi formirati odgovarajudu "cijev" i dati odgovarajuéi
zakljuéak o ponaSanju rjedenja. Zavisno od vrste "cijevi" imaju se i raz-
1i¢iti zakljuéei. Naime, moguée je doéi ne samo do zakljulka o egzisten~-
ciji bar- jednog ili jedne klase rjedenja, nego i'o nekim drugim bitnim
karakteristikama rjeSenja. Ovo se posebno ima tamo gdje se radi o "cije-

vi" ¢éija S8irina teZi nuli kad nezavisno promjenljiva teZi +oo.

Na savjet prof. dr Milorada Bertolina 19369. godine pofeo sam 8a prou-
davanjem metode retrakcije T. VaZevskog. Kao osnovna inspiracija u radu
- posluzili su mi mnogobrojni radovi M., Bertolina, vezani za primjenu nmeto-
de retrakcije, koji se kod nas prvi podeo da bavi ovim pitanjem. M. Ber-
tolino jJe metodu retrakcije primjenjivao direktno na neke od jednaéina
koje je’prouéavao, a za neke je formirao odgovarajuéa‘komparativne Jjedna-~
¢ine na koje je, zatim, primjenjivao metodu retrakcije /vidjeti radove
(23, {21, 41, (511 [8] /. Neke od tih rezultata M. Bertolina navodi-
-mo u ovom radu /glava I §1 i glava ITI §1/.

"cijevi" koje je koristio If. Bertolino bile su pravolinijske "cije-
vir izlaznih i ulaznih integralnih krivih, koje su odredjivene konstantnim
pravama /pravama paralelnim apscisno]j osi/; krivolinijske "cijevi" izlaz-
nih integralnih krivih, koje su odredjivane monotonim i ogranidenim kri-
vama i kojima se obezbjedjuje postojanje bar jednog rjedenja Jjednaline
koje tefi nekom broju kad nezavisno promjenljiva teZi +°° ; kso i stepe-
neste "cijevi" odredjene stepenastim izlomljenim linijama sastavljenim od

gsegmenata paralelnih koordinatnim osama.

U svom magistarskom radu pod naslovom: "Teorija retrakta i kvalita-

. . o . . . . v e 4 > o
tivna analiza diferencijalnih jednadina™ %, koji sam radio pod rukovod-

Y Rad je branjen na Irirodno-matematiékom fakultetu u Beogradu 8.4.

1972. godine pred komisijom u sastavu:; dr K. Orlov, dr M. Bertolino.




gtvom prof. dr Milorada Berolina, otiSao sam dalje formirajuéi i krivoli-
nijsku ®cijev® ulaznih integralnih krivih koja Jje ocdredjena monotonim i
ogran;éenim krivama i kojom se obezbjedjuje postojanje Jjedne klase rjese-
nja koja teZi nekom broju kad nezavisno promjenljiva teZi +°o , doksu sme
gliéne "cijevi® do tada koristile za dokaz egzistencije bar jednog takvog
fjeéenja. Do nove vrste "cijevi" doSao sam uvodedéi i bitno nove pretposiav-
ke izrafene u obliku odgovarajuéih diferencijalnih nejednakosti Caplipino-
vog tipa.

Poleazedi od nekih rezultata Y. Bertolina, posebno od onih koje navo-
dim u glavi 181, kpriéteéi naroéito rezultate vezane za Jjednadine oblika

Coi—Z“:_:::\e("(.\xn'*‘ \F(t,:c) (""_4:1)"')-

/vidjeti [2]1/ i koristedi navedene "cijevi", u msgistarskom radu, prouda-

vao sam Jjednacine opStijeg oblika
/1/ AL = gy X"+ Rty (n=hn, o)

i dosao do bitno novih rezultata, posebno tamo gdje se radi o egzistenciji
jedne klase rjeSenja koja je asimptotski ogranicema i koja teZi nekom bro-

ju kad + > +0co '/vidjeti[2ﬂj , odnosno glavu I §2/.°
Takodje, u magistarskom radu proulavao sam rezultate prof. dr Tadije
rejoviéa koji se odnose na jednadine

dx _ .. ’
gr rx o+ P(t),

72/ %:amx + P4y,

odx _ ‘
I SO R ACHE

/3/ % = AT £+ GleT),

a koji su sadriani u radn [43] /str. 130-143/, sa étanoviéta metode retra-
kcije, koristedi napred navedene "cijevi", kao i rezultate dobijene zu jed-
nadinu /1/ /vidjeti [25) , odnosno glavu,I§3/.

Fokazao sam da se neki rezultati T. Fejoviéa mogu direktno interpre-
tirati pomoéu metode retrakcije, da se drugi mogu svesti na nju uz odgo-
varajuée modifikacije uslova, te da ima i sasvim nezavisnih rezultata. Tu
sam vr3io 1 odgovarajuée dopune uvodedi bitnb nove pretpostavke za funkci-
Jje koje figuridu u jednaéinamsa, kao i uopéténja dobijenih rezultata kadn
se °C u &lanovima YX i AMX zamjeni sa X" (n=4,2,--). |

Dakle, glavu I ovoga rada posvetio sam mojim ranijim rezultatima,



koji se odnose na egzistenciju asimptotski ogranifenih rjeSenja, bar jed-
nog; avih i1li jedne klase rjeenja, kao i na egzistenciju klase rjesenja
koja tefi nekoj konstanti. Rijed je o rezultatima do kojih sam do3ao po-
lazeé¢i od tipova Jednadina koje su proufavali M. Bertolino i T. Tejovid
i pokazujuéi da se metoda retrakcije moZe uspjedno primjeniti i na jedna-
¢ine opStijeg oblika, a koristeé¢i nove krivolinijske "cijevi" karakteri-
stitne za metodu retrakcije dolazim i do bitno novih rezultata, a posebno
onih koji se odnose na egzistenciju c¢itave klase'rjeéenja koja teZi nekoj

konstanti.

U deljem svome radu, kada mi je dr M. Bertolino preporuéio da sa sta-
novidta metode retrakcije prouéim novije i jade rezultate dr T. Fejovica
ko0ji se odnose na jednadine /2/ i /3/ sadriane u radu L207] /str. 9-19/,
primjetio sam ds mi postojede "cijevi" nisu dovol)ne. Tako sam poceo da
radim na tome da formiram nove krivolinijske "cijevi" koje su odredjene
krivama koje me moraju biti monotone niti ogranicene. U tome sam i uspio
/vidjeti glavu I1/.

Formiranje novih krivolinijskih "cijevi" izlaznih, kao i ulaznih,
integralnih krivih ¢inio sam na bitno nov naéin, preko krivih stacionar-
‘nih tadaka i dobio sam nekoliko vrsta "cijevi". Za ove nove vrste "cijevi”

morao sam uvesti i bitno nove pretpostavke u obliku dopunskih diferenci ja-
inih nejednakosti. |

Fosmatrao sam Jjednalinu

| dx _
/4/ ZF=fux,

gdje je f(+,x) neprekidna funkcija i ispunjava odgovarajué¢e uslove o jedi-
nosti rjedenja za t2t, i Ix\< +oo '

Neka je neprekidna funkcija X = €(t) kriva stacionarnih tafaka jed-
nacine /4/, tj. neka je Zﬁ(t,“ﬁ(tﬂf—o , koja je granica dviju oblasti u
kojima integralne krive jednadine /4/ imaju suprotne koeficijente smjera.

Za granice "cijevi" metode retrekcije uzimao sam krive

Wy () =8 ()~ b

5
=4 @ (1) = W) +oly (tzt,) ,
odnosno

a4 (1) = (Y - €. |
/6/ i
W @) =€+ &) (L2ta))

gdje su d, i d, pozitivni brojevi, a E,(&) 1 €a.(t) neprekidne, mono tono

PO



(63}

opadajué¢e funkcije i

4>

koje sam odredjivao tako da su ispunjeni odgovarajué¢i uslovi koji gorantu-
ju da integralne krive koje prolaze kroz tadke tih krivih izlaze, odnosno
ulaze u odgovarajuéu "cijev"'. To su uslovi koje sam uzimao u obliku dife-
rencijalnih nejednakosti (apliginovog tipa. U sluéaju "cijevi" izlainih
integralnih krivih to su uslovi

£, @) < o (x)

7/
/ Ft, watd) > (1) za t3t,,

‘a u sludaju "cijevi" ulaznih integralnih krivih treba da je

£ (t, wattd)) > Wiy

/% '
(4, W) < W (1) za L3k,
Tako sam dobio "cijevi" oblika
79/ ' tzt,, W) -d,< X < C)+d,
. i .
/lo/ t2t,, PU)-E) < T < C L) + Eal4).

"Cijev" /9/ ima konstantnu sirinu ol,+d,, a "cije;v" /1lo/ ima Sirinu
€1bt)-¥€£(t) koja teZi nuli kad {->+°99 ., /U radu sam granice "cijevi"
izlaznih intégralnih krivih obiljefavaoisa %) 1 V() , a granice "ci-
jevi" ulaznih integralnih krivihisa HWa(t) i Ua(t) ./

U radu sam, takodje, dokazao da ako Jje kriva stacionarnih tacaka "€(4)

monotona kriva da se za jednu granicu "cijevi" metode retrakcije moZe uze-

ti sama kriva €(+).
Tamo gdje nije lako, ili gdje nije moguée odrediti krivu stacionarnih

tataka X =€) iSao sam na odredjivanje pomoénih neprekidnih krivih
X=Y(t) i X=¥&) takvih da je
M) < Y <Y (1) zatzt,
te da Jje ' .
/11/ VY- K «d za t2t,

/ o je pozitivan konalan broj/ ili, pored toga, i

/12/ Lm (hw-fw)=o,



&

vodeéi raduna o tome da je razlika izmedju krivih ¥ (1) i Yoty Sto je
moguée manja .

U ovom sludaju za granice "cijevi" uzimao sam krive

Wy = K ~ 4,

13
d Wh ()=o) +d, (£=24.),
odnogno

Wat) = Y (Y- &),
/14/

Wa ) = KW + €21 (k24

te formirao respektivno "cijevi" oblika

/15/ t2t,, Yly-o, < X < Y W&)vd,
i

/16/ t ?'to, Ad) - E.8) < X < Y () + &) .

.Cvdje se praktiéno dobijaju éetiii vraste "cijevi", jer funkcije Vﬁ(t)
i YA(4) ispunjavaju uslov /11/, odnosno uslove /11/ i /12/. "Cijev” ob-
like /16/, kada funkcije W () i Y2 (&) ispunjavaju uslove /11/ i /12/,
je "éijev" dija Birina teZi nuli kad Lt >+¥co, dok ostale "cijevi" nemaju
to svojstvo. ‘
Formiranje odgovarajuée “"cijevi" «r:

/11/ t2t,, Wit < < (1)

donosi i zakljulek da jednalina /4/ ima bar jedno ili jednu klasu rjesenja koja

ispunjavaju uslov

/18/ W (1) < T < @ (1),

za sve t>t,, Sto zavisi od toga da 1i je "cijev" /1T7/ "cijev" izlaznih
ili ulaznih integralnih krivih. '

U sludaju "cijevi" ulaznih integralnih krivih uslov /18/ ée da, za
dovoljno veliko t>t">%to, ispunjavaju sva rjesenja jedna&ine /4/ neke
oblasti €22« poluravni +02x (& =t,) , ako su, pored‘ uslova /g/, u Q)
ispunjeni i uslovi \ '

P, ) > W) +M, za X< Walt)

/19/
P, <@ (1) =My za X>wWhtt),

gdje su M, i m, pozitivni fiksirani brojevis

Formiranje navedenih "cijevi" u praksi nije uvijek moguée, pogotovo



wcijevi® Gija Sirina teZi nuli. No, veliki je broj i povoljnih sluéajeva,
5to se vidi i iz samog rada. Koja ée "cijev' doéi u obzir zavisi od saue
jednaéine.

Ove nove krivolinijske "cijevi", koje se efektivno formiraju, omogu-
éavaju dobijanje bitno novih i jadih rezultata. Cinjenica da granice Mei-
jevi® ne moraju biti monotone niti ogranidene krive, te da 3irina "c¢ijevi"
mote da teZi i nuli, ukazuju na znadajan doprinos kvalitativnoj analizi
diferencijalnih jednadina. Tako sam u ovom radu proSirio problematiku sa
rjeSenja ogranilenih ili teZeéih konstanti za beskonadno velike vrijednosti
nezavisno promjenljive na sva druga rjesenja, posebno rjeSenja koja tele
beskonacnosti.

Zto se tide pomoénih funkcija E,&) i €1 (t) treba primjetiti da for-
miranje odgovarajuéih krivolinijskih "ecijevi" vaZ?i i kada se pretpostavke
o monotonosti i.teﬁenju nuli tih funkcija izostave. No, uzimanje i tih
prefpostavki omoguéuje formiranje "cijevi" ¢&ija Jje Sirina pozitivna fun-
kcija koja teZi nuli kad t>+oo, Sto obezbjedjuje i jale rezultate u po-
gledu konstatacije o ponaSanju rjeSenja jednaline. (Qvakve "cijevi" prufa-
ju moguénost i za laksSe odredjivanje pribliZnog rjedenjs jednaline koje
pripada "cijevi". Takodje, ujedno se ima i odgovarajuéa ocjena odstojanja
bilo koja dva rjeSenja /taéna ili pribliina/ koja pripadaju "cijevi", To
odstupanje nije veée od Sirine "cijevi", te i ono teZi nuli kad t->+eo.

palje, primjetio sam da se “cijevi" metode retrakcije, ¢ije Sirine
teZe nuli kad nezavisno promjenljiva tefi +ee , mogu neposredno iskoristi-
ti i za proudavanje stabilnosti rjeSenja. Konstatovao sam da se preko "ci-
jevir izlaznih integralnih krivih obezbjedjuje nestabilno rjesSenje u smi-
slu Ljapunova, te da "cijevi" ulaznih integralnih krivih obezbjedjuju
stabilna rjeSenja u odgovarajudem smislu.

Koristedi "cijevi" ulaznih integralnih krivih, &ija Sirina teZi nuli,
kao i odgovarajude dobijense rezultate o posmatranim jednaliname, dao sam
/u glavi 1T §3/ sljededée definicije o stabilnosti rjesenja:

l. Asimptotska stabilnost jedne klase rjesSenja;

2. Asimptotska stabilnost u cijelom jedne klase rjesSenja;’

3. Oblast asimptotske stabilnosti jedne klase rjesenja;

4. Ravnomjerna asimptotska stabilnost jedne klase rjedenja u odnosu
na podetnu vrijednost t,; | |

5. Asimptotsku stabilnost pribliZnog rjedenja;

6. Asimptotska stabilnost rjeSenja /talnog ili pribliZnog/ pri stal-

nim poremeéajima.




~gvaka od ovih definicija daje izvjesnu novinu u odnosu na poznate de-
finicije. o stabilnosti. U tom smislu definiciju 6 bih posebno istakao.
prema ovo] definiciji funkcija poremecéaja ne mora da bude ogranicena, &to
'je u poznatim definicijama osnovni uslov. U definiciji 6 ogranidenje za
fdnkciju poremeéaja iskazano je preko krivih stacionarnih tadaka osnovne
jednadine i njene prve aproksimacije. Ovdje se zahijeva da je moduo raz-
like tih krivih stacionarnih tacaka manji od pozitivne i monotone funkcije
koja tezi nuli. Evo te definicije.

Neka su date jednadine

/20/ jﬁ: Fle, ) Fie,a) = Fale,)
i

. odx _ .. .
/21/ ;& =F i),

gdje su F(t,x) i P(4,x) definisan. i neprekidne funkcije i ispunjavaju
potrebne uslove o jedinosti rjeSenja u dijelu ravni £0x za £ =4,

Neka je ¢ ='‘€(1) tadno ili pribliZno rjesSenje jednadine /21/. Kaza-
éemo da je rjesenje ¥ (+) asimptotski stabilno pri stalnim poremedajima
ako postoji neprekidna i monotono opadajuéa funkcija (&) (&=4,) koja
teZi nuli kad t->+20 , te ako postoji broj dﬂ(fyt°\>0 i neprekidna i mo-
notono opadajuéa funkcija ¢ (+) koja teii nuli kad t>+eo, tako da za
proizvoljno rjeSenje X (t) jednadine /20/ &¢ije poletne vrijednosti zado-
voljavaju nejednakost |

lctty —etedl <«

vazi nejednakost

ety — €y | < v

za sve t 2+, , kada jJe
/22/ . Ay A < (1) =a sve t 24,

gdje su M) i A odgovarajuée krive stacionarnih tadaka respektivno
jednadina 20/ i /21/, tj. Falt,At)y=0, F(t,2u)=o0.

Uslov /22/ dopudta i moguénost da funkcija poremeéaja F(t,x) bude
i neogrenidena, $to potvrdjuju i navedeni primjeri. Na primjer, posmatra-

juéi jednadine

/23/ %:—tx-rt«'mt +xént |
/24/ %:-exwm{,




pokazao sam da je klasa rje3enja €(4) /tadnih ili pribliZnil/ jednaline
/24/ koje ispunjava uslov v :

WYL'E—-A—-<‘€(.-t)< Aom & 4 A zqv sve + >0
“VE

Ve

asimptotski stabilna pri stalnim poremecajima xént u smislu definicije

6, sa funkcijom N ) = , 1 to asimptotski stabilna u cijelom. Ovdje

YE

za uslov /22/ imamo

[ A6 —a )| < ’—_;z«ﬂmt = d(¢) L bzet,

Koristeéi nove "cijevi" proucdavao sam jednacine oblika /1/ i u glavi
II /§1 i 2/ i dobio bitno nove i jace rezultate od onih ranijih /glava I
§2/. Ustvari, dobio sam i rezultate koji obezbjedjuju egzistenciju bar
jednog, odnosno, jedne klase rjeSenja Jjednafine /1/ koja, za sve t>1,,.
pripadaju odgovarajué¢oj krivolinijskoj "cijevi", ¢&ija Sirina teZi nuli kad
t—>+o0 /¢ije granifne krive ne moraju biti monotone, niti ogranicene/, |
kao 1 rezultate da takvoj "cijevi" pripadaju , za dovoljno veliko t={"> to,
sva rjedenja Jjednadine /1/ odgovarajuée oblasti. Ne primjer, za jednacinu

‘jﬁ-‘f = (2+ Frm P, o)x? + LR (E,x) - 2 VT

»gdje su P(t,x) 1 € ,x) definisane i neprekidne funkcije i ispunjavaju
potrebne uslove za jedinost rjedenja jednadine za t=41 i IX\< +t°o ,

pokazao sam da ima bar jedno pozitivno rjesSenje A(t) koje ispunjava uslov

/25 2eVE ~A 4 o 2+VE +4 4
/ \/th\ Vt < X < 2t —A +;ﬁ

za sve £t >4 , te i uslov

«&m(m(t)—{'/—{):o

t->+co

i Jednu klasu negativnih rjesenja koja ispunjava uslov

/26/ 2+VE +1 A 2tVE =4 4
—\/ 2v-1 W% < xR < \Traa e

za sve t> 4, a sva rjeSenja oblasti

| 2+VE -4 A -
27 X < - 124
/21/ = \/'2t+4 Yt !
za dovoljno veliko 12 t" >4 , ispunjavaju uslov /26/, kao i uslov

bom (mwy + YE€) =0 .

t %400




)‘L()

Rjesenje koje ispunjava uslov /25/ Jje nestabilno u smislu Ljapunova, a
klasa rjeSenja koja ispunjava uslov /26/, za sve t24 , je asimptotski
stabilna u smislu definicije 1, dok Jje oblast /27/ oblast asimptotske sta-
bilnosti te klase rjeSenja.

Tako sam glavu IT ovoga rada posvetio uvodjenju novih krivolinijskih
vncijevi® izlaznih i ulaznih integralnih krivih /81 i §2/, isfe, kao 1 ra-~
nije poznate, iskoristio na proudavanje jednacina oblika /1/, kao i jed-
naéina /2/ i /3/, a zatim u §3 dobijene rezultate iskoristio za problem
stabilnosti rjesenja i dao pomenute definicije o stabilnosti rjeSenja i
na kraju dobijene rezultate o ponadanju rjeSenja posmatranih jednalina

sagledao i sa stanoviSta stabilnosti rjesSenja.

Polazeéi od jednadina oblika

dx M
"y =‘-£]\(°C“‘€¢(ﬂ) ,

w Lo .
Z‘-% = ﬂ (QC,—\Ec(‘D) ,

v=A
[ —e )™
0(3( — <eA . 44*3—
_ _
)
éGB

Ai® su dvijé permutacije prirodnih brojevae bez zajednilkih elemenata,
takvi da je

A\JB:{4,2‘|""|’W\}' AAB'-:-‘Q’,
gdje su &ei.d% prirodni brojevi, koje je proucavao l. Bertolino /vidjeti

(21, (4], [5] i[9] /, u glavi III posmatram jednaline oblika

i d m £\'-
/28/ Z?'tc = ;B(t)-ﬂ (- t0))
v=4
i
/29/ 2-535 =g, %) [(x=Rotex) "
t AU xA ?

gdje su oy i M  racionalni brojevi /pozitivni i negativni/.
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Kao specijalne sludajeve jednalina /2&/ i /29/ posmatrao sam Jedna—

gine oblika:

A |
9T _ 200y | (o)
=4

dt
m,
/30/ %%t— = Fl) ﬂ (’Jc—f’.;(t)) ,

£,
X = P (x—e )t (x —-\&(t\)&‘

d" = £ty ﬂ (x- ‘&m)

O{x - 200, (se—t, 3) -
(> —e, ()Y

oo o
(=2, t00) " (= e, )
C N

oAx _
at

= P4)-

3 .
= %it,QQ-r—](fn"ﬁg(t;xffk,

, . ’
31/ a{x = a.(t,x). (’J(‘.—‘R,(t,%)\‘c
(’:C"'g.z(‘\'-,'x)) z

gdje je £x==§i? y & . i 4. su odgovarajuéi prirodni brojevi. Takodje, u

svojstvu primjera, posmatrao sam i Jjednalinu Hikatija
%}: = :ﬁ(t)-(x—\e.(tﬂ-(?C—*ezkt\) .

Uz efektivno odredjivenje krivolinijskih "cijevi" izlaznih 1 ulaznih
integralnih krivih dolazim do zakljudaka o pripadanju bar jednog ili jed-
ne klase rjedenja odgovarajuéim "cijevima", te i do ocjena o asimptotskoj
gtabilnosti fjeéeqja u smislu odgovarajuée definicije, kao i o oblasti
agimptotske stabilnosti. Ovdje je zanimljivo to da se kvalitativna slika
skupa svih rjeSenja date jednacCine pokazuje kao vrlo raznolika u tom smi-
slu da ista jednadina ima rjefenja vrlo razli&itih svojstava. Takodje,
zanimljivi su-i uslovi koJji obezbjedjuju te rezultate. '

Tako, na primjer, za jednadinu /30/ pod odgovarajuéim uslovima /vi-
djeti teoreme 1°i 272/, za nh=2x (%=4,2,.--) , dobio sam, pored ostalih,
i sljedeéi rezultat. | \

,ﬁﬁmaai
Jednaéina /30/ ima po bar jedno rjeSenje koja, za sve tzt,, ispinja- "*



A2

vaju.uslove

/32/ \Eh; (t) -81\_(*‘.3 < KDY < \eq_\',('h\-\” El\:(t) ({:4'1'..."()

i po jednu klasu rjesSenja koje za sve t3+,, ispunjavaju uslove
/33/ Cocrate) = Eacua 6) € XML < Caoen () + Eacanlt) (x=0,1,2,-, k-a)
a za dovoljno veliko t = t*>+t, uslove /33/ ispunjavaju sva rjedenja oblasti

/34/ ‘ T WY&y et

kaco 1 oblasgti

/35/ Taclt) +Eac b)) < X K Mooua W) = &aurad ) | k2 &, (~'=4,1,-§-,K-4)_

Rjeéehja koja ispunjavaju uslove /32/ su nestabilna u smislu Ljapunova,
a klase rjedenja koje ispunjavaju uslove /33/ su asimptotski stabilne u
smislu definicije 1, dok su oblasti /34/ i /35/ oblasti ssimptotske sta-
bilnosti odgovarajuéih klasa rjeSenja. /Funkcije €&c(¥) teZe nuli;/
Tekodje, radi ilustracije vrste dobijenih rezultata naveo bih i re-

zultat koji sam dobio za Jjednadinu

| 5
(- avnt + Toran)
('Dc +G - cn.ig(t,x))?‘:

dz _royf it )
ol ~

kao primjer jedna&ine /31/ /§5.2./, gdje su funkcije Folt ) (£=14,2,3)
definisane i neprekidne za t >4 i X >-5 i da u toj oblasti ispunjavaju
potrebne uslove o Jjedinosti rjesenja jednacine. Ova jednaéinq;s& znakom 4,

ima bar jedno rjedenje X() koje, za sve t»4 , ispunjava uslov

' - 1 _ A ; A
/36/ Mt‘“‘{“‘yz <’3C(t3<mm.t+€/_t_ )

a jednaéina sa znakom — , ima jednu klasu rjeSenja koja, za sve t>¢4 ,
ispunjava taj uslov, dok, za dovoljno veliko t > t* >4, uslov /36/ ispu-

njavaju sva rje3enja oblasti
/37/ x>-h,t24,

Rjedenje koje ispunjava uslov /36/ /jednaéina sa znakom + / Je nestabilno
u smislu L japunova, a klasa rjedenja koja, za sve t>» 4 , ispunjava uslov
/36/ /jednadina sa znakom — / je asimptotski stebilna klasa rjesenja u
gmislu definicije 1, a oblast /37/ je oblast asimptotiske stabilnosti te
klase rjedenja.

Rezultati proudavanja napred navedenih jednaéina Jjasno ukazuju na

moguénost proudavanja i drugih jednalina oblika /2&/ i /29/ na slican nacin.
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zednju glavu IV ovoga rada posvetio sam proudavanju bitno novih i
jafih rezultata T. Fejoviéa vezanih za jednadine /2/ i /3/, a koje je au-
tor izloZio u radu {20) /str. 9-19/, sa stanovi3ta metode retrakcije,
koriéfeéi posebno rezultate dobijene u glavi II. Fretpostavke T. Fejovida
jskazane u integralnom obliku zamjenjiveo sam odgovarajuéim jednakostima
i nejednakostima podesnim za primjenu metode retrakcije. T. Pejovié je do
rezultata dolazio uglavnom specifiéniim modifikacijama Fikarove metode
uzastpnih aproksimnacija. Ukazao sam na odredjenu bliskost rezultata T.
Fejoviéa sa rezultatima koji se mogu dobiti metodom retrakcije. Fokuazao
gam da se neki rezultati T. Pejovida mogu direktno interpretirati pomodu
metode retrakcije, drugi da se mogu svesti na nju uz odgovarajudée modifi-
xkacije uslova, odnosno uz dopunske uslove, te da ima i nezavisnih rezul—
tata. Na mjestima sam ¢inio i bitno nove pretpo;tavke o funkcijama koje
figurlsu u jednadinama radi prodirenja posmatranja, Sto je dovelo i do
bitno novih rezultata. Takodje, uéinio sam i uopStenja dobijenih rezulta- .

ta posmatrajuéi, pored jednalina /2/ i /3/, 1 jednaline opite@  oblika

/ 38/ i{(jtc QY xX” + 1) (n= 4'1'...)’
obc n _ '
/39/ =YX + q?(t) + 0 (& ) (n=4,2,--).

Dobijene rezultate o ponadanju rjeSenja proudio sam i sa stanoviSta sta-
bilnosti rjeéénja, posebno u smislu definicija datih u glavi II, Sto, to-
kodje, predstavlja bitnu dopunu u proudavanju Jjednaéina /2/ i /3/,

Proulavanje Jednalina /2/ i /3/ ¢inio sam kroz pradenje odgovaraju-
éih rezultata T. Fejoviéa. Ovdje ¢éu, ilustracije radi, istadéi samo neke
momente posmatranja. . '

Prouéavajuéi jednadinu /2/ T. Pejovié daje rezultate o asimptotskoj
ogranidenosti rjeSenja X(+) te jednaline, a zatim i o njihovom teZenju

konstanti & , tj.

Lom x(x) =4 .

+t ~ + 00

Uz odgovarajuée modifikacije uslova T. Pejoviéa i dedajuéi nove us-
love iskazane u obliku diferencijalnih nejednakosti Capliginovog tipa
idem i dalje obezbjedjujuéi egzistenciju rjeSenja jednaline /2/ koja, bar

jedno ili Jjedna klasa, ispunjavaju uslov

ey + 28] < ey

a (1)

za sve t2>+t. , kao i rezultate da za dovoljno veliko t 24" >+, ta.J uslov

ispunjavaju sva rjeSenja Jjednaline /2/ ili, pak, uslov



o
o~

\fx.(t\ +z+?;\< % :

gdje su M i N pozitivne konstante, a E£(&) monotono opadajudéa funkecija i

Im &y =0 .

>+ co

palje, u sluéaju pretpostavke

‘e\'ﬂ’)’\, aHy=yY

t>400

T, pejovié uzima da jJe
ae) = r+ Ly,

gdje Jje
—e\'/VV'L{(tB =0

E£>+c0 J

te umjesto jednadine /2/ posmatra jednadinu

/40/ %%:rx+£&\+ﬂﬂxw

a uz nju i jednaéinu

’ a %
1 _Y‘xo 4+ (
/4Y/ z 2(1)

i pretpostavljajuéi da je Xolt) ogranileno rjeSenje jednadine /41/, uz

odgovarajuée dodatne uslove, dolazi do tvrdjenja da sva rjeSenja A(+)

/odnosno, jedno rjesenje/ jednaline /40/ ispunjavaju uslov
Fom () — xe)) =0,
Do tog rezultata dolazim i bez dodatnih pretpostavki, a zatim prosi-
rujem posmatranje uzimajuéi da je
Q) = Q) + L(v)

gdje funkcija Q.(+) ne mora da tefi v , niti funkeija of(+) nuli kad {."*60,

te unjesto jednadina /40/ i /41/ posmatram jednaline

/42/ | AX =@, (43 + £ty + £ ()
adt ’
oy | Ao _ g (), +P4)
‘ olt

i dolazim do rezultata da po jedna klasa rjeSenja X (%) i AN.lk) /odnosno,

po bar jedno rjedenje/ jednadina /42/ i /43/ ispunjavaju uslov
/44, : o) = At | < V(1)

z8 8ve t> ¢ kao i do rezultata da za dovoljno veliko t=+t™ >.‘to taj us-

o ?
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jov ispunjavaju sva rjeSenja jednalina /42/ i /43/, gdje je Y (%) monoto-

no opadajuéa funkcija i

Lom vid =0

L 00
§to se ticée Jednafine /3/ treba primjetiti da sam, polazeéi od osno-’
vnih pretpostavki o funkciji %,u;oc), koje je dao T. Pejovié, uzeo da jJe
q e, x)= Rlt,x)x,

te umjesto jednacdine /3/ posmatraoc jednadinu

145/ ?—’ﬁ =@y + A, ) X + P4y,

‘ Dobijene rezultate proudavanja jednadina /4o0/ i /41/ T. Fejovié je
koristio za prouCavanje rjedenja jednadéine /3/ dovodeéi ih u vezu sa og-

ranidenim rjeSenjem No(t) Jednadine

46/ oXe — qiayax,

/ Tt ) + F(Y

i to kao

Y D | xio - 2ol =0

Ja sam, takddje, rezultate dobijene za Jjednacine /40/ 1 /41/, . odno-
sno, /42/ i /43/, koristio za proudavanje jednacine /45/, dovodeéi njena
rjedenja A ) u vezu sa rjedenjima ’Dc_o&) Jjednadine /46/, obezbjedjujuéi
egzisténciju po bar jednog ili po Jjedne klase rjeSenja jednaéina /45/ i
/46/ koja ispunjavaju uslov /44/ za sve t>+t,, te i uslov /47/, keo i
sluajeve da za dovoljno veliko £ > t">%: taj uslov ispunjavaju sva rje-
fenja jednadina /45/ i /46/. /Rjedenja X (1) i Xol(t) ne moraju biti ogra-
nicena, niti teZiti nekoj konstanti./

Dalje sam, dobijene rezultate za jednadinu /2/ uopstio i na jedna-
¢inu /38/, kao i dobijene rezultate za jednalinu /3/ uopsStio sam i na
jednadinu /39/, uz odgovarajuée modifikacije i dopune uslova datih za
jednacine /2/ i /3/.

I ovdje sam proudio vise konkretnih primjera. Radi ilustracije vrsta

dobijenih rezultata navodim rezultat posmatranja jednacéine

’ dOC — M’t —— . n -— COD =
748/ RPN TR Zt) x ++‘(5., ) (n=ta).

Uz jednaéinu /48/ posmatrao sam i jednadinu

/497 %#-2{%" +t (5 - cnt) (n:d.i,---)



Ak

- § dogao do sljedeéih zakljudska:
8/ Za N=2Ax+4 (w=o0,4,...} , jednaline /4&/ i /49/ imaju po jednu

klasu pozitivnih rjeSenja koje, za sve t 24, pripadaju "cijevi"

n n
t= 4 t(S—C—aotj__i\_ < = L (§-cont) A
/50/ ) \[ -Q--m‘t-l"\ V..{ < oX™ Y -\'7—.{ )

a za dovoljmo veliko t>+" > L $0j "cijevi" pripadaju svae rjedenja jedna-
¢ina /48/ i /49/; .

b/ za N=2x (w=4,2,---) , jednadine /48/ i /49/ imaju po jednu
klasu pozitivnih rjesenja koje, za sve >4 , pripadaju "cijevi" /50/, a.
za dovoljno veliko x> t% >4 <to0j "cijevi" pripadaju sva rjedenja jednadina
/4&/ 1 /49/ oblasti

n ' :
- t(5 -coot A
/51/ xz”\/(m-_»f/\)’ﬁ't)";

kao i po bar jedno negativno rjedenje koja, za sve t2 L , pripadaju "cijevi®

n n
52 txh, _(tlE-cnt) 4 Aftls-cont) 4
aad ' a4 Ty T TE¥ VR

¢/ Rjedenja XY i Xolt) respektivno jednadina /48/ i /49/ koja

* pripadaju "cijevi" /So/, odnosno "cijevi" /52/ ispunjavaju i uslov /a4/,
za sve >4, te i uslov /47/, dok za dovoljno veliko £ > >4 uslov
/44/, u slutaju a/, ispunjavaju sva rjeSenja jednalina /4&/ i /49/, & u
slucéaju b/ sva rjesenja oblastii /51/ ispunjavaju ‘uslov /44/. Rijesenja X ()
i Welt) koja pripadaju "cijevi" /52/ su nestabilna u smislu Ljapunova,
dok je klasa rjesenja X (&) jednadine /4&/ koja pripada "cijevi" /5o/,

za 8ve +> 4 , asimptotski stabilna u smislu definicije 1, a klasa rjedcenja
Lolt) jednadine /49/ koja pripada "cijevi" /50/, za sve t24 , Je ravno-
mjerno asimptotski stabilna u odnosu na podetnu vrijednost u smislu defi-

nicije 4 i ta klasa rjeSenja je asimptotski stabilna pri stalnim poreme-
mnt

éajima
J A+ € (t,50)

.xX" u smislu definicije 6 - to je ona klasa rjeienja

Xolt) koja su odredjena poéetnim vrijednostima Xolke) koje pripadaju
"cijevi" /5o/. Oblast /51/ je oblast asimptotske stabilnosti pomenutih
klasa rjesenja 20(¥) i Ao (%) . | |

Dakle, u radu sam proudavao viSe tipova jednalina, polazedéi od jed-
natina koje su proudavali T. Pejovi¢ i M. Bertolino, uvodeéi i izvjesne
uop3tenije oblike, te pokazujuéi da se metoda retrakcije moZe uspjedno

primjenjivati i na 3ire klase jednadina. Dao sam ¢itav niz novih uslova '
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o funkcijama koje figuridu u jednadinama izraZenim u obliku jednakosti,
-nejédnakosti i diferencijalnih nejednakosti Capliginovog tipa, gdje neki
imaju i vrlo specifiéne oblike. Tako sam dobio i veliki broj bitno novih
i razliditih rezultata koji jasno ilustruJu Sirinu moguénosti primjene
metode retrakcije.

Ked je rije¢ o specifi¢nim uslovima, treba istaéi one pretpostavke
o funkecijama koje figuridu na desnim stranama jednacdina u obliku odgova-
rajuéih nejednakosti, gdje se funkcije iz jednadéina uokviravaju konstanta-
ma ili funkcijama dovoljne opStosti, praktidno znaéi da se proudavanje
zadane joednadine svodi na proucavanje komparativnih jednalina prostijihA
sa gledidta kvalitativne analize. Time sam postizao uokviravanje rjesenja
posmatrane jednadine rjedenjima majorantne "gornje" i minorantne "donje"
jednac¢ine u swuislu Capliginove teoreme. No, pored pomenutih uslova, uvo-
dio sam i nove dopunske uslove izraZene u obliku diferencijalnih nejedna-
kosti, koje su se, ustvari, odncsile na komparativne jednaCine i jednadi-
ne &ija su rjeSenja upravo granice odgovarajuée "cijevi", &to je /prema
(apliginovo] teoremi/ i obezbjedjivalo izlaZenje ili ulaZenje intepgrala.

komparativnih jednac¢ina u odgovarajuéu "cijev', te i polazne jednaline.

i .

Ustvari, ta ideja je i omogudéila formiranje novih krivolinijskih "c¢ijevi”, .

Poseban doprinos rada je, upravo, formiranje novih vrsta krivolinij-
skih "cijeviv, koje se efcktivno odredjuju definisanim i neprekidnim kri-
vama za sve t>t., , a koje ne moraju biti monotone, niti ogranicene, Sto
je i omoguéilo ispitivanje egzistencije ogranicenih rjesenja, rjedenja
koja teZe konstanti, rjeSenja koja teZie beskonacCnosti, kao i rjesenja ko-
ja ostaju u ograniéenim dijelovima ravni za sve t 2+t. . Domen primjene
ovih krivolinijskih "cijevi" je kod proucavanja rjesenja sa stanoviita
stabilnosti, gdje sam dao i pomenute definicije o stabilnosti klase rje-
senja, pribliZnog rjeSenja i stabilnosti rjeSenja pri stalnim poremeédaji-
ma, gdje funkcija poremedaja ne mora da bude ograniéena;

znacajno je istaéi da za navedeni nacin uzimanja granica wWhale)
Wa(t) "cijevi" metode retrakcije, bilo preko krive stacionarnih tadaka
() /prema /5/ i /6// ili preko pomoénih krivih YA(1) i ¥ (&) /prema
/13/ i /14//, te uz ispunjenje odgovarajuéih diferencijalnih nejednakosti
oblika /7/ ili /€/, mofe se reéi da je ostvaren jedan efektivan wetod za
formiranje odgovarajuéih krivolinijskih "cijevi" metode retrakcije, te i
metod za kvalitativno proudavanje diferencijalnih jednadina odgovarajudih
oblika, kako po pitanju egzistencije odgovarajuéih rjeSenja, tako i za
utvrdjivanje egzistencije stabilnih rjeSenja u swislu dobijenih definicija

- 0 stabilnosti rjedenja, te i za egzistenciju nestabilnih rjeSenja u smislu



A3

Ljapunova. O efikasnosti navedene metode govore mnogobrojni rezultati rada.
U radu je dat i veliki broj konkretnih primjera preko kojih se vidi
i praktiéni znadaj dobijenih rezultata, kao i to da teorijski rezultati

ne predstavljaju vjestalku tvorevinu.

IT NEKI OSNOVNI PCJNOVI I REZULTATI

U ovon dijelu uvoda izlofidemo ukratko neke osnovne pojmove i rezul-
tate, koji su znacdajni za ovaj rad: neke diferencijalne nejednakosti, ne-
ke definicije stabilnosti rjesenja, neke osnovne rezultate teorije retra-

kta i neSto detaljnije metodu retrakcije T. VaZevskog.

§1. NiEKE DIFERENCIJALNE NAJEDNAKCSTI I CCIENE RIJEZENJA

U ovom paragrafu, prije isticanja diferencijalnih nejednakosti 1 oc-
‘jena rjeSenja, navest ¢emo definiciju rjedenja i pribliZnog rjesenja dife-
-~ rencijalne Jednaclne, definiciju LipSicovog uslova, kao i teoreme o posto-
gangu i Jedlnostl rjedenja i zavisnosti rjedenja od pocetnih uslova. COvi
osnovni pogmov1, definicije i tvrdJenJa potrebna su nam kako u ovom para-

grafu tako i aalge u ovom radu.

Fosmatrajmo diferencijalnu jednacinu

' ol
1 _,f__f(t,x),

gdje je $(t'x) definisana i neprekidna funkcija u nekog otvoreno) oblasti

D(t,») ravni +0-=c.

Prije svega navedimo definiciju rjesenja dlferenc13a1ne Jednaclne, a
zatim i deleIClJu LipSicovog uslova. '

Definicija 1. Za funkciju X ="€t) kazacdemo da je rjeSenje, integral
ili integralna kriva Jjednadine /1/ na intervalu :J==(tar*z) ako je na tom
intervalu definisana i neprekidna, Kao i njen prvi izvod, te da je za sva-
ko teJ:

ay (t,€))€D,

vy el =f(¢, ~Qm)

Definicija 2. Kazademo da funkcija F(t,X) u oblasti D(t,x) zadovolgava“
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Lipsicov uslov po X ako vaZi

/2/ v \f(t"xz) ~¥(t'm4~)\ f‘_L‘xz“?C,‘\ ,

gdje su (t,%,) i (t,%;) proizvoljne tafke oblasti D, a L pozitivna kon-
stanta, tzv. LipSicova konstantia.

Ako funkcija F(t,x) zadovoljava uslov /2/ ku’e se da ona ispunjava
LipSicov uslov sa konstantom L.

Nekada se LipSicov uslov uzima i u specijalnom oblikus
|, <) - P, x)| < A ey - ) ,

gdje je A(t) definisana neprekidna i ograniéena funkecija u oblasti D.

Nije tesko pokazati da ogranicenje izvoda gfc za svako (t,x)eD”
gdje je D, zatvorena konvekena oblast, obezbjedjuje ispunjenje Lj_pé’sicm}o;p

uslovae sa konstantom L = sup \%‘ za (t,x)eD,.

Navedimo sada Peanovu teoremu postojanja rjeSenja uzetu iz djela {«_i/o]
E. Kamkea /str. 20/.

Teoremal. Ako je funkcija £(t,x) neprekidna u nekoj otvorenoj ob-
lasti D(t,x) , tada kroz svaku taiku (€,7%) te oblasti D. prolazi bar jed-
_na ihtegra.lna. kriva jednadine /1/ i svaka od njih moZe biti produiena na
obe strane sve do granica ma koje zatvorene oblasti koja je sadriana u D
i koja sadrii tadku (¥,2).

No, 5to se tice jedinosti rjeSenja, dalje se, kaZe:

Kroz svaku tacku (3,?) oblasti ) prolazi sa;mo jedna integralna kri-
va ako funkcija f(+,x) u oblasti D ima neprekidne parcijalne izvode pr-

vog reda ili zadovoljava uslov LipSica po X 3

l:ﬁ(t,'x;_) - f(tle)\ < Ll'x—z_‘x.‘\.

Sljedeée dvije teoreme o neprekidnoj zavisnosti rjeSenja od podetnih
vrijednosti /teoreme 2a i 2b/ uzete su iz djela Y_Q«'L] B. RaSajskog /etr. 5
i 54/. ' '

Teorema 2a. Neka funkcija #$(+,%€) u otvorenoj oblasti D(+,x) ispu-
njava uslov Lipdica i neka je X =X (t,X,) ono rjedenje diferencijalne jed-
naéine /1/ koje zadovoljava podetni uslov: X (t.)=%., (to, X)€Y, tada jo

rjedenje € =7XA(t,%) neprekidno u odnosu na podetnu vrijednosit Xo.

Teorema 2b. Ako je funkcija F(t,x) neprekidna i zadovoljava uslov

LipSica u nekoj oblasti D(t,%) i u pravougaoniku:

M. -t $’ﬂ,’ | %o ~Xol g &

egzistira rjedenje 21 (t, %) diferencijdlne jednadéine /1/ koje zadovoljava
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podetni uslov Xlt.)=x,, tada je to rjedenje x {t,«. - o o T\ ig-
tovrc~ 00 u odnosu na t 1 A,.

Kod pribliZne integracije diferencijalnih jednalina od posebnog je
znadaja pojam pribliZnog rjedenja. Definiciju koju navodimo uzeta je iz
djela [227] B. Radajskog /str. 27/. '

pefinicija 3. Za funkciju . =¥(+) definisanu na intervalu J=1lt. t.]
kazademo da je pribliZno rjedenje diferencijalne Jednacine /1/ sa gresSkom

€ ako su ispunjeni sljedeéi uslovi:
a/ (£,€())eD =za +«7;

b/ funkeija ¥{x) , * . 1 njen prvi izvod, definisana je i neprekidna
na intervalu J , ili umj- . uslova b/ sljedeéi uslov:
4 b’/ funkeija €(+) .- efinisana i neprekidna na intervalu J i ima
dio po dio neprekidan izvo. - ji woie da bude ne definisan samo u konnénom
broju tadaka t° (=2, )

e/ [€t) = £(x,ewN|~ ¢ zated /i t#+° kada vafi uslov L’//.

SljedeéeAéetiri teoreme ,/ieoreme 3-6/, koje daju odgovarajuée ocjene
rjesenja, kao i pribliZnih rjedenja zadane diferencijalne jednacine, kao i
komparativne jednadine, uzete su iz djela [44] . Kamkea /str. 26-30/.

L Kada se‘u diferencijalnoj jednaéini /1/ funkcija $(t x) zamjeni fun-
keijom ¥, (+,x) tako da se nova diferencijalna jednuéiha

/3/ | X - f (x, )

lakSe ispituje nego jednadina /1/, tada treba prouciti vezu izmedju rjefe-.
nja tih dviju jednadina koja prolaze kroz istu zadanu tadku. 0 odnosu vje-
fenja tih Jednadéina govori sljededa teorema.

Teorema 3. Neka su funkcije F(t,Xx)i $.(<,x) neprekidne u oblasti

D(t,x) ravni tOx, a funkcija f(t,x) u toj oblasti zadovoljava i uslov
Lip$ica sa konstantoam 1., dalje, neka je
| 26, x) - £k, )| =€
' L
u oblasti D i X =L(t), x="C(t) respektivno rjesenja Jjednatina /1/ 1
/3/, koja prolaze kroz tadku (to,Xx)€D . Tada za integralnu krivu X =¥ (t)
vazi sljedeéa procjena:
' : Lit-t.
ey —eol< £ (e -1) .

Tako se dobija moguénost pribliZnog rjedavanja komplikovanih jednagi-

na putem zamjene istih odgovarajuéim komparativnim jednaciname koje se

jednostavnije rjesavaju.
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yavedimo sada teoremu koja daje ocjenu pribliznih rjedenja Jjedne iste

giferencijalne jednaline.

Teorema 4. Neka je funkcija f(&,x) u oblasti D(t,x) ogranicena, tj.
l-_gu—ﬂx)\éM i zadovoljava uslov Lipdica sa konstantom L . Zatim, neka su
= lE) 1 L=, ) za L E(ﬁ,‘&) dvije neprekidne i diferencijabilne kri-
ve koje lefe u oblasti D , sljedstveno prolaze kroz tacke (t,,%.), (t.,2,)
i pribliZino zadovoljavaju jednacinu /1/ sa greskama €. i €, sljeds_tveno u

" -gmislu definicije 3. Tada na cijelom intervalu (a,4) vazi:

L ik=tal Lit-t.,\
\\e.\(‘t) "“ezﬁ*-)\ < "gsitez LQ “") * Q :t«"'xz\ + (M‘*G«*E-‘}\‘t;‘i-‘\)-e .
zanimljive su i sl + dvije ocjene rjesenja koje daju teoreme 5 i 6.,
Teorema 5. Neka Jje fv: . ija £, %) jednadine /1/ neprekidna u oblasti

o Dl ,x) 1 (fo,%Xo) neka tadis u D . Neka su, dalje, “C.lx) i € (4) neprekidne
funkcije koje u svako] talki intervsla to¢t <@ ‘imaju desni i lijevi iz-
~ yod D€ 1 D€ («£=4,2) reocpektivno. Neka oblast koja je ogranidena kriva-

ma X =C(+) i X="C.(«) pripada oblasti D . Ako je pri tome
‘?A(’\‘.J i‘ x° ‘s \e".(to§

:';La.ko je za tost <Q
| D€, () & F(t,Cw),
Dy € 0t) > P (£, 00

 tada integralna kriva X = (t) jednndéine /1/ koja prolazi kroz tacku (t, o)

postoji u cijelom intervalu to ¢t <@ i na tom intervalu je

Calk) € V(L) € R ).

Funkcije Ci(k) i Y,(4) nazivaju se sljedstveno donjom i gornjom funkcijom.
: Ako Je €,(to) = Cult,) = Xo, tada su gornja medja svih €,(k) i donja

q medja svih ¥,(%) rjesenja jednadine /1/ sa podetnim uslovom X (ko) = X..

Teorema 6. Ako je funkcija 2€(x) na intervalu @ £+ <% neprekidna i

diferencijabilna s desna i ako je #n kongtante M>0,N20 ispunjena néjedna-
Kkost ‘ o
7 lcs (o) < M- |=x)) +N

;;'/'x—*(’c) oznadava desni izvod funkcije xX(4) u tacki + /, tada za svaka dva

;i_:broja. t i4t,, koja pripadaju datom intervalu, vafi nejednakost:

|xor] ¢ |xteadl @ + =\

Mt ~tal Mmit-tal
w(e T ).
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U opdtem sluCaju vaZii sljedece tvrdjenje.

Ako je funkeija X(k) na intervalu a ¢ + < & neprekidna i diferenci ja-
bilna s desna i ako je zd dvije neprekidne na tom intervalu funkcije {(4)>0
I

g () >0 ispunjena nejednakost
lxbed] £ Ry || + Lo,

tado za svaka dva broja t i t, koja pripadaju zadanom intervalu va?i nejed-

nakost t
g
x| g F(t\-(\’x(t&\ "‘\é F () dtD )
£
PEITE
gdje Jje Fvhy = Qt‘ .

DIFERENCIJALNE NEJEDNAKOSTI CAFLIGIWA I FETROVICA

cvdje éemo da navedemo neke poznate diferencijalne nejednakosti 3, A.
Capligina i1 M. Fetroviéa i odgovaerajuée ocjene rjééenja koje obezbjedjuju
te diferencijalne nejednakosti.

_ Diferencijalne nejednakosti omogudéavaju formiranje komparativnih jed-
nalina. Tako se, u kvalitativnoe] analizi diferencijalnih Jjednacina, cesto
ispitivanje jednadina vrdi preko odgovarajuéih komparativnih jednadéina -
prostijih sa gledidta kvalitativne analize. RjeSenja posmatrane jednaéine
se "uokviravaju" rjedenjima majorantne "gornje" i minorantne "donje" jed-
nac¢ine u smislu osnovne (apliginove teoreme.

Teoreme 7 i 8 (apligina, kao i teorema 9 M. Fetrovidéa uzete su iz
rada [8] M. Bertolina.

Csnovna teorema (apligina o diferencijalnim nejednakostima prvog reda

je sljededa.
Teorema 7. Neka je data Jednacina

olx _ £(e,%x) =0

olt .
i neka je € =X()integralna kriva te jednadine sa pofetnim uslovom
X (to)=Xo. Ako kriva U=uUlL) prolazi = - tadku (t. X.) , ti. W)=,

i duZ nje je zadovoljena diferencijalna nejednakost
dﬂl (
AU — f(x,u) >0
. olt # )
za sve t € (to,T), te ako u intervalu (%.,T) integral X (x) i funkcija uU(t)
nemaju singularnih tadaka, tada na tom intervalu kriva U leZi iznad in-

tegralne krive A(x), tj.
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U > XY =a +, <t <7,

.. . .- . . du .
/U slucaju ispunjenja diferencijalne nejednakosti proraii ¥ (£, wW<0 dobija
Navedena (apliginova teorema d¢esto se pojavljuje i u sljedeéem obliku.

Teorema 8. Neka je data ~itvorena oblast P(t,x) ravni £0x i dvije fun-
xcije Pa,%), $t,x) koje su neprekidne u toj oblasti i koje tamo zadovo-

1javaju jedan od uslova jedincsti rjeSenja Jjednacina

/5/ A = f (e,x)
/6/ - dX = e, .

Neka u oblasti D vaZi nejednakost

(b, x) < £(x,x)
i neka S8u A,lt) y» A(+) respektivno rjesenja Jjednadina /5/ i /6/ sa polet-
nim uslovima ¢, (t,) =2 (t,)=3%,- Tadd vaZi nejednakost

x, () € i)

- za sve t > %o ubd.

Ova teorema Jje ekvivalentns sa teoremom koju je dao i. Petrqvié 1899,
godine, odnosno 20 godina prije (apligina. Teoremu M. Fetroviéa navodimo

u originalu /vidjeti [§] str. €5-€6/.

Teorema 9. "Soient

/7 odx - E(+,x)
olt !
/8/ du _ F (£,%)
ot )
. /9/ 4.1.—} - F < vV
ot 2, v

trois équations données. Tragons dans le plan (t,x) les courbes D limi-

tant les ‘re'gio:ns de ce plan, ou chacune des fonctions
/1lo/ Fle,x) - Fy(x, ),

/11/ | F (e %) —F, (&, %)

considérde comme fonction de + et x , garde un signe constant et soient O,
et Oq 1a rdgion positive et négative du plan par rapport & la fonction /lo/,
Quet Q. la région positive et négative du plan par rapport a la fonction

/11y,



Tragons également dans le plan (4 ,x) toutes les courbes, lieux géome-
triqﬁes des singularités des fonctions F , F., F, et appelons E 1‘ensemble’
de ces# courbes. A

50it (te,Xs) un point n’apparienant 3 aucune des courbes D , B et
qui se trouve dans la partie Il du plan, coumune & deux régions N, Q.
de signes contraires. Supposons, pour fixer les idées, que ce soient les
régions A, , QU . Désignons par o¢ , U , ¥ les intégrales respectives
/ou les branches d*intégrales/ de /7/, /&/, /3/, qui pour +=+t, prenﬁent
la valeur commune Woe=Vo=Xo.

I1 existera toujours de pnit »% d’autre de la valeur t =t, un inter-
valle d’étendus non nulle, p. ¢ . = t=to-A, & +_=-\—.,+~£.i, satiszfaisant
aux conditions suivantes:

1Y ¢ variant de te-h. & -+%A2 les deux fonctions W et V et

. ’ . . .
leurs deriveées premisres sont deir windes et continues;
O . . . ’ . ) .
2" aucune partie des courbes D , E ne se trouve dans 1‘intérieur ni
T . - 3
sur la périphdrie du contour I, forme par les courbes U , VY et les deux
droites t=+t. -4, ; -(-_:to+‘ﬁ.,_ et ce contour se trouve tout entier dans
la partie 1 du plan (+,%),

4 -
On démonire alors le résultat suivant:

~

Lorsque + varie de to— A4 & to+ha, 1’intégrale‘x sera constamment
déterminde, finie, continue et comprise entre les valeurs correspondantes
de U et W n, | ‘

Navedena teorems }. Fetrovida, koja pokazuje bogaststvo ideja autora,
ne umanjuje znadéaej i ulogu Capligina, koji Jje, pored ostalog, dao i Cuvenu
metodu. sukcesivnog uokviravangja.

U djelu [4h] E. Kankea /str. 29/ navodi se opstiji vid Capliginove
teoreme za obidéne diferencijalne jednadine prvog reda /ime autora nije
navedeno/. fvo te teoreme.

Teorems. lo. Neka su funkcije $(t,%) 1 (& ,x) definisane i neprekidne
u oblagti D(t,x) i neka je

/1e/ 4 e, ) < G, ),
Ako su (%) i Y(+) dva integrala jednacina
’ ¥
e~ fie,0y, L¥=g,¥),
koji ispunjavaju uslov (%)< W(3), tada Je

/13/. ) 2 W) ea 4,




G

25

Ako bar jedna od funkcija $(i,x) , ¢ (t,x) ispunjava neki od uslova
jedinosti rjedenja, tads se u nejednskostima /12/ i /13/ mo¥e dodati znak

jednakosti.

CAPLIGINOVA METODA

Capliginova metoda za pribliZno rjedavanje diferencijalnih jednadina
zasniva se na osnovnoj (apliginovoj teoremi o diferencijalnim nejednako-

stima koja se desto pojavljuje i u sljededem obliku /vidjeti[27] /.

Teorema 1l. Neka su funkci. . t) 5 $(£,2) y (£ ,x) u oblasti
D(+ ,x) neprekidne, zadovoljavai: .. iov LipsSica i nejednakost
LG, <f0 ) < 2k, %),
Neka je, dalje, M(te Xo) tadka o i D , 8 A= U(t), AX=XW), =)

respektivno rjesSenja Jednacina

L=, GE=202), LE=fw

koja prolaze kroz taéku M, tj. U(t) =X (L) =V(te)=%Xe. Tada ud , za
t>to, vaii nejednakost

ULY € XY < (1),

Teorema ima mjesta i u slucé¢aju nejedinosti rjesSenja, tj. i u sludaju

i

izostavljanja uslova Lipdica.
Navedena teorema o diferencijalnim nejednakostima omoguéava dobijanje

par okvirnih krivih X=uUH)i X=V({) koje obuhvataju nepoznatu krivu

X =X(). ¢lavni znadaj Capliginove metode pribliZne integracije Je u na-

¢inu na koji se uz poznavanje prvog para okvirnih krivih i uz dodavanje
2 .
uslova

— % 0 obezbjedjuje veoma brzo konvergirajuéi niz sljedeéih pa-

rova A =U,(t); X=Ualt) (n=42,..), gdje svaki sljededi par le(i unu- A
tar prethodnog para i imaju se nejednakosti

Unle) € L) < Vnlk) (n=a,2,00)

a razlike UVnu(t) = Un(t) gu sve manjé kada N raste.
Capligin je pokazmo da polazeéi od jednog odredjenog para krivih

“ e . . . 2.0
T = Un(d), 'DC = V¥n(t), ili krade (1,(,"1},,) » 1 pretpostavke da Je 3;3‘0

u oblasti D , za sljedeéi par krivih (Unsa, Vnea) se mogu uzeti rjedenja

" linearnih jednad&ina:



|

o
e

= Fa Ch, 1) (R=Un) + 204, W)

X = FOEW) =20, unY
V.-\ “‘(v\

&9

('-t.— 1'('\3 “‘:ﬁ (¢, wUn) .

&
ﬁn

2
pod pretpostaviom gafl>>0 prve od gornjih jednadlina daje donju krivu
L =Una{t), a druga jednadina dnje gornju krivu W= VPnialt) .

5to se ticde ocjene razlike /vidjeti[ﬁzi str. 136/

g () =, CRY = Un (1)

za t e]:[t.,‘-l-..-v'f\] , izmed,i» rornje i donje krive, Luzin Jje doSao do
ocjene '
: ; 2 .
Xt (_'\__) = ZM
d’:\(‘t) < M( 74 < M 7 = 22“ ,
gdje je M pozitivna konstenta k-  ogranifava razliku poéetnog para

|7y — U@y - M =za ted.

Navedena ocjena pokazuje ¢ sazlika izmedju aproksimativnih krivih
teZi nuli /kad N raste/ velikom nizinom, Sto Capliginovu metodu ¢ini po-
sebno znacajnom.

§2. 0 STABILNCSTI RJBIEKJA DIFERENCIJALNIE JEDNACINA

Stabilnost rjefienja diferenci iz inih Jjednadina je veoma vaina oblast
kvalitativne analize. U pitanju Je iupitivanje medjusobnog odnosa rjede-
nja jednog sistema Jjednadina, ili semo jedne jednadine, pri promjenans
pocetnih uslova, gdje male izmjene podetnih uslova daju dovoljno male iz;
mjene rjesenja, ili su, pak, pri misiiu izmjenama podetnih uslova iznjene
rjeSenja veée od dopustivog. U prvom sluéaju imamo stabilno, a u drugom
nestabilno rjedenje. ‘

Fosmatrademo normalan sistem diferencijalnih jednacina

1 : .
7 L O S LI
odnosno, u matriéno-vektorskom obliku, jednaéinu
2 " olx _
uzimajuéi da je
'xq X4

x.n Xv\



gdje funkcija X(*_ﬂd)zadovoljava odgovarajuée uslove za egzistenciju i

jedinost rjeSenja ') u oblasti
V= DaxT

gdje jeo Dx_otvorena n-dimenziona oblast vektora X , a J osa nezavieno pPro-
mjenljive t . Koordinate {'x,.,'x_,,‘---.x.‘} vektora X interpretiraéemo kao
xoordinate pokretne tadke oblasti Do , a velidinu &£ , gdje Jje tost <o,
kao vrijeme. RjeSenje X (1) sistema /2/ u V zvaéemo kretanje ili integra-
lna kriva, a u Dx zvademo trajektorijom:kojom se odredjuje zakon kretanja
u zavisnosti od promjene purametra 1.

rosmatratemo kretanje definissnc podetnim uslovima

t=t°, KoL) = Koo (4:=4-1\"'|V\),

odnosno,
t=to, 'th°\=xO .

Ako se £ mijenja na kona¢nom intervalu t.,<%t <« 7T, to odgovor na pi-
tanje o izmjeni rjesenja pri malim izamjenama poletnih uslova daje teorens
o neprekidnoj zavisnosti rjedenja od pocetnih usiova, po kojoj rjesenja
na konadnom intervalu te<t < T ostaju bliska pri dovoljno bliskim po-
,Letnim vrijednostima, a ako nezavisno promjenljivg't uzima proizvoljno
velikevvrijednosti tada se tim pitanjem bavi teorija stabilnosti rjesénja
diferencijalnih jednacina.

Sistem /2/ koji ne sadrii eksplicitno nezavisno promjenljivu t , tj.
sistem

odx _
/3/ ot X (=)

naziva gse autonomnim ili dinamidkim, koJji je u teoriji diferencijalnih
Jednalina posebno proucavan.

Ispitivanje stabilnosti nekog rjedenja X = Xt) sistema /2/ moie se
svesti na ispitivanje stabilnosti nula rjesenja X=0 . Zaista, posmatra-
‘Jwmo sistem /2/ &ije je rjesenje X = X(k), koje je odredjeno po¢etnim us-

lovom X (te)=Xo. Uvedimo zamnjenu

M(E) = X — XY,

Sistem /2/ dobija oblik

(9,4)
YNa primjer X(t,x) €Ctx (V) , tj. funkcija X{t,x)u oblasti V je

neprekidna pé nezavisno promjenljivoj £ i ima neprekidne parcijalne izvode

Prvog reda po zavisno promjenljivim X,,Xz, -1 Xn-
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23 X, 3 v x(0)) = X (&, 'Jc(-tﬂ

odnosno, dobijamo sistem
o
74/ A% Y (+,9),

gdje Jje PACHF D! EX('\‘.,’}-\-’I(’O)—.X (£, &) i Y(t,0)=0 za t2t,.
Tako je rjedenje X=x(t), pri uvedenoj zamnjeni, preSlc u nula rjese-

nje 4=0 novog sistema /4/, te se umjesto proucavanja stabilnosti sistema

/2/ mofe proutavati stabilnost sistema /4/, ne umanjujuéi opStost posma-

tranja i zakljudaka, S$to i ¢ine mnogi autori.

FEKE DEFINICIJE STABILWCSTI RJELENJA DIFBRESNCIJALNIH JEDNACINA

ovdje éemo navesti samo neke definicije stabilnosti rjedenja, do ko-
jih su do8li razni autori, a koje se medjusobno razlikuju bilo po stepenu
opStosti, bilo po kriterijumu bliskosti rjesenja ili po vrsti rjesenja ko-
ja se uzimaju u obzir pri razmatranju. Ne mjenjajuéi sustinu definicija
nastojaéemo da uskladimo oznake. ‘

,

1. Stabilnost u smislu Ljapunova.

a/ RjeSenje X(t) sistema /2/ naziva se stabilnim u smislu Ljapunova

ako svakom broju £>0 odgové,ra broj c{\(ﬁ,’to5>0 tako da iz nejednakosti

/5/ \.’x—»\(to) - 'x(to\\ < d\
8lijedi nejednakost
/%/ \'ﬁa(t)—x(t3\<€, za sve t>%o,
gdje smo sa WX,t) oznadili proizvoljno rjedenje sistema /2/ koje je odre-
djeno poletnim uslovom XA(te), tj. rjelenja sa bliskim poéetnim vrijedno-
stima ostaju bliska za sve t >to.

&’/ Ako funkcija X(t,%) ispunjava uslov X{t,0)=0, tj. X=0 je nula
rjedenje sistema /2/, tada vaii sljededa definicija.

Nula rjeSenje =0 sistema /2/ je stabilno u smislu Ljapunova ako
svakom broju €>0 odgovara broj dr(€,4)>0 tako da iz nejednakosti

lx (L) < 0l

slijedi nejednakost
lx )| <€ za sve t>t., -

. 8dje je (k) proizvoljno rjeSenje sistema /2/ odredjeno poéeitnim uslovom



-1
‘v_

~ k), tj. rjefenje N (L)Eija se poletna tadka nalazi u d. okolini rje-
senja X =0 ne izlazi iz £ okoline nula rjeSenja za sve L>t,.

b/ RjesSenje X(t) naziva se nestabilnim u smislu Ljapunova ako za pro-
jzvoljno wmalo £€>0 uslov /6/ nije ispunjen bar za jedno proizvoljno rje-
éenje xn(t)-

¢/ Ako je uslov /5/ ispunjen zad koje ne zavisi od L, kafe se da je
rjedenje X)) ravnomjerno stabilno. '

d/ Ako rjeSenje X (1) ne samo da Jje stabilno u smislu Ljapunova, nego
ako postoji takav pozitivan broj d:>0 da za

%At = ()| < )
vazi

1 f‘i’f‘m['x‘(““ xw)=o0

tada se rjedenje (L) naziva asimptotski stabilno u smislu Ljapunova.

)

e/ Ako rjeSenje Walt) konvergira ravnomjerno u odnosu na to ka W (k)
kad £t =>+°, onda se za tu asimptotsku stabilnost ka¥e da je ravnomjerna

asimptotska stabilnost u odnosu na pofetnu vrijednost t, ([45]) .

= f/ Kavedimo Jjo3 Jjednu definici,jﬁ Ljapunova koja nosi naziv ravnomje~
rna asimptotska stabilnost po I japunovu, koja sa definicijom e/ nema nigtn
zajednicko osim samog naziva.

VI—*o‘smatra,jmo sistem Jednadina /1/ kada funkcije Xo ispunjavaju uslove
Xc(t,o, -, 0) _——_ov(«lza,?.,---,n), tj. Xe=0 (£=4,2,.-..,n) Jje nula rjesenje
sistema /1/. |

Asimptoiski stabilno nula rjeSenje sistema /1/ naziva se ravnomjerno
asimptotski staubilno po Ljapunovu / {26}/ ako postoji takvae neprekidna,
sti‘ogo monotono opadajuéa, od veskonac¢nosti do nule, funkcija L(t), t&(—"o,ﬂx)’

L(t)~0 kag t—=>+o00o i takvo £>0 da pri -

Jixh<e

n
D> (L, T, Xmo, b)) < LLk-LS) .

<=A
Uslov /7/ ne povlali za sobom uslove /5/ 1 /€/ /dakle stabilnost/,

& vazi i obratno, tj. uslovi /5/ i /C/ ne garantuju ispunjenje uslova /1/

bude

/stabilnost u smislu Ljapunove ne povladi i asimptotsku stabilnost/. Iz
stabilnosti fjeéenja X(+) u smislu I, japunova ne sljeduje njegova ograni-
éenost, takodje, iz ogranifenosti nekog rjeSenja ne sljeduje njegova sta-
bilnost u smislu L japunova.

-



30

2. stabilnost po LagranZu.

‘Kazademo da je sistem /2/ stabilan u smislu Lagrania ako je svako
rjeSenje (k) neograniéeno produZivo u desno, tj. ako je svako rjesenje
x(t)definisano na intervalu [tor*°°) i ako je ograniceno na tom inter-
valu ([’\’\]} .

Jasno je da iz stabilnosti u smislu Ljapunova.ne sljeduje stabilnost
u smislu LagranZza, kao 1 da iz stabilnosti pb Lagranzu ne sljeduje stabi-

1nost u smislu L japunova.

3. Asimptotska stabilnost u velikom i asimptotska stabilnost u cijelom.

Neka je & unapred zadana oblast promjene X u kojoj se mogu nalaziti
poc¢etne vrijednosti A,W(L,) rjesenja sistema /2/.

Rjesdenje X (L) naziva se asimptotski stabilno u velikom /[1}]/ ako je
ono stabilno u smislu Ljapunova i ako je uslov /7/ ispunjen za sve A(+t,)
iz oblasti G.

Ugranidéenje da rjeldenje X (1) u poletnom momentu X =t, pripada unapred
zadanoj oblasti G olevidno predstavlja razliku stabilnosti u velikoﬁ i
stabilnosti u smislu Ljapunova.

Ako je, pak, rjedenje X(t) asimptotski stabilno u smislu Ljapunova,

.8 uslov /7/ ispunjen za proizvoljne podetne uslove, onda se kaZe da je to
ﬂrjeéenje X (%) asimptotski stabilno u cijelom /[A¥]/.
‘ Rezlika medju gornjim definicijama Jje u tome Sto je u slucaju sta-
bilnosti u cijelom oblast & cio prostor i time ova definicija zahtjeva i
jade uslove od onih koje zahtjeva definicijua o asimptotskoj stabilnosti

u velikom.,

4. BEkviasimptotska stabilnost /Massera/.
Kazademo da je rjedenje X(t) sistema /2/ ekviasimptotski stabilno
/[15]/ ako je ono stabilno u smislu Ljapunova i ako za svako 1. >T posto-

ii takvo d(t.)>0 da za
‘CX‘.AH‘.J - ’JC.('\'.A\ < d‘
bude

Lom | %) = x| =0
4> +c0 .
ravnomjerno po to .
Ekviasimptotske stabilnost proistide iz ravnomjerne asimptotske ste-
bilnosti i sa svoje stfane, povladéi obiénu asimptotsku stabilnost, ali,
uopite govoreéi, ona ne obezbjedjuje ravnomjernu /ne asimptotsku/ stabil.
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- 5. Eksponencijalna asimptotska stabilnost /Malkin/.

| Za rjesenje X (t) sistema /2/ kaZemo da je eksponencijalno asimptotski
stabilno /[A%]/ ako postoji broj A >0 sa sljedeéim sﬁojstvom: svakom £ >o
odgovara J(€)>0 tako da iz nejednakosti

|y - x| < d, e3>,

slijedi nejednakost (
-Alt-t,
\'IJA('D - x(t)}se-e ) za sve txt, .

Eksponencijalné asimptotska stabilnost je jaca od svih do sada nave-

denih kategoi‘ija gtabilnosti.

6. Stabilnost ravnomjernog privladenja.
Asimptotski stabilno rjeSenje X (t) sistema /2/ naziva se ravnomjernim
privladenjem /[26)/ ako za zadani broj A>0 mofemo izabrati brojeve & >0
i T>0 takve da pri
| Xale) = x| >4

bude ispunjeno
| XAt = ()] >L za tete, to+T] .

U ovoj definiciji rjeSenje ne mora biti ravnomjerno stabilno, veé se

*#'rijeé¢ ravnomjerno odnosi na privlacdenje.

7. Bkstremalna stabilnost. v

Neka funkcija X(t"x) sistema /2/, pored navedenih uslova, ispunjava
i uslove o neprekidnoj zavisnosti rjesenja od pocetnih uslova i neka Jje
z& £>»0 periodidna sa nekom periodom T , tj. X(t=+T, x) =X(x,x) .

Za sistem /2/ kaZemo da je ekstremalno stabilan /[AG]/ ako je

m (X)) = )] =0,

t>r
gdje su X,l4) i X(t) ma koji par rjelenja.
Za ovu stabilnost karakteristi¢no je to Sto se nista ne govori o bli-

skosti rjedenja u podetnom momentu t=+t,-

8. 5tabilnost u odnosu na klasu rjefenja i orbitalna stabilnost.

Neka je C neka klasa integralnih krivih u vektorskom prostoru ])x_ 8i-
stema /2/ i neka je [o= Xolt) element klase ( . Kazademo da je integralna
kriva [ stabilna u odnosu na klasu ( /15]/ kada za ma koje £>0 i t.2T
Postoji takvo (€4 >0 da, ako je M=) eC i

l Aalto) — Xo('to)l <J\'

[ %A () = X<E za sve £t
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Ako Je
/8/ | m\m_ﬂam - Xt =0

gtabilnost se naziva asimptotskom.

Ako je klasa u odnosu na koju je integralna kriva ¥V, stabilna jedino
prazan skup, tada se fo naziva nestabilnom.

Integralna kriva koja nije ni stabilna ni nestabilna naziva se uslovno .
stabilnom. U tom sludaju je integralna kriva stabilna u odnosu na sopstvenu
podklasu klase svih integralnih krivih.

sada ¢éemo da damo definiciju "slabije" stabilnosti, tzv. orbitalne
gtabilnosti. '

Integralna kriva I3 je orbitalno stabilna /14571 / u odnosu na klasu
.integralnih krivih C u D, ako svekom £€>0 , d(eY>0 i T(E) takvi dn, ako
integralna kriva [, u momentu & prolazi kroz G(%,d') , tada M ostaje unu-
tar 6(1,€) za sve £>T . To znali, ako neka integralna kriva I, u nekom
momentu ¥ prolazi dovoljno blizu {, , ona ée i dalje, za sve £ >T , ostati
dovoljno vlizu lo.

Ako integralna krive e ne samo da je orbitalno stabilna, nego uz to
vazi i uslov /8&/, tada je ona orbitalno asimptotski stabilna.

¢rbitalna stabilnost je ofevidno slabija od stabilnosti u smislu Lja-
punova i to utoliko Sto se kodvdefinicije Ljapunova zahtjeva da rjesSenja

ALY i Xak) gistema /2/ budu bliske u podetnom momentu te , tj. da vaii
lt«(k.\—'jt({,)\<d‘ , dok se kod orbitalne stabilnosti zahtjeva blizina ne
u podetnom momentu to, nego u momentu e , gdje je ¥, >T , aT je neki
momenat. ¢tuda, ako je neko rjeSenje X(&) sistema /2/ stabilno u smislu

LJjapunova, tada je ono i orbitalno stabilno.

9. 5tabilnost po koordinatama.
Neka funkcija X(t,X) sistema /2/ ispunjava uslov X(t,o)..o y ti.x=0
je nula rjeSenje sistema.

Ze. nula rjedSenje X=0 gistema /2/ kaZemo da je stabilno po koordina-

tama Wa, X,, -7, X, K<n /[QGJ/ ako za svako £>0 postoje dva broja,d’:\>0
i >0 (<€) takva da zan
/9/ - > Xio < A
. v=A
i
n a L §
/lo/ : ' 2 X, <ds
LeRaA

vazi




/11/. Z_"JC (&) Xao, a0, -+, Lno, L) < E?

28 sve £2te 20 (Wio=Xil(ke; X, Xao, "y Xno, t-)) .
Ako za ma koje € >0 postoje brojevi C£>O i J;_>0 takvi da pri ispu-
njenju uslova /9/ i /lo/ vaZi uslov /11/ i ako jos vaii

M zf'n ('t x«o,xzol"')xﬂO,te) =0’

+ ~-»+00

tada se nula rjesenje sistema /2/ naziva asimptotski stabilno po koordi-
natama X, Xa, -+ ; X |
Ako sistem /2/ ne ispunjava uslove stabilnosti po koordinatama tada
se on naziva nestabilnim po koordinatama.
MoZemo primjetiti da stabilnost nula rjeSenja sistema /2/ po koordi-
natama Xa, X2, 1 Xx , K<N oznadava da Jje taj sistem stabilan u smislu
- Ljapunova po tim koordinatama, dok se za ostale koordinate ke . - &)

zahtjeva samo ispunjenje uslova /lo/.

lo. stabilnost u smislu Foasona.
radka (Xao, 3C:.o.~-~ ’JCM)=? prostora dinamickog sistema naziva se po-
zitivno stabilnom u smislu Poasona ako za bilo ko,)u okolinu U tatke P i
- za bilo koje T >0 postoje takve vrijednosti 2T pri kojima tacka
(‘x,(t),x,_(t),--“xn(i)) trajektorije koja prolazi kroz P , pripada okolini W.
Analogno, asko postoje takve vrijednosti t<-T da je (IAt\,‘JC,_(t) ,--..x..ct))eu,
tadka P nuziva se negativno stabilnom u smislu Poasona /I"t]/
Tatka P koja je stebilns u smislu Poasona kako za £t 37T tako i za
t<¢~T naziva se stabilnom u smislu Foasona.
Dakle, moZemo re¢i da je tadka P stabilna u smislu Poasona ako za
dovol jno velike vrijednosti \£\ > T sve tacke trajektorije koja pi‘olazi

kroz P ostaju u proizvoljnoj okolini svog podetnog poloZaja.

1l. stabilnost u smislu JosSizave.

Japanski matematiCar Jodizava dao je definiciju stabilnosti skupa M,
gdje je M proizvoljni zatvoreni skup tadaka.

Neka je dat skup tedaka M i neka je Mr /¥ je proizvoljan pozitiven
broj/ skup svih tadaka prostora ¢ija su rastojanja od skupa M strogo ma-
nja od ¥ sekup M je podskup skupa Mr/ i neka je M@ skup svih tacaka pro-
stora koje ne pripadaju Me .

kupM naz:.vamo stabilnim skupom sko svako rjedenje X(t) ko,]e "podi-

¢ nje'u M, za t=t,%o0 , ostaje u skupu Me za sve'tzt, /[46]/
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12, skoro stabilno pribliZno rjesenje.

U radu [3] M. Bertolino je dao sijedec¢u definiciju stabilnosti pri-
bliZnog rjesenja.

Neka je X =¥ () proizvoljna funkcije definisana za t2+t,. Za fun-
xeiju 0t=f?(t) kazaéemo da Jje skoro stabilno pribliino rjesenje jednaline
/2/ eko svekom broju €>€>0 /£ je fiksiran broj/ odgovara broj d(€,te)>0

tako da pri
| Xt — e < d

vaii nejednakost
[ XY=\ <E za sve t2t, ,

gdje je X (1) proizvoljno rjeSenje jednaline /2/.

Ako je X ='P(t) tadno rjesenje jedna.c':.ine /2/ tada rije¢ pribliZno
treba izostaviti.

U ovo] definici;ji je karakteristi¢no to Sto proizvoljna kc_msta.nta'

nije potpuno proizvoljna, nego je ne manja od pozitivnog fiksiranog brojad.

13. stabilnost pri stalninm poremecajima.
Fitanje stabilnosti pri stalnim poremedajima u praksi igra velikﬁ
:rulogu. To je sludaj kada unjesto zadane jednacine posmatramo aproksimati-
vnu jednadinu, koja je pristupalnija za proudavanje.

Neka pored jednacine /2/, tj. jednadine
/2/ AT _ ¥ (4,2
at

imamo i jednaéinu
/27 %:X(t,xh-k(t,x) .

Jednadinu /2°’/ nazivamo jednadinom poremeéaja jednacine /2/, gdje
funkeija R(t,x) predstavlja stalne poremeéaje i koja je ograniéena i u
nekom gmislu mala u poredjenju sa funkcijom K, X) za t2%, i za odgovq-:
rajuée vrijednosti X . Jednadina /2/ naziva se i jednafinom prve eproksi-
macije za jednadinu /2°/.

a/ Kaza&emo da je rjesenje X (%) jednadine /2/ stabilno pri stalnom
dejstvu poremeéaja /{AY]/ sko za svaki broj €>0 postoje brojevi di(ey>o0
i dh(eY>o0 takvi da ma koje rjedenje () jednacine /2°/ koje zadovoljava
nejednakost 1 '

1@ (o) = X (e < )

zadovoljava i nejednakost
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/12/ “Q(t\—'x(tﬂ < £ za sve +t >+t, R
xada funkcija Rlt ) u oblasti /12/ zadovoljava nejednakost
/13/ IRk, x| <2,

Ova definicija predstavlja uopStenje stabilnosti u smislu Ljapunova
i odevidno ima veliki znadaj u praksi.
Mavedimo jos neke definicije stabilnosti pri konstantnonm dejstvu po-

remeéaja, koje u sudtini predstavljaju nove varijante navedene definicije.

b/ Kazademo da je rjedenje X(t) jednadine /2/ stabilno pri stalnom
dejstvu poremecaje u srednjem /na intervalu dufine T / ako funkcija Rt x)

umjesto nejednakosti /13/ ispunjava nejednakost
4T

él R (¢, 0ot < d} .

¢/ Neka funkcija X{t,x) u jednadini /2/, odnosno /2°/, ispunjava us-
10ov X(x,0)=0 za +30 . Neka su, zatim, & i Qe dva skupa koji sadriec koor- .
dinatni podetak, @ =zatvoren ograniéen skup, & Q. njegov podskup. Neka jJe
0, %6, X,) rjedenje jednadine /2°/ sa podetnim uslovom @ (4, te,Xe) = X, .
f"b'Saﬁ, oznadimo skup svih poremeémja R(t x) koji ispunjavaju uslov lR(t;x)\(J‘
) za sve t2t, i sve X . ‘
| Ako za svaki poremeéaj R(tx) izf, , svaku tadku X, iz Qo i svaki
momenat te >0 rjedenje €(t,t,,%o) ostaje u@ za ;sveb t >0, kazademo da Je
koordinatni podetak praktic¢no stabilan. | |
Ako ma koje rjesenje C(t) jednadine /2°/ za svako R(t,x) iz R ulazi
za dovoljno veliko t u Qi ostaje u njemu, tada kaZemo da jednalina /2°/

posjeduje jaku praktiénu staoilnost /(A6 /.

d/ Posmatrajmo sistem Jednacina

Ny | de - A x + X(4,%) + R, x)
i njegovu prvu aproksinaciju
15/ dT - AT +X(£,%)
gdje je | |
|Ret, )| < vt .
Neka je'
: Po= rup rt) )
N t20 e

A=
. é%p!r(i)di,
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o= /wo(jr (‘s‘)a{’i)z

Ako za proizvoljno £€>0 moZemo odrediti poz1t1vne brogeve‘ﬂ <f takve

ga za rjeSenje (X} jednadine /14/ vaii
|l <€E =za tzo

kada Jje

|| <
i kada je ispunjen jedan od uslova

°h,ch , 2°R.cA 3° R, <A

tada kafemo da je nula rjesenje jednadine /15/ stabilno pri stalnom dejstvu
poreme¢aja ogranicenih /u slucaju 10/; ogranidenih u srednjem /u sluéaju

20/; ogranidenih u srednje kvasdratnom /u slucaju 3?/,/[4]/ .

FUNKCIJA LJAFUNOVA I STABILEOST RIJGEENJA

Sada éemo da se zadrZimo na pitanju kako moZemo ispitati da 1li je neko
rjedenje sistema Jjednadéina stabilno ili ne.

e Prije s;ega ovaj problen moZemo rjediti tako da rjesimo sistem dife-
rencijalnibh jednadina, a zatim da ispitamo stabilnost rje3enja. U ovom
slucaju problFm Jje u tedkodéi i u velikom broju nemoguénosti da se sisfem

 jednaé&ina rjééi. " .

Takodje, stabilnost se moZe ispitati variranjem parametara diferenci-
jalnih jednadina koristedéi racdunske maSine 1 posmatranjem efekata varija-
cija na rjesenje cistema jednadina. Kedjutim, ovakvo ispitivanje osjetlji-
vogti'sistema nije uvijek dovoljno.

| Za ispitivanje stabilnosti rjeSenja i bez rjeSavanje sistema jednacina
~od velikog je znadaja tzv. druga metoda Ljapunove, poznata kao "direktna
metoda ], japunova", koja se direkino primjenjuje na sistem diferencijalnih
jednadéina. . '

Posmatrajmo opet sistem jednalina /2/, tj. sistem
/16) | --_X(t )
gdje je | 1
X(tx)ec(')()) ={—°<> <Lt <roo, hc\<\—\$+co}

1
/D je otvorens oblast koja pripada oblasti Dx*J-/ i X(t 0)= 0/:1(:-0

“Je nuls rJeanJG sistema /16//.
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posmatrajmo funkciju

V= Vit,x) e Cex U)O)

J V(£,%) =V (t,xa, %) /> £dje jo Do={a<t<+eo, I\ cR<H]} CD.

pefinicija. Realna neprekidna funkcija V(& X) naziva se pozitivno de-
finitna u D, ako postoji funkcija W (x)eC (\x\¢A) , takva da je

/11/ | V) 2 W(x)Y>0 za ix\%0,
V(t,0) = W(o) =0,

a ako umjesto uslova /17/ vaZi nejednakost

Vit x) £ - WI(x)<0 za \x\#*0 ,

funkcija V(t,X) se naziva negativno definitna.

"Problem ispitivanja stabilnosti nula rjesenja X =0 sistema /16/ po-
moéu druge metode I japunova svodi se na proucavanje pona.éanja funkeci je
V(£x), funkcije Ljapunova, dufZ proizvoljne integralne krive sistema /16/.

Navedimo sada neke osnovne teoreme I japunova /bez dokaza/ iz teorije
stabilnosti rjeSenja u vezi direktne metode Ljepunova, koje daju osnovne
kriterije o stabilnosti i nestabilnosti rjeSenja u smislu Ljapunova /teo-

~ reme su uzete iz [A\] /.

Teorema I, japunova o stabilnosti. Ako za sistem /16/ postoji funkecija
VL, ®) takva da je: '

a/
/18/ Ve, x) € L (W),

b/ pozitivno definitna,

' ¢/ izvod po vremenu ¢ V(t,’-c) duz proizvoljne integralne krive

oV _ ¢ _3vV_ .
ot = VX ot v &, 3‘JC~ Kele ) &

tada je nula rjesenje =0 (A<t <+oco) sistema /16/ stabilno po Ljapunovu.

- Teorema [,japunova o asimptotskoj stabilnosti. Ako za sistem /16/ po-~
8t0ji funkcija VI{t,x) koja ispunjava uslove:
a/ uslove a/ i b/ prethodne teoreme,

b/ da ravnomjerno u odnosu na + te#i nuli kad xXx—>0 , tj.

/197 Vg, x) i—;o z2a te(te>Q, +o0) wad x—0,

¢/ da je izvod po vremenu t V(t,x) duZ proiz- -ntegralne krive
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gistema negativno definitna funkcija, tada je nula rjedenje X =0 sistema

/16/ asimptotski stabilno po Ljapunovu.

Teorema L japunova o nestabilnosti. Ako za sistem /16/ postoji funkcija
V(£X) koja ispunjava uslove:

a/ uslov /1&/,

b/ uslov /19/,

¢/ izvod po vremenu & \./(t\oc) je funkcije stalnog znaka /\./(t,';c} je
pozitivno ili negativno definitna funkcijea/ duZ proizvoljne integralne
krive sistema,

d/ za neko to,>Q u ma kojoj okolini ||« A (A< HA<H) postoji talka
(to,%e) u kojoj je znak funkcije V(t,x) jednak sa znakou izvoda V(t,x), tj.

V(te,xo) V(te, xa) >0,

tada Jje nula rjesSenje X=0 sistema /1€/ nestabilno u smislu Ljapunova.

Nedostatak teoreme Ljapunova o nestabilnosti rjeSenja je u tows sto
funkeija V(£,%) treba da ispunjava odgoverajuée uslove u cijeloj oblasti
Do . ako izvod V(t;x) u cijeloj oblasti'D, treba da bude stalnog znaka.
Medjutim, da bi utvrdili nestabilnost rjeSenja, u sludaju kada je nestabi-
1nost u pitanju, dovoljno je znati svojstva funkcije V(+,%) samo u nekon
dijelu oblasti D, koji sadrii nestabilnu integralnu krivu. Taj nedostatak
je ispravljen u sljedeco] teoremi Cetajeva, gdje se posmatra , umjesto ob-
lasti Do , samo neki dio okoline koordinatnog podetka /teorema Je uzeta -

iz[43 /.

Teorema fetajeva. Neka za sistem diferencijalnih jednacdina /16/ posto-
ji funkcija V(t,%) koja ispunjava uslove:

a/ ze £ 2+, u proizvoljno maloj ovkolini od X=0 postoji oblast V>°,

b/ u toj oblasti funkcija \ je ogranicdena,

¢/ izvod po vremenu t V(t;x) izradunat duZ proizvoljne integralnb
krive sis+ .- 16/, uzima u oblasti V >0 pozitivne vrijednosti, pri &emu
28 sve L . . .a koje je V(t,x)>dL , gdje jed neka pozitivna konstantu,
ispunjena nejednakost :
Vie,x) 2 €

gdje je £=-L(LY>0. Tada je nule rjedenje X =0 pigtema /16/ nestabilno.
Navedimo sada teoremu o asimptotskoj stabilnosti u cijelom.

Teorema Barbasina - Krasovskog. Ako za sistem /16/ postoji funkecija
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V(.t"x) koJja ispunjavae uslove:

a/ Vig, %) = C'i% (A<t < veo, xebx),

b/ da je pozitivno definitna, A
¢/ da ravnomjerno u odnosu na t teZi nuli i +o0 kada respektivno

V(t.x):tzo kada 1X\—0,
V(t,x\:;-t*oo kada |xX\—> +oo

d/ izvod po vremenu t duf proizvoljne integralne krive V(tJX)je ne-
gativno definitna funkcija, tada je nula rjeSenje A =0 gistema /16/ asi-

‘mptotski stabilno u cijelom /[11] /.

Navedimo jos i teoremu lalkina /uzetu iz{Af}/‘o stabilnosti u odno-
gu na stalno djelujuée poremedaje. ‘

Fosmatraéemo sisteme /2/ i /2°/, tj. sisteme

2 o= _

/20/ , t—-X(t,’.‘C)_,

20’ S dx _

/20°/ _ T =X{t,x) + R, %),

L;'-:gdje je X(t,0)=0.

Teoreme Malkina. Neka za sistem /20/ postoji funkcija Vit,x) koja
ispunjava uslove; : -

a/ uslov /1&/,

b/ da Jje pozitivno definitna,

¢/ da su parcijalni izvodi %%; (£=4,2,---1") ograniéeni po modulu,

d/ da je izvod po vremenu £ V(t,xX) negativno definitna funkcija.
Tada Je nula rjeSenje X =0 sistema /20/ asimptotski stabilno pri stalnim

poremeéajima.

Irolazedi od osnovnih kriterija o stabilnosti rjeSenja, iskazane kroz
navedene teoreme, u teoriji o stabilnosti rjeSenja dat je ¢itav niz kri-
terija o stabilnosti rjedenja jednadina odgovarajuéeg oblika, kao i kri-
teriji o stabilnosti u smislu odgovarajuéih definicija.

Frema izloZenim teoremama mofemo primjetiti da je utvrdjivanje sta-
bilnosti ili nestabilnosti rje$enja relativno lako ako se zna funkcija
Ljapunova Vﬁt;x). No, teskoéa u primjeni ove direktne metode je u odre-

djivanju funkcije 1,japunova za zadani sistem jednadina.
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§3. RETRAKCIJE I RETFAXTI. METCDA RETRAKCIJE

U ovom paragrafu dademo osnovne pojmove o retrakcijama i retraktima,
prema radu [A0] K. Borsuka, a zatim, prema radu [2%] , i izloZiti metodu

retrakcije T. VaZevskog, koja se primjenjuje u ovoam radu.

RETFAKCIJE I RETRAKTI

Definicija.‘Nek-a su data dva skupa A i ® takva da je BCA . Svaku
funkciju £ , koja je unutradnja ? i neprekidna u A , nazivademo funkeijon

koja vrdi retrakciju A u B ako je

/1/ : #(A)'; B
i ako ispunjava funkcionalnu jednadinu
/2/ F($00) = £(=).

Keda jedna takva funkcija postoji kaZe se da je B retrakt od A.

Primjeri:

1. za svaki skup A identitet FI=X je funkcija koja vr3i retrakeiju
A u A : svaki skup je retraki sebe sama. _

2. Konstantna funkcija £(X)=4, gdje je pe A , definisana na A , jJe
funkcija koja vr3i retrakciju A u (4°) : svaka tadka je rektrakt svakog skupa
koJji je sadrii. |

3. Za svako kgn funkcija:ﬁ' definisana u prostorﬁ Rn /n-to dimenzio-
‘nalni Euklidski prostor/ formulom F(Xi X2, Xm, 0,0,)=(%4,%y," ) Xu, °y°-"')"'
“je funkecija koja vrsi retrakciju Ra QRK : svaki prostor Ry je retrakt od
" Ra za x=n.

4. Funkcija f(x)=lx\, koja Je definisana na skupu realnih b'rojeva;.

: R4 y Je funkcija koja vr3i retrakeiju prave u polupravu.
5. Ako je S sfera sa n dimenzija u prostoru Rm, € nJen centar i F

njena granica, funkcija :ﬂ definisana formulama
F(ry=4p za peS, (r) = F'n[cqaj za Pron€S

/U]  je vektor odredjen taikema ¢ i 4 /, daje retrakciju Rnu § : tako
je svaka n-to dimenzionalna sfera retrakt od Rn. '
6. Neka je S sfera sa n dlxnenz13a., ¢ njen centar i F njena granLca.

fGra.nlca. F nije retrakt od S .

v O ——

*
v

)Funkc:.,]u:ﬁ nazivademo unutrasngom uA ako je ona definisana u A i
J8ko je p(AYCA . -

AR
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sada ¢emo da navedemo samo neka osnovna tvrdjenja o retrakc1Jama i

retraktlma, neka sa dokazom, a neka i bez dokaza.

Teorema 1. Da bi unutrasnja funkcija £ u A , koja Je neprekidna u tom

skupu, bila funkcija koja vrdi retrakciju A u ® potrebno je 1 doveljno da je
/4/ -‘f’k'x‘)=x za svako X €D .

‘ pokaz. Ako je £ funkecija koja vr3i retrakciju A u B , tada je po defi-
v niciji f(AM=b, sto povlaci uslov /3/. Dalje, za sveko Xe€®» postoji JE€A
takev da je, prema /2/, $(x)=:?(:{-(‘&\)=f("&\=x. Time Jje uslov /4/ ispunjen.
Qbrnuto, ako unutraénja'i neprekidna funkcija § u A ispunjava uslove
/3/ i /4/, tada, prema /3/, £(x)e P(AYC B  za svako x €A, odakle je,
prema /4/, £(£(x)) = f(x). Dakle, funkcija f vrdi retrakciju Au B .

Teorema 2. Retrakt retrakta nekog skupa A je retraskt skupa A .
Dokaz. Neka suf i Y respektivno funkcije koje vre retrakciju A u B
i ® u C. povoljno je pokazati da funkcija f=W je funkcija koja vrsi
retrakciju A u C . Zaista, funkeija £ je, prema definiciji € iV ,4 unutra-
snja i neprekidna u A , Sta vide P(AY=YC€(A)=YV(®)=( Prema toume, sli-
sgedi P(x)eCc B za svako X €A , odakle je, prema /4/, PL(x)= ‘f’”f-ﬁ(”ﬂ"
YR =Y Fex)=Ye(x)= =f(x} 3to je i trebalo dokazati. :

Teorema 3. Svaki retrakt jednog skupa relativno je zatvoren u tom

skupu. ‘
Dokaz. Neka jed funkcija koja vrdi retrakciju Aub i

/5/ ) | ‘x..\eb (":4,1,--.)’
/6/ ‘e\'/VYL'JCv\ =X A .
. ' n->eo

Prema s/4/ je Xn=Hf(xn), odakle je, prema /€/, X = &_{‘f_‘;\ f(xXn) i prema
neprekidnosti funkcije £ , x=Ff(x)e f(A)=B, &to je i trebalo dokazati.

B T T L T SRR S ARl T R ey s e T

Teorema 4. Ako je skup B retrakt skupa A i skup A je u tadki €B

" lokalno povezan, tada je i skup B u tacki 4 lokalno povezan M.

_ Teorema 5. sljedeée osobine prostora. A pripadaju i ngegovo'n retraktu
B 1 da je neprekidno lokalno povezan, 2/ da sadrii Jjednu 1nvarlJantnu

‘t&.cku. 3

“ skup A kale se da je lokalno povezan u taiki €A ako svaka okolina
' taCke P u A sadrii jednu povezanu okolinu tatke # u A . Skup A je lokalno

. POvezan ako je to u svakoj svojoj tacki.
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Teorema 6. Svaki zatvoren skup koji se nalazi u prostoru A u kome se
moze uvesti metrika i koji je homeomorfan sa Jednlm retraktOm od F{nge

retrakt od A .

Definicija. Apsolutnim retraktom naziva se svaki separabilan prostor.
u kome se moZe uvesti metrika i koji je retrakt svakog od svojih nadpro-

gtora u koje se moZe uvesti metrika.

Primjer. OgraniCeni retrakti prostora Rw su apsolutni retrakti.
Zaista, svaki ograniéeni retrakt od R, , kako je kompaktan, a prema
tome i zatvoren u svakom nadprostoru A u kome se moie uvesti metrlka, Je,

’prema teoremi 6, retrakt od A .

pema. Neka je data homeomorfija A(B)=B,, gdje se B nalazi u topolo-

skom prostoru A . Postoji topoloSki prostor A, i homeomorfija

/1 9.(A) =
takva da Je
/8/ ‘ %Jﬂc)=7ﬂ(7C\ za svako X €B.

Teorema 7. Svojstvo da je jedan skup apsolutni retrakt invarijanta
je homeomorfije.
Dokaz. Neka je B, apsolutni retrakt i f homeomorfna transformacija

B u B,y . Treba dokszati da je B retrakt svakog proizvoljnog nadprostora

A

A u kome se mofe uvesti metrika.
= Frema navedenoj lemi, postoji topoloski prostor A, koji obuhveta B,
= i homeomorfna transformacija.%,koja ispunjava uslove /7/ i /&/. Kao home-

omovyfna slike prostora A u kome se moZe uvesti metrika je prostor A.u

. kome se mo¥e uvesti metrika i 8lijedi
2=h(8) =4(B)CA,.

© No, B, je apsolutni retrakt, te postoji funkcija§ koja vr&i retrakciju
prostora A, u B, .

-Funkcija ., 494 je: .

1/ definisana i neprekidna na A ,

2/ ha$g (MY =haf (AN =ha(B) =

3/ z8.X€B je R4 £G(x)= =Ry :?'?\(oc,) "ﬁ-«'ﬁ("c) xX , jer je, prema /4/,
FA(x) =R (x).

Prema teoremi 1 skup b je retrakt od A .

Primjer. Homeomorfna sllka sfere u prostoru Rn je apsolutnl retrakt.

U praksi se nailazi na tesSkoée pri odredleanJu da 1i je neki skup
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retrakt od nekog drugog skupa ili ne. Za to je od posebnog znalaja svoj-
gtvo invarijantnosti u odnosu na homeomorfiju. Tako koristeéi spoznaju
da granica sfere nije retrakt sfere izvlacimo zakljuéak analogan za sve

skupove homeomorfne sferi.

METODA RETRAKCIJE

Posmatrajmo sistem jednac¢ina

. /9/ » %-;:g‘;(t,'x«."'yxn) (g:g‘g_‘...'n)

i pretpostavimo da vaZi sljededa

Hipoteza H. Pretpostavljamo da funkcije F.(t,Xa, - yXn) realnih pro-
mjenljivih +,%a, -y Xn su definisane i neprekidne u jednom otvorenom
skupu €L koji pripada prostoru od N+4 dimenzije i neka kroz svaku taSku

iz QQ prolazi jedan i samo jedan integral sistema /9/.

1. Neki op3ti pojmovi i oznake *).

Neka je o jedan otvoren skup sadrian u () .

Skup svih iviénih tacdaka od > nazivademo apsolutnom ivicom od & i pi-
‘sademo frontaba(w) /analogno i za ;Ef‘on-‘—qe/&(cn/. |

Skup svih iviénih tadaka od « koje pripadaju Q nazivademo ivicom od
@ u odnosu nb {) i pisademo |

front(w, Q) = Q N frontads(w),
Neka je
w*=exterceur(w, Q) = Q-w — front{w, Q).

Ovej skup nazivademo spoljainjost od & u odnosu na Q.

Neka je P=(T,%,, -, %n) » tatka iz Q , tj. PeQl. 5a R =J(¢,?P)
oznacimo integral sistema /9/ koji prolazi kroz tadku P . Slijedi

J(t,,P) =P kada je P=(4., %, ,R)eQ.

Neka je dat niz tadaka B & Q (v=4,2,...) . Kazademo da niz tadaka B
teZi prema apsolutnoj ivicl od O Pisa_c'e""\‘?
/lo/ , P —> frontads (Q)
kada ne postoji nikakev podniz P“v koji bi tezio nékoj tacki koja pripada Q.

Fostoji jedan otvoren interval (konaéan ili ne) &<t < /¥ takav da je

J*,P)eQ za L<t <y,

—

_ " 0znake su uzete prema radu [2%] T. VaZevskog.
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dok J(&L,P) i J(7,P) ne pripadaju Q1 nego njegovoj apsolutnoj ivici. Taj

lnterval .oznadimo sa A(P,Q) i1i krade sa A(P). Lijevi i desni kraj inter-

vala A(P) oznaimo respektivno sa 4,(P) i & (P) . Ctuda je -
AP, Q) = A(P) =(L(P), A(PY).

ovej {tnterval Je otvoren i vaZzi -oo < L (P) < /3(P) < +roco0,

Meka Je d jedan podskup od A(P), tj. AP, 54 j((f ) oznadidemo
skup svih talaka Q_=j(t,'P) za koje je ted . Skup -_}(d‘,'P) predstavlja,
dekle, luk integrala 'J(t,'P) koji se dobija kada t prolazi kroz skup J .
skup ](P)-](A(P).P) predstavlja integral koji prolazi kroz tadkuP 1 takav

da J(PYc Q).
Skup tacdaks koji obuhvata tacku P /za PGQ/ i sve tadke od J(P) ko_]e

se nalaze desno od P nazivademo desni poluintegral koji polazi od P i oz-
nadavademo ssa
Demi(+)J(P, Q) <& Demity) T(P),
Isto se definiZe i lijevi poluintegral

Yemi(-) J(P, Q) i Demit-)I(P),

'I.-\kosje 'P=('E.,'(’.\---|Pn') e Q , tada je
Demi (I (P) = J(L., A7), P), Demi1T®) =T (L™, 4] P),

e

"Slijedi
Demi (+) J(P) —> Pronta sy (Q) , YemiI(P) —> Frontabs (Q)

- a tekodje za svaki niz %,
'\'.o<'tv </’3’(P\ ) ty'_*/b"(v) s

premé /1lo/, je
. ‘, Ty, P) —> Frontals (Q)

2. Zavisnoét integrala J(t ,P) od njegove pocetne talke.
frees Uz vazenJe hlpoteze H moZemo dati leedoc,a tvrdgen;ja.
b a/ Neka je P,eQ , P.eQ , P,—P . Niz integrala J(t P) u AlR)

teZi skoro uniformno prema J{t,P) kad V->o0 i pide se

oo . Jit,B) == JEP) w D(PQ.

(‘VdJe val,)a re¢i da sljedede osobine imaju mgesta. ako su ¥ 1J dva

;_Mkonacna bIOJa takva da interval [¢,d) c 0(P) tada: 1° podevdi od dovoljno

- vallkog 1ndeksa V 1ntepra1 T, P) je def1n1san za” svako te (¥, ) y 3.
W e A(P,) , kade je Y dovoljno veliko i 2° ne uzimajuéi u obzir .)c’«

dan konadan broj poc¢etnih indeksa y slijedi da
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T, %) = J(,P) w [¥,d7,

tje 7 (t,P,,) tezi uniformno prema J(t, V) u intervalu [?,J] , &to, prema

definiciji rastojanja, moZemo napisati u obliku
17,3 =T, 2l =30 « [, d].
b/ Ako je € jedan otvoren podskup od 0 , ¥ id’ konaéni brojevi, ta-
kvi da je. | |
[¢,d]ca(r), ReQ BeQ B -=P J(lyd],R)co,
téda je, ze dovoljno velike indekse V ,

J(1$,4], %) co .

¢/ Posebno sko je ¥=d i
teA(R) Peo, ReQ, B -7,

tada, za dovoljno velike indekse V , J(%,Py) je odredjen za £=Y% , ili $to

je isto ?eA(?v), 4 ,
| e, P e, I, pY— T (¥, 7).

3. pefinicija sljedeée i prethodne tacke u sluéaju kada vaZi hipoteza H.
) Neka Je P tadka koja pripada wr, tj. PeW® . 5 obzirom na desni poluin-
tegra.l koji polazi od tadke P moguéi su sluca,]evr 1° i1i Demit») I(P)
nema nikakvu tadku zajedniéku sa :ﬂront(w,ﬂ), 29 i1i Demi)1(P) , podev-
51 0d P u desno susreée po prvi put® front(w,Q1) u tadki & . Tadku @ nazi-
vademo "aljededom” tadkom taike P u odnosu na W i Q i sistem /9/ i ozne-
/’
davademo je sa CO'\SQZ(?iw,Q)”, tj.
- 4
QA= conseq (‘P-, W, Q) € '_?roniku),ﬂ.\ .
Analogno se definide "prethodna" tadka talke P u odnosu na W i Q kao

zajednidka taika od Demi (-) J(P) sa Pront (w,Q), ako takva taika po-

stoji, i obiljeZava se asa

antec (?', td',Q\ .

Sea
ombre gauche (@, Q)

Vo . . ' ! . .-- -
¢ozna¢imo skup svih tadaka Pew ;4 koje conseg (P, w,Q) postoji. Ovaj

skup tadaka naziva se i skup tacaka lijevog traga u odnosu na W , Q i

o —

YTadka u kojoj se ovaj susret ostvaruje prvi put postoji, Jer
$ront (w,Q) je zatvoren u odnosu na Q. .

»0Ovu oznaku uveo je Poincare.
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sistem /9/.
gvo nekih odevidnih tvrdjenjas

a/ ombre %aud‘\e (v, Q) cw e, -

b/ Neka je P={te,P,, -+, 1), A=(ta,9sy 19n), PeWw, QE Q.
potreban i dovoljan uslov da je Q = c«:mse'g_(\'—'; w, Q) Jjeste da je

tects, =T, P), J([t.,4.),P) c &, Qe front(w, Q).

c/ Neka je Pew . yslovi
[Demi (TP N Lront (W, Q) =0, Demi WY I(Pycw,

: ’
su potrebni i dovoljni uslovi da conseg (v, va) ne postoji.

4. Tacke izlaza i tacke ulaza.
Pretpostavimo de va¥i bipoteza H i navedimo nove definicije i neka

tvrdjenja koja su vezana za ovoO.

pefinicija. Svaku tadku & za koju postoji taika Pew , takva da je
, .
Q=conseg (P; w,QL) nazivademo tatkom izlaza od W u odnosu na {2 i sistem
/3/. Skup svih tadeka Q ove vrste nazivademo skupom tadaka izlaza od W u

dnosu na QQ i sistem /9/ i oznadavademo ga sa Sortie (w, Q).

k)

a/ Prema hipotezi H slijedi ocevidno

sortie (w0, Q) ¢ front (w, Q} .

1
b/ Neka je Q=(to,Qa,19n)+ Fotreban i dovoljan uslov da Q€ sortie (w,Q)

‘sestoji se u tome da postoji pozitivan broj €. takav da je

j(‘_to"&o, 'to)’ Q,‘) c W ida Q € :ﬁron{'(u},ﬂ) .

, ' pefinicija. Neka je @ =(%o,2a,---12n) i neka a esorte(w,Q), Tadku Q
nazivad¢emo tadkom striktnog izlaza od & u odnosu na {1 i sistem /9/ ako
postoji takav broj £>0 da sve tatke integrala J(Q) koje odgovaraju vri-

. jednostima t iz intervala te<+t < t.*€, su sadrfane u skupu @™ .'Skup svih

tadaka striktnog izlaza od & oznadavademo sa SO R stricte (w, Q).
¢/ Frema hipotezi H slijedi ocevidno
sortie streete (w, Q) ¢ sortie (w0, Q) < front (w,cﬂ'.

; d/ Neke va?i hipoteza H i neka je &= \t-,‘l..':'»‘ln\e‘-f—"°"t(‘4’yQ)- Fotre-
~ban i dovoljen uslov da je @ & soriie stricte(w,Q) je da postoji €.>0 takav

‘f.w da je

J((te-80, %), Q) c W, j((t.,t.+e,],q) c W,

[ EX
g .. .
é Definicija. Svaku tadku R za koju postoji tafka Pe«w takva da jJe.
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R = antéc (P, @, Q) , naziveéemo tadkom ulaza od W u odnosu na € i
gistem /9/. Tacku R nazivademo tadkom striktnog ulaza od W u odnosu na Q
i sistem /9/ ako postoji takav broj €>90 da sve tadke integrala J(R) za
vrijednosti t iz intervala te-€s&t < t. pripadaju skupu w*.
za talke ulaza i tadke striktnog ulaza vaZe analogna tvrdjenja izne-

genim tvrdjenjima za talke izlaza i tadke striktnog izlaza.

5. Neprekidnost transformacije Q= Ff(?P).

Lema l. Neka vaZi hipoteza H. Ako R ew , c_onse'z (P w,Q)GSW{\ZﬂNC"R("’.Q))
tada transformacija ' .
4
QA= f£(P) =consez (P; w, Q)
--je neprekidna u talki Po .
Dokaz. Neka je Pe = (te, o7, -, 1’:3, Py =(ty, 1, ----,49,:') i neka je
P, € ombre g,auc4e(w,a), P, € ombre ?qucﬂe (w,a)’ P,—»P,. Dovoljno je dokazati da

(:onse:z (7, w,Q) — CO“S*’—'Q_(?.', w,Q).
Imamos ty —>to, Po = Jke,P), B =T (,,B), Heka je Q,= conseg (%o, w, Q)
i J(%,P,) integral koji prolezi kroz @, za neku vrijednost T od £ . Frema
tome je
LY, Q, = conseg (7, 0,Q)=T (€, R) +.<«T, (I, ), R)cw.
Kako je W otvoren skup i integral J(%,%) neprekidan po t, to proi-

zilazi da za d'>0 dovoljno malo vaZi
/12/ . j([t,-d‘,'t-d‘])?.)f-“".

Kako je A(Ps) otvoren intervel koji odgovara integralu J(t Po) i &£ (%)

i M (P) 1lijevi i deeni kraj ovog intervala, to jo & (P) «te< T < (%),

Neka je P >0 proizvoljan broj. Prema /12/ i tvrd,]en;,u 4.4/ postOJl
. broj J‘)O tako mali da je
/13y L£(P) < to- d"z.t.a’t-ci‘c'c<'t+d‘<rﬂpo\ ‘

J(Ceo=d", T="] ) cw, T((ro=d, T+d] ?)QQ
J([e-d, ), R) cwr, J((T,2+d], P,) cw”
preénik od ]([’t—ff‘, T+d] , ?o) <.

' Fosljednja nejednskost izraZava da je

/14/

715/ - |7, R) =T, P) <2 o
kada je t;d‘ést'Q’t+({‘, - <ct"< T+d, j v

————

W \'J(i',?,\ -, P,)\ oznadava rastojanje .taéaka J(t’,?.) TR,




Ly

~Kako ty—>t, to je, za dovoljno veliko Vv , prema /13/,

/16/ LR cte=d'c bty <« T=-F<cTaT+d < B(P).
prema tvrdjenjima 2.b/ i ¢/, kao i /13/ i /14/, za dovoljno veliko V,
vaii
J(Le-d, T+, B) cQ, T(t.-d, T-d"] 7)) cw,
11/ J(T-d R)ew J@+d B)ew?,

odakle, érema /16/, Blijedi

e A, ] RY e, T(le, T, ) cw

Prema /17/ luk ]([t’-d"t‘*d‘].?v) sjede Front (W, Q). Neka t prolezi
intervalom [T-d',t+d ] u desno, potevdi od T-d . Kako je Front(w,Q)
zatvoren u odnosu na {1, to, prema prvoj relaciji /18/, postoji vrijednost
0od t , neka je to Ty , takva da je
/19/ J(&y, B) € front(w,Q) .

“Slijedi :
/20/ e-Fetvet+d i T(T-4,T),P)cw.

Uporedjujuéi zadnju relaciju sa drugom relacijom /18/ dobija se

9 (lty,T»), ) c W . Frema ovoj relaciji i relaciji /19/ proizilazi

da tacka J(Ty ,Py) je sljededa od jk’tv ,'P,,\ u odnosu na W, Q) i sistem
. /9/ /prema definiciji sljedece tadke/. S1lijedi ‘ '
i : ) o
- /21 J(%,R) =constg (R w,Q).
Kako je, prema /13/, [t-d, T+ 1 c al®) , to, prema tvrdjenju 2.a/,
vazi sljedeéa uniformna konvergencija

TP =TWKP) uw 8- T+d],

' Dakle, za indekse Y dovoljno velike, éli;jedi da je

O IER) =T, RY) 22 wada telT-d,T+d],
‘odakle, prema /20/, imamo
|30t BY=3(Ts, R < 2.
Nejednakost /15/ daje, prema /20/,
| 3w, Py -3, R)| <2,

g Dakle, imamo

|3, ®) =T, Y\ <272

";.:,,Qdakle, prema /11/ i /21/, proizilazi, za ¥ dovoljno veliko,

B



‘ lConSE.'z(?v ) w,Q) - Cons(g_(?,;uhﬂ\\ < 2? ,

odnosno , , '
conseq, (Pv-,w,O.) —> conseg (7, w Q)

jer Jje ?2 >0 proizvoljan broj, $to je i trebalo dokazati.

Lema 2. Fretpostavimo da vaii hipoteza H i da jJe
P,.: (ty, ﬁ"‘ o, pY) € ombre gauche (W, Q) '
22/ - P= (t, B, B2 € sertie stricte (w, Q)
| PP,

pyrdimo da

723/ c.onse_’z (?V;w,Q\ —> P,

pokaz. Imamo tv—>te, Poew i

j24/ (L, %) =P,

19

Neka je >0 proizvoljan broj. Frema /22/ i tvrdJenJu 4.4/ lako je

) zakljuditi da postoji broj o' >0 takav da je

| j(({e.’cu-d‘],?.)cqr*, T(ke+d, P) e o,
/25/ preénik od J(Lte-d', te+d'],P) <2 .

Preua tvrdgenJuna 2.u/ i ¢/, 1a dovoljno veliko V , vaZi

to J‘<+.v <+.o"‘d\ j([to d\,'t.'Pd\]"P,)CQ ,
& 726/ | T (te-d" BYew, T(to+d), B)ew™,

Frema drugoj relaciji /26/ i kako je J(ty,P)=0P e
edan broj ¢, takav da je

/2T to-d < Ty < to+d' consiy (B, , Q)=T(%s, D).

‘Prema. tvrdjenju 2.a/ slijedi uniformna konvergencija

T, RY = TR w [t tee ]
otuda je |

| 3, RY -3 (%, P)| —O.

28 dovoljno velike indekse VY imamo
[3(T, 2 =T (Tv, P <2,

{prema /25/ Je

~ 17(T, R) =T (¢, P\ <2,

Je

'j([t°~d\' t°*d‘]1 P’) <Q, j([‘t'-d‘: ‘{:;), ?‘) c.(J’

y bPostoji



17(T, %) - T, Pl < 27 ‘

odakle je, prema /24/ i /27/,
| conség (B0, Q) -\ <27,
ito obezbjedjuje uslov /23/, jer 7 mofe davbude i proizvoljno mali broj.
Lema 3. Neka su ispunjene pretpostavke hipoteze H, neka je S=sortie{w,Q))
i pretpostavim6 da je svaka tutka izlaza taltka striktnog izlaza, tj. du je

sortce (W, Q1) =sortiestrcte (w, Q) .

pefinidimo transformaciju QA ="(P) na sljededi na&in
‘€ (PY =conséq (P; w Q) wada Peombre gauche (w,Q)
Ce(P)=P wada Pe§ |

Prena datim pretpostavkama, tvrdimo da transformacija Q="¢€ (P) je nepreki-

dna u skupu

W = ombre gauche («,Q) +5

i da Je
/2€/ \e('P)QS wada PG.W

pokaz. Neprekidnost transformacije\e(?\ zakl juéuje se nepéérednb pre-
me lemi 1 i 2. Relacija /2&/ pojavljuje se kao neposredna posljedica defi-
nicije “C(P) . '
A 6. TEOKEMA I. Neka va?i hipoteza H u odnosu na sistem /9/ i pretposta-
~vimo da je svaka tacka izlaza, u odnosu na @ , Q i sistem /9/, tadaka
_striktnog izlaza, tj. da je
1 /29/ sortce (o, Q) = sortue strocte (W, Q) = S .

Fretpostavimo da za skupove Z i G, vafe relacije:
S.‘CS"ZC.CJ-\-S,\’
/307 Z. NS, jeretraxt od S, '
/31/ . ZN S. neje refravt o 7 .

i1

: Tada postoji bar jedna tatka Po =(%s, %, ---,$°) » takve da jo -
PeeZ-8, i qa ili o "

/32/ consz'z (P°; (,0-' Q) € S-—S‘
Uil | | | |
@g;_f/ss/ o conseg (Po,w, Q) ne postoje . i

'ﬁl .. ’ 13 v L4 2 ~ y ‘ 3 3 5
; (Relaciga /33/ izrefave da je dio integrala desno od P, sasvim sadrian
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wo i ne mo¥e, prema tome, nikada dodirnuti Front (w, Q) . Ova relacija

’ekviv.alentna‘je sa relacijom DemiWYJ(R)ec w | odnosno, sa relacijom

. [Demc (D T(RI] N Front (w, Q) =0.)

pokaz. Pretpostavimo da Je tvrdjenje teoreme netadno, tj. da je

. /34/ Consq_,z (‘P,w’ Q) € S.‘ quq -PE. Z.-S‘\ ;

G k I - |

© 3to znali da'wnsez(?;w,ﬂ) postoji za sve tatke P€ L -S4 . Otuda je
Z -5, € ombre gauche (v, Q)

Frema /29/ imauno
Z =(Z=-5)* ZNS,C ombre 3awche (w,Q) + g = W, tj.
/35/ , Zc W za W = ombre gQu.c/,e (LJ'Qy,\. S.

Iskoristimo transformaciju Q:‘f(?), koja se pojavlijuje u lemi 3 i

xoja Je definisana uslovima
736/ C(P) =conseq (P, w, Q) wada Pe ombre gauche (w,Q) ‘
§;‘Z‘j'/37/ ' Y(P) =P wada Pes,

!

gif,“"rransformacija @ =¥(P) je neprekidna na W /prema lemi 3/, pa je tim prije
: !

?,,meprekidna na Z .
Frema /35/ i /37/ imano

N (P)=P knda Pe ZNSa,

C(PY€S, kada Pe1NS,,

Prema /34/ i /3€/ slijedi
€(P)€S, kada PEL-Sa,

Na osnovu zadnje tri relacije zakljucujemo da je

C(P) €S, wada PeZ i P(P)=P xadg PelNS,,

Kako je ZNS, retrakt od S, /prema /390//, to postoji transformacija

K:UR= Y(Q) koja ostvaruje retrakciju S, u ZNS,. Ova transformacija je ne-
i?>'p'rel;idna. za Q €S, i slijedi da je

/33 ¥(Q) € ZNSy wadta QeS, ¥(Q)=Q wada QeLNS,.

Formirajmo sada transformaciju R=F(P), gdje Jje
F(PY=VC(P).

Prema /38/ i /39/ transformacija R = F(P) Jje definisana i neprekidna .
18 Z i slijedi da je '



o
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IF(P)CZAS,Akada Pel , :ﬁ(P)=P kada PeZNnSs,,

pakle, ove transformacija ostvaruje retrakciju Z na ZNS,, sto je
nemogucée, prema /31/. Otuda pretpostavka da je tvrdjenje teoreme neistini-
to dovodi na kontradiktornost i time se potvrdjuje tadnost tvrdjenju teo-

reme.

7. Froblem o ejzistenciji asimptotskih poluintegrala i granidni pro-
blem. . .

Zadrzimo i ovdje vaZenje hipoteze H.

pefinicija. Foluintegral siotema /9/ /koji polazi od taike P / kuza- -
é¢emo da Je asimptotski u odnosu na skupove Wil ako je on sadrfan u W,

tj. ako Je
/40/ Demi () J(P) c o,

problem o egzistenciji asimptotskog poluintegrala u odnosu na W iQy,
‘Neka je Z. jedan skup takav da je Z € & + 3F"°"t(‘*’;a). Da 1li postoji talka
PeZ takva da’je Demi(+)] (P) asimptotski u odnosu na Wi QL , ili &to
je isto, takve da relacija /40/ ima ujesta ?

Graniéni i)rOblem« NMeka su Z 1 T dva skupa u w-l-‘-?f‘oﬂ‘t(‘ﬂ' QY. pa 1i
postoje dvije tacke AeZ i BeT koje se mogu spojiti dijelom luka Jadnog :
integrala sistema /9/, koji pripada W + front(w, Q) ? ‘ '

U sludaju ova dva problema koristi se teorema 1, koja vodi alternati-
vi da vaZi /32/ ili /33/. Uvodeéi odredjene dopunske uslove u teoremu 1
mofe se iskljuditi ili relacija /32/ ili /33/. Ako relacija /33/ nije uo-
guéa teorema '1 .daje pozitivan odgovor o graniéném problemu /uzimajuéi da
je T=S5-S5,/. Ako, pak, relacija /32/ nije mogucés tada relacijé, /33/ po-
vliaci relaciju Demi)J(R)Y<C @ i problem postojanja asimptotskog poluin-

tegrale u odnosu na @ i (1 daje pozitivan odgovor.

8. TEOREMA Il /o egzistenciji asimptotskih poluintegrala/,

Neka vaZi hipoteza H u odnosu nasistem /9/ i pretpostav1mo da je sva-
k& talka izlaza /u odnosu na ¢, Q i s:.stem /9// tacka striktnog 121&4&,
tJ. da je _
: sortie (w, Q) = sortie stricte (W, Q) =S,

Neka je Z skup takav da je
Zcw+5,
TINS jeretraxt od §

ZNS nije retravt od G



rada postoji bar jedna tacka P, , takva da
' Pez-§,

tj. Pe€ ZNW i da desni poluintegral koji polazi od P, je sadrian u

a’- ) tjn

41/ Demi (M J(R)ew .
pokaz. Stavimo u teorewni 1 da je S,=9%. Fri tome je skup S— S, pra-

zan, te relacija /32/ nije moguéa. Otuda relacija /33/ ima mjesta, & ona,

pak, povlaéi relaciju s/41/.

9. 0 egzistenciji asimptotskog poluintegrala koji je produfen do t=+oo,

pefinicija. Neka su Wi ) dva otvorena skupa i neka WcQl ., Kazade-
mo da ‘-f*"o'\t“l’\ (W) dodiruje Prontadr(Q) iskljuéivo na ravni t=4 /gdje
je & konadan broj ili §=+00 / ako za svaki niz tadaka P, =(tv,hv, ---,10:)

tékav da
P, e€w i P, —> frontad, (w)

slijedi da
'tv > ’e".
Na osnovu svega prethodnog mofemo sada izloZiti najvaZnije ":tv_rdjenje.
TEOREMA IIT. Neka vafi hipoteza H u odnosu na sistem /9/ 1 pretposta~
vimo da frontalbs (@) dodiruje frontads(Q) iskljuéivo na ravni +=% /edje
je_-& konadan broj ili 9 =+o0/, Dpalje, pretpostavimo da je
sortie (w, Q) = sortee stricte (W, Q) =5 |
Z<cw+S
ZNSs je retraxt od S,
ZNS neje retract oo 7,
Tada postoji tadka Po = (to, 5, --,P’) takva da je
P&eZ-5,
tj. BEeZNW 3 g4q
742/ Demi (+) T(P.) € wr,
Ovaj poluintegral je asimptotski u odnosu pa Wi Q i slijedi
/43/ TJERICW kaga tost <d,
Dokaz. Oznadimo sa A(P.\:(&(PJ,/‘&(?J) interval koji odgovara inte-
gralu J(+,P.) . Prema /42/ i definiciji od Demi(®)I(R) slijedi da
T, RYC W kada tost </ (R,
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- pa bi uterdili /43/ treba dokazati da je /ﬁ’(?)o\Z‘P’-. Neka je
oy _ t. < t, < /\a—(p‘,), t, ;—»/}(po) . “
otuda: imamo
| T (ty, B) —> Prontabs (Q)
i prema pretho;inoj definiciji slijedi da
ty, — 4
5to, prema /44/, daje da je b =/4(R),

40. 0 egzistenciji rjeSenja u graniénom problemu,
pefinicija. Pretpostaviwo da su skupovi W i {0 otvoreni i da wcQ.
gazeéeno da Prontabs(w) ne dodiruje Prontals(Q) kada ne postOJl ni jedan

niz tateka B, takav da

Bew, B —> frontﬂev)(ﬂ‘) .

TROREMA TV. Neka va%i hipoteza H u odnosu na s:l.stem /9/ i pretposta-~
' vimo da $rontals (W) ne dodiruje :ﬁrontqfn(ﬂ) . Fretpostavimo da je

isortee (&, Q) = sortee strecte (W, Q) =
i da za skupove Z i T vele relacije:
o TeS, Zcw+S5-T |
ZN(S-T) e retrakt od $-T,
N (s-T) nije retrakt od 1 .

, Pada postoje dvije tadke ¥ € ZNW i Q. eT koje mogu biti spojene
lukom [?,,Q,o] jednog integrala sistema /9/ pri éemu se taj luk nalazi u

W izuzev njegove talke Q.. Ovaj luk &ini rjeSenje graniénog problena.

Dokez. ‘Neka je Sa=6-T. Nije tedko primjetiti da su pretpostavke
teoreme 1 ispunjene. | ‘

Dakle, za svako PEwW wﬁﬁéz("’;w’, Q) postoji, jer -.Fronta% (@)Y ne dodi-
ruje Prontaa(Q), yeka je P=P=(te, 12°, -1 £7) i izaberimo niz 'Q'.V takav
da je: te <ty < A (), ty— MA(R). ctude T (ty,P) —> Frontalns (Q).

Dukle, za jedan odredjen indeks Y = M , prema gornjoj definiciji, je
3k P Q- @, te ée 1uk J([he,ku] P) sjeci front(w,0)
i, prema toms, c,onse_'z (‘\’.; w,Q) postoji, te relacija /33/ nije moguia.
Otuda slijadi : '

' consefz(P.;w,Q)eS-S,."—'-T.

Tadke Po i Q,=Conseg (P, @,Q) ozevidno ispunja;vaju uslove teoreme IV,



Za 6vaj rad od posebnog znalaja bide teorema III koja govori o egzi-
gtenciji integrala J(P) koji ée uvijek ostati u unutrasnjosti odw , a
éa nikada ne susretne ivicu od @ i o moguénostima njegovog beskonadnog
produéavanja /do ivice od ) /. Teorena IV je vaina za odredjivanje ez~
gtencije integralnih krivih na konaénouw intervalu posuatranja.

rreba istadi da je 1. Bertolino u svom radu [6] dao jedan elsuenta-
ran dokaz teoreme ITI T, VaZevskog, bez koriddenja retrakcije, za slucaj
kada se ima Jjedna obi¢na diferencijalna Jjednac¢ina. M, Bertolino je dao
taj dokaz koristeéi pojam Dedekindova presjeka i istakao da se u slucaju

gistema jednadina komplikuje moguénost jednog tukvog dokaza.

Priumjer. Fosmatrajmo "cijev" «ww: 12| < 1, 11«4, —o° <«t<+co.
Ivica 0d W sastoji se od detiri strane E,, Bq , E3 i Eq y koje res-
pektivno pripadaju. ravnima A =-~4, X=+1, P=E-A G Y=AL ,

Fosmatrajmo sistem jednadina

ol oA
OT:_.E= :.e(tnxll})l a_‘%:%'(t'x'})

i pretpostavimo da su funkcije_:ﬁ i @ svuda neprekidne, da kroz svaku

tadku prolazi- jedan i samo jedan integral toga sistema i da Je .-
x-flk,x,3) <0 na E,+E,
(e, %, %) >0 na Ey+E,,
Lako se primjeduje da je skup tadaka strikfnog izlaza
S=E3+E4"E4—Ez

Neka su A i B tadke sa koordinatama (? A ,T:) ’ (?,*4 ,'t) ’ gdje
je 1%\« A, ~coa T<+o. 0znadimo sa Z seguent koji je ograniéen sa
tadkama A i B . gkup ZNS é&ine tadke A i B i skup ZNS nije retrakt od
L. neka je $(Q)=A kada Q€ Eyi £(Q)=B kada Qe E,. Trénsformacija
$1Q) ostvaruje retrakciju S u ZNS . pakle, skup ZNS je retrakt
od S . v ' _ |

Premae tome, na segmentu Z—~S =Z~—~A-B postoji tadka Po takva dau
poluintegral koji polazi od B , produfen u desno od P, koliko god je to
moguée, ne izlazi nikada iz "cijevi" &r . Daklé, za svako t iz intervala

t. <t <+co integral de biti asimptotski ograniden.
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GLAVA I

U ovo] glavi izloZiéemo ukratko moje ranije rezultate do kojih sam-
dodao u magistarskom radu, a koji su objavljeni u radovima [24] i [25] .
' 7e rezultate dademo u paragrafima 2 i 3, a u paragrafu 1 interpretiraéemo

neke rezultate M. Bertolina koje sam neposredno koristio u svome radu.

§1. NEKI REZULTATI . BERTOLINA O ASIMFTOTSKIM RJESENJIKA
DIFERENCIJALNIH JEDNACINA

ovdje éemo izloZiti samo neke diferencijalne jednadine, sa vaZnim, a
na mjestima i veoma zanimljivi:: . - tnykama, kao i tvrdjenja koja su
rezultat specifiénih posmatranja. Lo ¢¢ piti samo neki rezultati M. Berto-
lina koji su mi posluZili keo osnovna inspiracija u radu /rezultati su

“yzeti iz rada =1/.

l. Neka Jje data jednacina
o %(LEE =eOX™ YL, %)  (m=42,).

78 m:zw'(wu,z,---) i za M=2%+A4 (x=0,A --) M. Bertolino dobija bitno

razli¢ite rezultate.
Za funkeiju ¥ (t) pretpostavlja dea je neprekidna za L >t.>0 i da za-

dovol;ava Jedan od uslova:

<< C, (C., C, 8u konstan’ce takve da Je Ca: C1>o)

e«m‘e(t3=+0 ; Leomey=-0 g

41> +00 +£-> + 00

_M‘f’(ﬂ:-i-oo; Lmei)= ~oo

£ > 400 t->+00

za funkciju ¥ (t,Xx) pretpostavlja da je neprekidna u ¢itavoj ravni tO'XZ,

da zadovoljava Lip&icov uslov
| P = Pile, x)) < KIX-x)

/W je Lip8icova konstanta/ u svakoj ogranidenoj oblasti ravni tOX i da

zadovoljava jedan od uslova:
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/2/ 0<N< Yt )< M; -N< ‘l’(tﬁc)<-M; —N<\I’(t,x)<M ,

j1i jedan od uslova:

0 < Nixl < Yit,x) < Mi=x\
/3/ *N\'-C\(»‘?(":."X.}("M\x\, X0 ; \'/(_\.-'03____0’
=Nix\ < ¥(t,x) < Mix|

gdje suM i N pozitivne konstante.
Koristeéi osnovnu {apliginovu teoremu o diferencijalnim nejednakosti-

ma M. Bertolino umjesto jednadine /1/ posmatra komparativne jednadine i to,

u sluéaju pretpostavki /2/, jednalinu

dx _ n
Tt =PRYX" * %

/ ¥ je konstanta/, a u sludaju pretpostavki /3/, jedradinu
ox _ n o,

Kvalitativnu integraciju tih jednadina vrsio je direktnom metodom.
0d svih rezultata do kojih je do8ao, posmatrajuéi jednadinu /1/,

sljedeéih pet teorema su samo ilustracija vrsta tih rezultata.

TEOREMA 1. Za

N=2% (%=12,-); CxPUI<Cy, CC <0 ; 0N <Y (Lt x)<M

/8a ostalim pretpostavkame o funkcijama “P(1) i Y(t,X) navedenim napred/
jednadéina /1/ ima jednu klasu asimptotskih rjeSenja - sva pozitivna rje-
Senja i rjesSenja koja prolaze kroz tadke ose X=0.

TEOREMA 2. Za

; C4$\€H'.§$Cz ,' C4,C,_<o

n= 2% +4 (k=0,4,2 ) ;

i ako je ispunjen jeden od uslova /2/, sve su rjeSenja asimptotski ogra-
niéena.
TEOREMA 3. Za
N=2K+4 (K:O,'\,’L,'-')} C.\S\e('t)$C1, C.‘.C,~<O"
x=*+=0, Nix|< ¥YHE,2)<Mlx\ Y(t,0)=0, )
8va Su rjesSenja asimptotska, pri &emu pozitivna ne teZe, a negativna teZe
nuli.
TEOREMA 4. Za

neax (kean,m) ;) G PR L G, €6 <0 ]



x#0, Nlx| < ¥(t,x) < Mx| ; Y0 =0
gva su pozitivna rjesenja asimptotske i ne teZe nuli i postoji jedna kla-
ga negativnih asimptotskih rjeSenja koja tefe nuli.
TEOREMA 5. Za
n=2% (w=4,2,-2); &f(ﬂ'—:-w , O< N < ¥, x) < M,
gva pozitivna rjeSenja i sva rjeSenja koja prolaze kroz tadke ose =0
asimptotski su ogranidena i ta rjeSenja tefe nuli kad t-—>+<o.

Navedene rezultate ). Bertolino je razmatrao i sa stanovista metode

retrakcije.

2. Neka je data jednadina
/4/ dx - p(t,x) + rt,x)
dt
/neka je jedinost rjeSenja zastupljena u cijeloj ravni +0X/ i neka su is-
punjeni uslovi
-Nx < ¥(t,x) za X<0; Y(t,0)=0
/5/ I (e, ) < (N=2)1x| za x=0 (0<72<N);
lxisd >0 5 rit,00=0,

TEOREMA 6. Fod uslovima /5/ jednadéina /4/ ima jednu klasu negativnih

asimptotskih rjeSenja koja teZe nuli kad t—>+.

3. U c¢ilju davanja primjera za primjenu metode retrakcije, bez uvo-
djenja komparativnih jednadina, M. Bertolino izlaZe nekoliko stavova koji
se odnose direktno na egzistenciju asimptotski ograniéenih rjesenja, a

ponegdje i na njihovo teZenje nuli.
TEOREMA 7. Neka je data jednadina

/8/ | %: aly x +dt,x) + 2R,

gdje su sve date funkcije neprekidne u cijeloj ravni +0x i
|2t <M | o (t,0)=0, |
ettt =y —e (¢, B < Sy | x-%) | Lom gty=o0,

lom alty=& < 0.

£~ +00

Tada su sva rjedenja jednaline /6/ asimptotski ogranilena.
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A

TEOREMA 8. Pri svim istim uslovima iz teoreme 7, samo za & >o , jed-

naéine /6/ ima bar jedno asimptotski ogranileno rjeSenje.

TEOREMA 9. Neka su svi uslovi teoreme 7 ispunjeni uz sljedele izmje-

a=0, alt) ne mjenja znak za t2t">t.>0 i neka je jo3 ispunjen i

StH V20
+ 3400 \Q(t\\ ‘;.a‘;/::\'; Q(‘t\\ O

ne:
uleV

Tada, ako je Q(+)<0 za t>t" , sva su rjeSenja jednadine /6/ asimptot-
gski ogranidena, a ako je Q(+)>0 za t>t", postoji bar jedno ogranideno
rjesSenje. '

JTHOREMA lo. Neka je data Jednadina

.oodx _ayx + o (t,%)
/1 At

/jedinost ispunjena u cijeloj ravnit0x/, gdje je
Jmamw=a<o, llit, o) g ¥ )i, bm yy=o.
’ ) -5 + 0O :

tsirc0

Tada su sva rjeéenja jednadine /7/ asimptotski ogranidena. Posebno,
ako je

soo +%o
&=o0, famolt=-oo) ik"(t)o(t <+00
(4]

sva rjedenja teZe nuli /§to pokazuje preko komparativne jednadine

' = (atty + () x /.

TEQREMA l1l. Teoreme 7, 8, 9 i lo, izuzev tvrdjenja o teZenju nuli
svih rjesenja /teorema lo/, vaZe kada se umjesto X u izrazu Q)X stavi
AT ('\:0.4.’-'"')-

4. 51jedeée tri teoreme se odnose na modifikaciju i uopStenje nekih
stavova T. Pejovida,

T. Pejovié je proudavao jednadinu

/8/ .(";% =YX + £y + ‘C(t.x)

gdje su funkecije Q(t) , P(4) i f(t ,X) neprekidne u oblasti t2t.>0, Ixl<A
i ispunjavaju uslove :

mawy=y, m fy=4 Cto)=0,

+ 400

/9/ 1R, X) —Plex)] < LIX=x| za 34,50 i ‘*\<A,

MWL <A, L<iny
iri~L
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gdje jeM pozitivan broj takav da je 1 |<M za ogranideno rjeSenje jedns~
gine ‘

%% = A1) Xo + P .

TEOREMA 12. Pod uslovima /9/ jednadina /8/ ima, za r>0 jedno asim-
ptoteki ogranileno rjesenje, za <0 sva su rjeSenja asimptotski ogranidena.

ovu teoremu T. Pejovida }. Bertolino dokezuje na jednostavan nadin

xoristeéi metodu retrakecije.

TROREMA 13. Jednadins

1 olx . W) oy o +
/1o/ T f(ﬂx ) + Y, x)
ima, 28 t>t.>0 i |ac{<B , jedno asimptoiski ogranideno rjesenje, pod
uslovima oo
j#(t)dt = (0 (1) «ad Lo, Lim, Pliy=+o0

¢

/funkcija $(+) je integrabilma za ¢>%,>0 , ¢(t) pozitivna i monotons/,
Y(t,0)=0, |¥(t, %) - ¥&,x)| € A IX—x], |

+%0

f’)\.(t)dt =0 (1) xad t—+e0,
+

M
A-&

< B €< (\’x’.\&M),

Y(t,x) je definisena i neprekidna funkcija, A(t) pozitivn& i integrabilna.
Posmatrajuéi jednadinu /lo/, sa stanovisdta metode retrakcije, M. Ber-
tolino je daso sljedede dvije teoreme.

TEOREMA 14. Neka je datae jednadina /lo/ /jedinost ispunjena u cijeloj

ravni+0x/, gdje je (1) pozitivna i monotona funkecija za t2+.,>0 i

Lom Py =t+oo

+~»+o00
W(t,x) definisana i neprekidna funkecije u ravni t0x i
Y(t,0) =0,

gdje je A(t) neprekidna funkcija i

Lem Ay =o0.

+->+00
Ako je

!
t@f«ﬁ%zf)o P lFl M,

tada postoji bar jedno asimptotski ogranileno rjeéenje._lsti Jje sluéaj]

ako je
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TEOREMA 15. Teoreme 12, 13 i 14 ostaju taéne kada se umjesto A(t)x

. gziiac. u desnim stranama jednaéina /8/ i /lo/ stavi respektivno

Q) 'JC”‘M , g((:; "CMM (n=o0,4 EIPA

§2. NOVE MOGUCNOSTI PRIMJENE METODE RETRAKCIJE U KVALITATIVNOJ
ANALIZI DIFERENCIJALNIH JEDNACINA

Metoda retrakcije T. VaZevskog /vidjeti [23]/ je metoda direktne kva-
litativne integracije diferencijalnih jednaéina /kod koje Je zastupl jena
pretpostavka o jedinosti rjeSenja/, a svodi se na formiranje odgovaraju-
éih "cijevi* /pravolinijskih ili krivolinijskih/ i konstatovanjem da in-
tegralne krive ulaze u tu "cijev" ili izlaze iz nje, dobija se zakljudeak
da "cijevi" pripade jedna klasa rjeSenja ili da postoji bar jedno rjeSenje
koje pripada odgovarajuéoj “cijevi". '

ovdje demo da, polazeéi od rezultata M. Bertollna izloZenim u §1,
prikaZemo nove:.moguénosti primjene metode retrakcije u kvalitativnoj ana-

1izi diferencijalnih jednadina, proudavajuéi jednaéine oblika
/Y/ i”&_i(t-ﬁx + O, x)  (n=a2,).

Osnovni doprinos je uvodjenje novih vrste krivolinijskih "cijevi"
/krivolini jskih "cijevi* ulaznih integralnih kfivih/, preko kojih se ut-
vrdjuje, ne samo egzistencija asimptotski ogranifenih rjeSenja, nego i
teZenje odredjene klase rjesenja nekoj konstanti, dok su se slidne “c¢ije-
vi* do sada koristile za dokaz egzistencije bar jednog takvog rjeSenja
/vidjeti (2] i [2])/. Ovom ishodu prethode, naravno, i nova ograniéenja za
funkcije f(t,x) i 4(t,x) koje se daju u obliku dopunskih diferencijalnih
nejednakosti {apliginovog tipa. Na mnogim mjestima funkecije Flt ) i g.(t,x)
se uokviravaju ne konstantama, nego funkcijama dovoljne opsStosti. Kvali-
tativna slika skupa svih rjeSenja Jjednadine /1/ pokazuje se kao vrlo raz-
nolika u tom smislu da jeénadina ima rjeSenja veoma razliditih svojstava.

Takodje su raznovrsni i uslovi koji ovakvu razlititost uslovl javaju.



I

‘}rvo posmatrajmo jednadinu /1/ za N=4 , tj. posmatrajmo jednadinu
1/ 4% - 2leacrx + Gle,x)
/jedinost rjesenja zastupljena u cijeloj ravni tOx/.
S obzirom na razlilite pretpostavke o funkcijame, ?f—('t.\‘x.\ i %,(‘t,’.x;),
xoje daju i kvalitativno razlidite rezultate, razlikovadéemo viSe sludajeva.
'~ Naveséemo samo neke bitno razlidite rezultate.

Sve pretpostavke o funkcijama P(t x) i %(t'-x,) vaziée za t>1.,>0 i \x\<+o0,

TEOREMA 1. Jednadina /1°/, pod uslovima

0 < mMt) < Flt,x),

2
& 19 (b, )| < m),

gdje su M(t)i Mlt) pozitivne i monotone funkcije za L >t.>0 i takve da Jje

M o

Laroo (L) !

ima, za t3%t,>0, bar jedno rjeSenje asimptotski ograniéeno i ono tefi
nuli kad t—>+eco.

DOKAZ. Funkcija f(t,x) odluduje o znaku desne strane jedns.é'ine 1/

z8 one vrijednosti X za koje je zadovoljena nejednakost
Ve, 2yl > \%»(t,'x.)\)
tj. za
19, =)
\xi > 55—
\£(e, )
Kako je, prema /2/,

P, x| mw )

to funkecija :F(’(_,‘Jc} odluduje o znaku desne strane jednacéine /1°/ za

m(t)

<\ > m)

Otuda, kako je f(t x)>0 (t>t.), u oblasti

X200 (L3t

integralne krive imeju pozitivan, a u oblasti

M(+) s
) >te
<= (B2

negativan koeficijent smjera, te integralne krive jednadine /1°/ presjecaju
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krive

Xx=x LB (130

jzlazeéi iz "cijevi" koju one é&ine.
Primjenimo sada metodu retrakcije T. VaZevskog.
Neka je otvoren skup 0 ravan +0x, a otvoren skup @ oblast odredje-

na nejednakostima

M) ASS AR
e, -0 S S M

O8evidno je we.

. . .. M)
5 kup S tadaka striktnog izlaza su tadke krivih X=1% m D >t.)

/prema definiciji skupa tadaka striktnog izlaza/.

za skup Z uzmimo segment [P\, P.] , gdje je P. tadka krive X= ﬁ%\
(£2ts) , a P, tadka krive 'I:‘—‘--”-’—:—g(—% (L2t Vvazi ZcwUS Y,

Skup ZNS ¢&ine tadke Pa i Py .

Z NS Jje retrakt od S, jer je tadka P, retrr;akt krive ‘3(.-—-—:%\%% (tzto)x),
a tadka B, retrakt krive x:-—i"‘”;‘-(% (t>1t,), skup Zﬂs nije retrakt od Z,
jer se ségment [P, P.] ne moZfe neprekidno preslikati na svoje krajeve.

Dakle, prema metodi retrakcije, postoji tatka Ps , takva da je

Poc Z-5=(R P)

Demi (+) ] (‘Po) C W ,

-

tj. integral koji prolazi kroz tadku P» ostaje uvijek u unutrasnjosti od
@ kad t—>+o0o , odnosno, integral koji prolazi kfoz tadku Po je asimpto-
tski ograniéen i teZi nuli.

Na isti nadéin za skup Z mogli smo uzeti neki drugi segment
pri Cemu bi takodje pokazali da postoji tadka P na intervalu (?a','\);),

takva da je
Demi () J(P)) c w |

tj. i iﬁtegral koji prolazi kroz tadku P. ostaje u @ za sve t>ta. . No,
moZe se desiti da se dobijeni integrali poklapaju, tj. da jedna ista in-
tegralna kriva prolazi kroz talke Po i . Zéto i zakljuéujemo da posto-
ji bar jedna integralna kriva jednadine /1‘/ koja je asimptotski ograni-

¢ena i koja teZi nuli kad t-—>+co. FonaSanje integralnih krivih ilustru-

kK Skupovi e , Q , § i Z uzeti su prema radu [=7.
" svaka fg.éka je retrakt svakog skupa koji je sadrii, u kome je mogude

neprekidno preslikavenje.
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je slika 1.
x4

Primjetimo da teoreme 1 va¥i i ako umjesto uslova /2/ funkcije (i x)

i ‘}(t.’iﬂ ispunjavaju uslove

0 <M< P(t,x), ~M) < %(t,x) za x>0 ,

4(+,0) <0,

gdje je M pozitivna konstanta, funkcija M (%) pozitivna, monotona i

73/ om Mty =o0.

r>+00

Tada jednadins /1°/ ima bar jedno pozitivno rjeSenje asimptotski ograni-

édeno 1 ono teZi nuli kxad t—=>~+c0.

TEOREMA 2. FPod uslovima
{242 >Mixel | £+, x)X >0,
. xX 0
/4/ —mI | < gleg,x) <0,
g,(t,o) <0,

gdje je funkcija Mm(t) pozitivne, monotona i ispunjava uslov /3/, jednadi-
na /1°/ ima, za t>t,>0 , sva negativna, ona koja prolaze kroz talke ose
X =0 asimptotski ogranidena rjedenja i bar jedno pozitivno rjesSenje koje
teZi nuli kad t—>+°°- ’ | '
s : - 12t
DOKAZ. Nejednakost [£(t,x)x| >3t je ispunjena za 1x\> m

Keko je, prema /4/, \.&(_E\_’Q_\ < M , to Je gornja nejednakost ispu-

' M
‘njena za || 3> 28 B2 )
Otuda, u oblasti |x\> —@,\7(\3')‘ (£»t.) integralne krive imaju pozitivan



o
M

;_koeficijent smjera. Kako je jos g(t,o)<b , to sve integralne krive koje

ML)

;prolazg kroz taclke krive X = M (+>t.) i poluprave X=0 (t>t)presjecaju te

1inije izlazeél iz "cijevi" koJje Jje odredjena tim linijama, te, prema me-

7 todi retrakcije, postoji bar jedna integralna kriva koja ostaje u toj "ci-

jevin, te i tefi nuli kad +-»+00 /sl. 2/.

g druge strane, za dovoljno veliko + >+t,>t,>0, postoji pozitivan

_proj Lo, takav da je DU LT, 5 da za X < -, (E2) integralne krive

M
imaju pozitivan koeficijent smjera, Sto i1 pokazuje da su sve negativne in-

tegralne krive asimptotski ogranicene, kao i sve one koje prolaze kroz ta-

~&ke ose S =0 (t’rt,)

Dakle, u sludaju rjeSenja oblasti X <0 (L >t,)imamo da integralne
krive prolaze kroz tadke polupravih L =-Ae i X =0 (t=1t,) ulazeéi u "ci-
jev" koju &ine te poluprave, te sve toe integralne krive, kao i one koje

rolaze kroz unutradnje tadke "cijevi" ostaju u "cijevi" kad + > +°0 .,
P

ovaj zakljudak moZemo izvesti i na Jjeziku metode retrakcije.

zaista, neka je @ "cijev" ocdredjena polupravama X =-X. i X=0 (t=1t.),

Kao skup Z uzmimo proizvoljnu tadku iz unutradnjosti u% . Skup & tadaka

‘striktnog izlaza je prazan skup. Z NS je prazan skup i ZNS je retrakt

od &, a nije retrakt od Z /jer se jednodlani skup ne mofe transformisati

neprekidno u prazan skup/. Kako je 7 proizvoljna talka iz & to sve inte-

gralne krive koje prolaze kroz tacke iz ¢ ostaju u & kad £t —>+<0.

xA
\ mt)
x= 2

0
- 2 : :
2, —r A // // // // //
S1l. 2

: Ako u teoremama 1 i 2 pretpostavke koje govore o ograniéenju funkcije
;_%(t,'x,) odbacimo, samo u teoremi 2 zadrZimo znak te funkeije, tvrdjenja

%8%taju tadna samo ako je
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3

—-2(£ =)

Loaroo m:O za svako jx\< +co .

TEOREMA 3. Fod uslovima
—mE) L Lk, ) <-M<0
/5/ mit) < (e ol<n
g, x)yx >0 =0,

gdje su funkcije ML) i ML) pozitivne, monotone, funkcija M(t) ispunjava

uslov /3/, |
. — 4)

16/ f e =veo

J

jednatina /1°/ ima, za t3+,>0 , sva rjeSenja asimptoiski ogranicena, a

par jedno od njih teZi nuli kad t—>+c0.

DOKAZ . Kako je, prema /5/, -‘%Z——::%l‘< =o, to funkcijae Pt ,X) odlu-
duje o znaku desne strane jednaéine /1°/ za2 X\ > X,.

Prema tome, u oblasti X »>2¢, (+>t,) sSve integralne krive jednadine /1°/
imaju negativan, a u oblasti X g-xy (L24,) pozitivé.n koeficijent smjera,
te sve one ulaze u "cijev” koja je odredjena polupravama X = %X, (L>%t.),
pa su i aaimpiotski ogranicdene.

S druge strane, prema /5/, imamo l%(t‘xﬂ mt) , te funkcija (£, )
[#e.0] 7 mw) ©
m {

~odredjuje znak koeficijenta smjera initegralnih krivih u oblasti |x \$/m('-3 2ie),

Kako funkcija Q(t,x) ispunjava uslov @(t X)X >0 (x#06), to integralne

fkrlve u tadkama krive 1= ”L((:;)) (t>t,) imaju pozitivan, a u tadkama krive

Y ma MU . R ... .

S Yoy (t >t,) negativan koeficijent snjera.

- . . . ML)
Prema datim preipostaviama c funkcijama M) 1 MK) funkeija @

E: m

ga

s Jje Pozitivna, monotona i *&MM(H 0, te sve integralne krive, koje pro-
E; Tt (1)

1aze kroz tadke krivih A== ,T,\a\ t2t,), izlaze iz "cijevi" koja je odre-

dJena tim krivema, pa, prema metodi retrakcije, postoji bar jedna koja os-

t‘¥‘~.Je u "cijeviv i teZi nuli. Slika 3 ilustruje ponasSanje integralnih krivih.
Ako funkeije F(£,x) i g(t,x) unjesto uslova /5/ ispunjavsju uslove

—-mt) < ) <-M<0 | - < ZEx)<-Mm(£)<0 28 T<O,

ARy Lo Ok L Y

@(t.0)>o

5°~d& Jednadina /17/ ima jednu klasu neg sativnih integralnih krivih as.:.'npto-

t8ki ogranidenih i bar jedna od njih teZi nuli.

“ Uslove /3/ i /6/ moZemo zamjeniti uslovom {Q;/:L\ %tlS— o
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Sada, éemo zadriati pafnju na sludaju kada su sva rjeSenja asimpiotski
ogranilena, a Jjedna klasa rjeSenja i tefi nuli kad t—>+°o . Za ovu svrhu

potrebne su nam i jale pretpostavke.

TECREMA 4. Jednadina /1°/, za t>t.>0 ima, pod uslovima

Zﬁ(-‘-:,x) <-M<o ,

/1
g (¢, =) < Mty

gdje je funkecija m(}) pozitivna, monotona, ispunjava uslov /3/ i ‘takva da
postoji funkecija E(t) koja je pozitivna, monotona i
/8/ | Im ety =Lom ety =0

4+ —>4c0 L-> o0

i da funkeija M) ispunjava uslov

!
/9/ M-ew) > -8 -y ™,

sva rjeSenja asimptotski ogranidena i jednu klasu rjeSenja koja teii nuli

; kad £+ — + co.

Y Fodrazumjevademo i dalje da funkcija &€(4) ispunjava te iste uslove.

Y Na primjer, neka je: P, ) <-1<0 i g.(t,x\z-%%’g-f.Za funkeije m(+)

i E(t) uzmimo mm:am-_-it. , kXoje oéevidno ispunjavaju uslove /3/ i /8/.
Drugi uslov /7/ takodje je ispunjen jer vaZi %;—:_"3—3—< —1: za +>A 1 za sva-~
ko |xl<+00 . Uslev /9/ u ovom primjeru glasi ':}E'"?:T >;§3: i ispunjen je za

£>2 . rrema tome uslovi iteoreme 4 imaju miesia.



DOKAZ. Nejednakost \$(t,x)-'x\ > 1g-(L 2\ je zadovoljena za \xX\ >

N l‘g’((ix)\ odnosno, prema /7/, za X\ = ml\(,‘t\

7o znaéi da znak desne stirane jednaline /1°/ odredjuje funkcijo i}(‘t“x\

i u oblasti x| >
xrive imaju negativan, e u oblasti ﬁlg._£¥%il Ct>tA pozitivan koeficijent

. gmjera, £to i znali da su sve integralne krive asimptoiski ogranidene.

m&t\ (t>td). Ctude, u oblasti X3 M(ﬂ (£>%0) integralne

":.7' /Sve one ulaze u "cijev' koja je odredjens polupravama A=X X, (L2+,) )
gdie Jje X pozitivan broj takav da Je —m—h(x@- <x, (£21.)./
?, Uzmimo sada krivu
_ M)
/10/ -a.('t)-—T + £(1)
i dokaZimo da integralne krive presjecaju krive A= UMW) (t>t) ulazedi u
weijev' odredjenu tim krivama.

U tadkama krive w(t) (£32t.) integralne krive, zaista, imajuv negativan,
g u tadkama krive —u(t) (£2t,) pozitivan koeficijent smjera. DokaZimo jo3
- da su ispunjene nejednakosti
;. F(t,-uw)- (Fuw) (¢, -uw) >-u'w),
- /11/ .
, e w) - wie) + ¢(t, w) < Wiy .
Prema /7/, /9/ i /lo/ imamo

!

Fitmuw) Fuw) + gl - uw) > Mui) —m) = Mew) > -2 ey =-u'w)
e, wo) w2 (1, %)) < - ML) FME) = =MEW) < 288 4 gy = w),

Diferencijalne nejednakosti /9/ i /11/ su nejednakosti C‘apliginovog
tipa i obezbjedjuju da integralne krive Jjednaéine /1°/ presjecaju krive
.l TUW (t>/JC°) ulazeéi u "cijev" koju one d&ine /sl. 4, gdje smo uzeli da
‘E} je Lo >Ult) (L3t.) /. |

Dakle, integralne krive jednaline /1°/ koje prolaze kroz talke oblagti

lxl< ®) , b2t

¢ine klasu rjeSenja koja tefi nuli kad t>100 , jer i krive *UL) tele
“nuli, |
| “Primjetimo sada da je mogué i sljedeéi slucdaj. )
Ako je
£, > M ; 0< gl ) < mlt) ,

/12/
Fl, ) x <o, XF0,

s SdJe funkecija M(t) ispunjave isie uslove kao i u teoremi 4, tada jednaing
/1 /s za +3t,50, ima sva pozitivne rjesenja as:.mbtot°k1 ogranicena, 2

},
2



SR

o
o

jedna klasa tih rjeSenja, kao i ona koja prolaze kroz talke ose X=0 i
par jedno negativno rjesenje tefe nuli. FPonaSanje integralnih krivih ilu-
Btrﬁje slika 5.

zaista, za X >0 , pretpostavke /12/ su sadrZane u pretpostavkanma
/1, & keko je G (t,0)>0 ,'to i imamo asimpitotsku ograni&enost svih POZi~.
tivnih rjedenja i teZenje ruli onih rjelSenja koja prolaze kroz itadke ob-
1a8ti 0=< X LU (1) (k2t.). 2a X <0 integralne krive ée imati negativen
koeficijent smje}a za acs-f%%ﬂ » te imamo i bar jedno negativno rjelenje

xoje teZi nuli.

x A
X, \ AN A\ \ AN N\ A\ A\

=-u{t)

~
e

-
0
\"N
b o
~N~

51. 4
XA
e \ \ \T \V \\ \\ \\ \\
X =Att)

ty

/]

ade jecdnalina /1°/. ima bar Jjedno rjedenje

.,
v

Sada demo navesti sluda
e¥i nekom broju ¥ razliditom od nule.

C"

881mptotski ogranideno, a koje



TEOREMA 5. Jednaéina /1°/ ima, za +>+t.>0 , pod uslovima

| - Fle,x) >0 9 (t,x)<o0,
el fom ZFEX

{ L ->+o0 _-ﬁ(-t x)

S s

ze. svako |X\<c+e0,

- gdje Je % neki pozitivan broj, bar jedno pozitivno rjeZenje asimpiots

ograniéeno i ono te¥i P kad t = +oo0 .,

: DOKAZ. Prema tredem uslovu /13/, za dovoljro veliko £+ >4%, >+, >o
: pOBtOJe pozitivne i monotone funkcije W(£) i V. (ﬂ/’\h(t\ - rastuéa, V‘z(d—

;,; opadaJuca/, takve da Je

1 /14/ | M) < - L) £ ) P
5 L e,
.1 da Je
: -&/YY\,‘U’('H ‘&/le'\_, (Ly="
+->+00

Otuda, integralne krive jednaline /1°/ imade negativan koeficijent
smjera za X L Valt) t31), o pozitivan za X > V,W) (3t). Integralne krive
" ge ponadaju kao na sl. 6, Sto i obezbjedjuje bar jedno asimptoiski ogra-

g'nic':eno rjesSenje koje teZfi 4 xed £t—+oo.
Koristeédi teoremu 5 moZemo prihvatiti i sljedeée tvrdjenje.
Ako je
o< M« w,‘B(*c,—ac) 0<g,(£,x§<m(t),

T :o ™M

Fmo

b gdje su Qi M pozitivni brojevi, funkcija ML) pozitivna, monotono opa-

daJuéa. i &/mm(t\ =2, bar Jedno negativno rjesdenje Jje asimptotski ograni-

g

a
eno t — — o
6 i ono teZi A

AT

‘ Y Neka je x=%ec (£=4,2,-) /%~ ma koji konadan broj/. Prema /13/
Evaii
i —2(8%) = (c=1,2,..)

: 43 400 ..ﬂ(t,:t.-,\ ) !

Z);f:‘te za svako < (£=4,2,-..) , a za dovoljrno veliko t 2t,>t.>0, postoje po-
;zitivne funkeije Y (£) 1 Ve(d) (£=4,2,---) koje tefed ked L->+eo , gdje
" Je M) (=42, monotono rastuéa, a Vaiclt) (£=1,2,~) monotono opadajudlsa
fUnkc1Ja i takve da Je

Ly < — ST o ¢ =42
Eﬁ Vac (k) < - T, xd ) (4,_.4,1, )

;1 da za funkcije Va(t) i V(1) mofemo uzeti da je

V3 (%) _g}f{mm}, vy (1) = suva{vum}




x A
3
AL=Va (L)
/|
5 % Y
1. 6

Fosvetimo sada paZfnju sludajevima koji obezbjedjuju da sva rjeSenja
jednagine /1°/ budu asimptotski ogranilena i da jedna Xlasa tih rjesenja

tezi nekom broju razlilitom od nule.

TEOREMA 6. Jednadina /1°/, pod uslovima
— ) < £, %) < —-mMmatt) < 0

! 0 <. M4 t3<%,(t,'x_)<m,.(t),

gdje su funkcije M,t), My (+) , Ma4) i Malt) pozitivne, monotone i
bom m, () = Lomma () = a
£ >400 ) ?

t > 400

16
ad Lovn m, ()= om ma ity =4

+t-»+o0 + %400

/a i pozitivni brojevi/, takve da postoji funkcija €(+) i da funkcije
MY y Mg (1) , Mmalt) 1 My(t) ispunjavaju uslove

S ] m'\(t’ j’
ML) B + BN > (m“_f(t\
/17/
| — ML) £ ) - £ < (’“‘m
ey )

ima sva rjeSenja asimptotski ogranilena, a jedna Xlasa rjedenja teZi bro-

Jju = kad t->+eo.
DOKAZ . Primjetimo da, prema preipostavkama /15/, integralne krive
imaju pozitivan koeficijent smjera za X < rmﬁ% (£ >t,) -

Neka je

Uy = LAl —2(1) .
MA (“"—3



o4
&

pokaZimo da integralne krive presjecaju krivu L =alt) (t2t)) vod
xoeficijentom smjera koji Jje veéi od koeficijenta smjera te krive.

Zaista, prema /15/ i prvim uslovom /17/, imamo

P08, Uate) - UL () + @ (1, 40)) > = /ML) ALY + M) =

=My ele) > (2R Y ey = ey

S druge strane, preme /15/, integralne krive imaju negativan koefi-
cijent smjera za X, > Male) (t=+.).

. M4 (1)
Neka je

2 (1) —-—_—Mz(t\ E.('t)

Frema /15/ i drugom uslovu /17/, vaZi

(L, UalH)) Up (1) + G {1, Ual)) < =M, () Ualh) + MY =

= —m, (1) EL 220 Y oy = U
(1) €0 < (M-Lm) + &' (1) L&)

§to pokazuje da integralne krive presjecaju krivu X=uU.(t) (t>1,) pod koe-
ficijentom smjera koji je manji od koeficijenta smjera te krive.

Integralne krive se ponaZaju kao na sl. 7Y, gdje je broj Xe>Uqlt)
(£>te).

XA
Xy
L
[+
7 V4 / L / / / y A
0 o 7 7 7 7 7 ~7 7 £
sl. 7

- monotono rastuéa, a el

3 T M) s Motk Cri o, ndaiude ili ob
)F 2 2 mogu biti obe monotono opadajuce 1Li obe
Funkeclje ) 1 A t) mog jo)

monotono rastuée ili jedna monotono opadajuéa, a druga monotono rastuca.

N R v o . . + -3(;) M2l . . Malt)
Bitno je da vaZi relacija: malx) _ &%, . Uzeti da Je ——

J J MY < £(t,x) M4 (1) . (L)
monotono opadajuéa daje najSiru moguénost za

funkeije f(t,x) i qltx) .



~\....l
(3

g1ijedi zakljudak, sve integralne krive jednadine /1°/ ulaze u "cijey"
xoja je odredjena polupravama X=0 i X= Ko (t=t.), te su i sve asimpto-
taki ogranicdene. Takodje, sve integralne krive koje presjecaju krive alt)
1 Uale) L2t ulaze u "cijev” odredjenu tim krivama. Freme tome, sve in- .

tegralne krive koje prolaze kroz tacke oblastil
Ual) £ X £ U, (O , © 2%,

ostaju u "cijeviv Xoja je odredjena krivama U.lk) 1 Upe) (£3t.), te i

. . . . R S
teZe broju —'%— y Jer krive U.(L) i U (k) teie — .
Na osnovu teoreme 6 i napred proudenih rezuliata moZemo dati i slje-

deée rezultate.

1° pod uslovima
fle,x)Y<-M<o0, 0<« 2t x) « m(1),

2 (+,%) > a

0
Fle, ) RS

gdje su@ i M pozitivni brojevi, funkcija m(t) pozitivna, monotono opa-

dajuéa, ispunjava uslov

Mmtﬂ:Q,

+t-%»400

takva da postoji funkcija E(+) i da Je |
=M™ g (1) = M-et) « M

. v . 2 N ] . . N o
jednaéina /1°/, ze t>2to >0 , ima sva rjesSenja asimptoiski ogranicéena, a

Jedna klasa rjeSenja i teii %\— kad &> +°0.

2° ako Je
-mt) < £, ) <0, o(t, X)L —m) <0

(£,2)
—C 2 — EASTEO N
<TI0 )
gdje je C pozitivan broj,funkcije ) 1 Mt) pozitivne, monotone, 2
funkcija 24 monotono rastude i
m ()
. Mm(t) _ c
Lo roo ML)

1 takve da postoji funkcija £(t) i da je

. ]
L (£)-E(e) + &2 > (-’3—‘—9

ML) )
tada jednadina /1°/ ima, za t>t,>0 , sva rjeienja asimptotski ogranide-

na, a jedna klasa rjeSenja i teZi —C kad t—>+co.
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PRIMJER 1. Jednadina

olx - s‘.’“{x—%‘-‘x, 4 2ttCorx
olt + LA

jme, 28 t 21, sva rjedenja asimpiotski ogranilena, & Jjedne klesa rjefe-
 pja i tefi broju 2 kad t->+eo. ' '

uslovi o jedinosii rjeSenja su ispunjeni. Ovdje moZemo uzeti da je

My = t:‘_?' , m, (LY = -2 My = .3'._'5:_4_

matey= X224 ey =4

pa je
-2 _A = S _ . A
“4“‘5—? T2 F g MW= 2y oo

gsvi uslovi teoreme 6 su zadovoljeni za L 2>M Jovdje je a=4 , 4’)-:2,/, te

je i navedeno tvrdjenje talno.

Na osnovu proudenih rezultata moZemo dati sljedede vaino uvopsStenje.

TECHEMA 7. Ako umjesto jednadine /1°/ imemo jednadinu

UNFA

Z‘%:ﬁ(t.x\-x # gl x) (n=0,4,2,),

t

teoreme 1, 2, 3 i 5 vaZe i u ovom slufaju u potpunosti /samo kod teoreme
[ L3 L4 - e . rd v 1“44 -
5 asimptotski ograniceno rjesenje ¢e da tezi L5 uvmjesto ‘&/, a teo-

rema 4 vafi samo ako funkcija M) umjesto uslova /9/ ispunjavae uslov

i . '
191 ' = M-E() < {\ RS +£(t))

i teorema 6 va¥i samo ako funkcije /M,L), M) , Malt) i Malk) umjesto

~uslova /17/ ispunjavaju uslove

!
2.NaA
A(t\' ": _____ml\('t) hand )
m £(x) >( Al € () ,

!
QINM[ |
—ma () E ) < Q Mmalt) am)
my, (L)

PRIMJER 2. Jednadlina
k3
odx . €7 -2t 3. smi
olt t R

'z8 +%2 , ispunjava sve potrebne uslove, te, za t>2 , ima sva rjedenja

-asimptotski ogranilena, a jedna klasa rjefenja i teZi nuli.

&




zaista, dovoljno je primjeiiti da Jje u pitanju primjena teoremsa 4 i

7, te da, za >4 i \x\<+00, vaZi

a

6> 2+ A A
—_— s —_A = - Lue | A -
Y <= M, \£1+x1\< T = My,

. 5to odgovara uslovinma /7/, a za EL-\-_\:{‘E ispunjen je i uslov /9°/, jez: vasi

—it—- <(7%)' za L4 .

ponaéahje integralnih krivih ilustruje sl. 4, gdje treba da stoji A, =2

i u(t\-—“-f/:%—— .

Ir

Fosmatrajmo sada jednadinu /1/ za sluda] n=2 , tj. jednadinu

J1"/ ' %’%‘ = £t X)) x* + (4, )

/jedinost rjeSenja je ispunjena u cijeloj ravnit0X/.
Ovdje éemo tabelarno prikazati samo neke rezultate koji proizilaze iz
toga 5to umjesto X imamo C* . Dokazi tih rezultata u principu su sadrfani

u dokazima rezultata 1z I.

Jednadina /1"/, za £t 2t,>0 i |x\<+e0, ima, pod uslovima

o
1 0<M< fltx) [atex)| <N, g(t0)<o

/M i N su pozitivne konstante/, sva negativna rjeSenja, ona koja prolaze

" kroz tacke ose X =0 1 bar jedno pozitivrno rjeSenje asimptotski ogrenideno.

(o]

2
[£(6, =)\ >M | |3£,)\ < N
P, x)x <0 x*o0,
sva rjedenja asimptotski ogranidena.

o ' '
3 0<M<1‘i(t,x3<m(a, -N < g, ) < =Mk) <0 z2a X<O0

9L, 0)>0,
gdje funkecije MI(t) i ML) ispunjavaju iste uslove kao u teoremi 3, jednu

klasu negativnih rjesenja asimptotski ogresnidenih, a bar jedno od njih te-

Zi nuli.



N N

4° za x =20
[, %)) > M- 1) . Fle,%x)x >0,
1, 200) < mtey 1=y |

gdje Jje funkcija Mm(+) pozitivna, monotona i tezZi nulil kad {-»+20 , bar

jedno rjeSenje asimptotski ogranideno i ono teZi nuli.

o]

> 0< M- 1% & e ey | =m) 1) <G e, %) <0 | %0,

3
oy <o

i . o » o . 0 * 3 v * L]
/funkcija m(+) ista kao u sludaju 4/, sva negativna rjedenja, ona koja
prolaze kroz taike ose X =0 asimptotski ograniena i bar jedno pozitivno

| rjeSenje koje teZzi nuli.
6°
M< 3,0 <My M) <\ gt o\ <N,

e, <) 2 <0, ot x) x>0, X0

/funkcije m(t) i M) su iste keo u sludaju 30/, sva rjeSenja asimptotski

ogranifena, a bar jedno od njih teZi nuli.

o]
7 2,0\ >M g, < mw)

Fle,e)-x <0, X*0,

gdje je funkcija mi(t) pozitivna, monotona, teZi nuli kad +t->+e0 , takva

da postoji funkecija &(&£) i da Je

)
M-E(&) > -(\/-’—"—&9 +em)

. sva rje3enja asimptotski ogrenilena, & jedna klasa rjeSenje i tefi nuli.

& qe(t,'x.) <-M<0, 0<glex)< M)

- /funkeija MI(}) ispunjave iste uslove kzo u 79/, sva pozitivna rjeSenja
asimptotski ogranilena, a jedna klasa tih rjeSenja, kao i1 ona koja prola-

26 kroz talke ose X=0 i bar jedno negativno rjesenje teZe nuli

~

(o]
2 e )>M >0, —mi) < glt,x) <0,

_ Slx) a
fey ~ M 29

- 8dje je funkcija M%) pozitivna, monotono opadajuéa i tefi @ kad t->+eo,

 8Va negativna i jednu klasu pozitivnih rjedenja asimpitotski ograniéenih,
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: . P ™ . .. a
g bar jedno pozitivno rjesenje tezZi broju 1/7;r

10° Ako funkeije £t) i 9lex) ispunjavaju iste uslove kao kod te-
oreme 5, onda asimptoiski ogranilena rjeSenja su: sva negativna i Jjedna
 xlasa pozitivnih, a bar jedho pozitivno rjeSenje teiZi V?; /sl. &, gdje
56 X 2 V(E) (£3t.)/.

GC% \\\
Ny /\ N\ e
;; /
: 5 4 I e N N—
+, I
g
L %o / ;7 Y S R— /
P s1. 8
g 11° ako funkcije P+, x) i 4(t,x) ispunjavaju iste uslove kao kod
%~tebreme 6, gdje samo umjesto uslova /17/ treba da su ispunjeni uslovi
, .
v . malt) -
M) - € (L) >( ) em) :
- ne/

i 1
Malt)
— E(C L) > '
Mo ()€ t\<( e T )
- onda asimptotski ogranifena rjeSenja su: sva pozitivna 1 jedna klasa ne-
“‘gativnih, a jedna klasa tih rjeSenja teZi broju \/%% » 1 bar jedno negae-
: tivno rjesenje koje teii-—\/g;. ' :
...... U ovom sluéaju integralne krive jednaline /1"/ imaju pozitivan koe-

‘Picijent smjera u oblasti

-



< - ML) :
L/ =224 tt,
‘x| < \/ Ty o T2t

U tackama krive

('t = &i—(-t)“'" 2z To
w ey =/ TAD —ewy  (e2t)

integralne krive imaju pozitivan koeficijent smjera i veéi od koeficijenta

gmjera te krive: prema /15/ i prvom uslovu /18/ vaZi
£ (£, ) U3 () + Gt Ualtd) > M) ELR) > UL,

S druge strane, integralne krive imaju negativan koeficijent smjera

u oblas+ti ©
~x Malt
I\ > i 0 B2te
U tadkama krive 5
— [ MMalt) (t2t.)
U, (1) _.‘/;Mm + E(L) >

integralne krive imaju negativan koeficijent smjera i manji od koeficijenta

smjera te krive: prems /15/ i drugom uslovu /18/ vaii

Pt Ua o) G ) + G, Ualt)) < = M, (£)-E(1) < UL (1)

pakle, integralne krive se ponaSaju kao na 8l. 9, gdje Je broj o> U ()

(t2t,) , 8to 1 pokazuje taénost tvrdjenja.

A
TN

~

Q




9

Na osnovu proudenih rezultata moZemo prihvatiti 2 .. - s uopStenje.
Za Jjednaéinu

%'_';(t'x)"xzn -\-%,('\'..x) (n=\|q_..,,)

vafe ista razmatranja u potpunosti kao i za jednalinu /1"/, samo umjesto

tamo odgovarajuéih drugih korjena ovdje bismo imali 2n-ti korjen.

Na osnovu navedenih rezultata lako . je primjetiti da su moguéi i mnogi
modifikovani sludajevi, kao i to da se navedeni rezultati mogu primjeniti

i na Jjednaéine drugih oblika.

§3. NEKI REZULTATI T. PEJOVICA SA STANOVISTA METODE
RETRAKCIJE SA DOPUNAMA I UOPETENJIMA

ovdje éemo da posmatramo neke rezultate T. Pejoviéa, a koji se odnose

na jednaé¢ine oblika

ig':_ Y"x-\-:ﬁ(t\'
olt

dx _ '
i ey,

dx
dt

o[ .
ﬁ:amx + F(1) + g (£,%)

/vidjeti [13] , str. 130-143/, sa stanoviita metode retrakcije, koristeéi

=vx + Y+ gy, ),

posebno rezultate date u §2 . Novim pretpostavkama o funkcijama koje ude-
stvuju u jednadinama bide date dopune /bicde navedeni samo neki od moguéih
sluéajeva/, a zamjena &lanova ¥X i a.'(t)'x, sa respektivno *X" i a()yx”
(r!:d,i,--—) ~donosi i vaZna uop3tenja.

Uzimajuéi iste pretpostavke /u nekim sludajevimas/ ili odgovara jude
/u nekim drugim sluéajevims/, podesne za primjenu metode retrakcije, ga-
gledademo rezultate koje nam nudi metoda retrakcije i iste uporediti sa
odgovarajuéim rezultatima T. Fejovida. Cvi rezﬁltati na nekim mjestima
bide uZi, a na nekim mjestima i Siri /uz iste pretpostavke/, & bide i slu-
¢ajeva na koje se ne mofe primjeniti metoda retrakcije, kao i onih na koje
se moZe primjeniti uz uvodjenje dopunskih pretpostavki.



Posmatrajmo jednadinu
71/ °‘°°— rx+ Pty

gdje Jje Y konstanta, a :ﬁ(t\ neprekidnae funkcija realne promjenljive +3>+,>0
i koja ispunjava uslov

y =0.
/2/ PR AN

Proudavajuéi opiti integral linearne jednadine /1/

rt t-rt c + Sﬁé't#m olt |
X =0 (C “'é‘oe -ﬂﬂdt) = “e—\r‘t -

T, Pejovié daje sljedeéu teoremu.

TEOREMA A, 2. 4° ako je ©* negativan realan ili kompleksan broj r=§+0-4
sa negativnim realnim dijelom < 0 , tada sva rjeSenja jednadine /1/ teZe
nuli kad +—*>+c0, tj. opSti integral jednadéine /1/ teZi nuli kad t—> +o0 .

9’ Ako je ¥ pozitivan realan ili kompleksan broj v =€+£¢ sa péziti—
vnim realnim dijelom ©>0, tada postoji jedan integral jednaline /1/ koji
teZi nuli kad t—>+eo,

3% Ako je ¥ imaginaran broj V=484 ili nula (9 =0), tada postoji je-

dan integral jednadine /1/ koJji teZi nuli kad t-+o0, ako je ispunjen uslov
F_oct
jé: -f(‘h\o{.{ = o (4) waol +-»+00
o0

Dalje, 7. Pejovié primjeéuje da eko funkcija :@(t\ umjesto uslova /2/
ispunjava uslov |
Lom Py =4

’

Layoo
gdje je 4 brojna konstanta, da se tade ﬁxoie nepisati
ﬁ(-&.\—‘—‘% s ACAN

gdje je funkcija f (1) neprekidne i

Lo £, 1y =

+->+00

te da jednalina /1/ postaje

Y sa A, oznalidemo teoreme T. Pejoviéa, a moje sa By.
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Al f—f—t‘= rae + b+ £y

ili p.bslije smjene 'JC.=’}+A, gdje je Ar+ B4 =0 (r=+0) )
of |
O—L%’= vy o+ L

Kada rjeSenje ove jednadine teZi nuli, tj. keda je a'/W\"&_':O y tada
+ 400

rjedenje jednadine [Aa] tefi —:&—- (r+0), t3.

‘&.'/WL Xx=A=- —é— .
t>+r00
Sada éemo da jednadinu /)/ proudimo sa glediSta metode retrakcije'.

Za ¥ éemo pretpostaviti da je realna konstanta.

TEOREMA B, . Jednacéina /1/, za t>t, >0 , pod uslovom /2/, ima:
a/ za Y <O , sva rjelSenjs asimpitotski ogranicdena;
b/ za ¥ >0, bar jedno rjedenje asimptotski ogranideno i ono teZi

nuli kad t—>+eo.

DOKAZ . Clan vX odredjuje znak desne strane jednadine /1/ za ¢\ > \ﬁ(:\“v

a prema uslovu /2/, za dovOljno veliko t >+to>ti>0 postoji pozitivan

broj X. takav da je ‘—"?\-(-thl < Mo , te &lan rxX odredjuje znak desne sitra-

ne jednadine /1/ za Ix\| > %o (t 2t.).

Otuda, u sludaju v< O u tadkama oblasti X > Xe (t2+t.) integralne
krive imaju negativan, a u tadkama oblasti X <& -Xe (L=%.) pozitivan ko-
eficijent smjera , te su i sve one asimptotski ogranidene ~ sve one ulaze
u "crjev" koja je odredjena polupravama X = * Ao {(t=zt.).

DokaZimo sada i drugi dio teoreme.

Kako funkcija $(+) ispunjava uslov /2/ to, za dovoljno veliko L =t.>
>+ta >0, postoji pozitivna funkcija V(t) koja monotono teZi nuli kad {->+co

i takva da jJe

- Bl « vy
/3/ A < X

Prema nejednakosti /3/ &lan VX odluduje o znaku desne strane jedna-
gine /1/ za 1%\ 2 Vv{) (t»t.), te u sludaju ¥ >0 integralne krive imaju
pozitivan koeficijent smjera u tadkama oblasti X 2V() (L2t,), a nega-
tivan u oblasti X £-v{(+) (t=2t.) i ponaZaju se kao na sl. 1 §2, gdje
umjesto krivih ’3C=t%% treba da stoje krive X =t Vv{), tj. integra-
lne krive prolaze kroz tadke krivin ¢ = V() (£2%.) izlazedi iz "cijevi”
koju éine te krive. Otuda, prema metodi retrakcije, postoji bar jedna in-

tegralna kriva koJja ostaje u toj "cijevi" za t >t te Je asimptoiski
g J J J J .’ 9]



ogranicdena i teZi nuli kad Lt-—>+eco .

U sludaju ¥ <O sva de rjeSenja jednadine /1/ da budu asimptotski
ogranidena, a jedna klass rjefenja i da teZi nuli ako funkcija F(x) pored
uslova /2/ ispunjava i dopunski uslov, $to éemo dokazati teoremom B,

Neka funkcija #(£) , za t3t,>0 , ispunjava uslov

/47 Lyl < mey

gdje Jje funkeija m(t) pozitivna, monotons i
Lo, mixy =0

/5/ -E-»Too )

i neka postoji funkcija €(t) koja je pozitivna, ‘monotona i

/6 bom €1y = te_x)'/::_} eey=0 "

1> 40

i takva da funkecija m(t) ispunjava usiov

/1 rr e =) > - ).

TEOHZMA By . Pod uslovima /4/, /S/, /6/ i /T7/, jednadina /1/, za t>%t.>0,
ima za ¥<0 gva rjedenja asimptotski ogranidena, a jedna klasa rjedenja

i teZi nuli kad +-— +oo.

DOKAZ . Kako Jje, prems /4/, REIS! < ”\‘:‘? , to broj ¥ odredjuje znak
\r

desne stirane :jednadine /1/ za \0c\>,--'11-v5,—t-‘— .
Neka Jje
ue) =- 20 & ey,

. oblasti X <~ut) (£2ts) integralne krive imaju pozitivan, a u
oblasti X 2 UL) (L21,) negativan koeficijent smjera i integralne krive
presjecaju krive X =xUW) (t>t.) ulazedéi u "cijev' odredjenu tim kri-
vana .

Zaista Je .
routd) + ) < w () .
jer je, prema /4/,
Fu) = £) < YUl M) = el

a prema uslovu /7/ Je
ey <« iy,

Na isti nadin pokezuje se da je i

M da.lj'e, u ovom paragrafu, podrazumjevacemo da funkcija €(X) ispu-

njava te osnovne uslove.



€%

M

roCuw) « gy > - vy,

Dakle, integralne krive se ponaSaju kao na sl. 3 §2, gdje samo umje-

+ M)

sto krivih X = X (o trebe da stoje krive X = UL, sa koje se vidi da

Bve integralne’ krive ulaze u "cijev" odredjenu polupravama X = £, (t21t))
/X je pozitivan broj i takav da je M(1) < Xo (L2%e) /, te su i asimptoteki
ogranicene, kao i da sve one integralne krive koje prolaze kroz talke ob-
lasti —w(L) £ 2 £ UL) (E2t)ostaju u "cijevi® koja je odredjena kriveme.

x=*ult) (£2t,) i ¢ine klasu rjeSenja koja teZi nuli kad t —+eo.

Tvrdjenje a/ teoreme B, /sludaj r<o0 / je slabiji od tvrdjenja 1°
teoreme A, T. Fejoviéa, jer obezbjedjuje samo asimptotsku ogranicdenocst
svih rjesenja, dok kod T. Fejoviéa sva rjeSenja teZe nuli, a da bi jedna
klasa rjedenja i teZila nuli treba da funkcija #(t) ispunjava i dodatni
uslov /4/, te da je ispunjen i uslov /7/ /diferencijalns nejednakost Ca~-
pliginovog tiﬁa/ - teorema Bg. U sludaju Y >0 tvrdjenje po metodi reira~
kcije /tvrdjenje b/ teoreme 5,/ je jale utoliko Sto ono govori o postoja-
nju bar jednog rjedenja koje +teZi nuli, dok T. Pejovié govori o postoja-

nju jednog takvog rjeSenja ". U sludaju vy =0 imamo jednadinu dx = f+)
ot

na koju nije moguée primjeniti metodu retrakcije, jer se ne moZe formirati

potrebna “cijev".
U sludaju kada funkcija f(+) unjesto uslova /2/ ispunjava uslov

m fay=9H , gdje je 4 brojna konstanta, metoda retrakcije se mole
i tada direktno primjeniti na jednadinu /1/. Tada bismo formirali odgovae-
rajuée "cijevi" na isti nadin kao i pod uslovom /2/, & tom razlikom S8to

bi ulogu { -ose igrala prava x:——%’,—, $to de se jasno vidjeti u nastavku

ovoga rada.

PRIVJER l. Jednadina

olx A
=~ -
olt T

za t>Y4 , ima sva rjedenja asimptotski ogranilena, a jedna klasa rjeSenja
i tezZi nuli kad t-—>+eo.

cvdje je r=-4, ;f.(-t\z.--’%. Uzmemo 1li da jJe
-2 =4
: . « . s s 1 lasi A--2 >
uslovi /4/, /5/ i /6/ su olevidno ispunjeni, uslov /7/ glasi —| ~ 3% o

. i zadovoljen je za t24 /sl. 1/.

Cod Y 7. rejovié je svuda isticao postojanje jednog rjeSenja, a ne bar
‘adnog. .
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II:A

Posnatrajmo sada jednadinu

dx
g v ——ayx + It
/€/ T f ),

gdje su a(t) i F(£) neprekidne funkcije realne promjenljive + >t,>o0

i koje ispunjavaju uslove

/9/ ;@_s"/:\;\oa(t)':-\f‘,
/lo/ &V}O}P(t3=%’

gdje su v 1 % brojne konstante.

Funkcija Q(t) moZe se napisati u obliku

aty = r+ o"(t),

gdje je d'(+) neprekidns funkcija i

L/W\.O’\(t) =0'

t>+e0
pa se jednadina /8/ moZe napisati u obliku

/8/ Z%:roc+$m+0’(ts*x,.

balje, neka je ¢, ogranideno rjeSenje jednacine
1’ dxo —
/1°/ ) el roce+ £ty

za t3t,>0 , tj.

el <M za tzt.>0,

gdje je M fiksiran broj /T. Pejovié/.
Koristeéi gornje pretpostavke i polazeéi od rjeSenja X, jednaline
/1’/ T. Pejovié posmatra niz funkeije

La(t), Aalt), X (£)

’

kao sukcesivna rjeSenja jednaline



) | _. |
-5%':: =0 X+ L) + Y Koy

j1i u integralnom obliku
tf (< —rt
xm=€"( §E prde v ) + e {6 fieyxndlt
° t,

odnosno posmatrs red

o
x = xo + Z (:rw\— ‘xm_,\>
=A

/posmatra kada taj red uniformno konvergira i predstavlja rjeSenje jedna-

gine /8// i dolazi do sljededeg rezultata.

TEOREMA Aq. Jedne.ca.na. /8/, za t21,>0, ima:
a/ u sluéaju 1° Y, sva asimptotski ogranidena rje3enja;
b/ u sluéaju 20, jedno asimptotaki ogranileno rjesSenje;

el k3 o - 3 . -4 » w v
¢/ u slucaju 3, jedno asimptotski ogranideno rjesenje, pod uslovom

40O

S‘d\(t)\dt = 0(1) wad t-»+eo .
+

Posmatrajmo sade jednadinu /8/ koristeéi metodu retrakecije.

vazi sljedeéi stav /za r pretpostavljamo da Jje realan broj/.

TECREMA B,. Jednaéina /€/, pod uslovima /9/ i /lo/, za t>1.>0 ima:
a/ 28 r<0 , sva rjeSenja asimptotski ogranicens;
b/ za r >0, bar jedno rjesSenje asimptotski ogranideno i ono teii-;:

kad t—»>+co,

DOKAZ. a/ .Dokaz ovog tvrdjenja je isti keo za tvrdjenje a/ teoreme B4.'
b/ Uzmimo da je H<0 , za { >0 dokaz bi bio slilan.
Xako je, prema /9/ i /lo/,

-y __ b

r>+00 ali) v

to je, za dovoljno vellko t>te >4450, funkclJa —-ég%% pozitivna i postoje

pozitivne i monotone funkcije M (t) 1 Ylt) / () je rastuéa, 1, (1) je
opadajuéa/, takve da je
MV{{)_MV‘({)——&—-

L~ +v0 +>aoo

i da Je

V() <--£—%% < Vpld) .

vidjeti teoremu 4,.



Otuda,. nejednakost Q(L) X + £(+)<«0 je zadovoljena za X < Vilr) ,
a neJednakost alty e« PY>0 za X > > V() » tj. u tatkema oblasti :c<v(ﬂ
(+>+e) integralne krive jednadine /&/ imaju negativan, a u tadkamn ob-
188ti XX 2 Vp(d) (t>‘t.,\ poz:.t:.van koeflcn.,]ent smjera. Integralne krive ge
ponasa,]u keo na sl. 6 §2, gdje samo umjesto {. treba da stoji -—f{- s te pre-~
me metodi retrakcije, postoji bar jedna integralna kriva koja ostaje u
wcijevi* koja je odredjene krivama M(x) i Vatt) (&2t , te i tesi -&

xad Lt -»+c0.

Ako dovoljno ojedamo pretpostavke o funkcijame Q)i f(+) moguée je,
u s8luéaju v<0 , tvrdjenje da su sva rje3enja asimptotski ogranicena, a
aa jedna klasa rjeSenja i teZi -—-‘5\3—.

Uzmimo da funkecije Q@(tyi (1), za =2+, >0, ispunjavaju uslove

=MLty < A(t) < - mMmy(+) <0,

11
/1Y/ 0 < Malt) < F(£) & Malr),

gdje su M, (£), My(t), ML) 1 M,(+) pozitivne i monotone funkeije, da jJe

Lo ) = Lom m,(Ly= —-r  (r<0)
t>400 )

4300

2/ ‘ ,&mmﬂ(t)-&ﬂnmz(t) A (4 >0),

t5+00

takve da postoji funkcija E(X) i da je

!
. 4 ! Malt )
M ALY E(LY + EY >( )

113/ ,
Ma (t)

My (L)

—L(R)-E &Y = 814 < (

sada Jje moguéa sljedeéa teorema.

‘'EOREMA By. Pod uslovime /11/, 712/, /6/ i /13/, za =%, >o y Jjed-
1adina /8/ ima sva rjeSenja asimptotski ogranifena, a jedna klLasa rjeSenja

. te3i & xad t-saoco.

Dowoz teoreme je isti kao dokaz teoreme 6 §2, samo umjesto -%_- ovdje

2

Mamo =~z . |
Ako umjesto drugog uslova /11/ funkecija F(+) ispunjava uslov
L emt) < P (R) < - M) < 0 |

. sve ostalo ostane isto kao kod teoreme By, onda su, takodje, sva rjesenja

L (4>0),

jednadéine /8/ asimptotski ogranllena.,' e jedna klasa rjeSenja teZzi

Uporedimo sads rezultate teoreme By i B, sa odgovarsjuéim rezultatima
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7. Pejovicéa /teorema A,/. U sluéaju Y<O , pod istim pretpostavkama, ime-
mo 1 ista tvrdjenja /ovdje je to tvrdjenje a/ teoreme B/, a uz ojacane
uslove /11/, /12/ i /13/ imamo i Jjale tvrdjenje /teorema B,/, koje govori
ne samo o asimptotskoj ogranidenosti rjeSenja, nego i da jedna klasa rje-
senja teZi —%% , Sto je i1 rezultat viSe. Za r>0 , pod istim pretpostavka-
ma, tvrdjenje b/ teoreme B, jade je od odgovarajuéeg tvrdjenja T. Fejoviéa,
jer itvrdi ne samo postojanje bar jednog asimptotski ogranilenog rjesenja,

nego i da ono teii __%; . U sluéaju r=0, tj. kada je

/14/ forpay=o,
da bi mogli primjeniti metodu retrakcije treba da funkeija i(t) ispunjava
uslov
Lom =0 "

/15/ Wity =o Y,
da je 2

—F(t) _
/16/ £=wro00 ALL)

i da funkcija Q(+) ima stalen znak za £ >+to>0. U ovom sludaju, prema
teoremi Ba» jednadina /8/ ima, za Q(t)< 0, sva rje3enja asimptotski ogra-
nidena, a za Q(t)>0 , bar jedno rjeSenje koje teiZi nuli.

Na osnovu teoreme B, moZemo prihvatiti i sljedele tvrdjenje.

Ako funkeije Q(t) i f£(+> pored uslova /14/, /15/ i /16/ ispunjavaju
i dopunske uslove

QL) < =M (L) < 0
[ £ < Mty

gdje su funkcije Mi(t)i Mm{t) pozitivne, monotone, teZe nuli kad t>+o0 i

mly _ 4
{-» 400 /VV\(+.3 4

takve da postoji funkcija &) i da je

|
/M &) €LY + £ > —(-’—",,;‘-EQ ,

onda jednalina /8/ ime, za t>t.>0 , sva rjedenja asimptotski ogranilena,

a jedna klasa rjedenja i teZi nuli kad t->+eco.

PRIMIER 2. Neka je data Jjednedina

cit __(3,_4) 1:*'§F; tx

Yovaj uslov podrazumjeva i T. Pejovié, jer pretpostavlja da je X,
ogranideno rjesenje jednadine x! =V Xe+Ff(t), a f(x) da ispunjave uslov 140/,



Uzmemo 1li da Je

m,.(t)=2.——i—_- , Mly=2+3 , €Y=

M =4-4 y

t

) May=4 -2

svi uslovi teoreme g, su zadovoljeni za t 245, te su sva rjesenja jedna-
¢ine asimptotski ogranicdena, a jedna klasa rjeSenja i tefZi broju 2 (j':—«,

{‘,:2.) . Integralne krive se ponaSaju kao na sl. 2, gdje je

= 4.4 = 2 &3 A
Ualt) =2 ¥ T3 T L —2.+{____3 YT
:tlk\ w(t)
4 \ \\ L\ \\ s\ \\ Ne—
e &
2 == Ve R
Z. Z /. V4 V4 4 P
0 A5 4 V4 4 F4 4 7 _t’
Sl. 2
II
Posmatrajmo jednacinu
27 f(—"i:r'x: + £() + L (£, ),

olt

gdje je r konstanta, £ ) neprekidna funkcija za £ 2t.,>0 1 ispunja.va uslov

/18/ Lom £ey=4,

Lt>+o0
gdje je § konstanta, g,(t,"-’c) za £t>+,>0 i \2c\< A ispunjava uslove
/a/ definisans i nepreki_dna,
ney o/ F(t,0) =0,
se/ 1360 -g (e, )| < Lix-x\
gdje su A i L pozitivne konstante. Dalje, neka je X, ograni&eno rjééenje
jednacine | ’
olx

/1/ —f‘=rx,+$(t\

za Lt 2 t.>0, tj.



/20/ | 1Ll M 22 t2t,>0

dje Jje M pozitivna konstanta. /To su pretpostavke T. Fejovié
g J
Posmatrajuéi jednelinu /17/, na glilan naéin keo i jednaéinu /&/, od-

nosno Jjednadinu /8,/, T. Pejovié dolazi do sljededeg stava.

TEOREMA As. JednaCina /17/ ima, za t 2t.>o0:
a/ u sluéaju 10, sve asimptotski ogranidena rjeSenja, pod uslovima
/19/ 1
181
/21/ L< I8y, Mo S A

b/ u sluéaju 2°, Jjedno asimptotski ogranicieno rjesenje, pod uslovima
/19/, /20/ i /21/ ;
- ¢/ u sludaju 30, jedno asimptotski ogranideno rjeSenje, pod uslovima
/19/ 1 '
/22/ ‘ L<1, M2 <A

i ako niz funkcija oo

em =(Y:__&“. ‘[(ﬁ‘t)m-d \’Xo('t)\d't (M=4'q_,...)

ispunjava uslov '
Emt) =0(1) vad t-3>+oc0 (m:d").'...)

i uniformno konvergira.
Prema navedenim pretpostavkama o funkciji g}btﬂﬂ moZemo uzeti da jJe
= . ]
723/ g (t,%) Rt X)X za X0 Y

gdje funkcija Alt ,x) , za t>2t. >0 i Ix|« A , ispunjava uslove
/a/ definisana 1 neprekidna,

/24/

sy 1Rl < L

Zaista, prema uslovima /19/ je
g, ) < Ll
pa je _
19 = (At 1] < Lixl v Aol gL,

Tako éemo umjesto jednadire /17/ posmatrati jednadinu

Y»za x=0 jednadina /17/ glasi ' = f(+), te ponadanje integralnih

kxrivih zavisi od F(t).
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/17./ %E_z_(\ﬂ.\_ﬁ(t'fx))-’ﬁc +‘,£H‘.3.

Razlikovademo dva osnovna sludaja: Y0 i ¥y=0, jer to bitno utide

na ispitivanje jednadine /17°/.

A. Neka je r¥0 i neka je
/20°/ 1l g Ma <M,
gdje je X, ogranileno rjeSenje jednadine /1°/ za Yt =t.»>0 , &2 M4 i M gy
pozitivne konstante, kao i

N M.
/25/ Lelnl, Moo €A,

g§to odgovara pretpostavkama /20/' i /21/ T. Pejovida.

''EOREMA Bg. Jednaéina /17°/, za t2%te>0 i Ix\<A, pod uslovima /18/,
/24/ i /25/, imas
a/ za ¥<0 , sva rjeSenja asimptotski ogranidena;

b/ za ¥ >0, bar jedno rjeSenje asimptotski ograniéeno.

DOKAZ . Clan (V‘ +‘9\(t,x‘;)-’r je nosilac znaka desne strane jednacine /17'/

1Ly .
i . k
=8 V> ir + Rte, N Kako Je
lpeen) o VEUON < VRGN

Ir+ Bt,ol - el =\A o)l ey — L

_ #(t)\ Lol N ry M. L 4
”\ y \r\—-L =~ My \ry\—L < \r\i-L '

to za dovoljno veliko t>+t.>%t. >0 postoji pozitivan broj x, takav da Jje

1R \r)
L XN, L Ce———
Ir o+ A (k200 <M w\-L

Otuda, za A, < V3¢\<A (t2t), ¢lan (Y‘+£\(t.‘—‘c3§-‘x Jje nosilac znakas desne
strane jednadine /17°/ /r+ At x) ima znak kao i r jer je L <\vrl/,

slijedi zaxkljudak, u sludaju Y<O integralne krive imaju pozitivan
koeficijent smjera u oblasti ~A <X &-2€4 (t=4)), a negativan u ohlasti
xXag X< A (k2t.), te su sve integralne krive, koje prolaze kroz tadke ob-
lasti \2e\ < A (t=+t,) asimptotski ogranidene; u sludaju V >o0 iﬁtegralne
krive imaju negativan koeficijent smjera u oblasti —A <X £—X, (t2t,), a
pozitivan u oblasti X, < X <A (£2t), te posﬁoji bar jedna integralna .

kriva koja ostaje u "cijevi” koja je odredjena polupravama X =+, (t2to)

/8. 3/.

Yuslov \-v‘\il\ < M,<Modgovara uslovu /20°/.



XA
A
x, pd Z ya Z ya
7 7 7 7 7
i tb/ \/ \/ ¢
-x, \\ \\ \\ - N
~A
S1. 3

‘sada éemo proxic“:iti sludajeve koji obezbjedjuju da asimptotski ogra-
niéena rjeSenjas jednadine /17°/ tefe nekom broju kad t—>+=.

Neka funkcije Alt, ) i f(+) pored datih uslova ispunjavaju i uslove
26/ 0< M, (L) < R, x) < Maty),
727/ 0 < Malt) < £(2) < Myt

gdje BU M,L(+) , M4y (k) , ML) 1 Mm,(4) pozitivne i monotone funkecije i koje

ispunjavaju uslove

28/ bLmomanss mm,y=a marg L,
/29 Lo matey —&./WL/V\.';.('(:\‘ 4 L2 m, <M
t> 400 t- 400 ’ irt ’

/a i 4 su brojevi: axo0 , >0/, takve da postoji funkeija €(t) i da je

!
(f‘+ fma(ﬂ)- E) - E'4) < Malt) » ’
v+ Mt

/30/

;
(r+mao) ey - ety <= (=228 Y
v+ /Mz(‘h)

TEOREMA Bg . Jednadina /17°/, za t>+t.>0 i VxXI<A , ima;

a/ za r>0 , pod uslovima /1&/, /25/, /26/ i /28/, bar jedno rJesenJe
asimptotski ograniéeno i ono tezZi —-,;—‘g‘_;-a kad t—=>+o0;

b/ za Y <0, pod uslovima /6/, /25/, /26/, /27/, /28/, /29/ 1 /30/,
Bva rjeSenja asimptotski ogranidena, a jedna klasa rjeSenja i teZi - —a

kad t-»>+co.

DOKAZ. &/ Neka je § <0 , tj. £ley< 0 za dovoljno veliko t=2t.>t,>o0.

Prema /26/ vail ocjena



o 150 < — R
T+ M () rox Al x) v+ e

a prema /18/ i /28/, za dovoljno veliko t2t.>t >0, postoje pozitivne i
monotone funkcije Wlt) i () / Pa(t) - rastuéa, V¥, () - opadajuda/,

. y 4 _
koje teie — g kad t-»+oco, takve da vaii relacija

) e
7t - £ 4...__'1_3&-\____ 4_.__ie___— < V5 (1)
() < Vo Mg (L) v Al ,x) ¥ 4tk *

i da je Ya(t) < A 4)..
(t . . )
Za A < ...;.%ﬁ;) y odnosno, za —A <X L U(t) (1-_>,1__\, integralne krive

imaju negstivan, a za - _F odnosno a Vv < >
imaj & , R iy » 28 IS LA (21),

pozitivan koeficijent smjera i imamo sluéaj kao na sl. 6 §2.

b/ Sada, prema /26/ i /27/, vaZi ocjena

_omatyy R £ — Ml
Y+ Mut) v+ Alt,x) r 4+ Mo x)
iza —A<cx -0 wot)integralne krive imaju pozitivan, a za
I‘+/W\.\(+J

m:.(t} R S 3 3 1 d

-_——t L« >t\ Y, negativan prvi izvod.
Ty <% A (L2to)
Neka je

: Ma () M)
U (2 RPN £, () Frma)

/Ze dovquno veliko t>te>t.>0 vaii Y ()<Ay/
Prema /26/ i /27/ imamo
4
(r+ Rt i) %) £ 210 > (Fe maled) €ale) + Male) =

=~(r+ fm,.m)- (ALY

& kako je, prema prvom uslovu /39/,
—(r+muw) ey > ULy,
to Je
' (F+ AL, Uate)) wate) + F) > UL

tj. integralne krive presjecaju krivu U,.lt) ({=t,) se prvim izvodom ve-

éim od prvog izvoda same krive Ualt).

) rakva funkeija Valt) postoji jer vaZi relacija
£e) :{’F‘t’\. iry AR em A8 <
v

-— <, M . .
¥ 4 MaKY e\ & Malk) * ey -L ir\—-L
Yrekva oblast postoji jer vaii relacija |
_Mmalyy \ mﬂt\\, \ry < M, oM <A
ramaly) r Ary =gty \ry\—-L \r\—L



xX A

A \

Xy \\ = NG, . N e
A, (1)

3
r+Q
QA(t\
/
G ry // // ,I ,/ ,/ ’I ‘L:
Sl. 4

Sliéno, prema /26/, /27/ i drugom uslovu /39/, nalazimo da Je
(r+ Rt M) U lt) + £0) < Uy (4 |

8to pokazuje dé, integralne krive presjecaju krivu uU,(t) (t=t,) sa prvim
izvodom manjim od izvoda te krive /sl. 4/.

Na osnovu izvedenog moZemo dati i sljededée dopune teoremi Bg.

19 Ako je B=0, onda u sludaju ¥ >0 asimptotski ogranideno rjedenje
tezZi nuli. ‘

2° ako funkcija $(+) umjesto uslova /27/ ispunjé.va uslov

=Ma() L Flk) < = My(+) <0

/ovdje jJe t%:?(ﬂ:-'&’ H>0/, a sve ostalo ostane isto kao u teoremi
Bg,» onda Bu sva rjeSenja jednacine /17°/ asimptotski ograniéena, & jedna

s .
r+Q

klasa rjeSenja i teZi
3° Ako funkcija Alt,x) ispunjava uslov

‘&'/Wl‘g.(t,90=-q za svako |x|<A (QSO),

£ 400

onda uz formalnu modifikaciju uslova teoreme Bg moZe se pokazati da su

sva rjedenja asimptotski ograniena, a jedna klasa rjesSenja i teZi -':e_”_q-

PRIMJER 3. Jednadéina

2t +A4 & xX
'y £+t

9_(_"’5 ==2% %
At

za t>/A2 (Az4) i Ixi< A, ispunjava uslove teoz:eme Bg, te ima sSva rje-

Senja asimptotski ogranidena, a jedna klasa rjesenja i teZi broju %— kad t-»4+20
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B. Posmatrajmo sada sludaj r=0, odnosno jednalinu
/11/ i‘a—t—z. ﬁ(t,x‘;-‘.}:-&-i(t).
ot
U ovom slucaju T. Pejovié je umjesto uslova /21/ uzeo uslove /22/,
Kako je funkcija ‘ﬁlt,ﬁf-’) nosilac znaka desne strane jednaéine /17"/

|EAEM
Ve, 20

treba uzeti da funkcija ﬂ(t,’x.) ispunjava uslov
/31/ [ Ate, )\ >a v,

gdje Je @ pozitivan broj i a<L /zbog /24/ /b//.

za \x\ > i kako ispitivanje jednadine izvodimo za \x\<A , to

Prema tome imamo

2N [#69) _ m A < M.
1 (200 a < Mg

Sada éemo umjesto uslova /22/ uzeti uslov

A2
a .

A
/32/ , M- A
i tako obezbjediti da funkcija daxxfunkakjx ﬂit;x}bude nosilac znaka desne

strane jednadine /17"/ u oblasti \—%ﬂ"‘$ lx\< A (t>1), pa se metoda retra-
kcije moZe primjeniti i u ovom sludaju.

Jednaéina /17"/ po obliku je samo specijalan sluc¢aj jednacine /1/ §2,
koju smo posmatrali, zato se i neéemo posebno zadriavati na njoj. Nsvedi-

mo samo nekoliko bitno razli¢itih rezultata bez dokaza.

Jednadéina /17"/, 28 t>t.>0 , ima, pod uslovom /32/ i pod uslovima
o
1 0<a<hlg,x), IFWI<sM <M,
bar jedno rjeSenje asimptotski ogranideno.

o

° A(t,x)<-a<0, ) eMi<M,

sva rjeSenja asimptotski ogranidena.

0]
3 0<«a < Alt,x), Mf(t):o'

+ ~» 400
bar jedno rjeSenje asimptotski ogranideno i ono teZi nuli.

8]

4 A, x) < -a <0 £l <M,

M Umjesto ovog uslova mofe da stoji i uslov |A(t,2)1>mat), gdje je
/mMalt) pozitivna i monotona funkcija koja tezi @ kad t—»+oo.

Hhyslov |f(x)) < My<M odgovara uslovu /20°/.



gdje Jje funkcija mt) pOzitivha, monotona i

Lo miey=o

+t~>+00 v
i takva da postoji funkcija €{+)i da je
at EWIF Q- gL > - M)

sva rjesenja asimptotski ogranifena, a jedna klasa rjeSenja i teZi nuli.

0
> 0<ca < Ale,x) < Mix),
lfl< My M| Lirm Lery=4
+ -5 200 H

gdje je ® realan broj, a mit) pozitivna, monotono opadajuéa funkcija i

Aom m(v) =a, M1 <L | trto>o0

t5+co

bar jedno rjeSenje asimptotski ogranideno i ono teZi -%%-

o
6 —M(t)<'4(t,x)<~0.<o’
0 < Malt) < Fley < Malt)

gdje M(+) ispunjava iste uslove kao u sludaju 50, a funkcije Milt) i M, )

pozitivne, monotone i _
dom mae) = bom mary =4 (4 >0)
t->+o0 t % +oo ’

maty s My < M

i neks postoji funkcija €(+) takva da funkcije /Mit), Male) i Maly) is-

punjavaju uslove )
] Y\
me) e ey > (Y

a ey +a gty > - MmhLi(vy,
s

—

sva rjesenja su asimptotski ograniéena, & jedna klasa rjeSenja i tezi T

U slucéaju Jjednacdine

733/ I zacyx + 2k + Gk,

gdje je Q(1) neprekidna funkcija za 1 >1,>0 i koja ispunjava uslov
Aty = v

/34 L, :

a funkcije f(+) i 9.(t,x) ispunjavaju iste uslove kao u jednadini /17/,

T. Pejovié preporuduje da se ta jednatina napisSe u obliku

dx _
Te = TX I Y ),

gdje je
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Vi, =) =€, =) + pyx

735/ Q) = 1+ Pl
& {(t) neprekidna funkcija i
/36/ m/r)(‘\:) =0 ,

te konstatuje da se njeno ispitivanje svodi na 'ispitivanje jednacine /17/,

I M. Bertolino je prouc”:ia.vao jednaéinu /33/ primjenom metode retrakci-
je direktno na tu jednadinu. Polazeéi od uslova /18/, /19/, /34/ i /25/ |
M. Bertolino vjeSto dokazuje da jednn&ina /33/ ima, u sluéaju Y<O0 gya
rjesenja asimptotski ogfaniéena, a  ludaju ¥>0 bar jedno rjeSenje

asimptotski ogranideno /teorema 12 ., a za dokaz vidjeti u [2] str. 1o4/.

Ako uzmemo u obzir /23/ i /35/ jednadinu /33/ moZemo napisati u obliku
%’:ﬁ = (r+ peor+ Aoy T+,

a na osnovu datog proudavanja jednadine /17°/ moZemo konstatovati da za
ovu jednaéinu vaZe ista razmatranja kao i za jednacinu /17°/.

Zaista, unjesto ‘f\(‘t,‘x-) u jednaéini /17°/ sada imsmo /fp(+) + f\(t,x)',
a kako funkcija #fo(t) ispunjava uslov /36/, a At x) uglov H?\(t,’x.\\é,\_,
gdje je LL<\¢l za V=0, a za r=0 uslov \Alt,20)\>a , gdje je a<l<4
to ista trtiranja koja su vaZila za funkciju 4%0&96\ vaze i za funkciju

pe) + Alt, ).

2

Sada uporedimo dobijene rezultete, koji se odnose na jedna&inu /17/,
sa odgovarajuéim rezultatima 1. Pejoviéa. Teorema By daje iste rezultate,
uz iste pretpostavke, & uz ojadane pretpostavke imamo teoremu Bg, koja |
predstavlja bitan rezultat za jednadéinu /17°/. U sluCaju r=0 T, FPejovié
uzima dodatne uslove /vidjeti teoremu A, c// i obezbjedjuje jedno asim-

‘ntaki ogranidéeno rjedenje, dok se dodavanjem uslova /31/ obezbjedjuje
~uost primjene metode retrakcije /rezultati 1° - 60, koji se odnose

ng jednadéinu /17"//.
Na osnovu proudenih rezultata moZfemo dati sljedece uopStenje koje
se odnosi na posmatrane jednaéine.’ '
TEOREMA B3. Ako u jednainama /1/, /8&/ i /17°/ &lanove rx, A(t)X
i (r'+‘9\(t,’x.))'x_- zamjenimo respektivno ¢lanovima
r.x““, ate)x M | (va ﬁ(t,x\)'ﬁtz“ﬂ (n?__o,q,z‘---),

vaze i tada tvrdjenja koja govore o asimptotskoj ogranidenosti rjesenja,



kao i ona koja govore o postojanju bar jednog rjeéenja koje teZi nuli ili

N . 4 / an~a anea
— —= , odnosno — 1i -—- /
2 oy samo ovdje blsmo imali r+q_

Takodje, vaie 1 tvrdjenja koja govore o teZenju jedne klase rjeSenja nuli,

.-—?‘-.‘-— ili - 'rﬁq , samo ako uslove /7/, /13/, /3o/ i /25/ zamjenim? res-

pektivno sljededéim uslovima:

|
in+A
rewy < |y -2 . em)

MAEY- €Y D> C /’:‘Y\“‘:% E(i\)

MY -Ex) > — C"” T em) :
1

}
“(remase > (YA )

R R (i == ew)

Y 4 malt)

L(\V‘\, 1.“M’V\'\ff\mL <A

I11

A. U svojstvu primjera navedimo tabelarno samo neke bitno razlicite

rezultate jednadine

/37/ ‘;‘L:_V‘x + ),

gdje je ¥ realan broj i f(*) neprekidna funkcija za € 2t.>0 . Ako je
o
1 r<o, £(t)>0 « dom fxr=o0,
D _
sva pozitivna, ona koja prolaze kroz taCke ose =0 8u asimptoiski ogra-
nidena i bar jedno negativno rjeSenje koje teZi nuli.

r>0, mﬁ(ﬂ:—'& (&>0),

20

sva negativna i jedna klasa pozitivnih rjesenja su asimptotski ogranidena

i bar jedno pozitivno koje tefi V—'&' .

o
3 _ P
P<Q, 0 < v

< mx) )

gdje je Mm(t) pozitivna i monotona funkcija, koja teZii nuli kad t—~>+=o,

takva da postoji funkcija E€(x) i da Je
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!
ree0 <(\/m(ﬁ5 +£(t\> )

sva pozitivna rjesenja su asimptotski ogranidena, a jedna klasa tih rje-
jenja, kao i ona koJja prolaze kroz tadke ose X =0 i bar jedno negativno
teZe nuli,
R .
4 . _ )
r>0, &_{moﬁ(a--& ({,<o), 0 < M, (&) <...iv____ < M)
gdje su funkecije M%) 1 /Mq(t) pozitivne, monotone, teie -%: kad t->+oo,

da postoji funkcija (&) i da Je

d '
- &) <( ﬁmtt\—e(t))) r-€(e) >(Y/W\v.(u+em) ,
sva negativna i jedna klasa pozitivnih rjeSenja su asimptotski ogranicens,

a jedna klasa tih rjesSenja i ‘ceéi—\F% i bar Jjedno pozitivno koje teZi ‘/__f%_

B. Takodje, u svojstvu primjera posmatrajmo jednacinu
/38/ g%%: Y‘xz+:’?(t\+g_(+.,‘=c),

gdje je ¥ realan broj, f(£) neprekidna i ogranidena funkcija za t>t.>0, g(tx)

z& t2t.>0i Ixlc+co ispunjava iste uslove kao u jednaéini /17/ i da vaZi

q(g,x)= Alt,x)- x? , X*EO0,
te umjesto jednadine /38/ posmatrajmo jednacéinu

/38°/ Ax = (r + A e, x) X + £14),

[
gdje funkecija Alt,x) ispunjava iste osnovne uslove kao u Jjednadini /17°/.
Evo samo nekih rezultata.bez dokaza.

¢]

1 r>o0 ~M< ftery<o

/M je pozitivna konstents/. Asimptotiska rjeSenja su: sva negativna, ona
koja prolaze kroz tadke ose X=0 i bar jedno pozitivno.
2° r<0, dmftey=0, Ly >0 (e2t.).
L -»+o0 ]
Asimptotska rjesSenja su: sva pozitivna, ona koja prolaze kroz tadke ose
X =0 i bar jedno negativno koje teZi nuli. '

(o]

3 r<o, 0< L)< Mm),

}
gdje je funkcija m(t) pozitivna, monotona, tefi nuli, da postoji funkcija

€E&) i da je

'.
. ‘, ML) C \)
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Asimptotska rjedenja su: sva pozitivna, a jedna klasa tih rjedenja, kao i
ona koja prolaze kroz talke ome X=0 i bar jedno negativno tefe nuli.

o .
4’ r>0, M) < LA, < Matey &m\ " F=4 (b <o),
gdje su funkclge male) 1/W\7_Lt) pozitivne, monotone i tefe broju 0. (A > o)
a My (YKL (2. Aslmptotska rjelSenja su: sve negativna i jedna klasa

pozitivnih i postoji bar jedno pozitivno rjesSenje koje teZi \/~ V_K_Hl

/kada je M"ﬂl(t 2I=0 za svako 1¢\<+oo / ili v -a /kadsa je

&/Mﬁtt XY= - za svako [X\<+eo /,

t5+ o0

o

5 Fr>0, 0<mMale) < A, %) < Mylt)

= Mal) < ) <~ Myle) <O,

gdje su funkcije MAle) i /Mg lt) pozitivne, monotone i tefe broju O (Q‘> o)’
a Ma(t) € L (£2t,), funkecije Malt) 1 m,yt) pozitivne, monotone, tele
proju & (L >0) , da postoji funkeija £(Y i da je '

!
Mmalt)
(r+ mae)) ey > -—( m +£(t3) ;

(r + mate))- €ty >( ,.Tgym am)

Asimptotska rjeSenja su: sva negativna i jedna Xlasa pozitivnih, a

Jedna klasa tih rjeSenja i teii —VT-&;-_&' y 1 bar jedno pozitivno rjesenje
. .. S5 ‘
koje tezZi F+a -

Q
6 =0, Al,x) < ~q <o, f«morﬁ(t\=o, flry>o (t=t.),

Asimptotska rjeSenja su: sva pozitivna, ona koja prolaze kroz talke ose

A =0 i bar jedno negativno koje teZi nuli.
7° = . ~ . ' _
°, ;e;/:vxaoﬂ(t'x)_q za svako [|xl< +eo ) fi‘;“_:f‘t\ =4 (a >0, 4 <0).

Asimptotska rjedenja su: sve negativna i jedna klasa pozitivnih i postoji

bar jedno pozitivno koje tezZi \/-—Q—E .

80
r=0, 0<a < '/v{(t,‘x), -m) < fY <o,

gdje je funkcija mi(t) pozitivna, monotona, teZi nuli kad {-+00 , da pos-

toji funkcija &) i da je

L
- £y > —(\/"ME(H +em) .
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Asimptotska rjeSenja su:; sva negativna, a Jjedna klasa tih rjesenja, kao

i ona koja prolaze kroz tudke ose X =0 i bar jedno pozitivno teZe nﬁli.

(o]
3 r=0; e ol>a; A% <20, xxo0, 1Tyl < mixy,

gdje funkcija m(t) ispunjava iste uslove kao u 60, sva su rjeSenja asim-

ptotska, a jedna klasa i tezi nuli.

10°
r=0, =ML < Ale,X) <=M,y <o, 0 < MAlt) < LY <My 1)

gdje su funkcije Malt) i M,(t) pozitivne, monotone, tefe A (A>0) knd t->+co
i ML L (t21,), funkecije malt) i my(4y su pozitivne, monotone, tefe
4 (5>0) kad > +c0 » da postoji funkecija EW) i da je
: '
L) - E4) >(V 2025} —ua) ,

male)

' .
M (£ ) > -—( -n—v\”‘—:T‘;c"—% +£(+.5) .

Asimptotska rjeSenja su: sva pozitivna i jedna klasa negativnih, a Jjedna

klasa tih rjeSenja i teZi \/%% , 1 postoji bar jedno negativno rjesenje

koje tesi — V%*- .

Ako u jednadinama /37/ i /38/ umjesto I stavimo Q(t) , gdje je

£UW1QJt\=:P», izvedena razmatranja vaZe i u ovom sludaju.
- 400 ,

Takodje, vaii i sljedede uopStenje.
Ako u jednaéiname /37/ i /38°’/ &lanove r.xt i '(Y"""A(*—.”ﬂ)'xl 76m e
nimo respektivno élanovima

Y‘-‘X_m . (Y‘-\-’?t(t,x\)-‘x‘.’" (n=4.7-""3,

tada 8vi navedeni rezultati osteju tadni, samo umjesto odgovarajuéih

drugih korjena ovdje bismo imali 2N -ti korjen.
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GLAVAII

NOVE "CIJEVI" METODE RETRAKCIJE U DIREKTNOJ KVALITATIVNOJ
ANALIZI DIFERENCIJALNIH JEDNACINA

Primjena metode retrakcije svodi se na formiranje odgovarajuéih

"cijevi" kroz ¢ije granice prolaze integralne krive izlazeéi iz te "cije-

vi", ili ulazeé¢i u nju, i zakljudak da postoji bar jedno rjedenje jedna-
-¢ine koje ostaje u toj "cijevi", odnosno jedna klase ili sva rjedSenja
ostaju u toj "cijevi" /vidjeti glavu I/.

"Cijevi" o kojima Jje rijeé do sada su bile pravolinijske, krivoli-
nijske i stepenaste "cijevi" /vidjeti [2],[87, (9] [ah] i (253 /.
Krivolinijske "cijevi" su formirane pomodéu monotonih i ogranidenih kri-
vih /odnosno, monotonih krivih i pravih/, njima se obezbjedjivalo posto-
janje bar jednog rjeSenja /u sluéaju izlaZenja integralnih krivih iz
"éijevi"/, odnosno obezbjedjivalo se postojanje jedné klage rjesenja
/u sludaju ulafenjs integralnibh krivih u odgovarajuéu "cijev'/ koja osta-
je u "cijévi"_za sve txt, .

¥. Bertolino je formirao i stepenastu "cijev" ¢ije su granice ste-
penaste izlomljene linije sastavljene od segmenata paralelnih koordina-
tnim osama i preko nje, a na osnovu metode reirakcije, obezbjedjuje mo-
guénost postojanja bar jednog rjedenja koje pripada toj "cijevi".

Cilj nam je da ovdje proSirimo i uopstimo dosadasnje rezultate for-
mirajuéi krivolinijske "cijevi" izlaznih iﬁtegralnih krivih, kao i "c¢i-
jevi” ulaeznib integralnih, koje su odredjene neprekidnim krivama od ko-
jih se ne tra¥i da budu monotone niti ogranidene, kao i da ukafemo na
primjenu dobijenih rezultata kod problema stabilnosti rjesSenja diferen-
cijalnih jednaéina, posmatrajué¢i jednadinu

dx _ ,
;{"E - _.F(‘t"x-) 4'

gdje funkcija f(r,x) , za t>to i \x\«+oco zadovoljava odgovarajuée us-
love za egzistenciju i jedinost rjesenja. Time ¢emo ucéiniti novi dopri-
‘nos kvalitativnoj anslizi diferencijalnih jednaéina.

U ovoj glavi, pored formiranja novih krivolinijskih "eijevi" u jed-

nom nad¢elnom obliku kroz posmatranje gornje jednadine, kao posebne pri-
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mjere posmatragemo i jednaline oblika

Ax _ gty x + AR
dt !

‘ZE_?‘_ ':%,(ﬁ,'x.\')('."!' ﬁ(t."‘-)
_& : )

odnosno

‘13': = %(t.x3xm + ﬂ(t,x) (m= 4.1”...\,.
dt

ga ciljem da prezentiramo neke moguénosti u praktiénom formiranju tih no-
vih krivolinijskik "cijevi", a 8to demo konkretnim primjerima jos jednom
naglasiti i istaéi praktidni znadaj tih “cijevi". Na kraju ove glave, ko~
risteéi dobijens rezulf&te, zadriademo se posebno na pitanju stabilnosti

rjesenja.

8 1. NOVE "CIJEVI" IZLAZNIH INTEGRALNIH KRIVIH

Kako smo veé napomenuli, do sada smo imali "cijevi" izlasznih integra-
lnih krivih koje su odredjivane pravama paralelnim sa apscisnom osom, ili
sa monotonim krivama koje te3e nekoj konstanti kad t—>*°0 i gdje je donja
granica “cijevi" monotono rastuéa, a gornja granica "c¢cijevi" monotono opa-
dajuéa kriva. Takodje su korisdene "cijevi" koje su odredjene jednom kon-
stantnom pravom i monotonom krivom koja teZi toj pravoj rastuéi ili opa-
dajuéi.

Ovdje éemo sada da formiramo "cijevi" izlaznih integralnih krivih
koje su odredjene definisanim i neprekidnim krivama, koje ne moraju biti
monotone, niti ogranidene. Razlikovademo "cijevi" sa ogranidenom 8irinom,

kao i one &ija Sirina teZi nuli kad +t —»>+eo,

Posuwatrajmo jednadinu

ol
11/ LT,

gdje je f(t,x) definisana i neprekidna funkcija i ispunjava odgovarajuée
uslove za jedinost rjesSenja u poluravni t0x (L2+.).

MoZemo dati sljedece tvrdjenje.

TVRDJENJE 1.

Ako postoji neprekidna funkeija X =T€(t) takva da je, za t:;t.,
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2(¢ ew) =o,

P(t,x) < O za x < e (E),

/2/

'.f.(t,x\ >0 za x>E)

te ako postoje neprekidne funkcije A = Valdd i X =Valt) tekve da je, za t=t.,

YY) < B Lle) <V, LD
i da su, za t>1t,, ispunjeni uslovi

Pl o) < vicey
13/ (e, va) > Wiy

tada jednadina /1/ ima bar jedno rjeSenje - (t) koje iapunja.va}hslov

/4/ ALY < X E) < Vale)

28 sve t»t.. /Uslovi /3/ su, ustvari, nejednakosti Capliginovog tipa./
1

Zaista, prema uslovima /3/, za "cijev" «r 1izlaznih integralnih krivih

me tode retrakcije moZemo uzeti da Je

/5/ tote, alty < e < Yty

4

Naime, sve integralne krive koje prolaze kroz tacke krivih X =vValt) i A=V (1)
(t>te) izlaze iz "cijevi" w , prema uslovima /3/ i pretpostavci o jedinosti
rje3enja, te i &ine skup tadaka striktnog izlazae metode retrakcije. Otuds,
prema metodi retrakcije, postoji bar jedno rjesSenje X(t) jednadine /1/
koje ostaje u "cijevi" /S5/ za sve t>t.. PonasSanje integralnih krivih ilu-—.
struje slika 1.

Kako uslovi /3/ vaZfe i za t=t, to ée rjeSenje koje pripada “cijevi"

/5/ da pripada i "cijevi"

/5°/ tzte, Yatt) < X < V)
za sve t>t,, tj rjedenje ée da pripada "cijevi" /5°/ i za t=t,. Zbog
toga umjesto "cijevi" /S5/ moZemo uzimati "cijev" /5’/ kao “cijev" izlaznih
integralnih krivih koja ¢ée, prema metodi retrakcije, da garantuje posto- '
Janje bar jednog rjesenja koje Jjoj pripada za Bve t= t,, 5to. ¢emo ubudude
/u cijelom radu/ i &initi. |

Dakle, prema metodi retrakcije, jednacdina /1/ ima bar jedno rjefenje
X (+) koje pripada "cijevi“ /5°/ za sve t2t,, te ono ispunjava i uslov

/4/ za sve t > +t,.
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S5l. 1

Primjetimd sada neka bitna zapafanja korisna za formiranje navedene
“cijevi", B8to neposredno proizilazi iz ponaSanja krive stacionarnih taia-
ka X=¢(¢t) , za koju su ispunjeni uslovi /2/.

a/ Ako je kriva -x ='€(t) ogranidena za t=2t., tj. ako je

Ca < Y <C, z2a txt,,

gdje su C, 1 C, brojne konstante, onda se moZie postaviti pravolinijéka
“cijev"
' ‘ t>2t., C,e X <C,

b/ Ako funkcija €(t) teZi nekom broju kad t-»+ec, tada se za funkcije
VA (4) i‘vlun mogu odrediti respektivno monotono neopadajuéa i monotono
nerastude krive koje teZe tom broju kad t —+eo.

/Zapafanja a/ i b/ koristili smo u glavi I, a koristio ih je i M.
Bertolinc u svojim radovima /vidjeti [23, U1, (41 i (8] /.

0d posebnog je znadaja rezultat sljedeceg tvrdjenja.

TVRDJENJE 2.

Ako funkecija X =¥ (t) ispunjava uslove /2/ i monotono je neopadajule,
za t>2t,, tada se za donju graniéu veijevi® metode retrakcije moZe uzeti -
sama kriva “€(t), & ako je funkcija -x ="€(t) monotono nerastuéa, tada se
za gornju granicu "cijevi" moZe uzeti kriva ¥(x) /€(t)#comst, za sve t3t./.

Dokaz. Posmatrajmo sluéaj kada je funkecija X =€) monotono neopada-

jué&.o
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Pretpostavimo da postoji integralna kriva x,(+) Jjednaéine /1/ koja
sa gornje strane dodiruje krivu stacionarnih tadaka €(+) u nekoj tadki
L=+t . Posmatrajmo interval po t: (t.—#3 ,tarm) y, gdje su 4, i 7,
proizvoljno mali pozitivani brojevi. Sve integralne krive koje prolaze

xroz tadéke oblasti

t,-P < t <ta, W) « X < AL (DD

presjeéi ée krivu X(t) zbog pretpostavke o jedinosti rjeSenja jednsdine

/1/. 8 druge sirane, kroz talke oblasti

/6/ +t.<t 4-\-_,‘4-7,2‘ €Y < < ;LD

ne prolazi ni Jjedna integralna kriva, jer ukoliko bi postojale krive koje
prolaze kroz te tacdke one bi, gledajuéi njihovo produZenje u lijevo, mo-
rale presjecati kfivu A.t), No, postojanje tekve oblasti /6/ ne dolazi u
obzir 2zbog pretpostavke o egzistenciji i jedinosti rjedenja jednadine /1/,.
Frema tome, integralna kriva x.it) u talki t=t. mora presjeé¢i krivu

€t) , te Je ta tadka presjeka tadéka striktnog izlaze "cijevi"

/17 tyte, €LE) < ¢ < Vale) .

Drugim rijedima, ne postoje tadke krive X(t) (t ~takoje su tacke unutra-
snjeg klizanja, a kako je F(t,%x)<0za X <¥€@&) (t»t,) to su sve talke

krive X =-(v) tatke striktnog izlaza.

Prema tome, za donju granicu "cijevi" moZe se uzeti kriva A =€ (1),

Frimjetimo sada i to da se u sludaju kada je kriva X =Tlx) monotona
za jednu grenicu "cijevi" metode reirakcije moZe uzeii stepenasta linija
x=& ili Xx=ny stepenaste "cijevi" M. Bertolina /vidjeti (27 /. Naime,

ako je X ="(+) monotono neopadejuéa krive tada se u oblasti

L —-E€ €« X < ), £2t,

gdje je & mali pozitivan broj, mofe formirati poligonalna 1linija

x=dL  t2t,,

koja je sastavljena od segmenata paralelnih sa osama + i x , kao donja
granica "cijevi" izlaznih integralnih krivih. Ako je, pak, kriva x='€t)
monotono nerastuéa tada se na isti nadin u oblasti '

€Y X & CIYE k2t

moZe formirati poligonalna linija

- ’.)(.r-../’a" t’/to, £

keo gornja granica "cijevi" izlaznih integralnih krivih.



406

Folazeci od osnovnih uslova /2/, tj. od &injenice da postoji kriva
x=€eWw) /kriva stacionarnih talaka/ kojé Je granica dviju oblasti u ko-
jima integralne krive Jjednadines /1/ imaju suprotne koeficijente smjers,
formiraéeuwo dvije posebne vrste krivolinijskih “cijgvi“ izlaznih integra-
1nih krivih podesnih za praksu.

Jednu, uzimajuéi da je

/8/ MO =y -dy vy =2+ d, (128

gdje su d, i d, pozitivni brojevi. U ovom sludaju imamo "cijev" konstan-
tne 3irine

79/ trts, CRY=-d, < x <€) +d, .

U sluéaju kada je

/10/ Y (t) = W OI-Ee) | i)=Y+ E(vy  (t2t.)

gdje su £ty i €,(¢) neprekidne i monotono opadejuée funkecije? za t>t.i

Lom Bty = bom gy =0 ,

+ -5 00 +» o0
imamo drugu “cijev"
/11/ tats, CW—&K) < X < 0y + €0y,

"cijev* &ije Sirina teZi nuli kad + -+eo,
"Cijev" /1l1/ daje bolji rezultat. Ona obezbjedjuje postojanje bar
jednog rjedenja x(t) koje, za dovoljno veliko t >»t'>t. , pripada proizvo-

1jno maloj okolini krive x=¥() i koje ispunjave uslov

Lm |ty ~ x 3| =0,
£ 400

5to moZe biti dobro iskoridteno pri trafenju odgovarajuéeg pribliZnog rje-
Senja jednaline /1/.

Formitanje "cijevi® oblika /9/ i /11/, narevno, nije uvijek mbguée,
pogotovo "cijevi" /11/. To zavisi od desne strane jedna&ine /1/. Frimjeri
koji ée biti navedeni pokazade da su moguéi i povoljni sluéajevi. '

U preksi formiranje "cijevi* /9/ i /11/ vezano je za 6dredjivanje
brojeva d4 i d, , odnosno funkcija E,t) i &) tako de su uslovi /3/
zadovoljeni.

Primjetimo jo3 i to da u sludaju nekih konkre tnih primjera moZemo

vr3iti sulenje "cijevi* /9/ i /11/, teko da se donja granica "cijevi"

4)Funkci;jé £ &) i E.+) ne moraju biti monotone. No, uzimajuéi da su

te funkcije monotone ne umanjujemo opi3tost posmatranje, ali ga pojednosta-

vljujemno.
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gamjeni djelimi¢no, ili u cjelini, monotono neopadagucom krivom koja je
pliZe krivoj W) od postojede donje granice, a gornga granica "c¢cijevi”
amgenl djelimiéno, ili u cjelini, monotono nerastuéom krivom, tako ada
nove granlce "c1gev1" budu takodje neprekidne krlve. Granice nove "c¢ijevi"

su takodje skupovi tadaka striktnog izlaza.

§ 1.1.

Sada, u svojstvu primjera, posmatrajmo jedna&inu
2 dx _ gy + $(4)
/12/ oAt
gdje su Aty i f(+) definisane i neprekidne funkcije i Q(t)>0 za txt..

/Ova jednad¢ina bide posebno posmatrana u glavi IV ovog rada./

Ovdje Jje kriva stacionarnih tadaka €)= -~ g%f% » & kako je aty»o
(t»+t.) to su uslovi /2/ zadovoljeni.

Uzmemo 1li da Jje

- _ L)
'\)A(t) - Q(t\ d‘\’ 1}’1({’,) —-—m ‘\‘d'}. (t?fto)

uslovi /3/ postaju
£y
—aYd, < (———-—qm) )

Liey V
amyo, > e )
odakle je
I R 253 ’
da > Q(t\( Q‘ﬂ) )
/13/ )
oy > =2 (‘ fﬂa)
at) aty/ ,

te imamo zmkljuéak: Ako Je

)
A _Iw
m‘ q“:\')\ S K 2a t3>t, ,
gdje je K pozitivna konstanta, tada se moZe za jednalinu /12/ formiraii
"cijev" oblika /9/, gdje se brojevi ol i d, odredjuju preme uslovima /13/,
koja obezbjedjuje postojanje bar jednog rjedenja koje osteje u toj “cijevi"

za sve tats .

Ako, pak, uzmemo da je

{ i
Ay (b)) =~ :E;E%))- £, &) . ‘V‘,_(t\ = - —;%:—; + £, (&) (t>/t,) ,

uslovi /3/ postaju
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\ :
_ - #Hﬁ) Y :
Q) g, (t) < ( atey € ),
£ 3 I
a(t) &ey > (‘ q((:)> + €0 g
odnosno
( e - (- 2o
a\t)E.(t\ €ae) > ( atey /
/14/

o R 2ORY
QU E (1) = E3(%) >( qm)

Slijedi zakljucak: Ako postoje pozitivne i neprekidne funkeije €.
i €,t) koje teie nuli kad t—=>+eo, tekve da su uslovi /14/ ispunjeni, ta-
da se za Jednalinu /12/ moZe formirati "cijev" oblika /11/ koja obezbje-
djuje postojanje bar jednog rjedenja koje pripada toj "'cijevi" za sve t3t,.

Posebno primjetimo, da ako jJe

: A (__ 26 )‘
t—ree0 QL) Qale)
tada Bigurno postoje monotono opadajude funkcije ' €,(¢) i E,(r) koje teie

nuli i koje ispunjavaju uslove /14/.

PRIMJERI

1° Posmatrajmo jednalinu x' = X —-simt.

ovdje je P(ty=Simt . Uslovi /2/ su zadovoljeni. Za brojeve «, i d,,
prema /13/, moZemo uzeti da je duzd,=d=4+d , gdje je & proizvoljno
mali pozitivan broj. Na slici 2 Jje prikazana "cijev"

trte=0, somt—d < x <« simt +d

/%8 to moZe se uzeti bilo koji broj/, kao i uia "cijev" koja takodje sa-
drii bar Jjedno rjesenje jednadine. OpsSte rjeSenje jednaCine je x=cets
" hd

+%(sc~\t+cos{:) , 8 rjedenje ¢ = ﬂz(s\:thost) zaista je sadrfano u ufoj "ci-
Jevin.

2° Neka je x'=tx ~+tsomt .

Iwamo €{k)=simt , a uzmemo 1li da Je qut\=£tlﬂ=—fi__— uslovi /1i4/ su
ispunjeni za +%41 , te imamo zakljuSak da postoji bar jedno rjesenje ¢ (t)
zadane jednadine koje ispunjavae uslov '

somt — 4 < XY < senk v +

za sve t>1.

- 3° Uzmimo jednadinu ac'= x -t -smt |
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Sle. 2

Ovdje je kriva stacionarnih tadaka ¥W)=t+smt . Imamo ‘("(t\=1+Cost>,
>0 » tj. kriva “€(t) je monotono neopadajuéa, te za donju granicu "cijevi"
metode retrakcije, prema tvrdgnju 2, mofemo uzeti da je sama kriva ),
tj. WalI= t+simt . Za gornju granicu "cijevi" moZemo uzeti da je
M)y =trsimt+2+&L , gdje je £ neli pozitivan broj. Frema tome,
jednaéina ima bar jedno rjeSenje X(+) koje ispunjava uslov

trsimt < Aty <« L +simt +2+ L

za sve t>1. v
Primjetimo da je op3te rje3enje zadane jednaéine ')C:cet+t+4*%("“t*‘°5’c)
i da rjesenje /za (=0 / x=t+4+—3—(scv\t+cost) zaista ispunjava gornji uslov.

§ 1.2.

Iz prethodnog se vidi de Jje cilj odrediti odgovarajuéu "cijev” koja
je ogranilena krivama = Vi) i X=1(t) koje ispunjavaju uslove /3/,

a od kojih se ne traZi da budu monotone.

Uz postojanje funkcije x=¢(t) koja ispunjava uslove /2/ /kriva sta-
cionarnih tadaka/ dali smo ideju o nalaZenju tih krivih Valt) i V(b))
oblika /8/ i /lo/ i tako formirali krivolinijske "cijevi" izleznih inte-
gralnih krivih oblika /9/ i /11/.

.Medjutim, aeko nije "lako", ili ako nije mogude odrediti krivu staci- -
onarnih tadaka “€(+) jedna&ine /1/, te ako jednadina /1/ ima visSe krivih
stacionarnih tadaka, tads za formiranje krivolinijskih "cijevi" odgova-

rajude Firine i "cijevi" &ija Birine. teZi nuli, a koje su ogranicene
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krivama VYa(td i Val(t) , koje ne moraju da budu moﬁotone, treba da damo
dopungka razmairanja.
Neka su nam poznate funkcije A= ‘() i x=“H () takve da Je

VY £ () € K () 2a tat.,

te da Je
/15/ K- %e) < d 2 tt,

/d je pozitivan broj/ ili, pored toga, i

_ Im (H(oy-¥w)) =0,
/16/ {:-H-Oc( S ©)

Ako za funkcije Valt) i V(1) uzmenmo

/17/ Valtr= Yty —dy | V()= Y (£)+ el

/9, i A, su pozitivni brojevi/, odnosno : o

/18/ Valt) =) = €4e) | ey =Y () + &, (1)

gdje su &) i €(t) monotono opadajuée funkcije i'ispunjavaju,ualov

' om &) = m g ey =0
/19/ O t»+00 !

te ako su za funkcije WVal%) i V. (£) ispunjeni uslovi /3/, tada, u sluéaju
/17/ imamo krivolinijsku "cijev"

/20/ Ctrt,, N —dy < X < Yy + o, ,

a u sludaju /18/ imamd krivolinijsku "cijev"
/21/ tzt., MOI-E&KR) < X < V) +E, )

koje, prema metodi retrakcije, sadrie po bar jedno rjesenje jednadine /1/
za sve t=>t., )
Praktiéno, prema izloZienom, imamo &etiri oblika krivolinijskih "cije-
vi". To su "cijevi" oblika /20/ i /21/ uz uslov da funkcije Halt) i Yy(&)
ispunjavaju uslov /15/, odnosno, /15/ i /16/. Od tih "cijevi" najbolji rezu-
ltat daje "cijev" oblika /21/ u sluéaju kada funkeije ¥(x) i ‘h(t) ispu-
njavaju uslove /15/ i /16/, jer jedino Sirina te "cijevi" teZi nuli kad t-s+vo,
Funkcije “(t) i V() mogude jo odredjivati prema uslovima koje is-

punjavaju funkcije koje figurisu na desnoj strani zadene jednadine.

. Zedriimo se posebno na Jjednacini
/22/ Lo ;.'-‘C%C = q(t,%) X +R(,%),

gdje su funkecije git;xb i #(t,x) definisene, neprekidne i ispunjavaju
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potrebne uslove o jedinosti rjesSenja u poluravni £0x (Lx4.).

Jednadina oblike /22/ proudena je u glavi I, gdje smo posmatrali
ogranicena rjesenja, kao i rjesenja koja teZie nekom broju, uz pomoé pra-
volinijskih i krivolinijskih "cijevi"” koje su odredjivane pomoéu ogranide-
nih i monotonih krivih.

Naveséemo samo dva bitno razlidéita rezultata, s obzirom na razlidite

uslove o funkcijama g (£, %) i ﬂ(t,x) /teoreme 1 i 2/.

TEORENMA 1.

Ako funkcije g(t,x) i Att,x) , 28 €2te i \xl<c+o0 , ispunjavaju uslove

/23/ ' 0 < G G(t,x) g 3,2('&\ ,

/24/ A le) S Alt, %) € B,(£) < O

’

gdje su L (&) » G (£) o A (b) i ﬂz(t\ definisane i neprekidne funkcije za
t »to, te ako postoje neprekidne i monotono opadajuée funkcije Eatt) i £(t) )

koje ispunjavaju uslove

/25/ e = =o,
Aalt)
/26/ EI< "2

i takve da je, za t>»tl.,

' £2) )’
() £.08) — &L (1) (- Jalt)
9. E A > a.c6 ] 1

1 Aalt) /
%I(t) () = E,(8) D> — (-' g:a)) ,

/21/

tada jednadina /22/ ima bar jedno pozitivno rjedienje XA(t) koje ispunjava

uslov .
B2 (1) Balt)
— IR — 8 ("k) < x (t — — (+

za sve t>te..
pokaz. Integralne krive jednadine /22/ imaju negativan koeficijent
smjera za one vrijednosti X za kojs je
%(-L,-x)'ac + ﬁ(t,'x) < O ,

ti. za | A(t, %)
X < g.(¢,x)

Y Umjesto funkcija E.¢) 1 & (x) mogu se uzeti pozitivne konstante
d, i e, , u ekladu sa prethodnim izlaganjem. Takodje moZze se uzeti da je

E e = E3(L) = ECE) .
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Kako je, prema /23/ i /24/,

—_————— > ————
q.(x,%) 3.«

to integralne krive jednadine /22/ imaju negativan koeficijent smjera za
v gz(‘t)

g,y '
5 druge strane, kako je, prema /23/ i /24/,

_Alex Aale)
%(t.'x) = 3—,\(-{) !

‘e o -,

xT L=

integralne krive jednadéine /22/ imaju pozitivan koeficijent Bmjera za

At
it te
x>- iq(t\ ' :

Prema iome, za funkcije ¥ (+) i Yi(t) moZemo uzeti da je

Aalt) ¥ ey = — Bl

( = - —
Vi) = Tk 2

te za krive Wt} i Va(t) mofemo uzeti da je

ﬁl(t) ﬂa(t) .
V() == 53— ~ &, (&) Y (E)= — ==— =+ £,.(8)
* T.(6) l ! * 9. (%)

Prema uslovime teoreme, za t>t,, vaii

= LY
L) = W) i+ Rl v € G o s B ==F el < (— g—;—‘) R ARER AT

(Ve = 4, AL X APY 2 4, V) + A, (0 = g (1€, >( £1"")*rﬁilﬂ:'u{(ﬂ.
Otuda, integralmne krive Jjednadine /22/ koje prolaze kroz tacke kri-
vih YY) 1 Wy (13 t,)  presjecaju te krive izlazedéi iz "cijevi"

HAat) Ralt)
- — E.(t) <« ¢ -
Q) €0t < 3.4

729/ tat., * ety

Otuda, prema metodi retrakcije, postoji bar jedno rjesenje ) jed-
naéine /22/ koje se, za sve t>t,, nalazi u toj "cijevi", te i ispunjava
uslov /28/.

. 2 ()
Ako funkcije — Autt) -*

G ) . %)

) _ alt) Aalty -
/30/ PG48 - ey 9.0 d

ispunjavaju uslov

tada Sirina fcijevi" /29/ teii nuli kad t-+eo , te rjedenje xit) Jednacl—

ne /22/ koje pripada toj "cijevi" ispunjava i uslov
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bom (’X‘.(-t. A ) o Lo ("Jc (€) + B\ o o
/31 t=r400 L Ol t-r 4o 3—1 ) )

Navedimo sada jod§ Jjedan rezultat koji se odnosi na jednadéinu /22/,
TEOREMA 2.

Ako funkcije %(t,x} i Alex) , za tut. i Ic\<+o0 , ispunjavaju us-

love
/32/ 0 < G,(t) & Gl ,x)
A (£,%)
/33/. 0 < M) £ i) & M)

gdje Bu G (¢) , MY i M) definisane i neprekidne funkcije za t»t., te
ako postoje neprekidne i monotono opadajuée funkcije E.(x) i €,4) koje

ispunjavaju uslov /25/ i takve da je, za t>»t,,

Fale) Eale) —EL Y > = MY

/34/
q, (1) €400 — Exte) > MY

tada jednacina /22/, za t2%t,, ima bar jedno pozitivno rjesSenje X(t) koje
ispunjava uslov

/35/ MY = E,() L X(g) < ML) + E, ()

Z8 8Ve t >/'Lo'

Dokaz. Kako funkeije ¢(tx) i H(t x) ispunjavaju uslov /33/ to ulopgu
funkcija YAlt) i Wi(¢) , o kojima je bilo rije¢i, igraju respektivno fun-

kcije Mt i M), te se za funkcije Valt) i Valk) moZe uzeti da Jje
VM) = M) = 6,(8), Yty = M+ E ) (E3t,) .

Prema uslovima teoreme, za t>t., vaZi

() = § (L) W AL = g e vy » BE)

< G (Vo = miad) == (%) L) & = G0 E) < M) = E )= Vi,

Rit, W)
x’ (\,.l(t)) =3,(t.v.1) Vl('t\'f ﬂ(t'\}l) L= %(t'vl\ (Vl(t) + s—(t":t\ ) >

> 3(t,m(wm - mxm) = (£, ") £.(1) 3 F,0) E£.4) > M) +E 1) = (1),

Prema tome, integralne krive jednaéine /22/ koje prolaze kroz tadke

krivih Valty 1 v (o) (3 t,) presjecaju te krive izlazeéi iz "eijevi”

/36/ t2t,, MI-g1) <X & MUY+ EM)
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$to, prema metodi retrakcije, obezbjedjuje postojanje bar jednog rjedenja
~ &) jednadine /22/ koje, ze sve t»t, , pripada toj "cijevi", te i ispunja-
va uslov /35/.

Primjetimo sada i to da ako funkecije M) i m() ispunjavaju uslov

kﬁ*“(m’\(t\ mttﬁ =0 ,

tada i 8irina "cijevi" /36/ teZi nuli kad t—+o0 , te rjeSenje koje pri-

pada toj "cijevi" ispunjava i uslov

('x(t\ - mtt\) Lo [ x1e) — mu-u\ =0.

£ o+o0 Tt +So

PRILVJERI
1° Posmatrajmo jednadlinu

' Py Jexretea __1__( ool s-t}
/37/ x! = \f———-—-—-—4+x, x NEY 2% +» sim* Lt + t oo .

gdje je flt,x) definisana i neprekidna funkcija za t34 i \x\ceoo .
Posmatrajmo jednadinu /37/ koristeéi teoremu 1.

Primjetimo da, za t3 4 i Ix\a+oo , vaZis

A
0<9q,)=VE < \/ Axarit s < Ve =%,

B ly==VE (2ecost+ ) & - %E(a.t +scalfie 0+ & cost) ==\t (u 5‘—'—“—?3'3‘-’* cost) $4J€(1+cost)=f,'tm

—

v 'Az(t\ — \’ t
_ﬂ«(t) =2.+C°St"% , —m = T4 (1"“$t§

g

I
%z(t))___ £+1 1t Cost L .simt <4
%hait) o (er)h t+A

-fﬁ)s cost~-—<'1_ (

.1
Za E€alk) i €4y uzmimo, na primjer,

A
Y =E, (Y= EKY = = It

Uslovi /25/ i /26/ su odevidno zadovoljeni za t3 4 . Takodje i uslovi

/27/ su ispunjeni, za t>4 , jer je

NEY A
-g! e - B e
34‘&\ €.y~ €4 1) ot + tint > '1 '

_\l’c*«
Qale) €2k ~ €11) = Tt {:Imt >1

Prema tome,svi uslovi teoreme 1 su ispunjeni, za tx 4, te _jednaéina
/37/ ima bar jedno pozitivno rjelenje koje ispunjava uslov

A 4

‘[ (1+ccs-l;) --5—- < W) & 2reost v Lo+ Ao yae:
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48 BVO t>4 , te i uslov

. " t — 1 A
M\ ey — T:—; L'l“' COS'\:}} - -g'_{::\ac(’x(t) -’(’L‘l-t'_oj{-\-—_—t-)):

Lvveo

oanEilO
f../w\('x(t\ - ('L#Cosﬂ) =0

4+-%+00

2° Posmatrajmo jednadinu

' _ _ ‘P(tz) G
’x,_(t A‘_ﬂt’q‘)’x t%(t ) t§~\t.\.¢’

/38/

gdje su Rl x)»%0 i W(tx)»0 definisane i neprekidne funkcije i ispunja-
vaju potrebne uslove za jedinost rjeSenja jednadine za t35 i \xlc+eo .
Ovdje demo primjeniti teoremu 2.

Za t»5 1 Ix\g+co vaZi:

A
— — > - -
gty = t e 2 t-4=9,lt)y >0
. 4 _ t it rtiont-1 Alt,xy _
0<M(t\=&'\{3+5\¢‘ht"‘?— s £ - -%—:(—t——_;:—‘_
= t &n(t’ +é'*‘*"’)+tsc-.’c,-4 < L (£24+44) 2 tsink -4 = iy
-2 L-A
A%t ,2%)
palje, za %5, vaZi:
—_m S = A
M) s cost e < A ’
3t _
ity = T msent & (o 4 teost) (k=) +4  _alut + (£+D)-)+2
' (£-ay? (k=¥

Uzmemo 1li da je, na primjer,

Et) = Eo () = EL&) = _?1/?

uslovi /34/ su ispunjeni, za t=5, Jjer je

t-1 4
Yy -¢! =5 % —= "
3’4(1:\ ) -E'" () e 33t > .

Dakle, svi uslovi teoreme 2 su ispunjeni za t>5, te postoji bar
jedno rjesenje 2x(+) jednadine /38/ koje ispunjava uslov

344) + tsint =4
s smt ~ -~z < Xt tn (s A
TTETY T < -1 YR

za. sve £>65 . To rjedenje odevidno ispunjava i uslov

E&«(t’u\wcm\t-«) =0
-4 B

(’J((t\ (L,_ Lasin t -4 ) (’x ey —

5400 &% voo
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§ 2. NOVE "CIJEVI" ULAZNIH INTEGRALNIH KRIVIH

Ovdje éemo da formiramo nove krivolinijske "cijevi" ulaznih integra-
1nih krivih, na slican nadin kao i krivolinijske "cijevi" izlaznih inte-

gralnih krivih, i iste iskoristiti na proucavanje jednaéina /12/ i /22/

iz § 1.
Posmatrajmo opet jednadinu
dx
/Y , rd fe,x)

gdje je F(t,x) definisana i neprekidna funkcija i ispunjava potrebne us-
love za jedinost rjeSenja za t2»fe i Ix\<+00 .-
Osnovnu "cijev" ulaznih integralnih krivih formiracemo kroz &l jede-~

ée tvrdjenje.

TVRDJENJE 3.

Ako postoji neprekidna funkcija X ="€(t) takva da je, za t>t,,

t

(¢, ew)) =0,
/2/ Ple,%) >0 za X< €W),

Flt, %) <9 za %x>%W),

te ako postoje neprekidne funkcije X = Malt) i X=U(t) tekve da je, za t>t,,

/3/ Male) & CLEY < Ma(2)
i da su, za t>»te, ispunjeni uslovi

Pt 4a0)) > ustty,

/4/ ,
» F(t, 4a(t)) & UD),

tada jednacdina /1/ ima jednu klasu rjedenja koja ispunjave uslov
/5/ AL () < WY & AU (e
za sve t»te. /Uslovi /4/ su nejednakosti Capliginovog tipa./

Uslov /5/, za dovoljno veliko t>t">t. , ispunjavaju sva rjedenja

jednadine /1/ ako, pored uslova /4/, za t>t. , vaie uslovi
Fe,x) > wi(t) + m; za X < Halt),

/6/
P4, %) < UL(t) =M za D> Ult) .

gdje su m, i m,; pozitivni Tiksirani brojevi.



AT

Zaista, prems. uslovime /4/, sve intégralne krive jednaéine /1/ koje

prolaze kroz talke krivih x=4alt) 1 A=4,0) (E%t,.) ulaze u "ecijev"

/1 t2te, M) 2 X & Ulh),

kao i sve one integralne krive koje prolaze kroz tadke oblasti M.(t)<A<L
< uate) (£21) ostaju u toj "cijevi" za sve t>t., jer ne ‘mogu iziédi iz
nje. Prema tome, integralne krive koje prolaze kroz tadke oblasti M.ltygax g
< Uate) (E2t.) &dine klasu rjedenja koja ispunjave uslov /5/. FonaSanje

integi‘alnih kXrivih ilustruje slika3.

-e(t\/ m v

N4 N ’\\\\"

Sl. 3.

U sludaju ispunjenja uslova /6/ imamo da ée' sve integralne krive ob-
lasti T < ULle) (kztl) /tu je koeficijent smjera integralnih krivih veéi
0d koeficijenta smjera krive a.(+) za pozitivan fiksiran brojm,/, kao i
oblasti A > Ma+) (£2t.), za dovoljno veliko t>+* >+, , dodirnuti kriwvuy
=4,y , 0dnosno krivu X =4,(+), a zatim i uéi u "eijev' /Z/, te e i
ispunjairati uslov /5/.

Primjetimo da ako #l¢p kriva stacionarnih talaka X =(t) ispunjava
uslove /2/ i sko je ogranidena, tj. ako je Ca < €(£)4C, za txt., gdje
‘su C. i C, brojne konstsnte, onds se mofe formirati pravolinijska "ecijev"
ulaznih integralnih krivih koja je ogranicena pravama X=C, i Xx=C; (£2t.).

Kod formiranja "cijevi" ulaznih integ;‘alnih krivih od posebnog Jje

znadaja i sljedeée tvrdjenje.
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TVRDJENJE 4.

Ako funkeije =€) ispunjava uslove /2/ i monotono je neopadajuéa
za-t»t; ’ tada se za gornju granicu "cijevi" ulaznih integrainih krivih
mofe uzeti mama kriva C(t) , a ako jo - teiim X="C(t) monotono nerastu-
éa za t>te , tada se za donju granicu "cigeviﬁ moze uzeti kriva ~€(+)

/ elt)Econst, za sve t2t, /Y.

Zaista, uslovi /2/, monotonost krive P(t+) , kao i osnowvni uslovi o
egzistenciji i jedinosti rjedenja garantuju da su tadke krive €(+) (t»+,)

tatke atriktnog ulaza "cijevi" /7/.

Analogno tome kako smo formirali dva posebna oblika "cijevi" .izlaz-
nih integralnih krivih /"cijevi" /9/ i /11/ § 1./ i ovdje éemo da ista-
knemo dvije vrste "cijevi" ulaznih integralnih krivih.

Jednu, uzimajuéi da Je

ML) = 0LeY — ey Ay () =0t + oy (t2t,),
tj. "cijev" |

/8/ t3t., C)y—ds < X < Cley+d, '

gdje su d, i dy pozitivni brojevi, a drugu uzimajuéi da Je
AU, ey =ClE) — £, (%) , Malt)= )+ E ) (E2%tL),
tj. llcijev"

/9/ t2t,, CEI-E&L) < X < 0+ £,01) |

gdje su Eitt) i E€.(+) neprekidne i monotono opadajude funkcije koje teZe
nuli kxad t->+ec.

Formiranje "cijevi" oblika /8/, odnosno /9/, ulaznih integralnih
krivih, ide odredjivanjem brojeva o, i of, , odnosno funkcija &.(t) i €,(t)
teko da su uslovi /4/, odnosno /6/ zadovoljéni.

I ovdje, u Zelji da formiramo Hto ufu "cijev" u koju ulaze integra-
lne krive, mofemo vr3iti sufenje "cijevi" formirane na prethodni naéin,
tako da se donja granica "cijevi"” zamjeni djelimiéno, ili u cjelini,
monotono.nerastuéom krivom koja je bliZa krivoj ¢(t) od postojeée donje
granice, a gornje granica "cijevi" zamjeni djelimiéno, ili u cjelini,
monotono neopadajuéom krivom, tako da nove granice "cijevi" budu takodje
neprekidne krive. Granice nove "cijevi" su takodje skupovi talaka strik-

tnog ulaza.

) Ovdje, kao i u tvrdjenju 2 § 1, podrazumjevamo da je €(ty»0, odno-

sno €&y < o , dok P'xy=0 mole da bude samo u nekim diskretnim’ tadkama.
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Primjetimo sada i to da pri formiranju "ecijevi", kako izlaznih, tako
i ulaznih integralnih krivih, izvedena razmatranja dolaze u obzir i za
sludaj kada bi za funkeije E.(t) i E.le) pretpostavili da su neprekidne,
pozitivne i og:pa.niéene, ne pretpostavljajuéi monotonost i tefenje nuli.

U ovom sludaju imali bi odgovarajuée "cijevi" ogranidene Sirine.

g 2.1.
Sada, u svojstvu primjera, posmatrajmo jednadinu
/10/ A4 = aryx + F10
olt !

gdje su Qut) i $(4) neprekidne funkeije i A(*)<0 za t2t..

£e)

s 0 & keko Jje att) <o (txt.)

Kriva stacionarnih tadaka je Clt)=-
to su uslovi /2/ ispunjeni.

Uzmemo li da Jje

f) R 153 R,
Mate) = = s = Uty == R T

uslovi /4/ postaju

Py \

—awrd. > (—m ,

2y \
atyed, 4( atsy)
odakle je
-4 ££)
i > atey W awy)
/11/

da > qm( ﬂt?\)

te imamo zakljudak: Ako je

!
-1 \_i@_ \ & WK za t2t
ate) i\ ae |

gdje je K pozitivna konstanta, moZe se za jednadinu /lo/ formirati "cijev”
oblika /8/, gdje se brojevi o4 i o, odredjuju prema uslovime /11/.
U sludaju formiranja "cijevi" oblika /9/ treba uzeti

) ) - '-:(t\
ALY = — z( ~Ea8) | AUyle) == ZE g

a uslovi /4/ postaju

ey \}!
—a(t) EL.le) + £l () D ("' ztt)) )

40 )

12 i
/12/ —QE) €, (£) + E,8) > "(’ att)
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Slijedi zakljudak: Ako postoje neprekidne i monotono opadajuée fun-
keije E&altd i €, koje teZe nuli kad t-v+ee, takve da su uslovi /12/ is-
Punjeni, tada se za jednadinu /lo/ moZe formirati “cijev" oblika /9/.

Konkretni primjeri koje éemo navest pokazaée da su mo‘guéi gornji slu-
gajevi, tj. da postoje jednaline &ija rjedenje, jedna klasa, ili sva, ula-
ze u "cijevi" obliks /8/ i /9/.

PRIMJERI

A .
1° Posmatrajmo jednadinu 'z -+t - <t simt |

Ovdje je ¥(ty=+t- +simt, ey = 1*%1. +st >0, sto govori da
je kriva “P(t) monotono rastuéa, te da se za gornju granicu “"cijevi" ulaz-
nih integralnih krivih moZe uzeti sama kriva “E‘(Q s tie Malty= t--}:- + Simi
Za donju granicu "cijevi", prema prvom uslovu /11/, moZemo uzeti da je
UY=L - 4—t-+*'sc~\-t -2,4 (+>4). Kako su ispunjeni, ne smamo uslovi /4/,

nego i uslovi /6/, to ée jedna klasa rjedenjea da ispunjava uslov

-k vsmt-2f < X <k ~ 4 +sumt

za sve t» 4 , dok, za dovoljno veliko t>t*>4 , taj uslov ée da ispunja~-

vaju sva rjesenja jednacine.

A 1
2° yzmimo jednedinu X' == 7T X ¥ T Int .

Ovdje je Yy=&mt, ‘C'(t\:-%)-O, te za A,(t) moZemo uzeti Al (t)=lmt
Prema uslovima /12/ za §£,(t) moZemo uzeti E€,lt)= Z'_':-t s te Je u,(ty:&-;t-f“—t (tre?)
Odgovarajuéi uslovi /4/ su ispunjeni, te jednalimna ima jednu klasu rjeSe~
nja koja ispunjava uslov

A .
—— 'x(-{-_)<‘(}\1t
Int- s <

za sve t>e*,

Napomena.

Za “cijevi" koje smo formirali karakteristino je to 8to sadrie kri-
vu stacionarnih tafaka x=‘€() , ili je ta kriva jedna granica "cijevi".
Krivu stacionarnih tadaka smo neposredno koristili /vidjeti uslove tvr-
djenja 3/. To je, ustvari, osnovna karakteristika naseg naéina formira-
nja "cijevi®, 5to édemo i ubudude koristiti. Medjutim, sada éemo navest
dva primjera gdje éemo formirati "cijevi"” ulaznih integralnih krivih ko~
je nede sadrziti krivu stacionarnih tafaka. Takodje, uz ovu napomenu, mo-
Yemo primjetiti da se za formiranje "cijevi" ulaznih integralnih krivih

mo¥e izostaviti pretpostavka o jedinosti rjeSenja jédnaline.

/
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, .
3° za jednadinu 'x'=—‘?'ac +4 kriva stacionarnih tadaka je ‘CW)=t,
a za "cijev" ulaznih integralnih krivih moZemo uzeti

T N 2 NES
Zaista za
A A
Matey= = g watty = S+ (124)
vaii:z : A A
! (Uateyy = %_--*I—;_ > 'A’): t R = u,;u_\'
A A A — )
2 (U ) =—’9‘: IR ST T TEw = Ay (L) .

4° za jednadinu X'=-x+¥Imt kriva stacionarnih tadaka je x=nt
a za "cijev" ulaznih integralnih krivih moZemo uzeti

2 A
rt”"' It~ ¢ x < dnt - ¢

. v
Ovdje imamo:

2
way=Int = 5 | iy = et - (£>2)
~! - 2 A 2
() = 2 > T+ =4
x'(ut(t\\=%<%+i3=4&',_(t),

I kod primjera 2° mogli smo uzeti "cijev" koja ne sadrii krivu sta-
cionarnih tadaka, na primjer, "cijev"

tre fut-gm < < mt- g
U oba gornja primjersa 3% i 4° xrive stacionarnih tadaka nalaze se
izvan "cijevi”. Razlika medju tim primjerima je u tome 8to u primjeru 4°
moZemo formirati "cijev" ulaznih integralnih krivih koja ée da sadrii
krivu stacionarnih tadaks Xx=Int i &ija Birina teZi nuli kad t - +oco,
na primjer,

t>2, t-F < x< nt+ ¢

/mogli smo uzeti i da je fmt gornja granica "cijevi"/, dok to ne moZemo
uéiniti u sluéaju primjera 3°. Primjeri imaju i ne3to bitno zajednidko,

a to je da su im krive stacionarnih tedake /t i It / strogo monotone
krive.
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§ 2'2.

S1liéno onom komeniaru koji smo dali za "cijevi" izlaznih integralnih
krivih i ovdje moZemo primjetiti da Jje cilj odrediti odgovarajuéu "cijev"
koja je ogranilena krivama X = M,(t) i %= U, (t) koje ispunjavaju uslove /4/,

Navedena razmatranja vezana su za pretpostavku postojanje krive sta-
cionarnih tadaka X =) koja ispunjava uslove /2/. Medjutim, namede se
pitanje kako postupiti u sludajevima gdje krivu stacionarnih tadaka €(t)
nije "lakd", ili nije mog&gg¢?kao i u sludajevima gdje jednadina ima vise
krivih stacionarnih tadaka.

Tamo gdje nije lako, ili gdje nije moguée, odrediti krivu stacionar-
nih tadaka X =€® preporutili bismo, sliéno kao u slucaju formiranja
“cijevi" izlaznih integralnih krivih, da se umjesto krive “(t) obezbjede
krive H(t) i “K(t) takve da je |

Yite) £ 0 £ (),

te da je razlika %(t\—%(t\ 5to manja. Za krive A,l%) i M.(t) imali bi- |

8mo .
W = -, Uty =Yy +da (e3tl)
odnosno

Ua(8) =R £, (1)) U ()= le) + &) (E3te),

gdje su d, i, d, pozitivni brojevi, &) i €.(¢t) jmonotono opadajuée fun-
kcije koje teZe nuli, a koje se odredjuju tako da funkeije X =4alt)i x=Malt)
ispunjavgju uslove /4/.

Kako krive Yi(t) i Y4(t) mogu biti odredjene tako da ispunjavaju uslov'

Wy-Htty &« d za t3te

/d je poz. konst./, ili i uslov
6\7"1(‘!{(*) -‘K(t)) =0

+r+o0
to, i ovdje, imamo na raspolaganju &etiri oblika krivolinijskih "cijevi"

ulaznih integralnih krivib. :

Posmatrajmo sada i ovdje jednadinu /22/ iz § 1, tj. jednacinu

i

/13/ % =(3‘(t,1c)x+~ﬁ\(t,x)

i kroz teoreme 3 i 4 prezentirajmo bitne rezultate za tu Jedna¢inu kori-

stedéi krivolinijske "cijevi® ulaznih integralnih krivih.
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TEOREMA 3.

Pod uslovima, za t3t, i Ix\<+oo ,

9,8 € Gl&,x) < g,y <0

/14/
0 < R () <A, x) € B (1),

gdje su 9.(8) a.(t) RAaey i fh(t) v 2a t>t, , definisane i neprekidne

funkeije, te ako postoje neprekidne i monotono opadajuée funkcije E,(¢) i

€.(¢) , koje ispunjavaju uslov

bom .Y = om E.t)=0

/15/ | +»4+00 t>+c0 )

i takve da je, za t>%t.,

' Balt)
/16/ | €t < =27

SRV
.6y E,(1) - Ea(t) < = (" 'ﬂc}:m )

/17/ 0 }
. " ! - ’\“l(t) )
G 8l — By ) < ),
jednagina /13/, za t>t,, ima jednu klasu pozitivnih rjeSenja koja ispu-
njava uslov .

/18/ o —f_".f.ﬂ -— €‘(+_) L XY £ ~ M +£1(t)

Galt) G x)
za sve t 21t..
Ako funkcija ¢,(t) ispunjava joS i uslov

/19/ RO LM< 2 krt.
/M je pozitivna fiksirana konstenta/, tada, za dovoljno veliko t>t* >'£. y
sva rjedenja jednadine /13/ ispunjavaju uslov /18&/.

Dokaz. Kako prema uslovima /14/, za t»t, i \xl<+00, vaii

gy T (e, %) G (&) !

to integralne krive jednadine /13/ imaju pozitivan koeficijent smjera za

‘p\«(t) .t,.h
'JC < %'q(t) ¥ 7 A}
a negativan za
' halt)
Ralt t>t. .

x> = Fa(e) !

Dakle, krive YIS T T TN 53 predstavljajue respektivno krive VY,(t)

) ()
i W) . & #
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Otuda, za krive U.,&) i M,(&) trebe uzeti

—_ R _ o, __ o)
WU = gay ~ &), Maly=— E.le) le>vl)

Prema uslovima /16/ i /17/, za t>+t,, vaZi

.A‘l‘t)

x (mm) G(t, 1) U + A (e, M) > G0 mm%ﬂm--gﬂme W > -3 m) Elty=u!

e i = . BV
X' (ualty) = Gt M) Uy ey + Alt,u) & AN +h ()= 9. D&M L (- -é::-(% + &) =, ) .

Sto znadi da sve integralne krive jednadine /13/ koje prolaze kroz tadke

krivih M,l+) i 4,t¢) (2 3+.) u tim tadkama presjecaju te krive i ulaze

ua " ci‘jev" .
: ) Ralt) - - i‘}_&t_) |
/20/ , t2t., — T Et) € X & - TR B

kao i da sve‘integralne krive koje proleze kroz unutrasnje taike te "cije-
vi" ostaju u njoj, jer ne mogu iziéi iz nje. Te integralne krive i &ine
klasu rjeSenja jednadine /13/ koja ispunjavea uslov /18/.

FokaZimo sada da dodatni uslov /19/ obezbjedjuje da ée, za dovoljno
veliko +t > ¢* >1—_,, sve integralne krive oblasti U < U (4) I € > uU,tx) (t>to)
uéi u _"clgev" /20/. DokaZimo to, na primjer, ze oblast X < .. . - ~4.),
Neka jJe 'P(-L,X; U 4y-o') /d" je proizvoljan pozitivan broj/ proizvoljna

taika te oblasti. Prema uslovima teoreme, za t>to i \xl<+eco, vaZi
x(P) =G (£, N (M=) + A (£, X) = 41, 0ty + AL = g1 0V >
> -4, MM -GN >lulwl -4 ) 3l -9 wd 3 (sl + M

3to znadi da integralna kriva koja prolazi kroz proizvoljnu taéku P obla-
Bti ¢ < Ualk) (£2t,) ima u tadki P koeficijent smjera veé¢i od koeficijenta
smjera donje granice "cijevi" 4U.lt) u tadki sa istom apscisom, za vifie
o0d pozitivnog broja MJd', te ée, za dovoljno veliko t>t*>t., , i stiéi do
krive A(t), & zatim i presjeéi je ulazeéi u "cijev' /20/. Ustvari, gor-
nja relacija pokazuje da integralna kriva koja prolazi kroz proizvoljnu
tadku P ima u tadki P koeficijent smjera vedéi od koeficijenta smjers
krive koja prolazi kroz tadku P i paralelna je sa krivom #«a.t), te de
integralna krive i presjeéi tu krivu pribliZavajuéi se donjo) granici
"ci;jevi".. Prema tome, svaka integralna kriva koja prolazi kroz tadke ob-
lasti 2¢c < Hale) (¢>t,) , za dovoljno veliko t>t*>t, » 8tiéi ée do krive
Uate) » & zatim i uéi u "cijev" /20/.

Prlmgetlmo sada i to da ako funkcije ~ A = Fa®) ispunjavaju i
G tt) G

uslov
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| (_ Aalt) %(ﬂ) -0
40 g, (1) Q.. (t) ’

tada Sirina "cijeyi" /20/ teii nuli kad t—>+co, te rjeSenja koja ispunja~-

vaju uslov /18/ ispunjavaju i uslov

&'xm(ac(tw ﬁ“‘f’) Lo (% ey + 2L

4+ »+00 A t+o0 31“7

TEOREMA 4.

Pod uslovima, za t>to i 1xl<+eo,

(£, %) % g_,ﬂuc\ <o

/2%/ _ R, x)

gdje su g,(ty , M(t) i M) definisane i neprekidne funkcije za t=t,, te
ako postoje neprekidne i monotono opadajuée funkcije E€,t) i E.(), koje

ispunjavaju uslov /15/ i takve da Jje, za t3t.,

GALE) E4L6) = Ealt) & — MI(1)

/22/ , ,
%«(t\ El(t\ - E.l(t.) < M/ (1) N

jednadina /13/, za t%t., ima jednu klasu rjeSenja koja ispunjava uslov

/23/ ML) = E,(1) < ) < MIB)+ €,(4)

z8 8ve t3to
Ako funkecija g ,(t) ispunjava jod 1 uslov

/24/ G- MO 24 t>t
/M je pozitivna fiksirana konstanta/, tada, za dovoljno veliko t>»t" >t. ’
sva rjeSenja jednadine /13/ ispunjavaju uslov /23/.

Dokaz. Prema uslovima /21/ integralne krive jednaéine /13/ imaju po-

zitivan koeficijent smjera za
x < Mx), t2t

a negativan za
X >mit), t2t,,

te za krive Malt) i M) treba uzeti
Malt) = M) = Eat) |, Uty = MDY +E, 1) (t>t.)

Sve integralne krive jednadine /13/ koje prolaze kroz tadke krivih
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malt) 1 Mate) (£»te) Presjecaju te krive ulazeéilu "cijev”

/25/ t2te, MEI-E,(4) € X € ML) * E11) )

jer, prema uslovima /21/ i /22/, za t2t. i \m\<caro00 , vaii

_ _ : 4 (e, Uy
2! (Mate)) = 3 (£,0) Ra e + Al w) = G0 ku«m + T (t,\A-J\ %

> g.(t,u) (#ay-miey = —Q(,Ua) ELH) 3 = GO EM) > MO —E 1) = whwy,

' 3 At %)
1 (U (1) = G (£, 4) Uake) + A (£,42) =G (&, Ua) (‘m’c\ CYTRYAN <

< Gt ) (M -mw)) = Gt u) e, ¢ G, BELD < M) + €L ) = Wy th),

Otuda, integralne krive oblasti T 2t., Uilt) ¢ % g U tt) &ine klasu
rjedenje koja ispunjava uslov /23/.

U sluééju ispunjenja uslova /24/ sve integralne krive jednadine /13/
koje prolaze kroz talke izvan "cijevi" /25/, za dovoljno veliko t»t*>t,

dodirnuée krive watt) ili Uity , te, prema gornjem, i uéi u "cijev" /25/.

Ako funkcije mmitvyi m(t) ispunjavaju uslov

Lom (M) - mier) = o 1

L4000

tada Sirine krivolinijske "cijevi" /25/ teZi nuli kad t>+eo , teirjeéenja

koja ispunjavaju uslov /23/ ispunjaveju i uslov

Lowm 'Jut\—m\(t\):ﬂc/wx Kie) = M) = 0.

L4060 t 5100

§ 2.3.

Prema izloZenim rezultatima i dokazima istih, koji se odnose'na Jjed-
nadinu /13/ /teoreme 1, 2, 3 i 4/, vidi se da bismo mogli, na sli&an na-
‘&in, prezentirati veliki broj rezultate pri detaljnom proudavanju jedne-
&ine /13/. A _ '

Nea osnovu navedenih posmatranja jednaéine‘/ll/ nije tesko primjeti-

ti da se rezultati teorema 1 - 4 mogu uopstiti i na jednadinu

»

/13°/ dx C}({,:\c)xw e Rk (m=o0,4,2,---)

dt
uz odgovarajuée modifikacije i dopune uslova.

MoZemo dati sljedeéu teoremu.

TEOREMA 5.

Tvrdjenja teorema 1l-4 vaZe i za jednad¢inu /13°/ samo ako uslove /27/



i /28/ /teorema 1/; /34/ /teorema 2/; /17/ i /1&/ /teorema 3/; /22/ /teo-

rema 4/ respektivno zamjenimo uslovima:

\ ' )
aMIEA 4( 274 1‘ .
9.6 E,6) > L - %:(% * e«m) , THWEW L ( \- %—J% —czm) ,

Al 2. @) Aatt)
— — v ol € 2
2.0 & 6) < Yy < J 3 (t) A AL

/26/ . —9,(6) E4(1) < (”""\‘/mct)—e.(t)) ,

Guttd €.06) > (N mcer + en)

1Mme4 .
—g.wem STy g‘ - e,m) , Rweo < (Y- é‘(&-ﬁ-e,m)

2MmeA 'ﬁq t)
Ga(e)

/21/ —- 9, E(8) > (‘ Umiey - cqm\)

Falt) 1) < ‘”\/an + e,m)

2maaf ﬂ!(t) +£.‘_(t)

— £E.t < Xt
E.CeY Y L g

Takodje, treba uslov /35/ /teorema 2 § 1/ i /23/ /teorema 4/ zamjeniti

uslovom

/28/ ' _ """"\‘[m(ﬂ-&.(t) < X)) L m"\q/m(t)-fa,_u) ,

a uslovima /26/ i /27/ dodati i uslov

/29/ k) €« Mmit) zaq t 21,

Ako funkcija ~m(t) ispunjava uslov

/30/ i Lmmw=o

tada se uslovi /26/ i /27/ mogu izostaviti, a uslov /28/ zamjeniti uslovbm

AMeAa

0 <L (k) € m (L) + E,(t)
Dokaz teoreme 5 u principu je isti kao dokazi osnovnih teoremn.
U sludaju uslova /30/ treba samo primjetiti da se moZe uzeti da je

Mt)=0 , 0dnosno M,{({Y=0.

Posmatrajmo sada sluéaj kada u jednaéini /13/ umjesto ¢lana g(t,x)x

imamo g(t,x) x*™ (m=4,2,...), odnosno posmatrejmo jednacinu
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/31/ o .Z_L_L_E_:%,('\:,’JC)’JC?"" +Rlt,x) (n\-_-.;\:-,_'...\

gdje funkcije % (t%) i fA(t,x), pored osnovnih uslova ranije navedenih,

)

ispunjavaju 1 uslov, za t>»t.i \x\<+oco,

R (t,%)

g (t,%) >0,

tj. funkcije Gt i ﬂ(t,'x.) treba da su suproinog znska.
Jednadina /31/ ima dvije krive stacionarnih tadaka

X = +1M — ﬁ(t!'x.)

G, x) )

koje oblast ravni +0x (t>t,) dijele na iri podoblasti, gdje u dvjema
gus jednim podoblastima integralne krive Jjednaine /31/ imaju suprotne
xoeficijente smjera. To omogudava istodobno formiranje dviju krivolinij-
skih "cijevi", koje su simetriéne wu odnosu na t osu. Jedna je “cijev"
izlaznih, a druga "cijev" ulaznih integralnih krivih, ¢ime se obezbjedjuje
postojanje bar Jjednog rjesenja koje pripada prvoj "cijevi" i jedne klase
rjeSenja koja pripada drugoj "cijevi". '

Sade éemo, polazedi od rezultata datih za jednadine /13/ i /137/,

dati odgovarajuée rezuliate koji se odnose na jednadinu /31/.

1° Pod uslovima, z8 t3te 1 IXl<too,
0 < G.08) € FE,%) € G, 0, -

/32/
Aale) € Ay, @) € Alt) < 0

gdje su ‘3—4(0 sy Ga.t) AAlt) 1 A2t) definisane i neprekidne funkcije

za t>to , te ako postoje neprekidne i monotono opadajuée funkcije E.(x) i

€2(4) koje tefe nuli kad t—=>+°° /i u sljedeéim sluéajevima podrazumjevae-

éemo dé funkcije E&.(t) i €,(%) ispunjavaju te osnovne uslove/ i takve da

je, za t3te, . ‘ ' '
_ R

/33/ E(t) < 79

[
1/ Rl \
%,\(ﬂ E.4) > \( —A—-—%"\m + gq(t)) ,

/34/
| g0 80 > |(V- So) |

jednadina /31/, za t>t,, ima bar jedno pozitivno rjeSenje X(+) koje is-

punjava uslov

TR Ram
735/ el el(ﬂ < k) < \, %At) * £.(4)



129

za 8ve txt, i jednu klasu negativnih rjesSenja koja ispunjava uslov

/3% =V gae TE < X L m

= Elt_t)

za 8ve t2t, .

Ako funkcija ¢ (&) ispunjava jos i uslov
/37 8 2 M, >0 . txt,

/M,je poz. konst./, tada,6za dovoljno veliko + > t*>t., sva rjesenja oblasti

m R (x)
/38/ X \[- 8 -y et

ispunjavaju uslov /36/.
Pty o Ay
Qate) S(0)

. ga(t\ 'gl(t)
/39/ £ 400 (_ 3a®) | Ga (‘t\‘) =°

tada se za rjeSenja koja ispunjavaju uslove /35/ i /36/ mo?e konstatovati

Ako funkcije — ispunjavaju uslov.

da respektivno ispunjavaju i uslove

: _7‘4/_ . () ) - ( ‘ / 'gq.('t) )
/4o/ ‘t'-)+°o X Faltd / T gvaeo '-‘C(t) a’t(t‘

1Y falt) — “g (&
: /41/ L5+ w(ﬁ(t)-‘- V g. &) ) T t9400 (’x(t).\— Y 1“)5 =0.

DokaZimo navedena tvrdjenja.
Keko élan %(t,x}'x_"" odlu¢uje o znaku desne strane jednadine /31/ za

i) > ”"\/-%%% , trte
te kako, prema uslovima /32/, za t2t. i Ix\<c400, vaZi
1M R Rix, %) 1M f_..it_)_
'\’ TS \/ (e, x) < AT
to integralne krive jedna&ine /31/ imaju pozitivan koeficijent smjera za

2 LAtk
] > -—m , b2t

W Al
lx‘ < -73;—1&) , t=2to .

palje, uslovi /33/ i /34/ obezbjedjuju da ée sva rjesenja Jjednadine
/31/ koja proleze kroz tadke krivih

s negativan za

. |
v, (4) = —é-‘-:—:-’;-gl(ﬂ vim—— g’“(?) Ly (t2t,)

presjeéi te krive izlazedi iz "clgevi" koju ¢ine te krive, kao i da de



1%0

gva rjesenja jednacine /31/ koja prolaze kroz tadke krivih

 am
U, ) =— Falty = — 1\ /_ Ratld) _
142/ \ \[ R W, U= 229w vy

presjeé¢i te krive ulazeéi u "cijev" koju &ine te krive.
Zaista je
! (Uin) = G(£,w) WTE) + R (¢, ) & G, ) V:'""(t\'* A= =g (0 E0) <

—(*™_ Ao ! -A (v )
< ol 22 = U
K T E) \ S ( Ty Sl R

x'(u’-g(‘t.)) = }(t'\’l) vf"\(t) - ﬁ (f,vz_\ >/ 3 (t) v.:"\(_k) + 'ﬁ,(t\ =3.‘('E) a“(t) >

am }
_M Rl .
(\/ sﬁm"e‘(ﬂ)\ > ( ﬁ-ye‘ﬂ) = W (&) ;

>

/(W)= G (&, w) U™ +*Mt W) 2 2 ouw" ey r Ay = G €4 (1) >

RS [ _ Arx) )'___ '

>

L' (Uat8) = G (£, M) UT(R) +Ale, W) & GO U + Ry (8) =8, (1) Eatt) <
~ (R o< - ‘(‘/’f - = u
< l( T g6 E““)\ ( g0 Ez‘ﬂ) Uyt |

3to garantuje da jednaéina /31/ ima bar jedno pozitivno rjesenje koje, za
sve t3»t. , ispunjava uslov /35/ i jednu klasu negativnih rjeSenjs koja,
za 8ve t>t., ispunjava uslov /36/. Ponadanje integralnih krivih simboli-~

&ki ilustruje slika 4. /Krive *X¥{t) au krive stacionarnih tadaka./

A
X
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Uslov /37/ obezbjedjuje ulaZenje svih rjeééﬁja oblasti /38/ u "cijev"
koja je odredjena krivama /42/ za dovoljno veliko +>t">+t. y te i uslov .

/36/+. DokaZzimo to za integralne krive koje prolaze kroz tadke oblasti

2am
Ay M Aale)
gy~ ) <X <

= V' Aaltd)
pl( t, X, = TG — &t -d] ) )

3‘1(t)~€xlt) , t>,t°

Neka je

gdje su t. id.‘\ brojevi: t.>t, , of,\\ '3 (o, -é‘__(:;l‘--gz(tﬂ] y Proizvoljna
2 (ta

tadka oblasti

ﬁt(t) -
<X < \/ G |ty

Prema uslovima teoreme vazZi

(R) = Gl XN + R X)) € FEN T+ 4oy =

= -3, () £.(e) =9, () o < — [(‘\"’/--ﬂ—‘(—t‘) "51“‘«\>|\ - Md,

2 (ta)

§to znaéi da integralna kriva koja prolazi kroz tadku P, u toj tedki ima
" koeficijent smjera koji je negativan i manji od modula koeficijente smje-

ra sa negativnim znakom krive koja prolaszi kroz tadku P» i paralelna je

A
se krivom W—%%-E,_(t) za negativan broj —Md, , te ¢e, za dovoljno ve-
liko t > +">t, » i preéi u oblast

| =AY o0 ¢ % <0 £t
/43/ 3‘1(t) 1({) J ad o .

t,, A= \fo o e,(m~o(;) ,

am
gdje su ta idy brojevi: t.>t., J; € (0, *%—t},‘%\—ﬁz(t,\}, proizvoljna

tadka oblasti /43/. Prema uslovima teoreme vaii

Dalje, neka je

(R = G, XX + Al 0 £ G Xy + At =

‘pu(‘tx) - \
( g, T2 E,(tn) \_‘ Mdh

= ‘-3'1(*1\ €-..(t,_\ -.ﬂ"l(t")d; < -

8to znadi da ée integralne kriva koja prolazi kroz tacdku p y 28 dovoljno
veliko t>»t*">t, , 8tidi do krive Ualt), a zatim i uéi u "cijev" ko,)a Je

odredjena krivama Ualt) 1 U.(t) .

Navedimo sada jos neke bitno razliéite rezultate, bez dokaza, koji
‘se odnose na jednaéinu /31/. Dokazi ovih rezultata u principu su sadriani

u- dokazima prethodnih rezultata.
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2o Pod uslovima, za T2 t, i \x\< 400,
°0< 4, W) £ g (e,x)

_ ARt

0oL MWk) & 3 (x,%)

< mie)

gdje su g (x) , M) 1 M) definisane i neprekidne funkcije- za +>t,,

kao i, za t»t.,

GO > | (Ymo-eam) | o

T et > | (Y m e veo |

/44/

te i uslov /29/, jednadina /31/, za t>t,, ima bar jedno pozitivhno rjeéé-

nje X(t) koje ispunjava uslov

/45/ W mm—ae <xw) < Y m) ve,

za sve L2 t, i jednu klasu negativnih rjesenja koja ispunjava uslov

/46/ N m@ vamm < xw) < My —e.

za sve t2to .
Ako funkcija 4,(t) ispuhjava jod i uslov /37/' tada sva rjesenja jed-

nadine /31/ koja prolaze kroz tatke oblasti
w
X L M~ £,&) , t >t,,

za dovoljno veliko 12 t*>+t,, ispunjavaju uslov /46/.

Ako funkcije mit) i m(+) ispunjavaju i uslov

/47/ ;e:;'/:‘g_o(ﬂn(t)-m(t)) =0 )

tada rjedenja koja ispunjavaju uslove /45/ i /46/ ispunjavaju respektivno

i uslove
/48/ f\-'/):v‘l”(x(t)— v”\/M(t\» =f;‘/m (’& ) - v‘\/n»v'((ﬂ\ =0 , '
/49/ Jté'/::\o(‘x(t\ * ”’M(tﬂ =t§‘/::o (-:c () ~ 1M’”"(t\) =0

3° Pod uslovima /14/, /16/, keo i, za txt.,

i : ,
— G () ENlk) > K m—-’%ﬁ{%— 84&\) \ ,
/50/

am ﬁﬂt\ y
= 3. (Y E ) > \( BRGNP * 87.“:)\) \ ,



A%y

jedna(}ina /3Y, z2a {3y t,, ima jednu klasu pozitivnih rjeSenja koja ispu-

njava uslov

m KA 1) | m Ao lx)
: _ha) e < X (t \ ’_ Jhalx)
/51/ RN ALR) Y <L EWTS + £, (0

ze ave t>t, i bar jedno negativno rjeSenje koje ispunjava uslov

IRy EATY | SRVALI
/52/ g B L XY L Falt) aqm.'

za sve t >to.

Ako funkcija ¢ (¢) ispunjeva i uslov

%1&) $—Mz<0 za t21t,

/M,je poz. konst./, tada sva rjesenja oblasti

™ - Aalt)

x> — %ﬂm~£4’m , t2t,

ze. dovoljno veliko t%»t">t,, ispunjavaju uslov /51/.

. TYC S W, 19 00
Ako funkcije CRRTS i o)

koja ispunjavaju uslove /51/ i /52/ ispunjavaju respektivno i uslove /40/

i /41/.

ispunjavaju uslov /39/, tada rjeSenja

1

4_o Pod uslovima /21/, /29/, kao i /44/, gdje samo umjesto G,it) tre-
ba da stoji -9.(ty , jednaéina /31/, za t3t., ima jednu klasu pozitivnih
rjesenja koja,za sve t>t,, ispunjavae uslov /45/ i bar jedno negatiwvno
rjedenje koje, za sve t3to , ispunjava uslov /46/.

Ako funkecija g,(t) ispunjava i uslov

G ) £~ My <0 za t3rt, /My e Poz.m‘mst./'
tada sva rjesenja oblasti
2m
X p-Ymay—E), tet,

za dovoljno veliko t>»+t*>t,, ispunjavaju uslov /45/.
Ako funkcije m(t)i M) ispunjavaju jod i uslov /47/, tada rjedenja
koja ispunjavaju uslove /45/ i /46/ ispunjavaju x:espe’ktivno i uslove /4&/

i /49/.
5o Pod uslovima, za t>te 1 |x\<+oo ,
g, > g0 >0,

Al,x) '
o< |-gam| ¢,



A4

nge su %‘4‘*5 i MW neprekidne funkcije za Lt >t . i
bom My = o

L~y 420
te ako postoji neprekidna i monotono opadajuda funkcija £(+) koja teii

nuli kad t>+oo i takva da jJe

Hem > |(Fmmrew )| = tat

jednacéina /31/, za t>t., ima:
8/ za @(t,x)>0 i Rt x)<0, bar jedno pozitivmo rjedenje koje ispu-

njava uslov

/53/ 0< %) & Pmwy+en)

za sve t2to i jednu klasu negativnih rjeSenja koja ispunjava uslov

/54/ fﬂ?rmm\ua(ﬂ < Xt < 0

za sve 3 to ;
b/ za g(t,x)<o0 i Alt,x)>0 , jednu klasu pozitivnih rjedenja koja

ispunjavaju uslov /53/ za sve t3»t, i bar jedno negativno rjedenje koje

i
i

ispunjava uslov /54/.

Sva rjegenja jednadine /31/ koja ispunjavaju;uslove /53/ 1 /54/, kao
i ona izmedju nJjih, teZe nuli kad t-»=+oco,

Ako funkcija ¢,(t) ispunjava i uslov /37/, tada, za dovoljno veliko
t>»t">t. , u sludaju a/, sva rjedenja oblasti <o (+>t,) ispunjavaju ‘
uslov /54/, & u sluéaju b/, sva rjeSenja oblasti X >0 (txt.) ispunjavaju

“uslov /53/ .

PRIMJERI

1. Posmatrajmo jednadinu
) =+~ C(t,x)

4 1
x! = A—t . t+e Cos
/55/ £+t simfie,x) x> t (\rt_ ¥ O'Q'

gdje su ¥lt,xy i “e(t,x)»o0 definisane i neprekidne funkcije za t31i\xj<c+eo

Imamo, za t22 i Ixl<+oco,

" . gl —¢h _ '
At A—t ¢ =t :-'}t---\_=gm<o
-t T 24 psemfly,x) i+t

-1: ‘e(t,x))\\l-t- +¢-05'l:.)<£ +4 (ﬂt_-\»tost» ﬂ(ﬁ.

gq(t)lz—% -t =

0 <hatty=t(VErcost) < I-{&h

Dalje je
b g _ £(E+cost) _ham taa) (JE4COst)
T A Vo) -4 i

_ A _ hatey ;
M“\ 4G atre , (CFH) <4 ratr3.
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Neka je
‘ E Y = E N = 74—%.

Imamos
—g! = (=4 —1). A A =2 N I
Fwaw -t =ty SR VE <= V6, it

_ 3
t) 7z o.tr‘uﬁ"ﬁ‘?-\’-‘"c"?’

3—1(1:.\'81({) -8y = (—‘E

Prema ‘izvedenom, svi uslovi teoreme 3 su zadovoljeni za 1> g , te
jednadina /55/ ima jednu klasu rjeSenja koja ispunjava uslov
(VT +cost) A L wE) < € +4\(\)‘{+cos-\:)
t*+ 1 vt -1 ‘E
sva rjesenja ispunjavaju

za 8ve t>¢ , dok za dovoljno veliko + > ¢*>¢

taj uslov, te i1 uslov
Lom, (reuy — £E *“SQ) = bom ('x wy — Ve reost) | _
taave YA t o400 “: -4 ]

odnosno uslov
Lom (‘.\c(t) —- (JE+ COst\)

++o0

2. Posmatrajmo jednadinu
=(2+ %s\‘a’n Fltxy) X2 + -5{- A, -1Vt |

/56/
Yt x) definisane i neprekidne funkcije i ispunjavaju

gdje su F(t,x) i
potrebne uslove za jedinost rjesenja jednadine za 24 i lx\<+eo

Koristeéi rezultat 1° koji se odnosi na jednaéinu /31/ primjetimo

da za t>4 1 \Xl<+e0 vaii
2+ —"Esw\ fla %y & 2+-"€ =%\,

A
0< 1gH)=2-F %
A A _ = -
-+ Lo = A ¢-1<0.

~R,\m=..__'::._7_\r{ < i x) —2VE <

Uzmimo da je

——

(ty= €, () =
Eq \ kX V'E

Imamo, za t2{4,

) A ] ., _
(WFEE )| =l ] « feewrmno,
+

9. )
' A AY == 3, EL
\(V é‘f&\ E,m) ((1+— )\ < Ve < (e Q Ve HORW,

) za t» 6 vaii:
£ (VE+cost) (€4 1) (V& +cost)
A < VE vcost L -
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Svi potrebn:. uslovi su ispunjeni i Jednaclna. /56/ ima bar Jedno po-
zitivno rjefSenje 2 (+) koje ispunjave uslov

. _ A A
\/lr - .,4 < ALY < }?.\FE +4t + "4
v Ve -+ Y

ze ave t>» 4, te i uslov

A A
Exm V 9“F - ) = dom (x(ﬂ- 2ty \)
tﬂpaoo t-v4o0 ' 2 - —1{

odnosno uslov

es (w2 ={E ) =0 "

+ > +co

i jednu klasu negativnih rjesenja koja ispunjava uslov

4 ' T
K K A £ XY < - ___‘/_—E_:_:.._L
“\[2--2: e k 2% R

za sve t> 4, a sva rjeSenja oblasti

) b
£ 2E-F A >4
VRS g

1spun3ava.,)u ta,] uelov, zs. dovoljno veliko t>2t*> 4, ka.o i uslov

&m('xlt\-\-\fjﬁ‘_t;{ ) -.—A'xm(’x_(t)-s- _7:."_?-_:_312 =0
{4+ ’L--%- £-> 400 2+3 )
X

odnosno uslo;
' ('x(t)‘*\f—)—O

+-a+eo

3. Jednaéina
/51/ x! = (t—-ﬂ\:ﬁt"x) —1) X + £ (3-5somt) +cos e, x)

gdje su ftt,x) i €l x) definisane i neprekidne funkcije i ispunjavaju po-
trebne uslove za jedinost rjeSenja za t3>8% i \x\<+co , ima jednu klasu
pozitivnih rjeSenja koja ispunjava uslov

1(8-55<mt)-1 _ A . oy < +(8&- Ssvv\t\-m WA
t+A . vt

=l

") WoZemo primjetiti da, za t24, vaii neJednakost

{’L\ﬁ:-"{ < 4 M.____"-‘rt £
A f)_.,..:‘E. 't < 'L-‘_‘

Takodje, moZemo primjetiti da su ’Jc:t\/_'l:— priblifna rjesSenja jednadine /56/.
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za sve t> 8 , a sva rjeSenja oblasti

x Y - \/7:(%—55»'%)—« REN

£+

z8 dovol,]no veliko +3 +*»§ , ispunjavaju navedeni uslov, kao i uslov

M(x(t) — F“"“"“"t" ) = Lo ('x(t)- \/“8'5“"“‘)” ) =0,

R S hiad t+A £ +00 —

odnosno uslov

tf;;/;;g(*r.u:\-- 8- S‘SW\t) _o} .

Takodje, zadana Jjednad¢ina ime i bar jedno negatiirno rjesenje koje ispunja-~

va uslov

_\/Iw—ssco\tha' DA < AIRY < —\[2E-5simi)-1 4
t-A Jt k4 Vi

za sve t2 8, te i uslov

_H”('x(ﬂ * {(8 5sumt)+q évwl (x(t) -\-\/t(x—s semi)-4 ) o,

t-2+00 £ 4A

odnosno uslov

/e\./w\_ ('x(tw- 8-55\»\&:) =

t-34c0

Navedena tvrdjenjs, o rjedenjima jednadine /57/, proizilaze iz rezul-

tata 4° i istinitosti sljedeéih relacija, za t3 & i lx\<c+=o :

%(t."‘3"—"-t‘f‘t¥(t‘x)~t «1-t =4y -3 <0,

.- nt)-1 'A(tn Yy -~ v . ) -5 5 ’
(gossemt)t Al (3-Sset)veostinx) o 18 SSMIA

)y = =
0 < MmN t+ A g (£,%) -thfir, )+t t-4
Neka Jje -
€Aty = &) = j-i
Dalje, za +>§ , vaii
A <t(8-55\‘mt3~'\
VRS t+A '
J -
= £(€-535umi) -4 -4
\(mﬁ \ l(\( — ~ )\ ¢ E=qew

Y za t>8 vaZi nejednakost

\/]—_(g =5smA) -4 4 \[1-5semt < \[1—_(8 st\t\ﬂ .

ExA
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§ 3. NEKE DEFINICIJE STABILNOSTI I STABILNOST RJESENJA
POSMATRANIE DIFERENCIJALNIH JEDNACINA

Cilj nam je u ovom paragrafu da proudéimo stabilnost'fjeéenja diferen-
cijalnih jednadina posmatranih u glavi I i u ovoj glavi §1 i § 2. Nije
tedko primjetiti da smo na osnovu odgovarajuéih "cijevi", koje smo formi-
rali pri proucavanju ponaSanja rjesSenja posmatranih jednadina, veé. obez~-
bjedili moguénost da koﬁstatujemo stabilnost ili nestabilnost nekih rje-
Senja u smislu odgovarajuéih definicija datih u uvodu %7 .

Taeko moZemo odmah primjetiti, bez detaljnog obrazlaganja:

1° U svinm sluéajevima posmatranja izvedenih preko "cijevi" izlaznih
integralnih krivih, ¢ije Sirine teZe nuli, gdje smo obezbjedjivali posto-
janje bar jednog rjeSenja A(t) koje ostaje u toj "cijevi" zs sve t=t,,
nozemo konstatovati da je to rjedenje nestabilnor~ nestabilno u smislu
L japunova. B

Zaista, dobijeni rezultat ne daje nam moguénost da za neko drugo rje-
senje, koje ﬁ trenutku t=t, pripada istoj "ciJjevi", tvrdimo da dée ostati
~u toj "cijeyi" za ave t=zt,, dok nije tedko primjetiti da postoji rjesenje
x,u) koje je u nekom trenutku t=T>t, proizvoljno blisko rjesenju X(v),
koje ostaje u "cijevi”, izlazi iz te "cijevi", Jjer sva rjesenja koja pro-
laze kroz iégéne tadke “"cijevi" izlaze iz te "cijevi" éijéwéiriné, za do-
voljno veliko t>t">1,, proizvoljno mala.

2° Za ave one klase rjedenja za koje smo pokazali da za sve {x+,
pripadeju odgovarajuéoj "cijevi" ulaznih integralnih krivih, ¢&ija Firina
je ogranidena, ali ne teZi nuli kad t-—>+°°/bilo da je "cijev" pravolini j-
ska ili krivolinijeka/, moZemo konstatovati da su te klase rjesenja skoro
stabilna rjeSenja u smislu definicije M. Bertolina /vidjeti [#]/. Tekodje,
svaka kriva x =€) koja, za t>t,, pripada odgovarajuéoj takvoj "cijevi"
i koja je pribliZno rjeSenje jednaéine, ona je skbro stabilno pfiﬁliino
rJesenge u gmislu iste definicije. : ‘

DovolJno je zapaziti da ako uzmemo da Sirina "cijevi" nije veda od 12
/L je fiksiran broj/, za sve t>t,, da su uslovi definicije M. Bertolina
ispunjeni. T;kodje, moZemo primjetiti da Jje gornji zakljuésk u neposred-
noj vezi sa primjerom kojeg navodi M. Bertolino /vidjeti[?7]/, & tim &to
nas zakljuéak predstavlja dopunu tog primjera. Naime, prave Ax=Mi x=M
/™, M su konstante i M <M/ u primjeru Y. Bertolina, u odgovarajuéim re-

rezultatime datim u ovoj glavi § 1182, zamjenjene su odgovarajuéim
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krivama, koje mogu biti ogranidene ili neogranidene, ali sa ogranidenim

razmakom.

5to se tide dobijenih apecifiénih rezultata koji obezbjedjuju posto-
janje Jjedne klase rjeSenja koja za sve t=t, pripada odgovarajuéoj krivo-
linijskoj "cijevi” ulaznih integralnih krivih, ¢ija Sirina teZi nuli kad
t—>+00, kao i oni gdje takvoj "cijevi", za dovoljno veliko t >+™> t,,
pripada i 8ira klasa rjeSenja, oni zasluZuju posebnu painju i po pitanju
sﬁabilnogti.‘ '

Za neka rjgéenja moze se pokazati da su stabilna u smislu osnovne
definicije Ljapunova, pa i viSe od toga; a, takodje, se pruZa mogucnost
prouéavanja stabilnosti rjesenja u smislu neke od ostalih poznatih defi-
nicija navedenih u uvodu g2 . Primjetimo i to da formiranje krivolinijskih
"cijevi" ulaznih integralnih krivih, ¢ija Sirina teZi nuli kad L->+eo,
prufa moguénost de se mogu lakde odrediti neka pribliZna rjeSenja jedna-
¢ina, keo i da se moZe govoriti o odgovarajudoj vrsti stabilnosti tih rje-
3enja. Takodje, pruZa se moguénost da se u nekim sluéajevima moZe na svoj-
stven nadin govoriti i o stabilnosti rjeSenja pri stalnim poremeée jima.

Zbog toga, a na osnovu definicija o stabilnosti rjesenja navedenih
u uvodu § 9, , naveséemo neke definicije o stabilnosti rjesSenja, koje ce
| nepoarednije da odgovaraju nadSim dobijenim rezultatima. Uz svaku od tih
definicije posmatrademo i stabilnost odgovarajuéih rjééenja u smislu te

definicije. | i
Posmatrajmo diferencijalnu jednadéinu

/1/ | = fe,,

gdje je funkcija F(t,x) definisana, neprekidna i zadoveljava odgovarajuée

uslove za egzistenciju i jedinost rjeSenja u poluravni +0x (t3t.).

g 3.1.

Navedimo prvo definiciju asimptotske stabilnosti jedne klase rjeSenja.

DEFINICIJA 1.
za neku klasu C rjedenja jednadine /1/ kazademo da je asimptotski

stabilna akos za svako rjedenje xX(t)e C postoji neprekidna i monotono

opadajuéa ) funkcija rit), za t»t., koja tefi nuli kad t—>+o01i takav

broj d (N t)>0da pri

Y Fod monotono opadajuéom funkcijom podrazumjevamo da je stirogo mono-

tono opadajuéa.
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72/ %ty = xta)l <
vazi
73/ JXale) = (0] < T(t) za sve t3t, ,

gdje je Xat) proizvoljno rjesenje jednadine /1/.

Dakle, prema definiciji 1, klasa rjedenja ( Jjednaline /1/ je asim-
ptotski stabilna ako svako rjeSenje X(t)e C Dblisko sa nekim drugim rje-
senjem A,(t) jednadine /1/ za t=t, ostaje blisko za svako t>t, , u smi-
slu definicije, tj. da razmak izmedju rjeSenja Xalt) i X&) nije veéi od
monotono opadajuée funkcije V'(t) koja teZi nuli kad t->+oo. Za rjeSenje
XAt) kazali smo da je proizvoljno rjeSenje jednaéine /1/, 5to znadi da
je Xalt) neko druge rjesSenje jednadine /1/ razli&ito od rjedenja Ay,
koje pripada ili ne pripada klasi ( , ali koje sa odgovaré.juéim rjese-
njem X (t)e( za odredjenu frrijednost d ispunjava uslov /2/.

Stabilnost nekog rjesenja -x(+) u smislu definicije 1 ne obezbjedjuje
i stabilnost tog rjeSenja u smislu Ljapunova za sve +t=t,, mada, rjeéenje
2 (tYeEC stabilno u smislu definicije 1, za dovoijno veliko t 2 t* >+, ,
prema uslovu /3/, ostaje proizvoljno blisko sa rjééenjem XAL) sa kojim
ispunjava uslov /2/ i _
1 | {%\xuu—xcu\:m

Kao dopunu definiciji 1 moZemo navest sljede{:e definicije: definici~
ju asimptotske stabilnosti u cijelom i definiciju oblasti asimptotske

stabilnosti klase C rjeSenja jednaéine /1/.

DEFINICIJA 2.
Ako je, za dovoljno veliko t3»t">t., uslov /3/ ispunjen za sva rje-

denja X,+) iz oblasti

R : tzt., Il g roo
kazademo da je klasa rjedenja ( asimptotski stabilna u cijelom.

DEFINICIJA 3.

Ako je klasa ( rjesenja asimpiotski stabilna, a nije asimptotski
stsbilna u cijelom, tada onu oblast DCR kroz éije tadke prolaze rjese-
nja X.&) koja, za dovoljno veliko t>»+t*>t,, ispunjavaju uslov /3/ na-
zivademo oblast asimptotske stabilnosti klase ( .

Kao primjer stabilnosti rjedenja u smislu definicije 1 moZzemo ista-

éi rjesdenja Jjednacéine
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4/ | %&- = Gt x™ + Ale,x)

/%(t,'xb i 'B\.(t,‘x\ su definisane i neprekidne funkcije i ispunjavaju potre-
bne uslove o jedinositi rjedenja za t2t, i \x\<+92 /, dobijena u nekim
rezuliatima navedenim u glavi I & 1 1 u ovoj glavi § 2, a preko “cijevi”
ulaznib integralnih krivih &ija Sirins teZi nuli kad t->+eo.

Klasu C rjedenja jednadine /4/ asimptotski stabilnih u smislu defi-
nicije 1 ¢éine rjeéenja x(t) koja su odredjena poetnim uslovima X (t.) ko-
je pripadaju otvorenom intervalu odredjenim vrijednostima donje i gornje
granice odgovarsjuée "cijevi" ulaznih integralnih krivih za t=t., a za
funkciju ¥ (t) moZemo uzeti da Je to ona funkcija od koje &irina te "gijevi"
nije veéa. . | _

Tako, na primjer, u sludaju rezuliata teoreme 4 ove glave § 2, kada
je M(M(ﬂ—m(ﬂﬁo, klasu ( asimptotski stabilnih rjesSenja u smislu
definicije 1 éine rjeSenja X (t) koja su odredjena podetnim vrijednostima

% (ts) koja pripadaju intervalu
(m.(to) — &), ME) + e,tt.\) .

a za funkciju Y(t) moZemo uzeti da je

rE) = 1) + &, + &)

gdje je Jt) definisana, neprekidna, monotono opadajuéa funkcija, teZi
)

nuli kad t-»+ec i takva da je
| ~mw | < ) zq t3t,,

Ovdje je "cijev" ulaznih integralnih krivih

75/ t2t,, MO =) € X < M) +E&)

Keko, prema uslovima /22/ /8§ 2/, integralne krive jednaéine /4/ pro-
laze kroz ividne tadke "cijevi" /5/ ulazeéi u "cijev", to se z8 svaku vri-
jednost x{to) G("’l (£e)=£4(t), M LN+ EtY mo%e naéi dovoljno bliske vrijednost

Xalte) tako da odgovarajuéa rjedenja X(t) i Xalt) &ije su to poletne vri-
jednosti, ispunjavaju uslove definicije 1. . :

Prema rezultatima teoreme 4 /u sludaju kada je f’_{f\,}m“*\”m“ﬁ'—"’/,
pri usiovu %(t,xs < ¢, (1) <0 » Z8 oblast asimptotske stabilnosti klase

rjesenja jednadine /4/ moZemo uzeti da Je

D: 3t M- ) £ X € MDY EW

dok pri uslovu G(t,x)&~M<0/Mje poz. konst./ navedena klasa ( rjesSe-

nja je asimptotski stabilna u cijelom.
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Analizirajmo, sa glediSta stabilnosti, jo$§ i rjeSenja dobijena u re-
zultatu 1° § 2. ove glave, pri ispunjenju uslova /39/. Prema ovom rezults-
tu jednacina /4/ (M=2% ,«=42,-) ima bar jedno rjeSenje koje ispunjava uslov
/35/ 28 8ve t>+t. i jednu klasu rjedenja koja ispunjava uslov /36/ za sve
t>t, » MoZemo konstatovati: _ V

8/ rjedenje koje ispunjava usiov /35/ je nestebilno u smislu L japunova,

b/ klasa rjesenja koja ispunjava uslov /36/ 28 8ve + =>t,je asimpto-
tski stabilna u smislu definicije 1, gdje, u sluéaju uslova /37/, oblast
asimptoiske stabilnosti te klase rjeSenja je oblast /38/.

Na sli¢an naéin bismo mogli analizirati, sa gledista stabilnosti,
rjeSenja jednaline /4/ dobijena i u ostalim rezultatima postignutim u

glavi I i u ovoj glavi.

§ 3.2.

sada navedimo tzv. definiciju ravnomjerne asimptotiske stabilnosti

jedne klase rjesenja u odnosu na poéetnu vrijednost t..

DEFINICIJA 4. ’

Neka je { neka klasa rje3enja jednaéine /1/.'Kazaéemo da Jje klasa

. rjeSenja { ravnomjerno asimptotski stabilna u odnosu na poéetnu vrijed->
nost t. ako je svako njeno rjesenje () stabilno u smislu Ljapunova; tj.

za svako €>0 postoji broj J(s;u)>o tako da iz nejednakosti
/6/ |x. ed - x| < d

slijedi nejednakost

/77 : ‘xa(ﬂ -’x-(*-\\ L& za sve t3t,,

gdje je X&) proizvoljno rjedenje jednaline /1/ koje je odredjeno pocCet-
nim uslovom Xalte); te ako postoji neprekidna i monotono opadajuéa fun-

kcija v(t) (£2te) koja teZi nuli kad L—>+co i takva da pri /6/ vaii

/8/ I — x| < vl

za sve t2t..

Dekle, prema definiciji 4, klasa rjeSenja ( jednadine /1/ je ravno-
mjerno asimptotski stabilna u odnosu na podetnu vrijednost t, ako svako
rjedenje X{(tYE€C Dblisko sa nekim drugim rjesenjem jednaCine "X,&) za t=%,
ostaje blisko, u smislu definicije, za svako txt,. Uslovi /7/ i / 8/ obe-
zbjédjuju i ravnomjernu konvergenciju rjedenja “Xailt) ka rjesenju xtt)
kad t—>+oco, '

Leko je primjetiti da je definicija 4 jafa od definicije 1, Jer
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rjeSenje stabilno u smislu definicije 4 stabllno Jje i u smislu def1n1c1ge
1, dok obratno ne vaZi. '
Takodje, moZemo primjetiti da je definicija 4 u tijesnoj vezi gs
definicijom I jepunova o ravnomjerno] asimptotskoj stabilnosti u odnosu
na poéetnu vrijednost to /vidjeti uvod g 2, tacka 1 e/ ovogé rada/, te da

je razlika u tome Sto jg uslov Eﬁﬁ;}““”""x“”\=° zamjenjen uslovom /&/

u definiciji 4 i to 3to se u definiciji 4 tretira stebilnost Jedne klase
rjeSenja, & ne jednog rjeSenja. Ustvari, sustinske razlike medju tim de-
finicijama nema, jer rjeSenje stabilno u smislu jedne definicije moZe se
pokazati da Je stabilno i u smislu druge definicije. Ipak smo formulisa-
1i definiciju 4 iz razloga Sto u ovom radu, u nekim sluéajevima, formi-
ramo odredjene klase rjeSenja, gdje je svako rjeSenje klase ravnomjerno
asimptotski stabilno u odnésu na poletnu vrijednost t. sa odredjenom fun-
kcijom ¥, a 5to nedemo modéi tvrditi za neko rjedenje koje je izvan

te klase.
O stabilnosti u smislu definicije 4 moZemo govoriti u sludaju jednadine

dx
/9/ vy =atox + £y |

- gdje su ald) 1 £) definisane i neprekidne funkcije i1 A< o0 za t> > t,,
koju smo posmatrali u glavi I § 4, a istu smo u svojstvu primjera posma-
trali i u ovoj glavi § 2.1. /Ova jednadina biée detaljnije posmatrana u
glaviAIV/.

Klasa rjesenja Jjednacéine /9/ koja za sve~t>topfipada odgovarajuéoj

krivolinijskoj "cijevi" ulaznih integralnih krivih ¢ija S8irina teZi nuli

i

kad t-»+ce je ravnomjerno asimptotski stabilna u odnosu na podetnu vrije-

dnost to u smislu definicije 4.

Zadriimo se na rezultatu koji smo za jednadinu /9/ dali u ovoj gla-
vi § 2.1. Naime, tu imamo obezbjedjenu jednu klasu rgasenga koga za sve

7to pripada "cijevi"

- t, _Fw oy
/1lo/ t>t ) T Ay T EAW £ X L - v )

gdje su E£,&) i €,(t) neprekidne i monotono opadajuée funkecije, koje te-
¥e nuli kad t->+20 i takve da su uslovi /12/ /§ 2.1./ ispunjeni.

Klasa Curjeéenja x(t) koja su ravnomjerno asimptotski stabilna u od-
nosu na pocetnu vrijednost to u smislu definicije 4 su ona koga Bu odre-

djena poéetnlm uslovima x(t.) tako da je

it e (- B -y, - 252 €alt)
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Pod uslovima /12/ /g 2.1./, sva rjefenja jednadine /9/ kojé. prolaze
kroz iviédne talke "cijevi" /lo/ uleze u tu "cijév", te sve infegralne kri-
ve koje prolaze kroz unutrasdnje tadke te "cijevi" ostaju u njoj za sve t>t..

Dalje, neka su

B (e, -E2-4Y) ) Rls,, -2 a)

alt.,) alt \

/cﬁ i J;, su proizvoljni pozitivni brojevi/ proizvoljne talke respektivno

oblasti .
£x)
/1Y XL~ 7w t»t,,
{+)
/12/ x>_§m.t>,t,
Imamo:

~! (D) =-atyd] X (R) "".q“‘\d;-:

5to pokazuje da koeficijent smjera integralnih krivih jednadine /9/ u ob-
lasti /11/ je pozitivan i direktno zavisi od o), tj. zavisi od razmaka
integralne krive od krive stacionarnih tadaka —é% /5to je da veée to
je i veéi koeficijent smjera, pri istoj vrijednostit/, a u oblasti /12/
koeficijent smjera je negati;ra.n i to manji Sto je Jy veée. '

Otuda, dvije integralne krive jednadine /9/, za t>t,., imaju najveéi
razmak u tadki t=t,, te se taj rezmak ravnomjerno smanjuje kad + raste,
odnosno rjeSenja proizvoljno bliska u 'trenutku +t=t, osfa,ju proizvol jno
bliska za sve t>t. i bivaju sve bliZa pri raséenju t.

Prema tome, za svako rjeSenje ’.!.L't\eC jednadine /9/, te 2a proizvo-

1jno €0, mo¥e da se odredi broj dJ'(€,t.)»0 i funkcija vr), gdje je'

CLEY = E4WD + E 1) | 2t

tako da svako rjeSenje .t} jednadine /9/ koje sa rjeSenjem Alk) ispunja-
va uslov /6/, vaZi i uslov /7/, a takodje i uslov /8/. Ustvari, za svaku
vrijednoét 2 (to) moZe se naéi dovoljno bliska vrijednost X.lt,) tako da
rjedenja A(t) i Xilt) odredjena tim podetnim uslovima ispunjavaju uslove
definicije 4. .
Prema rezuliatu koji smo za jednadinu /9/ dali u ovoj glavi § 2.1,
kao i prethodnih posmatranja, za oblast ravnomjerne asimptotske stabilno-

sti klase C rjeSenja jednadine /9/ moZemo uzeti

T *

Medgutlm, ako uslov aly<o za,mgen:.mo uslovom AW &-M<o /M je poz. kon./

klasa C rjeSenja jednadine /9/ ,)e ‘ravnomjerno asimptotski stabilna u cijelom,
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jer dodatni uslovalt)g-M< o0 , prema /12/ /& 2.1./, obezbjedjuje ulaZe-
nje svih rjesenja jednadine /9/, za dovoljno veliko 4% +">+t, , u "cijev"

/lo/. Zaista, neka je _
P L
?(tl -5 e,m—d‘)
/$ proizvoljan pozitivan broj/ proizvoljna tacka oblasti

26
/13/ X <L IS £.(0) "t>/’ho

Prema /12/ /8§ 2.1./, imamo

1
x'(P) = -—awy g,y —awrd > - 2 —eixthd‘

Qi) ?

Sto znaci da integralne krive jednadine /9/ u svakoj tacdki P oblasti /13/
ima koeficijent smjera veéi od koeficijenta smjera krive koja je donja
granica "cijevi" /lo/, u tadki sa istom apscisom, za pozitivaen broj Md,
te ¢e integralne krive oblasti /13/, za dovoljno veliko t> " >t,, stiédi
do donje medje "cijevi" /lo/, a zatim i uéi u "cijev" /lo/. Analogno bi

pokazali i za integralne krive oblasti € > — %%:—; *E) | L2k,

§ 3030

Zadriimc; se sada na pitanju stabilnosti pribliZnog rjedenja.

Prije svega, dobro nam je poznato da nije uvijek moguée naéi tacéno
rjesenje zadane Jjednad¢ine, ili je to veoma tesko, te da se prisiupa traZe-
nju odgovarajuéeg pribliinog rjedenja te jednadine. Otuda i pitanje sta-
bilnosti pribliZnog rjeSenja zasluZuje paZnju.

Takodje, primjetimo da formiranje krivolinijskih "cijevi® ulaznih
integralnih krivih &ija &irina teZi nuli kad 1t +2° pruZa moguénost da se
lakSe nadje odgovarajuée pribliZno rjesenje x=€&k) koje za t >t, pripa~
da toj "cijevi", te da se, prirodno, nameée i pitanje stabilnosti tog
pribliZnog rjesenja.

U radu [7] M. Bertolino je dao definiciju skoro stabilnog pribli%-
nog rjesSenja. Polazeéi od te definicije i odgovarajuéeg komentara vezsnog
ze tu definiciJju, te koristeéii druge definicije o stabilnosti rjesSenja
navedenih u uvodu § 2 ovoga rada, moZemo dati sljededéu definiciju asim-
ptotske stabilnosti pribliinog rjedenja, koja odgovara dobijenim rezul ta-
tima u ovom radu.

DEFINICIJA 5.

Neka Jje "x =¢(t) neprekidna funkcija, kao i njen prvi izvod, za t=t,.

Za funkciju x ='¢(t) kazademo da je asimptoiski stabilno pribliino rjesenje
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Jednaclne /1/ sko postoji monotono opadajuéa funkc:.ga Yt) koja teZi nuli
kad -\-_~>,'+oo 1 pozitivan broj J ,te) tako da za proxzvol;no rjesenje Xix)

jednaéine /l/ za koje Jje

/14/ \xtar—- et < d
vaZi
/15/ | =)= ew < rw

ze sve t>t,, kada je
e = £, ew)| < & ,
gdje je § greska pribliZnog rjeSenja % =P (t).

Drugim rijeéima, ako je ¥(t) pribliZno rjelenje u smislu definicije
3 /uvod §4 / i ako sa proizvoljnim rjedenjem X(t) ispunjava uslove /14/

i /15/, tada éemo reéi da je ono i asimptotski stabilno.

HoZemo primjetiti da i definicija 5 /kao i definicija 1/ za pribli¥no
rjesenje (t) i tacno rjesSenje xlt) koje su po volji bliska u momentu L=t
ne govori o proizvoljnoj bliskosti za sve t=t,, dok se, za dovoljno ve-
liko t=>t'(ry2>t,, ima i proizvoljna bliskost tih rjedenja i

Lom |ty —etey| =0 |

t>+00

Ako je X ="0(t) tadno rjeSenje onda je njegova asimptotska stabilnost
iskazana veéidefiniciJOm 1.

I u sludaju asimptotske stabilnosti pribliZnog rjeSenja moZemo govo-
riti o oblasti asimptotske stabilnosti tog rjesSenja u smislu definicija

2 i 3 , kao §to smo istakli i za tadéna rjeSenja.

Kao primjer asimptotski stabilnog priblifnog rjeSenja u smislu defi-
nicije 5 moZemo istadéi da je to svako pribliZno rjesenje posmatranih jed-
nadina koja pripadaju odgovarajuéim "cijevima" ulaznih integralnih krivih
é¢ije 3irine teZe nuli kad t—+eo,

Navedimo i dva konkretna primjera.

1° Neka je data jednadina X'=-t% rtsimt

Svako priblifno rjeSenje “€«t) te jednadine koje ispunjava uslov

. A
sc'vxt—f—{ < ) < simt * 3 y L= 4

je asimptotski atabilno pribliino rjesenje u cijelom. Tekvo je, na primjer,
rjeSenje i) = SW\"’-"{;WS*-

MoZe sel pokazati da rje3enja zadane jednaéige prolaze kroz tadke kri-
=s;~\-\-_*."\.,._..h (< >2u) ulazeéi u "cijev" koju ogra-

vih 2= sca\-\;-—\fi_{ '
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niéavajﬁ te krive, a kako je awd=-~t &-4 za t>4 , to ée sva rjedenja,
za dovoljno veliko 2 +*>4, uéi u tu "cijev". Uzimejuéi da je r(t\:v":,:
+

svi potrebni uslovi o asimptotskoj stabilnosti u cijelom su ispunjeni.

2° za jednadinu X'=-+tx+A takodje bi mogli pokazati da Je, na pri-

mjer, pribliZno rjeéenje‘f(£\=f£ asimptotski stabilno u cijelom,

g 3.4.

Zadriimo se sada na pitanju stabilnosti rjedenja pri stalnim poreme-
éajima. |

Neka je zadana Jjednadina
/16/ %: Fle, ) + £le,%) = F, (¢, %)

gdje su Fltx) i fit,x) definisane i neprekidne funkcije i ispunjavaju po-
trebne uslove o jedinosii rjeSenja u dijelu ravni £0x za t%+t,.

Uz jednadinu /16/ posmatrajmo i jednacinu

/17/ %: Fe,x) |

Jednadina /17/ predstavlja tzv. Jjednadinu prve aproksimacije za jed-
.nadinu /16/,”s funkcija f(t,x) predstavlja funkciju stalnog poremeéaja.
U nekim sluéajevima umjesto jednadine /1€6/ moZe se proudavati jednostav-
nija Jjednaéina /17/, a, upravo, problem stabilnosti rjedenja pri stalnim
poremecajima pruZa pomoé u tom smislu.

Navedimo sada sljedeéu definiciju asimptotske stabilnosti rjeSenja

pri stalnim poremeéajima.

DEFINICIJA 6.

Neka Jje x=+€(t) tadéno ili pribliino rjesenje jednacine /17/., Kazade-
mo da je rjeSenje “€(t) asimptotski stabilno pri stalnim poremecajima ako
postoji neprekidna i monotono opadajuéa funkcija Y \t) (k>t,) koja teZi
nuli kad t->+e0, te ako posfoji broj d‘(r,t,y>o i neprekidna i monotono
opadajucéa funkcija d &) koja tefi nuli kad t->+eo, tako da za proizvoljno
rjeSenje x(+) jednadine /16/ &ije podetne vrijednosti zadovoljavajp ne je-

dnakost ‘
|ty — @t <d

vazi nejednakost

/18/. p | <ty ~er| < P

i

za sve t>t,, kada Jje
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/19/ Ay = 2ty <« Sy 2a sve b at,

gdje su A.lE) i Alt) odgoverajuée krive stacionarnih ‘teaka respektivno
jedna&ina /16/ i /17/, tj. Fa(k,At0) =0, F(t,am)=o .

Kako se vidi u definiciji 6 ogranidenje za funkciju poremeéaja £ix,x)
predstavlja uslov 719/,.koji je iskazan preko odgovarajuéih krivih sta~
cionarnih tadaka A.t) 1 AW . Jednadine /16/ i /17/ mogu. imati po vije
krivih stacionarnih tadaka, te se ovdje pod odgovarajuéim krivama staci-
onarnih tafaka A,1) VA misli na one koje pripadaju odgovarajuéoj oblasti
ravni t0x /za t=+t. i odgovarajuée vrijednostix/.

_ U praksi rjeSenja =A\1) i % =aAk) respektivno jednadina F.\x,x)=o
i. F+ ,xY=0 mogu biti, kako taéna, tako i pribliZna, s tim da razmak iz~
medju stvarnih krivih stacionarnih tadéaka bude manji od Iy,

Bitna razlike definicije 6 od definicija o s%abilnosti.rjééenja pri
stalnim poremedéajima navedenih u uvodu § 2 je u toms 3to se u tim defini-
cijama istile kao osnovni uslov za funkciju poremeéaja da je ona ograni-
dena, dok se taj uslov u definiciji 6 ne spominje, a uslov /19/ dopusta
i moguénost da funkcija poremedaja -f(t,x) moZe biti i neogranidensa, &to
éemo vidjeti u konkretnim primjerima.

Otuda, navedenoj vrsti asimptotske stabilnosti pri stalnim poremedéa- .
jima moZemo dati i potpuniji naziv: asimptotske stabilnost pri stalnim
poremecéajimaistacionarnih krivih. Zaista, prema definiciji 6, funkecija
poremeéaja f(tx) moZe da bude i neograniéena, ali je bitno to da ona
¢ini male poremecdaje stacionarne krive Alt) .

N& osnovu navedenih definicija 1, 2 i 3, i1 ovdje moZemo govoriti o
asimptotskoj stabilnosti jedne klase rjesenja, kao i o oblasti asimptot-
ske stabilnosti pri stalnim poremeéajima. Naime, ako imamo neku klasu (
rjeSenja jednadine /17/ tako da su uslovi definicije 6 ispunjeni za ma
koje rjedenje €(t1e( kazademo da je klasa ( rjesSenja asimptotski simbi-
1na pri stalnim poremeémjima; dok éemo pod oblasti asimptoiske stabilnosti
pri stalnim poremeéajima podrazumjevati onu oblast D kroz ¢ije tacke
proluze rjeSenja x() jednadine /16/ koja, za dovOljno veliko t=1t”>t.,
ispunjavaju uslov /18/, a ako je D: t3+t. ,hc\g-p.oo y, kazac¢emo da imamo

asimptotsku stabilnost pri stalnim poremedajima u'cijelom§

PRIMJER, | |
Uodimo dvije neprekidne krive xx=au,it) 1 X =« (t) (t>t.)» takve da je

UMY < U () | U le) — Hale) = o (1),
gdje fﬁnkci,ja. d(t) teZi nuli kad t->+e0 i neka je X ='¢(t) rjesenje jedna-
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dine /17/ ko’je ispunjava uslov

U < L) < U, () za £ 3¢,
Dalje, neka Jje, za t>t,,

F(t, uay) > 0 , F (t.ﬂ.\ttﬂ > uwhv) ,

Flt, vty <0, F(t, ) < uly,

/20/
Flt, vae) >o, Ft uan) > iy

Rt 1)) <0, Rt u0) < vy,

tj. 8va rjesenja jednadina /16/ i /17/ koja prolaze kroz tadke oblasti
/21/ U € X < Y8, t2t,

ostaju u toj oblasti. RjeSenje o« =€(+t) jednaline /17/ je asimptotski sta-
bilno pri stalnim poremeéajima u smislu definicije 6.
Uzmimo da je v(t) > d{t). Imamo da oblast /21/ pripada oblasti

/22/ (=) € X < 2) + r(t), t>t,

jer Je
Cle) = FiE) L UAlR) |, Y+ Vi) > U t)  (E2t.) .
Prema uslovima /20/ jednaéine /16/ i /17/ imaju respektivno stacio-
narne kr:.ve ) 1 Alt) koje pripadaju oblasti /21/, te postoji funkcija

0 takva, da je monotono opadajuéa, da je

0 < ) < riv) ,tzt,

i koJja ispunjava uslov /19/. Kako je

/23/ U (te) < (o) & Uy (te)

i kako sva rjesenja jednaline /16/ koja prolaze kroz talke oblasti /21/
ostaju u toj oblasti, moZe se izabrati jedno ATR N tako da rjesdenje
x(t) jednacine /16/ ostaje u oblasti /21/ ako Jje. l’x(td"‘flta\<d‘ » Ovo
rjesenje x(t) tim prije ostaje u 8Siroj oblasti /22/. Dakle, () je, pre-
ma definiciji. 6, asimptotiski stabilno rjedenje pri stalnim poremedéajima.

‘rakodje, mozemo konstatovati da svako rjesenje ‘€(1) /tadéno ili pri-
bliZno/ jednadine /17/, odredjeno podetnim uslovom €(t.) koje ispunjava
uslov /23/ je asimptotski stabilno pri stalnim poremecajima u smislu &’e—
finicije 6. |

Primjetimo Jjod i to da za navedeni primjer moZemo uzeti da je oblast
D asimptotske stabilnosti pri stalnim poremedajima oblast /21/, a ako

sva rjesenja jednadine /16/, za dovoljno veliko t>t">t, y ulaze u "cijev"
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koja je odredjena krivama #.lt) i U lt) (t»t,) » tada se radi o asimptot-
skoj stabilnosti pri stalnim poremeéajima u cijelom.
U glavi I § 3 posmatrali smo jednadéine
d: ayx + £y i G{x -a(t)':t. + :F(ﬂ ¥ 3 %)

na s8li¢an nacin, gdje se moZe primjetiti da se u nekim sluéajevima radi o
stabilnosti pri- stalnim poremecajima u smislu definicije 6. /Ove jednadi-
ne bide detaljnije posmatrane u glavi LV./
Evo posmairajmo i konkretne primjere.
1° Uzmimo jednadine
/24/ x'=—-tx+tsmt = FGe,x)
/25/ w=-tx+rtsimt +dnt = Fale,x),
Ovdje imamo:
Aley = 5\;~\_-t’ ALY = semL + -%: ‘&V\t
' A A - 3
\A.\lt)-/)(t\\ =—_L—f/vvt < NES -C/\(t\' tze
Za krive HUalt) i HUalt) i funkciju v(t) moZemo uzeti
U= st~ o, May=sink e V‘tt\=—}—€ .

uslovi /20/ su ispunjeni za 't>,€3:

| A
Bt uae)) = VE > cost + T'\'_-_\EE—

Flg,uam) =- b < cost - G.t\l" =utty, Flt Uy <0

= ualt). Fle, man) >0 '

F g, wate) = VE+ dnt > cost + ,Lw_ =ity Falt M) >0

Bt ) == VE + Int < cost - uv_ =ul ey, Fa (e, u ) <o,

Dakle, svi potrebni uslovi su ispunjeni, te je klasa rjedenja € W) /taénihl
ili pribliZnih/ jednaéine /24/ koja ispunjava uslov

s\.ﬂ\'t-T"—{ < W) L Sv\'\.-k*—ﬁ za sve 2 83

asumptotskl stab:l.lna pri stalnim poremecaglma fik,0)= dnt u smislu defini-
cije 6. Takvo je, na primjer, pribliZno rjesenje ity = Svmt ~ zcost
RjeSenja \Q(Q, o kojima Je rij'eé, su asimptotski stabilna pri stalnim po-
remeéajima u cijelom, jer ée, za dovoljno veliko + % t" >¢, sva rjeSenja
jednadine /25/ uéi u “cijev" ogranifenu krivama uUatt) i u ey (2 e*) ,

te i ispuniti uslov /18&/.
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2° Posmatrajmo sade uz jednadinu /24/ i jednalinu
/26/ A=t +Esimt + x-fnt = Folt,xy 7
Imamo:

. Lt Ami
A(t} = SVV\,',C , A,\({§= -—m )

| et somt nt bt A 2
it = : <l = ’
= Ont \ S T T Ao6E it =day | e

| Ay = Aty | =

‘s : . e . .. o . .
Za funkcije U,lt), U.t) 1 V(&) moZemo uzeti kao u primjeru 1 1 imamos

F.(t aaey) = VT + (simt —%T-L\lm-t > VT "'(mt—-'-}i(m't >costa Ao

A
2eVE

za t>,e",

Fa(t, uaey) =~VE + (st + 74—1\(’»\": < cost —

Svi potrebni uslovi su ispunjeni, te je klasa rjedSenja “€(t) /tadénih ili

pribliZnih/ jednadine /24/ koja ispunjava uslov

s\:'-\.t-%h <‘€(~t\<9c~\t+—3-__é za Sve t3 @Y

asimptoiski stabilna pri stalnim poremeéajima fle,x)=x% It u smislu defi-

nicije 6 i to asimptotski stabilna u cijelom.
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GLAVAIII

PROUCAVANJE NEKIH SPECIJALNIH DIFERENCIJALNIH JEDNACINA
PRVOG REDA

U ovoj glavi posmatracemo jednadine oblika

oy . oL, Ln
/8/ é}é = f)(x—C,) (X -E(0) - (’X‘."\Cmv(t)) ,
: | . aC. ‘{1 ‘{"t
/b/ <i§:f&y(x—fAﬂ)-(i“ﬂ\ﬂ)-~(x=$Kuﬂ
olt (% = Larn O -t . (X =Cmt)] " 7
: La da dn -
[/ i(i.’tﬁ = G (£, x) (x-F,06,x) - (x-B e, 0) (x-fate ) ",
a/ dx _ (x;ﬁ.lt,x))"c‘, (x-ﬁzlt,x))i" = —;:K\t,x))&“
/ At 3'“'"’() T 'y <
' ‘ (x'ﬂ‘m("-x)) 1‘(9‘-"7%&#1“:3)) %---(’x,—f\,.(t,l\) "

gdje funkcije na desnim stranama jednaé¢ina ispunjavaju potrebne uslove za
egzistenciju i jedinost rjesenja za
tyt,, lxl<seoe 4
xF= Y (2w, w2y n)  /y jednadini /b//,
X F=hple,x) (§=wn, w2, n)  /y jednadini /a//,

a veliéine &£ su pozitivni racionalni brojevi.

Cilj nam je u ovoj glavi, ne da detaljno proucavamo gornje jednscCine
/jer bi za to trebalo mnogo vide prostora nego Sto mi ovdje moZemo da da-
mo/, nego da ukaZemo ne moguénosti prouéavanja tih jednadina pomoéu novih
krivolinijskih "cijevi" uz posmatranje nekih od gornjih jednaéina. Rezul-

tati koje demo dati jasno ée zacriati odgovarajuée ideje i tehniku rada
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u prou¢avanju posmatranih jednadéina, koji se mogu koristiti i za ostale
jednadine gornjih oblika.
Jednadine gormjih oblika proudavali su mnogi autori. U paragrafu 1

naveséemo samo neke rezultate ll. Bertolina.

~ § 1. NEKI REZULTATI M. BERTOLINA U PROUCAVANJU DIFERENCIJALNIH
JEDNACINA PRVOG REDA SA FAKTORIZOVANOM I RACIONALNONM DESNOM STRANOM

U svojim radovima [373 , (4] , [5] i (9] d. Bertolino je proudavao

diferencijalne jednaline oblika

. n
dx _ - Colt)
/3 at 4.[.—:[ (’x ) !
o (o e e\
/2/ ;(—-?—E' = D\ ( xX f.; {t )) ,

Lo
I;L('X’.-fc (t))
H (= *‘eé,(t‘))ecé

i€B

/3/ | z%c =

CFE

A i B su dvije permutacije prirodnih brojeva bez zajednickih elemenata,
takvi da Je

AUB={1,2,-\m} ANB=EO,

- gdje su Lo i J} prirodni brojevi, uz zastupljene uslove o jedinosti rjeSe-

nja u oblasti X 7= f,}‘ﬂ .
Navedimo sada ukratko samo neka bitna zapaianja i rezultate vezane za

pomenute radove.

1° U radu [3] M. Bertolino posmatra jednacine oblika /1 1 /2/ igpi-
tujuéi asimptotsku ogranilenost rjedenja tih jednalina. Autor polazi od
pretpostavke da je
Colt) € G lt) € -0 < Ealt)

te da je
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) < Gyie) < €5,
/gdje su C;p i Cp++ dvije konstante, takve da se izmedju njih ne nalazi ni
jedna druga funkecija .1, «+#} i koje nemaju zajednilkih tadaka sa tim

-funkcijama/, odnosno

C,\ 4\64(‘.—) < Cz ( "'<Cn < \C,\kt) <Cvnq

i na osnovu znaka desnih strana jednalina u talkema odgovarajuéih pravih
x =Cc (t»te) formira pravolinijske "cijevi"” izlaznih i ulaznih integral-
nih krivih, te daje rezultate koji garantuju postojanje bar jednog ili

jedne klase rjesenja koja su asimptotski ogranicena.

2° U radu [4] M. Bertolino formirs krivolinijske "cijevi" izlaznih
integralnih krivih, koje su ogranideme monotonim krivama koje teZe nuli,
te preko istih obezbjedjuje postojanje bar jednog rjesenjs koje tezi nuli.

Navedimo sljedec¢a dva tvrdjenja M. Bertolina iz ovoga rada.

vadjenje l. Jednacina

22 = (e )%+ ) [ (=-gu

gdje su f.(0) (¢=4,2,--%) i f(%) pozitivne i neprekidne funkcije za tyt.,
F(t) je monotona funkcija i teZi nuli kad t—>+°, te neka je ™>1 realan
broj i neka su d. prirodni brojevi takvi da je Li+d.* "+dwx=m paren

broj, ima jedno negativno rjeSenje koje teZi nuli kad t—->+eo.

Dokaz navedenog tvrdjenja autor svodi na formiranje krivolinijske
"e¢ijevi" izlaznih integralnih krivih metode retrakcije
/4 t>t., - mfith < x <o,

gdje Jje 4<Am«\,\</m.

Tvrdjenje 2. Neka je data jednalina

j o Lo
/5/ E{.L:t—c = (’)C - f‘\ H‘.))&a ('3( _ fi(t))&(x-”"\ﬁ (t))qc;'ig’(x—'féuﬁ ’

gdje su Ff.tt) neprekidne funkcije za t»te ; L, su prirodni brojevi i ta-
kvi da je {+La+-+Lu=M /m je neparan broj/ i posebno £, je paran, £,
neparan, d, ﬁaran; m>4 Jje realan broj; funkcija £t} Jje negativna fun-
4kcija i mono%ono te%i nuli kad t—+°° ; Ffunkcije f.(t) (£=4,2,--.%) 8u

pozitivne, ,(+) Jje monotona funkcija i teZi nuli kad t—>+e> , te neka
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je foy > mf ity («=4,5, .- ,«). Pod navedenim uslovima jednadina /5/

ime jedno rjeSenje koje te¥i nuli kad ¢ ~»+oo.

Ovdje mutor formira krivolinijsku "cijev" izlaznih integralnih krivih
/6/ bt mufile) <x < m £y

gdje jo 1< mMa<mMm i o¢mM,<A,

o] . s s . v . . . sy s x .
37 Bgzistenciju i ponadanje asimptotski ogranidenih rjesenja diferen-
cijalnih jednalina oblika /3/ M. Bertolino proudava u radu [5] .
U ovom radu autor polazi od dvije osnovne pretpostavke.

Jedne, preipostavljajuéi da jJe

/1/ e ) > supCt) ra w>€ ¢ Lat,

)

te da su sve funkcije ¥,(t) (4=4,2,-,m) ograniene za t»t. i da nemaju
zajednic¢kih taéaka. Gve pretpostavke dopustaju egzistenciju pravih X = Xeu=

=cowl , takvih da je
sup Lo lt) < Ao & M Colt)

_Bto omoguduje formiranje pravolinijekih "ecijevi" izlaznih i ulaznih inte-
gralnih krivih, te i postojanje bar jednog, odnosno jedne klase rjesenja
jednac¢ine /3/ koja su asimptoiski ogranicena.

Druge, pretpostavljajuéi da je
Gl < GU) < - L Cmt), tats,

te uz pretpostavke o monotonosti krivih fn(t\'i~fa+4uj i njihovo tefenje
konstanti € kad t—>+o0 y, 8a razlidite strane prave X={ , 5tu omoguéava
formiranje krivolinijskih "cijevi" izlaznih integralnih krivih, ogranige-
nih monotonim krivame, i konstataciju postojanja bar jednog rjedenja koje
tezi { kad t—>+e0 , ¢

U ovom radu autor Jje dao veliki broj rezultata sa detaljnim obrazlo- -
Zenjem, a Jjod veéi broj rezultata prikazao je tabelarno. Rezulteti se od-
nose na asimptotsku ogranifenost bar jednog rjesenja, asimptotsku ogfani-
Genost jedne klase rjedenja /odredjujuéi i oblast asimptotskih rjedenja/,

kao i na postojanje bar jednog rjedenja koje teii nekom broju kad t—>+eo |

40 Koristeéi zapaZanje M. Marjanoviéa da se uslov /7/ moZe izostaviti,
te da se izmbdju dvije susjedne krive Talt) /koje, nemaju zajednidkih ta-

daka/ moie postaviti poligonalna linija sastavljena od segmenata paralelnih
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koordinatnim osama t i X M. Bertolino u radu [3] formira stepenastu "ci-
jev" i istu koristi za ispitivanje Jjednadina oblika /1/.
Usivari, u radu [9] M. Bertolino je uveo stepenastu "cijev" posma-

trajuéi Jjednaéinu
/8/ o =R x)

/jedinost ispunjena u cijeloj ravni t0x/ pod uslovom da postoji funkeija
x =) takva da je, za t>t.,

fe, ey =0,
Cf(ex) <0 za X LPW)

P, x) >0 za X >¥l)

formirajuéi izlomljene linije X={ u podeblasti
Y -€ < x < Y|t 2t,

i X=/% u podoblas+ti

b

Pl € X < P +E, tat,,

‘gdje je € proizvdljan pozitivan broj, koje su sastavljene od segmur-

paralelnih sa osama t i X , kao donju, odnosno gornju granicu "cijevi”

/9/ trte, € <X <y

Linije Xx=& i x=/% (t>t.) sastoje se od tafaka ntriktnog izlaza,
taéaka strikinog ulaza, kao i od itadaka unutrasSnjeg ili spoljasnjeg K1i-
zanja - to su one tatke izlaza koje nisu tadke striktnog izlaza i one ta-
¢ke ulaza koje nisu talke strikinog ulaza /to su neke od ugsonih tacdaka
poligonaelnih linija X=4& 1ix=%/,

Formiranjem stepenaste "cijevi" /9/ garantuje se postojanje bar jed-
nog rJjeSenja jednaéine /8&/ koje na nekom konaénom intervaiu pripade "ci-
jevi" /9/, dok se ne moie tvrditi da ¢e to rjeSenje za svako tyte ostati
u toj "cijevi". Ustvari, postoji moguénost da rjeSenje C¢ija je egzistenci-
ja utvrdjena na nekom kona¢nom intevvalu naidje na ividénu tadku "cijevi”
/9/ koja je tadka izlaza, ali nije tacka strikinog izlaza.

Dakle, ﬁavedena stepenasta "cijev" N. Bertolina obezbjedjuje posto-
jenje bar jednog rjedenja X(t) jednadine /8/ koje pripada toj "cijevi”
na nekom konadnom intervalu nezavisno promjenljive t , kao i moguénost

/koja se ne garantuje/ da to rjeSenje moZe ostati u "cijevi" i za sve tyt.,
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S druge strane, stepenasta "c¢ijev"' M. Bertolina, koja nema talaka
xoje su tadke izlaza a da nisu i taéke'striktnog izlaza, garantuje posto-
janje bar jednog rjedenja koje ostaje u "cijevi" za sve t>t. . Tako, na
primjer, krivolinijske "cijevi" /4/ i /6/ mogu biti zamjenjene odgovara-
juéim stepenastim “cijevima", koje se jednostavno formiraju i koje obez-
bjedjuju isti rezultat. Ustvari, umjesto krive —m,flt) , u "cijevi" /4/,
mofe se postaviti stepenasta linija X=& , a umjesto krivih ™M f () i
nnqﬁ#t) » u "cijevi® /6/, mogu se postaviti respektivno odgovarajuée ste-

penaste linije x =L 4 X =7).

e
&

Posmatrajmo prvo diferencijalnu jednaéinu
/1 %:f(t)(wmt;)(x-ﬁm\ (-

tj.
dx _ = -P.
Zx = fln L[ (x-e(t)

gdaje su Pty , Cult) (¢=1,2,..,,m) definisane i neprekidne funkcije za t>,t.,
funkeija ) stalnog znaka, a funkcije fklt)(£=1,2,-~,00 ispunjavaju i
osnovni uslov

/2/ f.,(t) < fiw! (L) ra tato '(1_'= 1,2, - -’m-q.) .

U jednadini /1/ krive stacionarnih tadaka veé su eksplicitno iskaza-
ne /to su krive C:(t) (¢=4,2,...,m) /, a keko formiranje nasdih "cijevi"
upravo ide preko krivih stacionarnih tadaka /vidjeti glavu 1I/, to mofe-
mo odmeh primjetiti da je proudavanje jednalina oblike /1/, kao i osta-
1lih jednadina navedenih na podetku ove glave, pomoéu krivolinijskih "ci-
jevi" uvedenih u glavi II u potpunosti opravdano i da zasluZuje veliku
paznjue.

Nemamo namjeru da detaljno proudavamo jednalinu /1/, nego da damo

samo neke dbitne rezultate na osnovu kojih bi se mogao dati veliki broj
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posebpih rezultata sa gledista koja ¢emo zacrtati prezentiranim rezulta-
timao A
Radi Jjasnijeg sagledavanja posmairajmo prvo jednadinu /1/, na primjer
[4

za 8ludaj m=4 , tj. jednadinu

ey 4x = £i6) (= - €)% &) (x -G (x ~ 6, 1t) .

Pretpostavimo de postoje neprekidne i monotono opadajuée funkeije
Ec(t) (=1,2,3%4), koje ispunjavaju uslov

/3/ Lom &;(t):oi’,

t-»4e0

te neprekidne i pozitivne funkcije Yole) (L=1,2,3) » takve da funkcije Celt)
(¢=1,2,%4), pored uslova /2/, za t2%t,, kao osnovni uslov ispunjavaju i

uslov

/47 Ceas () = C ) > ¥ (t) +2-€-¢(t) (»\'.:1'21'5) ,
gdje su €.(t) (¢=1,2,3) neprekidne funkcije koje ispunjavaju uslove

/5/ Eett) € Eclt), Eenlt) < &l (£51)), fomEr=o (i=1,2,%)
' ~»+4 00

Dalje, neka su funkcije &c(t) i Y(t) tako odredjene da sa funkci-

jama F(&) i €.(t) ispunjavaju sljedeée uslove, za t=zto,
sa/ 12Ol E(E406) + YL (&, (6) K E) * 26, (1) + Vo L0))-

(&) + X (1) + 26, () + H 1) 2 (0 + % (0) > e )] —€ )

v/ el (6 ) s B ) &) () + Ky
(Ea(6) + 1) #28,06) + H10) > [ € )] =&, (D),

/6/
7o/ )] (26.06) + B (1) + &) » KO (£ 01+ K (1) EL4)-

(W + %) > |Gl -,

7Y RO (26, (0) « Yl + 2€,(0)+ K LE) + Ey(4) + Y (&)
(26,08) + ¥ (1) +& (1) + B (0 +H (1) E,(0) > RGN

Y Funkcije €:¢{t) ne moraju biti monotone. Njihove monotoncst ne su-
Yava opdtost, ali pojednostavljuje posmatranje. Za funkeije Eolt) 1 dalje'

w nidaind Alavi. nodrazumievaéemo da ispuniavaiu navedene osnovne uslove.
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Lijeve stirane gornjih nejednakosti formirane su tako 8to éinioci pro-
izvodé /redom 8 lijeva u desno/, me radunmajuéi V£ , predstavljaju ve-
1i¢ine od kojih rastojanja redom krivih Y.ty , ), ) i fq {t)
nije manje: u /a/ nejednskosti, od krivih X = ()Y EtE,(+); u /b/, od
krivih X = CUYEE(t); u /c/, 0d A= (&YX E4(X) i u /d/ od kri
€ =C(t) T E(L).

Na prvi pogled uslovi /6/ izgledaju sloZieni i za praksu nepodesni,
Medjutim, ako primjetimo da, upravo u praksi,-imamo moguénost da funkci-
je £t i VYelt) traZimo u podesnom obliku tako da ocjenjivanje da 1i

. . . . ’ « s v 4
su uslovi /6/ ispunjeni mnecde ici tesko .

Uslove /6/, tamo gdje je tc¢ +te, moiewo zamjeniti i jednostevni-
jim uslovima, na primjer, zanemar i neke od funkecija Eclt) i W (1)
u uslovu /6/, 8to zavisi od funkc: £t) , Celt) , kao i &) i ).

U ovom pojednostavljenju itrebs zanemariti one od fumkeija E€.lt) i Yolt)
koje su'male"” ili beskonadéno male velifine u odnosu na druge odgovaraju-
ée funkcije u dotidénom izrazu /&iniocu proizvoda/, -

Tako na primjer, tamo gdje je to moguée, moZemo umjesto uslova /6/

uzeti Jedan od sljedeéih jednostavnijih, ali i slabijih, uslova:
/a7 [Rwla ¥ (Ko Ry (b + ¥ Ky > Pew] -&tn,

/oy el g Yo (ho+Be) > ewl-g i,

/64/
Y ses 0 BOI(K® ¢ Hin) XK & B e ] - e,
/4/ \#(t)\ (1) + o+ 5 (O (Vo + K0) K e) &) > [To]-Ew),
>
/6.7 [0 & (4) H (i) + ‘%(t\) > e o) —eb iy ("':4.7-"5."\}
3=
3 , ‘
/6,/ |‘.F(t\\8¢(ﬂﬂ\}§(ﬂ > leto] —eay (£=4,2,%,4);
'}:4
/6./ | #t6) gLty Y lec) — gLty (s=4,3,3,4)

Sade moiemo dati sljedecu teoremu.

" pri uzimanju funkcija ¥:(t) treba nastojati da te funkcije imaju

§to veée mogude vrijednosti, ispunjavajuci uslove /47 «
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TEOREMA 1.

Jednaéina /1°/, pod uslovime /4/, /5/ i /6/ /ili jedan od uslova

/6.7y /62/y /6:/ i /64//, 282 t2t, , ima :
a/ za $&)Y>0 , bar jedno rjesenje koje ispunjava uslov

/1/ Talt) = E(1) € X (8) < Le) * §, (1) ,
bar jedno rjesenje koje ispunjava uslov

/8/ Cult) = E4(8) < X (2) < G, (L) *el,(ﬂl
jednu klasu rjesenja koja ' ~’ava uslov

/9/ Calt) = E 1) € XX < L (1) + &4 (1)

.i jednu klasu rjedenja koja i: ﬁavavuslov

/lo/ €,(6) - E3(t) < X(H) < G L) +E418) |

ze sve t>t.

b/ za #(£)<0, bar jedno rjedenje koje ispunjava uslov /9/, bar
jedno rjedenje koje ispunjava uslov /lo/, jednu klasu rjeSenja koja is-
punjava uslov /7/ i jednu klasu rjesSenja koja ispunjava uslov /8/, za
sve t»to '

DOKAZ. Krive x=‘€c(t) (t=1,2,%,4) su krive stacionarnih tacaka inte~-
gralnih krivih jednadine /1°/, koje dijele oblast ravni tOx (tzt)u pet

podoblasti, gdje u dvjema susjednim podoblastima integralne krive imaju

suprotne koeficijente smjera.
Izvedimo dokaz teoreme za sludaj f(t)>0 , tj. tvrdjenje a/ teoreme.

/U sludaju f(t)< o0 integralne krive imaju suproine koeficijente smjora

i dokaz bi bio sasvim slidan./
Integralne krive jednadine /1°/ imeju negativan koeficijent amjera

u oblastima

Caltd <« X < € (0) 0 ¢, 1) <X <6 () (t2t),
a pozitivan u oblastima
X <), ) < XL 0 X > () (ert).
Uodimo sada krive
Wiy () = G (1) — &) | Wy (1) =6, 10 + &)
Wy (£) = Gkt = E206) , @haa (1) = Cq(£) +EaLE);



Ao A

Wi (£ = )~ &51¢) , Wh (e) = le) + €5 (%) )

Wia (6 = (&) = E4(6), Wi (&) = G (6} + £ (8) (& 3 t.)

Prema uslovima /4/, /S5/ i /6/, ze Tt > t,, vaZi ;:

W (waitd) = £16) (=83 (0, 10) = €,16) = €, (1)) (N (£) - E.(k) = B L&)
(L = L~ G Y) > F(1) £,(8) (£,000 + Yatd) (€. %) + ¥ (£) + 26 (O K &)

(&)Y +¥ (6) + 28, (4) + () + 2E,() +‘l§(t)) > ~e do\- € Ay > ‘(’ ) - ) = wmt)

o/ (Why 1)) = FIEO €410 (2 16) + E40) =0 1)) (Ra bty + Et) 0,406 ) (0,16 + £,66) = € 0 &
&~ o) estor (L0 v ) (6,10 + Yol + 2E406) * Vo ) (£,14) + Y2 LE)+ LE 1) + ¥ 1)

+ 28, () + §it)) < ~lelty] HEr) € By FEJ vy = w5 (),

(w0 01) = 2600 (Cat) -£3100 - ) (-€0t0) (ke - E266)— 63 1) (L ) -0y -006d) &
< = Fit)(Eatt) +Y’lt)) Ez(t)(éz(t) +\i’,_(t-))(&1(e) + () F 26,01+ % &)3 <
el + gl(e) <€ ) - g() = Wiy ()

XN @al0)) = LYo l6) + £2061- €160 €, (6 (Celt)+ E16) -G () (LI €, (1) -y 111 >
> Fie) (&8 Vi () &) (Eatr+ () (Ea ey + ) + 2858) + t W) >

> el —gw) > e i) +E ) =W ),

A (W (1)) = F08) (€ 1) - E510 = Catt) (€ ()= £, "€t eN (€510 (€, 40 ~Ext) B e >
> ) (260 + K i) + 0+ K1) (£ + Y D) &16) (£, 10 + K1) >

> g -y 3 ey -5 = wu(t)

X! (W2 10)) = Pty (8,160 + &5 161 ~ € L) (6, 1) + € 1) - 16) € (4 CATRIRIIT A TSP
<"-fﬂ:\(‘1£,‘(’c) +‘I’('t)+£1(ﬂ+‘l’(t\)(ﬁz(t)+‘i’(tﬁ &, 01 (&) + ) <
<= /(6] &) £ o) T EI) = Wy
AW (03,0 49 = T (B, 103 - £, 160- €, 00) (€, )€, ()~ C ) X, (1) - €, (1)~ G5 1Y) (- &, ) <
L= T (2E.16) + % 1) + 28, (1) + Y 1e) + ) B 6) (2E, 1) + ¥, 16) + £, ) +Y5 (1)) -
(e, 0+ B0) (1) <~ [C ) +& < 2, W-&ly = o) (0 ,
! (W (00) = 266 (6 (0) +€, (1)~ 1) (G I +E, (B (1) (€ (0 + £, (1)~ C5 10 €4 (1) >
> Lty (264&\ +¥ )+ 26 (Y + R () +€,tt)+‘f$(tﬂ (28,.&)+‘I; () +¢g, (t)W;,«e\)-

(e+5 ) e, ) > [Bo] €ty > gty +g, (6) =, (8)
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bobijene ocjene
1 ; '
W (Whate)) < D t) 0 ) (wa ) > Wity (Exta)
znaée da integralne krive jednaline /1°/ koje prolaze kroz tadke krivih
Whalt) © Wnalt) (t2Lt,) presjecaju te krive izlazeéi iz "cijevi” koju &ine
te krive. Otuda, prema metodi retrakcije, postoji bar jedna integralna
kriva X (t) jednadine /1’/ koja za sve t3t, pripada toj "cijevi", odno~

sno ispunjava uslov /7/.

Analogno, ocjene
X (Pl £)) € W (8) i T (i 60) > whh (£) (ttl) ’

gerantuju postojanje bar jednog rjeSenja jednaline koje za sve t>t.
ispunjava uslov /8/.
Ocjene

K (W te)) > b () § /(W 6)) < h (1) (L3t

znade da integralne krive koje prolaze kroz tadke krivih Wi lt)i @haa (1)
(t2te) presjecaju te krive ulazeéi u "cijev' koju ograniéavaju te kri-
ve, dok integralne krive koje prolaze kroz unutrasnje tacke te "cijevi"

ostaju u toj "cijevi". Prema tome, integralne krive oblasii
/11/ W) - &)< X £ ‘f’.,(t)"‘&,(’t)’ t>t.

ispunjavaju uslov /9/, dok klasa rjedenja X(t) koja su odredjena poce-

tnim vrijednostima A (t.) , gdje je

Ate) € (Bt =608, €, ) +EL L)

ispunjava uslov /9/ za sve t%t, .

Analogno ocjene
'@y, (6) > Wih) 1 X (W, (1)) < ahy () (t3t,)
garantuju da integralne krive oblasti
/12/ G~ E3(t) € X < G+ (1) t3T,

ispunjavaju uslov /lo/, dok klasa rjeSenjas A(t) koja su odredjena pode-

tnim vrijednostima X(t,) , gdje Jje

2 (te) € (B (= E50e), € ta) + Esita)

ispunjavaju uslov /lo/ za sve txt..
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Sada primjetimo da se uslovi /fa/, /b/, /¢/ i /d/ /uslov /6// mogu
nezaviéno tretirati. Naime, ispunjenje jednog povladéi jedan dio tvrdjenja
teoreme, dok pri tome ostali uslovi /od /6// ne moraju biti ispunjeni.
Ustvari, ispunjenje jednog od uslova /6/ omoguéuje formiranje jedne odgo-
varajucée "cijevi" d¢ime se obezbjedjuje tadnost odgovarajuéeg ivedjenja.

Ako u teoremi 1 neke pretpostavke zamjénimo strozijim pretpostavka-
ma i uz odgovarajuéé dodaine uslove dobidemo i dodatna bitna tvrdjenja,’
5to se odnosi na sluéaj kada de, za dovoljno veliko tyth>t. » 8ire kla-

se rjeSenja da ispunjavaju jedan od uslova /7/, /8/, /9/ ili /1o/.

Radi lak3eg posmatranjs uvedimo novu neprekidnu funkeciju € (t) ko ja

ispunjava uslov
. 9
/13/ O< E(t) € €.(¢) 2za tzt. (<=1,2,3,4)
Navesdéemo, primjera radi, samo neke moguénosti i odgoverajuée rezul-
tate.

Napomena; Za one funkcije E€¢(t) koje nedemo morati da formiramo u
jednom posmatranju /jer ¢emo posmairati ponasSanje rjeSenja jednadine /1°/
po oblastima od X , & ne za sve X \<#+%0/ uzimajuéi uslove /4/ i /5/ sma~-

trademo da su te funkcije £.(t) jednake nuli u tim uslovima /4/ i /5/.
1° Pod uslovima /4/, /5/, /6,/ /&/, kao i, za t%to,

/14/ Fl) >0,
/15/ Y B IO (Y o+ o) (% )+ K e B o) » My,

/ M, je pozitivna konstanta/, jedna klasa rjeSenja Jedna&ine /1°/ ispu-
njava uslov /9/ za sve t»t. , dok za dovoljno veliko t> t">t. sva rje-

Senja oblasti

/16/ A YD+ 8, E,
ispunjavaju uslov /9/.

Ispunjenje uslova /4/, /5/, /6,/ /a/ i /14/, prema teoremi 1, znali
da jednadina /1’/ ima jednu klasu rjedenja koje ispunjava uslov /9/ za
sve t>»1l. , te da sva rjeSenja oblasti /11/ ispunjavaju uslov /9/. Doka-

{imo sada da dodatni uslov /15/ obezbjedjuje da i sva rjedenja oblasti

/T : A <G~ E ey, t2t,

za. dovoljno veliko t 3 t*>1, , ispunjavaju uslov /9/,.

%) U interesu Je da funkcija &£(t) ima 8to vedée moguée vrijednosti.
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Neka Je D(t,‘eq(ﬂ-&.(t)-cf) / >0 je pozitivan broj/ proizvoljna

%aéka;'oblasti /17/. Prema ngvedenim uslovima , za 't>,tg y vaii
x(P) = O et ) (i) - £, 10~ I = ) (Cate )= £ — = T )
LG = 66 - =€, (1) > OG0+ ) Ye) (%) +H e (R v Rl %) =
= O LK (M R e) (Bio r Ko sw)+ | N
Jcf-ilt\‘mt\(\fact\»ﬁ(u)(va(ﬂvmaW,m) > el -~y + M

5to znadéi da integralna kriva koja prolazi kroz tadku P inma koeficijent
gmjera u tadki P veéi od koeficijenta smjers krive @i {t)="C.(£)~Ea(&)
/odnosno krive koja prolazi kroz tadku P i koja je paralelna sa krivom
O (£): 8, (t)-—ﬁ.(-t\—J‘/, u tadki sa istom apscisom, za viSe od pozitivnog
broja M.,J‘, te ée ta integralma kriva, za dovoljno veliko L »t">t, ,

i Btiéi do krive Wmlt), odnosno do oblasti /11/, 8to je i trebalo do-~

kazati.

20 Pod uslovima /4/, /5/, /6,/ /b/, /13/ /za i=42 /, /14/, kao i,
28 t>/t° [} .
oy, 110 eORORE (W) > [elwo) -l

/19/ A AR A S AR ATH R

/ M, je pozitivna konstanta/, jednaéina /1°/, za t>t,, ima bar jedno
"rjedenje koje ispunjava uslov /7/ i jednu klasu rjesSenja koja ispunjava
uslov /9/, za ave t>t. , a za dovoljno veliko t>t">t. uslov /9/ ie-

punjavaju sva rjesenje oblaqtl
/20/ AL GEY-E,(0) | 2t

. Ako je funkecija ¥.(t) ogranidena za sve t>t. , tada umjesto uslova
/18/ moie da stoji Siri uslov /6.,/ /of [ili /6/ /e/ ili meki drugi odgo-

varaju¢i uslov/.

DokaZimo gornje tvrdjenje.

Preme teoremi 1, uslovi /4/, /5/, /6,/ /b/ i /14/ obezbjedjuju po-
stojanje bar jednog rjedenja jednadine /1°/ koje ispunjava uslov /7/ za
sve t»te ; dok uslovi /4/, /S/, /14/ i /1&/ /%oji je jadi od uslove /6,/
/a/ - ispunjenje uslova /18/ znaéi i ispunjenje uslova 764/ /a[/'obezbja-
djuju i postofnje jedne klase rjedfenja jednacine /1°/ koja ispunjava us-
lov /9/ za sve t%t. , & prema tvrdjenju 19, gslov'/la/ /koji je Jjaci od
uslova /15// bbeszdjuje da sva rjedenja oblasti /16/, za dovoljno veliko
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£ t* >to. , ispunjavaju uslov /9/.
Doka%imo sada jo3 i %to da dodatni uslovi /13/, /18/ i /19/ obezbje-
djuju da, za dovoljno veliko t > »t" >%e , uslov /9/ ispunjavaju i sva rje-

genja oblasti

/21/ BB +EAe) < X < M le) - g, (), Rt

Posmatrajmo ponasanje integralnih krivih u oblasti /21/, posmatra,)u—

éi njihovo ponadanje u podoblastima:

/21°/ Cal) + £ * THIE) € X < N 1e) €, (1), tat
/21"/ Calt) + &) € X & eV + e+ LR @), t2e,
Prije svega, primjetimo da, prema uslovu /6,/ /b/, integralne krive

oblasti /21/ ne prelaze u oblast A 2 (Y= E,(t) /kriva € le) - &, &)
prema uslovu /6,/ /b/, je donja granica "cijevi" izlaznih integralnih kri-

Vih/o
Sada uzmimo da je P (t.\' k) - az('b,\—dl) (‘t.‘>,to,d:>°) proizvoljna

tadka oblasti /21°/, te da jJe 'Pz(tz, ‘fa(tﬁ“'&\(ta_)i-d‘z) (tl»t,' oy >0)
proizvoljna tacdka oblasti /21"/. ' :

Frema navedenim uslovima vazis
(P = 20 (Gultd -8y it =dh =t} (- £t =R ) (Cuted =, k) = dh =0y (£.0))-
(Bt =6 tey =) =, (£4)) < ~£ () SHea(e, it +4) Y (k) (Velta) + ¥ (1) <
<= Y FRDE ) BlED K ed (Klea+ ¥ (k) = O § £1ea) ¥ 1 %) (Y k) it <
L=l ver ey = Modh
X (P) = Pl (6 )+ ) (1) + £, (£ +05 = (1)) (ale) # E41t) + 0 = G-
'(‘9 (£2) + £, ()40 — ‘(.’.,(t.;\) < = fit) (E.‘(t,_wd‘) (t,_\( (t-l\*-‘i',_l-t,_\\,-
(%, ALY + Yt + lta) <=1 3 360 (€t w"\ ACTRR ATRNRATATE AT
 E LN LR ATRIC TR AT XS EATAE AT AAT
(BN K1) < =8 0] +8 1) - M)

%to znadi da ée integralne krive koje prolaze kroz tadke oblasti /21°/,
za dovoljno velike t»t" >t,, preéi u oblast /21"/, a integralne krive

") oblast /21/ mogli smo podjeliti i na neki drugi nagin. U tonm sluca-

ju umjesto % 'u uslovima /18/ i /19/ imali bi neki drugi odgovarajuéi po-

zitivan broj manji od 1 .
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koje prolaze kroz talke oblasti /21"/, za dovoljno veliko *>t">t.,, gti-
é¢i do krive CaleV + E410), a zatim i uéi u odgovarajuéu "cijev", Prema tome,
sve integralne krive oblasti /21/, za dovoljno veliko t>»t">t,, stiéi de do
krive e+ &), & zatim i uéi u odgovarajudéu "cijev".

U sluéaju kada je kriva ‘@,lt) ogranidena, prema gornjim relacijama,

mozemo primjetiti da uslov /19/ obezbjedjuje ocjene

X(P) <= Madk, % (P < = Mydh

L]

5to znadi da integralne krive u oblasti /21/ imaju negativan koeficijent
gmjera i manji od negativnog broja — Mid,, odnosno ...M.‘J‘z y te e, za do-
voljno veliko t > t"»%,, i stiéi do ograniCene krive “¢,lt)+ €,l¢), & pre~

ma uslovu /6,/ /a/ i uéi u odgovarajuéu "cijev".

o. .0 . . .
Ne. osnovu teoreme 1, rezultata 1~ i 2 , te njihovih dokaza, moZemo

sada dati /bez dokaza/ i sljedece rezultate.

3° Pod uslovima /4/, /S/, /6,/ /4/, /13/ /<=%4/, /14/, keo i zat>t.,

/22/ 3 vew FADER ATHY ATIN FEIW \f;'(t)\ - E;(ﬂ ,

/23/ FFO (B +Hw) K K B M,

/ M-.,’ je pozitivna konstants/, jednadina /1’/ ima bar jedno rjesSenje koje
ispunjava uslov /8/ za sve t»t. 1 jednu klasu rjedenja koja ispunjava
uslov /lo/ ze sve t»t. , a za dovoljno veliko t>t">te , uslov /1o/ is-
punjavaju sva rjesSenja oblasti

/247 , G- &) € X L G (2 =Eute) |, t2 Lo,

Ako gornjim uslovime /4/, /5/, /6,/ /&/, /13/ /<=%4 [/, /14/ doda-
mo uslove /64/ /b/ i /13/ /<=2,3,4/, & umjesto uslova /22/ i /23/ vaie,

za t>»t, , respektivno uslovi
1 _ ' _ gl
/25/ 3 HO R R K ) > [y ] - &)
i
1o e Bhin » My
/M.', je pozitivna konstanta/, tada gornjem tvrdjenju moZemo dodati: jed-
nadina /1°/ ima i bar jedno rjeSenje koje ispunjava uslov /17/, & sva rje-

tenja oblasti

/26/ Cit) + E(t) & X & i) —Ety , trt.

za dovoljno velike £ £*>%,, ispunjavaju uslov /lo/.



G

Ako je funkcija \63({-,) ogranidena, za sve t>»t, , tada gornje tvrdje-

nje vefi i kada umjesto uslova /22/ i /25/ stoji Siri uslov /6,/ /</.

4° Pod uslovima /4/, /S/, /6,/ Ja/y /13/ /i=4,2/, keo i, za t>t.,

727/ fity<o
/29/ }“_lﬂﬂ\ LSRN ARCY (Y{L(ﬂ + ‘i’;tt\) > M,

/ M, Je pozitivna konstanta/, jednacina /1°/ ima bar jedno rjedenje koje
ispunjava uslov /9/ za sve t»to. i jednu klasu rjeSenja koja ispunjave us-
lov /7/ za sve t»te., a za dovoljno veliko t%t*>t,, uslov /7/ ispunjava-

ju'sva rjedenja oblasti
/30/ )+ €y £ X £ Gt - £, (0t g,

Ako navedenim uselovima /4/, /5/, /6,/ /af, /13/ /<=41/, /27/ doda~
mo uslove /64/ /c/ i /13/ /<=423/, a umjesto uslova /28/ i /29/ vaie, za
t>t, , respektivno uslovi

.y 3 lrelemtm uin B > el —elw
A IR AACR A

]
/ M, je pozitivne konstanta/, tada datom tvrdjenju moZfemo dodati: jedna-
éina /1°/ ima i bar jedno rjesenje koje ispunjava uslov /lo/, a sva rje-
Sienja oblasti
/32/ Calt) + &,10) £ X & 00 - §50), t3Tle
za dovoljno velike t2t">%, ispunjavaju uslov /7/.

Ako je funkcija ¥,(t) ogranilena, za sve t>t,, tada navedeno tvrdje-

nje vazi i kada umjesto uslova /28/ i /31/ stoji 8iri uslov /6,/ /v/.
5° Pod uslovima /4/, /S/, /64/ /3/, /27/, kéo i, z8 t 2te ,

/33/ [ o] (Bers Ko + %m) (A ley* ) Kty » Ms

/ Ms je pozitivna konstants/, jednadina /1°/ ima jednu klasu rjedenja ko-
ja. ispunjava uslov /8/ za sve t>t. , dok za dovoljno veliko t=>t">to

unnlov /8/ ispunjavaeju sva rjesenja oblasti

/34/ ) X % Gt - &), Exto ]
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Ako uslovima /4/, /5/ i /27/ dodamo uslove /6,/ /c/ i /13/ /za ¢=34/,

a uslove /6,/ /4/ i /33/ zamjenimo respektivno uslovima

s 11rolew (Mo s Hwe B > ew) - g
RGN A ACH A A AR

. - . . v .
/ Ms Je pozitivna konstanta/, tada navedenom tvrdjenju mozemo dodati:
jednaéine /1°/ imatbar jedno rjesSenje koje ispunjava uslov /lo/ za sve

t»te, a ava rjedenja oblasti
/36/ X P GBI FEEY, 2,

za dovoljno veliko t> t*>t. it  iavaju uslov /8/.
- Ako je funkcija ‘P,(t) ograir a, za £t3t, , teda gornje tvrdjenje

vafi i kada umjesto uslova /35/ &: .i &iri uslov /6,/ /d/.

Sada, na osnovu rezultata 1° do 5° mofemo dati sljedece tvrdjenje
koje obezbjedjuje te rezultate, ako su svi uslovi tih rezultata istodobno
-ni, & koje je u nekim djelovima slabije od tih rezultata, te koje

predstavlja bitnu dopunu teoreme 1.

TEOREMA 2.
Pod uslovima /4/, /5/, /13/, kao i, za t>t.,

/31/ ZItwlew VoK Ky > [eewl -t (=42,3,4) )

/38/ G RANRAGR AR

/M je pozitivna konstante/, jednadina /1°/, za t>t., imas

o’ za. $(*) >0, po bar jedno rjedenje koja ispunjaveju uslove /7/ i
/8/ za sve t3te , i po jednu klasu rjeSenja koje ispunjavaju uslove /9/
i /lo/ za sve t>t, , dok za dovoljno velike ¢ >{">t. uslov /9/ ispunja~
vaju sva rjedenja oblasti /20/, a uslov /lo/ sva rjedenja oblasti /26/;

b/ ze. f&)<o0 , po bar jedno rjedenje koja isypr ' <= iv uslove /9/ i
/1o/ za ave {>to , i po jednu klasu rjeSenja kojes . . - invaju uslove /7/
i /8/, dok za dovoljno veliko £yt >t, , uslov /7/ ispunjavaju sva rjeée-
aja oblasti /32/, a uslov /8/ sva rjedenja oblasti /36/.

Ako je neka od krivih ¥.(t) ogrenilena za sve t %1, , tada umjesto
ndgovarajuéeg uslova /37/ moie da étoji neki od odgovarajuéih 8irih us-

lova, recimo, odgovarajuéi od uslova /6/ ili /6./.
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Za dokaz ove teoreme dovoljno je primjetiti da ispunjenje uslova /37/

i /38/ znaéi i ispunjenje odgovarajuéih uslova u rezultatima 1° do 5 o

Sada Jje lako primjetiti da navedeni rezultati pruZaju moguénost
prouéavanja rjesenja jednadine /1°/ i preko krivolinijskih "cijevi" ¢&ije
firine ne tefe nuli kad t =+co . Ustvari, dovoljno je primjetiti da fun-
kcije Ec¢&) ne moraju /néke ili sve/ &a budu monotone i da ispunjavaju
uslov /3/. I u tom slucaju nasi navedeni rezultati imaju mjesta. To, us-
tvari znadi da iz tih dobijenih rezulitata moZemo uzimati i odgovarajuée
*slabije rezultate - da pri ispunjenju odgovarajuéih uslova /koje smo
uzimali u izvedenim posmatranjims/ im- ~ var jedno, ili jednu klasu rje-

jenja koja pripada “cijevi"
‘t>/te, Colt) —€e(t) <« X < Cole) +£.1)
za sve t2te , gdje je E£c()>0 /gdje funkecije €:lt) ne moraju ds budu mo-

notone i da ispunjavaju uslov /3/, mogu da budu pozitivne konstante ili

neke pozitivne ogranifene funkcije/.

Posmatrajmo sada jedna&inu /1/.
Uslovima /4/ i /5/ odgovaraju respektivno uslovi

/4°/ Tt =0l > Yty + 2 Ett) (£=4,2, 00y m-a)
/57 BRI, Bl S B0 (3t LmBory=0 (t=1,2,0,m-9),

uslovima /6/ uslovi
12601 [ZE00) + ALY+ 26,00 Vo) + -+ 200y (8) * Femg 1) * Eeg () + Yeuy (O]
[2 E.lt) *-‘_"'z(t\ TLEMI Y HUE) + -+ L&) + W (B)Y + Ecalt) 4 %-.m]w
76/ ‘[F..-,-..m + ‘l"-«it\] : &ctt)-[ AR A m]- [Eem Y 28 0aa () ¥ Weaalt)]
. [&-.(t) Yo (t) + 260ale) *Hemn )+ 04 zﬁn-.('t\*%-q‘ﬂ] > \f: (ﬂ\ "E::VC) (‘3‘;."-2."'."‘),
dok uslovima /6,/, /6,/, /65/ i /6,/ odgovaraju respektivno uslovi
| o) [v,(tvmtw---»« )] [ B+ e (0] -
Wer () B Y () [V 0y + Waa ()] - [V a0 + - 4 ¥ (0] >

/63/
> l\e\f(t)\ —Cé(t) ((=1,1.....m)’
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m=A -
sy Eoleco | ey v ) > 1ROVl (eonn, oy m)

d=A
M4 _
765/ E103 So(t\ﬂ\f’%(t\ >INl -ebwy (e=a,2,m)
/61/ [l edy > el -elwy (c=a2,-,m)
. Sada moZemo da damo teoremu koja predstavlja uopStenje teoreme 1 ka-

da umjesto jednac¢ine /1°/ imamo jednadinu /1/.

TEOREMA 17/

B
<+
\“
A
%

i
i

k

[

H

Pod uslovime /4°/, /5°/ i /6°/ /ili jedan od uslova /6,/, /6./, /65/
i /64°//, jednadina /1/, za t>t, , ima:

a/ Pri £(t) >0 (t3t.):

1/ za mMm=12%x+4 (%=0,4,-.), PO bar jedno rjedenje koja, za sve t>t.,

ispunjavaju uslove

/39/ \6101.4 (t\ _£1¢*4(t) < X ('E) < \ez\;q.q(t) +El_\:‘"\ (t’\ (4:'30,4,?.. "',‘(3

i po jednu klasu rjeSenja koje, za sve t %%t. , ispunjavaju uslove

/4o/ Crc ) = €20 (1) & XLE) & ) + Epcle) (L=4,2,-0,%) ;

2/ za m=21K (K=4,l,~--), po bar jedno rjeSenje koja, za sve t>t.,
ispunjavaju uslove /40/ i po jednu klesu rje3enja koje, za sve t>t,, is-
punjavaju uslove /39/, gdje samo +* uzima vrijedmosti <=0,4,2, -, k-4,
b/ Pri PeY <o (txt.):

1/ za m=2%+4 (K=20,4,2,--.), po bar jedno rjedSenje koja, za sve L >1.,
ispunjavaju uslove /40/ i po jednu klasu rjesSenja koje, za sve tzt, , is-
punjavaju uslove /39/;

2/ za m=2% (x=4,1,--)}, po bar jedno rjedenje koja, za sve t >t.,
ispunjavaju uslove /39/ /gdje je samo t=9°,4,2,,%-4/ i po jednu klasu rje-

3enja koje, za sve t>t. , ispunjavaju uslove /49/.
MoZemo, takodje, da uopsitimo i rezultate teoreme 2 kada se umjesto
jednaéine /1°/ ima jednaéina /1/.

Uslovima /13/, /37/ i /38/ odgovaraju, za t»t. , respektivno uslovi

1137/ 0<E() € Eclt) (i=za,2,-,m)
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‘ me-a
731/ %\im\amr\‘ﬁr(t\ > lelto\ - e (eanaimm)
’a,.-.i
m=4
/38°/ %\'-“t\\ ﬂ\t}:}_(t3 > M / M je poz. komst./
3 |
TEOREMA 27 .

Pod uslovima /4°/, /5°/, /13°/, /37°'/ i /38°/, tvrdjenja teoreme 1°
vafe u potpunosti uz sljedeée dopune;
a/ u sludaju tvrdjenja a/ teoreme 1°, uslove /40/, za dovoljno veli-

ko £t>t">t, | ispunjavaju sva rjesenja jednadine /1/ oblasti
741/ Crcoa b ¥ Eaea (B) € X & By (1)~ o (0 £ 1, (t=4,2,-,%)

za M=2k+4 ; dok za m=2% uglove /39/, za dovoljno veliko t »t" > t.,

ispunjavaju sva rjesenja oblasti
/42/ XL ) -& Y, trt,,
kao i oblasti

/43/ \C.u;(t)"'f-‘_\;(t) £ XS \fz“z (&) - Eaicre (£} ) t>t. }(C=4.1, ey \(-4) i

b/ u sludaju tvrdjenja b/ teoreme 1°’, uslove /39/, za dovoljno veli-
ko t%»t">t,, a za m=2«+a , ispunjavaju sva rjedenja oblasti /42/, /43/,

kao i oblasti
x >/‘els< (t) + et ' t>t, -

!
dok za M=2% uglove /40/, za dovoljno veliko t>t">t,, ispunjavaju sva
rjeSenja oblasti /41/ /gdje samo treba uzeti da je <=4,2,--,%-4 /, kao i

oblasti
x> Ca-a (£) + Eau-a (O , 2t .

Ako je neka od funkcija C.(t) ogranidena za sve t 2t., , tada se um-

jesto odgovarajuéeg uslova /37°/ mofe uzeti Siri odgovarajuéi uslov /6°/
/ili /6;//.

Sada, poslije proudavanja Jjednaéine /1°/, moiemo primjetiti da izve-
dena razmatranja jednadine /1/ vaie u potpunosti i za sljededu jednadinu

opdtijeg oblika
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ako funkeija F(t."‘), za t7toi |x\<+o0, zadovoljava potrebne uslove za

egzistenciju i jedinost rjedenja i ako ispunjava uslov F(t x)%1.

PRIMJERI

1° v svojstvu primjera posmatrajmo jedna¢inu Rikatija

E
2

/44/ 3}: = F(t) (x - ‘f.(t)) (x- ‘Qm) .

gdje funkeije F(t) i “C.(t) (£=4,2) ispunjavaju iste osnovne uslove kso u
jednadini /1/.

Za jednadinu /44/, koristeéi dobijene rezultate, moZemo dati sl jede-
ée tvrdjenje:

Pod uslovima, za t>t,,

/45/ ) = Cle) » V() + &+ Eale)
/46/ [2(0)] &) (£ + YD) > [ )] —Ehte)
/41/ [160)] ) (Ear+ ¥ ) > | erto] &t

gdje je W(t) pozitivne i neprekidna funkcija za t>t., jednalina /44/, za

t>t., imas
a/ za f(t)>0 (t3t,), bar jedno rjeSenje X (t) koje, za sve tx%t,,

ispunjava uslov

/48/ YY) T E.01) € X (e) & O €.0)
i jednu klasu rjedenja koja, za sve t=>t., ispunjava uslov

/49/ Calt) = E4(1) € X () < G () + E(x)

b/ za f(t)<o (t>t,), bar jedno rjedenje koje, za sve txt,, ispu-
njava uslov /49/ i jednu klasu rjedenja koje, za sve t%t., ispunjavaju
uslov /48&/.

Uzmimo sade pozitivau i neprekidau funkciju E(t) koja, za t2t.,, is-
punjava uslove

E(£) € €400, EL&) €00 .

Ako su umjesto uslova /46/ i /47/ ispunjeni, za t3t., uslovi
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/50/ 2 ety (e + Lvee) > [RLw) gl ey (€=4)
te uz to ispunjen , za t>t., i usiov
/51/ [Fy) (Y + ¥ @) > M

/MJje poz. konst./, tada, pored vaienja navedenih rezultata za jednadinu

/44/, vaie i sljedeée dopune tim rezultatimas
a/ u sludaju ‘-F(t)>o (t»tJy, sva rjeSenja oblasti

AL GO =60 t2t,

" za dovoljno veliko t>t*>t., ispunjavaju uslov /49/,

b/ u sludaju Flt)<o (t3t,), sva rjeSenja oblasti

K20 e, tat,

)
za dovoljno veliko t»t™st,, ispunjavaju uslov /4&/.

U slucdaju kada su funkeije Git) (i=41)ogranidene zadnje tvrdjenje je tadno
i kada umjesto uslova /50/ stoje Siri uslovi /46/ i /47/. Ako je jedna od
funkei ja Cilt) (¢=\2) ogranidena, a druga nije, tada umjesto odgovarajuteg us-

lova /50/ mo%e da stoji odgovarajuéi uslov od uslova /46/ i /47/.

Navedimo sada i sljededéa dva konkretna primjera.
1/ Jednadina
! = 4VE (e-mmt) (-3~ LAt)

ims bar jedno rjesSenje X(t) koje, za sve t> 21 , ispunjava uslov

A
3 +tht < x(b) < ’b*H‘t,'V’E

i jednu klasu.rjeéenja koja, za sve t>t. , ispunjava uslov

A .
mmt-r= & X)) L Mty
Y JE

dok za dovoljno veliko t31*> 2 +taj uslov ispunjavaju sva rjesSenja oblamti

x g d+th , 22,

1

Ovdje imamo da je

Fiery =4Vt | )= amt, )= 3+ tht :
funkecije Yalt) i Y,lt) su ograniéene. Ako uzmemo da Jjé
84(’:)=£;(t)=£(t')=v%- :

uslovime /45/, /46/, /4T/ i /51/ odgovaraju respektivno sljedede tacine

relacije, za t %2 :

Y Kako Je kriva +tht monotono rastuéa to ona, prema tvrdjenju 2

/11 § 1./ moZe da posluZi kao donja granica "cijevi" metode retrakcije.
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B +tht ~sint > 4142 ﬁ = Yit) + &) '
Ty . ¢ A __
4T ‘\F(’U"”)”*‘[t— > Jeost] v o
WE > g i WE(E ) > 2VE >,

dto obezbjedjuje taénost navedenog rezultata.

2/ Posmatrajmo jednadinu
P = (cost ~4) (X +2 -5t (- |
. Uzmemo 1i da Jje
Ety = €, () = E(t)‘:ﬁ‘E '
r z6 uslove /45/, /46/, /50//za =1/ i /51/ respektivno imamo

fr2-sint > £ 1'%{ =YY r2e

| cost-y\- \[__(J‘E*t’.) > 3EVE > lCost\ +uﬂ

]
LA+ 5+ r——
| cost - 4] (\,-* ) >3 FEvE > 1t u:»PE :
‘wSt"L‘\(ﬁ *7) > 3¢ 26,
koji su ofevidno ispunjeni za t>2. Frema toms, gornja jednatins, za t=>2,
ima: bar jedno rjedenje X(t) koje, za sve t> 2 , ispunjava uslov

. A . A
..z-fS\."\t-‘FE < X(E) & =9 +Ssint + N

i jednu klesu rjeSenja koja, za sve t>»2, ispunjava uslov

1_ A 2
-— L Xt
¢ vt <t ]

dok sva rjesenja oblasti
A
A 3 osent - 2.+7_ . t>,2,
za dovoljno veliko t>t">2, ispunjevaju taj uslov, odnosno uslov

fom (%) -42) =0
t a0

2° Jednadins
X! -_-..'22.%‘1-"- (e+et)(x+ cost)(x - VE)

imas bar jedno rjeSenje A(t) koje, za sve t%» 6 , ispunjava uslov
t_ A _ot '

|52/ —et-F < x) <~

bar jedno rjedSenje X(t) koje, za sve t» 6, ispunjava uslov

A
\l'€<x<ﬂ<\/¥+ﬂ—

i jednu klasu rjesenja koja, za sve %G , ispunjava uslov



A5
—cost — = < % (&) < —cost + =
JE vt
dok za dovoljno velikofwifvctaj uglov ispunjavaju sva rjesdenja oblasti

—etsxsxﬁe , 6

’

odnosno sva rjesenja te oblasti ispunjavaju uslov

Lom (x 6y +cvt) =0,

tH+eo
/MoZemo, na primjer, primjetiti da uslov /52/ ispunjava pribliZno

t
.. . —-pt_ - e
rjedenje X ®=-¢ 42 (ef__ cqs{:)(et + J{) o/

Zaista, uzmemo l1li da je

A =6, )= &R =E) = .}_.E

odgovarajuéi uslovi teoreme 2’ su ispunjeni, jer, za t>G, vaii:
—cost+et > pet-2+ 9_-—‘\/-_{ THEW* €0, VT -st > \Fc-2+2-f-£=5*;(t\+1-ut),
dok+A A (ot - t_ -2 t_ t A
T-H(e ) (WE-2) > 15 (e*-2) (A ﬁ:\> 2(e=2)> ¢ R
) A
(€5-2) > skl v i+ 2(€%-2) > I *Taw

§ 22 (E-2)(vE-2) > 2VE(E =) 2 M 0,

4
2
2

30 Jednadéina

2 ) ] .

/53/ * == (et (a-ssint)(x-5sint-2)(x- %)
po

imd}/ﬁar jedno rjedenje koja, za sve {23, ispunjavaju uslove
/54/ N i R
/557 ssint +2-4 < Ak < 5sint+2 +F
jednu klasu rjesenja koja, za sve t >3, ispunjava uslov
/56/ ._5sc"t"4t'<"3<:(t)<5'5\:nt+-%— ,

dok za dovoljno veliko £%»t*>3 taj uslov ispunjavaju sva rjedenja oblesti

-t £ X g EScnt+1—.:"€ A ,

/57/
i ima jednu klasu rjeSenja koja, za sve t>»3 , ispunjava ualpv

k3 A K
/58/ + S < X <t

kxoji, za dovoljno veliko t>» t*>3} , ispunjavaju sva rjesenja oblasii

/59/ Ayt r1e L, t3T

Ako uzmemo da Je



> !
i
v
k

A+6

Ealt)= €2 (6) =65 t) =&, 16) = E(4) = &+

nije tedko vidjeti da su, za t>%, ispunjeni svi uslovi teoreme 2, ¥to i

opravdeva navedene zakljucke o rjeSenjima posmatrane jednadine. Imamo:

"-‘-(t\= \ﬁ, ) ‘e,\tt\—"t €. E)=5snt ‘f(t) S5sintrl ‘ﬂ'(t)‘“\'}

za uslove /4/, za t»¥%, imamo:

5sint vt > £-G 4+ 2.3 :‘[’(t\'i-i'-&(ﬂ,
5g¢qt+1-ss\:nt>4+l —-‘f’,_(t)+7.€£'t),
t*-5sint -7 > t*-3 +'J.--"€ =¥ ey + 260 .

palje imamo da je, za t>7%,
R E T RIS A AT AT “ g (-0 (E%=8) > 2.5 (¢8-8) > F(wi-4)

ka0 i da Jje izraz 10 -4y, za‘tzq., veéi redom od>sljedeéih izraza
¥
A
{+F)Iswﬁ\+i;,1tr% ,

Sto zna¢i da su ispunjeni i uslovi /37/, za t>% .+ Za uslov /3&/ imamo:

1\1-%(&-6)('&"-8) > 400, £33,

Posmatrajmo sada stebilnost rjeSenja Jjednadine /1/.

Dovoljno je primjetiti da smo u proudavanju jedﬁaéine /1/ obezbje~
dili dvije vrste rezultata. Jedne, pomodu krivolinijskih "cijevi" izlaz-~
nih integralnih krivih, a druge pomodéu krivolinijskih "cijevi" ulsznih
integralnih krivih, ¢éije #irine teZe nuli kad t-+co ,

Na osnovu posmatranja o stabilnosti rjesenjas uéinjenih u glevi II
moZemo konstatovati: Tamo gdje sumo obezbjedili postojanje bar Jjednog rje-
Senja to rjedenje je nestabilno u smislu Ljapunova, a tamo gdje smo obez-
bjedili klasu rjeSenja, koja za sve L >t. pripada odredjenoj "cijevi" &ija
Sirine teZi nuli, ta klasa rjeSenja Jje asimptotski stabilna u smislu de-~
finicije 1 /11 § 3.1./. '

Tako, na primjer, u sluéaju tvrdjenja &/ teoreme 17, za m=12w+4 ,
imamo: RjeSenja koja ispunjavaju uslove /39/ su nestabilna u smislu Lja-
punova, a klase rjedenja koje ispunjavaju uslove /40/, za sve t=>t,, su

asimptotski stabilne klase rjefenja. To su one klase (: rjeSenja X.:lt)

~ koji su odredjehi podetnim vrijednostima ¢l i tos

C\‘_ : '-)C\:(t.\é(fu_(t-)"&u(to),\ez\’.‘t')"'s.;c(té\) (&#4l1|..'|K> ’

sa oblastima Aaimptotske,stabilnosti



&
£
H

A1

.D\.r : \e'ls.\'- (t\ _'81\:(-&3 £ X < \eg_\'_ &t\ +* 81\;(t\' t)to (\'.=Q|‘L""' K) )

dok u sluéaju teoreme 2° a/ oblasti /41/ su oblasti asimptoiske stabilno-

gti navedenih klasa C..

0d konkretnih primjera analizirajmo pitanje siabilnosti rjesienja jed-
nacine /53/ navedene u primjeru 3°, Rjesenja koje ispunjavaju uslove /54/
i /55/ su nestabilna u smislu Ljapunova, a klase rjeSenja koje, za sve t2%,
ispunjavaju uslove /56/ i /58/ su ssimptoiski siabilne klase rjefenja u
smislu definicije 1 /gdje Jje T(E\=%:/ sa oblastima asimptotske stabilnosti
respektivno /57/ i /59/.

Dobijeni rezultati pri proudavanju jednacine /1/ u § 2. mogu se ne-

posredno iskoristiti i pri proudavanju sljedeée jednadine opStijeg oblika
d'x_ &q £

/1/ =t (xmaw) (xaw) t ( e

tJe ~ c

2x = 2 [ | (%)

c=A
gdje su funkcije f(t) i “Cclx) {(¢t=1,2,+m} definisane i neprekidne za t>»l,; te
‘f’;(t):{:‘fé(t\' ‘kaé— na tte (ﬂé—:‘l.'l.'“.m),
e velidine ¢ (v =4,2,---,m) pozitivni racionalni brojevi.
Nememo namjeru detaljno proudavati jednaéinu /1/. Daéemo samo neke

rezultate i time ukazati na moguénosti proudavanja jednacine oblika /1/ .

Prvo navedimo tvrdjenje koje se odnosi na jednaéinu /1/ zam=2.

TVRDJENJE 1.
Jednadina
o(x - &. ‘{1
72/ | = () (*x—‘ﬁ.(t\) (x—‘f-._(ﬂ) )

3
gdje Jje ,f,‘:ﬁ:‘lpje paran, a g neparan prirodan broj, &, neparan prirodan

%



A% ®

broj i neka postoje pozitivne i mneprekidne funkecije C(x) 1 W(t) za txt,,
gdje E(t) monotono tefi nuli kad t—»+eo i takve da je, za tx%t,,

/3 | |ty - e ] 2 Yoy + ey
/4/ o) Y8 e8> e wo) - £ .
ima:

o/ za Fly>o0{k%t)), var jedno rjedenje X(X\ koje, za sve t=t,,
ispunjava uslov

© 5/ o () —E(1) < XY < Cple) +E(Y,

b/ za fley<co (t2t,), jednu klasu rjedenja koja, za sve t»t., ispu-
njava uslov /5/. ’
Takodje vaZe i sljededée dopune u sludaju kada je £(ty¢o (t=1)), od-

noeno dopune tvrdjenju b/:

1/ Ako je uz uslov /4/ ispunjen jod i uslov

: +
58
1
B
IS
3

B
&
D
iﬁ

o«
/6/ [FeolY @) > My =za tat.
/M, je poz. konst./, tads, za dovoljno veliko t»t*>t. , uslov /5/ ispu-
njavaju sve rjedenja oblasti

V72 =’y >,*€l(t‘)—£(t\,t>,t,-,
u sludaju kada je ¥,(t) < ¢, (+), odnosno sva rjedenja oblasti

/8/ AL G TEW, T2,

kada je VC.lt) > G(t).
2/ Ako funkcija ‘Flt) ispunjava uslov

/9/ Yy 33r za trt,

gdje jer mali pozitivan broj, te ako je, za t»tle,
/1o/ ol vt (% ‘F(t\)&‘ > W] - ey

/11/ || (r+ %\,V(e))‘{" £ > el -E’(ﬂ,
/12/ \:{-(u\rk‘(’g\?(u)&‘ > | el :

/13/ [ 2ol > M,

/ M, je pozitivna konstants/, tada, za dovoljno veliko t»t*>1t,, uslov
/5/ ispunjavaju sva rjedenja oblasti

I AT S 3 PN
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u sludaju kada je “C,(t) < ¥, (¢}, odnosno, sva rjedenja oblasti

X € €)=V, £k,

kada je \ea(tw i f-z.(‘t3
3/ Ako je funkcija Y, (x) ogranidena za t %%, tada rezultat 2/ vaZi
i kada je umjesto uslova /lo/ i /11/ ispunjen uslov 74/

Dokaz. Posmatrajmo sludaj kada je Ci(£) < ‘¢, (¢) . |
Jednadina /2/ ima dvije krive stacionarnih tadaka X =¢,(x) i %="C, ),
Neka je F(x) > 0.

Integralne krive jednadine /2/ u oblasti x> ¥ (¢) (t»t)imaju poziti-

van, & u oblasti X< G (t>»t,), izuzev tadaka krive ‘f« (£}, negativen ko-

eflclgent semjere.

Neka Je
WAl = ) —E(0) w6y = G0 Y ey (E31,)

Prema /3/ i /4/> imemo
! _ &a c‘.\ oy Lq
x(win) = P (Bt - ) =Pt (Bt T & - £ Y i £V <

< -lew| +Ewy <« el -y = Wy

of.a
'I'(Qz(t)) = f(&) (‘Q(t\ + E(4) —‘(’,‘(tﬂ &‘c‘(t‘) > 4Ly Yoy £%21) >

' >l —e) > ) +EW = wy' (v .

bakle, krive Uh(t) i uh(t) (k2t,) &ine donju, odnosno gornju grenicu
"cijevi" izlaznih integralnih krivih, te, prema metodi retrakcije, jed-

naéina /2/ ima bar jedno rjesenje koje, za sve { »t,.,, ispunjava uslov /5/,
U slucaju f(x)<o0 8lidno se dolazi do ocjena

(W > w"(t), (o ) < ah'(t) za t2t,

§to znadi da integralne krive koje prolaze kroz tadke krivih ah(t) i wh(t)
(t»te) ulaze u "cijev" ogranidenu tim krivama, te da integralne krive
koje prolaze kroz unutirasSnje tadke te "cijevi" ostaju u toj "cijevi",

8to i potvrdjuje taénost tvrdjenja b/.

Posmatrajmo sada dodatna tvrdjenja.

Sludaj 1/, pri T,(6) < €. (¢).

Uslov /4/ i dodatni uslov /6/ obezbjedjuju da 1ntegra1ne krive u
oblasti 'x:)‘ﬂ(thé(t\ (t»t)imaju koeficijent smjera rne samo manji od koefi-~

cijenta smjera krive ‘Qlﬂ+6(t)’nego i manji za odgovarajuéi pozitivan



ABO

broj, 8to garantuje da ée te integralne krive, za ‘dovoljno veliko ‘(»’t"\»t,,
stiéi do krive U\ +E&€W), a zatim i uéi u "cijev" ogranidenu krivama wh (1)
i wat) (£t

zaiata,‘ u ma kojoj tadki D(t,ﬁ(t)+£(ﬂ+c{‘) y gdje je d Proizvo-
1jan pozitivan broj, oblasti X > eI E) o4, imamo

Ca
X (PY = £ (e rewy v =t (£ + Y < 20y (Y(t)+2£m+d‘)°c‘-
& .
() < L) YR R + £00 YRy P < Py el @y - Mad
Siuéaj 2/ / Ck) < Calt)/ o

: Ispunjenje uslove /9/, /lo/, /11/ i /13/ znadi i ispunjenje uslova
5 /4/ i /6/. Prema tome, ovdje treva joi de dokaZemo da ée, za dovoljno

veliko t»t*>t. , i sve integralne krive oblasti
/14/ Y+ < X < Gy —EY, t o,

ptiéi do krive Calt)-E£().
Prije svege, prema uslovu /12/, u tadkama krive X = C,(t)+V (t>t.),

integralne krive imaju koeficijent smjera
. o
x'= e e (e rr -t > “fer®(Evi) T > e,

To znaéi de ée integralne krive koje prolaze kroz tadke krive X=(t)+r
(t»ts) presjeéi tu krivu ulazeéi u oblast /14/, te da nijedna integralna
kriva koja prolazi kroz unutrasnje tatke oblasti /14/ nede dodirnuti

krivu CakyY+r (E2t.).
Posmatrajmo sada ponadanje integralnih krivih u podoblastima

) +F 2 X < QW —e =LY, trt.

)~ € - 1Y) & X <0 &), t2t.,

oblasti /14/. |
Neks. su respektivno R(t” ‘fl(t,)—ﬁ(tn-%‘i’(t)-cml D,_(’C_;,ﬁ(t;\*&(t,ﬁ-ﬁg)

/di i & su pozitivni brojevi/ proizvoljne tafke gornjih podoblasti.

~ Prema navedenim uslovima, za t%»t, , vaZi

La dy - £
(B =~ 16 (0, e =€ty - ¥ ~di =T, (&) "(EkN+ 3V *R) >l P (SFiA+ o) 12

f. £
Y -far(3ve) al.-::ﬁ(t,\\ \"‘c*d‘&‘v > [ ) - € -\-.MJ“C‘J:“ -'

da oL , A . Ly
- X (A=) (Rl -E ) ~d, 6 (&) (en+dy) "t > L %wm)’c (E(tmoQ) >

' ola Lo Ao &n o
»-Eea(rrivin) €70 — (e ) oLt > ekl -grar M
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gto znadé¢i da integralne krive u ma kojoj tacéki oblasti /14/ imaju koefi-
cijent:smjera ne samo vedéi od odgovarajudeg pozitivnog broja, nego i veéi
od koeficijenta smjera krive “C.lt)~E€(t) za pozitivan broj, te de, zas do-
voljno veliko t>t">t, , i stiéi do krive “¢,(x)-Ei%).

U sludaju 3/, kada je kriva ¥ (+) ogranidena, uslo‘v /13/ obezbjedju~
je da integralne krive u me kojoj tacki oblasti /14/ imaju koeficijent
smjera veé¢i od pozitivnog broja /8to se vidi i iz dokaza rezultata 2//,
te ée, za dovoljno veliko t>»t">t., i stiéi do ogranidene krive ;) -€),
a uslov /4/ obezbjedjuje i ulaienje tih integralnih krivih u odgovarajuéu

"cijev".
PRINJERI
1° Jednadina
4 E
/15/ ’JC':(tﬁt—ﬂ(’>c+€mt)’(oc—s\:nt-—2,\

ima Jjednu klasu rjedenja koja ispunjava uslov
A

A .
it +2- 5= %t sint +2 +
ZUZEE SR =2 Vont !

za sve £t>€ , & sva rjedenja jednadine ée, za dovoljmo veliko t>t">e,

ispunjavati uslov /16/, te i uslov

Lo (2 —sint=2) =0,
t 40
Ovdje e moZe primjeniti navedeni rezultat 3/. Uzmemo 1li da je
) I 3&Kt
su uslovi /4/ i /13/ ispunjeni, Jjer, za t=»e€ , vaii

-3). LA k¢ A -
lehe-a) gt nt > 2t > \eort) YA el t{\tw >

, za fuukciju Yl) mofemo uzeti da je Yity=fmt , pri Gemu

Takodje, treba primjetiti da integralne krive jednagine /15/ imnju
pozitiven koeficijent smjera u oblasti X <sint+2 (t»e) izuzev u tackn--
me stacionarne krive x=-f&nt (¢>e) , koja je monotono opadajuéa, te de
sve integralne krive oblasti x<—fnt (t»e) predéi u oblast X >-Int tt»e),
a zatim, prema ostalim uslovims, za dovoljno veliko t > t">e , i stiédi
do krive S\:n{+2-—§/~4—-&fﬁ (t>e).

pakle, klasa rjedenja jednadine /15/ koja ispunjava uslov /16/ za

sve t»¢ je asimptotski stabilna u smislu definicije 1 /II § 3.1./, gdje
: 2 L4 * . :
je TY= 2E(t) = 57== i to esimptotski stabilna u cijelom.
J S Yt d .
2° Jednsadina

4 2 3
ey ')C' -+ 42{1 (1—10—17_ SC'\{)E ('.( - 20 SC"'\'E\



AZZ,

ijmas 8/ u sludéaju znaka + , bar jedno rjedenje koje ispunjava uslov

/18/ ~ 20smt - < %) < 2050mb+d

ze 8ve t>2; b/ u sludaju znaka — , jednu klasu rjedenja koja ispunjava
taj uslov za sve t>2 , dok za dovoljno veliko t> £>2 , sva rjedenja j'ed«—
naéine ispunjavaju navedeni uslov.

Klasa rjeSenja Jjednaéine /17/ koja ispunjava uslov /18/, za sve +t =1,
je asimptoiski stabilne u smislu definicije 1, sa r(t)=ﬂ%-, i to asiwmpio-
teki stabilna u cijelom; dok Jje rjesenje koje ispunjava uslov /18/, u

sludaju a/, nestabilno u smislu Ljapunova.

Ovdje Je
H’.(t)\=49.£1, Cky =10 va2simt | k)= 2050mt ) < €, (k) |

za funkciju Y(t) moZemo uzeti ¥YitY=4, a uzmemo li da je ﬁ(t\:% y us-
lov /4/ je odevidno ispunjen, Sto obezbjedjuje postojanje bar jednog rje-
senjs /pri znaku+ /, odnogno jedne klase rjedenja /pri znaku—/ koja is-
punjava uslov /18/. Dalje, kriva fit) ispunjava uslov /13/, a krive “{.(t)
i ¥2l¥) su ogranidene, te na osnovu izgleda krive ,t)=A0+ALSMY  poje
se konstatovati /pri znaku—/ de ¢e sve integralne krive oblasti X > (1)
(t>2) , za dovoljno veliko £>t">2, stiéi do krive X.t), & zatim siidi

i do krive Wa(t)+E&t), te i uéi u odgovarsjuéu "cijev".

Posmatrajmo sada jednaéinu oblika /i/ zam=3, tj. jednaéinu

La oL
719/ 05({.% = ;Em(x-*cm)&"(x-ftm) (x=Cu)”

Na osnovu prethodnih rezultets moZemo dati sljedeéa dva tvrdjenjn.

TVRDJENJE 2.

. ® . ' .
Jednadéina /19/, gdje je £A=r§%: ‘¢, neparan, & ¢, paran prirodan broj;
A

£1=%%2 Y. paren, & g, mneparan prirodan broj; &3 neparan prirodan broj,
2

pod uslovom

Calt) < G (6) < Cale) | t=t,

keo i neka postoje pozitivne i neprekidne funkcije E&(&) , Ya (1) i»V&(t}_

gdje E®) monotono teZi nuli kad t->+ec , takve da jJe, za't»to,

RAG R AT AN
I >

|ty ] > ey + &y |
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£y \, €2 |
s20/ ol (B + %ol K% 0% > 1Nt —ewy

imas
e/ za fity>0 (t»t,) , bar jedno rjesenje X&) koje, za sve t>+t,, -
. ispunjava uslov

/21/ )= E) < ) L () + €W

v/ za L)< 0 (t=>1t.) , jednu klasu rjesenja koja, za sve t>1, ,

ispunjava uslov /21/.
Takodje, ‘vaZe i sljedeée dopune u slufaju kada je .f-(t\<0 .

1/ Ako Jje pored uslova /20/ ispunjen jo3 i uslov

£q

oLy
Fol(he +ww) " K 2 M et

v

/M je poz. konst./, tada, za dovoljno veliko t»+'>t,, uslov /21/ ispu-

njavaju sva rjeSenja oblasti

N YNGR —E_(t), t=2t, .

2/ Ako funkcija ¥(t) ispunjeva uslov
Y)Y 237 za t?/‘t.,

gdje je * mali pozitiven broj, te ako su ispunjeni uslovi, za t=t.,

&a &
/22/ S EACN N Ca AT ,rﬂcz.(% ¥, (ﬂ) N I‘f';'(#:.ﬂ "E'(t),
4 L% '
123/ o) (r+ o+ 3w (rs $r @) % > Lot - g,

£ £
2l (F+ %) r (B @) > el ,
[0 %% Ko 3 M,

/M, je poz. konst./, gdje je £ =/mim{da, o(;} , tada uslov /21/, za dovo-

1jno veliko t3t*>t., ispunjavaju sva rjesSenja oblasti

AP TV, Ert..

3/ Ako je funkcija (3(t) ogranidena za t>t., tada navedeni rezultat

2/ vaZi 1 kada je umjesto uslova /22/ i /23/. ispunjen uslov /20/,

TVRDJENJE 3.
Ako je oC‘;=-§i (=12,3) /p; i g, prirodni brojevi medju sobom proati/,

gdje su PR L, 2‘1 i 2_5 neparni, a /4, Paran pr_ir'odan broj, zatim
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?

Agh

Nalke) < € (k) < €y 14) nma t2t.,

te ako postpje pozitivne i neprekidme fumkcije E&.tx) , &, , YY) i W)
gdje funkcije Ealt) i €.(+) monotono tefe nuli kad t->+co , takve da je,
za t>t., _

| ACHEI R ATIEE S AT NN

Cy (2) =, (&) Yo le) + E,,_Uc.),
ol e9 E (W s mad® > 1elw) - € t4),
&
Hol(ho+ %) ¥ el > N wl -gw

tada Jjednaéina /19/ imas:
a/ za f)> o (tzt,), bar jedno rjeSenje koje ispunjava uslov
/24/ Gy - €ty & X () L) + € L)

za 8ve t>t. i jednu klasu rjedenja koje ispunjava uslov

/25/ oty - £408) € XY < LR+ ELLE)

za sve t>t, ;
b/ za Ft)<o (t3t.), bar jedno rjedenje koje, za sve t=%,, ispunjava

uslov /25/ i jednu klasu rjedenja koja, z8 sve txt., ispunjave uslov /24/,

I ovdje bismo mogli da uz odgovarajuée dodatne uslove ober> indiue
da uslov /25/ /u sluéaju &// i uslov /24/ /u sluésju b//, za -

liko t%»t">t, , ispunjavaju i odgovarajudée Sire klase rjedenja.

FRIMJERI

1° Jednadéins
>
'JC':-?—/-“%.\/%..{ .mt.(x— \FE—Z)

ima jednu klasu rjeSenja koja ispunjava uslov

/26/ VE+2 =g < X <V -1,

z8 sve t %2 , dok, za dovoljno veliko t2t*>2 , sva rjedenja oblasti
/27/ x>-t, t>12

ispunjevaju uslov /26/, odnosno, ispunjavaju uslov

bom (X —=VE-2) =o0.

t-ys00

Klasa rjedenja koja, za sve t>21 , ispunjava uslov /26/ je asimpltot-



AZS

ski stabilna u smislu definicije 1 /sa T(t\-sJ— /, a oblast /27/ je ob-
jast aslmptotske stabilnosti.
Na osnovu rezultata 2/ moie se pokazati da, za dovoljno velikot»t"s>q,

uslov /26/ ispunjavaju rjeSenja oblasti X% sinlsr, t>2 /na primjerr=4/,

a na osnovu oblika krivih “s&) (=42 )nije tedko pokazati da uslov /26/

ispunjavaju sva rjedenja oblasti /27/.

'2o Jednadéina

z 1
f)Q‘ = t?' ('x~9.oscm 2{)5 ('x,-m_,u‘ S\'mz’c)’(x—zs--'—‘ﬁf

/28/
ima bar jedno rjesenje koje ispunjava uslov
729/ ’ 25 < 2ty £ 2,5'+J—£

za sve L34 i jednu klasu rjesenja koja 1spun3ava uslov

. A : A
/30/ 20sim2t — & X(£) < 20s5imat +—{

za sve t> 4, a za dovoljno veliko t»t">4 taj uslov ispunjavaju sva rje-

3enja oblasti

/31/
RjesSenje koje ispunjava uslov /29/ nestabilno je u smislu Ljapunovas,

a klasa rjedenja koja, za sve t>4, ispunjava uslov /30/ je asimptoiski

stabilna u smislu definicije 1, & oblast /31/ je oblast asimptotiske sta-

bilnos+ti.

Ovaj primjer je u vezi sa tvrdjenjem 3.
Integralne krive jednacine /28/ imaju pozitivan koeficijent amjera

z8 x>25+§—¥ i x<20sin2t (£24) , a negativan za 205m2L <3¢ < 25+ JTE )

A0+ Akt (£24). gako je x = 7.5-\—\/- (£>4) monotono opadajués kriva,

to Je "claev"

Ak

t>4, 15 < X L2154

"cijev" izlaznih integralnih krivih, koja obezbjedjuje postojanje bar

"jednog rjedenje koje joj pripada za sve t 34

Dalje, nije tedko pokezati da je "cijev"

. A : A
t>21, 7.05\/'12.‘{'_-—{- 4 <« 20smak

/32/

"cijev" uleznih integralnih krivih koja garantuje postojanje Jjedne klase

rjedenja koja joj pripads za sve 1.
Kako jeo fity=t'—>+eo, to ée sva rjeSenja oblaatl /31/, za dovol,)uo

veliko t%t*>4 , uéi u "cijev" /32/.



Ovdje ¢emo posmairati nelu Jednndine oblika

> GC" i3 ¢ £
4% _ e (-] " (m-Gwi? .. (x - w)

\ "1‘\( &“’l

(X =B ] ™ (e = n () e (2= Cnte))

e Tl
e A ’
\ o “x.a,(t)) s
AL M

H
a

- el . - v \f? " . T gy AP - - 4 . ey 1va g P
gije su Funkeije fy i Co(yy {(« Ty -e., M) definigane i neprelbidnr ae

tzte 3 depunjavaju potrebne uwslove zn jedinost rjesenja jednadine zn

Aq f&(t) (F=ws1, w0 m)

(W

\ee(t) .T)I‘:m\f,m (t)’ g.—,,v’:: ¥y ((?,”V\ = 4, 1, ...'/Y\) :

funkeije f(t) stalnog zookn za E2t., o velidine Lo (£=1,2,--,mM) ©u po-
LY L ?

zitivni recionalni brojevi.

Poamatrajmo prvo jedondian

La
(/{ W ( ’\.-""14‘\"[‘)
71/ Ae S T,
. U . \zm

. . P . Y . s . . .
gdje Jﬁcﬂ4=“§T oA Z'na»ﬂrnl privednd brojevi medju sobom prooia,

Jje bilo koji positivan raciopalov LroJ.

lieks je

Cat) > ) eatrte

to noke an MY 3 V() posnitivne i sneprekidne funkeije, gdje Funtedlo i)

i

monotono tefi nuli kad trree i dolive da Jie
/2 Gy~ G ) =N L) P EW) na t i,
iofamo da damo sljedede tvedjienjs.

TVHDIRHTE 4.

Jednedina /1/, pod uslovom /2/, kao i, za tzt



£,

- ] C (\-) -~ o~
3/ |2l &2 > i) - g
& e

imas
o/ 28 FMY>0 (t2Lo), bor jedno rjesenje X(y)koje, za sve t© =1,
jepunjava uslov

74/ Y — 80 < i) €0, ) + B

N ’ . - . v . .
b/ za. () <o (& 2 to), Jodun klazmu rjesenja koja, zs sve k=i,

ispunjava uslov /4/.

Ako je {sﬁoﬁ’,\(t)-ﬂ oo  uslov /4/, pri $(t)<o 4 za dovoljnn veliko

7t >t. , ispunjavaju sve rjiedenin oblasti

L P CEWY ) L,

Veie i sljedede dopuno pri F(Hr <o (t>t.).
1/ Ako funkeija V) ispunjnva uslov

/5/ ity =7 +iie) > 0 F ey za tai,

gdje je v mali pozitiven broj, Yi(i) pozitivna i neprekidna fuvkel jm =n

t2t, /7 Yl SEW)/, tado, pod nslovime, za t2t,,

() — (%) ol
6/ | s(w.w«-«-—--’w > Ny ()
1
. h IR g{%t) w Veal |
/1 o) S8 5 i) ol -e'ty +
“” (L) .
/g je pozitivan broj/, »a doveljne veliko t24t">t. , uwslov /4/ s

vaju sve rjesenja oblasti

s A e S A Caley v EY , L 2 W

3

a0 .
Ako jo 2=4 /kod La= /, nde gornje tvrdjenje vaZi i kndn on

uslov /7/ zamjeni uslovom /3/ i pri lton se dods uslov

79/ (f t)\ ‘{/'f"(t\, > M it /M je poz. konst./.

2/ Ako postoji pozitivnn i meprekidos funkeijn A(tY zn tat,,

da je, za t»t, ,

/ 10/ < e + Al

. .
/11/ . ey E LR ) ¥ € -
Yiey + OLH:'))
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g
B
143
4
5
H
b
i

ARE

gdje je m, pozitivan broj, tada, uz uslov /3/, za dovoljno veliko 't»t >to,

uslov /4/ ispunjavaju sva r.]esen,)a. oblasti

T -ERY £ X < L+ Ay, tat,

Ako su, pored uslova /lo/ i /11/, ispunjeniluslovi /5/, /6/ i /7/,
tada, za dovoljno veliko t»t*>+t, , uslov /4/ ispunjavaju sva rjesenja
oblasti

Cl) * F & X < ey vty L 2E,

a ako je 1

. Lo (0, (1) +cl(1)) = + o0

t-2+90
teda uslov /4/, za dovoljno velike t>=1t*3>+t,, ispunjavaju sva rjedenja

oblasti
> G +r t3t,

Dokaz, Kako je za X =10 (t) (t>t,) desna strana jednadine /1/ neo-
granidena, to u talkama te krive jednadina ne iapunjaia potrebne uslove
o egzistenciji i jedinosti rjesenja, te kako je ‘€ (£) < €. (x) (t2t.),

to posmatrajmo ponaSanje rjedenja jednadine /1/ u oblasti
/12/ A > e, (), t2t,

Jednadina /1/ ima krivu stacionarnih tadaka A= €(¢) (t=t.) koja
/prema uzetoj vrijednosti &,/ oblast /12/ dijeli u dvije podoblé.sti u
kojima integralne krive imaju suprotne koeficijente smjera.

Neka je
) = Gl - £ W) =G FEMW (E2t.)

Prema uslovu /3/ i pri f(t)>0, 2za t3t, , imamos

W) = £ (e R 13 & < el - e'm = ! )
' ’ Qe.\\t\-Elt\-“et(t\) ‘F‘:t (t\ A \ a ),

Xt = i) ——EtO = 2() -5—-‘—*3 PR NOEIAGEL ALY
(eater+ £ty -f,m) v

$to, prema metodi retrakcije, obezbjedjuje postojan;je bar jednog rjeSenja
koje pripada "cijevi® '

/13/ t>,t.' P, (1)~ € X < LY T EW

za sve t > t,, te i ispunjava uslov /4/.

Za f(¢y<o (t32t.), pod uslovom /3/, za t2t,, imamos

8 (t\

“l

6“ )

> = $le) ————
(‘ed:t\ € (*\‘ tt'st\)

x (w.m) £(4)

> e - = W'ty



A9

E‘C‘(t) < E"‘ (t)

Lty = P4 = ¢ () Fian o glran — ool
) * (eaer recey -y e N <% ('Q *E = W, 1),

i jto znac1 da rjedenja koja prolaze kroz tadke krivih ), (t) i @ (t) (t> t.)
ulaze u "cijev” /13/, a da one koje prolaze kroz unutrasdnje tadke te “"c¢i-
jevi" dstaju u njoj i tako &ine klasu rjeSenja koja ispunjava uslov /4/.
Ako je ‘ﬂéw\‘ea(ﬂ:-.i»m sva ée rjedenja oblasti A > e(¢) (t=»t)) , pri
$#(tY<o » za dovoljno veliko t=+t"»t,, dodirnuti krivu “€,(v), te i uéi

u "cijev® ogranidenu krivama ¥, (t) i WL () (t2t.).

Doka¥imo sada i dodatina tvrdjenja.
Prema uslovima /2/, /5/ i /6/, za L3>t. , vaZi:

o (euera ) = Foy (& :2:‘84&\) 206 (sm ‘mts\ ) (‘l’(t: ) > el

%to garantuje da sve integralne krive koje prolaze kroz tagke krive ey v
(t>t.) presjecaju tu krivu prelazeéi u oblast /g8/.

' Dalje, uslov /7/ jali je od uslova /3/, te obezbjedjuje tvrdjenje b/,

a uslovi /2/, /S/ i /1/ obezbjedjuju da sve integralne krive koje prolaze
kroz tadke oblasti

/14/ Cot) +7 £ X < CUY-E@Y, tat,

za dovoljno veliko t»t*>t., , stignu do krive U, (&)-E&(t) , & zatim i udju
u “cijev* /13/.

Zaista, neka je D(t,‘fa(‘t\“é:(t\-d‘\ y gdje jJe bk pozitivan broj ko-
ji za neko t>t, mofe da uzme vrijednosti d'g (o, ¥,e) - 28(4)] » Proizvo-
1 jna tadka oblasti /14/. Prema /2/, /5/ i /7/ vaZi:

(ectrvd )

X' (P) = Py LED=-T -
) (Vi) - 2600y -0 )

(tan-tnr-¢ - tto)

> = £t (5‘\;}::3 > = L) w -ct(:‘ > lelto) - e m,

8to znali da integralne krive u ma kojoj tadki P oblasti /14/ imaju ko~
eficijent smjera veéi' od koeficijenté. smjera krive .(t) ~E(¢) za poziti-
van broj m,, te ée za dovoljno veliko t>»t">t, i stiéi do krive G (t)-E (),
a zatim i uéi u "cijev" /13/.

Za 2=4 , prema gornjoj relaciji, te prema /3/ i /9/, vaii

s | <
xX(P) > - £ (e‘*:( A - £y \r"‘*m — f(e) ":h” > gl -+ ME,
t :
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I yt0 daje isti zakljudak.
U sludaju tvrdjenja 2/ treba primjetiti dea uslov /lo/, za txt,, daje

£, = £ 4, <1 m “o_ < ey
(tatervd iy —Cuel) ™ (Yor-ewysdie)) © (Yool Wt

a to znali da integralne krive koje prolaze kroz tadke krive “C,(+)+d (t)

x! (e, i) = £(t)

(t »te) presjecaju tu krivu ulazeéi u oblast
/157 .. alt) FE(EY & X <K e, () +d(ﬂ' tyt

te da je, preme /11/, u ma kojoj tadki P(t, *Q(ﬂi—&(t\—rd‘) / d je pozi-

tivan broj/ te oblastis

oLa o,
y+d') (ewy+d) Ed‘(t)
X' (PY= L) (ece : e ————— @) ———= 4 < L+ EX o,
f (euer+ ey s e ) (Peer +olien) (ieredl H.-)) t a-m

3to znadi da ée integralne krive oblasti /15/, za dovoljno veliko txt*>t,,

stiéi do krivé ‘¢ (ty+ E£(t) , & prema uslovu /3/ i uéi u “"cijev" /13/.

Posmatrajmo sada jednaéinu

L,
/16/ dx _ gy Letue)™ (x - ei)®
olt TR

L
k.-
o
5 .
2
B
i3
5
a
B
.
z
e
3
b4
%
e
%

gdje Jje c(,,,:—-— (<=4,2,%) /4. i 2. prirodni brojevi medju sobom prosti/,

Py B 2 » 21 i Q neparni, a 73 paran prirodan bro,] i neka. JB _
/11/ Co ey < P, lt) £ e, (4) za tet, |

Neka postoje pozitivne i neprekidne funkcije E.l+) , E&,ly, Yilt) i
Yad) (€2t.), gdje funkecije E£,tx). i &,&) monotono tefe nuli kad Lt >+=o.
takve da je, za t >t.,

Cy ) = G (1) = K —E () > E,(8)

18
fad B () = 0 () = (£) — £, 14) > EL14) |

Nije tedko dokazati da vaii sljedede tvrdjénje.

TVRDJENJE. 5.

- Jednadina /16/, pod uslovima /17/, /18/, kao i, za txt,,

H(t\\ (2 ‘(a(‘mtnwm ze.m E.vq) 3 5 e _¢! m’,

/19/
i WOy



L

AQA

. L '
266 (Bt) + W ) = Eatty = 2E.8)) af‘(t)

/20/
‘f;"(t)

> el - ep ey

imas .
a/ za fY>o0 lt»t.)), jednu klasu rjesenja koja ispunjava uslov

/21/ Calt) = €4 (1) < (L) < "€ (1) + E,(%)

za sve t>t. i bar jedno rjejenje koje, za sve t=t,, ispunjava uslov

j22/ )= & (6) < XY < () + Eu (v
b/ za f(¢+)< o (t2t), bar jedno rjedenje koje, za sve t »t,, ispu-
njava uslov /21/ i jednu klasu rjeSenja koja, za sve t»t,, ispunjava
uslov /22/.
Sto se tide dokaza navedenog tvrdjenja dovoljno je, koristedi uslove
/Y1/, /18/, /19/ i /20/, pokazati da, za tzt, , vafe sljedeée nejednakosti-
a/ za f(+)>o (t=t.),

X (ey-E ) > eiey - gL (& X (e )+ £.40) < €L ey + €] (),
o (Cutt) ~Ealtr) < €, (Y ~EL (1) , X (Cttir e > el v EL Lt

b/ za flty<o (t>t,), ,
/() -E (&) < f;(t)-e:(t) , o’ (€ te) + E4)) > B (k) + € LA

A () - &) D> G -ELY, ! (vt £ (0] < eltey + EL Yy

I ovdje bismo mogli uz dodatne uslove dati i dopunska tvrdjenja o
8irim klasama rjesenja koja, za dovoljno veliko ¢ e >t, » ispunjavaju .
uslov /21/, odnosno /22/. '

5to se tide pitanja stabilnosti ovdje nemamo nifta bitno novo. Ug-
tvari, tamo gdje smo u "cijevi", &ija 8irina teZi nuli, obezbjedili bar

jedno rjesenje to rjesSenje je nestabilno u smislu Ljapunova, a tamo gdje

‘8mo u “cijevi" obezbjedili jednu klasu rjesSenja ta klasa rjeSenja je asi-

mptotski stabilna u smislu definicije 1, a odgovarajuéa oblast kroz éi‘,ja
tadke prolaze integralne krive koje ulaze u odgovarajudéu "'cijev", za

dovoljno veliko t »t*>t.,, je oblast asimptotske stabilnosti.

PRIMJERT

10 Jednadina

3
1o gy (X sent=c)

x (2 - cost)?
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jme Jednu klasu rjesenja koja, za sve t35, ispunjava uaiov
SOV\‘E.'PG—?[—%, < ’)c(t) < sent + 6 + _V% |

/te klasa rjedenja je asimptotski stabilna u smislu définicije l, sa

r(t\zf\%{-:. /s dok taj uslov, za dovoljno velikb,‘t»t“'>5 » ispunjaveju sva

rjesSenja oblasti : ‘

X > Cost+d t=s

Jove oblast je oblast asimptotske stabilnosti gornje klese rjesSenja/.

Ovdje je: f(¢)= -9t‘ Calty=simt +6 | Glt) -.:c.og{..‘;..'_-

Ako uzmemo da je: &(t\-v.. , dity= JT » lako je poké.zati da su, za
£> 5 » Bvi potrebni uslovi ispunjeni. Takodje imamo da je ‘e (¢t)+ d(¢t)=

= sint +6+\VE —> +00 ,tr+e0,

2° Posmatrajmo jednaéinu

Bm.t A
. : (1_.{)3

Imamos
| fey= g5 | ‘(’.m -t V=t ezl

Neka je: &,lt) =&, ) --—-- .
\’__
Dalje imamo - — 4 = A L)AL = -
J Py -ty = et =t} +§?) T = K-,
G-y =t-=(t-% iT") ‘T = Yl - €, 14) |
Nije tesko pokazati da su odgovarajuéi uslovi tvrd;enaa 5 ispunjeni
za t>2 . Prema tome, jednalina /23/ ima bar jedno rjedenje ko,]e, za t>2,

1spunJava uslov
€ < Xt <« £+ ‘——,4.
: \’t

/to rjesenje je nestabilno/ i jednu klasu rjedenja koja, za t=2, ispu-

njava uslov

/24/ -t < T <-—t+%
A .

i koja je aa:.mptotak:. stabilna u smislu def:.m.clge 1l /sa V‘(t\"',\—ﬁ /e

Takoﬁge, mole se pokazati da u me kojoj tadki P(t, —te i +d") t"
/ d je pozitivan bro;j/ oblasti —t + fff <x¢0,t»2, vgil rJ (P) lmt J
a kako Cilty=-t—>-~00 kad t->+c0, to ée sve integralne krive oblasti
x<go ,-t>,i , 28 dovoljno veliko t>+"> 12 , ispuniti uslov /24/, te Je
oblast ¢ <o ,t=>2 oblast asimptotske stabilnosti klase rjesenja koga:

za sve £ 2 ispunjava uslov /24/.
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§3.

pobijene rezultate u prethodnim paragrafima moZemo nepoeredno korl-—

stiti i za proudavanje jednadina sljedeéih opstijih oblika:
2 |
71/ "L" =9, Y x = Kute,x) - (- Bule ) = g (k%) -2, 0,2 ,
=4

odnosno

M :
dm <
2/ = =%u 0 (Rt - (=R, ) ™= e ) u(x-ﬁcu,xﬁ‘, ’

kao 1
“ oL
o . . F ﬂ ('-("‘R.;(t,‘x\) *
73/ ‘% = g(t,%) (x-Rue "9 (- Aete ) = = qltx) =
(‘x. g‘cu(t ’0) . (x- ﬁ"‘ (x u\} ﬁ ('x ﬁ& t 1\)
j=can

gdje su gltx) i Rt x) (¢=4,2,...,m) definisane i neprekidne funkcije i
iapunja.wfaju potrebne uslove za egzistenciju i jedinost rjeéehj_a Jednadina
u oblasti t3> t,, \xl<c+e0 /A% ﬁ;,(t,-:q (5—#&-&1,&«-1.-...@ u sluéaju jednaL-
&ine /3//, veliline . (<=4,2,---,m) Bu pozitivni racionalni brojevi.

Prouéavanje gornjih jednadins moZe da se svede na proudavanje odgo-
varajuéih jednadina posmatranih u prethodnim paragrafima ako funkcije
Q(tx) i Relt, ) (£=1,1, -+, m) ispunjavaju, ne primjer, uslove, za t=zt,
ilxi< + =0, ‘

WO 3,0, Tt wry>o,
Reatt) € Aot ) € Aoty ($=4,2,--,m)

gdje su Q) , (1) » Realt) i Reat) (C=42,... . m) definisane i ne-
prekidne funkcije za t>t,.

Nemamo namjeru da detaljno proudavamo navedene jedna.éirie, Jjer bi to
iziskivalo obiman rad, nego da ukaZemo da se dosadasdnji rezultati mogu

dobro iskoristiti i na te jednadine i da u tom smislu damo neke rezultate.

§5.1.

Prije svega zapazimo da smo u glavama I i II proudavali jednadinu



AQH

' 3—2’- = glt, X)X + f e, %) ,

) At , %) _

i pod pretpoatavkom da je - G0t %y >0 .

Nije te3ko primjetiti da se, pod tim uslovom, jednalina /4/ moZe na-
pisati u obliku |

wr g R (xFE2)

dt

odnosno u obliku

:{—E =4, %) (% = Rale,x0) (2~ R, e, )

Prema tome, ranije navedeni rezultati za jednaéinu /4/ vae i za je-

dnadinu /4‘/, jer se redi o istoj jednadini.

Primjera radi, posmatrajmo sada jednadinu
£, L 4
L et (A (- Al

/jedinost zastupljena u oblasti t>t. ..|°°\<*°5 /, gdje su £, i {3 ne-
?v parni prirodni brojevi, °C"=% s ¥ - paran, { - neparan prirodan broj.
MoZewo dati sljedede tvrdjenje.
TVRDJENJE 6.
Poa uslovima, za t3t, ¢ Ix\<+o0,

0 < FleY € Gt ),

M, (£) £ R, e, %) skm;.(t) (¢=4.1.55,, ,
mele) < m,, (£) (\:=4,1\, o
My ) ~m ) 2 Y1) + 6,10

My le) = Mo (1) 2 Y k) +E,1)

gdje su ey » Mlt), Mo (¢=142,3); Ec)>0 , Yeled >0 (<=1,2) defini-
sane i neprekidne funkcije, funkcije €.(t) monotone i tefe nuli kad t-r+oo,
te ako je, za t3t.: ' '

8/ |
fm(‘mtw‘&(tﬁ“ ¥4 e Ef’(t\ > = ml(ty + €l ) ,

/¢/ : 4, o ‘
o) K 0 E ) > M vele
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jedna&ina /5/ ima bar jedno rjeSenje X(t) koje, za sve t=t,, ispunjava

uslov :
ML ey — £, (1) < X () < My(e) + E,(0) |
b/ < '
3
71/ 26y €50 K0 Ut oy v ) T > M) — €L tey ,
& .
/87 £ty ef‘m ‘f’.‘c’(t\ (*l;(t\ + ‘mtﬂ 2y - ml ()~ Ed D :

jednadina /5/ ima jednu klasu rjeSenja koja, za sve t =t,, ispunjava uslov

Y MMLLEY =~ (1) € A1) < M) +E, )

Takodje vaie i sljededée dopune:

6 1/ Ako je u tvrdjenju 6 pored uslova /7/ i /8&/ ispunjeri jo8 i uslov
£t) ‘K“lt) CATI ‘f',,tt\)°c’ > M,

/M, je poz. konst./, tada sva rjeSenja oblasti
A MY FE Yt

za dovoljno veliko t>t">t, , ispunjavaju uslov /9/.

2/ Ako postoji pozitivan broj ¥ takav da je /ma primjer/

() 337 aa t3t, |

‘te ako su u tvrdjenju 6 umjesto uslova /8/, za 'l:>_,t., ispunjen_i uslovi

4L d
Py ( % AT N (f+‘I’,.(tﬁ Py - mhtey - 8.:(1.),

/lo/ o oA oLy
2 £ (Jrw e e) T (Fhm e e Rie) > —miey - el

i ako su, za t>»t,, ispunjeni jos i uslovi
K L LY £ 1
P (FThw) - r o (renw) T > - mhw '
<G
/11/ YV 3 M,
/Mt.je poz. konst./, tada sva rjeSenja oblasti

X LMY~ tat,

za dovoljno veliko t 2t*>t., ispunjavaju uslov /9/.

o

3/ Ako Bu krive mult) i Mmalt) , z8 t%t,, ogranilene, tada tvrdjenje

2/ vaii i kada je umjesto uslova /lo/ ispunjen uslov /8/.
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Uslovi /6/ obezbjedjuju da integralne krive jednadine /5/ koje pro-

laze kroz taéke krivih _

| Vi) = "M, (4 — €.l Vo (8) = M4 () + €, 1) , € »>t, '
izlaze iz "cijevi"
/12/ t >,t., Mty — E, (1) 4 X < Myle) 4 €.,
te, prema metodi retrakcije, jednadina /5/ ima bar.jedno rjesenje koje
prlpada toj "cijevi" za sve t>to.

S druge strane, uslovi /7/ i /8/ obezbjedjuju da integralné krive
jednaéine /5/ koje prolaze kroz tatke krivih

Mq(t\ = Mqlt\ - 64 ‘t), Mz(t\'—- m« (t‘ + &‘tt\ ' t»t..

ulaze u "cijev"

/13/ t »t.’ ML) — £, (1) € L & Mm,ule) +E,04) )

kao i da ave one integralne krive koje prolaze kroz unutrasnje tadke te
"cijevi" ne mogu iziéi iz nje, te i éine klasu rjesenja koja ispunjava
uslov /9/. ' . _

Dodatni uslovi obezbjedjuju ulafenje u "cijev” /13/ i odgovarajuée
Sire klase rjééenja jednadine /5/.

Primjetimo sade i to da,ako je

Lo (M) = m, u-,)) =0,

t-24+00

&'m—. (mgtt) -y (t)) =0
40 /

Sirine krivolinijskih "cijevi" /12/ i /13/ teZe nuli. U ovom sluiejn do-
bijeni rezultati predstavljsju znaéejan doprinos u ocjeni ponadanja rje-
Senja. Tako ze stebilnost moZemo reéi da je rjeSenje koje ispunjava us-

lov /12/.nestabi1no u smislu I japunova, a klasa rjeSenja koja ispunjava
uslov /13/, za sve txt,, Jje asimptotski stabilna u smislu definicije 1,

gdje se moZe uzeti da Je

V) = ey + 26, @),

n d(t) je monotono opadajuéa funkcija koja teii nuli kad t—>+00 i takva
da je |
Mmulty =M, < J‘(t) 2 tytoe.

Napomenlmo i to da navedena tvrdjenje vaZfe i ‘kada se umjesto fun-

keija Eguﬂ ugmu pozitivne konstante ili neke pozitlvne ogranitene fun-

kcije.
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PRIMJER
Jednadéina

RN
e )

3 1
x'= ( A+ )‘.’f(t,x)}(x +F +5simbt + -% cos ;C:(t'-x\) (1‘t‘t‘\£(t,x))3(1~ It+ % ,

gdje su funkeije f it,») («=4,2,3,u4) definisane, neprekidne i ispunja-
vaju odgovarajuée uslove o jedinosti rjeSenja jednadine za t7 \x\<re0

ima bar jedno rjefienje x(t) koje, za sve t 22, ispunjava uslov

S .
M-y o R{ LXMW <L

i jednu klasu rjesenja koja, za sve t> 2, ispunjava uslov

- e A A . - — & el A LA
’ 1 -5s5omt y NFy xe) £ -} S'SV"\t-PT“"FE ’

dok za dovoljno veliko t > t*>2, taj uslov ispunjavaju sva rjeSenja oblasti .

g t-1,t22,

 Ovdje imamo, za t>2 0 Ixl< oo,
o< fty=1 % G, 0= 1+ f5 (¢, %),
m«lt)=~?-§s=‘mt— -;:- < ‘f.‘(t‘x)E—J-*SSV'\t*-%Cosa(t,l) ‘$~1-5$‘3"\t*%=’“4(t\,
)= £-1 < Al X) = B BRI ) < dra=maly),
maley= 3t~ 1 € Ay (e, = 3t j-ce""-l“"’ <3t= mytt)
M) = maiey = E-ARASst =3 > R Yost EW=7
My (£) =My lt) =3t~ F—t=4 > “'7‘*4& , hto=2t-2

Lako je vidjeti da su uslovi /6/, /T7/, /&/ ¥ /11/, za t32, ispunje~

ni, a kako su, za t>2 , krive maly) , mm,lt) ograniéene, a kriva maix)

monotono rastuéa, to su navedeni zakljudci za posmatranu jednad¢inu tacéni.

§5.2.

FPosmatrajmo jednadinu oblika

oy
( x - "?M (t"l))
(% -~ Bott, )

gdje je &, neparan prirodan broj, £, Jje pozitivan racional_an broj, fun-

kecije $(t,») , ﬂ,‘(t'-x) i 'ﬂ,_(t,'x) su definisene i_nepr’ekidne u oblasti

/14/ | %:%(t,X)
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tzte, 1%\ <+ oo , te ispunjé.va,ju odgbvaréjuée uslove o jedinosti rje-
; genja u oblasti t>t., x > ﬁ,_ (t,x). | '
| Dailje, pretpostavimo da funkcije %(t ,i\. ‘f\,‘(t,xﬁ i f\,_(t,x) -ispunja-
vaju i sljedeée uslove u oblasti t>t,, \nc\<+oo . ' '
V3 lena) Ly,
)15/ L ey € A0 € may
M) € hy (1) € Mol
te da j.e, za {>t,,
My ) < M, )
MY = M) = Vi)Y —EW) >0
/18 Matty = ma ) ¢ Gy |

Mty = m, (e & 4, (0

gdje su sve novouvedene funkcije definisane i neprekidne za t>t,, fun-
kcije F&y , Vi), E@) , Liry i £,4¢) pozitivne, & funkeija £&) je

monotona i teZi nuli kad t-+co. S

MoZemo dati sljedede tvrdjenje.

TVRDJENJE 7.

Jednacéina /14/, pod uslovima /15/, /16/, kao i, za t=t.,
£
(¥eey + o)

/17/ AL > {mi) - gl

£Xe ! !
/18/ 403 ¢, > Imuwl-gwy
| CEATRAD .

imag

a/ za t}(t,x} >0 , bar jedno rjedenje koje, za sve t=t,, ispunjava
uslov

719/ | M) —ER) < TU) < MY+ WD |

b/ za ‘}(t,x\<o, jednu klasu rjesSenja koja, za sve 't->,t, » ispunja-
va uslov /19/, '
zZa doka.z navedenog tvrdjenja' dovoljno je pokaezati da, prema uslovi-
ma /15/, /16/, /17/ i /18&/, vaie sljedeée ocjene, za t=t.,
| ' ‘xl_(mq(t\-{i(t\) < mitey- Eltey ,
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X' (Mattr+ £)) > mha) + €'ty \

u sludaju Q(t,x)>0, odnosno, da, u sludaju Glt,x)<o , vaie 'ocje'ne
| X (Mar - ) > My =gl |

X' (Malty + E8)) < Ml (k) + ENvY .

U sludaju 9 (t,%)<o klasu rjedenja koja, ispunjava uslov /19/ &ine
rjesenja oblasti ‘

/20/ : M) - £ ) £X K M) T EW) | it

Uz odgovara;jﬁée dopunske pretpostavke uslov /19/ de, za dovoljno ve-
liko t>»t" >t,, da ispunjavaju i 3ire klase rjedenja jednadine /14/.

Evo tih jaéih tvrdjenja u sludéaju kada je &(t,x) <0 :

1/ Pod uslovima /15/, /16/, /17/, /1&/, kao i, za t3%, ,
(¥&) — ey~ v)™

21 (t M (1),
g | i (Leter v)%r g e
4 .
@ (W) +€1_Lt))£‘ z M

/ M, je poz. konst./, gdje je ¢ mali pozitivan broj i takav da je

r< Vey-e@) za tat,
jednadina /14/ ima jednu klasu rjeSenja koja, za sve t»t., ispunjava
uslov /19/, dok, za dovoljno veliko t»t* »t, , taj uslov ispunjavaju sva
rjeSenja oblasti ' ‘

/22/ MY+ £ X & My rE) |ttt

2/ pod uslovima /15/, /1€/, /17/, /21/, te ako postoji pozitivna i
neprekidna funkcija dit) , za t>te , i takva da je, za t>t,,

£ e efran
() £ 2 = Mal) =&l
# (\f"(t\ + Ly + Gy 1-0{({_,)) t ' I}
(t 1
# ) (\P(f\* la(t\+{l(t\+a{(tv{)£l >/ Mz O
ofP

fo > = mh )=o)

(Yore ity + Gy + Aoy

/My je poz. konst./, jednadina /14/ ima jednu klasu rjeSenja koja, za sve
t»t., ispunjava uslov /19/, dok za dovoljno veliko t» & >t. , uslov /19/

ispunjavaju sva rjeSenja oblasti

/23/ LMY+ € X € Ml k) | E2te .
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2 o_o'

Ako je ,"(f‘;":";o(”‘“"\*d"‘ﬂ"*“ , tada, za dovoljno veliko t» t"> ¢,
sva rjedenja oblasti

/24/ W% Male) +¥ & 2t,
ispunjavaju uslov /19/.

MoZemo sada primjetiti i to da, ako je

&hn-&(t)==0

t>+oo

tada rjeéenja koja ispunjavaju uslov /19/ ispunjavaju i uslov

b ()= M) = B (2= mad) =o

£24°0

‘te da Jje, u slucaju g.(t,x)>0 , rjeSenje koje ispunjava uslov /19/ nesta-

bilno, a u sluéaju 4.(t,x)<o , klasa rjeSenja koja, za sve t»t,, ispunja-
va uslo% /19/ je esimptotski stabilna u smislu definicije 1, pri Gemu se
moZe uzeti da je '

riey= e LMY
gdje Je d"(+) neprekidna i monotono opadajuéa funkcija koja tefi nuli kad
+t>+o0 i takva da Je

ey < F(e) 2a £3t, ,

dok je oblast asimptotske stabilnosti jedna od oblasti /2o/, /22/, /23/
i /24/, 8to zavisi od toga koje je od navedenih tvrdjenja u pitanju.
Dokaz navedenih rezultata u principu je sadrfan u dokazims ranijih

rezultata,

PRIMJER
Neka je data jednadina

| ) xX - + T
725/ —*9\/4; + P24, %) ( +.+f(’cx)> :

('x+6 — cos f,(t x))z

gdje su funkcije fot, %) (£=1,2,%) definisane i neprekidne za t)#,:(>-§'

te ispunjavaju i potrebne uslove koji obezbjedjuju jedinost rjesenja je-

‘dnadine.

Zadana jednadina, sa znakom 4 , ima bar jedno rjeSenje X (t) kbje,

za ave t2 4 , 1spun3ava uslov

- A ; S
/26/ smt-—{-—{/—t: < x(+) < simi Yo

a jednadina sa znakom — , ima jednu klasu rjeSenja koja,6za sve t>| ,

ispunjava taj uslov, dok, za dovoljno veliko t>t* >4 , taj uslov ispu-
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njavaju sva rjedenja oblasti

/27/ X»-4, t2b,

Rjedenje koje ispunjava uslov /26/ /jednadina sa znakom + / jé ne-
stabilno, a klasa rjesenja koja, za sve t= 4, ispunjava uslov /26/ /jé-
dnadéina sa znakom — / Je dsimptoteki stabilna klasa rjesenja u smislu
definicije 1, pri éemu je V(%)= %*‘{{% y» & oblast /27/ je oblast agim- .

ptotske stabilnosti.
U jednadini /25/ je J,,‘.-_-g- /u &emu se i razlikuje od posmatrans jed-

nadine /14//, zatim, za t34 i x>-4 , imamos

gt 0] = YR+ i > 98VE = f

. A .. 4 ot =
ma)y=Simt -+ £ A ) = somt - EEy ey £ st = muty

L 8 ]
M) =~F € Rt = -6 +Cos L) £-8 = Mal)
Male) = ML) = —"E = {0y,
2

My (t) ~ My (t) =

Uzmemo li da Je £(t\=§—_{ , mogli bismo pokazati da je "cijev"

/28/ t> 4, scmt~~“€—;-\;=€<x<sont+;j_€

"cijev" izlaznih, odnosno ulaznih integralnih krivih jednaé&ine /25/, &to
zavisi od znska + ili — u jednaéini. Dalje nebi bilo tesko pokazati

da ¢e sva rjedenja oblasti /27/ za dovoljno veliko t > t">4 wuéi u."cijev"

/28/.
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GLAVAIY

NOVE "CIJEVI" METOLE RETRAXCIJE I NEKI REZULTATI T. PEJOVICA

U ovoj glavi rada posmatrademo rezultate T. Pejoviéa vezane za prou-

Ea.ve.nje rjeSenja jednadina .

ci"" ateyx + L)

e

olx
—_— = { + t x
S S AwXE FY + €t 2y |

xo0ji su izlo¥eni u radu [#] . T. Pejovié je primjenjivao specifidne modi-
fikacije Pikarove metode uzastopnih aproksimacije, dok éemo mi koristiti
moguénésti kva}itativne analize diferencijalnih jednaéina, a posebno nove
krivolini jske ;'Cijevi" do kojih smo do3li u glavi 1T ovbg rads, zamjenju~
juéi pretpostavke T. Fejoviéa o funkecijama att), Ft) i €l x) izraiene

u integralnom obliku odgovarajuéim jednadinama i nejednacinama po tim
funkcijama i njenim izvodima. U radu ée biti pokazano de se neki rezultatl

T. Pejoviéa direktno mogu interpretirati pomoéu metode retrakclge, da ne

1k
e
i
3
i
‘E.

drugi mogu svesti na nju uz odgovaraauce modifikecije, te da ima i gasgvim
nezavisnih rezultata. Uvodedéi i bitno nove pretpostavke o funkcijama aw)y,

ey i €(t,x%) 'dademo i neke dopune, a zamjenjujuéi &lan alt)x sa
ayx™ (m=4,2, .Y
dademo i uopstenja dobijenih rezultata. U rsd: bide rijedi ne samo o egzi-

stenciji odgovarajuéih rjeSenja, nego i o s':.'.:lnosti tih rjesSenja, 3to

predstavlja bitnu dopunu.

&g 1.
U ovom paragrafu posmatrademo jednaﬁinu
/y/ g&‘ =AY+ £
odnosno jednadinu
/2/ | %‘%:Q(tSOC”‘-v- F S (»\--4,2.‘---),

gdje su ateyi ?(t\ definisene i neprekidne funkcije realne promjenljive t2t,.
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§ 1.1.

Posmatrajmo prvo jednséinu /1/ prateéi odgovarajude rezultate T. Pe-
joviéa.
Razlikovademo vide slulajeva.

P T

10
. LEMA A,". Fod uslovima
. t
: /3/ | mei‘lmdd =%+0,00 /4 je konadan broj/,
/47 &’gei“ "ty =0,

sva rjedenja jednadine /1/, za t »t,, su asimptoiski ogranilena.

Uslov /3/ daje

t
&/mfa(a)% =M#£co /mje konaéan broj/.

te

Ako umjesto uslova /4/ uzmemo

/5/ - l i‘(‘:‘) M,aly=0 za t2>te /M je poz. komst,/

/8ako je. 1spun;en uslov /5/, onda je ispunjen i uslov /4/ T. Pejoviéa/,

onda imamo

/6/ fmaty=o, at) o 2a tarte

t-v4em0

f)

/17 e Tam =% /fje konadan broj/ Y

' 5ada moZemo formulisati sl jedeéu lemu.

LEMA B, . Fod uslovima /6/ i /7/ jednadina /1/, za t3xt,, ima:
a/ Za alt)>0 , bar jedno rjeSenje koje je asimptotski ogranicdenc i

i koje ispunjava uslov

/8/ mx(—&):% )

b/ Za alt)<o , sva rjesenja esimptotski ogranicena.

©

" sa A, biée oznadeni rezultati 7. Pejovida, a moji rezultati sa B, .

yKako je qu-o ' ‘ f‘“\<M y RIL)F=O0 32a t>t, y to je i mem o,

+-% 900
pa je i fom F&) f(ﬂ = fy

£4tm»~quﬁ
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Ako Jje Jjo8 ispunjen uslov

L)\

so/ —atER) + ey > \ T alx) \ =t

gdje je EW) monotono opadajuéa funkeija, neprekidna, kao i njen prvi iz-

vod i

bom €y = &m\ C'lt\ ot

/10/ t-» *o0
tada Jjednsa klasa rjedenja ispunjava uslov

fe)

Iy |2y + 28| < ey,

za sve t>t,, te i uslov /&/.
_ Dokaz. a/ Prema uslovu /7/ postoje neprekidne i monotone funkcije Uatt)
i Vvaw) , gdje je Wiled monotone rastuéa, a Vatt) monotono opadajuda fun~

kecija, koje tefe broju $ kad t=+o i takve da Jje

Valt) < - gy < Mit) za £t2t, .
S druge strane, integralne krive jednadine /1/ imaju negatiivan koe-
ficijent smjera u oblasti =x < — F{8 (t>t.), & pozitivan u oblasti > - ﬁ?’:\

Q(t\
(tato\ ] te je

,x'l(,v;‘(t\) < '\)4’(1-_) , (V) > '\«ﬂ'(t\ za t2t, ,

8to znac¢i da za "cijev" izlaznih integrelnih krivih metode retrakcije mo-
Yemo uzeti "cijev" '

t>t,. \ M) < 90 < Yy (k) |

Otuda, prema metodi retrskcije, postoji bar jedno rjeSenje jesdnndino
/1/ koje se, za sve t=t,, nalazi u toj "cijevi"”, te i ispunjava uslov ,f‘/.

b/ Za QuY< 0 u oblasti ¢ <« ——%—‘-E’% (€= to) rjéé'enje. Jjednaéine /1/ gu

rastuéa, a u oblasti x >-—ﬁ9- (¢»t.) rjedenja su opadajuéa. Kako, prema

[= Y3
/7/’ z8 -t t°>t, vaz1
EZE)

4'x‘\< A <’xi '

gdje su X, i %, konaéni brojevi, to sve rjedenje jednaline /1/, za t=>t,,
ulaze u "cijev" odredjenu polupravama X=,, X=Xy (t3t.)s P2 8u i msim~

ptotski ogranidena.
Dokafimo gada i drugi dio tvrdjenja b/.

Neka Jje

%I dalje u cijeloj ovoj glavi podrazumjevademo da funkcija E(t) ina-

punjava te osnovne uslove.
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- _ 3 _ — _ fw
UMY = = T Ew) | Ualt)= -———-q(uw‘_cm (3t

Prema /9/ vaZi

| .
m'(u.(t\) =—atthe(t) > Q— %(T% — g/ (¢) = Ul vy ,

£ &)
alt)

T (M) = awewy < (- Y reer= 1wy |
s3to znadéli de sve integralne krive koje prolaze kroz tadke krivih wU,lt) j
U, t) presjecaju te krive ulazedéi u "cijev" odredjenu tim krivema i da Bve
integralne krive koje prolaze kroz unutrasnje tacke te "cij.avi" ostaju u
njoj.

Dakle, integralne krive jednadine /1/ koje prolaze kroz tafke obla-

- Btl AUlE) < X < U, tt) (£3t,) ¢ine klasu rjedenja koja ispunjavaju uslov /11/.

2°
LEMA Ay. Pod uslovima
%
aols
Lom eL =0
+-3 400 '
fom Fle). ={;, AtY+0 / f je konadan broj/,

t-y400 ——q“k\ .t>’.-t°
sve rjedenja jednadine /1/, za t=t,, ispunjavaju uslov /&/.

Gornji uslovi T. Fejoviéa daju da funkcija Qlt) ispunjava osnovni

uslov Q)< 0 za txto .

Ovdje mofemo da damo sljedecéu lemu.

LEMA B, » Jednadina /1/, za t>t., ima:
a/ Za atd<o i /T7/ ima se slucaj 1° b/ /s tom razlikom &to ovdje
funkci,ja aw) ne mora da tefi nuli kad t-=>+%/;

b/ Pod uslovima /7/ i

/12/ fi;:}f»‘ﬂ‘:" / ¥ je negativan broj, a mofe biti i —eo /, ‘

sva rjesenja koja ispunjaveju uslov /8&/.

DokaZimo tvrdjenje b/,

U oblasti X < -‘-%‘% (t2t.) rjeSenja jednadine /1/ imaju pozitivan
koeficijent amjera, tj. rjeSenja su rastudéa. Ona dodiruju krivu ’Jc:-.--f—;%

ili ne. Ako ne dodiruju onda su ons monotono rastuéa i ogranidenn, te

imaju i granicu ¢ kad t—>+eo , te je, prema /7/ i /12/, »
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£18)
= bm bom (arx+ fior) = ethq(t\(‘&-*qm =r(c-4).

~l:~'r-wo

Kako izvod x', funkcije X (+) sa konadnom granicom, teZi prema granici kad

t—>+00 , ta granica moZe biti samo nula, te imamo

r(c-%)=o0

1}

odakle je ¢=4& , odnosno Tmxwey= 4,
+t= 400
£ty fe)
o Q) awy’
gﬁ. ona ¢e imati, u zajedniékim tadkama, stacionarne tadke /X’'z=o/ i ona ée

prolaziti, poslije toga, kroz oblast x > — ey (xzt.), tu ée opadati i

ae)
ostati u toj oblasti, ili ée prolaziti jos jedan put kroz oblast 14—-{%

Ako rjeSenja oblasti x < -— (£ 2+t,) dodiruju krivu X =-

(t>to) » RjeSenja koja prelaze iz jedne u drugu oblast su moguda, to su

r,}esenga vezana za krivu ’x_—-_g_“:t_)). y te i teze O kad +t->+co.
t

RjeSenja oblasti x > — F) (€3tyostaju uvijek u toj oblasti, neksa

ait) Py
prelaze u oblast = < — £%) (45¢), a neka su vezana za funkciju ’xz__—q:a

sjekuéi je beskonadéno mnogo puta. Za rjedenja koja ostaju uvijek u obla-
gti ¢ > — ﬁ“?} (t>t,) dokazuje se da ispunjavaju uslov /8&/ na isti nadéin
kao i za rjedenja oblasti ¢ < — -:‘-i—‘(% (£>t.).

Dakle, sva rjeSenja Jjednadine /1/ ispunjavaju uslov /8&/.

Kao dopunu rezultata lema B4 i B, dademo sljedeéu teoremu.

TEOREMA B, .
Jednadina /Y, za t3t,, imas

a/ Pod uslovima

/13/ AISALO  za t2te / A je neg. konst./,
. Py _ A '
/14/ . tri00 —Q (L) =+ oo )

sva rjesSenja xoja ispunjavaju uslov

/15/ g\::xoooc(t) =+ o0

b/ Pod uslovom

/16/ l§(t5\ S FE > K— i‘:)‘)\ z)’

za () >0 (t>+t,.) , bar jedno rjeéenje Xy koje, za sve £>+t., ispunjavz;

Y Ako je _h_"w:i—(;%— =-oc0 , tada sva rjeSenja ispunjavaju uslov e\"/m’xtt\:-ao,

Y Za ate) > 0 (£3+te) uslov /16/ moZie biti zamjenjen Sirim uslovom

ale) £(¢) — &'t >\ -%ﬁ% \ za L3t
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aslov /11/ ‘); a za QAWYIK O (x2t)), jednu klasu rjeSenja koja, za sve t=t.,

jepunjava uslov /11/, dok pri ispunjenju i uslova /13/ sva rjedenja jed-

naéine /1/, za dovoljno veliko + > ¢*>+t,, ispunjavaju uslov /11/.

¢/ Fod uslovima, za t=+,,

Ly latnl > M|
(1) 2
/18/ \ cu&.\ \‘N )

o T R R il o A S v Al o gt 4 -

/M i N su poz. konst./, zu Qt}>M >0 , bar jedno rjesenje X)) koje ispu-.

njava uslov

, £t N
/19/ "x(“'* qm\< M

a ako je Q()<«—-M<o , jednu klasu rjedenja koja, za sve t=t., ispunja-
vaju taj uslov, dok za dovoljno veliko t32t*>t. , taj uslov ispunjavaju
sva rjedenja jednadine /1/.

d/ Ako je, uz uslove alt)y<-M <o (t3t)i /18&/,

’ : Qle) =—
/20/ fm, oo

tada jednadina /1/ ima jednu klasu rjeSenja koja ispunjava uslov /11/, za
sve t=t,, & za dovoljno veliko t=>t*>t, taj uslov ispunjavaju sva Tje-

Senja jednaline /1/.

Dokaz, :
a/ Rje3enja jednadine /1/, pod uslovom /13/, oblasti X < — i‘(% (£ =t

su rastuda, desna strana jednadéine /1/ je pozitivna. Neka je \‘.’.(t)=~—-£%— s

gdje je du pozitivan fiksiran broj. Prema /14/ je E&_{:"\mﬁ“\:*m- |
PokaZimo da sve integralne krive oblasti ac £ €.(t) (t>t.)ispunjavaju

uslov /15/. Neka je p(t,“%g“d‘) proizvoljna talka te oblasti /o/‘>,0(‘o

je pozitivan broj/. Prenma /13/ imanmo
x/(P) = ~ard 3 —amyd;, 3~ Adh

)

§to znadi de integralne krive oblasti € £ €(t) (£2t.) imaju koeficijent

smjera ne manji od pozitivnog broja —~Ads , te i ispunjavaju uslov /15/,
S ovzirom na jedinost rjes3enja jednadine /1/ i rjedenja oblasti

2 > C(t) (t2t.) ispunjavaju uslov /15/, jer ta rjedenja ne presjecaju

rjeSenja oblasti x < €,(t) (t>t.) koja ispunjavaju uslov /15/.

“ovdje, kao i u tvrdjenjima ¢/ i d/ ove teoreme, ne zahtjevamo da

funkcija — f—‘(l% 1spun3ava. uslov /7/. (gm
aw
)OV&J uslov moie se zamjeniti ualovuna,z' i(:), \</~I zq t.6t<+~\ Q‘-ﬂ—qm
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b/ Pusmatragmo prvo sluéaj Al >0 t2te) .

Intagralne krive imaju negativan koeficijent smjera za x 4—*2&33} (>t
‘o _ Fle

s pozitiven za x > - =% (t2t,) .

Neka je

WL(t) =~ Fit) —Ewy C(}ltt\=*ﬂ-t—>+8(t\ (L2t,) .

a ey atle)
Imano, prema /16/,

Hewtey) = —al -V, o _EON_ i
L (Waten) vew < -|CER)|rew < (ER)-ew = wvw

' - fery \'{_ 2w\ -
X(wnw)=amew) > |- ZR)|-ew > ((E)rewm =wlw

gto znali da integralne krive jednadine /1/ koje prolaze kroz tadke krivin
Wit VW vy (¢ zt,) presjecsju te krive izlazeéi iz "cijevi" koju ogra-
niéaveju te krive, te, prema metodi restrakcije, postoji bar jedno rjelcnje

on‘]e za sve t2to, ostaje u toj "cijevi®, odnosno u "cijevi®

ft) £it)
/21/ t>,t.l A~ B < X L — SN +EL)

pa prema tome i ispunjava uslov /11/.
DokaZzimo sada za sludaj a)< o (t=t.).
Cvdje integralne krive imsju suprotan koeficijent smjera, te prema

/16/, za txt,, vaZi

x'(aney) = -y ey > |(- :ﬁ-‘;%)" —e'w > (- Tay - e = wln |

(W ) =atereny < —|(- %ﬁ-%)" v &'y & (- ai%%\)' ey,

8to znaéi da integralne krive koje prolaze kroz tadke krivih wilt) i ealt)
presjecaju te krive ulaieéi u "cijev" koju ogranicavaju te krive, odnosno’
u “cijev® /21/, dok sve integralune krive koje prolaze kroz unutrasdnje 'l:a;-
Eke te “"cijevi* ostaju u njoj za sve txt., te i &ine klasu rjedenja koja
'iﬁpuxijava_ uslov /11/. '

Dodatni uslov _/13/, uz uslov /16/, omoguduje da Bve integralmne krive
jednadine /1/ Koje se nalaze izvan “c¢ijevi" /21/, za dovoljno veliko
tet*>t, dodi‘rnu krivu whait) ili whtty, a zatim i udju u "cijev" /21/,

Dokafimo to za integralne krive oblasti ac < - -ﬁ%-}\- €ty (tivt,)

/za' s8luéaj X > —-g—‘t—)ﬂ:tﬂ (t>ta) .s] i¢no se dokazu,]e/. Neka Jje P(t -%%-e&hd‘)
/ d je proizvoljan pozitivan broj/ proi z.vol,]na tadka te oblasti. Freua

/16/. veZi

X(P)=-awewy-awrd” > ‘(~ é—:";‘\—)“-e’(t\—qmd‘ > || -Ad
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proma tome, mofemo konstatovati da integralne krive u oblasti L= é—‘i%—ﬁ(t)

Qqut)

(t >te) imaju pozitivan koeficijent smjera i veéi pd \(_ﬂl_e(ﬂy\

za vide od pozitivnog broja wAJ\ , te da integralne krive na vedéew razma-

£
i

ku imaju i veéi koeficijent smjeva . Ctuda ée sve integralne krive te
oblasti, za dovoljno veliko t = t*>t,, stiédi do krive walty, & zatim i
uéi u "ecijeve /21/.

¢/ Uoéimo ovdje krive

e F N _ Py N
w‘\(t) - ald) M 3 “}z_(t\ - Q('L‘ +* M (t >’to) .

Za q(t)Y>M>o0, pod usiovom /18/, imamo

f)y
X' (Waty) =~ aw) 7\-’8‘— < -Ng- z‘(?\ | < ( ?ﬂ?.)\') = Wiy,

X (whw)=aw) o > N > |( ;f‘lfc‘\)' > (~ f;{{l\y = w!l iy

Prema tome, za qlt) >M>0 , integralne krive jednadine /1/ prolaze
kroz tadke krivih ohit) i () (t>t.) izlazedi iz “cijevi” koju éine te
krive, tj. "cijevi’

| ey N _ty N
/22/ t2te, "y M S X ST am T M

§to znai da jednadine /1/ ima bar jedno rjeSenje koje, za t2t., pripa-
da toj “"cijevit, te i ispunjava uslov /19/.
Za alty<~-M<o, pod uslovom /1E&/, imamo

_ N (&) YN _
Xy =-awy 5 > N > qm” ~Ti) T Gy,

x (Wate)) = Q(t)-::/;‘- <~N % -—\(..-z;“%\‘\ < (_ %{:_1\)' = wle)

§to obezbjedjuje ulafenje svih rjesSenja jednaline /1/ koje prolaze kroz
tadéke krivih @ity i ehit) u Ycijev" /22/, kao 1 to da sve one intagré-
lne krive koje prolaze kroz unutradnje taéke “cijevi" /22/ ostaju u toj
“cijevi® i &ine klasu rjedenja koja ispunjava uslov /19/.

Uslov autd<—-M<o obezbjedjuje i to da ée sva rjesSenja jednadine /1/,
za dovoljno veliko t=t*>t,, uéi u "cijev" /22/. Posmatrajmo to za rje-

Senja 001&81?1 X < ::?\’;,T (t>L). U proizvoljnoj tadki P(k, - qm-;‘——d‘)

/d je proizvoljan pozitivan broj/ te oblasti integralne krive imaju ko-
eficijent smjera
x:(p):-—qm%-qmd‘ > N+Md > i) + M

tj. veéi od \(— —ﬁ%—‘-‘-%y\ za pozitivan broj Md , te ée svaka integralna
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Py

awm M (t>t,), 2za dovoljno veliko t>t* >+, , i stidi

b (rive oblusti X <~

Py N
q(t) M

d/ Uslovi alty<-M<0 , /1&/ i /20/ obezbjedjuju :Lspun,]enge uglova /16/.

y & zatim i wéi u “ecijev" /22/,

do krive

Zaista, neka je m neki pozitivan fiksiran broj, taLav da je

E r/ln"unkci,ja E'(t) je neprekidna funkcija za t>t, i ispunjava uslov /3 0/./

posmatrajwo sada uslov /16/. Uslov /16/ mofewo napisati i kao

J
—ated e > \(—{%‘; \~£'m,
Frema /lE&/ je

i
\(“%‘f%‘ \" €'ty < N+m za t3t

i te Je uslov s16/ ispunjen i sko js ispunjen uslov

—atyetty > N+m 2a t2t,
Cvaj uslov je ispunjen za

Lo N+m '
. t2t,
EWY 2> 3wy :

Kako desna strana te nejednakosti teZi nuli kad + -v+e , to postoji mono-
tono opadajuéa funkcija €) koja ispunjava taj uslov i uslov /lo/

Dalje vafi tvrdjenje pod b/ za sludaj Alt)<o .

T
3
LEUA An. Pod uslovima .
[Q(ﬂdo
© . = 0
+t-»+00 )
#(t) » P -
t-v-om-Q(t\ {’ qf,‘;f’ /b je kona&an br_'oa/

jedna&ina /1/, za t>t,, ima jedno rje3enje sa osobinom /8/.

Gornji uslovi T. Pejovida daju da je a(t)y>o za txte .
Prema tome, ovdje vafi tvrdjenje n/ leme B, /s tom razlikom Sto ovdje
funkcija Q(ty ne mora da te2i nuli kad t-+ee/, a uz dopunske uslove vaie:

-1 odgovarajuéi dijelovi tvrdjenja teoreme B,.

4° za a(ty=o0 dobija se sluéaj 1° za £=4 /T. Pejovié/,

Za alty=o Jjednadina /1/ glasi x'=#£(¢+) ne koju se ne mogu primjeaniti

obuhvaéena gledista kvalitativne analize.
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5 2Za Qlty=v , gdje Jje ¥ negativan broj, slijedi slulaj 2%,

b 2a Quty=v , gdje Jjs ¥ pozitivan broj, 8lijedi sludaj 3°.

7°
Neka Jje
/23/ fgﬁlq‘t5=V‘ /v Jje konadan broj/,
awy=v+ iy
Jo4/ Jomltin=o,
/25/ ff;‘/:‘;\o‘,f(t\“-‘—f’) /4 Je konadan broj/. 4
Jednadina /i/ postaje
726/ - %%:rx+ Fueys Liorx

Heka je Xolt) jedno asimptotski ogranideno rjeSenje jednadine

dxe |y, v iy

ey ,. L
tj.
/28/ | Xl < M,

gdje je M fiksirana konstenta /T. Yejovié/.
‘Razlikovademo vidse sludajeva.
1/ Heka je ¥ negativan broj.

LEMA A, . Ako je, pored osnovnih uslova /23/, /24/,./25/ i/28/,
N ‘
re | -vy .
v<o, Eey=0 [Q 1ty 720, = Maxge) <4
t. t>t, !

tada sva rjeSenja jednadine ,/26/, za t>t, , ispunjavaju uslov

729/ Lom (%) - xoter) =0

t -y ec0

Iz osnovnih uslova T. Pejoviéa proistiée i sljededa

LEMA B,. Pod uslovima /23/ /r<o/, /24/ i /25/ sva rjedenja jedna-
" éine /26/, za t%to, ispunjavaju uslov /29/.

Fod uslovima /23/ /v<o/, /24/ i /25/ sva rjeSenja jednaline /26/,

za t>t,, ispunjavaju uslov

¥ ]
bm xiy=-— |

+-r 400

kao i sva rjefenja jednadine /27/, za t»t., ispunjavaju uslov -



bt

Limn Xolt) = — -
+- +00 v

/vidjeti 1ehu By b//. Prewa tows, sva rjeSenja jednadina /26/ i /27/ is-
punjavaju uslov /29/.

Ideju T. Pejovida o odredjivenju ponaSanje rjedenja jedunadine /2¢/
proko jednostavni je jednadine /21/ prodirimo uzimanjem umjesto pretpostavii
/23/y /24/ 1 /25/ Bire pretuostuvke, te umjesto jednadina /26/ i /27/ od-
govarajuda jednaéine opStijeg oblika, izostavljajuéi pretpostavku /28/,

a dodajudéi, takodje, i bituo nove pratpostuvke.lnazultate posmatranja

CiskaZimo sljededom teorenmom.
PEOREMA Bq»
u/ Neka je
Q)= Q) +Ley Y
i neks Je

Q4(t) £ 0 8 t P te

J 3o/ ” )
731/ m .;g_if_z\zo, L) < laan) e t2t,
. . P L) g Y
/32/ Logee  Qily) ’
. - i
733/ (q‘(ﬂa-\&(t\\\g[t) ¥ £t > M) za t)tgk,

gdje je mity2o (t>t.) neprekidna funkeija koja ispunjava uslove

] fe) V| . Pty '\ .
/ 34/ \-m k&”t(i'), \(—- aies < MK) za '\'_>,to,

tada postoji neprekidné i monotono opadanjuéa funkeija viX) (£=%%,) koja

tefi nuli kad £->+°° i takva da, za t>te. , jedna klasa rjeSenja jednuline

/35/ ‘i‘f“_% = A,y x + fey + Ly

i Jjednaline

ﬁFunkcija att) ne mora da ispunjava uslov /23/, a funkecija L&) ne
mors da tefi nuli kad t—>+°°. _
“0d posebne je vaZnosti primjetiti da uslovi /31/ i /32/ dopuStaju
da funkcija‘_wéﬁab bude ogranidens ili neogranidena, da teii ili ne teZi
. 4
nekom broju. Ako je fgn%té£%5=o, tada se uslov /31/ mofe zamjeniti ualovom.

/31°/ \‘—cf—(-f-:-\ $9%9<%<A za +2t. /S i %4 Bu pozitivni fiksirani brojevi/,
. _

s uslov /32/ je garantovan.



LAY

’ ol %o -
/36/ el Qalt) X, + k)
ispunjavaju uslov
731/ | %@y - x| < ¥

te i uslov /29/.
b/ Ako funkcija Qalt) umjesto uslova /30/ ispunjava uslov
/38/ AraeY 2 A<0 45 t3t, /A je neg. konst./,
s sve optale pretpostavke iz &/ ostanu iste, tada, za dovoljno velikb
{2 t">t, , Bva rjesenja jednadina /35/ i /36/ ispunjavaju uslov /37/.
¢/ Ako Je
739/ moa,\(t§=-oo R
tada, uz uslove /31/, /32/, /38/, kso i
/4oy MY SN za 24, Y
/N Jje pozitivan fiksiran broj/ po jedna klasa rjeSenja jednadina /35/ i
/36/, za sve tats, ispunjavaju uslov /37/, & za dovoljno veliko t > >t >t

tej uslov ispunjavaju sva rjedenja tih jednadina.

Dokaz.
a/ Kako je, prema /3Y/ i /32/,
. (_ $e) R 133} ) £ ey — 8, (t) . q -
t-3+00 a,tt) + oL1t) Qalt) ,: mros MY\ Qalt) + L)
/41/ . £4) - LB - &m -f"t\"’c(t). A =0
tat00 Qalt) Qalt) + ) t»iao q:‘(t\ A+ _‘_{-_SE). 3]

Q.lt)

to postoji neprekidna i monotono opadajuéa funkcjja d'ty koja tefi nuli

kad t->+°0 i takva da ispunjava uslov

i) Fley
/42/ ‘— e+ Ltey Cmn‘ < fy 2a tat.,
. X . ¢
Rjedenja ,]edna.élne /36/ su rastuéa u oblasti X< - i‘l‘?} (txt)) ,
£e) ( : )
- (t=z2t -
opadajuéa u oblasti X > ait) o) , dok u oblasti X < PRyl

£ty

(t 2te) rjedSenja jednadine /35/ su rastuéa, a u oblasti o¢ > — Tty 2

(t>»1.) rjesenja su opadajuéa.
Uslov /33/ obezbjedjuje da jedna klasa rjeSenja Jjednadine /36/ ulazi

i ostaje u vcijevi” koja je odredjena krivama

v v mity
i uslovima: MUYEL N za €t cvoo | &m\,
“Y0vaj uslov moZfe se zamjeniti o P ot

s
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, ey = - *"" Y __ fw
/43/ ' B, S=- 8 e (E )

/tu s8u rjeSenja koja prolaze kroz tadke 6b1asti wrygxg ant) (t24) /) kuo
i da jedna klasa rjeSenja jednadine /35/ ulazi i ostaje u "cijevi" koja Je

ogranifena krivama

£t ’ £
(R S oDl = £ 1) IR - <)
/4“‘1/ w" t‘ a‘\(t\ “+ Qc(t\ } ‘d(t) q“"‘"‘" (t-\_—_«t- f(t\ + E(‘t) ('t >/ to\

/.(;O su rjeéenja Obl&.ﬂti w-,‘t‘s"’(&ﬁ"g(‘t\ (tbto‘/. Zaista jﬁ, prena /33/ i/*jd/’

g (W) =R E @) 2 — (Aatey+ L) ) > miey — /10y >

I 53N\ DY 153 N U
2 l e \ 'y = atx) £ )= ) (¢) ,

A (Wattr) = A ERY £ (Qdtey + 1) E6) < —mt) « ey g

£"t) | ] #lt\ U ! '
- 2 ~EO N | ey = .
s"l( aLre \*'““ S mmy ey = Wiy

Awye)) = = (aay + Ly) ey 3 — (Quey+ VL) Bt > My —gliey 2

Eley ! ' £y \ ) _
PO A e -— M e —— i - — i
> ‘( a,t)y +acm) \ ehey > ( Aaley » L 1t) o = “’sit\,

K1) = (Qutey+ L) €4 & (Ao + L) Biey < — My + gy ¢

- I 152 \ oy 2 f— B8 ey =
\( q«mﬂ&t‘c)) YD S T Em e e = @t

Uzrpimo sada da jo

/45/ Vi = £y + )
i primjetimo da sve krive w.tt) (£=41,3,4) pripadaju “cijevi

tzt., — ﬂl——"(t')<°€< *‘“+r(t).

/46/ a,tt) a.lt)

Otuda, toj “cijevi" pripadaju i klase rjeSenja jednadina /35/ i /36/ koje
obezbjedjuju "cijevi" koje su odredjene krivama /43/, odnosno /44/, 3to i
potvrdjuje taénost tvrdjenja.

b/ Uslov /38/ obezbjedjujse ulaZenje svih rjedenja jednadina /3%5/ i
/36/, za dovoljno veliko t>»t">t, , respektivmo u “cijevi" koje su ogra-
niéene krivama /43/, odnosno /44/. Trebé primjetiti da, prewma /31/ i /38&/,
ze dovoljno veliko t>t*>ts, vaii

=a.ty {4+ 2LY) ¢ annr(4-8) < A(a-2) =B <0

.ty + L) ALt

Lley
/prema /31/, za dovoljno veliko t > >t >to, funLclaa s

/31°/; B je negativen fiksiran broj/. Dalje vafe odgovarajuéi ranije uéi-

ispunjava uslov

njeni dokazi.
¢/ Qvdje treba samo da primjetimo da uslovi /3Y/, /39/ i /40/ obezbae~

djuju uslov /33/, 3to se pokazuje na isti nadin kao 8to smo to uéinili kod

teoreme B, d/.



2/ Neka je ¥ pozitivan LXoj.

LEMA Ag. AkOo je, pored osnovnih uslova /23/, /24/, /25/ i /2&/,

oo

t[{sr¥
r>o0 go=€" Je e ldz ~—>0 g =Max €,y <4
) g t a+o0 1

! t2t, '

tade jednadina 26/ dopusta, za t>+t,, jedno rjeSenje sa osobinom /29/,

Ovdje vazi i sljededa

LitA B,. 8/ Pod uslovima /23/ /v>o0/, /24/ i /25/ jednadine /26/ i
/27/ imauju po bar jedno rjeSenje sa osobinom /29/,

b/ Neka je Qlty=AQqle)+Llt) », gdje Je q_m_\>o_ za t3t,, tada, pod
ualovima /31/, /32/ i '
/41/ (Qutey = 1L )) E68) = Ety > M)

pilje je mtty funkeija koja ispunjava uslove /34/, bar jédno rjedSanje W)
Jednaéine /35/ i bar jedno rjeienje A.lt) jednadine /36/, za txt, , iﬂpﬁm
njavaju uslov /37/, te i uslov /29/.

Dokaz. a/ Krive stacionayruils tadaka jednadina /2€6/ i /27/ su respo-
ktivno — 7?%%%5 i --i?i . Frema /24/ 1 /25/ postoje monotone funkcije
Aty 1 VAt / Uity monotono rastuda, V.it) monotono opadajuéa/ koje tole

-.%? i tekve da je, za dovoljno veliko t > t*> t.,

L ARA) (
Vatt) <= < Vatt) | i) € ~ -{;.Q <L Vtey (taet,) |

Gtuda je ,
(M) < WY | X! (V) > Yty |
xl (). < v ey | ), () > vy

3to znadi da za obe jednadine /26/ i /27/ imamo "cijev" izlaznih integra-
Inibh krivih metode retrakcije

+t >/t°‘ Ylt) <€ ¢ < Uy (t) ,

koja sadrii po bar jedno rjedenje x(t) i %.(t) respektivno jednaéina /26/
i /27/, te ta rjeSenja i ispunjavaju uslov /29/.

b/ Ispunjenje uslova /31/ i /32/ obezbjedjuje relaciju /41/, te i
monotono opadajuéu funkciju Jy koja tefi nuli kad 't—a*eo. i koja i@~
punjava uslov /42/, kao i funkciju ¥Y(t) po relaciji /45/.

Ualov /47/ dopusta da se za Jjednaéinu /36/ formira “cijev" izlﬁznih
integralnih krivih ogranidenih krivama /43/, a za jednadinu /35/ "cijev"
ogranienu krivame /44/, 5to i obezbjedjuje taénost tvrdjenja, Jer krive

/43/ i /44/ pripadaju oblasti /4¢/.
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3/ Fosuwutrajwo sludaj v=0.

LEMA Ag. Ako je, pored csnovnih uslova /23/, /24/, /25/ i /28/,.
oo

r=o0 S“MZJSH(?)M§ 72 0, B=Maxewy < g

2t

tada jednadina /26/, za t2t,, dopudte jedno rjesenje sa osobinom /29/,

Za v =0 jednadina /27/ postaje i =F4) na koju se ne mbgu primjeniti
obulhvadena gledisdta kvalitativne analize, te i ne mofemo govoriti: o oduo-
su xrjeSenja jednalina /26/ i /27/.

Jednaéina /1/, pod uslovoa /6/, proudena je u sluéaju 1°,

Medjutim, neka je Qley= agty+ L) » gdje Je
bmatty = &Mmlt\—- Lo L4y =

+-3 400 t -5y by oo

Ako je ispunjen uslov /31/ i @,(d)=*0 za t2+t,, tada za A,k)<o0 vafi teo-
rema By 8/, a za a;it) >0 wvaii lema B, b/.

Kako funkcija £(¢) ispunjave uslov /25/ /po T, Pejovidu; gdje je, u
ovom sludaju, p=zo /, to.ualov /32/doluzi u obzir, odnosno gornje tvrdje-

nje ima mjesta.

§ 1.2,

Fosmatrajmo sada pitanje stubilnost rjeSenja diferencijalne jednadi-
ne /L/. ' '

Rezultati o ponadanju rjedenja jednaline /1/, koje smo dali u § 1.1,
dati su u obliku podesnom des sada mofemo neposredno, koristeéi rezultate
navedene u glavi IT § 3, dati odgovarajule zekljudke u pogledu stabilno-

gti odgovarajuéih rjeSenja.

1. Tamo gdje se ima postojanje bar jednog rjesenja, koje ispunjuva

odgovarajuée uslove, mofemo reéi da je to rjefSenje nestabilno u smislu



Ljepunova. Takyih rezultata imamo vise, a vezani su za osnovni uslov al(t)>o,

2. Klasa rjeSenja jednaéine /1/ za koju smo pot. . - n ispunjavae us-
lov /19/ /teorema. B, ¢/, sluda) aity<o / su skoro stabilna rjesSenja u smi-~
glu definicije M. Bertolina. Isto tako, svako priblifno rjedenje jednadine
/1/ koje ispunjava uslov /19/ /pri alt)<0 / je skoro siabilno pribliZno
rjesSenje u smislu iste definicije /vidjeti 171 / ‘

3. Klase rje3enja jednadine /1/ za koje smo pokazali da ispunjavaju
uslov /11/ /lema By b/ i teorema B, b/ i d/, att)<o / su ra.vnomjern6 asin-
ptotskKi stabilne u odnosu na podetnu vrijednost to u smislu definicije 4
/vidjeti glavu II § 3.2. - tu je, upravo, posmatrana jednadéina /1//.

U sluéaju kada funkecija a(t) ispunjava uslov /13/ /teorema B, b/ i
a/, awtys A<o/ klasa ( rjesSenja jednadéine /1/ kojd ispunjava uslov /11/
je ravnoumjerno asimptotski stabilna u cijelom /t&kodje, vidjeti II § 3.2./.

Takodje, moZemo konstatovati da je svako pribliZno rjefenje jednadi-
ne koje ispunjava uslov /11/ /sluéaj: lema B, b/ i teorema B, b/ i 4/,
at)<o / asim‘\ptotski stabilno pribli%no rjedenje w smislu definicije 5

/II § 3.3./, a u sluéaju uslova /13/ i asimptotski stabilno u cijelom.

4. U sludaju jednadina /35/ i /36/, a na osnovu datih rezultata za
te jednadline, hoéemo govoriti i o stabilnosti rjes3enja jednadine /36/ pri
stalnim poremedajima. |

Ustvari, prema dokazu teoreme B,, Jjednaéine /35/ i /36/ imaju po jednu.
klasu rjedenja kojs su ravnomjerno asimptotski stabilne u odnosu na pode-
tnu vrijednost t. u smislu definicije 4 /II § 3.2./, a koje su, u sluéaju
uslova /38/, i ravnomjerno asimptotski stabilne u cijelom. To Je ona kla-

sa (, rjesSenja jednaline /36/ koja pripada "cijevi"

£ (+) fey
> N 155 W, < - £ (&)
tzte o T Eley < X 2o ,

za 8ve {»t, , odnosno, klasa ( rjesSenja jednaline /35/ koja pripada "cijevi®

L4y )y
> - - — £t} < _—— e+ £ (t
t2>t, ! Qqle) + £ LY £16) x < Qqte) + L) ) '

28 sve t>t.,, a te "cijevi“, prema /42/ i /45/, pripadaju "cijevi" /46/,
kojoj pripadaju i krive stacionarnih tadaka jednadina /35/ i /36/.
Prema tome, svako rjeSenje .(t) jednadine /36/ /ta.éno ili pribliino/,

obezbjedjeno teoremom B, , koje ispunjava uslov

Y e < Xelt) & — £ 1) 24 sve t2t,
a“(t\ Qﬂ\(‘t)

je asimptotski stabilno pri stalnim poremeéajima u smislu definicije 6
/II § 3.4./, & u sluéaju uslova /38/ svako rjeSenje A.(t) jednadine /36/



2L

sdredjenc potetnim uslovom x,(t,) je asimptotski stabilno pri stalnim po-
remoedéajime u swislu definicije €. |

5. Posnatrajuo sada pitunje stabilnosti rjeSenja za koja smo pokaza~
1i da tefe nekom broju ili*oo , & za koja niswo obezbjedili pripadanje
nekod “eijevi® €ija Sirina te2i nuli. Takve rjelenja imamo u tvrdjeajima:
lewa By b/, teorema B, a/ i lenmn B,. _

Za rjedenja jednadine /1/ koja teZe nekow konadnom broju /lema B, b//
mofome pokazati da su ravnomjerno asimptotski stabilna u odnosu na podetnu

vrijednost t, u smislu definicije I japunova /vidjeti uvod § % pod 1. &/,

d‘;' :‘L E:// -
U leni By b/ funkeije Qi) i —-%g%% ispunjavaju uslove /12/ i /7/.

U glavi 11 § 3.2. konstatovali suwo da dvije integralne krive jednaline /1/,

cpri al)<0o, za t>t., imaju najvedéi razmak u podetnoj tadki t=t., ts du

soe taj razosk ravnomjerno smanjuje ked t raste, odnosno da rjeSenja bLliska
u trenutku t=t, ostaju blisks zu sve t>toe i bivaju sve bliZa pri raide-
njut . 8 druge strane, sva rjeSonja tofe-b kad t-»+eo. Frema tome, za
proizvoljno rjeSenje x(t) jednaline s1/ koje je odredjeno pofetnim uslovom
xlts) ispunjeni su svi potrevni uslovi definicije Ljapunova o ravnomjer-
noj asiuwptotakoj stabilnosti u odnosu na podetnu vrijednost t. .

Za rjesenja jednaline /1/ koje daje teorema B, &/, a koje teii + o0
kad t —»+e2 , moZemo redi da su stébilna u swmislu Ljapunova, ali ne moZemo
roél da su i asimptotski stabilna, jer ne mofemo garantovati i ispunjenje
uslova %-m fxaty-xwrl=o,

Za rje3enja jednaline /26/, kwo i /27/, za <0 /lema B, rjedenja
teZe konadnom broju~—€; /, moZemo pokazati da su ravnomjerno asimptotski
stabilna u odnosu na podetnu vrijednost to u smislu definicije Ljapuncva.
Ipak, to nije dovoljno da bi mogli tvrditi da su rjeSenja jJednadine /27/

asimptotski stabilna pri stalnim poremedejima €)X u gmislu definicije

_ Ljapunaﬁa /vidjeti uvod § 4 pod 12. a//, jer ne mo¥emo pokazati da ée rje-

Sonjan AW i X.lt) respektivno jednadina /2€/ i /27/ koja su dow ljaoc bli-
ska u trenutku t=t, ostati proizvoljno bliska za sve t>t..

No, nije tesko primjetiti da za dva navedena rjeSenja Xy i A lt) ,
koja teﬁe_broju-%; kad  t->+c0 , postoji neprekidna i monotono opadajuéa
funkcije vMt) koja tefi nuli kad t-—>+co 1 takva da je

|y — oty 2 ¥ (R) za sve Lt |
Takodje je i

: l..___....*‘u——- -\-————-—:ﬁt\\ =0
{->+00 v+ ey v !
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to poustu)l doprekidna i monotono opadajuéa funkeija ity koja tefi nuli
kaa t+ee 1 takva da je :

_l_._iﬁ_‘____. + A \ < d ) za tat,

v o+ Ly v '
Ll o g — :p‘t) i :F‘"e\ t . k s X M 3 d b Y
pdje su Trhn — —“— stacionarns krive respektivno jednacina 726/

i /217/. _
Frema tome, moZewo zakljuditi da je svako rjeSenje X.(t) koje je od-

redjeno pofetnim uslovom X.({t.), a koje obezbjedjuje lema Ba, asimptotski
stabilno pri stalnim poremedajima €)% u smislu definicije € /I1§3.4./,
jor su putrebni uslovi ispunjeni.
Medjutim, ako usloviwa /23/, /24/ i /25/ dodamo uslov
—(r+feml) e ey > M) za tat,

"gdje je mUtY2 0 neprekidna funkciju koja ispunjava uslove

] <o, [-Eig)) e me ot

tada moZewmo efektivno odréditi klasu rjeéehja jednadine /27/ i za isgtu
formirati odfadjenu funkeiju vty tako da je svako rjedenje koje pripada
toj klasi esimptotski stabilno pri stalnim poremedéajima u smislu defini-
cijs 6, a sa tom funkcijom V().

ustvari, uz uslove /23/, /24/ i /25/, gornji dodatni uslov garantuje.

postojanje'jedne klase rjeSenja jednadine /27/ koja pripada "cijevi"
t3to, -——%.l—@——ﬁtm < x < —ﬂ‘;_‘—:l + )

z68 sve t>1to, , kao i jedne klase rjedenja jednadine /26/ koja pripada "cijevi”

£(+) £t)
e i < WL e T
t>te, T E) < T € tt)

z8 sve t2to /dokaz ovog u principu je isti kao dokaz teoreme By/, & te

“cijevi® pripadaju 8iroj "ecijevi®

(1) _ Fw
‘{:?to"' - —yrit) £ X £ = +ru—.).

gdje je r(B) ;nonotono opadajuda funkcija koja teZi nuli i

vy s B + dy

& funkcija J neprekidna, monotono opadajuéa, tefi nuli kad t->+eo i
takva da Je

B 453 W 35 I () £t
\ ety v \/‘ e ® .

Dakle, svako rjeSenje X.(t) /tudno ili priblizno/ jednadine /27/ ko-

je Je ocdredjeno podetnim uslovom X.lts), gdje je
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A, (t,) € (" 3!;;:t‘) =&y, — }7:—2 + E(ta\)

je asimptotski stabilno pri stalnim poremedajima £ u swislu definici-

je 6, a-sa VY= £y + dey

§ 1.3.
Suda éemo da damo uopStenja rezultata datih u § 1.1, odnosno posma-
trademo jednaéinu /2/, tj. jednadinu

2/ z‘—rt-_x—:cllt\'-\c'“-f‘-ﬁ(t) (M=4.‘L,---)

}

pdje funkcije Aty i £t) ispunjavaju iste osnovne uslove kao i u Jedna~
E:ini /1/-

Frvo posmatrajmo jednadinu
/2‘/ %;:zqtt\xl’“*‘\ + :f(t“ (M:,o‘d")_‘-..\

i posveitimo paZnju uopStenju dobijenih rezultata za jednaéinu /1/ i na

jednadinu /2°/,

1° Tvrdjenja lema B, i B, va¥e u potpunosti i za jednalinu /2°/ s~
mo umjesto £ , uslov /8/, treba da stoji ""‘*\“/T, /, ako se samo uslov /9/,
u sludaju 5 #0 , zamjeni uslovom
Lie) y)
\(" aley \ - gy

T AMEA im
£y
(am+4) (\_ "Eut)\" E,H.\)

—al)E) > za t3t,
]

/3°/

a uslov /11/ zamjeni uslovonm

Lm 2mey :g (t)

' , £
/11°/ -————-—q(t\ ElWwy < AW L aie) + £(t) :

& u éluéaju'&:.:o y tj. u sludaju kada Jje

) £ty o
748/ tavoo ~Alt) - )

usiov /9/ moZemo zamjeniti uslovom

| m/ey) — 'ty

1MmaA
(2ma) \KM\ £y + s_m)m

gdje je funkcija /) neprekidna, nensgativna, teZi nuli kad t-—>+e i

za t’/to s

‘ - t
Yy, at) E(t) >

takva da je

£(+) '
/49/ -Qlt\\ < M =a tat.
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a usdlov s117 zamjeni uslovonm
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Ako je 120 ili L)< 0 ne treba uvoditi funkciju My, a unjesto

uslova /9%/ moZze da stoji uslov

\ Feoy \_ £'tey

ateh
za txt

T+ Al ° .
#u)
(Q."\'l"b M aw | ¥ E.(t\)

Treba samo dokazati da uslovi /9°/ i /9"/ obezbjedjuju ulaZenje in-

—alyE )y >

:
b
b
g
E
;,

tegralnih krivih u odgovarajude “cijevi®, &to éemo, ustvari, uéiniti u
dokazu teoreme By . '

2° Navedimo sada uopdtenjs nekih rezultata koje daje teorema b,,

kroz sljededu teoremu.

PROKEMA B

Tvrdjenja teoreme B, vaie i u sludaju jednaéine /2°/ uz odgovarajule
modifikacije i dopune i to:

a/ Tvrdjenje a/ vaZzi u potpunosti.

b/ Tvrdjenje by vaii ako uslov /16/ zamjenimo uslovom /9°/ /&ada je

\ iﬁ;\ ity > 0 za‘t>t°/c odnosno, pri uslovu /48/, ako uslov /16/ za-
njenimo uslovom /9% / /% uglovima /9°/ i /9"/ umjesto — Qtt) treba da sto-

31 lawwy /.
¢/ Tvrdjenje dy vezi ako uslovu /18/ dodamo_uslov

\;—"3—‘9——\——&&\ 2B za tat

/ 50/ ates

au 8luéaju uslova /48/ uslov /18/ zamjsnimo uslovon
' M4 |

Va2 ¥4 ‘ l( \/ M(t\ﬂﬂ'E_(t)‘)\ < C za t 3t

/B i C su pozitivne fiksirane konstante/.
Uslov /11/ treba zamjeniti uslovom /11°/, odnosno uslovom /11%/ /u

sludaju uslova /48// 7). o

Dokaz.
" a/ Ovo tvrdjenje je olevidno.

Y Izostavili smo uopStenje tvrdjenja ¢/ teoreme B,, jer bi nam-za to

‘ trebalo posvetiti viSe prostora.
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L/ Kriva A= a  J® kriva stacionarnih tacaka jednadima /2°/,

{

Uslovi /9°/ i /9" obezbjedjuju, za Qtt\>o y izlaZenje, a zu Q@tt)<0

ulaZenje jedne klase integralnih krivih jednadine /2°/ u odgovarajudu

wigijev

Hoka je, u sludaju uslova /9°/,
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Bto znadi da rjeSenja jednadine s2°/ proluze kroz tadke krivih Galt) i Walt)
izlazedéi iz vcijevi" koju &ine te krive, te, prema metodi retrakcije, bLar
jedno rjedenje jednadine /2°/, za sve t»t. , nalazi se u toj “cijesvi", te
i ispunjava uslov /11°’/,

Za A)<0 vaii

\ _Fey '\-E'H:)

] —_ alt)

(@) = =QEwEy > Al
(2m+A) \/(\~— —;ﬂ—ﬂ\— egt))

U
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&to zneli da integralne krive jednadine /2°/ prolaze kroz krive cdlt) i
whit) ulazedi u "cijev" koju &ine te krive, te rjeSenja oblasti wit)< X< it
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(+=2xs) &ine klaau'rjeéenja koja ispunjava uslov /11°/.
Fosmatrajmo sada slucaj kada su ispunjeni uslovi /48/ i /9v/,

Gvdje za funkcije Walkty i «@Wilt) {reba uzeti

. 2M44 LN¥A
eIale) = — \/mutwam | Wwhtey = \//thtwu,ﬂ (£3t,)

Freua /9"/‘i /49/, za atyy>o , vaii:

XL (Waity) = Qlt) (-—/m(t-\ -~eu_\\ + Fle)y £ aw) (~ o &(t\) + fey =

alth
L'ty - gl ey + ENt) _
=~Ait)Ele)y < — CYy o L YoV = = AN )
amedy Y ey um wy Yl et

i) = at (M +ew) + B a (- ff“ﬁem\ £H) = AU0ER) > - wdtt\~c(& ey

a s AlY<O0 je

N - - - . -’FH\ - e 1
X =at [~ my -~ w) + fiy 3 a (- T2 - )+ o= —ane > Wl

X ey = att)(miey + £y + Fley < m-n(— (f{?) A ﬂt\) +{lry = aly £y <~ Wi\ = wlm

dto, takodje, obezbjedjuje izluienje, odnosno ulafenje integralnih krivih
jednadine /2°/ u “cijev* kojs Jje ogranidena krivama @hit) i @ate) .

podatni uslov /13/ obezbjsdjuje ulafenje svih rjeSenja jednadine /2°/
u odgovarajuéu “cijev', za dovoljno veliko t % t* > t., Posmatrajmo to, na

primjer, za rjesenja oblasti

LNEA ‘.c(t\ ’
x < _‘_W—em,‘ tzt,

Neka Jje ame
. D(t, 1 :ﬁ(n — ety — & )

7/ d e pfoizvoljan pozitivan broj/ proizvoljna tadka te oblasti. Frema
/9°/.1 /137 e

' )
1M+
(P) = ~arewy—awyd > ( —{L‘(—J‘;’;—-am) —-Ad

a to znedéi da integralne krive jednadine /2°/ u tadkama navedene oblasti
imnju koeficijent smjera pozitivan i veéi od koeficijenta smjera douje
rranice odgovarajude “cijevi za vise od pozitivnogfbroja,—/\é‘, te ée za
dovoljno veliko t2t">t,, i stiéi do te “eijevi", a zatim i uéi u nju.
Ustvari, dobijena ocjena o vrijednosti X'(P) pokazuje da integralna kri-
va koja prolazi kroz tadku P imas koeficijent smjera veéi od koeficijenta
smjera krive koja prolazi kroz tudku P , a paralelna je sa donjom grani-

com odgovarajude "cijevi", za vife od pozitivnog broja —-Ad , te ée i



Q Prbﬁjeéi tu ‘krivu privliZavajuéi se donjoj granici odgovarajude “ci jevi,
¥ ., kako je P proizvoljna talka navedene oblasti to ée uodena integrulna

B i riva i stiéi do donje granice “cijevi", & zetim i uéi u nju.

u éluéaju navedenog tvrdjenja ¢/ uslovi /17/, /18&/, /20/, /%0/ i /%1/
obezbjedjuju ispunjenje uslova /9°/, odnosno /9"/, jer su desne strans

ik uslovea, pri navedenim pretpostavkama, ograniéens, a funkcija alt) is-

b punjava uslov /20/.

a0 . . y s
37 rosmatreajmo sada Jjednacéine

726/ %—}é = v e Py Ly
. Ol, ™ ana
/2,’7‘/ -o—gg-:v"')(at.t 4..‘. Iﬁ(t) (M-_—_O'a\“l‘...)'

koje odgovaraju jednadinama /2C/ i /27/, kao i jednaline

/3577 % =a, )™ + Py + £ ey ™
e o[Io_ IMra
/36°/ o = Qalt) ¢ + £y (m=o,a,1, ") \

koje odgovaraju jednalinana /35/ i /36/.

‘Hije tedko primjetiti da tvrdjenja lema B, i B, a/ vafe u potpunosti
i u sludaju jednaéina /26°/ i /27°/.

Keo uopStenje teoreme B, na jednadine /3%°/ i /36°/ moZewo dati alje-

dedu teoremu.

TEOREMA Bji.

8/ Tvrdjenja a/ i b/ teoreme B, vale i za jednadine /35°/ i /36°/
samoc ako uslov /33/ zamjenimo uslovom ‘

mey — E'lY

TN +A '
_ el e )m
(2m+4) ( T —iam o

za Lzt

/33°/ — (Qatey + VL) Etey >

u sluéaju kada Je

o — k53! —~Ett)y >0 2a t=2t
/ 52/ Qate) — Ve o
a u sludaju uslova

N 255 W)

zamjeni uslovom

' —
/33"/ —(aaty+ 1€al) ey > Lty | — £'(x)

< : za t2t,
‘ (Q.mM)m \7( m ey + ECy )™ '
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plje Je fuoliclja mi) neprekidua, wonotoaa, teZi nuli kad t—=»+ i {akva

aa 38 _ [ EAS3)!
aLtey + L e

£ iy za t>,!to .

b/ ‘fvrdjenje ¢/ teorems L, vuii seno ako se uslovu /40/ doda uslov

| £y ) '
x4 ; - i E-(.'t > o *
/247 Auley — 1t YFB o ea t>’_t '

s u Bludaju uslova /537, ako uwlov ;407 zamjenimo uslovom

4 v
\(1 w\‘//m(t\-v-eu;\ ) \ S C za t2t,

/55/

/B i C su pozitivne Riksiruns konstante/.

Dokaz. e
/ Rjesenja jednuéine /357/ su rastuda u oblasti I, < By S
a/ hjesenja jedn & /35°/ mu rastu 1 O Qalt) + L

' 2meA —
(t7ts) » & opudajuéa u oblasti 2 > \/-—-—-:ﬂ—t)—-——-— (+»t)). Kod Jednuadine
Aate) + LRy :

/36’7 rjedenja su rastuéa za ¢ < TV Fw) (¢»t) a opadajués za
; . ] p

att)
S MY TR (3.
x> Q(t\

¥rvo posmatrajmo sludaj kada vafi /52/.

Uzmimo da je

_ Am+td _ _i(_g_) _ . L M £ (4) .
/56/ U, ) = Py £ UMy = ~ €1x) Ltzt.\‘

{ ! .
ug(t) - 1~.V— _,f_;t_)_._.-—- - £l't\ , u_l‘[t\ = 2M+\y~ ..._...:E.('.E\_.“ + By (t-,/t").

/51/ Qale) + ol Lt Qale) + L1

Uslov /33°/ obexzbjedjuje du sva rjedenja jednaline /35°/ oblasti
Uy (£) € X € Woley (E2t) Ulnze u "cijev" odredjenu krivama /57/ /ili su
i bila u njoj/ i ostaju u njoj, kao i da sva rjesenja jednadine /36°/ ob-
lasti U.(t) € ¢ g w2ty (L +ta) ulaze u "cijev" ocdredjenu krivama /56/ ’
Jili su 1 bila u njoj/ i ostaju u njoj.
Zaista je:
my—gey
s L T e
(Q"'““) \/ CRTSparJry E‘q
(~ _ fwy

amagay ) el '

! (U (8) = = (Aatey + KOV ECE) 2 ~{muw40uh£wx>

mty — E'te)
MmaA £(4) am 7 LT Y ( (¢ )uq
M+ — —_—£——)—-—— -~ EL
(2 0 \/ Qalt) + ity Hﬂ) (2m+4) Qule) + 1) gt

. —&X
'x,'(u.,m\: (autrs L)) £ € (a4 \&m\\em L - m.::? £ 4 5 &
(@am+4) \f(--—-m——-—-‘*(“\

- El6)
Ay~ 1L\
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i £ (+) | 1
_ mtt:’:‘s'(t—) ("" At ~ i(ﬂ) v E) T (&) -
+ 2mra 4
Lt A (_ K1 EI )
( ) aate) + LIy Uﬁ} (1mv\\ a.\lt\-&&ﬂ.\ E.tt\)
W (Uel) == A E64) 2 — (Qey~ [L))-Ea) > ::‘f‘ E\::n ' TR
U‘MM \j(‘ QAatt)~ \oCLu\ ﬂj
F N o
QMM} md fm e im 7 L Hry _ =t '
a,te) m) {2m+4) \/( A ett\)
) — ]
x!(: e £ (Aun F W) Ewy < - Mlt}nne (t: TS
Am+A G L 250 ) - )
_ ( \ Aty ~ L ety
t\, .
. miy — £'() o ("’ fi(t)) ¥ &'(t\ '
X ( )’mxu 206 PP @ Zman :f-’lt) = U k),
MmAA
It A ( Ak )-\- E.(ﬂ) ) ( aue E(t\)

$ drugs strane, relaciji /41/ odgovara rslacija

1 A LR Y 4 MmAeA
R Y AT A \z\m\*’_a‘-‘tt\ (1* A=) L
& Qatey + LUy Qale) aiw) 1o
L T ! *(t\\ 'LM-M \
V Aalt)  ame \«/——m /\ e M t\ =
e

\ L1
a.to

[l

/ALrY/

- am+4 #‘t\
- v \ Q lt\\ IMM J«(t\ 1~\H oC(t\ . q_n\-w\ (t z'm\ *‘{‘ﬂ 'm.“\
a.te) T aun) Ohlt\ At

<'“-“‘*“_ :pm\_\—&m]‘ A < \ fi) ocm\ 5 O,
agty] 1 A mu("“w - Qs () 1Mvhg§) -y +oo

A,y Aarty

- Otuda, postoji neprekidna i monotono opadajudéa funkcija J(t\ koja

tefi nuli kad t -5+ i takva da ispunjava uslov

LMy A o
) _ :F‘t\ . - 1 \+A«- E(t\ .
\ m\ \/ e | < o’\ (&) =a t32t,

te postoji i neprekidna i monotono opadajuéa funkeija v(t) koja teZi nuli.

kad t~»+o0 1 takva da je

1M ‘
\/___—ﬁ — U () \ < Yty za tzt, (=42,3,4),
a,

MoYemo zakljuditi da jednadine /35°/ 1 /36°/ imaju po jednu klasu

rjesenja koja, za Bve txt,, pripad&ju."cijevi"

s



. 1Me4 :?(t\ . ‘ nmaa, ;F(-t\
A Y A o e SRS Vo SR

jer krive Us(t) (trte) (i=42,3,4) pripadaju toj “cijevi", te i ispunjavaju
731/ .
rosuotrajmo sada sluéanj kada je ispunjen uslov /53/.

Cvdje treba uzeti da je

1M A :
MW=ty =- Vmw ey, tawsto="{mugren 2

/ frrausr=o (=ranwy/. kriva Z{mrew  pripada oblasti rastuéin
rjesenja, keko jednaline /35°/, tako i jednaline /36°/, a kriva W*\‘/’T’-"y‘.&mm

pripada oblasti opadajuéih rjedenja i jedne i druge jedouéine, jer, za

tzte, vaii -

- Jfta) ik_.»_tiﬁﬂlwu_ & mley |
a,le) Aty + L L
SR 15 N OIN &: 1.3 ) W e T
Aty L6y T aule + L)

Uslov /33“/ obezbjedjuje da rjesSenja jednalina /35'/'1 /36°/ obla-
Bt Uat) € 2 € Ult) (>t €ine klase rjeSenja koje iapdnjavaju usloy

/31/, jer vaZi;

- Vel _ ) .
o (Uit = (Qtey + i) (- My - £ t) + fiy 2 (q‘(tmcvc\\( 2o+ T e) vy %

-— !
= @+ LN () 2~ (At + L) @) > ot - et 3 -l ey ~um

medy VMR el Ve

oy = (At .Lm\(/m WFERY) Pl < (ntor+dL (t\)(~ a‘%}hﬂﬂ&tﬂ#lt\ £ (A L) e <~ =144 @y,

) (Mapl) = Q«‘*\(""“t\ E‘t\3+¥‘t\> a, (t) -‘--*‘w*—’-‘~ - 1) + P4y 3 ~au B 3 - (@B el e > uyio,

LRI

ot Ett\\)*ﬂt\ £ A ER) <~ U ey = 1 (e

2 (1) = (Mt rem) +fiy < agw (-

Dalje bismo, na slidan nedim keo kod teoreme B;, dokazali da doda-—
tni uslov /38/ obezbjedjuje ulaZenjs svih rjesSenja jednadina /35°/ i
/36°/, za dovoljno veliko t>t*st,, u odgovarajuée "cijsvi",

b/ ¥rimjetimo da uslovi /39/, /40/ i /54/ obezbjedjuju uslov /33°/,
a uslovi /39/ i /55/ obezbjedjuju uslov /33"/. Ustvari, dovoljno je pri-
mjetiti da su, u ovim sludajevima, desne strane nejednakosti /33°/ i
/33"/ ograniCens za tat, , & da na lijevoj strani uz gty imemo funkeiju
a\t) koja ispunjava uslov /39/, te da se moZe konstatovati da se mofe
odrediti odgovarajuéa funkcija Ecw) «

Sada nije tesSko primjetiti da bismo na slifan nalin mogli uopstiti
i tvrdjenje leme B, b/, uz odgovarajuée modifikacije i dopune uslova.
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Sto se tide pitanja stabilucsti odgovarajuéih rjedenja jednuline /2°/
moiemo kongtatovati da i za njih vaZe odpgovarajuéi zakljulei dati u g 1.2,

ove glave.

Yosmatrajmo sada jednadinu /2/ zam parno, odnosno posmatrajmo jed-
uaéinu

/e / %:Q(t\xzm +fly (m=a,1,000) ’

gdje funkeije Aalt) i Pty treba de ispunjavaju i osnovni uslov

_.iﬁl < 0 afey==0 za + 3
C\Lt‘ ” ) \"F /to ’

tje. du funkcije @) i £(+) iamnju stalan i suproten znak.
Ovdje je ponafanje integralnilh krivih sloZenije nego kod jednadine
/2°/, jer krive simclonarnih tatuka ¢ = a\m/_.._’f__t.) (t>+o) oblast ravai
alt) :
tO0x (£2t,) dijele na tri podoblasti, gdje u Busjednim podoblastime in-

tegralne krive"imaju razliéite poneSanja /suprotne koeficijente smjera/.

Funkeija qlt) odredjuje znak desne strane u oblasti (x| > “‘\/—.-.‘g_% (t‘&ta\,
. . \ m

a funkcija F(£) u oblasti x|\ < ——f—ll(% (tzte),

Koristeéi prethodne rezultatse naveséemo, bez dokaze, samo neka,bitno
razlidite rezultate?), podrazumjevajuéi da funkcije alty i ) ispunja-

vaju osnovne navedene uslova.

1 ° Pod uslovima

t2+c0

dmay=v /¥ je koneden broj, a moZe biti i too /,

80“1~£ﬁ1-:;&

fa+00 —AlE) /ﬂ-je pozitivan broj ili nula/,

jednadina /2v/, za t>t,, ima:

&/ 2a ¥>0 i f£(t)<o , bar jedno pozitivno rjedenje koje teii .'u{\/:{:
kad t->+c0 , a sva negativna i jedna klasa pozitivnih rjedenja teie —*\}
kad t—»+90

b/ Za ¥<0 i fl£)>0 , bar jedno negativno rjelenje koje teZi -‘ZV{;;
a sva pozitivna i jedna klasa negativanih rjesenja ﬁeée 1% kad £ — +e0.

. . ~ - - y" 1rm . A
Klase rjedenja koje tele