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UVOD 

Teorija po1ugrupa је re1ativno m1ada matematicka dis

с ip lin3.. Sш3. tra se da ј е nasta1a 1928. godi.ne, kada ј е ruski 

matematicar Suskevic objavio svoj rad [59] о konacnim pros

tim polugrupama. I3.-."ko su to bili zanimljivi i znacajni ге

zu1tati, rad nije imao veceg odjeka јег је bio prezentiran 

u prilicno neudobnom ob1iku. stru..kturu jedne sire k1ase ро-

1ugrupa od Suskevicevih - k1ase prostih polugrupa sa primi

tivnlm idempotentima - opisao је Rees 1940. godine и [5~ 

uvo::ieci ројаш matrice nad grupom sa пи10т. Odmah zatim 1941. 

godine C1ifford је objavio svoj rad [l~ о polumreznim de

kошроziсiјarnа nekih klasa polugrupa. Od tog trenutka teorija 

polugrup8 је росе1а snazno da se razvija. Sledeci znacajan 

impuls razvoju teorije dosao је pocetkom pedesetih godina, 

kada su, ро ug1edu па slicnu уоп Neumannovu:~l definiciju 

zз prstenove, uvedeni pomovi regularnog elementa, odnosno 

llzajamno inverznih e1emenata. Uopste, ргУа istrazivanja u 

teoriji polugrupa i prvi znacajniji rezultati bili .su u уе

likoj meri motivisani odgovarajucim rezultatima iz tada уес 

dobro razvijenih teorija grupa i prstenova. Казпiје је teo-· 

rija polugrupa nastavi1a da se razvija svojim putevima, i 

sve је teze Ы10 uspostaviti neku vezu sa grupama i prste-
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novima. Razlog tome је neophodnost ргоисауапја kongruencija 

(Rowie [37, predgovor Ј ). U grupi је kongruencij а odred:ena 

ako znamo Ьаг jednu klasu, posebno ако znamo normalnu pod

grupu, koja је klasa jedinice. Slicno, u prstenovima kon

gruencija је odrejena ako znaтo ideal koji је kongruencij

ska klasa nule. U yolugrupaЋa uglavnoffi пета tako srecnih 

okolnosti. Opisane su kongruencije nekih relativno uskih 

klasa polugrupa, а tek аге nekoliko g9dina i kongruencije 

inverznih i regularnih Dolugrupa. U оЬа slu~aja је opis 

prilicno slozen i sa vise parametara. U kiasawa polugrupa 

koje nisu regularne петато ni toliko. Uopste, regularne ро

lugrupe su опа klasa polugrupa koja је p~edstavljala пај

plodniji teren za istrazivanja. Та klasa је dovoljno siroka 

i dovoljno zanimljiva, tako da su detaljno ispitane пјепе 

mnogobrojne potklase. Osnovni instrumenti za ispitivanje 

strukture svih polugrupa su Greenove ekvivalencije. 

Rezultati koji se ti':;:u геgulегпih pol1J.grup-э. пе sашо 

da su najmnogobrojniji, пеБО su i najzna~ajniji. 'IзkQ pos-

lednjih godina pa~njи istra~iva~a sve vi~e privla~e i druge 

klase pougrupa, jos uуек su regularne polugrupe najzanim

ljivije. 

Stranice koje slede takode su posvecene istгаzivапјimа 

strukture nekih klase. regularnih ро lugrupa. U ;; :-е1 iЕli.nз rnom 

- nultom odeljku navedeni su neki osnovni pojmovi i rezul

tati sa ciljem аа ае ја opsta slika dозtig~иса и toj oblasti 

teorije polugrupa i da se formulise neophodni osnovni mate

rijal. za dalje izlaganje. То su геzultэti za које bi se vec 
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mog10 re6i da su k1asi~ni i dobro poznati. Zato za njih 

ug1avnom i nije navedena referencija i1i ~ak i nisu eksp1i

citno formulisani и obliku teorema, nego ви ~esto samo uzgred 

]ooenuti. Ыагачпо, 'oi10 је nemogu6e obuhvatiti sve rezu1tate 

1 • • • 1 ," ,. Ј.. , .1- 1 . v -!-
K1Jl Б~ ~e ечаП~П1, Јег D1 ~o zan~eva о mnogo У1Ее ргоз~ога. 

Ako зе pri1i~om ispitivanja neke k1ase po1ugrupa za-

klju6i d~ еи опе unije grupa, tu se obi~no staje i rte ulazi 

Б А :1 '''''''~-''''':+-;l'''''Р ""'оdс-Т""О'" U'· ,",'TOr.1 Т'аdll },.; .~.:> ""Т'e'7~"1+-1' Т'~Г; re'7.u_l-_ '-" "-'.J_.~"_"'~~""'''''''-'- ~ ':..:.'_>..А_......... -_'" .~ .. _ '--'_"-''-';;;Ј- --_ ....... \Ј. _ ......... -_...... _ 

tati ~ ~ojica 6е зе u istra~iv~~ju struktu~e po1ugru?3. ula-

ziti i u strukturu podgrupa. 

u odeljku 1 detaljno је opisana struktura unija diedar-

skih grupa. Ideju za оуо istra~ivanje dao mi је profesor dr 

,јеdпоs!:зу'lO:-: fo r':r:u1oт okarekterisane su l1I1.ije diedarskill 

:;r1.lQa. ?ОSС1э,tГ,:Јг;јеm jecL"l8 loka1ne oso'oi1'.e пј ihovih Je-k1asa 

dobijene S1~ tra}:e i Во01еоче grupe kao e~stremni Blucajevi 

polugru9B за tom osobinom. Data је efektivna konstrukcija 

d -::O -, 1 
v , 

В ozene, ОЭ,Г 

toliko ko1iko еи to komutativne grupe. 

Odelj~k 2 posve6en је anti-inverz1'.im po1ugrupama 

(Sharp [58Ј) koje su opisali Bogdanovic, l'Ii1ic, ?avlovi6 [12Ј 
. В d ., [10:1 1 ' +- . ~ ,. . h . V у • к k 1 og ЗПОV1С Ј ~araKverlSuc~ 1_ па Vlze naClna. ara te-

rizacija koju dajemo teoremom 2.4 је naj?reciznija, i razne 

druge ~е.!.--'аktегiZе_сiје iz [1 оЈ , [12Ј, [58Ј :ncgu se dODiti kac 

neposredIl8 posledice (прг. ?os1edice 2.::) i 2.8 i tvrder1ja 

2.11 1 2.12). Lema 2.3 i pos1edica 2.7 ovde se pojav1juju 

prvi put. Materijal koji jeizlozen u оуот kratkom odeljku 
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sluzi, uglаvпоrэ., kao uvodni za sledeci odeljak, а izdvojen 

г] 
( 

је posebno dabi se isteJ<::ao paralelizam anti-inverznih polu-

grupa i unija diedarskih grupa. 

l':ilic, БоgdаЕоviС [4-4] uо"'О.=Зtа~lЭ,li SJ.] jednu forr.HIlu 

.. .., "..z... • v ........ 1 " 
КОЈа ~araK~erl~e an~l-lnverzne ро ~sr~pe 1 ispit-L'lali su 

i Z?, 

koje se IJoze ::э.6i cl CrveEko7i,~ [22Ј. 

edarskih grupa koja niJe Booleova. ?okaza~o је ја ~ај~апјэ. 

tBkvapoll1grupa ,је gru-aa sa 32 eler;;.enta i dеСэ.lјпо је ooisa.:-~a. 

Jate su ukratko i neke osobine Booleovih ?olu~rupa. 

gular~e ortokriptogrupe i data је пјепа konstrukcija u obli-

k- 11 l'геu-'t""п-;h +-r'1-i " l" 1711' о ";е --- ~- - . __ ... .Ј I.- u -_. 1'.) '7 '.~ 
.... Ј ..... za 

slu·~a";eve l~':1d SlU m~k-~;ma1ne ]'"\оd::ггtl"~ l"Z \",;о 'Ј ~ ..... ~ ' __ ~.::J .......... ~" •. - - .tJ ::;-- '~~ ....., -

kOl!lut8.tivnih u 1 ~ . . k' gru~a. s uсаЈеVlша аа 

је Ьгој njenih elemena~a ~ =Rvisnosti od 

Ve6ina orezentiranih re:.ultata l3 OiTe disertacije 
, 

V~, .... ...... -...... 

Ј'е ~u~likovana i +0 rezultati i2 odeljaka 1 i 4 u ~l~~oievi~ у v _..-' -:.:) с.,.. _....., 

[08Ј 

[07] 
rezultati iz odeljka 3 i deo i= odeljka ? u 3 1 ':>;;:го -i еу; :. 

- -"'::Ј џ -'....,., 

а rez~J.lt:.lti iz odeljl:a ) 1Ј 31~~.~o~eviC, KГ=.l:)e~ [С/?]. 



О. OSNOVNI FOJNOVI 1 REzuпrАТI 

Polugru?a је neprazan skup па kome је definisaha bi-

пэ.гпs operacija koja zadovoljava asocijativni zakon 

(xy)z = x(yz). 

Ako polugrupa S ima jedinicu 1 zove зе monoid i pi~e зе 

S = вl, а ako пета onda зе за 81 obe1ezava polugrupa 

s Ј {l}, gde ј е 1 naknadno dodAta ј edinic а. Slicno, за 

о znacayamo ро lugrupu за (even-tualno dodatom) пиlош. E1ement 

epolugrupe 8 је idempotent a-i.co zadovoljaya е2 = е. A..'k:o је 

А podskup od 8 onda за ЕА oznacavamo skup svih idempotenata 

iz А. Тај skup зе mo~e urediti па slede6i na~in: 

(0.1) е = f ako i зато ako ef = е = fe. 

Nергэ.z~ш podskup 1 polugrupe 8 је 1еу! ideal od S ako 

8I ~I. Dualno se defini§e desni idеэ.l od S. Podskup 1 је 

dvostrani idea1 (i1i зато idea1) ako је 1еу! i desni idea1. 

Levi (desni, dvostrani) ideal 1 је pravi ako 1/8. Potpo-

1ugrupa В po1ugrupe S је bi-idea1 «m,n)-ideal) ako је 

ВБВ с;,в (втБВПс;;;;, В). Sa L(a), Н(а), Ј(а) oznacimo glaYni 1е-

vi, desni, dvostrani idea1 generisan e1ementom а; tada је 
: ;~"'~:1 

~,...'.: 

, '.' , 

1 L( а) = S а, 
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Na polugrupi S definisemo relacije :Јј, fЯ, Ј па sledeci па

cin: 

аХ Ь # L(a) =L(b), 

а.1{.ь 4=9 Н(а)=Н(Ь), 

а Ј Ь # Ј(а) = Ј(Ь). 

Relacije ;;е., 5(" Ј su ekviv-::lencije i zovu зе Gгеепоvе ekYi

valencije (relacije). Dok~zu~e зе ја ekviv~lencije ~ i 

5< ... komutiraju: :t:R=~';t, sto zneci da је ~;t takoc:e relacija 

ekvi valencije, и oznaci Ю. E..!zvi valencija ~ i ekvi valen-

se takod:e zovu Greenove ekvivalencije. Na-

vedenih pet ekvivalencija igraju .fundaEnentalnu ulog'.l и isoi

tivanju strukture polugrupa. Uveo ih је Green [3 оЈ . 
Ва На oznacicemo klasu ekvivalencije elementa а и 

odnosu па ekvivalenciju ~. Sli~no dеfiпiзеmо 

На' Za Greenove ekvivalencije vaze sledeci odnosi: 

"1Ј) с 1<, с ci'\ с 1[. 
Ј1... -:;с. -СИ -6' 

D , 
а 

Definicija ekviyalencije;]J оrnО§;llсача G.? зе g[) -kle.se zgoi.-

по prika~u па sledeci nacin: 

pri сети horizontalne trake prec!.stavlja,ju :R,-klase, verti-

kalne trake ~ -kla.se, а "celije" X-klase. Gогпјэ. slika то-

ze da bude beskonacna ро horizontali ili ро vertikQli, а 

тo~e i da se redukl1je sat!lO ПЧ .јејnи "celiju 11. D':Jkazuje se 
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da su Буе Jf-klase и okviru iste ~-klase istobrojne. То 

vazi i za :R, -klase i' X-klase. 

Element а polugrupe S је rAgularan ako а = аЬа, Ь = ЬаЬ, 

za neko Ь iz S. Tada ka~emo da Би а i Ь jedan drugom inver

zi. Regularnost је osobin::: koja se vezuje za 'Ю-kl9.sе. Na-

lme, u jednoj ;U-klasi ili su svi elementi геgиlггпi ili 

ni,je nijed9.n, ра mozemo govoriti о reg1Jlarnoj W-klasi. 

S'fe.k9. 92 -klasa i svэ.kа с:е -kl9.sa regularne ;D -klase о Ьа vezno 

sзd=~е idem90tent koji funkcioni~e kao leva jedinica u Б'1О-

јој ~-klasi, odnosno хао desna jedinica u svojoj ~-klasi. 

Опе Je-klase koje sadrze ide~potent su podgrupe, i to mak-

simalne podgrupe polugrupe. Sve maksimalne podgrupe и istoj 

2)-klasi Би iZOillorfne. S-truktura геgulэ.гпih ~-klasa detalj

nij е ј е opisana sledecim lemama (Niller, Cli fford [45Ј ). 

(0.2) LENA. Za svakadva elementa а i Ь Dolugrupe S vazi 

ako i samo мо sadrzi idempotent. U 

tom 

':Ј' f-f' ~~ u Н R г\ т .. З"1Ь = 1~з О = :Ј.а'!Ь = аЬ = а -ь· 

(0.3) LEiV!A. Neka su а i Ь elementi regul~rne &l)-klase D 

polugrupe S. Tada: 

(а) ako је а' inverz od а 1 onda а' Е ~ i idempoten-

ti аа' i а'а leze и Je-klasama RnL"odnosno R ,Г\L; 
а а а а 

(Ь) ako su е i f idempotenti polugrupe Б, onda svaki 

element а iz Ren L f ima јеdiпstVfШ inverz а' u Rfn L
e 

i pri tome је 
, 

аа = е i а' а = f; 

(е) svaka }t-klasa polugrupe S sadrzi najvise јеаап 

inverz od а. 
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Ako znamo koje 3t-klase regularne ~-klase sadrze 

idempotente, onda za svaki element te ~-klase lako mozemo 

da nademo sve njegove inverze, koristeci gornje leme i ko-

ordinatizaeiju &Ј) -k1ase. 

11 

Polugrupa bez nule i bez pravih ideala је prosta. Ро

lugrupa S sa nulom је O-";-)rosta ako јој је tO} jedini "Ога

vi ideal i 82 I {о}. Dod?vanjem nule prostoj polugrupi do

bijamo O-prostu polugrupu (bez delitelja nule), ali se s1re 

O-proste polugrupe пе тОби dobiti па ovaj na~in. N~dllti:n, 

navedena ~injenica omogucuje da se niz rezultata za proste 

polugrupe dobije kao neposredna poslediea odgovarajllcih ге-

zultata za O-Droste polugrupe. 

A.1.t:.o polugrHpa bez nule ima тinimalni ideal (и odnosu 

naskupovnu inkluziju), опаа је оп jedinstven i zove se jez-

gro ро1ибгире. Jezgro је prosta polugrupa, ako је netri vi-

"jalno. Ргiтеtiшо da O-prosta polugrupa uvek iтa najтanji 

ideal {о}. 

Idешроtепt polugrupe је primitivan ako је minimalan и 

pareijalno uredenom skupu (и odnosu па prirodno uredenje је-

finisano sa (0.1») svih ne-nula idеш}:юtепаtа. Polugrupa је 

kompletno O-prosta эkо је O-prosta i sadrzi miniтalni 

idempotent. Va~i sledeca teorem~: 

(0.4) ТЕОНЕМА. Neka ~ S koтoletno 0-1Jrosta роlugгu-оэ. 

Tada vazi: 

(а) S ~ regularna; 

(Ь) S - {о} ј е ~-klasa роlщт,гuре S; 

Се) ako а,Ь ES, onda аЬ = О ili аЬ Е наn L..o 
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Kad se primeni па proste polugrupe, prethodna teorema 

daje sledecu posledicu. 

(0.5) POSLED1CA. Neka ~ S kompletno prosta polugrupa. 

Tada vazi: 

(а) S ~ геgulагпэ.; 

lb) S~ ~-klasa; 

Се) ako а,Ь ES, onda аЬ Е НаГ\ Iъ· 

Gornja teorema i пјепа Josledica o9isuju kompletno 

(0-) pro~te polugrupe. Medutim, njihov potpuni opis dat је 

sledecom konstrukcijom, koja potice od Reesa [5~ . 
Ako grupi G dodamo nulu, dobicemo grupu sa nulom GO

• 

(0.6) Konstrukcija. Neka је GO grupa sa nulom, 1 i М 

neprazni skupovi i о 
Р: М х 1 ~ G fШLkсiја koja zadovoljava 

sledeci uslov: za svako )lEN (iEI) postoji iEI (рЕМ) 

tэkо da је PJli 10, gde је PJli оzпэkа za p(}l,i). Na skupu 

S = (1)( G 'f. f"r) u {о}, pri сети О ~ 1 'Ј. G'f. И, definisemo mnozenje 

па sledeci nacin: 

(i,g,p)(j,h,\J) = (i,gpp.jh,V), ako P}lj 10 
= О, inace 

i neka О funkcionise kao nula u S. 

Proverava se da је оvэ.kо definisano тnozenje asocija

tiyno. Dobijena polugrupa se obelezava sa j,tO(I,G,M;P) i 

zove 'se Reesova matricna polugrupa nad grupom sa nuloт GO 

e'J<-" , 4"""''4 ;",-_ 

';1:·за s~dvic-matricom Р, ili saтo Reesova matricna polugrupa. :;. . ~ _. 'I''''j?:~ 
". _.... ' . ..;, 
.. 'ZcN d . , .. о9 по је fun..kciju Р zamisljati kao matricu tipa 

<:" "..,,.. •• 
• r '~. -,:' .. 't f' 

"'~. 
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м 'f., 1 nad GO takvu da и syakoj vrsti i и svakoj ko1oni 

ima Ьаг jedan element iz G. Element (i,g,p) ond~ treba 

zamis1jati ke.o matricu tipa 11- М koja па mestu i)1 ima е1е

ment g iz G, а sve ostalo su пи1е. Onda је jasno da se 

mnoienje dve taive mзtгiсе rea1izuje па uobi~ajeni na~in uz 

posredovanje m~trice Р. 

Va~i slede~a teorema (~еез [5~ ). 

(0.7) TEOR~"1A. PolllgruDA. ~ komDletno (0-) crosta е,ко i sama 

ако ~ izomorfna Reesovoj matricnoj DolUf;2:'Ur::i nad gTur.:om 

(sa пи1от). 

U Reesovoj matri.~noj ;юlugГIlрi V9zi: 

(i ,g,p)Y(, (ј ,h,V) # i == ј, 

(! ,g,p.)X (ј ,ћ,У) ~ Р. =='V. 

Dokazuje se da su и kompletno O-prostoj polugrupi svi 

ne-nula idempotenti primitivni, tj. da medu njima пета иро-

redivih. Reg~larna polugrupa sa пиlош u којој su svi ne-n~la 

idе::п:юtепti primitivni пе тогА.. da О1..1(lе kОШCil,,:tпо О-~:,озtз., 

а1! se dobija uniranjem kOIpletno O-Drostih. uz identifiko

уапје svih nula. па precizir'-;mo, пека је {s~, OGE л) пе

prazna familija po1ugrupa, svaka s~ nulom. Na skupu 

S = U SO identifikttjmo sve ли 1е sa О i dеfiпiзimо ого
сх,Е А СЈ.., 

izvod dva еlешепtа da bllde kao u sсх.'эkО вн оЬа iz 3а.' 

inace пека bude О. Т::!ко dobijena роlнgгuрэ S zove se 01:'-

togonalna suma polugrupa Scx,' CI~ Е А. Dokg zuj е se ia su u 

regularnoj polugrupi sa nulom svi idempotenti . ..L.. 
О r~r.1l '_,:L ~T-
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ni ako i saтo эkо је 80 ortogona1na suma kompletno O-pros-

tih polugrupa. 

Polugrupa ciji su svi e1ementi idempotenti zove se 

traka. Коmиtэtivпз tгэ.kа se zoye po1umreza. Antikomutativna 

tгзkа, tj. tгаkз koja zadovoljava ху =ух ~x =у zove se 

рГЭ.vоugаопа traka. U пјој у? zi ј edna-'k:ost х = хух, odak1e sle-

di dз. је svз.kо svakome inverz. 

Pored konstrukcije Reesove matrucne polugrupe, druga 

YQ:na kопstГIJ.kсiјз. u teoriji роlщ;гuра је pol1..L'!lreza polu-

g:-:'lpa. ОУз konstrukcija se zasniva па cinjenici da ako је 

'f: S ~ у homomorfizam polugrupe S n,q poluтrezu У, onda 

је cx.r-1 potpolugrupe.od Б, za"svako а::.ЕУ. Tada је polu-

grupa S unija disjunktnih potpolugrupa i 

So:.S~ ~ S<X~, gde ј е a:.~ proizvod u polumrezi У. Ako ви pri 

tome polugrupe Б(Х. ј ednostavnij е od S, onda imamo moti va

ciju za slede6u konstrukciju. 

(0.8) Konstr1J.kcija. Neka је У po1umreza i neka је 

{Зсх,: сх.Е У} fз.miliја disjunktnihpolugrupa tipa Т indeksira

nih elementim,? iz У. Za sv-,=,ki раг elemenata o:.,~ iz У za 

ko(j е ј е а. ~ В, neka ј е срсх ,(?>: Sa. ~ S~ homomorfizam i neka 

su pri tome ispunjeni slede6i uslovi: Са) ~cx.,cx. је identic

ki hoтomorfizam za svako "ЕУ; (Ь). ako su a.,(3,!r iz у 

i cx.~(?> ~o, onda СРCL,~СРr:-,'t = Cf04t • Neka је S = ut8 a..: СХЕу1. 
U skupu S definisimo орег:э.сiји па slede6i nacin; мо 

аС( E:S(j,. i b~ Е 8(3, onda acx.b~ = (а;fсх"Ci(Ъ) (Ь(' ce~,a.~)' O~rako 

definisana operacija је asocijativna, ра је S polHgrupa, 

и oznaci S = ;t(y ,Scx,' се ~), i Zove se jaka polumreza polu-
. ~t 
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grupa tipa Т. U sledecoj teoremi pojav1juje зе оуа kons-

trukeija. 

(0.9) ТЕОНЕМА. Za Dolugrupu S sledeci uslovi su ekviva-

1entni: 

(а) S ~ ref'~1l1?rna oolugruoa за eent ralnim idеШDоtеп-

tima (idempotent i ~oти tira,j и sa sVEL1<:im e1emen tom ро 1 и§;гире) ; 

(Ь) S ;l::'s геgulагпз. роlu2';ГUРэ. u којој ~ .:.;....;;:.. .. -
с'\ _ '10 • 
OLI - , .. .i'l.... , 

Се) S le 
~ 

Dоl1Ј.шгеZа (l;rupa; 

(d) S ~ јака Doluтreza Ы'~. 

Оvзkvе polugrupe зи dobile ime ро osobini Се). 

Svеkз ро1иmгеZз. polugrupa пе тога da 1:юdе јгkз. StrLLk-

tura komp1etno regu1~rnih polugrupa - po1ugrupa kod kojih 

svaki e1ement komutira за nekim od svojih inverza - opisana 

је sledecom teoremom. 

(0.10) ТЕОБ'.ЕNА. Za po1ugrupu S sledeci us10vi su ek7iva-

1entni: 

(а) S jz komp1etno regularna; 

(е) S~ Dо1umгеZч. komp1etno prostih 

(ј) svаkэ Je-klase, od S ј е &rupa. 

Po1ugrupe које zado\/oljavaju uslove оуе teoreme zovu 

se, па osnovu озоЫпе (d), unije grupa. Кзkо su kompletno 

proste polugrupe izornorfne RеАзоvi~ ~a:~i~niт polugruD~ma 

nad grupama, uslov Се) se moze zameniti uslo~Tom: 

( r.') S о v О\.. ОУ', - .le polumreza ReeSOVl.:l mз.tГl.СПl!1 "СюlU~ГUDа nad 
- >-

grupama. 
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Kako је svaka traka unija trivijalnih grupa, а lako 

зе dokazuje da је traka kompletno prosta ako i saтo ako је 

pravougaona, .. ра ako prethodnu teoremu primenimo па trake, 

dobicemo sledecu posledicu. 

(о .. l1) РОSLБDIСА. Svaka traka ~ '001umreza Dravougaonih 

traka. 

Ро lugrupa koja z«Доv01јаvа ј ednakost xyzx = xzyx zo-

ve se medija1na. Normalna trak'3. је traka koja је medijalna. 

Vazi s1edeca teorema. 

(0.12) TEOREMA. Za 'Oolugrupu S s1edeci us10vi su ekviva

lentni: 

(а) S ~ regu1arna i subdirektni proizvod kошрlеtпо 

'Orostih po1ugruoa ~ eventua1no dodatom пulош; 

(Ь) S ~ погша1па traka grupa; 

Се) S је jaka 'Ooluтreza komp1etno prostih polugrupa. 

~~o ovu teoremu primenimo па trake dobicemo sledecu 

pos1edieu. 

(0.13) POSLEDICA. Za polugrupu S sledeci us10vi su ekvi

valentni: 

(а) S ~ погша1па traka; 

(Ь) Бје jaka po1umreza pravougaonih traka; 

(е) S ~ subdirektni proizvod pravougaonih traka sa 

eventualno dodatom nulom. 

Po1ugrupa је levo (desno) komutativna ako zadovo1java 
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jednakost xyz = yxz (xyz = xzy). Levo (desno) normalna tra

ka је traka koja је levo (desno) komutativna. Dokazuje se 

da је normalna traka subdirektni priozvod levo normalne i 

desno normalne trake. 

Naveli smo nekoli~o rezultata и kojima se pojavljuju 

јаке volumreze nekih polugru~a. Sada 6e~o ooisati oo~ti iz-- -

gled polumre~a polugrupa. Za to su пат orethodno pot~ebni 

~os neki pojillovi. 

S zove se leva (desna) translacija ako ~(xy) = (Лх)у 

«ху)р =х(ур))+, А..lcо је х(лу) = (хр)у, onda kazemo dB su л. 

i Р povezBni, а раг (Л,р) zovemo bitrgnslacija od Б. 

Skup s'lih Ьitгэ.пslасiјч. polugrupe S zove зе omotac tг?::,s-

lacija od S, и oznaci д(В) , i оп је pol1Jgrupa u odnos1J па 

koordinatno mnozenje: (л,р)(л.~р") = О·Л;рр'). Le'la (desna) 

translacija As (Ps) de.finisana sa лsх = sx (xPs = xs) је 

t 
v • 

ипи ГЗSПЈа, 

Potpolugrupa 

а р аг ( л s ' Р э) ::= 'Ј(э 

П(S) = {'ГCs : s ES} 
Proverava se da је ргеslikачапје rc: s 1-7 N

S 
hоmО:lОгfiZ,Эffi, 

а zove se kanoni?5.ki, iz polugrllpe S пз. П (S). Folugruoa 

је slabo reduktivna ako јој је kanonicki homomorfizam in-

jektivan. 

Sada mozemo da damo precizniji 00i8 polumreze slз.Ьо 

red1.1ktivnih polugrupa. 

+ Iz tehnickih razloga ooerator ~ эе pi§e sa leve, 

а operBtor р за desne strane arg~mentB. 
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(0.14) TEOREМA. Neka ~ У p01umreza; svakom <Х.Е: У 'Dri

druzimo jednu s1abo reduktivnu po1ugrupu Б~ i pretposta

vimo da ~ 80.(\ 8(3 = ~ ako ~ ~/~. Za 0:, (3 iz У i cx.~ ~ 

neka је X<X.,~: Sa ~J2(SI3) funkeija takva da su ispunjeni 

sledeci us1avi: 

(а) аХа,.,сх. =7(a~ (а Е: 80.); 

(о) . (Бсх.Хо.,~) (~Xa.,cx~~) ~ ПСSаr.»; 
Се) СХ\?»ь, а Е Scx.' Ь Е S~ onda 

[(aXa,Ci~) (oXr.>,ar)] Х~~,ct~Хсч~,t = ( аЛо.'6) (bx.~,д)· 
U skupu S = Ij {Sa.: а. Е. У} definisirno operaeiju ,. па s1edec i 

Шl~ in: 

ТеЛа Ш S 'Dolumreza У '001и~гиpa Ба.' а. Е: У. Obrnuto, svaka 

7)01 umr>eza slabo redukt i vnih p01ugrupa {SQ.: сх. Е У} moze ОУа-

ko da зе konstruise. 

Koris~eci оуај rezultat i opis omota~a tanslacija 

kompletno proste polugrupe, rnoze зе dati potpuno preeizan 

opis str~~ture komp1etno regu1arne polugrupe, preko tzv. 

standardne reprezentaeije, а kao pos1ediea dobija se opis 

strukture traka. Regularna po1ugrupa kod koje idempotenti 

~ine 90tpo1ugrupu zove зе ortodoksna~ Vazi s1edeca teorema. 

(0.15) TEOREJ'iIA. Za regu1arnu po1ugrupu S s1edeci uslovi 

su ekviva1entni: 

Са) S ~ ortodoksna; 

~b) ako ~ х' inverz od х i у' inverz od у, onda 
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~ у'х' inverz od ХУ; 

(е) inverz idempotenta ~ i sаш idempotent; 

(d) ako dv~ elementa iz S imaju zajednicki inverz, 

onda su im svi inverzi zajednicki. 

Ortodoksna kOffiPletno геgulзгпа polugrupa zove se ог-

togrupa. Za ortogrupe postoji vi~e teorema strukture. ~ayo-

dimo јејпи ој njih. 

(0.16) TEOREMA. Нека -ј е Е - (У ~ ) 
~ - '~a tгаkз. i G = (У, Ј ) 

О .. : 

polumreza grupa. Za svэ.kо g,h EG neka postoji funkcija 

~ ~eти зu iSOLшјепi uslovi: 

(а) C(g?, ~j(8(a- ~)(е1,е2),ез) =8(g g~)(el,S(a- gј(е2 ,ез )); '-'Р2.' .~ 01' '-2: ~1' Тј 02.' ~:/ 

lb) S(l~'V(e,f) = ef, е ЕЕа, f €E(:J; 

( с ) S (g , h) ( е , е) = е ) g ,h Е G CL' е € Е CL' 

U sku~ S = U tEa.)( Ga..: ~E У} defi_gisiill<2. oDer3.ci;il..l ~ пэ. sle-

deci пэсiп: 

Tada j.f S ortogruDa, ES ~ Е, G(e ,ЈЈ = Сь:, zэ. sve а:. iz У 

i е iz Ео.... Obrnuto, svэkа ortogru1..'3. ~ izоmоr:fпэ. пекој 

ovako konstruisano;i ortogrUDi. 

Kripti~na polugrupa је опа polu~rupa kod ko~e је ге-

laeija )€. kongrueneija. Кгiрtоgг1Ј.Р3. је kompletno regu1arna 

kript icna 901 ugrupa. АКо ј е uz to ј 08 i огtо<:1_0ksгз., опdэ. ве 

-1-' • t U zove or~oKrlp ogrupa. z iste oznake као u teo-

remi moze se dokazati sledeca teorema. 
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(0.17) ТЕОНЕМА. Za ortogrupu S sledeci uslovi su ekviva

lentni: 

Са) Jt је kongruencija ~ Б; 

(Ь) bCg,h)(e,f) =ef, za svako е, f Е: ЕБ ; 

(с) S ~ subdirektni proizvod Е i Г' '". 

Trake. koja zQdovoljave. jedne.kost xyxzx = xyzx zove 

se геgulагnэ. traka, i sve takve tra-1.ce ocig1ed·no formiraju 

varijetet traka (polugrupa). Na sledecem dijagramu de.ti su 

svi podvarijeteti yarijetete. regularnih trak.Q sa njihovim 

nazivima i јеdпе.kоstimэ. koje ih definisu unutar varijeteta 

svih traka. 

1еуо kV2.z.inОГ:lз.lш~ 
:-::у z = :СТХ. z 

levo normalne 
x:yz = xzy 

leve 

re.g'..llarr1e 
xyxzx :::: xyzx 

х=у 

trivijalne 

desll.o k-vazinor~alne 

normalne 

desne nule 
ух= х 
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Neka је Х proizvo1jan neprazan skup. SkH? F(X) 

svih konacnih nizova elenenata iz Х cini polugrupu u od-

nosu па operaciju dopisiv~~ja. То Је slobodг~a polugrupa nad 

Eleoente iz zo,reco re5i. 

~оlu~гu~з. Ve6i~a tih 

rezultata је sistеmаtiзоv~nа и ?etrich [5~ 

za оуај uvodni odeljak uzet је uglavnorn odatle. 



1. UNI,TE DIEDА..ЧSКIН GRUPA 

Grupe kije zе,dоvо1јаvз.ји јеdпз.kоst х3 = х zovu se Во-

oleove grupe i sve su kоmutгtivnе. Polugrupe kоје"zз.dоvо1ја-

узји istu јеdпз....%оst z 1fгсеmо Booleove polugruDe. LaL:o se vi-

di ца ви Booleove polugrupe unije Booleovih grupa, tacnije 

polumreze Reesovih тatricnih polugrupa nad Boo1eoviт grupama. 

Gгuрэ. gепегisэ.па ва dva generatora u i v 1 ., 
КОЈЈ.. za-

dovo1javaju jednakosti 

(1.1) 2 2 v = 1 = (иу) 

је beskonacna diedarska grupa, Doo • ~~o gornjim jednakostima 

dоdз.mо jednakost 

(1.2) 

dobicemo konacnu diedarsku grupu Dn ва 2п elemenata. Za 

sva.ki nenegativni се1! Ьгој п grupa Dn је hornomorfna 

slika grupe Doo koja пета drugih homomorfnih slika (Do 

oznacava jednoelementnu grupu). Primetimo da ви D2 (К1ајп

оуг cetvorne. grupa), D1 (grupa reda 2) i Do jedine komu

tativne diedarske grupe. 

Navedene cinjenice о diеdз.гskim grupama ви deo fo1klo-

га teorije grupa, а zainteresovani cita1ac moze da konsu1tu-

.ј е [34Ј . 
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Sledeca 1ета se moze dobiti kao pos1edica jednog ор

stijeg stava za a1gebre (Graetzer [32, ode1jak 45, pos1edi

са 2Ј), a1i zbog potpunosti iz1aganja аајето jednostavniji 

neoosredan dokaz. 

(1.3) LEi\1A. Klasa svih Do1ugruoa definisanih formulom 
----~ ---- -----"----- ~~~~-=~-

(1.4) 'Ii х 3 у (х = х:уу, у = хух) 

zqtvorena ~ za homomorfizme. 

Dokaz. Neka је r:.: s~-r hоrnоmогfizэ.m ;)ol:..tgruoe S 

koja zadovoljava formulu (1.4) па po1ugrupu l' i пеКа је 

х ЕТ. АКО је u Е ћ-1 (х) :;8, опја postoji v ES tг.kо аа је 

u =uvv i v =uvu. Stavimo у =h(v) ЕТ. 'rш:iа vэ.Zi 

х = hCu) ;;: ћ(иуу) = h(u)h(v)h(1f) ;;: хуу, 

у = h (у) = h (и \ТН) = h (ц) h (У) h (1Ј) ;;: хух , 

рг po1ugrupa Т zadovoljava formu1u (1.4), ~ime је lema do-

kazana .• 

Sada тo~eтo ја dоkз~еmо slede6u teoreou. 

(1.5) TEOREMA. Роlшzтноа S ~ unija diedarskihq:r~ ако 

i ~ ako zadovo1;iava forou1u (1.4). 

Dokaz. (=9) Nеkэ је роlugгира S unija diеdчгskih 

grupa i пека је х Е S. Таја х pripada пеК'.)ј Сiеdэ.гskој 

pOdgrllpi Dn (ukljuc1..ijuci mogucnost ја је п = ОЈ ). Dokazimo 

da svэ.kа diedarska gгuрэ zadovoljava formulu (1.4). Na osno-

У'Ј. prethodne 1еще, d01Joljr.o је to dokazati za grupu Dc;o' 

Koristeci pos1edicu 
_1 

иУ = уи ~ jednakosti (1.1) које ~efini-
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Би grupu D
CO 

generisanu e1ementima и i у, na1azimo da 

su svi njeni e1ementi oblika uш i1i m 
vи , gde је m сео 

broj. Лkо је XED
oo 

jednog od ovih oblika, onda и оЬа slu
. m 

саја mozemo uzeti у = уи i formu1a (1.4) bice zadovo1jena, 

јег 

m m m m -т m 2 m . m 
и уи vи = и u '['11.1 = '1 U = U 

m m m m -т m m 
уи Уи vu = 'lи и 'lVU = VU , 

m m m -т m m m u vu u = vи и u = vи . 

(Ф=) Neka po1ugrupa S zadovoljava formu1u (1.4) i 

nека Sl.l Х i У e1ementi iz S takvi da је Х = хуу 1 

у = хух. Tada је 

Ргеm':;>, tome, 

Sledi da је 

хЈ:у, а iz 

(1.6) 

Cdavde је 

Х = хуу = ху(хух) = х(уху)х, 

(уху)х(уху) = :](хухух)у = уху 

х(уху) = (хух)у = уу = у(хух) = (уху)х. 

уху је inverz e1ementa је i oni komutiraju. 

S unija grupa. Osim toga, .jasno је da је 

у = хух imamo 

х = хуу = ху(хух) = (хух)ух = уух. 

(f) d11' Хлу, ра a~~e, 1 хЈе. у. Zak1jucujemo da su Ж-k1а-

se grupe koje zadovoljavaju formu1u (1.4), а u k1asi svih 

grupa ta formu1a је ocig1edno ekvi~alentna sa sledecom: 

(1.7) 

Dakle, u grupi koja zadovo1java (1.7), za svaki х postoji 

neki у Спе neophodno raz1icit od х) koji zajedno за х 

generise grupu Doo Cre1acije u (1.7) su definisuce re1acije 

grupe Doo generisane e1ementima х i у) i1i neku od nје-
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nih homomorfnih slika, па озпоуи prethodne 1еше. Zak1jucu

јето da зи grupe koje zadovo1javaju (1.7), odnosno (1.4), 

unije diedarskih grupa .• 

Ako је х = хуу i у=хух, onda сета re6i da је у di-
" -

edarski parnjak za х. Primetimo d9. e1ement пе тога d~ bude 

diedarski рагпјак svog diedarskog рагпјakэ., tj. relacija 

"biti diedarski parnjak" ni~e simetricna. 

(1.8) Primedba. Posto sv~i element i n~esov diedarski 

рагпјак generisu jednu (diedarsku) podgrupu, zqklju~ujemo 

da e1ement х i svi пјеБОУ! diedarski parnjaci prip~da~u 

istoj Jt-k1asi, tj. istoj maksima1noj podgrupi. Оуа cinje-

nica omogucuje da зе пека гаzшэ.tгапја о uпiјзmа diedarskih 

grupa podignu па ni 110 teorij е g:,u~a. То zn?~ i da mozemo па 

koristimo izraze oblika -3. v 
Х 1 S l~ по. 

Jedna 1oka1na osobina Je-k1asa opisuje se s1edecom 

1етот. 

(1.9) LEMA. Ako ~ У died'3.rski оагпјак Zз. х, опdэ. lP 
:.Ј....::... 

to i п 
х у, za svako п. 

Dokaz. Na osnoV'u. primedbe (1.8), dovoljno је 

d 1 t' t л . 1 1 ~ . 1\Т К· . oKaza 1 vru.enJe ете za s исаЈ grupa. Ј.Ј8 ~a Ј 8 у died.ar-

ski рагпј а.1.с za х u пекој grupi, tj. neka х = ХУ? i У '" хух. 

Odavde sledi -1 
ух =х у i 2 

у = 1, ра imamo 

х (хПу) (хПу) = ххПхП-1уу = х, 
п п -1 п 

х (х у) х = хх х у = х У, 

~to zna~i da је хПу diedarski parnjak za х .• 
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Iz prethodne 1ете sledi da jedan e1ement moze da ima 

vise diedarskih parnjaka. Ko1iko? Dva ekstremna зlисаја 

opis&~a su sledecim ~vrdenjima. 

(1.10) TIJRI;ENJE. Po1LlgruТJa S ~ uпiјэ. diede.rskih Rrupa 

~ kojoj ~ svaki e1ement diedarski varnjsk svakog elementa 

ako i засlO s Воо1еоуа gru'Oa .. > ! .ь 

Dо':с.з.Z. (=9) Na о snovu prime1be (1.3) po1ugrupa S 

iIГ.З зе.1':О ј ednu Ji-k1asu, odnosno s . Р v t . 
Је grupa. os о Је Буа-

ki e1ement х sam se~i diedarski рагпјзk, оп zadovo1java 

ј edna..1(o '31:: Х3 = х, t l' u • s је Booleova gгuрз. 

(~) Neka зи х i у dvэ. proizvoljna e1ementa 

Еюо1еоvе grupe. Опз. је komutativna, ра ims.mo: 

2· 2 
х = х· 1 = ху, у = у • 1 = ух = хух , 

tj. У је diedarski parnjak za Х. • 

(1.11) TVRDENJE. Ро11.1бгира S је unija diedarskih gruDa и 

kojoj svaki element ima jea.instvenog diedarskog ТJarnjaka 

ako i samo ako ~ S traka. 

Doksz. ( =}) Dovoljno ј е dokazati da ako и grupi Н 

svaki element ima jedinstyenog diedarskog parnjaka) onda је 

н jednoelementna grupa. Neka је 1 jedinica grupe Н. Опа 

ima ј edinstvenog diedarskog рагпј aka, tj. 1 = 1уу i у = 1у1, 

za tacno jedan у iz Н. Drugim recima, postoji saтo jedan 

у iz Н kojizadovoljavajednakost у2=1.КаЈсоје 12=1, 

za.\c1jucuj ето da Н пета e1emenata reda 2. Jedina diedarska 

grupa bez e1emenata reda 2 је Do • Dakle н = D • 
о 
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(~) Лkо је S traka, onda је svaki element х 

sаш sebi diedarski parnjak. Drugih diedarskih parnjaka пета, 

јег је re1e.cija Је trivija1na. • 

U diedarskoj grupi Dn generisanoj e1ementima u i v 

koji zadovo1javaju jednakosti (1.1) i (1.2), element u ima 

ta'::no п diedarskih parnjaka. Бас1а ае 1ako vidi da postoJ е 

po1ugrupe u kojima za svako zad~to п (kona3no ili prebroji-

уо) postoji e1ement sa tal~no п diedarskih oarnjaka. Tak'la 

. • ., --1' ., v 

Је, паРГlшег, s~e~eca РОLumгеzэ grupa 

koja је ortogonalna suma gTl.1pa sa пи10т 

Diedarske gruoe nisu suvi~e slo~ene, naprotiv, ра ве 

Drirodno pojavljuje pitanje koliko sloiene mogu da budu 

Je-klase unija diedarskih grupa. Sledeca konstrukcija poka-

zuje da опе mogu da budu slozene Ьаг onoliko koliko su to 

komutatinve Егuре. 

(1.12) Konstrukcija. Neka је (А,+) prcizvoljna komutativ

па grupa. U sku-pu А u А, gde је А = {а: а Е А} definisimo 

proizvod * па sledeci na~in: 

'Э>.Ь = (а+6) ~ 

а.Ђ = Ь-а. 
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Nije te§ko Ciako nije ni kratko) proveriti da је _ asoci

jativna operacija. Neutra1ni e1ement је пи1а grupe СА,+), 

а inverzi za а i а su -а, odnosno а. Da.k1e, СА u А,ЈЈ) 

је grupa. U пјој vazi: 

a'.iEa = а-а = О, а.юtа = a~(a+a) = (а+а)-а = а, 

а to znaci da је -
а diedarski parnjak i za а i za а. 

Ргета tome, konstruisana grupa СА u 'А,,.о) је unija diеdз.г-

skih grupa, а пјепа podgrupa СА,.) је o~igledno izomorfna 

Fa§to se k1asa unija diedarskih grupa maze definisati 

univerzalno-egzistencija1nom formu1om prvog reda sa pozitiv-

nom hornovskom matricom, опа nije zatvorena аато za ћотоаlOГ-

fizme (lета 1.3), nego i za direktne proizvode i direktne 
.. 

unije (Graetzer [32, ode1jci 45,46Ј). Dak1e, i ove standard-

пе a1gebarske konstrukcije mogu da se koriste za dobijanje 

slozenijih unija diedarskih grupa, po1azeci od jednost;avnijih. 

Na оапочи (1.6) zak1jucujemo da u formu1i (1.4) па 

desnoj strani jednakosti mozemo izvr§iti тапји permutaciju 

slova, ра da dobijena formu1a i da1je definise k1asu unija 

diedarskih grupa. Ovu cinjenicu сето formu1isati u obliku 

tvrdenja. 

(1.13) TVRE>ENJE. Polugru-oa S ~ unija diedarskih gruDa 

ako i ~ ako zadovol~ava formulu 

(1.14) v х 3 у (х = уух, у = хух) . 
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Ako nastavimo da permutujemo promen1jive и formu1i 

(1.14), onda се se situacija promeniti, ра imamo 
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(1.15) TVRDENJE. U k1asi s~.rih poluf:ruDa ј ednakost х3 = х 

ekvivalentna ~ svakoj od sledecih formu1a: 

(1.16) 

(1.17) 

(1.18) 

(1.19) 

(1.20) 

(1.21) 

\}х Зу ех = уху, у = ухх), 

ух ЗУ (х = уху, у = хху) , 

V х З у (х = хуу, у = ухх) , 

'7' х 3 у (х = куу, у = хху) , 

Vx Зу (х = УУХ, у = ухх) , 

V х Э у (х = ТЈХ, У = хху) . 

Dokaz. Јз.sпо је da jednakost х3 = х pov1aci svз.ku od 

formu1a (1.16) - (1.21); dO'v'oljno је za у uzeti х. ОЬгn.l.1-

to, da formu1a (l.п) роУlя.Сi jednakost х3 = х, moze se vide-

ti iz гасипапја (l.п') u slede6em nizu (п E~16,17,18,19,20,21}): 

, (1.16') 

(1.17') 

(1.18') 

(1.19') 

(1.20') 

(1.21') 

х = уху = ух(ухх) = (уху )хх = х3 , 
~ 

х = уху = (хху)хх = хх(уху) = x~ , 

х = хуу = ху(ухх) = (хуу)хх = х3 , 
;>: 

х = Х7У = x(xxv)y = xX(XVY) = Х../, 
и (.: t.J IJ ~_. 

;>: 
х = уух = у(ухх)х = (уух)хх = х../ , 

Х = уух = (XXY)~TX = хх(уух) = х3 . • 

G1edajuci formu1e (1.4-),(1.14) i (1.16) - (1.21), moze 

se primetitida nedostaje formu1a Vx3-;,{ (х = уху, у = хух). 

Нјоте su definisane tzv. anti-inverzne po1ugrupe, а о njima 

се kasnije biti vise reCi. Sada dа,јеШQ ,jos ,јеdШl kагз..ktе2i-

zaciju unija diеdз.гskih grupa, a1i prethodno пат је potrebna 

sledeca 1ета, koju је dokaz'3.o 01ifford [l4-Ј za idea1e, a1i 
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опа se jednostavno prosiruje па (m,n)-idea1e, za svako ш,п. 

(1.22) LEMA. ~~o (m,n)-idea1 po1ugrupe sadrzi e1ement neke 

п.јепе Dodgrupe, onda sadrzi i се1и tu DodgruDu. 

Dokaz. Neka је S po1ugrupa, Н пјепа podgrupa, 1 

(m,n)-idea1, а Е Е{{\ 1 i ь f Н. А..1{о sa 

e1ementa а u podgrupi Н, onda 

-1 
а 

Ь - m -rnь -п п Е вШsвП с В -а а а а, _, 

odakle Н.;:З. • 

. Sada mo~eтo da dokazemo 

оzпзсiто in'lerz 

(1.23) TVRE1EN.JE. Za svako ш,п ~O vazi: роlugгuрэ. S ~ 

unija diedarskih ~гиoa ako i ~ ako su јој svi (m,n)-ide-

a1i uni~e diedarskih gruDa. 

Dokqz. (:::::::;.) Neka ј е S unija diedarskih grupa i 1 

пјеп (ш ,n)-idea1. Ргета prethodnoj 1emi, iz а Е 1 s1edi 

Ha~ 1, јег је Н 
. 

а gгuра, рв. Је 1 unija Jt-klasa. Kako su 

Е-х1азе unije diedarskih grupa, s1edi da је i 1 takod:e 

unija diedarskih grupa. 

(~) u оуош зтегu dokaz је trivija1an •• 

Ројат bazisne klase po1ugrupa иуео је Ljapin sledecom 

definicijom. 

(1.24-) Definicija. Neka зи С1 ,с2 ,Сз tri k1ase po1ugrupa 

1 С1 с; С2 ~ Сз ' Za k1asu po1ugrllpa С1 kazemo da ј е bazisna 

klasa klase С2 и odnosu па k1asu 

sledeci us1ovi: (а) svaka polugrupa 

grupa ii С1 ; (Ь) svaka po1ugrupa iz 

Сз , 

iz 

СЗ 

ako su 

С2 је 

koja 

ispunjeni 

unija ро1и-

" da moze зе 
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predstavi kao unija po1ugrupa iz С1 , pripada С2 ; Се) ako 

neka k1asa Ci po1ugrupa zadovo1java us10ve (а) i (Ь), 

onda ј е С1 = Ci • 

Na osnovu dosada~njih rezultata mo~eтo da nademo Ьа-

zisnu k1asu (и Ljapinovom srnis1u) unija diedarskih grupa u 

odnosu па klasu svih polugrupa. 

(1.25) TVRDENJE. Bazisna k1asa unija diedarskih бгира ~ od-

пози па klasu svih DolugrUD9. ~ { D ,D1 , D:<; , D4 ' D с:. ' ••• ,D ~ • 
о .-' ./ Х.Ј 

Dokaz. Uslov (а) definicije је o~ig1edno ispunjen. 

2 (Ь) Posto grupa D2 zadovoljava jednakost х = 1, опа 

је unija dvoe1ementnih grupa D1 , ра је i uslov (Ь) defini

eije ispunjen. 

Се) Diedarska grupa Dn sadrzi element reda п (Q~lju

сијис! mogucnost da је п = оо) i пе sadrzi e1ement reda уе-

ceg od п, izuzev za п = 1: grupa D1 ima eleтent reda 2. 

Z !- D V ". -1-' k " "',4' a~o se grupa п пе moze prlK9.Z9ul - ао UПl:а manJl~ ~le-

darskih grupa, izuzev za п = 2: gГЩ)а је unija grupa D1 • 

Sledi minimalnost. • 

Зvi rezu1tati iz ovog ode1jk~ su originalni. ~aterijal 

је 1.1g1avnom iz Bl agoje 1ric [08]. 
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Grup~ generise.ne. sa dva gепегаtога х 1 У koji za-

dovoljavaju jednakosti 

(2.0) 2 2 2 
х = (ху) == у 

је kvacernionska grupa Q i ima 8 eleтenata. Njene netri-

vijalne ргауе podgrupe su ciklicka бгира reda 4 i grupa 

reda 2, а пјепе netrivijalne homomorfne slike su grupa reda 

2 1 cetvorna grupa D2 • Grupa Q је пэ.јrnапја Haтilt.onova 

бгира, tj. пајrnапја nekomutativna бгира ~ije su sve podgru~ 

ре komutativne 

Za dva elementa х i у neke pclugrupe re6i бето da 

su jed.an drugom anti-in.verzi ako zadovcljavaju jednakosti 

( 2 . 1) х = уху, у = хух. 

Polugrupa је anti-inverzna ako zadovoljava formulu 

(2.2) Ух3у(х=уху, у=хух), 

tj. ako svaki пјеп element ima anti-inverz. 

Vazi slede6a lema. 

(2.3) LЕИА. Klasa svih polugrupa definisanih formulom (2.2) 

zatvorena ~ za homornorfizme. 

,. 
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Dokaz пе navodimo jer је skoro identican dokazu 1ете 

1.3. Stavise, s1icno kao i u ode1jku 1, osim zatvorenosti za 

homomorfizme, k1asa anti-inverznih po1ugrupa је zatvorena i 

za direktne proizvode i direktne sume. 

Sada mozemo da dokazemo s1edecu teoremu. 

(2.4) TEOREIvIA. Polugrupa S ~ unija homomorfnih s1ika 

kvaternionske gruC>e ako i samo :~.ko .i§. anti-in'lerzna. 

Dokaz. (==» :Neposrednom pr-O lrerom п:Йз.zimо с.а kv<э.tег-

nionska grupa zadovoljava formu1u (2.2), tj. da је anti-in

verzna. Ргеша prethodnoj 1emi, takve su i пјепе homomorfne 

s1ike. Anti-inverz nekog e1ementa и nekoj podgrupi polugrupe 

је takode anti-inverz u celoj podgrupi, ра је S anti-in

verzna. 

( ф:: ) Neka је S anti-inverzna polugrupa i neka su 

х i у e1ementi iz po1ugrupe S koji zadovolja'laju (2.1). 

Tada imamo 

х = уху = (хух) (уху) (хух) = х(уху )х(уху)х :: х5 , 

odak1e sledi da је S 

iz (2.5) sledi х:я. у 

unija grupa. Da1je, ocigledno је da 

i х;;(.у, ра хх.у, sto znaci da anti-

-inverzni elementi pripadaju istoj maksima1noj podgrupi. S 

druge strane, jedna.kosti (2.1) и k1asi svih grup-a ekvivalent

пе su jednakostima (2.0), koje definisu kvaternionsku grupu. 

Dakle, sva.ki par ant:L-iпvегzпih elemenata generise kvaterni

onsku grupu ili neku пјепи homomorfnu sliku. Sledi d8 је S 

unija homomorfnih slika kvaternionske grupe. • 



34 2. ANTI-INVERZNE POLUGRUPE 

Na osnovu ove teoreme lako se mogu dokazati sledece 

posledice. 

(2.6) POSLEDICA. Polugrupa ~ anti-inverzna ako i эато ako 

~ (disjunktna) unija anti-inverznih grupa. 

(2.7) POSLEDICA. Za SV9.ko ш,п> О vazi: polugrupa ~ anti

~inverzna ako i samo ako su ~ svi (m,n)-ideali ~~ti-inverzni. 

Dokazi ovih zvrdenja su slicni dokazima odgovarajucih 

tvrdenja za unije diedarskih grupa, ра ih пе navodimo. 

(2.8) POSLEDICA. Gru~e Do,D1 , Q cine bazisnu klasu anti

inverznih polugrupa ~ od.nosu па· klasu svih polugrupa. c • 

Dokaz sledi iz cinjenice da su D , 
о 

D1 , D2 , Q jedine 

homomorfne slike grupe Q i iz cinjenice da је D2 unija 

атиоа 
о . D1 • ( ТJporedi sa dоkз.zоm slicnog tvrd:enja 1.17 za uni-

је diedarskih grupa.) 

Kako је inverzna tшiја grupa polumreza grupa, lako se 

dobija i sledece tvrdenje. 

(2.9) ТVRћЕNЈЕ. Anti-inverzna polugrupa је inverzna ako. i 

~ мо ~ polumreza anti-inverzni..'rl Бгира. 

(2.10) Komentar. S obzirom па prethodno tvrdenje, izraz 

"anti-inverzna polugrupa" mozda nije najsrecnije. izabran, 

mada је svakako Ьо1ј i od izraza 11 anti-regularna polugrupall
, 

koji јеЫо prvi naziv za оуе polugrupe. Imajuci uvidute

огети 2~4, najtacnije bi bi10 govoriti о lI unij.ama homomorf

nih slika'k;vaternionske grupe", sto је, ia!co precizno,ipak 
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suvise dugacko i glomazno. Tako se opet vracaтo izrazu 

"anti-inverzne polugrupe H kao najprihvatljivijem. Pri tome 

treba imati u vidu i slicnu situaciju sa binarnim relacijama: 

naime, postoje relacije koje su i simetricne i апti-siтеtгiСпе. 

1 1 ј ' d t d· 1·" d . ,. + s_ereca уа vr еПЈа su s lcna о govaraJuclm ~vrde-

njima za unije diedarskih grupa i sli~no se dokazuju, ра ih 

navodimo bez dokaza. 

(2.11) Т'ГRБЕNЈЕ. S svaki elemant l~~ ~edins----- ----- ""'-----

(2.12) TVRDENJE. U polugrupi S svi ele~enti su jedan dru-

gom ~~ti-inverzi ако i saтo ako ~ S 3001eova gruoa. 
'"'" ':. 

Anti-inverzne po1ugrupe definisao је Sharp [58] pod 

imenom anti-regularne polugrupe. Njihovu strukturu su ispi

tiva1i Bogdanovic, ?iIilic, Pav10vic [12] i Bogdanovi6 [10Ј. 

U·ovim radovima se mogu naci razne karc,~cterizacije anti-in-

verznih po1ugrupa. Karakterizacija data teoremom 2.4 је 

najpre6iznija i osta1e se mogu izvesti iz пје. Posledice 

2.6 i 2.8 su iz Bogdanovic [10, teoreme 4.3 i з.зЈ. Tvrdenja 

2.11! 2.12 su iz ьћагр [58, teoreme 2 i 3Ј. Vidi takocte 

Blagojevic [071. Lema 2.3 i posledica 2.7 su noyi. 

U ovom kI'atko!!! ode1jku sаdг~ап је uvod!li materijal za 

sledeci odeljak, а posebno је izdvojen da Ь1 Б,е istakao ра-

ralelizam unija diedarskih grU9a i anti,...inverznih polLlgrLlpa. 
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Teore:na kojoiJ. zapocinje:no ove.j .oc.eljp',k ааје jos neke 

kа,:-?,Кtе!'izг.сiје anti-inyerznih pol ugru:;;> а . .. 

(.., 1) T7'OO~M" \. ? • __ ..rJ 1.~1~.L.."1. ~ 

ekvivaler~tne : 

(а) 

(Ь) 

( с) 

U klasi svih polugrupa sledece formule su 

Vx3y (х == уху., у = хух) 

Vx Зу (х2 == (ху)2 == у2, х5 == х) 

'r/хЗу (х2 == у2, ух = х3у, х5 = х) 

Drugiт recima, polugrupa је anti-inverzna ako zadovo-

ljava Ьаг јеdnи оа formula (Ь) ili (с). 

Kar3.kterizacija anti-iп~тегzпih pol1J.grHpa data formulom 

(Ь) uopstava se и radu r:lilic, Bogclanovic [4-4Ј i posmatraju 

se polugrupe definisane formulom 

(3.2) 

Obelezimo sa S m,h klasLl polugrupa de:finisanih :formulom 

(3.2). U pomenutom radu se resava sledeci probleql: koje od 

klasa Sni п sэ..d.rZе jedino a..TJ.ti-iпvегzш.~·' polugrupe 1 i ааје , 
se algoritam koji daje odgovor па postavljeno pitanje. U 

ovom bdeljku dacemodrugo resenje tog ргоЫета koje се biti 

jednostavnije i potpunije, и smislu da сет о tacno odrediti 

sadrz,aj klase Sm п ako је опа anti..,..inverzna. 
~ 
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Da bismo pojednost~vili izrazavanje, uvedimo oznake: 

А za klasu svih anti-inverznih polugrupa, G za klasu grupa 

i В za klasu traka. 

(3.3) LENA. Ze. svэ.kо Ш,n ~ В ~ ~r1 П 
--- , --

Dokaz. Lako se vidi de. је i tvгctепје 

leme odmah sledi. • 

(.3.4) ТЕОREИА. Polu~rH':)a s i:lasi s 
:.Ј.,п 

ахо i s1:3.-

~ ako ~ S 22.l.umre?;8;. 1eesovih шаtгiспi~ -oolugrt1.:\a nad 

grUD:J.ma iz 
w' ь 

s . m,n 

Doke.Z. (~) Jecln.oste.vno se ргоvе-с'Ј.vа dэ. је S,.., 1 со Е. _., ,--
r·iedutim, svaka traka је роl1.lшгеZэ.. Reesovih mз.tгiСпihроlu-

gr\lpa паа. trivijalIlim gгu;>3..ша - ,jedinim ;:'~ГHp9г:a 11 s 1 =!В. 
т,_ 

Neka је sada п=2, SE;:D п' ХЕВ. Iz 
т, _ ХП+ 1 == Х irnamo 

n-l n-l n+l п-2 п-2 n-l 
х ХХ =Х х =ХХ =Х , 

п-l n-l П-l 
х = хх х , хх = х -х 

Da је S kompletno reg1.l1arna, tj. polumre~a Reesovih mat-

ricnih роlllgгuт:а . Za dato х Е S, па ОВПОУ'.l (.3.~) postoj i У 

m ( ) т Il1 d 1 1 d Ь' . х1:1+ k m k takvo da је Х = ху' =У, о з..;.{ е О.Ј.Ј:Ј.ШО ~ =У Х. Za 

pogodпo iza Ьгапо k (recimo k == п - rest (и, п), gde ј е . rest( ш, п) 

ostatak pri deljenju m sa п) dobijaco i 

i slicno [J+k m k 
У==У =ху. Prer:l3. tome, }:: R., у i dHalno xfLy, 

а odavde '" .::з • 
IJ,П 

(~) Cbrnuto, neka је S = 8(1 ,G o) pol'J.mre~a У 

Reesovih matricnih polu;;r1.lp3. nad gгuре.mэ, Ga..' СХЕ У iz klase 
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s 
т,п 

i neka је х Е S. Kako је klasa Нх izomorfna nekoj 

grupi Go ' опа је iz Sm,n· Zato u Нх ' ра dakle i u S, ро-

stoji neki у kojim је zadovoljena formu1a (3.2) . Ргета to-

те, i S -;.::> 
:.;~ iz S • 

т,П • 
Na OSnOiTU "Orethoclne teoreme bice dovo1jno da da-

1< t' .У. '1 ,f" ""'n4' -Ја razma ~?nJa оgгаПlСlШО па к ази ~ =u ~ 
·т ~ п т,П 

пагаупо, pri tome шо~е~о da koristimo i jezik teorije ~~иpa, 

-5 tj. izraze oblika 1, х i sli~no. 

( 3.5) LEtv1A • d=nzc1(m,n) najveci 

. 'd.n. V
, • d 1" zaJe ~lCKl е l_ac za m i п. 

Dol-:az. Posto d d d 
х = (Х'Ј) = у р ov 1 ас i mm m 

Х - (~(",r\ - у - .. "у) _ , 

Ak.o је d == nzd(m,n) , onda postoje celi broje'li k 1 1 tak-

vi (1э. је d = km - ln (do~ro poznat:J.. cinjenica iz elementarne 

. ') т ( )т m teoriJe ЬГОЈеуа • 1z х = ху = у . km ( )k:m km 
lшаmо х = ху = у , 

d d+ln ( )d+ln . d.+ln .- 1 • П ( ,П П 1 
О ::~ о s :1 О Х = ,ху = у • 1'<1"< ~ Ј е х = ху I = У = _ , 

"Оггthоdле ј ednS.t:ost i postaju хс.. = (:'СЈ) d = yd. l)akle, formu1a 

pov1aci formu1u 

odak1e sledi da је Gm п ~ Gd п. • , , 

Prethodna 1ета пат omogucuje da ucinimo da1ja ogranice-

пја i posmatramo S&ЋО k1ase G p,pq. 

( 3 • б) . LENA • Cik1icka grupa reda r 

ako isamo ako r deli р. 

pripada klas i 
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Dokaz. ( :::::;.) Neka је СГ = {z, z2 , •.. ,zr = l} ciklicka 

бгира reda г. Posto Cr pripada klasi 

ljava formulu 

(3.7) \}х 37 (~гp - (X,,-Т)Р - vP) 
оо. ~ \ _...... - ~. - tJ • 

опа zadovo-

Svaki Х Ј.:: С Г је оЫikэ. za, Sde је 1 f а f :', Т)'Э. 11s1ov 

(3.7) primenjen па С Г daje 

(....Ја L г)(3"" L. .... \ (..,.ар _ ,..,(а+'о)'9 _ ..,.Ьр) 
,V - }.J-.L/\.u -~ -.О..,Ј ~ 

odakle imamo 

а to im]licira 

()dачdе sledi 

('\1 а ~ !') (а de 1 i Р), 

ра zakljucujemo da r deli '9. 

( Ф=-) Ako r deli р, onda ocigledno vazi 

'V'P == (Х"Ј") р - 'I"P - ...,.pq - 1 .с... .. - r,.. - 4\. - ..... , 

iz с 'Оа С Е& • 
г'- r P,9~ • 

Pret~ocL"'le d'le le::J.e dг.ju sledecll posledicu. 

(3.8) POSLEDICA. G с ЈА ako i sапlО ako 'о f 2. S+::'3.viSe: 
Р,РЧ-- - - ---

( ;) tf'l, q c:~d,rz; s'1~O ""г;v; ial П1 1 .,..,...,unp· ..,1.. u ...... -.-" - -L. ~ V .... ~ ...L. 5с" ..... - "-- ;;..... t:. ~ ., 

(ii) G2 ,2q' za. q .:::е;::;агпо ~ kl.з.s~ siTil.1 

gru'Oa; 

~ }:lasa svih 

Dokaz. (::::}» Ргета lemi 3.6, klasa sadrzi 

grupu C't) koja nije anti-inverzna za р > 2. ?гета tome р ~ 2 • 
... 
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(Ф=) Neka је р = 2. Sve grupe iz G? su anti-
2,_ч 

-inverzne јег х2 = (ху)2 == у2 pov1aci х = уху, у = хух. Za 

р=l је &1· ~ G2 2 ' ра su i grupe iz , q ,q G takode anti-
1,ч 

inverzne. 

(i) Gr1.1pe iz G1 , q zadovo1ja~laju fОГШ111u 

Vx Зу ех :;: ху :;: у). . 

Oda1Tde sledi 'rfx (х2 = х), oclnosno \fx(x=l), tj. 

sadr~i samo trivijalnu gru)u. 

G l,q 

(ii) Ccigledno је da svaka gru9a koja zadovoljava jed-

nakost pri"9ada k~asi 

G Е G? ') • Yideli зто da је ona tada anti-i:c.verzna, ра, ргета 
,-,~q 

tеогеЕпi ").1. Ь, pri;neHjenoj па бгире, zadovolja113. jed..1J.akost 

4- 1 ~ 
х = • .LZ 

4-
х :;: 1 d ' . . nzd(4-,2q) 1 -"" oDlJamo х = ; meu1.1-

tirr:, пzd(LJ-,?q) =2, jer је q пе-рагз.й. Dakle, svaka grupa 

iz zadovo1java jedг.akost 
? 

х- = 1, tj. Boo1eova је. G2 ,2q 

(iii) Na oSHOvu teoreme 3.1 јаБПО је da је G? 4--, 
svih a~ti-inverzni~ sr~9a i 1Ј:2 4-' ,јЈ2 iJ.. • О-Ьгrшt о, - , , . q 

ako је gr1..lpa G G? iJ.. , onda ona zadovo1java -, ·ч J..Z 

222 rJx Зу (х :;: (ху) :;: у ), 

i3to је u k1asi grupa ekviva1eHtno Ба (2.2), tj. G је anti-in-

verzna grHpa, ра i:o.afJO • 
Sada зе vratioo klasama s ро11.lgгп?а. КотЫПllјис! 

т,П 

prethodne rezultate mozemo da dokazemo slede6u teoremu. 

(З·9) 'rEOilliМA • (1) IID ~ 5ш п' za svako ш,п. , 
_(2) Neka ~ п = 1. Tada Sm n~A ako i samo ako 

" , - ---
nzd(m, п) = 2. Stэ.viЗе: 
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(2i) S = !в 
т,П 

ako i saтo ako nzd(m,n) = 1; 

(2ii) Sm п ~ k1asa svih Boo1eovih po1ugrupa ako i , 
samo ako nZd(m,n) = 2 i п ~4N - 2; 

( ?' . ') ~ ~l.l.l. >.Ј) 
m,П 

~ klasг. svih a!lti-inverznih polt.:gruoa 

ako i S9.!:i.O ako nzd(m,n) = 2 i :: Е 4N. 

(3) .'.;! 
""1,0 ~ klз.sа svih traka; ахо т:> О, or:,da 

Dok~z . (1) L~::1a 3.:;. 

(?) 
\.- iz s 

i1 :-) ... , --

s ., 
т, l. 

.\" +-.V., 1 d . ([' 
У::!..Il mэ, Ј rl.Cnl.rl ~o ugrup8. П9. ~Гllрэ.m:1 1.Z >.Ј) ,па osr:.:)VU te-

m,П 

огете 3.4, а ро 1emi 3.5 sve оуе бги?е эи u G ( 
ГCZd. l:l,n) ,п' 

Sada uos1edica 3.8 тo~e da зе primeni, ~a tv~denje зlеdi. 

С
7 \ 
)) ~Гec ЗШО '.J"ideli da је :5)1,0 =:13. Za :'1 = '2 ':<:1 '3.з 9, 

Вт,о sadr~i cik1i~ku ~ги~и reda т, а t~kode i sve kоп

stantne po1ugrupe (to зи po1ugrupe definisane jed!l9.koscu 

ху = иу), i zato to nije klasa anti-inverznih pollJ_grupa. • 

Sli~no uop~t~vanj~ fo~mule C3.1.c) је izvr~eno u redo-

vim?_ Bogdanovic, C.:-vепkЈviс [11Ј . ., Г--''-'Ј 
' 1--' "УОп""" оу ,.~ l' o',~ _ V-'-" ........ 1t. __ '-' __ i РСБт9,-

trane su k1as~ polugru;a definisane formu1om 

(3.10) 1,../ ::Ј (Пl m пн1 n+1 "\ v Х:.ЈУ Х = У , ух = х у, х = ]С;' 

т~l, n~O 
, k-f-' . . i posm~trane su razne кага verlZ?Cl.Je 

iz tih klasa. Koriste6i rnetode sli~ne oni~a ~oje з~а ucotreb-

ljavali Lt iS9itivэдјu klasa s п' daceтo i za k1~se m ,1. 

odgovor па pitanje koje :)(}. Г~ ј ih Би ..1-" .. • ..L. .... an v l-lr:'..чг rzne 1 l t..c_cno 

su sli~ni опста za klase 
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Takve dokaze песето navoditi, nego сето samo formu1isati 

odgovarajuca tvrdenja, а dokazivacemo ug1avnom, saтo опа kod 

kojih se dоkэ.zi пе mogu dobiti jedIJ.Ostavnim preforffiu1acijama 

dokaza odgovarajucih tvrdenja za k1ase S • Zapocinjemo 
т,п 

:::;ledecom tеогеmоm koja је ana10gna teoremi 3.4-. 

(3.11) TSORl::i"1A. Ро111~ПlЈа S 'Jri-oada klasi 5)~ ako i ... ' . -- m,п ---
1 • 1 ...". "Q -, .1.... v -, 1 d SE'.::nO З.КО ~ РО 1..lInreZa ~_eeSOVln ma .... rJ.cnl:1 :)0 'J.§';rllpa 2.. gru-

Ј9.Пl3. iz -- 5)* 
Пl,п 

opet је zgodno umesto klasa 

G*' = Slf Г\ G grllpa. 
о,п т,п 

5* uosmatrati klase 
т,П 

Leoa :3.5 se пе Qoze dokazati 9.ko se umesto klasa G 
т,п 

90scatraju k1ase ': п. Medutim, vazi tvrde~je slicno lemi , 
3.6, koje dokazujemo. 

(3.12) LENA. Cik1icka бгира С 
r 

1"* U 
т,П 

ako i saтo ako r deli m 

reda 

i П. 

Dokaz. (~) bleka је CI'_ = (z, z2 , ••• ,zr = i L Е G~ 
Ј т,п 

Posto Сг zado1To1.ja~la jecL'1.akost хП = 1, sledi da r deli п. 

Dalje, Cr mora da zadovoljava formulu 

sto, primenjeno па С г , daje 

odakle dobijamo 

(Vp!f r)(3q!f г)(zшр = 1), 

od...'1.0sno 

('Vp ~ r) (zшр = 1) 
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а odat1e sledi zШ = 1. Zak1jucujemo da rde1i т. 

( ~) Obrnuto, neka r de1i ш i n. Tada m = ra, 

п = rb, za neke а i Ь. Grupa СГ zadovo1java formu11J. (3.10) 

ako zadovo1java 

= 1, а'.)г 1 Ьог 1) Z - - ,.. - -
- , i.J - ., 

а to се sigurno biti is)unjeno јег је г z = 1. • 
Tvrdenje koje s1edi је ana1ogno posledici 3.8 le~e 3.6 

za k1ase G ,a1i пе vise kao jedIlostavna '.)osleciic:;. '.)ге::-
Ill,Il. 

hodne leme. Zato dokaz аајеоо u potpиnosti. 

(3.13) TiТR:9ENJE. G'* сЈА ffi,n - ako i sa!!lO ako nzc1(:J,n) f 2. sta-

vise: (i) G'" 
т,П 

је k1э.sа trivijalnih €Гllpa а1:·') .3: ~ e.~-:o 

sи m i п uzajamno prosti; 

(ii) tG J!If је klэ..sа svih Воо1е ovih :Z;!'~l:::·a ако i Gamo 
т,n' 

ako ~ nzd(m, п) = 2 i п Е 4N - 2; 

( iii) f'_* 
'<Jrm п , ~ klasa svih anti-inverz~ih 

samo ako ~ nzd( iГ:., п) = 2 1 П Е !~N • 

:Ookaz. 

ьгира ako i 

,,~ с 'Ј\ 
\Ј _ . ...l-"'_. 

:n. ,п. 

Kako, па osnovu 1еше 3.12, k1asa с <.:1U'Т';'-;l' cik1i\1~'1 '::-Т"'_ ;;:}'-' _ k.l ____ -"!'\.\". :..:.; __ ц 

:ри reda d, koja nije anti-iпvегzпэ. za d ~ 2, sledi da је 

d ~ 2. 1z istih raz10ga 1 ako је 

ра, on.da jQ d = 1. 

Pretpostavimo sada da је 

da vazi 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 

:п. т 
х = у 

т+1 
y~c ::: Х :" 

k1asa trivijalnih 
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1z (3.14) i (3.15), sa sli6nim obra~lo~enjem kao i u 

dokazu teoreme 3.4, sledi 

(3.17) 
d d 

х = у • 

Racunajuci аоЬ i,j .ат о : 

(3.18) 

а drugi put ?rimenom (3.15), imamo: 

d d d d d d 
(х у) = х ух ух. у ..• х у = 

d а(т+1) d d = х х"' уух у ••• х у = 

(3.19) = xdxdC I!l+ 1) xd( т+ 1) 2 Y:iY ••. хау = 

:: хdхd(Ш+1)хd(Ш+1)2 ••. xd(r:Hl)d-l y d = 

_ x d+ d( rr.+1) +d(ш+1) 2 + ••. +d( il1+1) d-1 d 
- у • 

1z (3".15) i (5.19) dоЬiјашо: 

оdПОS!10 

(3.20) 

gde sшо, zbog jednostavnijeg pisanja, sa eX-:Ј А 
~X 

1z (3.20) sredivanjem i skгаСivг.пјеm dobijarno: 

ozna6i1i 

(3.21) 
d d 

1 = еХ1Јх [d 1-f[!l+1) - d2J = .eX"D d[(n1+1) -11l dJ. - 1- т+1) ~X т. 

Ako је d = 2, опdг. (3.21) poste,je 

2ш 
l=х , 

"t . dn (3 16) d' x nzd(2m,n) -- 1. s о, zaJ е о за • _ 8.. Ј е 

Ako је п Е 4N - 2, onda је nzd(2m ,п) = 2, ра sye grupe 

~. 
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iz G:,n zadovo1javaju jednakost х2 = 1, sto znaci da su 

Boo1eove. Dokazimo da svaka Booleova grupa pripada k1asi 

G* za d = 2. То sledi iz cinjenice da jednakost 
ш,п 

trivija1no pov1aci 

т_~т (-1) rт1.J.. 1 ( ) т1 Х - Ј ,,- _, у:с = х' .. , -у -=ху, х - = 1, 

Ako ј,,:; п Е /'-~';, oEda је п '7d(::>17' п ~ = 4-.. .!..~ ,_~J., ....... 

пеkо k iz. ~T,?"a јеd.:1э.kоst ::3.15) "9оstэ.је 

јег . 4k 4- 1 81 d' d ' Је х = х =. е l э. Је druse 

iz 
2 2 _ 3 4 

х = у , ух = х У, х = 1 sledi 

~_2 (2k:.1) __ ,.т2 (21c- 1 ) 
л 

4-1 
х = 1, 

( ..... 
\ll.) • 

za svг.kо k, 1 iz П, Ј? А ~~: п 1 зtо dоkэ.zuје (iii), а 
.. -... , ~ .. 

time је kompletiran do~az ce10S tvгdепјэ.. • 

Sada se mozemo vratiti П~ klase 

deta teorema se 1ako d~bija ~э. OS~OV~ ?ret~o~~i~ ~e=ult~ta, 

to bio sl~~aj аа teoreDa~ 3.g, 

dimo bez dokaza. 

( 3 .22) TEO~l'IA. (1) з с S;!f ::а svako m ~ 1 i ~ ~ О. 
!Ј1,!1' 

( '"') "Т ,_ ' 
\:::: ~~ з.l(('· l 3з'~~r) 3.:-:>Ј --

~o n~d(~ п' 2 ,~~.'.~.'#T_i~e.· .;.L:;: -.. \ ['", -) = , - v ~ 

(2i) 8.ko i s3.ш.О :'.l:o п '7 d( "", п ~ - l' __ "-А ,~ ..... , ... ~~ - , 

(2ii) s~ i a klasa svi~ Booleovih ~ol~~ги~a ako i 
т,п .:....::::. ' .... 

sэ.mо ako ~ nZd(c,n) = 2 l П Е 4-)1 - 2; 

(2iii) k1~за svih 9пti-inV9гznih ~cl~~ru~~ 
--- ., .> 



46 3. NEЏ UOPSTENJA A..NTI-INVERZNIH POLUGRUPA 

(3) * 81,0 ~ k1asa svih uo1ugrupa koje zadovoljavaju 

jed.nakost s* . т,О 

k1asa anti-inverznih polugrul:la • 

?ri~etimo da se оуа teorema razlikuje od odsova~aju6e 

teo~eme 3.9 za klase S u delu (3); nai~e 
:rl,n' 

i to 

је ~r~va ~otkl~sa 
, ~ .. (1.8.se 

:п '1 . . В' . , -.' '1' , ":) 1 ., [12 'leore::l8. ). __ Је 1.Z о,;а.:э..nОV1.С, п1. lC, _aV_OVlC _, te-

o=~~e 2.1 i 2.2Ј. Izlo~eni ~ezultati su, uglavnoo, iz Blago-

.j-?vi6 [о?]. Problematiku ovog odeljka zг;юсеli su Иi1iс, :306-

dа:lOчi6 [44Ј. 3truktu:cu polugru?a iz '* 5 ispitiva1i Sti 
ш,п 

i Crvenkovic [22]. 
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11!1. i ,ј !3. diedarski!.'. ~r11_Da за ant i- inver-:nim 

~оl'.lgГU"9аmа, -;>rime6ilje se da Boo1eove Dо1нgг~ше n·riDadaj'.l i 

.i е d;:>.o ј i drugoj k1as i. Pri rodn.o se na:nece sledef- е ~i tar:..~ е: 

da 1i зе presek роmепutih dveju k1asa роlЩ;5Г1хра sas+;oji sar.lO 

od Booleovih polllgru.pa, il i З11 опе prava potklasa tog "9гезе-

ka. Neka је polugrupa anti-inverzna llпiја died",-rskih 

grllpa. Tada је svaka пјепа ~-klasa takod:e anti-ir1verzna 

unija diedarskih grupa. Kako зи J{-kl?,se gru?e, јазпо ,је da 

anti-inverznu uniju diedarskih grupa koja nije Booleova tre-

Ьа prvo traziti med:u gr1J.pama. Takva grupa bi zadovoljava1a 

јеd.llэkоst х4 == 1, ра bi опа !!lorala biti 2-gгнра за elemen

tima reda 2 i1i 4, а геЈ зате ьгнре bi bio 2П , zэ. neko 

п. Zato poku.~ajmo da tе,kчu grHpU пн,:'!:еmо 1..1 postojecim tab1i-

сата [35] grllpa reda 2П , n f 6, koji ima 34-0. Сsпоvпi 

problem sa tako obimnim tаЬ1iСГ:tша grllpa ја kako prepoznati 

опо sto traz imo. Za svaku grupll u tablicarr.a Sll, med:ll os.talim 

informacijama, date пјепе maksimalne prave homomorfne slike 

i Ьгој e1emenata reda 2,4,8,16,32,64. Trazena ьгира пе зте 

imati e1emente reda veceg od 4- (da bi bila anti-inver~na) 

i тога imati eleoente red~ 4 (da ne bi bi1a ?ooleova~. ~a-

kOde, па osnovu lema 1.3 i 2.3, sve n;iene !.'.omO:;Jorfr'Le з1ikе 
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i same тогаји biti anti-inverzne unije diedarskih grupa, 

(a1i mogu biti Во01еоуе) i to се пат biti g1avni kriterijum 

e1iminacije. Pretrazujuci tablice па osnovu ovih kriterijima, 

p01aze6i od manjih grupa ka ve6ima, па1аziшо da је prvi kan

didat koji do1azi u obzir, grupa ozna~ena за 32Г5з'2 па 

stra~i 55. On~ ima 32 elernenta i zadata је generatorima 

(4- .1) 

Сча grU9Q ima 20 ele~enata reda 4, osta1i Бu reda 2. Ele-

rпепti reda ? su sami sebi anti-inverzi i diedarski рагпја-

ci, ра је potrebno i za elemente reda 4- proveriti da 1i 

isaj'cl anti- inv:;rze i dieclarslce ?arnja~.(e. То se, пагаУ:10, то-

v __ ...!- •• l' v • d "1' 1..' ze U~lQl~l, 1 pos_e ~опаспо mnogo ргочегауаПЈа OS_l ulS~O 

do odgO'llora. l'led:ut ,iш 1 T-ЈОstU9аlс ргоvегаvэ.пја r.-~nogo Ь i зе -00-

jednoste.vio a~o, bisI1lo za tu grupa iш?.1i пе;.си reprezent;aciju 

koja bi bila simetricna u od.nosu па generatore. Ра, роkuSајшо. 

Posmat~ajmo grupu G 

аз ,9..4 lијi zad;:,voljQ11e.jLl je<L.'1akosti: 

(4.2) ? 2 t Ј а-=-=с, с =1, а.а.=С9...а., i,jE 1,2,3,4, i~j. 
1 1 Ј Ј 1 

1z (4.2) sledi 

(4.3) -1 :.s 
8· = а'· • 

1 1 

Nekг.je '.'JEG. ::oristeci jednakosti (4.2) i (4-.3), u 

reci w је moguce: 

(i) sve negativne eks~onente genecatora zameniti pozi-

tivnima - па osnovu -1 3 
а· = а ; 

1 

(ii) germutov~ti generatore а. tako da odgovarajuci 
1 
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niz njihovih indeksa bude neopadajuci - па osnovu а.а. = са .а. 
1 Ј Ј 1 

(pri tome се зе eventualno pojaviti nekoliko novih slova с' , 
(iii) sva pojavljivanja slova с 6re~estiti па po~e-

tak reci - п=.. OSnCN'J. а.с=са.; 
1 1 

(iv) sve eksponente generatora smanjiti па 1 о 

(pri tome је 
о о 2 

а. = с = 1 ') - па ОSПОV'-l а. = с, 
l' 1 

~a оз~оуи iz1o~enog, svaka гес se тo~e na9isati u оЬ-

Ргеmа tome, gruua G io9. 32 e1e=enta: 

1, a i , a i 3. j , а "" а аl 3.2 9. з 9.4 , i ~'; '""k' U • 

с, са. , са·а. , са·3. .а, , СЭ'l a?a..,.al!.' 
1~ i< j<k~4-

1 1 Ј 1 Ј lС ~ , . 

E1ementi зи гес!.а ц... оstэ.1 i Sll 

reda 2. Elementi а;, а·, а· . 
~ Ј 1Ј 

su jedan druzom a~ti-inver-

zi. Za elemente а·а., са·а. 
1 Ј 1 Ј 

diedarski ~arnjak је с, а za 

elemente а., са. 
1 1 

diedarski parnjaci su od-

nosno са· 1а. ~a. -; pri tome se indeksi sabiraju ро modu-1+ 1+,;... 1-~) 

lu 4 i ureduju зе u rastu6i niz, kao ~to је to уе6 opisano. 

Za i1ustraciju proverimo, naprimer, da је 

diedHrski parnjakza са· . 
1 

са· са. 1а. ?Н. 3-са· =: сса· 3.. 1з'·· ~.a, ..., а. с = 1 1+ l~_ 1+ 1. 1 1+ lL~ l~' 1 

ca l, 1а . а , ?а.а. :z: =: са. 1са. ')3..а.а. - = 
~ 1 1+_ 1. 1.+~ l+ l+_ 1 1 lL~ 

ca;+lc 9. l·+.?ca; 3::: ссса; . la l· ?а. ~ = са· 1 а· ? а, 3 
~ - ~+ ~~ +- 1+) 1+_ 1+_ 1+ ' 
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са.са. la. ~a. зса . 1а . ?а. 3· = 
~ ~+ ~+~ ~+ ~+ ~+~ ~+ 

са. са. 1а . ?а. за . 2а . la. 3 = 
~ ~+ ~+- ~+ ~+ ~+ ~+ 

са.са. la. 2а . 2а . з са . 1а . 3 = 1 1+ 1+ 1+ 1+ 1+ 1.+ 

са· са. 1са . з а . за . 1 = 1. 1+ 1+ 1+ ~+ 

са. са· 1сса. 1::: са. са· 1а . 1 = са. сс = са· . 
1 1+ 1.+ 1 1.+ 1~ l ~ 

Jakle, svi eleQe~ti reda 4 irnaj~ inti-inverz i die-

. darskog pa~njaka. Za elemente reda 2 to је trivijalno is-

~иnjeno, ра је grupa anti-i~verzna unija died~rskih gru-

а izomor~izqx је generisan sledecim ргез1ikаvапјеm: 

Б"СО 

а1 
Ь 1Ь2О ЗЬ5 

аз 
Ь 1'о ЗЬ4О5 

РГО731.'аУа se da је 'f иzајэ.r:шо jed.rloznacno pres1ika-

. , . 
2.. с.3. Је inverz zаdЭ.t S "'" ,-, . 

(:1 Ь2 Ь з Ь4- Ь- ) ср-l= а1 "-~аз сг.з г.4 С8.2 г.4 а1а4 

т' - vз.Zi CP(a~) =Cf(c) , <Т(с2 ) = 1, f(a i 8. j ) ='f(caja i ), а:сос:.е 
~ 

znaci d:>, је 0/ zaista homomorfizam. 

Оуэ..ј :}rimer pokazl.tje da su 3001еоуе p..::>ll_~grupe ргауа 

potk1asa preseka anti-inverznih p01ugrupa i unija diedarskih 

grupa. То је ијеdnо i пајmапја (polu)grupa iz tog preseka 

koja nije 3001еоуа. 

:Зооlеоvе grupe SH \1г10 јеdrЮsi:;ютпе str;Jkture. Опе su 

su'оdirеktпi ргоiz-r,гоdi dvое1еmеntЛ.ih grupa i k0I111Jtativne su. 

: Za reprezentaciju (4.2) grupe G zahva1nost dugujem 

Savi Krsticu iz Иаtеmаtiсkоg instituta и 3eogradu. 
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Slobodna Boo1eova grupa nad nekim skupom Х se lako kon-

struise: izomorfna је skupu svih konacnih podskupova od 

sa simetricnom razlikom kao grupnoт operacijom. 

51 

v 
.\. 

Kod Зоо1еоvih po1usrupa situacija nije ni izbliza tako 

jednostavna. Naprimer, опе пе шогаји da budu k~mutativne. 

Kombinovanjem nekih ~oznatih teoreme.., 1ako se dokaz~je sle-

dece tvrd:enje: 

( 4- 10) T'/ТRГ"'TJE • ....,... _~.:,;~L' • • Za Воо1еоуи ро1и~гч~и S sledeci us10vi 

S;l еkviVЭ.1епtпi: 

(а) S ~ kог:шtе.t i 1Jn~; 

(Ь) S ;е 
.1./...::. 

-oolu.тreza gru::>a; 

Се) S ~ inverzna. 

.Dokaz. (а) =? (Ь) Вооlеоvэ. -;ю1ugгuрэ. је unij?-. sru?a, 

а koтutativna unija grupa је uolumre~a grupR. 

(Ь) ~ (с) Trivijalno. 

(с) ~ Са) Inverzna Booleova polllgru;Je.. је polumreza 

grupa. Svaka grupa u poluDre~i је Booleova. Јо01еоче grupe 

su kOffilltativne, е.. poluClteza kоmutэ.ti'~ih ;~ГЩ)=t је kOI]Htati~Jna. 

Booleove grupe ~ine varijetet polugru]e.. (definisan 

naprime.r ј ednakostiaa . . ...... 
1. оп Ј е .? (, от 11 :nге-

zi varijeteta polllgr1.tpa. Izmedu varijeteta Booleovih grLlpa 

i Booleovih polugrupa ima beskona~no mnogo varijet~ta polu-

grupa. 

Klasa {Do,D1 } је bazisna klasa и ~japinovo:n smislu 

Booleovih polugr1J.?a 1Ј. odllosu 113 klasll sчit роlщ;:"х~-)а. 

Koliko su Booleo1f8 "ЈоlЩ;ГU'Qе slo'3eaije od 3001eo1!ih 

grupa svedo·3i i slede6i роdв.tаk CGerhard [25Ј). Slobodna 
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Воо1еоуа po1ugrupa sa dva generatora ima 132 e1ementa, а sa 

tri generatora 390 + 9_2388 e1emenata. Odgovarajuce slobod-

ne Boo1eovegrupe imaju 4, оdп.ОSПО 8 e1emenata. 

Glavni ~rirner iz ovog odeljka publikovan је и Blagoje

vic [овЈ u skracenoj verziji bez podrobnog ulazenja u dete.lje. 
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u kompletno regula~noj ?clugrupi зе па ~rirodan n~~in 

moze definis.:." ... ti jerL."12- и::8.l'па о;эгасiја (obic:lo зе zove in-

vэгziја) kојош зе svako= э1е~епtu 

njegov grupni inverz u maksi:na1noj podgrupi Којг. sadrzi е1е-

ment а. U оdnови па ovako UiТеdеШl ".lnarnH оре гас ij'.l, kOffi-

p1etno геби1агпе ро1иьгире zadovo1j?,va~u slede6e jed.rBk:Jsti: 

(5.1) -1 -1 -1 -1 -1-1 
хх х = х, х хх = :{ , х'·- =:С х . 

Po1ugrupe sa dodatnom ипагпот o:,JeraclJom ZOVl.l зе нп:,\г-

ne po1ugrupe. Komp1etno regularne po1ugru,ge mogu da se defi-

nisu kao unаг.nе po1ugrupe које zadovoljavaju јейпаkоsti (5.1). 

То zna~ i de. ~ ine va.:-ij etet 1.lnarn.ih ?Ol1J.gr;l;;a (а1 1. пе i vari-

jetet po1ugrllpa). Пека ОZIl3.~з.vа 
-1 

хх - i1i, зtо је isto, 

x~lx. Lako se proverava da kriptogrupe ~ine v~rijetet kom-

(5.2) 

1arnih po1ug.rupa zadat јеdпз.kоЗСн 

( )
' () О ( )0 5.3 х у =\:'-::у • 

idempotenti ~ine regu1arnu trak~. Re~ularne ortokriptogrupe 
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obrazllju varijetet kошоlеtпо regularnih polugrupa zadat 

jednakostima (5.2) i (5.3) i jednakoscu 

(5.4) о о (xyxzx) = (xyzx) . 

310ЬООЛ~ ortokriptogru9a је opisana u radu Gerh~rd, 

" Г?в' ?etr~cn - Ј. ,'-Ј'1'");С: ;е ;""a.·u1"t;v~n t""Xn;,'e ого'оlеml "",;::, .......1- ..... (Ј _.... _)...1.. ,-",- __ , '_"'V -u _ _ ... _vV_ 

se гe~~y~ induktivno. N~mera n~т је da·u оуот odel~ku, ko-

• +- ". rlSLJeCl ideje iz pornenutog rada, 
.. .. ... , .., .. 
~ og~aDlcavaJUCl se па ~e-

ortokriptogrupe, opi~emo odsovaraju6u slobodnu ипаг-

0'0 , fТlk'"' .... t' 
:.J-UC~·OD~S. ~a_oae сета uosrna~ra l . . slu~ajeve kad su rnaksimal-

пе podgrupe kОffiutаti"Ј'Пе. 

nsпо .,О1Тl.1. zq nA._~ .. "Qd ~"e~~~nvlJOqc'p _. ~'. __ ,'0 i::'- 1,;..;:, .... :.,.. _O~· ~ slooodna UПЗ.г~а ';)оlи-

grupa. Dajemo njenu konstrukciju. Neka је Х proizvoljan 

skupcije elemente сето zvati promenljive, i neka је F(X) 

slooodna р о 1щ!;гuр г, nad sk1..tp0lJ. Х U {( ,) -1 }, gde su ( i )-1 

novi simoo1i koji nisu u Х. Slobodna ипагпа po1ugrupa пај 

-Т , 
о' .. , U oznaci UrOi ) \ .:..... , је пајтапја potpolugrllpa polllgrtl-

ре ](Х) kOj2 zаdочоlјаvа из10уе: 

( i) 

( 
о о Ј 
~l/ ako 

(iii) ako г,..,"\ d и, v Е !Ј \. А.ј, оп а иУ Е П(Х) . 

Vidi se da ве и(х) sastoji ta~no od onih re~i iz 

kod kojih su za;rade pravilno rasporedene. Prilikom 

pisanja reci iz ~rihvati6emo иoЫ~ajene konvencije о 

is]ustanju zagrada. ;31obodni u.narni шопоid nad sku')om Х, u 

оzпз.С1 U1(Z) , dobija se od polugrupe U(Y\ .- ) kad јој зе doda 
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prazna гес Q koja se ропаэа kao jedinica :uQ = U = Qu, za 

sv~ko u iz и(х). 

Podsetimo se nekih standardnih рој'::оvэ. u vezi Ба ге-

cima. Inicijalni deQ • r ) 
1 '· '.' \. . ~ , reci w је гес kQja se dobija 

iz w zadr~avanje~ prvog ~ojavljivanja svake ~~c~enljive 

i brisanjem svega ostalcg. ?inalni deo г(~) re~i ~ ~o-

sa~o ?озlеdпјеg ]ojavljivanj~ svake 

1 
. . ~, v • 

рг:,шеп C:;lve. oac.r;::3.J ,-. ("') v \ .. 

reci w se dobija iz ~ brisanjem svih pod:eci oblika иО 

za neko u iz и(~). J~sno је da se dobij г, Г8.Заvа-

пјет grupnog ргоЫета гe~! па w. 

B~aa rnо~ешо и polugrupi и(х) аа defini~e~Q jednu bi-

пз.гпu relacij и р :1а sledeci па:.:; ln: пека su v 1 ',.; гe':~ i 

iz Тј( Х); tada 

v р 1// akko i(v) = i(':!), r(v) = ГСЈ) , f(v) = r(':r) . 

06igledno је da је р је kon-

i(uv) i( ui( '1') 
, i( ui( ':Т)) . ( , = = = 1 ,1"1; 
) ........ . 

r(uv~ Г(llГ(Ч)) ( / \ \ 7'""( 11?,( ", = - 1"' НГ' '-1 ' . = , / _. \. i i ..... "Цоl / , 
~ ( \ I. uv) = ':>(uf'(v' '1 .L, _\. ,1 = f ( u.f ( 1;; ) ) = f"u":\ \. ,·Ј.' , 

+ . Vt __ . d . " Ј. 1.1 V Р u 1/1, S О Z п а с 1 Э. Ј е р leva kongruencija. Jualno зе 

dokazuje аа је i desna 1 •• KongI'uenclJ c.~, ~a тo~eoo da formuli-

зето sledecu teoremu. 

(5.5) TEORENA. Pol ugru~) е. ., , , 
s .Locoa:-:. 'Э. 

огtоk:!'iС)tо~гu-:,а n9.d skЩ:ОGl Х. 



56 5. SLOBODNA REGULARNA ORTOKRIPТOGRUPA 

Dokaz. Sledece jednakosti su ocig1edne 

sto znaci da је -1 
~.'!YJ ';·Ј Р (,.1 ; tj. Т -( --) I :..1\1 .. i Р z~dovo1java jed-

n,=,kost -1 '"'l' У 
хх х = Х •. ::::> lCnO se doK?.zuje da z?.dovoljava i osta-

i 

znaci d.a је 

C:si!J. toga, pres1i~.;:avo.~je ј: а ~ ар је in,jekcija iz Ј: и 

тr!--'\ ' .' '- "'-} / Р l'(~) - i(~) " ._0 - _", VI ako i. se.mo ако а = Ь) 

jegenerisana sa {ар: а Е х}. Neka је 

s bilo kојэ. reglllarna ortokriptogru'?a i СР: Х ~ S -:)roiz-

1 · 1" . 7\ f' .у, 1" . 
УО .ЈПО )res_ li:а\гаn,Је • .ие lП131ШО ргеS_lкаVЭДЈе 

па slede6i na~in: 

( ар УР = а, al<::o а Е ~( , 

.~ ~ и'т) р) r = (ир) \f' (-~Tp ) '+' , 

((и-1)р)ч-'= (uCf)-l. 

'f; U(X)/p ~ S 

IJJ Lako зе ~гоvэ~аvа da је т hOQOEOrfiz~!J. i аа је 

је sloDod.na геglllаП1а orto~:ripto?;rU9a паа 

SkHOOrJ. Х •• 

Суај rezult~t озоguсuје da se konstrui~e шоdеl slobod-

пе regularne огtоkгi~tозгuре nad skupom Х па slede6i nacin. 

~eKa је П(Х) sku~ svih uredenih trojki o~lika 

(9.1 ... ап , g, а1,],(", an'}t), п Е ~ 1 ,2 ,3 , ... } , 

1Jri сети је: ai Е ~(; a i f: а ј za i -f ј; g E.G(X), gde је G(X) 

slobodna grupa паа skupom Х; c(gJ <;;: (а1 , •.. ,ап}; Ћ: је ne~<a 

permu""tacija skupa indeksa {1, 2, ..• , п}. U s:';;:upu svih ovak-
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vih trojki definisemo operaciju па sledeci nacin: 

d.e:inisa-

по за ct: (~'!p) ~ (; ("') Т,(\.,.Ј) Г("Т\Ј' .... ~ ,'"'""\,"/' - .. , _,О I 

, 1" . 1. ргез 1.;(8.VЭПЈ е 

~: тт(х) ---7 ТЈСО/р dеfiпisз.nо 3?~ 

ао '.:> '" јп, - (,'::-> 9 \ '\)"( -:о !:1) О" г\ 
о, -'lrтr" -,..,~, \'" - . "'1 ,-. ·п/ ::. '~'l 'i1""'- '!т" I/-," Ј'- ~~JL, .Ј... 1 _ ; L rlJ\ I 

~Терозгеdпо se 'lid.i d.s..: rL пе z::~iisi 'сС!.. iZ":)Qr"'. 

i ~ hошоmоrfizmi i dэ. зн a.~, oCL.YlOSno \?>С(. ir.1.eEti:5k?. 'Јге-

зl ikз.vапја. па d 
. ,. 

о gov аг '?Ј ис-нЈ. . . D ' 1 .... (у\ Sl::дрОVlmа. 'ак е, U\A j је izo-

morfna slika (oode1) 

ТТ(Х':/р i'jQQOillPll;"10 J'os dг, qe 11з10vi ....; ',1 • - -.. ,-' ..Ј,...___ - ....., 

u definiciji ~ogu z~rneQiti us1ovom 

gde је G({a1 , , .. ) 3.п}) slobocL. ... a бгирЕ'. паС!.. Sk:UPCD {а1 ,··· ,аг.Ј 

Iz ovog mоiеlэ. mogu зе dobiti modeli ZЭ. slobodrte 00-

о rto ~ri :1t'JS~tJ-

njem svih drugih kOffi?Onenti, и e1eDentima iz П(~) ,dobi6eoo 

J1ode1 za s10Ьоdпu ге;;ulагш.l t!:'э.:(н nad Sk1НJOQ ~:. Prili\~no 

d v l ' t1 . . 1"" d 1 t' . . ugacaK 1. zape Јап 0913 s ооо пе геsи агпеrаке u tеrШ1n1.-

та teorije зlСU';ЮV2. шо:'е se naci kod Lащ:;ега 

~еgu1я..:'!1е ortok.ri:!to~5rU?e :::od lcojih su mз.ks ioalne ;)od-

grupe kOffi\.ltativ!1e, mogu зе opisati ј ed.Ilakos-;: ima (::', 1 '\ 
\, ~. • ..l-, , 

(5.3), (5.4-) i јеdП9.kоSС'Ј. (::etric~ [52Ј) 

(5.6) 

i·:edutim 
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(5.6) # (ху) ОххОуОу(ху) о = хОуОу(ху) Охх.оу 

~ (ху) Оху(ху) о = х-1ху(ху) Охуу-1 
-1 -1 

ху = х хухуу 

2 ? 2 
х у'- = (ху) 

?гета tOJle, umesto je<L."1e.kosti (5.6), mozemo da uzmemo 

jeclnakost 

2 2 2 
х у = (ху) 

koja је prostija od (5.6). Napooenimo da jednakosti (5.2), 

оуај varijetet regularnih polugrupa. Naprimer jednakosti 

(5.4-) i (5.7) mogH se zameniti jednakoscu (vidi Petrich 

[54, str. 319Ј, а takocle погdаhl[4-8, tеогеша 2.1Ј) 

(5.8) 2 (ху) = ху 

па sledeci nacin: 

уа razlicita od 

ea(w) , eksponent promenljive а u ra~i w, 

еа(а) = 1; еа(Ь) = О, ako је Ь promenlji

а ; е а ( У1!Ј) = е а ( у) + е а ( ';1) ; е а ( "./-1) = - е а ( ','Ј) , 

gde S1-1 v ,"':Ј iz Uf, "~) u 1 '\._~, SKUPU и(х) definisimo relaciju 

р па sledeci na~in: ako su v i w iz и(х), onda 

za svako а iz v 
А. 

Primetimo da iz i(v) = i(',v) 51edi с(у) ,= се 1I'Ј) , ра 5е 

1.1s1ov 

iz с(у), јег је za ostale осiзlеdnо 

Ovako definisQna relacija -
р 

1 .. samo па pгome~_Jlye 

е ( у) = е (~/l) = О. 
а а 

а 

је ekvive.lencija. ?гоуе-

гауа ве da је 1 kongruencija, ра тo~eтo da formu1i~eтo 51е

decu teoremu. 
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(5.9) ТЕОREИА. Poll.lgru')a u(X) /р ~ slobod.na ,regularna 

ortokriptogrupa s~ komutativni~ maksimalnim podgrupama. 

Dokaz.O~igledno је da 

svako w, ра zaklju~ujemo da 

е (\.[0) = О, 
а 

r ( v) = r ( ~'! ) 

е (v) =е (',\[), zэ. Sv3.~(O а, оdз.~Йе sledi 
а а" , 

~;('г'\ ј-р::: (С:(У1 Iр' I (р- I р " ..Ј \. ~ .... Ј I - U ... / ,. ./ / \. / ). 

1 У. d 1 т·,/'!''\ 1-za SVa,KO а, zr.a,~~ а ро Щ;Г1Ј.ра Ј\ .. )/ р 

zc. svako а 

implicira 

-
р ~ р ,")~ iг:1.3.ПlO 

i 
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kost (5.7), а to zna6i da su јој maksimalne роdgгu;е komu-

tativne. Pres1ikavanje а ~ э.р iz је i!ljek-

је gеnегisаг..а за 

Dоkэ.z dэ. је и(}:) /р slobo<i.i':l dalje te6e sli,~no kao 1..1 teo-

remi 5.5. • 

1 za U(X)/p тo~eтo da napravimo mode1 па slede6i па

~in. ~eKa је п'ех) skup svih trojki oblika 

• v • 'т L 
Р r 1 с е m н Ј е: а· Е ,'...; а· F а . 

~ ~ Ј 
. .L' 1 "h' za ~ ,- Ј; Y.: i сео ЈГО.); 'Ј( ~e neka 

permutacija s~u?a indeksa { 1, 2 , • . . , п}. !~T S k1Г? u de-

finisimo operaciju па sledeci nacin: 

(а1 ···а , k1 ···k , а,,"" ••. а ",,)(Оl"' Ь , 11 .• ·1" 01<ТТ1"'Ьmtrr') 
п п -,-Н. ПJl. m т;~ .. !.J~ 

( . ( . ь '1 Р( '\ '\) = ~ а1 "· .ап о 1 ••· тј' Г1 ···"!;' , .L,a1,](",9. ""Olcr;-;·· '!)mm"l) , 
р пЈС ,\. шН 

gde зе broje'li r. 
Ј 

dobijaju odvako: 3.1~o је 

-= а1.·· ~ Ь •.. ь ,опйа р = n+ s i 
Ч1 qs 
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r = k
J
., 

ј 

= k. +·1. , 
Ј Ј. 

= lq. ' 
Ј-П 

ako Ь. = а. 
Ј.' Ј 

za neko 

inace 

i 

?osm.atrajm.o preslikavan,je сх,: (х)/р -'" U" ех) definisano sa: 

i preslikavanje (?>: ТЈ' ех) ~ U(X)/p 

de.finisano sa 

Proverava se da СЈ., пе zavis i od izbora 1/1, da su ~ i ~ 

hOt!lomorfizrni i da зи a.~ i ~a, identicka ргеslikаv:шја па 

odgovarHjucim polugrupama. Zakljucujemo da 31Ј и(Х)/р i 

Тј" ("() Ј ',. izomorfne polugrupe. 

kad је skup Х konacan i1i prebrojiv, 

а ti slucajevi su i najinteresantniji, gornjimodel зе moze 

u:9rosti t i. N eka је, naprimer, Х ={а1 ' ••• ,ап , ... } • 1 • 
Ј. пека Је 

gde је 

skup svih uredenih trojki oblika 

1 = (1.) 
Ј 

(а. • .. a i ' 1, a i 'ЈС •• ·9.i 'ТС) 
Ј.1 п 1 п 

niz celih brojeva duzine х , takav da va-

zi: ako је lJ' f. о, onda ао: Е {a i ,.«. ,a i }. Ostalo је slicno 
Ј 1 п 

kao и (5.10). U skupu U" (Х) definisimo 'ope.raciju sa 

(ai1···ain , 1, aiJ!l···ain'JL)(ajl···ajm' р, ajiR' ... ajm'Jl')) = 

= (i(a i ... а. а .•.• а. ), l+p, f(a. 'ТС ••• а . 'Ла. 'i1"1 ••• a. Ћ')) 
1 Ј.п Jl Ј т 11 Ј.п Jy~ Ј ш . 

g~e је 1 + Р = (lj+Pj)' Nije tesko proveriti da је U" (х) 

• р U' (~ .. 'Т) • J.zomor.Lna sa .'1. 
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Ако skup Х nije prebrojiv, onda preth6~~a konstruk-

U"(Y) с ija za -- i da1je vazi, s tom razlikom зtо niz 1 = (1 .) 
Ј 

тога da bude ~-niz, pri ~eти pretpost~vljamo da је skup у 

dobro ureden i da је ~ njegov ordinalni tip. Naravno, ova-

kav тode1 se 
v 

пе moze efektivrlo kопstГ11isэ.ti, tacni~e e:~ekti-

van је onoliko koliko је efektivno do~ro ~гe~enje sku;a У. 

I 1 ~ , 1.. . , , d 1 1},"' , • 
U ovom s 11~?,JU rт:oguce Је lZ s:оrrlJlП ~O е_а G.O_lC;l 

modele slоЬоd.пih о"Ь.јеkэ.tа u гэ.zпi:n )оd'Чэсiјеtеtimа. 

Сак i u slНС9,јетir71э. kad је 8k1.1') Х kO::1a:::·3.:l., 81o·.::,~cL.J.e 

polugrupe u teoremama 5.5 i 5.9 5и be5konacne. A1i sit~acija 

се se promeniti ako za maksiC'l8.1ne podgrupe ZJ.hteva!IlO da budu. 

iz nekog podvarijeteta vагiјеtеtэ, kог:шtэ,ti1тпih zrupa. S7?ki 

od tih podvarijeteta је definiseXt jedIlako~cJ . .i. x;:l+l = Х. ~~eka 

эа jedne,kostima (5.2), (5.3), (5.4) i (5.7) definise varije-

.tet regu1arnih ortokriptogrupa cije 8и mаksimэ.1пе ?odg~upe 

u 8ku'JH 

cin: za V ч , .. iz 

dеfiпi~iЋО relaciju -р n~ slede~i па-
i1 

bice 

v Рт w а1<:::'(о i(v) = i(H), f(v) = rc!) , ea(v) = е!1(-:!) (mod r::'.1 
а. " 

za svako а iz 

Re1ac ija Рт ј е kOn:;l'Hencij а, ?:Ј.. i.:nar:lO 81ecI,cC~1 tеоге:ш .. 

(5 .11) TEO~l"LA. Polugr1tpa U(X) /р:;. ..L~ slоооdла геiџйагnа 

ortokriptogrllpa ~ mаksir:1ЕЙniш роdС;Гl~.~э.mа iz А. 
----'''''-- - rJ. 

Dokaz. Iz е (vl = е (';7) 
а / а" н 

sledi 

za svako a,v,~"'} ра 
~ . 
LoJ. 
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Do~az аа1је tece з1iспо kao i u prethodnim teoremama, ра ga 

пе navodimo. 

Ako 1-1 kопзtгukсiјi mode1a u' (х) i u N 

(Х) zahtevamo 

d~ зи brojevi iz згеdnје kc~ponente iz Z ~. , ur::.esvo 1Z 
m 

a~o se sa~iraju оа ~odulu ш, odgovaraju6e polugrupe 

i и" (у' m \ --ј 

Zэ. kопаспо 

lKo~e -е -г~ +orn~ dC'Dl'l'U b,_'fp m,od~l,i_ ~a u ~ ~. - u "'" u, -- -- -

опе 6е biti kona~ne, рэ. i~aco teoremu: 

(5.12) ТЕОREI'i..д.. Ako је sku;) :( kопа:::ап, О:1аа -- ----'-

7. • 
<..оЈ, 1 

-т' Iy) l. \._'_ 
m 

Dok~z. Pos~atrajmo jednu игеаепи trojku oblika (5.10) 

lZ и' (~,=) n-clana пizэ.. 

?r~/i i tce:5i fэ.ktог te troj:-:e Sl.l per[:1l1te~cije n-~lanog 

drllgi ::aktor ј е varij е,с ija з pone.vl ј апј e::n n-te kle.se od m 

elemenata, ako su k. 
1 

iz Z • Kako su sva tri faktora пе
т 

zavisni jedan оа drugoga, takvih trojki n-clanih nizova 

( !)2 п 
п. т. DHZ.iE8 роr::.еШЈ.tih nizov:;~ Sl1 odre',Lene sviiJ nе-

-огз.zпiп -ооdskщ:юvimа skxr:>3. 

- $-. (IXI) 
ime, , s о'с z iroILl dэ. је 

х kOIl8.Can, L-
n=l п 

i tvrdenje teoreme перозге~nо sledi .• 

N 1 '- -, ". V t:" '1 t: 1 а s lcan паС1П se moze lzracuna~l аГОЈ e_eтena~a КО-

паспо generisane slobo.ine polugrupe u svim ::>odvarijetetima 

varijeteta reg,.tIarnih ortokriptogr1Jpa за kошнtе.tivnim maksi-

malnim podgrupama. ~i v~rijeteti su пе sашо varijeteti uпаг-

nih po1ugrl.l"9a, пеьо i varijeteti ,?olHgrupa, а odgovarajuce 

definlS1.lce jedn8.kosti dooijaju зе sr::.eno:J. 

ako su u pitanju podgrupe iz А. m 

sa r:r-1 
х , 

Vecina rezultata iz ovog ode1jka, osim konstrukcija za 

U' СХ) i u" СХ) зи iz B1agojevic, Krapez [09Ј. 
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