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Vorrede.

In den seit dem Erscheinen der zweiten Auflage von Riemanns
Werken nunmehr verflossenen zehn Jahren ist fiir die Hauptgebiete
seiner Tatigkeit, die Theorien der Abelschen Funktionen und der
linearen Differentialgleichungen, neues Material, und zwar vorwiegend
in der Form von Nachschriften seiner Vorlesungen, zum Vorschein ge-
kommen®¥), welches zeigt oder bestiitigt, daf Riemann in seinen Vor-
lesungen erheblich weiter gegangen ist als in seinen Verdffentlichungen.
Dieses Material allgemein zugiinglich zu machen, ist der Zweck unserer
Publikation der ,Nachtrige zu Riemanns Ges. Math. Werken®.

Fir die Abelschen Funktionen ist hierbei zunichst an die Winter-
vorlesung von 1861/62 gedacht. Diese war als Fortsetzung der Sommer-
vorlesung ,,Uber die Funktionen einer veréinderlichen komplexen GroBe,
insbesondere elliptische und Abelsche“ **) angekiindigt und sollte
dreistiindig insbesondere***)  die allgemeine Theorie der Integrale
algebraischer Differentialien entwickeln. Auf sie fiihren eine ganze
Reihe neuer und wichtiger Begriffe und Betrachtungsweisen in der
Theorie der Theta- und der algebraischen Funktionen zuriick, und sind
als solche zerstreut in Abhandlungen, besonders von Roch und Prym,
eingefithrt und seitdem viel benutzt worden, ohne in den Werken
Riemanns selbst bisher eine Stelle gefunden zu haben. Nur die Unter-
suchung iiber die Konvergenz der Thetareihe ist aus einem Rochschen
Hefte in die Werke (XXX der 2, XXIX der 1. Aufl) aufgenommen;
und ebenso die Ausfithrungen, welche Riemann iiber die Funktionen
im Fall p =3 im Februar 1862 vorgetragen hat (XXXI, bezw. XXX),

*) Vgl. fiir einen Teil desselben: F. Klein, in den Gottinger Nachrichten,
math.-phys. Klasse, 1897, Heft 2 und Geschéftl. Mitt. 1898, Heft 1.

**) Aus dieser Vorlesung ist der Teil iiber elliptische Funktionen von Herrn
H. Stahl, Teubner 1899, herausgegeben (irrtiimlich dabei dem W.-S. 1861/62 zu-
geschrieben). Das in Gottingen liegende Hattendorffsche Heft bezieht sich wesent-
lich auf diese Sommervorlesung 1861.

***) Nach dem in Akt 19, der Gottinger Riemann-Manuskripte im Entwurf
enthaltenen Vorlesungsanschlag.
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v Vorrede

nach demselben Heft, das aber fiir diesen Teil eine Bearbeitung einer
anderen Nachschrift, wohl eines Stiickes der Prymschen, darstellt. Der
letzte Teil der Vorlesung hat sich hauptsichlich auf die algebraische
Darstellung von Thetaquotienten fiir p =3 und fiir den allgemeinen
hyperelliptischen Fall bezogen und wurde, tiglich gehalten und in die
Zeit vom 3. bis 11. Mirz zusammengedringt, zuletzt nur noch in
groBen Ziigen und ohne Ausfilhrung der Rechnungen vorgetragen.

Eine Herausgabe auch dieses interessanten SchluBteils wird durch
die Nachschrift des Herrn F. Prym, die bis zum 8. Mérz reicht, und
durch ein auch die beiden letzten Tage umfassendes Heft von
B. Minnigerode ermoglicht. Letzteres Heft ist eine mit Bleistift
ausgefiithrte, fast wortliche Nachschrift der Vorlesung, die sogar das
Datum jedes Vortrags enthdlt*); es konnte noch geniigend entziffert
werden und bildet die Grundlage der Herausgabe, wihrend das Prym-
sche zur Kontrolle verglichen wurde. Diese Mirzvortrige™*) werden
hier (unter I) moglichst im Wortlaut verdffentlicht; zur Vollsténdigkeit
wird zugleich eine Ubersicht tiber die Wintervorlesung iiberhaupt, sowie
eine authentische Darstellung der bisher nur zitatweise bekannten ori-
ginalen Kapitel gegeben, endlich sind auch einige kurze Zusitze zu
dem von Weber verdffentlichten Teil aufgenommen.

Die Anmerkungen zu dieser Bearbeitung, zu welchen auch die
Gottinger Manuskripte berangezogen worden sind, haben besonders den
Zweck, auf den Zusammenhang der Vorlesung mit der spiteren Litte-
ratur, sei es daB diese an die Vorlesung anschlieBt, sei es daB sie
einzelne Resultate selbstindig wiederfindet, hinzuweisen.

DaB Herr Prof. Prym und Frau Professor Minnigerode, letztere
durch gtitige Vermittlung der Herren Prym und Stahl, bereitwilligst die
Freundlichkeit hatten, die Hefte dem Herausgeber zur Versffentlichung
zu liberlassen, verpflichtet denselben zum wirmsten Danke.

*) Durch die mitangegebenen Wochentage konnten die meist irrig bezeich-
neten Datumszahlen richtig gestellt werden. Hiermit, und nach einer gef. Angabe
von Herrn Prym, ist auch die Festlegung der ganzen Vorlesung auf W.-S. 1861/62
gesichert. Die Verlegung dieser Vortriige auf Sommer 1862 — Prym im Vorwort
zu seinen ,Untersuchungen iiber die Riemannsche Thetaformel und die Riemann-
sche Charakteristiken-Theorie* (Teubner 1882); Stahl im Vorwort zu seinem oben
zitierten Buche, und bei anderen — beruht auf einem Verwechseln der Zeit der
Ausarbeitung einiger Bogen des Prymschen Heftes mit der der Nachschrift. Dasg
Minnigerodesche Heft ist nun bei den Gbottinger Papieren deponiert worden.

**) Auf einige der in denselben gemachten Fortschritte Riemanns hat schon
Herr H.Stahl im Vorwort zu seiner ,Theorie der Abelschen Funktionen* (Teubner
1896) hingewiesen, sowie der Bearbeiter dieser Herausgabe in Bd. 8, Heft 1 des
Jahresber, der Deutschen Math.-Vereinigung.
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Die Theorie der linearen Differentialgleichungen und der hypergeome-
trischen Reihe hat Riemann in zwei Vorlesungen, beide unter dem Titel:
,Die Funktionen einer verinderlichen komplexen GroBe, inshesondere
hypergeometrische Reihen und verwandte Transcendenten® behandelt,
das erstemal dreistiindig im Wintersemester 1856/57, das zweitemal
vierstiindig im Wintersemester 1858/59.

Von der Vorlesung von 1856/57 liegt eine etwa bis zu den Ent-
wicklungen des Fragmentes XXIII der Gesammelten Werke reichende
Nachschrift von E. Schering vor, aus welcher jedoch nur ein kurzer
Abschnitt, der sich in der spéteren Vorlesung nicht findet, aufgenommen
wurde. Diese Nachschrift befindet sich als Akt Nr. 37 der Riemann-
Papiere — zusammen mit derjenigen der Vorlesung iiber Abelsche Funk-
tionen 1855/56 — auf der Gottinger Universitétsbibliothek.

Von der zweiten im Wintersemester 1858/59 gehaltenen Vorlesung
existiert eine von Herrn Professor W. v. Bezold angefertigte, unmittel-
bare stenographische Nachschrift, welche als Akt Nr. 29 der Riemann-
Papiere ebendort liegt. Das Heft triigt die spitere Aufschrift: ,B. Rie-
manns Vorlesungen tiber die hypergeometrische Reihe, 8.-S. 1859%
wobei aber die Datierung wohl irrtiimlich ist¥).

Dieses Heft 1ift zwar iiberall die Gedanken Riemanns und mit
Ausnahme einiger Stellen auch den Gang der Rechnung unzweideutig
" erkennen, bedurfte aber fiir den Druck natiirlich einer redaktionellen
Uberarbeitung. Die Herausgabe beschrinkte sich auf zwei Teile der
Vorlesung, in welchen die neuen Gedanken Riemanns besonders hervor-
treten, zumal da der iibrige Inhalt, soweit er Riemann eigentiimlich
ist, von ihm selbst oder aus seinem Nachlal bereits publiziert ist.

Der erste der hier mitgeteilten Abschnitte handelt von der Her-
leitung der Eigenschaften der P-Funktion aus ihrem Ausdruck durch
ein bestimmtes Integral, sowie von ihrem Verhalten im Falle des Auf-
tretens einer ganzzahligen Exponentendifferenz und bildet so eine Er-
ginzung zu Abhandlung IV der Ges. Werke.

Der zweite Teil jedoch hat durchaus selbstindige Bedeutung und
behandelt die Transcendenten, welche aus der Umkehrung des Integral-
quotienten einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung, ins-
besondere derjenigen der hypergeometrischen Reihe entstehen. Er bringt
ferner allgemeine Bemerkungen zur Integration nicht homogener Glei-
chungen und der dabei auftretenden Transcendenten, endlich die Durch-
fiihrung dieser Gedanken an dem elliptischen Integral erster Gattung
und seinen Perioden.

*) Vgl. das Vorlesungsverzeichnis am Schlusse dieser ,Nachtriige'.
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Bei der erneuten Durchsicht der auf diese beiden Gebiete sich
beziehenden Papiere Riemanns haben wir noch Einiges von allgemeinem
Interesse vorgefunden, das wir in mehreren Zusitzen ebenfalls hier
mitteilen. Als SchluB geben wir einen kurzen Bericht iiber die von
uns benutzten Gottinger Manuskripte und eine Ubersicht iiber die von
Riemann angekiindigten Vorlesungen.

Es ist selbstverstindlich, daB durch die Feststellung einer Reihe
von Gedanken, welche Riemann fiir sich oder vor einem kleinen Kreis
von Zuhorern entwickelte, die Verdienste derjenigen nicht beeintrichtigt
werden, ja eher in h6herem Lichte erscheinen, welche spiter dieselben
Probleme unabhiingig erfat und ihnen durch eingehende Bearbeitung
die gebithrende Stellung in der heutigen Mathematik verschafft haben.
Aber die Tatsache, daB diese Fragestellungen und Methoden dem
urspriinglichen Riemannschen Gedankenkreis angehoren, beansprucht
ein dhnliches historisches Interesse, wie die andere, daf GauBl lange
vor Abel und Jacobi im Besitz wesentlicher Teile der Theorie der ellip-
tischen Funktionen war. Riemann selbst hatte — nach dem Entwurf*)
eines Begleitbriefes von November 1865 zur Sendung seiner Abhandlung
yUber das Verschwinden der Thetafunktionen“ (Werke XI) — den Plan
gefafit, wilhrend seines Aufenthaltes in Italien seine Untersuchungen iiber
Abelsche Funktionen als Fortsetzung der ersten Abhandlung (Werke VI)
im Zusammenhang auszuarbeiten, denselben aber aufgeben miissen:
meist zu schwach zum Arbeiten, sei es ihm nur bei groBter Hitze im
Juli 1864 zu Pisa gelungen, jene Abhandlung niederzuschreiben. Unsere
jetzige Verdffentlichung kann wohl, soweit sie die Abelschen Funktionen
beriihrt, die Absichten Riemanns aufkléren.

Die Anregung zur Herausgabe dieser ,Nachtrige” ging von Noether
aus, der auch die Stiicke I, IV A—D bearbeitete und mit N. zeichnet.
Die Stiicke II, III, IVE, F sind von Wirtinger bearbeitet, der mit W.
zeichnet. Das von den Bearbeitern im Text Hinzugefiigte ist, von
Unwesentlichem abgesehen, durch eckige Klammern und kleineren Druck
kenntlich gemacht. Vor dem Druck ist das Manuskript durch die
Hénde der Herren Weber und Prym gegangen.

Der kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen und dem
Kuratorium des Riemannschen Nachlasses, Herrn Direktor Schilling in
Bremen und Herrn Professor Weber in StraBburg, haben wir unseren
besten Dank auszusprechen fiir ihr Interesse an der Herausgabe und

fir die Bereitwilligkeit, mit der sie unseren Zweck forderten.
Erlangen und Innsbruck, im Mai 1902.
M. Noether. W. Wirtinger.

" Akt ,Varia 25' der Gottinger Papiere.
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Vorlesungen iiber die allgemeine Theorie der Integrale
algebraischer Differentialien.

(Wintersemester 1861/62.)

Unersicht iiber die Vorlesungen vom 28. Oktober bis 6. November 1861.

28. Okt., 30. Okt., 1. Nov., 4. Nov. 1861: Konvergenz der p-fach unendlichen
Thetareihe [s. Nr. XXX, 8. 483—486 der zweiten (Nr. XXIX der ersten) Auflage
von Riemann’s Ges. Math. Werken]. 1)

6. Nov: Bestimmung der Funktion & durch Periodizititseigenschaften (nach
Art. 17 der Th. A. F.%).

Prinzip der Zerlegung einer periodischen Funktion. (%)

(8., 11. Nov.):

Aus den Gleichungen (2) und (3) von Art. 17 der Th. A. F. folgt,
daf} fiir die 2p linear unabhéingigen Systeme zusammengehoriger Perio-
dizititsmoduln der p unabhingigen GroBen v, v, - -, v, sich

log & (vy, vy, -+, v,) + log & (v, + by, vy + by, -+, 0, + by,
von ganzen Vielfachen von 2m¢ abgesehen, bezw. um
0, 0, -, 0, —4do —2b —2ay, -+, —4v,—2b,—2a,,
andert; also wie eine Funktion
,logvﬂ(2vl + by, -+, 20, + b,),
aber gebildet mit den Doppelten der urspriinglichen Periodizitdtsmoduln
#¢ und a, ,.

Setzt man nun
'3(1’1’ Vgy ) ”p) : 8‘(’01 + bl) v + bz: Y + bp) = f(2”1: 204, 2”p))
so lift sich diese Funktion nach folgendem Prinzip zerlegen:

Ist f(u+ 2m¢) =f(u), so spaltet sich die Funktion f(u) durch
die Formeln

*) Die Abhandlung , Theorie der Abelschen Funktionen“, Nr. VI der Werke,
wird im Folgenden mit ,Th. A. F.* zitiert.

RIEMANN'S gesammelte mathematische Werke. Nachtrige. 1



2 I. Vorlesungen iiber die allgemeine Theorie

f(w) = o (u) + @, (w),
¢ () = ${f W)+ F(w+ =9}, @) =3{f(w)—flw+wi)}
in zwei Teile, von denen bei Anderung von u um =i der eine den
Faktor 4+ 1, der andere den Faktor —1 erlangt.
Wendet man diese Zerlegung auf das Produkt

f(2”1’ 2”27 ) 2’%))

betrachtet als Funktion von # = 2v,, an, so zerfillt dasselbe in zwei
Teile @, und ¢,; jede dieser Funktionen zerlegt sich dann, als Funktion
von 2v, betrachtet, wieder in zwei Teile; etc. Im ganzen zerlegt sich
also das Produkt f(2v,, 2v,, - - -, 2v,) in eine Summe von 27 Funktionen
@, welche alle bei Anderung der 2v;, 2v,, - - -, 2v, um x4 nur Faktoren
+ 1 annehmen. Es moge fiir irgend eine dieser Funktionen sein:

. 8, {7
9’(2'017 2”27 Y 2/01; + @, ey 2vp) =e ‘7)(2/07 Y 2’07: ) 2”}:))

wo die &, &, - - -, e, die Werte (1) vorstellen. Dann hat die Funktion

P

—2 Sa,,v,,
v

€ - "p(2vl) Y 2”‘» = "/«'(2”1; Tt 2”;})
die Eigenschaft, sich bei Anderung irgend eines der 2v;, - -, 20, um
xi nicht zu dndern, bei gleichzeitiger Anderung der 2v;, 2v,, - - -, 29,
beziiglich um
2a1,w 2a2m’ T 2%,#

aber den Faktor

—4vﬂ—2bﬂ—2 e,‘,av’lu—2alu,”
e v

anzunehmen. D. h. die Funktion 3 (2v, ---, 2v,) ist bis auf einen
konstanten Faktor definiert als eine Funktion &, gebildet mit den
Argumenten:

2'Ul + bl +2£va’v,17 2’02 + b2 +2£va’w,87 ] 21)17 + bp —[—28,,“1,’?,

und mit den Periodizititsmoduln

20’1,#7 2(12,”, sy 2“;;,;4 Ww==1,2--4p).

Der konstante Faktor kann von den b abhingen. Man erhilt also
durch das Prinzip das Produkt

B (v, vy, -y "’p)"a(”1 + by, v+ by, -y v, + bp)

als Summe von 2? §-Funktionen, je multipliziert mit Faktoren der Form

223,, vy

e * , und mit noch zu bestimmenden konstanten Koeffizienten.
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Das Zerlegungsprinzip 1d8t sich auf das Produkt von % Faktoren:

m=n

] 1 '3(’01 + bg.m)) vy + b(zm)) Tty Uy + b%"')) =f(n771’ RVgy * -+ n”p)
m=1
ausdehnen. Das Produkt &@ndert sich nicht, wenn v, um =4, nv, also
um #mt zunimmt, und nimmt fiir die zusammengehdrigen Anderungen

a,

% wr T Ypu

e? a

der v, vy, - -+, v, den Faktor

— 2 (m) _
—2nvﬂ 2 bM (L
e m

an; es verhdlt sich wie eine Funktion

o (- o+ 20 ),

gebildet mit den #n-fachen der urspriinglichen Periodizititsmoduln ¢
und a

v

Hat man nun eine Funktion f(«) von der Eigenschaft, daB
P+ ni) — £ ()

ist, so 1aBt sich dieselbe in eine Summe von # Funktionen g, (v) zer-
legen, von denen jede bei Anderung von u um mi nur einen konstanten
Faktor annimmt, der eine #* Wurzel der Einheit wird.

Denn sei

¢ U+ i) =ap ), ¢+ nmi)=9u),
80 wird zundchst
o = 1;

sei dann o eine primitive n* Wurzel von 1, und

P (U + w1) = "1, (),
80 setze man:

£l = 2 P (1),

Hieraus wird

fu+ nmi) = D=0, (u) (=0,1,- -, n—1)
m

und diese n Gleichungen ergeben die % Funktionen ¢, («) in der Form:

%x=n—1

D) =2 D I oumi) g,

%=0

Indem man diese Zerlegung auf das Produkt

f(nvu NVgy * + ”vp)
1*
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successiv als Funktion von u = nv;, nv,, - - -, nv, betrachtet, anwendet,
zerlegt sich dasselbe in eine Summe von #? Funktionen ¢, welche alle
bei Anderung irgend einer der GroBen nv, um mi nur Faktoren an-
nehmen, die %' Wurzeln der Einheit sind. Sei fiir eine dieser Funktionen:

2e,im
q’(””’l’ Ny, -, WO, + WL, - -,y ny,) = " 'p(”vl) Tty MY, c ey, nvp)}
wo die ¢, die Werte O, 1, -- -, » —1 vorstellen; und sei
?
2 2,9,

(p(’”’vli T ’)’t’l)p) = e"=1 ’l/)(n’l)l, Tt m)p),

so andert sich ¢ (nvy, - - -, nv,) bei Anderung irgend eines der nv, um
#¢ nicht mehr, nimmt aber bei gleichzeitiger Anderung der nv,,
nvy, - - -, nv, bezliglich um

Ry ) gy 05 Ny,
da die ¢ sich hierbei wie das Produkt f selbst verhalten, den Faktor

(m)
_2"",:4'“2 Ebﬂ —2 S’vav,y_"“y,u
e m v

an. D. h. die Funktion ¢ (nv;, nvy, - -+, nv,) ist bis auf einen kon-
stanten Faktor definiert als eine Funktion &, gebildet mit den Argu-
menten

n/vl + : y b(lm) + Z Evav,l Y ] nvp _l_ : ( bgn) + : y Eva’v,p)
m v m v

mit den Perioden w¢, und mit den Periodizititsmoduln

Ny, Mgy ** 0y NG, (w=1,2,---,0).

" P

Die konstanten, noch zu bestimmenden Koeffizienten in dem Summen-
ausdruck des Produkts durch die #? §-Funktionen werden von den b™
abhingen.

Auf diesem Wege ergibt sich eine Menge von Relationen zwischen
Thetareihen. Mit ihrer Hilfe beweist man fiir p = 1, daB der Quotient
zweier Thetareihen eine elliptische Funktion ist, d. h. der betreffenden
Differentialgleichung geniigt, und so hat Jacobi die Theorie der ellip-
tischen Funktionen behandelt. Einen analogen Weg ging Gdpel fiir
p = 2; auBerdem gab er noch eine Tafel aller moglichen Thetarelationen
bis zu einem gewissen Umfang hin. Fiir p = 3 wiirde das Verfahren
ohne Hinzunahme algebraischer Prinzipien nicht zum Ziele fiihren.

Ubersicht iiber die Vorlesungen vom 13. November 1861 bis 24. Januar 1862,

13.—27. Nov. 1861 (%): Wiederholung aus dem Kolleg des Sommersemesters
1861 iiber Abelsche Funktionen (aus allgemeiner Funktionentheorie).
2.—11. Dez.: Algebraisches (Art. 6—12 der Th. A F.).
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13.—20. Dez.: Uber die Thetafunktion (Art. 17—22 der Th. A. F.).

6. Jan. 1862: Die ersten beiden Absitze von Art. 15 der Th. A. F., mit An-
wendung auf die Argumente der Thetafunktion; Bestimmung der immer endlich
bleibenden Normalintegrale, und deren Einfiihrung in die Thetafunktion.

8.—13. Jan.: Art. 23 der Th. A.F. (mit Art. 16 und 5).

15.—17. Jan.: Art. 24 der Th. A.F. Zum Beweis des Satzes: ,daB ein be-
liebig gegebenes GroBensystem (e, , - - -, €,) Dur Einem GroBensystem von der Form

P p

(2'04(1”), ceey 2“;:)) kongruent gesetzt werden kann, oder aber unendlich vielen®,
1 1

wird hier zuerst gezeigt, daB, wenn noch ein zweites kongruentes GroBensystem
P P

(Zﬁg”), '”’Zﬁz(:)) vorhanden ist, eine rationale Funktion & von (s, 2) existiert,
1 1

welche in den p zu den Integralen «*) gehdrigen Punkten unendlich groB von der
ersten Ordnung, in den p zu den ﬁ(”) gehorigen Punkten unendlich klein von der
ersten Ordnung wird. Dies geschieht durch Darstellung von log £ als Summe von
Integralen dritter und erster Gattung. Hieraus wird dann der Satz iiber das iden-
tische Verschwinden von & (u, — e, ---) geschlossen.

Statt Art. 25 der Th. A. F. wird nur die Bemerkung gegeben:

n,Die nicht immer endlich bleibenden Integrale algebraischer Funktionen
lassen sich durch Thetafunktionen ausdriicken, und hieraus lassen sich Relationen
zwischen den Integralen herleiten, die sonst schwierig zu finden sind. Hierin
besteht der Nutzen dieser Ausdriicke.*

17.—R2. Jan.: Ausdriicke algebraischer Funktionen von z durch Quotienten
zweier Produkte von gleichvielen Funktionen & (w, —e,, - ), multipliziert mit
Potenzen der GréBen ¢* (Art. 26 der Th. A. F.). (%)

24. Jan.: Quotient zweier Thetafunktionen (der Quotient in Art. 27 der
Th. A. F., soweit er als Funktion von (s, 2) betrachtet ist).

Die 227 Thetareihen. (°)

(24., 27. Jan. 1862:)
Das im Zahler des Ausdrucks (Art. 27 der Th. A. F.)

ﬂ(vl — g, 1 ‘—27"7“1,7’ . ) —2 Z’W’v
v v
e

D, vy

vorkommende Produkt kann, wenn die & gebrochene Zahlen vorstellen,
als allgemeine 9-Reihe dargestellt werden, in der die Summationsindices
nicht ganze, sondern gebrochene Zahlen durchlaufen.

Der Exponent des allgemeinen Gliedes des Zihlers

(j’)gaﬂ’wm”mﬂl + 221', (vﬂ — g, —thvaw‘) m, — 22:,7 h,v,
1 1

1

geht namlich durch Zufiigung der Konstanten
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2 \2 ?
(2) @b by + 229!”}»”7”
iiber in ! !

2 \2 »
(2) a,u,,u’ (my - kf.t) (m,u' - h,u’) + 2 2 (7n,u - hﬂ) (’U‘u — gﬂﬂ’t);
1 1
daher

P\ 2 P P
(2 oy My +2 D =2 Sy
1 1 1 .
e . ﬁ(vl — g, — E h,ay,, - ) =
4

P

2 P

( +°°)p (2) gty 0y = ) (g =Py )+3_ 1) (= g79)
1 1

E' e .

—
my, Mg,y My

Diese Reihe bleibt ungeiéindert, wenn die # um ganze Zahlen ge-
2 by i

herriihrend, den Faktor ezh#yf;”i an, wenn g, um die ganze Zahl g
geindert wird.

Wir betrachten diese Reihen im einfachsten Fall, wo die g, & Viel-
fache von } sind, Reihen, welche bei der Darstellung von Quadrat-
wurzeln aus rationalen Funktionen von (s, #2) gebraucht werden. Eine
solche Reihe bleibt bis aufs Vorzeichen ungeindert, wenn auch die g,
um ganze Zahlen gedndert werden. Setzt man daher (f)

indert werden, und nimmt, von dem konstanten Faktor e

’
u

&
"

h,u = 9 g,u = 9
so erhiilt man eine Reihe, welche, bis aufs Vorzeichen, dadurch charak-
terisiert ist, daB man fiir die ¢,, & nur die Zahlen O und 1 einsetzt,
welchen sie mod. 2 kongruent sind.

Die Reihe selbst entsteht aus der urspriinglichen Thetareihe:

2
' ‘-2
'9'(“17 ceey up) =( E’)Pe 2) By’ P 2"/”"#,
nys ey
indem man

8’

&
= L —_p — L
n, =m 5y U =17

(2 u v T g W

substituiert, also den Index », alle ganzen Zahlen oder halben ungeraden
Zahlen durchlaufen 1i8t, je nachdem &, = O oder 1 ist. Wir bezeichnen
sie durch
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2@ =2 (0 8 @y ny)

IAAS
_ (E-g')p (ﬁ) Yy ( 1) ("‘M'”’e—g)"'zlzp'(mﬂ“iz@) (”:“_-;& ’”))
My g
nimlich als Thetareihe mit der Charakteristik (:) = (::” ::: 'z;).
Die urspriingliche Reihe hat also die Charakteristik (0 0 g)-

Die Anzahl aller dieser Thetareihen betrigt 227, da Jedes der
2p Elemente der Charakteristik die Werte O und 1 annehmen kann.
Die urspriingliche Thetareihe ist eine gerade Funktion. Um zu sehen,
welche der iibrigen gerade oder ungerade F unktionen sind, verwandle

&
man zunéichst in. der obigen Reihe die m, — -* bezw. in — m, + 7",

wodurch der Wert der Reihe ungeéindert blelbt, ersetzt man dann die

v, durch die —v,, so erhilt man nach Multiplikation mit e i

wieder die urspriingliche Reihe; also

P
2’# ‘/;

(_1)1 ’3'(8117 52’1-'~, fpl)(_,vl’_v”’..-’—fvp)

&y 8y Ep
8 g .-.8
__,3.(1’ 2 yp,),v v ’U)
)
8“52,,,,1%(17 27 ')

d. h.: die Thetareihe ist eine gerade oder ungerade Funktion ihrer
Argumente, je nachdem ihre Charakteristik (:) = (e‘,’ o ep,) pgerade

E1 9 894"
oder ,ungerade®, nimlich je nachdem

Dle,ci=0, oder =1 (mod. 2).

“
In letzterem Fall geht die Entwicklung nur nach ungeraden Potenzen
der v, in ersterem nur nach geraden Potenzen der v. Die ungeraden
Funktionen verschwinden fiir die Nullwerte der Argumente, die geraden
im allgemeinen nicht, sondern nur bei speziellen Werten der a,

Um die Anzahl «, der geraden, und f, der ungeraden Charakte-

ristiken zu bestimmen, beachte man, daf man jene Charakteristiken

aus den «,_, geraden und B, , ungeraden Charakteristiken, welche

aus p — 1 Gliedern :’,‘ bestehen, durch Vorsetzen eines Gliedes einer
"

der vier Arten
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o 0 1 1
0’17 0’ 1
hervorgehen lassen kann, wobei nur die letztere Zufiigung den Cha-
rakter des Geraden oder Ungeraden #ndert. So erhilt man
ap = 30‘1)—1 + ﬂp—i)
ﬁp= 3ﬁp—1 + ap-—l;
hieraus, da «, =3, ;= 1:
“p+ ﬂp= 4 (ap—l + ﬂp—l) = 221)’
Cp— ﬁp= 2 (ap—-l + 6;0——1) = 2P7

@ =212 41), = 2-1(2 —1).

und somit

Die Abelschen Funktionen. (")
(27., 29., 31. Januar, 3. Februar:)
Da

7(0) ) — a(: fp,) (0 )
—e (S oo+ 3 S vi Zeves 0(1} —ﬂam—~22a”,---)

ist, so wird, sobald & () (0,0,--:,0) =0, auch

(1) rﬂ(——%—lni—zgam,-—-):O.

Dies tritt fiir ungerade Charakteristiken (:) immer, und im allgemeinen

nur fiir ungerade Charakteristiken, ein. Sind nun u, und u,” die Werte,
welche das Integral erster Gattung u, fiir zwei unbestimmte Wert-
systeme (s, 2) und (s, #) annimmt, & der Wert von w, fiir (s, 2)=(q,,¢,),

@,,, der Periodizititsmodul der Funktion u, an dem Schnitt b,, so
lassen sich, sobald die Gleichung (1) erfiillt 1st nach Art. 23 der Th A F.

die p— 1 Punkte (g,, ) so bestimmen, daB die Kongruenzen

. & g € 'S (v) S
(2) (%. A +2_21av,1, TN %ﬂ;@ _!..2_21“%2’)5(121 “1”, <oy ;‘ag))

nach den 2p Modulsystemen der Funktionen w bestehen; daher ver-
schwindet die Funktion

Eyy * ,
S, Uy — Uy y o ey U — U,
81,-,8p (1 1) > %p p)?

als Funktion von (s, 2) betrachtet, wenn sie als solche nicht identisch
verschwindet, fiir (s, 2) = (s, #,) und fiir die p — 1 Punkte (q,, §,).
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Aus den Gleichungen (2) folgt

p—1 p—1
3) (22059), 2 Z’ay) =(0,--,0).
) 1 1

Die p — 1 GréBenpaare (6,,¢,), jedes doppelt genommen, bilden also
(Art. 23 der Th. A. F.) 2p — 2 durch eine Gleichung

‘7’=019’1+02‘P2+"'+cp9’p=0

so bestimmen, da8 die 2p — 2 Nullpunkte des Ausdrucks ¢; ¢, +---+¢,9,
paarweise zusammenfallen, bez. in die (g,, §,), die Funktion ¢ also fiir
die p — 1 Wertsysteme (g, {,) unendlich klein von der zweiten Ord-
nung wird. Wihrend die Anzahl der willkiirlichen Konstanten in ¢
nur die Moglichkeit der algebraischen Aufgabe, die 2p — 2 Nullpunkte
einer Funktion ¢ paarweise zusammenfallen zu lassen, aufzeigt, k6nnen
wir nun schlieBen, daB die Aufgabe im allgemeinen, den ungeraden
Charakteristiken entsprechend, 27—! (27— 1) Losungen zulift. Denn
diese Aufgabe fiihrt auch umgekehrt auf (3), also auf (2), und von da
auf (1). Die Ausnahmefille, in welchen mehr Losungen existieren,
schlieBen wir vorldufig aus.

Man bilde nun, unter Einfilhrung einer zweiten ungeraden Charak-

teristik
(71)__ 7711"27"')”1;;)
7 My Ny s "?p, ’

den Quotienten
ﬂ(zl) (ul - “1’1 cry Up — uP’)
(4) r= n . R
n"(ﬂ,) (uy — 'y o5 up — up’)

so wird derselbe, als Funktion von (s,2), da er an den Querschnitten

nur die Faktoren 4 1 annimmt, ndmlich an a, den Faktor PR ‘,

an b, den Faktor ¢ ™7 nach Art. 27 der Th. A. F. die Quadrat-
wurzel aus einer rationalen Funktion von s und 2. » wird ferner un-
endlich klein von der ersten Ordnung in den p — 1 Punkten (o,,¢,),
in welchen der Zihler, als Funktion von (s,2), auBer in (s, #), ver-
schwindet, und in welchen eine Funktion ¢ je von der zweiten Ord-
nung unendlich klein wird; und » wird unendlich groB von der ersten
Ordnung in den p — 1 Punkten (g, {), in welchen der Nenner, als
Funktion von (s,2), auBer in (s,,#), verschwindet, und in welchen
ebenfalls eine Funktion ¢ je von der zweiten Ordnung unendlich klein
wird. Bezeichnet man diese beiden Funktionen mit ¢ (s, 2) und mit
¥ (s, 2), so wird also:
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_pl1/262
r=B-Y 6a

wo B eine von (s, 2,) abhingige Konstante ist.

Um diese Konstante weiter zu bestimmen, beachte man, daB durch
Vertauschen von (s, 2) mit (s;,#,) die beiden @-Funktionen nur ihr
Vorzeichen, der Quotient » sich also gar nicht indert. Daher wird

_ P (s,2) 9 (81,2
®) r=4V e Vw(sl,zl
wo A von (s,2) und (s,, 2,) unabhiingig ist.

Der Quotient I/ ZZES’ z; ist, nach seinem Ausdrucke (4), eindeutig

in 7’ und wird in je p — 1 Punkten von 7' unendlich klein, bezw. un-
endlich groB von der ersten Ordnung; bei Uberschreiten der Quer-
schnitte nimmt er die Faktoren 4 1 an. Die Funktionen

Vo (54,
welchen die ungeraden &-Funktionen proportional sind, nennen wir
Abelsche Funktionen *).
Die Abelschen Funktionen sind durch (4), (4) den ungeraden
#-Funktionen in 7" [aber in einer mit der Fliche 7" sich #ndernden
Weise] einzeln eindeutig zugeordnet; und zwar auf doppelte Weise:

einmal [direkt], indem eine Abelsche Funktion Vg(s, #) existiert,
die in denselben p — 1 Punkten verschwindet, in denen auch

&
Uj (EI> (ul - %1,, S | up - up’)

als Funktion von (s, 2), auBer in (s,,#,), verschwindet — eine Eigen-
schaft, die mit dem Bestehen der Kongruenzen (2) gleichbedeutend ist.

Dieser Abelschen Funktion Vg(s, 2) schreiben wir daher ebenfalls die

Charakteristik
€15ty
Vo)= (o 2)

511

zu;

sodann [indirekt], indem der Quotient zweier Abelschen Funktionen
V¢ Es’ 2, welche zu den Charakteristiken (z) und (Z) gehoren, am
Querschnitte @, den Faktor (— 1)»~ ™, an b, den Faktor (—=1)"=" an-
nimmt, wie der Quotient (4) aus den beiden entsprechenden o -Funk-
tionen, und sich im dbrigen in 7" stetig #@ndert. Diese Eigenschaft

*) Fithrt man an Stelle von s und 2z andere Variable rational ein, so erhilt
eine Abelsche Funktion einen Faktor, der eine rationale Funktion von s und 2z
ist; das Verhiltnis zweier solcher Funktionen bleibt ungeiindert.
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kann man auch, unter Einfiihrung einzelner Buchstaben fiir die Charak-
teristiken, so ausdriicken, daB man, wenn

&1

@ = 2= o)

1 Sp,
_ Nis ey _
O = (e ) = /%)
die Charakteristiken sind, zu denen nach der ersten Zuordnung bezw.

Vo und V9 gehdren,

51+n11"'18+7) .
(@+0)=(, " m’;,ﬂ:)z (@ — b) (mod. 2)

setzt, also
0,---,0 (0,0
(2“)5(0,.“’0); (2b)=(0110)’
und die Charakteristik (¢ + ) der Funktion V% zuschreibt, deren Fak-

torensystem an den Querschnitten @, und b, sich bestimmt durch
(= D"t bezw. (—1)»F7 .

Dieselbe Charakteristik hat dann auch V-9 =9 %, da ¥ an den

Querschnitten nur die Faktoren 4 1 erhilt. Bei einer Abelschen Funk-
tion kann man noch nicht von bestimmten Faktoren reden, die sie an
den Querschnitten annimmt, da sie auch im Unendlichen verzweigt ist,
jene Faktoren also vom Wege abhingen.

Aufstellung der Ausdriicke der Abelschen Funktionen fiir die
einfachsten Fille.
1. Hyperelliptische Funktion.(%)

(3. Februar:)

Es ist zweckmiBig, die Gleichung zwischen s und 2, F(s, 2) = 0,
durch Einfilhrung rationaler Funktionen 6, & von (s,#) zuerst in eine
einfache Form F| (6, §) =0 zu transformieren.

Was zundchst die Wahl von ¢ betrifft, so filhren wir, wenn eine
Funktion ¢ existiert, die nur fiir zwei Punkte vor 7' unendlich von der
ersten Ordnung wird, d. h. im Falle der hyperelliptischen Funktion,
diese ein.

Sei dann ¢ irgend eine andere rationale Funktion von (s, z), welche
nur nicht fiir solche zwei Punkte, in denen ¢ denselben Wert annimmt,
ebenfalls denselben Wert erhdlt, also keine rationale Funktion von §
allein sei. Wenn ¢ in m Punkten von 7' unendlich von der ersten
Ordnung wird, so wird die transformierte Gleichung von der Form
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2 m

Fi (6,8 =0,
die @ werden dann in 6 vom 0%, in { vom (m — 2)*® Grad, also ganze

Funktionen von § allein, vom (m — 2)*" Grade: qu(g)z.

Da jede Funktion, die fiir p oder weniger Werte unendlich wird,
gleich dem Quotienten zweier Funktionen ¢ wird, hier also rational
in §, so wird man fiir ¢ niedrigstens eine Funktion wihlen, die fiir
p+ 1 Werte unendlich von der ersten Ordnung wird, wobei die
p + 1 Punkte beliebig gewihlt werden konnen [nur nicht so, daB in
p der p 4 1 Punkte eine Funktion ¢ verschwindet]. Die Gleichung

2 p41
zwischen ¢ und ¢ wird dann von der Form Fl(a,pg) =0, und die

—1
@ werden Funktionen (pzzg).
Sei
Fi(0,8) = a,6° + 24,6 + a,=0,

wo die o ganze Funktionen (p + 1)** Grades von { sind. Dann wird
1 OF, 2
) 3_61 = a,6 + a, =Va,* — aa,,

und irgend ein endlich bleibendes Integral wird die Form haben:

p—1
/ G
2o = a0,

wo Va,* — aya, die Quadratwurzel aus einem Ausdruck (2p 4 2)%o
Grades in { wird: ein ,hyperelliptisches Integral“. Als Verzweigungs-
punkte der tiber der ¢-Ebene ausgebreiteten Fliche 7' hat man, wenn
a,? — a0, = O nur einfache Wurzeln hat, die w= 2p 4 2 Nullpunkte
von a,® — aya, = 0; entsprechend der Formel w = 2n + 2(p — 1) fiir
n=2. Zugleich sieht man, daB, wegen w =2m (n — 1) — 27,
n=2,m=p+ 1, auch » = 0 sein muB, wenn die endlichen Integrale
wirklich zu einer 2p + 1-fach zusammenhingenden Fliche gehoren
sollen. Andernfalls wiirde, wenn zwei Verzweigungspunkte sich auf-
hebend zusammenfielen, ein rationaler linearer Faktor aus der Quadrat-

wurzel heraustreten, q;?g)l miite denselben enthalten, und das p
wiirde um eine Einheit erniedrigt.

Bei der Transformation auf die einfachste Form werden im hyper-
elliptischen Fall die Beziehungen zwischen den Abelschen Funktionen
zwar einfach, aber die Symmetrie geht verloren; es soll daher zweck-
miBigerweise dieser Fall erst spiter weiter behandelt werden. Wenn
p =1, so wihlt man fiir { und ¢ zwei beliebige verschiedene Funk-
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tionen, die in je zwei Punkten unendlich von der ersten Ordnung
werden; wenn p =2, fiir £ den Quotienten aus den beiden allein
existierenden Funktionen ¢, der in zwei Punkten oco! wird, fiir ¢ eine
weitere Funktiori, die in drei Punkten oo! wird. Wir wenden uns
dem einfachsten Falle zu, in dem keine Funktion existiert, die in nur
zwei Punkten unendlich wird, zu dem allgemeinen Fall p = 3.

2. Allgemeiner Fall p = 3.

2p—2
5. Februar 1862: Aufstellung der homogenen Gleichung F'(x,y,#) =0 fiir

den nicht-hyperelliptischen Fall p > 3 (5. Werke, ,,Zur Theorie der Abelschen Funk-
tionen fir den Fall p = 3%, XXXI, S. 489—490; 1. Aufl. XXX, S. 458—459).

7.—26. Febr.: Der allgemeine Fall p=3. Von der homogenen Relation
vierten Grades zwischen den Quadraten dreier Abelschen Funktionen ﬁ aus-
gehend, werden die 28 Abelschen Funktionen und eine Zuordnung derselben zu
den 28 ungeraden Theta-Charakteristiken aufgestellt (s. Werke XXXI, S. 491—504;
1. Aufl. XXX, 8. 459—472).

Hierbei sind nur folgende zwei Zusitze nachzutragen:(°)
Zusatz zu Werke XXXI, 8. 496, Formeln (16), (17) (1. Aufl. XXX, 8. 464—465).
(17. Febr.:)

Wir wollen den umgekehrten Satz beweisen, da, wenn zwischen
den sechs Quadraten von Abelschen Funktionen eine Gleichung (16)
existiert, dann }/pq, wo p, ¢ auf S. 496 (1. Aufl. S. 464) je in doppelter

Weise angeschrieben sind, ein zur Gruppe Vv gehoriges Produkt
Abelscher Funktionen ist.
§

Indem man zuerst ax, by, cz, -, %’—, % bezw. durch 2, 9,2, &7, §
ersetzt, dndert sich die Relation

(10) Vat+Vyn +V2t=0

nicht. Wir nehmen daher zu (10) statt (16) die Relation
z+y+e+E+n+E=0.

Indem man den hieraus gewonnenen Wert von ¢ in (10), oder

ot =k + yq + 2Vazkyy,

substituiert, erhdlt man

(¢+az+y) (c+E+q) =aq+yt—2Yakyy
+Ve+a+y) GF+EFn) —Vag+VyE=0,

was die Umkehrung aussagt. Diese einfache algebraische Bemerkung
reicht zur Aufstellung aller Relationen zwischen den Abelschen Funk-
tionen fiir p = 3 hin.

d. h
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Bemerkung (%) zu Werke XXXI, 8.508, Z. 7 v. 0. (1. Aufl. XXX, S. 471,
Z.16 v. 0.).

(24. Febr.:)

Ebenso hat man fiir die Gruppe (Jz&) = (p + ¢ + ) formal noch
die drei Zerlegungen:

mt+et+f+ptag+r), m+eti);
n+et+g+pt+g+7), (n+e+g);
m+f+g9+p+ag+r), n+Ff+9),

welche aber, da es nur 6 Zerlegungen der Gruppe gibt, mit drei der
fritheren iibereinstimmen miissen. Daraus folgt, daB zwischen den ein-
gefilhrten 7 Charakteristiken d, e, f, g, p, ¢, r eine lineare Relation be-
stehen muB; némlich die Gruppe

dtet+f+g9+p+qg+r)
ist die ausgeschlossene Gruppe
000
(O 0 0) :
nt+d,n+e,n+f,n+g
fiir d, e, f, g, wobei also d’, ¢, ', g Gruppencharakteristiken werden,
so enthalten die Ausdriicke fiir die in (21) vorkommenden 22 Charak-
teristiken, sowie die der 6 Charakteristiken (k,), (%), - -, (k,"), alle die
Charakteristik (n) explicite; daher fillt aus den Ausdriicken der durch
Summierung ¢rgend zweier von ihnen gebildeten Gruppencharakteri-
stiken dann das (») ganz heraus. Man kann sonach alle existierenden

26— 1 = 63 Gruppencharakteristiken linear zusammensetzen aus den
6 Gruppencharakteristiken

Setzt man

d,e,f'p,q,7r

ey d + oy + ogf + eyp + a9 + g7,
wo die «; die Werte O oder 1 haben, ohne alle zu gleicher Zeit 0 zu
sein; und da solcher Kombinationen iiberhaupt nur 63 existieren, so
sind die erhaltenen Kombinationen alle von einander verschieden.
Solche 6 Gruppencharakteristiken d’, ¢, ', p, ¢, » sind daher linear-
‘unabhingig.

Hieraus ergibt sich weiter, daB man alle 2° Charakteristiken von
Thetafunktionen erhdlt, wenn man (») selbst nimmt, und auBerdem
alle, welche aus den ebengenannten 2° — 1 Kombinationen von Gruppen-
charakteristiken durch Addition von (x) entstehen.

Hat man so (») mit « der Gruppencharakteristiken d’, ¢, f', p, g, r
~ verbunden, so ist, nach den in (21) und fiir die (k) gegebenen Aus-

in der Form
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driicken, eine solche Kombination eine ungerade Charakteristik, wenn
o« =1 oder 2 ist, oder auch =5 oder 6, welch letzteres aus dem
ersteren auch daraus folgt, daB die Kombinationen zu 6 oder 5 ver-
moge der identischen Relation zwischen d’, ¢, f', ¢, p, q, r bezw. in
solche zu 1 oder 2 zwischen 6 anderen dieser GrdBen iibergehen. Dies
gibt die 28 ungeraden Charakteristiken. Fiir « = 0,3, 4 erhilt man
also die 36 geraden Charakteristiken.

Dieser Satz ist sehr wichtig, um die Abelschen Funktionen in
Gruppen anzuordnen; und sein Analogon gilt fiir beliebiges p.

Die quadratischen Relationen zwischen den P Funktionen ¢,
insbesondere fiir p = 4. (%)
(28. Febr.):
Zuerst der in der zweiten Auflage zugesetzte Abschnitt XXXI, S. 490—491:
iber Funktionen, die fiir endliche Werte von &, [ und 7 sind solche Quotienten
von Funktionen ¢, die in denselben 2p — 2 Punkten je oo! werden] endlich

bleiben und fiir unendliche &, 7 unendlich in der zweiten Ordnung werden; fiir

2p—2
die Gleichung F'(£, n) = 0.

Dann folgende Fortsetzung:
Diese Untersuchung 1dBt sich verallgemeinern. Eine Funktion,
die fiir endliche Werte von &, % endlich bleibt und fiir unendliche &, 5
unendlich von der m'*® Ordnung wird, wird fiir 2m (p — 1) Wertepaare
von &, 4 unendlich klein von der ersten Ordnung, und enthilt daher
(Th. A.F. Art. ) fiir m >1
@m—1) (p—1)

Konstanten . ..
[Dies ist so zu erginzen:
Sie ist daher in der Form
fé&n
P

darstellbar, wo f(&, n) eine ganze Funktion von der (2p 4 m — 6)*% Dimension
in §, 9 ist, die fiir die r = 2 (p — 1) (p — 3) Wertepaare (y, ), in denen allein
die Funktion (2p — 6)%r Dimension, ¥ verschwindet, ebenfalls verschwindet. Denn
jene Funktion muB, nachdem man (Th. A. F. Art. 8)
' 2p+m—6 m—4 2p—2
f(gv 71) + 9(&1 71) : IP(E! )
filr (&, n) gesetzt und die 4 (m — 3) (m — 2) Koeffizienten von ¢ willkiirlich
angenommen hat, noch

1@p+m—5)@p+m—4) —4m—3(m—2—r=0>2m—1)({p—1)
willktirliche Konstanten enthalten.
Zu diesen Funktionen gehort jede ganze Funktion m'® Grades von den

p—1 Variablen ¥; eine solche enthilt pp4+1)---(p+m—
v 1-2...m

1) Konstanten.
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f‘

Da aber » nur (2m — 1) (p — 1) Konstanten enthilt, so miissen zwischen den

p Funktionen ¢ [wenigstens]

p4+--(p+m—1)
19 m —@m—1) (p —1)

homogene Relationen m'*® Grades bestehen.] (%)

Fir p=2 und 3 existieren keine Gleichungen zweiten Grades
zwischen den ¢.

[Abgesehen von dem hyperelliptischen Fall bei p = 3. (1%)]

Fiir p = 4 findet im allgemeinen eine homogene Gleichung zweiten
Grades zwischen den vier Funktionen ¢ statt. Eine homogene Funktion
zweiten Grades von 4 GroBen laBt sich aber immer als Summe von
hdchstens 4 Quadraten linearer Kombinationen dieser GroBen darstellen.
Sei also

(A) ¥+t + g’ +yt=0
die eine existierende Gleichung zweiten (irades, wobei die ¥y, lineare
Ausdriicke in den ¢ sind. Wir nehmen je zwei Quadrate zusammen:

Y+ Yi=2, YtYi=2, Y—Yi=2, —UY+Yi=2,
und haben
88y = 2%y,
wo auch die z; lineare Ausdriicke in den den ¢ sind.

Hieraus wiirde nur folgen, dafl, wenn 2z, — O ist, auch 2, oder z,
gleich O sein muff; und man kann nun, da die z, je fiir 2p — 2 =26
Werte zu Null werden, verschiedene Annahmen machen.

a) Die allgemeine Verteilung der 6 Nullwerte von z, ist die, daB
fiir drei der Werte z,, fiir die drei iibrigen #; verschwindet. Dann
werden

2, und 2, fiir drei Werte gleichzeitig zu O,

ZS » Z2 » » » » » oM

21 » z4 » » » » » »”)

23 b 24 » » » » » ”:
Die beiden Funktionen

B_h 5

§ = ,
2, 2 2, 2

werden also nur fiir je drei Werte unendlich von der ersten Ordnung,
und die Gleichung zwischen s, # wird zu

3 3
F(s,2)=0,

als einfachste Form der Gleichung unter den gegebenen Annahmen.



der Integrale algebraischer Differentialien. 17

Die zugehérigen Funktionen ¢ werden zu
€S2 + €8 4 62 + 5.
[Vermdge einer Transformation
S2:8:2: 1 =212 :12;:2,
geht F'(s, #) = 0 in eine homogene Relation dritter Dimension zwischen z,, 2,, 2, 2,
iiber, welche, nach Zufiigung eines Ausdrucks der Form
(@, 2, + 032, + 052, + a,2,) (2,2, — 25 2,)
die allgemeinste ihrer Art ist. Die 9 Moduln ergeben sich, wenn man s durch

eine lineare Funktion von s, und 2 durch eine solche von 2z, mit willkiirlichen
Konstanten, ersetzt.]

b) Es mégen von den sechs Nullwerten von 2, vier solche von z;
sein. Dann wiirden:

z, und 2z, fiir 4 Werte gleichzeitig zu O,
'2;3 ”» ZZ » 2 ”» ”» » O’
zl » z4 » 2 ”» ”» ”» O’

3, 2 o, 4, ” » 0.

Die beiden obigen Funktionen s und # wiirden bezw. 4-mal, 2-mal un-
endlich von der ersten Ordnung, und die einfachste Gleichung wiirde

2 4
F(s,s) ="
[Diese Gleichung ist nun entweder:
«) irreduktibel; dann gehort sie nicht mehr zu p =4, sondern zum hyper-
elliptischen Falle von p = 3, wobei sich auch sz:s:2:1 nicht mehr wie ¢-Funk-
tionen verhalten. Die Annahme (A), b) ist dann also unstatthaft. Oder:

B) reduktibel; F(s2, ;) wird ein vollstindiges Quadrat einer Funktion di(;, .:).
Alsdann definieren die beiden Gleichungen
28 — 2,8, =0, d=0
nicht mehr die algebraische Klasse; und letztere Gleichung 148t sich mittels
exsterer unter Wegschaffen eines linearen Faktors z, auf die Form
2y (ay 2, + ay %+ ag 2y + a,2,) + 2, (052, + a52,) = 0
bringen, sodaB noch eine zweite quadratische Relation, und damit auch eine

dritte, zwischen den vier Funktionen ¢ besteht: man hat den hyperelliptischen
Fall p=4.]

¢) Wenn von sechs Nullwerten von z, fiinf solche von 2, wiren,
so wiirde fiir den sechsten z; zu Null, und die Gleichung wiirde

15

F(s,z)=0
[eine zu p = 0 gehdrige Gleichung, so daB auch diese Annahme (A), ¢) unstatt-
haft ist].

Man hat nun weiter den Fall zu untersuchen, da8 die homogene
Funktion zweiten Grades der vier GréBen ¢ sich auf nur drei Qua-
drate reduziert:

(B) u'+ '+ =0,

RIEMANN'S gesammelte mathematische Werke. Nachtriige. 2
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[oder fiir

Y+ ¥ti=2, Y—Yt=2, Yi=2
die Relation ! : ! ! : o !

2, 8 =2,%.
In diesem Falle gibt die Substition

Z, Z. 2, Z,
s_——_-A2_=__1_, z:.zt s .
Zg 2y 2y 2

schon eine Relation sz — 1 =0 zwischen s und z; die algebraische Klasse kann
aber nicht durch diese Relation zwischen s und z definiert werden, sondern man
wird fiir die in der quadratischen Relation nicht vorkommende vierte der Funk-
tionen ¢ eine neue Variable einfiihren, etwa mittels

Nach der Gleichung 2,2, — 2,®= 0 kann man nun zweierlei Annahmen
machen:

a) In dreien der 6 Nullpunkte von 2z, verschwindet #, je in zweiter Ordnung.
Dann verschwindet in den drei tibrigen Nullpunkten von z, die Funktion z, je
in zweiter Ordnung. In drei Punkten, fiir welche z=§’» einen gegebenen Wert

2
(s also den reziproken Wert) annimmt, hat ¢ drei verschiedene Werte; fiir ge-

gebenes ¢ 4 az, bei beliebigem Wert von @, nimmt z sechs Werte an. Daher
wird die Gleichung zwischen ¢ und 2 von der Form

3 6

F(e,7)=0,
worin aber auch die Gesamtdimension in ¢, # nur bis auf den Grad 6 ansteigen
darf. Da ferner fiir die Verh#ltnisse der vier Funktionen ¢ wird:

2 185:84:8,=8:1:2:6=1:2:2%:62,

36
¢ also in der Gleichung F'(c,#)=0 nur in der Verbindung 62 vorkommt, so er-
gibt sich fir diese Gleichung die Form:

2 4 6
F(o,2)=06%%4 ¢?2%f(¢) + 02f(?) + f() = 0.

Unter Einfiihrung der GroBen z, liefert diese Gleichung eine zu z, 2, — 2,* = 0 hin-
zutretende homogene Relation dritter Dimension zwischen z,, z,, 2, 2,.

36
Dabei kann auch die Gleichung F'(c,#) =0 nicht reduktibel sein, weil F'
2
andernfalls die dritte Potenz eines Ausdrucks ¢z 4 § f(¢) werden miiBte, eine Re-

lation 62 4 &f(:) =0, d. h. eine lineare Relation zwischen den g@-Funktionen z;
aber nicht existiert.

Die acht Moduln dieser algebraischen Klasse ergeben sich aus den 15 Kon-
stanten von F' = 0, indem man zunichst 6z durch (a6 4 bz + ¢) (¢ + d), mit be-
liebigen Konstanten a, b, ¢, d ersetzt, dann auch z selbst durch eine beliebige
gebrochene lineare Funktion von z.

b) Von den sechs Nullpunkten o, ey, f;, B, 7117 YO0 2, Wird in zweien, o, o,
auch 2z, zu 0% in zwei weiteren, §,, f,, auch z; zu 0% in den beiden letasten,
P11 73, SOwohl 2z, als 2z, za O
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Die Funktion s = »Z—?—zz—‘ nimmt dann irgend einen gegebenen Wert nur
8 2
an zwei Stellen an. Man hat also wieder einen hyperelliptischen Fall. Hat nun

s_—_gi an solchen zwej Stellen verschiedene Werte, ist also die Gleichung

: 2 6

K F (6 , S) =0
irreduktibel, so konnte ¢ nicht der Quotient zweier zugehériger Funktionen ¢ sein,
entgegen der Voraussetzung. F'(¢, s) mufl daher ein vollstindiges Quadrat sein; und
6 nimmt fiir die zwei Punkte, in denen s einen gegebenen Wert annimmt, auch
nur einen Wert an. Indem man 2z, durch 2z, 4 1z, ersetzt, kann man dann be-
wirken, daB ¢ in den beiden Punkten «,,w, verschwindet. Dann nimmt fiir ge-
gebenes ¢ -+ as, bei beliebigem @, 8 nur noch zwei verschiedene Werte an, und

12
es wird F' das Quadrat einer Funktion @ (s,s), wo

12 1 2
D(6,5)=06D(s)+ P(s)=0.
Dies gibt, in den z; geschrieben, eine zweite homogene quadratische Relation:
2@ () 5) + D) %) =0,
welche, mit #, 2, — #,% = 0 zusammengenommen, noch eine dritte solche bestimmt.
Die drei Relationen bestimmen die algebraische Klasse nicht, stellen vielmehr im
2;-Raum nur eine, doppelt zu nehmende, Raumkurve dritter Ordnung dar. Man
kommt so wieder auf den Fall (A), b), g.(*%]
Auf diese Weise 1aBt sich die Gleichung fiir p = 4 in allen Fillen
auf die einfachste Form reduzieren. Das Verfahren ist auch auf p > 4
leicht ausdehnbar. Es 1Bt sich ndmlich zeigen, dafl sich aus

t(r—2)(»—3)
homogenen Funktionen zweiten Grades zwischen p Verinderlichen immer,
und fiir p > 4 auf verschiedene Weisen, ein Aggregat kombinieren lasse,
das gleich einer Summe von hochstens vier Quadraten linearer Aus-
driicke der Veriinderlichen ist. Man kann so z B. die Kriterien er-
halten, daB algebraische Funktionen auf hyperelliptische Integrale fithren.

Die linearen Relationen zwischen je p, zur selben Gruppe
gehorigen Produkten zweier Abelschen Funktionen.

(R8. Febr., 3., 4. Mdrz:)
Wir gebrauchen fiir beliebiges p nun die Bezeichnung

_% =% x—q’p

xl-,l'#,yx2—,¢’ » p_E7
wo z, 2, die Stelle der £, von S.15 vertreten, also eine Gleichung

2p—2
der Form F'(x,,2,) = 0 existiert, und wo ¢, in z,, 2, ausgedriickt, die
dortige @-Funktion ¢ von der (2p — 6)** Ordnung in Bezug auf die
Variablen z,, z, vorstellt.
2*
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Wir betrachten ein Produkt aus zwei Abelschen Funktionen

= M)

wo also £ und % solche ganze lineare homogene Funktionen von
Ty, &g, - - -, &, sind, welche fiir je p — 1 Stellen von F =0 unendhch
klein von der zwelten Ordnung werden.

Verwandelt man die urspriingliche Fliche 7' durch Querschmtte
in die einfach zusammenhdngende Fliche 7", so wird die Funktion
6 =&y, stetig durch 7" fortgesetzt, allenthalben nur einen bestimmten
Wert annehmen, nachdem das Vorzeichen von ¢ in einem Punkte will-
kiirlich festgesetzt ist. Denn ¢ wird, wo es unendlich klein oder un-
endlich grof wird, dies iiberall nur von der ersten Ordnung, ohne Ver-

zweigung; man kann auch sagen: iiber jeden innerhalb 7 verlaufenden

geschlossenen Weg ausgedehnt, gibt das Integral f dlog 6 einen Wert
2ni -k, wo k eine ganze Zahl ist. Diese Unendlichkeitstellen von ¢
sind die 2p — 2 festen Stellen, in welchen z;, - - -, z, zu gleicher Zeit
je ool werden.

In der Fliche T ist ¢ ebenfalls unverzweigt, aber zweiwertig.
Beim Uberschreiten eines Querschnittes von 7'’ kann 6 nur denselben
oder den entgegengesetzten Wert annehmen; sodal ¢ an dem Quer-
schnittsystem von 7' ein bestimmtes Faktorensystem -+ 1 besitzt. Das-
selbe ist, wenn die Charakteristiken der beiden Abelschen Funktionen

(@) = (VE), (b)) = (}/q) einzeln gegeben sind, nach Seite 11 aus der
Gruppencharakteristik (@ + b) bestimmt. Wir nennen nun zwei Pro-
dukte 6 =&y, 6 =)Ey von je zwei Abelschen Funktionen zur selben
Gruppe gehdrig, wenn sie an dem Querschnittsystem dasselbe Faktoren-
system annehmen. Unser Ziel ist zu beweisen:

(A) dafs zwischen je p solchen Produlten von je zwei Abelschen Funk-
tionen, die zu derselben Gruppe gehoren, eine lineare homogene Relation
stattfindet.

Erster Beweis. Da die Anzahl aller Abelschen Funktionen }/£ im
allgemeinen gleich 27-1(27—1) ist, so ist die Anzahl aller Produkte
zu zwei, von einander verschiedenen:

$-90-1(20— 1) [20-1(2P— 1) — 1] = 20— 2(2p—1— 1) (222 — 1),

Uberhaupt gibt es 2% — 1 Faktorensysteme + 1 oder Gruppen-
charakteristiken; nimmt man nun an, daB zu jeder Gruppe gleichviel
Produkte gehiren — eine Annahme, deren Richtigkeit wir spiter er-
kennen werden (') —, so folgt fiir die Anzahl der Produkte einer

Gruppe:
2-2(2r-1—1).
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Ein solches Produkt sei J'én. Wir wollen nun den allgemeinen

Ausdruck einer Funktion 6" bilden, welche mit /&y zu derselben Gruppe
gehort, also dasselbe Faktorensystem besitzt und zugleich in denselben
2p — 2 Punkten zu oo! wird, wie J/&7.

Die Funktion 6 -)/En wird dann an allen Querschnitten die Fak-
toren 4 1 annehmen, also rational in den Variablen 2, z, sein. Da
sie ferner nur fiir unendliche x,, , unendlich, und zwar von der zweiten
Ordnung, wird, so wird nach dem fritheren (8. 15):

- VEny = " gp—6

wo f(#,, #,) noch 3(p — 1) willkiirliche Konstanten linear und homogen
enthélt. Damit ¢’ endlich bleibt fir £ =0 und % =0, muB f(z, z,)
fiir die je p — 1 Nullpunkte von /& und }/5 verschwinden, was 2(p— 1)
lineare Bedingungsgleichungen fiir die Konstanten von f(z,,,) gibt.
Es bleiben dann in f(#,, z,) noch p — 1 Konstanten willkiirlich. ¢ ent-
hélt somit p — 1 willkiirliche Konstanten in linearer homogener Weise.
Daher 1iBt sich auch jedes zur Gruppe /&y gehorige Produkt
zweier Abelscher Funktionen, als Funktion ¢/, durch p — 1 spezielle
dieser Funktionen ¢’ linear und homogen ausdriicken; d. h. zwischen
je p solcher zu einer Gruppe gehorigen Produkte existiert eine lineare
homogene Gleichung mit konstanten Koeffizienten, von der Form:

q 1/51711“!‘1/5;;772"‘““"1/%:0’
q. e. d

Dieser Beweis kann aber insofern nicht als streng und allgemein
angesehen werden, als er nur auf Konstantenzihlung beruht, ohne daf
die 2(p — 1) Bedingungsgleichungen, die zwischen den Koeffizienten
bestehen, untersucht worden sind. (%)

Zweiter Beweis. Der strenge Beweis des analogen Satzes:

(B) dafs swischen je p+ 1 Quadraten von Abelschen Funktionen eine
lineare homogene Relation statifindet,
beruht auf der Eigenschaft der Abelschen Funktionen, daB ihre Qua-
drate Funktionen ¢ sind, von demen Th. A. F. Art. 4 mittels des
Dirichletschen Prinzips allgemein bewiesen war, dafl es nur p linear
unabhingige gibt. Einen analogen, auf den Periodizititseigenschaften
der Integrale iiber Abelsche Funktionen beruhenden Beweis des Satzes (A)
wollen wir hier andeuten.

Seien @, (s, 2), 9,(s, #) zwei solche Funktionen ¢, die fiir je p—1
Wertsysteme (s, 2) von F (s,2) =0 unendlich klein von der zweiten
Ordnung werden, so betrachten wir das Integral
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[ V6D 9,6,9dz
v= oF :
. rn

Dieser Ausdruck ist ein immer endlich bleibendes Integral, ist in der
Fliche 1" eindeutig und stetig, und zu beiden Seiten der Querschnitte ist

[von der Gruppe, zu der V‘P,ﬂ’y gehort, abhiéingig]
fiir einige Querschnitte «) vt = v~ + const.
fiir die tibrigen (> 1) Querschnitte B) v+= — v~ + const.

So wie es fiir die endlichen Integrale w, fiir welche an allen
Querschnitten die Beziehung «) gilt, geschehen, 1iflt sich nun ableiten,
daB alle Funktionen v’, welche in 7" eindeutig und stetig sind und an
den Querschnitten genau dieselben Beziehungen «), §) haben, wie v, von
p — 1 willkiirlichen Konstanten linear abhéingen. Man braucht nur zu
zeigen, daB der reelle Teil von v" durch die vorgeschriebenen Unstetig-
keiten «), B) hier vollig bestimmt('") ist, und dann, daB jedes v’ durch
p— 1 unter ihnen linear ausdriickbar ist. Daraus folgt dann der
Satz (A).(*)

Die in eine Relation

2) VEm +VEm+ -+ VEm,=0

eingehenden Ausdriicke £, 4, sind lineare Funktionen von z,, z,, -+, z,.
Man nehme nun p— 2 von einander unabhingige Relationen der Art a),
so stellt dies zwischen den p GroBen z,,%,,---, 2, p — 2 unabhiingige
Gleichungen vor. Eliminiert man also aus denselben die p — 3 GroBen
Ty, -+, &,, 50 bleibt nur eine homogene Gleichung zwischen den drei

Verinderlichen ,, «,, z, {ibrig, welche mit der urspriinglichen Gleichung

F (xlfgc, ,2:::3) = 0 iibereinstimmen muB. Die Gleichung F'(z,, x,, 2,) ist
also ersetzbar durch p — 2 Gleichungen der Form a); daher mul auch
jede algebraische Gleichung F'(s, #) = O fiir eine 2p 4 1-fach zu-
sammenhéngende algebraische Funktion s von z ersetzbar sein durch
ein System von p — 2 Gleichungen zwischen p Verinderlichen. Da aus
diesen auch alle algebraischen Relationen zwischen den Abelschen
Funktionen folgen miissen, so muB aus jenen p — 2 Gleichungen auch
algebraisch herzuleiten sein, daB zwischen je p zu einer Gruppe ge-
horigen Produkten eine Relation der Art a) besteht.

Somit sind die Konstanten in den p — 2 Relationen nicht unab-
héngig; sie miissen vielmehr eben derart bestimmt werden, daB aus
den p — 2 Gleichungen der Form a) alle iibrigen von derselben Form
folgen. Man wird sich dabei der beiden Sitze (A) und (B) bedienen;
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und diese beiden Sitze miiiten auch ausreichen, um alle Relationen
zwischen Abelschen Funktionen zu finden, wenn man noch deren Be-
ziehungen zu den Thetacharakteristiken und die Sitze tiber den Zu-
sammenhang der Charakteristiken benutzte, um zu untersuchen, welche
Produkte zu derselben Gruppe gehoren.

Die Konstanten in den p — 2 Gleichungen miissen sich dabei so
einrichten lassen, daB die Koeffizienten sémtlicher Quadrate von Abel-
schen Funktionen sich rational in 3p — 3 GroBen ausdriicken, den
3p — 3 Moduln der Klasse; wie wir es fiir p = 3 durch die sechs GriBen
a,B,y,¢,8,7 getan haben.

So hat man fiir p =4 zwei Gleichungen zwischen je vier Produkten;
und man wird diese so wihlen, daB in den beiden Gleichungen die-
selben acht Abelschen Funktionen vorkommen. (?)

Algebraische Ausdriicke von einfachen Thetaquotienten. ()

(4. Mirz:) .

Um das Ziel: die Konstanten in den Ausdriicken aller Abelschen
Funltionen durch die Thetafunktionen fiir die Nullwerte der Argumente
2u bestimmen, zu erreichen, ist es zweckmiBig, mehr zu benutzen, als
bloB die Beziehung der Abelschen Funktionen zu den Thetaquotienten
(S. 10), also bloB die Charakteristikentheorie; wir wollen vielmehr
die Quotienten von Thetafunktionen, deren Argumente nicht, wie bei
jenen Funktionen, nur von zwei Punkten von 7' abhingen, sondern
beliebige Werte haben, algebraisch ausdriicken. Wir geben die Rech-
nung allgemein fiir beliebiges p, wenn sie sich auch nur fiir den Fall
zu Ende fiihren 1iB8t, daB man die Fundamentalgleichungen zwischen
den Abelschen Funktionen schon kennt, wie bei p = 3.

Zum Ausdruck des Quotienten zweier einfacher Thetafunktionen
soll (Th. A. F. Art.27) eine algebraische Funktion ¢ gebildet werden,
welche an den Querschnitten von 7" dieselben Faktoren annimmt, wie

VEn, wo V& und V' zwei Abelsche Funktionen sind, und welche fiir
p Punkte von 7" unendlich von der ersten Ordnung wird.
Unter den Bezeichnungen des vorigen Abschnittes bilde man zwei

verschiedene Funktionen
2p—4 2p—4
F@nas) (%)
p—6 ? 2p—6 ?

2
P (o0, T5) P (0, Tp)

die beide je 3(p — 1) willkiirliche Konstanten enthalten und fiir je
2(2p — 2) Punkte unendlich klein von der ersten Ordnung werden. Je
p — 1 dieser Konstanten sollen so bestimmt werden, daf f(x, 2,) fiir
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die p — 1 Nullwerte von V&, f,(x,,) fir die p — 1 Nullwerte von
V'n verschwindet, wonach f und f; die Form erhalten:

) (@, %) = II, + ¢ 11, + ot Gyl y,
filw,z) =¢'X;+6' Xy + -+ + c§p~2X2p—2 ’
wo die ¢ und ¢ willkiirliche Konstanten sind und die 17, bezw. X,
voneinander unabhingige Funktionen vorstellen, die fiir die Nullwerte

von VE, bezw. J/n, verschwinden.
Die in 7" eindeutige Funktion

Vn-f, )

(2) ’ VE-f, (@)
wird dann noch fiir 3 (p —1) Punkte zu 0% fiir 3 (p —1) Punkte zu
ool, und verhilt sich an den Querschnitten wie ]/531

In ¢ bestimme man nun weiter die noch willkiirlichen 2(p —1)
Konstanten von f; so, daB f, fir p willkiirlich gegebene Punkte 8 zu
Null wird; f; verschwindet dann in noch 2p — 3 weiteren Punkten o,
von denen noch p — 3 willkiirlich sind. Die 2(p — 1) noch willkiir-
lichen Konstanten von f bestimme man alsdann so, daB f fir die
2p — 3 Punkte « ebenfalls verschwindet, wodurch die p letzten Null-
punkte p von f mithestimmt sind.

Alsdann 188t sich ¢ als Quotient zweier Thetafunktionen darstellen.
Seien die Werte des Integrals u, fiir die p Punkte , mit ﬂif), fiir die

p Punkte p, mit yﬁ? bezeichnet. Wir betrachten den Quotienten

3) poo T

und fithren in die in den Argumenten vorkommenden Summen die
Werte der Integrale , in den ibrigen Punkten, in demen f und f;
verschwinden, ein. Seien die Werte von u, in den 2p — 3 Punkten
,, in welchen f(z;, 2,) und f(,, z;) gleichzeitig verschwinden, mit

ulf:), (x=1,2y---,2p—3)
bezeichnet; in den p — 1 Nullwerten von f(x,, ;) und V& mit
£ (a=1,3--, p—1)

e ?

in den p —1 Nullwerten von f,(#,, #;) und V% mit
. (=12, p—1)

Wenn dann J§ und Jy beziiglich zu den, Charakteristiken
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(@ B =@, () =)

geh6ren, so kann man setzen ((2), S. 8):

p—1 £ » £
(2‘59)"')5(% ’”."'2"21“%1’ )E (@, "),
A=1 1
, y4
(2/)7(1) "'>E(1]21— P2 +2%’iav’1’ '-'>E ((b).U ...)’
1

A=1

und hat also, nach dem Abelschen Theorem:

S0 o
S+ St m,=o
x=1

denn der erstere Ausdruck, der sich auf die 4(p —1) Punkte bezieht,
fx, @)
b (@, @)
iiber die 2(p —1) je doppelt zu rechnenden Wertesysteme, in denen
x, und z, zugleich zu co! werden und die durch eine Funktion ¢ ver-
kniipft sind (Th. A. F. Art. 23); wihrend sich der zweite Ausdruck

ebenso auf die 4 (p —1) Nullpunkte von % bezieht.

Hiernach wird

in denen zu Null wird, ist kongruent der Summe, ausgedehnt

2p—3
3(%14- S+ @y, )
2p1—3 '
ﬂ(ul + 2+ O )

Um den algebraischen Ausdruck fiir ¢ zu bilden, setze man auch
in (1) die Koordinaten der 2p — 3 gleichzeitigen Nullpunkte «,, a,---,
Cp_3 VO [ (@, %) und fi(#,, z;) ein und bestimme hieraus die Ver-
hiltnisse der ¢ und der ¢’. Seien die Werte bez. von II, und X
in «, bezeichnet mit

@ r—

(*) ()
Hz ? 'Xix’
so wird, bis auf einen konstanten Faktor,

F=2 £ O I8P, =D X XP... XD,
und somit (nach Th. A. F. Art. 27):
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p/i SEnm g
§ S4xxp. - XEr-»

2p—38 P 2p—3
ﬂ(ul + 3 i+ (@), ) S (u,Hr > ugf)
1 1
€

1

2p—38
o (u + 3 w4 @), - )
1

2p—38

9 (a) (u, - %’ u®, )
2p—38

() (ul + ? ufl’), . )

Die hier eintretenden Konstanten B, C' sind von dem Wertsystem
(21, 73), das in IT; und X; und in den Grenzen der w,, uy, - - -, u, vor-
kommt, unabhiingig. Zugleich ist der Determinantenquotient der linken
und der Thetaquotient der rechten Seite symmetrisch in den Wert-
systemen, die sich auf die 2p — 2 Punkte (2, ), o, &, -+, &, 4
beziehen. Ersetzt man daher den Punkt (z,, #,) durch den beliebigen
Punkt «,, das zugehorige Integral u, durch w, so kann man schreiben:

—C.

2p—3

B (a) ( 2 u(i)7 o ) ST e g 0) (1 2p—38
=1 _ 'Vﬂ@nm Y >+ )...n;égf
2p—3 ) §OED. gm0 T Ny xO XM X8’

@(b)(z “gi)’

i=0

(6)

wo VED, Vy® die Werte beziiglich von ]/g, V7n im Punkte o, sind,
und wo nun der Faktor 4 unabhingig wird von sdmtlichen 2p — 2
Punkten «;, fiir deren Wertsysteme die in den Argumenten der Theta-
funktionen vorkommenden Integralsummen gebildet sind.

Um die Konstante A4 zu bestimmen, beachte man, daB Argumente
von Thetafunktionen, welche aus Summen iiber 2p — 2 Integrale mit
beliebigen Grenzen bestehen, ganz allgemeine sind. Spezialisiert man
diese Argumente, indem man p —1 der Gremzen, e, ;, -+, &, 5, In
die Nullpunkte einer Abelschen Funktion von der Charakteristik (c)
legt, so kommt in der Formel (5) links ein Ausdruck der Form

p—2
ﬂ<a+c>(£)u‘;>,~-)
©) T
ﬂ(b+c)(2u‘;>, )

v=0

zu stehen, wo nun die von nur p —1 Punkten abhéingenden Argumente
nicht mehr willkiirliche Werte haben. Man sieht {iberhaupt, daB solche
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Quotienten nur dann einen einfachen algebraischen Ausdruck erhalten
konnen, wenn die Anzahl der Integrale in den Integralsummen der
Argumente ein Vielfaches von p —1 ist; denn nach der Art, wie die
unteren Grenzen in Art. 22, 23 der Th. A. F. bestimmt waren, wird die
Summe der Integrale, ausgedehnt iiber 2 (p —1) durch eine ¢ ver-
kntipfte Punkte, kongruent Null.

Die Bestimmung der Konstanten 4 laBt sich nun weiter dhnlich
vereinfachen, wie es von Jacobi in den Fundamenta (Art. 36) fiir die
elliptischen Funktionen geschehen ist. Bei geeigneter Wahl von (c)
ist es moglich, in (5) eine zweite Substitution zu machen, derart daf
der inverse Ausdruck des obigen (6) resultiert. Das Produkt der beiden
Ausdriicke liefert dann A2, ausgedriickt durch die Klassenmoduln.(**)

[Sei niamlich die Charakteristik (¢) in der Gruppe (a -+ b) enthalten, d. h.
(@b -+4c¢), wie (c), eine ungerade Charakteristik; so setze man auch fiir die
p —1 Punkte o, 4, -+, agp,_g5 die p — 1 Nullpunkte der zur Charakteristik

(@ + b4 ¢) gehorigen Abelschen Funktion. Die linke Seite der urspriinglichen
Formel nimmt dann die verlangte Form an:

p—2
a(b+c)(%u(lﬂ, . )

p—2 ’
a(a+c)(2u(1”’, . )

v=0

O

Man findet hieraus, auBer 4% auch die Quotienten der geraden Thetafunk-
tionen, fiir die Nullwerte der Argumente, ausgedriickt durch die Klassenmoduln,
indem man in (6) fiir die Punkte o, -- -, «,_o die p — 1 Nullpunkte einer Abel-
schen Funktion von solcher Charakteristik (d) setzt, daB die beiden Charakteri-
stiken (@ 4 ¢ d), (b+ ¢+ d) gerade werden.]

Geeht man insbesondere fiir p = 3 von der fritheren Gleichungsform

(Werke, XXXI, S. 492; 1. Aufl. XXX S. 460)
(8) F=@—gyz2t=0
aus, wo @ eine beliebige homogene Funktion zweiten Grades von
z, 9, # ist, und nimmt }z und }y, mit den Charakteristiken (@), (b),
fir die beiden in der Formel (5) vorkommenden Abelschen Funktionen
VE und V7, so soll fiir das in (2) vorkommende f(z,, ,) ein homo-
gener Ausdruck zweiten Grades in z, y, 2 gesetzt werden, der fiir
z =20, ®(x,y, 2) = 0 verschwindet, also

f=c¢ @+ cyx® + sy + c,x2,
und analog

fi=e' @+ 6"y +e'yx + ¢/yz;

wonach, wenn die Werte von @ (z, y,2), ,9,# in den vier beliebigen
Punkten «; bezw. mit @0, z,, y,, 2, bezeichnet werden:
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) 2
‘I‘D Ly" LoYo Lo

3
60 ... oo o
& (a) (2“1 ) ) [P
(9) =0 — A4 | /YY1 YsYs | ¢ Ty~ XglYs Ly |
3 Ly X, o0 2y k7
Lo Xy Ty Ly Yo" Yo%y YoZo

X)) ( u(1i)’ .. )
t==0
£O

Hier kann man nun fiir (¢) = (E, (c)) einmal die Charakteristik von

| Oy Yy my Yyt

V2 wihlen, e, o, als die Verschwindungspunkte von }/z; dann wird
PO =0, PO =0, 2 =0, 2z =0;
der Zihler des Determinantenquotienten zu
Ty %y (X3 Yy — X9y) (DO 212 — BV 242,),
der Nenner zu

Dah — Yoy (T s — X3Yy) (PO yy2, — DU - y2,).
aher:

(10> & (a) (“(10) +“§1) — (€ ) —— 4 ' /Yo Y szxs . _@(OZ'_‘EL@ - Q(?)'wozq .
FO) @) +u — @5 %oV Y9y @0y 5 — 0Dy,

[Da

# () oo — @1, )
—3 2, , —3 O E'L-l-f, (© it ‘i,mvv ©
Y () =t 2o (st )mi+ 3 _@('?—l—e )Uu"')’

& @
so wird die linke Seite zu

—ini e(c)e'(“'—b)
(10" . b Bato @d+ud), -
3O+ "+ o), )

Man wird zweitens, wenn (¢) zu Ve gehorte, in (9) fir «,, o, die
Nullpunkte «®, &® von V%, mit der Charakteristik

Jato4o)
(@+b+4+c)= (8'(a+b+c))

wihlen, und hat dann, wenn
t=1Iz+my + ne,
wo I, m, n von den Klassenmoduln abhingen:
N =0, P =0, t,=129+ my®+4 ne® =0,
t, = 12 + my® + na® = 0.

Somit wird der Zihler des Determinantenquotienten von (9) zu
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1
- 202D (2®Oy® — 4Oy®) (OO g, 1, — BN - a,t,),
der Nenner zu

1
— y(z)y(3) (x(2)y(3) — x(3)y(2)) ((1)(0). Y b — ). yoto);

daher
7@ @ +ul) —@+b40,, )
11 2O+’ —@+v+o, )
( ) —— A4 Yo U1 “/W . 2. xt — @(l)'mofg‘
" 2z, ) gDy 3Oy a0y
Da

ni e(f) & @
P@atn@=ec =" 20 @)
so wird die linke Seite zu
(11 e% m‘Z(*‘Lb‘FC—-a)e;t(d)_eg‘+c—b)a;4(b)). 0 + ) ul® +u), .. )
8@+ @w®+ud, )

Multipliziert man die beiden Formeln (107), (11”) miteinander und
beachtet, daB

so ergibt sich

b =)y @ty
(12) g g T S SO,
oy, 2D

Benutzt man noch die Gleichungen:

hVxy + hy Vet + hyVpg =0,
_ hPpqg—h ey —hytat
P == 2;alh2 )

p=br+my+nz q==ULz+my+nse,

so wird fir =0, & =0:

he?peqy — hilayyy = 0, hs’pyqy — b @yyy = 0, 23930395 — X9 Yy P35 =0,
Py =lizg + mYy, Go="UT+ MYy, py=1x5+mys, g5 =lxs +myys,

woraus
Yo Y Wb,

x, X, my my’
und ebenso fiir { =0, & =0:

y@y® _ Gm—1Im)(ym—in,)

2@ ® — (myn —mn,) (mgn —mmg)
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Daher, in Funktion der Klassenmoduln:

i a0 @)
12') qro g T

bl  (n—1n)(@n—1Iny)

mymy (mym—mn,) (mgm—mm,)
Man ersetze weiter in der Formel (10), (10") die Punkte «,, o,

durch die beiden Nullpunkte der Abelschen Funktion }/p, mit Cha-

rakteristik (d), wobei, nach der Relation

by Yy + hyVzt + by Vpg =0,
die Charakteristiken (o +c+d), (b +c+ d) gerade sind (Werke,
XXXI, 8. 500; 1. Aufl. XXX, S. 468—469). In dem algebraischen Aus-
druck der Formel (10) hat man dann aus p = 0:

hlzy — hl2t =0, @=— %; zy,

somit mittels p = 0:

Yo Y =11~_ In, —lin ?/ozl—ylzo=___4117
T, ® my mn—mn’ Xz — X7, m,’
und, wie oben:
Yot _ Lly
&g Ty my My
Daher:
1 S g @—b)
3 P T bt e+ 0,0,0) Asz mn, —m,n
(13) ¢ F0+c+a,0,0) i T e

oder:
i ST @—B) g S (@) 7 (ab)
. i AT 20T gt et 0,0, 0)
(14) FG+c+d)0,0,0
l , My (mnl —m, n) (In, _lzfi).
], o My (lnl — 1, m) (mny — mym)’

so daB diese vierte Wurzel durch die Thetamoduln eindeutig bestimmt
ist.] (*%)

Ausdriicke der Klassenmoduln bei p = 8 durch Thetaquotienten
fiir die Nullwerte der Argumente.
(5., 6. Mérz:)

Zunichst beweisen wir einen allgemeinen Safz (s. ,,Werke, XXXI,
S. 487; 1. Aufl. XXX S. 456):
Man hat [mit den Bezeichnungen der eben angefiihrten Arbeit,

(1), @) , ,
ch‘pv (8, 2) chq’y (815 %)
1 1
Ty —u —f, YO —u' +f, ) 2 B

o )
Zby% (S, Z) Zb'yq)v (31 ) zl)
1 1

Ty —u' —e, )T, —u Fe, )
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WO

'3(61,---)=0, a(fl;"')=07

p—1 2p—2
(e, ) = (2 af“’, > = (__ iv)’ ) ,
1 y4

die Summen ausgedehnt iber die 2p — 2 Punkte 1, 7, -
welche durch die Gleichung
P

chq)v (87 Z) = O

1

*y Nap—2y

verkniipft sind. In #,,---, g, , verschwindet, aufer in (s, z,), die
Funktion & (4, — u,” — e, ---), als Funktion von s, z betrachtet. Analog
fiir den Nenner.

Unter ¢, (s, 2), ---, @,(5,2) sollen nun diejenigen Funktionen
@ (s, 2) verstanden werden, welche in den Normalintegralen

@,(s,2)dz
= b (S) 0=1,2,---,p)

selbst vorkommen, wodurch d1e ®,(s,2) vollig bestimmt sind. Um
alsdann die Verhiltnisse der Konstanten ¢, b, welche von den (s, #) und
(s;, #,) unabhingig sind, zu bestimmen, nehme man (s, 2) = (s, 2,),
wonach die beiden Faktoren der linken Seite zun#chst unter der Form
4 erscheinen. Durch Differentiation von Zihler und Nenner der beiden
Faktoren nach z ergibt sich aber, wenn man setzt

o CAEER ,

__(%V_)=ay (0, )
und beachtet, daB o (v,, ---) eine gerade, 9, (v, ---) eine ungerade
Funktion ist:

|:2’ﬁ. e, P, (81, z1):| [‘chv(pv (85 z1>]2
1 .
P 2?
[20; (v ) @, (51 m] [ Sb,9,, zg]
1 1

und da es auf einen allen ¢ und b gemeinsamen Faktor nicht ankommt,
kann man also setzen:

¢, = "9'1': (61’ )7 (23)
bv =17, (fl;

Zur Anwendung des Satzes auf die Abelschen Funktionen setzen wir:

)= (=5 mi= D5 ),
(fu)E(‘_n—gl-n@_Z?v a’vl:"‘);
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@ = (s}, , :ﬁ)’ b = (nl,.:.,np>

’ ’
1, Nis 2 Yy

und nehmen

als ungerade Charakteristiken, so wird
'9'(61"">=O; '&(fl)"'>=o’
(e, )= (e, (fy)=(fi,),

und es folgt wieder die Formel (4), (4"), 8.9, 10, nur mit Konstanten-
bestimmung in den ¢. Es wird:

8 (@) (i, — ', - ) Vaz,(w) P (5112)

9,6,2 9,06,4)’

O —w’, )

wo

Vo, (37_5 = ]/;p"&w, (a) (07 )P, (s’ z)
Vo, (s, 2) = Véﬂv’ ©)©O,--) 9,(s,2)

die Abelschen Funktionen von den Charakteristiken (&), (b) sind. Die
in diese Ausdriicke eingehenden Konstanten werden, nach S. 7:

8, (@) (©0,--)

(E)pg (mv B 2(”’#“3&) “ (2) Tt (”‘H 'i;) (”'#’"féi).

-(2 s)en o

ml’”"mp

Ks sollen nun fiir p = 3, nach dem am Anfang des vorigen Ab-
schnittes angegebenen Ziele, umgekehrt wie dort, die algebraische:
Moduln «, 8, , «’, B', ¥ durch die Thetamoduln bestimmt, also jene
sechs GroBen durch Thetaquotienten fiir die Nullwerte der Argumente,
mit gegebenen Thetamoduln, ausgedriickt werden.

Wir gehen hier von den frither gegebenen Entwicklungen und

Bezeichnungen aus (Werke XXXI, S. 495—504; 1. Aufl. XXX, S. 463
—472), insbesondere von der dortigen Formel (10):

Vot + Vyn + Vet =0.

Von den 28 Abelschen Funktionen stehen 22 in (21), L c.; die sechs
letzten sind die 8. 503—4 (1. Aufl. 8. 470—1) mit (k,), (k); (&), (ky);
(%), (ky") bezeichneten. Die Moduln e, 8, p, ', §, 7’ sind die in
den Formeln (17) vorkommenden GroBfen. Um sie zu bestimmen,
driicken wir erst die Quadrate
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q)n+p’ ‘pn+q7 Pasrr Paggyrs """
der Abelschen Funktionen, die bezw. zu den Charakteristiken
(n+p), (0 + ), (n+1), (0 +q+1),-

gehoren, durch diejenigen ¢ aus, welche in den Normalintegralen
Uy, Uy, U; vorkommen. Seien diese letzteren ¢ bezw. mit &/, ¥/, 2 be-
zeichnet, so wird, wenn man zur Abkiirzung

3 ﬂv, (a) (O) o ) = '3'1', (a>
schreibt:

Puyp = (n+p) -2+ +p) ¥+ 8/ (n+p) 7
Purg = (0 + @) -7+ (n+9) ¥+ 8 (n+9q)-7
Pugr =B (1) &+ 0 (0t 1)y + 0 (1) - 7
und
Prigrr = W+ g+7) 2+ (ntg+r) v+ (R+g+7)-7
Potrsp = Fm+r+p) 2+ m+r+p)-y+8nwt+r+p) -7
Pripre =B (M +P+ Q) T+ (t+p+9) Y+ +p+a) 7.
Aus diesen beiden Systemen berechnen wir ¢,, von der Charak-
teristik (d), doppelt, indem wir vermoge

9= (d) 2"+ 8, (d) -y + 9 (d) - &

jeweils 2, ¥, 2 eliminieren. Wir fiihren zu dem Zwecke allgemein
die Bezeichnung ein:

%' (@) 9 (a) 95 (a)

#'(0) 9'0) 90| =(o10 0,

&0 () 8
wo a, b, ¢ irgend drei ungerade Charakteristiken vorstellen, und erhalten:

1

9= Gt n Iy G tentNe.,+mtp dntne,,

+(ntpn+q d)o,,.

1
ey e E ] (CER R TR DL e

+rtgt+rdnt+p+ae, ..,
+m+qg+r,nt+r+p d)‘pn+p+q}'

Will man, da§ die zu
n+p), (m+q), m+r),(n+qg+7r), (m+r+p), (n+p+9), (@)

gehorigen Abelschen Funktionen von der in (21), L c. angegebenen
Form

V— Vv V: V—) f V‘ Vx+?/+z_]/—g—"7‘g

RIEMANN’S gesammelte mathematische Werke. Nachtrage.
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werden, so setze man

@dn+qn+1 m+pdntr)

= wfpntantn P YT alpntgntn Prro
s _Epntqd
4o, nt g ntr) Pntr
¢ @ntr+pntptaq

T oot atrfpntptg Prrere
e tqtrdntp+9
"= wtatrntripntptg Prerew
— = mtgtnrntr+4pd P )
wFatrntrtpntpto Prrore

Vertauscht man hier iiberall (d) mit (), so gehen

x’ y) Z} g) 'Y]’ g
bezw. iiber in

»§ xm  %§
rex, ”ﬁy) #ye, PR _ﬁ—’ 77

s e e n .
wonach durch Division xe und _ folgen, und hieraus:

wm]/Crtantn@nfrinnis o,
@nfgntnntripntoto’

und analog B und p, indem man p mit g, bezw. » vertauscht. Ver-
tauscht man ferner e¢ mit f, bezw. g, so ergeben sich auch

®, e, By, bezw. «”, a", ", y".

Die Determinanten, die in diesen Ausdriicken vorkommen, haben
alle die Eigenschaft, daB die Summe der in jede derselben eingehenden
ungeraden Charakteristiken eine gerade Charakteristik ist,(**) da diese
Summen die Formen
nyn+tp+q+ngtrtd=ntqtr+d=ntpt+e+f+yg
haben, also # mit O, 3, oder 4 der Charakteristiken

g ds e f,y
verbunden ist (s. 8. 15).

Die noch ziemlich kompliziert gebauten Ausdriicke fiir « ete. kann
man vereinfachen, wenn man bemerkt, daB jede Determinante (a, b, c),
filr welche die Summe der drei ungeraden Charakteristiken (a), (b), (¢)
- eine gerade Charakteristik ist, sich als Produkt von 5 geraden Theta-
funktionen fiir die Nullwerte der Argumente darstellen liBt, wie wir
spater durch Entwicklung nach Potenzen der ¢”# nachweisen werden (%)
— Formeln, aus denen sich tiberhaupt alle Relationen zwischen den

geraden & und den Differentialquotienten der ungeraden o, fiir die
Nullwerthe der Argumente, ergeben. So folgt
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. dmtpt+d+f)Sntpt+d+tg)
=) S ptetrf omtpteto’
[wo j eine numerische Konstante ist];
und entsprechend B, y, ¢, - -

Hyperelliptischer Fall.
. 1. Die Abelschen Funktionen und ihre Charakteristiken.
(6., 7. Mirz:)
Die dem hyperelliptischen Fall [p >1] zu Grunde zu legende
Gleichung nehmen wir (s. 8. 12) in der Normalform an:

2 p+1
F(s, z )=a,s®+ 2a,5 4+ a, =0,

WO @y, &, 0, ganze Funktionen (p +-1)*" Grades sind.

Die Integrale erster Gattung werden, wenn s 2p 4 1-fach zu-
sammenhéngend sein soll:

(z) dz
v / T
Vﬂ (#—a)

H(Z - “) =4 (a," — aya,)

ein Produkt von 2(p + 1) verschiedenen Faktoren der Art 2z — a ist.

Die Abelschen Funktionen, welche in je p — 1 Punkten unendlich
klein von der ersten Ordnung werden, sind hier leicht zu bestimmen.
Zuonichst werden sie, wenn mit ¢, ¢, - -+, ¢,_, die 0' Punkte einer
Abelschen Funktion V(pc bezeichnet werden, von der Form

V— VH(Z'—C)7

und hierbei miissen — da @, nur fiir ¢, -+, ¢,_;, und zwar je in
zweiter Ordnung, verschwindet, 2 — ¢ aber in ¢ in erster oder zweiter
Ordnung, je nachdem ¢ von einem der Verzweigungspunkte @ verschieden
ist, oder mit einem solchen zusammenfdllt — diejenigen Faktoren
#z — ¢, fir welche ¢ mit keinem der Punkte a zusammenfillt, zweimal
vorkommen. Es wird daher

1) m=VIIGEES 16, S

Um die Charakterl_stlken dieser Funktionen zu bestimmen, haben
wir zunichst, wenn /g, zur Charakteristik

Cc C
81’...’8}7
(C)= E,c Gyc
1r 8

wo

3*
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gehort, sei es im allgemeinen fiir ungerade (c), sei es im speziellen Falle
fiir gerade (c):

pz_ 1 ) &’ Zp' &
V) _ . v
(2) “1 y o = —*2777:3— "2* ay’l, M )
1 1

die Summen links ausgedehnt tiber die p — 1 Nullpunkte von Vg,;
und da dann

#(¢) (0,--)=0
wird, so verschwindet die Funktion
(3) '3(6) (ul - ul,’ o '))

als Funktion von (s, z), wenn sie nicht identisch verschwindet, fiir
(81, 2,) und fiir jene p —1 Nullpunkte.

Denn wir haben bewiesen (Th. A. F. Art. 4 und 15), daB, wenn
e, -, ¢, beliebig gegebene GroBen sind, man 2p reelle GroBen g,, h,
80 bestimmen kann, daB

2
e, =g,mi + E ha, . (=1,2--,p)
u=1

In der That, wemn @, ,=p, .+ 4,,, so verlangt dies, daf die
Determinante der p, , von Null verschieden ist, was der Fall ist, weil
> Py, %, eine wesentlich negative quadratische Form sein soll
(Th. A. F. Art. 18). Wenden wir dies auf obige Summen

»—1

e, =2 o

>
an, so miissen die g,, , ganze Zahlen werden, woraus wieder, aber
nun fir alle, auch die speziellsten Fille, die Relation (2) resultiert.

_— . . e (B g
Sie liefert die zur Hunktion 1/9‘7«; gehorige Charakteristik <s’1°, . 81,:) ,
in der die & & etwa mod. 2 auf O, 1 reduziert genommen werden
konnen.

Wir haben ferner die S. 10 gegebene Definition der dem Quotienten
zweier Abelschen Funktionen zuzuschreibenden Gruppencharakteristik
auch auf unsere speziellen Fille auszudehnen.

Nach Th. A. F. Art. 26 1481 sich eine beliebige algebraische Funktion
von s, #, die in 7", stetig fortgesetzt, allenthalben eindeutig ist und bei
Uberschreiten der Querschnitte nur Faktoren vom Modul 1 erlangt, als
Quotient von Thetaprodukten ausdriicken. Hat man eine solche
Funktion, die in m Punkten (s,, #,) zu 0%, in m Punkten (6,, {,) zu
co! wird, und bezeichnet man die Integrale u, iiber die ersteren
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Punkte mit yg), tiber die letzteren mit ﬁ(’) so wird

S-S =gmi+ o,

Wwo g, h, rationale Zahlen sind.
Wenn inshesondere diese Zahlen g,, h, nur ganze Zahlen werden,
also wenn die Kongruenzen

m m

) (*)
2 =2
v==1 v=1

sich durch Werte (s,2,) erfiillen lassen, die von den Grenzen (6,, {,)
der ﬁﬁ:) verschieden sind, so muB die Funktion, welche in den ersteren
m Punkten zu 0%, in den letzteren m Punkten zu oco! wird, eine ratio-
nale Funktion von s, # sein. Ist sie der Quotient zweier Abelschen

Funktionen (1), so wird ihre Gruppencharakteristik zu (g g) (s. 8.10).
Andert man daher in (1) nur die Koeffizienten von f (Z), unter Bei-

1—2m
behaltung des FaktorsVl 1 I&z — a), so kommt man zu zwei Funk-

tionen Vo, Ve, von derselben Charakteristik (c). Und die einer
bestimmten Charakteristik (¢) entsprechenden Abelschen Funktionen

werden so viele willkiirliche Konstanten enthalten, als in f(2) vor-
kommen, nimlich m + 1.

Ist die Funktion iiberhaupt der Quotient zweier Abelschen Funk-
tionen

Pe
P ’

o= (€4, h=t(+5)

so wird

Die Faktoren, welche V% an den Querschnitten a,, bezw. b, erlangt,

werden (— 1)‘ﬁ+‘5, bezw. (—1)% +4%"; und die Gruppencharakteristik
ei—{—-e’f, --',e;-}—sz

PAR N AN E'0+s;,”’)'

Man erhilt daher so viele wesentlich verschiedene Abelsche Funk-

des Quotienten wird (

—1—2m

tionen, mit verschiedenen Charakteristiken, als Ausdriicke Vl 1 (2 —a)

(m=0,1,.-.) existieren. Denn hei gleichen Charakteristiken miiite
der Quotient rational sein, wihrend niemals der Quotient von irgend
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~—1 oder weniger Faktoren der Art }/2 — a rational ist, sondern erst
2 p+2

das Produkt der 2p 4 2 verschiedenen KFaktoren V H (¢ —a)

Obwohl wir bei diesen Zuordnungen der Abelschen Funktlonen zu
den Charakteristiken eine bestimmte Zerlegung der Fliche 7' zu Grunde
legen muBten, braucht doch diese Zerlegung nicht ausgefiihrt zu werden,
ingofern die Resultate unabhingig von ihr sind.

Fortsetzung: 2. Anzahl der Abelschen Funktionen.

(7., 8. Mirz:)
Zihlen wir die den verschiedenen Fillen m =0, 1, 2, .- -, p_g_z ,
p—1 entsprechenden Abelschen Funktionen im hyperelliptischen

bez. 3
p—1—2m
1135
(1), $.385) ab.

Fall an
1) m=2n, p—1—4n>0.
Man hat

(2p +2)!
(p—1—4m)!(p+ 3+ 4n)!
Anordnungen, durch Zerlegung von 2p + 2 Faktoren in je p —1—4n
und p + 3 + 4n; und ebenso viele Abelsche Funktionen, von verschie-
denen Charakteristiken, je mit der Konstantenzahl 2n + 1.
Zur Summation Z dieser Charakteristiken fiir »=0,1,2, ..

< blldet man aus dem binomischen Satze:
AN 2p+2)!
—(p— 2p4+2 -7, p -
==Y (1 + &)+ —g“’”a V1 @p+2—o)

und summiert beide Seiten tiber # = 41, —1, + 4, —¢. Dabei heben
sich rechts alle Glieder gegenseitig weg, in welchen der Exponent
von z nicht durch 4 teilbar ist, und die rechte Seite wird fiir
v=p—1—4np zu:

_p—1
”<—“‘—

@p+2)! (2p+2)!
421}'(21}—[—2——1})! 82 (p—1—4n)! (p+31L4n)’

die linke Seite zu

2 x—(p=1) (1 + x)2p+2 = 2p+2(2p_ 1).
:c=1,—}
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Daher wird

n?———
2p +2)! -
2 = 2(p—1—4n)!(p—[—3—[—4n)!=2p ‘-1,

also gleich der Anzahl g, aller ungeraden Charakteristiken.

Sobald also noch ungerade m zuldssig sind, was fir p >3 der
Fall ist, muB es noch ebensoviele Abelsche Funktionen mit geraden
Charakteristiken — entsprechend geraden Thetafunktionen, die fiir die
Nullwerte der Argumente verschwinden — geben, als Zerlegungen
Z" von 2p+ 2 Faktoren in je p—3 —4n und p+5+4n, fir

=p—3
n=0’ 1"..’<Z_)T_.

) m=2n+1, p—3—4n>0, n=0,1,..., 222

[Man erhdlt im ganzen, durch analoge Rechnung, wie in 1):

2p+2)! _ op— 1 (2p 4 2)!
Z' = 2(p—3-—4n>!<p+5+4n>!‘2p B et S e VTN Y

verschiedene Charakteristiken, je zu Abelschen Funktionen mit der
Konstantenzahl 27 + 2 gehorig.]

Es ist 2’ =1 fiir p=3; Z’= 10 fiir p=4; Z' = 66 fiir p =b.
Ebensoviele gerade Thetafunktionen verschwinden fiir die Nullwerte der
Argumente. Fiir p = 3 stellt dies eine, fiir p = 4 aber, da die hyper-
elliptische Funktion p = 4 noch 7 algebraische Moduln enthdlt, nicht
10, sondern nur 3 Relationen zwischen den Moduln der Thetafunk-
tion vor.

Aus dem Umstande, daB es ebensoviel [8,] Abelsche Funktionen
mit ungerader Charakteristik gibt, als Kombinationen Z von Produkten

yp—1—2m
l/ ] 1’(2 — a) mit geradem m, und ebensoviele [«, — 4 (2p + 2),,,]
Abelsche Funktionen mit gerader Charakteristik, als Komblnatlonen zZ'

p—1—2m
von ProduktenVl 1 (z — @) mit ungeradem m, liBt sich vermuten,

daf3 den
geraden,  bezw. ungeraden m

die Abelschen Funktionen mut
ungerader, bezw. gerader Charakteristik

entsprechen miogen. Wir setzen diesen Satz, den wir spiter (s. Fortsetzung 7)
vollstdndig beweisen werden, zunichst voraus.
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Fortsetzung: 3. Relationen zwischen den Charakteristiken

der Abelschen Funktionen.
(8. Mirz:)

Die 2p 4 2 Verzweigungspunkte a seien bezeichnet mit

By gy Aoy~ vy Agpyy-

Die Charakteristik der Abelschen Funktion

V(e — a1
8;‘ e 8”
(n) = (s”: ”.’ ':);
1

sel

1817

wobel
(3 ermi+ 3 > e, )= (0~ Du@), ),
I

wenn w, () der Wert von u, im Punkte a ist.
Wir sehreiben dann der Funktion

Vz—a,,
z—a,
die Gruppencharakteristik (a,) zu, indem entweder ihr Faktorensystem
an den Querschnitten bestimmt wird, oder

| 1 ay _
(? &7+ ”2—2 & Uy 1y ) = (“1(“7) — 3 (), - - )
sei; beidemal ist die Zuordnung fiir eine bestimmte Zerschneidung

von 7T gefunden.
Da das Produkt von 2p + 1 verschiedenen Faktoren

T
H(Z - a"‘) (r=1,2,--+,2p+1)
(@ —ap)' P+

eine rationale Funktion von s,z wird, und da die Charakteristik des-
selben die Summe der Charakteristiken der einzelnen Faktoren ist, so
hat man zwischen den Charakteristiken (ay), - -, (a,,,,) die identische
Relation:

(@) + (@) + -+ -+ (“2p+1) = (0),
d. h. (ay,,,) ist durch die 2p ersteren Charakteristiken bestimmt. Da-
gegen findet zwischen diesen selbst keine lineare Identitdt statt, da
keines der Produkte, aus irgend % verschiedenen der 2p ersten Faktoren
zusammengesetzt, eine rationale Funktion sein kann.

Aus der linearen Unabhingigkeit der Charakteristiken

(ai)i (02)7 T (a2p)

folgt, daB irgend zwei Charakteristiken, welche sich aus ihnen durch
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Addition zusammensetzen, nur dann einander gleich sind, wenn sie in
den (a,),-- -, (ay,) denselben Ausdruck erhalten. Bildet man aus den-
selben alle Kombinationen
oy (ay) + g (ag) + - - + Ogp* (a2p))

wo die « nur die Werte O und 1 erhalten, so erhdlt man 227 von
einander verschiedene Ausdriicke, und also auch 22# verschiedene Cha-
rakteristiken, wenn man (0) einschlieft. Und da es nur ebensoviele
Charakteristiken gibt, so lassen sich alle Gruppencharakteristiken aus
(ay), (@y), - - -, (@) Zusammensetzen; auch (0) eingeschlossen, wenn man
o =0y == oy, =0 setzt.

Addiert man weiter die Charakteristik (») zu allen diesen Gruppen-
charakteristiken, (0) eingeschlossen, so erhélt man wieder alle 2?7 Cha-
rakteristiken, da aus (na) = (nb) auch (a) = (b) folgt. Wir driicken
daher alle Charakteristiken in der Form aus

)+ (@),

unter ¥ irgend welche Summen der (¢,) (v=1,2, .-, 2p) verstanden.
Wenn man nun beachtet, dal der Quotient

V p—1—2m " T p—1—2m
f@ H(Z*a) _fe) H(Z—a)
V(Z — a,) p~— —1 (Z —a)™ (2 —ao)p_l 2
die Gruppencharakteristik
p—1—2m

Z(a), bezw. 2(“

hat, je nachdem @, unter den a, des Zihlers nicht vorkommt, oder ja,
so folgt:
die Charakteristik von

roVITESD

p—1—2m
043 (), beww. ()3 (@),
je nachdem @, unter den @, nicht oder ja vorkommt.
Setzt man nun den am SchluB des vorigen Abschnittes (S.39)

vermuteten Satz als richtig voraus, so folgt weiter:

Die ungeraden Charakteristiken werden von den Formen
—4m

W@, )+ @),
wobel sich v auf die Zahlen 1,2, ---, 2p bezieht.
Da dasselbe auch bei Hinzunahme von a,,,; gelten muB, so erhilt

man weiter, indem man (ay,, ) durch (a,) + (ag) + - - - + (ap,) ersetzt:

ist
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Auch die Charakteristiken von den Formen
p+-24-4m 2+384-4m

@+ @), 0+ (),

wobei sich v ebenfalls auf die Zahlen 1,2,...,2p bezieht, sind un-

gerade;

d. h. alle aus (n) und den (a,),- -, (as,) zusammengesetzten Charakte-
ristiken sind ungerade, sobald die Anzahl dieser (a,)=p — 1 oder
P — 2 (mod. 4) ist.

Die iibrigen Kombinationen miissen dann die geraden Charakte-

ristiken liefern; diese werden also von den Formen
ptam p+1+4m

M)+ @), )+ (@);

d. h. alle aus (n) und den (a,), - -, (ay,) susammengesetzten Charakte-
ristiken sind gerade, sobald die Awzahl dieser (a,)=p oder p + 1
(mod. 4) ist.

In unserem hyperelliptischen Falle existiert auch unter den letzteren
Formen von geraden Charakteristiken eine Reihe von Abelschen Funk-
tionen, ndmlich diejenigen, fiir welche die Summen die Formen an-
nehmen:

W+ @), W+ @),
p+444m p+54+4m
W+ (@), M)+ @,),

fiir m > 0.

Es bleiben daher noch die Formen, welche auch in unserem Falle

keinen Abelschen Funktionen entsprechen:
» 41
@)+ @), )+ @);

und dieses sind daher, unabhéingig von dem oben vorausgesetzten Satze,
jedenfalls gerade Charakteristiken. In unserm Falle konnen denselben
keine Thetafunktionen entsprechen, welche fiir die Nullwerte der Argu-
mente verschwinden; und umgekehrt entsprechen hier solchen Funk-
tionen nur Charakteristiken der letzten beiden Formen.

Fortsetzung: 4. Ausdriicke von Quotienten Abelscher
Funktionen durch Thetaquotienten.
(8. Mdirz:)
Betrachten wir die Thetafunktionen zunichst im Falle der Abel-
schen Funktionen, in dem m >0 ist (s. (1) S.35). Die Charakteristik
einer solchen Thetafunktion sei (g).
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Fiir m>0 mufp 9(q) (u, —u,’, ---) identisch verschwinden fiir
Jedes (s, 2).

Denn sei
q

—2@ (u,,—w',)
, , " o (= Wy
19'(?1)(“1"""’1"''>=Cﬁ("”1_“1_2;'“17"')"9 # ’

v

WO
1, . 1
uﬁf)z-gs,fm—l—? Ze,ﬁ Qo = € (w=1,-,p)
v o

und S ausgedehnt wird iber die p — 1 Punkte, fiir welche die (g)

zugeordnete Abelsche Funktion verschwindet. Da fiir m > 0 wver-
schiedene Systeme von Summen von p — 1 Integralen existieren, denen
die ¢, kongruent gesetzt werden konnen, so muB & (q) (u; — 1w, )
nach der ersten Formel identisch verschwinden fiir jedes (s, 2).
Fiir m > O verschwinden ferner auch die p Funktionen &, (e;, -+, €,).
Denn
du

V4
D00(0) (— ), ) 7
u=1

wird dann fiir (s, #) = (s,, #,) ebenfalls zu Null, also auch die Koeffi-

a
zienten 9,(q) (0, --), weil zwischen den (;:" (w=1,2,---,p) keine

lineare homogene Relation mit konstanten Koeffizienten stattfindet.
Umgekehrt: Wenn sowohl & (ey,---) =0, als die 9.(e,--)=0
(e=1,2,---,p) sind, somuf3 die Funktion &(u, — u,’ — e, - - -) tdentisch
fiir jedes (s, z) verschwinden.
Denn da, nach dem friiheren (8.30,31), fiir & (e;,---) =0, &(f;, ) =0:
Bluy—u'—e, ) Flw,—u'+e, )

S0,09,,2) 3,09,6,2)
AWy T %y T — M “
Tl — /'~y ) P — '+ i) I8 (e, 6,0 3,09, 605)
e “

so folgt aus 9, (¢)=0 (u=1,---, p) und zwar ohne Hinzunahme von
9.() =0, daB &(u, — u," + e, - - ) fiir jedes (s, #) identisch gleich Null
sei; die beiden Ausdriicke &(u, —u,'— e, ---) und &(u;,— u, '+ ¢, )
verschwinden aber gleichzeitig identisch, oder nicht [da ein solcher
" Ausdruck, wenn als Funktion von (s, 2), auch als Funktion von (s, #,)
identisch verschwindet].

Hiernach bedingen sich die beiden Eigenschaften:
1) &, —u, —e,- ) verschwindet identisch fiir jedes (s, #);
2) B, ) =0, e, -)=0 w=152,p)
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gegenseitig; und dann lassen sich die Kongruenzen

= (S

auf verschiedene Weisen erfiillen. Hieraus folgt:
Fiir m >0 wiissen olle Grifien 9,(q) gleich Null sein. Wenn
#(q) =0 und olle #,(q) =0 sind, so hat man wverschiedene Integral-

systeme fiir die e, also fiir den Faktor f(z) der zugehorigen Abelschen
Funktion ((1), S.35) mindestens zwei Konstanten, d. h. m > 0.

Beachtet man nun weiter, daBl bei gerader Charakteristik (g) alle
#,.(¢) immer gleich Null sind, so ergibt sich:

Ist 9(q) = 0 und (q) gerade, so mufs die zugehirige Abelsche Funk-
tion mindestens zwei willkiirliche Konstanten enthalten, also m > O sen.

Und hieraus weiter:

Dem Foll m =0 konnen nur Abelsche Funktionen mit wngerader
Charaliteristik und ungerade Thetafunktionen entsprechen.

Die frither gegebene algebraische Darstellung einfacher Thetaquo-
tienten (8. 9, 10 (4), (4") und 8. 32) als Quotient zweier Abelschen
Funktionen, ndmlich

ﬂ(a)r(ul _ ul’u " ) q)a(s7 Z) " q)a(suz—l)—

'5(17)‘(“1 —wy ) Py (8, 2)- LACE zl)“,
ist nur anwendbar, wenn die beiden Thetafunktionen des Quotienten
nicht identisch verschwinden; somit nur entsprechend solchen Abel-

schen Funktionen Ve,, V@,, welche zu m = O gehoren, also jedenfalls
nur fiir ungerade Charakteristiken (a), ().

Ist m > 0, so wire
16V e =ay
l’ (z_%)p-—l

als Quotient von Thetareihen auszudriicken. Tut man dies durch einen
einfachen Thetaquotienten, so verschwindet der Zahler identiseh in (s, 2),
und man muB dann, bei m =1, dafiir erste Derivierte nach irgend
einem der Argumente u nehmen; zwischen den Derivierten existieren
dabei lineare Relationen. Und ebenso muB man bei m > 1 auch auf
die héheren Derivierten iibergehen — was wir jetzt nicht weiter ver-
folgen konnen. Dabei wiirde sich auch die allgemeine Giiltigkeit des
oben vorausgesetzten Satzes (S.39, 41) ergeben, analog wie oben fiir
m = 0.(*) Bisher ist von diesem Satze nur fest bewiesen, daB [was
fir p = 3 geniligen wiirde] die Charakteristiken der Formen
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P 41
M)+ (@), )+ (a,) gerade,
p+2 p+3

p—1 p—2
2
) + 2 (@), )+ @), )+ @), )+ () ungerade
sind. Wir werden spiter den vollstindigen Beweis des Satzes auf
anderm Wege erbringen (s. Fortsetzung 7). Jetzt wenden wir uns den
Quotienten aus geraden, nicht identisch verschwindenden &(q)(0,---)
zu [Spezialisierung von obigen Abschnitten, S. 23—35].(*")

Fortsetzung: 5. Spezielle Thetaquotienten.
(10. Miirz:)

Sei m = 0, also eine ungerade Charakteristik (¢) betrachtet, fiir
welche &(q) (u, — u,, - - -) nicht identisch in (s, 2) verschwindet. Wir
bezeichnen mit

bl’ b2) Y bp—l

irgend p — 1 verschiedene der 2p + 2 Verzweigungspunkte a3 mit

C1yCayttyCpy

irgend p — 1 andere, von einander verschiedene, dieser Punkte @. Dann
haben wir aus dem fritheren allgemeinen Satze iiber die Quotienten von

Thetas (8.9, 10):
4 I b) T b))

p—1 p—1
H(Z - cy) H(Zl - c:/)
o (u, — = Su, ), - ) -y (E:l'l-zbw)_ *’Ln +2cy)) -
- d e K )
«"(ul — = Suy (ey), - )
v

wo w, (b,) der Wert von w, in b, ist, und wo

1 ,(n—i-Eb,,) . 1 (n+20,)
E u, (b,) =5 & mi+ 5 E &y W3
“

v

1 e+ (n+Zc,)
E u,(¢,) =5 & wi+ o E &y @y -
o

v

Seien ferner
'x’ ﬂ’ y’ d\

die vier noch iibrigen Verzweigungspunkte a. Setzen wir # und 2,
gleich irgend zwei verschiedenen dieser vier GroBen, und zwar

. 1) 2=a,z=2§; 2) 2=y, =20,
so wird
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T («—b,) II(p—0,)

A
1 IIe—ec) IIB—c,)
a(u, (o) — u, (B) -Z'u, ®,), - ) _ 2 :.'b —Ze,) (u — (ﬂ))
— 4 e ~
’9('“’1 () —uy (B) —2“1 (cy)) e )
A II(y—b) I16—0,)
) IIy—ec) He—c)

() —m@ =S b)) ST (0 “o)
- e 13

(1) —u @ ~2u €.+

Aber hier wird die Thetareihe im Zdhler des einen Ausdrucks jedes-
mal im wesentlichen gleich der Thetareihe im Nenner des anderen Aus-
drucks; wie friiher ergibt sich also durch Multiplikation 42 und durch
Division der Wert des Quadrates eines nicht verschwindenden Theta-
quotienten fiir die Nullwerte der Argumente; wobei man fiir diese
Thetafunktionen beliebige solche gerade Charakteristiken, zu denen
tiberhaupt fiir die Nullwerte nicht verschwindende Thetafunktionen ge-
horen, erhilt.
Durch Multiplikation wird, bis auf einen Exponentialfaktor »":

YH@—c) TE—e) My —c) To—ec,)
M@—b) TE—v,) TG—b) T@—1,)

A==

Zur Division seil

“,u(a’v) (“o) 9 Eﬂvﬂ;’/ + 9 ﬂ By s

gehorig zur Gruppencharakteristik (a,) von —: :” - Also wird

() — u,(B) = + ,(a) ® i+ 12 @=(@), Gy
und die identische Relation
(@) + (a5) -+ + (ag,41) = (0)
Z(0,) + Z(e) + (@) + (B) + () + (9) = 0 (mod. 2),

wo die Gruppencharakteristiken (e), - - - zu VZ_—

2—a,
wo auf der linken Seite unter den 2p + 2 Gruppencharakteristiken
auch (g"g) vorkommt, entsprechend VZ:Z“

k] 1 0

daher, da:

za

- gehdren, und

- Durch Division folgt
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) + (@) = (B) — Z0,)= () + () — (9) — Z(¢,) (mod. 2)
wird, die Formel:
o+ oa—f+20,) Ye—b) DE—0b) Iy —ec) @ —e¢,)
Fnta—fLfZe) M H@—c)y T@E—c) Ty—0b) M —b)’
in der %, ein Exponentialfaktor ist.
Diese Darstellung geniigt, um durch Vertauschungen und Produkt-
bildungen alle Quotienten der Form
Y(a—10b) (c—d)
(@a—c)(—d)’
wo a,b,c,d irgend vier verschiedene aus den 2p + 2 Verzweigungs-
werten vorstellen, durch Thetaquotienten fiir die Nullwerte der Argu-
mente auszudriicken. Denkt man noch eine lineare gebrochene Sub-
stitution zwischen # und 2’ ausgefiihrt, wobei der letztere Quotient in
V@ —=0) ([ — d)
@—c)® —d)
ibergehe, und nimmt drei der Gréfen o, 0, ¢, d" als 0,1, 00 an, so
erhdlt man die Ausdriicke fiir die Moduln der hyperelliptischen Funktion.

[Ausgerechnet wird, mit Hilfe der Definition von :ﬂ( )(1:) (Seite 8)

' =7tj,

%ﬂizﬂlﬁx)_(ﬂ) . l,‘;2((’1)—2(%)
* _VJA € “ ’

2 (n-l-Zb ). (n+2b ) 2 (n+2‘c) (n4Zcy)
_%(2 ) % ¥ Y +%(2 ) G ® Moe T
i  \uu 0

L eﬁf‘~ﬁ+r—<’) e;t(a—ﬂ-l-r—d—-uc,,—%)
J=e K ]

1

Fortsetzung: 6. Thetaquotienten mit beliebigen Argumenten.
(10. Miirz:)
Seien (s, 2,), (Sg %3), - 5 (S, 2,) irgend p Punkte von F'(s,2) =0
und %) ,uﬁf) y+ o, u® die zugehdrigen Werte von w,. a,b seien irgend
zwel Verzweigungspunkte. So kann man den Quotienten

P
& ( Su) —u, (), - ) ) X RCN
v=1

v, 1

P b
N 2)

v=1

wo
“M(a’) u (b) '(a)—(b) i 4 2 @—0 Gyt
algebraisch ausdriicken durch die Werte (s, zl,), “ oy (8o 2p)
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Als Funktion von (s,, #,) verschwindet der Zihler dieses Ausdrucks
in @ und in den p — 1 Punkten (s, %), -+, (s,,%,), fiir welche

E ) = — E (").

V=

Die Punkte (sg, 25), - *, (Sp) %), (82,22),~- ,(p, #,) sind mit einander
durch eine Funktion ¢ verkniipft; daher wird in unserem hyperellip-
tischen Falle z, = z,, wihrend s, die von s, verschiedene Wurzel von
F(s,2,)=0 wird. Ebenso verschwindet der Nenner des Quotienten,
als Funktion von (s, 2), in b und denselben p — 1 Punkten (s, 2,").
Der Quotient wird daher zu

—a
4 z—b

und wegen der Symmetrie in den p Punkten (s,, 2,) zu

P
[l —a
.B v=1 ,

P
]I(Zv —b
=1

wo B von den #, unabhingig wird und nach der fritheren Methode
zu bestimmen ist. Zu dem Zwecke teile man hier die 2p + 2 Ver-
zweigungspunkte in drei Gruppen von einander verschiedener:

dy, oy ds

@by ey, » Uy

§ 2]
indem man fiir die #, einmal die ¢,, dann die d, einsetzt, erhilt man

_]—]m ﬂ(Z w, (¢,) — uy (@), - % @=0, ()
LI, —0  #(Sui) —u0),

),
B
(5 )
]I< - v( (@) — w (@), - ) ~ 240 @)
B
(s )

)

Vo .
d—b) B Sy (d,) —u, ®), - ’

und da
2%(‘%) -I-Z u,(d,) + u,(a) + u,(b) = 0 (mod. Perioden),
80 Wirvd durch Mu;tip]ika.tion B algebraisch erhalten in der Form:

wo unter o alle Verzweigungspunkte auBer a selbst, unter b alle

B=nh
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solche auBer b selbst verstanden sind, % ein Exponentialfaktor [der
noch die Moduln enthélt].

Die hier vorkommenden GroBen der Art
e
] I (zv —a)
=
sind diejenigen, welche WeierstraB vorzugsweise ,Abelsche Funk-
tionen“ nennt (,Zur Theorie der Abelschen Funktionen“, Formel (2),

Crelles J., Bd. 47). Es verhalten sich némlich, bei festen 2, -, 2,
diese Ausdriicke wie die entsprechenden Thetafunktionen

bis auf Exponentialfaktoren; um diese letzteren auszurechnen und zu
beseitigen, miite man die Charakteristiken der Thetafunktionen ein-
fiihren und hierzu die Integrale alle von dem festen Verzweigungs-
punkte @, an nehmen, fiir welchen dem Ausdruck }/(z — a,)P~' die
Charakteristik (n) zugelegt wurde (S.40). Der Quotient, von dem wir
ausgingen (8. 47), erhielte dann die Form

Y4
#(n+a) (2[u$”~u1 @], )

v=1

P
& (n+b) (2[%(1”)—%1 (a)], - - )
=1

Ubrigens gibt auch WeierstraB die mit vierten Wurzeln der Einheit
zusammenhingenden Faktoren nicht niher an, sondern liBt sie noch
unbestimmt, wird sie aber wohl spiter hinzufiigen. Ferner war beim
hyperelliptischen Fall, den er allein behandelt, kaum Veranlassung,

die vollstindigen Ausdriicke fiir alle f (Z) ]II(Jz = ZS" einzufiihren.

Auf den allgemeinen, nicht-hyperelliptischen, Fall lassen sich die
WeierstraBschen Formeln nicht verallgemeinern. Dann lassen sich
die Thetaquotienten nicht als Produkte von Funktionen der einzelnen
Variabeln, sondern nur als Quotienten von Determinanten aus Funk-
tionen von je einer Variabeln darstellen, also durch viel kompliziertere
Ausdriicke. Diese letzteren einzelnen Funktionen von einer Variabeln
zeichnen sich alsdann schon so aus, daBl eine besondere Benennung
nétig wird; und wir haben sie frither (also in anderem Sinne als dem
WeierstraBschen) , Abelsche Funktionen“ genannt.

Wir haben auch noch die Konstanten in den Thetarelationen voll-

RIEMANN’S gesammelte mathematische Werke. Nachtrage. 4
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stindig zu bestimmen; und gerade hierbei wird die Betrachtung der
hyperelliptischen Funktionen von wegentlichem Nutzen sein. Insbesondere
haben wir im allgemeinen Falle p =3 die Relationen zwischen den
9.(0,---) und den &(0,---) (8.34-35) iibersichtlich zu entwickeln.

Fortsetzung: 7. Beweis des vorausgesetzten Satzes (8. 39).

(11. Mérz:)

Zur Ausfiillung der bei dem Satze (8. 39) gelassenen Liicke sollen
die Charakteristiken mit Bezug auf eine gegebene Querschnittzerlegung
fiir den hyperelliptischen Fall wirklich bestimmt werden.

Als bestimmte Zerlegung der die z-Ebene zweifach bedeckenden
Fliche 7', mit den Verzweigungspunkten

Aoy Qyy -7y Agp iy

nehmen wir folgende: man verbinde die Punkte in der genannten Ord-
nung, zuletzt auch a,,,, durch das Unendliche mit @, durch eine
Linie. Auf beiden Seiten der Linie sind die Blitter von 7' unver-
zweigt; die Verbindung wechselt bei jedem Verzweigungswerte. Ab-
wechselnd findet also Kreuzung der Blitter statt, so etwa zwischen
@y — Gy, g — Qg+ *y Ay 1 — Gy, Wahrend zwischen ay— a3, @, — a5, -+,
@y — @, keine Kreuzung vorhanden ist. Zur Zerlegung von 7' in eine
einfach zusammenhingende Fliche 7" seien die Querschnitte

ally T ap,) bll? b2’7 Y bp’
bezw. um
Uy — gy =~y Qg3 — Gy,
(g — Gy — " —gpyqy Gy — Q=" —lgp gy ") Agp— Ggpyy
gezogen.

Wir benutzen zunichst die Definition der Gruppencharakteristiken
durch Integralsummen:

1,0 o1 a
,(@,) —u, () = 5 & ®i+ 5 E Wy
-

Wendet man diese Definition auf ein beliebiges Integral erster Gattung
w = oy Uy + Uy + - - - -+ o,u, + const.

1 v 1 v
w(a,) — w(a,) = ?2 & K 4 ‘52 e,ul(ﬂ);
Iz Iz

wo die &, & ganze Zahlen sind und wo die k%, 1) die Periodizitits-
moduln von w am Querschnitte ay, bezw. b, vorstellen.

Um die Wertéinderung eines Integrals « auf einem in 7" laufenden
Weg zwischen zwei Punkten von 7" zu erhalten, kann man auch einen

an, so wird
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nicht in 7" verlaufenden Weg zwischen denselben Punkten wihlen,
wenn man dabei die sprunghaften Anderungen an den Querschnitten
mitnimmt. Insbesondere driickt sich so der Wert des Integrals zwischen
zwei Verzweigungspunkten @, und a,, auf einem in 7” verlaufenden
Wege, aus als der negativ genommene Wert desselben Integrals auf
demselben Wege, aber je im anderen Blatt von 7' durchlaufen. Auf
letzterem Wege liefert jede Uberschreitung eines Querschnittes von 7”
den beziiglichen Periodizititsmodul als Beitrag zum Integral. Fiihrt
man dies fiir die einzelnen Integrale w,,---,u, aus, so ergibt sich fiir
die Wege von ¢, bis a,,_,, bezw. a,,:

Charakteristik (23,_) = ()3 ()’

” (aw) = ((é)"”l i (g)p—v) )

1=t die (v — 1)-malige Wiederholung von 1 bedeutet. (8
g g 0

0.
Ganz dasselbe erhdlt man, wenn man die Definition der Gruppen-
charakteristiken durch Querschnittsfaktoren benutzt.

Ist nun der zu heweisende Satz richtig, so mufl eine Charakte-
ristik (») existieren, derart daB

WO(

p4m
)+, (a,)

gerade ist fiir m = O oder 1, ungerade fiir m = 2,3 (mod. 4).
Wir nehmen an, der Lehrsatz sei bewiesen fiir Charakteristiken
aus bloB p Gliedern, und beweisen ihn dann fiir solche aus p 4 1

Gliedern. Fir p =1, wo () = ((1)) , (ag) = (i) , ()= (i) , gilt aber
der Satz. Die p-gliedrigen Charakteristiken setzen wir aus
(n); (ay), (ag), -+, (“2p);
die (p + 1)-gliedrigen entsprechend aus
)3 (@), (@); -5 (Gap+2)

zusammen. Dabei sollen die 2p + 2 Charakteristiken (a) aus den
2p Charakteristiken () entstehen, indem man

1) vor alle (a) das Glied (1) setzt,

2) die zwei Charakteristiken (2 (g)ﬂ), (: (g)p) hinzunimmt.

Das gesuchte (»") ist dann, wie wir zeigen wollen, von der Form an-
zunehmen:

(n) = (z n) .
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Ist ndmlich zunfichst
, 1
(a’> = (0 a’) ’
p ?
so wird >'(a)) = (18 > a) , und

2 ?
)+ (@) = (“,C% +> a>) ;
da aber, nach Annahme,
»
)+ (@) =0 (mod. 2),
so wird, wie es sein soll:
V4
@)+ (@) =1 (mod. 2),
sobald ¢ + p und & beide =1 (mod. 2) genommen werden. Wir

nehmen also
w)=("T1n).

Benutzt man nun dieses (»') fiir alle mdglichen Kombinationen
der (a), so gilt der Satz. In der Tat: fiir die Frage, ob
G erade 0,1
(n") —i—Z (a) uigem o, WOmL M=y (mod. 4),
sind vier Fille zu betrachten:

1) die (a") der Summe sind alle von der Form (; a);
2) eines der (@) der Summe hat die Form ((1) (g)p) .
. , . 1 (0\? ’
3) eines der (a’) hat die Form (1 (0) );
4) zwei der (a’) sollen von den letzteren beiden Formen sein.

Im Fall 1) wird
p14m p+H1+m ptitm
o+ 2l = (H G L 30) = (164 X),
und der Satz ist fiir alle Werte von m erfiillt; in den Fillen 2), 3), 4)
wird bezw.
ptm pt-m
> @+ ()= er0),
p+m p+m
o +2 @+ ()= (e+2),

Ry 0 (0,2 1 /0\» m-41 !
o)+ @) + (5 () (1(0))5( T <n+2a))»

I

i

-+
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und auch hier ist der Satz fiir alle m erfiillt. Daher gilt der Satz
fir p + 1. Nach dem Gesetz, nach dem (»") aus (n) gebildet wurde,

wird zugleich
. p,p_l'...,l
(n)_(lv 11 B} 1)’

mit abwechselnden Gliedern (1) und i , dem Schluiglied
p=3 und 4:

W=(20, waw 0103,

Zur Auffindung dieses bestimmten Awusdrucks (») brauchte man
iibrigens gar nicht auf die Integrale zuriickzugehen, da leicht zu zeigen
ist, da (n) durch seine friiher genannten Kigenschaften schon villig
gegeben ist.(*) Die Folge ist, daBl diese Systeme von Charakteristiken
picht nur fiir die hyperelliptischen, sondern fiir die allgemeinen Abel-
schen Funktionen verwendbar sind. So haben wir fiir p =3 solche
sechs Gruppencharakteristiken (a,),-- -, (@), nimlich

®), (@), (1), (@), (), ()
[mit (¢) = (p) + (@) + () + (@) + (¢) + ()]
aufgestellt, daB alle Gruppencharakteristiken sich aus ihnen zusammen-
setzen lassen; und dann wurde (#) so bestimmt, daB die Charakte-
ristiken

(n) + 2 (a,), (n) + 2 (a,), () +2 (@), (n) +2 (a,) ungerade,
(n), (v +2 (@,), (n) +2 (a,) gerade

waren. Dies war frither durch Induktion [aus den Gruppen von Paaren
Abelscher Funktionen| gefunden; zugleich waren die den Gruppen-

charakteristiken zugeordneten halben Perioden auch ihrem Werte nach
durch Integralsummen véllig bestimmt (S. 13—15, 27—30).

1 "
L3 80 z B. fiir

Fortsetzung: 8. Erginzung der allgemeinen Entwicklungen
bei p =3 durch die fiir den hyperelliptischen Fall geltenden.

(11. Mérz:)
Wir betrachten den hyperelliptischen Fall p = 3:

_ B q)(:’)dz .
ViE—a)e—0e—0t—de—9E—NeE—g@E—n)
mit den Abelschen Funktionen V(2 — a) (# —b), wo fiir a, b irgend

zwei verschiedene von den acht Verzweigungspunkten zu nehmen sind,

w
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und f (zl) Den ersteren 28 Funktionen entsprechen die 28 ungeraden
Charakteristiken, der letzteren aber eine gerade Charakteristik und eine
gerade Thetafunktion, die fiir die Nullwerte der Argumente verschwindet.
Unter den 36 geraden Thetafunktionen werden also in unserm Falle
fiir die Nullwerte der Argumente eine verschwinden, die iibrigen von
Null verschieden sein.

Umgekehrt: wenn eine der 36 geraden Thetafunktionen fiir die
Nullwerte der Argumente verschwindet, so wird durch diese Theta-
funktionen das Umkehrproblem der hypere].hptlschen Integrale gelost.
Sei namlich, fiir (n) gerade,

'ﬂ'(n) (O’ O) 0) = 05

U (“1_ “1,_ €, '))

1 n
E e,, i 7 3 E &by )
-

so verschwinden fiir (s, #) = (s, #,), daB die Kongruenzen

(61, )= (7—1 u), - >

auf zwei, und damit auf unendhch viele Weisen, erfiillt werden konnen
(s. S.43). Es existiert also eine Funktion, die fiir zwei Werte unend-
lich grof und unendlich klein wird: was eben der hyperelliptische
Fall ist. Dieser Fall ist also fiir p = 3 notwendige und hinreichende
Bedingung, daf eine gerade Thetafunktion fiir die Nullwerte der Argu-
mente zu Null wird.

Die Funktion, welche in je zwei Punkten 0' und oco! wird, wire

"7 () (uy —wy', "'),(30)
By () (uy — ", )

Fiir den hyperelliptischen Fall p = 3 zerfallen die 63 ,Gruppen®
von Paaren Abelscher Funktionen in zwei Kategorien:

a) Produkte von zwei eigentlichen Abelschen Funktionen, von der
Form V(2 —a) (—b) > (z—¢) (¢—d), wo a,b,c,d alle von einander
verschieden sind;

so ‘muB

WO

b) (z—a) V(2 — a) (¢ — b), wo a,b von einander verschieden sind.
In beiden Fillen bestimmen sich die sechs Zerlegungen jeder Gruppe
leicht. Bei a), indem man einmal das Produkt von vier linearen Fak-
toren dreimal in Paare teilt, und ebenso das zur selben Gruppen-
charakteristik gehorige Produkt der vier iibrigen linearen Faktoren:

V(z—e) (s—f)(z—g) (¢ —h); bei b), indem man die sechs Paare
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V=G a=Ve— D9, Va6 d=Ve DE—a,
<+, V(e —a) (z—h)><}(s —b) (¢ —h) bildet. Zu b) muB man hier

noch
(r—a) =<VE— D) =)

hinzunehmen, als Produkt einer ungeraden Abelschen Funktion mit
einer zur geraden Charakteristik (») gehGrigen, noch zwei willkiirliche
Konstanten enthaltenden Abelschen Funktion f (2 — «).

Sei nun

#(n)(0,0,0)=0.
Wir fragen: welche Relation existiert zwischen den Charakteristiken

zweier ungeraden Abelschen Funktionen, damit sie einen Faktor der

Art Yz — a gemeinschaftlich haben?

Seien die Charakteristiken derselben (#) und (/). Dann muBl in
der Gruppe (k) + (I) nach b) die gerade Abelsche Funktion, die zu (»)
gehort, vorkommen, so daB der andere Faktor die Charakteristik
() + (k) + () haben wird. Also wird (n)+ (k) + (!) eine ungerade
Charakteristik. Und umgekehrt: wenn (%) + (%) + (I) ungerade ist, so
haben (%) und ({) die verlangte Kigenschaft.

Drei ungerade Charakteristiken seien (&), (1), (m). Die Bedingung,
daB sie zu je zwei einen gemeinsamen Faktor haben, ist also, daB

#) =) + @) + (m), ') =) + (k) + (m), (w) = (n) + (k) + (O,
wobei

&)+ @) + (m') = (n) (mod. 2)
wird, alle ungerade seien.

Entweder haben dann (), (1), (m)
1) alle drei denselben Faktor, die Funktionen sind also von der Form

Vq;);= y (Z_d)(z"—a’ ’ W=V(z‘d)(z_ibi)7
Vo=V —d)(z—0);

2) die gemeinsamen Faktoren sind verschieden, die Funktionen
werden von der Form

Vo=V —b(—o), Va=VE—al—o,
Vo=V—a)(z—b),
(m) + (k) + () = (m) = (m), u.s. w;

d. h. (%), (@), (m") werden bezw. mit (k), (1), (m) identisch oder nicht,
je nachdem man im Fall 2) oder Fall 1) ist.

oder

und es wird
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Im Fall 1) muB die Determinante
a/ (k) (k) 9y'(k)
a0 90 80 | =k, 1,m) =0
8 (m) 8y (m) By (m)
sein [da zwischen g, @,, ¢, dann eine lineare homogene Beziehung stattfindet].
Daraus folgt:
Die Determinante (k,1,m) verschwindet, wenn & (k' + 1+ m") (0,0,0)=0
st, wo
&)+ O =® + O, &)+ @)=E + m), )+ m)=0 + ),
und (K), (1), (m") bezw. von (k), (1), (m) verschieden sind.
Um daher alle Fille zu erhalten, in welchen (&, 7, m) = O ist, hat
man von den drei Gruppen
(k) + @, &+ ), @+ (m)

je alle fiinf weiteren Zerlegungen zu bilden. Von irgend einer dieser

Zerlegungen, etwa
e ®+0=®+0

wird eine Charakteristik (bezw. Abelsche Funktion) (") in einer Zer-
legung der Gruppe (k) + (m) vorkommen: ’

(k) 4 (m) = (&) + (m),
die andere Charakteristik (/') in einer Zerlegung der dritten Gruppe

&) + (m):
O + (m) = () + (m),
so daB man auf diese Weise drei Abelsche Funktionen mit Charakte-
ristiken (%), (), (m) erhilt, deren Summe = (n') sei.
So ergeben sich, den fiinf Zerlegungen einer dieser drei Gruppen
k) + @), &)+ (m), () + (m) entsprechend, fiinf Thetafunktionen, von
der FEigenschaft, dafi das Verschwinden irgend einer derselben fiir die

Nullwerte der Argumente eine hinreichende Bedingung dafiir ist, daf} die
Determinante (k, 1, m) verschwindet:

'ﬂ(nl)f ﬁ(nz)) Y 'a(”5)7
(n) = (k) + @) + (my), - -, () = (k) ‘t () + (ms),

und (k,), (1), (m,) eines der eben gefundenen fiinf Systeme (&), (1), (m")
vorstellt.

Von diesen Bedingungen ist auch keine eine Folge der iibrigen;
und bildet man

wo
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(1, m)

5 )
Il &, +1,4m)0©,0,0
r=1

so erhilt man eine Funktion der a, ., die fiir alle Wertsysteme der Theta-
moduln endlich bleibt, also eine numerische GréBe sein muB. Zum
Beweis hat man fiir den allgemeinen Fall p =3 zu zeigen, daB dieser
Ausdruck eine algebraische Funktion der sechs Klassenmoduln «, 8, y,
o, B,y ist und fiir alle Werte derselben endlich bleibt, also auch von
diesen, daher auch von den sechs Thetamoduln, unabhingig wird. —
Durch Entwicklung nach den Potenzen der ¢"s#' und Vergleichung der
ersten Glieder erhiilt man dann leicht den Zahlenwert, = + 1. — Um
zu zeigen, dafl der Quotient von den sechs Klassenmoduln algebraisch
abhiingt, muBl man zeigen, daBl derselbe von der Querschnittzerlegung
der Fliche 7' unabhiéngig ist. Dies geschieht, indem man statt der
Thetaargumente lineare Funktionen dieser GréBen nimmt, derart, dafB
das Periodizititsmodulsystem dieselbe Form behilt; also durch lineare
Periodentransformation der Theta, die durch eine Reihe von Vertau-
schungen der Querschnitte erzielt werden kann (vgl. Meissel, Cr. J. 48).
In der Beziehung

(k,t,m) = + [ [9(,)(0,0,0)

sind alle Relationen zwischen den ©'(a) und #(b) enthalten; und die
Beziehung wire auch direkt durch Ausmultiplizieren, mit Hilfe der
Theorie der terndren quadratischen Formen, beweisbar, was auch den
Faktor + 1 genauer bestimmte.

Folgerung. Wir benutzen im allgemeinen Fall p = 3 wieder die
Bezeichnungen (8. 14):

(), @, (), @),€), (), ¥),
@+ @+ @+ @)+ €+ )+ (9)=0;
(1), () + (d) = (d), () + (&) = (e), ) + () = (), () + () = (9)-
Man kann leicht die linearen homogenen Relationen zwischen den
Quadraten von irgend vier Abelschen Funktionen, von den Charakte-

ristiken
m+@®, +@, 0+ @), @+d),
fiir welche die Summe je dreier gerade ist, bilden. Denn da
Purp= '+ p) -2+ (M +p) Y+ 8/ (ntp)- &
uws w (8. 833, wo 2,4y, 7 definiert sind), so braucht man aus den
vier Ausdriicken fir @, ., 9., ) Pairy Paya DUr &, 4, & zu eliminieren
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(8. 33) und die entstehenden Determinantenkoeffizienten der Art (%, I, m)
durch Produkte von Thetafunktionen fiir die Nullwerte auszudriicken.
Entwickelt man so, indem man

k) =) + @), =+ (@), (m)=Mm)+()
setzt, die Zerlegungen der Gruppen

+@, W+0, @+0),
so ergibt sich, auBer der Zerlegung (n + p) + (# + q) der ersteren,

noch:

@+@=@+p+n)+0+qgtr)
=@m+p+d)+t+gtd)=-=+p+9)+n+a+9),
wonach die fiinf Systeme von Charakteristiken (£), (7), (m") bezw.

werden:
1. n+q+7r), W+p+7r), (®+p+g), nit Summe », = (n),
2. m+p+d), m+qg+d), m+r+d),

mit Summe (n)) = +p+q9+r+d)=(+7F+9),
5. r+p+9), m+g+y), +r+9),

mit Summe () = +p+g+r+g)=Wd+e+f).
Daher wird

(n+p,n+g,m+7)
=+ 8m) de+f+g) dd+f+g) dd+etg) dd+ed(),

woraus durch Vertauschungen von p,q,r, d’,¢,f’, ¢ sich die iibrigen
Determinanten bis aufs Vorzeichen ergeben.

Die so gefundene Relation zwischen ¢,,,, .., 9,.,, Pn s mub
identisch werden, wenn die ¢, ,, u.s. w. wieder durch ihre Ausdriicke in
Z,y, & ersetzt werden; aber die hierzu nur notigen Relationen zwischen
den Verhdltnissen von Determinanten der Form (%, !, m) und den Quo-
tienten von Thetaprodukten fiir die Nullwerte sind schon durch das
Additionstheorem leicht zu beweisen, nach dem von Jacobi wund
Rosenhain fiir p =1, bezw. 2 gegebenen Verfahren. Man hat nur
das Additionstheorem selbst durch einfache Rechnung an den Theta-
reihen herzustellen. Daraus folgen dann schon die frither (S. 34, 35)
gegebenen vollstindigen Ausdriicke der Klassenmoduln durch die Theta-
produkte.

Von diesem Gesichtspunkte aus sind folgende Schriften zu nennen:
Preisschrift von Rosenhain, in den Mém. Sav. Etrangers XI, 1851,
iiber die ultraelliptischen Funktionen, auch die erweiterten elliptischen
Funktionen umfassend; Gopel, Crelles Journal 35.(°")



Anmerkungen.

(1) (Zu Seite 1.) Die Vorlesung begann mit der Uberfilhrung einer quadratischen
Form in eine Summe von Quadraten und mit dem bekannten einfachen Beweis
des Trigheitsgesetzes der quadratischen Formen. Zu letzterem Beweis machte
Riemann die fiir die Geschichte dieses Gesetzes nicht unwichtige Bemerkung
(Minnigerodesches Heft, 30.0kt. 1861): , Der Beweis riihrt von GauB her, aus der
Vorlesung tiber die Methode der kleinsten Quadrate* [von Riemann wohl im
Wintersemester 1846/47 gehort]; ,,in der Vorlesung hat ihn GauB an die Spitze
gestellt, niemals aber in der Abhandlung gebracht, weil er iiberall die Maxime
hat, das Gertist abzubrechen, nur das Geb#ude stehen zu lassen.* Vgl. iibrigens
GauB, Disquisitiones arithmeticae, Nr. 271.

(2) (Zu Seite 1.) Mitgeteilt aus dem Rochschen und Minnigerodeschen Heft; auch
noch in dem Hattendorffschen Heft enthalten. Das Prinzip ist, fiir n = 2,
schon von Herrn Prym in dessen ,,.Untersuchungen iiber die Riemannsche
Thetaformel und die Riemannsche Charakteristikentheorie* (Leipzig, Teubner
1882), Abh. I, Art. 2 — als (s. dessen Vorrede) von Riemann herrithrend und
von demselben in einer Vorlesung als ein fiir die Theorie der Thetafunktionen
fundamentales bezeichnet — mitgeteilt.

(3) (Zu Seite 4.) Die Mitteilungen iiber die Vorlesungen vom 13. Nov. 1861—
24. Jan. 1862 sind den Heften von Prym und Minnigerode entnommen.

(4) (Zu Seite 5) Cf G. Rochs Note von 1864 ,Uber die Doppeltangenten an
Kurven vierter Ordnung*, Crelles Journal Bd. 66 (1866), S. 97—120. Der erste
Paragraph , Riemannsche Sitze; gerade und ungerade &; Begriff der Abelschen
Funktionen* dieser Note war im wesentlichen Riemanns Vorlesung von 1861/62
entnommen; dabei ist der unvollstindige Beweis Rochs auf 8. 99 durch Art. 26
der Th. A. F. zu ersetzen.

(8) (Zu Seite 5.) Rochs Wiedergabe (s. die unter (4) zitierte Note, S. 101—103)
ist hier nach den Heften von Roch, Prym und Minnigerode etwas umgestellt.
Vgl. Pryms , Neue Theorie der ultraelliptischen Funktionen* von 1863 (Denk-
schriften der Wiener Akad., Bd. XXIV, 1864; zweite Ausgabe, mit nachtrig-
lichen Bemerkungen und neuen Tafeln, Berlin, Mayer u. Miiller 1885; sowic
Dissertation, Berlin 1863), § 15; ferner dessen ,,Zur Theorie der Funktionen
in einer zweiblidttrigen Fliche* (Denkschr. der Schweizerischen Naturf. Ges.
Bd. XXII, Ziirich 1866; Separatabziige bei Mayer u. Miiller, Berlin), ‘Art. 11,
12, 8. 27—30.

(6) (Zu Seite 6.) Die Bezeichnung der Thetafunktion und der GriBen &, & ist
in volliger Ubereinstimmung mit Riemanns Werken, 2. Aufl, XXXI, p. 488
(1. Aufl,, XXX, p. 467) und mit Rochs unter (4) angefiihrter Abhandlung an-
genommen, wihrend in Riemanns Vorlesung die GroBen e, & untereinander
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vertauscht waren; sie stimmt mit den Bezeichnungen von Prym (Anm. 5) bis
auf die Vorzeichen.

(7) (Zu Seite 8.) Vgl zu dieser, aus dem Minnigerodeschen Heft gegebenen Dar-
stellung die teilweise davon abweichende in Riemanns Werken, ,,Zur Theorie
der Abelschen Funktionen fiir den Fall p = 3% 2. Aufl., XXXI, S. 487—489
(1. Aufl,, XXX, 8. 456—458) und in Rochs Aufsatz (s. Anm. (4)), § 1; s. ferner
auch Pryms erste Abhandlung (s. Anm. (5)), §§ 16, 17.

(8) (Zu Seite 11.) Diese Einleitung zu der erst vom 7. Mérz 1862 an ausgefiihrten
Behandlung der Abelschen Funktionen im hyperelliptischen Fall ist hier nach
dem Minnigerodeschen Hefte wiedergegeben.

(9) (Zu Seite 13.) Seite 13—23 nach den drei Heften.

(10) (Zu Seite 14.) Die ,,Bemerkung* fehlt in den beiden Ausgaben von Rlema.nns
Werken. Aber die darin enthaltene Betrachtung ist sehr beachtenswert. Denn
sie zeigt noch deutlicher, als schon die S. 10 dieser Nachtriige mitgeteilte
doppelte Zuordnung der Abelschen Funktionen zu Thetafunktionen, daB
Riemann die 2% —1 Gruppencharakteristiken scharf von den 2° Charakte-
ristiken von Thetafunktionen unterschieden hat, indem er nur die letzteren
in ungerade und gerade einteilte. Die genauere Charakterisierung der
7 Gruppencharakteristiken, mit der Summe 0: d’, ¢ £, ¢, p, ¢, » findet sich bei
Riemann — wenigstens, was drei derselben p, g, » betrifft (s. XXXI, S. 498 und
500; 1. Aufl,, XXX, S. 467, 468) — dahin gegeben: ihre je 6 Zerlegungen in
Paare ungerader Charakteristiken haben die Eigenschaft, daB jede Zerlegung
der einen Gruppe mit je einer Zerlegung jeder zweiten Gruppe einen Faktor
gemein hat; d. h. in der Bezeichnung von Krobenius: diese Gruppencharakte-
ristiken sind paarweise ,azygetisch*. Daf Riemann aber hierbei nicht drei
der sieben Gruppencharakteristiken bevorzugen wollte, sondern die sieben als
gleichartig betrachtete, mochte schon aus der allgemeinen Regel des Textes
hervorgehen, nach der aus Verbindung von (») mit denselben sich die un-
geraden, bezw. geraden, Thetacharakteristiken ergeben. Die azygetische
Eigenschaft des Gruppencharakteristikensystems hat schon Herr H. Stahl in
geiner Note ,Beweis eines Satzes von Riemann tber & -Charakteristiken®,
Crelles J. Bd. 88, als fiir beliebige p von Riemann angegeben bezeichnet.
Dies trifft also mindestens teilweise zu. Vgl iibrigens Anm. (24).

Nach Akt Nr. 19 (Konv. 19, d), Bogen 24 der Gottinger Manuskripte) ist die
Unterscheidung auf Juli 1861 anzusetzen.

(11) (Zu Seite 15.) Ebenfalls nach den drei Heften. Vgl. hierzu: H. Weber , Uber
gewisse in der Theorie der Abelschen Funktionen auftretende Ausnahmefélle,
Math. Ann. XIIT; L. Kraus ,Note iiber auBergewthnliche Spezialgruppen auf
algebraischen Kurven®, ibid. XVI; M. Noether ,Uber die invariante Dar-
stellung algebraischer Funktionen“, ibid. XVIL

(12) (Zu Beite 16.) Auf einem Blatt der Gottinger Manuskripte (,Varia* Akt 25.
Bogen 34, Pisa 1865) bemerkt Riemann, daB die quadratischen Ausdriicke der
¢ vermdge der 4 (p — 2) (p — 3) quadratischen Relationen im allgemeinen
auf die Form

(o, ;’zr Ps) + 111 (Pas 1» 9’p)+9’zfz (94, 1, p)+q)3f;)((p47 1, Pp)
reduziert werden konnen.
(13) (Zu Beite 16.) Vgl etwa die in Anm. (11) zitierten Arbeiten.
(14) (Zu Beite 19.) Nach der Betrachtung des Textes ist die von Herrn Weber,



Anmerkungen. 61

8. 47 der in Anm. (11) zitierten Note, zu modifizieren. So sind im hyper-
elliptischen Falle p =4 auch dessen Gleichungen (19) und (20) nicht mitein-
ander vertriglich.

(15) (Zu Seite 20.) S. den freilich nur fiir p =3 gefithrten algebraischen Nach-
weis, Werke 2. Aufl. XXXIT (1. Aufl. XXX). Eine allgemein giltige Bestimmung
der Anzahl der Zerlegungen einer Gruppencharakteristik in Summen je zweier
Thetacharakteristiken findet sich durch den SchiuB von p auf p 4 1 auf einem
Bogen von Riemanns in Gottingen befindlichen Manuskripten, Akt. Nr. 19
(s. das darin enthaltene Heft ,Abelsche Funktionen*, Bogen 11):

»Die Anzahl der geraden Charakteristiken ist @, = 2771(2% 1), der
ungeraden ff, = 2P=1(2P _1). Sei ferner angenommen, daB fiir p die An-
zahl der Zerlegungen irgend einer der 27 — 1 Gruppencharakteristiken

£, &\ . .
(" ’ p) in Paare gei:

sl,, .. -’ 8&
von je 2 geraden Charakteristiken: y, = 2"~ TPl )= @y 15

» » 2 ungeraden ” =2 —1)=8, .

Da die Anzahl aller Zerlegungen von (:,) in Paare = 271 go folgt dann,

daB die Anzahl der Zerlegungen in Paare von je 1 geraden und 1 ungeraden
Charakteristik sei:

—92p—1 _ o2p—2 __
0p=2 — 1 =2 = 1+ h_y
Nun hat man aber bei Zufiigung einer weiteren Kolonne zu (;,) Rekur-
sionsformeln, niimlich fiir die Paarzerlegung

g 0
von (50 1y =3ty =38, 0, 8, =40,

g 0 e 1 e 1
von (s’ 1) oder (8, O) oder (a' 1).

Tpss =20, F 8y by =2, 8y 8, =27 +26 +20,;

? »
von 0”'00) der (0'“01) oder (0”.01)-
0 (o...01 0 0---00 0...01/°

— — —9%r __
yp+1_ap9 §P+1_ﬁp’ 8p+1_2 —‘“p+ﬁp'

Setzt man hier die Werte von Ty gp, d,,, welche fiir p=1 oder 2 direkt
zu bestitigen sind, ein, so erhiilt man dieselben Formeln, fiir p + 1 genommen.*

Fir einen direkten Beweis c¢f. Pryms in Anm. (2) angefiihrte Arbeit,
Abh. IIT.

(16) (Zu Seite 21.) In der Einleitung zu seiner Habilitationsschrift ,,De theoremate
quodam circa functiones Abelianas* (Halle, Okt. 1863), welche den vorliegenden
Riemannschen Satz (A) behandelt, erwihnt G. Roch, daB Riemann einen ab-
zihlenden Beweis gegeben habe, der wegen seiner Abhingigkeit vom Awus-
drucke F'(s, z) = 0 nicht allgemein giltig sei. In der That aber ist dieser
Beweis mit leichter Mithe weiter zu fithren, indem man nur beachtet, daB
die 2p — 2 Punkte, in denen /&7 verschwindet, durch keine Funktion ¢ ver-

kniipft sein konnen, wenn J/&n nicht rational werden soll, also den Beweis
auf den des Satzes (B) (s. dieselbe Seite) zuriickbringt.
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(17) (Zu Seite 22.) Riemann hatte durch Versehen gesagt: ,bis auf eine additive
Konstante bestimmt‘; ¢" ist aber durch die reellen Teile der Periodizitiits-
moduln bis auf eine rein imaginire Konstante bestimmt. Cf. die in Anm. (18)
zitierten Arbeiten.

(18) (Zu Seite 22.) Von diesem zweiten, mittels des Dirichletschen Prinzips ge-
fihrten Beweise des Satzes (A) hat Roch in seiner Anm, (16) genannten
Schrift eine Ausfiihrung versucht. Wie Herr Prym (,Zur Integration der
gleichzeitigen Differentialgleichungen etc., Crelles J. 70, 1869 und ,Beweis
zweier Sitze der Funktionentheorie®, ibid. 71, 1869) bemerkt, hat Roch dabei
ibersehen, daB die Funktionen »° auch an den Begrenzungslinien ¢ von 1"
Periodizitdtsmoduln haben miissen, und daf infolgedessen die reellen Teile
der Periodizitifsmoduln von ¢" an den Querschuitten «, b nicht vollig will-
kiirlich sind, da8 vielmehr zwischen ihnen eine lineare homogene Relation
bestehen muB. An Stelle der Untersuchung in den §§ II und III von Rochs
Schrift hat daher die von Prym, insbesondere Art. 4 von dessen Aufsatz in
Crelles J. 71, zu treten, um zu beweisen, daB der reelle Teil von v durch
die reellen Teile von 2p — 1 der 2p Periodizititsmoduln in den Beziehungen
«), f) vollig bestimmt ist. Die weitere Folgerung, daB jede der Funktionen
o' durch p—1 von ihnen und eine imaginire Konstante linear und homogen
ausdriickbar ist, ist dann bei Roch § IV richtig (nur daB, da dessen Deter-
minante D immer verschwindet, der erste der beiden Fiille dieses § IV weg-
fallt); aber das Verstéindnis dieses Satzes wird eben nur durch die Bemerkung
Pryms gekldart. Man sehe auch den unten folgenden Bericht tiber die Frag-
mente zur Theorie der allgemeinen Thetafunktionen.

(19) (Zu Seite 23.) Am SchluB der Anm. (16) zitierten Schrift bemerkt Roch, daB
Riemann sich auch fiir » >>3 mit den p — 2 Relationen und den in sie ein-
gehenden Moduln in seinen Vorlesungen beschiftigt habe. Tatsiichlich aber
hat, nach den hierin zuverlissigen Heften, Riemann nur das vorgetragen, was
im Texte, 8. 15—23, in groBem Drucke mitgeteilt ist. Insbesondere hat er
die fiir p =4 existierenden beiden unabhiéngigen Gleichungen zwischen den
Produkten je zweier Abelschen Funktionen nicht diskutiert.

‘Wohl aber finden sich in den Gottinger Papieren, Akt Nr. 19 (Bogen
9—14, 19—28, 83, 35, 44 desjenigen der finf Konvolute dieses Aktes, das
noch besonders mit ,,Abelsche Funktionen‘* iiberschrieben ist) und Nr. 25
(,Varia*, Bogen 2, 10, 19, 22—25, 28), eine Reihe zerstreuter Rechnungen
iiber den Fall p=4, die aber alle nicht tber die ersten Ansitze hinaus-
reichen. Ein Teil derselben geht von drei Relationen der Form aus:

Voo, +  Vayo, 4+ Vagag+ Voo, =0
o Ve, xy + o Vg, + 6 V.;a;c.;+ﬁl']/i;w;:0

Gy Vm 4o V&ﬁs + B, V”Zgwg + 8, sz’x; =0,

Vs %, 2,2, die quadratische Gleichung zwischen den @ her und vereinfacht
diese durch verschiedenartige Bestimmungen der Konstanten «, 8, wie

, 1 , 1
o =% zu_l';’ By =8 =}'+T

, 1 , 1
=y =p——, fy=F =i—

® i
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oder

o =pe, o =-—, B =4, p =

’
“221}7’ 0‘2 =

v B=0, 8=+,

<|e R
| = | =

oder auch
ooy’ =B,
bei welch letzterer Annahme sich die quadratische Relation schon aus den
beiden ersteren Gleichungen unmittelbar ergibt.
Ein anderer Teil der Rechnungen geht von der Gleichungsform fiir p —4

3 3

F(s,2)=0
aus, nimmt verschiedenartige Normalformen fiir die vier Funktionen ¢ an,
und sucht vier lineare Funktionen derselben ¢, - -, (p; 80 zu bestimmen,
daB eine Relation

2 2 38 11
128 2) — 91 Py 99, = F' (s, 2) ¥ (s, 2)
besteht, von hier aus aber den Ubergang zu jenen Relationen zwischen Wurzel-
funktionen zu machen. Als Grundgleichung findet sich auch:
(s —2) 8%% + 57 [ar (67 — %) + (s — 2) + c2*] + [y (5 — 2%) + 82 (s* — 2%
+ 6% (s — 2) — 2687  [£(5* — 29+ m2 (s — 2) + €27 4 B (s —2) =0,
mit 9 Moduln explicite. '
Dazu kommen noch einige Rechnungen, um die allenthalben endlichen
Integrale fiir p =4 aus der Darstellung durch zwei homogene Gleichungen
2. und 8. Grades zwischen vier Variabeln direkt abzuleiten; sowie fiir p =4
Zerlegungen von Gruppencharakteristiken in Summen von je zwei Charak-
teristiken.
(20) (Zu Seite 23.) Seite 28—45 nach den Heften von Prym und Minnigerode.
(21) (Zu Seite 27.) Die Einfiilhrung von p -+ 1 symmetrisch eingehenden Grenzen
in die Argumente der beiden Thetafunktionen findet sich in F. Pryms Arbeiten
(a. a. 0.), dann bei H. Stahl: ,Uber die Behandlung des Jacobischen Umkehr-
problems der Abelschen Integrale** (Crelles J. Bd. 89 und Dissertation Berlin
1882); die von 2p — 2 symmetrisch eingehenden Grenzen fiir p = 3 bei
H. Weber: ,,Theorie der Abelschen Funktionen vom Geschlecht 3¢ (Berlin
1876), fiir beliebiges p bei M. Noether: ,,Zum Umkehrproblem in der Theorie
der Abelschen Funktionen'* (Math. Ann. Bd. 28), und zwar bei beiden fiir
beliebige Charakteristiken (a), (b), wihrend Riemann in seiner Vorlesung die
Formel nur fiir ungerade Charakteristiken aufgestellt hat. Die Verallgemei-
nerung auf beliebige Vielfache von 2p —2 findet sich bei F. Klein: ,Zur
Theorie der Abelschen Funktionen* (Math. Ann. Bd. 86). Die Jacobische
Konstantenbestimmungsmethode ist auch an allen diesen Stellen angewendet.
(22) (Zu Seite 30.) Riemann hat in seiner Vorlesung die Rechnung nur bis
Formel (10) incl. vorgetragen und dieselbe dann mit der Bemerkung ab-
gebrochen: ,Wir konnen die Rechnung [fiir p=38] nicht mehr ausfiihren,
weil wir sonst keine Zeit fiir die hyperelliptischen Funktionen behalten. Man
konnte auf diesem Wege die Relationen zwischen allen & (0, 0, 0) erhalten,
wenn man nur erst das ganze System der Quotienten der (0, 0, 0) durch
die sechs algebraischen Moduln berechnete. Sie ergeben sich iibrigens auch
auf dem nachher folgenden umgekehrten Wege.*
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Die weitere Rechnung wurde nach Andeutungen Riemanns in den Got-
tinger Papieren (in dem obengenannten Akt Nr.19, Bogen 14, 15, und ,,Varia*
Nr. 25, Bogen 19) ergénzt; sie stimmt im wesentlichen mit der entsprechenden
von Weber in dessen Buch, § 24, gefiihrten tberein. In Akt 25, Bogen 19,
geht Riemann statt von (8) des Textes, von Gleichung (11) der Werke, Nr. XXXI
(XXX der 1. Aufl) aus, ersetzt also z, y, #, ¢, p, ¢ bezw. durch 2, & v, 7, #, &,
benutzt die Relationen zwischen diesen in der besonderen Form (17) von

XXXI (XXX), und driickt daher 4 und den Quotienten gEZi;’ig Eg g gg
durch die Determinanten (e, §, y) etc. aus den dortigen Moduln aus.

(28) (Zu Seite 81.) Die Ausdriicke fir eine durch p — 1 Punkte bestimmte ¢
finden sich bei Riemann in dessen Aufsatz ,Uber das Verschwinden der
Thetafunktionen* (Werke XI), Art. 4 enthalten.

(24) (Zu Seite 34.) Hier bieten sich Riemann zwei 7-Systeme von ungeraden
Charakteristiken dar:

n—+p), m+ ) (+1), @), (), (), (9), mit Summe (n),
+p+a9, mtp+0) 0t+a+0, @ @ @ @),
nit Summe (n 4 p 4 q -+ 7),
von der Art, daB die Summe je dreier Charakteristiken eines Systems gerade
ist, also sogenannte ,,vollstindige** 7-Systeme (vgl. Webers in Anm. (21) zitierte
Schrift).

(25) (Zu Seite 84.) Ein indirekter Beweis ist von Riemann spiter mittels der
Theorie der hyperelliptischen Funktionen angedeutet worden. Siehe S. 53-—58.
Beziiglich der daraus resultierenden Formel fiir o vgl. Anm. (81).

(26) (Zu Seite 44.) 8. die in Anm. (23) zitierte Abhandlung Riemanns von 1865,
Vgl. ferner dazu: Pryms Anm. (3) zitierte Abhandlung von 1866, Art. 12,
sowie Webers Anm. (11) zitierte Note aus Math. Ann. XIII (1877).

(27) (Zu Seite 456.) Hier bricht das Prymsche Heft ab. Der Schluf ist nach dem
Hefte von Minnigerode mitgeteilt.

(28) (Zu Seite 51.) Vgl. die vollstindige Ausfilhrung bei Prym in dessen Anm. (5)
zitierten Ziiricher Abhandlung, Art. 3—6, wo nur fiir den Punkt ¢, der Punkt
2z = 00 genommen ist.

(29) (Zu Seite 53.) Vgl. Prym am eben zitierten Orte, Art. 13, und die Vervoll-
stindigung dieses Art., wie der Art. 3—6, in der unter Anm. (2) angefiihrten
Arbeit, Abh. IV.

(30) (Zu Seite 54.) In der Tat: da hier

Fm)y —w'y )

identisch verschwindet fiir jedes (s, 2) und jedes (s, 2,), so wird

B 0) (wy — s ) @y (8,2) By () (0, — )y ) 9y (5,2)

+ ﬂs' (”) (ul - ul'v o ) Ps (Sa Z) =0,
B ) (g — s ) @ (8, 2) By () (wy — s ) @y (81, 5)
+ B () (e, — s ) Py (8, 2,) =0,

woraus sich der Thetaquotient als ein g-Quotient berechnet, dessen Zihler
und Nenner fiir zwei feste Punkte (s;,2,), (5", %,) zu Null werden.

(81) (Zu Seite 58.) FEin Ausdruck der im Fall p der Funktionaldeterminante
(k, 7, m) analogen Determinante als Produkt von p 4 2 geraden Thetafunktionen
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fir die Nullwerte der Argumente existiert fiir den hyperelliptischen Fall
tiberhaupt, im allgemeinen Fall nur fiir p=23. AuBer Jacobi (p=1) und
Rosenhain (p=2), bei welch letzterem die Ableitung der Formel nur an-
gedeutet ist, ist beziiglich der hyperelliptischen Thetareihen Thomae (Crelles
J. 71, pag. 218, Formel (14)) anzufiihren, welcher die Formel nicht durch
direkte Zerlegung, sondern durch Beziehung zu den algebraischen Aus-
driicken erhilt. Fir den hyperelliptischen Fall, und fiir den allgemeinen
Fall p =3, hat Frobenius die Relation mittels der partiellen Differential-
gleichung fiir die Thetafunktion direkt abgeleitet (Crelles J. 98). Das Vor-
zeichen + im Ausdruck von (%, 7, m) héingt von der Anordnung der Determi-
nante ab.

Die Ableitung der Determinantenverhiltnisse aus dem Additionstheorem
fiir p = 3, und die Berechnung der Klassenmoduln, findet sich in den Schriften
von Weber (s. Anm. (21)) und Schottky (,,AbriB einer Theorie der Abelschen
Funktionen von 8 Variabeln, 1880) durchgefiihrt. Hiernach ergibt sich fiir
ein vollstindiges 7-System ungerader Charakteristiken (s. Anm. (24))

@, @), (@), @), (&), (), (9):
®, ¢, dy: —(a, c, d)
2S9 g 2S b

=== F5 o B, 0" Lo, 8

aef aeg bef bey'&

bfg>
wo zur Abkiirzung
abe---  statt (@O (@ +---
8,,,.. sttt #@+b-c+--(0,0,0)
gesetzt ist.
Wendet man dies auf die beiden Riemannschen Systeme (Anm. (24)) an,
in welchen (a), (b), (¢) gleich

(0 +p), -+ ), (@ +1), bezw. gleich (24g41), (n+r+1), 4+ 0,

sind, so folgt fiir die GrBe x von Seite 34 und den Klassenmodul « von
Seite 34—35:

. per de
a'dfg }mi 5“9 o
n=0_——, WO d=¢ y
efy
de mqr
em oy =W SaarPupan
'ﬁnpef'ﬂnpeg

(Vgl. Webers Schrift, pag. 107 (10), (11).)
Da8 der Quotient
n+p, n4q n41: 'a'n'a'efg'adfg'&deg&def

von der Querschnittzerlegung der Fliche 7' unabhiingig ist, ergibt sich auch,
indem man das erste der Riemannschen vollstindigen 7-Systeme durch die
Gesamtheit der vollstindigen 7-Systeme ersetzt und dabei die Formel fiir die
Determinantenverhiiltnisse in dieser Anmerkung benutzt.

Die Blitter des Riemannschen Nachlasses in Akt 19 (Heft 19,) und 25
(,,Varia') enthalten {iberall zerstrent eine Menge hierher gehoriger Rechnungen
und Formeln, teils auf hyperelliptische Thetafunktionen fiir die Nullwerte bei
allgemeinem p, teils auf den allgemeinen Fall p =3 besiiglich. Dieselben
sind, wie es scheint, zum Teil aus den algebraischen Ausdriicken der Theta-

RIEMANN’S gesammelte mathematische Werke. Nachtriige, 5
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quotienten, zum Teil aus der allgemeinen , Riemannschen Thetaformel*
(vgl. Anm. (2)), die sich Nr.19, Konv. 19, d), Bogen 3" und Nr. 25, Bogen 17 findet,
abgeleitet. So gibt Nr. 19,, b), Bogen 32 (nach Rechnungen, die zu den hier
8. 66 bis Schluf mitgeteilten Entwicklungen fiir p =3 gehoren) die Formeln
des Additionstheorems zwischen den geraden & (a) (0, 0, 0)-Produkten und den
linear eingehenden Differentialquotienten der ungeraden & (cf. Webers Schrift,
p. 42), durch deren Auflésung der Determinantenquotient der letzteren er-
halten wird; die entsprechenden Formeln fiir den hyperelliptischen Fall und
p = 3: Nr. 19, b), Bogen 50; Nr. 25, Bliitter 8,15 (aus Pisa vom 31. Aug. 1864),
21. Fiir die p-reihigen Determinanten aus Differentialquotienten &; («) selbst
enthilt Nr. 25, Bogen 6 Darstellungen als Swummen wvon Produkten von je
p -+ 2 geraden & (0), fiir p=3, 4, ---, 7; s0 als einfaches Produkt fir p =3,
als Summe von 2 Produkten fiir p =4; die Spezialisierung auf ein einfaches
Produkt im hyperelliptischen Fall: Bogen 14, Ansiitze auf Bogen 80 (auch
Bogen 50, ibid.). Endlich kommen fiir den allgemeinen Fall p = 3 auch drei-
gliedrige Additionsformeln zwischen Produkten von je 4 geraden # (0) vor
(cf. Webers Schrift, pag. 44): Akt Nr. 19, Konv. 19, b), Bogen 34, aus der italieni-
schen Zeit 1862—63 stammend; und 6-gliedrige Relationen zwischen geraden
94(0) (cf. Webers Schrift, p. 40) in Akt Nr. 25, Bogen 16; auf Bogen 17 auch
10-gliedrige zwischen 94(0) fiir p =4 (cf. Noether, Math. Ann. 16). Die dabei
benutzte Charakteristikentheorie ist in friiherer Zeit, fiir p = 3, die Hessesche
Darstellung durch 8 Indices von der Summe 0, wobei eine gerade Charakte-
ristik ausgezeichnet ist; spiter die an den hyperelliptischen Funktionen von
Riemann selbst entwickelte (cf. Vorlesung). N.



IL

Die Integrale einer linearen Differentialgleichung zweiter
Ordnung in einem Verzweigungspunkt.

(Aus einer Vorlesung Wintersemester 1856/57.)
Ist a ein Verzweigungspunkt der Losung einer linearen Differential-
gleichung zweiter Ordnung und geht, wihrend « sich im positiven

Sinn um a bewegt, 2, iiber in 2z; und 2, in z,, was kurz durch z >z,
und 2z, - 7, angedeutet werden soll, so ist

2y =12 + Uz,
) 2, ="z + Sz
4 1 2
Ist & irgend eine Konstante, so ist

2+ €2, > 23 + €2,.

Nun ist

@) 2y + oy = (t+ er) o + (u + &s) 2.

Nimmt man ein solches & daB

(3) s(t+er)=u-+ &s

wird, so ist

(4) 2+ ez = (t + &7) (2, + &2,).

Es gibt also ein bestimmtes & so, daB 2 + &5, in (¢, + €2,) - const.
tibergeht.

Eine solche Funktion ist auch (x — @)% welche nach einem posi-
tiven Umlauf den Faktor e?7/* erlangt. Bestimmt man o« so, daBl
t + er = e*™i¢ wird, so nimmt die Funktion (2 + &2,) (* — a)~* wieder
denselben Wert an, wenn « einen positiven Umlauf um a macht.
Daher ist

n=-n
(5) (o + 62) = (@ — @)* D) an(w—a)"

n=—®

Ist & die andere Wurzel der Gleichung (3), so ist ebenso
5¥
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n=-4o

(6) G+dn=@—aF D d(z—ay,

wo e2Fie — ¢ 4 &y, T

Sind & und & nicht einander gleich, so sind die beiden Ldsungen
2, + &2, = 2@ und 2, + &'z, = #(*) voneinander verschieden, also ist jede
andere Losung durch 2®, 2*) linear darstellbar.

Sind aber die Wurzeln der Gleichung (8) einander gleich, so ist

—u =17, ~2w=t——s=28—u,
also
2y =1o,+uz, =+ er)a + —? (2, + €2,)
und

2 (x — @)~ %e " = g, (x — a)“"—}— (o, + e2)k(x — a)~<,

wenn €27 =¢ 4 gr und k= T gesetzt wird.

s(t+
Da nun
5 (3 — 0 > 5y (v — a3,
so muB
zx—a)y*>z(x—a)y*+ (2, + ez)k(x — a)~“

Da ferner
k
2m(ac —a)y (g ten)l@—a)>5—(@—a)y (s + e2)l(z —a)

+k(z—a) (s + 2),
so muB die Funktion

7@ —a)™®— 2,” (@ —a)*(2,+ e2) lL(x — a)

bei einem Umlauf von z um @ ungeéindert bleiben, also sich in der

“+ o
Form an (# — a)* darstellen lassen, daher ist

+o 4
=(z—a)l(x— a,)Zan(x —a)y+ (x —- a)“gbn(x —a,

+

2+ &2y = (x—a)“Zan(x—a)”

—_ 0

wenn

ist.

Anmerkung: Die vorstehenden Ausfithrungen sind wortliche Wiedergabe aus
einer von E. Schering angefertigten Nachschrift der Riemannschen Vorlesung
iiber Differentialgleichungen im Wintersemester 1856/57 und zwar von Seiten 222,
228 des Heftes. Sie zeigen ebenso wie die in IIT, A mitgeteilten Formeln, daf
Riemann das Auftreten logarithmischer Integrale in der Tat in seinen Publika-
tionen nur auws #uBeren Griinden ausgeschlossen hat. Vgl. Werke pag. 69, oben
(64 der 1. Aufl.) und pag. 381 (359) ff. w.
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Vorlesungen tiber die hypergeometrische Reihe.

(Wintersemester 1858/59.)

A. Uber die Definition der P-Funktion durch bestimmte Integrale.
Wir haben das Resultat erhalten, daB Integrale von der Form

fs“ (I1—s)(1—uzs)ds
zwischen den Grenzen 0, 1, oo, 2! genommen auf sehr viele Arten
durch hypergeometrische Reihen darstellbar sind, und daher auch einer
linearen Differentialgleichung geniigen.

Wir wollen nun umgekehrt untersuchen, wie sich ein solches
Integral als Funktion von x verhdlt, und werden direkt zeigen, daBl es
eine P-Funktion ist.

Betrachten wir nidmlich das Integral

1
fs" (1 —s)’(1— axs)°ds,
0
go wird die Funktion unter dem Integralzeichen nur unstetig, wenn s
einen der Werte 0, oo, 1, z~! annimmt, sonst dndert sich die Funktion
stetig.

Das Integral ist lings der reellen Achse von O bis 1 erstreckt,
wir konnen es aber auch auf jedem andern Weg nehmen, wenn dieser
nur keinen der Unstetigkeitspunkte mit der Strecke der reellen Zahlen
von Null bis 1 cinschlieft.

Lassen wir daher z~! einen positiven
Umlauf um den Punkt 1 machen, so #ndert
sich das Integral immer stetig, solange 2!
nicht durch den Integrationsweg hindurchgeht. -
Lassen wir also den Integrationsweg immer
in geeigneter Weise ausweichen, wenn z~! den Umlauf um 1 macht,
so wird auch am Ende des Umlaufes das Integral iibergegangen sein
in ein anderes, welches von Null ausgehend um z~! herumlduft und
dann erst nach 1 zurtickkehrt.

Fig. 1.
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Der Faktor (1 — zs)° wird wihrend der Integration von 1 nach
z~! einen andern Wert haben, als bei der Integration von z~! nach 1,
weil bei Umlaufung von z~! das Argument um 2zc¢ sich #ndert.
Zichen wir daher die beiden Integrale zusammen, so erhalten wir

1 1
0f+ (1_e2"ic)1f.

Wir sehen also, daB das Integral von Null bis 1 bei einem Um-
lauf von #~! um den Punkt 1 {ibergeht in eine lineare Verbindung
zweier der 6 Integrale, welche zwischen den Punkten 0, 1, 0o, 2—!
moglich sind. Dasselbe Resultat wiirden wir bei jedem der 6 andern
Integrale und den Verzweigungspunkten O, oo, 1 finden.

Wir werden nun zeigen, daB man die folgenden Gleichungen an-
setzen kann:

1
P, = const. [ x*(1 — z)t s—&—F =7 (1 — §)=*—F~r(1 — gg)~*—8~rds
0
P, = const. | 2*(1 — z)y s —F—v(1 — s)~*—F—7(1 — gs)—*—F~rds
z—1
a—1
P, — const. of 2 (1 — @) 5= =8 =7 (1 — §)y=«—F=7(1 — ws)—e—#=7ds

Pﬁ,= const. | 2% (1 — 2y s—* —F~V (1 — )=« —F~v(1 — gs)y~¢—F~rds

1

0
P = const.fx“ (I—aysa—F=v(1—g=*—F—v(1l —zs)—*—F~rds
1

P, — const. [ &% (1 — @) s~ —F =¥ (1 — sy~ =8 =7 (1 — ws)=e~F ~vds.
1

Wir untersuchen némlich, wie sich diese Integrale verhalten fiir
z =0, oo, 1.

Das erste Integral verhdlt sich in der Nidhe von z =0 wie
x® - const, und um das zweite zu untersuchen braucht man bloB die
Substitution s = (s'2)~! zu machen. Die Grenzen gehen dann in 0 und
1 iiber, und fiir £ = O verhdlt sich das Integral wie x* . const.

Das Integral fiir Py verhilt sich im Unendlichen in der Tat wie
#=F. Das Integral fiir Py zeigt aber nach der Substitution s" = s,
daB es sich im Unendlichen verhilt wie comst. z#+r+e'+f+y'—1 — 48,
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Das Integral fiir P, zeigt direkt, daB es sich fiir =1 verhilt
wie const. (1 — #)" und das Integral fiir P, zeigt nach der Substitution
x—1

x

Jetzt bleibt nur noch zu zeigen, daB sich alle die obigen Integrale
immer durch zwei unter ihnen linear ausdriicken lassen.

Wir haben die Funktionen P,, P, Py, Py, P, P, erst bis auf
konstante Faktoren bestimmt. Wir bestimmen nun diese konstanten
Faktoren im ersten und letzten Paar so, daB wir die Basen der Potenzen
fiir positives reelles x zwischen Null und Eins zwischen den Inte-
grationsgrenzen immer reell und positiv haben.

Integrieren wir dann die Funktion

(—s)*(1—s)(1—as)ds
um das gesamte Gtebiet der GroBen mit positivem imaginirem Bestand-
teil, so ist das Integral Null und wir erhalten

0 1 x
S+ + )+
—o 0 1
Driicken wir nun die einzelnen Integrale durch die nach der
fritheren Bedingung bestimmten P,, P, --- etc. aus, so bekommen wir:

Py + e—ani Pa + 6_(“+b)”iPy, + 6—(“+b+c)ﬂi.Pa, — O’

s=1— s, daB es sich fiir x =1 verhilt wie const. (1 — z).

o

[1=0.

1
x

und wenn wir ebenso um das Gebiet der s-Werte mit negativem ima-
ginéirem Teil integrieren:
Py +etemip 4 e(a+b)niPy’ + eatoramip (),
wo '
o=—d—pf —y,b=—d—f—p,c=—a—f'—y
gesetzt ist. Multipliziert man die erste Gleichung mit ¢~*)7i die
zweite mit e~ (“~*)7" und subtrahiert, so kommt

P, sin(6 — o)z + P, sin(6 +p'+ ¢)xw — P, sin(6 — )=
— P,sin(6+p +p)x=0.

Um aus dieser Formel eine Funktion zu eliminieren, braucht man
bloB ¢ so zu wihlen, daB der Faktor dieser Funktion verschwindet, so
z.B. ¢ =d fir P, oder 6 =« fir P,.

Aus diesen Formeln folgt dann, daBl sich in der Tat jedes der
6 Integrale durch irgend zwei andere ausdriicken liBt. Denn es lassen
sich die Integrale von — oo bis Null und von 1 bis #~! ausdriicken
durch die Integrale von Null bis 1 und von 2~! bis co, und fiir die
beiden iibrigen Integrale hat man
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0 0 1
@ x_l ]
S/

Es haben also in der Tat diese Integrale alle Eigenschaften, welche
die P-Funktion definieren und zwar liefern sie gerade die Funktionen
Pa) Pa’? Pﬁ) Pﬂ'; Py) Py"

Denn sie gehen bei Umldufen um die Verzweigungspunkte in
lineare Verbindungen derselben Integrale iiber, lassen sich durch zwei
unter ihnen ausdriicken und zeigen das fiir die Verzweigungspunkte
vorgeschriebene Verhalten.

Fiihrt man zur Abkiirzung die Bezeichnung ein:

1

P(a,b,c,z) =) s*(1— s’ (1 — zs)ds,
0
so gibt das obige Verfahren, angewendet auf die Funktion

(—98)*(1—sP (A —ums)yds,
die Relation

0 1
sin 756f‘(— 8)*(1 —sy (1 —xs)°ds +sinz (¢ + a)(/s“ 1 —syY(1—zxsyds
—w U
1

+sinz (6 + a -}—b)fs“(s—l)”(l — zs)°ds
1

+sinz(6+a+ b+ c)fs“(s —1P(xs —1)’ds =0
a1

oder wenn man simtliche Integrale auf die Grenzen 0, 1 transformiert,

was im ersten durch die Substitution s =

s' =7 ix (5—1) und im vierten durch § = (£s)~! geschieht und

a+b+4c4d+2=0 setzt:
sin w6 P(a, d, ¢, 1 — @) + sinz (¢ + a) P(a, b, ¢, 2)
+sinz (6 +a + b)P(b, ¢ a’w;—l) gt~ (1 — g)p+ott

+sinm(6 +a+b+6)P(d, ¢ b x)ac it = 0.

ﬁ, im dritten durch

Setzt man ¢ = — a — b, so erhilt man

sinz(c+ d) P(a,d,c,1— ) =sin xb P(a, b, ¢, 2) —sin wc P (d, ¢, b,x)a°+ 7+,
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und diese Relation gestattet das Integral P (a, d, ¢, 1 — z) durch Potenz-
reihen nach x darzustellen, was direkt nicht moglich ist. Dabei ist
aber vorausgesetzt, daB nicht etwa ¢ -+ d gleich einer ganzen Zahl wird.
Doch kann man auch in diesem Fall die Darstellung von
P(a, d, ¢, 1 —x) finden durch Differentiation der obigen Gleichung.
Denken wir uns b und ¢ konstant und @ variabel, so ist d auch von
a abhingig und wir erhalten
od
oa
Nach der Differentiation nach @ ist dann a+b+1=—(c+d+1)=m
zu setzen. Wir erhalten so:
(— 1"z P(a,dyc,1—x)= ﬂa—c~b——’w) nxb + aP(dag 5 %) g -m sinwe
+lz-2=™P(d, ¢, b, x)sinwe

=—1.

und bekommen
IR f Is 57 (1— sp (1 — as)ds

aP(d ¢, b, x)

f s~ s?(1 — s) (1 — ws)ds.

Diese Integrale lassen sich nach Potenzen von z entwickeln, be-

quemer geht man aber von den Reihenentwicklungen selbst aus.
Es ist

sinwb P (a, b, ¢, z)
n S II(—1—c+n)II(a -+ n)
II(—1—0)II(—1—¢) - Onll(a+b+n-41)
und daher
sinw(c+ d) P(a,d, ¢, 1 —x)
" N II(—1—c—+n)Il(a—+n)
THo(=1—bI(—1—¢ OnIl(a+b+n+F1)

H(n—l—b)H("+d) n+c+d+l>
OmyOmn+c+dF1) ’

Wird hier a +b+4+1=—(c+d+ 1)=m gesetzt, so wiirden
bei positivem m in der zweiten Reihe I7-Funktionen mit negativen
ganzen Zahlen als Argument auftreten, solange » << m. Diese miissen
vorher umgeformt werden, indem man Zihler und Nenner mit
II(— 2 — n — ¢ — d) multipliziert.
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Man erhalt dann fiir diese Glieder:

m—1
i d IIn—1—0b)11 aII(—2—n—c—d
smngi+ ) 20 '(_ 1) m ) (n—;:_r(/,),) ( n—ec )x”“*“l-

Differenziert man nun nach a, so erhilt man
(—1y"-*P(a,d,c, 1 — x)

m—1

(—1™" 2(_1)nﬂ(n——1-—-b)H(n—}—d)H(m——fn—l)xn_m
0

T H(—1—b)I(—1—0c 11 (n)

1 T H(—1—c—n) I (n+ a) .,
+11(—1-—11)11(—1—c)20r7 Ty ot my (P 0+ a)—Fw+m)

1 T 1T(n—1—b) T - d) -
+U(—~1—b)H(—1—c); T T —m) — (F 0+ d) =P —m +iz)a

oder nach Reduktion
(—=1)-1P(a,dyc, 1 — ) II(a — m) II(d 4 m)

==

_ 2 — 1)”H(n+a)H(n—|—m+d)II(——n—1) o
1

Y I (m -+ n)

n==—

+ ZH(" ;Z)Iﬁ;”j;fr D (B +a) + T (1L m--d)— B ) — B (0 + m) + 1),

Anmerkungen. Diese Abhandlung und die folgende ist der v. Bezoldschen
Nachschrift einer Vorlesung {iber die hypergeometrische Reihe entnommen, tiber
welche (8. auch Vorrede) weiter unten ausfiihrlich berichtet wird. Fiir die hier
behandelte Frage siche Werke pag. 81 (76 der ersten Aufl.) unten.

Die Behandlung des Grenzfalles ¢+ d + 1= —m ist in dieser Nachschrift
von dem vorhergehenden durch eine Auseinandersetzung tiber die Normierung der
konstanten Faktoren getrennt, welche aber ebenso wie die Entwicklungen iiber den
Grenzfall in den Rechnungen und zum Teil auch im Text lickenhaft ist. Der
letztere wurde daher nach einer Vorlesungspriiparation mit dem Datum 12./II. 1857
(Heft 19, von Akt 19) gegeben, jedoch die Bezeichnung mit der vorhergehenden in
Ubereinstimmung gebracht. % (x) ist das GauBsche Zeichen, dessen Werke III, S. 153,

Zur Behandlung des Ausnahmefalles sei bemerkt, daB er im wesentlichen
mit den Nummern 44—47 der von GauB nachgelassenen Abhandlung iiber die
hypergeometrische Reihe Problem und Methode gemeinsam hat. Fiir die neuere

Litteratur der hier behandelten Fragen vgl. man die Dissertation
von Schellenberg, Gottingen 1892.

Was die Doppelumlaufintegrale betrifft (vgl. die Anmerkung (3)
Werke pag. 87 der 2. Aufl), so ist es vielleicht von Interesse,
daB sich in den Riemannschen Papieren im Akt ,Varia 28“ auf

Fig. 2. einem einzelnen Blatt ohne jeden Text verschiedene Skizzen zu
Integrationswegen, wie sie den kanonischen Querschnitten entsprechen, finden
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und ebenda auch zweimal die Doppelumlaufkurve gezeichnet ist und zwar in der
vorstehenden Gestalt.

Hierher gehort auch noch ein Blatt aus ,,Varia 26, welches zwar ohne Text
ist, jedoch zeigt, daB Riemann bereits das hypergeometrische Integral als absolute
Invariante auffaBte.

Es sind die folgenden Formeln:

r+d+1 I+p+1 Btr+1
= I = =
Ja—be—d)(@—ad)([@d—b)@—)®—0* G—a)®*@—b) ¢ —c :—d’d
«t+pft+y+o42=0

_(@—b@—d
T le—bla—ad
b etphi 1 etyt1 1 1 »
dez=a: 2 bl—a) 2 6Jy"‘(l—y)'“(l—acy)"vly
a (1]
a1 1 ady+1 1
"‘n(f+1;i1) T T(—a) f OBl —d,atf+2a)
atpt1 1 RS RS WS
n(f+1ﬁ]ﬁ—1)' TR +6F(ﬁ—l-1 —potp+2,2)
d y+6+1+ a+r+1+_1_ !
dez:x 2 b1—a) 2 “fy’(l—y)"(l—wy)"dy
c 0
AZ IR S+p+1 1
~ e s T ML e e PN ST
y+d+1 1 yte41 1
= s n® | ca-=a S Bl 1,845,

[Durch Integration lings beider Seiten einer geschlossenen Linie durch
a, b, ¢, d erhilt man #hnlich wie im Text die Formel]:

0=sinswP, +sin(s+p)wP, +sin(s+p+y)nwP;, Fsin(s+f-+y+8)nPy=0
[und hieraus fiir]

e fti=m=—(+3+1):

7 co8 (m — 1) wPy = — smom—-}—sm&z%—r%
Die Worte in eckiger Klammer sind hier hinzugefiigt, und in der ersten
Formel Y, statt dem, wie das folgende zeigt, nur aus Versehen geschriebenen Y,
gesetzt.
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B. Uber die aus linearen Differentialgleichungen entspringenden
Funktionen.

1.

Wir wollen eine Funktion betrachten, welche einer Differential-
gleichung geniigt

(1) a0y’ + ay + a3y = 0.

Wenn wir zwei partikuldre Losungen der Differentialgleichung mit
Y,, Y, bezeichnen, so muB sich jede Losung der Differentialgleichung
durch Y, Y, linear und homogen darstellen lassen.

Durchléduft 2 einen geschlossenen Weg, auf welchem aq,, a,, a,
wieder ihre urspriinglichen Werte annehmen, so werden Y, Y, tiber-
gehen in lineare homogene Funktionen der nimlichen GréSen mit kon-
stanten Koeffizienten.

Bezeichnen wir nun den Quotienten von Y,, Y, etwa mit 2z, so
wird dieser auf einem solchen Weg iibergefithrt in

, Olz+ﬂ
@) F =iy e

Betrachten wir umgekehrt # als Funktion von 2z, so wird die
Funktion
@ =f(2)

die Eigenschaft haben, daf
wz+p
f@=f(ers)

Wenn die Funktion # mehrere Verzweigungsstellen hat, so wird
es mehrere solche rationale Transformationen ersten Grades geben, bei
denen f(2) ungedndert bleibt, und da durch wiederholte Anwendung
mehrerer solcher Transformationen nacheinander wieder eine rationale
Transformation ersten Grades entsteht, welche man aus diesen zu-
sammengesetzt nennen kann, so wird f(#2) ungeindert bleiben bei den
zu Verzweigungsstellen gehorigen und den daraus zusammengesetzten
Transformationen.

Nehmen wir nun an, wir hitten eine Funktion, welche die Eigen-
schaft hat, ungeéindert zu bleiben bei gewissen Substitutionen dieser
Art und stellen wir uns die Aufgabe, die Differentialgleichung, mit
welcher die Funktion zusammenhingt, daraus abzuleiten.
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Wenn 2z in sl o tibergeht, so nimmb z = f(2) wieder denselben

Wert an. Wenn wir nach «z differenzieren, so geht 2—2 bei Durch-

laufung eines geschlossenen Weges von z iiber in die Derivierte von

az -+ f

7ot o nach z, wir haben also
az a«d—fy dz

dx =~ (ye+0)? dax

Wir wollen nun voraussetzen, daB «d — By =1 sei. Wir erhalten
dann
az\—" da\—
(@) =@ et o)
, (A2 dz\—h
A () e

Es gehen also (Z—‘“:';)_l/it und 2z (z—i)_% iber in lineare Ausdriicke der-

selben Funktionen.
Setzen wir daher

dz\—%
Y= (32)
dz\—"%
:Yz =z (ﬂ) )

so sind Y}, ¥, zwei partikulire Losungen derselben Differentialgleichung
zweiter Ordnung, deren Koeffizienten algebraische Funktionen sind.
Wenn also eine Funktion mit einer solchen Eigenschaft gegeben
ist, so kann man umgekehrt wieder zur Differentialgleichung iibergehen
und man wird die Koeffizienten der Differentialgleichung ableiten
kénnen, wenn man die Eigenschaften der Funktion z kennt. Man
wird daraus die Eigenschaften von Y, Y, ableiten konnen und hieraus
die Differentialgleichung. Wir verfahren so, daf wir aus Y, ¥, die
Ausdriicke bilden Y'Y, — Y'Y, ¥,"Y,— X,"Y,, ¥,"Y'— Y," X,
Sind diese Funktionen proportional zu @, a,, ay, so findet die

Gleichung
a0y + ey + oy =0
statt.
‘Wir erhalten

WY, —-Y'Y;=1, ¥/"Y, - 1,"Y,=0,

dz)‘/z az (dz)—-'/a_

YW =YY = (1) e (@

Die Differentialgleichung fiir Y, Y, lautet also
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o %)Vz at (dz\—% __0
y (dw ﬁ(ﬁ) y="5

und die Funktion z geniigt der Differentialgleichung

() e @)=~

wo a, eine algebraische Funktion von z ist.(%)

Dies ist also der Weg, den man einzuschlagen hat, um die Differential-
gleichung abzuleiten, wenn eine Funktion mit der Eigenschaft gegeben
ist, daB sie durch rationale Substitutionen ersten Grades ungedndert
bleibt. Es lassen sich aber fast immer unmittelbar aus der Aufgabe
noch andere Bedingungen herleiten, wodurch sich diese algebraische
Funktion bestimmen 148t.

2.

Wir wollen dies anwenden auf die Funktionen, die sich in
hypergeometrische Reihen und die damit zusammenhéingenden Funk-

tionen entwickeln lassen. Die Funktion, die wir dureh P(Z: g,” ; , :U)
bezeichnet haben, wollen wir jetzt als Funktion von z durch y be-
zeichnen und z betrachten als Funktion des Quotienten zweier Par-
tikularlosungen der Differentialgleichung, welcher diese Funktion y ge-
niigt. Dann kénnen wir P®@ als die Funktion Y, und als die andere
Funktion P®) betrachten.

Wir miissen zungichst untersuchen, welche Anderungen Y,/ ¥, mit
z erfahrt. Fiir P@ erhalten wir eine Reihe, welche mit 2* anfingt
und fiir P©) eine #hnliche Reihe, welche mit 2* beginnt und nach
um 1 steigenden Potenzen von z fortschreitet.

Wenn wir zundchst annehmen, daB «, 8, p; o, B, ¥ reell
sind und daB die Koeffizienten der Anfangsglieder der Reihen fiir
P@ P reell sind, dann sind die Koeffizienten aller folgenden Glieder
ebenfalls reell, und es sind P©® und P fiir ein reelles  zwischen
0 und 1 beide reell und positiv. Daher wird auch Y,/Y, =2 reell
und positiv sein, wihrend # von O nach 1 tibergeht. Ist @ > ¢, so
wird 2 =0 fiir # =0 und fiir £ =1 wird es einen endlichen Wert
haben.

Wie verhdlt sich nun die Funktion fiir negative Werte von z?
Hier wird

2 =x*=*Q(x),

wo @ der Quotient zweier nach ganzen Potenzen von z fortschreitenden
Reihen mit reellen Koeffizienten und fiir kleine Werte von z positiv ist.
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Also wird in der Niéhe von z =0
2 = Q . Ta—a’ea—a’)i(p,
wo z = re'? gesetzt ist und ¢ zwischen —x und + 7 genommen ist.
Geht £ in der Nshe der Null von 4+ » nach — 7 durch Werte mit
positivem imaginéirem Bestandteil, so wird fir x = —»
g = Q(_ '}") . ra—a’e(a—a‘)in,

also, da fiir geniigend kleines » Q(— r) positiv ist, eine GroBe mit
dem Argument (¢ — o).

Es sei zuniichst (¢ —«) <1, dann wird # fiir negative Werte
von  Werte durchlaufen, deren Argument (¢ — o) ist. Diese Werte
liegen daher in der z-Ebene auf einer geraden Linie, welche mit der
Achse der reellen z den Winkel (¢ — &')7 bildet.

Wir haben noch den Verlauf von z zu untersuchen, wenn z von
1 bis oo geht. Wir wissen, daB P und P©) gleich sind linearen
Ausdriicken von P, P¥) mit konstanten Koeffizienten, und zwar sind
diese Koeffizienten reell. Wenn z gréBer wird als 1, so ist

%’y;=(l — A4 A~ ).
Wenn wir fir 0 <z <1 das Argument von 2 gleich Null nehmen,
so erhalten wir fiir die Werte von 2 die Form

p+y ey —v)mi
q+q y—r)7i
und p,p’, ¢,q bleiben immer reell. Die Werte von # liegen daher auf
einem Kreishogen.
Es fragt sich nur noch, ob 2 jeden Wert, der innerhalb dieser
Figur liegt, einmal und nur einmal annimmt.
Innerhalb dieses GroBengebietes ist z eine stetige Funktion von z.
Wenn wir umgekehrt x als Funktion von 2z betrachten, so wird

die Derivierte % immer endlich und stetig bleiben, wenn nicht x eine

g

mehrdeutige Funktion von z ist; und umgekehrt, wenn dieses der Fall

wire, so wiirde fiir einen Verzweigungswert dieser Funktion - = oo

oder % = 0 werden miissen.
Um also zu untersuchen, ob g% immer endlich bleibt, bilden wir
dz _ Y, ¥, —Y, Y’
| TR A
Nun ist
YT, V¥, = Casto=1(1 — ayr+r=1
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az
dx
aufler in den Stellen 0, 1, co. [Es wird aber auch nicht unendlich]
und darum ist x innerhalb des von zwei Geraden und dem Kreis-
bogen begrenzten Gebietes eine eindeutige Funktion von z.(¥)

Bei komplizierteren Differentialgleichungen wird im allgemeinen «
nicht eine eindeutige Funktion von # werden.

In der Theorie der ganzen elliptischen Integrale hat man auch

und Y, nirgends im Innern unendlich. Also kann — nicht verschwinden,

den Quotienten —II% als Variable eingefiihrt, und #hnlich ist es auch bei

diesen Funktionen.

3.

Wir bediirfen jetzt der Abbildung der Kugelfliche auf eine Ebene,
so daB die kleinsten Teile einander #hnlich werden.(¥) Wir fiihren
auf der Kugel vom Radius 1 Polarkoordinaten ein und verstehen
unter @ den Bogen eines groBten Kreises durch einen festen Punkt O,
von O an gezihlt, und unter ¢ den Winkel dieses groBten Kreises mit
einem festen groBten Kreis in O, so da @ = const. die Gleichung der
Parallelkreise und ¢ = const. die Gleichung der Meridiankurven wird.

Die Koordinaten eines Punktes in der Ebene bezeichnen wir mit
u,v und diese werden zufolge der Abbildung Funktionen von @, ¢.

Das Linienelement auf der Kugelflache wird

d®2 + sin @dg
und in der Ebene
du® + do?.
Das Verhiltnis
40+ sin ©*dg? _ (dO + isin Odg) (10 —isin Odg)
du?dv: (Au+1dv) (du— ¢ dv)

soll nun unabhingig von dem Verhiltnis d@ : dp sein. Daher miissen
die Faktoren des Zahlers einzeln durch die des Nenners teilbar sein,
und zwar konnen wir immer annehmen, daf du 4 ¢dv den Faktor
d® + isin Odp teilt. Denn wir kénnen ja die Koordinaten in der
Ebene beliebig annehmen. Wiirden wir die andere Annahme machen,
so wiirde die Ahnlichkeit die entgegengesetate sein.
Wenn wir » + ¢v = 2z setzen, so ist
dz=m (d® + i sin Odg),
wo m eine Funktion von ® und ¢ bedeutet und so zu wihlen ist,

daB die rechte Seite ein vollstindiges Differential ist. Setzen wir
m = (sin @), so bekommen wir

2 = log tang g + ip.
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Die allgemeinste Losung der Aufgabe bekommen wir, wenn wir eine

Funktion der complexen Variablen log tang f;Z + i@ fiir 2 nehmen.
. e .
Wir setzen # — tang 5 €.

Diese Funktion nimmt auf der Kugeloberfliche jeden Wert einmal
und nur einmal an, wenn @ von O bis « geht und ¢ von O bis 2.
Fiir den einen Pol wird dann z — 0 und fiir den andern unendlich.
Man kann den Punkt der Kugel, welcher einem Punkt der Ebene ent-
spricht, leicht finden, wenn man sich die Kugel die z-Ebene im Null-
punkt beriihrend denkt, und dann von diesem aus auf der Kugel den
Winkel @ zihlt. Man hat nur den andern Pol mit z zu verbinden
und den Schnittpunkt von Pz mit der Kugel aufzusuchen. Zwei
Punkten, welche auf der Kugel diametral gegeniiber liegen, entsprechen
die Werte ¢ und 1/¢, wenn ¢ und ¢’ konjugierte Gréflen sind. Geht

ein Kreis durch die Punkte ¢ und b, so ist auf diesem Kreis das Argu-

Z —

ment von Z _Z konstant.

4.

Wir haben frither den Quotienten zweier Partikularlgsungen
P@:P@) durch 2z bezeichnet und haben untersucht, wie sich z #@ndert,
wenn z die Begrenzung des Gebietes der GriBen mit positivem imagi-
nérem Bestandteil durchliuft. Wir erhalten so als Begrenzung des
Gebietes fiir # zwei gerade Linien, welche den Winkel (¢ — o) # mit-
einander bilden in dem z = O entsprechenden Punkte, und einen Kreis-
bogen, welcher mit den beiden Geraden resp. die Winkel (8 — ) =,
(y — ¢) = bildet.

Wir setzen diese drei Winkel als positiv und kleiner als = voraus
[Ist dann auch noch ihre Summe grofer als =,] so kann man die
Ubertragung dieser ebenen Figur auf die Kugel immer so einrichten,
daB den Begrenzungslinien grofite Kreise entsprechen.

Dann wird das Gebiet von z auf der Kugel auf ein sphirisches
Dreieck abgebildet, dessen Winkel (¢ — &), (8 — ") =, (y — »") 7 sind,
und die wir mit Az, ux, va bezeichnen. Betrachten wir die Verteilung
der Werte von z auf diesem sphirischen Dreieck, so wird an der
Spitze des Winkels Ax: z =0, an der Spitze von uzm: 2 = oo und an
der Spitze von vm: £ =1 werden. Denken wir uns die Funktion 2
fortgesetzt iiber eine der Begrenzungslinien, so wird, wihrend z die
Werte mit negativem imaginirem Bestandteil durchléuft, z die Werte
durchlaufen miissen, welche in einem symmetrisch-kongruenten an-
stoBenden spharischen Dreieck liegen. Ks wiirden sich so bestindig

RIEMANN'S gesammelte mathematische Werke. Nachtrage 6



82 III. Vorlesungen tiiber die hypergeometrische Reihe.

symmetrisch-kongruente sphiirische Dreiecke anschlieBen. Auf diese
Weise lassen sich die Werte, welche die Funktion z von z annimmt,
wenn diese Funktion beliebig weit fortgesetzt wird, geometrisch dar-
stellen.

b.

Betrachten wir also 2 als Funktion von z, 2 = f'(2), so wird diese
Funktion auBer von 2z nur noch abhingen von den Exponentendiffe-
renzen A, u,v. Denn die Ausdriicke fiir z bleiben ungeindert, wenn
wir y mit einem Ausdruck von ‘der Form 2°(1 — z)° multiplizieren.
Bezeichnet x; eine andere dhnliche Funktion von # mit den Exponenten-
differenzen A, u,, v,, so kann man sich die Frage stellen: In welchen
Fillen findet zwischen x und z, eine algebraische Relation statt?

Wenn wir nun annehmen, dal zwischen 2 und z, eine algebraische

Gleichung F(z:rn, ;1) = 0 besteht, so kénnen wir ein Gebiet fiir 2 ab-
grenzen, so daf in diesem Gebiet die Funktionen x und z, jedes der
Gleichung F'—= O geniigende Wertepaar einmal und nur einmal an-
nehmen. Nun entsprechen einem bestimmten Werte von « » Werte
von z;, es wird also jeder Wert von z in diesem Gebiete n-mal vor-
kommen miissen, also das GrdBengebiet von 2 die ganze unendliche
Ebene n-mal tiberdecken. Dann aber besteht das Gebiet von z aus
n Paaren symmetrisch-kongruenter, sphirischer Dreiecke, mit den
Winkeln Az, ux, vx. Ebenso wird aber jeder Wert von z, m-mal
vorkommen miissen und es mufl daher dieselbe Figur sich auch aus
m Paaren symmetrisch-kongruenter Dreiecke mit den Winkeln 4,7,
@, 7, v; 7w zusammensetzen lassen.

Es muB sich also dann ein und dieselbe sphirische Figur sowohl
aus » Paaren symmetrisch-kongruenter Dreiecke mit den Winkeln Az,
wm, vr zusammensetzen lassen, als auch aus m Paaren solcher Drei-
ecke mit den Winkeln 1,7, g, x, v, 7.

Das ist dieselbe Frage, wie die folgende: Wann liflt sich eine
Funktion 2(x) durch eine algebraische Substitution in eine &#hnliche
transformieren ? (*)

Wir haben nun schon einige solche algebraische Transformationen
kennen gelernt und wollen diese jetzt geometrisch deuten.

Es konnte jede der Funktionen P(u,v,%,2), P(v,2p,r, ),
P(u,2v, u,x,) durch die andern ausgedriickt werden, wobei

e 1 —
= w1 — )

z=4z,(1 —x)

war.
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Wir hitten also ein rechtwinkliges sphérisches Dreieck, in welchem
ein Winkel um, der andere vz ist.

Wenn wir an dieses lings der Basis ein symmetrisch-kongruentes
Dreieck anlegen, so konnen wir das sphirische Viereck A BCD auch
zerlegen in zwei symmetrisch-kongruente Dreiecke
mit den Winkeln 2ux, va, vx oder 2vx, ux, px.

Wir konnen auch leicht die algebraischen Glei-
chungen zwischen den Funktionen z, z,, 2, finden,
welche zu den einzelnen Dreiecken gehiren, nimlich
xzu AOB, z, zu ADB und z, zao ACB. Nehmen A[*__ %
wir an, « erhalte in O den Wert 1, in B den
Wert 0 und in ¢ — und daher auch in 4 —
den Wert co. Weil nun das Viereck einerseits aus \y
zwei Paaren zu x gehiriger und andrerseits aus
einem Paar zu x, gehoriger Dreiecke zusammen-
gesetzt ist, so ist  eine rationale Funktion von =z,
welche jeden Wert zweimal annimmt, wenn z, alle seine Werte einmal
annimmt. Nehmen wir an, z, nehme die Werte oo, 1, O an resp. in
ADB, so wird z, auch in C den Wert co anmehmen. Dann wird «
nur unendlich, wenn es auch z, wird, und ist daher eine ganze ratio-

nale Funktion zweiten Grades von z,;, welche fiir #, = 0, 1 verschwindet.
Daher ist

B
iy

=
o]
S
OV S
=

v

D
Fig. 8.

z=cx, (1 —2),

wo die Konstante ¢ durch die Bemerkung bestimmt werden kann, daB
bei einmaliger Umlaufung des Punktes O mit der Variablen z der zu-
gehorige Wert von z; einmal umkreist wird, dagegen von z der Wert 1
zweimal. Also verschwindet, wenn z, fir 2 =0 den Wert £ annimmt,

auch die Derivierte j% fir o, — . Dies gibt & — ., ¢—4. Damit

ist die frithere Transformation
x =42 (1 —x,)

wiedergewonnen. Ebenso konnte man die Gleichung x —
erhalten.

Man wiirde auch auf geometrischem Wege finden, daB, wenn zwei
Exponentendifferenzen ganz willkiirlich bleiben sollen, keine andern
Transformationen moglich sind, indem sich keine andere Figur auf
mehr als eine Art aus Paaren symmetrisch-kongruenter Dreiecke zu-
sammensetzen 1iB8t. Fiir den Fall, da nur eine Exponentendifferenz
willkiirlich ist, haben wir zundichst das gleichseitige Dreieck ABC

(Fig. 4) mit den Winkeln vw. Zerlegen wir dieses durch die Winkel-
B*

4z, (1 — )
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4%

D
Fig. 4.

halbierenden, so erhalten wir drei Paare symme-
trisch-kongruenter Dreiecke mit den Winkeln

%% o, und daher laBt sich die Funktion

P(v,v,v,x) durch eine algebraische Transforma-
tion in die Funktion
1 1
P(?’ 3 ";‘7 .701)
tberfiilhren oder auch unter Anwendung der
vorigen Transformation in die Funktion

1 1 2
P(?) ER v, xz) und P(‘g; %7 %7 56‘3),
und auch in
1
P(”; 12,’; 9 x4)7 P(%) 27’7 ‘;‘; x5).
Das rechtwinklig gleichschenklige sphirische
Dreieck ABC (Fig. ) wiirde zur Funktion

P(—;, v, v, x)

gehoren und die Transformation ergeben in

1 1 . 1 1
P(v,2v,v,x,) und P(Z—,v,—g,xz), sowie in P(z—,2v,1, x_g,).

AuBer diesen Transformationen, bei denen noch eine Exponenten-

4
C
v
IF}/
3
}32
4
7
4 ]‘“ A
3 v
4
¢
2G5
%
Y
E
4
Fig. 5.

D
%

differenz willkiirlich bleibt, miissen aber noch
einige andere stattfinden, bei welchen alle Ex-
ponentendifferenzen feste Werte haben. Jeder
regulire Korper muB auf eine solche Trans-
formation fiihren, denn wir haben ja hier
die Zusammensetzung einer und derselben sphi-
rischen Figur aus kongruenten sphérischen
Dreiecken. Ist aber diese bekannt, so lassen
sich die Transformationen leicht wirklich auf-
stellen.

Eine besondere Behandlung wiirde der Fall
erfordern, wo eine Exponentendifferenz gleich
Null [oder die Summe der drei Winkel <=
ist].(°®) In diesem Falle wird man statt der

# gphirischen Dreiecke ebene Figuren zu be-

trachten haben.

6

Wir wurden auf diese letztere Betrachtung gefiihrt durch die Ein-
fithrung des Quotienten zweier Partikularlosungen unserer Differential-
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gleichung oder vielmehr durch Betrachtung des Quotienten als Funk-
tion der unabhiéngigen Variablen.

Wir miissen nun noch andere Funktionen betrachten, die ebenfalls
mit den Losungen linearer homogener Differentialgleichungen zusammen-
héngen.

Wir haben bisher nur Differentialgleichungen von der Form be-
handelt

d*y

U ggn T 4

dn—2y
dmﬂ,—?

dn—ly
dxn——l

tat Yty tay=0,

wo die a,, a,, Gy, - - -, a, rationale Funktionen von z waren, und die
wesentlichste Higenschaft der Losungen war, daB, wenn wir » Par-
tikularlosungen haben, jede andere Losung ein linearer Ausdruck mit
konstanten Koeffizienten eben dieser ist. Daraus folgt, daBl, wenn die
Koeffizienten und 2 wieder denselben Wert annehmen, diese Funk-
tionen lineare Funktionen der fritheren sein miissen. Wir haben aber
den Fall noch nicht behandelt, wo die Differentialgleichung linear ist,
aber nicht homogen, so daBl die rechte Seite nicht Null ist, sondern
eine gegebene Funktion von z. Wir wollen annehmen, wir hitten eine
solche Differentialgleichung

d"—ln
it as

dx"~

dn-—2n
dmn—z

a5+ a, oo = O).

dx
Die Auflosung einer solchen Gleichung liBt sich zuriickfithren auf die
Auflsung einer linearen homogenen Gleichung #** Ordnung, und zwar
gibt es hauptsichlich zwei Methoden, die beide von Lagrange her-
riihren.

Wenn man die n partikuliren Integrale y,, y,, %5, - -, 4, der Glei-
chung fiir C(x) = 0 kennt, so wird, wenn man fiir y den Ausdruck
Ciy,+ Cyyy + Cyys + - - - + C.y, setzt, dieser Ausdruck der ersten Diffe-
rentialgleichung geniigen, wenn die C; Konstanten sind. Wenn man
aber diesen Ausdruck in die zweite Differentialgleichung einfiihrt und
die C, als Funktionen von x betrachtet, so verschwinden die Glieder,
welche die C, selbst enthalten und man hat dann noch einen Aus-
druck, der nur die Derivierten der C; enthilt. Diese Differentialgleichung
fiir die Derivierten der C; liBt sich dann integrieren und % daraus
bestimmen. Man bekommt dann die C, durch bloBe Quadraturen, aber
es sind mehrere Integrationen nacheinander auszufithren.

Es gibt nun eine andere, ebenfalls von Lagrange herriihrende
Methode, die bequemer ist. Diese besteht darin, daB man die gegebene
Differentialgleichung mit einem unbestimmten Faktor v multipliziert
und dann zwischen den Grenzen O und z beiderseits integriert. Die



R6 III. Vorlesungen tiber die hypergeometrische Reihe.

einzelnen Glieder der linken Seite sind dann durch partielle Integration
so umzuformen, daf} in jedem Glied n als Faktor unter dem Integral-
zeichen erscheint.

Man erhilt so bei unbestimmter Integration

f,,. (anv — d(a"“,li) + fzg(a":i) — fli(%;‘ili) + .- ) dzx

T da da® da®
d(a,__4v) d d(a,__4v)
+ i (a"._lv — ~—_—d—x?‘~ + .. ) + ;lg (a,n~21; — d,'.x_:i_, ._l_ .o .)
@ =f0(x)vdx
da"~! '
Wird dann fiir v eine Losung der Differentialgleichung (%)

d(a,_,v) d*(a,__4v)
L T dat

+...+ao/0

___I_(_l)n%%;_v)_:()

gesetzt, so fillt das Integral links weg. Bezeichnen wir die % unab-
héngigen partikuldren Losungen derselben mit v, v,, v5, -+, v,, s0 kénnen
wir fiir v setzen ¢, v, + ¢v,+ -+ + ¢,v, und die Verhiltnisse der ¢;, ¢;, -+, ¢,
so bestimmen, daB, wenn wir die Integration zwischen O und z aus-
fiihren, an der obern Grenze alle Koeffizienten von % und seinen Deri-
vierten verschwinden bis auf eine. Wir erhalten so % und seine
Derivierten ausgedriickt durch einfache Integrale. Was nun die Eigen-
schaften dieser Funktionen betrifft, so haben wir frither nur bemerkt,
dafl dieselben sich zuriickfiihren lassen auf die Losungen einer homogenen
Differentialgleichung n'** Ordnung. Wenn 7 irgend eine Losung be-
deutet, so ist auch n 4 ¢y, + 6,9, + ;95 + - - - + ¢,¥, eine solche und
jede andere ist in dieser Form enthalten, denn der Teil, der von
den y herriihrt, wird gleich O und der von 5 heriihrende = C(x).
Daraus folgt nun, daB die Funktion 4 iibergeht in % + ¢,y + 69
+ ey + -+ ¢,y,, wenn x und die Koeffizienten wieder denselben
Wert annehmen.

1.

Gehen wir jetzt zu speziellen Fillen iiber, so haben wir gefunden,
daf das Integral

fs“(l — 8P (1 —ws)°ds

zwischen irgend zwei Werten genommen, fiir welche die Funktion unter
dem Integralzeichen gleich Null wird, als Funktion von z einer Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung mit rationalen Koeffizienten in z ge-
niigen mub, und zwar folgt dies daraus, daf sich die Werte, in welche
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das Integral iibergeht, wenn « einen der Punkte O, 1, oo umliuft,
homogen und linear mit konstanten Koeffizienten durch zwei unter
thnen ausdriicken liefen. Die Differentialgleichung konnen wir leicht
verifizieren, indem wir das Integral einsetzen. Wenn wir nun links statt
des bestimmten Integrals das unbestimmte einsetzen, so 1iBt sich die
Integration auch unbestimmt ausfiihren, aber das Resultat verschwindet
dann nicht an den Grenzen und die rechte Seite wird dann nicht
gleich Null

Es war
0ol

Ple 8 yz
(x’ ﬂ/ 7}[
= const. 2% (1 — :c)VIS““'—f""Y’ (I —s)y-«-#-v(1 —gs)*-F-vds,

das Integral genommen zwischen irgend zweien der Werte O, 1, oo, 2z~ 1.
Wir wollen noch « und y gleich Null setzen und schreiben

Yy :{[‘sf‘(l — s (1 — as)°ds.

Die linke Seite der Differentialgleichung wird dann
a2 d
(1~—x)awym)2+(a+b +1—(@—c+ Da) mgg—a;—i-c(l—l—a)xy.

Substituieren wir fiir y die Funktion
n=)s(1—sP1 — xs)ds,
0

so wird der obige Ausdruck eine Funktion von s und z, F'(s, ). Wenn
nun s einen geschlossenen Weg durchlduft, so wird sich % &ndern, aber
der neue Wert von 5 wird sich homogen und linear ausdriicken lassen
durch das Integral von O bis s und Integrale zwischen den Grenzen
0,1,00,2z"% Da nun die letzteren Integrale den Differentialausdruck
zu Null machen, so kann sich F'(s, #) nur um einen konstanten Faktor
indern, wenn s einen geschlossenen Weg durchliuft; auBerdem muf
es fiir s =0, 1, 0o, z~' verschwinden bei geeigneter Beschrinkung
von @, b, c. Dadurch konnte man den Ausdruck direkt bestimmen.
Rechnet man denselben durch Einsetzen des Integrals fiir % aus, so
erhélt man

F(s, z) = cccfs“ I—=sPA —azsy~2(@a+ DA —21 —5)
— b0+ s —as)—(c— s —sx)ds =cas®+* (1 — s+ (1 —as),

wenn fiir die untere Grenze eine Nullstelle der rechten Seite gewiihlt wird.
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Wir erhalten also fiir das Integral

n=[s1(1 — s (1 — wsyds
0
die Differentialgleichung
a2 d
(1—2) mg—@—z—k (@a+b+1—@—c+ 1)56);{162;6-—#0(1 + @) zy

=cxs*t1(1 — s)P+1(1 —ws)— L

8.

Wir wollen annehmen, wir hitten eine Differentialgleichung von
der Form

d d
[(@) Ta+ 9@ FL+ W@y =0

und wollen versuchen, unsere Differentialgleichung durch ein bestimmtes
Integral zu l6sen.
Dies gelingt sehr haufig durch den Ansatz(")

?
Y =j(x — s)*vds,
wobei v eine Funktion von s allein ist, und die Grenzen von z unab-

hingig sein sollen. Wir substituieren den Ausdruck in die Differential-
gleichung und bekommen dann unter dem Integralzeichen

v (ot (¢ — 1) f(x) (@ — 8)*~? + ag(x) (& — )*~ 1+ h(x) (x — s)“).
Wir kénnen nun f(2), g(z), h(x) nach Potenzen von (x — s) entwickeln,

und wenn die Funktionen f, g, # ganze rationale Funktionen sind, so
werden wir nur eine endliche Anzahl von Gliedern erhalten von der Form

Co(s) (x — s)*+hw.
Durch partielle Integration kénnen wir dann den Exponenten von (z—s)

beliebig in jedem Glied erhchen und so erreichen, daB wir unter dem
Integralzeichen einen Ausdruck bekommen
(@ — s)**" P(v),
wo P (v) =0 eine homogene lineare Differentialgleichung fiir v ist,
welche zwar noch den Parameter o, aber nicht mehr z enthilt.
Die Grenzen miisgsen dann so gewihlt werden, daBl der Ausdruck,

welcher bei der partiellen Integration heraustritt, an diesen verschwindet.
Wenn wir z. B. setzen

f(x) = Gy + o, & + a2x27 g(:c) = by + bz, h(%) = Cp,
so wiirde die Entwicklung von f(x) nach Potenzen von (¢ —s) nur

drei Glieder, die von g(x) nur zwel erhalten und der héchste Expo-
nent von (z —s) wiirde « sein.
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Wir wiirden dann fiir v die Differentialgleichung erhalten
d2 d s r 14 !
SO L we—DF O +90)+ (5 el@—Df O+ eg () +a) v =0,

und die Grenzen s,, s, im Integral wéren so zu bestimmen, daB
R

d r
@t of )+ @ — 9 (PLD 4 o (@1 9+ g )
verschwindet.
LieBen wir aber z. B. die obere Grenze verdnderlich, so wiirden
wir eine nicht homogene lineare Differentialgleichung erhalten, welcher
das Integral

n =f(x — §)*vds
geniigt. v

Wendet man dieses Verfahren auf die Differentialgleichung fiir
1

y=[s*(1—sP(1l—as) ds
0
an, nachdem man fiir # geschrieben hat z~!, so erhilt man wieder
die frither abgeleitete Differentialgleichung fiir

n=[s5%(1—s)P(l— as)ds.
0

Wenden wir nun diese Betrachtung auf die elliptischen Integrale
erster Gattung an.
Man bezeichnet so die Integrale

»}f(l — ) (L — By e dw.

Sind die Grenzen O und 1, so heiit das Integral ein ganzes elliptisches
Integral:

1
1 ' , —, ~— s Vo
K— 2](1—40) (1—Fkaz)” "z "dx.
0

Die Differentialgleichung fiir die ganzen elliptischen Integrale lautet
o K s 4K FU
(=) Gatogi — ¥ dtogry — 1 FE=0.

Wenn wir nun aus dieser Differentialgleichung die fiir das Integral

u =f(1 I € T o) R
0

herleiten, so ergibt sich
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d? d 1 1 '/ s —%
(1—kﬂﬂﬂémf—ﬁgmgm—Z%M=nm§Wx(1—@ (1 — k2z)

als Differentialgleichung, welcher das unbestimmte elliptische Integral
geniigt.
Die allgemeine Losung ist dann
w+ CK+ C'K’.

Sehr viele Eigenschaften der ganzen elliptischen Integrale wurden
erst gefunden durch die Untersuchung des unbestimmten Integrals, und
in der That ist dieses eine sehr einfache Funktion des Parameters z.
Ebenso verhilt es sich mit dem allgemeineren Integral

7 =fs“ I —s)A—uaxs) ds.

Es ist eine viel einfachere Funktion von s wie von «# und die
bestimmten Integrale zwischen den Grenzen O und 1 oder 1 und z~!
treten dann bei der Untersuchung des 5 als Funktion von s auf. Die
allgemeine Losung der Differentialgleichung ist dann

1/x

1
n+qf+aji
0 1

Auf die Differentialgleichungen, welche sich nach der auseinander-
gesetzten Methode durch bestimmte Integrale l6sen lassen, kann man
dieselben Bemerkungen anwenden. Aber auch bei solchen, welche sich
nicht durch bestimmte Integrale losen lassen, kann man #hnlich ver-
fahren.

Sei die Differentialgleichung

dny dn—l y
%ﬁ‘l‘% Py +--+4+ay=0
und setzt man in die linke Seite fiir y eine Funktion von x, welche
einen Parameter enthilt, so wird die rechte Seite eine Funktion von z
und dem Parameter, welche wir mit X bezeichnen. Betrachten wir
dann die Differentialgleichung

dn n dn—ln dn—2n
ay— + 0, ——+ag——y + oo Fan=X
den+ ldxn—-l + den—2 + + 'l Y
so wird bei passender Wahl von X und dem Parameter sehr hiufig 5
eine viel einfachere Funktion vom Parameter sein als von x. Diese
Transcendenten spielen eine sehr wichtige Rolle fiir die Theorie dieser

Differentialgleichungen. .
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9.

Wir wollen noch die ganzen elliptischen Integrale etwas ausfiihr-
licher betrachten und untersuchen, wie sich K und K’ #ndern, wenn
k* nach einem Umlauf um den Punkt 1 wieder denselben Wert annimmt.
K wiirde dann iibergehen in ein Integral von O ausgehend positiv um
k=2 herum und wieder nach 1 zuriick, und wenn wir den letzten Teil
dieses Integrationsweges auf das Stiick von 1 bis k~2 zusammenziehen,
so erhalten wir fiir den neuen Wert von K

1
'/ ‘;} g7 (1 —a)" (1 — k)" da
0
r—2
— 2]% g (1 —a) " (1 — k*z) "de = K — 2iK".
1

Das Integral fiir K’ wird dabei gar nicht geiindert. Bei einem
positiven Umlauf von %% um den Nullpunkt geht K iiber in
3K—2i{K und (K’ in 2K —¢K’'. Ein positiver Umlauf um den
Punkt oo, oder was dasselbe ist ein negativer um die Punkte O, 1,
wiirde K unverindert lassen und <K’ iiberfiihren in ¢ K + 2K.

Die Formeln, welche die Abhingigkeit der ganzen elliptischen
Integrale vom Modul %* geben, sind von Jacobi in den Fundamento
nova theoriae functionum ellipticorum entwickelt worden. Er nahm als

Py

Variable ¢ = e_ﬂf, aber in der Differentialgleichung fiithrte er bereits
den Quotienten K'/K, also den Quotienten zweier Partikularlosungen,
als Variable ein. Wenn wir nun K'/K als Variable einfithren und %?
als Funktion derselben betrachten wollen,(¥) so miissen wir fragen: Wie
verhilt sich K'/K, wenn %* die Werte mit positivem imagindrem Teil
durchlauft?

Wenn k% von O bis 1 geht, so bleibt K'/K reell, und zwar wird
es oo fiir %* gleich O und O fiir £'2=1 — %% =0, also k*= 1.

Nun 148t sich K in der Nihe von %> =0 nach ganzen positiven
Potenzen dieser Grofe entwickeln und K’ darstellen in der Form

—%loglﬂ—%(%—l— ak®+ ).

Daraus erkennt man, daf wenn %%? durch Werte mit positivem
imagindrem Teil iibergefiihrt wird in — %* und dann nach — oo geht,
&

K
ist, also die Strecke 0, — oo auf eine zur reellen Achse parallele
Gerade durch den Punkt — ¢ abgebildet wird.

Werte annimmt, deren imagindrer Bestandteil bestindig gleich — ¢
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Ferner gehen K und K’ ineinander iiber, wenn %’ und 1—A?
miteinander vertauscht werden. Damit folgt dann aus der angegebenen
K
K
+ ¢ wird, wenn %% von 1 bis co geht, die Werte von K/K also auf
einem Halbkreis vom Radius Y, liegen, dessen Mittelpunkt im Punkte
— }4 gelegen ist, und der daher die beiden geraden Linien, néimlich die
reelle Achse und die durch den Punkt — ¢ zu ihr gezogene Parallele,
beriihrt. Diese Figur wiirde uns die Werte veranschaulichen, welche
K'/K annimmt, wenn %* die Werte mit positivem imaginirem Bestand-
teil annimmt. Fiigen wir dazu das Gebiet der Werte von K'/K, welche
den Werten mit negativen imaginidren Bestandteilen entsprechen und
welches lings der Linie k* =0 bis * =1 mit dem ersten zusammen-

Reihenentwicklung, daB der imaginire Teil von konstant, und zwar

hingt, so gibt uns das Innere dieser Figur die Werte, welche %

annimmt, wenn k* die ganze Ebene durchliuft, ohne jedoch eine der
Strecken 0, — oo oder 1, oo zu iiberschreiten.

’

Wir konnen nun auch untersuchen, welche Werte - annimmt,

wenn k* eine dieser Strecken iiberschreitet und also z. B. einen posi-
tiven Umlauf um den Punkt 1 macht. Dann geht ]Ii' tiber in T(—_I%Z‘]?f

f—%@ 7 durchlguft,

und wir haben nur nachzusehen, welche GréBen
wenn I]% die erste Figur durchliuft. Wir wiirden dann finden, daB
dieses GroBengebiet ebenfalls von einem Halbkreis, welcher iiber der
Strecke O, 7 steht und drei kleineren Halbkreisen, von denen einer
dber 44, ¢ und die beiden andern tiber %4, 4¢ und ¢, O stehen, be-
grenzt wird.

Dem Werte %2 =0 wiirde jetzt der Wert 1¢ entsprechen, dem
Werte 4? =1 der Wert 4¢. Wir wiirden iiberhaupt % bestimmen

konnen, wenn I_;{_ gleich wird /— 1 multipliziert mit rationalen

Zahlen, bloB dadurch, daB wir untersuchen, wie sich die Funktion {J((
andert, wenn %? immer wieder denselben Wert, aber auf verschiedenen
Wegen, annimmt.

’

Wenn wir auf diese Weise die Funktion I—I{{— verfolgen, so wiirden

wir auch finden, dafl, wie weit wir auch die Funktion fortsetzen mogen,

% doch jeden Wert nur einmal annimmt, wenn %% beliebig oft sich

um die Punkte 0, 1, oo herum bewegt. Die Funktion nimmt also jeden
komplexen Wert [mit positivem reellem Teil] nur einmal an.
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Haben wir nun eine Funktion Y, die nur unstetig und vieldeutig
wird fiir 0, 1, co, so konnen wir in diese Funktion fiir « setzen ¢ (2),

,

wo *=¢ (11_1;) ist. Dann wird Y eine Funktion von z, die fiir

Fig. 6.

jeden Wert von 2 nur einen bestimmten Wert annimmt. Es wiirde
dann 2z, wenn 2 sich z B. um Null herumbewegt, aus einem Gebiet in
ein anderes iibergehen. Wir erhalten also Y und beliebige eindeutige
Funktionen von Y als eindeutige Funktionen von z, wenn wir fiir

’

setzen @ (2), wo ¢ die Funktion ist, welche %* [als Funktion von =

liefert]. (%)




Anmerkungen.

Die hier entwickelten Gedanken Riemanns sind erst viel spiter und unab-
héingig von ihm zur Geltung gekommen. Fiir die hypergeometrische Reihe kommt
hierbei zunichst die Arbeit von H. A. Schwarz, Crelles J. 756 (Ges. Abh. II, S. 211 ff.,
vgl. auch 8. 353—355 u. 363 ff.) in Betracht.

Was die Entwicklung und Bedeutung der Lehre von den Kreisbogendreiecken,
den Dreiecksfunktionen, elliptischen Modulfunktionen und allgemeinen automorphen
Funktionen betrifft, so sei hier auf die autographierten Vorlesungen von F. Klein
iiber die hypergeometrische Funktion und {iiber lineare Differentialgleichungen,
sowie auf dessen gemeinsam mit Fricke herausgegebenen Vorlesungen iiber Modul-
funktionen und tiber automorphe Funktionen, ferner auf das Handbuch der Theorie
der linearen Differentialgleichungen von Schlesinger verwiesen. Die Redaktion
des Textes schlieBt so eng als moglich an den Wortlaut des Heftes an.

(1) (Zu Seite 78.) Vgl Schwarz, Ges. Abh. II, S. 353 ff.

(2) (Zu Seite 80.) Die Richtigkeit dieser Behauptung hingt wesentlich von den
Voraussetzungen iiber &, o, B, f’, y,7" ab. Vgl.Schwarz, Ges. Abh.II, S.221—233.
Weitere Untersuchungen tiber allgemeine Kreisbogendreiecke bei Klein, Math.
Ann. 87; Schilling, Math. Ann. 39, 44, 46.

(8) (Zu Seite 80.) Dieser Abschnitt wurde aufgenommen, weil C. Neumann in der
Vorrede seiner Vorlesungen iiber Abelsche Funktionen und auch Klein in
seiner Schrift iiber Riemanns Theorie der algebraischen Funktionen und ihrer
Integrale auf eine derartige Mitteilung aus Riemanns Vorlesungen Bezug
nehmen.

(4) (Zu Seite 82.) Man sehe hierzu E. Papperitz, Math. Ann. 27. Dort auch weitere
Litteraturangaben.

(5) (Zu Seite 84.) Die in eckige Klammern eingeschlossenen Worte sind Zusatz
des Herausgebers.

(8) (Zu Seite 86.) Vgl. Schlesinger, Handbuch I, Abschnitt 2, Kap. 3, 4.

(7) (Zu Seite 88.) Vgl Schlesinger, Handbuch II, Abschnitt 12.

(8) (Zu Seite 91.) Uber die weitverzweigte Litteratur der elliptischen Modul-
funktionen sehe man Klein-Fricke, Modulfunktionen; Schlesinger, Handbuch II,
Abschnitt 13.

(9) (Zu Seite 93.) Zu diesem Theorem s. F. Klein, Math. Ann. 14; E. Papperitz,
Math. Ann. 34. Die Litteratur iiber weitergehende Verwertung und Verallgemei-
nerung dieses Satzes bei W. Osgood, Encyklop. d. math. Wiss. I B 2, Nr. 27—29.

w.



1V,
Mathematische Noten

(ausgezogen aus dem NachlaB).

A. Uber eine Verallgemeinerung der sechs Gleichungen (19) der
Abhandlung Ges. Werke 2. Aufl. XXXI (XXX der 1. Aufl).

(Aus Akt Nr. 19, Konv. 19,, d) und Konv. 19,, b), Bogen 4—6; Akt Nr. 25,
Bogen 1, 24.)
Indem sich Riemann eine Abelsche Funktion fiir p = 3 in der Form
Vex + o2’ + o’2”, wo ad'a” =1,
geschrieben denkt, nimmt er die 6 Verhiltnisse
a:fip:0, «:p 1y

aus den Koeffizienten von 4 Abelschen Funktionen

lex + C( .’) +’ (X”.;('” Vﬁx + ﬁlx/_l_ ﬁ//x//, W-T + 7/ 7 + 7// 2

V()x“l—()\,x,—‘-a” ’”

als Klassenmoduln, und stellt beziiglich der 6 Paare von Abelschen
Funktionen, welche in einer ,Gruppe“ enthalten sind, die Aufgabe:

»Wenn die GroBen a, b, ¢, d; o, V,c,d’; a”,b",¢’,d” beliebig ge-
geben sind, die Lésungen der 6 Gleichungen

b d
() wa + Bb + ye + 0d =0, T+ g+ + 5 =0;
r o7 1y, o r s / b’ ! ’
@) «d + BV + ¥ + 0'd =0, g7+ﬁ—+;+§’,-=o;
(3) aa/ ”+ﬁﬁ b”—l—y ’ //_I_dxa d//_o a”’ +ﬁﬁ CI d 0

zu finden, d. h. die ihnen gentigenden Wertsysteme der 6 GroBen
gy o 9’

r 9 P v 9
e’ ¢’ a? o7’
zu bestimmen.

Die Aufgabe hat 6 Losungssysteme. Um sie zu finden, sei dic
Bezeichnung eingefiihrt:
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(Ba'b’ — ad'V) (ﬁ v _ “Eb) =a?"?4 a"?% — a'a"b'b” (g{ + g)

p
= (ab) = (ba), etc.;
so ergibt die Elimination von o', 8,9, 0" aus (2), (3):
(ab) cd)[(ab) + (¢d) — (ad) — (be) — (ac) — (ba)]
@ T EIRD)+ 6D —00) — 60— (o) — )]
+ (ad) (b0)[(ad) + (b)) — (ac) — (bd) — (ab) — (cd)]
+ (ab) (ac) (ad) + (ba) (be) (bd) + (ca) (cb) (¢d) + (da) (db) (dc) = 0.
Aus den Gleichungen (1) folgt

a®+ d?+ ad(%-{—g)zb?—{— e+ bc(g+%)=r,
a4 ¢ + ac (—;i+%)zb2+d2+bd(§+%) —s,

a4 b+ ab (%Jrﬁ)zcbr d2 -+ cd(%—l—g) —¢

o

Man fithre statt «:8:y:0 die Unbekannten #, s, ¢ ein, so folgt
aus (1)
®) r+s+t=0a?+b"4 c*+ d%
und aus der identischen Relation

P+m?4n2 —Ilmn—4=0
zwischen

_B _r _o B
l—y+ﬁ’ m a—l—y, n +a

folgt mit Hilfe von (5)
rst — s(a®— b%) (®— d?) — t(a®— ) (b*— d?) — a’d?(a® + d?)
Q) — V(D2 + ) + b*Ed? 4+ a’dd®+ a*b'd? + a’b?c? = 0.

Da (4), entwickelt, in den Gliedern 3. Dimension nur 7 -s-¢ ent-
hilt, so erhilt man aus (4) mit Hilfe von (6) eine Gleichung 2. Grades
in 7, s, ¢; dieser Gleichung, und (), (6) geniigen also 6 Wertsysteme
von 7, s, ¢; und jedem derselben entsprechen 2 zueinander reziproke

B v o F

o’ a’ o? o

’
9«
[PV

Wertsysteme der GroBen Z—
Um (4) zu erhalten, sei gesetzt:

BaY — ad'V = (AB) = — (B4), “¥L %Y _(4,B)=— (B4,

[
we (4B)(4,B,) = (ab),
so wird aus (2), (3):
B’ (AB)+ 3 (AC)+ 6'(4D) =0, (Aé’ffl)+(A;’Cl)+(Ag’1)l) o,
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also
(ad) — (@b) — (a0) = & (4B) (4,0) + [ (4C) (4, BY; et
Setzt man
(ad) — (ab) — (ac) =V, (bd) — (ba) — (be) =m/, (cd) —(ca) — (cb) =,
(4B)(4,0) =14, (40) (4, B) =125 (BC) (B, 4;) =, (BA)(B,C) =u
(04)(CB,) =, (CB) (0, 4,) =),
Vu'v' = dpv = — (ab)(ac) (be),
und betrachtet die 3 Gleichungen

also

l'=l§,——|—l'%, m'=y%-{-y'$—, n'=v‘—;‘7+v'%,
so hat man die identische Relation
. ., I m'? n'e
Um'n —luv(ﬂ?+w+;7—4)=0,

daher
[(ad)—(ab)—(a0)][(bd)— (ba)— (be)][(cd) —(ca)—(cb)]—4(ab) (ac) (be)
+ (bo) [(ad) — (ab) — (a0)}* + (ca) [(bd) — (ba) — (bO))?
+ (ab) [(cd) — (ca) — (cb)] =0,

was mit Gleichung (4) iibereinstimmt. N.

B. Bedingungen fiir die Klassenmoduln von P =3 zur Reduktion
auf den Fall p = 2.
(Aus Akt Nr. 19, Konv. 19;, b), Bogen 30; Akt Nr. 25, Blatt 18.)

»Die notwendige und hinreichende Bedingung daftir, daB fiir simt-
liche 6 Paare von Abelschen Funktionen einer Gruppe die beiden
Glieder einander gleich werden (und folglich sich die 6-fach periodischen
Thetareihen auf 4-fach periodische reduzieren lassen), ist die, daf eine
linedire Gleichung zwischen drei Gliedern verschiedener Paare einer
Gruppe stattfindet® [d. h. daB sich fiir die Kurve 4. Ordnung drei
Doppeltangenten mit ungeraden Charakteristiken, deren Summe gerade
ist, in einem Punkte treffen].

[Je nach der Gruppe hat man fiir die Moduln folgende M&glich-
keiten:]

o(1) (@ B8,9)=0: «’"=p"=9"=0; im ganzen 32 &hnliche Fille.

(2) a=p: op'=d"p"; » » 18 ” ”
1 1 1 1
et —f—g ati—y—
(3) : (: §= : i : i . au=ﬂu=yrl=1,
“‘|'07_ﬁ"—? “+Ef—7—-7

im ganzen 6 @hnliche Fille.

RIEMANN'S gesammelte mathematische Werke. Nachtrige. 7
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(4) =8, d=p, «"=p"; im ganzen 6 dhnliche Fille.
B) e=d=p=p'=yp=9p"=1; 1 Fall.

Wenn man die halbe Gruppe, von der man ausgeht, mit der zu-
letzt erhaltenen vertauscht, geht (3) in (4) iiber, (1), (2), () in sich
selbst.“

Uber letzteren Punkt enthilt 19,, b), 30 noch einige Rechnungen.

(Cf. Roch, in Crelles Journ. Bd. 66, S. 111; ferner Cayley in Crelles J. 94,
S. 107 ff. (Werke XII, 8. 87 ff.)), F. Klein in Math. Ann. Bd. 36, S. 59 ff) N.

C. Die Riemannsche Thetaformel.
(Aus Akt Nr.19, Konv. 19, d); Nr. 25, Bogen 17; Andeutungen in Nr. 19, Konv. 19, b),
Bogen 33, 34; Nr. 25, Bogen 10, 16.)
Die von Prym (,,Untersuchungen iiber die Riemannsche Theta-
formel ete Leipzig, Teubner 1882, und Crelles J. Bd. 93) sogenannte
HRiemannsche Thetaformel® findet sich in folgender Gestalt vor:

2 (ey 1,42, m) . a 25 e _;_2% e, i’i}
2260 o e T 2

e e
<) &) (&)

oy St S
2)e L) (&) (),

=29 (o, 40/ 5+ 2,
WO

2/ =a,+y,+2,+1, 2y'=x,+y —2z—1,

2Zv,=xv_yv+zw——tw 2tv,=xv——yv_zv+t7'

Nur steht an beiden Orten
2572 %1 statt 2 &,¢, %’—” ,
Dlyrlr state Dlg,n, 2.
Von hier geht Riemann durch die Substitutionen
x,=2s'+s, y,=s, +m, ? —|—2mﬂ Z’—;’—f-
b=t G D s (/40 G = D)

weiter (cf. auch Prym, Acta Math. III, Formel (R”)) und zu Additions-
formeln fiir die Nullwerte iiber. N
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D. Integrale einfacher totaler Differentialien erster Gattung, beziiglich
einer algebraischen Fliche.

(Aus Akt Nr. 19, Konv. 19,, d); Nr. 26, Bogen 1.)

An einigen Stellen der Papiere (Nr. 19,, b), Bogen 44, 45; Nr. 25,
Bogen 27, 30) finden sich Bildungen von Integralen erster Gattung,
die zu einer vollstindigen Schnitthurve zweier algebraischer Flichen,
oder zu der Kurve, die aus q Gleichungen mit ¢ + 1 Variabeln ent-
steht, gehoren; mit Abzéihlungen tiber die Zahl der Verzweigungspunkte.

Ebenso findet sich schon (Nr. 25, Bogen 27) der Begriff eines zu
einer algebraischen Fliche F = O gehirigen Doppelintegrals erster Gattung,
mit Normierung fiir die nicht-homogene und fiir die homogene Form
der Gleichung F'= 0. Dabei ist aber nur an isolierte Doppelpunkte
der Fliche gedacht, und irrtiimlich angenommen, dal die Zahlerfunktion
@ des Differentialausdrucks fiir diese Doppelpunkte verschwinden miisse.
Analog (Nr.19;, b)) das m-fache Integral 1. Gattung fiir eine alge-
braische Gleichung mit m + 1 Variabeln.

Der Begriff des fotalen einfachen Differentials erster Gattung fiir
eime algebraische Fliche ist von Riemann gefaBt und in einigen Rech-
nungen verfolgt worden.

Fiir die nicht-homogene Gleichungsform
F (x7 Y Z) =0
finden sich die Formeln (Nr. 19, d)):

du — §dy—ndx  ndz —fdy  fdx — &dz
"TTFe T T Fw® e

m—1n—2 r—2
wo E=E(x, y, 2) etc, und
m—2 n—2 r—2

EF (2) + ' (y) + EF'(2) = F-9(x, 9, 2);
und aus der Integrabilititshedingung:
95 om0t _
e + 7y + 29
. ' / 0k | 0 0§
EF () + 0 F )+ LF' @) =F- (g5 + 5, + 52)°
Aus der homogenen Form von

F (wr Y, Z) = 01
nimlich
rF(3, %, 5 =1y a0
wird
7*
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_Fdy —vdax

W=""FG

abgeleitet; und aus dem Verhalten fiir { = 0 wird geschlossen:

g =—yz+ ¥ t, N =—1y+ Pyt, §' = — v,z + Ugt,
und hieraus auf die Form der obigen &, 4, { fiir die Gleichung
F(a, g, 9) = 0;

§=——1p4x—|—¢1, N=—YPY + ¥, §=—92+ 9,

WO Y, ¥y, Y5, P, vom Grade » —3 in 2, y, # werden. Ferner die
Formeln:

g, 7, ¢ homogen vom Grade n — 2,

U (@) + 0l @)+ bf (@) + v f O =79,
_ 0% | 0%y | 0%y | 0%
= Tyt e
Auch Versuche der Konstantenzihlung fiir die Anzahl der durch diese
Relationen hervorgebrachten Bedingungen. Sodann (ibid. und Nr. 26,
Bogen 1) Anwendung auf die Bedingungen fiir vollstindige Differen-
tialien, beziiglich einer Gleichung

F(xlr Zgy 'y xm) =0
mit mehr als 2 unabhingigen Variabeln.
Endlich wird (Nr. 26, Bogen 1) zur Anwendung eine Fliche
F(ty,2)=0
berechnet, deren Punkte den Punktpaaren einer Kurve mit p = 2 zu-
geordnet sind, vermoge

8,7 = f(;1)7 8t = f(;2):

b=38+8, Y==u 12, 2=12%;

und dafiir werden die beiden Integralsummen w,, u, des Umkehrproblems
als zugehorige Integrale erster Gattung totaler Differentialien angegeben.
(Cf. Picard in Journ. de Math., sér. IV, t. 1, 1885.) N.

E. Die Perioden der hyperelliptischen Integrale erster Gattung als
Funktionen eines Verzweigungspunktes.
(Akt Nr. 4))

Die Werte der Funktion s =)/ (z—«) (z— ) (z —7)(z — 0) (+ — )
seien auf der doppelt tiberdeckten z-Ebene derart ausgebreitet, dal die
beiden Blitter lings der Verzweigungsschnitte «f, 9, 200, zusammen-
hiingen Ist dann w ein zur Fliche gehoriges Integral erster Gattung,
so sind
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@ J x
1) y1=2fdw, Y =2 | dw, y3=2fdw, y4=2de
w (44 y

die Perioden desselben. Dabei sollen die Integrale im ersten Blatt auf
der obern Seite des Verzweigungsschnittes genommen werden.
Wird dann noch gesetzt

@) u=f(dw, v =fdw,
I x

00 a Vil v ) X
(4 oo a A 7/"\\6‘/-\,‘“’

4 X
(8 e g -

-
—— v e

ez

————— ————— -
————————— ——

—————— —_—————

Fig. 7.
so erhalt man die Relationen

tytuty+y,+v=0
(3) YT Y Ys T Yy

Y—Yptu—y+y—v=0
oder

vty + Y =0,

indem man einmal an der obern Seite einer von — oo nach «fyd und

+ oo ziehenden Linie integriert, das andere Mal an der untern Seite
derselben Linie.
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Setzt man
®) w— f €= g,
so wird g—zg =— —;— f d{ das zweite Integral erster Gattung mit den

Perioden 4., 5", 5, y,/, und es ist
(6) Y% — Yo'+ YsYs — Yays = 0.

Vollzieht nun z der Reihe nach einen positiven Umlauf um
0, 7, B, &, so daf der Integrationsweg der y bestindig vor dem Punkte z
ausweicht, so erhilt man die Substitutionen, welche die Perioden bei
diesen Umldufen erleiden, indem man die Integrale auf dem abgein-
derten Weg mit Hilfe von (4) durch die urspriinglichen ausdriickt.

(In der Figur sind die im zweiten Blatt verlaufenden Linien gestrichelt.)
Man erhilt so

d Y B o
Y, geht iiber in Y1 Y% Y1 —Y— 2y, —2y,
Y2 »  »n » Ys Ya 2y, + 4+ 295 | 2y, + 3ys + 2y,
Ys » ” ” Ys — 2?/4 3!/3 - 2.'/4 Ys Ys
Yo » » » Ys ’ 29—y, | 291+ 29+ Y | 2y + 295 + 2,
+ Y,

Bildet man nun die 6 Verbindungen (y,y, — %,%,) = (¢k), so er-
leiden auch diese lineare homogene Substitutionen, und zwar folgende:

d Y [ o
(12) (12) (12) (12) + 2 (13) (12) 4 2 (23)
+2(13)
(43) (43) (43) (43) + 2 (13) . (43) 4+ 2 (23)
—2(13)
(13) |(183)—2(14)| 3(13) (13) —(13)—2(23)
—2(14)

@) (24 2(23) |(24)+2(14)—2(12)| —2(12)—2(23)
—(24) | —2(28) + 2(34) |+2(14)+3(24)+2(34)

14| @149 2013 | 2313)+(14) 2(12) +2(13)
— (14) —2(24) — (14) —2(34)
(23) | (23)—2(24)| 3(23) | 2(13) + (23) 2(13)+ 3 (23)
—2(24)

Anmerkung. Das Blatt in Riemanns NachlaB enthilt nur die Formeln mit
einigen hier verbesserten Versehen und einer verwischten Bleistiftekizze, aus
welcher das Verfahren zu erkennen ist. Die zweite Tabelle ist tiberdies liickenhaft.
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Uber den Gegenstand selbst, der erst von Fuchs, Crelles J., Bd.71 unabhiingig
wieder aufgenommen wurde, und die Litteratur vgl. man Schlesinger, Handbuch
d. Th. d. linearen Differentialgleichungen, § 246—250. Fiir den Zusammenhang
mit Riemanns Untersuchungen iiber Abelsche Funktionen Th. A. F., Art. 25 (Werke,
8.188 (131 der 1.Aufl)), sowie den SchluB von Nr.IV, F dieser Nachtriige. W.

F. Uber die Abbildung der Verzweigungsfliche durch ein
Integral erster Gattung.
(Schriftliche Mitteilung Riemanns an Fr. Prym auf eine miindliche Frage.)

Ich habe in meinen Vorlesungen bemerkt, dal man die Zerschnei-
dung der Fliche 7' durch die p Linien @ und b immer so einrichten
kénne, daf das Bild (S) der Fliche in der w-Ebene aus p Blittern
bestehe, deren jedes durch zwei Paare kongruenter Kurven begrenzt
ist, und 2p — 2 einfache Verzweigungspunkte habe. Dies Verfahren
ist aber nicht in allen Fillen das bequemste und zweckm@Bigste, so
z. B., wie ich schon sagte, nicht fiir die Integrale, die ich durch u¥)
bezeichne, und auch nicht in Threm Falle. In diesen beiden Fillen
kann man eine einblittrige Fldche (S) erhalten.

Sie wiinschen jedoch zu wissen, was aus der obigen p-blattrigen
Fliche fiir p = 2 in Threm speziellen Falle wird.

Dies 148t sich am leichtesten iibersehen, wenn man an die Fliche (S)
eine kongruente benachbarte Fliche anfligt. In der Figur sind die
beiden benachbarten Flichen lings einer Seite der kleineren Parallelo-
gramme aneinander gefiigt, so daf diese zusammen ein (blau gezeich-
netes) Blatt bilden. AuBerdem hat sowohl die Fliche (S), als die ihr
kongruente ein anderes Blatt, welches fiir die eine rot, fiir die andere
schwarz gezeichnet ist. Die Kreuzungslinien zweier Flichen haben die
Farben beider.**)

Sie werden nun leicht erkennen, daB man, wenn man zwei
Verzweigungspunkte, einen von (S) und einen der henachbarten
Fliiche, umkreist, erst nach drei Umldufen zum Ausgangspunkt zuriick-
kommt.

Fallen also diese beiden Punkte zusammen, so erhdlt man einen
Punkt, um welchen die Fliche sich dreimal windet.

Ihr Integral kann als ein spezieller Fall angesehen werden von
dem Integral
P (8,2)dz

a—F b
0s

¥ Die transcendent normierten Integrale erster Gattung.
#) In der Figur sind hier die blauen Linien durch Strichelung, die roten
durch Strichpunktierung gegeben.
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worin ¢ das Quadrat einer sogenannten Abelschen Funktion, d. h. so

beschaffen ist, daf die 2p — 2 Punkte, fiir welche fpgs—éﬁ unendlich klein
08
von der ersten Ordnung wird, paarweise zusammenfallen.
In diesem Falle kann man diese p — 1 Punkte zu gemeinschaft-

Fig. 8.

lichen Anfangs- und Endpunkten von p — 1 Paaren der Linien @ und b
machen.

Die Fliche, welche die Werte von w reprisentiert, wird dann ein
Parallelogramm, dessen Seiten die Bilder des pte® Paares (@, b) sind, und
aus welchem p — 1 Parallelogramme ausgeschieden sind, in deren jedem

die vier Eckpunkte Bilder Eines Punktes sind, in welchem 5’% unend-
lich klein von der zweiten Ordnung wird. s

(Fiir p =2 erhalten Sie ein Parallelogramm, aus welchem ein
Parallelogramm ausgeschnitten ist.)

Die Betrachtung dieses Falles ist vorteilhaft fiir die Untersuchung
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der Differentialgleichungen, welche bei beliebigem p der bekannten
Differentialgleichung

*K 0K

70(1 —_ k?) W + (1 —_ 3]62) m:‘ == kK
entsprechen.

Pisa, 27. Méarz 65. B. R.

Apmerkung. Diese Mitteilung fand sich zunichst in einem Entwurf im
Akte 26 (,,Varia‘). Einer giitigen Mitteilung von Herrn F. Prym verdanken wir
dann den Text des in seinem Besitz befindlichen Originals und die weitere Nach-
richt, daB dieser Aufsatz als Antwort auf seine miindliche Anfrage von Riemann
niedergeschrieben wurde, als diesem das Sprechen schwer fiel. Die Mitteilung ent-
halt auch die Skizze einer Figur, welche jedoch hier aus rein technischen Griinden
etwas abgeéindert wurde. Zum Gegenstande vgl. Th. A. F. Art. 12. Ferner F. Klein,
Vorlesungen iiber Riemannsche Flichen, I, 8. 60 —177 mit weiteren Litteratur-
angaben. Ww.

G. Uber Thetafunktionen, welche zu besondern Riemannschen
Fliachen gehoren.

Im Akt 19 (,Abelsche Funktionen VI®), sowie im Akt 25 (,,Varia®)
der Gottinger Papiere finden sich auf einigen Bogen Rechnungen und
Andeutungen mit spirlichem Text, welche das im folgenden auseinander-
gesetzte Problem behandeln. HEs sind dies die Bogen 4, 5, 6" von
Nr. 19, d), von denen 4’ das Datum ,Gottingen, Oktober 1862% 5" das
Datum ,,Géttingen, Januar 1865“ triagt. Ferner Bogen 4, 10, 29, 31,
32, 33 von Akt 25. KEs sind verschiedene Spezialfille behandelt, welche
jedoch in der Bezeichnung nicht immer deutlich getrennt sind. Auch
fiir die Deutung der SchluBformeln reicht der Text nicht aus, jedoch
lassen sie etwa die Richtung erkennen, nach welcher Riemann vor-
zudringen suchte. Der Ansatz Riemanns gibt iibrigens auch einen
von den Thetafunktionen unabhiéingigen Existenzbeweis fiir die Wurzel-
funktionen®*).

Man denke sich eine Verzweigungsfliche vom Geschlechte p in
der Gestalt eines Systems P von p Parallelogrammen, welche durch
2p — 2 Verzweigungspunkte zu einem Ganzen verbunden sind, ge-
geben und diese Fliche iiber o, hinaus fortgesetzt und i-mal wieder-
holt. Die Seite b, wird dabei A-mal so lang und die Seiten a,, b, (v <p)
vervielfiltigen sich A-mal zu a{”, b (« = 1,---,1). Man sehe die Figur,
zu welcher sich Skizzen auf den erwihnten Blittern finden.

# Vgl. Anm. (18) zu der in diesen , Nachtrigen* unter I publizierten Vor-
lesung.
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Das so entstehende System P’ von 4(p — 1) + 1 Parallelogrammen
mit 4(2p — 2) Verzweigungspunkten ist vom Geschlechte 4 (p — 1) +1
und definiert seinerseits eine Klasse algebraischer Funktionen. Die-

jenige Funktion erster Gattung auf P’, welche am Querschnitt ol
den Periodizititsmodul 1, aber an den {ibrigen Schnitten @ den Perio-

dizitdtsmodul O hat, sei 'wia). Der Modul von w(f) am Querschnitt bﬁf’ +# ),

oder von w*™® an b, sei ) = 5. Die Funktion, welche am Quer-
schnitt a, den Modul #¢, an den tibrigen Schnitten a den Modul O hat,

ist %up, wenn mit «, die Funktion erster Gattung des Systems P be-

zeichnet wird, welche an ¢, den Modul ¢, an den iibrigen Schnitten a
den Modul O und am Schnitt b, den Modul @0 hat. Am Querschnitt v

1/1} e
a
A w || [ay | o : @ ag”
2, a2 l a:"
6;" 1 bf’ 6,’”
5 P 26 o7
% % %
Fig 9.

(o)

hat sie den Modul%av folglich ist auch der Modul von w,” an dem

1p’
Querschnitt b, gegeben durch %am,. Der Modul von %up an diesem
s 1
Querschnitt ist T pp-
Da nun das System P’ lings o)) und o)’ geschlossen zu denken
ist, so bleibt es bei cyklischer Vertauschung der 4 Parallelogramme

des Systems P’ umgeindert. Es folgt dann aus der Betrachtung der
Periodeneigenschaften ohne weiteres:

2
E w® = u,.

=1

Versteht man unter ¢ eine primitive Wurzel der Gleichung & =1

und setzt
2

E' wga) Eax — vgu)’
=1

so folgt

2—1

10\ =, + E o g,

x=1
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Dabei haben die dv!” die Eigenschaft, daB sie an entsprechenden Stellen

des ersten, zweiten etc. Systems P sich verhalten wie &%:&%%:6%* ete.
Man erhilt die Perioden der v%’ an den Schnitten 4/ gleich Null,

wenn v von u verschieden ist und gleich w4 &*% wenn p = v ist. Setzt

man ferner
: ' c‘(ua)v “x beC,!:’;
a=

so ist die Periode von v am Schnitte b3’ gegeben durch &#*p%,.

N4

Nun folgen verschiedene Anséitze und Rechnungen, welche zeigen,
daB Riemann mit den Perioden der GroBen w!” Thetareihen bildete,

welche er mit & bezeichnet, und ebenso aus den Perioden der ¢’ und
denen der %,. Er untersuchte dann das Verhalten dieser drei Arten
von Thetafunktionen, wenn einfache Integrale fiir die Argumente ein-
gefiihrt werden und deren Beziehungen zueinander. Doch ist ein be-
stimmtes Resultat nicht erkennbar.

Auf andern Blittern finden sich Ansitze, in denen zuerst das
System P iiber die Linie @, hinaus einmal, sodann das ganze so ent-
standene System iiber b, hinaus 4-mal wiederholt wird. Es finden sich

Rechnungen, welche darauf hinweisen, daf Riemann diese Theta durch

Heranziehung von den Integralen f dlog & und f log & du analogen Inte-

gralen auf ihr Verschwinden auf dem System P’ untersuchte. Nihere
Ausfithrungen beziehen sich auf 4 =2, also einmalige Wiederholung
der urspriinglichen Fliche. Diese tragen auch das Datum ,Gottingen,
Oktober 1862¢.

Hier bildet er & (v, —e,, v;— €, -+, V,_; —

Integrale f dlog®, f log & du,, ﬁogﬁ dv, und erhdlt so, wenn die

Werte von v, an den 2p — 2 Stellen, fiir welche & =0 ist, mit

ﬁ(")(y, =1,--,2p—2,v>1,..-,p—1), entsprechend die von u, mit
(v =1, -, p) bezeichnet werden:

e,_1) und sodann die

2p—2 »
’ . QY ’
: y ai/ﬂ) = (kv - hv)jtz +2 a‘u,,u(.gﬂ_ gy) - Qaa/mgp)
u=1 1
1 $1 9.+,
(A) 2’3 mi + . -“_2 = bv,,u= ¥y
o=

2p—2

p—1
2“;7”) = hpﬂi +2 (gll gu
1 u=1
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Es findet sich noch die Notiz:

wenn & gerade h,=0 mod 2 vorzusetzen

[ i )

(B) Grappe | ()"

wenn & ungerade s,= 1 mod 2 vorzusetzen |

so dal unverkennbar der Plan vorhanden ist, das Verschwinden von

&(9,) (v, - v,_y) in Zusammenhang zu bringen mit den Charakte-

ristiken der auf P unverzweigten }/@. Die tibrigen Aufzeichnungen

konnte ich nicht in bestimmter Weise deuten.

Am Schlusse finden sich die auch sonst wiederkehrenden Formeln
R(2u1,2u2,---,2up,0,0-~~0)

T
B (u, - "up) 'ﬂ'(un‘ : -,up_l,up-{—- "2—>

1)

unabhingig von den Grofen u,

£(0,0---0, 20, 204, --,20, 4

2) O 5 ) p—) unabhiingig von den Gréfen v,
1 p—1
Qu,— 1, —a, , v,— o, — e, L )
3) “, @(:"_Z’;”@qz@, _ve) % unabhiéingig von den Grofen e,
5 8 (u,— u,— 2e,, v,— ) unabhéingig von den Gréfen e,

' BT . e —
& (u,—u,—e,) n‘}(e1 ey 1y ep—l— —2—) wenn & (el ep) 0;

& (w,— u,, 28,)

3%) v,— 0, v,— 0,
@( 3 —f—s,,)@( 3 —sv)

Hiernach steht es auBer Zweifel, dal Riemann #hnliche Unter-
suchungen, wie sie der Herausgeber im zweiten Teil seines Buches
yUntersuchungen iiber Thetafunktionen 1895 angestellt hat, geplant
und teilweise durchgefiihrt hat. Man vergleiche zu den Formeln (A)
und (B) die § 40—48 dieser Schrift, wo sich das Ergebnis am Ende
von § 48 mit (B) genau deckt.

Die Formeln 1,2, 3,4, 3* lassen erkennen, dafl Riemann das Zer-
fallen der — iibrigens wechselud und nirgends vollstéindig definierten —
Funktion & nach einer Transformation zweiten Grades in bloB von
den v, und den u, einzeln abhingige Faktoren bereits ins Auge ge-
faBt hat.

Anmerkung. Auf Bogen 4, Akt 19;, d) der Riemann-Papiere stimmt die Tinte
des Datums (Gottingen, Oktober 1862) nicht mit der des Textes tiberein, wohl
aber mit Tinte des Textes und Datums (Pisa, Januar 1865) von Bogen 5". Es
scheint also, daB Riemann sich diese Notizen aus Gottingen mitgenommen und
in Pisa nachtriglich bei der Benutzung datiert hat. Beide Bdgen machen einen
durchaus zusammengehorigen Eindruck, und stellen sie wohl einen Teil der Unter-

suchungen tber Abelsche Funktionen dar, welche Riemann in Italien auszuarbeiten
beabsichtigte. W,

unabhiingig von den GroBen s.




Vi
Berichte.

Bericht iiber das Heft: ,,Vorlesungen iiber die hypergeometrische
Reihe, S.-S. 1859%

(niedergeschrieben von W. v. Bezold).

Cod. Msc. Riemann 29. Gr. 8. 136 Seiten, in Gabelsberger Stenographie, so-
genanntes Pandektenpapier. Die einzelnen Vorlesungen sind nicht #uBerlich
getrennt und die Trennung nicht mehr festzustellen. Das Heft bezieht sich
wahrscheinlich auf die W.-S. 1858/59 gehaltene Vorlesung (vgl. Vorrede dieser
»Nachtrige*).

S.1—26 enthélt eine ziemlich ausfiihrliche Einleitung iiber komplexe GroBen
und Funktionen, Integrale und Integrierbarkeit im allgemeinen, den Cauchyschen
Satz und seine Anwendung zu Reihenentwicklungen und Auswertung bestimmter
Integrale.

8. 27—85. Die Konvergenz und die gliedweise Integration von Reihen,
Potenzreihen, Hinweis auf Briot und Bouquet, Etudes des fonctions avec des
variables imaginaires, J. d. I'école polytechnique, Cah. 36 (1856).

S. 86—42. Das Unendlichwerden der Funktionen, Definition der Ordnung

desselben durch f dlogy, die algebraischen Funktionen und ihre Verzweigung.

S. 43—60. Allgemeine Sitze {iber Verzweigung und lineare Substitutionen,
das Funktionensystem @ (3” ;: 2’
mentes XXI bis etwa S. 885 (363 der 1. Aufl.) der Werke. Eingeschoben ein kurzer
AbriB der Determinantentheorie unter Hinweis auf Vandermonde und Cramer.

S. 61. Es werden zuniichst nur zwei Verzweigungspunkte angenommen und
gezeigt, daB das ganze Funktionensystem @ sich dann zusammensetzen 148t aus

.'x:) Im wesentlichen der Inhalt des Frag-

Funktionen der Form (z — a)* (x — by *"*g,(x), wo g,(x) eine ganze Funktion
x'n Grades von x ist.

S. 61—83. Gibt etwa den Inhalt der Abhandlung iiber die hypergeometrische
Reihe (Werke IV). Eingeschoben sind 8. 71, 72 die Haupteigenschaften der Euler-
schen Integrale und namentlich der IT-Funktion, insbesondere die Darstellung von
II(w) als Schlingenintegral. (Die Formel

LT
() fe (—ax) dx

findet sich bereits in einer Vorlesungspriiparation von 1855, Akt 19, ,Best. Inte-
grale. Funktionentheorie*. Vgl auch Werke, S. 146 (137 der 1. Aufl).)
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Die in diesen Nachtrigen unter 1II, A mitgeteilten Ausfiilhrungen finden sich
von 8. 75 an.
S. 84-—97 enthilt die Herleitung des GauBischen Kettenbruches, insbhesondere
8. 89—94 die Entwicklungen des Fragmentes, Werke XXIII. (Der Anfang der
Untersuchung, einschlieflich des Beginnes der Herleitung der asymptotischen
Formel, findet sich bereits auf den letzten Seiten und der Innenseite des Ein-
bandes des Scheringschen Heftes \iber die Vorlesung W.-S. 1856/57, sodaB also
diese Entwicklungen spitestens in diese Zeit zu datieren sind. Es sei bei der
Gelegenheit bemerkt, daB aus der ganzen Fassung namentlich bei Schering hervor-
geht, daB es sich bei der asymptotischen Formel um eine Weiterentwicklung der
von Laplace herriihrenden Methode zur Gewinnung asymptotischer Ausdriicke
handelt. Man vergleiche Théorie analytique des probabilités, livre I, 2. partie.
Mit diesen Gedanken stehen auch im Zusammenhang die Entwicklungen im § 13
der Habilitationsschrift [Werke, S. 260 (246)], welchen man iibrigens in dieser Zeit
auch bei andern Autoren z. B. Hamilton begegnet.)
Der Abschnitt enthélt noch Anwendungen der Kettenbruchentwicklungen auf
o

das Wahrscheinlichkeitsintegral und das Integral [;_ttc"ldt, sowie Bemerkungen

Yy
iiber semikonvergente Reihen und den Integrallogarithmus.

8. 97—106 enthidlt der Hauptsache nach die Anwendung der allgemeinen
Theoreme auf die fumnctiones contiguas und eine Andeutung, wie die Kettenbriiche
zu benutzen seien zur wirklichen Herstellung der Relationen zwischen diesen.

8. 107 gibt die 24 Ausdriicke der P-Funktion durch die hypergeometrische
Reihe und die Konvergenzverhiltnisse.

8. 108—114 gibt als Beispiel die Anwendung der vorgetragenen Theorie auf
die ganzen elliptischen Integrale, die Kugelfunktionen, die Entwicklungskoeffi-

zienten von (1 — 27 cos ¢ 4 7% %2 nach cosng durch hypergeometrische Reihen.
8.114—118 reproduziert den Hauptinhalt der Arbeiten Heines, Crelles J.32,34.
8. 118—1386 ist im vorstehenden unter III, B wiedergegeben. Ww.

Bericht iiber die Akten Nr.19, 25 (mit 18), 26, 4 des
Riemannschen Nachlasses.

Die auf der kgl. Universitatsbibliothek zu Gottingen aufbewahrten NachlaB-
papiere Riemanns, welche zum grofleren Teil aus losen Bogen und Blittern be-
stehen, sind von Herrn Weber behufs Herausgabe der Werke zu Konvoluten zu-
sammengefaft und benutzt worden. Da auf die Aktenhefte, nun bezeichnet als
Nr. 19, 25, 26, 4, in unsern ,Nachtrigen* wiederholt Bezug genommen ist, und da
wir vorstehend einige Riemannsche Untersuchungen aus diesen Papieren mitgeteilt
haben, so sei iiber dieselben hier kurz berichtet, als Erginzung zu dem bereits
in den ,,Anmerkungen* zu den , Vorlesungen‘ und ,Noten* angefiihrten.

Akt Nr. 19.

Dieser Akt zerfillt in 5 Hefte, die mit 19,—19; bezeichnet seien.

Heft 19,: In 4° ,,P-Funktion“, aus Wintersemester 1856/67. Lose, datierte
Vorbereitungen zur Vorlesung und zur Abhandlung, Werke IV.

Heft 19,: In 4° , P-Funktion durch bestimmte Integrale, 12. Februar 185%.
Nur einige lose Blitter.
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Heft 19,: In 4°, ,Bestimmte Integrale. Funktionentheorie*. Teilweise datierte
Vorbereitungen zur Vorlesung iiber Funktionentheorie, Winter 1855/56, den Gang
der Abhandlung iiber Abelsche Funktionen, Werke VI, bis zum Abelschen Theorem
gehend. Ferner Blitter zur Vorlesung iiber die Theorie der Funktionen einer
komplexen Grofie, Winter 1856/57, ausmiindend in Betrachtung von Funktionen, die
einer linearen Differentialgleichung 2. Ordnung geniigen, wozu Hefte19,, 19, gehiren.

Einige Notizen. 7. Nov. 1855: ,In der Mathematik muB man solche Be-
griffe, wie Stetigkeit, Unendlichkeit, Ahnlichkeit und Un#hnlichkeit immer auf
Gleichheiten und Ungleichheiten zuriickzufithren suchen. Nur dadurch konnen
die Methoden, durch welche man sie der Rechnung (Untersuchung) unterwirft,
zur volligen Klarheit gebracht werden. Es werden die Beweise der Fundamental-
gitze der Infinitesimalrechnung dadurch, daB man zugleich diese Aufgabe zu losen
hat, etwas umstindlicher.

15. Nov. 1855: ,Die Erkenntnis des Umstandes, daB die unendlichen Reihen
und die mehrfachen Integrale in zwei Klassen zerfallen [je nachdem der Grenz-
wert unabhiingig von der Anordnung, bezw. von der Art, wie man das Gebiet,
wenn es ins Unendliche geht, wachsen 148t; oder nicht], bildet einen Wendepunkt
in der Auffassung des Unendlichen in der Mathematik.®

28. Febr. 1856, auf Jacobis Bemerkung tiber die Umkehrung eines Abelschen
Integrals beztiglich: ,,Vielleicht etwas unvorsichtig, es lasse sich keine mehr als
zweifach periodische Funktion von einer Variabeln denken.*

Heft 19,: In 4° | Elliptische und Abelsche Funktionen. Funktionentheorie.'
Vorbereitung zur Vorlesung iiber elliptische Funktionen, von Sommer 1856, an
Legendre ankniipfend und bis zur Transformationstheorie und Darstellung durch
die Thetafunktionen gehend; sodann Fortsetzung iiber Abelsche Funktionen, von
Sommer 1856. Ferner Manuskriptentwirfe und Abklatsch von Abhandlung VI
Zusatz zum ersten Absatz von XIV. Anfang der Vorlesung von Sommer 1859
tiber elliptische und Abelsche Funktionen.

Heft 19;,: In 2° in blauem Umschlag mit Aufschrift ,Abelsche Funk-
tionen VI, 19%. Dieses Heft zerfillt wieder in vier einzelne Konvolute:

a) Entwurf zu Abhandlung XI ,,Uber das Verschwinden der Thetafunktionen®;
der Abhandlung fast wortlich entsprechend. Mit Briefentwurf an Dedekind, aus
Italien 1865. — Einige Seiten aus der algebraischen Theorie von Weierstral iiber
Integrale erster und zweiter Gattung; sehr wahrscheinlich aus einer Mitteilung
von WeierstraB an Riemann®),

b) 51 lose Bogen und Blitter, mit Bleistift nochmals tiberschrieben: ,,Abelsche
Funktionen*. Dieses Konvolut enthélt hauptsichlich Vorbereitungen und Rech-
nungen zu der hier heransgegebenen Vorlesung von 1861/62, besonders iiber p=3,
auch 4; beginnend 1858, wo schon die Gleichungen (17)—(20) von Werke XXXI
(XXX der 1. Aufl) auftreten. Dazu zahlreiche zerstreute Notizen anderer Art. (Dies
ist das in den Anmerkungen zitierte Konvolut 19,, b), Bogen 1—561.)

¢) Uberschrieben: ,Abelsche Funktionen. Entwiirfe zu der groBen Abhand-
lung*. Bleistiftentwiirfe zu VI.

d) Uberschrieben: ,,9-Funktionen*, innen: ,Italien. #-Funktionen“. 6 Bogen,
teilweise aus der italienischen Zeit (in den Anmerkungen mit 19, d), Bogen 1'—6’
zitiert). N.

*) Diese Blitter sind Herrn Mittag-Leffler zur Publikation in den Acta Mathe-
matica tibergeben.
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Akt Nr. 25, ,,Varia“, mit Akt Nr. 18.

Der Akt Nr. 25 enthélt 47 lose Bogen und Blitter und eine Reihe besondere
Konvolute. Die Blitter gehoren mit Akt 19;, b) zusammen. Einige der Hefte ent-
halten Notizen aus der Friihzeit, besonders physikalischen Inhalts. Ferner natur-
philosophisch-mechanische Rechnungen: Variationsformeln bei sich zeitlich fort-
pflanzendem Potential; iiber Krifte, die das ,,Widerstreben eines Raumatoms gegen
die Verschmelzung mit einem benachbarten messen; wobei es sich um die Zuriick-
fithrung von Fernwirkungen auf Aktionen von zwischenliegenden materiellen Atomen
zu handeln scheint. Ferner einige Bogen mit historisch-litterarischen Anmerkungen
tiber Leibniz’ Leben und Schriften. Heftchen iiber Zahlentheorie, Vorlesungsheft
tiber Elastizitit und Elektrizitit von 1858, Entwiirfe zur Habilitationsschrift XII
und zum Habilitationsgesuch, mit den [Werke, 2. Aufl. 8. 547 (1. Aufl. 8. 515) be-
rihrten] drei zur Probevorlesung vorgeschlagenen Thematen:

1) Geschichte der Frage iiber die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine
trigonometrische Reihe.

2) Uber die Auflosung zweier Gleichungen zweiten Grades mit zwei unbe-
kannten Grofen.

3) Uber die Hypothesen, welche der Geometrie yu Grunde liegen.

Akt Nr. 18, ,Naturphilosophisches*, gehort eigentlich zu den Heften des
Aktes Nr. 25; er enthiilt auch noch Blitter zu XII der Werke. N.

An einigen Stellen finden sich Rechnungen iiber das Integral
jé—”a(v—a)“a(v — B —c & — ) v,

wo & die elliptische Thetafunktion bezeichnet, « 4+ 4y -+ 0 =0 und die Inte-
gration zwischen singuliren Stellen zu verstehen ist. Doch ist ein bestimmtes
Resultat nicht erkennbar. w.

Akt Nr. 26, ,,Varia®.
Enthilt, auBer wenigen Rechnungen — so iiber die Reihe

< AFondf-enrt-d
b) — Pl nd-4-cn? n
P () _200 :
in der ¢ und @ als Funktionen von b angesehen werden —, ein friihes Heft mit
einem Aufsatz: ,,Uber den Gang des Potentials auf der Achse einer Franklinschen
Tafel mit kreisformigen Belegungen* und #hnlichem, nach Clausius; ferner ein
Heft: ,#-Funktionen, Nobilische Ringe, Attraktion des elliptischen Zylinders.
Reziprozititsgesetz*. Dann den Vorschlag zu einer von der Fakultit zu stellenden
hydrodynamischen Preisfrage; Berichtsentwiirfe bez. der Hannoverschen Grad-
messungsarbeiten und Arbeiten in Bezug auf die Gestalt der Erde, an denen sich
Riemann theoretisch beteiligen will; und die folgenden Thesenentwiirfe zur Doktor-
Disputation:
1) Es existieren keine magnetischen Fluida.
2) Faradays ,Induction in curved lines“ ist nicht haltbar.
8) Man kann ohne der Allgemeinheit zu schaden die Differentialrechnung
der Analysis vorausschicken.
4) Das Reversionspendel ist nicht das geeignetste Mittel um die Pendellingen
zu bestimmen.
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8) Die Lehre von der Erhaltung der Kraft ist experimentell noch nicht ge-
niigend erwiesen.

6) Der Begriff Spannung ist bisher in der Elektrizititslehre noch nicht mit
der gehdrigen Schiirfe aufgefat worden. N.

Akt Nr. 4: ,,P-Funktionen, Svolgimento XXIIIL 4.4

Enthdlt 101 lose Blitter, darunter Entwiirfe zu dem Fragment XXIII der
Werke von H. Weber, und Korrespondenz, welche sich auf die Herausgabe bezieht.
Auf einigen schlecht erhaltenen Blittern finden sich nicht niher zu entziffernde
Ansiitze und Rechnungen iiber P-Funktionen mit 4 und 5 Verzweigungspunkten.
Auf einem Blatt ist die unter IV, E mitgeteilte Untersuchung skizziert. W.

Personliches.

In den hier besprochenen Papieren Riemanns finden sich mitten unter
Rechnungen auf einigen Blittern Zitate aus der antiken und deutschen Litteratur,
welche, da er sie bei der Arbeit vor sich hatte, seinen Stimmungen und An-
schanungen besonders entsprochen haben diirften. Einige darunter sind recht
bezeichnend und wir setzen sie darum her.

1. Non hoc praecipuum amicorum munus est, prosequi defunctum ignavo questu,
sed quae voluerit meminisse, quae mandaverit consequi.
(Tacitus, Annales IT. 71.)

2. Wo es die Sache leidet, halte ich es immer fiir besser, nicht mit dem An-
fang anzufangen, der immer das Schwerste ist.
(Schiller, Briefwechsel mit Goethe vom 5./11. 1796.)

(Das Original enthiilt nach ,Schwerste® noch die Worte ,und Leerste“.)

3. Wenn Du Wissenschaft lehrst und sie nicht mit lebender Anmut
Vortrigst, gehet der Jiingling, der hort, zu dem lieberen Buche.
Schneller lernt er sie dort und besser, weil er sie froh lernt.

Aber es kann auch kein Buch den erfreuenden Lehrer verdringen,
Der mit Beredtsamkeit sprechend den horchenden Jingling begeistert.
Er bereitet sich vor, wie, wer gefillt auf dem Schauplatz.
Dies hat er oft zwei Stunden gethan, um eine zu lehren,

(Klopstock, Werke, Epigramm 62.)

4. Sei, wenn neues du wagst, so bestimmt als mdglich; doch sei auch
Véllig gewiss, man seh’s schief und erklire dich falsch.
Denn du begehst ja nur einmal den schrecklichen Fehler der Neuheit,
Und kein Leisten ist noch, dem man sie passe, gemacht.
(Klopstock, Werke, Epigramm 67.)

5. Die Wissenschaft hat dreierlei Thun:
Suchen, Binden, Gestalten.
Sie denken, sie konnten lorbeerruhn,
Wenn sie's mit einem gehalten. (Franz Kugler.)

6. Toaouoost vovg &vdedmovg 0 T medypore &AL To wsgl Tdv Woayudreowv
doypare. (Epictet, Enchiridion c. 5.)
Das Interesse Riemanns an physiologischer Optik bezeugen zwei von ihm.
gelbst angefertigte Aufnahmen des blinden Fleckes in beiden Augen. W. N.

RIEMANN'S gesammelte mathematische Werke. Nachtrige. 8
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Verzeichnis der von Riemann angekiindigten Vorlesungen.(?)

W.-S. 1864/55:

S.-S. 1855:
W.-S. 1855/56:

S.-S. 1856:
"
W.-S. 1856/57:

S.-S. 1857:
W.-S. 1857/58:

S.-8. 1858:

W.-S. 1858/59:

"
S.-S. 1859:

”

W.-S. 1859/60:

S.-S. 1860:
”
W.-S. 1860/61:

S.-8. 1861:

1"

W.-S. 1861/62:

S.-S. 1862:
W.-S. 1862/63:

S.-8. 1868:
W.-8. 1863/64:

Die Theorie der Integration der partiellen Differentialgleichungen
nebst Anwendung derselben auf verschiedene Probleme der Physik.(?)
Bestimmte Integrale. 4 Std. woch.

Die Funktionen einer veréinderlichen komplexen Grofe, inshesondere
elliptische und Abelsche.(®) 3 Std. woch.

Die mathematische Theorie der Elastizitit fester Korper.
woch., morgens um 7 Uhr.

Auserlesene physikalische Probleme. 2 Std. woch., unentgeltlich.
Die Funktionen einer veréinderlichen komplexen GriBe, inshesondere
hypergeometrische Reihen und verwandte Transcendenten.(?) Freit.
von 12—1 Uhr, Sonnab. von 11—1 Uhr.

4 Std.

Die Theorie der elliptischen und Abelschen Funktionen. 5 Std.
woch. um 11 Uhr.
Die Theorie der elliptischen und Abelschen Funktionen. 4 Std.

woch. um 8 Uhr.

Die mathematische Theorie der Elektrizitit und des Magnetismus. ()
4 Std. woéch. um 9 Uhr.

Ausgewiihlte physikalische Probleme. Mittw. um 9 Uhr 6ffentlich.
Uber Funktionen einer verinderlichen GroBe, insbesondere iiber
hypergeometrische Reihen und verwandte Transcendenten.(®) 4 Std.
woch. um 10 Uhr.

Die hohere Mechanik. 4 Std. woch. um 9 Uhr.

Die mathematische Theorie der Schwere, des Magnetismus und der
Elektrizitit.(®) Mont., Dienst., Donnerst., Freit. um 9 Uhr.

Uber elliptische Funktionen. Mont., Dienst., Donnerst., Freit. um
5 Uhr.

Die mathematische Theorie der Elastizitit fester Korper.
woch, um 11 Uhr.

Die mathematische Theorie der Schwere, der Elektrizitit und des
Magnetismus. (°) Mont., Dienst., Mittw. u. Donnerst. um 9 Uhr.
Die Methode der kleinsten Quadrate. 2 Std. woch. um 5 Uhr 6ffentl.
Die Theorie der partiellen Differentialgleichungen mit Anwendung
auf physikalische Probleme.(?) Mont., Dienst., Mittw., Donnerst.
u. Freit. um 11 Uhr.

Die mathematische Theorie der Schwere, der Elektrizitit und des
Magnetismus. (%) 5 Std. wdch. um 9 Uhr.

Uber Funktionen einer verinderlichen komplexen GroBe, insbesondere
elliptische und Abelsche.(") 4 Std. woch. um 10 Uhr.

Fortsetzung der Vorlesungen iiber die Theorie der Funktionen einer
verfinderlichen komplexen Grofe.(®) 38,8td. woch. um 11 Uhr, un-
entgeltlich.

Die Theorie der partiellen Differentialgleichungen mit Anwendungen
auf physikalische Fragen.(?) & Std. woch. um 9 Uhr.

Die mathematische Theorie der Schwere, des Magnetismus und der
Elektrizitat. 5 Std. woch. um 11 Uhr.

[wie ad S.-8. 1862].

Ausgewiihlte Kapitel der mathematischen Physik.

4 Std.
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S.-S. 1864: [wie ad S.-S. 1862].

W.-S. 1864/65, S.-S. 1865, W.-S. 1865/66 (und W.-S. 1866/67): Ankiindigung soll
nach Riickkehr von der Reise erfolgen.

S.-8. 1866: Ankiindigung wird erfolgen, sobald seine Gesundheit Riemann zu
lesen erlaubt.(?)

Anmerkungen.

(1) Das Verzeichnis ist aus den ,,Gottinger Nachrichten', Jahrg. 1854—1866, gezogen.
(2) Auf diese Vorlesung bezieht sich K. Hattendorffs Herausgabe: ,,Partielle Diffe-
rentialgleichungen und deren Anwendung auf physikalische Fragen. Vorlesungen
von Bernh. Riemann,* Braunschweig, Fr. Vieweg u. Sohn, 1869, von der jetzt,
statt einer 4. Ausgabe, eine vollige Neugestaltung durch Herrn H. Weber vor-
liegt. Die Hattendorffsche Nachschrift (vgl. die Vorrede dieses Buches) war
die der Vorlesung von W.-S. 1860/61. Das von Riemann herriihrende Manu-
skript der Vorlesung, datiert Michaelis 1854, welches Hattendorff benutzt hat,
liegt bei den Gottinger Papieren (vgl. F. Klein in Gott. Nachr. 1897, H. 2, S.189).

(3) An diese Vorlesung schlieBt Riemanns Abhandlung' iiber die Theorie der
Abelschen Funktionen (Werke VI) an. Nach einer Bemerkung in der Einleitung
zu dieser Abhandlung (Werke, 8. 102 der 2., S. 95 der 1. Ausgabe) hat sich die
Vorlesung noch auf das Sommersemester 1856 ausgedehnt, obwohl fiir dieses
Semester keine Fortsetzung angekiindigt war. Auf diese Vorlesung bezieht
sich ferner der erste und grofere Teil, 8.1—192, des bei den Gottinger Papieren
als Akt Nr. 37 liegenden Heftes von E. Schering (vgl. F. Klein in Gétt. Nachr.,
Gesch. Mitteil. 1898, H. 1, 8. 18 Anm.). Aus dem ersten Stiick des Heftes sei
hervorgehoben, daB die Einleitung Begriff und Bedeutung der komplexen GroBen
eingehend bespricht und daB einige Ausfiilhrungen zum Dirichletschen Prinzip
gegeben werden, welche in den ersten Versuchen etwas abweichen von der
Ausfiihrung in der Abhandlung; aus dem letzten Stiick, neben dem von H. Stahl
benutzten Teil tiber elliptische Funktionen (Sommer 1856), eine eingehende
Diskussion der Abbildung der zweiblittrigen Riemannschen Fliche durch ein
Integral erster Gattung, sowie fiir diesen niémlichen Fall die Erledigung der
algebraischen Darstellung einfacher Thetaquotienten mit vollstindiger Kon-
stantenbestimmung. Diese letzteren Diskussionen scheinen nachtriigliche Be-
arbeitungen Scherings zu sein. Eine kiirzere Nachschrift der Vorlesung durch
Herrn R. Dedekind erwihnt Herr H. Stahl in dem Vorwort zu seinen ,Ellip-
tische Funktionen, Vorlesungen von B. Riemann“, Leipzig, B.G. Teubner 1899.

(4) An diese Vorlesung schliefien IV, XXI und XXIII der Ges. Werke an; ferner
II dieser ,,Nachtrige“. Auf sie bezieht sich der zweite Teil des in Anm. (3)
angefiihrten Scheringschen Heftes, von S. 193—276. (Vgl. Vorrede und Anm.
zu II dieser ,Nachtriige*.)

(5) Zu dieser Vorlesung gehort III, A und III, B dieser ,Nachtriige®. Uber die
beziigliche v. Bezoldsche Nachschrift, Akt Nr. 29 der Gottinger Papiere, vgl.
den besonderen Bericht auf S. 109 und die Vorrede.

(6) Von dieser 1858—1861 viermal angekiindigten Vorlesung existiert eine Be-
arbeitung durch K. Hattendorff: ,,Schwere, Elektrizitat und Magnetismus. Nach
den Vorlesungen von B. Riemann“, Hannover 1876, C. Riimpler, welche, nach
der Vorrede dieser Bearbeitung, auf einer Nachschrift der letzten Vorlesung
von Sommer 1861 beruht.
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(1) Zu dieser Vorlesung gehdrt die bei den Gottinger Papieren liegende Nach-
schrift von K. Hattendorff; einige jetzt nachtriiglich nach Gottingen abge-
gebene Bogen beziehen sich auf den Anfang der anschlieBenden Vorlesung
von W.-S. 1861/62. Aus dieser Nachschrift ist das in einer kleineren Anzahl
von Exemplaren autographisch vervielfiltigte Heft von Herrn F. Prym ent-
standen, ebenso eine Reihe weiterer noch existierender Vorlesungshefte; das
Rochsche Heft (vgl. Ges. Werke, S. 483 (456 der 1. Aufl)) ist in diesem Teile
vielleicht selbstéindige Nachschrift. Aus dem Hattendorff-Prymschen Hefte,
in Verbindung mit dem in (3) angefiihrten Scheringschen, ist dann das ebenda
angeftihrte Buch von Herrn H. Stahl (vgl. das Vorwort dieses Buches) hervor-
gegangen.

(8) Aus dieser Vorlesung stammen XXX und XXXI (XXIX u. XXX der 1. Aufl)
der Ges. Werke und I der ,Nachtrige*. Vgl dariiber die Vorrede zu diesen
Nachtriigen, ebenso tiiber die bezliglichen Nachschriften von Herrn F. Prym
und B. Minnigerode, und die Bearbeitung eines Teils derselben durch G. Roch.
Diese Vorlesung war zugleich die letzte vollstindig gehaltene Vorlesung
Riemanns.

(9) Von den angekiindigten Vorlesungen S.-8. 1855 (Bestimmte Integrale), S.-S. 1856
und W.-S. 1859/60 (Elastizitit fester Korper), S.-S. 1857 und W.-S. 1857/568
(Elliptische und Abelsche Funktionen), W.-S. 1868/59 (Hohere Mechanik),
S.-8. 1859 (Elliptische Funktionen), 8.-8. 1860 (Methode der kleinsten Qua-
drate) liegen bis jetzt keine Nachschriften vor. N.



