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CHAPITRE XIV.

LiE PROBLEMIE DE LA FONCTION PERTURBATRUCE,

201, On se I‘3||D|N'||t' 1|||t'| est e |»|'iln‘i|n' de Loométhode de T
vartation des constantes que nous avons exposée an Clhapitee 1V,
Tome I, On adopte comme vriables illdt"pc'lltlnlllvs "an dees S\ S-
LEmes (ue nons avons n|»|n-|c'~s svstemes de varialbdes béplériennes,
par exemple Te systeme des vaviables oo 50 (Cf0 we 56,567,
TS, T4,

Oncareive ainsiany égqnations ¢4 hisy dn e 93
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Les Tonetions I, et Fyoont ¢été détimies ans n” 36 et smvants: la
premiere esttres simple, la seconde est ee quion appelle la fone-
tion perturbatrice,

Nous avons voanx n”* 83 et 949 (ne cette fonetion pent se déve-

|n|)|u!l‘ sons lalforme

.‘ - 1] -
() ', ::.z:}i A costhy by = Aghg-i= DI,



3 CHARIIRE NIV,

ou Ay et /.'._. sont des entiers, on \ el I/ clc"|n:||c|vlll senlement des .
¢t on DI estnn mononme entier par rapport ans : el aux .,

D apres o méthode de Lagrange il fant alors

ol prewmtere approximation, regarder toutes les virrnables
ta)
I\c"plc'-n'ic9||||t,-~' conmue des constantes, saul les A (lui seront des

fonctions lindaires du temps s onane ains

1

. " » sy . " .
(3) b= L}, 20t 5 R A Moo o1,

On aura donllears

M, M,
"‘. —_— - - — .._._... n, .‘: 4 2 .\l
' 2 L3 Al b ‘

( (f we N2 et 970,

20 Enseconde approsimation, remplacer les variables par leors
vileurs (3 dians toutes les dérivees |r.|l'lia'||v.~‘ de |“.. de sorte qne
les termes des équations <0 on ligurent ces devivees deviennent
des fonetions connues do temps. Les équations oo slimtegrent alors
facilement par quadratures,

30 woisieme approxinition, remplacer dans Tes dévivées de
') les variables pae lenrs valenrs de seconde approximation et L
grer de nousean les équations cny par c|||;u|r;«lnn-s’. et ainsi de

suite,

CGiencralement Ly seconde ;||»|n'n\im;||inn sullit. 1 Fon |':-||||)|;n-¢'
la fonetion I, par son développement ¢ et c|||'nu |n'm'-"c|o- g ocetle

seconde approxinsttion. on tromve toat de sinte
[]

~ A . . X
l,, = “l" ..-\/ o A rosy A" l g - A', Poa 1 h ),'"\.
amel

v\ ‘ ) ) TRIT
G = ’“ re - St A'| I e A‘QI.: b " ) '
Al dr,,

de sorte que le problieme des perturbations plainctares can moins
Jusgua L seconde approximation imelasivement sernl entiere-
ment résolu, si Fon commassait e déseloppement oo,

Or nous avons bhien monteé que le développement corest pos-
sible, mais nons n avons pas fait voir conment on pouvait elfectives

¥ * » . * . 3
ment Pobtenmie, Ce o dermier probleme, donton (:u||||)l’c:|lc| alsémenl



LE PROBLEME DE LA FONCEION PERTURBAIRIGK, 3

I'i||||mrlnnm-. va nsontenant nons seenper, el jv vens senlement,
dizns ce ('.lmpill'«'. nmontrer sous c|m-||c-.~ Formes dhiverses il se e

sente,

212, Nous avous vioan (:||.»|»il|'«- I (ue la fonction perturha-
rice ponvait étre mise sous trois Tormes différentes qun sont celle
des " 20 et 3. celle des i 30 et 38, celle da ne 44,

Dians ces trois caso nons avons décomposé L fonetion pertarha-
trice en deas parties, b ppaertee peiucipede et b paetio compli-
mendeedre,

Vit AR nous avons éent L partie primeipale sons la forme
| )

RN IENIT

Vet et S N R AN R AN L RTINS SAL

an n® A3 de méme quiion nt A sons L forne

. |
(I oyt . c

VO e e e 0y 0 e et

I estaisé de passer d'ane de ces expressions i antree s elles ne
dilfevent en etfet goe dopremier teeme de Lic parenthése g,
cde 'ane

“

O ce terine ne t|(‘|u'l|t| (e des coordonndées I. £
des deny planétes lictives: le développement pent en étre obten
aisénrent ainsi gue nons le vervons des le Chapitre proclinn,

Passons o la |mrliv complémentre de o fonetion perturbatriee:
stnons adoptons les vaviables doone 300 nons avons trouvé a
e A8 Fespression de cette partic complémentaire el nous avons
exposé ensuite. dans le méme n® 380 comment on ponvint passer
du deéseloppement e L partie |n‘ilu'i|n:||c- aocelm de la Tonetion
pertuebateice complites et par conséquent. celm de Lo partie
complémentaive, Nons reviendrons suece point,

S onous ;nlnl)!nlls an contrare les varables dn ne 26, Ta |m|‘lin-
complémentaire a nne expression plos simple et elle s’ éert comme
nons Pavons vocan e #3

)
IR B Sy Y TR LU Doy S TS
(6) VT by e 1

Sioenlin on adopte les vartables usuelles, ¢ est=n=dhire celles dn

A |m|‘li:: complémentaire w'est plos Lméme pour les den



k CHAPITRE NIV,
|»|u|l(-h-s‘. Pour e, elle s éernt

my m,

L7 NTRE G e )
L A
ety ponr Fantee,
B ’l"lll'. . .
(= lis) ‘\‘.;--(.Irl_ N R R S P

Nous verrans plus loin que Te o développement des expressions
(O cm 0= bis) estares aise,

Le probléme sewronvera done vamendé an déseloppement e
Pexpression () et eest cette gquestion gni nous eetiendra le plos
longtemps, Nonsimrons ensnite i voir connment on peut passer du
déseloppement de o i celn de Ta partie vomplémentaire sous ses
diverses formes et quelles relations il va entre les déseloppements

c|c'.~‘ 1|i\c'|‘-c'~‘ (‘\lll'('\‘.‘i‘)l\.\ () ’e «li O I e /tl'.\' ).

283, Nowus avons délim an o ab) (quatre svatemes dee varables

heéplériennes: ee sont
1 Le svstéme des éléments el tiques

w, e 1. Loy

a4 e premner systéme délédments Canonigies

L, G, & [ & O

3" e densteme svsteme o «'lvlnvnlnr;||m|||c|nv.~
Ic. ..4,- A, ‘", :

(&)

s LI . LI . .
4 Le trorsicme svsteme déléments canonigies
P T
LK} L . “-

Selon que Fonadoptera Fancou Pantre de ces svstemes de vae
riables, le développement de ke fonetion pevtnehatriee sera évidem-
ment ditférent, Heovensement il est ase de passer Jdun «|c"\u|n|)-
pement o antee,

Si o adopte Funs des systemes d'éléments canonignes comme
nons Favons Tait dins tout le Tome 1 on o cetavantage que les

«‘cpmlinm dn |n'u|;|i-n|«~ conservent la forme «:unnniquv.



LE FROBLEME DE LN FONCTION PERTVRRBATRICK, L)

('.«-|wm|n||l les astronones «'|n|»|nivnl plos commmneément les élé-
ents vllipliqmw. |.es «'-c||mliuns. alors, ')vl‘th'lll leur forme cano-
||i(|m-. Nesinmorns, atnsi (e nots Favons eNpostan 81, les Cofiti-

Lions se |n'c"~'v||l«-||l Ltonjonrs sons L Torme simyante :

Les déviveées par rapporta £des éléments c~||i|»li«|m-.~ Seaprime-
ront linéarement & Fande des dérvées parctielles de I it Fapport
ann éléments elliptigues, Jes coctlicients ¢t des fTonctions con-

nues des ¢léments vlli|»lio|||c-s.

J'niunh-rui (e dins cos ecaclherents, fonetions conmes des ¢leé-

ments elhiptiques: ligoreront sealement Tes éléments

wa, e, ey,

qui sont des constantes en premicre approxiation, tandis gue
Panomalie moyenne 2o quis en prennére approsiation, vare pro-
portionneHement an temps, ne fignreer pas,

Les équations st obtennes powrront Sappeler les éguations de
Letgrran e,

Dans le eas des varables t'illlnllilllll'H el des n"1|||:1liu|l.'~ Ciano-
nigues, nons nivons dans le second membee gutune seale des déri-
vees partielles de Ta fonetion I et elle est atfeetée senlement dn
coectheient Ziz0 on -0 Vo contrmres dans e eas des varnables
elliptigues et des équations de Lagrange, nons avons, dans e
second menmbres plusicurs déviveées partielles de 17 et elles sont
altectées dun coeflicient qui dépend Tni-méme des éléments ellip-
tgues. Nons ne transerirons pas e les égqnations de Lagrange
nous nons bormerons, conmme an e 8Earenvover i FOuveage de
Tisserand (o 1 p.o 87,

Tout e que nous avons éabl dins Te “Tome Toen nons servant
des éqnations canonigues, aurat poévidenment étee démontie en
partant des dquations de Lagrange, mais les démonstrations an-
raient ¢t¢ fort allongées pae T longuenr des deritees, sims gue
vien v soit changeé dessenticls Deomémes das T pratigqoe du
calenl, Fenplol des dquations cimonigques épargnerait bien des
longneurs, neis ke ditférence ne conmencerait a desvemr tees sen-
Sil)ll‘ (|ll'i'| |u ll'Hi.\i(I'lllt' ill)'»l'uxilllillinll. lnnulis (lll (1] .\'.‘.ll'l'c"h' OI.HI'-
dinare O Liaoseconde,

Quor quiil en sot, il oaerive que les cléments esllipliqm-s clanlt
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plis familiers anx astronomes et plus anciennement emploves, L
|n|nlml‘l des trnvans relatifs an c|c?\«*|u|»|u'u|o'nl de la fonenon per-
turbatrice ont ¢té exdéentés avee ees cléments, 1 n‘anean pent-élre
| rats ol |n|||.~z ditherle de les (YIRS tlil'(“'h'lll('nl on oseoseprsant des
cléments canonigues, sion les avint adopteés tont dabord, Mais
anjonrd lon ce serait refaire untrocal g acdeégi éd it ane fois
etil vant mieuy otilizer les vésultats obtenns par nos devaneiers,

Hevreusenent, comme je Vi dito il estaisé de piasser dudéyve-
loppement procédant soivant les clements ellipugques aeelui g
procéde sivant Fanoon Pautre des svstemes d'éléments cano-
niues,

Nous fevons pen dlusage da premier systie d'éléments cano-
nio|m-.~'.: en o eflet, st les eacentreités et les inelinsons sont tres
petites, il arvive que 1||lt'|||||1'.~-llllc'.~' des varables du deusiome el
du roisiime systémes canonigques sont également vs petites, La
méme chose nareive pasavee le premier systéme, qui est ainsi peu
applicable d des méthodes dapproximation on o petitesse des
execentricités et des inelinaisons jone i role capital,

Clest ee qui nons engage a le rejeter,

Iin revanche, nous serons obligés de considérer un antre systiane
de variables elliptignes

a, e, Lou, gy
o Fanomalic movenne 7 est remplcée par inomalie exeen-
trigue u,

L'emploi de ees variables se préte mal i Pintégration, bien goe
Hansen enant Got gquelgue nsage, I revanche, le développement
procédant suivimt ces nonvelles variables est heancou) plus facile
(que celni qui procede sovant les vartables elliptignes ardinaires,
st aisé de passer de Punca Fantee et eCest par Fintermédinive du
premier développement quiil estle plus commode de parveniv an
secotnd, Clest ee gqui justtice I'étnde détaillée que nons ferons de ee
premier développement,

Nous aurons done & étudier quatee déseloppements de la fone-

Lion pertnrbatrice |n~mr.’-:|nnl :

1 Suivant les vinables

LR a, e, t,ou, &g whH,o 0y



LI PROBLEME DE LA FONCTION PEIDVERINTRICE,

20 Smivant les viortables a'||i|»li¢|||a.'.~

w, o, 0, 1. g N

o, <1 'on anne nneax, |n|i.~a|m-

stvant les vartables u||i|»lic|||v.~‘

Ly TS Y SO & o4 b, b,

A Suivant les virtables canonigques

iy l.. i ooy

A7 Suvant les variables canongues
(11 In, E‘. .,-. "ll'

¢l nous anrons |)l‘iIlt'ilml"llll'lll a rechercher comment on pemt

psser dun de ees cl('\a'|1n|n|n-|||a'lll.~ wun autre,

204, L fonction perturbatrice va done se développer sons i

forme

- . . VW . .
(1v2) Z B (‘"-*(/l]'q R o kgl.g ""“‘Z‘. S /\. 1.4 o= /ugl-g )

st onsdopte Puncdes systémes concror et one by ety édtant des
entiers, 4, el Ay ies fongitudes movennes, Quant anx coeflicients B
et Cooee sont des fonetions des antees vactables, eest=a=dire des
chiments oseulitenes aoeo /0 g+ O 0 des deny planétes, on hien
des Lodes et des mon bien encore des Lodes 5 et des o,

St Fon adaptint les vartables oo ledéveloppement se présente-

Fnl sous la forme
N VU
t1 \ B ensohyuy o= Kyt \ Costnchyu, <+ kqtty,
A =

o0y el g sont les anomalies movennes e oi oot G0 sont des

fonctions des élements
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\"

l.e ln'nl)ln"nu' constste a détermiaer ces tonctions B, G, 1B, ¢

. . . . [
s on pent Fenvisager de bien des maniéres

O et chereher a tlc"\'«'lumwl' ces fonetions snivant es
puissiances des ¢ et des £ s Fon prend les viables () sivant
celles des 2 s Fon prend Tes vartables croos smivamt eelles des 3 et
des o s Fonw prend les vaviables crnn et envisager séparément les
ditherents termes «n (|("\o‘lni)ln'llll'lll.

Oncacalors Favantage dCobtenivdes formulesanalvtiigues valables
une fois ponr tontes et gne Fon peat appliquer ensuite i cas
pirticulier quelcongue, powrvi gque les exeentricités et les ieli-
SO SOICHL assez pelites,

Lt question gqoi se pose est alors eelle des conditions de con-
vergenee de ces développements et ¢'est une de eelles gue nons
ANTONS O exsuniner,

0 On peat se proposer seulement dedéterminer, ponr deus
planétes partienlicres, les valenes nnmérignes de ces fonetions ot
de quelgues-nnes de lenes dérivées,

Le nombre des termes G cideuler se trouve ainsi considérable.
ment diminné, de sorte que le pravail est notablement allégeé, sur-
tont si Fon ne doit pas ponsser trop o Papproxnmation,

A ce point de vae o question L plus importinte sevic de déter-
miner une limite supévienre de chagne coeflicient, atin de Jaisser
de eoté les termes dont le cocflicient seridt eertuineiment trop
|n'lil.

4% On penl enfin étndier les |||'n|»|‘ic'~lc;.~ ;cllul.\'liclll('s de ces fone-
Hons. en vine précisément de faciliter le caleal nmméngue don 1
vient détre question,

Nous verrons (ne ces fonetions satisfont i alaesc'-cllmlmm difléren-
telles hinéaires, dont les coethicients sont des fonetions rationnelles
»
des L 3 ety on encore des

) & ]

7] e, Lanyg -+ lanyg tasny

' Ao K, K,
Nous verrons également qu’il v o entre ces fonetions de vemar-

c||m|»|u.s‘ relations de réeurrence.

210, Jar dit (qua ce clui nous ardternt le plus longlemps, ¢ ost
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[ clc_'-\ulul;|m|||a-||l de Ta ,ml‘lic- de fa fonetion pertnebatiee alni eal

(I(' |:l I'nl'lllc'
[}

’

-
-

D—=ory w0 oy — o 0t o -

. . . ' N
Mans nous seronsamends o développer non seutement —. s
v b
eneore
|

'
vho Ve
\.()i(‘i |m|||'(||lui . .it' .\'ll|»|)n.~n' (lllt' |t'~ t'nnl'nl(nllu"t',\ 1|t‘.~ |)|;|l|€'h‘~ el
par conséquent, Dyodépendent e ittt wees petite 2opar
('\t'lll|)|(' |'|'.\('('I|Il'i('il"'l. el ue noas voulions 1|o"\t'|n|)|n'l' sulvonl
lees Puissatiees de cette c|||;|nliln" 7.

Soit D, ce ue devient D pour 7z oo et posons
', iy l)n * ‘.
Nons allons dabord cherehera deéselopper snivant les puissanees

. ’ . . . .
ez et il seva atsé ensuite de passer an nlo-\o'luplwnu-nl suvant fes

pissances de 25 on tronve ains

) | t 1 )

i \
B Vb;

[ I T

oo mrnea o e - -y -

VDO vDL Db

. . |
Onvoit gue dans Te secomd membre igneent non senlement -y

Y hu
|

. [
NS~

Vi /D
Ce n'est pas tont, Dans les équations canoniques «  his) el
(D Hixoy du e B3, par exemple, fignrent, non pas L fonetion pertne-
batrico elle~méme, s les dérvées partielles decette fonetion,

. . ' . . ] " pes
O, st la fonetion |n-|'ln|'|»zllrn-a' contient antevme en oo b dithe-
v D

rentiation imtroduira dans ses deérivées un terme en ~-;:-_-.—-
\ jrs
Supposons naintenant guion vewlle ponsser an deli de L
deuxieme :u,»,n‘nxilnnlinn: les seconds menthres de nos éefuations
prewdreont, connre nows iivons vooan e 100 1, 1, . e,
forme

\‘ BaK.
P



ot les B seront des dérn des partielles de L fonetion |mr||||'|mlrivu,

c|ui cetle fors ne seront ,»lus du |n'mnivr ordre, niis dordre (|||v|-—

. . [ .
colgle, ceoguloaunenera, non |»lus senlement un terme —-T—_-.. neaes
Vi

|
des termes en o
v D3
\'(Iili‘l t'nllt‘ nln'll.\ l‘:lisnlls t'i”‘l‘,'l‘l'll“‘s' t|lli nots nl)ligt'lll i t'tllltlilfl‘
: ' . . * l
le développement de —zy — enmeme temps que celo de =
Vs D \/l)

216, Reprenons les formules cra et considérons le déseloppe-
went de Bow de Cocuivant les puissanees des excentrieités el des
imelmaisons, Soit e Le degeé de Pon gueleongque des termes e e
‘||"\l,'|n|»|n'lllt'lll.

Nous wvons voau Tome L gue e estaon moins dgal itk — Ay
clde méme partté que Ay Ay

Or, st les excentricités et les inelinaisons sont petites, un terne
et amtant plus petit gque son degred est plus élevés O anea done
wne bonne approximation de B oon de (G en se bornant aus tevnes
dont e degré est précisément Ay =Ly Llensemble des termes
constitnera ce que nous pourrons appeler L partie /;/'uu:l'/m/l'
du coetlicient Boa Co 0 sera intéressint de chereher ee gue devient
la fonetion |n'|’llll'|nlll‘it't' |||l:||u| on roediit elenn des (tuc”i(!i(!llls
de Ba formnle v i sa partie prineipale,

Coque nous venons de dive sapplique encore siyan lien e
deévelopper suivant les puissanees des excentrieités et des inelinai-

solise ol "'I'\"I“I’l"' suivint eelles des 5 el tles 1.

2'7 I e t|llt'|tlllcfnis t|||'u|l ol nlpli_‘_:n':, dans L Ilulll?linll rer=
tuebateiee, de calealer an terme de degeé dlevd, sans avort i eal-
culer les termes de deged infépiear, Fagendérl, les cocflicients des
divers termes vont e déeroissant wees vapidement aomesare que le
degrd sélives niis il peat areiser gu'on terme dont le coeflicient
esttees petitait néamnmnoins une grande importinee, parce que Fin-
tegration intraduit des petits diviseurs grice anxquels un petin
terne produtt parfors une pertarbation considérable.

Supposons que nons ayons, dans la fonetion perturbatriee, un
terne

l‘ Cirst A'. .A' o A.z.," )D
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et que les entiers Ay et 4y sotent tres gronds: nans de telle faeon

L . .
(e ler rapport oot vorsin Jdu rapport des MOVENs  ouve-

o
"> . . .

ments == Mors L dillérenee hy-=4y o ete par conséquent, e
ty '

degre du terme, sevont teés élevést le coctlicient Bosera, par con-
séquent, ees petit nenss enrevanches le pent diviseae Long e by my
sera dgalement tees leil. de sonrte (ne. finadement, la |n'|‘l|l|'|»;|lin|l
pourr étre trés notable,

Le calenl exact o coefticient B serait alors tees long, parvee quiil
extgerint le calenl préalable des termes précedents qui ne sont pis
dhivectement nules. On peat Féviter, enose servant des formules
approcheévs applicables sealement any termes de degred éleve el
fondeées sur les |»|‘n|n‘it"h"~‘ des fonetions de tees grands nombres,
soil ue res formules dennent dCembleée une ul»lpl'u.\illmlinll suthi-
suntes soit quielles permettent sealement de veconnaitre st le terme
en a|lla-~‘linn est sensible, ot s, i conséquent, on dant prendree la

|n'i|u' de e calenler exaetement.,

YIS, Nons aurons i exannner ~'|n"ria||1'lllvlll Jdilérents cas parti-
cnhers, doat ies |»|'in«-i|m||\ sont :

1+ Gelm o les exeentriends et les ielngnsons sont nalles:

v Gelme ot les exventrieités sealement sont nolles: dians ces
deny cas, L distinetion entee Fanomalie movenne et anomalie
excentrigne ety par conségquent, enteeles deas développements o
et Cedn i plns de mison détee:

37 Celu od les tnelmasons sont nulles,

Uncantre eas pacticalier qui méritera notee attention est ecluide
L i s e vapport des grandsoves et alors tees petit, onca avio-
bge S développer smiviont les puissances e cerapport, etal en
resulte nne Forme particulicre dudéveloppement,

Jajoute que les théories de Ta Lane ¢tant tees nombrenses, les
formes de t|c"\a'|u|;|n'llla'lll c|lli ont ete |»l'u|m.~|'n'.~ dans e eas de cet
astre le sont a";,.;:||t’l|lt'lll. et nons aurons sans doute Foceaston d'en

.
dure a|||«-|c|m'.~ nmots,

210, Nous avons déjiv en Poeeasion, ontee le developpement i)



14 CHAMITRE XV,

gt procede suivant les anomalies movennes, denvisager e déve-
loppement (3) qui procéde suivant les anomalies excentrigues,

Ce dernier développement a été emplové par Hansen, qui s"est
anssi servi de développements  proeédant siivint - anomahie
excenteique de Fone des plinétes et Fanomalic moyenne de
antre,

P antre part. Gyldin o 1?l|l|p||».\’|" des développements procédant
stnvant les anomalies visnes.

Ouand an prend, comme Font e ees astronomes, pour variithle
ilulc"|n'||t|nlllc' anomalie. soit viaie, soil ('.\('(’llll'itllll'.. de e des
planctes, on est obligé G certimes tansfornmtions sonvent asses
longnes et ('ul|||»|i||lln"c:.~‘.

Far effer, al v entee les anomalies viaie et excentrigoe dune
planéte et Fanomalic movenne de cette méme plimete des relations
assez simples et bien connnes. Dhantre part, les anomalies
movennes des deus plinetes sont lides par une velation linéaire,

Au contemive, Lovelation qui lie les deax anomalies exeenteigques
(ou bien encore celle «lni Liee les ddenn anomalies venes) est com-
|»:n'a|liwnwnl «'um,»liqm?v.

Siodone ona développé T fonction pertarbatrice snivant les
dens anomalies excentrigpues con veaies) et quion vemlle ensoite
tont exprimer i Faide de Tovarable indépendante gu sera imo-
nahie excenteigue conveaie) de Pane des dens planctes, il faot
remplacer, dans e n|o'~\'o°|u|»|n-||mnl. la seconde anomalie excen-
Lrigque (on sraie) par son expression en fonction de la premicre,
et ecln donne hien a des diffienltés de ealenl dont nons divons

«lm'lcpws molts.

220, Dans les équations canoniques, ee n'est pas a fonetion
pertuebateice qui tignee divectement, mais ses dérivees partielfes
du premer ordre. Gest done le développement de ces dérivees
(Ui serdt surtoul intéressant.

Ouwind e développement de la fonetion pertaehatrice est donné
sous L forme analvtigue, et suetont sous la forme d'nne série pro-
cédant snivant les puissances des exeentreiciteés et des inchinaisons,

»

) \ o \
on sunivant celles des 3 et des v on passe inmmédimtement o

clc'-\c-lnplwnmnl a autre.
Mais al nCen est pis de mcme clu:nul on s est bornd & déterminer



LE FROVLEME DE LA FONCTION PENTUVRIATRCE, t

b valenr nnmérigne des eoeflicients, connme nous avons exphigue
an ne 20400 Gt aloes recommencer le travial pome chacune des
deérivees,

(Vest ee n|lli Qe certiins astrononmes i |p|'o'-l'¢'-|‘v|' anN o'-qln.a-
tons canonigies onomeéme i eclles de Lagrange vae antee forme
déguations, Hs ont remarque e eflia que ces dérivées partielles
sontan nombre de sie s on pentan conteaive tormer des éguations
s les seconds membres desguelles fignrent, non les sée dérinveées
particlles de la fonetion perturbateiee, mais les trods Composiantes
de L force pertnebateiee, soitsmvant les trois axes de coordonndes,
soit snivant le Favon vectenr el dens |n-|'|n-|u|imlluil'u-. 0oee ravon,
'vune dans le plan de Porbatey Fautee perpendienlaire i ee plan.
On n'a plos aloes a faive que trois deéseloppements an hen e six,

(Vest clll't'll eflet Tes sy dériy des |m|‘lic'|||'.~' ne sonl [rirs innlo"|wn—
damtes: b vag entre elles et la foneton pertirbateice ellesciméme,
certaines relations, il v oena encore entre cos dériviées ot les trois
composantes de L foree prises de Fane des deas nnieres que e
viens de dire,

On pent done se proposer de former ces velations et de montrer
conment on pent Sen servir pour déduire tons les développe-
ments de Poan dlentee eny, |ar l'\l'llllbh‘.’ de celm de Ta fonetion
|u'l‘l|l|'|ml|‘ic‘t‘.

Cette revne vapide montre sous combien de faces dillérentes
pent se |)I't".~c'lllc'l‘ It |»l‘u|»|1"ll'n' el tlt"\c'lnmn'lnt'lll de la fonction

perturbateice g va fave Fobjet des Chapitees snivants,



CHAPITRE \YV.
APELICATION DEs FONCTIONS DE BESNEL,

221, Lo premicre chose i firve est dPexprimer Tes coordonnees
rectimgulaires on polaives des planétes en fonetions de Fan guel-
congie des svstemes déléments oscalatenes canomigues ou ellip-
lit'llo'p'. defings iux n HY t-l"_’l:i.

Nous avons v an n® 65 et any nmneéros snivanls, (e le's ecaon-
donnces sont développables snivant les puissances des 3 eldes 7 el
Nons avons ctndpe (quelgues-nnes des |.|'n|n'io."h'-,s tle ces «l(-\c-lup-
pemwents, Mais ol va lien de ponsser cette étnde plus lom et nons
commencerons par fovmer les désveloppements des coordonnées en

fonetions des ¢lements vllipli:lmrs
(1) a, e Lo, oy o=,

Nous supposerons néme dabord que Fonoa pras poe plan
des gy e plan de Porbite, ponr axe des g le wrand anes de
lt'“ﬁ r;l(.‘ull (Ill(? |'i|u'|i||;|isn|| (' ,~'uil llll“o'. tlt’ |||("|||1' (lllt' |'.l |nl|;.;‘ill|t||'
dn |N?l‘i||l"|it' om0 el (e Lo longitude movenne 7. soil cuale
a anomalic movenne 20 Dans ces conditions nos conrdomeées ne
deépendent plas de Ta longitade da neand G0 de <orte gque nons

Ny ons |»|||.~ quia exprimer ces coordomdtes en fonetions il e
o, e, { = I

Dans ces condimons on a en mtraodmsant Panomalie exeen-
l|'|o|m- n .

"'l T PN ety RTINS ~i|| t V - %, Ay o0,

Ly [ = 1 — e s,

s "t manndenant dexprimer oo ety en bonetions de 70 mais



MPPLICATION DES FONCTIONS DE BENSEDL. 1

our celn nons avons hesoin de vappeler dabend les proprictes e
' 4N S . . ! | |) eles tles

fonctions de Bessel dont nons allons étre amends O faire nsage,

222, Considérons l'a'\|o|'o-ssiu||
l.’ '.:a ] -mu.

] h

on [T repeésenté par FoLac bote e (v ) powr e s alin

. n
deviter tonte contusion avee «lni représente Peseentricint e,

Ciette fonetion Fest une tonetion |n'-|-im|io|m- de o, ll(:\t'lnlnlmlnlt'
al'npro’w la methode de Fourer en sére |p|'cn't"t|:clll smvant les
exponentielles

|.;:lun‘
o mest un entier positif on négatif, Les coeflicients sont s

f'ullt‘!iulln nln' A clc‘ sal'te t|llt- _iv |»lli.~ n'-c'l'il'(‘

-
{3 fut ¢ smre :\ J IV BN DU
-l

baes fonetions J,ca) n.a||)|u'||c'lll les fonetions de Bessel, e

premier membre de (3 est e produitdes dens exponentielles

SEen
l.:.: —
o, par nmltplication,

4
'

I “\‘ ‘ _": ’2',14 ?,,:_);: oo % "5‘
amml 2 5

Dowre avore J,,0 bl Gt chercher dans e second membree fes

LA . . » . Iy r] . . . .
Lerines en e, oest=a=dire Gare 2. = 2 = NOus rousons ainsi
N ar M
i .l,,,(.r;:-:\ L .( ) ‘
.-",.:‘. e, R

Simeest positif on nnly il Gt donner i 3 les valenrs
'.‘ '! ',. LI T )
el ;||)|)|it|tlul' la Formnle en supposiant

t
o= -,



T CUAPLTRE XV,

On voit alors que dir o estune fonetion enticere de ey divisible
i e L serie (o converge en effet trés I".||»|(h°l||1°lll powr toutes
les valeurs de e

Stz est néganfoal Bt donner i % les valenrs
~ 0, —0 ), S T LN
(h' f'.u"nll c'llv p A snil |pu.~'l-|l-f (111 lllll. :\|ul'\' .l,,,(.l‘) esl encare gne
fonction entere de e divismible cette fors |rar . ",
Observons dhntlenes gque le déseloppement ( §) ne contient e
des termes de degre paie siome est paies de degeé impaie siome est

im|mi|'. Ona done

( ‘.i -l/"‘ ST T - "'”-’;"‘ J).

S dantre part. dans La formale <5, nons changeons . en =

el en =, elle devient

. ~\ .
t 3 hes ) fervon . o : J ==ty bt

’.’r Vs i
. )

Fonadentibant les deax alc"wla»|.|n-n|vnl~' (et o vy de

on ltronve
J T AN J wm! £

o o
(G J m TE ) "Ilh

formnle tllli permel de ne considéprer (e des fonctions e Bessel
dmdiee |m.\'ill-|..

225, Ditlerentions Péguation (5 par rapport &l vient

. . O .
L. cusqe ey ooy \/ ‘el " frernne
ainnd
(]

s . .. 9 .. N .
LB Bmin 2 (N SR TS
)

2

Faadentifiint les coetherents de Eoes dans les deax mendhres gl
vienl

(= .t'('.l,,, tat J,,,..)::: ':.m.l,,,,

relation de réenrrence entire trors fonetions de Bessel consécutives,



APPLIGATION DES FONVTIONS DE NESSEL. s
IWiérentions mamtenant Féquation (3) par rapport i ..ol

viendra
. ‘ ® ‘ 0 0
(8) ESTTR7E DU LIRS 2 Vo) imu

ou
(B K »ZJ rmu = u};J',,, ema,
ou enidentifiant les deny membres
() T R R R
formule qui pevmet de ealenler Fa dérivee de J,,.
224, Ditférentions maimtenant b formule (3) deax fois par rap-

port i u, ou ien encore dens fors par vapport i .z, nous obtien-

drons minsit les deux formuales

(1o — st B eyt e =Y 2], Joims
¢ '
. N . N s
(1) < SN e asinn -z3 Jo ) Ko,
e

Ajontons ammmtenant les quatee formales (3), (8). (o). (1)
apres les ivoir respectivementultipliées par

N AT R oL
H viendea

Q.
} [ tdy, e d, - (art -m ), | brme =
i
o
(12) 2, -, -t --m3 )], = 0,

équation différentielle lindaive du second ordre Inqnclle satistl
la fonction de Bessel 1,,.

225. Bien que la série (4) converge trés rapidement pour tontes
les vileurs de ey il peat y avoir intérét i rechercher une valeny
approthée de I fonction J,, pour . tres grand, Nous avons par la
formule de Fourier

')-T‘J”‘ - / ":'.-l'lnlll lf: LN (1“,
o
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on ¢l pununl
an o3,

* ' I . . Ll /
(1 1':.', o h;,...l.‘ rrele .
' ) \/I

-

-?

Supposons e oréel, posttl et tees grand. NncBen de fove Pinteé-
aration e dong de fa deotte qme ot le point s =10 an
point 3 s elest=i=dive ensdonmant & sdes valears révlles. nous
pouvons L faire le long Fun antre chemin avant wdmes extre-
miles,

Nouws choisivons o chiemin tel gque la pactic inmgnmire de s
soll constanment positive, sinf bien entereda ans denx extré-
mités 3= Dans ees conditions Zez aosa partie réelle néga-
tive et tees grnde, et B9 est tees pett, Les seales parties «dn
chemin dintégration quic pourront donner des teres sensibles
sont done les pirties voisines des deus exteémités, paree quoans
extrennités, 3 cdevient véel et que B partie véelle de drs devient
nulle.

.\Ialih‘ pl‘("s te I'l'Xll't"lllilt" < S oS avolls io'llii'»lo'lm'lll

o
- Hn - (e e -

w . b omu = | ) V) st - \!').‘I a0

. . . . -
Presde PFexteémte 3 o« -1 nous aivons sensthlement

-~
~
<
-

. . R e
e =2 . - [ DERZLTAEEPRN DO vl st - y/'ul ),

Mans ol baporte de voir quel signe il convient de donner aux
|'.'u|i('illl\. .\n!l.\ tlt'\'nll-‘ .~‘ll|)|n».~‘t'|' tlllt' [ si‘,‘,llo' e v LTI Y
choist de r:ll.‘ull que. pour s véel el n'ulllpl'i- cilre el ey e
vadhienl soit réel el |m,~'ili|'. Nous PouNONS Stpposer dantre |t
que le clienin dintégration abontit dses deny exteémités mm par
dens petits segments de droite de Jonguenr 20 perpendiculairves
i axe des quintités véelles, Cosera dalleurs Tes seules parties de
co el que nous conserverons,

Piargument de o2 3% sevcalors 3 e long da segment aboutis-

|
-
foe e | | . 1l » PR
sl i S orr ==, el e s | ong Jdn segment athontissant a3 =1,
|
. I
Lo long da premier segnent nons ponvrons prendee gy 3 -1z 5

-
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- e e e a—

el le long du second argy s — 122 25 nons aarons done

-1l

N NPT — ——— -
Ve stmem (s — 1 Vi Sty s,

. s
don
I PO ¥ ‘ ‘,m‘_: s ) I ) R oz
) =), = / foashl e e — ¢ / ez it

T Vayn s -y Vays -1

Muts nous ponsons remplacer Jes Iinites supérieures 221 4 ¢4
des deus itégrales par Finfini: car nous ajouatons ainst aux che-
mins d'intégration des lignes le long desquelles T partie imagi-
nanre de g est 'n)sili\c! et notable de sorte e | DAEETN Ilt?g“gt':ll)lt'.

Or

Bl LR R H A V2 I
e L V-1 A
oy VoS N 2 @2
Done

- r
' = lc;l.l‘: (,3 - '..‘..
o TR | DERRL \// - | DA 1
L/ \: — /l z
1 .
o
- n T =
o " _,..”f”.“‘., I ’_"
R Y % 1 . Y 2 d
o, \ 8 -0 1
VRS
on enhing
. J ms =
(1) J .y = \ sl - — e ,)
- 2 i

D29 . Vovons mamtemant comment les transeondantes de Bessel
peuvent étre cmplovees o développement des coordonndes du

mouvement elliptique, Considérons I'a-.\lnnu-nli:-llv

e,

on poest un entier: ¢ est une fonetion pc‘l'inoliclm- de et par con-
.\'(.‘tlllﬂlll ;|||,«i nie f'ullt‘linll I)l:l'il)tlitllll‘ ||t' / l‘:”u- sl ||ull(‘ t'c"\l'lulp—

p:ll)lot en seére de Fonrer sous la forme

N ,
\ A " |-: wisl :
somd

ll s’algil. de calealer le l'tH?”il‘i('“l 1\,,,; L formule de I"nlll'l't'l' nois

donne
17

BTN, = / fopin |, el (ff .



20 CHARITRE NV,
Or

I mldl = — dE-mil; B p e du.
m

On trouve done en intégrant par parties

AT

’ A \l
amA,, == _,__ / DY DY) (lu‘
m J

ou a cause de 'équation de l\c'-pl.-r

L]
)
AN, = ’/.." / fovsrmamiase fSimesinu ¢y

Mais Pintégrale ¢ est évidemment an facteur 2w prées le coefticient
de Etn-pin fans te développement de B elle est done dgale i

2l e,
d'od la formule cherehée

( lf’) a‘\ w "IT); J”‘- ';‘ nee ).

227. Ceuwe démonstration ne s‘applique plus pour m= o el
datlleurs ta formule devient illusoice. On a alors
%

2T Ay = / (DAL

o

uT Ay == / ris () — ¢ cosuydu

ou

o ,
an ‘.\“ oo / ( l‘;l’”‘ —— : DAYL Wi o !_ lq;\[» A in ) ‘I“.
. ‘). P

¢

ce qui montre que No st dgal oy pour pr = u, A — -'- pour p==d=y,

el it o pour toutes tes autres valeurs de p.

228, Proposons-nous nunntenant de développer suvant les
exponentielles Fimd ane fonetion periodique queleongue de w

. " Ad
| YR ) = z B/' ipn,
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et de la mettee winst sous b forme

Fouy - E N, bimi,

foes princ'iln-s des deus numeros précédents nous donneront

S
() A, = =B tme,

nm

pour m ;o el

¢ .
(lND I\., = '=.. ll)l-" l; n

pour ae = b,
Foutile dCajonter gqu’en partimt de Pidentité

'-:i/lll l-:t-,u e I-:I P Il'

en v remplacant les trois exponenticlles par leaes développements
et en adentifiimt les deuy déseloppements, on areive i un grand
nomwbre de relations o0 le premer membre estonne [onetion de
Bessel et le second membre une série dont tons les termes sont
des produits de fonctions de Bessel,

W), Cirace aux flormules v et O 8y do numeéra précédent, e
développement d'une fonction quelcongue de o suivant les puis-
sances de FOose dédut asément du o développement sumivant les
puissances de 190 op Lo plupiart des fonetions intéressantes vela-
tives aw mousement elliptigque sexpriment wes simplanent i laide
de o,

Supposons dabord que nous prentons pour plan des ey le

plan de Forbite et powraxe des .y le grand axe. nous aurons

1z ol
e e - |.:u¢ P It’--lll

Sy = dicosty — ¢
’ A

—— o / .

; . . T —e—— . \
g== oy | — et — —Vie- FEIE L X
)

£y 20,

roe ] e &3 = tas ),

Liapplication des formules (=) et (18) nous donne

24 2“\ Lo dJg 2’ Vg s
..(.1.. - ‘\m Jomil . ._(_l = A " |.‘ml/'
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nvee
)
Ny = - - lJm plme) "Jmol‘ ”“‘)Ic
nt
| — =
(9 A, = v ] A vtme - ) nee |,
L
be
Ny ™~ A, =o.
2

Les formules de récurrence (=0 et ) nous permettent d'éervive

-
A= - (me)
\ n 'Il n )

' ' V- et
.'\,,, A

—onem—— J”'( ne o,
(wm

(20)

Nous trouverions de meéme

ael ~ 1 e
P e ar \ LA LTS
R a n

Sous le signe 2 Mindice me prend tontes les valeurs entiéres

positives et négatives, a exception de la valear o, Cette formule
se déduit mmdédiatement de la celation

P’ b= % e ey,

Nous pourrions éevive également
) 4 £y AL —e b i _—
..... — e b e ('..‘/I (}’)..Q- T—(l.—‘/'—-c’)’
2 "

y—tr (DAL T [ .
Lo R I ..._..(|.»-‘/|__.c‘3)-'._ R (l—\/l—-f’),
A 2

«
d'oi Fon dédnivait par les formules (19) et (18) les dévelop-
pements de oy 2=y,
230, Reportons-nons maintenant an n* 63 et anx quantités que
pous vanvons appelées Noet Y nous vovons que Fonvanra
N (Y =y dag 17,

et par conséquent, par application des forntules cos) et (18),

o , e N by (e
\ \ e 7Y = L [o-1t a (1= /1 = ¢2) N ...i’L._'._(.._‘_.} Ieim=1t
2 ] ] v

' - ’-f (=1 - };‘-’) "_'_’L’_'.‘_.'ff.ﬁl bivm-r 1,
' 2 2
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On en dédmvant le développement de N 7Y en changeant ¢
el el par conseguent les th"\vho,»!n‘lllo'nl.- e N et de ).

Supposons paintenani gque nous rapportions notre svstéme
A des ases gqueleonques: les quantités ausilinires N et Y seront
tonjonrs détinies conmme an w63 et leur développement en fone-
ton des vartables o e et D ne cliangera pas. Quant ans conrdon-
nees rectangulinres rapportées anx nowveans axes, elles seront
hiéesa N et ) par lees ceuations (a0 daoe G300 L l. e T,

Coes formnles peiyent ansst Séerire

Sy trgereona N d Yk sz o Yl v
' .

»
Ca0) -
.. si . . .
oy partie imag. de o= oN Sy ke 9
2

Y vemplaee L lettee 7 des formales don® 830 qui repre-
sentait Finelinatson, par la lettee Joatin déviter tonte confision
avee o \/-:-‘l‘: on obtewdvatt UVexpression de ey - 7y en chan-
peant @ oen — .

Foar vapproclant les formules cany et cao on trouve

] d e

A R A RGN . . ',:,‘*..i)

' R
\NIEUESE ) |
. . e — { I' LYY ' - ‘,. moy )

(23) 1 st o
.o 3o

we gl 8INE - | o o |.:,(l; P
; ,

> 1 UL IS
-+ : -, “)-lm | B ‘!Jnrt-l’ .
(R

n'.”i “,(fl'il Il”lll' illll-(.f;.'.-r 1, ol 1. i Ii‘-” 1|¢' (. \’II — |
de 1y e Lo argmment des fonetions de Bessel J,, et Do
est ézal ivme,

On tronve de mecne
el be ~ sl -0
e 4 Nl

— --~i|l,{‘ ““'I'lm l""“!‘l'u'-t' ,

ceibisy - i
" g a— 1m

231, Les développements obtenns pioe L meéthode da ne 228 ne

sont pas les senls que Fone prisse amaginer. Snpposons par
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exemple que l'on vemlle développer

e '

-
- B e Y

Al N~ casu

. . . » ’ LI .
On pourrait évidemment deévelopper en serie de lFonrier

| — #eosy
et apphiquer ensaite Ly mdthode do e 2285 s il y a quelque
chose de ln-nmtunp |»|u.s' simplcf.

Nous avons
o= o e S,

ou, en se reportant an développement de ey an n® 224 et a la for-

mule (20),

| W\ .
=" 4 ;- } J iy U tte ) lomil
N1 sl
ou, ¢n ditférentiant,
, du Y R
{ .‘“| ) —— =] "'\, -'u,( ,,lf.)l'-"“,.
! P

Ce dc"\'elnl)pc:lllc:lll, nons donne en mame temps celni de

R ememe —t v———

)
;' - it :" t"-)!i i)

Plos généralement, cela nons donne le moyew de développer les
expressions de i forme

QTS

ar———— e

[T utu's ll,.
S, en ellet, 'on a
. N .
Iw) = N (PP VLR
O A
" ‘
l L i S' LL [inn,
PR} il dad (1

)
, . ( . .. , .
On déveioppera alors 2 7# lepPe o série |wmtml:ml smvant les
{

exponentiefles Eant ot U'on difféventiera par rapport i /.
Cette méthade peut étee plus avantageuse que celle dn ne 228
st e développement de o) smivant les exponentielles Eeu est
' e

plns simplf! que celni de ——e—me, sio par exemple il se rédan
t NS
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a i nombre finn de termes. o piavteulier nons tromverons les
el cost st . . CL
olc'\(r n|)|n-|||e'||ls‘ c|¢' ey e -y t‘xpl'(.‘.\»lnlln l|lll sonl ||t‘t’.~ d COsy
), >

et singy par des velations lindaires (o est Fanamabie veaie ).

2:32. Nouns porrerions anssio diflérentier par vapport i el vient

ol .
(] == e el = = slh e,
e
D déseloppement d'ome fonetion périadigne queleongne @)
nons déduirons done ynnnédiatement eelni de

i\ ll‘l'
it
odu
] et s '
/‘l'
re «||u pourra étre ntile si e développement de "= est plius ~|n||»|c°
r/ll
. tllli . . .
(e celur de sinw e ln partienlier on pent calenler de cette
"
fiieon
s
;

qni ne ditfere de sine (ue par Grctenr constant,
Mais nous pouvons dgalement ditférentier denx on plusienrs
fors par rapport & Lo onan conteaive intégrer par vapport i £
Par exemple  les a'-qunlinns dumonvement képlérien nons
donnent
. d? ., alr,
) : SN
(0 A A
Or nous connaissons les développements des conrdonnées .
o le coethicrent de cliagne terme ne deépend que i nombee fim
de fonctions de Bessel : I"éepnation ¢ 25 nons donnera done celm
N2 , . . .
de -3‘ ’ (:ll:lqlw teeme ne dépendant gque d'nn nowhee i de fone-
-
tons de Bessel, ko |»:|rlirn|ic-r. sbnons prenons lesaxes doone 220,

nons connaitrans les développements de

< oSy g siny
P P BT R

a.ﬂM
’ "S- COr, Q\
LOLYIRGuN Qug ) )

e dtant Fanomimhie veane.

. '\.. ,'

N oty aqule”
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Sionoous muluphons chacnne des équations (ad) par & ¢t que

nowus :l_juulmns. nous trouverons

i 22 ~ S dr, ? M
ll? - ] r

Comme le second terme du premicr membre e (26) est une

foncuon hncre de = enoertu de Péquation des forces vives,

|'('cln.|linn (260 nous apprend qu'il v a une relation hneare

nt 1 ' lf? 2
cntre - et ———.
r il
, : . )
Or 'tquation (1f ) noons donne e développement de 5 nons
.

. . LR . . . . .
possédons done celui de =g+ oy par une double intégration,

. " , | ,
celurt de 22, Nous avons done les tlc-wlnppcemvuls de r. - ot rs,

l.’é«lu:ninn de I'vllilm- en coordonndées polaires nous donne

ai)—r?)
€ CONY T i amee -
)
erteose = () =—et)r re.

, ! , o
Des développements de . 7 et 2 noas dédnirons done cenx

de cosv et r2cose. Nous avions daillears expligné plus haut la
Gicon de développer cos .

Tous les développements dont il vient d'étre question sont tels
que eligque terme ne deépend que d'un nombre tin des fonctions
de Bessel, fontile d'wjouter que, par Femploi des velations (=), (9)
et (12), on peot sarrnger pour que chaque terme ne contienne

plus que
doatme) et o, tine ).

233. Nons pourrions nous proposer de développer les coor-
données en fonction des ¢léments v:mnniqm-s

Y »
l‘! A, ;’J! h, 3. 1.

Sionous nous reportons aux formules (23) et (28 bis) nous
verrons quil suftit pour celade développer les exponenticelles [omen,

les cexpw-ssinns

: , A . J
(27 1 ens? 9 e g b e 2 t 2, lilll.'-'.')' e,
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et enfin la fonction
l\ ".'J“lll U ‘1Jmal
m ¢ m [ T
les t'x|mnvnlic-l|v.~ loner sont directement eXprineées par les ¢lea
ments canomgues, des expressions ooam) ose rednisent respreti-

vement

SR D 3 ==
S el S ERSRALY

Ld 4 . . .
Y P 1y - ."1 thye AL |
: ‘ " ’ * P oiynb ey
l pE— n .‘l Ry .
T - ' KR abe =gy =5y

[

en Fnsant abstracthon de factenes constants,
Quant i K, al est déseloppable smivant les pmssanees erais-

suntes de

et le développement se dédmtaisément e celui des fonetions e
Bessel, Je ninsisterin pas davantage sor ces points, e bornant

Jorenvoveraus n* 000 69 dn Tome |,

234, Nous observerons maintenant (ne st est bres In'lil le |pre-
mier terme de chagque fonetion de Bessel sera plus considérahle
e tous les antres, Nous ponrrons nous bhorner alors 5t ce terme
si nous nons placons an point de voe da o 216, Eno parctant des
formnles Ul‘n | l‘«'||||)|;uc".'|||l c‘hmlm- fonction de Bessel par son

clc'tw'lnl»pc-nu-nl. HOUS PO GRS

. Y P — .3 ¢ 19 .
Ca8) o NPT " st
ad 3" 2

et en réduiant chague foneton de Bessel 5 son prenner terme
,‘ ( Weet Lo '.:nnl ~ ,, ‘ nie ,,l » 1ol ".”"/
(".. ’ s . . Y .
Y " “ m —p' m ) Jr == m '

. ) . -~ . )
Sons le premier signe N on doit domwner o toutes les valenrs
! aud
enticres telles que o sott positils on nnl, el sons e second
. .l . . ‘g
signe N toutes tes valenes telles (e me == g0 soit négatit,

‘\Inis nous devons observer e |';||1;nl'u.\'i||lnlinll relative avee

|:|c|m-||c- eliague fouction de Bessel est ainsi représentée est -
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tant plus fiible gue Fordee de cotte fonetion est plus é¢leve, Kt en
ellen le rapport du second terme an premer sTéent (meo— p dtant
positif, par exemple)

( me )’ {
L nm . /I vl
I est teés petit si e est tees petit et g find 2 maas, guel gne soit o
il evoit mudétimiment avee me. Pour les termes dovdre un pen éleve,
on obtiendeait une hien meillewre approximation en renplacant les

fonetions de Bessel par lene valear approchée du o 2205,

230, 1. développement (28) et les développements smalogues
procedent suivant les pussances de e et les exponentielles EendoS;
nons les ordonnons d'abord suivant les exponentielles Fomé e
coctherent de n',hmlun- terme, éant une fonction de Bessel, pourea
ftre développé suivant les puissanees de ¢ en ane série toujonrs
convergente: de |)|||s. divs «|u'nn anea ealeald les coetheients des
ditférents termes de L sére de Fourier, cette serme elle=sméme sera
toujours convergente,

Avee cotte fagon dordonner les termes, Lo convergence est done
asswrée, mats 1l n'en est phis de idme si Pon ordonne «abnrd
smivant les puissances de e, le coctlicient de chague terme étant
lut=méme une fonction de £, Nous somines done amends 0 nous
poser Luguestion snivante

Nous invons une fonction queleongque de a, dépendant par con-
.\‘t',‘(lllc'lll de et de [.nons la clc'f\t',lt)l;'nnh selon les Illlis'sullc'(?h‘ de e
(quel est le ravon de convergence de La sévie, eCesta=dive lvalear
ponr Laquelle Lsévie converge? Cette valear

maxinmm de § e

deépend évidemment de Let je puis i désigner par 20/ Sialoes M

est fa |!|||.\' IH"ilt? vitlenr e el /), ulnamol [ pl't-lul toutes les valenrs
reéelles possibles, by conyergence de L sévie seva assurde tant que ¢
ne snepassera pas M.

Ponr calenler 2oy et ML nons allons appliquer le théoreme e
Cauchy. Ponr gque I sévie cesse d'étee convergente, il fint et il
sultit que la foneton cesse d'étre holomorphe, Or nous avons

[ =t — st

. .
Jd'on
duit - evosuy == dl aosinee e
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ceoqui montee que @ (et en général toute fonction de w) eesse

d'étre une fonction umforme de e et de / pour

( Yo ¢ = e—
vos il

o combinant Féquation (30) avee celle de Keépler, on tronve
Ci u o tongn = |l

f.es ('-(|||;||i..||,' (30 et (o détimssent e ot sa valear absolue !l|
en fonction de £et La plus petite des détenmimations de cette
valenr absolue est 20/,

Rewmarguons que 3¢/ est le iéme en geéndéral pounr toute fone-

4 - * . 13 L] k] 13 v . » d'.‘ , .
oo Foryoal o'y aurvan d exception gue si la dérvee S annubint
* (]

preécsément pour L valear deowgoi satisfnt l'«'fquanlinn (1),
Cela nons permettra de rmsonner sur une fonction Fw) (uel-
conue, onous suflica que la condition d'exception ne soil [rus

remplie,

236, 11 ~Tagit oinntenant de déteeminer la valeur de 1 poue
laqquelte 2 ofy atteint son mimimunm M. A cet eflet je veprends fa
formule (28) et jobtiens en la dilférentiant par vappaort a £

bern N\ —_ e\ m=reig
(b2 = 3 ny ( s 7o | (""" liimt = i ),
l—cvostt  amad 31 o 300 2

9 . ] 3 " 0 ’
Cette fonction ne se tronve pas dans le cas dlexception signalé
ala hin do numéro précedent, car, (|u:|n(| on i

IR TR UTT N TR TR

sa derivée ne sTanunle pas et desient an contraire infinie,

Les équations (3o et (31) ne climgent pas quand on y change
o deteen w0l g-ne e il s de T que les valears eri-
Hgues de o qui coreespondent & /et i f+=a ont méme valenr
absolue 2/ =2 30/ 2= 70 mas sont dgales el de sigue contrmre,

Supposons done que pour une vilear réelle £y de /et pour une
valeur quelconque de eogque Jappelle 'eg Taosérie (32) diverge, il
en sera de méme quand nons changerons £, en i+, el en sera

enecore de méme de Fa sonmme

Dily) -+ d )+ %)
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Considérons, en eflet, wo/Z) comme une fonetion de e et de 1 et

Fatsons-v L /0 cette fonetion présentera nn pomt singulier pour

ll'.lf','. ";l /'!': l."

elnenanra pas pour e sz — e ears st Fonelange een = dans les

cquations 3oy et c3 2 se change en = L est diflérent de
sanf ponr 1

o)
La fonction @/, 4 =) présentera de méme un point singulier

’ L] '
')Hlll‘ == el noen aur |Nl.\' |Nllll' o2l Iil SO

ol iy e m

presentera deny points singuliers ¢ ns el e o= el el ees points
stngnhiers étant distinets, fes singulanités corvespondantes ne pour-
rout se détrmire, Done eette sonmnne n||\'el‘;.:(‘,l':| pone ¢ = e,.

Jo |n|i.~' done éerre

.
'c‘l"l/‘

. . ~ T k) me mopety
3 Wil ey b Ly i L g e ez [
a-d L. o S i

on Fonone donne aome que des valenes petiees,
résulte de ce qui préeede que Bseére Wolyep) diverge,

Passons de cette sérme a b sivante

0 — ::, - ,-|:) ;_:oll(—--::') ,..llp{:.:)

o Fon remplace Fanomahe movenne par '~, et Pexcentriend par ¢

multiphié par e valear absolue de e g est essentiellement réelle
el |m.~'ili\'cf.

St dans be dermer membre de I'n"n|uam'nn (00 nous faisons cette
substitntion, b valenr absolue de cligque terme demenrera fa
méme: s tons les termes vont devenir positifs ou tout an moins
avoir méme argument cen supposant que le nombre posone pair, ee
(que nous ponvons e, e etlfer, e dénommatenr est essentiel-

’

Fentent posinly Pavgnment de (= 0 est 302 celin de

‘ ”,)"l FA ?;'l

)

est unl stm et posont |mir.~ connne nons le snpposons: celun de

{ ""‘o' ! ,IM e ":’
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senrsl
{m P 3w,
)
ceh Jde Bl sopa
T
m
')

L wegnment vésnltnt seva dane

I' *' ‘. 1] :’ﬂ

(nll eneare o pesen ~|||»|n'inmnl nnmtuple de nT ) o} sericdone
¥ ]

’ .
(

. ’ !
ronstant etindépendant de pe et de 5, SUNTI N Y

St done b séme Wo/ oy diverges b en o seva de méwe, o fortiors,

de W (- B ) dont bes tevmes ont mdme valenr absolue, mais avee
]

5

un argimment constant, an hen dSnons nn argmneat varviable,

Done

ooy

*

P |

diverge: al donr done en étee amst an moins de Poane des denx

T)ew(

.
)

seépies @ --- ) Mais nons venonsde voir gne

~ =)

/

il omy i)

elest=it=dive que 4= my diverge st oy diverge, et inversennnt,
St done Fune des deax sérvies diverge, elles divergent tontes deny,

Done

L : ""'1!)

(|i\t'|';;'n-. Done

. L]
Or, tont ce UE NOUS VoS SUppose sur ey Coest gue

i'.| ~‘¢'l/|:

cette seconde indgalité enteaine done Ly précédente, cest=a-dive
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ue

‘g«/l}";(;).

~ b
.

Donce le v de 00w hen pour § =

w37, Pour déternaner Ml faot done dtndier l'c'fqnnlinn

(31) - LIDE I =

K]

_— 2=

ou en lmsmnl

o i |

(3-1 Ois) £ -~ colt .~ 0,

Je me propose de démontrer que Péquation (34 bis) ne pent
avoir que des racines purement imaginaires, Posons, en effet,

P =S C0SES,
i1l vient

2
i 4 “+ 823 =0
¢ :'41 :

avec [ en tenant compte de (3.4 bis)|

de
| \ ’I; = 3, s pour v,
(35) -
d‘? 0, peur P = 0,
(lp )

Supposons que Féquation (3§ bis) ait deux mcines gete @i ces
deux racines correspondront deux fonetions 3 et 2., et Fon anra

wl
. ‘/’?l Y (I’? ) .. . (l'?. ,Ia’-’ l
Lo ( .‘.:Z.;‘-; Bt "l."v" . l," - ( 7 cl_’4 - ;l.;;)».

e second membre sTnnale, it pone 3 = o que pour 3 ==,
cause des équations (35), etal veste

o
(81— 1}) / $3) dy = o,
o

Si Péguation (35 bés) admet une vacine g, elle admettra la
racine imaginaire eonjuguée g5 les deux fonetions 2 et 9, seront
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nnaginaires conjuguces, leur produit seva essentiellement posiuf,
e sorte quil resters

!'3——--2? mh,

Cela ne peut avoir hew gque siog2 estoeéel, Sie? estréel positif,
e estréel, Mans Jes vacines véelles ne sanvaient conveniea by gires-
Lon, car |’of~«|u;|liun (oo condnrant aome vadewr de e plas grande
(que o,

St est el négatifs @ est purement imaginaive. st done
de rechercher Ly plus petite vacime povement imaginaire de égua-
ton (3§ bdsy ong ee qui revientan éme, enclangeant @ en b
plus petite vacine véelhe de

(3h) N DR P D R AR BTN DL IS
on en déduirea la vadear de M par L formule

\' -3 .. ' C e
' [t me e 1

4

On trouve ainst
Moo, Gy,

ce qui prouve gque nos séries convergent toutes les fois que Fex-
. N N o, s N S .o, . N . \ . .
centereité estomférieure i o66270 Péquation (300 wa dailleonrs

, . . .
qu'une sele meme positive,

e L
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CHAPITRE XVL

PROPRIETES GENERALES DE LA FONCTION PERTURBATRICI,

23R 11 Sagie maintensnt de passer an développement de la
fonection pertuchateiee elle-méme et je voudeais exposer dabord
quelques considértions géndrales s ke facon dont se pose ee
probleme,

Au n” 212 nousavons rappelé sous quelles formes diverses se
présente cette fonction. Nous devons abord nous ocenper du

.lé\-vluppcnu'nl de I’.-xprvssiun () du 242

1y N,

Vid, e o gm0 — 1y )

elest=-a-dive de ce qu'on appelle T partie prineipale de L fonetion
perturbateice s cest e probléme Je plus ditticile, et une fois gu'il
sera résolu, e développement des amtres parties de la fonetion
pertarbatrice sen dédmir presque mnmeditement, Snpposons,
en elfet. quion at développé cette expression (55 en fonetion des

cléments ullipli«pnfs osculatewrs de e prenadre phnete

T P F O PO TRCL TP I

o nlu' Ceux nh' |il S(‘t'l)llt't'
®

”" '»'g; ,‘1. Iga 4’1 e "!l u‘[ { ').

el qlu' |’nn il tronve uiusi

1 .
‘ l ) >’~:A:.:.:a':—4-——”—l—— — ',‘.(‘|. "1. ] -)'
Yy o, — )

-
(" Gependant poor econoutser les mdeees ge dbessgnerin quelipiefors eos élid.
N

Ients polt o, ' L
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on f est une fonction des 14 éléments ellipiques oseulateurs, On
en déduira

!

{(2) - “;*;;____‘________;; ieaa /‘llll' ll-c. ...)’
V L, - ha) )

At étant nn cocfficient constant ||||u|vu|u|||v Sicenellet. oneclinge
ey en hayles otees Cléments ey g et Beone chiamgeant pas,
non plus que les éléments oseulatears e la seconde planete, les
coordonndées de L premiere planete, )0, se changeront en
ha, ho, by, eteelles de baseconde planéte ooy ne chian-
peronl pas,

O, nonsavons vivau ot 36 que L fonction pertorbatrice, si Fon
adopte les vartables du o’ 30, prend L forme

) (T Co 1oy
", lll',( m; o -.\_i‘ ,, see My I, ( i-m — B-‘,‘) ’
iwvee

. . \' -
1] O R AT JE AN

- N\ 2
AT Z( . ),
IH| = N
R
B2 e S‘( . n, .r'|) .
re

' My M-

I s%ugit dCobtenie les développements de
| | |
ABS BGT BD
Or, application de Ta formude ¢ nons donne imunédiatement

/

l .
- == e T ! SN { | P Y
Al SV W, )’

-_— mn, v
- . = B Sy J B ol « s 0
13, /( m.-hm- I )‘
]

Rp 0,

Cette dermiére 1?\[)I'|'s.~‘iull ./‘4‘43. tyy .0 ne penl “videmment
dépendre (e des Hleéments de i seconde planéte: on Vobticnd e

noméditement st Fon observe t|||'v.||c niest antre chose (e "o -
' | . ' . .
pression - relative a lan seconde pl;mvh-. el ue nous avons appris
"

ar s 1 |
plus haut an w231 3 développer =
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.\'np,msuns malntenanl ue nous ayons mlnpl(‘. au heu des
vinrtables die e 30, celles dn n” 26 on celles do n 44, H fandra
alors ulo'-wlnpln-r i partic complémentaive de la fonetion pertur-
Lantrice, i ainsi e nons Fivons vappelé an o 203, peut prendre

Uinnige dess trons formes sunvantes

ney N, YO myne, QL ) Yy .
i “L:\“ . \ " -"-. - *L-,—' \ .l'l NS o © - )' ] V )
BC o] ALY om n: el *

I{v'n'c-nnm Ly tormule a0 el u|c‘\n~|u|.|mn.~' les denx membres
siivant des pissanees de ooen neghgeant les temies en A# et les
termes suivants, B observant ques avee les virtthles des n"t 20 et

B, on a

bl v &2
ol

el non 'lllls

il viendra

\ l.l'} -, o
.- [ R O KR TTIEY P ha -
R i N

On en dédimt

; \_.-r; -'.-. (lf
- e s (| ¢ )
e T Vede,

dr ., . .o . g Do
1 )ans /‘-4 1 GCant Liore oy Z= O apres L chitférenniation,
1l

On trouvevil de méne

N\ ‘
{ b /) l‘s ) :;{.‘l.‘..'_.: soa ”1 _.'i‘[_ )
\( ll(lg

. e l,’l-_v N . ) .o f [T .
et 11 encore, dans I’  Gondeant fnee g = o apres Ladifléren tia-
{

Lion.,
239, 1 reste ddévelopper

E‘T' R

H nous sultiva, ponr rattacher cette o-x|»|'(~~'.~'in|1 O la fonction

,f\"|- (y. oo v )s
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de la rattacher aux eAPressions

[
.,
EES

Lices & t [ les relanons ¢33 ) et o bis .
A cet eflet, Je les veherar les nnes et les autres i L fonetion

| R A Y roa,.

l.es «?(,|ua|limn.~‘ dunmousement Iu'~|»|t'-|'iu|| nons donnent

llz.l‘l o \l.rl
1t - I"‘" '

M étint L masse centeale attirante et 2 e ravon vecteur, on bhien

l/".l'x . \'.l‘,

Nne
vl[’ ”

nodésignant le moyen mowvement, et 4 Panomalic tuoyeine,

Nons ponvons apphguer cette formmle o notre seconde planéte
fictive puisgne les velations entre les coordonmeées de fa planete el
les éléments osenlatenrs sont les mémes que dans e o ement
képlérien Japres ladélinition méme des éléments osenlateurs,

Nous devons done changer

£y, oo Lo ont. M

«en
. M
' , Be, /~_- ni ) “,
. u;
d'on
* ¥ l 0’
AL A
dl? B

Nous anrians Jdenx a'wlllulinus (e Fon deédurrart de L |n'c3c'¢'-c|c-nlc'
en changeant £y cn ), on en e Njoutons ces rals éguiations

aprees les avoir multiplices pare s, ey il viendea
N (l‘.l."s X

2

T il L B voncrall
and di} L T

ou en se reportant a la formunle (30 et en se vappelant que o,
Ly ne dépendent pas de 40 mais seulement des éléments oseala-
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tenes de i prt-mi('rc' plalm"lv.

1) i W = : 'I.,
( dig T T
on trouveraat de mdée

. oW 11/'

4 , f._.. N S _3 -eadena §

(§ by d1? @yt e,

Oceupons-nous niintenant de I‘c-.\|n'ussiun
v,
< '.Vl.)".‘
Celte expression s tntroduit quand on adopte les vaviables du

n" 200 duns ce cas les npasses peg et m atvibnées aux deux planetes
fictives ont pour valeurs

, my s R ey s
My s s ey L b
ny - N ' niy - ke

(¢f n" 43); on a alors, dens le mowvement képlérien,

) . . (I'l. .( N ' ‘1. ¢ ’-.
(') f|=”,' —(77" _y‘_‘ ”13.7’-
Ot hien

: . dr , i
(h ) J/'| Ny "'7'/"" ’ .y,. =3 Hl" Ny ”"l-[; )

ne et g élant les denx moyens mouvements, Les formules (5) ne
seraient plus veaies dans le mouvement woublé; mais les for-
mules (6) le seromt encore, puisquelles exprintent une relation
entre les ey les y' et les édléments osculateurs et ue ces velations
sont les mémes dans le mouvement troublé et dans le mouvement
héplérien diapees T détimtion méme des éléments osculateurs,

On aura done

2 C g & dey oy mym', nyn Ld
(7’ 'yl'y"-”‘| n" ' 1- ll/| lll-: - ’| ¢ ' 3([1' ({l!

. . -’ v - ) ) .
Ainsi z_r | se trouve pattachée W oet par liva f,

240. Considérons mamtenant une fonction ,»érimlique quel-
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(‘nllc'llc‘
M ')
des deun anomalies vx«'c'mriqmw noet s elle peatse «I«"u-lnppcr

en serte de Foueter sous la forme

Al .
(8 } \ B, , Intpeepn

. I L]

les gooet les g dtant des entiers positils ou wégatifs, ms on peat
aussi la développer en série de Fourier procédant suivant les ano-

nialies moyennes L et & sous la forme

/

W\ . . .
‘!)l \ '\mm' 'h'l midom i

I s"agit de savoir quelles pelations il y a entre les coeflicients
des deux séres (8) etiogr Ges eoeflicients nous sont donneés 'un

et antee par des imtégrales détinies

(10) 47l = / / I 1 vpraopa) du dee'
el
() i'ﬂ’ -'\,-",,,‘ — / / I8, «miomi dl dd ,

Les intégrales doivent ére prises entee les limites o et am,
tant pour w et o que pour £ et £,

Nous transformerons la forvule (10 par une donble intégration
e |m|‘li05.

anls pull\an |)n.~'('|' .

2y
I ctmlem ) e :{ J
lII l”
inveoe
t .. o
L [ DN AR A I A
ma

Nous tromvons alors. en intégrant par parties par sapport & o

et o/,
o ep ' AT T .
S Gpear= - [ e

cloenmtégrant encore par partics par vappovt a e et icl’

,/.. / ¥ r;ll :;l dl dl = / / 41}:7174— h det e’
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il vient done

i I .
1=\ e’ / / e b cmtvm 1 e,

Or, du Céveloppement de I sous la forme (8), nous pourrons
déduire
7880 \ .
e e \ ,,,,'l{,‘,' bt s pru

oo v’
d'ot, en tenant compte de I"éepuation de l\éplm'.

1Trtmm N, - \ /lp B,, / / BN L e e

(R2Y]
N e = m,

oz ome st -+ m' el st ),

et ot e et e désignent bien entendu les deux excentricites.
Le coefticient de ' Bpp o estune imtégrale double (i peut se
déconposer en le produit de denx intégrales simples

. L]
/ Iivp wu ime s cleg / fosep” min Jime sinn ,[u"
L

¢ est=t=dire
imtd, pomerld, om'e,

Nous avons done li fornnle

N 1Y¢]
(va) Amme \ "/“/n e J,omeyld,, pot m' e,

tout i fait analogue i L formule « ' ) du (]|m|»il|'v précédent, Cette

formule est due a M. Baillaut,

241, Cette Fformule se trouve en déliu quand moon m' sont
nuls. Mais elle peut dans cecas étre modilide ety wsforinée en une
autre analogue a la fornule (1 8) du Chapitee précédent.

Fowu, )= E BI’I" Jlacpia-epu )’

L]
d'autre Parl nots avons

Nous avons

. " ! ‘ ]
it = 5 ;’»); Jou. pCme)liimi,



CROPRIETES GENERALES DE LA FONCTION PEICEL GUATRICE. i
formule dans I:ulm-llc- on doit, pour m .= o, rerplacer le coelli-
cient £ B U PONr 5 O par " POwe o par o dans

m r o
tous les autres cas. e mdne on a

\ )'
lo:ll‘ oo \ ./.... ‘ Py ",',~' II':”" !,
anud 11

avee laomée conyention ponr le cas den’ <o,
On en déduit, en |'o-m|»|m;unl [ pa g Fapd |0 ers valenes dans
le o|("\c'|u|)|u'll|0'lll de Fo n, ',

i ' V //‘ } . N TR TR )
tte, bt p/; LT /" "" ! 4 1z Chroe " *
e

Nous retpousons athst la formale (e ponr le cas ot o et m’ sonl
ditlirents de 2o, Cette Formale peut S~ certee sous forme de pro-

duit symboligue

~'\ mme

N N ,

~d, e B ,I N\ /_, J, v e R ,
¥i ! ] /

and /)

en comvenant e |‘t'lll|b|m'ul' I produnt ~_\||||m|io|m' |5,-,“,, prar B,
On trowve de méme sous forme de produis svinbolugues

¢ N f ,
t'\um = l ”"_ -t ' "' - B i l ( l ;/;;-:JIH ” I‘I")!

\ ,
(ll‘} : .‘\mn by \ /‘ m /: [" ' {'2 - “’!’l'

ol Ill

’\ —-ln..-~_';‘|s. T ”ls A T ,,I,

formules analogues i b formale a8 da Clapiiee préeédent,
242, Supposons parexewple quitl Sagisse de développer T partie
principale de la fonetton pertuehateiee, cestea=diee la fonetion
n o

du n® 248,

Nous observons (que

.\1 . J
SN LI e
]



4 CHAPITRE XV,

se présente sous la forme d'un polynome du deuxieme degrd par
rapport aux exponentielles

|.:m' I iu‘ l.‘.iu" DA 'u"

w étant Panomalie excentrique velative o la premicre planéte et of
Panomalie excenteigne velative i L densicme planéte. Er, en ellet,
T,y Ly, £y sont des polynonies du premier degeé en Fio 1) i
el .2y, ry sout des polvnomes du premier degré en ! | i,

‘n examinant de plus prés, nous voyons que ce pol ynome eon-
tiendra senlement un terme tont connun et des termes en

l.:-zl'u’ |.::a'n’ l:2in |an’, yoinn
en tout treize termes, Nous étudierons plus loin ee polynome plos
en détail: mais, pour le moment, observons ue st Fon fait

N 3 '
o |a_u:‘ )= lin ,

-

Pexpression 2332 A2 deviendra un polynome entier dn sixieme
degré en .z et ¥ que Fon peut appeler Ria, 37). doi

Ly1A = Row, y)

. . LR ] .
La formule (vo), si Fon y fuit I == 1. devientalors

. R o drdy {1 dz dy
v =B [ [ S e ey

ce qui montre que By, est exprimé par une intégrale donble
définie dépendant de la racine carvée du polynome entier R, Senle-
ment les valenrs que on doit donner e eUi 3 sont nmaginaives;
on doit fwre varier 'ane et Pantee de ces denx vamables le long
d'vn cerele de rayon 1 ayant pour centre Forigine.

On pent ansst exprimer le coellicient Ay, par une intégrale
définie, mais cette intégrale est plus compliguée. Nous avons
trouvé en cffet

7A3 0

— At mm' N, = / / e I Al ) i e,
J o dudu

et 'intégrale double peat s'éerive

|
A ‘
/ / R\ 1K1 it tI_Z ,
. R (l."‘ ([.y £Z "')f M




PROVRIETES GENERALES DE LA FONCTION PERTURNATRICE, 13
(b a le méme sens qulan 0" 240 et séerit

!

’

| t .
Q= - |me (.I‘ o= --) e e ( y —
A J£ "

. e . ] . . . . . .
i dévivee seconde de 3 Sermtencore cuale dmne fonction ration-

nHe ||( (Ic' € (ltlc' ) tll\ls( e p.ll‘\ “\ l. ) ). lll.lh l| vault llll('ll\ |ml lll‘
directement de |.| formatle () en e marquant gue

. : . . Y]
I, comtemt - neyonfetd

\

- dor vl \ dy »
',l e {‘.7‘ I [] ‘ (J [ .-"‘)Ib lll == -'-?ll - -I \y—.- --)l
On trouve ainsi

OES ofr
() i:".‘" ey = / / *'-"“"""‘:!""-I'Z””
r"'y"' ‘{. Tz, y)

Qs Ser )50 3]

Seulanent ier Fintégrale (1) est beancoup plas compliquée que

d\ e}

Fintégrale (1§ parce que Lo fonetion sons le signe / n'est plos
abgébrique, mais contient Pexponentielle F82. On voit ponre guelle
raison e développement suivant fes anomalies moyennes est plas
compliqué que le développenent suivant lesanomalies excentriques,

243, 1y w deax cas partienhers sie lesquels nons reviendrons
plus loin en détatly, mas dont je voudrais dés mamimtenant dire
quelques mots,

Clestdabord celui o les exeentricités sont nulles. Dans ce cas
w'y o plusa fiee de distinetions entree les anomalies movennes
¢t les anomalies excentriques, et Fon o Q=07 de plus Forigine
de ces anomalies devient arbitraiee et nous poanvons les compter

a partr de b ligne des nands, Nous trouvons alors

A~ gt qua voss,
ol 7 désigne angle des deux rayons vecteurs, ou bien

J C e
Az (@ler @'’ CONTE 08 (U = g )=t SN - cosg - 1),
" A



4 CHAPITHE X\ ).

oun bhien cushin

R, Yr=ay[(ata at)ry - ad cosd oy
. .)I i
(i)

S
' —dd T~y o)
A

244, Le second cas est eelum on ineltiason matuelle des denx
orbites est nulle: on peat alors ehoisie les axes e cooce mnées de

telle sorte (ue
£ =,

(l‘t)(l
At | - 2 e diwy o ey = — 0 2y arg)

On votannsi que Reasy v est e produnitde deus polynomes entiers

du troisicine degré
Rewry vy = Rycreo ) Ry,

Le prenmmer de ces deux polynomes Rycz, y) contient senlement
des termes en
£EY,oaytloay. et y.

Les denx conrbes du troisiéme degee

"| o ), I{g =

passent par Fovigine et ont des points & Finfing commmnns: elles se
coupent en outre en § points dontil est aisé d'interpréter la signi-
hieation,

A chuque point M de i premiire orbite corvespond une valenr
de o et par conséquent ane valewr de et i chagne point MY de
L denxiéme orbite correspond e valenr de @’ et par conségquent
e valenr de p Liéguation By = o exprime que i droite MM a
pour coelficient angnliirve £ Féquation Byz= o signilie que MM
@ ponr coefticient angulaire — (.

Les quatee intersections des deux courbes du troisieme degré
Ry= N, 0 correspondent aux quatre intersections (géndrale-
ment imaginaires) des deux orbites elliptiques,

Si l'on suppose que ¥ et par conséquent M soient données,
'équation By = o est ne doguation di densieme degree en .25 cela
s‘expliqne parce que la droite de coeflicient angulairve 7 qui passe
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par M coupe la premiére oebite elhiptique endeus points Met M,
Les denx pomts M oet My se confondent. de sorte que Péquation

Re-m o deny racies dégales et gqoe Fon w
(l".
T N
dr

tomtes les fois que T droite MM est tangente i L preanéee orbite
elliptique: cette tangente i Pelhpse ayvant pour cocfficient angn-
Lire - ¢ passe alors par Fun des dens fovers de ladensiime orbite

l'“ipliqllc'.
Deméme sl droite MM passe par Puncdes deas Toyers de L
deaxiime orbite elliptigne, ona
R,

lapc i § 2%

Mais les denx elhipses ont o foyer conmmum i est Porigine.
I'our la dreoite MM corves pondante, ona

cllh . (,l{l
l/ﬁ)' l,‘l'

=1 0,

ce qui cen regardant et ypcomme les coordonnées reetangnlores
d'un point dians vn plany montre gue L courbe dn troisicme degre
R, = o cde méwme que la courbe Ry= o) un point double, Ponr

K, == o0, ce |mi|ll donble est

(M °
R VORI e ey
oyt - | =y \/| P
el pour H._. et )
« ll’
A e e ey L
| == ‘/| - ,‘1 | R \/' y—— l.n"ﬁ

245, Nouswvons voau 0 238 que le ealenl de T pactie complé-
mentaive de Ta fonetion perturbatrice se déduisait aiséiment e
celui de L paoetie prineipale. Mais ol y o neuxcd faieey car e pre-
mier de ces calenls est heaucoup plus aisé que le second, de sorte
quiil est préférable de le faire directement,

Nous avons vuau i 289 quey si on pose

. ’“ ’ .
"’ ) N i nll«.‘ )
sl
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les trors formes de Ia partic complémentaire, auxquelles on est
conduwit si Foncadopte les variables des 0 26 00 44, sont respeeti-
vement proportionnelles anx trois dérnvées secondes de W,

Cherclions done i développer W et pour commencer étudions le
développement de W snivant les exponentielles Efput =ip sl sepy
aisé den idmree ensuite par le moven de la formole (12) le
développement procédant suivant les exponenticlles |imékin’e,

Orv o, 2, .« sont des polviiomes du premter degreé en B,
2w,y sont des polynones du premier degré en K%, Done
U est o polynome de premier degeé en 199% dPune part, en J5°
d'autre part, desorte que le développement de W smivant les expo-
nentielles [ipetip'a s composera de neuf termes senlement,

lrésuhe de L gne, silon applique L formube (rg) an désveloppe-
ment de U suivant les exponentielles Bomtron? - ohaque coefli-
cient Ay dépendrea senlement d'un nombee finge de fonctions
de Bessel, On peat done, en se servint des relations de réenrrence
entie ces fonctions de Bessel, ramener ce coeflicient 4 ne plas

olépvm.lr«: (ue des transcendantes

[ ' ’
Jtmer, Y, cmer, Jcom'e’y, detm'e'y,

246, Hansen prend pour varviable indépendante Uanomalie
excentreigque ¢ de Fune des planctes; supposons alors qn'il ail
deéveloppd L fonetion lmrun'lmlrim. on Pune de ses dérvées, ou

Fune des composantes de la foree |mrlm'lmlrimf sous la forme

Q)
I '."t\ B, Kiwpusvpin:
4l
NOUs avo s
{ =1 — ¢ sinu,

I =t - s,

D autre part, dans la fonenon |m|'l|l|'|ml|'in~r- dont tous les termes
conliennent en fctear Iy nusse |n-|'l|||'|mlrim:. NOUS pouvous, en
neghgeant le caree de cette masse, apphiquer les formules dnnou-
vement képlévien. Nors 7 et £ sont des fonetions linéaires du

temps el sont par conségnend lées par e relation lindaire, Jéerms
" Ml sy,

A ctant e l'uppm'l tess oyens ionyvemenlds ¢t 2 une constante,



PROPRIRTES GRNRERALES DE LA FONCGTION PEATURBATRICE. {7
Jh alors
U= ki vo v — b sinu,

ol ¢n |ms:||\(
wy - he .oy,

U=y - ke sinn,

et enlin
ey = g - ¢ sin - ke sinu,

I’rn|msnns-nuu< de développer I¥ sons la ftorme

IF = VA
P

Cormn cme)
mom: Ve .

B oviendra

I ’l =\ wenst T / / IS 1 vy i uy oy 'I“I .
ot enoantégrant [y |m|‘lit_'§ par rapporta w, et a o', ¢ est=a=dire
contme st ane constante,

gt dlE
AT Ny = / / ;-I—l’ ,[—; I smn ) o did.

Mais
ol .2‘\ , ‘ .
""" - l /' l‘ ',’,' I‘l’\"" ' " " ll

. . ’
\"' /’ \ T :
- -i‘-:‘ -‘\nun’ = / / 3 /'7 “ﬂ’l' l".”“"' P "4 Almis s mony o fyy (IU'.
. ad 1)

Mais e produit des deas exponentielles sous e signe / peal

. . »
s ecrnre
. . oo art L rgpg e
Jofter w0 =akoresing |08 g e foseee sinne

On trouve done tinalement

(n') N \‘ l,, |;,,,,'.|,,, pt— him'e s d,, -pt m' e’
R anmpd I
247. Gyldén cherehe i développer la fonetion perturbatrice
non plus en fonctnon des anomahies moyennes, i en fonction
des anomahies eXCentriques, nais e fonetion des anonalies veaies,
St e et e sont les deus anomalies veaies et qu'on veuille développer

la fonchion I saus la forme

N\
9 . 0K s .0,
I = 3 (I DT



18 CHAP. XV = PROPRIETES GENENVLES DE LA FONCTION FERTUNDA TRICE,

les cocticients de b sére seront donnes | L formule
— Ty, - , / I omee by
[ ] [ ]

oo . LI N ta . * L -{
Si Ponpose I ced By ceette itegrale double se transtorme
e ane autee ol toneton sons le signe / ¢stoune fonetion ration-

nelle de 0 de oot de A et on A lne-meme est la racine careee
dome fonction rationnelle de et de yel Gest ee (llli arrivint deja
dans e alc"\.’a-lo»|;|n'||u'lll sunvant les wanomalies n-xn-llll'inlm's‘. L.es
devy développements peésententdone i pen pres le méme degre de
dithienle,

On poureat chercher dillenrs des formnles analogoesa la for-
mle crzo et qui permetteaient de passer de Fonca Fantee,

H fant ensuite tont exprimer en fonction de Lo variable indépen-
dante chosic i est Fanomalic veaie de Fune des planétes. Pour
cela il faot se liveer doun ealeal analogue @ celui du nméro pre-
cédent, mars pour leguebil w'existe nmlhenreusement pas de for-
male ansst simple,

Nons avons une relation entre L et ¢ gue e puis éerire

[ [ ST '.5( V. e,
Sive e dtant ane foaction 'n"l‘lmlulllv de v, et de méme
v\

. Ui’ o 7! o'y,
et enhn
TR A B

don, en posant
V| - /;1""" {.

(= Vpom e e e, e ) - kegov, e,

¢

STt ensante, s Parde de Péquation cos ) de développer e xpo-
nentielle

|-:rmv-m v o
e osepre |wm:éc|a|||l sutvant les c-xpmu'mivllvs

\ .
foeipears pi, )

L analogie avee le calenl du numéro préeddent est évidente,
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CHAPITRE \VIL

LES GOEFEFTGHENTS DE LAPLACE,

248, Nous commencerons par le eas o0 les excentrieiteés sont
toutes deux nnlles, ains que Pinelimaison mutuelle des orbites.
l,‘v.\'lm-ssinn AL prmul alors la forme

Az At e @'V gaa cos(l-- 1),

connne noirs Pavons vooan n” 243, 11 sTugit de clc':\'c-luplwr

R
mais nous te nons hormerons pas i pour les raisons EApOstes i
* 215, et nons nons elloreerons de calenler le développement de

A oasétant un e ntrer lllllmll' (|m-|o onque.
Nous obseryerons dabord (que A% est homogene do deuxicme
[]

degrd parrapport i et e, el daatre part (e A% pe cl«’lmml des

angles fet /! (que par Fintermdédire de
. ) ) G y
cos(l ) = cos(te =) = - ( . >
o\ a2

Je vappelle que, quand les excentricités sont nolles, les anon-
Iio-\' |||n\"v||ll('..s' 1ne st ili.\lill;_;lll:nl |):l.s' (I(!.\' :lllnnmli(es (:,\vunlri.'.“fs,

:\HII.\' stlinlie' s alnsl ('i)Illlllll.\' H I)llM'l'

(o

. ' '
N W 3~"[|-s,-. -1‘1...—-4(;..... ) I .
N Y

Nons pouvons toujours suppuser %<l saftiv pour cela de

vl ;



o CHAPETRE \VIL
supposer que Fonacdésigné par o e plus petivdes deas grands

VAL

Nous connues done conduits i développer
I}

o sl o ()]

sunant les [Prossanees enlieres positives et |u'-;,;:|ll\‘v.~' de 5 sous la

Ll

.
lt e

N\ bt sk AN bp Jokid 1),
r I i
Les coeflicients 64 ant veeu e now de coefficients de Laplace.

240, Si nous [Posons

“'r'f(l ‘AJ)(l--- ')n

nons vovons que Fone change pas, ni par conséquent 10 quand

| . .
on clunge s en O cela vevienta elinger 4 cn — A ona done

o

{1 L

1y K

DSwtee paet elanger A en - A celaorevient i clanger ¢ en -
Fegalité précédente montee que les coctlicients ne changent pas
quand on clamge £ en = onos coeflicients sont done eéels, et nouns

ponsons cerre
.
(2 I s by \ br coshil— 1),
’ <l
Iy entre les coelticients de Laplace certames relations de pé-

. N vy (X} . . .
currence qut en facilitent le caleul et qu th est omseé de dédunre de

Midenute

-
(%) | D .v-;Zl;/" sk,

Nous avons ilI('lllillll('“ll'lll

Co $odd s

[T

)]



LES COREFFICIENTS DE LAPFLACE, 1t

d'ott en cgalint azéro le coeflicient de 34 ¢

o xsu(hFV A Yy e a hbb — 2tk v bR ek b SV
d'on da velation de récarrence

(9) bk (s- k -1 T S S N R BRI LI Y NN T

Nous avons ensnite

. [ I 1,.

I $ =z |._z(::.1‘..... It B I DR
. \ S

ou

|

Nk [ 1 ) ~ ‘
5 I)f"* Y - |-—1(:... ..).;411 \ l"l.';/,'
snd . I

on en ¢galant & zéro le coeflicient de sk ;

(6) b= at) b 2ty + 0 ),

velation de réenrrence qui permetteait de passer des by oaux by
s 1 serait préférable de chercher une relation de récarrencee
permettant de passer des boans by Nous pouvons prendree deas
relations (6) conséentives qui nous donneront deas éguations
etee AA OO fes quatee inconnmes B LA LA L bAE
Dantee part les relations (5) nons fournissent dens autres rela-
ons entee ees quatee inconnues. Nous pouvons done déternmer
ers qquatee inconnues en fonction de b4 ook

Pour arviver docectement an méme résaltat, nous |m|'li|'u||.~z de
Fibentane
’0”"

e () =g,
e

(=) P

o I* et Q) sont des polynomes do premier degré il est faeile o'éta-
blir cette identité ¢ de déterminer les polynomes 1P et Q. Gela
posé. nous povons observer que les eocflicients de la sévie (5)

penvent duee ¢tabhis pioe La formule de Fourier
(%) ey / Ioxsh Vs,

Plintégration dou ¢tee prise, par vapport & /-0 depimis o
i""‘|".‘.' 2w el par conséquent par rapporti s le long dun eerele de

rayon (1 )
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-®
~

Fon veetu de Fidentite (71, NOUS potyons mulliplivr i fonetion
sous le signe / par be prewder membre de cette identité, ee qui
A\

donne

. . . . .(1'; .
alnhtr - / A "'.'.I'l’ll.‘.-r/ -4 "JA"‘)(/S.

! . , o3

Nous pousouns tanstformer L seeonde mtégrale par une ite-
. ' Ve . . o
gration pae parties, en obseevant que, Pintégration se fasant e

long d une higne fermée, nons pouvons laisser de eoté La partie o
sort du sigoe / et qui prend Lo méme valenr ans deax liaites,

Notee inh'-;.:l‘;llv devient wnsi ¢

) ' )
|7‘_ I l"l K] IblA -0 );I-(‘) .4 :I.w ] ’_, A I ’I;.

S, 11.‘;'
Mais il est vlaie que

| dO)
| [« k1) 0 e :~-<:]
s - - (13.
est un polynome du premer degit en 3 soit

'
S2e -
. .

o |m|\'||n|lu'_. notre équition devient

almb - /l"' VRS sh s,

1|‘nlll
(s' ) I'.'/\‘ - ;;/,!‘“'” -t - -‘p I':"i‘;l .

Clest la relation de récurrence cherehée,

Goseee aux relations de vécarvence €3, (6) et (8, le caleal des
cocllicients de Laplace peat éve sonend i celui de deas quel-
congues dentre caxy pir exemple

Il") y /)% .
2

250, Considérans ninmtenant la dérinvde

'”’xk
Tdx ,



LES CORFFICIENTS DE LAFLAVCE,

-’
-

o dittérentiant la formule (8) sons le signe / il vient

. dh @ Pt .. ) :
P Y - RN S / O S r').z):" Vels,

l['& S, N S
don

Voedh ¥ _
(v AU A TA L 120

co c||li pPeret «|'n'\|n'ilm'l' les dérivées des by en fonetion des by,
el par conségquent en fonction des by,

Nous pourrons done finalement, par ee moven, exprimer Lo de-

o, c”:“.‘ . ' » . !
rivée == en fonetion de b7, by sous la forme
o 4 ” iy
J -
(//I,,”
(“" Les @i - l‘,’“ t- “)/"'
(1‘4 . !

k| ]

P et Q étantdes fonetions vationnelles en 2,

Fon b rentiant b relation o), nons trouvons '
/h” ht
2 )k b dQ ‘ '-;' ' ';
e SN T LA Tl T RN L
el g (% g = dy oz

de sorte (que I dermvee seconde est «-.\|n'i|||1'm en fonetion de I, /
v 4

ct de lears diriydes |n‘l‘.|||ic"|'c-s. el peat par «'nnsc'-«lm!lll. B une

nomvelle application de La formule Qoo étee exprimée en Tonetion
de HY et by sealement,

(n npc"l'c',l';lil de méme pour les dériyées dlordee .~'|||n'-|'i«'|||‘.

" H
2951, Nous avons

. A x\ ¢
I -‘:‘=(|--1$)"(l - ) ,

Or Ia formule du binome nous donne

SCS 40y
(- 223 St ] e $YUS b e "l;.‘.;.
1.2

ou plus généralement

N Pos o g
(Ve k) $— @ . / ult sr
o (s U 0p o



i CIAPITUE VI
ot I représente la fonction eolérienne. De mdme

~ Pis i

(1L-- %23 V) Sz S
’ l(.\')l‘(’ t- 1)

K0S

o, i ll||||li|)lic';|linl|.

\' P Bis g
l*(a)l(p+|)l‘(r/+n

ll‘ & [H II :p l”

o c||li nous donne pour le coeflicient de 3% :

oo e h_. IR 'q

)__\‘1 |(\A."*'./)|('€t-ll -+ )
! -dl’(\)lll/ =) g A1)

()

lormale quidonne le développement des coeflicients de Lapliee
suivint les puissanees eroissantes de 2. Nous renguerons Lol
dabord que b5 estdivisible par 2%, et que c'est une fonetion paire
on impaire de 2 soivint que A est pair ou impair,

Rupprochons lasérie (e la sévie hy pergéométrique de Gauss.
Cetle série s'éerit

Vi) VOB 4 g) 1'(10)
l \ ‘ o ) 1""’ , "
A, G Sl(r/-f—l) PG~ ) 10N 1By ’

l,il lfl)lllliill'ill.\'()ll nous (I()Illll! IIlllll(:'(ll'.llf?lllt.'lll

DR =D e R P (g, 8 b Rk, 2,
y Ptk ! r 25

252, On st que la série hypergéométrique de Gauss satisfait &
e équation lindaire du second ordre, il doit en éwe de méme
de bF L Cesten effet ce quiil est aisé de vérvilier. Nous voyons e¢n
clfet que dins L sévie (e le vapport duterme géndéeal an précé-
dent est

($ kg NS t-ga-h )

[ S 27

Wy -+ k)

Si done Jappelle Gy, le coeflicient de 2497 nons aorons
i v hyGy=s (st g = )($s g hk—1)0, |,

don

(12) El[(l/ !-Ic)fi.,u"l"":-:}:(s N DY T AT R PY PR LUARS



LES COEFFICIENTS DE LAVPLACE, ’0

Oz, si nous obsevvons que

N db N ,
-.';\ (,‘,317'/;. A = i 2(-),7 ,../.)1.,,2'-'7‘/._
aanal

112
) ~
3! ot tg hycoag b G, a0 4
l/l’ ] /- /0 4
el que de mmce
s dh O
21/ _~.\ iy AU AN 3 e \ (g v b ca) Ly PIUARS

)
LI Y e R R W R Y7 e S B DA U RN
odx? 2' /- / /1

s Nons remarquons de plus que les caetlicients dn |n‘o°|nic-|‘ el du se-
comdmembrede v quisontygcyg - hyos vogpeman(s g b
sont des polynomes do second degrd en g et par conségquent peavent

s‘exprinter hndairement, le prennes i ade de
be oag =k Crg = hyiag a- h—),
le second a Pade de
by g ko gk ey o e b

les coeflicients ne dépendant (ue de 4ot de s, nous verrons .|u'i|

Vo une relation hindaire entre les sin (Inunlil«"s

") drh b th
/) " "5 R ¥/ 23 ., Y ey
o ez * et ok ol #! dat

relation dont les coellicients ne cla"pvmla'nl (ue de £oet s, (Gest
|'n‘-c|||;|lin|| duterentielle cherehée,
Fai supprimeé pourabréger les indices s et bodde b )

Cette c"oluulinn sdertt

I!I el
o RN |)11|—-"’-~-|.|.\1£'-—i-/’(l )| b = o,

!‘:“c' 'N!Ill nous illtliclllt'l' conunent se c'n||||m|'lt' Lt s«"l‘ic' (1)
pour les valenrs de 2 vorsines de o, Les methedes de Fachs noas

apprennent en elfet que les inégrales de cette équation ne peayvent
[‘2/ .
présenter de shgrubaté que quand Te cocflicient e det annule,
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LY ) Y
¢ est=d=dure pour
220, % .ok,

Paur 2 == 0, les meines de |'t':c|||;|linll déternimante sont A4
ce quit veat dice que Péquation admet ane ntégrale pacticulicere
développable somvant les puissinees de 2 et conmpencant par un
terme en 28 (eette mtégrade w'est antre chose que i fonction 42

(qui nous ocepe) et que Pinégrale générale est de la forme
S = hbF loga,

I étant une constante queleongue et S une série procédant suinvant
les puissanees entiéres croissintes positives ou négatives de 2 et
commencant e un terme en 24,

Restent les points singoliers 2 == == 15 Je me contenterni d’exia-
miner le point == -k puisque Péquation ditférentielle ne change
Jries ¢||li|lh| ol c:l):mg(: sen — 4.

Pour 2=+, les racines de Péquation détermimante sont o
el 1 — as; ce quimontre que, ontre one intégrale particoliére déyve-
loppable snivant les puissances de 2 — 1, Fintégrale générale est
de Ta forme

S+ Plog(a—»),

oi P et S sont développables suivant les puissances entieres crois-
santes de 2 — . le développement commengant pone I par an
terme de degré o, pour S par un terme de degré 1+ — as.

' 1Y . » . . L]
Pour s = =) ona) —asz==o0 el S e devient pas infime, eest le

second terme qui est prépondérnt, de sorte que 6% devient inting

., N
pourz =1 de loméme manmiere que log(z— ). Pours ==, =, ...,

~ 1w

le terme S devient infini et prépondérant de sorte que A devient
intini de Lo méme maniére gue

(% =) M,
On voit pae By e B série (1) converge pour
|2l <

et diverge pour |z >0, Les résultats préeddents se dédnisent
daillears immddiatement des propridtés connnes de o sévie hy per-
géoméirique.



LES COEFPICIENTS DE LAULACE. =
253, On proposeé an tres grinud nombre de |n'm'c'~t|«".~ de calenl
pour les coellicients de Laplace anas il voensacon qui est tees si-
perienr d tous les antees, e'est eelui qui est fondé sur Femplot des
fonetions c'“ilnlinlllc'n‘.
Nous sivons que Lo fonetion poey de Weierstrass est détinie par
I.c"clllallinll
[prrenft—= (proa) - gapluy -y = jtp =l p —eqip ey,

ol ey ety e sont ois constantes hides par Lo relation
- Cror b ey o
avee la condition
jb( )
Nous sivons enontee gqu'elle satisfaat ansy conditions
Py = pC )y = plae v-amy) o3 prt o amy) = Pie ooy,
bty - ¢y, Ppiltrg) =y, plwmy) - €y,
D antee part La fonction Jca, qui est telle gue

Slw) =~ plu)
Jouit de la propriété

) =%, SOt vcnwmgy o= L) -veon,
ot
T, gl (ARTER PRI ST R

Reprenons Fintégrale

/’,A":*. _l._ /.. .. .z.?.‘ll.;. e = e
" 27 ] s as)iso-u)

et plus géndralement ke sotvante

bk ) / sk 1 ds / sk 12 fs
e S - ot o e s
g 2w, I 20T |=(r Je3-——a))

P vlentifier anx formnles des fonetions elliptiques, nous de-

VOIS lmsc'l' .

Soplae) — ey, BT gy, -y - ) b a0y =0y
2 ' 1 by ] 2 1

d’ o)
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(I‘UI‘I

(g (_1)‘3 [1:/;'..}" — / (P eq)h 1A p’t ey
]

N .

ele en particuher,

(|-!) ﬁV; I)‘!A”‘-‘:: / (]l - ey ,/- 128 ‘l“’
¥ y

258 Rappelons une propeiétd importante des fonetions double-
ment périodiques @ e'est e possibilitd de déeomposer ces fonetions
en éldments simples.

Soirt (e une fonction doublement pérviodique. soient «,,
tys o von e, ses infims distinets: bien entendu je ne regarde pas
commme distinets dens mfinis quand ils ne dillérent que par des
lllllltiplt's des |n':|'im|c!s 20,

Noita; i de ces intinis qui seray je suppose, d'ordree b3 déve-

loppons 1¥(a) suivint les puissanees eroissantes de o — «,, et soient

.‘\ A A Ak-~} .'\ [] . .‘\ )

— R VA SIS T OO

[ + e e ——
(e ==1t))% (1= ey )R (le-—a;)? - «
Fensemble des termes de ee «I«':vc!ln|»|n'nu'.nl, (ui ont un exposint

négatf, Posons

1\’,', ’\-‘ o,

Wty = NS00 —aj) - R (e — a,) i R i)

. e »

As o o
b T YA V(g —y),
ol S8 () représente Lo dévivée B de T par vapport & .
De cette tagcon Lo différence

ey — ()
reste e pone iz aj. Nous anrons alors
. 5, Y .
(h) Fiuw) a.-z'b,-(u)—i~ (.

G fumt nne constante. Gest ecette Tormnle bien connne Cili) qui
repreésente o (I«'-(t«‘nn'msiliun de (e en éléments simples,
Revenons any intégeades {(14) et (103); elles dowent étee prises

13
[

de o i awm S nons désignons I fonetion sons le signe / par



LES GOEPFICIENTS DE LAPLACE, i
4 (] . . . P .
1° (). nous décomposerons Fou) en éléments simples. et nons
itégrerons séparément clhiicun de ces éléments. Parnn ces élé-

ments 1y ense g nons donneront zéro, ce sont les éléments

/ e — ) du,

ou A as Pmtégrale indétinie nons donne

vih ). — )
4 tu AN

quic est Ccan signe pres) Lo fonetion poe-—a) si b= et une de
ses dérivées si A = Dans tons les cas e serionne fonetion don-
blement péviodique quic veprendec T méme valenr ans deus
himites o et 2w Uintégeale détinie estdone nulle,

\l bz

/ Yo o agyde = jowe -y,

et integrale détinie est
eay ) =T (=) T AUy,

\I /n -0, Of) 6l

/ Sow ) du < Ingg (e —n;y,

et Pintégrale détinie est

‘ loesiawm, .
‘|:-) . ’I‘f - -,' . '-/)4 L RN Y R U (Ij).
(R 82 B H/ )
Nous niwmrons pas d'aillears i faive dapplication de B formnle
(17) dans ce Chapitre,
Reste enfin La constante (4 (qui nous donne

/ G s 2wy,

Dhans e cas qui nous oceupe, et qui est eelon des itégrales (04
et b fonection Few) ne pent devenmr infinie qu’avee pean on

P (), cest=a=dire pour

1 S 0, )y, g ou ty,



O CUANPITIE XVI),

Jajoute ques pour s ;-.7:5 [formuate ()]0 elle devient intinie
sealement pour o =- o, '

De plus, Fexposant 1= as est pair, et comme p’?(u) est ane
fonction vationuelle de pia) il en sera de méme de P (). Done

Iy sera ume Tonetion pidre de o, ainsi que de o~ w;

Fowy = Foo— ), Few)=VFirm, = u),

Done le développement de For suivimt les puissianees erois-
sintes de won de == wg ne contiendrn que des termes d'ordpe
pairi il ne contiendra done pas de tevme de degeé - [qui aarait
pudonner un élément simple en L) ow S - - w;)] et elest pour
cetle raison que nons n'aurons pas i faire usage de b formule (s,
Nous n'avons pas & nous ingquidter des termes e degré —- 4,
O quiy comne nons ivons va, donneraient e intégrale
nulle, s sealement des termes de degeé a0 ainsi gque de la
constinte Cnous trouvons ainsi poue notre itégrale

N TR 3
5 ain (52 0k 2 Gy e :
1) Al ( : ) ,)_‘ 2, ( tn, AIHZI\,

\

‘ » YR} . *
}-;\,. ctant la sonuue des cocfficients des termes de degré — a

dins les développements relatifs anx guatee inlinis o, @y, 0y, 0y,

200, Ces coeflicients G et Ay sont des fonetions rationnelles
de z. Lk elfer le développement de p(u) on de p'Cay suvant les
pmssiances eroissantes de o on de e wp o pone coellicients des
fonctions vationnelles de e, ey, ey ety par conséqnent, de 22 il en

est done de meéme du développement de
Fluy ==(p -oyg)b Vrup't e

Done tons nos coefllicients A, sont rationnels en 4,

Paclons matntenant de G Nous observerons que I non seule-
nent ne pent devenir inlinie UE POIE 120y 01, g, )y, Nils ne
pentnon plas siumuler gue pour Pune de ces quatre valenrs de o,
Il en vésulte que F(u) ne pent pas admettre les quatee inlinis
wais senlement ane paetie dentee cuxgee quiil est diailleors aisé

de vérilier; pour celles di: ces (uartre valewrs pour l«-s«lncllcs elle
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. . » . \ L]
ne devient pas mbinie elle sannnlera de soprte (e Pon aira

. Q)
(NETR t»'t(.-:~\1 ~~Ib'4 )
]

L LT o))
A -a!? :
INIIII' "W ..=u, )y, (.)._.’ h):.: el ,N)III‘ (), == O, (p)., h):. Oays I) ili“('lll'.\' O
naura pas oz e, puisqie @est ane des valenes pour lesquetles I

sannnle, et o une des valeues pour lesquelles Foest intinie. Dane

W- 20y, gy Oll tay (it une |n"l‘i-uh‘ |)l‘«':.~‘ [N

Mats Ay st rattonnelle en oz 1 en sevicde meme de Jicw,),
SRy TR qui sontdes dévivées de poay pour o my oy
ol w,, el nons venons ||t' I‘il'»lwlc'l’ 1||l1‘ s 1|1;I‘i\'("1'$ soll clc'.\‘ |‘n|u‘—-
tons ationuelles de ey, ey e ety par conséquent. de 2, B équation

(rgr montre done que Coest rationnel en 2, oo 0. F.oD,

lon particulier nous avons pour

l LI
L /\;:\), l'(_u):._l,
A
‘' U
don
bl = 2t
] wY4
o
[ . ..
S e Lo--, Fow) . play = eymemep 200,
2
(|'HI.I
., |
— At v :‘.‘“'l{’* ~ )
I K] °y
'v‘. LR R el ST
2 ny%

e s A R
Pour nn coelhicrent bt (lll(fl('.ulnlm‘ nons tromvertons de mcme

).
) | ”f‘ l...a.. (.) ‘mj

A} /

. L]
Ty %

ol P et O sont des fonetions rattonnelles de 2. On détermnerint
wmsciment ces fonettons rmttonnelles a iade des velattons de réearp-

rence do nt 24,

256, 1 veste o eadenler wy et o ot BY et b pour cela je

renyerrn any formmles el |»|'n|m.~ilinn.~ pour Uemplot des fonetions



tin CHARITRE XV,
clliptiqques rédigeées diapees Wereestrass par Mo Sehawarz et tea-
duites de Fallemand par M. Padé (Pavis, Ganthier-V llaes, 18040,
Povtons=uous i la page 61, Deux eas sontiodistingoer, et diabord
celnt o0

Cyom— ¢y L €) — 'y, clest-dire 2.2 - — 4, - IR e
)

ans ce cias nous poserons

et itlors, en snpposant
R

N T

ce qui est le ¢ de Jacobi, nons awrons

! Al
=3 )
Y LY L LI

o orn
I [ ) 13

(20) h - . hi(})l)({-)‘.ln)(é) N

On calenlera A pae L formle Cron et Fon trouyera ensuile

\/3 ,'-'l‘.. et /E-E—:'! Vi (/l :'n» /c":-}- h V fraae )

/
’ "
Ry Ht) ir .
(20) \/ I)'l';& \/ -..-..' \/’ “ . |"".Q/l "'!h"’""’-,‘,‘?‘-..,
’ 3 "

\/' [ 1’-;'[;" b ‘/1‘3" \‘/l v gt = Y e

Ce sont les formules (6), (=) (8) de Sehwarz, mas nous ferons

nsage pome le calenl de 6% de T formnle

7l
('2%) Z'_":-.-.- --—;— cmem L= Y o live L)
V % v 1= ul ‘
cllli est la formmle (‘ 1') de Sehwarz, el pour le calenl de /): de o
\ 4
formule
. LAt ty v v hr s VY,
(i R : S
=? I L2 T L

c|ui est la formule (o de Sehwarz,
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e second cis est eelur ot 2 5

Vi

On se seeviea alors des

[ornmles (13) et suwivantes de Schwarz et Fon posera

Ve e = er ces 1 -/

g 'y B [ $/1
et Pon retronvern la formmle

. - h {, ¢
(.’.H’NS) /‘.-—« ’)"J(—) -+,

analogne & (20).
Nous anrons ensnile

AL
/‘l":: ": w, .

, ) 4 .
(2 bis) /-:-'-'.- o --~—-~-~—(l el o),

(""; ) II; it -vl “:i. e ““ (’“n /‘.

formules (1g) de Selwarz, Quant g et g, et par conséquent I;

on les deéduira des formmnles

L nt e A
(2 his) A R e
Vot==3/h

{

( ') i , 'f,' ‘"J e ",l -"3 T ’..

e -

()ll I'lflllill'!'llt'l'il clm' Gy ot ¥ sont Inll'('lll(‘lll illlilgillilil‘('n.

w)

vergenee; celle |':n|m||l«'- est extreéme; en e

257, H noporte de se rendre compte de B vapidité de L con-

. : o
Wet, st2-2 - v ona

Vo
V=1 .
e h-Z 1=
RV X
Co
el sy 2> -"/‘«» ol il
2
>
Y | . oae
I' -~ t;"“““ - /" ~ '.‘ 1:'
Vol

Suvant le cas, L on £, sera -2 o008

< oot O les sévtes qui procédent sy

Gunedis e hoou Jry sera

il Jes |n||“.||u es de fr et
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LARLAGCE,

c|ui ne sont antres gue les sértes @ de Jacobt on des series ana-

Jognes, et qui ne contiennent par esemple que des termes o

Pexposint de 2oest un carvé parfintc convergent teis rapidement,

s séries (200 et (20 bis)o qui donnent &eoet Jeyo ronvergent

ansst Lees l'nl»iclc'mc-nl. Imimpw danes e cas e |»|u~ déinvorabile les

terntes sueeessits sont rc,'.s'ln_-c'll\'c'lm'nl |»|us |n-l|l.~ e

| ! ' \
A N <y
" 1ud Loty s
s . . T I - R Y o . _.'“ . T "
Faoméme en néghgeant 2, cest-iadive 0
Lo
sl
|

"/'/;i; o o
Ve e vt — a?

-

!
‘./T;

el pour 2 >

Oon IN)IIl'
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CHAPITRE XVIIL.

LES POLYNOMES DE TISSERAND,

8. Nous allons exinnmer miontenant le cas oa, les excentr-
cités étant toajours nulles, Vinelinaison mutuclle des orbites est
guelcongues Dans ce cas, nons pouvons ne pas fave de distinetion
entre les anomalies veates, moyennes ou excentriques et nons

avons rous e au n” 243

A ms (¥ (= 2t s 3,

COSZ 22 Cos?  Cas( (-~ ) = Sin? . cosie -+ '),
» 2

H s"agit de développer
|

AL A

¢t nons trouvons dabord, enappliguant formnle (2 dn Chapitee

précédent,
. X - .
(1) (D (.’:; ) - [)2 - 'AZI).‘.‘ cosk sz,

It veste i développer coshz; ¢'est ee gw'a Lant Tisserand en
cmployant les artifices suivants

259, Posons

J

Cos? = == u, sin? ==y, Sixte — Ty, = U U
‘A A
cosg Ez Reost v eosy,, A LN y o= e
K
Z= - W= ), 2C085% = & -+ 3, RCEOSA w W = (ot
¥ .

Z =3 l" T3 ('—— P‘“; .—-“!‘3"|—zl’;‘l —— zy.""l e a’ "‘."

(L | )
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La fonle do o poivieome, généralisation de ki formule du

bimome, nous donne

» —‘ . .
/. — \ 1 R A e ¥ LA LT VRUIR U PRTORL BTN S

avee
i —s)

{ ‘2) . P e e s .- s Tuppuvy e anmems

N - R T T T T G T e T v ’
Vioyemtt e~ = S~ bipcnbee vnlog 0 lee v

(g, ey pyoe ftant des entiers poseelfs (luch‘umlnus et I étant la

fonction culértenne, ou bien encore
<
(' 7 = 2 A P8PV Co ey POC g B Py i Pt
[

Nous voulons déselopper 7, dune part, suivant les puissances
de 2 ety diautre part, sutvant les cosinus et les sinus des muoltiples
des anomalies ou, ce qui revient au ntéme, suivaut les puissances
positives et négatives de 3 et de w0 Nouws chercherons done le

coelficient de
z"' ;/) “vk'

ot m est entier positify, o et A entiers positifs ou négatifs. Nous

fcl‘uns 1|u|l(:
HE 2= (L e ,) [ S AR 4/ 4 20,

h—= e .- /). - ¢ ==t

I exposant @ - p de woest plos grand en valear absolue que 4
et en ditfere Fun nombre pairs Uexposant ¢ -4- ¢ de v est plus
grand en valear absolue que A et en ditlere d'un nombre pair. La
somme de ees deux exposants est plas petite que m et en diflere
d'un nombre paie. Le coeflicient cherché est done un polynome
entier en et v3 de degre

m_-|h| ~ k)
2

mullipliq’: par le tactear

[ | ’,‘-0 ‘ l,"llll \'lki'

Nous observerons en eflet (ue

Lome L) 000 g _: (e )V o e (- |,/0‘<A“



LES POLYNOMES DE TISSERAND. ti~
Sllppﬂs‘nllﬁ dabord heth pusilifs de fm"ull que ho:= ' h . A = ! /\!
et ful'lllnll.s' l«‘ llnl'\'llunut |' el alllc'sliull (I-' sorle (|l|t' |¢- t'nc'l'li(ticnl

cherchd sont
Tl KA VLY I

“'uismla’ clulu'

moho= ko, mo-e o v kisoaf,
W -1r- /' h -+ 2P € o-pe) o b—v-n ¢,
Jdon
m =Mook
o ~+ /; LY L ,, ager @2 TLY v e sebemeen e e e /, .y 4/.
2

m— h-—/
L R et i TR / PR J B
« , ro

i viendra, en se veportant aux formnles (4, et (3).

Y Vor  woairaig

J

IR S e YV - p =) g )V S 0 (e e

Nous observerons que moet e 4= A snn.l de méme parité et, par
conséquent, que fiog 245 et % sont entiers. Gela v nous per-
imettre de timsformer la formule; et, en effet, si £ est un entier,
on @

O Py —s) ' 8 4
) ~ =3 -
) ey -8 4 I'is)

- l)l.

Cette formnle résulte de L relation connue

n
Pisilin e $150 covmemy
SIS

et du fant (ue. si 4 est enlier, on a

silll.\"r lyn 0o 0y sinss,

260. Le polynome PP w'est autre cliose, & factenr constant
pris, que 'nnodes cas particoliers de la sérvie hypergéométrigne i
denx variubles ¢tudide par M. Appell. Introduisons, en effery la
notation de M. Appell, en posant

UVeg-r-my 'ar 2
rimsos (== 1),

Foxo T —g—m)

(%, m) =

Lil l)l‘!!llll("l'(? (?.\'H’USSIUII s l)l'l".'itfllltf sous une forme lll('l'fl('l'-
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minée quand z et 2 + m sont des entiers négattfs: mais il est alsé

de vorr que la virate valear est alors le prm.luil
N N R P R R S RIP S

et datlleurs la deuxitme expression st alors déterminéde,

1
Nous aurons alors

Capr == Fogree, oy = Pog e,

Foh - para Fok oo
Aoty pres om0 A b py e
=t Vol =y tem g ek =)
. Fitem f = o
(_[ R e cl)::l---lyl""l T - :

L B /-—-.\‘»--/) -4(/),

P 2
(=g or ) =2 (= PP e e e e

FPitrrgy —p—gq)

don
. l. l - ¥ ) l'
(&) | LY i - e /‘ ! I IA e
(l——./—‘.\) VA= VLR~ LY L)
et
)l { e S ) tf ) (-l )
(7) Py = S / / Lrey TRUDLUR

(h-=v.propyck+agrin g

On reconnait, dans Pexpression (1), la série hypergéomdtrique
a deux variables de M. \ppell.

Nous avons supposé dans ce qui précede h et A positifs, mais
nous navons pas ainsi restreint la généralité ct, en etfet, 7 ue
change pas qquand on change. soit 3 en 37, soit w en w=t; d'on il

st que le coefticient de

2 sh wk

est le méme (que celim de

amg Mok gmghp—k  gmg-hg-k,

261. On sait que la fonction de M. Appell satisfait a deux
équations aux derivées partielles; on doit s'attendre a ce qu'tl en
soit ainst de notree polynome I* qui n’en diflére que par un facteur
constant; c'est ce qu'il est ais¢ de vérifier. Soient, en eller, 7' el
17 les dérivées premiéres et secondes de 7, par rapport i

Foos a2 na(pcost +vcosn) -,
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1l viendra
7

(8) -l,u— - -07,'110 ) u'nif—-v resce, 1
d7. . , 7 .
(I.)) e s = 2 L, 4 CONe, ——— *"—-A/. % vast,,
ch)a 7y
YA pw v
\ Ty = N LTS AR UL E L TTY ARRITE
l L4
(to) I"/
8 & aw v -
’ cme— T3 '| 2ty 4, .\lll"r, - R /. tase,
de? '
dr/, oy ) dr7 .
—————— ) '| 1’/. 1'015’;. e e ,’lz’ /." 0'on5 (ML) r‘_
( i i oly
1) .
27 s ey .
——; =) '.l’/, ok 1,
(L]
. oy o
(h2) —— |/.l’.(---~t‘n§7»"+‘.£/.,

o2t

‘ ;l::.?" - . ’lZZ"(I — c()\’7|.-.'-‘:3 —p 7‘/ .‘”3&'
l L4
13) . .

( ' LA

-"‘-'-"""llx ‘I-' - cm—— _i 17,'1 R 'DNT2) "”-"’. . 'AZ' Con l'.

ce clui nous montre (ue ces onze dérivees partielles de Z peusent

s exprimer linéatrement en fonetions des nent «|uaml|h-.~' sthitvantes

/. 7-""'."5. 7' cos t,,
(vi) 1. AITES 2 eosy,

7 costt Leostensy,, 1 eosd 7,

les coefficients étant des polvinomes entiers en z, e .
Dhalleurs, ces ¢|u;ullih"s (1) ne sont pas idépendantes, elles
sont ldes par les relintions

f P-Z’)’/" ~—'L'l:l.7."“c)~i

’

— a0l eas, L NI A

(1= a4 cost —aual” costt

e T costensy, mi— s a0 eon

(1 -+~ %1 p?." CONY, =) ’4[).7.' o E Cos'e

\ e X AR L BRI

Il estaisé de comprendee Porigine de ces trots velations.,
De

foez |64
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nons deédutsons
7" = (5 -~ 1)1

kn remiplagant I pare scovadeor o lapremiere velation (1)
et 'onsara b deuxicme ou Lo trostéme enmultiplinnt by premiére
l)ill‘ (31).\'.‘: Oll ');u' CcOst,,

Mais nons pouvons aller plas loing es relations (8) @ (13) nous

iontrent que les onze iérn des

o/ A Y, dr, dry,

e & dpt d T e
A et L Y
l[!l.’ ’ oy el Y e b dat’ * ;I_;(I!l.. bR e

s‘expriment lindadrement en fonctions des dix (uitntiteés

\ VA LY APETILER AP
(17) 27a3 L arcosti. AateosZcosy, 4723 custy,

L'a+, L a3cuss,  ATadcose,

les coclficients étant des polynowmes entiers en w et en v indépen-
dants de . D'autre part, ko premire relation (1)), muhiphiée
par «?, sera une relation linéaire entre les dix quantités (17)3
nous avons donc douze relations hinéaives entre les vingt-deux
quantités (16) et (17); en éliminant les dix quantités (1) 1l nous

restera deux relations entre les (juantités (16).

Il v @ donc, entre les anse dérivées (16), deux relations
tenéaires dont les coefficients sont des polynomes entiers en w

et eny.

()r nous pouvons poser

.
1 == 2 Uam sh (k= E Uam Sihlekag

avee (st par exemple & et A sont positifs)
= (-] ”l""’i' |"l -'k l"

On voit alors que, dans les onze quantités {16), le coefficient de

gt fSih B k!
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se vedunt respectivement i

. ! !
mli, "I,;; ' :;{ll Y Y] U I— )
2t ) d2 U dli m l“_I
ll[l' ) t[:l. 11'4 ' ;I'T ) min - )4, nt l“!)-. ' e

Si done nous prenons 'une des deus relations hndares dont 1l
vient d’étre question et i lient les dévivées (16) et que, dans
cette relation, j'dégale i zévo le coeflicient de

oqrH 't:i* ni. YA .

Jobtiendeai une relation hindare entre les dévivees

dU) dU 2l dt U U
(%) v, <0,ofn, ) L
o oy o1 dia ol v?

Donce le coefficient U satdsfait dewe équations linéaires awr
dérivies partielles du deuxicme ordre, dont les coefficients
sont des polyromes entiers en u et 9,

Ce sont les équations de M. Appell.

262. Je vappelle la forme de ces équations telles que M. Appell
les a établies dans som Mémoire du Journel de Liouville (p. 18z,

1884).

(=t Y s

( \ ey e ta e e e p =+ 3 - 1))y e 253 0,
1) ‘
’ (Y =—=D3) == ) =21y
o O R BT B 17 N IR SRR NN O TR SR SR TN

Dins ces équations . ety sont les variables; 3 est fa fonetion
inconnue, p et g sont ses denx dérivées du premier ordree: r, o, ¢
ses trois dérivees du deuxicme ordre.,

Pour passer de ces équations i celles anxquelles doit satisfarre U,

il suffit de Gnre

-I‘ ot :"ﬂ‘ y —— \". z = " ’l-' /l lj
® e foey, o= L,
ook, ke

Mais une premiére observation se presente. les c'-quulinns li-
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néaires stnltiundes (rg) ne comportent pas une solution unique;

cles comportent quatre solitions indatrement indépendantes,

amnsi que Pamonwé Mo Appell. Quelle est alors, dans fe eas qui

nous oceupre, fasigntlication de ces diverses solntions?
Reportons-nous o ce que nous avons dit au n® 242, e appli-

(nons des |n-im-i|w.~' atutdlogues au probléne qui NOUS oCeupe ; nons

veerons que le coetlicient de shat dans le développement de 7

sera égal

{20) - e

[

- /' /' 7,3 el

L' intégration dott étre prise par rapport i 3 le long d'un eerele
avanl pour centre |‘Hl‘i‘,{ill(' el powr ravon Punité et par rapport
e e long dnn cerele analogue teaeé dans le plan des o La
combimison de eces deux ceveles détintt un contonr fermeé a deux
dimensions le long duquel doit ére prise Pintégrale double. En
dantres termes, le coeflicient cherehé est une peviode de intié-
grale double (20).

Pouravorr Uil fnt développer ce coetlicient, qui dépend de z,
suivant les puissanees crossantes de 2 et conserver le coefficient
‘I‘. g

Mais Fintégrale donble ¢20) posséde dantres périodes que eelle
(e nons constdérons: une quelcongue de ces pértodes est fone-
ton de 2 et peat dee développée sivant les pitissances erotssantes
de 2 Le coetticient de 2 dans ee développement satisfera aus
némes équations ditférentielles de UL L mvdtipliciti des solu-
tions des cyuations vy, s'ewplique done por o maltiplieit
cll‘s /)I;I'l.l)l/l’.\' r/l‘ I.I.Il,l;‘.’."l‘ll/l' (Il ).

263, La série hypergéomewigue de M. Appell

N\ _tERm o Somoono
- T R O,

r N7} ""

peut étre exprimée par le moyen dune intégreale détinte, mais e
me bornerai sur ce point i quelgnes beeves nedications, Consideéa
rons 'itégeale

/ el Vor oyt de
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(quee nous prendrons fe long d'une higne allant de Finting & Fintin
en passant entre Jes deux points o et o,

IR ] . oo »
()n pourra tatre, par v.\a-mplc. = - = tn’ ot fatee varter o par
)
vilenes réelles depats — 2 jusgua 4= =, Cette intégrale sera linge
et déterminde ponrvi (ue

Y RO S N

Dans ces conditions, @ wun fucteur pres Glacile a déternminer
¢L qul ne change pas quand p oo g augmente d’un nombre
entier. notre intégrale est éeale i

Vg Ve
e

D antre part. notre série hypergdomeétenpre cann Lictenr cons-
tant pres, indépendant de et de 3 comme de meoet de nyoest

S = Ve — gy Fore—= o e o=
] | N T moo- N Pore=-3% -~ n
x (l'-"’ /“ . ..,’. m W] (‘... [/ e— ...‘ ":.’-/l
L, m th, e

On voit e cliggue terme sons le signe ¥ est décomposé en
) anl
. . , ' Ve ,
quatree tictenrs: le prenner factenr e'est Pintégrale

.

/u Vo ge=t)y V% onda,
o Factene pres Cogne est indépendant de moet de ne paisque me
et e sont entiers cet gque le factenr CLoainsi que nons venons de le
renarqaer, ne change pas qaand o des exposants angmente d'on
nombre entier),

De méme le secomd factenr, i nn factenr eonstant pres, cles
I"tntégrale

/c‘ Yormpe—e ) VD mgly,
(]
Remarquons que toutes nos imtégrales sent lines. an moins

. , N . . . » . . LR
ponrles valenrs de 20 3040 g satisfontd certaines inégahites,
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L.e trotsicie factewr est un tevne du :|«'-\v|n|»pc-|m'||l de

L ~
(] e )Y ) \ Ny,
amd

et le quanlric"nu- est nn terme du cléwlc»ppvnu-nl de

"h ‘
(=) * Z B, »n.

Nous tronvons Jdone
[ ] .
E / / R ORI N R L RO SN O s S i BT NI | TN
. L]

ot bien

. > ) € " i )y n
/ dieedve Yoo YV Xe Y ey VBAL, e B, | ~—————
o )y -V el =)

ou bien

. . \ £ Ty 40 y
dec v Yor-= )Y 0V 2y Yor et 0 3 g e o b e
. il — (- t)

ou enlin
(21) / / it cdv 0 ol g — g — 1 - ey -
avee

ll-“-.l-f-‘(s-——'.---"'" b:::l-o—l-—“‘*-'{.,

. — ..’-_' 'O_— - 0 e —

€= o . o e= | — e,

Liintégrale doit dire prise ant par vapport i ¢ que par rapport
a v le long d'une ligne allant de infini & infin en passant entre
o et 1. Les amtres sohttions des équations (19) pourraient étre
représentées par cette méme imtégrale can) prise le long d'aures
contours convenablement choisis.

2064. Favisageons toutes les séries

N (K M - W)U S, M )
] "-fﬂfﬂ.

(o mrc ne oy

. ’ 0 ~ ’
ol les constantes %, 3,0, ) sont égales i 2, 3, v, 6 augmentés
dun nombre entier. Je dis uie tontes ces sértes ponrront s'nxprnncr
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Lndairement & Paide de quatee d'entve elles, les coefficients de
Pexpression lindaire ¢t des fonctions vationnelles de et de
Soient, en effet) 300 34, 300 3 guatre solutions des dquations (1g);

o solution générale de ces équations sera nne combinaison hnéanre

de ces quatre solntions: quand e et 3 reviendrvont i lears valenrs
pronives, apres avore varié diane maniére contimie, 1l ponrra se
faive que ces solutions ne reviemient pas i lenr valewr primitive,
si-les variables . et ont tonené antour dun point singnlier. Mais
alors les solutions 3,0 240 340 34 anront subi une wansformation
Lndaire o cocllicients constants; ¢'est tont a fait analogne o ee
qui se passe dans le cas des équations ditférenticlles lindaires
ordinatres.

GCela posé, considérons quatree systentes d'équuations analogies
any équations (1), mais o les constuntes 2, &, v~ aient des
alenrs dilférentes, et supposous que la ditférence des valenrs de =z
pour denx de ces c'npmlious sott un nombre entier (et de méme

pour ﬁ,‘T, T'); soent

] - |- : .
R 1 A FUIR
P, s, 3, s,
o ik -i} o i ° g

02 [} -l| ] d‘. y
I ‘\ {l ‘
S" . U’ . =:|.’. ’.s

bes quatre solntions fondamentales de chacne de ces quatee égpa-
touns. De ce que les diférences entre les . 000 sont supposées
étre des nombres entiers, 1l resulte eect, atnsi (que le montrerant
arsément Pétnde des équations (1g), cest que, i ety déerivent

nn contour fermde,

subiront Za méme vanstormation hindanre (e

Sy S, oy 2y

Done les détermmants contenns dans la matriee

%\ S sy 3
‘(|" 3:' . .
sll?) ., . ..
RS L .
sy
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seront mnlnplu‘-s pir o méme fietenr. Les rapports de ees deéterpa
. Lo . . . ) [} » . .
nunants sont done des foncttons nmtormes et on vervit aisément
Cpmsgue nous cions pas de point singnhier transeendanty que
. . ) o . . . T . g X
ces tonections nmiformes sont rattonnelles. Nos détermmmmts somt

done ln"'l"n‘linnnvls A des fonctions

". “|. “g. “1- “'c

c|||i sont des lml\'nnuu-s entiers en 2 el en e de sopete (e nous

anrons la relation

(22) Rs, - Ry - Rys? o Rysp - Ryspt =0,

ce qui montre fa possibilite Fespromer hindairement wones nos
fonetions & Faide de quiatre d'entee elfes.

On aeviverant Gictlement an méme résnltat en partant des inté-
grales c2o, ee g permetteant de former effectiventent ces rela-
tons caze de peviendrai plus Toin sur ce point,

I semble dPabond que e résaltat, important pour la théorie des
series hypergéométrigues les plns générales, soit sans intérét dans
le cas particudier i nons oceupe; cis ol ces séries se réduisent
a des polynomes entiers. Mais il faut observer gque ces polynonses
pemvent étre de degré wes éleveé, car le nombree meodon 0 259 don
dépend cedegrd peut dtee tees grand s tindis que Tes degres des
polynomes Rode la relation c2a)y vestent hinites si les dilférences
entre les 2 cow entre les %0 des <0 les ») restent des entiers linnites,
surtont st ces Jitlerences sont tontes dgales i o on i 00 clest ce
qui permettrint d'établiv entre les polvnomes hivpergéomérigques
de Mo Appell un svstéme de velations de véenpeenee qui en faeili-
ternt constdeériblement le ealenl,

Coes velations seraient analognes anx rvelations de réencrence
ctablies par Camss entre ses sévies hyvpergéométriques et gue o
omvera a da page 130 da Tome N de ses OB uvres completes,

cditees par la Soeidte de ('u'illill;;‘t'll.

260, Ounels sont les points singnliers de i serie de M, Appell,
considérée connme fonetion de et de o On peat les tronver de
deny mamcres ditférentes, en partant des équations (g, e sup-
pose que Fonmt ditférentié ees dens équations par rapport anx

. . . . * 4
deus varables » et Y ron obtiendra qualre cqnations. on hglll't‘l‘nlll
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hndatrement es guatre dérivées troistimes de 5. bes coethicients

de ces (quatre derivees dans ces quatre dgnations servont

B e X2 ".-I")' ‘__".: “,
' At — -!.,:)o e ‘y‘.'.
A R A o,
0 —_a? i X L M T

dont le détermimant est égal

HTrR e P — ) 2 = %)

Les pomts singuliers nons sont alors donneés par = o, 1oz o
ot

£ Yo — ER0N MRl N A L

¢ est=n=dhire
(a’}) Vi =V =1

On poureattareiver:ntiméme résultaten partantde lintégrale con:
les pomts singohiers de fa fonction détinte par eette mtégrale

s'obuendront en envisagent les quatre factenrs de la fonction sons

.
Jeo sigll«' /
v , Vv, W ~—uv--ur, ¢v-——uy—_7>

Si on regarde un mstant ¢ et v comme des coordonnées rectan-
gulaires et quon égale ces factenrs & zéra, on obtiendra Jes
coprations de deax droites et celles de dens hyperboles, 1 v aura
nu pomnt singahier, st les deux hyperboles se touchent on s teors
de ces factears s‘annulent 4 1 fors.

Ouand la vartable 2 wourne antonr de zévo, deax des solutions
partculieres des équations (1) ne changent pas et deax antres
sont muluphiées par an fuctear constant 3 al en est de méme quand
la vartable v tourne autonr de zéro. Quand ¢ ety tonrnentantonr
d'un point singulier satisfuisant & Féquation (25), i1y a trois
solutions qui ne changent pas et une qui est mnluplice par un
factenr constant. On vérilierail aisément ces résultats et on dérer-
minerant ces fctears par Péunde des équations (1),

Dans le cas particuhier qui nons oceupe, la série de Mo Appell
se réduit & un polynome, elle n’a done aucnn point singnher et
les points singulicrs que nous venons de déterminer appartiennent
seulement aux solutions des équations (1¢ ).
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D %nre part, dans ces eas particunliers, nous avons

J J
2ot s Cant -y, | T L
! ) : A

d o

v e \/)' = 1.

Nons retombons done justement sur Fun des points singuhiers
détinis par Péquation (250 Cela o' pas dincoméntent puisque
ces points stngithers, commte je viens de le dive, w'apparcticunent
pas i notre polynome, mats senlement aux aatres solntions des
équations c1g). Nons verrons mémwe bientot qu'itl résulte de ioane
stmplification,

2060, .lnmlu'ic:i HOls aVONS Fisonhe conine sl et ctatent deas
vartables uulc‘-lmlulmnus. Nois savons «In’fellc-s sont hées par la

relation
[LERL I A |

de sorte que le polynome Py g était entier en p? et 2, devientun
polynome entier en v sealement. M. Appell a transforme les -
tons (rg) en v remplacant » par v# et par (1 —v)%; 1l montre
winst (Jowrnal de Lioweille, 1884), par an calenl que je ne repro-
daieat pas, que Losolution géndrale 5 de ces équations 1) et par
comséquent P satsstuit i une équation du troisicme ordre, 1l forme
cette équation (p. §18) etéerit

Ry e L 1 = ) (0l i by 3" a6 ==l - l."l’).':'—." (4 /')8 =0,

P . i v < - , i los
'3, o sont des dérivées suceessives de 5 par rapport iy les

constantes «, L, ... ant pour valeurs

e W I A i A IR § RTINS

b =N = — 2 HI RN SETH DY 3

N R I R AR L R DL R S AR
/ |
d = —acaB -y = — B ke (/l ‘+~A'~*-s———)»
£

/

’ ’ |
¢ - |“ R T, U o %) 4 B '1“".(/0 TR T ;

) VAo ke ay,

l = i“l"' -t ‘."-~~|)P‘.: .'|“(/l T 1,
p = S ~).~:') 13— 'A“('A/\' =re b}y

\=mu -3, Bmafl=—gf wa)
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Comment se fait-al que nos équations (1g), quiadniettaient guatre
solutions indépendantes. se trouvent wansformdées en une dguation
du troisieme ordee qui n’en admet pls que trois? Cela est arse &
expliquer. En ellet, Tarelation o v == v égmivanti ba relation (43)
(qui défint nn des points singntiers. Quand on tonrne wntonr de
ce point singnlier, trois solttions restent holonorphes, tandis que
fa quateitme est multiplice par an factenr constant, elle devient
done nulle ou mhinte (sutvant les valears de %0 eten) an point sin-
gulier: done, quand on Gt wz= 10— v Pane des quatre solutions

dispurait el th n'en reste plus que Lrols.

. . | ' '
267. Dans le cas particalier de s o= = il se produtt une grande

stmplitication, comnte Favat montré M. Tisserand et comme 1%
retrouve depuis Mo Appell parun calenl gue nous allons résumer,
Désignons toujours, en effer, par les lettees pog, 2,50 ¢ les dérivees
premiéves et secondes de s par rapportia e et d gy et fatsons

RN XL v)?, Yo we,

il viendra

s ( s
-——— Tt ()Y == })
. \ ol ALy = P
(1)) .
’(I’: , . ., [
e T * — ) KA % R ol AN 2 B .
e 12 ASIRY e ) v 2t )

Fn élinnnant 7 s et 2 entre ces deny dquations et les deus éoqua-

tions (1g), el se l'uppnlalnl que o= v s 1, ol tronve

{:
lo

: itz .
(.‘f, Ius) -,(|.._..,,f[..; -{-(r\‘v—ﬁ-lf): - G2 .-:'gl).'/,!;,_,-,,.,)
(14

on A, B, G, D sont des constantes, et on

st g TYNT v .
en vemplagant =z, %0+ par lears valenrs

Soesy g el ke,

et nous rappelant que
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nons trouverons

|
l, Y e -
i

Done, pour s == Z' notre incennue 3 satisfait & Féguation diflé-
rentielle lindare du second ordre que Pon obuient en dgalant
zéro e premier membre de 25 bes). On reconnait la forme des
c"qu:nliuns illlqult'“('s suttstfont les sértes Iuy|»crgémm‘lriqucs de
(rauss 3 une varable.

lone dans le cas de s = ;, notre polynome ' se réduct @ une

sérte hypergéometrique de (iauss o wne sewle variable, Wl arrive
alors qu’une seconde solution des équations (1) s‘annule iden-
tiquentent pour 4 +4=v == 1. L'éhmnation de r. s, ¢ entre les
équations (1g) et (25) preésente quelques particularités, St Pon
ajoute les équations (1g) et seconde équation (25) respectivement

muluplices par

on verra disparaitre &l fois les termes en 2, s et £ st on suppose
o=revo== o0

il nons restera done aprés Pélimination non pas une, mais deux
cquations dont lin combinatson fournira (235 bis).

268. Supposons maintenant s = 1, ll semble dabord que cela
n'ait pas d'intérét puisque s doit toujours ére la moitié d'un
nombre impair. Mais on verra bientor que la simplification que
nous allons obtenir aura ane application iaportante.

Dins le cas de s = 1, le polynome P devient, pour w == 1 — v,
non plus un polynome hyperge'e(nu(:lriqm: de Granss a une variable,

ainsi que cela arrivait pour s == -, mais le carre d'un pareil poly-

nome,

kn ellet :

La série hypergéométrique de Ganss satisfait i une dquation
différentielle du deuxiéme ordre, son carré satistait donc 4 une
équation du troisieme ordre qu'il est aisé de former. Sinous cher-
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chous aidentitier cette éguation avec éguation (.4 ), nous verrons
que Pidentitication est possible dans le eas des = 1.

e vésulaty did d'abord & Tisserand, o éué démonteé par Stieljes
dCune fucon fort ¢légante, Reprenons les équations (19) et fatsons-v
un changement de vartables en posant

’

’ ’

y = ah

&

nous verrous que, dans e cas de == 0, les ¢quations 11g) se
raméenenta deax équations lindaires du deaxieme ordre., dout Pune

des drs . . .
Y Sy g mm—y tandis (l!l(f Faautree e (.‘nulltrlull'nquu
' T 4 ¢l.'.’

ne contient que

s 3, E;-‘::. :71-—"; On passe d'atllenrs d'une de ces équations i Faatre
en accentuant partout lajettre 2.

La premiére de ces dquations est une équation différenticlle
hudre ordimare entre 3 et 5, et Fon voit factlement que v'est
précisément celle qui délimt une série hypergéométvique ordinaire
de Gauss, Stdone 5== F(2) est une solution de eette dquation, on
satisfera an systéme des deux équations en faisant

s= Fos) ez

On conclura de li que notre polynome by pergéoméirigue i deax

anables est doun fictear constant pres e produit de denx poly-

nomes hypergéométrigues i une vartable, Fun en 20 Paviee en 2

Fatsons maantenant
ooty =30,
¢est=-d-dire

= 2 .
L]

-
“
] U
d'on
RPooaX | % 4 gt s [RSSUR IS R
J-—..J 2%, -'---(\l .d) -—-.”.. ‘lr‘t

il viendra
s = [1(v)]2,

On voit que, quand on tiendra compie de lavelation
E‘ Ll l [}

nolre polynome hypergéométrique  dewx variables deciendra
@ un factear constant prés le carré d'un polynome hypergéo-
métrique o une variable en . Go Q. F. D,

I'. — 1L h
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Je renverrai, pour le détail du calenl, an T'radté de Mécanque
eéleste de ‘Tisserand, U 1, p. 488 et suivantes.

269, Pour comprendre Vapplication possible du résultat preé-
cédent, reportons-nous au commencement du Chapitre; soit

. a E ¥ .
F-s = 3 = (1 -~ 22 COST + 22)~¥,

Nous avons trouvé

F-5 = 2 | & 2M(— ) )Im-k sh wk V‘h wk’

P ¢t le polynome hypergéométrique i denx variables que nous
venons d'étudier. Dans le cas de s = 1, nous venons de voir que ce
polynome estd un facteur constant prés le carré d'un polynome
hypergéométrique o une variable. Mais dans ce cas on a

I'-¢ = ! !
m(l-*ﬂ""’)(l—uzl"“’) ||ld__lo Y 4

1ia I in ]

=zl —ali-ie

Il est ais¢ de (lcﬁ-veluppcr le dernter membre suivant les puissances

[et = 2\ L sm(r{a +1)7
sing

Done le polynome I n'est autre chose que le coefficient de

de 2 et l'on trouve

(—sp)h(—wu)k

dans
sin(m -+1)ze
$ih 3

¢l suppus:ml

2087 = (337 ) ey (WL,

Ce coeflicient s’exprime done i Paide des polynomes de Gauss
(polynowmes hypergéométriques & une variable),

\'nppuanne ntintenant s quelconque et revenons i la formule (1),
clle peut s’éerire

(26) Kt = b0 - V i ‘-—-—-——"l (h--v7 Zb&ln sin (k—1)3

sin 7 illl’?
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O nous venons de vour (ue les exprcessiuns de la forme

St (A + 113

S——— S 0 ——

Sih 2

pomaient se développer i Paide des polynomes de Gauss; il en
est done de méme de | ¢

270. On peut encore opérer d une autre imaniére, Kerivons

IF otz () o 22 )5 () ~2,’5f7('5°'.)~"’
ot
2

——— e

ey
1 - %3

N

il reste i développer

(1—=2%cosz) s,

I est évident que nous obtiendrons ee développement en nous
reportant aux formules (2) et (3), en y remplacant 2 par &, et en
n'y conservant que les termes ol ¢ = o,

Or, ces termes seront ceux ol

m:::h.,.k..;.,)q.(/.

¢'est=a=dire cenx o0 Pexposantde 3 (qui remplace 2) estla somme
decenxde wetdey; il suftiva done de conserver. dans le polynome P,
les termes du degré le plus élevé en u et v,

Nons avons trouve plus haul

(23) | r-:z Pam(—ng)h(—-ru )k

¢l nous tronvons maintepnant

-y 4 9 m
S 4 o= 4 ‘.‘: 4 » . - — = /i L Y
(18) I () ) zlo(l-—h:*,) (=S (e,
[?, ¢tant ce gne devient Poguand on o'y conserve que les fermes
do degré le plus élevé enw et en vy or, nons avons, & nn factenr
constant pres,

1B, YN ol AN A AR I
Cecpru g ey pa gt

e, b, ¢, ¢ ctant des constantes et & entier négatif, 1 faut conserver
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les teemes du deged le plus élevd, e'est-a=dire faive

P =—0
(l'ul‘l
(O, ptqg) =0~ b)!
Le facteur
(e, p+g)=1a,—b)

est également constaut,

P e’
For - 4 b - p)

L =l —b~=py=(—nr

Fa - eh
Cor - ' e ,))(l o € -1m I’. /'),

:S.‘.(-—-l)"

de sorte que (¢4 ) esten rison inverse de
(h—c" =0, p)

De méme (1, ¢) est en ratson inverse de (b, p); nous avons
done, i un facteur constant pres,

I LV L
v el ((”/")("1)" ) a2 '

¢'est=i=dire que Py est égal i v mualuiplié par un polynome hyper-
géométrigne de Gauss en '—;; = col' -

Si nous rapprochons les relations (26), (27) et (28), nous pou-
vons résumer nos résultats comme il suit:

Nous voulons développer 3 24 et nous cherchons le coefficient
d'une exponenticlle queleonque

Iétpua-piut)

Cotte vxptmcnliclle peut élre toujours mise sous la forme
:./luy’" =3 l':"(hg." ’V'f');
ce cocflicient étant divisible par p." vk je l’uppcll«:rui
.\l z&/‘\,’i",
M dépend de %, de et de v. Je puis le développer :

1" Suivant les puissances de 2, le coeflicient de 27 st alors un
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3
. . . . . J
polynome hypergéoméivigque d" Appell i dens variables en cost >y,

| S

N R o : )
sint =y ot se pédutt o polynome de Canss en sin? = ponr s ===
‘A * 2

2" Snivant les coellicients de Laplace 5 qui sont des fonetions
de 25 le coeflicient de 6% estalors L ditférence des carvés de deas

. . * . --J
polynomes de Ganss en sin? -;
‘A

37 Smivant les c|unnlil«f-s

qm

V- -

(1 - atymis’
le cocflicient de chacnne de ces quantités est alors dgal i

sinb‘"l h A

»> o

. LI \} J
lnulllplu- par un |ml.\'nmm: de Ganss en eot? =

Dans les trois cas e caleal des polynomes de Gauass peat étre
simplifié par les velations de eécurvence dont j5 parelé phis haut ot
que Gaussa démontrées dans be Tome H de ses O wcres conaplétes,

p. 3o el smvantes.
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LES OPERATEURS DI NEWCONB.

D L

271. Nous allons maintenant supposer que les excentricités ne
sont pus nulles et nous proposer de développer ln partie principale
de cette fonction perturbatrice suivant les puissances de ces excen-
tricités, La meitleure méthode est celle de Newcomb qui repose
sur lemploi de certains opérateurs (Astronomical Papers, vol. 3).

Pour bien faire comprendre esprit de cette méthode, je vais
prendre d'abord un exemple simple, Soit F'(2) une fonction quel-
conque de 2; changeons 2 en

X2 M2 ey = T 41

¢t cherchons i développer V(& + 2, h 4= 2y 2% 4+ 2, 4) suivant les
putssances croissantes de &i; je n’anrai pour cela qu'a appliquer L

formule de Taylor
m
l"(.r ol .":Z.‘.—. |"\IM..
m!

i remplacer ¢ par (20 b 4 2,834 2, k) G développer cette
cxpression et a ordonner par rapport a A, Le coeflictent de At
Ser un polynmne de la forme

Dy = by B e Dy R

ot les H sont des coeffictents constants et les O les dérivees

suceessives de 15 cect peat s'éerire
(0D 4= by D2 - b DA,

ot D* est indice d'une différentiation répitée A fors, Cette
exprcssion
(/70 ) SN Y § T



LES OPERATEURS DE NEWcCoMu, 87

sera ce qu'on appelle un opératenr; ¢’ est un symbole d opération.

Si jappelle iy cet opérateur, je pourvai éervirve:
(1) Flao+g)e=PFx)+ b F - 310 ...

Cela nous indique déja Uesprit de la méthede ; mats neus allons
voir comment on peut former ces opératears. A cet eflet, je fuis
[ () = Khe
d’od
F(z +-1) = Kre g
Hgldhe = Edx (b h .o o by dk),

En faisant done F(z) = I'™ dans la formule (1), nous trouvons

[SAE = 2 i

cn convenant de remplacer D par 2™ et de fuire ll,=1.

En d'autres termes, on obtiendra Vopérateur Iy en dévelop-
pant EY suivant les puissances de & comme si 1) éuit une quantité
ordinaire et en conservant le coeflicient de A4,

Nous pourrions done regarder EP' comme un opérateur et
¢erire
(a) F(a 1) = EVPEF),

Envisageons maintenant une fonction de deux variables I'(z, 1)
et cherchons i développer ¥ (z -+ ¢, 3 + ¢') avec

t = Ay i Ay N+ 2y ¥,
V= 2\l A 2y A= 2y -,

. Nous pourrons opérer de la méme maniére, nous développerons
I'{z 4+ ¢, -+ ¢') suivant les puissances de ¢ et de ¢ par la formule
de Taylor; nous développerons ensuite e e suivant les puissances
de £ et nous ordonnerons par rapport i /2, nous trouverons ainsi

(1 bis) I"(.r—+-t,y+¢')=..2/¢’~‘l1kl’s

ot Il sera un opérateur qui prendra la forme d'nn polynome entier
en D et en D', avec celte convention que

Drp'
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est le signe d"une opération qui consiste & différentier p fois par
rapport i .z et g fois par rapport & y.

Pour détermner ce polynome g, il suftice de prendre pour
Foe. vl fonction parctienliere FEBCH D ee g, par une analyse

tonte pareille i celle qui précéide, donner
. . W
[ -ps z}-/a"‘ll/.-

en remplacant D et D par a et w dans le second membye,

Nous pourrons done éevire symboliquement
(abis) Foa weg, o 1)) o EPERDUCR

en regardant JSPEe vy

comme nn opeératent.

272, On pourrait supposer que ¢ et ¢ dépendent, non d'une
senle vaviable Ay mais de denx vartables & et A on dun plos grand
nombre, et gquon veut développer F(z - ¢, v -+ t") suivant Jes
puissances de 2oet de A3 ab o'y aneait elen G changer & ce qui
|n‘of'('("(|¢!.

On retronverait la formnle (2 bis) sans auemne modilication;
quant a la formmle (0 bés) il Gmdreait Féerive conmme iF snit

Fir -1, y-+t) =2/:‘/:'1 ;.

Eximinons de plus pres Fopévatear g, je dis il v auea un
cas ol ['on aura
Wijm Hiollyj,
de sorte que notre opérateur a donble indice ponera étre regardé
comme le produit de denx opérateurs asimple indice. Clest le cas
oft ¢ est éxal & nne fonction de /i seulement, plos nne fonction
de 2 senlement, et on il en est de méme de €. Supposons, en effel,

g =3 " K l‘)c

’ 4 ’
t—:ll"‘"2|

t et g, dépendant de /e senlement, tandis que ¢y el g dépendent
de: 2" senlement. Ow anra alors

DLt o BRI [0 Ity
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de telle fagon que le cocflicient de 2747 dans le développement
de EPEPE Cestaidive [, sera le produit du coctlicient de 27 dans
le développement de frH e Gest-i-dive de L, par le coellicient
de A7 dans le développement de 1P5P5 0 Cest-idire pae 1.

Ce résultat s'étendreant évidemment an cas on le nombree des
vartables serait plus grand.

Remarquons que d'apres Teur définition méme nos opératenrs
sont pernutables, puisque les opeérateurs simples D et ' le sont

cux-memes.

. . ¢ ’ t
w73. .-\pphqunns cect au «luw_.-lul;pelm:nl e i

Nous prendrons pour origine des longitudes dans les plans des
deux orbites la ligne commmune des nends : L Jongitnde moyenne
est dgale & Panomalic moyenne plos Lo longitude o périhiélie
(qui i se réduit a la distance dn périhéhie au naead . Mais, an lica
de prendre pour vaviables L longitude moyenne et la longitde da
périhiélie, ou bien encore Panomalie moyenne et la lomgitude
pirihélic comme on le tat d'ordinaire, nous pouvons évidemment
prendre la longitude moyenne et Fanomalic movenne,

. . | ) . 0
Nous considérerons done y Conme nne fonction de o variables

qui seront, outre Uinelinason muatuelle des orbites : 10 les loga-
rithmes des grands axes; 2 les excentrieités 3 30 les longitdes
movennes; 4° les anomalies moyvennes,

Nous aurons done, apres développement,

(3) ! = V Ao w Wiy p il vy 1t

’ A ansl
ol ey 'y py pty gy g sontdes entiers, on Let ' sontles anomalies
moyennes, 5 et 3 les longitudes moyennes, et oft A est une fone=
ton de Pinclinaison et des logarithimes des geands axes.

Siles excentricités daient nulles, les longitndes moyennes se
confondraient avee les longitudes vieaes, les grands axes avee les
rayons veeteurs: el fa distionee ne dépendiait plus des anomalies
moyennes {et /1 (s seulament des geands axes et de 3030,
Done dins notee développement (3 disparaitront tous les teemes
dépendamt de e, o, 1 0 ¢ est=ia-dive tous ceus odvles entiers m, nd',

(fy ' e sont pas nuls,
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Mais, dans le eas des excentricités nulles, le développement (3)
est connu, c'est eelui que nous ivons obtenu dans le Chapitre pré.
cédenty et il stagit Jen déduirve Je développement dans le cas
genéral,

Or il est clur que A ne pent dépendre que des longitndes veaies
et des rayons vecteurs, On obtiendra done le développement dans
le cas géndral, en partaint du développement pourles excentricités
nulles et en ¥ remplagant les logarithines des grands axes

|ngd, Iugu'

et les longitudes moyennes

par les logarithimes des rayons vecteurs

h.l' f A l ? l [14 r l [] (L. l " ' ' Lg r
K= logd - u,,;;. ogr = logu -+ log (-;,
ct les longitudes veaies
vl (v—=73) =i+ =)

{l suffiv dappliquer les principes du numéro précédent, en
OO ’ ) l 'Y LI e
faisant jouer i ¢ le vile de F(z, y), a

loga, loga', §, 3,

le vole de & et y,

logr, logr, v, ',

celuide .z +-¢, y + ¢/, el par conséquent @

’

r r
(i) log=y log-—y v—2 -
) b“ b(t' N v

celut de ¢ et o', Kn ellet, ces quatre quantités (f) sont dévelop-
pables sutvant les puissances de

ekl eld il g, gl il

qui vont joner le vile de A et A’ et ne dépendent d'aillenrs pas
dea,ad, 3, 7.

Soit done I e .h’:vcluppement pour les cxcentrenteés nulles et
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Fo le développement dans e cas général; soient
b, by, DY, D
des indices de différentiation se papportant i
toga, %, logd, 7,

nons anrons powr Pexpression analogue i De 4 D'¢’

r ' ’ [V [}
l)luga o IR USSR R § lng-‘? +l)|(t’ %),

de sorle «'|u’nn anra symImliqucmmn par la formule (2 bes) :

F 1] ) n ” , y
i) b= (5) ()t Soemi -t
4

I.’cxprcssinn

by, . .
() ((l) (\u) folier =30 By =30

pent se dé\'cluppcr suivant les putssances de

elitil, ekl

en faisant le calenl comme si D, D) Dy, D} étarent des quantités
ordinaives; les coeflicients du développement sont alors des poly-
nones cntiers par rapport 4 D, D', Dy DL Soit alors

le(el-:")=(¢:li OB (e Kir)s (e’ | iy
¢ développement mnst obtenu: ce que je puis éerire
le développe | blenu; "

2’ [l ¢ m Yigls q'l’)

¢y, ¢ anlicn de 20, o' 43 o —fB 2— 3.
Le coelticient IT sera unopératenr gui dépend des quatre nombres

en cerivant e, o,

m, m', ¢, ¢’y ce que nous mettrons en dvidence en éevivant

e
11 '
Nous anrons alors

—~
e 2 YU DOUTRI N RE T Kl b
l ] et e I i a0 IF.
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Maintenant I ¢'est le développement dans fe cas des excentri-
cités nulles, tebqu'il a été abtenu an Chapitee précédent. Soit

WAk
Ad

Ce ch?\«:luppcnutnl. Nous sommes condmts i caleuler
IS N E4IE
AR a A E

1 2

pour alppli«'nm' cet opératenr i La tonetion NPT G ot fatre

subir i cette fonction diverses diflérentiations par rapport i
l”,'.;'l. ll);_' ll'. :‘ :I:

mins, powr Lo différentier pae vapport a Jou a 3,k sufhit éviden-

ment de Leownltiphier par g on 7. Nous pouvons done Péerive

wirng et R TN I EeEE [ L
Tl ARGV IR D R B

e’
l"l'
c'est un polynome entier pae vapport i D, D' Dy D dans

Dans le premicr membre 1 ale méme sens que plas haot;

le second membree, ¢est le méme polynome, mais on les sym-

boles Dy, 1) sont vemplacés par les quantités ip et ip'. 1l ne con-

tient done phis que deux symboles dopévation D et D" et il est

apphiqué i la fonetion A gni ne dépend plos que de loge et log e’
H reste tinalenient

_l__ 2 l.' o \1 em L"m' I e p':' vl v ' l’ “l'llfl A
A | P ' rI:/

Le cocflicient din 1erme en

Y IPTN T gt g 1
est done

e A,

A désignant le coeflicient du terme en
i 153,
leqquel, ne dépendant pas des excentreieités, a dré déterming au

(:ll:lpill'n l)l’f:c’.(’?tlcll'l.

274 Nous avons vo au nt 240 qll'il est alse (e passer du
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développement procédant sunivaal les anowalies excentrigues au
développernent procédant snivant les anomalies moyennes. Nouns
pouvons done nous proposer, au Liew de former directement e
dermier développement, d'y pavvenie indivectement et par inter-
médiare du premier, Glest cequta fait Mo Neweomb,

A cet effet nous prendrons connme varviables Finclinaison nm.
tuelle des orbites ety pour chaque planéte, I logarithme du grand
axe, Pexcentricitd, Finomalie exeentvique ¢ et ce qu’on ponrrail
appeler la longitude excentrigue, ¢ est=i=dire Fanomalic excen-
triqque, plus ba longinde du pévihélie, toujours comptée a pavtir
dn nocud. Nous cheveherons alors i former le développement
(3 leis) - y Aeh o' m” [Lptoc ) Of" s ope g’

A ad
oft w et 1’ désignent les denx anomalies execentriques, 1, et 1) les

deny longitndes excentrigues,

275, M. Neweonh imtroduit encore une auntre simplification en

pnsaml

H chierclie ensuite i tlc"\'clnpptrr. non plus suivaut es [uissinees
deecete'somais snivant eelles de ¢ et ¢ de fagon i obtenir le déve-
loppemen

(3 ter - 2‘ Agreg ud [icpgy pity ey’

1
A
I est eloe quil estaiseé de passer da développement (3 ter) au
développement (3 bis) et de Fau développenent (3).
S nons posons
. ¢ sing,
i vienl

’

[ 1 lll"
=2 Lill 2o
k‘).

l’u'luau'qunns en passant gue les éléments canonigues ool

A ' . ' f$
d i H8 sont proportionnels aosin £

276. 1 v a des termes des développements (3), (3 bis) el
A Pl (
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(3 ter) guni sont counus; ce sont ceux on
mo= = ozs g0,

les senls qui subsistent gquand les excentricités sont nulles; nous
les avons détermings au Clhapitee précédent, s sont d'aillenrs les
meémes pour les trois développements, sauf lasubstitntion de v, et 4
aget 3

De ces termes connus, il sagit de dédnive les autres; et, pour
cela, que nous adoptions les variables du n* 274 on celles du
n* 275, il nous suftiva d'opérer tont & fait de la méme maniére
quian n® 273 on wlaura qu'a faive jouer

e, ¢, %, v, w

ol

On tronvera comme au n” 273 que le coefficient de

e m i psv-p bt gyt

on celm de
g g’ m [Ciplp g equvqa’)
seri

A,

A desirnant le cocllicient dua terme en
[ o
[Sireers,

un’

andis gue 0 est un opérateur qui w'est autee chose que le coef-

ficient de
et i i gt
ot llct

NN IEYN L
grngn fiigu-eya

s e nlc'-v«:lnplu,-nu:ul de l'cxprvssicm symhuliqm:

b ,.'\u

suivant les pmssances de e =0 @ 1550 gy enlles de g [, g! S,

Ou renvrqueri que, dans Fexpression (=), jad vemplacé D eet D,
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par et 'y ainsi que nous avons démontrd quion devait le faiee
ala fin du n” 273,

Seulement les opératears 1 sont beancoup plus simples quand
onadopte les variables du u® 274 vt surtonl quaand on adopte
celles da ne 2705,

277. 1l y a d'abord une remarque que nous devons fiire et gui
restera veate que Pon adopte fes variables des w273, 274 ou 275,
L expression symbolique (6) est le produit de deux autres

(8) (—’-‘.)" BEDee =3, ( r )“‘ gD 3

() .(ll

\

Il en est de méme de Pexpression (=), la comliton bien
entendu de changer§ et 3 en 7 et quant a Dyet D) ils peaven
¢lre remplaces par gp et ip', ainst que nous Favons dit.

La premicre des deux expressions (8) ne dépend que de o %4,
oun de ¢ l5F4 ) ou de ¢ 254, la seconde au contraire ne dépend que
de ¢ 5= on de e B4, o de ¢ <=

Appliquant en conséquence une remavgue faite aun* 272, nous
vovons que Fopérateur 11 a quatee indices peat éie considére
comme le produit de deax opérateurs i deus indices

) B2 e 1100 N
Le premier facteur dépend sealement de D et de Dy, cest-i-dire
de D et de pi e sccond de D' evde D)), elest=ii=dive de 1) et de p),
Mais de plus nous avons une rvelation enire D et 1. En effe,
“ ‘I
DIY = ——-.(i!__ €l ill..
dloga e
et de méme
. e

Dy —a -

ddd

. . ' . A\ r
Mais la fonetion g ot homogéne et de degeé — 1 en e et en o',

Cettee propriété n'est altérée ni par Fopération Dy i par Fopéra-
tion 1y elle appartiendra done & toutes les fonctions auxquelles
nous auvons & appliquer soit Fopévatear D, soit Popératear 1)

Jde sorte «lu'nn aura
dr Cdlf .

€ —— ~ (1 == 23 v I’
da et !
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¢ ostensdire

D4 Y ez —,
Gl nons permet cl‘t:.\'prilm'l‘ D' en fonetion de 1) de sorte (e
nos opératenrs I seront des |m|~\'llnl||e.~’ entiers par rapport i I’n|n'-~
rateur simple 1) et par rapportanx entiers g et g,

278. On rencontre de plus grandes simplifications encore quand
on adopte les vaviables da 0275, Onaalors, cu eflet,

r - 28 COS U - 83
Comz e CONI ==
a - g1
d on
r b ,
( bl ) s (] == g2y ‘"([ — ‘ll;iM ,l’(| -t l-: 1 ,l).
«o .

Reste le facteur

D1,

Onobservera ¢ue, en vertu de Péquation des arres,

rt e —_—
—— aw—— ol /l — ‘l’l
a?l! !l
Jiantre part
oll .
—_— e CONQ T
cdu «
d'on
dyv \,/I —_— 1 I & 1 L3 PR
i = = = v T
du 1— ¢ oS 1- -28coste - 13 (RRRN 3 L L—gl 1u

. ‘ )
il‘ = g fomin ., > gl --min
cu z s

et e intégrant

\1 g min g [y min
() == ' == — —— S re————
' s i mi

On vort (e
'|:l,|( V=t

se décomposera en denx factenrs, le premier dépendant seulement

.. .. ) e b .
de 212 comme e denxicme facteur de (7 ) . le deuxicue «Iép(_:n..
4

' b
) » vy, / .
dint sedlement de ¢l comme le troisieme factenr de <;;) . Mais
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th vaut maeas operer connue 1l suit. Conswldérons I'expression

.’; I‘;“.'

ol

St la lougitude du pérthélie est, pour v tstant, supposeée nnlle,
elle est égale a

LN Y St A

DTN Tt M l.~i|lll\ ) AL
[

o i
|1
S RN o I
[ l:

Ou aura done, quelle que soit b longitwlde du peériliélie,

AT O LR TN

. '-:l L A ST e cewmmes o

ol [T §

Reprenons Pexpression .s\’mlmli:'m-

r b r by ronr
e I L o . ,:. - e
(5 e o ()" T 1)

elle pourra seerre

(l.-. ‘: ""l.. [ I ‘lt:lli |l"‘,’(| o ‘l-; 144 ‘l' "I.,

Or, ona par la formule du binowme

~ Ao
(1 -+ b= N ;«——-~.t"".
and A
(1 t froe B p \" (. A'_).--.'.‘-...,.'_....v..,A..'.._“:_..l._".A..... R Y N
P A

..‘ ) - - .. .y .“
(t~— 'Y Dl 'll-o-/o - Z '.,'. M..»...,..’.,..,..”A.._....-..,'..:i...’ ESSEr Y DRYY A TH
A} .

la notation (D, Ay avant méme sens quian Cliapitee précédent.
Cees formules nous donnent mnmédutement nos opératears 1. Si,
en elfet, nous tenons compte seulement dabord des deny derniers

fuctenrs et (Jue nous postons
. . ‘ +
TR R EYIE Y HuTE R, B o Bt
smd
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il viendra

nt -« N -1t nt - ¢ nm -+ ¢
(D po ———~—-/------'HI'-~-;--s-u-»-- /, L)
o 2 )
Il”' = | — |.'Il e e et eren st s mam et - o 2 ih eesemir e P Lo e . eme ir e b e ——
m - ’, ”:“"‘“'— 1
N 2
et ensatte
“f,uu — “m . LNy “m ‘._L)”_—”_'l_'__':_) “m ..
NI ———— - N

ou en wettant en évidence le ternte général

o o \ml'-,(-.«t A

m 24
) = b 14,

On voil que tous nos opérateurs se présentent sous Lie forme de
pol vitomes entiers en 1),

M. Chiessin préféve, au liea de passer par les intermédiaires des
développements (3 teriet o3 bis), tormer diveetement les opéra-
teurs qut donnent le développement 35, Ces opérateurs sont
encore des polvnomes en D, nins dont les coefficients sont heau-
conups plus comphiqués; mais M. Chessin a donné dans Vdstrono-
mical Jonrnal des velations de vécurrence quien facilitem hean-

coup le caleul,

270, Une fois les opératenes formeés, al est aisé d'obtenir les
développements enx=mémes. Au Chapitre précédent, nous avons

’ ’ | 1’ ’ »
(lc'\‘elnl)pt' el supposint les excentricités nulles et eela sous plu-

steurs formes différentes. Nous avons tronve d'abord

.9 "0t
LN BT i pzep
R L '

+ . . . . Y J ’ s,
B ¢tant égal i un polynome de Ganass ey == sin? =, wmaltiphié par
. "

\ , . J
un faeteur lllllll(‘l'l"lli' el ,)ill' 1"'3' IHII.\'SiIIN‘L‘.\' 1'(.‘ :l.:‘.‘.'.' cosd - el
2

S | . . , . . .
va=sind o Clest B formnle (27 ) da Cliapitee précédent, T s agin
-’. 4 .
alors de vone ce (ue elestgne

T , m

e
1 mll 0|
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on trouve

o 0
- — ——-‘"‘».—||—-—-.

“'Ill [ | "'[[‘ [

H saftit done de remplacer DOD'CD Dy opae ney — om0,
(py 45 notre expression (6 ) devient tout simplement
«n o (VRN
()" () ™ e v
a "l

L]
Ay

et e développement (3) est rnend an suivant

) pin
l b \ l{ oo - rm—— Hl’(pv. pv .
AY sl A

tormule dimlleurs évidente sans tant de détours,
Nous avons tronvé aussi une autre forme de déseloppement

! N \ e A
- S “ ro— b"‘ hll/"w Pl )’
AY - a

AR Y St
ol Bestégalaw * v, muluplié par la ditlérence des carvés de
deuax polynomes de Ganss., Clest fa formule (26) da Chapitre pre-
cédent, Cette fois lemplor des opérateurs se justitie. 1l fam appli-
(quer nos opdratenrs I

| ..
= bk,
« "

ct pour cela il faut savoir appliquer i cette expression opérateur
simple D une ou plusicurs fois; or; on trouve

(/ /;""'
)

E . veme g

) 2
l)--,-h" -
« ? (4] (12

ct les gxpressions

1y, ,_',_’ I'.‘/u'.

a

s’c:.\‘prinwrnic:nl de méme tres simplmm:nl a ade des depivees
supérienres du coeflicient de Laplace % . Or nous avons appris
an n® 250 & caleuler par des relations de réemrrence les dérivees
suceessives des coeflicients de Laplace, Le probleme peat done
&tre consideéré comme entierement resola.
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CONVERGENGE DES SERLEN,

280, Nous wvons voan w240 que T partie: principale de

’ . . l . ) M
fonetion perturbateice § bomvait se développer, soit sous la form

< ‘
lil" "t l' ) .
~

soil sous bl forme

§) R o
‘ N foromlem '

ctan n* 242 que les coetlicients de ces deax séries pouvaient s'es-

primer par des intégrales délinies

' gt e :/y
1 gt B = / e
Gl e ey R o)
el
. gt QRS e iy
t2) l AN mom’ = / / ST TSN )
ST em et R )
Onl
RN DTN = DL R o= .2 p2a?

'

| T

) Ly |
290 = me (- = ) e (I -5 :).
et on Pintégration doit étre étendue, tt par rapport i 2 (que par
rapport i v, le long drane circontérence ayant pour centre 'ori-
gine et pour ravon onité.
Ces coellicients By Ve sont des fonctions de Pinelinaison,
des excentricités, des longitndes des périhiélies comptées & partie

du necwd et entin des grods axes. Nousavonsappris dans les denx
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(w.'lill)ill‘ln'.\' pn"c:c'-(lunls ) «lc'ﬂ.ulul;p(-r cos fonctions sunvant les |mis-
saneces des exeentricités e des inelmaisouns et il sTagit naantenant
de savorr cluvllvs sont les conditions de convergenee de ces seéres,
Nous n'aurons poar eela ‘l"“.' ;||b|»|ic|l|u|' e méthode de Caachy

et i cherehier les points singuliers de ees fonenons,

281, Nous sommes done ainsi nends i exphquer connuent on
trouve les poits singuliers des fonetions repreésentées par des
tntdgrates détinmies et drabord par des itegrales détimes siples,

Soit

]

/ Roaw, sy,

une intégrale détinie prise par vapport ioele long d'un certinn
contour ; cette intégrale sera alors fonetion do paramétre 5.

Pour que pour cette fonction une valeur de 3 soit critique, il
faut d'abord que oo des points singuliers de Ree, 500 consulérée
comme fonction de @, se tronve sour e contour dFintégration.,

Mais, comme on peat déformer ee contour d'une nanidére con-
tinue, on peut le faive fuir devant le point singulier, et Fon n'esi
arrété que lorsque ce contonr se trouve pris entre denx points
singuliers et ne peat plus fuir,

On obtiendra done toutes les valeurs eritiques de s en expri-
mant e deux des ponts singuliers de R. considércée comme
fonetion de 2y se confondent, Mas toutes les valeurs eritiques
ainsi tronvées ne conviennent pas: il faut, en eflet, qoe les deax
points singuliers qun se confondent sy sment, avant de s'ére
confondus, de part et diantee du contonr; ¢est sealement i cette
condition que le contour, pris entre deas feux, ne peat plus fuir,

Soit done

'f'(.l’, Z)™ 0O
Péquation (i exprime que la tonction B e, 3) présente une sin-
gularité, et supposons quelle se décompose en un certiin nombre
d'équations mdépendantes. trois par exemple
sl 3) =0, Tal,3) T, Byl 3) =0,

On obtiendra les valenes eritiques de s de Pane des deax ma-

ni¢res suivantes @

- annulant deox des trois fonetions 2, 2y, 2y, et en éeri-

(S ]
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vant, par vxvmplc-.

CTERUNE S A TR E R (D

Eacéliminant .o et résolvant par rapport iz, on aura une valeor
c‘l‘iliclll(' de 2.
2 Encannulimt Fnne de ces trois fonetions et sa dérivee el deri-
vant, par exemple,
II’?I
Tl S =g
On aura encore une valear eritigque de 30 en éhimmant 2 et résol-

vant par rapport a3,

282, Considérons maintenant ane intégrale donble
/ / Rer oy, o)l dy,

envisagée comme fonction du paramétre 3 et étendne i i champ
queleonque.

Le cas particulier le plus simple est eelui on Pon doit intégrer
par rapport & a, e long d'un contour fixe dépendant de y, et
par rapport i v, le long d'un contonr tixe indépendint de . Clest
préasément ce cas partienlier simple que Fon rencontre en ce
(qui concerne les intégrales (et (.

lei. en etlet, les denx contours Ge et Gy indépendants, le premier
de vole second de e, sont denx circonférences de centre z2éro et
de rayon 1, le premier dans le plan des i, le second duns le plan
l.lt’\"}'.

Sotent done Cp et Gy les denx contours fixes intégration par
Fipport i etia gy, Soit

By, 3) = / Ror, y, 3)dr,

Fintégrale dtant prise le long de G

Notre integrale donble sera alors
7(3) = ,‘ hiy, sy,

Fintégrale ¢tant prise le long de G,
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Nous n'avons plus o|||'z'| -.tppliquvr les |n'i|u-i|ws du numero pre-

cidentaox deax mtégrales simples

[War, | 0y,

(% [}

Nous devons obsersver toutetors que noos visquons de n”’obtenir
wims que des conditons nécessinees et pas suflisantes. o elfet,
oS avons ohserye plus laut que toutes fes valeurs eritiques ne
CoOnviennent pas,

Onobtiendrad antres conditions cgalement nécessaires en chan-
geant de coordonndées, et en particalier en permutant e ety ¢lest-
a=dire en intepvertissant Fovdee des itégrations,

Soit

PR RT
Féquation qui exprime qoe la fonetion R nae singularid,

Décomposons cette équation en équations eréductibles
3, B, Y3 =0, Pyl )3 TR0, AL YOS =,
On obtiendra les singolarités de la fonetion 9y 5

o annulant deax des fonetions 2y, 25, 2y el derivant, par

f:sempl«e,

‘.:..(.l',”y,:) o TR o) =2 O
2° nimnmulant ane des trots fonctions et sa démy ée el éervant

(l'-'q
- L
! d.r

P /=0,

-

Ces singularités peuvent ne pas tontes convene, ear il peat arriver
que les deax points singubiers. g se confondent, soient d'un
meéme eoté du contour d'imtégration.,

Pour avorr les singulanités de vz, conspdérons maintenant
celles de 007y 3), qui nous seront données par des systémes déquae

tons de ane des deax formes

Ty et O
’ L]

ll'.:rl
) T2 e 12 0,
¢ o

et cherchons les conditions pour que deax de ces singularités se

confondent.,
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Stnous constdérons 3 eomme an |»;n'n||u"l|'on 2oty connne bes
coordonndées dan ot ditns un pl:m. les «"«|uul|nns () repres
sentent un certam nombre de courbes plimes,

Fes sings Tarutés de O donnees e S ysteme «l'«"quulinns de

ful'llu’

vm'l'c-s'nnulrcml HTTRY |ml||l.~ dintersection de ees conrbes: eelles

(qui seront donnees [ i s'\'~l;'|||(' de la forme

II':|
‘5' T amtem =2 4)
e

c'ul'l'('slmnclrcnll N Imillls‘ tle contaet dune de ces courbes avee
une tiungente parallele 5 Pase des
Ponr que denx de cossingubarités se confondent, il faut

. . . . . R . .
1t Ou bien que troas des fonetions 3 sannalent a la fois

YT ey T T 0
2 Ou bhien qae Foncaitac b fois
ll'-'-|
»a -—. . —— .. (1] -V .’:
v IIJ' T

miats, comme ieondition ne doit pas dépendre da chois des coor-
donnces, ol «|||'c-n |mrlia-u|ivl' elle doit subsister «|u:|m| on per-
munte 2 et e, on deve avoir anssi

l/’5|
S, tm emabes
- I

: v

=2 b, - 6
.

ety par consedquient,

ce qui veat dive que Fune des conebes € nne point double;
3O hien (ue les denx conrbes

. e ) L~ Pt i) ]
7\ ] 1

sotent Gngentes Pane a Faatee
4 Ou enhin (ue les deny conrbes

ll'5|
-t ™ O
TAs

-2

0,
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sorent Gingentes Fune & Pautee, Mans eela entraine @ ou bien

(/'§|
— =g,
o/)'
. ',’?l . .. .
ou bien qex ST 0TS comme e condition ne doit pas changen
dr '

quand on permute e et o devecavorr dans tons les cas

vy
TN de T Ty

Fn résume, les valeoars eriigues de s sont

1 Celles ponr lesquelles rors des conrbes (3 se coupent en
unoméie poimt;
2* Celles pour lesquelles deux de ces courbes sont timgentes:

3¢ Celles pour lesquelles une de ces courbes aun |miul double,

Seutement toutes ces valears peavent ue pas convemre, car les
deux singulavités qui se confondent peuvent étre situées d'un
méme eoté du contour dintégration,

Eu d'ailleurs nous avons su que nos conditions nesont que néees-

SIres,

283, Appliquons ces primeipes oy antégrales aoet cae La

fonction sons le signe / sera holomorphe tant pae vapporta e et v

que par rapport anx excentricités e et ¢ et i sin f:; Jetant Pinehi-
naisoi.

Hy anea exception senlement

1* St ez et ¢'=21 ceondiion on e et e nlinterviennent pas
el sur buguelle nons reviendrons);

2" S on y est nul oninfin

3812 sTomnle, est=i-dive s

Ro= An?12,

i est nn polynome entier dnsisidme ordee en e a0 est égal

A zéro,

Cela est vr c||nf|.~a que sment les entiers me et m'y cela est v
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dallewrs anssi hien de Vintégrale (2) que de Pintégrale (1), car

Q et kU

ne cessent d'étre holomorphes que si e ou p est nul ou inling,
Les conrbes qui correspondent aux conrbes (3), c'est-i-dive

celles dontles équations expriment que la fonetion sons le signe /

[ X
cesse détre lmlnmnrplur. se réedmsent done. en ce «|ui concerne
bes intégrales () et (o, ans quatre droites

t4) £ 0, Y o=, £ =R, y = %

eta la conrbe du sixiéme degreé
v .4 bis) R = o

Cette dermiere, dans le cas oo Pinelinmson est nulle, se décom-

pose en deux conrbes du troisieme degre
(.4 ter) Ry =wn, Ry =0

Pour trouver les valeurs critignes des excentrieités on des iceli-
ninsons, nous devons done chercher celles ponr lesquelles trors
des courbes () ou (4 his) se conpent, on ponr lesquelles deux
de ces courbes se touchent, ou ponr lesquelles une de ces conrbes
a nn pomt double,

Mais, connme ces courbes sont les imémes pour les intégrales (1)
et(2), les valenrs pour lesquelles une de ces trais eirconstances
se présentera seront dgalement les indmes pour les intégrales (1)
el (a),

Ainsi les valenrs critiques des exeentricités ou des inclinaisons
sont les mémes pour les denx imtégrales (1) et (2).

Mais une question pourrait encore se poser; nons avons vu e
tontes les valenrs eritiques ne conviennent pas. Ne ponrrat-il se
five qu'une de ces videurs convint & (1) sans convenir i (2) ou
mversement,

La réponse doit dtre négative. Gonunent se fuit-il, en effet, que
certmines valeurs eritignes conviennent et gune danwes ne con-
viennent pas? Poire nons en rendree compte, fasons varier d'nne
maniéee continne Funde nos pavamndétees, pae exemple Fexcentri-
cité o, et, en méme temps, déformons dune nmaicre continue les
contours fintégration. Nons devons diviger cette déformation de
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telle sorte quiancune des valenrs singnlicres définies par les égqna-
hons (4) et (§ s me se tronve dans e champ dintégration,
Siy e varint dnne mamiere continne depiis zéro jusqic ege on
pent sarvanger de fucow que cette condition pe cesse jumais détre
|'v|||p|it'. lest (que e, 1nest s une veritable valeur t'l‘i(i'lil"1 o NC
convient pis . st contrane, 1l est in||m.~.~'i|»|«' Je s'an'mn;:c'l‘ pour
c|||c' Iil 1'n|l1|iliull .\'nil |‘(?|||l)li(' 4|m|'n' ¢|||(-, comne .il' I.c'xp“(_lll‘.lis
plus hant, le comtour dintégration se tronve pris entre deax points
singuliers), e’est que ¢, est une véritable valear erithue s e, con-
vient.

Faisons done varier e de zéro a ¢y cly enocme Letps, déformons

nos contours d'imtégration en partant des contours nutiany
rEL e

qm sont les wémes pour les intégrales oy et caoy stoey ne con-
vient pas o Pintégrale (1, Cest que nons pouvons deéformer nos
contours de telle facon qua ancan moment une des valears sin-
glieres satisfinsiant anx dquations 1 et o bis) ne se trouve duns
le chiomp d'intégration. Mais, si cette condiion ne cesse janais
d'étee remplie en co i concerne Fintégrale (1), elle ne cessera
Jamais non plis de Téwre en ce qui concerne Fintégrale (1),
puisque les équations (f) et ¢ § hish qui deétinissent les valewrs sin-
gulieres sont les mémes pour (1) et pour (2). Done ¢ ne con-
viendrea pas non plus i Fintégrale a2, T T U T

Voiel done un premier résultat,

les coefficients H,,,.',,, du déceloppement de la fonction per-
turbatrice swiveant tes anomaalios CXCeRriues, aknst que les
coefficients Noo du développement suivant les anomalies
moyennes sont cursmémes developpa biles suivant les puissances
des e.ccentricites el odes inclinaisons.

Les limites de convergenece de ces nowveanr diveloppements
sont les mémes powr les coefficients By, et pour les coeffi-
clents Nyype; elles sont les mémes  powr tows ces coefficients

quels que sotent les entiers m et m',

28%. Nous eximinerons spectalement le cas o les excentricil és
sont nulles et celur on Finelinmson est nulle.
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Dans le cas ob les excentriettés sont nulles, il 0’y a plus o fuire
de distinetion entee les inomadies excentriques et les anonuldies

wovennes, de sorte que

=, == o,
5 — ) * o o/_l'
»'\ mimyt l"n m' -1 / / e e e AL el )
IR . PRI \ R, )

Cette deenere wtégrale peat encore s éevire

Cgt el oy
| s i3

ou bhien en posant comme an n® 200

"
I

s

- W),

NOs POUN OIS Clcore I éenree
1 /' ST Y ITY 0 / , s v
%, / iy y g Ll grwerty!

en Ims:ml

m o - - , N e
R B e oatun el | 3T eesee———tneem————
/ 3] / 2

Ouaned 2 et 3 dévvivent chacan dans lear plan des civconférences
devavow 13 et w font de méme: maiscd chagoe couple de valeurs
de 3 et o situdes sur ees crrconférencees, c‘nl‘rc'slmlnIc,'lll cdene
l'nlllb'l's‘ de valeaes de o et de Aion obticnt done deuas fors Finté-
srale, de sorte qued finalement, nous ponrrons éevive

(5 R N./ / :f::c'f”-&’

|'illl<"3.:l'allinll catd étendue, lant pour s que pour s, aune cnrcon-
féerence de rayon vavant son centee i Fovigine, de telle fagon gue

i'zi-r:|u-|:-.:|,

Il seva plos commode d'opérer sur Fintégrale 050 que sne inté-

erale ¢ Nons avons alors

: . ! . D
)'.' — 7 el 2 .. XL ‘ o b e ) e Y tlt! ( (1 LTI, \.
' ‘ S u'/
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Nos courbes singulieres sont alors

Stz TR SIS S - 4, [V TR 3 LT 0,

Nons devons alovs chevehier la condition pour gue trois de ees
courbes se coupent en unwdéme point, on ponr que deas d'entre
clles se touehient, ou pour que e att un |mi||l double,

Nois navons pas i nous ingquiéter de b premiere condition, L
('nlll'lw A2 s 0 I):l,-'nw. luujulll'.\' Inll' |'n|'i;.;"|llc". o, |mlll' c'll’lllh' fullt'—

ton détinmie par une ntégrale détine présente un pomnt singolicer,

i faut que deas pomnts singuhiees de la fonetion sous fe signe /

promitivement séparés viennent i se confondee: eesta-dive, par
exemple, que trois courbes singnliéres qui primdticement ne pos-
Satent pas par un mdéme point Aennenl i passer par i méme
point. Ce n'est pas iei le cas, puisque les trois conrvbes A= o,
O LIl (V20 |)'.|s.~‘('l|l Iull/‘ulu'.\' |)i|l’ Hunomaeme |milll.

De mcéme Lo conrbe A=z 0 pirsse lml.inlll's par les |mi||l,5

e i, Y Lt A o K, [L R ] 4 e TV TR,

de sorte e nous VOIS |rirs O nons ilhlllic"lc'l' de cette condition.
I’cnll' (|lu,' T OO § T lmlc‘llc.‘ ¢ O, l| fillll cllltf

et =0 soit T
Pour que (w== o, ow w2 % tonechie A2 = 0, i Gt (que

et e ol YO,

Pour que A== o all un |milll. double, il faut

)2 ’ TEY _
R PR
¢est-i=dire
e . ¢ = 1
ot
(hH) A - T g A ad == o,

2. Fxiinons de plus pres ees resultits. Nous verrons dabord
(ue leos solutions e O 0 Y SE 0one poaaient comvenir il ques-
Lion, SII‘)IN):’-HHS. ern eflet, dabord que l'c'ml)l:u_':llll R par e Yy

Ol «l('!\'c,tlnlplnt .s'ui\'nnl les |n|iss:|nm!$ de v, Sl \'allvlll' v == o Clall
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un veritable point singutier pour o branche de fa fonction consi-
déveée, ledéveloppement suivant les puissanees de v serait toujours
divergent: or nous savons quiil n'en est pas wnsi.

Sia volenr =z o ou v = ctalt un point singulier, nous
deseions en conclure que Laosévie diverge dés que [ ] =000 mais
nous naarions pasi nous ingquidterde cette conséquence puisque v
est tonjours -,

Supposons waintenant que Fon développe suivant les puissinces
de o ety regardées connue des variables indépendantes : i = o,
ou bien v == o ¢t un véritable point singulier pour la branche
e fnm'linll (:¢)||si(|«'!l'|:¢,°. e llo"\c'lultlu'lllc_'lll sernl hnljcnll\' diver-
goent, ol nows savons (.||l'i| nen est |m>' uillsi et qllc le cld\'t'h)')ln'-
ment converge pourvi e A el v solent assez |n'lils.

[l est wisé dailleurs de constater que, pour les petites valeurs
de et v, les poits singuliers quise confondent pour v = o, par
exemple, sont tous deux intéricurs. ou tous deux extéricurs au
contour d'intégration. On pourriit toutetois se demander s'il en
seruit encore de méme pour des valeurs plus grandes de . Mais
la véponse esl aisée: 31 les deux points singuliers sont tous deux
Lérieurs au contonr pour s petit, PUis que nous fassions varier 4
d'une waniere continue, les deux points singuliers A et B et le
contour varieront ausst dune waniére contimue, nans ces deays
points ne pourront cesser d'étre Intérieurs au contony que st un
d'eux. A par exemple. franelitle contour: mais alors, nous pour-
rons toujowes Bve fuir le contour desimt le point . i moins (ue
ce point A ne se confonde avee un autre point singulier C prini-
tivementextériearau contour, ditférent par conséquent du poine B,
Mais alors L convergence cesserait déji par suite de la coineidence
des points A et G On ' done pas i Singquicter de L coineidenee
possible des points \ et B puisquielle ne ponreeait amener une
singularité de notee fonction, quiapres que la convergence aurait
déjiv cessé pour dhantres canses.

\insi les points singuliers wz== o, v == o ne conviennent pas i la
hraneche de tonetion constdeérée: nous devons ;l_imll«!l' (|ll'i|s pour-
ratent convemir adautees branchies de lac fonction qui seraient
dédinies par Vintégrale (3) érendue dautres contours que celut

c|ui est detin par les denx c'-cllmliuns
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‘.'.’.8“ |’n|ll‘ l;l |)l':|ll(‘|l«.‘ c"lllllic"n, nHous n':u-nns (lnn(' hous pre-
|

oceuper que de la condiion (6),

II . oy J HIR it ,

0sons ¥ == 5% = el proposons-nons de (lv\('lt)')')('l‘ smvant les
N
Innssmnrvs crossantes de v, La conthlion L) devient
A e ' 2an’| () - ) o v| =,
. [ . . ., .

ce (ul peul s'éeriee de e des deax manieres suivantes
(\") [)l.S) (@)= 0. i o at a2y =0,

Dans la prmniisru de ces relutions v n'entre pas: la seconde

donne
: Cet' 400
IV T e o 4

o Jad

Le ruyon de convergenee sera done La plus petite des deux

valeurs
R IIRTRLE
e |
i U
L] . [} .
¢'ostdi=dire
{ead’ - -yl
) et

Ainsi la condition de convergence dn «Ic'-\'c-lnp'wnu.-ul sel

PHTE B ('
- Z e A T— &
2 > fad

L.a discussion des c'-quuliuns (5 bis) montrerait de méme que les
coclficients Ay e sonlt d(':\'tvlnl»lml»lcs suivant les |n|i.~‘sullccs de e,

I)i)ll 'y (lll()

Considérons maimtenant Woet v comme des variables indépen-
dantes et (lc’svuluppuns suivant les puiss:mn-s de el v,
La velation (6), qui deélinit les Tmites de convergence, s'éerit

alors
At 't g’ 20 e = 0
ot
. '

La condition de convergence du développement est done

. L ontasa't
:J' ot I v | ,'\ i wtans 1t 8

Nt
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Cette condition est toujours remplie, car on a

ISRt

) . TR RS
e ] T s

' aeted
Nos caeflicients sont done towjours (Io-'s'uIU/:,m/;/v.v suivant les
) W .o d
prussances e cos® el sind -
') Y
Nous avons donné, au n® 270, ua développeent qui proeéde

stvant les puissianees de

¢est le développement (a8 do Chapitee XV D aprés ce qui preé-
ﬂ"(h‘, ve ('('?\'(,'In|)|n'lllt'llt converge pousal gue

!

7]

2,

Or, comme w, v et 2 sont essentiellement positifs et plus petits
.‘ - Ty L) v '.. ] N » N » l » »
(que 1, gue ey esly par consequent, |»|||.~ petit gne " et que

i* = I= 1. 0l aura

‘u'ﬁ i | V¥ ’ “ !
— - b b BN Y Y] ) rramaten 2 ew
S| e

La condition de convergence sera done tonjours remplie.

Du développement (28) du Chapitee VHT on passerait aisément
an développement caz) qui proecde suivant fes puissanees de
woet v, il suftivait de développer chaque terme en

’ :J.Z moo; Y "
(_H—:" (l—-r-'n)

stiviont les puissances de 2, ce i est possible ponevu que 2<<0,
Conme eette condition est togjours vemplie, le dévelop pement (2%)

conyerge tonjours,

287. Coustdérons nuntenant le cas p:u'li('nliur ou inehnason
est nulle et tl(-\'eln|»|mns sutvant les |n|iss:mmrs des excentri-

cites e et ¢,
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s courlies (i vurrvqmmlvnl auy  conrbes 3y sont les

courbes ¢4 et i g tery, i savoir

N A T Yoo, Ao A, _l' L2 A, “, ST, H, = 0.

1 Cherchons dabord T comditon pour que By oz o it an point
donble. Pone nons e rendree compte, chevehons i signification
de ces éqnations, Soient G Forbite de T premnére plancte, (7 celle
de Faoseconder dBapres notee hypothise cesodens conmigques sont
dans o meéme plan A clague valenr de e correspond un point M
de L conque Goeta chague salewr de oan point M de Ly
c'ullitlm- (I

l.'«:clnulinll R o=z o exprime alors que Lo distanee MM est nuile,
ce qui pent ne pias vouloir dive que les deas points Moet M eoin-
ciddent puisque ces deus points peavent étre nmaginaires.,

Leguation Ry oo exprime e e coethicient angubinre de L
droite MM est égal iy et éqnation By= o exprime que ve
coeflicient est égal & -y T,

Les équations 0o e = 2% expriment qae be point M oest
inting s Pune des dens hranches intinies de L conigne G les
('-qu.mliu'ns yezoo vz Lo expriment gue e poimt M est G Pintim
s i 1'n|lic|tlv (.,

Powr que Ta conrbe Rg== o at wn point donble, i1 faat er il
suftit que i droite MM soit timgente a La fois any deny conignes (G
et (VL Les dens coniques Coet G ont an fover commun. le Soleil,
Lacdronte MM, «|||i est e tangente isoteope i G doit passer par
nn des fovers de G et pour T méie vaison elle doit passer par nn
des fovers de G Saoient alors N e fover communn de G et G R e
secontd rn'\‘(‘l' de G R celin de .

Pouwr que les denx conigques admettent une tmgente isotrope
commune cen dehiors de eelle gui passe par S qui existe tonjones
el qui e sanrait convenie), il fant done que T dreoite: MM passe
par R oet B cestaimdive que ladroite RRY it pone coefticient

, .
<ot
el = e by (@

Je représente parm et @’ les longitides des périliclies,
(X ] . . . = . .
Clest B la condition pour que Ry = o mt o point double (en

t. t N



K CHAPITUE XX,
dehors de eelui quiy corresporhmt a la tangente isotrope passant
pais S, existe tojours ot ne saurit convenir,

2% De méme la candition poenr que H,.. EENTETINII |milll double
s éert

e BT = ol e,

3¢ Pone que les denx courbes Rz o, Ry =00 solent tingentes,
il Gt que les deas conigues Cet Cse touchent; ear les points
dintersertion a distanee fhiie des deax courbes BRy== o, Ry=o
correspondent any quatre points dCinteesection des deas conignes,

I faut done que la distanee des dens tovers Ret R' soit égale
ks sonne onci b différence des grands axes: ce qui s'éerit

e ST — e 1T el 10 e B IR e 0 e a )t

il faut voir ensuite si Pon des points dintersection des

. L} . .
courhes ( i ler) ne pent rars se confondre avee 'un des [rornts
dintersection de Fone de eces conrbes ivee 'ane des droites (.4)

) e tlt'llx de cos «|l'nih'.~‘ entre elles,

Ces deux catégories de poinls correspondent respectivement :
anx quatre intersections de G etde G oM et MW eonfondis) et any
cas ol les denx points Moet M sonta Finting sne les dens conigues
et

L condition est done que e des quatee intepseetions de (G
etde C s"éloigne indéfinmment, eest=ia=dive (o une asvimptote de G
soit parallele & one asymptote de (7,

Cela s'éerit d'une des quatee nanieres

.
3 ”»

v . v [Py
tany? = U@ = ang? & Ry
¢ "

’
0

.. . ‘
colt & KHE L g? : l2em

2
17 - im 1L p-view
tang? < - 20 = tang = I e
I v, .
vol? o .-‘ t 'ﬂ":? ¢ @ ,
) 9
e |m.~'illll
¢ o= s, e = siny,
Je puis cerire anssi
- N )
i VA TRERRPTE B L T
TN [ 11 FUL S LSy 1777, 1

by - et Loyt



CONVERGENCE DES SERIES, Y
¢n prenant dans cllauluv fraction le sigm- tnfériear dans les deux
termes ou le signe su|u'-|'i«-u!' dans les deux termes.

Voier done clm-ilus sont les ('-clunlinns c|ni detintssent les valeurs

('.I‘Ill(l tes

(7) ae b-im oz P DR 0] .
(8) ae I':‘n N ("(" l‘:lm“
(v) tete 800 - " ¢ W@ el 1@ e T L a0,
P [ —
L T, ). e ¢ )
(1o R ‘,'. R i
] - y- ‘ ) -~ o? ) -5 \/ ' ""

:ul;‘clllcllvs‘ 1 convient dadjoindre
(1 ¢ 0, e,

Miis nous avons vu que tontes les valears qnnsi tronvées peuvent
ne pas convenr et 1 estméme ase de vorr (ln'cllus ne peavent pas
loutes convenr.

En ellet, envisageons Féquation (=)@ elle est satistaite pour
e e =0,

Sidone les valenrs eritiques définies par cette équation conve-
nalent, notre fonction présenterait des singularités pour des
valears tres |u'lilv.-i dee et e'. Nos coeflicients ne serinent pas deéve-
loppables suivant les piissamces de e et de oo méme pour des
radewrs trés petetes de oces gunantités. Nons savons quiil n‘en est
s amnst, Done les valemrs détinies par Féqguation (=) ne sanrnent
convenir,

e méme vaisonnement s applique anx équations (8) et oo
importe de renarguer goe Péquation cro)omalgeé T présenee des
donbles signes, ne représente gqnnne senle équation analytique
irvéductible qui prendrait sa forme algébrigue si Fon chassait les
adicanx, Cette édquation irrédnetible est satisfaite pone e == ¢ = o,

Restent les équations (g) et (), Pome tronver la linite de con-
vergence définie par Péquation (). remarquons que a, o . o et o'
sont des donndes de la guestion et sont véelles, mais que e et o
i sont nos vaviables indépendantes ponrront prendee des vilears
Inaginares,

Donnons i e une sére de valeurs de modale constant [e |, s
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dargmment variable; Gosons de méme pour ¢'s Le naxonum do

module du prewier membre de (g est

Wt @0 e ad e conim —m|;

la condition de convergence est done

a’ ! o? | SRR ] v"’; e ‘Alltl'!l.‘l," Con e ' | ERTAE T ALY

Nous somtues anst conduits 6 SUppoOser que les senles condr-

tons de convergenee de notre développement sont

fel-Zre e )T,

s atiet wqtet] 4 gad jee cosim m | Do,

Je ne vondeans pas enteer dans tropode détails: je ne pais cepen-
dant me contenter d'unaperen 2l fant done gque Pesplique en
(quelques mots conunent o peat donner v la démonstration toute
S rguenr,

Constdérons le domsine D détinge par les inégalités crao 1 ne
contient pas de valears singuliéres satistuisint anx équations ()
et Masailencontient ui satisfontanx dguations (7), (81, (10),
St e de ees valeurs convenat, il en sert de meéme de toutes
celles qui satisferaient i la méwe édquation el (u on pourrait ren-
contrer en farsant varier ¢ et ¢ d'ane nioiere continue et sans
cesser de satisfiuive i cette dquation, Gela serait vesn an moins en
ce (uai coneerne la deéterammation de L fonetion (que Fon attein-
dradt par cette variation continne,

Or on verrt qu'on peatattemdre, par ane vagation continue,
une quetcongne des valeurs singulicres quisatisfont any équoa-
tions « =) (800 (o) et aux mégalités o en partant de L valene
e =m0, == o et sans cesser de satistaire G ees cquations et sans
sortoe du douine DL L vadear singuhicre ¢ z=o, ¢ 0 ne con-

venant pas, ancune de ces valenrs ne convient,

Les conditions (12) sont done les seales conditions de conver-

U
‘_',’('Hl.l .

La troisicme condition (rz) seva satislaite quels qoe soient m
cta, st ona

|ae| | e J o=,
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cest=d=dire st la distanee |)c‘|‘ilu'~|i«- de Tane des plioétes est |n|ns

grande que Lo distinee aphélie de Fantree,

288, Le théoréme que nous avons sppligneé o da lincdn nunéro
precédent estanalogne & celui que nous avons rencontrd an w280
et ponrrat s établie de o méne modaére, Mats il vaot micux le
vattacher ioun théoréme " Anaivse,

Siy dims un domame D shaplement conneaey une fonction de
deux vaviables Foeo o est holomorphe, saul” pewe-étre pour les

poimts qm satisfont & nne relation :m:nl_\'liqm-
IR T
et s onn de Ces pnlllls

.)‘ - ‘,'n. a g .)'n )

est ordimnre, il en sercde méme de tous les sutees,

L cllet, dCabord sioce point est ovdinaive. b en seri de wéme
de tous les points voisins,

Décrivons maintenant dans le plan des . un contour teés petit,
autonr du point douteox e =23 Soitw ==y ) undes points
('II contour, Nulls pousolls Sll|»|)¢)5(:l' que le contomr se (.|0"rnl'llu'
d'une maniere continne quand oy varie dfune maniere continue, et
que 3y ) est une fonetion anal ytique,

de dis dubord que Fiory) est une fonetion aniforme,

Supposons, en effets quielle ne e soit pase que Fieeo e el
l"g(‘.[',_}'t) sotent deus de ses déternanations, et (que Fon passe de

PVune d Fantre quand 2 déevit Te contonr, Alors
Fofsopyoo ) = Fepdora ] ey

serait une fonction avalytique de o omis cette fonetion serait
nulle powr yo== vy et pour les valears vorsies, puisque la fone-
von For y) estuniforme pour y == yy et pour les valears voisines,
La fonction @) est done nulle pour toutes les valears de g ety
paus conséquent, Ieey v) estanitforme pour tontes les valeors de y,

La fonction I* é¢tumt untforme, e condition pour que e =ey)

soit an pomt ordinaire, ¢est que Pintégeale

/,’l"" (e, y) i,
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prise ke long du contour, soit nalle quel que soit lentier positif ne.

Cette intégrale est une fonetion analvtigque de 5 elle est nulle
pour v =z vy el pour les valears vorstnes pisque 2 =2 20 y%) est un
point ordinaire ainsi e les points voisins, Elle est done identi-
quentent nulle et le point e == 2y est ordinaire quel (ue soit y.

Le théorime s"étendrait atsément au eas on tons les points de D
serarent ordinaives, saul petet-éere conx qui sattsfont a 'ane des
re velations analytigues

TN, £ (Y, == Pal V)

¢t ot Pon sanrait, dautee party que les points

RERNT TS,
Y= RS TUR XD
Y = a £E2 Pl Vi)

sont ordmaires.

Nous nous bornerons anx cas particuliers simples traités plus
haut, bien que les mémes procédeés soientapplicables au cas général,
Nous mentionnerons toutefois que M. Férand o vante d'autres cas
particuliers dans le Tome X des Annales de I'Qbservatoire de
1f()l'¢ll'uu.l.‘.
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RELATIONS DE REGURRENCE ET EOUATIONS DIFFERENTIELLES,

289, Reprenons les équations du ne 280

't daody
(1) — |;””". == / / ——— - /..: . ey
M ' W 4 ""'-Hl ) l" "u'.‘- )
't ORM de dy
(2) — 17Ny = / / et e e
S amymyRoer, )

qui détinissent les cocfticients du développement, soit suivant fes
anonmlies excentrigques, soit suivint les anomalies moyvennes,

Ruppelmls que

R =ux?)232 Q:: -|—.‘:‘/,1--§-.l. |.._.:.' /y.,___l__ I,
v )t R)

, .
1

20 = me (@ — .
-"

Ces coethicients A et B sont des fonetions des eléments, par
exemple des grands axes, des excentricités et des inclinnisons el
"on peat se proposer 'étade analvtique de ces fonetions. Je we

propose de montrer :

1 Que ces fonetions satisfont i des équations dillérentielles li-
néaives, dont les coeflicients sont des fonctions rationnelles des
¢léments,

2" Quil y a entre ces fonetions, an du moins entre les B, des
relations de récurrence hindaires dont les coefficients sont des

fonctions rationnelles des ¢léments.,

200. A cet eflet, je vais envisager une expression plus générale
définie comme les A et les B par une intégrale double,



1’0 CHNPETRE XA
Soit

. we THER e ol

,' I

nne intégrale double prise le long de contonrs fermes,
. . ] |
. et I sont des polynomes entiers en ey =0y - dont le:
* Na '

degrd estrespectivement A, w et £2 Quant a s, clest lomotie d'un
entier i,

Vvt dTaller phas lom, b Bt gque Pexpligque eeoqae jentends

. . | ) . .
(HE N Ic' tlt""l'(' (l un ml\lmllu' el o, = Y - l 1} ml't'll ml\'nnmc
I r | I
. o ) .
est de L forme

\‘,\.I"' 1
o '

e et boctint des entiers positifs on ucgatifs, e divn quiil est de
degre m si
a . Il me.

Un polvnome de degré me contient com <=0 coctlicients arbi-
tratres, puisque o de méme que b peat prendee 2m 401 valenrs,
Cleel posé, je suppose qire Q@ et I sotent des polvnomes donnes,
mais que nous fassions vavier Ly ca e = 0# polvnomes 1 de
degré A honéatrewent dépendants, wais poar quelgues-nns
dentre eux i fonetion I est nulle. Enetlfet, si P estun polvinome,

Finteégrale
AT U 't
/ ,/ ey I ey

sevicnulles e eflet, intégrons dCabord pae vapporta s nons tron-
Verons

Comme noas intégrons le long doun contanr lermé, cette quim-
tité reprend Leomeéme sadenr ans deay limites o Fintégrale est
nalle,

On vervat de mdme gquey si O est an polynome. Fintégrade

NPT ‘l'
/'/ll'l -;-l-, l/l l/)

estnolles 1D sufivae dintezeer dabord par vepport i yo Done
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I sera nul si

()l o Pl o QR
S S e U
a£y [ dr R | D l[_'l' o

¢est-i=dure s

n i Wl
'I Ll ," . "‘ EX R o - l'l“ e s.r .,I'
\ ' ol r ! d.r " ! odr
At ‘ .
1) ot} b
) m— "‘ .- ‘( s .. — | t )
’ ) Ay ) '()’ ?l t S '(‘. J

St P et Qsont dedegré 2 nons vovons que le densieme membre

st t'(,‘ tl('gl'(': /I BT / “t== (), _\nlls‘ t'('\'nlln tlnll(‘ :li\u;l‘

o h “.['_,‘_ to,

v done cah = 2/ 2w = 0% polvnomes I distinets et an-

ant de polynomes Q. Nous ponvons done former

e fam i Y

relations de Liv forme 3o Mais ces velations sont-clles distinetes:
ne |n'lll-—i| |rits arrn e (ue le devsicme wembre de G soit identi-

quement nual 7 Cela arriyvera s

PYA R DAY ol “’l':"l
L v L e 4,
Ar y e dy B

¢ est=it=tlire s
(_"":“ l/.l'
Fed e T )

sS4 ‘
ll e "(I‘f.
l-,. 2
ce gqui danne
oS . 7 dli .
Q 5 @ e B e e SE o e S,
. \ N ! :I.r' o 1AL > e S ol 1
)
S . dQ . d
P =y e )y SSEF 4t e 8} --= S,
| b= it o 0y Fom 2 = 5)) 0

. . ' | .
Jedis que N est unpolynome entier (eney =y 3= ) et diabord
) ey

gne e est nne fonetion maforime,
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1 Lintégrale / dU ne présente pas de peériodes eycliques.
Suppusons que on caleale cette intégrale en regardant p conme
une constante et en farsant déceive d . dans son plan nne courbe
fermée, a Dintérieur de daquelle il y ait un nombre pair de va-
lenres de e telles que F o= o, 1L en vésultera que quand onaura déerit
celte eourbe fermée 10 et 190 previendront i lenr valeur initiale,
Liintégrale prise le long de ce contonr serait une périnde cyclique

de /.dl:.

Cette périade, si elle existe, sera une fonction de y. Je dis (ue
cette fonction devea se réduire i une constante. Si en eflet la fonce-
on U admet denx déterminations U et U”, on aura

LU Vi PO

—

.‘-?:;o‘ - ,(y o 'y-l-l'.f |

el, par conséquent,

‘6 ) — et e 2 ()

Si Pon se reporte maintenant a Panalyse de M. Preard dans son
Ouvrage sure les fonctions algdbriques de denx varnables (b1,
Pe S8 G go), on verra que cela ne saurait avoir lieu sans que la
période eyelique soit nulle si le polynome 1 est le plus général
de son degré et dans beanconp diantres eas encore,

2” L'intégrale ne présente pas de période polaive, Elle pourrait

en presenter siola fonetion sous le signe / devenait infinie, mais

o———

cette fonction ne pent devenie inlinie gque pour 2 == 0, ou y == v,
on I O,

Pour IF =0, la fonction est infiniment grande d'opdre s — 13
moins que F e soitdivisible par un caveé parfait, ce gqun n'arvivera
pas si I estle polynome le plus géndral de son degré. La fonction
nétant pas mfinie d'ordre entier, il ne pent resulter de I nue
période polinre, .

Soitt naintenant o == o. Développons la fonction sous le signe /

.

suivant jes |n|iss:nu:cs entiéres positives et négatives de x de telle

fagon que F'on ait
OKEY 2‘1 .
J-. 'O'T-l — ( o ‘I:'”',
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les (., étant des fonetions de y; alors nous aurons une periode

polaire qui Ser

Fn vertn de Péguation (6, cette période devra étre ane con-
stante indépendante de y. Je elis que cette constante est nulle,
Soity ==y une des racines simples de Péquation

Freo, ) =o,

Bien entendu, avant de taive .0 = o, il faut nmltipher ' par une
puissance convenable de 2 de fagon que I reste fim ponr @ 2= o,
Faisons varier y de fagon que cette variable revienne a sa valeur

. . . [y . [ 3 . .‘ - . . L
inttiale aprés avoir tourné antonr de vy alors B ose changera

i U 4y : . , :
en -y I, :1:‘-_- en — ‘;I;i-‘ v ely par conséguent, Coyen — G Dmas,

comme G, est une constante, on
, . (,: |:=‘L:|‘
d ou
C = o, C.oQ. F. D

o'y a done pas de période polaive pour 2 = o et 'on vervait
de méme quiiln'y ena Pas pour » =z o,

Le raisonnement précédent ne sappliquerait pas toutefois si I
se rédhinsaita un carré parfait pour 2 = o,

3 Mais S pourrait encorve ne pas étre uniforme pour une antre
cause, Supposons que 'on prenne Fintégrale U le long d'un con-
tour enveloppant un nombre mpredr de valeurs de e qui annu-
tent o Alors VB se change en — I quand on pareourt ee con-
tonr,

Done Usechange en Uz = U, & étant une constantequi ne pent
dépendre de v lei Féquation (6) ne s‘applique pas et la différence
U — U nest pas indépendante de y; ear, I ayant changé de
.. v (Ilj . ‘ll;' . . N ‘_i f '... 0y il.ll
signe, -’T; el o ne sont pas egans, mas cgaux el de signe contrare,
de sorte (ue

dU’ ol dh

—— et IEY . — —— T2 0D,

dy dy’ oly

Ainsi o est une constante absolue. De plus, si nous considérons
un autre contour analogue ui change U en U= /A" — U je dis
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que les denxconstantes Ze et i sontidentiques ; sans quoi Fintégrale
admettrnt b péviode o,

baveonstunte 2 cant by mdme ponr tous les contours, nons porn-
vous chotsie Lo constunte arbitvaive dintegration de facon que
h==u. Vors notye illl«";,;l'ulc' ne  seps ill\'(‘(")lil)'t' (ue de deun

vileurs U et — UL Dallenes e signe de U climgera en méme
. : E . .
temps que celn dey 1o de telle sorte gue i el par conséguent N

est une fonetion untforme,

478 estun polynnme entier en

) u
oA -~ [N e
£ W
Fnoetler, Pintégrale et S ne peavent devenie intlims gque i Jes

déri ées

d U ol
pralirs

deviennent mhnies, e est=i-dire s
N AR SN ) = A, AN~ S ) = 0, l" oy,

cPour oo, Tes dérnces deviennent imbinies dordre s — 1 et pratr
conséguent U devient inding dordre s - 4 et S reste lini.

Vovons cotmment se comporte S ponr e s grand, Les termes
prepondérants de 1002 s réduisent respeetivement i b, P
et .o multiphiés parnne fonction de ¢ £2p et w dtant les degris de

0 'l! ' . R . R . . .
I, €, Q4. Done S redmtivaes termes prépondérants se réduira a
L

. . sl b 1LY o am
| o) e VIR O 0
T

Oy ypddi=s - p W l-"‘b N
et enlin ™5
oyl Sw

iy el 7,00 Ctant des fonetions de e faeiles a former,

On trouverait le méme résultat en chercliant comment S e
cotporte pour.c <ol b satlivnt de clianger £, poet o en = fo =
el = o, On rabsonnerat encore de weéme pour ) tees grand o tees
'N.tlil.

Done S se comporte connue un polynome de degree

yZ ==l - 0 = a,
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Clest done un polynowe de degee fe - o f = w0 dépendint de
cale 3 = e e

coefhicients aelateaires,
Done parna les

v i e D[' 200 o 1

relations « ol voen a senlement
wh './l---"-' N Ty |/' KD ELR

(qu sont distincetes, Done nons nayons que

taah w2 h -~ a/ TR IR Y /R AT

expressions I qui sotend higdaiecineat indeépendantes, Op ce
nombre est égal o
Sl wat,

I estdone indépendantde 4 et s. Done. quelque geand que soit e
degreé de Ada polynowe L nous o' awrons woujours, an plus, que
B/ = enexpressions [ distinetes

Remarquons qque les expressions oi s 2z s, rentrent conmme cas
particnhiers dans celles ofos o, o0 pisque nous ponvons changer
sen s et Hen HE <ins ehanger Vexpression 1L Done toutes
les expressions B quel que soitle nombre s, e degeé da polviome
H et e polynome lui-méme. peuvent Sexpromer inéarcient
Farde des 8¢/ + w2 deutree elles,

Sinons prenons

NS i

expresstons T quelconques, by ameac entée elles ane relation
lindinve, dlont les coefficients seront des fonetions ratdapenelies
des coefficients des palynomes Vo gqui sont les mémes pour
tontes cox eopressions Wainst qpue des dicers polynomes W ogui
ne sont pas les mémes panr Les difféventes eepressions 11, Cela

résulte de la facon dont nos relations  §) ont été formeées,

290, e nombre des drxlbl'l'a.\'iﬂll.'i I dhistinetes peul s ubarsser si
les |m|\'nn|m-.~ prosentent coertinlnes espiees de sy dtrie, .\'ul)pusnns

par exewple que FoQ et Hone elungent pas quand an change
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en —-uel v en — ). St alors nous éerivons ces |m|‘\'nmm:s sous la
forne

N Ayt
) A .,-u‘, b

nous vovous que les deas enticrs @ ot O doivent ctre de mdéme
p:nl’ilﬁ.
Un polynome de degré m présentant cette s¥métrie ne contient
|)||l.~‘ (ne
1Y =t -0

coctlicients avbnteaires. Nous n awrons done (que

ah? ool
polyuomes T
Si les polyuomes P et () présentent cette méme symétrie il en
seri de weme du second membree de (4). D%aillenrs nons obtien-
drons de eette facon tous les polyuomes H symdteiques qui sont
de la forme (). Soit en eflet

bl Q)

le second membre de (o Considérons dens polynomes Poet Q

non symétrigques de telle fagon que Pees ) ne soit pas égal a
P, = y)
el ~'u|)|m.~'nn.~‘ (que
ﬂhll'({l‘._)’v, (-‘)(.I'? ‘)‘)]
soit égal i un polynome s_\'nu'-tri(lnw I de telle sorte (que
Hiw, y)=Hi~ax, — )
nous arons a la fois

Hee, y)y =D P y), Qur, i)
el

ey =y )= P (=, —y) Q= — )y,

ou, en additionnant et divisant par a,

P,y P -, — O,y ) - O a0 — .
Hie,yy—= 1 Y . ), e,y - ¥

q
p "

qui est une velation de laforme 5y o0 les polynomes P et QQ sont
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remplacés par les polynomes svmétriques

Pois vy -ie Plesri—y) O, pi- Qe— = ¥

et e ——— o et Be 2404 S b & & Smamron oy

2 N

Hosultica done de considérer les velations () formces avee des
polynomes symétrigues. Nous aurons done, non plus
A(vh - ‘1../' .y e )3
relations (4 s
dfaih—f—wr2aih oo f —wy .

De méme, si nous nous reportons any relations (30, nous vervrons
que, si 12 et Q sont svimétriques, il en sera de méme de S:nous
aurons done

2ih—=af- et ah =y f— ) 0

polynomes S,

o véswné le nowbre des expeessions I distinetes ne sera plus
(2h + 1) serh=af—awa eyl o= f—wa =R f w0,
mais seulement
OChy v+ B(h =af —a2m) ~ahih-—=f ~w),

en |m.\':mt
Oh) == a2ht el 41,

Cee nombre sera done

ACT 4+ )1,

2092, .-\|)|)|ic|unns ce «|ui precede ans c:,\|n'¢t.~sinn.s'n 1) el (o), s
auparavant il est pl‘c"ft':l‘ul»lt.' de les transformer en posant

Ry

= 2
=3, Yo

Alors, A2, qui était un polynome contenant des terties en

I R R LT S R O Y e T L S T L U P L y» !

» . !

deviendra un polvnoe entier du second ordre en

?
.
Y,
-
-~
>
1
.
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Ce polynome ne ehange pas gquand on change § et 4 en — 3
et — 7. e sera i g jonera de vofe de 15 nous avons done

VA

[e |ml\'nmm- Q devient de son edte an |ml\'|mmc .s.\’nu"lriclm- du
plcmw degrd en

s
-
LALY I

de sorte (e

Dans fa formmde (0, bien entendu, on fexponentietle K8 pe

ligure pas, on prende o == o,

Le rote du polynome H sera joud dans Pexpression oy par 0
. . , o ’:m

' ' I)

el dans lu.\pu-nmn (2) par-— ,-m,m" '|m nots donneront ane et

Fautre un polynome .i_\‘lll("ll‘i(llle en

e

Nos coctlicients B, et Ny sevont veprésenteés ooun factenr
mnmérique pres par Pintégrale
/ [ i
2
on & est da degré o ou g et on

| ()
ll hand s [N 1]] st——

Copem yni’ !
- .

on enlin A joue le vole de 19, Cee sont dome des expressions de la
forme II.
Les coeflicients de ces polynomes I, Q et 1 sont dalleurs des
fonctions rattonnelles des grands axes ¢ et o', des excentrieitds e,
Cotde i — ed v — @, oy si Fonaime miens, de ¢ et de o) en

posa nt
X , 2t

b eve e -
- . ot e )

| -1 82 | —= {1

Ce sont ¢galement des fonctions rationnedles des lignes trigono-
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lm’:lriquees dépendant de Finchnatson et des |n.'9|'i|n':|ius. clest=g-dire
m

J w
e tang -, tang » tang -
a .

Ce sont en n':smm'- des tonetions rattonnelles des sepl quunlitc'-s

4 ’ m m
¢, «, &, L, taug -, tanyg » laag-
2 2 2
les longitudes des périhélies ¢tant comptées dans les plans des
deux orbites, i partie de Pinterseetion mutuelle de ces plans, Ge
sont ves seplguantités que nons al|)|)t'||t‘l'nn~; les éléments.
Envisageons maintenant Ladérinée de A, ou de By par rap=

port i 'an de ves éléments, que je désigne par 2; elle sera dgale &

/ i l!..l ol cll

ot
o/” ey} di?
TN .\( ll;,z/) »”7&'

serin un polynome de meme forme que H. Nons retronvons done
une uxprussinu de la forme Havee cette diflérence (que Fexposant

. . . 3
S (ui était deal O = est mamntenant - .
h 2 A

Si nous considérons une dérnvde partielle seconde, cet exposant

. ) . ) s . . . . .
devieudra - rvien d'allears ne seea changd, et il en sevat de
y

méme pour les dérvees dordre supc':rit:ur.

Ainse nos coefficients Ny, Buw ainsi que lears odérivées
partielles d’ordre queleongue par rapport aux éléments sont
des expressions de la forme |l ‘

Les conelusions du n* 200 sont veaies quand le polynome I est
le plus géndral de son degreé. Elles subsisteraient hien entendu
dans les cas particuliers, par passage a la lhnite; mais ici elles sont
divectement applicables.

i effet le théoreme de M, Preard supplique directement toutes
les fors que le I)()I_Yllnlllu I est ill«lt’:c'nlnpnsulblv.

(Vest ce quiareive pour le polynome A2 dans le cas général du
probleme destrois corps. Quand Finclinaison est nnlle, le polynome

.- 11 0
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A% se décompose, mais nous vestons dans les eas tres dlendus on e
théoréme de Mo Preard est applicable.

H o'y a done pas de période evehique,

Pour montrer ensmite cln'il ll"\‘ A ars de In'-l'ic.-«h' |m|a|i:‘t', NOWS
v ons supposeé que Feeon ne devenait pas anceaeré paefait quand
apres Uavonr muluplié par une pussanee convenable de o ony
Finil .2 :oz o,

St nous appliquons cente végle an polynome

A7 l'.ci.'f, [

cela reviendrea i réduire A2 aux termes en 23, ey pd ou en gz d,
2Tt ounen oy Ly fionencoreena ATty yd (T

lml‘\'nnlm- ne se rdduit pas amse aonn carrd parfint. La condition

est done l‘(_'lll|)|it!.

203, Appliquons dubord cela i Fexpression (1) et aus coefli-
cients B, nous avons

| == 2, (T E-TTN

L.¢ nombre des expressions distinetes est done

S et

Nous niwvons done (ue seize cocthicients distinets, Done

Si l'on envisage le développement de la fonection perturba-
trice sutvant les anomalies eccentrigues, {1y aara entre les
coeflicients des relations linéaires de vécurrence dont les coeffi-
cients seront des functions vattonnelles des éliments, Ces rela-
tions permettent o erprimer tous ces coeflicients en fonctions
de seise d'entre ewr.

Ces relations de réearrence sont asstmtlables i eelles «Iui relient
les coellicients de I.uplm'e. (ies relations peuvent s‘obtenir de la

fugon suivante; éerivons les deux identités

(31 ‘45
! |

a e . con DA — QY =),
" dr ( .\) S~ ¢

|

ol -

At /) R
L - b " S b 4 = .
) oy (.\ ’ te2) e A 0
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. oy .
Remplacons dans ces identités A% et 3 v leurs développements

sutvant les puissances entiéres positives et négatives de . et )y, et
¢galons & zéro dans F'one de ces identités le coefticient de rryev,

On o retroan & dans le Naeldass de Jaeobi, sans démonstration,
un énoncéd dlapres lequel e nombre des coeflicients distinets
serail non pas 16, mais 1. Celaest possible, car 16 w'est iei gn'un
maximunn, I serait intéressunt de pousser b vérilication jusqu’au
bout.

204, Supposons maintenant que Fon envisage un coeflicient et
ses dépivées partielles des divers ordrees par rapport aux éléments.,
Ce sont encore des expressions H, cles sont done lides i seize

d'entre elles par des relations Lindaires.

Ainsi chacun de nos coe flicicnts B, considéré comme fonetion
de Uun queleongue des éléments, satisfait a une équation 1lif-
Serentielle tinéaire du seizieme ordre au plus, dont les coeffi-
cients sont des fonctions rationnelles des éléments.

Silonconsidére denx ou plusicurs éléments comme des varviables
indépendantes, on peat former aussi un tes grand nombre &' équa-
Lons linéaires aus dérivées particlles,

Tous nos coeflicients B et toutes les dérivées partielles peavent
s'exprimer linéuirement en fonetions de seize de ces coeflicients,
ou bien encore en fonction de Fand'eux et de quinze de ses deéri-

vees |ml'liu||vs.

290, Dussons nnntenant an cas e I'uxpressinn (2) et des
coeflicients Nypee qui sont cenx du développement suivant les
anomalies moyennes, Cette fois

‘/':’: 2, W == |,

EAWARERUDLEIH {1}

Seulement le polynome Q@ dépend de m et de m'. 1l n'est done
pas le méme pour deax coeflicients Ay, diflévents.

Les conclusions du ne 293 ne se généralisent done pas.

Au contraire, le polvnome @ est le méme pour un coeflicient
\onm el pour toutes ses dérvivées partielles, de sorte que le théo-

reme du n® 204 se géndralise immédintement,
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Chacun des coefficients A, considéreé comme fonetion de Cun
quelcongue des dlements, satisfadt a une égquation diffirenticlle
lindaire du trente-sieiéme or lre aw plus. 11 satisfiait en outre
de nombreases équations linéaires aux deérivées |»:n'liv||cs. s1 'on

regarde les divers éléments comme des varbles iutlt"pvmlnnlus.

DG, Passons an cas o les exeenteieites sont nulles: il en résulte
de grandes shaplitications. D'abord, en effet, il w'y o pas de dis-
tinction a fawre entre les anomalies excentrigues et moyennes, de

sorte que Fon a
Qm=o, ~\mm‘ = Bmm"

De plus ona

. | 0
At= - P m :A(s ) LN TR " )'
M W

el pusaml

D ailleurs les coeflicients Ay, sont exprimes a un coeflicient
mumérigque pres par Fintegrale
ot cdsdw
/ / ] Py

.'-ti'.k

(TR
-
-

z2 -

on H est un pulynnnw cntier en s. o,

On a done
S W =0,

e polynome qui joue le vole de Foest ici 32 et Fon voit gue,
pour 3=z v, Pexpression 33 se réduit &une constante ;) le raison-
nement par lequel on démontee qu'il ne peat v avoir de périodes
polaives nest done pas applicable immédiatement | puisque nous
avons da supposer plos laut que le premier wembre de I'équation
oz, v = onese réduisait pas o carvé parfait pome a=: o
Nous pourrions nous tiver datbaive de plusieonrs manieres diffé-

rentes @

1 K nous servant des fonction elliptigues, comme je Fai fait
dans le Bulleten astronomique, t. NIV,
2 Lin revenant anx variables .z et y.

Mis je préfére me servie de la symeétvie du polynome A2,
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‘. . ]
Ce polynome ne change pas en ellet quand on chimge s en -,
B ] ' gy s . .
on hien w en X Un polynome satistaisant i cette double condi-
‘ ’ L)
Hon sera ce (ne j'nppvllvrui désormias symetrigue.

) | .
Dans le «lv\'(-lu|»|wlm'nl de 3 les coethelems de
ot uyh' oy ".b. St -»h. PRCRTY b

sont dgann, et peuvent étre représentés aoun méme coefliciem

" . . l . . ,
numérique pres — c— par Fane des mtégrales doables
" '

/' /' g Az dw ," /'“ il s ol
F BRI U ——ae g
. ’ S . R TR

ol

o TR Ty TR /I LU T LY VS S TS {

]
Nous ponvons done towjours supposer que le polynome H r~ye
symétrigue,

Nous devons ensuite vechereher quels sont les polynomes H
syimétrigques ui nows conduisent d une intégrale double identi-
tguement nulle. Ce sont ceux qui sont de La forme (4. Dans le
second membre de Fexpression ()00l faut, bien entendu, faire
Q = o et remplacer e ety par les vaviables nouvelles 3 et o,

Je rentarque nintenaut que sic dans cette expression (4 ainsi

NPT . ] .
moditice, on remplace Posow, Qs w) por ~ P 0w,
| L | .

-

i . . 1 .
Qf = n-). Pexpression Hesow se change en B =ow ) De méme,

C e : ' /o
o (YT} . ‘g ) - N - ’ Y ) - N - —
st Pon remplace Posown, Qosow) pae | (. =) — Qs =),

’ . ‘ l
expression His, a0y se clinge en (5, =)
[L

Siona alors

N ! ST

I'cs, ﬂ')-“-‘-——"(;oﬂ'): |'(:.;—‘-:);_; -|'(;.-‘-;).
g S (I

DS, wy o= Q( :’.. w) :=....(,.i(‘;. ;T) oo |\)( :, o ),

nous dirons que P et () |)l't‘st'||t¢s||l la ,\:rnu:u‘i;' croisee.
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H est ehar (e, st et () |)|’c"51.’llh‘lll Lt s“\‘llu'!ll'iu' crolsce, ""-‘I""'-*'
ston Hoprésentera L svuéteie directe,

St H présente la symétrie diveete, je dis que Fon poarea tou-
Jours, sans restreindre e géndealité, supposer que et Q) ont la
svimetrie eroisée, Lo eflfet, st i est symérgques on pourea, sans

changer Hovemplacer Pet O par

e 1 n';). 0Of : wv).

[T

ot l)ill‘

l l 1 |
P ) gty
s W < o

ou enfin pare les deas |m|‘\'llul|lc'.~'

| LPR T LY ;' "') Sl ‘L.)"‘"(:"T:'-)

1) o

- - ) y

1

1 / v A

() -, !)Ng—-‘,(- (1% — () 5. ——)—-—') —~ ) =
e vt ) “' " ‘(:. w)
R S T

!

(i présentent la symétrie croisée,

Siomaintenant P et Q) présentent lsvinétrie croisée, l'uxprvssiun

0 ds 1" o /' S

— e peses X dU = | d e
/‘ ‘ S [« v e ) / { , SEER
supposce intégrable, présentera une troisicme espice de svimdtrie
(ue j'np'm“c-l‘ui la sy nestrde inverse, ¢ est-a-diee que S et U chan-

, ] . ]
geront de signe quand on chimgera s en -2 on bien wen .
- w
Dans ces conditions,
dt! 0

o m——
s (LR

' ] ‘o
clienge de signe quand on chiange wen -~ Si nous posons
zue q “ ~

dl’ N
-_: Py \ l'm;m.
{ o |

notre période polaive, st elle existe, sera aiaCelle sera indé-

|n-mlm|ur de (v (equi joue ier le vole de vy, D'autee part, clle devia
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. )
changer de signe quand on cliangera acen 5 elle est done nalle,
“"w

[ R A I

Paxaminons mantenant le degre de ces dilférents polynomes:
mais nons ne définirons pas be degeé de fa medtme nimiere que dans
les mumdéros pedeédents,

Sort un Iml\'llmm' en 3.

\‘ Ao et

Nous divons quial estde degred e si

e lll llll.

Soitalovs & le degrd de HOnons vovons que eelui de PP et de €
est i — 1 el fue celul de S est /- 2,

Un polynome de degeé b contient b3 ok =1 caeflicients ar-
Diteaives, maise sT est syiéteique, i w'en contient plus (que
(h v uth TR .. . .

LU LTUT NG B svidteie est direete ety enetlet, les coeflicients
) A

de ¥ so dédusent dan seul dentree ecuy, de sorte (he nons

nhvons plus i envisager que les termes o les deas exposants sont

nuls ou positifs, St sviméteie est eeaisée, il arvive cpone P opar

exemple) que les teemes idépendants de 3 sont nuls, de sorte que

nous we devons plus cnvisager que les termes od Fun des expo-
o h w1

sils estnul, et Pantee nul on posinf, Cela fait = = — = coelficients
‘A

distinets, S1oenfin L sviméteie est inverse, les tecines imdépen-

dants soit de an sont de 3.0 sont nuls, et les deans eAposinls ddoiyvent

. ho e -1 .
Mre ,mslll'i. de sorte qu i reste e coellicients, Nous sonnnes
2]

done condumits au Tablean suivant

Palyname, begré, Syaretrie. Nuanbire des coeflicivots.
, v '-lH/I o000 )
I h direcie .
»
) hih — 0
" /r B | Clorpsee
M
, hilr — 1)
(\‘ h - } Cler) s e
7]

==y h — %)

A h— invepse —
4
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Le nombre des expressions 1 distinetes est done

=100 (h—2)yih =13
. R N (B SO
2 ‘A

Done, entre les covfficients dudéveloppement de la fonction
pevturbatrice, iy a des relations inéaires de récurrence dont
les cocfficients sont rationnels par rapport e fléments et gui
permettent Lecprimer tows ces coeflicients a Uacde e quatre
! ’entre cne, Chacun d’enr, considéré comme fonetion de ' un
des éléments, satisfait a une équation Jifférentielle linéaire
duquatriecme ordre. Considéré comme fonction de tows les éleé-
ments, dsatisfuit a nn grand nombre d'équations anr dériveées
partielles. Tous les covfficients et tontes lewrs dirivées par-
tielles peavent seacprimer Unéairement @ 'adde de quatre des
coefficients, ou bien encore @ Uadde de un d’eur et de trois
de ses derivees partielles.

07, Onarmserait an méme résultat en conservant les variables »
et ) on aurmit alars
[ ] x y » | '
A= @l @' ' a| - - 2‘—-) e R B R )
y - . xy,

v 1y

-

Ce polynome serait de degré 1au sens du n* 290 et non plus du
w296, 1 sernt draillears symétrique an sens da o 2010 et non
plus du w206, Entin Fespression 2z 3% se eédmirait, pour .z == o,

s

! .' '
aa (,u_v + =)
' b

clui nest pas an ecarré p;n'f:lil: nous |m|||'l'iun~' done a||»|»|i«|m'|' les

conclusions dn n 201, et, pnisque
[=. W=z 0,
le nombre des expressions Il distinetes serait
AW AR U LE_N GoQ.Fo b

WOR8. |.es «‘quulinns aux dorivées p:u-liullns :qum:lh:s condunt

Panalyse précédente ont déji été rencontrdées, Ge sont celles que



RELATIONS DE REGURRENCE ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES. (1

nous avons ctudides an w261 Nons avons vu gue les onze déri-
vees particlles de 20 designees dans ve nmnéro par (8), cgr o),
Cro)e o). ), s'o'xin'imunl Lhudavewent en fonctions des
nent expressions o (i sont ellescimémes hides par les trois rela
tons 1) Hova done, entre ces onze dérivées, eing relations.
Soit
7 .~ \‘l oh gk,
P

|,('s‘ c‘m_‘l‘lic'it‘llli l|t' 3"“"" n|illl~‘ |t'.~ onLe a|1'°l"l\n"c-,- l;all'li(.'”('s' serronl

! U U dU d2 b ot

AR : | e s eaem b oL
h l ) A l'l 1/:).“ II:I. 4/’: l/';’ '

U ot 1l

l/:'-' :/z l’:l.' l/'l:/'a.

o2 IT:-; ' ‘I /‘:‘ '

H oy anea done e refattons entre U et ses nenl dériyveées des

denx |n‘vmivr.~' ordres, D allenes, ontee les velations 015, les nend
' . , . b . i
expressions (1§ sont hiées entee efles et a 72z N U shgh par la
annd

relation

R LEY AR T Y AR ST ATTTLY Ssp—y y

Nons anrvons done siv relations entre U et ses neal’ dérvees,
¢estei=dive que U satisfit i sis égqactions anx deévivees partielles
du denxieme ovdre, De U et de ses dérivées, en tont dix expres-
stions, il en reste done quatee i sont indépendantes.

Parimi ces sin équations, nons distingnerons celles qui ont ¢
dtndides a b fin do 0 261 ¢t dont nons ivons vo la parenté avee
bes dquations de Mo Appells Nonsavons s gue ces équations -
mettent quatee sohitions distinetes, de <orte que U considére
comme tonetion dun senl élément satnsfait i nne équation difllé-

renticlle doquateiécme ordre,

209, Les Tonetions que nons avons ctndices dans ee Chapitee
sontdetimes par des itégrales donbles et ces antégrales donbles
sant prises le fong des contonrs termeés, Enodantees termes, ee
sont des peériodes de Pintegrale donble indétinge

e
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Supposons (ue nous fassions varier Fun des éléments, que
Jappellevai 2, en for donnant bien entendn des valenrs imagi-
matres, et (que cet éément odéerive dans son plim un contour
Ferme, Notre coellicient, représenté par notee integrale donble, est
vne fonction analvtique de Pélément 20 quand eet élément aura
decrit son contonr fermmé. nous retomberons s une antre déter-
miation de cette fonetion analytique. et cette détermination ne
ponrra étre gnune autre periode de netre intégrale détinie donble,

Supposons gne cette intégrale détime it & periodes fondamen-
Liles

1"y, l'z’ T
tontes les amtees périades ety par conségquent, tontes les déterm-
mations de notree fonction, seront des combimaisons hindares
coellicients entiers de ces péviodes fondamentales,

Ouaned done Lo vaviable déevirn nn contonre fermé, les diflérentes
détermimations de la fonetion subivont une transtormation hinéare
acoctlicients entiers, Considérons maintenant plosicurs fonetions 1l
(qui ponrront difléver par les polynomes Hoet @, mais pas par le
polynome Fotoutes ces fonetions snbivont Za méme transtoria-
tion lindéinre, puisque celleaei ne dépend que de déformation
des contours dintégration.,

Soit done 3 e détermimant formeé pine & déterminations corres-
lmml:mlt's de A fonetions H: ce déterminant sevi nmltiplié snn-
plement par e fictene numérigue quand Lo vaviable déerira i
contonr fermé s le rapport de dens de ees deétermimants demenreri
done constimt, ee sera done nne fonction nnmitorme,

Done entee & -+ fonetions 1l y amea nne relation hnemre
dont les coetficients seront des fonetions nniformes des éléements,
[one le nombre des /n’rim[n.s' Sondamentiles est égal o celul
des fonctions I en fonction desquelles toutes les autres penvent
s'ecprimer par des relations lindaives dont les coeflicients sont
des fonctions wnifornes des éléments.

Siles fonctions (I ne présentent que des singularites algé-
briggnes, ces fonetions umiformes se comporteront comme des fonee.
tons eationnelles. Les cocfficients de nos relations seront des
fonctions non senlement aniformes, mas rationnelles, Glest ce
qui areive quand Q- o,

Nons pouvons |;|'c':\'ni|' e la (qne le monghre des ||c'°|'im|cs fonda-
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mentales est de 16 dans le cas général etde | s les excenteieiteés
sont mnbes Gestee qae montee e eésaltat obtem aa snjet dn deé-
veloppement sntvant les anomalics eseentrigques,

Mais alors nous ponvons en tirer une conelnsion relative au dé-
veloppement suivant les anomahes movennes. 1y anva entre les
coctheients e ce ch:\('lnpln'llu'lll des relations hindires de récur-
rence dont les coetlicients seront des fonetions non rationnelles
nais unitornes des éléments er ces velations permettront de les
expriner tons a Finde de seize d'entee can, De plus cluenn de ces
coeflicients satisteraiune éguation ditférentielle lindare g sera
du seiziéme ovdre cet non plus di trentessisiemer. mais dont les
cocllicients seront non plas rationnels, mais umformes,

Ces relations de eécorrence et ees dquations slifférentielles sont
analognes i celles gque nons avons rencontrees dans étude des
('tw“i('it'llls Ilt' I..‘ll)lm‘('. .\ill llullll' (lll't'“('w e l)ilim\'l'lll l't'lltll't' |t'.~'
meémes serviees dans le cas ot les exeenteieiteés sont nulles: nas il
nen est pas de méme dins lecas général: lear ondee semble trop
clevé s henrensement il est perimis dCespérer que ces équations ne
sont pas irvédnctibles et que Pémde des periodes de Pintégrale
double permettea denabarsser Fordre,

Fajouterar gue ML Févand dans le Towme VU des Lanales e
L Obserceatolre de Bocdeawr, amontee que, parsnite de certaines
symetries, eet ordee ponvait s'abaisser de hit=méme dans certains

. .
s pul’ll('ﬂllvl'm




CHAPITRE XXIIL
CALCUL NUMERIOUE DES COEFFICIENTS,

B

300, Dans les Chapitres précédents, nons avons cherehé i
obtenir e développement analveigue des coetlicients i Paide de
séries procédant suivant les pmissances des exeentricités et des
melinmsons, L'emploi de ces développements ne  présenterait
ancune difficulté si le nombre des termes n'était pas si grand,
Mais ce nombre a effrayé beancoup dastronomes qui se sont
efloreés de calenler la valeur numérique des coeflicients sans
passer pir intermédiaive de ces développements,

Nous avons vu (que les coeflicients ponvaient se mettre sous
forme diintégrales définies. Telles sont les intégrales (1) et (2) des

n"* 280 et 284

() — A= By =/ / rlr (/)’ ——
VAN ‘r'llylll ‘/l{‘ T, J/
O 9 Ly
() - I'- '\mm = /‘/‘-M.J,)_., o ” .

a e ‘/H‘ )

On ponrrait done ealenler les valenrs de ces intégrales donbles
par quadratures mécanigues; nous ponvons éerive en ellet Féqgia-

tlon (2) sous la forme
. nl Q o '
() 47-2' mm’ = Is- dven v ofee i,

o bhien encore sons la forme

"
(45) AN e = // Ky I #mtem Yl A1,
d'on Pon tirerat les formules approchées

I S RS -
(3 his) nrtaL = \ ...‘3_ I e niu
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et

] YL -
{ i b‘s) ”_,'\'"”‘. o ,\ .- ll’ il m'il
sl )

N + P . - D al N
Dans L formule (3 LésHol Foat donner, sous le signe >_', aude

méme qui oy les novalenrs équidistantes

AT 47 200 —1)7
H, - - ) s sy S EE L )
n n n

f . . N
Cela fera done, sous le signe }- des termes dont le nombre

sera 2, puisquiil faut combiner les a valears de w aver les nova-
leurs de o'

Pour la formule (4 bis), on opérera de la méme maniere avee
cette dilférence que ce n'est plos doee et e’ miais bien a fet a0

quil faut donner les n valeurs équidislunl(:s

o, AT, AR, A DT
n n n

Le Verrier voulimt ealealer L grande inégalité Pallas-Jupiter.
c'est-ii-dire le coeflicient Ay g0 a caplové la formmle (4 bis), |
anrait puse seevie avee phis avantage de fa formule (3 his).
Mais il fallait Lo piissanee de ealenl de Le Vervier pour avoir le
conrage daborder nne tiche aussi éerasante. Henrensement il v a
des mayens d'éviter ces quadratnres meécaniques, o tout au moins
de réserver les quadvatnres mécaniques ponr le ealenl, non plns
d'une intégrale donble, mais d'one intégrale simple. Les plns
tmportantes de ces méthodes sont celles de Hansen, de Gaiehy et

de Jacobt.,

301, Méthode de Hansen. — Il s'agit d'obtenir les coefficients
B du développement procédant snivant les anomalies exeens
ll‘itlll('s. Il sera aiseé ensuite de passer auy coeflicients A, du
développement suivant les anomalies movennes en employant la
formule du n* 240, on bien encore de passer aun développement
speécial de Hansen en emplovant L formule du ne 246,

Prenons alors Fexpression de 32 ¢'est nn polynome du second

Ly

’ oo g0’ . ¢
degre en 5=, [5* de sorte (ue nous pouvons éerire

(%) Mz A i I o YR e GRS e



w COAPITHE XX,
les coetlicients A, B et Cdépendint sealement de aw; nous vervons

ensuite que Fona simplement

de sorte que Cet (7 sont idépendants de w et de plus, du secoud
degré par rapport anx excentrieités, Nons poimnons en conséquence
négliger ees ermes en l)l't'lllic"l‘!' approsination et appelant A2 la
sontne des trois preiers teemes du second membree de () et B

sonmie des denx dermers, derenre

0 | \ IH*'K i1
() 3N AT sy T

la série (6 converge tres l‘il')l(l(‘.lllt"lll a cause de la |wlilnss(e

» l » » »
de Rdde socte que e aléveloppement de y s rmend G celur de

Or nons ponvons poser

A=z A -e BE o [ = ) 42t — g eosi e’ —~ )],

H, 2 et 2 étant des fonetions de . On en déduit

| U N ok gk o
(= s - bl kw8
/ ) 35.“ Il" N !

bes /;f"“ ctant les coeflicieuts de Laplace Torwés en fonetions de »
par les procédés du Ghapitre NV

A, By B peuavent étee vegurdées conune des fonetions connues
de il en est done de méme de Hoozet 3 ety par conséqnent,

des &% on anra adors

: ' st v { :I:k Y.itha' « Jaas
A

si Gag est le coefticient de E# dans e développement de
by e

s & [)‘-A I'l ““"
F L

c'ast-i-dire si

e, o
(%) 270 =j l__. /,,A'I-‘ 1A chni
[
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On calealera Pintégrale (80 par quadratures meécanigques i Patde
de L formunle

\q/,/ll rr}hu

() Conk = T

o 2z estann grand nombre: L fonetion qui tigure sous le sigue

est une fonetion de s on v donnera suecessivement i les nova-
feurs équidistantes
g -

wen o

|
), -ty — ey .
/

n ’

Felle est lométhode de Hansen |1 me bhornerat a FeuvoNer pont
phn‘ de détnls an ('||'||)ill'c' NN dn Fome 1V de L .‘/t‘t'vll'l'c/llt'

cileste de Tisserand et en particalior aus pages 3904 3.4,

302. Méthode de Jacobi. —~ Jucoln clhierehe anssi a former le
développemwent qui procéde suivant les anomalies exeentriques: il
décompose ansst A2 en deux parties 33 et Ry dont la seconde est
du second degreé par rapport aus excentriciteés etaa inelinaisons;
wais 1l n'a pas vecours aux quadratures méeaniques, Sa maniéere
de mettee A2 sous Lo forme

A3 R

n'est diaillears rirs L it que celle de Thnsen. Pour hien L
fatee comprendree. je suppose diabord que Pinelinatson soit nalle,
On trous e alors, en :ll)lwlallll ;, 7, ol E'. 'l,' les coordonnces des deus
planetes,

» ', » [ » ., »- )
AP (g el = g e (1 ) G Uy e A= L),

D autre part. <1 lon pose

21 . 2
A b el semmen
] ~o ;’ l -+ 1 2
i vient
. 78 DU B L
-t = B MUY S S DRKLD
1 - 1’2

On en dédutrait |'1N|)l'('~'iinll de B e dgy en changeant [ et — o,

. "
et Ponaaeatt ensuite celles de 37 4= 04", 5 — ¢4 en changeant «a, 1,

mouena, . w1l
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Si. dans Pexpression précédente, nous négligeons le terme en
el nous commettrons une errear du o second degré et nous

trouverons

A=l = i bl = DB b by DB e < b e

err posint, pour abréger,

wlpe ;o wlem al, @ , 73 DAl A
) .. B ) ) TN ey /) Rsard . . . ) for] - »
/ / < b, !

L g3 1o g ? (N & b- g2

Sicalors nous désignons par 33 cette valear approchée de A2 et

par B lervenr commise, nous anrons

Atz 3 IR,

et Rosera do second degree par vapport aux excentricités,

St Finelinatson n'est pas nilles nons pourrons déselopper sui-
vant les puissances de Pinelinason et dans le développement ne
tigureront que des puissances paices de Pinelinatson,

St done nous négligeons Finchnatson, Verrcar cotnmise sera di
second degré. Nous pourrons done conserser L méme expression
pour A2 et Fevrenr R= 32— A2 sera encore du second degré par
apport aux excentricités et aux iclinaisons,

Nous ponvons éerire ensitte

A= lra -.,|.:a‘-u N e MU T T ...I-: tuou W _..Y’ Bedw-wy

1l |m.\'a|lll

'] .
7 . a -yt h
W=t vl = PV a2
(T S ! TN R & )
A
RN DO IR e S
' )

I est ehur Qaillewrs que nous pourrions moditier les coefti-
cients Hovo o o' of 0 qmi figaeent dans A% pourva gie les modi-
tications sotent seulement du second degreé par rapportaux exeen-
trieités et aux mehnatsons, Lerrear R resterant du second degre,

Jacobi profite de cette latitude ponr faire disparaitre certatns
termes de R a savorr les termes tout connus, les termes en

N cos

o=y, TR
sin sin



CALCE L STMERIQUE DES COEFPICIENTS, Lih

Je renyervrin pour les détants de |':|ll:||_\‘.~'1' ala “[;"r:llu'o/lu' celeste
de Pisserand o IV Clape NV po Bon s 3a6),

Quoi qu il en o sorl. nons avons

! ) 1 R 1 R

Py

el ———

S PR W Y

de sorte gue  Rse rédmsant oo nombee fin de termes) le deéve-
| . - ' "

loppement de < est rnnend celin de —-+ S nous posons. pour
.\ _\..\

abréger,
| BT T T B

[ )

i vient

l .
-\3)‘ . . . . ’ ‘

et il shagit deifectuer le déseloppement suivant les poissinees
enticres, positives ou négatives de s etde m,

Il estaisé de vérilier gne le eoctlicient de s#mk sera, an factear
pris Akt factenr constnt prés, une série hypergéome-
triggues de dens variables de Mo Appell par vapporta o2 ey,

Ces sévies sont tont a Lot analognes i celles que nons avons
ctudiées aun Chapitee NV senteiment elles ne se rédimsent pas i
des I)H"\'IIHIII('S.

Jacobi ne se sert pas de ees séries, (i étaient pas encore con-
nues de son temps: sonanalyse est wn pen diflérente: on la troun-
vern dans L Wéeanigue cileste de "Tisserand ot IV pe Sob

adn.

PR . ' | l l ()
Les coefticients du développement de = 5o "0 oo sont hiés

r

o A} A
par des relations de réenrrence, et ces pelations permettent de les
(',\I)l‘illl('l' tons 0 |.a|i1|(' 1|c' nlll;lll‘(' dl‘t'llll'(’ ClN (_(It' soprle (Ill.N“(?.\'
deviennent pratiquement utilisables), 1 suffit. ponr s'en con-
vitlmere, soit de se reporter ace que nous avons Jdit an n® 204, soi
dappliquer les prineipes du Chapitre NN en renrgquant qaiel

w = oy faz et que le polynome A% présente une symiétrie parti-
., . o |
enliere, puisquiil ne change pas quand on elange s en cetm

!
on .

Lo}

30:3. Meéthode de Cauchy. — Cachy. comme lacobi et Hansen,
P - 11 Ity
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cherche dabord le développement suivant les anomalies excen-
triqques pour en déduirve, par le moyen des fonctions de Bessel, le
développement suvant les anonalies moyennes. Je n'ai pas
reveniv sur le passage d'un déseloppement & Fantee: je m'ocen-
perai done simplement de Lo maniére d'obtenir le développement
suivant les anomalies exeentrigues.

La méthode de Gauchy se vapproche également de celle de

. \ , |
Hansen par un autre pont. Cauchy commence par développer 3

sivant les anomalies excentriques de i seconde planéte sous la

| N e h
1= 2 13,y Ein o,

Les By sont des fonctions de w et si nous posons

forme

.‘ L]
B",,-,-,-,\,~ B,,, L,

il vient finalement

i = 2 P UL UL
Cauchy caleule les coefticients B, pav des procédés analytiques
et il en déduit ensuite les coetlicients B, par quadrature méca-
neque i Parde de Pintégrale
W10
(10) an B, = / B le-inn odyg,
L]
La dillérence provient surtout de i nmimtere d'obtenire les coef-

ficients B, reprenons fa formule (5)

(5) Az A o B o BE 0 e G (U 20w

Si nous ¢galons A% & o, nous obtiendrons wne équation du qua-
tricme degré en y = 1 (ui peut s'éerive

(1) A - ”.)' -+ 7 4= (:.)'3--{»- (;')' EETNIN

. 1] . .
Diseutons cette équation ; nous observerons dahord (ue ses coel-
ficients ne sont pas réels, ow du moms Ao GO sont véels, mais B

et I sont imagiminres conjugués: égquation ne change pas quand
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l . . . N .
on change y en 5 etien — @ Les racines peuvent donce se répartiv

en deux pures
st i, g i

on z et 3 sont réels et plus |ur|ils que 1, de telle sorte qu‘nn per-
. . N . ] .
mute les deux racines dune méme puire en c'lumgc:;mly (fll; el ¢

en — ¢ De plas,
@'re'?

. )
C=0 = ...—,

1
de sorte que le |»rm|uil des racines est égal i 41, ce qui donne

'
t = - -y,

It en resulte (ue nous pouvons mettre 4% sous fa forme d un pro-

dutt de deux facteurs :
A= H[1 — axcos(t' — w) -~ 2|1 = 2l cos(u + w) + 32},

H étant facile & calenler quand on connait 2, % et w.

Nous rentarquerons ensuite que, st lon néglige ¢4, le degré de
Péquation s'abaisse, car G et (7 sannulent et 'équation (11) de-
vient simplement

B
A+-By+ == o0.
4 J

L'¢quation du quatrieme degré se véduit done au deuxiéme, une
des racines étant devenue nulle et Pautre infinie, L'équation se
résout done aisément pour G== (== 0, Nous pouvons ensuite
développer les racines smivant les puissenees de G, en consudérant
AR B et Geomme des variables indépendantes et faisant C:= (.
Contne G st du deaxiene degré par rapport aux excentrieités, la

fa

convergenee sera tees vapide. Nous voyons en méme temps que
est une quantité du deuxiéme degré par rapport aux excentriciteés,

. ' . ] '
Il reste a effectuer le déseloppement de 3 €l pour cela on déve-

loppera les deas facteurs
.-'
(V= axcos(u' — w) -+ 22| 1= 20,. ipn’,

’ 0 s -
= c, kivv,

o .-

[t =23 cosie -mt) == L1]
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On aura ensuite le coetlicient B, en faisant le produit des deus
SCPIes D on trouve ainsi
1O

(A ls/,' E it (..l, (f;‘. )
y 1T /
Les «|u:mlih?s

. ¥ l' N )
e |..:/'m' ¢, I (9w

ne sont pas autre chose (e les coeflicients de Laplaee

b, b,

? 2
caleules rcswwlivcun:ul cn premant 2z 2 et 2oz %0 On les déter-
unnera par les procédés du (llu.upilr«: \Vil. Cauchy préfere em-
|»|n‘\'cl'. pour cette déternmuation, les séries procédant smvant les

[ "2 ‘ 3, . .,
puissanees de - “— (an de —-u‘--,!} parvticulicrement commodes
1— % | My

dans e cas ol (o) sont grands, ce qan est e eas on il est
|»|aufc':.

Owant a la série

\’ .
2L, Cpmpy
ol /

clle converge wes vaprdement a cause de la petitesse de 3; en

cifel. le cl«':n:lul»lneun-nl de ¢ sivant les puiss:uu'vs e % com-

- 'n'--,)

’ - 4 .
nience par nn terme en 3070 done e estda degred ajn’ — p|

Cap
par rapport sax excentricites et est par couséquent tees p«:lil.
Ayant caleulé ainsi By par la formule (12, Cauchy aurait pu
obtentr ensuite B, par la formule cro) et en dédmre ensuite A,
par la formule (12) du Chapitee NV Mais e n'est pas tout a fait
comme cela quiil opereg il passe par Fintermédiaive dundévelop-
pement mixte procedant swivant Fanowalie excenteique 1’ et

nomadie woyenne £

/

N -
PR ‘."".l‘.c.ulr—n "

de sorte JIE

N .
By \ "nu"‘-”";

L T
T 1 RS / Boby 10t - / B, by e cosu da.

iy L]
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Canchy caleule Cpye i Paide decette deraiiere formule et pour
cela il applique les quisdvatures TR TN ¢est-i=dive quiil

pread (K étant au entier suflisamument grand)

« . .‘ ] .
K, \ B, bdnl(i o evcasu,
and

B, et £ 7 sontdes fonctions de o son donne i w sous le signe N

les K ovalears «‘-«luitlisl:mlc-s

T 2N -

o, ——van .oy —— s s 2 e

\ h

On caleute entin A, 4 nde de la tormule

| I; . ,
"\ull' - L ',’;" (‘h./:‘ Jn' [r" we'y,

analogne & la formule (ra) da Chapitre XV Caucliy a appliqué
cette méthode an caleal de fa grande indgalite Pallas-Iupiter. en
faisant n== — R, 2’ == =il wavait done i ealenler que les fone-
tons de Bessel de Pargument anique 5o/,

Je renverrar pour plus de détails &l Wéeanique céleste de

Tisserand, t. IV, Cliap. NV

J04. On pourrait évidemment fonder dantres méthodes ana-
lognes sur les propricétés des fonctons elliptiques ot sur Femploi
de formules, telles que celles dont nous avons fait usage au n® 256,
Je me bornerat & eet dgavd S quelques indications sommaires,
Supposous d'abord les excentricités nulles et que nous ayons

caleuler, par exemple. Pintégeale

I s el s hge |
(13 e e T e S e
1)) / / K : |“ | .
l) . . " I “' ,

K

m—
o
[T}

el =

oft N\ =t af 4 ', Bz aa’y, C 2z adw. Intégrons d'abord par rap-
port & w; nous avons une wtégeale elliptique que nons pouvons
premdee par le proeédé de la moyenne arvithinético-géométrigue,
Ce procddé est tondé sure Pégalite

/ duw o !
T UEIRETITI T e e ] ;
\ /‘ o - /)‘ o ‘:) ' \’/u' /Y ( "o -|-)

(1%

/

v e
. C e )



CHAPITRE XNil,

150
qui a lieu quand
P X _— =3 y__ == 3
\/u w- 20 = Z, \/u—'ab =0 \/tl 20 = 2= e §
‘A

Ve —abl) = y/;.:.‘; .
St nous prenons Pintégrale qui doune le coeflicient de Laplace

* duwe 1
)

oy -
\/l-?—z*—z( Wi ‘.‘,;)

.... B ]

'lt'ﬂl)

Ld ol

1 -2, 1=--%

en prenant les moyeunes arithmétique et géométrique, on trouve

l 1 — 21

en faisant une seconde fois Ly iéme opération,

JUSSRYSY |
l*‘/; 1, Vl-—ﬁ';

une trotstéme fors,

A
d’on
. ' divie L
2600 = / .
i . -t= \ i - u’)
( ‘A
ou
b = —-—-———-——-,_,___a

\/ 1~ \/I — 1

ce qui est la formule du Chapitve XVII; nous avons vu quelle
, 1
» ~/1

.nppmtim.ulinn donne cette formule quaml 2 est plus peut que

Appliquons la méme méthode a Pintégrale (13). Nous pouvons

la mettre sous la forme
shw Vs dw
»

I[f l
\/u? 't au'(w -+ ‘-)
“w
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en lmsaml
| . . . ' , .
G “(.‘5'-1‘ :) mali=m(ama )= ’(lj;y,;gji’

e1 pns:ml

ORI
hl

trz . J U A,
Pee \/ A - l£(5~--- -)-«-M'I
et = ‘/:\ -+ B (s-+- l_ ) o=l e \/;\ S | (.’. -+ ) - 2 G

Notre intégrale, pae Papplication de la régle précédente, se

¢~

réduira done a Pintégrale sunple

Binms hdg

/ @ (11— 21)?

ol ¢ et % sont des fonctions de 3 détintes par les formules préce-
dentes et ue Fon pnurru calenler par quadratures iné cantgues, ou

mieux de la maniere suivante

Comme B est teés petit de Povdee du eareé de Pinelinaison, on
wourra développer la foncltion sous le signe suivant les puis-
] PI g .

1 - '
sances de B (s -+ -_-). ce (qui nous donnera en méme temps le déve-
L]

loppement de cette fonction suivanl les puissances enticres posi-
Lives el négatives de 3.

30D, On pourrail farre «luclclue chose d'analogue dans le cas
séndral; it sagit toujours de calenler Fintégrale

[ /' ([J'liy
Jo .'r"'_w"';/m'.?,—}")

On commencera par exentple par intégrer par rapporta y; U'inté-

grale i caleuler estalors une intégrale elliptigue que je puis éerire

/ f\)‘ "‘11)
\/r—-zny ,5)(_)'—-{)( e )

H

et il faut caleuler 'ine des périodes de cette intégrale elliptique.
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. ~ . .
Senlemwent Ay », %004 sontdes fonctions de e, Quand »7 est nnl,
M ’ ~ . . .
wne des qpuratre vaeines 20 3004 est nalle et une antee intinie, On
4

est done riomend au calenl de intégrale

(1) /

N R S T O

' '|~m l(l'

Le calenl des vacines et 5 est alors innédiat et Fon peut apph-
quer divectement les proeédés dn Chapitee NV et en partcalier
ceux du o 256, Toutes les inl('!gl'nh-s' lwn\a'lll«|"a|i||¢-|l|'s se dleédntre
de deax d'entre elles par les relations de réenrrence du Cha-
pitre XV

Sioef nlest pas nul, leoeas est plus compliqué; il faut dicbord
détermimer les racines 2, %, 0% NONS iy ons expliqué an n* 303
comment cela pouvait se faive, geice @ ke petitesse de 0 Dlntree
part. nous niivons plos connue awn Claapioee XV calealer Pinge-
srale

/ (p—eyymdu,

nus Pintégrale plus compliquée
. * -— M
" [

ot e et d sont des constantes et mun entier positif on néganf. Fa
en effet, pour ronener Fintégrale (04 i la forme canonigue. il fant

|m.~‘»el‘
Jt ——

.) et 'i““‘::--/’- »
Py étant la fouction de Weierstrass,
La période de Pintégrale (00 dépend de celles des quatre ineé-
erales smivintes ;

L
/ du, / Ve s, / [S00 =t =200 |l

/ [Sen =)y — 300wy du,

t ety cant définis par les équations

e ==, prowyy s b,
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On s'en assareratl en «l«'.-c-mupns:ml la fonectton doublenent perio-

. 8 i

. V- s .
divue ( ) en éldments suples.
b
Or ces quatre intéprales ont pounr périodes

Y T N A R AN (R S XY IR

On aova an n® 206 connment on pouavint caleuler w, et 7, 1 on
tronvera dans Vexcellent onveage de Mo Seliwavz ¢ Formuales ot
propositions pour emplof des fonctions clliptigues, apres les
lecons de MWeterstrass, Paris, Gautlier-Vadlaes, 18g4) des for-
mules tout ansst convergentes pour e calead de o, et de ny
(pages b= a :."n.

On vortqur'iet les formules de récurrence periettent dexproner
toutes les intégrales en fonction now plus de w, unns de 4 d'entee
clles,

Dautre part aw,. 27, Jo iy, 4000 ne sont plus ier des
constantes, wats des fonetons de s, et il faul ncantenant les déyve-
lopper suivant les puissanees entieres, positives et négatives de .,
Ce développement peat se faive, soit par (quadratare mécanique,
soit par des procédés analytiques ainsi ue je Patexpliqué i la tin
du numdéro préeddent.

Nous remarquerons quil est préférable de fave bopremiére inte-
gration en prenant pour variable non pus 3 cone nous Pavons

» . V . . . N
Farn, plus hat, mais s il arrive alors que nos guantités oy, ne. cte,

varient pen quand on fait varier o, les vartations ¢lant de Pordre

des exeentricités,

306, Seufement ce n'est pas la fonetion pertarbateiee elle-meéme
i tigure dans les équations ditférentielles du nonvement: ce sont
les dérvivées particlles de cette fonetion st Fon cmploie Lométhode
de Ta variation des constantes: co sont les composantes de L foree
perturbatrice avee dautres méthodes,

St nous avions les coefticients Je développement de la fonetion
pretarbutrice sous i forme analytique, il sevaitaisé d'en déduire
les coeflicients c-nrr.-_slum«l:lllls dans e développement des dérivées
particlles, o des composantes de Ta foree, Matsal w'en est plus de

nenie stonons |ms.s('w|nns sceitlement la valear nunu'-,riqm- de ces
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coeflictents, et o'est la tout ce (que nous donuent les meéthodes
exposdes dans le présent Chapitre. Cela nous oblige & examiner la
«|uc.-iliun aoee poinl de vite nonvean,

Pas Jde diflienlté en ce i concerne la dérivée purlicllv staviant

'une des anomalies moyennes Lon £, Si F'ona

l A e
3 = ; ,.\"““.l"u.mlw-mI}’

on trouve immeédiatement

d 1 U . e
—y o = 2 IM N g gy K8 8 7mmil”,
‘Il A Hnem

Pour les antres dérenées partielles, 1l sagit (a2 éant un quelvongue
des éléments) de caleuler

d _ P
dz 3y 8
ot
P LAY
T a2 dz

Si l'on veut les composantes de la force suivant trots axes rectan-
gulaires, on aura & développer
[ . o ! » »!

e h -4 » Ty

A.’l

sow

en désignant par 3, 5, 5,3, o, 3 les coordonnées rectangulaires
des denx plancies,

Dans laméthode de Hansen (voir Tisserand, t. 1V, Chap. XXI,
p. 341) on considére les composantes de la force suivant trois axes
particuliers ct Fon est amené d envisager les combinaisons

 JESY JIFURL S DS 1 R TRS SN ) ¥ e
.‘, N A ! 1, .,‘, T

N A

Dans tous les cas, il s'agit de développer nne expression de la
forme i-;, el é est encore de la méme forme en fsant P = 32, Ce
qui nous intéresse c'est que, quand on développe P suivant les ano-
malies cxcentriques, c'est-d-dire suivant les puissanees entiires,
positives ct négatives de.c et de y, ce développement ne contiendra
qu'un nombre tini de termes,

] ’

v 3 » » .
Cela est vrai des coordonnées 5, ', 3, 3.1/ 3’ et par conséquent
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de leurs combinaisons
-l @l
— :' N , H » . " —
sy L=, 5 " 2 ? 2 l
2

. . N » ‘IA
Ciela est vran de A3 et par consequent de i
[ 4

e

.

4o
)
4w

I faudra done opérer de Ta facon suivante :

' ] . . .
1° On développera 3 swivant les anomalies excentriques. Les
A ’ Y R . . . . . 1
meéthodes des numdéros |mzm-duuls (i visanent purmzulu:rement 3

sappliquent sans changement a <= et en particolicer & — .

H I } l . LY MY K : H \7s 3 l 4 H| 39

N . . l N
2" (n mulhplu;rn le clcvc|u|»|mnu:nl de T Dar celn de P

Cie dernier développement se rvédutsant & un nombre fini de
termes, cette multiplication ne présente ancune diffienlté.

. , I . .
3 On passera du «lc:w:lnppcnu:nl de e smivant les anomalies

cx(:mm'iques a celur de cette méme qunnliu': suivant les anomalies
moyennes i "aide de fa formule (12) du (;'lill)itl'ﬂ XVlI,

1 JA?

* . » * » LS . (l
(Une dermiére observation toutefois. Les dérnvees — -, — dont
dx A 02

nous venons de parler et qne 'on rencontre dans la méthode de la
viariation des constantes, sont les dérivées prises par rapport i un
systeme  de variables  parmi lesquelles figurent les anomalies
moyennes, '

) . N v
Désignons au contraire par 50 avec des d vonds, les dérivées
<

prises par rapport a4 un svstéme de variables parmi lesquelles
fignrent les inomalies excentrigques. Nons avons immédiatement A2

. ¢ e g R . TAY] v | . .
et 1l estinseé d'en dédmire — el — =: nuns ce qu’ll nous faut c'est
z dz
o

l . . . ) L]
Ty Tont d'abord, si 'élément 2 n'est pas 'une des denx excen-

tricitds ¢ on €', on a simplement

Sia=e,/==u—esinu, il vient

0o d d 10l o d

| .
Stum o — - - - epm SV cwems e .l“ - —
Je A de 3 " dl 3 e de s “dl.s
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' . . 1 T
Nous connaissons le tl('\vlu,;p('lllvlll de et de — <. Hreste done
3 e N

- i e s ol
a tromver celm de sine -
‘ ' «Il

Sotrt done

N . N
| ey \ ”,‘,’. Jor e pn ...4.\ \"”" foomiomt
A ad anad
HAN &
N ’ ’ " e
.‘\nlm- - \ ‘..\/./"; G, = ”l‘f"_.'”’ My e J’" po moe o,

th viendr

" ’
A’!, l ves \1 al rre Joru . poa s \‘ l’,,,,,, [ ml o' 1)
e N L 0 and

Iy e
~ . al}
b Yy o =2 \ rr
A the!
D antre part

’I- ’ —‘\“I\”.”. 'I”llrl;l/
e A ad e

dvee
o \ ~ ul Jde
~—'.’4"-{"-l. \ .,” - v ';"'l' ——
elv "l
[l reste done
[ ~ . |
sith e 77 - — (’m e fo-miom t
avec .
de,

G - \ I3
m?nm »p lll'

el
e, /1/1
= e cme Lom e,
e m m ooy

l.il f"l'l“lllf' |)l'0"('0"l|(?ll|(' t',' illlil'l)“_’”(l ;‘| I“ r"l‘l))ll'“ (12 ‘Iu (.llli“

' \ ' : alt,,, - L
ntere o LNOUN  COolnaissoggs vp el = es Tormles (-
t NVIEDON |;’ ; l ’/'/ I f | e

o,
(li-ll(t?.\‘ nots I)pp"“-“(-“l (I‘.-n 'It"'lllil‘t' \m’” , l)mm,. ("mm‘ ol Iml- COll-

0 . . »
st les anoamalies moyennes,

) ) o
sequent les 'I"\t'ln,),)t'lm'lll e
e S



CHAPITRE NXIHLL

TERMES D'ORDRE ELE E,

JO7. On Peut ére anmend rechereher ane saleay approchée du
coetlicient Xy e e et m” sant des entiers tees grands en

videur absolue et eela pour deny rsons

1* On peat se vendee campte ainst de Le vapdite de Ty eonyver-
senee des séries:
2% U terme d'ordree élesé Ay, peat donmer hiea i une pertine-
bation notable siy e vapport des moyens mouvements noet 7' étani
sensiblement eommmensurable, e diviseanr e == ' 1 devient tees
pett. Le coctlicient e o pertarbation de Lo longitude est alors de
ordree de
A

e o on'

b

0wl

et convient alors de caleuler le coelticient A, . sins avoir besoin
des cocticients précédents, Le plus souvent, une fois ee caleul
ternnudé, on recomaitse il énnt amatile, paree que L valenr
trouveée pour Ny, est trop pentes 1Dy oadone mtérst 5 ose bore
davanece une ulée de Tordee de grandeae de cos coellicients, ot
méme @ pousorr en trouver rapidement ane valewr approchée,
Clest ce but quion peat espéver atteindre pae Fenploi de Bone-
thode de ML Darbaus pour le caleal des Tonetions de tris griands
nombres. Cette méthode vepose sur les prineipes suivants

YOS ane sere

\‘
tSrmm Y, Y
i

-\

est convergente dines un cerele de vavon 37 et que sur la eirconfeé-

rence de e cercle elle posséde un point singulier s, tel que dans

le vorsinage de ee point ke fonetion 203, soitdéveloppable suivint
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les puissinces entiéres, réelles crotssantes et d'aillenrs fraction-
naires ou méme ncomnensurables, positives on ndgatives, de
1 — ‘50" de telle facon qne le l’l'('llli('l' terme du «|«'-\«-|np|u-|mrnl
dont l'exposant ne soit pas entier soit

]

.'\(.I-— 3-) ,

-
oy

ol aura approxtativement pour 2 tres grand

N ol

1)
3y Ues)

Uy ==

2* Si le point singulier est logarithmique, e'eat=i-dire si 303)
est de la forme

9(.’.):9.1:)-1-lug(l-- - ) %20 3),
zo"

2(3) et 35(3) étantdéveloppables suivant les puissanees réelles ot

. : ' . . . . v .
croissantes de 1 -- =l fandra opérerde la fagon suivante. Soient

9
$¢ et sq les exposants du premter ternme du développement de 3,
el de gy dont Fexposant n'est pas entier. Soit s, 'exposant du
premier terme de 2y, les exposants entiers n'étant pas exclus, Si
50 < 89, on pourrea appliguer la fornmle précédente en changeant s
en sy, s Zsg, il fandea envisager le premier tevme de 2,

Nol1— f:) -

Si s, n'est pas entrer négatif, on a approximativement

Ao 0t Viegn

(l" Lt d _—"
sl I't 54

et, st sy est entier négatt on nul,

| &

v -
SRR NISRRE WE Y MY/ENN
0

Wy~

te

39 Sila fonction z(3) présente plusienrs points singnliers sar la
circonférence du cerele de convergence, la valenr approximative
de ey sevala somme des valenes approsimatives particles que 'on

obtiendrait en considérant soléntent les divers points singuliers:
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4" Suppnsnns que (3) sott de la forme
#( 9,

v S} (lu‘"“‘ :I’"d ",

ot c]lu' celle sl'tl'ic' clnlll)hr converge dulla‘ une colronne t'ulllpl'i.\‘t'
entre les deun eereles | 3] = 2. I:,[::: 00 21> 50 Alory la série

s a, 3" conyergera pour $:|< v el ne |n'¢."sunh'l'n aucun |mim
.s'm;;'nlu-r sur e cerele 3= 24y m i Fintértewr, Au contranre la
! -‘ . N
serie ¥ by 3 conversera pour | 3> 2y et ne preésentera ancnn
ad r T
pornt singulier sure le cerele | 5]a= 5, nt a Vextértear, La valenr
asvinptotique de a,, s‘obticndra dapres les vegles précédentes en
envisageant les points singuliers de z03) sur le cerele j3)== 3,
celle de by s"obtiendea d'apres les mémes régles en envisageant les

. . . S N 1
points singuliers de 2 03), ou plutit de 3 ( —) sur le cerele | 3):=
. 0 LA NP

08, Conument ces principes pemvent=ils s‘appliquer an pro-
bléme i nous occupe? I semble dabord guiils sont faits unique-
ment pour les fonctions d'une seale vaviable, Aussi M. Flamme
a=t=il commenee par décomposer le terme i évaluer en une somme
dont chague élément était le produit de deax factenrs dépendant
chicun d'une seule variable, qui étnt Fanomalic movenne de ly
premiere planite pour le premier facteur et celle de o seconde
pour le second faeteur,

Mais on peut opérer d'une autre maniere, Soil

th m == anh -+ I:, m zoen -,

a, b, e, o sont des entiers finis et donnés une fois pour toutes:
noestun entier teés grand: o et e sont premiers entee eux. 1l faut
aleuler

/"- mm' = ’\(l nv-byy e vl

OB Q dae dy
e i 3 -‘\mm' e / e e B e S

;\nua AVOlls

.S e

. l"" My R

nee | m o

da\ee
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.\'uil
'-2 & l!.) 0 &!l .

e | e’ 1
A N Y ’
? A ‘ ol J ] ‘ R '

02 he 1 e y l
" [ - .
' 1 £ ) [ * R ,,

Notre inteégeale deviendra

— ce e memre - Y

o ( ES o B dedy
) , / o . L
S e R v

Constdérons la foneton auxalire
~
ll)‘ <o ) =3 - ':32.1" ‘\””“..

[l L] * - ’ . .

Sous le signe B wous ne donnons pas itomeoetmed tontes les
e

vileurs, mais seulement celles qui sont de la forme (1) nas nous

pouvons encore opérer de deux maniéres

1 Nous pouvons donner iz wutes les valeurs enticres posi-
tives, outre la valeur sérn; nous obtenons winsi Uintégrale dre

l'éraud
" ' |-:L.'.( ) 1,,1' ,}'
03 ) lln - ) - / / . -......:. ";4'. ...'.t.- eerne $
[ [} u.‘.—;‘_: ' " ol ‘
(s ST )y Vi

2 Nous pouvons donuer i 2 tontes les valenrs cntieres |)n.s‘ili\‘¢!.s‘,
négatives o nulles: L fonction b (3) pent alors se mettee sons Iy
forme d'une intégrale simple. Nous ponvons tronver denx entiers
% el tels que

(4 B JR (.".' - 2 I
|mi.~c|m- e el sonl premers entre cus, Posons alors

(TS WA Il = 3%t e,

Nous avons le alc‘?\c-lnpptennrnl

& } ~ .
3 i3 \ N foimivm 1 ., ‘ N 2 Smoqam’ cm



TERMES D'ORDRE RLEVE. 161

Considérons alors 'intégrale simple
(4) / ,l (he ad-\ g (&boyed) oy
Y
[}

prise le long de la civconférence | ef=1. Cette imdégrale pemt
s'éerire

‘ .

Z'\mm's)‘./ I}l-([l,

ot
hematm ~—by--Lim'— i),

p==alm' - dy—ecim —hy—1,

L intégrale [ e+ddt est nulle i moins que o =0 et alors efle
est dgale & admy pour que g —= 01l Bt que meet m’ sorent de
la forme (1) mais alors ona A==n de sorte que Pintégrale { §) se

' | Y |
védhit i
RN 1
RN 2‘:\ mm 8= ——— (3,
20T

Ainsi, pour résondre le probléme qui nous occupe, nous n'avons
qu'a rechercher la position et la nature des points singuliers de Ia
fonetion h(3), et pour éviter toute confusion nous distingnerons
ba fonction @ (3) de M, Févand détinie par 'intégrale donble (3
et la fonetion @, () délinie par Pintégrale simple (4),

309, »\ppliqlmns ces |u'i|u-i|m.~' an ealenl des coeflicients de
Laplace (i sont donnés par la formule

2nbh! = / I° v gk ) ds,
(8

. 2
F r=(|-—-u:)(|-:>-

\ -

avece

Cousidérons d'abord s comme lixe et faisons croitve A, il s'agit de
Lrouver e coeflicient de s dans le développement de I

\

) ~ F
B s=(1—23) ‘(l 3)

Cette fonction présente deux points singuliers, 'un sur le cerele
. [} . . l ]
extérieur i la couronne de eonvergence, == o Patee s e

| PR I 8 0
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cerele ntévienr, 35 21 51 nous supposons & positif et wés grand,
e'est Ju premer quiil faut considérer,

Dans le voisinage de ee point, on i sensihlement

'l‘ u'»_-(l....:;, .l‘||...._ﬂ"l} .\"

e clui nous donne nsyulplulia'uvnu-nl

]
/FL LTy SRS SYRFY AR
! Rrih ) h

Supposons naintenant A lixe et s trés grand ;) soit

|
LR N T S
%

Mors 2dw=b* sera le coeflicient de %7 dans e développement de

Fintégrale
tal

Les pointe singuliers de L fonetion sons le signe / nous sonl

donnés par
Foon,  F b
I Gt on que ces deny équations alent une sicine comnne, ce
(ui donnerait B =0, solution i rejeter. on qne nne delles it une
aeine double. Nous pouvons exclure Ly premiere (qui ne diipend

pas de 350l veste la seconde, qui g une racine double si

s =k, L. t1-ta),

La racine qui convient ¢’est (1 —- )2,

Ouelle est L nature de ce point singulier? Ponr 3 teés voisin
de (1= 2, les parties les plus noportantes de Fintégrale seront
celles qui correspondent anx valenrs de 3 voisines de 1, Onoa
alors sensiblement s=1, ¢l == -2, de sorte que I'intégrale
s eerirn sensiblement
(1--2)ds

'
B R O "-u(:.»f-—-
v 3

La fonetion sous le signe / est une fonction rmtonnelle dont il

[
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faut obtenie le vésidn or ce réstdu est

Mais cetie c’:c|uulinu donne sensitblement

cee 4 ::

3.t \/” ety

%
' TR )
PR B2 =) / T
s "

Le résidn est done
(1 —21y2

L

axy/ (12t L f

— ey

et Pintégrale est égale i ce résido multiplié par 207, Done &4 st

le cocflicient de 57 dans le déseloppement de

| , “ )
L - !
2/, (r-- %)t
¢'est=d=dire
1
| k]
l - *l

‘ 1

Ay R(1 - x| |.(l)
%

formule qui, on le remirguera, est indépendante de £,

310, La détermination des points singuliers de la fonction b 3)
ne présente pas de diffienlié; on w'a quiic appliguer anys intégrales
(3) et (4) les proeédés du n* 282, Pis de dificulté non plus en ee
qui concerne la natnre de ces points singuliers, je me bornerai &
renvover oux Méthodes de la Hécanique céleste, L1 p. S,

La diffienlté provient de ce fait que tons les points singuliers ne
conviennent pas et n'apparticnnent pas a la branche considérée de
fa fonction b 35). Nous avons vu en cllet aux n 282 ct 283 quelle
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est lu condition pour qu'une singularité de la fonction ®(3) con-
vienne. Cette singularité se présente quand denx points singulhiers

de la fonetion sons le signe fsa: confondent ety pour que la singa-

lavité convienne, il faut que ces deux points singuliers soient,
avant de se confondre, de part el d'autre du contour d'intégration,

Les points singuliers (qui conviennent sont dits admissebles et
i nous faut choisie, si nous adoprons Pintégrale (3), celni des
points singuliers admissibles dont le module est le plus petit, ct, si
nous adoptons intégrale (4), celui des points singuliers admissibles
dont le module est le plus voisin de 1.

La disenssion ponr reconnaitre Uadmissibilité des points sin-
guliers est assez délicate eva été jusquiiet le principal obstacle i
Femploi de cette méthode. Pai indiqué duns les Méthodes nou-
celles e la Mécanique céleste les principes généranx ui per-
mettent de faire cette disenssion. Mais je na appligné ces prin-
cipes quan cas on Uinclinaison est nulle, Vune des excentricitds
nulle et Pantee tees petite. M. Hawy, dans le Jowrnal de Livavdlle
(18y4 et 18g), u traité le méme probléme sans sastreindre o la
troisiciue condition. M, Goculesco, dans sa thése, 18935, s’est oceupé
du cas o0 Pinclinaison est nulle, les denx excentricités petites et
ditférentes de sére et o la longitude du périhélie est la méme.
Entin M. Féraud, dans sa thése, 1895, atraité le cas ol Pinelingison
est tinie et les denx excentricités nalles; il a d'ailleurs retrouvé les
résultats de M. Hamy.

Il semble d'abord que la disenssion doive étre plus facile avee
intégrale simple (4) quiavee 'intégrale double (3); il n'en est
rien, i moins que 'ane des deux excentricités ne soit nulle, parec

que la fonction sous le signc‘} n est pas nne fonction nniforme

de ¢, mais posséde une infinité de déterminations, de sorte que la
discussion ne pourrait se fiire que par la considération d’une
surface de Ricann ic une infinité de fenillets. Aussi, M. Féraud,
eninteoduisant Fintégrale (3), a-t=il réalisé un sérieux progrés.
Mauis il faudraiv faciliter la discussion des intégrales doubles et
pour celi étudier les propriétés de leurs périodes. Nous avons déji
va aux Chapitres XX et XXI 'importance que pourrait avoir cetie
étude.

Si, au lieu d'envisager le développenment suivant les anomalics
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mayennes, on envisageait le développement suivaul les anomalies
excentriques, le probléme serait considérablement simplifié, On
reconmaiteail, par exemple, gue la fonetion ®cs) sabisfhit i une
cquation différentielle induire i second membre dont les cocefti-
cients et le second membre sont des fonetions rationnelles e =,

Je nCinsisteran pas davantage sar cette (lmesliml, me bhornant i
renvoyer aux Mémoires eités et en particalier au Chapive VI
des Méthodes noucelles de ta Mécanique céleste,
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