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THEORIE

DU

POTENTIEL NEWTONIEN

CHAPITRE PREMIER

POTLENTIEL EN UN POINT EXTERIEUR AUX MASSES AGISSANTLS
QUATION DE LAPLACE
EXEMPLES, — DEVELOPPEMENTS EN SERIES

1. Définition du potentiel en général.— Soit un point mobile M
attiré par n points fixes P, P,,..., P . (fig. 1). Désignons par
X, ¥, zles coordonnées du point M,
par a, by, ¢; celles du point P;, et
par r; la distance MP,. Cette dis- o -
tance est donnée par la relation :

x P2

=(x—a)+y—b)+4(z—¢*"

Enfin, soit {{ (r) la valeur de
I'attraction qu’exerce le point P, ™ .

SO Fig. 1.

sur le point M. Les composantes

de cette attraction sont :

a4 — X
’ ' 7 i
‘\i:ri'\ri)—

v,

Yy = {r)—

7 — f’i (ri) —_
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2 THEORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN

La résultante des actions exercées sur le point M par les n
points P a pour composante suivant OX :

a

X = 0 () = 0 ()

1/

ST ()

2 lll

e,
1

a, — X

r

X :Z.v X

Les deux autres composantes sont pareillement :

Y:Zmﬁ%L
Z=me%i.

Nous appellerons potentiel la fonction :

V:—Zmy

Ses dérivées premieres sont liées aux composantes de attrac-

ou, pour abréger,

tion par les relations :

Y

ox

A

Y = —Oy ’
v

3z

X:

Z:

2. Potentiel newtonien. — Si l'on suppose que l'attraction
varie en raison inverse du carré de la distance, le potentiel
obtenu s’appelle potentiel newtonien. On a, dans ce cas,

m.
i (r) = -r—;- et fi(r) =— %—;

m; désigne la masse du point attirant P;, I'unité choisie étant la

masse du point attiré M.
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L’expression du potentiel est donc :

v=\2
r 2
ct celle des composantes de 'attraction :
_ Wl a— X M fe e Y
N g
\\ b —
Syt
r
c—2z
7 = Z m—.
r

S’il n'y a qu’un point attirant et si sa masse est égale a 1, les
expressions précédentes deviennent :

a—x b—v c—7z
X: 1-3)’ Z: 3 o

3. Potentiel logarithmique. — On appelle ainsi le potentiel

obtenu en supposant que 'attraction varie en raison inverse de
la distance. On a donc :

i‘l
r ("i) =—, f(r) =m; 10g _I‘o y
r, désignant une constante.

On en déduit sans peine les formules suivantes :
— T
V= Zm log =
X — i _ Z m 2 — x
ox r?
fiAY b—y
N
dy r

7 — 2 :ch_—_;_
dz r
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Remanoue. — Supposons que le point M s’éloigne indéfiniment,

\ | . \ | T
2 M tendra vers 0. Au contraire, 2 m log — tendra vers— oo.
T r

Ainsi I'on peut dire qu’a Dinfini le potentiel newtonien s’annule,
au lieu que le potentiel logarithmique est égal 4 —co .

4. Equation de Laplace. — Formons les dérivées secondes
¢V 2V %V

I I du potentiel newtonien en un point distinct des
x?’ dy?’ 0z
points attirants.

o\ N1\ m
0): Z _Z S
(b—y2
oy 2oy
c—z
OZ' _SZ‘ o ?’”

Ajoutons ces trois relations membre a membre et appelons,
suivant la notation connue, AV la somme des trois dérivées
secondes que nous venons de caleuler; il vient :

rli

m

Le potentiel newtonien satisfait donc, dans Uespace a (rois
dimensions, & Uéquation de Laplace AV = 0 en tout point distinct
des points attirants.

Pareillement, le potentiel logarithmique satisfait, dans le plan,

Y 92
a Uéquation de Laplace—~ —+ - 1_ 0 que lon écrit encore
ay*
AV =0. On a en effet pour ce potentiel :
AR O (a —x)? m
S A m e o

2 v
LY_ZQZmu_Zi_
dy? r r?



EQUATION DE LAPLACE 5

Ajoutons membre 2 membre en remarquant que

(@ —x? +(b—y)=r,
nous aurons :
A

oy

On peut, de méme, définir, dans 'espace 4 n dimensions, un
potentiel analogue au potentiel newtonien dans I’espace a trois
dimensions et au potentiel logarithmique dans le plan. Appelons
X,y X,+.. X, les coordonnées d'un point de I'espace a n dimen-
sions ; le potentiel en question sera une fonction V de n variables
satisfaisant a 1'équation :

a2V Y Y
T‘? N —+ . —+ —— = O,

2 ()an
qui est la généralisation de I’équation de Laplace. Le potentiel

ainsi obtenu correspond a une attraction proportionnelle a

rn—l >
r désigne toujours la distance du point attiré (x,, x,,..., X,) @ un
point attirant (a, a,,..., a,) et est donné par 'expression :

I‘2

=(x,—a,) 4+ (x,—a,) 4.4 (x,

a,)*.

5. Limites supérieures des dérivées de -3 — Avant d’aller plus

loin, nous allons indiquer des limites supérieures pour quelques-
unes des dérivées de —. Ces limites supérieures nous seront
r

utiles dans la suite. On a :

o(—1—>
r . a—Xx
x
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ct des formules analogues pour les dérivées en y et en z. On
couclut sans peine de ces formules les inégalités suivantes :

o(%) 1 1 - X \
<—T’ (4._;- S e <
dx r X M
/1
(1) *(+) L S IR RV L
ox? 1 ")
1 {
3
0 (T) %
ax? r+’

et ainsi de suite.

6. Potentiel des corps continus. Jusqu’ici nous n’avons con-
sidéré que des points attirants discrets. Considérons maintenant
des distributions continues de masses attirantes; il y en a de
trois sortes : volumes, surfaces, lignes. Nous allons étudier leur
action sur un point M (x,y,z) portant 'unité de masse et définir
un potentiel. Nous envisagerons d’abord le cas ol le point M est
cxtérieur aux masses agissantes, c'est-a-dire tel qu’on puisse
cntourer ce point d’'une surface fermée de dimensions finies ne
contenant aucune des masses considérées.

2,
. -
P
7] M
) Fig. o.
1° Volumes attirants. — Soit un tel volume ; appelons (fig. 2):

d7, un élément de ce volume;
X', y', 2, les coordonnées de son centre de gravité;
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u/, la densité en ce point;
X, v, z, les coordonnées du point attiré;

u” est une fonction de x', y', 2",

I’élément dz’" exerce sur M une attraction dont la composante
parallele a Ox est:

uw'd<’ (x' — x)

rs

, =3 (x"—x)%

la composante relative au volume tout entier est :

w'ds (x' — x
X —_ - (r:’ ) "

les cdleux autres composantes sont de méme :

. wde' (v — v
Y [y =)

r

. » u/d<'(z — z)
[

1

et le potentiel :

V :[‘ ‘LLId':l
J r 7
les intégrales étant étendues au volume considéré. V, X, Y, Z

sont des fonctions de x, y, z.
Calculons les dérivées du premier ordre de V. Montrons qu’il
suffit, pour les obtenir, de différentier 1a fonction qui est sous le

signeJ et d’écrire par exemple :

: )
Y o , 0( /g
W) P
Posons en effet :
LZ r(x7)'72)

On a



8, THEORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN

Par définition :

Y o1 . , ,
= hmT[fy.’f(x—-[— h, v, z) d= —f;.L’f (x,y, z) d::l,

quand h tend vers 0, ce qui donne :

(2 OTV‘- = limfp.'[f’x(x) -+ %f”f (x + 6]1)](1:}U<9 < 1.
I1 est facile de voir que :
h f Wi’ (x + Bh, v, 7)d<,

tend vers O avec h; car, en vertu des inégalités (1), on a :
r// 9 e 4
x (X + h7 )', Z) < PT,

r désignant la distance au point x/, y/, ' du point M” qui a pour
coordonnées x -+ bh, y, z (fig. 2). Or, quel que soit le point

X, v, Z/, r est inférieur a M” Q, Q désignant le point du volume le

plus rapproché du point M”. Bref on a :

MQ

De plus, lorsque h tend vers zéro, M” tend vers M et M"Q
tend vers une limite différente de zéro, puisque M est extérieur
au volume attirant; done le produit :

h";+ (x +th, y, 2),

tend vers zéro avec h et, en vertu de la relation (2), on a :

) 1
oV . 1 ’ ! (T> I
_‘);——fy'lx(xa)7z)dt:fp' X d<',

ce qui démontre la proposition annoncée.

d (—1 ,
r valeur v rendlaforme
ax par sa eu ,Kp e (]

v _f}'-/ x’—xdt,:X.

dx r’

(3)

"2 (x+-6h,y, z) <

Remplagons maintenant
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Pareillement :
vy
dy
Y%
0z =1,

formules identiques a celles que nous avons trouvées dans le cas
d’un potentiel de points attirants discrets.

Comme nous avons différentié une premiére fois sous le
signefet pour la méme raison, nous pouvons différentier unc
deuxieme foils et obtenir ainsi les dérivées secondes de V. On
peut donc écrire :

i p— iy Lm—— ()2—1—
02V+02V' . oV ,[ r 4 r r ]d/ 0
frmnd 3 3 2 T —U.
ox? dy? Tz * ox? ay* Y
Le potentiel &’ un volume attirant satisfait donc a l'équation de
Laplace en tous les points extérieurs aux masses agissantes.

2° Surfaces attirantes. — Lignes attirantes. — Les mémes
considérations s’appliquent aux surfaces et aux lignes attirantes.
Désignons par dw’ un élément d’une surface attirante (S) et
par d1’ un élément de longueur d’une ligne attirante (L), les
autres notations gardant les mémes significations que précédem-
ment; on a pour les potentiels les expressions suivantes :

Surface : V :f——yl%— de’,

feme : v — [ ar
ngne.V_frdl,

la premiére intégrale étant étendue a la surface entitre et la
seconde a tous les éléments de longueur de la ligne.

Les composantes de l'attraction s’obtiennent de méme en diffé-
rentiant sous le signe f

d ;
Surface : X = l = u ' do’
dx : ox

ete...
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1

0 —
. , A% , r ,
Ligne : X = A 0 P dl,

cte. ..,

Eunfin les dérivées secondes s’obtiennent encore par différen
tiation sous le signe f et vérifient par conséquent 'équation de

Laplace :
AV = 0.

Tout ceci ne s’applique, comme pour les volumes, qu’aux
points extérieurs aux masses agissantes.

3° Potentiel logarithmique. — 11 possede dans le plan — tou-
jours en dehors des masses agissantes — pour les aires et les
lignes attirantes les propriétés que nous venons de reconnaitre
p
au potentiel newtonien dans I'espace.

1. Propriétés 4 infini. — Soit o la distance a 'origine du point
attiré M; quand M s’éloigne indéfiniment, c’est-a-dire quand 3

z

Nd '’

M

Fig. 3.

croit indéfiniment, le potentiel newtonien V
en M tend vers 0. C’est ce que nous allons
Y prouver en montrant que le produit pV tend
vers une limite finie et en calculant cette limite.



PROPRIETES A L'INFINI B

Soit (fig. 3) T un volume attlrant d<’un élément de ce volume,
P son centre de gravnte ‘a la distance de P a lorlgme O “des

coordonnées, M le point attiré, r la distance PM et 5 la distance
OM. On a:

a’
et, par suite, on peut poser:
r— ¢ fa,

§ étant compris entre —1 et 1.
Le potentiel V a pour expression :

W ,
V:fmd-

Formons le produit 9V :

4 3V_j a+9a d< ~fpd— _f:f:;;

les intégrales étant étendues au volume T.

De 'égalité (4), on tire :

T ' wllad<”
eV fp-d~ o—[—ed

On voit sans peine que le second membre de cette derniere

égalité tend vers 0 quand p augmente indéfiniment. On a

Lim <9V —fp.’d'.’)z

Lim pV:fp.'d'r’ = M,

done :

ou

en appelant M la masse attirante totale.

Le raisonnement s’étend sans aucune modification au cas d’une
surface attirante, d’une ligne attirante ou d’un ensemble de
volumes, de surfaces et de lignes.

8. — Passons au cas du potentiel logarithmique dans le plau.
Soit S une surface plane attirante. Le potentiel V en un point M
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de son plan (fig. 4) a pour expression, en reprenant les notations
connues :

v :f w' log —Il‘“— dow'.

Y,
4w
tad
ay M
P
o X
Fig. 4.

Yoyons comment V se comporte i l'infini. Posons :
r T
V,=log 2 [pde — M log =2
0 g 5 & 8 5

M désignant la masse attirante totale et o la distance du

point M a T'origine. Formons la différence V—V, :

V—V,= [ log% dm’:—flu.’log‘o——:e—a de'.
Oron a:
—+fa 4 fa fa a o
10—P—zllo 1+——>‘<— <2<
7% B\ AR

« désignant une limite supérieure de a; on en conclut :

<'f#’%dw’|<—:—mfdwh

i, étant une limite supérieure de u'. Si I'on désigne par S laire
de la surface attirante, on a :

S :fdm',

lV—V0
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et 'on voit que :
IV—VOI<-§—HOS;

par conséquent : .

Lim |V—V, | =0,

quand o augmente indéfiniment.
On peut donc écrire I'égalité asymptotique :

VM. log _;9_

9. Potentiel newtonien d’une surface sphérique homogéne. —
Nous allons, i titre d’exemples, calculer le potentiel dans quel-
(ues cas simples.

Soit une surface attirante sphérique, homogene, de densité p';
soient O son centre;(ar son rayon (fig. 5) et M, un point extérieur,

Fig. 5.

pour lequel nous voulons avoir la valeur du potentiel. Soit P le
centre de gravité d’un élément do’ de la sphére; menons le
diametre AB issu de M. Posons:

MP=r; OP=a; OM=p; angle MOP=.

Le potentiel en M a pour valeur :

/
V — —%— d(v.)l,
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ou, en supposant 'unité de masse telle que pW'=1,
= . 1 /
(5) V_fT do’,

I'intégrale étant étendue a la surface de la sphere. C'est cette
intégrale que nous nous proposons d’évaluer.

Décrivons, de A et B comme péles, une infinité de petits cer-
cles sur la surface de la sphére; nous découpons ainsi la surface
de la sphére en une infinité de zones infiniment étroites. Proje-
tous la figure sur un plan passant par OM que nous prendrons

Fig. 6. ) 7

pour plan de la figure (fig. 6). Soient CC’' et DD’ les plans de
base de I'une des zones; C"D” est sa hauteur.
L'aire dw' de cette zone est donnée par:

do'=2xa. C"D"=2za.asin §d0 =2 ra?sin 6 d9.

La densité de la matiére attirante étant égale a lunité,
2 ma?sinfdf représente aussi la masse répandue sur la zone et
le potentiel auquel elle donne lieu en M est :

2xwa%sin 6 d6
- .

l.e potentiel V de la surface sphérique est donc :

= 2 ra? si
(6) v—1 %“”de.
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(C’est une premiere modification de l'intégrale (5). Transfor-

mons-la encore; on a: o
L-0 2
r* =a’+4p*—2apcosH, ’, ,
d’ou : / .
. Ly - LR
rdr = ap sin 4df, SN B
et
sin 6df dr
—_— —_———,

r illO

et en portant cette valeur dans I'expression (6) :

dr =

2 AP )

(7) V= i

t )

it A mal 2 a /‘?“d 4 wa?
?—ﬂ

Or 4ma? est la valeur de la masse totale attirante M; on peut
done écrire :

comme st la masse entiére était condensée au centre.

Sile point M, au lieu d’8tre extérieur a la sphéere comme dans
le cas précédent de la figure (6), était intérieur, les limites de
Pintégrale (7) seraient a — p et a -+ p; la valeur du potentiel
serait alors :

Q 2
V= 2mf+?dr=4na— i ma :iw;.
P Y a

Ainsi, 4 lintérieur de la sphére, le potentiel est constant et

.M, .
égal a% ; Pattraction est nulle.

10. Potentiel d’'une sphére pleine. — Commencons par calculer
le potentiel d’une couche sphérique homogene infiniment
mince.

Soit (fig. 7) une sphéere de rayon a recouverte d’'une couche de
matiere attirante dont la densité, constante, est égale a u' et
dont D’épaisseur est uniforme, tres petite et égale a ¢. Un
élément P de la sphére, dont I'aire est dw’, porte une quantité
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de matiere égale a cp/dw’.

Son potentiel en un point M exté-
rieur est:

pedw’

—

Le potentiel V de la couche est donc:

. dow’ , (* de’ we. 4 ma?
V= B € — &l = L 5
r r a

)

le calcul est le méme que pour une surface attirante dont la den-

Fig. ;.

sité serait ep’; 4 ma®ey’ n'est autre que la masse totale M de la
couche et 'on a:

M
V :—;
P
C e . , ; M
La dérivée fournit la valeur de l'attraction: — —,
o

b
Parcillement, le potentiel en un point intérieur est constant

et égal ac:

le potentiel étant constant a l'intérieur, I'attraction est nulle.

On en conclut sans peine la valeur du potentiel d'une sphere
pleine composée de couches concentriques homogénes. En un
point extérieur, on a encore :

V=—.
P
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Tout se passe comme si la masse totale était condensée au
centre de la sphere.

Considérons maintenant une masse attirante comprise entre
deux spheéres concentriques dont les rayons a et b ont une diffé-
rence finie (fig. 8), et supposons la matiére distribuée en couches
concentriques homogenes. A I'extérieur de la grande spheére, le
potentiel est encore égal a

o |2
i

o étant la distance au centre du point ou I'on évalue le potentiel.
Dans la cavité, au contraire, le potentiel de chaque couche est
constant, il en est donc de méme pour le potentiel de la masse

B

Fig. 8. Fig. 9.

totale. Evaluons-le au centre. Le potentiel en ce point, d'une
couche de rayon OC = c et d’épaisseur dec, est :

u. 4 wede.

Le potentiel total est done :

b
V=4chdc:2r.y(bz a?).
a

L’attraction est nulle en tout point de la cavité, puisque lc
potentiel est constant.

I1 nous reste a calculer maintenant 'attraction et le potentiel
d’une spheére pleine homogéne en un point M intérieur a la
sphére. Ici, le point attiré est intérieur aux masses agissantes:
nous n’avons encore traité aucun cas de ce genre, mais les con-
sidérations qui précédent vont nous en donner immédiateinent

POINCARE. Potent. Newt, 2
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la solution. Tracons (fig. 9) la sphere concentrique a la sphere
donnée et de rayon OM.

Le potentiel V en M se compose de deux parties :

1° Le potentiel V, de la sphéere de rayon OM — b;

2° Le potentiel V, de la masse comprise entre les deux spheres
Le point M peut étre considéré comme extérieur a la sphere OM;
on a done :

-

M étant la masse de cette sphere.

D’ailleurs, cette sphére étant enlevée, M peut étre considéré
comme intérieur a la cavité et, par suite, le potentiel V, de la
masse restante est égal, d’apres le calcul effectué plus haut, a:

V,=2xp(a? — b

On a done :
, M ,
V:\‘ +\r9:T+2ﬁ{J <ﬂ2—b2);

mais M a pour valeur —,[:— rub?®; donc :
4 et 9 , . 9 , Iy
sz—ny. -+ 2 ~u (a2 — b2) = 2 rpla —5 )

Calculons maintenant I'attraction en M : cettz attraction sc
compose de deux parties : 1° celle qu'exerce la sphere de rayon b
et dont la valeur est:

M
b’

20 Dattraction exercée par la masse restante, cette derniere est
nulle, puisque M se trouve dans la cavité déterminée par l'en-
. ; M , .
levement de la sphere OM. N est done la valeur de I’attraction
exercée en M par la masse totale. Cette valeur est proportion-
nelle a b.

11. — On peut obtenir tous ces résultats par une autre mé-
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thode, que nous allons exposer dans le cas d’une surface sphé-
rique homogene.

Commencons par effectuer le calcul pour un point situé a l'in-
térieur de la cavité sphérique. Tout point de cette cavité est
cxtérieur aux masses agissantes et le potentiel Vy satisfait a
I’équation de Laplace

1 AV =0,

Or, en vertu de I'homogénéité de la couche superficielle,
V dépend seulement de p, distance du point attiré M au centre O
de la sphere; cela nous permet de transformer I’équation ‘1.
On peut écrire :

Y dv X

ox  ds g’

car le centre de la sphere étant pris pour origine des coor-
données, on a:

92:);? A4 v z,

ot
02 X
N .T
On a de méme :
oV dv vy oV dV z
— ) ct ] _

Iy da 0z da 2
v 1} )

h &

Calculons les dérivées secondés :

®»vV. D ((l\") X d x) dv
W\ 7+K(? P
A ox dX[l xﬂJ

Cdg? p? do

Z v
) v

De ménie :

¥V *V oyt dv 1 v?
R AT s |
N S A avri 7
0zt dp? ?—[— do Lo~ &°
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Ajoutons ces trois dernieres relations, membre a membre; il
vient :

dzv 2 dv
S CEr N P

L’équation (1) devient donc :

d?v 2 dv
(2) —+—=——=0.
do* 2 dp
Nous avons remplacé I’équation aux dérivées partielles par une
équation différentielle linéaire du second ordre. Or nous con-
naissons deux intégrales particulieres de cette équation; ce
sont : )

b Y

V:l ct \l':—l— . o s
e
L'intégrale générale est done :
B
(3) V=A+ —,
?

A et B étant des constantes.
Calculons A et B.

. . i . M \
Au centre, le potentiel doit étre égal a , car, dans I'in-

; d

dw .
tégrale fu.’—, r est égal i a, rayon du cercle. Done, pour
bl \

=0, V doit se réduire a —, ce qui exige que 'on ait :

a

M

a

A , B=0,

et ce qui nous montre ¢ue le potentiel est constant en tout point

intérieur et égal a
a

Voyons ce qui se passe pour un point extérieur a la sphére.
En tout point extérieur, I’équation (2) est vérifiée et le potentiel
est encore de la forme (3), les constantes A et B n’ayant pas la
méme valeur que dans le cas précédent. Calculons ces nouvelles
valeurs; pour cela, remarquons que, si o augmente indéfiniment,
ona:

Lim oV=M,
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ce qui exige que l'on ait :

A=0
B=M
ct, par suite,
V= \0_1 '
12. Potentiel logarithmique d’une circonférence. — Soit une

circonférence attirante homogene, dont le centre est a l'origine
des coordonnées. Proposons-nous de calculer le potentiel loga-
rithmique V en un point M de son plan. Remarquons-que V est
une fonction de deux variables seulement, x et y, et qu'a 'inté-
rieur comme a4 l'extérieur de la circonférence, cette fonction
satisfait a I’équation de Laplace :
) »V v
Dans le cas particulier qui nous occupe, la circonférence étant
homogene, V ne dépend que de la distance z du point attirant
au centre. Nous pouvons alors transformer I'équation aux dérivées

partielles (4) en une équation différentielle linéaire et du second
ordre. On a en effet :

92:‘?+y2’

OV*dV X

Ox  dp o

W av

dy —dp a7
O*V_O dVv x)__x 0<d> (lVO(‘()
w=wle 7)) =5 wla) t o

x* d*V dv

d’ou :
*V Y d*v 1 dv
T 1 P
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I'équation différentielle cherchée est donc :

&V 1 dv

de* e e T

0.

On connait deux solutions particulieres de cette équation :
V=1
V=loga.

L’intégrale générale est donc de la forme :
- r
(3 V—=A-+B.log—~,
o
)
qui est une combinaison linéaire des deux précédentes.

Calculons A et B pour un point intérieur.
Au centre, le potentiel est :

/log % uw'd'w =M. log PT“,

a étant le rayon de la circonférence. L’expression (5) doit donc

. r .. , .
se réduire a2 M log a_o pour 9 = 0. Ce qui exige que l'on ait :

A =M. log o
Iloga
B —0.

Le potentiel est done constant en tout point intérieur et a pour
valeur :

V=>Mlog—.

M a toujours la méme signification : c’est la masse totale de la
circonférence.

Passons au cas d’un point extérieur au cercle; nous nous
appuierons, pour traiter ce cas, sur une- propriété démontrée
au paragraphe (8) : quand o augmente indéfiniment, on a :

Lim (V — M log %): 0.
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Done, quand, dans la formule (5), on fait augmenter p indéfini-
ment, V doit se réduire a

rO
M log? ,
ce qui exige que 'on ait :
A =0,
B=M,

ct donne pour la valeur du potentiel :

Tout se passe comme si la masse totale était concentrée au
centre du cercle.

13. — Indiquons encore une troisieme méthode pour obteniv
le potentiel newtonien d’une sphére et le potentiel logarithmique
d’une circonférence.

Cette méthode repose sur la propriété suivante :

Soient une sphere de centre O (fig. 10), M un point qui n’est
pas sur la sphere, AB le diametre issu de M, enfin M’ le point
qui sur AB est conjugué harmonique de M par rapport a A et B.
Si M est extérieur, M’ est intérieur, et réciproquement; de plus,
si Uon pose :

PM =r, PM' =/,
P étant un point quelconque de la surface de la sphere, les
triangles semblables OPM et OPM’ donnent la relation :

r
— =const. =
v

» o

quand le point P se déplace sur la spheére,

Cette propriété est vraic également de la circonférence de
cercle.

Cela posé, proposons-nous de calculer le potentiel newtonien
d’une surface sphérique homogene.
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Supposons qu’on connaisse la valeur constante

M
Ta

du potentiel a l'intérieur; on peut en déduire I'expression du
potentiel en un point extérieur quelconque M. Soient, en effet, Vle

Fig. 10.

potentiel cherché en M et V' le potentiel au point M’ conjugué

de M; on a:
d
\r:/ (-l), V(:/d(l:,
r r

d’ou :
A" r’ a
(6) V=T

. . . A
Or M’ est intérieur, done V' =

a

; la relation (6) donne V :

a  Ma M
s a p g’

v

V=V

Inversement : connaissant le potentiel a l'extérieur, on en
déduit le potentiel a 'intérieur.

Par le méme procédé, on peut trouver le potentiel logarith-
mique d’une circonférence en un point extérieur, quand on le
connait a I'intérieur du cercle. Soit, en effet, M le point extérieur
ou l'on veut calculer le potentiel V; soient M’ le conjugué de M
et V' le potentiel en M’; on a:

V:/log% ds/, V’:/log —:f— ds’,
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ds’ étant ’'élément d’arc de la circonférence dont la densité est

supposée égale a 'unité. On a:

l'/ ! a !
V—V—[log L ds' = [log L as

a
= ‘.\I 10 -_—
8 e
Or :
V' = M log %;
done :
N
\l' — M IO "-—o‘.
g P .

14. Attraction d’une droite homogéne sur un point extérieur. —
Soit une droite attirante AB, homogene, A
de densité u’ (fig. 11). Supposons d’abord
cette droite limitée aux points A et B et

proposons-nous de calculer le potentiel 5
newtonien de cette droite en un point M ( 0’
extérieur. e
Prenons la droite AB pour axe des z et C LR
. . N P . {4{ Gy z s
choisissons I'origine O entre les points A L hS
et B. Soient Q la projection du point M & ¥ P < 20,0

sur la droite, P un élément de longueur )
de celle-ci, ds’ la longueur de cet élé- o
ment; enfin appelons x,y, z les coordon-

uées du point M, x’, y’, z’ celles du point
P, et rla distance MP. On a: Fig. 11,

X' =0, y' =0, ds' =d7,
MQ= yx*ty, -7
QP=17 —z, I.
r— Vx2- y (2 —z)%

Posons en outre :

IQ=.°1
OA=a,
OB=—b;

.
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a et b sont des quantités positives si la direction de I'axe des z
est celle du segment BA.
Le potentiel en M a pour expression:

v W wds’ W wdz
- VX -y 4 (2 —2z° o \/x"—-[—y"—-[—(z’—z)Q.
(B, (B)

I.a valeur de l’intégrale indéfinie est :

W log (/= ) VG
. [
P

= log [@— MP].

Remarquons que MP est essentiellement positif au lieu que PQ
est doué de signe.
L’intégrale définte V a pour valeur:

. QA -+ MA

_ /

V= log oy in>

ce qui peut s’écrire :

MA+QA _ \ (QA--MA) (MB - BQ)

MB—BQ " 6 MB: _ BQ

== u'log (QA + MA) - 1’ log (MB + BQ} — ' log [\B* — BQ?|
—r log (QA + MA) + ' log (MB + BQ) — ' log MQ2.

V= log

Supposons la droite treés longue, c’est-a-dire a et b tres grands.
mais x, v, z finis. Nous pourrons négliger des quotients tels

que :
x X y

a’ D’ a’l’

La somme QA--MA est alors trés voisine de 2a; en effet:

QA + MA =2 OA + (MA — OA) +(QA— OA).

I1 suflit de montrer que Perreur relative commise en négligeaut
les différences (MA—OA) et (QA—OA) est trés petite. Voyons
d’abord la seconde différence QA—OA ; on a:

QA —OA=—0Q;
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I'erreur relative commise en la négligeant est :

0Q z
OA ~ a’

qui est négligeable en vertu de la remarque précédente. Voyons
maintenant la deuxieme différence MA—OA. Le triangle MQA
donne :

MA <MQ-+QA,

done :

| MA—OA | < | MQ—+QA—OA |,

ou :

| MA—OA | < | MQ—0Q | ;

Ierreur relative est done négligeable, puisque MQ et OQ sont
finis et de ordre de x, y, z.

Bref, la somme QA-4MA est trés voisine de 2a; la somme
QB-+MB est de méme tres voisine de 2b. On peut donc
écrire :

(1) V =1/ [log 2a +log 2b — 2log o]
= W [log 4ab — 2 log 2]
2 /ab r 2M r
=21 — 2 W il SR 0
v log ; 2 u'log . A b log .

en posant:

2M 1
a—b .T ’

Ainsi le potentiel newtonien d’'une droite tres longue est le
méme que le potentiel logarithmique d’un point situé en Q.
Cela cesse d’étre vrai si le point M s’éloigne indéfiniment, car

. ) X X
dans ce cas on ne peut plus néghger les quotients — , F,...e
a

Cela explique un paradoxe : un potentiel newtonien identique &

Quant a I'attraction, elle a pour expression

te.

un potentiel logarithmique semble un résultat contradictoire,
car a l'infini le premier s’annule, tandis que le second est infini.
Dans I'exemple précédent, nous avons vu que cette identité n’a
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lieu que pour des points situés & une petite distance de la droite
attirante, distance négligeable devant leurs distances aux extré-
mités de la droite.

Remarquons encore que I'expression de V ne dépend que de
2= Vx' + y? et non de z; cela veut dire que, quand z varie
seul, V varie tres lentement; il faut se souvenir, en effet, que la
formule (1) n’est qu’approximative.

Faisons une derniére remarque ; nous avons trouvé

ry,=— 2{?1?57
il semble que V dépende du choix de T'origine; mais, si lUon
prend deux origines O et O’ a distance finie 'une de l'autre,
Iexpressionde V change tres peu.

15. Potentiel newtonien d’un cylindre. — Soit (fig. 12) un eylin-
dre dont la section droite est une courbe quelconque. Prenons
laxe des z parallele aux génératrices. Supposons ce cylindre
rempli de matiére attirante et limité a deux sections droites dont
les cotes sont :

1

Z —a

Y

z' = —b.

Proposous-nous de calculer le potentiel newtonien de ce
cylindre en un poiut M dont la distance au cylindre est négli-
geable devant a eth; nous effectuerous le calcul dans I’hypothese
ou la densité u’ de la matiere attirante en un point Q dépend
seulement des deux premieres coordonnées x’ ety de Q et non
de la troisieme coordonnée z’.

Tracons la section droite S qui passe par M et décomposons
laire S en éléments de’, puis découpons le cylindre en une
mfinité de cylindres élémentaires paralléles 4 OZ ayant respecti-
vement pour bases les éléments dw' de S.

Un cylindre élémentaire est assimilable 4 une droite attirante
dont la densité linéaire serait w'dw'; soit C 'un des cylindres; il
perce la section S en Q; son potentiel en M est :

2 yd. log -2,

en posant MQ = r (voir § 14) et r, — 2 y/ab.



CAS DU CYLINDRE DE REVOLUTION 29

Le potentiel du cylindre total en M est donc :
r (9 1o To
\ _fudm. log -,

I'intégrale étant étendue a tous les éléments dw’ de la section
droite S. Le calcul du potentiel newtonien cherché est douc
ramené a celui du potentiel logarithmique de la section droite
qui passe par M. On raméne de méme le potentiel newtonien

d’une surface cylindrique au potentiel logarithmique du contour
de la section droite.

- ol [~ M
~__ | y3 Pim-oo - .
= ]

pmm

Fig. 12. Fig. 13,

16. Cas du cylindre de révolution. — 1° Surface cylindrique.
— Les considérations précédentes nous permettent de calculer le
potentiel newtonien d'une surface cylindrique (fig. 13) homo-
gene de révolution. Ce potentiel se raméne au potentiel loga-
rithmique de la section droite qui passe par le point attiré M,
c’est-a-dire au potentiel logarithmique d’une circonférence. On
voit sans peine que le potentiel newtonien cherché est :

V—=2y/ [d¢. log =2,
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: désignant la distance du point M a I'axe et r, ayant la signifi-

cation habituelle 2 yab. On peut done écrire :
V—2log % [ wds
= 2log— | wds}
)

dans ces deux expressions, ds’ est I’élément d’are de la circonfe-
rence. SiL estla longueur de la circonférence, M la masse totale

de la surface cylindrique, a et — b les cotes des bases, ona :

.M M

TS T Ta+b)
d’otr

fl).,dS,: U.’de,: u_I_L: A\—[;
' ' ¢ a—+b
done on a:
v M
e/ v .
A log PR

on en conclut sans peine Dattraction en prenant la dérivée.
Tout se passe comme si la masse attirante était concentrée
sur 'axe du eylindre. On voit de méme sans difliculté qu'a I'iu-
térieur le potentiel est constant et égal i :

M
atbh’
R désignant le rayon de cylindre. Quant a I'attraction, clle est

nulle.
Tout cela suppose le eylindre infiniment allongé.

V=2log -

2° Volume cylindrique. — Le calcul est encore tres simple;
on partage le volume en couches cyliudriques trés minces, con-
centriques et assimilables a des surfaces cylindriques attirantes;
on est ainst ramené au cas précédent.

En un point extérieur 'attraction et le potentiel dépendent de
= seulement; ils ont la méme valeur que si toute la masse était
condensée sur 'axe.

En un point intérieur, les choses se passent dilléremment ; le
résultat se déduit de la considération du cas suivant.

3° Masse attirante comprise entre deur cylindres concen-
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triques. — Nous supposons que la différence des deux rayons
est une quantité finte. En un point M extérieur au plus grand
cylindre (fig. 14), le potentiel est, comme I’attraction, une fonction
de o seulement; tout se passe donc comme si la masse était con-
densée sur l'axe ; le raisonnement est le méme que dans le cas
précédent : on décompose la masse attirante en une infinité de
couches cylindriques, concentriques, assimilables a des surfuces.

7/

{
»

Fig. 14. Fig. 15.

En tout point M, intérieur a la cavité, le potentiel est constant
¢t Pattraction nulle, car tous les points M, sontintérieurs i toutes
les couches cylindriques.

Si done (fig. 15) nous voulons évaluer le potentiel et D'attrac-
tion en un point M intérieura un cylindre plein, nous décompo-
serons ce volume en deux parties : 1° un cylindre concentrique au
premier et passant parle point A; 2° le reste du volume, c’est-a-
dire la portion comprise entre les deux cylindres. Le potentiel en
M est la somme des potentiels de ces deux volumes et l'at-
traction se réduit a celle du cylindre intérieur. Le raisonnement
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est exactement le méme que celui que nous avons fait (§10) pour
une sphere pleine.

17. Potentiel newtonien d’une circonférence. — Proposons-
nous de calculer le potentiel newtonien d’une circonférence en
un point quelconque M de I’espace.

Représentons (fig. 16) la circonférence C en perspective. Soient
OZ l'axe de cette circonférence, P un point de celle-ct, r sa dis-
tance au point M, ds’ un élément d’arc de C; le potentiel V en M

V:f‘ids'.
T

Si nous supposons la circonférence homogeéne, la densité w'

est :

est constante et 'on peut éerire :

V=u' d_s

: r

Projetons en Q le point M sur le plan du cercle et joignons

2

Fig. 16.

0Q, cette droite coupe la circonférence en dcux points A et B;
enfin menons les droites MA et MB et posons :

OP =a; 0Q=y3; MP=r; QM =z;
et appelons » 'angle POQ (fig. 16).
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On a
ds'=ado,

MT:ZE“E—(‘I_P)?’
M_B2:ZQ+(3+9)2’
P_Qg—aQ—[—oz—%mcosm
=MQ+PQ* =22} a? + 0*—2azcos w.

r* peut encore s’écrire de la maniéere suivante :

r _<z —+a? —[—3><cos ——-[—sm -—-)—.4'13 singg)

[z —+(a—p)? ]cos ——-[— a)]sm2-%.

= MA%c

. 9 [O)]
sin® —.
2

Le potentiel prend donc la forme :.

2z adw

\/MTCOS‘Z % - MB2sin?

V=
(O]
2
Or, si l'on désigne par M la masse attirante totale, on a :

M =2 rap/;

done :
- do
I\I o i - (l).
2 T\/T\IA cos? 5 —+MB?2sin? 5
On peut donc poser,
V=5 (MA, MB),
et si on pose en outre :
(O]
=
on peut écrire :
* dw

© (MA, MB) = 2

2r \/MA2 cos?’ W - MB?sin* ¥

POINCARE. Potent. Newt. 3
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Enfin remarquons que la fonction sous le signe fest une
fonction périodique et que I'on a, par suite,

-

La fonction o(MA, MB) prend la forme suivante :

2

dw

»(MA, MB) = _ _ .
’ 2-.-.\/MA2c052 W MB? sin2 U

G

C’est cette intégrale qu'il s’agit de calculer; nous y parvien-
drons en démontrant trois propriétés importantes de la fone-
tion s,

1° La valeur de cette fonction ne change pas quand on permute
entre elles les valeurs de MA et MB. On le voit, en changeant

N en W ——)~ et en remarquant que :

3=

. —
- “

o —

oun a done :
z (MA, MB) =% (MB, MA".
2 Supposons MB = MA; ona:

o 1 =du 1
2zMA 7 MAJ, 2= 7 MAS

o (MA, MA) =f

3* »(MA,MB) est homogéne en MA et MB et de degré — 1.
I.’expression :

MA » {MA, MB)

est donc homogenc et de degré O et, par suite, ne dépend que

du rapport WA
Soient alors (fig. 17) deux points R et R/, situés sur AB et
conjugués harmoniques par rapporta A et B; tracons, sur RR’

comme diametre, la circonférence C, dont le plan est perpendi-
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culaire sur celui de C. Pour tous les points M de C,, le rapport
MA
MB

est lc méme et expression
MA ¢ (MA, MB),

a la méme valeur qu'au point R'. On peut done, du potentiel
en R’) conclure le potentiel en un point quelconque de C, et, par

C

Fig.az,
conséquent, si 'on connait le potentiel en tous les points du plau
du cercle C qui sont intérieurs a sa circonférence, on connaitra

sans peine le potentiel en un point quelconque de I'espace.

18. — Toute la (uestion est donc ramenée au calcul du poten-

Fig.18.

tiel en un point situé dans le plan du cercle C al'intéricur de sa
circonférence.

Prenons ce plan comme plan de la figure (fig. 18'. Soit M nn
point intérieur quelconque ; menons le diametre AB passant par
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ce point. Soit, en outre, P un point de la circonférence et P’ un
point infiniment voisin. Posons :

ONI:?, PN[:I‘, PP/:(IS’,
OA=0B =0P=0P'=a, angle MPO=4§,
angle PMO =W, angle P'MP =dW¥.
Enfin, prenons pour unité de masse la masse totale M. On
aura :
M=1 t S
M= ¢ b= "9m

Projetons le point P’ sur MP en H; on a :
Py
P'H = PP’ cos PP'H =ds’cos 8.

Mais on a auss: :
P'H=P'M sin(d¥) =rdW¥

On en conclut :

rd¥ = ds’ cos f.
. . . wds .
Le potentiel V, qui a pour expressmn‘fl > peutdoncs’écrire :
» dW
— )
V= H/ cosf

Le triangle OPM donne d’ailleurs la relation :

e

sinft =" sin ¥,
a

acosﬁ:\/ae—p%in*‘l".

Le potentiel V prend la forme suivante :

2= dw
\Y% _—/ ,
. 3 211\/112—92 sin? W
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qu’on peut écrire :
2=

dw
V= 2mya(sin? W cos® W) —o*sin* W
ou enhn : -
= dw
V= 2= Va?cos? W+ (a* — %) sin* W

0

On peut donc poser, en se souvenant de la définition de la fone-

tion o :

Or, on a vu que :

— o(MA, MB) =2 (a—p,a+p).

Done :

pla—pato)j=gla, v —" |

Remarquons que a est la moyenne arithmétique des deux quan-
tités a—z et a+g et que yai—a? 2* en est la moyenne géomé-
trique; on peut donc écrire en general :

v (a,b)=19(a,b)=1va,b)=... ete.
en posant :
a—+b —_
a, = 5 bizv/zl]’),
a —+b —_—
a,=— 9 =y b,:\/alb”
..... ete. ..... ete.

C’est la une propriété fondamentale de la fonction %.

Remarquons que la moyenne géométrique est toujours infé-
rieure a la moyenne arithmétique. Or, supposons a >b, ce qui
est toujours possible, puisqu’on peut intervertir ces deux quan-
tités sans changer la valeur de v ; nous aurons :

a—b>a —b >a—b,>.... ete. ;
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Les différences a, — b, dimninuent quand n augmente. Je dis
qu’clles tendent vers 0. En effet, on a:

a,—b,<a —b . puisque b, > b;

or

i a—+Db a—b
a—hb=— — b= 5
done :
a—b
a,—b, < 5
de méme :
a b a—Db
a,—b,< ‘{) L« 53
et
a—b

a,— b, < ——

Ainsi la différence a, — b, tend vers 0 quand n augmente indé-
finiment ; d’alleurs, il est évident que les b croissent constam-
ment et que les a décroissent; donc a, et b, ont une limite
commune o; on 'appelle moyenne arithmético-géométrique des
deux quantités a et b. De 'existence de cette limite, on conclut
que, si « désigne la moyenne arithmético-géométrique de MA
et MB, on a:

7 (MA, MB) —

L’analyse qui précéde est due a Gauss. Elle donne, pour la
valeur du potentiel V au point M :

VY:i-,

a

si la masse attirante totale est prise pour unité; mais, si cette
masse est exprimée a 'aide d’une unité arbitraire et si M est sa
valeur, ona :

V=

d’ou la régle suivante : on considere la plus grande et la plus
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courte distance du point M a la circonférence; on cherche la
moyenne arithmético-géométrique de ces deux nombres. Le po-
tentiel en M estle quotient de la masse totale par cette movenne.

19. Formule de Green. — Revenons a la théorie générale dun
potentiel. Commencons par établir quelques formules dont nous
lerons un fréquent usage dans la suite.

Soit un volume T limité par- une surface fermée S; désignons
par o, 3, v les cosinus directeurs de la normale extérieure a la
surface S. Soit F une fonction quelconque de x, y, z continue
ainsi ue ses dérivées partielles du premier ordre dans le vo-
lume T ; soient enfin d= un élément infinitésimal de T et dw un
¢lément de la surface S. On a les formules suivantes :

%(l: = / -7.17(1(‘)
(1) g—l‘(l:f /‘Sde,
y 1y

OF
Vd v —L/'“‘r(l(o,

les intégrales triples étant étendues au volume T et les inté-
grales doubles a la surface S. Chacune de ces formules se dé-
montre sans peine al'aide d’une intégration par parties.

Soient maintenant deux fonctions U, et V, assujetties aux
mémes conditions de continuité que F.

Posons

F—=U\V,

La premiére des trois formules précédeutes nous donne :
oV, OU') v
f(U‘ dx +Vi 0x (l'ﬂ—‘jll Yido,

J'UI%‘—d—.

ou
U,

dx

d=.

*j,v.UlVld(o — /-Vl
Posons enfin :
oV

V=0
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- v oV v o,
fyled::faUlaYdm— L

Les deux autres formules (1) nous donnent de mémne :

2 1
/'U‘ OV e [0, g — [V g
. oy oy dy

%y % vV dl,
fU‘ dz* d':f.rU‘ 0z do — Dz dz - d=.

Ajoutons membre & membre ces trois dernieres relations :

fUlAVd:z[Ul(a. —g%_}_@i"__[_-}, oV)dm

f(ov U, |, AV OU, AV U\

il vient :

O dx +0)’ y T o) &

Si 'on pose pour abréger :

AY iAY v dv
i e L i e Y
OV U, | AV AU, AV AU, \1 oV U,
X dx W—éy_ 0z dz  Ld OX Ox/di

on aura :

fUAVd—::fUld dm—onU v

formule bien connue sous le nom de formule de Green.
On la met souvent sous une forme plus symétrique; on a, en

effacant les indices :

fZ“)U._‘)X __fU—dm—fUAth;
Ox dx

mais, en vertu de la symétrie des termes sous le signe f dans

le premier membre, on a également :

Y OV U
fZKWd::fV—Hdm—fVAUd:
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Retranchons membre 2 membre ces deux derniéres relations :

av av)
MIAV -
[ay —vavyas = (UG —V ) do.

Les fonctions U etV doivent étre finies, continues et admettre
des dérivées premieres continues et également finies. Elles doi-
vent avoir, en outre, des dérivées secondes finies et intégrables ;
les discontinuités de ces dérivées, s’il y en a, doivent se trouver
sur une surface algébrique.

Les théoremes sont encore vrais pour des aires planes limi-
tées par des contours fermés. On les exprime de méme, en rem-
placant les éléments de volume d= par des éléments de surface
et les éléments de surface dw par des éléments du contour envi-
sagé ; les intégrales triples deviennent doubles; les doubles
deviennent simples.

20. — Replacons-nous dans I’espace a trois dimensions et fai-
sons U==1 dans la formule de Green; elle deviendra :

fAVd:—f‘% deo.

Faisons maintenant U=V, au heu de U==1; la formule "de
Green donnera :

fUAUd—.:fU U e _fz (EE>_dc.
dn ox

Si, en outre, U satisfait a ’équation de Laplace AU = 0, on

obtiendra finalement :
dU U \?
fU an 4 :[Z <o—\> d=,

ce qui nous montre que l’intégrale‘f U%dm est positive. Ces
n

formules seront utilisées dans la suite.

Tous les théoremes que nous venons de démontrer s’appli-
quent a des volumes connexes, quel que soit leur ordre de con-
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nexion ; ils s’appliquent, par exemple, a un volume doublement
connexe comme celui qui est compris entre deux spheres concen-
triques ; mais, en appliquant les formules, il faut bien prendre
garde au sens de la normale extérieure ; dans I'exemple cité, le
volume est limité par les surfaces des deux sphéres et les inté-
grales de surface doivent étre étendues aux surfaces de ces deux
spheres ; le sens de la normale ertérieure sur la grande sphere
est celut de laportion de normale qui sort de la sphére ; au con-
traire, sur la surface de la petite sphére, la normale extérieure
au volume T est dirigée vers l'intérieur de la cavité, car cest la
direction dans laquelle on sort du volume T considéré.

21. — Comme application des considérations précédentes,
prenons pour volume T le volume compris entre une sphére S
de rayon a et une sphére S’ concentrique i la précédente et de
rayon g > a.

Ferivons la formule de Green dans ce cas :

o U oV v
o fese [ SR e o gy

L’intégrule du deuxizme membre est étendue a chacune des

. dv
deux sphéres S et S'; mais — est, d’apres ce que nous avons
’ dn ’ P

dit, la dérivée suivant la normale extérieure a S’ et la dérivée

suivant la normale iutérieure i S. Si nous prenons ces dérivées

suivant les normales extérieures, dans les deux cas nous éerirons :
dv : dv

J U —(l(o = U dw / U

— —do
) dn Jisi dn ’

la premiere intégl‘ule du deuxieme menthre étant étendue a la
surface S' et la deuxieme i la surface S.
Supposous que, si 3 uugmente iudéﬁuiment, Iintégrale,

/(s: U dn d(o,

tende vers zéro. Alors l’égulité (1) se réduira a :

ij\d +fZ"U ‘“x d= w(/’_b——dm
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Cette circonstance se présente quand les fonctions U etV sont
des potentiels dus, le premier 2 une masse M, l'autre i une masse
M, répandues dans des volumes, sur des surfaces ou des lignes,
wais contenues l'une et 'autre 3 I'intérieur de S.

Montrous, en effet, que, dans ce cas,

o dv
U
“1 57 d."

(l(l),

teud vers zéro.

Pour cela, considérons la niasse attirante totale M qui donne
lieu au potentiel U; dans cette masse totale, il peut y avoir des
masses positives et des masses négatives; appelons M, la somme
des premieres et — M, la somme des secondes; on a :

M=),— )M,
Séparons, de méme, dans la masse totale M’ qui correspond a V',
les niasses positives des négatives :

M =M, — W

,
Soit, nraiutenant, P un point de la sphere S'; oua en ce point :
M M

‘ U ‘ .

2 A
v

2

dVv M, + M,
dn (p—a)

d’onr :

a3
Ry
/

dn

‘ v v 1 O ML)

2
N}
et, par suite,

/1U% dm‘< (311—}—‘\[ 2) (}[1—}—}[2) 411?2'

ks a3
W

. . . e dV
Cette iégalité montre bien que I'intégrale fU In dw tend vers
dn

zéro quand p augmente indéfutiment.

22. Polynomes de Legendre. — Soit V un potentiel da a des
masses attirantes quelconques.
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Je suppose 'origine des coordonnées extérieure a ccs mas.2s ;
on peut donc tracer, autour de l'origine prise comme centre, une
sphere X tout entiére extérieurc aux masses agissantes. Nous
nous proposons de démontrer la proposition suivante :

En tout point situé & Uintérieur de la sphere 3, la fonction V
est développable en série de polynomes homogénes en x, y, =.

Cette démonstration repose sur le développement de I'expres-
si1on

1
V1—2acosy} ¢*

)

I

suivant les puissances croissantes de p, Commencons donc par
effectuer ce développement.
Il sera de la forme :

<) A=3Pgz"
Or, on a: -
1—2p cosy+p"={1—petr)(1—pe ),
d’ou :
A= (=) T e

De plus on a, si|p | est inférieur a4 1 :

) _L 1 1.3
(2) (1—p2) ’:1—}—29—}— 2492—}— .....
1.3....(2n—1

Tous les coellicients de ce développement sont réels et posi-
tifs. On a en outre :

LR 2n—
(1 — seh) e:1+_;_9617+ ..... _;_1_?:_'%1_),9»?{_[_ ,,,,, ¢

Ces développements résultent du développement (2), car, si|p |
est égal a 1, | pe'’| est aussi égal a 1. De plus, ces trois séries
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sont absolument convergentes ; on peut multiplier les deux der-

nieres membre 2 membre et écrire
i
\ T T ___ iy{n—p) Ln+p
(1 —2pcosy—+p% _Sapfzner p"tP

en posant

«3) T 24 .2p

Comparons les formules (1) et (3); ou en tire :

Pn+p :—Ea’n{zpei‘{("*'l}] .

le signe ¥ portant sur 'ensemble des termes pour lesquels la

somme n—+p a la méme valeur.
Les a étant réels et positifs, le maximum de P,,,

Y
= Z‘and.p.

0 dans I’expression de A ; il vient :

a lieu

pour v =203 on en conclut :

'p

Or faisons y =

1
— =14+ +"+..... e i R

A=——
ZO’."{ZP: 1,

1—5
le signe ¥ portant comme plus haut sur 'ensemble des termes

tels que n +p = C*. Brefona: _0
'P'f- X 04}8 +

On a done :

IPu!éL

I'égalité ayant lieu pour v = 0.
Cela posé, supposons p > 0; la série

S‘.Pne"v
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est convergente pour | o | < |. Calculons I’erreur commise quand
on arréte le développement au (n + 1)° terme ; posons :

A=P,+Pc+Po+4....+Po"+R,;
I’erreur cherchée est moindre que |Ra|; or :

| R, | <™ —+p" ..., ,

c’est-i-dire :
cn‘l
' R" ‘ < 'l-—l_‘-l
—_2
1}

Les coellicients P sont des polynomes entiers en cosy; leur
degré est égal a leur indice ; P, est de degré n. Ces polynomes
sont connus sous le nom de polynomes de Legendre,

Les polynomes de Legendre sont alternativement pairs et
impairs en cos?y, Pour le voir, il suflit de changer, dans A, yen

+ ~etoen —zj; A ne change pas et, par sutte, un terme
VA
T
P
=
. /”“‘ N \
i // N y
{ I \ .
f i
\ o i x
\ /
Vs
\ . b
\‘-’/
Fig. 19.

(quelconque P,o" de la série reste le méme ; done P, ne doit pas
changer de signe et, par conséquent, doit &tre pair, si n est pair;
il doit, au contraire, chauger de signe, et par suite, dtre impair
en cos v, si nest impair.

23. Développement du potentiel newtonien en série de poly-~
nomes sphériques. — Les considérations qui précedent vont trou-
ver leur application dans ’étude du potentiel newtonien.
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Soit T un volume attirant et O l'origine des coordonnées, sup-
posée extérieure it ce volume ; on peut tracer une sphére ayant
le point O pour centre et tout entiere extérieure a T (fig, 19).

Sotent, en outre, P un point attirant quelconque du volunie T
et M un point situé i l'intérieur de la sphere. Appelons x, v, «
les coordonnées rectilignes et 5,6, les coordonnées polaires de M:
X,y 2 et o/, ¥, " les coordonnées rectilignes et les coordon-

nées polaires de P; enfin r la distance MP et v I'angle MOP. Oun

a les relations suivantes :

2 /2 W2 (S AT B B l , a2
P = X A V= v (2 2 == 0% — 200" cos v -2,

IS
<
T

cos v ==cos fcos b+ sin§sin § cos

L}

5 P e AN
ps'cos v = xx' vy +zz/. V

:

Le potentiel newtouien ¥V en M a pour expression :

c’est une [onction des coordonnées o, § et » de M ; proposous-
uous de développer cette fonction suivant les puissances crois-

santes de p; on a:

o

1
Ly T
\

. 1
— =12 —29'cos*"-}—91‘ — .
I ’ 5 PR
' \/1—2i,cos~l'—}—(-‘—,—>
g ¢

Reportons-nous au développement du paragraphe précédent;

)

on peut écrire ;

s’d

\ J_ 5 n
o ——:-o_,_;_l)] I —+ P,,;TP“—TI—'_}_R“,

ct l'on a:
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c’est-i-dire :

Si a désigne le rayon de lasphere, on peut toujours construire
une autre sphére de rayon ca, ¢ étant < 1, telle que le point M
soit 2 son intérieur. On aura :

p<sa<<a<p

et, par suite,
o+l

ST—ga

n

On voit que R, tend vers 0 quand n augmente indéfiniment
quelles que soient les positions du point P a lintérieur du
volume T et du point M i I'intérieur de la sphére de rayon ca.
La série (1) est donc uniformément convergente dans ces con-
ditions et 'on peut 'intégrer terme & terme. On a par suite :

'd~’ 'd<’ P ad<’
2) V:JW} :ny'f[Hgé o,

/P nd,:/
+f—*L+ .....

Tarl
o}

Considérons P,2"; c’est un polynome entier homogene et de
degré n en x,y, z. En effet, d’aprés ce que nous avons dit au
paragmphe précédent, P, est un polynome entier et de degré n
en cosy.

Or on a
cos 1 — xX vy + 27 _ XX +yy'+z

7 _’ﬁ)
o LV y 7

de plus, P,, est pair ¢n cos y et P, . est impair; P, est donc
entier et de degré n par rapport a

(xx' + yy + zz')?
xz + y2 + Z?

et o™ P,, est entier, homogéne et de degré p par rapport a
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(xx' 4+ yy' —+ zz)* et x* 4 y* 4 2° et, par suite, entier, homogéne
et de degré 2p par rapport a x,y, z. Quant a P, ,,, il est entier
et de degré 2p + 1 par rapport & :

xx' 4 yy +zz'

Vx2 +}z 4+ ’
il est done égal au produit de cette expression par un polynome
entier et de degré p par rapport a

(xx'+yy' +22)?
x‘l_}_yz__*_z'z )

2p +1
1

enfin le produit P,,, ne contient plus de radical et est
homogéne et de degré 2p + 1 en x, y, z. Bref, quelle que soit
la parité de n, P,p® est un polynome entier, homogéne et de
degré n en x, y, z.

Si ’on consideére alors le terme général de la série (2

! n
Xo= [Hta,

1
oY n+1
y

ou voit que ce ternie est aussi un polynome eutier en x,y, z,
homogéne et de degré u.
On démontre en outre que ces polynomes X, satisfont a I’équa-

tion de Laplace
AN, =0.

Ce sont des polynomes sphériques, car on appelle, eu géuéral,
de ce nom des polynontes liomogenes en x, y, z satisfaisant a
Iéquation de Laplace. Le potentiel V est ainsi développé en
série de la forme :

V=X+X 4+ Xg+..oon

Donc le potentiel newtonyen est dégeloppable en série de poly-
nomes sphériques autour de Uorigine, quand lorigine est exté-
rieure aux inasses agissantes.

Dans ce développement, les termes de méme degré sont grou-
pés ensemble; si I'on essayait de les grouper autrement, la série
pourrait cesser d’étre convergente.

(’est la un fait général pour les séries qui ne sont pas absolu-

POINCARE, Potent. Newt. 4
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ment convergentes ; on ne peut pas modifier arbitrairement
lordre des termes. En voici un exemple simple; la série sui-
vante de polynomes homogenes :

L (x+ iy 4 (x4 y ) - X 0y e ,

o l'on suppose

| x—+iy | <,
est convergente et a pour somme
1
L —(x—+4iy)

en la considérant comme développée i la fois suivant les puis-
sances de x et de y.

Elle n’est pas absolument convergente, dans tous les cas ou elle
converge. Groupons, en effet, les termes dans un autre ordre;
par exemple, effectuons les puissances indiquées et séparons
les termes; considérons le terme
., 2n!
X"y, ———
T/ !

Quand n augmente indéfiniment, la valeur asymptotique du
module de ce terme est :

(2nj*™. e ™. ‘/4—;1

n*", e " y/4win?

N N

ow, en supposant x —=y:

) . 1 .
St donc le module de x est supérieur & «, le nouveau déve-

2
loppement est certainement divergent, alors que le premier est
encore convergent pour toutes les valeurs de «x inférieures

Y2

2
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Uné pareille circonstance ne se présente pas pour les séries
a termes positifs.

24. Développsment du potentiel newtoniensuivant les puissances
entiéres de x, y, z. Revenons au potentiel. Nous avons démon-
tré que le potentiel newtonien est développable en série de poly-
nomes sphériques autour de l'origine, quand celle-ci est exté-

rieure aux masses agissautes. Montrons maintenant que, dans Ia
méme liypothese, la fonction V est kolomorphe au voisinage de
lorigine, c’est-i-dire que, dans une spheére assez petite ayant
pour centre l'ovigine, elle est développable en série de la forme

-
: Ax"y"zP,

m,n,p étant des nonthres entiers positifs pouvant prendre toutes
les valeurs entieres de zéro a l'infini.
Pour le voir, rappelous que I'on «u :

et posons :
2xx' 2y 227 —x* — v —2°
12

X =

On a, en comparant 1* et X :

1‘:9”\'1 X,
d’olt :

I

LA

1
Développons(l—X}™ #;0n a :

1

,:i_l—X)_T:ao—}—aIX—}—uiX-’—}—.‘...—}—:l,,X"—}— ..... ,
ct, par conséquent,

I _ll'_:azo—}—v.IX—}—a,Xj—}— ..... 4 2, X" ..

Dans cette série, les coellicients 2 sont tous > ().



54 TUEORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN
Développons maintenant X en série entiere; nous somwmes
. . . 1
ainsi couduits, en transformant la relation (1), areprésenter — par
r

une série de la forme

- 1 QU
— =y Ax"y"z?,
v 2

et a veprésenter V' par la série suivante :

2) v :Zx"‘y"z" [Apd.

Ce développement est-il convergent et représente-t-il bien la
fonction V? Nous allons le démontrer en prouvant que ce déve-
loppement

(a) Wxmpzr [Aulae,
demed

est une série absolument et uniformément convergente.
A cet effet, posons :

/ A W [ b

X 2x6' + 2y + 225 + x>+ v, + 2}

Ny = 572 )
)

en appelant x.y.z, les modules de x,y et z, et considérons le
développement suivant

! (l—x(\)_-;_

(3) =, 2, X, e 2 X e

= 2 Axpyozt,
Etudions la série

(b) ZonmZz.

Comparons d’abord les coellicients A aux coeflicients corres-

pondants A.

Q/
i

Tous les coellicients X, sont positifs ; tous les a le sont aussi;
donc tous les termes du développement (3) sont positifs, et par
suite, les A le sont également. Considérons, en outre, deux puis-
sances égales de X et X : X1 et X; chaque terme de X7 est plus
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petit en module que le terme correspondantde X7; on en con-
clut I'inégalité suivante :

A> A

Celaposé, reprenons la série (b); dans quel cas converge-t-elle?
Elle convergera, si 'on a :

X, <1,
comme on le voit en se reportant aux égalités 3).
Pour que X, soit plus petit que 1, il suffit que I'on ait :

(4) 2%yt 2z, 7 <5
orona:

x02 +y02 + ZO'Z J— P'z’
on a donc aussi :

| Xo+ ¥, 1+ 7 | <? ‘/3’

et la condition (4) sera remplie si 'on a :

267V3 + 5t <",
ou bien
(p 42" V3)* =352 <p®,
c’est-a-dire
(p4p V37 <4,
¢’est-a-dire enfin :
<2—v3),

‘O

et, a fortiort, si I'on a :

0 <d(2—V3),

a désignant comme au paragraphe précédent le rayon d’une
sphere fixe, ayant 'origine pour centre, tracée de maniere a lais-
ser A son extérieur toutes les masses agissantes, enftn contenant
le point M ot 'on étudie le développement du potentiel.

Supposons done cette condition remplie; alors X, est inférieur
a 1; la série (b) converge. Considérons maintenant la série sui-
vante (c)

(©) Noxrya [[Ads
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otv u, désigne un nombre positif supérieur @ |u]; cette série
converge comme la série (b). Enfin comparons notre série (c) &
lasérie étudiée (a). Tous les termes de(a) sont inférieurs en module
a ceuxde (c); or (c) est une série a termes positils et elle converge;
donc (a) est absolument convergente.

La relation (2) est douc justifiée.

Ainsi le potentiel newtonien est développable autour de I'ori-
gine en série entiere procédant suivant les puissances de x, v, z.

On peut effectuer, de méme, le développement au voisinage
d'un point quelconque (x, y, z,
loppement procede alors suivant les puissuances de x — x,.

extérieur aux masses; le déve-

Y—Y¥pZ—2

On peut douc énoncer en général le théorénie suivant : au
voisinage d'un point (¥, y,, 5,) extérienr aux masses agissantes,
le potentiel newtonien est une fonction holomorphe, c’est-a-dire
développable en série entiere procédant suivant les puissances
crotssantes de &0 — v,y — Y, = — 3,

La démonstration n’a été faite que pour un volume attirant:
elle s’applique évidemment sans modification au cas d’une dis-

tribution quelconque de masses.

25. Autre développement en série du potentiel newtonien. —
Considérons maintenant (fig. 20) un volume attirant T et un
point M extérieur i ce volume, situé de telle sorte qu'on puisse
tracer une sphére £ contenant le volume T tout entier, mais lais-
sant le point M & son extérieur.

Prenons le centre O de cette sphere comme origine des coor-
données.

Si g,¢',v et r ont les mémes significations que précédenunent,
on a

Le point M étant 4 l'extérieur de I, on peut construire une
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deuxieme sphere ¥/, concentrique a X, dont le rayon za est plus
grand. que le rayon a de X et qui laisse le point M i son exté-
rieur ; on a done :

p>a>a>o" et e>1

Raisonnons comme au § 23, on voit que

PI n+i
(T) | 1

R < ]
| n|<P—\°/ —o+l a<s__1)’
ce qui montre que la série :
1 oI Aln
—+P Pn%—k .....
i’ v

est uniformément convergente pour toute valeur de o’ correspon-
dant 4 un élément de volume quelconque d<' de T.

1Y
Fig. 20.

On peut, par conséquent, intégrer terme a terme et écrire

) L de P o'u/ds’ P o u'd=’
= 4 e | R
¢ . ? '

les intégrales étant étendues au volume T.
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Considérons le terme général de cette série

[T
Poulde
. PnH ?

on peut I’écrire :
1 Y,
ik f Pogptuds’ = =
P,o" est un polynome homogeéne de degré n par rapport aux
coordonnées x, y, z du point M; il en est donc de méme de Y,.
Le développement de V prend la forme :
Y, Y Y,

V: +T‘:-+ ..... +‘Tﬁ_+ .....

Q 2
)

Sil'on remarque que 'on a
AV =0,

on démontre sans peine que 'on a

/'Y
et ensuite

AY,=0.

Les polynomes homogenes Y, sont donc des polynomes sphé
riques.

Tout ce qui précéde est vrai d’'un point M quelconque exté-
rieur & la sphére ¥'; si le point M s’éloigne indéfiniment, on voit
que la valeur asymptotique de V est

Y,

?

2
)

comme nous savons d’autre part que cette valeur asymptotique

M .. .
est — M désignant la masse attirante totale, on conclut
oo

Y, =M.

26. Développements analogues pour le potentiel logarithmique.
— On peut obtenir des développements analogues pour le poten-
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tiel logarithmique dans le plan. Soit (fig. 21) une surlace plane
attirante S, P un de ses points et O l'origine des coordonnées
supposée extérieure a S. On peut tracer un cercle C ayant le
point O comme centre et tout entier extérieur a ’aire attirante S.

Y

‘Fig. 2r1.

Soit, en outre, M un point attiré situé a l'intérieur du cercle C,
X, y ses coordonnées et x', y' celles du point P. Appelons p, o/, r
les distances OM, OP et MP. Posons :

X 1y =z,
X iy’ =1z;
on a:
9:|Z|7
=17,
r=|zZ—z|.

Soit ' la densité de la matiere attirante au point P; la valeur V
du potentiel logarithmique en M est :

V:flU.’_ log—:‘o— d(v.)’.

do’ désignant I'élément infinitésimal de l'aire S et I'intégrale
double étant étendue 21 I’aire S tout entiere. La valeur de V n’est
autre que la partie réelle de I'intégrale.
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Or, il est [ucile de développer W suivant les puissances crois-
santes de z : appelons a le rayon du cercle C; puisque le point M
est intérieur a ce cercle, on peut tracer une deuxieéme circon(é-
rence C', concentrique i la premiére, dont le ravon ca est plus
petit que le rayon a de C ct telle que le point M soit a son inté-
rieur. On a donc :

0 plan<a<z et e<l;

N )

on a d’ailleurs
r, r, z
log ﬁ: log - log (l —-7)

Or, d’apres les inégalités (1}, on a

ca

. z
2 —
zZ

Ny

<

A . .
on peut, par conséquent, développer log(l— Z—,)en série enhiere

lug(l —_ —2—7/—> :ZA" z". ’
\

Cette série est uniformément convergente pour tout point I’
de l'aire S, car, pour un quelconque de ces points, les inégalités (1)
et (2) sont satislaites ; on peut donc intégrer cette série terme a
terme et écrire

(3 W= [y.' log —;i, dw’ _Zzan"{“‘/d“)l? -

les intégrales doubles étant étendues i l'aire S. WV est ainsi
développé en série entiére ; on en conclut sans peine le dévelop-
pement de V en série de polynomes homogénes. On a, en effet :

et écrive :

n___ a.ngnk
z" = a"e",

o désignant I'argument de z. On peut done poser en outre :

f;.L’/\"dm’ = R, e'";
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la partie réelle de f:.u\,, z" dw” est done :
R,2" cos'nw —+§,);
c¢’est un polynome homogeéne et entier en x et y, et, si 'on remar-
que que V est égal a la somme de la série des parties réelles du
développement de WV, on voit que V se trouve développé en séric

de polynomes homogenes ; ils satisfont évidemment a 1’équation

de Laplace.

21. Considérons maintenant (fig. 22) un point M sulfisamment
¢loigné de T'origine O pour que I'on puisse tracer, autour de O

— _—
_ - W -~ -
- ~
~ M

—_— -

Fig. 2.

comme centre, une circonférence C coutenant 'aire S a son
intérieur et laissant le point M a son extérieur. On peut alors
développer le potentiel logarithmique V en M suivant les puis-

sances de -— ; il suffit. pour le voir, de faire un raisonnement

ko]

semblable & celui du § 26. Du point O comme centre, on peut
décrire une circonférence C' dont le rayon ea soit plus grand que
le rayon a du cercle C et qui laisse le point M i son extéricur:
on a, dans ce cas,

lc>s=|>z|>9’ et =>1.
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Reprenons I'expression de W :

W :fp.’dm’ log (Z’—ET);

on a :

n 14
log 10— —log o — 10g<’l—z—),

z

et, comme on a
ZI
| Z]<1,
YA
quel que soit le point P choisi dans S, on peut développer

log<1———) en série entiere procédant sutvant les puissances
YA

croissantes de — .
VA

10g<1_—) ZA zs

et cette série est uniformément convergente; on peut donc
écrire :

(0 \V—flog ] 'dm+z—nf A,) pde

les intégmles doubles étant étendues a I'aire S. En prenant les
parties réelles des différents termes, on voit que la série du
second membre de ’expression (1) donne lieu pour V a un déve-

. . . 1
loppement procédant suivant les puissances croissantes de — ;
o}

ce développement est précédé, dans I'expression de V, par la par-
tie réelle de l’intégmle :

?

M désignant la masse attirante totale; cette partie réelle est :

Mlog—* .
o}
)
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Le développement de V est donc de la forme :

V— f M log% —i—an_P'"cos (new —§,)
n=1
cn posant :
f<_ An) {J.’do.)/:RneW" ’

et
7z — Pcim.

Remarquons que 'expression :

—n / _ 3y
07" cos (nw — G,

peut s’écrire :

—2n n / N
07" e"cos{nw —B,) = ,

X, étant un polynome enticr, homogene, de degré n en x et ¥,
3
satisfaisant, en outre, a I'équation de Laplace.
Finalement ona :

n=a

I

1

L
el
4

“Xn

2n
P

7

V=NM log

n=1

Il

On voit immédiatement, sous cette forme, que I'expression de V
ne contient pas de terme indépendant d’x et d'y; en outre, lors-
que le point M s’éloigne a linfini, le potentiel V a pour valeur
asymptotique

r
Mlog —*,
P

résultat que nous connaissions déja (§ 8).



CHAPITRE 11

POTENTIEL EN UN POINT INTERIEUR AUN MASSES AGISSANTLES
FORMULE DE POISSON

28. Convergence des intégrales. — Application au potentiel. —
Jusqu’ict nous avons étudié le potentiel en des points extérieurs
aux masses attirantes; nous allons maintenunt étudier ce qui se
passe quand le point attiré est situé au sein méme de ces musses.
Cette étude repose sur la considération d’intégrales portant sur
des [onctions qui deviennent infinies pour un point du champ
d’intégration; commencons done par établir les propriétés de
ces intégrales,

1° Intégrales simples. — Considérons U'intégrale définie
b
[Cexax, a<h.
3 )
Si la fonction f(x) devient infinie pour x = a,la définition

ordinaire de 'intégrale ne s’applique plus et l’intégraie n’a plus
de sens; pour lui en donner un, on modifie la définition. On

b
/ f{x,dx;
ate

la définition ordinaire s’y applique; soit J, sa valeur; si J, tend
vers une limite J quand ¢ tend vers O, I'intégrale est dite con-
vergente et I'on représente cette limite J par la notation

b
[ f(x) dx.

Si, au contraire, J, augmente indélintment ou a pas de limite,

considére I'intégrale
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quand ¢ tend vers 0, l'intégrale est dite divergente et le sym-
bole
»b
/x dx
N /
<3

in’a aucull sens.

Voici des exemples de ces deux cas. Si 'on peut trouver un

nombre a<< 1 tel quel'on art

1
<L

I-— II 3
X <

/v
f\.\)

la limite J existe et I'intégrale est convergente. Si, au contraire,
on peut trouver un nombre 3 > 1 tel que

1

(N —

. }>

NER
7

J. augmente indéfiniment et 'intégrale est divergente.

2° Intégrales donbles. — Soit une aire plane S {fig. 23), limitée
par une courbe fermée C, et une fonction [ (x, y) devenant infi-

C

Fig. 23.

nie en un point O de l'aire S, muais restant continue en tous les
autres points de 'aire.

L’intégrale double
/, / ( :x,)’) dw,
Yo

étendue i tous les éléments dw de 'aire S, ne rentre pas dans la
définition ordinaire et n’aaucun sens par elle-méme. Pour lui
en donner un, entourons le poiut O d’une petite courbe fer-
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mée C'; appelons 8 I'aire enfermée par la courbe C/, et S” I'aire
comprise entre les courbes C et C'; Vintégrale

Jc-:f [{x,v)do,
G)]

étendue a 'aire S”, a un sens et sa valeur varie quand la courbe
C'change de grandeur et de forme. Supposons que J. ait une
limite J quand la courbe (', diminuant d’étendue dans tous les
sens, vient s’évanouir au point O; on prend cette limite pour
définition de Iintégrale | L £(x,y) do; on dit alors que lin-
tégrale J. est convergente.

Dans le cas contraire out J, n’a pas de limite finie, 'intégrale

J. est dite divergente et l’intégl'a]efj;] n’a aucun sens.

29. Dans quels cas lintégrale J. est-elle convergente? En
voict un. Posons

OM =,
et admettons que I'on ait en tout point de I'aire S :
M
f{x,¥) <—|7’ o< 2,

on peut alors affirmer que J. est convergente. Pour le voir, sup-
(] « g ?

Fig. aj.

posons d’abord la fonction f(x, y) positive en tout point de S.
Tracons, autour du point O (fig. 24) comme centre, deux cercles,
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I'un C,, de rayon r,, que nous laisserons fixe ; I'autre plus petit C”
dont nous ferons tendre le rayon r” vers zéro. Enfin, pour sim-
plifier le langage, désignons par les symboles

S Tl S

les intégrales étendues aux aires comprises respectivement entre
les courbes: C et Gy, C et C", C, et C". L’intégrale

ff_ , [(x,y) do,

a un sensé; elle est > o et augmente quand r” diminue. On a, de

plus,
M
~. vVide i
f‘["cﬂf\x, y/du<f‘[_r" = de,
et, par suite,
M M
5. 2 de:
f‘[ﬂ" f(x,y) dw <‘[‘(_r" r“ dw +t[‘£—c" » dw;

la premiére intégrale du second membre veste fixe; quant a la
deuxiéme, elle a pour valeur :

JL.

et on voit que, si « est inférieur 2 2, elle tend vers une limite
finie quand r” tend vers zéro.

L’intégrale du premier membre ffc e f(x,y) dow, qui reste
toujours inférieure i cette limite et va sans cesse en augmentant
quand r” diminue, a donc aussi une limite.

’1 do=—2= }[roﬂ—a_gﬁ' Mp/ie-n

2—a 2—a

3
r

Le résultat n’est pas changé, si 'on remplace la circonfé-
rence C” par une courbe C' de forme quelconque entourant le
point O et venant s’évanouir en ce point; on le voit [acilement en
tracant, autour de O pris comme centre, deux circonférences C;’
et C} comprenant entre elles la courbe C' et venant s’évanouir
en O en méme temps que celle-ci,

Supposons maintenant que la {onction f ait un signe quel-

POINCARE, Potent. Newt, A
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conque; les conclusions précédentes s’y appliquent encore.
Posons, en effet,

(=1 —1,
en convenant que 'on a :
l"l e f et {‘2:07
en tous les points ou f est > 0, et :

=0 et f,=—|

2

cn tous les points ou [ est < 0.
On peut appliquer 4 f, et f, le raisounement précédent ; les
deux intégrales :

leff fx,vidw et Je:f[ X, v do,
te—c’

Cve—¢'

sont toutes deux convergentes; leur différence,

J :ff_( f(x, v)do,

I’est donc aussi et la proposition énoncée plus haut se trouve
entierement démontrée.

On peut aller un peu plus loin ff |f(x, y;]| dw est conver-

Je—c

gente, car elle est égale aJ, 4- J,. Pour cette raison. I'intégrale ]
est dite absolument convergente. Remarquons enfin que les limites
de ces quatre intégrales sont indépendantes de la suite des
formes que prend le contour €’ lorsqulil vient s’évanouir au
point O.

Tous ces résultats s’appliquent au potentiel d’une surlace
attirante, quand le point attiré est intérieur aux masses agis-
santes. Ce potentiel a pour expression :

\" :ffi d(v),.
r

. . ., TS
La fonction { (x, v) du raisonnement précédent est ici — ; elle
v r

satisfait donc aux conditions sullisantes de convergence indi-
quées dans I’énoncé et I'intégrale V a un sens bien défim en
tout point de la surface attirante.
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30. Intégrales triples.— On définit la convergence, danslecas
des intégrales triples, comme dans celui des intégrales doubles.
Soit S une surface fermée limitant un volume V; soit F (v, ¥, Z)
une fonction devenant infinic en un point du volume YV, mais

restant continue en tous les autres points; pour donner un sens

a Intégrale triple
= ([ [ ¥

on entoure le point O d’une surface fermée S’ et l'on considére
p

J’:ff Fix, v,z ds,
. (v

étendue au volume V' compris entre les deux surfuces S et S'.
St J" a une limite quand S’ vient s’évanouir au point O, on dit

I'intégrale

que cette intégrale est convergente et cette Limite est prise pour
définition de J. Dans le cas contraire, )’ est dite divergente ct
I'intégrale J n’a aucun sens.

Ou peut affirmer la convergence de J', lorsque 'on peut trou-
ver denx nombres positifs, 'un M, fixe, et Pautre 2< 3, tels que
l'on ait en tout point du volume V :

M
<—

P

( Fx, v,z

r désignant la distance du point O & un point quelconque x, y, z
du volume. L’intégrale J' est en outre absolument convergente,

ST Fme

converge aussi; la limite de J' est alors indépendante de la sue-
cession des [ormes que prend la surface S’ et la valeur de J est
bien déterminée. Un exemple de cc cas de convergence est

car l’intégrnlc

ds,

fournt par le potentiel newtonien d’un volume attirant, quand le
point attiré est a U'intérieur des masses agissantes. Ce potentiel
cst, en effet, représenté par U'intégrale triple

w'd+’
! b
r
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la fonction sous le signe fsatisfaisant aux conditions énoncées;
cela suppose toutelois que.la densité u’ reste finie.

Les composantes de D'attraction, elles-mémes, sont données
par des intégrales absolument convergentes. Soit, en effet, u, une
limite supérieure de la densité; on a :

/ .
|.U' |<\U'0’

I'une des composantes, par exemple celle qui est parallele a Ox.
a pour expression :

Pl N
u'(x' —x
_ N VA
X —ff d. .
I
Orona:
| x'—x | <r,
et, par conséquent,

/

AN
e St
r

X est done absolument convergente.

31. Intégrales d’ordre quelconque. — Soit n l'ordre de I'inté-
grale ; quand n est supérieur 4 3, on ne peut plus se servir de la
représentation géométrique, mais le mode de raisonnement reste
le méme.

Soit F [x,, x,,...,X,), une (onction de n variables et considérons
I'intégrale d’ordre n :

)= [Fdx, dx, dx,..... dx,,
étenduc par exemple a un champ défint par I'inégalité
DX, X, X, < 0.

Supposons que I devienne infinie pour un point O du champ,
dont nous pourrons supposer les n coordonnées égales a zéro
sans restreindre la généralité.

Posons

2 . 2 2
rP=x 4 x 4..... —+ x.*.
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Appelons J' U'intégrale fF(lxi dx,..... dx, étendue au champ dé-
fini par les inégalités :
‘ d <0,
r>o >0.

L’intégrale )" a un sens si nous supposons la fonction F con-
tinuc en tout point du champ primitif autre que le point O. Si,
quand p tend vers zéro, J'a une limite, cette limite définit J; sinon,
J n’aaucun sens; dans le premier cas, il y a convergence et, dans
le second, divergence. On peut alfirmer la convergence dans le
cas ot 'on a en tout point du champ primitif :

M
F|<—, avee a<n,
I‘"
M désignant un nombre positil fixe.

32. Intégrales absolument convergentes et intégrales semi-con-
vergentes. — Exemples. — Revenons aux intégrales de ligne, de
surface et dc volume.

1=[Fa,

Soit
une intégrale simple, double ou triple suivant que dt désigne un
élément de ligne, de surface ou de volume. Supposons que la
fonction F devienne infinie ou discontinue en un point du
champ d’intégration et qu'on ait démontré la convergence de
I'intégrale J. On dit que cette intégrale est absolument conver-
gente, st 'intégrale
JI¥

étendue au méme champ, est elle-méme convergente; dans le
cas contraire, U'intégrale J est dite semi-convergente. Nous avons
donné (29 et 30) des exemples d’intégrales absolument conver-
gentes. Voici maintenant des exemples d’intégrales semi-conver-
gentes.

\dt,

Presien exeMeLe. — Soit 'intégrale :

“ sin ax
f—dx,
o X
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Elle est convergente, car :

Lo

. sin ax =

Iim _, [7dx~_ -
<9

‘

X 27

elle est semi-convergente, ear :

k M .
lim,ﬂ,f mﬂ dx=w»
o

X

Devxiicve EXEMPLE. — Soit un cercle attirant limité par unue
circonlérenee C; supposons la densité constante et égale a 1;
proposous-nous de caleuler 'attraction au centre O (ﬁg. 23).

Y

A
N

Fig. 23.

Prenons pour origine ce point et, pour axes de coordounces,
deux droites rectangulaires Ox', Oy'. L'une des composauntes de
I'attraction, X par exemple, a pour expression au centre :

!

X:f ;(J do'.

Cette intégrale est convergente.
En effet, entourons le centre d’un cercle C' concentrique au
premier et considérons Pintégrale :

x/
Jc‘ :f ? d(v), 3
c—¢'

étendue a la couronne comprise entre les deux circonférences.
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Appelons ¢ le rayon de €7, 5 celui de C et passons en coordonnées
polaires ; on a :

I =f'g'os 6do f? df' — 'sin 2= — sin 0} log -~ = 0.

I

Ainst l,, est constamment nulle. Sa limitcest O, quand z tend vers
zéro. L’intégrale X est done convergente,
Montrons qu’elle est semi-convergente, c’est-a-dire que l'inté-

xl
[l 5 | dw’,
L% l.

Cette intégrale, étendue a tout le cercle, est égale au double de

x’d,
——IT (1),

étendue au demi-cercle BCAB.
Calculons done eelle-ci; st elle a un sens, clle est la limite de

grale

ne converge pas.

l’intégrnle

la portion correspondante de J,., relative a la demi-couronne

BCAEFDB. Or, celle-ci est égale i :

Y 2 dr g
- ‘st n E =92 -
j_v . d 'sin 9/‘[ . 2log o

9

quantité qui augmente indéfiniment quand = tend vers zéro. L'in-
tégrale X est done semi-convergente. On peut démontrer de plus :
étant convergente, elle a une limite quand on entoure le point O
d’une courbe C'; puis qu'on calcule 'intégrale relative a I'espace
compris entre les deux courbes, et enfin qu'on (ait évanouir C’
au point O ; mais, étant semi-convergente, sa limite dépend de la
courbe C’ et de la succession des formes que prend cette courbe
avant de s’évanouir au point O.

C’est ce que je vais montrer.

Supposons d’abord que C' soit une circonférence concentrique
a C; la raison de symétrie, comme aussi le caleul fait précédem-
ment, montrent que l'attraction de la couronne au point O est
nulle. Ftant nulle constamment, elle définit une lintite nulle,
quand C’ vient s’évanouir au point O.
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Par un autre procédé, au contraire, on peut définir une limite
différente de zéro. Dans les raisonnentents qui vont sutvre, nous
nous appuierons sur le lentme suivant :

Leuve. — Deuz surfaces attirantes homothétiques S et S', telles
que les densités en deux points correspondants soient égales,
exercent la méme attraction an centre O d’homothétie.

Ce lemme est presque évident;
soient, en effet, deux éléments cor-
respondants (fig. 26) dw et do', r et
v leurs distances respectives au
point O ; leurs attractions au point O
sont :

f
U.d()
our de : "
p S

I I
. (l(v)
[P}
pour dw : T

Ces deux attractions dirigées sui-
vant la méme droite sont hien égales,
puisqu’en vertu de I’homothétie, on
a:

dw L dw’

o Fig. 26. R

Cela posé, reprenons notre cercle C et prenons contnte courbe
auxiliaire une autre circonférence C' (fig. 27), non concentrique
a(/, ayant son centre en un point O’ voisin de O. Menons la ligne
des centres OO’ ; cette droite coupe nos deux circonférences aux
points A, B pour la premiére et A’, B’ pour la seconde.

Supposons que, des deux points A’ et B, le plus rapproché de O
soit A'; décrivonsalors,du point O comnte centre avec OA'comme
rayou, une circonlérence C,.

Appelons o, ¢', ¢, les rayons des circonlérences C, C' et C,,
puis tracons une circonférence C, tangente en A ala proposée C
et telle que son rayon g, satisfasse a la relation

Q 2
Vo /
H=L. w

o
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Alors les deux cercles C, et C' sont howmothétiques par rapport

. ) 5
au point O et le rapport d’homothétie est ~. D’autre part les

1

deux cercles C et C,, étant concentriques, ont aussi pour ceutre
d’homothétie le point O et ménte rapport d’homothétie que les
deux précédents en vertu de la relation (1). Il en résulte que les

deux portions de plan couvertes de hachures, 'une contprise entre
les circonlérences C, et C, lautre entre les circonférences C' et C,,
sont homothétiques par rapport au point O. Si donc on suppose
la prewmiere couverte de matiére attirante avec une deusité égale
a 1 comme celle qui recouvre le cercle C, son attraction au poiut O
sera la méme que celle de la secoude.

Nous exprimerons cette propriété par I'égalité

Ape == A 2)

c,—c?

désignant en général par C,— C, la portion de plan comprise
entre les courbes C, et C,, et par A, _, Iattraction que cette
portion de plan exerce au point O.
Cela posé, ce que nous voulons calculer, c’est la limite vers
laquelle tend A, _,, quand le cercle C' vient s’évanouir an point O.
Or, on a évidemment :

1\‘.76 - Ar,—r - "\c‘——c b}
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ce ui se réduit i :

j— \
Ac—c‘ - Ac'—c. (3}
puisque A, . est nulle, par raison de symétrie. Rapproclions les
relations (2) et (3), nous aurons :

A p—— A, A

c,—¢

Faisons alors évanouir le cercle C’ au point O de maniére que
!

le rapport - reste coustant, les deux termes de ce rapport ten-
a
v

daut vers zéro. Eu vertu de la relation (1), le mpportL reste

)
ausst constant et, par conséquent, le cercle C, reste iuvariable ;

il en résulte que A, _, reste fixe.

Ainsi, I'intégrale qu'il s’agit d’étudier, A, _ ., reste coustamntent
égale 2 une quantité fixe — A, _; on peut douc éerirve :

liﬂl. A(,_‘\.: —_— 1\,. er

Montrons naintenant que A, ., n’est pas nulle. Cela est presque
évident.

M

Fig. 27 bis.

Figurons a part (ﬁg. 27 bis) les deux circonférences C, et C;
tracons la droite MN perpeudiculaire en O & la ligne des cen-
tres. Enfin, décrivons une troisieme circonflérence C, égale a C,
et tangente intérieurement en B ala circoulérence C; cette cir-
conférence passe évidemment par les points M et N. L’aire atti-
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rante C, — C est ainsi divisée en deux parties : I'une comprise
entre les trois circonlérences C, C, et C, ; I'autre comprise eutre
C,etC,; elle est représentée, dans la figure, couverte de hachures.
La premiére partic a manitestement une action nulle au point O
par ratson de symétrie ; quant a la seconde, son action est diri-
gée suivant la ligue des centres et ne peut étre nulle, car tous
ses éléments, étant situés d'un meéme ¢6té de MN, les projections
sur AB de leurs actions en O sont toutes de méme signe.

En résumé, A, . est différeute de zéro et, par conséquent,
on a :

lint A, 5=0.

Ou voit done que, suivant la courbe auxiliaire choisie pour défi-
nir Pattraction au point O et suivant la succession de [ories
par lesquelles on fait passer cette courbe, ou peut obtenir pour
Pattraction une limite nulle ou une limite différeute de zéro.
Cette circonstance caractérise les iutégrales senti-convergentes.

Des considératious analogues pourraient étre faites aun sujet
d’une surface queleonque. Ou verrait, de la méme facou, que les
composintes de 'attraction, en un point d’une surface atlirante.
sont donuées par des intégrales senti-convergentes.

Au coutraire, le poteutiel d’une surface attirante, que nous
allons étudier maintenant, va nous [(ournir un exemple d’inté-
grale absolument convergente.

33. Avrne EXEMPLE. — Potentiel d’une surface attirante quel-
conque en un point de cette surface. — Soit S une surlace atti-
rante ; sou potentiel en un point M est donué par I'intégrale

! !

wdo

1N v )

o v [ H
()

r

u/, r, do’ étant les notations conuues.

Supposons que le point M soit pris sur la surfuce S elle-méme ;
nous allous nontrer que I'intégrale précédeute garde un sens et
est absolument convergente, si la densité u' reste finie en tout
point et st la surface S admet, en M, un plau tangent unicue.

Menons ce plan tangent (fig. 28); prenous-le pour plan des xy
et prenons le poiut M pour origine; sotent P le centre de gravité
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d’un élément do’ de S, P’ sa projection sur le plan des xy, =
I'angle de ce plan avec le plan tangent en P, eunfin x', y', 2’ les
coordonnées de P; ona :

dx'dy’

(2) d(v)/ . .
cOs 5‘5

Cela posé, tracons sur S une courbe C entourant le point M
et soit C' sa projection ; la courbe C partage S en deux zones,

Fig. 28.

S, et S,, la premiere, S,, étant celle qui comprend le point M.
Appelous V, et V, les potentiels respectifs de S, et S, ; om a:

V=V,+V,

V, a uit seus au point M; il suffit d’étudier V ; cette intégrale a
pour expression :

/ !

" uw/dw

Vv, ——J -
i5)

I
en vertu de (2), oun peut I'écrire :

!
Vo=[ b avay.

! rcos

Cette derniere intégrale est étendue i une aire plane, i la portion
du plan des xy comprise a Uintérieur de C'.

Or, on peut choisir la calotte S, assez petite pour, qu’en cliacun
de ses points, on ait :

1 \
<a’
Cos ’19
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a désignant un nombre fixe; cela est possible, car, au point M,
cos @ estégal a 1.

. . . w
Ecrivons alors la fonction sous le sigue [, — de la
% I'Ccos 5‘3
maniére suivante
i
, 1 I
Y coso T m’
j— E)
r/ l_l
en posant
’
, , 1 I
m —=w 1
'oeose 1
et
r’ = MP’

L'intégrale devient alors :

t 1

f

n
(3) V,— [ L Axdy';
<ie))
m’ peut étre considéré comme une fonction de X, ¥/, puisqu’a
chaque point P et, par suite, a chaque point P’, est attacliée une
valeur de m’; de plus, cette [onction est essentiellentent limitée,

car elle est égale au produit de trois autres qui sont lintitées :
!

1 , . r
w’ Test, par hypothése, et ——— , par construction, enfin —est
‘ cos ¢ r

infévieur a 1. L’intégrale (3) est alors le potentiel cu M d’une
portion du plan des xy, celle que limite C’, sur laquelle la densité
de la matiére attirante est la fonction mi’. Nous avons vu (29)
qu’une pareille intégrale est absolument convergente. Le théo-
reme général est donc dénrontré.

Dans ce qui précede, nous avons supposé, pour plus de sim-
plicité, que la surface S était pourvue d’un plan tangent bien
déterminé en chacun des points qui avoisinent le point M.
Cette hypothése n’est pas toujours indispensable.

Prenons, en effet, le cas d’un c¢éue circulaire droit. Supposons
que M soit le somntet de ce cone. Prenons pour plan des xy le
plan perpendiculaire i Paxe du céune et effectuons les mémes
transformations que ci-dessus. On a encore factlement une limite

’
"

. e .
supérieure de |m’|. Eu effet, u’ est une quantité finie ; —est le
v

b
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. k] Al ’ - . ’ \ - .
cosinus de 'angle d'une géuératrice du coue avee sa projection ;

reste égal a I'uverse du cosinus de Pangle d’un plan tan-
cos
;

geut au coune avee le plan xy. On peut donc refaire ici le raisou-
ueutent indiqué plus lraut.

La concluston subsiste encore si le point M est un point sin-
guliev de la surface S, lorsque le cone des tangentes en ce poiut
est, par exemple, un coune réel du second ordre, ou lorsque ce
coue se réduit a un systeme de deux plans réels distinets. Cela se
voit, comnte dans le cas du cone circulaire droit.

34. Analogie avec les séries. — Avant de poursuivre I'applica-
tion des priucipes précédents a I'étude du potentiel, faisons une
renarque.

Latliéorie des tégrales convergentes doit étre rapprocliée de
celle des séries. Les dénominations de convergente, absoliment
congergenle, semi-convergenie, se définissent pareillement dans
les deux théories et les propriétés correspondantes sont compa-
rables. Les deux théorémnes suivants metteut en évidence cette
analogie étroite A

1° Quand une série est absolument convergente, on peut modi-
fier l'ordre des termes saus en changer la somme;

2° Quaud une intégrale est absolumient convergeute, on peut
choisir arbitrairentent la courbe ou la surface évanouissante qui
cutoure le point de discontinuité et la faire passer par une suec-
cession quelconque de [ormes. Ou peut aussi intervertir I'ordre
des intégrations.

Ce dernier point se démontre sans dilficulté. Soit, par exemple,

Uiutégrale double
J :ff(x, vidxdy,

étendue i une aire plane S limitée par une courbe C; suppo-
sons que la lonction [ devienne infinie en un poiut M du champ
d’intégration et, qu’en tout point de I'aire, on ait :

i h
[ty | <%

ln‘l
M étant unt nombre positil fixe ; I'intégrale est alors absolument

< avec a< 2,

bl

couvergeute.
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Entourons le point M d’un cercle £ de rayon 3z, ayant ce
point pour centre. Le champ d’intégration est aiusi partagé en
deux parties, S, et S,, S, étant la portion du champ comprise a
I'intéricur dfz I. Appelons J, et J les valeurs de l'intégrale ci-
dessus, quand on prend respectivement pour champs d’intégra-
tion S, et S,.

On a:

J==J, 44,

Pour J,, ou peut iutervertir Pordre des intégrations, puisque la
fonction reste fiuie dans le domaine S,. Vovons ce qui se passe

pour J ; oun a:
!JO <f.\1 dxdy,

r
Io

et, par suite,
27Mpr
2—a

<

en prenant z assez petit, on peut rendre |J | inférieur it un nombre
<
o8 douné i I'avauce. Intervertissons lordre des intégrations;

J et J,devienuent J' et J', et, puisque J ne change pas, on a:
J—J)=J,—J;

niais on a :

']0 <é et ‘J/0{<%7 .
doue :
| ']u_']’u | <s,
et, par conséquent,
1= <z,

quel que soit . Commnie J — J" est bien déterminé et ne dépend
pas de 5, on a nécessairentent

J==1J,

ce qui démontre qu’on peut intervertir 'ordre des intégrations.
Cette rentarque permet de démontrer facilement un théoreme
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relatif au potentiel ; soit T un volume attirant, M un poiut inté-
rieur, V le potentiel en M, et X une des composantes de I'attrac-
tion en ce point. V et X sout donnés par les intégrales suivantes :

1

" ' (+)

VZ[‘—dT’, X*/‘ u——-d7,
Jiry T Jimy 0x

Ces intégrales sont absolument couvergentes (30}. Considérous

l'intégrale quadruple :

[‘lex,

x, et x, désignant les valeurs de x eun deux points M, et M .
Cette intégrale est absolument couvergente. Je me propose de

démontrer la relation suivante :

(0 [Xde=v,—V,,

V, et V, étaut les valeurs du potentiel en M, et M. Cette rela-

. e - .o . . Y

tion serait évidente, si l'on avait démontré que X = SO cette
X

démonstration sera [aite plus loin dans le cas — qui est le cas

actuel — o1 le poiut M est intérieur aux niasses agissantes. Pour
liustant, démontrons directement la relation (1). L’intégrale
s’éerit :

1

X o (_)

1 r ,

[Cas [ p—gitas,
“ % (T) X

ou, en intervertissant 'ordre des intégrations :

RYZA R
[ gdaf —! dXZU %d».’] v,—V,

Ty %o T Mo

ce qui démontre le théorénie annoncé.

35. Potentiel newtonien d’un volume attirant. Existence des dé-
rivées premidres. — Soit T un volume attirant, M un point inté-



EXISTENCE DES DERIVEES PREMIERES 81

rieur aux masses agissantes; le potentiel et M est donné par
I'intégrale :

etles composantes de I'attraction en ce point par les intégrales :

L ,
x:fu de.

ré

4y \
V= [ R )

r’

7 wiz—2 4o

r

Ces quatre intégrales sout absolument convergentes (30).

Lorsque le point attiré M est extérieur aux masses agissantes,
les composantes de 'attraction sont aussi les dérivées premiéres
du potentiel. Je vais [aire voir qu’il en est de méme, quand M est
intérieur aux niasses agissantes.

. v ,
Je vais démontrer, par exemple, que —— existe et que on a :

Ox

oV
X = e

Tracous (fig. 29) une sphere X, ayant pour ceutre M et pour

Fig. 29.

rayou 9. Sur une parallele i Ox menée par M, prenons un point
M’ voisin de M et situé i lintérieur de la sphére; les coordon-
Poixcaré. Potent. Newt. 6
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nées de M et M’ sont : pour M : x,y, z; pour M': x—+ 11, y, z.
Par définition, on a :
v Vi—V

- = 1imh=0 —h—- .

ox
Nous-devons done montrer que l’expression

V—V

h x|

peut étre rendue inférieure & un nombre douné ¢, si 'on prend
h suffissmment petit.

La sphere X divise le volume T en deux parties, l'une T , com-
prise a 'intérieur de la sphére, I’autre T, constituée par la partie
restante du volume T.

Appelons :

X, X, X lescomposantes en M,

V,, V,, Vles potentiels en M,

dus respectivement aux attractions de la preniiére partie, de la
deuxieme et du volume total;
X'y X7, X!
VIO’ Vli’ A\

les valeurs de ces mémes fouctions en M';

on a:
V=V, +V, V=V 4V,
X =X,+X,, X=X/, + X/,

et I'on peut écrire :

V—V AN ) (V’O—VO )
X=X ) (),

Comme M et M’ sont extérieurs au volume partiel T,, on peut
différentier l'intégrale V, sous le signe f et I'on a, par consé-

quent,
v,
U ax

Si done on pose :

[
A Y T,
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on peut prendre h assez petit pour que la valeur de cette fonc-
tion 3 (p,h) soit aussi petite que 'on veut. Occupons-nous mainte-
uant de I'expression :

Supposons la densité ' finie dans tout le volume T et soit u’
une limite supérieure de cette densité.

Ona:
. d~’
l?\u < 4 f —7
(T 1
or :
d~’
f =47y,
hey T
done :

. .
Cherchons niaintenant une limite supérieure de ———

h

rons a part (fig. 30) la sphere T; soit P le centre de gravité

. Figu-

Fig. 3o.

d’un élément d<’ du volunie T,; menous MP et M'P, puis posous:
MP =1, MP =1,

et rappelons-nous que MM'=h. Ona :

vov— [ (A=
(Ta}
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et, de plus,
1 1 r—r
Ty
| v—r | <h,
1 1 1
S
d'ou:

Vi, —V, !< f d » e
l T SR e Ho/m)?'

/

. dz
Nous connaissons la valeur de f — , ¢’est 4=p; caleulons une
r
(To)

’

.. . d= ]
limite supérieure de f —7+ Pour cela, du point M’ comme centre
Ty T

(fig. 31), décrivons une sphere I ayant ¢ + It pour rayon. Les

Fig. 31.

deux sphéres I’ et ¥ sont tangentes intérieurement; appelons T’,
le volume compris a Uintérieur de la sphere . On a

/‘ dt’ < f d=’
(T,) r (T') r'

dt’
et comme :/;,)F=4ﬁ(9+h)’
(T

on a aussi :

a d,,:l

| S <hm(eh).
(T ‘
On adonc:

<hr(2p+h)p,

Vlo - Vo
' h
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et enfin :

|u <4r3o+ h)<p,16wop,.

h s—X,

En somme, nous pouvons écrire I'inégalité :
V' —V
‘T_ X ‘ <#{p, h) + 1670y,
Cela posé, proposons-nous de rendre le premier membre infé-

rieur 2 un nombre donné ¢, en prenant h suflisamment petit; il
nous suflit, pour cela, de prendre p assez petit pour que

167pp, < o
puis, » étant fixé, de prendre h assez petit pour que

€

D) >

! \
'?\P’h/<

on aura, dés lors,

Y —V

h

X | <¢,

. ., 0 .
ce qui démontre que la dérivée —G—\i_—exlste et qu’elle est égale a X.

Le potentiel V a donc des dérivées premiéres, en tout point inté-
rieur aux masses, et ces dérivées sont égales aux composantes de
lattraction, ce qui [ait qu’on les obtient en différentiant sous le

signef.

36. Etude des dérivées secondes.
plus sous le signe f , les intégrales obtenues sont seulement semi-

Si on différentie une fois de

convergentes ; on rencontre ces mémes intégrales dans la théorie
du magnétisme o1 leur étude est nécessaire; mais, dans la théorie
du potentiel, on I'évite par un artifice.

Nous allons démontrer que, si la densité u' a des dérivées de
tous les ordres, le potentiel V en a aussi de tous les ordres.

Soit, en effet, '
V:f W d='
r
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. . . v
le potentiel; 'une des dérivées premieres, 3 Par exemple, a pour

expression :
L 4

WV —x)
dx _f rd dv;

on peut D'écrire :

1
Il —
oV , (r ) P
ox ¢ 0x T D P
Ceci posé, rappelons une formule que nous avons démontrée (19},

a propos de la formule de Green; reprenons toutes les notations
de ce paragraphe, nous aurons :

() /1U v, d‘t’—*fd.UVdm— \Y% 9U, dv,
AN/ ._(T) 1 (S) 1 1 1

ax’ ) ox’

la premiere intégrale et la troisieme étant étendues au volume
attirant T que nous considérons; la deuxieme, a la surface S qui
limite ce volume. Servons-nous de cette [ormule pour transfor-

N v
mer I'intégrale — ; posons :

dx
U1 = f“"7
1
V1=T;
la formule (l) nous donne alors :
0 (%) au’ 1 du’
2 _ ! o d,:l=_ y ! - i d ,.
( ) ) e X (S)_ I‘_dm -+ _— X T

. . ()y.' . , . vV . .
On voit donc que,si W existe, I'expression de ™ est égale ala

somme de deux potentiels : un potentiel de surface

!
A8

f_‘ dm’;
s T

et un potentiel de volume
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or, le premier a des dérivées premieres, en tout point non situé
sur la surface; quant au second, il en a, de méme (35), en tout

—_ . . oV .
point intérieur ou extérieur; — en a donc aussi, saufl sur la sur-
X

face; par conséquent, V a des dérivées secondes en tout point de
Pespace, sauf, peut-étre, sur la surface; aleur tour, les potentiels
du second membre de la formule (2) ont des dérivées secondes,
st les dérivées secondes de u' existent et, par suite, V a des déri-
vées troisiemes; le raisonnement se poursuit ainsi de proche en

proche et le théoréeme annoncé se trouve démontré.

317. Formons 'expression de chaque dérivée seconde et celle
de leur somme; la formule (2} nous donne :

o H—dm’—}—
r

On peutdlfferentlersousle51gnef dans le second membre; on

peut done écrire :
1 1
o(+) o(+)
2 14
0 V _ a.'p.' —I‘, r/ ouw 4

— 4 D ——
do'+ ox  ox’
% o(5) oy
r
i do’— ox’ b};’ d<';
on a pour O—y' et — O —-— des expressions analogues. Ajoutons-les

membre 2 membre, nous aurons :

: %) () |

—|— 4 —+ v I de’

1 1 i
0 T) ()y. 0(7) ()p.' 0(7) ou’

- X X + day! 9oy + 07 V4

d<
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que l'on peut écrire

1 1
() () o
. ’ r r__ \! r ‘)P' o
AV=  Tn do fZJ oY d='.

38. Formule de Poisson. — Autour du point M (fig. 32), tracons
une sphére I, ayant M pour centre et uu rayon égal a 5; elle par-

™

Fig. 52,

tage le volume T en deux autres T, et T,, T, étant celui qui est
intérieur a la sphére; appelons V, et V, les valeurs de leurs
potentiels respectifs au point M.

Ona:
V=V, +V,
et
AV ="AV,+AV,;

comme

A\'l _— 0,
tlreste:

AV =AV,

et par suite on 4 :

1 1
(5) '(5)
\! r/ o
R I 7 P O\ R
V (5) lJ. dﬂ @ (T.) ()X’ ()X/
la prentiére intégrale étant étendue a la surface de la sphere et
la seconde a son volume.
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Comme nous supposons que les dérivées premieéres de wu
existent, expression :

W \
P 7

ol . désigne la densité au point M, doit rester finie; u lui-méme
et ses dérivées premieres étant supposés finis, on peut assi~
gner a toutes ces fonctions une limite supérieure commune ',
de sorte que I'on a les inégalités :

AI ! 4
}H—Hlﬂue, IPL|<P‘0

a I'intérieur de la sphere.
Remarquons enfin que l'on peut écrire :

w=p+ (W —wh
et que l'on a sur la sphere :

. 1 1
d(_r) _ ?) 1

dll dp 92 ‘
AV devient alors :

3 I,
W= [p o — [EE gy
o} o}

)

d (i) /
_ Z AL AW
/ Ox’ ox’ a=-

La premiere intégrale a pour valeur :
w
— [ do =— -+~ | do/ =—4 ru.
J os2? 52 :
Y )

La deuxieme tend vers zéro, en méme temps que 5, car on a :

/
uw —
f% d(l)l
?

<h s,

1y
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La trotsieme tend aussi vers zéro, car on u :

0(——1)
2‘ r Op.’ ; "‘/0 .
o oY d=" | <3 T d+/;

or l'intégrale du second membre a pour valeur 4=mpgo, celle
du premier est douc inférieure a 12=u's; elle tend vers zéro
avec 9.

Bref on peut écrire :
AV =—4zu—+¢,

¢ tendant vers zéro avec 5; comme AV et u une dépendent pas
de 5, on a rigoureusement :

AV=—/lnyu.
C'est la formule de Poisson.

ReManque. — AV, considéré comme fonction de x, y, z, est con-
tinu, a U'intérienr et a Pextérieur du volume, mais éprouve une
discontinuité, quand on franchit la surface; il en est, de méme,
de chacune des dérivées secondes de V et des dérivées d’ordre
supérieur.

39. Potentiel logarithmique d’une surface attirante. Tout ce
que nous avons dit du potentiel newtonien d’un volume est vrai
du potentiel logarithmique d’une surface attirante.

En un point M de la surface attirante, le potentiel logarith-
mique V est représenté par I'intégrale double :

flog % wde’.

et 'une des composantes X de I'attraction par :

X' —x , d T 1
fr_,y_dm =fW<IOgT°>P.dm.

On démontre sans peine que ces intégmles sont absolument
convergentes et que I'on a :

w_
ox

X.
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L’équation de Poisson devient
AV=—2rp.

Tout cela peut se démontrer directement; mais on peut le
considérer comme une conséquence des propriétés du potentiel
newtonien : on a démontré, en effet (15), que le potentiel loga-
rithmique d’une surface plane est le méme que le potentiel newto-
nien d’un certain cylindre ayant cette surface pour section droite.
La matiere attirante qui remplit ce cylindre a une densité cons-

tante et égale 217 v/, toutle long d’une méme génératrice, u'dési-

gnant la densité superficielle de la section droite dont on étudie
le potentiel logarithmique, au point ou elle est rencontrée par
la génératrice considérée.



CHAPITRE 111

SURFACES ATTIRANTES ET LIGNES ATTIRANTES

SURFACES ATTIRANTES

40. Notations et remarques préliminaires. — Etant donnés une
surface attirante S et un point M sur cette surface, nous avons
vu (33) que le potentiel en ce point est représenté par une
intégrale absolument convergente, etles composantes de l'attrac-
tion par des intégrales semi-convergentes (32).

Nous allons voir maintenant ce qui se passe quandle point M
est extérieur a la surface, mais tres voisin d’elle, et qu’il tend
versun point donné M, de cette surface en suivant la droite MM°
fig. 33).

Etablissons d’abord la notation que nous emploierons dans
toute cette étude.

Prenons le point M, comme origine des coordonnées; suppo-
sons qu’en ce point la surface admette un plan tangent unique et
prenons ce plan comme plan des xy. Pour abréger les calculs,
nous supposerons, en outre, que la surface est réguliere en M,
c’est-a-dire qu’au voisinage de ce point, I'une des coordonnées
d’un point de la surface est fonction analytique des deux autres.
En réalité, cette hypothése est inutile et nos démonstrations sub-
sisteront, en supposant qu’au point M, la surface posséde un plan
l(lﬂt"’eﬂ{ llnl‘(/lle et (lelLL' I'ayons de cOll"bll"e [)l‘eﬂ dé(e"lﬂiﬂés.

Nous désignerons par dw’ un élément de la surface, par P son
centre de gravité, par P’ la projection de P sur le plan des xy;
enfin par x, y, zles coordonnées du point M et par x', y/, ' celles
du point P. Les coordonnées de P étant x', v/, z/, celles de P’
sont x', v, — O et I'on a PP' = 7.
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7 est une fonction de X/, y'; appelons-la f (x/, y'). L’équation
Z/ — f (Xl, y’),

est I’équation de la surface.
D’aprés notre hypotheése, ' est développable, au voisinage de M,
en série ordonnée suivant les puissances croissantes de x',y

Fig. 33,

et le développement commence par des termes du second

degré, puisque le plan des xy est tangent en M,; il est donc de
la forme :

7 =ax”? 4 bx'y 4 ey?+.....

Dans nos démonstrations, ous ne ferons usage que des termes
du second degré; c’est ce qui fait qu’elles seront encore vraies, en
supposant seulement I'existence d’un plan tangent unique et de
rayons de courbure principaux bien déterminés.
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Cela posé, nous menons les droites, MM ,MP, MP’, M P, M P’
La droite MM, sera représentée par deux équations :

X=az,
y — ng.
Posons :
M =r; MP = r;
MP =r, MP' = r'.

On a évidemment :

==Xy =Y+ (-7,
1= (x =X+ {y—y)+ 7,
ruzlei +),/2 +ZI2,
rIO‘_’ . x/,+ ).12.

Appelons maintenant » 'angle du plan tangent au point P
avec le plan des xy; la projection dx'dy’, sur le plan des xy, de
I'élément do’, qui a son centre de gravité en P, a pour expres-
sion :

dx'dy’ = cos sdw’.

On peut tracer, autour du point M, sur la surface, une courbe
C {fig. 33) telle que, en tout point de la portion S, de S qu’elle

enferme, ’on ait :

1 ~

0< < g,

cOs ?

6 étant un nombre donné. Cela est possible, puisqu’au pomnt M,

onacosyp =1 et que la surface est réguliére autour de ce point.
Appelons S, la partie restante de la surface. Le potentiel de S,
et les composantes de son attraction sont des fonctions holo-
morphes au voisinage de M, qui n’est pas sur S, et restent conti-
nues, par conséquent, quand on franchit la surface en ce point.
Pour I'étude des discontinuités, on peut done remplacer la sur-
face entiere S par la calotte S,.

Il nous reste a faire une derniére hypothese : la densité ' qui
est fonction de X’ et y’ sera supposée, pour la commodité des ex-
plications, fonction analytique de ces variables, c’est-a-dire déve-
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loppable en série entiere. Pour u’ comme pour z/, cette hypothiese
est trop particuliere; toutes nos dénonstrations subsisteront en
supposant que u’ est continue, ainsi que ses dérivées premieres,
et qu’elle admet des dérivées secondes finies; dans certains cas
méme, I’existence de dérivées premiéres finies suffira et parfois
simplement la continuité de '
. , . . . 3
Si I’on suppose u’ continue, on peut assigner & ——— une li-
) ] ‘ cos
mite supérieure y sur toute 'étendue de la calotte S,; on pourra
donc écrire
’

w
)

coss <T

41. Ces notations étant établies, faisons quelques remarques
dont nous nous servirons souvent dans la suite.
1° Considérons le rapport

Ty

r

H
c’est une fonction de x', y',z et, comme r, et r sont des lonctions

. . r .
continues, la fonction — est elle-méme continue, saul peut-étre
"

eu un cas, celui our r est nul. Montrons que, méme dans ce cas,
ce rapport reste fini.
Sir? est infiniment petit, r* I'est aussi; leurs parties princi-
pales sont :
_/N2

R R
pour r* : (x —x';

+y—yr+7

2. /2 g2
pour r;” : X" -y~

car z', considéré comme fonction de x’, ¥, est un infiniment petit
du second ordre.

2
P2
*—est donc :
r

La partie princtpale du rapport

x/2 + y/2
=Xy =y

ce qui peut s’écrire :
x/ 2 ( y/ )2
(7) + 7
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Q2

ry° .
2 et, par sutte,

restent finis. On peut done assigner a2 ce der-

expression qui reste toujours finie. Le rapport

rO
r

le rapport

nter une limite supérieure A et écrire :
r
% <A,
-

D’une maniére analogue, on démontre que les deux rapports

/
r r . .
— et — restent finis, On peut, par conséquent, trouver deux
r r

nombres positifs B et C tels que :

!

. .
— <C et —<B.
r r

2° Constdérons maintenant le rapport

z/

12

Cerapport est fini, tant que r est différent de zéro; je vais faire
voir qu’il en est de méme quand r s’annule.
Quand z' est infiniment petit, sa partie principale est de la
forme :
ax* 4 bx'y’ 4 ez,

comme nous l’'avons vu précédemment.
7

. . . z
La partie principale de —est donc:

ax/z + bx/y/+ cy/‘l
Ny — e

qu'on peut écrire :

! 2 o J / 2
(x_) Ln XY . (L)
z z z z

Sous cette forme, on voit que ce rapport reste toujours fini.
Nous appellerons D une limite supérieure de ce rapport.
Abordons maintenant I’étude du potentiel de S.
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42. Etude du potentiel. — Appelons V et V, les potentiels en
M et M, de la surface entiere S; V' et V; de la calotte S;
V”et V/ ceux de la portion restante S,. On sait que V, est exprimé
par une intégrale absolument convergente (33). Nous ullons
démontrer que 'on a :

lim V=V,
quand M tend vers M. On a, en effet,

V=V 4V, V,=Vi4- V¢,
d’ou :
V—V, =V —V) 4 (V' — V).

Considérons V' et Vi; ces quantités sont données par les inté-

grales :
‘U./dm/

[ Ao
v/ f & do
’ 0 — ’
sy T 50 To

que l'on peut écrire :

vV — ‘U'/dxldy/ v/ _f {""dxldy/ .
_f rcos g ’ * 7 J r,cosp

Choisissons la courbe C de maniére que sa projection C’ sur le

plan des xy soit une circonlérence, ayant pour centre M, et un
rayon égal 4 9.
Les intégrales V' et V' sont étendues a I'aire de ce cercle.
On a, en vertu des hypothéseset desremarques [aites (40 et 41) :

v <f v dxrdy <f Ay (lxrdy <f Avdx'dy

rg

Toutes ces intégrales sont étendues au cercle de rayon o. On
peut alors écrire :

f i‘;/l dx’dy'=Ay f ?—*dxlfly =Ay2mp,
] (] ]

car on voit facilement, en partageant le cercle en anneaux con-

. . e dx’ dy’
centriques, que I'intégrale du second membref ——,—y

a pOur
o Ty

valeur 2rp.

Poincaré. Potent. Newt. ”
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Bref, on a 'inégalité :
V< 2mAvs.
De méme, on démontre que :
Vo<<2mva.
On a, par conséquent, I'inégalité :

| VVi— Vi | <2=(A+1)va,

et l'on peut rendre 5 assez petit pour que l'on ait :

m

l V/—V(/] <4_’

N’

I

¢ étant un nombre choisi a Pavance.

Considérons maintenant V" et V|’ potentiels, en M et M, de Ia
portion restante S, de la surface; o étant fixé par Vinégalité pré-
cédente, rapprochons le point M du point M, assez pour que 'on
art :

v |<

[\Jl “w

cela est possible, puisque V" est une fonction qui reste continue,
quand on franchit la surface au point M,
Mais, d’autre part, ona :

V—V,=V =V 4+ V' —V;
en a, par suite,
[ V=V, | <|V =V |+ |V —VI]| <s;

ainsi, on peut rendre la différence V— YV, aussi petite qu'on le
veut, en rapprochant suffisamment M de M ; par définition, on a
donc

lImV=YV,
quand M tend vers M,.
Revarque. — D’aprés la démonstration précédente, on voit

que le potentiel V, continu en tout point de Iespace extérieur,
reste continu quand on franchit la surface attirante.
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Ce potentiel V est une fonction de la forme

£ A ! !
’1) ff\x’y)d\dy’
\ r
. R . . ,
et, ce qui a joué le role essentiel dans la démonstration, c’est
qu’on a pu assigner une limite supérieure a la fonction f.

On peut done dire, qu’en général, toute fonction de la forme (1
est continue dans tout I'espace si l'on peut assigner une
limite supérieure a la flonction [ qui figure‘sous le signe et

8 8 J
cela est vrai, méme si cette fonction dépend, non seulement de
x',y’, mais encore de x, y, z.

43. Préparation 4 Pétude des composantes de Pattraction, — Ita-
blissons le lemme suivant :

Lemme. — Soit l’intégrale simple :
r / zZ

o= Lo gy,
° X

ol X désigne la variable d’intégration et z un parametre. Clest
une fonction de z.
Faisons les hypotheses suivantes :

1o L’intégrale
7 dx
/o 2x)’

reste finie et tend vers une limite finie, quand 7 augmente indé-
finiment.

2° o(x) reste constamment positive quand x varie de 0 a cc .
3° La fonction f (x, z) admet une limite supérieure A, de telle
sorte que 'on a :
| £{x,z) | <A,
4° Enfin 'on a :

S )
lim f/x, 2} =1,

quand z tend vers zéro, quel que soit x, méme s’il varie, pourvu
qu’il reste fini; en d’autres termes, [(x, z) tend uniformément
vers 1, quand z tend vers zéro, pourvu que x reste compris entre 0
et une limite supérieure fixe L.
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Je dis alors que, sil'on fait tendre z vers zéro et augmenter 7.
indéfiniment, on a :
* dx

2%
’
o ? '\X/

lim Jz, =

Pour démontrer ce lemme, posons :

Q(Ks;‘:f? d/}‘
o PX

En vertu de la premiere hypothese, I'intégrale a un sens

quand p est infini et 'on peut écrire :

i N = e )
Lim,_, 005 =0,

On sait d’autre part que, st F (x; et ®(x) désiguent deux fonc-
tions de x continues dans un intervalle a, b, le théoreme de la
moyvenne donne :

b ]
Fxi@ox)ds =F 35 [ &x)dx avee a<E<b,
2

R

pourvu que ® garde un signe constant dans Uintervalle a, b.
Appliquons cela a Pintégrale J(z) en remarquant qu'on peut

V'écrire :
/‘f\r\/7 '_}_/'/f(x f'd
5 ¢ PX

. L/ odx . ¢ dx
Jm=1G7 [ +ww[,w
o o

p(x) X

on aura :

ou bien :
(L =& 85 D 90— )],
avec les inégalités :
0<i<p et p<E</
Transformons la relation (1}, on a :

N = b ) G A0 = o)
[0 () —0(5)],
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ou encore

1(z) =15, 2) 0 (00 [ (£, 2) — [ (&, 2 ][0 (o) — 0 {ec )]
+ 1 2 [0(4) —8{e)],

Ou a, en outre, les inégalités suivantes :
|15, 2) | <Ay [ [{E, 2| <A | 12—, z)| <24
on peut donc poser:
{ ‘:5’, z) =¢A, { E z) — I' H, z, = 2 g A

< et ¢, étant des fonctions de & et I, restant toujours comprises
entre — 1 et - 1.

Posons encore :
E2 B ) — f e )
£.8,28/0)="0)+B.

B tend unilormément vers zéro quand, § restant fini, z tend
vers zéro, car, dans ce cas, Lim {(§, z) =1.
I’expression de J (z) devient alors :

172 =0{0)4+B4+2:A[0) — 0w )4 A [0D —0{0)],
d’onr :
D) 0 = B 2 [0 )0 e ] e [ — 0 )

Or, nous voulons démontrer que :

hmJ 7\—/ 4 /oo

!OKX

ou, en d’autres termes, que le premier membre de la relation (2)
tend vers zéro, ou, si 'on veut, que I'on peut prendre 7 assez
grand et z assez petit pour rendre |J(z) — 0 (a0 )| inférieur a un
nombre donné v, aussi petit que ’on voudra.

Cette démonstration se fait facilement & Paide de la relation (2);
ona:

'3) | 172 —8{e) | <|B|+2A]0()—0(0) |

/

AR — )|

Le second membre de cette inégalité se compose de trois
termes,
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On peut prendre ; assez grand pour que le deuxieme
* . 7,
/ ‘o 1 1 PLE
terme 2 A IQ {0) — B {c )| soit inférieur a 3

On peut de méme prendre x assez grand pour que le troi-

sieme terme Al[B{x) — 0« j]| soit, lui aussi, inférieur a-,—;
p et Z étant ainsi fixés, £ et &’ vestent finis, quel que soit z,

et l'on peut prendre z assez petit pour que |B| soit inférieur

R / . . . . ,

by -%i , puisque, £ et &' étant finis, B tend uniformément vers zéro.
:

g, % et z étant ainsi choisis, on a :
/ \. - ./ \ \I .
IJ\Z/ e\m/|<q'
Le lemme annoncé est donc démontré.

44. — On peut démontrer un lemme semblable pour les inté-
grales doubles.
Soit l’intégmle :

((x,y,z
J(z):f—d\d\
(S) "\‘ Y,

étendue a une aire plane S limitée par un contour C qui tend a
embrasser tout le plan, C’est une fonction de z.
On fait les hypothéses suivantes :

1° L’intégrale
f dxdy
2 (x5,

garde un sens et reste finie quand on I’étend a tout le plan,

20 La fonction o (x,y, est positive en tout point X,y du plan.

3° La fonction [{x, v, z) reste finie et I’'on peut lui assigner unc
limite supérieure A.

4° Cette méme fonction f tend uniformément vers 1, quand =
tend vers zéro, le point x,y restant a U'intérieur d’'un contour
fermé, aussi étendu qu’on le veut, mais fixe.

Dans ces conditions, je dis que l'on a :

‘ hsz\—f dXd‘

b
'.':x\\
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I'intégrale du second membre étant étendue a tout le plan,
lorsque la courbe C s’agrandit indéfiniment et que z tend vers
zéro.

Pour démontrer ce lemme, on considere un cercle £ ayant pour
centre l'origine et pour rayon p; on pose :

dxdy
g/ =f___.
\9) (=) o (x, y)

La premiére hypothése montre que f(c ) a un senset 'on peut
écrire :
lim,_ 6 (5) =0 ().

Cela posé, supposons le contour C assez grand pour que S con-
tienne £ et appelons

1 (=), "(z), 1" (2),
les valeurs de I'intégrale proposée
f L0527 geay,
ALY .Y>

quand on I'étend respectivement au champ C tout entier, au
cercle , a la portion comprise entre C et £, On a évidemment =

() I=J 4"

L’application du théoreme de la moyenne a chaque membre
de I’égalité (1) permet d’écrire 1'égalité :

@) IE=1En )0 ) 2 [ — b)),

d
f, désignant la valeur que prend lintégrale fod/ny};_
[N
I’étend au champ limité par la courbe C; 87 désig’nant les coor-

données d’un pointsitué a 'intérieur du cercle £; &', + celles d’un
point situé entre les courbes Cet Z.

, quand on

Le reste de la démonstration se [ait comme pour le lemme
précédent,

45. Composantes de l'attraction. — Les composantes dirigées
suivant M X et MY s’appellent composantes tangentielles; elles
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sont exprimées par des intégrales qui varient contindment
quand le point M se déplace et [ranchit la surface au point M,.
La composante dirigée suivant MZ, dite composante nor-
male, est exprimée par une intégrale semi-convergente et
éprouve une brusque discontinuité quand on franchit la surface.
Nous allons préciser ces énoncés en commencant par I'étude
de la composante normale.

46. Etude de la composante normale. — La composante nor-
male Z est exprimée par l'intégrale :

sz \U"(ZIS_Z> dm’,
r
qui peut s’écrire :
10 !
(1) Z:f e dm’—f vE do,

Ces intégrales sont étendues a tous les éléments dw’ de la sur-
face attirante.

Z est ainsi exprimée par la différence de deux intégrales que
nous allons examiner successivement.

Remarquons tout de suite, qu’au point de vue de leurs discon-
tinuités, il suflit d’étendre ces intégrales i la calotte S,.

Placons-nous done dans ce cas.

/
Voyons d’abord la premiére Z,=f i

r?

17 ! ! ! !

vz de' > z dx'dy .
3 ® )
I coss r? r

Pintégrale du second membre est de la forme :

f [(x',y") dx'dy’
r )

!

do’; transformons-la :

en posant:
7 !

z /
t =((x,y").

cosyp r?
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La fonction f reste finie puisque :
!
P
cos v

<~ et

et que, par suite,
A n
| t\x’y/ | < I’D'
I’intégrale considérée est donc 42) une fonction continue.

47. — FEtudions maintenant la seconde intégrale qui entre
dans Pexpression de Z. Cette intégrale est :

742 = d(v)l.

/
1]
u'z
rd

On peut Pécrire :

/3 f

z I X
—_— v f /
f NER dx'dy’,

I 1 cos P

ou encore, si I'on appelle u la densité au point M,

. /
AiX z
¢ x5y, ) . ]
(1 e dx' dy',
( u.z)
)
c¢n posant :
C S8 / A
r 1 1
7 ]
oy = e
cosyp

Changeoﬁs de variables et posons :

X =

VY

z,

y/ =1z

La fonction sous le signe f dans Z, est ainsi transformée en
. r
une [onction de &, v, z.
Voyons quel est le champ d’intégration,
L’intégrale Z, était étenduc, dans le systeme des anciennes
coordonnées x',y’, z, i la projection §; sur le plan des xy de
I'aire S,. Nous pouvons toujours choisir le contour de S, de
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maniére que S') soit un cercle, ayant le point M, pour centre.
Soit » son rayon; I’équation de ce cercle est :

x(Z + ),I'Z J— P‘Z'

Par le changement de variables, I'intégrale (1) devient :

A
f / : :L - 3-dEd‘I,,
[e—& 4+ (B—n)+1]%

cette nouvelle intégrale étant étendue au cercle I :

w

O

Eg_}—"ne:,—z»

lequel tend a embrasser tout le plan des &, quand z tend
vers zéro.

Cela posé, examinons la {onction A.

D’abord elle reste toujours finie; car on a, en vertu des inéga-
lités démontrées au paragraphe 40 :

B3Y '

&

f).‘<

Je dis, de plus, que cette fonction tend vers 1 uniformément
quand, £ et 7 restant finis, z tend vers zéro.
. r® . .
Considérons en effet le rapport 5 il a pour expression en
général

3
[y s 1F
N—x+ Y —3 + (7
Remplacons, daus ce rapport, z' par son développement en
fonction de X, y'; ce développement est, d’apres nos hypotheses.
une série entiere procédant suivant les puissances croissantes
de x', ¥’ et commencant par des termes du second degré :

7z = ax? - bx'y' 4 ¢y +.....
Le rapport ci-dessus peut done s’écrire :

3
[ N —x (' —y) 2 ]T,
N3 (7 — 3+ (o by e o
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E\pnmons -le & 'aide des nouvelles variables £, 7, z, il devien-

3

3
[ ( _s/ +\IJ_’\)+1 ]?
P (B =) 4 aFz - bIrz 4 ertz - — 1) )

Quand z tend vers zéro, & et 7, restant fints, ce rapporl tend
vers :
(@ —

=

P B
ey cp——

FRMIKKAM

a3

Ainsi — .considéré comme [onction de &,7 et z, tend vers 1
3 9 PN b
T

quand, § et restant finis, ztend vers zéro; on peut donc écrire :

rlﬂ

l‘s =1+s17

¢, étant une fonction de &, v, z qui s’annule pour z=o, si § et 7,

sont finis, quelles que soient d’ailleurs leurs valeurs.
Considérons maintenant 'expression :

. . u L .

Nous avons supposé que —— est développable en série procé-
cos

]

dant suivant les puissances croissantes de x' et y'; il en est donc
f
1)

de méme de -

N puisque u est une constante. Le terme tout

. COS

[ [ .
connu dans ce développement est évidemment la valeur de 'ex-
pression considérée pour x' = y' = o, c’est-a-dire pour le

point M. Or, en ce point, on a :

;.L' =u et cosz =

on a done :
/
i 1

cos ’19 R

au point M, et 'on peut poser, en général,
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¢, étant une [onction de x', v’ qui s’annule en M; si nous considé-
rons I'expression étudiée comme une (onction de &, «, z, on peut
encore écrire 'égalité (3), ¢, désignant une quantité qui s’an-
nule quand z s’annule et que § et 7 restent finis, étant d’ailleurs
quelconques,

La lonction 7 prend ainst la forme :
— V7 o) —
=1~z {l4¢)=1+-¢,

Dans cette [ormule, ¢, est, comme ¢, et &, une [onction de
£,%, z qui tend uniformément vers zéro, quand z tend vers zéro.

Il est donc démontré que la [onction A tend uniformément
vers |, quand z tend vers zéro, § et «; pouvant varier, mais restant
finis. ¥

Dans cette démonstration, nous avons supposé que la densité u’
est une [onction analytique de x',y’, au voisinage de M,. Cette
hypothése n’est pas nécessaire; il suffit de supposer que la den-
sité p’est simplement continue par rapport aux variables x',y’; elle
est alors uniformément continue par rapport a4 z et l'on peut
écrire encore la relation (3).

Reprenons maintenant 'expression (2' de Z, :

Z= [ a ; dida.
a9+ B =+ 17

‘J. .

et considérons la fonection :

, 3
Mm@ g (B 1T
)

qui entre en dénominateur sous le signe f

Cette fonction a évidemment un signe constant; de plus, elle
est telle que I'intégrale J,

dzdy,

J,=

3 2

(@— 5+ (B—a 1]

|-

étendue au cercle %, défini plus haut, tend vers une limite J,
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quand le cercle I, s’étale indéfiniment et tend 2 embrasser tout
le plan.
Nous démontrerons cette propriété tout a 'heure; admettons-

la pour l'instant et tirons-en des conséquences.

L’intégrale Z, a ainsi été mise sous la forme : .
Ao
Z2=f ~ dzds,.
(Zo) A

Nous pouvons lui appliquer le lemme démontré au paragraphe
précédent; A possede les propriétés de la fonction f et )’ celles
de p. Cette intégralea donc une limite, quand z tend vers zéro
et que le cercle I, s’étale indéfiniment, et cette limite est égale &
celle de I'intégrale J, ¢’est-i-dire it J,. On peut done écrire :

limzzo /.\L/ (lEd'/l — ,]“
JoOA
ou
liﬂlzzo Z2 — Jl'

Démontrons maintenant que la limite J, existe et évaluons sa
valeur.
Constdérons done Pintégrale :

dédy,
1 ‘ N2 \2
— o=+ (B—n)+1]
)

30
)

étendue au cercle z,

02
)

E2+712= 2!
zZ

et calculons sa limite quand Z, s’étale indéfiniment, c’est-a-dire,
en revenant aux anciennes variables, calculons la limite de 'inté-

grale :
z dx'dy’

quand z tend vers zéro.
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Figurons (fig. 34) 'élément ab—= dx’dy’ du domaine S; dans le
plan des xy et considérons le cone, ayant pour sommet le point

4
|
M

|
]
|
|
'

b

Y So Mo a

Fig. 35.

M et pour base cet élément; appelons o I'angle de Ma avec l'axe
des z et dz I'angle solide d’ouverture de ce céne ; on a :

z
Ma=r/, cos %t =——
v

L f o/
do — dx'dy 05 4 z dx'dy’

_= 7
3 ’ 4 ’
l./_ l,/J

L’angle solide Q d’oti 'aire S; est vue du point M est done :

z dx'dy’
o— [ 22X
u(su,) et
et 'on voit que :
J,=pQ.

Quand z tend vers zéro, Q@ tend vers == 2= et J, vers == 2xu;
J, a donc une limite J, quand z tend vers zéro, et cette limite est
égale & 4 2wy, stz tend vers zéro par valeurs positives et a
27y, si z tend vers zéro par valeurs négatives. Il en est de méme
de I'intégrale Z, puisque

lim, ,Z,=],.

48. Résumons tout ceci :
Nous avons misZ sous forme d’une différence de deux inté-

grales Z, et Z, :
L1=7,—127,.
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La premiére Z, reste continue quand on franchit la surface.
Quant i la deuxieme Z,, elle tend vers 4 2 = u ou — 2 = y, sui-
vant que M tend vers M, d’un coté ou de I'autre de la surface.

Considérons alors deux points M’ et M"” situés de part et d’au-

¥ig. 35.

tre de la surface et tres voisins de M, (fig. 35). Soient Z' et Z”,
L et 1\, 1/, et 1) les valeurs respectives de Z, Z,, Z,, en chacun
de ces points. On a :

au point M': Z'=7{— 7},
au point M" : V=7 — 7},

d’oun :
L—1" =1 —1— (L, —1").

Supposons le point M’ situé du coté des z positifs et M" du coté
des z négatils, puis [aisons tendre M’ et M” vers M; la [onction
7, étant continue, la différence Z{ — Z{ tendra vers zéro; Z; et Z}
tendront respectivement vers - 2zy. et — 2xy, leur différence Z;
— 7, tendra doncvers 4wy et par conséquent la différence Z' — 7
tendra vers — 4mu.

La composante normale de lattraction éprouve donc un saut
brusque de 4wy quand on franchit la surface au point ou la
densité est y.

Les raisonnements qui précédent n’ont été faits, il est vrai,
que pour la calotte de surlace S,; mais, la partie restante S, de
la surface n'influant pas sur les discontinuités quand on tra-
verse S,, la discontinuité de la composante normale est la méme
pour la surface S entiere que pour la calotte S, qui entoure le
point M ou I'on franchit la surface.

49. — Continuité des composantes tangentielles. — Les compo-
santes tangentielles varient continament quand on (ranchit la
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iz

surlace. C’est ce que nous allons montrer en étudiant I'une d’elles,
X, par exemple. X a pour expression :
u/(x'— x) dx'dy’
’

r’cos

<=/

’

cette intégrale n’est étendue qu’a S;, puisque, pour I'étude des

Comparons-la a la suivante
1t ! /
X v/ (x'— x) dx'dy
= I 73 =
1S r°Ccos £

X' est une des composantes de I'attraction d’une surface plane,
f

discontinuités, on peut substituer S, a S.
la portion S¢ du plan des xy, sur laquelle serait répandue de la
" .
T

Ccosz

Etudions la différence X — X' :
u 1 1 ,
(55— ) v

\

matiere attirante avec une densité égale a

J— X’ f—— /I(Xl —_— X)
(57 cos

X
o
Nous allons faire voir que c’est une fonction continue de x,y,z.
1 )

On a:
1t 1 /1 1N /1 1
E i N B N R
_Ar’—r(l 1 1
—ﬁr”ﬁ*w+?)
=)

)( 1 1 +
iy + r’r’? rr’®

fr—— ([‘I—I‘

1 1
g

Cette relation permet de trouver une limite supérieure de
"

Ou a en effet :
| r'—r | <Zl7
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11l
car r, r', 7/ sont trois cotés d’un triangle PP'M. De plus :
1 1 1
A —lﬁ_}— ’

1 1
ENG) < 't -+ 1“’
1 1 4 1
T r*’
et par suite :
1 4 1 4 1 < 3 4 3
r'r’ rir’? rr's r r*

et, enfin,

1_3 I‘/3

‘ 1 1

,( 3 3
< z' |\ —F —|——-——)
r' r*

Translormons encore cette inégalité, en nous servant des
remarques et des notations du paragraphe 41.

On a:

- <C,
r
d’ou
1 1
~<Cc—,
r
et
1 L1
o < (4"1‘—.7
ou
3 A
— < 3C* —.
" e
Done :

3003 e
<3O+

ik
ou bien, en posant 3C* | =FE:

3 3 E
4

r* e r
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Posons :
! 1 1
A - .
F ()\ X cos o (I‘“’ l‘“‘)
Ona:
F. oy
‘F)<*" X —x 7 <YED}¥,
3 2
car .
ZI
— | <D

I

X X ..
Enfin remarquons que | ——— )} < 1; nous pouvons écrire :
r

~ED
(1) |F|<———.
v
Prenons alors D'intégrale X — X’; nous avons appelé [ la
fonction sous le signe f
Posouns :

F=—

IS

xzfi; dx'dy’;

or, envertu de I'inégalité (1), on voit que la fonction ® est limitée,
car :

5
I'intégrale devient :

X/

| ® | <~ED.

Done l’iutégrale X' — X est absolument convergente et repré-
sente une [onction continue (42).

50. Cela établi, étudions X’ et démontrons que X' est conti-
nue; nous aurons ainsi démontré que X I'est aussi. I.’étude de X
est par la ramenée a celle de X’; nous avons atusi substitué, &

I’étude de la composante pour une surface quelconque, 1'étude
. .., . !
de la composante pour une surface plane a densité variable c
0sw
. . , [
Ramenons ce cas lui-méme au cas ot la densité est constante.
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L'intégrale X’ peut s’écrire :
!

x —x ol
X' — f e pdxdy + j "r,s"< & —y.)dx’dy’.

cOos ’,?

Appelons J, la premiére intégrale et J, la seconde :

X=1,+ 1,

; o )
L’intégrale J, est de la forme f—IT dxdy, si 'on pose :

® X —x w x—x 1 w
= 72 — &) = o 7 P
r cOSs 1‘9 I T cOos 5‘9

On voit, sans peine, que la fonction ® est limitée, car :

R X —x
1 > < 1.

2° On peut trouver un nombre K tel que :

cela résulte de ce que le numérateur du premier membre a
pour partie principale, quand x’ et ¥ sont infiniment petits, un
terme de la [orme :

ax’+ by,

et cela méme tient ala remarque déja faite 40 ) que le terme
!

tout connu du développement de

, suivant les puissances

croissantes de x" et y/, est le nombre p lui-méme.
La fonction ® est donc finie et, par couséquent, l'intégrale J
’ ) 3
est une fonction continue,
Le probleme est ainsi ramené a 1'étude de J, c’est-a-dire au
1
cas d’une surface plane de densité constante p.
Cette surface plane estici S, ; nous savons qu'on peut s’arran-
0?
ger de maniére que S’y soit un cercle, ayant pour centre M,
L’énoncé de la proposition a démontrer est donc réduit au sui~
vant.
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Soit (fig. 36) une aire plane attirante, de densité constante u,
limitée par une circonférence C, dont le centre est M,. Soitun
point M, voisin du plan du cercle et tendant vers le point M, sur
la droite MM ; on considere l'attraction en M et la composante
de cette attraction parallele a
une droite fixe x'x du plan du
cerc :le lorsque le poiut M tend
vers M et traverse le plan, cotte
composante reste continue.

Pour démontrer cette propo-
sition, désignons par M’ la pro-
jection de M sur le plan du

cercle et, du point M’ comme
centre, décrivons une circon-
férence C’ tangente, intérieu-
rement a la précédente.
= Fig. 36. . Désignon's par S, S", S les
aires comprises respectivement:
a lintérieur de C, a l'intérieur de C/, entre C et C'; appe-
lons A, A/, A” les composantes correspondantes de I'attraction
en M. On a:

A=A’ A",
mais, par raison de symétrie :
A =0.
Done :
A=A//'

Or, quand M tend vers M, M’ tend aussi vers M, et 'aire 5"
tend vers zéro; donc A” tend vers zéro. Cette composante reste
donc continue quand M traverse le plan en M ; il en est alors
de méme de J.. L'intégrale X/, qui est la somme de deux [onc-
tions continues, reste aussi continue, et enfin X jouit de la méme
propriété.

Il est donc établi en général que : Les composantes tangen-
tielles de lattraction restent continues quand on traverse la sur-

face.

Remarque. — Placons-nous dans le cas général.
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Quand M tend vers M, z tendant vers zéro, X a une limite
indépendante du cdté de la surface ou se trouve le point M.

Appelons E, cette limite. D’autre part, prenons la valeur de
I'intégrale au point M, c’est-a-dire en y faisant brusque-
ment z=0. On sait (28) que l'on obtient ainsi une intégrale
convergente et qu'on la calcule, en entourant le point M, d’une
courbe C que l'on [ait ensuite évanouir. La limite ainsi obtenue
est-elle égale a =7 Cette question n’a pas de sens précis, car
I'intégrale convergente qui fournit la valeur de X au point M,
est semi-convergente. Sa limite dépend donc de la succession
des formes que prend la courbe C en venant s’évanouir au
point M,.

Cependant, parmi ces valeurs, on peut en distinguer une que
I'on appelle galeur principale et que I'on obtient en faisant éva-
nouir la courbe C, de maniére qu’elle se projette toujours sur
le plan des xy, suivant une circonlérence ayant M, pour centre.
Désignons par X, cette valeur principale, on peut démontrer que
I'on a:

= X,.

0

[

0

Je me contente d’indiquer le résultat sans le démontrer.

51. Prenons des axes rectangulaires quelconques et résumons
rapidement les résultats de toute cette étude. Supposons que le
point M vienne traverser la surface, au point M,, ou la densité
est u; soienta, 3,y les cosinus directeurs de la normale en ce
point M. Au licu des composantes de I'attraction, considérons,
ce qui revient au méme, les dérivées premieres du potentiel.

. . \Y .
Ladérivée survant la normale I fart un saut brusquede 4xp.
n
. V. VvV 3V
Les dérivées—, ——, —— font des sauts brusques, égaux res-
e oy " Tz usques, o5

pectivement a 4ary, 437w, 4ymu et les valeurs principales sur
la surface, en M, des intégrales qui représentent ces dérivées
sont égales respectivement i la moyenne arithmétique des valeurs
obtenues en faisant tendre M vers la surface au-dessus et au- des-
sous.
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52. Remarque sur les dérivées du potentiel d'un volume atti-
rant. — Soit T un volume attirant, S la surface qui le limite;
son potentiel est :

V o [, lJ-l d,‘:(
S r
: o oV ,
L’'une de ses dérivées, 55 par exemple, est donnée par :
Y ou' 1 — au'
1\ e ! — ':l — ! d ! ’-
(L ox iy 0x' A=+ ‘L/ r @

C’est la somme de deux potentiels, I'un de volume, I'autre de
surface (36). Les dérivées premieres de V sont donc continues
quand on franchit la surface S.

. . . v . .
Si, maintenant, on prend les dérivées de 5000 volt, en consi-
X

dérant le second membre, queles dérivées du potentiel de volume
(premiere intégrale) restent continues en vertu de la remarque
précédente ; mais les dérivées du potentiel de surface (deuxieme
intégrale) éprouvent des discontinuités. Les dérivées secondes
du potentiel V éprouvent des discontinuités. Elles se calculent
sans peine. Les sauts brusques sont :

PV 9
pour ——-: balry,
Y p
Ty hadr,
hia' o
- dydz 2R
hiaY
T dzdx daymp,
02
dy?
oV X
— 3 bvmu

Le laplacien AV fait un saut brusque de 4=y, ce que nous
avait montré déja 1'équation de Poisson.
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53. Cas singuliers. — Dans I’étude des surfaces attirantes,
nous avons lait deux hypotheéses,

1° Le point M, est un point ordinaire de la surlace et elle ¥
posséde un plan tangent bien déter-
miné. S

2° #' est développable suivant les
puissances croissantes de x', y'. A

Nous avons vu que, dans ces condi-
tions, les composantes éprouvent des
discontinuités, mais restent finies.

Il n’en estpas de méme, si on sup-
prime ces hypothéses. En voici deux
exemples.

1° Surface conique. — Soit un
cone droit SA B, (fig. 37), sur la sur- Fig. 3-.
lace duquel nous supposons répandue
une couche de matiéere attirante, de densité constante. Proposons-
nous d’évaluer I'attraction au sommet.

Sur 'une des génératrices SA, prenons les longueurs :

S, = SA,
S\, =--SA, = %s;\o,
1 .
S\, = 5 S\, — %s.\o,
S_\" — '—I)- s‘\n —1 = T S‘I\O’ ete.

Par les points de division A, A ,...., A,... menons des plans
paralleles a la base A, B,. Nous partageons ainsi la surface du
cone en portions, dont le nombre est illimité; leurs attractions
newtoniennes, au sommet du cone, sont égales ; leur somine, qui
est I'attraction du cone entier, est donec infinie.

2° Bord d’'une surface attirante. — Soit une surface attirante
avant la forme d’un demi-cercle; supposons-y la densité cons-
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tante. Soit (fig. 38) A, B, le diamétre et AMB, la demi-circon-
férence, qui limitent ce demi-cercle. Proposons-nous d’évaluer
Pattraction du demi-cercle au centre O de la circonférence.

Ao Prenons sur OA  a partir de O les lon-
gueurs
OA,
O\, = 5
Ar OA OA
O, =— 1 = L
2 2 4
A:
o M OA — OA, _, 0O\,
‘%n —— 2 4),,
..... etc.
et, par les points de division A, A,,..., A,...
tracons des demi-circonférences concen-
triques a la grande et limitées an méme

diametre. On partage ainsi le demi-cercle

B, . ) e
Fig. 38 en demi-couronnes, dont le nombre est illi-
mité et qui ont toutes méme action au cen-

tre O. L’attraction totale est donc infinie.

54. Potentiel logarithmique d’une ligne attirante. — Tous les
résultats obtenus, dans ’étude des surfaces attirantes, s’étendent
au potentiel logarithmique d’une ligne attirante plane.

La composante tangentielle reste continue, quand on traverse
laligne; la composante normale fait un saut brusque de 2=y,
quand le point attiré traverse la ligne, en un point ou la densité
est p. Quant au potentiel, il n’éprouve aucune discontinuité.

55. Remarque sur un lemme fondamental dans la théorie des
surfaces attirantes. — Un lemme a joué, duns toute cette théorie,
un role fondamental. C’est le suivant :

L’intégrale

' f f(x',y" dx'dy’
k]

r

est une fonction continue de x,y, z, si la fonction f reste limitéc
en tout point du champ d’intégration (42).
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Nous avons fait usage aussi du lemme suivant. L’intégmle

f’/. f{x,z) dx
A ’
0 ? (}‘/

a0

X . .

tend vers f OF quand z tend vers zéro et que A augmente

o(x
0 T

indéfiniment, pourvu que certaines conditions énumérées au para-

graphe 43 soient remplies.
Ces deux lemmes sont des cas particuliers du théoréme sui-
vant.

THEoREME. — Soit l’iutégrale :
fm f{x,y,z) dxdy,

étendue o un certain domaine S,
Supposons :
1° Que le contour C qui limite S ne dépende pas de z.
2° Que I'on ait en tout point de S :

f(x,y,2) <9p{x,¥),

¢ étant une fonction positive.
3° Que l'intégrale
f ¢ dxdy,
étendue au domaine S, ait un sens.
4° Enfin, que I'on ait
k]

Lim, o f{x,y,z = ((x,y,0;

quels que soient x et y, pourvu qu’ils restent fixes.
Dans ces conditions, on a la relation :

Liml=0ﬁs) f(x, y, z} dxdy :f(s) f(x,y,0) dxdy.

LIGNES ATTIRANTES

56. Potentiel newtonien d’une ligne attirante.— Soit (fig. 39) L
une ligne attirante, p’ la densité linéaire variable d'un point i
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l'autre de cette ligne. Soit, en outre, M, un point de L et M un
point extérieur a L, mais situé dans le plan normal a la courbe

mené par M. Nous nous proposons de voir ce que devient le

Z

]
o

~

N

Fig. 39.

potentiel newtonien, en
M, lorsque ce point tend
vers M, en suivant la
normale MM, .

Appelons ds’ un élé-
ment de longueur de la
ligne L, P le centre de
gravité de cet élément,
r la distance MP; le
potentiel, en M, a pour
expression l’intégmle
curviligne :

V f_;.t’ds’ ’
r

étendue a tous les élé-
ments ds’ de L. Pour
Vétudier, prenons pour
origine des coordon-

nées M,, pour axe des X, la tangente en M, et des axes rectangu-
laires. Appelons 0, y, zles coordonnées de M,x',y’, z’ celles de P ;
projetons P en P’ sur I'axe x'x ; les coordonnées de P’ sont : x' 0, 0.

Menons les droites MP, M P’, MP, MP’ et posons :

o= MM0 =Vx - yi4-z* :\/y"—}—z2 car x =0,

P =MP — X+ (y— )+ (2= 2,

v =MP' —x? yi -z
r,=M,P =Vx*+y* 2",

ry= M P'=x'.

Partageons la ligne L en deux troncous, L, et L,, le point M,
se trouvant entre les deux extrémités de L,. Le potentiel V est
ia somme V, + V, des potentiels respectifs de L, et L,; le poten-
tiel V, de L, reste continu quand on traverse la ligne en M; il

nous suflit done d’étudier V,.



LIGNES ATTIRANTES 123

Appelons ¢ l'angle de la tangente en ds' avec I'axe des x,

on a:

dx

cos ’.3

dS’:

On peut choisir le trongon L, assez court pour que, en chacun
de ses points, on ait
1

cOos ?

o

K étant un nombre fixe; cela cst possible, puisqu’au point M, on

a:coss=1; si nous supposons, de plus, p'fonction holomorphe
7

de I’arc, on peut assigner sur [, une limite supérieure ya —— et
cos
!
écrire :
p.l
A
cos 3 !

Enfin on peut facilement montrer, comme nous I’avons fait dans

r r 7z ‘/y/z_}_ 72
LA Y] 2
r'r'r, r;

restent finis; appelons alors A,B,C,D des limites supérieures

de ces rapports, il vient :

r r
Loca; S <B; 4<C;
T T I

) T
I'étude des surfaces, que les rapports —=,

Vy?+2° _

It
Abordons maintenant I’étude de V,.

57. V, peut s’écrire :
V, = —

t cosw T

oy dx’

Cette intégrale est étenduec a la portion A'B’ de I'axe des x,
laquelle est la projection, sur cet axe, du troncon de courbe
L, = AB.

Comparons cette intégrale a la suivante :

. wooody
V 1 f— N b
L X

cOos r

et a l’iutégrale :
o [ pdx’
V= i
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Ces trois intégrales, étendues au méme champ A'B’, repré-
sentent, toutes trois, les potentiels en M de la méme portion de
ligne droite A'B’. Mais, dans V,, la densité est variable et d’une
expression assez compliquée :

m r
cosz r’
U.I
dans V', la densité est plus simple, mais variable encore : —

cosz ;
enfin, dans V", la densité est constante, elle a pour valeur celle
de la densité u qui existe, en M, dans la distribution primitive,
Nous allons ramener l'étude de V, a celle de V/, puis a celle
de V7. A cet effet, écrivons V, de la maniére suivante :

=k e () S [
\‘_Lf €osz \ r r dx’+ coss * v +A/‘U' v

ou, en appelant J; la premiére intégrale, J, la seconde, J, la troi-
sieme : '

V=1, + J,+ 1,

Etudions successivement ces trois intégrales. Commencons

par J,. Montrons que la quantité sous le signej reste finie :

U.I
)

reste inférieur en module a v; quant a — — — ,onpeut
€os r r
I’écrire :
1 1 ' —
v
Or
¥ = VT,
et
1
rlr’ < 11_2 + I
done

11

r r

\/,12 T2 \/.Ia L
T T
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Reportons-nous maintenant aux limites supérieures indiquées
au paragraphe 56; on voit que

VY'%@M,

VY

< DA*C2.

IS

Bref

= est fini; la fonction, qui est sous le signej ,

dans J,, est donc limitée.
Occupons-nous de J,. La fonction sous le signe fest

U.’
S
cos v '
!

4/ étant une fonction holomorphe (56) de x/, :’SO—p. est dé-
c

veloppable, suivant les puissances croissantes de x'; il n’y a pas
de terme tout connu, le développement commence par un terme
du premier degré et le rapport suivant :

reste fini; soit = une limite supérieure de ce rapport, on peut

écrire :
¢
CcOS - *
— 7 < < 4,
et, par suite,
!
P. —
cos® : x’
* ! < a !
r .
Or :
x’ x’ X/
o —Il<a—’C <a( l—’ A < 2AC.
r r o

La fonction sous le signe f., dans J,, reste donc limitée.
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Nous venons de démontrer que, dans J, et J,, les fonctions sous
le sign(}[sont limitées; montrons qu’on peut en conclure la con-
tinuité de ces deux intégrales, considérées comme fonctions de 3.
Faisons la démonstration pour J,. Appelons J° la valeur de I'in-
tégrale J, an point M, :

o (o (1 AN
J‘_fcos": (r Y )dx.

0 0/

Je dis que :
1) Lim J, =1}

=0
Posons, en effet,

MA’ =a, MB' = b;
les limites des intégrales J, et J{ sont — a et b :

b 7 b 7 )
L= () e = (J—-—_if>dx'.

Ja€OSD \'T _a COSD \ 1, ',

Il nous suflit évidemment de démontrer la relation (1) pour les
limites o et b, la méme démonstration s’appliquant aux limites
—aeth.

Démontrons donce que :

. Y 1 1N, ., W (’1 1
llm?=0[ cos (T_F>dk _ﬁ cose \'r, 1-’0)'

Soit 7,, un nombre compris entre 0 et b; on a évidemment :

[.b . b
["n W dx , ["- w! dx’
vV = » Y =
b, Rk
Jo €08 r cosz T
T T

Jo
b dx’ , b dx’
u—= P u = 7 .
. €OSY r s

Enfin, appelons v,, v/, uy, u,’ les mémes intégrales ot 'on rem-

Posons :

14
&
cosws 1

place r et v/ par r, et r/. Alors, M désignant une limite supérieure

de
)
€os P r v /7
|v— v | < My,
| Vo — V| <Mx.

on a:
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D’ailleurs, dans les potentiels u, u’, uy, u,, le point M, n’est pas
un des points attirants, puisque ces intégrales ont pour limites
7, et b.

Ces potentiels sont donc continus, au voisinage de M,. Eeri-

vons alors :
(L_ d )dx’
T, T,

I
@ ) wse \ T T | oss

= (v = V)= (Y — Vo (1 — ) — (o — ),

et soit ¢ un nombre positif donné aussi petit qu'on le voudra
nous pouvons choisir n de telle maniere que :

My, < %;

alors on aura :

n, étant ainsi fixé, prenons p assez petit pour que :

<

[u—nu, | <

b4

-

| u — ulo i < [1_;

le premier membre de 1'égalité (2) est ainsi rendu plus petit
que <. 11 tend donce vers zéro, quand ¢ tend vers zéro, et la pro-
position annoncée :

LimJ =17
g =0
est démontrée.

J, est donc une fonction continue; la méme remarque s’ap-
plique a J,.

Avant d’étudier J,, faisons une autre remarque : J, n’est autre
que V,— V[; démontrer que J, ¢’est-a-dire V, — V|, est continu,
c’est ramener l'étude de la continuité de V, a celle de V/;
de méme, J, est égal a V{ — V{’; le probleme est ainsi ramnené a
I'étude de V|, qui n’est autre que I'intégrale J,.
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%8. Etudions donc I'intégrale
b
5, =V =f 2 dx;

u étant constant, elle s’éerit :
fb dxl

w — )
[} a I,I

2 Vab
—

et a pour valeur :
2 u log
On a done, pour V{’, 'expression suivante obtenue en dévelop-
pant le logarithme :

Vi'=—2ploga+2ulog2Vab
et, pour V,,

V, = —2ulogs + 2ulog2 Vab + (V! — V)
+ (‘7;0 — V1110> + lI,“(P),
Vo, vl etc., étant les -\'aleul's des intégrales au point M,
et W(a), une quantité qui s’annule avec ».
Posons :
N=—2pulog 2V¥ab + (Vi — Vi) +4 (V{* — V),
on aura :

Vi=—2ulogo + N + W(3).
On voit que le potentiel V, et, par suite, le potentiel V de la

A Mo B

Fig. 0.

ligne entiere augmentent indéfiniment, quand le point M s'ap-
proche indéfiniment d’un point M, de la ligne.

La quantité N, qui entre dans son expression, ne dépend pas
de » ni, par suite, du point M, mais seulement des coordonnées
du point M,.

Calculons cette quantité dans deux cas particuliers : celui
d’une droite homogine et celui d’une circonférence homo-
gene,
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Soit AB (fig. 40), un segment de droite attirante homogene de
densité w, les autres notations étant les mémes que précédem-
ment. On voit sans peine que 'expression

Vi — Vi (v — ¥,
est égale a zéro ; la quantité N se réduit donc a
N =2y log2 Vab,

a et b étant les longueurs M A et M B. Le potentiel prend alors
la forme : L
2vab

H
o}
y

V, =+ 2}L10g

c’est I'expression que nous avions trouvée au paragraphe 14.

Passons au cas plus important d’une circonférence homogene.

59. Cas d’une circonférence homogéne. — Nous avons déja (17)
calculé le potentiel d'une circonférence homogene, en un point
intérieur ou extérieur, a 'aide de la moyenne arithmético-géo-
métrique de Gauss.

Voyons ce qui se passe, quand le point attiré M est tres voisin
de la circonférence,

Menons toujours (fig. 41) la normale MM, et appelons 5 Ia
longueur MM, ; soit, en outre, u
la densité de la matiere atti-
rante. Le potentiel, en M, est
donné par I’expression :

(1) V=—2ploge+N; ™ 5

nous négligeons W (o) qui s’an-
nule avec o.

Nous avons dit que la quan-
tité N ne dépend pas des coor- Fig. 41.
données du point M, mais peut
seulement dépendre de celles du point M,; ici, en vertu de la
symétrie, N ne dépend méme pas de la position de M, et, par
suite, son expression ne doit contenir que la densité u et le rayon a
du cercle; voyons de quelle maniére p. et a entrent dans N.

Poixcarg, Potent, Newt, 9
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Le potentiel V envisagé sous sa forme ordinaire

r

est manifestement proportionnel a w; mais, envisagé sous la

forme (1), il se compose de deux termes, dont le premier est
proportionnel a p; le second, N, doit donc I'étre aussi.

Cela posé, considérons encore V sous la forme (2); dans I'in-
tégrale du second membre, u est un nombre, ds’ et r sont des

longueurs; si 1'on ‘multiplie toutes les longueurs par un méme
4

ds ,
nombre, le rapport — ne change pas, V ne change done pas non
T

plus. Par conséquent, quelle que soit la forme de son expression,
le potentiel V doit &tre homogene et de degré zéro par rapport
aux longueurs qu’il contient; par exemple, si on l'exprime.
comme dans la formule (1j, en fonction de o et a, il ne doit con-
tenir que le rapport de ces deux longueurs.

D’apres tout cela, V doit &tre nécessairement de la forme sui-
vante :

3) V= —2ulog -4 Ky,

K étant un nombre, indépendant par conséquent des quantités 2.
aet u.

Pour achever le calcul de V, il nous reste a calculer K.

Nous nous servirons pour cela des résultats établis antérieure-
ment (17 et 18). Soit M, le point o MM, perce de nouveau la
circonférence ; posons :

o

MM,,

et appelons o (p,0) I'inverse de la moyenne arithmético-géomé-
trique de g et ¢; on a (18) :

V = 2ruao(p,d).
Considérons le plan P, perpendiculaire au plan de la circonfé-
rence et passant par M M, ; prenons ce plan P comme plan du

tableau (fig. 42). Sile point M sort du plan primitil et se déplace
dans P sur une deuxiéme circonférence, tracée dans ce plan du
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point My comme centre, avec p pour rayon, la formule (3) montre
que V ne change pas; dans ce mouvement, ¢ varie depuis 2a + o

jusqu’a 2a — o. Donnons alors a M une position telle que

Fig. 32.

prenne la valeur 2a et calculons le potentiel, en M, dans ces con-
ditions. Ona :
V=2rxpan(p,2a).

.

Rapprochons cette formule de la formule (3) et égalons les
deux expressions de V, il vient :

o}
)

2xpas (9,29 =— 2 p log - —+ Kuy;
d’otr :
1 a K
AV z(n, 22) = ——_—
2 2(p 29) =i log Py + 2ma

Donnons maintenant a a un aceroissement 63 dépendant de
2 et s'annulant avec lui; on vérifie, sans peine, que @ (o, a) prend
un accroissement qui s’annule aussi avec 5; comme nous négli-
geons les termes (ui s’annulent avec Alc, nous pourrons négliger
cet accroissement et considérer comme égales les deux expres-
sions 9 (0, a) et » (g, a4 f2).

Cela posé, observons que, (o, 2a) étant linverse de la
mnoyenne arithmético-géométrique de Gauss, on ne change pas sa
valeur en remplacant 5 et 2a respectivement par leurs moyennes
arithmétique et géométrique ; on a done

a2 —_—
?(9,2:1)_?(:1 —}—‘T, ‘Zalg).
2 .
Or, en vertu de la remarque précédente, on a:

3('\—}— %, V2a9>_ ola, V2az),

4
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et, comme, dans I'expression de %, on peut intervertir I'ordre des
variables sans changer ©, on a aussi :

?(“+“§’”39>= ? (V2u03, a5

on peut donc écrire :

B).e .. o (o, 20) = 5 W2y, a).

Reportons-nous i I'égalité (1) et changeons-y o en V'2a‘: et 2a
en a, cette égalité deviendra :

2 7
(6. s VZag, ) =—— log— £

T A

/ —
2v2ag = a

Comparons maintenant les égalités (4} et (6); les seconds mem-
bres de ces égalités doivent étre égaux, puisque les deux pre-
miers le sont, en vertu de I’égalité {5): on a donc :

1 loa 2 + K 2 1 a K
og —+ +—=——log ——xo -+ ——,
wa 8 e 2 5 + i

il ™a 2\/2119 =a

ce qui peut s’écrire, en transformantle second membre de cette
nouvelle relation :

1 lo a K 1 a K
“ra g?—i_ 2ma Ta o8 83+1-a’
ou encore
a K 1 a
Hlog_o—i_}na_ﬁa 187_ a 10g8+ wa

_—1'1 log :— disparait et I'on tire finalement :
' K = 2log8.

Le calecul de V s’achéve, en portant cette valeur de K dans I’ex-

pression de V :
8a

A =2(.Llog 5 -

Telle est la valeur approchée du potentiel, quand o est tréspetit.



CHAPITRE 1V

LA FONCTION DE GREEN ET LE PROBLEME DE DIRICHLET

60. Théoréme de la moyenne de Gauss. — Soit V une [lonc-
tion des trois variables x, v, z, continue aiusi que ses dérivées
premiéres dans un certain domaine; supposous que ses dérivées
secondes existent et soicnt généralement continues, les disconti-
nuités, s'il y en a, se trouvant sur des surfaces algébriques
d'ailleurs quelconques.

Soit, en outre, M, un point de ce cdomaine et X une sphere.
ayant pour centre M, et située dans le domaine considéré; on
appelle moyenne de la fonction V sur cette sphere 'expression :

Vdo
“Z%-T

)

]’intégmle étant étendue a tous les éléments dw de la surface de
la sphere et r étant le rayon de cette sphere. Soit enfin V, la
la valeur de V au point M.
Le théoreme de la moyenne de Gauss est le suivant : Sila fone-
tion V satisfait a I'équation de Laplace
AV =0,

en tout point du domaine, on a la relation :
M=V,

quel que soit r.

Pour démontrer ce théoreme, changeons de variables et pas-
sons en coordonnées polaires; les formules de transformation
sont :

x =rsinf cosy,
y =rsinfsin 3,
z=r cos
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Porigine primitive ct la nouvelle étant toutes deux au centre M.
de X et les courbes

» = const, O — const,

désignant les méridiens et les paralléles de la sphere.
Partageons la sphere en éléments de surface trés petits, do, i
l'aide de ces deux systémes de courbes; on a :

do = r*sin 6dfdy, .

et’expression de M devient :

. g s ) ,
I\.I:‘/‘\lrsmefmdg: 1 stinQde:,
4 wr® 4= 7

les limites de cctte derniere intégrale étant :

pour ¢ : 0 et 2w,
pour b:0 et x.

Les limites étant constantes, on pent différentier sous le signe f
et écrire : *

dM ~ sinf  dV

dr 4w dr df dg,
ou, en revenant aux anciennes variables,
dM  ~dV dw
dr dr Am?
ce qui peut s’écrire :
dM dV  do 1 dv d
dr dn 4wt T 4n? dn

Mais on a vu (20) que I'on a, en désignant par T un volume et
par S la surface qui le limite,

f AV e — f AVdr,
dn

la seconde intégrale étant étendue au volume T et la premierce i
la surface S; cela a lieu sous certaines conditions de continuité,
qui seront ici remplies, si nous prenons pour surface S la sphere
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Y et, pour volume T, l'intérieur de cette sphere. Mais, en chaque
point de I'intérieur de la sphére, on a

AV =0,

done
fu'd:—o,
par suite, ]
fd\ do=20,

dn
et enfin

dM

dr 0.

M est done indépendant de r. Or, quand r tend vers zéro, les
valeurs de V sur la sphéere tendent vers V,, I'intégrale fVdw tend
vers 4wr’V, et enfin M tend vers V ; comme M est fixe, on doit
constamment avoir M = V.

Le théoréme de Gauss est donc démontré.

61. Fonctions harmoniques. — On appelle fonction harmo-
nique, dans un domaine donné T, une fonction qui, dans ce
domaine, possede les propriétés suivantes :

1° Elle est continue ;

2° Ses dérivées premieres existent et sont continues;

3° Ses dérivées secondes existent et sont généralement conti-
nues, les discontinuités, s’il y en a, se trouvant sur des surfaces
algébriques quelconques;

4° Elle satisfait a I'équation de Laplace :

AV=0.

La fonction V considérée au paragraphe précédent est une
fonction harmonique.

Voici une propriété importante de ces fonctions. Soient T un
volume, S la surface qui le limite et V une fonction harmonique
dans T. Puisqu’elle est continue, elle a un maximum qu’elle
atteint pour un point du domaine. Je dis que ce point n’est pas a
I'intérieur de T. mais sur S. Supposons, en effet, qu’il soit inté:
rieur 2 T; on peut 'entourer d’une sphére, ayant ce point pour
centre et tout entiére intérieure a4 T. En tout point de la sphere,
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la valeur de V est inférieure au maximum V; Uintégrale fVdw est
donc inférieure a 4=r?V et enfin la moyenne M est inférieure a V;
mais, d’apres le théoréme précédent, on doit avoir M = V,; il
est donc impossible que V atteigne son maximum dans I'intérieur
de T; elle 'atteint sur la surface S. Pour les mémes raisons, V
a un minimum et elle I'atteint sur S,

On peut donc énoncer, en général, le théoreme suivant :

Une fonction harmonique dans un domaine n’atteint son maxi-
mum et son minimum que sur la surface qui limite ce domaine.

On en conclut sans peine le corollaire suivant : Si une fonction
harmonique est positive sur la surface, elle I'est dans le volume
limité par cette surface.

Toutes ces propriétés sont vraies, que le domaine soit simple-
ment ou multiplement connexe.

62. Le théoreme qui précede nous permet de faire les remar-
ques suivantes :

[. — Supposons le domaine T limité; soient g le maximum
d’une fonction V harmonique dans ce domaine et h son mini-
inum, on a :

sur la surface : h =V = g,
dans Uintérieurde T: h < V < g

II. — Supposons le domaine T constitué par toute la portion
de I'espace extérieure & une surface S; ce domaines’étend depuis
la surface jusqu’a 'infini. Décrivons une trés grande sphére S/
entourant S. Soient g et h le maximum et le minimum sur S,
g’ et h’ le maximum et le minimum sur S’; on a :

sur S: h <V<g,
sur§': b <V <yg'.

Le maximum de V sera la plus grande des deux quantités g et g/,
pour le volume compris entre ces deux surfaces; le minimum,
pour ce méme volume, sera la plus petite des quantités h et h'.

Supposons maintenant que, S restant fixe, le rayon de S’ gran-
disse indéfiniment et que V s’annule a linfini; g’ et b’ tendent
vers zéro. Plusieurs cas peuvent alors se présenter :
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1° Supposons h positil; g I'est aussi et, si $’ est assez grand,
on a:
I <hetg <g,
et, par suite,

g>V>h,
ou
g>V>0,
dans tout I'espace extérienra S.
2° Supposons
g >0 >h,
on a:
g>g,
h < b,

et, dans tout 'espace extérieur a S :

g>V >h.
3° Supposons

0>V >h,

on voit de la méme facon que, dans tout I'espace extérieur a S,
V est constamment négatif.

(estun de ces trois cas qui se présente, pour le potentiel du &
des masses situées a distance finie.

III. Reprenons le cas d'un domaine limité compris al'intérieur
d’'une surface S; on a les inégalités

g>V>h:dans T,
g=>V>h:surS

Si done, en tout pointde S, la fonction est nulle, elle est nulle
aussi, en tout point de T.

IV. — Soit une fonction V, harmonique dans tout I'espace et
s'annulant i linfini. Je dis que 1'on a V=0 dans tout I'espace.
Tracons, en effet, une sphere de trés grand rayon; les valeurs
de V, al'intérieur delasphére,sont comprises entre le maximum g
et le minimum h, lesquels sont atteints par la fonction sur la sur-
face et tendent par suite vers zéro, quand le rayon de la sphére
croil indéfiniment; V tend done vers zéro, a lintérieur de la
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sphere et, comme sa valeur en chaque point est bien déterminée.
on a nécessairement V=0 dans tout I'espace.

63. Ce qui précede nous permet de trouver les propriétés carac-
téristiques de la fonction potentielle (cas de I'attraction newto-
nienne), c’est-a-dire les conditions nécessaires et suffisantes pour
qu’une fonction représente un potentiel newtonien.

Soit une fonction V satisfaisant aux conditions suivantes :

1° V est continue dans tout I’espace.

2° Ses dérivées premieres existent et sont continues, a I'inté-
rieur et & l'extérieur d’une surface S donnée ; mais, quand on
franchit la surface, elles éprouvent des discontinuités ; elles ten-
dent vers des limites différentes, mais bien déterminées, quand
on tend vers la surface soit par l'intérieur, soit par I'extérieur,
et ces limites sont telles que, seule, la dérivée prise suivant la
normale éprouve une discontinuité a la traversée, les dérivées
tangentielles de S restant continues.

3° A lextérieur de S, on a

AV = 0.

4° A Tintérieur, AV est quelconque.

5° V s’annule i l'infini.

Ces conditions sont évidemment nécessaires pour définir un
potentiel newtonien, puisque tout potentiel newtonien les posséde.
Nous allons montrer qu’elles sont suffisantes, c’est-a-dire qu’elles
définissent une fonction et que cette fonction est un potentiel.

Appelons T le volume enfermé dans S. En tout point dc
T, AV est quelconque, mais donné ; posons :

— iy
AV = 2(x,y, 7),

z étant une fonction donnée.
Considérons alors la fonction V), :

- 1 t(xy,7) o,
Vo=— 0 f d

c’est un potentiel de volume, ol z désigne la densité. On a évi-
demment, en tout point x, y, z du volume T,

AV, = 2 (5, 7).
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Soit maintenant ¢(x, y, z) une fonetion définie sur la sur-
face S et exprimant, en chaque point, le saut brusque dela dérivée
de V suivant la normale; puis posons :

L $(x,y, 2)
= — d !
e

cette intégrale double étaut étendue i tous les éléments dw’ de S.
La fonction V, satisfait a la deuxitme condition imposée a la
fonction V, car c’est un potentiel de surface ot la densité est
représentée par la fonction ¢.

La somme des deux potentiels : V, 4 V,, remplit toutes les
conditions imposées i la fonction V; on peut donc la prendre
pour fonction V,

Montrons que cette fonction est unique. )

Supposons, pour un instant, qu'il y en ait une seconde V’; con-
sidérons la différence

Vi — (Vi -+ vz)'

Elle remplit les conditions suivantes :

1° Elle est eontinue, dans tout I'espace, ainsi que ses dérivées
partielles du premier ordre;

2° Elle satisfait, dans tout ’espace, a I’équation de Laplace.
Cette différence est donc une fonction harmonique dans tout
Pespace;

3° Elle s’annule a infini.

En vertu de la Remarque IV du paragraphe précédent, elle
est identiquement nulle; donc la fonction V, -V, est unique.

Bref les cinq conditions énumérées plus haut sont suffisantes
pour définir un potentiel et ne définissent pas d'autre fonction.
Ce sont bien les propriétés caractéristiques cherchées.

Remarque. — Comme on le voit d’aprées les énoncés mémes,
il ne s’agit, dans tout ceci, que des potentiels de surface et de
volume. Ceux de ligne, par exemple, sont exclus.

Les propriétés que nous venons d’établir ont une grande
importance pour tout ce qui va suivre.

64. Probleme de Dirichlet. — Probldme intérieur. — Probléme
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extérieur. — Le probléeme intérieur de Dirichlet s'énonce ainsi :

Soit un volume T limité par une surface S. Trouver une
fonction V des trois variables x, y, z satislaisant aux conditions
suivantes :

1° En tout point de T, elle est continue, ainsi que ses dérivées
partielles des deux premiers ordres;

2° En tout point de T, elle satisfait a 'équation de Laplace :

AV = 0;

32 Sur la surface S, elle se réduit a une fonction dounée U des
coordonnées.
On peut démontrer les deux théoremes suivants :

I. — Si le probleme intérieur de Dirichlet comporte une
solution, il n’en comporte qu'une.

Supposons, en effet, pour un instant, qu’il en comporte deux;
soient V et V' les deux (onctions ainst obtenues. On a :

AV =0 dans T, AV = 0 dans T,
V=Usur S, VV=1U sur S.

Posons :

V—V =F.
La fonction F satisfait aux conditions suivantes :

AF =0, dans T,
F =0, sur S.

Par conséquent, en vertu d’un théoreme démontré au paragraphe
précédent, on a partout, dans T, F =0 et, par suite, V=V":
il ne peut donc pas exister deux solutions distinctes du probleme
énoncé.

II. — Le probleme comporte toujours une solution. Cet
énoncé est connu sous le nom de principe de Dirichlet.

Nous nous en occuperons dans un autre chapitre.

Voici maintenant I’énoncé du probléme extérieur de Dirichlei.

On donne une surface fermée S et 'on considere I'espacc
extérieur a S, c’est-a-dire I’espace qui s’étend depuis cette sur-
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face jusqu’a I'infini. On demande de trouver une fonction V satis-
faisant aux conditions suivantes :
1° En tout point de l’espace considéré, la fonction V' est
continue, ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres ;
2° En tout point du méme espace, elle satisfait & Uéquation de
Laplace :
AV = 0;

3° Sur la surface S, elle se réduit a une fonction donnée U des
coordonnées;

4° Elle s’annule a 'infini.

On démontre, comme dans le cas du probleme intérieur :

I. Que, s'il y a une solution, il n’y en a qu’une;

II. Qu'il y en a toujours une.

65. Extension au cas de deux variables. — Les définitions ct
théorémes qui précedent s’étendent au cas de deux variables
sans difficulté.

La définition des fonctions harmoniques est la méme ; il suflit
de remplacer les mots volume et surface par aire plane et
contour.

Le théoreme de Gauss pour une fonction harmonique devient :

1
v, = oy des;

la sphéere a été remplacée par un cercle, sa surface par une
circonférence, son aire 4w r? par la longueur 2= r de la circonfé-
rence, 'intégrale double /( Vdw par I'intégrale curviligne [\ ds.

Les remarques surles limites supérieure et inférieure des fone-
tions harmoniques se généralisent immédiatement et la modifica-
tion, dans chaque cas, pour transposer les énoncés, est évidente.

Cependant les considérations faites dans le paragraphe 62 (I,
a propos des fonctions harmoniques & Pextérieur d’'un domaine
donné et i propos du potentiel newtonien, ne se généralisent pas.
Cela tient it ce que le potentiel logarithmique ne s’anuule pas
a infini comme le potentiel newtonien.

Voyons ce qui se passe, dans ce cas.
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Soit un contour plan C, entouré d’un cercle de tres grand
rayon C'; considérons le potentiel logarithmique d’une certaine
distribution linéaire de matiére attirante sur le contour C et
d’une certaine distribution superficielle de matiere dans l'aire
plane qu'enferme le contour C; donnons a g, h, g/, h' des signi-
fications analogues i celles qu’elles ont au paragraphe 62. Enfin
reprenons pour le potentiel logarithmique les notations données
au début de ce cours. On sait que 'expression :

r

9
- 2
e

V—M log

tend vers zéro, quand p croit indéfiniment ; si donc M est diffé-

rent de zéro, V augmente indéfiniment et, sur le cercle ¢/, | V|

est tres grand quand le rayon de C’ est trés grand ; faisons grandir

cerayon indéfiniment, nous devons distinguer plusieurs cas :
1°M>0;

alors g’ et h’/ tendent vers — oc et I'on a, dans tout le domaine,

V<g.
22 M <0;
alors g’ et h’ tendent vers 4 oo et I'on a, dans tout le domaine,
V >h.
3°M = 0.

‘Alors V s’annule 4 'infini, on retombe dans le cas du potentiel
newtonien et 'on a i distinguer les trois inégalités vues dans ce
cas.

66. Remarque sur le potentiel newtonien. — Supposons que V
désigne, non pas une fonction harmonique, mais un potentiel
newtonien de volume, et essayons de reprendre les raisonne-
ments faits pour établir le théoreme de la moyenne.

dM fAVd:
dr T

4 wr

Nous aurons :

Supposons que le point O soit intérieur aux masses agissantes
et que la.densité soit positive, alors on a :

AV < 0,
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«t, par suite,

dM

a4 <0,
ou enfin :

M<V,.

On en conclut qu'au voisinage de O, V peut &tre inlérieur
2 V,; en tout cas, il ne se peut pas qu’il lui soit partout supérieur.

Bref, V peut avoir un maximum au sein des masses agissantes,
inais il ne peut pas avoir de minimum,

Soient T le volume, S la surface limite, geth le maximum et
le minimum de V sur elle; on a :

g>V >hsurS.

On est sar que l'on a, dans T :

V> h
mais on ne sait pas si l'on a:
g>V.
67. Conséquences de la formule de Green. — Reportons-nous au

paragraphe 19 et reprenons les notations de ce paragraphe. Nous
avons démontré en général la formule

dv dU ‘
I\ - - v __- .
(1)...£}(UA\ VAU) d= (S)<U V5 Vdo ;

/

les fonctions U et V et leurs dérivées doivent satisfaire, dans le
volume T et sur la surface S, i certaines conditions de continuité
que nous avons indiquées en établissant cette formule. Les

dérivées ———, —— sont prises vers l'intérieur de la surlace S.

dn ~ dn

Faisons quelques applications de cette formule.

1° Supposons que U soit une fonction harmonique et V le
potentiel d’un volume attirant T’; on a alors les relations sui-
vantes :
AU = 0, a lintérieur de T,
AV = 0, a l'extérieur de T,
AV=—4my, a l'intérieur de T,
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¢ désignant la densité de la matiere attirante dans le volume T/;

I'intégrale /T'(UAV—VAU)dT devient alors :
" —41chy.d1,
ce (ui peut se mettre sous la forme
— 4= Udm,

en appelant din = ud< la quantité de matiére contenue dans 1'élé-
ment dz. La formule (1) devient ainsi:

dv dU .
L)(UW —Vﬁ)dm — 4= (Udn,

ce que l'on peut écrire, en donnant une autre forme au second

dv dU
= v S Vdeo=47EmU
‘L) (U In A" In )du 4nSmU,

membre,

la somme I portant sur toute la partie du volume T’ comprise
dans le volume T.

2° Supposons maintenant que, U désignant toujours une fonc-

Fig. 43.

tion harmonique, V" désigne un potentiel de surface. Représentons
le volume T d’intégration, la surface S qui le limite (fig. 43) et la
surface attirante S, dont V est le potentiel. Voyons ce que devient
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alors la formule (1). Ses deux membres sont nuls si S est tout
entiére extérieure a S. Mais supposons que S’ coupe S; elle
partage ainsi le volume T en deux autres T, et T, et la surface 5
en deux parties S, et S,. Tragons deux surfaces &, et &/, de part
et d’autre de S/, paralleles a S’ et trés voisines d’elle. Le volume T
est alors partagé en trois parties :

T, comprise entre S et S/
T/, comprise entre S et &/,
T” comprise entre les deux surfaces auxiliaires S/, et §/,.

T est une étroite bande dont le volume tend vers zéro quand
les deux surfaces S, et &, tendent vers S'.

Appliquons la formule {1) a chacun des troncons du volume T
et aux portions de surfaces qui limitent chacun d’ecux. Pour les
deux premiers, 'intégrale tl'iplef(\'AU—UAVj d~ est nulle ; les

intégrales doubles correspondantes sont done nulles et I'on a

T i
[' /U_‘I_V_ Vd_L)dm_[_ (L‘ v+ dL)dm:u
(A15"1B1)

.(MS‘B”\ dn dn dn “dn
et

(L' —dV — —dL )dm —+ /" (U—dV N W ﬁ) dew—10),
Jiagsama) dn dn HaysraBy) dn dn

Ajoutons et laisons passer dans le second membre les inté-

grales étendues a 5/, et 5/, ; il vient :

-
4[;5@, A389By A §'1By /

YA59383

Si 8§, et §, tendent vers S’, le preniier membre lend vers

f ; onadonc:

(IR

_ dv . dU . . dV .dU
2)... ———V— =— —— YV —|da
(2) f(U dn \ dn )dm lim [t(\‘.sqnl(L dn \ dn )d

+f (U-ﬂ—Vd—b)dm].
22528 dn dn

. d .
Les dérivées In et v r suivant la normale sont prises inté-
N

Porxcarié. Potent. Newt, o
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rieurement aux volumes T’, et T’;; par conséquent, dans le pre-
wier membre de cette relation, elles sont prises intérieurement
au volume T et dans le second extéricurement au volume T”.
Calculons maintenant la limite de la somme des intégrales de
ce second membre.
, oo dV o
La surface S’ est la surface attirante; la dérivée g éprouve

done un saut brusque quand on franchit cette surface ; quant aux

autres fonctions U, V, , elles restent toutes continues. Appe-

4U

dn
- dv

lons = la limite de an Sur S’ quand S, tend vers §'; et 3 la

limite de - sur S, quand §/, tend vers §'. Enfin désignons les

dn

limites de U, V, I, P les mémes lettres U, V, g oma:

e gdVdUN, a
Y hml\ lm_l(u S dT)dm_ f Vadw — f VS do;

ces deux nouvelles intégrales sout étendues a la portion de S

comprise dans T. Le sens de la normale dans ——- est celui qui va

dn

vers S, On a eucore :
. : . dv ,dU et al
(4)..... hlnt/:\gS',Bz(b TVW}M _d/ UBdw —fV a0 dw

l.e champ d’intégration pour ces deux dernieres intégrales est
encore la portion de S’ compris dans T. Le sens de la normale

dans Tn est celui qui va vers S,. Additionnons les deux égali-
tés (3) et 4) membre 4 membre; les deux intégrales f\[j—gdm

se détruisent parce que les sens de la normale dans ces deux
intégrales sont inverses 'un de 'autre. [l reste :

rs (. 4V dC ( v U
lim U\ls-.sl(b v )dm +f (v Va )dm]

= | U(a—+ ) do,
(87

et par conséquent, en vertu de la relation (2) :

N v duy, .
- L)(UT_VK)M__[SU o+ 8) do.
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Or appelons u la densité de la matiere attirante en chaque point
de S'; il résulte de la théorie des surfaces attirantes que, sil’on

désigne par la limite vers laquelle tend la dérivée prise sui-

dv
dn,

vant la normale extérieure quand on tend vers la surface par

A . v . .
I'extérieur et par i la limite de ~f Prise suivant la normale
i n

intérieure quand on tend vers la surface par I'intérieur, 'on a :

dv dVv hn
'K d—nl'— — n."Jn
On a done ici
@+ 3= —hru

Bref, la relation (5 donne:

dVv dU
f(U o —V W) do = 4 wa‘u.(lw.

C’est la méme formule que dans le cas du potentiel de volume;
on peut lui donner la méme forme :

f (U ANy ﬂ)dm:zmzmu.
s) dn dn

Cette formule s’étend donc a un potentiel de surfice comme i
un potentiel de volume; elle s'étend par suite au potentiel d'un
ensemble de surfaces et de volumes attirants.

68. Cette formule s’applique encore si V désigne le potentiel
d’une ligne attirante, de points attirants discrets ou d’un ensem-
ble de volumes, de surfaces, de lignes et de points.

On peut done énoncer en général le théoreme suivant :

Si U désigne une fonction harmonique et V un potentiel newto-
nien, on a la relation :

. dv dU
(O) ..... ‘[;)(U W—VT)d(ﬂ—4ﬂsz,

Uintégrale étant étendue a tous les éléments dw d’une surface fer-
mée quelconque S et SmU ne s'étendant qu’anr masses situdes
a Uintérieur du volume T limité par la surface S.
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Cethéoréme constitue une forme nouvelle du théoréeme de Green.

Il est clair que le théoreme subsiste si V désigne la somme
d’un potentiel et d’'une fonction harmonique.

La formule précédente se modifie si U et V désignent deux
potentiels. Soit w la densité de la distribution des masses m qui
engendrent le potentiel U et soit ' la densité de la distribution
des masses m’ qui engendrent V, ona :

dv dU ,
f(UW — V—H)dm = 4= f(b‘U.I—V;JJ d=

=47 (m'U —mV),

Ces deux théoremes s’étendent au potentiel logarithmique dans
le plan.

69. Cela posé, considérons toujours le méme volume T limité
par S. Soient M (fig. 44) un point variable
de S et M’ un point fixe non situé sur S.

™ Enfin, soit U une fonction harmonique dans
T; posons

MM =r

et considérons I'intégrale double étendue a
la surface S :

d —1
1 dU r
Fig. 44. r dn U dn do.

Si le point M’ est extérieur a la surface S, on a:
/

1
d -

(i Wy Jge—o.
\ " dn dn

Si au contraire M’ est intérieur a S et si U’ est la valeur de U
en ce point, ona :

D LA LI PR

r dn dn
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4

Les dérivées —— et —— sont prises ici, en chaque point de S
dn ’ ’

dn

suivant la normale extérieure.
Ces deux formules se déduisent de la formule (5) démontrée

dans le paragraphe précédent. Il suflitde remplacer V par;ll‘, c’est-

a-dire de considérer V comme le potentiel newtonien d’une
masse égale i I'unité située au point M.

Cette intégrale (6) a une trés grande importance; elle permet,
on le voit, de calculer la valeur U’, en un point M’ d'un volume T,
d’une fonction U harmonique dans ce volume, pourvu que l'on

T

. C . e .
connaisse les valeurs de U et — sur la surface S qui limite T.

dn
Une formule analogue existe pour le cas du potentiel loga-
rithmique dans le plan; on a :

(Do — [hg(i).dU T dbg(%)]da

2% r dn ) dn

1 1 .
le facteur e est remplacé par P le volume par une aire
714 T

plane, la surface par le contour qui limite cette aire et le poten-
. . 1 . . . 1
trel newtonien - par le potentiel logarithmique log(r—) .

70. Analogies avec la théorie des résidus de Canchy.— On peut
remarquer I'analogie de ce qui précede avec la théorie des rési-
dus de Cauchy; la formule (7) dans le plan permet par exemple
de retrouver le théoréeme des résidus.

Soit une aire plane Slimitée par un contour C; plagons-nous
en coordonnées rectangulaires et soient x et y les coordonnées
d’un point M. Considérons la variable complexe

z = x—+1iy

et soit [ (z) une fonction de cette variable; si la fonction [ est
holomorphe dans I'aire S, on peut poser

f(z) =U 4 iT, -
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U et T étant des fouctions réelles des variables réelles x et y, et
I'ona :

AU =0
AT =0
en tout point de S5; on a en outre :
ou  OT
, x — dy
8)..... o 3T
dy T x

Soient maintenant M’ un autre point du plan, x’ et y’ ses coor-
données et z’ la valeur de z en ce point; on a:

7z = x' 4 iy,

Considérons la fonction log - ; on peut poser :
Z—Z

—1—/':‘ V+ i\’\v.

Z—7Z

log

V n’est autre que log(%) et W est comme V une fonction réelle
de x et y, si 'on suppose M’ fixe.
Appelons enfin U’ et T’ les valeurs en M’ des fonctions harmo-

niques U et T; on a, en vertu de la formule (7) et en remplagant
1 . s
log (T) par son égal V :

2-:-.U’:f<V jU —U ‘W)ds
n

dn
{9).....
dT dv
[—
2=T —f(V I —T P )ds.

Cela posé, revenons aux formules (8); changeons d’axes de
coordonnées en transportant les axes actuels parallelement a eux-
mémes en un point quelconque x,, y, du plan, puis en les faisant
tourner d’un angle a; appelons £ et x les nouvelles coordonnées,
les formules de transformation sont :

x == cosa — 7, sina -} X,

y==Esina -+ cosa -}y,
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et I'on voit sans peine, en tenant compte des formules (8), que
I'on a :

U T

X T,
U T
Ny T ¥

Supposons par exemple (ue nous prenions comnie origine un

~

~
N
Y

Fig. 3.

point A de la courbe C et comme axes la normale extérieure
AN et la tangente AT en ce point (fig. 45). On a alors :

dU . dT

ds = dn
dU o dT
dn — ds

le sens positif de latangente étant le sens des rotations inverses;

prenons an contraire pour sens positif le sens des rotations
directes, nous aurons :
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On démontrerait de méme les formules :

dv dwW
T ds ~ dn
dv..  dW
dn = ds

Les intégrales {9) peuvent alorss’écrive :
al — AT — ’
20 fm(\(T UdW)
2 7T — f (— VAU — TdW).
(¢)
ces deux intégrales curvilignes étant prises dans le sens direct

(sens inverse des aiguilles d’une montre). La fonction W n’est
pas uniforme ; mats les autres, U, V, T, sont unuifornies et 'on

peut écrire :
f VAT — — f TdV

f\'dU :_fUdV

2l — — f TAV - UdW
2T/ — f UdV — TdW.

on a done :

On a d’autre part :

— 4z avidw

Z—Z

et par suite :

[itz) dz :f(U A PT) (— dV — idW)

z—7

ou :

[1(2).i_=f_ UdV + TdW — ide\' AW

z—7

= 2T — 1.2=U/
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7\
[‘(Z/) — 21_ fi_dz,

7: z— 7

d’oir enfin :

C'estle théoreme des résidus de Cauchy.

Ce théoreme n’est vrai que si le point M’ est intérieur au cou-
tour C; les formules (9), de méme, ne peuvent s’appliquer que
dans ce cas.

71. Définition de la fonction de Green. — Soient un volume T
limité par une surface fermée S et M’ un point situé a U'intérreur
de T.

Supposons que I'on puisse trouver une fonction H satisfaisant
aux conditions suivantes : '

1° Elle est harmonique dans T,

2°Ona:[[:—% ..... sur S

r désignant la distance du point fixe M (¥, ¥, Z) au point
variable M (x, v, z).
La fonction Il étant obtenue, posons :

G:H_}__i_.

La fonction G ainsi définie est la fonction de Green relative au
volume T et au point M.

Cette fonction s'annule sur S et satisfait & ’équation de
Laplace en tout point du volume T, sauf au point M’ ou elle
devient infinie.

La fonction de Green que nous venons de définir est relative
a un volume limité et correspond au probleme de Dirichlet inté-
rieur. On peut de ménte définir la fonction de Green correspon-
dant au probleme de Dirichlet extérieur.

Soient toujours S une surface fermée et T l'espace situé a
I'extérieur de cette surface. Soient, en outre, M’ un point
fixe du domaine T et M un point variable; appelons r la dis-
tance M.

Supposons que 1'on puisse trouver une fonction Il satisfaisant
aux conditions suivantes :
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1° H est harmonique dans le*domaine T.

2°Ona:[{:—;17 ..... sur S.

3° La fonction H s’annule i linfini.

H étant obtenue, posons :
"

La fonction G ainsi définie est la fonction de Green relative au
point M’ et au domaine T. Elle s’annule sur S, devient infinie
en M’ mais satisfait a I’équation de Laplace en tout autre point
de T.

Quel que soit le domaine T, la fonction G est une fonction des
coordonnées x, y, z du point variable M ; mais elle dépend aussi
des coordonnées x', y/, z du point de discontinuité M’. On peut
done Pécrire G (x, y, z, X/, ¥/, Z), en la considérant comme une
fonction de ces six variables, ou encore G (M, M), en indiquant
par cette notation la valeur, au point M, de la fonction de Green
relative au domaine T et au poiut M’

12. Propriétés de la fonction de Green. — Soient deux points
M et M’ du domaine T; soient en outre G (M, M) la valeur
en M de la fonction de Green relative it T et au point M’ et

G (M, M) la valeur en M’ de la fonction de
Green relative au point M. Je dis que I'on a :

Y ‘ G (M, M) = G (M, M).
Pour démontrer ce théoreme, nous dis-
tinguerons deux cas.

Premier cas.— Le domaine T estsitué al’in-
térieur d'une surface S qui le limite (ﬁg. 46).
Soit alors M” un troisitme point du volume T. Posons :

G (M)=G (M, )
G (M) = G M, M)

Fig. ;6.

Moutrons que 1'on a :

G/ (M) = G” (M),
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Pour cela, reportons-nous a une formule démontrée au para-
graphe 68 : si U et V désignent deux potentiels newtoniens dus,
le premier a une distribution m de masses, le deuxieante a une
distribution m’, on a :

A/ AU AV
—_Uv— — 4xwX — m'U).
J(S)(V U dn)dm 4=E (mV — m'U)

Cette formule s’applique encore si U et V désignent 'un et
"autre la somme d’un potentiel et d’une fonction harnionique.
Or, ce dernier cas est précisément le cas de G’ et G”; G’ estla
somme d’une fonction harmonique H’ et d’un potentiel du a une
masse -+ 1 placée au point M’; G” est la somme d’une fonction
llarmonique H” et d'un potentiel da a une miasse + 1 placée au
point M. On a donc :

dn n

a /" ’
‘} (G, dG ey (:lG )dm:47=[G’/(Ml)—G/(MH)]-

Mais la fonction G s’annule sur S; G’ et G” sont don¢ nulles
daus cette intégrale de surface et le premier membre est nul ; le
second doit I'étre aussi et I’on conclut :

G (M"y=G"())
c¢’est-a-dire
G, M) = G (W, M)
et de méme :
G (M, M) = G (M, M).
Le théoréme annoncé est donc démontré. Cependant il faut
remarquer que cette démonstration n’est pas sans défaut : elle

existe et est finie

G
dn

. , . . 1 .
et bien déterminée. Or G est égal 8 H+ — et I'on sait, au
r

suppose en effet qu’en chaque point de S,

sujet de H, seulement ceci, que 'on a:

AH = 0..... dans T
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Mais on ne sait rien sur ——. On ne sait donc rien non plus

dn

sur ——

dn ’
On peut donner une démonstration plus rigoureuse, nous
I'indiquerons plus loin, mais auparavant traitons le deuxieme cas.

Deuxieme cas.— Le domaine T est indéfini : ¢'est la portion de
Iespace qui s’étend i 'extérieur d'une surface fermée S.

Tracons alors une sphére T de trés grand rayon ayant pour
centre M’ et contenant i son intérieur la surface S et le point M

Fig. 4.

(ig. 47); appelons T, le domaine compris entre la sphere X et
la surface S et désignons par G, la fonction de Green relative au
volume T, ; enfin désignons par H, la fonction harmonique corres-
pondant et par r et r’ les rayons vecteurs issus de M et N,

On peut écrire :

G, (M, M) —= H, (M, M) 4 —

G, (W, My=H, (W', M) +_1;



FONCTION DE GREEN ET PROBLEME DE DIRICHLET 157

le volume T, étant limité, la démonstration du paragraphe pré-
cédent s’applique et 'on a :

G, (M, M) =G, (M, M),

Or, on a aussi :

G (M, M) =H (M, M)+ i ,

G (M, M) =H (M/, M)} %

et il faut démontrer que 'on a :
G (M, M) =G (\', M).
Comparons G et G,; on a:
G—G,—H_—H,.

Considérons la différence H-— H,.

Cette fonction satisfait a 1'équation de Laplace daus le
volume T, ; elle s’annule sur S et prend des valeurs trés petites
en valeur absolue sur la sphere I, si celle-ciaun rayon trés grand,
parce que H et H, s’annulent a linfini. Done, dans le volume T,
H—H, prend des valeurs trés petites en valeur absolue, qui
tendent vers zéro quand le rayon de T augmente indéfiniment.

Puisque H —H, tend vers zéro, G— G, tend aussi vers zéro.

Considérons alors les différences :

G (M, M) — G, (M, M)
G (M, N} — G (W, \D)
elles tendent vers zéro et comme on a constamment
G, (M, M) =G, (M',M)
on voit que la différence
G(M,M)— G (M, M)

tend aussi vers zéro quand le rayon de £ croit indéfiniment ; mais,
d’autre part, cette différence est indépendante de 2, on a donc
nécessairement :

G (M, M) =G (W, \).

et le théoreme est démontré.
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Cette démonstration repose, on le voit, sur celle du premier
cas; elle s'en déduit d'ailleurs rigoureusement; mais elle n’est
sans défaut que st la premiére est aussi sans défaut. Jai indiqué
plus haut, a propos de celle-ci, la critique qui peut étre

.. . . dG . .
faite : elle est relative a la dérivée —— dont il aurait fallu au

dn

préalable démontrer I'existence.
Il y a des cas cependant ou 'on sait calculer la fonction de

Green et vérifier ainsi directement I'existence de ——.

dn
Un de ces cas est celui de la sphere; nous allons le traiter
rapidement i titre d’exemple. Occupons-nous d'abord du pro-
bléeme intérieur.
Soient T une spheére, O son centre (fig. 48) et a son rayon. Soit

\-/ F)’g. 48.

en outre M’ un point intérieur ; nous voulons calculer la fonction
de Green relative a ce point.

. A cet effet, menons le diameétre OM’ et prenons sur ce dia-
metre le point M conjugué du point M’ par rapport i la sphére :
enfin soit M un point intérieur quelconque et M, un point de la
surface ; menons les droites OM,, MM/, MM”, MM, MM’ ct
posons :

MM =r MM—=r OM=a;.
MM/ =r" M M=V,

Ona:
OM'. OM” =a?
d’oit
oM — 2.

°
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On a encore :

r, a
g
1 | ki
d’ou
! 2
(1) ..... T ju— —.;IJ—
1 <t
Considérons alors la fonetion
H=——
ar
’ . . . . P . .
¢ est un poteutlel newtonten dit a la masse — L située aun

d

point M”; cette fonction satisfait done a I’équation de Laplace a
. . - 1
Uintérieur de la sphére. Sur la surface, elle se réduit a — —en

vertu de la relation (1).
La fonction suivante :

(2)..... G —

est donc la lonction de Green cherchée.
La relation {2) montre (u’elle est égale i la différence de deux
potentiels newtoniens, 'un dit a une masse + 1 située en M,

I'autre a une masse— — située en M”. Toutes les dérivées existent
-

S
)

.o dG .
donc sur la surface Z, en particulier g, cXiste et est continue.
n

Le probleme extérieur de Green pour une sphére se traite
d'une maniere tout a fait analogue. Le résultat qu'on obtient est
le méme :

1 a
G:'—— 7
I ar

ou p désigne toujours la distairce OM’, le point M’ étant ici en
dehors de la sphere.

73. Revenons au cas général.
Etablissons quelques autres propriétés de la fonction de Green
qui nous seront nécessaires dans la suite.
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I° La fonction de Green est constamment positive dans lc
domaine T. )
IFaisons cette démonstration dans le cas d’un volunte T lintité.

Ona:

G—L:ll.

-
. ] 1
lorsque r tend vers zéro, I veste fini, done G_T reste éga-

lement fini, (rG—1) tend alors vers zéro et rG tend vers 1. Ainst,
(quand r est trés petit, le produit rG est trés voisin de 1; on peut
done affirmer qu'au voisinage du point de discontinuité la fonc-
tion G est positive. Entourons alors ce point d'une sphere tres
petite L. Entre £ et S, on a AG=0; sur S, G est nulle et sur &
elle est >0; donc entre £ et S, G est partout >0. Ainsi en tout
point de T, G est positive.
2°0On a constamment dans le volume T.
. L
—

G<

L
On a effet G:H—}—T; or, dans T, II satisfait a I'équation de

1 .
laplace ; de plus on a H=—— et par suite II<0 sur toute la
-
surface S; st done T est le volume contenu a 'intérieur de S et
St liniité par cette suvlace, on a en tout
point de T
1
T» G<—.
S r

Cette propriété aiusi que la précé-
dente s’étendent sans peine au cas ol
le domaine T est constitué par I'espace
extérieur 2 une surface fermée S.

3°Soient encore (ﬁg. 49 un domaine T
linité par une surface S, et un autre plus grand T, limité par une
surface S, et contenant le premier. Soit M’ un point intérieur
a T; appelons G la fonction de Green relative i T et au point M'.
On a:

Fig. 49.



FONCTION DE GREEN ET PROBLEME DE DIRICIHLET 161

Appelous G, la fonetion de Green relative & T, et au méme poiut
M on ac:

G =M, 4 —.
r
Je dis qu’en tout poiut M intérieur 2 T on a:
G, > G.
En effet, en tout point intévieur & T, ou a:
G—G,=I1—Ii.

Or nous savons que (r, est >O dans T, : ona donc:

1
Hl —+ - >0.
et par suite
_]]l <_1_,
r

cut tout pomnt de T, et en particulier en tout point de S.

Cousidérons alors la fonction H—II : elle satisfait dans T a
I'équation de Laplace et reste négative sur S; elle est douc néga-
tive en tout point de T.

Bref, a U'intérieur de T, on
a H—1II,<<O et par consé-
quent G,—G>0, d'oir:

G, > G.

4° Soit maintenant (fig. 50)

une surface fermée S. Consi-

dérons le domaine T exté-
rieur i cette surface ; dans

ce dotaine, considérons un
volume T, limité par une sur- Fig. 50.
face S,.

Soit maintenant M un point du domaine T ; appelons G la
fonction de Greeu relative it T et au point M’ et (i, la fonction de
Green relative a T, et au méme point M'.

PoINCARE, Potent. Newt. 11
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On démontre sans difficulté, en suivant le mode de raisonne-
ment qui a servi dans le cas précédent, que l'on a:

G, <G

en tout point M de T,.

5° Considérons un domaine T limité par une surface fermée S.
Soit M’ un point de ce domaine et G la fonction de Green rela-
tive i ce point et i ce domaine.

Envisageons les surfaces :

G = const.

A chaque valeur de la constante correspond une surface parti-
culiere.

Pour des valeurs trés grandes de la constante, on a évidem-
ment des surfaces tres petites entourant le pole M’ puisque la
fonction G devient infinie en ce point.

Pour des valeurs tres petites de la constante, on a au contraire
des surfaces trés voisines de S.

Enfin on passe d’'une surface i une autre par délormation
continue en faisant varier la constante d'une maniére continue.

D’ailleurs la fonction G étant uni-
S forme dans le volume T, deux surfaces

T correspondant a deux valeurs différen-
tes de la constante ne peuveut pas se
o couper.

Les surfaces

X
(&) G—c.

-entourent donc le pole et s’enveloppent
L mutuellement.
Fig. 51, i . .
Cela posé, soit une valeur particu-

licre G, de la constante ; considérons (fig. 51) la surface
G=gG,.

Appelons-la S; elle délimite, a I'intérieur de T, un domaine T,
Tracons autour du point M’ une sphére £; nous pouvons la
clioisir assez petite pour que le minimun de G sur cette spheére
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dépasse toute quantité donnée puisque G devient infinie en M';
choisissons I de telle sorte qu’en tous ses points on ait

G > G,.

Entre S, et =, la fonction G est harmonique, elle atteint donc son
0 > y
mintnmum sur I'une des deux surfaces S, ou ¥ ; ici ce ne peut étre
o )
que sur X et ce mininum est G,. Ainst en tout point de T,
on a:

G> G,.

Au contraire, entre S et S la fonction G est harmonique et son
maximum est sur S, puisqu’en tout point de S, G est nulle. Ce
maximum est don¢ G, et 'on a en tout point extérieur a S et
intérieur 2 S:

G < G,.

Considérons alors la dérivée %(i prise suivant la normale exté-
rieure a S,. !

Cette dérivée existe puisque S, est a I'intérieur de S et qu’en tout
pointde T la fonction G a des dérivées des deux premiers ordres.
D’ailleurs on a en tout point de S, :

dG
dn <0
puisque l'on a :

G < G,

en tout point compris entre Set S,.
Reprenons maintenant la formule démontrée au N° 68 :

dv dU
/ _ i — 473/ — m'UN,
(1)..... f(U v S >dm 4= E(mV — m'U)
Remplacons dans cette formule la fonction V par la fonction de
Green G, laquelle est la somme d’une fonction harmonique I et

du potentiel -:—- di i la masse m’'=1 située au pole M. Rempla-

cons en outre U par 1; nous devrons faire m=0 et la formule
considérée deviendra

dG
N..... —_ =—4=.
(2). I dw 4
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Cette intégrale a un sens si on 'étend & la surface S, puisque

dG . . .
est bien défini sur cette surlace.

74. Nous sommes maintenant en mesure de démontrer rigou-
reusement le théoreme du N° 72 dont
nous n'avions donné qu'une démonstra-
tion imparfaite.

Considérons toujours un domaine T
limité par une surface S et prenons
dans T deux points M’ et M” {fig. 52,

Appelons G la fonction de Green re-
lative au domaine T quand on prend M’
pour pole et G” la fonction de Green
relative au méme domaine quand le pdle est le point M7, Dési-

Fig. 52,

gnons en généml par les notations :
G’(_\[) et C”(M;

les valeurs de ces fonctions en un point quelconque M de T.
Nous voulons démontrer Végalité :

G/ ()l//) J— G// (}l/).

Pour y parvenir, donnons-nous un nombre ¢ trés petit et con-
sidérons la surface :

¢ =7,

Appelons-la §’; elle est trés voisine de S et, si ¢/ est assez petit,
elle contient a son intérieur les points M’ et M”,
Considérons alors Viutégrale :

17 !
J:/‘ ((;/ dG Y dG )dm
J18) dn dn

étendue a la surface S'; elle est bien déterminée en vertu des
remarques [yjtes dans le paragraphe précédent; de plus la for-
mule (1) dans laquelle on fait :

U=
V:G//
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ct par conséquent :

m=1
m' =1,
nous permet d’éerire :
(3)..... J=b =[G (W) — G (M.

Montrons que J est nul.
Celte intégrale est la différence de deux autres :

dn

J,G/ de” dw

dw.

J or 4G
dn
La premierve peut s’éerire
~ dGr
/ 1
sj dn °¢

puiscque la fonetion G’ est constante sur § et égule i . Silon
tient compte en outre de la relation {2), cette expression devient :

— 4

T .

La premiere intégrale tend donce vers zéro avec <.

Vovons maintenant la seconde.
’

. d .
Duns cette mtégrale, o est constamment négatlf comnie
i
nous Vavons montré; appelons alors 7 la limite supérieure de

G"sur S, ona:
‘f(]" (LC; dw ‘ < 4we
'

Or 2" tend vers zéro en méme temps que &, car la surface S
tend ulors vers la surfuce S. Done Uintégrale considérée tend vers
zZéro.

AinsiJtend vers zéro en méme temps que ' et par suite Vexpres-
sion

4=[G (M) — G (M)]

qui lui est égale y tend aussi.
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Mais cette expression a une valeur fixe, elle est donc néces-
sairement nulle et 'on a bien

G/ (M) = G” (AI).
Le théoreme annoncé est démontré.

75. Probléme de Green. — Probléme de Dirichlet transformé. —
Comparaison avec le probléme de Dirichlet ordinaire. — Equiva-
lence de ces trois problémes. — L’énoncé du probleme de Diri-
chlet ordinaire a été donné plus haut (64). Voici I'énoncé du pro-
bleme de Green.

Placons-nous dans 'espace & trois dimensions.

Soit un volume T limité par une surface fermée S: calculer la
fonction de Green relative a ce volume et a un quelconque de
ses points,

Ainst énoncé, le probleme de Green peut étre appelé pro-
bleme intérieur de Green; mais, comme pour le probleme de
Dirichlet, on peut énoncer un probleme extérieur de Green.

Dans tout ce qui va suivre, nous ne nous occuperons que des
problemes intérieurs; les mémes considérations s’appliqueront
aux problemes extérieurs.

On peut montrer facilement Véquivalence du probleme de
Green et du probleme de Dirichlet.

Soit U la lonction qui doit satisfaire a4 I’équation de Laplace
dans T et dont il s’agit de déterminer les valeurs dans T par ses
valeurs sur S. Sa valeur U’ en un point M’ de T est donuée par la
formule suivante

) v . dG
4A~U Z/(GT—D-—dr>dm.

L’intégrale double du second membre est étendue alasurface S;
G est la fonction de Green relative au point M’ et a T. Cette for-
mule se déduit de Vintégrale (6) du paragraphe 69 en rem-

placant le potentiel — par la somme G du potentiel — et de la
r r

fonction harmonique H,
Si nous remarquons que G s’annule sur S, la formule ci-dessus
se réduit a :

4:U’=-fU%S—-dm.
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ou bien

, 1 dG
Uz_z?fu T do.

Sidonc on sait résoudre le probleme de Green, on saura calculer
la valeur U’ de U en chaque point M’ de T, c’est-a-dire résoudre
le probleme de Dirichlet.

Inversement, si’on sait résoudre le probleme de Dirichlet, on
sait calculer la fonction H et par suite la [onction de Green G
pour chaque point M’ de T.

Les deux problemes de Green et de Dirichlet ordinaire sont
donc équivalents.

76. Voici maintenant en quoi consiste le probléeme de Dirichlet
transformé :
Trouver une fonection V satisfaisant aux conditions suivantes :
“1° Que V soit continue ainsi que ses dérivées premieres dans T ;
2° Que ses dérivées secondes soient finies;
3° Qu’a Vintérieur de T on ait, en chaque point :

AV = — 41‘»}1.,

i étant une fonction finie et intégrable donnée;
4° Que sur la surface S on ait

V=0.

d=’
v [
"
U satisfait aux conditions (1), (2), (3), mais non a la quatrieme.
Appelons U, les valeurs de U sur S; si 'on sait résoudre le pro-

bléme de Dirichlet ordinaire, on sait calculer une fonction W satis-
faisant aux conditions (1), (2) et aux deux suivantes

"Posons

La fonction
V=U+4+W

satisfait aux 4 conditions proposées. Ainsidonc, sil’onsaitrésoudre
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le probleme de Dirichlet ordinaire, on sait aussi résoudre le
probleme de Dirichlet transformé.

Inversement, supposons que nous sachions résoudre ce dernier
probleme, proposons-nous de résoudre le probleme de Dirichlet
ordinaire, c’est-i-dire déterminons une fonction U telle que Von
ait :

AU =0..... dans T

;= ZL..... sur S,

» étant une lonction donnée.

Pour y parvenir, formons une fonction W continue dans T
ainsi que ses dérivées premieres et secondes et se réduisant a =
sur la surface : cela est possible d’une infinité de maniéres. L'une
de ces lonctions W étant choisie, la fonction AV est connue
dans T. Pour achever le probleme, il suffit de résoudre le pro-
bleme de Dirichlet transfornié en prenant pour u la fonction
AW. On obtient ainsi une deuxieme fonction V.

Considérons alors la fonction

U=V 4.
Elle satisfuit aux conditions proposées et résout le probléeme

de Dirichlet ordinatre.

17. Montrons enfin 'équivalence du probléeme de Green et du
probleme de Dirichlet transformé,

Supposons que nous suchions résoudre le probleme de Greeu.
Considérons alors Vintégrale :

\’:fG(x, y,z, X, ¥y, z) pdt

G étant la fonction de Green et I'intégrale étant étendue au
volume T.

La fonction V ainsi obtenue est la solution du probleme de
Dirichlet transformé.

En effet, écrivons :

G=1{+1T;

la fonction V prendra la forme :

vzf$+f1{.u'da.
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Appelons V| la premiére intégrale et V, la seconde; faisons voir
mnaintenant que la somme V, 4V, satisfait aux quatre conditions
du probleme de Dirichlet transformé.

1° V, est un potentiel de volume; V satisfait donc aux con-
ditions de continuité. H est une [onction harmonique; on peut,
dans V,, différentier sous le signe ‘f et T'on voit ainsi que V,
satisfait comme V. aux conditions de continuité. Done V, qui
est la somme de ces deux fonctions, y satisfait aussi.

2°On a :

AV = AV, AV,
de plus :
AV, =—4=p
et
AV, =0 car AY, :fAH w'd<’;

done, en sonime :

AN=—4 TT;.L.

3° Soient M un point intérieur & T, M, (lig. 53), un puin't
de S, V la valeur de la fonction étudiée en M; je dis que, si M

Fig. 53.

tend vers M, V tend vers zéro. Pour le démontrer, décrivons
une sphére S tangente extérieurement a Sen M ; cela est géné-
ralement possible. Distinguons alors plusieurs cas :

Premier cas : > 0.
Dans ce cas, V qui est égal a fG;.L’d?’ est positif puisque
G et u le sont,



170 THEORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN
Appelons G la fonction de Green relative a Vextérieur de la
sphére et au point M’; on sait que :
G, >G.
Désignons par a le rayon de la sphéere, par O son centre et

par » la distance OM’; appelons M', le conjugué harmonique
de M’ par rapport a la sphere; on a :

M OM/ =2
Enfin posons :
r= MM
r, — MM,
Ona:
V<G,

Mais nous connaissons V'expression de la fonction de Green
relative a I'extérieur d’une sphéere; c’est

1 a
G‘—-T_ ar

On a donc :

Vo [ g 2
r ‘Ol“

Quand le point M’ décrit I'élément d<’ dans T, M, décrit un
élément d<, dans S, et au volume T correspond un volume
transformé T, situé a U'intérieur de S,. Les deux éléments d<’ et
d</, sont reliés par la formule connue de la théorie de V'inver-
sion :

d</ oM" o’ e

d,:/‘ 0}1,13 - < 22 )s 28

L’inégalité ci-dessus devient alors :

il
; LI U a® /
\ < - dT v df1

la premieére intégrale est étendue au volume T, c’est un potentiel
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newtonien du a des masses dont la densité variable est u/; la

uxieme intégrale estétendue au volu représente un poten-
deuxiéme int | tétendue au volume T’ etre teun pot
5, ./

tiel newtonien du a des masses dont la densité est -‘oa—‘:’ . Ce sont
donc deux fonctions continues ainsi que leur différence. Or cette
différence est nulle sur S, et en particulier au point M, douc
cette différence tend vers zéro quand M tend vers M. La fonc-
tion V, qui est comprise entre zéro et une quantité qui tend vers
zéro, tend donc vers zéro.

Deicrieme cas : p <O.
Alors V est négatif et I'on démontre de la méme maniére

que :

I B

0>V> -*‘:—d:'_

VY, compris entre O et une quantité qui tend vers zéro, tend
vers zéro quand M tend vers M.

Troisieme cas : ¢ quelconque.
On peut poser :
) I
P e

u/, étant égal a w quand p est >0 et nul partout ailleurs, u’, au
contraire étant égal 4 u quand u est < O et nul partout ailleurs;
w/| et u' sont continues comme p. On donne ainsi naissance &
deux fonctions V| et V', correspondunt a u/, et u',; elles ren-
trent dans les deux cas précédents et tendent vers zéro quand M
tend vers M. I1 en est donec de méme de V=V, 4V, qui
correspond i wu.

Ainsi, en général, quel que soit le signe de w, V tend vers
zéro quand M tend M,.

La fonction V satisfait aux quatre conditions du probleme de
Dirichlet transformé : c¢'est la solution cherchée.

En résumé les trois probléemes : de Dirichlet ordinaire, de

Dirichlet transformé, de Green sont équivalents.

78. Cas du potentiel logarithmique. — Ces résultats s’étendent
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au cas de deux variables et au potentiel logarithmique dans le
plan.

I v a cependant une différence : dans le cas du potentiel
newtonien on ne sait résoudre le probléeme de Dirichlet que
quand on sait former toutes les fonctions de Green relatives
tous les points du domaine. Dansle cas du potentiel logarithmique,
le caleul de lafonction de Green pour un point du domaine suffit :
le caleul pour les autves points s’cn déduit.




CHAPITRE V

RESOLUTION DU PROBLEME DE DIRICHLET
DANS LES CAS DU CERCI.E ET DE LA SPHERL.
THEOREME DE HARNACK

79. Fonction de Green pour le cas du cercle. — 11 est {acile
de former la lonction de Green relative i un cercle ¢ de centre ()
et de rayon a (fig. 54) et & un point M’ intévieur i ce cercle.

Fig. 54.

Tracons OM (ui rencontre le cercle en A et B et prenons
sur cette droite le point M” conjugué harmonique de M’ par rap-
port & A et B. Soient d’autre part M un point quelconque situé
aVintérieur de C et M, un point quelconque situé sur le contour
de C. Posons : s

OM =3, OM'=—-_

2

MM ==r¢, MM =/
MM =r, MM =1
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On a la relation :

qquel que soit le point M,.
On a d’autre part :
r r v’
10g _1_'9. —_— 1087‘3 ———10gT
et :
!
LIS PO
log T log -

Posons alors :

G =log —% + I

=—log—!-—log

o]

On a bien :

All=0

et de plus I prend bien sur C les mémes valeurs que log Lo bron:
v

1 a
= log - 10g—3—

ct G est la fonction de Green cherchée.

On peut suivre une marche analogue pour former la fonction
de Green relative 4 un domaine constitué par la partie du plan
qui est extérieure au cercle C.,

Sachant trouver la fonction de Green pour le cas d’un cercle,
on sait par la méme, comme nous ’'avons vu, résoudrele probleme
de Dirichlet pour le cas du cercle. Il y a bien encore, il est vrai,
quelques difficultés. Mais elles seront levées plus loin a propos
de la sphere. I est inutile d’insister sur le cas du cercle, la
méthode a suivre étant la méme que pour la sphere.

80. On peut suivre une méthode plus directe pour résoudre le
probleme de Dirichlet dans le cas du cercle.

Placons Porigine des coordonnées au centre du cercle donné C.
Soit M’ un point intérieur a C. Appelons x, y les coordonnées
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rectilignes rectangulaires de ce point et p, w ses coordonnées
polaires. On a :
X==0c0s 0

y=7 sin w,
Cela posé, on veut trouver une fonction continue V possédant

des dérivées partielles des deux premiers ordres elles-mémes
continues et vérifiant les conditions suivantes :

AV —0..... a U'intérieur de C,

V=r1(w)..... sur le contour de C,

v (w) étant une fonction donnée. Si cette fonction satislait a la
condition de Dirichlet, on peut la développer en série de Fourier:

» .
Wl Al
o (w)=A, —|—ZA,, cosnw —|—ZB.. sin nw,
1 1
Posons alors :

V=A+ 2 A, z"cos nw -4 ( B,s" sin nw,
[} - [}
lrad
1 1

Je dis que V est la solution cherchée.
Remarquons (ue nous avons supposé implicitement le rayon du
cercle C égal aVunité. il était égal a R, il faudrait écrire :

V=A\, —|—ZA,I <_‘;{_> "cos nm—}—ZBn <_§_>nsiu nw
1 1

Mais rien ne serait changé pour cela aux raisonnements qui
vont suivre.
Etudions la fonction V. Placons-nous d’abord en un point situé
a Vintérieur du cercle C. En un tel point, on a:
2 L.
Prenons g, tel que :

p<p <l

Cela est possible. D’autre part il est facile d’assigner une limite
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supérieure N aux modules des coefficients de la série z (w). Dans
ces conditions, on a évidemment :

| A,2" cos nw | < Npf
|Bag" sinnew | < N,
| A, | < N.

Les termes de la série V sont done inférieurs en valeur absolue
aux termes correspondants de la série :

N —|—22N90“
1

(qni est convergente et i termes tous positils. Done, dans tout
domaine intéricur au cercle C, la série V est absolument et uni-
formément convergente et sa somme V estune fonction continue,
On démontre de la méme lacon que V possede des dérivées par-
tielles de tous les ordres elles-mémes continues.

H résulte des remarques précédentes que, pour montrer ue
Yon a:

AV =0
en tout point intérieur a C, il suffit de montrer que chaque terme
de la série V satisfuit a cette relation. Oron a :

(x 41y " =3" {cosnw 4 isinnw’

Mais (x - iy)" est une fonction analytique holomorphe de
x4 1y. Doun:
A(phcosnw) =10
0

A" sinnw) =

On peut d'ailleurs le vérifier directement. En effet, changeons
de variables et éerivons V'identité :

%V 1 dV (Y

hEt 5 da 92 Jw?
) [ [ )

AV =

Tout revient a voir ue l'on a :

029n 1 09“ nzpn
T W ¢’
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¢ est-i-dire :

n(n—1)4n—n*=0
ce qui est évident,
Enfin, en vertu d’un théoreme d’Abel relatif aux séries entieres,
il est clair que V tend vers o (w) lorsque p tend vers 1. Done V
est bien la fonetion cherchée,
Remarquons que 'on vérifie aisément les relations :

A(cos:lm ):0

~
3
)

A(sm:uo):o.
2

Si done on pose :

\":AO—I—E A“ cos ﬂ(-)+Bn sin nw
1

L ?

¢
on obtient la solution du probleme de Dirichlet pour le cas ou le
domaine envisagé est constitué par la partic du plan extérieure

au cerele C.
81. Représentation conforme. — Soit une variable complexe :
Z=—X—+ iy.

Considérons une fonection analytique  holomorphe de  la
variable z :

[ (2) == X 4-iY.

On a :
oX oY
T Yy
oX oY
Oy

D’ol :

AN—0, AY —0.

De plns, X et Y sont continues et possedent des dérivées par-
tielles de tous les ordres clles-mémes continues. Ce sont done
certainement des lonctions harinoniques.

Réciproquement, soit X une lonction uniforme de x et y, har-

Poixcart, Potent, Newt. 12
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monique dans un certain domaine D. Je dis que c’est la partie
réelle d’une fonction de variable complexe réguliére dans le
domaine envisagé. Posons en effet :

X X
dv — —dx,

h, Ox ov

\':

1. étant un chemin d’intégration ui ne sort pas du domaine D,
[’expression :

oX X

—dy — dx

Ox v dy

est une différentielle exacte puisque 'on u par hypothese :
AX =0,

Donc l'intégrale curviligne considérée est indépendante du
choix que l'on fait pour L. De plus, on a bien:

Iy X
x oy
X
W_ dx

Donce X 4 1Y est une fonction analytique de x 41y, D'ailleurs
\ )
il est évident que cette fonction n’a aucun point singulier dans
le domaine D. Je dis qu'elle est uniforme. En effet on a :

df =dX +1dY.
Mais :

fdx —o, f[av—o,
'y ey

si ({ est un contour fermé situé tout entier dans D. D’olr :

Ar—0

)

dans les mémes conditions.

82. — Soient deux aires a et A limitées respectivement par lcs
contours ¢ et C. Supposons qu'il existe une correspondance
univoque et réciproque entre les points de a et ceux de A, de
telle sorte qu'a tout point m de a corresponde un point M de A
et un seul, ¢t réciproquement. On dit alors que l'on a effectué
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/

la représentation uniforme des deux aires a et A I'une par I'autre.
Appelons x, y les coordonnées de m et X, Y celles de M;
X, Y sont des fonctions uniformes de x, y et véciproquement.

Envisageons deux courbes tracées dans a et se coupant en m:
il leur correspond deux courbes tracées dans \ et se coupant
en M, si, comme nous le supposons, la correspondance établie
entre a et A est telle qu'a deux points infiniment voisins pris
dans a correspondent deux points infiniment voisins daus .\ et
réciproquement.

St Tangle des deux courbes de .\ en M est égal a l'angle des
deux courbes de a en m, ¢'est-a-dire si les angles sont conservés
par la transformation, on dit que la représentation est conforme,
11 v a d'ailleurs deux sortes de représentations conformes : les
directes et les inperses, suivant que les angles correspondants
sont ou non de meéme seus. Je ne m’occuperai que des repré-
sentations conlormes directes. Dans ce cas, X +-1Y doit étre une
fonction analytique de x 1y, D’olr :

X oY

Era

N Y
Ty T T

Ces condilions sont nécessaires et suflisantes.

11 est clair que, st 'on sait faire la représentation conforme
d'une aire a surune aire 3 et celle de 2 sur une troisicme aire v,
on saura aussi laire la représentation conforme de « sur ~.

83. — Supposons maintenant que l'on sache flaire la repré-
sentation conforme de a sur A. Admettons en outre (ue le pro-
bleme de Dirichlet ait été résolu pour le domaine a limité par ¢,
Alors on pourra le résoudre pour le domaine A limité par C.

En effet notre hypothese est que l'on sait coustruire une
fonction v réguliere dans a vérifiaut les relations suivantes :

02\‘ 0'?\'
PR e == {..... dans a
V ==z /S)..... sur ¢

o (s) étant une fonction donnée de 'are s de c.
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Cela posé, nous voulons trouver une fonction V réguliere
dans A et vérifiant les relations suivantes :

Y hEAY
I -+ N 0.... dans A

@ (S) étant unc fonction donnée de I'are S de C.
En vertu d’une remarque faite au paragraphe 81, v est la
partie réelle d'une fonction analytique holomorphe de x—-iy :

v iw = (x 4 iy)
mais on a :
X+ i1Y=F (x 41y
D’ou :
v—4iw="f (X 4-1Y)
On peut alors poser :
V=v(X,Y)
La fonclion ¥V est harmonique dans A et prend sur C la méme
succession de valeurs que v sur ¢,
On suit résoudre le problente de Dirichlet pour un cercle. Done

on peut le résoudre pour toutes les aires qui sont conformément
représentables sur un cercle.

84. Considérons encore une aire T. Si I'on connait la fonction
de Green relative au domaine T et a un point particulier M’ de ce
domatine, je dis que I'on pourra trouver toutes les lonctions de
Green relatives au ménte domaine, 12n effet on a

r

G:log%—}—ll,

la lonetion H étant définte par les égalités suivantes :

AH=0..... dans T

r

H=—log

. sur le contour de T.

0
r

La fonction G est uniforme. De plus c’est la partie réclle d’une
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lonction analytique de x 41 y. Appelons G’ la fonction qui lui
est associée et posons :

G4 1G = [ (x4 1y).

La fouction G’ est-elle uniforme ? Nous ne pouvons pas Daffir-
mer, a cause de I'existence du point singulier situé en M’. Mais,
pour voir cc qu’il en est, il nous suffit de tracer les courbes :

G =C".
Nous savons qu'elles s’enveloppent mutuellement (§ 73} et
(u'clles contiennenttoutes le point M a leur intérieur. Cela posé,

. d d . ) . )
« éSl nons ar — —_— Ty rys ) clv 1CIIT sut-
1 ons p et les dérivées es respectivemecent

ds dn
vant la tangente et la normale i 'une de ces courbes. On a :
dG’ dG
ds = dn
dG" dG
dn ~— T ds
Pou :
Y » dG’ dG
A/d(} —J ds dS—v d—nds,

le contour d’intégration étant 'une des courbes :
G =G*".

Or, nous avons vu que :

dG
= 2=
f In ds 2

fdG’:—27:

ct la fonction G’ n’est pas uniforme, puisqu’elle augmente de

Done :

— 2= quand on fait déerire au point x, y un contour fermé
entourant le point M'. Toutelos, si la fonction G' n'est pas uni-
forme, il n’en est pas de méme de la fonction :

eiGI
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Done on peut poser :
G+ iGr TR .y
e =T (x 4-1v) = X +4-1Y,
f, étant une lonction analytique uniforme de x 41 v.
Maintenant, considérons le cerele :

X2 Y= 1,

Je dis que nous pouvons faire la représentation conforme de
.
I'aire T sur ce cerele. On a :

VX2 - Y = ¢f.
Done les conrbes :
G — CIP
se transforment en les cercles concentriques :
N2 - Y2 =k,
D’atlleurs la courbe :
G=0
qui n’est autre que le contour de l'aire T devient le cercle :

N2 Yi— 1.

La représentation est ainsi réalisée. Fn conséquence, on peut
résoudre le probleme de Dirichlet pour I'aire T et par suite trou-
ver toutes les fonctions de Green velatives a ce domaine. La pro-
position annoncée est donc établie.

Ce théoreme n’est plus vrai dans le cas de 'espace.

85. Résolution du probléme de Dirichlet pour le cas de la sphére.
— Nous avons déja formé (§ 72) la fonction de Green relative i
une sphére et a un point M’ situé a 'intérieur de celle-ci. Si 'on
appelle (fig. 55) :

a..... le rayon de la sphere,
YU la distance ON,
r..... la distance MM’

r'.... la distance MM",
ona:
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En tout point de la surfuce de la sphére, la relation :

a

!
r 2
est vérifiée, puisque les points M’ et M” sont conjugués harmo-

niques par rapport a la sphére.

Posons : o~
b=>MOM
N
o= OM,M'
PN
4 =NM M".
Alors :
dG  cosg acos
T dn 1P or'?

dG .
En effet — I est la projection sur le rayon O M, des attrac-
n

¥ig. 53.

; \ . a
tions dues & deux masses, 'une + 1 située en M’, I'autre — —

2
.o ) s . L. D
située en M. On peut d’ailleurs facilement vérifier la formule pré-

dn

cédente par un calcul direct. Transformons I'expression de
dG T cos 3 a r'cosd
dn - =] B 3
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Or on a sur la sphere :

2
I"s :I‘3 -T-
pr
[
D'ou :
dG rcos o 2 1 cos:
— = e i
dn r’ a2 r
Mais :
rcosz—a—pcosl
2
! a
1/ cos by = —— cos§ —a.
3
)
Reniplacons :
5
ocosf— &
dG a—pcosh + ¢ a
dn r’ r
dG af—z?
dn ar?®

1
dn P
Cela posé, cherchons a résoudre le probleme de Dirichlet pour
le cas de la sphere. 11 s’agit de construire une fonction V régu-
liere en tous les points situés a I'intérieur de la sphére et satis-
faisant aux conditions suivantes:

. dG . .
On voit que —— est proportionnel a

AV=0..... a l'intérieur,

Y — une fonction donnée..... a la surface

Appelons V la valeur de la fonection inconnue en un point M
situé a I'intérieur de la sphére et V' la valeur donnée de cette
méme fonction en un point M’ de la surface. Soient, d’autre part,
do' un élément infinitésimal de cette surface et G la fonction de
Green ayant le point M pour pdle. On a (§ 75) :

1 ., dG ,
V=— b fV dn do’,

le champ d’intégration étant la surface de la sphére. Cette for-
mule permet de résoudre le probléme que nous nous sommes
posé. Mais il y a deux objections possibles :
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dG . . . .
1e..... I existe-t-il ? Nous avons vu plus haut que oui.
n

20..... la méthode suivie suppose que l'on admette d’avance
I’existence de la solution cherchée.

Pour atteindre une rigueur parfaite, il nous laut établir que
la fonction V construite au moyven de la formule précédente rem-
plit bien toutes les conditions imposées a la fonction cherchée.
C’est ce que nous allons laire. Nous sommes ainsi amenés a dis-
cuter une intégrale connue sous le nom d’/ntégrale de Poisson.

86. On a:

dG a2 —g?
T da T ar®
D’oir :
Posons :
A
[

On en déduit :

e

Comparons V a la fonction :

}L’d(l)/
U:f_T

qui estle potentiel newtonien d'une couche de matiére attirante
répandue sur la surface de la sphere. Soient x, y, z, les coor-
données rectangulaires d’un point et g, §, = ses coordonnées
polaires. On a :

X ==pco0s%sinf
y=psinsinf
z

:PCOS 6.

Grice a ce changement de variables, V devient une fonction de
20, o
Etudions I'expression :
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On a:
oU oU oU oU
by = X T S :

¢ ox 4z

o effet :

‘g:‘/xa_}_)@_*_zz.

Laissonsalors § et z constants, maisdonnons a p un accroissement
infiniment petit ds. Nous passons ainsi du point dont les coor-
données sont g, §, © au point dont les coordonnées sont 5 + da.
b, ©. On a :

oU oU oU oU

5 d‘:‘:()_x-dx_}—o—ydy_}—b—zdz'

en appelant x, y, z et x -} dx, y + dy, z 4 dz les coordonnées

cartésiennes des points M et M’ (fig. 56) dont les coordonnées

z

Y Fig. 56.

polaires sont 5, §, », et o 4 dp, §, ». Remarquons que dx, dy, dz
sont les projections orthogonules de dg sur les trois axes de coor-
données, D’ou :

dx, dy, dz, dg
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par des quantités proportionnelles, On conclut de la

W W U oU
P A P P

C’est ce que nous voulions établir.

On a:
1
. N (_)
5 U =3 u.’—r— do’
LN I : ' 0z ’

Dautre part, on peut écrire ;
P =a’+4-2*—2ag cosh.

en posant (fig. 53
PO

i =MOW

On tire de la :

rdr = zdz —acosfidy

¢’est-i-dire :
dr _p—a cosh
dp r
Par suite :
1
' ()
r/ 1 or
R r? D_‘J
1
r acosh—3
DP — l_:i
Done :
ou , 2agcosh—257 , , a’
22 02 :f‘u r do :f &
Or :
'J.I

et :
. a—n1
3 :f(,t’—,“ de'.
1
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D’on :
d
d

=

=V,

U-+2p

"0

Cette relation va jouer un role essentiel dans nos raisounements.
La fonction U est un potentiel newtonien dit a une surface atti-
rante. Donc U a des dérivées partielles de tous les ordres qui
sont finies et continues, en tout point situé & l'intérieur de la
sphere. De plus ona :
AV=0

est ausst

dU
do
une fonction continue et posséde des dérivées a I'infini. En outre,

A(:; OU):().

0 2

dans le méme domaine. Maintenant il est clair que >

on a:

En effet, de la formule :

LI S U
P T N Ty P

on déduit :

A(a o >=m (ﬂ>+\_¢<ﬂ)+ 23 ( o >+ 2 AU
) ox - Oy

2

et, conimre ona :

ce qui entraine :

on peut éerire :

La relation :

est ainsi vérifiée.
En un mot, il résulte des remarques précédentes que V est
une fonction harmonique dans la sphere.
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11 nous reste i constater que V (x, y, z) tend vers V' (X, y/, 2))
quand le point M (x, y, z) tend par un chemin quelconque vers le
point M’ (X, v/, Z') de la surface de la sphére.

z

(s)

Fig. 3.

Rappelons d’abord un résultat établi dans la théorie des sur-
faces attirantes. Soient (fig. 57) :

S . ... .... unesurface attirante.

M. .. ... .. unpointfixede S.

M. .. ... .. unpointde l'espace.

X, ¥,z - . ... lescoordonnées de M.
MM,. . .. ... ludroite quijoint Ma M.
M. .. ..... uvnpointde S.

x, v,z .. ... lescoordonnées de M’
« ... ... .. unefonctiondex',y, z"
Wy o o« « - -+ - la valeur de w'en M,

Supposons que le point M tende vers le point M, en suivant la
droite fixe MM,. Prenons lu normale a S en M, pour uxe des z et
le plan tangent & S en M, pour plan des x, y, les uxes de coor-
données étant d’ailleurs rectangulaires. Considérons maintenunt

zu/dey’
J == —_—
1\3

l’imégrale :
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r étaut la distance MM'. Si les axes sout quelconques, on a :

* NMuw'de'
e

N étant la projection de M sur la normale en M, projection
faite parallelement au plan tangeut en M. Le clramp d'iutégration
est toujours la surface S dont do’ est un élénient. Cela posé, on
sait que :

him, ) =2=u,.

Appliquons cela.
Mo

Ou a itig. 58) :

Lo dde!
52 ’t__

¢ IS

S " Tey
W — 2% M Ndo!

MY l-*

v

V=

St M tend vers M, N v tend aussi. Daus ce cas, o a :

2 2
v— 3

hm-\\r‘- = lim-{a 4z} = 2a,
oy
car :
MN=u0—ON=a—scosa,

2 ¢taut 'augle MON, ce (ui prouve que :

3

lie M N =lint (2 — 2
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D’autre part, en vertu du lemme rappelé plus haut, ou « :

=2y,

. WM Ndo'
hm] _—
.
D’ou :
IimV =4 maw,
ce qui doune bien :
I V =Y.
Eu définitive, il est prouvé que la fonction V résout le probléme
de Diriclilet dans le cas de la sphére.

87. Reprenons la [ormule :

ouU

kS
)

Ou sauit que U est le potentiel dit a une certaie couche de
matiere attirante répandue sur la surfuce de la sphére. Aucune
des masses qui engendrent U n’est située a I'intérieur de la sphere.

Done (§ 231, dans ce domaine, U est développable en série de
polyuomes sphériques :

U=+ 0,41, +..... + 0,4 ...

On peut écrire :

X, étaut une flonction sphérique. 1)'ou
U= X 4 oX, 4+ N\, 4+ ... + "X, + ...
Les quantités X, ne dépendent que de et 2. Do :

U X 2 52X N
2 3 :9‘1+_9JQ—|—...—+—119‘“+,_,

Ces deux séries sont couvergeutes pour :
? < ua.

Ou déduit de la qu'al'intérieur de la spliere V est développable
en série de polynédmes sphériques :

N=S{2n+1) "X, =X 2u+ 1) 11.
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Ce développement est vulable pour tout domaiune contenu dans
la sphere.

On ne peut pas, en général, wodifier I'ordre des termes danus
les séries précédentes et ordouner par rapport o x, y, z. Cepen-
dant cette opération est possible (§ 24) si :

5 < ha,

. étant une constante suffisamnent petite. Douc V est une flone-
tion holomorphe daus le voisinage du centre. Il en est de méme
d’ailleurs en tout autre point de la sphere, conune on le verrait
en ordonnaut les développenients par rapport & x —x,, y —y,,
z— z,, st on appelle x, v, z, les coordonnées du point considéré.

(%)

(T

Fig. 39.

Tirous de la une tmportante couséquence. Soit un domaine T
dans lequel une fonction V est Liarmonique. Prenons un point M
quelconque a Iintérieur de ce donmine et entourons ce point
{fig. 59} d'une sphére T assujettie seulement a ne pas sortiv de T,
La lonction V est harmouique dans £. Donc on peut trouver une
nouvelle sphere Sayaut pour centre le point M, contenue dans X et
assez petite pour que V soit développable dans S en série eutiere
procédant suivant les puissances de x — x,, v—V,, z—z, (st l'on
appelle x, ¥, z, les coordonnées de M). Donc la fonction V est
holomorphe en tout point de T.

88. Méthode de Thomson. — Envisageous une transformation
pouctuelle de I'espace par rayous vecteurs réciproques. Placons
‘fig. 60) 'origine des coordounées au péle d'inversion O et sup-
posous que la sphere directrice ait un rayou égal a l'unité de
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longueur. Si M et M, sont deux points correspondants, ou sait
qu’ils sont en ligne droite avec 'origine et que l'on a :

OM.OM, = 1.

Voyons les applications de cette méthode de transformation
i I’étude du potentiel.

1°... Cas d’un seul point attirant. — Soient (fig. 61) M un
MH
My
M
™ ™M
o
Fig. Go. Fig. 6.

powt attiraut et M un point attiré. Au point M’ correspond le
point M’ et au poiut M le point M,. Posous :

WI :\5’

On a
9?1:911/121
et
Do f @
v o 2

a cause de la similitude évidente des triangles OMM' et OM M',.

Supposons que le point M’ porte une masse m’ et le poiut M/,
unte masse m’;., Quant aux points M et M,, leurs masses sont par
hypothese égales i 1. Alors, si nous appelons V le potentiel

roOINCARE. Potent. Newt. 13
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dd alaction de M’ sur M et V, le potentiel du a 'action de M/,

sur M, nous avons :

!
m m
T T 1
‘ :—‘ ’ \ 1—
1 r,
D'ou :
N 4 "
r, \ .
r m’ VY,
Or:
N5
r A5/
Par suite :
, .
my N 2
7 o
m’ ¥, e

Choisissons m’, de telle facon que :

1 14

7

8]

14
m'_
o 3

hs )

Puisque mt’ est donné, on voit que m'; peut étre déterminé. De

m’ .
plus, le rapport F’l est indépendant de 5. On a alors :

\ A T
N, N T T

c’est-a-dire :

2°... Cas de plusieurs points formant un ensemble discret. —

P/

Soient M un point attiré portant 'unité de masse et :

-
=
=
—
I

M.
un systeme de p points attirants portant respectivement les

masses :

en désignant par r;, la distance MM,.
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Appelons M’ le point qui correspond a M dans l'inversion et :

MM ML MY

ceux qui correspondent a :

Posons en général :

OM =35, OM, = 5,
OM =5, OM,=— 2,

Ona :
A~ o
pp'=pipi=1
et
N / ’
Y o ry
2i ? Ty

pour toutes les valeurs de l'indice i depuis 1 jusqu'a p. Atta-
chons maintenant 4 chaque point M/ la masse m’; déterminée
par larelation :

D’autre part, considérons le potentiel V' produit en M’ par
I'attraction des points M/, :

L4 !
m
A A i
V= E -
L
1
On a:
!
' 2
r=r, —
&
m’; m; g 1 m,
T T 7
r; o T2 EE. ¢
Dot :
I\'I — \Y

Comme on a :
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on en déduit :
Vi=oV.

i

3°... Cas d’un volume attirant. — Considérons un volume atti-
rant T ou la densité de la matiére est u en chaque élément de
volume dt dont le centre de gravité est le point M. Soit P un
point attiré portant I'unité de masse. Appelons r la distance MP.
Le potentiel produit en P est :

v [ pds
m T

Transformons par inversion. Le volume T devient un volume T’
ou la densité de la matiére estyu’ en chaque élément de volume dr’
dont le centre de gravité est le point M. Soit P’ le point qui
correspond a P. Appelons 1’ la distance M'P’. Le potentiel pro-
duit en P’ par T’ est : .

wde

¢
\ /

T Jmyor

Le point M’ est supposé, lui aussi, porter I'unité de miasse.
Quant a /, on peut le choisir arbitrairement. Posons :

wdd 1

pds 7%

!
—P M

en appelant py la distance OM et o'y, la distance OM'. Désignons
encore par p la distance OP et par p’ la distance OP’. On a :

! !
pe'=pup'w =1
et .
! ! !
2 Pw
om P r
D'ou :
N !
d= % e 1
- 3 - M/ T g
d= 2™ M
Prenons donec :
w! 1
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Alors la relation :

w'ds’ 1 ,
udst 2x {
est bien vérifiée. D’ou :
w'd<’ wds 2 uds
T ew— =2
r r 2\ r

On en conclut :
o LA, 07
V=5V, V=7V,
4° Cas d’une surface attirante. — Conservons les mémes nota-

tions, en remplacant seulement les éléments de volume d= et d+/
par les éléments de surface dw' et de'. On a ici :

do’ p 1
—_— 1 .A‘U ] .
dw i P‘A‘l
On prend done :
!
R
3 —P M
w KRRt
etl'on a encore :
Wde' 1 /
d — :P Mre
paw oM
D'oir :
T -
Vi=oV, V=7V,
5° Cas d’une ligne attirante. — Conservons toujours les mémes

notations, mais en remplacant les éléments de surface dw et do’
parles éléments de longueur ds et ds’. On a ici :

!
—di: 3’2M/ - 1 .
ds ‘ P,M
On prend donc :
w 1
£ = =
— M
" 2w
et I'on a encore :
! 7
w'ds 1 ,
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D’on :
Vi=aV, V=,'V.

5¢ Remanqee. — Dans tous les cas examinés, on a :
Vi=,V.

Supposons que P’ s’éloigne a I'infini, alors P tend vers 'ori-
gine, o tend vers zéro et \ reste fini. Donc V' tend vers zéro.

Supposons maintenant que P s'éloigne a linfini. Alors 7V
tend vers la valeur A de la masse totale qui engendre le poten-
tiel V. Il en est donc de méme de V' quand P’ tend vers
I'origine.

89. Equivalence des problémes de Dirichlet intérieur et extérieur.
— Soit une flonction V, (fig. 62} harmonique a 'extérieur d’une

(81),

Fig. G2,

surface fermée S, s’annulant 4 Vinfini et prenant sur S, des
valeurs données. Admettons que les dérvivées premieres de V,
restent finies et continues méme sur S,. On peut alors construire
une fonction définie, uniforme et continue a l'intérieur de S,,
qui prenne sur S, les mémes valeurs que V, et qui possede a
Iintérieur de V, des dérivées continues des trois premiers ordres.
Cette nouvelle fonction peut étre regardée comme un prolonge-
ment de la fonction V,. On a :

AV, =0... a 'extérieur de S,
AV, 5£0... a I'mtérieur de S,.

De plus les dérivées de V, sont en général discontinues quand
on traverse la surface S,. Dans ces conditions, il est clair que
V, peut étre regardé comme la somme de deux potentiels, I'un
du a une couche attirante répandue sur S, 'autre di a des masses



RESOLUTION DU PROBLEME DE DIRICIULET 199

distribuées i I'intérieur de S,. Effectuons maintenant la transfor-
mation de Thiomson. Le potentiel V, devient un potentiel V et,
en deux points correspondants on a la relation :

Vl == PV

Par cette méme transformation, la surface S, devient une nou-
velle surface fermée S et, si le pole d’inversion a été pris a l'in-
térieur de S;, 'espace exterieur a S, devient 'espace intérieur
a S. Le potentiel V est di 2 des masses extérieures a S ou situées
sur S. Done, a I'intérieur de S, on a :

.

AV =0.

Done V est hlarmonique. De plus V prend sur S ‘des valeurs
qui sont données par la relation :

R
\:?“

On voit par la comment on peut ramener le probleme extérieur
de Dirichlet au probleme intérreur, et réciproquement.
Jindiquerai seulement, pour terminer, que, st la (onction :

Vi, y, z,)

est harmonique a I'extérieur de S,, lua fonction :

1 X y z
Vixv,za)=—YV, ([—, =%
(u’) p 1 Pz’ 92’92

est harmonique i l'intérieur de S. C’est ce que nous venons de
voir. On peut le vérifier par un calcul direct.

90. Cas du potentiel logarithmique. — Soit un potentiel :

1

V=2 m.log

-0
2
i
dd i des masses quelconques. IFaisons une inversion comme

ci-dessus, mars en donnant des masses égales a deux points
correspondants. On a :

v

N
=2ZXmlog —-
21

1
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D’ou :
SR r ¢’
V,—V=3Zmlog - = Zm log —,
1 1
en reprenant les mémes notations que pour le cas d’un point atti-

rant au paragraphe 88. On peut écrire :
’ v 1 ro 1 rU
V,=V+4ZImlog Tj—Em ogT-

On voit que la différence V, —V ne dépend que de la position
et de la valeur des masses attirantes données.

La conclusion est la méme, qu’il s’agisse de points discrets,
de surfaces ou de lignes.

On verrait, comme pour le potentiel newtonien, qu'on peut
ramener le probleme de Dirichlet intérieur au probleme exté-
rieur, et réciproquement. Seulement, ici, si :

est harmonique,

Pest aussi.

91. Propriétés des fonctions harmoniques & l'infini. — (Considé-
rons I'espace extérieur a une sphére  de rayon 1 (fig. 63). Sotent
M et M, deux points correspondants dans I'inversion définie par X
prise comme sphére directrice. Posons :

‘GZOM, 0120311.

[y

Ona:
5 =1.

s

O

S1V, estune fonction harmonique a I'extérieur de I, laméthode
de Thomson permet de construire une fonction V harmonique 2
I'intérieur de Z. Entre les valeurs de V et de V, en deux points
correspondants, on a la relation :

\v j—iis ‘-

NS IS &

Remarquons que V est harmonique méme au voisinage de O,
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‘

pourvu que V, s’annule a l'infini et s’y comporte régulierement
comnre un potentiel newtonien.

¥ig. 63,

Cela posé, on peut écrire (§ 8T).

V=32n+4 111, =Z2n+41)"X,.

D'ou :
\Y% . X
V1:—-— :2(2ll+ 1) n—il.

21 21

n,

V1:E(2n+1) TR

1
en posant :
', =a"X,.

Le développement de V est valable a I'intérieur de T et celut
de V, l'est a I'extérieur.

92. Remarque. — Considérons (ﬁg. 64) une fonction V har-
monique en tout point M situé a I'intérieur d’'une sphere S, saul
peut-étre au centre O.

Posons :

Vdw
J=

7 9 2
Jig A}
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¥ étant une sphére de ravon o conceutrique a S et tout entiere
intérieure o cette derutére spliere. Ou voit que J représente la

Fig. 65.

valeur moyenne de V sur X, Euvisageous mnaintenant une sphéere Q
concentrique aux premtiéres et de rayon 1. Soit :

d(v)
4 wo?

i

des—=

Alors ds est un élément de la spliere Q. Dol :

J— f Vds.
(2)
On en déduit :

dJ“/‘dVdﬁl "dVd
ds T (Q)F 7= 4:92‘/(2) dn @
dJ

) 1 dVv
Py vl S T

Cousidérons deux spheres X et ¥’ correspondant a deux valeurs

différentes de o, 5 et 5'. Entre ces deux sphéres, V est harmo-
nique. D’on : .

dv dv

—dw=—= ] ——dw.

© dll =/ du
Par suite :
, dd

o

Yods

i

C*=—C.
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On en déduit :

dJ_ c

EEN

J=— A,
2

)

A étant une nouvelle constante.
Si V est harmonique ntéme en O, J conserve une valeur finie
lorsque » tend vers zéro, car si on pose alors :

| V]<N
on a évidentment :
| J|< 4=N.

Done :

C=0.

T.a mémne couclusion subsiste, si, V n’étant pas harmonique en O,
ou peut cependant réaliser I'inégalité :
. N
| V | < Al—t :

)

Dans ce cas en effet, des que o serait assez petit, on aurait :

Vi<l

»

st C était différent de zéro. Mais cela est unpossible puisque J est
la valeur moyenne de V. D’ou:

C=0.

D’atlleurs la couclusioun ue serait plus exacte daus d’autres cas,
du nioins en général, Preuons en eflet par exemple:

v L
2
On aict:
dw 4wg? 1
1= AT 4wp? :T
D’oir :
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93. Théoréme analogue A celui de Laurent. — Soit V une fonc-
tion harmonique dans I'espace compris entre deux spheres
concentriques S, et S, dont les rayons sont respectivement 2
et o, (3, <p,). Cette fonction est susceptible d'un développement
en série analogue a celui qui est connu sous le nonm de formule de

Fig. 65.

Laurent pour les fonctions analytiques holomorples dans une

couronne circulaire.
Soient x, y, z les coordonnées d’un point M situé entre les

splieres S, et S,. Posons (fig. 65) :
2 =_O_M:\/x2—|—y2—|— z%

Nous supposerons, ce qui est permis évidemment, que V resie

finie et continue ainsi que ses dérivées sur S, et S, ; cela revient &

IS
dire que V est harmonique dans un espace un peu plus grand que
celui que nous considérons. Dans ce cas, on peut, d’une infi-
nité de facons, construire une fonction W jouissant des propriétés

sutvantes:
1o..... W est défini a l'intérieur de S,

20 ... Si I'on considére une fonction 8 qui coincide avee V
entre S, et S et avec W a I'intérieur de S, @ présente tous les
caractéres de continuité des fonctions harmoniques régulieres.
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I’0sons maintenant :

1
u— A
¢ 4w o
et
U— u'd’
(S1) I
Oun a:
AU =230 =AW..... pour 5<<p
AU =148 =AV =0..... pour 5, <p < 3,
AU=0..... pour »>ga
Or on peut écrire :
V=©—U)4LU..... pour 5,<< 2<9,.

A lintérieur de S,, on a:
A{e—U)=0,
d’ou (§87):
0 —U=Z2u+44)0,=32u+41X,.
(e développement est valable pour :

¢<ir

205

Cela posé, U est un potentiel newtonien engendré par des masses

sttuées toutes i l'intérieur de S,. Donue, pour:

20<<?P<?ny
on a (§91):

. ', N,
U=X ozn+1=E PO
[) )
On couclut de la:
; , ’ i,
\:EL2I]—|—1) ﬂ.+2 —W

ou encore:
X/,

n+1

V=22n+41)"X,+32

2]
)

Ce développement, dout I'analogie avec celui de Laurent

est
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manifeste, est valable 4 l'intéricur du domaine ot V est harmo-
nique, c’est-i-dire pour :

Qo< <oy

94. Je dis que le développement précédent n’est possible que
d’une seule maniére. Cela peut paraitre paradoxal, car le choix
de W comporte beaucoup d’arbitraire. Néanmotus, voici la preuve
de ce fuit,

Commniencons par déntontrer une importante propriété des poly-
némes spliériques. Posons :

X, et X, étant deux fonctions sphériques. Cousidérons ume

sphéere £ de rayon o ayant pour ceutre lorigine et comparons
v ) v

son élément infinitésimal de & celui de la sphére £ concentrique

et de rayon 1. Si Pon appelle 2,8, = les coordonnées polaires

d’un point, on a:

do=7"stnfidids = ds.

D’autre part, on a:

f

v(a)

(n,, dn, . dn,

T o =0

en vertu de la formule de Greeu, car:
AllL=0, All,=0.

Mats fei:

d 9
du 95 ’
d’oir : v
\
f(:) (n,%—— n,,%l;—")dczo.
Or:
My g My

d2

v )
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Remplacous ; il vient :
(p—n) 9»+"—1f2) X,X,ds =0.
Done, si n=£p, ouna:
f( X, X, ds = 0.
5

c’est-i-dire :

[N.X, sin dbdz = 0.
JE '

11 est clair que cela n’est plus vrat si n=p.

Supposous maintenaut qu’il y ait deux développements pos-
sthles pour une fonction V harmonique euntre deux sphéres con-
ceutriques S, et S,. Posons:

XI
Yo=o"No + =+
+

Notre Livpothese implique qu’on puisse écrire :
A I

Y, =0
en retrauclhiaut I'un de Tautre ternte i terme les deux développe-
ments distiucts de la ménte fonction. Or je dis que cette cousé-
quence est absurde. En effet, nous savous que la série XY, est

uniformé:ment convergeute comme étant la différeuce de séries
qui le sout. Multiplious alors l¢s deux meinbres de Pégalité :

2Y, =0

par Y, et intégrous sur la sphere Z. On a:

.
7y \T v _
z‘[) YYds 4 | Yids—0

en permutaut les sigues ¥ et f, comie cela est permis i cause
de P'uniformité de la convergerice. Dans I'égalité précédeute, le
signe I ne porte que sur les termes pour lesquels on a:

n=£p.

Mais on a:

f Y. ds —0.
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| Y2ds=0.
w(T)
Ou en conclut :
Y,=0.
Cela a lieu pour toutes les valeurs de l'indice p. Done, si 'on
pose :
V=723Y',
V=3Y",
D a.
Y, =Y.

l.e développenient étudié n’est done possible que d’uue seule
waniére.

95. Remarques. — Cousidérons une fonction V harmonique a
Pextérieur d’une sphere T, de rayon o, sauf peut-étre a I'infini, On

peut écrire :
v/

X
V:“"P"xu_}—z ||+“1 '

Ce développentent est valable daus I'espace compris entre la

sphere X, et une sphere quelconuque dont le rayon est plus grand

nue 3,.
- . . .

Supposous matutenant que l'on puisse réaliser, pour toute

valeur de o, I'inégalité :
V<3

¥

¢(p) tendant vers zéro quand ¢ augniente indéfiniment. Je dis
que, daus le développentent de V, on aura :

X,=0.

lin eflet, on peut écrire :

flx \:fn dd‘:f:)};—;:idc—i—

+§ j( )X,,;P X ds+ N X
z

Pn (:) ?p+l pn

/1 x’nxn d
— > a7
JE Pin +1
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Daus cette forniule, le sigue 2 porte sur des termes pour les-
quels om a :
pEu.

Ou sait que la fonction X, est fiuie. IScrivons done :

| X, | <M.
D’autre part, on a supposé :
V]
Pn <‘r(f’)
D’on :
~ VX,
J(:) - ds [<4=Mz ().
Matntenant, o a :
f X, Xods =0, X' X,ds =0
() v I(Z)

si p == u. De li résultent les relations :

SN oo X,
Zh{:‘) X,z ~ de =10

)

2‘ X X
f_V1 - dz =0,
(:) PpT ?n

. . 1 ‘v v
(> ‘ uf(‘:)v“dc +W,</:>x"‘ ndz

Ou en conclut :

4N

-8

FFatsous croitre o indétininteut. Le secoud terme du second
nrewtbre tend vers zéro et il en est de méne du prentier membre.

On a done i la limite :
f X2, ds = 0.
(=)

f( s =0,

N, =0.

D’olt, forcément :

ce qui implique :

La proposition énoncée est établie.

poINCARE, Potent, Newt, 13
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Voici une application. Supposons que I'on ait :
JV]<Kg,
K étant uue certaine coustaute positive. Ou peut écrire :

K

PP

V] <

quel que soit p. Prenons :

(p) =

-G

p "

On est daus le cas signalé plus haut. D’oir :

X,, —0,

n+p T

pour toute valeur positive de p. Daus ce cas, on a :

pour toute valeur de o supérieure i p,. La valeur principale de V
a I'infini est alors :

Xy +oX, 4o+ 07X, 5

c’est un polynéme.
Si la fonction V est en outre harmomque et réguliere i I'inté-
rieur de %,, on a simplement :

V=X,+ X, + X, ~+..... —+ "X,

et alors V est un polyndme.
Si enfin V est une fonction harmonique réguliere dans tout
'espace, saufl & Uinfini, et 51 ’on a :

V| <K,

on voit que V se réduit a une constante X,. C'est li un théoréeme
analogue a celui qui est connu sous le nom de Liouville dans la
théorie des fonctions analytiques d'une variable imaginaire.

96. AUTRES REMARQUES. — Sott une fonction V harmonique
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a lintérieur d’une sphére S, saul au centre O. Entourons ce
point d'une petite sphere S. On a :
X/,

n
2

V=ZI"X,+4-3 =,
our sz compris entre a, et 2. Mais 5 est quelconque. Donec ce
p v p v [} Vo q q
développement est valable pour tout le domaine limité par S,.
Ston a:

z(z) tendant vers zéro en méme temps que p, on voit comme
ci-dessus que X', est nul.

Done st : i
IVI< o
on peut écriré :
: - .
VesX e e N R

La déinonstration est la méme que pour la proposition analogue
du paragraphe précédent. Dans ce cas, le produit 5,V reste fini
a l'origine.

Si la lonction V est en outre harmonique et réguliére al’exté-
rieur de S, et méme a I'infini, on a sintplement :

. X' X/ N
V= \00 + 4.+ —\—*‘
Enfin si on a en plus :
. K
)\' I<T7

+

V se comporte comme un potentiel i Uinfiui et alors on a :

. N/,
\ — %
97. Théoréme de Harnack. — Soit un domaine T. Considérons
une suite de fonctions :

U,U,.n, U

1?

définies dans ce domaine. Nous ferons les hypothéses suivantes :
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1o... toutes les fonctions U sont harmoniques dans T.

2°... toutes les lonctions U sont positives dans T.

3°.. on peut assigner un nombre positif’ K, indépendant de n
et du point x, v, z choisi dans T, tel que :

est convergente eu tout point de T. Sa somme est donc une
fonction de x, v, z délinie dans T. Je dis que cette fonction est
harmonique.

Fig. G6.

Prenons en elfet, dans le domaine T, un point M, quelconque
tfig. GG}, Entourons ce point d'une premiere sphéere S’ située
tout entiere dans T. puis d'une seconde sphere S concentrique
la premieére et intérieure i celle-ci. Soit M un point de S’ placé
au centre de gravité de I'élément dw’ de cette sphere. Appelons
U,/ la valeur de U, en M. Prenons maintenant un point M a I'in-
térieur de S et appelons U, la valeur de la fonction envisagée en
ce point. Posons :

MM=: MM =r

1 v
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et désiguons par a le rayon de S'. Puisque U, est harmonique
dans S, on a :

- 3 2

_ v A3 N
U, _L[(S’) U, S do
Posons :
A,,:fs Udo
On a :
; .
A = U dw'.
Z n L/“;/J "(. (O]
1
D’on :

Done la sérte :

AH-A, ... 4+ A,
dont les termes sont tous positifs, est convergente.
Posons :
a— o2
4_—“‘1 =h>0.

11 est clair que r ne s’annule jamais, si, comme nous le suppo-
sons, M reste dans S et M/ sur §’. On a :

r>a—Db,

en appelant b le rayon de S. Donc f ‘et ses dérivées successives
sont des {onctions qui restent toutes finies. Posons :

|9]<B,
’g—‘i <B,, \%‘<Bl, 3—2 <B ’ g?\e l<B” etc.
Onas Jy == //‘ U’ hdw'.
(87
U
W= e
Y N 3
é‘))[‘;n — (s')Uln 3\?‘ do’

. ete.
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U, <BA,
U,
Ox
hE SN
It <B,A,.

cte.

<BA,

Cousidérons alors les séries :

We Wy Wy
IRl ST S
2U, 0, U,
T ek SRR

Done elles sont toutes ahsolunient et uniforniément conver-
gentes daus S. On conclut de li que leurs somntes sont des fone-
tions continues dans le méme domaine et qu’elles ont respective-
ntent pour valeurs

ouU 0?U

N —()x vy , ete.

Par suite U a des dérivées de tous les ordres dans S.
D’autre part, en vertu de ce qui précéde, on peut écrire :

AU ==ZAU,
et comnte :

AU, =0,
on déduit de 1a :

AU=0.

Donc la fonction U est harmonique dans T : le théoréme de
Harnack est démontré.



CHAPITRE VI

DOUBLES COUCHES

98. Déflnition d’'une double couche. — On est amené i consi-
dérer dans la théorie du magnétisme des systemes attirauts lor-
més de deux couches attirantes infiniment rapprochées M
et telles qu'en deux points correspondants de ces deux L 1
couches les deusités soient égales, de signes contraires »'(”
et tres grandes. De pareils systemes s’appellent dou-

.

bles couches.

Précisons cette définition.

Soit M (fig. 67) un point attirant, m sa masse, et M
un point attiré. Désignons par x/, y', z’ les coordon-
nées du point M/, par x, y, z celles de M et par r la
distance MM’. Le potenticl newtonten V dii 2 lamasse m
a pour valeur au point M :

r ) ™
Fig. 65,

Supposons que, M restant fixe, M’ se déplace, et
sotent §, 0, { les composantes de sa vitesse; les coordonnées

X', ¥/, Z et le potentiel V sont alors fonctions du temps t.’ On a :

r dx . dy’ . dz’'
A T2 TR [
et
1
d— ) — el
dv —m[ r £ r 0 1 C]
dt x oy’ Can 0z’
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La variation dV du potentiel pendant un temps tres petit dt
est doue :
1 1

[°T 0 "+ ]
dV = mdt o 5+ N 1, —+ 37 Zl.

Pendant ce temps dt, le point M’ est venu en M” et dV n’est
autre que la différence de deux potentiels ; T'un di a la masse
~+ m située en M”, 'autre a une masse égale située eu M'; on
peut aussi regarder dV comme la somme de deux potentiels :
I'un du & la masse - n située en M, I'autre a la ntasse — m
située en M.

L’expression dV est donc encore un potentiel newtonien, celui
qu'engendrent deux masses tres voisines I'une de 'autre, égales
et de signes coutraires. C’est, par exemple, le potentiel d'un
tres petit aimant dont le péle austral serait en M’ et le pole
boréal en M'.

Considérons de méme un volume attirant; son potentiel est
exprimé par l'intégrale :

V:[ y.’d:' )
1%, r

Supposons que chacun des points attirants M’ se déplace,
pendant un temps tres petit dt, d'une tres petite quantité MM
dont les projections sur les trois axes de coordounées soient £dt,
rdt, %dt; la variation dV du potentiel sera :

[ NN NS

- ) . v v y] y

dy— w'dt 3 t 3 7, + RS d+’,

Cette intégrale peut étre considérée comme le potentiel d'un

volume magnétique, chaque élémeut d<’ de ce volume ayant un
moment magnétique dont les projections sur les trois axes sont:

wdtdsz, w/dtd<r, p'ded=%.

Lixaminons enfin le cas d’une surface attirante; son potentiel
V est représenté par 1'intégrale de surface :

o
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En opérant contme précédemnient, on est conduit i envisager
l’iutégrale

. o_f- o% )—
... y.’dtL Y £ 4 3y 7+ o ’Q]dm’.

Cette intégrale peut &tre considérée commre représentant le
potentiel dit i des masses attirantes répandues sur deux surfuces
tres voisines dont les points se correspondent de maniere qu’en
deux points correspondants les deusités soient égales ct de
signes contraires; le segment déterminé par deux points corres-
pondants a pour projections, sur les axes de coordounées,
zdt, »dt, Idt, les quantités &, v, { étant des fonctions de X', y', 2';
la direction de cette ligne varie done d’un point a I'autre de la
surface.

On peut encove cousidérer I'intégrale (1) comme le potentiel
engendré par une infinité de petites aiguilles aimantées implautées
daus la surface, la direction de I'aiguille qui perce la surface aun
point X, v, 2’ étant celle du vecteur %, v, . Cue telle distribution
de masses attirantes s’appelle fewillet magnétique.

Il est clair que, dt étant tres petit, le potentiel d’un feuillet
magnétique est lui-meéme tres petit, si la densité ' est finie. lin
général on suppose la deusité tres grande de facon que le produit
w'dt soit fini. Le poteutiel prend alors une valeur finie et on peut
Iécrire :

1 1 1
,[°T - v]dm’,
B X S Oy/ "l+ 37 =

«' ayant dans cette expression une valeur finie et désignaut la
méme chose que w'dt daus I'expression (1).

Supposons maintenaut que le vecteur Z,7, % soit, en chaque
point, normal & la surface, c'est-a~dire que 'on ait :

e vy
A} R

i=d, =4,

', 3, %' désignant les cosinus directeurs de la normale au point

@z,
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X, v/, z'; le feuillet prend alors le nom de double couche et le poten-
tiel s’exprime par I'intégrale :

[ g ]
0! / / J /
b Ay o —+ 0)_/ g -+ 3z M de’.

99. Etude du potentiel d’une doublecouche.— Soit V' le potentiel
d’'une double couche S; on a:

oL St o
V= w! [1’ ! + & ' 4 ! ] do'
: OxX' ooy LN} 4 ’
ce qui peut s’écrire:
[ o L N NS
e V= | o D o ] "
SR Wl gy g de

Posons :

A2 N

o u (l(v)
J— )

Ui _f r

'u/dew’
U, :f_ur“

, ! !
U, — [ wdew :
J r
Ia fonction V prend la forme :
oU U oU
D = ! 2 —=2).
M \ ( Ox + dy + 0z )

On voit par laque, les fonctions U, U,, U, étant des potentiels de
simples couches, c’est-a-dire des potentiels de surfaces attirantes
ordinaires, la fonction V se comporte comme les dérivées pre-
miéres de ces potentiels ; en particulier, la fonction doit éprouver
une discontinuité quand le point attiré se déplace en lranchis-
sant la surlace S. Nous étudierons plus loin cette discontinuité;
remarquons pour l'instant qu’en vertu de la formule (2), le poten-
tiel d'une double couche est une fonction harmonique en tout
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point de lespace sauf sur la surface qui porte la double couche
elle-méme.

100. Avant d’étudier ce qui se passe sur la surface elle-méme,
donnons au potentiel une nouvelle forme qui nous sera trées utile
dans ce qui va suivre.

Reprenons la formule (1) et considérons I'expression

1 1 1
00— 0= 0—

I

/ ' r L
o T Y

. . 1 . .
Cette expression i'est autre que la dérivée de — prise suivant
r
la normale i la surface dont les cosinus directeurs sont o/, 3',~';
1
d—

.. . . . oo I
désignons, suivant la notation liabituelle, cette dérivée par ;

dn ’

le potentiel V devient:

a Ll
- I r 1
\ B :J. dn d(:) .

Soient alors (fig.(8) dw' un élément de la surface, M'son centre
de gravité, M le point attiré et » 'angle de MM’ avec la direction
de la normale suivant laquelle ou a différentié; on a:

1
dT_1 ’
dn @ %9

quel que soit le sens choisi sur la normale. Tragons mainteuaut
la sphere de rayon 1 ayanut le point M pour centre et appelons
do’ I'aire de la portion de cette sphere découpée par le cone ayant
pour sommet le point M et pour base I'élément do'; la quantité
d+’ s’appelle I'angle solide sous lequel I'élément do’ est vu du
poiut M. On a:

+ dy. 2 )

cos ‘3

do' =

Le double signe provient du double signe de cos v, c’est-h-dire
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des deux seus possibles sur la normale. Comparons les deux for-

Fig, 68.

mules précédentes ; il vient:

1
d —
I COs 9
—_— d(_v.)l: -_— d(')': idd”
dn r? ’

ct I'élénient dV de potentiel di a
I'élément do' a pour expression :

h..... dV = u'ds".
Ou peut I'écrire :
.. dV = v/ds,

en convenant de donner un sigue a
ds'. Pour voir comment nous devous
choisir ce signe, tracons (fig. G9) les
deux surfaces iufinintent voisiues ;
appelous S, celle de ces deux surfaces
ou la densité est représentée par la
lonetion p/, et S, 'autre surlace ol la
densité est représemntée par — @'
Sotent a b, et ab, deux élémeunts

correspondants d’égale étendue do'; soit enfin M le point attiré.
Joignous le point M i un point de I'élément a,b, et supposons

o

Fig. 69,

que cette droite ne rencontre la surface S,
qu’apres avoir traversé S ; il est clair que
le potentiel dit & I'ensemble des deux élé-
ments a, au point M, le signe de 4 v,
c'est-a-dire le signe de la densité sur I'élé-
ment ab,. Il faut donc choisir le signe -
dans la forntule (1}, c’est-i-dire considérer
ds’ comme positif daus la formule (2).

Au contraire, si la ligne qui jont le
point M & I'élémeunt do’ rencontre S, avant
S,, il faut considérer ds’ comme négatil.

I“n d’autres termes, si 'on appelle ¢6té positifde S celui de S, et
coté négatifcelumdeS,,on prendra comnme sens positif surlanormale
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celui qui va du coté négatil au c6té positil; par suite, 1'élément
ds' de la sphere de rayon 1 qui correspond a I'élément dw’ de S
sera considéré comme positil si do' présente au pointM son eoté
positil, et comme négatif si do’ présente son coté négatif.

Cela posé, I'expression du potentiel dit a la double couclie
tout eniiere est

13). ... V—[pds.

(Uest la formule que nous voulions établir.

101. Vovons maintenant ce (ui se passe quand le point attiré M
se déplace et [ranchit la surface.

Traitons d’abord le probleme ensupposant la densité constante.
Le potentiel prend alors la forme :

V= {dd".
Nous distiuguerons denx cas :

1°fcas.— Supposons (fig. 70} que la surface ait une forme et une
posttion telles que toute droite issue de M ne puisse la rencon-

M

Fig. -o.

trer qu’en un seul point. Dans ce cas, ses éléments présentent
tous le méme coté au point M, les quantités ds’ s’ajoutent, car
elles ont toutes le méme signe etleur somme est Pangle solide Q
sous lequel la surfuce est vue du point M. I.’expression du poten-
tiel est done

V=40,

)



222 THEORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN

I'angle solide Q étant positif ou négatif suivant le coté de la sur-
face qui est tourné vers le point M.

Un cas de ce genre est réalisé si la surface S est une portion de
plan. On voit alors immédiatement ce qui arrive lorsquele point M
se déplace et vient traverser le plan en un point de la double
couche. Si le point M tend vers ce point du cité positil du plan,
l’zmgle Q tend vers 2% et le potentiel vers —[—27:;;.’; st au contraire
M tend vers ce méme point du coté négatil, I'angle solide Q tend
vers — 2= et le potentiel vers —2zu’; le potentiel d’une double
couche plane subit done une augmentation brusque de 4=y’ quand
on traverse la double couche en allant du coté négatil au coté
positif.

2¢ cas. — Supposons (fig. 71) la surlace S telle que certains
ravons vecteurs issus de M puissent la couper en plusieurs

Fig. 71,

points. Cest le cas général. A un méme élément do’ de la sphere
de ravon 1 tracée autour du point M, peuvent correspondre plu-
sieurs éléments do',, do',, do',.... de S; supposous que N de ces
éléments tournent leur cété positil vers le point M et que N’ tour-
nent leur coté négatif vers ce méme point M. Considérons alors
ds’ comme positif pour tous les éléments possibles de S; nous
pourrons écrire :

V= [(N—=Nds

C’est cette intégrale qu’il s’agit d’étudier au voisinage de la sur-
face ; cette étude se fait sans peine dans le cas d’une surface
lermée et le cas d'une surface quelconque non fermée s’y
ramene.
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Traitons done d’abord le cas d’une surface fermée.

Trois circonstances peuvent se présenter: le point M peut étre
intérieur a la surface, a4 'extérieur de la surface, sur la surface.

Supposons-le d’abord a I'intérieur. Tout rayon vecteur issu de
M coupe la surface un nombre impair de fois (fig. 72) puisqu’on

Fig. -2.

part de I'intérieur et qu’on va a I'extérieur. l.es divers éléments
de surface rencontrés successivement par un méme rayon vecteur
tournentalternativement leur coté positil et leur coté négatil vers
le point M. On a donc:

N—N==1
et

V= ‘U.'fi ddd =F 4=y

On doit choisir le signe 4 et écrive V=4rp' st c'est le coté
positif de la surface qui est a I'intérieur; on doit, au contraire,
choisir le signe — et écrire V= —4my' si le coté positil de la
surface est le coté extérieur.

Supposons maintenant le point M i D'extérieur de la surface
fermée ; on voit alors (fig. 73) que tout rayon vecteur issu de M
coupe la surface en un nombre pair de points et que I'on a:

N _N=0,

d’oti 'on conclut

V=0.
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Ainsi, en tlout point extérieur a la surface. le potentiel est nul :
en tout point intéreur, il est constant et égal a 2=4mp; il fait
done un saut brusque de 4=y’ quand on franchit la surface.

Suppesons enfin le point M situé sur lu surface ; supposons en

S

Fig. =3,

outre qu'en ce point la surface admette un plan tangent bien
déterminé. Deux cas peuvent alors se présenter.

Dans le premier cas (fig. 74), la surface S est tout enticre
Sl’“l("c (llull méme co6té dl] plan tungent. T()llt l‘:ly(m vecteur issll

de M ne coupe la surface qu’en un nombre impair de points
autres que M; la différence N—N' est doue égale a == | et l'inté-
grale fda" n'est étendue qu'aune moitié de la sphere de rayon 1,

Par suite, on a:
\v:i2‘ﬂku./,

Duns le second cas (fig. 75), le plan tangent partage la surface
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en deux parties : AM'B et AMB. A chacune d’elles correspond
une moitié de la sphere de rayon 1. Pour toute lu partie AM'B,

Fig. 73.

un rayon vecteur (uelconque issu de M rencontre la surface un
nontbre impair de fois; on a done:

N—N==1

ct Iintégrale o’ [ de’ (N—N'), étendue a 'hémisphere correspon-
dant, est égale a =+ 2=y

Pour la seconde partie AMB de la surface, un rayon vecteur
issu de M rencontre S un nombre pair de (ois; on a donc:

N—-N=0,

et l'intégrale :J.’f(N—N’) dv’ étendue au deuxiéme hémisphére est
nulle.

Ainsi, dans tous les cas, le potentiel a pour valeur en un point
quelconque de la surface :

V==%2rd.

On choisit le signe + ou le signe — suivant que le coté posi-
tif de la surface est le c6té interne ou le cété externe. On voit
que la valeur constante du potentiel sur la surface est la deni-
somme des valeurs constantes qu’il a a 'extérieur et a I'intérieur.
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Quant aux dérivées, elles sont nulles a I'intérieur comme i l'exté-
rieur et n’éprouvent donc aucune discontinuité quand le point M
franchit la surface.

I.e probleme est ainsi completement résolu, dans le cas ou la
densité est constante; en ce qui concerne les surfaces lermées ;
passons au cas d’une surface quelconque.

102. Soit (fig. 76) S une double couche quelconque limitée
par une courbe C; cette surface S, ayvant deux ¢otés, ou peut en
tracer une deuxicme S/, limitée a la méme courbe C et telle que
I’ensemble de ces deux surfaces constitue une surface fermée. Tra-
cons done S’ et supposons que cette
surface porte une double couche dont
I'épaisseuretladensité soient les mémes
que celles de la double couche donnée.
Appelons V le potentiel de S, V' celut
de S’ et W celui de la surface fermeée ;
ona:

W=V} V.

Considérons alors deux points M,
et M, situés de part et d’autre de S et
tres voisins 'un de Dautre; puis désignous par W, V,, V' les
valeurs des trois fonctions considérées en M, et par W,, V, V',
leurs valeurs en M, ; on a :

W, =V, +V,
W,=V,+V,

Fig. 76.

... W, —W,=(V, —V,)+ (V| —V).
W désignant le potentiel d’une double couche répandue sur une
surface fermée, on sait, d’aprées ce qui précede, que I'on a :
W, — W, = 4xul.
De plus, les points M, et M, n’étant pas situés au voisinage

de S/, lu fonction V' est continue en ces points et la différence
V', — V/, est infiniment petite ; I'égalité (1) devient done :

V,—V,—=+4ru,
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Soit maintenant M, un point situé sur S entre les points M, et
M, ; désignous par W,, V, V// les valeurs des trois potentiels
en M, ona:

W, +W . V.4V, . V4V v
<_12_2_ \\0:(%_ \0>+<:_2_2_ Ay 0).

I.e deuxitme terme du second membre est infiniment petit
puisque V' est continu au voisinage de M;; le premier membre
est nul puisque W désigne le potenticl relatif i une surface
ermée; done le premier terme du second membre doit atre
infiniment petit et 'on voit que V, est la demi-somme de V),
et V,.

Ainsi, dans le cas ou la densité est constante, (qu'il s’agisse
d’une surface fermée ou d’une surface quelconque, le potentiel
d’une double couclie croit brusquement de 4 =y’ quand on (ran-
chit la surface cn allant du c6té négatil au coté positil’; sur la
surface, il prend une valeur égale i la movenne arithmétique des
decux limites vers lesquelles il tend quand on s’approche indéfi-
nintent de la surface du coté positif et du coté négatil.

Quant aux dérivées premiéres, elles n’éprouvent aucune dis-
continuité quand le point attiré traverse la double couche. Cela
est bien évideut puisque les dérivées de W sont partout nulles et
que celles de V' restent coutinues au voisinage de S.

103. — Abordons maintcnant le cas général ou la densité est
variable d’un point i Pautre de la surface.

Nous ferons les deux hivpothieses suivantes :

1° La fonction ' reste finie et continue ; on peut alors trouver
un nontbre A fixe tel qu'en tout poiut de la surface on ait :

(W] <A

2° La surface proposée est telle qu'une droite quelconque ne
la coupe qu’en un nombre limité de points; nous appellerons N
une linite supéricure de ce nombre.

Ces deux hypothiéses nous fournissent une limite supérieure des
valeurs du potentiel. Soit en effet ds’ un élément de la sphere
de rayon 1 considérée précédemment; a cet élément correspon-
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dent plusieurs éléments de la double couclie (en nombre ntoindre
que N) et par suite plusieurs élénients de l’intégrale :

Ay :fy.’do".
Désignons par T u' ds' la somme de ces éléments; on a :
[Zu'ds’| <NAd7,
ct par conséquent :
| VI<[NAd7,
c’est-i-dire
|\'|<41:A'1\.
Cela posé, considérons une double couclie quelconque S

s*

(fig- 77). Soit M le point atiiré; supposons quc ce pomnt tende
vers un point M, de la surface oir la densité est i, Posons

W= [(ude.

C’est le potentiel d'une double couclie dont la densité est

constante. Comparons ce potentiel i celut de la double couclie
donnée :

\Y :‘J ‘LJ.ldd".
Pour cela, envisageons I'intégrale

U= [l — ) d"
Ona:
T=U-W.
Nous savons comment se comporte la fonction W; elle a été
étudiée au paragraphe précédent.

FEtudions la fonction U et voyous commnient clle se comporte
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quand M tend vers M,. Cette fonction est un potentiel de double
couche dont la densité est variable, mais présente ceci de parti-
cnlier qu'elle est nulle an point M. Nous ullons montrer que ce
potentiel reste continu quand le point M tend vers M.

Du point M, comme centre décrivons une sphire de rayon 3.
Cette sphere purtage la surface S en deux parties : 'une 5’ est
comprise i 'intérieur de la sphére, 'autre S8 est constituée par
le reste de la sivface S.

Appelons U et U” les potentiels dus respectivement i 5’ et 87
ona:

U— U U,

Désignons, en outre, par U, U, U les valeurs de U, U', U,

au point M,. Nous voulons démontrer que 'on a

lim|U—U,|=0

[T}

quand M tend vers M, c’est-i-dire que 'on peut prendre M assez
voisin de M, pour satisfaire a I'inégalité

llU_Uu

<eg,

¢ étant un nombre donné i I'avance aussi petit qu’on le veut.
Pour cela, remarquons que 'on a

U—0,=0—-U +4+U"—U"

01

D |[U—U,|<|U—U'|+|C"—T",|

Cela posé, observons que, & étant fini sur la surfuce S, u'—u,
I'est aussi et que P'on peut ussigner au module de cette différence
une limite supérieure a sur la surface S'; on a done, en tout
point de S’ :

| — [ <2

d’oir, en vertu d'une inégalité démontrée plus haut :
|U|<4=Na

et
[ U] <4 =Na.

Comme o' est supposée continue, on peut restreindre assez la
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surface S', ¢'est-i-dire prendre 5 assez petit, pour que l'on ait :

AAY] <—:;—,
et (u'ainsi 'on ait :
2) U U< 25
\ FARRRR] , h— U,< _:-}/_-'

~

» étant ainsi fixé, la surface S est bien déterminée ainsi que
la surface S”. Considérons alors la différence U"—U” ; la fone-
tion U, étant le potentiel de S, est liolomorphe en tout point
ui n’est pas sur 5" et en particulier au voisinage de M ; on peut
done choisir le point M assez pres de M, pour que Pon ait -

(3)..... | U —1",| <_%_
Rapprochons alors les inégalités (2) et (3) de I'inégulité (1); on

voit que 'on a :

U—T,

<&,

La fonction U reste donc continue au voisinage du point M,,
c'est-i-dire quand M tend vers M, et le dépasse.

Remarquons que M peut tendre vers M, de trois lacons :

1° Iin restant extérieur i S, et du cdté positif ;

2° En restant extérieur, et du coté négatil ;

3° n restant sur la surface.

La démonstration précédente s'applique dans ces trois cas.

Revenons maintenant i I'expression de V' :

V=W-+U.

Puisque U reste continue au voisinage de M, V éprouve en ce
point les mémes discontinuités que W. Ces discontinuités ont été
étudiées au paragraphe précédent ; servons-nous des résultats de
cette étude, nous obtenons pour V les conclusions suivantes :

1e Lor.s'(/ue le point attiré M, d’abord extérieur ala surface, se
déplace et la traverse en un point ot la densité est w,, le poten-
tiel de la double couche croit brusquement de %wy, si le point M
passe du coté négatif au coté positif de la surfuce.
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2° Le potentiel d’une double couche reste continu surla surface.

3° Sa paleur, en un point de la surface, est la moyenne arith-
métique des valeurs (/u’il prend en dewx points infiniment voisins
du premier, mais situés de part et d'autre de la surface.

104. — Le premier de ces résultats, que nous venons d’établir
directement, pouvait étre obtenu immédiatement comme consé-
quence de la théorie des surlaces attirantes.

Nons avons démontré plus haut, en effet, la formule sui-

vante (99) : . . o
o . , s
V= ( dx + dy + oz >’

U,, U,, U, étant trois potentiels de simple couche :

rot !
szfﬂ

r

nt ./ !
Y § dm
_ [t
UZ_J—
r
for 4
‘\’U.dm
—_ 4
U=

Supposons que le point M, d’abord extérieur 4 la surlace S,
tende vers un point M, de celle-ci et la franchisse en ce point ;
ou, ou, U
dx T dy Tz

les dérivées premiéres 3

éprouvent des disconti-
nuités (voir n° 51).
Ces discontinuités ont pour valeur :

pour OOU“ ..... — hraya =—bra?

» ‘)‘)U'* oo — ARV W T =—4R 3%
y

» ‘)O[ia ..... — dny'ul Y = — hny"y

Le saut brusque de V est done :
4 T‘\U" (1/2+ 3/2+_}/2) :47:}1./;

c’est la valeur trouvée précédemment.
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Rewxanoue . — Nous avons appelé « densité », dans ce qui
précede, la quantité u'; en réalité, la densité de la double couclie
est le quotient de u' par la quantité trés petite ¢ qui représente
P’épaisseur de la double couche. Mais, pour simplifier, nous con-
tinuerons i donner le nom de densité a la quantité u'.

Resanoue IT. — Nous avons vu, dans la théorie du potentiel
des simples couches, qu'un tel potentiel reste continu dans tout
'espace, méme quand on franchit la surface. On peut s'étonner
de ce que le potentiel d’une double couche éprouve une discons
tinuité quand on [ranchit la surface, une double couche n’étant
en somme que l'ensemble de deux simples couches tres voisines.

Cela s’explique bien [(acilement. Appelons S et S, les deux
simples couches trés volsines et soit ¢ leur distance. Quand on
franchit la surface S,, puis la surlace S,, le potentiel reste con-
tinu, mais il varie trés rapidement entre S, et S,; en effet, les
attractions des deux surfuces s’ajoutent dans 'espace qu’elles
comprennent et, comme on suppose la densité tres grande, la
dérivée du potentiel est trés grande elle-méme duns cet espace.
La variation du potentiel est alors d’autant plus rapide que la
distance ¢ est plus petite.

En général, on suppose cette distance infiniment petite et la
densité infiniment grande, de maniére que le produit u' de ces
deux quantités reste fini; on considére alors les deux surfaces S,
et S, comme confondues avec une méme surface S. Dans ce cas
limite, qui n’est qu’une fiction analytique et ne correspond plus
a rien de physique, on s’explique bien la discontinuité du poten-
tiel ainsi obtenu.

Ajoutons que ce que I'on appelle alors coté positif de la surflace
¢’est le coté défini par les cosinus directeurs o, 3, + qui entrent
dans I'expression de V.

105. Etude des dérivées secondes d’un potentiel de simple couche.
Cas d’une surface plane. — Nous avons vu qu’un potentiel de
double couche s’exprime par des dérivées premiéres de potentiels
de simple couche. L'étude des dérivées premiéres d’'un potentiel
de double couche se raméne donc o 'étude des dérivées secondes
’un potentiel de simple couche.
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(est cette derniere étude que nous allons faire nraintenant.
Nous commencerons parun cas simple, celui d’une surlace plane.

Soit done S une portion de surface plane attirante limitée par
une courbe C.

Prenons ce plan comme plan des xy. Appelons U le potentiel;
ot a, en conservant les notations habituelles :

U:f lU.’dm’ )
r

Ce potentiel estune fonction paire en z, ¢’est-a-dire quine change

. . .., oU

pas quand on change z en — z. Par suite, ladérivée premiére 5
z

une fonction

9

est une fonction impaire et la dérivée seconde

paire.

Prenons ulors deux points symétriques par rapport au plan des
I3 B

xy; les deux vuleurs correspondantes de 3,7 sont égales et par
Z

conséquent tendent vers la méme limite quand les deux points
1 | : 1

2

teudent 'un vers ['autre. La dérivée seconde reste donc con-

tinue quand on franchit la surface.

Au contraire, la dérivée premiére

éprouve une disconti-

nuité et fait un saut brusque égal & 4=u/. Quant aux dérivées tan-
gentielles, elles restent conlinues. Montrons-le par exeniple

T

pour ——; on a :
\)X ~ 0 1
)0 T
= 0, dx'dv,
dx : N .
ce (ui peut s’écrire :
_ NS
ot N dxdy
W Py YW

ou, en intég ant par parties,

, oU w'dy’ T 0w dx'dy
J.)..... :—L(‘ l.' +/ .

: dx ox’ r
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La premiere de ces deux dernieres intégrales estune intégrale
curviligne étendue au contour C; la seconde estune intégrale de
surface étendue i 'aire attirante S.

L’intégrale curviligne est un potentiel de ligne attirante et
reste évidemment continue quand on traverse la surface en un
point qui n’est pas situé sur le contour C.

L'intégrale de surface est un potentiel de surface qui reste con-

tinu dans les mémes conditions. On peut donc conclure que e
X

reste continu quand on traverse la surface, sauf, peut-étre, au voi-
sinage du contour limite. La méme démonstration s’applique

0

a4 —.
"y

Comute on le voit, eette démonstration suppose que la densité
u' est coutinue et admet des dérivées premieres.

Examinons maintenant les dérivées secondes de U.

2

subit

. . L., 0U
En vertu de la relation (1), on voit que la dérivée yor -
x0z

arT

ou .
b= 3 de méme, fait un saut

ox Ovoz
b ol i 4 o’ VU U U tent G
rusque égal 4 — 4n 3 — —5, ——— restent continues;

1 5 oy’ ox* > 0y* 7 dxdy

, 0U , . .

quant a N nous avons vu que c’est une fonction paire et que
z

les deux limites vers lesquelles elle tend quand on approche de la
surface en dessus et en dessous sont égales. Cela suppose, il est

vral, que ces limites existent. On démontre facilement qu’il en est

2 2

ainsi : les deux dérivées — et ——
X oy

conséquent des limites quand on s’approche de la surface; d’autre
part, en tout point extérieur 2 la surface, on a :

AU=0.

un saut brusque égal i

restent continues et ont par

La différence :
2 2[7 2
AU (0 U 020 ) _O U ‘

ax? oy? RS
est done elle-méme continue.

Tout ceci suppose que la densité &' a des dérivées secondes
qui restent finies.
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106. Cas d’une surface attirante quelconque. — Soit S une
surlace attirante quelconque (fig. 78), M un point de la surface, M
le point attiré qui tend vers ce point en suivant la droite MM,.

Prenons le point M, comme origine des coordonnées; nous sup-
poserons que la surface admet en ce point un plan tangent bien

z

Fig. -8.

déterminé que nous prendrons comme plan des x v, et des rayons
de courbure principaux bien déterniinés; enfin nous nous place-
rons en coordonnées recltangulaires.

Reprenons les notations adoptées au paragraphe 40; soit P un
point quelconque de la surfuce et ' saprojection sur le plan des
xv. Menons les droites M, MP’, M, >, M " et posons :

MP=r; MP =r; MP=r; MP=r.

Appelons x, v, z les coordonnées du point M et X', v/, 2’ celles
du point P on a:

= (X (y ) e )
e () o [y )

St, maintenant, on désigne par do’un élément de S, par dx'dy’

sa projection sur le plan des xy et par o, %', v les cosinus direc-
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teurs de la normale 4 la surface en un point quelconque P de
celle-ci, le potentiel U au point M pourra s'écrive :

! I4 a7 t !
U f - dw / U dx d_v )
— — t
r ¥'r

w'dx'dy’

PPosons :

U'=

[ ¢
~p
H I

La fonction U’ est le potentiel en M d’une portion de surface
{
. e, i . . . 13
plane attirante, la densité étant représentée par la lonction
'l
. 0 1
cette surfuce plane est lu partie du plan des xy qui cowmprend
Pensemble des projections des éléments dew' de S.
Nous avons [ait, dans le paragraphe précédent, 'étude de la
fonction U'; nous allons y rantener celle de la fonction U.
Posouns pour cela : '

W=U—-U

et étudions la fonction W.

Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons que la densité w’
est continue ainsi que ses dérivées premiéres et qu’elle admiet
des dérivées secondes qui restent finies. Nous avions déja [ait
cette hypothese pour faire ’étude des dérivées secondes de U'.

Cousidérons une dérivée d’ordre quelconque de W5 appelons-
la DWW pour abréger; elle sera de la forme :

DWW :f_& (x', y") dx'dy".

Supposons qu’on ait déinontré 'inégalité :

k
\J.\ o <<—->
‘ L} 110

k étant un nombre positil quelconque, mais fixe; je dis alors
que DIV tend vers une limite quand M tend vers M, en suivant
la droite MM, .

Pour le voir, tracons dans le plan des xy un cercle C' de rayon
¢ ayant M pour centre; ce cercle est la projection d’une ligne C
tracée sur S et entourant M. La surface S est ainsi partagée
en deux parties S’ et S”, S’ étant celle qui contient M,
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Pour tout point de S’ on a : r/ < 35, et pour tout point de S :
v/ > .
A chacune de ces parties correspond une fonction\V; appelons
W et W ces deux fonctions; on a :

W =W 4+ W
et

DW =DW' 4+ DW",

Cela posé, remarquons qu’en vertu de U'inégalité (1), on a :
. kdx'dy’
[DW | < [SSE
]

Cette intégrale est étendue au cercle limité par la circon-
[érence 5 transformons-la en prenant des coordonnées polaires;
posons :

f Is 7 [ .
X' =rgcoslh; y =r;sinf.

L'intégrale peut alors s'écrire :

kdx'dv’ S
['_,. =k r f drod) =2=ks
L 1‘0 vy Y

ct on a par suite :
(2)iis |D\\"[< Qﬁkp.

Observons d’ailleurs que, la fonction 2 satisfaisant & Uinéga-
lité (1", Vintégrale
DW — [ dxdy’
a un sens au point M5 appelons alors DWW, sa valeur en ce point

et DWW, DW_" celles des fonctions DW', DWW au méme point.
On a évidemment :

DW —DW, =DW —DW;+ DW’" —DWY
d’ou :
| DW — DW | <| DW/— DW{| 4| DW"—DW'[.
Or, je me propose de montrer que l'on a :

lim (DW — DW, —0
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quand le point M tend vers M, ¢’est-a-dire que l'on peut choisir
le point M assez voisin de M, pour que Uon ait :

| DW —DW, | <=,

¢ étant un nombre positif danné aussi petit que 'on voudra.
En vertu de U'inégalité (2}, 4 laquelle DIV, satisluit aussi, on
peut choisir 5 assez petit pour que Uon ait i la lois :

IDW'| < —

et
o €
| DW, | < 3

et par conséquent :
2s
3

| DW/ —DW, | <

z ¢tant ainsi fixé, les domuines S'et S” sont bien délimités et Uon
peut prendre le point M assez voisin de M, pour que Uon ait :
. £
IDW'— DW{'| <—-
3
Cela est possible car, le point M, étant extérieur a S”, la fone-
tion W est holomorphe an voisinage de ce point.
Lo position de M étant ainsi choisie, on a :

| DW —DW, | <.

11 est ainst démontré que la fonction DW tend vers la valeur
DAV, qu’elle 2 au point M,, quand M tend vers ce point, et cela,
quel que soit le chemin suivi. Cette fonction reste donc continue
quand on [ranchit la surface.

St une fonetion g satisfaisant & une inégulité de la forme :

| k
l :,5 << I
LX)
est dite d'ordre n, le théoreme précédent pourra s’exprimer
ainsi : quand on (ranchit la surface, une dérivée DW reste con-

tinue si la fonction sous le signe f est d'ordre 1.
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Rewaneue. — On peut énoncer les deux propositions sui-
vantes qui sont évidentes :

I1° Le produit de deux fonctions qui sont respectivement d'ordre
in et d’ordre n est d’ordre m—+ n.

2° L’inverse d'une fonction d’ordre 1 n’est pas florcément
dordre — 1.

107. On peut énoncer dans ce langage tous les théorénies
établis (chap. 111) sur les surfaces attirantes. Par exemple les
inégulités du § 40 montrent que :

Zn . est d’ordre 2
1 1
—et—r i sont d’ordre 1
r r
r ,
— e est d'ordre 0
v
x—x v—y z—12
S b S sont d’ordre 0.

En général le rapport

(x—x )y — ¥ P (z—2)

r m l_lp

oit Uon suppose m—+p>a—+ b—c, est d'ordre
(m—-p) (a+b—+ec)...

cte,
Counstdérons maintenant la fonction WV envisagée précéden-
ment ; elle a pour expression :

- i r J‘ J‘ r
W =/H (T_7>dw'

Calculous-en les dérivées premieres et secondes; pour cela,

., 1 '
calculons d’ubord les dérivées de - et de a On a:

J- )\’ —X y/ - y 7./ 7
D* r ] ’ D!‘ v 3 ) DZT = <

1 3(x'—x)? 1 1 I(x —x) (v —v
D —= ( . ) —— Dp—= ( 2() ¥)
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bl _By—y 1 By —s
Yo - T I vz - e
D 1 _ 3(#/—z)* 1 D i: 3{g—2z (& —x)
- - FER =L 3
de méme:
1 X —x 1 vi—y 1 —
D, R R D:’T: _1'“ ) DlT E
oL BN 1 BNy,
O e [ Xy Tt l";
D L . 3(31_‘)2 1 . D 1 . _‘;(." “\)7
S B R v T T [
T R 1)
L l" l./u l."l ) 1z J l'l;
Ou a donce
oW , 1 1 ,
~ =L w'(x —x)( o ?>(lm
oW , 1 1 ,
0‘_ = {J.I <) -—_— V) (—PT —_ —]'7> d(v)
oW 7 —z z \
0z ﬁ_.[y' ( 1? + r"“)dm’
R Y ! 1 1 1
— o3 —x)2 L S o
AN f\" | X \) < 10 l""> ( S 3 >:| de
W o . (1 1 1 1 ,
it (e ()
FW [ 3(z'— 22 3z 1 1 .
oz* :f:J'I_ r’ T _<? F):Idm
AW Y o DY e 1 >:| ,
W—f%’- _3(.\—X\)(\ —‘\)<?— —l—ls d(L)
W SN f 2—z
W:J 30y —)'/( Tt = >]dw'
W N N S Z—z z
020X :J 3 — xj( r? + e )]dm"
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Je vais démontrer les propositions suivantes :
L° Quand on franchit la surface, les dérivées premiires de W
restent continues.
2° Au contraire, les dérivées secondes éprouvent des disconti-
nuités, saul si ladensité ugy, au point ot I'on traverse la surluce,
est nulle.

108. Occupons-nous d’abord des dérivées premieres.

e s oW . . >
Considérons =< la fonction sous le signe J est :
N

" 0N 8 L 1
p=p (N =X — = )

(Pest un produit de deux facteurs; le prentier, uw/, est d'ordre
zéro. Montrous que le second est d’ordre 1. On peut I'cerive :

1 1 1
\ st , ’ R
e \—\)(l—l)l:——‘—,—k——l—;—}——,&]
: i rir re
(Cette expression est la somme de trois termes. Le premier
[ v
’x X, (v r)
i

. s —X )
est évidemment d’ordre 1; eneffet: estd’ordre 0 de plus

t'—r est d’ordre — 2, car on a :

W —r| < 25

7 N

(X —xT ' — 1)

1 . .
eufin — est d'ordre 3; le produit est done

e
d’ordre 1.

Il en est de méme pour les deux autres termes de 'expression

r'e?

, e , . W

1) et on voit bien que 2 est d’ordre 1. La dévivée \— estdone
Ox

continue quand on traverse la surluce et cela est vrai quelle que

soit la valeur de la densité au point o 'on franchit cette surlace.

W AW
oy € Tz, el ia Pl()p()'

sition annoncée pour les dérivées premiéres est entiérentent

La niéeme déntonstration s’étend i

prouvée.

Poixcani:, Potent. Newt, 315
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109. Passons maintenant au cas des dérivées secondes. Nous
démontrerons simplement ceci : Si la densité u', au point M ol
I’on traverse la surface est nulle, les dérivées secoundes restent
continues.

Considérons 'une d’elles,

\ .
5 0 par exentple ; la fonction
X

-
sous le sngueJ est :

ot (e (= )

La densité o/, au point M, étant nulle et possédant des dérivées
des deux premiers ordres, la fonction u’ est d'ordre — 1 au

voisinage de ce point. Montrons que la quantité entre crochets
est d’ordre 2. On a :

1 1 1 1 1
- Y + BN + ] + 73 + T)
r 1 r 11 I T

I I'r

1__,L_%1 1

r’r r'r r'r rir’* rr

1 1 1 1 1
=(l-/—l.)< s+ o2 + — 73 -+ -+ /5 )

1 1 1 1 1
+ s+ e e )

i 1ty

3 (v —xp(r— )

avec les relations

m-4+n==6
p+q=4.
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Chacune des sommes de I'expression (3) est d'ordre 2; en effet,
un terme quelconque de la premiére est de la forme :

3 — X —r)

(4)..... o

| Ay |

2

—x) estd’ordrem 4-n —2 =4

Gl

Ceterme est d’ordre 2 car 1°

2° (1'—1) est d’ordre — 2 puisque l'on a :
fr—1|< 2

et que 7 est dordre — 2; D'expression (4) est donc d'ordre
4 — 2 = 2.

Bref, la premiere somme de I'expression (3) est d’ordre 2; la
seconde est d’ailleurs aussi d’ordre 2 car tout terme de la forme

' — s s ..
e est d’ordre p ~q—2, c’est-u-dire dans le cas présent
o

b —2=2.
Atust D'expression (3) est d’ordre 2, la fonction 2 est done

23 \7

est con-

d’ordre — | 4-2=1 et par conséquent la dérivée

tinue.

Le méme raisonnement s’applique aux autres dérivées secondes
de \V et la propriété annoncée est donc démontrée : les dérivées
secondes de 1V restent continues quand on franchit la surface en
un point M, ot la densité est nulle.

110. Revenons alorsaux potentiels U et U’ considérés au para-
graphe 106 et supposons nulle la densité au point M, ot Uon ]"rdn-
chit la surface. Nous avions posé :

U=W-4U.

La lonetion W considérée dans cette relation est précisément
celle que nous venons d’étudier et, par suite, les dérivées
secondes de U, quand on franchit la surface au point M, éprou-
vent les mémes discontinuités que celles de U’ puisque celles
de W restent continues.

Or U’ est le potentiel d’une surface plane attirante sur laquelle
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la densité en chaque point x', v’ est représentée par la fonction

'
g
v ) N
i

Nous avons étudié au paragraphe 105 comment se comporte
un pareil potentiel au voisinage de la surface. Reportons-nous
aux résultats de cette étude ; nous vovons que lorsque le pointM

hid 4

{ranchit la surface au point M, les dérivées secondes :
O‘ZU/ 02U/ OQUI

——  —— ., —— restent continues; les autres éprouvent des
ov? 7 072 7 Oxdy ’ P

. . . 4 34 i
discontinuités. Le saut brusque de e est égul &
! /
) ()
— 4= — % et celui de Y RS S A
()X/ O)OZ Oy’

Puisque les dérivées secondes de U éprouvent les mémes dis-
continuités queles dérivées secondes de U, on peut donc énoncer
les conclusions sutvantes :

Quand un point attiré M franchit une surface attirante en un
i of

point M, ou la densité est nulle, quatre dérivées secondes, 3
ox*

XU U ot U
oy 7oz Ixdy

, du potentiel U de cette surface restent conti-
U U
0xdz 7 dydz

des discontinuités ; le saut brusque de la premiere est

() L)

— 4= —— et celid de la seconde — 4= :
Ix oy’

nues ; les deur autres dérivées secondes éprouvent
’ T

Remarquons que y' est égal a 1 et maximum pour x' = ¢
et y' = 0. On a donc au point M :

Y

ax’
et

)-\f’
J_—o.
oy
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Par conséquent, les sauts brusques considérés se réduisent i :
!

AR
— h i
ox’

et
g 2
oy’

111. Pour traiter la question d’une facon complete, il nous
reste & examiner le cas ou la densité au point M, est différente
de zéro.

Nous conserverons les notations précédentes et nous suppose-
rons toujours la surface attirante réduite a une petite calotte S’
limitée par une courbe C qui se projettera sur le plan des xy
suivant une courbe C'; cela est 1égitime, parce que le potentiel de
la partie restante de la surface est holomorphe au voisinage
de M, et n’influe pas snr les discontinuités du potentiel total;
noiis supposerons en outre cette calotte d’étendue assez res-
treinte pour qu'une parallele quelconque & 'axe des Z ne la ren-
contre qu’en un seul point.

Nous avons supposé dans les paragraphes précédents que la
surface 8 admet en M, un plan tangent bien déterminé que nous
avons pris pour plan des xy. Nous avons supposé, en outre, qu’an
point M, Ia surface posséde deux rayons de courbure principaux

1

. . . . 1
bien déterminés, entendant par li que les expressions —— et —

R R

1 2
de leurs inverses sont bien déterminées pour ne pas exclure le

cas ou l'un de ces ravons ou méme tous les deux seraient mfi-
nis.
Soit alors

I'équation de la surface; désignons les dérivées premieres et
secondes de z' par les notations suivantes :

0z’ hrd
e AN '
O‘ZZI ozzl ogz/
=1; =S —=1,.
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(ela posé, considérons le potentiel U de la surface; 1l a pour
expression, en un point M, extérienr :

U= [,
o—fid

- dx'dy’.
Ce sont les dérivées secondes de U que je me propose d’étudier.

2717

On peut ’écrive :

Etudions d’abord —- ; pour cela, calculons ——; on a:
ox* ox
1
o —
oy N R
Ox _f—?— Ox dx'dy'.
Or on a
1)..... = x—xP4+y—yP+(z—=2)".

Considérons r comme une fonction de x, y, z, X/, y/, c’est-a-
dire snpposons, dans I'expression de r, z' remplacé par sa valeur
en lonction de x" et y'; on a, dés lors, la relation :

s L / ,
r X —X 7z —Z
o’ = e - 3 P
ou bien :
oL LN
I __ r r
o' ox 3z P
d’ou
1 1
i d ._1_ d ——
1 o I _ I
x T 3z Pri
oU
Ty prend alors la forme :
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ou bien :
oU
(3) o =J, -+,
en posant :
RS
w 1 f
J1:— '}’/ AT dxdy
et
ok
v f !
J2=— _"vl_-()— pldxdy.

Considérons J ; cette intégrale peut s’écrire en intégrant par
parties :

y (£)
(4)-.... I =— i dy’ + N dx'dy’.
r ¢ r

Or, appelons de' un élément de surluce de la calotte S’ et ds' un

élément de longueur du contour C qui la limite; on a :

dx'dy’ = v'de’

et
dy’ = ?/‘dsl,

2; étant une certaine fonction de x’ et y' définie le long de C. La
forntule (4) devient alors :

vy
(5) ..... ‘T '*i', T
J=— ——ds'+ —r—‘ do'.

L’intégrale J est ainsi mise sous la forme d’une somme de deux
potentiels.

w3

NG

Le premier — ds’ est un potentiel de ligne attirante,

celut qu’engendrerait une distribution de matiére attirante faite
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sur le contour (i, la densité linéaire étant représentée par In
rr
;

fonetion — s ce potentiel est une fonction holomorphe au

. . | . . .
voisinage de M, puisque ce point n’est pas sur le contour C.

L] u.!
o(%)
" i
T3

./
_ 9% 4o est un potentiel dc
r

Le second potentiel

surface, celin qu'engendreraient des masses attirantes distribuées
sur S', la densité superficielle étant représentée par la fonction

W
(&)
wt i

A Ce potentiel reste continu ainsi que ses dérivées tan-
X

gentielles quand on franchit la surfuce.
La somme J des deux potentiels précédents reste donc cou-
tinue ainsi que ses dérivées tangentielles. Il en résnlte, si I'on se

reporte i la formule (3), que ~
*U U )

~=7 » v éprouvent respectivement les mémes discontinuités.
x* 7 dxdv

et ses dérivées tangentielles

quand on [ranchit la surface au point M,, que l'intégrale J,.
Ftudions done J,. Cette intégrale peut s’écrire:

2+
J=— ] pp ——dw.

2 Oz

Posons :
" - pl{"', !
V=— ,[-—l' do’.

On a évidemment :

oy
1= 0z
o, hEAY
Ox ~ Ixdz
o, oy
dv T Oybz..

La fonction V est un potentiel de surlace attivante, celui qu’en-
gendreraient des masses distribuées sur §, la densité étant repré-
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sentée par la fonction p u’. Or, cette densité s’annule au point M, .
car le plan tangent en M, étant le plan des xy, on a en ce point:

nous sommes donc ramenés au cas étudi¢ dans le paragraphe
précédent. Nous savons comment se comportent les dérivées
premcres et secondes de V quand on franchit la surface en M, :

ay-

reste continue ;
dz X0z

P,
(%) |

= ! e
ox’' v oz
On peut donner i ces discontinuités une expression tres simple

fait un saut brusque égal i

()

5
y

un saut brusque égal i 4=

, ¥ . 1 M4 'V
en lemmqn.mt que p, et q, sont nuls en Mo et quen ce point A
est égal i 1 ona:

‘ B}
4= 0;‘, =4y OI]: =4="u'r,,

N X

et
( Py )
9 ;
N — Opt '

4= T:/i--}’- 0)_, :47‘.;_1 S,

Ainsi done, quand on traverse la suvface en M, :
u T

1° reste continu ; donc J, et, par suite, —— restent conti-
z : ox
nues. Ce résultat était déja connu (voir § 50,
Y .0, .
20 et, par suite 2 font un saut brusque égal a 4ru'r ;
oz O P "ax [ue g FL
N D ] .
3 fait done anssi un saut égal a 4=u'r,,
02y . 0J ¥
3° —— et, par sutte 2 et enfin font un saut brusque
dydz P T 0y Oxdv Husq

égal a bruls,.
Les mémes calculs appliqués a e nous auraient montré que
y
»U

——— flait un saut brusque égal o 4=u't,.
O)._ [ ga \ 1
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. o2 §?
La connaissance des sauts brusques de 5 © 3 nous per-
X y
2
met de calculer immédiatement le saut brusque de PR Fn
YA

effet, la somme AU de ces trois dérivées est continue puis-
, »nl

qu’elle est constamment nulle; le saut brusque de r est donc
z

— 4zu (r+-t,), c’est-a-dire la somme changée de signe des sauts

U hE
brusques de ——et ———,
Ix? dy*
, . .. 2 U
Il nous reste a calculer les discontinuités de ——— et de ———.
iy Ox Jz Oy z
Calculons la premiére, celle de 3x3, 7 Pour cela, revenons i
Xz
, . U
I'expression (3) de PR
ou
L
On a:
[\l S ) B + A,
Ixdz z )z
dJ hEAY

2

n’est autre que qui reste continue puisque la densité

oz?
relative & V s’annule en M. Quant a J,, nous avons vu que c’est
une somme de deux potentiels: I'un de ligne, I'autre de surface,
Le premier est holomorphe en M ; il ne fournit donc aucune
discontinuité. Le second, au contraire, a une dérivée normale
discontinue ; cette dérivée lait un saut brusque égal i

()
— 4z S

puisque la densité est, d’apres la formule (5), représentée par la

fonction :
a/W)
/
| ox’

et qu’au pont M, v' est égal i 1.
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o I .
D’apres cela, — fait le méme saut brusque et, par suite, il
0:U
en est de méme de ———.
dxdz

Le méme calcul appliqué a

dy
A S S

oy’

fatt un

montrerait que eU
1 Jy dz

saut brusque égal a

112. Résumons tous ces résultats dans le tableau suivant :

Dérivées secondes. Sauts brusques.
U
W . . . . . . . . . 4'41:‘1./1'1
o*U
O_yz e e e e e e e ‘:‘u.'t’1
U
W . ’ . . . . . . . —41T}Ll(l'l+tl)
02U ,
KO? . . . . B . . . . 41T‘U. S1
U.I
*uo L. .o 4_‘)('1">
Jydz " oy’
lU-’
»U P O( *A/ >
dzdx ' T T
T
Remanque I. — On peut donner au saut brusque de 3, une
VA
expression géométrique tres simple, indépendante du choix des
axes; (r~t,) désigne, en effet, lasomme T —+ —El— des inverses
des rayons de courbure principaux en lio; le 2sau,t brusque
o:U
de est donc
dz?

N
—_— 4"IU' <-IT+ Tﬁ) .

Rexarque II, — Les expressions des diseontinuités des déri-
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vées secondes se simplifient si 'on prend ponraxes des x et des v
les tangentes aux lignes de courbure qui se croisent en M,.
Duans ce cas, en effet, on a:

1 1

n=g W= =0
1 2
et, de plus:
> '~
w0 5 =0

comme le montreut les forinules d’Olinde Rodrigue.
On voit alors que les sauts brusques pour les six dérivées
secondes:

®C U ¥U PU ¥U U
Ty 7 2T T ONdy T 0ydz dzox

deviennent vespectivement égaux i

, 1 1 1 1
4..(1. —R—i, 41‘.‘J. —H—:, —4..‘U. (—ﬁi——k—E), 0,
v’ ou
L Y - {"' .
oy T

113. Etude des dérivées premidres d’un potentiel de double
couche. — Soit S une double couche quelconque; on sait que son
potentiel V est holomorphe dans tout domaine qui ne contient
aucun point de S. Mais si le point attiré M vient a (ranchir la
surfuce en un point M, la fonction V et ses dérivées éprouvent
des discontinuités. Nous connaissons déja celles de V, calenlons
celle des dérivées premieres.

Nous supposons qu’en M, la surface S admet un plan tangent
bien déterminé et nous prenons ce plan comme plan des xv,
le point M étant pris pour origine.

les résultats du paragraphe précédent vont nous montrer
immédiatement comment se comportent les dérivées premiéres
de V aut voisinage de M,.

On a, en effet, en reprenant les notations habituelles:

[ Lt s L aTi]
. / ’ r ’ r o ] l
\_-a- p L' — +5 By + ¥ o
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ce (ite nous avons mis (99) sous la forme :

oU, oU, oL,
V—_< ox -+ oy -+ 0z )’

U, = f 2 pdo
.

U,= f Bpdo’
’ .

rot 4
.
U —_f_L “.
3 r

U,, U,, U, sont des potentiels de simples couches; V s’exprimne

en posant:

uvec des dérivées premicres de ces potentiels et pur conséquent
les dérivées premieres de V s’expriment avec des dérivées
secondes de ces mémes potentiels.

Cousidérons, par exemple, o onac
hAY ( U, U, ol O )
—_— = + kl .
dx ox? Oxdy Ixdz

Or. quand on franchit S au point M, les trois dérivées

»U,. U, el

secondes : font des sauts hriusques respecti-
3¢ 7 Ixdy ” dxdz P pee
vement égunx i : 4maluw'r, 4n¥u's, — 4= ™, ,¢’est-a-dire égaux
: ! ' .
a: 0,0, —a=, Oi’ puisqute 2 et 2 sont nuls an point M .
ov .. TN
11 en résulte que —— fart un sant brusque égul & 4w —+— .
1 ox . I g ax’
On démontrerait de méme que — fait un saut hrasqne dgal
9 oy °
aogm .
v i
. . . oV
Voyons mamntenuant ce qui se passe pour v ;onat
Z
oV ( ?U, DU, ¥, )
_— = + .
)z Ixdz dydz 3z*
(U.I:J.l \
02Ul 0 Tl )

Le saut lo)r:lsque de Ix 0z
2,

ar o' =0 et ¥'=1 an point M,.

est égal & —4= ,c'est-a-dire

o/
: fo— gt V%
h—dEp o, e
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2

Le saut brusque de est de ménte égal

Wl
471:‘1.’ O—‘),‘ et

enfin celui de 0-2: a— 4wy (r—4-t).

Le saut brusque de 5 est donc égal a:
., da’ 0{3’]

— 4wy [“1 b Kl

Or on a en général :
ol — — P Y- —q, ;

V1+p' + ¢, VI+p+
d’olr :
01’+¢)(3’ —1 (b, )+ d ( —1
Wt it e W I
WO TV, V1+pu+qu>

h —1
Yy Vi
Anpoint M, p, et q, étant nuls, cette formule se réduit a:

do' NIy ,
%’ -+ dy’ :_\l.1+tl)'

0\ . .
Le saut brusque de 2 se réduit done a 2610 ;
0z oz

reste con-

tinue.
Fon résumé, on peut énoncer la proposition snivante:
Quand on franchit une double couche, la dérivée prise suivantla

. L . VAN A%
normale reste continue. Les dérivées tangentielles B v font
X
. , L, 0 g‘u’
des sauts brusques respectivement égaux a 4z o ¥ AT e
X ¥
o
114. — On peut obtenir ces résultats d’une autre maniere sans

les déduire de I’étude des dérivées secondes d’un potentiel de
simple couche dans le cas général.

Voici une méthode qui suppose seulement que I’on sache com-
ntent se comportent ces dérivées secondes dans le cas ou la den-
sité est nulle au point ou I'on traverse la surface.
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't

Nous procéderons de la nianiere suivante :

1°Daus un premier cas nous supposerons que la surfuce qui
porte la double couche est ferniée et que la densité est cous-
tante.

2°Nous traiterons ensuite le cas d’unte surluce fermée en snppo-
sant la deusité variable d’un point a Pautre, mais nulle au
point M,.

3° Nous traiterons apres cela le cas d'une surface fermée quel-
congue sans faire d’hypothese surla densité en M,

4° Nous traiterons enfin le cas d’une surface quelconque non
fermée.

Puesier cas.— Surface fermée et densité constante. — On a vu
(101) que dans ce cas le potentiel est constant i Vintérieur et
constant i Vextérieur; les dérivées sont alors nulles partout et
n’éprouvent donc pas de discoutinuité quand ou franchit la sur-
face. ‘

Devxiine cas.— Surface fermée et densité pariuble mais nulle
au pornt M.

Le potentiel V s’exprime en fouction des potentiels de simples
couclies: U, U, U,, par la formule

vV oL, oU, 0U3>
__(Ox+0y+02 )

Or les densités correspoundantes o'p/, 3w/, v’ s’annulent en M,
puisqu’en ce point ' est nulle. Nous savons alors comment se
comportent les dérivées secondes des fonctions U,, U,, U, (voir
n° 110) et nous pouvons en dédnire les sauts brusques des déri-

vées premieres de V.,

A h\%
Considérons par exemple W:
Y *L, °U, U,
™ __< e T T dmdx )
U, ) .. U, . %0 .
. a — ' - quanta ——2 att
e reste conttnue ainst que dvax quanta —-= elle fait un
. . iy oV
sant brusquq égal 4 — 4:W.Lesautb1‘usque deW est done
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. Uy . oV .
égal & 4m <. On voit de méme que -—— fmt un saut hrusque
Ox dy
. du/
¢gal i 4w 3y .
Considérons maintenant o, omac
z
Y - U oL AR
—_ 1 + 2 3 .
0z & Ox0z 0voz oz’
HU, L. d /a'u .
o . . Sl 3 — A R it laci-
g fatt un sant hrusque égul 4 A 0x’< 2 /, on vorut laer

lement (u'il est nul; en effet on a:

h) :l';x’)_, h) ! w0y
WA\ ) T ) T

et les quantités o' et u' sont nulles en M. De méme, le saut

. 277
brusque de 2 est égul a zéro. Enfin 2 peste continue.
vz dz*

Y% .
—— est donc continue.
OZ
TuotstkME cas. — Surface fermée et densité I]II(’Z('OII(]IIC’. —

Appelons toujours V le potentiel; on a, en employant les nota-
tions définies au début de ce chapitre :

\Y :.fy.’ <.

Appelons uw, la densité au point M,. On peut écrire :

Vv :f(‘u.' — w,) A=’ —}—f:xud-.’.

La deuxieme intégrale est un potentiel de double couche dont la
densité est constante. Ses dérivées premiéres sont continnes
1% cas).

La premitre intégrale est un potentiel de double couche dont
la densité variable est nulle au point M (2° cas). Les dérivées
premieres de V se comportaut comme celles de ce potentiel, on

a done encore :

Y% hps
Pour — ........ le saut bhrusque 4= ——
N rusque 4 o
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, !
l’ourﬂ ........ le saut brusque 4= —O‘L,
dy )
Pour N — 0.
dz
QUATMIEME cAs. — Surface non fermée quelconque. — Soit §'

une pareille surface limitée par un contour C.

La surlace ayant deux cbtés, on peut faire passer par C nne
deuxiéme surface S” de maniere que Yensemble 8 8" formne une
surface fermée S. Quelle que soit la distribution de matiére
qu'on envisage sur S”, son potentiel V" est une [onction holo-
morphe au voisinage de M, qui n’est pas situé sur S” mais sur S'.
Si donc on franchit S’ en M, les discontinuités des dérivées
de S’ sont les meéntes que celles des dérivées correspondantes
de S. Nous somnies ainsi ramenés au cas précédent d'une sur-
face fermée quelconque.

On voit donc (ue dans tous les cas : s reste continue et que
VA

les dérivées tangentielles éprouvent des discontinurtés égales
. ou/ A ou/ Ay
nhw 5 Pour 53— et 4= 2 pouro—y .

Le théoreme énoncé i la fin du paragraphe 143 est donc
démontré.

115. Comparaison des simples et des doubles couches. —
Considérons deux potentiels 'un V de simple couche, Pautre v
de double couche, relatifs i une méme surface S :

. :J.’dm’
y ~f——r

Comparons-les :

1° Ces deux potentiels sont des fonctions harmoniques dans
tout domaine qui ne contient aucun point de la surface S.

2° Désignons par 1 et 2 les deux cotés de la surface et soit M,
un point de cette surface.

Lorsque le point attiré M tend vers M, en suivant une certaine

POINCARE, Potent, Newt,
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droite L passant par M, et en restant du coté 1 de la surface,
les fonctions :
oV AV OV
Ty e
et les fonctions
oV AV Y
o oy or

7t

tendent vers des limites ; nous représenterons ces limites par les
notations :
oV, oV, 0V

Y dx T dy | dz

\'

et
oV, V' dV
2 dx ] Oy 'z

7!

Ces limites sont indépendantes de la droite L que suit le
point M.

De méme, si M tend vers M, du cité 2 de la surface, les huit
fonctions considérées tendent uniformément vers certaines limites
que nous désignerons par :

a0V, IV, OV,
2 dy | oz
v, AV, VY,
TR TR P

;!

Dans les deux cas, ces limites, étant atteintes untformément,
varient continuement quand M, se déplace sur la surface.

A ce point de vue, les deux potentiels se comportent de la
méme facon; mais des différences s’introduisent quand on com-
pave les limites relatives au ¢6té 1 avec les limites relatives au
coté 2.

Considérons la normale en M, 4 S et prenons conime sens

positif sur cette normale celui qui va du coté 1 au coté 2;

r sl
appelons v et 4v: les dérivées de V et V' prises au point M

dn dn
parallelement & cette direction. Quand M tend vers M; du

¢oté 1, —— tend vers une limite que nous appellemnsd— et quand
n
1

dn
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M teud vers M, du cété 2, — tend vers une limite d*\ . On u
dn dnz
. y ,
de ménte pour —((111 des limites —gzl et —:'\12 .

Celu posé, dans le cas de la simple couche, on a les circons-
tances suivantes :

1° V reste continu. . . . . .V, =V,
/ . . dv dv
20 est discontinu . ., . . —— — —_ 4my
dn dn, dn, :

{w désigne ici la densité au point M ).

3° Les dérivées tangentielles sont continues.
Le cas de la double couche présente les circonstances inverses :

1° V' est discontinu . . . . . V,—V = 4ru
90 dv’ st conti dv: dv’
g esteoutinu. . = dn

4° l.es dérivées tangentielles sont discontinues.

Dans la formule V/, — V' = 4= u, nous supposous que le coté
positil’ de la surface coincide avee le ¢oté 2, c’est-a-dire que,
dans I'expression de V', les cosinus directeurs o', ',~' sont ceux
de la direction positive de la normale 4 S telle que nous Pavons
définie (celle qui va du coté 1 an eoté 2).



CHAPITRE VII

RESOLUTION DU PROBLEME DE DIRICHLET
LA METHODE DU BALAYAGE

116. Enoncé du probldme de Dirichlet. Soit un domaine T

limité par une surface fermée S. Le volume considéré est sup-

posé connexe, mais son ordre de connexion peut étre quelconque.
Enfin appelons ® une fonction continue définie en tout point
de S : cette fonction, d’ailleurs arbitraire, est regardée comme
donnée.

Cela posé, nous nous proposons de construire une fonction V
jouwissant des propriétés suivantes :

I° V est harmonique dans tout domaine T’ contenu & Vinté-
rieur de T.

2° La valeur Vy de V en un point quelconque M (x, v, z) de T
tend vers la valeur @y, de ® en un point M, (x,y,,z)de S, quand
le point M tend vers le point M en suivant un chemin quelconque
assujetti seulement a ne pas sortir du domaine T,

C’est en cela que consiste le probleme de Dirichlet.

Nous venons d’énoncer le probleme de Dirichlet fntérienr. On
peut aussi se poser un probleme semblable pour le cas oun le
domaine T est formé de la portion de Vespace située i I'exté-
rieur de S, C’est ce que P'on appelle le probleme de Dirichlet
extérienr. Lorsque Yon étudie ce nouveau probleme, on impose
a la fonction cherchée V une nouvelle condition : celle d'étre
réguliere a 'infini, ¢’est-i-dire de s’y comporter comme un poten-
tiel newtonien.

Nous avons déja vu (§ 64) que le probleme de Dirichlet ne
pent pas admettre plus d’une solution. Nous allons montrer qu'il
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en possede toujours effectivement ane. Cette proposition porte
le nom de Principe de Dirichlet.

I1 est clair que toutes les considérations précédentes pour-
raient étre répétées sans modification pour le cas du plan. Seu-
lement, on n’a plus besoin alors, en ce qui concerne le probleme
extérieur, de dire d’avance comment la fonction cherchée doit se
comporter a Vinfini.

La méthode de transformation par rayons vecteurs récipro-
ques indiquée par Thomson et exposée au chapitre V permet de
ramener le probléme extérieur au probleme intérieur. Nous ne
nous occuperons done ici que du probleme intérieur.

Commencons par établir quelques propositions qui nous seront
utiles.

117. Comparaison des fonctions harmoniques et des potentiels.
— Envisageons (fig. 79) une surface fermée S délimitant un
domaine intérieur T, et un domaine Mee
extérieur T,. Nous supposerons que M
la surface S posséde en chacun de
ses points un plan tangent unique et
deux rayons de courbure principaux
bien déterminés.

Soit maintenant une fonction YV
présentant les caractéres smvants :

1° La fonction V est harmonique
a Vintérieur et i Vextérieur de S, g
c’est-i-dire dans tout domaine con-
tenu dans T, comme dans tout do-
maine contenu dans T,.

2° La fonction V est réguliere
Vinfini et s’y comporte comme un Fig. 7g.
potentiel newtonien.

3° Soit M, un point situé i Vintérieur de T,. Considérons un
point M de S. St M, tend vers M en suivant un chemin quel-
conque assujetti seulement 4 rester a lintéwieur de T,, les
expressions :

.
Vet i\—-

dn
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tendent vers les limites déterminées :
dv,
dn

V, et

qui sont des fonctions continues sur la surface S.
4° Soit M, un point situé a Vintéreur de T, Considérons
toujours le point M de S. Si M, tend vers M en suivant un che-
min quelconque assujetti seulement a rester a 'intérieur de T,,
les expressions :
dv

Vet an

tendent vers des himites déterminées :

dv,
Vet dn
qui sont des fonctions continues sur la surface S.
3° Posons :
1
T in (Vi — V) =un"
1 /dv, dv,\
4z ( dn  dn >_‘U"

Nous ne supposons rien surles fonctions p'et u”, sinon qu’elles
sont finies et continues sur S. _

Je dis que V est alors la somme de deux potentiels newtoniens
dus Y'un a une simple couche, Yautre & une double couche, por-
tées toutes deux par S.

118. Commencons par examiner le cas ot 'on a :
A " __
W—0, w0,

Je dis que Von peut affirmer alors que V est identiquement
nulle.

En effet, tracons deux surfaces fermées S/ et S, tres voisines
de S, l'une intérieure, autre extérieuve (fig. 80). Soit, de plus, ¥
une grande sphére de rayon R entourant S. Appelons T/ V'espace
compris a Vintérieur de S,/ et T, Vespace compris entre S, et .
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On a, en vertu de la formule de Green :

v e (oY )2 )
L’.)V = (T'-)LJ( x)

*., dV dv 0V \?
i et = [ X0
.,/(5 dn ¢ sy dn ao T ox/ ¢

et .

Fig. 8o.

les dérivées —— étant prises toujours suivant la direction de la

dn

normale extérieure a la surface sur laquelle on integre.
L’intégrale :
dVv

dw’
sy dn
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tend vers une hinnte déterminée :
dv
r L
Vi

Jis) n

d(v)/

(iuand S,/ tend vers S en passant par une série quelconque de
formes. Cela prouve que I'mmtégrale :

LX) =

a un sens. Il fallait le montrer, car on ne sait rien a priori de ce

que deviennentles dérivées :

AN A
x "0y 0z

sur S. Tout ce que Y'on avait supposé, en effet, ne concernait que
la dérivée :
d Vv v

V 0 Y4
* o Ty

I
0z

en désignant par a, 3,y les cosinus directeurs de la normale
extérieure i S,
Finalement, on a :

7 2
VoA o= N (e
5 - dn T ox

Yoila un premier point.
Prenons maintenaut Pintégrale :

dv ,
‘/(;)V In do

et supposons que le rayon R de la sphere £ augmente indéfim-
ment. Puisque V se comporte a V'infini comme un potentiel new-

tonien, on peut écrire, dés que R est assez grand :

M| dV N
R’ dn( R

ME

Soit, d'autre part, une sphere @ de rayon 1 concentrique a X.
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Appelons ds un élément infinitésimal de Q. On aura :

v dm" \}';f flds
Sav £
‘ (E)\ dn dw ’< R

On voit que Pintégrale étudiée tend vers zéro quand R aug-
mente 1ndéfiniment.
Cela posé, I'intégrale :

av
j(;é VE d(v)

tend vers une himite détermmée :

Ay,
,;f(‘S)\ 9 d[ d(v)

quand S, tend vers S en passant par une série quelconque de
formes.
On conclut de tout cela que l’intégmle :

oV \?
L‘z)E(T) d
aun sens. On a:
- 2
f Z(O\ ) de— [ g
(T2} dx s dn

en vertu des remarqutes précédentes.
On dédumt de i la relation :

SRS = (v v oo

Pintégrale triple étant étendue a tout V'espace. Mais :

. dVv, dv, -
v, dn zﬁ._o’

a cause des hypothéses faites.

B S
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Cela prouve que l'on a :

oV A} —0 oV 0

ox. 7y T dz

en tout point de Yespace. Donec :
V=C_C®
Or V s’annule a Vinfini. Par conséquent :
V=0
C.Q. F.D.

119. Abordons maintenant I'étude du cas général. Posons :

‘U.,d(v),

Y
s T . dn

Vi=

. d . . .
en désignant par —— une dérivée prise par rapport i X, v, z sui-

dn

vant la divection de la normale a S en chaque élément dw’. On
voit que V' est la somme d’un potentiel de surlace et d’un poten-
tiel de double couche.

En vertu des hypotheéses faites tant snr S que sur w' et o, on
peut affirmer Pexistence des quantités :

! - d\;,( d\vi
Vo Ve —5 ~da

De plus, on a :
V,—V,=—4cp" =V —V,
et :

fr— -/H';:J_’ fr

v, av,

dv, dv,
dn dn o

dn dn

conformément aux théorémes établis pour les simples et doubles
couches dans les chapitres Il et V.
Posons alors :

U=V—V.
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La fonction V est harmonique tant it 'intérieur qu’a 'extérieur
de S; elle est réguliere a I'infini; enfin on a :

du,  du,
U= Uy =0, =g — =0
D’ou :
‘ U=0
V=V.

Ainst, la fonction V peut étre regardée comme la somme d un
potentiel de simple couche et d’un potentiel de double couche,

120. On peut écrire :

d 1
dv, dV,\ do . o
inV = ( dn dn-> v (\‘—‘Q’T dw’.
'8 13)
Supposons :
. ., dv,
V=0, -7 =0,
Alors :
1
d——
v 1 4V, , r > ,
dry = (—r— dn —V, dn de’.

15
Oun retomnbe sur une formule connue.
Supposons wmaintenant :
r T
V,—V,=0.
Alors :

4V =

” dV, _ dV._, dw’
( dn dun >

(5) r

et V est un potentiel de simple couche. Ce cas se présente notam-
ment si on définit V au moyen de deux fonctions harmoniques,
I'une a I'intérieur de S, I'autre a 'extérieur de S, prenant les
méntes valeurs sur S.

121. Balayage d’un domaine. Considérons un domaine T
ayant pour frontiere une surface fermée S. Soit P un point situé
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a intérieur de T, portant I'unité de masse. Désiguons par » la
distance de P 4 un point M quelconque de I'espace. Le potentiel
newtonten dii a I'action de P sur M a pour valeur :

. 1
V= —.
o
)

Supposons maintenant qu’on sache construire la fonction de
Green G relative au dowmaine T et au point P, Ou a :

1
G=— —H,

I

II étant déterminée par les relations suivantes :

AH=0. . . . . . . . dans T
n—=L . ars.
8

Concevons une fonction V qui coincide avee H a I'intérieur
. 1, . . .
de S et avee — i 'extérieur. Cette fonction est coutinue daus

4

b
tout I'espace ; elle se comporte régulierement a U'infini ; en outre
elle est harmonique tant i lintérieur qu'a Pextérieur de S. Si
lon reprend les notations du paragraphe 117, on peut écrire :

V,—V,=0
d 1
v, dv, "5 dH  dG
dn  du  du du dn
D’oin :
V— t dG dm”

4% s, dnor

en vertu d’une formule établie précédemment (§ 120).
On voit que V est le potentiel newtonien d’une couche simple
de matiére attirante répandue sur S avec la densité :

1 dG
" 4= du

et chaque point.
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. . 1 .
A Dextérienr de S, V coincide avec — . Donc, pour un point
o}

qui n’est pas situé dans le domaine T, le potentiel di & la simple
couche considérée est le méme que le potentiel dit & 'unique
point P.
A l'intérieur de S, V coincide avec H, mais on a :
1
—>G>0,

o}
s

c’est-i-dire :

0<Il<

'nl"

en tout point de T qui n’est ui en P ni sur S. Done, en tout
point situé dans le donraine T, le potentiel du & la simple cou-
che considérée est plus petit que le potentiel du a P.

On sait que -—l—' est négatif en tout point de S : cela résulte
dn

de ce que G est nul sur S et positif & Uintérieur de S. On a
done :

1 dG
— ———>0.
4w dn

Ainsi les masses qui constituent la simnple couche dont le
potentiel est ¥ sout toutes positives.

Les meémes propositions sont vraies si le point P, au lieu de
porter l'unité de masse, porte une masse égale & m. Si mn est
positif, la densité de la couche superficielle que I'on fabrique est
encore positive en chaque point de S.

Les méntes considérations peuvent encore &tre laites a propos
de masses distribuées d’une facon quelconque daus T : points
discrets, volumes, surfaces ou lignes.

La couche superficielle obtenue s’appelle couche équivalente
aux masses intérieures. L’opération qui consiste i remplacer des
niasses par la couche équivalente porte le nom de balayage du
domaine T.

En résumé, on voit que le balayage d’un donaine qui ne con-
tient que des masses positives ne change pas le potentiel eu un
point extérieur; il le diminue en un point intérieur; enfin cette
opération n’introduit jamais de masses négatives.
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REMARQUE. — On a :

1 dG

4w Jg du

dm’: 1

Donc le balayage, daus le cas d’un point P unique portant
l'unité de masse, ne change pas la masse totale cousidérée. En
d’autres termes, la niasse totale de la couche équivalente est
égale a la masse primitive.

11 en est évidemnient de méme dans le cas d'uue distribu-
tion quelconque de niasses.

4122. — On peut définir de méme une opération ui s'appellera
le balayage de la région de 'espace extérieure i S.

Soit P un point attirant portant l'unité de masse située i l’exté-
rieur de S. Appelons encore p la distance de P & un point M
quelconque de 'espace. St G désigne la fonction de Green rela-
tive au point I et au domaine extérieur &t S, on a :

1Lty
avec :
All=0. . . . . . . #alextérieurdeS
H:i . . . . . . surs.
o]

[}

Iinaginons encore une fouction V qui coincide avee — i I'inté-
3

- s . i
riteur de S et avec H i Pextérieur. On a cette {ois :

. 1 dG de’
V=7 dn v

mJs dn 1
et 'on voit encore que V est le potentiel d’une simple couclie
répandue sur S avec la densité :

1 dG

4= dn
eu chaque point. lei on a :

dG -0,

dn
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car le sens de la normale extsrieure a la surface S est mainte-
mant celui de la norniale dirigée vers Uiutérieur du domaine
euvisagé.

Sans insister davantage, nous pouvons énoncer les conclusious
suivautes :

1° I.e balayage ne niodifie pas le potentiel a 'extérieur de S.

2° Le balayage fait dumiunuer le potentiel i I'intérieur de S.

3° Le balayvage n’introduit pas de masses négatives.

(es propositions se démoutreraient comme dans le premier
cas.

Yovous ce qui arrive pour la niasse totale : je dis qu'elle a
diminué.

En effet considérons une sphere X de rayon R. Supposous Ik
assez Eraud pour que le point P et la surface S soient a I'inté-
rieur de 2.

La lonction G est harmonique a extérieur de T et réguliere
I'infini. On a done :

NI oo
G:ZT:T.O—}—'—I:::‘_}—..-..

2
et ce développement est valuble ponr. :
r>R.

1; est une constante. Vovous son sigue.
D’abord on ne peut pas avoir :

I, <0,
car, pour R trés graud, c’est cette constaute qui doune son

sigite a G. Or, nous savons que G est positif a Uextérieur de S.
De plus je dis qu'on ne peut pas avoir :

1, —0.

En effet, si cela était, ce serait ', qui donnerait son signe a G
pour r tres grand. Ou devrait donc pouvorr écrire :

M = 0.

Or, posons :
’ A\
N, =r*X,.
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On a:
[Xixid=—=0,
st p =, U'intégrale étaut étendue i tous les éléments de la
spliere de ravon L. Prenous :
p = J_, ([ fr— O.
On déduit de Ia :
f Xide =0,

Done X/, et par suite I1] e peut pus avoir un signe constant.
17 1 1 . o]

Daone Mg ne peut pas étre nul.
On conclut de tout cela :

ng >0,
l’égulité étant exclue, Or :

XX, X

G=20 4 Sl
I r r
Dol :
dG — X§ 2X4 i
TR peani TSRS
Lorsque r est tros grand, ¢’est Mg qui donue sou sigue. Ou a :
ny>0
X/, > 0.
Yot : .
dG
<2
dr )

pour r tres grand.
Cela posé, si l'on appelle M la masse totale de la couche atti-
rante répandue sur S aprés le balayage, on a :

.\[: 1 ['dG d(v)/.

4= Jg dn

On peut écrire .

1 dG , 1 dG , 1 dG ,
dw ——[ dr dw +FL[ e do'.

M=—— .
4= Jg, dn b =)

=)
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Or la différence des deux premiéres intégrales est égale a 1.
Quant & la troisieme intégrale, nous venons de voir qu'elle est
uégative des que r est assez grand. On a donc :

M<1.

La masse totale a diminué par suite du balayage.

Tout ce que nous venons de dire s’applique encore sans modi-
fication si les masses primitives considérées, au lieu d’étre con-
densées en un point, sont distribuées d’une facon quelconque.

123. — Pour pouvoir faire le balayage d’un domuine T, il faut
deux conditions :

10 Savoir former les fonctions de Green G relatives a ce
domaine.

.. d . .
20 Savoir que I existe et est intégrable sur le bord du
n

domaine T.

Ces deux conditions sont remplies s’il s’agit d’'une sphere. On
sait done faire le bulavage d'une sphere.

Avant de montrer les conséquences que l'on peut tirer des
théorémes précédents, nous allons revenir sur quelques-uns de
ceux-ci en nous placant dans le cas particulier ot il s'agit du
balayage intérieur d'une spheére.

124. Balayage d’une sphére. — Soient (fig. 81) une sphere S
de centre O et de rayona. Appelons M un point situé a I'tatérieur
de la sphéere et M’ un point situé an centre de gravité de 'éléntent
do’ de la surface de lu sphere. Posons :

OM=—=3, OM =a, MM -—=r.

b

Imaginons maintenant dans 'espace une distribution de matiere
attirante pour laquelle la densité soit w an centre de gravité de
’élément de volume d=. Désignons par V le potentiel ainsi
engendré. On a :

V=V, +V,

en appelant V, le potentiel dit aux masses intérieures i la sphiere
et V, le potentiel dit aux masses extérieures, Le balayage a pour

roINCARE, Potent, Newt, ]
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effet de remplacer chaque masse uds située a I'intérienr de la
sphére par une couche équivalente répandue sur la surface et
ayant pour densité en M’ :

Il résulte de la que la densité en M’ de la couche équivalente

Fig. 81.

linale, une fois qu’on a terminé le balavage, est donnée par lin-
tégrale triple :

2

9
a’— a
1" )
& f‘ 4rar? ’

é¢tendue a la sphére considérée. Posons alors :

N
U=/ t—dw’
s T

U,=V,.
En supposant &/ >0, on a:

U./>0, {L”>0.

)

Dol :

U,>0, U,>0.
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D’autre part :
U, =V,... a 'extérieur de S

U, <V,... alintérieur de S

I’renons :

U=U,+L,.
On a finalement :
U=YV... al'extérieur de S

U < V... a 'intérieur de S

et d’ailleurs U est positif et continu dans tout 'espace.
Les mémes conclusions sont encore vraies si V est un potentiel
diiv des distributions superficielles ou linéaires. On le démon-

Fig. 82,

trerait exactement de la méme facon. Nous n’insisterons dounc pas
davantage sur ce point,

125. Théoréme de Harnack. — Soit une sphére S de centre O
et de rayon a. Prenons un point M a l'intérieur de la sphére et
posons (fig. 82) :

OM=p.



276 THEORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN
Considérons maintenant une sutte illimitée de fonctions :

V,V,..V...

harmoniques et positives dans S. Désignons par :
oyt 19
Vivi... V..
les valeurs de ces fonctions en un point M’ situé aun centre de

gravité de I’élément do’ de la surfuce de la sphere.
Nous avons prouvé (§ 97) que, si la série :
A
est convergente, sa somme :
V=2V,

est une fonction harmonique dans S.

Ona:

en posant :

Soit alors une sphére T concentrique a S et de ravon b inférieur
i a. Supposons que le point M soit i 'intérieur de X. Posons :

QZ_P’Z
bmar®
Ona:
r>a p>a [
et:
a?— 2P <a?
D'on :
f< i
4waa I))"

Appelons B, cette limite supérieure de 4. On voit que l'on peut
écrire :

V.<B, ﬂ Vid.
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Si done la série :

f Vidw' —|—-f V;dw'—|—...—|—j‘ Vide' 4 ...
() 8) (S)
est convergente, la série :
V4V, 4 -V
I'est elle-méme, et sa convergence est unilorme.

Nous avons vu {§ 97) que I'on peut aussi assigner une limite
supérieure B, aux trois quantités :
o

ALl dh
I W ’ )z

x|
wiCA A Y OV, ~ OV,
Z Ix Z dy hY
sont absolument et uniformément convergentes quand la série :

Wl
: ' \f:(](v)/
8)

est elle-méme convel'gente.

Donc les séries ¢

11 en est encore de méme pour les séries :

XW %V, O 0%V,

i OX? dydz
UKL ¢V,
d—yz 0z0x
O 0%V, O 07V,
oz* X0y

et en général de toutes les séries déduites par dérivation terme a
terme de la série :

V.
(Cela se voit toujours par le méme procédé,
Nous avons conclu de tout cela, au paragraplie 97, que la fone-
tion V est harmonique i Uintérienr de la spheére, si la série :
\ v 7

\ Vide

pasry 13}
est convergente.
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Nous voulons aller un peu plus loin & préseut et ntontrer que la

série :
Z Vide!
(s

est convergente, si la série :
IV,

est convergente en un point M, de la sphere.

126. Appelons :
Vive... V...

les valeurs des lonctions :
V,V,... V...

au point M. Posous d’ailleurs :

Ona:
v [ — %) Vido
[ L *
(s) Teal 0
Mais on peut écrirve l'inégalité :
r,<<a—-o,.
P’ou -
a?—2? a—0
0 > ]

5 FIR4
hrar®, hwa (a—-p,)°
ce qui donne ;
a—o
\'0 > ) V’-dm/
s i —r 2 i
a2 o
et enfin :
Vidw <INV,
(S
en posant ;

L a—a

Ovr, par hypothése, la série :

E‘Yoi



RESOLUTION DU PROBLEME DE DIRICHLET T 279

est convergente. Donc il en est de méme de la série :

E V'.de'
(8)

et, par suite, la fonction V est harmonique.

C. Q. F.D.

127. Considérons un domaine T limité par une surface fermée S.

(e domaine est supposé connexe, mais d'un ordre de connexion
quelconque.

Soit une suite illimitée de fonctions harmoniques :
V,V,... V...
défintes et positives dans T. Je dis que, si la série :
oV,
est convergente en un point M, de T, elle est convergente en tout

point de T.

En effet, prenons un point M quelconque situé a I'intérieurde T.

Fig. 83.

Si le point M est contenu dans une sphere qui renferme uusst
le point M, et qui soit tout entiere a Vintérieur de T, la proposi-
tion est évidente : en effet, chacune des fonctions V; est harmo-
nique et positive dans cette sphére, en sorte qu’on est ramené au
cas étudié duns le paragraphe précédent.

Supposons maintenant (fig. 83) qu'on ne puisse trouver
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aucune sphére remplissant les conditions prescrites, mais que

Fig. 8.

I'on puisse trouver dans T un point M, tel qu’il existe deux
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sphéres, 'une contenant M; et M, Pautre contenant M, et M, et
toutes deux contenues dans T. Alors, en vertu de la remarque
que nous venons de faire, la convergence de la série :

IV,
en M, entraine sa convergence en M, et celle-ci a son tounr
entraine la convergence en M. La proposition énoncée est done
encore vérifiée.

En général, a cause de la connexion du domaine T, on pent
tracer un chemin continu allant de M, en M sans sortir de T. Sur
ce chemin, il est manifeste que 'on peut trouver un nombre
limité de pomts (fig. 84) :

MM M. MM M

n4toeee

tels qu'il v ait tonjours nne sphére contenue dans T et contenant

i son intéricur deux points conséeutifs M, et M, , . La démons-

.
tration du théoreme en (nestion peut alorsse laire de proche en

proche. La série :

sV,

est convergente en M ; donc elle 'est en M,, comme on le voit
en considérant la premiere sphére. La convergence en M,
entraine la convergence en M,, comme on le voit en considérant
la deuxieme sphére. En général, la convergence en M, entraine

la convergence en M comme on le voit en considérant la

Ny
(n - L) sphere. Il est clair (lu’aprés un nombre limité d’opéra-
tions on sera assuré de la convergence en M.

C. Q.F.D.

128. Voici une importante application des théorémes précé-
dents.

Soit un domaine T lintité¢ par une surface fermée S.

Considérons une (onction ® définie et continue en tout point
de S. Nous regarderons cette lonction comme donnée. De plus
nous supposerons qu’eclle est positive et non nulle en tout point
de S.

Cela posé, tracons une sphere Q assez grande pour contenir
tonte la surface S i son intérieur. On peut toujours imaginer nne
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fonction U définie et continue dans Q, positive et non nulle dans
le méme domaine, prenant enfin les valeurs ® sur S.
Donnons-nous maintenant une suite de nombres positifs :

€,8,850. Epeen

tels ue la série :
s+, 4,4 ... F5 4.

soit convergente. On sait qu’il est possible de construire une
sutte de fonctions :

PP,P,..P,...

définies dans Q et holomorphes en tout point de ce domaine, de
telle lacon que 'on ait :

0<P,<s,

pour toutes les valeurs de I'indice n et que la somme de la série
absolument et uniformément convergente :

P, 4P, 4 ... + P, ...

soit la fonction U donnée. On peut, par exemple, s’arranger de
maniére que les fonctions P, soient des polynémes entiers
en x,y, z,

Supposons alors que l'on sache, pour toutes les valeurs de
I'indice n, former une fonction V, harmonique dans T et prenant
sur S les mémes valeurs que P,. On a :

0<V, <,
Douc la série :

V,4+V, 4 oo+ Vit ..o,

dont tous les termes sont des fonctions harmoniques et positives
daus T, est absolument et uniformément convergente en tout
point de T. En vertu du théoréme de Harnack, nous concluons
de la que la somme V de la série précédente est une fonction
harmonique dans T prenant sur S les valeurs ®.

Nous voyons par la que Uon saura résoudre le probleme de
Dirichlet dans le cas le plus général des qu’on saura le résoudre
en supposant que la fonction cherchée prenne sur S les mémes
valeurs qu'un polynéme donné.
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ReMarQUE. — Nous avons supposé pour plus de simplicité,
dans la démonstration précédente, que la fonction donnée P était
positive et non nulle en tout point de S. On peut tonjours se
placer dans ce cas pour résoudre le probleme de Dirichlet.

En effet supposons que ® ait un signe quelconque. Posons :

|®|<M...(M=C").
On peut toujours écrire :
P =M—(M— o).

On a:
M—d>0.

Soit V une lonction harmonique dans T prenant sur S les
valeurs M — & : nous admettons qu'on peut la déterminer. Cela
posé, il est clair que la fonction :

M—V

est harmonique dans T et prend sur S les valeurs ®.

129. Méthode du balayage. — Proposons-nous de construire
une fonction V harmonique dans un domaine T limité par une
surface fermée S et prenant sur S les mémes valeurs qu'un
polynome donné P.

Commencons par tracer une sphére Q contenant i son intérienr
tout le domaine T,

Cela posé, il est possible de trouver une infinité de spheres Q,
formant une suite a indices entiers positifs et jouissant des pro-
priétés suivantes :

1° Chacune des sphéres Q; est tont entiére intérieure a T.

20 Tout point de T est intérieur a 'une au moins des
spheres Q.

Concevons, en effet, une succession de nombres positifs :

-~ N

N
Oy Gyyeer Opyees

décroissants et tendant vers zéro. Imaginons maintenant une sé rie
de régions :
R, R,,...R,...

s’enveloppant mutuellement et tendant 4 se conflondre avec T.
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La région R, par exemple est définie commte étant ensemble de
tous les points de T dont la distance niinimum a S est supérieure
& o;. Tracons une triple série de plans paralléles aux plans coor-
donnés, I'écartement de deux plans consécutifs de la méme série

étant un peu inlérieur # —= . La région R; est ainsi partagée en
3

nn nombre limité de cubes dont la diagonale est légerement infé-
rienre a1 6. Il est clair que ces cubes sont tous intérieurs a T.
D’ailleurs tout point de R; appartient & 'un de ces cubes.

Appelons :

la longueur de la diagonale d'un de ces cubes. A chaque régton
R; est attaché un nombre positif ¢, inférieur a &. Nous supposons
que la suite :

€8, ..

(2]

soit convergente et ait zéro pour limite.
Cela étant, du centre de chacnn des cubes obtenus, décrivons

. ~ g . . ..
une sphére avant pour rayon ¢,— 7’ Nous construisons ainst

un nombre limité de sphéres -
i 2
QL0%... o

Toutes ces sphéres sont intérieures & T et tout point de IR, est
intéricur & 'une au moins de ces sphéeres. En laisant la méme
opération pour chaque région R;, on obtient une série de sphéres
remplissant bien les conditions prescrites :

1° Toutes ces sphéres sont intérieures o T.

2° Tout point intérieur & T, étant intérieur aux régions R, a
partir d'une certaine valeur de i, est intérieur i I'ume au moins
des spheres considérées.

3° L’ensemble des spheres précédentes est dénormbrable,
puisque 'ensemble des régions R, I'est Ini-méme et qu’il ne cor-
respond i chaque région R; qu’un nombre limité de spheres.

L.a proposition annoncée est done établie.

Nous considérons les sphéres Q; dans 'ordre suivant :

20,0000000 ..,

de maniére it considérer chacune d’elles une infinité de fois.
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130. — Prenons maintenant le polynome donné P et formons
Iexpression AP. Supposons d’abord que I'on ait :

AP <0

en tout point de Q. Nons verrons ensutte cominent on peut lever
cette restriction.

Posons :
. ' ou/ds
\\02/ *‘
Joy r
et :
, AP
YT R
Ona:

u'>0, W >0,

De plus, VW, est le potentiel newtonien d'nn volume attirant.
Dot :

AW, = —4=u' = 2P
en tout point de Q.

Lffectuons maintenant le balavage de chacune des sphéres Q.
en prenant celle-ci successivement dans l'ordre indiqué. Soit
W, ce qu'est devenu le potentiel W aprés la i* opération. On a
évidemment, en vertu des propriétés du balavage :

W, =W,
en tout point de Q. D’autre part, on peut écrire :
W;>0,

puisque le balayage n’introduit jamais de masses négatives.
Constdérons la suite:

WAV, W

Elle est convergente, puisqu’elle est formée de termes tous
positifs qui vont toujours en décroissant ou du moins qui ne
croissent jamais. Soit W la limite de cette suite : W est une
fonction définie en tout point de Q.

On a évidemment :

W, > W >0.
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Etudions les propriétés de .
Considérons une sphére Q, quelconque. Elle est balayée une
infinité de fois, aux opérations numérotées, par exemple :

Considérons les fonctions :
W, W, “"ﬂ"'

Elles forment une suite convergente ayant W pour limite. D ail-

leurs, on a:
AW, =0... dans Q,

quel que soit i. Mais on peut écrire:

W=—W_ 4 W, — W, )+...+ (W, — W)+ ...
Tous les termes de cette série sont des fonctions harmoniques
dans @, ; ces fonctions sont positives dans le méme domaine, &
I'exception de la premiére ; enfin la série envisagée est conver-
gente en tout point de Q,. Donc, en vertu du théoreme de Ilar-
nack, la fonction W est harmonique dans Q,. Mais étant donné
un point quelconque de T, on peut toujours trouver une

sphere Q, au moins (ui contienne ce point a son intérieur. On
voit par la que la fonction \V est harmonique en tout point de T.

131. Voyons quelles sont les valeurs prises par la fonction W
sur S.

Supposons que la surface S possede en chacun de ses points
un plan tangent unique et deux rayons de courbure principaux
bien déterminés. Soit M, un point de S. Voyons vers quelle
limite tend W quand le point courant M (x,y,z), d’abord situé &
Pintérieur de T, tend par un chemin quelconque vers M,.

En vertu des hypothéses que nous venons de faire, on peut
construire une sphere S, tangente extérieurement & S en M,.
Construisons une fonction U jouissant des propriétés suivantes:

AU==0 . . . . . i Dextérieur de S,
U=W, . .. .. sur§,
U=0. ... .. & linfini.
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Sachant résoudre le probleme de Dirichlet pour la sphére, nous
savons lormer la fonction U.
On a évidemment :

U=W =W,

en tout point M de T. Mais, quand M teud vers M, U et W,
tendent vers la méme limite. Il en est donc de méme de V.
Ainsi W prend sur S les mémes valeurs que WV,
Finalement, on a:

AW =0... dans T
W =1W_. surS

pourvu que S ne présente aucune singularité.

132. Posons maintenant :

V=D —W,+W.

On a:
AW, = AP
AW = 0.
D’olr :
AV = 0.

D’autre part, il est manifeste que V prend sur S les mémes valeurs
(ue le polynome donné P.

Le probléeme de Dirichlet est donc résolu dans le cas particu-
lier ol nous nous sommes placés. Mais nous savons que le théo-
reme de Ilarnack permet de passer de ce cas particulier au cas
général, Donc le principe de Divichlet est complétement établi.

133. Nous avons supposé :
AP <0
dans Q. Cela ne restreint pas la généralité. En effet, on peut
toujours écrire :
P—P,—P,
les polyndmes P, et P, étant choisis de facon que l'on ait :

AP, <0, AP,<0.
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La méthode précédente permet de trouver deux fonctious :

V, et V,

harmoniques dans T et prenant sur S respectivement les mémes
valeurs que :
P et P,

[’osons alors :

=V, —V,.

Il est clair que la lonetion V est harmonique dans T et prend
sur S les mémes valeurs que P,

134. Ajoutons, pour terminer, que la méthode précédente
s’applique encore avec succes st la surface S présente un nombre
linnté de points coniques ordinaires. On trouvera une discussion
complete de ce casau tome XII de VAmerican Journal of Mathe-
maties. (I1. Poincaré, — Sur les équations aux dérivées partielles
de la Physique mathématique, §1.)



CHAPITRE VIII

RESOLUTION DU PROBLEME DE DIRICHLET
LA METHODE DE NEUMANN

135. Principe de la méthode de Neumann. — La méthode du
balayage, exposée au chapitre précédent, lournit une déuons-
tration rigoureuse et générale du Principe de Dirichlet. La
méthode de Neumann, dont nous allons nous occuper mainte-
nant, a le méme but. Au point de vue de la généralité, elle est
mtlérieure & la méthode du balayage. Mais elle a Pavantage de
bien mettre en évidence 'identité des lonctions harntoniques ct
des potentiels newtomens.

Nous étudierons concurremment le probleme intérieur et le
probleme extérienr de Dirichlet. Nous nous placerons duns le
cas de I’espace a trois dimensions. Mais ce n’est que pour fixer
leS -ldées. O]‘l verra sans peine ([ue leS l‘ilisOnnements peuvent
encore étre faits quel (ue soit le nombre des variables indépen-
dantes.

Considérons une surlace ferntée S lnnitant un domaine inté-
rieur T et un domaine extérieur T’. Nous supposerons (ue la
surlace S posséde en chacun de ses points un plan tangent
unique et deux rayons de courbure principaux bien déterminés.
Celua posé, nous voulons résoudre le probleme de Dirichlet o la
lois pour le domaine T et pour le domaine T'.

[.a méthode de Neumann consiste i chercher une double couche
portée par S dont le potentiel newtonien soit précisément la
lonction harmonique inconnue que l'on veut construire.

Nous verrons que 'on peut toujours réussir & déterminer la
double couche en question dans le cas du probleme intérieur.
Mais, pour le probleme extérieur, ii n’en est plus ainsi. I est

rorxcark. Potent. Newt. 19
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facile de se rendre compte de cette derniere particularité. Soit V
une louction larmonique a I'extérreur d’une sphere de ravon R
et réguliere a 'infini. On a:

X/ X/
V= —O‘L_|— 52‘ ...

en appelant :
X, X'\...

des lonctions spliériques et en posant:
=Xty 2

Ce développement est valable pour:

o> R.
Supposons que V soit un potentiel newtonien. Alors on peut
écrire :
lim?=-, aV =),

M étant la masse totale qui engendre le potentiel V. Si ce poten-
tiel est celut d’'une double couche, o a:

M=0.
Mais, en général :

M=X,.
Cela entraine done :

N, ==0.

Par conséquent, une condition est requise pour (u’on puisse
résoudre le probleme extérienr de Dirichlet au nroyen du poten-
tiel d'une double couche.

Nous verrons d’ailleurs que 'on parvient toujours a résoudre
le probléme extérieur en superposant sur la méme surface S une
siniple couche et une double couche de matiere attirante.

136. Rappelons d’abord, en quelques mots, les propriétés fon-
damentales des potentiels de double couche.

Soit W un pareil potentiel. C’est une fonction réguliere a
P'infini et harmonique en tout point de I'espace, saufsur la surface
ménte qui porte la double couche.
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Lorsque le point courant M se rapproche iuidéfiniment d’un
poiut M, de S en restant mtérieur a S, VW tend vers une limnite
que nous désignerons par V. Lorsque M tend vers M en restant
a Pextérieur de S, W a encore une limite que nous désignerons
cette fois par V. Si u est la densité de la double couche au
point M, on a:

V—V =— 4‘ny..
Enfin la valeur de Wen M, est:

U V4V
3 .

Nous supposons ici la matiere attirante qui constitue la double
couche répandue sur une surface fermée S. Les éléments do’
de S sont alors regardés comme avant leurs edtés négatils tour-
nés vers lintérieur de S. Quant a I'angle solide ds'sous lequel
do' est vu du point x, y, z, il est positif ou négatif suivant que de’
est vu par sa lace externe ou par sa lace interue.

137. Soit @ une lonction donnée, définie en tout point de S,
uniforme et continue dans le méme domaine. Appelons 2 un
parametre réel.

Proposons-nous de déterminer une double couche portée par S,

de telle facon que son potenticl VWV satisfusse au voisinage de
chaque poimnt de S a la relation :

V— V=3 V4+V)+20.

Clest ce que Jappellerai le probleme de Neumann.
Supposons ce probleme résolu et faisons :

A=1.
Le potentiel W correspondant vérifiera la relation :
Vi=—¢.

Le probleme de Diriclilet extéricur est ainst résolu.
IFaisons maintenant :

h=—1,
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Le potentiel W corrcspondant vérifiera la relation.
V=a.

Cette fois, ce sera le probleme de Dirichlet intéricur qui sera
résolu.

Finalement, on voit que nous sommes ramenés a lu rechierche
du probleme de Neumann.

138. Considérons \W comme une fonction de . Admettons
que W puisse étre développé en séric ordonnée suivant les puis-
sances croissantes de . On a alors

W =W 0W, W
V=V, 4 2V, 4 . WV, ..
(L V=V, 42V 4 o BV
U=0U, + 2C, + ...+ WU, 4 ...
Vovons side pareilles séries peuvent vérifier toutes les conditions

imposées a la fonction W que V'on cherche.
)’abord il faut, pour cela, que l'on ait :

AW, =0, AW, =0,... AW, =0...

en tout point de l'espace, sauf sur S. Cela aura lien si nous pre-
nons pour :

W, W,... W..

les potenticls de certaines doubles couches.
Maintenant la relation :
V—V=05u(V+4 V420
donne :
V,—V,=2e
V,—V, =V, 4+ V =20,
V,—V, =V, 4V =2L(,

Vi—Vi=V, _,4+Vi_, =20
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St Pon appelle :

t e
HFolhythaee - thie e

293

les densités des doubles couches dont les potentiels sont respec-

tivement :

W,W,\V,... W....

on sait que on doit avoir :

D’ou :

Vo—V/o:—4-‘T':"'o
V,—V —=—4ru
V,—V,=—4=y,
VI— ,,i:—!lﬂku'l
b
N P
U,
AR
g = LTi—l

ce qui détermine de proche en proche les densités des doubles

couches cn \'isagées.

Cela posé, nous avons deux questions & résoudre :

1°..... PPeut-on construire les séries (1)?
20,.... Ces séries sont-elles convergentes ?

(est ce que nous allons examiner.

139. Développement de la méthode de Neumann.— [’ 0sons pour

abréger:

Prenons :

, ds’
df = — o
W= wds
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W, sera le potentiel d’une double couche portée par S. Donc la
fonction W, sera réguliere a I'infint et harmoniqne en tout point
de 'espace non situé sur S.

D’autre part, on aura bien :

Vi—Vi=—4ny

et, si l'on pose :
U _
P.,:_EZ—_‘,

on pourra écrire :

Vi— Vi =20, _,.

Done W, remplira toutes les conditions prescrites.

Les fonctions W; peuvent &tre formées de proche en proche &
partir de la fonction ® donnée.

Fn elfet, on a d’abord :

W, = [ @dv.

Maintenant, W, étant connu, 1l est clair que V, V' U, lc sont

ausst. Donc on peut calculer u . D’ou :

W,— [ Ud¥.

1<t ainst de suite.
Finalement on peut écrire :

W,—= [ @dw
W,— [ Ud¥
W= [S U,dy

\\z:fs)ui_, a6’

Done les fonctions W, peuvent étre formécs de proche en proche
et, par suite, les séries (1) peuvent &tre construites sans ambi-
gufté.
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Resaroue. — Sil'on a:

=1

il est clair que W égala

2....... ecntoutpointde T
1 ... ... . entoutpointde S
0....... entoutpointdeT

car :

s d¥ —=2...s1x,y,z est dans T
f;) d¥ =1...six,y,zest sur S

“(C) d¥—=0... six,y,z est dans T".

140. Etudions maintenant les fonctions \W,.

Supposons que la surface S soit convere el posséde en chaque
point des rayons de courbure finis. Nous excluons ainsi de nos
considérations les surfaces qui ont des portions planes ou cylin-
driques.

Ces hypothéses ne sont pas toutes indispensables. Neumann
a étendu sa méthode a toutes les surfaces qui ne sont pas biétor-
lées, c’est-ia-dire ou tous les plans tangents ne vont pas passer
par 'un ou l'autre de deux points fixes {comme cela aurait lieu
dans le cas d’un cube ou dansle cas du solide comniun a deux
coues). Mais, pour simplifier, nous nous bornerons au cas, déji
tres général, qui a été signalé.

Figurons la surface S (fig. 85. Soit M’ un point de cette sur-
face situé au centre de gravité de I'élément dw'. En vertu des
hypothéses faites sur la nature de la surface S, on peut tracer
une spliere ¥ tangente & S en M’ et contenant toute la surface
son intérieur. Soit O le centre de cette sphere ; désignons par A
le point de ¥ qui est diamétrulement opposé a M'; il est clair
que M'A est la normale & S en M,

Supposons maintenant que le point courant x,y,z vienne sc
placer sur S en M. Joignons MM’ et posons :

TN
MMA =4,

i
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On a évidemment :

a

=
I\
[ ™)

cost =0,

uel que soit le point M, puisque la surlace S est convexe.
p » pursq
let ds’ est constamment négatif, d’aprés nos conventions, car,

A

]

M

¥ig. 85,

la surfuce S étant convexe, on n’en peut vorr, quand on se place
sur clle, que le ¢6té interne. On a donc:

! K
do’ cos

NG

do/=—

st on remarque que d¢’ est, en valeur absolue, I'élément de la
sphéere de rayon 1 décrite de M comme centre dont la perspec-
tive sur S est do’. On conclut de la:
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PPosons maintenant :

MA =2R,

en appelant R le rayon dela sphere 2. La sphere T a pu étre choi-
ste de facon que la méme valeur de R convienne pour tous les

points M’ de S. On a:
M'B=MA cos ¥,

B étant le point ot M'M coupe ¥ puisque le triangle N/BA est
rectangle en B. D’autre part :

dy >0
et :
1  de’ cos V)
! —_—  _°
W= e
car :
M'B > MM,
D’ou :
do’
A > 8xR’cos ¥
, dew’
db'> 8=R?
PPosons :
1
B
On a finalement :
d¥ > Mde'.

Cette inégalité nous servira tout a 'heure.

141. Considérons U,. C’est une fonction continue sur S. Donce
clle a une limite supéricure G; et une limite inférieure I, Leri-

VOlls @
I, =U,=G..

St le point M est situé sur la surface S, on a:

\Vi+1—_—Ui+|-
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Done, en désignant (fig. 8G) par U’ la valeur de U; en M’, on peut

écrire :
M - 7
W, =, =[Uady.
v (5)

St M se déplace sur S, U;  varie et

atteint son maximum G,,  en un cer-

M tain point M, et son minimum H;,, en

Mo un certain point M,. Appelons alors :

—2=d¥, — 2ndf;, — 2=dh

1s)
les angles solides sous lesquels do’
o est vu respectivement des points :
Fig. 6. ,
g M, M, M,.

Dans ces conditions :

Giyy= U:d%
(S

I, — [ Ud.
)|

fd@’:fd@;:i.

G — f G.do,
8

Donc on peut écrire :

IL={ ILd",.
J
On en conclut :
Gi——G,.“:f{ 3 — U7 dfy >0,
‘S,
D’ou :
G, > G,

Ainsi les quantités G; vont en décroissant quand i augmente.
Ou voit de méme que les quantités H; vont en croissant quand i

+1°

augmente.
D’autre part, on a:

df; > Mde’
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ct
db; > Mdew'.
Do :

G— G, o= [ (G—U) ay;
(S; :

Gi—GCi, > Mf (G — U dw.
)
De méme :

[ — M (U ) do.
s,

Ajoutons membre a membre :

(Go— ) — (G, — I, >) [(ci_.n,.) de.

efrs,

Enfin :

(Go— 1 — Gy =T 4> MG I [ dr.

'§)

En outre, I'on a:

f do' — S,
\S)
S étant 'aire de la surlace S.
Posons :
MS—=1— u,

299

w étant déterminé par cette e’galité méme. On peut éerire alors :

Gii— 1L, y<u (G, —1I1).

Comme on a évidemment :
Gi+1_][i+|>0, Gi—“|>0,

on dédumt de la:
o >0,

M f do’ 0.
(S)

1 —u>0.

Mais :

Donec :
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Bref :
O<p<t.

Ces inégalités vont jouer un réle essentiel dans nos raisonne-
nients,

Considérons les différences :

G, — I,
G, — 1,
G, — 1

On a:
G, —1, <G, —1) u
G2—||2<(G‘—[|l) w
Gi—lli<(Gi_,—Hi_1;lu..

Multiplions membre & membre :
L} L) ‘
G—IL< \('0 - “0) &
Posous :
G,—l,=A;
A est une constante bien déterniinée et on a:

G,— H, < Ay,

pour toutes les valeurs de TI'indice i. Cela montre que la diffé-
retce

G, —11,
tend vers zéro quand i augmente indéfiniment. La sérte :
G, —H)

converge comme une progression géométrique décroissante,
puisque . est inférieur a I'unité.

I'n résumé, les quantités G; forment une suite de termes supé-
rieurs & Il qui vonttoujours en décroissant ou, du moins, qui ne
croissent jumais et les quantités I, forment une suite de termes
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inférieurs a G, qui vont toujours en croissant ou, du moins, qui
ne décroissent jamais. Donc les deux suites G, et II; sont conver-
gentes, Mais la différence :

G —H,

reste toujours positive et tend vers zéro quand t augmente indéli-
niment. Done les deux suites G; et II; définissent la méme lLimite.
Jappellerai C la limite contmune des deux suites G; et 1I,.

142. PreMier cas. — C=0.
On a constamment :
G, >C>1l.
Si on suppose:
cC=90,
on peut écrire :
G, >0, I<O0.
Mais on sait que: .
G — 1< Ay
Done :
Gi< Alu.i
— 1L < A;J.‘

dans le cas actuel. En d’autres termes, les séries :

convergent a la facon d’unc progression géométrique décrois-
sunte.
D’autre part :

\'i_\v/i:\"i—i+v/i—|=2L‘v‘i—1

et:
\'<:\i_}—\i+ \I_\i:Ui+Ui—i
! 2 2
"/‘= \'l +\'i _ VYi_‘V'/i :Ui—Ui‘_i.

2 2
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Mais, puisque 'on a:
Gi< AL
—1I < Alu.',
on peut éerire :
|| < A,
On conclut de la :
[ Vi <Au'— Aui-!
,V'/i <AlU.l—|—A‘U.I —l’

c’est-a-dire :
|V, [< By
Vi< By,
elt posant :

B=A<1+Lu).

Maintenant, W, est une fonction réguliere a I'infini et harmo-
nique tant a I'intéricur qu'a Pextérieur de S, (Uest donc sur la
surface S clle-méme (ue W, atteint son maximum et son mini-
mum. [‘n d’autres termes, on a :

| W, | <max|V;|... dans T
Wi < max|V]... dans T".

D’oir finalement :

| Wi |<Ba'.
ausst bien a l'intérieur qu'a 'extérieur de S.
143. Reprenons la série :
W, 2W, 4 WW -
On a, en vertu de ce qui précede :
[ Wi | < B |2ul].

Done la série envisagée est ubsolument et uniformément conver-
gcutc s1:

|| <1,
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¢’est-i-dire si:

)<L
*
Or nous savons que :
O<u<i
Done la série est convergente pour .—= 1 et pour .= — 1.
144. Faisons :
A=+ 1

et désignons par WV la somme de la série convergente :
W, W, ++ Wi+

Il est clair (ue W est une lonction de x, y, z bien définie en tout
. . . . vy . yo .
point non situé sur S et régulierc a 'infini,
Je dis que W est une fonction harmonique en tout point de
I'espace, sanf sur S,
Fn effet, il en est ainsi de chacune des lonctions \W,. Or on peut
écrive ;

W =TSW, =5 (Bu' 4 W) — IBy,

car la série:

IBy,

dont tous les termes sont des constantes, est convergente. Mais
on a:
| W, | <By'
Dol : .
D’autre part :
Bu! 1V, < 2B,
Ainsi lu série :

3 (B W)

a ses termes tous positils et est uniformément convergente. De
plus tous ses termcs sont des fonctions harmoniques tant &
I'intérieur qu'a I'extérieur de S. Donc sa somme, en vertu du
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théoreme de llarnack, est une fonction harmonique dans le méme

domaine,
On peut dire la méme chose de lu somme de la série:

B u,

paisque celle-ci est une constante,
En définitive, W est une fonction harmonique en tout point
de 1'espace qui n’cst pus situé sur S,

145. Reprenons le cas oi1 & a une valeur uelconque et voyons
ce qui arrive quand le point x,y, z tend vers un point M, de S
en restant toujours a Uextérieur de S.

Dans ce cas, on a :

Lim W, =V,
par définition. Mais :
\'/l = Ui - Ui—l'

D’on :
limW, =U,—®
lim W, =U, —U,
Iim W, =U, —U,_,
La série :

Ug— @) +2 (U, —U) + ... +2(U;, — U, _ ) +...
est convergentc. D’autre part, la séric :
W, 2W, o W -

est elle-méme uniformément convergente. On conclut de la :

Lim W :Z)‘i (Ui —U;_y),
en vertu d’un théoreme bien connu de la théorie des séries.
Tout ce qui précede suppose :

|).|<L.
{J.
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Cela s’applique si 2 est égala 1. Dans ce cas, la série :
Z).‘ (U, — G )

U,—®)+4 (U, —U,)+(U,—U) + ...,

se rédmt @ :

c'est-i-dive i la fonction donnée @ changée de signe. On a done :

hintW=— &,

quand le point x, y, z tend vers un point de S en restant i I'exté-
rieur de cette surface.

Comme la fonction @ cst arbitraire, on voit que le probleme
de Dirichlet, en ce qui concerne le domaine T extérieur & S, est
rompletement resolu.

146. I'aisons maintenant :

=—1.
Les mémes raisonnements peuvent étre répétés. On peut écrire :

W= (B4 W,) 4 Bu — W, + (Bp2 4 W,) ...
A [ B o (— LW - ..

— "B:J.i.

Le théoréeme de [larnack montre encore que W est une fonction
harmonique.

Cette fois, on trouve que :
Iim W = &,

quand le point x, v, z se rapproche indéfiniment de S en restant
toujours intérieur a T.

Le probleme de Dirichlet, en ce qui concerne le domaine T inté-
rieur a S, est done complétenent résolu.

FEn définitive, le principe de Dirichlet est établi, dans le cas
ou la constante C est nulle.

147. DevxikvE cas. — C=5£0).
Occupons-nous d’abord du probleme intérieur.
Prenons la fonction dounée ®. Sa connaissance conduit a2 la
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connaissance de la constante C qui, par hypothéese, est ici diffé-
rente de zéro.

Changeons maintenant ® en ® — C, ct refaisons les mémes
calculs. Il est clair que U, devient :

— N Ay
fs)(‘h C db
¢’est-u-dire :

tgf_jQde,

U,—C

ou enfin :

De méme U, devient U,— C et, en général, U; devient U;—C.
Dans les mémes conditions, les (uantités :

G, ct I,

deviennent :

G,—CetIl,—C.

Alors la nouvelle constante . se déduit de la premiere par
soustraction de C: elle est nulle.

On est ainsi ramené au cas o C est rul. On peut done résoudre
le probleme de Dirichlet, cn se donnant les valeurs de & — C
pour valeurs de la fonction harmonique cherchée sur le bord du
domatne T.

Soit W la solution obtenue. C’est une fonction harmonique en
tout point du domaine envisagé. De plus :

lim W= &—C,

quand le point x, y, z tend vers S en restant i U'intérieur de T.
Posons alors :

V=W,

1l est clair que V est encore une lonction harmonique dans T.
Mais, cette fois, ona:
limV =®.

quand le point X, y, z vient se placer sur S.
D’autre part, W est le potentiel en un point intérieur a T d’une
double couche portée par S. Or la constante C peut aussi étre
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regardée comme le potentiel en un point de T d'une double
couche homogenc portée par S. Done W+ C est encore un poten-
tiel de double couche.

Le probléme intérieur de Dirichiet estdone résolu dans tous les
cas au moyen d’une donble couche portée par S.

148. Passons maintenant au probleme extérieur. Nous allons
voir que la méme conclusion ne subsiste plus: si C est différent
de zéro, on ne pcut plus résoudre le probléenie en question en se
servant seulement d'une double couche portée par S.

Tout d’abord, il est clair que I'on ne peut plus entployer 1'ar-
tifice qui a conduit & trouver la solution générale du probleme
intérieur, En effet, il est toujours possible de former la fonction
harmonique W qui tend vers ® — C quand on s’approche indé-
finiment de S par DVextéricur. La fouction W - C vérifte bien
encore I'équation de Laplace. Mais ce n'est pas une fonction har-
monique, car elle n’est pas réguliere i Uinfini, W I'étant et €
étant une constante. De plus, il est exact que W est un potentiel
de double couche ; mais la constante C ne peut pas étre regardée
ici comme le potentiel en un point extérieur d’'une double couche
homogeéne portée par S, car un tel potentiel est nul dans tont
I’espace extérieur i S.

D’ailleurs nous avons vu (§1435) qu'il existait une condition
nécessaire pour que le probleme extérieur de Dirichlet soit réso-
luble par le potentiel newtonien d'une double couche de matiere
attirante répandue sur S, Or:

C=0

est une condition suflisante. C’est alors la condition nécessaire et
sullisante en question.

Voyons donc comment la méthode de Neumann permet de
résoudre le probleme extérieur de Dirichlet quand la constante C
n’est pas nulle.

149. Soit W un potentiel de double couche.
Prenons un point M & Iextérieur de S (fig. 87) et un point 0 i
I'intérieur. Puis posons :

OM =

O
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I} n’est pas possible de trouver une double couche portée par S
dont le potentiel W coincide avec la fonction — a D'extérieur

de S. En effet, W étant un potentiel de double couche, on
aurait :
lim _ o W= 0,
e 1 ) .
et, d’autre part, W coincidant avec — , on devrait avorr:
]
)

lun?

W=,

=l
ce qui est contradictoire.
. . 1
Désignons par @' I'ensemble des valeurs de — —sur S. 11

2
)

existe une fonction W harmonique dans 1’ et se rédursant i iy

sur S : c’est précisément la

M fonction — . Cette fonction,
3

nous venons de le voir, ne
peut étre 1'egurdée conime un
potentiel de double couche.
Mais il est certain que c’est
le potentiel d’une simple cou-
che portée par S: cette sim-
ple couche est d’ailleurs la

(S)

couche équivalente provenant
Fig. 87. du balayage d'une masse -1
placée en O.
Cela posé, appelons C' la constante que I'on peut lormer avec
®’ comme on a [ormé la constante C avee ®. On a évidemment :

C'=£0,
sans quoi V' serait un potentiel de double couche.

Posons :
D' = 4 ad’

o étant une constante laissée indéterminée pour le moment. A la
lonction @ définie sur S est attachée une nouvelle constante
qui est liée aux précédentes par la relation :

C=CHal’
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Prenons :

CH+aC=0

c’est-iv-dire :

La valeur de « est bien déterminée, puisque :
C' 0.

Ayant ainsi choisi 2, on a:
C'=0

On peut alors résoudre le probleme extérieur de Dirichlet au
moyen d’une double couche dont le potentiel W prend les valeurs
— ®" sur S.
Posons maintenant :
v=w—"2.
2

1y
I1 est elair que I'on a :

AV=0

a I'extérieur de S. La fouction V est harmonique duns T'; elle
est réguliere & Uinfini; enfin, quand on approche indéfiniment
de S par I'extéricur, on a:

lm Ve=— "+ 2@/ = — &,

Doncla fonction V résout le probleme proposé.

Il est manifeste que V peut étre regardé comme la somme de
deux potentiels, I'un dd & une simple couche, I'autre dit i une
double couche, portées toutes deux par la surface S.

C. Q. F. D

150. Signification de la constante C.

Yoyons ce que représente cette constante C qui a joué un role
st important dans les considérations précédentes.

Imaginons une certaine quantité d’électricité répandue sur la
surface S regardée comme conductrice. Supposons cette charge
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cn équilibre sur S. Soit alors P le potentiel correspondant. Ou
sait que P est une fonction harmonique a extérieur de S. Quant
A sa valeur sur S et i Uintérieur de S, elle est constante : nous
Pappellerons P,. La densité de la couche électrique considérée
cst, en chaque point de S, donnée par I’expression :

1 dP
4= dn

Reprenons maintenant les fonctions W, des paragraphes précé-
dents et continuons 2 employer les mémes notations. On a:

AW,  dv, 4V

dn dn = dn'’
d’aprés les propriétés des doubles _couches établies au cha-
pitre V1.

Remarquons alors que I'on a:

p dv;

0
Ji8) n <(s)

Appliquons la formule de Green, en nous rappelant que P et W,
sont des fonctions continucs et que l'on a :

AP =0, AW, =0.

On trouve :

dyv, dr, ,
f o dn a4 [S)V' dn de

cn considérant le domaine T intérieur 4 S, et:

dv; o
dn _f Vi d1
en cousidérant le domaine T’ extérieur 2 S. On conclut de la :
V. A\ w'.
Jis) dn (;) dn
Mais :
dP

dn =0,
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puisque P, est une constante. Donc :

fV’ de' =0,
Or:
Vi=U, —U,_,.
Par sutte :
dp P ( dp ,
f(S)Ui o do _ﬁ)Li_, T do

Cette égulité montre que, si I'on pose :
J = / U, 4 4o,
/(8) dn
on a:

I=1

=1, y= ...

D’oun, finalement :

[ l d‘ :-(;;(D

<8

dr ,
I do’,

Fuaisous croitre 1 indéfiniment. On a:

lim G,=C
lim H,=C
ct, comme :
GiéUi EHD

on peut conclure de la:
lim U;=C

Domne :

C —d' f<D—-dm
(S)dn S)

Soit alors M la masse totale de la couche électrique dont le
potentiel est >, La densité de cette couche est :

1 dp
4m odn
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Dot :

dp dw’ =—4=M
{S) dll
Finalement :
{‘ (i} d—Pdm'
C— s, dn
T 4=M

Telle est 1la valeur de la constante C.

151. Emploi des potentiels de simple couche dans la méthode de
Neumann, — Cherchous i transformer la solution obtenue par la

métliode de Neuntann pour le probleme de Dirichlet tant intéricur
qu’extérieur. Nous allous moutrer qu'on peut considérer des
simples couches au licu des doubles couclies envisagées partout
jusqu’a présent. Nous supposcrons pour cela que U'on a :

C=0.

Prenons d’abord le cas du probleme extévieur.

Appelons x,y,z les coordonnées du point courant M situé
dans le domaine T et x', y', z’ celles d’un poiut M’ de S placé au
ceutre de gravité de 'élément dw’. Les autres notations adoptées
sont d’ailleurs les mémes que dans les paragraplies précédents.

On a:
Wi W = [(U 4+ U, ) do

Mais on peut écrire :

ay— — 7
et
5
ds' ——— du,

aL

r

. . . 1
en désignant par r la distance MM’ et par la dérivée de —
-

prise dans la direction de la normale extérieure i S par rapport
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ax, v, z regardés comnte variables pendant que x',y’, 2’ sont re-
gardés comme constants,
On conclut de la:

a L
. . r
Wt W — = | (Ui U ) g do
- S)
Or:
Ui-l+Ui——!: 'i_l,
D'oir :
1 A5
\\vi—i—\\vtat:—“—z? Vx;lTndw,'

(S)

et

Servons-nous de la formule de Green. Regardons pour cela
W, _, comme des fonctions de X/, ¥/, z renfermant les paramétres
.. 1 . .
X, y,z. Dans ces couditions,—— dépend a la fois de x,y,x
r

etde x', v,z et I'on a:

A(i):() dans T

r

en posant :

A 02 + 02 + 0‘2
- OXIZ Oyl_‘ OZ/: '
Quant & W, _,, dont la valeur sur-S est V, | quand on reste &

I'intérieur de T, e’est une fonction de x',v/, Z vériftant aussi la
relation :

AW, ,=0...dans T,

On a alors:

? 1
d—
., r . 1 dv._, ,
(S’\i—1 dn’ dm—. (5;1_- dn’ de,
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les dérivées suivaut la normale prises par rapport a ¥/, y/, 7',

1
Mais pour - et W, _,,ona:

d d
do’ — du
Doue on peut écrire :
1
d— ,
Vi, dll do'= i d:li—l do'.
() n S) r 1
D’ou :
d\’ri_‘
. . 1 dn ,
W —}—\\,._‘-:__2_‘_‘_ N —r_dm'

On voit par la que W;4 W,_, est le potentiel d'unc simple
couche répundue sur S avec la densité:
Lodv,_,
T om dn

en cliaque point,
Tout cela est valable pour I'extérieur de S. Voyons ce qui se
pusse quand le point X, v, z est situé a I'intérieur de S.
Considérons alors la différence :

W, — W,
On a: .
o T At ,
W, — W, —— 5 A Lo —U_,) I de
Mais :
U, —U_,=V_,.
Dot : .
; Ay
Wi— W =— o Vi, In dw'.

()

Appliquons encore la formule de Green de la méme lacon que
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lus haut, ¢’est-a-dire en regardant X', v, z’' commelescoordonnées
bl b ?

courantes, mais, cette fois, prenons comme domnaine dinté-
gration I'espace extérieur 2 S. On a:

1 dv’._,
d r dn
Vi do'= | ———dw.
(S) n {S) !
D'ou :
» d\,-/i_1
W, — W, —— 91 A e
Fam (s) |

On voit que W;— W, _, est le potentiel d’une simple couche
portée par S, la densité en chaque point étant:
1 Jdv_,
2% dn

152. Remarquons que 'on a :
dvi- " dvli—1

dn dn

i cause des propriétés des potentiels de doubles couches, Donc:

Wi+ W,
et:
W, —W,_,
sont les valeurs d’'un méme potentiel de simple couche prises en
un point extérieur a S pour W, W, _, et en un point intérieur
pour W, — W, _.
Appelons T; ce potentiel et considérons les séries qui donnent
la solution du probleme de Dirichlet tant intérieur qu'extérieur.
Dans le cus du probleme intérieur, on doit faire :

n=—1.
Dol
W=(W,— W) W, — W+ = (Wi — W+
c’est-a-dire :

We=—T,—T,—...— T,—...
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Dans le cas du probleme extérieur, on doit faire :

A=-+41.

D’ou :
W='W,+ W) + AW, Wo = W+ W)+

c’est-a-dire :

We=T,+T,+ ... +T ..

Dans les deux cas, W se présente comnme un potentiel de simple
couche, Pour les deux simples couches envisagées, la densité
est la méme, au signe pres.

Poussons un peu plus loin I'étude des lonctions T,.

153. Propriétés des fonctions T,.

Considérons la fonction T,. Cette fonction est le potentiel d’wne
simple couche de matiere attirante répandue sur S. Désignons
par T, la valeur de cette fonction en un point voisin de S et inté.
rieur & S. Désignons de méme par T’ la valeur de cette fonction
en un point voisin de S et extéricur i S

En un point M, de S, on a:

Ti:Ti
Mais on n'a pas:
dT, ATy
dn = dn
Ou doit écrire :
dT; dT, __ 9 dv,_,
dn dn = 7 dn

en vertu des propriétés bien connues des potentiels de stmple
couche.

En un point situé a l'extérieur de S, la définition méme des
fonctions T, montre que 'on a:

T:: \\'i —+ \\'i—1-
D’oir, en M, :

dT; o dv| dVi._,
dn dn + dn
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ce qui peut s’écrire :

dT;  dV, dV,_,
dn dn + dn

puisque :

CAYICAY
“dn~ dn
dvVy_, dv,_,
dn  dn

Qapres les théoremes de la théorie des doubles couches.
Iin un point situé a I'intérienr de S, on a de méme :

T,= W, —W,_,.

D’oit, en M, :
dT, dv, dy

dn = dn dn

On déduit de la par addition :

dT; dT, _ .9 dv,
“dn dn ~  dn’

154. Soit M, un poiut de S. Prenons un point M| tres voisiu
de M, et extérienr a S (fig, 88) et un point -
M7 tres voisin de M, et intérieur & 5. ‘Mo
Je dis que l'on peut former de proche
en proche les fonctions T,. En effet, sup-
posons ¢ue T;_, soit counu. La compo-
sante normale a S de 'atiraction corres-
pondant au potentiel T,_, est:

a1,
dn

dT,_,
dn

-..en M

e Ng'.
Fig. 88.

Quant & sa valeur au point M, lui-méme, ¢’est:

1<dﬂﬂ dnﬂ>

= \"dn T Tdn
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¢'est-a-dire :
dV,_,

dn

—+

. . 1 . .
C’est précisément, au facteur—-zT pres, la densité dela simple

couche a laquelle est di le potentiel T,. Done quand on connait
T, ,, on peut caleuler T,. D’ailleurs on a:

dy,
T—— 4 gy
! e T

et :

W, = [ @do.
v 8

Par conséquent, ® étant donné, on pent trouver W ; on en
. dv

dédmtl—“h; d’'ou T, et, de proche en proche, toutes les fonc-
du

tions T,.
Tout ce qui précede suppose, bien entendu, que lon ait :

C=0.

Si cette condition est remplie, il est clair que T, tend vers
zéro (quand i augmente indéfiniment, puisque l'on a :

Ti — \\'i - \Vi~|
a Pintéricur de S et :
Ti= W+ \\vi—[

a Pextérieur et que les sérles:

2(\\7;— We )

2(\&3 W)

sont convergentes. De méme :

dv
dn ’
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qui est la densité de la couche superficielle étudiée, tend vers
zéro puisque les séries :

wiAY oW, AW
Z ox dy 0z

sont convergentes. D’uilleurs, on a:

dTi,, AT, 4V,

dn dn du ’

Mais, puisque T; , tend vers zéro en tout point de I'espace, il en
est de méme de:
d1h,,  dTi.
dn du

d\'; . N . .
doit bien tendre aussi vers zéro.

Done

155. Revenons i opération (ui permet de déduire le potentiel
T; du potentiel T, _,. Je dis que cette opération cousiste unique-
ment daus un changement de distribution d’ume masse totale
invariable

Fn effet, posons :

/
v

T= /“—- (l(l)I.
Jigo I

Caleulons © par la lormule :

1t
0 .— [L dey’
s, I

L%

en pl'euaut !

wWe—m— (. —_

4

. 1 /74T’ dT)

47\ dn dn

On voit qie © se dédint de T connte T; de T_,.
Oron a:

D'our :
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Matis :

Y v

— do =0.

§dn
Donc :
f w (l(v)/:j wde',
<5 s) .
C.Q. F.D.
Dans le cas étudié plus haut, la niasse totale de la couclie don
le potentiel est T; a pour valeur:

1 /’ dVv,_,

M= — 2= /4 dn

(l(v),.

—d\i;' de/ :f AW, ,d=-=0.
& dn T,

Done la masse totale M est nulle pour tontes les valenrs de Pin-

dice 1.

156. Je dis que 'on peut prendre pour T, le potentiel d'une
distribution superficielle quelconqne, pourvu que la masse totule
de la couche aiusi cousidérée sott nulle, et calculer ensuite la
succession des louctions T; de proche en proche pur le procédéd
indiqué. On est toujours ussuré que T; tend vers zéro quand 1
augmente indéfiniment.

Pour établir cette proposition, il faut d’abord résondre un
probléme préliminaire. C’est ce que je vuis faire, et, pour cela.
je me serviral des résultats obtenus & propos du probléme de
Dirichlet par la méthode de Neumann exposée ci-dessous.

157. Résolution d’un probldme analogue i celui de Dirichlet.
Soit une surfuce fermée S délimitant un domaine intérteur T
et un domaine extérieur T’. Nous [erons sur S les mémes hypo-
theses qu’'a propos de la méthode de Neumann. Enfin déstgnons
par @ une fonction continue donnée sur S.
’roposons-nous de construire une fouction U telle que l'on
art .
AU=0. . . . . . . dans T.
dU
dn

b . . . . . . surS.
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I1 est clair que, st U est une solution, U~ C en est une autre, C
étant une constante arbitraire.
D’abord, si U est une fonction répondant & la question, on a:

—d—U—dm': ‘ AUd< = 0.

is) dn J

f ddew’ =0,
(S)

(Vest la une condition évidemnient nécessaire pour que le pro-

D’ou :

bleme soit possible. Nous la supposerons remplie.
ImaginOns une simple couche de matiere attirante répandue
sur 5, la densité en chaque point étaut :

P

be
Soit T le potentiel de cette simple couche. Désignons par T la
valeur de ce potentiel en un point intérieur & S et par T’ sa
valeur en un point extéricur. On a, en tout point de la sur-

face S:

T=T"'
et
dT dT’ .
due = dn

Soit maintenant W le potentiel d’'une double couche portée par S.
Appelons W et W' ses valeurs respectivement en un point inté-
rieur a S et un point extérieur 2 S. On a :

W W
et
d\v . d\W/
dn = dn

en tout point de S. Admettons en outre que I'on ait pu choisir
la densité de la double couche de facon que I'on ait encore
sur S:

W=—T.

POINCARE, Potent. Newt, 21
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Posons alors :

U=W4T
U=W+T.
Ona:
dU dU’
O dn Y

sur S. Mais, dans les mémes conditions, il est visible que :
U'=0.

Or U’ est une fonction harmonique i Iextérieur de S et régu-
liere & Pinfini. D’oui :

U=0
A Iextérieur de S. Alors:
dU’
I = 0.
Par conséquent :
dU
o
D’autre part :
AU=0

a I'intérieur de S. Finalement la fonction U résout le probleme
proposé.

158. 11 reste un point encore i examiner. Peut-on déterminer
un potentiel de double couche VW' par les conditions suivantes:

AW =0 . ., . . alextérieur de S.
w=T . . . . surS.

Nous avons vu qu'il n’en était rien. Dans nos études sur la mé-
thode de Neumann, nous-avons reconnu qu’une condition était
requise : une certaine constante C doit &tre nulle.

D’autre part, nous avons découvert une condition nécessaire
pour la possibilité du probléme actuel :

f(s)illdm' =20
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Comme :

C=0

est la condition nécessaire et suflisante, c’est que les deux cou-
ditions :

C=0, f(s)dldm’:o,

sont équivalentes.
Done, d’aprés notre hypothese du paragraphe précédent, on

cut certainement calculer VW' et, par conséquent, notre pro-
p » P q ’ p
bleme est bien résolu.

159. Proposons-nous, pour terminer, de résoudre le méme pro-
bleme dans le cas ou le domaine envisagé est constitué par la
partie de I'espace extérieur a S.

Nous devons avoir :

AU '=0. . . . alextérieur de S.
M

((llb =—® . . surS.

n

Formons une simple couche portée par S et ayant pour deusité

N . . .
en chaque point i Soit T son potentiel. On a toujours:
T=T
dT a1’
2 &
dn dn +

sur S.

D’autre part, on peut, dans tous les cas, trouver une double
couche portée par S dont le potentiel W, défini et harmonique
en tout point intéricur i S, tende vers — T quand on se rap-
proche indéfiniment de S par I'intéricur.

Posons alors :

U=W4T
U'=W 4T
Sur S, on a:
U =0.

Done :
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a U'intérieur de S. Par suite :

Mais il est clair que :
dU dU’

dn ~ dn

On en conclut :

dU’
dn o

D’autre part, on a:

AU '=0. . . . . ualextérieur de S.

Le probleme est done résolu.
Ict il n’existe aucune condition de possibilité.

160. Revenons maintenant aux fonctions T, considérées plus

haut.
Nous voulons montrer que T, peut étre regardé comme le
potentiel d’une distribution quelconque dont la masse totale cst

nulle.
En effet on a, en reprenant les notations du paragraphe 154:

W, = @dv

av,
T1_—.. — 21_': dll d(v.)/.

()
D’aprés ce qui précede, nous pouvons choisir W, de facon que:

1 4av,

k)

2= dn )
u’ étant une fonction arbitraire assujettie seulement i la condi-
tion :

. wde' = 0.

{8

La fonction initiale W, n’est pas alors un potentiel de double
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couche. Mais il est manifeste que cela ne change rien it nos
conclusions au sujet des fonctions T;.

C.Q.F.D.

161. Considérons en dernier lieu le cas ou I'on part d’un
potentiel T, correspondant a une simple couche dont la masse
totale M n’est pas nulle.

On peut encore former la suite des fonctions T;. -

Cela posé, supposons la masse M répandue sur S & la facon
d’une masse égale d'électricité en équilibre. Soit P le potentiel
dans ce dermer cas. On a:

AP=0. . ., . i lextérieur de S,
P=C" . . . alintérieur de S et sur S.

La densité en chaque point est :

1 dP
A= dn
Dol :
dP’
P— 1 dn do’.
b , T
(%)

I1 est clair que 'opération qui fait passer de T,_, a T; laisse P
invariable, puisque :

1 ( dP’ dp )_ 1 4V

4= \ dn + dn /4= dn

i cause de la constance de I & I'intérieur de S.
I1 est manifeste d’aprés cela que les lonctions :

T,—P

se déduisent les unes des autres d’aprés la méme loi que les
fonctions T,.
Chaque fonection :
T,—P

est le potentiel d’une simple couche dont évidemment la masse
totale est nulle.
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On conclut de la que :
T, —P

tend vers zéro quand i augmente indéfiniment. En d’autres
termes, si la masse totale qui sert i former le potentiel n’est pas
nulle, T; ne tend plus vers zéro, mais vers P, c’est-a-dire vers
le potenticl de la couche électrique en équilibre sur la sur-
face S.

Dans les mémes conditions, la densité en chaque point de la
matiere attirante dont le potentiel est T; tend vers la densité
de la couche électrique de masse M qui scrait en équilibre sur la
surface donnée S.

C’est la le principe de la méthode de M. Robin pour détermi-
ner une simple couche sans action sur les points intérieurs a la
surface fermée qui la porte. On dit quelquefois que cette méthode
permet de trouver la distribution naturelle de 'électricité sur 5.




CHAPITRE IX

EXTENSION DE LA METHODE DE NEUMANN
AU CAS DES DOMAINLES SIMPLEMENT CONNLEXES,
LES FONCTIONS FONDAMENTALES

162. Enoncé. — Le chapitre VIII contient un exposé de la
méthode imaginée par Neumann pour résoudre le probleme de
Dirichlet tant intérieur qu’extérieur. Nous savons I'importance de
cette méthode, non pas peut-étre pour établir le principe de
Dirichlet — puisque la méthode du balayage suflit & cet égard, —
mais pour manifester I'identité des fonctions harmoniques et des
potentielsnewtoniens. Il est donc intéressant de chercher i don-
ner i la méthode de Neumann toute la généralité possible. (est
ce que nous allons faire.

La preuve de la convergence des séries considérées par Neu-
mann n'a été faite jusqu'ict que dans I'hypothése ou la surface
donnée S est convexe. Nous allons montrer que cette hypothese
n’est pas indispensable.

Le développement complet des considérations qui vont suivre
serait trop long pour trouver place dans ce cours. On pourra le
chercher dans un mémoire inséré aux Acta Mathematica en 1896.
Nous nous contenterons ici d’un apercu qui fasse entrevoir dans
(quel sens il faut chercher une extension de la méthode de Neu-
mann lorsqu’on a affaire 4 une surface S qui n’est pas convexe.

163. Hypothéses. — Nous considérons toujours une surface
fermée S délimitant un domaine intéricur T et un domaine exté-
rieur T'.

Cela posé, voict quelles hypothéses nous ferons désormais sur
la surface S.
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D’abord nous supposerons que cette surface possede en chacun
de ses points un plan tangent unique et deux rayons de courbure
principaux déterminés. Il est facile de voir avec précision ce que
nous admettons ainsi. Placons I'origine des coordonnées en un
point de la surface ; choisissons la normale en ce point comme
axe OZ et le plan tangent correspondant comme plan XOY; pla-
cons-nous d’ailleurs en coordonnées rectangulaires. Soit alors :

/

7 =o(x
[l

Y
I’équation d’une petite portion de la surface autour de I'origine.
Notre hypothése est que les fonctions :

oz’ oz’
P.= T’ q = dv'

X \4
v

et:
A i A 4
ry== 0_‘/2’ 8, = Ox/by” 1 ‘)y/-z

sont finies et continues dans le voisinage de l'origine. Celle-ci
du reste doit &tre un point quelconque de la surface.

Nous supposerons en outre que le domaine T limité par la sur-
face S est simplement connexe. Cela signifie que toute surface
fermée contenue dans T peut, par une déformation continue qui
ne lui fait jamais rencontrer la (rontiére du domaine envisagé, se
réduire & un point de ce domaine.

Enfin nousne considérerons, comme fonction & donnée sur S,
que des fonctions possédant des dérivées partielles de tous les
ordres finies et continues.

Cela étant, nous aurons a nous appuyer sur le principe de
Dirichlet. Nous sommes donc obligés de le regarder comme
établi déja indépendamment de la méthode de Neumann, par
exemple par la méthode du balayage. Dans ces conditions, notre
but est seulement d’étudier la convergence des séries de Neu-
Inann.

164. Rappel de certaines notations. Soit W le potentiel
newtonien d’une double couche portée par S. Si le point courant
X,Y, z tend vers un point fixe X', ¥,z de S en restant toujours a
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I’extérieur de S, \W a une limite que nous appelons V'. De
méme si x,y,z tend vers X',y z' en restant toujours i I'inté-
rieur de S, W a une limite V. Enfin la valeur de \V quand x, v, z
coincide avee x', y/, z est bien déterminée; c’est:

V+V
U 1V
2
On sait que V n’est pas égal a V',
Cela posé, la méthode de Neumaun consiste a construire une
double couche satisfaisant en tout point de S a la relation :

V—V=%kV4+V)+20,

). étant un parametre arbitraire et ® une fonction donnée des
deux coordonnées qui fixent la position d’un point sur S.

Posons :
wzzmn

v :E)ﬁ v,
VZng
U:ZNL

Chaqne fonction W, est le potentiel d'une double couche portée
par S et I'on a:
Vi - V: - Vi_x —+ V,x—1 = 2Ui—1-

On peut done construire les fonctions W, de proche en proche.
I1 reste alors i étudier la convergence des séries précédentes.

Il n’est pas nécessaire d’établir cette convergence pour toutes
les valeurs de 2, On sait en effet que la résokution des problemes
de Dirichlet intérienr et extérieur nécessite seulement la consi-
dération des denx valeurs :

ct:
Finalentent, nous pouvons nous borner i exantiner le cas ou 2

reste compris eutre — i, et - 2%,, 3, étant un nombre positif
quelconque supérieur a I'unité.
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Si la surface S est convexe, le probleme a été résolu. Nous
allons montrer qu'il peut 1'étre encore avec les hypothéses que
nous avons faites, Cela peut sembler paradoxal, car les inégali-
tés qui ont joué un role essentiel au chapitre VIII ne sont plus
vraies quand la surface S n’est plus convexe. Néanmoins la mé-
thode de Neumann réussit encore, et de plus il est probable
qu'elle s’applique méme dans le cas le plus général,

165. Les intégrales J,. — Considérons I'intégrale :

C//OW, 0W, W, OW, |, W, aW, ) i
J““A( x x toay oy T e )E

étendue i tous les éléments de volume dx du domatne T intérieur
aS.

Considérons de méme l’intégrale:

C LW, 0W, W, OW, W, W,
J"k—ﬁ)< dx Ix + dy dy 0z dz )dy

étendue a tous les éléments de volume ds du domaine T’ exté-
rieur a S.

En vertu des hypothéses faites, chacune de ces intégrales a un
sens bien défini.

Appliquons la formule de Green pour le domaine T en ce qut
concerne Ji, et pour le domaine T’ en ce qui concerne J,.

On a:

dV,
Jé.k == Vi :

d(v)
g — dn

et . .

do

Y R\ T
b s dn
en remarquant que :
dvy dv,
dn =~ dn ’

puisque \V, est un potentiel de double couche.
Dans les formules précédentes, dw désigne un élément de S



EXTENSION DE LA METHODE DE NEUMANN 331

et — une dérivée prise suivant la normale & S dirigée vers
n

Iextérieur. De plus, il faut remarquer que l'on doit écrire :
AW, =0, AW, =0,

tant i Uintérieur qu’a U'extérieur de S, puisque W, et WV, sont
deux potentiels newtoniens. Pour la méme raison, ces deux fone-
tions sont régulieres a Pinfini.

On peut encore écrire :

Jo = f Vv, 3\" do
(s) n

et:
dv
f=—f V{ S dw.
L ‘/[;) *In W
D’ou :
']i,k:']k,i
=1

C’était d’ailleurs évident par définition méme de J;, et de J,.

166. Considérons maintenant I'égalité :
Vi—Vi=V_,+ Vi,
Multiplions-en les deux membres par:

d V’l

dn

dw

et intégrons en prenant la surface S pour champ d’intégration.
On obtient la relation :

(1) Ji,k+~]|/,k:~]i—1,k—~]i/—1,k-
On déduit de la, par permutation des indices :
(2) Ji,k_}—']:_k:']k,i—l—']l,i,i—i'

Mais, si 'on applique la relation (1) au cas oi les indices ont les
valeurs :

k+1 et 1—1,
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on trouve:

(3) Jk+[,iai_}—']l’r,-.[,i—[:']k,i—[—Jl/:li—i'

En comparant les formules (2) et (3}, ou voit que :
Ju+~]{,k: Jk+ 1,l—x+~]£ i1

ou bien:

Ji,k+J;,k:Ji—1,k+X+Jil—-1,k+1

en permutant les indices comme on a le droit de le faire.
D’autre part :

Jl,k_']il,k:']i+l,k+']i/+1,k'

D’ou :
Ji+i,kfl_']i/+l,k—i:']i+z,k—1 +Ji/+-z,k71‘
Mais :
Js+|,k+~]i/+n,k:JH-z,k—x—FJi’H,kH-
Done :

i /
Ji+|,k—1— i+1.k—l:']i,k_']i,k'
Finalement, on peut écrire les deux relations :

']Lk_}—']i’.k:']i—l,k + 1+']il- k+1

/ '
Ji,k""i,k:']i—l,k.',I—Ji—i,k+i'

Ces relations sont valables pour toutes les valeurs des indices i
et k.
On déduit de ce qui précede, par addition et soustraction :

JiAk:Ji—l,L‘.',i
ro_y
Ji,k—']i—i,k+l'
D'onr :
Ji,k:Ji—l,k»,i:Ji—?,k.rz: ...:Jo,l+l

/ / ! !
Ji,k:']ifl,k+1:Ji—2,k+2—"':']0|k+i'

On voit par la que les intégrales :
Ji,k; ;,k

ne dépendent en réalité que de la somme i~k de leurs indices.
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Nous pouvons done représenter ces intégrales par la notation :
!
Jl + k9 Ji + ky

en ne [aisant usage que d’un seul indice.
Posons :
1+ k =m.

La relation fondamentale (1) devient alors :
Jm+ ']:u: ']m—i - :u—i'
167. Supposons m pair et posons :
m = 2p.

On peut alors écrire :
;L W, )2 ( o\, )2 O\\'T,)’] _
= m[( o ) T\ Ty +< ) 1F
;o oW, >2 ( W, >‘< oW, >°] _
L 1T/;|:< ox + Oy Oz d=,

la premiére intégrale étant étendue a tous les éléments de
volume d= du domaine T intérieur a S et la seconde a tous les élé-

et :

nients de volume dz du domaine T’ extérieur i S.
On a done:
1
Jy =0, J1;, = 0.
Quant aux quantités :
!
Jip-r 1 2+ 1
on ne sait rien a priori sur leur signe.
Je me bornerat i signaler les inégalités suivantes :
’le+ il<'lip
/ !
‘J2p+ i|<']2p

que l'on peut facilement établir.
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168. 11 est facile de prévoir le réle important que les quantités :
‘]m7 Jl’ll’

sont appelées i jouer dans I’étude de la convergence des séries
de Neumann.
Soit la série :

Vo+ 2V, + 13V, 4 o 4 WV H-
Supposons-la convergente et méme uniformément convergente.
Multiplions-en alors les divers termes par:
dv,

dn do

et intégrons. On obtient la série :
Jo4 Wi+ Rlgs+ oo 100+ o

Cette série doit &tre aussi convergente. Donc le rayon de conver-

gence de la série:
E WV,

est le méme que celui de la série :

me,

ou du moins il ne peut le dépasser. Nous verrons que ces deux
rayons de convergence sont égaux.
De méme, les deux séries 3

E)JV;

et:

ont le méme cercle de convergence. Alors ce cercle de conver-
gence est aussi celui de la série :

2)‘*\\7‘

tant i I'intérieur qu’a I'extérieur de S.
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Ce sont ces apercus qui ont amené a poscr a priori et i étudier
. ,
les intégrales J,, et J',,.

169. Soit W le potentiel d’une double couche quelconque por-

tée par S, Posons :
dv
J_L)V dn do

, L v
J:—‘{S‘)\ dn do

et:

en remarquant que l'on a:
V£V
dv dv’
dn dn
en tout point de S.
On peut écrire :

. W2 OW 2 0W>2] _
J“,[T)[( A >+( dy )+( )z d=
. WA 7W W 2 _
V= (T/;l:( Ox ) +( Oy >+< Iz > :Id“

Ces nouvelles expressions de J et de J' se déduisent des premieres

par application de la formule de Green.
I1 est clair que I'on a:

et:

J=0,J=0.
Si I'on prend :
W=W,
ona:
I =1,
et
I'=1J,,.

170. Posons maintenant :
W= aWV, 4 8W, .,

a et 3 étant deux paramétres réels laissés indéterminés pour le
moment et d’ailleurs indépendants I'un de l'autre.
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Voyons ce que deviennent J et )" dans notre nouvelle hypothese.
On a d’abord :

J—a [\

¢18)

dVv
(p p*‘—}—V 1'—d—-—>d(-)
p+1
(;\ ! (ln do

J= 7.3.13[, '+‘21?)J2p+ 1+ :32J2p+2

¢’est-a-dire :
st 'on remarque que :

//’V Vs dw = [\p“

P
(s) dn

Ldo=l,,,

.

De méne:

D’ou :
V=221, + 223 2+ 3 Jopes
inalement, on peut écrire :

Final t, peut

J =22, 42230, + 3%y, 0

Jl - 7'2'];[;_}— 21:3J;11+1+ ?)EJ;I.+, = O
I1 résulte de la que J et J” sont des formes quadratiques définies
positives des variables « et 3. On a donc, en considérant leurs

discrintinants :

J;_,p.-l_'lzl;']~>p+1<0.
I — 115, <0.

2

Ces inégalités sullisent pour montrer que les séries :
N,
|

et:

Mou
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sout convergentes pourvu que 'on mt:
| » <1,

Mais on ne peut encore rien dire du cas onn X est égal & == L.

J Y1 J .

171. Le rapport —-. — Ftudions le rapport - pour les diffé-

rentes [onction W qui sont des potentiels de double couche.
Supposons que 'on ait :

I=0.
Alors c’est que W se réduit & une constante dans T. Dans ce cas,

W est le potentiel d’une double couche homogéne. Par suite,
W se réduit a zéro dans T', Done :

J'=0.
Alnsi l’égalité:

J=20
entraine I'égalité :

J=0.

V=0
entraine I'égalité :
I=0.
Ainsi, dansle rapport :
J
0

le numérateur et le dénominateur ne peuvent pas s’annuler I'un
sans l'autre. On conclut de li que ce rapport ne peut devenir ni
nul ni infini. 11 a donc une limite supérieure finie et une limite
inférieure différente de zéro.

Ce qui préceden’est qu’un apercu dénué de toute rigueur, car le
rapport en question, par exemple, pourrait, sans s’annuler, &tre
susceptible de prendre des valeurs plus petites que toute quantité
donuée, auquel cas sa limite inférieure serait zéro.

roixcarg, Potent, Newt, 22
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On peut, d’une facon pleinement rigoureuse, assigner i 5 une
limite supérieure finie et une limite inférieure différente de séro.
Nous nous contenterons d’énoncer ce point, dont on trouvera la
preuve compléete dans le mémoire déja cité des Acta Mathema-
tica.

C’est daus la démonstration de la proposition précédente
qu’intervient celle de nos hypothéses en vertu de laquelle le
domaine T est simplement connexe. C’est également pour faire
cette démonstration que 1’on doit supposer le principe de Diri-
chlet établi indépendamment de la méthode de Neumann.

Quoi qu’il en soit, nous admettons désormais que l'on peut
trouver un nombre w satisfaisant aux inégalités :

0 <.:.L<1
et tel que:

1 J
> >R
B J

quelle que soit la fonction W choisie.

On aalors:
J—ul>0

¥ —ul>0.

Ces inégalités vont jouer un role essentiel dans nos raisonne-
ments.

172. Posons :
W =aWV,+ 3W,,,,

2. et 3 étant comme ci-dessus deux paramétres arbitraires,
Ona:
T G2 /
J—pll=a* (Jy—pdyy)
/
-+ 2‘7-13 ‘\sz+1 - {-"Jép+ 1)
-+ ((32 (sz+2 - }*J;pﬁ)'
On voit que J—pJ' est une forme quadrique définie positive par
rapport aux deux variables « et 3. D’ou :

(szﬂ - }"J;pﬂ)? < (J‘!n - (‘LJ;P> (Jipﬂ_ l""];nﬁ)v
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inégalité qui est a rapprocher des inégalités semblables déja
obtenues.
Posons d'autre part :

W=a\W, —3W .
D’on
V—ud =22, —ul,)
—91J ('];Hl *'lapu)

-+ (32 ( P2 f"szH:"
On déduit de la I'inégalité :
/ I 2T
(Jipﬂ _1"*']21'71) <‘\ p T l"‘liw \ape2 _tu"]‘bpﬂ)

analogue a laprécédente.
Maintenant, on a:

7'2 /Jip - U'J;p\_}— 213 /‘];pﬂ - °p+l/ + 3 ( 2Py Zpr )>0
22 (15— udyy) ')1’3/.],‘,”—&]9“, m(];pﬂ u.]:,[,+2)>0.

)
Dot T'on dédutt par addition :

T
+21(3/J2p4' 2n+i (1_}—?)
+' JZ[»+3+JQP+ ) —wi= 0.

Nous sommes encore amenés 2 la considération d’une forme
quadratique définie positive dépendant des deux variables z et 3.
Son discriminant est certainement négatif. D’ou :

1—u

T) (Jop = i) (B oo+ 05000

(szu — ;p+1>2 <<

Mais on a:

']Zw-l_ ;[wi '—Jipn_}—'][n z>0

Donc on peut écrire :

1— w)

2p+9+']p72<<1+

) 30
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en divisant les deux membres de l'inégalité par la quantité posi-

tive :
sz+2 -+ J;w- 2
Posons enfin :
A= _ L.
14w
Ona:
O<L<l.

Finalement, nous arrivons & I'inégalité fondantentale suivante :
J’ipi- 2 + '];p-,‘-i < L2 (Jip + J;,;)‘

C’est de la que nous allous tirer la preuve de la convergence des
séries de Neuntaun.

173. Convergence des séries de Neumann.— Nous venous d’éta-
blir T'inégalité suivante :

(Daper = Jopoa) < L2415,
Ou peut donc écrire :
L+ 1<l + 1)
S
Jo+Je<<12{J,+10)

']Zp + ']i/p < L2 (‘]2‘>—-—2+ J:’/.p—i)'
Multiplions ces inégalités membre & membre, Il vient:
3oy 00, <, + Jg) L2,

Posous :

J, 4+ Jli=A.
Nous avons en définitive :
I+ 3, <AL™,
On conclut de 11 que I'on a & fortiori :
by, <AL, )] <AL,,

puisque :
1, >0, J3,>0.
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Z'lip
Z.Igp
j !
D1

sont convergentes comme la progression géométrique décrois-
sante de raison L.

Donc les séries :

Nous allons déduire de la que les séries :

2).‘\\}
EPM
EPM
Z)ﬁui

sont convergentes méme pour J.— 1 et pour h= —1,

174. Reprenons la fonction WV définie plus haut comme le
potentiel d’'une double couche quelconque.
Ferivons :

. oW 2 oW \? Y 2] _
1= ml:( 0x >+< oy >+( 0z ) d:
. W \? W \? (O\\')j _
J_C/m[( dx >+( oy >+ ) 1%

s AW N oW oW >"] _
I+ _f[< ox >+( Jy > +( Iz ds

l’intégrale étant étendue a tout l'espace. Cette intégrule a un

sens : elle représente l’énergie totale due i Dattraction de la
double couche.

On a:

Considérons maintenant I'intégrale :

__ 2'
K_‘f(;)Udu.
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J4+J=0.
K0
litudions alors le rapport :

K
T3-J

Il a certainement une limite inférieure, puisqu’il ne peut prendre

que des valeurs positives. Mais a-t-1l ausst une limite supérieure?

Il est facile de voir que non. En effet, J4-J peut s’annuler.
Cela a lieu lorsque W est le potentiel d’'une double couche
homogéne. Mais, dans ce cas, le numérateur K reste différent de
zéro. Donc le rapport en question peut devenir infini.

Un artifice va nous permettre de tourner cette difficulté.

175. Considérons I'intégrale :
M= [ (U—C) do,

C étant une constante.
Choisissons cette constante C de facon que l'intégrale M soit
minimum, On a :

M :f(s)Uzdm—chs)Uderczf(s)dm.

Pour que M soit minimum, il faut et il suflit que C vérifie la
relation suivante :

(;)Udm:Cfs)dm.

S:l;;dm,

S étant l'aire de la surface donnée. On a:
M
C:fS)Ldm |
S

Envisageons alors le rapport:

Posons :

M
I+
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et cherchons i lui assigner une limite supérieure. Nous allons
voir que c’est possible.

) . P ;o .
T devienne infini, il faut que J4-J’ s’annule. Si
cela a lieu, on a:

W AW W

x 7 oy 0z

Pour que

en tout point de l'espace. D’otr :
W=_C".

Mais alors W est le potentiel d'une double couche homogene.

Dans ces conditions, on a:

‘[S)U(lm = U‘fs) dw = US.

D'ou :

U=C
et par suite :

M=0.
Aiusi Pégalité :

J4+¥V=0

entraine 1'égalité :

M=0

On conclut de la que le rapport:

M
T+

est limité supérieurement.

Ce qui précede n'est qu'un apercu. Mais on peut trouver une
démonstration rigoureuse. Je renverrai encore pour ce point au
mémoire déja cité des Acta Mathematica.

Quoi qu’il en soit, admettons que l'on puisse trouver un
nombre B tel que 'on ait:

M

TrT <B,

quelle que soit la fonction W choiste.
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176. Prenons la fonction W,. A cette fonction est attachée une
certaine constante C, calculée au moyen de 'équation ;

SC, = [, Uydo.

Posons :

M

Yy V2
o= JoUp — €, do.

On a, en vertu des conclusions du paragraphe précédent :

M, < B, —+ Ji).

2p

Or:
Iy 4 13, < AL,
D'ou :
M, <ABL¥*
et ot a en outre :
0<L<«<l

comme on I’a vu au paragraphe 172.
On conclut immédiatement de la que les deux séries :

M, + AL, ... + DM +...
et:

VMV ...+ VM ..

sont convergentes i la facon d’une progression géométrique.

177. Soit ds' I'angle solide sous lequel I'élément dw’ ayaut pour
centre de gravité le point M (x,y,z) de S est vu du point
M(x,y,z). Ona:

1
d—- 05 4
* cO0s
dy — do — Y,
’ dn @ 12

en désignaut par rla distance MM’ et par & I'angle de la normale
a S en M’ avec la direction de MM'. Je rappelle que nous avons
posé :

ds

df =—_
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-t

Cela posé, on a:
W, = j , Uiadt.
Considérons 'intégrale :

I C,y .

p—t == )

C’est le potentiel d’une double couche homogeéne et il est maui-
feste que 'on a:

I._,=2C,_,... quand M est intérieur i S
I_,=C

I,s=0........ quand M est extérieur a S.

p—1

quand M est sur S

p—1

Prenons alors le cas ou le point M reste a I'extérieur de S. On
peut écrire :

d : dey

, R [0

Wo=— ] (Ue =G == 5
(8)

Je veux montrer quec la séric :

‘ v
est c0nvergente.

En effet, partons de I'identité suivante :

Y 3
Z;ﬁ}lh'ﬂ — (Em) : +E(aihj —aly?

qui est bien connue sous le nom d'/dentité de Lagrange. On en

déduit ;
oS ~
oy ()
e

On passe aisément de cette mégalité i la suivante :

<

ot ¢ et 4 désignent deux fonctions intégrables quelconques. Cette
derniére inégalité est due a M. Schwarz.
On a d’'apres cela :

. . e’ , 2
\\;:Us' (Ui — ) g do ]
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- ’ Rl \ 9 / le, 2 !
Wi <‘f(%J(UP~1 — Cpido f ( ((l(u') do’.

iS5,

Envisageous I'intégrale :

dar Nz
II :‘/(;) <W) (l(') N

On peut écrire :

U 1 cos¢
do’ 2= [
D’ou :
de’ >2< 1
(dm/ o
D'ou
He dw’

(S) 4ﬂ21"'

Or, ict r ne peut pas s’annuler. Done on peut assigner une
limite supérieure G a H. Par suite :

Wi<GM,

et enfin

W< GABLY—
On déduit de la sans peine :

|W,|<VABG L

ABG
T:g.

|W,[<glr.

Posons :

Ou peut écrire :

Considérons alors la série :

E),iwi.

[ #W | <g/al}.

On a:
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Done la série envisagée est convergente comme une progres-
sion géométrique pour les valeurs de i satisfaisant a I'inégalité :

1< 1
. T-

En particulier, on peut prendre % égal a 1. Comme tout
ce qui précede est valable pour les points M extérieurs i S, on
voit que le probleme extérieur de Dirichlet est résolu.

178. Voyons maintenant ce qui se passe quand le point
M(x,y,z) est situé a I'intérieur de S. Il faut alors modifier un peu
les raisonnentents précédents.

On a, cette fois :

W, — 2C, = [0 (U — C,,) 49"

p—1/

On peut montrer d’apres cela que la série :

z(wi —2C,)

est convergente. C'est alors le probleme intérieur de Dirichlet
qui est résolu. Les raisonnements sont d’ailleurs tout semblables
a ccux du pzlragmphe précédent.

179. Pour que les conclusions énoncées a la fin de chacuut des
paragraphes 177 et 178 puissent &tre considérées comme rigou-
reusement établies, il reste encore a prouver la convergence des
séries de Neumann pour le cas ou le point M (x, y, z) est situé
sur la surface S elle-méme.

On ne peut plus faire les raisonnements qui ont réussi pour
les cas des points extérieurs oun intérienrs. En effet, si nous envi-
sageons maintenant l'intégrale :

dy )2 ,
S G )

le coelficient différentiel ne reste plus fini dans le champ d’inté-
gration. Par suite le nombre G n’existe plus. Cependant on
peut encore é&tre assuré de la convergence de la série de Neu-
mann. Il faut seulement construire une nouvelle démonstration.

Je nexposerai pas ici cette démonstration. Elle est contenue
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dans le mémoire des Acta mathematica dont jai déjia parlé. En
voict seulement les conclusions.

Fn un point extérieur & S, on a, en désignant par g une
certaine constante :

I\Vl,|<gL".
En nn point intérieur on a de méme :
]\\'l,—Cp_l'l< gle

Pour un point situé sur S, ces inégalités ne sont plus vraies.
Mais, si Pon remarque que \V, se réduit alors a U, et si I'on
appelle h une nouvelle constante indépendante de p, on peut
écrire :

|Uy—Comi]<(g -+ hp) L~

I.es conclusions relatives a la convergence de la série de Neu-
mannn ne sont pas modifiées.

180. Conclusion. — Les considérations précédentes ne consti-
tuent évidemment que des apercus. Mais une démonstration
rigoureuse et compléte est possible. On peut se rendre compte
déja de la direction dans laquelle il a fallu la chercher et dans
laquelle il faudrait marcher pour généraliser davantage encorc
les circonstances ol la méthode de Neumanu s’applique. Bornons-
nous a conclure que cette méthode donne encore la solution du
probleme de Dirichlet quand la surface S n’est plus conserxe,
pourvn qu’elle soit toujours simplement connexe. 11 est probable
méme qu’on pourrait arriver a se débarrasser de toute restriction
relative a ordre de connexion du domaine envisagé.

181. Définition des fonctions fondamentales. — Dans les cha-
pitres précédents, j'ai cherché 4 donner partout 2 mes raisonne-
ments un caractére de parfaite rigueur. Je veux maintenant ter-
miner par quelques indications ot mon but sera moins d'obtenir
des conclusions définttives que de [aire entrevoir commnient
certains problemes doivent étre posés.

Soit S une surface fermée portant une simple couche de
matiere attirante. Appelons T le potentiel dit a I'action de cette
stmtple couche. Quand nous en aurons besoin, nous distinguerons
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la valeur T de ce potentiel en un point intérieur &4 S et sa
valeur T’ en un point extérieur 4t S. Sur S, on a :

T=T

et :

contme nous apprend la théorte des surfaces attirantes.
Formons les intégrales :

=[G + ) 5 T
= [ L) )+ ) T

étendues respectivement aux espaces intérieur et extérieur i S.
Le théoréeme de Green montre que l'on a :

J=| T d—T(lm
s) du
et :
dT’
. /
J= v(fs]T T do.

Les deux quantités J et J' sont essentiellement positives. Elles
ont doue chacune un minimum.
Assujettissons les fonctions T & la coudition suivante :

V=1,
Considérons, parmi toutes les fonctions T qui vérifient cette

relation, celle qui fait prendre i J sa valenr minimum. Elle n’est
certainement pas identiquement nulle.
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Pour déterminer la fouction T en question, employons les
procédés du calcul des variations. Donnons i T un accroisse-
ment § T. On doit avoir :

2 =0,
puisque J est minimum, Or :
- o dT doT
OJ:‘ s (QTT +T _le'-> d(1)7
mais :
T daT dw — dT tTdw;
) dn s dn
Donce la condition :
=20

se réduit a la suivante :

[ dT oTdw = 0.
</ (8)

dn
D’autre part, on peut écrire :
0l =0,

puisque J' a la méme valeur pour toutes les lonctions considérées.
Par conséquent :
dT’

8Tdw = 0.
s dn @

Les deux relations :
3] =0, 31'=0

ne sont pas indépendantes 1'une de l'autre. Donc il existe une
certaine constante h, telle que l'on ait :

dT dT" \.oy
‘f(5)<dn +h, dn >°Tdm-_0

quel que soit le choix fait pour la fonetion ¢ T. On en conclut
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que la fonction T considérée — que nous (l_ésignerons doréna-
vant par T, — vérifie la velation :

dr, AT

dn tdn T

0

en tout point de S.

D’ailleurs J atteint évidemnment son minimum pour la fonction
potentielle qui correspond a la distribution d’équilibre d'une
couche électrique répandue sur la surface S regardée conmme
conductrice. Dans ce cas, on a :

1

dT o
dn
Dou :
h, =0.

1

Telle est la premiére fonction fondamentale.
Considérons maintenant les fonctions T vérifiant les relations
sutvantes :

=1
(S) dll

Il existe une fonetion T, de cet ensemble qui rend J minimum.
Le calcul des variations montre sans peine que cette fonction
satisfait en tout point de S & I'équation :
dT dT; dT;

2
dn +h, dn =k dn

Je dis que l'on a :

k=0.

En effet, multiplions les deux membres de la précédente éga-
lité par :
Tld(t)

et intégrons. On trouve :

dT, f dT] * dAT!
T_ prm— _—1
»L‘)T‘ dn dw b, s ' dn dw k./(S)T‘ dn do,
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Mais onr a :

dow =0,

tdn s b odn

/,T dT, dm:/ T dT,
< (8)
puisque :
AT, =0, AT,=0

et que :
'l‘i — (;le

A Pintérieur de S. D’autre part :

dT, ~ dT]
j{;)T1 I dw —J(S)Tg—-dl_l_ dw =10,

en vertu des hypotheses faites. Enfin :

1
[(Ti(T’ do—=—J) =—1.
-/ (3)

dn

Done :
k=0.

Ou voit par la que la seconde fonciion londamentale T, vérifie
la relation :

dT, dT;
dn +h, dn =0.

D’ailleurs on a =

dT, ary |
f(s)T, T do by [T do— 0,

D’on :
h,=1,

2

¢e gui montre que h, est positil.
On peut procéder ainsi de proche en proche. On définit
de lu sorte une suite illimitée de constantes positives croissantes :

h,hh . ...

auxquelles correspondent des fonctions :

T,T,T,... T,...
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jouissiut ces propriétés suivantes :

AT, =0.....
AT, =0..... i lextérieur de S
T, =="I..... sur S
dT; ATy
T L P 0..... sur S
De plus T, cst ane fonction régulicre a Uinfini. Lnfin on a:
J =
Ji=h
L o
‘L)LT(I(-)_U. st 1 =Ek
. dT, . .
{'s;'li In =0...sti=z£Ek.

Les lonctions T ainsi définies porteut le nom de Foncticns

fondamentales.

182. Ou peut former facilement les fonctions fondimentales

dans le cas de la sphere,

Appelous alors X, une lonction sphérique. Posons :

e s e o

Oir a alors
T, == le“;"
o X,
nT o L n+ 1
B
On a bien:
. et
r,=T,
ct :
dr, I dT,

dn + n—+1 dn

pour 9: )
solt égal it Punité.

porxcare. Potent. Newt.

en supposant que le rayou de la sphere envisagde
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183. On pcut encore former les fonctions fondantentales dans
le cas d’un ellipsoide représeuté par I'équation:

2 .2

2
X y z
— 44+ —1=0.
a? + b? o?
Passons en eflet en coordonnées elliptiques. Considérons les
quadriques définies par I’équation :
2 2 2

.
AL S

al— 4

X

c

Ce sont les quadriques homolocales i Dellipsoide domué. Par
chaque poiut de espace, il passe trois de ces quadviques. lLes
valeurs correspondantes du parametre i scront désiguéespar o, u,v.

On a par exemple :

Pour J ==¢ un ellipsoide.
Pour7.=wu. . . un hyperboloide i une nappe.
Pour 3 —=v un hyperboloide i deux nappes.

Les nombres z, u, v constituent ce qu'on appelle les coordonuées
elliptiques d'un pornt.

On connait la définition des fonctions de Lamé. Elles sont de
Ia forme :

et 'on a:

Le produit RMN définit une fonetion harmonique i I'intérieur
de la surface S donnée. Nous posons :

T =RDMN,

Maintenant, on peut constraire une fonction R’ telle que le pro-
duit :
RN
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soit harmonique a Iextérieur de S et que pour p =0 on ait:
R’'=R.
On pose alors:

T =R'MN.

A une longueur infininient petite prise sur la normale & Iellip.
soide donné correspond un accroissement ds de p. On a d’ail-

leurs :

du=0, dv=0
D’oir:

dT dR | . da

dn d» MA_(F
et:

dT’ dR’ . da

dn d: MR dn ’
D’ou :

dR

T dT dp AT
“dn T dR” dn
da

Posons :

On en déduit :

dT dT’
—+h—: .
dn 0

dn

D’ailleurs, h est la valeur de:

dR

dR’
d>

pour s =0 : c’est donc bien une constante.
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184. Revenons au cas général et appelons @ une fonction quel-
conque définie sur S.

De nombreuses analogies portent a penser que la fonetion @
est toujours développable en série procédant suivant les fone-
tions fondamentales.

On aurait alors :

() @:ZAiTH

les A, étant des constantes.
Si I'on admet la possibilité du développement, le calcul des

coellicients A, est facile.
Multiplions cn elfet les deux membres de I'égalité (1) par :
dT;

1

do

et intégrons. On a :

? 7
/Tk T jo—0

Jis dn
7,90 g —— 1,
Js ' dn
D’oir :
dT;
f\::—j;]‘b 1 do.

On sait done former la série (1).

Soit W la somme de la série (1) en des points non situés sur S.
On voit que W est une fonction harmonique tant a I'intérieur
qu'a Uextérieur de S, car W est le potentiel d’une simple couche.
De plus, W se réduit i ® sur S. Donc W est la fonction qui
résout le probleme de Dirichlet tant intérieur qu’extéricur,

185. Application 4 la méthode de Neumann, — Revenous a la
détermination d’une double couche dont le potentiel W vérifie la

relation :

(1) V—V=%(V+ V)20

en tout point de S.
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Ou peut écrire, en supprimant les indices pour abréger 'écri-

ture :
® :ZaT
W =2 aT
W:Z 3T,
On a:
3—I —+ h%zo.

D’autre part :

5 dT SW dT’

O T

puisque :
dw  dW’
dn ~ dn
D’or
(2 g+ L3 =0.

Mais la relation (1} donne :
B @ =0 (A B) 42
Comniparons (1) et {2):
3(1+h=23{l—h)4 24

Cette équation permet de calculer 3, puisqu’on connait 0. On a

% par la relation (2). On trouve :

22
f4+h—3(l—h)

2zh
T A4+ h—1(I—h) "

ensutte

(3:

Y=

D’apreés cela, W et W’ se présentent comme des fouctions méro-
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morphes de¢ 7. Le module du podle dont le module est le plus

petit est :
L+h,
1—h, "

11 est plus grand que 1, Doucle cercle de convergence des séries
de Neumann est plus grand que 1. 11 v’y a d’exception a cela
que si I'une des quantités h est nulle, On a:

h, =0.

Donc les conclusions précédentes supposent une condition :
%, =0.

Cette coundition est d’ailleurs équivalente a la condition :
C=0

que nous avions rencontrée dans I'étude directe de la méthode de
Neumann. 1l est visible enfin que, pour le probléeme extérieur, il
n’y a pas de condition semblable, & cause de la présence de h au
numérateur de 3'. On voit en effet que, pour h, =0, on a:

3, — 0.

sans qu’il soit forcé pour cela que ¢, soit nul.
En résumé, faisons . — 1 dans les séries de Neumann, 11 vient:

a
W :ZT T
W'Z_ZIT.

On a ainsi la solution du probleme extérieur de Dirichlet. Mais

il y a une condition de possibilité, Cette condition est nécessaire

pour que 1os séries représentent la solution, c’est-a-dire pour que

celle-ci puisse étre regardée comme un potentiel de double couche.
Faisons maintenant 3.—= — 1. On trouve :

A% =2aT
W’:ZahT.

On a de la sorte la solution du probléme intérieur de Dirichlet.
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Mais cette fois, 11 n’y a pas de condition de possibilité. La solu-
tion est toujours assimilable 4 un potentiel de double couche.
186. Application 4 un probléeme analogue 4 celui de Dirichlet,
Reprenons les notations :
W, W.V, v/
dont nous nous sonmes (léjil servi,

Cherchons o construire une fouction jouissant des propriétés

suivantes :

AW=1)

AW =0
v dv' _/av dV’) N
T dn —'-(ﬁ+—dn + 2¢.

® étant une fonction donnée sur S.
Posons :

dn L4 dn
dve ﬁ_’ dVv;
dn L4 dn

On voit que les fouctions \V, sont des potentiels de simples
couches dont les densités sont données par les équations sui-
vantes :

v,  av,

dn dn
dv, dv! dv, dv;
_ — 4+

dn dn dn dn

=20
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dV, dvi  dVi, dvi_,
dn dn = dn

On peut done former les séries (1).

Cela posé, la convergence des séries (1) pent étre étudiée par
des procédés tout a fait semblables a ceux que nous avons
emplovés 4 propos du probleme de Neumann. Les conclusions
sont les mémes. On voit done que, pourvi que le domaine envi-
sagé soit simplement connexe, on peut résoudre le nouveaa pro-
bleme que nous venons de poser.

Pour 3. ===1, on vetombe sur le probleme étudié un para-
graplie 175. Dans le cas du probleme intérieur, il y a nne con-

f(;}tbdw:().

Mais dans le cas du probleme extérieur, il n'y a plus aucune

dition de possibilité. -

condition de possibilité,

187. Voyons le réle joué ict par les fonctions fondamentales.
Tout porte a penser qu'une fonetion arbitraire ® peut étre
développée en série de la forme suivante :

', dTi
(I’:}.Ai dn

Sil'on admet la possibilité de ce développement, il est facile de

calculer les coellicients A;. On a:

- 7
f 7,91 44 —o0.
(S)

dn
1Yo :
®T,dw = A, | T, dT; dw
i s ' dm
Or :
d 7
loy o= —
f(;}T, o do 1
Par suite :
A=—| &oTdw
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Appliquons ce résultat i notre probleme.

' dT
(_I):Za. dn

Posons:

et prenons:

On a:

et:

S : /
AV _ N 4T :_Ei% T

du & dn dn

La relation qui doit dtre vérifiée sur S donne alors :
— 314+ =313(1l—h} 4 24,

Pur ‘suite :

n__ 2a
A QI P . )
Muis on a:
’ Wl [ m
L S\ T Chnd )
I+ h42(l—h & ‘ {1 4 hy=t

Ou coriclut de i :

. , 24T 1 —h\r
— i I\ .
Wo=(—1 : (1—|—h >

188. On a:

——'l+h<1

si h est positif. Duns ce cas, il est clair que W, tend vers zéro
quand p augmente indéfiniment.

a, =0
le terme en h, ne Jisp;u';lit pus.

On a:

Mais st on a:

1—h,

141, =1
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puisque I, est nul. D'on:
lim (— LW, = — 2a.T,
lim /— LW, = — 22 T,.

On a done Lo un moven de caleuler T) et T', ¢’est-i-dire le poten-
tiel en un point intérienr et en un point extéricur d’une distribu-
tion électrique en équilihre sur S.

On retrouve ainsi la mérhode de M. Robin pour déterminer une
couche attirante étalée sur une surface fermée S et sans action
sur un point intérienr.
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