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SUR LE NOMBRE DE CERTAINES ALGEBRES

Stavisa Presi¢ -
{Recu le 10 octobre 1960)

Seit & un groupoide tel que
(h ¢l @y, v @) = (@1, g, - oo )

pour lous ay, @y, ..., a;< G, les ensembles d’éléments figurant aux deux membres
de cette égalité étant les mémes et ¢ (ay, do, . ... &), V(4. ay ..., q;) désignant
fes éléments de & obtenus d’une certaine maniére au moyen des éléments
Ay, dy, ...,y Comme exemple d'un tel groupoide on peut citer un groupoide
possédant la propriété que a(bc)=(ab)c pour tous a,b,¢, = G, ou bien un
groupoide avec la propriété a ((ab) (cd)) =(da) (be) pour tous a,b,c,d, = G, ainsi
que bzaucoup d’exemples pareils. Un groupoide dans lequel (ab)(ed) =5 (de)
pour tous a,b,¢,d & G nest pas U'exemple de tel groupoide, I’élément a figurant
au premier membre et ne se trouvant pas au second.

Supposons, dans ce qui suit, que G soit un groupoide satisfaisant 3 une
foi de la forme (1). II existe de tels groupoides de tout ordre ('ordre d’un
groupoide =le nombre de ses éléments). En effet, si nous prenons un élément
a de ensemble G et posons b-c=a (b, c sont des éléments quelconques de G),
alors G devient un groupoide obéissant 4 toute loi de la forme (1).

Pour abréger, nous appelerons ,,groupoide (1) tout groupoide qui obéit
4 une loi de ia forme (1).

Désignons par B (n) le nombre de groupmdes (1) non-isomorphes d’ordre
fini . Nous allons démontrer le théoréme que voici:

Théoréme 1. Si les nombres naturels p, ps, ..., p, sont tous différents, alors
! !
(2) B ( zp,-+1)>l‘[ B(m).
i=1 i=1
Démonstration.  Soient G, ={a} aj,..., a{‘)l}, Gy={ai,ai...., aﬁz}, St
={al,d,. .., a; } (GinG; =@ pour i s ) des groupoides arbitraires satis-
t
faisant & la loi (1). Considérons I'ensemble

Li{al"”’a‘l’f af,...,aﬁz,...,a{,...,a;, 0},
. i
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; :

ol 0 U G; est un élément quelcongque. Définissons une opération binaire
Fee]

a-b comme il suit

.:J:\ﬂafA si a=al, b:a}‘l (I<v, p=p,; 1<Ci<<l), Cest-d-dire si ¢ et b

a b= appartiennent au méme groupoide G,
0 si cette condition n’est pas remplie,

On voit immédiatement que 'opération introduite satisfait & (1). En choisissant
pour Gy, G,,..., G; des groupoides (1) différents, nous obtenons par le procédé

i

que nous venons de décrire des groupoides (1) d’ordre 1+ I p;. Nous ablons
i=1

apprécier le nombre de groupoides non-isomorphes qui peuvent étre obtenus

de cette maniére-l1a.

Désignons par (G, Gs, ..., Gp) le groupeide L obtenu par le procédé
mentionné au moyen des groupoides Gy, G,, ..., G;. Soient G et G; deux grou-
poides (1) d’crdre p,. On peut démontrer que de (Gy, G,. ..., G;) = (G, Gay ..., G
résulte Gy~ G} (i=1,2,...,1). En effet, 'hypothése precédente entraine Ilexi-

. _ !
stence d’une application biunivoque ¢ de Vensemble L =0uU (_U G;) sur l’en-

f=
semble L'=O’U(Lf) G;), tel que de @ -b=c (a,b,cc L) résulte (pa) (pb)=9pc
i=1
{pa, ob, pc &= L), Comme on a alors ¢-0=0-a=0 pour tout g€ L, on a
aussi, pour tout a &€ L, (pa)-(¢0)=(00)- (pa)=¢0. On peut conclure de la que

0=0" Si ai,-a]i:ag,¢0 (i=1,2,...,0 1<v, p,o<<p), on a (cpaf,).(cpaf;)=
oab+0" d’aprés la remarque précédente (tenant compte du fait que I’application ¢
est biunivoque). Done, 9 applique le groupoide G, sur le groupoide G, (i=1,2,....D,
de sorte que G, == Gi(i=1,2,...,1).

Du fait que nous venons de démontrer résulte que si 'on remplace

Gy, Gy, - -+, G par tous les groupoides (1) possibles d’ordres correspondents,
on obtient B(p ) B(p,)- - -B(p) groupoides non-isomorphes. De plus, le

!
nombre B (1 4+ '21 p;} est sGrement supérieur 4 ce produit, parce gqu’on ne peut
fom
pas aboutir par le procédé cité au groupoide G={0,a.b, .-} d’ordre
i
1 +£le,- ol a.b=0 pour tous a,b & G. Notre théoréme est done complétement

démontré.

Passons au cas ol quelques uns des nombres py, ps, - - -, Py sont égaux.
Supposons, par exemple, que p;=p; et que les nombres py, py, - - -, p; soient
différents entre eux et de p,. Dans ce cas on ne pourrait pas justifier I'assertion
du théoréme précédent au moyen du procédé exposé. Soient

1 2 . Bip) - 1 ot 2 2 Bip) -
Gp]’ Gpls- -3 G‘Dl ] sz-prl: szv-Gle"': Gpl [

1 2 B(p) - . 1 2° Bp)
Gp}’ Gp3""’ sz 30 vy GP,” pr;"‘1 Gp[ !
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tous les groupoides respectivement d’ord_res P1s Pss - - - » 1. Les groupoides (Gf,‘l . G;",’z ;

Gy, Gl) et (G, Gy, Gpo.o.. Gyl) sont isomorphes, d’oll la conclusion
a i 'z 1 ]
que ’on obtient par le procédé cité les groupoides non-isomorphes suivants:
i 1 2 2 B (p1} B (p)
(Gﬂl, Gp ) (Gpl, Gpl), iy (G TG T
1 2 2 3
G, G (GG,

I 13 =1 2 B (p
(Gﬂl! G;’:(P? ), (Gpl’ Gp1 (r ))}
(G;l , G:;gl (P:)) \

ou le symbole (G, ,G.) désigne l'ensemble de tous les groupoides (Gps G
Ge ..., Gp), lessymboles Gy, , G, . .., G| épuisant tous les groupoides respecti-
vement d’ordres py, py, . . ., py- D’apres ce qui précede, dans ce cas nous obtenons

exactement 5
+
(B NBy. B
groupoides non-isomorphes.
C’est par une considértion analogue que 'on peut justifier le

Théoréme 2. Solent les nombres naturels py,p,, ....p, différents et les
nombres naturels Ay, Ag . ..., A, arbitraires. On a alors
f !
B(p)+N—1
(3 B(1+ Q\-p->>]__[( J :
r‘gl o i=1 A
Pour &y =h;=... =i =1 le théoréme 2 se raméne au théoréme I.

Soit enfin » un nombre naturel quelconque. Ce nombre (si n>1) peut
étre représenté comme somme de nombres naturels de plusieurs fagons différentes.
Soient o, et o,

. 1, .1 ol 1, .1 1 o ) 1
o n=(pi+pi+ - tp) + (pyrpyro )+ o+ (PR + 4 py),
1 1 1
Ay fermes A, termes A, termes
Y 2 !
. 2 2 ! 2 ey
opp a=(pi+pt+....+o)+ (P35t . +03) + .+ (phPE+. . +p))
z 2 2
Ly termes 33 termes X .. termes

deux telles représentations du nombre n. Si L, et L, sont deux groupoides (1),
obtenus par le procédé mentionné, qui correspondent aux représentations diffé-
rantes o, et o, ces deux groupoides sont non-isomorphes.

On déduit de ce fait et du théoréme 2 pour tout » naturel I'inégalité

: [ a g __
(4) B )= 211 (B(‘D")“\" l),

a
5 =] A

ol s parcourt toutes les représentations différentes du nombre » comme somme
de nombres naturels.
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Toutes les considération précédentes peuvent &tre généralisés comme il suit.

Suppesons que I’ on ait defini dans Pensemble S un ensemble d’opéra-
tions de longuers quelconques. Soient ¢;(ay, @y, - ..., a) et §; (a, @, ... ., as,)
(@, a, .. .., a, &8, i=1,2,.. ., g) les symboles désignant les éléments de § pro-
duits, d’aprés une certaine loi, des éléments ay, @y, . - . . o5, 8 au moyen des
opérations introduites. Supposons encore qui si a, figure dans ¢;(a;, a,,.....a;),
a, figure nécessairement dans §; (ay, @, ... ., a)(i=12,..., )

Appelons I'ensemble § ,,algébre (1)* si les équations

(5) Pi (al, fos - - vy as,-) :q)t' (ala Gy ve s 535)
(i=1,2,...,q; g nombre naturel fixe)
sont satisfaites pour tous @,,as, . ..., d;=S.

Si B (n) désigne le nombre de toutes les algebres (1) non isomorphes d’ordre
n, alors B(n) satisfait a Dinegalité (4).

Citons un exemple d’algébre (1). Soit f une opération binaire définie dans
Pensemble S et F une opération ternaire définie dans ce méme ensemble
(fla,b,)=c;a,b,c= 8; F(a,b,c)=d; a,b,¢,d,€ §). Supposons que f et Fpossédent
les propriétés snivantes

f(F(a,b,¢), c) = F(a, a,f (b, ¢))s
fla.fb,ey=Fl(ab, f(c,a)) pour tout a,b, c=S,
Dans ce cas (S, f. I} présente un exemple d’algébre (1).

Rezime

O BROJU IZVESNIH ALGEBRI

Slavifa Presié

Neka je u skupu & definisano izvesno mnoftvo operacija raznih duZina.
Neka su

0@y, @, -+, 85) 1 q;,-(al,az,...,asi) (@, a5, 035+, 0, €8, I=1,2,...,9)
skracenice za elemente skupa § stvorene na izvestan nadin pomodéu elemenata
@,y ..., a; 1 pomo¢u definisanih operacija. Nazovimo skup § ,.algebra (1),
ako su jednakosti (5) ispunjene za sve ay, @, .. .,asiES. Za svaku od jedna-
kosti (5) pretpostavljamo da su takve da ako a, ulazi u g;{e, s, ... ,asi), onda
ay nuno ulazi i u ¢ (ay, @, ..., ay,).

Ako je B(n) broj svih neizomorfnih algebri (1) reda n, onda za B(n)
vredi nejednakost (4).
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Za B(n) su dobijene takode i nejednakosti (2) 1 (3). Ovde su py, pg, ..., o4
medusobom razliditi prirodni brojevi, a &y, A, ..., & proizvoljni prirodni brojevi.

Navodimo i jedan primer algebre (1). Neka su u S definisane binarna
operacija f, (f{a.b)=¢; a.b,e € &) 1 ternarna operacija F, (F(ab,c) = d;
a,b,c,d < §). Neka su f1 F takve operacije da je

f(F(a',b, d): C) =F(ﬂ, a,f(b,c))
fla. f(b,ey)y=Fl(ab,f(c, a)) za sve a,b,c, € S.

U ovom slucaju je (S,f, F) jedan primer algebre (1).
Asocijativnl grupoid je takode primer algebre (1), dok grupa nije.
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SUR UNE EQUATION FONCTIONNELLE
par 8. PRESIC — D. Z. BPOKOVI{, BEOGRAD

Dans cet article nous considérons V'équation fonctionnelle suivante:
m+4n . )
(1) Y G F (% +Xg 4 -0 Xy Xy F Xmapat o0+ Xnin) =0,
I=1 :

~ont Fi(x,y) sont des fonctions réelles et inconnues, les x; des variables
réelles indépendantes et C Popérateur cyclique défini par 'égalité

2) CF (X Xarer o) Xman)=f (X3 Xppv oo, Xmm %) (f arbitraire).

Théoréme. La solution confinue, générale, de 'équation fonction-
nelle (1) est

Fi(x, y)=(nx—my) f (x+y) + & (x+y) (i=1,2,...,m+n=1),

. m-+t+n—I
Foin(x, p)=(x—my) f(x+y)— ¥ &(x+y)
i=l

ot f{x) et gi(x) (i=1,2,...,m+n—-1) sont des fonctions continues ar-
bitraires.

Démonstration. Si l'on pose

ms

f=Xi+ Xipqt o F Xipmey — -
m+n

L n4-n
(Xmtnti=Xxi, $= 3 x).
i==]

Véquation (1) prend la forme suivante:

ms ns K
Fm+n("f1"f2‘“"'“m+n—:+ , +t1+12+"'+fm+n-x)
m+n m+n

mi+f-r—1
s F,~(t.-+ Lo il —t,.):»o.
=1 m+n m—n
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Avec la notation

(4)  Gix,y)=F (x+» e -_K-x) (i=1,2,..

L mEn),
+n' min
Téquation précédente devient
mtre—1
(5) Gpqn (= t=ta— 4" =fptacs S)+ E G (t, s)=0.

i=]

En y posant £;=0 (j=1,2,...,i=1,i+1,..., m+n- 1), nous obtenons

(6) Gi(xﬂ)’)ﬂ&i(y)_am+n("x,Y) (i=1,2,...,m+ﬂ-*l),

ot les a; (i=1,2,...,m+n—1) sont les fonctions continues.

Drapres T'égalité (6), 'équation (5) prend la forme

m-d-i—1 m--i—1
(7) Gm+n('t1 Sl e m+n—-—1!s)"—' E Gmfﬂ( f”S)+ E ai(3)=0‘
f=1

La solution continue, générale, de cette équation est {voir [1]}

(8) G ‘ 1- m--n—1 ( )
m+n (X =X e e 28] ’
BN =XBOIE— e TS
ol B est une fonction continue arbitraire,
D’aprés (6) et (8) nous obtenons
©) CGi(x, ) =xBy) + &) (i=1,2,...,m+n—1),
m--r-—1
Gran (x, 1) =B} - X &)
i=]
oll nous,avons pose
( ) ( 1 m-frt—1
i = O =T o .
gily y;!+_gi§ )

De la relation {4} nous trouvons que

b G(”-x—ml, x+y) (=1,2,...,m+n),

m-+n
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et puis, moyennant (9) nous obtenons
Filt,y)= L g (x+y)+alx+y) (=12 m+a-1),
m-n ' :

f-n—

o B(x+y)- El gi(x+y)

ax—m
Foin(, 3= 2

Si Pon y pose B (x)=(m+n) f(x), on trouve justement les formules (3).

Inversement, on vérifie, sans difficulté, que les fonctions (3) satisfont
a I'équation (1).

Donc, le théoréme est prouvé.

Exemple 1. Si m=1, n=2 I'équation (1) devient
| Fy (X4, Xok Xg) 4+ Fy (Xg X+ %)+ Fo (Xg, Xy + X5) =0
Sa solution continue est |
Fi(x p)=0Cx=p) f(x+y)+ £ (x+),
Fa(x, ) =(2x—yp) f(x+y) + & (x+Y),
Fy (5, ) =(@x =) F (£ +3)~ g1 (x+9) — gax+),
ol f, g, g, sont des fonctions continues arbitraires.

Exemple' 2. Si m=1, n quelconque, on a l'équation fonctionnelle
suivante

Fo(Xy XgtXxgd oo +X0b Xppg )b Fo (g, X3+ x40 o0 X540+ X))
Tt Foeg (Xaty, Xy HXat 200 + X+ X0) =0,

dont la solution continue générale est

Fo(x, y)=(nx—y) f(x+y) + g (x+y) (i=1,2,...,n),

{ n
CFaey (x, y)=(nx—y) flxty) - > (x+y)
i=)
Remarque. Le théoreme démontré précédemment représente une
généralisation du résultat [2].
L’équation (1) est un cas particulier de V'équation considérée par D. S.
Mitrinovi¢ et D. Bokovi¢ {3)
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0 JEAHOJ ®YHKLIMOHAJIHO] JEAHAYUHU

C. OPEINUE — 1. . ROKOBH'R, BEOIPALR

Pesuwse

Y oBoM uaanKy ozapelieHo je omuTe HenpeKuAHO pememe (QYHKIHO-
nande jepnaumne (1), rae cy F;(x, y) Heno3sate (yuxuuje a C HUKABYHH
onepatop nNeunucan jexsaxkowhy (2).' 3a (ysxuuje B HE3ABUCHO MPOMEH-
JbUBE Ce NpPEeTHOCTaB/ba Ja Cy peauiie.

Pememe je mato dopmysiama (3).

¥ noxasy je xopumhena Cauchy-epa (QyHKIMOHA/JIHA jeJHAUBHA.
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ALGEBRE. — Méthode de résolution d'une classe déquations fonc-
tionnelles linéatres. Note (*) de M. Suavisa B. Presic, présentée

par M. Maurice I'réchet.

1. Solent 8, 6,, ..., 6, des applications biunivoques d’un ensemble
donné E sur E lesquelles forment un groupe G de l'ordre n, ott §, représente
I'application identique. Soient K un corps commutatif donné et F I'en-
semble de toutes les fonctions qui appliquent E dans K.

Dans cette Note, nous allons indiquer une méthode de résolution de
Iéquation fonctionnelle suivante (') ;

(1) ay(z) f () +a(2) f(B:2) . 4 an(2) f(Uaz) =0 [0 =0;(2) ],

ol a;(€F) (i =1,2,...,n) sont des fonctions données et f(EF) une
fonction inconnue.

Désignons par P = { ps, ps, ..., pa} un ensemble de permutations de
Pensemble { 1, 2, ..., n} tel que la correspondance : <+ 8; i =1, 2, ..., n)
soit un isomorphisme du groupe des permutations P et du groupe G.
Soit encore M = { M,, M,, ..., M,,} ensemble des matrices suivantes :
M. = ||a; ||, avec a;, = 1 pour j = ip. et a;;= o pour j 3£ ip..

2. Si T'on pose successivement z, 0,2z, ..., 8.2, dans Iéquation (1),
au lieu de z, on obtient un systéme d’équations qui, dans la forme matri-
cielle, s’écrit

S (=)
(B
(2) A=) A . ) =0, avec A (z) = ay(z) i, ag (@) = ap- (92).

Les lemmes suivants sont valables :

Lemme 1. — Il existe au moins une matrice carrée R (z) de Uordre n dont
les éléments sont by (x), avec b, €, pour laquelle sont remplies les conditions
que voict : ‘

(C.} A(x)R(z) A (z) + A (2) = o pour tout z€E;
(C.)  pour tout f{€F)} Uégalité

& () J(z)
& (0nz) S (az)

définit une fonction uniforme g (€F).



(2)

Lemme 2. — St R, () est une matrice remplissant la condition (C,) du
lemme 1, alors la matrice

R (z) :21\:1;1 R, (0,2) M,
remplit les conditions {C,) et (Cs) du lemme 1.

A partir de ces lemmes, on peut prouver le résultat suivant :

Trtorime. — Soit R (z) une mairice pour laquelle sont valables les
conditions (C,) et (Cz). La solution générale de I'équation (1) est donnée par
(@) ' g (=) 1
(3) f(ef"’") = (R () A (z) + 1) g(of‘”) (1, matrice unité),

f(@;w) & (O;l:v) E‘
ot g (€F) désigne une fonetion quelconque.

Vu le théoréme énoncé et le lemme 2, la résolution de I'équation (1) se
raméne 4 la détermination d’une matrice quelconque R, (z) pour laquelle
est remplie la condition (C,). Pour obtenir R, (z) 11 faut ramener la
matrice A (z), & Paide des transformations élémentaires, & la forme

Al{z) =P (2)D (2)Q (z),

ou P (z), Q (z) sont des matrices réguliéres, D (z) une matrice diagonale
aux éléments 1 ou o de sorte que le nombre d’unités soit égal au rang
de la matrice A (z).

Dans certains cas, on détermine R, (x) au moyen du polynome minimal
~ de la matrice A (z).

Ezemple 1. — 51 dans le corps commutatif K n’est pas nz = o pour
tout z, la solution générale de I’équation

f(:li‘) Jff(ﬁz-%) -+ §—]‘(0,,.,L) =0
est . 4
f(x}:;li (n—1)g(x) —g(Bx) —. .. — g (B2) |

ou g (€F) est une fonction quelconque.

On armve immédiatement 3 ce résultat a partir de (3), car, dans ce cas,
on peut poser R (&) =— (1/n) L.

Ezemple 2. — Dans ce qui suit il s’agit des fonctions réelles de variables
réelles.

A I'équation fonctionnelle suivante :

(4) :c.f(aci, &ay L) + x‘Zf(x‘h T3y 1) — (14 w,)f(xg, &y, T2) =0



(3)

correspond la matrice A () :

Z Xy — 2 — Xe
A (‘T) || T & &g Ly &y [a’}:(w“ o, .233)].
Ly — Xy Xy Ly

Les conditions du lemme 1 sont remplies par la matrice R (z) suivante :
R(2) = (& a4 ) (A (&) — (&, + 2o+ 25) ) S1 &y Lo+ T3 7 0,
e i .2 2 y—1 1 —_ 2 2 ST
*-‘“é(‘zl'*‘x‘z"‘mz) e ih S &+ &y X3=0 el X+ A+ T 0,
=0 Sl @y == L= Hn = 0,

avec : .
Cij = T {6, j=1, 2, 3).

Selon (3), la solution générale de 'équation (4) est donnée par

Sl e, @) = {4 mo o+ 23) " [ g (s, e, @) + 21 g (X9, X3, 1) + 2 (X, 1, Tg) |
sl &+ &y &y 0,
== (&) A&y b x23) 7 [ (2 - 23) g (20, Ly 73)
o ) 0 & (Lyy Tyy Xy) — Xy 23 & (g, 21y 22) ]
S1 & 4 Zot 3= 0 et 2tz +aizo,

=g (0, 0, 0) $1 &= L= By — O,

ou g est une fonction quelconque.

Les démonstrations et les développements des résultats énoncés dans
cette Note seront publiés ailleurs.

(*) Séance du 3o septembre 1963, )
(1) Dans la monographie : M. GrerMAnescu, Fcoualii funcfionale, Bucarest, 1960,
P. 430-407, est traité le cas dans lequel le groupe G est cyclique.
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METHODE DE RESOLUTION D'UNE CLASSE D’EQUATIONS
FONCTIONNELLES LINEAIRES*

Stavisa B. Prefi¢

1. Soient 6, 0,, ..., 9, les applications biunivoques de 'ensemble non
vide £ sur E qui forment un groupe G de lordre »n, Papplication &, étant
identique. Désignons par £ Uensemble de toutes les fonctions qui appliquent
£ dans un corps commutatif K donné.

Dans cet article nous allons exposer une méthode de résolution de
I’équation fonctionnelle suivante

(D o () G x)+a ) f O 0)+ -+ @ (0 (0,x)=0  G;x=0(x)
ol les @ (€ F) sont des fonctions domnées et f une fonction inconnue. Cette
méthode-12 peut étre qualifiée d’application du théoréme 1 de [1].

Désignons par p; (i=1,2, ..., n) la permutation de ’ensemble {1,2, ..., n}
gue Ion cbtient de la permutation

( 61 02 Bn
6,8, 6,6 - enej)

de G en y substituant aux symboles 8, 8,, ... , 0, les symboles 1,2, ... , n
respectivement (les produits dans la seconde ligne étant au préalable remplacés
par les éléments auxquels ils sont égaux) et posons P={p;, Py, ... , Pu}-
Soit ensuite M,=|a; ;|| avec a};=1 pour j=ip, et ai; =0 pour j=ip,
(1, =%, 2, ... , n), en désignant par ip, I'image de i dans lapplication p,.
Les groupes G, P et M={M,, M,, ... , M,} sont isomorphes.

Nous notons que le passage précédent n’a pas été rédigé correctement
dans 2], ol les résultats principaux de cet article sont résumé’s.

Si 'on pose successivement x, G, x, ..., 0,x dans équation (1) au
liew de x, on obtient un systéme d’équations qui peut étre écrit sous la
forme matricielle

l (8,0

fi{x)
F(0; )

2} A :

=0, avec A(x) =g ;(x)], ai,j(x)zajpi_l {0; x).

* Communiqué le 27 septembre 1963 & la séance du Département d’Analyse de I'Institut
Mathématique de Belgrade.
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Nous allons chercher la soluticn générale de 1équation (1} seus fa forme

| 76 | | g0 |
' F®:x) 2 E g8, 0 ,ﬁ
3 R 1] R
H ) | £ ) |

ol la fonction g (& F) est arbitraire.

Pour une matrice carrée quelconque B (x) de 'erdre #, dont les éléments
sont by (x) (b, F) I'équation (3) ne definit pas nécessairement la fonction f
(€ F) d’une maniére univoque.

Definition. — Nous disons que [a fonction matricielle B (x), ou plus brie-
vement la matrice B(x), est compatible avec le groupe G si 'equation (3)
définit la fonction f (& F) univogquement pour chaque g(< F).

Lemme |. — La condition

(4) B(®;x)=M;B(x) M (x€E; i=12, ..., n)

est suffisante pour la compatibilité de la matrice B (x) avec le groupe G.
Démonstration. Soit B (x)=|b;;(x}|| (x& E; b;; € F) et supposons la
condition (4) remplie. ’
Pour une fonction g (= F) queleonque, I'égalité

* fH) H I7e j'
. f(x) d (H'EX)
(5) ' ‘ )! ¢ : (fi=1)
,ﬁm] hg@m
fournit
(6) f(x):bn (x) g'(x)‘i‘b;z (x) g0+ - -+, (x) g(enx)-

Aprés multiplication & droite par A, Pégalité (5) devient
| Gt | ﬂgm'

Jf_ﬁ4 B(x) M, ff[

o
il “ I
d’ol résulte, d’aprés (4), (5) et (7),

Filxy=F;x) (x=FE;,i=1,2, ..., n.

B(x) est donc compatible avec G,

On démontre sans difficulté les deux faits suivants:

1° 8i les matrices B (x) et C(x} sont compatibles avec le groupzs G,
alors les matrices A B (x) (1 é[ément arbitraire de K), B(x)+C (x) et B(x)- C(x)
sont aussi compatibles avec . Les matrices compatibles avec le groupe G
forment donc une algébre de matriess.

2° La matrice A4 (x) définic par (2) remplit la condition (4).

Dans ce gul suit le réle fondamental est joué par le
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Lemme 2. — Il existe au moins une mdtrice carrée de ordre n,
Bx)=|bi,;(x)| (x€E; b; € F),

pour lagquelle sont remplies les conditions gue voici:

(C A B(x)AX)+A(x)=0 pour tout x < E;

' (Cy) la matrice B (x) est compatible avec le groupe G.

Démonstration. Désignons par r(x) le rang de la matrice 4 (x) (x & E).

La matrice A (x) peut étre écrite sous la forme
Axy=P(x) D{x) Q(x)

ol Jes matrices P(x) et Q(x) sont régulieres pour iout x € E et D(x) est
une matrice diagonales aux éléments | et 0 telle que le nombre d’unités est
égal a r(x). Cette représentation de A4{x) s’obtiendrait au moyen de trans-
formations élémentaires effectuées pour tout x = E. Alors la matrice

By(x)=— Q-1 {x) D (x) P~ (x)
remplit la condition (C,).
Posons ensuite
B(x)=-- S M, PB(0, )M, (x€ E).
H

w=1

On obtient

A (%) B(x) A(x)zm z Ax) M, B, (8, x) M, A(x)

oy=1

ER S M AQO,X) By (0,x) A0, x) M, (x< E).

n g

la matrice A(x) remplissant 12 condition (4). En mettant & profit ce fait-la
de méme que la condition (C,), remplie par la matrice B,(x), on obtient

A(X)B(X)A(Y)w—-—— Z M, =140, x)M, —W_ML z A{x)=—A(x).
=1 v
B{x) remplit done la condition {C,).
Neus avons aussi

B - S S M, 1By (6,6 x) M, -_2 M (M, M) By (0,8 x) (M, M) M~

R oy=1 ve=1
=M}- (* z M 1B (6 X)M) ,‘*1=M,-B(x) Mi_l,.
o=l

d’ott la conclusion, d’aprés le lemme !, que B(x) est compatible avec G.
D’aprés la démonstration achevée, on a immédiatement le
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Corollaire — 8i By(x) est une matrice qui remplit la condition (Cy) du
lemme 2, alors la matrice

l ”
(7 B(x)=— 2 M, B,(0,) M,
v=1

remplit les conditions (Cp) et (Cy) du lemme 2.

Notens que c'est par la négligence de auteur que le facteur ia été
1]
omis dans Dexpression pour. B(x) dans [2] (c’est-d-dire dans I’expression
pour R(x), comme on avait désigné B(x) dans [2]).
Partant des lemmes précedents nous allons démontrer le

Théoréme 1.-— Soit B(x) une matrice pour laguelle sont valables les
conditions (Cy) et (Cy). La solution générale de Iéguation (1) est domnée par

( f(x) ., g(x) H
e o
®) OV @A+ g | ¢ matrice unite),
( f(enx) }[ g(env) 1

o g{E F) désigne une fonctron quelconque.

Démonstration. D’aprés Dhypothése du theareme B(x) est compa-
fible avec G. Ccmme les matrices 4 (x) et I possédent la méme propriété,
on peut conclure, en s’appyant sur la remarque 1°, que la matrice suivant
B(x) 4 (x)+ I est aussi compatible aves ce groupe G. C'est pourquoi (8) définit,
pour tout g (& F), la fonction f (& F) d'une maniére univoque. En multipli-
ant (8) a droite par A (x) on obtient, d’aprés (C,),

a2 4

La fonction f{EF) satisfait donc & Péquation (1) pour tout g( <= F).

D’autre part, si f( < F) est une solution de P'équation (1), cette fonction
peut &tre obtenue de fa formule (8) en y posant g=/.

Les deux faits que nous venons d’établir prouvent que la formule (8)
détermine la solution générale de I’équation (1).

Nous remarquons que nocus avons déerit, dans la démonstration du
lemme 2, un procédé de formation de la matrice B({x) qui remplit les con-
ditions (Cy) et (Cy), ce qui veut dire que le théoréme 1 fournit une méthode
de consctruction de la solution générale de [équation (1).

La détermination de la matrice B(x) peut étre effectuée aprés avoir
décomposé au préalable lensemble £ en sous-ensembles disjoints E, (r=
0,1,2, ..., n), E, désignant la partic de £ ol le rang de la matrice A4 (x)
est 7. On détermine alors B (x) dans tout £, séparément, de sorte que l'on
résout ’équation (1) dans chaque E, pris & part.
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Ajoutons & cette instruction générale une remarque particulidére: Si
dans un E, (on bien dans une partie ¥ d'un ensemble E, possédant la
propriete que xE V=0, xe ¥V, i=1,2, ..., n) est remplie la condition
©) : A"x) + M ) A" X+ s R () 4 () =0

(A1 (x) # 0 pour xE E,, ou pour x < V),

le polyndme en 4 (x) au premier membre étant le polynéme minimale de la
‘matrice A4 (x), alors on peut prendre pour B(x) dans E, (dans F)

(10) B(x)= (A" X))+ 2 () A"+ - - - R0 D).

Aoa— 1()

En effet, aprés la multiplication de (11) & gauche par M, et A droite
par M;~', on aboutit, d’aprés 1'égalité

AWE ) =M A{x) M1 (i=1,2, ..., n),

4 la conclusion que les matrices 4 (x) et A (0, x) possédent le méme polyndme
minimal. Il s’ensuit que X (O, x)=»(x) {(f=1,2, ..., m—1; i=1,2, ..., n;
xCE, ou x& V). Daprés les dernidres égalités, la matrice B (x) déterminée
par la formule (10) est compatible avec le groupe G pour x € £, (ou pour
x & V). On deduit, d’autre part, de (9) qu'elle remplit aussi la condition (Cs).

2. Supposons maintenant que les symboles 0, 0;, ..., 6, dans ’équation
(1) désignent des applications de I'ensemble £ dans E qui forment un demi-
groupe de lordre n, 0§; étant encore toujours ['anplication identique. Soit
4 (x), comme ci-dessus, Ja matrice du systeme d’équations linéaires en f (x),
f(0:x), ..., f(08,x) que I’on obtient en substituant dans (1} & x successive-
ment x, 0, x, ..., 9, x

Le théoréme suivant se rapporte 4 la résolution de Péquation (1) dans
ce cas-1a. '

Théoréme 2. — Si la matrice A (x) remplit la condition
48] AT AN AT )+ - AR A =0 pour tout xS E
r (Mirtas ooy Py S K Ay # 0; moun nombre naturel > 1),
| alors la solution générale de I'équation (1):

a () f (O x)+a (X f O x)+ - - +a,(x)f(6,x)=0

" est détérminde par la formule

bIe) '”g(x)
&

(12) e s (A @A N AT - ) il
1 &

b@n] gﬁ@!

ot g (€ F) désigne une fonction arbitraire.
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Démonstration. On peut se convaincre sans difficulté que dans le cas
que nous considérons & présent la matrice A (x) est compatible avec le
demi-groupe G, la notion de compatibilité d’une matrice avec un groupe
pouvant étre éténdue, d'une maniére évidente, au cas de demi-groupe. On en
déduit, d’aprés la remarque 1°, valable évidemment aussi dans ce cas, que
PPégalité (12) définit d’une maniére univoque la fonction f (€ F) pour tout
g (& F), puisque les coefficients du polyndme formant Je premier membre de
(11} sont constants. De (11) résulte alors que cette fonction f, pour tout
g(c F), satisfait I’équation (1). Enfin, la formule (12) pour g=f ol f, est
une solution de (1), se reduit a f(x)=1 (x). Cette formule détermine donc la
solution générale dans le cas considére.

Citons, comme illustration du dernier résultat, I’équation fonctionnelle
03 2f (0, Xy, xg)—3 1 (g, Xo, Xg) 4 F (X5, Xy, Xg)=0
: (x; &= R, f(xi, xy, X)) ER; R systéme de nombres réels).

Nous avons ici: E={(x;, X3, X3}| %, %5, X3 © R} et K=R; le demi-groupe < est formé
.des applications suivantes:

By (o, X5 Xad =Xy, Xy, X3}, By 01y Xy, Xa)=(Xa, Xay Xg), 0500, xuy X)=(xy, X5, Xy)

On obtient dans ce cas

R
AW=110 1 1| (x=(x, %, x)).
0 0 0;;

Cette matrice-1a satisfait a4 1’équation
A3 () A () —2 A ()= 0.

D’aprés le théoréme 2, la solution générale de (13) est donnée par la formule

f(xl:xz:xa)i I & (vy, %y, x;) '\
1 F e, Xp 29 || = = (A () —A () —21) | g (xy, X0, X5} |}
! 2 !
I f(xss X3, xs) g(xaxxaaxs);;

c'est-a-dire par la formule
&y, %, x5} =g (x5, X5, xa)=h (x3)

© o h désigne une fonction réelle arbitraire.

Considérons le cas plus général de ’équations fonctionnelle

"{14) f(xl! x‘aa-- b4 xm)+a2f(x%7 x%: v 2 xﬁz)+ .= ‘{‘anf(x’i!) xg:--'a .)C::,) ’0

(X, Xoo oov , Xu ER; dy, ..., d, ¢léments fixés de R),
ol x], (i=1,2,...,m j=2,3 ..., n) sont les éléments déterminés de
‘Pensemble {x;, X,, ..., X,} et ol / désigne la fonction inconnue (,,de m

-variables indépendantes réelles x,, x,,...,x," ). Si la matrice correspondante
A (x) (constante) posséde le polynéme minimal da la forme

A% (x)Jr 7\1 Ak-1 (x)+ cee o Ay -1 A (x),

zavec d_,70, alors la solution générale de U'équation (14) peut &tre exprimé
‘par la formule (12), au moyen d'une seule fonction réelle arbitraire de m
-variables reelles x, x,, ... , X
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Si Von a #—;=10, il peut ariver effectivement que la solution générale
na soit pas exprimable au moyen d’une sevle fonction arbitraire.
C’est par exemple le cas de 'équation

(15) f(xl! xz)%'f(x2a xl)_zf(xlﬁ xi):0 (Xl, x2 e R> f(xla xi) 6 R)‘

Pour' le demi-groupe correspondant G on peut predre le demi-groupe minimai engendré
par les applications 8, &,, 8,, définies comme il suit:
8, (x;, x)=(x, %), 9,00, x)=0(x,, x), Q5(x, x)=(x, X,
On obtient
G=1{9,, 0,, 9;, 0.}, ol 8,=0;0,,
avec la table de Cayley correspondante:

L’équation (15} peut &tre écrite sous la forme
{16) S (002 F (0, x)+0-F(0,x)=0 (x=(x;, x)).
En substituant 3 x successivement x, 0, x, 8;x, 8, x, on obtient le sysiéme d’équations

F)+(0:x)=21(0ax)+0-F (9,23 =0
LY+ F By +0-F(9,x)—2f(8,x) =0

=0
0=0.
On a done
1 1 -2 of
1 1 —
A{x)= 0 o g % (x={x,, x,)).
o o o o

Le poelyndéme minimal de cette matrice +3—2+¢2 ne contient pas la premiére puissance de ¢,

C’est pourquoi la solution générale, de ["équation (15) ne pourrait &tre obtenne par
Tapplication du théoréme 2. Cette solution générale est cependant donnée par

fxy %) =8 (x5, x)—g (xy X))+ 4

ou la fonctions g {(g: Rx R—~R) ¢t Ja constante A{ & R) sont arbitraires. Elle n'est pa
exprémable au moyen d'une scule fonction réelle ¢ (x,, x,). s

3. Citons enfin une conclusion, relative a la forme de la scolution
générale de 1’équation fonecticnnelle (1), que Tcn iire immeédiatement des
théorémes 1 et 2:

Sous les conditions du théoréme 1 ou celles du théoréme 2, la solution
générale de (1) peut étre écrite sous la forme

J ) =b(x)g (x) + by () g (9p2) + + - - + by (x) g (0,),

ou les b (& F) (i=1, 2, ..., ny sont des fonctions détermindes par les
coefficients a; (x) de (1) et g (& F) désigne une fonction arbitraire.

Dans ces deux cas-]a, la scluticn générale de (1) peut donc &tre
expimée au moyen d'upe seule feneticn arbitraire.
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L’équatidn (1) est traitée dans la monographie [3], mais seulement dans
le cas ol G est un groupe cyclique.

C’est le professeur D.S. Mitrinovi¢ qui m’a signalé quelques problémes.

li¢s a l'éguation (1), lesquels m’on conduit 32 Ja méthode exposée dans cet
article.

BIBLIOGRAPHIE
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CERTAINES EQUATIONS MATRICIELLES*
Slavisa B. Presicé

Soit K un corps commutatif et soit A4 une matrice carrée de lordre n
aux éléments de K. Nous désignons par M [ensemble de toutes les matrices
dont les éléments appartiennent 3 XK. :

Au moyen de transformations élémentaires, on peut mettre A sous la
forme A=P, DP,, ot P, et P, sont des matrices réguliecres et D une
matrice diagonale dont les éléments diagonaux. sont ! et O telle que e nombre
des unités est égal an rang de 4. La malrice B= P, DPI—L satisfait alors &
Pégalité 4BA=A.

L’équation matricielle 4AX4=4 a ainsi au moins une solution X.

Si A satisfait & une égalité de la forme
A L AR e A=0 (L L €K L #0),

alors la matrice

X — e (AR=25 [ A3 4 - [, 1) (I matrice unité)

b1
est aussi une solution de 'égation AXA=4.

Théoréme. — 8i B remplit Ia condition ABA= A alors:
1° AX=0=X=(I—-BA)Q, QM (X et Q sont nxm matrices);
2° XA=0=X=Q([—A4B), Q=M (X et Q sont mxn mairices);
3 AXA=A4 < X=B+0-BAQAB, Q& M;
4° AX=A< X=I+({I—-BA)Q, Q= M;
5° XYA=A< X=I+-0(I—-48), Q& M.

Démonstration. Nous n’allons démontrer que 3°, puisque les démonstra-
tion de 1°, 2° 4° et 5°, sont analogues.

Soit X=84+Q—BA0OAB, Qc M. Alors
AXA<=ABA+ AQA— ABAQABA, ABA =4
> AXA = A+ AQA—AQA => AXA=A.

* Communiqué le 30 octobre 1963 & la séance de la Section d’Algébre de 1'Institut
mathématique de Belgrade.
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Inversement, si Pon a, pour un XEM, AXA =4, alors
B+ (X-~B)—BA(X—B) AB=X—BAXAB+ BABAB— X—BAB+ BAB=X.

Donc:
AXA=4 > X=B+ Q—BAQAB, avec O=(X—B) M

On peut remarquer que le théoréme démontré fournit toutes les soluti-
ons des équations 1°, 2°, 3°, 4° et 5° au moyen d’une solution quelconque
B de Téquation AXA=A.

Si X est une nx /|- matrice, alors la formule contenue dans 1° fournit
doutes les solutions du systéme d’équations homogeénes

\ Iox ‘ ] I
} ’ B | {
[»-40 sous la forme | \ _(1 BA) ‘ i s
|
, ; Xn f J Hp %\
oit u; (i=1, 2,..., n) sont des éléments arbitraires de K.

Observons que le théoréme, de méme que sa démonstration, restent
valables dans le cas général ol 4, B, @, I, X sont des éléments d’un anneau
quelconque M muni de ’élément unité [

Ainsi, par exemple, d’aprés ce théoréme plus général, si @ est un élément
de lanncau M & I"élément unite { et si @ est un élédment de M tel que
ada=a, alors toutes les sofutions de 'équation axe =a (x M) sont déter-
minées par la formule

X=4a-+¢—aagaa,
ol ¢ (& M) désigne un élément quelcongue.
Cette proposition-la reste en vigueur méme si M n’a pas d’élément unité.
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SUR L’EQUATION FONCTIONNELLE
fx)=H(x, f(x), f(x), ... f (O x))*

Slavisa B. Prefid

Soient 6,, 0,, ..., 8, des applications de l'ensemble non vide E, dans
£,, 6, étant la transformation identique de l'ensemble E,. Désignons par G le
demi-groupe minimal engendré par les applications 9; (i=1, 2,..., n). Soient
ensuite Uensemble E, non vide et la fonction H: E;xX Ej—E, donnés et
désignons par F U'ensemble de toutes les fonctions f: E, - E,.

Nous cosidérons dans cet article 1'équation fonctionnelle

N JO=H(x, f(x): F(8x), ..., f(8,x)) (JEF; bix=08(x))

ol f{& F) désigne la fonction inconnue. La méthode de résolution qui nous
fournira la solution générale dans certains cas est la généralisation de celle

-~

que nous avons exposée dans [1], laquelle s'applique a 1’équation

F 0 =flg ()
Nous allons introduire d’abord quelques notions liées a ’équation (1).

Définition 1.— Solent §;,0,, ..., 9, m ééments du demigroupe G, m
désignant un nombre naturel, et soit @,: E, x E#~E, déterminée. On dit que
Iéquation

2) S =P, [0, ..., f(b,x) (fEF)
est une conséquence de I'équation (1) st l'on a
3 =@ (feF).

Par exemple, une des conséquences de DIéquation f(x)=f(0; x) est
Iéquation f(x)=/f(03x). Une des conséquences de (1), dans le cas général, est

F@=H@ Hx [, s f0.2), f(Ox), ..., [(0.2).
: Pour simplifier I'écriture, nous désignerons le second membre de I'équa-
tion (2) par ®, (x; f). En outre, an lieu de dire: ,l’équation f{(x)=D,(x;f)
est conséquence de 1'équation (1), nous diroms: ,, @, (x; f) est conséquence
de (1),

* Communiqué e 26 septembre 4 la séance du Département d’Analy:e de I'Instifwt
Mathématique de Belgrade.

2 Publikacije Rlektrotehnizkog fakulieta
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Soit A un ensemble d’indices et désignons par

O (3 f)={@alxif) [REA}
un ensemble de conséquences de I"équation (l1). Nous allons introduire la
notion d’algébre de conséquences de I'équation (1) par la définition suivante.

Définition 2. — Nous disons qu'un ensemble @ (x; /) est une algébre
de conséquences de l'équations (1) si on a

#) Hx, @ f). ©(Ox; /), ..., @O, x/))=D(x;f) (pour tout f< F).
7 Le premier membre de la condition (4) est la désignation symbolique de
i'ensemble ‘

{H(x @ (x3/) @ (Oaxf) ooy @, (8, 50)) [k, ooy B E A}
(ici @, (x;f) désigne le second membre de ['équation f(x)=®; (x;f). qui
est conséquence de (i) dans le sens de la définition 1).

Exemple. — Une algébre de conséquencss de I'équation réellz
{5) F)+f@ ) FR0=0 (x=(x, x,, Xg)y Bx =y, vy, 40))

est dennée par
@ x; 1 ={ (A1) f()+AfOx) RS2 |AER),

ot R désigns le sysiéme de nombr:s récls, )
En effet, étant donné qu: I'équation peut étre écril® sous la form:

(6) S =—F(0—F(0x),
nous pouvons prendre dans ¢ cas A {x, f(x), F(0x), F(B2x))=—F(0x)— (9% x), ¢est-a-dire
H (¥, Voo Py Yard=—Vy—¥,. Si I'on éerit
)=+ D f+ A f B0+ AER),
on conchut immédiat- ment que
S == F0n—f(Bx) = f=0+1) FO)+R (B2 +Af(05).
@ {x:/) est donc conséqu ncz de I'équation (8) pour tout A & R.
Nous avons aussi .

Hix, ® /) @5, @)~ (-0 Hx)—0n (02x51) |1, 2, € R}

={ = = D020 £ =R f ()= (R = 1) )=k, flx)—Dy (92)] Ay, Ry & R}

={(— A=A FL) + (R — = D) SO+ (—h —A,— 1) f(02x) [, A, & R}

={A+ D (x)+AfBx) +Af (2| A E R} =D (x: f).

Donc, la condition (4) cst remplie. Nous avons démontré ainsi que ensemble @ (x;f) est
une algébre de conséquences de (5).
Les résultats de cet article sont contenus dans les deux théorémes suivants.

Théoreme [. - Si Péquation (1) posséde une algébre de conséquences
D (x; F) qui ne contient guw’un sewl élément -, (x;[), alors la solution générale
de (1) est donnée par :

(7) S (0)=Dy(x;8) (g€ F)

avec la fonction arbitraire g (€ F). Iei @, (x;g) désigne Pexpression obtenue en
substituant g a f dans O (x;f).
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Démonstration. — On déduit immédiatement, d’aprés la condition (4),
que (7] est une solution de I'équation (1} pour chaque fonction g (& F).
Dr’autre part, si f est une solution de (1) pour g=f le¢ second membre de
la formute (7) devient f(x), de sorte que toute solution de Uéquation (1) est
comprise dans (7). Le théoréme est ainsi démontré.

Pour illusirer l'application du théoréme 1, considérons Féquation
(8) FO D+ (0, )+ - Ff{8a5) =0,

ol les 6; (=1, 2,..., » forment un groupe de 'ordre », supposant encore que le corps
commutatif {E,, +,-) posséde la propriété qu'en n'a pas #x =0 pour tout x& E,.

On vérifie immédiatement qu'une algébre de consequences qui ne contient qu'un seul
¢lément est celle dent Tunique élément est

(DJ (X; f):;: [(”“’ h f\x:‘ _f(ez = '_J{l{eri E9JN
Deonc, d'aprés le thécréme 1, la soluticn générale de I'équation (8) est donnée par
1
flx) = . [(n—1) g ()—g By x)— - —g (B, x)],

ou la fonction g (< F) est arbitraire.
Supposons qu’il existe au mcins une application M: P (Ey)~+ E, avec
lzs propriétés:
a) MH (x, .. 8,,. .., 8S)=H(x, M({S) M(S,),.... M (5D
(9) (Vx& Ep VS, EP(E), i=1.2,.. .. n);
b) Mix}=x (Vx&£).
Ncus avens désigné ici par H(x, S, Sy, ..., S,) I'ensemble

{H(X, Yo Vaoo o )yﬂ) ‘yiesi: i = 15 2: et ’1)}
Scus cette hypothése ncus avons le
Théoreme 2. — Soit @ {x;/) une algébre de consequences de I’équation
(1) et soit M. P(F,)= E, une application qui remplit les conditions (9). Alors
la solution générale de Péguation (1) est donnée par la formule
(10) fx)=M(P(x;8),
ot g (€ F) désigne une fonction arbitraire.

Démonstration. — Pour une fonction g (€ F) choisie arbitrairement,
ta fonction [ détérminée par la formule (10} est un élément de F et I'on a

H (xS Ba), o S8, 2)) = H (x, M® (x;8), MP (B,%58), ..., MP (B,x:2))
=MH(x, ©(x;2), P 0x:0)..... P 0.x;g)=MP (x50 =f(x),

d’aprés les conditions (9) et (4). Donc, la fonction / est alors la solution
de Péguation (1).

D’autre part, pour g—/f, ot / est une solution de (1), le second membre
de la formule (10) devient

MO (x; =M {f(x)}=S(x) (Vx£E)
puisque, daprés (3), © (x; /) =/ (x)}.

2%
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La formule (1) détermine donc en effet la solution génerale de (1).

L’application M: P (E,) - E, est une généralisation de I'aplication M que
nous avons introduit dans [1]. Cependant, tandis que cette application-1a
existait toujours (il suffisait de poser M {x}=x, VxE E,, M (S)=x,, YVSEE,,
ou I'élément x, de E, est fixé), nous ne pouvons pas étre slir que 'applicati-
on M remplissant les condition (9) existe dans le cas général.

Les difficultés que contient la construction de Papplication M peuvent
étre diminuées dans certains cas en affaiblisant I'exigence: V ;& P(E) con-
tenue dans a); par cxemple, en la remplagant par lexigence:

VS EP(TY (i=1, 2,..., ),

ol les ensembles T; sont certaines parties de E,.

BIBLIOGRAPHIE

[1]1 8. Pregidé: Sur Péquarion fonctionnelle f(x) = fg (x)]. Ces Publications, Ne 64, 1961



C. R. Acad. B¢, Paris, t. 260 p. 3828-3830 (5 avril 1965). Groupe 1.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Sur la convergence des sulites.
Note (*) de M. Suavisa B. Prefié, présentée par M. Paul Montel.

Soient E, un espace méirique complet, ¥ un nombre naturel fixé
et i, gay - - -, g« des nombres non négatifs dont la somme est inférieure a 1.

Désignons par F [q,, ¢, ..., gs] Uensemble de toutes les fonctions f: B* —» E
possédant la propriété suivante :
(I) . d(f(ula Loy « 0oy uk)jf(u:h Ugy vy H‘k-{»i))

é%d(“n Us) + de(_“z: i) +. ..+ de(ﬂka Whiq)s

pour tous i, Us, ..., U €EE.

Dans le cas ot k==1, la condition (1) se réduit & la condition connue
au moyen de laquelle on définit I'opérateur de contraction.

Tutontme. — Sott &€V {qi, qs, ..., q] une suite de fonciions qui
remplit la condition suivante :

Il existe une série convergente 4 termes posilifs a. telle qu'on ait

. . 27
lim inf 2281 —
A= ay
et que Uinégalité
(2) A furr (s g <oy )y fal(tay ey ooy W) =20 (n—r,2,...)
soil valable pour wu,, wa, ...,  €E.
Soit ensuite za(z € E; n=1, 2, ...) une suite dont les membres satisfont
& la condition
(3) xn+k:fn{xn) Lty v ory xn+fc-—i) (H":I, 2, );
les éléments T, Xs, ..., Zx élant choisis arbitratrement. Alors :

19 La sutte x, converge dans B
20 La sutte f, converge uniformément vers la fonction [limite

FEF (g ga -y guls

39 L'équation

(%) = aha, N )
posséde dans E la solution unique
x = lim x,.
e
Démonstration. — 1° En posaﬁt A, = d(%n, Xns1) on obtient, d’apres (1),

() ab"(3),

Appp=tn g+ ga A+ o+ Gz va=si e e

Désignons par b, une suite qui remplit les conditions suivantes :
b,>oln=1,2,...)5m b, /bo=1; hm b=

na = n »w®



(2)

. — -
érie ¥ a.b, |
la sére La b, converge

=i
%

; . A 1D B
Une telle suite existe pour toute série convergente Zan.
n—1
Nous allons prouver maintenant P'existence de deux nombres positifs K
et n, tels qu'on ait

(5) A, Ra,b, (00 o 5 Py e e

Soit ¢ un nombre satisfaisant a la condition

. g+ qat. . gl g<l1.
Etant donné que
lim brs = lim inf 222t ==
75 o bn n3w (£

1l existe, ce qui est facile & vérifier, un nombre naturel n, tel qu'on ait

L+ gi1bnt qabaisi - Grbnsg
bn+k

<q (n‘énﬂ):

Dk
=== : = B (7= ng),
Max {Fpy Gpigye s vy Tnpgeet)

de maniére qu’on aura pour n > n,

L+ ¢y bt gabn+1+...+qkbn+_ki<  Onag
brk MAX (@ iy « ooy Bnrka)
ou
{(6) A~ G1@ubn o Gapigey Bpp < i Dnak {n =gl
S1 l'on pose
K = max( Auu ; Af;ﬂ—H ; =k Amﬂ-ﬂ-‘l
I Ang bnﬂ Loyt bno—H ‘ (£ P - bnoﬂ—fr'i ’ i ;

on obtient, d’apres (6),
n - 71 Ken b, + [ Kay by +. ..+ 73 Ko o8, 0 - alSn R ol (1 >= 7).

En s’appuyant sur cette inégalité, on démontre la validité de (5) par
induction.

Il résulte cependant & partir de (5) que la suite z, est une suite de
Cauchy, donc convergente, ’espace E étant complet.

29 A partir de la condition (2) on conclut immédiatement que la suite £,
est convergente d’une maniére uniforme. Posons

Sl vy oo wp) = bim [ (0, we, ooy ).
no o

On déduit de I'inégalité

d(f(ula fay oy uk)a ,f(u?-u Uss vn vy uk+1))
éd(f(uh U, ‘-'auk)vfn(unu‘.’v -":uk))
= d(fn(uh Uz, -..,a};),fn(ug, Uy -"1uk+l))

A fu 2y, way oy Uppa)s Slas, sy o0y i) A==t



(3)
quon a f€F [q,, ¢s, ..., g, puisque f.€F g, ¢s, ..., ) (=1, 2, ...)

et fn> f(n—>wx).
3¢ Mettant a profit I'inégahité

A(f(uy, usy - up), fle, uy ooy uy)

éd(f(ai) Uay vy uk)af(u'.’.) gy ooy Upy u)}
‘l"d(f('w?’ Ugy o ovy Ugy UY, f(uSvuM coey Wy 1YY
e e e e e e e e,
+d(flwg; wy ooy u), flu, u, oo, u)) (u;, ueE),

valable pour f€F([qs, s, ..., gs], on déduit immédiatement que lim &, est
n>m

une solution de I’équation (4). L’ unicité de cette solution résulte du théoréme
de Banach sur le point fixe. En effet, la fonction f(f: E->E)
Flwy=flu,u, . ..,u) (v€E)
remplit, d’aprés (1), la condition suivante :
A(F(u), F0) L+ @b+ g d(u, ) (u, v&€E);

f est donc un opérateur de contraction de 'espace métrique E.

(*) Séance du 29 mars 1965, )
(Instifuf mathémalique,

Knez Mihailova 35, Belgrade, Yougoslavie.)
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METHODE OF RESOLUTION D’UNE CLASSE D’EQUATIONS
FONCTIONNELLES LINEAIRES®

Slavisa B. Prefid

1. Soient 8;, 0,, ..., 0, les applications biunivoques de I'ensemble non
vide £ sur E qui forment un groupe G de l'ordre », Dapplication §; étant
identique. Désignons par F Uensemble de toutes les fonctions qui appliquent
E dans un corps commutatif X donné.

Dans cet article nous allons exposer une méthode de résolution’ de
I'équation fonctionnelle suivante :

(1) (O B+ @@ Ot g, G0 =0 (O x=0 )

olt les @; (€ F) sont des fonctions données et f une fonction inconnue. Cette
méthode-la peut &tre qualifiée d’application du théoréme 1 de [1].

Désignons par p; (i=1,2, ..., #) la permutation de 'ensemble {1,2, ..., n}
que Pon obtient de la permutation ,

(81 6, --- en)
0,08, 6,0; - 6,8;

de G en y substituant aux symboles 8y, 0,, ... , 0, les symboles 1,2, ... , n
respectivement (les produits dans la seconde ligne étant au préalable remplacés
par les éléments auxquels ils sont égaux) et posons P={pi, Ps, ... 5 Pa}.
Soit ensuite M,=| ai;l|| avec ay;=1 pour j=ip, et ai; =0 pour j=ip,
(i, j=1, 2, ..., n), en désignant par ip, Iimage de 7 dans I'application p,.
Les groupes G, P et M={M,, M,, ..., M,} sont isomorphes.

Nous notons que le passage précédent n’a pas été rédigé correctement
dans [2], ol les résultats principaux de cet article sont résumé’s.

Si l'on pose successivement x, Bx, ..., 0,x dans l'équation (1) au
lieu de x, on obtient un systéme d’équations qui peut étre écrit sous la
forme matricielle

| oo |
L8, x)
2 (5=0, avee 4 (x)=la; ;(x)

(2 A (x)

5 a,',j (.x) = ajpj,1 (e, x).

£(8,%)

* Communiqué le 27 septambre 1963 4 la séance du Département d’Analyse de Vlnstitut
Mathématique de Belgrade,
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Nous allons chercher la solution générale de éguation (1} sous la forme

e | ‘ g0 ‘
F(8,9) | g(@ X)
) I : l =B (x) |
“ @y | | e6eo M

ol la fonction g (& F) est arbitraire.

Pour une matrice carrée quelconque B (x) de 'ordre n, dont les éléments
sont by (x) (b€ F) léquation (3) ne definit pas nécessairement la fonction f
(= F) d’une manlére univoque.

Definition. — Nous disons que la fonction matricielle 8 (x), ou plus brieé-
vement la matrice B(x), est compatible avec le groupe G si I'equation (3)
définit la fonction f (= F) univoquement pour chaque g(& F).

Lemme 1. — La condition
(4) B(9:x)=M; B(x) M (xeEy i=1,2, ... 0

est suffisante powr la compatibilité de la matrice B (x) avec le groupe G.
Démonstration. Soit B(x)=|b;; (x)|| (xE€ E; b;; £ F) et supposons la
condition (4) remplie.
Pour une fonction g (< F} quelconque, 'égalité

| A | g
®) ‘! e - #0 H (fr=1)
;{ f ) ‘3; £ |
fournit
(6) S O)=bu(x) g(x)+bu(x) g0+ - +b1, (%) g6, %)

~ Aprés multiplication a droite par M, ['égalit¢ (5) devient

; S |
| emse o,
I
o “
d’ol résuite, d'aprés (4), (5) et (7),
fix)=Fx) (x€k;,i=1,2, ..., n.

B(x) est done compatible avec G.

On démontre sans difficulté les deux faits suivants:

1° Si les matrices B (x) et C(x) sont compatibles avec le groupe G,
alors les matrices 2 B (x) (A élément arbitraire de K), B(x)+ C(x) et B(x)  C (x)
sont aussi compatibles avec . Les matrices compatibles avec l¢ groupe G
forment donc une algébre de matricss.

2° La matrice 4 (x) définie par (2) remplit la condition (4).

Dans ce qui suit le réle fondamental est joué par le
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Lemme 2. — 1l existe au moins une matrice carrée de ordre n,

B(x)=|/b;;(x)|| (x=E; b;&F),

pour laquelle sont remplies les conditions que voici:
(C) AXBx)AX)+A(x)=0 pour towt xS E:
(Cy) la matrice B (x) est compatible avec le groupe G.
Démonstration. Désignons par r(x) e rang de la matrice 4(x) (x € E).
La matrice 4 (x) peut &tre écrite sous Ja formé
A(x)=P (x) D (x) O (x)

ol les matrices P(x) et Q(x) sont régulidres pour tout x < K et D(x) est
une matrice diagonales aux éléments [ et 0 telle que le nombre d’unités est
égal a »(x). Cette représentation de 4(x) s’obtiendrait au moyen de trans-
formations élémentaires effectuées pour tout x & E. Alors la matrice

By(x)= =07 () D (x) P ()
remplit la condition (C;).
Posons ensuite
B=" 5 MIBO,0M,  (xEE)

w=1

On obtient
AG) B A = S AG) M, By (0, ) M, A (x)
LR WD

LS M A, B 0,0 A @, 0 M, (xe E).
e {

we=

la matrice A4 (x) remplissant 1a condition (4). En mettant & profit ce fait-la
de méme que la condition {C,), remplie par la matrice B,(x), on obtient

1 n H
AXBX)Ax) =—— > M, 40, )M, = L > Ax)=—A(x)
[ Bov=i
B(x) remplit donc Ia condition (C,).
Nous avons aussi
B l H i3
B(fix)=— % M, B, (5,9 x) /‘lﬂﬂ-:i > MM, M) B (0,0 x) (M, M) M~
n’ v=1 -
] "
— M, (- S M8, (0,5 MJ.) M,~t= M, B(x) M-\,
¢2 j=1

d’ott la conclusion, d’aprés le lemme 1, que B{(x) est ccmpatible avec G.
D’aprés la démonstration achevée, on a immédiatement ie
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Corollaire. — Si By(x) est une matrice qui remplit la condition (C,) du
lemme 2, alors la matrice

E n
(7 B(x)=— 2 M, B, (0,0 M,

w=1
remplit les conditions (Cy) et (Cy) du lemme 2.

Notons que c’est par la négligence de l'auteur que le facteur ia été
n
omis dans |’expression pour B (x) dans [2] (c’est-d-dire dans I’expression
pour R (x), comme on avait désigné B(x) dans [2]).
Partant des lemmes précedents nous allons démontrer le

Théoréme 1. — Soit B(x) une matrice pour laquelle sont valables les
conditions {Cy) et (Cy). La solution générale de I'égquation (1) est domnée par

1 £ 1( !é g () ,
ng Bzx
®) F(0yx) ‘ = (B(x) A (x)+1) e ) } (I matrice unité),
sJ f(enl) “ g(EHX) \

oir g( & F) désigne une jonction guelconque.

i Démonstration. D’aprés Thypothése du théoréme, B(x) est compa-
tible avec G. Comme les matrices A4 (x) et [ possédent la méme propriété,
on peut conclure, en s’appyant sur la remarque 1°, que la matrice suivant
B(x)- A (x)+ 1 est aussi compatible aves ce groupe G. Cest pourguoi (8) définit,
pour tout g (< F), la fonction f{& F) d’une manidre univoque. En multlph-
ant (8) a droite par A (x) on obtient, d’aprés (C,),

:0.

A()..f()1

La fonction f(EF) satisfait donc & Uéquation (1) pour tout g(& F).

Drautre part, si f (& F) est une solution de I’équation (1), cette fonction
peut &ire obtenue de la formule (8) en y posant g=f.

Les deux faits que nous venons d’établir prouvent que la formule (8)
détermine la solution générale de I'équation (1).

Nous remarquons gque nous avons décrit, dans la démonstration du
lemme 2, un procédé de formation de ia matrice B(x) qui remplit les con-
ditions (C,;) et (C,), ce qui veut dire que le théoréme | fournit une méthode
de consctruction de la solution générale de 1'équmation ().

La détermination de la matrice B(x) peut étre effectuée aprés avoir
décomposé au préalable Uensemble £ en sous-ensembles disjoints E, (r=
0,1,2, ..., nr), E, désignant la partic de E ol le rang de la matrice 4 (x)
est 7. On détermine alors B (x) dans tout E, séparément, de sorte que ['on
résout 1’équation (1) dans chaque E, pris & part.
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Ajoutons A cette instruction générale une remarque particulidre: Si
dans un E, (on bien dans une partic V' d’un ensemble E, possédant la
propricte que x & V=>0,xc V,i=1,2, ..., n) est remplie la condition

)] AN+ 2 () AT+ - - A R (0 A () =0
(1 (x) 50 pour x< £, ou pour x & V),

le polynéme en 4 (x) au premicr membre étant le. polyndme minimale de la
matrice 4 (x), alors on peut prendre pour B({x)} dans E, (dans V)

1
Am—1(x)

En effet, aprés la multiplication de ([1) & gauche par M, et 3 droite
par M;~), on aboutit, d’aprés I’égalité

A8 x)= M A (x) M, (i=1,2, ..., n),

(10) B(x)= (A™=20x) 4 Ay () A7) + - b Ra(3) ).

& la conclusion que les matrices 4 (x) et 4 (0; x) possédent le méme polyndme
minimal. Il sensuit que X (&;x)=1x) G=1,2, ..., m—1; i=1,2, ..., m
x€E on x& V). Dapres les derniéres égalités, Ja matrice B (x) déterminée
par la formule (10) est compatible avec le groupe G- pour x € E, (ou pour
x € V). On deduit, d’autre part, de (9) qu'elle remplit aussi la condition (Cy).

2. Supposons maintenant que les symboles 6, 6,, ..., 0, dans Uéquation
(1) désignent des applications de ’ensemble E dans E qui forment un demi-
groupe de lordre », §; étant encore toujours l'application identique. Soit
A(x), comme ci-dessus, la matrice du systeme d'équations lindaires en f (x),
S8:x), ..., f(8,x) que Pon obtient en substituant dans (1) & x successive~
ment x, 8, x, ..., 0, x

Le théoréme suivant se rapporte 4 la réselution de 1'équation (1) dans
ce cas-la.

Théoréme 2. — Si la matrice A (x) remplit la condition
(i) A" () hg A"+ - - - Fhe A () =0 pour tout x= E

Mshas oo s Ay € K 2 # 0 m oun nombre naturel > 1),

alors la solution générale de I'dgquation (1):

@G ()f 00 +a )G+ +a,(x)f (0,00

est détérminée par la formule

l'f(X) ‘ £

0, 1 me— .

(12) f(: 7 ﬂx_l:(A NOISWLCTRPRE Y ) Ahasd|
]f(en x)l g (ﬁﬂx)

oil g (€ F) désigne une fonction arbitraire,



6 S. B. Presi¢

Démonstration. On peut se convaincre sans difficulté que dans le cas

gue nous considérons A présent la matrice A (x) est compatible avec le
demi-groupe G, ia notion de compatibilité d’une matrice avec un groupe
pouvant &tre éténdue, d’une maniére évidente, au cas de demi-groupe. On en
déduit, d’aprés la remarque i°, valable évidemment aussi dans ce cas, que
I’égalité (12) définit d’une maniére univoque la fonction f (& F) pour tout
g (& F), puisque les coefficients du polynéme formant le premier membre de
(11} sont constants. D¢ (11} résulte alors que cette fonction f, pour tout
g (€ F), satisfait 'équation (1). Enfin, la formule (12) pour g=/f ol f, est
une solution de (1}, se reduit a f(x)=f (x). Cette formule détermine donc la
solution générale dans le cas considére.

Citons, comme illustration du dernier résultat, ’éguation fonctionnelle
(13} 2f(x,, x,, xs)l—.’if(xg, Xy, Xg)+[(xy, X, X3)=0
(x; € R, f(x1, x5 %) ER; R systéme de nombres réels).

Nous avons ici: E={(x;, x5, Xg){x, X, X3 © R} et K=R; le demi-groupe G est formé
.des applications suivantes:

0, (xy, Xo, Xg)=(Xy, Xy, Xg), 0o 0y, Xy, Xd= (2, X5, Xg), O30%;, X, X0 =(xy, X3, Xg)
On obtient dans ce cas

2 -3 1
A(X)£ 0 —1 1 (x"(xla Xy, x:;))'
0 0 ¢

Cette matrice-1a satisfait a I’équation
A% (x)— A2 () —2 4 (x)=0.

Paprés le théoréme 2, la solution générale de (13) est donnée par la formule

Sy X, %) i g (%1, x5, XS)V
F(xy, x5 Xg) || = —— (A (X) A (O)—=21) || g (x5, %y, xs)l »

2 |

i F g, xg, X5) | & (%3, xaaxs)la

«’est-a-dire par la formule
Sy %o, Xy =g (x5, Xa, Xad==h (xy)
-of A désigne une fonction réelle arbitraire.

Considérons le cas plus général de V'équations fonctionnelle

. 2 . :
(1) f(xy, xe, ... xm)~\—azf(xf, X2y e, x,";i)—r - —%a,,f(x’f, A x,’,’,l) =0
(X1, X3, v, X ER; dy, ..., a, éléments fixés de R),

ot xt(i=1, 2, ..., m> j=2,3,...,n sontles é&léments déterminés de
ensemble {x;, x5, ..., x,} et out f désigne la fonction inconnue (,,de m
‘variables indépendantes réelles x, x,,...,x,). Si la matrice correspondante
A (x) (constante) posséde le polyndme minimal da la forme

AR AR+ e A (),

ravec J—y7°0, alers la solution générale de I’équation (14) peut &tre exprimé

;par la formule (12), au moyen d'une seule fonction réelle arbltralre de m
-variables reelles xp, x,, ..., X,
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~

Si 'on a M-—,=0, il peut ariver effectiveiment que la solution générale
na soit pas exprimable au moyen d’une seule fonction arbitraire.
Clest par exemple le cas de I'équation

’(15) f(xn Xs) +f(xy, x1)“‘2f(x1s x)=0 (xy, x, & Rsr f(xn xz) & R).
Pour le demi-groupe correspondant & on pcut predre fe demi-groupe minimal engendré
par les applications 0;, 0,, B, définies.comme il suit:

81 (x,, Xo) = (X1, xz)» 02 (xys x2)=(x2, %), 63 (xlﬁ xs)"“(xu xl)'

On obtient
G=1{0,, 8,, By, 0,], ol 8,=0,0,,

avec la table de Cayley cogrespondante:

!,
|

Léquation (15) peut étre écrite sous la forme
{16} Fxy+ (002G )+ 0 (0 ) =0 (x={x1, X))
En substituanl & x successivement x, 9, x, 0, x, 8, x, on obtient le systéme d’équations

S+ (0,0 -2 (03x)+ 0-f (B,x) =0
FO+F(0,x) 3 0-F(03x)—2 £ (0,x) =0

0=0
0=0.
On a donc
. 1 1 -2 0
A@=|l5 & o ol G=0m ).
o o0 ¢ ol

Le polyndme minimal de cette matrice *—2® ne contient pas la premiére puissance de £,

C’est pourquol la solution générale, de I’équation {15) ne pourrait &tre obtenne par
T'application du théoréme 2. Cette solution gémérale est cependant donnée par

. f(xls xg)*g (X1, xp)—& (E x1)+h:",w

o la fonctions g (g7 Rx R—R) ¢t la constante £ { & R} sent arbitraircs. Elle n’est pa
exprémable au moyen d’une seule fonction réelle g (x,, x,). s

3. Citons enfin une conclusion, relative & la forme de la solution
générale de Véquation fonctionnelle (1}, que T'en tire immédiatemnent des
théorémes 1 et 2:

Sous les conditions du théoréme 1 ou cefles du théoréme 2, la solution
générale de (1) peut 8tre écrite sous la forme

S @) =b(x) g (x} + b, ()8 (Opx) 4 - -+ + bu (%) g (6,2,
ou les b (EF) (i=1, 2, ..., n) sont des fonctions déterminées par les
coefficients a; (x) de (1) et g (€ F) désigne une fonction arbitraire.

Dans ces deux cas-la, la scluticn générale de (1) peut donc étre
expimée au moyen d'une seule fencticn arbitraive.
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L’équation (1) est traitée dans la monographie [3], mais seulement dans
le cas ol G est un groupe cyclique.

C’est le professeur D.S. Mitrinovié qui m’a signalé quelques problémes

liés & Véquation (1), lesquels m’on conduit 4 la méthode exposée dans cet
article.
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SUR UNE CLASSE D’ INEQUATIONS AUX DIFFERENCES FINIES
* + ET SUR LA CONVERGENCE DE CERTAINES SUITES
- Slavite B, Presic -
(Communiqué le 17 avril 1964). * -
Dans cet article nous allons considérer ‘unerc‘lasse‘d’i(nvééluations aux dif-

férences finies et, en s’appuyant sur les résultats obtenus, nous démontrerons
ensuité deux théorémes sur la convergence de certaines suites.

1, Nous commengons par le lemme suivant fondamental:
Lemme 1. Soit kun nombre natural fixé er sotent x, et X, deux suites de
nombres non négatifs sarisfaisant aux conditions:

aQ xn'+-kn<a1(”)xn+a2(??)xn+1'"J+G’k‘(n)xj.n+k-1;
Xppeza(m) Xyt am)X, - () Xnyp-r
=12 s Xy s X > 0) |
les coefficientes a; (n),- - -, ap (1) éiant tous non négatifs.

Il existe alors un nombre non négatif L tel que on a
%, = L X, (n=1,2,-- ).

Démonstration. On vérifie immédiatement I'assertion du lemme en posant

1 Xz Xk
L = max (X1 X2 s Xk)

et en appliquant ensuite Iinduction mathématique.
pplig q

On peut compléter le lemme démontré par ’énencé suivant: Si dans (1),
Pona x, -y x> 0, alors il existe un I{ = 0) tel que l'on a

X Ky (n = 1,2, ).

La démonstration est semblable 2 celle du lemme- 1.
"Lemme 2. Soir x; une sutte de nombres non négarifs qui rempht la condition

xn-{-kgalxnr%azxn-}l"' SRR ol TS R S
(n=1,2,- -3k nombre naturel fixé),

les constanis ay, Gyt T étant non négatifs. Alors zZs existent les nombres po-
sitifs L et 9 rels quelon a - -
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X, L0 (n=1,2,.. ).
Démonsiration. Soit 0 un nombre positif satisfaisant & Pinégalité
O za Fap b+ - - - Fa, 051,
Alors, la suite positive X, = 6" remplit la condition
Xpopmay Xy + e Xyt v atnXn 1 n=1,2,004),
de maniére que, d’aprés le lemme 1, il existe un L (> 0) tel que I'on a
2, < LX,, Cest-d-dire x, < Lb*(n=1,2,.++)
Le lemme 1 peut étre étendu aux paires d’inéquations & différences finies
de la forme
Xn Sag(m) + ay(m)x+ -t 2y (M) Xnmys
Xiz>ay(m) +a(m) X+ + dpon() Xy = qs
avec &, (n), ay(n),« - +, dp—1(n) =0, ou bien aux paires de systémes d’inéquations
de ce type.

Par exemple, pour le cas du systtme de deux inéquations a différences fi-
nies, on a le

Lemme 3. Sotent x,,, v, X, Y, deux suites de nombres positifs satisfaisant
aux conditions

xS amtafmyrt o T oo W ao 1t D)yt F b (W) Yn-s
YnZ (M) o)+ - - - +cn_1(n)x,,_1—i—dl(n)y1+_- crtdy - (M) Yn -1
Xpza®m) +amXy+ - -+ aamX, P b M) Y+ s b (1) Vo,
Y. Z2emy+ea(mX,+ - - i (M X, oy +d (Y + - +d o () Y,y
(n=2,3,-+ 58, b;(n),c;(n),d;(n) 20, i=1,2,- -, n—1)

1l exastent alors deux nombres positifs Ly et Ly tels que P'on a
Xn gLIXn:) Van ng Yn (n = 1,2,. . .)‘

Nous omettons la démonstration, celle-1a étant tout-a-fait semblable i celle
du lemme 1.

2. Soit £ un espace métrique complet, & un nombre naturel donné et
f: E*—~ E une fonction donnée remplissant Ja condition

@ A (f Qs s )y [l g s yn) ) = ad (g5 10) + g d (g5 1) +
LA +apd (g 1) (g, oo te 1 € E),

ol les nombres a; sont non négatifs et soumis 4 la condition
(3) a1+a2+“'+ak<l.

On peut noter que dans le cas &k = 1 les conditions (2) et (3) se réduisent
aux conditions au moyen desquelles on introduit Popérateur de contraction.

Théoréeme 1. A, Toute suite x,(n = 1,2, + -+ ; x, € E) satisfaisant & la
condition

(4) xn+k=f(xnixn+1:"'anJrk—-l) (72:1,2,"‘),
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les éléments x,, xy, + +» x4 € E étant arbitraires et la fonction f satisfaisant aux con-
ditions précédentes, est convergente.

B. La limite lim x, satisfait & I'égquation

(5) x=f{x,x,-",x)
et représente Punigue solution de (5).
Démonsiration. A. Posons A, = d(x,, x, . 1). Nous avons alors,d’aprés (2),

A aSadatag b+ Fahy ey (n=12,--).

D’aprés le lemme 2 il existent deux nombres positifs L et § tel que on a

(6) A, <L n=1,2,---).

le nombre 0 étant, n'importe quelle solution positive de P'inéquation

€7 0 2 a, + a0+« - Fa, k-1,

Or, Pinégalité (3) entraine lexistence d’une solution 0 de (7) pour laquelle on a
0 < 6 < 1. Pour ce nombre 8 on aura, d’apres (6),

7

d(xn+p:xn)§L o

1i—8§ (?%P:l:z,"‘);

d’ol1 la conclusion que x, est une suite de Cauchy. Elle est par conséquent con-
vergente, I'espace métrique E étant complet.

B. Aprés avoir observé que 'on a, sous les hypothéses admises sur f,
d(f(uiauza' ' ':uk)rf(u> Uy - ':”) =d (f(uljuza Tt ':uk): f(uznu‘s:' . ~,uk,u))
A (fny iy« - -5ty 1) f (s g+ 5 gy 0 00))
+ PR
+ d(f(upsttys 5wl flitsut -+ -5 4)),
difuu- ), flo, v, 0)) Slg+at - +a)du)
(stys g, - sty u,vEE),

on démontre I'assertion que fim x, est la solution de (3) de la méme maniére que
H—> Q0

Yon procéde dans la partie correspondante de la démonstration du théoréme connu

de Banach sur le point fuxe, et la seconde assertion, que [im x, est Punique
n—>oe

solution de (5), résulte du théoréme de Banach mentionné si on Papplique 4 la

fonction F: E— E définie par

Flxy=f(x%---,x) (xeE).
Le théoréme 1 peut étre appliqué aux suites réelles, ainsi que aux suites

liées 2 la solution des équations: linéaires algébriques, différentielles, intégrale
et autres.
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Par exemple, nous allons déduire du théoréme 1 le théoréme suivant. re-
latif a la convergence de suites réelles.

Théoréme 2. Soit E un imiervalle fermé de la droite réelle (fini ou z'nfz'ﬁi) et

sott f(uy, thy, - -y up) (g, Gyt s - 5 Up) € EY une fonction dont les dérivédes parti-
elles existent et satisfont a la condition

(8) fgiﬂ “<\dz‘ (€ E,i=1,2,- -+, k),

ot la somme des constanies a; est inférieure a 1.
Alors, la sute x,(n=1,2,- - 3 x,€ E) done les rermes samsfont @ la condition

xn+k:f(xn:xn+1:'"an—i—k—l) (n:l,?.,)
converge et sa limite est Punigue solution dans E de Iéquation
x=fx %, %)

Démonstrarion. On a, d’aprés (8) et d’aprés le théoréme sur la valeur
moyenne,

[ floy tasr o s ug) = Fla, sy, 'suk+‘1)|‘<\a’1i“1: —ug| +
+ap|ug—ug |+ - dap|up— s
(s thys » = 5 € E), .
de maniére que f remplit toutes les conditions du théoréme 1 si l'on pose
d{u,v) = |u—rv|.

Nous allons illustrer le théoréme 2 par exemple suivant.
La suite x, pour laquelle

8, _ 1 . 1
3R 4R, LKy

(?3: 1)23' Cry Xy Xy ;O
I
converge vers .

2

En effet, la fonction
3 1 1
Iy, u) = ] ( + )

I+ 14w

remplit toutes les conditions du théoréme 2 dans E={«x|x = 0}.

M. Kuczma a bien voulu lire un résumé de cet article pour ce qui nous
lui exprimoens nos vifs reconnaissances.
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INALYSE MATHEMATIQUE. — Un procédé Uératif pour la factorisation des
polynomes. Note {*} de M. StaviSa B. Presii; présentée par M. Paul
,1: _ Montel, -

AU

1 Soit P = w4 pp—rx™ ' . P+ pyun polynome sur le corps commutatif
@ des nombres complexes dont Ies racines sont toutes différentes. Si la somme des
nombres naturels @, b, . ! est n, alors, d’aprés le théoréme fondamental de

1‘algébre, existent les polynomes A, B, vy L aux- degrés a, b, ..., I respectivement
tels quon a P = AB ... L. Dans cette Note nous donnons un procédé pour déter-
miner, sous certaines hypothéses les smtes de polynomes A (k), B(k), . L (k)
telles que hm Alky = A, hm B{k) = hm Lk = :

Soit K le corps commutatif des nombres complexes sur lequel on considére
le polynome
(1) ‘ P=T(x)=a"+ pp 2 0 L 4+ pr+ gy

dont toutes les racines sont différentes.
Désignons par n=a+ b--...4 1 une décomposition du nombre n
en somme de s + 1 nombres naturels et solent

5 A= ’1,,,.*;&0(;7’ e Hg. B =" {3,’,_)3:'{/”' N }60,
(2) ! B Y INE Ll SN PN
les facieurs du polynome (1) tels qu'on a P=AB ... L. Soient enfin
X ARy =a®+ (A L ae (A
(3) B(\’I‘) ‘xb+130- )7’& Ct- +30(/“)7 sy
{ V(hy =l =2 (M al e o+ f\o(fx) {h==1,2,...)

les suites de polynomes déterminées par les conditions

( 5A(/r+;)13(/;) L A B+ LA

© O AMB) . L+ 1) —sA (k) B0 ...L(A-):—P k=1, 2, ...},
qui signifient en réalité que I'équation

{5) P=a

est équivalente & chacune des équations

(Epr Al 0B L) + AR B+ L) +..

(©) AR B Lk 1) — sACKY B() . L (k) =o.

Les égalités (4) définissent les coefficients o, (A1), ..., oco(k«f—x,.),
Boalk+1), ..o, Bolk41), ..., c(k-+1), ..., 2(k+1) en fonction
des coeﬁicwnts dar (), ooy a k), Booy(k), oo, Bolk), ooy h(R), L.,
Xo(k) et des coefficients du polynome {1}. Pour décrire convenablement
cette dépendance-13, nous introduisons l'espace vectoriel K”. Posons

])::(a(,_.l, ey Dy ‘}3[,_1, [N ;39‘ Ceey ;\.3_1, .. .,,}U),
PO = (o () o 2o (R0 Bt (R)e w oy Boll)y ooy i (B oeny M (A)) (h=r, 2, L),



(2)
On obtient alors de (4]
{7) , plh-=y=F{pi)) (k=10 ...,
on
¢ =T (u) (20 2= (ttgy Gy ooy Ui B (B, s o ey a ), 85 BERRFS

est une fonetion vectorielle,
La fonction F a les propriétés suivantes :
" Yip) =p,
oF

e =0 (=0, P s
dF({ =y ! )

20
C’est partant des propriétés (1) et (2) et de (4) qu'on démontre les deux
résultats que volel :

Proposrrion 1. — St la suite p(k) k=1, 2, ...) converge, alors lim A (k),

£

Iim B{k), ..., l(im L (k) sont des facteurs du polynome P et Uon a
[

fa o
Y= lim A (k) . Tim B (4). . Jim L (4).
S om k= ke
Prorosition 2. — Il existe un voistnage V du vecteur p tel que p (1)€Y
entraine la convergence de la suite p(k) et cela & la vitesse carrée (c'est-a-dire,
on o :
gtk +1)—ph=0ph) —pi*). plki—p).

Dans le cas de la décomposition

=1+ T, .40,

nous allons préciser la fonction F comme suit.

‘En désignant les polynomes A(k), B(k), ..., L{k) respectivement par
x—a k), x—alk), ..., x—a.k), on peut obtemr de I'égalité (4)
P (e (A})
Q (e ()

i (=, (f) — {i=1, 2, ..., iy k=Nl g, a0

avee Qla) = (z —a (k) {z — a: (k). . . (x — a. (k).
On remarque certaine analogie avec les formules connues de Newton.
Les démonstrations plus détaillées, de méme que plusieurs exemples,
seront contenus dans 'article qui paraitra ailleurs.

(*) Séance du 4 Awvril 1966.

(Institut Mathématigue,
Knex Mihailova 35, Belgrade, Yougosiavie.)
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UNE CLASSE D’EQUATIONS MATRICIELLES ET L’EQUATION
FONCTIONNELLE f2— f

Slavisa B. Prelic
(Présenté le 6 décembre 1967)

1. Soit S un ensemble non vide et f une application de S dans S. I
existe alors entre les équations

JUEN=f() et x=f(x)

la connexion caractéristique suivante.
Proposition 1. Soit Papplication f telle que Pon ait f(f(x))=/f(x) pour tout
x& 8. Alors:

1° Si 10 est un élément arbitraire de S, x=f(I1) est une solution de
Péguation x =f{x) en x.

2° Si x est une solution de [Péguation x=f(x) en x, il existe dans S
un élément TI tel que x = f(I1).

Cette assertion-la résulte immédiatement de

V) (SUTN=FEGPAx=F D)) = x=F(x)
x=f(x} = A») (=S

On peut s'exprimer aussi de la maniére suivante:

En supposant la condition f?=f remplie, la solution générale de I'éguation
x=f(x) est donnée par la formule

x = () VER]

Sous la condition f*=f, appelons I'équation x=f(x) reproductive (L&-
wenheim [1]).

Dans ce qui suit, nous allons citer quelques exemples des applications
de la proposition précédente.

Nous allons établir tout d’abord une connexion emre les équations
x=F(x) et x=g(x), avec une application g:5—S.

Disons que les équations x—jf(x) et x=g(x) sont équivalentes si les
ensembles de leurs solutions sont égaux, c’est-d-dire si

x=f(x) = x=g(x)
pour tout x< S,

143
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Proposition 2. Pour foute équation
x=g(x) (g:5—5)
qui admel au moins une solution, il existe au moins une équation reproductive
X =f(x) équivalente & x—=g(x).
Démonstration. Désignons par R 1’ensemble de toutes les solutions de x=g (x).
On a, donc,
O#ARCS et xER < x=g(x)

Soit A: S\ R~ R une application arbitraire et définissons I'applications f:§—§
comme il suit:

f(x)=h(x), si xES\R,
=X, si XER.

On conclut immédiatement que l'on a

1° 2=

2° x =f(x) = x=g(x).

La proposition démontrée donne l'idée de la possibilité de I'application
des équations reproductives & la résolution des équations quelconques.

Les équations que nous allons traiter dans ce qui suit possédent des
propriétés supplémentaires; elle sont linéaries, bocliennes. Les méthodes des
solutions de ces classes d’équations sont semblables puisque pour chacune
d’elle est valable la proposition prouvée, sous forme correspondante.

2. Soit donnée une matrice carrée 4 d’ordre »n sur le corps commutatif
F. 1l existe alors une matrice carrée B telle que l'on a 4B4A— 4, ce qui
résulte immédiatement du fait suivant; Si r est le rang de la matrice 4, il
existent deux matrices réguliers P et Q telles que 4=PDQ, la matrice D
¢tant diagonale et avec r éléments égaux a 1 et tous les autres égaux a 0.

Evidemment, les équations en X
AX =0, X={I—BA)X

(/ matrice unité) sont alors ¢équivalentes.
D’autre part, la seconde équation est reproductive, puisque

(I—BAY =I—BA
Donge, on 2:
Proposition 3. La solution générale de [équation AX =0 est donnée par la
Sormule
X=({I—BA)II,

ot TI est une matrice carrée d’ordre n sur F arbitraire.

C'est en profitant du résultat précédent que I'on a obtenu la méthode
exposée dans [4], oll ia matrice B, satisfait aussi & la condition de compati-
bilité¢ avec un certain groupe G. Dans le présent article le méme résultat sera

5

utilisé pour aboutir & la solution générale d’une équation matricielle.
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3. Soit P et @ deux matrices carrées d’ordre n données et soient
o (05i<p—1; 0=j<lg—1) lés scalaires donnés. Nous allons déterminer,
sous certaines conditions, la solution générale de I'éguation matricielle

p—-1 g1 . .
(i) Z z OCijPIXQ‘r:O.
i=0 j=0
Désignons par
{J_(P) Ixﬂ."aﬂ_.{ xt”—]._. Ce =g,
0 (Q) = X1y X =B,

les polyndmes minimaux des matrices P et @, respectivement. En multipliant
I'équation (1) par PP(0<{p<<p—1) de dreite et par 0° (0<iosig—1) de gauche
et profitant des égalités

Pr—g, PPV g,
Qq = Bq*’l Qq_l Foee e - BO ]:
on obtient un systéme linéaire <5 en PIXQY, ol 0<i<ip—1, O0={j<qg—1.

Soit, par example, u (P)=x—x, w(Q)=x"—x, les matrices P et @ étant
réelles et d’ordre n, et soit (2) I'équation

PX—X(Q=0.
Le systtme o est alors
PX—X0O -0 PS 00
PX —PX0=0 Pl OO
X Q--PXQ=0 Py 0
0-0 Py Q.

Désignons par P et Q les ,,companion-matrices [3] des polynbmes u (P)
et w{Q) respectivement, c’est-a-dire

ﬁz(gj),émﬁ

La muhiplication de Kronecker [2] étant désignée par x. La matrice du systéme

& est
IxP—Qx1.

Considérons de nouveau le systéme 5 dans le cas général. Cest un systéme
POXQO ... PPLXQY POXQL L, PLXQY L, PO YO, L PP X QO
Désignons par P¢; 0%, ol Oslp<ip—1, 0<Ko<Cg—1, I'équation que 'on obtient
de léquation (1) en la multipliant par P de droite et par Q° de gauche.

Supposons que les équations dans le” systéme J soient données dans
I'ordre suivant

P QY PL QY L. P Q0
POQL PL QL L., PP O
PO QT Pl Q7Y L, P Qe

10 Publications de Plnstitut Mathématique



146 Slavisa B. Pregié

La matrice 4 du systéme S5 est alors

B p—1 g1 T =
(2 A= % > a; @Ix P,
i=0 j=0
les matrices P et O étant ,companion-matrices* des polynomes p (P) et w(Q),
c’est-a-dire

01 0.0 Ol i o
_loo1...0 Ao e
P=lg 0 0...0 O0=[900...0

Ry Oy Gy Upey Bs By CHDER Sq—]

le symbdle X désignant la multiplication de Kronecker.

Remarque. On démontre la formule (2) par un calcul facile pour les
équations de la forme
PIXQI=0.

Elle est aussi valable pour Iéquation (1), étant donné que l'addition et la
multiplication par scalaire conservent la validité de (2).

Etendons I'ensemble de toutes les matrices sur le corps commuiatif
considéré en introduisant les ,,matrices: possédant une colonne et pg lignes
et dont les éléments sont des matrices d’ordre n. Appelons telles ,,matrices*—
matrices matricielles. Introduisons ensuite le produit d’une matrice arbitraire
d'ordre pg avec une matrice matricielle d’aprés fa régle ligne-colonne (de la
mHaniére | habituelles). Le résultat est aussi une matrice matricielle.

Par exemple, on a

01 0 L M
i 0] M= L+ ¥
i 1o N L+M

aves les matrices L, M, N arbitraires sur le corps commutatif
La matrice matricielle de la forme

1
PII
Pr=iTI
ne
PTIQ
Pe—iqQ
Qo
PTI Q4—!

Pp—lﬁQq-—1 |
!

ol Il est une matrice guelconque d’ordre n, sera appelée matrice exceptionnelle.

Disons que la matrice C d'ordre pg est stable si le produit de C et une

matrice: exceptionnelle est toujours une matrice exceptionnelle.
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Exemple. La matrice 4 du systéme < est une matrice stable.

On établit immédiatement que la somme et le produit des matrices
stables, de méme que le produit dun scalaire et une matrice stable, sont
matrices stables.

Désignons par
dA) = X" p e Xy

le polyndme minimal de la matrice 4. Définissons la matrice B comme
il suit: ~

19 Si v, 70, alors B= —v§ (A" 4y, A" 24 - -« 4y, I).

2% Siyy=0, v,50, alors B=—yi (4" 24y, A"+ oy, D),
La matrice B satisfait aux conditions:

1° ABA=A.

2° B est une matrice stable.

En sappuyant sur ce fait-ld et sur la proposition 3 on obtient le
théoréme suivant:

Théoréme. La solution générale en X de I'éguation

a1 g1 . .
S S ayPiXQI=0

1=0 ;=0
est donnée par la formule
X Il
PX PII
PPt X Pr Tl
X0 ne
PXQ FPIIQ
(3) : =({—B4) : 4
Pr-1XQ Pr-111Q
XQa— I ga—
PXQa—1 PIIQa—"
Ppylijq-—l Pr~1 H oa—1

o Il est ume matrice arbitraire d’ordre n sur le corps commutatif F sous Uhy
pothése suivante:

Yo7 0 ou y,=0, v,#0.
Corollaire. Si v,70, alors P'équation (1) n’admet que la solution triviale ¥ = Q.

Exemple. Pour 1'équation PX-—0X, avec u(P)=x*—x, w(Q)=x*—x. nous
avons X R

0 1 —t1 0
01 0 -1
A= , Ay=x3—x, B=A.
0 0 -1 1 EL( )
00 0 0

10*
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La formule (3) conduit 4 la solution générale de I’équation considérée
sous la forme

X=IN—PIO-MIQ+2PIIQ
avec une matrice I1 arbitraire.

3. L’équation fonctionnelle f2=f, c'est-a-dire la proposition 1 peut
étre appliquée 4 la résolution des équations booliennes.
Nous citons ici un exemple pour illustrer ce point-1a.

Solent |J, [ les opérations de I'algébre de Boole B, et soit ¢ le
systéme suivant d’équations en X, X,, ..., X,

Xy =2, %, U bt s UEE)
X=X, 10 Ux U oo Ux)
o = XL G 2 LU s LB RS
En introdusant les désignations
X=(x,, x5, ..., %) F(X)=
= (N UxU - Ux), o, XN Ux U U X))
on remplace ¢ par
(4) X=F(X).
L’équation (4) est reproductive. ce qui est aisé a vérifier, et par suite la
solution générale du systéme ¢ est donnée par
x = NEUEU ... UE)
%=5NEUELU ... UE)
X =8, NEUEU .. UE)

(&; éléments arbitraires de B).
On a les résultats analogues dans le cas d’une treille distributive.
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C @ B ITvewuh | JEJAH UTEPATHBH# IOCTVYIIAK .
AAGUU . Lipeuiy ‘ 34 GAKTOPM3ALIAJY [TONUHOMA

{(Caommrero 13. geuembpa 1967.)

1. V 0BOM WIAHKY Ce IOKA3Yjy H TpOUIMPY|Yy Pe3YITATH KOjU CY KpPaTKO
majtoxkens y [2]. OcuM Tora HABOAH ¢e W BMlue npumepa. Ha moctynax xoju
M3MAKeM WHCTUpHCAmM cy Me pesyataty J. Mapxosuha [1].

2. Heka Je
{1 P=x"+p,y X" o gy X+ Dy
IMOTHHOM HA IOBY KOMIUIEKCHHX DpojeBa GMjH CY KOPEHHM X[, Xy, ..., X, Me-
fycobuo pasmmuutn. Tana je
@ Pe(x—x)(xx)- - - (x—2).
Hexka cy @, b, ..., | (a<<b<C. . . <{]) upvponsau Spojes¥ Taxsd Ja Je n=a-+
b+ - .. + 1 Tloctoje mommuomu A, B, ..., L «aju cy crenenu peaoM a, b, ...,/
TAKO 14 je
3) P=AB. . -L.
JenwakocT (3) 30BeMO g=5b— - . . —[ dakropusanuja nonmmoMa P. Taxo, (2) je
l—1—...—1 darTopusauuja. Akxe Je, HA IpHUMep, P IONMHOM HeTBPTOr

CTemeHa OHJ2 OH wMma jemny I—1—1—1 daxropmsanujy, mecr 1-—-1—2 ¢ak-

Topu3auHja, deTHpH |—3 dakTopuzammje, tpr 2—2 dakTopu3alije.
[MpermocTaaMo fa y jedHakocTw n=g+b+ . - . +1 uma s+ 1 caDupaxa.

Hedurrcahemo musose monuuoMma 4 (k), B(k), ..., L{k), rne je k=0,1, 2, ...

ARy =x"4 o () X1+ - - oy (k)
Bky=xt4 By (k) x1+ .. . + B, (k),

Lky=x+h_ (yx""+ .- - + 1K),

Koj4 fe MO M3BecHHM YCIOBHMMA KouBeprupaTtu ka A4, B, ..., L.
3a nonmyome A(k), B(k), ..., L(k) moctapmramo caemehe yciaope

AR+ DBEY. - LI+ AER B+ - - LEY+ - -
+ AU BU) . - Lkt 1) —sA()BK) - L{)=P,
rae je k=0, I, 2, ...

(09
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CBakK 03 THX yCIOBAd IIpeAcTaB/ba CHCTEM 7 JeJHAYHHA Y KOjUMA y4YecT-
BYjy kochunmjentd nonmuoma P, A(k), A(k+1), Bk), Blk+1), ..., LK),
L{k+1); onHOCcHO, TOZ H3BECHHM YCIOBAMA, cBaka on jemuaumHa (Cp) ce
MOME CBECTH HAa EKBHBAJIEHTAH cucTeM MAHPEPeHUVJCKHX JeldHAuMHA OTIHAKA:

Pa—y (k + 1) =

= Fa—l (aa‘l (k)5 ceea (k)> Bb—l (k)) oo a1y }30 (k)z e e ip 7\5—1 (k)ﬂ T, 2 ’)\0 (k) )’
o (K + 1) = |

= Fo(otaey (KD, -5 g (), By (KD, oo, Bo(R), ooy Ay (K)o, Rg(R)),
By (k+1)=

= Gy (g (B)s ooy g (), By GO, ey By (K)o T (KOs s 2 (D),

(Je) Bolk+1)=
Gy (g (K, - s %o )y Bpy () s Bo (s ey i (KD ey Ry (R)),s

7\,'__1 (k =+ 1) =
=Hiy (o () ooy g (), Bomy (R)s ooy ByB)s -y B (R) oo 20 (R)),
holhk+ 1} =
=Hy(ogy (), ..oy ag(), By k), oony Bolk), ooy M (KD, oo, Ay (K)),
(k=0,1,2,...),
rae ¢y Loy oo Fyy Goeyy ooo . Gyy ooy Hyy, ..., H, U3BecHe palliOHAJIHE
dyukumje. To je y3poKoBano ¥ YHEBCHHIOM INTo ¢y ycaoer (Cy) NEHeapHHd IO
G K+ 1), o, o+ 1), Beg(B+1), oo, Bplh+1), oo, M (k+1), ...,
A K+ 1),
HTepaTiBae MOCTYNAK KOJH M3gaxeMmo je meduuucaH jenaaxoctuma (Jp).
3. IlpeTxogHo HaBoIuMoO jemHakocTH (J) y cmyvajy 1—1—. . . —1 dakro-
puzanuje. ¥ oBoM ciydajy noausaoMe A (k), B(k), ..., L (k) o3savaBaMo pexoMm
x—a (k), x—a,(k), ..., x—a, (k). Ycros (C;) rmacm:
(4) (x—a (k+ 1)) (x—a, (k) - - (x—a, (k)
+x—a, ) (x—a,(k+ 1)) - (x—a, (k)
ot r—a (k) x—ay, (k) - - (x—a,(k+1))
—(n=D(x—a, (k)Y (x—a, (k) - - (x—a,(k))="P.
IlpernocrapuMo pa cy a; (k), a, k), ..., a,(k) mehycobno pasmuuntH. Ilpet-
XO/IHA jedHAKOCT, 3a x=a, (k), maje
(ay (K)—ay (k+ 1)) (a, (k)—a, (k) - - - (a; (k) —a, (k) ) =P | xeay i1
OJIAKHE je
P l x=ay (k)

( () —ay (k) - (@ (k) —a, (k)

a; (k+1)=a,(k)—
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Voumre, axo crapumo @ (x)y={x—g,(k}) (x—a, (k))- - - {(x—a,(k)) wMamo

' P(a;{ky) )
5 (k4 1) =a;(k G=1,2, ..., n),
(5) a(+)a()Q(,(k)) 7)

rae Q' sHawd M3BoM moNHAOMAa O u rae P(a;(k)), O (4;(k)) croje pemom
YMECTO P|xoaigy, Q| x—aipy- Hobujene dopmyne onpehyjy a, (k + 1), a, (k + 1),

., a,(k+1) xoju 2agoBobaBajy jenHaxocT (4) W3 pasiora mTo ¢y ofe cTpaHe
jemnarocTH (4) MONHHOME CTEIeHa # UM j6 4nam y3 HajBeld crened jemmak 1
M KOJH HMMAjy jefHaKe BPEOHOCTH 3a 7 DAa3NMUUTHX BpeXHoCTH « (k) clioBa X.

Hobujere popmyne ompelyjy cse wranose wm3oea a; (k), a,(k), ..., a, (k)
nomoly npsux wiaHosa ¢ (0), a,(0), ..., a,(0). Ilpumehyjemo cumuHocT hop-
Myna (5) ca mosHatum IbyTaosum dopmymama:

P (a; (k)
(k4 1) = —
a;(k+1)=a, (k) P (@, (k)
OcHoBHA je paszigka Yy ToMe wWTo ¢y HUuI0BH & (k), a,(k), ..., a, (k) mehy-

cobHO HezaBucHH y ciyua)y IbytHOBMX (dopmMyTa.

4. Pazmarpamo, caja, yCIoBe (Ck) ¥ oumreM ciydajy. Pagu mpoctHjer
M3JIararha YBOLWMO cierelie n-TOpke, Koje [alhe 30BEMO 8exiiopu

def
P= %y -5 %on Bogs oo Bos oo Yimns oo Yol
def
P (kY=g (k) oy o (KD, Boy (K), s By (R), s iy (D, -, v (D),
(k=0,1,2,...).

Venosu (Cp) ogpelysy zasAcuocT MaMehy xooprurata mextopa p (k)
nplk+1).

Hexa je p(0)y=p, ombocHo A()=4, B(0)=B,...,L{0)=L. ¥Vcuos
(Cy) naje
(6 A(DB.- - . L+4B(ly.--L+...+4B. - . L(1)—sA4B.. . L=AB. .. L.
IlowTo je *

AB.. L+ AB. .. L+ ...+AB...L—5sAB.-.L=AB...L

3aXIbYYyjeMo Ja jenHaunHa (6) mMa Bap jenmo pemteme mo (A(1), B(1), ..., L (1)
Koje je jemwaxo (A4, B, ..., L). JoxasyjeMo ma je To, H jefdHO peilcke. YCIoB
{6) (IONMHOMHA JefHAKOCT) 33 X =X ,, I/Ie J& X4 OMNO Koju KopeH TomHOMa A4 faje

- P
A(l)=——
B...L
rme — 3HAYH BPEHOCT ONHOCHOT TOJHHOMA 38 x =X, Melyrnm,
P=AB...L,

na je
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MHonunomu A u A(1) uMajy cBe 3ajeHuuKe KopeHe. Kako ¢y TO IONMHOMH ca
unanoM y3 uajsehu cremew jemmakuMm |, To Baxu jenmakoct A=A (1). Canuno
B{()=B,...,L(1)=L.

Venor (6) npencraBiba CHCTeM # JTHHEADHMX jelHAYMHA HHje CY HENos-
Hate koedmnmjentn nommuoma A(1), B(1), ..., L{1). Ilpema noxasaHoMm, Taj
CHCTEM MMA jefwHCTBCHC pemerhe, OTyIa je meropa JeTepPMHHAHTA PA3IHYHTA
oz 0. HeTepMuwuanTa cHCTeMa j& pasnH4uTa of O W y M3BECHO] OKOJHHU ¥
BEKTO A P.

Hakne, y uszeecrof oxosuru V sexiliopa p eaxe jegnaxoctiu odauxa (Ji) (y3
veaog plkyc Vyige ecv Fyuyo ooy FouGoys ooy Gy, oo, Hioyy oo Hy ogpe-
hene pauuorasne pynKuije.

VeeauMo O3HakKe:

":(Ejs E.Q: -'-En)>
Fa—l(r):F—l(zb iza cees Em),

FO(F)ZFO(‘ED Ez; R E.m)a
Gy (1) = Gy (Bys Eps -5 B,

Ho(n=Hi_ &, &, .-, &)
Hy(ry=Hy (&, &5, o5 &a)s

FOy=(F, @), .... Fo(0), Gy (), ..., Gy(®), ..., H_ (), ... . Hy(¥))
Tama jemmaxoctu (J,) majy
(7 pk+D=F(p()),  (k=0,1,2,...;5p(k)e V).

Oyuxnuja F je nedunncana y okonuHERE F 4 y %0] UMa NapuMjadHe W3-
BOAe TO KoopmuHaTamMa Omne xox pena. [MorpaxmhieMo mnapnujanHe H3BOOe
OpBOr pela Kanma je r=p.

HudepenunpamenM jennakoctu (C,) mo w(k) rme je w(k) 6ano Koja xoop
nueaTa BexTopa p (k) nobujamo

DAk +1) >
8 S By LY+ Ak +1 kY. . Lk
®) Sy B0 LA B0 L)
GAG) (BU+) LD N o
ag(k)(B(k) T T L S)B() “
0 /{Bk+1) Lk+1)
Ak L2 kY- - . =0
! ()@H(k)(( s T L s) B0 L(k))

Hexaje A(k)=4, B{(k)=8, ..., L(k)=L. Tama je A(k+ D=4, Bk + 1) =
=B, ..., L(k+1)=L. Jequaxoct (8) 3a x=1x,, rae je x, 6MI0 KOjH KopeH
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momuHOMAa A, naje (A(k+1))y=0. Hakne, UoIHHOM

9
dp (k) (k)
uMa a kopeHa. OH je HyJNa-TONHHOM jep je WmEeToB creied jeauak a— . Canano

(4(k+1))

0 0
Bk +1))y=0,..., ——(Lk+1))=0.
o T G

TIpema ToMe gyurxuujo F (¢) usa sa r—p cee wapuujaesne ussoge idpgol pega
Jeguaxe 0.

ITpema Tajaoposoj dopmyns uMamo
FRy=Fp)+0(|lr—pl? (rc¥)
Tj.
Finy=p+0(|lr—p|Py re¥).
Ha ocHoBy jenmaxkoctu (7) wmMamo

plk+)—p=0(lp(k)—pr||) (p jgrgp(k))

Kopuctehn Ty jenHaxocT ¥ jeaHakocTd {C) HeMOCPEAHO 3aK/bYHyjemMo:

1 Aro gociaje lim A(k), im B(k), ..., lim L(k), onga
k—eo k—vea hk—o0
P=1lim 4 (k) -lim B(k)- - -lim L (k),
k—o k—w k—eo
ognocro Him A (k), lim B(k), ..., im L{k) cy gariiopu Goaurnoma P.
k—co ko0 k—o

II. fociioju ussecua oxoauna V sexitiopa p waxea ga nuz p(k) ogpehen
yeaosom p(k+1D)=F(p(k)) (k=0, 1, 2, ...) xonsepiupa xa p yromwxo je p{0)=V,
Y oM cayvajy Koueepienuuja je xeagpailiMa.

5. Hapomumo obpaciie (J,) 3a cry4a) HOJIHHOMA
X4 ps 35+ py x4t py X0+ py X2+ Py X+ g

H meroee (akropusanmje 2—2—2. ITonunome A{n), B(n), C(n) o3mavaBaMo
pemom

24a,x+b,, e, xtd,, X*+e, x4 fo

Ofpacum riace;

4 B
By =Gyt -2, b, =b,+-",
1 A” nTl An
Cl! Dﬂ
(9) . C”+1';C,,+—‘, d,,‘{ﬁlndnﬂ'*"“”“,
E, F,
€hr1=€ T Jn :Afn"Jf"*:
+1 TAM f+1 A,

(n=0, 1, 2, ...),

14 MaremaTn{xy BECAHK 5
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e ¢y A,, A,, B,, C,, D,, E,, F, cnepehe nerepmunante:

B

i 0 1
Cp+€p 1 an+¢€n

Jutewcn~dy T enten  fntenantbhy

enfutdnen futencatdn Gufatbnen futenantby cubptdnan bntanca+d,

dyfo Cnfn+dr!3n bu [fu Gn fn+ by ey

0 d fa 0 b fa 0 dy by
oy 0 1 0 1 0
B 1 a, e, 1 Cn+ay 1
Yn Chten fautenGutbn  anten, batanen+d,  cntan
3, Frtencn+dn anfatbnen futenantby cabantdyan bptancy+dy,
En Cnfr+dnen ba fa @ frt bn en dy by, n bn+dn an
P dn fn 0 by fa 0 dn by
1 oy 1 0 1 0
Cnt€p Ba an +ep 1 &ptap 1
Jutenntd, n Intenan+b, ntey  bpt+ayen+dy Cn+ dn
Cafntdnen 3y Anfntbyen frntentntby cnbatrdypay butancytdy
dy fi €n by fr ty fn+bnen dy by €n by +dyan
0 Pn 0 by 0 d, by 1
1 0 oy 0 1 0
Cntey 1 By 1 Cntan 1
fatencatds  Cuten Y ap+en  bpdapcpt+dy Cnt
Cnfatdnen fatencn+dn 8y Sotenan+tby cnbptdyay bytanca+dy,
dy fu enfutdnen € n futbpea dy by Cn bp+dy ay
0 dy fn P by fu 0 dp by
1 0 1 oy 1 0
Cnten 1 an + en B T ay 1
Jntencntdy  cnten  futenantby, Yn bptapentdy  cntan
Cnfutduen fateyentdy anfntbnen 8n Chnbptdpan by+ancptdy
dn fa Enfp+dnen b fn & dy by, Cr byt dy an
0 do fy 0 Bn 0 dy by

0
1

s+ ep

1

Cntap

byt ap ey +ep

i bn en by +dy ay

0
1

Cp+ ap
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1 Q 1 0 oa 0
Ot an 1 Qntey 1 Bn 1
- fntenentdy cnten  Jfutenaantbhy an+ ey Yn Chtay
" Cnfntdnen futencn+tdy anfutbuen futena,+t by 3n bpt+aneytd,
dy fa Cufntdnen by fn an fn+bnen €a Cabn+daan
0 dy fu 0 by fu Pn dn by
1 0 L Q 1 [
Crtan 1 n+E€n I Cp + n Br
5 Sutencntdn  cpten  favepantbn  anten  bntanca+ida Yn
" Cnfutdnen fatencntdy aufuntbonen fatenan+bn ¢y bntdnan S
dp fo Cnfut+dney buf dn fr+ bn en dy b €n
0 dn fu 0 b fa 0 Pn

VY TEM geTepMmmmanTaMa o, B, Y., O, ., 9, OHpeleHn cy obpacmuma:
= P50 T @yt Ca)s Bu =Py T dy+ bata, ¢, (@, + 0 en)s
Yo =2 —((@utcn) fut (ot aucutbo) et a,dtb,cy),
Bu=Po((da+ €yt 0a) [+ (@ it By 1) €4+ by ),
s =P — (8, dy+ byc) futbodpe), 9u=po—b,d, fr

6. Ha xpajy majemo npumepe. Kopumhena je mammna Elliott 803 Jyro-
CIOBEHCKOr MHCTHTYTA 34 CKOHOMCKA HCTpaxuBamha y Beorpany. 3axsamyjeM ce
Tomuciary Paxufiy Ha OpefycpeT/BMBOCTH W MOMONH KOJy MM je IPYXHO.

ITpumep I. Hexa je P cuepnehm wonuHOM
P=xt—18 x4+ 104 x*—222 x+ 135

therosu xopenn ¢y [, 3, 5, 9. ¥V ,1abayuamMa’ Koje HaBOOMMO IIpBE BpPCTE
onpehyjy mpBe unaHoBe HM30BA KOJH #MAa]y TPAHHYHE BPEAHOCTH HaBeleHE Ko-
pene. ¥V npBoM ciayyajy Belh y meToM Xopaky Ce IOCTHXE TpaskeHa TadHOCT, a
Yy OpyreM chny4ajy Te ce JelIaBa ¥ IUECTOM KOpaxy.

X, X, X, e

0 0,5 2,6 4,2 8,1

1 1,309668 3,131948 4,838669 8,719715
2 0,997929 2,954510 5,041347 9,006184
3 1,000025 2,999006 5,000985 8,999984
4 1,000000 3,000000 5,000000 9,000000
5 1,000000 3,000000 5,000000 9,000000

14%
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x, X, Xy Xy
0 0 1,8 7 11

1 0,974026 2,056856 6.340659 8,628459
2 1,012253 2,725047 5,131259 9,131442
3 0,998709 2,931489 5,018484 9,001317
4 1,000006 2,999816 5,000180 8,999998
5 1,000000 3,000000 5,000000 9,000000
6 1,000000 3,000000 5,000000 9,000000

TTpsumep II. Hexa je P cnenehu nosunom
P=xt4 55+ 11 x4+ 153 +14x2+10x4-4
On umMa crnenehe daxTope
x40, X4+3x+2, xP+2x12

yuju je uporzson jendak P. ,,Tabmuie” koje HaBOAWMO TOKa3yjy y LIECT MOC-
MaTpanuxX cliydajesa Xako HU3OBM &,. b, ¢,, dy, €,, f, Jedunucanu hopMynama
(9) kousepTupajy Ka OOroBapajyhum xoebuudjeHTAMA HaBejeHux dakTopa.

(1

0 —1.00000 *© 0.000000 4.00000 3.00000 1.50000 2.50000
1 —0.033333 0.533333 3.40476 2.40476 1.62857 215714
2 —0.106743 0.926656 3.08758 2.08738 1.80567 1.81248
3 —0.012071 1.00465 3.00330 2.00330 2.00877 1.98837
4 —0.000005 1.00008 2.99997 1.99997 2.00003 1.99981
5 0.000000 1,00000 3.00G30 2.00000 2.00000 2.00000
5 (0.000000 1.00000 3.00000 2.00000 2.00000 2.00000
@
0 1.00000 2.00000 2.50000 3.00000 2.00000 4.00000
1 0.750000 3.25000 3.25000 4.62500 1.00000 —4.00000
2 0.583564 2.32360 297042 3.49920 1.44601 —1.84774
3 0.531463 1.57767 2.64851 2.65236 1.82003 —0.548375
4 0.426826 1.01104 2.26244 1.98728 2.31073 0.621438
5 —0.009334 0.697997 1.87046 1.68502 3.13887 227775
6 —0.012971 1.01734 2.06442 2.02660 2.94856 1.89711
7 0.000407 1.00046 1.99858 1.99408 3.00101 2.00203
8 0.000000 0.99999% 2.00000 2.00000 3.00000 1.99999
9 0.600000 1.00000 2.00000 2.00000 3.00000 2.00000
10 0.600000 1.00000 2.00000 2.00000 3.00000 2.00000
3
0 —1.00000 2.00600 4.00000 1.00000 2.50000 4.00000
1 —0.456216 1.29466 3.05463 1.00892 2.40159 3.37523
2 —0.117973 1.06004 2.83400 1.30755 2.28398 2.67495
3 —0.011794 1.01058 2.88255 1.71505 2.12924 2.17704
4 0.000117 1.00065 2.98721 1.97552 2.01267 1.99863
5 0.000006 0.999998 3.00018 2.00034 1.99982 1.99966
G 0.000000 1.00000 3.00000 2.00000 2.00000 2.00000
7 0.000000 1.00000 3.00000 2.00000 2.00000 2.00000
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1.00000

0.442549
0.570634
1.65513
1.81037
1.78223
2.02214
2.00183
2.00000
2.00000
2.00000

1.00000

130000
0.901300
1.10256
1.17397
1.554%6
1.54560
2.31422
2.03883
2.00072
2.00000
2.00000

—1.00000

15.5016
15.0694
15.3060
16.5279
—63.8933
—25.3332
—2.29443
—2.99014
25.7917
11.7309
—53.6645
—22.2332
—35,35827
—46.0139
—23.0149
—1i1.0384
—1.89853
9.46202
—22.1539
-6.96781
3.67273
3.71217

1.200000

1.04732
0.976762
—0.045701
0.751021
1.93600
1.98008
2.00081
2.00000
2.00000
2.00000

—3.00000

—2.50000

—0.473003
0.359004
1.50171
0.471967
1.40619
2.24693
2.02561
2.00052
2.00000
2.00000

—2.00000

35.9847
34,7574
35.4290
38.8983
— 1897035
—80.0983
—14.6138
—16.6077
65,2233
25.2198
—160.239
—71.1078
—23.2621
—138.680
—73.3709
—39.3281
—13.4819
18.6902
--70.2743
--27.5594
2.36009
2.38348

2.90000

5.724%4
4.08971
3.32874
2.81380
2.94941
3.03840
2.99972
3.00000
3.00000
3.00000

6.00000

311118
3.32196
3.00662
2.99855
3.00015
2.99992
3.00001
3.00000
3.00000
3.00000
3.00000

—3.00000

131.494
—86.2266
—44.9431
~23.9270
—12.7910
—13.3102
— 16,7956
—5.16425
—28.1236
—14.7423
—7.65488
—7.83992
—8.75886

40.3059

16.6453
—3.17293
--3.54046
—10,2930
—5,1573%
—5.49016
—8.41996
—3.52027

2.10000

4.25408
2.97103
2.32011
1.80276
1.72109
2.08046
1.99942
2.00000
2.00000
2.00000

5.00000

2.11111
2.32196
2.00662
1.99855
2.00015
1.96992
2.00001
2.00000
2.00000
2.00000
2.00000

—4.00000

11.1543
—7.32941
—3.82560
—2.04415
—1.10626
—1.15054
—1.44847
—0.436684
—2.32494
—1.23283
—0.669333
—0.684831
—0.765553

3.47719

1,43516
—0.276179
—0.300216
—0.821057
—0.474943
—0.502225
—0.752602
—0.640674

MONEHOM2

3.00000

—1.16749
0.339653
0.016134
0.375826
0.268358

—0.060538

—0.001553

—0.000001
0.000000
0.000000

1.00000

0.588889
0.776742
0.890826
(.827480
0.444888
0.454478
—0.314225
—0.038828
—0.000719
--0.000000
0.000000

—5.00000

44.8011
76.1572
34,6371
12,3991
81.6845
43,6434
24.0900
13.1544
7.33188
8.01143
66.3193
35.0731
19.1571
10.7080
11.3696
19.2113
10,4390
5.83005
323113
17.4580
9.74723
480810

213

2.50000

—0.658990
0.654645
2,20975
1.40498
0.801234
1.01492
0.999907
1.00000
1.00000
1.00000

7.00000

4.94444
2.75723
1.58237
0.522267
1.69048
0.891279
0.889419
0.977710
0.999467
1.00000
1.00000

—1.00000

—26.1659
—44.2417
—20.3104
—7.49852
—47.5591
—25.5559
—14,2322
—17.81064
—4.16017
—4.53213
—35.5282
—18.9024
—10.4085
—5.81673
—6.16358
—10.2475
--5.47441
—2.57796
—13.6183
—7.37553
—4.04118
—2.80438
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23 3.93332 2,55229 —0.674674  —0.553883 1.75135 —279279
24 0.258700  —0.614594 11.2805 4.78801 - 6.53916 —33.1327
25 0.225710  —0.643857 5.81449 2.45844 — 1.04020 —15.9022
26 0.078165  —0.774745 2.25337 0.983443 2.66847 —8.83523
27 —1.01432 —1.71693 2.37400 1.24594 3.64032 7.85202
28 0.182740  —1,12180 2.18295 0.840324 2.63334 3.40872
29 0.904940 0.238444 2.14697 0.301569 1.94809 2.07544
30 —5.77768 —4.10875 8.81605 13.6545 1.96163 1.91336
31 —2.41870 —1.87112 5.45492 6.89896 1.96378 1.91354
32 —0.713584  —0.621895 3,73995 3.47644 1.97363 191697
a3 0.081129 0.315547 2.90294 1.80533 2.01593 196095
34 —0.092749 1.05782 3.07916 2.15848 2.01359 2.02524
35 —0.006630 0.998930 3.00615 2.01232 2.00048 2.00175
36 —0.000020 0.999972 3.00002 2.00003 2.00000 2.00000
37 £.000000 1.00000 3.00000 2.00000 2.00000 2.00000
38 0.000000 1.00000 3.00000 2.00000 2.00000 2.00000

Mpuvep II1. Hexa je P monunoM
W+ 2x°+ 446 x5 X2+ 4x42

wmim cy paxropu x>+ 1, x242, (x+1)2. Opaj mpumep je CIHYAH TPETXOJHOM.
(CHOBHA Je pasluka y TOMe ILITO OBAj MOJKHOM HeMa YCTHPH DPA3AHYMTA KO-
peHa (—1 je ABOCTPYKH KODEH)

BeposaTHO ¥ Yy OIIUTEM CAy4ajy 3a H3JIQKEHH DOCTYNAK HHjE HYKHO
TIPETIIOCTABUTH & <y CBW KOPEHH X;, X,, X;, ..., X, MeljycobHOo pasmauurs
el () ga cy Tpaxenn dakTopm A, B, ..., L Meljyco®Ho paznmmuuTy.

8)]

0 0.100000 1.20000 1.90000 1.30000 0.400000 1.50000
i 0.233290 0.785739 2.02365 0.845885 —0.256935 2.32386
2 0.058887 0.946129 2.01580 1.03039 —0.074686 2.02788
3 0.007018 1.00217 1.99916 0.998813 —0.006182 1.99356
4 —0.000060 1.00003 2.00000 1.00000 0.000058 1.99993
) 0.000000 1.00000 2.00000 1.00000 —0.000000 2.00000
6 0.000000 1.00000 2.00000 1.00000 .000000 2.00000
Q)
0 1.00000 —{.500000 3.00000 1.20000 0.100000 1.50000
1 1.89881 0.282413 —0.035383 —0.840020 0.136560 1.56393
2 0.452845 —1.10407 1.44679 0.455104 0.100368 1.65865
3 1.21833 0.946750 0.707805 —0.273400 0.073865 1.75565
4 0.079435 —0.333149 1.85281 0.855429 0.067751 1.89555
5 —0.664030 1.53610 2.62372 1.61202 0.040307 1.94122
6 —0.177133 1.0594% 217872 1.17534 —0.001587 1.93583
7 —0.006232 0.990321 2.01497 1.01469 —0.008741 1.99707
8 0.000120 0.999856 2.00001 1.00001 —0.000131 1.99998
9 0.000000 1.00000 2.00000 1.00000 —0.000000 2.00000
10 0.000000 1.00000 2.00000 1.00000 0.000000 2.00000
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Acad. Sc, Paris, ¢. 262, p. 862—863.

ONE ITERATIVE METHOD OF POLYNOMIAL FACTORIZATION
Slavi¥a B. Presic

Summarty

Let
0 P=xdpuy X7 b p X+,
be a polynomial in x, whose coefficients py, p,, ..., ppmy are complex num-
bers having roots x,, x,, ..., X, which are different from one another.

Let a, b, ..., 1 be natural numbers such that n=a+b+ .- - +1

If
(In P=AB.-.L
where 4, B, ..., L are polynomials of degree a, b, ..., respectively, we
say that (II) is an a—b— . . .—] factorization of P. Thus

Pe=(x—x) (x—x) - - (Xx—X,)

is an }]—1—--.—1 factorization of P.

In this paper we give one iterative method for obtaining a—b—- - . —/
factorizations.

This method, in short, is contained in what follows.

We begin with 4(0), B(0), ..., L(0) of degree a, b, ..., I respectively
(approximative factors) whereas the polynomials A{k), B(k), ..., L(k)

(k=0,1,...) are determined by the polynomial equality
Ak +1yBk)y - LY+ AF B +1). - LK)+ -+ - +AE)BK)- - - Lkt 1)

—sA(K)BG)- - Lk)=P (k=0 1,2, ...)

(where s+ 1 is the number of numbers a, &, ..., ).
In the case of an 1--1-—~...—1 factorization we have the following
formulas:
a;(k+ 1) =a; ()~
B P for x=a; (k) L
(a;(k)—a; (K))+ - - (@ (k)—a (k}) (a:lk)— @iy, (k) - - - (@i (K)—a, (k)
k=0, 1,2,...;i=1,2,...,80)

(polynomials 4 (k), B(k), ..., L({k) are denoted by x—a, (k), x—~a,(k), ...,
x—a, (k) respectively).
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In the case of P=x+px*+p, X' +p, X+ p, x> +p, x+p, and a 2—2—-2
factorization, the polynomials 4 (n), B(n), C (n) are denoted by x>+ a, x+b, ¥ +
+e,x+d,, x*+c,x+f,. The sequences a,, b,, ¢,. d,, €,. f, are determined
by formulas (9) in the Serbo-Croatian text.

The main result for the general a—b—. - ./ factorization:
If lim A(k), im B(k), ..., lim L (k) exist then they are the factors of P
k—8 k—sco k->0

and their product is equal to P. The comvergence is quadratic (i. e. the condition
pk+D)—p=0(| ptk)—p | p—-hmp(k) is valid where p(k) is n-dimensional

vector having the coefficients of A(k) B(k), ..., L(k), respectively, for coor-
dinates).

Some exemples are given (Ipumep I, ITpamep II, Ypamep III, in Serbo-
Croatian text).
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A METHOD FOR SOLVING A CLASS OF CYCLIC

Slavisa B. Presic H FUNCTIONAL EQUATIONS

(Communicated June 28, 1968)

1. There exist different results on cyclic functional equations ([1], [2], [3],
{41, 51, 161, [7], [8], [2), [10]). We give a method for solving a very general class
of those equations.

2. Let Si, Sz, 3, be nonempty sets and L, D:S5--S; given functions (n-fixed
patural number). Consider the following cyclic functional equation:

(1) L(f(xh X2y 0 xn): f(xz, X305 xl)) e f(xfffd X1, . -sxﬂ—l))
= D(f(‘xl’ A2y v e x'n), f(xZJ 5 XI), . ':f(xn: Xy ovny xﬂ—l))a
where f: 575> is unknown function.

We denote this equation as follows:

E{f(x1, X2, 000 Xm)s [ (X2, X3, 000y %10, 0oy S (s X140 04, Xpa1))
(X1, Xz, -« XSS S (X1, Xz, + -y Xa) € S2)
Obviously, the equation (1) is possible if and only if the following condition holds:
(2) QeSS AE@,u, ..., u)),

Let & denote a subset of the set 5% such that:

(11, U2, . - tin) ESf;f(E(ul, W2, o) AE (uzy vz, o) A - AR (Un, . 1))
If the equation (1) is possible then § is a nonempty set, because:
EQu,u, ... w)=(u,u, ..., u) =5

Next, we prove the following fundamental lemma.
Lemma, If condition (2) holds then there exists a function F.S3—>S: such that:
17 E(FQn, t2, .. otin)s Fluz, tia, o u1), oo Flin, 1y, oo, tn2)) (JOr all w3 = 82);
2° (u, itz, e Y S F, iz, . L, Un) =,
Proof. Let uo be an element of S such that E(us, uo, . . ., o). The function F:
(s w2, o un) S = Flun, v, oo )% 005 (uy, w2, .oy un) 5 S= F (i, Uz, . .oy )% 0

satisfies the conditions 1° and 2°.

By the lemma we prove the following theorem which solves the problem
of determining the general solution of the equation (1).
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Theorem. Let F:S57— S5 be a function satisfying the conditions 1° and 2°.
Then by the formula
{3} F{x1, %2, .. xn) = FAT 0o, xa, o0 %), H{x2, 23, . x0), 0 T, X0, x0m1))
(I1: S\~ S: an arbitrary function)
is determined the general solution of the equation (1).

Proof. If II:5/—S, then the function f defined by (3) satisfies (1). (This
follows from the condition 1°).

Taking f (f is the solution of (1)) instead of II in (3) we conclude (by 2°):
F(f(x1, X2,y oo Xn), F(x2, X3, 000y X1)5 e o (X0, X1 oo Xna)) = F (20, X2, 000y Xp).

Accordingly, (3) determines the general solution of the equation (1).

3. We give some examples.

Oy fx,x2, 00 Xm)y+ (%2, X3, 00 o X0) -+ (X0, X1, -0, Xp—1) =0
{x1, %2, .., Xu; f{x1, X2, ..., Xp) real numbers).
In this case, one function F is:

P, s, .« ) et BB T2 dellg)
] LR ] ==

il

and the general solution of (I) is

1
S, X2y 00 xm) =T (xa, x2, .0, Xn)—— (TE (201, X2, ..o, X0)
n

IT (3, ooy )+ 4 T (e, %1, 0 o, X01)) (1T -an arbitrary real function).

Similarly, in the case of the general linear cyclic functional equation,
there exists the linear function F [9].

The equation, [7]:
() 420+ Bf NS0+ CfF2 (0 0+ D fx )+ Ef(p, x)+F=0,
(4,B,C,D, E, Fx,y; f, (x, y) real numbers).
Let S be the set of all (&, v) such that:
Auw+Buv+ Cvi 4 Du+ Ev+ F=0
Avig Buy+ Cu2+ Dyv+ Eu+ F=0 (&, v real numbers).
Determine, for example, the function F in the following way:
(,VES>F(u,vi=u; (u,V)ES=>F(u, v)=u
where 1o iS a real number such that:
(A+B+Clui+ (D4 Eyus + F=0.
Then
7, »)=F(IL(x,»), 1 (y,x)) (II—an arbitrary function)
is the general solytion of the equation (II).
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The equation (II) is possible if and only if
() (u a real number A (A4 B+ Cyut +(D+ Eyu+ F=10).
The equation:

(11 P, »—3f(r,x)+2=0 (x,», f(x,) real numbers).

In this case only (1,1) and (—2, —2) are elements of the set S. One
function F is

F(—=2, =% 2; F(u,n¥ll, otherwise.
The general solution of (III) is:
S, 3= FL (%, »), L (v, x)) (II—an arbitrary function),

Remark. Theser Ssmay bz {1, f} (t—,.true”, f—,, false”). Then E (uy, uz, . . ., n)
is a relation of the set So.

Example. Determine all rezll functions f(x,y) which satisfy the condition
(1v) SO+, x) < 0.

Solution. The function F(u, v) is determined, for example, by

utv< 0= Fu, vy u; u+vy>0=F(u, )0
. 1
{For instance, F(u, v)=u(1—z (sgn (u+v)+sgnlu+v| .

Then the formula
F{x, yy=FAL (x, ), 1L (p, x)) (II—an arbitrary real function),

gives all functions f(x, y).
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257. METHODE DE RESOLUTION D’UNE CLASSE D’EQUATIONS
FONCTIONNELLES LINEAIRES NON HOMOGENES*

Slavisa B. Prefic

Soient 8,, ..., 8, les applications biunivoques de ensemble non vide E
sur £ qui forment un groupe & de 'ordre n, Uapplication 8, étant identique.
Désignons par F Densemble de toutes les fonctions qui appliquent E dans un
corps commutatif K donné.**

Dans cet article nous allons exposer une méthode de résolution de T
équation fonctionnelle suivante

(O @ (@) fEX+ @) Gax) =g () Gx=0;(x)),

ol les a, et g{S F) sont des fonctions données et f une fonction inconnue.
C’est dans Particle [1] que nous avons exposé une méthode de résolution
de "équation (1) dans le cas ot g{x)=0 (x € E}. Dans ce cas-la nous disons
que P'éguation (1) est homogeéne.
Désignons par py(i=1, ..., #) la permutation de I'ensemble {1, ..., n}
que 'on obtiént de la permutation

( 6, 6, --- 6,
6161 ezBi s gnez')
de G en y substituant aux symboles 8,, ..., 0, les symboles 1, ..., n res-
pectivement (les produits dans la seconde ligne étant au préalable remplacés
par les éléments auxquels ils sont égaux) et posons P={p,, ..., py}. Soit
ensuite M, =| a; ;| avec aj ;=1 pour j=ip, et @; ;=0 pour j#£ip, (i, j=1,...,n),
en désignant par ip, l'image de 7 dans Dapplication p,. Les groupes G, P et
M={M_, ... M,} sont isomorphes.

Si Pon pose successivement x; 0,x, ..., 8,x dans U'équation (1) au lieu
de x, on obtient un systéme d’équations qui peut E&tre écrit sous la forme
matricielle

) g(x)
f(6,x) (6, x)

@ AT T A =Y a @, a0 = a0, ().
F@x || || 2@ |

* Présenté le 13 janvier 1969 par D. S, Mitrinovic.
** Nous supposons que la caractéristique de K ne soit pas un facteur de n.

5% 67
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Soient & et f les éléments de F et soif B (x) une matrice carrée de ordre n
dont les éléments sont b;,(x) (b;; S F). Alors, I'égalité

fx) i ()

F(9,x%) h (6, x)
(3) : =B(x) ||

F(Bax) k (Onx)

pour une matrice carrée quelconque B (x), ne definit pas nécessairement la
fonction f(< F) d'une maniére univoque.

Définition. — Nous disons que la fonction matricielle B (x), ou plus briévement
la matrice B(x), est compatible avec le groupe G si I'équation (3) définit la
Sfonction (= F) univoquement pour chaque h (< F).

Lemme 1. — La condition

(4 B(8;x)=MB (x) M, xe k& i=1,...,n)

est suffisante pour la compatibilité de la matrice B(x) avec le groupe G.

Démonstration. Soit B (x)=(by(x)|| (xS E; by EF) et supposons la
condition (4) remplie. . - :

Pour une fonction A(E F), quelconque, I'égalité -

A& | ) |l
5) G YN i e
fn-(x) h(.ﬁnx)
fournit : o :
(6) O =by () h(X) +bo () h(0,x)+ - + b (¥) 7 (0,%).
Aprés multiplication & droite par M, Pégalité (5) devient

Jilx) ' A (x)
“MBXMIM, ||

d’olt résulte, d’aprés (4), (5) et (7),
| H@=fO%)  (CEi=1, ..., 0.

B(x) est donc compatible avec G.
On démontre sans difficuleé les deuk faits suivants:

1° Si les matrices B(x) et C(x) sont compatibles avec le groupe G, ‘alors
les matrices AB(x) (A élément arbitraire de K), B(x)+ C(x) et B(x)-C(x) sont
aussi compatibles avec G. Les matrices compatibles avec le groupe G forment
donc une algébre de matrices. .

2° La matrice A (x) définie par (2) remplit la condition (4).

Dans ce qui suit le role fondamental est joué par le
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Lemme 2. — [l existe au moins une matrice carrée de Pordre n,
pour laquelle sont remplies les conditions que voici:

(C) AX)Bx)A(x)+A{x)=0 pour tout x& £,

(C,) la matrice B(x) est compatible avec la groupe G.

Démonstration. Demgnons par r{x) fe rang de la matrice 4(x) (x & E)
La matrice A(x) peut &tre écrite sous la forme

A(x)=P(x)D(x) Q(x)
ol les matrices P(x) et Q(x) sont régulidres pour tout x < £ et ol D (x) est une
matrice diagonale aux éléments 1 et O telle gue le nombre d’unités est égal &
r(x). Cetic représentation de A(x) s’obtiendrait au moyen de transformations
élémentaires effectuées pour tout x' < E. Alors la matrice :

' By (x}=—07 (x) D (x) P (x)
remplit la condition (C,).
Posons ensuite
1 2, -
BE)=-"-3 M, By(0,x) M, (x&E).
n

P=

On obtient
A(x)B(x)A(x)—u Z Ax) M7 B, (8,%) M, A (x)

Hoy=1 .
s Z M A0, B,(0,x) AB,x) M, (x€E)
noy=1

la matrice 4 (x) remplissant la condition (4). En mettant A a profit ce fait-1d de
méme que la condition (C,), remplie par la matrice Bo (x), on obtient

A(x)B(x)A(x)~———— z M7 AO6,x) M, = 2 A(x) —A(x).

p=] V=
B (x) remplit donc la condition (CI)
Nous _.avons aussi

BOX) = S M7 By (0,0,%) My= - 2 M, (M, M) By (6,8,%) (M, M) M{*

nv 1
~Mi( zM—‘Bo(aj(x))Mj) MM B M

d’ott la conclusion, d’apres le lemme 1, que B(x) est compatible avec G.
Draprés la démonstration achevée on a immédiatement le:

Corollaire. — Si By(x) est une matrice quz remplzt la condatzorz (C)) du lemme 2,
alors la matrice
M B -~ z M:lBo (6,%) M,

n

=

remplit les conditions (Cy) et (C,) du lemme 2.
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Partant des lemmes précédents, nous allons démontrer le

Théoréme 1. — Soit B (x) une matrice pour laguelle sont valables les conditions
(C) et (C,). La solution générale de Iéquation homogéne (1) est donnée par

5 h (%}
(8, x; k{0,

(8 f(: . =(Bx)4(x)+1) ( ? (I matrice unité),
£, | £ (0,

ot h (€ F) désigne une fonction quelcongue.

Démonstration. D’aprés Thypothése du théoréme, B(x) est compatible
avec G. Comme les matrices 4 (x) et I possédent la mé&me propriété, on peut
conclure, en s’appuyant sur la remarque 1°, que la matrice suivante B(x) A(x)+{
est awssi compatible avec ce groupe G. Clest pourquoi (8) définit, pour tout
h{(EF), la fonction f(= F) d'une maniére univoque. En multipliant (8) 4 droite
par 4 (x) on obtient, d’aprés (C)),

/()

A || =0.

La fonction f (€ F) satisfait donc 4 I"équation (1) pour tout A(EF).

D’autre part, si f(<F) est une solution de Iéquation (1), cette fonction
peut étre obtenue de la formule (8) en y posant h=f.

Ies deux faits que nous venons d’établir prouvent que la formule (8)
détermine la solution générale de I'équation (1).

Nous remarquons que nous avons décrit, dans la démonstration du
lemme 2, un procédé de formation de la matrice B(x) qui remplit les condi-
tions (C,} et (C,) ce qui veut dire que le théoréme 1 fournit une méthode de
construction de la solution générale de I'équation {1).

La détermination de la matrice B (x} peut &tre effectuée aprés avoir décom-
posé au préalable 'ensemble E en sous-ensembles disjoints E, (r=0,1, 2, ..., n),
E, désignant la partie de £ ou le rang de la matrice A (x) est . On détermine
alors B(x) dans tout E, séparément, de sorte que PFon résout I"équation (1)
dans chaque E, pris & part.

Ajoutons & cette instruction générale ume remarque particulidre: Si dans
un E, (ot bien dans une partie V d'un ensemble E, possédant la propriété
que xE V= 0,xEV (i=1,...,n)) est remplie, la condition suivante

[€)) AP (x)+ A (X)) APV (X 4 - - -+ Ay () A(x) =0
(A1 (x)#0 pour x €E,, ou pour x< V)

le polynome en A(x) au premier membre étant le polynome minimal de la
matrice A4 (x), alors on peut prendre pour B(x) dans E, (dans V)
1

Ay (%)

(10) B(x)= (AP=2(3) + AP+ - Ay () D) -



Méthode de résolution dune classe d’équations fonctionnelles linéaires non homogénes 71

En effet, aprés la multiplication de (11) & gauche par M, et & droite
par M;71, on aboutit, d’aprés I'égalité

A (0;x) =MA(x) M (i=1,...,n),

3 la conclusion que matrices A4(x) et A(8;x) possédent le méme polynome
minimal. 1l s’ensuit que A4;(6;x) =4, (x) (j=1,...,m—1;i=1, ..., n xCE,
ou xEV). Daprés les dernitres égalitds, la matrice B (x) déterminée par la
formule (10) est compatible avec le groupe G pour x< E, (ou pour X< V)
On déduit, d’autre part, de (9) quelle Templit aussi la condition (C,).

Remarque. — Les lemmes | et 2, de méme que le théoréme 1, ont été démon-
trés dans [1].

Pour les fonctions g; et g données I'équation (1) peut ne pas avoir de
solution par rapport & la fonction f. Plus précisément, nous avons le lemme suivant.

Lemme 3. Soit B(x) une matrice pour laquelle sont valables les condition (C,)
el (C,). L'équation (1) est possible si et seulement si la condition '

g (x)

() A B0 P 0
& (Bnx)
est remplie.

Démonstration. Si 1équation (1) est possible, alors on obtient (C,)
immédiatement en multipliant (2) & gauche par 4({x) B(x}+ 1.
Si la condition (C,) est remplie, alors I'égalité

Sx) (x) '
F{0,x) - B ()C) g (0, x)
’ F(8ax) g (Onx)

détermine une solution particuliére de I’équation (1).

Le théoréme suivant (résultat principal de cet article} découle immédiatement
du lemme 3 et du théoréme 1.

Théoréme 2. Soit B (x) une matrice satisfaisant aux conditions (C) et (C,).
Léguation (1) est possible si et seulement si la condition

g (%)

() A B@+nl % =0

& (Bux)
est remplie.
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Si la condition (C,) est remiplie, alors la solutwn générale de I'équation (1)
est déterminée par la formule

7 {x) &(x) , : k(x)
an (79 =@ #@ L B@a@+n | " || (& marrice unite),
fOn) e @n | ' B (62 )

ot h(& F) est une fonction arbitraire.

Remarque. Le second terme du second membre de la formule (I1) détermine [a solution
générale de I’équation homogéne corespondante {celle ol g=0).
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1. Hexa cy £, v E, Helpa3Hw CKYNOBM H 7 JATH Opupopad Opoj. OsHa-
yumo ca E ckym cBuX n+ 1 —Topkm (X, 4, ,...,u,), The X=EE, 0 wEE,.

IMpernocTaBaMo jna €Y £, £, . ..., &y UpeCIHKaBaBma ckyma FE, y mcrH
CKYII Koja umHe Ipyny G pema #. ¥3 To, HeKa je g, BAEGHTHYKO TIPeCIMKaBame
ckynma E,. Heka je, mame J m3BecHO Upecnukasamke ckyma E y cxyn {T, L},
Tj. penanuja ckyma E.

VYV oBoM paay pasmarpaMo cheaehy QYERUHOHAHY jemHavdHHY
(1) J(x, 0(x), ¢(g2%) 5. .., 9@ X)=T (g¢x &L g (x))

ca HemoszwaToM GyvHEKIHjoM ¢:E—E,. Ty jegnaumHy 3oBeMo olwida ipyina
PYHRUUOHAARA JegHaYUHA.

Ho cafga cy HCIHTHBAHK PA3HY Crielldjanan caydajesu jenuaduae (1) ([11—[5]).
YV oBoM pany omECyjeMo CBa pelliclha ONINTe I'PYMHe jefHadvMHe.

2. Axo y jemmausnm (1) x, WO peay, 3aMeHHMO €A 2, X, £, X ,..., €u X,
a 3aTHM o0pa3VjeMo KOHJVHKIH|Y THX jeaHauymHa DolujaMo
2 Jx o) ..., 9@nXN=T A~ ANJ(@uX: ¢@@n¥X),...,0@u&X)=T

rae g8 x & gy (g (x).

V npameM mznaramy KoHjyHKIH]Y (2) osHazasaMo & (x, ¢(x),..., o{g, X))
Hotuyao je oyuriesso aa ¢y jeanaymaa (1) u konjyRknrja (2) ekBuBaieHTHe.

Otyaa pa3matpaMo upollieM pellaBaka KoHjyHKIMje (2) (CHCTeMa jeqHAYHHA).
TlpernoctasuMo 1a je ¢ E,—E, jendo pelieme xoHjyekIdje (2). Tana 3a

Ouno Koju x w3 ckyma £, je HCIyBeHO

Ex 0(x) o(g2%) ..., 2(ga X))
OpaTie 3aKbydyjeMo: c6axoM X u3 ckyia E ogiosapajy edemeniau u, , ..., U,
cryita E, Wareu ga eaxu & (x, g , ..., ).

3HavuM, 0BO CRQJCTBO MOpa Ma MMa cBaka MoTyha jegHauwmna. Kao mito
hemo mambe moxasaTw To je CBOJCTBO Kapaxiiepuciiuuio 3a Moryhe jemnavmne.
Pagyu jenHocTaBHHjeI H3darama KopHeTHeMo eleMeHTe X, g, X, ..., &uX
ckyna F, Kao HHAeKCe 3a H3BeCHe eleMeHTe ckyna £,, Ha npuMmep, v mperxon-
HOM TeKCTY YMECTO U , ..., U, mucafieMo wu, , ..., u, ,.
n
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Baxu crmegeha nema.

HMema. [Howmpeban u gosoman Ycaos ga je jegnauuna (1) moivha jectue
caegehiu ycaos

(Vx) Quy) Quge)- - Qg e) &0 sy tgg ..o, Uy )
(3) (x = E]; Hys Mgzm P uy”a: & Ez)-

Hoxaz. Beh eMo pokasanm pa je yemos (3) morpedaw.
IMpeTnocrasiMo, caaa, aa je yenoB (3) wmemyweH. Hexa F; o3HavaBa CKYN CBUX
eqcMmeHata obauka (x, iy, Ugzoeens ugnx), el = B i, Uy s e e s Ug o £
Osaj ckyn je momckyn ckyna £. Ha npumep, yKoIMKo CBa IpeciiMKaBara g;

HMajy 3ajeaHMuKy (EKCHY Tauky x, OHIa ToM X, oAroBapajy cinenchu edeMeHr
ckyna Eqi(x, vy, ..., u,) TIe jo U, #pou3sosan eJeMeHT CKyma K.

Y cxyny E, pedunumuMo cienchy OMHapHy penamujy

defl
(x, u,, Ug s e ”gna:)"”(y, Uys Uy ys oo ugny) =3g) (@G A y=g,%)

OBa penanuja je pellaliuja eKBHBaJieHIWje, a HeHe KIace eKBHBATICHINje WMAjy
caenehu odnux

{(x9 ux: uglx Fhalalet s ugn:ﬂ): (gz x: ugzzb', ug2 g‘zx 3y Ay ugn gzx) PO

(gn Xy Uy zseees Uy gn:z:)}-

TIpema axcmoMn u3Dopa TocToju Dap jesaH HM3Dop 1O TAYHO jemHOT elleMEeHTA
(Apegcitingnuxa) csake wKiace. OHaunMo ca (X, ux,...,ug”x) TpeacTaBHUKA
HaBejeHe knace, EfleMeHTH X W X He Mopajy OHTu jemHaKH.

OsHayuMo ca P upecimkasame ckyna Ey vy ckym E, onpebeHo Ha cite-
nehu Hauulg

def
P(x, Ugxsooes ug”x)é U, x

def’
Pg,x, Ugx 5o o0 o Uy, gz)-'):e“yzx

: def’
P(g'nxs f""'grnx EYS VTR ugn gnx):engnx

Tae Y Ugx,...,Ugx OWiIo KojH efleMeHTH cKkyma X, TakBH /4  BaXu
n

8("’“9,’: s ey Ug ).

Ha ocmoBy yenopa (3) m axcmome m3Dopa mocTojm Oap jemno UpeCchauka-
Bame o 3a Koje opUrHHARY (X, Ugx senes ug”x) oAroBapa ciuka (X, Uy xsenss "0,;")‘
CpakoM oppelleroM TIpecNHKaBamby o MPETXOAHOM ACQUHUIHjOM oAroBapa TaYHO
jenno Tpecimnkasame P,

MpetnocTaeuMo, cana, ma je § OWino koje mnpecinkasame cKyma E; y
ckyn £, u youumo Qyukumjy ¢:F, — E,, onpeheHy Ha cnepehu mawad

) LP(x, $(x), b(g:%)...., ¥ (g X)) (x € E)

Opa pedununuja je kKopekwing jep Jje, ©Oe3 ob3upa Ha (QyHKIH]Y
G, (%, $(x) ..., ${gsx)) eneMent ckyna Eg.
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Ha ocuoBy pedunnmipmje dynxmuje P HenmocpegHo NPOM3TAZH 13 BaXH

G PxY(x), .. VlgnX), Plex, Ylgax), .o, $(8nge X)), .-,
P(gux, d,:(gnx) svees Plgngax) (x S E)

ONHOCHO Ia je ¢ pememe jemrawune (1). Jokas meme je 3aBpileH.

3. Ilpernocrasmpajyhu na je yomos (3) ucnymen oapelyjeMo onimze peliembe
jenraumne (1).
OszmauumMo ca R mozckynm ckyna £, ogpelieH Ha crenehin Hauun
def’
: . ,
(6 Ups Uy 5 oo Ugp) & R & (x, uy, Up s oo Ugpa):

Taj ckym mMa OBO CBOJCTBO
(s Uy Mg g5 enn s Upyz) © R (8%, Uy 0, Uy g sevns Uy, g0) ©R
(g; je Onmo Xoju eneMeHT ckyma G)

OBo TIpOM3NA3M M3 MO3HATHX CBOjCTaBa Omno Koje KOHjVHKIHje Kao U jeJHaKO-
CTH Gs'f‘ G.

Onmte pemewme jenuawnue (1) oxpehyjemo momohy jenHor npecaukabama A
ckyma £, y ckyn F,. HohunHulimja Tol mpeciukasama je cnepcha:

MpBo. Axo (X, Uy x,...,U,x) € R, onga

def
A (x, Ug xseees ”ynx):”gix
def’
A(G X, Uy x v Uy, g x )2 Uy x
def
A (gﬂxz ug”x 5 8 eay ugn an-) :—.ugnx

Apyro. Axo (x, Uy x s u_,,”x)@ R, ouma

Aflx, Ugx oo, ugnx) =y x
A(g:x, Ugxsev-5 Uy g.x )ﬁugzx
A (g, x, Ug x5-0s Uy gn“) =y x

TAC €Y Wy x,..., Uy x OWIO KOJU eNeMeHTH ckyna E; Taksu gma je
(X Uy ;... Ug ).

Tlpecnvkasame A 3oBeMo pewiasajyhe fpecaurasarwe {jenHaumue (1))
Baxn cnepeha Teopema.

Teopema. Oumwitie pewewe hyuxyuonane jegnauune (1) ogpeheno je

Jegrarouhy
4 ¢ (x)=A(x, I (x), (g x),..., U(gax))

ige je I1.E, — E, iIpou3gonHo #pecaurasatse.
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Hoxkas. Axo je Il mpomsBokHa (GYyHKUH]A OHJAa, Ha OCHOBY Jeme, Qyok-
nuja ¢ oapebewa jennakxomhy (4) sagoBoikasa jemnaumuy (1), jep je 4 m3BecHa
crenmjanHa ¢yHknmEja P (M3 mokasa neme).

Haxa je, capa, ¢ u3BecHo peliele jenHaumde (1). Ha nu ce ¥ oHo Moxe
JoduTH moMohy jemHakoctd (4)? HosomHo je ymecto II y3etu ¢ jep Bawxu
jegHaxocT

Ax, 9(x), ..., ¢(ga X)) =2 (%),

HAa OCHOBY TpBOr nena zeuonumje mpecnukaBama 4. Jlokas je 3aBpinem.

4. Ha xpajy npHMeTHMO na CIAWYHH pPe3yITaTH BaXs M y clyiajy kajza G
Huje KoHauHa Tpyna. Ha npumMep, y chayuajy jeJHaudHe

Jx 0(x) 5 ., 9(gnxN=T

Ihe g5 £ 5., &y TEHEpHITY DecKoHauHy Tpyny & ckym E je CXyO CBHX HHM30BA
YMJH jé TpBH eNeMEHT M3 CKyna F;, a CBH OCTalH Cy M3 F,.

Haxiie, ofiwifie peuterve Ouao koje Ipyine (yHKUUOHAAHE JegHayUARe U3PaXaAsa
ce ilomohy jegne iipoussomne @ynruuje 11,
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A GENERAL GROUP FUNCTIONAL EQUATION
S. B. Presi¢
Summary

Let E,, E, be given sets and E=E, x E, x - - - x E, (n+1 factors, n is a
fixed number), Further, let J:E—{¢f, f} be a given function (i e. relation).
In this paper is determined a general solution of the functional equation

S 9 (x), p(g2(x)) ..., elgn(¥)))=1

(¢:F — E,) is an unknown function; g;:E — E, are given functions which
form a group of order n, g, (x)=x).



SUBLICATIONS DE L'INSTITUT MATHEMATIQUE
Nouvelle série, tome 10 (243, "1970, pp. 51—52

SUR UN THEOREME DE §. ZERVOS
Slavisa B. Prefi¢

(Présenté le 13. juin 1969)

Dans sa Thése [Paris, 1960, pp. 342—343] S, Zervos a démontré le thé-
oréme suivant:

Théoreme. Soient I, I, ..., I, des ensembles d’indices et B; (=0) des
nombres réels satifaisant a la condition ‘

2 O mi—t L2
=" . .

oft t(0<<t1< 1) est un nombre fixe:

Alors, la racine positive £ de Iéquation
n

XU x4 by, (0‘90’ 2. “¢>‘O)

i=1.

satisfait 4 Pinégalité

e<max (a5 =B st

olr Mi; sont des nombres positifs quelconques.

Par Yapplication de ce théoréme-la, en donnant des valeurs particulidres
aux paramétres ¢, 9, Mi S. Zervos a déduit dans sa Thése, entre autres,
plusieurs résuyltats connus relatifs aux limites des modules des zéros des poly-
nomes lesquels sont dus 4 Cauchy, Landau, Montel, Jensen, Birkhoff, Markovié,
Carmichael, Walsh, Kojima, efc.

Dans cette Note, nous allons donner vne démonstration simple du thé-
oréme cité de S. Zervos, en le déduisant du lemme suivant.

Lemme. Soient: E un ensemble non vide et totalement ordonné par la
relation d'ordre <, ¢ E et J(x) une éguation en x possédant au moins une
solution £ telle que &>>aq.

Soit, ensuite, g (7, 2y, ..., k) une fonction (Mzd; g0, 2y, .., N)EE)
avec les propriétés:

{a) g, 2, ..., ) est une fonction strictement croissante de chacune des
variables N (i=1,2,..., k) pour M>a (i=1,2,...,k).

4%
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(b) Si x>a, les équations J(x) et x=g(x,...,x) sont équivalentes,
C’est-d-dire
x>a>(Jx)eox=gl,x,...,x)

Alors pour toute solution £ de J(x) on a

M E<max &, k.0 R 800 Ags oo )

(i=1,2,...,k) étant des éléments arbitraires de E satisfaisant & MN>a
G=1,2,...,k).

Démonstration. Soit A, >a (i=1,2,..., k) et posons A=max (A, Az, ... Agh

Les deux cas suivants sont possibles:

I AzE Alors on a évidemment (1).

IT A<k Alors A< (i=1,2,...,k) et par suite, d’aprés (a) et (b),
g(P\ls}\Zs"-77\k)>g(&,aa'-'>g)=£

de maniére que Uinégalité {1} est de nouveau valable.

On déduit le théoréme de S. Zervos du lemme démontré en y faisant les
spécifications suivantes:

E est Pensemble de tous les nombres réels,
a est le nombre 0.
La fonction g est déterminé par ( Z H )m
ey ’f
ol les conditions du théoréme de S. Zervos sont remplies par ¢, 8.

Le lemme précédent peut étre appliqué aux systémes d’équations algé-
briques, de méme qu’a d’autres équations de différents types.

Un lemme semblable est valable dans le cas k= oo (7\1,7\2, ... est une
suite infinie).
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ALGEBRE. — Un procédé itératif pour déterminer k zéros d’un polynome.
Note (*) de Mme Manica D. Prisic, transmise par M. Henri Villat.

Dans cet article, nous allons exposer un procédé itératif du second ordre
[donné par (*)] pour la déterminaiion simultanée de k zéros simples du
polynome

(1) P() ="+ pra & +.. .+ P2+ po

sur le corps commutatif C des nombres complexes. Ce procédé se réduit
dans le cas k == 1 a celui de Newton et dans le cas &k = n au procédé exposé
dans ().

(est S. B. Presic qui nous a signalé la possibilité du procédé que nous
exposons icl. .

DiriniTioNs ET DESIGNATIONS, — Nou désignons par x le vecteur dont
les coordonnées consécutives sont &y, ..., @k (;€C). Par exemple, a et a (i)
sont les désignations de (a, ..., ax) et {a (1), ..., ax(¢)), respectivement,

Le quotient de la division du polynome f(z) par (z — .}... (2 — 2
sera désigné par fx ().

Nous allons utiliser 'opérateur de différence finte [z, 2, ..., x,] défini
p
par les égalités suivantes :
o T
el =TE=LE, o n @) = (55 o 2nod 520 @)
(x, @, ..., T, nombres différents deux a deux).

Définissons maintenant les suites des nombres complexes a, (i) (v=1, ..., k)
de maniére que les identités sulvantes soient valables :

(L) P@=@—a@) . @—a(+l). .  @E—a«@)Pu@
k i
; B=) . . g
+§P (ds (1))11 =2 (5 (v=1,..., K.

En remplacant dans les égalités (L) 2 par a, (i) et en résolvant en
a, (1 4 1) {(v=1, ..., k) les équations obtenues ainsi, on aboutit aux
formules

Pa, (1))

@  at+D=a@)—
T (@ () — 2 ) Py (@ ()

pv

Nous défintssons notre procédé ttératif par les égalités (2).



(2)

Pour faciliter I'exposé de ce qui suit, nous introduisons les fonctions
vectorielles suivantes :

‘ P (z.)

A, (X) =2, — (P== S i)
1@ —2)Pe)
pAv
A @) = (A (®), .., Ar (%))
Prorosition. — On suppose Uexistence des suites infinies (2). Alors :
10 St les limites
ma (), oo lmac@  [lima () #lma, @) v~y
i w i m i i m

existent, ces limites sont des zéros du polynome (1).
20 Soient
dq, ceey  Qp

les zéros simples du polynome (1). Il existe alors dans C* un voisinage V
du vecteur a == (a,, ..., a;) tel que la suite a (i) déterminée par la condition
afi--1)=A@{i) i=0,1, 2, ...) converge vers a si a(0)eV. La
convergence dans ce cas-la est carrée.

Démonstration. — L’assertion 1° s’obtient mmmédiatement de (2) st
Von y passe a4 la limite.

D’aprés les théorémes connus, contenu dans {'), pour démontrer 20
il suffit d’établir que toutes les dérivées partielles du premier ordre de la
fonction A (x) s’annulent pour x = a. '

Dans le voisinage V du point a la fonction A (x) est définie et posséde
les dérivées partielles de tout ordre. On obtient les expressions suivantes
pour les dérivées partielles du premier ordre :

o‘Av(x):_P(xv) d4 1 ]
oLy, %Ly, l"[ (@, — 2,) Px (z.)
_ ey
17, 1 pr ("Ev)
R T (1 7).
dxv II (LEV Fhas -fUp) Px (.’E-,.) l[ (wv =3 mp) Px (xv)
2 v

D’autre part, d’aprés U'identité
P)=@—a)...(x — @) Pa (@),

cn a

k k
P@=Y []e—a)P.@+]] c—a)Pi@,

G=1 (0o =



(3)
¢’est-a-dire, pour z =a, (v=1, ..., k) :
P’ (a) = [ (@ — ) Pa ().
Py

Mettant a profit la dermére égalité, on étabht immédiatement que
toutes les dérivées partielles du premier ordre de la fonction A (x) s’annulent
au point X = a, ce qui termine notre démonstration.

Enfin, nous allons trouver une formule pour le polynome Py (z). A cet
effet, nous utilisons 'opérateur de différence finie et ses propriétés fonda-
mentales. On conclut immédiatement qu’on a lidentité

@ Pz (@) =%, 20, - .., 2] P (@).

L’application de Iopérateur [z, 24, ..., 2] & la fonction 2™ (m = 0,1, ...}
donne

4) ] B Py N = E TER o b pour m>k

fobe by oo m b=t —k

= 0 pour m << k

D’aprés (3) et (4) on a la formule suivante pour P, (z)

Pz (x) = Z e 2 . 7 S 2 S B LS

it iy toip=n—Kk i+ i fezmn—Ah—1

+ Pres (T 20 F . T) - pr
Exempie NusmiriQue. — Polynome
62" — 107 2° + 553 2* — 88 & — 5764 2® + 10 929 x* 4 2 709 x — 13 230.

Ses racines sont :

e il Tk g: gy 7,
1° Valeurs initiales :

@ (0) =1; @(0)=2,5; a(0)=2,9.

Ttération gieme ay (i) s (i) ds (1)
: 2,563 480 8 2,416 168 4 2,977 6401
2... 1,6376929 2,669 928 7 3,037 049 2
3 e 1,8819405 2,468 328 2 2,9829280
4... 1,9746533 2,356 4455 3,0022519
Bioureeion seeicne os oo 10084393 2,3349207 2,999 9734
3 WO s T o 1,9999926 2,333 3412 2,999 998 9
Tt 2,0000000 2,3333341 2,9899991



(4)

20 Valeurs initiales :

@0 =1,23; @@ =19 a(0) =4

Itération jteme oy (i) as (i) at (i)
1L et S A o o 2,304 236 6 1,87301490 3,296 904 7
. PR e P R = (L s 1,981 766 9 3,025 3276
: SR 82121 | 721 (5 2,0003810 3,000 8901
Aol AR, 2,3333333 1,999998 7 3,0000001
O R - s 1y = 2,000 0000 2,9999989

(*) Séance du 6 septembre 1971.

(1} A. M. OsTROWSKI, Solufion of Equattons and Systems of Equations, Academic Press,
New York and London, 1960.

() S. B. PrESIC, Comples rendus, 262, 1963, p. 862.

Matematiéki Instifut,
Knez Mihailova 35, 11000 Belgrade,
Yougoslavie.
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ANALYSE MATHEMATIQUE. — Une méthode de résolution des équations
dont toutes les solutions appartiennent & un ensemble fini donné. Note (*) de
M. Seavisa B. Presi, présentée par M. Henri Villat.

Soit S=1s,, ..., un ensemble fini dooné a g éléments, E un

i

enseimnble dont un élément est désigné par o et J: 5 > E une application
de 5 dans E.

Nous posons le probléme de résoudre en x I'équation

{1} U=

A ce type d’équations appartiennent : les équations de Boole, les équa-
tions pseudo-booléennes, les équations dans n'importe quelle structure
algébrique finie.

Faisons correspondre & tout élément ¢ de 'ensemble S un cycle o, de.S.

La méthode de résolution que nous exposons dépend des cycles

choisis 2., ..., ., et aussi de la fonction A, que nous définissons comme
il suit :
Ay, o, Uy L =
{q, i, 0, L Ve 1) =% ()
: I Alg. w, uy, 0, Uiy, UL ==ty
[ it =i Il 8 T S D A
Alg, ty, ... 2y 5 0) = i~ (g
Alg, ooy Mg) =T )

- e o r et -
) oy (2, (), 23g) 2, (23 (), .,

ol Wgsn e b a5 Uy—1, UQ, A [)Eg-._‘; EE; u.l;?éo, -l Wy ué,-,,l#(); ges.
univoquement déterminée par la définttion précédente.

Nous appelons A fonction résolvante [de I’équation (1)].

On a le lemme suivant, d’importance fondamentale :

Lemme. — St Uéquation (1) est possible, sa solution générale est donnée
par 'égalité
{3) o= Mg, Tg) T(ag(g)), .. I(2f2 (g))),

0w g est un élément arbitraire de S.

Démonstration. — Nous démontrons d’abord que, pour un élément g
quelconque de 8, x déterminé par (3) est une solution de {1). L’équation (1)
étant possible, au moins un des éléments

(43 Hay, I(olg)), .y Mg (g))



(2) |
est égal a o. Soit J(«, (g)) le premier terme de la suite (4) qui remplit cette

condition. D’aprés (2), on a

ACg, Jg) ooy T (g))) = 2 ().

Done, 2= A(g, J(q), ...} est une solution de (1).

Soit, d’autre part, z une solution de I'équation {r). Si en remplace
dans (3) ¢ par z, on obtient, d’aprés (2) : A{z,0,...)=2a.

La démonstration est achevée.

Dans les applications, il 1importe d’avoir pour la fonction A une formule
simple.

Une telle formule peut &tre obtenue comme 1l suit.

Soit TE=ZSUE et soient -+ et . deux opérations binaires sur 'ensemble T
possédent les propriétés suivantes :

0.€==€¢.07=20.00; A G.¢ =0,

C.g =g, fiit O S AU L= O+ 070

{(E€S; e, élément fixé de I'ensemble E différent de o).
Sotent ' et ~ les applications de E dans E définies par

(9)

g 2= Dy B = 7o =3 o111

—=(y 11 22‘740

| Z=¢ six.Lo,

On peut vérifier immédiatement Pidentité

(6) Alg, Uy oo, Up) = Upg+ UL Uhoay () +. . UL U - U, Uy a8 (g)
+ Uy Uy o U a8 () (g€8; Uiek)
def

lici UV W RE (L (U V) + WY ...+ R),
U.V.W. . RE (L (U)W LR

Nous donnons quelques exemples des applications.
Exemple 1. — Soit S=FE=1{o, 1} et 4 et . les opérations maz et min
respectivement. L’équation {de Boole) :

(7) ax -—bxr—o (q’ b_’ fL’E:D, I})

est possible si et seulement s1 ab = o.
Dans ce cas : e =1, 2’ = z; z est négation de x. Posons %, {z) = «, (z) = z.
On conclut d’aprés (3) et (6) que la solution générale de (7) est donnée par

2=T(glqg+1(q)5 [J(g)=ag-+b7),

¢’est-a-dire par
x=3dag 4 bq {g€ L est arbitraire).



(3)
les opérations max

Ezemple 2. — Soit 5=E={o,1,...,n! et 4 st

S
et min respectivement. L’équation (de Post)
{(8Y @zt ... a,ztio (a, xrel; 2 &= =Lt 2y s TR .5)

est possible si et seulement st aq.a,...a,=o0.

Dans ce cas-la nous posons
= e L e

e - T el e
E= T T =
o T PN el
S M (7 avee o oo X X
e ) o,

M=ty e

D’apres (3) et (6), la solution générale de I’équation (8) est donnée par

la formule suivante :
= I {g). gV (g). I (e, (g)) .2 (g) +
1) Vo). 3 (e (g)) I (g “(q‘)) % ()
A V(g Vo {g)) .. X (e ‘(7?)-@,‘(9) (gek),
c’est-a-dire par
=
Bl m g +2(> (B e dg --‘4233;'61“?@;)9!‘
. i VAN A
(9) ; 5
7{'“2(’8’@{)0{:’&;@I"‘a;@uelqi

i=n

(€D et © sont addition et soustraction mad e - t)

Tel nous avons utilisé
1L i I3 I
| 1 q S t) 4 oL L ) 3 | .
Jigy =0, a7, J’(r/):-tchin, I = / u "o, q == Zr,q, (afg)/ = ¢/
==t i) ric= ] he )

==

Exemple 3. — Soit semblablement a Uexemple 1
(x0) FiEh i =0 (g, xa€io, 1 1)
une équation de Boole en z, et z.. Dans ce cas

| E={o, 1]

5 =1{(o, o) (o, 1), (1, 0), (1, 1) %)

Nous choisissons les eyeles «, de la maniere suivante
(@, ¥)° o
i, v 0, I .
{u, u)) (a, ety )

() (@e) (4,7)
“‘“‘""((z’z,m (u,7) (@7

nous prenons les opérations partielles suivantes (sur

Pour + et
I’ensemble SUE) :

04 0= 0, 0-+ {1, v)—=
(24, 210 + (U2, £2) = (et —+ Us,
o.(u, v)=o0,

{a, v) 0= (1, v),

v+ e ),
. (e e Yy o)

0.0 0,1==1,0-=0, A=



(4)

L’équation {1o) est possible si et seulement s1
J(o,0).J(o, 1).J(1, 07. (1, 1) == 0

et dans ce cas-1a sa solution générale est donnée par la formule

(s 22) '—?j(‘}'u g2) (G, g2) + J 0G0, 42) j(Flh 42 (G1; G2)
+ (g, ) TGy, 92 3(q0, G2) (g §) + T(q, 03000, @) T(qu, ) (3, )

c’est-a-dire par

-171:91(;(9'13 g1 ) _’_ﬂ(;jh g2) j(gh 5’1)) + g (g ga) (j(gla g2) = (g, (/2))7
Th— QE(J(QJ) g2) -+ J (G, qﬁ)ﬂ—c}ﬂ((jh g) I G, q2) (4, q2€{0, L),

Remarquons enfin que l'application de la méthode exposée conduit .
4 une formule connue pour la résolution des équations pseudo-booléennes. ’

(*) Séance du 22 février 197:.
(Muatematicki Instituf,
Knez Mihailova,
35, Belgrade,
Yougoslavie.)

183556, — Imp. GAUTHIER-VILLARS, — 55, Quai des Grands-Augusting, Paris (6¢).
Imprimé en France.



ANALYSE FONCTIONNELLE, — Sur une équation fonctionnelle cyclique non
linéaire. Note (*) de MM. DracosLav S, Mirrivovié et Svavisa B. Presic,
présentée par M. Maurice Fréchet.

On donne la solution générale d'une équation fonctionnelle cyclique d’une
forme assez générale et qui se renconire en géométrie,

Considérons I’équation fonctionnelle

{1} Fla, @y @y, ooy Zoneay Tan) = F oy, @y, 2a, o0, T, 20) + ...
4Ty, Zon @0y -, @ager, Lanes) —0
qui est cyclique en varlables ., zy, ..., o1, Za Sa solution est connue,

Toutes les fonctions qu’on considére dans cette Note sont des fonctions
réelles des variables réelles.
L’équation (1), ot
(2} F (g, @y &y, oo o, Tapoty Lun)
= [, @)+ fla, )+ 0+ [y, @) |
R Floorar, Toree) 4 [ {Pokecs, Tapas) oo f{Zanr, Tan)

sera nommée, dans ce qul suit, équation (F). ‘
Tutontme. — La solution générale de Uéquation (F) est la fonction

sutvante :

S(u, o)y =g(u) hiv) —g{v) h{u) pour A== 9,

(3) - _
flu, ey = h(v) — h{u) pour n>2,

ot g (u} et h (u) sont des fonctions réelles quelconques de la variable réelle w.
La démonstration n’utilise pas la solution de (1).

Démonstration. — La fonction (3) est vraiment une solution de Péqua-
nion (F).

Inversement, nous allons prouver que toute solution de I'équation (F)
a la forme (3).

51 'on remplace dans I’équation (F) chaque variable par u, on trouve
f (u, u) = o pour tout wu.

La solution triviale f (u, ¢} = o de ’'équation (F) est comprise dans (3).
Dans ce qui suit, nous allons chercher les solutions non triviales f (u, ¢)
de I'équation (F). Pour chacune de ces solutions il existe au moins un
couple {a, b) des nombres réels différents tels que f (a, b) £ o.

En remplacant, dans Péquation (F), 2. par z, et toutes Jes autres
variables (sauf z. et Zap.s) par a4, 1l vient '

(&) PI 2, @) g f (@, @e) flas, @) + rf*{z, x) —o,

avec p (> 0), r (>0}, ¢ nombres entiers.



(2)
La fonction f (u, ¢) = h {¢v) — h (u) doit satisfaice & I'équation {4) pour
toute fonction h (u), ce qui conduit & ¢ = p + r. Puisque I'équation (4)
est vraie pour tous x, et z., on a aussi

(5 PSH@w, 20) o+ qf(@ey 1) [0, &) 12 (00, @) = 0.
Par addition des égalités (4) et (5), avec ¢ = p + r, on obtient
(6) S (@, @) + [ (@ 21) =0,
Si n = 2 'équation (F) a la forme suivante :
A7) Sl @) [, 2 -+ fl@n, @5) [z 2a) 4= [ (@1, &) f (@3, 23) = 0.
Chaque solution non triviale de I’équation (7} est

I L~

En posant f (a, z)/f (a, b) = g (z) et f (b, ) = h (z), et mettant & profit
la propriété (6), Péquation {8) devient ‘

S @y, @) =g (@) (@) — g (@) hia),
ce qui démontre le théoréme énoncé pour n = 2.
Considérons maintenant le cas ol k= 1 et n > 2. 51 'on pose
(9) TyTE LT T T &gy Tapg T U, BT
I'équation (F) prend la forme que voiel :
F (s 2) £ (2, 0) 4 [ (@1, ) f (6, ) [ (@1, 9) f @, 20) 4+ f (21, 0) f (e, ) =o.
Si Pon pose @y = a, z. = b[f(a, b) 3 o] et applique la propriété (6),

on trouve de la derniére équation

Sla, u)
Sla, b)

(10) MCNOES {f(b,0) -~ [la, v} {+ [ (@, v).

Pour ¢ = b cette équation donne I'égalité
{11) flb, w) —fla, ) =—fa, b)

qui est valable pour tout w.
Gréce a (11) Végalité (10) devient

Sl ) =fla, o) — f(a, u)=h{e) —h(u),

ce qui démontre le théoréme pour k== 1 et n > 2.
Dans le cas ou k > 1, I'équation (F) au moyen des substitutions (g)
prend la forme :

Slan, wy flo, @) 4 (@, 0) fa, w) = f(@e, ) [z 0u) = o.
Pour %, = a et u = b, la derniére équation devient

f{‘}: x?) :f(aa .2',’.3) Wj(a: V}a



(3)
¢’ est-a-dive
J{u, vy = A(0) — i),

ce qui achéve la démonstration du théoréme.
Remarque 1. — On démontre dans la monographie de Ghermanescu (')
que la solution générale continue de I’équation fonctionnelle

{r2) S, @ay 23) flan, @, 25) & (20, @5, 24) f{®1, 22y T5)
+‘f(a"'l\ JU/,,, x?)f(xh 'I‘Ih 335) =0

est la fonction

(3 Flu,e, ) =H(u, ¢) G{a, w) — H(u, w) G(u, v},

ou H (u, ¢) et G (u, ¢) sont des fonctions continues quelconques.

Comme conséquence du théoréme démontré (cas n = 2) il suit que la
fonetion (13), o H (u, ¢} et G (u, ¢) sont des fonctions arbitraires, est la
solution générale de I’équation {12).

Remarque 2. — Dans une étude qui paraitra ailleurs, nous pensons déve-
lopper les résultats de cette Note et faire des extensions diverses.

Ainsi, par exemple, on démontre que ’équation (1), ol n = 2p et

Flan, s @ ooy Lipea, Lig)
= f(2, @) | [ (@eposters Top_sfur)
+f($2p+2k+1, x2p+ik+2) 3 (k=o0,1,2, .. Gp 1)

admet comme solution générale [ (u, ¢) = h (¢) — h (u).

(*) Séance du 15 janvier 1962.
(*) M. GuerMaNEsScU, Eenafii funelioncle, Bucarest, 1960, p. 428-430.
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AN ALGORITHM FOR THE SOLUTION OF A 2x2 SYSTEM
OF NONLINEAR ALGEBRAIC EQUATIONS

Jovan J. Petrié and Slavisa B. Pre§ié
(Communicated April 12, 1971)

Summary

This paper treats the problem of simultanecous determination of all solu-
tions of the system of algebraic equations

Jox =42+ 2Bxy +C 2 +2Dx +2Ey + F =0,
S, =A 2 F2B,xy + Coyr+ 20,5+ 2E,y+ F, =0,

on the assumption that they are different. The algorithm is based on the use
of basic ideas of an iterative procedure for factorisation of polynomials given
in papers [1] and [2]. This analysis would be preliminarily made and its analogy
of treatment would be transferred to the construction of algorithm for the
solution of given problem. For treatment of this kind of problem immediate
cause was conditionned by practical needs.

Introduction and statement of the problem

In papers [1] and [2] an iterative procedure for simultaneous determination
of all roots of an algebraic polynomial was given, under the assumption that
they differ one from another.

For example, in the case of an algebraic equation
M P(x)=x*+p,x* £ pyx +p, =0,

whose roots are a, b, ¢, it was demonstrated that they represent limit values
of a series a,, b,, ¢, defined as follows

P(a,)
dy =8y ————————,
(an_bn) (an_cn)
) b, by —— L)
(bn - a"n) (bn - C'")
Cpp1=Cp— P(Cn)

(c,—a,) (c,— b,)



£6 Jovan J. Petri¢ and Slavifa B. Pregi¢

For starting data a,, b,, ¢,, approximative values of roots a, b, ¢ are
selected.

Otherwise, formulae (2) are derived from following polynomial identity
(3) (x_an+l) (‘x'—bn) (X—Cn) +(x7an) (‘x'—bn+1) ()C— Cn) +
+x—a)x—-b)x—c, )-2(x—a)(x—b,)(x~c,)=P(x),

that may be written in this way
(x_an) (x'_bn) (X—C_,,) _(an+1“ an) (x— bn) (X*Cn) -
(4)
- (bn+1 - bn) (JC— Cn) (x—an) - (Cn+1 —C”_) (x_ an) (x _bn) :P(x)'

Now, let’s observe the set of all polynomial expressions of a,,b,,¢

na nr va-
Various constants, as well as a variable x, may take part here. For example

such is the case for
a,+b,, ab,+3¢c,, x—a,, (x—a)(x->b)(x~c,), etc.
In this set we define the operator § in following way

def def def
San =y gy, Sbn = bn+1_bn! SC" = Cpp1~ Cns
defl
(5 du =0, (u is an expression which does not include index n)
def det’

S(u+v) =3u+8v, 3(w) = vlu+udv (v and v are the expressions

whatsoever); it means that for the operator § similar formulac are valable as
for the differentiation. For example:

8(a,+b)=8a,+0b,=a,.,—a, b, (—¥
8(x~a,)=8x—-8a,=0—(a,,,—0a,)=a,—-a,,,,
Bl(x—a)(x=b) (x~c)]=(x=b,) (x—c)d(x~a)+
Tx-a)(x—c)d(x—b) +(x-a)(x—b,)8{x—¢)=
=(x=b)(x—ec) @ —a,,. ) +E—a)(x—~c){b,— b)) +
+x—a,) (x=b)(¢,~ ¢, 1)

On the basis of last equality (from above mentionned examples) the for-
mula (4) may be written in this way

(6) (x—a)(x=b)(x=¢)+8[(x—a,) (x~b) (x—¢)] - P(x)=0.
Introducing the designation
Q,=—a)(x=b)(x—c)—P(x},
the equality (6) may be presented in the from
N Q,+80,=0,

as we have
0, +3Q,=(x—~a)(x~b)(x—c)-PXx)+8[(x—a,)(x—b)(x~c,)—
—P)]=(x~a) (x—-b)(x—¢)-Px)+
+3[(x—a) (x—b,) (x—¢,)] - 0P (x) =(x—a) (x—b,) (x—¢,) -
+8[(x—a) (x=b,) (x—c,)] - P(x), (P (x)=0).

R
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Basic method
Let’s now consider the system of equations
JGe, )=Ax*+2Bxy+Cy? +2D,x+2Ey +F =0,
(8)
Lo, = A, 4 2B, xp + Copr + 2D, x + 2B,y + F, =0,
supposing that its solutions are (a, ), (b, B), (¢, ¥). (4, 3).
Following schema for further treatment may be useful
-\
‘\ V0eh, 1)
/ Ll o
Cleyn) Did,6)
Mem,
The system of equations (8) is equivalent to the system of equarions
AB-CD=0,
(9}
AC-BD =10,
where 4B, ..., BD denote following expressions
" def
AB=B—w)(x~a)— (b —a)(y—a),
def
BD = (8~ B) (x~by—(d~b) (y—B).
Naturally, AB=0, ..., BD=0 are the equations of straight lines through the

points 4 and R, ..., or B and D respectively.

Bquations of the system (9) are certain linear combinations equation
of system (8); in other words there exists certain constantes A, u, p, ¢ so that

following equalities are valable

AB-CD 0 J, (x, yy+ud,(x, ¥) =0,
(10)
AC'BD'{‘PJI (x, y)+(PJ2(x= J’)ZO-

Basic idea of algorithm given in this paper is this: iterative procedure of
the system of equations (8) in the [imit shall result in the form (10).

Pursuant this point, preliminarily we introduce the designations
anAnBrt ' Cn‘Dn + )\n‘jl (xs _]/') +P"n‘]2 (x: y),
Sﬂ :Ancn 'BnDn+ Pn‘jl (x, ») +c?n']2 (x, y)
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wheie A,B,, ..., B, D, are following expressions
A, B, =B, — o) (x—a)—(b,~a,) (y-a,),
CoDy= (B, —,) (x = €)= (d, — &) (y—7.),
A4,C, = (Y~ ) (x~a)—(c,—a,) (y—a,),
B,D,=(,~-8)(x-b)—(d,—b,)(y—-B,).
In expression for R, and §,, 12 series are participating
Gyy %y By Bus s Yus G Bus Do Wus Ps P

Qur aim is to define these series so that

a4, >0 ..., PP P>,
when #—co.
Conformably to equation (7) which refer to algebraic polynomials, for R,
and 5, following conditions are posed

R,+3R, =0,
(11)
S,+68,=0.
Now, operator § refers to polynomial expressions for
a}‘l’ Of'na b}l’ Bn’ e Pﬂ’ (PU
and is introduced with equalities similar to equalities (5).

On the basis of the definition of operator § we have
OR,=8[4,B,  C,D,+ 2,7, (x, )+, (x, »)]=C,D, 8 4,8, +
+ABSCD, + T, (x, )5\, +7, (x, ¥) S, =
=y = 1w (x— ) = (d, = ¢) (P =y )-8 [(B— ) (¥~ @) —
—(b,—a) (v — )] +[(B,— =) (x—a,) -
—(by=a) (=) 8 [, —¥,) (¥ =€) = (d, = ¢) O =Y +
+ Iy 00y 8 T, (36 9) 8, = [(Byay — By 2y s F ) (X - @) —
—Bu—o) @ —a) — by — b)) — (@1 +a) (—a,) +
by =) (o, — %) [0, —v,) (k=) = (d,— ) (P — )] +
FL@ur1 = O = Traa¥a) (¥ =€) = (8, = ¥,) (G — &) —
— (i —d—cy i+ ) (¥ =) +{d— ) Cusr =¥l [(Br— ) (X — @) —
= (b= ) (¥ — )]+ (R = A) Iy (6 ) F (e — 1) T (%, 9).

Similar procedure lead us to the expression for 3.5, too. Using derived expres-
sions for 8 R, and 85, equalities (11) become
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[(By— o) (x—a,) — (b, —a,) (v = 2] [(8, —v) (¥ €)= (d, — &) (¥ =) +
+[(Bn+1—3 O o) (=) — (B — ) (@, —a,) —
~ (b1 =by—a,, ., +a) (V=) + (b, —a) (0 — )] 1@, —1,) (¥ —¢,) =
(12) -(d*cn)(y—m)]+[(8n+1—8n—m1+Yn)(x—c,,)—
— [y —di— e+ ) =)+ — ) (Wt — Y] (B ) (x—a,) —
— by -a)(y—a, )]+7\n+-r-f (%, ¥) s Iz (2, ) =0,
[(ys— oD (x—a,) = (¢, —a,) (¥ — o)} [(3, ~ Bo) (x = b,)

. —(d b)(y B) (Yn+] C‘n+1+“n)(x_an)_‘
_(Yn_o('n) (an+1_an)_(cn+l_Cn_an+l+an) (yicx‘n)+
(13) ey =a,) (o =) (8, ~By) (x =~ b,) — (d, — b)) (v =B +

Gy =8 — Bry B (=8 = (8, = Bo) (b1 — 0) —
~ (@1 —d,— b, +,) (¥ -B8,)+
A (dy—8,) Busr — B [(Ya— B (¥ — ) —
— (= a) (V=) + i1 1 (6 M)+ 901/, (4, 7) =0
Equalities (12) and (13) represent polynomial identities. These identities

facilitate to determine

arH-l’ an+]5 bn+l’ Bn-}—l’ rery )\n-t-l! p‘n-&-l’ Pn+]’ cPrt+1
as the functions of
a}l’ OC.n'-' bn’ gn’ Cn; ’Yn: dn) 8,;-

This determination shall be accomplished in such a way that in equalities '(12)
and (13) instead of (x,y) we replace (a,, «,), (b,, 8., (c,, v.), (d,. 8,), after
that, following eight equations are obtained

Jl (ﬂ!n, 0[,,) )\n-v-l + Jz (ﬂn, Ocn) H‘n-}-l _
(Sn_Yn) (an'—cn)_ (dn_cn)(a'n_Yn)
=d, (O(’n_Bn)+O(n (bn_an)!

J (an’ c‘F'n) pn+1+J ( H) cP.rH»l -

8, —Bw (@, —b,) — (d,— bn) (e, — B
:an(an_Yn)'}‘dn(cn_ n)’

Jl (bn’ @n) )\n+1+'f2(bn’ﬁn) Mgy —
(BniYn) (bnm(“n) - (dn_cn) (Bn_Yn)

:bn (mn“ﬁn)ui-gn (bn_an)3
Jl (bn’ Bn) Prei +J2 (bn! ﬁn)q)n ]

17 ( n_sn)b;w +(dn*bn) ae1 T + =
¢ ’ e e ) (B ) — (=) (B

= bn (ﬁ'n_ 811) + [an (dn—bn) ?

(14) (an_ﬁn) an+l+(bn_an) L] +

(15) (O(n_'.‘fn) an+1+(cn_an) o('m»]

(16) (O(’n~Bn)bn+l+(bn_an)Bn+l+
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J Aoy +J
U8) (=) o+ () g+ Yo et 2T Y s _

(pn_ocn) (('TnM an) - (bn— an) (Yn'—an)
=Cy (Yn_ Sn) + Yn (dn"_ Cri) >

‘] (Cn: Yn) Pn+1 +J2 (Cni Yn) (Pn+1
(19) ( n-"Yn) Cn+1+(cn_an)Yn+l+“ ! =
" (Sn_ﬁn) (Cn_bn)—(dn_bn) (?{n_Br;)

=€y (c’:n - Yn) +Yn (Cn - an) »

‘]1 (dn:’ Sn)y\n-i-l_]—‘jz(dn! Sn) a1 .
(Bn - a’n) (dn - an) - (bn - an) (Sn - Ocn)
= dn (Yn - Sn) + Su (dn - Cn) ’

QU Bam8) st (dy=b) 8, 4 P o T o S By

' (Yn - 0{'n) (dn - n) - (Cn - an) (Bn - an)
:dn(ﬁn_ Sn) +8n (dn_'bn)

(20) (Yn - 8:1) dn+1 + (dn - Cn) 8}14— 1t

Ayfa, 4

B

Colegry D il 8
A Jgn [ wnj

If we designate, further, on the basis of given schema, with L, and M,
average points of straight lines 4,8, and C,D,, and 4,C, and B, D, respectively,
coordinates of these points are given by formulae

[ — (dn N cn) [(OCH o Tn) (bn - an) —d, (Bn B Otﬂ)] + cn (Sn - Yr:) (bn - an)

’ (by =) By = 1.) = (=€) (B~ )

0 — (Bn - Ocr.r) [(Cn (Bn I Yn) —Yu (dn — C”)] + (Sn - Yn) {mn .(bu - an) —d, (Bn - O('M)]
(bn - a‘n) (Sn - er) - (dn - Cn) (Bn - o('ra)

. — (dn - bn) [(mn - Bn) (cn B an) —a, (Yn - o"'n)] + bn (Bn - Bn) (cn - an)
" (Crt - an) (874 - Bn) - (dn - ba) (Yn - U‘n)

LP - (Yn B OCn) [bn (Sn - Bn) — Bn (dn - bn)] + (Sn - Bn) [an (Cn - an) — (Yn - ‘xn.)] .
" (cn - an) (8:1 - Bn) - (dn - bn) (Tn - Ocn)
Substituting in basic formulae (12) and (13) values for (x, ) with cal-

culated values (I,, 0) and (m,, §,) we obtain similarly to equations (14)—(21),
four equations more

(22) Jl ([rn an) )\n-t-l +‘]2 ("'n’ en) Bar1 = 0’

L.,.00

3

3

3
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(because the point L,{vy,, 9) lays in the intersection of straight lines A4 B,
and C,D,).

[0 =2 Gy (e L) 1 (=) 1+

(=0, Yoy - TG — ) (L, B,) (= b,) (6, B,)] +
10, —8)b,  +{d,— 1) B, +B.—0)d,,, +
08, 81 10— %) (= ) = (€= @, (0, ~ %,)] =

(23) T s 8 s+ (s 0,901 = [ = 2%) (= @) —
ey~ ) B — ) [(d,—b,) (0, B) = (3, B) (= b,),] +
+la, 0, —v.) +a,(c,— ) +e,(x,—0,) +
1 (= )11, — B (G 0,) = (d, b, 6, B)] +
16,0, 8,0+ B, [y L)+ d, (B, —6,)+3,,— b,)] x
A O — ) (= a) — (60— @) O, — %)),

(=B @y + D=1 oty (=) by
+(my = ) By 111G, —va) (i, — €) — (dy— ¢} (b, — v )T+
L —3,) Cuar (=) Va1 + (Yo = Yo drir +
+(my— )8, 01 [(B, — ) (1, a,) — (b, — @) (b, e, )] +
(24) Iy (s Do) R T (1 ) s =
= [(B— ) (m, —a,) - (b = a) (Y= )] - [(d—¢) (b —va) —
=By = i) (1, *Cn) a, (Y, — 13)+0¢,3(b —m, b, (o, — 4 +
B, Om,—a,)] [ Yn) (m,~ ) = (d,— ) (b, — 1] +
e, (=3 +7, (dn =)+ dy (V= Y) +
+8, 0y —e,) - [(B, — o) (m, — @) — (b, — a,) (b, — )],

(25) Jl (m,,, LIJn)Pni—I JrJZ ('mna q)n) @i :0!
{because the point M, (m,, J,) lays In the intersection of straight lines A4,C,
and B.D,).

System of equations (14) — (25) represents a system of linear algebraic
equations which aids the determination of series

@yi1s PFarts Outs Bavts - Rusts Bagts Pasts P
in function of series
ana o{nﬁ an:’ Bn’ cn’ Yn’ dn’ 8/1'

In relation to these series following assertion is valable:

If the series a,, o, b,, B,, Cos Yus @us Oy Pys Uy Py» Pn CORVErges one

after another towards a, o, b, B, ¢, v, d, 8, X, W, o, © and if hp—pp+0, then
the points A{a, &), B(b,B), Cle,v), D(d, 8) determine all solutions of system (8).
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Proof.
Equalities (12) and (13) in limit case give
(B-)(x~a)-(b-a) (y-0)] [E~7)(x—)—(d—c) (y =]+
A vy e,y (x, y) =0,
[(y—a)(x—a)—(c—a)(y—)] [ -B) (x—B) —(d—B) (¥~ P)] +
+odi (6 D+l (x, 1) =0.

On the basis of previous equalities taking into account the assumption that
ho—puz£0, it may be concluded that the system J,(x, )=0, J,(x, »)=01is
equivalent to the system

[(B-wx—a-b-a(y-a)]- (G- (- -(d-)(y—7]-

(Y~ (x—a)—(c—a) (- |G ~-P) (x - —(d~D) (y—P)] =
The proof is finished, as all soluﬁlons of that system are the points A4 (a, o),
B(b,B), C(c, v}, D(d,3).

Note. On the basis of investigations with are not completely finished
it may be assumed that the convergence is gquadratic.

Application

Progressivity of application of exposed algorithm may be seen from the
following: On the basis of given starting data

(a: ), (by. Bods {(Cgs Yoo {dys )

by use of formula for £, 0, m, {, we first calculate the values (4, 6,), (m,, $)-
In this way a complete group of data is formed, necessary for calculation —
on the basis of the system of linear algebraic equations (14)—(25) of values
(ag, %), by, By), (e vi)s (i, &), Ay, g, oo ¢y and they, after calculations
by using formulae for [ 0, m, ¢ of values (/,0), (m,,9)), represent [irst
corrections of initial conditions. Further procedure continue in the same way,
by caleulating (a,, o), (0, Ba)s (€2, 12)s (&5, 35), g0 Mo, Ps, @, DMl results
of desired precisions are obtained.

This procedure will be illustrated by following example.
A system of equations is given
Ji(x, »)=xt—4dxy 42y —-x—-2y =0,
J,(x, )=3x*—1dxy +2)*—3x+8y=0,
its solutions are known
A(@ a)=A(1;3), B B)=8(51),
Cle; 1)=C(0; 0}, D(d; 3)=D(1; 0).

By the application of exposed algorithm it is necessary to determine
solutions of the given system, under assumption that they are unkown, startmc
with following initial conditions

Ay (a5 o) = A4y (2; 4, B, (by; By) =B, (3; 2),
Coley; Y)=Co(=1; =1),  Do(dy; 8 =D, (0,5; —1).
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Results of calculations obtained on digital computer CII 10070 are given in
following table.
As may be seen from the data indicated in the table using these iterative

approximations, solutions with precision on fifth digit are obtained, with total
working time of CII 10070 computer of 1,79 min.

The same example was solved with other initial conditions
A() (a(}; O('(]) :AO (0= 12); Bo (bos {30) :Bo (3; 10)
Coleps Y =Co(—4; = 2), Dy (dy; 3y) =Dy (0,1; —3)
and the same solutions were obtained after twelve iterations, total computer
working time being 1,92 min.
Results of these calculations were obtained in the Laboratory for Applied

Mathematics of the MTI, Beograd. We thank S. Stamatovi¢ and M. Jova-
novié¢ for complaisance and help they extended to us.
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EIN SATZ UBER REPRODUKTIVE LOSUNGEN

Slavisa B. Prefic¢
(Eingegangen am 15 April 1972)

S. Rudeanu hat in der Arbeit [4] das Problem der Bestimmung aller reproduk-
tiven Ldsungen gegebener Booleschen Gleichung betrachtet,

In dieser Arbeit wird, aligemeiner, das dhnliche Problem fur irgendeine Rela-
tionsgleichung

M rx)=1

betrachtet werden. Dazu ist r eine Relation der gegebenen Menge S, d. h. eine
Abbildung von S in die Menge {0, 1} (0, 1 sind zwei verschiedene Objekte — ,,Wahr-
heitswerte™).

Es sei
x=F({ (¢ ist Parameter, & S)

eine allgemeine Lisung von (1). Das heiBt:

@ (VtSS) (r(F()=1), und

(i) (VxE8) (rn=1 = @1ES) (x=F©))
Die Konjunktion () A (i) ist mit der folgenden Formel (Bedingung)

) (¥ xE8) (r(x)=1 o aes) (x=F(r)))

siquivalent.

Bewelis, Die Implikation

(v xE8) (r(x)=1 = @1E8) (x=F(r))),

die ,ein Teil” von (2) ist, ist gleich (ii).
Weiter

(¥ xES) ((3 t=S) (x=F(1)) > r(x) = 1)
© (vxS) (1@IES) (x=F ) Vr () = 1)

& (Vx28) ((VIES)j(x=F(t))\/r(x) = 1)
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& (VxeS) (V1ES) (1(x=F)Vr(9 = 1)
& (Vxe=8) (VIES) (x=F(t) = r(x)=1)
& (VES)(r(F@)=1)
= ()
Also: (2) & (@) A G
Die allgemeine Lésung von (1) nennt man reproduktiv, wenn die Bedingung
3 rix)=1 = Flx)=x
gilt ([1], [3], [4])

Unser Hauptproblem lautet:
Alle reproduktiven Ldsungen der Gleichung r (x)=1 zu bestimmen, unter

Voraussetzung dab
x=F() (¢ ist Parameter, & S)

eine gegebene allgemeine Losung ist.
Zuerst, beweisen wir das folgende Lemma.

Lemma. Die Formel
x=F{) (¢ ist Parameter, 1= S)

ist eine reprodulctive Lisung der Gleichung r (x) =1 genau dann, wenn die Bedingungen

0 (VHES) (r() =1 = x=F(x)
(i) vV xE8) (rm=0 = r(F(x)=1)
gelten.

Bewels.

x=F(t) ist eine reproduktive Losung von (1)
& (VIES) r(F(H)=1 A (VXES) (r(x):l = (3tES) (x=F(t)))

ANVXES) (r(x)=1 = x=F(x))
{(nach (1), (i), (3))

o (VIES)F(FE) =1 A (¥xES) (rW) =1 = x=F(x)
@ (VIES) (r(#1 = r(FO)=1) A (V1ES) (r()=1 > r(F()=1)
AV XES) (r()=1 = x=F(x)
(Tautologic ¢ < (» = OA(P = @) P st r(x)=1)

S (Vxe8) (r®=0 = r(Fx)= JANVXES) (r(=1 > x=F)
(denn (VXES) (=1 > x=F(x) > (VIES) (r)=1 = r(F®)=1)

< (DAUD
Alsc: x=F(f) ist eine reproduktive Lésung von (1} < () A )).



Ein Satz iiber reproduktive Lésungen

Es seien

+(SU0, 11 =8, - o (SUHO, 1P =500, 1}, ":{0, 1} {0, 1}
belicbige Abbildungen (Verkniipfungen), die die Gesetze
(4 O+4x=x, x+0-x, 0.x=0,t.x=x, 0'=[, 1'=0 (xES)

erfiillen.
Weiter, sel R die Losungsmenge von » (x)=1, d. h.

XER © r{x)=1

und x= A (¢) (Parameter (< S) sei eine allgemeine Losung von r (x)==1.
Es gilt der folgende Satz.
Satz. Die Formel

F)=r () x+17 (0)- A(f (%)
mit dem Parameter .5 -+ 8 beschreibt alle Funktionen F: 5 — S, fiir die
x=F(t) (¢ ist Parameter, t=5)
eine reproduktive Losung der Gleichung r (x)=1 ist.
Bewels.
x=F(#) ist eine reproduktive Losung von r {x)=1
& (VxER) (F(x)=x) A (VXESNR) (F(x)ER)
(Lemma}
& (YXER) (F(x) =x) A (VXESNR) @ 1£S) (F(x)=A(1))

(x =4 () ist eine allgemeine Losung von r(x}=1)
& (VXER) (F(x)=x) 3 5\R . SY{VXESR) (F(x)=A(f(x)
(Auswahlaxiom, [2])

& Qf:5>8) (VIES) (F) =r () x+r (x)- 4 (f(x))

135

(Die Gesetze (4). Ist £ gegeben, dann f ist eine beliebige Extension von f. Ist

f gegeben, dann [ ist die Restriktion von f).
Also:

x=2F(#) ist eine reproduktive Lésung von (1)
S Af1S>8) (VXES) (Fy=r(9) x+1 (x)- 4(f())
Beispiel Fir Boolesche Gleichung

(5) F(X, ey Xy =1 (x, =40, 1}
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sind alle reproduktive Losungen beispielweise durch Formeln

Xy=xp Py, o, X Gy, o, x) [t (X L X FX (Y, L, X))

X=X, P (X, oo, X)X, o, X)) [xr (X, L XD EX (X, o X))
((Xg» -+ X, ist eine Losung von (5); x;:{0, 1}"— {0, 1} sind Parameter)

bestimmt.
Hier werden Lowenheimsche Formeln

X =X (. oo ) Fx )

X=X, F (4, o, t)rx,r(t, ..., L)

n

angewendet.
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A COMPLETENESS THEOREM FOR ONE CLASS OF
PROPOSITIONAL CALCULI

Slavisa B. Prefic
(Received Febryary 19, 1970)

Let L={p;|icl} be a given set of so called propositional leiters and
O={o;|j=J} another set of operation symbols. Associated with each operation
symbol o; there is a non-negative integer /(o;} called the length of o;. We
denote by C the set of all operation symbols having the length zero. The
elements of C we call constant symbeols, and the other elements of O are called
connective symbols. For the sets L and O we suppose:

LNnoO=g, LUuc# o, ONCH# 3.
Thus, the set L can be the empty set. From the elements of the sets L
and O we define formulge in the usual way. Namely, the set | of all formulae

is the smallest set (a subset of the set of all strings built up from the mem-
bers of L{ )0} which satisfies the following conditions

(D @ LCF

i) CC.F
i) & o, .., 9,=.F and {(g)=n, then o;0,- - -9, & F
The signs P, P,, P,, ... are used to denote arbitrary formulae (i.e. as

vatriables for formulae). From these symbols and the elements of O formula
schemes are built up. Namely, if in the above definition of formulae the part
(i) is replaced by {P, P,, ...} F . we obtain the definition of -the set all
formula schemes. Further, let Ax be a nonempty set of formula schemes, and
R a set of certain rule-schemes of inference, each of the form

O, ..., D

@ ST GRS )

where @, ..., @,, ¥ are formula schemes.
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By the sets Ax and R is defined, & so called propositional calculus. More
precisely a propositional calculus may be defined as the ordered pair (4x, R). Let

(3) QP Py 0 Py)
be any element of Ax, where all the elements of the set {P,, P,, ...} occur-
ring in (3) are among 2y, P,, ..., P.. ¥ ¢, 9,, ..., ¢ are any formulae,

then the string
(4) (P(:Pl’ C.Dza :.CPk)

is a formula as well. The formulae as (4), for which we also say that they
are of the form (3), we call axioms (of the calculus (4x, R). By 4x we denote
the set of all axioms. According te the given definition of the sets of formulae
and formula schemes the following statement is true:

(5y  In any axiom its proposititional letters may by replaced by any formulae.
In such a way from an axiom we again obtain an axiom. .

Let /@ ie. (4x, R) be a propositional cafculus. By Th (%) we denote the

set of all its theorems, and by — F we denote the fact that the formula F is
.
a theorem {of ).

Now we define a model for . 1t is a usual definition. Namely, let M
be a nonempty set, and let 1 denote one of its elements. Further, with cach o;
we associate an object §; in the following way:

If 0;&C, then &; is a certain chosen element of M.
If o, O™ C, and /(0;)=n, then g, is an n-ary operation of M.
By the set M and the operations® &, an algebra M is determined. The

set M is its domain. On certain conditions we say that an algebra M is a
model for a propositional calculus. Namely, that is exactly in the case when:

(6) Each axiom f is valid in the algebra M, i.e. the equality f=1 is satisfied
for all possible substitutions of the elements of M for the letters p, (oc-
curring in the formula f). By f"_we denote the string obtained from f by
replacing: o; by 07. '

(7)  The rule schemes of 7% are satisfied by M in the sense that validity is
preserved by them; ie. if (2) is any rule schema then the implication

is true for all P, P,, ... &M

From the conditions (6), (7), it is immediate that each member of the
set Th(#), i.e. any theorem of /2, is also valid in the model M. Tt may
happen that for a certain algebra M we have (Completeness theorem);

D Therefore the propositional letters may be called variables.

I (o)) =0, then g; is called a operation of the length zero, The element 1 s a
operation of such kmd o
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(8)  Any formula f of the propositional calculus 7 is a theorém’ if and only if f
is valid in the algebra M.
In such a case we say that the algebra M is an edeguate model for 7p.

In this paper we give a necessary and sufficient condition for 72 to have
an edeguate model.

In order to express this condition, we define a new formal theory (=, 1-)'
in the following way.

Denote by O, the set O {1} and let by definition 1 be C, (provided
C,& 0). By definition (1) we obtain the so called zerms of 72(=, 1).

The formulae of 72 (=, 1) are strings of the form r =7,, where ¢, ¢,
are terms.

The formula schemes of P(=, 1) are, shortly, strings which can be
obtained from the formulae of /@ (=, 1} by all posible replacements of elements
of the set L by clements of the set {P,, P,, ..., P,,... L :

The axiom schemes of P (=, 1) are:

(9) all formula schemes of the form f= [, where f is any axiom schema of /#
(provided that 1 is included as a member of C)

- (10) all formula schemes of the form =1

The rule schemes of P (=, 1) are:

=1,... =] y s .
(11) ?;_,_’,L, whenever 21222 P e a4 rule schema of #.
$=1 , ¢
a2 47k L=l =1 W=t L=t _
=1, =1, o;ty - ty=0; b - 1L,
where ¢, ¢,, ... are any terms, o, any n-ary operation symbol.

We also note that:

{13) In the case of the theory % (=, 1) it is supposed that P,, P,, ... may
be replaced by any terms. In such a way, for example, from axiom-sche-
mes of /@ (=, 1) we get the axioms of @ (=, 1}.

There is an interesting connection betveen the theories /@, 2 (=, 1)

(14) An algebra is a model for the calculus 2 if and only if M is a model?
for the theory (=, 1).

This immediately follows from the definitions of models for 2(=, 1),
and from (10), (12).

Further, we note that the theory ? (=, 1) always has at least one ade-
quate algebra. Namely, these are the so called free algebras. One of such al-
gebras @ can be described in the following way.

3 As a matter of fact, ils nermal model, je. a model in which = s interpreted as
the equality,
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Let T be the set of all terms. On the set T define the relation ~ as
follows:

(15) ty~t, if and only if | ¢ =t
. ?(=1

ie. f,~t, if and only if ¢, can be obtained from ¢z, using the axioms of the
forms (9), (10) and the rules (11), (12). The relation ~ is an equivalence
relation. This follows from the axiom of the form ¢=1¢, and the ruiles

The members of T/~i.e. of the quotient set will be denoted by C,, where
1T, These classes are the only elements of the algebra ®. Its operations 4
are defined as follows:

If 1(0;)=0, then 6%LC,. So 1=c,.
If [(o)=n (>>0), then g; is the n-ary

operation determined by

{(16) 0(C, s C)=Chty. 4,
In the definition (16) the result, ie. 6,(C,, ..., C,) is defined by
fis oo by Le. by certain membars of the classes C,), ..., C, respectively.

Logical correctness of this definition follows from the rule schema

f=1, ..., L=t

I

0;ty - - lo=0i1 -

The set T/~and the operation ¢; determine the algebra @.
The equality {16) can be generalized in the following way.
By

tay, ooy Gy 0y, oy 0;)

denote a term, where a,, ..., a, as well as 0, , 0; are all elements of

o
the set L ie of the set @,, cccurring in the term. Then by induction on m
the following equality may easily be proved

(17) (Chpvoov Capy Gavs ) =Cigar o

i Yag) ojt %im)

We now give a proof that the algebra @ is an adequate model of the theory
@ (= ’ l)

The formula

flay o @y 0y 0 )= (b By O Ok O,

. (ap, ..., b, ... EL; 0,5 ajkl,...EO]),
is vallid in @,
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if and only if the equality
I (Cxi» T Cx,m 5,:‘,’ e dfm,)=tl (Cy,’ T Cy@’ 51‘\',’ e O-kmg)

holds in @ for all x, ..., x,, ¥, ... »,=T.

if and only if the equality

GG s g O ijl): ., (s oo g Sk - Ok )

holds in @ for all x, ..., Xyo Vis oo ,yHZET.

if and only if

H(x, ..., Xpr Ops vev s Ofml)Nt2 vy, . - Vg Okps oo s Okmg)

for all x, ..., x,, ¥, ..., y, €T

if and only if

- A C TR Xpo Opyovos Gfml):IZ (Yo oo s Py Qv oo s kaz)
F(=,1)
for all x, ..., Xps Piooov s y,,ZET.

if and only if

= e, .., Ops O v O.rm.):‘fz by ..., b,,z, Oy s Ok,.,,)
P(=, 1

The last step in the proofl is based on the fact that in any theorem of
P(=,1), say o{a, a,, ...}, where a, a, ...=L, the propositional letters
a,, 4, ... may be replaced by any terms (see {13)).

Now we proye our main result.

Theorem. For a propositional calculus # there is an adequate algebra
if and only if the theory P (=, 1) is not a creative extension of @, ie. for
every formula | of /@ the equivalence® is true

(18) =f if and only if - f=1
? P (=

»

4) The implication
If — f, then = f=1
? P (=, 1)
is true, Therefore the equivalence (18) may be reduced to the following condition
There is no formula f of 72 such that

- J=1, but not — f
P(=, 1 P
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Proof. First, suppose that (=, 1} is a creative extension of /2. Then
there 15 a formula f of /2 such that:

- f=1 and not + f
Pl=, 1) o

Let us also suppose that the calculus /2 has an adequate algebra, say M.
This algebra is 2 model of the theory 2 (=, 1) as well. Therefore, it follows:

f=11s vahd in M
Hence, we infer that f. But from |-/ and not —f we conclude that
@ 2 P i '

the implication
e has an adequate model
= P (=, 1) is not a creative extension of P -
is true.
Second, suppose that (@ (=, 1) is not a creative extension of. According

to the given proof there is an algebra @ being an adequate algebra of @ (=1).
But this algebra is adequate for /2 as well, which follows from the proof:

Let f(a, ..., 0;,...) be any formula of ¢?. Then:
flay, .5 o, ... 1s valid in @

if and only if the equatity
f(C o8y, )=C,
holds in @ for all x,, ...
if and only if the equality
Cr =,

F (X . 7 N

holds in @ for all x,,... €T
if and only if
— f(xl,...,ojl,.;r.)zl
P(=, b
hold in @ for all x, ... &T
if and only if

Pl=. 1)
if and only if
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EQUATIONAL REFORMULATION OF FORMAL THEORIES
Slavisa B. Presié
(Communicated March 28, 1975)

1. There are many important instances of formal theories (cf., for exam-
ple, [4]), as propositional calculi, predicate calculi, formal arithmetics, axio-
matic set theories and so on. Within the theory of universal algebras the
concept of variety is of particular interest (cf. for example [2]). Every variety,
with appropriate precision introduced, becomes a formal theory. Formal theories
of this kind contain formulae of the form ¢ =¢,, where ¢ and ¢, are terms
{(constructed out of some primitive symbols, constants, individual variables and
operation symbols; ¢f. [2]). Axioms are some formulag given in advance, as
formulae of the form z=¢, where ¢ is any term. The rules of inference are (in
agreement with elementary properties of equality):
tL=1t, ti=t4,5L=1 =1/, =1,

&y

f=1 f,=1, of =0t
(where t, is any term and w an operation symbol of length ).

A formal theory of this kind we shall call equational formal theory. QOne
of our aims is to investigate the connection between equationali and other
formal theories.

2, Let 7 be a formal theory with axioms A4, ({CZ; I is a given set of
indexes). By O (~) we denote the equational theory defined as follows:

1° The formulae of & play the role of individual variables of T (~);
the symbol & is an operation symbolD of length 2.

2° The axioms of 77 (~) are formulae of the form
(2) (a) A;~T (7 is an arbitrarily chosen axiom of 7; i€ D),
(b) A~4, & AB~&BA, && ABC~& A& BC and & AT ~4
(A, B and C are terms of 7 (~)).

1 The terms of 7 (~) satisfy the following definition: (i) formulae of 7 are terms
of 7 {~); (i) if 4 and B are terms, then & AB is a term; (iii) every term is obtained by
a finite number of applications of (i) and (ii).

The formulae of 7 (~) are of the form A~B, where A and B are terms and ~ and &
are not among the symbols of 7.

o%
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(c) Let

be any rule on inference of 7; then the formula
&... &P .. . Op~k&...&D,... O, D
is an axiom of 7 (~).
3° The rule of inference of </ (~) are
A~B A~B, B~C A~B,, A,~B,

BA dis &A, A,~&B,_ B,
(4, B,... are terms of T (~)).

Note In the sequel we shall write A& B, A& B& C etc., instead of & AB, & A& BC
etc., respectively. The axiom {b) prevents us from possible confusion. For example, in this
case axiom (c) becomes: &, & ... & Pp~D, & ... & D & D,

As we shall see soom, the symbol & is related to the metatheoretic and
while the symbol ~ is, so to say, a formalization of the relation that we call
equiconsequence. In fact, we prove

Theorem 1. Let P,..., P, Q,,..., @, be formulae of &; then
P &...&P~Q &...&Q, iff P,..., P, -0, ..., O, and
T(~) F

¢ R R Qsi;P],..., P,.
We shall prove two lemmata first.

Lemma 1. If P,..., P, =0, then ——P &... &P ~P &... &P, &Q
T =)
where P; and © are formulae of 7.

Proof. We use induction on the length n of the shortest proof of
P..., P 0
T
Case n=1. @ is either P; (for some 1<{i<r) or 4; (for some j&7I). In
both cases we have

——P,&...&P,~P &...&P,&Q
T~

(for we have
—P&...&P~P &... &P, &P,

T(~)
——P,&...&P,~P &.. . &P,& T, F—A~T).
T (~) T(~)

Case n>1. The following subcases are possible:
(i) @ is P, (for some 1<igr);
(iy @ is 4, (for some j&T);
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(iily Q is a consequence of some preceding formulae by a rule

o,.. , 0,

1%+

o

In both (i) and (ii) we proceed as in Case n=1. In (iii) by induction
hypothesis we have

—P &...&P~P &.. &P,&D,
T{~)

——P &...&P~P & .. &P &,

T~
Therefrom we derive immediately
€)] F—P&.. &P ~P &.. &P &D &... &OD,
) T~
Ie.,
(4 ——P &... &P ~P &.. P&D &... &P &D
T{~)
[fOf '_’ﬂq)l&"‘&@kw(pl&"‘&@k&@]
T(~)

From (3) and (4) we derive
-—P &... &P ~P &... &P &D

) T(~)
1.€.
F—P &, . &P ~P & ... &P &Q (for O is D).
T(~)
Lemma 2. If P,..., P,—0Q,,..., O, then
v
b-—P & &P ~P &...&P&Q &...&Q,.
T(~)
This lemma is an immediate consequence of Lemma 1. Indeed, from
P,..., P=0Q,, ..., O, by Lemma 1, it follows that
7

P & . &P~P &.. &P.&Q,
T(~)

|- P, &...& P,~P &...&P,& 0,
F(~)

are theorems; hence, ——P & ... &P, ~P & ... &P &0 & .. &0,
T(~)



134 Slavida B. Pregié

Now, we shall prove Theorem .
The "if*“ part. Suppose that P,..., P, @, ..., Q, and (,,..
T

ey Q. P, ..., P, Therefrom, by Lemma 2,
7

—P &.. &P~P &.. . &P, &Q &...&Q,

T(~)
and

F—0,&. . &Q~0 &.. & Q&P &.. &P,

T(~)
and hence

——P&.. . &P~Q &...&Q,.

T~} '

The ,,only if part. Suppose that P &... &P~Q & ... &Q, and let
A4, ..., 4, B, ..., B, be arbitrary formulaec of 7/. Let us associate the
sequents
A,...,4,-B,..., B and B, ..., B, |-4,,..., 4,
7 s

to the formula
4,&.. & A,~B &...&B,

and let ¥ denote this association.

Applying the mapping ¥ to the axioms of 77 (~) we obtain proofs from
hypotheses in /. For example, such proofs from hypotheses are 4, —T,
a

T4 A, T4 ©,..., 9, —~D,..., O, © and so on
a T 7

Moreover, the mapping " is in accordance with rules of & (~) — in
fact, the rules of 7 (~) are translated into true statements about proofs from
hypotheses in /. For example, to the rule

A~B, B~C
A~C

there corresponds the statement

It A-B, B4, B-C, CB, then A-C, CELA
7 T T a iy T

In accordance with consideration, if we apply W to the supposed theorem
P& .. &P~0Q &...&Q,

we obtain proofs from hypotheses

Py P00, and Q,,..., O, P, ..., P.
7 T

This completes the proof of the theorem.

According to Theorem 1, just proved, we can say thatin asense 7 (~) isa for-
malization of deduction relation of 7. In particular, by Theorem 1 it follows that

A—B, Bl A iff — A~B.
7 7 T~
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3. By the pext theorem a connection is established between the theorems
of 7 and some theorems of 7 (~).
Lemma 3. Let 4 be any formula of 77; then
A N — AT

o F(~)
Proof. ~4 iff A7, THA4 (by definition of )
iff A~ T {(by Theorem 1)

Hence, -4 iff -4~ T.

Let f denote a mapping of the set For () (the set of formulae of )
into the set For (T (~)), defined by equality

FAYE AT,

According to Lemma 3, by the injective mapping [ the set of theorems
of 7 is mapped into the set of theorems of 7 (~). Moreover, the mapping
“translates® the proofs of &/ into (incemplete, but completable) proofs of &7(~).
In fact:

(i) if 4; is an axiom of <7, then f(4,), i.e. 4;~T is a theorem of 7/;

(i) if

D,...,

)
is a rule of 7, then in J{~) it is the case that?

(I)INT, Cee s q)kNT I—(DNT

P,

i.e.

Having in mind the properties of the map f (it is 1—1, 1t translates
theorems and proofs of 7 into theorems and proofs of T/(~)) we can say:

T is isomorphically embedded in J(~) by the mapping f.
In this way we conclude that the following theorem is valid.

Theorem 2. Any formal theory can be isomorphically embedded in
an equational formal theory.

4. Let 77 be a formulation of the classical propositional calculus, say P,
of [1]. The axioms {inessentiaily modified) are formulas of the form®

A= (B2 A), (A=2(B=2C)=(A=2B)=2(4A=20), (141 B)=(B=4)

(4, B, C are propositional formulas),

) Inﬁed, let ©,~7T,..., @®4~T be hypotheses. Using them we obtain P, &..
&P~ T & & T, 1. P& .. &DPp~T. But we have ®, &... &Dp~D & ... & D &D
and hence @, & ... & @ & P~T. Therefore, T & P~T and finally, P~T.

Y The primitive connectives are => and 7. The comnectives A, V and < are defined
in terms of the primitive ones: for example, A B stand for (A= B)= B, etc.
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The only rule is modus ponens:

A, A>B
B
We prove
Theorem 3. Let 4, ..., 4,, B, ..., B, be any formulas of P,, then
—A, & .. &A4,~B &...&B, iff A A--- NASBA--- AB,.
Poy(~) Py
Proof |—4,&...&4,~B&...&B, iff
Pa(~)
A4,..., 4,-B,...., B, and B, ..., B [-4,,..., 4,
Py P

(by Theorem 1); but this is the case iff
AN Ny BN ABy and BN AB AN N,
(this is provable in P,); again, this is the case iff
1|°_2A1 Ao Ad,=2B A - AB, and EBI/\ s AB AN AA,
(by deduction theorem); by definition of <, this is the case iff
EAA AA, < B A+ AB,.

Let us note that the preceding proof relies on the fact that in 7 viz.
P, the following conditions are satisfied:

Condition 1. There is an operation in 7/, in symbols A, such that
A, Bi—-AAB and AANB |- 4, B (4, B are formulas of 7f).
a 7
Condition 2. There is an operation in 7/, in symbols =, such that
ARB iff —A= B (4, B are formulas of 7).
a
According to Theorem 3. to any theorem
A &...&A4,~B &...&B,
of P,(~) there corresponds the theorem
AN A, @B A AB,
of P,. In other words, by substituting A and & for & and ~, respectively,
the formulas of P,(~) are translated in to formulas of P,, and, moreover,

theorems are translated into theorems. Also, (this is proved easily), by this
injective mapping the proofs of P,(~) are translated into (completable) proofs
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of P,. On the other hand, the converse is also true in a sense; for example,
to any theorem A of P, there corresponds (by Lemma 3) the theorem A~T
of P,(~). Therefore, P,(~) is isomorphically embedded in P,. The calculus
P, (~) we shall also call an equational reformulation of P,.

Remark. Let us note that the axioms of P,(~) can be transformed into axioms
of Boolean algebra (cf. for example, [3], p. 5)

AATrA AV Tred
ANTA~TT, AV TA~T
)] ANB~BNA, AVB~BYA
ANBY Y~ (AABYAAC), AVBAC)~(AYBYA(AYVC)

and, in addition"
(5) A& B~oANB
(4, B, C are any formulas of P,; T is, say, p = (p = ).

Proof Using axioms and rules of P,{~7), we prove casily (B), (5), (6).

The formwula (5) can be proved as follows, We have

A B—-AANB, AANB&-4, B
Py P,
and, hence, by Theorem 1
te— A& B~AAB.
Pa(~)

Furthermore, the proof of, say ]
A~B

TA~T8
is as follows. Suppose that —— A4~B; then according to Theorem 3,
Po{~}
A< B.
Py

Hence, using the well-known properties of £,, we conclude that

=747 B,
Pb
and hence, again by Theorem 3, we obtain —— 7 4 <> 7 B.
Po(~) ,
Let us assume now that (‘3), (5), and (6) hold and let us prove the axioms and rules
of P,(~). Using (“B), (5), and (6) we can prove various facts about Boolean algebra, such as

TTA~A, TAABY~TAVIB A=B~[4AVE ectc

) Besides the axioms given above, we assume a number of properties of equality
{~ stands for =)

A~B  A~B, B~C A~B A#B, C~D = A~B, C~D

(6) Amd, =2, T 7 C
BA AC TA~1B ANC~BAD AVC~BYD

A~B, C~D
A&C~B& D
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Using the last formula, we easily prove formufas

A= B=>AD~T, (A=>B=>02{(4>8)=>d=>C)~T,
(142 1B)=>@=H~T
i.e. a number of axioms of P,(~). These axioms are of the form (2) (a). The axioms of the

form (2) (b} are proved easily, using (5). In a similar way we prove axioms of the form
(3) (c), i.e. the formula A& (A4 = B) ~A&(A4 > B)&B.

Let 77 be a formal theory satisfying conditions 1. and 2. This means
that the symbols A, = are either primitive in 7 or defined” such that we
have §. and 2. viz.

A, BHAAB and AABHA B
7 T

AR-B ff —A=>B
a

Then we have the following theorem which is proved almost in the same
way as in the case of A,.

Theorem 4.

1" -4 f ——A4~T
T T~

2° A= B iff ——A~B
a T(~)

In other words, if the conditions 1. and 2. are satisfied, T (~) is an
equational reformulation of 7.

Finally, let us note that there are various formal theories satisfying con-
ditions 1. and 2. — for example, the classical propositional calculus, the intui-
tionistic propositional calculus and many others.
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