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ITPETJIE]]
H3OAMA CPNCKE KPAJEBCKE AKAZLEMHIE HAYKA

(AKATIEMUJVHE CY KEGITHCAPE: C. B. [IBUJAHOBITRA U T'. KOHA YV BEOTPALLY)

I TJIAC ([IPBOT PASPENA)

{ena kwusu 4 m., axo Ipyxumje Huje 03HATEHO)

{Bpojesa osnauenux ssesmumoM (*) Hema Bume 3a Hpomajy)’

Keura

*IlI (1). — Joean Hyjosmh, Jlammpo~

g)wpu v Cpouju. — DBeorpan. 1888,
0, 31. Ilena 1 mum.

VI (2). — 4. Hewruk, Iornen Ha Jlajé=
HULOBY MHOUHENTENMATHY METORY. —
beorpan, 1888. 8¢, 18. llena 1 mum.

VII (38), — Jby6. Kaepuk, O xommen-
3anujE BepTHKANHOr KiaarHa. — Deo=
rpan, 1885, 80, 19. llena 1 mmm,

*VIIl (4). — Caeroaux Pajosanoeuk,
T'pafia 3a reonorujy u naneoHTOROrRj Y
Vlcroune Cpduje. A. ¥YBon y reono-
rujy Mcroune Cpéuje. ~— B. Hujac
xon Prormme. — DBeorpax, 1888, 80,
VI, 110 (c jexmum npodunom, jenHoM
I"eONCIIKOM KHPTMLLOM H ¢ JgBeMa nH=
Torpaderus Tadenama). lena 2 mun.

IX (5). — J. M. Hyjosuk, ITpucrymia
Axanencka Becena. — Beorpan, 1888,
89, 28, Ilema 1 nnn.

XI (6) — M. Aepx, [lpumente o Teopuju
BUmux mHBOMynuja. — M. Aepx, O
HHTerpanetmky jenHol' CHCTeMa TOTAll=~
HHX JHQePeHIUjUIHAX jefHAYMHA, H
© jeHOM CBOJCTBY NeTepMHHaHATA. —
M. Aepx, [Ipoct moxaz jepsor oco-
Sesior cnyuaja Epmaxopisese Teopeme,
Koja Cé THYE 30HPIBUBOCTH PENOBA. -~
/b. Kaepuk, O cpenuuiry cuna y
pasau. — Mura Ierposnk, O xpau~
THTaTHBHOM onpefjusamy kpewa. —
Beorpan, 1889, 80, 46, Ilena 2 aum.

XIX (7). — Mara Herposuh, Ananuae
semaba ua Crasonuje. — Beorpagn,
1889, 80, 18, Tlewa 2 mun.

XXI (8). — A. Hemuk, Oxrorop Ha me=
KOMHKO NUTAKA N3 Hayke O Gecko=
HAYHO MajyM KoTMYuHaMa, — beorpan,

1890, 80, 66. llena 1 guu

XXII (9). — A. Hemuk, Ilpumor Teo-
PUjK MHTerpanersa nomoly GeckoHau~
HUX pepoBa. Deorpaz, 1890, 8¢9, 10.
Lena 1 mus.

Kibura

*XXVI (10), ~ M. Ilerporuk, Apreckn
6yHap y Combopy. — Beorpan, 1891,
80, 54, (¢ mpodunom apreckor Gyuapa).
Ilena 1 pum.

XXVII(11). — C. M. Aosanuk, O apo=
MaTHYHMM IUTHOKapdamaTHMa. — beo-
rpax 1890, 89, 27. Ilena 1 gum.

XXIX (12). — A-p Cs. Pajosanosuh
u II. C. Tlasaosuhk, O rtepunjepy
Tumoure Hpajuue. — Beorpan, 1891,
80, 111 {ca meser npoduna y rexcry,
jeHOM I'eQIOUIKOM KapTHIIOM U jeIHOM
TabnuuoM ciauka). Llewa 2 mmm

XXX (13), ~ A. Heomh, [Hoxas o~
Opacua:

i {1m I 2:-“- j-_ (ln_ 1)m}h_ 1

T mA1
— Ipamente o obpacmy: f(b) — f(a)
= (b——a) f{a +§ (b—a)}. — Ycmos
naje f(x) 5a x=c HenpexHIHA K AKOje
f(x)=c0. O makCUMaNHAM ¥ MUHU=
ManHUM jaujamerpuma. —~— Deorpap,
1892, 80, 29, Ilena 1 mum.

XXXIV (14). Herap Huasxonuk, [Ipu-
0T anrebapcKUy BIANMMA BHIIRT CTe-
mena, — DLeorpapn, 1892, 80, 26. [lena
2 mum.

*KLI (15). — C. M. Aosamnhk, Muno-
i, Anexcammpoant u Apaaur. ~
Koaomar pa. Cman, Tparropuja
Kpyl'a MHpH CTanHO] pa3spaJbHHE, —
Beorpan, 1894, 80, 23. Ilema 1 mumm.

*XLVI (16). — Jos. lleujuk, [lefinne
U nomzemua xunporpaduja y Flerounoj
Cpbuju. — DBeorpan, 1895, 8¢ 101
{ca 7 ayrormmuja, 7 ckmma u Ape
Tabmune mnanosa). [lena 3 num.

L (17}, — Max. Ilerpoank, O acumnror~
HUM BpefHOCTMMA MHTerpana nude-

peHIBjaNHUX jeIHAYHHA MPBOTA PCHA.
~— Beorpan; 1895, 89, 43. [lena 1 muw.
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[MPOOYKTU JEIHAKK 3bMPY CBOJMX
UVHWITALA.
Ol MUXAWIIA TIETPOBHTRA
(Ilpukasane mHa cxymy Axan. mpup. Hayka 22. Heuem6pa 1924. r.).

I

ITponykrom P, spahliemo ceaku npomyxar om n-+1 unamnana
(1) Uy Uy Uy --- Uy
KOju Cy TakKsu Ja je

Ug Uy =g+ Yy
Up Uy Uy == Uy - Uy + Uy

@ u0u1u2u‘3—uo+u1+u‘z+ug
UpUy Uy --- —uo—i—u1~|—u2—}— - U

Taxko Ja je 3a Ma KONMKH Opoj y3acTONHHX TAKBUX YMHWIAUA 4020~
PUTAM 30Upa Fednar 30UPY A02EPUMRLMA,
Upnroum ue mory, y ocranom, OUTH Ma KaKkBH: PealHd MM
MMarvHapHH, TO3UTHBHY M1 HETATHBHM, 1Ie/H OpojeBy WM pasIoMIH:
Mu hemo, mpe cBera, IOCTaBUTM M pEUIATH OBaj npodiem:
Dopmuparitu coe upodywime P, . J. naku onitu saxow ¢hop-
MEUUje 36 C8E MUHUOUE W WU NPOJYRGM Cacuiass jedar wupos
dywaw; P

Y rtome numy npuMerumo pa ce ns (2] moduja ma je

3) uk:un“i—ul+"'+“k~1

Uy Uy 112"'111(_1—-1

a y WCTO Bpeme M 1a je

Up Uy Uy Uk —1

4 w =
@) : UpUy Uy —3— 1
Of#aKne je
Uk
5 Uy Uy Uy - - U — 1 =—
() o Uq Ug =1

TTAG 1



2 MIXATIO IETPORTER

Muosxemen ca u, gobuja ce us (5)
2

[6) . uOU1U2"'uk:uki1 (k:1!253!"'n)

u

onakne je, cmenmpm Kk ca k—1

u'Z
(7) uouluz-uukM;:Wk*] (k=2,3,...-n)
uk_l——~1
® iy (k=2,3,--1)
U — D) : =— L ,...n
© T R S
_ W
(9) u17u0~1

M3 4era ce BUAM 04 je ol 30K0H opmayuie WuHwAGUE W TaUE
peryperitiruss odpacues (8).

V TomMe ce 3akoHy jaBba jemHa NpOM3BOIBHA KOTMUMHA g, KOja
aKo ce osHauM ca X, Hodmja ce HH3 obpasana Koju Iajy ysacTonHe
YHHIOLE Uy, U, Uy, ---

T X
=
(10) S
f R ——|
g
R S e P |
u, = = X\‘
A 8 —xT 3% — 6%+ 9x*—10x3 - 8x2—4x -1
S TT: XIG
U5 T X0 B 4x ™ 19x" | 30x°— 64x" | 118x°— 188x°

XIU

358 302X - 298x°— 244%° - 162x* — 84x% - 32% —Ox 1

3a crenmjanHy BpemHOCT H. mp. x==2 mMaio oM ce

0 =2 uglgz 1,33333
16 " 256
an 0 =13 =1,230869  w,—gro—117972
65536 4294966
ua—m— 1,14828 uﬁ—m: 1,09518



2 MAXAHJIO TETPOBHA

Mruoxemen ca uy moduja ce uz (5)
2

u
6) . wpu uyu=— (k=1,2,3,.--n)
uk—l

onaxne je, cmenupmn k ca k—1

2

W
(7 Upily Ugs - Uy = ——— (k=2,3, ..n)
kal*-l
8 s By k—2,3
() Uk—ﬂuiwikukﬁl"kl ( TEo &y ,-..n)
g
(9) U1—U0—1

U3 uerd ce BUAM 04 je ol 30K0H DOpMayuTe CUHILAGUA Uy Jalt
peryperitirusm odpacyes (8). '

VY Towme ce sakony jasika jenna NMpOU3BObHA KOMMYMHA U,, KOja
AKO Ce O3HaYM ca X, noduja ce HH3 obpasana koju Jajy ysacrorne
YHHBONLE Ug, Uy, Uy, «--

il
e

(10) o)
=

—— o X“

uB_x*mx”-+2x3—2x+1

Uy = - >

P —xT 35— 6x°+9x*—10x3}-8x2—4x 11
: Sl i

ui-) T Xl(i_X15+4X1-L___12X13_[[_30X12__L_64X11+ 118X10_ 188Xt)+

Kl(r

T 258%° —302x7 - 298x"—244x0 | 162x* —84x® | 32 — Ox |1

3a creuwjanuy BpefHOCT . Hp. X —2 umano Gu ce

4

U =2 vy =7 —1,33333
0l 4y =10 —1,230869 u4:§%§: 1,17972
65536 4294966



NPOAYKTH JEJHAKH 3LUPY CROJUX YHHAINAUA 3

Kao urto ce supm, csu ¢ wunuoyu U, POyuonasre Pynrumje
_jedue UPOMEHAUGE NOSUMUKE X, OO *OCHuudjeniuma Koju ¢y ueaw
dpojesu. Dydrumja, mro npemcrasba YMHMNALL Ux jeAHOra HATOr
panra k wcita je 3a cse npodyrite P,; oHO WITO ce Merma oI jemuHor
nponykra P. mo nmpyror, jecre spemmocT Opoja X M LETIOKYIai
3poj n ¢axTopa WTO CACTaBEAjYy nocMaTpanm mpoxykar Po.

Tako ce mcro nako Hanasu ¥ ONWITH 3aKOH (opMalUje CBUMX
npoaykara P, jep ce u3 jennaumue

(12) u,—Pi—Pi 1

1 jennaunse (3) wanucanme y odnuky

P
(13) Uy — Pkkl-_l
nodnja
day ionppzscdies 01) magegien g 5
kipk_]_l T Ay Ly Dy

To je pexypentan oBpasan xoju naje Pi nomohy Pi_ 1.
Ann ce moxe ufin v mame. ARG ce, Kao. U Mano Yac, CTABM
na je u,==x, odpasay (14) noxasyje na je P, payuoneane dynx=
uuja npomemﬁme X
(15)  P,—
Po
rie ¢y f. ¥ @n NONHHOMM NO X €a KoedHLjeHTHMa KOjU Cy #eaw
Opojesn,

Ma (14) n (15) noSuja ce Tama na je
fas
2

fn*;(pn—l-icpnfl

16)  P.—

w3 gera ce BuaM ga cy nompHomu [ m @ meby cobom Besaun
PeKypeHTHUM penauujaMa

(17) fn:f,,_1 . (18) @n:fn—lmn_i_qli_1

a momTo je
fO:X

w3 (17) w (18) zoSuja ce nocrynHo

19  f=x

( 2
(20) Pn—X QPn—1—Po—1
oo 1



4 MHAXADI0 OETPOBHE

Onmrn sakon dopmannje nponykara P, mar je pexypentunu
obpacuuma (19) n (20) v Besu ca oBpacuem (15). Ha Taj ce nauun
nobuja HM3 ofpasaua Koju NedHHMIY Y3acTONHE Takee IPOLyKTe:

Py—x
xz
P i
P )
1) 2T —2x2 - 2x—1
B
P, 2 ‘

T X 3% 16X —9%¢F10x¥ —8x+4x—1

Jasmu npomenmusoj x jenuy onpeheny ppenmoct, umalie ce
OpojHe BpelHOCTH poxykara P, cacras/beHux U3 YMHUIANA Ux KOjU
ce nobupajy xam ce y otpacuuma (10) na npoMennsuroj X Ta ucra
BPEIHOCT.

Hagemfiemo u oy Beay usmely nponyrara P, u muxosux uunu-
naua .. Axo ce youe yHKumMje ABejy NpOMEH/BHBAX X u Z, mpeis
CTaB/beHe pefoBHMA

n=—=:

Fix,Z)— > ul

n=—n

n=—«

5, 7) — D P.Z"

n-—o
oue fie, 3a cse BpenHocTH X W Z y oBnacTH KOHBEpreHiwmje OBuX
penoBa, OUTH Be3aHe pernalujoM
Flx,Z)—(1—Z)d(x,Z)=0

WTO mamasu us odpacua

Po=uyuuy - uy,=—uy,+u; +uy+---+u,
u nosHaror axra ma ¢y naBe (yHKHje
4 n=w®
()= a.lr

O(Z)= ) (ag+a,+ - +a.) I°

n=ao
Be3aHe penalujom

0O —12)



IFOOYETH JETHAKH 3BHPY CBOJUX YHHANAIA b

IL

Mspasu ux, xao wro ce summ, npencTasmajy jenmy uimepe-
caniling wAacy Payuonarur gynryuia Koje mMajy Ty oco®uHy ma
je ImpoayKar oj Ma KOJIHKOT Opoja y3acTONHMX TaKBUX (QyHKUMja
jenHaK BUXOBOM 30MpY, TAaKO Ia MM je norapuram 3dupa jempax
30upy norapuTaMa.

Mebyrum, sa wusBecHe npocre xomOuHauMje TUX (yHKUMjA
nobujajy ce pexypeHTHM 3aKoHM (JopMalije jolr MpOCTHjU Of Hampen
HABEOEHMX. [aKo, ako ce Ha MecTo Ux yBedy HOBe (yHKuuje
Wi JeduHucane penaunjom

(22) | w k=1;2,3---)

S
1 _}_ka
uvahie ce sa mWX pexypeuTHAa penauyja

2
Wk:Wk—l+Wk—1

(23) 1
W1 —_—
X
TAKO, A aKo Ce CTAaBU
I S
%1
6nhe p=k—1
@) we—tl+w) L w) - we) =t [ [ 4 w)
n=1

WMapasu wi ¢y #oaumomu no npoMensmsoj t, m To wi je
nomisom 2¢1—or crenena. Tako ce sanasu na je
wy—t 4
wy—t4t?
wy—t+2t2 215t
(25) w,—t+3t2+ 6049t 1080 8t8 417t
wy,—t-+4t2 - 123+ 30t* - 64t° | 118t° | 881"+
—+ 258t -} 302 t? -+ 298 t19 - 244 t11 - 162 112 |-
+ 84118 32t 4-91° 116
Ogpu nonuHoMm nocrajy jenham Hynﬂ aa
e %} —
a He NOCTajy jeAHaKu Hy1d WM 33 KOjy APy peamHy Bpe,ELHOCT t.
Ha cnuan ce Haunu MOXe ynpocTHTH M peKypeHTHH obpasaly

3a Qopmaumjy npomykara P,. Axo ce na MECTO OBMX yBe,uy HOBH
napasu Q. nedunvcann penaumujom j : :



6 - MHXAINIO LETPOBHR

1 1
(26) Qk:*P_k 70::'—;:';'1:
nobuje’ ce
e = QR k=—1,2,3--

Wz uera ce BUIU 0a je aaxow 96029 vayuje hynruuie Oy ucum RO U
sa pynryuje wi. A nowro je

(28) Qy=—w, =t
TO ce nbéuia odpazaly

(29) Qi (t) = w41 (1)
tako, na ¢y u Qp #oaurosmt no npomenmsusoj t. Hpema (15) n
(27) nobuja ce rTana

30)  Pp(x)—_ i)

U1 () —1

xoju ce oOpasar noduja M HemocpenHo u3 jexpuadude (13).

Kao wro ce, pakne, sumum, wuciuwiusare vpodyrawia P,
WUTOBUL LURUAAYUG U MOKCE CC CRECUAU MO UCUUMUEAHE UOAUHOME
Q. waw wuonunoma W, NeMHHCAHUX pEKYPeHTHMM obpacumuma

(16), (27) u (29).
1L,

VYV cayuajy xam ¢y UMHUOUM Ui CBH PeasMU U UOSUULUSHU
8pojesyu, us npse jenuaunne (10) u (13) suam ce na mopa Ourn
(31) |70 ) I |12 e—=1,2,3,-+:)
wro nokasyje na je. Taga , . :
(32) Po =g+ +U>n
Kao u ga je
(33) Pu)Pa_y
T. j. na Py pactu ca pamhemenm panra n.
Ws wejequaunne (32) Bumu ce y ucro Bpeme u TO Aa je Tana

6€CKP?IJHPI pen L LN

auBeprenTad. ¥ ucTo Bpeme us odpacua (13) Bunu ce ma yuamMOnM
Ux He MOI'Y CBH OMTH Ienu Opojesw.

Oux wnTepeca je jom M apuTMeTHuKU npodneM: UPedcLasuItiu
jeaan aa,um ¢poj M xao upodysam P, ca aamuuu opojem n UHUNAY G
e, T. pacranmn ra ma 36up WiaHoBa U
i ,

U*'uo+ul+ ‘f‘un

TaKo na Byny HCI‘IYH.;BHE noronbe, (2). [lowrro rana Tpeda na je



OPOAYKTH JETHAKI 3BHPY- CBOJUX YAHHNALA 7

(34 P.—M=o

rae je Py panvonansa ¢gynrumnja HPOMCHJ'I:I/IB(:‘, X, mara ofrosapajyfinm
oBpacuem (21), To ceaxome Spojy M onrosapa onpehena spennoct x
koja ce nobuja pemerseM anrebapcke jenpadnie 2" =ror crenena (34);
kal OM ce Ta BpeRHOCT cMenmna y obpacuuma (10), mobuna 6u ce
oarosapajylie BpeoHOCTM wiaHOBa Ug, Uy,--- U,, YMME OH '3ajlaTak
Ouo pemeH,

Mehy Tum pewewe upobaesa mooce ce csecliu Ha peuasare
jedroea cuciiema 00 n-F 1 wealpainux jedrnowura. Jep uz jenHauuna

o tu e u,—=M=U,u, - u,

35
(3) Uy -y = “I“un—l‘—uolh “Up —1

JJ,oéu]a ce

TN [
M
UO+UI+ "f_ungl—-—"M UA¥L10U.1 un—l,:‘l—

n

Tako ma je

(36) M—un:M

LITO 3Haqu .na ce un ,11061«1}:3 Rao _xopen KsanpaTHe jenHaunHe’
'(37) M[u—n_o
SHa;yﬁH i 3Hahe ce u Bpem;ocr ‘
(38) M= uy==M;
na, fie ce us jemmaune
“0+u1+ "*Un—?*uoui CUaa =
: M M

Up Up —1 Un —1

el i
MMATH Uy 1 KAO KOPeH KBajpaTHe jeqHauuHe
(39) ;ui_l—Ml(un;l—l)——’fo
3uajyhin u, 1, snahe ce u spegnoct
40)  My—u,_=—te—=M,
na fie .ce us jenuauune - s

M, M

Un Uy —1Un—2 Uy —2

AMATH U, 7 KAO KOpPeH KBalpaTHe jennayuHe
(42) w? L, —My(u—2—1)=0

[Ipema Tome y ommre:



8 MHXAHJIO IETPOBHB

Yununan
un_k (k:011121"'n)
doduju ce %ao xopen weadpailine jeduawune

(43) ui_kLMk(uugk_l):G

roe je
M, =M,
Mleg
Un
_ M,
(43) Mgqu_l
Mt
X un~k+l

Axo ce Tpaxu na cBu YHHMONHM Uy Oyny peaany, Tpeda aa Syne
M >4

a TaKo HMCTO U
M -~ 4 (k=1,2,---n)
¥ KOME Cy Clyuajy CBM YMHUOUM Uy ¥ MCTO BpeMe H HO3UWlUGHL,
M 6poj n darropa ux, wTo oarosapajy jenHome parome Opojy M,
orpauyyeH je moromdoM Ha ¢y W, peansu. lako ce H. np. 8poj
M, =10

MOXe pacTaBUTH Ha Hajsume 5 dakropa Uy, Npu YeMy Ce Hanasu
(ca mer meuMMana TauHo) Ha je

M, =10 u, =1,12701
M, == 8,872299 u, — 1,15044
M, = 7,72255 u, ==1,18047
M, = 6,54209 u, = 1,23203
M, == 5,31006 u, ==1,34629
M, — 3,96377 u, = 3,96377

Ogru cy daxropu Taksu ga je

10=ugtu;~+--+u; .

n na mehy muma nocroje penaumje (2) rpe je n=35.



PRODUITS EGAUX A LA SOMME DE LEURS
FACTEURS
PAR MICHEL PETROVITCH.
(Résumé)
L’auteur traite le probléme: détérminer la loi générale des
quantités u, jouissant de la propriété
Ug Ug Uy~ -~ W = Ug = Uy - U+ - Uk

k=1,2,3--)
et trouve que les u, sont des fonetions rationnelles de la variable
x=u, a coefficients nombres entiers dont il trouve la loi de reccu-~
rencé’ ainsi que lexpréssion explicite. Diverses propriétés de
ces fonctions. '



,[LI/IGDEPEHLII/UAHHE IEHHAQI/IHE [PBOT'A
PEIA CA OCHWIATOPHVMIM "
MHTETPAIIMMA. =~

OO0 MMXAWITA HBTPOBI/‘I’BA
(Tlpuxasano wa ckyny Axaz npup. Hayxa 26. ]aHyapa 1925 r)

L.

Hajpaxanin tun pudepesunjananx jeqHadnHa ca OCIIATOP=
HUM HHTerpaluMa NpPeAcTaBibajy, ©Oes. CyMie, XOMOreHe IHHeapHe
jeinaunue npyrora pena. Kan je Taxea jennaunna ceenena Ha odnuk

O ¥y twy=o \ ‘
TIO3HATO je 0@, Kaj roxn je Gpymgaia w (x) ¥ jemaome IATOM, JOBOTBHO
NPOCTPaHOM, PaaMaky MPOMEHIBHBE X _KOHAYHA, HETpPeruHa 1 ©03i:-
wusna, unTerpanu jeanaunne (1) y onmre cy ocyusatiopre dyur=
yje Te NpoMeHmuBe v TOMe pasMaky. YecTuna u puram ocuunanmia
MOI'Yy Ce, y TaKBOME jeJHOM pasMaxy, ONDeNUTH HeNOCPeIHO H3
KBaIMTATUBHUX TONaTaka © HAYMHY Ha KOju .ce (yHKuuja LG_(X)
Meha Yy TOMEe pasMakKy.

MelyyTim, jeqnauune (1) sagosomsasajy u uaTerpanu noje ANHMX
muepenjananx jegHauMHa TpBOTa pend-

(2) y'= f (X: ¥) .
TaKko, Aa xan rof oarosapajyha $yxxumja E'(x)‘sanosorﬁésa noropde
Be3ahe 3a OCUUNATOPHM Kapakrep murerpana jenHauune (1), u unre=
rpanu jepnaunne (2) cy ocuunaTopH.

Koje cy o jednavune (2) wuju ovusiit unwezpm sadosontsa
JEOny jednavuny obauke (1)9 i ' t

Vls jennaunne

y = f+v ==y

AN

3) +ff+ (dy



B MHXARIO NETPOBAR

koja ce mobwja m3 jensawuma (1) u (2), sugm ce da cy wo one
gednaune (2) s3a xoje ce uspas
1 (a Foo.0 f]
@ SlE+r
cardu Ha Jedwy dyHryrjy camo Ipomensuse x, Tako na y (4) ne
¢urypume y. Osa dynruuja npepcrasmahe Taga dynxunjy — w (x}
wro ¢urypuwe y jepnadnsu (1), a ogrosapa nocMarpanoj jenHas
ynEK npeora pena (2).
Tako u. np. 3a jemsauuny

(5) yi+ v =o(x)

napas (4) uma obnnk
6 773*2*2__ 1;
2ylo—y
Ioa 6u oH OO HezaBHCAH ON ¥, NOTpedHO je M NOBOBHO Ha Oyne
¢ — const
YeMy onroeapa

w (x}=const=1

Jenuna jenmauwua (5) uujn omrTu MuTErpan aamoBoTbaBa jeNHY
jennaunny (1), jecre, nawre, jeanaumsa

) y*+y—a  (a=—const)
a woj oxnrosapa jannauuna (1) obnmxa

®. y'+y=o

Omuwrer uurerpan jexsaunne (8)

x=C,sinx+ C;cosx
je ocummatopan, na he, pakne, To OuTM cnyuaj M ca OmWTHM
unTerpanom jenHauuue (7), xoju je y ocranom
y—=Csinx+} a?—C2cosx
Ha 6u nuneapua jensauuna mpsora pepa
y'=uy—+v

(rze cy u m v $ynkuuje npoMen/suse X) IpHnajana KCTOj KIacu

jenHauMHa NpBora pena, NOTPESHO je M MOBOBHO ma Byze

s

v
u=——
v
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u na omrosapajyhia dysxuuja

wx)=u'+u?
Byme OCHUIATOPHA.
Ha 6u rTakas cnyauaj 6uo ca jegHauuHOM
‘ I e
y'=uy-+| v+ wy
{rme cy u,v,w ¢yHrupje npoMeHbyEBe X) NOTPeOHO je U JOBOMBHO

Ia Oyne
w +4uv=o0

vi+2uw—o
W ga onmrosapajvhia ¢ynruuja
wE=u+utw
Byme OCLMIATOpHA. JenHayuHa TakBe BpCTe, H. .
y=—3Ly+io—key
{rge je @ ¢yurumja mpoMenbMBe X) MMa 3a OMIWTH HHTErpal

y::kl/asin(kjcp dx -+ C)

a $pysxugja w (x) uma obmuax

SanpxumMo ce Ha samaTtky: odpeduiiu cse jeduawune (2) woje
sadososasajy jednawuny odaura (1).

[Tpotnem ce cropu Ha muTerpauujy napumjanne AuGepeHun=
janHe jegHayuHE MpBOra’ pena

b A oz —
&) é?{%-zﬁz——wy

rae je w yHKImja caMo IpOMeHTbUBE X. JeiHauuAa Ce CBOAM Ha CUCTeM

dxﬁcﬁiz__g
(10) 1z ay

€KBUBAJIEHTAH CHCTEMY

dy dz -
(11) &——-Z d*xga"‘wy
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xoju ce ceomu ma jenuaunny (1). Axo cy
py +ay' =G
ry +sy' =G,
(p,d.1,s $ynxumje npoMedsbiBe X) OBA NpBa MHTErpana jeiHaduHe

(1) (a oBu ce, kao wWTO je NO3HATO, MOrY MBBECTH M3 jefHOTA
MApTHKYAPHOr HMHTEerpaza ucTe jexnaumne), oxaa fe jennaumie

py +-az="C;.
ry +sz=-C,

npejcTaBbaTy nBa uHrerpana jennaunde (9), a meH onmmTH HHTE=
rpan Suhe

(12)

y ) i
b (py +-qy’,ry +sy)=o
roe je ¢ npoussobHa (yHsuuja ABejy npomenmusux. 1lpema Tome:.
Hajowunituju obauk jesnawuna wpgoed peda

13 y=fy)
Wi OHTEY wRIEpaA 3a0osomasa auneapwy jednawnny (1), jecine
onal 30 woju odesapaiyha ghynwsynic § sadosonasa Jedwauuny

(14) ¢py +af,ry+sf)=o

Ho pemema ucrora npoGneda A07as® ce u HAa 0B3j HAYMH.
Iowro onmru unrerpan jepnayuse (13) mma pa sagopomsn jenHa=
ety (1), uujn je onmty mHTerpan odnuk ‘

(15) y=Cir 4G

(rme cy A m u OBa meda MapTUKylapHa MHTerpana), To jemHaduHe
(13), xoje samowomarajy jemuaunny (1), jecy ome uuju je ommru
unTerpan obmika (15) rme cy umrerpaumone xoncrante C, m C,
mely coGom Besane jeqHOM peranujom

(16) $(Cy, C) =0

[Tpodnem onmpefjusama crux jennasmua npsora pena koje uMajy”
TAKBE OMIITE WHTErpaje, pacipapbal je y jeHoMe MOoMe paHujeM
papy! rme ce, y ToMme noriemy, mONUIO [0 OBOTa pesynTaTa:

Ceaxa audepenuyjanda jeqHaduHa IpBOra pead, uujl je OmmTH
unTerpan odnuka (15), rome cy C;, u C, mee mehy coBom pesane:
KOHCTaHTe, MOXe ce JOBeCTH Ha ODIuK

(17) (;b (Oly + BY', vy + by') =10}

1 Mémoires de la Société Royale des Sciences de Bohéme (classe des.
Sc. mathém. et natur.) Prag 1901.
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rme je ¢ ¢yHeuuja nBeJy npOMeHJbHBHX" a8, hd cy (ijyﬂfcume;
upomensuee X Mehy codoM Besane penaupjama

b sepss  d (_bT
t—oad  dx lad— T)
(18) B B
o :E 8
Br—uod dx(ab—BT)
Axo je (0,B,7,d) jeman cryn TakBuX (yHKUMjA, ONMUITH UHTE=
rpan nocMarpake jenHadune npsora pema Guhe

(19) y=C,e +Ce
roe ¢y C; n C, Besane penauujom
(20) $(C,C)—o
>‘HPO6JI€M Ia ce Ra jelHO] JaToj jeIHAYUHHA NPBOT pena
pacriosHa Jia nu OHa KCHymaba FOpibe NOTOAde, MOoME (e 3HATHO
YOPOCTHTH HEOOCPEAHUM [pOYYaBakeM CHHIYNApHTeTa HeHoI'a
onwrer uuTerpana. I lowro jennaunne, mro sanosomasajy Te noroude,
uMajy onmTi nnrerpan obnmka (15), rme cy xoHcranre C, n C,
BE3aHe jeSHOM pENalHjOM, TO CY (86U UMMMEZPAAHL CUHYAAPUULEILL,
aa wawee jednavwune, cWaAHY W, J. HE3ASUCHU GO UMELEPAUUOHE
Koncwanuie, Ay ananuruykoj Teopnju nudepeHunjalHIX jefHaunta
npBOr pela noshare cy merone nosofliy kojux ce sa mary jemuas
YMAY YBEeK MOWE pacnosHaTH Jia U je Taxkas Cclydaj, MM He, ca
HBEHNM OMNUUTHM I/IHTQE‘P&HOM.
ITomohy Tux merona ce n. np. nomasu ce Ko opux pesynrara':
Mebyy cBuma jemnaunnama npsora pefia M IpBOr CTeleHa
ey y=g®Y
Q(xy)
roe cy P u Q nomuwomu no y, jequna Koja MCITymaBa TOpHe 110=
romade, jecre NnuHeapHa jefHauMHa TpBOra pega.
Meby cruma jennasunama obnuka
@) - ym=god)
Q(x,y)
rAe je m uec M .Mo3UTUBAH Opoj, MOpel NNHEAPHE jeHAYMHE, jeAHHE
KOje 3amoBosbaBajy MCTe NOroade, jecy ise jeiHauMHe

1 M. Petrovitch: Swr les zivos ef les infinis des intégrales des équations
différentiélles algtbrigues {Paris, Gauthier — Villars, 1894, p. 32.).
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(23)  yr=o(y—a*
24  y2=o@(ly—ally—b)

rae ¢y a u b cramse xonuumde, a @ (x) Ma kaksa QyHKUMja npo=
MEHIBUBE X.

Murerpan npoe jennauune je

m

y=at|c+L [Toox

a wHTerpan Hpyre

;
Vpdx \

: q)dx
il toen e le DR

iﬂ_.._k

IIpBa ce jennaumna, cmennsun y ca y - @, CBOAH HA jeHAYHHY
MICTOra THUNA 4¥jYU je ONWTH MHTerpal

(*m

y=C-+— | Vg dx

a )
a npyra ce, CMEHOM y ca y | 5 CBOMM Ce Ha jellHaunuy ucTora

THIIA KOia AMa 3a ONIUTH HHTErpan

[ng +(a-—b}3 _J o dx

y—Ce

Axo ce, Ha nanpen Hasenesw HauuH, Hafe ja Dara jexHaumHa
JIIpBOr'a pena

25) y=ikxy
JHcnymaga norogde pesade 3a odINK
y=Cr+Cyu
q) {Cls C

‘ONmTEera WHTerpasa, OHUA je TUMe yTBpheHo Ha oBaj mMHTerpan
3aJ10BO/bABA jeHY XOMOT'eHY JHHEApHY NudepeHUrjantdy jeqHaunny
obmxa (1). VI Tana: xam ronm je oarosapajyhia ¢ymxmmia w(x) y
-OBOj MOCHeNiboj jedHaYWHM Y jemHOM JaToM, JNOBOJbHO IPOCTPaHOM
pasMaxky MpOMEH/bMBE X, KOHAYHA, HeNpeKHIHA M MOZHTHBHA, 0N
uKRmean wocnampane jednanune upsors peda Suke ocUUARTROPAH
Y WOME PAIMAKY,
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HI.

Amu jennaunna (1) nmje jenuna nudepenumjanna jemuauuna
Apyrora pefia Ca OCUMITATOPHMM MHTErpanuMa [ Tawea na ce Taj
OCLUNATOPHH KAPAKTEp MOMe PACIO3HATY HA CaMmoj jennadunyd. ¥
jenxoMe Mome panmiem pagy’! nokazaHo je ja je mcTu cnyuaj um ca
Beckpajuo MHOTUM TUTNOBEMA pudEpeHUUjANHAX jemHauMHA CBUX
pencsa. 3a CTBAp O KOjOj je OBIe ped, OF MHTepeca je oBaj (hakr:

IMTocroju Beckpajro MuOro, xake anredapCKUX, TaKc H TpanC=
UeHIEeHTHHX (QYHRIK]A

@7 Floy)

KOje, kam ce npoMeHnuBa X Oyne Kperana y jesHoMe JATOM pasMaxy
(a,b), ocrajy uenpecranmo nosuruswe u Behe op jensmora crammor
nosurusyor Opoja N, na ma kaksom peannom speguomfy (konaunom
una Beckpajinom) cmenymu y (27) npomenmusy y.

Taxsa 6u u. np. meljy anreSapcxny pynknujama, Suna Gynkumja
F (x,¥) xoja je nommuom P (X,y) mo npomMeHsHBoj ¥ a calpixe camo
WapHe CcTeneie Te NPOMEH/BHBE, Ca KOMLUjeHTHMA KOji CV, K30 H
P (x,0}, uma cranue nosurusHe KOMUYUHE, WM Ma Kakoe (PyHKLuje
NpoMEHTbUBE X No3uTuBHE y pasmaky (a, b).

Takpa 6u, Taxobe, mehy rTpancuengenrTauy pynruyjama, Ouna
QyHKiMja

(28) Flgy)=tx+aolke
rae je P (x, v} manonpebammu nonusowm, a f 1 @ Ma kaxse dyuruuje
fipOMEHIbMBE X, KOHAYHE, HENpeKHIHe i NO3UTHBHE y pasmaky (a, b).

Taro mcro nocToju u SeckpajHo MHOro M Oeckpajuo passo=
BPCHMY, KAKO anreGapCKiX, Tako W TPAHCLEHNeHTHUX (yHKIuja

(29) b (%, y)

TAKBUX, A IOK Ce X MeHa y je/HoM narou pasmaxy (a,b), epen-
noet je diydaRUMje HENMpeCTaHo nosuTMBHa M Hamasu ce usmely npa
cranna Opoja

—Pxy)

NauM (N (M)

na Ma KaksoM peanHoM Bpeauomby (koHauHoM mian SeckpajHOM )
CMeHyJi NpoMeHmBuBy y. laksa ©u 1. np. Owia dynxuuia

u—+vy
30 D X — e
60 By
t Fonctions impliciles oscillantes (International Congress of Mathematicfans,

Cambridge 1912).

1C1AC ’ 2



18 MHXAILTO IMETPOBHT

Ie Cy U,V,W,S WM CTalH¢ MO3MTHBHE KONHUNHE, MM KOHAUNE,
HerpeKuaHe U MO3UTMBHE (QYHKIUje MpOMeHsbyRe X ¥ pasMaky (a, b).
Takpa 6u éuna n ¢yuxumja

(1)

win TpaHcueHnesTHa ¢yukunja (28) u 1. 1.
Sa ceary 00 Jupeperyujaanur jednauuna opyoea peda

(32) y'+yFxy=—o0
(33) v +ydxy)=o
Be3GHE CY 082 OCOCUHE WUTOSUT UHHlepand

1° Caaxu unverpan. kafg roj €y OH K IKRroBa lisa npsa
H3BONA, KOHAYHE M HelpeKu/IHe (YHKIlje TPOMEH/BUBE X ¥ JOBOILHO
IpocTpaioM pasMary (a,b), wia Yy woMe PUIMAKY  OCHHAGIRGHI
KOpOKWEp, T. j. M2 y TOME pasMaKy caMO HpOCTHX Hy#a, Metbas
jyfin spak craku MyT Npu NPOIACKY KPO3 jelHy, Ma KOjY, OIL THX HyJId,

2" Axo ce ca N osnauu jemma dowe rpanuna Qynxuuje F
(x,¥) sa BpenHOCTH X ¥y pasMaky (a,b) u 3a cse peanse speaHocTH
y, uniitcepan jeonawune (32) mewa y pasaaxy (a,b) esnj sHan
HOJMAMHE OHONUKO WYWIE KOIUKD co Uy spedHocii

% T

B
I'N

eadpaee y pazeui (b —a).

3" Aro ce ca N o M osnave jemua domae u jepna 2opiu
rpaiuina gynxruje ¢ (X, y) sa 1noMenyTe BpeIHOCTH X W Y, UHMe-
epa gedwanune (22) mewe y pozsony (a, b) eso] zwax wajaawe
OHOAURO GYWE KoAuKo ce uywie spednocws (34} eadporcr y pasai
(b—a), o Hajeuuic onoAuKD RYTA KoAUKG ce epediocil

T
() =
I'M
calpoici 3 WeMlG) PA3AUYY, UAW Jous JEFUH Wyik sutie,
Fako u. np. jemsaunnn
[s) ool [l ;3 2
(36)  y'Tay-+pyt o

(rme ¢y @ m B mosurusBie koHCTanTe), KOja ce mHTerpamu nosiofiy
eNUITUYKUX PYyUKOWja. oarosapa dyHrIMja

I Fonet. impl. oseillantes {Internat. Gengress of Mathem., Cambridge 1912),
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(387) Flxy)=a+8y®
unja je spepmoct ysex Beha om o; wew fie murerpan, makie, y
pasmaky (a, b) mpoMenyTu 3HaK HajMame OHOMUKO NYTAa KOMMKO Ce

T
BPENHOCT li campu y pasmnuu (b —a).
;o

Jemnaunnu

38)  (utvy)y ' +yl vy fvi—o
{rme ¢y u m v wInm cTaqHe NOsUTHBHE KONMYUHE, WM (YHKImje
NPOMEHBUBE X KOje CY KOHEUHE, HelPEKUWHE U [O3NTUBHE y pasMaKy
{a, b), onrosapa dyuruuja

@ el =Y

yuja BpeJHOCT, 33 CBE BPeNHOCTM X Y pasMaky (a, b) u 3a ce peanue

BPENHOCTH Y, NeXH, Kao WTO je nossaro, usmeDy BpemuocTH 75

u 1, Ilpema rome: mmrerpan jeqnaunne (38) mewa y pasmaxy (a, b)
CBOJ 3HAK Hajvame OHOMMKO IyTa KONMKO ce BpenHoct | 2
canapwu y pasnuup (h—a), a Hajsume OHONMMKC HyTAa KONWKO CE
Bpoj T campmu y TO] pasnMIy, WIR joul jema nyT Bume. Dpoj
TpOMeHa 3HAKa MHTerpana y pasmaky (a, b) jenwax je, naxne, Spojy
LNy jeNHHANG CafpXaH Y BpPeIHOCTH
1
—
el
2n
£a FpeHIKOM KOja HM Yy KOME Clyuajy He iipenasy Opoj LENuX jemu=
HAUA CAIPKUHOM Y BpeNHOCTH

1

]2
€.
L L

(b —a)==1-0,27169 (b —a)

2 (b—a) = 1 - 0,04661 (b a)

IV
Kprrepnjym na Su onwrn uaTerpan jefxe ]emIaqMHe npiora pena

(40) vy =1y
sajososbasae jemuy jepmauuny (32) mm (33), cacrojac Sum ce y
oBOMe: wolpedno je w Gosomno Oa pywwyuja f(x,y) sadoso.nasa

Uoz005y da ce uapas
ok
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1 (0f af)'

) ﬂ&”@
cao0u ma jebwy hyrxyujy (27) wau (29). Hajonwruja dysruuja Taxse
BpcTe fobuja ce MHTerpaldjoM mapuujanke jejHaumHe IpBora pepna

(42)

rie je Ax,y) jemsa on ¢ymxumja (27) wnnm (29). Jemmaumna ce
CBOIM HA CUCTeM

0z iz
g§+£3§*—YR(X;Y)

GUSSS BT
E€KBUBAICHTAH CI/ICTEMV
dy dz . 3
@) =z MR

WM jeIHAYHHA

@) =\
Hexa je
(46) P (% y,¥) CJ
jeman npsu unTerpan jepuaunue (45); raga ce nomohy jemxe xBagpa-

rype Moxe Hahu jom jeman men npsu uHTerpan
(47) @ (%, ¥, ¥y)1=0C,

Onuwrn nurerpan jenuaunue (46) ouhe
8(p, o) =0
rje je B mpousporbMa (PyHKUMjA IBEjY NPOMEHIBUBHX, A HEjOUUINIO
¢ynrnuja f rpaskene spere jecte ==z, rie je z jenan kopen jenmaunHe

(48) 8 o, (x, V> z), s (%, Y, Z)] =0

Taxo, xan ¢ynknuja f(x,y) sanosomasa norondy

1(0f , o8] -
@ ey

roe je ¢ dyurnnja obinka (39), cpaxm wmrerpan jemmaumne (40)
[koju ©u, ka0 M merosa jBa NpBa M3BONA, OMO KOHAYAH ¥ HENpes=
xugan y pasuaxy (a, b)] je ocumnaropha ¢yHrumja NpoMeHBHBE X
M Metha ¥ TOME pasMaKy 3HAK HajMare OHOIMKC NyTa KOMHKO UMa
LeNNX jeIUHNNA Y BPEJHOCTH
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L*OQQSl[b a)

lf

A HajBuile OHOIMKO ny'ra KONIKO HMa Lenux jenuHUNA Y BPeIHOCTH
1 + Dd_y —+0,5183 (b —-a)

Y onuwrujem cnyqajy, xan, ¢ynwxuuja f(x,y) sagosomasa no-
roudy (49) rme je o
u-vy*
(50 ploy)y oy
(W v y*)e
{rme je p ma waxap peanaH NO3UTHBAH OpOj), NOWTO 3a MO3UTHBHE
BPEAHOCTH X H X, BPEHHOCT H3pasa
(x4 _LX)]

R

yeex nexcn usmely 1 m 2°7, mnrerpan jensauune (40) je ocumna-
TOpaH M Mema 3Hak y pasmaky (a,b) najmame oHommko myTa KONMMKO
ce Bpoj T canpxu -y pasnunmy (b —a), a Bajpsme OHOMMKO mMyTa
KOTUKO e Opoj

s

p—1
22

caipXxy V TO] pasnund, WM 3a jefHy jeqMHHALY BULIE.

V.

-Here wmerone najy moryhsocrn nma ce u 3a parw cucTeMm
CHMYNITaHuX jeHaydHa Mpsora pena

dax "':fl [X VATR T yn}

dys N
(51)  dx f (% Y1 Yoo ¥n)

dya
dy;( == f“ (X, Yo ¥o yﬂ)

MCTAKHE HA BUIIK E23uUCeMyuja ocyuaamopnur unitezparg. To je
cnyuaj Kan ce éap jeman om n u3pasa

52 o (af“ = i af“] (—=1,2-n)
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CBOAM HA QYHKUU)Y CAMO IIPOMEHIbUBE X, HeraTHBHY Y NOCMATPaHOM
pasmary (a,b), wm nHa xojy on ¢yuxunja

(53) F (.X: Yo¥s- YD)

KOja, Kaj ce MpOMeHbMBA X Oyje Mewana y aaTome pasmaky (a, b),
OCTAje HeMpeCcTaHO Mama Of] jefHOr CTAaIHOr HeraTusHor Gpoja — N,
na Ma KaKkBUM C€ CKYIIOM peanHux, KOHauHMX Hiu OecKpajHux,.
BpeanocTH cMenyne y F npomenmuse Y, Vs, - y.. lama ce nobuja
jenHaumnHa 5
dzyk

54 — —wnF=0

(54) N
Ha KOjOj ce 3a MHTerpans, npema Hanpen HaBedeHHM norogdama,
MOXE PAcIOo3HaTH IeroB OCLUWIATOPHM KapakTep y pasmaky (a, b).

Takae je n. np. cyuaj ca cucremom

L suy, F vy,
(55) G

dx ~ WVitsy

roe ¢y u, v, W, S (yHKIHje NpOMEH/bIBE X Be3aHe peleuujoM

v4+vu-+s)=o
y KoMe ce cnydajy oaropapajyha ¢yurumja $ymxumja F za mnre-
rpan y; CBOAM Ha
F=u-+u-|tvw
€caMoO HPOMEHIPHBE KOMMYHHE X,
3a cucrem
d dy.
a{f = 0Y2 Y3 T};{Z “BY1Ys
dy.
a“y)‘f =TY1Ye

Ha KOjU Ce HamasM y npodnemy KpeTatha YBPCTOT Tena H KOju ce
unTerpanu nomohy enunruuknx yHkuMja, HanasM ce na WHTErpany
y, onmroeapa (yHknuja

F=oa(ryi+ 8y}

Ha KOjy je naxo npUMeHuTH rOpHe peaynrare.



EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER
ORDRE A INTEGPALES OSCILLANTES.

PAR MICHEL PETROVITCH.

Résumé.

Les intégrales de I'équation linéaire du second ordre
1)y tw®y=o

ou w(x) est une fonction réelle, finie, continue et positive dans
un intervalle considéré de la variable x, sont généralement des
fonctions oscillantes dans cet intervalle. La fréquence et le
rythme d’oscillations peuvent se déterminer directement de la
connaissance des particularités qualitatives de variation de w(x)
dans cet intervalle (procédé de Sturm).

L’auteur se propose, en premier lieu, de déterminer toutes
les €quations du premier ordre

(2 vy, —=f{x¥)

dont l'intégrale géndrale satisfait & une équation de la forme
(1}, de maniére que les théorémes de Sturm lui soient appliquables.

En second lieu, en remarquant que les mémes procedés
peuvent s'étendre a une infinité d’autres types d'équations [non
— linéaires du second ordre. de la forme

B) ¥y tekxy=o
Pauteur cherche les équations (2) dont Yintégrale générale satisfait
a une équation (3} et auxquelles les mémes procédés seront
alors appliquables. On parvient ainsi & mettre en évidence le
caractére oscillant d'une multitude d’équations du premier ordre,
sans récourir a leur intégration.

Les resultats obtenus s'étendent aussi a des systémes
d’équations simultanées du premier ordre.



O LAGRANGE-OBOJ AJIJYHIOBAHO)]
| JEJIHAYMHM
OI T. NMEJOBUEA
(Ipusimeno Ha ckyny Axasesmje puponnux Hayxa 26. 1 1925.).

Heka je para jenma nmueapna nuepernumjanna jenHaunHa
nrora peKa

1) fy)=y®™ 4a yt—Vta,yr =4 fa, 2y’ +
—f'a"—ly +aHY"’*0:
TAe CY @y, &,,----3, Ma kaxee ¢yuxumje on x. Lagrange' je no=

crasuo u pemmo saparax: Haliv iaxey jedny diywnyuiy \(x), do
wpoussod Af(y) dyde wssold io x jedne dpyee auncapne Pywwyrje
o0 Y, y’, y“)...y("—l)_

Ia 6u pemwmo samarak, Lagrange muoxm jemnaumny (1) ca
Adx 1 MHTerpanu AeNMMMYHOM HHTErpaudjoM CBaku umaH sa cede
nokne je To moryhe tako ma pobuja oBpasan

J.?\f[y}dxwzy 7an ,,led{aa;ﬂ e S 1]n_1 Sxiq oy
. fan_ﬂ_g{a&;@—] Joslpe e [ 1)p 2 %:g L
2) ++
er[“*”HrJy an)\md(a&;thde‘ﬁ(Z,,x_gm_
T TP
Crasuswn . -' |
q}{h]:an)\__d[anqA)Jr (dn}glal___,.+[_1) gxﬁ

1 Oeuvres de Lagrange, 1. 1, p. 471,
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d(@. .o\ | ‘ de—1x
gy, N ==y |1 — [dx"g'“]ﬁ“'“"'—a‘[*“1]”Ala;(;it7 i
y d(anwl‘,}\}_ L gt = “_Zdn_—_iz\.:l_f_
"\L'y [_an---E?\—_'_E(_‘" e 1[ 1] dxn—2| 1
“IFY(“'"'I)?\,

perannja (2) nocraje

® Dt —yotdx=ui;

onawne ce BUIH Oa je GuHoM

Myl —yo®)
usson, PyHKUHjE
Wy {y, N

sa cee moryhe odnuxe dynxumja v 1 \. Axo ce 3a )\ yame jenan
UHTerpan jemHayiHe

(e oA #_.(a&;gj 4
d [an——Z)\] dn
+ SB ek,

oHna je, npema (3), npousson Af (y) msson dyuxunje w (v, ), xoja
je nmpeapua no V,y,.--y® D u jempaunna f(y)—=0 je exsupa-
newTHa jemHaumHn (n— 1)""‘ pena obmuka
w (¥, \} = const.,
rge \ Tpeba samennTu uurerpanom jepnaumse (4). Ilpema rome ma
6u npomsson, \f(y) Buo mssox mo x jense nmHeaphe QyHrumMje o
¥, ¥y -y, rpefa ¢ynxuuja A (x) aa samosossasa jemuauuny (4).
Jennaunna (4) je nuseapua nudepenumjanna jennaunEa N pega M
HasuBa ce adjynosana jednawuna jenpaumue (1). Jlako je nokasaru
u odpHywt cnyuaj T. j. ako je @ (\)==0 adjyneosana JeoHavUH®
jenuaunne f(y)==o0, onnaje f(y)==o0 abjynecsana jeamuuna jemua=
yune @(A)=0' :
Jenna on Hajpamuujux ocobuna adjyHecesme jenuadnHe jecTe
T3, WTO Ce, MO3HABaWeM P HEHUX MapTHKY/IApHAX HMHTErpana,

1 Lagrange loc. cit,
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MOM¥e 33 P CHM3WUTH pell NaTe jeXHAUMHE, aKko je Nak Pp=N OHma ce
OTINTH UHTErpan NAaTe jefnAuMHE Hanasw Oes Mjelie Ksamparype.

Mu ce osne uehemo sanpkasaTu Ha HCIUTHBaKY OCOBMHA
adjyneosane jeaHaumHe, Ha demMy je ZHocta pabeno!, mero hemo
[OKa3aTH Oa ce GdyHosant JeOHauuna Mmosce OopMUpay 1 He
Jedan nawun, xoju uam marnega npoctuju on Lagrange-osor.

[obumo, naxne, on jegnauune (1) u Homnaveusmo Ouperiino
waxey Gynxyuy A (x) da d@pousecd A(y) dyde ussod no x jedne
auneapre hymnryuie (n-1)*r peda no y, . j. da je

MY aye Pt ayt P Ay - Ay -

d ;

5) - Ty =gyt y e by a2y
+ by 1y +bay).

Wajennauyjyhn roedunwjente ya y®,y®—1Y ...y nese u pecue
crpase jemHauyuume (5), nocne pqudepenunjanetsa meHe IecHe CTpake,
nobufie ce penauuje

?\:bl,

Aag =bi-b,,
(6) A32:b5+b3,

Nan—1=Dh; _1-+ b,

Aan =Dby.
Axo ce u3z n-+ 1 peraumja (6) enuMunvme n HemoamaTHX KoedH~
unjenata by, by, -+ -b., nodube ce ycnoe xoju rpeba ma samoBomn
M(x), 1. j. &uhe

d d d d)
o—han_d';(?\an—l_d—)i(han—Q__"*—a—x(?\al‘*dﬁx)]‘)
anm ' .
. dha.—1) , d®Rfa—s) L dm

M o=ra—l A

Kao mro ce suny, jemmaumua (7) je wmmewruuna jenmaunmm (4),
T. j. TO je adjynecsana jednavuna jepHauune (1); a meena crpana
penanmje (5) monm sHakoM u3BOja, HOCHE 3aMeHe koeduuUjeHaTa
by, Dy, - -+ by BpennocTuMa (6), nnenrTnuna je dyuxunjin w(y,\, 1. .

I Darboux, Théorie des Surfaces, & 1. p. 99.
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; d)\kl . d(\a,)
Wiy S2H) Al s L =) e
UJ[Y! }\]’ "y A Yy }ai dX.» %y -?\ai dX |
d?\
b= My ST N ATRAEEE Sailar, Saas 28 el 2l
A diran ) | d®Qan—o) n‘—?z,@_f_fﬁ‘lg,
Ty ,M.lnmz— dx | dx* (=1 dx» 2; ‘
e dia,—s) , &2ha,_: de 1)
ypra, o Th2dy SOBD e ]

[Ipema Tome xanm je ¢ynxumja A (X) nepmuucasa jepmauunom (7,
ouga ce jenpaunna (1) csomm wa nmHeapuy jegaauuny (n-—— 1)%
pena obnuka

w (y, M) = const.,

xao u xox Lagrange-a, roe h Takohe Tpeda saMeHNTH MHTETpaIOM
jennaunse (7).

[Tocmarpajmo cap odpuy#e cay+aj, T. j. uexka je nara jemma-
unsa (7) xojy hemo manucats y oBoM OGnHMKY

(7) o (\) =\ pyE=D + Ps }\(n B S - pa 2N
e je

(8) Pz=ay
P:==—a,+(n—2a— ("3 ') af,

Panehn xao uanpen, nodufie ce sa jennaunny (7) cnepefia adjynas-
8aHA JeOHATUNG

d n — d2 R dn
f[y) =Pn Y — [deIY]'}ﬁ [I().jxg Y]h—}*{f— 1)“8--;(—?-‘{::;..‘0
I
fly)=y"™ + a, yo~V 4 g,y =2 jL ...... e e e
_Lany-— O
rae je
a—=—Ppn,

A, == Py -—{n'_‘l} p{’
y=—py+n—2)p;— ;1) pi,
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savermyjyhn py, ps, Pg, -~ BpensocTumMa {8) v oBuM nocnemiM
penannjama nodufie ce mueHTMUHOCTY

' a,—a, (k=1,2,---n]
wro nokasyje nma je jepuawawa (1) adjyweosama jednawuna jemma=
sune (7).
pusepu. 1° Hera je jeguaunna (1) mpyrora pena
(9] Hyl=y"+ay' -+ ay-—o,
H OOTPAMAMO Taksy ¢yHruujy \(x) ma je

Iy r's d r
(y'+ay +agy1:&(bly ~+-byy).

Vsjenuauyjyfin koeuumjente nese u mecne crpawe ya y”, v’ u y
Hocnefme jeAnaunne, nocae Audepenuujanena wene NeCcHe cTpane,
aotufie ce caepelie pemauyje

A:bla
hal:bi+b2>
?\agzbé.

Axo ce can emmmmumme by m b, 13 oBe Tpu penaumje, noduja ce
adjynzosana jefnavuna jennaumae (1)

@ ()N -2\ (a, —a')A=o,
a-wly, A} v osom ciyuajy uma oBmux
wiv, )=xry’ -+ a, —N\)y==const.
20 Hexa je nak jeguaunna (1) rpehera pema
(1) fy)=y" +ay’' +ayy +ay=o;

[I0CNE M3BpLIEHE ONepalyje Kao y npBOM NpuMepy, nobuja ce meHa
ediyneosara Jednavung

oW == —a e (a,—2a) W —(a;—ar+all h==0,
a wiy,)) rmacu
Gy, N ==Ay” +(ha; — N}y = (hay— Na;— ha’, 1} y=const..

Vs 1ranpen nsnowenora punu ce, ja je Hauud (opuupana
cdjneosame Jednauine, Koju cMO OBRe MaHenw, npoctajm on L=
Jraige=oBor, jep ce CacToN ¥ OOMIHOM JH(epeHIjanenhy u emuM=
vauwji, Aok je Lagrange sa to ynoTpedSuo MeMMMHUHY HHTerpaunjy.



SUR L’EQUATION ADJOINTE DE LAGRANGE

PAR TADIA PEYOVITCH

(Résumé)

Formation de I'équation adjointe d'une équation différen-
bielle linéaire donnce, par un procédé plus simple que celui
de Lagrange.

1 Qeuvres de¢ Lagrange, . I, p. 471,



JIOKA3 Br3UCTEHIME WMHTEIPAJIA
JIVIOEPEHLVJATHAX JEJHAUMHA.

[TPODHECOPA H. CATITHUKOBA.
([Tpessbeno ma ckyny Awamesmuje [Ipnponuux Hayka 26. 1, 1925),

Iya HeKONMMKO pasnMyHMX [QOKA3a [OCTOjara TPAKEHUX HHTe=
Tpana. Anu uuHM M# Ce A2 je HajnpocTujM oHaj, koju fy wuanoxuTH
-opne. Osaj je nokas Hezasuecan of yciosa Jlunummua u ocum tora
npefcrasha sHavajuo ynpomfiasame H0OpO MOHATUX KIACHUKUX
nokaza Koum~Tlmmmmnoa u I Iukapa. OSjacuno cam mpejy moje
Metone y jennom npmxazy y Comples rendus [lapujcke Awanemuje
Hayka (on 29 cenrtembpa 1924 r., ctp. 590), a cang by jy npo-
YUUTH OeTabHH]je.

Hexa je jenna obmnuna pudepennujanna jeqaaunna IIpBOra pena

v =1(x,y), ey
e je [ wenpexunua ¢yuxumja npejy peanHux NpOMEHIBUBHX KOJH=
dMHA X W Y, ¥ BedHyM rpaHryaMa

(Xf}r X + a) » (yO = b; Yo + b))

34 BpPEemHOCTH
ao , b)o.

SBadenesxnmo ca M majpehy spennocr on [f(x,¥)| y yuyrpammocrn
rope ykasane ofnactu. Hexa je h majmama spemnoct on mpajy
©pojesa

" s w B
M
‘Orpanyunmo ce camo NOCMaTparmes rpaHAna 3a X, Koje ce ofpe-
byly pasmakom

(X0 %+ h).

Ywuernumo usmeby X, m X nexu npoussoman Opoj TIOCpeiHX
KONMYUHA )

Kpr Koy m X1, Xk X157 X 1, (2)

unje ce ppepuoctn nosehiasajy y npasuy on X, mO X.
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3a noxas Tpaxene TeopeMe KOHOTPYHHIUMO jelaH MHOro=
YIA0HUR HA ClleJeun HAUMH, Onuocio neror IpaBor, MNPaBOyIIor
xoopausarHor cucrtema XOY (cn. 1) mosyhnmo kpos rauxy
B (xy,¥,) nse npase nunuje ca onrosapajyhuy yraonus xoeduuunjen=
Tuma M 1 —M; nexa cy owe BC u BD. .

Yy C

Cx

D
D

Cnuxa 1,

Hauprajmo name npase mumje D, C,,D,C,,- D1 G — 1,
D Cy,eeee D, C., napanenue opanuatnoj ocu OY, a ynameie ox
Hhe Ha pacTojalbnMa, Koja oy jenpaka ogrosapajyhum ancuucama (2)
¥ NOCNef o] ancuucH X.

[To cedu ce pasyme, ma cy tpoyrao /A B D; C, » cem
tpanean C; D, D,C,,---Cu 1Dy 1D, Cy, - pacnopehenn y oéna-
crTH, Koja je oppelena pasmaunva

(X[), X0 _;_ h) a (YO —h, Yo + b)

n kojy Demo masusartm odaccul upagsuanociiy nare jennaumme (1).



MOKAZ EPBHCTEHIH]& WHTEIPAIA AHOEPEHIHIAJBUX JETHAUYAHA 33

Hamecrumo can npso reme Tpaskenor MHOIOYIAOHURA Y TAYKy
B; n safenexumo ca Gpojesnma

Mg, My Mg, s Mg, o0 Mn —1

yraone koeduuujeHre CTpaHa Hamer MHOroyraouuxa. MerHumo
Aalbe OCTaNna TeMeHa Hallel MHOTOYTaoHHKa Y Tauke

Bi,By, < By, - Bu—1,Ba, (3)

KOje ce Hamase HA MapallendiM CTpaHaMa HALPTAHWX Tparnesa.

BpenHocTu sabeneskenux yraoHUx koeduuujeHara, Cy Taxse,
ma je Opoj m, Hajmawma BpemHocT (yurmmje f(x,y) sa crmomam=
wocr rpoyrna /\ BD;C,, a ceaku Opoj my_ 4 Heka je Hajmara
speanoct ucre ¢yuruuje f(X,y), amm za cnomamnocT Tpanesa
(:kuA1I)k——1[)k (:k'

[Towro ce BpegnocT cBakor .yraoHor koeduuujeHta my —j,
jenHe cTpame MHOroyraohuka, uanasi msmeby rpammua —M m M,
Ta cy Temena (3) pacnopebena y yuyrpammoctu yria L DBC.

Hajnocne, ysajaune ce opaumare

VioVo, ' ¥er""¥n—1,¥n

Temena (3) oppeljyjy nako, nomohy ¢opuyna Anamntuure [‘eomes=
_Tpuje na cnenefin Haumn

Yi— Yo = mg (X, — Xo),

Yo — V1= my (% — %),

(4)

Yie— ¥k 1 =M —1 (2 — X — 1

Yo — Ve —1=My —1 (X‘-—Xnﬁi).

[Mocnenme ¢opmyne nosBome [0 HCTOr 3aKibyuyaka, Kao U
reomerpujcke rpabeme. Onucra, 36up k npeux jemmaxocrtn (4)

Ilaje oBaj pesynarar
k—1

Yk_Yo:’—*-E oy (X4 — Xi)3

i==o

oTKY nobujamo ga je

Vi (M (xx — %)
-Hanncana sejepnaunta nokasyje, ma ce samcra Teme By Hanasu
y yuayrpammoctn omceura Dy Cy.

Yo

TIaC
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Ao sabenexnuo, Ja je X==x., onna cucrem (4) ompehyje
cnenehu pesynrar

n—1

YH_YOZEmk(XkJri—Xk)- (5)
k=o

3a nokas nocrojama TpaKeHOr MHTerpana NaTe jeiaHadmse
(1), Tpeda yrepamTH, KA V. Texu onpelienoj rpanuuu, xax Opoj
n crpana nocmarpasor muoroyraonuka BB;B,---B, Seckonauno
pacrTe, Ma Ha KakaB HAauMH, a NpPHM TOM CBH pasMauy (Xi, Xk 1)
TeHe Hyle.

[Mpernocrasumo, onncra, 1a ce npsu pasmak (X, X;) NONEMM Ma
KAKBOM TA4KOM Ca ancCilucoM X, V ABA pasMaka, na ce Takohe csakm
pasMar (X, ,,X,) MOXem NpOM3BOTLHOM TAYKOM Ca allCLUCcOM X,
n 7. a. [lpema Tome sa nosy BpenHoOCT V., kojy hemo osmauntu ca
y,, mpsi uman 36mpa (5) cmenuhie ce 3Bupom ABajy wianosa:

g (%o —xg) 4= 15 (% — ), (6)
a csaru hie ce k— Tu unan mcror sbupa (5) cmenmTn 3BupoM:
TR T S & ol LR o M Y ()

u T, J.
IlIto ce Tnue BpepnocT Koeduuujenara

T s R PR U S

oun ce pauyHajy Ha cnepefiu sauun. [lonyhumo npase nummje
napanense opgunataoj ocu OY (cn. 1), na pacrojamuma

: i

AT 5 e e

O o el e - e A

X
Heka cy

Tauke Npecera HAUPTAHWX NpaBux JuHUja ca crpanaMa yra L CBD.

[fpema npebammoj onpentu ©6poj W, je Hajwama BpemsoCT
$pynrumje £(x,y) sa cnomamnocr mosor Tpoyrna ABD]C,, a 8poj
M, O3Hayapa HajMamy BpegHocT (Qysxumje f(xX,y) 3a cnomammoct
tpanesa C;D{ D, C,. Am m, npercrasma HajMamy BpeHOCT Hame
dyuxnmje f(x,y) sa cnomamuoct tpoyrma ABD, C,, xoja je cio-
kena u3 npehammer rpoyrma ABD;C, u rpamesa C,D;D,C,,
36or Tora jemam of nsa Opofa, Wy U Wy, pasan je Gpojy my,, ma
je mpyru Befin o wera, mnu Gap pasan m,. Ilpema Tome mapas (6),
unt je pefim on mpsor unama s6upa (5), mnu je pasan oBoMe una-
wy. Ha Taj wauun sapm ce, ma je obpasan (7), wm sefim on
k=or unama 36upa (5), unm Sap papan weny.
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Yenen Tora Bpemuoct. y, je seha-om y, wau Sap passa Hoj.
Ann no cebu ce pasyme, 1a Cy CBe KOMHUUHE

e
Mare Of KoHauHor Opoja
M (x — x).
Onaxrne je ounrsenmio, xa KonuunHa y, Texu oapehernoj rpa=
HUITN, kajl 6pOj N HEMPECTAHO PacTe; O3HAUMMO OBY IpaHumy ca ¥ (X).
Jacuo je, ma, sa Xx=x;, dyHrumja y (x) ysuma BpemHOLT Y.
Maxo je max noxasatw, na je maliena ¢yuxumja y (x) nenpe-
KUGHA, ¥ MOCMATpano] odnacTy NpasunHocTyu mgare jenuaunne (1),
W na y Toj obnacTu MOCTOjM HWeH NpBYA H3BOJA, Na HpeMa TOME
y {x) npemcrasma ‘rpaxenu wurerpan jesmauuse (1).

Opaj ce mokas MOXe U3BPIIMTH HA KCTH HAYMH, KAO WITO Tra je
-msnexuo YKopaas y ceom yudennky?, Hesasucuo of, ycnosa Jlunmuna.
. Opnuera, Hexa HezaBUCHO MPOMEHIBUBA KONMUMHA X N0DUje Hexu

npupawraj h; npumemyjyfin dopmyne (4) sa pasmar (x,x--h),
nmocMatpajMo h ka0 OGesKOHAYHO Many KOIMYMHY M [peMa ToMe
OrpaHMYUMO Ce Ha jefHYy jesHauuy

y(x-Fh)—y@=I&,y).h,
rae cy X' m y’ omrosapajyfie BpemdocTu X u y, Koje onropapajy
HajmMamoj BpeanocTn ¢ynxuuje f(X,y) sa cnomamsOCT NOYETOUHOr
TpOyIila Haume Teopuje.
oo je $pynxunja f(x,y) nenpexunsa y nocneernoj obnacty,
To ce npehawma jegHaKOCT MOXME HANWCATH OBAKO:

y(x+h) —y()=[f(xy)+elh,
roe € Texu HynW ca h.
Venen rora nobujamo

X_(E-F_lg—ﬁm:f(x,y)+e.

Ode nocnenme dhopuyne nokasyjy, Aa je ¢ynxuuja y (x) He=
npekwIHa 1A OHa sajoBobasa mary jeasaumdy (1).

Mopuyna. (5), xoja onpebyje Tpamenu HuTErpan, Moxe ce
NpOMAPUTA Ha OBaj HaYMH.

QOszuauamo ca

EU) Nos E1J 1 "' ’ Ek} Ny« ! Eﬂ—h Nh—1

1 Cours d' Analyse; ¢ 11, 2¢ &d,, p. 98. Paris 1896.



36 H. CAJTHXOB

“BPEIHOCTH IDOMEH/BMBAX KONMYAHA X M ¥, Koje 3aioBosbaBajy
ycnoge: F 3
my = f (EO! WO)J my Ef (51, 111): e
me =f (&, k), ... . My 1 =f(E— 1, N —1).

rge cy my onrosapajyfie spemsocTn y jenuaunzama (4).
Ogenexumo cax wa ocn OX (cn. 1.), y csakoM pasmaky
(X, X 1), jemHy UOWMYHO UPOUIGOHHY TANKY C€a ANCHHUCOM F .
Cacrasumo name obpasal, npernocrasbajyhn, ma je X, =x,
n— 1 ;
Y::Y0+2mL(xk+1‘“Xk)’ )
k=c¢
rae ©poj m, Bpemn: _
o m =EE, m)

Axo ce Bpoj Tauaxa menessa pasmaka (%), X) nosefiasa ma
Ha KaK4B HAYRH, a4 CBAKH pasMar {Xg,Xx. 1) Texu uynw, ouga femo
noduearH, na je
Im; —m,| (e )]
x el S € -

rae je e GecKkoHAYHO Mana nosnTUBEA KOTIMYMHA, jep je My, CaraacHo
onpendu, HajMama BpenuocT dyuxumje f(x,y), y obnactu oxrosapa=
jyhier Tpanesa.

Yenen, nejennavoctn (9) u na ocuosy (opmysne (5), uspas (8)
nocraje

n—|

<2€k(xk+l_xk)“

k=20

1ot

W ooy

Hexa je ¢ najseha spennoct on caux GeckoHauyno MamuX KO-
yuHa € ; Taja modujamMo

v —¥.

Ce(x — xp)-
Orryn umamo, na je
limy’ =limy,.

[lpema Tome wuspas (8) upedcinasaa nosy Aporuupery, 00pediy
unitiezpana ofunne dupepenyujoane jednarure (1),

JloGujena ommrra ¢opmyna (8) nossomasa HaM Ja H3pAsHMO
Tpakenu wuTerpan jenuadnne (1) jomr na cnemehn waumm.

3a To fiemo nexopucrn rope oapelene spegHocTH £, 1, Npo=
MEHAUBMX KOMMYMHA X M Y, Nla U3padyHajMo BpeLHOCTM OpIUHATA
Y.,Y;,... Ya, nomohy crenehnx dopmyna
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Xy
Yi—yo= [ 16,19 0%,
o

Yz’_Y1 :jf (x, ) 7%,

Xn
Yo—Yauri :J f(x, Nu-—1) X,

X

n~—1

36up HanucaHux N jeamauusa  Aaje sa Y, crienchin  obpasan

n-—1

ﬁ%+2ﬁmwh, (10)
k= o
roe je omer X,==X.
TowrTo je pynxuuja f(x,y) Henpexnnna y nocmarpanoj odnacry,
TO MOMEMO CTABATH

X1
Jf (X: T'lk) O0x=f (E;’ Wk) (Xk-H e Xk)’

Xk
rie £, OpefcTaBka felHy BPeNHOCT HEe3ABHCHO MPOMEHIbHBE KOMM=
4HHe X, KOja Ce HalasH y HHTePBANY Xk Xkt1-
Yenen rora dopmyna (10) noduhe uspas

n—1
Yoimdoibng, 54w paiimio:

‘ =0
Orkyn ce unw, na BpemHocr Y, mpumana omwroj GopMys
* (8). 36or Tora Y. maro jemmaunmom (10) Tewm wmarerpany y(X)
nare nudepentmjanie jeguaunne (1).

Wanoxena ce pacmaTpaiba MOr'y NpOWMPUTY HA ]C,IIRH cHCTeM
obuunnx nupepesmjansux jenpaunsa npsor pena. [locmarpajmo,
HAnpUMep, CuCTeM Lpe]y ]enﬂaqnﬂa

y=fxy,2 , z=F@&xyz,  (@11)

Ime CY ¥ U Z jBe (pyHKOWje jeOHe HEe3aBUCHO 'IIPOMEH/bHBE KONH=
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ynre X,af u F cy nenpexupne ¢yuxuuje 3a BpennocT# npoMeH=
JBUBUX KOMMYMHA, KOje Cy onpehene pasmauusma

(Zp%+2) , (Wo—by,+b) , (Z—¢z+o0),
rge ¢y a, b m ¢ no3WTUBHE KOMNYMHE.
Osuaunmo ca M najsehy rpawnuy on f(x,y) u |F(x,y)|, v

YHyTpaunsocTu rope naseneune obnacti. Hexa je pame h majmama
BPENHOCT OX

Shi=r o
M

[lpernocrasnmo, pa ce x Hanasu y pasmaky (X, X, - h).
Vuernumo npomseoman ©poj xommuuna (2) uameby x, m x. Hajno=
clle U3pamuMo, 3a CBaKy ON GYHKIMA Y U Z, CIMKY, KOja je cnuyHa
ca l-om.

Heka cy my u ny pecnexrusno Hajmame BpemHOCTH (yHKIMjA
f(x,v,2) m F (x,y,2) 3a k-{-1— Be Tpanese, xoju oda onrosapajy
pasMaxy (X, ¥, -

Joxasahemo nako wa merTy Hauud, Kao u rope 3a jenHy jenHas
ynHy, 3abenexelin x=x,, ma oOpasuu

n—1

fovok T m, G5 —
k=0

n—1

= +2nk(xk+&—x
k=10

Texe mornyHo onpelienny rpawuuava, xan ce Opoj n crpaHa Has
WMX MHOTOyraonuxa mopehasa mo Ma KaksoMm sakouwy Tako, na ou
cBaku pasMax (X, X, ) TEXHO HyIH.

Hodujene dynxuuje, xoje hemo sadenexurn pecmeKkTHBHO ca
v(x) u z(x), onpebyjy sa cucrem (11) Tpaskene unrerpale, Henpe=
KufHe y pasmaky (xg,x, 4 h). Jlako ce Buam, ma ocum Tora obu
HHTETpaNy MOCTAjy PECHeKTMBHO Y, M Zj, 38 X ==X

Heka cy ysajamuo

B aMys Lyl By 5T

BPE€LHOCTH MPOMEHIbMBUX KONWYHMHA X, y,z KOje ONIroBapajy ycio=
BHMR, JAa Cy

mkEf(Ek’nk:Zk)s '-nkEF(Ek)Hk:Ek)'
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Jlaxo ce BuOM Ha Taj MCTHM HAUMH, KO U 3a jelHy jelHAUYMHY,
na cucted jemmaumna (11) monmywra Takofje npownpen oSpasan sa
mheHe UHTerpane, KOju IpencTasbajy rpammie conedehnx uspasa

n— 1}

(et Z oo 8D (% — %),
= (12)

n—1

Z =—1z,+ 2 F (N o) (%, +1- %

k=xa
roe cy £ m I ancuuce Ma KakBAX MPOWIBOTLHMX Tadyaka OArosa~
pajyfier paruara (X, Xk 1)
C . Dampom nHa nocnenme (opuyne (12), Tpawenn ce uHTe=
rpama vucrema (11) ncdujajy Taxkole xao rpanuyHe BpeNHOCTYH U3pasa

i) Kie -1
Yn:y0+ E [f(x) nk:zk)axs

k:‘o"’xk

W K41
Zn:ZO+Z ].F(Xaakazk)ax-

k—“OXk

Opnucra, Ha OCHOBY Teopeme O Cpellboj BpeaHocTH onpeljeror
WHTerpana, Hanmcans odpasuu onMa ce, IpeTsapajy y obmux (12)
u npema Tome onpelyjy Tpamene waTerpane cncrema gudepenilu=
januux jegmaunua (11).

»



DEMONSTRATION DE L’EXISTENCE DES
INTEGRALES DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES;

PAR M. N. SALTYKOW.

Professeur & I'Université de Belgrade.

La démonstration exposé concerne l'existance des intégrales
dans le domaine de la régularité des équations difiérentielles
ordinaires données, indépendamment de la condition restrictive
de Lipschitz, en supposant seulement que les seconds membres
des équations différenticlles données, résolues par rapport aux
dérivées, soient continues, La démonstrations, dont il s'agit,
simplifie les démonstrations classiques de Cauchy—Lipschitz et
de M. E. Picard. On introduit les valeurs minima des seconds
membres des équations en question. Il en résulte immédiatement
que les sommes, représentant les valeurs approchées des inté-
grales requises, tendent vers des limites bien déterminées. Ce
résultat s’obtient par une méthode analogue a celle dont avait
profité M. P. Painlevé dans sa théorie des intégrales définies.

Enfin, la méthode développée présente l'avantage de donner
une nouvelle formule générale pour les intégrales étudiées, sans
avoir recours a la condition mentionnée de Lipschitz.

Cette nouvelle formule permet de représenter les intégrales
des équations considérées moyennant une série des quadratures,
d’ ailleurs d'une maniére toute différente & celle de la méthode
des approximations successives de M. E. Picard. Grace a la
forme nouvelle des intégrales en question, on obtient immédi-
atement que la série des quadratures considérées converge vers
l'intégrale requise, indépendamment de la restriction de Lipschitz.



AIVABATUHO OXJIA'BMBAIGE BOJIE U
TEMIIEPATYPA HE3VIHE HAJBERE
['YCTUHE ¥ 3ABMCHOCTU O/1
[TPIITHUCKA.

HAITMCATIV H. A. [IVIUMH M 1. B. TPEBEHINIUKMKOB.
(Mpummeno Ha cxyny Awxanemuje Ipuponmux Hayxa 3. X1 1924)).

Ilpomena TemuepaType Bojie, Koja ce onaxa kof, aguadarnike
npoMene ixeaune sanpemune, Ouia je sefi npeaseron merpaxusamal,
He ynasehn y paswarpame HaBelenux pagma, O KOJUX CY Heke
naHac camo O ucTopujckor muTepeca, pefim fiemo camo, ma ce
peaynrTaTH oBux pamma Melycodno uecro sHaTHO pasnukyjy, u na
¢y TH pesyaraTu nodusenn sa npurucke ucnof 500 kg/ecm? Tex je
nemasso Bridgman? Teoperckm Mzpauyiao BpegHOCT xoedmipjenrta
agnadaraukor oxnahema sa mpurucke go 12.000 kg/ecm?. Ho raxo
je Hamla BRACTHTa METONA 32 UCHUTUBAILE PABHOTENE KOJ, BUCOKUX
npurucaka’ npysumnia MOryhHOCT OHPenUTH eKCePUMEeHTAMO U
npoMeHy Temneparype cy®crasumje Kon anuadarnude mpoMeHe
IhE3UHE 3anpeMute, ONNYUYMIn CMO JIa OHpeluMoO KoeduuujeHar
anuadaruuxor oxnafjusara BONE KOJ PASIUNHIX TeMNRpaTypa A0
npuTncaka on 4000 kg/cm2

CromenuMo oBie yKpaTko cymTHHY came merone. bDomda,
xoja je carpaljena no runy Tamanone Soude?, ypomena je y Tepmo=

t Colladon wnd Siwrm, Ann. chim. phys. [2] 36, 113, 225 (1827)
Regnoult, Mém. de I'Acad. de Paris 27, 462 (1847)
Joule, Phil. Mag. (4) 73, 17 (1858); Phil. Trans. /48, 133 (1859)
Tazt, Proe. Roy. Soc. Edinb. 11, 217 (1831}
Marchall, Smith, Proc. Roy. Soe. Edinb, 77. 6215, 809 {1832)
Burton and Marchall, Proc. Roy. Soc. London 50, 130 (1891)
Gelopin, Thése, Gendve, (1893).
Rogoyski und Tammann, Zeit, phys, Chem. 20, 1 {1896)
Richards, Nr. ¥. (1903).

% Proc, Amer. Acad. 47, 552 (1912).

8 [ymun u [pebenmymuos. Mypn, Pycex. Mus, Xum. 06. 44, 112 (1912).

4 Tammann, Kristallisieren und Schmelzen, 1903, 195.
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H. A, IYIWIHH H B, B. TPEBEHITSHEOB

oTar, kojd je Hanymer Napahuuckus YIbeM WM IPYToM NPHKIAIHOM

teunoct, CyBeranuuia, xoja ce

Cupra 1. — Domfa, BepTAKAAHH HpECeK.
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y crakmeny ues (cm 1.), ypomeny. y Gomdy, u onemeHa ®BBOM O
TEYHOCTH, KOJOM Ce [PRHOCHO, NPUTHUCAK 1 3a KOjy je ofuuHo cay=
KHAO PULUHOBO ysbe. Temmeparypa ce y Tepmocrary mnomohy
eneKTPHYHOT Ipejana Opxana KoHCTauTHOM Tounowhy om -+ 0,01%
3oor senukor cazpxkaja Tepmocrara (70 nurapa) u ador Tora, mTO
je Guo ca cpux cTpana samTulieH KOMODWMIOM, IEroBa ce Temmes
parypa Mewmana BeoMma crnopo. |emmepaTypa cyScranmmje, xoja ce
uenuTHeana y OomOu, Mepuaa ce noMohy TepMOeneMeHTa Kelheso=
HUKENUH, KOjU je BHO yTamkeH Y TOpPHY 3ATBOPEHM KPaj CTakmeHe
IIeBH, KOja je canpxapana cyOcTanumjy. |emad 1eo kHLA TepMo-=
eleMeHTa, KOj je MpoNasHo yHyTap LeBn ca CyOcradnmjomM, OHo
je Tawax, ma My CCeTIBUBOCT 8a NpOMeHe Temmeparype Oyne Wro
sefia. Crojenn ce kpaj TepMoereMeHTa HaNasuo y CpeIUHU LEBH Y
jenHaxoM OZCTOjarby ON H:e3MHUX 3HMAOBA. [lowro je maxcumanun
VKJIOH TansaHoMeTpa Tpajad C€aMo HeKOIMKO CexyHaa, ToO panly
TIOITE  CHIPOBOMBHBOCTH 33 TOINIOTY HEMETANHMX TeYyHOCTH M cTas=
KleHe 11eBd, TEMIEPaTypa OKOIAA TEepMOIEMEHTa Huje mocmena
Ja OCeTHO yImye Ha NOHATKe ransanomerpa. [pyru cy xpajesu
TepMoeneMenTa H3NaswIl Kpo3 ven y SomOH M NpOMWABIIH KpO3
TEPMOCTAT. ¢a NeIoM SwIn Cy CHOjeHM ca CTe3abKaMa OCeTI/BHBOPL
3PUANHOT TaNBaHOMETpa. ¥ WIOHH C€ ralBaHoMeTpa OHIbeII ayTo=
marckn nomoly amapara sa perucrpupame ox H, C. Kypsaakosa
Ha oTorpadckoM NANMpY W UCTOBPEMEHO Ce NpaTWill HerOCpeN M
onaxamesM, na DM ce Y cBakM Yac 3Haje, wra ce aduBa yHyTap
Boude. Y kpyr je raneaHomerpa Ouna yKOMUaHa KOMIEH3ALHOHA
chopasa, ¥oja je jonvuwrana fJa ce MpaBe Mepemha ¢a UCTOM TOoY=
somfy xop Ouio Koje Temueparype.

[Ipnrucak ce mepuo nomohy DBypronosor manomerpa (carpa=
beror xao u Bomda ox ¢upme Schiffer und Budenberg, Magde-
burg-Buckau), koju je monywrao mepewe nputucka po 6000 kg/em?,
a Morno ce jow npounrara 5—3 kg/em?.

Ilpe onmpebusama mnpomene Temmeparype cyOcraHuuje xox
2oUadaTHYKOT NpoLeca, Y TepMOCTATy CV Ce HAUMHWIIE peloM ABe
wad Tpu CrandHe Temneparype, Meljy kojuMa ce MOorIa Memarnd
TeMneparypa ko anuadarmukor mpoueca. VI ose cy ce cramme
TemitepaType HaHocune Ha (oTorpadcxu manmp. - lako oy Hamp.
kon onpehusama amgmadaruuxor npoueca xom 25° wa manup ocum
oBe TemmepaType Oune HaneweHe joul xorcTanre 24,000 u 26,00°
Y osoM je uuTepBany jejas MuUIMMETap CKANe rAIBAHOMETPA ONI'O=

sapao 0,0136°.
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- Hakon mto ¢y nauecene KOHCTaHTHE TeMIEpaType, Yy TepMO= -
crary ce HauuHwia onpeljena TewmepaTypa, KOA Koje ce HMMao
nsgectn onut. Oppehusama cy ce npasura. kako ca anuabaTnykmy
pacTesameM Tako u ca annadaruukuM npuruckasames. Onpebusama
‘cy ca pacTesameM nasala youhe moyanamuje pesynrare, Hero ca
NPUTHCKABAEM, OCODUTO KO BHCOKWX MNPUTHCAKA: [pBa Cy Ce
MOIJia M3BEeCTH TOTOBO MOMEHTAHO ¥ TOKY of 1—2 cexyHne, ' LOK
Cy Opyra TpaXkwia HemTo Buule BpemeHa. Pagu Tora cy sehinm
HenoMm Omia H3BeeHA ONaxama 0 alrabaTHuIKoM paC’I’EE»aH)y CyO=
cranumje. -

Cam ce onar ussonmuo Ha crenefin naums. HaKOH wro je y
BomOu HacTana KOHCTAaHTHA TeMNeparypa, WTO Ce je BHILeNO U3
MojaTaka ranBaHOMETPa, jefaH o7 onakada, 3abebeMUBUIA MONATKE
MaHOMETpa, CHOjeHOr ca DoMOOM, M H3B2LUBWIH MPETXOLHO Uen 3a
CTNIaYNBaMe HA NPUKTALAH pasMak, Op3uM KpeToM OTBOPHO j€ BeHTHI,
Koju je onmeruBao uen on DoMde, U OAMAX A ONeT 3arBOpPHO.
Ilpurucar je y 6omdu nanao, u onaxau je onMax OelemHo HOBH
nomarak MaHoMerpa. Y HCTO je BpeMe ApYTH onawmay saberbermno
[OJATAaK T[AIBAHOMETPA, KOj je OOMax perucrpupad NpOMEHY
TemnepaType ucTpasknsade TesnocTu. Vlerospemeno ce panu wem=
Tpoile mojaruy nucanu Gororpadcku y amapary 3a perucTpupare.

Y uwmme nasemenmm tabnunama I-—VII u na nujarpamy 2. npu-

KasaHum oy peaynrara- onpehusama rojepuumjenta agmadaTHUHOT

oxnabemwa (u yrpejasama) (c(i%) BOJIE KOI TeMIeparypa 0°, 259 379,

54% n 80° V radmuuama osmauyje p- cpedmy BpeAHOCT NpUTHCKA
n3Mel)y IOYeTHOT ¥ KOHAYHOr NPHTHCKA KO anuabaTUuKOT npoleca,
Ap pasnuky wusmeljy. noromux aBujy Bpemmoctu’, /At mpomeny

- t
TeMreparype BOJ¢ 3aNaMeHy KON Nporeca, [@] — TIPOMEHY TeM=

neparype BOLe, KoOja Ojroeapa npoujenu npurucka 3a 1 kg/em?
KOJl MpUTHUCKa P-

Crowennmo jow, na 6u Suno npasunHuje Ka ce BpeRHOCTH 3a:

dt J
(d— , KOje cy HaBenene y Tabnuiama, He ONHOCE HA TeMIepaType

Ps

t = 09, 259 37% 54° n 80°, mero sa kojepuunjenr oxnafjusama Ha

1 OpaBze ce Mome Aako HBpauyHATH HOUETHH P, M KOHAYHH TIPHTHCAK

P, KOJH ¥ TabanlamMa HHey HaBeJeHH, a Ko|H ey GHJ\H npoqn’ram{ Ha' MaHOMeETPY
AP
Ope H IocAe aguabarHuxor pac'resa;ba =P + PP =P oo

2
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t : ; ;
v a3 KojeuuMjenT yrpejasama Ha Temnepa=

Temneparype t—
' o] g ;
.Type t-+ 5 * KOje ce, MaKap i HeSHATHO, pasIuKyjy ol t.

Tabauga 1.

[Tpomena Temneparype some xon aguadarmuxor crTuckasama kox 00
Le changement de la température de 'eau en cas de compression
adiabatique a 0°

A dt !
kg? CI:nz LF 1<8*/Ii:m2 (d‘plx : ¢
78 — 0,0750° 41 ] 9%
75 — 0,0637 913 — 85
78 — 0,0512 986 66
85 — 10,0438 360 - Ellgy
125 —0,0375 463 — 30
740) — 10,2262 470 2230
125 — 0,0025 588 e S |
137 | +0,0262 704 419
240 | 40,1337 883 & 56
180 10,1275 1050 | +T71 |
9210 10,2012 1230 | 49

i i f

dt
Kaxo ce pumn us 1admuue L u 11, kpupa (dp xox 0° menu-
8 s

Tana je on, Hac go npurucka 3155 kg/cm?® sa npouec ammadarmukor

pacTresama 1 fo 1125 kgfem? 3a npouec anpadaruykor CTUCKaBarba.

QOée cy cepuje onpelusama nane pesynrare, Koju ce Bpiao Hobpo
N

i t
nonynapajy. Ca nosehamen npuTiicka aepusaiuja $J xon 0% me=
mpecrano pacte mewajyfin ce ox — 0,00096 kox p — 141 kg/cm?
mo -+ 0,00187 xox 3000 kg/cm?, npu ueMy ce xpuBa HIPAUTO 3a=
suja npema ocu nputncka: llpema pauynuma Bridgman=osum y 8nn=

suan nputucka on 4000 kg/cm® xpusa mpenasy Kpo3 MaKCHMYH.
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Tabanga 1l

Tlpomena TemmepaType Boxe xon anuwabaruukor pactesama xox 0°
Le changement de la température de I'eau en cas de dilatation
adiabatique a 0°

|
Ap : ch (ﬁ)

kg/cm?® At kg/em? | Adp s>< 1
— 575 +0,2713 388 - 47
— 400 10,1562 400 — 39
— 60 +0,0185 430 4 sy

i —Jd50 40,0112 480 L1309 ety
— 50 -+ 0,0087 525 —=477
g 40,0012 | 568 L
— 50 0,0000 | 600 0
— 40 — 0,0012 630 + 3

=gy — 0,0063 666 48 13

0 A ] — 0,0262 732 + 23
— 410 — 0,1600 835 + 39
—362 | —0,3113 1181 + 86
— 388 — 10,4613 1534 +119
— 482 —0,7087 | 1936 + 147
— 405 — 0,6600 2352 163
—335 | —0,6213 2708 1185

|l —305 | —0,5701 3002 4187

[lpomena temmeparype uajsehke rycrume Boge
ca NPOMEHOM IMPHTHCKA.

Jom je Amagat! npumerno, xan je oapebusac nmpurncke, ko
Kojux onpeliena sanpeMuHa BOXE OCTaje CTamHa KOJ NpOMEHEe TeM=
nepaType, Ja ¢e MaKCHMyM FycTmHe Bonxe ca mosehamem npurucka
ToMHUYe TIpeMa HIKUM TemnepaTypama. Ipema merosum onpeljupa-
wuma Temneparypa of 07 onrosapa mMakcumanHoj ryCTHHI BONE KOT
npurncka, koju nexu usmehy 143 w 197 kg/em? Uery npudmmxny
BPeOHOCT HAWAOC je U Lussana®, xoju je -Hawao, ma ce MaKCHMYM
rycruse Bofge mommue npema 0° wop mpmrucka oxo 180 kg/cm?

1 Amagad, Ann. chim. phys. [6] 29, (1893} 550.

2 Lussana, Nuovo Cim., (4) 2, 233 (1895), — Coken und Schut, Piezo-
<chemie condensierter Syst., 172. ‘
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' Bridgman je y cBojeM OmWIMYHOM HCIOUTHBAILY TepMOLHHA-
MHMKAX KOHCTAHATA BOIE VIBPIMO (awaT, Ha HajMamy 3alpeMuHy
BONIA 3ay3MMa KO TeMmnepaType, koja nesxu ucnon 00 (oxo — 4% won
nosefiara npurucka mo 1500 kg. Tlpema mercosum onpebusammma

Hj — 90 1508 2000 9588 300 3500 00

240 a}ct, - .
» p . £ e | =B
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Crnxa 2. — Koedmuynjenar aguabarnuxor oxaahusama Bojge
Kao (byHKIH|a 04 DPATHCHA.

TemnepaTypa (Y ofrosapa MakCHMaNHO] TYCTHHE BOJE KOJ NPUTHCAKA,
xoju nexe uamehy 500 m 1000 kg. Oppebusame nam je mepusanuje

3

jera maxcumansa ryctuna sone nexu kon (°. Tepmomunammuxn ce

d ;
(*- pano moryhuocy, ma tauumje OApPeRMMO MPUTHUCAK, KOJ KO=

3 Bridgman, Zeit. anorg. Chem. 77 (1912), 387,
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npomena Temneparype /\ t kom aguaGaruukor npoueca, Kako je Io=
3HATO, MOe HM3payyHaTu U3 jejHavnHe:
T (dv
gl (—) AP
C,\dt), T

rue je T Temueparypa, kox Koje Teue annabaTUIKM MpOLEC, C, crenu=~

. dv
¢uuna TomoTa cyOcTaHyje KoJ CTATHOr MPUTHCKA 1 [— Kojedu-
P
LHjeHaT pacTe3ama CyOCTaHIMje KOI NPHTHCKA P. s jemnaumne

ce BUAM, Ha ce Tena, koja ce pacrexy (dv) o) kox yrpejasama,
Ko7l cTHCKaBama yrpejasajy (/At) o) u oxnabyjy ce, xan ce cnomuu
nputucak yMawmyje. Onba nak Tesia, KOJUX Ce 3anpeMHHa yMamyje
xox, yrpejasama (dv (o), xon agwadaTHukor Ce CTHCKABatha OXJd=
byjy (/At{0), a xon ymamema ce npurucka yrpejasajy. Ouesuiuo

. dv
je, ma kox oHe TeMneparype, KO KOje je nepusauuja (dt) = 0, TO=
p

INIMHCKM e)ekT He Mopa NpaTuTH apradarhiko CTIAuUBAME HIK
pacresame cy®cranuuje, 1. j. /At =0, na je npema ToMe u jepu=

T . . .
BaLmja e Taxohep jennaxa 0. Osaj ce crasak ommmuno norephyje

KOJ BORe, Kako ce ro pupm uz Tabmupma [ uw [ w u3 dororpama,
koju cy masemenn na crumm 3. (Ha crenehoj crpanm).

Karo ce Bumu us Tadnune, Temneparypa 0° onrosopa Makcu-
Mannoj rycruHe sope kon npurncka on 600 kg/em® Paau Tora
xoj npurncka ucnon 6oo kg/em?® csaxo crnaumsame kom (° mopa
durn npabeno oxnalupamem Bofe, WTO ce BAOM WU3Pas3UTC HAMp.
ua xpusama 1, 2 u 3, xoje ofrosapajy cruckasamy on 102 mo 180,
om 175 mo 250, u on 247 no 325 kg/em?® Mero Tako cruckasame
kop, mpurucaka sefinx on 600 kg/cm® mopa Guru npahexo yrpeja-
BalbeM BOIe, WITO ce BMAM L3 kpusa Op. 4, 5 m 6, koje oarosapajy
crackasamy Boge on 763 mo 1003, om 960 no 1140 m om 1125
no 1335 kg/em?. Ha dororpammva ce Bugy, ma ce ransanomerap
OTK/IAkA0 Ha NPOTUBHY CTpAHY HEro MITO j€& TO YMHMO KOI, OMHTa
1,263

ApmadaTnukc pacTesame Bome Ko npurucaka wucnom 600
kg. oBpatHo je npahieno yrpejasamem, rkako ce Buam u3 kpusa Op.
7 1 8. (pacresame ox 675 no 100 um o 600 no 200 kg/cm?) a y
noyipyujy, koje nexu sume ox 600 kg, oxnalieren, xao u xon ceux
HOPMANIHUX TeUHOCTH, Kpuse 6p. 9, 10 u 11 (17281340, 1362—1000,
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Cnuxa 3, a

1040630 kg/cm?), Kpupa (g—g) nponasu kpos spexuoct 0 xop 600

kg. baw ko osor npurucka maxcumym rycrohe soae nexu xogm 0°.

Kako je 6uno rope ndsemeso mnpomeHa je Temmeparype BoIe
Kop, anuadarTuuke NpOMeHe e3WHe 3anpeMHHe CIYXWIa 3a NpeuMer
Teopercknx padyyHa Bridgman-osux?, xoju je ompenumo mpomene sa=

B,

KONl CTHCKaBaiba
ucnoy | usHam
600 kg/cm?®
HeraTuBaH | MO3UTHBAH
<

Tonnnucra edexr

Cnuxa 3, 8

I Bridgman, Proc Amer. Acad. 48 (1912) 310—355—362
TJIAC 4
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[PEMIEE BOIE Y 3aBUCHOCTH OJ NpHUTHCKA 1 TeMmeparype. HHermo=

dv o= :
CpeIHH MY je ONMT IAaBao BeNuurHy at Cnyxehu ce repmonm-

R (dQ v] : ) i
JMHAMIUKOM (POPMYIOM (dpli_T ae) Bridgman je wuspa-

UYHAO MEXaHHMYKOM NHTerpPaldjoM CHelM(usHy TOIIMHY BOLE KOJ
crannor nputucka C, sa pasnmuHe NpUTHCKe. Y BPCTHBIM X0OH=

(dt T (dv &
BEHY BPERHOCT V (OpPMYIy t— = ¢ | g MepayHao je us ro-
s P

dp ; b

TOHE IepHBaLHje (%) . Peaynrar je onpefusama Bridgman mspasuo
<8

rpauukn. llpemuna merosn rpagmuka npukasm gonymrajy duTane

caMo MpBHX IBUjy Opojaka, MOAK U3 HBHUX HECYMIBUBO IIPOM3NA3N,

it J .
na AepHBanyja (dip rox Bridgmana npenasu kpos 0° ko npurrcka

on mo npummu 100 kg/em?. U ocrane ce spensoctn kpuse kom

N

. dt
0° pasmukyjy on HamuX BpeAHOCTH (d—pJ 3a 70CTa CTalHY BpeIHOCT

2

-+ 0,0006, xaxo ce To BuEE M3 HIDKE HaBeZeHor ymopehema.

[d—t) s 10*  kom 0°

p dp 5 i
| |
[=— — SATENTE L e
| | Pusin i Grebensdikov Bridgman
‘i }Hyumﬂ u 'peGenunros Bonammen /—\-
= = = :
500 =yt 7 | 9
1000 + 6,4 13 6,6
1500 | 1,7 | 18 | 6,3
2000 15,3 21 6
2500 175 23 j 55
3000 | 19,1, e 25
-; | |

Vnar npermocrasuu, na Makcumanra rycruna sone kon 0° oxropapa
npatucky on 100 kg, mpormee ce rope HapeeHa onaxara Camor
Bridgmana, npema xojuma Temmeparypa 0° onrosapa NpUTHCKY,
woju nexm y rpaumnasa 500—1000 kg/cm?
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Cuuxemer ce Temueparype MaKCHMAIHE IYCTHHE BOJR KO
TNOBMIIEHOT [PHTHCKA -MOTY A108p0o  0OjaCHUTH Heke Iojase reodu=
3MUKOr KapakTepa: Taxo je Temneparypa y MOpCRHM IyOuHama

Tabauga 3.
[Tpomena Temneparype Bome KoOj anuadaThyKe MPOMEHe hesnile
sanpemune xom 237
Le changement de la température de l'eau en cas de changement
adiabatique de son volume. a 259,

Cruckapaie — Compression
AP R P {ﬂ) X 107
kg/cm? . kg/em? dp/s
725 1,042° 607 | 144
‘ 490 1,027 2330 ‘ 210
423 0,952 3214 295
330 0,784 3935 237
Pacresame — Dilatation
390 | 0,498° 495 128
507 0,680 569 134
458 0,677 - 731 148
500 0,855 1045 | 171
460 0,807 1155 1 175 |
165 0,302 1367 ‘ 183
425 0,799 1562 ' 188
495 0,803 1627 189
413 0,845 1954 . 204
455 0,922 2033 : 203
400 0,835 g 2340 209
565 1,195 2507 211
430 0,933 2720 - 217
; 465 1,025 2992 201
5 263 0,641 3384 243
375 | 0,909 3388 5 243
440 1,061 3770 241
195 | 0,468 4078 240
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-

Habeﬂa suatHo mwka on 4", mro Gu Swio HeCXBaTIHUBO, Kajl Ce
nebu ysumao oBamp Ha NMPUTHCAK TOPHUX CnojeBa. JaHUMIBUBO je,
na je ewcnemmumja Challenger! opmpemwna Temneparypy na nmy
~ oneana y nydunu 2800 e nomopekux kearu (5 100 m) ca 4- 0,3
Axo ce yave y odaup, ma ce crieuuuyHa TeXHUHA BOLE MO IpH=
mucxoM on 500 armocdepa kop komuenrpaumje conm 3,5, nose=
fiasa npuSmwxeo ca 5%, To fhie ce npurucak y nydusu ox 5100 m.
uapasuru Opojem 535 kg/em?, Onaxne moxemo mspauysaru za 0°
omrosapa mputacky od 380 kg/cm? — Bpoj, koju je dnmsy ouome,
wro cMo ra mu podum (600 kg/cm?).

M3 taduuue ce 3. ucn. 2. Bugu, fa BpemHOCT xoeduiwjenra
anuabaruukor oxnafjmeama kop 25° xao u xop 0° ca nosrmemem

Tabaupa 4.

[Ipomena rTemneparype Bone kom agmabaTHuKOr pacTesama Ko 37°.
Le changement de la température de l'eau en cas de dilatation
adiabatique a 37°

! |

B A - | b (it_] 108
i kg/em?® i | kg/cm? dp/s
‘ 500 | 1348 | 435 210
R c RS0 818 281

000 Esl 1150 281
| 363 | 1,004 1507 277

465 1,314 1892 | 282 |
‘ 415 . 1,140 | 2308 | 275 |
| 375 ; 1,060 ? 2678 283
; 415 | 1,180 | 3048 285
i 315 0,916 | 3873 291
|

UPHTHCKE HGUPQKMHHO paCTe, a He yManyje ce Kad KOH Apyrax
Texyhuna u npudnmmapa ce Hexoj rpaHHYHO] BenuumHK. Y SauzuHu
nputncka on 3400 kg. omaxa ce nposena npasua y xpusy, Te oHa
Hie TOTOBO XOPH3OHTANHO, T.J. DENaTUBHO yrpejaBame BOLE KOL
npomere mpurucka za 1 kg./em?® y nogpyujy 3400—4000 kg/cm?
nocraje FOTOBO HE3ABUCHO Of npurucka. Mopa ce upumerwtu, na
y Gmmsuan npurncka ox 3000 kg. npema Bridgman-osum onpehu=

1 Report voyage Challenger 1873—1876, vol I, 91.
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pamuMa' nexn Tauka npenasa kpucrande moguduxauuje nesa Il y
nen V. Huje wcrmyuena moryhinoer, na pasnuunam mopnduxanms
java BOfle y KPMCTAlHOM CTaky OLIOBAPA PASIUYHM, CTyfat aco=
uujanuje Texyfie Bome, yuMe ce MOXEa M objamnapa npoMeHa y

. IpaBlly KpuBe IEpHBAallije (gi)
P/s

Tabaupa 5.

[Ipomena Temneparype pome kon anuadaTuukor pacresama kom 54°,
Le changement de la température de I'eau en cas de dilatation
adiabatique a 54°.

Ap ¥ p (d t) =

— 1 x 10°
kg/cm?® At kg/cm? dp/s

385 1,408° 642 366

385 1,392 1008 361

425 1,457 1388 343

505 1,712 1822 339

525 1,690 2312 322

560 1,867 2825 331 i

270 0,856 3715 318 ‘

Ta6auna 6.

[Tpomena Temmneparype sone xon aguadarnuxor pacresama xox 807,
Le changement de la température de I'eau en cas de dilatation
adibatique a 80°.

L Bridgman, Proc. Amer. Acad. 47, 524; Zeit. an. chem, 77, 377, (1912),

Ap 0 p (98) x 10 |
kg/cm? At kg/cm® dp,sx 1
335 K57T? 418 471

430 1,972 765 459

560 1,539 1230 436

453 1,846 1719 408

455 1,809 2588 397

462 1,761 3031 381
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(dt

BpenuocTa, ‘xoie cMo godmnu 3a kdg) xop 80, Bpno ce 1o~
8

épo Tonynapajy ca Tepperckn mspauyHasuma no Bridgmanu, xako
ce TO BUIM W3- jOmer yropehema.

[

| (dt) 10 kon 80° |
dp |
Lo -

i Pusin 1 Grebenitikov 4 .
Mywus w [pefentynxon By ’ A |
)
1000 44,5 46 | == L5 |
1500 42,3 43 =07 |
2000 40,6 40 ‘ -+ 0,6 |
2500 39,2 38 AR }
| 3000 It B [ = ) I

Tabauy « 7.

dt

Bpennocrn cy pepusanuje ( dp) ko p = 1 kg/cm? noGusene

rpa@MyKOM excTpaloNauljoM M padu Tora Cy Of Mame TOUHOCTH
Hero cBe ocTaige, Koje cy pmodneede TpaUuKOM HHTEPHOMAUMOM
eKCHepUMEHTANHUX NONATAKA. dt

Les valeurs de la dérivation (a;) pour p=1 kg/cm?® ont

été obtenues au moyen d'une extrapolation graphique des do-
nnées experimentales et sont par conséqueni moins exactes, que
tontes les autres valeurs obtennes par l'interpolation graphique.

i (dt) 108
p dp
kg/em® — == | =i
o S | e 80°
1 | —130 | 4 66 | 260 390 492
500 | — 20 | -L130 | 273 371 468
1000 | - 64 167 | 279 357 | 445
1500 116 188 | 279 344 423
2000 150 203 | 279 352 406
2500 173 213 | 219 329 392
3000 189 223 | 284 325 382 |
3500 — " | 240 | 293 309 |m
40008 ) moir s 1R TRORY rnode s e i |
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Ws sapme ce rTabnuue, a Takohep u m3 ciuke 2 jacHo BULM,

t
Ia BpenHocT (% J kod 0° m xon 23° ca nosmmemem npuTHCKA
kS

HENPeKHIHO pacTe M NpHOMMKAaBa C€ HEKO] I'DAHMYHO] BeNMYMHM,
Ken 37° je ouwa y rpanumama npurucaxa 1—3500 kg/cm? roroso
uesapucua oy mpurucka, a xom 54° m 80° oma ce ca nosehamen
TIPUTUCKA HENPEKUAHO VMambyje, Kao MTO Ce TO onaxa 3a CBe ApyTe
cy®crannuje, xoje cmo menurupann’. Ofasne ce MOXKe 3aLYUUTH,
Aa Ce OHA CBOjCTBA, KOjUMA C€ BONA KOJ HHCKEHX Temmeparypa
pasnuryje oy Benmke sehiune npyrux TBapu, Hecrajy xon 54° u sume,

1 Pesyararn he Gurn sacebno objaBmeny.



LE REFROIDISSEMENT ADIABATIQUE DE L’ EAU
ET LA TEMPERATURE DE SA DENSITE MAXIMALE
EN DEPENDANCE DE LA PRESSION

PAR N, A. POUCHINE ET I V. GREBENSCIKOV.

L’élévation et I'abaissement de la température de I'eau,
qui accompagne sa compression et dilatation adiabatiques, ont
été déterminées par la méthode ,pyrometrique®. Cette méthode
était elaborée par les auteurs afin de servir a I'étude des équi-
libres sous des grandes pressions. La substance examinée se
trouvait dans un tube de verre placé dans la bombe. Pour la
transmission de la pression on a employé la paraffine liquide.
La paraffine était separée de la substance examinée par le
mercure. La pression jusqu'a 4000 kg/cm® a été déterminde
au moyen d'un manométre d’aprés Bourdon et la température
au moyen d'un thermocouple, qui était soudé dans la partie
supérieure du tube de verre et d’un galvanométre a miroir trés
sensible. Moyennant d’un appareil de compensation il était pos-
sible de mésurer la température dans tout intervale avec la méme
précision. Afin d’avoir un controle, les indications du galvano-
métre ont 6té lues par l'oeil et en méme temps registrées
automatiquement sur le papier photographique. La température
du procés adiabatique a été mésurée avec une précision de
0,0001° et la pression avec une précision de 3—5 kg/cm?. Les
déterminations ont été faites également pendant la compression
comme pendant la dilatation adiabatiques. Les dernieres détermi-
nations ont donné d’ordinaire des résultats plus précis parcequ’on
a pu les faire presque instantanément.

Comme on peut voir des tableaux et des diagrammes, le
coefficient du refroidissement adiabatique a 0° et 25° s’augmente
avec |'élévation de la pression. Il ne diminue, comme c’est le
cas avec les autres liquides, et il s’approche d’une valeur limitée.
Autour de la pression de 3400 kg/cm® on peut discerner un
changement de direction dans le courbe. A portirde ce point
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elle va presque horizontalement. Or I'échauffage de l'eau en
cas d’unchangement de pression pour 1 kg/cin® dans le domaine
de 3400 a 4000 kg/cm® devient presque indépendant de la pres-
sion. A 37° la valeur pour le coefficient du refroidissement
adiabatique dans les limites de la pression 1—3500 kg/em?® est
presque indépendante de la pression. A 54° et a 80° le coefficient
se diminue avec 1'élévation de la pression. Clest aussi le cas
pour tous les autres substances, qui ont 6t6 examinées par les
auteurs. Dé ce fait on peut conclure que les propriétés de I'eau,
par lesquelles elle difféere de la plupart des autres substances,
disparalssent a une température, qui surpasse 54°%

Le changement de température de la densité maximale de
I'eau avec le changement de la pression

Amagat' a déja fait I'observation que la densité maximale
de V'eau s’approche des températures inférieures avec I'augmen-
tation de la pression. Selon ses determinaisons une densité
maximale a 0° correspond & une pression enfre 143 et 197
kg/cm?, D’aprés Lussana® cette pression est de 180 kg/em* et
d’aprés Bridgman® elle est entre 500 et 1000 kg/cm‘

De Yéquation thermodynamique

At C ( dt) ADp

il résulte, que les corps, qui se dilatent par le chauffage, se
chauffent par la pression et se réfroidissent par la dilatation.
Les corps par contre, qui diminuent leur volume, si on les
chauffe, se refroidissent par la pression et se chauffent par la
dilatation. L’eau en donne un exemple evident, comme on en
peut conclure de la fig. 3. Il est évident, gue en cas de pres-
sion et d'une température;, qui correspondent i la densité maxi-
male de 'eau, la compression ou la dilatation -adiabatiques ne
sont suivies d'aucun effet thormale. Comme on peut voir des
tableaux 1 et 2 a 0°% le coeffieient du refroidissment adibatique

((Tt) devient zero en cas d'une pression de 600 kg/cm? Il en
P/s

L-Ann. chim. phys. [6], £9. (1893), 559
2 Nuove Cim. (4), 2, 233 (1895)
Y Zeit. ‘anorg. Chem., 77 (1912), 387.
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résulte, que sous une pression de 600 kg/cm® la densité maxi-
male de 'eau est a 0%

Ce fait a sans doute une importance hydrographique. II
explique pourquoi la température de 'eau dans les profondeurs
des océans est toujours inférieure a’—- 4° L'expédition anglaise
de Challenger a trouvée a une profondeur de 5100 m. une tem-
pérature de -0, 3% Si on prend en considération la pression
des couches superieures et la concentration du sel dans l'eau de
mer (3, 5%;), la pression & une profondeur de 5100 m. est égale
4 535 kg/em®. 11 en dérive, que sous une pression de 580 kg/cm?
la température doit étre de 0° se qui s’approche a la wvaleur
déterminée par nous (0° a 600 kg/cm?).



AIMABATHUYKO OXTIABMBAHE HEKVIX
OPIF'AHCKKMX CYBCTAHIMJA ¥V 3ABU-
CHOCTU O]1 IIPUTUCKA

H. A. IIYIIMH ¥ . B. TPEBEHIIYMKOB.

(Iprmmeno #a cxyny Axanemuje [pmpommux Hayka 3. XL19z4.)

ITo meromm, kojom cmo ce crnywunu KON WCIUTHBABA aids
abaTuykor CTHCKaBalba I pacTesarsa BoAe', POYUIIN CMO NPOMEHY
TeMIEpaType KOJ anuabaTHukor pacre3ama HEKMX JApyrux cyod=
crauuyja u To: $enona, OeHsona, yperana, NapaTolyuIiHa, eTHIHOD
anKoxona, IMIWLEPHHA M DUIMHOBOT yiha. O3a [pBe uYernpu cyda=
TaHIMje W 33 HUXOBE CMece ofabpeHe Cy TeMIepaType UCIUTHBAbA
(80° m 90° rtako, ma mcnuTupana cyScTaHUMA OCTAHE KAIUBEBUTA
u xop uajsefiux mpurmcaxa, koju cy ynorpedmenn. Pagu Tora ce
CBM 3a BUX nodMBeHM pesynTaTm onHoce Ha Texylie crame cyGs=
cTaHnyje.

Anmadarnuxo je oxnaberse ermaHor ankoxona SHWIO HCOUTAHO
kox 30°, rnunepuna xom 25° u 98, 2°, a pummsosor yma kox 0°.
Ynern ermnuu ankoxon xpucrammsyje kog — 112°% a unmcrn rom=
uepun kox -+ 187 3asucHoeT TemmnepaType KpUCTAIM3ANM]E ANKO=
Xona U IMWlepuHa O TpHTHCKa fAocaja jom Huje onpehena. Sa
sehuny pmocana wucnmrammx opramckux cyGcramimja ca nopeha-
mweM npurucka o 3000 kg/em® Temneparypa xpucramMsanuje pacre
Mame Hero 3a 75° pand rora Moke ce IpiKaTHM HajBepOBATHHM]UM,
ma-cy u anxoxon xox 30° um rnuuepnn xop 98, 2° 3a Bpeme namrer
ACTpaxuBama Ounn y crabunsom Ttexyhem crawy. Kop 25° u npus=
Tucka Buwer op 1000 kg/em? rmunepus je Ses cymme GHO y npes
xnabernom cramy. Mero ce mopa npennocTaBuTH O PULMHOBOM YibY
kom (7 m Buwux npurHcaxa.

1 H. Iymun a W Fpeﬁe}{mqm\coa, [rac Cpnere Arazemuje Hayra 1925,
T... crp. 41.

2 H, Mymus u A. Taaroresa, Myp. Pyer. Xum, 06. 47 (1915) 100
3 H. Nlymme u A. Taaroaesa, Journ. Chem. Soc. London, 1922, 121, 2818.



62 H. A. I¥IIHH ¥ H. B. TPEBEEIIYAKGE

[Ipomena ce Tewmneparype kon anmadaTHukor Mpoueca Mepuia
nomofiy TepmoenemenTa u perucTpupana dpororpadexn, Ha cmmu cy
HaBeJleHK Heky Pororpamy, koju cy nobuseun 3a denon. Ha cnmup ce 1.
jacHO BUIM, O je ralBaHOMeTap HAKOH MITO je MOCTUrao kom aguata=
THYKOL IPOLIeCA MAKCH-
MalH{ YKIOH, JOCTa
| l nyro (oxo 30 cexyuna)
; 2 OCTE0 HelOMHUAH.
‘\%/; \3/{.‘ Ougepunno je, na uo-

/ pann cMemTaja TepMo-

1 eIeMenTa |y UeHTpan-

_ HOM JIglly WCOUTHEBaHE

Canra 1. TEYHOCTH, TeMuepary-

pa Gombe M TEUHOCTH,

Koja je mpesocmna npuTucar, (OGHYHO PHIMHOBO yibe) Kad U CTa-
KIieHe IMOCyJe, Koja je canpx{aﬁana MCTpasKHy CyOCTaHUMjy, CaMo
MONarano Mpenasy Ha TepMOoeNeMeHT. Pagu Tora ce MakCHMasHa
npoMeHa TeMIeparype, Koja je ONroBapana anMabarTHYKoOM MpOIEcy,

|
|
i
|
[

Ta6amza 1.
[pomesa Temneparype denona kon aguadariukor pacresama kox 80°.
Le changement de la température du phénol en cas de dilata-
tion adiabatique a 80°.

e AR I grnaTR novo) tﬂ) X 107
kg/em® | | kg/cm? | dp/,
380 Lo 3,7920 5105 (i1 997
415 NG, TS 878 909
475 . 3978 1293 837
507 3,844 1753 758
255 1,738 2078 681
- 360 192,487 izl 00 677
472 3,004 2186 636
617 . 4064 | 2293 639
405 L 2,602 . 2403 642
510 3317 2467 650
457 L 2,924 26217 640
3., | 1965 | 2868 605
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MOT7A MEPUTH NMOTNyHO vayxo. Peayararm cy onmra Hasenenu y
rabmuuama I — X, u rpadurn npuxasanu va cnnny 2 n 3. Y radnu-
uaMa p. OsHaudyje HpHMTHCaK, cpeimu usmehy moseTHor u koHaus
HOT TIPHTHCKA AnEadaTiykor pRfiEaa) Ap- paS'II/IKy usmehy ose
npe penmunne, A\t onameny o1l

NpOMEHy TeMnepaType cyds= | :
CTaHumije Kox [poleca,

(A_t) IpOMeHny TeMepa= —N’— - “ > Rrly-rl)

Type cydcTasuumje, Koja on=
ropapa NpOMEHH HPUTUCKA
sa 1 kg/em? won nputncka

p. Croomenumo jom, ma Nt o .,;gi..e__,_
je ucnpapHMje  OMHOCHTH :
At
BpPeIHOCTH (A-J Koje cy
3

Hapepene y rtabnuuama, He
na remneparype t—=80° u
—90° mero ma cpexme

(K Py

Temneparype t — %*, Koje ' w
ce 3a 19— 3° pasmyjy |gg o Whe
on 80 u 90°. : st

Vs radnuue ce 1. u u3 mﬁ 40log 2400 3004
¢ 2. BUAM, 1A Ce C [oBuuIe- Cllab
FheM NPUTHCKA AepHBALUja KoedunmeHar azHabaTHuKkor oxaahrEaMa

At : Kao ¢pyHKOHjA O TPHTHCKA.

(Kp 3a (eHon ymamyje -o---0-- cmeca: 75 wmon Uy denoma -+ 25

5

Mon. %y me=ronmymmuua.
Ka0 ¥ 3a CBe JApyre Teu=

HOCTH, KOjé CMO HcHuTuBaay (OCHM BONE KOI TeMMeparypa HHMHX
on -+ 37%. Ona rom 500 kg/cm?® msmocm 0,00999, a wom 2120
kg/cm? nama mo 0,00677, 1. j. ymamyje ce sa jenuy Tpehuny. ¥
' : At)

npasuy ce kpuse koeduupnjenta anuadaruaxor oxnafjema |S—| 3a

AP

(pemon onmama Hexa ocobHMHA, KCja C€ BepOBATHO Halasd y BeaW ca
eKCUCTEHIHjOM Ipyre Moanu(ukangje genona ko BALINX IPUTHCAKA.
VY neruny, xako cy mnoxasanm onurtu opnpehusama Temneparype Ta«
numTa eHona KoJ BUCOKMX mpHrTucaka', xon nosehama nparucka

1 Pesyararn he 6wtn nyGanugupana nocebuo: yenopeau takohep: Tammann,
Kristallisieren und Schmelzen, 1903, 308; Zeit. phys. Chem. 73, 75 (1910). Bridg-
man: Proc. Amer. Acad., 57, 112 (1915).
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no 2250 kg/cm?, denon mpenasm kop Temmeparype 64,7° y rywhy
momndurannjy denon II, u manan npurmexa om 2250 kg/em? cra-
6unua je oBa noToma Momudpukanuja. Dam kpaj ucTor mpHTHCKA
KpuBa KoeuUHjedTa Oxnaljerma NMpejazd y XOPHSOHTAIHW 1eo T. j.
penarmsao oxnabere (esona (kox npomene npurucka za 1 kgfem?)
noCTaje roTOBO He3aBHCHO Of NPHTHCKA.

Ta6aupa 2.

[Tpomena Temmeparype napatonyuumuua Ko annadaTHuKor pacTe=
. sama kop 80°,
Le changement de la température du paratoluidine en cas de
dilatation adiabatique a 809,

| |
AP i p (d t) -
to 1 L0 10> |
kg/cm® & . kg/em? an)
413 : 480" | 486 1161 |

375 | 4,04 862 1077

398 3,82 1234 961

Tabauga 3.

Ilpomena remneparype cmece 75 mol. °/, maparonymnmna xon
agmabarTnukor pacresama xog 80°
Le changement de la température du melange de phénol 75
mol. %0 avec p-toluidine 25 mol. %, en cas de dilatation adia-
batique a 80°.

| |

Adq . | p dt -
kg/em® | At } kg/cm? (d p)sX 18 T
345 | 3660 | 363 1060 |
378 | 3,78 549 | 1000 :
410 3,75 960 } 915 '
456 4,01 1110 879 !
350 2,91 1320 832 ﬂ
392 3,06 1506 780 |
475 3.26 2037 I 687 i
393 2,54 2452 647
370 2,30 2800 623
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Tabamga 4.

[Ipomena Temneparype Bensona kon anuadaTuukor pacTesana kom 9o’
Le changement de la température du benzol en cas de dilata-
tion adiabatique a 90°

|
AP AL p : (ﬂ) 10
kg/cm?® kg/em? | dp/s
330 6,67° 470 202
380 6,70 785 176
410 6,23 1145 152
460 5,62 1960 122
547 5,62 2738 103
465 4,38 3233 94

Ta6anua 5.

[pomena Temneparype yperana ko anuadarnyxor pacresata kox 80°.
Le changement de la température d'urethane en cas de dilata-
tion adiabatique & 80°.

Lp AP B (51-3) X 108
kg/cm? kg/cm?® dp/s
355 3,899 447 1096
447 4,40 688 985
465 3,95 1107 850
495 3,79 1488 767
443 3,20 1928 721
480 3,12 2187 651
430 2,13 2620 634

Tabauua 6.
[Tpomena Temmeparypa cmece of 75 mol. %/, Gensoma - 25 mol.
¢/, yperana ko anmadarmukor pacTesama kom 90°
Le changement de la température du mélange de 75 mol. %,
benzol avec 25 mol. %, urethan en cas de dilatation adiabati-
que a 90%

TIIAC R
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Ap PR R ( t)
iy MG Ul 5
kg/cm? At i kg/cm? dp sx o |
355 7,000 | 382 197 |
424 6,07 | 750 172
371 5,48 | 1123 ! 148
1398 4,54 | 1850 114
422 4,01 | 2650 | 96
403 342: | 3142 85
Ta6anuga 7.

Le changement de la température d’alcool éthylique en cas de
changement adiabatique de son volume a 30°
Hpomei{a TeMNepaType eTWIHCT ANKOXOna KoK agnadarnike Npo=

MEHE IHeroBe 3anpeMuHe KOx 300

VAL T : ( dt)
kg/cm?® i P \dp. ;"X 2
‘pacresame — dilatation

285 372 - 262 1304
481 5,30 592 1114
392 4,24 736 1081
- 545 5,21 1052 - 956
372 2,94 1454 <. 791
845 6,22 1913 < 736
865 6,12 2107 708
473 | Bt 2228 670
560 T 2693 645

CTHCKaRame — compression

380 4680 365 1233
1390 “ ) 795 ; 1052
409 4,16 8 i 1017
485 4,31 1125 887
580 4,47 1560 770
705 4,97 2049 - 700
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Tabanga 8.

[Tpomena Temneparype rumMuepuna KON AL uadaTUUKOT pPACTEsAHkA.
Le changement de la température du glycerine en cas de dila-
tationadiabatique.

| | I
kg%c;’fﬁ' | A | kgrflc)m2 ! (%]s s
ko 250 — 4 25

- | |

460 1910 | 375 416
357 145 | 529 405
372 1,49 776 399
385 1.49 877 387
398 14900 | 1141 375
450 66, | | 1268 368
342 ST, 1529 | 348
- 465 1,55 wor | 384
482 1,56 2009 ] 325
502 154 | . 2851 | 307
542 1,65 2476 | 304
B4 LT3 3000 296

xon 98,20 — & 98,20

435" | 2490 458 573
330 & UT6ms rketrstliZB ot ol 1on5BR
365 .| w85 1148 T ¢ 506
400 | ... 189 1500 | . 473
85 195 1T 1898 R
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Tab6anga 9.

[lpomena remneparype puLmHOBOr yiba kof aauaGaTuukor
pacTesama xof o°
Le changement de la temperature d’huile de ricin en cas
de dilatation adiabatique & 0°

'
kg/cm? | kg/em? bodp/s
= — .
355 2,55 362 720
518 3,44 729 664
417 2,53 1157 608
488 | 263 1579 538
483 2,45 2029 506
315 1,49 2412 472
440 2,00 2730 455
205 0,94 3042 458 .
Ta6aupa 10.

[Tposena Temneparype rom apuadaTUyKor pacTezama TBAPH.
dt
Bpenunocru cy za (a—) ko p = 1 kg/cm® moBmsere rpadmuuxom

EeKCTPANONAlMiOM B 3aTO CY Malke TauHe, Hero CBe OCTane Bpel=
HOCTH, KOje cy pobBmeeHe TpadMuKOM HHTEpHONALUjOM ONHMTHHX
nogaTaxa.

Le changement de la temperature en cas de dilatation adiaba-
tique de la substance.

Les valeurs de la dérivation (dt/dp), pour p—=1kg/cm® ont été

obtenues au moyen d'une extrapolation graphique des données

experimentales et sont par consequent moins exactes, que tou-

tes les autres valeurs obtenues par l'interpolation graphique.
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[Tpurucax (kg/em?

o = =

£ 1 1 {500 [1000|1500 2000|2500 | 3000
Cy6cranunja | & P

% =

(9]

% (E!E) >< 105

R i dp/s

E ol il

Genzor 90° | 2550| 2000| 1620| 1390| 1210 1090 990
yperan 80° | 1300/ 1072 884 765 702 639

Caeca: 75 mol. % | ' !
Senona-f-24mol. [80° | 2400 1890] 1560/ 1300| 1110/ 990/ 880
9/, yperana
Meron 80° | 1130 999/ 883 802 726/ 648
Haparonyuman | 80° | 1300] 1158| 1034

Cueca: 75 mol. 9y

(penona + 25 mol. | 8(° | 1160 1016/ 905| 782 691 644

o !
0/ maparonyu- |

JAHHA

Bruma ancoxon | 300 | 1450| 1180 965 805 715/ 658

i

5 [ 0 | 130/~ 20+ 641+116/+150-173 1189
OHxA
80 | 492 468 445 423 406 392 382
{25 437| 4070 380 352 327, 308 204
Tmunepun {
98,2| 625 5700 520 475 441 |
Punusono yise 0| 785 700 628/ 564 507 468 448

s rope ce napenennx Ta®muna m UpTEXa BUOU, 1@ OJ CBHX
cydcTannmja, koje oMoO wmcnuranu, uajnefin xoeduunjent apnadas

dt
THukor oxnalema (ﬁ uMa GeH3on, 3a kojera je Kok MNpuUTHCKA
s

dp

5 (dt

on, 500 kg/fem? (d_)_o,ozoo. Vperauy, ¢esony u naparony=
P/s

UOUHY oarosapa koeduuujeHT MpuGIDKEO ABa OyTa, a MIHUEPHHY

yerupn nyra wmamu. Panp yenopehusama y Tabnunm je uasened



70 H, A. IYIIAH H JI. B. TPEBEHINIHKOB

(@t /dg) 310"

7
4

!

NS

ﬁ 10j00 20008 3000

Caura 3.
Koeduuuenar agnabaruyror oxrahusama vao pyaxguja 05 DpUTHCKA.

I

u koeduumjenT anmabarnukor oxmahema Bome', Koja OF CBMX Cy=
OcTaHnMja, KOje CMO MCTpPAaMWIM, uMa HajMaml KoedHIujedHT oxna=

1 H. llymwue a K. I'pebemmunxos, Trae Cpr Kp. Axag, 1925. T... erp. 41.
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; 5

fewa. Ca nosehiamem npuTncka BpeauocT ce (—} 3a CBe Mpoy=
dp/.
YeHe TeYHOCTH HNOCTerneHo yMarby}'e u TO Taro, Ja ce BPeHHOCTH

. (dt , 4
nepuBalnja (&w mehycoduo npubnmxasajy. Excnepumenrtanso je

. [dt
nepusaumja (—) Buna oxpefjena mocana camo sa 6eH30N KO NpU=
s

Tucaka oko 200 kg/cm® no Burtonu m Marshalu!, koju ¢y nammm
3a coBuy Temueparypy speanoct 0,0166. 3dor Hemama Temiepa=

"TYpHOT koedmlMjeHTa Hepusamuje {ﬂ) uuje moryhe ycnopeawrn
oBaj Opoj ¢ HawWMM. dp/s

[1penasehin ua xpuse, xoje cuo nodunu 3a deHon, H=TONYHALUH
¥ IRHIXOBE CMECe, MOXeMO ONA3uTH, NpeMaa je BpedHOCT kojeduiu=
jenra anmmadatuuxor oxnabupama 3a n-Tonyunus ssatno sefia, mero
3a ¢enon, ma wmnak noxasame 25 mol %, (27,5 yresnux %) n=ro=
nyununa ¢enony jako mano nosehasa, a koj BumUX nprTHCAKa

: dt .
uTa Bule yMamyje spenHocT |—| sa denon. Moryhe je, ma ce

OBa MOjaBa HaNA3W y Be3u ca cTeapaibeM (eHonara M=TONYHMJIUHA,

ydja ce ekcHCTeHuMja Y KpUCTANHOM CTamy NOTBphyje nuarpamom
a

cTama’,

1 Proceed. Roy. Soc. London, 50, 130 (1891).

% Peayaratn he Gutu nyGamimpanu moceGuo. Ycnopean rmaxohep: Philip,
Journ. Chem. Soe. 1903, 83, 828.
Kremann, Mon. Chem. 1906, 27, 91.



LE REFROIDISSEMENT ADIABATIQUE DE
QUELQUES SUBSTANCES ORGANIQUES
EN DEPENDANCE DE LA PRESSION.

PAR N, A, POUCHINE ET . V. GREBENSCIKOV.

Par la méthode déja décrite' les auteurs ont étudié les
changements de la température pendant la dilatation adiabatique
de benzol, phénol, p-toluidine, urethan, alcool éthylique, gli-
cerine, mélanges de benzol avec ['urethan, de phénol avec le
p-toluidine et I'huile de ricin sous des pressions entre 1-3000
kg/cm® Sous la pression atmosphérique le benzol posséde
a 90° le plus grand coefficient du refroidissement adiabatique:
{(dt/dp)s = 10,0255 et P'eau a 0° le plus petit, (dt/dp). = — 0,0013.
Avec !'élévation de la température le coefficient du refroidisse-
ment adiabatique augmente. Avec 'accroissement de la pression
il diminue de sorte que toutes les valeurs de la dérivation
(dt/dp). pour les diverses substances s’aprochent successivement.
En cas de phénol on observe une particularité: Sous une pres-
sion d’environ 2200 kg/cm? la courbe de la derivation (dt/dp),
change sa direction et jusqu’a 3000 kg/cm?® elle ne depend presque
pas de la pression. Les tables inserées dans I’article montrent les
données numeriques, qui expliquent les indications précedentes.

! Journ. Chem. Soc., 123, {(1923), 1717.



[MPWIOT - TEOPVJV KOHOOPMHOI' [TPECIIMKA =
BAFHA TIOMORY EIMINTVYUKUX GOYHKUVJA.

HATMKMCAQ TMPOM. O-P BUIIKC NHMITAHOBH|.
(Ilpummpeno na cryny Axamesuje [Ipuponaux Hayxa 4. V. 1925).

Meby ocrane cnyuajese koHpopMHOr npeciukapama nosohy
euntTuykux QyHKIWja cnaja B caydaj KOHGOPMHOr IpecluKaBsara
jennor omceuka napadone Ha KpYyT.

Cepxa je namer, ndkne, pajga, oa ce OJpelH 3a OBaj CIyYaj
AHAMATHUKIA K3pa3 enunTHuke ¢yHKuuje, Koja pemasa CIOMEHYTH
npodney.

o

h/ R

Cnuxa 1.

Beh oBme ynosopyjemo, na ce nam pag GaBu camo ciyuajem,
Yy KOMe NpaBa, koja OrpaHuyaBa ofcedyar mapadone, HIe Kpo3 KIDKY
ncre {(cn. 1., 2.)

Y osome je cnyuajy xoHOpMHO NpecidKaBame 3alaHo [03Ha=
TuM adannTHukuM Qyskunjama. On yraa N saBucH obmuk olceuka,
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ABC, napadone. Ceu ciyuajesn, y xojuMa npasa, koja orpami=
yapa OJceuaK, MOE KPO3 OKIKY HCTe, nany ce noMoly ¢ysxiuje

1
=l = r? (COS%‘%‘ isin g} , KOH(OPMHO NpECNUKATU Ha jenad

NpaBeyTHH TPOYrao, koju ce Taja Moxe Beh NO3HATHM HAYMHOM

V

W~ pabaw

W= U+ |V

; 7, U

HPeCIXKATY DA MONYpapan (ropiby WIH LOMIBY), T€ HANOCNETRY U

HA KPYT.
*

Hajope na npomorpumo nawr npodnewm yonwTe, a nocne xa
Ce BampXMMO Ha Tpu Iberopa Chenujanaa ciyvaja.

. ’ Z=5 z’]

IMomohy nuueapue Tpascdopuannje z ==_—— - Npenasu xn=

=7

0 1

wa mapadone ¥y Tauky Z'=— 0, a 1e3MHO TeMe uie y Tauky z’'==1,
B

Jeanasnua nax mesnna je yU o= —4x —1)=4(1—x'). Yenen
, wW— W, ,
TpancopMaluje wy == — [T Tpenasn Kpyxsa nmkmja, ca cpeam-
WTeM W, U MONYUPeUHUKOM b, ¥ jeIUHHUHY KPYsKAY IMHH]Y, 4YHje je
cpeanmre y wy==0, Ibesuna je jemnaumna w2+ vi—=1 (cn. 3, 4).

Cnomenyrtn opncedar napafone npenasu nagame nosoliy

=

Sl

@YHKHHIEZ:,«‘? y JBa KQIUPpYEHTHA npaBoyria Tpo=



MPHJIOT TEQPRIT KOHGOPMAOT BPECJIUKABATLA JOMORY EJHNOTAY. $YHEOATA T7

Y’ R
A 2 - Pabaﬁ.
T x’-t-iy'

ANTE 8
4 ’Xl

Crnra 3.

yrna y Z — pasun. Pumanosa ce nioxa nporesxe nosume z' — paBHH,
a me3nHe Cy pasjpojHe Tauke O u © (cm 5.)

W, - pabaa—s.

A
e ’{/
e

Cnuga 4.

1-+wy
1 T Wl
jeNUHMYHA KPYXHA NWHWA HA ropmy nonypasan W. Yaehewmo na,

Momohy dpyuxuuje W =i npecnukasa ce KOHYOPMHO
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Ha mp., Tavkama w;=1,1,—1, onrosapajy Taske W—,—1,0
{cn. 6.).

Y Z — pasun nobusamo, naxne, jenas pomd. Hako je mossaro
M3 TeopHje KOHGOPMHOr IIpecIHKaBaia, KOHPOPMHO NpecinKasame
je OBIOe 3afaHO MHTerpanoM

.

W
Z—7=0)—C|iW—a)" " (Wb~ (W) " AW = (W).
W,

Ay Z = Pabaﬂ.
Z=X+i1y

R~ %4-3—:90”

[T~ itg R =€)
_|.,|i.<ﬁfff”$"' X

2]

h\"‘* " _?__
: B ( _”:Ot%-"-'smai)

.- Cruka 5.

V. navenesom wnTerpany a, b, ¢ cy Tpu mo Bomu onabpane
I{OHC‘I’al-{TE; KOoje ce HANA3e HA peanuoj-ocu y -W — pasan u Koje
OHroBapajy TpHUMa TeMeHHMM TauxkaMa Tpoyria. Ako je sajan Tpo=
Yrao M HmEroB Nonokaj, TO MMa TpocTpyko GeckoHauHo (yHKuuMja
(0®), koje npecnukaBajy kOHOOPMHO NONYPABAH HA 3ajlai TPOYIAO.
Vlupepsnjom mnrerpana nodusa ce, Kako je NO3HATO, NpeciuKasaie
TPOyIfia Ha monypasaH. YI/IOBe TPOyITa oBZe Genexumo oOuuHO
ca am, B ¥ 7T, Na Ce BUAM jaCHO 3HAYCHe Benuyuua o, B H 7.
Ospe Tpyu senmuuHe 3anoBombaBajy Nakie 3a paBHE TPOYIJIE YCIOBY
gt y=1,.a ocum- Tora u a{l, §¢1, yv(1.

Y -namen je cayuajy jelHa O OBMX TpHUjy BeTMUMHA, HA TIp.

: !
= jep je jemam yrao Tpoyrna y Z— paBhu pasaH g



IPEANIOr TEOPHIH KOHPOPMHECL IIPECIHKABAIA IOMORY EXHITHY. SYHKUEIA T9

iAok

 ie? e?

33 BeJIMYUHE a, b C Y3eheMO TadyKaMa Z—-'O T P A Rl

. .sins cos,

HeKa OAroBapajy Taqrce W—oo —1 1 g : 2 2

Ogasne punumo, na ce ropiba NOAYpPABAH KOHGOPMHO - HPECIIH=
KaBa Ha YHyTpawky MIOXy Tpoyrna 'y Z-— pasHu.

Kako no oBpj npernocrasin Z—0 n W — o zajequo npuma=
najy, 7. j. lim. inf. nawera unrerpana je o, a xoucrauta Z,=—o0.

W- Fabaﬁ.

s 4\\‘/.\/\/=D+i-\7

L 1] \/ /
M o
5 Fm U
. gt Gt '/"/"//‘.//////////9' "
Cn‘m(a 6.

Pazsoj on Z = ¥ (w) na Mecty W == 0, xoMe onrosapa Z, =0,

B 1 1} 3
rnacu: L= v [14- W P (W)J-: Y{W). Axo yno’rpegnmo aa OBy
j 1IsapuoBy AepuBaTy, T.j. -~ log—Z =X(W)
DYHKIYjY Taxo 3pady pLO] L A aw .

KOja M@ MCTY BpeAHOCT 3a q)yﬁxumy Z=—=Y(W) xao u 3a dyunrunjy
dZ ' *
C,2+4 C,, To umamo Ha)npe dTV W*Tl (1 Jr = P(l) (WD u

HANOCTIETKY -,

i o W“ _’_ \XZH{
,;_i"f‘wrﬁ‘*‘“'“"

1
—— %”F\)% P (\%] , T. j. X(W) je na mecty W= perymapna
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M HMa Kapakrtep painuonanie ¢yskuuje ca W=—a un W=D>b xao
nonosuMa . pepna.

Fbesun nzxrme odmuk rnacu X (W) :%__;% -+ .\)%__—tl)

Wurerpupaso i oo nea uyT, nonasumo ox Llsapuose nepusare

noHoBo ma Hauty dyurumjy Z =Y (W), koja je na rouuy yomuwre
samana ciepehuM unTerpanom

7 cj{w—aja“‘ (W—b)P ~1aw,

AL o~ y H
A R

@)’F' S () X‘

Z}- :Fabari.

Y

g
VR4
v
Cruxa 7.
Axo ce jom nocrasu 3a a=—1, b==—1, To Banokon usnasn

W .
Z= CJ[W— 1](1 b (W 1]B ~'dW, aoso je yonurre jenan Adenos

uarerpan. Oso, 10 cana, je yonmre npoMarpame Hawera npodiema,
a cama na npehemo Ha mocmarpame Tpujy CrHeUHjansux Cryuajesa

(cn. 7., 8).
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T
I )

Osae nodueavo jenan KBaupaT Kao KOHYOPMMO DpecHKaBame
asocTpyke Z'-— paphu.

Kako rpoyrac, Taxo m jeiwiHUYHM KpYT IPECNMKABAjy Ce KOl=
dopmuo Ha ropmy nonypasan W (en. 9.), xako cMO BHEeIM KON
cllyyaja yonuTe.

Oszne je =7 B:%, T«:%, Wmamo nmaxne cnepehin nu-
Terpan: * v
" 4 4 ¢ d
Z—C (w—l)_?(w’fi)_?dw:CJf“L’
= = (wi—1p
Z'ﬂ Pabaw.
\y '
—-.__________A\Ili(1*")
/ C;n
"T -4 , ' 1 ’X

oL g -i)

Y
Cnuxa 8.

a 1o je jeman Afenoe mETerpan M OH CE 3rOLHOM CYMICTUTYIHOM
Haje CBeCTH Ha jeman enwnrTmyan uarerpan . pere. Axo najmpe
yeeaemo cyncrurymmjy: t=W 4| W?—1, 1o nodusamo:
| t2—1
Wﬁ:m_ dw:—’—"‘_ dt

L Az

YBememo nn1 08O ¥ HOCAERBA MHTerpai, LOOMBAMO IAKUM
=]

y dt g

pauyiiom 7 — C’J —————rge je C'=—2C|2 HoBa xon=-
V413 —4t

cTanTa. ;

IVTAae 6
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Oso je jeman emuuruvyas wHTerpan L spere, n 1o Bajep-
wrpacosa (Welerstrass) odnuxa. Vinsepanjom nax ponasumo Ao

;

c
Kopenu cy pagukanza 4t —4t cnegefa: t,—o, t,=—=1,
(I 2o _
Hamame fiemo yseru opaj pacuopen wmelly kopenuma :

p— dymane, 1.j. t=—p (

S=aler——1,

j\v \/\/” P a ba .
M "
a" F {‘(.«}
/ - i 1 ~,
__,c;o L 4 o0
/
Cruxa 9.

Cea ¢y Tpn xopeua peanna, jep je mucxpusunanra A==16
(61 —e5)° (e —ey)* (e, —ey)' = g3 — 27 g5-=64—0=64)0, jep
je g3=4, gs=o.

Cana moxemo wuapauyuarun moayne k u k', Dopuyne sa
BUX rrace:

k*fmm%_Vl:EZ e fama T 2,
ey—e; | 2 A ey—e; | 2 2
Kako je max k=k’, 10 je
! 1
K—=K'— IS T
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Haname moxemo mapauynaTu jour Hexe BelMuMiie, KOje Honase

wy . K

==
Wy K
i A il
osne K=K’, ma q—=e'™" =~ T =0'0432139 - - - 75 [Mapane-
7IOTpaM MepHuoja je naxne jemad ksanupart. _
WMwmamo npen mnama cioyuaj JeMuuCKATHUNNX (yHKOMja, jep
KOl perTH(HKAUMje neMHMCKaTe, uwja je jeaHaumHa (X° - yiE—

KOJ TeopHje enunTuuHuX QyHKIHja, 1 To: T == =1, jep je

—a?(x*—y?), wm y monaphuM koopausaraMa r=—al cos2q,
HNONA3NMo JIC jeNHOra enunTH4YHOra uHTerpana . Bpcre, M TO

{
/

MOAya k:?. Hodusamo pawne sa ¢pyuxunjy W jemas ksampat

Kao mnapanenorpaM nepuoia, panu uera, Taxohe, m sa (ymrrunjy
t =W/ W2—1. Jom mopaso onpenenutu koncraury C', ma ce
KOH(QOPMHO IpecinKaBame IONYyPaBHK WM3Bede Ha jeman IpaBOyINIH
TPOYTad CTAHOBHTE BeIMUWHE, jep MHAYE HaMm MCTY NpodieM pemrasa
KOJUrOd IheMy ciaudan npapoyram Tpoyrao. llocrasuliemo pamu

kparkofie, na je —=u, na wmage ¢ynxunja t==p(u; 4, o] za

(3

NPUMUTUBAH TNapallelorpaM NepuOfa jerad KBajgpaT €a CTPaHOM
2K 2K ol
Zwlﬁ*——‘r——'_——-x '}:::Kl{ o R

Ve,—e; 12

Pamu rpancdopuannmje Z=—=C'u wema ce gyx cpaxe crpane

y omepy |C: 1. Muamo marme K2 [Cl=2u, [C1=2, jep je ¥

HAWEM Cclydajy Ry¥ cTpade xsajpata nepuona pasHa 2. Vs mo-

cnenme jenuauune mamasu |C|=—, rme je w; peanna nepuoja u
MIO3NTNBHA. W1

Jow mopamo onpenemura aprymedar on C'. Yagyx npase
O A’ (nonynujaronana y ksajupary nepuona) je W peanHo u nosu=
TuBHO, jep Tadxama: Z—o0, 1—1i, 1-}-1 onrosapajy BpessocTn
W=, —1, 1, pann weraje u t=W -- W2 —1 yanyx peuene
npape peanno m posutusHo (jep je W) 1). Hawa je, maxne, p—

1
(pynrnmja, usju awanuTedky wspas rmacu  p(u) ::Eg—{—fi% u? -}
%ﬁ%u‘*—l— ----- , VBOYX peajHe OCOBMHE Yy U-— DEBHH pealHa M

TIO3UTUBHA, jep je gs—4, a g3=10, T.|. 080je pealHo ¥ NOZUTURHO,
Axo pawne xofiemo, ma npapai peanHe OCOBHHe Y U-— paBHN

nague ca npasues npase O A” (unm oSparHo), TO MOpaMo U-—

A " i
panu uera je arcC S Mmamo norom

bt
papas poTMpaTH 3a X
6%



84 BHIKN JHIAOOBHE

e oy ! 1
C'=[Cle' =i \C’%:h, jep je |C|/=— wun mnamocnerry sa
wy Wy
— 2R Z_ufi ( : Cf_(_:_‘_
aprymenar U= =~ |rie je L= )

Hawa nam cnuxa npurasyje napasenorpas nepuoaa p— dyiik=
nuje y u— pasaa (ca 10.)

U - paban

H
Wi g
Quy s 1 o, w, = w +weo 13(1+)
% '{m)
bt o 13]
it " }u‘ 26 fre g
}‘-% i ';.3 3 2‘-“’4 ‘-H—‘

[

cn. 10.

HpmiuTuBue nepuoge m obie cy pedumHupane ca NpaBonu=
HHUJCKUM HHTErpaniMa, 1 To:
o0
a8 dt &l dt
Ly = e || Wy =— ————il
! J a2 —at 3 J ]

=1 g=—1

s osux uurerpana cnenyu unsepanjom 1=p{w,)=p (I%g) ,
— 1 ==p(wy).

, : iK|2 .
Kako je max wy=iw,= 5 TO Wanas: omasie jenmso
KapaxKTepUCTHYHO  CBOJCTBO  NIeMHHMCKATMYHUX  (yikuja, HauMe
K2 . .
P\5 =pliw)=—p{wy) wnnu, yonmre, 3a kojuron apryMesar

upin)=—p (.

VY nawem nocmarpaHoM ciyuyajy, rae jé gy=—0, uune 4 Ko=
pena jemmaupne t(f*—1)=o 1. w,e;=1,e,—=0,e,—=—1
jemHy OBOCTPYKY pasMepy, KOja je XapMOoHNiiHa, jep jensa on 6 spentocy
asocTpyke pasmepe D (w0,e, ¢, 6)—=D(0,0,1,—1)=¢ jennaxa
je —1. Illro ce Tuye Hymeprunor uapauyHasama NEPHONA, TO Ce
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MOr'y OHe mpopauyHard wiu nomoliy & — pemosa wmnm nomohy
B— u '— ¢yuxumje n 1o opaxo:

|22 =142+ 20 + 262"+ =0y (0,9 =
=12 q“'! a omasle
n=1
2K 2
?:(1+2q~}— 2+ )%, Te HanocnerTky

K=7(142q+2q' - ).

1
Oene je q:e_“<ﬁ, T. j. AOCTA MaseHo, pagu Yera Ham je

10—18
23" 6133
unn Taunnje mapaxceno ¥ ==1477.1077, mro je curypao Ges
yTeuaja ma ceamo pemumanno mecto. K fiemo, mawie, pauysaru
panu kopexType na 8 peummana. Bemuumuy q—T moxemo mapauys
narn wm nomofiy Geckonaunor pepa:

nocra ga pen sacrasumo mo 1V. uwmama, T1.i. mo q'%¢

5 3 4
-q:e““:lﬁ%%—%ﬁ;—!#—%*—k ----- i sromunje nomohy

norapuramckux Tabauua. Pauyu ussenen mnomohy norapuramcrux
Tabnmuua gaje:

2K ( ( = 9)]2_ [ [0,0432139 -+ 0,0000035 —}~H2
= T 2laata ] =1+ 207 6,0000000000005255
=1,0864348=1,1803243 (q° je nax Ges yrTnuaja Ha 7. neuu-

MAIHO MecTo, Te ce mose uenycrury). Hanocnerry wusmasm sa
™

K:§.1,1803243:1,8531092. Kama cmo wammm K manasu sa
K2

wIZT:1,3064420 1 HANOKOH 32 Wy=—=Iwj.
Wyl
Vi

1
2 14— (w—w)
W:E—[iﬂ.l{axo je mak W:i1+W1:' %

2p(u) 1—%M~wd

A e 2 e
:im]_, TO HOBHUBAMO Ha KOHIY 1?i%$_‘w\j3:p2{g(ﬂ] 1

Ilpe emo mobunu t=p (u;4,0) .‘:av( ; 4, 0), a sa

1""—W1

r—(w—wy)
kao ¢ysruMjy, Koja HaMm xonH(OpMHO NpecnHKasa jefaH oOICeYax
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napaéone y Z-paBui Ha Kpyr y w=pasuu. Onuru oéwmc dyurimje,
I{Oja HaM pewaepa MCTH HpO6‘l€M, r1acio on;

A W=V

r — (w—w,) o
ciirw—w )+D

Ypegusmy nNpefy C©Tpany NOCHEN:e jefHaunHe AOOMBAMO!

Alfr 4 (w—wy)]+Blr —(w—wy)] p*fu}4-1
Cifr +(w—w)] D —(w—wJl = 2p(y

Axo nojeguie TpanchopMaLije NpoMaTPaMO, MOKEMO 3aKIbY=
untn, na Taukama z=A B, C [F] napaGone, 7. . Taukama (z,),
(z), (zo), [z1] omrosapajy Tauke kpyxie mnnnje:

w=A,, B;, G, [Fi]
1, j. (1), (ri), [—71), [—ri].

7

T
S g —as
dyuxunjy, Koja pemasa Ham npobnem, cnepehy: iﬁt—wfi@ =
1/ z—z,

T — (W — W)
p* ( = ~. 4, 0\+1
. Kako je Z=z"== || Z—=% 10 nsnasu ua

2p (LT}Z, 4, d] Vz—z’

. T
KOHLY 3a Haul clyuyaj <)\:§ cienehe:

, rae je AD—BCo

[locrasusmm jom 3a u=— , TO HOOHBAMO KAO CHENnam:Hy

Z

b w—wg) pg(‘“J/E—zlJ i 0) oo

r_[W-_WO] 3 Qp(m]/{;u?i]l % 0)

Ako xofiemo na w DpeAcTaBuaMO KAO EKCINTHIMTE OYHKIAJY
419

R e+
*+1-+2pi

- wy==1(z), rne pamnm jemmocrasuccrn mcnym*ramo apryMeHar u

nupapujante of p-dyuruuje. Befi cuo npe cnomenynu na ce nepuoge’

mory mapasurn u nomohy Ajnepoeux (Euler) uurerpana. Ilepuona
1

VA

T3 ) ( at

yp s racy w, = T
Vat2 —4t

Off Z, TO NOC/e KpaTKOT payyHa HoduBaMo W=7

@0
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Arxo ymeaeMo cyncruryumjy’ t:%, TO je dt::——%‘?, na
! - 1
I L des
M3MA3H NOCTIe KpaTKOT pauyHama Ww; = J"Tl Hanmom
2 )Yz —x3
0
i 2 " e dx -
cyncTatyuujor x2=y, x=|y, dx=-—"— nobusa ce ua xouuy:
2y
10 dy 1,53( ‘ 1 1'.1*
= — " =t h* 4 — 727] = — —,—}
T J{,ﬁ e ﬁ y AL y) e 43(4,2,-
Y=y

Kaxo je nosuaro ONHOC je naxueby B-n [-pyuxonje cnenefin:

B(p, q)— P (E)

T(p+ag

[fa saro sa mam cayuaj wsnasu:
1_‘] 1)
B@zﬁrg
'3 r@)
4

[To rope nasegenoj pemaunju uanasun Taxoljep

Bla,l1—a)==T{a) {1 —a); a oo je, mo Teopuju onpe~

s ; :
henux unrerpana, pasno ———. llpema Tome saxmyuyjemo, ma je
sina T :

a1t

',3;} rf}] Erii g, Tl = aate S WIS, - ok {1_) e
I'Lé T o e n} 2. Hapame manasy, na je T 5 r (2) =
4
=i {%] — q:LTm = sl AT (%) %" F—@Sﬂmuwia je mak nedu=
31 jjj

HEpana cneaehns uHTerpanon:
@

I {n)== ( e *x" Tldx=—(n—1)! s cpera onora.ussoruuo, mi je
o
0

r3

] _ml2
4)

X

Axo oBo yuerHeMO Y HMipa3s 3@ wy TO, Ha kOHUy,

E

NOOUBAMO

* Confer. Dr H. Burkbar t. Elliptische Funktionen, Ziri h, Pag. Z1%.
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D) i,
l_r{g Mz 1r7(1”/ 1
Kaxo wam je w; nosuar u na Opyru Hauuy, TO MO¥eMO moMoly

Tt :
TOra W3BeCTH jenHy penaunjy uamehy !‘(—]1%3 (0, 7) Ha oBaj HauwuH:

4
[Ipe cmo nobumm sa w;=— K panm uera je el r2 1 ]/ 1
1‘4_—; == e =
/2 Ve 45 CWEEK 27

)ﬁQLK

A OHdBlie NaK Hazasu: l'( 4

. m
Kaxo je mamame K i 92 (0, 1), TO nakuM pauyHOM LOGHBAMO

1 ™
(=280, TV2—0 ()
Hanomenyhemo jom, ma mosxeMo mam HOOHBEHH peaynTar

vapasuTi 1 nomMohy Sin amu, ako ce NORCeTHMO Ha nosﬁafy pena=

unjy namehy p(u) u sinamu, nanme plu)=—e 3+sm e R C je

V=EUVEl —63.

¥ nawewm je cnyuajy nmak e; =1, e,=0, e;=—1, na saro
() =—14——
nazazu p(u)=—
" sinam®{ul2)’

Hpyru nupextnu naumy, kako mMoxesmo npohu go sin am u,
jecTe INa maml MHTerpan mpeHeceMo y enmnTaukys uaTerpan L. spere,
conura Jlesxxannposa (Legendre). To ce moraha panu ose Tpanc-

t

Cb . t e] 1* . J dt i dy
opManmje t— = =—, o xojoj | ==———=npenasu

P ] v Ve’ O) V‘“; It p YJVITY;
Oso je jeman enunTmuan murterpan L. Bpcre oBnuka Hemaﬂnpoaa,
a meros je mogyn k=1 Opaxas muTerpan 10masy ynpaso KO
pexrTudurannje nemunckare. a xouny ce xobusa:

SERE , . ( Z)
== —— a MHBEDIUJOM Y =—=sinam/| =
= c

® Ernesto Pascal: Funzioni ellittiche, § 8., Pag. 74. m.
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Hlro ce rtuue wusorepmuuxux nuunja, wux hemo mafin wa
HauuH, KOjH je Teopermuxy Moryh, amm je mpakTHIKA Texak u
CKOPO HEU3BENVB,

Ha ux nahemo, ysumaMo y W — papnu Hexonuko Tadaka Ny,
Py, Ty, Vi u rpamumo onarne p(u)* nomohy xeanparne jeanauune
3a p(u), ma 3aTMM MOpaMO [a HU3pAUyHAMO 3a[aHOj BPELHOCTH Of,
#(u) npunagen aprysenar, T.j. MOpaMo, ADYI'MM pDeUMMa, 14 Hapas=
YyHAMO NpHnagHu emuntaukn uarerpan. Opo ce BpM passujareM
y OeckoHayaH pel U JIeNUMHYHHM METEIPUpAbeM, Tako, Oa No0H=
Bamo ojroeapajyfie Tauke y z— pasam. Marevwarnukn ce TO
M3paxkasa OBAKO:

ds
U== ———————— WIJIN HalleM OpoMaTpaHOM Ci ‘iaj
T e, y poMarp yuajy
as
s=p (1)
J’ dt
U= Tr——,
Fat> —4t
t=p(u)

Taxo ozpemmvo Tauky no Tauky y Z-— paBiu, KOje OLros
Bapajy TaukaMa w— paBHH, 14 Y3MOIHeMO, IIOC/Ie AYTOT M TeroBHOT
pauyHama HaOTepie XKOoi Ofceuka napadone, NPHONMKHO KOHCTPY=
ncarTy, Kojé OAroBapajy W3OTepMaMa Koj, Kpyra, T. p. CHCTeMY
KOHUEHTPUYHMX KDPY)KHWX JIMHHjA M 3pauHoOM cHomy, uuje le Teme
cpenuwTe Haue kpyxue nunuje (cm 2).

Hpenaanmo Ha TOCMarpaibe JpYror Cheugjansor ciydaja:

< A=, 7. j. Ilpasa, koja orpannuasa ofcedar napadosne, Hie Kpo3

3 3
HE3NHY JKIKY U 3aTBapa ca OCOBHMHOM napadone yrao ox 60° (cm.
11, 12, 13, 14.).

[Tpumurupan napanenorpam NepHoiA je oBe poMd, unja cTpaHa,
KaKO Ce pjale Jaxd H3 CIHKe H3DauyHaTH, jep ce yaeno Fa@i—=1,

4 iE3
HanEe ﬁ—“4g3, ]e @ Au; Bm Aua Cu/+c;u Bnc tg300+
4  4}3
(o e gt R
-1 cotg 3 ~3 3

Temene Tauxe pomba npukasyjy HaM oBe KOMIUIEKCHe Gpojese:

) : : pPA-1—2ip
bl O L : Bew—=r———r — + Wy =1
T. j. nomohy Hafjenor napasa Ha cTp w rpz T£7ip + W (z)
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A 2 i
AHI (1 + [_:_3;175 2 [ )" B (lﬁil[‘g :Q'e o ) b AIHI (1 Ali_:_g;
Tk T Hr “ghement
=ﬁe S B |10 3=2¢ ® ) Osne nocrynamo na oBaj
HaduH | : ! . it ‘

: i
Taukama Z=o, 1 ARl Al ~;-3: Hexa omonapa;y Tauke

\\Tys | ‘R ; Z'.'f P.a‘-ba'rl.l

Crarea 11

W==1, ®, 0, pagu gera je KOH(OPMUO NpeCnUKaBaibe 3anatHse OBUM

YHTeTPaiom
w .
2o Shifo S ity el i

7 ZO'"CJ(\X/ e Wi I{ahmeom.\e eli— 2’5_3’le61’
TO WU3NA3U; ¢

W

S i
Z—17,=C [ d\(‘{f_]___zs rae je Zo=1—i|3=2e ¥ mro

je yonmre jenan AGenos uHTerpan, Koju ce moxe csectu, nomohy
sroAno ogadpane CynCTHYYuUMje, HAa enunTHyaH muTerpan | mpere
tuna Bajepurrpacosor. Axo majupe nocrasumo W — 1==w’, 1. |.
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W—=—w'?-41, dW=2w'dw’, To 3aganu UHTerpan npefasu y uHres=

Toodw!
rpan Z— ZOAEMZCJf A

T T Hfiname YBOAUMO CYNiTH=

3
rymnjy Jw? -1 -t omaxne w'==|t*—1, ma nocne kparker u
t @
s J e ey dib
nagor payyHa Manasu kosauno I==3C }1 g C J 7 Ty
Be t
£ s pabaH.
e Ad (1*_;,,3_)
] ;
T

Pl .
g —

T )

/

Caunxa 12,

T, §. jeman enamrTuyad murerpan l. spere Tuna Bajepuitpacoser, roe
je 9, — 0, 8-3_:4

Wusepanjom urterpana usnasm t-—p(c,, 0, 4‘ rue je -

=7 —7,. Cama wmactaje nuTame, kaxo fiemo oagerﬂm,[ KOH =
cragry C'.

‘J _OBOME CV c:ryqay KOPEeHH ‘el{i:c‘\” iHe 1P —1=0 opu:
43T

e,=—=1, e;—e"=¢ Ea an== o e 0,

=g — 27 gi=——432¢0, w, ' }:=
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@ lTl'
K Ke"
Wy = Wy + wy= VW———HHI/I Wy = Ve = , wy==
j S V 3
JE Cosim
iK'’ iK'e® " Kiewm el e
i T e deBeEcleie. il R
1 3 V 3 VAM

Vi

i8"
< -1/ 1 U
o C\ M A >
SF"
Crura 13.
Peanun nenosii og Ku K’ ¢y nosurusay, jep je 1,_:%::3:
fii — €
1—e 1—¢ I 1f3_ ul
ey o 4 —{ —ed, 1. k) =
V3

— —2-—> 0, 14 ¢e ojarne MOKe 3aKBYYHTH, Na je Tpoyrao o, 2wy,

2wy owrpoyrao.®
Obe cy nepuoge kowyrupano kommnexcue. Moxemo cama
KOHCTDPYWpaTV NPUMATHBHN TapenenorpaMm rnepuoma p-GyHrumje
Z—7Z, I
o e

=u— pasun. {cn. 15.). Oso je Tarc ssanm exsuan=

* Conf. Dr. H. A. Schwarz: Formeln und Lehrsatze zum Gebrauche der
elliptischen Funktionen. Pag. 32. Art. 27.
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XapMOHMUHH CNy4aj, fep jenda BpefdocT Of & BPENHOCTH ABOjaKe
pasMepe KOpeHa @, €, €y, €4, T.j. D [0 e; e, e5)==—¢, rne ¢ uasna-
3

uyje xoju rox Tpefin koper ox 1 (1. j. /1 =1¢). Komro je nosnaro

13 TeopHje eMuNTHYKHX (YHKUHjA, 3a00Bwba pP~QyHKOH]a 3a OBaj
a

cnyuaj opoM ycnosy: pfleu)=—ep (u), rue je E:—§iiL—2§.

IlpumuTvisun je mawie napanenorpaM Hepuopa 3a p-QyHKUUjy
jenan pomd ca crpasama 2wy, |2w,. Anmn Taxo, na je |w,|=|w,l,

\/\/“ Palbaﬂ.

A

14

B»n F:'"

A,
oL o ,///,%//.{\/’.’:/4 /{’T‘/ M‘
-4 C 1 A”

- o0

Cruxa 14.

a sefia nujaronana, T. j. [2uw,|, maga cwyna ca peamiom ocu. Heno=
iTl
Lo E i A | =
CpegHO M3 CIIMKEe Manasd wg = wye?, wy=w; | wy—=—=w; +

5 (1 -+ ei%r):wl ?%EE

+wle§:wl

Pasmepa mnepuopa je osge 1= —=—e? —=—e?=1-"1¢,

. . 2 iTTT
T, j. jemmax Tpehemy xopeay uz —1. Bemmumma g=—e =

= MEqr— T =
i EXTR I & T i3y _ ... —z¥3 V31
e = e ( 2+AQ’_] =ie , Ime je e (15,
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m .
el
unm Taunuje rspaxeno e 2 =0,0658757, a sarum ce Habe
(T
T i Ke*
b | g
=5 (14-29-2¢" - Pluy=5—.
2 ‘ Te!
I'3
Koucranra C’ sspauynasa ce aHanorso Kao y MpBOM CAYYA]y.
iTr 4
Vs sapme cnmke wmamasm, xako je C'F=1, 2w,=e ¢ -—,
. . L 3
17T
T Jar iy ——E e °. Myuxiuja je w yanyx OA” (nonyaujaronana
AH u- pa baH.
w, = W, +wes 12
L,
3
Y} j g ok Sy s
o wr"\ Tw i
o
o s
st ;
Cruxa 15.
pomda ci. 12) peania w noautusua, jep ppeaocTuMa Z==0,1—i}'3,
i .
1 - -— oprosapajy speanocty w=—=1,00,0 U OcCUM TOra Ce BULH,

/'3
Ha QyHKuMja V3AyX pewese Ipape HenpecTaHo maga ox 1 a0 o,
a omiomaj nax uax«zef)y t u W je osaj:

W—1=w=t — 1%, Bugu ce, naje t
ysnyxc npase OA”’ KaKko peanHo, Tako M KOMIUIEKCHO, jep je

t::’ W, a tpefin xopei ma W, koju je ysayx ucTe mpase peanai,
jecTe TposHauaH. Y3LyX peanie OCH y ,U-— pasHu“ t je peanmo,
jep je go=0, gs=—4, T. j. oBoje peamuo.
Ha nak peanua oc y u— pasHH nanHe 3ajellHo ca NpaBoOM
s n
O A", mopaso papag —u obpraru oxo ,0“ sa yrao g» pamn
1T

. i T i/
yera je arcC'=—— == Eiies

6 ’
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llocne Tpanchopmanmjie I=uC’ podusasio |2 w,||C|=

| m
\QKE e Q\K! ‘ 4 ; A
| ‘, = I ]‘—3, T.j. OY® jEaHe cTpane MpUMu=
s 5
THBHOT TapanenorpaMa [1epuoja Mopa J[a je MOCHe Npomy’kerba
4 ' : iz 2 :
Tauuo paBua =, opaxie manasy [Cl=——==—7—,1j.C'=
V3 lwy] V'3 oo
: : - K| '3
LT LT
e 2e®
/'3 Ju] 7 K] Kj

(Dym{uw a maK, Koja HaM NpeciInKaBa KOH(DOPMHO RAnl C1y faj,
rIacu OBAKo:
[Ipe cmo waummm, da' je W—=1t*=—p(u). Karko je W=

1 e
B W4 r—}—(w o) TO UMaMO Hanokod p° { r+(w o)
T—w, ™ r—(w—w)’ r—(w —wy)
WM EKCINTHLUTE W Kao (yHKLpja ox z [IacH:
At il D sy g
At f{u), a kaxo je == =

=-————————  TQ j& W Ha KOHLY H3DAXEHO Kao GyHKuuja Of Z, T. |.
w==f(z).

Cana mMoMeMO anajgorHo Kao U y IpBOM CHyYajy HapadyHaTH
Wy, & OHAA U Wy, jep CY OBAE Wy H W, KOBYIUPAHO KOMIUICKCHH
11T
Bpojesu, kako cMo To sehi HmcTawnmy, na je wy =— wy, & 3, KAKO TO
uanasy i3 cnake 15,
i'ﬁ
Ke*
s J-w& (0, 7) cnegn K*—z 93 (0,7) u w; = R =
['3

o2

ﬁdskw_ Capa fiewo najmpe ja uspauysamo 95 (c,1). Pauy=
213

nmafiemo xao u y nmpeom cnyuajy mo 8. nmeummane, He OU nM HAM

_Vam
7. Eeu}v;»sana Guna noysmaua. Y CBOM ciyuajy q=—ie 2 , rue
I
je e TA:0,0658.757(1—5.
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830, 1)=[1-+-2(q+ g gt b g b )P

Y ofsup hemo na ysmemo camo mpBa nsa wiasa Of
u3pasa, Koju je y sarpa;iu (aHaJOrHO KAo M y [pBOME Clyuajy)
(o, 0)~[1+2(q+ g4 =1+ 2( 0,0658757 |- 0,0000188])" =
= (1,0000376 -- 0,1317514 1 )* = 0,9830820 - 0,2635090 i

| " \\ AR z- paban.
.yg e =
& | AB= BG =1
AB .
5t
Gl i
Coo
!
|
In
|
|
T i /R,
4 ! ‘ :
m = >X
Crnuxa 16,
i'l'
Axo oBo yBpcTUMO Y (OpPMYNy 3a Wy == U (?J_T)LZ‘ 11
e 23
_e%(0,9830801+0,26350901) w{0,9830820 +0,26350901) (1 + 1)
55 4 - | 3 -3
213 23V 2
iT o
- T - _
axo ysmemo 3a e* ==| i orpamax (spemuoct) Nk .i. R(/1) 0,

TOC H37a3H HallOCNeTKY

_ (0,7195730 + 1,24659101) = {0,3597865 - 0,62329551)
— - = i

i , a 3a
2112 12

i

wg=uwy e *.
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Mormu 6ucmo jow (ananorno xac y npsom cnyuajy) uspauys=
HaTu nepuone nomohy AjnepoBux murerpana ua opaj HaumH: Hajupe
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BHUUKG AANAIOBAD

TO KOHAYHO HW3M1a3W 3a w;—

T 2
nocTasuMo = 5

Jy3=.

o))

Wwuamo maxine 3a wy—=
2l : 12

12w

“ {

e

, @ Kaxo je l'( )

12

fg)r ()lfSH_ﬂéLr(é)lf'ri

R

JD’M?

Cnnka 18.
e
UJsZ " 6 3 ™
M3 w; wanasn wy=—-"=%, na je sato wy=———77—.
14 e? 12(1 4+ e®
i
i b et
Kako je w; u Ha gpyrs maumm nosmaro, T. j. w;==—3——, TO MO=
. I3

2

upje nahemo osako:

1

HEMO F(é) I'%) m3pazurn kao Pymamjy on K, mnm, aro mecro K

(0,7}, rao dynxumjy ox #;(0,1). Obnux ose hynx=
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IE
4 4 a3
Kf: L ABIS | R et r[%)r(%):ml(e (14:(: )

ERRRI e

S8 L 2
:12Ke4[1+e3]1/§7:f(l(], U Kako je K:gf}g[o,ﬂ,

i T i1 —5
nanasu [ %) F%) =6n9(0,1)e? (1-Fe?) g;:::q! (8).
W, - PaBaH

8-
A\
Crnura 19.
iT
T wged
Ha xonuy ce nahe wy=—w;e? =—"———.
1-+e3

I, A==o0, omaocuo m,

IIpaga, xoja orpannuasa oxceyax napadone, je Seckonauuo nyra,
T, j. uMamo capa nonosuuy napadome ropwy (I) wma moamy (II)
NPeCINKATH KOHPOPMHO HA KpYT.

1. Ycnen rpancdopmaunje Z'— - :_w—Z—L nodMBaMO U3 mpe-
hawme cnnxe cnenehy comxy (cn. 18). ~° 1
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. w—Ww,
2. Vemen rpancdopmaunje W= TpeNasn 3ajiaua
KpYXXHa JHHHj (én. 17.) ca cpenumreM w, M INONYNPEYHUKOM I y
jenMHAIYNY KPYXKHY NHHUY, unje je cpeRumTe y usxonuwry (cin. 19.).

3. Vene tpancnopmanuje Z=) Z' nodusamo cnenehy crmxy

{cmka 20.) :
_ i paba H.
R v\C 4@%
Iy
|
I A
|
|
| wid ] L i
£ = B i :4 ¥X

I

|

|

|

|
N v \l/
Cruxa 20.

Cana hemo npyry A\ koHdpopMHO mnpecnukaru Ha HONYpaBaH

W, u To Tako ma Taukama W-—-—1, 1, oo, omroeapajy Tauke
Z—=o, 1, o,
‘ _ 1 1
Ogne je w=1g, =17, 1=0.

W

Ilpecnukasame je samano osum wmuverpamom Z—C | (W--
1 1 i dw %
1) TW—1 ‘?dW:c[M—ﬁ__:c' it o=
Trilldioi 4 ) = ‘
=,

Fl ) s .
C (arc sin W~ 5), onakne manasm W — — COS =
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Kouncraury C o&pebyiemo Tako, pa Tauka Z==1 oxromapa
1 1
W =1, Wanasu nmaxne 3a C, !l =—cos T WM @S M nHanos

cnerky W= —cosnZ, a ra ¢ynkunja uMa 3a OPUMUTHEHY NPYLY
nepuony y L -—pasuu upyry (1), uwja je wmpmia 2 = 1 — (—1).
Ha «xonny wmamo xao pememe wnamera cnyuaja w=—

/ L=

w{, r —(w— wvo)f

W — W,
1+——~J 1Vz—z
1 +w i rIqT r—}—(w~w0 = cos( / Zl) une

T Wo

excmnnure w =1 (z)

HMaMO

Ha pesumupamo: Kox 1pm cneuwjanna cuyuaja kondopmuor
NpeciuKaBama jefHor napaGonMuHOP CerMeHTa HA Kpyr, Koja CMO
nocMaTpand, BUeNn CMO Aa ce KoudopMHO Npecmikapaihe pare
ussecTu noMohy nosmarux rpamcuefenara. Y npsa je jsa cayuaja
KOH(OPMHO NpPECINKABAILe 3AJAHC jeNHOZHAYHHM JIBONEPHOHUHIM
dynrunjama (enuntnunnm $yuxyujana). Camo je y npsome cayuajy,
TAKC 3BAHOM XAPMOHMUYHOM CTydajy, mpeciukasalbe 3aJano NeMHu=
cxkaTuynom Bajepurpacosom p — dynrnujom, sa kojy speny p(iu) =
=—p),

Ibesun je nprumurusHy napanenorpas neprona jeaad Kaipar
omep mepmoga T—i==)—1, a Bajepmrpacoss penmuuma =

iTT ==k

1 1
—E e (§§. Y apyrome je nax cayuajy (ekprasxapMonuuan

cnyuaj) koa(opMHO npecnuxasame 3ajaHo oner Bajepmrpaconom
p — dyuxivjom, sa kojy spepu penanmja p(eu)=ep(u), roe je
S 21(1___
e==}1=e¢ * (k=—=0,1,2). Fbesun je npumurusan napanenorpam
i

nepuosia jenan pomd, a passepa je nepuoga 1=-¢€ ' = — e =1-¢,
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3 @kfkuml

wro je jefan Tpehm wopen s —1,1.j. | —1=e * | rme je
¢ ki

V TpeﬁeM je cnyuqajy ROthopMHo npecnmcaaaﬂ,e 33J]aHO
jenmnoM enementapuoM QyHkumjoM, u To Koswnycom. Cnomenyra
ce (YHROWja MOXE CXBATWUIM KAO jefHa JereHeprcana eImiTuyHa
pyukunja. s reopnje emmnmruuenx ¢ynrumja je nosHaro, ga npe=
nase 3a ClenujaHe BpeAHOCTH Momyaa k y rpuroHosmerpmune, o=
HOCHO y excnoHennujanie dynxuuje. Y TpUrOHOMETPHIHE Ipenase
3a k=0 mwmm k'=1, a y excaonenunjanue sa k=1 uin k'=o,

do
lﬁkjm 2

:, TIe je @ =amu, godu-

P
jepjak®+kZ=1. lzu-= JV

0
¢
Bamo, 3a k=o, uzjdqa:q;, T. §. @—amu—g@-=—Uu; Snu=—
] e
==sing—sinu; cnu=cosp=cosu; dnu=}1—k?sn’u — 1.
3a nepuone K m K’ opaxo neresepucasge enunrugde dyHruuje

UMaMoO
T ba
5 ; 2
Yoo q) o~ Tr
K == 7:?: e d E=—r
J '1T—k¥sin*p . s
0 0
s
Bzt K;
NI 2 am
i1 T ki
B z 2 | ™
pi= do = do ([ do O L 7
o[ 40 (Ao i r o),
I/ 1—k%sin?¢ J)1—sin’g Jcoso -
0 o
T = s '**i K: —1lo0, a pemuuuHa (= eiT[T —e :NKKI —e = 0
ﬁqu PN : L o . s

[lpumurusna je npyra nepuone sa oBaj cnyuaj, kake cmo seh
suneny, jensa npyra () mwmpuue ,2“ y L. wm y Il xsampanry.
Pasmepa 1 pacre npexo ceux rpauuua, anu ce kpehe na |y — ccu.



RESUME.

In drei behandelten speziellen Fillen der konformen Abbil-
dung eines Parabelsegments auf eine Kreisfliche hat sich heraus-
gestellt, dass die Abbildung sich durch bekannte Transcendenten
darstellen lasst. In beiden ersten Fillen ist die Konf. Abbildung
durch je eine p-Funktion und im Il Falle durch die Cosinus —
Funktion gegeben. Im I oder sogenannten harmonischen Falle

)\—gjl geschieht die konf. Abbildung durch die lemniskatische

p-Funktion, fiir welche bekanntlich die Relation: p (ui) = -p (u)
gilt. Die spezielle Gestalt der die konf. Abbildung vermittelnden
Funktion in expliziter Form lautet:

p2-1—2ip
— I T e ._:f 3
isshpacingimipiin: fau

wobei der Einfachheit halber das Argument der p— Funktion weg-
gelassen wird. Das primitive Periodenparallelogram ist ein Quadrat
von der Seite 2w, ~26 (Figur 10}, was durch 9, — Reihe berech-
net wurde; das Periodenverhaltnis ist T—i und die Grosse
q= e —e "= 00432139 (2%- Es wurde weiter im Laufe der
Arbeit interessante Beziehungen zwischen I-Funktion und Grésse
K einerseits und zwischen -Funktion und &; — Reihe anderseits
abgeleitet. Diese Beziehungen lauten:
1 13E &

1) F(Z) =2|/K w7 =f(K) und

AL (Zlf) = ‘(}SV ;“r Vn==0(9;), da bekanntlich

‘ %:83 (0,7) ist. Im Il. oder sogenannten equianharmo-

nischen Falle [?a::g] ist die konf. Abbildung wieder durch eine

p-Funktion gegeben, fur welche bekanntlich die Relation:
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3
plew)==ep (u) gilt, wobei ¢ = |1 ist, gegeben. Das primi-
tive Periodenparallelogram ist ein Rhombus mit Winkeln:

m™ 2w = : : %
S dessen grossere Diagonale mit der reellen Axe zusammenfallt.

3 ;
Die primitive Periode 2 w,, wurde wieder durch 8, —
i T
Reihe berechnet, woraus dann w; = uw;e3 und wy, = w; +
1 1T
+ w,~1'2 (Figur 15) folgt. Das Periodenverhiltnis ist 1—¢ * —
=—¢?=1-¢ was ecigentlich eine dritte Wurzel aus — 1
oder eine sechste Wurzel aus 1 ist, und fir die Grosse ¢ gilt

q=e" = "9 =i e=TVH wobei e—F =00658757
<§gist. Die spezielle Gestalt der die konf. Abbildung vermittelnden

3 i 2t i
Funktion in expliziter Form ist: w—"F Lr+w021;(wg r):1‘(1),

wobei wieder das Argument von p-Funktion weggelassen wird.
Zum Schlusse wurde auch in diesem Falle eine Beziehung
zwischen Iund K und schliesslich eine Beziehung zwischen 7™
Funktion und 9; — Reihe aufgestellt, welche Beziehungen lauten:

4

1) r(é)r%)JmKe (1+el]TH/€T~;::q>{K)und,daaber

2K :
4 1/? =8, (0, 7) ist:

1r1_ 2%{_1%” "Tz.__/\
2) r g § —-6']’1'{‘}3(3 1 € /5,7—-“4‘4]@}3 =

Im dritten Falle (\ =0, respective n} ist die geradlinige
Begrenzung des Parabelsegments unendlich lang dh. sie fillt mit
der Axe der Parabel zusammen. Hier handeltes sich um die konf.
Abbildung einer halben Parabelfliche (obere oder untere
Halfte in Figur 16), die als ein ausge.rtetes Parabelsegment
anzusehen ist, auf eine Kreisfliche. In diesem Falle ist die konf.
Abbildung mittels der Kosinus-Funktion, welche Funktion als
eine ausgeartete elliptische Funktion zu betrachten ist, gegeben.
Es ist aber aus der Theorie der Jacobischen elliptischen Fun-
ktionen bekannt, dass diese fiir spezielle Werte des Moduls ,k*
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in trigonometrische, beziehungsweise in Exponentialfunktionen iiber-
gehen, und zwar gehen dieselben in trigonometrische Funktionen

fiir k= k'=1, da k?--k?=1 ist, und in Exponential-
b g

funktionen fiir k==1 oder k'—o iiber. Aus u—=[— —2 )
F'1—k*sin’o

0
' @
wobei @ =amu ist, folgt nimlich firk—=o0 u= f d ¢ = o dh.

0
@ — amu= u, sSmu-—sin @ ==sin 1, cnu = cos @ = cosu und dnu

—=)1—k*snfu==1. Fiir K und K’ der so ausgearteten ellipti-

T

2

schen Funktion bekommen wir: K :fd @ — ;—r oder g =amK—K,

Q

T I
= d 2 d : L1
S - 2
K‘:‘—’, q)‘ et B :mh (E%q’) = und fiir t
)1 —sinfg Jcoso | 4 ' 2 ’
:f‘i?:li::iooundq::emf:e——w::(). Das Perioden-

verhaltnis =10 wichst iiber alle Grenzen hinaus, bleibt aber dabei
auf |y — achse. Die Funktion, die uns die konf. Abblldung hier
L0 (W wo)

f s — =
vermittelt, ist: W cos(nZ)=uo(Z) oder,da W— i F— (W —wWy)

-~

und Z:V Z—Zf—? ist, so bekommen wir w=1{(z) in folgender
0%y

expliziten Form:

— e e s e {Z) e
i—cosm VZ = 23
0T
Die primitive Periode fiir W=-—cos(nZ)=9(Z) ist 2, was

auch aus dem Umstande folgen wiirde, dass wir dieselbe Fun-
ktion als eine ausgeartete elliptische Funktion betrachten. Es
sind namlich die primitiven Perioden fiir cnu 4 K und 4 i K'.

Wir haben gesehen, dass flir diesen Fall K:—g und K’ =<0 ist,
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woraus 4 K =2nmund4iK’'—iw folgt. Unsere elliptische Fun-
ktion reduziert sich also auf eine einperiodische Funktion. Da
aber das Argument der in Betracht gezogenen Funktion ,mw Z% ist
so ist klar, dass sie die Periode ,2“ hat. Der primitive Perio-
denstreifen filir diesen Fall ist ein Streifen {in Fig. 20) von der
Breite 1~ (—1)—2 und derselbe ist von den Geraden x—=—1
und x==1 begrenzt. Endlich kénnen wir nebenbei zeigen, wie
eine elliptische Funktion fiir k=1 oder k=0 in eine expo-
nential, respektive hyperbolische Funktion iibergeht. Es Jasst sich
leicht berechnen, dass hier K =, K’::-g, T::wl—g—::o

P

und -'“eimﬁe*l%,*1 ist. Aus u—j—@ == folgt:
g B b is — JJ1—k%sinlg g

o

-} %ﬂw: ltg (;—r -+ %), woraus tg (Z -+ %) —

-9

@ . '
S (RGN SN
U= | coso [ltg{
0

14tg?

=g oder —————=¢e" folgt. Aus der letzten Gleichung resultiert
1—tg %

e

nach leichter Rechnung: tggz%, woraus dann sin% und

cosg leicht zu berechnen sind. Wir bekommen dann weiter

snu=sin =" o Sh wobei
= e Y
e“ + e~* chu
ch®u—sh®*u=1 ist und endlich
2 1
cnu:COSq’):-m—_..f*: unﬁ

dnu = cos ¢ =cnu.

Am Ende k&nnen wir bemerken, dass in allen drei behan-
delten Fallen die konf. Abbxldung ‘durch je einie gerade Fun-
ktion gegeben ist.
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uux onpeljerum unterpanuma. — IL
Jamwoswh, [nmanujansu Tparosm Ha
Unpuny. — Jom. Upajuk, Hosn pe-
syiTatM O raauujanHoj enocu DBam-
xauckor Ilonyoctpea. — Deorpan,
1908, 80, 333 (c jenHOM I'eCIOMIKOM
KAPTHLIOM).

LXVII (26). ~ Mux. Ilerposuh, [lpu-

Mejde o uHTerpanuMa audepeHIHjan~
HUX jen@aumsa mpeor pena. Kocra
Crojanornk, [lorennujan ornopa. ~
Borgan l'aspuaosuk, O nexum rpu~
TOHOMETPHICKUM HICHTUIHOCTUMA, ~
Mux. Merpornh, O yrunajy seraunux
HOJATAKA 32 PE3yJITaTe KBAHTITATHR=
HUX Xemujcxux ananusa. — s, Tjop-
hewuh, [lpunoau 3a noanaBatse cprcke
payue.—~Kocra Crojanonuh,O ycno-
BUMA WRTCIPAGIITATETA U3BECHE DAk~
cruuse jennauute. — Jon. Iismjuh,
Banxaucka annujcka d Kapnarcya riias
nujanuja. — Beorpanm, 1905, 89, 227,

LXIX (27). C. M. Aozaruk, Panuo-

axTHBHY MuHepanyu y Cpouju. — Mux.
Tlerposuh. [lokymaj jesne omitre me-
xannke yspoxa. — Kocra Crojamo-
Buh, O jenuoj renepanusanuju Bepe
Tpanosor npotnema. — C. M. Aoza-
Huh, Mele npupoanor cucrema xes
Mujckux enemenara. — Jedra Adeau-
jep n Bacna I'phuk, Cnanwjanuy rpa~
rogu Ha JSeneu-lopu, Tosapuunm u
Marnuhy. ~ #us. Hopheenk, [lpn~
71031 32 TIO3HABAE CIATKOBaNHE day=
ne Banrauckor Henyocrpsa, I [Tnan=
KTOOPraHMaMy Belukux jesepa Dame
ranckor llonyoctpea. — Borzan
Taspunosrh, Jenan HOB IPHIIOT Teo~
puju Gpojesa. — Beorpan 1905, 89, 278,

LXXI (28). — Mux. Herpozuk, Ilpu~

Menoe O jeNHOj KNACH KPUBHX JMHHjA
y npoctopy. — Mux. [lerposah, O
anrebapCKuM jefHAYMHAMA Ca HMArH~
HapHEnM Kopenmma. — Kocra Croja-
moeuk, Obprame jempHol Tena OKO
yiepljeHe Tauke Y PENATHBHOM Kpe-
Tamy. — Mux. llerpornk, O pacno~
pefy KOpeHa jeiHe onmTe KIace ajres
Gapcnx jennaunna. Haw. Hophennk,
[lpunosu 32 nosHaBame CAATKOBONHE
%;yﬂe Bankanckor [Tonyoctpea. Il

aKenoHcKe xuapaxauae. — Mua. 3.
Jomrmub, O womcTuTyumjn Hexojux,
JOCaNa HEIO3HATHX HepHBATa (eHM~
napgnokcuuanuHa. — JAyjo B. Aza-
monub, Bereranuonu nojac Pune mnas

Kipra

wute. — beorpan, 1906, 89, 264 (ca
6 Tabny cnuKa W jeAHOM KapTOW.

LXXII (29). — Mux. Ilerposnh, Heno=

cpeina npumena peanHnx ofpehennx
MHTErpPana Ha anredapcKe U TpaHCLEH~
ZeuTHe jenmaunse, — MMus. Tople-
sah, [Ipunocsu 3a nosHaBame CoATKO
rozue hayne Hankaucxor [Tomyocip=
pa IV Cpncxe nyantomumne ~ C. M.
Nozannk, O apomarugxnst IUTHOKAp~
Gamaruma. — Ierap Tophesnk, Hy=
KON U FheroB OCTAHAK Y BEFeTaTHBx
M henmjpama xonx Gmpaxa lupinus
augustifolius n alum cepa. — Mux.
Ierposuh, llpnmente o monymuma -
nennx $yaxmuja. — Jby6. Kaepuk,
Kunemarnuho meperse BpojHuX Bpell=
HOCTY enuiTHYKUX UHTerpana. ~ Je-
Aenro Muxsaaopuh, Y runaj noMpas
Uerha CYHILA Ha METEPOIIONIKE RIIEMeHTE
y Beorpany. — Muaopaz llonosnh,
[punor reopuju duauukor IBOjHOr
xnarda. — Borgau Iaspuaonuk,
cucremama (poxanuux Kpyrosa. —
Boraan 'aspuacenk, O jepnoj cue
MeTPHYHOj PYHKLIUjU HyJia NOIHHOMA
Tpehier cremena. — C. M. Aosannk,
O enmexrpocunresama. — Muaa, 3. Jo-
epank, O xoHpeH3auWju eTHNEHA H
AMETHIICHA TOM YTHUAjeM TAMHE elex-
Tpuune crpyje. — beorpaz 1807, 8,
296 (c jenmom TAGnOM CIAMKA U TPU
Tadnune).

LXXV (80), — Hes. Komanus, Tanficko

jeaepo, xujpo=Onojouika CTyAUja. ~
Ilerap Dophenuh, lluronomxe npo=
MeHe y Berevarmshum henujunmama us
wopesa Galtonija candicans nox
Y THII3jeM eKCTPeMHNX TEMTIepaTy pa. —~
Muax. lerposuh, Jenna cumerpuuna
dyHrnuja KopeHa U weHe OCODMHE.
~ C.Vpomernuk, Llenrpanan Konao-
HUK, CTYA1ja KOHTAKTHO-METa(hOPMHUX
nojasa rpanura. — C. M. Aozamuk,
O enexrpocunresama. — Max. 3. Jo-
erunk, O 1oHAeH3ANMOHUM TIPOLY K=
THMA eTHIICHA M AUETWIeHa MO yTH:
najeM TaMHE eJIEKTpHUHE CTpy e —
Mux. 3. Jomuumh, O xpomy xaoc
eeMeHTy, NOBOJLOM je/IHOT HeNOSHA=
TOr XpOMHOr Mumepana. — Mux. 3.
Joeuuuk, O xereponuxmiunmm jenus
IBeEbMMA IOCANA HEMOBHATE KOHCTH~
Tynuje. — Deorpam, 1908, 89, 256
(ca nse Tabie cMKa 1 jeHOM KapTOM).

(3appumtie ce)
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