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Uvod

U proteklih par decenija je doxlo do velikog napretka u primeni teorijskih rezultata geometrijske
vizuelizacije u raqunarskoj grafici. Razvoj informacionih tehnologija je omogu�io rexava�e problema
koji su pre nekoliko decenija bili u domenu nauqne fantastike.

Jedan od tih problema je i rekonstrukcija i modelova�e prostornog objekta, i prostora uopxte, na
osnovu �egovih ravanskih projekcija. U ovom radu je konkretno opisan metod rekonstrukcije strukture
prostornog objekta na osnovu �egove dve ravanske slike proizvo	nim kamerama iz raznih polo�aja u pro-
storu. Znaqaj rezultata opisanih u ovom radu je upravo u tome xto za odre�enu rekonstrukciju prostora
na osnovu dve projekcije nije neophodno poznava�e parametara kamera kojima su projecije dobijene, ve� je
rekonstrukciju mogu�e izvrxiti samo na osnovu korespodencije taqaka u projekcijama.

Kako fotografisa�e predstav	a jedno projektivno, taqnije perspektivno, preslikava�e rezultati
navedeni u ovom radu su tesno povezani sa projektivnom geometrijom prostora i ravni.

Metod rekonstukcije prostornog objekta se zasniva na obele�ava�u taqaka u projekcijama koje su slike
iste prostorne taqke. Relacija izme�u projekcija je projektivna, ali one u opxtem sluqaju nisu pove-
zane projektivnim preslikava�em, ve� na neki drugi naqin. Pokazuje se da postoji tzv. fundamentalna
matrica dveju projekcija za koju va�i da je x′

T
Fx = 0 ako i samo su x koordinate slike u prvoj, a x′

koordinate slike u drugoj projekciji iste prostorne taqke X. Potrebno je uspostaviti korespodencije
svih taqaka u projekcijama da bi se izvrxila rekonstrukcija celog objekta. Pokazuje se da je potrebno
obele�iti slike u projekcijama za konaqan broj prostornih taqaka da bi se uspostavila korespodencija
svih taqaka u projekcijama. Iz pomenute fundamentalne matrice je potom mogu�e do�i do matrica ka-
mera kojima su projekcije dobijene, kao i do polo�aja taqaka u prostoru qije se slike nalaze u dvema
projekcijama.

Pokazuje se da tako dobijena rekonstrukcija se od stvarne razlikuje za projektivnu transformaciju
prostora, tj. postoji odre�ena projektivna iskriv	enost, ili distorzija u dobijenoj rekonstrukciji
koju treba eliminisati. U radu su navedene metode isprav	a�a rekonstrukcije do metriqke, u kojoj se
prostorni objekat razlikuje od stvarnog za neku transformaciju sliqnosti prostora. Glavnu ulogu u
isprav	a�u igraju slika beskonaqno daleke ravni i tzv. apsolutne konike na �oj.

U prvom poglav	u je data klasifikacija projektivnih preslikava�a ravni i prostora. Navedeno je
�ihovo dejstvo na taqke, prave, ravni i ostale geometrijske objekte. Analizirano je �ihovo ,,nepo�e	no\
dejstvo, taqnije distorzija koju preslikava�a prave i �eno eliminisa�e.

U drugom poglav	u su navedeni modeli kamere, kao i �ihovo dejstvo na geometrijske objekte. Anali-
zirani su parametri kamere, kao i �ihovo odre�iva�e iz projekcija dobijenih �om.

U tre�em poglav	u je deta	no analizirana rekonstrukcija prostornog objekta iz �egovih ravanskih
projekcija, kao i rekonstrukcija matrica kamera kojima su projekcije dobijene. Navedene su teorijske
osnove uspostav	a�a veze dveju projekcija, kao i algoritmi za raquna�e fundamentalne matrice F dveju
projekcija. Data je formula za odre�iva�e matrica kamera, za poznatu fundamentalnu matricu F , kao
i algoritam triangulacije prostornih taqaka. Analizirana je vixeznaqnost rekonstrukcije, i prikazane
su metode za eliminisa�e projektivne distorzije i konstruisa�e pune rekonstrukcije prostornog objekta.

Tekst se zasniva u dobroj meri na k�izi [1], gde se mogu prona�i dodatne informacije o ovoj temi.

1
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Glava 1

Projektivna preslikava�a

1.1 Projektivna preslikava�a ravni

Napomena: u da	em tekstu se pod ravni podrazumeva projektivna ravan dobijena dodava�em euklidkoj
ravni beskonaqno daleke prave. Pod prostorom se podrazumeva projektivni prostor, dobijen dodava�em
euklidskom prostoru beskonaqno daleke ravni. Deta	i se mogu na�i u k�izi [2]

Definicija 1.1. Projektivno preslikavaǌe ravni je inverzibilno preslikavaǌe h : P2 → P2

koje quva kolinearnost taqaka.

Skup svih projektivnih preslikava�a je grupa. Doka�imo bitnu karakterizaciju projektivnih pre-
slikava�a ravni:

Teorema 1.1. Neka je H nesingularna matrica formata 3 × 3. Linearno preslikavaǌe dato
formulom

x′ = Hx, (1.1)

gde su x koordinate neke taqke u ravni P2, a x′ koordinate ǌene slike definixe projektivno
preslikavaǌe projektivne ravni P2.

Dokaz: Neka taqke x1, x2, x3 ∈ l, tj. lTxi = 0 za i = 1, 2, 3. Kako je H nesingularna matrica, postoji
H−1, pa prethodnu jednakost mo�emo da zapixemo kao lTH−1Hxi = 0, tj. (H−T l)THxi = 0, xto znaqi
da taqke x′i = Hxi le�e na pravoj qije su homogene koordinate H−T l. Dakle, preslikavaǌe dato sa
(1.1) quva kolinearnost taqaka, pa je zato projektivno. �

Pomenimo da va�i i obrat prethodnog tvr�e�a, naime za svako projektivno preslikava�e ravni po-
stoji nesingularna matrica H koja povezuje kordinate slika i originala kao u formuli (1.1). Dokaz bi
podrazumevao uvo�e�e projektivnih koordinatnih sistema u ravni originala i slike, i uspostav	a�e
odgovaraju�e veze kojom bismo doxli do matrice H. Ne�emo ga deta	nije navoditi.

Primer 1.1. Ako za qetiri taqke u ravni, u slobodnom polo�aju (nikoje tri nisu kolinearne)
imamo ǌihove originalne koordinate i koordinate u ravni slike, mo�emo da odredimo matricu H
odgovaraju�eg projektivnog preslikavaǌa do na konstantu.

Matrica H ima 8 nezavisnih parametara koji je odre�uju (kako je formata 3× 3 ima ih ukupno
9, ali minus 1 zbog homogene reprezentacije). Zato je potrebno postaviti ukupno 8 linearno
nezavisnih uslova, da bi matrica H bila potpuno odre�ena. Konkretno, neka je

H =

 h11 h12 h13
h21 h22 h23
h31 h32 h33

 , (1.2)

i neka su x = (x1, x2, x3) i x′ = (x′1, x
′
2, x
′
3) koordinate originala i slike neke taqke projektivne ravni,

tj. x′ = Hx. Neka su odgovaraju�e koordinate u Dekartovom koordinatnom sistemu (x, y) = (x1

x3
, x2

x3
)

3



4 GLAVA 1. PROJEKTIVNA PRESLIKAVA�A

i (x′, y′) = (
x′
1

x′
3
,
x′
2

x′
3
). Tada je zadovoǉeno:

x′ =
x′1
x′3

=
h11x1 + h12x2 + h13x

:x3
3

h31x1 + h32x2 + h33x
:x3

3

=
h11x+ h12y + h13
h31x+ h32y + h33

,i y′ =
h21x+ h22y + h23
h31x+ h32y + h33

.

ili ekvivalentno,

x′(h31x+ h32y + h33) = h11x+ h12y + h13 (1.3)

y′(h31x+ h32y + h33) = h21x+ h22y + h23.

Ako za qetiri taqke u slobodnom polo�aju znamo koordinate ǌihovih originala i slika, za
svaku od ǌih mo�emo da formiramo po dve jednaqine oblika (1.3) u kojima su nepoznate komponente
matrice H. Kako bismo tada imali ukupno 8 jednaqina nepoznate mo�emo da odredimo kao rexeǌe
tog homogenog sistema jednaqina. 4

Kako projektivna preslikava�a quvaju incidencije taqaka i pravih, ona �e prave slikati u prave a
konike u konike. Navex�emo formule odgovaraju�ih preslikava�a u narednoj teoremi:

Teorema 1.2. Pri projektivnom preslikavaǌu taqaka x′ = Hx:

(i) prava sa koordinatama l se slika u pravu sa koordinatama l′ = H−T l,

(ii) kriva drugog reda qija je matrica C se slika u krivu drugog reda qija je matrica C ′ =
H−TCH−1,

(iii) kriva druge klase qija je matrica C∗ se slika u krivu druge klase qija je matrica C∗′ =
HC∗HT .

Dokaz:

(i) Dokazano u teoremi 1.1.

(ii) Taqka sa homogenim koordinatama x koja pripada krivoj drugog reda qija je matrica C za-
dovoǉava xTCx = 0. Kako va�i x = H−1x′, gde su x′ koordinate iste taqke u slici, to je
0 = xTCx = (H−1x′)TCH−1x′ = x′

T
H−TCH−1x′, pa mo�emo da zakǉuqimo da odgovaraju�a

slika taqke sa koordinatama x pripada krivoj drugog reda qija je matirca jednaka H−TCH−1.

(iii) Prava sa homogenim koordinatama l koja pripada krivoj druge klase qija je matrica C∗ za-
dovoǉava lTC∗l = 0. Kako va�i l = HT l′, gde su l′ koordinate iste prave u slici, to je
0 = lTC∗l = (HT l′)TC∗HT l′ = l′

T
HC∗HT l′, pa mo�emo da zakǉuqimo da odgovaraju�a slika

prave sa koordinatama l pripada krivoj druge klase qija je matirca jednaka HC∗HT . �

1.1.1 Klasifikacija projektivnih preslikava�a ravni

U ovoj podsekciji �emo navesti osnovna svojstva grupe projektivnih preslikava�a, kao i nekih �e-
nih bitnih podgrupa. Opxta linearna grupa je GL(n) = {A ∈ Mn(R) | detA 6= 0}. Ako je R∗ = R\{0},
projektivna linearna grupa je koliqniqki skup PL(n) = GL(n)/R∗ qiji su elementi klase relacije ekvi-
valencije nad matricama (A ∼ B ⇔ (∃k ∈ R∗)A = kB).

Grupa projektivnih preslikavaǌa ravni je grupa PL(3). Vrlo va�na podgrupa ove grupe je grupa
afinih preslikavaǌa ravni qiji elementi odgovaraju matricama iz GL(3) qija je posled�a vrsta (0, 0, 1).
Vrlo znaqajne podgrupe grupe afinih preslikava�a ravni su grupa izometrija ravni, qiji elementi
odgovaraju matricama qija je jox gor�a, leva 2×2 podmatrica ortogonalna, kao i grupa sliqnosti ravni
qiji elemnti odgovaraju izometrijama uz dodatno skalira�e. �ihove karakteristike su navedene u tabeli
1.1.
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Grupa
preslikavaǌa Matrica Distorzija

kvadrata Invarijante

Projektivna
preslikava�a

8 stepeni slobode

 h11 h12 h13
h21 h22 h23
h31 h32 h33

 konkurentnost, kolinearnost, dvora-
zmera, krive drugog reda (sve su jed-
nako tretirane)

Afina
preslikava�a

6 stepeni slobode

 a11 a12 tx
a21 a22 ty
0 0 1

 paralelnost, razmera na pravoj, bes-
konaqno daleka prava, krive drugog
reda (svaku ponaosob)

Sliqnosti

4 stepena slobode

 se cos θ −s sin θ tx
se sin θ s cos θ ty

0 0 1

 razmera, uglovi, cirkularne taqke
I = (1, i, 0)T i J = (1,−i, 0)T

Izometrije

3 stepena slobode

 e cos θ − sin θ tx
e sin θ cos θ ty

0 0 1

 du�ina, povrxina

Tabela 1.1: Geometrijska svojstva grupa preslikava�a ravni. Pod stepenima slobode podrazumevamo broj
neravisnih parametara matrice. Matrica A = [aij ] je nesingularna matrica formata 2 × 2, θ je ugao rotacije,
(tx, ty) je vektor translacije, s je koeficijent sklaira�a, a paremetar e uzima vrednost 1 [-1] u sluqaju direktnog
[indirektnog] preslikava�a. Pod distorzijom kvadrata podrazumevamo efekat koji odgovaraju�a grupa presli-
kava�a ostav	a na �egov oblik. Konkretna transformacija u tabeli mo�e da napravi distorziju napomenutu
u odgovaraju�oj vrsti, ali i sve ostale distorzije ni�e od �e u tabeli. Konkretna transformacija u tabeli za
invarijante ima one napomenute u odgovaraju�oj vrsti, ali i sve ostale invarijante iznad �e u tabeli.

Slika 1.1: Distorzija slike. Slika poda poploqanog kvadratnim ploqicama. (a) Sliqnost: Mo�e se re�i da
je preslikava�e kojim je pod uslikan preslikava�e sliqnosti, s obzirom da je oblik kvadrata saquvan. (b) Afino
preslikava�e: Krugovi se vide kao elipse, prave koje su ortogonalne u stvarnosti, u slici nisu. Oquvana je
relacija paralelnosti pravih. (v) Projektivno preslikava�e: Pod je uslikan perspektivnim preslikava�em.
Prave koje su u stvarnosti paralelne, u slici se seku, tj. nije oquvana relacija paralelnosti pravih. Ploqice
koje su bli�e centru projektova�a su i krupnije, iako u stvarnosti nije tako.

1.1.2 Afina i projektivna distorzija. Ukla�a�e projektivne distorzije.

Pri afinom, i uopxte projektivnom preslikava�u dolazi do distorzije preslikanog objekta u slici,
tj. do �egovog izvesnog kriv	e�a. Na primer, slika 1.1.a poda preslikana afinom transformacijom
se vidi na slici 1.1.b. Krugovi su ,,iskriv	eni\ tako da se sada vide kao elipse, dok se kvadrati vide
kao paralelogrami. Pomenutu distorziju nazivamo afinom distorzijom, jer je nastala primenom afine
transformacije.



6 GLAVA 1. PROJEKTIVNA PRESLIKAVA�A

Teorema 1.3. Projektivna transformacija ravni je afina ako i samo ako fiksira beskonaqnu
pravu qije su koordinate l∞ = (0, 0, 1)T .

Dokaz: Neka projektivno preslikavaǌe ravni ima matricu H, oblika kao u tabeli 1.1. Besko-
naqna prava �e biti fiksna pri pomenutom preslikavaǌu ako i samo ako je l∞ = H−T l∞ tj. ako i
samo ako je HT l∞ = l∞, tj. h31 = 0, h32 = 0 i h33 = 1, xto je ekvivalentno sa tim da je H matrica
afinog preslikavaǌa. �

Afina transformacija beskonaqnu pravu ne fiksira taqka-po-taqka, ve� permutuje taqke na �oj (po-
sebno dve taqke I = (1, i, 0)T i J = (1,−i, 0)T pomera iz osnovnog polo�aja), i izme�u ostalog to permuto-
va�e uzrokuje pomenutu distorziju. O tome �e biti vixe reqi u narednim podsekcijama, a sada �emo se
pozabaviti projektivnom distorzijom i �enim ukla�a�em.

Slika 1.1.a poda preslikana projektivnim (u ovom sluqaju perspektivnim) preslikava�em se vidi na
slici 1.1.v. Ploqice koje su bli�e posmatraqu su krupnije od onih koje su vixe uda	ene. Paralelne
linije koje je mogu�e uoqiti na teksturi poda �e se na slici 1.1.v prese�i. Pomenutu distorziju nazivamo
projektivnom distorzijom, jer je nastala primenom projektivne transformacije. Ona je posledica toga
xto su taqke sa beskonaqne prave izmextene i sada se vide kao konaqne taqke na slici 1.1.v. Kako
projektivna preslikava�a quvaju kolinearnost taqaka, slike beskonaqnih taqaka �e pripadati slici
beskonaqne prave. Sliku beskonaqne prave �emo drugaqije zvati pravom ixqezavaǌa ravni.

Prvi korak u ukla�a�u projektivne distorzije bi bio vra�a�e slike beskonaqne prave u �en kanonski
polo�aj (0, 0, 1). Recimo da smo identifikovali sliku beskonaqne prave, i da ona ima koordinate l =
(l1, l2, l3). Ako primenimo projektivnu transformaciju qija je matrica npr.

Hp
′ =

 1
1

l1 l2 l3

 (1.4)

na sliku kojom raspola�emo, beskonaqna prava �e biti vra�ena u kanonski polo�aj (0, 0, 1), jer je, imaju�i

u vidu teoremu 1.2.(i), (0, 0, 1)T = Hp
′−T l. Prethodna jednakost je ekivalentna jednakostiHp

′T (0, 0, 1)T = l,
qiju taqnost utvr�ujemo direktnom proverom. Treba obratiti pa��u da �e, ako prava l prolazi kroz
koordinatni poqetak, matrica Hp

′ biti singularna, pa ona ne definixe projektivno preslikava�e. U
tom sluqaju mo�emo uzeti Hausholderovu matricu, na naqin kako je objax�eno u podsekciji 3.5.1.

Kada primenimo transformaciju (1.4) obezbedili smo da se beskonaqna prava nalazi u kanonskom po-
lo�aju (0, 0, 1). Sada znamo da se slika kojom raspola�emo od stvarne razlikuje za projektivnu transfor-
maciju koja fiksira beskonaqnu pravu, a to je afina transformacija (teorema 1.3), xto je demonstrirano
i na slici 1.2. Dakle, mo�emo da zak	uqimo da, kada uklonimo projektivnu distorziju na pomunti naqin
ostaje nam jox afina distorzija, koje se treba na neki naqin rexiti. Postoji naqin da se napravi i taj
posled�i korak, ali pre nego objasnimo kako, pomenimo neke metode za identifikova�e slike beskonaqne
prave.

Odre�iva�e prave ixqezava�a ravni

Da bismo odredili sliku beskonaqne prave, dovo	no je da odredimo bar dve razne taqke na �oj. To
mo�emo uraditi na vixe naqina:

Jedan naqin je da u slici identifikujemo par pravih koje su u originalu paralelne. Kako se taj par
pravih u stvarnosti seqe u jednoj taqki na beskonaqno dalekoj pravoj, to �e se �ihove slike se�i u slici
te taqke sa beskonaqno daleke prave, kao na slici 1.3.a.

Drugi naqin (slika 1.3.b) je da u slici identifikujemo dve du�i na pravoj qiji odnos du�ina u

originalu znamo. Npr. neka su taqke A, B i C kolinearne taqke za koje znamo odnos d(A,B)
d(B,C) = a

b , i

neka su �ihove slike u projekciji A′, B′ i C ′. Projektivno preslikava�e ravni indukuje projektivno
preslikava�e prave (A,B,C) na pravu (A′, B′, C ′). Nama je ci	 da odredimo to preslikava�e. Direktno u

slici mo�emo izmeriti odnos d(A′,B′)
d(B′,C′) i neka je on jednak

a′

b′ . Na pravoj (A,B,C) mo�emo uzeti projektivni

koordinatni sistem u kom taqke A, B i C imaju redom homogene koordinate (0, 1), (a, 1) i (a + b, 1).
Beskonaqna taqka na toj pravoj �e tada imati koordinate (1, 0). Na pravoj (A′, B′, C ′) mo�emo sliqno
uzeti koordinatni sistem u kom taqke A′, B′ i C ′ imaju redom koordinate (0, 1), (a′, 1) i (a′ + b′, 1). Za
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Slika 1.2: Ukla�a�e projektivne distorzije. Projektivno preslikava�e u opxtem sluqaju slika beskonaqnu
pravu l∞ ravni π1 u neku konaqnu pravu l ravni π2. Ako konstruixemo preslikava�e koje �e pravu l da vrati u
kanonski polo�aj (0, 0, 1), transformacija koja povezuje ravni π1 i π3 je afina, na osnovu teoreme 1.3.

Slika 1.3: Identifikova�e slike beskonaqne prave. Slika beskonaqne prave je odre�ena nala�e�em dve
taqke ixqezava�a. (a) Svaka taqka ixqezava�a je odre�ena u preseku slika pravih koje su originalu paralelne.
(b) Svaka taqka ixqezava�a je odre�ena na osnovu poznava�a originalnog odnosa du�ina du�i na uoqenoj pravoj.

navedene koordinate mo�emo da odredimo matricu H ∈ M2(R) projektivnog preslikava�a prave koja
slika koordinate taqaka (A,B,C) 7→ (A′, B′, C ′). Tada �e slika beskonaqne taqke prave (A,B,C) imati
koordinate x′ = H(0, 1)T .

1.1.3 Cirkularne taqke. Konika dualna cirkularnim taqkama.

Definicija 1.2. Taqke I = (1, i, 0) i J = (1,−i, 0) su konjugovano kompleksne taqke beskonaqne
prave l∞. Zovemo ih cirkularnim taqkama.

Proizvo	an krug u ravani sa centrom (cx, cy) i polupreqnikom r zadat je jednaqinom k : (x − cx)2 +
(y − cy)2 = r2, ili u homogenim koordinatama (x = x1

x3
, y = x2

x3
) k : (x1 − cxx3)2 + (x2 − cyx3)2 = r2x3

2.
Direktnom zamenom I i J u posled�u jednaqinu kruga zak	uqujemo da mu pomenute taqke pripadaju.
Dakle, proizvo	an krug seqe beskonaqnu pravu u taqkama I i J . Zato ih i zovemo cirkularnim taqkama.

Teorema 1.4. Cirkularne taqke I i J su fiksne kao skup pri projektivnoj transformaciji, ako
i samo ako je ona transformacija sliqnosti.

Dokaz: ⇒) Neka je H matrica projektivnog preslikavaǌa, kao u tabeli 1.1. Rexavaǌem matriqne
jednaqine HI = λI, λ ∈ R po H zakǉuqujemo da je h12 = −h21, h11 = h22 i h31 = h32 = 0, a time
h33 6= 0 (inaqe je H degenerisano preslikavaǌe). Kada matricu H pomno�imo sa 1

h33
, imamo da je

ǌena gorǌa leva 2× 2 podmatrica ortogonalna matrica pomno�ena sklarom
√
h2
11+h

2
12

h33
, a da je ǌena

posledǌa vrsta jednaka (0, 0, 1). Dakle, matrica H je matrica preslikavaǌa koje je sliqnost, na
osnovu tabele 1.1. Treba napomenuti samo da je HI = I ⇔ HJ = J .
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Sliqno se pokazuje da, kada je HI = J , H je matrica preslikavaǌa koje je sliqnost, ali indi-
rektna, tj. e = −1 (tabela 1.1).

⇐) Ako je H matrica neke sliqnosti, direktno se pokazuje da va�i HI = I i HJ = J
kada je pomenuta sliqnost direktna, odnosno HI = J i HJ = I kada je indirektna. �

Definicija 1.3. Konika qija je matrica C∗∞ = IJT + JIT je degenerisana kriva druge klase.
Zva�emo je konika dualna cirkularnim taqkama.

Kriva druge klase je skup pravih. Apsolutna konika je kriva druge klase koju qine sve prave kroz I
i kroz J . Odredimo �enu matricu,

C∗∞ = IJT + JIT =

 1
i
0

 [ 1 −i 0
]

+

 1
−i
0

 [ 1 i 0
]

= 2

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

 .
Gledano nad R, l = (x, y, z) ∈ C∗∞ ⇔ x2 + y2 = 1 ⇔ l = (x, y, z) = (0, 0, 1) = l∞, tj. od svih pravih koje

pripadaju C∗∞, samo je l∞ realna, a ostale su kompleksne.
Naredna teorema je direktna posledica prethodne.

Teorema 1.5. Konika C∗∞ je fiksna pri projektivnom preslikavaǌu ako i samo ako je ono sliq-
nost.

Interesantno je primetiti da se beskonaqna prava l∞ nalazi i u levom i u desnom jezgru matrice C∗∞.
To je i za oqekivati, jer beskonaqna prava pripada i pramenu taqke I i pramenu taqke J .

Beskonaqna konika igra bitnu ulogu u raquna�u uglova koji dve prave zaklapaju, xto �e biti deta	nije
objax�eno u narednoj podsekciji.

1.1.4 Projekcije uglova

Ugao izme�u dve prave mo�emo da odredimo preko skalarnog proizvoda �ihovih vekotra normala.
Naime, ako imamo dve prave qije su koordinate l = (l1, l2, l3) im = (m1,m2,m3), �ihovi vektori normala
�e redom biti (l1, l2) i (m1,m2), a kosinus jednog od uglova koje te prave zaklapaju:

cos^(l,m) =
l1m1 + l2m2√

(l21 + l22)(m2
1 +m2

2)
. (1.5)

,,Problem\ sa prethodnim izrazom je xto nije projektivno (a ni afino) invarijantan. Taqnije, ako
pomenute prave preslikamo nekom projektivnom transformacijom H, pojavi�e se projektivna distorija i
dobi�emo prave sa koordinatama l′ = H−T l im′ = H−Tm koje �e zaklapati neki drugi ugao, razliqit od
originalnog. Me�utim, ako u projekciji odredimo sliku od C∗∞ (konike dualne cirkularnim taqkama) na
osnovu koordinata dveju prava u slici mo�emo da izraqunamo ugao koji zaklapaju odgovaraju�i originali
po formuli:

cos^(l,m) =
l′
T
C∗∞
′m′√

(l′TC∗∞
′l′)(m′TC∗∞

′m′)
. (1.6)

Imaju�i u vidu da je C∗∞ kriva druge klase, ona se (po teoremi 1.2) pri projektovnom preslikava�u
slika u krivu qija je matrica C∗∞

′ = HC∗∞H
T . Kako konika dualna cirkularnim taqkama u kanonskom

polo�aju za matricu ima C∗∞ = diag(1, 1, 0) imamo,

l′
T
C∗∞
′m′√

(l′TC∗∞
′l′)(m′TC∗∞

′m′)
=

(H−T l)THC∗∞H
TH−Tm√

((H−T l)THC∗∞H
TH−T l)((H−Tm)THC∗∞H

TH−Tm)
=

=
lTC∗∞m√

(lTC∗∞l)(m
TC∗∞m)

=

= cos^(l,m).

Sumirajmo prethodno dokazano u narednoj teoremi:
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Teorema 1.6. Kada identifikujemo sliku konike dualne cirkularnim taqkama u projekciji,
ugao izme�u dve prave u originalu mo�emo da izmerimo na osnovu ǌihovih slika u projekciji
po formuli (1.6). Tako�e, desni izraz u jednakosti (1.6) je projektivno invarijantan, tj. ako
primenimo neku projektivnu transformaciju na promenǉive koje figurixu, vrednost izraza se
ne�e promeniti.

Primer 1.2. Odnosi du�ina u originalu se mogu raqunati na osnovu projekcije, ako je odre�eno
C∗∞
′. Uzmimo trougao a′b′c′ koji je projektivna slika trougla abc (slika 1.4). Koriste�i (1.6) i

slike pravih odre�enih temenima l′ = a′ × b′, m′ = c′ × a′ i n′ = b′ × c′ mo�emo odrediti cosα i
cosβ, a primenom sinusne teoreme i odnos du�ina stranica trougla abc: d(b,c)

d(a,c) = sinα
sin β . 4

Slika 1.4: Odre�iva�e odnosa du�ina. Ako u slici trougla abc odredimo sliku konike dualne cirkularnim
taqkama, mo�emo da odredimo odnose originalnih du�ina stranica trougla, kako je objax�eno u primeru 1.2.

Naredna teorema je direktna posledica teoreme 1.6.

Teorema 1.7. Dve prave qije su koordinate l i m su ortogonalne ako i samo ako su ǌihove slike
konjugovane u odnosu na sliku konike dualne cirkularnim taqkama, tj. l′TC∗∞

′m′ = 0.

1.1.5 Ukla�a�e afine distorzije

Vratimo se sada na ukla�a�e distorzije u slici, odnosno isprav	a�e slike. U podsekciji 1.1.2 je
bilo reqi o ukla�a�u projektivne distorzije identifikova�em slike beskonaqne prave u slici. Pri
�enom postav	a�u u kanonski polo�aj dolazi do eliminacije projektivne distorzije, ali i da	e postoji
afina distorzija.

Analogno se vrxi ukla�a�e i afine distorzije. Ono se zasniva na identifika�u slike cirkular-
nih taqaka (ili slike konike dualne cirkularnim taqkama) i �ihovim postav	a�em u kanonski polo�aj
(1,±i, 0) na beskonaqno dalekoj pravoj. Kada bismo to primenili na naxu projekciju, ona �e se od origi-
nalne situacije razlikovati za projektivno preslikava�e ravni koje fiksira cirkularne taqke. Kako je
u teoremi 1.4 pokazano da je takva transformacija, transformacija sliqnosti, projekciju kojom raspo-
la�emo jox samo treba zumirati ili preslikati nekom izometrijom da bi bila identiqna originalnoj.

Kako �e tada konika dualna cirkularnim taqkama biti u svom kanonskom polo�aju, uglove izme�u
pravih i odnose du�ina mo�emo da merimo direktno u projekciji kojom raspola�emo.

Glavni korak u ukla�a�u afine distorzije (ili projektivne i afine zajedno) predstav	a identifi-
kova�e C∗∞

′. Kako je C∗∞
′ direktno povezana sa uglovima izme�u pravih, to mo�emo iskoristiti za �eno

nala�e�e. Pretpostavimo da u slici mo�emo da identifikujemo dve prave sa koordinatama l′ i m′ koje
su u originalu ortogonalne. Tada �e, na osnovu teoreme 1.7, one postav	ati linearan uslov l′

T
C∗∞
′m′ = 0

odre�enosti C∗∞
′. Kako je konika u ravni predstav	ena simetriqnom matricom formata 3 × 3, ona ima

5 nezavisnih parametara (ukupno xest, ali minus jedan zbog homogene reprezentacije), pa je potrebno
postaviti bar 5 linearno nezavisnih uslova da bismo je odredili.

Treba napomenuti da uslov odre�enosti C∗∞
′ mo�emo postaviti i ako u slici identifikujemo dve

prave za koje znamo koji ugao u originalu zaklapaju koriste�i teoremu 1.6. Taj ugao ne mora biti prav,
i tada jednaqina koja postav	a pomenuti uslov ne mora biti linearna, ve� kvadratna. Zato takav metod
treba izbegavati zbog znaqajnog komplikova�a u raqunu pri rexava�u odgovaraju�eg sistema jednaqina.

Nakon nala�e�a matrice konike dualne cirkularnim taqkama treba na�i projektivno preslikava�e
koje �e je postaviti u kanonski polo�aj i time ,,ispraviti sliku\. Imaju�i u vidu teoremu 1.2 matrica
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tog preslikava�a �e biti matrica Hp koja zadovo	ava 1 0 0
0 1 0
0 0 0

 = HpC
∗
∞
′HT

p .

Matricu Hp mo�emo odrediti primenom SV D algoritma na matricu C∗∞
′, gde bismo je izrazili kao

Udiag(1, 1, 0)UT gde je matrica U ortogonalna. Tada �e Hp biti jednako U
T .

Ovaj postupak se mo�e primeniti na projekciju sa afinom kao i na projekciju sa projektivnom di-
storzijom. �ime cirkularne taqke postav	amo u kanonski polo�aj (1,±i, 0), a time i samu beskonaqnu
pravu (u sluqaju postoja�a projektivne distorzije kada je ona izmextena iz kanonskog polo�aja (0, 0, 1)).
Efekat koji se posti�e je ukla�a�e svake distorzije, naravno do na transformaciju sliqnosti.
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1.2 Projektivna preslikava�a prostora

Sliqno kao i projektivno preslikava�e ravni, definixemo projektivno preslikavaǌe prostora
kao inverzibilno preslikava�e h : P3 → P3 koje quva kolinearnost taqaka. Analogno situaciji u ravni,
pokazuje se da, ako uvedemo koordinatni sistem projektivnog prostora P3, postoji nesingularna matrica

H =


h11 h12 h13 h14
h21 h22 h23 h24
h31 h32 h33 h34
h41 h42 h43 h44


takva da je

X ′ = HX

gde su X = (X1, X2, X3, X4)T i X ′ = (X ′1, X
′
2, X

′
3, X

′
4)T homogene koordinate originala i slike proizvo	ne

taqke pri pomenutom projektivnom preslikava�u.

Mo�emo da primetimo da je matrica projektivnog preslikavana odre�ena sa 15 nezavisnih parametara
(ukupno ih ima 16, ali raqunamo minus jedan zbog homogene reprezentacije).

Teorema 1.8. Pri projektivnom preslikavaǌu taqaka X ′ = HX ravan sa koordinatama π se
slika u ravan sa koordinatama H−Tπ.

Dokaz: Proizvoǉna taqka sa koordinatama X pripada ravni sa koordinatama π ako i samo ako
je zadovoǉeno XTπ = 0. Kako je va�i X ′ = HX, imamo (H−1X ′)Tπ = 0, tj. X ′H−Tπ = 0, pa
mo�emo da zakǉuqimo da �e odgovaraju�a taqka preslikana transformacijom H pripadati ravni
sa koordinatama H−Tπ. �

1.2.1 Klasifikacija preslikava�a prostora. Projektivna distorzija i �eno

eliminisa�e.

U tabeli 1.2 je navedena kratka klasifikacija podgrupa grupe PL(4), projektivnih transformacija
prostora P3, analogna klisifikaciji iz tabele 1.1.

Pri projektivnom preslikava�u dolazi do projektivne distorzije prostora. Ako bismo �eleli da
je eliminixemo, i da ,,ispravimo\ prostor, to mo�emo da uradimo sliqno kao u sluqaju projektivne
distorzije ravni (pogledati 1.1.2).

U tabeli 1.2 se vidi da �e se prave odre�ene paralelnim ivicama kocke prese�i u taqki ixqezava�a
odgovaraju�eg pravca, ako ima projektivne distorzije. To je posledica toga xto je beskonaqna ravan (na
kojoj se seku paralelne prave) izmextena iz kanonskog polo�aja u kom ima koordinate (0, 0, 0, 1). Da
bismo postigli da prave paralelne u originalu budu paralelne i u slici, treba identifikovati sliku
beskonaqne ravni, i vratiti je u kanonski polo�aj. Tada �e se slika prostora od originala razlikovati za
projektivno preslikava�e prostora koje fiksira beskonaqnu ravan, a to je afino preslikava�e (dokaz je
analogan onom u sluqaju ravni teoreme 1.3). Dakle, mo�emo da zak	uqimo da, kada uklonimo projektivnu
distorziju na pomenuti naqin ostaje nam jox afina distorzija, koje se treba na neki naqin rexiti.

U sluqaju afine distorzije ravni bilo je potrebno identifikovati slike cirkularnih taqaka na
beskonaqnoj pravoj a ovde je, analogno tome, potrebano identifikovati sliku tzv. apsolutne konike na
beskonaqnoj ravni da bi eliminisali i afinu distorziju, xto �e biti pojax�eno u narednom tekstu.

1.2.2 Apsolutna konika

Definicija 1.4. Apsolutna konika, Ω∞ je kriva drugog reda na beskonaqnoj ravni qije taqke
(X1, X2, X3, X4) zadovoǉavaju:

X2
1 +X2

2 +X2
3 = 0, X4 = 0.
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Grupa
preslikavaǌa Matrica Distorzija

kocke
Invarijante

Projektivna
preslikava�a

15 stepeni slobode

[
A t
vT v

] konkurentnost, kolinearnost, dvorazmera,
povrxi i krive drugog reda (sve su jednako
tretirane), znak Gausove krivine povrxi

Afina
preslikava�a

12 stepeni slobode

[
A t
0T v

] paralelnost, razmera na pravoj, beskonaqno
daleka ravan, povrxi i krive drugog reda
(svaku ponaosob), odnosi zapremina

Sliqnosti

7 stepeni slobode

[
sR t
0T v

]
razmera, uglovi, apsolutna konika
Ω∞ : X2

1 +X2
2 +X2

3 = 0, X4 = 0

Izometrije

6 stepeni slobode

[
R t
0T v

]
du�ina, povrxina, zapremina

Tabela 1.2: Geometrijska svojstva grupa preslikava�a prostora. Pod stepenima slobode podrazumevamo
broj nezavisnih parametara matrice. Matrica A je nesingularna matrica formata 3 × 3, R je matrica rotacije
prostora, t = (tx, ty, tz) je vektor translacije, s je koeficijent skalira�a, v ∈ R3, v ∈ R. Pod distorzijom kvadrata
podrazumevamo efekat koji odgovaraju�a grupa preslikava�a ostav	a na �egov oblik. Konkretna transformacija
u tabeli mo�e da napravi distorziju napomenutu u odgovaraju�oj vrsti, ali i sve ostale distorzije ni�e od �e u
tabeli. Konkretna transformacija u tabeli za invarijante ima one napomenute u odgovaraju�oj vrsti, ali i sve
ostale invarijante iznad �e u tabeli.

Jasno je da je to konika qije su taqke imaginarne. Ako posmatramo samo taqke sa beskonaqne ravni
π∞ = (0, 0, 0, 1)T , u prirodno indukovanom koordinatnom sistemu na �oj, jednaqina ove konike je

[
X1 X2 X3

]  1
1

1

 X1

X2

X3

 = 0.

Dakle, ako je posmtramo kao koniku u beskonaqnoj ravni, �ena matrica je I = diag(1, 1, 1), i taqke koje joj
pripadaju su qisto imaginarne. U narednoj teoremi dajemo jako bitno svojstvo ove neobiqne krive drugog
reda.

Teorema 1.9. Projektivno preslikavaǌe prostora fiksira apsolutnu koniku Ω∞ ako i samo ako
je ono sliqnost.

Dokaz: ⇒) Neka preslikavaǌe qija je matrica H fiksira apsolutnu koniku. Kako se apsolutna
konika nalazi na beskonaqnoj ravni, pomenuta transformacija mora fiksirati i beskonaqnu ravan.
Zato je ona afina, tj. ǌena matrica je oblika

H =

[
A t
0T 1

]
.

Kako matrica H taqke sa beskonaqne ravni ostavǉa na beskonaqnoj ravni, qetvrta koordinata
originala i slika je jednaka nuli, i jedina promena je na prve tri koordinate. Zakǉuqujemo da je
restrikcija pomenutog prostornog preslikavaǌa na beskonaqnu ravan, projektivno preslikavaǌe
ravni qija je matrica jednaka podmatrici A, matrice H. Kako je matrica apsolutne konike na
beskonaqnoj ravni matrica I, i ona je fiksna pri projektivnom preslikavaǌu ravni qija je matrica
jednaka A, na osnovu teoreme 1.2.(i) imamo A−T IA−1 = I, tj. AAT = I. Imaju�i u vidu homogene
reprezentacije zakǉuqujemo da je A = sR, gde je R ortogonalna matrica, a s neki koeficijent
skaliraǌa. Zato je H matrica neke sliqnosti.
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⇐) Neka je H matrica neke sliqnosti. Direktnom proverom, kako je navedeno u obrnutom
smeru se pokazuje da pomenuto preslikavaǌe ostavǉa fiksnom apsollutnu koniku, na beskonaqnoj
ravni. �

Osobine apsolutne konike:

(i) Apsolutna konika je fiksna kao skup pri preslikava�u sliqnosti. To znaqi da �ene taqke ne moraju
da budu fiksne, ve� da se svaka od �ih u opxtem sluqaju slika u neku drugu na apsolutnoj konici.

(ii) Svaki krug u prostoru seqe apsolutnu koniku Ω∞ u dve taqke. Naime, neka ravan iz prostora sa
koordinatama π sadr�i pomenuti krug. Ravan π seqe beskonaqnu ravan po nekoj pravoj, a ta prava
seqe Ω∞ u dve taqke koje su cirkularne taqke ravni π. Te cirkularne taqke �e dakle pripadati i
pomenutom krugu i apsolutnoj konici Ω∞. Pomenute zakonitosti se lako proveravaju.

(iii) Svaka sfera seqe beskonaqnu ravan po apsolutnoj konici. Ova zakonitost se jox lakxe pokazuje od
prethodnih, a potpuno im je ekvivalentna.

1.2.3 Projekcije uglova. Eliminisa�e afine distorzije.

Uzmimo dve prave koje seku beskonaqnu ravan u taqkama qije su koordinate (dT1 , 0) i (dT2 , 0). �ihovi
vektori pravca su tada d1 i d2 ∈ R3, a kosinus ugla koji one zaklapaju

cos θ =
dT1 d2√

(dT1 d1)(dT2 d2)
. (1.7)

Prethodnu jednakost mo�emo zapisati i kao:

cos θ =
dT1 Ω∞d2√

(dT1 Ω∞d1)(dT2 Ω∞d2)
. (1.8)

kada se Ω∞ nalazi u kanonskom polo�aju, na beskonaqnoj ravni.
Pretpostavimo da je prostor transformisan nekim afinim preslikava�em. Tada �e slike pomenutih

pravih se�i beskonaqnu ravan u nekim taqkama (d′1
T
, 0) i (d′2

T
, 0), a apsolutka konika �e imati za matricu

neku drugu, Ω′∞. Interesantno je da na osnovu koordinata u slici mo�emo da izraqunamo originalne
uglove i odnose du�ina koriste�i formulu (1.8) ako na beskonaqnoj ravni identifikujemo sliku apso-
lutne konike, tj. �enu matricu Ω′∞ (posmatranu kao koniku u ravni). To je posledica toga xto je izraz
(1.8) afino invarijantan. Naime, imaju�i u vidu dokaz teoreme 1.9 u kom se navodi kako matrica afinog
preslikava�a prostora deluje na taqke beskonaqne ravni, i teoremu 1.2.(i), imamo

d′1
T

Ω∞
′d′2√

(d′1
TΩ∞

′d′1)(d′2
TΩ∞

′d′2)
=

(Ad1)
T
A−TΩ∞A

−1Ad2√
((Ad1)

T
A−TΩ∞A−1Ad1)((Ad2)

T
A−TΩ∞A−1Ad2)

=

=
d1
TΩ∞d2√

(d1
TΩ∞d1)(d2

TΩ∞d2)
=

= cos θ.

Kada u slici prostora imamo afinu distorziju, da bismo je elimisali trebalo bi da identifikujemo
sliku apsolutne konike, i da je potom postavimo u kanonski polo�aj na beskonaqnoj ravni u kom za matricu
ima diag(1, 1, 1). Kada to uradimo, slika prostora kojom raspola�emo �e se od originala razlikovati za
projektivnu transformaciju prostora koja fiksira apsolutnu koniku. U teoremi 1.9 je pokazano da je to
transformacija sliqnosti. Dakle, da bismo doxli do originalne situacije, prostor treba samo uve�ati
ili sma�iti i eventualno preslikati nekom izometrijom.
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Glava 2

Modeli kamere

Kamera predstav	a preslikava�e trodimenzionog prostora na dvodimenzionu ravan. Najelementar-
niji primer kamere jeste centralno projektova�e prostora na ravan, a ostali modeli kamera su samo blaga
modifikacija ove. U ovoj glavi �emo navesti �ihove reprezentacije i najinteresantnija svojstva.

2.1 Projektivne kamere sa konaqnim centrom projekcije

Centralno projektova�e prostora na ravan

Posmatramo projektova�e taqaka iz prostora na ravan. Neka se centar projektova�a C nalazi u
koordinatnom poqetku, i neka je ravan projektova�a, ravan z = f , kao na slici 2.1. Taqka iz prostora sa
Dekartovim koordinatama X = (X,Y, Z) se slika u taqku preseka ravni slike sa pravom koja spaja centar
projektova�a C i taqku X.

Pravu kroz centar kamere ortogonalnu na ravan slike �emo zvati glavni zrak, a �en presek sa ravni
slike glavna taqka kamere. Ravan koja sadr�i centar projektova�a i paralelna je ravni slike �emo
nazivati glavnom ravni kamere. Uda	enost ravni slike od centra kamere (f) �e biti �i�na daǉina
kamere.

Slika 2.1: Centralna projekcija. C je centar kamere, a p je glavna taqka. Centar kamere se nalazi u
koordinatnom poqetku. Slika taqke X je taqka x u ravni slike. U ravni slike se vide samo taqke koje su ispred
kamere, naime va�i raspored taqaka C − x−X na zraku projektova�a.

Na osnovu sliqnosti trouglova (slika 2.1) mo�emo da zak	uqimo da se taqka X = (X,Y, Z) projektuje
u taqku (f XZ , f

Y
Z , f) u ravni slike. Ako pretpostavimo da je glavna taqka kamere koordinatni poqetak u

ravni slike, a koordinatne ose x i y paralelne koordinatnim osama X i Y , odgovaraju�e preslikava�e
koje slika trodimenzioni prostor u dvodimenzioni je dato sa:

(X,Y, Z) 7→ (f
X

Z
, f
Y

Z
).

Kako se glavna taqka kamere ne mora nalaziti u koordinatnom poqetku ravni slike (slika 2.2.a), pretpo-

15
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stavimo da ona ima koordinate p = (px, py)T . Tada je preslikava�e kamere:

(X,Y, Z) 7→ (f
X

Z
+ px, f

Y

Z
+ py).

Ako taqke predstavimo u homogenim koordinatama projektivne geometrije, prethodno pomenuto presli-
kava�e kamere ima jednostavan matriqni zapis:

X
Y
Z
1

 7→
 fX + Zpx
fY + Zpy

Z

 =

 f px 0
f py 0

1 0



X
Y
Z
1

 =

 f px
f py

1

 1 0
1 0

1 0



X
Y
Z
1


tj.

x = K[I | 0]Xkam, gde je K =

 f px
f py

1

 (2.1)

Matricu K zovemo kalibraciona matrica kamere. U prethodnoj formuli x jesu homogene koodrinate
slike taqke Xkam. Taqku u prostoru (X,Y, Z, 1) smo imenovali Xkam da bi naglasili da su to koordinate
izra�ene u koordinatnom sistemu qiji se koordinatni poqetak poklapa sa centrom projektova�a, a z-osa
sa glavnom osom kamere. Taj koordinatni sistem zato mo�emo nazvati koordinatnim sistemom kamere.

Slika 2.2: (a) Veza koordinatnih sistema u slici, kada glavna taqka jeste i nije koordinatni poqetak. (b) Veza
proizvo	nog koordinatnog sistema i koordinatnog sistema kamere.

Koordinate taqaka u prostoru �e nam qesto biti date u nekom koordinatnom sistemu koji nije isti
kao koordinatni sistem kamere (slika 2.2.b). Navedena dva koordinatna sistema su povezana izometrijom
prostora.

Neka je X̃ ∈ R3 nehomogena reprezentacija koordinata prostorne taqke (tj. Dekartove koordinate) u

proizvo	nom koordinatnom sistemu, i sliqno, neka X̃kam predstav	a istu taqku samo u koordinatnom
sistemu kamere. Kako su ova dva koordinatna sistema povezana translacijom (za vektor C̃ - koordinate

centra kamere u ,,opxtem\ koordinatnom sistemu) i rotacijom prostora (qija je matrica R) va�i X̃kam =

R(X̃ − C̃). To mo�emo zapisati i u homogenim koordinatama:

Xkam =

[
R −RC̃
0T 1

]
X
Y
Z
1

 =

[
R −RC̃
0T 1

]
X,

xto sa formulom (2.1) daje

x = KR[I | − C̃]X (2.2)

gde su X koordinate u ,,opxtem\ koordinatnom sistemu.
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Kako matrica P = KR[I | − C̃] potpuno odre�uje preslikava�e kamere, qesto �emo je poistovetiti sa
samom kamerom. Parametre matrice K �emo nazivati unutraxǌim parametrima kamere s obzirom da se
oni tiqu prirode same kamere. Nasuprot �ima parametre matrice R i vektora C̃ naziva�emo spoǉaxǌim
parametrima kamere s obzirom da se tiqu pozicije kamere u nekom koordinatnom sistemu prostora.

Navedena matrica kamere ima 9 nezavisnih parematara, ili stepeni slobode: 3 za K (f, px, py), 3 za R

(uglovi rotacije oko koordinatnih osa) i 3 za C̃.

CCD kamere

Prethodno razmatrana kamera je podrazumevala da je slika u projekciji podjednako skalirana u prav-
cima osa. Me�utim, kod CCD kamera (Charge-coupled device) to ne mora biti sluqaj. Ako kamera skalira
projekciju u pravcu x-ose za faktor mx, a u pravcu y-ose za faktor my, �ena matrica je kao u formuli
(2.1) samo pomno�ena matricom diag(mx,my, 1) sleva.

�ena kalibraciona matrica je tada:

K =

 αx x0
αy y0

1


gde je αx = fmx, αy = fmy, x0 = mxpx i y0 = mypy.

Kako ovde imamo jedan vixe parametar nego ranije, mo�emo da zak	uqimo da matrica CCD kamera
ima 10 stepeni slobode.

Konaqna projektivna kamera

Kako je matrica projektivne kamere formata 3×4 ona ima 11 nezavisnih parametara (12 oqiglednih i
minus 1 zbog homogene reprezentacije) ili stepeni slobode. Mo�emo da razmatramo kalibracionu matricu

K =

 αx s x0
αy y0

1

 (2.3)

gde je parametar s, parametar ,,iskoxenosti\ ili ,,smica�a\. On je kod ve�ine kamera jednak nula, ali
kod nekih to ne mora biti sluqaj. Ako je neki objekat prvobitno uslikan kamerom P , a potom �egova
slika nekom drugom kamerom P̂ , kompozicija te dve kamere �e tako�e biti projektivna kamera, a u �enoj
matrici kalibracije K, parametar s skoro sigurno ne�e biti jednak nula. Zato treba razmotriti i takve
kamere qija je matrica

P = KR[I | − C̃], (2.4)

gde je K oblika (2.3). Sve kamere qije su matrice ovog oblika �emo zvati konaqne projektivne kamere.
Konaqne projektivne kamere imaju ukupno 11 nezavisnih parametara, xto je i maksimalan broj za

kamere koje se predstav	aju matricama formata 3× 4.

Teorema 2.1. Matrica P formata 3 × 4 je matrica konaqne projektivne kamere ako i samo ako
je leva 3× 3 podmatrica matrice P regularna.

Dokaz: ⇒) Neka je P = KR[I | − C̃] gde je R matrica rotacije (i detR = 1), a matrica K je
oblika kao u formuli (2.3) (detK = αxαy 6= 0). Determinanta leve 3 × 3 podmatrice matrice P je
detKR = detK detR 6= 0, pa je ona regularna.

⇐) Neka je P = [M |p4] gde je M regularna matrica. Matrica M se tada mo�e dekompono-
vati kao M = KR gde je K gorǌe-trougaona matrica formata 3× 3, a R odgovaraju�a ortogonalna
matrica (npr. primenom Gram-Xmitovog postupka ortogonalizacije na vrste matrice M). Zato je
P = M [I |M−1p4] = KR[I |M−1p4]. Kako je matrica kamere, P oblika kao u formuli (2.4), centar
kamere ima koordinate C̃ = −M−1p4 i tvr�eǌe je dokazano. �

U prethodnom dokazu smo za datu matricu P = [M | p4] konaqne projektivne kamere odredili formulu

za nala�e�e �enog centra. Naime, C̃ = −M−1p4. U narednoj sekciji �emo navesti xta je sve mogu�e
odrediti od entiteta vezanih za kameru, samo na osnovu �ene matrice.
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2.2 Anatomija matrice kamere

Centar kamere

Teorema 2.2. Centar kamere, qija je matrica P , u homogenim koordinatama je nenula vektor C
kojim je generisano desno jezgro matrice P .

Dokaz: Kako je matrica P formata 3×4 i ranga 3 ǌeno desno jezgro je jednodimenzioni vektorski
potprostor od R4, pa pomenuti nenula vektor C u ǌenom desnom jezgru postoji.

Posmatrajmo pravu kroz taqku C i neku u prostoru, razliqitu od ǌe, A. Sve taqke na ovoj
pravoj su oblika X(λ) = λA+ (1− λ)C. Pri preslikavaǌu kamere x = PX sve ove taqke se slikaju
u:

x = PX = λPA+ (1− λ)PC = λPA

s obzirom da je PC = 0. To znaqi da se sve taqke ove prave slikaju u jednu istu, PA, xto je jedino
mogu�e ako ova prava sadr�i centar kamere. Kako je taqka A bila proizvoǉna, to centar kamere
mora biti bax C. �

Ovo je bilo za oqekivati, s obzirom da slika samog centra kamere, pri kamera preslikava�u ne bi ni
trebalo da bude definisana, naime PC = (0, 0, 0)T .

Ve� smo videli da je za kameru P = [M | p4], detM 6= 0 centar C =

[
−M−1p4

1

]
. Ako je detM = 0

desno jezgro matrice M je netrivijalno. Recimo da je generisano nenula vektorom d ∈ R3. Tada je centar

kamere C =

[
d
0

]
s obzirom da je tada PC = 0. Centar ovakve kamere se nalazi u beskonaqnosti. Takve

kamere su tzv. afine kamere.

Kolone matrice kamere Kolone matrice P = [p1 p2 p3 p4] kamere su vektori u R3 koji predstav	aju
homogene koordinate specifiqnih taqaka u ravni projekcije. Naime, p1, p2 i p3 predstav	aju slike
beskonaqno dalekih taqaka osa Ox, Oy i Oz redom (slika 2.3.a), dok je p4 slika koordinatnog poqetka.
Kako su X = (1, 0, 0, 0)T koordinate beskonaqno daleke taqke sa x-ose to je PX = p1. Sliqno se pokazuje
za ostale taqke.

Slika 2.3: (a) Tri taqke u slici qije su koordinate kolone p1, p2 i p3 matrice P jesu taqke ixqezava�a osa

koordinatnog sistema prostora. (b) Dve, ravni definisane vrstama p2T i p3T matrice P .

Vrste matrice kamere Vrste matrice P su vektori iz R4:

P =

 p11 p12 p13 p14
p21 p22 p23 p24
p31 p32 p33 p34

 =

 p1
T

p2
T

p3
T

 .
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Kako je glavna ravan paralelna ravni slike i sadr�i centar kamere, to se sve taqke sa �e slikaju

u beskonaqno daleku pravu u slici. Dakle, GLAVNA RAVAN = {X | PX =
[
x y 0

]T
, x, y ∈ R} =

{X | p3TX = 0}, tj. homogene koordinate glavne ravni su jednake posled�oj vrsti matrice kamere, p3
T

(slika 2.3.b).

Vrsta p1
T
matrice P je vektor koji predstav	a homogene koordinate ravni kroz centar kamere i y-osu

u slici. To je jasno na osnovu jednakosti {X | p1TX = 0} = {X | PX =
[

0 y w
]T
, y, w ∈ R}, xto je

jednako skupu taqaka qije se slike nalaze na pravoj x = 0 u slici, tj. na y-osi.

Sliqno se pokazuje da vrsta p2
T
predstav	a homogene koordinate ravni kroz centar kamere i x-osu u

slici (slika 2.3.b).

Glavna taqka Glavna osa je prava kroz centar kamere C, normalna na ravan slike. Glavna taqka se
nalazi u preseku glavne ose i ravni slike, pa je samim tim jednaka slici glavne ose pri preslikava�u
kamere. Da bi odredili glavnu taqku, dovo	no je da odredimo jednu taqku sa glavnu ose, razliqitu od
centra kamere, i da je preslikamo kamerom.

Kako je glavna osa ortogonalna na ravan slike, ona je ortogonalna i na glavnu ravan qije su koordinate
jednake posled�oj vrsti matrice kamere P , p3 = (p31, p32, p33, p34). Vektor normale na glavnu ravan
je vektor (p31, p32, p33), a kako glavna osa ima taj isti pravac, �ena beskonaqno daleka taqka �e imati

koordinate p̂3 = (p31, p32, p33, 0). Dakle, glavna taqka �e u slici imati koordinate Pp3
T
. Imaju�i u vidu

da na taqke sa beskonaqne ravni pri preslikava�u kamere P = [M | p4] deluje samo leva 3× 3 podmatrica

M, glavna taqka �e imati koordinate p0 = Mm3T , gde je m3T posled�a vrsta matrice M .

Vektor glavne ose Iako svaka taqka X koja nije na glavnoj ravni bi trebalo da se vidi u slici
na poziciji odre�enoj koordinatama x = PX, to je sluqaj samo sa onom ,,polovinom\ taqaka koje se
nalaze ispred kamere. Da bismo znali koja je to polovina, trebalo bi da odredimo vektor koji pokazuje u
pozitivnom smeru glavne ose, tj. ka pred�oj strani kamere. Kao xto smo videli u prethodnom paragrafu,
taj vektor ima pravac kao vektor m3 = (p31, p32, p33), a da li je istog smera kao on, to je pita�e.

Teorema 2.3. Vektor koji pokazuje u pozitivnom smeru glavne ose, tj. ka predǌoj strani kamere
P = [M | p4] je vektor v = detM ·m3T gde je m3T posledǌa vrsta matrice M .

Dokaz: Posmatrajmo kameru u ǌenom koordinatnom sistemu. Taqke se slikaju sa x = PkamXkam =
K[I | 0]Xkam, gde su Xkam koordinate taqke u prostoru, izra�ene u koordinatnom sistemu kamere.
Kako se ova kamera nalazi u poziciji kao kod centralnog projektovaǌa na ravan sa samog poqetka
ove glave, jasno je da je tra�eni vektor onaj koji pokazuje u pozitivnom smeru z-ose, tj. (0, 0, 1).
Mo�emo da primetimo da to zadovoǉava i vektor v = detM ·m3 s obzirom da je matrica K (a time
i M u ovom sluqaju) gorǌetrougaona i na dijagonali ima pozitivne brojeve. Vektor v �e i daǉe
pokazivati u istom smeru i ako matricu P pomno�imo nekim skalarom k 6= 0, jer odgovaraju�i
vektor v postaje k4v.

Posmatrajmo sada situaciju gde je kamera izmextena iz svoj koordinatnog sistema nekom rota-
cijom i translacijom, tj. P = kK[R | −RC̃] = [M | p4], gde je M = kKR. Kako je kamera zarotirana
zajedno sa glavnom osom i detR = 1 vektor v = detM ·m3 �e i daǉe pokazivati u pozitivnom smeru
glavne ose. Pored toga, ǌegov smer se ne meǌa ako matricu P pomno�imo nekim skalarom k.�
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2.3 Dejstvo projektivne kamere na taqke i prave

2.3.1 Na taqke

Kamera qija je matrica projektova�a P = [M | p4] taqku u prostoru sa koordinatama X preslikava u
taqku koja ima koordinate x = PX u ravni projekcije. Interesantno je za taqku x u ravni projekcije,
odrediti sve taqke u prostoru koje se u �u projektuju. Odgovaraju�i skup taqaka �e biti prava koja
prolazi kroz centar kamere i taqku x u ravni projekcije. Ako su koordinate centra poznate (PC = 0),
treba odrediti koordinate jox jedne taqke u prostoru sa te prave. To �e biti taqka P+x u prostoru,
gde je P+ = PT (PPT )−1 - pseudo-inverz matrice P , s obzirom da je zadovo	eno da je �ena slika bax
PP+x = PPT (PPT )−1x = x. Dakle, sve taqke u prostoru koje se kamerom P = [M | p4] projektuju u taqku
x su odre�ene sa:

X(λ) = P+x+ λC, λ ∈ R.

Dubina taqaka Znaqajno je za taqku koju smo uslikali kamerom znati koliko se duboko u sceni ona
nalazi. Pod dubinom taqke �emo podrazumevati �enu uda	enost od glavne ravni kamere. Naredna teorema
daje formulu za raquna�e dubine taqke:

Teorema 2.4. Neka je X = (X,Y, Z, T )T taqka u prostoru, i P = [M | p4] matrica kamere sa
konaqnim centrom C = (C̃T , 1)T . Ako je P (X,Y, Z, T )T = w(x, y, 1)T i m3T posledǌa vrsta matrice
M , tada je

dubina(X, P ) =
sgn(detM)w

T‖m3‖
dubina taqke X u sceni uslikanoj kamerom P .

Dokaz: Kako je p3TX = w i p3TC = 0, to je w
T = 1

T p
3TX−p3TC = p3

T
( 1
TX−C) = m3T (X̃− C̃), gde

su X̃ i C̃ odgovaraju�e Dekartove koordinate taqaka X i C. To znaqi da w
T ima vrednost skalarnog

proizvoda vektora m3T koji pokazuje u pravcu glavne ose i vektora
−−→
CX, slobodno reqeno. Ako bi

matrica M bila normalizovana, tako da je ‖m3‖ = 1 i detM > 0 tada bi w
T imalo bax vrednost

du�ine projekcije vektora
−−→
CX na pravac glavne ose u smeru u kom gleda kamera, odnosno dubinu

taqke X (slika 2.4). Pomenuti uslov mo�emo da isforsiramo tako xto rezultat pomno�imo sa
sqn(detM)
‖m3‖ , tj.

dubina(X, P ) =
sgn(detM)

‖m3‖
m3T (X̃ − C̃) =

sgn(detM)w

T‖m3‖
s obzirom da sredǌi izraz prethodne jednakosti ima vrednost skalarnog proizvoda jediniqnog
vektora koji pokazuje ka pozitivnom smeru glavne ose, i vektora

−−→
CX. �

Slika 2.4: Ako je matrica kamere P = [M | p4] normalizovana tako da je ‖m3‖ = 1 i detM > 0 tada je skalarni

proizvod m3T (X̃ − C̃) jednak du�ini projekcije vektora X̃ − C̃ na pravac glave ose u smeru u kom gleda kamera.

2.3.2 Na prave

Sve taqke koje se projektuju u pravu l u ravni slike pripadaju ravni π koja je odre�ena tom pravom i
centrom kamere, kao na slici 2.5. Naredna teorema nam kazuje koje su koordinate te ravni.
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Teorema 2.5. Skup taqaka u prostoru koje se slikaju u pravu qije su koordinate u slici l
matricom kamere P je ravan koja qije su koordinate u prostoru PT l.

Dokaz: Taqka x le�i na pravoj l u slici ako i samo ako je xT l = 0. Ta taqka x je slika prostorne
taqke X kamerom P ako i samo ako je PX = x. Dakle, za svaku prostornu taqku X koja se slika
u neku taqku na pravoj l je zadovoǉeno (PX)T l = 0 tj. XTPT l = 0. Kako sve te prostorne taqke
pripadaju nekoj ravni π u prostoru zadovoǉeno je XTπ = 0. Na osnovu posledǌe dve jednakosti
zakǉuqujemo da ta ravan ima koordinate π = PT l. �

Slika 2.5: Projektova�e pravih. Prava u prostoru, sa koordinatama L koja ne sadr�i centar kamere
se u slici vidi kao prava sa koordinatama l. Prava l se nalazi u preseku ravni slike i ravni odre�ene
pravom L i centrom kamere C. Inverzna slika prave u slici sa koordinatama l je ravan sa koordinatama
π = PT l.
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2.4 Veza dveju projekcija pri fiksiranom centru projekcije

Pretpostavimo da imamo dve slike prostornog objekta dvema raznim kamerama iz iste pozicije u
prostoru, kao na slici 2.6. Tada postoji perspektivno preslikava�e jedne projekcije na drugu, qiju
formulu mo�emo eksplicitno da odredimo. Pretpostavimo da su matrice dveju pomenutih kamera sa
istim centrom

P = KR[I | − C̃] i P ′ = K ′R′[I | − C̃].

Kako je x = PX i x′ = P ′X, to je x′ = K ′R′[I | − C̃]X = K ′R′(KR)−1KR[I | − C̃]X = K ′R′(KR)−1x, pa
je matrica pomenutog preslikava�a x 7→ x′, H = K ′R′(KR)−1.

Slika 2.6: Konus zrakova projektova�a sa vrhom u centru kamere. Dve projekcije prostornog
objekta dobijene preseca�em konusa i konkretne ravni projekcije. Koordinate odgovaraju�ih taqaka su
povezane ravanskom homografijom x′ = Hx.

U narednim podsekcijama �emo analizirati xta se dexava kada pomeramo ravan projektova�a, dok
je centar projektova�a fiksiran. Bez uma�e�a opxtosti, a radi lakxeg raquna uze�emo da se centar
kamere poklapa sa koordinatnim poqetkom prostornog koordinatnog sistema.

2.4.1 Translacija ravni slike

Za poqetak �emo posmatrati xta se dexava kada pove�avamo �i�nu da	inu (f) kamere. Kako se tada
ravan slike pribli�ava objektu koji posmatramo, dolazi do pove�a�a �egove slike, odnosno zumira�a.

Teorema 2.6. Uve�aǌe slike k puta se posti�e tako xto se matrica kalibracije K kamere
pomno�i sdesna matricom diag(k, k, 1).

Dokaz: Neka su x̃0 Dekartove koordinate glavne taqke, i x̃ Dekartove koordinate proizvoǉne
taqke u ravni slike. Uve�aǌe slike k puta je isto xto i uve�aǌe vektora x̃ − x̃0 k puta. Ako su
x̃′ Dekartove koordinate iste taqke nakon uve�aǌa slike, tada je x̃′ = kx̃+ (1− k)x̃0. U homogenim

koordinatama x = (x̃T , 1)T i x′ = (x̃′
T
, 1)T prethodna jednakost glasi: x′ =

[
kI (1− k)x̃0

0T 1

]
x.

Kako je x = K[I | 0]X i x′ = K ′[I | 0]X = K ′K−1K[I | 0]X = K ′K−1x, to je x′ = K ′K−1x, tj.

K ′K−1 =

[
kI (1− k)x̃0

0T 1

]
.

Ako uzmemo da je K =

[
A x̃0

0T 1

]
, gde je A =

[
αx s
0 αy

]
na osnovu prethodnih jednakosti imamo

K ′ =

[
kI (1− k)x̃0

0T 1

]
K =

[
kI (1− k)x̃0

0T 1

] [
A x̃0

0T 1

]
=

[
kA x̃0

0T 1

]
=

[
A x̃0

0T 1

] [
kI 0
0T 1

]
.

Tvr�eǌe je dokazano. �
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2.4.2 Rotacija kamere

Kamera se rotira, bez promene pozicije i unutrax�ih parametara, kao na slici 2.8. Neka su X
homogene koordinate proizvo	ne taqke iz prostora i neka �ena slika pre rotacije ima koordinate x =
K[I | 0]X, a posle rotacije x′ = K[R | 0]X. Tada je x′ = KRK−1K[I | 0]X = KRK−1x, tj. homografija
izme�u dve projekcije je data matricomH = KRK−1, pa mo�emo da zak	uqimo da je pomenuta homografija
u stvari konjugovana rotacija.

2.4.3 Interesantni primeri

Primer 2.1. Sintetizovani pogledi
Iz jedne slike mo�emo sintetizovati novu koja odgovara kameri sa istim centrom a drugaqijom

orijentacijom, primenom odgovaraju�e homografije qiju smo egzistenciju pokazali u prethodnom
tekstu. Slika npr. pravougaonika kamerom koja frontalno gleda na ǌega �e biti neki pravo-
ugaonik, bez neke uoqǉive distorzije. Takav frontalni pogled mo�emo sintetizovati iz nekog
proizvoǉnog u kom se pravougaonik vidi kao neki qetvorougao primenom odgovaraju�e ravanske ho-
mografije koja taj qetvorougao preslikava u odgovaraju�i pravougaonik. Nala�eǌe odgovaraju�e
homografije je opisano u primeru 1.1. Tom homografijom efektivno dolazimo do slike istom ka-
merom, samo zarotiranom tako da frontalno gleda na pomenuti pravougaonik.

Jedan primer sintetizovanih pogleda je prikazan na slici 2.7. Mo�emo da primetimo da �e
neke taqke u sintetizovanim pogledima biti crne boje, s obzirom da o ǌima nemamo nikakvih
informacija iz prvog pogleda. 4

Slika 2.7: (a) Poqetna slika. (b) Sintetizovan frontalni pogled na pod hodnika iz prve fotografije,
pomo�u homografije koja temena jedne poloqice poqetne slike preslikava u temena kvadrata. (v) Sinte-
tizovan frontalni pogled na desni zid hodnika, pomo�u homografije koja iskoxena vrata preslikava u
pravougaona.

Primer 2.2. Lepǉeǌe slika u panoramski pogled. Projekcije dobijene rotacijom kamere sa
istim centrom su povezane ravanskim homografijama. Ako se na delovima slika vidi isti deo
scene, mogu�e je odrediti te ravanske homografije koje povezuju projecije, a potom uz pomo� ǌih
,,nalepiti“ jednu sliku na drugu kao xto je ilustrovano na slici 2.8.

Algoritam formiraǌa panoramskog pogleda:

(i) Izabrati jednu sliku kao poqetnu.

(ii) Odrediti ravansku homografiju izme�u poqetne slike i neke druge na kojoj se vidi neki deo
scene kao na poqetnoj, kako je objaxǌeno u primeru 1.1. Potrebno je odrediti bar qetiri
taqke na zajedniqim delovima u obe projekcije za odre�ivaǌe pomenute homografije.

(iii) Homografijom preslikati novu sliku na poqetnu. Poqetnu sliku scene proxirujemo podacima
iz nove slike.
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Slika 2.8: Tri slike dobijene nakon rotacije kamere. Leva i desna slika se mogu nalepiti na sred�u,
uspostav	a�em odgovaraju�ih ravanskih homografija.

(iv) Ponoviti korake (ii) i (iii) na ostale slike kojima raspola�emo.

Na slici 2.9 je prikazan primer lepǉeǌa slika u panoramski pogled. Osam slika je napravǉeno
rotacijom kamere pri fiksiranom centru. One su potom nalepǉene jedna po jedna po principu koji
je opisan u prethodnom algoritmu. 4

Slika 2.9: Lep	e�e slika, dobijenih rotacijom kamere pri fiksiranom centru, u panoramski pogled.

2.4.4 Promena centra projekcije pri projektova�u

Zumira�em i rotacijom kamere opisanim u prethodnim podsekcijama posti�emo pomera�e ravni slike,
dok centar projektova�a ostaje fiksan. Ovime, pri novim projekcijama, ne dobijamo nikakve informacije
o prostornoj strukturi objekta. Me�utim, ako promenimo centar kamere izme�u projektova�a (slika 2.10),
korespodencija odgovaraju�ih taqaka pre i posle pomera�a centra �e zavisiti od prostorne strukture
objekta.
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Slika 2.10: Slike taqaka X1 i X2 se poklapaju pri slika�u kamerom sa centrom u taqki C. Me�utim,
taqke X1 i X2 uslikane kamerom sa centrom u taqki C ′, koja ne pripada pravoj L, jesu taqke x1

′ i x2
′

koje se ne poklapaju.

Ako uspemo da indentifikujemo dve taqke koje su u prvoj slici incidentne (na istom su zraku), a
u drugoj nisu (slika 2.10), mo�emo da zak	uqimo da je druga slika naprav	ena nakon promene centra
kamere.

Poseban sluqaj je kada su sve taqke u sceni komplanarne. Tada su odgovaraju�e slike taqaka povezane
ravanskom homografijom qak i kada je centar kamere pomeren izme�u dva projektova�a.
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2.5 Kalibracija kamere

Do sada smo razmatrali projektivna svojstva kamere, na osnovu poznava�a �ene matrice P . Sada �emo
videti xta sve mo�emo da zak	uqimo ako su poznati unutrax�i parametri kamere, tj. �ena kalibracija
(matrica K).

Teorema 2.7. Neka su koordinate taqaka i matrica kamere dati u koordinatnom sistemu kamere.
Matrica kalibracije kamere, K, definixe (afino) preslikavaǌe taqaka x u slici, u vektor pravca
zraka projektovaǌa kroz centar kamere i x, d = K−1x.

Dokaz: Neka je x proizvoǉna taqka u slici, i neka je d vektor pravca zraka projektovaǌa u
x. S obzirom da se centar kamere nalazi u koordinatnom poqetku, koordinate taqaka na zraku
projektovaǌa su oblika X = (λdT , 1)T , λ ∈ R. Kako je ispuǌeno x = K[I | 0](λdT , 1)T = Kd do na
konstantu, to je d = K−1x. S obzirom da je K gorǌetrougaona, na osnovu klasifikacije u tabeli
1.1 zakǉuqujemo da je pomenuto preslikavaǌe afino. �

Slika 2.11: Ugao θ je ugao izme�u zrakova projektova�a u taqke x1 i x2, odnosno izme�u odgovaraju�ih
vektora pravca d1 i d2.

Na osnovu prethodne teoreme za dve taqke u projekciji sa kordinatama x1 i x2 mo�emo da odredimo
ugao θ izme�u �ihovih zrakova projektova�a (slika 2.11) kao ugao koji zaklapaju vektori d1 = K−1x1 i
d2 = K−1x2. Naime,

cos θ =
d1
Td2√

(d1
Td2)(d1

Td2)

=
(K−1x1)

T
(K−1x2)√

(K−1x1)T (K−1x1)
√

(K−1x2)T (K−1x2)

=
x1

T (K−TK−1)x2√
x1

T (K−TK−1)x1

√
x2

T (K−TK−1)x2

.

(2.5)

Prethodna formula pokazuje da, kada je poznata matricaK−TK−1 mogu se izmeriti uglovi izme�u zrakova
projektova�a u taqke x1 i x2. Kamera za koju je poznata matrica K ka�emo da je kalibrisana, i mo�e
poslu�iti kao ,,prostorni uglomer\.

Teorema 2.8. Neka su koordinate taqaka i matrica kamere dati u koordinatnom sistemu kamere
i neka je u slici data prava sa koordinatama l. Vektor normale na ravan π koja se kamerom
projektuje u pravu pomenutu pravu je n = KT l.

Dokaz: Neka su x koordinate proizvoǉe taqke na pravoj l, tj. xT l = 0. Zrak projektovaǌa u x ima
vektor pravca d = K−1x, na osnovu teoreme 2.7. Kako pomenuti zrak projektovaǌa le�i u ravni π,
to je vektor d ortogonalan na vektor n normale ravni π. Dakle, 0 = dTn = (K−1x)Tn = xTK−Tn.
Kako je xT l = 0, to je l = K−Tn, tj. n = KT l. �

Treba napomenuti da prethodna priqa va�i samo kada se kamera nalazi u svom koordinatnom sistemu,
tj. centar je u koordinatnom poqetku, a ravan projektova�a je ortogonalna na z-osu. Me�utim, �en deo
se mo�e preneti i na situaciju kada su koordinate date u proizvo	nom koordinatnom sistemu. Naime,
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pomenuta dva koordinatna sistema su povezana izometrijom prostora koja izme�u �ih pomera ceo prostor
uk	uquju�i i kameru. Zato, iako vektori pravca zrakova projektova�a ne�e biti isti u oba koordinatna
sistema, ugao koji oni zaklapaju ho�e, pa �e formula 2.5 va�iti u proizvo	nom koordinatnom sistemu.

2.5.1 Slika apsolutne konike

Apsolutni konuku Ω∞ smo definisali u podsekciji 1.2.2. To je kriva drugog reda koja se nalazi na
beskonaqnoj ravni, i na �oj je definisana matricom I = diag(1, 1, 1). Bi�e interesantno posmatrati �enu
sliku ω u projekciji, ali pre toga odredimo kako se kamerom slikaju taqke sa beskonaqne ravni π∞.

Proizvo	na taqka sa beskonaqne ravni ima koordinateX∞ = (dT , 0)T . Ona se kamerom qija je matrica

P = KR[I | − C̃] slika u taqku sa koordinatama

x = PX∞ = KR[I | − C̃]

[
d
0

]
= KRd.

Dakle, preslikava�e beskonaqne ravni π∞ na ravan projekcije indukovano preslikava�em kamere P =
KR[I | − C̃] je ravanska homografija x = Hd, gde je H = KR. Interesantno je da pomenuto preslikava�e
ne zavisi od pozicije kamere C, ve� samo od unutrax�e kalibracije i orijentacije kamere.

Teorema 2.9. Slika apsolutne konike Ω∞ kamerom qija je matrica P = KR[I | − C̃] je konika u
ravni projekcije qija je matrica ω = (KKT )−1 = K−TK−1.

Dokaz: Na osnovu pretodne analize i teoreme 1.2(ii) imamo da je slika apsolutne konike, qija je
matrica na beskonaqnoj ravni I = diag(1, 1, 1), konika u slici qija je matrica ω = (KR)−T I(KR)−1 =
K−TR−T IR−1K−1 = K−TRR−1K−1 = K−TK−1. odnosno, ω = (KKT )−1. �

Kao i Ω∞, i konika ω je konika imaginarnih taqaka. Navedimo neka svojstva slike apsolutne konike
koja su posledice prethodne teoreme:

(i) Slika apsolutne konike je potpuno odre�ena unutrax�im parametrima kamere (matricom K).

(ii) Na osnovu formule 2.5 zak	uqujemo da, ako znamo matricu slike apsolutne konike, ugao izme�u
zrakova projektova�a u taqke sa koordinatama x1 i x2 u slici mo�emo da odredimo po formuli:

cos θ =
x1

Tωx2√
(x1

Tωx1)
√

(x2
Tωx2)

. (2.6)

Izraz 2.6 ne zavisi od izbora koordinatnog sistema u slici. Naime, ako primenimo neku projek-
tivnu transformaciju ravni qija je matrica H na projekciju, taqke �e se slikati kao xi

′ = Hxi,
a apsolutna konika ω′ = H−TωH−1, pa �e vrednost izraza 2.6 ostati neprome�ena i nakon primene
ove transformacije.

(iii) Taqke u slici sa koordinatama x1 i x2 odgovaraju ortogonalnim zracima projektova�a ako i samo
ako je x1

Tωx2 = 0.

(iv) Ako znamo sliku apsolutne konike (matrica ω), mo�emo da odredimo kalibraciju kamere K Qo-
lexki1 dekompozicijom matrice ω−1.

(v) Kao xto je vi�eno u 1.2.2 proizvo	na ravan u prostoru sa koordinatama π seqe beskonaqnu ravan po
pravoj, a ova prava seqe apsolutnu koniku u dvema taqkama koje su cirkularne taqke ravni π. Slike
pomenutih cirkularnih taqaka su preseqne taqke slike apsolutne konike i prave ixqezava�a ravni
π.

Primer 2.3. Odre�ivaǌe kalibracije kamere
Uzmimo tri kvadrata od kojih nikoja dva nemaju me�usobno paralelne ivice. Slika 2.12 ta tri

kvadrata nam je dovoǉna da odredimo kalibraciju kamere.

1Andr&e-Louis Cholesky (1875-1918.)
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Mo�emo za svaki od kvadrata da uspostavimo homografiju H izme�u ǌegove ravni i ravni
slike. Ako sa H preslikamo cirkularne taqke ravni jednog kvadrata, ima�emo dve taqke na slici
apsolutne konike, ω. Kada to uradimo za sva tri kvadrata, ima�emo ukupno xest taqaka na slici
apsolutne konike, qime je ona potpuno odre�ena (dovoǉno nam je i pet taqaka). Navex�emo konkre-
tan postupak kalibracije u narednom algoritmu. 4

Slika 2.12: Tri kvadrata od kojih nikoja dva nemaju me�usobno paralelne ivice.

Kalibrisaǌe kamere
Algoritam:

(i) Za jedan od kvadrata odredimo matricu H homografije koja slika taqke sa Dekartovim koordinatama
(0, 0), (1, 0), (0, 1) i (1, 1) u temena kvadrata u slici. (Kvadrat sa prethodno napomenutim temenima se
nekom sliqnox�u slika u originalna temena kvadrata, koja cirkularne taqke ostav	a invarijantnim.)

(ii) Sraqunamo koordinate slika cirkularnih taqaka kao H(1,±i, 0)T . Ako je H = [h1 h2 h3] slike cirku-
larnih taqaka imaju koordinate h1 ± ih2.

(iii) Prethodna dva koraka ponovimo za ostala dva kvadrata.

(iv) Odre�ujemo matricu ω slike apsolutne konike, iz uslova da sadr�i prethodno sraqunate slike cirku-
larnih taqaka. Naime,

h1 ± ih2 ∈ ω ⇔ (h1 ± ih2)
Tω(h1 ± ih2) = 0

⇔ hT
1 ωh1 − hT

2 ωh2 ± i(hT
1 ωh2 + h

T
2 ωh1) = 0

⇔ hT
1 ωh1 − hT

2 ωh2 = 0 ∧ hT
1 ωh2 = 0.

Matrica ω je odre�ena do na konstantu sa pet ovakvih linearnih jednaqina.

(v) Primenom Qolexki dekompozicije nalazimo K tako da je ω = (KKT )−1.
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2.6 Taqke i prave ixqezava�a

Pri perspektivnom preslikava�u kamere prave se mogu preslikati u poluprave, a ravni u poluravni.
To je posledica toga, xto se beskonaqne taqke pravih i ravni u slici mogu videti kao konaqne taqke.
Sliku beskonaqne prave ravni zovemo �enom pravom ixqezavaǌa, a sliku beskonaqne taqke prave zovemo
�enom taqkom ixqezavaǌa. Na primer, ako uslikamo vozne xine koje se pru�aju du� nekog pravca, one
iako su paralelne �e se u naxoj slici prese�i, i vide�emo ih kao dve ,,poluprave\. Beskonaqnost ka
kojoj se one pru�aju vidimo kao jednu taqku u kojoj se one seku. Tako�e, ako se nalazimo na puqini i
ako posmatramo prividnu ravan povrxine mora, u da	ini �e se more i nebo sastati na horizontu, na
jednoj pravoj, koja je prava ixqezava�a pomenute ravni povrxine mora. Ravan povrxine mora vidimo kao
poluravan qija je graniqna prava, pomenuta prava ixqezava�a.

2.6.1 Taqke ixqezava�a

Ako imamo neku pravu u prostoru koja prolazi kroz taqku qije su homogene koordinate A i koja ima
vektor pravca d, proizvo	na taqka sa te prave ima koordinate X(λ) = A+λD, gde je D = (dT , 0)T (slika
2.13). Ona se kamerom P = K[I | 0] slika u taqku x(λ) = PX(λ) = PA + λPD = a + λKd, gde su a
homogene koordinate slike taqke A. Kako je taqka ixqezava�a v pomenute prave slika �ene beskonaqne

taqke v = lim
λ→∞

PX(λ) = lim
λ→∞

(a+ λKd) = lim
λ→∞

(
1

λ
a + Kd) = Kd. Ovom prilikom smo dokazali narednu

teoremu.

Slika 2.13: Kamera je data centrom C i ravni projektova�a. Taqka ixqezava�a v prave koja ima vektor
pravca d se nalazi u preseku ravni slike i prave paralelne vektoru d kroz centar kamere C.

Teorema 2.10. Neka su koordinate taqaka i matrica kamere dati u koordinatnom sistemu ka-
mere. Taqka ixqezavaǌa v pravih u prostoru paralelnih vektoru d ∈ R3 je taqka preseka ravni
slike sa pravom koja sadr�i centar kamere C i ima vekror pravca d, tj. v = Kd.

Dakle slika beskonaqno daleke taqke neke prave zavisi samo od �enog pravca, a ne i od �enog polo�aja
u prostoru. Prethodna priqa se odnosila na kameru koja se nalazi koordinatnom poqetku, i qija je ravan
projektova�a bila ortogonalna na z-osu, mada neki zak	uqci va�e i u opxtem sluqaju.

Geometrijski, paralelne prave u prostoru se seku na beskonaqnoj ravni u istoj taqki. Slika te taqke
je taqka ixqezava�a pomenutih pravih. Zato, u opxtem sluqaju, taqku ixqezava�a proizvo	ne prave l u
prostoru mo�emo na�i u preseku ravni slike sa pravom koja prolazi kroz centar kamere C i paralelna
je pravoj l. Naredna teorema va�i za kameru u proizvo	nom koordinatnom sistemu.

Teorema 2.11. Neka su v1 i v2 taqke ixqezavaǌa dveju pravih m i l u prostoru, i neka je ω
matrica slike apsolutne konike. Tada je ugao izme�u pomenute dve prave u originalu odre�en sa:

cos θ =
vT1 ωv2√

vT1 ωv1
√
vT2 ωv2

. (2.7)
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Dokaz: Uzmimo dve prave m′ i l′ koje prolaze kroz centar kamere i koje su redom paralelne
pravama m i l. Zbog jednakosti uglova sa paralelnim kracima bi�e ^(m′, l′) = ^(m, l). Kako prave
m′ i l′ jesu zraci projektovaǌa u taqke v1 i v2, na osnovu formule 2.6 sledi tvr�eǌe. �

Taqku ixqezava�a prave mo�emo odrediti ako u slici identifikujemo sliku neke druge prave koja je
u originalu paralelna prvobitnoj. Taqka ixqezava�a pomenutih pravih �e biti preseqna taqka �ihovih
slika. Taqku ixqezava�a prave tako�e mo�emo odrediti ako uoqimo neke du�i na �oj qiji odnos du�ina
u originalu znamo, kao xto je objax�eno na kraju podsekcije 1.1.2.

2.6.2 Prave ixqezava�a

Paralelne ravni u prostoru seku beskonaqnu ravan po istoj pravoj. Slika te prave u projekciji je
prava ixqezava�a tih ravni. Zato pravu ixqezava�a proizvo	ne ravni π (slika 2.14.b) mo�emo na�i
u preseku ravni slike i ravni koja sadr�i centar kamere C i paralelna je pomenutoj ravni π. Tako�e,
kako taqke ixqezava�a pravih koje su paralelne datoj ravni pripadaju pravoj ixqezava�a te ravni, ako
na�emo dve takve taqke ixqezava�a ima�emo tra�enu pravu ixqezava�a (slika 2.14.a).

Slika 2.14: Nala�e�e prave ixqezava�a ravni. (a) Slike paralelnih pravih u originalu, seku se u
taqki ixqezava�a v1 na pravoj ixqezava�a ravni koja sadr�i pomenut skup paralelnih pravih. Sliqno
se drugi skup, u originalu paralelnih pravi, seqe u taqki ixqezava�a v2. (b) Prava ixqezava�a l ravni
π se nalazi u preseku ravni slike i ravni koja sadr�i centar kamere C i paralelna je ravni π.

Prave ixqezava�a ravni zavise jedino od orijentacije ravni, a ne od �enog polo�aja u prostoru.

Teorema 2.12. Neka su l1 i l2 prave ixqezavaǌa dveju ravni π1 i π2 u prostoru, i neka je ω
matrica slike apsolutne konike. Tada je ugao izme�u pomenute dve ravni u originalu odre�en sa:

cos θ =
lT1 ω

−1l2√
lT1 ω

−1l1
√
lT2 ω

−1l2
. (2.8)

Dokaz: Kako je ugao izme�u ravni jednak uglu izme�u ǌihovih vektora normala, to na osnovu
teorema 2.8 i 2.9, imaju�i u vidu izometrijsku povezanost dva odgovaraju�a koordinatna sistema
prostora, tvr�eǌe direktno sledi. �
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2.6.3 Veza ortogonalnosti sa odnosom taqaka i pravih ixqezava�a

Teorema 2.13. Neka je ω matrica slike apsolutne konike.

(i) Taqke ixqezavaǌa v1 i v2 me�usobno ortogonalnih pravih zadovoǉavaju

vT1 ωv2 = 0. (2.9)

(ii) Ako je neka prava ortogonalna na neku ravan, tada su redom ǌihove taqka v i prava l
ixqezavaǌa povezane narednom relacijom:

l = ωv. (2.10)

(iii) Prave ixqezavaǌa l1 i l2 me�usobno ortogonalnih ravni zadovoǉavaju

lT1 ω
−1l2 = 0. (2.11)

Dokaz:

(i) Sledi direktno iz teoreme 2.11.

(ii) Ravan qija je prava ixqezavaǌa l je ortogonalna na pravu qija je taqka ixqezavaǌa v ako i
samo ako je svaka taqka prave l taqka ixqezavaǌa neke prave koja je ortogonalna na pravu qija
je taqka ixqezavaǌa v, tj. ako i samo ako je (∀x)(xT l = 0 =⇒ xTωv = 0) (na osnovu dela pod
(i)), tj. ako i samo ako je l = ωv.

(iii) Sledi direktno iz teoreme 2.12. �
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2.7 Odre�iva�e kalibracije kamere iz jedne projekcije

Do sada smo u primeru 2.3 i teoremama 2.11, 2.12 i 2.13 dokazali neke uslove odre�enosti slike apso-
lutne konike.

Ako znamo neke ,,unutrax�e\ osobine kamere mo�emo jox preciznije odrediti sliku apsolutne konike.
Naime, neka su matice kalibracije kamere i apsolutne konike:

K =

 K11 K12 K13

0 K22 K23

0 0 1

 i ω =

 ω11 ω12 ω13

ω21 ω22 ω23

ω31 ω32 ω33

 .
Imaju�i u vidu da je ω = (KKT )−1, direktnim raqunom se proverava:

Teorema 2.14. Ako je parametar ,,iskoxenosti“ s = K12 = 0, tada je ω12 = ω21 = 0. Ako je jox
slika podjednako skalirana u pravcima osa, tj. αx = K11 = K22 = αy tada je i ω11 = ω22.

Rezimira�emo prethodne zak	uqke u narednoj tabeli:

Uslov Homogene jednaqine ] nezavisnih
jednaqina

Taqke ixqezava�a v1 i v2 odgovaraju orto-
gonalnim pravcima.

vT1 ωv2 = 0 1

Taqka ixqezava�a v i prava ixqezava�a
l odgovaraju redom pravoj i ravni koje su
me�usobno ortogonalne.

[l]×ωv = 0 (pogledati A.2) 2

Poznata je homografija H = [h1h2h3] neke
ravni iz prostora na ravan slike, kao u
primeru 2.3.

hT1 ωh2 = 0
hT1 ωh1 = hT2 ωh2

2

Parametar iskoxenosti K12 = s = 0. ω12 = ω21 = 0 1

Parametar iskoxenosti K12 = s = 0 i
slika je po�ednako sklairana u pravcima
osa, tj. αx = K11 = K22 = αy.

ω12 = ω21 = 0
ω11 = ω22

2

Tabela 2.1: Uslovi odre�enosti slike apsolutne konike ω. Svaka od (matriqnih) jednaqina navedenih
u drugoj kolini je homogena i linearna po komponentama matrice ω. U tre�oj koloni je navedeno koliko linarno
nezavisnih jednaqina dobijamo iz svake (matriqne) iz druge kolone.

Da bismo odredili sliku apsolutne konike potrebno je da formiramo homogen sistem od bar 5 line-
arno nezavisnih jednaqina na neki od naqina navedenih u tabeli 2.1. Matricu kalibracije bismo potom
odredili Qolexki dekompozicijom matrice ω−1.



Glava 3

Rekonstrukcija prostornog objekta na

osnovu �egove dve projekcije

3.1 Epipolarna geometrija i fundamentalna matrica

Epipolarna geometrija je unutrax�a projektivna geometrija odnosa dveju projekcija. Ona ne zavisi
od sturkture samog prostornog objekta, ve� samo od �egovih projekcija.

Fundamentalna matrica je matrica formata 3 × 3. Ona enkapsulira epipolarnu geometriju dveju
projekcija. Ako je slika prostorne taqke X u prvoj projekciji x, a u drugoj x′, tada je zadovo	eno
x′TFx = 0. Ona se mo�e izraqunati samo na osnovu korespodencija odgovaraju�ih taqaka x ↔ x′ iz
projekcija.

3.1.1 Epipolarna geometrija

Osnova epipolarne geometrije su preseqne prave ravni projekcija sa ravnima iz pramena koji za osu
ima osnovicu (osnovica je prava koja spaja centre kamera). Ovakvo zasniva�e je motivisano namerom da
se uspostavi veza izme�u dveju projekcija.

Posmatrajmo taqku u prostoru X i �enu prvu projekciju x i drugu x′. S obzirom da se zraci pro-
jektova�a seku u taqki X, to su taqke X, x, x′, kao i centri kamera, C i C ′, komplanarne taqke, xto
se vidi na slici 3.1.a. Ovo nam omogu�ava da ako znamo jednu projekciju, x, mo�emo orijentaciono da
odredimo polo�aj druge, x′.

Neka je π ravan odre�ena osnovicom i zrakom projektova�a u x. Kako zrak projektova�a u (nepoznatu)
taqku x′ le�i u π, taqka x′ se nalazi u preseku ravni π i ravni druge projekcije, l′ (slika 3.1.b). Prava
l′ je projekcija zraka projektova�a u x, na drugu ravan projektova�a i sadr�i drugu projekciju, x′. Ova
prava je epipolarna prava koja odgovara projekciji x.

Pomenimo neke bitne pojmove epipolarne geometrije:

• Epipol je taqka preseka ravni slike sa pravom koja spaja centre kamera (osnovica). Epipol pred-
stav	a sliku centra jedne kamere drugom kamerom.

• Epipolarna ravan je ravan u kojoj le�i osnovica. Osnovica je osa pramena epipolarnih ravni.

• Epipolarna prava je preseqna prava epipolarne ravni i ravni slike.

3.1.2 Fundamentalna matrica F

Fundamentalna matrica predstav	a algebarsku reprezentaciju epipolarne geometrije.

Definicija 3.1. Ako su date dve projekcije sa raznim centrima, tada za svaku taqku x prve
projekcije postoji odgovaraju�a epipolarna prava l′ u drugoj projekciji. Matrica ovog F presli-
kavaǌa (x 7→ l′) se naziva Fundamentalna matrica datih dveju projekcija (Fx = l′).

33
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Slika 3.1: Korespodencija projekcija. (a) Kamere su identifikovane centrima i ravnima projektova�a. (b)
Inverzna slika taqke x je zrak projektova�a odre�en taqkama C i x. Ovaj zrak se u drugoj projekciji vidi kao
prava l′. Svaka prostorna taqka X koja se projektuje u taqku x se mora nalaziti na ovom zraku, a �ena slika u
drugoj projekciji mora pripadati pravoj l′.

Geometrijska konstrukcija

Pomenuto preslikava�e taqke x jedne slike u odgovaraju�u epipolarnu pravu l′ u drugoj slici se mo�e
razlo�iti na dva koraka:

1. Uoqimo ravan π u prostoru koja ne prolazi ni kroz jedan od centara datih dveju kamera. Zrak
projektova�a u taqku x seqe ravan π u nekoj taqki X. Taqku X projektujemo drugom kamerom u neku
taqku x′. Kako se taqka X nalazi na zraku projektova�a u taqku x, ovako dobijena taqka x′ mora
pripadati epipolarnoj pravoj l′ koja odgovara slici ovog zraka, kao na slici 3.2. Taqki x je ovim,
preko ravni π, kompozicijom dva projektivna preslikava�a ravni dode	ena taqka x′. Kompozicija
ova dva preslikava�a je ravanska homografija Hπ koja jednu projektivnu ravan slika na drugu tako
xto x 7→ x′, tj. Hπx = x′.

Slika 3.2: Taqka x iz prve projekcije se preko ravni π preslikava u taqku x′ u drugoj projekciji.

2. Kako �e epipolarna prava l′ prolaziti kroz epipol e′ i sadr�ati konstruisanu taqku x′, ona je
l′ = e′ × x′ = [e′]×x

′ = [e′]×Hπx (pogledati A.2). S obzirom da je po definiciji l′ = Fx, dobijamo
da je

F = [e′]×Hπ. (3.1)

Kako je [e′]× ranga 2, a Hπ ranga 3, to je matrica F singularna matrica ranga 2. Geometrijski,
fundamentalna matrica definixe projektivno preslikava�e projektivne ravni prve slike (2-dimenzioni
projektivni prostor) na pramen epipolarnih pravih kroz epipol e′ (1-dimenzioni projektivni prostor),
pa zaista mora biti ranga 2.
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Algebarska konstrukcija

Ako su jox poznate matrice dveju kamera, fundamentalnu matricu je mogu�e odrediti qisto algebarski.
Do zraka projektova�a u taqku x mo�emo do�i rexava�em jednaqine PX = x po X, kao u podsekciji
2.3.1. Rexe�e je jednoparametarska familija taqaka:

X(λ) = P+x+ λC, gde je PP+ = I i PC = 0, tj.

P+ = PT (PPT )−1 je pseudo-inverz matrice P , dok je C centar prve kamere. Dve taqke na zraku su P+x
(za λ = 0) i centar prve kamere C (za λ = ∞). �ihove slike drugom kamerom, P ′P+x i P ′C, odre�uju
sliku zraka projektova�a u taqku x na drugu ravan projektova�a, xto je upravo epipolarna prava koja
odgovara taqki x. Zato je l′ = (P ′C)× (P ′P+x) = e′ × (P ′P+x) = [e′]×(P ′P+x) = [e′]×P

′P+x. Dakle,

F = [e′]×P
′P+. (3.2)

Ovo izvo�e�e nema smisla kada je isti centar pri prvom i drugom projektova�u, jer je tada P ′C = 0, pa
je F nula matrica.

Formule (3.1) i (3.2) su suxtinski iste. Sada imamo i eksplicitnu formulu zaHπ = P ′P+, u funkciji
matrica kamera.

Primer 3.1. Sraqunajmo fundamentalnu matricu za par kamera

P = K[I | 0] P ′ = K ′[R | t].

Pseudo-invderz matrice P je P+ = PT (PPT )−1 =

[
K−1

0T

]
, C =

(
0
1

)
i e′ = P ′C = K ′t, pa je

F = [P ′C]×P
′P+ = [K ′t]×K

′RK−1.

4

Navedimo najbitnije svojstvo fundamentalne matrice:

Teorema 3.1. Matrica F , ranga 2, je fundamentalna matirca dveju projekcija ako i samo ako za
svake dve taqke x i x′ koje su projekcije iste prostorne taqke va�i

x′TFx = 0.

Dokaz: ⇒) Kako su x i x′ odgovaraju�e projekcije iste prostorne taqke, to taqka x′ le�i na
epipolarnoj pravoj l′ = Fx koja odgovara taqki x. Drugim reqima, 0 = x′T l′ = x′TFx.

⇐) Obrnuto, neka je x′TFx = 0 za svake dve taqke x i x′ koje su projekcije iste prostorne
taqke. Neka su x i x′ projekcije prostorne taqke X, tj. x′TFx = 0. Neka je X̂ taqka na zraku
projektovaǌa u x, razliqita od taqke X. Tada je projekcija taqke X̂ prvom kamerom taqka x, a
drugom neka taqka x̂′ 6= x′, tj x̂′TFx = 0. Sledi, x′TFx+λx̂′TFx = 0, tj. (x′T +λx̂′T )Fx = 0, za svako
λ ∈ R. To znaqi da prava Fx sadr�i sve taqke epipolarne prave odre�ene taqkama x′ i x̂′, pa joj
mora biti jednaka. �

Prethodna teorema daje bitnu karakterizaciju fundamentalne matrice. Naime, ona je potpuno odre-
�ena korespodencijom odgovaraju�ih taqaka x↔ x′ u projekcijama. Zato se mo�e definisati u kontekstu
projekcija bez referencira�a na same matrice kamera.

Svojstva fundamentalne matrice

Naredna svojstva fundamentalne matrice su direktne posledice �ene definicije i teoreme 3.1.

• Transponat: Ako je F fundamentalna matrica para kamera (P, P ′), tada je FT fundamentalna
matrica istog para kamera samo u obrnutom poretku, (P ′, P ).
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• Epipolarne prave: Za svaku taqku x u prvoj slici odgovaraju�a epopilarna prava u drugoj slici
je l′ = Fx. Sliqno je l = FTx′ epipolarna prava u prvoj slici koja odgovara projekciji x′ iz druge
slike.

• Epipol: Za svaku taqku x 6= e u prvoj slici epipolarna prava l′ = Fx sadr�i epipol e′. Zato
va�i 0 = e′

T
(Fx) = (e′

T
F )x za svako x, pa je e′

T
F = 0. Sliqno se pokazuje da Fe = 0, tj. da je e u

desnom jezgru fundamentalne matrice F .

• Stepeni slobode: Matrica F je homogena matrica formata 3 × 3. Na odre�enost matrice F
utiqe sedam parametara jer imamo devet nezavinsih komponenti qiji se broj uma�uje za jedan kada
uraqunamo zajedniqki parametar skalira�a, i za jox jedan kada uraqunamo uslov singularnosti
matrice F , detF = 0. Dakle, matrica F ima sedam stepeni slobode, i zato je potrebno postaviti
minimum sedam linearno nezavisnih uslova da bi odredili matricu F .

• Korelacija: Matrica F definixe preslikava�e izme�u ravni projekcija, koje je degenerisana
korelacija. Naime, ona taqki x iz prve slike dode	uje pravu l′ = Fx u drugoj slici. Ona xtavixe
svakoj taqki sa epipolarne prave l = e × x dode	uje istu pravu F (e + λx) = Fx = l′. Zato je ovo
preslikava�e degenerisano, i nema inverz.

Homografija epipolarnih pravih

Sve epipolarne prave jedne slike se seku u epipolu. Epipolarna ravan seqe ravni projektova�a
i definixe odgovaraju�u projektivnu korespodenciju izme�u epipolarnih pravih jedne i druge slike
(slika 3.3.a). Xtavixe, ta korespodencija je perspektivna, kao xto se vidi na slici 3.3.b. Odredi�emo
�enu formulu:

Slika 3.3: (a) U svakoj projekciji postoji pramen epipolarnih pravih centriran u epipolu. Korespodencija
pravih l↔ l′ je definisana pramenom epipolarnih ravni qija je osa osnovica. (b) Odgovaraju�e epipolarne prave
su povezane perspektivnim preslikava�em, sa centrom u bilo kojoj taqki p osnovice.

Teorema 3.2. Neka je l proizvoǉna epopolarna prava u prvoj projekciji i l′ ǌoj odgovaraju�a
epipolarna prava u drugoj projekciji. Ako je k neka prava u prvoj projekciji koja ne sadr�i epipol
e, tada va�i: l′ = F [k]×l. I sliqno, l = FT [k′]×l

′.

Dokaz: Taqka x = [k]×l = k × l je preseqna taqka pravih k i l. Kako prava k ne prolazi kroz
epipol e, to je x 6= e. Zato je prava F [k]×l, epipolarna prava u drugoj projekciji koja odgovara
taqki x, tj. prava l′. �

Pravu k mo�emo zgodno da izaberemo kao k = e, obzirom da ona tada sigurno ne�e sadr�ati epipol e
(eTe 6= 0).

3.1.3 Raquna�e fundamentalne matrice F dveju projekcija

Fundamentalna matrica je definisana jednaqinom:

x′TFx = 0, (3.3)

za svaki par odgovaraju�ih taqaka x↔ x′ u dvema slikama. Ako nam je poznat dovo	an broj parova x↔ x′

(bar sedam) na osnovu jednaqine (3.3) se mo�e odrediti fundamentalna matrica F .
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Normalizovani algoritam sa osam taqaka x↔ x′

Konkretno, ako su taqke x = (x, y, 1) i x′ = (x′, y′, 1) koordinate projekcija prostorne taqke X u dvema

slikama, i F =

 f11 f12 f13
f21 f22 f23
f31 f32 f33

, jednaqina 3.3 je ekvivalentna jednaqini:
xx′f11 + x′yf12 + x′f13 + y′xf21 + y′yf22 + y′f23 + xf31 + yf32 + f33 = 0.

xto je za f = (f11, f12, f13, f21, f22, f23, f31, f32, f33)T ekvivalentno sa

(xx′, x′y, x′, y′x, y′y, y′, x, y, 1)f = 0.

Za n ovakvih parova xi ↔ x′i dobijamo homogen sistem linearnih jednaqina qije je rexe�e, f , desno jezgro
matrice

A =

 x1x
′
1 x′1y1 x′1 y′1x1 y′1y1 y′1 x1 y1 1

...
...

...
...

...
...

...
...

...
xnx

′
n x′nyn x′n y′nxn y′nyn y′n xn yn 1

 (3.4)

Jasno je da f jedino mo�emo da odredimo do na umno�ak skalarom, a da bi rexe�e uopxte postojalo
matrica A mora biti ranga ma�eg ili jednakog 8. Ako je ranga 8, rexe�e je jedinstveno (do na skalar).

Ako su koodrinate u projekcijama date sa odre�enom grexkom (xto je qesto sluqaj) matrica A mo�e
biti i ranga 9. U tom sluqaju treba numeriqkim metodama tra�iti vektor koji minimizuje ‖Af‖ pri
npr. uslovu ‖f‖ = 1. Pomenuti uslov treba postaviti da bi izbegli nula vektor. Vektor f mo�emo
na�i SVD dekompozicijom (pogledati dodatak A.1) matrice A tako da je A = UDV T , gde je U matrica sa
ortogonalnim kolonama, D dijagonalna matrica sa vrednostima na dijagonali pore�anim u opadaju�em
poretku i V ortogonalna matrica. Tra�eni vektor se nalazi na mestu posled�e kolone matrice V .

Va�no svojstvo fundamentalne matrice je da je ranga 2. Ako ne bi bila ranga 2, epipolarne prave ne
bi bile konkurentne, tj. ne bi se sekle u epipolu, nego bi situacija bila kao na slici 3.4.a. Matrica
F odre�ena kako je prethodno opisano, u opxtem sluqaju, ne�e biti singularna zbog grexaka u raqunu
i obele�ava�u taqaka u projekcijama, i zato treba na�i naqin da se isforsira pomenuta singularnost
matrice F . To bi moglo da se uradi tako xto bi se u SVD deokompoziciji A = UDV T najma�a vrednost
na dijagonali matrice D zamenila nulom. Taqnije, ako je F = Udiag(r, s, t)V T gde je r ≥ s ≥ t, matrica
F = Udiag(r, s, 0)V T �e minimizovati ‖F −F ′‖ pri uslovu detF ′ = 0, i time predstav	ati najbo	e mogu�e
rexe�e.

Slika 3.4: Epipolarne prave sraqunate po formuli l′ = Fx za razne x. (a) Efekat nesingularne matrice F .
(b) Efekat, nakon isforsiranog uslova singularnosti matrice F SV D algoritmom.

Problem u radu sa raqunarom je xto on ne prepoznaje sve realne brojeve koji se nama jav	aju u raqunu,
ve� konaqan broj racionalnih na koje zaokru�uje sve brojeve. Radi stabilnosti numeriqkih metoda pre-
poruq	iva je normalizacija ulaznih podataka, tako da se sve taqke u projekcijama nalaze na proseqnom
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rastoja�u
√

2, od koordinatnog poqetka. To znaqi da ,,proseqna taqka\ ima homogene koordinate (1, 1, 1).
Normalizacija ulaznih podataka je od esencijalne va�nosti pri implementaciji ovog algoritma.

Ovaj naqin odre�iva�a matrice je najjednostavniji za implementaciju. Rezimira�emo postupak u
narednom algoritmu:

Normalizovani algoritam sa osam taqaka x↔ x′

Ciǉ: Za poznate projekcije xi ↔ x′i prostornih taqaka Xi (1 ≤ i ≤ n, n ≥ 8), odrediti fundamentalnu
matricu F tako da x′Ti Fxi = 0.

Algoritam:

(i) Normalizacija: Primeniti transformacije normalizacije koordinata taqaka u projekcijama
(translacija uz homotetiju):

x̂i = Txi i x̂′i = T ′x′i.

(ii) Odrediti fundamentalnu matricu F̂ ′ za odgovaraju�e taqke u projekcijama x̂i ↔ x̂′i:

(a) Odrediti F̂ iz vektora posled�e kolone matrice V iz dekompozicije Â = UDV T , gde je matrica Â
formirana iz korespodencija x̂i ↔ x̂′i kao u formuli (3.4).

(b) Forsiraǌe singularnosti: Zameniti F̂ sa F̂ ′ tako da je det F̂ ′ = 0, kao xto je opisano gore.

(iii) Denormalizacija: Matrica F = T ′T F̂ ′T je fundamentalna matrica originalnih projekcija xi ↔ x′i.

Odre�iva�e F na osnovu minimalnog broja korespodencija xi ↔ x′i (sedam)

Kako matrica F ima sedam stepeni slobode, ona mo�e da se odredi na osnovu sedam korespodencija
x ↔ x′ odgovaraju�ih taqaka u projekcijama, jer svaka od �ih (pod uslovom da su �ihovi originali u
prostoru, u slobodnom polo�aju) fiksira po jedan stepen slobode. U tom sluqaju dolazimo do matrice A
kao u formuli (3.4) koja je formata 7×9, a ranga 7. Odgovaraju�e desno jezgro je dvodimenzioni vektorski
prostor qija je jedna baza npr. (f1,f2). Neka su matrice F1 i F2 formirane od vektora f1 i f2 kako je
opisano na poqetku ove podsekcije. Tra�ena fundamentalna matrica je tada F = αF1 + (1− α)F2 za neko
α ∈ R. Uslov detF = 0 mo�emo iskoristiti da fiksiramo parametar α. Kako se det (αF1 + (1− α)F2) =
0 svodi na nala�e�e nula polinoma tre�eg stepena, ima�emo jedinstveno ili tri mogu�a rexe�a za
fundamentalnu matricu F .

Odre�iva�e fundamentalne matrice na osnovu xest korespodencija taqaka xi ↔ x′i

Interesantno je da fundamentalnu matricu F dveju projekcija mo�emo da odredimo na osnovu samo
xest korespodencija xi ↔ x′i projekcija prostornih taqaka Xi. Ono xto mora da bude ispu�eno je da
qetiri od tih xest taqaka Xi u sceni le�e u jednoj ravni π, dok ostale dve ne pripadaju toj ravni.
Postupak se zasniva na uspostav	a�u odgovaraju�ih ravanskih homografija izme�u ravni π i ravni
projekcija.

Slika 3.5: Homografija ravni projekcija, indukovana ravni π

Neka je π ravan koja se nalazi u opxtem polo�aju u sceni (ne sadr�i ni jedan od centara projektova�a
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C i C ′). Kamera sa centrom u C definixe perspektivno preslikava�e ravni π na ravan prve projekcije
qija je matrica neka matrica H. Sliqno druga kamera definixe perspektivno preslikava�e ravni π
na ravan druge projekcije qija je matrica neka H ′. Tada, za proizvo	nu taqku Xπ ∈ π va�i da su �ene
slike u projekcijama x = HXπ i x′ = H ′Xπ. Kompozicija inverznog prvog, i drugog perspektivnog
preslikava�a je ravanska homografija Hπ = H ′H−1 ravni jedne projekcije na drugu tako da je x′ = Hπx
(slika 3.5).

Posmatrajmo neku taqku X koja ne pripada pomenutoj ravni π. Neka su �ene projekcije u slikama x
i x′. Taqka x̃′ = Hπx �e le�ati na epipolarnoj pravoj u drugoj projekciji koja odgovara taqki x, kao na
slici 3.6.a. To je zato xto su x′ i x̃′ slike taqaka drugom kamerom koje le�e na istom zraku projektova�a
u taqku x. Kao posledicu imamo da je prava x′ × Hπx epipolarna prava u drugoj projekciji. Na ovaj
naqin mo�emo da odredimo dve razne epipolarne prave u drugoj projekciji (slika 3.6.b), a time i epipol
e′, kao �ihov presek. Tada �e biti F = [e′]×Hπ.

Slika 3.6: Fundamentalna matrica je jedinstveno odre�ena slikama xest prostornih taqaka od kojih
su qetiri komplanarne. (a) Zrak projektova�a prvom kamerom kroz X seqe ravan π u taqki Xπ. Slike taqaka
X i Xπ su redom x′ i x̃′ = Hx. To su razne taqke (osim kada X le�i u π) i obe pripadaju epipolarnoj pravoj l′

koja odgovara taqki x. (b) Epipol e′ je odre�en presekom dve epipolarne prave: x̃′5 × x′5 i x̃′6 × x′6.

Na osnovu prethodne analize mo�emo da zak	uqimo da se fundamentalna matrica F mo�e jedinstveno
odrediti na osnovu slika xest prostornih taqaka, od kojih qetiri le�e u jednoj ravni, dok su preostale
dve van pomenute ravni. Slike qetiri komplanarne taqke definixu ravansku homografiju Hπ, dok
preostale dve postav	aju uslove za odre�iva�e epipola e′.

Rezimira�emo prethodno navedeni postupak u narednom algoritmu:

Odre�ivaǌe fundamentalne matrice F na osnovu projekcija xest taqaka, od kojih su
qetiri komplanarne

Ciǉ: Za poznate projekcije xi ↔ x′i xest prostornih taqaka Xi od kojih su prvih qetiri komplanarne,
odrediti fundamentalnu matricu F tako da x′Ti Fxi = 0.

Algoritam:

(i) Odrediti homografiju H tako da je x′i = Hxi, za i = 1, 4.

(ii) Odrediti epipol e′ kao presek pravih (Hx5)× x′5 i (Hx6)× x′6.
(iii) F = [e′]×H.
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3.2 Odre�iva�e matrica kamera na osnovu fundamentalne ma-

trice F

Jedno od najbitnijih svojstava fundamentalne matrice je da se mo�e iskoristiti za odre�iva�e ma-
trica kamera kojima su dobijene dve projekcije.

3.2.1 Odre�enost kamera. Kanonski par matrica kamera

U podsekciji 3.1.2 do formula l′ = Fx i x′TFx = 0 smo doxli koriste�i samo incidencije taqaka,
pravih i ravni, tj. odnose projektivne geometrije. Zato su one projektivno invarijantne. Zaista, ako
primenimo projektivne transformacije ravni na koordinate jedne i druge slike x̂ = Hx i x̂′ = H ′x′,
postoja�e odgovaraju�a korelacija l̂′ = F̂ x̂, gde je F̂ = H ′−TFH−1. S obzirom da H ′ : x̂′ = H ′x′ deluje na
prave kao l̂′ = H ′−T l′ (teorema 1.2), prethodan zak	uqak je posledica niza izvo�e�a: l′ = Fx =⇒ H ′T l̂′ =

FH−1x̂ =⇒ l̂′ = H ′−TFH−1x̂.
Fundamentalna matrica F zavisi samo od projektivnih odnosa matrica P i P ′. Kako matrice kamera

povezuju koordinate prostornih taqaka sa koordinatama projekcija, to one direktno zavise od koordi-
natnog sistema u slici i koordinatnog sistema prostora. Pri promeni koordinatnog sistema prostora
dolazi do promene matrica kamera, ali ne i fundamentalne matrice F . Xtavixe,

Teorema 3.3. Ako je H projektivna transformacija prostora, tada su fundamentalne matrice
koje odgovaraju prarovima kamera (P, P ′) i (P̃ , P̃ ′) = (PH,P ′H) jednake.

Dokaz: Kako je x = PX = (PH)(H−1X) = P̃X̃, ako se kamerom P taqka iz prostora X slika
u taqku x, kamerom P̃ = PH se taqka X̃ = H−1X slika u istu taqku x. Fundamentalna matrica
para kamera (P, P ′) je F = [P ′C]×P

′P+ (po formuli (3.2)), gde je P+ = PT (PPT )−1. Koriste�i
P̃+ = P̃T (P̃ P̃T )−1 za fundamentalnu matricu para kamera (P̃ , P̃ ′) po formuli (3.2) dobijamo

F̃ = [P̃ ′C̃]×P̃
′P̃+ =

= [(P ′H)(H−1C)]×P
′H(PH)T ((PH)(PH)T )−1 =

= [P ′C]×P
′(P−1P )H(PH)T ((PH)(PH)T )−1 =

= [P ′C]×P
′P−1(PH)(PH)T ((PH)(PH)T )−1 =

= [P ′C]×P
′P−1 = F.

�

Za par kamera (P, P ′) postoji jedinstvena fundamentalna matrica F . Obrnuto ne va�i jer je fundamen-
talna matrica F para kamera (P, P ′), fundamentalna matrica i svakog drugog para kamera (PH,P ′H) gde
je H neka projektivna transformacija prostora. Vide�emo u teoremi 3.4 da je to jedina vixeznaqnost, tj.
da je skup svih parova kamera koje odgovaraju fundamentalnoj matrici F bax {(PH,P ′H)|H−projektivna
transformacija prostora}.

S obzirom da imamo ovu vixeznaqnost odre�enosti para matrica kamera za datu fundamentalnu ma-
tricu F , izdvoji�emo jedan reprezentativan par kojim mo�emo relativno lako da baratamo. To je par
koji za prvu matricu kamere ima [I | 0]. Uvek je mogu�e izabrati ovakav par matrica kamera. Da bi ovo
pokazali samo treba za svaki par kamera (P, P ′) na�i odgovaraju�u regularnu matricu H formata 4 × 4
tako da kada par (P, P ′) matrica kamera pomno�imo �ome za prvu dobijamo [I | 0]. Matrica H = P ∗−1,
gde je matrica P ∗ dobijena od matrice P dopisiva�em qetvrte vrste tako da je novodobijena matrica
regularna, je tra�ena matrica.

Ovakav par matrica P = [I | 0] i P ′ = [M |m] �emo nazivati kanonski par matrica. �ihova
fundamentalna matrica je jednaka [m]×M xto se lako dobija primenom formule 3.2.

Pre nego xto doka�emo da fundamentalna matrica odre�uje par odgovaraju�ih matrica kamera do na
desni umno�ak projektivnom transformacijom prostora, doka�imo pomo�no tvr�e�e:

Lema 3.1. Ako se matrica F ranga 2 mo�e dekomponovati na dva razna naqina kao F = [a]×A i
F = [ã]×Ã tada je ã = ka i Ã = k−1(A+ avT ) za neko k 6= 0 i v ∈ R3.

Dokaz: Kako je aTF = aT [a]×A = 0 i sliqno ãTF = 0, to vektori a i ã pripadaju levom jezgru
matrice F . S obzirom da je matrica F ranga 2, to je odgovaraju�e jezgro dimenzije 1. Kako ni
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jedan od vektora a i ã nije nula vektor (inaqe je F ranga 0), oni generixu isti vektorski prostor
pa mora biti ã = ka za neko k 6= 0.

Daǉe, iz [ã]×Ã = [a]×A sledi [a]×(kÃ − A) = 0, odnosno kolone matrice (kÃ − A) jesu u desnom
jezgru matrice [a]× pa je (kÃ−A) = avT za neko v ∈ R3. Dakle, Ã = k−1(A+ avT ). �

Teorema 3.4. Neka su parom kamera qije su matrice P i P ′ dobijene iste slike kao parom
kamera qije su matrice P̃ i P̃ ′. Ako je matrica F fundamentalna matrica za parove kamera (P, P ′)

i (P̃ , P̃ ′) tada postoji projektivna transformacija prostora qija je matrica H takva da je P̃ = PH

i P̃ ′ = P ′H.

Dokaz: Za svaki par matrica kamera mo�emo izabrati kanonski par matrica kamera tako da je
P = P̃ = [I | 0] primenom odgovaraju�ih projektivnih transformacija prostora na svaki od parova
matrica kamera:

(P , P ′) = (PP ∗−1, P ′P ∗
−1

) = ([I | 0], [A | a]),

(P̃ , P̃
′
) = (P̃ P̃ ∗

−1
, P̃ ′P̃ ∗

−1
) = ([I | 0], [Ã | ã]).

Na osnovu teoreme 3.3. fundamentalne matrice novodobijenih parova matrica su jednake poqetnoj
fundamentalnoj matrici F . Direktnim raqunaǌem fundamentalne matrice za prvi i drugi par
novodobijenih matrica kamera po formuli 3.2 dobijamo F = [a]×A = [ã]×Ã. Na osnovu leme 3.1.
dobijamo da je P̃

′
= [Ã | ã] = [k−1(A+ avT ) | ka].

Ako izaberemo H =

[
k−1I 0
k−1vT k

]
direktnim raqunom dobijamo:

PH = [I | 0]

[
k−1I 0
k−1vT k

]
= k−1[I | 0] = k−1P̃ =⇒ PP ∗−1H = k−1P̃ P̃ ∗

−1
=⇒ PP ∗−1HP̃ ∗ = k−1P̃ .

P ′H = [A |a]

[
k−1I 0
k−1vT k

]
= [k−1(A+avT ) | ka] = [Ã | ã] = P̃

′
=⇒ P ′P ∗−1H = P̃ ′P̃ ∗

−1
=⇒ P ′P ∗−1HP̃ ∗ = P̃ ′

Ako oznaqimo H = P ∗−1HP̃ ∗ imamo PH = k−1P̃ i P ′H = P̃ ′ gde je H regularna matrica formata
4× 4 xto je i trebalo dokazati. �

3.2.2 Formula kanonskog para matrica kamera za poznato F

Pokazali smo da F odre�uje matrice kamera do na projektivnu transformaciju prostora. Sada �emo
na�i formule kanonskog para matrica kamera, za poznato F . Pre toga, navedimo bitnu karakterizaciju
fundamentalne matrice.

Lema 3.2. Nenula matrica F je fundamentalna matrica para kamera (P, P ′) ako i samo ako je
A = P ′

T
FP antisimetriqna.

Dokaz: ⇐) Neka je matrica A antisimetriqna, tj. AT = −A, i neka je XTAX = a(X) ∈ R.
Ako transponujemo posledǌi izraz dobijamo XTATX = a(X), a suma posledǌa dva daje 2a(X) =

XTAX +XTATX = XT (A + AT )X = 0 za svako X. Dakle, XTP ′
T
FPX = 0 za svako X, a kako je

x′ = P ′X i x = PX, to je prethodna jednakost ekvivalentna sa x′TFx = 0 za svaki par odgovaraju�ih
taqaka x↔ x′ u slikama, pa je na osnovu teoreme 3.1 matrica F fundamentalna matrica para kamera
(P, P ′).

⇒) Neka je F fundamentalna matrica para kamera (P, P ′), tj. XTP ′
T
FPX = 0 za svaku

taqku X u prostoru, tj. XTAX = 0 za svako X. Kako je onda (X + Y )TA(X + Y ) = 0 za svaka
dva vektora X i Y , raspisivaǌem ovog izraza, i koriste�i XTAX = 0 i Y TAY = 0, dobijamo
XTAY = −Y TAX xto je ekvivalentno sa tim da je matrica A antisimetriqna. �

Teorema 3.5. Neka je F fundamentalna matrica, i neka je

P = [I | 0] i P ′ = [[e′]×F | e′]
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gde je e′ epipol takav da je e′TF = 0. Tada je (P, P ′) par matrica kamera qija je fundamentalna
matrica upravo matrica F .

Dokaz: Poka�imo prvo su matrice P i P ′ matrice nekih kamera, tj. da su ranga 3. Matrica
P je oqigledno potrebnog ranga. Kako je e′TF = 0 kolone matrice F su ortogonalne na vektor e′,
pa kako je F ranga 2 ǌene kolone generixu ravan ortogonalnu na e′. Kolone matrice [e′]×F jesu
vektorski proizvodi vektora e′ sa kolonama matrice F pa time generixu istu ravan ortogonalnu
na vektor e′. Zato vektor e′ ne le�i u ravni generisanoj kolonama matrice [e′]×F , pa je matrica
P ′ = [[e′]×F | e′] ranga 3.

Kako je matrica [e′]× antisimetriqna, to je i matrica

P ′
T
FP =

[
FT [e′]×

T

e′
T

]
F [I | 0] =

[
FT [e′]×

T
F 0

e′
T
F 0

]
=

[
FT [e′]×

T
F 0

0T 0

]
antisimetriqna, pa je prema lemi 3.2 matrica F fundamentalna matrica za par matrica kamera
(P, P ′).

�

Mo�emo primetiti da je leva 3× 3 podmatrica matrice P ′ iz prethodne teoreme singularna, tako da
odgovaraju�a kamera nije konaqna projektivna kamera, ve� kamera sa centrom projektova�a u beskonaqno-
sti.

U dokazu teoreme 3.4 smo, izme�u ostalog, pokazali da par matrica kamera (P , P ′) = ([I | 0], [A |a]) ima

istu fundamentalnu matricu kao par matrica kamera (P̃ , P̃
′
) = ([I | 0], [k−1(A+ avT ) | ka]). Koriste�i to

dolazimo do opxtijeg rexe�a za par matrica kamera (P, P ′) qija je fundamentalna matrica data matrica
F :

P = [I | 0] i P ′ = [λ−1([e′]×F + e′vT ) | λe′],

gde je v ∈ R3 i λ 6= 0.
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3.3 Rekonstrukcija matrica kamera i strukture prostornog objekta

U ovoj sekciji �emo razmotriti kako i do kog nivoa je mogu�e izvrxiti rekonstrukciju prostornog
objekta i uopxte cele scene, na osnovu dve slike. Poqetna pretpostavka je da su poznate koordinate
xi ↔ x′i projekcija odgovaraju�ih prostornih taqaka Xi, dok koordinate samih prostornih taqaka nisu
poznate, kao ni pozicija, orijentacija i kalibracija dveju kamera kojima su dobijene projekcije. Ci	
rekonstrukcije je da se odrede matrice kamera P i P ′, kao i koordinate prostornih taqaka Xi takvih da
je:

xi = PXi i x′i = P ′Xi,

za sve i.

3.3.1 Metod rekonstrukcije

(i) Odre�iva�e fundamentalne matrice F na osnovu korespodencija taqaka xi ↔ x′i u projekcijama kako
je objax�eno u podsekciji 3.1.3.

(ii) Odre�iva�e matrica kamera po formuli datoj u teoremi 3.5.

(iii) Triangulacija prostornih taqaka, uz pomo� matrica kamera P i P ′ i odgovaraju�ih taqaka xi ↔ x′i
u projekcijama, koje zadovo	avaju uslov x′i

T
Fxi = 0.

Geometrijski, tra�imo presek zraka odre�enog centrom prve kamere (C) i taqkom prve projekcije
(x), i zraka odre�enog centrom druge kamere (C ′) i taqkom druge projekcije (x′) nepoznate taqke
X. Kako taqka x′ le�i na epipolarnoj pravoj Fx, pomenuti zraci kroz taqke x i x′ �e le�ati u
zajedniqkoj epipolarnoj ravni, kao xto je prikazano na slici 3.7 i zraci �e se zaista prese�i.

Jedine taqke u prostoru qije se koordinate ne mogu odrediti na ovaj naqin jesu taqke sa osnovice,
jer se odgovaraju�i zraci projektova�a tih taqaka ne seku u jedinstvenoj taqki ve� se poklapaju. To
su taqke koje se projektuju u epipolove.

Metod triangulacije prostornih taqaka je deta	no objax�en u sekciji 3.6.

Slika 3.7: Triangulacija. Ako je zadovo	eno x′TFx = 0, zraci koji su inverzne slike projektova�a u x i x′

�e le�ati u istoj ravni i prese�i �e se u odgovaraju�oj taqki X u prostoru.

3.3.2 Vixeznaqnost rekonstrukcije

Bez poznava�a dodatnih parametara scene nije mogu�a rekonstrukcija taqne pozicije objekta, niti
�egove orijentacije u prostoru samo iz dve projekcije (niti iz vixe projekcija). Na primer, na osnovu
dve slike hodnika (slika 3.8) nije mogu�e odrediti �egovu xirinu i visinu, niti pravac u kom se prostire.
Mi iz te dve slike nemamo predstavu da li je xirina hodnika 2m ili su to slike hodnika iz ku�ice za
lutke, pa je �egova xirina 10cm. Isto tako ne mo�emo da procenimo da li se hodnik prostire na sever,
ili jugo-zapad.
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Slika 3.8: Dve slike hodnika istom kamerom. Cntar kamere je transliran pri drugom slika�u, u odnosu na
prvo.

Imaju�i to u vidu, bez poznava�a dodatnih parametara scene, rekonstrukciju mo�emo da izvrximo, u
najbo	em sluqaju, do na transformaciju sliqnosti prostora (translacija, rotacija i skalira�e).

Formalno, neka su taqke iz prostora Xi matricama kamera P i P ′ projektovane u taqke xi i x
′
i.

Taqke Xi, zajedno sa matricama kamera predstav	aju jednu rekonstrukciju scene iz korespodencija

dveju projekcija. Neka je Hs =

[
R t
0T λ

]
prostorna transformacija sliqnosti (R - matrica rotacije, t -

vektor translacije, λ−1 - koeficijent skalira�a). Kako je xi = PXi = (PHs
−1)(HsXi) i x

′
i = P ′Xi =

(P ′Hs
−1)(HsXi), to taqke HsXi zajedno sa matricama kamera PHs

−1 i P ′Hs
−1 respektivno predstav	aju

tako�e jednu rekonstrukciju scene iz istih korespodencija xi ↔ x′i.

Xtavixe, ako je P = K[Rp | tp], tada je PHs
−1 = K[Rp | tp]

[
R−1 −λ−1R−1t
0T λ−1

]
= K[RpR

−1 | t′], za neko

t′, pa mo�emo da zak	uqimo da se kalibraciona matrica kamere ne me�a ako matricu kamere pomno�imo
sa Hs

−1, xto se vidi i na slici 3.9.a.

Slika 3.9: Vixeznaqnost rekonstrukcije. (a) Kako je kalibracija kamera ista kod obe rekonstrukcije, ugao
izme�u odgovaraju�ih zrakova projektova�a u prvoj i drugoj rekonstrukciji mora biti isti (pogledati sekciju
2.5). Transformacija sliqnosti prime�ena na prostorni objekat i poziciju kamera ne me�a uglove izme�u zrakova
projektova�a u sceni. (b) Projektivna transformacija prime�ena na prostorni objekat i poziciju kamera ne utiqe
na koordinate taqaka u slici, ali me�a uglove izme�u zrakova projektova�a u sceni.

Analogno se pokazuje da je u opxtem sluqaju mogu�e izvrxiti rekonstrukciju scene, tj. odrediti
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taqke Xi i matrice kamera P i P ′, do na projektivnu transformaciju prostora, xto se mo�e zak	uqiti
i na osnovu slike 3.9.b. U narednoj teoremi �emo dokazati da je ovo jedina vixeznaqnost rekonstrukcije
prostornog objekta na osnovu dve projekcije.

Teorema projektivne rekonstrukcije

Teorema 3.6. Neka su xi ↔ x′i korespodencije odgovaraju�ih taqaka dveju projekcija, i neka je
fundamentalna matrica F jedinstveno odre�ena iz tih korespodencija tako da va�i x′Ti Fxi = 0 za
sve i. Ako su (P1, P

′
1, {X1,i}) i (P2, P

′
2, {X2,i}) dve rekonstrukcije iz korespodencija xi ↔ x′i, tada

postoji nesingularna matrica H takva da je P2 = P1H
−1, P ′2 = P ′1H

−1 i X2,i = HX1,i za sve i sem za
one za koje je Fxi = x′iF = 0.

Dokaz: Kako je fundamentalna matrica jedinstveno odre�ena na osnovu korespodencija xi ↔ x′i
tako da x′Ti Fxi = 0 za svako i, i (P1, P

′
1, {X1,i}) je jedna rekonstrukcija sledi da je (P ′1X1,i)

TF (P1X1,i) =
0 za sve i, tj. F je fundamentalna matrica para kamera (P1, P

′
1). Analogno, F je fundamentalna

matrica i para kamera (P2, P
′
2), pa prema teoremi 3.4 postoji projektivna transformacija prostora

H takva da je P2 = P1H
−1 i P ′2 = P ′1H

−1, xto je i trebalo dokazati.
Xto se tiqe taqaka, xi = P1X1,i = P1H

−1HX1,i = P2(HX1,i), dok je sa druge strane xi = P2X2,i.
Sledi da je P2(HX1,i) = P2X2,i, xto znaqi da se taqke HX1,i i X2,i slikaju u istu taqku kamerom
P2, tj. taqke HX1,i, X2,i i C2 (centar kamere P2) su kolinearne. Na isti naqin se pokazuje da su
taqke HX1,i, X2,i i C ′2 (centar kamere P ′2) kolinearne. Mogu�a su dva sluqaja:

1o uoqene prave se seku i preseqna taqka je upravo X2,i = HX1,i,

2o uoqene prave se poklapaju i tada se taqke HX1,i i X2,i projektuju u epipolove, tj. xi = e i
x′i = e′, pa je Fxi = xi

TF = 0.

Tvr�eǌe je dokazano. �
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3.4 Direktna rekonstrukcija

Prethodna teorema daje izuzetno bitan rezultat, jer rekonstrukcija prostornog objekta i kamera koja se
dobija metodom opisanom u podsekciji 3.3.1 se od stvarne rekonstrukcije (do na prostornu transformaciju
sliqnosti) razlikuje samo za projektivnu transformaciju objekta (prostora). Objekat koji dobijemo tom
rekonstrukcijom je tra�eni objekat, samo ,,iskriv	en\ nekom projektivnom transformacijom prostora.
Kada odredimo tu projektivnu transformaciju prostora �om mo�emo da ,,ispravimo\ prostor, i time
dobijamo punu rekonstrukciju prostornog objekta.

Preciznije, ako smo doxli do rekonstrukcije qije su matrice kamera i koordinate taqaka u prostoru
(P, P ′, {Xi}), a u punoj rekonstrukciji matrice kamera i koordinate taqaka su (PE , P

′
E , {XEi}), na osnovu

teoreme 3.6 zak	uqujemo da su rekonstrukcije povezane nesingularnom matricom H formata 4 × 4 na
slede�i naqin:

PE = PH−1, P ′E = P ′H−1 i XEi = HXi.

Pritom, matrica H je nepoznata, ali ista za sve taqke.
Ako su nam za neke od taqaka Xi poznate �ihove stvarne koordinate XEi u prostoru (i to bar pet

�ih u slobodnom polo�aju), mo�emo da odredimo matricu H rexava�em sistema linearnih jednaqina
XEi = HXi. Primenom matrice H na ostale taqke dobijamo punu rekonstrukciju, do na transformaciju
sliqnosti.

Treba napomenuti da nam rekonstrukcija do na projektivnu transformaciju prostora mo�e dati, za
neke potrebe, zadovo	avaju�e rezultate. Na primer, na osnovu takve rekonstrukcije mo�emo da procenimo
u kojoj taqki neka prava prodire neku ravan, kao i da uoqimo ostala projektivna svojstva.

Kako se sre�emo sa vixe tipova rekonstrukcija, mogli bismo da ih imenujemo:

• Projektivna rekonstrukcija je rekonstrukcija koja se od stvarne razlikuje za projektivntu trans-
formaciju prostora. Kod �e, u opxtem sluqaju postoji projektivna distorzija prostora (pogledati
podsekciju 1.2.1).

• Afina rekonstrukcija se od stvarne razlikuje za afinu transformaciju prostora (ona koja bes-
konaqnu ravan ostav	a fiksnom). Kod �e, u opxtem sluqaju postoji afina distorzija prostora
(pogledati podsekciju 1.2.3).

• Metriqka rekonstrukcija se od stvarne razlikuje za transformaciju sliqnosti prostora.

Ovde smo sa projektivne rekonstrukcije prexli direktno na metriqku, ali je to zahtevalo posebne
dodatne informacije o prostornom objektu. Kada nemamo te dodatne podatke, postoji drugi naqin da
do�emo do metriqke rekonstrukcije objekta. On podrazumeva rekonstrukciju korak-po-korak, gde u prvom
koraku odre�ujemo afinu, a u drugom metriqku rekonstrukciju prostornog objekta. Naravno, i on zahteva
neke dodatne informacije o prostornom objektu, ali nexto drugaqije od prethodno navedenih.
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3.5 Slojevit pristup rekonstrukciji

3.5.1 Afina rekonstrukcija

Neka smo nekom metodom doxli do projektivne rekonstrukcije scene (P, P ′, {Xi}). Ta rekonstruk-
cija se od stvarne (PE , P

′
E , {XEi}) razlikuje za projektivnu transformaciju prostora, H, koja zadovo	ava

XEi = HXi. S obzirom da projektivna transformacija, u opxtem sluqaju, taqke sa beskonaqne ravni mo�e
preslikati u konaqne, mo�e se desiti da u naxoj rekonstrukciji neka konaqna ravan π odgovara beskonaq-
noj ravni stvarne rekonstrukcije. S obzirom da takva ravan π u stvarnoj rekonstrukciji ima koodrinate
(0, 0, 0, 1)T bitan korak u ,,isprav	a�u\ rekonstrukcije bi bio postav	a�e ravni π u kanonski polo�aj
(0, 0, 0, 1)T . To mo�emo uraditi primenom odgovaraju�e projektivne transformacije na rekonstrukciju
kojom raspola�emo.

Imaju�i u vidu kako projektivna transformacija prostora deluje na ravni (teorema 1.8), treba na�i
matricu H takvu da H−Tπ = (0, 0, 0, 1)T . Jedna takva matrica je

H =

[
I | 0
πT

]
,

s obzirom da je zaista HT (0, 0, 0, 1)T = π, a time i H−Tπ = (0, 0, 0, 1)T . Primenom matrice H dobijamo
rekonstrukciju (PH−1, P ′H−1, {HXi}) kod koje je beskonaqna ravan u kanonskom polo�aju, pa se ona od
stvarne rekonstrukcije razlikuje za projektivnu transformaciju prostora koja fiksira beskonaqnu ravan
kao skup. S obzirom da projektivna transformacija prostora fiksira beskonaqnu ravan ako i samo ako
je afina, rekonstrukcija koju smo dobili je afina.

Treba napomenuti da prethodno pomenuta matirca H ne�e biti regularna ako je posled�a koordinata
ravni π nula (ako π sadr�i koordinatni poqetak), i takva nam ne�e biti od koristi jer definixe
degenerisano projektivno preslikava�e. Jedno od ispravnih rexe�a mo�e biti Hausholderova1 matrica,
Hv = I − 2vvT /vTv, gde je v = π + ‖π‖(0, 0, 0, 1)T . Za �u va�i HT

v Hv = I tako da je nesingularna, a
direktnim raqunom se dobija Hvπ = (0, 0, 0,−‖π‖2(‖π‖+ (0, 0, 0, 1)π)) xto je �e	eni rezultat.

Identifikacija slike beskonaqne ravni

Glavni korak ka afinoj rekonstrukciji predstav	a identifikaciju ravni π (sliku beskonaqne ravni,
u naxoj rekonstrukciji). Za to je potrebno identifikovati tri taqke za koje se zna da u stvarnosti le�e
na beskonaqnoj ravni, a da bi to postigli potrebno je do�i do dodatnih informacija o samom objektu,
pored �egove dve projekcije.

Paralelne prave: Do taqaka u beskonaqnosti mo�emo do�i ako u rekonstrukciji identifikujemo pa-
rove pravih koje su u stvarnosti paralelne. Presek dveju paralelnih pravih je taqka koja le�i na
beskonaqnoj ravni, a projekcija ove taqke je taqka ixqezava�a tih dveju pravih i nalazi se u preseku
�ihovih projekcija u slikama. Ako uspemo da na�emo tri para paralelnih pravih tako da svaki par
ima drugi pravac ima�emo tri razne taqke ixqezava�a, xto nam je dovo	no da identifikujemo sliku
beskonaqne ravni.

Treba napomenuti da ne moramo da odredimo odgovaraju�e taqke ixqezava�a u obe slike. Ako odredimo
taqku ixqezava�a v u prvoj projekciji na osnovu poznava�a pravih koje su u stvarnosti paralelne,
odgovaraju�a taqka ixqezava�a u drugoj projekciji se nalazi u preseku projekcije jedne od posmatranih
paralelnih pravih l′ i epipolarne prave Fv taqke v. S obzirom da se tra�ena prostorna taqka X sa
beskonaqne ravni u prvoj slici projektuje u taqku v ona zadovo	ava ([v]×P )X = 0, a kako se u drugoj
sliciX projektuje u taqku prave l′ ona zadovo	ava i (l′TP ′)X = 0. Imaju�i u vidu da odgovaraju�e taqke
ixqezava�a v ↔ v′ zadovo	avaju epipolarni uslov prethodne dve jednaqine su ekvivalentne uslovu da
su projekcije taqke X bax v i v′, pa se taqka X sa slike beskonaqne ravni mo�e odrediti kao rexe�e
prethodne dve jednaqine.

1Alston Scott Householder (1904-1993.)
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Odnosi du�ina na pravoj: Taqke sa beskonaqne se mogu odrediti i na drugi naqin. Ako identifiku-
jemo dve du�i na pravoj qiji je stvarni odnos du�ina poznat taqka ixqezava�a te prave se mo�e odrediti
na naqin opisan u podsekciji 1.1.2. Potom je mogu�e odrediti i samu taqku sa slike beskonaqne ravni
koja se projektuje u odgovaraju�e taqke ixqezava�a.

Treba napomenuti da nam je za neke potrebe i afina rekonstrukcija prostornog objekta dovo	na.
Na primer, iz afine rekonstrukcije mo�emo da procenimo gde se nalazi sredixte neke du�i ili da
zak	uqimo koje prave su paralelne me�usobom ili nekoj ravni, s obzirom da su ti odnosi invarijantni
pri afinim preslikava�a i oqigledni u afinoj rekonstrukciji.

3.5.2 Metriqka rekonstrukcija

K	uq metriqke rekonstrukcije je identifikacija slike apsolutne konike, Ω∞ (pogledati podsekciju
1.2.2) na beskonaqnoj ravni. Da se podsetimo, apsolutna konika je konika koja u metriqkoj rekonstrukciji
le�i u beskonaqnoj ravni i sadr�i taqkeX = (X1, X2, X3, X4) koje zadovo	avaju jednaqinuX2

1 +X2
2 +X2

3 =
0 na beskonaqnoj ravni (X4 = 0).

Pretpostavimo da raspola�emo afinom rekonstrukcijom prostornog objekta. To znaqi da su koor-
dinate prostornih taqaka odre�ene do na afinu transformaciju prostora i da se beskonaqna ravan
nalazi u kanonskom polo�aju (0, 0, 0, 1). Kako afina transformacija fiksira beskonaqnu ravan (ali
ne taqka po taqka) psolutna konika se u naxoj rekonstrukciji ne mora nalaziti u kanonskom polo�aju
X2

1 + X2
2 + X2

3 = 0, nego mo�e biti malo izmextena na beskonaqnoj ravni. Pretpostavimo da smo nekako
uspeli da odredimo gde se nalazi izmextena apsolutna konika. Tada treba primeniti afinu transforma-
ciju na naxu afinu rekonstrukciju koja bi izmextenu apsolutnu koniku postavila u kanonski polo�aj.
Rekonstrukcija koju bismo tada dobili bi se od stvarne razlikovala za projektivnu transformaicju pro-
stora koja fiksira apsolutnu koniku, odnosno transformaciju sliqnosti (teorema 1.9). To znaqi da tada
raspola�emo metriqkom rekonstrukcijom scene.

Ako uspemo da u jednoj od projekcija na�emo sliku izmextene apsolutne konike, tada inverznom pro-
jekcijom mo�emo da odredimo bax izmextenu apsolutnu koniku. Ona se nalazi u preseku konusa, koji je
inverzna slika projektova�a izmextene apsolutne konike, i beskonaqne ravni.

Teorema 3.7. Pretpostavimo da raspola�emo afinom rekonstrukcijom scene. Neka je u jednoj od
projekcija, kojoj odgovara matrica kamere P = [M |m], identifikovana slika izmextene apsolutne
konike, ω. Tada se afina rekonstrukcija mo�e transformisati na metriqku primenom prostorne
transformacije

H =

[
A−1

1

]
gde je A definisana formulom: AAT = (MTωM)−1

Dokaz: Pri transformaciji H, matrica kamere P se transformixe u matricu PM = PH−1 =
[MM | mM ]. ,,M\ u indeksu oznaqava da je to matrica prve kamere u metriqkoj rekonstrukciji, u
kojoj apsolutna konika nije izmextena, nego se nalazi u kanonskom polo�aju na beskonaqnoj ravni.

Ako je H−1 =

[
A

1

]
, tada je MM = MA. Leva 3 × 3 podmatrica matrice kamere se mo�e de-

komponovati na matricu kalibracije i rotacije kao MM = KR. Tada, je na osnovu teoreme 2.9,
ω−1 = KKT = MMR

T (MMR
T )T = MMM

T
M = MA(MA)T , tj. ω−1 = MAATMT . Dakle, matrica A je odre-

�ena formulom AAT = (MTωM)−1. Do �e mo�emo do�i Qolexki2 dekompozicijom matrice (MTωM)−1.
�

Identifikacija slike izmextene apsolutne konike

Glavni korak ka metriqkoj rekonstrukciji predstav	a identifikaciju slike izmextene apsolutne
konike, ω u jednoj od projekcija. �enu matricu mo�emo da odredimo na naqin, kako je opisano u tabeli

2Andr&e-Louis Cholesky (1875-1918.)
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2.1 sekcije 2.7. Me�utim, kako sada raspola�emo sa dve projekcije prostora, na osnovu �ihove veze mo�emo
da postavimo jox uslova odre�enosti slike izmextene apsolutne konike.

Ako je korix�ena ista kamera Prethodno pomenute uslove iz tabele 2.1 postav	amo za sliku izmex-
tene apsolutne konike samo u jednoj projekciji. Isti postupak mo�emo da sprovedemo za obe projekcije,
a potom da pove�emo rezultate koje dobijemo.

Izmextena apsolutna konika le�i u beskonaqnoj ravni π∞ xto je jako bitno svojstvo. Sve taqke sa
π∞ su oblika X = (xT∞, 0)T . One se prvom kamerom P = [M |m] slikaju u x = PX = Mx∞, a kamerom
P ′ = [M ′ |m′] u x′ = P ′X = M ′x∞. Zato va�i x

′ = M ′M−1x, tj. postoji ravanska homografija koja slike
taqaka sa π∞ u prvoj projekciji slika u odgovaraju�e slike taqaka sa π∞ u drugoj projekciji (slika 3.10).
Kako je ta ravanska homografija indukovana beskonaqnom ravni, nazva�emo je beskonaqna homografija:

H∞ = M ′M−1.

Slika 3.10: Beskonaqna homografija.

S obzirom da i apsolutna konika Ω∞ le�i u beskonaqnoj ravni, �ene slike ω i ω′ su na osnovu teoreme
1.2 povezane na slede�i naqin:

ω′ = H−T∞ ωH−1∞ .

Ako su slike dobijene projektova�em istom kamerom iz raznih polo�aja, to znaqi da je matrica ka-
libracija ista za kamere P i P ′. Kako je slika beskonaqne konike odre�ena kalibracionom matricom sa
ω = K−TK−1, to su onda �ene slike iste u obe projekcije. Zato va�i:

ω = H−T∞ ωH−1∞ ,

xto je vrlo bitan rezultat koji se mo�e iskoristiti pri odre�iva�u slike izmextene apsolutne konike.
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3.6 Triangulacija taqaka prostornog objekta

Pod triangulacijom taqke prostornog objekta podrazumevamo odre�iva�e koordinata taqke u prostoru
X za koju su poznate �ene projekcije x, x′, kao i matrice kamera, P i P ′ kojima su dobijene projekcije.

Mi �emo uzeti u obzir da postoje odre�ene grexke u merama koordinata taqaka u projekcijama (xto je
skoro neizbe�no), i prikaza�emo naqin da se te grexke prevazi�u. Uzimaju�i u obzir te grexke, naivan
pristup triangulaciji gde bismo taqku X tra�ili kao presek zrakova projektova�a u taqke x i x′ ne�e
dati �e	ene rezultate, jer se posmatrani zraci ne�e prese�i u opxtem sluqaju xto je prikazano i na
slici 3.11. To znaqi da ne postoji taqka X koja zadovo	ava x = PX, x′ = P ′X, ili ekvivalentno, da
taqke u projekcijama ne zadovo	avaju x′TFx = 0.

Slika 3.11: Neuspexna triangulacija. (a) Zraci projektova�a u taqke x i x′ su mimoilazni u opxtem
sluqaju (b) Epipolarna geometrija taqaka x i x′. Obele�ene taqke ,,za malo\ ne zadovo	avaju epipolarni uslov,
ali dovo	no da se originalna taqka X u prostoru ne mo�e lako na�i.

Bitna karakteristika koju metod triangulacije mora da ima, je da je invarijantan pri afinoj (odnosno
projektivnoj) transformaciji ako su matrice kamera odre�ene do na afinu (odnosno projektivnu) trans-
formaciju prostora. Formalno, neka je τ metod triangulacije koji za ulazne podatke ima par matrica
kamera (P, P ′) i projekcije taqke X �ima, (x,x′), a kao rezultat daje taqku X, tj. X = τ(x,x′, P, P ′).
Ka�emo da je metod triangulacije τ invarijantan pri transformaciji H ako je

τ(x,x′, P, P ′) = H−1τ(x,x′, PH, P ′H).

Ovo znaqi da je rezultat triangulacije pri transformisanim kamerama sa H, taqka transformisana sa
H.

Treba primetiti da nema smisla da kod projektivne rekonstrukcije minimizujemo grexku u prostoru.
Na primer, s obzirom da se, u opxtem sluqaju, zraci projektova�a ne�e prese�i u tra�enoj taqkiX, jedan
naqin da je pribli�no odredimo je da na�emo sredixte iseqka izme�u zrakova, zajedniqke normale na �ih.
Kako pojmovi, kao xto je du�ina i ortogonalnost nisu validni u kontekstu projektivne geometrije, ovaj
metod �e davati razliqite rezultate, u zavisnosti kakvom rekonstrukcijom raspola�emo, i zato nije
projektivno invarijantan!

U podsekciji 3.6.2. �emo prikazati optimalan metod triangulacije koji je projektivno invarijantan.
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3.6.1 Metod linearne triangulacije

Ako su nam poznate projekcije prostorne taqke X, x i x′, kao i matrice kamera, P i P ′, i zadovo	eno
je x = PX i x′ = P ′X, X mo�emo odrediti kao rexe�e sistema formiranog od prethodne dve matriqne
jednaqine. S obzirom da su sve reprezentacije homogene u svakoj jednaqini nam se jav	a po jedan zajedniqki
koeficijent skalira�a. Te koeficijente mo�emo da izbegnemo malom modifikacijom jednaqina tako da

bi npr. uslov projektova�a u x bio x× (PX) = 0 koji je za x = (x, y, z)T i P =

 p1
T

p2
T

p3
T

 ekvivalentan sa

∣∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

x y z

p1
T
X p2

T
X p3

T
X

∣∣∣∣∣∣∣ = l⇐⇒
y(p3

T
X)− z(p2TX) = 0

z(p1
T
X)− x(p3

T
X) = 0

x(p2
T
X)− y(p1

T
X) = 0.

U prethodnom sistemu, ako prvu jednaqinu pomno�imo sa x, drugu sa y i saberemo ih dobi�emo tre�u
pomno�enu sa z, pa mo�emo da zak	uqimo da su samo po dve linearno nezavisne i one su nam od koristi.
Analogno odre�ujemo uslove projektova�a u taqku x′ = (x′, y′, z′) matricom P ′. Konaqno, uslov koji treba
da zadovo	ava nepoznat homogen vektor X je da se nalazi u desnom jezgru matice

yp3
T − zp2T

zp1
T − xp3T

y′p′3
T − z′p′2T

z′p′1
T − x′p′3T

 .
Kao xto je objax�eno na poqetku ove sekcije, ovaj metod nam ne�e dati najbo	e rezultate, i zato treba
napraviti neke modifikacije.

3.6.2 Optimalan metod triangulacije

Glavni razlog xto se odgovaraju�i zraci projektova�a u odgovaraju�e taqke x ↔ x′ ne�e prese�i je
taj xto u opxtem sluqaju taqke x i x′ ne zadovo	avaju uslov epipolarnosti, nego je x′TFX ≈ 0. Do toga
dolazi zbog nemogu�nosti savrxenog obele�ava�a taqaka i �ihovih koordinata u projekcijama. Taqke
koje nam trebaju jesu x̂ ↔ x̂′ koje se nalaze blizu obele�enih x ↔ x′ i zadovo	avaju bax x̂′TF x̂ = 0 kao
na slici 3.12. Tako �emo ih i tra�iti, kao taqke u kojima funkcija

C(x̂, x̂′) = d(x, x̂)2 + d(x′, x̂′)2 (3.5)

dosti�e minimum, pri uslovu x̂′TFx̂ = 0, gde je d euklidsko rastoja�e taqaka.
Par taqaka koji zadovo	ava epipolartni uslov mora le�ati na odgovaraju�em paru epipolarnih pra-

vih, zato x̂ mora le�ati na epipolarnoj pravoj l i x̂′ na odgovaraju�oj l′ u drugoj slici. Sa druge strane,
svaki par taqaka koji le�i na paru epipolarnih pravih (l, l′) �e zadovo	avati epipolarni uslov. Ovo �e
biti taqno i za par taqaka (x⊥,x

′
⊥) gde je x⊥ taqka na l koja je najbli�a poznatoj taqki x (ortogonalna

projekcija x na l), i sliqno je x′⊥ taqka na l′ najbli�a taqki x′, kao na slici 3.13. Za pogodno izabran par
odgovaraju�ih epipolarnih linija (l, l′) mo�emo uzeti (x̂, x̂′) = (x⊥,x

′
⊥). Sada imamo jox d(x, x̂) = d(x, l)

i d(x′, x̂′) = d(x′, l′), gde je d(x, l) ortogonalno rastoja�e taqke x do prave l, pa grexku koju �elimo da
minimizujemo sada mo�emo da zapixemo na drugi naqin kao:

d(x, l)2 + d(x′, l′)2 (3.6)

u funkciji ure�enog para (l, l′) odgovaraju�ih epipolarnih pravih.
Prethodno pomenutu grexku �emo minimizovati na slede�i naqin:

(i) Kako je pramen epipolarnih pravih u prvoj slici jednodimenzioni projektinvi prostor, on se mo�e
izraziti u funkciji od nekog parametra t. Neka je zato epipolarna prava u prvoj slici l(t).

(ii) Koriste�i fundamentalnu matricu F mo�emo na�i odgovaraju�u epipolarnu pravu l′(t) u drugoj
slici.
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Slika 3.12: Minimizova�e geometrijske grexke. Taqka X̂ se projektuje u taqke x̂ i x̂′. Taqke x̂ ↔ x̂′

zadovo	avaju epipolarni uslov za razliku od taqaka x↔ x′. Taqka X̂ je odre�ena tako da je grexka projektova�a
d2 + d′2 minimalna.

(iii) Sada grexku mo�emo da izrazimo eskplicitno u funkciji parametra t kao C(t) = d(x, l(t))2 +
d(x′, l′(t))2. Samo jox treba na�i minimum funkcije C(t).

Slika 3.13: Projekcije x̂ i x̂′ prostorne taqke X̂ le�e na paru odgovaraju�ih epipolarnih pravih.

Navedimo postupak minimizacije grexke:
Neka su projekcije nepoznate taqke X, taqke x = (x, y, 1)T i x′ = (x′, y′, 1)T . Za poqetak mo�emo

pretpostaviti da se ni jedna od projekcija ne poklapa sa epipolom. U sluqaju da je (x,x′) = (e, e′) ne
postoji naqin da se odredi polo�aj tra�ene taqke X u prostoru jer se ona tada nalazi negde na osnovici
i odgovaraju�i zraci projektova�a se poklapaju; a ako se npr. samo prva projekcija poklapa sa epipolom,
onda se tra�ena taqka poklapa sa centrom druge kamere, xto nam nije posebno interesantno.

S obzirom da se projekcije ne poklapaju sa epipolovima, mo�emo da primenimo izometijsku trans-
formaciju na svaku od slika koja �e taqke x i x′ da premesti u koordinatni poqetak (0, 0, 1)T u svakoj
slici, a epipolove e i e′ na x-osu tako da su �ihove homogene koordinate redom (1, 0, f)T i (1, 0, f ′)T .
Kako su te transformacije ravanske izometrije, one ne�e uticati na sumu (3.6). Nakon primene navede-
nih transformacija fundamentalna matrica dveju projekcija �e se promeniti kao xto je objax�eno na
poqetku podsekcije 3.2.1, i neka je ona jednaka matrici F . Kako je zadovo	eno F (1, 0, f)T = (1, 0, f ′)F = 0
fundamentalna matrica je oblika:

F =

 ff ′d −f ′c −f ′d
−fb a b
−fd c d

 (3.7)

Ci	anu epipolarnu pravu u prvoj slici mo�emo da zapixemo kao pravu koja prolazi kroz taqke
(0, t, 1)T , t ∈ R i e = (1, 0, f)T , tj. l(t) = (0, t, 1)× (1, 0, f) = (tf, 1,−t). Kvadrat rastoja�a od x = (0, 0, 1)T

�e biti:

d(x, l(t))2 =
t2

1 + (tf)2
.
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Odgovaraju�a epipolarna prava u drugoj slici je tada:

l′(t) = F (0, t, 1)T = (−f ′(ct+ d), at+ b, ct+ d)T , (3.8)

a kvadrat �enog rastoja�a od x′

d(x′, l′(t))2 =
(ct+ d)2

(at+ b)2 + f ′2(ct+ d)2
.

Suma kvadrata rastoja�a je dakle:

s(t) =
t2

1 + (tf)2
+

(ct+ d)2

(at+ b)2 + f ′2(ct+ d)2
. (3.9)

Nax zadatak je da odredimo apsolutni minimum ove funkcije, i to mo�emo da uradimo elementarnim
metodama matematiqke analize.

Kako je

s′(t) =
t((at+ b)2 + f ′2(ct+ d)2)2 − (ad− bc)(1 + f2t2)2(at+ b)(ct+ d)

(1 + f2t2)((at+ b)2 + f ′2(ct+ d)2)2
(3.10)

apsolutni minimum �e funkcija s(t) dosti�i u nekom od korena polinoma xestog stepena koji se nalazi
u brojiocu prvog izvoda funkcije s(t), ili u beskonaqnosti (tada je l = (f, 0,−1), tj. l : fx = 1).

Rezimira�emo prethodno naveden postupak u narednom algoritmu:
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Optimalan metod triangulacije
Ciǉ: Za poznate projekcije x ↔ x′ prostorne taqke X, i fundamentalnu matricu F odrediti odgova-

raju�e taqke x̂↔ x̂′ koje minimizuju funkciju geometrijske grexke datu formulon 3.5 pri uslovu x̂′TF x̂ = 0.
Algoritam:

(i) Definsati matrice translacija

T =

 1 −x
1 −y

1

 i T ′ =

 1 −x′
1 −y′

1


koje taqke x = (x, y, 1) i x′ = (x′, y′, 1) slikaju redom u koordinatni poqetak.

(ii) Zameniti fundamentalnu matricu F matricom T ′−TFT−1. Nova matrica F odgovara transliranim
koordinatama u projekcijama.

(iii) Odrediti levi i desni epipol, e = (e1, e2, e3) i e
′ = (e′1, e

′
2, e
′
3) tako da je e

′F = 0 i Fe = 0. Pomno�iti
sklarom 1/

√
e21 + e22 vektor e, i sliqno e′ sa 1/

√
e′21 + e′22 .

(iv) Definisati matrice rotacija

R =

 e1 e2
−e2 e1

1

 i R′ =

 e′1 e′2
−e′2 e′1

1


koje slikaju epipolove u Re = (1, 0, e3)

T i R′e′ = (1, 0, e′3)
T .

(v) Zameniti fundamentalnu matricu F matricom R′FRT . Nova matrica odgovara rotiranim koordina-
tama u projekcijama i mora biti oblika (3.7) zato uzimamo,

(vi) f = e3, f
′ = e′3, a = F22, b = F23, c = F32 i d = F33.

(vii) Formirati polinom g(t) jednak imeniocu razlomka u formuli (3.10) i na�i �egovih xest nula. Proce-

niti vrednost funkcije (3.9) u svakoj od nula funkcije g(t), kao i kada t→∞ ( 1
f2 +

c2

a2+f ′2c2 ), i odrediti
taqku tmin od navedenih sedam u kojoj funkcija 3.9 dosti�e minimum.

(viii) Odrediti epipolarne prave l = (tf, 1,−t) i l′ prema formuli 3.8 za t = tmin, i taqke x̂ i x̂′ na �ima,
najbli�e koordinatnom poqetku. Koordinate taqke sa prave (λ, µ, ν), najbli�e koordinatnom poqetku
su (−λν,−µν, λ2 + µ2).

(ix) Vratiti se na stare koordinate, gde x̂ treba zameniti sa T−1RT x̂ i x̂′ sa T ′−1R′T x̂′.

(x) Koordinate taqke u prostoru qije su projekcije x̂ i x̂′ se sada mogu na�i pomo�u metoda linearne tri-
angulacije opisanom u podsekciji 3.6.1



Dodatak A

Matrice - svojstva i dekompozicija

A.1 Singularna dekompozicija matrice

SV D (singular value decomposition) je jedna od najkorisnijih dekompozicija matrice. Ona je tesno
povezana sa dijagonalizacijom simetriqne matrice.

Teorema A.1. Neka je A matrica formata m × n nad poǉem realnih brojeva. Tada postoji
faktorizacija u obliku A = UDV T gde je

• U ortogonalna matrica formata m×m,

• D matrica formata m × n koja samo na glavnoj dijagonali ima elemente razliqite od nule
Dii = di ≥ 0 pore�ane u opadaju�em poretku,

• V ortogonalna matrica formata n× n.

Pozitivne komponente na dijagonali matrice D zovemo singularnim vrednostima matrice A. Kolone
matrica U i V zovemo redom levim i desnim singularnim vektorima. Ovu dekompoziciju zovemo
singularnom dekompozicijom matrice A.

Dokaz: Neka je matrica A formata m × n. Ona definixe linearno preslikavaǌe L : Rn → Rm.
Konstruisa�emo ortonormirane baze {v1, . . . ,vn} i {u1, . . . ,um} domena i kodomena, redom, za koje
matrica preslikavaǌa L samo na dijagonali ima komponente razliqite od nule.

Kako je matrica ATA simetriqna ona je dijagonalnog tipa, pa postoji dijagonalna matrica
D = diag(λ1, . . . , λn) na qijoj se dijagonali nalaze sopstvene vrednosti matrice ATA pore�ane u
opadaju�em poretku, i ortogonalna matrica V u qijim se kolonama nalaze odgovaraju�i normirani
sopstveni vektori {v1, . . . ,vn} matrice ATA, tako da je ATA = V DV T . Tada pomenuti sopstveni
vektori qine jednu ortonormiranu bazu prostora Rn.

Kako je tada,
Avi ·Avj = (Avi)

TAvj = vTi A
TAvj = vTi (λjvj) = λjvi · vj ,

generatrisa {Av1, Av2, . . . , Avn} slike pomenutog linearnog preslikavaǌa je skup ortogonalnih vek-
tora, pa je odgovaraju�i podskup nenula vektora ovog skupa jedna baza slike linearnog presli-
kavaǌa L. Neka je ta baza slike preslikavaǌa L npr. jednaka {Av1, Av2, . . . , Avk}. Tada je rang
preslikavaǌa L i matrice A bax jednak k.

Kako je ‖Avi‖2 = λi, to su sopstvene vrednosti matrice ATA ve�e ili jednake nuli, tj. λ1 ≥ λ2 ≥
. . . ≥ λk ≥ 0, a kako je rang(L) = k to je λi = 0 za sve i > k. Zato �e skup vektora

ui =
Avi
‖Avi‖

=
1√
λi
Avi,

za 1 ≤ i ≤ k qiniti jednu ortonormiranu bazu prostora Rm ako je k = m. Ako je k < m, pomenuti skup
vektora treba proxiriti do ortonormirane baze prostora Rm. Ovime smo konstruisali �eǉene
baze domena i kodomena linearnog preslikavaǌa L.

55
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Ako uzmemo σi =
√
λi, imamo da va�i Avi = σiui za sve i ≤ min{m,n}. Ako je U matrica u qijim se

kolonama nalaze vektori ui, 0 ≤ i ≤ m, V matrica u qijim se kolonama nalaze vektori vi, 0 ≤ i ≤ n
i D matrica formata m × n koja na glavnoj dijagonali ima skalare σi i sve ostalo nule, tada je
matriqni zapis posledǌih jednakosti AV = UD, tj. A = UDV T . �

SV D predstav	a uopxte�e dijagonalizacije simetriqne matrice. Pored toga xto se mo�e iskori-
stiti za odre�iva�e Qolexki dekompozicije pozitivno definitne matrice, SV D dekompozicija ima
veliku primenu u rexava�u sistema linearnih jednaqina.

Posmtrajmo jedan sistem oblika Ax = b gde je A matrica formata m× n i ranga n. Sistem �e imati
rexe�e samo ako se b nalazi u linearnom omotaqu kolona matrice A.

Pretpostavimo da pomenuti sistem nema rexe�a. U nekim situacijama ima smisla tra�iti vektor
x koji je najbli�i rexe�u sistema, u smislu da minimizuje normu ‖Ax − b‖. �ega mo�emo odrediti
primenom SV D dekompozicije na matricu A = UDV T . Kako je U ortogonalna, imamo

‖Ax− b‖ = ‖UDV Tx− b‖ = ‖UDV Tx− U(UT b)‖ = ‖U(DV Tx− UT b)‖ = ‖DV Tx− UT b‖ = ‖Dy − b′‖

gde je y = (y1, . . . , yn) = V Tx i b′ = (b′1, . . . , b
′
n, b
′
n+1, . . . , b

′
m) = UT b. Problem se sada svodi na odre�iva�e

vektora y koji minimizuje normu ‖Dy − b′‖. Kako je

‖Dy − b′‖ = ‖



d1
d2

. . .

dn
0 0 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 0




y1
y2
...
yn

−



b′1
b′2
...
b′n
b′n+1
...
b′m


‖,

to je norma minimalna za yi = b′i/di, i = 1, n i jednaka je

m∑
i=n+1

b′i. Tra�eni vektor x je tada jednak x = V y.

Pri raqunaju fundamentalne matrice F u podsekciji 3.1.3 je bilo potrebno, u opxtem sluqaju, rexiti
predeterminisan homogen sistem jednaqina oblika Ax = 0 gde je A matrica formata m×9 (m ≥ 9) i ranga
9. Jedino rexe�e takvog sistema jednaqina je nula vektor. Kako on ne mo�e definisati fundamentalnu
matricu, ima smisla postaviti uslov ‖x‖ = 1, da bismo izbegli nula vektor. Zato �emo kao najpovo	nije
rexe�e tra�iti vektor x koji minimizuje normu ‖Ax‖ pri uslovu ‖x‖ = 1.

Ovaj problem se sliqno mo�e rexiti primenom SV D dekompozicije matrice A = UDV T . Kako je
matrica U ortogonalna, to je

‖Ax‖ = ‖UDV Tx‖ = ‖DV Tx‖ = ‖Dy‖

za y = V Tx. S obzirom da je i matrica V ortogonalna, to je ‖y‖ = ‖V Tx‖ = ‖x‖ = 1, pa se problem svodi
na nala�e�e vektora y koji minimizuje normu ‖Dy‖ pri uslovu ‖y‖ = 1. Kako su dijagonalne komponente
matrice D pore�ane u opadaju�em poretku, norma ‖Dy‖ je minimalna za y = (0, 0, . . . , 0, 1)T . Tada je vektor
x = V y, odnosno tra�eni vektor x je jednak posled�oj koloni matrice V .
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A.2 Vektorski proizvod vektora iz R3 i antisimetriqne matrice

Vektorski proizvod vektora a = (a1, a2, a3)T i b = (b1, b2, b3)T ∈ R3, a×b = (a2b3−a3b2, a3b1−a1b3, a1b2−
a2b1) se zgodno mo�e predstaviti kao proizvod antisimetriqne matrice formata 3×3 i matrice formata
3× 1 koje su formirane od pomenutih vektora.

Posmatrajmo matrice:

[a]× =

 0 −a3 a2
a3 0 −a1
−a2 a1 0

 i [b]× =

 0 −b3 b2
b3 0 −b1
−b2 b1 0

 .
Direktnom proverom zak	uqujemo da va�i:

a× b = [a]×b = (aT [b]×)T .
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Zak	uqak

U radu su izlo�ena svojstva projektivnih kamera i �ihovih parametara. Naveden je metod kalibracije
kamere na osnovu samo jedne slike �om naprav	ene.

Kao glavni ci	, izlo�en je metod rekonstrukcije prostornog objekta na osnovu �egovih ravanskih
projekcija. Pored teorijskih osnova navedeni su i algoritmi qija implementacija daje zadovo	avaju�e
rezultate. Me�utim, oni nisu podobni za komercijalnu upotrebu, iz razloga xto podrazumevaju da su
odgovaraju�e taqke u projekcijama obele�ene sa odre�enom taqnox�u. Kada imamo ulazne podatke od kojih
su neki dati sa odre�enom grexkom preporuquje se upotreba robustnih algoritama kao xto je RANSAC
(RANdom SAmple Consensus) koji odbacuje pogrexne unose, ili iterativni algoritam ,,zlatnog standarda\
za raquna�e fundamentalne matrice F . Pomenuti algoritmi su deta	no opisani u k�izi [1].

Kao naredni korak, interesantno je prouqiti rekonstrukciju prostornog objekta iz �egove tri ili
vixe projekcija. Tre�a i svaka naredna projekcija nam daje dodatne informacije o objektu, koje se
mogu iskoristiti za pobo	xa�e rekonstrukcije. Kao xto se u rekonstrukciji iz dve projekcije koristi
fundamentalna matrica, tako se kod rekonstrukcije iz tri projekcije koristi tzv. trifokalni tenzor.
Deta	i o pomenutom trifokalnom tenzoru kao i metodama rekonstrukcije prostornog objekta iz �egove
tri ili vixe projekcija su izlo�eni u k�izi [1].

Velika popularizacija informacionih tehnologija, raqunarske grafike i geometrijske vizuelizacije
je dovela do toga da je danas materija kojom se bavi ovaj rad vrlo aktuelna i istra�ena, ali postoje mnoge
teme koje qekaju da	i napredak tehnologije radi implementacije. Pored toga razvoj tehnologije dovodi
do formira�a novih problema u ovoj oblasti, i potrebe za �ihovim rexava�em.
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