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YBOI

Y mpoTekaux map JerneHuja je JOII0 A0 BEJIMKOT HAIPeTKa Y TPUMEHU TEOPHUjCKUX PE3YJITATa TeOMEeTPHjCKe
BU3yeJM3aluje y padyHapckoj rpadumnu. Pa3soj nndopMaimonnx TeXHOI0THja je oMOryhino perraBame mpodiema
KOjU Cy TIpe HEKOJIUKO JeleHnja Ouin y 1oMeHy HaydHe (haHTaCTUKe.

Jeman ox Tux mpobsiema je u PEeKOHCTPYKIMja M MOJIEJIOBAE MPOCTOPHOr O0jeKTa, W MPOCTOPA YOIIITE, HA
OCHOBY HEIOBUX DABAHCKHX IIPOjEKIHja. ¥ OBOM Pajly je KOHKPETHO OIMCAH METOJi PEKOHCTPYKIUje CTPYKType
MTPOCTOPHOT 00jEKTa HA OCHOBY H>EIOBE JIBE PABAHCKE CJIMKe MMPOM3BOJFHIM KaMepaMa U3 Pa3HWX TOJI0Kaja ¥ Mpo-
cropy. 3Hadaj pe3ysTaTa ONMCAHWX Y OBOM PAJy je YyIpaBo y TOMe IITO 3a oapeleHy peKOHCTPYKIIM]jy TPOCTOpPa
Ha OCHOBY JIBe IIPOjeKIHje HIje HEeOIMXOIHO MO3HABAke MapaMeTapa KaMepa KojuMa cy mpojeruje nobujene, seh je
PEKOHCTPYKIHjy Moryhe M3BPIIUTH CaMO HA OCHOBY KOPECIIOIEHIHje TaYaKa y MPOjeKIrjama.

Kako dororpaducame mnpesicrasba jeaHO NPOjEKTHBHO, TAYHUje MEPCIHEKTUBHO, [MPECIUKABAE PE3YITATH
HaBEJEHU Y OBOM DAy Cy TECHO MOBE3aHU CA MPOJEKTUBHOM T€OMETPHjOM MPOCTOPA U PABHH.

MeTo1 peKOHCTYKIIHje MPOCTOPHOT 00jeKTa Ce 3aCHUBA, HA 00e/Ie2KaBakBY Ta4aKa y MPOjeKInjaMa KOje Cy CIUKE
ucTe MPOCTOpHE Tadke. Pemarmja m3mely mpojekiuja je mpojeKTHuBHA, A OHE y OMINTEM CJIydajy HHUCY IOBe-
3aHe MPOjeKTUBHUM NpecirnkaBameM, Beh Ha Heku apyru Hadmd. [lokasyje ce ma mocroju 13B. GyHdamermanina
MAMPUUG IBEjy MPOjeKIuja 33 KOjy BaxKU 1a je " Fx = 0 ako u camo Cy ® KOOpJIMHATE CJIMKE y IIPBOj, & &’
KOOPJWHATE CJINKE y JIPYTroj MPOjeKIuju mucre nmpoctopre tauke X. IloTpeOHO je ycrmocTaBUTH KOPECIOIEHITH]je
CBUX Ta4aka y MpOojeKImjama 1a Ou ce W3BpIIUIa PEKOHCTPYKIWja mesor objexra. Ilokasyje ce ma je morpebHO
00eJIeXKUTH CJIMKE y MPOjeKIujaMa 33 KOHAYaH OpOj MPOCTOPHUX TadakKa Ja O ce yCIIOCTaBUIIa KOPECIOIEHIIN])a
CBHUX Tadaka y mpojekiujama. U3 momenyTe yHIaMeHTaIHEe MATpHUIie je moroMm moryhe mohm mo marpuma ka-
Mepa KOjuMa, Cy Ipojekiuje mo0ujeHe, Kao W 70 IMOJ0XKAja Tadaka y IPOCTOPY dHje ce CAWKe Haja3e y IBeMa
[IpOjeKIujaMa.

ITokazyje ce ma Tako moOHMjeHA PEKOHCTPYKIMja CE€ O CTBAPHE PA3JINKYje 3a MpPOjeKTUBHY TpaHchOpMAIjy
MpoOCTOpa, Tj. MmOCTOju oxpeljeHa MPOjeKTHBHA MCKPUBJHEHOCT, WU OUCTOP3Uje y TOOMjEHO] PEKOHCTPYKIUjU
KOjy Tpeba emmvunamMcaTH. Y DAy Cy HABEIEHE METOe WCIPAB/haiha PEKOHCTPYKIHjE 0 Mempuyke, ¥ KOjoj ce
npocTopHu OOjeKar pa3juKyje O CTBAPHOI 33 HEKy TpaHc(OpMalujy CAUYHOCTH MpocTopa. luaBHy yiory y
UCIPABIbAbY UIPAJY CAUKG OECKOHAUHO daseKke PAGHU W T3B. GNCOAYMHE KOHUKE HA HO)].

Y upBoMm norsiaBsby je mara Kiacudukanmja npojeKTUBHUX IIPECJMKABAMHA PaBHu u npocropa. Hasexeno je
IUXOBO JIEjCTBO HA TaUKe, MPaBe, PABHU M OCTAJIE TeOMeTpHjcke o0jekTe. AHAIU3UPAHO je BUXOBO , HETIOKEJHHO “
JIejCTBO, TaYHUj€ AUCTOP3MUja KOjy MPECINKABAHA MIPABE U FHEHO E€JINMUHUCAHE.

Y Apyrom morsiaBiby Cy HABEIEHU MOJETH KaMepe, Kao M BUXOBO JIEjCTBO HA reoMeTpHujcKe objekre. Anamm-
3WpaHU Cy MapaMeTpu KaMepe, Kao U HUX0BO ofapehuBame u3 MpojeKIirja JOOHjeHUX HOM.

VY rpehem morsiaBby je AeTabHO AHAIM3UPAHA PEKOHCTPYKIMjA [POCTOPHOr 00jeKTa U3 HErOBUX PABAHCKUX
MPOjeKIMja, Ka0 W PEKOHCTPYKIMja MATPHUIA KaMepa KOjuMa Cy npojekiuje mobujene. Hapemene cy Teopujcke
OCHOBE YCITOCTaBJ/baIha BE3€ JIBE]y MPOJEKIHja, KA0 U aJIrOPUTME 33 padyHame Pyndamenmanre mampuue F nsejy
npojekmmja. /lara je dpopmysia 3a oapehuBame MaTpuiia KaMepa, 3a mo3uary gyndamenmanny mampuyy F | Kao
U aJIrOPUTaM TPUAHTYJIAIKje IPOCTOPHUX Tadaka. AHaIU3UpaHa je BULIIE3HAYHOCT PEKOHCTPYKIH]e, U IPUKA3aHe
Cy MEeTOJIe 3a eJIMMUHNCAILE IPOJEKTUBHE JUCMOop3uje i KOHCTPYUCAbE Iy He PEKOHCTPYKIIUje IIPOCTOPHOLr 00jeKTa.

Texkcr ce 3acHmBa y mo6poj Mepu Ha Kibu3sn |1, rae ce mory mpomahn momarne nHOpMaImje 0 OBOj TEMU.
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I'maBa 1

IIpojekTuBHaA mpec/iMKaBama

1.1 TIIpojekTnBHA mpec/inKaBalkha PaBHU

Hamnomena: y majbeM TEKCTY Ce MO/l paBHU TOAPa3yMeBa MPOjEKTUBHA PABaH J00MjeHA J0JABAHEM €YKJINIKO]
paBHE OeckoHa4HO Jasieke npase. [lox mpocropom ce mojpa3yMeBa NPOjEKTUBHU IIPOCTOD, JOOMjeH [10/1aBatbeM
e€YKJIHUICKOM TIPOCTOPY OecKoHaYHO maseke paHu. leramu ce mory Hahm y Kibu3n

Hedurumnuja 1.1. IIpojekTBHO IpecIMKABAEK-€ PAaBHM j¢ MHBEP3UOUIHO IpecaukaBame h : P2 — P?
KOje UuyBa KOJUHEAPHOCT TAUAKA.

Ckym CcBUX MPOjEKTUBHUX MPECIUKABAKBA je Tpyma. JloKaxkKumo OMTHY KapaKTepw3alujy MPOjeKTUBHUX IIpe-
C/INKaBamha PABHU:

Teopema 1.1. Hexa je H mecmurynapaa Marpumna ¢gopmara 3 X 3. JImHeapHO mpeciukaBame OaTO
(popmyIOM
' = Hz, (1.1)

rie cy T KOOpIMHATE HeKe Tauke y paBHu P?, a ' KOOpAUHATE H.€He CIMKE Ae(UHHUIIE IPOjeKTUBHO
IpeCINKABAK€ IIPOjeKTUBHE paBHU P2,

Jloxaz: Hexa Tauke T, T2, 3 € I, 7. ITx; =03ai=1,2,3. Kaxo je H HeCUHI'yIapHA MATPHULA, IOCTO]H
H~! ma nperxomy jemmakxoct mMoskemo ma samumenmo kao 1T H 1Hx; =0, tj. (H-Tl)T Hx; = 0, mTo 31aun
na tauke x; = Hx,; neske Ha IpaBoj umje Cy XOMOTEHE KOODIMHATE H-Tl. Ilakse, mpeciukaBame IaTo Ca
(1.1) wysa rommmeaproCcT Tavaka, ma je 3aTO IPOjEKTUBHO. O

[Tomenumo ma Baxku u 0OpaT MPETXOAHOT TBphEra, HAWMe 33 CBAKO MPOjJEeKTUBHO MPECINKABAKE PABHU TIO-
CTOju HeCWHTyJapHA Marpuna H Koja moBe3yje KOpAWHATE CJNKA U OPUTHHAJMA Ka0 y HDOpMysIn . Jokas ou
IOAPa3yMeBao yBoheme MPOjeKTUBHUX KOOPAMHATHUX CHCTEMA y PABHU OPUTHHAJA W CIUKE, W YCIOCTABJHAIHE
onrosapajyhe Be3e Kojom b6ucmo gomn g0 marpurie H. Hehemo ra meraspruje nHaBoauTw.

IIpumep 1.1. Ako 3a YeTHpu Tauke y PaBHU, Y CJI00OAHOM IOJIOKA]y (HUKOje TPU HUCY KOJIUHEADHE)
“MaMO BUXOBE OPUTMHAJIHE KOOPAMHATE M KOODAWHATE y PABHU CJIMKE, MOKEMO [a OIpenuMo marpuny H
oarosapajyher mpojeKTUBHOT MPECINKABAMA [0 HA KOHCTAHTY.

Marpuna H nma 8 me3aBucHux mapamerapa koju je oxpebyjy (kako je popmarta 3 X 3 uMa UX yKYIHO
9, amu MmuHyc 1 360r XOMOTeHe pempeseHTanuje). 3aTO je MOTPEOHO MOCTABUTU YKYIHO 8 JMHEAPHO
HE3aBUCHUX YCJIOBa, na Ou marpuna H 6una mormyuo onpebena. KoumkperHo, Heka je

hii hi2  his
H=| hat ha hos |, (1.2)
ha1  hz2 hsz

nHEKa Cy & = (21, %9, 23) n &’ = (2}, xh, T4) KoOpIMHATE OPUTUHAA U CIUKE HEKE TAYKE MPOjeKTUBHE DABHMU,

tj. ' = Hx. Hera cy omrosapajyhe roopmunare y JleKapTOBOM KOODAMHATHOM cucteMmy (,y) = (;—;, i—g)



4 I'VTABA 1. IIPOJEKTHUBHA IIPEC/INKABAHA

’ ’
T, T

u (2',y) = (E’ Li) Tana je 3aI0BOJLEHO:
o = o) humi +hisxa +haswy ™ hnw+hiy+his , howx + haoy + hos

- ry T aM - .
xh  hg1x1 + hsowa + hasxs ™ hg1x + haoy + hss Y hs1z + h3ay + hss

NI €KBUBAJICHTHO,

&' (hs1x + hsoy + has) = hi1z + hioy + hag (1.3)
Y (ha1z + haoy + has) = ho1x + haoy + has.

Axo 3a weTupu Tauke y CJIOOOMHOM TMOJIOMKA]Y 3HAMO KOODIAVHATE HUXOBUX OPUTUHAJA U CIUKA, 32
CBaKy O BUX MOKEMO Aa popMupamo no ase jennauune obiuuka ((1.3) y kojuma cy HemosHaTe KOMIIOHEHTE
marpune H. Kako 6ucMo Tana mManm yKyoHO 8 jenqHAUYMHA HEIO3HATE MOYKEMO Ia OOPENMMO KAO Pellene
TOTI' XOMOT'€HOT' CUCTEMA jeTHAUMHA. A

Kako nmpojekTuBHa TpeciuKaBama UyBajy MHIMICHIM]Ee Tadaka W MPaBUX, OHA fie mpaBe CJAUKATH y MpaBe a
KoHHKe y Konmke. Hapemrhemo ¢opmyne oarosapajyhux mpecinkaBamba y HAPEIHOj TEOPEMU:

Teopema 1.2. IIpu npojeKTUBHOM NpeciaukaBamy Tadaka ¢ = Hz:

(i) mpaBa ca xoopauHaTama l ce camka y mpaBy ca koopmuHaTama I’ = H~Tl,

(i4) kpuBa gpyror pena uuja je marpuna C ce ciamka y KpuWBY ADPYror pexa uuja je marpuna C' =
H-TCH™!,

(iii) kpuBa Apyre EKiace umja je matpuma C* ce ciuka y KpUBY Apyre Kjace umja je marpuma C*' =
HC*HT.

Joxas:

(i) Hoxrazano y teopemu [1.1]

(i) Tauka ca XOMOTeHMM KOODAMHATAMA ¥ KOja NMPUMana KPUBO] APYTOr pena umja je marpuna C 3a-
nosomasa ! Cx = 0. Kako Baxm © = H 'x’, rme cy T’ KoopaumaTe McTe Tadke y CJIUIHA, TO je

_ _ T - _ .
0 =x"Cx = (H'2)TCH '’ = o H-TCH 'z', na moxemo ma 3akmydnMmo ma oarosapajyha
CJIMKA Tauke ca KOOpIUHATAMa & IPUIALa KPUBOj APYTOr pexa umja je Marupna jemaaxa H - TCH L.

(#31) TIpasa ca xoMoreHmM KoopmumHaTaMa l Koja mpumana KpuBOj ApyTe kKjaace duja je marpunma C* 3a-
nosomasa 1TC*l = 0. Kakxo Bawu | = H'l', rme cy I’ koopauHaTe mcTe mpaBe y CIUIMA, TO je
0 =1TC*l = (HTIYTC*HTl = l’THC’*HTl’, ma MOMKEMO Ja 3aKbyduMO na oaroBapajyha ciuka
mpaBe ca KoopamHaTaMa | Ipumana KpUBOj Apyre Kaace umja je mMarupna jemHaxa HC*HT. (]

1.1.1 Knacudukanuja mpojeKTUBHUX IIPECIANKABAKHA PABHU

VY oBoj moacexIyju heM0O HaBECTH OCHOBHA CBOJCTBA I'PYyIMe MPOjEKTUBHUX ITPECINKABAMKA, KA0 U HEKUX Hhe-
HUX OnTHEX noarpyna. Ommra nuHeapra rpyna je GL(n) = {A € M, (R) | det A # 0}. Axo je R* = R\{0},
OpojeKTUBHA JinHeapHa rpyna je kojmuguudku ckyn PL(n) = GL(n)/R* uuju cy esemenTu Kiace pesalyje eKBu-
BaseHnuje Hag Marpunama (A ~ B & (3k € R*) A = kB).

Ipyma npojexmuenux npecaukasana pasru je rpyna PL(3). Bpso BaxkHa moarpymna oBe TpyIre je zpyna
afuHuz npecaukasana paeHy IUjI eIeMeHTH onrosapajy Marpunama u3 GL(3) uuja je nocrenma spera (0,0, 1).
Bpno 3nauajue moarpyme rpymne ahuHUX TMPECTUKABAGA PABHU CY 2PYNa U30MEMPUja PasHU, TUjH eTeMEHTH
0/IrOBapajy MaTpHUIlaMa 4uja je joll ropiba, JeBa 2 X 2 moJAMaTPUId OPTOIOHAIHA, KA0 U 2PYNG CAUYHOCTIUY PABHU
YUjU €JIEMHTHU OJrOBAPajy U30METPHUjaMa y3 JI0JJATHO CKajaupambe. FbuxoBe KapakTepuCTHKe Cy HaBejeHe y Tabesin

In!



1.1. IIPOJEKTHUBHA IIPECJINKABAA PABHU

r a ITucrop3uja .
byn Marpumna Top3u) NuBapujaure
IpeCcJAVKaBama KBaJpara
IIpojekTusHa ‘
hi1 hi2 his KOHKYPEHTHOCT, KOJIMHEAPHOCT, TBOPA-
[IPECIUKABAHA :
ho1  hos  hos r 3Mepa, KpuBe Jpyror pejaa (cse cy jej-
h h h [ HaKO TPEeTUPaHE
8 cremnenu caoboe 31 32 33 [ petupaiie)
-
Adua a a t Q apaJeHOCT, pa3Mepa Ha MpaBoj, bec-
NpecTuKaBamba 11 12 lz p » P p paBoj,
a1 G2ty . KOHAYHO JaJIeKa MpaBa, KpPHUBE JIPyror
0 0 1 e1a (CBaKy IOHA0COO
6 cremenu cyioboe J peza y )
CinunocTu secosf) —ssinf t, I:[ A3MEDA. VORI, THDKVIADHE TadKe
sesinfl  scosf i, ?_ (1pi,0)yT 1/1 J’—Lzlp—}i/ O)I)T
4 cremena ciobome 0 0 1 A R
Uzomerpuje ecosf) —sinf t, Q
esing cosf t, JIy>KUHA, TOBPIITHHA
3 cremena ciaobome 0 0 1
Tabemna 1.1:

T'eomerpujcka cBojcTBa rpyna npeciankasama pasHu. Ilox cremennma ciobozme mogpa3ymeBaMo 6poj
HepaBuCHHUX mapaMerapa marpune. Marpuna A = [as;] je mecunrynapra marpuna dopmara 2 X 2, 6 je yrao poranuje,
(te,ty) je BeKTODP TpaHCHanuje, s je KoeUIMjEHT CKIANparbha, a ImapeMerap e y3uma speasoct 1 [-1] y ciaydajy aupexTHOr
[mampexTHOT| MpecsmkaBama. [log mucTopsmjom KBazparta moapasymeBamo edekaT Koju omrosapajyha rpyma mpecsm-
KaBarma OCTaB/ha HA meroB obsimk. Kounkpermna tpanchopmanmja y Tabenm MOXKe [a HANIPABHU JUCTOP3U]y HAIOMEHYTY
y oaroBapajyhoj BpCcTH, ajm U CBe OCTaJje IUCTOp3HUje Hike o1 e y Tabesm. Koumkperna Tpanchopmarmja y Tabenmn 3a
WHBapHUjaHTe WMa OHE HAIIOMEHyTe y OAroBapajylioj BpCTH, aium u CBe OCTajie MHBAPUjAHTE U3HAJ e y Tabesn.

Cnuka 1.1: Oucropsuja cnuke. Cruka noza monsioganor ksaaparauM wogntava. (a) Ciawanoct: Moxe ce pehn na
j€ TIpecIMKaBarbe KOJUM je TIOJT YCJTMKAH MTPECIMKABAThE CIMIHOCTH, ¢ 003upoM fa je 06mK KBaapaTa cagysan. (6) Adwuno
npecaukaBame: Kpyrosu ce Buje Kao eJUICe, MpaBe KOje Cy OPTOTOHAJIHE y CTBApHOCTH, y ciauiy uHucy. Ouqysana je
pesranyja napasennoctu upasux. (B) IIpojekTuBHO mpecimkasamwe: 1lox je yCauKaH HEPCIEKTUBHEM IIPECINKABAHEM.

IIpaBe koje cy y CTBapHOCTH TIapaJesiHe, y CJIUIU Ce CEeKY, Tj. HHje OUyBaHa pejallfja MapaJsieJHOCTH mpaBux. lliouwnie
Koje cy OsimzKe TIeHTPY MPOjeKTOBaka Cy W KPYIHHje, HAKO Y CTBAPHOCTU HUje TAKO.

1.1.2 AdwuHa u npojeKTuBHA AUCTOP3Uja. Y KJamkamkhe MMPOjeKTUBHE AUCTOP3Uje.

[Ipu aduHOM, U yomIITEe TPOjEKTUBHOM MPECIUKABAY J0JIA3M 0 AUCTOP3Uje MPECTUKAHOT 00jeKTa y CJIHIIH,
JI0 IErOBOr U3BECHOr Kpueibewa. Ha npumep, ciuka [[.Ila noza npecimkana adunom rpancdopManmjom
ce uau Ha caun [1.116. Kpyrosu cy ,uCKpuB/beHn® Tako Ja ce cala BHAE Kao eJHUICe, JOK Ce KBaJDATH BHIE

Kao napasesorpamu. llomenyry nucropsujy mHasuBamo afurom ducmopsujom, jep je HacTajia NPUMEHOM aduue
Tpaucdopmanmje.

Tj.
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Teopema 1.3. IlpojekTuBHaA TpaHChOpMAIMja PABHU je auHA aKO U CaMO akO (GUKCHUpa OEeCKOHAUHY
npaBy umje cy koopmuuaTte Lo, = (0,0,1)7.

Zloxas: Herka mpojekTuUBHO TpeciuKaBame paBHU uMa Mmarpurly H, obauka kao y tabenu [1.1] Becko-
HayHa mpaBa he GUTH PUKCHA TPU TTOMEHYTOM IIPECIUKABAIY aKO M caMo ako je loo = H Tl Tj. ako u
camo ako je HTly =lo, Tj. hzy = 0,h3s = 0 u hy3 = 1, mTo je eKBUBAJEHTHO ca TuM na je H marpuma
a(UHOT IpECIMKaBabA. O

Aduna rpancdopmanuja 6eckonauny npasy He DUKCHpaA TauKa-Mo-Tadka, Beh mepMmyryje Tadke Ha B0j (m0-
ce6ro ase tauxe I = (1,7,0)7 u J = (1, —4,0)” momepa m3 ocHOBHOT TIO/I0¥Kaja), B W3Meljy OCTAJIOr TO MepMyTO-
Bambe y3poKyje momenyTy jgucrop3ujy. O tome he GuTu Bullle pedn y HAPEIHUM MOACEKIHjaMa, a cajaa hiemo ce
1103a0aBUTH [IPOjEKTUBHOM JUCTOP3UjOM U FHEHUM YKJIAHAHEM.

Cnnka a TIO/Ia. TIPECIIMKAHA, TPOjEeKTUBHUM (y OBOM CJIy9ajy TEPCIEKTUBHUM) MPECTUKABALEM CE BUIH HA
commm [[]e. Ilnounne xoje cy Gamike mocmarpady Cy KpyIHHUje Of OHHX Koje Cy BHIIe ynasbene. Ilapasenne
nuHEje Koje je moryhe younrn Ha Tekcrypu noza he ce ma comnu [I.1]B npecehin. IlomenyTy nuctop3unjy HasuBamo
npojexmuerom QUCmopaujom, jep je HacTama TpuMeHoM TpojekTuBHe TpaHcdopmaruje. OHa je mocaenuna Tora
WTO Cy Taduke ca GECKOHAYHE IIPaBe W3MEIITEHe M caja Cce Buae Kao KoHaune radke Ha camuu [LIls. Kako
[IPOjeKTUBHA IIPECIMKABAKbA YyBa]y KOJIMHEAPHOCT Ta4daKa, CjAuKe OECKOHAYHMX Tadaka he Ipuiajard CIulu
6eckonadne mpase. Cinky OGeckonadHe mpaBe ieMo Jpyratdmje 3BaTH NPABOM UULMEZAEAHE PABHU.

[IpBu KOpak y ykjamarmy IpOjeKTUBHE AucTop3uje 6u 6mo Bpahame cinke 6GeCKOHAYHE TTPaBe y HeH KAHOHCKHU
nosioxaj (0,0,1). Penumo na cmo upentudukoBaiu CIvKy GeCKOHAYHE NpaBe, W Ja OHAa MMa KoopauHare | =
(I1,12,13). AKO npumMeHHMO TIPOjeKTUBHY TpaHChOPMAIM]y YHja je MATPHULA HIP.

H, = 1 (1.4)

HA CJIMKY KOjOM pacrioyiaykeMo, beckoHauHa npasa fie 6utn Bpafiena y kanoncku mosoxkaj (0,0, 1), jep je, nmajyhin
y By Teopemy [1.2}(i), (0,0,1)7 = leiTl. [Iperxonna jeTHAKOCT je eKMBAJICHTHA jeTHAKOCTH Hp/T(O, 0,1)T =1,
YMjy TAYHOCT YyTBphyjeMO MupeKTHOM TmpoBepoMm. Tpeba obparutn maxmy na fie, ako mpasa I mpojas3u Kpo3
KOOPJIMHATHM ToveTak, Marpuna H,' 6utn cunrymapua, na oxa He nedWHHUIIE TPOjeKTUBHO MpECTUKaBame. Y
TOM CJTy9ajy MOKEMO y3eTH XayCXOJepOBy MATpUILY, HA HAYMH KaKO je objambeno y moaceknuju [3.5.1]

Kazma nmpumennmo tpancdopmarmjy 00e30eauIn ¢MO 3 ce 6eCKOHAYTHA TPaBa HAMA3W Y KAHOHCKOM II0-
aoxkajy (0,0,1). Caza 3HaMo Ja ce CJIMKa KOJOM PACIOJIaXKeMO O/ CTBapHe PAa3JIMKYyje 3a IPOjeKTUBHY TpaHcdop-
Manujy Koja ¢pukcupa 6eCKOHAYHY IpaBy, a TO je adpuHa TpanchopMaImja (TeopeMa, IITO je IEMOHCTPUPAHO
n ua caunu [1.2] Takie, MoxeMO J1a 3aKJbYIHMO Ja, Ka/[a yKJIOHIMO IPOjeKTHBHY JUCTOP3U]y HA IOMYHTH HAUMH
ocraje HaM jorrr aduHa nucrop3uja, Koje ce Tpeba Ha HeKW HAUWH permuTh. 11oCcToju HAYWH 12 ce HAMPABU W Taj
MOC/IEIEbY KOPAK, aJid MpPe Hero 00jaCHUMO KaKO, TIOMEHUMO HEKE METO/IE 33 UAeHTH(MUKOBAHE CJANKe DECKOHATHE
npase.

O,apele/IBaH,e IIpaBe uilnvYe3aBamkba paBHU

Ila 6ucmo onpemun CIuKy OECKOHAYHE MpaBe, JTOBOJ/HHO je /1 OApeanMo 6ap aBe pa3He Tadke Ha moj. 1o
MO>KEMO YPaJUTU HA BUIIE HAYUHA:

Jenan HauwH je ma y caunm uaeHTHUKYjEMO Map MPABUX Koje Cy y opuruHaay mapasenne. Kako ce taj map
MPaBUX y CTBAPHOCTU CeYe Yy jeIHOj TAYKU HA OECKOHAYHO JAJIEKO] MPaBoj, TO hie ce muxose ciauke cehin y caurum
Te Tauke ca OECKOHATHO JaJieKe npase, Kao Ha cauny [1.3]a.

Hpyru wauun (ciauka 6) je ma y caumu uaeHTHUKYjeMO IBe AyKW Ha MPaBOj YHjU OTHOC AyKUHA Yy
opurnaaay 3uamo. Hmp. Heka cy tauke A, B u C KonuHeapHe TadyKe 3a KOje 3HAMO OIHOC % = 7
Heka cy mwuxose camke y npojeknmju A, B’ m C’. TIpojeKTHBHO NpecianKapBame PaBHW WHIYKYje TPOjeKTHBHO
npecaukasame npase (A, B, C) wa npasy (A’, B, C"). Hama je uusb 1a 0ApeauMo TO pecaukaBambe. JIupekTHo y

d(A",B’ . . / . .
CJTATIA MOZKEMO U3MEPHUTHU OJTHOC W u HeKa je o jemHax ¢r. Ha mpasoj (A, B, C') MoykeMO y3eTH HPOjeK THBHH

n

KoopJuHaTHu cucreM y KoM tauke A, B u C umajy pemom xomorene koopauuare (0,1), (a,1) u (a + b,1).
Beckonauna tavka Ha TOj mpasoj he tama mmarn koopmumare (1,0). Ha mpasoj (A’, B',C’) moxemo ciuaHO
y3eTn KoopAuHaTHU cucteM y KoM Tauke A', B’ n C' nmajy pemom xoopaunare (0,1), (a/,1) u (¢’ +¥,1). 3a
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Hy

Chauka 1.2: Ykiamwame npojektusHe gucrops3uje. [IpojeKTHBHO Mpec/MKaBarbe y OIIITeM CIydajy CIuKa 6eCKOHATHY
upaBy leo paBHU 771 y HeKy KOHadHy npaBy ! paBHU 7r2. AKO KOHCTpyHIEMO IpeciuKaBame Koje he npasy | na Bpartu y
xaHoHcku nosoxkaj (0,0, 1), rpancdopmanuja Koja moBe3yje paBHE 71 U 73 je aduHA, HA OCHOBY T€OpeMe

a )

Chuka 1.3: MnenTudukoBame ciauke 6eckoHauHe npase. Cruka GeckoHawdHe IIpabe je oapehena HamarxkemeM IBe
Tauke mmrue3asama. (a) CBaka Tauka mimyesaBama je ompelheHa y peceKy C/IMKa MPaBhX KOjeé Cy OPUTHHAJY TapaJsiesTHe.
(6) Ceaka Tauka wnraesasama je onpeljera Ha OCHOBY MO3HABAMA OPUTHHAJIHOT OIHOCA Iy KWHA JTy?KU Ha, yOUEHO] IIPABO].

HaBeJleHe KOODJWHATEe MOXKeMO na onpenumo marpuny H € Ms(R) mpojeKTHBHOD TpecinKaBamba MpaBe Koja
ciuka KoopauHare ravaka (4, B,C) — (A, B',C"). Tazna he cimka Geckonaune rauke npase (A, B,C) umarn
koopauaate ' = H(0,1)T.

1.1.3 HwmpkynapHe Tayke. KoHUKa Aya/iHA NUPKYJapHUM TadKaMa.

Hedbununmumja 1.2. Taure I = (1,4,0) u J = (1,—4,0) cy KOHjyroBaHO KOMIUIEKCHE Tauke OECKOHAUHE
npase lo,. 30BeMO UX MUPKYJIAPHUM TauyKama.

IIpon3BosbaH KPYT y PaBaHW Ca NEHTPOM (Cg,C,) W TIOMYTIPETHAKOM T 3aJaT je jemnadunmnoM k @ (x — c;)% +
(y —¢y)? = r?, mm y xomorennm Koopimmatama (z = L,y = 22) k@ (21 — cuw3)® + (22 — ¢yw3)? = a3’
Hupexraom 3amenom I u J y mocieamy jemHaduny Kpyra 3aK/bydyjeMo Ja My HOMEHyTe Tadke IPUIIaIajy.

Jlakie, mpou3Bo/baH Kpyr cede beckoHadHy mpaBy y Tadkama I u J. 3aro uX v 30BEMO MHUPKYJIAPHAM TAYKAMA.

Teopema 1.4. [lupkynapue Tauke I u J cy QuKCHe Kao CKyI IPU NPOjEKTUBHO] TPAHCPOPMAIU]U, AKO
1 CaMO aKO je OHa TpaHC(HOpMAaluja CIUYHOCTU.

Jlokas: =) Hera je H maTpuia 0pojeKTUBHOT IIPECINKABAKA, KA0 ¥ Tabenn . Pemasamem maTpuyume
jemuaunae HI = M, A € R mo H 3akmyuyjemo na je hias = —hoy, hi1 = haos 1 hgy = hgs = 0, a Tume
hss # 0 (umaue je H neremepucano npeciukaBame). Kama marpuiyy H moOMHOKUMO ca h%’g, nMaMo Ja je

Vhii+his

BEeHA Iopm’ma JeBa 2 X 2 MOoAMATPUIlA OPTOTOHAJHA MATPUIA MOMHOKEHA CKJIAPOM hay 0 & Ja je meHa
nociemma Bpera jemmaka (0,0,1). lakme, marpuna H je maTpuma mpecimkaBama KOje jeé CIMYHOCT, HA
ocuoBy tabeue [I.1] Tpeba manomenytu camo na je HI =1 < HJ = J.
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Cunmuno ce morasyje na, kazna je HI = J, H je marpuna mpecinkaBama KOje je CIUYHOCT, Ay WHIU-
pektHa, Tj. e = —1 (Tabena .

<) Axo je H marpunma HEKe CIMYHOCTU, AUPEKTHO ce nokasyje na sBaku HI =T uw HJ = J

KaJa je MOMEHYyTa CIMYHOCT mupekTHa, ogqHocHo HI = J u HJ = I kana je uHOUpPEKTHA. (|

Hedununuja 1.3. Konuka uuja je marpuma C% = IJT + JIT je neremepucana KpuBa ApyTe Kiace.
3sahemo je KOHMKA ayasiHa MUPKYJIAPHUM TauyKaMa.

Kpusa npyre kiace je ckyn npaBux. AmCoyTHa KOHHKA je KPUBaA JIpyre Kjace KOjy 4mHe cBe mpase Kpo3 I
u kpo3 J. Oupeaumo mweny Marpuiy,

100
Co=IJ"+JI"=| i |[1 =i O]+ | =i |[1 i 0]=2]|0 10
0 0 000

Lnenano nan R, I = (z,y,2) € Ci, & 2> +y> =11 = (v,y,2) = (0,0,1) = L, Tj. 01 CBUX MpaBUX KOje
upunanajy C%, camo je lo, peanna, a ocraje cy KOMILIEKCHE.
Hapeana Teopema je qupekTHa MOCTEINIA TPETXO/THE.

Teopema 1.5. Konura CZ je puxcHa Ipu NpOjeKTUBHOM NPECIUKABANLY aKO U CaMO aKO je OHO CIINY-
HOCT.

WuTepecanTHo je mpuMeTuTH 13 ce OeCKOHAYHA MPaBa Lo, HATA3K U y JIEBOM U y IeCHOM je3rpy marpuie CX .
To je u 3a ouekwBaTH, jep OECKOHAYHA TIPABA MPUMAIA U TpaMeny Tauke I u mpameny tadke J.

Beckonauna KoHIKa Urpa OUTHY YJIOTY ¥ padyHamy YIIOoBa KOjU JBE MPAaBe 3aKJIAMNajy, IMTo he OUTH JeTabHIje
00jaImheHo y HAPEIHO] MOACEKIIH]jH.

1.1.4 TIlIpojeknuje yrijosa

Yrao usmely JBe mpaBe MOXKEMO Ja OAPEAMMO IPEKO CKAJAPHOr MPOM3BOZA HUXOBUX BEKOTPA HOPMAJa.
Hauwme, ako umamo ase npase uuje cy koopaunare I = (Iq,1l2,1l3) u m = (mq1,ma, m3), bUXOBU BEKTOPU HOPMAJIA
he pegom Guru (I1,l2) u (M1, ma), a KOCHHYC jeJIHOI O YIJIOBA KOj€ T€ IPaBe 3aKJialajy:

l1m1 + lgmg
V(I +B3)(mi +m3)

,IIpobem“ ca MpeTXomHUM M3pPA30M je MTO Huje NpojeKTHBHO (a Hu aduno) uHBapujanTan. TauHuje, ako
IIOMEHYTe TIpaBe MPEeCIuKaMO HEKOM IpOjeKTUBHOM TpamcdopManujom H, mojaBuhe ce mpojeKTUBHA IUCTOPHja U
nobuliemo npase ca koopauuarama I’ = H Tl u m’ = H~T'm koje he 3aKk1amnaTy HeKd IPyru yrao, PasimauT O
opurunassor. Mefyrum, ako y upojekuuju oxpenumo ciauky on C% (KOHUKE JyasHe HUPKYJAPHUM TayKama) Ha
OCHOBY KOODJIMHATA JIBEjy TIPaBa y CJAWIIN MOXKEMO Ja M3pavdyHaMO yrao KOji 3aKjamnajy oaropapajyhn opurunamn
mo dbopmysin:

cos<((l,m) = (1.5)

T
U-cr'm

Vet oy m)

cos<((I,m) = (1.6)

Nwvajyhn y euay na je C* xpua Apyre Kiace, oHa ce (mo Teopemu [1.2) mpy NMpojeKTOBHOM MPECINKABALY
cuka y kpuBy umja je marpuna C*' = HC* H T Kaxo kOHEKA JyajHa IMUPKYJIAPHEM TaUKaMa y KAHOHCKOM
nosiozxkajy 3a Marpuiyy nma C% = diag(1,1,0) nmamo,

rter'm/ B (H-T)THC: HTH Tm B
\/(l/TC;o/l/)(m/TC;o/m/)  V(HTYTHC HTH-TI)((H-Tm)THC_HTH Tm)
B I7C:m B
V7O (mTCm)
= cos (I, m).

CyMupajMo MpeTxomHO TOKA3AHO ¥ HAPEIHO] TEOPEMHU:



1.1. ITPOJEKTHUBHA IIPEC/INKABAIA PABHI 9

Teopema 1.6. Kana mpeHTu(urkyjeMo CIUKY KOHMKE IyaJiHE IVPKYJIAPHUM TadKaMa y IIPOjeKIuju,
yrao uaMmeby nBe mpaBe y OpUTMHANLY MOKEMO Oa M3MEPUMO HA OCHOBY IHBUXOBUX CJIUKA y IMIPOjEKIUju
no ¢popmynu ((1.6). Tarxobe, mecum uspas y jemmarxoctu ([1.6]) je mpojeKTMBHO MHBapWjaHTaH, Tj. AaKO
IPUMEHNMO HEKY IPOjeKTVBHY TPAaHCHOPMAIWjy Ha IPOMEHJ UBE KOje (UIypUIly, BPEIHOCT M3pa3a ce
nehe mpoMenuTH.

ITpumep 1.2. OnHOCU Ay:KUHA Y OPUTUHAJIY Ce€ MOTY PadyHATH HA OCHOBY IpOjekunuje, ako je oapebheno
C*.'. ¥Yaumumo tpoyrao a'b’c’ koju je mpojekTuBHA camka Tpoyraa abc (ciamka Kopucrehu ((1.6)) un

ciauke npasux onpebenux temenuma I = a’ X b, m' = x a’ u n’ = b x ¢ moxmemo ompemuTu cosa u
. dbec) _ sina
cos 3, a IPMMEHOM CHHYCHE TeopeMe M OJHOC Ay*uHa CTPamMma Tpoyria abe: s = Shg. A

a b

Cnuka 1.4: Oapebusame ognoca ay»>kuna. Axo y cumu Tpoyria abe 0apeauMo CIMKY KOHUKE AyaJTHe IMUPKyTapHuM
TadKaMa, MOXKeMO Ja OJPEJUMO OJHOCE OPUTHHAJIHAX Iy KWHA CTPAHUIA TPOYINIA, KAKO je objammseno y npuMepy [.2]

Hapenna reopema je mupexrna nocaeauna reopeme [1.6]

Teopema 1.7. IlBe mpase uuje cy koopaunHate | 1 m cy OpTOrOHAJIHE AKO U CAMO aKO Cy HUXOBE CIUKE
. . T
KOHjyTOBaHe y OMHOCY HA CIWKY KOHUKE JyaJiHe IUpKyJIapHuM Tadukama, Tj. 1" C*'m/ = 0.

1.1.5 VYkiaamame adpuHe AUCTOP3UjE

Bparumo ce caja Ha yKIamame AUCTOP3Wje y CJIMIHN, OJHOCHO MCIpaBibame ciamke. Y moacexnuju [1.1.2] je
OMJI0 pedur O yKJamamy MPOjeKTUBHE AUCTOp3uje UAeHTU(DUKOBAKHEM CIINKE OeCKOHa4HE mpaBe y cauru. llpm
BEHOM IIOCTaB/balby Y KAHOHCKH I10JIOXKA] J0JIa3H JI0 eJTMMHUHAIIM]je TPOjeKTUBHE JUCTOP3Uje, alld U JIajbe MOCTOjU
aduna guUCTOP3WUja.

Amnasiorno ce Bpiu ykiamamwe u adpune pucropsuje. OHO ce 3acHUBA HA MIEHTU(DUKADY CJIUKE IUPKYJIap-
HUX TaYaKa (UM CJIMKE KOHUKE JAyajHe IUPKYJAPHUM TAaYKaMa,) U HbUXOBUM MOCTAB/HAHEM Y KAHOHCKY TI0JIOKA)]
(1, £4,0) na GeckoHauHO Haiekoj mpasoj. Kaaa 6MCMO TO IPUMEHU/IM Ha HAIy MPOjeKIu]jy, oHa he ce 0 Opuru-
HaJIHE CUTYaIlfje PA3IUKOBATH 33 MMPOjEKTUBHO MPEC/INKABAKE PABHU KOje (puKcupa ImupKy/aapae tadke. Kako je
y Teopemu MMOKAa3aHo Ja je TakBa TpaHcdopMmalija, TpancGopMalnja CIHIHOCTH, TPOjeKInjy KOjOM PaCIo-
JlayKeMo jorr camo Tpefa 3yMUPATH WJIA IPECIAUKATH HEKOM M30MeTpujoMm ga 6u 6uiia uieHTHIHa OPUTHHAIHO].

Kako he Tama konmka ayasnHa IMUPKY/JIapPHEM TadKaMma OUTH y CBOM KaHOHCKOM IIOJIOXKAjy, YIJioBe m3Mmehy
MPaBUX W OIHOCE JAYXKWHA MOYXKEMO JIa MEPUMO JIUPEKTHO Y MPOJEKINjU KOjOM PACIIOIAZKEMO.

[naBuu KOpak y ykjamamwy aduHe aucTop3uje (Wau NpojeKTuBHE U aduHe 3ajeH0) NpeacTaBba uaeHTuhu-
koBame C*.'. Kako je C*.' nupekTHo noseszana ca yriosuMa usMmely mpasux, To MOKEMO HCKOPUCTUTHU 34 HEHO
Hanaxkeme. [IpeTmocraBuMo fa y CaMnm MOXKeMO 1a niaeHTHhUKYjeMo aBe pase ca koopauaarama I’ m m/ xoje
Cy y opuruHajy oprororHanre. Taza he, Ha OCHOBY Teopeme OHE MOCTABJHATH JIMHEAPAH yCI0B I/ TCgo/m’ =0
onpebhenocru CF./. Kako je KOHHKa y paBHHU IIPeJICTaB/beHa CHMETPUYHOM MATPHUIIOM dopMaTa 3 X 3, OHa HMa
5 He3aBuCHUX TapaMerapa (YKYITHO IIECT, ajd MUHYC jeJaH 360r XOMOreHe penpe3eHTanuje), ma je mOTpeGHO
MTOCTABUTH 0ap 5 JTUHEAPHO HE3ABUCHUX YCJIOBA A OMCMO je OIpeaniin.

Tpeba namomenyTn na ycaos onpebenoctu CZ' MOXKeMO TOCTABUTH W aKO y CJIUIU HIEHTUDHKYjeMO JIBe
npase 3a Koje 3HaMO KOju yrao y opurunaty 3aknamnajy xopucrehu reopemy [I.6] Taj yrao me mopa Gurm npas,
U TaJa jeJHAYMHA KOja MOCTaB/ba MOMEHYTH YCJIOB He MOpa OMTH JinHeapHa, Beh KBaJparHa. 3aTo TAKaB METOJ,
Tpeba m3beraBaru 300 3HAUAJHOI KOMILIMKOBAHA Y PadyHy IIPHU PeIlaBamy oaroBapajyher cucrema jemHadmHa.

Hakon nasrarkema MaTpuile KOHUKE /IyaJHe HUPKYJIAPHUM TadkaMma Tpeba Halinm npojeKTUBHO HPECIUKABAE
koje lie je mocTaBUTH y KAHOHCKW MOJOXKa] M THME ,ucnpasutn cauky “. Vmajyhn y suxy teopemy [1.2] marpuna
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TOT mpecanKaBama he 6mtn marpuia H, kKoja 3a10BO/baBa

= H,C}'H].

S O =
o = O
o O O

x !/

Marpnmy H, moxemo oxpemntn mpumenom SV D amropmtma Ha marpuiy CZ°, rae 6McMo je m3pa3mianm Kao
Udiag(1,1,0)UT rne je marpura U oproronanna. Tana he H, 6uru jemmaxo U7,

OsBaj mocrymnak ce MOKe NIPUMEHUTH HA NPOjeKnnjy ca aduHOM Kao M Ha IPOjeKIUjy ca MPOjeKTHBHOM -
crop3ujom. Fbume nupkysiapHe Tadke IOCTaB/HAMO y KAHOHCKM 1moJioxkaj (1, +4,0), a Tume u camy GecKOHAYHY
upasy (y ciydajy 110CTOjatba [IPOjeKTUBHE JUCTOP3Uje Ka/la je OHA U3MeIlTeHa u3 KaHoHckor noJoxaja (0,0, 1)).
Edekar koju ce mocTuke je yKaamame CBaKe AUCTOP3Uje, HAPABHO 10 Ha TpaHchOpMaIujy CANIHOCTH.
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1.2 TIIpojekTuBHA mpec/iMKaBamba IIPOCTOPA

Cm9HO Ka0 U MPOjeKTUBHO MPECUKABAHE PABHU, Je(DUHUIEMO MPOJEKTUBHO IIPEC/INKABAHE MIPOCTOPA
KA0 HHBEP3UOUIHO mpeciukasame h : P2 — P3? koje 4yBa KOMHHEAPHOCT Tadaka. AHAIOTHO CHTYAIUjH ¥ PABHH,
HOKazyje ce Jja, ako yBeAeMO KOOPJAMHATHH CHCTEeM IIPOjeKTUBHOI HpocTopa P32, mocroju HecHHryiapHa Marpuua

hii hi2 hiz hig
hor  haa  haz  hoy
hai haa hsz hzs
har hag haz  haa

TaKBa Ja je
X' =HX

re cy X = (X1, Xo, X3, X4)T u X' = (X7, X}, X4, X})T xomorene xoopanHate opuruHaia i cauKe TPOU3BO/bHE
Ta9YKe IPHU MOMEHYTOM MPOjEKTUBHOM MPECIHKABAILY .

Mozxkemo fa npuMeruMo 1a je MaTpulia IPOjeKTUBHOT pecjnkasana ofpeljena ca 15 He3aBuCHUX mapamMerapa
(yxyuno ux uma 16, ajnu pauyHamMo MUHYC jenad 300r XOMOI€HE pelpe3eHTaluje).

Teopema 1.8. IIpu mpojekTuBHOM TIpeciankaBamy Tadaka X = HX pasaH ca KoopamHAaTamMa 7@ ce
ciuKa y paBaH ca xoopmuHatama H 7.

Jloxas: TlpousBossHa Tauka ca KoopauHaTaMa X MPUIALa PABHU Ca KOODAMHATAMA T aKO U CAMO aKO
je samoBomeno XTm = 0. Kaxo je Baxm X' = HX, mvmamo (H'X)T'mr =0, 1j. X'H Tw =0, na
MOKEMO 4 3aKJbYyUMMO ma he oxrosapajyha rauka mpecaukana Tpaunchpopmammjom H mpunamatu paBHU
ca xoopauuaTama H 1. O

1.2.1 Kuaacudukanuja npeciankaBamwa npocropa. IIpojekTuBHa aucTop3uja u BEHO
eJIMMUHUCAE.

Y Tabenn je HaBeZieHa Kparka Kiacudukanuja noarpymna rpyne PL(4), npojekrusaux TpancdopMmalmja
npocropa P23, ananorna knucuduxammjun u3 Tabese

IIpu MPOjeKTUBHOM MpeCAuKaBaiby [10Ja3u 0 MPOjeKTUBHE IUCTOP3Hje mpocTopa. AKO OHCMO Kejeau Ia
je eIMMWHUIIEMO, U [a ,UCIPABUMO" MPOCTOP, TO MOYXKEMO [1a YPAIUMO CIMIHO KAO y CIydajy TPOjeKTUBHE
Jaucropsuje pasau (morsienaru .

V rabemn [I.2] ce Buam 1a he ce mpase onpebene mapaneanuM mBunaMa Korke npecelin y TauKM HITIE3aBAba
oxrosapajyhier npasna, ako uma npojekrusHe qucrop3uje. To je mociemuia Tora mro je OeckoHauHa paBaH (Ha
KOjOj ce ceky mnapaJiejiHe IpaBe) M3MeIlNTeHa M3 KAHOHCKOI MoJoxKaja y KoM uma koopaunare (0,0,0,1). Ila
OMCMO TIOCTUTIN [1a TIpaBe TMapaJiesHe y OpUruHary Oyay mapasesHne u y CIuIlH, Tpeda naeHTH(GUKOBATH CIUKY
GeCKOHAYHE DABHU, U BPATUTH j€ Y KAHOHCKHU 10JI0kaj. Taza hie ce ciimka mpocropa of OpurnHajia pa3inkoOBaTH 34
NPOjeKTUBHO MPECINKABAbE TPOCTOPa Koje (buKcupa 6eCKOHAYHY PaBaH, a TO je aduHO mpeciankaBame (I0Ka3 je
AHAJIOTAH OHOM Yy CJIydYajy PABHU TEOPEME . Jlaxjie, MOYKEMO J1a 3aKJbyIUMO 12, K13 YKIOHUMO MPOjEKTUBHY
JUCTOP3Ujy Ha MOMEHYTH HAYWH OCTaje HaMm jour adbuHa AUCTOP3Uja, KOje ce Tpeba Ha HEKW HAYWH PEIIuTH.

V cayuajy adwurHe mgucTop3uje paBHH OWUIO je MOTPEOHO WIAEHTU(MUKOBATH CJIWKE IMUPKYIAPHUX TAIaKa HA,
OECKOHAYHO] TIPABOj & OBJE je, AHAJIOIHO TOME, MOTPEeOAHO MICHTU(MUKOBATH CJUKY T3B. AICOIYTHE KOHUKE HA
0OeCKOHAYHO] PaBHU Ja OU eJuMHUHHCAIN U adHUHY AUCTOP3HUjy, HITO he OMTH I0jalllheHo y HAPETHOM TEKCTY.

1.2.2 ArmncosyTHa KOHUKa

Hedununmja 1.4. AncosiyTHa KOHUMKA, (), je KpUBa APYror pena Ha OECKOHAUYHO] PABHU YKje TAUKe
(X1, X2, X3, X4) 3amoBossaBajy:
X2+ X24+X2=0,X,=0.
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T'pyna ITucrop3uja .
Py Marpuna p3u) WNusapujaure
IpEeC/IMKABAKHA KOI[Ke
Ipojexrusia KOHKYPEHTHOCT, KOJUHEAPHOCT, TBOpa3Mepa
IPeCInKABAbA, At yP ’ P ) ABODASMED4,
oT HOBPIIIY U KPUBE JIPYror peja (CBe Cy jeJIHAKOo
Tperupane), 3uak [aycoBe KpUBUHE TOBPIIH
15 crenenn caobone perupane), ¥ P p
Aduna .
[ApAJIETHOCT, Pa3Mepa Ha IPABO]j, DECKOHATHO
[PECIUKABAIbA At
of o JlaJIeKa PaBaH, MOBPIIM U KPUBE JAPYroOr peja

CBAKY TOHAOCO0), OIHOCH 3aIpPEMIHA
12 cremenu crobore ( Y ) P

Corocrn sR t pasmepa, yrjiosu, alCoJyTHa KOHUKA
ol v Dot X2+ X34+X2=0,X,=0

7 crenenu ciaobo1e

JYKWHA, TTOBPIIIHA, 3aTTPEMUHA,

M3omerpuje [ R t}

6 cremenu cji0001€e

Tabena 1.2: Teomerpujcka cBojcTBa rpylia NpecjuKaBamka npocropa. 11on crernenuMa co6oae Toapa3yMeBaMo
6poj me3aBucHUX mapamerapa marpuine. Marpuma A je mecunrynapua marpuna dbopmara 3 X 3, R je maTpuna poraruje
npocropa, t = (tz,ty,t.) je BekTOp Tpancaanyje, s je KoedbuyjeHT CKamMpama, v € R3, v € R. Tog sucrop3ujom KBaapara
noxpasymeBamo edekaT Koju oarosapajyha rpymna mpecamkaBama 0CTaB/ha HA eroB o0nk. Komkperna Tpamcdopmarmmja
y Tabenn MOXKe 3 HAIIPABU JUCTOP3Ujy HATIOMEHYTY y OAroBapajyhoj BpCTH, au U CBe OCTaJje JAUCTOP3Uje HUXKE O He Y
tabesmm. Konkperna tpanchopmanmja y tabesnn 3a HHBAPHjaHTe MMa OHE HAIIOMEHyTe y oarosapajyhoj Bpcru, am u ce
ocTajie MHBAPUjaHTe U3HAL e Y TabesIn.

JacHo je ma je TO KOHUWKa YHWje Cy TauyKe MMaruHapHe. AKO mocMaTrpaMo caMo Tadyke ca GeCKOHAUHE PaBHU
oo = (0,0,0, 1)T, y TPUPOTHO WHIYKOBAHOM KOODJWHATHOM CHCTEMY Ha 1H0j, jeTHAUYNHA OBE KOHUKE je

1 X1
[ X1 X» X3 ] 1 X, | =0.

HakJie, ako je mocMTpamMo Kao KOHUKY y 6eCKOHA4YHO] paBHHU, eHa marpuna je I = diag(1,1, 1), u Tauke koje joj
[PUIIAIA]y CY YMCTO UMArMHADHE. Y HAPEIHO] TeOPeMH JajeMO jako OMTHO CBOjCTBO OBE HEOOHHYHE KPUBE JIPYror
perna.

Teopema 1.9. IIpojexkTuBHO mpecanKkaBame TPOCTOPA GUKCUPA AICOTYTHY KOHUKY (lo, AKO U CAMO AKO
je OHO CJIMYHOCT.

Joxasz: =) Hera npecaukasame uuja je marpuna H ¢urcupa amconayTHy KOHUKY. Kako ce amcosyTHa
KOHMKA HaJia3u Ha OECKOHAYHO] PABHU, IIOMEHYTa TpaHChopManuja Mopa GUKCUpAT U OECKOHAUYHY DABaH.
3aro je oHa aduHA, Tj. BHEHA MaTpUIA je 00JIUKA

- At
Lo ]

Karko marpuma H Tauke ca GeckOHAUYHE paBHM OCTaBJ/ha HAa OECKOHAYHO] PaBHU, YETBPTA KOOPAMHATA
OpUTMHAJA Y CJIVKA je jeqHaKa HyJUW, U jelrHa MIPOMEHa je Ha IpBe TPU KOOPAUHATE. 3aK/LyuyjeMo Ia je
PEeCTpUKNMja IIOMEHYTOI IPOCTOPHOI IPECIMKaBam-a Ha OECKOHAUYHY paBaH, IPOjEeKTUBHO IPECIUKABAHE
paBHU uuja je Marpuna jemHaka momMmarpui A, marpune H. Kako je marpuna amcoiayTHe KOHUKE HA
OeckoHauHOj paBHU MaTpuna [, 1 oHA je PUKCHA DU IPOjEKTUBHOM IPECINKABAKY PABHU YXja je MATPUIA
jemHaka A, Ha OCHOBY TeOpEMe (z) maamo A"TIA™Y =1, 1j. AAT = I. Uwmajyhu y Bumy xomorene
pempeseHranuje 3akpydyjemo na je A = sR, rme je R oproronajHa MaTpHUIa, a S HEKM KOEPUIM]EHT
craJmpama. 3aro je H Marpuna HEKe CIUYHOCTHU.
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<) Heka je H maTpuna Heke CIMIHOCTU. JIMPEKTHOM MPOBEPOM, KAKO je HABENEHO Y OOPHYTOM
CMepy ce IOKa3yje na MOMEHYTO NPECINKABAHEe OCTaB/ba (PUKCHOM alCOJIIYTHY KOHUKY, HA OECKOHAUYHO]
paBHU. O

Ocobune ancosyTHe KOHUKE:

(1) AnconyrHa kKoHuKa je (DUKCHA KAO CKYI [IPHU NPECIUKABalby CaudHOCTU. TO 3HAYM /1A IheHe TauKe He MOpajy
na Oyny dbukche, Beh 7a ce cBakKa O X Yy OIMINTEM CIy4ajy CJIUKA Y HEKY APYTY HA AICOIYTHO] KOHUIIU.

(7i) CBaku Kpyr y OpOCTOPY cede alCoayTHY KOHUKY (o, y ABe Tauke. Hamme, Heka paBaH u3 mpocTopa ca
KOOpAMHATAMA T CAJAPKU IOMeHyTH Kpyr. PaBan 7 cede GeCKOHAYHY PaBaH 10 HEKO] IIPABOj, a Ta IPABA
ceue (oo vV JBE TAUKe KOj€ Cy IMPKyJapHe Tauke paBau 7. Te mupKynapHe tauke he gakie MpumamaT u
MTOMEHYTOM KDPYTY M alCoJIyTHOj KOHUIM (o,. IloMeHyTe 3aKOHUTOCTH Ce JIaKO MPOBEpPaBajy.

(#i1) Cmaxka cdepa cede GeCKOHAYHY paBaH 10 ancoayTHOj KoHUIHK. OBa 3aKOHUTOCT ce jOIT JaKIe TMoKa3yje Of
OPETXOJHUX, a TOTIIYHO UM je CKBHBaJICHTHA.

1.2.3 TIlIpojeknuje yriaosa. Enumunucame acdpune agucropsuje.

VauMmMo JBe TIpaBe Koje CeKy GecKOoHadHy paBaH y Tadkama gmje cy koopmmaare (di ,0) u (di,0). Hbuxosu
BekTOpH Ipasua cy Tana d; u dy € R3, a kocunyc yria Koju oHe 3aKjanajy

cosf = L (1.7)
V(d{ di)(d}dy)
IIperxonny jeqHAKOCT MOYKEMO 3aMUCATH U KAO:
T
cosf = = 4, QoodgT . (1.8)
V(df Qoedy)(d] Qo)

KaJ1a ce 2o Hajla3u y KAHOHCKOM I10JI02Ka]y, Ha OECKOHAYHO] PABHHU.

[IpernocraBumo 1a je mpocTop TpanchOpMucan HeKuM aduHuM mnpeciankaBamem. Tama he cinke momenyTux
npaBux cehin OeCKOHAYHY paBaH y HEKUM TAIKAMA, (dﬁLT7 0)u (d’2T, 0), a arco/yTka KOHUKa ie uMaTu 3a MaTPUILY
Heky apyry, (... NuarepecaHTHO je Ja Ha OCHOBY KOODIMHATA y CIHIM MOYKEMO Jla H3pAdyHAMO OPUTHHATHE
YIJIOBE U OIHOCe mayKuHa kopucrehm dpopmyay aKo Ha OECKOHAYHOj PAaBHU HUAEHTH(MHUKYJjEMO CIUKY aICOo-
JyTHE KOHUKE, Tj. meHy marpuimy (). (mocmarpany kao KOHWKY y pasam). To je mocmemuma Tora mro je m3pas
acduno nuBapujantan. Hamme, umajyhu y Bugy mokas Teopeme y KOM C€ HaBOIM KaKO MaTpuIia aduHOTr
MIPECINKABAHA MTPOCTOPA JeIyje Ha Tauke OECKOHAYHE DABHU, U TEOPEMY (z), UMaMO

d, 70 d, B (Ad))TA=TQ A1 Ady B
VT d) (T dy) 1\ (Ad)T AT AT Ady) (Ady) T AT Qo A Ady)
B di" Quody B
V(7 dy) (ds" Q)
= cos#.

Kazma y cimmu mpocropa umamo adpuny auctop3ujy, ga 6ucmo je emumucanu rpedasio 6u ga uaeHTuduKyjeMo
CJIUKY aTCOJIyTHE KOHWKE, U J1a jé TTOTOM MOCTaBUMO ¥ KAHOHCKH MOJI0¥KA] Ha OECKOHAYHO] PABHU ¥ KOM 33 MATPHUILY
uma diag(1,1,1). Kaga To ypaauMo, CIuKa MpoCTOPa KOjOM PACIIONazKeMO he ce 0J] OpUruHaia pa3jiuKOBaTH 34
npojektusHy Tpancdopmalmjy mpocropa Koja GpuKcupa ancoryrHy KoHuky. ¥ reopemn [1.9]je nokaszano xa je To
Tpancdopmaruja craanocTu. Jlakme, ma 6MCMO O 10 OPUTHHAJHE CHTYallHje, IpocTop Tpeba camo ypehartun
WM CMABUTH U €BEHTYAJTHO MPECTUKATH HEKOM H30METPUjOM.
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I'maBa 2

Mogeaun Kamepe

Kawmepa npezcraspa npecimkaBame TPOAUMEH3UOHOI [IPOCTOPA HA JIBOAMMEH3MOHY paBan. Hajejsemenrap-
HHUjU TIPUMeEp KaMepe jecTe MEeHTPAIHO TPOjeKTOBAMe MTPOCTOPA Ha PABaH, a OCTAIN MOJEIN KaMepa cy camo biara
Mommdukanuja oBe. ¥ OBOj IJIaBU NeMO HABECTHU HUXOBE PENpE3EHTAINje U HAJUHTEPECAHTHU]a CBOjCTBA.

2.1 IIpojekTuBHE Kamepe ca KOHAYHUM IIEHTPOM IIPOjEeKInje

ITenTpasHo HpojeKToBame IIPOCTOpPa HA paBaH

ITocmarpamo mpojekToBame Tavaka u3 mpocropa Ha paBan. Heka ce mentap mpojektoBama C' Hamazm y
KOODJIMHATHOM MOYETKY, U HEKA je€ PaBaH MPOjeKTOBamba, paBa z = f, Kao Ha CJIUIHN Tauka u3 mpocropa ca
Hexaprosum koopuunarama X = (X,Y, Z) ce ciuka y radky LIpPeceKa PABHU CJIMKE Ca [IPABOM KOja Cliaja LeHTap
mpojektoBama C n Tauky X.

[IpaBy Kpo3 HeHTap Kamepe OPTOrOHAIHY Ha PaBaH CJIMKe NeMO 3BATH 24a8HU 3Pak, & HEH IPECceK ca PaBHU
CIIUKE 2408HQ Maykae Kamepe. PaBaH Koja caJp:Ké IEHTAD MPOJEKTOBAIbA W MapaJjesiHa je PaBHU CIUKe hemo
HA3UBATU 2AGEHOM DAEHU KaMmepe. YIaJbeHOCT PaBHU CjuKe ox uenrpa kamepe (f) he Guru ocuocha danwuna
KaMmepe.

\

paBaH TJllaBHa oca |
CIIHKE

ILIeHTap
Kamepe

Cauka 2.1: Ilenrpanna npojeknuja. C je nmentap kKamepe, a p je IJlaBHa Tadka. LIeHTap KaMepe ce Haja3d y
koopauHaTHOM moueTKy. Cimka tadke X je Tauka € y PaBHU CIHKe. Y DABHH C/IMKE Ce BHJE CaMO TadKe KOje Cy HCIIPe[
KaMepe, HanMe BaxKu pacropen radaka C' — x — X Ha 3paky IPOjeKTOBAIbA.

Ha ocuoBy cimanoctu tpoyriosa (ciuka|2.1) moxkemo ma 3akspyunmo fga ce radka X = (X, Y, Z) npojekryje

y rauxy (f %, %, f) vy paBhu ciuke. AKO IPETIIOCTABUMO Jia j€ IVIABHA TAYKA KaMepe KOODAMHATHH [OYeTaK y

pPaBHU CJIUKe, & KOODJAMHATHE OCe T M Yy MapaJiejiHe KoopauHaTHUM ocama X u Y, oarosapajyhe mpeciukasarme
KOjé CTMKa TPOIUMEH3MOHU MPOCTOP Y JABOJIMUMEH3UOHU je JTATO Ca:

(XY, 2) 0 (5, ).

KaKko ce raBHa TauKa KaMepe He MOpa HAJIA3WTH y KOOPAMHATHOM MOYeTKy pasnn cimke (cankaf2.2la), mpermo-

15
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CTaBUMO JIa OHA MMa KOOpAUHATE P = (Py, py)T. Taga je mpecinKaBame Kamepe:

(XY, 2) o (5 4o S 4 14,

Axo Tauke mpeICTABIMO Y XOMOIME€HHM KOOPINHATAMA ITPOjEKTUBHE T€OMETPHU]je, MPETXOTHO TOMEHYTO MPECTH-
KaBambe KaMepe NUMa jeITHOCTAaBaH MATPUYHH 3aIUC:

X X X
v IX + Zp, f Pz 0 v f Da 1 0 v
= fY + Zpy = f Py 0 = f Py 1 0
VA A A
A 1 0 1 1 0
1 1 1
Tj.
f P
x = KI[I|0]Xkam, vae je K = f by (2.1)
1

Marpuity K 30BEMO KaAubpayuora mMampuya xamepe. ¥y MpeTxomHoj (OpMyIH T jecy XOMOreHe KOOIPUHATE
ciuke Tauke Xgqm. Tauky y npocropy (X,Y, Z, 1) cmo umenoBanu Xjqmy, A2 6M HAMIACKIIM & CY TO KOODIUHATE
U3paxKeHe y KOOPAMHATHOM CHCTEMY YHUjU Ce KOOPJAUMHATHH IIOYeTaK IIOKJIAIa Ca HEeHTPOM IIPOJEKTOBaMbA, 8 Z-0Ca,
ca TJIABHOM OCOM Kamepe. Taj KOOpAMHATHU CHUCTEM 3aTO MOYKEMO HA3BATH KO0OPOUHAMHUM CUCTIEMOM KAMEDE.

Ykam
y
Z
Py— pe—»
X
ypruj ‘l R,t
> ' © Y

Xpwj P X

a 0

X

Cnuka 2.2: (a) Besa xoop/mHaTHEX CHCTeMa y CJIUITH, KaJa TJIABHA TaYKa jecTe W HUje KoopauHATHU modetak. (6) Besa
[IPOU3BOJFHOT KOOPAMHATHOI CHCTEMa M KOOPAMHATHOT CHCTEMa KaMepe.

Koopaunare Tagaka y mpocropy he HaMm decTo OGHTH Jare y HEKOM KOODIMHATHOM CHCTEMY KOjU HUje UCTH
KA0 KOODJAMHATHU CUCTEM Kamepe (CJuKa 6). Hagenena asa KoOpauHaTHA CHCTEMA, Cy TIOBE3aHA U30METPUjOM
npocTopa.

Heka je X € R3 mexomorena perpeseHTaluja KOOpAUHATA IIPOCTOpHE Tauke (Tj. JleKapToBe KOOpauHATE) Y

MIPOM3BOJHLHOM KOOPAMHATHOM CHCTEMY, U CJAUIHO, HEKA X kg MPEICTAB/HA UCTY TAYKY CAMO y KOOPIAMHATHOM
cucremy kamepe. Kako cy oBa JBa KOOpAMHATHA cUCTeMa lOBe3aHa TpaHciaaiujoM (3a Bekrop C - KOOpAMHATE

HEHTPa KaMepe y ,,OliTeM “ KOOPAUHATHOM CHCTEMY) U poTanujoM npocropa (uuja je marpuna R) Baxu Xyqm =
R(X — C). To MOXkKeMO 3aIiCATU U y XOMOI€HUM KOODIUHATAMA:

X

[ R —RC
Xkam - |: OT 1 ]

Y
A
1

mrro ca dopmysom (2.1) naje
z=KR[I| - C|X (2.2)

rre cy X KOOpPJIMHATE Y ,,OIITeM “ KOOPIUHATHOM CHCTEMY.
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Kaxo marpunia P = KR[T | — 6’] noryHo oxpeljyje mpecnukaBame KaMmepe, 4ecTo fieMo je TOMCTOBETHTH Ca
camom Kamepoum. Ilapamerpe marpume K hemo HazmBaTw yHympawmum napamempuma Kamepe ¢ 003UpoM Ja ce
OHU THYY IpHUpPOe came Kamepe. Hacympor muma mapamerpe marpuiie R u Bekropa C HazuBahemo cnomauwmum
napamempuma Kamepe ¢ 063upoM Ja ce THIy IO3UIKje KaMepe Y HEKOM KOOPAWHATHOM CHCTEMY HPOCTOPA.

Hapenena marpura kaMepe nMa 9 HE3aBUCHHX [ApeMaTapa, Win cremenu cioboze: 3 3a K (f,pz,py), 3 3a R

(yryioBu potaimje oKo KoopauHaTHHX oca) u 3 3a C.

CCD kamepe

IIperxoano pa3Marpana KaMepa je moapa3yMeBasia 3 je CIUKa Y MPOjeKIHjU MOIjeTHAKO CKATMPAHA Y MPaB-
uuma oca. Mehyrum, kog CCD kamepa (Charge-coupled device) 1o ne mopa Guru ciaydaj. AKo Kamepa ckajiupa
IpOjeKIHjy y TPaBILy x-0ce 33 (GaKTOp My, a y MPaBIly y-oce 3a (axTop m,, meHa MaTPUIa je Kao y popmynn
caMo MOMHOKeHa MaTpuuoM diag(m,,my, 1) cresa.

Hbena xanubparmona mMarpuia je taga:

Ay Zo

rie je oy = fmy, ay = fmy, o = MePe U Yo = Mypy.
Kaxko oBme mMamo jeman BHUIlle mapamMeTap HEro paHuje, MOXKeMo Ia 3akbyunmo ma marpuria CCD kamepa
nma 10 cremenu cjiobo/1e.

Konayna npojekTuBHa Kamepa

Kako je marpuiia npojekrusue kamepe dhopmara 3 X 4 ona uma 11 nezaBucuux napamerapa (12 ouurnensux u
munyc 1 360r xomorene penpesenranuje) uin creenu cjaoboge. Moxemo na pazmarpamMo Kajiubpauuony Marpuily

ay S Tp
K= oy Yo (2.3)
1

r7e je mapamerap s, mapamerap ,UCKOIMIeHOCTH * unn ,cmunama . OH je kox BehuHe kamepa jeaHax HyJa, aau
KOJI HEKMX TO He Mopa OutH ciy4vaj. Ako je Heku objekar NpBOOMTHO yC/IMKaH KamMepoM P, a MOTOM mheroba
C/TUKa HEKOM JIPYyroM Kamepom P, kommoswuiimja Te ape KaMmepe he rakohe 6UTH MPOjEeKTUBHA KaMepa, a y HEeHO]
MaTpunu Kagubpanyje K, mapamerap s CKOpo CUTypHO Helie 6uTH jeHak Hyaa. 3aTo Tpeba pasMOTPUTH U TAKBE
KaMepe 4uja je MaTpulia

P=KR[I| - C], (2.4)

rae je K obauka (2.3). Cse kamepe uuje cy marpuie oBor obsinka hemMo 3BaTu KOHAYHE MPOjeKTUBHE KaMepe.
Konaune npojekTuBHe Kamepe mMajy yKymHO 11 He3aBHCHHX TapaMerapa, IITO je W MakKcuMaJjaH Opoj 3a
KaMmepe Koje ce MpeicTaB/bajy Marpuiama ¢gopmara 3 X 4.

Teopema 2.1. Marpuna P dopmara 3 X 4 je MaTpuna KOHAUYHE MPOjEeKTUBHE KAMEDPE aKO U CAMO aKO
je meBa 3 X 3 mogmarpuna marpuie P perymapsa.

Jloxas: =) Heka je P = KR[I| — C] rae je R marpuna poramuje (1 det R = 1), a marpuna K je
o6anka Kao y GopMmynin (det K = oy # 0). HerepMmunanta neBe 3 X 3 monMarpure Marpuie P je
det KR = det K det R # 0, na je ona peryJsapHa.

<) Hera je P = [M |py] rne je M perynapra marpuna. Matpuna M ce Tama MOKe TEKOMIIOHO-
Batu ka0 M = KR rne je K ropme-Tpoyraosa Marpuna gopmara 3 X 3, a R oarosapajyha oproroxasza
marpuna (Hop. npumenoMm I'pam-IIIMuroBor moctynka oproroHaausanuje Ha Bpere Matpune M). 3aro je
P=M[I|M~'p,) = KR[I| M~'p4]. Kaxo je marpuna ramepe, P obaura kao y (Gopmymau , HEeHTap
KaMepe mMa KOOpAUHATE C = —~M~'py u TBpheme je mokazaHo. O

VY nperxozHOM g0Ka3y cMo 3a mary marpuny P = [M | p4] KonauHe npojekTHBHe Kamepe oxpeanian hbopMyIty
3a Hamaskeme FeHor mentpa. Hamve, C = —M 'py. YV wapennoj cexmmjnm hemo mamectw mTa je ce moryhe
OJIPEJINTH OJT €HTUTETA BE3aHMUX 3a KaMepy, CaMO Ha OCHOBY Fhe€HE MATPHIIE.
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2.2 Amnaromuja marpuiie Kamepe

IlenTap kamepe

Teopema 2.2. Ilenrap kamepe, umja je marpuna P, y XOMOreHUM KOOpAUHATaMa je HeHyJsa Bexkrop C
KOjUM je I'eHEePUCAHO IECHO je3rpo marpune P.

Jlokas: Kako je marpuna P ¢opmara 3 X4 1 parra 3 \eHO OeCHO je3rpo je jeIHOIMMEH3UOHN BEKTOPCKU
normpocrop ox R*, ma momenyrtu memyna Bekrop C y HEHOM IECHOM je3Tpy IIOCTOjH.

ITocmarpajmo mpaBy kpo3 tauky C u HEKy y mpocTopy, pasiamuury ox me, A. CBe Tauke Ha OBOj
npasoj cy obmuka X (A\) = AA + (1 —\)C. Ilpu npecnurasamy ramepe € = PX cBe OBe Tauke ce CIUKAjy
y:

x=PX =APA+(1-)NPC =)PA

¢ 063upoMm na je PC = 0. To 3uaum na ce cBe Tauke OBe MpaBe CAUKA]Y y jeauy ucty, PA, mTo je jemuHo
Moryhe ako oBa mpaBa caap:ku HeHTap kaMepe. Kako je tauka A Ouia mpom3BOJbHA, TO IEHTAD KamMepe
Mopa 6uru Gam C. O

OBo je 6my10 33 OYeKWBaTH, C 0O3UPOM & CJIMKA CAMOT IIEHTPA KaMepe, IpY KaMepa MpeC/IuKaBamy He Ou HA
Tpebano qa 6yme nebunncana, nanme PC = (0,0,0)7.
—M~'py
1
necHo je3rpo marpuie M je Herpusmjasimo. Permmo na je remepucamo menyia sextopoMm d € R3. Tama je menrap

Beh cmo Bumenn ga je 3a xamepy P = [M | py], det M # 0 nenrap C' = [ ] Axo je det M = 0

kamepe C = ¢ oo3upom 7a je tama PC = 0. llenrap oBakBe Kamepe ce HaJa3u y ODeCKOHAYHOCTH. TakBe

d
0

Kamepe cy T3B. auHe Kamepe.

Kosnone marpuine kamepe Koione marpunie P = [p1 p2 p3 p4] Kamepe cy BekTopu y R? koju npescrasmbajy
XOMOT€He KOOpAWHATe crernuduiIHnX Tadaka y paBHU mpojexmuje. Hawmme, pi, ps W p3 IPeACTaB/bajy CIAUKE
Geckonauno pasekux radaka oca Oz, Oy u Oz penom (ciuka a), JIOK je p4 CIWKa KOOPAWHATHOT TOYETKA.
Kako cy X = (1,0,0,0)7 koopaunare Geckonaano majnexe Tadke ca z-oce To je PX = p;. Cimdno ce mokasyje

3a OCTraJie Ta4dke.
SN B
? -

TJIaBHa paBaH

0

Cnuka 2.3: (a) Tpu Tauke y cIumM dmje Cy KOOPIWHATE KOJIOHE P1, P2 W P3 MaTpuile P jecy Tauke WImue3aBarba 0Ca
T T
KOOpIuHATHOT cucrema upocropa. (6) Ise, pasau nedunucane Bpcrama p?" up® marpune P.

Bpcre marpune Kamepe Bpcre marpune P cy Bexropu u3 R*:

P11 P12 P13 Pi4 p
P=|p21 pa2 ps P |=| p
P31 P32 P33 P34 p
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Kaxko je rmaBHa paBaH mapaJjeHa PaBHU CJIUKE W CAJIPXKU IEHTAp KaMepe, TO Ce CBe TadKe Ca e CIUKAjy

T
y Geckomauno magnexy mpasy y cammu. Jakme, T/TABHA PABAH = {X |PX = [z y 0] ,z,y € R} =
{X | p3TX = 0}, Tj. XOMOreHe KOOpIWHATE TJIABHE DABHW Cy jeIHAKE MOCHIENh0] BPCTH MATPHIE KaMepe, p3T

(comka [2.3]6).

Bpcra plT MaTputie P je BEKTOp KOjH MPE/ICTaB/ha XOMOTeHe KOOPJANHATE PABHU KPO3 IEHTAp KaMepe U y-0Cy
y caunu. To je jacHo Ha ocHoBy jemnaxkoctn {X | plTX =0} ={X|PX = [ 0 vy w }T,y,w € R}, mro je
jeTHaKO CKyIy Tadaka 4duje ce CAWKe Hajda3e Ha mpaBoj x = (0 y caunwm, Tj. Ha Y-OCH.

CimaHo ce nokazyje Ja BPCTa p2T [IPEe/ICTaB/ba XOMOI'eHe KOOD/IMHATE PABHU KPO3 IIEHTAP KaMepe U -0Cy Y

couny (couka [2.3)6).

TirtaBHa tauka [7aBHa oca je mpaBa Kpo3 meHTap kamepe C', HOpMaJHA HA PaBaH Cauke. lJIaBHA Tavyka ce
HaJIa3u y MPECEeKy TJIaBHE OCe W PABHU CJIMKe, T4 je CAMUM THUM jeJHAKa CJUIU IJIaBHE OCe TPHU MPECTUKABAILY
kamepe. /[la Ou ogpeusu raBHY Ta4dKy, JOBOJHHO je Ja OAPEAMMO jeJHY TA4YKy Ca TJIABHY OCE, PA3JIUIUTY O
IIEHTpa KaMepe, U 73 je MPeCcInKaMO KaMepOM.

Kako je rmaBra oca oproronasina Ha paBaH CIUKE, OHA je OPTOTOHATHA W HA [VIABHY PAaBaH YHje Cy KOOPIUHATE
jesmake mocyienmnoj Bperu marpuie kamepe P, p® = (p31, P32, P33, P34). BeKTop HOpMase Ha IJIABHY paBaH
je BeKTOD (p31,P32,P33), & KAKO IJIaBHA OCA WMa Taj WCTH MpaBall, eHa OECKOHAYHO JaJjieka Tadka fie mMarn

=3 37T .
KoopamHare p° = (ps1, P32, P33, 0). Jakie, riasaa ravuka hie y canmm nmarn koopaunare Pp?” . Umajyhin y Bumy
Jla Ha Tavke ca GeCKOHAYHE DABHU IIPH IpecjuKaBamy Kamepe P = [M | py] nenyje camo jeBa 3 X 3 moamMarpuia
BT

M h = Mm3” ' M
, TJIaBHA Tadka he mmatu KoopauHate pg = Mm? | rie je m® mnocneamwa Bpcra marpure M.

BekTop riaBHe oce Iako cBaka Tauka X KoOja HHje Ha TJIABHO] paBHHM OM Tpebaio 1a ce BHAA Y CJIHIH
Ha mo3unuju oxapeheHoj koopamaarama x = PX, TO je caydaj camo ca OHOM ,,IIOJIOBHHOM® Tadaka Koje ce
Hajase uchpen kamepe. la 6ucMo 3HaIN KOja je TO TOJOBUHA, TpebaIo OU /1a OJPeINMO BEKTOP KOjU TOKa3yje y
MTO3UTUBHOM CMEpPY TJIABHE OCe, Tj. KA MPEI0oj CTpanu Kamepe. Kao mTo cMo BUaen y MpeTxoaHoM naparpady,
Taj BEKTOp MMa TIpaBall Kao BeKTop m> = (P31, p32,P33), & Ja JM je HCTOT cMepa Kao OH, TO je MuTarbe.

Teopema 2.3. BexTop KOju mOKa3yje y MO3UTUBHOM CMePY TJIaBHE OCE, Tj. Ka IPEAH0j CTPAHU KaMepe

37T

P =[M | p4] je Bexrop v = det M - m3" e je m®" mocremma BpcTa MaTpume M.

Jloxas: TlocmaTpajMo KamMepy y H€HOM KOOPAMHATHOM CUCTEMY. Tauke ce ciukajy ca € = PromXkam =
K[I|0]Xkam, e ¢y Xkam KOODAMHATE TAUKE y IPOCTOPY, U3PAKEHE Y KOOPIAUHATHOM CUCTEMY KaMepe.
Kako ce oBa kamepa HaJsa3uW y MO3ULNUjU KAO KO UEHMPAAHO2 NPOJEKMOBAHA HA PGEBAH CA CAMOT MOYETKA
OBe rJiaBe, JaCHO je Ha je TPasKeHM BEKTOD OHAj KOjU IIOKa3yje y IO3UTUBHOM cMmepy z-oce, Tj. (0,0,1).
MoskeMo ma TPUMETUMO fa TO 3aM0BOJbaBa u BeKTop v = det M -m? ¢ o63upom ma je marpuma K (a Tume
u M y 0oBOM ciyuajy) TOPHETPOYraoHa U Ha OUjArOHAJNN MMa HO3UTuUBHe OpojeBe. Berkrop v he n mame
MOKA3WBATUA y WUCTOM CMEPY M ako Marpuily P TOMHORUMO HeKuM ckasgapom k # 0, jep omrosapajyhu
BekTOp v mocraje kiv.

[Tocmarpajmo cafa cuTyanujy re je KaMepa U3MelmTeHa U3 CBOj KOODAMHATHOT CUCTEMa HEKOM POTa-
mujom u Tpancaammjom, tj. P =kK[R| — RC| = [M | p4], rme je M = kKR. Kako je kamepa 3aporupana
3ajenuo ca riaasHoM ocoM u det R = 1 BexTop v = det M - m? he u najbe mOKa3uBaTH y HO3UTUBHOM CMeEPY
rnaBHe oce. [lopen Tora, HEroB cMep ce He Mema aKko MarTpuily P moMHOKMMO HEKuM crasgapoM k.[]
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2.3 JlejcTBO mMpojeKTUBHE KaMepe HA TadyKe W IIpaBe

2.3.1 Ha Tauke

Kamepa unja je marpuna npojektoBawa P = [M | p4] Tauky y mpocropy ca KoopauHarama X TpecinkaBa y
Tavuky Koja mma koopauuaare x = PX y paBum mpojeknuje. MHTEepecanTHO je 3a TaUuKy € y PaBHHU IPOjEKIHje,
OJIPEINTH CBE TadKe y HPOCTOPY Koje ce y mwy mpojekryjy. Omrosapajyhm ckyn tadaka he 6utu mpaBa Koja
LPOJIa3u KPO3 LIEHTAp KaMepe U Tadky & y paBhu upojekuuje. Ako cy koopaunare uenrpa nosuare (PC = 0),
Tpeba OIpeIuTH KOOpAMHATE jOII jefHe Tadke y MPOCTOpY ca Te mpape. To he 6mtm tauka Ptz y mpoctopy,
rae je Pt = PT(PPT)‘1 - Tceymo-uHBEp3 Marpuiie P, ¢ 003upoM 1a je 33I0BOJHEHO 13 je FHheHa CJIMKA, Oarr
PPtx = PPT(PPT) 'z = x. Jlakne, cBe Tauke y mpocTopy Koje ce KamepoM P = [M | p4] mpojexTyjy y Tauky
x cy oapebhene ca:

X(\) =P z+\C,\€R.

JybuHa Tavaka 3HAYAjHO je 3a TAYKy KOjy CMO YCJUKATU KAMEPOM 3HATH KOJHUKO Ce JyOOKO y CIeHH OHA
nasiasu. Iloxg dyburom mayke hemo moapasyMeBaTh bEHY yIa/beHOCT O MIaBHe paBHu Kamepe. Hapeana Teopema
naje bopMmyIy 3a padyHarse IyOWHE TauKe:

Teopema 2.4. Heka je X = (X,Y,Z,T)T rauka y mpocropy, u P = [M | py] Marpuna kamepe ca
komauruM nearpom C = (CT,1)T. Axo je P(X,Y, Z,T)T = w(z,y,1)T n m3” nmocnenma BpCTa MaTpUIE
M, Tana je
sgn(det M)w

dubina(X, P) = Tlme|

nyouna tauke X y CI€HM YCIUKAHO] Kamepom P.
. o 3Ty 3T~ _ ; _ 1,.3T 3T~ _ 3T/1 _..30/x _o
’,szcai. Rako jep” X =wup’ C=0,10je £ =7zp> X-p> C=p° (+X-C)=m" (X -C), rze
cy X n C omrosapajyhe Ilekaprose koopaunarte Tadaka X u C. To 3Haunm na 7 uMa BPEIHOCT CKaJIapHOT
3T . . 7
IpoM3BOaa BEKTOpa M’ KOju HmOKasyje y mpasiy riasae oce u Bekropa CX, cmob6omuo peueno. Axo 6u

maTpuna M Guna HOpMadm3oBaHa, Tako Aa je |m?|| = 1 u det M > 0 Ttaza 6m 7 WMaJIo Oamr BPeTHOCT

Oy:KUHE IPOjeKIrje BEKTOPa CX na mpaBall TJIaBHE OCE y CMepy y KOM IJefa Kamepa, OJHOCHO IyOuny

rauke X (cauka [2.4]). IlomenyTtu ycioB moskeMo na mchopcrpamMo TAKO IITO PE3yJITAT IOMHOMKUMO Ca
sqn(det M) .
T T

sgn(det M)
[[m?]]

~.  sgn(det M)w

dubina(X, P) = m? (X — =

¢ 003upOM [na cpenmy M3pa3 IPETXOMHE jeNHAKOCTM MMa BPETHOCT CKAJAPHOI IPOM3BOMAA j€IUHUYIHOT

BEKTOpA KOjU IOKa3yje Ka MO3UTUBHOM CMeDy IiIaBHe oce, n Bekropa CX. ]
0 X
' |
|
|
|
|
m 3 1
o = > ‘.
| I
I ‘ >|
I — !
m3. CX
Cmuka 2.4: Axo je maTpuma xamepe P = [M | ps] Hopmanumsosana taxo ma je ||m?|| = 1 u det M > 0 taga je ckamapan

37T , 5 ~\ . .
npoussoxg m° (X — C) jemmax myxwam npojeknmje BekTopa X — C Ha mpaBar riaBe 0ce y CMepy y KOM TJIeia KaMepa.

2.3.2 Ha mupase

Cse Tauke Koje ce npojekryjy y upaBy | y paBHE CJIMKe [IPUIAJIA]y PABHU 77 KOja je onpeheHa ToM 1paBoM u
IeHTpOM Kamepe, kao Ha camiu [2.5] Hapeama Teopema HaM Kasyje Koje Cy KOOPJMHATE TE€ PABHH.
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Teopema 2.5. Ckymn Tayaka y IPOCTOPY KOje Ce CIMKAjy y NpaBy uduje Cy KoopauHaTe y cuuiuy [
MaTpuoM Kamepe P je paBam koja umje cy xoopausaTe y mpocropy PTI.

Jokas: Tauka x nexn ua mpasoj |y coumu ako u camo ako je &1 = 0. Ta Tauka & je CIMKa TPOCTOPHE
tauke X kKamMepom P axo u camo ako je PX = x. Ilakse, 3a cBaky mpocTOpHY Tauky X KOja Ce CJIUKA
y Heky Tauky Ha mpasoj I je zamosomeno (PX)Tl =0 rj. XTPTl = 0. Kako cBe Te mpocTOpHE Tauke
NPUNAajy HEKOj PABHM 7 y MPOCTOPY 3a10BosheHo je X1 = 0. Ha ocHOBY mociemme ABe jeTHAKOCTH
3aKbyUyjeMo ma Ta paBaH mMa Koopaumare 7w = PT1. O

Chauka 2.5: IIpojekToBame mpaBux. [IpaBa y mpocTopy, ca KoopauHarama L Koja He Caap:Ku IEHTap KaMepe

ce y CJIMIM BUIM Kao mpaBa ca Koopawnartama l. Ilpasa l ce mana3m y mpeceky paBHM CJIMKe W paBHU onpehere

npaBoMm L u mieaTpom kamepe C. VHBep3Ha cmKa mpaBe y CJIUIM Ca KoopAauHaTtama l je paBaH ca KOOpAMHATAMA
T

=Pl
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2.4 Be3sa aBejy npojekiuja npu (PUKCUPAHOM IEHTPY IIPOjeKIluje

[TpermocTaBuMO @ MMaMO JBe CJIHKEe IPOCTOPHOr OOjeKTa JBeMa Pa3HUM KaMepaMa W3 HUCTe MO3HIUje Y
npocropy, kao Ha cannu [2.6] Taza MOCTOjM MEPCIEKTHBHO NMPECIMKABAmE jeJHE IPOjeKIHje HA JAPYyry, €ujy
dopMyTy MOKEMO eKCILTHIUTHO M3 oxpeauMo. IIpeTmocTtaBuMo 1a Cy MATpHIE [ABEjy MOMEHYTHX KaMmepa ca
HCTUM IIEHTPOM

P=KR[I| -C|lu P =K'R[I| - C].
Kakojex = PX na' = P’X,0jea’ = K'R'[I | —C]X = K'R(KR)"'KR[I| —C]X = K'R'(KR) 'z, na
je MaTpuna momenyTor npecankapama x — ', H = K'R'(KR) L.

X

Cmuka 2.6: Konyc 3pakoBa mpojekToBama ca BPXOM y IeHTPY kKamepe. JIBe mpojeknuje mpocTopHOr
objexTa mobmjeHe mpecenameM KOHyca W KOHKpPeTHe paBHE mpojekiiuje. Koopamnare oarosapajyhmx tagaxa cy
noseszaHe papaHckoMm xomorpadujom ' = Hz.

YV HapemHUM MOACEKIHMjaMa NeMO aHAJW3WPATH ITA CEe JEIaBa Kada MOMEpaMO PABAH MPOjEeKTOBAMKA, JOK
je meHTap npojekToBama (ukcupaHn. Be3 ymamerma OMIITOCTH, a paau JIAKIer padyHa y3ehiemMo 1a ce ImeHTap
KaMepe TOKJIANA Ca KOOPAUHATHUM TTOYETKOM MTPOCTOPHOT KOOPAMHATHOT CHCTEMA.

2.4.1 Tpaucaanuja paBHI CJIUKE

3a mouerak fiemo nocmarparu mra ce Jemasa kaga nosehasamo xuxkay nawsuny (f) kamepe. Kako ce Taza
paBaH ciuke npubmzKaBa 00jeKTy KOju MOCMATPAMO, 0JIa3u J0 noBeliamba BheroBe CIuKe, OJHOCHO 3yMUPabha.

Teopema 2.6. Ysehame cauke k myra ce mocTwke Tako mMTO ce Mmarpuna kaaubparnuje K ramepe
noMHOU caecHa mMarpunoM diag(k, k, 1).

Joxasz: Hexra cy ¥y llekaproBe KoOpIMHATE TiaBHE Tauke, U & JlekapToBe KOOpIAMHATE MPOU3BOJLHE
Tauke y paBHU cauke. ¥YBehame cauke k myrta je mcto mro u yBehame BekTOpa & — Tg k myTa. AKO cy
' IlekaproBe KOOpAUHATE UCTE Tauke HaKOH yBehama ciauke, Tana je € = kT + (1 — k)Zg. Y xoMorenum

~ ~T — k)T
koopmuaatama ¢ = (£7,1)7 u o’ = (2’ ,1)T nperxomma jemmaxoct riacm: x' = ]({; (1 1k)a:0
Kako je ¢ = K[ |0]X u o’ = K'[I |0]X = K'K'K[I|0]X = K'K~'z, T0 je 2’ = K'K 'z, Tj.
_ kI (1—Fk)xg
/ 1 _
K'K' = [ or X .
. T . ap S .
Axo y3amemo na je K = of 1 |»Tmele A= { 0 o } HA OCHOBY HPETXOIHUX jeJHAKOCTU MMAMO
y
K- kI (1-k)xo K- kI (1-k)xo A @ | _[kA 2o | _[ A X kI 0
o” 1 o” 1 0T 1 0T 1 o7 1 o” 1 |-

Tepbemwe je morazano. O
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2.4.2 Poramuja kamepe

Kamepa ce porupa, 6€3 npomene mosunuje u yHyTPAmIIbuX mapamerapa, kao Ha camum [2.8] Heka cy X
XOMOTeHe KOODJMHATE IMPOU3BO/bHE TAYKE U3 IMPOCTOPA U HEKA HEHA CIUKA MPEe POTAlrje UMa KOODJIUHATE T =
K[I'|0]X, a nocse poramuje ' = K[R|0]X. Tana je ' = KRK K[l |0]X = KRK 'z, tj. xomorpaduja
m3Mely mBe mpojexnmje je mara marpunom H = KRK ™!, ma MoskeMo 1a 3aKIbYIIMO 13, je TIOMeHyTa XoMorpaduja
y CTBapH KOHjyroBaHa pOTaIlfja.

2.4.3 W uTepecaHTHU IIpUMEPU

IIpumep 2.1. CuHTETM30BAHU IIOTJIE IV

W3 jenne cavke MOKeMO CHHTETM30BATH HOBY KOja OArOBapa KaMEPH Ca MCTUM LEHTPOM a APYTadyujoM
OpHjeHTaIMjoM, IPUMEHOM oAroBapajyhe xomorpaguje 4Umjy CMO €r3UCTEHIN]Y MOKA3aJIX y IPETXOITHOM
texkcTy. Cramka HOp. TPaBOYraOHMKA KaMEpPOM KOja (POHTAJHO riela Ha era e OUTH HEKU IpPaBO-
yraoHUK, 0e3 HeKe yousjpuBe aucrop3uje. TakaB (POHTATIHU MOTJIE] MOKEMO CHUHTETU30BATU M3 HEKOT
IPOM3BOJFHOL y KOM C€ IPABOYTAOHUK BUIV KAO HEKM YETBOPOYrao IPUMEHOM OAroBapajyhe paBaHCKe XO-
Morpaduje Koja Taj 4eTBOPOYyTao IpeciauKaBa y oarosapajyhwn npasoyraonuk. Hasaskeme onrosapajyhe
xoMmorpaduje je OIUCAHO y IPUMEDPY . Tom xomorpadurjoM epeKTUBHO HOTA3UMO IO CIUKE MCTOM Ka-
MEpOM, CaMO 3apOTUPAHOM TaKO Ia (PPOHTAJHO IiIeda Ha IOMEHYTU IPaBOYTaOHUK.

Jeman mpumep CMHTETHM30BaHWX HOTJeAa je mpukasaH Ha caumu [2.71 Moxkemo na nmpumernmo na he
HEKe TAaYKe y CUHTETU30BAHUM IMOTJequMa Outu mpHe 00je, ¢ 003MpoM na O HUMa HEMaMO HUKAKBUX
nHOpMaNyja M3 IPBOT MIOTJIEena. A

o

Cuka 2.7: (a) Ilouerna cauka. (6) CunreruzoBan GppoHTANHM IIOIVIE]] HA 110J] XOAHKMKA U3 npse (ororpaduje,
nomohiy xomorpaduje Koja TeMeHa jeiHe LO0JIOUYUIe [IOYeTHE CJIUKE [peciukaBa y remena ksajpara. (B) Cunre-
TH30BaH (DPOHTAIHU MOTJIE] HA MECHU 3UJ XOJHWKA, MTOMONy xoMorpaduje KOja MCKOIEHA BPATa MPECINKABA Y
PaBOyTAOHA.

Ilpumep 2.2. Jlenseme ciauka y maHopaMcku moriend. lIpojekuuje nobujene poTammjoM Kamepe ca
KCTUM IEHTPOM Cy IIOBE3aHE DABAHCKUM XoMorpadujama. AKO ce Ha IEJIOBHMAa CIUKA BUAAA UCTUA IEO
cueHe, Moryhie je ompenuTy Te paBaHCKe XOMOrpaduje Koje IMOBe3yjy Ipojeluje, a MOTOM y3 IOMON HUX
,HAJIennTy “ jeqHy CIWKY Ha APYrYy Kao LITO je MIYCTPOBAHO Ha caunu [2.8|

Anropuram popMupama IaHOPAMCKOT IOTJIenA:

(i) Wzabparu jeqny ciauky Kao HOYETHY.

(#i) Oppemury paBaHCcKy xoMmorpadujy usmehy nmouerHe ciuke u HEKe Apyre Ha KOjOj Ce BUIU HEKU NEO
CIleHe KaO0 Ha MOYETHOj, Kako je objammeno y mpumepy [1.1} Ilorpebmo je ompemuTu 6ap uetupu
TauyKe Ha 3ajeIHUYVM IeJIOBUMA y 0bOe Ipojeriuje 3a ogpebuBame nmoMeHyTe XxoMorpaduje.

(#4t) XomorpadujoM IpeciuKkaT HOBY CIWKY Ha TOYETHY. 1lOYETHY CIMKY CIEHE MPOMUPYjeMO MOIANNMA
U3 HOBE CJIUKE.
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/
/
\

Cnuka 2.8: Tpu ciauke nobujeHe HaKOH poraiuje Kamepe. JleBa w jiecHa CIUKa Ce MOTY HAJIEIUTH HA CPEby,
YCIIOCTaB/hakheM O/IrOBapajyhux paBaHCKHX xoMmorpaduja.

(iv) Homosutu ropake (i) u (i4i) HA OCTaJe CIUKE KOJUMA PACIOIAKEMO.

Ha commum 2.9 je npukasan npumMep senmibena cauka y nazopaMckn norsen. OcaM cimka je HAIPABILEHO
poranujoM KaMepe npu ¢pukcupanoM eHTpy. OHe Cy MOTOM HaJem/beHe jenHa IO jeJHa IO NIPUHINILY KOju
je onmmcaH y IPeTXOJHOM aJTOPUTMY. A

Cnuka 2.9: Jlensbeme civka, J0OUjEHAX POTAIMjOM KaMepe mpu (PUKCUPAHOM IEHTPY, ¥ MAHOPAMCKH MOTTIET.

2.4.4 TIpomeHa IeHTpa MPOjEKIHje MPU MPOJEKTOBALY

3yMuUpameM U pOTAIN]OM KaMepe OMUCAHUM y MPETXOIHAM TOICEKITNjaMa TOCTUZKEMO TOMEPAHE PABHY CJIUKE,
JIOK IIeHTap MPojeKToBama ocraje dpukcad. OBuMe, IPU HOBUM MPOjeKIlnjaMa, He J00ujaMo HUKaKBe HH(OpMAaIije
O TIPOCTOPHO] CTPYKTYpH oOjekTa. MehyTum, ako mpoMeHIMO IeHTap Kamepe n3Mely mpojekroBama (CJ’II/IKa,
KOPECIIOJIeHIIMja O/roBapajyhiunx radaka [pe U I[OCJ€e IIOMEPAmha IEHTPA e 3aBUCHTHU O IPOCTOPHE CTPYKTYpe
objekTa.
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Crnuka 2.10: Cnuke tagaka X7 u Xo ce TOKJIANajy mpu CAuKamy KamepoMm ca mearpom y tadku C. Mebhytuwm,
rauke X; u X yCaMKaHe KaMepoM ca meHTpoMm y Tadkum C!) Koja He mpumaja mpasoj L, jecy Tadke xi’ u xo’
KOj€e ce He IOKJIAIajy.

Axko ycnemo na unzeHTH(hUKYjEMO JBE TauKe KOje Cy y IPBOj CJIUINM WHIUIEHTHE (HA MCTOM Cy 3paky), a
y Apyroj aucy (caumka , MOKEMO J1a 3aKJby4HUMO [Ia je Jpyra CJIMKa HAlpaB/beHa HAKOH IIPOMEHe IEeHTDa
KaMmepe.

IToceban ciydaj je kama cy cBe Tadke y crieHu KoMmimanapue. Tama cy omrosapajyhe cinke Tadaka mOBe3amHe
paBaHCKOM XOMOTpadujoM YaK U KaJa je MEeHTap Kamepe MoMepeH u3Mmely aBa MpOjeKTOBAbA.
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2.5 Kanubpamnuja kamepe

o cama cMo pa3MaTpay MpOjeKTHBHA CBOjCTBA KaMepe, HA OCHOBY MO3HaBama mene marpuie P. Caza iemo
BUJETH IITA CBE MOXKEMO /14 3aKJ/bYyYMMO aKO Cy MMO3HATH YHYTPAIIhU MapaMeTpu KaMepe, Tj. HeHa KaJIunOparm)ja
(marpuna K).

Teopema 2.7. Heka cy xKoopanHaTe Tavyaka 1 MaTpPUIA KaMepe OATU Y KOOPAWHATHOM CHCTEMY KaMepe.
Marpuna kamubpanuje kamepe, K, nepunuite (apuHO) IPECIUKABAKE TAUAKA € Y CIULIHU, ¥ BEKTOD IPaBIa
3paka IPOjeKTOBAMA KPO3 IeHTap KaMepe u &, d = K 'x.

/oxasz: Hera je x mpom3BospbHA Tauyka y CIWNU, W HEKa je d BEKTOD MpaBla 3paka IPOjeKTOBama y
x. C o63upoM ma ce meHTAp KaMepe Hajla3! y KOOPAWHATHOM IOYEeTKYy, KOODJIMHATE TavyaKa Ha 3PaKy
npojekroBama cy obmka X = (AdT,1)T, A € R. Kako je ucnymeno = = K[I | 0](A\dT,1)T = Kd no ma
roucTanTy, To je d = K 'x. C ob3upom ma je K ropmerpoyraoHa, Ha OCHOBY KJIacU(UKamuje y Tabenn
3aKJ/LYUY]EMO 4 je MOMEHYTO IPECIVKaBame a(QuHO. O

Cnuka 2.11:  VYrao 0 je yrao mamelhy 3pakoBa MpojeKTOBama y Tadke X1 U T2, ONHOCHO udMmely omroBapajyhux
BeKkTOpa npasma di u ds.

Ha ocnoBy mperxozse TeopemMe 3a JIBe TadKe y MPOJEKIUjU Ca KOPJAMHATAMA X1 U Ty MOXKEMO Ja OJPeIrMO
yrao 6 msmeby mEXOBUX 3pakoBa mpojexTosama (ciuka [2.11) kao yrao koju saxmanajy sexkropu dy = K~ 'z u
dy = K~ 'x,. Hanwe,

d,"d,
(di"dy)(d1" do)
_ T, -_
(K 'wy) (K 'ao) (2.5)
VE )T (KL )/ (K~ e) T (K )
:L’lT(K_TK_l)iL‘Q
\/$1T(K7TK71)$1 \/$2T(K7TK71)$2

cost) =

IIperxonna dopMya moKazyje 1a, Kaja je moznara marpuna K ~7 K~ mory ce usmepuru yriosu uzmely 3pakoa
MPOjEKTOBAA y TaYKe 1 U To. Kamepa 3a Kojy je mo3nara marpuia K KaxkeMoO Ja je KaAaubpucana, U MOXKE
MTOCTY?KUTH KO ,,[IPOCTOPHH yraomep “.

Teopema 2.8. Hera cy xKoopanHaTe Tayaka ¥ MaTpPUIla KaMepe JaTH Y KOOPIAWHATHOM CHUCTEMY KaMepe
U HEKa je y CcJauIuy naTa mpaBa ca koopauHarama [. BexkTrop HOpMaJsie Ha paBaH 7 KOja Cce KaMepOM
IpPOjeKTyje y mpaBy moMeHyTy mpaBy je n = KT1.

Jloxas: Heka cy & KoopAuHATE MPOU3BOJbE Tauke Ha mpaBoj I, Tj. 11 = 0. 3pak IpojeKToBama y T uMa
BexTop mpasua d = K 'z, na ocsoBy Teopeme [2.7, Kakxo moMenyTu 3pak IpOjeKTOBAMmA KU Y PABHU T,
TO je BekTOp d OPTOrOHAJAH Ha BeKTOp M HopMmaJe pasuu . Hakne, 0 =d'n = (K 'z)'n = 2" K Tn.
Kako je 71 =0, o je l = K~ Tn, 1j. n=KTl. O

Tpeba HATOMEHYTH J1a IPETXOIHA [IPUYA BaXKU CAMO Ka/1a Ce KaMepa HaJIa3:u Yy CBOM KOODIUHATHOM CHCTEMY,
Tj. TEHTAP je Yy KOOPJAMHATHOM IIOYETKY, & PABAH IIPOjEKTOBAIbA jeé OPTOrOHATHA HA 2-ocy. Mehyruwm, meH 1e0
ce MOXKe TIpEHeTH W Ha CUTYAIHjy KaJa Cy KOOpAWHATE JaTe Y MPOW3BOFHOM KOODJIWHATHOM cuctemy. Hamwme,
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MTOMEeHyTa /IBa KOOPAWHATHA CHCTEMa Cy TTOBe3aHa M30METPHjOM IMPOCTOpa Koja m3Mehy WmHUX MmoMepa 1eo mpocTop
yKJpydyjyhu u kamepy. 3aT0, HaKO BEKTOPHU IIPABIIA 3PAKOBA MPOjeKTOBama Hehe Outu uctu y 00a KOOPANHATHA
cucrema, yrao Koju oHu 3aknanajy xole, na he dbopmyna [2.5] Bazkurn y npon3Bo/bHOM KOOPIUHATHOM CHCTEMY.

2.5.1 Cimka ancoJiyTHe KOHUKE

Ancostyrau KOHYKY oo CMO JepuHMCAIM Y [IOJICEKLU]H To je kpuBa apyror peja Koja ce HaJa3W HA
0eCKOHAYHO] paBHHU, U HA 1O] je nedunucana marpunioMm I = diag(1,1,1). Buhe unrepecanTo mocMarpaTu mHeHy
C/IUKY W y TMPOJEKINjH, &JIU MIPE TOTA OJIPEIUMO KAKO CE KAMEPOM CIIMKAjy TadYKe Ca OECKOHAYHE PABHU T oo -

[IpousBosbHa Tauka ca 6eckonaune pasau uMa koopaunare X o, = (d7,0)7. Ona ce kamepom unja je MaTpuna
P=KR[I| - 6‘] C/IMKa Y TA4Ky Ca KOOpJAUHATAMA

d

x=PX, =KR[I| —5][0

] = KRd.

Haxute, npecsinkaBame OECKOHAYHE DABHU To, HA PABAaH IIPOjEKIMje WH/IyKOBAHO IIPEC/UKaBameM kKamepe P =

KR[I| — C] je paancka xomorpabuja x = Hd, rie je H = K R. VInTepecaHTHO je Jia TIOMEHYTO MPECINKABAHE
He 3aBucu of no3uimje kamepe C Beh camo o7 yHyTpamime KaganOpaliije U OpujeHTalrje KaMepe.

Teopema 2.9. Cnuka ancomyTHe KOHEKe (doo KaMepoM unja je matpuna P = KR[I | — C] je koHugka y
paBHU TIpojeknuje umja je marpuna w = (KKT)™l = K-TK~1,

Jloxasz: Ha ocHOBY mpeTonHe aHAIW3E U TEOPEMe 1) UMaMO [a je CIUKA allCOJyTHE KOHUKE, Yuja je
mMaTpuna Ha Geckonaunoj pasau I = diag(1l,1,1), kormka y caumm unmja je matpuna w = (KR)"TI(KR)™! =
K TR TIR'K 1=K TRR'K!' =K TK~! ommocro, w= (KKT)™1. O

Kao u Q4, 1 KOHMKA W je KOHMKA UMAardnHAPHUX Tadaka. HaBeauMmo HEKA CBOjCTBA CIIUKE ANCOTYTHE KOHUKE
KOja Cy TOCJIEJIMIIE TTPETXO/HE TEOPEME:

(i) Cnmka arcosyTHe KOHUKE je MOTIyHO onpelena yHyTpanmbum mapamerpuMa Kamepe (Marpuiiom K).

(i) Ha ocuoBy dopmyiie 3aKJbydyjeMO Jia, aKO 3HAMO MATPHUILy CJIMKe alCo/IyTHe KOHHUKe, yrao usmelhy
3PAKOBA MPOjEKTOBAKA Y TAYKE Ca KOOPAMHATAMA L1 W Lo Y CIAUIU MOXKEMO a OIPEIUMO M0 (HDOPMYIIH:

.’131Tw€132
V(@1 Twz) /(@ Twes)

N3pa3 He 3aBUCH 07 n300pa KOOPAMHATHOT CHCTEMa y cauiu. Hawmme, ako IPUMEHHMO HEKY IMIPOjeK-
TupHy TpancdopMalujy pasHu uuja je marpuua H na upojekuujy, tauke he ce ciukaru xao x;) = Hx;,
a amcomyTHa KoHnKa, ' = H - TwH ™', ma he BpeamocT m3pasa OCTaTH HEMPOMEHEHA W HAKOH MPUMEHE
oBe TpancdopMaImje.

cosf = (2.6)

(#47) Tauke y cuunu ca KOOpAMHATAMA X1 U Lo OArOBAPAjy OPTOrOHAIHUM 3PAIUMA IPOjEKTOBAA AKO U CAMO
aKo je z1Twas = 0.

(iv) AKO 3HAMO CJIMKY alCOJyTHE KOHWKe (MATpWIA w), MOXKeMO Ja ofpennMo Kaimbpamujy kamepe K Ho-
1

sernkH| iekoMmo3mITHjOM MaTpuIe w L.

(v) Kao wro je Bubjeno y IPOU3BOJbHA PABAH y IPOCTOPY €& KOOPAMHATAMA 7 ce€9e OECKOHAYHY PaBaH IO
IpaBoj, a OBa IPaBa Ceve alCoJyTHY KOHHKY Y JBEMAa TadKaMa Koje Cy HupKysaapHe Tadke pasau 7. Comke
MTOMEHYTHX IUPKYJIAPHUX TAYaKa Cy MTPECeTHEe TaYKe CINKE alCoMyTHE KOHWKE W MPpaBe UIMYe3aBarba, PABHH
.

IIpumep 2.3. OnpebuBame ranmubpanuje kamepe
Y3MuMO TpU KBaIpaTa O] KOjuX HUMKOja nBa Hemajy Mebhycobuo napasenue usune. Couka [2.12| Ta Tpu
KBaApaTa HAM je HOBOJbHA Ia OAPEANMO KaJaubpanujy Kamepe.

! André-Louis Cholesky (1875-1918.)
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MoxeMo 3a cBakm on KBanpaTa nAa ycumocTaBuMo xomorpa¢ujy H wm3mely merose paBHM U paBHU
cauke. Ako ca H mpeciukamMo NUpKyJIapHe Tauyke paBHU jeIHOT KBaapara, uMalleMo ABe Tauke Ha CIUNU
alcoJIyTHE KOHUKE, w. Kajga To ypaauMo 3a CBa TPU KBaaparTa, mMalleMO YKYyIHO IIEeCT TadakKa Ha CIIUIN
AIlCOJyTHE KOHUKE, YrMe je OHa noTnyHo oapebena (noBosmHO HaMm je u mer tavaka). Hasemhiemo kKOHKpe-
TaH IOCTYyIaK Kaaubpamuje y HapeIHOM aJirOPUTMY. A

Cumka 2.12: Tpu kBagparTa o KOjUX HUKOjA JBa HEMajy MeDycoOHO HapaJiesiHe UBUIIE.

Kanubpucame rkamepe
Anropuram:

(7) 3a jemam om kBamparta ompeammo marpuiy H xomorpadmuje koja cimka Tadke ca J[eKapTOBUM KOODIWHATAMA
(0,0), (1,0), (0,1) m (1,1) y Temena kBazmpara y caumum. (KBazpar ca mpeTxogHO HATOMEHYTHM TEMEHHMA Ce
HEKOM CAM9HOINY CAMKa y OPHIMHAJIHA TEMEHA KBAAPATa, KOja IUPKYJIAPHE TAUKe OCTAB/bA WHBAPUjAHTHIIM. )

(i1) Cpasdymamo KOOpAHHATE CIHKa IUPKYyTapHEX Tadaka kao H(1,+i,0)T. Ako je H = [hy hs h3] cimke mupky-
JIAPDHAX Ta49aKa uMajy koopmuaare hi + tho.

(i17) IIperxomma mBa KOPaKa IMOHOBHUMO 3a OCTAJja JBA KBAIPaTa.

(iv) Ompehyjemo MaTpuIly w CJAWKE ANCOIyTHE KOHWKE, M3 yCJI0BA /14 CAIPKU MPETXOTHO CPATyHATE CJIUKE IAPKY-
JapHUX Tavaka. Haumwme,
hitithscw < (h1 + ’ihQ)Tw(hl + Zhg) =0
< hfwh, — hlwhs +i(hfwhs + RIwhy) =0
& hiwh, — hiwhy = 0 A hi why = 0.
Marpumna w je onpeljena mo Ha KOHCTAHTY Ca IET OBAKBHUX JIMHEAPHUX jEIHATMHA.
=il

(v) TIpmmenom Yomemku mexommosummje HamasuMo K tako ma je w = (KKT)
. J
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2.6 Tauke m MpaBe HWIITYe3aBama

IIpu nmepceKTHBHOM TpecanKaBarmy KaMepe MpaBe ce MOTY MPECIUKATH Y MOJIYTIPaBe, a PABHU Y TTOJyPAaBHU.
To je mocmemuma Tora, mMTO ce ODECKOHATHE TAaYKe MPABHX W PABHU Y CAWUIM MOTY BHIETH KAO KOHAYHE TaUKe.
Ciuky GeCKOHAYHE [IPaBe PABHU 30BEMO HHEHOM NPAEOM UUWHE308aHA, & CIUKY OECKOHAYHE TaUYKe MPABE 30BEMO
IbEHOM MaAYKoM uwvesasana. Ha npumep, ako ycJamKamMoO BO3HE IIMHE KOj€ Ce HMPY2Kajy Jy2K HEKOr IIPABIA, OHE
nako cy mapajeiHe he ce y mamoj cauiu mpecehu, n Bumehemo mx xao mse ,mosympaee“. BecKOHAYHOCT Ka
K0jOj Ce OHe MpYy’Kajy BUAWMO KaO jedHy TAYKy y KOjoj ce oHe ceky. Takobhe, ako ce HAJa3WMO HA IIYyYWHU U
aKO TOCMATPaMO MPWBUIHY PABAaH MOBPIIUHE MOpA, Y Ja/buHuU hie ce Mope m HEDO CAaCTaTH HA, XOPU3OHTY, HA
jelIHOj TIpaBoj, Koja je mpaBa WIMde3aBamba MOMEHYTe PaBHY MOBPIIHHE MOpa. PaBaH moBpimHe MOpa BUIIMO Kao
[OJIypaBaH 4Huja je rpaHuYHa [IpaBa, OMEHYTa IIpaBa UITYe3aBaba.

2.6.1 Tauke umruyesasama

AKO mMaMO HeKy LIpaBy y LIPOCTOPY KOja IIPOJia3d KpO3 TadKy 4uje Cy XOMOIreHe KoopiauHare A u Koja uma
BEeKTOD Npasia d, TPOU3BOJbHA TavKa ca Te mpase nMa Koopauaate X (\) = A+ D, rae je D = (d1,0)T (cimka
2.13). Omna ce kamepom P = K|[I | 0] cimka y tauky x(\) = PX(A\) = PA+ APD = a + AKd, r1e ¢y a

XOMOreHe KoopauHare ciuke Tadke A. Kako je Tauka wuimdge3aBama v MOMEHYTe MpaBe CIHKA HheHe OeCKOHATHe

1
trayke v = lim PX(\) = Alim (a + \Kd) = Alim (Xa + Kd) = Kd. OBOM IPHIHKOM CMO JIOKA3aJIH HAPEHY
oo — 00 —00
TEOpeMy.

d X(r)
e
X

Cauka 2.13: Kamepa je gara nearpom C' u paBHE TIPOjeKTOBama. Tavyka WITIe3aBambha v MPaBe KOja MMa BEKTOD
npaBia d ce HATIA3W y MPECEKY PABHU CJIMKE W MPaBe mapasientne BeKTopy d kpo3 mentap kamepe C'.

Teopema 2.10. Heka cy koopauHaTe Tavyaka W MaTPUIA KaMepe AATU y KOOPIAWHATHOM CUCTEMY Ka-
Mepe. Tauka mmuesaBama v OIpPaBUX y OPOCTOPY mapajerHux BexTopy d € R? je Tauka mpeceka paBHU
CIVKE Cca MPaBOM Koja canp:ku mnenrap kamepe C u mma Bexpop npasua d, Tj. v = Kd.

JlakJe cinka OECKOHAYHO JlajleKe TauYKe HeKe ITpaBe 3aBUCH CaMo O/ 1heHOT ITPABIA, & HE W O/T IeHOI' IT0JI0Kaja
y mpocropy. IIperxogHa npuda ce OJHOCUIA HA KaMepy Koja ce Hala3u KOOPJAWHATHOM MOYETKY, U Yhja je paBaH
MIPOjeKTOBaFba OM/Ia OPTONOHAIHA HA 2-0CYy, M/ HEKH 3aKJ/bYUIH BaXKe M y OIIINTEM CJIy4dajy.

Teomerpujcku, apajiesse npase y IpocTopy ce CeKy Ha OECKOHA4YHO] paBum y ucToj Tadku. Cimka Te Tadke
je Tauka mrrae3aBarba MOMEHYTHX MPaBWX. 3aTO, ¥ OMINITEM CAyYajy, TAaUKy WITIe3aBarha Mpon3BosbHe mpase [ y
MPOCTOPY MOKeMO Halim y TpeceKy paBHHU CJIMKe Ca MPaBOM Koja MpoJia3u Kpo3 mentap kamepe C' n mapasesna
je mpaBoj [. Hapeana Teopema BaxKu 3a KaMepy y TPOU3BO/FHOM KOOPAMHATHOM CHCTEMY.

Teopema 2.11. Heka cy v um v2 Tauke umrde3aBama ABEjy TpaBux m u | y mpocTopy, U HEKa je w
MaTpulla CIUKE alcoayTHe KoHuke. Tanma je yrao mameDy momenyTe mBe mpase y opuruHaiay onpeben ca:

v{wvg

VoTwo/vTwo,

cosf = (2.7)
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Jokas: ¥Y3suummo mse mpase m’ u l' koje mposaze Kpo3 IeHTap KamMepe W Koje Cy PeaoM NapaJiesHe
npasama m u l. 360r jemHakocTu yriosa ca mapaJjenHuM kpanuma ouhe <(m/,l’) = <(m,l). Kako npase
m’ u l' jecy 3panm IpojeKTOBamAa y TAUKE ¥ U V2, HA OCHOBY (GopMyITe caemu TBpheme. O

Tauky unrge3aBamba IPABE MOXKEMO OJIPEJUTH AKO Y CIUIM UAeHTH(DUKYjEMO CIUKY HeKe Apyre mpase Koja je
y OpUTHHAJY ITapaJjeaHa mpBoouTHOj. Taduka uimrde3aBarma MIOMEHYTHX MPAaBuX he OUTH MpecedHa TadKa IUXOBUX
cmuka. Taduky wirde3aBamba IpaBe Takohe MOKEMO OJIPEUTH AKO YOUUMO HEKE JLy2KH HA O] YUjH OJHOC JIyKUHA,
y OPHTMHAJY 3HAMO, Kao IMTO je objammeno Ha kpajy noacexnmje [[.1.2]

2.6.2 IIpaBe uiruesaBama

[Tapasiesine paBHE y TPOCTOPY CEKy OECKOHAUHY paBaH mo ucroj mpasoj. Cnwmka Te mpaBe y MpPOjeKIuju je
npaBa WMIYe3aBama THX PaBHU. 3aTo IIPaBy WIYE3aBaiba [IPOM3BOJbHE PABHU T (CJIMKA 6) MoxkeMo Hahum
y IpeceKy PaBHU CIWKE W PABHU KOja canapxku nenrap kamepe C u mapasenHa je momenyToj paBuu 7. Takobe,
KaKO Ta4dKe MITYe3aBaba [IPABUX KOje Cy lapaJesiHe JIaTOj PaBHU IPUIIAJIAjy IIPAB0j UITYe3aBatbha Te€ PAaBHU, aKO
Hahemo JBe TakBe Tauke UITYE3aBamha UMaheMO TparkeHy TpaBy UIde3aBarba, (CIUKa a).

Vi V2

All

6

Cnuka 2.14: Hanaxkeme npaBe uilrde3aBama paBau. (a) Ciuke napajenux IpaBuxX y OPUTHHAIY, CEKY Ce Y
TAYKW UITYE3aBAFHA U] HA MPABO] UITYE3aBakha PABHU KOja, CAAPXKU TOMEHYT CKYIl MapaJjeJaux npasux. ClamdaHo
ce JPYrU CKYII, y OpUTHHAJY TapaJie/IHUX IIPABHU, CeUe y TauKu uinde3aBama vs. (0) Ilpasa urryesasamwa I paBau
7T Ce HAJIa3W y MPECeKy PaBHU CJIMKE W PABHU KOja caapKu neHtap kamepe C' u mapaJiesina je paBHU .

[IpaBe nmrue3aBama paBHU 3aBUCE jeIMHO OJ OpHjeHTAINje PABHU, a HE O HeHOT MOJI0XKaja Y MPOCTOPY.

Teopema 2.12. Hera cy l; u l; npaBe umuyesaBarma ABEjy PaBHU 7T, U 7Ty y OPOCTOPY, U HEKA je w
MaTpUIa CJIVKE aIlCOJyTHE KOHUKe. lana je yrao uamebhy momenyTe nBe paBuu y opurumHaiy oapeben ca:

l{w_llz
VITo= 1, /1w,

cosf = (2.8)

Zoxas: Kako je yrao m3ameby paBHE jemHak yriay m3MmeDy HBUXOBUX BEKTOpPa HOPMAaJa, TO HA OCHOBY
TeopeMa u 2.9] nvajyhn y Buay nzomerpujcky mopesaHOCT ABa oAroBapajyhia KoopAuHATHA cucTeMa
nmpocropa, TBpheme IMPEKTHO cJeu. O
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2.6.3 Be3a opTOroHaJJHOCTH Ca OOJHOCOM TAaYaKa U IMMPABUX HUIMYE3aBamka
Teopema 2.13. Heka je w MaTpuiia CiavkKe amcoJyTHE KOHUKE.

(i) Tauke nmyesaBama v; U V3 MeDyCOBHO OPTOTOHANHUX IPABUX 3aT0BOJLABA]Y

v{ wvg = 0. (2.9)

(7i) Axo je Hera mpaBa OpPTOrOHAJIHA Ha HEKy paBaH, TaJa Cy PEIOM HUXOBe Tavyka v u mpasa l
Uirye3aBarma IIOBe3aHe HaPEAHOM PesallijoM:

l =wv. (2.10)

(ii7) Ilpase nmuesaBama Iy u ly MeDycoGHO OPTOrOHANHUX DaBHU 3aL0BOJHABA]Y

1w, =0. (2.11)

Joxas:

(i) Cnemn mupexrtHO M3 Teopeme [2.11]

(ii) PaBan umuja je npasa mmuesaBama l je opToronaiHa Ha IpaBy uMja je Tadyka UIIYE3aBAHA U aKO U
CcaMO aKoO je CBaKa Tauka IpaBe | Tauka MIIUe3aBama HEKe MPaBe KOja je OPTOTOHAJHA Ha MPaBy 4uja
je Tauka mmyeszaBama v, Tj. ako u camo ako je (V)(x’l =0 = zTwv = 0) (ma ocuoBy mena mox
(7)), Tj. ako m camo ako je l = wv.

(791) Cnemm mupexTHO M3 Teopeme [2.12] O
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2.7 OpgpebhuBame kaaunbpaluje KaMmepe u3 jeJHe IIPOjeKIinje

Ilo cana cvo y npumepy [2.3| n Teopemama [2.17] 2:12) n 2:13] noxasann mexe ycmoee onpeljenocru cimke arco-
JIyTHE KOHUKE.

AKo 3HAaMO HEKe ,,yHyTpalllibe “ 0cOOHMHEe KaMepe MOXKEMO jOII IPEeIU3HHIje OAPEeIUTH CIUKY aIlCONyTHE KOHUKE.
Hauwme, Heka cy maruie Kajaubpaliyje KaMepe U alCOJLyTHE KOHHKE:

Ky Ko K Wil Wiz W13
K= 0 Ky Koy | nw= | wy wa wa3
0 0 1 w31 W32 w33

Uwmajyhu y sumay ga je w = (KKT)™!, aupekTHIM padyHOM ce TIpoBepaBpa:

Teopema 2.14. Axko je mapamerap ,uckomenoctu s = Ko = 0, Taga je wis = we; = 0. Axro je jom
CIIMEa TOJjeTHAKO CKAJMpPaHa y OPaBIUMa 0ca, Tj. &, = K11 = Koy = oy Taza je m wip = wag.

Pesuvmpahemo mperxomHe 3aKk/bydke y HAPEIHO] TaOEI:

§ He3aBUCHHUX

Y caos XoMmoreHe jeqHauvHe )
jenHauuHa

Tauke umnrae3aBara v1 U V2 OJITOBAPAjy OPTO-

viwvy =0 1
TOHAJIHAM TIPABIIMA.

Tauka WITYE3aBAa U U TPaBa WIMTUE3ABATHA
l omromapajy peom mpaBoj W paBHH KOje Cy [I]xwv = 0 (mormenaru |A.2) 2
MeljycoOHO opToroHaJHe.

ITozuara je xomorpadwuja H = [hy hs hs] Heke

T —
hiwhy =0
paBHU W3 MPOCTOpPa HA PaBaH CJIUKe, KaO y T T 2
h1 o.)hl = h2 o.)hg
npumepy 2.3}
ITapamerap uckomenoctn K1 = s = 0. Wiz = w1 =0 1
[Tapamerap uckomenoctu Kio = s = 0 u 0
. Wiz = Wol =
cMKa je moheHAKO CKIaupaHa y IPABIAMA 12 21 2
; — — — w11 = wa2
ocCa, T). Qp = Kll = K22 = Q.
Tabena 2.1:  Vcsiosu oapebenocru cimke ancosnyTHe KoHuKe w. Cbaka of] (MATPUYHUX) jeJHAYMHA HABEICHUX

Yy APYroj KOJIMHM je XOMOT€HA M JIMHEeApHa 10 KOMIIOHEHTaMa MaTpuIle w. Y Tpelioj KOIoH! je HaBeJeHO KOJIMKO JIMHAPHO
HE3aBUCHUX jeHAYMHA A00MjaMo U3 CBake (MaTpWIHE) U3 JPyTe KOJIOHE.

Jla 6mcMo onpennsid CAUKY arCOJIyTHE KOHWKE MOTpebHO je ma dhopMupamMo XOMOTeH cucteM of 6ap 5 juHe-

apHO HE3aBHCHUX jeTHAYMHA HA HEKW O HAUMHA HABEIEHWX y Tabemn Marpury kanubpanuje 6ucMo mOTOM

onpenuan Yosenkn JeKOMIO3UITHjOM MATPHIIE wL.



I'maBa 3

PekoHncrpykiiimja npocTopHOr o0jeKTa Ha
OCHOBY Hh€TroBe JIBe IIPOjeKIiuje

3.1 EnwmnosapHa reomerpuja u pyHJIaMeHTAJIHA MaTpUIA

Enunosapraa reomerpuja je yHyTpalima IPOjEKTUBHA MeOMETPHUja onHOCA nBejy mpojekiuja. OHa He 3aBuUCH
OJ CTYPKTyp€ CaMOr MPOCTOPHOT 06jeKTa, Beh caMO O IeroBUX IIPOjeKIIn]ja.

Oynmamentasra Marpura je marpuna dopmara 3 X 3. OHa eHKANCyJIupa €nunoJapHy T€OMETPH]y IBEjY
npojeknuja. Axo je cimka mpocroprHe Tadke X y IPBOj HIPOjeKIMju €, a y OPyroj €, Tama je 3aJ0BOJHEHO
x'TFx = 0. Ona ce MOXKe M3pauyyHATH CaMO HA OCHOBY KOpeCIOjeHIuja oirosapajyhux rauaka x <> x' u3
TIpOojeKIHja.

3.1.1 Enunojapua reoMerpuja

OcHoBa emumolapHe TeOMETPHje Cy MPEeCcevHe MpaBe PABHU MPOjeKINja Ca PABHUMA W3 IMPAMEHa KOju 3a OCy
uma ochosuuy (OCHOBHULA je IpaBa Koja craja nenrpe kamepa). OBaKBO 3aCHUBAIbE je MOTUBUCAHO HAMEDPOM /4
ce YCIIOCTaBU Be3a m3MeDhy IBejy IPOjeKIin]ja.

IMocmarpajmo Tauky y mpoctopy X W WeHy TpBy mpojeknmjy € u apyry . C o63upoM ma ce 3pamm mpo-
jexkToBama cexy y tauku X, To cy tauke X, x, ', kKao n nenrpm kamepa, C u C’, KoMIJIaHAPHE TAa4dKe, MITO
ce BUJU Ha CJIULH a. Oso mam omoryhaBa Ja ako 3HAMO jeHY TPOJEKIHU]Y, &, MOXKEMO OPHUjEHTAIOHO 1A
OJIpeIUMO 110J103Kaj Jipyre, '

Heka je 7 paBan onpellena OCHOBUIIOM U 3paKOM NPOjeKTOBama y €. Kako 3pak mpojekroBama y (Hermo3Hary)
TayKy @’ JIeKM y 7, Tadka &’ Ce Haja3W y Mpeceky PaBHU 7T U paBHU JApyre npojexuuje, I’ (ciuka 6). IIpasa
U’ je mpojexumja 3paka nMpojekToBama y &, HA IPYTy PABaH MPOJEKTOBAA U CAAPIKHU APYTy npojeknmjy, €. OBa
[IPaBa je enunosapHa npasa Koja OJIroBAPa IPOJEKIUjH .

[Tomennmo HEKe OWTHE TOjMOBE EMUTIOIAPHE TEOMETPH]E:

e Enwumnour je tauka mpeceka paBHU C/IUKE Ca MIPABOM KOja Craja renTpe Kamepa (ocuosuia). Enumon npes-
CTaBJba CIUKY [EHTPA jeHe KaMepe IPYyroM KaMepOM.

e EnumnostapHa paBaH je paBaH y K0joj Jjiexku ocHoBuiia. OCHOBHIIA je Oca MpaMeHa emuloJapHUuX PABHU.

e EnmmiostapHa mpasBa je npecevdHa IpaBa enuIlojapHE PABHU U PABHU CJIUKE.

3.1.2 dPynmameHTasaHa Marpuna F

QyHIAMEHTAIHA, MATPUIA TPEJACTAB/bA AArebAPCKY PEenpe3eHTANNjy EMU0JIapHe TeOMETPHjE.

Hedbununmja 3.1. Ako cy marte aBe mpojernuje ca pasHuUM IMEHTPUMA, Talda 33 CBAKY TAUKy & IIPBE
IpojeKnuje MocToju oaropapajyha emumnosapna npasa I’ y npyroj npojeknuju. MaTtpuma osor F mpeciu-
kaBama (x — l') ce nasusa ®PymmamenTanna Marpuna natux asejy npojexmuja (Fax =1').

33
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o~

€IHIIONapHA papaH TT \

(o]

OCHOBHIIA —/
a 0

"~/ ¢IHNoNapHa
npaBa

Cnuka 3.1: Kopecnonennuja npojeknmja. (a) Kavepe cy miaenrndukosane meHTpUMa U PABHAMA ITPOjeKTOBama. (6)
UuBepsna ciamka Tayke & je 3pak mpojekToBarsa ompehen taukama C m x. OBaj 3pak ce y ApYyToj MPOjEeKIWju BUIN KAO
mpasa I’. CBaxa mpocTopHa Tauka X Koja Cce IPOjeKTyje y TadKy T ce MOpPa HaJA3WTH Ha OBOM 3DPAaKy, a HbeHa CIHKa y
ZIPYTOj TIPOjeKIMju MOPa IMPHIafaTh mpasoj 1.

TeomeTpujcka KOHCTpYKIHja

[TomeryTO IpecIMKaBame TavKe T jemne cauke y ogrosapajyhy enunonapry npasy 1 y apyroj caumm ce MoxKe
Pa3I0KUTH Ha JBa KOpaKa:

1. Younmo paBan 7 y OPOCTOPY KOja He MpOJIa3W HU KPO3 jelaH O MEeHTapa JaTuX JABEjy KaMmepa. J3pak
MPOjEKTORAThA Y TAYKY & cedue paBaH 7 y Hekoj Tauku X. Tauky X TpojekTyjeMo APYroM KaMepoM y HEKY
rauky «'. Kako ce rauka X Haja3u HA 3paky MPOJEKTOBAIbA y TAYKy &, OBAKO J00MjeHA TauyKa T’ MOpa
NPUNAJATH eMUNoIapHOj MpaBoj I’ Koja oaroBapa cawmm OBOT 3paka, Kao Ha CJIWIN Tauku x je oBuM,
PEKO PABHU 70, KOMIIO3MIM]OM JIBa POjeKTUBHA IPECINKABAba PABHA J0/e/heHa Tadka ' . Kommosunuja
OBa [IBa MpeCInKaBamba je paBaHcKa xomorpadwuja H, Koja jeaHy MpOojeKTHBHY paBaH CJIUKA HA APYTY TAKO
wro x — x', 1j. Hyx = x'.

Cnuka 3.2: Tauxka T W3 IpBe TPOjeKIHje Ce TPEKO PABHE T MPECIWKaBa y TadKy & y JAPYTOj MPOjeKIHjH.

2. Kako he emmmomapra mpasa I’ mponasuTu Kpo3 emmmos € m cagpKaTh KOHCTPYHCAHY TadkKy &', OHA je
=€ xo' =[e]xx’ = [e'|x Hrx (nornenaru . C o63upom sa je no gedununuju I’ = Fx, nobujamo
na je

F = [e|«H,. (3.1)

Kako je [€/]x panra 2, a H, panra 3, To je marpuna F cunrynaphaa marpuna panra 2. leomerpujcku,
dbynnamenTanrna Marpuna qeUHAUIIE TPOJEKTUBHO MTPECTUKABAE MPOJEKTUBHE PABHU TIPBE CIUKE (2- TMMeH3u0HN
NPOjEKTUBHU IIPOCTOP) HA MPAMEH ENUIIOJAPHUX IIPABUX KPO3 enunod €’ (1-IuMeH3uoHrn IPOjeKTUBHU IPOCTOP ),
ma 3amucra Mopa OuTu paHra 2.
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Anrebapcka KOHCTPYKIIHja

Axo cy jour mo3nare marpuiie 1Bejy KaMepa, pyHIaMeHTaHy MaTpuIly je Moryhie opeIuTu 9ucTo airebapCKu.
Jlo 3paka mpojekToBama y TadKy & MOXKeMo mgohum pemraBameM jegmaduuae PX = x mo X, Kao y momceknuju
Permeme je jennomapamerapcka gpaMuimja Tadaka:

X(\) =Ptz + \C, rne je PPt =Iu PC =0, 1j.

Pt = PT(PPT)~! je nceyno-unseps marpune P, 1ok je C menrap npse kamepe. JIpe Tauke Ha 3paky cy Ptz
(3a A = 0) u nenrap npse kamepe C (3a A = o). Hbuxose ciuke jpyrom kamepom, P'Ptx u P'C, oupebyjy
CJIMKY 3paKa MpOjeKTOBaIba y TAYKY & Ha JPYry PaBaH MPOjEeKTOBAIbA, IITO je YIPABO EMUTIONIAPHA MPABaA KOja
onroeapa tavkm . 3aro je l' = (P'C) x (P'Ptx) =€ x (P'Ptx) = [e'|«(P'Ptx) = [¢/|x P'PTx. [Takne,

F =[]« P'P*. (3.2)

Oro m3BOheme HeMa CMUCIIA KAIa je MCTH IeHTap MpW MPBOM W APYyTOM TPOjeKToRamy, jep je Taza P'C = 0, ma
je F' myna marpwurna.

Dopwmyne u cy cymruncku ucte. Casia nmMamo u ekcrumnuthy gopmyiy 3a H, = P'PT |y bynxkunju
MaTpPHUIA KaMepa.

IIpumep 3.1. CpauyHajMo QyHIAMEHTAIHY MaTPHUIYy 3a HAp KaMmepa

P=K[I|o0] P =K'[R|t.

-1
[lceyno-ursaeps matpune P je P = PT(PPT)~1 = {[gT }, C= (?) ue =PC=K't na je

F =[P'C|xPP" =[K't|uK'RK .

Hasenumo najouTHuje cBojcTBO DyHIAMEHTATIHE MATPHIIE:

Teopema 3.1. Marpuna F', parra 2, je ¢pyrgamMeHTanna MaTupIa ABEjy MPOjEKIMja aKo M CaMO aKo 3a
CBaKe IBE Tauke U T’ KOje Cy NIPOjeKnuje UCTe MPOCTOPHE TAUKE BAKU

2TFz =0.

Hoxasz: =) Kako cy  u ' omrosapajyhe mpojekuuje mcre mpoCcTOpHe Tauke, TO Taudka &’ JIeEKM HA
emunonapuoj npasoj I = Fx koja oarosapa rtaukn . Ipyrum peunma, 0 = 2’7l = /T Fzx.
<) O6puyTO, Heka je 'T Fx = 0 3a cBake ABe Tauke T 1 &' KOje Cy MPOjeKIMje UCTe TPOCTOPHE
rauxke. Hera cy x u «’ mpojexmuje mpocropue tauke X, Tj. z'7Fx = 0. Hexa je X rtauka Ha 3paKy
OpOjeKToBama y T, pasauumTa on Tauke X. Tama je HpojeKnmja Tadke X IpBOM KAMEpOM TauKa T, a
npyrom Heka Tauka & # ', tj T Fx =0. Cnemu, ' Fx + ) \z2'" Fx =0, tj. (2'7 +\2'7)Fx = 0, 3a cBako
A € R. To 3maum na nmpasa Fx canpxku cBe Tauke enumosapHe npase oapeberme Taukama ' m &', ma joj
Mopa OuTu; jemHara. O

[Iperxonna Teopema maje OuTHy KapakTepusamujy dbyHzamentagne marpure. Hanmve, OHA je MOTIYHO Oape-
hena kopecnomennmjom oxroeapajyhnx tagaka € <> €’ y npojeknmjaMa. 3aro ce MOxke NeUHUCATH y KOHTEKCTY
npojexnmja 6e3 pedepennupama Ha caMe MATPUIE KamMepa.

CsojcTBa dbyHIaMeHTaJIHe MaTpPHIle

Hapezgna csojcrsa dynmamenTanine MaTpuie Cy AUPEKTHE mocjienuie mene nedbuauyje u reopeme (3.1

e Tpancmonar: Axo je F dbynmamentanna marpuna napa kamepa (P, P'), tapa je FT dynnamenranna
MaTPHIIA UCTOT Mapa Kamepa caMo y oOpHyToM moperky, (P/, P).
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o Enmnonapue mpase: 3a cBaKy TauyKy & y TPBOj CAWIM o/roBapajyhia emnonuiapHa MpaBa y APYroj CIUIN
jel! = Fx. Cimmuno je I = FTa’ enunosnapua mpasa, y IIPBOj CJIHIM KOja OJroBapa MPOjeKIMju €’ U3 Apyre
CITHKE.

e Enumosn: 3a cBaky TauKy & # € y NPBOj CIUIHN emxmonapHa npasa I’ = Fx caapxu enunon €. 3aro
Baxku 0 = e’T(F:c) (/" F)x 3a cBako x, na je €’ TF = 0. Canuno ce mokasyje 1a F'e =0, 1j. na je ey
JIeCHOM je3rpy ¢yHIaMeHTaHe marpuie F.

e Crenenu ciobome: Marpuna F' je xomorena marpunia ¢gopmara 3 X 3. Ha ompelenocr marpure F
yTHYe cegaM IapaMeTrapa jep MMaMo JIeBeT He3aBHHCHUX KOMIIOHEHTH UHju ce Opoj yMmamyje 3a jemaH Kaja
ypadyHaMoO 3ajeIHUYKH [apaMerap CKajJupama, U 33 jOIl jeJaH KaJa ypPadyHaMO yCJIOB CHHIYJIADHOCTU
marpuie F, det F' = 0. Hakme, marpuna F uma cemaMm cremeHn cjaodoje, u 3aTO je MOTPeOHO MOCTABUTH
MUHUMYM CeJaM JINHEAPHO HE3ABUCHUX yCJIOBA 1a O ompenuan marpuily F.

e Kopemamuja: Marpuna F' nedunmine mpeciaukaBame u3Mel)y paBHEH mpojekiiuja, Koje je JereHepucaHa
Kopenamnuja. HawmMe, oHa Taukw @ W3 TIpBE Cauke goaesbyje npasy I = Fax y npyroj cimmm. Oma mrrasurmie
CBaKOj Ta4yKM ca enunosapHe npase | = e x ¢ mozxesmyje ucry mpaBy F(e + Ax) = Fx = I'. 3aro je oBo
MPECIMKABAE TETEHEPUCAHO, U HEMA, WHBEP3.

Xomorpadnja enunoJIapHAX MPaBUX

CBe emnumoJsiapHe npaBe jejHe CIUKe Ce CeKy y enunosiy. EnumomapHa paBaH cede paBHH IPOjEKTOBAbA
n gecdunume oaropapajyhy mpojeKTHBHY KOPECIOAEHIH]Y H3MeDy emumoapHuX MpaBHX jeJHe W APyre CIHKe
(cauka a). IllraBuie, Ta KOPECIOAEHIIUja je IEPCIEKTUBHA, KAO LITO C& BUAM HA CJIULM 6. Openuhemo
meHy QopMyIIy:

Cauka 3.3: (a) YV cBakoj MpojekIuju MOCTOjU TPAMeH eNuroJapHUX NMPaBUX NEHTPHUpaH y enumoJy. Kopecrnomenmuja
mpasux | <+ ' je medunmncana mpaMeHOM eMUTIONAPHNX PaBHE Umja je oca ocHosuma. (6) Oarosapajyhe ermmmosnapie mpase
Cy TIOBe3aHe MePCIeKTUBHUM IIPECINKABAIbeM, Ca IEHTPOM Yy OWIO K0joj TAYKU P OCHOBUIIE.

Teopema 3.2. Heka je | mpousBo/nHa emomosapHa IIpaBa y OpBoj mpojexmuju u I moj omrosapajyha
emuIIoJIapHa IpaBa y APyroj npojexinuju. Ako je k Heka mpaBa y IpBOj IPOjEKIUjU KOja HE CAIPIKU €U0
e, rana Bakm: I = F[k|.l. U cmuumo, 1 = FTK'], 1.

Nokas: Taura & = [k]xl = k x | je npeceuna rauka npasux k u l. Karxo mpasa k me mpomnasu Kpo3s
enumnous e, To je * # e. 3aro je mpasa F[k|xl, emumonapua mpasa y Apyroj mpojeKumju Koja oArosapa
Tauku @, Tj. npasa l’. O

[IpaBy k moxkemo 3roamo ga n3abepemo kao k = e, 063upoM 71 OHA TaJa CUTYPHO Hehe CaapzKaTh emuIos €
(eTe #0).
3.1.3 Pauynamwe dpyHIZaMeHTAJIHE MaTpuIie F aBejy mpojekiimja
OynmamMeHTaIHA MATPHUIA je nedrHrCcaHa jeJHATHHOM:
TFx =0, (3.3)

3a cBaku nap ojrosapajyhux rayaka € <> ' y qsema ciaukama. AKo HaM je 103HaT JI0BOJbad 6poj Laposa T <> &’
(Gap cemam) Ha ocHoBy jemnauuue (3.3]) ce moxke onpeuru dbynmamenrtanna Marpuna F.
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HOpMaJII/IBOBaHI/I ajiropuraM ca ocaM TadakKa T < J}/

Konxkperno, ako cy Tauke € = (z,y,1) u ' = (2/,y’, 1) xoopaunare npojexiuja npocropre rauke X y aseMa
Juu fiz fis
cmukama, u F'= | fo1  foo fos |, jennauuna|3.3|je ekBuBasienTHA jeTHAYNHU:
31 fs2 f33

wx’ fiy + @'y fio + 2 frs + Y afor + Yy for + ¥ fos + xfs1 + yfsz + fas = 0.

wo je 3a f = (fi1, f12, f13, f21, f22, fo3, f31, fa2, f33)T exBuBazentro ca
(za’, 2"y, 2" y'z, y'y,y 2, y,1) f = 0.

3a n OBAKBHUX MApOBa &; <+ &; JOOUjaMO XOMOTEH CHCTEM JIMHEAPHUX jeJHAUNHA, YHje je pelemne, f, TeCHO je3rpo
MaTPHUIIE
Tiry Ty T oy Yy i @ oy 1
A= : : : : : S (3.4)
TnTy,  TpYn T YnTn YpYn Yn Tn Yn 1
Jacuo je na f jeamnHo MOXKEMO Ja OJPEsrMO /10 HA yMHOXKAK CKAJIAPOM, a Jia O PEIlee YOIIITe MOCTOjAJIo
maTpuiia A Mopa GuTH paHra Mamer uim jegHakor 8. Ako je panra 8, perreme je jeInHCTBEHO (10 Ha cKajap).
Axo cy xoonpunaTe y mpojekimjaMa gare ca oxpelenom rpemkom (mITo je wecTo ciyuaj) marpuna A Moxke
6utr n parra 9. Y Tom caydajy Tpeba HyMEpHYKHM MeToJaMa TPayKUTH BEKTOp Koju MuHmMu3syje ||Af|| mpn
uup. ycaosy | f|| = 1. Ilomenyru ycioB Tpeba nocraButh Ja Gu m3bersin Hyiaa BeKTop. Bekrtop f moxkemo
naliu SVD nekomnosunujom (moriaegaTu J0aarak marpure A tako ma je A =UDVT, rae je U marpura ca
OPTOrOHAJHUM KOJIOHAMa, D jiujaroHaHa MaTPHUIA Ca BPEIHOCTHMA Ha aujaroHanu nopehanmm y onanajyhem
mopetky n V oproronaina MaTpuia. Tparkenn BEKTOD ce HAJIA3W Ha MECTY TOCTeNme KoJIoHe mMarpuie V.
BazkHo cBOjcTBO byHIamMeHTaHe MaTpULe je Ja je panra 2. Ako He Ou Oujia paHra 2, enuiojiapHe 11paBe He
Om Guiie KOHKypeHTHe, Tj. He O ce CeKJie y emmmoiy, Hero 6m curyanmja 6uiaa kao Ha camim [3.4la. Marpuna
F onpebena Kako je mpeTXoJHO OIKMCAHO, Y OHINTEeM ciyd4ajy, Hehe OuTu cuHrysapHa 300r rperraka y padyHy
n obenerkaBamy Tadaka y IpojeKiirjaMa, W 3aTo Tpeba Hahm HadnH ma ce ncopcupa MOMEHYTa CHHLYJIapPHOCT
marpune F. To 6u Morio ga ce ypajau Tako mro 6u ce y SVD neokomnosunuju A = UDVT najuama speanoct
Ha qujaronanu marpune D samenuna mynom. Taunmje, ako je F' = Udiag(r,s,t)VT rne je r > s > t, marpuna
F = Udiag(r,s,0)VT he vunuvuzosaru ||F — F'|| pu yenosy det F/ = 0, u TuMe mipeicTaBbaTi Hajbome Moryhe
perrese.

Cnuka 3.4: Enunonapse mpase cpauynare 1o dbopmymmu I’ = Fx 3a pasue . (a) Edbexar mecunrynapue marpure F.
(6) Edexar, makon ncopcupanor ycmosa cuaTymapaoctn Marpune F .SV D anroputmom.

IIpobaem y pamy ca padyHapoM je IITO OH He MPENo3Haje CBe peajHe OpojeBe KOju ce HaMa jaB/bajy y PadyHy,
Beh KoHadan OpOj parMOHATHUX HA KOje 3a0KpyxKyje cBe OpojeBe. Paau crabmiHOCTH HyMEPUYKHX METOIA IIpe-
TMOPYW/bWBA je HOpMAIU3alnja yIa3HuX MOoJaTaka, TaKo JIa Ce CBEe TAaYKe y MpOojeKIjaMa HaJja3e Ha MPOCETHOM
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pacrojamy v/2, o1 KoopamHATHOr modeTka. To 3HAYN 1a ,,TPOCETHa TadKa " MMa XOMOTeHe KOODIMHATE (1,1,1).
Hopwmanmmsanuja yra3zuux nmosaTaka je oJ eCeHIjaaHe BayKHOCTH MPHU UMTIJIEMEHTAIIN)U OBOT aJITOPUTMA.

OBaj Hauun onpehuBama MaTpuile je Hajje/JHOCTABHUjU 3a MMILIEMeHTaIujy. Pesumupahemo mocrymak y
HAPEIHOM AJITOPUTMY:
s 2
Hopmanu3oBaHu ajaropuram ca ocam Tadaka x <> ¢’

IMnis: 3a mosmare mpojexnmje x; <> x; mpoctopanx Tadaka X; (1 <i < n, n > 8), onpemntn dyHIAMEHTATHY

marpuny F rako ma il Fa; = 0.
A nropuram:

(/) Hopmammsanuja: Ilpumenutn TpanchopMmamnmje HOpMajM3aliije KOOPAWHATA Tadaka y MPOjeKIHjaMa
(Tpancnammja y3 xomorerujy):
~ ~/ /!
z;, =Tx; n x; =T x;.
(#1) Onpemurn GyHIAMEHTATHY MATPUILY F' 3a omrosapajyhie Tauke y mpojeKmmjaMa T; <> T;:
(a) Ompemutn Fus BEKTOPA TOC/Iee KOJI0He MaTpurie V U3 JeKOMIIO3UIIHje A=U DVT, rne je MaTpwura A
dbopmupana u3 Kopecnomenmja T; <> T; kao y dopmymmu (3.4)).

(b) Popcupame CHMHTYJIAPHOCTU: 3aMEHUTH F ca F' taxo ja je det F' = 0, kao mTO je ommcaHo rope.

(iii) Jemopmammuzanuja: Marpuna F = T'T F'T je dbyniaMenTa/ina MaTpuIia OpUTHHAIHIX IPOjeKIHja T; <5 ).
§ J

OppebhuBame F' Ha ocHOBy MHUHHUMAJIHOT Opoja KopecmoieHImja z; <> =, (cemam)

Kako marpuna F' uma cemam crenenu cyiobojie, OHA MOXKe Ja Ce OJpey HA OCHOBY CeJlaM KOPECIIOJEHIIN]a
x + &' omrosapajyhnx tadaka y mpojeknmjama, jep cBaka o muX (IO yCJIOBOM & Cy HUXOBU OPUTHHAIA Y
OPOCTOPY, y CIOOOJHOM MOJIOKA]y) (DUKCUPA TIO jeIaH CTerneH cjao0ome. Y TOM CIydajy J0Ja3uMo 10 Marpuie A
Kao y dbopmysin Koja je popmarta 7 X 9, a panra 7. Oarosapajyhe AeCHO je3rpo je TBOAMMEH3NOHN BEKTOPCKHU
npocrop uuja je jenna 6asa vup. (fi, fo). Heka cy marpuue F; u Fy dopmupane ox Bekropa f; u fo kako je
OIIMCAHO Ha NOYeTKy oBe nozcekiuje. Tpaxkena ¢ynnamenranna marpuna je raga F = aFy + (1 — a)Fy 3a Heko
a € R. Yeaos det F' = 0 moxemo uckopucruru aa ¢ukcupamo napamerap «. Kako ce det (aFy + (1 — ) Fy) =
0 cBomm mHa Hajaxkeme Hysa monwHOMa Tpeher cremena, mmahemo jeauHCTBEHO Wy Tpu Moryha perema 3a
dbyugamenTaany marpuny F.

s /
OapebuBame dyHIaMeHTaIHe MATPHIle HA OCHOBY IIIeCT KopecHoJdeHIUja TadaKa ; < T;

WarepecanTro je ma pyHmamMeHTaaHy Marpuity F IBejy HpOjeKIiinja MOXKEMO a OIPEINMO Ha OCHOBY CaMO
IECT KOPECIOAEHIN]a &; <> & MpojeKmuja mpocTopHux tadaka X;. OHO mTo Mopa ma Oyae HCIYIHEHO je Ja
YeTUPH O TUX IMECT Tadaka X; y CIEHU JieXKe y je/IHOj paBHU 7r, JIOK OCTaJie JIBE He TPHUTIAJIAjy TOj PABHHU.
IlocTtynak ce 3acHWBa HA YCIOCTaB/bamby OAroBapajyhmx paBanckmx xomorpadwuja m3mehy paBHEH 7T U paBHU
MPOjeKITHja.

Cruka 3.5: Xomorpaduja paBHE TpOjeKIUja, MHIYKOBAHA PABHU 0

Heka je v paBan KOja ce HAJIA3U y OIIITEM TIOJI0¥XKAjy Y CUeHU (HE CAIPIKU HU jeJaH O EHTapa MPOjeKTOBAbA
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C u C’). Kamepa ca nearpom y C nedunuiiie nepCrieKTUBHO MTPECIUKABAKE PABHU 7T HA PABAH TPBE TPOjEKIIUje
ymja je Marpuia Heka marpuna H. CiandHo apyra Kamepa JeduHUIIE MEPCIEKTUBHO MPECIUKABAKE DABHU T
Ha paBaH Apyre Impojeknuje umja je marpuna Heka H'. Tama, 3a mpom3BosbHY TaukKy X, € 70 BaXKH J1a Cy EEHE

cnuke y npojexnujama © = HX, u ' = H'X,. Komnosunuja uHBep3HOr IIPBOr, U JIPYror IIE€PCIEKTHBHOL
HPeC/IIKaBaIba, je paBancka xomorpaduja Hy = H'H ™! paBuu jenme mpojekuuje Ha npyry tako ga je © = Hyx
(cnuka [3.5)).

ITocmarpajmo HeKy Tauky X Koja He IPHUNAIa MOMEHYTOj paBHEH 7. Heka Cy meHe IpojekIuje y CIuKaMa &
n x'. Tauka ' = Hyx he jeXaTw Ha €MUIIOJAPHO] IPABOj y APYT0j MPOjeKIuju KOja O[roBapa TAYKH &, Kao Ha
e [3.6la. To je saro mTo cy @’ u T’ ciuke Tawaka APYrOM KaMepOM Koje JiesKe Ha HCTOM 3PaKy MPOjeKTOBambA
y Tauky x. Kao nocnemuiy umamo ga je upasa x' X H,x enunosnapua npasa y aApyroj upojexuuju. Ha obaj
HAYWH MOYKEMO JIa OJIPEIMMO JIBE PA3HE eMUTOIapHE MPaBe y APYTOoj MPOjeKInju (CIuKa, 6), a TUME W EeTIITIOJN
€', xao wuxos npecek. Tazna he 6urn F = [e']x H.

X,® X, T X;e

™

Cauka 3.6: ®ynmamenTaliHa MaTpUIla je jeiMHCTBEHO oApeleHa ciimkama IecT IPOCTOPHUX TadaKa O KOjux
cy 4YeTnpu KoMIiuiaHapHe. (a) 3pak IpojekToBamba IPBOM KamepoM Kpo3 X ceue paBan 7 y Tadku X . Cimke Tauaka
X u X, cy penom &' u & = Hz. To cy pasne tauxe (ocuM kKama X JIexku y 7) U 06e TPUMAIAjy enunoIapHo]j mpasoj I’
Koja ofrosapa Taukw x. (6) Emmmon e’ je onpeben mpecexoM mBe emmrionapHe TIpaBe: Ty X Th U Ty X Tg.

Ha ocroBy nperxosjne anajmse MOXKEMO /12 3aK/byIuMO 2 ce dbyHIaMeHTag na Marpuna F' Moxe jequHcTBeHO
OIPEINTH HA OCHOBY CJIWKA TECT TMTPOCTOPHUX TAUaKa, O/ KOjUX YETHUPH JIeXKe Y jeTHOj paBHU, JOK Cy TTPEOCTase
aBe BaH momenyrte papuu. Ciiuke YeTHpW KOMIJIAHAPHE Tadke AeUHUINY PABAHCKY XoMorpadujy Hy, TOK
IIPeoCTalIe JBe MOCTaBJbajy yCIoBe 3a ompeluBame enmmona e’

Pesumupahemo nperxonno HaBeaeHU MOCTYTIAK Yy HAPEIHOM AJTOPUTMY:
e 2

OnpebuBame ¢pynmamenrasHe Marpuile ' Ha OCHOBY HIPOjEKIHja IIECT TaYakKa, O KOjUX CY
YeTHpy KOMIJIAHAPHE

ITmds: 3a mosmaTe mpojexnmje T; <+ &, MECT IPOCTOPHUX Tadaka X; O KOJUX Cy IPBUX YeTHPH KOMILTaHADHE,
onpemutn dbyHzaMenTaHy Marpuny F tako ma @i Fa; = 0.

Anropuram:

(1) Ompenuru xomorpadujy H Taxo na je x; = Hx,;, 3a i = 1,4.
(#7) Onpenuru emmmion e’ kao npecek npasux (Has) X x5 u (Hxe) X Tg.

(iii) F = [e/]xH.
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3.2 OppebhuBame marpuila KamMepa Ha OCHOBY (yHJaMeHTaJHe Ma-
Tpurie F

Jenno on majburTHHjuX cBojcraBa (pyHIAMEHTATHE MATPUIE je a Ce MOXKEe UCKOPUCTUTH 33 ojpehuBame Mma-
TpHUIla KaMepa KOjuMa Cy JI00HjeHe ABe MPOjeKInje.

3.2.1 Opgpehenoct kamepa. Kanoucku map marpuiia kaMmepa

Y moxaceknmjn 1o dopmyna I/ = Fax u 2'T Fx = 0 cmo o xopucrehu caMo MHITHIEHIUje TadaKa,
MpPABUX W PABHU, Tj. OIHOCE MPOjEKTUBHE MEOMETPHje. 3aTO Cy OHE MPOjeKTUBHO I/IHBapI/IjaHTHe 3aucra, ako
IPUMEHUMO IPOjeKTUBHE TpaHC(bopMauHJe DaBHM Ha KOOpJMHATE je/iHe W JIpyre CIIHKe Z=Hxuz = Hx,
nocrojahe onarosapajyha xopenaiu all = Fz, tneje F = H-TFH-'. C obsupom na H' : &' = H'z' nenyje Ha
npase xao I = H'-TU (TeopeMa, TIPeTXOaH 3aK/byIaK je mocsieuna Hu3a mssohema: I = Fo = H'Tl =
FH 'z — 1 = H"TFH'Z.

®dynmamMeHTaIHa MaTpUna F 3aBucH camo o MpOjeKTHBHUX ompoca Marpuna P u P'. Kako marpune kamepa
MOBE3Yjy KOODAMHATE MPOCTOPHUX TAYaKa Ca KOOPAMHATAMA MPOjEeKINja, TO OHE JUPEKTHO 3aBUCE O KOODIW-
HATHOT CHCTE€Ma y CJIUIU U KOOPAWHATHOI crcTema npoctopa. lIpw mpoMenu KOOPAMHATHOr CHCTEMA IIPOCTOPA
JI0J1a3HU [0 MPOMEHE MaTPHIA KaMmepa, aan He u pyrgamentanane marpune F. Illrasure,

Teopema 3.3. Ako je H mpojekTuBHa TpaHChOpMaNMja TPOCTOPA, Tama Cy (yHIAMEHTAJIHE MATPUIE
Koje oaroeapajy npaposuma kamepa (P, P') m (P, P') = (PH,P'H) jemnake.

Joxas: Kako je ¢ = PX = (PH)(H_ X) = PX, ako ce xamepoM P Tauka u3s mpocTopa X CIUEA
y TauyKy &, KaMepOM P = PH ce tauka X = H~ !X ciuka y ucty tauxky x. PynmamenramsHa mMarpuna
nmapa Kamepa (PP) je F = [P'C]xP'Pt (no ¢popmynn ), rae je PT = PT(PPT)~!. Kopucrehn
Pt = PT(PPT) 3a (yHIZAMEHTAJIHY MATPUIly Iapa KaMepa (]B,ﬁ’) o Gpopmyn nobujamo

F [P’C] P’P+ =
(P )( )} H(PH)"((PH)(PH)")
[P'Cl P ( 'P)H ( H)T((PH)(PH)")™!
= [P'Cl P'P=Y(PH)(PH)"((PH)(PH)")™" =
= [P'C] P’P— = F

71:

O

3a map kamepa (P, P’) mocroju jequncreena dbynaamentaina marpuna F. O6pHyTO He Baxkw jep je dbyHIamMeH-
rasHa Marpuna F mapa xamepa (P, P'), dbyHnJaMenTaIna MaTpUIia U CBaKor apyror mapa Kamepa (PH, P'H) rue
je H meka npojekTuBHa Tpancdopmanyja mpoctopa. Bunehemo y Teopemu @ﬂa je TO jenHa BUIME3HATHOCT, Tj.
Jla je CKyIl CBUX AapoBa Kamepa Koje oarosapajy dyusamenrannoj marpunu F 6am {(PH, P'H)| H —upojexkTusua
TparchopMAanmja TPOCTOPA}.

C 063upoM Jj1a UMaMO OBY BHINE3HAYHOCT OfpeheHOCTH mapa MaTpula Kamepa 3a naTy (PyHIAMEHTATHY Ma-
rpuity F', n3nsojuheMo jesad penpe3eHTATHBAH Map KOjUM MOXKEMO PeJaTUBHO Jako ga baparamo. To je map
KOju 3a mpBy Marpuiyy kamepe mma [I | 0]. Veek je moryhe m3abparu oBakas map mMarpuia kamepa. da 6u oBo
nokasasm caMo Tpeba 3a ceaku map kamepa (P, P') mahu omgrosapajyhy perymapuy marpuny H dbopmara 4 X 4
Tako ga Kaja map (P, P') marpuna Kamepa MOMHOXKHMO oMe 3a TpBy gobujamo [I | 0]. Marpuna H = p*1
rie je marpuna P* mobwjena ox marpurie P I0muCHBameM YETBPTE BPCTE TAKO /14 jé HOBOAOOWjeHA MATPUIA
perysiapHa, je TpaykeHa MATPHIIA.

Osakas map marpuna P = [[ | 0] u P’ = [M | m] hiemo HasuBaru KaHOHCKM map Marpuna. Ibuxosa
dynnamenTanna Marpuna je jennaka [m|x M mro ce sako qobuja npumenom dhopmysie

[Ipe Hero mro mokaxkemo gAa GpyHIAMEHTATHA MaTpulia oapehyje map oarosapajyhux marpuiia KaMmepa 10 Ha,
JIECHU YMHOXKAK ITPOJeKTUBHOM TPAHC(HOPMAIMjOM MPOCTOPA, JOKAKUMO MOMONHO TBpheme:

Jlema 3.1. Axo ce MaTpHIa F paHra 2 MOKe TEKOMIIOHOBATM HA NBA Pa3Ha HaumHa Kao F = [a]x A u
F=[a] A ranaje a=kan A=k '(A+avT) 3a mexo k #0 u v € R3.

Jloxaz: Kako je a’F = a’la]x A = 0 u cmmuno a’ F = 0, To BEKTOPW @ ¥ @ TPUTAAA]y JEBOM je3rpy
marpuie F. C ob63upom ga je marpuna F panra 2, To je oarosapajyhe jesrpo mumensuje 1. Kako mu
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jemaH ol BEKTOpa @ u @ Huje Hyja BekTop (uHaue je F' panra 0), OHM T€HEPUILY UCTU BEKTOPCKU MIPOCTOD
ma Mopa 6utn a = ka 3a Heko k # 0. _ _

Hame, n3 [a]xA = [a]xA cremn [a]x (kA A) = 0, omaocHo konore Mmartpure (kA — A) jecy y mecHOM
jesrpy marpune [a]y ma je (kA — A) = av” 3a mexo v € R3. Hakne, A = k=1(A + avT). O

Teopema 3.4. Heka cy mapom kamepa umje cy marpune P u P’ nobujene mcre cimke Kao mapoM
KaMepa umje cy marpune P u P'. Axo je marpuna F' gyrIaMeHTANTHA MATPHMIA 34 HAPOBE KaMepa (P, P
(P P') Taa IMOCTOjU IPOjeKTUBHA TpaHchopManrja npocropa yuja je Mmarpuna H TakBa na je P=PH

uP =PH.

Zloxaz: 3a cBakm map MaTpUIa KaMepa MOKEMO M3abpaTy KaHOHCKH Iap MaTpPUIa KaMepa Tako 1a je

P = P = [I| 0] npumenom oarosapajyhux npojekTuBHUX TpaHCOpMamUja IPOCTOPA HA CBAKMA O MapOBa
MaTpuIla KaMepa;:

(B, PY) = (PP*~, P'P*™Y) = ([1] 0], [4] a]),

~ e o1 o, ~ ] ~

(P,P)= (PP PP )=(I]0],[A]a]).
Ha ocHoBy Teopeme @ ¢yHIaMeHTaJHe MaTpUIle HOBOJOOMjEeHNX IIapOBa MaTpPULa CYy jedHAKe IOYETHO]
dyrnamentannoj marpumu F. JlupekTHUM pavyHameM (yHIAMEHTAJHE MATPUIE 34 NPBU W APYTW Hap
HOBOZOOMjEeHUX MATpUIa KamMepa 0 (opMyIn nobujamo F = [a]xA = [a]xA. Ha ocHoBy neme .

~/ ~

nobujamo ma je P = [A]a] = [k~Y(A+ av”T) | ka).
k=1

1o 2] OUPEKTHUM PadyHOM Aobumjamo:

Axo mzabepemo H = [

— _1 ~ PR— ~ o~ — —_~ ~

PH =[I]0] [kk_lv{r 2} — k7Y I|0] = kP = PP 'H = k" 'PP* ' — PP* 'HP* = kP,
I k71 0 -1 T A= 54 ! px— 177 551 ! p*— 177 o* 5%
PH=[Ala]|, 1y | =k (A+av")|ka]=[A|a]=P = P'P" '"H=PP" = PP 'HP" =P

Axo osnaunvmo H = P* VHP* umamo PH = k=P u P'H = P’ rze je H perynapua mMarpuna (GopMara
4 x 4 mTo je u Tpebaso MOKA3ATH. O

3.2.2 @PopmyJia KAaHOHCKOT Mapa MaTpHUIla KaMepa 3a mo3HaTo F'

IMokazanu cmo ga F' ogpehyje marpure kamepa 10 Ha npojekTuBHy TpaHcdopmanujy mpocropa. Caza hiemo
nahu ¢dpopmyTe KAHOHCKOT IMapa MaTpHIa Kamepa, 3a mo3uaro F. Ilpe Tora, HaBeauMo OMTHY KapaKTepU3AIH]y
dbyHIaMEHTATHE MATPHUIIE.

JIema 3.2. Hemyna marpuna F je dymmamentamma marpuna mapa kamepa (P, P’) ako m camo ako je
A= P'TFP agtucumerpumana.

Jloxas: <) Heka je marpuma A amtucumerpuuna, Tj. AT = —A, u mexa je XTAX = a(X) € R.
Ako Tpamcmonyjemo mocaemmu mspas mobujamo X AT X = a(X), a cyma mocmemma msa maje 2a(X) =
XTAX + XTATX = XT(A+ AT)X = 0 3a caro X. Ilakne, XTP'"FPX = 0 3a csako X, a kako je
@' = P'X ux = PX, T0 je IpeTXOHA je HAKOCT eKBUBaJIeHTHA ca @@ Fo = 0 3a cBaku map oarosapa]jyhnx
Tavaka & > &’ y CIMKama, Ia je Ha OCHOBY TeopeMe [3.1|Marpuna F QyHAaMeHTaIHA MATPUNA Iapa KaMepa
(P, P).

=) Hera je F ¢pynmamenrtasna marpuna napa kamepa (P, P’), Tj. XTPTFPX =0 3a cBaky
tauky X y mpoctopy, Tj. X' AX = 0 3a csako X. Kaxo je omma (X +Y)TA(X +Y) = 0 3a cara
nea Bexkropa X u Y, pacnucusameM oBor mspasa, un xopuctehu XTAX =0 u YTAY = 0, nobujamo
XTAY = -YTAX wro j€é eKBUBAJICHTHO Ca TUM na je Marpuna A anTucuMeTpuyHa. O

Teopema 3.5. Hera je F' pyrnameHTanna MaTpuUIla, 1 HEKa je

P=[I]|0]u P =[[e]<F|¢€]
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rae je € emumon takas ga je € F = 0. Taza je (P, P’) map maTpuna kamepa umja je (yHIAMEHTAJIHA
MaTpHUIa YOpPaBo MaTpuna F.

Joxas: Tloraxumo mpso cy Mmarpune P wm P’ MaTpune HeKMX Kamepa, Tj. na cy paHra 3. Marpuna
P je oumraemno morpedbuor panra. Kako je e’ F = 0 xomnone MaTpune F cy opToroHajHe Ha BEKTOp €,
na kako je F panra 2 meHe KOJOHe TeHepully pasaH oproroHasxy Ha e'. Komome marpune [€']«F jecy
BEKTOPCKM NMPOM3BOIM BEKTOpa €' ca KoJoHaMa Marpune F ma ThMe reHepuily WCTy paBaH OPTOTOHAJHY
Ha BeKTOp €'. 3aTo BeKTOp €' He Jeu y PaBHU IeHePUCAHO] KosoHaMma Mmarpuue (€]« F, na je marpuna
P’ = [[e'|<F | €] panra 3.

Kaxko je marpuna [e']x anTucumerpuduna, TO je M MaTpUNA

FTle), "
T
e

FTle),"F 0

PTrp =
e’k 0

FlI|0] = _ [FT[e’]XTF o]

o” 0

AHTUCUMETPUYHA, I8 je IpeMa JEeMU Marpuna F ¢GyHIaMeHTaJHa MATpUIA 3a Hap MATpUIa KaMepa
(P, P').
U

MoxkeMO TpUMETHTH 114 je J1eBa 3 X 3 moaMaTpuna Marpune P’ W3 mpeTxoaHe TeopeMe CHHTYIapHa, TAKO 114
onrosapajyha Kkamepa Huje KOHaUHA MPOjeKTUBHA KaMmepa, Beh Kamepa ca MeHTPOM IIPOjeKTOBamba Y OECKOHATHO-
CTH.

¥ nokazy reopeme [3.4] cmo, usameljy ocrasor, nokasanu na nap marpuua kamepa (P, P') = ([I]0],[4]a]) uma
ety BbyHIAMEHTATHY MATPHITY KO Tap MATpHIA Kamepa (P, E/) = ([1|0],[k7*(A+ av™) | ka]). Kopucrehn To
JIOJIa3MMO JI0 OMINTHEr Pererha 3a map Marpuia kamepa (P, P') anja je dbyHIaMeHTaIHA MATPHIA IaTa MATPHIA
F:

P=[I]0]n P =[\"!([el F +e'v") | A,

riejev € R3u XA #0.
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3.3 PekoHCTpyKIHja MAaTPUIla KaMepa U CTPYKTYpPe ITPOCTOPHOT 00jeKTa

V o0BOoj ceknmju hemMo pa3MOTPUTH KAKO W JO KOT HUBOA je Moryhie m3BpImiuTH peKOHCTPYKIN]Y TPOCTOPHOT
objeKkTa W yOIINTe Iiejie CIleHe, HA OCHOBY nBe cjuke. [loyeTHa MpeTmocTaBKa je na Cy MO3HATE KOOPIAWHATE
x; <> @, mpojeknrja oarosapajyfinx mpocropHux Tadaka X, JOK KOODJWHATE CAMHX MTPOCTOPHHUX TadaKa HUCY
o3HaTe, Ka0 HU TMO3HUIINja, OPHjeHTalyja W Kaaubparuja aBejy Kamepa KojuMma cy mobmjere mpojeknuje. Ilnmb
PEKOHCTPYKIIFje je Ja ce oapeae Marpuie Kamepa P u P’) Kao u KoopauHaTe IPOCTOPHUX Tadaka X; TAKBHX Ja
jer

IEzszl n SC;:P/XZ',

3a CBe 1.

3.3.1 Meroa pekOHCTpPYKIHje

(1) Onpehusame dynmamenrante marpune F' Ha OCHOBY KOPECHIOJIEHIM]A TAYAKA &; <> L) ¥ MPOjeKIrjamMa Kako
je objammeno y moaceknuju [3.1.3

(7i) OppehuBamwe mMarpuua kamepa 1o GOpPMyJIU JATOj Y TeopeMu
(#41) Tpmanrymanuja mpoOCTOPHUX Tadaka, y3 momoh marpuna kamepa P u P’ u oarosapajylinx ravaka x; <> )
y TpojeKkijaMa, Koje 3aJ0B0baBajy YCIOB m;TFa:i =0.

Teomerpujcku, TpaxkuMo npecek 3paka oxapehenor nenrpom npse kamepe (C) U TaYKOM IIpPBE MPOjeKiuje
(z), n 3paka oapehenor nearpom apyre kamepe (C') m taukom apyre npojeknmje (') HenmosHaTe Tavke
X. Kako Tauka T’ J1eku Ha emunoJIapHOj Tpaoj Fx, moMeHyTH 3pamm Kpo3 Tauke x u ' he mexkartn y
3ajeJIHNYKO] €NHUIOIAPHO] PABHH, KO IITO je IpUKa3aHo Ha caum [3.7] n 3paunn he ce 3ancra npecehin.

Jenune Tadke y mpocTOpy 4mje ce KOOpAWHATE HE MOTY OIPEJWTH HA OBAj HAYUUH jeCy TadKe Ca 0CHOBUUE,
jep ce onrosapajyhu 3paiiu mIpoOjeKTOBamba TUX TadaKa HE CeKY Y jeIMHCTBEHOj TaYKU Beh ce moksamajy. To
Cy TadyKe Koje ce IPOJeKTY]y Yy eIUIIOIOBe.

Metoz TpuaHrynanuje MpOCTOPHAUX TAYAKA je JeTabHO OOjalmben y cexuuju [3.6}

X

At

Cnuka 3.7: Tpuanrynanuja. Axo je 3310B0sbeH0 ') Fz = 0, 3paIll KOJi Cy MHBEP3HE CJIMKE IPOjeKTOBAIbA Y & U &
hie exxatm y ncroj pasuu u mpecehn fhie ce y onrosapajyhoj rauku X y mpoctopy.

3.3.2 Buie3sHavyHOCT PEKOHCTPYKIINje

Be3 mosnaBama 10o7aTHUX TTapamMeTapa clieHe Huje Moryha peKOHCTDPYKIMja TavuHe MO3uIfje 00jeKTa, HUTH
ErOBE OPUjeHTAIMje Y IIPOCTOPY CaMO M3 JBe Ipojekimje (HuTu u3 Buile npojeknuja). Ha npumep, Ha 0CHOBY
JIBE CJIMKE XOJ/IHUKA (CJII/IKa Huje Moryhe oJIpe/IuTH HeroBy IUPUHY U BUCUHY, HUTH IIPABAIL Y KOM Ce IIPOCTUPE.
Mu u3 Te gBe ciuKe HEMAMO IIPEJICTaBY JIa JIU je MIUPUHA XOJHUKA 21 WM Cy TO CJIMKe XOJHUKa u3 Kyhuue 3a
JlyTKe, 113 je werosa wupuna 10cm. Mcro Tako He MOXKeMO Jia LIPOLUEHUMO JIa JIM CE XOJHUK IIPOCTUPE Ha CeBep,
WX jyro-3amag.
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A

Cnuka 3.8: [Ipe cimke XOOHHWKa HCTOM KaMepoM. LIHTap KaMepe je TPaHCIHpaH IIPH APYTOM CIHKAIGY, y OJHOCY Ha
pBO.

Nmajyhu 1o y Buay, 6e3 mo3HaBaMka TOJATHAX MapaMeTapa CIeHE, PEKOHCTPYKIIN]Y MOXKEMO 14 U3BPIITUMO, Y
HajbosbeM ciaydajy, 10 Ha TPaHCHOPMAIM]Y CAMYHOCTH POCTOPA (TPAHCJIAIM]a, POTALU]A U CKAJIUPAIHE).

®opmanHo, HEKa Cy Tauke u3 npocropa X; marpunama kamepa P u P’ npojekroBame y Tauke &; u .
Tauke X;, 3ajeqHo ca mMarpuiaMa KaMmepa IPeJCcraB/bajy jeiHy PEeKOHCTPYKIIH]Y CII€HE U3 KOPECIIOIEHLIM]a

R t . .

oT )J npocropua tpancdopmanuja cananocru (R - marpuna porauumje, t -
BeKTOp Tpamciammje, A\~ ! - koedummjenT ckammpama). Kako je ; = PX; = (PHS_l)(HSXi) nz,=FPX, =
(P’Hs_l)(Hin), to Tauke H,X; 3ajemno ca marpuiama kamepa PH, ' u P'H,~' pecnekTuBHO mpeicTaBbajy
Takohe jeHy PEKOHCTPYKI]y CIeHe W3 HCTHX KODECTIOACHINja &; <> I}

. . —1 R™' - XR ™t 10 g
Irasumre, ako je P = K[R, | t,], Tama je PHy,™ = K[R,, | tp] oT A1 = K[R,R~" |t], 3a mexo

nsejy mpojexnuja. Hexka je Hy = [

t' ma MO)KeMO 13, 3aKJbYIUMO 1A CE KaJII/I6paILI/IOHa MaTpHUIlA KAMEPE HE MEha aKO MATPHUILY KAMEPE MTOMHOXKIMO
ca Hs , IIITO Ce BUJY U HA CJUILM 3 9la.

e

CTHHOCT TIPOjeKTHBHA
TparcdopMania

Sl

Cruka 3.9: Bumesnaunoct pekoHcrpykmuje. (a) Kako je xkanuGpanuja kamepa ucTa Koj, 00e PEKOHCTPYKIIUje, yrao
n3mely oarosapajylinx 3pakoBa IPOjEKTOBama y HPBOj M APYrOj PEKOHCTPYKIMjH MOPa OMTh mCTH (MOrJIENATH CEKIH]y
2.5). Tparcdopmarmja CIMIHOCTH TPUMEREHA, Ha TPOCTOPHU 00jEKAT 1 TIO3WIIN]y KaMepa He Mema yTiIoBe m3Mehy 3pakoBa
npojexToBama y cuenn. (6) IIpojekTuBHa TpancdoOpManmja IpUMeHEHa Ha TPOCTOPHA 00jEKAT W MO3UIM]y KaMepa He yTHHIe
Ha KOOPAWHATE TavdaKa y C/HIM, aJId MEHba yIoBe n3MeDy 3pakoBa IIPOjeKTOBArbA y CIIEHM.

Amnajiorno ce mokasyje ma je y omimreMm ciy4ajy Moryhie M3BpIIMTH PEKOHCTPYKIIN]Y CIEHE, Tj. OIPEIUTH
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rauke X; m marpune kamepa P u P/, 1o Ha npojekTuBHy TpaHchOpMaImjy mpocTopa, IMTO €& MOKE 3aKJby IATH
u Ha ocHOBY caumke [3.916. ¥V mapennoj reopemn hemo nokaszaTu ga je OBO jeMHA BHIIE3HAYHOCT PEKOHCTPYKIHje
MIPOCTOPHOT O0jeéKTa HA OCHOBY JIBE MPOjeKITHje.

TeopeMa TpojeKTUBHE PEKOHCTPYKIHAje

Teopema 3.6. Heka cy x; ¢ &} kopecnonennuje ogrosapajyhnx ravaka nsejy mpojexuuja, U Heka je
dymnamentasna Marpuna F jemuEcTBeHO onpeheHa U3 TWX KOPeCTOAeHIMja Tako ma Baxu T, Fa; = 0 3a
cse i. Axo cy (P, P, {X1,}) u (P2, P5,{X2,}) nBe peKOHCTpyKuHUje U3 KOPECIONCHIU]a &L; > &), Tala
nocToju HecuHrysaapHa Marpuna H taksa ma je P, = PP H™', P, =P{H ' u X5, = HX;; 3a cBe i ceM 3a
oHe 3a koje je Fx; = x[F = 0.

Hoxas: Kako je pyHIaMeHTaIHA MATPUIA jeIMHCTBEHO onpeleHa Ha OCHOBY KODECHONEHIWja &; > &)
taro na il Fx; = 0 3a cBaxo i, u (P, P{,{X1;}) je jemsa pexoncrpykmmja caenu na je (P{ X1 )T F(P1 X, ,;) =
0 3a cBe i, Tj. F je ¢ymmamenrtamna marpuna mapa kamepa (Pi, P/). Amasormo, F je dymmamenTasna
Matpuna u napa xamepa (P, Pj), ma npema teopemMn IOCTOjU TPOjEeKTUBHA TPAaHCPOPMAIja TPOCTOPA
H takpa na je P, = PPH ! u Py = P/H™!, mTo je m Tpe6Gaso moraszaTu.

IIIro ce Tuue rauara, ¢; = P X1, = PlH_lHXl,i = P,(HX,), Bok je ca apyre crpane ; = P2 X5 ;.
Cnemu na je Po(HX, ;) = P,X5;, mro 3Haun na ce tauke HX,,; u Xy, ciurajy y MCTy Tadyky KaMepoM
P,, tj. raure HX,;, X2, u Cy (uenrap ramepe P,) cy romuneapre. Ha mcTm Haunu ce mokasyje ma cy
rauke HX1;, Xa,; u C)} (uenrap ramepe Pj) xommueapue. Moryha cy asa cayuaja:

1° youene mpaBe ce ceky M IpecedHa Tadka je ynpaso Xg,; = HX) ;,

2° youene mpaBe ce HmokJamnajy um taza ce tauke HX;; m Xy,; OpojekTyjy y emmmoyose, Tj. &; = € U
z,=¢, naje Fx;=x,"F =0.

Tspbeme je morasamo. O
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3.4 JIupeKTHa PEKOHCTPYKIIAja

[Iperxoana Teopema aaje u3y3erTHo OUTaH pe3y/ITaT, jeép PEKOHCTPYKIHja TPOCTOPHOT 00jeKTa U KaMepa Koja ce
J1007ja METOIOM OIMUCAHOM Y TIOICEKITHjU ce 0/ CTBApHE PEKOHCTPYKIIKje ([0 HA IPOCTOPHY TpaHchopMaIujy
CJIMYHOCTH) PA3JMKyje caMo 3a npojekTusHy Tpancdopmanujy objekra (mpocropa). Ob6jekar koju nobujemMo Tom
PEKOHCTPYKIMJOM je TpazkKeH:n o0jeKaT, caMoO ,,ACKPUB/HEH HEKOM MPOjEKTUBHOM TPAHC(HOPMAIIjOM MIPOCTOPA.
Kama ogpenumo Ty npojeKTuBHY TPaHCHOPMAIK]Y MPOCTOPA HBOM MOXKEMO 1 ,HCIPABHMO IIPOCTOP, U THME
J100MjaMo TIyHY PEKOHCTPYKIIN]y TPOCTOPHOT 00jeKTa.

[Ipenu3nuje, ako CMO JOILIN 10 PEKOHCTPYKIIKje Yhje Cy MATPHUIE KaMepa U KOOPANHATE Ta9aKa Y MPOCTOPY
(P, P',{X,;}), a y nyHOj DEKOHCTPYKIIHjI MaTpuIle KamMepa n KoopauHare tTadaka cy (Pg, Pp,{Xg;}), Ha ocHOBY
Teopeme |3.6| 3ak/bydyjeMO f1a Cy PEKOHCTPYKIHje IoBe3aHe HecuHryaapaom marpunom H dopmara 4 X 4 Ha
caepehu nagun:

Pp=PH ' P, =PH 'uXg, =HX,.

IIpurom, marpumia H je Hermo3Hara, ajgu HCTA 34 CBE TAYKE.

Axko cy mam 3a Heke on Tadaka X; MO3HATE HUXOBE cTBapHe Koopauuare X g; y mpocTopy (u To 6ap mer
BUX y CI000JHOM IMOJIOKA]Y), MOKEMO Jia OApeauMo MarTpully H peliaBameM CHCTeMa JIMHEAPHUX jeJHaunHa
Xpg; = HX,;. llpumenom marpurie H Ha ocrasie Tadyke 100MjaMo MyHY PEKOHCTPYKIIM]Y, 0 HA TpancHOpMalujy
CIIMIHOCTH.

Tpeba HAOMEHYTH /12 HAM PEKOHCTPYKIHja 0 HA HPOJeKTHBHY TPAHCQPOPMAIH]Y MIPOCTOPA MOXKE JATH, 33
Heke ToTpede, 3a10BosbaBajyhe pesynrare. Ha nmpmmep, Ha OCHOBY TakBe PEKOHCTPYKIINje MOYXKEMO Ja TTPOIIEHNMO
y KO0jOj Ta¥KM HEeKa MmpaBa MpoJupe HeKy paBaH, Ka0 ¥ Ja YOUUMO OCTAJa MPOjeKTUBHA CBOjCTBA.

Kaxo ce cpehemo ca Buiie THIoOBa peKOHCTPYKIIHja, MOTJIN OMCMO Jla UX UMEHYjeMO:

e IIpojexkTuBHA PEKOHCTPYKIMja je PEKOHCTPYKIIN]a KOja Ce 0T CTBAPHE PA3JINKYje 33 MPOjeKTUBHTY TPAHC-
dopmanujy npocropa. Kog me, y onmrem ciiydajy mOCTOjU MPOjeKTUBHA JAUCTOP3H]ja IIPOCTOpa (moriesaru

nozcekuujy [1.2.1)).

e Aduna peKOHCTPYKIUja ce oj CTBapHe pasJukyje 3a aduny Tpancdopmanujy npocropa (ona xoja 6ec-
KOHa4YHy paBaH ocrasiba dbukcHom). Kou mwe, y ouinreMm ciydajy nocroju aduna AUCTOP3uUja MPOCTOpPa

(norueparu nopcexuujy [1.2.3).
e MeTpuuka peKOHCTPYKIIMja ce 0Jl CrBapHe pas/uKyje 3a TpancdopMalujy CAM4YHOCTU IPOCTOpa.

OBjie ¢MO ca POjeKTHBHE PEKOHCTPYKIMjE MPEHLIA JUPEKTHO HA METPUYKY, aJi je TO 3aXTEBAJIO HOCeOHEe
nomarae mHOpMAaNUje o0 mpocTopHoM objekTy. Kama mHemamo Te gomaTHe MOMATKE, MOCTOjW APYTH HAYUH A
noljeMo 10 MeTpuYKe PEKOHCTPYKImje objekTa. OH moapa3yMeBa PEKOHCTPYKIINA]Y KOPAK-MO-KOPAK, [e y MPBOM
KOpaky oxpehyjemo adbuny, a y ApyromMm METpUYKY PEKOHCTPYKIIH]y MPOCTOpHOT oOjekTa. HapasHo, u oH 3axTeBa
HeKe Jo/1aTHe wHMOpMaIije 0 TPOCTOPHOM 00jeKTy, ajii HEIITO APyTravuje O MPEeTXOIHO HABEICHUX.
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3.5 CuyojeBUT NPUCTYH PEKOHCTPYKIINjU

3.5.1 Adwuna pekoHCTpyKIHuja

Heka cM0 HEKOM MeTOIOM Jonuu A0 npojekrusHe pekoncrpykuuje cuene (P, P’ {X;}). Ta pexoHCTpyK-
muja ce ox crBapue (Pg, Py, {Xg;}) pasnukyje 3a upojekrusny tpancdopmanujy npocropa, H, Koja 3a10Bo/baBa
Xg; = HX;. C 063upom Ja npojeKTuBHA TPAHCHOPMAIHja, Y OMIITEM CJIydajy, TAYKe ca OECKOHAYHE DABHE MOXKE
[PECIIUKATH y KOHAYHE, MOXKEe C€ JECUTH JIa Y HAIIOj PEKOHCTPYKIM]H HEKA KOHAYHA PABAH 7r 0JroBapa 0eCKoHAY-
HO] paBHU cTBapHe pekoHCcTpyKiuje. C 063upoM Ja TakKBa paBaH 7 y CTBAPHO] PEKOHCTPYKIIM]U MM, KOOIPUHATE
(0,0,0,1)” 6uran Kopak y ,mcHpaBibamy " PEKOHCTPYKIHje Oi 6MO MOCTaB/barbe PABHE T Y KAHOHCKH MOI0KA]
(0,0,0,1)7. To Moxkemo ypaauTu mpuMeHoM ofrosapajyhe mpojekTusHe TpanchopMaImje Ha PEKOHCTDYKIT]Y
KOjOM pacIIOJIazKeMo.

Nwmajyhu y Bugy kako mnpojekruBHa TpancdopMalyja IpocTopa Jelyje Ha paBHu (TeopeMa , Tpeba nahwm
marpuny H taksy ga H- 7w = (0,0,0,1)7. Jeama Taxsa MaTpuma je

n=| 17

™

¢ obsupom ma je samcta H'(0,0,0,1)T = 7, a Tume w H- T = (0,0,0,1)7. IIpumenom marpune H mobujamo
pexoncrpykmujy (PH™', PPH~' {HX;}) Kox Koje je GeckoHAYHA paBaH y KaHOHCKOM IIOJIOXKajy, Ha ce OHa Off
CTBapHE PEKOHCTPYKIIHje PA3INKYyje 38 TPOjeKTUBHY TpaHCHOPMAIINjy MPOCTOPa KOja (GUKCUpa OECKOHATHY PABAH
kao ckym. C o63upom ma mpojekTuBHA TpaHCGOPMAaIKja TpocTopa GUKCHpa OECKOHAYHY PABAH aKO U CAMO aKO
je aduHa, PEKOHCTPYKIIHja KOjy CMO A00m/u je aduHa.

Tpeba HATIOMEHYTH 13 TTPETXOOHO TIoMeHyTa Marupua H mehe 6utn peryaapHa ako je mocaeama KOOpAUHATA,
paBHM 7 Hyja (aKO 77 CaJpKU KOODAMHATHM MOYETAK), W TakBa HaM Hehe OuTu o Kopucru jep neduHwurie
JIETEHEPUCAHO TTPOjEKTUBHO MPEC/IUKaBabe. JeIHO 01 NCIPABHUX PEIeha MOXKe OnuTn Xaycxon,&epOBaE MaTPHUIIA,
H, = I —2vvT /vTv, rae je v = w + ||7]|(0,0,0,1)T. 3a my Baxn HI H, = I Tako 1a je HecHHTyTapHa, a
nupexTHUM pauynom ce gobuja H,m = (0,0,0, —||7||%(||«|| + (0,0,0,1)7)) mTo je wemenu pesyarar.

Naenrndukanmja cianke 6eCKOHaYHEe PaBHU

[nasrm kKopak Ka adbuHOj PEKOHCTPYKIM]H MTPEICTaBha NIACHTHMUKAIIN]Y paBHU 7 (CIMKY GECKOHATHE PABHMU,
y HAIlOj PEKOHCTPYKIMjH). 3a TO je MOTPeOHO UAeHTU(MUKOBATH TPH TAYKE 34 KOj€ CE 3HA Ja Y CTBAPHOCTHU JIEIKE
Ha, OECKOHAYHO] PaBHU, a Ja OM TO MOCTUIJIM MOTPEOHO je mohwm m0 mojarHuxX uHGOPMANKja O CaMOM O0jeKTY,
TOpeJ], ’herOBE JIBE MPOjeKIIHje.

ITapasesre mpaBe: [lo Tagaka y OECKOHATHOCTH MOKEMO JONU aKO Y PEKOHCTPYKIWjU UACHTUDUKYJEMO Ta-
pOBe TIpaBUX KOje Cy y cTBapHOCTH Tapasenne. Ilpecek aBejy mapaeTHUX MpPABWX je TadKa KOja JIEXKHW Ha
0OECKOHAYHO] PABHU, & IMPOjEKIIMjd OBE TAYKE je Ta9YKa WIMIE3aBAIHA THX BEjy MPABUX W HAJA3U CE Yy MPECEKY
IUXOBUX MpOjeKIrja y cankama. Ako ycmemo Ja HahemMo Tpu mapa napaJjejHHX MPaBUX TaKO Ja CBAKU Map
“Ma apyru npasarn uvalieMo Tpu pa3He TAadKe WIMYe3aBarba, IITO HAM je JOBOJFHO Ja UIAHTU(DUKYjEMO CIIHUKY
OecKOHAYHE PABHHU.

Tpeba HATIOMEHYTH /13 He MOPAMO Ja, OIpeInMo oaroBapajyhe radke umrde3aBama y obe cianke. AKO onpeanMo
Ta4Ky WIMYe3aBaba v y IMPBOj MPOjEKIHMjA HA OCHOBY MO3HABAIA IPABUX KOje CY y CTBAPHOCTH IapaJiesHe,
onrosapajyha Tadka MITde3aBama y APYroj MPOjeKINju ce HAJIA3U y MPEeCceKy IPOjeKIlrje jeqHe O MOCMATPAHUX
napasiesinux npasux ' u enmnosnapne npase Fo tauke v. C 003upoMm Ja ce TpazKeHa IPOCTOpHa Tadka X ca
GecKOHaUHe DABHM Yy TMPBO] CJIWIM MPOjEeKTyje y Tauky v oHa 3amoBosbana ([v]xP)X = 0, a Kako ce y Apyroj
crumu X mpojekTyje y Tauky mpase I ona 3amososbasa u (I'T P') X = 0. Umajyhu y Buay ma oarosapajyhe Tauke
UIIYe3aBama v <> v’ 33J0BOJbABAjY ENUNOIAPHHA YCJIOB IPETXOIHE /IBE jeJHAYNHE Cy €KBHBAJEHTHE YCJIOBY 14
cy npojeknumje tauke X 6am v m v’, ma ce rauka X ca caumke 0eCKOHAYHE PABHU MOXKE ONPEIUTH KAO PEIleHe
IIPETXO/HE JIBE jeIHAYUHE.

1 Alston Scott Householder (1904-1993.)
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OgHocu ay>kuHa Ha mpaBoj: Tauke ca GECKOHAUHE Ce MOTY OPEIUTH U HA APYTH HAYWH. AKO WIEHTUDUKY-
jeMO JIBe Ty KU Ha MTPaB0j IUjH je CTBAPHU OHOC AyKUHA MO3HAT TAUKa UITIE3aBAHA TE TTPABE CE MOXKE OTPETUTH
Ha Hauu onucan y noaceknuju [[.1.2] Ilorom je moryhe oxpenuTn m camy raduky ca CIuke GECKOHAYHE DABHH
KOja ce mpojekTyje y onropapajyhe Tadke mImie3aBarba.

Tpeba mHamomeHyTH ma HaM je 3a HeKe HOoTpede W adpuHA PEKOHCTPYKIIHAja IMPOCTOPHOr O0jeKTa TOBOJHHA.
Ha npumep, u3 adune peKOHCTPYKIHje MOKEMO Ja HPOLUEHUMO [JE Ce HAJIA3W CPEJUINTe HEKe JIyXKH WU /13
3aKJBYIMMO KOje TpaBe cy mapaJsenne MehycoboM WM HEKOj PaBHM, C 0O3WPOM Jia Cy TH OIHOCH WHBAPUjaAHTHHU
npu adUHUM PECIUKABAHA U OUUT/IETHN ¥ aUHO] PEKOHCTPYKITU]H.

3.5.2 Merpuyuka peKOHCTPYKIIHja

Kby MeTpuuke pekoHCTpyKIUje je uaeHTu(huKaImja CIUKe arcolyTHe KOHUKE, (2o, (moriemaru noicexiujy
Ha OeCKOHAYHO] paBHU. Jla ce MoaceTnMo, alcoayTHA KOHUKA jé KOHUKA KOja ¥ METPUIKO] PEKOHCTPYKITH]H
nexku y 6eckoHaunOj pasHu U caapxku tauke X = (X1, Xo, X3, X4) xoje 3a080/masajy jeqnaduny X7+ X5 +X3 =
0 na 6eckonaunoj pasuu (X4 = 0).

[IpernmocraBumo ma pacmosiaxkemMo apuHOM PEKOHCTPYKIIMjOM TTPOCTOPHOr oOjekTa. To 3Ha4UM Ja Cy KOOp-
JWHATE TPOCTOPHUX Tadaka omapehene mo wa adwuHy TpaHchOpPMAIUjy TPOCTOPA W /3 Ce OECKOHAYHA PaBAH
Hasasu y KaHounckoM nosoxajy (0,0,0,1). Kako aduna rpancdopmanuja dbukcupa bGeckonauny pasad (aiu
He TayKa 10 TAYKA) ICOJYTHA KOHUKA Ce y HAIlO] PEKOHCTPYKIUjU HE MOPA HAJA3UTU Y KAHOHCKOM I10JIOZKA]Y
X? + X2 + X2 = 0, Hero Mozke GUTH MaJIO M3MEIITeHa Ha GECKOHAYHO] paBHH. [IPETIOCTABMMO J1a CMO HEKAKO
yCIIeJI 14 OJPEIrMO TJIe Ce HAJIa3W M3MEIITEeHa, allCOIYTHA, KOHUKA. Tamga Tpeba npuMmenutn adbuHy TpaHchopMa-
nujy Ha Hamry adbuHy PEKOHCTPYKIIH]Y KOja OM M3MEIITEHY AMCOIYyTHY KOHWKY TMOCTABUJIA Y KAHOHCKHU TOJIOXKA).
Pekoncrpykiuja kojy 6ucmo Ta1a 700wmu Ou ce 071 CTBapHE PA3/INKOBAJIA 33 MPOjeKTUBHY TPAHCHOPMAUI]Y MTPO-
cTOpa Koja (puKCHpa arncoayTHy KOHUKY, OMHOCHO TPAHC(OPMAIN]Y CIAUIHOCTH (TeopeMa. To 3naum xa Taxa
PACIIOIaKEMO METPUIKOM PEKOHCTPYKIIMjOM CIIEHE.

Axko ycriemo ma y jemmHoj on mpojekiinja HaleMo CINKY M3MEIITEeHe alCoIyTHe KOHWKE, Tala WHBEP3HOM MPO-
JEKIIMjOM MOXKEMO J1a, OPearMO OaIll W3MEITeHy ancoJyTHy Kouuky. OHa ce HajIa3u y MpeceKy KOHYCa, KOju je
WHBEP3HA CJINKA TPOjeKTOBAA, W3MEIIITEHE AMCOJYTHE KOHUKE, N OECKOHAYHE DABHHU.

Teopema 3.7. [IpernocTaBuMo g8 pacmosaskeMo apUHOM PEKOHCTPYKIMjoM ciieHe. Heka je y jemnoj onx
npojekiuja, K0joj oaropapa mMarpuia kamepe P = [M | m], uneatudrkoBana ciauka M3MEIITEHE AICOIYTHE
KOHUEKe, w. Tanma ce auHa PEKOHCTPYKIUja MOKE TPAHCPOPMHCATH Ha METPUYKY IPVUMEHOM IPOCTOPHE

TpaHchopManuje
A—l
=[]

rae je A medumucana popmymom: AAT = (MTwM)~?

Joxas: Tlpu tpanchopmamujn H, marpuna kamepe P ce rpancdopmuiie y marpuny Py = PH™! =
[Mys | mps]. ,M“ y uagekcy o3HadaBa @ je TO MATPHIA NOPBE KAMEDE Y METPUYKO] DEKOHCTPYKIMjU, Y
KO0jOj amCOJIyTHA KOHWKA HUje W3MEITEHA, HEro Ce HajJa3dW y KAHOHCKOM IOJIOXKAjy HA OECKOHAYHO] DAaBHU.

. A .
Ako je H™! = [ | | Tama je My = MA. JleBa 3 X 3 moamMarpuiia MaTpuile KamMepe ce MO¥XKe Jie-

KOMIIOHOBATH Ha MaTpHIly Kaimbpammje m porammje kao My = KR. Tazna, je ma ocuoBy teopeme [2.9
wl=KKT = My RT(MyRT)T = My ME, = MAMA)T, 1j. o=t = MAATMT. JTakne, matpuna A je ompe-
hera dopmynom AAT = (MTwM)~1. Jlo me moxkemo mohn qonemK nexommosunujoM Marpure (MTwM)~t.
O

I/I,Z[eHTI/I(bI/IKaHI/Ija CJIMKEe U3MeIlITeHe aIICOJIYyTHEe KOHUKe

[naBHE KOpak Ka METPUYKO] PEKOHCTPYKIHjU MPEICTAB/bA WACHTU(MUKAIN]Y CAUKE W3MENITEHE ATICOIYTHE
KOHHUKE, W Y jeJHOj of npojeknuja. Hbeny MaTpuily MozKeMoO j1a OlpeuMO Ha HAYHH, KAKO je OIMHMCAaHO y Tabesan

2 André-Louis Cholesky (1875-1918.)



3.5. CJIOJEBUT IIPHUCTYII PEKOHCTPYKIIIJI 49

23] cexnmje[2.7] Mebhyrum, kako cana pactosazkeMo ca JBe IpOjeKIHje IPOCTOpPa, HA OCHOBY FHHXOBE BE3€ MOJKEMO
Jla TIOCTABIMO jOII yCI0Ba oApeeHOCTH CJIMKe M3MEIITeHe allCOMyTHE KOHUKE.

Ako je kopumhena ncra kamepa Ilperxonno nomenyte ycaose u3 tabese 2.1 mocraBmamo 3a cauKy n3Mer-
TeHe aIlCoJyTHEe KOHUKE CaMO y jeaHOj mpojekimju. VcTtu mocTymak MOXKeMO Ja CIIPOBeaeMo 3a 0be MpojeKiuje,
a MOTOM /I3 TIOBEXKEMO pe3ysaTaTe Koje mobujemo.

W3memrena amncoayTHa KOHWKA JIEKHW y DECKOHAYTHO] PABHU o, MITO je jako 6uTHO cBojcTBO. CBe Tauke ca
o cy obmuka X = (x1,,0)T. One ce npsom kamepom P = [M | m] ciuxajy y @ = PX = Mz, a Kamepom
P =[M'|m'|y2 = P'X = M'z. 3aro Baxxu ' = M’'M 'z, 1j. nocroju pasancka xomorpaduja Koja ciuxe
TAaYaKa Ca s Y PBOj IPOjEKIUjH CIMKA Yy oaropapajyhe cimke Tadaka ca T, ¥ Apyroj npojekuuju (cauka|3.10)).
Kako je Ta paBancka xomorpaduja uHa1yKoBaHa OECKOHAYHOM paBHH, HasBalieMo je Oeckonauna Tomozpaduja:

Hoo=MM1.

Cruka 3.10: BeckonauHa xomorpaduja.

C 063mpoM 1a W ancoIyTHA KOHUKA, §do, JEKN y OECKOHAYHO] PABHW, FHEHE CINKE w 1 w’ Cy HA OCHOBY TEOPEMe
[[:2] moresane na cinemehn madwm:
I -T -1
w =H_ wH_ .

AKko cy ciauke nobujeHe IpOjeKTOBamEM HCTOM KaMepOM U3 Pa3sHUX II0JI0Kaja, TO 3HAYM Ja je MATPHIA Ka-
smbpanyja ucra 3a kamepe P u P’. Kako je ciuka 6eckonaune Konuke ojpehena KajiubpalgoHOM MaTpPUILOM Ca
w=K"TK™!, 10 cy oHza meHe cauKe UcTe y 00 MpojeKImje. 3aTo BasKM:

_ T, 7-1
w=H_wH_,

IIITO je BPJIO OMTaH PE3yJITaT KOju Ce MOXKE MCKOPUCTHUTHU TIPU OapeluBarmy CIMKE W3MEIIITEHE AICOTyTHE KOHUKE.
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3.6 Tpuanrynamnuja Tadaka mIpoCTOPHOT 00jeKTa

[Tox TpuaHTyMaIUjOM TadKe MPOCTOPHOT O0jeKTa MOoApa3dyMeBamMo oapeluBame KOOpAMHATA TAYKE Y TPOCTOPY
X 3a Kojy Cy mo3HaTe meHe Ipojeknuje €, ', kKao m Marpune kamepa, P u P’ kojuma cy nobujene npojekumje.

Mu hemo y3eru y 063up ma mocroje onpelene rpenike y Mepama KoopAuHATa Tavaka, y Mpojekiujama (o je
CKOpO Hen30exKHO), U NpuKazalieMo HAYWH /1@ ce Te rperike npesasuly. Ysumajyhu y o63up Te rperike, HauBaH
OPHUCTYTI TPUAHTYIANUH T1e OMCMO Tadky X TParkKWIH Kao MPECcEeK 3PaKoBa MPOjeKTOBama y Tauke € u ¢’ Hehe
JlaTu JKeJbeHe pesysarare, jep ce mocmarpanu 3panu #Hehe npecehu y ommrreM cirydajy Mo je Npuka3aHo W HA
CJTATIH To 3uaun ja He nocroju rauka X koja sajoposbasa € = PX, £’ = P’'X, uiu eKBUBaJIEHTHO, JIa
TavKe y TMpOjeKIjaMa He 3a70B0o/banajy €'t Fax = 0.

-~
-~

apyra
TpojeKImja

npBa
TIPOjeKIja

0

Cnuka 3.11: Heycnemna tpuanrymanmja. (a) 3pamy TpojeKTOBama y Tadke € W T Cy MUMOWIA3HU Y OITIITEM
cayqajy (6) Enunomapra reomerpuja tagaxa * u x’. Obeseskene Taduke ,3a Masio“ He 3370B0/HaBajy MUIOIAPHE YCIIOB,
aJIM I0BOJBHO Ja Ce OpUTMHA/IHA Tavyka X y IPOCTOPY He MOXKe JIako Hahm.

BurHa KapakTepucTuka KOjy MeTO TPHAHTYIallije MOpa Ja UMa, je Ja je naBapujantan npu abunoj (0IHOCHO
OPOjeKTUBHO]) TpaHChOpMAIMju aKo Cy Marpuile kKamepa oapehene 70 Ha aduny (OIHOCHO MPOjEKTUBHY) TPAHC-
dopmarmjy mpocropa. PopmasiHo, HEKA je T MEeTOJ TPUAHTY/AIMje KOju 33 yJa3He MOJATKE WMa, Map MATPUIR
kamepa (P, P') u upojexuuje rauke X mwuma, (x,x’), a kao pesyarar naje rauky X, 1j. X = 7(x,a’, P, P’).
Kaxxemo 1a je meTon TpuaHryanyje 7 HHBapUjaHTaH npu Tpanchopmanuju H ako je

r(x,x',P,P") = H 'r(x,x’', PH, P'H).

OBo 3Ha4M Ja je pe3yjrar TpuaHryanuje npu Tpancdopmucanum Kamepama ca H, tadka TpancdopMECaHa, ca

H.

Tpeba mpuMeTnTH Ja HEMA CMUCJIA Ja KO/ MPOjeKTUBHE PEKOHCTPYKINje MUHIMU3YjEMO TDEIIKY Y ITPOCTOPY.
Ha npumep, ¢ 063upom 1a ce, y OIIITEM CIy4ajy, 3palid MpojeKToBamba Hehe npecehn y Tpazxkenoj Tauku X , je1aH
HAYMH /13, je npuOInKHO 01peuMo je na nahemo cpenumire ucedka u3Mmel)y 3pakosa, 3aje/lHuYKe HOPMAJIE HA IhUX.
Kako mojmMoBu, Kao mTo je Jy:KWHA U OPTOTOHAJHOCT HUCY BAJIUIHU Y KOHTEKCTY MPOjeKTUBHE TeOMEeTPHje, OBaj
Mero he naBaTH pa3nyduTe pe3yJiTare, Y 3aBUCHOCTHA KAKBOM DPEKOHCTPYKIIMjOM DAaCIOJIazkeMo, W 3aTO HUje
IPOjEKTUBHO MHBAapHjaHTaH!

V noxncexnuju [3.6.2] hemo npukasarn onTEMAaTIaH METOZ TPUAHTYJIANMjE KOJH je MPOjeKTHBHO HHBADHjAHTAH.
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3.6.1 Meroa muHeapHe TPUAHTYJIAILjE

Axo cy mam mosHaTe npojeknuje npocTopHe Tadke X, © B ', Kao u Marpune kamepa, P u P’, 1 3a00BO/EHO
jex=PX nx =P X, X M0oxKEeMO OIpeIuTU Kao pellemne cucreMa (POPMUPAHOL OJl IIPETXO/He JABe MaTPUUHe
jennagune. C 063upoM Ja Cy CBE PEIPE3eHTAIMje€ XOMOIEHE Y CBAKO] jeHAYMHE HAM C€ jJaBJba 110 jeJJaH 3ajeJHuIKI
koeUIIjeHT cKaanpama. Te KoeduimjenTe MokeMo 13 n306erHeMo MajgoM MOAU(MUKAINOM jeTHAUNHA, TAKO 13

1T
b
6W HITD. YCIIOB MpOjeKTORama y @ 6uo @ X (PX) = 0 xoju je 3a « = (z,y,2)T u P = | p2’ | exnusamenran ca
T
P
- - 7 T T
i j K y(p* X) —z2(p* X)=0
x Yy z =l z(plTX) - :E(pgTX) =0
p'X p'x plx 2(p*" X) - y(p'" X) = 0.

YV mpeTxXoaHOM CHCTEMY, aKO MPBY jeIHAYNHY MOMHOXKWMO C3 T, APYTy ca y u cabepemo mx mobumhemo tpehy
TMIOMHOKEHY Ca Z, TTa MOYKEMO J1a 3aKJbYyIUMO J1a Cy CAMO TIO JIB€ JIMHEAPHO HE3aBWCHE W OHE Cy HAM O] KOPHCTH.
Awnagoruo oznpebhyjemo yciose npojekroBama y Tauky €' = (z/,y’, 2") marpunom P’. Konauno, yciioB koju tpeda
J1a 3a/I0BO/baBa HEMO3HAT XOMOTeH BeKTOp X je Ja ce HaJTa3W y JIECHOM je3rpy MAaTHIle

3T 2T
yp~ —zp
T T
zpt’ — ap?
1,137 1,27
yp- — 2P
T T
Z/pll _ IC/pIB

Kao mrro je objarmmeno Ha mMOYeTKy OBe CeKImje, oBaj mMeron Ham Helie matm Hajbome pe3ynTare, W 3aTo Tpebda
HAIPABUTHU HEKE MOIMDUKAIIH]E.

3.6.2 OmnrtuMasiaH MeTO/i TPUAHTYJIAIA]E

Inmagam pasnor mro ce oxrosapajyhin spamm mpojekToBama y omrosapajyhe tauke x <> x’ mehe mpecehn je
Taj MTO y OMIITeM CAydajy Tauke & U &' He 3a70BO/baBajy YCJIOB emumoiapHocTH, Hero je ' F X ~ 0. /o Tora
nona3u 30or HemoryhHocTn caBpieHor obejiekaBarba Tadaka M HUXOBUX KOODJHMHATA y Ipojekiujama. Tadke
Koje naM Tpebajy jecy T <+ ' Koje ce nanaze 61u3y obeneKeHuX x < ' u 3a10BosbaBajy Gam ' FZ = 0 Kao
ua cauny |3.12] Tako hemo ux u TpakuTu, Kao Tadke y Kojuma (pyHKIHja

C(z,2') = d(x,z)* + d(=', 2')* (3.5)

JOCTUYKe MUHUMYM, IIpH yciaoBy 20 FZ = 0, rje je d eyK/IHICKO PAcTOjaibe TadaKa.

ITap Tagaka Koju 3a/10BOJbaBa CIUIIOJAPTHH YCIOB MOPa JIeXKATH Ha OAroBapajylieM mapy emunojapHuX IIpa-
BHUX, 32T0 T MOPa JIe2KATH Ha €HHUIONapHO]j npasoj | u ' na oxrosapajyhoj I’ y npyroj cimuu. Ca apyre crpane,
CBaKW Map Tavaka KOju JIeXKN Ha mapy emunonapuux mpasux (I,1") he 3agoossasary enmmnonapuu yeaos. Opo he
furn TadHo M 3a map Tavaka (z ., ) rae je ; Tauxa Ha l Koja je HajOnmKa MO3HATO] TAUKU & (OPTOrOHAJIHA
npojeknuja « Ha l), u ciudHO je ', Tauxa Ha l’ HajOmMKa TAUKE ', KAO Ha CIIUIH 3a morosHo n3abpaH nap
oxrosapajyhux enunonapuux nunuja (1,1) moxemo yseru (Z,Z') = (x 1,2/, ). Cana umawmo jou d(x, x) = d(x, 1)
ud(x',z') = d(«’,l'), tne je d(x,l) oproronanno pacrojame Tauke T A0 mpase l, ma rpemKy Kojy KeamMo Ja
MUHAMH3YjeMO caJia MOYKEMO J1a 3amullieMo Ha APYTH HAUMH Kao:

d(z,1)? 4+ d(z',1')? (3.6)

y dbyukumjn ypebhenor napa (I,1") onmrorapajyhux emumnonapanx mpapux.
IIperxomHO OMEHYTY TPEImKy heMo MAHMMU30BATH Ha cjeaehn Ha9YwWH:

(i) Kako je upamen enunosapHux UPaBUxX y LPBO]j CJAMLM jeHOAMMEH3UOHH [IPOJEKTUHBU IPOCTOP, OH C& MOXKE
u3pasuTn y GyHKIMjN of HeKor nmapameTpa t. Heka je 3aro enmnonapra mpapa y mpeoj cauiwm [(t).

(i4) Kopucrehu dynmamenramay marpumy F moxemo nahin ogrosapajyhy enunonapuy npasy I'(t) y apyroj
CJIUIIH.
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Cnuka 3.12: MunauMunsosame reomerpujcke rpermke. Taguka X ce TpojekTyje y Tauke & u & . Tauxe T <> T
3a/I0BO/baBAjy CIMIOJAPHHI YCI0B 32 PA3JuKy o1 Tadaka x <+ ¢ . Tauxa X je oapehena Tako Ia je IpeIIKa IPOjeKTOBAba
d? + d”* vmmmvamma.

(i71) Caja TpemKy MOXKeMO Ja M3Pa3uMo eCKIUIMIHTHO y dyHKmujn mapamerpa t xao C(t) = d(z,l(t))? +
d(z',1'(t))%. Camo jour Tpeba mahn murnmyM dbynxnuje C(t).

npea
TIpojeKIHja

mpyra
TpojeKImja

Cimka 3.13: Tlpojexknmje T w ' mpOCTOpHE TavKe X 7exe Ha nmapy oArosapajynux enunoIapHux MpaBux.

HapeamMo mocTynmak MUTHUMM3AINje TPeTKe:

Heka cy mpojekmmje memosnaTe Tauke X, tauke x = (z,y,1)T uw 2/ = (2/,y/,1)T. 3a mowerax moxemo
OPETHIOCTABUTH JIa Ce HU jeJHa 0J] NPOjEeKIMja He MOKJjalla Ca enunojoM. ¥ ciaydajy aa je (x,x’) = (e,e’) ue
MOCTOjU HAYUH JIa Ce OJIPEIU MOJIOXKA] TpaykeHe Tadke X y MPOCTOPY jep ce OHa Tajia HAJA3W HEerae HA OCHOBUIU
n oarosapajyhu 3paru mpojekToBaiba ce MOKJIAIajy; a aKo Ce HIIP. CaMO IPBa IPOjeKInja MOKJIANA Ca eIUIIOIOM,
OHJIA Ce Tpa’keHa TAYKa TMOKJIANA ca MEHTPOM JpyTe KaMepe, IITO HaM HEje TOCeGHO WHTEPECAHTHO.

C 003upoM 1a ce mpojeKIrje He MOKJIANAjy Ca ENUNOJIOBHMA, MOXKEMO 13 MPUMEHUMO H30METHjCKY TPaHC-
dbopmanujy Ha cBaky o ciWKa Koja he Tauke & m ' ga mpemectn y koopmmaaTHE moderak (0,0,1)7 y cBaxoj
CTTITIH, a eNuIoNoBe e n € Ha T-0Cy Tako ja cy muxoBe Xomorene koopmmmare pexom (1,0, f)T m (1,0, f/)7.
Kako cy Te rpancdopmarmje paBamncke n30MeTpuje, OHe Hehe yTUIATH Ha CyMYy . Hakon nmpumene naseme-
Hux TpancdopMmanuja GyHIaMEeHTAIHA MATPHIA JIBEjY MPOjeKIija he ce MPOMEHHTH Kao MTO je 00jallbeHo Ha
MOYEeTKY TMOJCEKIIN]je u Heka je oHa jenmaka marpunu F. Kaxo je zamosomeno F(1,0, f)T = (1,0, f)F =0
dbyHIaMeHTaHa, MATPHUIIA je 00InKa:

frd —fe —fd
F=| —fb a b (3.7)
—fd c d

[upany enwmosapHy mpaBy y NPBOj CIUIM MOXKEMO Ja 3allIIeMO Kao NMPaBy KOja MPOJa3du KPO3 TadKe
0,6, DT, teRue=(1,0,1)T, 1j. 1(t) = (0,,1) x (1,0, f) = (tf,1,—t). Ksaapar pacrojama ox x = (0,0,1)T
he 6uTu:

2

A1) = T
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Oparosapajyha enunosiapHa mpaBa y Apyroj CJIUIM je Taga:
U(t)=F0,t, )T = (—f'(ct +d),at +b,ct +d)*, (3.8)

a KBaJpaT BEeHOT pacTojama of, o’

(ct +d)?

d(z',l'(t)* = (at +b)2 + [2(ct + )2’

CywMma KBajipaTa pacrojama je Jake:

t2 (ct + d)?

s(t) = 1+ (tf)?  (at+0b)2+ f2(ct+d)? (39)

Ham 3agatak je ma oapeauMo alCoayTHH MHHEMYM OBe (DYyHKIHjE, U TO MOMKEMO Ja YPAIUMO €JIeMEHTAPHUM
METOJIaMa MATEMATHYKE aHAJIU3E.
Kaxko je
t((at + )2 + f%(ct +d)?)? — (ad — be) (1 + £2t2)2(at + b)(ct + d)
(1+ f22)((at + b)* + f2(ct + d)?)?
ancomyTan MuauMyM he dyrkmmja s(t) mocrulin y HEKOM 0] KOPEHA MOJIMHOMA IIECTOT CTENeHa KOJU Ce HAJIA3’
y 6pojuoiy npsor u3Boma dyHkimje s(t), nnn y 6eckonaunoctn (raga je l = (f,0,—1), vj. I : fa =1).
Pesumupahemo nmpeTxoiHo HABEIEH TOCTYTIAaK Y HAPEJHOM ajIlOPUTMY:

s'(t) = (3.10)
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e N
OnrumMmasian MeTon TPUAHTYJIAYje
ITude: 3a mosmare mpojexknmje * <+ x’ mpocropHe Tauke X, n GyHIAMEHTATHY MaTPHILy F OIpeIuTH OATOBa-
pajyhe Taure Z <> Z' koje MUHMMEU3Y]y GYHKIU]Y T€OMETPHjCKe TPeIKe AaTy (hOpMYJI0H HpI/I yenosy ZTFZ = 0.
Anropuram:

() Hdeduncarn marpune rpancianuja

1 —x 1 —a’
T = 1 —y | T = 1 —y
1 1

xoje Tauke = (x,y,1) m ' = (2,9, 1) caukajy peoM y KOOpAMHATHN MOYETaK.

(71) BamenmTn dbynmamerTasHy MaTpuily F MaTpumom T'-TFT~'. Hopa marpuma F 0roBapa TPaHCIAPAHEM
KOODIMHATAMa y MIPOjeKIjaMa.

(791) OmpemwuTu TeBw u mecHu ermwmon, € = (e, ez, e3) u e = (e, eh,es) Tako ma je € F = 0 w Fe = 0. IlomHOKHTH
cxmapom 1/4/e2 + €2 BexTop e, u cmano €' ca 1/4/ef? + /2.

(iv) Hdedwunucarn marpune poramuja

el e €1 €2
R=| —e2 e unR = eh e}
1 1
koje crmkajy ermmomose y Re = (1,0,e3)” u R'e’ = (1,0,¢e5)7.

(v) Bamenurn dynmamenranmy marpuiy F marpunom R'F RT. Hosa marpuua omrosapa POTHPAHIM KOODIUHA-
TaMa y TpojeKipjama u Mopa ourtu obsmka (3.7) 3aTo y3mmamo,

(’U’i) f = €3, f’ = eg, a — F22, b = F23, C = F32 %8 d = F33.
(vit) ®opmmparu nonmuoM ¢(t) jennak mvermnomy pasnomka y dopmynu (3.10) n mahu merosux mect mysna. Ilpome-
. . . 2
HUATH BpeAHOCT DYHKIM]je l) y cBakoj ox Hysa dyukuje g(t), kKao u kKama t — 0o (f% + m), 7 OZPeINTH
TAUKY tmin OJf HABEJCHUX CelaM y K0joj dyHknmja [3.9] mocTmke MuHuMYM.
(viit) Ompemurn ermmonapue mpase | = (tf, 1, —t) n I’ mpema dbopmymm 32 t = tmin, U TAUKe T U T Ha HUMA,
Haj0/IMKe KOOPAMHATHOM TOUeTKy. Koopmumare Taguke ca mpase (), , V), HajOamKe KOOPIUHATHOM MOYETKY
2 2
cy (_)\Va MY, A + 1% )
(iz) Bparwmru ce Ha cTape KoopamHaTe, e T Tpeba samenntr ca T 'RTZ u 7' ca T 'R'TZ.
(z) KoopammaTe Tauke y TpOCTOPY [Hje Cy TpojeKImje T u T ce caja MOTy Hahm moMoly MeTosa JIMHeapHe TPH-
aHTyJIAllAje OIUCAHOM y NofceKnuju [3.6.1|




Jomarak A

MaTpuiie - cBojcTBa M JeKOMIIO3UIIja

A.1 CunryjgapHa JeKOMIIO3UINja MaTpUIlE

SV D (singular value decomposition) je jeagna on majkopucHujux gekomnosuija marpune. Ona je recuHo
[IOBE3aHa Ca JIUjarOHAJIM3AIN]jOM CUMETPUYHE MATPUIIE.

Teopema A.l. Hera je A marpunma ¢opmara m X n HaI DOobeM peasHux Opojesa. Tama mocroju
daxTopuzamuja y obmuky A = UDVT rue je

e U oprororamna mMarpuna ¢gopmara m X m,

e D marpumna gopmaTra m X n Koja caMO Ha TJIABHO] AUjarOHAJNM UMa, €JIEMEHTE PA3IUYUTE O HYJe
D;; = d; > 0 nopebane y onanajyhem noperky,

e VV oproromanna MaTpuna gopmMara n X n.

IMo3uTuBHE KOMIIOHEHTE HA AUjATOHAIU MaTpuie DD 30BeMO cunzysapHum epedrocmuma marpuie A. Komone
varpuna U u V 30BeMO pemoMm .sesum U 0echum CuNzyrapHum sexmopuma. OBY TEKOMIO3UIU]Y 30BEMO
CUHTYJIADHOM NOEKOMIOo3unujomM matpuie A.

Joxaz: Heka je marpuna A popmara m x n. Ona meduuuime guHeapHo npeciaukasamwe L : R™ — R™.
Koucrpyucahemo opronopmupane 6a3ze {vi,...,v,} u {u1,...,u,,} DOMeHA M KOZOMEHa, PEIOM, 3a KOje
MaTpuia npecinkaBama L caMoO Ha AUjaroHAJW MMa KOMIIOHEHTE Pa3iIMduTe O HYyJIE.

Kakxo je marpuma ATA cuMmerpuuna oHa je AMjarOHAJHOT THUIA, Ia IIOCTOJM IUjarOHAJIHA MATPHIA
D = diag(\i,...,)\,) Ha umMjoj ce mujaromasum Hadaze comctsere spemroctu marpume AT A mopebame y
omanajyhieMm mopeTky, u OPTOroHAJHA MaTpuia V' y 4ujuM ce KOJOHAMa Haja3e oAroBapajyiu HopMupaHu
comcTBeHn BekTopw {vy,...,v,} marpune AT A, tako ma je ATA = VDVT. Tanma momemyru comcrsenu
BEKTOPU 4YWHE jeqHy OPTOHOpPMUpaHy 6a3y mpocrtopa R™.

Kako je rana,

A’Ui . A’Uj = (A’UZ‘)TA’UJ' = ’UiTATA’Uj = ’U?()\j’l}j) = )\jvi * Uy,

remepatpuca {Avy, Avs, ..., Av,} CIVKe TOMEHYTOT JMHEADHOT NPECINKABAKA j€ CKYTl OPTOTOHAIHUX BEK-
TOpa, ma je oarosapajyhiu MOACKYT HEHyJa BEKTOPA OBOT CKyla jemHa 0a3a CIMKE JUHEAPHOD MPeCyu-
kaBawa L. Heka je Ta Gasza ciauke npeciaukasama L Hup. jemnaka {Avq, Ave,...,Av;}. Tana je panr
npeciaukaBama L u marpune A Gam jennak k.

Kaxko je ||Av;||?> = \;, To cy concrsene Bpemmoctu matpune AT A Behe wim jenmaxe mysmm, Tj. A\; > Ao >
...> X >0, a xkaro je rang(L) =k to je \; =0 3a cBe i > k. 3aro Hie ckyn BekTopa

W — A'Ui - 1 Av:
oAl VT

3a 1 <4 < k yunuru jenmy opromopmupany 6a3y npocropa R™ ako je k = m. Ako je k < m, noMeHyTU CKyI
BekTOpa Tpeba mpomupuTy 10 OpTOHOpMEUpaHe Gase mpocropa R”. OBuMe CMO KOHCTPYUCAJU KeJHeHe
6a3e mOMeHA M KOJOMEHA JIMHEAPHOT HpeciankaBama L.
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Axo y3memo o; = /A;, umamo na Baxku Av; = o;u; 3a cBe i < min{m,n}. Axo je U maTpura y umjum ce
KOJIOHAMA HaJIa3e BEKTOPU U;, 0 < ¢ < m, V MaTpuna y ymjuM ce KOJOHaMa Hajga3e Bektopu v;, 0 <i < n
u D marpuna ¢gopmaTta m X m KOja Ha TJIABHO] AWjaroHAJIN MMa CKajlape 0; U CBe OCTaJlo HyJle, Tala je
MATPUYHU 3aIucC nociensmux jensaxoctu AV = UD, tj. A=UDVT. O

SV D mnpencraBba yolIiTeme AUjaroHATN3aIMje cCuMerpuane Marpure. llopes Tora mro ce MoyKe UCKOpH-
crutu 3a onpehuBamwe Hosemku gekoMmnosuije no3uTuBHo aedunurae marpune, SV D pgekomnosuiuja uma
BEJINKY TIPUMEHY y PEIaBaby CUCTEMA, IMHEAPHUX jeIHAUNHA.

IMocmTpajmo jenan cucrem obsmka Ax = b rae je A marpuia dpopmara m X n u panra n. Cucrem he nmaru
peIemne caMo ako ce b Hajla3u y JIMHeapHOM OMOTAdy KOJOHA Marpuie A.

[IpermocraBuMo @ MIOMEHYTH CHCTEM HEMa PEIieha. ¥y HEKUM CHTYyaldjaMa MMa, CMUCJIA TPAKUTUH BEKTOD
T KOju je HajOJIMKU pellery CUCTeMa, y CMHUCIY Ja Munumu3syje nopmy ||[Axz — b|. Hbera moxemo oapeauru
npumenoM SV D nexommosnnmje Ha Marpuny A = UDVT. Kaxo je U opToroHaana, MMaMO

|Az —b|| = [UDVT@ — b|| = [[UDVTx — U(UTb)|| = [|U(DVTa — UTb)|| = | DVT2 — UTb|| = | Dy — ¥/|

rnejey = (yi,...,yn) = Ve uw b = (b},...,0,, b, ,...,b,) = UTb. IIpobneum ce caza cBoau Ha onpehubame

BeKTOpa Yy Koju munumusyje Hopmy || Dy — b'||. Kako je

- d, ; oy

ds A

) Y1 :

’ Y2 :

1Dy -] =| e A
0O 0 --- 0 y -
. n .
| 0 0 - 0 | | b, ]
m
TO je HOpMa MWHAMAJHA 33 y; = b;/d;, i = 1,n u jennaxa je Z b;. TpakeHn BeKTOp T je Taja jemHak = Vy.
i=n—+1

IIpu pauynajy dbyngamentanue marpune F y nogceknuju [3.1.3] je 6mno norpeGHo, y ommrem ciaydajy, pemmTa
OpeJeTepMUHUCAH XOMOIeH cucreM jeanadnna obianka Ax = 0 rue je A marpuna dhopmara mx 9 (m > 9) u panra
9. Jenmuo pererse TAKBOI CHCTEMA jeHAYMHA je Hysia BeKTop. Kako on He moxke nedbunucaru QyHIaMEHTATIHY
MATPUILy, IMa CMUCJIA TOCTaBUTH yCI0B ||| = 1, na 6ucmo u3bers mHysma BeKTOp. 3aro heMo Kao HAjHOBOJbHU]E
peleme TPaskKUTH BEKTOP & KOju MUHMMU3Yyje HopMmy ||Az| mpwm ycnosy ||z|| = 1.

Ogaj mpobsieM ce camdHO MO¥Ke pemmtu npuMenoM SV D nekommnosurumje marpune A = UDVT. Kaxo je
Marpuna U opToroHaaHa, TO je

[Az|| = |[UDV x| = |[DV x| = || Dyl

say = VTx. C ob3upom aa je n marpuna V oproronamna, 1o je |y|| = |[VTz| = ||z| = 1, na ce npobaem csoan
HA HaJIaXKekhe BEKTOpa Y KOju MUHMMHU3Yje HopMy || Dyl mpum yeaoy |ly|| = 1. Kako cy aujaronanane KOMIOHEHTE
marpune D nopehane y omagajyhem mopetky, nopma || Dy|| je Murmvanma za y = (0,0, ...,0,1)7. Taga je ektop

x = Vy, OIHOCHO TPaxKeHW BEKTOD & je jelHaK TOCJIeIh0o] KOJIOHN MaTpuie V.
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A.2 BekTopcku npoussoj BeKTopa n3 R? u anTucuMeTpudHe MaTpuiie

BeKTOpCKH Mpon3BOJ BeKTopa a = (a1, as,az)’ mwb = (by,be,b3)” € R3, axb = (asbs—asbs, azb; —a1bs, ajby—
asby) ce 3roHO MOXKe IPEeJICTABUTH Kao IIPOU3BO/] aHTUCHMeTpUuYHe Marpule dopMara 3 X 3 u marpuie ¢popmara
3 X 1 xoje cy dpopMupane o IOMEHYTUX BEKTOPA.

ITocmarpajmo marpure:

0 —a3z ao 0 —by by
[a]x = as 0 —ai u [b]x e bs 0 —by
—az ap 0 —by by 0

JIMPEKTHOM TIPOBEPOM 3aKJbYUyjeMO Jla BaryKU:

axb=la]xb=(a’[b]x)T.
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3akJby4daK

V pamy cy u3/I0’KeHa CBOjCTBA MPOjEKTUBHUX KAMEPa M HUXOBUX mapamerapa. Haseen je meTon kaaubparmje
KaMmepe Ha OCHOBY CaMO jeJHe CJIUKe HOM HAIpaBJHEHE.

Kao rnaBHm 1msb, W37102K€H je METON PEKOHCTPYKIHje MPOCTOPHOr 00jeKTA HA OCHOBY HHErOBHX PABAHCKUX
npojekmmja. Ilopen TeopujcKUX OCHOBA HABEIEHW Cy W AJTOPUTMHU 4UHja HMILIEMEHTAINja [1aje 3310BOoJbaBajyhe
pesynrare. Mehyrum, oHE HuCy 1OI00HEM 33 KOMEpIHUjajaHy yIOTpeOy, w3 pasjora IITO MMOAPA3yMEBajy Ja Cy
onrosapajyhe Tauke y mpojekimjama obesexkene ca onpelenom taunomthy. Kama nmamo yra3ne mogaTke o1 KOjUX
Cy HEeKH JarTh ca ofpeheHOM TPEIIKOM Tpernopydyje ce ynorpeba podycTHux ajropurama kao mro je RANSAC
(RANdom SAmple Consensus) Koju onfairyje HOrpenite yHoce, Wi UTEPATUBHY aJIFOPUTAM ,3JIATHOI CTaHIapIa
3a pauyHamwe Gyngamenrtanne marpuue F. I[lomenyru anropurmu cy jgerasbHo onucanu y Kibusu |1

Kao napenu kopak, MHTEPECAHTHO je MPOYYUTH PEKOHCTPYKIIU]y IPOCTOPHOI 0OjeKTa M3 HHEroBe TPU U
Bumie mpojeknuja. Tpeha uw cBaka HapemHa TpOjeknnja HaM maaje momatHe wHOpMaIUje O 00jeKTy, Koje ce
MOT'y UCKOPHUCTUTH 32 MOO0JbIIathe PEKOHCTPYKIHje. Kao 1mro ce y peKOHCTPYKINjU U3 JIBE MPOJEKITNje KOPUCTU
dbyHIaMEHTAIHA, MATPUIIA, TAKO Ce KO PEKOHCTPYKIHj€ W3 TPU MPOjEKIHje KOPUCTU T3B. MPUPOKGAHY MEHI0P.
Jlerasmbu 0 TOMEHYTOM MPUPGOKAALHOM MEH3OPY KAO U METOJAMA PEKOHCTPYKIIKje IPOCTOPHOr 00jeKTa U3 HeroBe
TPU WJIM BULIE IPOjEKIMja Cy u3J0xKenu y Kivusu [1].

Benuka nonysapusaiiija nHGOPMAIIMOHUX TEXHOJIOTH]a, PAYYHAPCKE IpaduKe 1 TeOMETPUjCKE BU3YEIN3AIH]e
je moBesia 10 TOra J1a je JaHac MaTepuja KOjoM ce DaBu OBaj paJl BPJIO AKTYEJIHA U UCTPAYKEHA, aJId MIOCTOje MHOTE
TeMe Koje 9eKajy Ja/bu HampeJaK TeXHOJOoTrhje paau mMmiieMeHnTarnuje. llopen Tora pa3Boj TexHoJioruje I0BOIU
10 dpopMEpama HOBUX HMpobiieMa y 0B0Oj obracTu, u morpede 3a IUXOBUM PEIIaBaIbEM.
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Koopaunaruu cucrem kamepe, [16]

MeToz peKOHCTpYKIHje MpOCcTOpHOT objekTa, [A3]
Hopmanusopanu aaropuram ca ocaM Tadaka T <> x',
Ocuosua, [33]

ITapamerap uckormenocry, [17]
IIpaBa nmruesasama, [29] [30]

PekoHCTpYKIIMja IPOCTOPHOr 06jeKTa,

aduna, 46| [7]

JIpeKTaH mpuctyi, [40]
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