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Uvod
Broj — elemenat aritmetike
Poscbni brojevi: 1, 2, 10,... 7=314..., Y2, e = 271828 . . . oznatuju odredenu

mnozinu jedinica. PiSu se ciframa (znamenkama).

a b, c

Opéi ili algebarski
brojevi¥):

nosa (formule!).

Prirodni brojevi: 1, 2, 3, 4, 5 ... (- o0

brojnoj liniji.

Relativni brojevi: {

{

AT Re- vy 2 1 S IO R A i (IR S
svaki poseban broj i mogu imati bilo koju posebnu vrijednost.
Radi toga su podesni

Za

e, ... oznaduju
izrazavanje matemati¢kih zakona i ed-

neizmjerno veliko). Predoduju se na

( pozitivni: 1, _l__z, 1N + a, +b e '( a je apsolutna vrijednost;
negativni: —1, —2, ... |

+ (plus) 1 — {minus) su

—a —b ... { predznaci.

-+ a = a jedinica iznad nule t. j. @ jedinica brojeno u pozitivnom
smjeru; — a je brojeno u negativhom smijeru. Podesni za oznadi-
vanje temperature, vodostaja, dobitka, gubitka i1 t. d.

= 2 ! =

S, =BT S e B S

——1—|

L

= \ _...[ -

Sl. 1. Brojna linija relat. brojeva.

Odnos (relacija) izmedu brojeva

— izrazen matematski —

Odnose izmedu. velidina izraZava matematika posebnim znacima (jezik matema-

tike jezik je matematskih formula!):

1. Jednadibe:

a=1b (jednako)

al
a2 (sukladno)

a—b (a tezi, priblizuje se b)
, lim Sn'=-%
| 15

n— oo

R o A=

o

(lim. = limes)

e

Sn prima graniénu vrijednost
a -

17 kad je n = oo

6. aco b (sli¢no)

= a (—,,—, identi¢no, definisano)

2. Nejednadzibe:

1. a>b (veée)

2. a<b (manje)

3. a % & (neodreden odnos)
4, a#b (aib bez odnosa,

razli¢ito)

Pomod¢u posebnih pravila, koja vri-
jede za pojedine radunske operacije,
matematika iz poznatih veli¢ina od-
reduje druge nepoznate.

*) Opéim brojevima bavi se opda aritmetika (algebra!) a posebnim brojevima posebna.

My x = ,,iks“; y = ,ipsilon®.

§ 1

§ 2



3. Radunske operacije:

1. a-+b 1. Sabiranje 1 A
e e 7 9.\ Odiizimanie { Operacije | stepena
3. a Xb=a.b= ab [ MnoZenje
4 a:b= 1, Dhidliente - Operacije Il stepena
5. an = ol . a¥ .at...al || 5. Potenciranje

e | | i
6. Ya = n-ti korijen iz a I| 6. Radiciranje Operacije Ill stepena
7. *loga = logaritam od a na 7. Logaritmiranje

bazu 10

Brojni izrazi
(= naznalene a neizradunate ral. operacije =)
1. Monomi ili jednoclani izrazi
(brojevi spojeni znacima operacija vifeg stepena):

5
a) Q,a,cd:c...

by =gt @ = aan at)
¢) 3a=a-+ a-+ a: ovdje je 3 = koeficijent
= glavna koli¢ina

Monomi su istoimeni, ako su im glavne koli¢ine (opéi dioc monoma) jednake,
inade su raznoimeni.

2. Polinomi (viSeclani izrazi)
(Clanovissu spojeni sa -} ili —):

a) atb— binom (sa 2 &lanal). |
a) a+b+tc — trinom (sa 3 ¢lanal).

: 3. Zagrade su:
1) okrugle: ( ), . 2) ugleste: [ ], 3) vitidaste: { }.

Ako treba rafunati sa brojnim izrazom kao sa jednim brojem, mece se on u
zagrade. Razlikuj: 3.2-+4=10 i 3.(2--4) =18. Zagrade naznaduju i red kojim

treba vrsiti radunske operacije: najprije se izvrSe operacije u okruglim, onda u ugla-
stim pa vitidastim zagradama (iznutra prema vani, rijetko obratno!), a zagrade se
ispustaju. lzraz bez zagrada rjeSava se: najprije operacije viSeg stepena pa nizeg; ali
ako se radi o istom stepenu onda onim redom kako su napisane.

Na pr. abc = (abd) . ¢

Opaska: a) a : 36 mjesto a : (35) b) Katkada se zagrade upotreblja--
RS ol RN a: (356) vaju samo zato, da se istakne.
a—-c¢ r (a—:]—c) jedan izraz. )

b b
¥ *) a? - V,,a kvadrat“ ili ,a druge®, ,a na drugu®.

ad — ,a kub® ili ,a treée”, ,a na tredu’.



Primjeri:
1) Suma brojeva 2 i 3 ima se pomnof¥iti sa raz'ikom brojeva 6 i 4 a produkt
uvecan za 2 razdijeliti sa razlikom brojeve 3 i 1.

RjeSenje: [(24+3) (6 —4) }-2]:(3—1)=[5.2-12]:2=12:2=6
9) Rije#i: 3.1214:2—-3.64+5.2—2.14.

Rjefenje: Najprije se izvede mnoZenje i dijelienje pa onda sabiranje i odu-~
zimanje; dakle:
3.12+4:2—-3.6-45.2—2.14=36+2—18--10—28

=38 — 18410 — 28
=20-}+ 10— 28
=30-—-28=2

3) {[5(4+3)—2.7+1‘2:(3}1)] (8—18:3))}: (10 — 2) =
={[5.7—144+12:4]2): 8 = {[35 —14+3]2}: 8 =
={24.2):8=48:8=6

4) Analiziraj 1 izradunaj: _
1) 100 —2 .12 —-5.2+4-4 (R. = 70)
2) (100 —2)12 —52-+4) (R. = 1146)
3) 100—(2.12—5.2+4) (R. = 82)
4) 100 — {2[(12—5)2 -+ 4]} (R.=64)

5) 81-32:8—-4 (R.= 8)
6) (8+32): (8 —4) (R. = 10)
7) 24:6:2 (R.—2)
8) 24:(6:2) (R.=8)

9) {[(6 + 3 — 2+ 7} — @+
10) [(6+3) — 21+ [(7— 2)+ 1]
1) 6+3)— 2+ -+

5) Napi§i mat. znacima: Suma brojeva a i b ima se umanjiti za razliku istih
brojeva, a dvostruki rezultat uveéati za sumu brojeva ¢ i d.

Aksiomi. Zakon permanencije
Aksiomi (osnovni 1 ogigledni zakoni):

1. Svaki je broj jednak samom sebi: a =a

2 a—=b - 3.a=b
b= a>c
a=b=c¢ b B o tid.

Aritmetika polazi od prirodnih brojeva i brojenja. Uz prirodne brojeve bilo je
potrebno uvesti i druge vrste brojeva,-ali se pri tome novi pojmovi moraju tako defi-
airati (odrediti), da poznata pravila ostanu i nadalje valjana (zakon permanencije).
Tako da bi se omoguéilo oduzimanje jednakih brojeva ili veéeg broja od manjeg uve-
dena je nula = © i relativni brojevi.

1) a—a= b—6=0 2)a—(a+4-b)= a—a—b=0—20

=—25b



§ 5

Supstituiranje
(= zamjenjivanje opéih brojeva sa posebnim ili sa brojnim izrazima)

1) Odredi brojnu vrijednost izraza:
[(a-8) +c] — [(c-d) +¢] za a=6,b=4 c=2,d=1

2) Stranice su trokuta a =13, b = 14, ¢ =15, proradunaj:

e = b
a) povrSinu P =Y s (s-a) (s-B) (s-c), gdie je s = ?—_l—z.—l- c
b) polumier opisanog kruga
abc
A

c¢) polumjer upisanog kruga
p *
Q = :. )
. : e a (a\® :
3) U jednadibi x®*—+ ax + & = 0 korijeni su: x,,, = — — —I—\/(n) — b; odredi
vrijednost korijend jedn.: x* 44 x —2=0.
Rjesenje:
' 1) [6—9H+2—-12—D+2l=[212]—[1 r2=4-3=1
g b el 18 it 415

2) a) P==V21 .8.7.6=284; s= 5 5 =21
13.14 .15
84

3)  x,,=—2+V4}2
=y



Prvi dio

Transtormiranje algebarskih identiteta

Racunske operacije 1% stepena

I Sabiranje (adicija)

(= pribrajanje jedinica jedne grupe drugoj, brojenje unapred)

Definicija:

Sabrati zadane brojeve znaéi odrediti onaj broj,

koliko ti brojevi zajedno.

koji ima toliko jedinica

(Sumandi se mogu pribrojiti bilo

(Naznadena suma kao brojni izraz!)

(Koeficijenti se saberu, glavna ko-

(Kod jednako oznacenih brojeva se
apsolutne vrijednosti zbroje i uzme
zajedniéki predznak, kod nejednako
oznadenih se odbiju, a predznak se

:.—_'5

“ -z _— = 5 T — — — b
b el e, AR R T A
i ‘3
| e e |
| a plus (vise) b =3
s = suma (zbroj, zbir)
a ) sumandi
b § (pribrojnici)
Pravila:
1 a+b=>b+a I 1. Komutativni zakon
t . | kojim redom).
12, at+@GF+c)=(at+bd)t+c=at+b+c 2. Asocijativni zakon
3. a-+ b — dalje nesvodivo! 3. Raznoimeni brojevi
{3a+2a=5a N It o
i \i e “l“ s (m _!_ n) . 4. :,tz:lan_?e)l brojevi (reduciranje,
S s = — F=—s = = o lid¢ina ostaje nepromijenjena).
e
| (— a) +( —b=—(a+b) , =—a—b 5. Relativni brojevi
) (o) (= B) = a— b= — () 72 a2} |
8 SRR S
I__. o= B e _L uzme veée apsolutne vrijednosti).
L 6. A + (+a) = A+ a i 6. Pribrajanje relativnih brojeva
! A+ (—a=4A—a } 0+ (=5 =105




Opaska:

a=—>b a>b
c=d : C=¢

R e -
at+c=b+d a+tc>btc ate>b+d |
i

Mogu se izvesti 1 na

} 2. Dokaz: Gornja pravila izlaze iz definicije sabiranja. |
ll

T

a>b I 1. Aksiomi
c>d

brojnoj liniji.

——

=

Il Oduzimanje (suptrakcija)

(= suprotna ili inverzna operacija sabiranja)

Definicija:

1.

2 (a—b+b=a |

’ diferencija - suptrahend == minuend '

b+tx=a; x=72

x —a— b [a minus (manje) &]

1. Problem
a = minuend (umanjenik)
b suptrahend (umanijitelj)
a — b — diferencija ili razlika; oznaluje
za koliko je broj a veéi od broja b.

2. Sabiranje i oduzimanje, suprotne opera-
cije, ukidaju se. (Proba za oduzimanje!).

——

Pravila:

|

r'J.‘I—z a ﬂ—‘»

b =c slijedi
(atn)—(b+tn=c¢c

|
T DB
a—(b+c)y=a—b—c |
a—(b—¢)=a—b-tc {

=(a-tc)—b

a -—— b — naznadena diferencija,
nesvodivo! |

2.
| 3.
i 4, ma—na=(m—n)a
5a — 3a = 2a
5.

i
A (fo'= At(—a—d=q
A—(~a=A+t(ta=Ata |

1. Diferencija se ne mijenja ako se minuend
i suptrahend za isti bro] uvecaju ili
umanje. 6 —4 = 10 — 8 =2

2. Oduzimanje sume i deferencije
12—64+4)=12—4 — 6=
12— —4) =12 — 64

=(12-1-4)—6

3. Raznoimeni brojevi

4. Istoimeni brojevi (reduciranje, ste-
zanje) (koeficijenti se edbijaju!).

5. Odbijanje relativnih brojeva
== pribrajanje istih brojeva sa suprot-
nim predznakom).
10— (+4)=10+(—4)=6
10 — (—4) =10 - (-} 4) = 14




Opaska:
a) Prvo i'aéirivanje brojnog podrudja:
I‘iE: —_— - T_— - =
1. a—a=5b—56-—=0 1. Nula
l atl=a
| 0+0=0
2. a—(a-1b)=a—a— b " 2. Relativni brojevi:
I —_ ) b=— — negativni
e +b — pozitivni
I 3. |

»—“1,,—“ su predznaci

lal = a — apsolutna vrijednost |
a—-b:———(b—-—a) | ,
(+a)--(—a)= 5. Nejednako oznaceni jednaki brojevi
' ukidaju se.

—
e

| 6. Dokaz:
Sva se pravila izvode iz

(a—b)-+b=a

0) RjeSavanje zagradid kod algebarskih izraza:

— — — —— — mena—

s

a "—(b—{—c——d~—e~—'—....):a—l~b—f-—c-d~—e—§-—-.... Gy

a- (b +e—d—e+t....)=a—b—ctd+e—.. . |
Ako je pred zagradom -}-, zagrada se ispusta bez ikakve !
promjene u zagradi, a ako je —, svakom se ¢lanu u zagradi
promijeni predznak (,+“u,—* a,—“u,+%). Il:
Polinom se pribroji tako, da mu se aditivni €lanovi pribroje, a
suptraktivni odbiju, a odbija, da se aditivni odbiju a suptraktivni
pribroje t. j. polinom se odbije, da mu se élanovi sa promijenjenim H
predznacima pribroje. |
a-+-b—c+d=(+a) (kB (— )+ (+ d)
i)olinom ilgebarski zbroj | W
Na pocetku polinoma aditivni élan nema predznaka.
a—= b a>b . i

c=d c=c Aksiomi.

T p— ——c—— i _— —_—— =

7. Pazi! a—]~[b—(c+d)] mjesto a+[ l—b—-—(+0+d)],t i gdge nema

predznaka, uzima se ,,-|-.
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Primjer I
. Sabiranje i oduzimanje izvadaj bilo kojim redom.
‘ Pazil a—b-+c—d+ e=(a+c+ e)— (b + d). Rije¢ima?
1. lzratunaj najkraéim putem: 93-—64 —75-1-7 -+ 2—6 4 98 —25
R.:03—64— 7574 2—6198—25= (9347 + 981 2)—
— (64 -~ 6--75--25) = 200 — 170 = 30
2. x—y—2)t+(x+2y—2)—(x+y—32)=7
R. : Rije&i zagrade pa reduciraj istoimene ¢&lanove; dakle:
@r—g—2) + (et 22— (b 3D
= 2x—y—z+x+2y—z—x y+3z=

—2x+ z
ili Al
x=2y—z |-+
— (x+ g— BZ)i _. Promijeni predznake ¢lanovima suptrahenda
R \ pa zbroj.
2x 4+ z
Primjer II

1) 21a*— 15ab + 3a—4b ‘ 2) 21a®—15ab -+ 3a — 4b |

lla®*+ 5ab--Ta—3b | 1la*4 5ab—Ta—3b |__

32a* — 10ab— da—Tb S - e

10q® — 20ab - 10a— b

Primjer III
e R e
R.:a) Oduzimanje relat. brojeva == zbrajanje istih brojeva sa suprot-
nim predznacima; dakle:
(- 3x) — (— 5x) 4= (4 6y) + (—3y) —(+ 2x) — (+4y) =
= (+ 3x) - (+ 5x) 4 (4 6y) -+ (—3y) + (—2x) - (—4y)
= (1 6x)-F(—y) =6x—y
ili ) Osloboditi se zagrada i reducirati; prema tome: :
(35— (— 5+ (3 69) - (— 39)— (- 2)— (+ 4y) =
=3x+5x+ 6y —3y—2x—4y

Primjer IV
1. @) 10x—4x—2x—3x—x=©
b) 10x — [4x — (2x — 3x —x)| = 10x—[4x—2x + 3x + x] =
= 10X —Ox=4x
¢) 10x —{dx—[2x— (Bx — x)]} = 10x — {4x — [2x — 2x]}
= 10x— {4x— 0} = 6x



d) (6x—5y) — (4x—3y) — (2x—y) = 6x 45y —4x+3y—
—2x+y=9g \

e) (6x 4 5y) — {4x —[(By —2x) —y]} = 6x + 5y — {4x —[3y —
—2x—yl} = 6x+ 5y —{4x— 3y +2x + y} = 6x 5y —4x +
+3y—2x—y="Ty

e 3y—(10x—2y) —{—3y4-[—2z2— (Bx + 2y —z) + (Bz— x)] —

— 2z} =3y — 10x-+-2y—{—3y+[—2z—3x—2y + 2z} 3z—

—x]—2z} =3y — 10x-F 2y —{—3y—2z—3x—2y+ z+3z—

11

—x—2z} =3y—10x+2y+43y+ 22+ 3xF2y—2z—3z+ x+ 2z=

= 10y — 6x
Proba: za x=2, y=3, z=4

3.8 (0. 2ty 3= {3, 3ol g ot

+2.3—4)+B.4—2)]—2.4=10.3—6.21it.

Zadaci
2—6—84+4—3—5110="2
3x —8x+2x—3x=7?
(x4y) —x —y) — 2y (R.=0)
8—[8—8—{8—[8—(8—5)]}] (R.=5)
a—[a—{a—(a—[a—{a—(a—b)}])}]
Proba: za a=2, b =1 '

ST

6 xt(x+yt+2)—(y—z—x)—(—yg—x)+x—y+2—(x+g—2)

R.:dx —y-}32)

Proba: y =2, x=1, z=3

Izradunaj najkraéim putem: 996 — 97 +28 — 3 4-4-+2 — 108 + 8

8 a) 2x—[By+@Bx—y)—2x] —(x+p)}+2x+3y) R.:2x)
b) 2x — {3y +[Bx —(y —2x)] — (x+y) -+ 2x} +3y (R.: 2y — 4x)
¢) 2x —3y+ 8x — [y — 2x-+y) — (y — 2x)] -3y}

9. 2x —{—3y—[2z24(—4x+y—2z)—x]—22} (R:Tx+4y | 32)

o

d.

10. (- xy?) -+ (+3x%) 4 (— 2xy®) — (— x*y) -+ (— 3x%) — (— 4xy®) -+ (- 2x7)
1. —{—-[—G—yt+2+ (—xtg—-+(—x +p—2— [ty —(G—2)]

(R.:3y — 22)
12. 20?4 3ab — {— [6> — (— 3 a® -+ 2ab) {- (45* —3 ab)] + 2ab — b%}
(R.:5a* — 4ab 4 656%)

13. a) 4;.%:——3‘,7—1—67,f3E b) 4x-—-3y-l—ﬁz——3‘

2x+3y —5z-+5| " 2x-+3y—5z-+5 f
14. Izradunaj slijedece izraze:
a) X+ [Y—(Z-+ U)] za X=2x— QBy—+ 2)
b) X +[Y —(Z— U)] Y= xf-( y—22)
c) X—[¥—(Z—-U] Z=2x—QBy+ 2
= x+{dy—2z2

15. Koji je broj za 6a - (35 — 2a) manji (veéi) od broja 3a— (4da-}256)?
[R.: —Ba-—5b; (3a-b)]
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16.

17,

18,

18.
18.
19,

20.

21.

22,

2%
23.

24.

25,
26.

27.

28.

22.

Polinom 3a — 26 —-¢ — 1 pretvoriti u binom (sumu ili razliku!), ‘kojemu ée
prvi ¢lan biti 1) 3a; 2) 3a—26; 3) 3a-—1; 4) Sa-+3b; 5) Sa+56+3
R.:1)3a—(2b—c-+1); 5 S5a-+b-+3—(2a--3b-c-} 4).

Sto izade, kad se razlika dvaju brojeva odbije od minuenda? Kako se mijenja

razlika, kad se mijenja minuend, a kako, kad suptrahend? Kako se mijenja

diferencija, kad se minuend i suptrahend zamijene?

a) Jedna je osoba stara ¢ godina, druga b. Koliko je svaka bila stara prije
x-godina, a koliko ée biti iza g-godina; kolika im je razlika u starosti sada,
kolika je bila prije x-godina, a kolika ée biti iza y-godina? (Poudak?)
(R:a—ux, b—x, 1t d)

b) A ima x-D vise neyo B. Ako B ima y-D, koliko ima A?

¢) Jedan je broj veéi od drugog za 6. Ako je prvi = x, koliko je drugi?

Razlika brojeva a 1 b ima se povelati za njihovu sumu, rezulatat umanjiti za

2a, dobiveni novi rezultat uveéati za razliku b —2a. Napi&i to matematski!

Proba za ¢ =2, b = — 3.

Kazi tako rijedima 1 izradunaj brojnu vrijednost izraza:

(za a=06, b=—3, c=—1, d=2)

N P PR R T

B o[ — (e =B <t ),

Koji problem dovodi do nule i relativnih brojeva? Izvedi poznata pravila sa-

biranja i oduzimanja na brojnoj liniji. Kojim relat. brojevima odgovaraju ne-

jednad?be: a >0, a {0? (R: +a=a>0; —a=a<0).

Za koliko je 1) — 6 veée od — 8

2) — 6 manje ,, =)
3) 4+ a@ manje , 567

a) Za kol broj moramo uveéati m da dobijemo 07?

a) a >b-tc b) atx>b-1ty c) lal+ b= la—+ bl d) ab
dc x Ly Dokaz ? _ D=
a—d?b a?b _ ! a+/c

a) Iz a > b > ¢ slijedi ' bz a, >ay >a;. . . > an izlazi
da>2a+b>a2b>3c na; > @ —a, -} . . .an>nan

Dokaz! Dokaz!

Odrediti x iz izraza: a) a — x=b; b) a— x > b; ¢) a+x < b.
Koje vrijednosti moZe x imati u odnosima: a) —3 x> 1; '

e A I R e B e R S

Za koje su vrijednosti od x slijedeéi izrazi a) jednaki nuli; &) negativni;
¢/ pozitivni+ 1) x —5; 2) x-+3; 3)a—b—x; 4 x—a—57?
a) e+ 5+ y==180 b)) ed-p=y 40

y =90 “ >y

- =7 B8Py
)a>b | d) o+ f-+y =180
—3<L3 | y > 90
ot p=?

DokaZi ove stavove: -

a) (a+b)t+c=(atc)+fb=a+ (b-4c)
(a-8) —c=(a— o) +b—a+(b— )
(a—b)fc=(ate)—b=a—(b—c
(a—b)—c=(a—c) ~b=a—(b+0)
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b) a+ b+c)=(a+b)-
a—(b+c)= a—b—-—c
a+b—c)=la-}-b)—c=(a—¢c)+b

a—(b—c)=(a—b)+c=(a+¢c)—0b
Rijeéima: Na sumi se izvodi rad. operacija | stepena da se ona izvede bilo na
kojem sumandu; na diferenciji, da se ista operacija izvede na mimendu ili suprotna na
suptrahendu. Sa sumom se izvodi ra&. operacija I stepena, da se ona izvede sa sva-
kim sumandom, a sa diferencijom da se ista izvede sa mimendom a suprotna sa sup-

trahendom.

Racunske operacije 2

stepena

I Mnozenje (multiplikacija)
(= sabiranje jednakih pribrojnika)

Def.:

- ——

l’[—a_._a+a+ +a ' a><b__a b—ab

a uzeto b-puta kao sumand

|
|

~ a puta (pomnoZeno sa) b

a—multiplikand (mnoZenik) :
e e ux ffaktort
b=multiplikator (mnoZitelj)

ab —=produkt, umnozak

——

Pravila:

ﬂ 2. (ab).c—(ac) . b—a . (b)
3. abe=(ab) . c

I

b

4. a . b=ab - nesvodivo!

3

|a.e=ad% a.a.a=a
. 161'" . @t = qmtn )
hlbé._(-{— a) (+ b)?—”ﬂmab
(—a) . (—a)= +ab

| 9. (a=—a
(+a) . (—h)=—ab

1. (a+b)c=ac+ bc, obratno:
ac-‘:bc--_-c(b -b)

. Komutativni zakon
(proba za mroZenje!)

. Asociativni zakon

. Raznoimeni brojevi

. Istoimeni brojevi'— po-
tenciranje (stepenovanje)

am == potencija, a — baza,
m — eksponent

. Relativni brojevi
(jednako ozna&eni daju po-
zitivan produkt, nejednako

L

oznadeni negativan).

. MnoZenje polinoma
monom
(Svski se ¢lan prveg po-
mnozi drugim).

| 8 (a+b) (c+d)=

(a“r“b) c—l—(a l—b) ditd. |
(@+b)(c—d)=(atb)c—(a+b)d ,

. MnocZenje polinoma
polinomom

(Prvi se pomnoZi sa svakim
glanom drugoga, a parci-

jalni produkti stegnu).

— —

—

*) an = ,a na n“

ili ,,a n-te“, ,a na n-tu®.

—

§ 2
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Opaska:

10. 5m . 3—15m

11, (a-l—b)c:(a—{—ll))-—l—(a-}- l%)%—.—}—(a-—i—[c))

1 2 c 1 2
_'(a+(l+.+a)+(b+b+
—ac + bc

12. (a + b) (c + d)=m(c + d),

gdie je m=a+ b itd.

13. (- a) (4 b)—— ab—neposredno iz definicije
14, (—a)(—b)=(—a).b(—1)=—ab.(—1)

= 4+ ab, ili
‘(—--a) (— b)_(O —a)(O b) 1td

TR e g i e e e 'u
_es —d _c>d —3=—3
ac—= ba’ ac>bd —»6<—3 H

W 3.0.a=a.0=0 L3 m
’ abc...0=0

4.1 a=a ‘l=a
|5 (1) . ara(ul) |

6. (a—\—b)2~“a2—1—2a1)—I—Z')9 )

7. (a—b)*—=a®’—2ab + b*

8. (a+b){(a—b)—a*— b’

9. (a+b)P=a*+3a’ + 3ab2+ b*

i

1 Dokaz:

.Pitanja:

1.—3a) Aksiomi

3. Nula

5. Faktor (—1) mijenja
produktu predznak

.—9. Va¥ni produkti
Kvadrat sume

razlike
. Produkt sume i razlike
. Kub dvoclanika

(I - -

10. MnoZenje imenovanih
brojeva

11.— 14. Dokazi

6 kg = 6000.000 ¢!
R. 2kg =2000g

3kg =23000g

6 kg = 6000.000 g

Pogreska = ?

————— — = = T e E————r

mutat. zakon mnozZenja?

o

Kako se mnoze relativni brojevi?

sa polinomom?
4, Vazne produkte napamet!
| 5. Multiplikator je uvijek neimenovan broj.

— — — — — ——————

| 1. Koje veli¢ine razlikujemo kod mnoZenja? Kako se mijenja |
produkt, kad se mijenja bilo koji faktor? Kako glasi ko- |

2. Kako se mnoZe raznoimeni, a kako istoimeni monomi?

4, Kako se mnozi polinom sa monomom, a kako polinom |

) (@4b—c...)2= a2+ b2+ ot 2 (ab— ac — bo).
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Primjer I
2a°bx® . 3ab’x’y® . bxy®2’ . Ta*b’x’y* 2 =7
. Faktore mnoziti bllO kO]lm redom (2 . 3.5.7=10.21 = 210),
iste faktore stegni u potencije (¢* . @ . a*=4a’i1t. d.), u rezultatu ko-
eficijente stavi pred opéi broi, opce brojeve alfabetski poredati; dakle:
2a°bx*, 3ab’x*y? . Bxy®2® . Ta’bix’ yizt =
—_ 210 a‘Z—{-—l_}_S bl—}-3-»}—3 x2-—}- 3—}-1—}—2y2—f-2—[—2 23»}‘4
=204 b2y 5

Primjer II

a’(a*—ab—-+06°) + (a’—3a%b) b—(a’*—3ab’) a{-ab’="?

R.: IzmnoZi ¢lanove polinoma sa monomom, reduCIral i poredaj
polinom po-rastucoj (padajucoj) potenciji; prema tome je:
a*(a®*—ab + %)+ (a®*—3a’b) b—(a®>—3 ab?) a+ ab*=
=a*—a’b+ a*b®--a’b—3a’b’—a*+ 3a*b® + ab’®
= a*b® + ab’

Rastavi na faktore t. j. zadani bro] predoéi kao produkt:

=y —x Ty =y =y ey = (x—y) (FP—y) =

=@x—y x+y x—y

Primjer Il
(a4+ a’b — ab®— [)4) (a‘l--_. ab—ng)
‘R.: MnoZe se kao i posebni brdjevi: multiplikand se pomnoZi sa

svakim ¢lanom multiplikatora (istoimene monome potpisati pod
istoimene!), a parcijalni produkti saberu; dakle:

(a*+a’b— ab®— b*)(a® — ab + b%)
a —i—a’bA — %8 — a*b
—a’b— a*b*+ a*b* + ab’®
+ a*b*~}-a’b’ — ab® — b°
aﬁ =l bG
DD D )
_I_X"
5~x —~x =+ 1
xﬁ—i—l (P—D=x"F1—x"+1=2
Vazne produkte napamet!
Cx—y)@x*+y) Cx+y)—Q2x—3y) 4x*+3y°) Cx|3y)=

= (16 x*—y*) — (16x* —81 y*) =80 y*
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Primjer IV

249_ 1. Kvadriranje posebnih brojeva
5 4. [prema (a—+b)2="?] (Kod deci-
S s i i
= _16_ sta koliko ih je u zadanom broju).
576
ili 24 [prema: (a -}~ b)* = a* 4~ (2a—- &) b]
SR Tl
44 . 4 176
576
2:342 ili 234°
RENg A AL
2 gD 12. | 43 . 3.. 129..
32 Q. 464 .4.. 1856
2.23.4 184. 54756
4* 16
54756
23 - 234° (prema?) 2. llfrllt;ir‘rje posebnih
A Nt B R e I el B [prema [a ) 3=7?]
G T R AR 36 . Bt
3502 L 3 05, o AN R Tptanuie 54 .
3L L INaT T oty 27 .
12167 B3t 6348 .
‘ LI R 1104 .
43 50 64
12812904
Zadaci

1. Izradunaj najkraéim putem:
1)4.2.8.6.25.5.125.3 (R.: 10. 100 . 100C . 18 = ?)
2) 315.45—315.35 (R.:315. 10 =7?)

2. 1) 2axn+1.3a%x+2 . 10 ab? x’n—1 (R.:60 a*b’xn)
2) 0'1 a% . 001 ab® 0:001 a%. 10°a® b* (R.: a® %)
3) Napisi potpuno: 3 ab, a*b, ab? (ab)® (R.:ab -} ab -+ ab; aaab .)
A (3 ?x%)" = Ja*x> . . Jatxi=. . .

3. 1) (a—b)*= (b~ a)? Dokaz?
2) (a — b)% = — (b — a)?, Dokaz?
3) @) — (14-a%?, b) [— (14 a)]?
4) a) — (1 4 a%)’, b) [— (14 a")]?
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1) (x+2)2x —3x(x —3) + x*

2) ¥ (' —xy +y°) +y (¢ —2x%) — x (x* - 2xy) (R.: —x%y?® — 2x%)
3) x(at+b+c)—(a—b+c)x+x(at+b—c)—x(b+c—a)

4 [(x2+2,‘c-1i-1)2—-2x(r—1)]9—[Zx( +1) —2x] —2(x+2) (R.: 8)
5) ¢t —af{a—ala —a(a+ 1]} R :—a?

6) 2—2{2—2[2—2(@2—x)]}

Analiziraj i izracunaj za a =5, b =17, ¢ = 10:

1) @ — (bc - d) 3) (a—b) (c+ d)

2) a— b(c|-d) 4) (a—b) c+d

1) x+D(x—1) 41 (R:x%

2) x*—(x—3) (x+3)

3) (x+29)" — (x — 29)* (R.:8x3)

4) 2xE£1)% Bx+2y)*; 2x—y)

5) (x-2y)°

6) (—x =y’

7) (—2x+3y) (—2x —3y) (—4x*—9y?) |

8) Prema (@ — b)* == (b-—a) i (a—6)°=—(b—a)’ odredi (5a° —1) (1 — 547
D (—at+b—c) (a+b-—c)

10) (x  x + 1)?

) (at+b+c)f—(a+b—c)fFla—btc)—(b+c—a)

12) (a* -} 6%) (¢* 4 d*) = (ac + bd)* + (ad — b¢)? Dokaz ?

13) (aﬂb -+ ab®) (ab — b%) (R.: a’h* — ab?)

14) @> — (b —¢)* —{[(b+¢) (b —c)—(a- '—b)-!*bz]}
15) (a—i—b—]—c) (a+6b6-—¢c)—(a—b+¢c) (e-+b—¢)

C16) (a® — x*+ 67 {(* -+ x4 6% (R.:a*--2a%? + b* — x?)

10.

17) (* +4-2x%y - 2xy® - y°) (* — 2x%y -+ 2xp° — p°) (R :x°— g%
1) (x* +xr/ +3°) (x —y) + (F —xy+5°) (x+|y)
2) (@+a--1) (a—1)
3) (¢*—at+a*—a+1) (a-+1) (R.:e? 1)
4) (2' -+ 2° u 4 2*u? -+ zu® + o) (z— u)
5) (x%n — xtn b x%n — x4 an — 1) (xn 1) (Ro:x®2 — 1)
6) (u*® + uv - 0% (uFv)
7y (o —xty* oyt —y%) (g — (-t (¢ pY) R:0)
1) (at1) (a--2) (a+3)
2y (P —ristrst—s?) (P4 rPs — rs? 159
3) (x*H-2x*F-2x41) (& —2x2+2x— 1)
4) (@4 a*+at+1) (" —a*—a+1) (R:a®—a*—a*+1)
5) (at+b-te)=a+ b+ +3(a48) (a+¢) (b4 ¢) Dokaz!
6) (a* — x>+ b%) (a* - x*+ 6% (R.: a®+ 2a'0* — x* |- b%)

D 2x{—*x—-x[2x—(x—,1—1)2]—x(x—— 1) (x4 1)} — x? (R:x?)

2) x®—{[4x° — 2x* 1) (2x° — 1)]xb — (x* — 1)} (R.:x®—2x° 4 1)
3) x° —*[(a == (@] — (1) (x*+1)
At gt =2 ey = )=l —a) A e—pF (v ei3)
5) [x* 4 (a+ b) x + a* 4 b?] [x? —«(a——b)r—a ~— b}
1) (4> —2BC) (B} 0)
2) 2AB - C*4(A*— By C

za A =2x—3y, B=x-+2y

C=1—x
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1. ) x—N (=)= E =1 {(=Y) — @ —2)(Hx)
2) (2 —3x 4 x*p) (= 2x2y) — 3xy [— (x* — 2xp?)]
3) [(— D+ (= )= (= D)= D] (=2 — (— 2+ (2]
(R.: — 28)
4 (+ @2 (=BT (—@)3 . (—b)3 [Re:(—aZn+3). (467 +4=2]

e e lg 9 a>b
_2<3 2 kel
- a(?)—>b

13. lzradunaj izlu&ujuéi faktore:
3Qa—b)(x—3y)+4(—2a) (x—3y)+2(6b—2a) By—%)=7
14. Za koje su vrijednosti od x slijedeéi izrazi 1) jednaki nuli; 2) negativni;
3) pozitivni:
X (x-+2) x (x—2)?

4) x X x
T — —_— ? N ]
5 30) = 5 3>0, x+ 5 30, x="*

(Ro:x>61 t. d.).
5) Jedan je broj 3-puta veéi od drugog. Ako je prvi x, koliki je drugi?

Kvadriranje i kubiranje.
15. 1) 3142 2) 0036° 3) 7:-84° 4) (32 32 32 32 5) 234:05*
: , (63) 62 62 627
16. 1) 32° 2) (323 3) 2341° 4) (_) 7 5) (2 '&)
g :

4

II Dijeljenje (divizija)
(inverzna operacija mnozenja)
Def.: Broj a podijeliti brojem & znadi odrediti onaj broj, koji pomnozen sa b
daje «a.
|‘1 Probl.: b . x=a; x=7? ,\

1. a==dividend (dijeljenik)

Rl e razdlgel;eno | b— divizor (djelitel;)
(R | ?) = (a : b) == kvocijent (pokazuje za ko-
’ b ‘ liko je puta prvi broj veéi od drugog)
2. = | 2. Proba za dijeljenie
Iz a: b = ¢ slijedi %
3
a=b.ctr i e A :
dividend = divizor x kvocijent (- ostatak) | 3. Dijeljenje i mnoZenje, suprotne operacije,
e } ukidaju se.

_— S — = R ——




a:(b:c):ag \I
6. (a:b):c=(a:c):b=a:(bc)

a: b ili =~ nesvodivo dalje

b .

s —— am—n’ ier qQt . gn—n=— aqm I

|

(+a): (+0)=—+(a: 0) =+ 1 J
: (‘—'a):(-;—b)z—{—(a:b):_qu_g_
i (-a)=(+b):—(a:b)=_%

(+a)3(_‘b):—*(a:b):_%
i (aib):czaczb:%i_g_
11, (a3——1);(a_1):a1_i_a_{_1 |

= o

a?—1

e Ll

o=k

a— |

Sy

2 |

Polinomi se poredaju po potencijama ‘
i dijele kao i posebni brojevi. |

i
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1. Kvocijent se nista ne mijenja, ako se
dividend 1 divizor istim brojem po-
mnoZe ili razdijele.

2—3. Dijeljenje umnogka brojem

4. Dijeljenje broja umnoSkom

Pravila:

la_am_a:m |

b b.m b:m
2.

gde_::g.bcd. =aé.c.d..

m m m "

3. a b '

(ab):c*——-—:-b:a-; ,
4. a

a:(bc)*-‘(01:17):(:"—-"?;C

4. Dijeljenje broja kvocijentom
6. Dijelienie kvocijenta brojem

7. Raznoimeni monomi

8. Potencije iste baze
(eksponenti se oduzimaju)

9. Relativni brojevi

10. Dijeljenje polinoma monomom

11. Dijeljenje polinoma polinomom
(Prvi &an dividenda razdijeljen sa
prvim &lanom divizora daje prvi ¢lan
kvocijenta. S tim se pomno¥i divizor
i odbije od dividenda (promijene mu
se predznaci i pribroji!) a ostatku
doda sl.jedeéi ¢lan. Ostatak se podi-
jeli opet prvim &lanom divizora it.d.).

2*
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Opaska:

3. Koje velitine dolaze kod dijeljenja?
4. Sta predoduje kvocijent (koli¢nik) |
dvaju brojeva?
' 5." Kako se mijenja kvocijent, kad se
’ mijenja divizor i dividend? Kako !
se dijele potencije; kako relativni

: ya— — — e—— ——— e —
F 0 a % 6. Kako se dijeli polinom sa monomom,
; - == 6 jest besmisao (nedjeljivol), 4 kiko polinom o polinomom?
l I | 7. Dijeljenje sa 0 (nulom) neizvo- |
o all o - o divo je u podruéju konaénih
’ . a . - z
r a__ 19—, | ’ brojeva (3- je besmisao, jer ne- ]
K] 1 { ma konaénog broja keji pomno-
[oRhee i T 00 () Zen sa 0 daje @); ali ako divizor |
i b X —co neograniéeno fopada i postaje
B M2 8 s o diedene 0 .(?ula), onda'kvocx_]?nt neogra-
0 ‘ ni¢eno raste i postaje o neiz- |
STy e
2. e—rr a>b | mjerno velik) t. j. T
_c=d c<d 1 ‘ obratno. Pri tome je a %~ 0
a6 =b:d a:c > b:d atd. | e e e

brojevi ?

Gdje je pogreska? Dokaz: 1 = 2!
az—azz—-a‘“’—azz
ala —a)=(a+a)(a—a)|:(a— a)

a=2al:a .

1=21

Primjer I

1. 10amb"xP.4a*b%x* : 5a*—2b%x® . 2ab’x!—P =
=40qm+2pr 3 xpt4 . 500252 %% 2abixl—P
—_ 8am+2—(n—2) bn+3—2xp+4 —3 i Zab‘le——p

— 16am—-n+5 bn‘-l—3x2

P. Kod dijeljenja potencija za-
jednitka baza ostaje nepromi-
jenjena, a eksponenti se odu-
zimaju.

2. (12a°x*—8a°x® + 4a*x?) : 4a’x* + (12a*x* —8a®x* +
+ 4a*x’) : (—4a®x®). R.: Svaki se ¢lan dividenda razdijeli divizorom;

dakle:

3x—2ax+ a*+(—3x+ 2ax—a?) =
=3x—2ax+ a®—3x+ 2ax—a*=0

Primjer 1I

1 (a®—2a*b*-1-b%) : (a* —2a%b - b*) = a* + 2a%b* - b*

a®—2a%b -+ a*b*
2a°b?—3a*b*

2a°b>—4a*b* 4 2a%b®
e T =




4a)

a‘b*—2a*b% + b°

a*b*—2a*b% + b®

== _.l__ —
EaT

(" +5°%: (v —xy+x2)~—

(4 25°° + 5% (— xy ) = 2+ X'y + xy® + gt

X — %y 4 x'y?

Svi su brojevi medusobno jednaki! Dokaz:

a=b-c| (a—b)

a®—ab=ab -} ac— b*— bc

a?—ab—ac=ab— b*—bc

ala—b—c)=bla—b—-c)
=l

2 . 2=5. Dokaz!

a—b+cl

4b—{—4c—~4a |
5a=5b+5c 1

_|_

5a+4b—|—4c——4a+56 +-5¢
9a =9a

4b+4c—4da= 56-]—50—‘361
4b+c—a)=5({b-+c—a)
4=5 ili

ZZ é_ Pogreska?

16u* -+ 12u’y
— 12u%v — 9o
__—__1211 z)——gv
(%)

Isti zadatak rijeSiti napamet!

21

09
x , x°
3, a:fladxX)=1——"1—
(a+ x) a—f-ag ‘
a-+tx
——
x2
v—-«-—x———
a
Tt
e
X
=
3
x®  x
ﬁ._l_ 5
e el
x3
a2

4b) (16u*—9v%:(4u®--3v)=4u*—3v



Zadaci
1. 1) (—42ar—3bn—2xp):Tan—4b?x1—pr . 3abx (R.: — 18a%bn—3)
2) (— 42qn—3 bn—2xp) : (Tan —4 b*x1—p . 3abx)
3) (—12ab* x*y®) : (-+ 6abixy—3): (— 2abxy?
O D=0 a—b b—a
L Iy e e P T i |
4 c~d G d="e c—d Dok
424y 22—y  Szvy
2. 1) z-—yT = Se= )
2) (@a+20)%: (a-}+2b)°

3) (xy-f;-—xy-%)%x—y) + (x Er s ~-) (x — )

4) (16x2y* — 12x*y® + 8x*y*) : (— 4a*x*y?)
5) .(,_- ax2m-—n 4 pxm — cxm-+4n — dxn) . (__. xn)

6) a?-L x*- —(—?-—ﬁu{—l)x g g “”‘sz 2t
(R.: ax 4 2x)

3. 1) (x-+x*—5x*+3x):(1 —x)
2) (@*6® — atb): (a?b* — a®b?) (R.: a*b® - a*b¥)
3) (xz +xut+yzt+yu):(x+y) (R.:u+t2)
4) (a*x* -+ abxy — 2b2y?) : (ax — by) (R.: ax -+ 2bp)
5) (x% —x% 4 x* —2x24-1): (1 — x?)
6) {(ax® +-bx*y 4+ ex*z —ax — by —cz): (x* — 1) (R.: ax 4 by 4-cz)
N+ (x+1)
8) (1 — bx*+- 3r3 — 3xt - 2x%)  (—2x 1) (R.: 1 4 2x — x2+ %% — x*)
9 (@®> — 0% :(a— b)
10) (2* = 1):(z+ 1)
11) (x° 4 p%) s (x 4 )
11a) (an +-067):(a + b)
12) (a® — 6% :(a — b)
12a) (an — b7) : (@ — b)
13) (a® — 6% :(a* — 0%
14) (8a® — 275%) : (30 — 2a) (R.: — (4a* -+ 6ab |- 9b?)
15) (x® — 27y%) : By — X) :
16) (x*y° —+ x*y*): (xp* 4+ x*y)
17) (64x%p° —1): (2xy — 1)
C18) (xrt-1) s (x +-1)
19) (@ -E 0% :(at+b); b)(a®+ b%:(a*-+0b%
20) (x4 1): (x* 1)
21) xm—{—lym—— — X2mp? - \ X yZm __xm—}—,lqu—-l) (xym — xmy)
(Re: xmy® - x* ym)

1) 2(c-2)

23) (8la2r — 16621) : (9an 4 46n)

24) (16x*y* — 1) : (4x*y* — 1) (R.: 4x*p2 - 1)
25) (1 — @) : (1 — a?)

26) (8x* + 27y%): (2x - 3y)

27) [x*-\-(a —b)x —ab]: (x — b) (R.: x-{a)



4.

5.

1) (e°+2a%* — a'x' - x% : (a® + a®x* + %) (R.: &® — a?x® -+ x¥)
2) (@*x* +4ax® -4x* —4): (ax® +2x — 2)

3) (—05x*+03xy + 08xz+ 02yz — 032%) : (05x + 02y — 032)
4) Bx°—8x'+8x* —5x2L3x—1):(—xt+2x—1)

(Ro: —3x*F-2x2—x-}1) :

3) (' —xy 2% — xp® - y") : (F° — xy + 1) Rz x* 4 5?)

6) (*+2a*0%+-b*—1): (1 + a2+ 0% (R.: a®+ b2 —1)
N(—x—x4+x): (1 —x—x*+x% (R: 1 422 x%)

8) (x* —6x° -+ 15x" — 202 4 154 — 6x + 1) : (x — 1)?

9) (2° —u®):[(z* — u?) : (2% -} w?)]

9a) (x* 4 a’x* + a"): (x* + ax+ a%) (R : x* — ax -+ o)
10) (u* — v’v + uv® — o) : [(w® — uv + %) (v +2)] (R.: u— o)
1) [(a® + 6%) * — 20" (a* — b)) : [(e® — b%) * - 207 (a® — b?)]
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12) [(x* —3x*4-3x" —1): (2 — D]: [(x* — 1) : (x—1)] (R: ¥* — x> — x4 1)

13) {[(x®* —3x*+3x*—1): (x* = D] :(x* — D)} : (x — 1) (R: x-+1)

14) {[(x " —2x°9° 4-97) : (X +y")] : (x — )} : (* + xy + y*) (R: x5 —y©)

15) (x#* —2x%9°4-5"): [(x* 4 y*) (x —g) (x*+x9+57)] R : x° —g%)
16) {[x* 4 (@ + b0 — ¢) x*+ (ab — ac — be) x — abc]: (X +-a)} : (x — ¢)
(R.:x-+0b)
17) (¢ —y)*: (- xy +y°) (R (x* — xy* — x°y -+ g*)
18) (k2 —y*)*: (x —y)* (R: X'+ 2x% — 2xy° — y*)
19) (1 — 646 : (1 —2u+4u® — 8u® - 16u* — 324%)
20) (3x° 4 Tx*y® — 4x'y — 10x*y* — 12xy* + 24°) : (x* — 3x% + 2xy*> — 24?)
(R.:3x*>+-b5xy — y*) '
2) A —r9): (14 2r 2227+ 244 )
b CH (10 6 | (=2
(—2.(=3) =
a'—b' x-—-y-+2

-3 —

2) Skratiti Br—a® g —x—2
ax>—b, x=7?

p G Getn
x*—4-a

(am): b =me
5) Iz a: b =c shjedi: | | - &
\ a:(bm) = =

6) Na umnosku se izvodi ra&. op. 2-0¢ stepena tako da se izvede bilo na kojem

faktoru, a na koveijentu na taj nadin da se izvede ili ista operacija na

di-

videndu ili suprotna na divizoru; sa umno$kom se izvodi operacija 2-og

stepena tako da se ona izvede sa svakim faktorom, a sa kvocijentom,
se sa dividendom izvede ista a sa divizorom suprotna operacija t. |.:
D (ab) . c=1tac) . b=a(b .c¢)

2y Cab)ic —=Na 1 albi="a (1)

3)(a:8) e=(ac): b ==a:(b:¢)

4) (a:b):ic=(a:c):b=ua:(b.c)

5)Y a(b . c¢)= abc

6) a: (0 .¢c)=(a:0):c=(a:c): b

Na.(:c)=(ab):c=1(a:¢c)b

8) a:(b:c)=(a:b) . c=(ac): b

Dokaz ? :

da



6. Jedan je broj m-puta manji od drugoga; ako je ovaj X, koliki je prvi? (Sta
predoduje kvocijent izmedu dva broja?)

7. Neki broj x razdijeljen sa 3 daje za kvocijent 5, a ostatak 2; koliki je taj
broj x? (R.:x=23.5+ 2=17. Cemu {e jednak dividend?)

8. Za koje su vrijednosti od X slijedeéi izrazi jednaki
1) nuli,  2) negativni, 3) pozitivni:

Bx—2. '— 2x 3. —3Xx—67
Q2 —=3 —— () exe— 12

—2x 435>0 °,

—2x—3<0
10, 1:(1 —x)
s Sty

14 x?

12. Koju vrijednost mora imati £ u trinomu x*--kx%y*-+ y* da on bude djeljiv
sa X2—xy-y? R:hk=1) :
13. Treba odrediti tako k u trinomu a® -~ 2k a®0® — 0% da on bude dijeljiv

sa @ —2a*b+2ab*—b® (R.: k=0)

-

Skraéeno rafunanje
1. Korektura od 5-—15 jest 1

" , 15—25 , 2
" s 25—35 ,, 3
2. Broj 287326 skraden na 3 decimale: 28733
w1 S029 5 Sl s 3p:3

3. Ta&nost nepotpuna broja jednaka je tome broju podijeljenu jedinicom
njegova najnizeg mjesta.
4, 3504679 - 0-4662 - 632549 = 668062 (3 dec.)
5. Skra¢eno mnoZenje
182651 > 731416 (2 dee.)

‘6“%137' Uzme se taéniji broj kao mul-
122635? tiplikator, najvisa se njegova cifra
047‘92 potpise ispod najniZe cifre multipli-
1827 kanda, a ostale obrnutim redom.
730) Multiplikator = se skraéuje svaki

i?\ put za 1 cifru itd.

1335,938 = 1335,94

6. Skradeno dijeljenje

(4 decl!)
79961 : 25'452668 = 31416. Rijetima?
3603
1058
40
15

11
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Y Primjer :
1) 243X 5% (3 dec.)
2) 019645 . . . X 21567 . . . (042368 . . .)
3) 1:7 (5 dec.) ;
4) 680734 : 3'159 (2 dec. : 2'15)
5) 1800 : 314 (= 57° 17’ 44:88")
6) 3027 . . . X 82579 .
9461 . . . X 63047 .
7) 1 dm* uzduha teri 1:29349 g, 1 dm®* vodika 0089551 g.

Koliku gustoéu ima vazduh obzirom na vodik?

Primjena osnovnih raé. operacija

Dekadski brojni sustav §3
(baza 10)
1. Broj /V u dekadskom brojnom sustavu pise se:
N=an10" -+ ap—110r—14 . . . q, 10 +q,

324100=3 .10+ 2. 10+ 4;
324(5y=3.5"°+4+2.54-4=89

2. Broj 2789(10) treba predoditi u sistemu baze 5 .
R. . 50, 51, 52’ 53’ 54 o !
T B 125, 12816205
2789: 625 =4

289:125 =2
89 2h=1
ld:. B=2.
4
218900y =4 26 2 . 5 -1 B2 =2, 545
DokaZzi:

a) 278910) = 1745¢12)
b) 461(7) = 239(10)
¢) 6774(10) = 151668

d) %:: 60+ 3.6-1-4-2,6-2--1.6 3-+3.6 4=33216(

Dijeljivost dekadskih bfojeva | - §4

1. Dekad. je broj djeljiv (bez ostatkal) sa: 2, 5, 10, ako mu je jednoznamenkasti
svrietak djeljiv s tim brojevima; sa: 4, 25 ili 100, ako mu je dvoznamenkasti
svrietak, a sa: 8, 125 ili 1000, ako mu je troznamenkasti svrietak djeljiv tim
brojevima. !

2. Sa 3 1 9 broj je onda djeljiv, ako mu je suma znamenaka djeljiva sa-tim broje-
vima, a sa 11, ako je razlika sume znamenaka na neparnim i sume znamenaka
na parnim mijestima djeljiva sa 11. (Dokaz se izvodi iz nadina pisanja broja u
dekad. sustavu.)
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Rastavljanje brojeva na proste faktore

Broj koji nije djeljiv ni s jednim.drugim brojem osim sa 1 ili
sam sobom zove se (apsolutno) prosti broj, na pr.: 2, 3,5, 11...
a, b, (a+0b). Svaki drugi broj je sloZen (nastaje mnoZenjem
drugih brojeval), na pr.: 12, 24...ab, a®— ab, (a-} b)2.

Ako je a=b . ¢ . d, onda su brojevi b, ¢, d mjere broja a, a
on njihov vifekratnik. 12 je trokratnik od 4, a cetverokratnik
od 3. Broj 3 zajednitka je mjera brojeva 9 i 12, jer se u oba
nalazi bez ostatka,

. Slozeni brojevi, koji nemaju zajednicke mjere zovu se relativno

prosti brojevi [na pr.: 12 1 35, (a+0)* i (a—b)?].
Svaki se slozen broj dade rastaviti na proste faktore (prim-

. faktore) i predoéiti kao produkt prostih brojeva:

a) lzluéivanjem zajednickog faktora

(koji se metne pred zagradu, a u zagradi ostane zadani polinom podi-

4.

5.

jelien tim faktorom), na pr.:.
12ax®y?— 8bx®y* 4 4dex2 y® = 4x2 y2(3ax®— 2bxy -+ cy)
at—a--b—0b* . = a?*—b*—(a—0) |
= (a+0) (a—b)—(a—0)
= (a—b) (a+b—1)

e X3 XY Xyt —yt = X (x—y) + p2(x—Y)

= (x—y) (x*+y?)

a(x—y)+20(y—x) = a(x—y)—26(x—y)
= (x—)) (a—2b)

Odredi sve proste 1 sloZene mjere brojeva: 36x2?y%, 66, 360.
R.:a) 662 9:> 66 - b) 36x*y| 2xy

33| 3 18xy2|2xy

226 9y |3y

11 3L Sit3

Broj 66 djeljiv je sa 33, 22, 11, 2, 3, 6.

b) Pomoéu vazZnih produkata:

1) a*+2ab + b* = (a-+-b)(a+ b)
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3) @*—b*=(a+b)(a—b)
4) a"—b"=(a—b)(a" '+ a~2b} ...+ ab"—2}- b2 1)
5) ar+b"=(a+b)(a" T —a*T2b+...—ab T2 L 1) n="7

Na pr.:
1) 2x% —32xy°=2xy (x*— 16y%) .
=2xy (x* + 4p*) (x> —4p?)
=2xy (x*+ 4y%) (x +2y) (x —2y)
2) X*—x*—x*+ 1=x"+1—x*(x+1)
=(x+ D —x*+x*—x+1—x?
=(x4+ 1) (x*—x*—x+1)

3) 5x*—10xy + 5y* 4+ 3xz2— 3yz=5(x*—2xy+y?%) + 3z(x — y)
—5(x—)*+3(x—)z
= (x—p)[5(x —y)+ 37]

4)y o> —b*+ > —d*+ 2(ac— bd) = a* 4+ 2ac + ¢*— (b*+ 2bd + d%)
= (a+¢)*— (b + d)*
=(@+b+c+d)(at+c—b—d)

5) a*—ab?=a*(a®— b?) =a2(a + b) (a—b)

¢) Kvadratiéni trinom:

) x*+m+nx+m.n=x2+mx+nx+m.n
= Xx(x -+ m)+ n(x+ m)
—-(x—{—m)(xﬁ—n)
2) mx?+ (m+n)x +n=mx?+ mx-+nx-+n
_mx(le)—} n(x 4+ 1)
= (x + 1) (mx 4+ n) |

(Srednji se ¢&lan rastavi na 2 broja koji pomnoZeni daju produkt
vanjskih ¢lanova).

3) x24+5x+6=x24+3x+2x46
=x(x+3)+2(x+ 3)
= (x+3) (x +2)
4) x2—2x —15=x2—Dbx+4+3x—15
=x(x—D5)+3(x—>5)
— (x—5) (@ +3)
5) 6t + 17xy + [2y* = 6x* + Oxy + 8xy + 12y
=3x(2x 4+ 3y) -4y 2x + 3y)
=(2x + 3y) Bx + 4
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1.

Zadaci

Rastavi na proste faktore:

1) 60atx:y*z?, 2) 1064, 3) 420

Rastavi na faktore:

1) x? —ax — bx + ab [R.: (x — a) (x — b)]

2) 2ax — 3ay - 20x — 3by

3) ax4-ay —bx — by —ex—cy [R.: (a—b—c)(x--y)]
4 a(a—2b)—20(2b—a)—a-+2b
Da(l—5)-+b61-—0%

2) 8ix*yt — 162*

3) 16 (x+ y) 2 — 92°

4) (a+x)?—4dax— a®*+ x* [R.: (x — @) 2x]
5) 9a* — 4b? +- 4bc — ¢?

6) 2" —1 [Ro:(x*+ 1) (x*+ 1) (x4 D) (x—1)]

7) 87 +27s%
8) qlo L pro
9) o® — y(i

10) 729ms - 64
11) a* — b°

12) 16x42 — y4p ; 120) 1 — 16a*
13) a®> — b* — c*+ d* — 2 (ad — bc)
14) 9 — x4+ 92 — x* [R.: 1+ 4% (3 x) (3 — x)]

+15) x® — 3x® 4 5x — 15 [R.: (x — 3) (x* -} 5)]

16) x® — xy* 4 xty — o

17) 122+ x — 1 [R.:(3x + 1 (4x — 1)]

18) 8a*6? + 12abed — 36¢*d? ' :

19) 9x*—6xy +y* —2° [R:Bx—y+2)(B3y —y — 2)]

20) x*—+ 2xy — 15y*

21) 3a* — bab — 126* [R.:(a — 3b) (3a -} 4b)]

22) x*—Tx 12

23) x* —2x — 15

24y 2= b - 82 — q¥ [R, +(x~F a-= B) (x==.a — B)]

95) (@ 4-b - ¢) ¥ — (a* 4 b* 4 ¢*) = 3 (@ + b) (@ + ¢) (b -+ ¢). Dokaz!

Razvi povrsinu trokuta iz zadanih stranica a, b, ¢

P=Vss—a)(s—b)(s—c), gdie ie szg—t3+f

_ty s e SO A=
Bt iy
3\‘ i 2 : Zc

Isto za tetivni &etverokut iz stranica @, b, ¢, d

P=Y(s—a)(s—bj(s—c)(s—d). R.:lzvesti iz

SR df s 1 kB 7 ;Fl» @ bt — & —a
R SRy v ! ni TR VRS a
s Ld)\" 2 (l 2 (ab - cd) ) \" 7 (1 i 2 (ab - cd)
_a+btedtd
2

S

)
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6. Suma triju uzastopnih brojeva je uvijek djeljiva sa 3, a njihov produkt sa 6.
Dokaz?

7. Broj razdijeljen sa 9 (3) daje isti ostatak kao suma cifara toga broja razdi-

jeljena sa 9 (3). Prcba sa 9(3)! Dokaz?
8. Diferencija dvaju brojeva sa istim ciframa uvijek je djeliiva sa 9. Dokaz ?
9. Isto tako diferencija broja i broja sa obrnutim ciframa.
10. Zajednitka mjera dvaju ili viSe brojeva mjera je i njihove sume ili razlike.

11. Broj djeljiv sa drugim brojem djeljiv je i sa njegovim faktorima. Dokaz?

Najveca zajednicka mijera

(= nalveu brol koji se nalazi u zadanim brojevima bez ostatka)
nalazi se:

a) Rasfavljanjem na proste faktore
(Najveéa zaj. mjera M( . . .)= produkt svih zajednic¢kih mijera), na pr.:
1. M(10azx*, 5a®x3, an_4>£4): ?
R.: 10a?x*, 5a®x?, 20a‘x*|bax
2ax?, a*x? 4da*x® ’ax
2%, ax,. A4g¥xd|x
2Xx, a, dax |

M(10a2x+, 5a®x®, 20a*x")=5bax . ax . x= 5a*x?

2. M(xty?—x2p4, xt—xty?, x¢—xPp)="7?

Ro:x2yr(x—y) (x+y), x*(x—-y) (x+y), x*(x—y[x
Y (x—y) (x+y), (k=) (x+p), x@x—y), !x—-y
y2(x ), (x+3), x
M(xayz___x2y4 X+— x2y?, x4 ___xay) — xz(x _y)
3. M(x2+ 4xy + 4y, x*+4 2xy —3xp:—6y%) =7 '
R.:Polinomi se najprije rastave na faktore i uzme produkt zajed-

ni¢kih faktora; dakle:
(x +2y) (x+2y), (x-+2y) (x—3y2)IX+2y
S e |
M(. . .)=x—{_—-2y

4. »M(a4——y4 a2x®+ x2y?)
R.:(a*4-y?) (@*—y?), xg(a2+y2)‘a2+y2
RN

M(C. . .)==a2+y2
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Zadaci

1) M (6x3y? — 6x2y%, 12xiy? — 12x2pY) =7

2) M (27a* — 12b% 270> —36ab + 120%) = ?

3) M(2x* —3xy —2y%, x* — 4y =?

4) M(3x2—12, x* —16)=7? (R.: x*—4)

5) M{x*—9, x* —x—6)=2 (R.:x—3)

6) M(x®*+x*y* —x*p*+ %, X+ x*p* + x°p* + %) =?
7) M (a*— 5ab + 662, a®-\-3ab — 10b%) =?

8) M(x*—+y% x*—yp% =2 (R:x+p)

b) Veriznim dijeljenjem
(Veéi se bro] podijeli manjim, divizor ostatkom, novi divizor novim
ostatkom i t. d. do ostatka nule. Divizor u zadnjoj diviziji = najvecéa
zaj. mjera):
1. M(1008, 520)=?
R.:1008:520 =1
o
520:488 = 1
32

488:32 =15

8

'32:8 =4
M (1008, 520) = 8

2. M(x*—2x3—13x>+ 14x+ 24, x*—Tx*+4x+ 12) =?
Ro:(xt—2x%— 13x*+ 14x+24) : (x*—Tx*+4x -} 12)=x + 5
xt—Tx3+4x* + 12x
o TOn S
Bxb— 17x2 2k 2124
5x3—35x® -+ 20x + 60
. + = e

18— 18x— 36 _(O—vaj ostatak podijeliti najprije sa 18, dakle)
(x*—Tx*+4x+12): (x** —x—2) =x—6
M(. . )=x"—x—2

Zadaci
1) M (32481, 4329) =?
2) M(3x*— 8x*4 11x* —8x 3, 2x* — 9x* 4 Qx — T) = ?
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3) M 8a® - 22a*-{-27a +- 18, 6a® + 5a® — 3) =?

4) M (6x* —5x*— 1, Bx® —4x — 1, 2x> —2) =7?

5) M (4p® —2p° — 10p* — 10p* — 2p, 12p° —6p° — 12p* — 12p* — 24p* — 6p) = ?
= 2p (2p®* — 3p — 1). (Najprije se izlu&i zajedni¢ki faktor 2p i onda pro-
vede verizno dijeljenje).

Najmanji zajednicki visekratnik V/ oy § 7
(= najmanji broj u kojem se zadani brojevi nalaze bez ostatka)
nalazi se:
a) Rastavljanjem na faktore

(V = produkt prostih faktora zadanih brojeva, i to svaki uzet u najvisoj

P p } 1 ]

potenciji u kojoj dolazi bilo. u kojem od zadanih brojeva; ili V = produkt
prostih zajedn. faktord < svi ostali), na pr.:

1. V(6abc, 10ab’*c, 2abc?)="?

R.:6abc, 10ab%c, 2
3, 50, c
V(6abc, 10ab*c, 2abc®) = 2abc .3 .56 . ¢

= 30ab’c’

2. V(x3—xy?, y3—yx?, x*—yt, Xy =7? .
X(x+g)(x—y), ylg+2 G—x), @ +y) @ty (@—y) 2y |2ty
R.: :
2 (@ — ), Yy —a), (&) @ —y), &y £l
V(.. )=+ =) p0—x) (+y) x—y) . xP
= xepr{xe—p)[— (=) i t d
3. V(9a3—a, (3a—1)?, bab—2b)="7 ‘
R.:a@a-+1) Ba—1), Ba—1) 26(3a—1)[3a—1
a(3a + 1), (Ba—1), 2b :
V(. )_(30—~l) (B3a—1) . 2ab . Ba+-1)
= 2ab(3a—1)*@Ba+ 1) i t. d.

b) Pomoéu najveée zajedn. mjere:

P. ll__M (ab) =
ab a b

i
. || Vigb) =2 = p= g |
n n I i
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1. V(8 12):% 12 =24
2. V(xt—2x°y* -y xt—p) =
B e R o

x2 ___‘y‘.)‘
xG_ :x_'-‘LJ/52 ____xgyd- + yG

¢) V (relativno-prostih brojeva

jednak je njithovu umno$ku):

L Vix—y x+y X +y)=x—y) (x+y) (x*+)
= x¢—p*

2. V(a®+ b3, a3—b%) =7
3. V(x*+xy +% X —xp+y° x+y, x—y)="?

d V@S, 12, 16, 24, 32) =? |
R.:V(8, 12, 16, 24, 32) = 1V (24, 32) i t. d.

Zadaci

a) 1) V(12a2x*y*, 8a*x?y?, 16a*x?y!) =72
2) V(x?+5bx+6, *4+x —6, x* —4)="?
3) V@x —y, 4u*— y?, 8x® — p%) =72
4) V[2x, x— 1, 3(x+1, 6(x*—1), 12(x+1)]="7?
5) V(a?— 2, xt— pt ab — pb a® —yf) =72
6) V(3x*—x, 6x* — 2x°, 9u® — Gt -+ a?) =?
7) V(e® —p%, et fay -y, «® —axp +p?, et — ') =2
8) Via* — 22, a* -} awx+ «*, a*+ a?a? - xt) =72
9) V@, x—y, 3xy4-3y*) =? R.:3y (@* — )
10 V(Ex* + 2 — 2, 4a¥ -} 122 + 9, 102 -- 192 + 6)
1) V(P 278, of —2Tp7, o - 200y — bwy® — 27y°) =2
b) 12) V(x* — 16y, «' — 8x?y? -} 16y?) =?
13) V(x4 62 -9, 2 - 52+ 6) =2
14) V[a®— 3a%b -+ 3ab? — b3, 202 — b?] =7
15) V (#? - ey — 6% %° - 3wy + 22 + 6y) = ?
16) V(a® —2a2+5a -6, a®* —3a 4-2) =?
17) V(w' — 3w — 6w -8, o — 20 — @ | 2%) =?
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Razlomci — Rasirivanje brojnog podrudja .  §8
Definicija:

— = A — T —— ——

— e

a 1 a=brojnik, b= nazivnik
b lf—-a kroz O ili @ ,betina

} Razlomak ==kvocijent oblika
|, —“ razlomkova crtal | @ i b mogu biti i relativno prosti brojevi.
| ,

e ——— ————

a o, D b
5 = recipro¢na vrijednost od —
a

Pravila:

Il 1. a am i} 1. Rafirivanje razlomaka

2. am a 2. Skraéivanje razlomaka
1‘ bm_ == Z (Brojnik i nazivnik podijele se zajedniSkom
mjerom)
| L 3. a a-+c 1 >3. Siabiranje i oduzimanje istoimenih razlomaka
- + = —— | (Brojnici se reduciraju, nazivnik ostaje nepromje-

b aien)] 4

Sh 4.
— _Qi_l__bi l Sabiranje (oduzimanje) raznoimenih razlomaka
bd . (Najprije se svedu na zajednicki nazivnik i onda

l 5 ac llis b 5 J reduciraju brojnici)
° a + — : =T fe=mr- b — =
S G C |
|
6. a ac Q ‘ 6. Mno.ienje razlomka cijelim brojem
— == —— == —— (Brojnik mu se pomnoZi tim brojem, a nazivnik
b b b:c . ostaje nepromijenjen)
7. a C ac 7. MnoZenje razlomka razlomkom
— —_—— (Produkt brojnika kroz produkt nazivnikal)
b d bd '
8. am cn ac | 8. Pri mnoZenju se najprije krati
— —_— (unakrst, t. j. brojnik sa nazivnikom i obratna)

9. a a:c a 9. Dijeljenje razlomka cijelim brojem

ac | ') pijelienje raztomkomn

10;  bi=v g
a: C =a- b gt b— I ¢ (= mnoZenje sa njegovom recipr. vrijedno3éu).
Rije€ima?
[11. ¢ ¢ __a:c _a d__ad 11-j S
L] Cn— ot C ——

] 12. bm  cm ad | 12. Kod dijeljenia najprije se krati]
== o e paralelno (brojnik s brojnitkom, nazivnik naziv-
| bn * dn bc - nikom )




—

—

|

|
|

Opaska
TR
b T —b b
5 " 5 o a }R:Je(nma'-" l
_ e a _a —a_aj
N e e |
1 a 1
S.a.z--—-b, .—b——ab | *
1 ] i O3
4, E'b“—&g’ 1.—[)—--5
1 Mt il 1
i, 5. I.E——-a, E —E“EB_
i el g 7
M
l : il :
| 7. (a—b):c 5 Razlomkova crta
; |
| mjesto zagrade, zato se sa brojnikom
H‘ rauna kao da je u zagradi ili se mece
| u zagradu.
% 8. Dokaz! Razlomak smatraj kao kvocijent
it d
9. 2 b ac
| —‘[:2_ = —C == —b
W 10. « Dupli se razlomak svodi
b _a c ad na jednostavni: produkt
EL ke E bc vanjskih kroz produkt
ﬂ d unutarnuh ¢lanova.
ST
[, 2
lll 5 =025 (iz 2:8)
12, 025 =25 _2__1
q|12. 020 =4 =5=1
H|13- 2 =06 miesto 0:666...
RO
Hi 14. 06 =35 =73
115, 2354 = 2-34545
i 345 — 342
16 2345—2—@90 259_0 1 t d

9.—10. Dupli razlomci

11.—12. Pretvaranje obi¢nog
razlomka
u decimalni i obratno

13. Cisto periodian
decimalni razlomak (bes-
konzé&an!)

15. MjeSovito periodi¢an
decimalni razlomak (bes-
kona&an!)



Primjer |

1. Svedi na najmanji zajednicki nazivnik razlomke:

ax | x——l—a x—a axSElae
x1-2a’ x'—4a* x—2a x* —4ax | 4a°
R.: Zajedni¢ki nazivnik = (redovno) najmaniji zajednidki visekratnik

svih zadanih nazivnika; zato je:

V(x4 2a, x*—4a®, x—2a, x> —4ax -+ 4a”) =
=TV (x*—4ad’, x*— dax--4a?)

= (x—2a)*® (x+ 2a)

ax ___ax. (x—2a)*

L2a  (x+2a) (x—2a)*
x+a  (x+a)(x—2a) . _y
x*—4a (x4 2a) (x——2a)Z X
x—a _ (x—a) (x+2a) (x-—2a) . itd.

x—2a  (x+2a) (x—2a)*
ax + 1 _ (ax—+1) (x+2a) . d.

itd.;

X —dax—+4a® "~ (x—2a) (x— 2a)°
2. Skrati razlomke:
3xty® — 12x°’y°
Ax'y’ 1+ 8x’y’
R.: Brojnik se 1 nazivnik rastave na faktore 1 skrate zajednickim
faktorima; prema tome:
Ixly'—l2x'y"  3xy(*—4) 3(x—2)
dx*y®+8x'y®  4AxX%y* (x+2) T 4xy
3. Isto x*—a’
—3T T .§ Za X —a
x*—a _
R.: Zadani razlomak za x—a nema odredene vrijednosti. Ali ako se
prije skrati, pa onda supstituira x = a, dobije odredenu grani¢nu

vrijednost:
rioa | =g o S sl D SRRk 2

x—a' —(x—a)(x—[—ax~;—a) X*+ax+a* 3a  3a

(x=a)

Primjer Il
1. Reduciraj razlomke:
1 x+1  2(x1)
e oy

3*
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R.: Najprije razlomke svesti na zajednicki nazivnik pa reducirati
brojnike; prema tome:

+ic_i1 = 2(x +l) e X 2 (1)
X3k g x2 2(x+3) (x+3)(x—3)
(x+3)(x 3) H(x+1) (x—3)—2x* (x2+ 1)
x* (x+3) (x—3)
X —9—+-x*—=2x—3—2x*—2x°

x* (x+4-3) (x—3)

-—

_ 2 rx+6)
x* (x4-3) (x—3)
2, 2 g a'—2a’0’—b' _ (a*—0b%)(a’+-b") —a’*+2a%0" e 8
a ag_{__(f; z_L_b)
18 ag"——b“'——af"‘—l—fZazbg—é—b4 _ 2a%h®
0 a* - b* a® - b?
3. A A ek i AL b e A
GENGLD) G=DEr? 17
x—2 x—1 i

:(‘Xil—l—)_(jr_—l—éj— (x— 1) (x+2) N =
D=2 e )l e D)
(x4+2) (xF 1) (x—1)

R RS A b e i) (o e e S xzf_égci—f;.l 3
(x2) (k1) (x—1) 2y —1)
Primjer III
1. a——b (a—b)(a+b)
d o' (a_-'L—b) a+b a2
2. b

:(a+56) R.: Rizlomak se dijeli 'sa cijelim bro;em ili da mu

x—+1

se podijeli brojnik tim brojem, a nazivnik ostaje nepromijenjen ili da
mu se. tim brojem pomnozi nazivnik a brojnik ostavi nepromijenjen.
Prvi je slucaj kad je brojnik djeljiv zadanim brojem. Dakle:

a*— ol =B e ) o=
kl B = e
e Z—sg—i [%:Y) » R.:Dijeli se brojnik brojnikom, nazivnik sa nazivnikom,
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ako se dadu podijeliti; inace se prvi razlomak mnozi reciproénom
vrijedno$éu drugoga:,

3.2 9 9 G S T
a’x” aax a’x”:ax ax

64 3 'abs 2—154 3:bax2‘_'by'

3a) (@—bY) ¢ a--b [R.: Razlomkom se dijeli da se mnozi njegovom

2a reciproénom (obrnutom) vrijednoséul.

PR e 0 e C R N
(@®—b%: g = (a b)a+b—2a(a b)
4. s 5.4, Dabc 2abc  12a°b°c* e i
Y-z 6x’y'z’ Bxyz bx'y’z toae ¢ B5x

__babc  2abc gq3b2 e a’b*c* ﬂagbzcg _ 0
nyz bxyz 5x'y’z? " Bx St Xge

5. a® a'b’+ab® o' +ab|b' 9a°—166° a—b | 3a-t+4b
5@ —b80 atah  a—b 3a—4b atabfb
o al ab® (a1 b) _a*+abtb (3a —4b) Ba+4b)
~ b0 (a—b)(a*tab+b) a(a+tbd) (a—0b)(a*+abt+bY)
Soas=h asabanbt Y Ta Merlw g=—\o =Dl TR
3a—4b°  3a-t4b — a—b a—b - a—b

6. (x3 19x ) (x2 x )
: 2 1 S\ MSTE s 3 = ?
g + by y 2y+ |
R.: Dijeljenje polinoma polinomom gdje su ¢lanovi razlomci!

G-5+E-0G5+)-3-5

(18)

X 3xl — % _!_ x* ——5x2+—3x
— 2y —(6)yl 6y* 6x*
Ll SIS,

Jy* ' by

Rk %

PRI el
+3y° —I—ﬁy e

o
7. 26 Doy 126

2 -
Razlomak 65 skraden sa 6 da;e — t. . 65 = 5 rezultat taéan, po-

16 1 U oba sludaja 6 ecrta kao toboZnji zajednicki
grefno radeno! Isto == (U b slutaja0sepreotia ka ji zaj

64 4 faktor!).



38

T e A
R.: a“’—J—b“’ a’ - bZ—l—2ab
L
R P
2ab 2ab
(ab)* - 2ab
" (@a—b)* - 2ab
__(a+5)
" (a—b)
Zadaci
1. Svedi razlomke:
1) el 2) Xy J(.J o xiiyf M = e
CaiEaey nax®—1; x~y = P—xl} 1_y x3+y3n ajed. nazivnik
A 2x 3 4 2

: ; n ¥ AT _—
ST S L S e na zajednicki nazivni

2. Kako se skraéuje razlomak ? Skrati razlomke:

1) 36a*b%c? 48aﬁb”xy 2) ax®*+a 3) x®— 4xy+4xq
- 24c%® 320’6* 7 a*x -+ @ x%y — 4x®
4) x* — 4x’y +- dxy? 5) X a6 . P i,
x*y — 4g* a® -+ a*b 4+ ab* 63" T @24 b
6) o 2at —a— 2" JEEED 7) 2x® + Bbxy -+ 2y° 2x 4y
X' — zx—x—+12’ R“x—-—z' 2x% |- 3xyg — 2y*’ U 2x—y
B i *:_, ANASLA 0 S o, (Najprije ragiriti razlomak sa x — 1; R. =x* 4 1)
x24x-+1
9) x®*—x—2 10)x——2x5+x
= ———— 78 X =2 —— za x =1
x* —3x -2 x° — x*
11) o —za*b+2ab'3-a4 R. (a — b
a - 2a%b — 2ab® — (a + )
12) 9(a+8)> —4c® 3 (a-}+b) 4-2¢ 13) (a—b)*— b
Blatt 2 ~ 3+t 2 (@O — b
14) @®+ b? — ¢* 4 2ab a+b—c¢
TPt Nare—%

3. Kako se sabiraju (oduzimaju) istoimeni a kako raznoimeni razlomei?
Reduciraj:

(&) LD LC2D])

2) a-tb a——b, a®-+ b? R (a—-b '+ 2ab
a—bl] At R S =5

& x?+ xy 4+ x> — 3+‘; Re: —x%{;'
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4) ot + bt (a®+5%)? 5) x.—}—l x+2 x—1 x+1
2t T g B2 S =

x—1 1—x
5a) 3xy  x%y — xy® A“r'“/_|_‘(" 2y) R.: .

="

xty -y ety oty
6) xz—tl_x-{'—l_i_x——l_kl__i__lh. R . X —Tx x5 —4
-4 x—2 "' x4+2 x ' X X% — 4x°
7 1 2
e R e
g B—2 x3
Ta) a®—b% a®—ab-+b2 a4 82 (26 —1) .
F—b  a—b T o o X
8) 4x? Qg D S 1" 0 ¥ e SO
10x — 15y IOx—lay x2—4 " x24-3x-L xt4-x—2
10)" « e b p R_ﬁﬂ
l—x x*—1 " x24+x+41° : x?—1
11) xly — x* % B2 e 27x“—}-,1_] J:”_—_{—Qy R.: 1
29" — 6x% by — 18x* | 6y — Hdx? By~
12) 2a(a+}-8) 4ab § Falinp S
2ab - 3b° 4a"’—~352+4ab b—2q’ b

13) 1

DokaZi 1dentitete: G a) = ( = a) (x ey

|4) 1 ' 1 ] 1
' e — . {
x*—q® (x——a ,x—i-a) Lokt

1 i
9) L& b ( b Dokaz!
2
16) b " b+c¢

a (a+ b) 0 (a I b) (a—l—b—{—c) A ) Dokaz!
1) L adZ be stijedi 18) ¥ (¥ —8) (*—y?) | (=) (> —y?)
Iz ad= b Sld ‘b’+ b(a——b) —}— z(a b) : R.:1

a

b

AV A

c
d
Kako se mnoZi razlomak cijelim brojem, a kako razlomak razlomkom ?

3abc  — dxyz
4x%* ° 3a’bi?

I— (*—4) (“x_t_.g'—x——Z); el
3) (1 1 R i._-!-— x* - y*

(—I‘l" 2 ¥’) (z HZ)(’ =3
4)

———+L—~+)M+ﬂ

x* X
5) -—'3a4—2 ! —4_Jr_a——3'9—-a2
a2—9 " ¢a+3 a—3

() (2 0) G we

1) (— 2x%*%) .
2)
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269 GG
(B naneia) (2-1)s RS-
) (-2) [(x+1) (x—l)%‘]~

e
X
L o A e et e el Y R.:
x—3 x+2 3—{-—x 3x x*—3x°’ =

i

5 . Kako se dijeli razlomak cijelim brojem, a kako broj razlomkom ?

x?—+ 3x

Kako se dijeli razlomak razlomkom ?

1 x*

) (-—Z——{—a,vSf 4a2x2) :x? —
2 (a—b):(%——— 2) “ (2+1
4 (-i——%):(a——b); R—l
6) | 2x x2 41

[ +525]:

x2-—-a

ab
=N

: (x

5)

b {1 [1:
\
g’

—a)

£3) () o

x—y +[(Z—r u z—:‘li]

(DI

8) ey Xty
(1' “rxywy) P g e G
9 axdx_ —(1 — o) 9a) (_1___5_;2_25:51l 25x) 5x*
ax-+a (x-1)* 16a* 4a®  28a°/) 42
10
) x“——y"‘—[(x2 .5 +J] R.: O
11 — ey 2 2.9 4
D) DAL o
z z* —y7 g z" x*
B o o 4) x [ [1@(& %_)]}; R.: 1
y z x g y wulblz ul\y x/1)
18) o  ([fa® b\ (b* ab\] be')
bic? i[(?cac)(%?)]aj’ Rea
16)( 3¢ ____a.—b).( 1 1)
a—b 3¢ ‘\Na—b 3¢
17) (zfi_zfu*zﬁz_*yz_?) (ﬁ_i
02 xu Y u
18) 1 o2 i 2 o
= S e WIS AT = i) )
(4 z+1)'(yz_1"y il)’ R 7 y_l_l
19) x : e i X x? x
e 4 - A (el 2 = 2 gt e o
( a 1)'(a2+a 1)’ R”az’a’l
20) e L e et i
( '4‘ T)( Tz Ty) Rid—=5 g
N s R
g 4 y 2 g g 2



( ot — Pt doo —£01) (5 4 2

2, +2«v)

23) f 8x®  27a® ) ( )
27y3 8b¢ 2b
6. Kako se dupli razlomak svada na jednostavan?
1) I5, .= 2) x+yg 1
1 x-+y x—y x
S e T
2 - |I y+
3 4) 3
)215 3 1 ’x—"—(x"—i—])
B B T G S il
2—5b 3—3 e x 1
5 1 1
e ‘1+Z [ yrL—=x1 5 2z
T U T T P ety
x ytz
O SZey sy 1) ot )
a—dy " (1 —pg)* |'x* —+ y* y* 2xy
3y° 2xy ¥ 2x f e ANRSE
N e ety ~
. i[ (@ — ay)] lx+y+ y‘+g—r} b
1 2ab @b 9 1 e Mot
x—1 2T T 248 a——b+a+b' b+a
e
b a a b
10) at+b+4c ab + ac + be 1
: 1 1 11 T ., 1 ' 1 ; Ruiabe; Poia=b=1,c=2.
T T T @
11) Pretvori u obiéne razlomke : a) 0:30; &) 0°9; ¢) 126 d) 2:303
Proporcionalnost (razmjernost)
I Omjer
Def.:
Omger kvocuent uzet u smislu poredenja |
ili mjerenja ‘ “
! ~a naprama b t. j. na H e L . S
J. a:b ili —!—)— . (k) a jedinica grze \(fie 1. )l A !I
li¢ine odpada bjedi- A =
,;a—b k, a'—-b kov P ] ]ﬂ i_{’

l nica druge veli¢ine

|
l k = eksponent, faktor omjera, pokazuje za
| koliko je puta a vece od b; to je ona
| vrijednost od @, za koii je 6= 1 \‘

Pojednostavljanje omjera!

41
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Primjer |
Osoba A ima 20.000 Din, a osoba B 30.000 Din. Kako se odnose njihovi imeci?

‘R.:Odnose se kao 20.000:30.000 ili 2:3 t. j. na svaka 2 Din prvog otpada
3 Din drugog imetka.

Primjer Il
1) Pojednostavi omjere a) 2%: 1% b) 0145: 075, ¢) (x -{- —;}—) < (x — %})

2) A radi 12 dana dnevno 8 sati, a B 16 dana dnevno 6 sati. U kakvom odnosu
stoje njihove plate, ako se rad prvog dvostruko cijeni: (R. 2:1)
3) Istostrani¢an trokut i krug imaju istu povrSinu; u kojem odnosu stoje njihovi
opsezi ? Kako se odnosi visina trokuta prema r kruga?
4) Kako se odnose povrSine u istostr. trokut upisanog i oko njega opisanog kruga?
(R. 1:4)
5) Cilinder, polukugla i &unj nad istom bazom imaju jednake visine; kako se odnose
njihovi volumeni (3:2:1)
6) Pjesak prede za 5 minuta 400 m, a automobil za 1h 60 £Im. Kako se odnose
njithove brzine? (R.:2:25)
7) U kojem omjeru dijeli visina hipotenuzu ¢, ako je jedna kateta a, a u kojem
odnosu povrsinu trokuta? [R.:a®:(c® — a%)]
8) U kojem odnosu dijeli pravac povrSinu kvadrata 4 B C D, ako on dijeli stra-
nisu A B u omjeru m:n (3:2), a stranicu CD u omjeru p:q (1:2)?
AR:Im(p 49 +p(m+n)]:[n(p+9) +g(m+4n)] ili 7:8}
9) U kojem omjeru dijeli srednjica zadanog trapeza njegovu visinu?
10) Oko kugle polumjera r opisan je istostranifan valjak i istostranian &unj.
Kako se odnose volumeni tih triju tjelesa? (R.:4:6:9)

Il Razmjer (proporcija)
(Jednadzba izmedu jednakih omjera) -
a) Jednostavni razmjer (geometrijskil)

Def.:
! P o ’[“
; R i l — @ naprama b odnosi F —al d\ vanjski | &lanovi
! se kao ¢ naprama d | bicj nutarnji J razmjera
a.

¢ = treca, d = detvrta
proporcionala

‘_ = :d...(=/<)¢

=5 k1 rNe= konstanta, faktor proporeional-

e | nosti, pokazuje da je a za toliko puta
€= a . Kv veée od b za koliko je puta ¢ veée od d. {

| k= ona vrijednost od a za koju je b =1
| =

-

Pravila:

1. Produkt vanjskib = pro-
duktu unutarnjih &lanova

1; 1L Iz a:b=c:d (=k) slijedi:
1 be d

ad = be, i a=- b— g4

L d’ c
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an:b=cn:d
a:bn=c:dn

E:bz—c—-:d itd.
m m

|
i 3.
n

o P
Va: V5 = Vo: v
a:b=c:d
a:c=b:d.

b:a=d:c itd.

I 50 (bl e e = o d
(a+b):(a—b) =(c+d):(c—d)

a:(atb)=c:(ctd) itd.

. Iz ad = be slijedi

a:b=c:d

. Aritmeticka sredina izmedu

Ciy Mgt O
_al_l_ag'_i—--nan
n

ca:x=ux:b

x*=ab
x = Vab
Opé:x=Va, a,... an

2. Pojednostavljanje
razmjera

3.—5. Transformacija

F 6. Jednaki se produkti

daju predogiti kao razmjer

' F 7. Aritmeti¢ka sredina

|

8. Postojan (neprekidan)
razmjer

— x = druga geometr. propor-
cionala ili geometr. sredina
izmedu a1 b

9 (b o) ah d |

9. Harmonijski razmjer

10. (a—x): (x—b)=a:b, 10. Harm.onijski postojan
i l - 1 il 1 » 1 J razmjer
SN |
pa—x_a
| B x—=575 |
J Harmonijska sredina — x = Harmonijska sredina
2ab ... 1 1A 1 izmedu a i b
3 g ?’"2(5‘"3) |
see SR M Pt 1 1 |
Ope: z =5 (o T o T a) ‘l

P—

= e —
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b) Produzeni razmjer

(Jednadzba izmedu vise jednakih omjera)

Def.: | 1. a b =a 1 by=a :b=...=k l
|2 @itiai g =b:bb b=k |
R ME— 7o) a; = kb |
|‘ = kb a, = kb “
Pravila: | 4. (o, ta,+...): (b, b, Fb,+...)=a,:b
=a, : b, 4
5 aib=exd :
| ab=c:d i
| a,a:b,b=cc,:dd, ' +
1 a b_c d
@ b ey
— — e
6. asb=piq] aibmpiqmprign | o
| B 5 SO E GE P Rn E r Prakti¢ni postupak:
H cid=t:u, a:d= prt: qsu==prt:qsu e T
P e e =T iz drugih razmjera iz-
{ 1. a: b c:d=prt: qrt gst : gsu ' i raduna b, ¢, d i stave
— L e = = e 1 u produzeni razmjer.

8. a:b=2:5; b:c=3:4; cid=4:5
a:b:c:d=7?:7:...

A= e e D bt} 50
R.: Neka je a=1, onda je b—i’ C""ﬁ"’d (o) dakle
a:b:c:d=1:g-:1—30:-?-g, ili svedgﬁo na nazivnik 12 :

a:b:c:d=12:30:40:50

IIl Proporcionalnost veli¢ina

Veli¢ina je zavisna od druge, ako promjenu ove prati promjena prve. Povrsina
ili opseg kruga zavise o njegovu radiusu. Veli¢ine su proporcionalne, ako su tako
zavisne, da posebne vrijednosti jedne velidine, sa odgovarajuéim posebnim vrijednostima
druge, &ine produZeni razmjer.

@) Upravno (direkino) razmjerne velié¢ine

(Koje god vrijednosti jedne veli¢ine odnose se kao odgovarajuée vrijednosti
druge velifine, uzete istim redom; kad jedna raste, raste i druga, i obratno).



Def.:
— —— | @) Upravno su razmjerne:
X = Xy, KXoy Xz oeees X 1) Mnozina robe x i njezina
— R vrijednost y, pa je:
Ko Y T oF1 Yy 93 ryn ) e
razmjernosti = cijena robe:
e B e I W vrijednost jedinice mnozine
XyiXg =Y, s = X0 Xy =Yg i Yy ovns Yoba :
it o Yo = X;iXgi... Xp 2) Promijer kruga (2r) iopseg(,
0 =2rn|k=n=314t.].
3 UL R} e A I | mjerni broj opsega za
ASER R TR - | 2r=4d
' i disnji kut «;
i > s A o A | 3) Luk i sredisnj
4 y=x.k gdieje k ="2="" = I=k.o|k=lukzaad=1
Xy X Z_rfr(zt LK 2r7}’
=TRo| S = 360

b) Obrnuto razmjerne veli€ine

(Posebne vrijednosti jedne veli¢ine odnose se kao odgovarajuce vrijednosti
druge velidine, uzete obrnutim redom, t. j. kad jedna raste druga opada, i obratno):

b) Obrnuto razmjerne:

1) Brojradnika (#) i vrijeme {7)
za koje obave posao, pa je:

f k| &k = vrijeme za koje

Def.:
X = xl’ XE) xs vens Ap
g = Yy Yoy Y over Yn
L. Do, s =2 71h
P 1
2: X;jiXgiooo Xp = — 1 s L =
U Y Yn
3- x1y1=x2y2:x3y3._.=x“ yn

| 4. y::.—-k-, gdje k=xy = ...

X

| e

¢|jedan radnik obavi
cijeli posao ili broj radnika,
f koji u jedinici vremena oba-

ve posao.
I 2) Obujam gasa (v)1 njegova
napetost (p):

L ;
—— i p.v—=F
A T e 1
k = napetost jedinice volu-
mena ili volumen jedinice

napetosti.

c) SloZena proporcionalnost veli¢ina

(Jedna veli¢ina x upravno je razmjerna sa
velitinama y, z, a obrnuto sa u, v):

Def.:

[ k = faktor razmjer-
I' sy y.z iL nosti t.]. ona vrijed-
o

nost od x, za koju je
=igle—= g = —}

Q

¢) Sila kojom se privlate dvije mase

my 1 m, upravno je razmjerna sa

- masama, a obrnuto sa kvadratom

njihove udaljenosti. (Newtonov
zakon gravitacije):
m; m,| k= gravitaciona

konst. =67, 108
(=67:10%
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Opaska:
I akea— 5,5, 1. a je razmjerno sa & (linearna razmjernost)
Zor 1l = B b 2 4 kvadratom & (kvadr. razmjernost)
3. al az —- \b \b 4 ! kvadratnim korenom od &. .

1.

IV Primjena razmjernosti
a) Pravilo trojno
(Iz tri poznate veli¢ine jednog razmjera moZe se odrediti &etvrta)

40 kg neke robe stoji 60 D; koliko ée stajati 50%g iste robe?
R.: Ovdje su vehcme upravno razmjerne.

1% nacin: 2¢i nadin:
Uviet: ... I 40kg.... 60 D x=y _kl x = broj dinara
Upit: | 50kg.... x D | y:60” kg
Zakljuéak: 40:50=60:x k=2
i 40
__20.60 75 3
e x=7 - 50=15

18 ljudi potroge neku zalihu ZiveZa u 42 dana; za koliko bi dana
potrosilo istu zalihu 12 ljudi?

R.: Ovdje su veli¢ine obrnuto razmjerne.

14 naéin: 2% nadin:
18 Ij.. dana b e 63
1270 $he % = D
18 : 12r-—x 42
18 . 42
x-_-———TQ— =63

Komad sukna dug am, Sirok & m stoji ¢ Din. Koliko mora biti
Siroko sukno dugo a; m, ako stoji ¢; Din.?

R.: 1% nadin: 281 naéin:
a dugo... b 8ir... ¢ D =k . axlk="?
Cll b} ) * e » y ¥y o e C . C
c=k.ab, k=—
le y e X gy e Gy ab
L] = L] Ca
ara,=y:b Ci—:_—bl o
Frats v - ab
- W——— L ] a C
ac i, c=—rh Sl Y
__abcl o,c
=

a,c
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3% nadin:
Uvijet: a;...6,...¢
Upitn @0 % o6y

b) Drustveni i diobeni radun
Osoba A ulosi u neko poduzede a = 3000 Din, osoba B b=14000 Din
i C'¢=2000 Din. Kako ¢e medusobno podijeliti dobitak od d= 6000 Din?
R.: Dobici x, y, z upravno su razmjerni sa uloScima a, b i ¢; zato je:
e g o
x+ty+2):(atbt+c)=x:a
d:(a+b+c)=x:a

d 6000
d 6000 8000
= e o000 e

¢) Kamatni racun

Kamate (svota, koju nosi uloZena glavnica) upravno su razmjerne sa
glavnicom G, vremenom v i postotkom (°/,) p; zato je:

K=k-G-v.pil

G-ov- 1
K=ng—f k-———ib—(—)akamate za g=v=p=1

v-p R Gy

d) Verizno dijeljenje
Koliko iznosi 4%/, rala u hektarima; jedno ralo ima 1600 kvadratnih
hvati, 1 kvadratni hvat 36 kvadratnih stopa, 1 m® ima 1000931 kva-
dratnih stopa?
RjesSenje:

4%/, x ha x.10.000.1000631.1.1=4%,.1.1.36.1600

1 ha | 10.000 m® x=2'6855 ha t.]. 4%/, rali=2'6855 ha

1 m* | 10000931

36 1

1600 | 1

Objasni postupak!
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=

10.

11.

12.

13.

Zadaci
Naéini proporcije:
@) (—yg) (P —y)=x—y)’ x+y?; ba=b.c
Pojednostavi razmjer:

1
a)x:’3-=2:3; b) (a* —b% : (a®* + b%) = x: (a*— b?)
b
Qdredi &etvrtu proporcionalu: a) 04, 009, 0'5; b) —Z—, — —3
Nadi geom. sredinu: (
. o n o a®>—b* b(a—b)
a) 218; b) (a+56)® i (a— b)%; el =t =

. Nadi harmoniénu sredinu od: a) 2 i 4; b) (a—b) i (a+ b)

O Riiesi pronotelie. (izraddnati ) |
1) 03:06 = x:06 2) (14 x):05=8:2
3) (a;;b)?_ll :%‘_: x’a—a_b'g' (R.: x = ab)
el
& (_Z___z-);x: Zj:b:ab [R.:x = (a— B)Y]
6)

_ ‘i ,  _2(—qa.
(a—b).(ax—]—b)m[a——l)——~ G20 ].x
T (a®—b%):x = (a'+ a® b2+ bY) : (®* -+ &) [R.:x = a? — b?]

. Dokazi:

1) Reciprodne vrijednosti brojeva a, a + b, a | 2b stoje u postojanom harmoni-
dnom razmjeru.
2) Geom. sredina dvaju brojeva ujedno je geom. sredina izmedu aritm. i harm.
sredine tih brojeva.
3) Iz @ tay:a;=05,:b,:b, slijedi (agm Tt ayntap):(bymtbntbdp) =
= a, : b. DokaZi!
x:y=7:7 iz
) (x+y):(x—y)=8:9
2) (mx+ny):(mx—nx)=a:b
1) Zadano je a:b=38:2, ard=>5:4; e:ci=231, a:c=3:9, atbicid:e=7*
2¥ e spp=—=3ub yiir="T:8; zru= 1011, dixtigiz—7"
S i b=2:3, b rc=2%:0, é:d =35 dic=318, a:brordie=—0
Kolika je visina tornja, koji baca sjenu od 202 m, ako stup pokraj njega, dug
4 m baca sjenu od 25 m? (R.:32:32m)
Neko moze opskrbti 300 ovaca kroz 20 nedelja; koliko ovaca mora prodati da
mu zaliha traje 30 nedelja? |
Na karti je omjer 1:n i(1:25.000), kolika je prirodna veli¢ina jezera koje na
karti iznosi 1 em?? [l:n®=1:x]
Promjer prvog to¢ka kod kola je 36, i dok se ono okrene 100 puta zadnje se
okrene 90 puta. Koliki je promjer zadnjeg totka? (R.:2r=40)
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15.

16.

17.

18.

- 10,
20.

21.
22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.
29.

30.
31.
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Tezine dviju koecaka od istog materijala odnose se kao 2:3. Kako se odnose
njihovi bridovi ? (R \"2 \/3)

Visine dvaju sliénih trokuta odnose se kao 2:3. Povriina je prvog P =28, kollka
je drugog? [28:x=4:9; x=63]

TezZina tijela obrnuto je razmjerna sa kvadratom njegove udaljenosti od sredista
zemlje. Koliko tezi 3'6 kg, ako ih od zemlje postavimo u daljinu mjeseca (60 R
zemaliskih) ? [R.:1g] -

Tijelo za 10 sek. padne 490 m, a prevaljeni se putevi odaose kao kvadrati vremena.
Kako je visoka zgrada, s koje crijep padne za 4'5 sek.? [490: 102 =x:4.5%it.d.]
Radiusi kugli odnose se kao 2:3; V,:V, =

Kutevi se trokuta odnose kao 2:3:4. Kohkl su? [R.:40, 60, 80]

Kutevi peterokuta odnose se kao 1:2:3:4:5. Koliki su?

Stanice su A\ :6,8, 10; koliki su otsje‘ci na koje simetrale kuteva dijele: stanice?
A pozajmi nekom poduzeéa 2000 Din kroz 8 mj. B 4000 Din kroz 5 mj. i C 3000 Din
kroz 10 mj. Kako ée medusobno podijeliti dobitak od 10.000 Din ?

U sumpornoj kiselini /,.5 O, je odnos H:5=1:6, §:0=1:2. Koliko svakog

elementa ima u 100 gr sumporne kiseline? [H:S5:0=1:6:12 it d.]
Mlin sa 4 kamena samelje u 10 dana 200 g braSna; koliko samelje u 6 dana, ako
suiu pogonu samo 2 kamena?

A radnika mogu svrditi neki posao za { dana na dnevni rad od A sati. Nakon n°

dana bude otpuSteno b 'radnika a dnevni se rad povisi za 1 sat. Kad &e biti
gotov posao?

DokaZi zakon smjese: (s, —s): (s —s,) = b:qa, gdje je a=tekudina spec. tezine
s, b tekuéina spec. t. s,, a s = sp. . smjese.

Koja glavnica daje uz 4/, za 6 godina isto toliko kamata kao glavnica od 3000 Din
uz 3%, za 10 godina ?

Uz koliko °/, glavnica od 2000 Din donese za 5 god. 600 Din kamata?

Neko treba iza 8 mj. platiti 3000 Din. Koliki ‘popust (diskont) moZe zahtijevati,
ako Zeli odmah platiti, a uzima se 4%,?

Od kojeg broja 3%, iznosi 750§?

Koliko Din stoji 1 m tkanine, od koje 10 jarda u Londonu stoje 1.50 funti, kad

1 jarda &ini 0,914 m, a jedna funta vrijedi 2533 Din?

Taan diskont (matemat.) : Sadagnja vrijednost + interes od sadasnje vrijednosti

— buduéa vrijednost. tUobitajeni ‘diskont: Buduéa vrijednost — interes od buduée

vrijednosti = sadaSnja vrijednost.

Def.:

Racunske operacije 3¢¢ stepena

I Potenciranje

{MnoZenje jednakih faktora)

|_ ——— o :'[ - a® = potencija
\anza_a.a...a ’ a = baza
o n = eksponent

§ 10



- |
a™ -+ a* — nesvodivo '

a" £_b;l £ (a3 by

2. ba" — 3a" — b = 2a” — b"
.t .oqt = qnTtn" 3. MnoZenje potencija jednakih baza
an+tnr— gm . g (baza nepromijenjena, eksponenti se
zbroje!)
4, am . b= (ab)™ 4. MnoZenje potencija jednakih eks-
m—— om . hm oneniti (produkt baza potencira se
(ab)yr=am - b P P P
' zajedn. eksponentom
m | . P
5. a™ :a® =i— == g™ T iH 5. Dijeljenje potencija jednakih bazi
a (baza se potencira razlikom eksponenta)
a"l —T _— am : an
n 7
6. at; b = q,'; = (9) " 6. Dijeljenje potencija jednakih ekspo-
b b nenata (kvocijent baza se potencira
ay? a™ zajedni¢kim eksponentom)
. L H ! p
b == bm !
l)m 1 ‘.
& ==
1. (am) = (@)™ = o™ 7. Potenciranje potencija (baza se po-
Li : | tencira umnoskom eksponenata)
b) Eksp. <O
|; 1. a°=1 1 1. Potenciranje sa &
| 1 1y | " .
2. @ "=—= (—) H 2. Potencija sa negativ. eksponentom
a” a , (= reeciproénoj vrijednosti baze sa po-
| l —q—n zitivnim jednakim eksponentom)
‘ a” | Razlomak sa negat. eksp. = recipro¢na
a\—* b\~ vrijednost istog razlomka sa pozitivnim
(E) T (Z) { jednakim eksponentom
| 3, gq"-aq t—=qh Tt =—=gn—n 3. Za operacije sa potencijama nega-
a™:a—"=—aq™+" itd, tivnih eksponenata vrijede ista pra-
vila kao i za potencije sa pozitiv-
4. (—a)»—--a’" nim eksponentima
(—a)»tl=—gqg¥+1 | 4, Relativni brojevi
A== N | ;
a =aq; =0 .
(O
0 <
Il Q= i | za agl N

Pravila: a) Eksp. n> O

. 1—2. Reduciranje (stezanje) potencija

(moguée samo uz istu bazu i isti eks-
ponent)



1. Dokaz

Pitanja:

1.

2.

3.
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SRELUEE

Opaska
Q=qm"r M =" q" = 1
a“"lza"_m:a":a’"=-1— it d ﬁ
am

Sta pokazuje eksponent? (— Koliko se puta baza
sama sobom mnoZi —) |
Kako se mnoZe potencije jednakih baza; a kako jed- I

nakih eksponenata?

Isto pitanje za dijeljenje.

Kako se potencija potencira?

Kako se moZe zadana potencija pretvor1t1 u produkt
ili u kvocijent potencija?

=

Cemu je jednaka potencija sa negativnim eksponentom?
Cemu je jednaka potencija sa eksponentom = &J?
Kako se brojevi prenose iz brojnika u nazivnik i obratno?

1 Sgseah o )
10—10 ! 100 8

o g F: 1 _ i

e e W A — e — e mme—

Primjer |

da"— {567 — [3b — (3a— b))} =

R.:

Reducirati se mogu samo potencqe jednakih baza i jednakih
eksponenata; dakle:
4a"— {56 —[3b6" — (3a"— b7)]} =
=4a"— {5b" — [3b"— 3a" -} b"]} =
=4q" — {5b"— 3b"-}- 3a"—b"} =
=4a"-—5b"+ 3b"—3a" -+ b"=a*—b"

(ab)* =¥ - (acy* Tv - (be)y —*=7?

R.:

(

4x* —4
a’b—b

Produkt se potencira, da mu se svaki faktor potencira zajed-
nickim eksponentom; zato je:

(ab)x—y 5 (ac)x +3. (bc)y_xz

:ax—ybx—y,ax—i—ycx--l—y_by——xcy—-x:_-
=l ch, jer je 8°=1

2x
. 1 xS . o3, ke t.
) (1 —x [b(a—— 1)] R. : Ovdje potencije imaju isti

eksponent (2x), pa se najprije baze pomnoze (podijele), a konacni
rezultat potencira tim eksponentom. [Pazi! Najprije se izvedu sa
bazama radunske operacije niZeg pa onda viSeg stepena, ili obratno,
prema zadatkul]. Prema tome:

4*



4 —4N\= ra-}1 4 1%

( Ph— b) (l—x) [b )]

_[4'—4 a4 4 = _J4(x*—1) a+1 bla—1)*
—-lagb-——g l—x' b(;ﬁ] [b(a =) Tl AN ];
= [ DR =G P, for fe (—anmbar
3xn—2.2xn+2yn——l 6xn+1 18x2n—-2y1——-n

=36+ 1gn—1; 18x2n— 2yl —n=2yin F 1= (r =2 yn—1—( =)
_:_2xn+3y2n—2 -

Potencije se potenciraju, da im baza ostane nepromijenjena, a ekspo-
nenti se mnoze.

((2x°g")° - (£'y")* ), {‘( g)”}2
\ 1 36x"y" |

5
| 8y b’y {
15,15 3
{x ol 8 _ 80,36, .2 37,34
== e B =X X X
L5y (xy)*=x"y": xy'=x"y
a’=qa'-a"=d’ - a'-a; a’=a'*:a" =a':a*=. ..

Rastavljanje zadane potencije u produkt ili kvocijent potencija iste baze.

Opaska.: Kod raunanja sa [potencijama svejedno je kojim redom izva-
dali'rac¢unske operacije sa bazama viSeg pa onda niZeg stepena ili
obratno, veé prema zadatku. Izuzetak kod sabiranja i oduzimanja!

Primjer 1l

Cemu je jednaka poteacija sa negativnim eksponentom ?

(i)
1~2+( ) — (0:25) =1 - [0039] ~2 =
= 1% A4 — =+ 1 =100 416 — 4 -} 1!
= I3
Za negativne eksponente vrijede ista pravila kao i za pozitivne pri
racunskim operacijama sa potencijom. (Razlomak sa negativnim

eksponentom = svojoj reciproénoj vrijednosti sa jednakim pozitivnim
eksponentom !)

((x——ly—‘-n2 ——3. y‘—-lzﬁf —-2_
1 ‘“) . [ -x‘,é"yn“] =

ey ) e
s

( Xz =1} )"s ( xgyu 2 x9z—3 -x4y2n+2
= I S L o e 6n

fa—y
[

y -2n y—lzz’ y_en 4 z;,
5
X2 e
s e D4 — 2
SR T Er e KL =

y L
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3. (625x*+ 4x—%) : (25xT 104 2x—2) =25x — 10 + 2x —2
625x* - 250x* - 50
— 250x"—50 + 4x—*
— 250x*— 100 — 20x — 2
i i +
50 + 20x 2%+ 4x—*
50 + 20x—24 4x—4

@

4. Broj se moZe iz brojnika prenijeti u nazivnik, samo pri tome eksponent

broja mijenja predznak.
3aab—q—i—— 3 2V ath ety n
Zx by

S S ey

T 2b%z

Zadaci
1. Kad se potencije mogu sabirati i oduzimati?
Sant — {—[(3xn — 1 2yn) — (— 2xn - 2xn—1 — yn)] — 2xn} =?
2. Kako se mnoe potencije? Kako se potencira produkt? Kako se moZe zadana

potencija rastaviti u produkt potencija ?
l) 2x(l+2b—c_3x2a—b+6ya+b.x(l—2b.ygb—c
2) (xy)m +n (yz)m —r 71 (xz)m —-[— n ; R_ . x2m + 2n y2]n 22771

S)CﬁﬂJ (x4 (" =% R:lx—g)

4) P—xg+y)m. (xfymtalc—gyn; R.:(+4g)n (x*—y°)"
5) (a¥x — a2x p2x bax) (a2x + 62.?); R. : abx - b6x

6) (x?n + x2fl ym + x yZm —I——y3m) (xn =5 yln)

7) (x—l—y) (_"EIT“:";Y (5:_—_-—!;)3 Rl

Ta) (x —y—2)t+1(zt+y—x)22—2; R:(x—y—2z)2n—1
™) (ea—dn.(b—a2n—1; R.:—(a—bd)n—1
7c) (ax+1— by —1)?; (ax — 1+ by)?

g (Z__}—C[f)n 1 (Z;;__"Z’;)ﬂ ' [as+aflj ; jl; = b“]n.
? (=) (2] (5 wiea
3) ( 2 1) (__xxz)n( S v—F-l)n+2 (xg__]'__)i?)z; R.: (—1—x)n

4) x—l——y)”“‘1 (a—-——b Ja=HF

a—b x4y 3+y

() () ) G




4. Kako se dijele potencije? Kako se potencira kvocijent? Kako se mo¥e zadana
potencija rastaviti u kvocijent potencija ?
1) ax+9:ax—v:a29; R.:1
2) (a+b)2x+3y (a—b)3x+2y : (a}b)x+ 2y (@ — b)2x +y

: [z‘ﬁ?b+%] [9(5: f)]J (zjil]) '(b—lflga(l e PR
4 (1 —%-)’l:(aﬂl).n; R.: (:;)n

5) ([fwiy?]n,[xTJ]’l[ [x-i—y]" 0) xn L n:x'l"; ¥
b {(Jw-y) ( ) (t—y) o= J} g

<SR = =
xn~+-yn  xn—yn A _I__ 2 (}Ly)" -+ JQn dn J2n
9) (—aq)n. (—ani—1. (—aa+l:(— a)n 10) (16% — 1): (2x — 1)

1
Oa) (6114'.!1 — Budv — g uQv_I_. g uv _’_ _E]i) . (311211 —E T -é-)
1) ®1x+1): @*41)

N
1 x? @ —x x?P-x n
s i +m)

14) fx-d-g\n+1 fq-—b 2 14a)
G s e

15) Zﬁa’b.}xn — 1 5(1313 2yn — 3§ 16) .l2" y2n un xn 4y
49¢ y-n_b——‘—T - 76 yn =1 J.'Zn 3 _;‘271) xn gr v
17) q2n -1 1 S R @ 1
a?n—1 g —1 at-+1’ ”azﬂ—l

Skrati razlomke:

17a) an+2-—2aqn4-an -2 ax+1—qgx ~1
aﬂ'{'z;anJrl—-i—aﬂ—-an—l.’ Zz?—i—-l_ay—-l

DE TGS P ) e

20) (gcj:_zzf)d (“+v3 Nt L i ) A CONRE
xlﬁy{% ¥ xy d xy xéi_ _____ y,3 xy’ il

21) Zadane potencije razviti a) u produkt potencija; b) u kvocijent potencija:
1) x2a+b te—d; 2) a3+ n—2x; 3) qg2n

4. Kako se potencira potencija? Kako se zadana potencija razvija u potenciju
potencije? [(a®)m = ?]

1) [ 2x% 5xtb? 102‘:56b
(o)~ Gaoe) ()
2) [( n—1l,n+1) (anl yn —1 ]'(yzn-l—l):‘
z2n —1 z2n+1 7 "R oxn—1



:3 {[wbz T nZabc") 32 a b
LT @] )
(9b ( )

7) {[16a%]p}a: [(8a")e I [R.: (2a%)r9]

8) [(x* — y?)e +¥Je =03 (x - g)or

9 [(* — y®)n]m: [(x* 4 xy + y*)m]7
9a) | (3ax®)* (2472%)° . (5x%%)°)*

6x2y3)2 (4y3z4)'3 J

10) Pretvori u potenciju potencije 1) a**—3*;

5. Kolika je potencija sa eksponentom nulom ?
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1 2n 1
R 2 (;_3) =W

! (@ony [(— @ B2 (2abn):

R.: (x — y)a* — &2

2) a?n; 3) bxt — 5xy -+ 6y

Koji smisao ima potencija sa negat.

eksponentom? Dokaz! [a—72=7; a¥ = 7]

1) (a—b)2nt=(b— a)?n Dokaz? 2) (a— )" T1= — (b—a)*" T Dokaz?
3) a¥ 4 (a+ 8)0 — (abc)0 - aPb0c0 —- (a0) 4~ (a: 5)0; R.:2
4) 00t —1—1:(1:10)—2; R.:9999 '
-9 ‘
9) 16.2“—4—|—(L) — 0114 (—=01)—2.(—3)—2(—2)—2.6—1
3 —1 = —3
b)( ) ( ) ( ) 62) (0.25)~2100— 10—2:10-3
7 a®. a—8.a%:a—3.a—2-+4a—2.6a—2:8z—2
8 a-lia—2—al:gq—1t-gq—x:ql—x:q—2; R.:a
9 +2+x—2)(x—2+4x—72)
10) [xb—-1¢—2]"! [yg—12z—2]—2  10a) o u]
[J_gziT =[ e (x—10—y—8): (x 5 y—4)
1) [ (=g (a—b)—z] (a4 B5)=3
L<v2+y)—6 (@ + 5% =3] " (&1 8%) 4
12) [ x2—1 2 x 1
Wi ] X1 R':;c——j
13 : : 4
)iy -riae-g -1 R
O QR Sy I SR N O S
‘ 1—x] x* ( [a®x® (x — a) — 2]
16) [(—at)"“i]‘—6 [(—a)—1]—12; R.:a®  1T) (a—b)~2:(b—a)—3; R.:b—a
17b) 4ag—1—3b—2 —3 16(1_2__95_.4— = :
' 2x —443y—3 4x—8 —9y—10
18) (x® —}—y?)*fl (x+y)— a—3p
a—p a-'ZP (x — xyt+y?)—=n

19) (a+6)—2:[—(a—b)] !
20) l:(a—1—b—-1)—2

21) (4x* — T4 x—2):(@x +3+x—1)

23) _ 232) [ x—a-Ly
e B0 (S

Ria—2—2q—1p—14p~

22) (@t a=x 1)

"'2 —-Za —26 =
y—4a _y-—4b
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24) Ukloni necratlvne eksp u izrazima:
a) x—2yz—1; b) 15’27‘::
= U a—2bc—

25) Napisi 001, 0°000.001 kao potencije od 10!
26) Za a>0,5>0,¢c>0 je

a) a®+b*+c*>3abc b) (a4 b+ ¢)® > 27 abe

¢) a4+ b2>2ab  Dokaz! Stavib=a-t+h, c=a-t+k
27) (a—3+b—3):(a—2—a—16—14+5—-12)
96) (e21 = Deg) = A g = 2 3= 2 i )
29) (Bx*+4dx?tx—4):(3x*—24+x—2) ‘
208) (x4 — 4+ g4 : (- 2--g—2)  20b) (720x0 — 64y — ) : (92 — 4y~ )

O () (5w )
S (= 0— 225y =5 g— 0 [(x =2 - (ey) =3 SE == 2) (x ==t

3la} 10—2 SRR OSEE
= ¥ __. '1—2 1- ——=Peae T O e o . . .
=1 01 +1.072 ( 5) .(10) ; R.: 12775

i ( S )2 = 20a) =1 D)
: —-4—,—2x—2y~2+y—4—~—2r—3y--1+2x—1j—3

1) (2a— 3b6)* 2) (x+2y7° 3) (2u = 3v)° 4) 2x —y 4 1)?

5) (am - bn)—(am —bn)  6) (039:013) 7) 1276
8) (w?-+u—+ 1) =[ur+ (u+ 1P 9) (1314.. )" 10) (3:14...)°
1) @718..)  12) ( }g) 13) 0448 14) 69
3
15) (039)° : (0:27)® 16) 5'6° 17) (1 —3—)

1) Kolika je pogreska, ako se za malene vrijednosti od x stavi: a) (1 -} x)2==1-}-2x;
b) (1 —x)2=1—2x7? : |

2) Prema tome izralunaj: a) 0:9992; b) 1'0042; ¢) 0:982

3) Kvadrat kojeg god broja i kvadrat ostatka sto se dobije kad se taj broj
podijeli sa 9, dadu podijeljeni sa 9 isti ostatak. Dokaz!

1) Kolika je pogreska, ako se za malene vrijednosti od x stavi da je:
a) (14 x)°>=1-43x, b) (1 —x)?=1—3x?

2) Po tim formulama izra¥unaj na 5 decimala: a) 1'0013, b) 09993
(at-by =2 |
R.: Potencija prvog ¢lana opada, drugog raste, a koeficijenti ¢lanova dobiju
se po ,Pascalovom trokutu®:

! (a4 b)° =1
=1 (at+b)t=a-tb
1 2 1 {a--b)? = a® 4 2ab - b?
£ .3 3 .1 (a-- b)* = a® + Ba?b -+ 3ab? -+ b°
1 4 6 4 1 (@t b)* = a* -} 4a%h | 6a?h? + 4ab® |- b*

0 I e N o s S | (a -+ 5)° = a® L 5a*b - 10a%6? -+ 10a2b® -} 5ab* -} 4°
1.6 .15 20 156 1
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1 (et ) 2) (x—1)° 3) (x —3)° 4) (y+2)° 5) (y —2)
6) (x—+ 2y)° T byt sné
10. Dokazi da je svaki cio broj oblika 3% — 222 djeljiv sa 9 i 11.
[R.: 3%n — 22n = (9n | 2n) (9 — 271) i t. d.]
11, Ako je a+ b+ ¢ =0, onda ie a®— b*+ ¢® = 3abe. Dokaz!
R:at+b=—cit d)

II Radiciranje (korijenovanje)
(Prva inverzna operacija potenciranja)

Def.: Izvaditi n-ti korijen iz broja a znali odrediti broj koji potenciran
sa n daje b

ix—a x=7... ll 1. a = radikand

n = eksponent korijena

3. Iz a—b slijedi

| x=Va (n H koruen iz a) ’

2. Radiciranje i potenci-

ranje, Inverzne operacije,
ukidaju se -

[
=
I
- 3
o~
e

ii (V'Z)":a:v"aﬁ D

—e — =

Pravila:

a) i—__“ nr ——_' r iG]
ISy R e el o o
\;’ 3=\3*= \/9 ! 1. V a”=VYa V_ " |} 1. Transformiranje
A T e | b A korijena
2. v25—y/167#y25—16 l 2. VE:H"Z’ nesvo- I 2, Reduciranje
5—A4+3 » L - = divo (Samo uz isti eksponent
Var + b7 F korijena i istu bazu:
"{_ "!._.._ P -8 n n 11 n
- YatVbFVat 3 (i B
s e R
. J16=\8.2=2y2 | 3. aYo=YVa 4 3. UnasSanje broja
, '\faTb:a 3 pod korijen 1 obratno
3 3 3 n n n ‘
e e o (e P 4. Vo . VE— Vil e i
- y2-y4=y8=2, - Va - Yo—Vab r4, MnoZenje korijeni
LR T T (Produkt se radikanda
V9 - \/3 ~ \/92 s \:’abIVa - Vb J radicira zajedn. ekspo-
o8 nt m b nentom korijena; razno-
== \/39 =33 \a . \b \ m pn H imeni se najprije svedu
4 4 4 ¥ L na isti eksponent)
3. V80 : \/5= \/16 =2 | 3 \ a. \ b= "i" g vg A 5. Dijeljenje korijena
| n_ 3 b (Kvocijent radikanda se
# L radicira zajedn.' ekspo-
b nentom korijend, a kod
Vb raznoimenih najprije se
i i d jedn. ek
f — omirw svedu na zajedn. ekspo-
\izl__é_\_i_b J nent korijend)




S —

n_ Al
6. (\’/a)m = \f'am_- am:n

N S—

MG. Potenciranje korjena

I 7. Radiciranje korijena

Eksponent kvocijenta < &

potencija sa razlom=
ljenim eksponentom i obratno

Eksponent korijena = razlomak

Relativni brojevi

Radiciranje je viSeznaéna ope-

Va ima n vrijednost!

——

a(\b*v c)

7 3 L o | 7 n m i
T i 3 A m '
Vy27=Vim=V3 \/\/ \/ a_\
e ey
—_— n’_ 711_1_ 7;—_ ”’___ 8
I 8- \I’a:V‘-(_l.:\/"a:\"a—kl .
m 1
9 v’—a_ll — al; 9- KOl‘ijen =
| Il 1
a™ =\ a" 1
1_ i 14 1
h a®=\a
2 m L
10. Yo=Var= o™ 10.
| va—\y 7 a
| 1
' n— !
i ya=a" |
1 m ?
m Towiz |
ill'a =1:ya” |
! 2 1%
12, Va=ya; ya=a ‘
2n-+1 2n+1 U
1B. (Fe=+4a | 1.
| 14 2n 1 2n 'J 14
ey :
} V:r - j:\/a | racija:
F \ = i 3 n
15. Dokaz izvada se pomocu
+ potenciranja, na pr. |
I]’I__ _)'l e i
W \‘ at— a; jer ie lh
i -(va) ——(a'")”‘ fitd, l
Opaska:
a) Racionaliziranje nazivnika
R n 57 il‘ - P
1; 1. «a a bl L aybhie
n‘___ n n__:_t—_ = T b——
' Vo \b-ybr~?
2o _  alBEVo)
| Vb V¢ (V5+VC)(\6+VC)

a—b




! 3. a n L n | n

‘ n n_ -:a(\/a” 1T\fa.ﬂ__— 2h - .__—l—\brz——l)

‘ Vo+yc a-—b

4.—5. Transfor- | 4 &R S |
macija sume ' \'a—l \ bz\’ja—l_\az—b:l: a—_\#_a‘~b I
(razlike) ko- Il‘ / 2 2 |
rijena T :
J 15 \a—] \:’b_1 \a—\'b \20!‘"‘2\0{ __b

|
L

b) Iracionalni, imaginarni i kompleksni brojevi

(Rasirivanje brojnog podrudja)

—————— —_—— e ———

! R ' A T "'_'—_”_—_—]H

y2=14142. .. (beskonacan neperiodican decimal. |
H : razlomak = iracionalan broj)
2.

B4 1=0, x=y—1=2#21, jer (£ 1)’=41; '

U' :
| zato | i=y—1 | ~ imaginarna ili Gausova jedinica |

!i A

' 3. ai=ay—1 (imaginaran broj)

i‘ 4, a—rbz kompleksan broj

E o = -

Pravila:

|
|

1.—5. Stavilise Y—=a =
=iV{a, onda za imagi-

L y—a-y—b=iVa-io="ab

2. (atb)t(etd)=atet(bLd)i
E

4

narne korijene i za kom-
. (a+b)(c+di)=ac—bd+ (bc+ ad)i
. atbi_ (atbi)(c—di) actbd4-i(bc—ad)

pleksne brojeve vrijede
sva poznata pravila raé.

operacija. Isto je sa irac.

ctdi (c--di){c—di) ¢rd | brojevima.
R = : e '
| 3. i ,-‘\r‘a‘-l—bz-ﬁ—a ; ."\jb‘—|—ra —a |
WaESOkT= Y= K |
! / 2 = ¥ 2
= idn = 41 Pazi! ¢) i=V—1, 2=~ 1)’ =y 1r=yi1=1
= —1 Ant+l=-1j dakle i =1, greska?
Pe=—i  n2— ] b) 3= — 3. Dokaz!
=il lf4”+3=—'f V1 V=9 =y(—D(-9=y9 =3 |
I R s gt 3t i e !

: Pogreska?
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Pravila .

S —

14.

6.

| 15.

+ bi = r[cos (¢ - 2k7) + 1 sin (@ -+ 2k7)]
k 0,

= va_ﬂ+ﬁz la—+ 5| = modul
<X ¢ = argumenat, polarni <,amplituda

, b
lgpy= -

A
9
L(arbs)

0..

= T e R R 5

A,

-IL

e ’om’uwrzmz sustavy (8.2 )

. 7, (cos ¢, Fising,). r,(cos ¢, + isinq,).

=r ry...[cos (¢, + @y+...)+isin(p, + @, +
ry(cos ¢, +isin (p1)
ry (cos @, +i sin ¢,)
[ (cos @ +1isin )]t = ¢ (cos ng +1sin nep)
n
R )
m
(cos p+ising)
k=0,1,2.., n—1

=n [COS ((101 ‘2) +isin ((Pi =

]

¢,)]

Vr(c S(-p+ AT "L isin (P";z/ffr)

7= €08 %(q -+ 2k ) +isin-r;nz—(p (4 2k=T)

{ 3 e 0-+ 2%k 1 jsin 2k7
V1 =Yeos0'+isin0®— €53 TS
za k= ...=cos0%+isin0°=1
el = cos i’z—{»isin?f: Tlé—LV?-
4 | 4r —=1—1y3
R | — 4 :
k cos isin = =5
3 a4+ 2k oA T PR
1= cos +3— +isin- T.B_-- I
i e
T Va(cos —!—- i sin )
n 7T — el =
\/; \/a (cos 7—2]?7—? -+ 1isin ﬂgl_m)
i

!

I

6. Kompleksan broj u
trigonometr. obliku
— T =
=2 (cos 120° +1i sin 120%),
jer r=y143=2
cos P = — -%
¢ = 120°

!

|
|

i

9—11. Moavrov poucak

a) Kako se mnoZe, a kako
dijele trigonometrijskim
putem kompl. brojevi?

ﬁ b) Kako glasi Moiorov

| obrazac?

9 Yi=" Y=1=2

‘ 2 f{f;:? if-—a*‘?'
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Aritmetika polazi od prirodnih brojeva i radi raznih Podruéje brojeva
problema proSiruje brojno podrugje sve vise. Naj- || 1) a--4i) — konjugirano
opéenitiji su kompleksni brojevi: a—bij  kompl. brojevi

! Kompleksni broj: a -+ bi J -
, ; £ : N kil g
| | T AT e . S
realni a imaginarni - = e
e I 2a 2bi
H /\. ey Rije¢ima ?

' racionalni iracionalni

m " (Svi mogu biti -+ ili —) |
(E E) (i ;) ﬂ

/N

ﬂ cijeli razlomljeni

e e — —— e — - —

Drugi korijen (kvadratni!):

D et 6xd— P 30x 425 = #*- 3 — & 2) Jeg72141 = 829
ik L 472:162 .2
6x® — x* & (2x* 4 3x) . 3x ‘ 14841 : 1649 . 9
6x° 1 9x* 14841
— 10x* — 30x + 25 : (2% -+ 6x — 5) (— ) @
QRS TE S0R 2D o
[z 3) 2 =14142
3. Podijeli se s desna na lijevo (ili od decimalne tagke na 100 - 2
obe strane kod decimglnih brojeva!) broj u grupe po 2 400 : 28
znamenke, Izvadi se iz prve grupe na lijevo drugi korijen 11900 : 282

i dobije prva znamenka korijena; njezin kvadrat odbije se
od prve grupe, ostatku doda slijedeca grupa, dobiveni  4)

FEpr
broj razdijeli (posto se odvoji zadnja znamenkal) sa V 72361 . 269
dvostrukom prvom znamenkom korijena 1 dobije tako 32.3:466
druga znamenka korijena. Izvedu se ostali dijelovi kvadr. 4761 : 529.9
trinoma (2a + 6)6 i odbiju od ostatka i t. d. %)

Treéi korijen (kubni):

1) Pi,"a“ — 6a° - 21a* — 44a® -} 630> — 54a + 27 = @®* — 2a+ 3
—at
 —6a°+ 21a* — 444* : 3a*

— 6a°+ 12a* — 8a®

T AT -+

- Qa* — 36a® | 63a* — bda + 27 : (3a! — 12a° +- 12a?)
—+ 9a* — 36a* +- 36a®
=2 + — =
- 27a® — 54a 4 27

T
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28

2 1118541483 =421

13854 : 48 (=3a?)
3a? } g 3, 42 02
3a.b% 48 3.4.22 Rije¢ima?
b"’\ - 8 28
3766483 : (3 . 42° = 5292)
37044 . 3.422.7

Pogreska: */, D =5 para!
Dokaz! %/, D =25 para

6174 3.42.70 V7, D=%, D=\25=5 para
| 343 ri AU Y, D=15 para!
T

Primjer |

3 3 3 bt
3y2—{2y2—[(3y2—2y2) — (3y2+2/2] —y3}="?
R.: Reducirati se mogu samo istoimeni brojevi, koji imaju jednake

radikande; dakle:
3y 2——{2\2——[(3\2—2\2;—- (3»?+2\2)]*—\ 3=
—3\2—{2\2—[3v2——2\2—3\ z—zvz]—\s}—

3 3 3

—3yZ— {234+ 4y2— |31 =3yZ —6y2 + |3

n 3 3
—i5 7% 2
V@9 =2 [() =) —[e=o ol Ve =
R.: Potenciranje i radiciranje, inverzne racunske operacije, ukidaju se ;

zato je:
12 15 n

Ja® + Vo —\J(@a—b)*=a+b—a-+b=2b
— 3 e ———— —
V18(a—b) \6 (a-Lb) y3(a’— b — \27(a+b)*. 4(a—b)*.2(>— D)= "?
R.:Istoimeni se brojevi mnoze da se umnoZak radikanda radicira
zajedn. eksponentom korijena. Produkt se radicira tako da mu se
radiciraju pojedini faktori. Slicno kod dijeljenja. Prema tome:
; ,
V18(a—b) .6(a—18)3(a®—b%) —\27 .8 (a+-b)%. (a—b)? (a®—b%) =
3
V18.6.3(a1b6)*(a—b)* — \27.8 (a-Lb):. (a—b)* (a+b) (a—b)
= 18(a?— 6% —6(a®— 6% = 12(a®—b?)
3 4 Lol S5 Ty ¢ 1Y '
\xy . \ab . vez V’xz \/a

7

Vax® . \a*b . \xyz Vx Vy®
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R.: Raznoimene korijene najprije svesti na istoimene. Prema tome:

oo R (R T B
Vxy? . Jab ycz . Vx® Va x'y°a’d’c’z®  xa’
i 3“_4_: 3,10 Sb*
Vax® . \a®b 1i/xyz \xe Vg a@x''a’bteyz " Ky’
12 12 12
3 cy 7,5 a(a ! /cy7z°y‘°’ | vc y1oz>
N P g° \ a’x"a’b a‘’x"b
5. (i—y)t(\"x“\’y)‘—‘-?
3 3 3 3 3 3 3
I3 i~ 3 5 T i i" o
R.: (Y —\y) : (Vx —Vy) = Vx* + Vxg + \g®
2 B
V' —yx'y
i
s
Vx’y
B = B |
+\xy — yxy? O. : Dijelienje polinoma, gdje su
== -+ clanovi korijeni.
AR hbgsd
vyt —y'
3\
Vxy®—y
ST
%)
ol o e Wit g e A Al
6. (a+yab+8): (Va—vab+\b)=ya-|Jab+ b
4
Q— \-"rcsz —+ \;fab
— + —
4 ——
. \fagb
4 4

Va’b —yab + \ab?

— e —
|

4
Jab —\ab® + b

4
Jab —\ab® + b
= + —
(%]
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Potenc‘iranje i radiciranje izvaaai bilo l(Ojim redom 1 pri tome krati!
i@y @ )1} [ V&e®: |' (@eyr.
l V\(az)* J

lV(abz) @BR[1. Fyce G Ao
(a’ﬁaqbﬁ)2 a’b _QISbP a’b 51,

g Sigpe LR
: =l e —aq
o (azb* a®b?)? @ T adhr T al!

Primjer}Il}
Potencije;sa razlomljenim eksponentima pretvori najprije u korijene.
Za razlomliene eksponente vrijede ista pravila kao 1 za cijele.

OF _ 2571870 (—0125) 1 925! -8V (—0'126) ¥
______ 3 125 =
J6 25+ (= Toop) =3 —5+4- (V—'20)=3-5-+4+2=4

—7 1‘2 06
= 1., / — i ? T
F=x i lixt=x" =&

Vb syt x
«5T—g-'§/49+<6 D+ @ . (&) . ©F .

I — V2o + VY VT & F

B3 — @) + V(ZP + 1

%_%_Iﬁ,%q.‘zr R TR

Jam b oo o T (WY (1) = 5 kol for v

postupak ispravan?

/\

Am@p

‘|O ” ”

Radunske operacije sa potencijama razlomljenih eksponenata rijesa-
vaju se: ili da se potencije najprije pretvore u korijene, ili da se
postupa kao sa potencijama cijelih eksponenatal

4 ’.2‘ i 1_ 4 ]
1) a® i a e a s il

1.

=g
2 2 — 6_
2 @ a’ = \at: \Ja=ya" a* =Va

Zadaci

Od kojeg je broja a= n-ti korijen ? Koji problem dovodi do korjenovanja? Koji
broj treba potencirati sa a6, da se dobije a + b [(\/a = ] Kakav je odnos

izmedu potenciranja i korijenovanja? Kad se mogu korijeni reducirati?

Ml 2) 7 _

V169 — 25 — (Y169 — y/25) Vi — y) (x+9)° (x — p)*
3) 5 ]

Var -—(—\/b) +[va—b] +z\(a—- b>1+\(a—b)n
4) 5 3

3yx—{—[— 2\/y+(~2\x+3\y)]} /x+\'y”
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2 Kako se mnoze lstmmenl, a kako raznoimeni korjeni? Kako se produkt radicira ?
(Vo . Vo=2, Vamb=2)
D Viga. V66 V8 V6ab— \5a®? \25qb
2)V10.9.3.6.15.30—=V5.2.3.3.3.2.3.5.3.2.3.5="2

) (EeEpller i e
2 2 '

%, \/27(ay — by?) \8(ax -—-bx \/d—b R.: 6xy (a — b)

n—1
5/
4a) \ 00000]a10r2+20 b(Sn——lo, \/51—:: a2n— 2 bZn~—1
i - .1—1
) \/ax+1 bx.._axbx—l-l_\!ax x—]+ax—-lbx,

x—1

R ab[\la—b—Vats]
6) 5150 —3y32 —3V164-2V54; R.:13y2
N (2Vs+V2—3YVe) (V6 —V2) (1 = z)

0 (V5 - Va1 (V15 +) ® (i
11) (\z—\s+\z) \z+\3+\z)
12) (Vo +V3) (\!'a-i- \f’b) (V"'a— \,/b) (R.: @ — b)

1+V2

o= = e~ ey
13) \v\.‘ 3+\r B \\ a:’—\'a3—|—b3 (R.: — b)

14) {\/ +\T:T_\/x—\}“’_f} R x+1)
15) (¢ — ab+ b)(\/a——\ab+\b)(\a+\ab+\b) (R.: @} ab -+ b?)
152) (Y10 —'6) \x4+\,qg (R.: 2)

T = L e e S A o o
8

Va“lb—l
OF it O o R | o B [

19) {\\ To ot e

et O
N \ \/ Vi (R )
3——-— 3 ——
22) (za—3b)\'(‘;" :?‘f’;’)i, R.:\2a + 3b
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3. Kako se dijele istoimeni, a kako raznoimeni korijeni? Kako se kvocijent radicira?
n

(T\I/Z:n\l/'?)':?, V%-——-'?) D (Y8 —2y184y2):\2 ®:1)

3 Lo T8 g .
R e AR I B
4

4
TR I B o RO L G i) | e
a17ll—-13b8ﬂ'—9 +1’ “a4ﬂ—3y2n+3\ alz—lyzll
-—-2x cd ey
Y ] 5
Bb) \ c—jx—-'—s ’ .. a"b‘*’ \/ac

2n—1 2n—1 2n—1
: Bn—bn—1 x =5z 14/
3c) \/’“y4(4n—2)23—6n’ R.: "y‘z\/ ys—‘“——y—z\;}?g—s
5 - _
Y (a—b): \/‘“"”""1 D @t8):(atve) O @to):fats

+
4

o%) (:=9): wx Vo) D (e e oe—Vay oy eg) s (V5 )
9 (J —3yx +2): (Vx —2)
8a) (a%b?d-abd-1): (ab—Vab 1 1)i Re:ab+Vab+1

. = 04) i LT T =t :
9) (ab+1): (Vab +1) \/ at2Va+1, \/\/a+1

Va—1
4

4 — e
102) (g Vg4 1) : (Vg 4 Vag +1)5 R Yoy — Vg - 1
56 b — 2t Vo —280Va 4 206 Vab L+ ab) : (aVa — Vab L 5V3)
(R.: aVa— Yab-+5V5)

3 3 3 3 - 3 3
DY !— ’,— L ‘I' -)7 f T)
12) (x3~J3 |- \'J\/xy —xy\'x“J) (x\(xf—y\/y)r Ri:xVx*+g\Vy?

3) (aur b\ b —ab*\a—8):(a\a—b\35)

5 3 5
14) (lbx\v —Qx\x) (4\x —~3\,x)

15) (1——4\,’a—y—-4a——a“):(1—Va)'; Kt 1—2\a~a
N T
16) (2—3v9):(V2—y3)
4 4
17) (g —2 Yoy 1) (\Ay+2\xy-l-l) R.: vy—2\xy+1

18) (a—~2\‘ —I—l).(\a~—2\[a——1) R.: \a—{—Z\,a—{—l

19 (2;;5+2~—\5+2‘%)=(\/?—-35+\/§";,); \:w—{—‘w VL
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20) 1: [1 : (1 \/ = _xd:fi"zj)]

21) (aﬂbz ab—l—l)\ab—f—] \a%3+1, R \azbz—-ab—i—l

3

22) (a~\/a°b—\/ab +\/ab+b) (\a——\ab+\/b) R.: \a—\/ab+vb*
) (51 —16n?) (o -4V)

) (epoxyx— \/;5#, %) (e — \/§_+ Vx) 2 (}—V—i) : (\/2% — \/g)

x4 Ve—y x—Ve—p a¥e—y (R.: ©)

25) ’
x—-.\/xz~—y2 x - Yx2—y? Y
' TR, :
26) Iz a:b:c=ux:):z slijedi: 1@__"}__{’_"__—]—0_:_;. Dokaz!
Vet p2 42
27) 1-—\a+1 l—\a‘ 2(\/a+2a)_a+2\/a——l R: 1)
1L wa == \, 1—a a—1
28, a+b>\/ b > ‘3_“:5. Rijedima? Dokaz!

29) Va—\Vb<Vatb<yal b za a>b. Dokaz?
30) (\/x——\/y):\/x::Z:?), ey =7
N B, : B, = (v} x)*: £% x=?(-=

v VB,

VB, — VB,

o e
4. Kako se korijen potencira, a kako radicira? [(’i/a)m =t \;‘"\/ o ?]
4

DoV sV —s W?;HVE

Dl e

3\a\a\,’a—2\/ \a\’ﬁa—ﬂ—\w‘“av;

e (\f S —2(\ \\/a»)#u S

i R Tl

— 3
a\/ -1 a—l\a~1 \ —1\,a—3—a\a‘—1\,a—'1\a\/a (R.: 0)

0) V— 16:

4 it
)\v(a+b) \’\(wb)v [\\(a+b)” Vet o)
D ax—1: (\ ay T (v;)l—": ax—3 (=1)

n

Y (Vi) V5 V2 Rl

P
Fa

i Vo VB

3V2

-:l]

BE



. -yt

”’(\ V) e

[= e —)]
e 2 AR . -
10) \/axz__yz. Vazo—1: (Vo) ™" (R: atv)

11) — A/ = [ = iy
\/3v’48—\f6\/12+3\f12v3—31/432 (R ©)
x—1 x+1

12) H\[a?x——Z \/bx—}—l)J V a
| V=12V aaxt2 T _" ==

13) ( n ]

\/ Voo V2 \ \/wwxcl an

19 \<a?)2(a”3)"]}. (G

Vo (a)' ) \/iabﬂ)?’(aﬁbv

Q| o

15)

53— 3’__"_'___ -
/ —- A
vxy \"x’*yz:/fy" szy“ \-"/xzy2 Vey . \/xy (: \"xy)

16) = E
LT ) S ITI = S
P V(1= %) Vl—x \/(I—{—v)\H‘
Vs Vi - Vi \/a—x)‘ A
g 3!/ — Sy 12 _:_—1 / __1 A 1 —x
V(1 — x) V(1 — x) V(1 — ) ‘
T m e g A _
—_"y*\yt +\,’/ == \Jf',.—. = 2 o Rty
x \fy ax - Vy (\,-‘x + \i’y)

\/azx predoditi a) kao korijen korijena; b) produkt korijena; c¢) kvocijent
korijena.

Koji smisao imaju korijeni sa negat. eksponentom, a koji potencije sa razlomljenim
eksponentom ? Kako se moZe potencija predoé&iti kao korijen, a kako korijen kao
potencija?

\/am——a \/a—?

1 ab Ul

1) Napisi kao korijen: a) (J\f—y)i’T b) X8 —z] , €) (a——b)—06 d)x2" o
EEgal S
1)l & Eib)a 2 7o) (12506 d) 9715
5
2) Napidi kao stepen: 1) r{.‘;z_bm; 2) !{/(ab—)—; 3) ’\’;(_1_-5- b)m \/aa(_x_—;!if
Hx* - 4x5
-3 =2 0o 4

9 Vg — VostE+vVo [R:2

D V= G E D T - T R
9 (-4 %-<+ D)7 +ast — s ()] - ¥
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—0

6) (1)~ %167 —y3+o025~ ¥ \o25— 1
AL I L

D V&4 VE—Va—=Va+ Vit ™ 000167 %;  R:125

-;-f;_ 2 - 05 15 0'6 -1
7b) (—0.00032)% : (—0.064)* 19 o5+ \/15~\/06+\/05+ \}2

g * \/05-——(\—_) +\:2+(~38) '6; R.: 32

9 \/;;rz_—+ \/—— B L
3 =l
o [ [t e

12)

9= &
"+y X"yt
ST T
xn_yn xn_yn !

13) [(ab)f —1]: [(@B)f — 11; R (@b 41, &) (x—g) : (xF — gb),

2 6 i 5 = W 1 ‘
b) (a" b"—c"):(a" b" —-c")

19) (e =¥ + (= HY: [(a—DF + (x — 5)°]

5) 4 6 2 2 8 1

1 (an bn___cn):(anbn_l_cn)

16) (b — () ¥ b g — i ¥ 1)1 (F — T 1) Road g7 1
17) [a+(%)'”'—6b—1]:(a'%'—zb—%); R ahiEan e
17a) (x—x%+zx%'—1) (x% —x%+1) R) ¢ il i I

18) (x+zx6+x+ -1 (& —}—r*’—-l) Ri il ghie]

19) (\/awzx/ab+\/b) (\/a—\/b)

DAoL P (s )

_L 1 1 1
21) (a® —a* 4+ a® — 1) (1 — a?)

= () (ﬁ( ey
)( a\/b b\/a b\lb) (\/0—2\/_17 -\jb)

24) (x "—3x "+2) (x ’11“2) 25)(“1+\/x) (_1”*-1 ..... )

26 '
)(x“‘3——x l—x‘“‘——x ) (_1——\/x)
D (a1 = Vx) 1= i)

28 b ==
) (x-O)—-% s N (xB) 1\/x; R.:1
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= (%i/;-{—Sxy*-lU%\/;):(x-—Zy); R.:x--}—.5y
22) (gg‘_5x%+6):(x%—2); R.:x%-——-?)

(o ym) ()
30)

__8!

(HYemregs )t (g ¥ : (g (y._.,m
31) - F iz 4\/-2 B 32) % 2
vV B e 9 s SN
V‘ V L V—

& (x3 x__%)% = i} x:i\}: {x — 5x* -+ 10x® — 1042 -+ 5x — 1}

" W -

34) 1003010 — 5, 4=10®), 5=107

7. Koji problem dovodi do imaginarnih i kompleksnih brojeva? Kako se predoZuju ?
Definiraj imaginarnu jedinicu!
1) 2i—{3—[—3i—@i+4+1)—i¥ 424 —3="?
2) 2i.3i—2*22. 38 D a+1) (e—1) (a4 (e —1i)
Y oy —12—3y—1842/ —8):y —2 0o . N'=, Vabi =5

o e SR L B Y R R )

) —liV‘—S (@t —1)" _, 8 3 243 14
il G g D 1—2i" 2—31" 1-—j
9 ~a+\/—b 1 =

’

ey i e TR

10) (ai+2abz-+b\/l:—1) 5 (\/E{ir V—5) 3
1) (1—a) :(1 ——i\/a—\/a—}—i\/a"’) 12) (a3+2a_2+:zi+ 1):(\fa—i)
13) Rastavi na faktore: x+y, x*4y?% x* -+ 1 14) \/10— 61

ey Y Woa=YoirvTe Voatvmien W~z='~>

17) Rijesi pomoéu Moavrovog obrasca: a) \/2—}—31’; b) x*+8=0; ¢} \— 16;

d) V—64, \8; ) V—8; f) V256; ¢) V— 256

s, KO]I problem dovodi do iracionalnih broleva? (Realan bro] koji —fg)

Koja im je crlavna karakteristika ? (\/2 =2, \( 3="2, V 3 6, ?)
9._Racionaliziraj (oslobodi nazivnik od korijenal) nazivnik:

1)__1/% 2) Vx—1 3) \f+\/ \/+\[ 4)1:/;2 5)?\13 -

v V3 —y2
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6) 22 7 ab Y 14Y2_y3 9 3 10) 1
Vi1 Vab 1— V243 V2 -3 V2 4 1;

100 243 i 2—\/_3___ The 11, -y
V2+V24V3  y2—y2+y3 e e g

12) 1+ve  13) 24V 19 V2 T L P
1—Va Vz—V3 V2—Vz V2

e ViV 18) 7 bovmpe
\/a—b 1—$_—7 \/;—\/—b——l—\/[:

19)  xLye4y o Ve fyp—y
SN N e
10. Svesti pod jedan korijen:
D VareyzFyVa—2vz 2 Jitoeyi—otyl—2eyi —»
3) 6 V11 — V6 — Vi1 Y VI 202+ 2x V2 — Vx + 202 —2x \2x

)\/ |~\/10—[— fi—yio ) Vi+iya+yi—iy3=y6 (Dokaz!)
:

11, Svesti na sumu (razliku) korijena: ,
Dvs+v7 D yr—evz D \a3Eys Y VEi-y2
) Vo —2byai— B

12. Drugi korijen:

. _‘) Vioo 2 V163216 3 Vizes  H.yooree 9 /004129
) 318 D 00318 (3 dec) 8 V3, V2, yx B dec) 9 yoi

10) ¢/625 e e 12) =
\2401 V7—|—\/7+\7—[ \/.5087049 \/x —2x \/y‘{"y

13) \J9x% — 1265 & 10x* — 28¢* + 17¢* — 8x - 16

VL —aVut 3 £ ()]
O VIs* — 4% + ay¥ +2{ g — 457 4 1]

% \/;‘;—iﬂbza flj'_g . (prema \/1—I—x=1~|—;x——;‘;x2—}f—%x3—-...)
IT) 51 =T L 2=... (premai6D;y26 18 V2_v2 19 V1475780056 =2
20) S

Szn—v.?r(r— f%) za r=1, 34—r\/2 St

13. Treéi korijen:

D Vizie7

2) 5780

V24380 3 V0,038 (3 dec) 4)

5) 45

V6§es
6)8 3.6 2 .t 2 1 - B 3 .6 \/ z___ 11 z S 3
w?vt 4 3ulvtyz® + Buvly?zttytz 27a%? — Bdab? + 36a%b — 8b?
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5 \/(a\a——3a\/b+36\a——b\/b) 9) \ll—l-x"‘l—[—%x—— x? - g —
R — ol = 1) Prema 10)Ves _Yas 1, V63; y2al

12) 4/16a° | 164° 955 81b° 13) 1 5429‘.—““‘— — 9 (D
81b12+%7+a2b3+___+wa12 2 \/ 503678976 = ? (2:6)

=

w‘lv

.
—3x 8+ x

19 (o3 L6t — 74 6
13) {(x® — 125y 4 60x'g* — 160x°g* +- 240x"g* - — 192x5" -+ 64y°) [R.: x — 2]

TR P FT el = 75 = 343
Vie=*+4  yi0=+10 4° = 64 10° = 1000
V5 =15 Y12t == + 11 . B3 —125
V36 =16 Visd =+ 12 6° = 216

III Logaritmiranje

(Druga inverzna operacija potenciranja)

Def.: Logaritam broja a na bazub (= "log @) jest onaj eksponent kojim se
mora potencirati baza b, da se dobije zadani broj a.

S —— ———

1
ll br=a, x="7? | 2)=8 (potencqa) 'F 1. x = logaritam )
="tlog a 3 ="1log8 (logarltam) a = numerus, logaritmand
I‘ — b = baza, osnova
bb loga —t]4 g ( b“) e | 1 2, Logaritm. i potenciranje,
= ekspon baze b = logarit. potencue a inverzne operacije,
0l R RN A e O PR B ukidaju se.
Pravila:
a) Logaritmiranje (traZenje logaritma)
‘ 1. log (a + b) — nesvodivo! 1. Logaritam sume (razlike)

' (ostaje naznaden izraz)

| 2. log(abe..)=loga}+logb-loge... | 2 Logaritam produkta

l | (= sumi logaritama faktora)
3. log(a:b)=locE—loga—Ilosh | 3. Logaritam kvocijenta

E g ) 5% 5 - (= log. dividenda — log. divi-

| 4. loga® =nloga | zora)
' 1 4, Logaritam potencije

Hl 55y = fou S 712_ log @ (= eksponeat X log. baze)

5. Logaritam korijena

| - - -
——— === e Sp———————




1 _ modul
Woge™ za e

modul

za 10

il

1
ia

——

—

—_—

|

———

l
!

b) Delogaritmiranje (numerus = ?)

2.

3.
[ 4,
i

log a—log b =log (%)
nloga=loga"

1 T
~loga="IlogVa

l‘ 1. loga-tlogb=1log(a- b)

73

|

—

. log 4832

Opaska:
|‘ 1. Ploga=loga 1. Dekadski (Briggsovi) loga-
: ritmi (baza 10)
2. cloga=laililog nat. a ‘ 2. Prirodni (Neperovi) logarit.
baza e = lim (1 L L
| 3. la=}2§222,3025910ga 4 n=w )
1 =271828.. =1 +5 5+
g ,
4 loga=m=O,434291gz +T”.12".—3"+") |
1 3—4. Prelaz iz jednog logarit.
5. log = log n sistema u drugi (iz ex = qa;
| e=lme )
6. log(): 0 logl =0 5. Logaritam pravih razlo-
g, s S maka < O
gt gloni Se 7. Logaritam dekad. jedinica
: 107) = jest cio broj
filog (A 00) =n it 8—9. Logaritam broja (drugog)
e s je beskonadan deec. razlomak
9', log 55 =loga—n l e e
A N e CEY n<loga<n-+1
O<loga—n<1
— 268413; log' - 10=1 ‘ 1o, (i ral et (i
<= looc 100 =2 | ovisna o ciframal)
= 0,68413; g . = n — 1, gdje n = broj
log 1000 =3 cijelih cifara zad. broja
log 0,04832 = 0,68413 —2. log 1 =—1 | ] - broj

. log 0,004832 = 0,68413 — 3. log 0:01=—2 l

’

—)

2.

68413 = mantisa (ovisna
o ciframal)
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— —————————— —— 4—| e — - e ——— —_—

e ;
b xlost Dokaz! l 1. logx®=2logx #log’x=logx.logx IH
log (ab) =log xlog @ +logb 2, a*#n%(2*=4) ‘h
=logatlogb | a® =x, x=?=c (potenciranje) |

20 la=15 asbh

|

loga=5; logZlogh I x"=a; x="?=a (korijenovanje)

3. Logaritmiranje vodi do
raC. operacijd za 1
stepen nizih, delog.

l obratno 14 li 3. a¥=a’ 2x=3; x=}§
VO sdemnd

Primjena logaritama i log. tablica
1) 126372 X 054384: 00765 = x
R.:log x=2log 12'637 +-log 0’54384 — log 00765
N | L
12637¢ | 220330
054384 ’ 073547 — |

S ———

——

—

a*=a; x="7="log a (log.) ,i
|
|

—

|

00765 | 088366 — 2
P ga
log x = 3:05511
x=113529

3
\/0-215372 . 77856

il & 0:93572*
R. : log x=1(2log 021537 4 log 77856 — log 0°93572)
g R L
0215372 | 2(0:33319 — 1) = 0"66638 — 2
77856 0:89129
093572 0:94230—- 1
LSRN [ R
061537 — 1 =
=261537 — 3

log x=(261537—3): 3=087179 — |
x= 074437
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3) 5 =% ~
Woz—{09=x
R.:logx=4}log (VO_é = i/a_g)‘

Vo2=? o9 =?
N L

i 075 —075
\0'2|0,07526 — L = 0,82526 — 1 iz = 0,07526 — 0'25
e 0'66667 — 0:66667
V0,9 0,31808 — £ =098475 — 1120,31808 — 0:33333| +

V02 = 066875, /09 = 09655

: | - = 08 — 08
log x = log (— 0:20675); 22— = 009448 — 02
log x, = 089448 — 1 = (089448 — |
x = — x, = — 078430
4)  1045%—1
x 0045 = 240520
r .. _ 240520 . 0045
B 1. T
log x =538116 065321 — 2 — 014986
— 388451
x =1T7665
5) Volumen istostraniénog &unja 1V = 25074 m? koliki je polumjer
osnovke? ,
BTG SR D gl O ) R
log r =1[log 25074 + log 3 —log @ — % log 3] = 038021 ;
r=24m
Primjer |
1. [Izratunaj x iz ovih izraza: a)8log4=1x; b) *log 01125 =— 2;
c) logx=1; d) *log8=—1%
R.:Prema def.: Baza potencirana sa loga- a) logd=x
ritmom daje numerus i logaritmiranje pre- 8*=4
lazi u potenciranje; dakle: 2> =2¢
3x=2

—2
X==5
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b) x10g0125_?—2 c) Slogx:-——,] d) x10g8=—*-§’?
£ S 10 B 5o l=x e :
Vi Ay 1 L
x—+ Y0125 Leace e Y= Wy — g
iy ‘b—llg_s  x=1%

Primjer II

P.:Kod logaritmiranja bilo kojoj raé. operaciji numerusi odgovara
direktna rad. operacija logaritama tih numerusa za 1 stepen
niza, a kod delogaritmiranja obratno. [, X“ numerusa prelazi u
»,—+ logaritama; ,:“ num. u ,—*“ log. 1 t. d., i obratno]
1. Sm
log (5\( — -)—logS—}— Llog (a + 1) —log (a—1)]

2. c a;ﬂ—b \/ab

lo e
p" a5, ™ Vab
—+log 8)] —log b — - le —log (a4 b) — - v —(log a1~ log b)
3. Delogaritmirati: log (¢*—ab + 6*)+log (a®>—b*)—log(a—b) =log (?)
R.: log (a*— ab + b%) |log (a* — b%) —log (a— b) =

5 2
= log lgtab :;fiz’ e ) = log (@® + 5%). Numerus = a*+-b°

Pazi! a) logi logg‘ « Dokaz da je §<Z+%!
. 3<4
3log i <4loggl delog.
(3)° <(@)* ili
} <<+%! Pogreska?
b) 2loga=log (a*)=log [(—a)’] = 2log (— @) t. |. loga =
=log (—a). Na pr. log10=log (—10)=1
Ggdje je pogreska? lli 2Zlog (— 1) =log 1 = 0; log (—1)=0
Zato je 10°=—1
10°=--1

= log ¢+ 7 [log (a + 8)] -+  [(log a -

t. j. 1=—1. Pogreska?

Zadaci

1. Koji problem dovodi do logaritmiranja? (b* = a, x = ?) Kako se zove eksponent
baze neke potencije obzirom na tu potenciju? [6¥= a; 5ta je ovdje x od g, §ta od 67?]
1) Koliki je logaritam ¢d 4 na bazu 2? [G)x=4=(2)?; x=2]

2) Na koju je bazu logaritam od 49 jednak 0:6? [R.:343]
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3) Od kojeg je broja logaritam na bazu 05 jednak = —17?
4) Koliki je logaritam od 27 na bazu 1? [R.:%log 27T =—3]

2. Neka se odredi x iz slijedeéih izraza:

1) *log 81 = x . 14) *log 0,125 = — &
2) 410gl‘§ [Ro:x = —2] 15) ~log 2:25 = — 0'6
3) "3log(—27)=x 16) log x = —§; ""**log 16 =2
4) *log 05 = x [Ri:x=—1] - 17) lologx-——'—l
. 3
5) 0'4102-1;5_—_-,; [R.: x = — 3] 18) 'O3logx=-;§- [R.:x:%V%]
6) “2log 8= x (1) 19) 310g9%'=x
7) *1og 271 =—075 20) = e
8) *logd9 =06 [R.:x = 343] log V0,04 =3 [R.:x = 5] :
9 *log4 = 05 21) alog{{/a b=x [R: =
10) *jog3=—2 22) x 1 85—
loga 2= —1'6" Rt x =
11)'8110gx=0‘25 [R.: x = 3] i [R ¥ 1\/?]
: X ms o
12) %165 0,027 = — 3 [R.: x = 33] 23) log\/Zx:n [R-x=2" &
Do bt 3
13) *log 4 =175 [R.:x-———Z\/Z] 24) alog\f/;l;= [R X =

3. Kako se logaritmira zadani izraz?
a) Iz *log 2 = 0-30103,"%log 3 = (+47712 odrediti:
1) log02; 2)log6; 3) log5;
4) log 125; 5) logV6; 6) log 1'5;
7) log }99; 8) log%

4, Treba logaritmirati:

b) Iz Ylog x = a, koliko je "log x,
Wklogixe [R.:—g—, —g— N, ]

12abc s 213, 2\ 4) ot 5) 1
1) logﬁng" 2) log 0.75 Iogv g —5‘ log\/S lo gn/x(a—{—b)
6rT5
6) log i(_‘/_xﬁ)._: 7) log% -+ log% + log—g-- — log% [R.:log 2 — 2log 3]
V(xg?)*(xy)?
8) 108\[1,5] [ ]_m } .1 2[n(log a — 2log &) -+ m (3log ¢ — 4log d)]
9) log( V , ) R.:loga++ [log a+t+ (log a—{— log a)]
| ") g ala+b)Vab
10) lOg \/xa «xb -\fxa\xb)\xal (a—b)\"a—:?
13) ab\/a + 0
loo
12) log \\ ) [R )] og \/ c\/a-—b
- 1
14) lo g— ’;i [xzy] E —(Elogx-{--logy—-3logz)

16) log [log 10%] [R.:loga+logh] - 1) 108“[108“(:/_1-65]
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6.

18) -l.og [log y\/";;] [R.:log x +log (log a) — log y] 19) Jog {log [()]*}

2]) . b—cy—2
20) log [log (xM)]* log —rl;d ] [R.:—2[alogx +(b—c)logy — dlogz]
22) lg- < N T PR e log( \/ \/(ﬂa;b)c)
(a—-b) ax—d ax—b -} [
25) log \/cx—dx\/y—ZJ} - 26) log{a:[b:(c:d)]}

27) log T (a A [R.: (m — n)log a — (n+m)log ] 28) log(;”. »*. /. ;")
1

20) Tog Ve - '}  tog[lat-5" (@) (a:5) "]
e el > 32) n— ny
abd 1 | m—— Vxg Vx+ g
31) log{— {/ R log= e
(&) e
{ ‘ : ( — {__)} 33a) x/l CRu v
33) log \/\/a S P \’ \/_cq d° V\f‘;j log\ x\/x){/; :1og [log (log IOXE)]

x+y |/ Dt x 35 v
34) log V(a—}—b) =Y (ab)?¥ ) IOg{Iog[log\/l() ]}

36) log {log' [log (10ax2)] } [R.: 2log x 4 log (log a)]

Treba delogaritmirati izraze:
1) 3logx -+ 2logy — 4logz=log (?)
2) —loga—log b —logc—+logd; R.:azlc

3) ilogx —llogy++logz—nlogn
4) log (a® — &%) — log (a* + ab + %) +log (a4 8); R.:a®—&°

 Sfore 2 [orat (et L))

5) —{[10gx—\— [Iogx~1 (logx—l— logx)]}
5a) 2 log(a* — 1) — 2 log(a® ——1)—]og(a —1) [R.:a®—1]
6) 10ga~—logb—{—log(a-—b)—-log(a—%—é)——SIOg\/ab —|—]oob“a E b)—|—

—1~log(-b—) — log\/ = log (?) [R ] 7) xlog(loga) — log (log @)
8) ;’— [loga —glog b+ 2log (a -+ b) —-Elogc]

9) ,—i{%log(a—b)—%[—z 10g(a—~}—b)~—é~log(a——b)] _

Re: V’(a~—b)m VV TN SO | 2
10) {log 7 -+ log (ab) — 2log (a—b) — log \g'__}_ R.: a_j g 4\5. z

Odrediti pomoéu logaritamskih tablica: 3

1) log 267834 2) log 2784 ) log 'Y/ (B£1)! 5 4) log(log 3)
5) log (log 27) 6) log [20 +1og (20+Iog 20)] 7) log (3)* =2
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7.-Pomodu tablica delogaritmirati:

10.

1) logx=041430,x="? o 2) log x = — 178265
3) logx=(0.34719 —2); x = 0079001 4) logx=18-—3
5) log x = — 0213 6) logx=— 1. [R.:x=0069183)

7) log (log x) = 0,61275 — 1| 8) log (log x) = 0,54949 — 1; R.:x = 22616
Zasto su 0, 1 i negata brojevi nepodesni kao baza log. sustava? |

Rijesi pomoéu logaritamskih tablica:

g7 f a 3
b\ PE_ , [R.:x=24) 2y B DR = i et atan)
“\s 6
4 T = — 13179 . 42561, 0-27965—1
A — - =1
) \/3\3V3 VsVols ¥ 1073 Sk
7] — ‘ ——
5) \/ 7T 844 — 0:984075) 6) \/ %\/()"6 D V2_2\3
8) 6F — \/0:729 i 8a) - Silog el agily =x [R.:24496]
B log3 —log 2
254982 — /7,375

(2 I 1 S 206-% . 1,6% log2 —log (log2)
0 5 L 3 } 3 10 ’ ’ 2 guog :
) {‘/38 2% V9 ) 785 . 1,24~ % I 1:7237 log 3 b A

12) 10/ ——— 13 1 —= 14)
v§45§\£§ \/360. \/38865 \/\/ 275 \/378
12y0,2 1824 9242 361

15) (1:04 — Yo3)"+ V‘V@_i/bi:x; R.: x=— 076791

16) 10 17
" 06s™ 1326 N D
V17 4 278% Vs —{3 |
J80L ] e 19) Bt V e
5 V3 4 5
//9+\3 /\5+\/2 VE_— 5—|—\/5-‘r\/5
\ V3 —y2 \ R.: 04075

1} Povrsina je istostraniéna trokuta P — 2,3656’7 cm? a="7?

2) Kad bi molekuli gasa u 1cm?® (n = 28.10*® Loschmidt-ov broj!) pri normalnom
tlaku Sireéi se zauzeli prostor kugle, &iji je polumjer jednak srednjem polu-
mjeru ekliptike zemlje (r = 149,000.000 £m), koliko bi poprecno bio udaljen
molekul od molekula? [R.:okruglo 79 km]

3) Stranice su trokuta: a = 626, 5 = 824, ¢ = 10'2. Treba proracunati
P ab e a+b+
D PA=Vs(s—a)s—b)ls—a); 2 =73 3) R={p gdiejes ="

4) a)p="?iPa =7?, ako je p, =82, p, = 6'4,p; = 108 (p = polumjer upisanog
kruga u trokut, p,. p,, p; su polumijeri tangencijalnih krugova trokuta).
rsSn

1 1 1 1. = , 1
& L TS P=" 1 o 0 ;b S e )l ";2;
[R T S et \Ppl.m] ):Sn \/, Lo
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f — 255 NP
¢) ssn =\’ 2r (r — Vr® — L sn?). Sp = stranica opisanog, sp = stranica upisanog
n — terokuta; ssn = stranica upisanog 2, — terokuta u krug polumjerar. Po-
trebne veli¢ine uzeti po volji.

5) Visina brda H = 18382 (lpg 2, — log k,), gdje su A, i h, barometarska stanja
na dnu i na vrhu brda. H=7? za A, =756 i h, =743

5a) Volumen kocke v =3046; koliki joj je brid ?

6) om _,‘7;‘:1‘ —x=7? (Za C = 240000, g =103, r= 4612, n =45,
x = 480000) g9 104518 —1
) *=10555 womE—2) =0
8) 1:0417 — 1

15000 . 1:0417 — x = 5521 (R :x = 1000)

- 004




Drugi dio
A. Jednadibe

(= izjedna&eni jednaki izrazi)

Def.:
| 1. (a -+ 6)* = a®+ 2ab + b* ! 1-2, Identitet (identi¢na jednadiba)
o) w4 (Za bilo koje posebne vrijednosti opéih
: ] r brojeva jedn. je zadovoljena t. j. lijeva
3. 2x41=3 strana = desnoj).
3. Odredbena (pogodbena). (Za odredene
4. ax-+b=c ( 1 vrijednosti nepoznanice x jednadzba je
5. ax* -+ bx+c=0O zadovoljena).
1 r— 1 = : o
g' LoV b_x: 5 teFe=0 4 4. Linearna (1i stepen nepoznanice).
» 2 p1=3 5. Kvadratna (2i 7 ).
x =1 = korijen jednadzbe t. {. ona 6. Jedn. n-tog stepena.
vrijednost od x, za koju je jedn.
zadovoljena. 3
8. Rjesavanje jedn. = trazenje njezina
korijena.
9. Proba: Mjesto x supstituirati na-

denu vrijednost i lijeva strana jed-
nadZbe mora biti jednaka desnoj.

Transformacija jednadibé:

Jednadiba ostaje valjana, ako se na obe ‘
strane sa istim brojem izvr8i ista racunska | Obje strane jednadibe
| operacija: ‘ su:
u 1. Iz xt+a=0 izlazi x =56—a i 1. Za a umanjene
| 2 w x—a=b , x=b-a | 2. , a uveéane
1= ax=b xzz H 3. Sa a podijeljene
', 4, ,, -(?:b , Xx=ab 4. , a pomnoZene
Va l
5. Iz xn=q izlazi x =\/a 5. , n radicirane
AN
6. /x =2 (g G I 6. , n potencirane




)
7. Iz ax =5 izlazi xloga==1logh [ 7. Logaritmirane
P x =log b:log a q
8. Iz log x = ¢ izlazi x = [0« 8. Delogaritmirane
| D =
s o v AT (R S A B T 9 AT, Trliken 1o waleah i
x—b=@ ili x=1b | tor i nulificiran (izjednagen
| 10. 1 (x—a)(x—b)=0; x—a=0; x—b=0 J EaR
r 11. , ax+bxtcex=0 izlazi x=0O
12, , a+x=>b-+ x izlazi x =0

- —

I
A — — o —= - ——

— ] —

Jednadibu rijesiti znaéi nepoznanicu izraziti pomoéu poznatih brojeva
| t.j. sama se nepoznanica ostavi na jednoj strani, a sve drugo prenese na

i drugu stranu znaka jednakosti po pravilu: da se sa brojevima, koji se ||
m prenasaju, vr§i na drugoj strani suprotna ral. operacija nego na prvoj.

F . Clanovima se promijeni pred- 4. Sa eksp. baze radicira;
znak (,+“ u ,—“ i obratno); | 5. Sa eksp. korijena potencira;
i 2. Sa faktorom se druga strana

6. Sa logaritmom baza (10)

dot q |
dijeli; ' , ' potencira itd.

3. Sa divizorom (nazivnikom) mnoZi;

1. Kako se dijele jednadzbe prema stepenu nepoznanice?

2. Koje je osnovno pravilo pri transformaciji jednadzbe ?

3. Odredi stepen jednadzbe: . x‘z—g;:—_ b; bt vl e =i
y e . x+1 x=I
4. Sta se razumije pod korijenom jednadbe ?
5. Sta ée to redi rijesiti jednadibu? 6a, 2 2=>5! Dokaz!
6.  |6x—5=10x —3| Dokaz: 3=5! 3(142x) =55 13
Rt 6‘6—-—3—]0)(—}—5 . 5x
3 G 1= 52 1) |1 2= 3“"?"2-‘)—3(2““)‘
v v Sx
3=2>5 Pogreska? 1+2x=5+41"
o |
(Vidi Transf. 9.1) S %x‘ 9

2 Pe—"5%lr1
2.2=>5. Pogreska?
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I Linearne jednadzbe
(Nepoznanica u 1-om stepenu)

1. Linearne jedn. sa 1 nepoznanicom

a) Racionalne:
Def. (normalni oblik):

1. ax—+bx 4 c—=d

Ro:ax+bx—=d—c
x(a+b=d—c
d—c

e

aﬂ?g

Jednadzbu treba najprije
svesti na normalni oblik:

1. Rijesiti se zagrada u kojima
je nepoznanica;

2. Osloboditi se razlomaka
mnozeéi cijelu jedn. zajed-
ni¢kim nazivnikom;

3. Clanove sa nepoznanicom
prenijeti na jednu, a druge
na drugu stranu jedn.;

4, Reducirati i izluditi zajed-
ni¢ku nepoznanicu;

5. Nepoznanicu osloboditi koe-
ficijenta.

b) Iracionalne:

Def. (n. o.):

A
| : e =
I! R-in\/ax+b=d—c

ax+b=(d—c)*
ax=(d—c)*—b
L3 (d_ c)n —b
s a

korijena potencirajuéi
jedn. sa eksponentom
korijena.

i 2. Nepoznanica seoslobodi |
|
4
|
|

Primjer I
1. alx—a)+ b (x — b) =2ab
R.: ax — a® -+ bx — b*> = 2ab
ax + bx = 2ab + a® -} b% =(a | b)?
x (e +b) = (a + &)

(a+b)2 =a-b
a-f-6
2.x—a x—c
i b R G st

R:(x—a)(x—d)y=(x—c) {x — b)
x*—ax—dx+ad=x>—cx—bx+bc
— ax —dx 4 ad = —cx — bx -+ bc
—ax—dx -+ cx 4+ bx=bc— ad
xb4+c—a—d)=bc— ad

_bc—ad
iy =
3.6x—5 8x—1 2x—3
T O E LT

R.:5(6x —5) —3(8x—1)=2(2x—3)
30x —25 —24x -3 =4x—6

=16 ==X
Proba: 6.8—5 8.8—1 _2.8—3.
6 TN T
5 , .
403=02(x—m

03 (x — 2) = 06; 0'3x = 1'2; x = 4

Primjer II

5, \[’;:_ é -1 \J:_i:‘s = ___.ﬂ

\x—

\fx-——?

K3 \f(r—-Z) —{—\(x—|—3)(x-—-2 10
x—2—~~\)r +x—6=10

! |
\ix —]—x-—6—12~—x‘2

x? - x—6=144 — 24x |- x*
25x = 150
150
o =L

6*
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eksponencijalne (nepoznanica kao eksponent)

(
¢) Transcendentne: \l\ logaritamske i » logaritam)

Def. (n. 0.):

|
1. a*4-b=c
| Riat—c—5
xlog a=log (c — b)
log (c— b)
N
log a
2.0) a* =a" b) *

=IEA T i s va —\/;

b e e
R.:x=n AN

3. log (ax - b) +-log ¢=log (dx + ¢)
R.:log [(ax-} ) . c]=log (dx + €)

f (ax+ b)c=bx +e i t. d.

4. log (ax + b)—c
R:ax+b6=10°1 t. d.

| 5. Logaritamske jednadzbe rjeSavaju se
| delogaritmiranjem.

” 6. Eksponencijalne logaritmiranjem ili iz-
jednacéujuéi eksponente jednakih baza.

—

Primjer III

1. log (1 — x) —log (4 — 2x) =log (x} 2) — log (2x + 1)

3'

=l x4-2
R"]"gli—z_"bgﬂf .
L 12—0 |
Al e i -2 | (4 —2) (2% -+ 1) 2. 2logx+2=0 |
4—2x I R.:2logx=—2
(1-—x)(2x+i)—(x—rZ)(4——-2x x?=10—2= 001
2x—2x* 4+ 1 —x=4x - 8—2x* — 4x x =-+Y0,01 =+ 011
o=t Qi C
2logx —3 4. 2x+2x+1._{_2x—l—2__—=7x-——2+7x-—-11
log xlog 2 =1log 3 2x+4-2x , 24 2x R ="Tx , T—2Tx T—!
log x = log 3 :log 2 2(14-24+4)=Tx(&+1
]?g'_?: 047712 7 .2x="Tx, 413“9
1010g2-—10030103 2\x 8 2\ 3
1og(1ogx)~047712—030103 (7) “49'3:("7") ;
log (log x) = 0-17609
log x=15

x=3162..



5. ax+m+ax+fz—bx+r _bxts|
R.:a .a’n+ax,an:bc_br+bx_bs
ax(am+an) — bx(br+ bs)
br—fbs

(%.]x =— iy —; x(loga —log b)
6. alog (100 %) - 51 —logx (qb)log(10x) = g(q - b?)
R.:a* +logx | p1—logx(gh)l+logx = g® | ab?
a2+logx 1 p1—logx .
a® . alogx | pl—logx+1+logx , gt .
alog x(a® 4 ab®) = a* + ab?

al —I-—]og'x 2

alogx — 1
logx =0
BE==ul

7. alogx2__l_al——logx[vg]log(l()()xﬂ) e

4- X 5 5 4'X ’
C Foey Bl PR [l ) (S e
8. Pazi! ( ] ( ) ili 5 53,

=0

5

dakle: 4x+5=5x+5 t. j. 4 =35,

85

= log (br - bs) — log(am --an) i t. d.

bl+logx = g% 4 ab?
alogx = @® - ab®

Gdje je
pogreska?

2. Linearne jednadzbe sa 2 ili viSe nepoznanica

Jednadzbe sa 2 nepoznanice:

==

Glavno

Eliminiraj (ukloni) iz dviju jednadzbi istu nepoznanicu,
rije$i novu jednadZbu sa 1 nepoznanicom i nadenu vrijed-
nost (redovno!) supstituiraj u zadanu jednadzbu.

pravilo:

|
|

l Koliko nepoznanica, sistem od toliko simultanih (skupa ||
| prlpada]u') ]ednadzbl

L e

I. Met. ]ednaklh koeflcuenata

Metode rjesavanja:
II. Met. komparacije

IIl. Met. supstitucije

L. Pomnoz1 1ednadzbe tako,
da koeficijenti pred istom
nepoznanicom u obe jedn.
budu suprotno oznadeni i

II. Rijesi obe jednadibe
po istoj nepoznanici pa
te vrijednosi izjednaéi.

e ——

Vrijednost nepoznanice !
nadena iz jedne jednadibe |
supstituira se u drugu

jednad¥bu.
jednaki, pa jedn. saberi. R
@) L.2x4+3y=T712| 3| [ g0 4 gym7|e= | L2xt8y=T] i
1.3x — 2y =4|3|—2 . iy | LeBx—2p =14
4x—|—6y::14’ | H...3x—-2y=4lx=T e 7— 3y
— Gy = i O i e zl x=—5—"3
9x — 6y = 12 7—3y 42y S
13x = 26 ST S e ‘—f 6 supstit. u I dobije se |
== 7 —3y
21 — 9y =8+ 4 [t Lo
L 5) 3) +11(—2) = 13:13; Y D J
13y = 13 =iy 21 — 9y —4y =38
¢) 2.243y="1 2x43= x=2
y=1 e x=2 Proba: 2. 2+3. 1_7vi

o—

e —



|

Opaska°

a) Specijalni sluéaj evi:

. Uvadanje novih (pomoénih)
nepoznanica
RoRse Ty
x+y x—y x+y
3 2 1

Sz
ab - a? —”11

X =

it d.

2. Nemoguce jednadZbe

a)

3+ 3y =6 |

Donja jednadzba jednaka je gornjoj,
dakle nijesu 2 razne jednadzbe.

x+ = I:-—S

O =0

Su-t2v=7j J b) x -3y =1
a=g=—— 266y =4|:2
i _I-l- y x 43y = 1| - Jednadzbe kao sistem
v=1= x-1+3y=2j nemogude, jer su
Ty kontradikt
x=135 O.: Jednadzba se moZe ri- ( orzsjsl;vsg;e ‘
y=4 jesiti bez uvadanja novih g i '
nepoznanica. Donja se pomnoZi sa 2 ﬁ
pa se jednadzbe saberu i nade se x-} y;
na isti nadin x —y i t. d.
Primjeri:
4 12 9 l 4x—3y =12 | Il
i_—i— 2 y T-.-_g e s J{ | 2x
R:9x+1)—3(py—1)=8(x—1y) 1 —3?16—12
i 2) — 2y —2) = 5e —) iR
9x+9 —3y-+3=8x—8y CAx —2x =12
4x +8—2y 44 =>5x — 5y 2x =12
e By — 12 ¥=0
o L erailege y=4
e ARl
y=—24 e
y = —-“3 ] 4. Uy —3 log!
=3 i ¥ =4 .
J’ '

2. ax by =2 V ¥ log x =3 log 2 | (Podijeliti jednadibe
o ] buy = e ] +_210gx — 10g‘2 | jednu s drugom!)
abx - by~Zb l \/{}—:3
a’x — by = a— b y=09
x(ab+a*)=a-+ b x=2



b) Jednadzbe sa 3 i viSe nepoznanica:

nepoznanica i dobije sistem jednadibi sa jednom nepoznanicom

| manje. Tako se proslijedi, dok se ne dobije jedna jednadiba sal
nepoznanicom.

1. x—2y=1 |1 2. 3x-Lp4-32=13]| I 3. x+y=2|

87

| Iz dvije i dvije jednadZbe elinimira se poznatim metodama ista ll

2y+x=5 |l x-+2y-+3z= 8|1 y+z=3 |+
2z—3x=—1|1 2x+3y—+z=10|1113 z-+x=5
[+-1I:2x=6 [—H...2x— yg=5 |7 x+y-+z=>5
3 3M—1I...5x Ty ==22] _ xty=2
y=1 14x —Ty=135| z2=3
= 5Ty =22 * o
| . 19x=57 y=0
l t. d.
Ii 4, ax—{—by—]—cz:a’j I | ” ax + byt cz=d
| x:y:z=m:n:p;ll . 1 Xtyiz=m:in:p
Iz I x=mk, y=nk, z=pk 51,
Supst. u | amk - bnk +cpk=d ax—{—by—{—CZ—d‘
i Xxiy=m:n,
e S x:z=n:p|
md : ;
! X:k.m:?:&;{_ﬁ;_‘_—c; t. d
H T L
5. x-+2y—=4| 1 R I
L 3y--z=3| II T g
z+x=2|1l ' Bor DA IR T
Izl x=4—2y f; : 511
4‘ Supst. u III: 7 +—-=4 =i
| 3y+z=3| I
L u-F2s=3
|( z+4—2y=2 Il e L
l y‘:(l) . 6v--4s=4 it d.
H‘l = x=05, g=3, z=2
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1. shir SRR 6 p 16 aliy
AN ! X + 7 ‘
3 | ;
%1M=4.u P T
Xz z x |
_ 2z 3 ‘
R.: Ako se prva jednadiba pomnozi [+2.1l=
sa (x + y) i podijeli sa xy, druga (i 9
pedijeli sa xz, a treca sa yz dobije x Gl
se sistem: 4
e e A '? i
H = —=hH| ——=u =
Laliai o 6 , 6 ‘
S o
: 12 6 '
G TR S
z g z
e s
=D e x
—S — 0 ea—=l

— - e |

Dodatak: Nejednadibe rjeSavaju se kao i jednadibe, osim $to nejednadiba

pomnoZena sa (— 1) mijenja znak (smisao!).

a) 23 b) a>b
Pt = Cue =
ST — ac < be
1. (x—3)(x+1) >x*—3x+2 2. 25——3x>@1 ISistem!
x2— 2% —3 > x*—3x 42 Bx—32 >2 |11
=5>—x : L lx<8
—2 » 1 x> 6%
;T<x dakle B
5< x , 64 < x < 81
O.: 100 <<0O Dokaz!
2n— 1< 2n
— 100 = — 100

— 200n 4+ 100 << — 200n
100 < 9. Pogreska=7?

Zadaci

a) Racijonalne jednadibe sa 1 nepoznanicom:

1. Kako se rieSava jedn. sa 1 nepoznanicom? Kako se pravi proba da je jednadiba

pravo rijeSena?
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a) Rijesi slijedeée jednadibe po svakom opcéem broju, Sto u njima dolazi:

D K—-— __i()() 2) V, = rtnh 3 O =2rx(r+ h)
Y p=gs =

b) Dokazi indentitete:
1) (a+b+c+d)?=a®+ b*+ c®+ 2ab + 2ac + 2ad + 2bc -+ 2bd - 2¢d;

s =

2. Svaki se ¢lan jednadzbe moZe prenijeti na drugu stranu sa promijenjenim pred-

znakom. Kako se prenasa faktor, a kako divizor?

(= gi==h =i a=se == %=b, S %=b, x=7?)

1) 2x—3=9 2) 3—2x=9 3)2=6—2y
4) —4—2x=—6 [x=1] 5) a—x=a—5b 6) x—at+b—ct+-d=0
7) a*+29b40* o —2ab+4-b° i
e G 7 [x = ab]
8) 2y —4+3y=2y+3—y 9) 03x — 07+ 1"7x = 24x — 1'4x -2
a® 41 4a® a®— 1 ) = : :
10) T At e 11) a'x — 6% — @%b = a® — b*x
+b — b 2ab
12) ax—}—bZ_—_—bx—f—a?; x=a+b 13) (Z_'__'b——z—_i_"'b‘)x—-a'—-——m b
1 2ab st e L
16) x:% =006 ' 17) x: (——03) 04 18) 03x =06; x=2
19) x:(—2)=—3; =6 = 20) @):(—x)=—1}; x=05
21) -—S—=3 22) 6:x+3=5; »x=3 23) 12—-%{—4 x=2
24) 8=4:x  25) 06:2=02 26) 05=_-25  21) 55 =04 x=28
02 — 5x 04 ' &
28) ——0_6—~——3 29) 02= T—% 30) —b-——-—ﬂ
a4 b° 2 =4 o
31) - = =a*—ab+}b%* x=a-t+b 32) (—ab):x=—10b; x=a
S py b
33) ;--__U=a+b, u==b

3. Rijesi zagfade u kojima je nepoznanica (izvedi naznadene rad. operacije!), a ako

u njima nema nepoznanice samo onda, kad se time pojednostavlja racun.

1) 2x—3@2x+1)=3+2(x—1)

2) 3x— x4+ —[x—2x}+3)]=2—0Cx-+1)

3) 53[4=(3= 3-) =15; x=38§ 4) a:{a:[a:(a:—:)]}za; x=1

5) 1—2—B~U—-[B—-6—9)=9; y=3

6) x—{a—[x—(@a—[x+@—H))} =a; x=a

7 [2(x—1)—3]2—[3@2x—1)—1]3=3x—+1

8 u—{—[at+b—(c—d+tu))j=3u—(a—10)



9 2{2[2Q2—v)—v]—ov}—v=1; v=1

10) x —{2x—[3x — (4x — )]} = a—{2a—[3a~—(2x -~ a)]

) x—at+-bt+c)(x—a—b—c)=x*—2bc—b>—c*+3a*; x=—a
12) x+a—b—¢(x+atb+c)=x*4a®>—c*+ 2ab —2bc — b*; x=0b
13) x+1)P—(Gc— 1)+ (x+1)P—(x—1)=2x3x+ 1)

14) x(x +2)2=x*F+4(x*+2); x=2

15) oy —=2)* =@y +- 1=y +1); g=+

16) (x—1) (x —2) (x+3) = x>+ 5x*--6

; 2) 2¢x—1 3 2 x —6
o S i ey . e
v—%—l a2 St LAk ‘
1R i L ET o e (s e I
£ 3 (45 —3@x—1)—$(r+ 1) =3 (c+3)— |
e N e S 6) 1 —x):(x—2)=(x-+3):d —x); x=5
5) x—1+x——3*x-——2
x~l_x—-§__ 2x+3 _0 S e e BB L e
7) x+2 x-43 —{—5’(—-5——6 s b+1"x—1 a+1 x+1
ax b 0y e , e _exta
9 ab——g;;_l—-?a‘—"——z\:—‘—a x+a—lrx~-aux'3——a2
ab | ac | bc 1 1 1
W T T =@ttt =
3 .
ab b’ J s.';z‘:?'_"_"z)'-j ]3) a _13.. b az__bz
12) TS T o e T x=\z'—*ab"— S e ety
Rl 3 o]
= it
15) § {41 G [} (243 — 81) —27] — 9) —3] — 3} —3 =2
l—ax , 1—bex 1=
16) —_I')c i ac W “ab e
17) a [ (a——r)—— ] i}:oﬂ-ﬁ—l; x=~—l~:§
3 4 5 2
18) x—4 I—x—~1 x—2+vj?
20) «a b
..... i
gy 2———5=—x+1; x=—4 T
: P LT
AR
a 1 a ! a 1)°
<Y (;:a 3 7:) (;c =t ?) i (;ra T z,)
29) bn—é)—b—;za; x=(b—a):(b—a—1)
az+b a-tb : 24y 21 2
a——b+a—b L G i_im_l__-x 3 3
Ly § at=b Caz—b A0 A g
e, e S
a—b a—b 3 X 3
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2:))x}—7r_l_n’ b o axls 26) x—1 x-3
X — 7T 2 4
2 == B el
@l ¥ i 2N s
27) ] =a—a+t+1; x=a 1__x1"1
2{x —4)  2x+44 29) x4+ x41 30) 1 ey
el ol = Sl T
2 X
— 5
2 e
o

5. Rijesi rastavljanjem na faktore:
1) x—a=a*—x? 2) *—x4ax=0

3 a—btx=(a—b)—x* x,=a—b—1
x,=b—a

4) x*—2x* —x -2 =0; X =2 x5 =+ 1

e uE T

6. i
D (x:—)zi) (xirZ)a- (iz:i:)L (x +o)°
CHEET IR e e S
() " (1))
4) (a—x)—3:(xr—a)—4=x—a; x=a
5) (9x2+2x°+ x—2): (Bx 2" fx 1) =2 | x—1

mn —

' x— 2\° fa -+ 1
6) [0 — )= (b b ) == (E22) oy xSt

Na
2

) x—1:x—3:x—1.x—2=qa(x+a); x=

et
7. Uvesti nove nepoznanice:
x—]—q_ L _X+a x—'ra__ 2) I Ayt
s A e oy e
a(bxto) —d_ e+t fNex+d
3) b(bx—+c)+e

8. Izuzetni sludajevi:

x o x _xlad) ) ¥rx—2 =413

1) a—r5~— 5 l“l x“—{—.?x == X(X+2) ,xl.——1,x2._oo,
6x 425 = 10x =+ 15 4) 4x—15=10x—6

3) 3(2x — B) = 5(2x — ) 4x +6=10x41>

3=2>5. Pogreska? 2(2x 4+ 3) = 5(2x -+ 3)
2 = 5. Gdje je pogreska?
5) (y+2):(2g—1)=1:2

R.: y =00, zaSto?
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9.

1)

Rijesi nejednadzbe:
Ju i 2 : x+3 _2x—1 x4 1
D 8:42<0; 2 0<% 43<1; g 55 ) <3
b) Iracionalne jednadZbe sa 1 nepoznanicom:
1) 10 —2Y2x 41 =4 o) Vet - Vet o=V 4+ 34 Vet a
o i Ly T ey n (Vra2) =8
= .l oa 3% -4 — —
5) V21 +-2Vix—3=3; x=3 6) -\9—[—4\/%—4 S
R s S e e 8 Yet+i_V¥x—3
7) \‘x—2+\*3x—|—10 - \/x——2-\3x+10w2 \’fx—{—2—\“ix+4
9) x——b"—‘-\!bz—[—x\x — b+ 10) \/a”x"—l—Sa bx(x—{—l)—~c‘—av—}—b
w Vot Vo as=ys \1m.-+\/ e
| 1 4
—_—— - — = — — — = -—1
T e G,
i __3_i-2'{/x ~1_, ) ey L R e S P S R
an i
e S TR T 2 17) n-1 n-1— ;:
16) V¥ —a® V@~ wi~ « x\/(x")”= Vi san=2; x=Y2
e S R | 18 5E |
173) < 3>x4x Bx {— I ) (x——())%: 2\/('}65)0_1 ng——_—a; XxX—=a
19) [(x i 1)5]2‘ ; [(x%)%]“1 b= 06; x=1 20) il : le_:jz =EL6—
s— 1/
21) in/azx: \t'a\,'!ax : I\;‘;x—*a'"l.f; X =a
—4 -3 03, —2 Yo
Fard TR (s e e \:x—~z Ri:x=0125
a——b[*.."—_e a— 2} : a-+b a2 — b2 :
23) . Nx®T 8, szab""%:( x‘) =a®; x=va
24 [T o — 4 1 % T 1 (== s
) 2”, (am 4)2 i 2 (a:’,aw-é)fq i Fthih :
St B A N b B
T @ )N
S S T R 26 AT ¥
25) f}\jx% i;\\x% Vx 2 -;\/xzm-:a )2 a=v£'+_(z
} 2x—|—b x+b
=l A B e
o s e ) : NI 45 v —0
VYa+x—VYa—x Tax Y] — ox
29) \/x—r\x—{—\/x—\x_\’ i Rsope=l]
¢)- Logaritamsko-eksponencijalne jednadzbe
log (x + 1) 4-log (x— 2) =log {x — 3) +logx; x=1

2) log (2x — 1) —log (x + 2) = log (x — 2) — log (2x -}~ 1)
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3) (xhl)logx-{—(x'"l)log(x—f—1)=2
4) log (x?r—+ xn \/§~—|— 1) +log (x*n — xn 2 + 1) =log 17; x:’{/.?
5) log(x + 7) —log (x — 3) = 047712
6) 3logxt-1=09; x=:{/0'1
— =i
7 2_*_logr (5x 2):log(2):c3 , 62);

8) 1og(—-——— )+1og( 5+3)_21og(——~5+2) x=—5

9) log (a — 2x) —log (6x — b) = log (a — x) — log (3x — b)
10) nlogx-tlogx =nloga
1

1

N —

10a) Oalog (/';z’;—}—mlog'{/;r:n; R.: x:*:; [z:xn(nixn — 1) =@ it.d.
2

4
10b) %log (a—?) 6 =x; R.ix=——

°~I

11) (ax—)x—1=(q"—%)3—=x, [x—-‘ 12) ax+1.gx—2  gx+3=qgx, gx—*

13) 4x:16=2%:8; x=1" 14)()2)(__";:(,4),(4_1 15) 2%, 3% ="7T2; x=1
e o s A Al B 17 /3_ ?_x—2/gf. ==
16) V16x—1 =4%+1; x=—1 17) /7—-3):}-9 18) \\/0-3— V3 x=5

19) 4¥* =025; x=1 20) Va'~2: {a'— = a

L L 169\2x— 1 12\ 5x-+1 :
21) x—*{/gzz\jz; )c:_—-‘_.‘r’/4 22) (m =(§) R )
23) Virr —7 +Y1r —2—\ir —10=V11* 4-5; x=1

I e et SRR TR R
24) i/zlogx—}—+—\/210gx+6+?{/2]ogx_.29:=®; x =10

1
—— ——
2a) -_\/1—2u 1+\1—-2u 2u’

25) alogx:q—logx+!=qilogx—1;q—logx+2; x=-10 \[16

u==—2

Iy x—1 2\ X 3\x+* I\ x+2 s 1k al 2x2 4+ 3x —1
26) (§) +(§) =(‘2') +(§) 26a) gx—1 , gx+2 = qx? L x—2; x=6
101
27) ()1+ ()2+— (%)3—?.—3; =1
x—+1 24-x A\ x+3 ,2,1
o ()0 -6

29) 9.5 +14-Bx+2 - 5x+3=3x+2 L Fr+3 - 3x+4; x=—1
_loga—+ loghb

30) Rijesi logaritmiranjem : ax . bx =¢ 31) abx . bax =ab; x= Bos - ainl
loga--logh x
2x « h2x — = — -+ — bx —
32) a?x:b ab; x= Sse—logh) 33) {(at+b) c 34) abx = ¢
. 05x 3/, b X =
34a) J\C/ab ='c} \[E =\a® 35) ¥ —; 36)a® —¢; x= log (logcio ll)og (loga)
g

36a) qx =c 37) a bx+ec=d ex+f 37a) {3 =4 38) 5° =3
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- x—1
log X e e
38a) Hlog X — 10 39) 47 =5 '\/Tx-—l\CIx
A o TR ]
40a) \,/a—;:g,:r zci—zr{/ac; x=n A1) 3L 3x+143x+2=5x+1_5x| 5x—1
49) 52x—1— 3% —1—52c+3 _ 3x+1 43) 5% — Tx-+2 =5x+4—Tx+3

43q) \1236—,—13—%\1256—8‘\12x+4+\/12x —3; Rix=1

43b) \;131m:x+3 +\1310gx — = \13logx+ 12 -+ \/13logx-—9, x =10

43c) .Vx —l—\’ X T \x ——\/xx:\/Z x= 1! 43d)\ = 100 '°%*; X, =105, x5—=1

43¢) 8log (100x) — Rlog (10x) |- Blogx = 57; x =1

44) Tx4-Tx+14Tx+2=5x4 5x—1 - 5x+2

45) 31—x 4 32—x -} 33— X = 414X |- 42+x | 43+x

46) 101og (1000 x) — 10 log (100x) -1~ 10 log(10x) — 1Qleg x =909; x =1

47) Tlogx 4+ 21—logx  142+4logx =303; x =1

48) Tlogx - 31—logx K 2]logx =28; x=10

49) BHlogx -2 —logx , 10 1og(1000x) = 1001; x =1 50) avta—-tbvib=cbv
24y _(a—b) 2y

169 (a+ 5) 2~ (a2 — b2)16°

51) log (3% —2) - 030103 = xlog 3 52)

53) 2log7 —log(9.52+8.5a+1)=—21logh
54) log (3x+ 1) 4 log 2 =1log (2x + 1) — log 2
55) 3.2x=4 \/q, R.:sx-—zz(z_x)x-——z. x—2=(,3=2—Xx=2 x,="?

y=38

S ] i 104 % 1 \ = R
56) 243325 . 104% =300 1 1 £ =10 '568) (To’x) o5 = 10 x,.,= [0
1:04n — 1
57) 5760 . 1047+ 575 " — | = 24825; n= 1699

1 ==
1000 105%—1 20000 (_) log |
58) 105 T05 —1— 1055 x=11 59) \'x ==oes =0y evd=1

JednadZbe sa dvije i viSe nepoznanica
a) Racionalne:

1) 2x —3y =2 2) Qlx —y=02 3) 3x+2y=4
RRlD =2 e =4y — 0,4x +y=33; x="1T, y=05. 2x — 3y =1

4) 2r l—ﬁ s 5) ==l x—3
=2y —3x |2 G e,
“';2‘] ! —5153", x=2, y=4. xt+y=3(x—y) x=4 y=2
Gix—= w12 g3
23 A5 e Y
| 31, e
22%—1_—3-)-’3—3—4_ 3‘y——0x——}:—~2, x:]5,y:_‘§
T) 2x—y=3(x—5+41p) e et SO
5x+ g = 4§24 x —y) B s e e
y._}._g;__‘l____s'5 Z...z_y;x_4,y:
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3x-—yg . 11 —2x
Q== R0 = 'Z—"“ (g — 1) = 1275
Jimt R SR g =1 o8 oL i
y+x—l—-2—5 3 blq—~l—425’ g=—2,b=—5
005 6 _, G=2@-3 101, 1_a (2 xt2ti_
x|y xy x 'y xy 2x—y+1
25D 2 b a6 Dt I B gl e
3+9—8 g XJ x—«v]—l—d—3’)(--"5’!]—4
18) , a__, W 2xt2Ay—26+DY=5 1) xty_ sty
y 2{.11—-2[X*2(y+2)]}=7 Xt tye=a=ti
x_“_é:a x—Yyitla | x—=y—=a
g ' xtyg—a xtygtoa
16) (@a—b)x+(a-|b)y=a 17
: ):(x—1)=3:4:
o e Gy B ) ety :x+1):(x—1)=3:4:5
18) k+y+2):x—y+2)=@x+y+1):(x—y+2)
3x=2y-+1 : [
19) X_y x_ ¥ 20a) (ax+by):(ax —by)=a:b
a b._1 b a  a*—b (b4 ax): by ={(a-+b): (a® — b?) -
a b & 26 200 x oy _,
b a b a x—a y—b
ax + bx = ab ax + by = 2ab
Rijesiti kao linearne jednadzbe (21—22):
21) x® 4 3x — 6y = 14+ 2xy 22) . b1 e
X244y =44 2x 4 2xy; x=4, y=1. e G Al G T ox2—y2
23) Z-E-'i-l—éy—zré:%(nova nepoznanical) x3—‘rx*y+xy2+y3= sy
3 el 1 —i—b~ a—b2
e (s NG YA — S \
24) 2x 3y . 25) + 15 o
x+1 1—y 3x—|—4J——5 Tx—3y-+-4
3x o ied g & o 3x-+-4y—5 Tx—3y-+4
;+1 1__y——-‘15, x——l, 7]—-'@ 2 - 5
26) LT - S e 27) INLT
Y e R R (2 +2) 0g =3
32 T y=-43] 3x  2x y y=1]
3x+2”+4—|—10x—18y—22 | AR 2—2
%) _, W Latids L
x—y 20) T—xFyg x+y—1 3| '_"’3
X | . ol Uees
ax — by b5 S e :-—\Zi utv 3
l—x+y 1—x—y x =0, "0=0
29a) zf_tkgf__sx—l—y 5 4 5
x~—2J y— 1 20¢) 4 —x+y %-1—-'&/—1
b—_‘. Y 5x+y 2 — : 1 [x=4,
y—1 x —2y e __,_____“5___=§,,_2]
20b) (x—1)2ty2=(x—2)+(y — 1) 4—x+y 1—x—y e

(20 + (g—3p=(x—1)*+ (52"



30) 2 3 31) Za koje je vrijednosti od 4 sistem jed-
= —|—L=x~2—J—) nadibi nemogué (mogué), a za koje
g e 3 neodreden:
2(%—x)=x+[——3(y—l)——(x-—1)] 2) 2x+(1——%)y=3, 4x —2y =1

b) (1 —)x-+3y—2, x+3y=27?

32) x__g___?’:___y, X2 - — 2 = 2(xy 4 2y) 33) gz——5,x:y=2:3(lzuzetakl)

34) 3x*+1_ Ae+t+B, C [F e i el e e Loy
=Tt ity (A=2 B=% C=? D=7

34a) 2w 4 1 A B e
+2)(@+3)@+4) x+2 " «+3 w44

35) x=y-+2z [x=04, 36) x+y=a 37) 02x+403y - 04z=2 [x=1,
2c +y =4z y =0, x+z=b 0,3x + 05y +0,72=24 y=2,
x—2y=z-+1 z=02] Yy-z=c 0,4x + 0,6y -+ 0,92 = 43 z=3]

38) 3(2x —3y) 39) x+2y —3z=

—2 [x=—2 y=—3, z2=—4]

x — 2z xiYrz=213:4
3y—+-2z2_ 4 40) ax by tcz=—=d
y—=z X:y:z=m:n:p
x—1 , y—2 z ¥
4L LS =@ 41) ax by + cz= abc e 2 Tiae Teeh
2 3 % X I £==beirqc.ab S Ll T
42) x:iyg=1:2 42a) o®u+ av + %z = o -
Yy:z=2:3 b%u + bv -+ b2z =0b* [u= abc, z=a-+ b+ ]
Zix =034 u + cv -} c2z =c?
43) x+y—z_ _a 44) x-ray+ a?z=—d*
x+y+z b x + by + bz = — b
b vy otz —ct
XY —% € 44a) au--bv+cw=d
y—x+tz_ a butavtcw=d [u=v=w=d:(a+ b-Lc)]
y+x—z ¢ cu-bv+aw=d
45) a®x +8°y+cPz=d° iy L 46) 3x - 2y = bxy
ax + by-+cz=d [x:——-——b-—- ] 2x — z=3xz
atx -+ b2y 4 2z = d* (a —b)ile:= o) 3y -tz =2yz
47) x+y _ 2 47a) xy 19 4Tb) a+b ¢ ¢
xy 3 x4y P ) z
Y= a3 Y2 _ o3 x+y=/(a—b)xy
Xz 4 3y +z _ XYt yztxz
J:‘:E—_‘l_ _.4.___3_—_ 1 [x=2,y=3,z=1 T a—b-+c
AN X Zq 0 E=d et
47c) 4 e e 48) 2x - 3y=z-+ 3
l+x—y—z x+4+yp—z 4z —Bu=x—9
= e, 3x —4u=y—19
4 5 3 2x+3z=u-}8

l—{—x—-—y—zmz—x—*f
2y +z=x+1; x=4,y=2 2=1
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49) x+2y=5 50) 2x -3y 44z 5u=10
Y——2z=23 3x+2y —bz=—35
z+42u=11 3y+2z=12
u-42x=06 3z =256

fe==1; y=2 2=3 a=14]

51) 3x — 2y + z -} 6u =30 - e 1 b it )
x:Yyizru=1:2:3:4 SRl }—+g+;Md

l: d{a-+b+c¢) d{a+b-¢) ]

xr=—  g=—
a b

52) (x—1):2x-+yp):(3z — 2u): (u+x)—2 3 4: 5
2x 43y + 4z -+ 5u = 20
2 3 : 2 8 o
520) x—yFz  xdyFz P r—yFztrity—z

6 2 A e e - =
;:}:y—{‘;_X"’f"y_Z—'O5, [ _3: y—z:Z—']]
53) 3y —4z=>5 54) 3xy — yz+ 2xz = 6xyz
2z — 3x =1 2xy — 3yz -} xz = bxyz
4x —2y=9 xY+yz—2xyz=0
b) Iracionalne:
1) 3Vx 74 Vg 10=19 2) 2¥x—1+13Vpt6=7
Vet 7—2YyL10=2; x=9, y=239 CVax—a=Vy+1
3) \/J{'134r2=2\/1+i ) Vr—y:Y20—y=3:2
g y ; —_—
x—2g=4; x=12 y=4 Yy +Vg—x=V20—=x
5) Vy't-3x=y+1 e 6) Vx—y+V2e -y =1
Vet 2y =2—x; Y= 7 I=7 3\fx—y—2\”2,r-—‘[—y:—-:2
7) '\fy—-x:\"‘Z-——x—-3 1 2l kel 3 —1
x+y 1_2—3x+y 8) Vx—3 Yz—2
x—y 3 x—y .6 1 _
[x = — 4, y = 50] \,x_3+vy+2=35
9) \/:_:\E—;Vlz:\’u2;2:3:4:5 4 " 3 iy L7 e
ik e e y+2 Vz—2 "’ =l
[x = 16, y—36 S Tl A V2 4
10) \/xy i Vetg=3
(x—y)\’ +y=Vx —y'=1; x=5y=4

11) (x — 3y) ¥ =0125
(Ve +2): (Vg +Vrg+ Ve ) =Y —Vag+025" "5 x=16 y=4
12) Ve— 1)+ @—27 =V =2+ (g — 1

Vix — 3y + g2 =V + (g — 20
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¢) Logaritamsko-eksponencijalne jednadibe:

) a e ) A R L 3) 2* ?y* =9
*+Y __ 32 p2% . p3Y — g0 3m+1y=9
4) 2% .39 =108 - 2
14— A
7. P 2T = aEee
6) 339___.._2?] 7) xy:'ym 8) a\v‘?__b\'?j
3= yQ 100 =10¥; x=2, y=4 a/__._ b~
Vx=\y
9) xazyb > 10) x\!y"—:a ]]) alogx =by
9 g :d
Gi=0xs0 =08 = b p'=Y =0 i s
12) 2= . 3¥Y =12 13) xlog: glog ¥ = 1000
x+yg=3 ;x=2,y=1 log x4+ logy=3; x=100
y=10
14) 2.3*—3.5Y=2 15y o¥ Jam 16) x¥ =8
S e ) 2 . V36 =48 e —6(2)' *=2
39 . {144 = 324 valb=0\%/" ,=3
TP}y 1
17) V216 : Vi = —
Ve=Yaux=3y=2 18) \/5 L =137h
1
x-1" Li—
2. \y = 288
3 RPT o
19) V4 .3Y =54 \x/yf—' x—
}\{/qw gEHELEE T x=2 20) \"”—’:Va-\('ar
y=3 opeee (o \y/'ix--_,--
V&% . VbE3= N \b?
13\L T IS =ie—F :
21) (;) =103 22) \a* . \Vay—1= g’
‘yw_'—_g; x:2,y=3 .{‘-‘}am—i—I.“\/ay—l‘z:a-m:;
23) 7{!;1—6 & (%)y: 3 24) XY —= {,"Fb—“_—_—' xn
B et = e
25) 3log® | ylogy — 4 R
26) g7 —
logx+logy=1; x=1, g =10 ) a® =1by
Cw:dlogy
27} Ve g3 At
(xty)—1.2v=4; x=2,y=T1 Ui A =
28) ){."xy:*ln = 27 29) XY = y»r 30) xY = y®
x=y’ x=4, y= a® = by

x.3=8ly; x»=1l,g=+
8‘, 5\.._.._-
31) Y2 . Y39 =36
—16

Vi—=: Y2560 =4

32) (a¥)?z . (a®)? . (a®)Y = a22yz
(a)yz . (a®)3Y : (a®?) = aBay=z
(a%2)4 : (a®)? . (a®)¥ = a¥y?



99

32a) 3.2 —2 - Jwe—y+1|L 52—y=26
2.22x—2—3e—y L 52—y+1 =30
20—z 4+-30—Y — 4 .55~y = —13; x=2,y=1, z2=2
33) A Ve _ | 34) P G
fog e ; vlet
P TV =y =, g =16 A
35) log (x——y—l-—l)-—log(x——y———l)——log (2+ a) —log (2 — a) ,
log (x+a—+1)—log(x —a—1)=log(y+a—1) —log(y —a-t+1)
36) 3x+ 2 log y = 0r47712 37) logx+logy — log (x +y) =log a
x — log (y*) = 1'30103 logy +logz —log (y +2z) =log b
logz + log x — log (x + 2z) = log ¢

Primjena linearnih jednadzbi
[Problemi ili jednad?be, zadane tekstom (rije¢ima)]

T

Postavljanje :
jednadzbe: Podatke teksta treba izraziti matematski:

1. Najprije se ustanovi veliCina koja ce se uzeti kao
1 nepoznanica (obiéno ona za koju se u tekstu pita)
i obiljei se opéim brojem, napr.: x, y, z . . .;

2. Sa nepoznanicom se naznale sve raC. operacije
1 koje tekst trazi;

o—

3. Dva jednaka izraza (prema tekstu) izjednacde se;
+ 4. Ispita se da li nadena vrijednost zadovoljava tekst; |
5. Rezultat se prodiskutuje t. j.‘ispita pod kojim je 1%

uvietima moguc i odrede znacajni slucajevi.

R IR -

S S— e m—

Primjer I

1. Koji se broj mora oduzeti od brojnika razlomka £ i pribrojiti njegovu
nazivniku da se dobije 17?

R.: Trazeni broj=x, a traZeni razlomak % Fx mora biti jednak “

Ls dakle:
?;’? ]
Ffx o

18 —6x=4-}x
x=2, ~ Proba:

1

3—2_
4127°%

T*
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2, Prije 10 godina bio je A 3 puta stariji nego B, a iza 5 godina bice od
njega 2 puta stariji. Koliko je godina jednom, a koliko drugom?
R.: A sada ima x godina, prije 10 godina imao jex—10, iza 5 g.
imace x + 5. B sada ima y i t. d. Prema tome:
x—10=3(y -~ 10)
x+5=2(y + )
x—10=3y—30

dEE o=y o
x—3y=—20
x—2y=5 X

y=25, x=5b

3. U nekoj familiji ima brat dvaputa viSe sestara nego braée, a sestra
jednako sestara i braée. Koliko je bilo jednih, a koliko drugih?
R.: Braée je bilo x, sestara y. Brat je imao x—1 brata, a y se-
stara, dok je sestra imala x brade, y—1 sestru. Prema tome je:

2(x-—~ I)Zy
o R e i
%x=3,. y—4

4, QOd tri kruga dva i dva dotiéu se izvana; koliki su njihovi polumjeri,
ako im centrale iznose 17c¢m, 18cm i 25cm?
R.: Polumjeri su x, y, z, a centrale jednake simi polumjera, dakle:
x+y=17 |
y+z=18|+
x+z=25
xy+2z=30
x+z=25
e e

- Primjer II
1. Zadaci o brojevima

Trocifren broj sa ciframa x, y, z piSe se u dekadskom sustavu:
- 100x—+ 10y + 2

1) Zbroj znamenaka dvoznamenkasta broja iznosi 13. Ako mu se za-
mjene znamenke broj se umanji za 45. Koji je to broj?
R.: Znamenke su x i y; dakle:

x+y=13
10x+y=10y+x+ 45
x+y=13
Ox — 9y =45

x=9, y=4. Broj je 04,
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Disk. : Kao rezultat moraju izaéi cijeli brojevi > @. Zasto?
Diobeni i drustveni radun osniva se na razmjerima.
Pazil| x:y:z=a:b:c

H (x+y+2)=(a+b+’c)=x:a itd.

Za neko poduzede pozajmi 4 10000 Din na 1 g. i 2 ‘mj,
B 8000 Din na 18 mj. i C 12000 Din na 10 mj. Kako d&e
medusobno podijeliti dobitak od 20.000 Din?

R.: Dobitak osobe A4 jest x, osobe B y, osobe C z. Dob1c1 su

upravo razm;ernl Sa ulosmma 1 vremenom; zato ]6

x=Fk.10000. 14
g=k. 8000.18
z=k.12000. 10

xyz=5 7:4.9:3.10=235:36:30,
(x+y+2):(35+36+30)=x:35=y:36==2: 30
20.000: 101 =x:35

20.000 20.000

o35 y= {536 itd

Kutevi se trokuta odnose kao 2:3:4. Koliki je svaki?
Ri:x:y:2=2:3:4; (x+y+2): 2+34+4)=x:2,
(x+y+2):9=x:2
180 :9=x:2
x=40, y=160, z=280

X =

Kamatni ra¢un prema formuli:
K G.v.p| K=kamate, ov=vrijeme,
— 100 ) G glavnica, p==postotak

Dva kapltala, koji zajedno iznose 14.700 Din i od kojih je prvi
uloZen uz 31°, a drugi uz 44°,, nose jednake godisnje kamate.
Koliko iznosi svaki od njih?

R.: x4 y= 14700, 3135 5:;:3(‘;;1 i t. d, x, y su kapitali!
x+3-f5¥- 14700, x=7? y="¢

C,, C,, C; su duine sume koje treba isplatiti poslije #,4¢, f; uz

%y, C(=C,+C,+C,+..) cjelokupni dug, x==srednji rok: onda je

Cipt, L Cypty Cpx
=00 100 +.. li: Gt + Gty +...=C . x
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4. Racun smjese

Cistina (fino¢a) smjese = koli¢ina plemenitog metala u 1 kg smjese

(legure).
L r | __ teZina plemenitog ()= apsol. tez. .
a) q‘:Q '_.i‘ 9= metala u smjesi f — finoca } SHESE
b) ¢ /i+9fotgsfst+..= Q.F|
Tezina plemenitog metala prije mije$anja= teZini pl. metala smjese.
g1y G, ...teZine pojedinih smjesa, f,, ;... njihove finoce, teZina

je smjese Q(=g,+g,...), Fnjezina finoca.

1) Koliko se zlata Ccistine 0°6 mora pomijeSati sa zlatom distine 076

da se dobije 1'2 kg &istine 0'77?
R.:06x—+-076y=12.07|10

it LE el 0 D
bx+T6y=84|

L6y =12; y=4}
Na isti se naéin rjeéa\./aju i druge smijese (robe razne cijene,
alkoholi raznih gradi, tekuéine raznih spec. tezina ili temperatura).
5. Rad (cijevil)
Dio rada u jedinici vremena?

1) A, B i C zajedno trebaju za neki posao 3 dana. A i B svrsili

bi ga skupaza 4 dana, a B i C za 5 dana. Koliko bi*vremena tre-
bao za to svaki sam?

R.: A bi sam svr8io posao za x dana, B za y, C za z dana.

Za 1 dan obavi A}l(posla,Bfll;, Cl; dakle:

Z
i oy 2 1L
eSS 2 3
R ]
xTyT1
TR
S
= S
_é___—g.__.zp e y Y=0O=, X— (5 dana

2) Vodeni se sud moZe napuniti kroz cijevi 4, i A; za 80 minuta, A4,
i A, za 60, a kroz 4, 1 A, za 40 minuta. Koliko bi vremena tre-

balo, da se sud napuni kroz svaku cijev napose, a koliko kroz sve
3 cijevi zajedno?
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.:a) Kroz cijev A, napunio bi se za x, kroz 4, za y, kroz 4,
za z minuta. Za jednu minutu napuni se x* dio, t. . —Lposude kroz

1
prvu cijev, ; kroz drugu, — kroz treéu. Kad je otvorena druga i

: £ >
treca skupa, napuni se < posude t. J. -—1—L=—1— itd.

| SR S (8 b) (

ol AR
4

AN 80 x = 68% minute 68+ ab0

e

S 6Oi z=480 ,

el

x y 40

Zadaci o kretanju

Put = brzina X vrijemé ili s = ct. Kretanje je jednoliko.

“ Kod suprotnog kretanja je prvotna udaljenost jednaka sumi, a
'kod istosmjernog razlici pojedinaénih puteva.

Po zatvorenoj krivoj liniji, dugoj a (1000) m, susreéu se dva skli-
zaca nakon svakih n (40) sek., ako se sklizu u suprotnom smjeru,
a svakih p (90) sek., ako se sklizu u istom smjeru. Kolike su im
brzine.

R.: Put je prvoga nx, dfugog ny it.d., ako su im x i y brzine; dakle:
nx-+ny=a |
px—py=a it d.

Kad ée kazalike na satu prvi puta iza podne zatvarati <<90°?
[R. :x—{;=15; x==164. Za put i vrijeme ovdje je ista veliCinal.

Primjer III

1. Dvije tadke, udaljene za @ m, krecu se istim pravcem, jedna za dru-

gom brzinama ¢, i c,. Kada ée se sastati?
R.: Put prve taéke je c,x, druge c,x. Mora biti:
ng—-cl.x:a

a
o e —
CB s C]

Disk.: Zadatak, kako je postavljen, ima rjeSenje, kad je ¢, >c;.
Za c¢,=c, neée se nikad sastati (x=5=®!). Za ¢, <<¢, x je
negativno;  tatke se neée viSe sastati, ali su se sastale prije

a
——— sekunda.
c, — €y
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2, Zlatni lanac tezak je ng a Cistina mu je #; koliko se g drugog

zlata Cistine ¢’ treba dodati da se dobije legura &istoée ¢”?

R.: ‘xt+nt=(n-+x)¢t"

o (t—t")n

t//': g
Disk.: Zadatak je mogué za x>0 t. j. za t'<t" <L
Za t=1t'=t" x=9 (neodredeno!), t. j. ako su oba zlata iste

¢istine moZe se od svakoga uzeti bilo koliko da se dobije opet
ista Cistina,

3. Sesnaest lica, koje muskih koje Zenskih, trebalo je za podvoz platiti

4.

vozaru ukupno 75 Din; ako je svaki muski platio po 7 Din, a svaka
zena po 5 Din, koliko je bilo jednih, koliko drugih?
R: x4-y=16| ;

Tx+5y=175|
x=—5%
y=185

Po prirodi zadatka x i y moraju biti cijeli i pozitivni brojevi, zato
je zadatak nemogué.

Problem je nemogué:

1. Kad su rjeSenja negativna ili razlomei, a po prirodi zadatka ne mogu to biti;

2. Kad nadene vrijednosti ne zadovoljavaju sve pogodbe zadatka;

3. Kad je rezultat x = —

m

0 3

4. Razlikuj algebarski korijen od korijena, koji zadovoljava tekst jednadibe!

1)

2)

4)

5)

6)

Zadaci

Trokratnik nekoga broja oduzet od 50 daje dvokratnik istog broja pri-
brojen broju 30. Koji je to broj?

Ako se neki broj pomnoZi sa a, od produkta odbije b, a ostatak razdijeli
sa ¢ i kolitniku pridoda d, dobije sam broj. Koji je to broj?

Broj 50 treba razdijeliti na 2 dijela tako da dijelovi medusobno razdijeljeni,
daju za kvocijent 1 i ostatal 1. Koji su to dijelovi?

Koji se broj mora dodati brojniku i nazivniku razlomka 4 da se dobije
aritm. sredina izmedu } 1 %, a koji, da se dobije harmonijska sredina
izmedu zadanih brojeva? | _

Zadnja znamenka troznamenkasta broja je 4. Kad se ona premjesti na
prvo mjesto, dobije se broj uvecan za 189; koii je to broj? [R.:234;
10 x -+ 4 + 189 — 400 <+ x].

Sestznamenkasti broj ima 1 na prvom mjestu. Ako se ta znamenka prenese -
sa prvog mjesta na poSljednje, dobije se trokratnik toga broja. Koji je
to broj? [3(100.000 + x) == 10x + 1; broj je 142.857].
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8a)

8b)
9

10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

16a)

17)

18)
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Srednja cifra trocifrena broja je 5. Ako se ona premjesti na zadnge mjesto
dobije se broj za 18 manji od prethodnoga. Koji je to broj, ako je prva
cifra jednaka aritmeti¢koj sredini drugih dviju? (R.:453).
Troznamenkast broj, &ja je suma znamenaka 11, ima zadnju znamenku
tri puta veéu nego prvu. Ako mu se doda 396, dobiju se cifre prvotnog
broja obrnutim redom. Koji je to broj? [R.:100x 4 (11 — 4x) 10 + 3x -}
4+ 396 = 300x 4+ (11 — 4x) 10 + x, ili sa 3 nepoznanice? Broj: 236]

-

Suma cifara trocifrena broja iznosi 7; srednja je cifra sedmina broja iz

krajnih cifara, a ako se zadanom broju doda 297 dobije se broj sa

obrnutim ciframa. Koji je to broj? [IR:x+y42=17, Ty= IOx—{— z,

100x 4 10y + z + 297 = 100z - 10y -} x. Broj je 124]

Naéi ona dva broja, ¢iji je produkt 2.4 puta veéi od njihove sume, a ta

suma 5 puta veca od njihove razlike., (x =4, y =6).

Kak se svakom od tri broja pribroji aritm. sredina drugih dvaju, dobiji

se redom 10, 20, 30. Koji su to brojevi? ‘

Neki otac Zeli razdijeliti jabuke medu djecu. Dadne li svakomc po 5, ostanu

3 jabuke; dadne li svakome po 6 fali mu 1. Koliko ima djece, a koliko

jabuka? (4, 23).

Dvije posude zajedno sadrze 300 1. Izlije 1i se iz prve u drugu koliko ova

ima; onda iz druge u prvu onoliko koliko je u prvoj ostalo; na koncu iz

prve u drugu onoliko, koliko ova sad ima: to u obe posude ostane

jednako. Koliko je svaka na pocetku imala?

Otac upitan za godine sina odgovori: Prije 5 godina bio sam 5 puta

toliko star kao moj sin, a iza 3 godine bhi¢u 3 puta star kao on. Koliko

godina ima svaki? [45, 13].

Jedan humoristi¢ki list iznosi da su se ljudi u New-Yorku neko vrijeme

susretali sa pitanjem: »Kako je stara Ana«? Radilo se o ovome problemu:

Mariji je sada 24 godine. Ona je 2 puta toliko stara, koliko je bila Ana

onda, kad je Marija imala toliko godina, koliko Ana sada. Koliko je

godina sada Ani? [R.:18 godina; 24—y =%, 24 =2 (x-—¥)].

U skupStini od 360 poslanika primljen je prijedlog sa 30 glasova vedine;

koliko je glasova za, a koliko protiv?

2043
2_‘,_

Rastavi razlomak -na sumu razlomaka sa nazivnicima x i x 4 1.

A, B 1 C trebaju za jedan posao a dana. A i B bi ga dovrSili za b dana, a
B i C za c. Koliko bi vremena trebao svaki od njih sam? Na pr. a— 20,
L - 1 1 1 1 1 IR i 1 1
Dis="20d =36 [R:’"—-!’-y—‘—“z‘:—(;y ;—JI"“JT b “J*/— "—:-;‘It.d.]
Dva radnika mogu zajedno da svrSe neki posao za 18 dana. Poslije zajed-
ni¢kog rada od 6 dana prvi se razboli, a drugi produZi i zavr$i posao
poslije 15 dana. Za koliko dana moZe da dogotovi taj posao svaki radnik?
A, B i C mogu dovrSiti neki posao napose radeci za 30, 35, 40 dana. A i B

su veé radili 4 dana, kad je doSao C. Kada ¢e oni dovrSiti posao?
Rezervoar se mozZe napuniti kroz 3 cijevi: na prvu za 10, na drugu za 12,
na freéu za 15 sati. Za koliko ¢e se vremena napuniti, ako su a) sve tri
zajedno otvorene; b) ako prve dvije dovode, a treca odvodi vodu?
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18a)

19)

20)

21)

22)

23)

24)

Jedan se bazen moZe da napuni na 2 nacina: ili ako su otvorene obe cijevi

10 sati, ili ako se ostavi otvorena prva cijev 8 sati druga 6. Za koje
! 1 1 8 0}

o i ' i bazen? =, — =]

yrijeme svaka cijev napuni bazen (R S Tl A0 )

Rezervoar se napuni kroz cijev A i B za a (36) dana, A i C za b (40),

kroz B i C za ¢ (42) dana. Za koliko ¢e se vremena napuniti, a) kad su
sve tri cijevi otvorene; b) kroz sva ku 1‘1apose?

1 1 1 1 1 1 1
T e —— e b | h| S e — =
(R' x * y 36 x 'z 40 y + z 42

A, B i C kupe zajedno sreéku: A dade 30 D, B 45 D i C 50 D. Srecka
dobije 120.000 D. Koliko ¢ée svaki od njih dobiti, ako se odbije 16%
porezar

Medu tri lldb]ltdlllkd ima se podijeliti imetak od a D (280. 00()) tako da
prvi dobije .,;, (1) drugi —’;(-4-) a tre¢i ostatak. Kako se ima razdijeliti

imetak, ako tredi u meduvremenu umre?

Kod neke banke uloZio je A 2000 Din kroz 2 godine uz 4%, B 3000 Din
uz 3.5% kroz 3 godine i C 4()()0 Din vz 3% kroz 18 mj. Kako c¢e oni
medusobno podijeliti dobit od 10000 Din? [x+4+y + z=10000; x:y:z=
—2000.2.4.%k:3000.3.35k: 4)00 3. 1tbiki].

Za neki posao dadne A najprije 600 Din, a iza 4 mj. jos 1000 Din;
B u pocetku 2000 Din, a iza 6 mj. izvadi 300 Din. Kako ¢e medusobno
podijeliti dobit od 1000 Din?

Tri poduzetnika sudjeluju kod nekog poduzeca: A sa 30 radnika kroz
60 dana po 7 sati dnevno, B sa 40 radnika kroz 45 dana po 8 sati dnevno
i C sa 20 radnika kroz 50 dana dnevno po 9 sati. Kako ¢e medusobno
podijeliti dobit od 20.000 Din?

25) Koliko natrija ima u 1 kg kuhinjske soli (Na Cl) (atomska teZzina Na 23,

26)
27)

28)
28a)

29)
30)

31)

32)

Cl 35:4)? (R.:x +y=1000, x:y=23:354).

Koliko ugljika, kisika i duSika ima u 1 m?® uzduha?

U ugljiénoj Kiselini na 12 dijelova ugljika otpada 32 dijela kxs1ka Koliko

ima ugljika, a koliko kisika u 600 gr uglji¢ne kiseline?

Koliko vodika (F) a koliko kisika (O) ima u 1/ vode (H.O)?

Trgovac kupi za 5600 Din dvije vrste kafe od -‘1) Din i 36 Din po kilogramu.

Pri prZenju prva je izgubila 10%, druga 162, svoje teZine. Prodavajudi

kg prve po 48 Din, druge po 46 Din zarada je 424 Din; koliko je kupio

svake vrste? (x =50, y —= 100).

Trgovac proda robu za aD uz p% dobitka, po$to ju je kupio?

Dva kapitala uloZena jedan uz 4% drugi uz 5% donose godiSnje 600 D

kamata zajedno. Da je prvi bio uloZen uz 5% a drugi uz 4% kamate bi

iznosile za 10 D manje. Koliki su kapitali?

Dvije glavnice iznose 14.000 D. Prva uloZena uz 6% nosi dvaputa toliko

kamata kao druga uloZena uz 4%. Kolike su glavnice? [R.: x -= 800,
— 600). |

Uz koji % glavnica a D donese za t godina isto toliko kamata kao glav-

nica b uz p% za t' godina?



33)

34)

35)

36)
37)
38)

38a)

39)

40)
41)

42)
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43a)

44)
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Trgovac treba platiti dug od 10.000 D u 4 rate: a (6000) D nakon r (4) mj.),
b (2000) D nakon s (6) mj. i ¢ (2000) D koncem godine (nakon ¢ mj.).

Kad bi mogao odjednom sve platiti? ( te e MR

Dug od 4000 D, koji treba da se plati poslije 8 mj. isplacen je odmah
uz 4% odbitka god. diskonta, koliko je isplaceno?

Talan diskont: Sadadnja vrijednost + interes od sad. vrijednosti — buduca
vrijednost.

Uobicajen diskont: Buduca vrijednost -—interes od buduée vrijedno-
sti — sadas$nja vrijednost.
Koliko se [/ tekudine spec. teZine s, treba pomijeSati sa nl spec. teZ. sg
da smjesa imadne spec. teZinu §? Ro:x=-" (s —s)

- $5;— S
Koliko se bakra i cinka mora pomije$ati da se dobije 1 kg mjedi spec.
tez. 827 Spec. teZina bakra s; - 88, cinka s: — 7°2.
Koliko se kg robe po a D treba pomijeSati sa p kg po b D, da 1 kg
smjese stoji ¢ D? Na pr. a=40, b =60, p =10, ¢ =52.
Pomijesavsi Zestu od 60 gradi sa Zestom od 90 gradi trgovac je dobio
10 hl Zeste od 80 gradi. Koliko je uzeo svake vrste?
Zlatar ima dvije vrste zlata. Ako pomijesa 120 gr od prve vrste sa 60 gr
od druge vrste, dobije 14 karatno zlato. Ako se doda jos 200 gr druge vrste
dobije 16 karatno zlato. Od koliko je karata svaka vrsta?
Kruna sirakuSkog Kkralja tezila je na zraku 10 kg, a u vodi 9375 kg.
Glasoviti matematicar 1 fiziCar Arhimed trebao je pronaéi koliko je
unutra zlata, a koliko srebra. Koliko je naSao jednog metala, a koliko
drugog?  Rex-+y=10, 75+ 3’6:0-625; N
Koliko kg pluta (s =024) u plivadem pojasu mora imati tovjek aps. teZine
80 kg, a sp. tezina 1'2, ako Zeli upravo plivati?
Koliko se kg srebra istine fi1 mora pomijeSati sa a kg srebra Cistine f2
da se dobije b kg smijese Cistine f?
20 ! vode temperature 40° pomije3a se sa 60 / od 20°. Kolika je tempe-
ratura smjese?

Dva sklizata sklizu se po zatvorenoj krivoj liniji dugoj I (600) m i sastaju
se svakih p (20) sek., kad se skliZu u istom smjeru, a svakih s (18) sek. kad
se skliZu u suprotnom smjeru. Kolike su im brzine?

Dva tijela kreéu se po opsegu kruga duzine 800 m, a podinju kretanje
iz iste tatke jedno za drugim. Prvo, koje ima manju brzinu, poclinje se
kretati 10 sek. ranije. Ako se prvi puta sustignu poslije 20 sek., od
polaska drugog tijela, a po drugi put poslije 100 sek., kolike su im
brzine? [x = 30m, y = 20m] Kad ¢e se sastati tredi put?

Iz mjesta A pode putnik u 6 sati izjutra prema mjestu B, udaljenu od A
za 36 km, sa brzinom od 41 km na sat. Za njim se poSalje u potjeru
biciklista, koji iz A pode u 8 sati i goni brzinom % km na minuti. Kada
¢e i gdje ¢e on sti¢i prvog putnika?
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45)

46)

47)

48)

48a)

49)
50)
51)

Hla)

61b)

52)
53)
93a)
53h)
53¢)
53d)

53¢)

Put od a km prevali biciklist za m sati. Za povratak treba n sati viSe.
Ravnicom goni brzinom od ¢, km, uz brdo c,, niz brdo ¢a km na sat,
Koliko km vozi ravnicom, koliko uz brdo, a koliko niz brdo?

Pas goni lisicu, koja je 100 svojih skokova pred njim, i koja nadini 5 sko-
kova dok pas nacini 4. Ako je 7 lisi¢ijih skokova koliko 4 psecih, koliko
mora pas joS poskocliti, da bi stigao lisicu? R.: Pas nadini x skokova,
Bx

licica‘4 ; dakle (100-1-%){) 4 =x, x=200; ako je duZina pseceg skoka

e SaTes. g S
¥y, onda je lisiéijeg 7y
Jedna lada doplovi uz vodu iz A do B za m sati, a niz vodu isti taj put
prevali za n sati prije. Kolika je brzina rijeke i lade, ako je udaljenost

Kad ée se prvi puta pokriti kazalike na satu iza 2 sata? Kad ée zatvarati
medusobno kod < 90°, < 120° nakon 12 sati?

Iz mjesta A do mijesta B, koja su udaljena 600 km presao je aeroplan za
b sati, a natrag je trebao 4 sata viSe, jer je vjetar neprestano duvao od
A prema B. Kolika je brzina aeroplana a kolika vietra? [x =80 km,
y = 20 kml].

Kod kojeg pravilnog mnogokuta jedan kut iznosi 135°? [8-kut].

Zbroj je kuteva u poligonu 1080°. Koliko ima on stranica? [8-kut].
Povriina kruga naraste za 628 cm?, kad se radius povecéa za 1. Koliki je
radius kruga?

Oko kruga polumjera ¢ =— 2 opisan je trokut Cije se stranice odnose kao
5:4:3. Kolike su mu stranice i koliki je polumjer opisanog kruga?

R. : Stranice su 5x, 4x, 3x, povriina P = ij——-g—_t—c o= Vs(s — a) (s —8) (s —c)

gdieje s="T 2"t d. a=8 b=6, c=101i t d.

Opseg istokradna trokuta o — 32 cn}, visine mu se odnose kao 5:6; treba
odrediti povrdinu kruZnoga vijenca izmedu upisanega i oko trokuta opi-
sanoga kruga. [a=—12, h=10; p=3, R= 2}
Koji mnogokut ima dvaputa toliko dijagonala kao stranica?

Povriina se pravokutnika poveda za 13, ako mu se visina poveca za 1, a
osnovka za 2, obrnuto se poveéa povrSina za 9, ako mu se visina poveca
za 2, osnovka za 1. Kolike su mu stranice i dijagonala?

Stranice su paralelograma a (8), b (6); kut medu njima y = 30%. Kolika mu
je povrSina?

Hipotenuza je pravokutna trokuta ¢ =10, a otsjecci, $to ih na njoj cini
visina odnose s¢ kao 3: 2. Kolike su katetle?

Razlika paralelnih stranica trapeza iznosi a, zadana mu je povrsina P
i visina h. Kolike su stranice?

Opseg romba o—20cm, a dijagonale se odnose kao 4:3. Koliki je
polumjer upisanog kruga?

Zadane su stranice istokraéna trapeza a—= 10, b —d =5, c == 4. Kolika mu
ie visina? Isto tako, ako je a=12, b=8, ¢ =6, d = 10.
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54a)

o4b)
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Stranice su trokuta a—= 13, b — 14, ¢ — 15; odrediti udaljenost teZi$ta od

stranice b. Koliki je polumjer opisanog (upisanog) kruga? Ri:d=1hy=4

U pravokutan trokut sa katetama a i b upisati kvadrat i odrediti mu stra-

nicu. [x= 2y
a-t+b

Ako se dijagonala kvadrata povela za 5 njegova se povriina poveéa za

37 .5. Koliki mu je opseg?

54c) Suma osnovice i visine istostrani¢na trokuta s =3(2- v3); u kojem odnosu

54d)
54e)
54f)
54g)

54h)

54Kk)
541

54n)

55)

55a)

55b)

55¢)
55d)

55e)
55f)

55¢g)

stoje povrSine upisanog i opisanog kruga i trokuta? ‘

Tri jednaka kruga polumjera r dotiu se izvana; odrediti koji % povrSine
jednog kruga iznosi povrs$ina lika izmedu njih? j

Tetiva kruZnog otsjetka (segmenta) s —30, a visina luka h—=29; koliki je

polumjer kruga?

Nad hipotenuzom pravokutna istokratna trokuta opisan je polukrug, a sa

katetom a kruZni kvadrant. Kolika je povrsina izmedu oba luka?

Oko deltoida opisan je krug. PovrSina deltoida iznosi 48 cm, a stranice
mu se odnose kao 4:3; koliki je polumjer kruga? [2r = 10].

Dijagonale su trapeza d. =17, d> = 10, a visina h — 8. Kolika mu je povr-
Sina? [P =84]. Kolike su stranice, ako je jedna paralelna stranica

= 1 druge?

U pravokutnom trokutu sa katetama a i b povucle se sredinom jedne katete

paralela prema hipotenuzi. Treba odrediti povrSinu nastalog trapeza.

Sirina kruZnoga vijenca —d, svaka tetiva veleg kruga, koja dodiruje
manji — s. Koliki su polumjeri krugova?

Stranice su istokracna trapeza a—=10, b—=d =05, ¢ =4. Ako se njihova
srediSta spoje dobije se romb. Kolika je njegova povrSina? Koliki je
polumjer u romb upisanog kruga?

Na krajevima poluge duge 2 m hvataju sile od 80 i 60 kg. Gdje je hva-
tiSte njihove rezultante? (R.:x+y =2, x:y=80:60 i t. d.)

Iz jezera str3i $a§ v — 1 m. Ako se vrh SaSa poloZi u ravan vode udaljide
se od svoga predaSnjeg poloZaja za d =5 m. Kolika je dubina jezera, ako

se pri tome 3a$ nije svinuo u luk? [h =12 m].

Arhimed je rekao: »Daj mi, gdje ¢u stati pa ¢u zemlju pokrenutic. Koliko
bi morao uzeti pomi&nih kolotura u potencijalnom koloturniku, da
uzmogne zemlju di¢i silom P — 60 kg, ako je masa zemlje 6 . 1024 kg¥;

Opseg dijagonalnog presjeka kocke iznosi 10(1--V2 );koliki je volumen

kocke?

Istostranidan ¢unj, kojemu opseg osnovke iznosi 628 cm pretvori se u
istostranitan valjak. Kako se odnose povrSine obaju tjelesa?

U kuglu polumjera r upisan je tetraedar; odrediti njegov brid.

U kuglu polumjera r upisan je a) istostrani¢an unj; b) istostranifan valjak,

Treba odrediti povrSinu i volumen tih tjelesa.

Pravokutan trokut sa kutetama a i b rotira oko hipotenuze; odrediti
volumen i povrdinu rotacionog tijela.
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65h)

55i)
557)

56)

57)

58)

29)

60)

61)

62)

63)

Zadan je osnovni brid a=6cm i poboéni brid b—==8cm trostrane pira-
mide kojoj je osnovka istostraniéan trokut; odrediti povrSinu i volumen
te uspravne piramide.

Isto tako za kvadrati¢nu piramidu, gdje je a—=10cm, b = 8cm.
Najdulja stranica kosog ¢unja (a—28) i najkraéa (b —=06) zatvaraju kut
o — 90°. Koliki je polumjer baze i volumen d¢unja?

Razlomak, kojemu je vrijednost § podvostru¢i se, ako mu se brojniku
doda 3 a nazivniku oduzme 2; koji je to razlomak?

3x+3 3x
dx —2 2
Prva cifra na lijevo jednog troznamenkasta broja—3. Ako se ona pre-

mjesti s lijeve strane na desnu nastane broj uveéan za 108. Koji je to
broj? (300 + x =10x + 3—108; x — 45, broj 345).

Suma znamenaka troznamenakasta broja —6; treéa je znamenka— 1
broja iz prve dvije, a kad se broju pridoda 198 dobije se broj sa obrnu-
tim ciframa. Koji je to broiD Ri:x+t+py+2z2=6, 10x+y=4z 100x+
4 10y + z -} 198 = 100z -I- 10y + x. Broj = 123

Neko ima 3 vrste tekucme PomijeSa li 16 g prve, 20 g druge i 18 g trece
smjesa ¢e imati 1'5 spec. tezinu; pomijeSa li gornje vrste po smjeru 5:6:7
spec. teZina smjese je 1'2; pomijeSa li konano 10 g prve, 8 g druge i 13 g
treée, spec. teZina smjese je 1'6. Kolika je spec. teZina po;edlmh tekuéina?

(R.: TeZina prve smijese 16 -+ 20 4+ 18 = 54. 1—6 —- + ) LEHr=nry

5 QR ALT N =i 1 e i e S .
(;+_5)_ 2 ;)12—_18’(x+y+ 2)16—311t. d.

Tri su metala pomijeSana u omjeru 1:2:3; ako se ovoj leguri doda jo§
11/s puta toliko od jedne druge legure iz istih metala mijenja se gorniji
omjer u 3:5:7. U kojem omjeru stoje metali u poSljednjoj leguri?

x = 2, razlomak §

AL =053 4, sz:y:z:1:2:3,x=-%, = ;, = ;, x+y-+z=s;

5 s Bs Ts .
Xyt Pt zg=3:5:7, x+Fy,+z= 55 K=o, y]_=€, 7= X =x,— xitd.
a (42) dkg cinka izgubi u vodi n (6) dkg na teZini, b (50) dkg olova iz-
gubi m (4) dkg. Ako legura olova i cinka, teSka ¢ (121) dkg, izgubi u vodi
p (1) dkg, koliko je unutra olova, a koliko cinka?

[21 dkg cinka, 100dkg olova; x—l~y = 0res —]—sz—p it d]

Neko je trebao da svoj dug plati u roku od 1 godine, Cinilo mu se pri-
kladnije da odmah dadne 3000 Din, nakon 2 mj. 2000, nakon daljnih 3 mje-
seca 5000 Din, opet iza 6 mjeseci 2000 Din i na koncu iza jo§ 3 mjeseca
ostatak. Koliki mu je bio dug?

0.3000 4 2. 2.000 - 5000 . 5 + 2000 . 11 - (x — 12000) 14 = 12x

Trgovac: treba platiti iza 3 mj. 2000 Din, a iza slijede¢ih 7 mj. 1000 Din;
Kad on to moZe skupa platiti? R.:3.2000 4+ 1000.7 = 3000 . x
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Godidnji rafun plati se unapred uz odbitak 4% diskonta sa 560 Din.

Koliki je racun? _~560)

et 100 |
Dvije mjenice na 2000 i 3000 Din, od kojih prva pada nakon 10, druga
nakon § mj. prodaju se za 4600 Din. Koliko se % ratuna diskont?
3000.8.x 2000.10. 12x
(3000 — 00,12 T 2000 — 100 = 4600)
Rezervoar se moZe napuniti prvom cijevi za a sati, drugom za b sati, tre-
¢om za c sati, a Cetvrtom isprazniti za d sati. Za koje ée vrijeme rezervoar
biti napunjen ako se otvore sve Cetiri cijevi?
(x s abed )

~ bed - acd + abd — abe
Nad stranicama kvadrata kao promjerima opiSu se polukrugovi. Kolika
je povrSina nastalih listova u kvadratu?

Kvadratne jednadzbe

(Kvadrat nepoznanice!)

1. Kvadratne jedn. sa 1 nepoznanicom

Definicija: ] o 1 ‘
(Ncirma%ni 1. F( x) ==yl ag= 1. Cista kvadratna
opéi oblik) 1 == 'l jednadiba
L; Xisye = T+ \' —a a = apsolutni ¢&lan.
2. F( x)= x2 +ax+b=0 2. Mjesovita kvadratna

Ly /—-& = jednadiba
e —— —I—-\ (—) —-b (kvadr. trinom)

Bl b2 ‘H

} XF“E*\/Z**’

_

L

M' 3. Dokaz:
x*4ax=—5b H
| 2+ax az %;.__

| (x+3)'= =2
sH5=+\(E) ¢

| ==

———

T
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Svojstva jedn.: odnos korijend i koeficijenata jednadizbe

—

— T2 —== |
1. a’ > Cigal] realni razliditi EJ U AT
l‘ La 1 —b = 0 korijeni su realni jednaki . | 4 b=2D
= | konjugir. kompleksni (= diskriminanta
o i jednadZbe)
ﬂ 2. x, —l— X, ——a : 2. Suma korijena
L 3, x, . x,=c I jedn. = ?
4. (x—x) (x—x)=x"+ax4-b=0 _ 3. Produkt korijena
' 5. Svaka je jedn. jednaka produktu svojih | =

korijenih faktora. . :
4. x—x, 1 x—x,"jesu

korijeni faktori

+

6. Dokaz: a , y/a®
Za X, ::—E "%““ \Z_b
'i x :—-—3——J?~—b H
| _Z __2__\1 A
i’ X Fx=2? it d i
Postupak:

(Svadanje jedn. na normal. oblik)

—_— —— - ——

Primjer |

\ 1. Jednadibu treba pojedno- || 1 (3x — 6)? =144
staviti t. |. izvesti naznadenje | e
operacije ; ‘ R:3x—6=+ J144=112

2. Urediti jednadZbu: poredati 3x —6 =12
| po potenciji i reducirati na & | Bx —6=—12

oFiltzbodwsx se zagradd 1 naziv- Xy =6, x,=—2
nika;

| . : n 5

| 3. Podijeliti jedn. sa faktorom = r{;‘ a+ x* C \/i:{‘f_-\’_& :’{/:2

| ispred x?; a x?

n

4, Dobiveni normalni oblik ri-
jeSiti po gornjoj shemi;

5 ’;/;T!—x" (a4 x%) = ax? IU;Z

5. Katkada je jedn. kvadra- H (a+ x)n+1=anx? (1)
tiéna po cijelim izrazima u | (a_ £ 1)” el
kojima dolazi nepoznanica, x*

mjesto kojih se redovno f Y a

uvede nova nepoznanica i AL =t \J’n—i—l s
T

transcedentne se jedn. time

‘ svode na algebarske. i

—
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S i el el
Reix—a+3Y(x—a* (x +a) + 30— @) (x + @) + ¥+ a =2«
3Vr—a) (r+a) (Yr—at+xta) =0
Ve—a(+a Yex=0
w—a=0; 2x =0

Xy93 =T a; xa:@

4, 2a* . 2a?

—+ =
x'\/4a——x x—\/4a’3—x2

R.: Jedn. treba osloboditi zajednickog nazivnika
(x -+ Va2 — ) (x — Yaa* — ) = 2x* — 4a*; dakdle:
20 (e — Yaa* — ) +- 20 (x + Yaa* — 7)) _
(v—’;—\/‘la —x)(x—\uta — x )

2a¥x — 2qa® v4a — x* |—2ax+2\l4a — x?
2x* — 4a°

da’x = 2x° — 4a’x

8a’x — 2x?

X, = s Xys — 0 Ad

5. 2x—1):(x+1)=(x—2) (x+3)

R:Cx—1)(x+3)=(x+1)(x —2)
2t By & ety —12
x*+6x—1=60

xpa=—3£ Y941
x1,2=—3_‘t\r%; X, = _'3+\‘i1—6’ Xg =— _ 3= ‘\/16

—

—— =

Primjer 1l

1. (3x+ 2x 34 2x 2. ,"3x-—.4 'x—5 Bx —4 _

= V= dl =
R.: Jednad?ba je kvadratna po izrazu ' 1

: —I_ 2% =¥; dakle:

y2=4y+5 y?___
y:—4y—5=0 '
y1’2:2i\/4+5 J"vz:I:\/—ﬁ'-.
Y1 =95 1 e
y=—1 yis__,z\/sx_4
3+ 2x 2 x=>5
e =05, x;, =1
3v—|—2x T )

2—x % =, e == 15




3. 3x+4-6.3— x__—___5l Razliku;j:
e = 8) xlogix= —4]Log.!
y 2
6 L0
y:—5+6=0 log 2x = 2log (— 4)
V2 = g i V} AR logxy,, =+ \/2“108' (_'74)
4 o — (o Vs - D
5 1 Xy, g = 10
Yi— ?"" _2' ™=
Vi Bl e eI ) ~b) xlogVx= — 4 | Kvadrirati!
. _log 2_ 030103 | log X = 16
: lr;)g 3 047712 xlogx — 15
y o log "x =log 16 = 4log 2
4., xlog x — Qfxlogyx = 4@\ xlogVy = ¥y ilog 2y — 4\,.' 2
Ryt — 96y —400 =0 log x3, s = TV 4y2=*+2Vy2
R—— 48 + y 482 1L _4_0 P 2 e
yl.a —ﬁ\/8_|— O x.},dzlo 2.\'\2
Vi = 100;”“4 y
xlogyx = 100 Da li je postupak b) ispravan, t i.
log2x 9 da li nadeni korijen zadovoljava
P prvu jednadzbu ili samo njen
log2x =4 kvadrat ?
logx,,, =+ \f'4.=_+__2 - =
— o2 S (x+Vx)'—4x+Vx) +3=0
X4, = 10 =0
x, = 100; x, = 001 (x+Vx),,="7
6. xlgxta=1} I Logarit. !
R.:(log x - a) log x = log b
log *x -+ alog x —log b =0 | T3 o™
1 TV AN a? = F
S Fy T gl g rlegd
e T
s e
Primjer Iil
1. Koja jednadzba ima za korijene 3. Pod kojim je uslovom jedan korijen
brojeve 2 1 — 37 jedn. x?4-ax - b =0 jednak dvostru-
R.:(x — x,) (x — x,) = 0; dakle: kom drugom korijenu ?
(x—2)(x+3)=0 R.:x, = 2x,, dakle:
x*—x—6=0 xl—{—x2:3x2=—ax____£
2. X4+ ax=0 X % =2x"=b i 3
T N 2
x(x+a)=0 2.(_%) = b ili 2a=9b

el

Xy = —a Proba: x*43x+2=07?
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a) Svaka su dva broja medusobno b) Svaki je broj jednak nuli!
jednaka. Dokaz ? x=a?
(x—a)’=(x —8)° x* = g
x—a=x—5b x*—a*=0[:(x—a)

e i x4a=0

Na pr. (x 4+ 4)? = (x + 2)* 1+.6x + 21 x=—ala=—0
(x+4)2=x*-1+10x + 25 x="4al2a=0

e e 2 == ——x

(* j‘_ﬁ)4 ; ix_i 55) a==0 Pogreska?

4=25 Pogreska?

Jednadzbe viSeg stepena sa 1 nepoznanicom

(koje se daju svesti na kvadratne).
1. Simetriéne, (reciproéne) jednadZbe

Def. (n. opéi oblik):

1. Fx)=aquxtaxti—14+.. ‘ax+a,=9

2. Koeficijenti, jednako udaljeni od krajeva, numeri¢ki su jednaki.

3. Ako je x, = korijen jednadZbe, onda je to i ;— (reciproéni!)
1

Postupak

— —

Ove se jednadZ. svode na kvadratne i rjeSavaju:

1. Rastavljanjem na faktore niZeg stepena koji se nulificiraju i po-
sebno rjesavaju;
2. Uvadanjem pomoénih nepoznanica.

By
1. ax" "+ ax 4. Farxta=ax—x)(x—x)...(x—x,
2. xn—l—aixln_l-{--...—i—an_lx—{—an:@
ay == — (X Xyt o o ) ” — X;, X, . . . korijeni
a=x % +x, x3+...x,_ x, | o o
- 3 z‘l’: 1% st | @y, @ ... koeficijenti jednadzbe
a,=(—1)"xx,x;...x, |

1. Svaka je jednadiba djeljiva bilo kojim svojim korijenim faktorom.
2. Odnes izmedu koeficijenata i korijena jednadibe.

Fal '
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a) Jednadibe 3egz stepena y3, ax‘+bx3—l—0x2—l—bx+ar:g‘:x2
LSty by Sor- o =4 ; R4 ax2+bx+c+ 'Jr‘k_@
a(x*+ 1)t bx(x+1)=9
(x+1)[a!x2_x—§—1]+bx)=@ a(xﬁ—\——*]—}—b(x-{———-]—{—c;@
x2 x

x+1=08; x, =1
S i — 1t d.
a(x® —x41)+bx=0 it d Supstituirati x—'r——l-':y
2. 22 —T+Tx—2=60
R:2x*—2—Tx?4+Tx=0
2(x*—1)—Tx(x—1)=0 a(y2—2)+bytc=0 it d
(x—1)[2{x*+x+1)—Tx] =9
x—1=@;gc1-—l—_l

i xS =y 2

3. x4 x2+x—i—1——®\

22+ 2x 42— Tx=0 l xzﬂr———l—"x-{— =)
v Zxd =0 y+y+1=0
. )
S YA
S R 16 4. 9t — 12 -6 —dx - 1=0
e 5 %_i @) R :Supst. x=1y . ki odredi & tako
¥ - da jedn. bude simetri¢na (k = \/—‘,)
i h (kg ipod-2)
1
SR b) Podijelivii jedn. sa x* dobivamo:

4,1
0 — 127 46— 2=

b) Jednadibe 40g stepena

Lot = 2x -0 L= | 9#+—-—4('3x-|— ]—}—6—@
R:(x!—1 —2x(x* — 1) =0 V»V—06—4y+6=0 1t d
(x> — 1) [x241—2x]=60O . )
x2—1=0; x,, =11 3x—}-;=y

2—2x+1=0 Supst.
Xy =1 e V1i—1 =1_

Ox 4 L =y1—6

¢) Jednadibe 502 stepena
1. gx5+ bx* -} cx? —1—_012',_— bx+9=0

Riia(x® 4 1) +bx(x®4 1) f-ex?(x+1) = O
(x+Dlalx* —x*4+x2—x41)4bx(x*> —x+ 1) Fcx?]=0 it d

d) JednadZbe 6°g, 7og . . . stepena

RjeSavaju se na isti nadin kao i one 3eg ili 40¢ stepena: rastavljanjem na faktore ili

uvadanjem pomoénih nepoznanica.



2,
Def. (opc1 n o):

F(x) x"+a=0 a = apsolutni

117

Binomne jednadibe
c) xzs\/—8— VT
2K T 2K
x~2[cos 3 ~+1 sin = 3
élan k—"O, 1’ 2

R':.x’v:\'/""a | x; =2(cos 0° 4 1isin 0°) =2
n rjeSenja! x, = 2(cos 120° - i sin 120°, =
= =— IE=-#55
1. 2»*—8=—0 x3 = 2(cos 240° -} i sin 24°) =
.‘ . Sty
Ri:a) (x —2)(x*+2x+44) =0 s
x—2=0; x,=2 2. xnta=0
x2-+2x4+4=0 r{/ 0T
Ky = — 1 HVT5=—14i/5 (=G T M s Sl
1 de 180+2kn . 18)+ 2%
b) x=y\8 =2y =Valeos b o)
“Sﬁzo— k=01, 2. (n——l)
yr=—1=0 |

S Ay (T ]

3. Trinomne jednadibe
: o i e e
| F) =" +-ax" + b=0 S e i e
. 172 — A= '
R.:y —l—ax—}—b-—--O*{_ 240y — 10=0
a i 9
y]’Zz——?i %—b y—3y+5=0
" - _ 9 1Bt 80
x____:\/_i_‘_-va_x__b y1:2—4j__ 16
2= ¥4 S0 o 125
= .V1:—2‘=\/—x—2; Xie=—ais
2. (x2+ax)4+a(x2+ax)2+b=0 S ]‘_?:?:_—t%v%,
Ri:(x*Fax)2=y y3:2~—‘=3x2, x2=—8;
yPtayfe=0 L
xa4:i2\/2
¥y :———E-l'—il— _“f_‘bz_-(xﬂ—l—ax)g
139 2 Al 4
x?tax =+ _?—VT_Z’
a _qf a a“_-_
x1_8=—“_2_i\/4 i\/—"é"l“ =)
B ) 2
3. \/16—]— 16=6 \/16 yi V2+y—6=0
| 2x _2_
y1:2=‘—'_§_’t\/—4— 1=_§+—2“§ 6-—2 \/_ 3 S A



41 4 5
VI5+x+\82 —x=5 (

nalizira) :

R.: Jednadzba se najprije zgodnom supstitucijom racio-

4 4 4 = 4
VISt x=y il x=yi—15, V8l —x—\97 — g, dakle V9T — yi—5 —y i
07 — y* = {5 — g)* = 625 — 500y - 1505° — 205° -+ y*
2yt — 205"+ 1504 — 500y - 528 — O
4 — 10g° L T5y* — 250y - 264 — @
(52 — 5y)? — 25y? + T5y* — 250y + 264 = @
(y* — 5y)* — 50 (y> — 5y) +-264 = O ; yi—by—==z
2 —50z1-264—0 it d
a'\l,.f';'cfr—}—b'{/;cf—-{—c:@ | R.:Supst. T\I/‘;’:y!' ay® +-by+c=0 it d.

e —— |

Jednadzbe 2°¢ i viSeg stepena sa 2 i viSe nepoznanica

Eliminacijom jedne nepozna- Opaska: Jednad?ba (izraz!) je homogena,
nice iz sistema kvadr. jedn. do- ako su joj €lanovi iste dimenzije (= suma eks-
biva se opéenito jednadzba 40g ste- | ponenata nepoznanica koje dolaze u pojed.
pena, u osobitim sluajevima i || &anovima) na pr.:
kvadratna. Nepoznanice se elimi- Btaxty —bxy-tex—yt. . =0

niraju i jednadzbe rjesavaju:
1. Metodom jednakih koefici-

jenata ili komparacije (re- Primjer 1

dovno su obe nepoznanice istog !} 1, x2 4+ 2 = 13|
stepena) ; x2—y?= 5 -
2. Supstitucijom (jedna je jed- R.:%2x2—9
nadzba redovno linearna); Xy =3
| 3. Rastavljanjem na faktore; Yypy =+ 2

4. Iz jedne jednadibe, obe ili
njihove kombinacije (sume, 2. x4 y* =13

razlike, kvocijenta . ..) nade se | xy = 6
_ jednostavnija veza izmedu Bl il
nepoznanica [y = f(x)]. ¥
5. Zgodnom kombinacijom zadanih Y2 - Zi =ilg
jednadibi dolazi se katsto do gt — 1 36 =0 |y =1z
jednadzbe, gdje je nepozna- By [ e g B S R S

nica: x—¥, x—¥, x*tyd

'S x 3. 2 —2y2=1
/ Y, —3
_\ X, V@]; XJ y X + Y =
Ako su jednadzbe simetriéno e
Ri:ix=35—y

gradene t. j. ako se ne mije-
njaju kad se x zamijeni sa y,
onda se uvode pomoéne ne-
poznanice: x+Y=u, xy = v.

(Primjer 1III).

G—ur—2p2=1
26 — 10y ty:—2y=11t d
‘ x1:3; x2==17,y,=2, ?‘/?.:—12
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| 6. Homogene jednadibe sup- || 4. 10x® — 15xy 4 14x - 21y =0 | |

stitucijom y = x . k (i diobom j§ xy+y* —2x—2y=0 R
i tdpbienss s L . R.: Rastavljanjem na faktore:
. WA = bty
7. Dlobo;n sa y? ili x?1i traZe 2x — 3y), Gx-+-7) =@ | 1
njem 5 kod homogene jedn. (x+y) @—2)=0 ‘ 11
bez apsolutnog ¢lana; 21 5x+7=0, x=—1
8. Kvadriranjem, kubiranjem i u Il s. 14+ (y—2=9d
kombinovanjem jednadibi; ; i
7 . Y= 5 X = —3%
9. Transcedentne se jednadZbe | Yy =2 x, =
== 2

supstitucijom svode na alge-
barske.

Primjer Il

Najprije se nade jednostavniji odnos izmedu nepoznanica [y = f(x)].

L 42— 106 =15y +104— 120y —99* | T 3. V0 p 1 Yoy = 17|I

Vey + 10 = xy 18 I e tar=360 |
RET> Il:xyﬂ—\.};yn—2=® R.:lz II: xy (x + y) = 360
. (— ,—-—— { i o | I_
[y =1+ o Yy Vx 43 =60 | Yxy=u
A s V=17 | Vet
X Xy — —= U
\{"U(vz) 2, —1 - y J SRR,
xyy=4, 1 uv =60
i ato=17]u=1T—o
W i h) _ 0(17——1))——60 ay=uy =5, uy=v;= 12
Supst.tou I'i t. d. ' o= gg =
0.: Mogh smo najprije supstituirati 4 2 +J\xJ~9 I I %, =y, = 16
\xy—-u kao kod 3 pr. IL g+ x xx_]—18 I
2. x~t+Y—+ /X_Ly=2 I TR T
3 | 3 __\ ! | \’x (Va + y® ) ’
*4yt=7 _‘II R.: \()
L Vo (¥ 4 )= 18]
R.:lz I: Y = ——= = e
; \H—j <= \ Vy i
=21 . — =2; ili y = 4x supstituirano u I
b J——A )
xty=1 Ve daje x,=7%1, gy, =%4
Oy =T () Ili rijesiti je kao homogenu jednadzbu
.;C?+ y—f—_* supstitucijom y = kx.
= (12D 9 |
R—xytyr=1 | 2 (1Y) \()
ST T e e T
xa——x(l——-x) + (1 — x)2 = T
=7i t d Vi =2 _
X, =2 =, k=4t j. y=4x, Sto se dalje sup-

x,=—1=y, stituira.
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3. X+ dxy +29° =9 Hofnzgene 6. x*—2xy—3y’=0 | 1 Homogene
edan. IRy
—3x? 4 2xy 4~ 4y =8I y_’__x'k 202+ xy —4p* = 17| [l jedn.
R.: x4tk -+ 22k =9 R.o1z Trg? X
— 32 - 20k - 4x2k2 =81 e
x? (1 4k +2k7)=9 | x =
x*(— 3} 2k - 4k2) = 81 ) v ;(1’2):1—-\/4
—3+2k-}+4k 81 i, _ x
= 9, ili - :3’
1+4k+2k 9 g (12)
T2+ 1Tk +6 =0 x =3y supst. ull
ky=ky, =—2, ky =k=—1% 2.9 + 3 — 4yt =17
21 i 1792 = 1T
PeRtGoatc e —ai-3) Crgy =ik I el
e 9 Y=o 1l
Yus = + 6, y3;4=I“1’;{—

Primjer 1l

1. x4yt =97 1 2. x+yg=5 | I
__xy=36] I 4y =351
R.:2xy=72 1l R.:Supst. x + y=u=>5

[T (x-- g)® = 169 o
-1l x—p)= 25 £+ y' = u® — 3uv
x+y=+13] 5 —3 . 5v=235
¥, p=7=06
x—yg=+ 5|
x4y=35
Ky 7=t 9‘ %y.=6 1 & di
l]i,é:i 4

0. Do istog se rezultata dode, ako
jedn. II podijelimo sa I.

3. x+ty=all
X tyt=5|1
R.:(x+y)t=x*+ dxy (52 + 622y + y* = o*

x* +yt=2b
dxy (x*+g*) + 6x2y* = a* — b
x*4-y?=a®— 2xy
4xy (@® — 2xy) + 622> = a* — b
2 () A () b — ot =@
XY =1
XL Y=gt ids

3a) (x+2)' — (x— 1)t =

Rix—1=u x4+2=v

fu—u-—S_




3) X*+yi=9
xy -+ xy> =06
R:x*t+y*=(x+ y)*— 3x’y — 3xy® = u® — uv
X’y 4+ xy’ = xy (x -+ y) = uo

u—3uv=9| x+y=u
uww==6| xy =v
=3
v=21it d

4, X+ ydP+ 22+ u®*=100 [
- x+y=3 Il
xt+u=T 11

xiz=u:y |IV

R.: Jedn. I moZe se napisati
(x+9) (+* — 2y + %) + (e + ) (2 — zu + u?) = 100
L3P~y )T (2 —zu+u?) =100
Supstituirano x4 y*= 9 —2xy (iz II)
i 22 u*=49 —2uz (iz )
daje 3(9 — 3xy) + 7 (49 — 3uz) = 100 | xy = uz
3(9 — 3xz) + 7 (49 — 3xy) = 100
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xy=7=2
Fat U
x=1=yg,
X, =2=y
R ¢
5. x* = ayz 6. x*fx*t+22=14| 1
RIS e x +y +z = 6|1
28 = cxy 3xy = 2z |1l
R 3pc2t =abexig®z? R.:I2x*+42xy 4+ y* =36 — 1224 2°
xyz = abc Xty 22— 14
abe — 22 - 2xy =22 — 12z 4 2?
= s xy:gz- 2z
X A 222 —2—— 1224+ 22=0
,  abe 3
R z2—2—05+11_
x* = a*bc 10 M
4 = 100 99__+
x, = \ a*bc e +\’ 3 —
4 xy=1, y, =2, zl—3
!]1:\/(1530 x2=?, U=t Oy et
4
zi='\/abc2
it d.
7. x(x+y+2)= 6
(x+y+Z)—12

Z(x+y—! =18 |

I(x+y~{—z)2— 36
I x4+y+z==% 6

I x(x4-yt+2)=

(=2]

xp:z:i L, 4,0 =

podijeliti 1I sa III
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Primjer IV

1. 2loga | 3logy = 7 2, 1
2loga . 3logy = 12| 2. Wl __gyytl— 0| I
3 = 2y —1
R.:2iog‘w:u’310gyzv &y —:le !II
uto= 17| X ) R.:lz lednadzbe I'je:
EeI= 24 R T e
e | xH4=4FW&+m
=416
Tl = '1—\/49_4824 3 Te T LAS
193 2 — =, ) 771__
v, =3logyg =3 = 3! Iz xy+1 =10 1100"
2 i 4 ! o
logy =1 107 =01 |
4. =10 TR |
2log . — 7 — 3 logld — 4 —22 741 og x — i
logx =2 2y—1:10gx—1'|
:100 loiaz__] ‘
e y+1 L (:
3logy =4 fo—:x—Zy.(')
logylog3 =log4 s i
lg4 _—()_‘r":\i_ == =
logy'_'gga (y+1)logae ™ 2y
log4 060206 . : il
y — 10 log3 — 100°47712 y~f 2y
— 1827 . . ey= gt |
1=
Fe— LOD
y=7
X —i
1
® 11
3 2y —{—Sg :Q‘ ya=u; ymzfy == ——
R LN . A ESTILEE
S i e A R R
Aas Al
R-:zu'{“?:z‘ l]m_:,__2
3 7 1 |
v+?—£l g# =2 |
2u3—171u—}~3:®} rlogy=log2| )

! 10211
va_%.v_{_:gzgl log2|
T vi =1

BhEs=Sp e =g X9 =11
= 19-48 __o 3 b =2
e e =05
Zadaci
Kvadratne jedn. sa 1 nepoznanicom
D) (x+a)(x—a)=105(2a + b) 2) VxF2—Vx—2=(x+1):¥x+2

)
2 2 4 4
BN QT8 S R e =106 4) %x)- —(éx = — ‘b



5)
6)

7)

8)
9)

0a)

10)

12)

13)

15)
16a)

17)

18)

18a) 2

20)

22)
24)
26)
28)

28b)

28¢)
30)

31)
32)
33)
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b b 1=
PR e B
= =
] if = )‘_5__:=§, R Y1:2—‘+2
Yx 4 Vx — 1 Ve —Yx—1 X%
{f;x?-_a—ifix“a:i’ 2es =y e =2 8a) :i,;x 4+ \x——4—\2r
3 . 3 i 3/ = Pl
Vext+VYa(H)Vx—Va =V2Va; x,,=+Vu
=
x—%—\'x‘—a“ 2x? 20x a® 2 2
. ~ Ob)y—— e e = -+
o e DM S ST e I = e e
et ek 1 1
x+a a N T 2
Viloo= Vac e 100 = e M (e I et ) T o
x* a
A 1__—— = i AT
}—x: ——-\l—-x =Nx ox,=11V7
1 2 3 : fiee e L
xn-—1+ n+1— n +15 xI:Z'—il 14) \x l— a__:alsa I4d) a __x—'[—a
%(\/5—{—1) (\5-—1)——1 16) (a:.ﬂi (x—-b)z —-\‘{:b—b
ax* — bt = a* — b*x* \u——x—-\x——b
(x—a)»\"ix——a—!—(fl—x)"\.;a—x:.\FZ;; L
Vx —a+Va—x
ri(x*a-—b)(x-a,b) = L e b2
[(x+a+b)(at+b—x) s =ty
\x—} 4 -1 /4—x—0125 19) x(x—}—Z\"‘“?‘)—)—ﬁ:O
; AL s 4
1)8 == == 3 — 1 —4— = =
(x4 1) (x —2) 10 21) Y ke 0
O0,4x = 0,2x"— 0,6; x, =3, x,=—1 23) 02x* —24=08x
(¢ + 2P (- 1 = (v — 3)° %) (x+2):(c3) = @et1): (-9
2¢* —6x —4ix +6-+6i =0 27) x* —2yab . x = @’ - ab + &*
2 —x(b—x)=a— (b — x)* 28a) x* — 2ax + (a + by = 2ab - 2b°
Cod = e s ) VNP, i S L
x—1 fx+17 B—1 xP+x--1
6abx® — (9a° - 4b%) x + 9a® — 4b* =0 2%\b+x+Wh—x a
3x (x4 1)+ 2x =2 (x —6) +3(x — 1) — 1 Vobx Yo 1 ¥
x 14 -
(1+Va)x*—2(1 —a)x+1=a 31a) x_4+3\*_4—x}84
xt—xVa =x\b — \ab
[ 1 1 1 /13
. ! =l s = () — R }‘ eyt
,x—ZTxHB'x13+x+2 0; 0, *ay \2



A0 I 2
) A eSS R el g
x+b ' x+e¢ x+b+tc 1—2¢g+4+¢ 3 2’ 5
. 3
BoS R e
353) 3___ __2_ 36) 4— 3 I F K tizly x2:'3
s yoeiEn
4 —x
b? b X Ye B
7é Romyiey e S el "
37) (x—{—x) Zb(x-{—x) b?; 37a) (2—x)+2—-x 14=0
_o\fxta_ 3 IV TR S ey e L
38) x-+a 2\/x—'a“x—~a 38a) e e
6 __ 2 5 BEm—= == 3
3B0) T f= Qur=12 3 VaYar—9=Vx—1

3 J‘—r— = y n—

O Vit ot VEerde—a=2 N VartstVrraterr=1s
41a) (3 ffx)'z 1 (§—;‘?’—‘)2 el

=

ax - b) =\2Vx* - ax b5 Fo2

T —— Mo | ST,
2 Wisea+ =7}z 0

e S A

e Vit 4a
Bk \/a+\'a+\/a+.--=x: xa=1(1£V1 4 40)

I np = n = fieos
49 \/(1+x)2+2\/(l——x)2=3\/1__xz; S i=="1)] xﬂ:ll-——m
BOS nfi =% __
Uputa: podijelti jedn. sa ¥ 1+ * § staviti VI3 =9

2 £ ST 3 3
) (@—9)" @t =26 =g ; ga=0 4D VO—ut\T+u—s

48) VI8 — ot \2fov—4 482) VxtadVx—a—\2
49) Vl i z+\/l e :f { ___‘Zz; Up. Supst.:i/}-::f= u ili najprije kvadrirati!
50) E{/a—-}—x—‘s\/‘b—x:c; 50a) 2/):-—}——;—:/\:——222
5) Vot 34 Vou—1=Y3at1 52) (ax — b)(cx + d)=0()
— 2bx ' T L
528) dx — bx = o T 2% 53) \/__aﬁ“’x_ _3gr [ bx
i FiT g a+tb a—bx i a -} bx 4
Vx a—Yx at
53a) —— + &* =2a; X,y =
s e e
) x , x __ 8a
53b) —— QRS =T el
Vx +Va—x Ve —Va—x 3\/;
x x b
53¢) — e = 3; = by =3

x—-{—sz— 4 x—\“"x2 =y 2



54)

55)
57)

58)
59a)
60)

60b)
61)

62)

63)

654)
69)

66)
68)
69)
70)

71)

72)
73)

73a)

74)
76)

125

= = & Wi
. S~ /
Vx#-i—B = __}x =4 548) a-_'j -\l---x_:Qa
x —Vx Vx a—-”
Y x
e j—
lx — a . *x +a 3—x l—-}-x 29
XTa_o = =1, =22
\/x+a+a \/x»—a a 56) \/ 3"_1( Bty 2l 33
x+1 x+1
(;c—l) x——l—'-"3 57a) (5“_>+( 2x ) L
9 ! . ah 2x5—h ,
et 2 \/(X-H) g
sin®x 4-%sinxcosx4Scosx=2; tgw, =1, tgx,=1%
(‘gvi_—é)z :8};_-‘; 60a) sin x — sin (90 — x) = 03; x, = 58° 38’

2 2 1
(14 tg )3+ 12(1 —tg)? =T(1 —tg®x)%; tgx, =18, tgx, =

5 g S =5 r=TiA- 6 a3
1.1;_,\/£_J_+a /x &, \/x I

vijcs

y 3 %
! 2 2)2 CRESRPTTY
\/(x *‘r:a) __(x va)__,zzaxz; Xy =0 1
x* X"
4 4 2 =
- -

T e R R T e 0 S N i

S 2 ST i 3 e Tk

(\/x—2\/ax+\/a):(\/x—\/a)—4x\/x——\/a; x1,2=+-.§-

(1 =4V dx— ) (1= V=0 AT R A Y
. \06 v ==

(et D g b ahf TS o e

(2 —11)'% —ale— 1)'0'6+3=0; X0 == 2, Xy =2

0,01 x" —04 le ? — 0,05

( _

) (e 1) 2 (2P =1y 2 =1, =5
e ~4x+3)J

Rijesiti nejednadzbe: 1) x*+3x —6>0; 2) x* —4x-+1<0
3¢°+10¢+3=0; ¢ =—3 g=—4%

: R N e e T 3

A Tk-——5_2——x_r3-—x+4—-x

x x—1

R.:Prenijeti sve na jednu stra-
nu, spojiti &lanove sa jednakim brojnicima, izlu&iti zajednicki faktor 2x — 5it.d.
1 2 3 233 2 3 435 2
Simetri¢ne (reciproéne) jednadibe
x*—5x"+5x—1=0 75) ax®*—(a®*—a+Dx(x+1)4+a=0
x*4+6x —9x —3375=0; 33HBH =%

76a) 8x® 4 10x2 -} 15x 27 =0
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1) X#*—2x*+4x—8=0; x,=2, x,,, =1 2i

TM2) 3¢+ 13¢*°+13¢-+3=0; ¢, =—3, . =— 1}, ¢, = — 1

78) x*—3x*+-5x—15=0

79) Neka je x = m korijen jednadibe x*-+ ax®-}- bx 4 ¢ =0, dokazi da je zadana
jednadzba djeljiva sa korijenim faktorom x — m. [m®+ am®+-bm +c¢=0
L4 ax’+bx+c—(mPt+am?+bm-t¢) =0=(x*—m®) 4 a (x* — m*) -
+b(x—m) it d]

80) Rijesi jednadibe: x* — 2x -1-4 =0, ako sezna x, = —2; x®*—3x* — 4x -} 12 =0,
ako se znax, =2

81) Neka je x = m korijen jednadibe ax® -+ bx®>+ cx +d =0 (q,b, ¢ cijeli brojevi!),
dokaZi da je apsolutni &lan djeljiv cijelim korijenima; (am®--bm +c¢)m = —d

82) Prema tome (81!) rijesi x* 4 24— 2x* -+ 2x —3=0

83) 2Tx*18x* —12¢x—8=0 [x =+ 2]

83a) x*—3x*+4x* —3x+1=0

83b) 3tg*x — 16 tg®x + 26 tg* — 16tgx+3=0

80c) cos3x~6cos52x —9cosx +-2=0 .

84) x*+ 2x° 4 2x — 1 =0; 84a) V“ = % ot \1 T

u

193

— U

85) 4xt— 12x* 1 5% — 18x +9=0; x, =3, x, =0, x,, =i[— 1 +i}23]
86) x*-+ 5x*+ 10x2 4+ 15x-F-9=0 =
86 g 3 2 - 1 1-—-{—21'\/6
a) 10¢* —29¢°+-30¢* —29¢ +10=0; ¢, =2, ¢, =1, ¢3,4 = — e
87) (*+4) (x4 1)=x" (11 —x) 88) 2°+ty(g°—1)=19*(y—1)+2
89) (x— 1) +5(x— 1)y (x—1)—16x24+12(x —1) =0
90) 25— 0284 22—9=0; 2z,,=+3, z,=—1, z,,,= 1 (1 +iV}3)
91) x%4-3x% « 6x* -+ Tx*4-6x*+13x+1=0
92) x*dax®+ bx*—bx* —ax—1=0
93) 6x® — 35x° 4 62x' — 3Bx* 4+ 6=0; x,,, =+ V3, x, =1V, x,, =+\2,

X758 —"‘+v—}
X T T T ey (Y s 1) : :

\r’; —ET \/;{4'—;6‘= 1(Up.: x* = 2y; y* —2y° —y* + 2y + 1 =01

Binomne jednadibe

9) x*+1=0 95) £ —27T=0 96) 27y°+ 8=0
97) 16u*—1 =0 98) y*+16=0 99) x*4+32=0
100) &*x*—562=0 100a) 16x* = 81 101) g*+1=0
102) xS —=) =O; X152 :i— I’ X4 4 :—}:1! X5y 4 = Yzz_(] :.‘: 1)’ x?!S":VQZt (_ 1 il)
103) x*4-256=0 103a) tgx — 2sin x cos x = cotg x; sinx=+\0b

Trinomne jednadibe

3 B\ 2\ S o
104) # 2= 1043)( ")m( x):zo 108). T oo L e =

% 2—x x

106) X _i—- BX:I) = 49V‘;.;; xl — O: xz:a e _i__ l; x«i)S = _tg\: 3_



107)
109)
110)
111)
112)
113)
114)
115)

116)
117)

118)
119)

121)

123)
124)

125)
126)

126a)

127)

128)
129)

130)

131)
131a)
132)

134)
135)
137)
138)
139)

127

42T — (4x)D =4; xyy =42 108) 3¢t 4 bxt Yl F2e 32
V32 -6 b 1 —4Y3%* 46w 1 ——3

¥(x+2+ 424 8x=5; x,,=—1+ \E, Xys4 = — 1 E2i

[((x—2) —xPP—10=3(x—2)>—3x; x =2, x,=3, X34 =% (5 +129) '

o— - _}_. ——2— -1‘ L -1
a) va —2<“Jx‘1-:3, b) x» —xr =—2 c) 3x? o 2x* = 56x
a) Yj\f_(x — 44\/:) =5 b) Tx-+ \‘_x-—’ =8l

Sf. 9 2 71’6," 9 1 --) 72 I 9 9
Vit a® — 203 Vx’+-a = —b3; x,, = T \b?—@a?
D (V) —a(et V) 43=0

v

&

2 1\4 2 1 =
b) (xu"'-——4x;) —2(:c;—-4x;) +1=0; xr—:(2_'t\/5)n

(x — 2a \“;)6 — 4:;" ;;(x — 2a \ x.)3 — s i/ raﬁ“‘

k3 —g) —2=0
1 6 1 : i T EER T
b 232k D) 42=0; 1, =i, x_,=+ViG+y9)
"U%——’— aw%%—-b_—;g 120) xm-6—4x~3—{—-3—-——@; 159 = 13 X4 _GZQ/E—
b bl i 122) 0,047 — 04 . 02> = 0,05

123 a)

# ENY Sl 5 =L 3 4 1
V@r — 1) —16V(2x — 1)3 =6 x\/1+%2:(x2+3)2

e 00 Wl Wap Bl T n
’nﬂ o NI —_—m 5 = : iy
V(x* — a®)" am y(x* —1)7 "=2am

=,

i n on mER 2n P = 2,1.‘2
Vi 2ol N =d Tt =05 e =d

(c+DE+2)(x+4H(x+5) =4

2 .
o S e R
x PR

x (x4 3) (x+ 4) (x - T) = 160; R.: x4 Tx staviti g
ot =2(xVa — VB )(xVa +V5)

Ve a0 Ve = B=T, 7 R W B)A =l B 4l L YT s
Vo + 90—y —7=2;

241 —x)=17
RS == G =l = =, . =BT AT

Ve +V1—x=1 199) Va+12+4+-V21 —u=3
x“—}—2x3-—(x2 +2) (2«‘('—3):0’ x'1a2=iiv 2) x:hci:lii\'l’z
x}—6x 4 (x —6)*+3x (x — 6) =0 136) (6 —x)*=x—6

xt—6x® 4 13x* — 12x |- 3+ 0; R.: (x* — 3x)* —.i—ffl(x2 —3x)+3=0
4x* — 12x* + 13x* —6x=23. Svedi na: (2x* — 3x)* +-2(2x* —3x) =3
xP— 48 L8 — 8"+ 3=0; Ro:(x* =22 4+-4(*—2x) =31t d
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140) »*—3x+2=0; R:x* -2+ 22} x—4x+2=0
(xz——-Zx—}‘--l) (x+2)=01t d.

floTh = o 3= Gy
) 2Yx — V=1V = 12) 3, 4oy —3
143) x’?’_—2i (— x)§=3 144) sin®x + cos®x =m

145) sin’x -+ cos®x -+ tgix - cotg®x -} sec’x - cosec’x =7
R.:tgx,,=+1; x, =459 x, = 135°

Logaritamsko-eksponencijalne jednadzbe

45 & g g 146)" o= = g E ATl oyt R
147) XI3 5 1%18 H8) pa et —42; x =1, x,="?

149) 1J“‘”-Hs kg 150, @ @ ae e

TN a0 152) 004"+ 02"~ 06 =0
152a) log x* . log x* =6; x, =10, x, =01

PR R e S RS S e el =

(BTt R B L G e 0 L e (O ST D)

I55) T T O B el e — 1000 s 105 L VO AR

T ot R e R T e M

nn’: —2 n
157) V% L x 710" =(10x)°; x,,=10"
n oty n E.. oy ”l——
108) \/\/be:w"ﬂ; xips = 105120 159) nlos Vi 1002y, =100, x, =001
. 160) \/xlogx_4\/xlog"\“x —= 60: Xiyy = lotvi;) i?

1 %1__ Y
160a) ( i ) logX (_ l___)ln Vo Xy, =\ 01
10x — 4\10x = 60;

I

161) a) '@ :(%; )x :(v;)x x,,=+3V3

5 j 5/ Joga 163) in - i
162) \/ e \/x 4= \_’ \/xlog'\@ —10" (x = 10%7)
164) 3——QEE+4\/ log a2 —5 165) 323(:2—2w+4_|_3=4_3w2—w+2
nJ ! 167) X x5
166) \’Xlog\"x =10; x,,,=10%" A ST 100, x, =10
168) x'°¢* = 100. x>
2 1

169) 3 —logx 1 —_{;—'log_ x

170) a-—logy T a+tlogy



171)

172)
174)
176)

177)
178)

178)

178)
178)

179)
180)

181)

182a)

183)
184)
185)

186)
187)

188)

189)

190)

191)
192)

193)
194)

3 V3 y $1ogx_ (4Y
a). (3x)310gx= (_1\:’““ ) ’ b) (3x)2°8 =(;)
X 2T x T *=28 173) 4% — 4% +2 1 16=0
xlog$_2‘1-1_6 xlog‘v{;—:__'lo 175) x210g\&__99x log V;=100

(o) log (x + a) —I—(x—a) log (2x —b) =2
(axof-8) 18 2 F D=2 = [(ax 4 b))
100x log? 2 — 2logx __ (xlog z\0

a) (10x%) ! 21022 = 0001; x, =10, x, =01

i
b) (107 : x— %)™ —log= — "0001™; x, = 100", x, = 001"
o [(107 x)x]' nx —logx” _ g —3n?x2

a) VI_E_H—Q){/E_:G’ b) (V;)x=(§/;)n, x="n
a) ‘\,/az —2a</a—[-azmo b) logx3=—2—_1];g1(;g—x
2x 410

2 w X
2o =3.2542; x, =1, 182) V16

1+ V16

=06; x, =2

Vi = Y1057 ; x,i=£n
[ 2

— log x2 1\ logx +1'f10g(“37
(2) THE) T —r mam b
r‘-2—~. - ———
(i I_ngx___4(1)10g2x——60 x:O'ls X2:?
X

2 1 1-n -
s = e T \/log n
log x log x = g

x dnt=2nx °  ;logx= \/mgn, Xy, =10

- log x log x

54!1_ . ' %:0; %y = 100, x, =001, x5,, =7
\’/xlogx \/ logx

(a+b)x—1(a_b)x_ a (a +- 2b) o

(@4 o+ (a—8)*
34m+1——16.33x—{—26.32x—16.3x—}—3=0
24logx+3 27 . 23logx+1+10] 2210gx_216_210gw—2+8=0;
=10, x, =01, x; =100, x,=0:01
2 2log x +3 logx+3 -—-10gx+2 -—2logx=233.02
log(x + Vx ) — log (x — Vx) =log (x> — x) — log 25

129
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195) 3 [log (6 + x) —log (b — x)] =log (a + x) — log (¢ — x)
196) log {x (x 4+ a)?] _3

log (x + b)
197) 4log(z—1) —log(z* 1) =log81 — log 7
198) lo X

i +log (x +1) —log (x — yx ) =log (x> — x) —log 36; x,=0, x, =1,

,:Q x4:4 X5 =7

| 199)  log (33 (3 Lk \/;), =1, %y = 32, x5, = (1 i{19)°

200 x x o |1 x o
) ot 1+\/2 —1,V2 +1—V2 sl (Y R P R

V2 1—y2r — 1 V2% - 1y2% —
V2F — 1= u?t o =20 (u? — o) i 2% — 4.2 L 4=01it d.

1 AT L e |

201) vu'l"\/'g“ 62?+6?i}='3_ —i—6x‘; =1 X _4—=c
sinZx cosx

o (3" (1)~

to2x — tgix
203) (?) =1 ( %) == % X = 45, x, =135

204) (10\'n—x . \;) '\ir_l;c — v; logx __ 0-001™
205) (10Vm ; (Vx Wnx +Vxlog x — 00017 s x,  — 100©

R \r n

Jednadzbe kvadratne i v1seg stepena sa 2 i viSe nepoznamica

1. 1) 3xyt+4x2 =22 i b PR3 T et

2yy —2x* = —4
2) Xi'}'gxy”:*yj:“ 3) x+g_\x —{—Zy
x“—{—-3xy~—-y“:9 ij:ﬁ
2y 1) 772,)c—|—y——i_ﬁ1 2) X*fLy*=20r
3x —2y4+2 g=kx+b
2x* —yp*=y—+x+2
Syl 8 (a—dp+ar=(a-t+d) e
y=k.x ala—d)=216(a+d)’ =t
3. Pod kojim uvijetom zadane jednadibe imaju samo jedno rjesenje?
1) b%x% 4 a%y® = a?b? 2) b%? — o’y® = a®b? 3) y*=2px
y=Ax+ B Ax+ By C=0 y=rkx-4b
R.: Vrijednost pod ¥~ mora biti = 0; 2) 4%e* — B*%* = C*
4) 4 y*=9 4a) 48267 24%° = a*b® PR S
y? =8x 3622 - 3:2%° = i i S
5 x4 Vxy +y=19 6) x+y=10
xy =16 xy =16



7) b—-l-bq—}—bq'**li’)
bg* =9

4. Rijesi rastavljanjem na faktore:
1) 3x24-6xy —2x —4y =0
2x*—xy—yp*=0
2) *—y*=2(x—y)
3t 2y Lyt hx — g =2
x+y __ 20
3) x‘l".‘]—}'vx__y s
x(Q—0)=yO—y)
5. Kako se rie‘s’avaju homogene jednadibe ?
1) 3x? 4 7xy—r4f“'0
bx? — 3xy —y* =35

3) ¥’y +xy’ =10 (x —g)*
x:iy E xyB = Sxy H

4) (c+g) (+g) =27
Xtxy+y=T

5) %% - x \lxg? —8

J°+ys\/th/-—8
6) x +\sz =10
-r\xy =

—‘3 g, =4, bi

131

4) xy —2x —y+2=0
w3y =0

5) x4y —1) (x—3y+2)=0

¥4y 3y —3x =3
2) =31 b xy — 60
y—4 " y—8 (y—4 -8

4x* -3y — Txy =0

x1:07 x2=2: 91=0: .92=1

) 2 +ygVey =a=18
P4xVay =b=9
8) (x*+y%) (x*—y*) =35
(x* —y?) (P 4-pH) =27
9 *+5°) = alx" 4 y")
(et g) (P H-7°)=b(" 4 y")

6. 1z zadanih jednad¥bi ili njihove kombinacije nade se jednostavnija veza izmedu ne-

poznanica [y = f(x)].
) b(1+q9+4¢)=35
b3q® == 1000
2) Rijesi tako jedn. pod 4.: 5), 6) 1 7)
3) (*+43y =2+ 3(+3y—2) =

(3624—21J~ P—=56(2+2p+1)=—

5) S +____ 28

2 ~—l]“——3

V(L) +w—pr=t
(%)z — 2by = 2b

7) 3x* — 4x =2xy -} 6
4Vxy +3=2xy

1) (*y® 4 xy + 1)* 4 (x*y" +-xy +
x*4+y*=>5

13) b + qu + bq4 == 1092
bq + qu =

1)

(Sim. jedn.)

; b, =05, b, =20, q, =

1
2, 92272“
4 x? X
4) 2——— s
) ¥y ¥
3xy -+ x =21

=2,y =1 5="2y="

8) x* —2xy~+y’ —4x44y +3=0
x*4xy—y’+x—y=0

9) x* 4+ x*y*+xy+y*=15
x3—x212+XJ+J3=7

10 7
AR
X(x_y)+J(x+y)=1+2xy
=0 12) x—y+Vx—y=2
x=—gp¥=19
14) (47— 4y —4(x—g) =8y — 4
x? —y?=206

O%
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15) Ve -y — Y —y \ g+ Vx—y
L e e e
23 410 Vx? —}—ny-—2—|—-x*=—2xy; TN & g N

=2

l5":1) b‘TG:qu—l_GO - =5 I)"‘“l 16) X—‘i—y“é— x+y-‘“—=a=12
b (s — 44 =48’ G =T 2, b= ; U
G —4q xy="5b>*=20
17) x+g+\/x+y_ 20 , x2+y2=34 18) x}_l_yi:]'T
X —y xy==2

19) &6 (1 = 1285 1
) bz(q4i(é4?00 i =4 ="+ b, =5, b, = 1280

20) \e—g + Vg —a =2 N .
“ty g == = + P — —‘1« — +
xgy Y xy"’ = T yo X 3 (1 == \5), Y152 D] ( 1T \/5)
20a) x*+ Va2 oy = 42 — 2y (R. : Donja je jednadiba reciproéna obzirom)
1023 — ngzy L ngyz e 10y3 na 3 —'? 1 b d:

’ 2 e — 3 ==r
20b) (uo+1)"+ 200 = —3  21) x*4y' = i m=2m =1 6= ="

g+ v+2Vuto=3 x*y —+ xy?

22) x4y =35 23) x2+xy= 10 24) (x+3y)*+ Bx —y)* =17
2t 15 g +xy=15 (x+3y) Bx —y) =

A= ARV =r i 26) (5 bg?) (b + bg?) =3:2
\’x—~z 4y 3 _ bq® = bg + 72
x?— g2 =10

27) b+ bq - bg? = 21

b2q+6293=90 ’ g[=2; qz-""Z! q';,4 ’l) b —-3 b 12’ b;;’4:?

28) b(l—q—q2+q3)—64 Tl =
bz(l Q +Q)"_2560’ Q1_‘—3) q; = EE bx “"'54’ b.z— 2
20) x4+y4=1o7 30) ¥ -By=41—2V2 59 +7, _o  _ &
X’y 4 x%® + xyt =114 x?=y? — 21 L A
31) e i ' 3la) u~+uv =21 —uv® u, =3, u,=12, v, =2,
Ve —Vy Po=90—nv® ' =% =7, 05,=0
2 V_z_x_ [xty_ =10 _ Vett Vg5 °
x+y 2x d " & iapsim
e T
gl =0 Je+DE+9 "~ °
— wSy
34) 3\*x—y:2—{—v:v—:y 35) x*+ gt = 17
Wxt+g+Vx—y=6 XSO
7. 1) 2420y 5y =25 2). %0 - 4% = 65
! : 3) x*¥ =4
y(+y) =6 X g =9 i
x*4-g* =3

3a) 465 —bg* = b (1 L) . ;
bt = 150 — bf(] g ) ; R. Sim. jednadibal! b,,, =5, 405,q,,, =3, +i t. d.



D (Voo 5 ) V=162
(< +-Vy) o =81
5) x —y =165

1

1
xt—ygt=1

%) Vg + Vag® = 10

f+ﬁ='@+%

+y
x* +xy+y — 238
8) (' +°) (* +-y*) =45
3(x+y) +2Yx+y+6=15
9) xy + xy* =30
x -+ xy® 4+ xy* = 63

10) x4 xy® — xy — xy* =
2—{—x2y6—x2y2—x2y4—45
17) »*

7) X

5

x_—y—b=1

18) a + aq + ag® + ag® -+ ag* - ag® = 185
aq® + ag” + agq® + aq® + aq'® + ag** = 11840

19) () (£ +) = =45

Yy
K ygt=b=5

21) x +xy + xy?+xy* =8

x® x2y2—|—x2y4—}-x2y6 =04 5
22) x*+ gt 3x%t = a =29

# oty =b=1

24) X+ g =17
x+xy+y=25

25) x* —3xy +y*=13 e |
PRETESE . Stavi y = — z!

9 .9
St St L a0y
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1) (" =) (45 =a
xy==~a

21

x+y
x3__‘_y3= 7 =

13) (14-x) (1 +y)
=0z
(14 (1459 _ 17
I—x){—y°) 9

4) x+y+Vx+Vg=18
(x+ Vo) (v + Vg) =72

15) xy*+-y=3
xiytf-y? =5

15a) 3x + 2y =17
27x3+8y = 45'5xy

16) x* | y* : 4;
) 2‘|— +2xy‘_81{ _2’}
g 3

12) x* — g =

=l g —— ety )

; g =2

'y2
] < l4 ‘
x“—y“+‘£§=l3

22a) x4 yt=11

x—y==1
CUEIE)
Fr R &
1 2 1
— 4+ =4 —=25
X2 z 1 y+y2

. Supst. x ;y=u, xy=v, ufv=s, us=t..

26) x -}y =a_ Rijesi kao korijene

xy==>b ' jedn.z?—az-+b=0

27) v’q® =216 Q=25 % 28) x+y=xy=x"+y
uq + w2+ v*q* = 126’ u,,, =3; 12

29) x+Vxy+ 4 — 5=328 29a) u‘v’——4608 u, =3, u, =1536;

x* + xy + y* =37 =144 —uv®’ v, =2, v,=1}

30) Vx +Vg =x—y =x —Vxg+\y 31) x’ iV E_ AT

. TG e A

32) xX*4-y* = (x + y) xy = axy
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L) e 3 M)( 1) ( 1)_
g x Aty )\ y)=
N 1?2 J\E
¢ o g 9 —-;)+4( *-5)=73
35) xzy2_4xy-_——_8£y_3__iq 36) e
Jer e e
4
e et \/a-—]—x=u
37) aVa—{—-x—[—Va—x:b. Stavi se 4——
(= X i)
38) vgo_x_t/g_yzz. x1:-_=9 x2=89, y1=8 39) x5_]_y5—__—_33
x+y=1T i y,=—"T21 t. d. x—4+y=3
40) x —y =150 x, =100, y, =50, x,= 175, y,==225,

3a)

4)

1)

9)

11)

13)

v143—l—x——<’~jy— 1821; x50 =3 (— T8 8T iy3

x2 4 y? 4 22=29
x+y=5
Yorz=1 '
(B —u)+ (4 — o)
(4 —u)*+ (5 — )

2) x(y--2) =14 S ry=h
y(x+2)=18 xz=8
z(x+y)=20 yz =12

== B 3b) arx=x:y=y:z=z:b
:r2

4 « d 4:/b'
e s \/a"b, X5 e Niahby

u? 4+ v? =50 = Areie
(u1:7, 112:1; 'U1:1, yj.r:zs:h-i“__':i\/ab, Zl,ng\/(lb's,

e e
r=\/l3) zy,4 =T iVab
X}y =aq 5) xy=a 6) e e
y3z2:b yzz::b ax“by—cz_x—‘—y_{_z
z°x? = ¢ 22y = ¢
b(1+4g+¢9) =3l 8) Pt yii=14
bg+8=a—+d fE ==t xy +yz 4 xz=11
bg*=qa -+ 2d a— ) B =) x+y-tz=6
a=b
xy=2 10) xX:y=y:z IOa) p?._‘_qz___._rz
xy - yz 4 xz =11 x+y+z=18 (4 —p)Y-+qgt=r
bty 1008 xyz = 64 . R=pPH (i —gp="7%
el
Xy m ¥z Gx)z 5 =

r=—2~’p=2, q:—«a—

x+y=z+u 12) xu = yz
xy=1zu-+3 x+u=9
X4 Pix 4y =2+ u y4+z=06
x* 4y 422 o’ = 198 x® 4 2 - 2% + u® = 585
x+y4+zt+u=12 14) b=a+1
x? L y? 1 2% | u? = 56 bg—=a-+t+d-+2

gt A Loy — 1304

xXiz=u:y

bg*=a--2d+ 8
bg® = a + 3d -+ 24
[e=4, d=4, b =25, g=2]



1)

3)

8)

9)

1)

13)

15)

18)

21)
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15) a=5+1 16) (=3 —p)2+(E+gr=r
a+d=bg+2 4—p)P+B—gr=r
a-2d =bg*4- 1 B8 —pr—+qt=(r+3)
a—]—3d+5=bq?—}-l ' (r1=5; P1:‘71=0’ rz—_—-?)
e — o) = b v g ==

17) (1+g+¢) b=26 18) (2 —p)? +(9— g)im=r*
a+8=5b by=2, b,=18 (1—p2+@2—gqgr2=r?
a-td=bqg a,=—06, a, =10 _3p 30
a -+ 2d = bq* g=34 dy,=12,—4. T 474

|15
1
19) sin®x 4- cos?y = a 20) x?-F y*— 2xp cosy =52
cos’x — sin?y = b xy situy =24V3
x+y=14
Logaritamsko - eksponencijalne jednadzbe
x4 y* =101 2) xtyt=17 :
log x + logy = 2 log x + log y = 030103; x, = 2, 5 =1
log(Vx +17) —1=1log2 4y BN ISDE 2 5) TY =49
log (x +y) — log (x — y) = 2log 3 (2¥)¢ = 64 55 +ty—1_—25
$ = Y T e L
2 1rs—=s =4y =2 G 82

2x = I \“'42!1 =1 bxzjxy + = (b )

(an.\' & any) ((an + any) b 83) 8x — &Y — 56 ey

ax"'ry__:.c ‘ 2%—"'!]28 x1_2’ E

16 1 16% = 17 LEO 10) 3x+2-}—3”+2=108
=gz T 0 3@+v o7
24, B =312 12) L ¥ —g(at 1)
Y 729 Xty o
= \729 a = \a :
log u logv ___ oV % . Yy 1 — Q0
i ' & wy, =10, v, = 100 14) 3__3__

glogz  glogv __qg, oV2xi 3y £2 VA —2x _ 4
P xy =25 y" = 64 W

(R e B 16) 1 o R

logl g . " y U1 L T T
X = xlogy:0.5 yx :2V2 1
7 =a 2310gy _l" 33 Iégz —q 20) (x2 +y2)10g8 = Ti"
Vo —b 2log¥ | 3log= — 3 (2 =321, — 3

g-c-fH x+1 22) @ +

g~ 1=y T Y
i o =2,y =4 v 3 =2 m=ya
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23)
25)

27)
29)

32)

34)

35)
37)
40)

41)

1)

43)
. 44)

=16 24) ¥ =3y 454
e e —31093-2 X1:2, y1=3
5y — V= B==
grtl 3ol =2 qy 26) M +4xmV=5
/ 2 U
y =9 xy"*_l——4xy+l-—:—4=0
2x 2 1
% _4y_w1“32 s L 28) y”+ 105" =200
2x -2y 1 = 1 s
5 “4'3P— 2 3 2e=VYi0g2et10 31 ¥ 116 —_10
F43I=5 logy = x 3\y +2Vy ' =3
o4 o 2 1
<‘:x2=5‘<!”<*5 33) (%)y_lz_—n(zle‘)y*l——xo- xSl sl
y:260206—-10gx 10”:]000x y1=3, yzzz
2 1 ’
1\y e 3 f_
)Y = 2) + 8 34) Ve 410 1“\ =l &
ga—ll—=logx 10" = 10x Y, == g, X3 = Y10
12 TE y-1 = T -u, )
xy‘l—JSV‘x=zo 36) \/q,+2\/vx3: v
107 7 =x; 1 =10, y, =2 o i g K St ot S
r w X X —‘a—. . 1.
F o =20 38) T3 T T=2 39 GHI_gati_y
g —by =36 y —36y =5 R
2log x — 4 log x —2
L —4=3 :
= 2 y1 : x, =1000;, x, =10; y, =4, y, =14

ylogx--—Q e FE 2y]ogx—2
log «

}_ log l—.‘*
(/)—_— (u) a +430; x1:10’ x2=0'1,y1-‘=4, !J~a=:’,—

S oig 1"”«{ 16=0

u2log'v __2ulogvN_zu—-logv_*_u—Z]ogv _3 =0,u=3—10g‘*0;
=2 v, =10t d.

(@) : (@)= ("), 8" : 7 = ()% [P =c'; 5, =3, y,=2, 2, =1
225"~ = —288

x—1 __
z—+ zy ——93; x=6, g,a=—2 — L z,,=96—3

T :
S P

7 =1l

T : u, =4, u,=2916, v,= — 3,
e ! = 2188, uvw_l::2920~—u', u® "1 = 11664; ' = __17

’l"_"‘l ‘vg— 3 X =

3sm X+ siny 3\/5

g (sin?x — sin2y) __ = o7 - x=61°2 42", Y — 380 40" 58"
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Problemi 2°¢ i viSeg stepena

Suma reciproénih vrijednosti dvaju uzastopnih brojeva iznosi :g—; koji su
i 1 5 J 2

to brojevi? (R.: 5 x—l—l =% == %y =re

Druga vrijednost ne zadovoljava jedn. (neupotrebival). Brojevi su 2 i 3,

Jedna se posuda moZe napuniti kroz 2 cijevi; kroz prvy za n sati prije

nego kroz drugu, a kroz obe zajedno napuni se za t sati. Za koliko se

napuni kroz svaku cijev napose? '

1 1 1 12+2t n —1—41‘“ 1 ;
R ".,w_c—‘__x‘_-ni___’ Xy =5+ : ?posude napuni druga

cijev u 1 satu.

U rov pusti neko da padne kamen i nakon 595 sekunda kasnije Euje,
kako je kamen udario. Koliko je dubok rov?

R. : Vrijeme za koje je kamen pao -+ vrijeme, za koje je do nas doSao
zvuk — 5'95; dakle (ako je x — prevaljeni put — dubina rova):

335 S VQSI =505; x = 1486 m.

Rijesiti pravokutan trokut, ako je zadan polumjer upisanog kruga ¢ =1
i povrina trokuta P —=6.

R.: Poznato je iz geometrije:
at+b+c P a—Fb-——c

5 =i S et dakle :
a+b+0“12| ¢c=35 xtgt+z_ 1 xw_p_g
b—c=2 | ad+b=T i 2 6 2
az-[-—bz:m ‘ a? -+ 6% =25 xtaeyt—g? T tid.
a=93
b=4

U zadani trokut (a, h) upisati pravokutnik, &ija povrSina iznosi n% po-

vréine trokuta, L E
R.: Stranice pravokutnika su x i y,; postoji relacija .ty~—0~()— o=

h? ki
— h (h B y), ili 1z ovoga y2 — hy + SO_O 0; Y150 = "i 1 :"V 5_0_33_”_)

D.: Smisao ima samo druga vrijednost. n moZe prema formuli maksimum
biti 50 t. j. povrSina pravokutnika 50% povrSine trokuta.

Odrediti /1
Rixt=1: (x—1) (@t x+1)=0, x,=1, x,, =% (——ljj i \/3)

Primjena kvadr. jednadzbi i jedn. viSeg stepena

Koja jednadZa ima za Kkorijene reciproéne vrijednosti od korijena jedn.
x24+5x +6=07? (R.:6x24+5x+1=0).
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2)

L
5)

6)

7)

8)
9)
10)
11)

12)
13)

14)

15)
16)

16a)
16b)

17)

Kakav odnos mora postojati izmedu koeficijenata jednadibe x* +ax + b=
— 0, da jedan korijen zadane jedn. bude jednak a) drugom korijenu;
b) dvostrukom drugom; c¢) n-terostrukoj vrijednosti drugog Kkorijena;
d) recipr. vrijednosti drugoga; e) kvadratu drugog; f) n-tom korijenu
drugoga korijena? Navesti posebne primjere.

{ 3
Ry lah st ey = e e = )
Korijeni jednadZbe ax?£bx + a—0 jesu recipro¢ni. Dokaz?

o2

x —d
Koju vrijednost mora imati m u jedn. (x—3) (x—m)=a, da jedn.
imadne samo realne korijene?
Za koje su vrijednosti od m Kkorijeni jedn. (n+1) x2—2 (n—1) x4+
+ (3 —3) = 0 realni, a za koje korijene trinom (n+1) x*—2 (n—1)x
4+ (3n— 3) pozitivan (negativan)? Ispitaj predznak tih Kkorijena! [sto za
xX*—2nx+3=0. ‘

Izmedu kojih se granica mora Kkretati vrijednost od m, pa da jedn.
% % L
x+a xFb x+m

intervala a, bl

U jedn. x> —max +a—0 treba m tako odrediti, da jedan korijen jedn.
bude jednak dvostrukoj vrijednosti drugog korijena.

Za koje je vrijednosti od a jedn. x2—4x + a®*— 0 jedan njezin korijen
jednak kvadratu drugog korijena?

Kako glasi jedn., Ciji su Korijeni a) za n veéi (manji); b) m-puta vedi
(manji) od korijena jedn. x24+ax+b=0 (R: x=yfnit d)?
Odredi m jedn. x> —(En—2)x 4+ 16n*— 2n—7 =0 tako, da suma Kkva-
drata njezinih korijena iznosi 24. -
4b?) x* + 2 (a® + 2b%) x +.(a* — b).

= 1 ima uvijek realne vrijednosti. Dokaz?

at
Jedn, = —+

imade dva realna korijena? (R.: m mora biti izvan

Rastavi u linearne faktore (a®
Koja jedn. ima za korijene brojeve a) 2,—1i; b) a —\b, a -+ \ b ¢) ti;

d) 2-1-iV3, 2—i\3?  Uvjeri se!

Pod kojim uslovom jedn. x* 4+ ax+ b =01 x>+ aix + b1 — 0 imaju jedan
korijen zajednilki?

R To e | X el
Skrati razlomak P p A R.
Kakav odnos mora postajati izmedu a, b, i a1, by da izraz f(x) =
(a+ bx)? + (a; + bix)* bude potpuni kvadrat? (a:a;—b: by).

X —2
x4+ 3

—2
Rastavi na proste faktore trinom 1 -+ 5x—1-- (;) ; R—E (x+1 (x+4)

Jednadzbu tredeg stepena x°® -+ ax? 4+bx -+ c¢=—o0 reducirati na oblik
V24+py+g=0. R.: Supstituirati y=x — -g—. Primjer x®— 9x® 4 26x —
— 24 — 0. Reduciranu jednadZbu rijeSiti: (R.: x1 =3, X2—4, x3—2).

[zletnici jednom prilikom podijele medusobno fotografije; od prigotov-
lienih 40 duceta ostane jo$ 100 fotografija. Koliko je bilo izletnika?
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22)

23)

94)

25)

26)

27)

28)

29)

30)
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Suma dvaju brojeva iznosi 3, a suma njihovih kubusa 9; koji su to brojevi?

Razlika reciprocnih vrijednosti dvaju uzastopnih brojeva iznosi &,. Koji su
" 1 1 1) :
At it e R AT PO
to brojevir: (?.C may 5
Suma znamenaka dvoznamenkasta broja iznosi 13, a njihov produkt 36.
Koji je to broj? (R.: 94)
Suma znamenaka troznamenkasta broja iznosi 7, a njihov umnoZak 8.
Koji je to broj, ako je zadnja znamenka jednAka % broja iz prve dvije?
(R.: 124) :

Suma znamenaka dvoznamenkasta broja iznosi 9. Produkt broja i razlike
njegovih znamenaka iznosi 54. Koji je to broj?

Qe N AU VRN e i A Ay E s, S R
dobije se x> — p*=0, 2xy=11td. x=?, y=72?

Dokazati na gornji na¢in odnose: \/a + \/b =\/a aE \,'/52 — + \/a — \/ £ —h

2) o N —‘, '{i:_z_t
Va + bi = V_\/ az;zb_:j;q I i\/ig +8—a

2 >
2

TroSak putovanja iznosi a Din. Putuje li n osoba na ratun ostalih, to

svakog zapada da viSe plati b Din. Koliko Je putnika? (x 2 n—%=b)

A i B svrie neki posao za n (10) dana. B bi sam svrSio posao za a (2)
dana prije nego A. Koliko dana treba svaki napose da dogotovi posao?

Dvije cijevi zajedno otvorene napune rezervoar za n dana. Jedna bi
cijev trebala za to m sati viSe. Koliko bi trebala svaka cijev napose?
Diskusija? Primjer :n—=10, m=2.

[z bureta od a (240) [ napunjena vinom otoli se neSto vina i napuni vo-
dom. Kad se izmijeSalo otodi se ponovno b (60) I viSe nego prvi puta pa
se opet nalije vode. U buretu je konalno ostalo jednako vina i vode.

“Koliko je ! prvi puta otofeno?

U zajednitki posao uloZi A 500 Din viSe nego B i to kroz 10 mj.,, a B svoj
novac kroz 8 mj. Koliko je svaki uloZio, ako je prvi zajedno sa ulodkom
dobio 4200 Din, a zajednitka dobit iznosi 1800 Din?

Kapital naraste kroz n godina na a Din. Na istu bi sumu narastao za m
godina da je bio ukamaden uz 1% viSe. Koliki je kapital?

Dva kruga sa polumjerima rqy (6), re (2) i srediStem na kracima pra-
vog kuta krecu se prema vrhu brzinama ¢i (2) i ¢: (3). Prvi je udaljen
od vrha za a (24), a drugi za b (36). Nakon kojeg ¢e se vremena oni dotaci
a) izvana; b) iznutra? | :
Na krakovima <« — 45° nalaze se tatke A i B udaljene medusobno za
a. Ako se prva pomakne prema vrhu za b, medusobna im je udaljenost c.
Koliko su bile udaljene od vrha <C?

Na kojem bi mjestu izmedu mjeseca i zemlje ostalo tijelo lebdeéi? Neka
je njihova udaljenost d=— 385000 km, a masa mjeseca = } mase zemlje.
(R. : Udaljenost od zemlje iznosi 346500 km).



140

31)

32)

33)

34)

35)

35a)
35Dh)

36)
37)

38)

38a)

t — 3 sek. nakon 8to se Cuo prasak pocelo je na zemlji padati meteorno
kamenje. U kojoj se visini meteor raspao?

- ’ —
R: x =-§; (c—gt+ Ve (c—2gt) c=2340,18 m, g =9,808, x, = 215081, x, — 84°4
Koji korijen zadovoljava jednadzbu ?

Kako bi visoko morao vulkan na mjesecu baciti kamen, da on dospije u
privlaénu sferu zemlje i pane na zemlju?

Kojom bi se brzinom moralo ispaliti topovsko tane horizontalno da
2
neprestano oblijece oko zemlje? (—;3--29'81; R =polumjer zemlje umetrima)

Tijelo je baleno u bunar i nakon ¢ sekunda ¢&uo se zvuk. Koliko je dubok

bunar?  R.
HEe ‘33 +\ /581 —

U krug je upisan pravokutan trokut povrSine 6 i sume kateta =7. Ko-
liki je polumjer kruga?

Odrediti stranice pravokut. trokuta ako je zadano h(8) i a + b—c =d (6).
Odrediti stranice pravokutnog trokuta, ako je zadano:

a) PovrSina P i opseg — 2s.

R.i = (- P+ NG+ P?) — 8s'P) = b,

2s (2 — )
252 —w
d) PovrSina Pig:p=m:n (p i q su otsjeéci na hipotenuzi)

V? b=Yze

b) Opseg — 25 i simetrala pravog kuta—w R.:a=

-f) Zadane su katete a i b, odrediti teZi$nice

¢ s =R=+ 1\/4az+b2 tl;l\/ _|_4;1,2]
2) Tezlsmce tj i f2, od1ed1t1 stranice
2

h) Zaddne su katete a i b pravokutna trokuta. Treba odrediti a) povr-
Sinu upisanog kvadrata; b) stranice onoga pravokutnika, ¢ija povrsina
iznosi n-ti dio povrSine trokuta. (Diskusija)?

k) Stranice su istokradna trapeza a=10, b—=d =3, c=2. Treba odre-
diti polumjer opisanog kruga oko trapeza. Ako se spoje srediSta stra.
nica trapeza dobije se romb. Koliki je polumjer u romb upisanog
Kkrugar?

DuZinu a razdijeliti po zlatnom rezu [a:x =X :(a— x)]

Dokazati odnos izmedu stranica trokuta a, b, ¢ i polumjera r; opisanog

kruga: 2rc-a\/4r —bz—l—b\/tir
Oko kruga (r) opisati istokradan trapez a) opsega 4s; b) zadane povrsine

s s2

P. RijeSiti trapez. R.: a) 2x — s)? 4 4 =3s? x= 5 —}—\/-4— =

U polukrug (r) upisati trapez sa opsegom 2s.
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41)

42)

43)
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U krug (r) upisati istokraCan trokut povriine P. Kolike su stranice trokuta?
Rijesi trokut, ako je zadano a+b=m(2), r(1) i ;= n (0'5);
U.: 4rP=aqbec; a=b=1, ¢ :\/3.
Poznata je povr§ina trokuta 1 k? i stranice a i b. Kolika je tre¢a stranica?
Ro: [(64¢)* — ] [x* — (b — )] =4k*; x= \/bz + A+ 2\ bk — Kt

Na pr. a=6cm, 6 =8 P=24, c=7?
Polumjer upisanog kruga dijeli hipotenuzu pravokutna trokuta na ot-
sieCke m(8) i n(6). Koliki je opseg trokuta i njegova povrdina?r

Na centrali cc=2d dvaju jednakih krugova odredi onu tatku s koje
tangente na krugove stoje jedna na drugoj okomito?

R.: x= \/dz +rt— A+ r?

44) U kvadrat (a) upisati istokradan trokut povrSine P, i jednim zajednickim

45)

46)

47)

48)

vrhom sa kvadratom.

U kvadrant (a) upisati pravokutnik sa stranicama koje su paralelne sa

dijagonalama kvadrata i povrSinom = n% povrSine kvadrata. Stranice
pravokutnika — ?

n 2

. : a oy

1elc 1 'xJ P - _— — / 1

Diskusija? R.: 4xy=P 100° x4+ 3 V-2 t.d

U kvadrat (str. a) upisan je istostranifan trokut sa jednim zajednickim

vrhom. Odredi stranice trokuta. [szan%—V?]

U istostrani¢an trokut upisati pravokutnik sa povrSinom — n% povrSine
trokuta i odrediti njegove stranice. Diskusija?

o has sl SEhee gl
["y' 00 3203 'y]

U kvadrant kruga polumjera (r) upisati a) istostranitan trokut kojemu je
jedan vrh 1) na obodnici; 2) u sreditu kvadranta, i odrediti mu stranicu;
b) upisati krug i odrediti mu povrsinu.

49 Zadani trokut (v, h) treba raspoloviti paralelom prema bazi. U kojoj se

49a)
49Db)

e

. 00)

51)

visini mora ona povuéi i kolika je?

Ako se podvostru®i broj stranica nekog pravilnog mnogokuta onda svaki
kut naraste za 36°. Koji je to mnogokut? [n=235].

Ako se broj stanica nekog poligona povisi za 3, broj se dijagonala po-
trostrudi; koji je to poligon? [n=6].

U istostranifan trokut upisati istokradan trokut povr§ine P, da mu vrh
le?i u sredi$tu osnovke prvoga trokuta. U kojem omjeru dijeli osnovka
ovoga trokuta stranice zadanog?

Izratunati stranice pravokutnika, koji ima sa zadanim kvadratom (a) istu
povr&inu, a dvaputa veéi opseg; x=a(2+V3); y=a(2+V3)

[zratunati teZiSnice trokuta: t;, fs, fs iz njegovih stranica a, b, c.

b= b CE = ()% @ =ha 4 (F— ) 2 =02k

2, = V2b* +-2¢* — o*; 2t, = \2a® + 2¢* — b*;

P = "é“vj‘GTli' 12 + t:s) (t1 + t-z 5 ZL'.;) W(ti‘ + ty — tz) (t-z + ta == tl)




142

02a)

52b)

53)

54)
55)

56)

56a)

o7)
58)
59)
60)
60a)

60b)

60¢)
61)

62)

624a)

62h)

62¢)

62d)

62e)

Iz stanica trokuta (a, b, ¢) odrediti simetrale kuteva od vrha do sjeci$ta
sa suprotnom stranicom.

R.:we =—= b\s(s — c) ab, wa= \bc[l @ 4—77

Stranice se trokuta razlikuju jedna od druge za 3, a povrSina mu je — 54.
Kolike su stranice trokuta? R.: stranice su: x—3, x, x+3it. d a=09,
b= 2= 1D

Odredm stranice trokuta iz teZi$nica (Upotrebi: o* —,—bz_ﬂ2tcz—1—

R:a=1% \r2t‘2—|—2t23 — g2

Izracunati stranice trokuta iz g, @, p; tangencijalnih krugova troKuta.
Trapez treba raspoloviti paralelom sa osnovkama. Kolika je duZina te
linije, ako je zadano a, ¢ i h?

Treba otsje¢i stranice kvadrata (a) da se dobije pravilan osmerokut. Ko-
lika je stranica osmerokuta? "
Isto tako za istostranian trokut, da se dobije pravilan Sesterokut.
Povriina kruZnog sektora (isjec¢ka) je P, a opseg 2s. Koliki je polumjer
kruga?

U krugu povuku se paralelne tetive a i b udaljene medusobno za c. Ko-
liki je promjer kruga? 2:'='\f(c1Z — 8 16c5—|~-§» (a* + b+ 2¢%)

Koliki je kut onog pravilnog mnogokuta Kkoji ima 5 puta viSe dijago-
nala nego stranica?

Zadana kugla otsijeca na svim kuglama koje prolaze njezinim sredi$tem
kalote konstante povrSine (r2 z). DokaZi!

Kalota kuglina segmenta Cetiri puta je veda od njegove osnovke; kolika
je visina segmenta, ako mu volumen iznosi 72 = [R.:h=6, r =4].

Iz koje se udaljenosti od srediS$ta kugle polumijera r vidi n-ti dio njezine

vrdine? Primjer: — — -, L
po : ‘3'11_3’4"'

Kako visoko mora se uspeti balon da se vidi s njega #;povriine zemlje?

U kojoj udaljenosti od sredista treba presjeé¢i kuglu (r), da je povrSina
presjeka — razlici nastalih kapica (kalota)?

Bridovi se kvadera odnose kao m:n:p, a dijagonala je d. Koliki su
bridovi?

Koliki je volumen uspravne prizme, ako joj je zadana visina h(?) po-
vrSina O (?), a njezina osnovka jeste pravokutan trokut sa hipotenu-
zom ¢ (?)

Visina trostrane uspravne piramide h—=60 cm, a osnovka je zadana sa
stranicama a—14 ¢cm, b=15 cm i polumjerom upisanog kruga p=—4.
Koliki je volumen i povrSina piramide?

Normalni presjek kosog valjka je romb s kracom dijagonalom d =—6;
visina je valjka h=48. Koliki mu je volumen?

U kvadrati¢noj piramidi osnovni je brid—a, a pobotlni—=3% a; u pira-
midi je upisana kocka take da njezina gornja osnovka prestavlja ujedno
presjek piramide. Koliki je volumen kocke?

Zadan je volumen uspravna Cunja V = 12mnioplo§je (povrS§ina) O — 24 a.
Koliki je polumjer osnovke i visina Cunja? r=3, v =4

Diskusijal



62f)

62g)

82h)

621)
63)
64)

64a)
65)

66)
662)

67)

68)
682)
68b)
68c)

68d)

69)
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Os kosa ¢unja (konusa) a = 10, najmanja stranica b — ¥7%, najveca ¢ = 17;
Koliki je polumjer osnovke i volumen &unja? r=9

Krnju piramidu (v =visina, a i b osnovni bridovi) treba presjeéi ravni-
nom, paralelnom sa bazama piramide, da se dobiveni dijelovi odnose kao

p:¢g. Roty:o=(a—x) :(ah—b);ﬂ (ag—f—ax—}—xg):%(a“—i—ab%—bz)

qa® + pb? ; y = visina donjeg dijela pira-

=p:{(p - ¢); xstranica presjeka = \ e
P 4q

mide = ?

Oko kugle polumjera r—=25 cm opisan je uspravan krnji ¢unj. Koliki
mu je volumen i povrdina, ako je opseg donje baze Cunja dvaputa vedéi
od opsega gornje baze funja?

Kolike su baze krnje piramide, ako je V=72, h—3, By -+ B:— 10? Ko-
lika je povr$ina piramide ako je ona kvadratitna?

U kojoj udaljenosti treba presjeéi zadanu piramidu (B i h), da se volu-
men raspolovi?

Volumen uspravna krnja &unja jest V (120 m, visina hA(10), R:r—=—1:5.
Izradunaj R, r i s.

Odrediti plast (omotad), krnjeg ¢unja iz V=7n, h=3, R+r=3.
Kuglin sektor (isjefak) ima volumen V =72 =, pripadajuéi segment
Vi =45xn cm?® Koliki je polumjer osnovke i visina segmenta?

Debljina gvozdene §up1je kugle je d~3cm a njezina teZina T — 96,28 kg.
Odrediti volumen i kantu onog kuglina segmenta, koﬁ nadopunjuje isto-
stranian cfunj u kuglin isjecdak.

Leéa sa 36 cm Zari¥ne duljine stvara sliku predmeta, koja se pribliZi ledi

za 36 cm, kad se predmet udalji za 68 cm od lece. Kolika je udaljenost
1

f

Dva koncentr. kruga (R i r) treba presjeéi nekim pravcem, da na njemu
dobijemo 3 uzastopna jednaka dijela.

Povr§inu kruga polumjera R treba pomodéu druga 2 koncentridna kruga razdi-
jeliti na dijelove koji se odnose kao 1:2: 3. Koliki su polumjeri tih krugova?
Povriinu zadanog kruga (R) razdijeliti sa druga 2 koncentri¢na kruga na tri
jednaka dijela.

Dijagonale su deltoida d, =15, d, =221 opseg 2s — 56; kolike su mu stranice ?
a—8DH, b=—195.

Istokradan trapez sa paralelnim stranicama @ =8, ¢ — 2 ujedno je tangerncijalni

predmeta i slike? —;——l-—}-.—«—

getverokut. Kolika je povr§ina izmedu upisanog kruga i trapeza?

R —rc\'ac—~f4£7ci t. d.

Izvan dva koncentr. kruga (R i r) odrediti tacku S, da je tangenta iz te
tatke na unutarnji krug n- puta veéa od tangente na vanjski krug. Disku-

sija? Na pr. n—2,3; d.—\/ S

A

Harmonijska sredina ‘dvaju brojeva je a (4'8) a produkt izmedu aritm. sre-
dine i geom. je & (10v6 ). Koji su to brojevi? (6,4).

Suma cifara &etiriznamenkasta broja iznosi 12, a broj iz zadnje dvije cifre
jednak je trostrukom broju iz prve dvije; suma vanjskih cifara za 2 je
veéa od sume unutarnjih, suma dviju prvih cifara pomnoZena sa zadnjom
daje Sesterokratnik treée cifre. Koji je to broj? (1236).
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72

p—

73)

73a)

73b)

73c)
73d)

73¢)

73f)

74)
74a)
75)

76)

Dvije kugle, udaljene 120 m, kotrljaju se jedna prema drugoj i susreéu
se nakon svakih 20 sekunda; jedna treba za 1 m % sekunde manje nego
druga. Kolike su brzine obiju kugala?

Volumen izmedu dvije koncentri€ne kugle—= &' =, a udaljenost povr-
S§ina —1; koliki su im polumjeri?

Krnji (zarubljeni) ¢unj (R, r, h) treba paralelnim prosjekom raspoloviti.
(Polumjer prosjeka — S‘/R:’;"f’-)

Donja osnovka kuglina sloja jest glavni kuglin krug. Koji dio kugline povrsine
zauzima zona sloja, ako je njegov volumen V= &% 7, polumjer gornje osnovke
0,=—=1, a visina A=27

Volumen uspravna krnjeg Sunja V' =39 =, polumjer veée osnovke R —15 i visina

h-—4. Koliki je volumen oko njega opisane kugle?

Koliko je oplosje (povr§ina) uspravna zarublienja &unja, &ija je visina — harmo-

nijska sredina izmedu polumjera? 0 =2z (R?+ r%)

Volumen i kalotu segmenta izraziti pomodu visine 2 1 polumjera osnovke 0.

V="5 G+ h); P=n(e*+F)

Koliki je paralelni presjek koji visinu zarubljene piramide dijeli u odnosu m : n?
(m'\!'E—kn\g"E;)ﬁ

P =1 — _h:l_.jr.n Ty

Suma ¢lanova proporcije je 56, umnoZak unutarnjih je 84, a suma kva-

drata svih ¢lanova iznosi 1250. Kako glasi proporcija?

Suma vanjskih ¢lanova geom. proporcije — 4, suma unutarnjih =5, a suma

Kkubusa svih ¢lanova — 81. Kako glasi proporcija. (2:1 =4:2).

Kako glasi postojana proporcija kod koje suma ¢lanova 18, a njihov pro-

dukt 2567 (2:4—=4:8)

U tetivnom detverokutu stranice &ine proporciju; suma njihovih kvadrata

je =65, opseg <{etverokuta — 15, a produkt dijagonala — 26. Kolike su

stranice? (Stranice su: 4, 6, 2, 3) '

Volumen kvadera je V = 60 cm?® povrSina — 94 cm?, opseg osnove — 14 cm.

Koliki su bridovi? (a=3, b—=4, ¢ =25)

Odredi polumjer osnovke uspravna kruga Cunja, koji ima jednak volumen,

jednaku povrSinu i jednaku visinu sa polukuglom polumjera r—4.

Oko vrhova trokuta (a—=10, b =12, c=13) opiSu se tri kugle, koje se

dodiruju; koliki je volumen kugle opisane oko tih kugala?

Osnovni bridovi trostrane piramide su 7, 8, 9, a pobocni stoje medusobno

okomito; koliki su ti bridovi?

Hipotenuza pravokutnog trokuta za 2 je manja od obiju kateta skupa, a

povrSina trokuta — 6. Kolike su mu stranice? (3, 4, 5).

U pravok. trokutu visina na hipotenuza h = 24, polumjer upisanog kruga

0 — 1. Kolike su stranice i povrSina? (a=3, b=4, c=15)

Opseg pravokutnog trokuta 2s — 12, stranica upisanog kvadrata sa zajed-

ni¢kim vrhom = 2. Kolike su stranice i povr§ina trokuta? (3, 4, 5; P = 6).

Rijesiti pravokutan trokut, ako je zadano 2s — 252 i¢ + r = 73 (¢ = polu-

mjer upisanog, r — polumjer opisanog kruga, 2s— opseg).

RijeSiti pravokutan trokut, ako polumjer upisanog kruga ¢ —1 a povr-

Sina P=6. (3, 4, 5 stranice).
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86) RijeSiti pravokutan trokut, kojemu je polumjer opisanog kruga r— 25,
a stranica upisanog kvadrata sa zajedniCkim vrhom — %*. (Stranice 3, 4, 5)
87) Isto tako ako je zadano a) o =2, P—=24; b) h—=4'8 (visina na hipotenuzu)
i r = 35; c¢) hipotenuza (¢ = 10), i stranica upisanog kvadrata m = %!.
[R.: a), b), c) stranice su 6, 8, 10] '
Neodredene (Diofantove) jednadzbe
(viSe nepoznanica nego jednadzbi)
a) Linearne jednadibe
Def.: . 1. ax| by = ¢ ima oo rjeSenja

| 2.

ax- by = ¢ ima rjeSenjd u cijelim
brojevima, ako su a i b relat. prosti.

Pravila: | 3. fi_kﬂ,:_c
R:ix=c¢—bu| (ili x=1e- bu
g=p8-+ au y =8 — au)

gdjesux =&, y = 8... posebna rieSenja

4. x>01y >0 za

ye iy gl
a:u;—b |
5. ax—-by=¢
R.:x—:c“bi‘],xzo, by 2. 1 w
a :
(x =¢—bu, y=48-+ au) W
6. St Ty=52
: _92—Ty_ .o_ gy:_.%IA
BRIt ) e
=10—y uzI T = ﬁ
2y —2=>5u :
ull u
y=2u-{-1+—-2-||~2——u1
g=2u+1+u
u = 2u,
;=0 :
u=0 =9 y,=1
Opée 1j.: x=9—Tu |
g=1-bu l

Za w]ol1]2]3... ‘
. x| 9]|2|-5-12..
gyl 1]6]11]16... ~

—

l[ tivnih korijena.
, I 2. ax — ay = c¢ ima neo-

1. Funkcionalna jednadZba

2. Neodredena Diofantova
jedn. (rjeSenja u cijelim
brojevima . .. )

3. Opée rjeSenje Diofan-
tove jednadibe

4. Uvjet za cijele i pozi-
tivne korijene

5. Metoda supstitucije
6. Eulerova metoda
" (dovodi do jedn. u kojoj
" jedna nepoznanica ima koef.
1, pa se jedn. lako dade
rijesiti)

——t

1. ax -+ by =c ima ogra-l
ni¢en broj cijelih i pozi-‘

granicen . . .

3. Sistem- od n jedn. sa
n -+ 1 nepoznanica eli- ‘l
minacijom svede se na
1 jedn. sa 2 nepozn.

3. Dokaz: ad 3)

oat Ll Neka su

ac -+ b = ¢ kgnil?;n

a(x—a)+b(y—4F)=0
b(y — )

a

' Za cijele brojeve mora
biti y — = au

X — 0 = —

S—————

—

10
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b) Kvadratne jednadzbe

1. X*+y'=72 |
R.:x=u?—v*; y=2uv; z=u"-} v*
2. Na pr. urfu’xyz
2113|415
If 41|15 817 i&
3125|1213
Il 52 (21720]29
Primjer 1
1. 9x—4y=1
9 — 1T x—Tlx—T _
R.:y = 7 = 2x |- ) T
x= T+ 4u
y=14-+49u

Zau |0, 1,2 —1.
x| 17, 11,15, 3.
y | 14,23, 32, 5 .

2. Koji troznamenkasti brojevi podijeljeni
sa 13 daju ostatak 4, a djeljivi susa 97
R:N=13x+4=9y

= 13x— 9y = —4

yzl+4x—]—4

x~—2u_‘1"'|_ "il— iy

u=—4u,
x =2u—1+4uy,
g=1-u
za u =0
x=—1
y=1
Opéerj.: x=—1-+9u
N=13(—1+49u)+ 4
= 172 — 9

Iz 99 < 117a — 9 < 1000 slijedi
p—— 2. 8,
N =108, 225, 341,

1. Pitagorina jednadZba
[RieZenja iz (u® —

v + (2uv)® =

= (u® -+ %)% u 1 v su cijeli brojevi]

2. Pitagorini trokuti

[a=2m, b=m>—1, c=m® 4+ 1]

xn_‘_Jn -y zn

nerjeéivo

u cijelim brojevima za n > 2 (Fermatov

veliki stav!)

3.

U troznamenkastom je broju cifra
jedinica %, a cifra stotica { preosta-
log broja. Koji je to broj?
_10x4y  10y-+z
R.:z__——g—, =ty
10x +y—92—=20
4x— 10y — z=90

26x — 91y =20
x=3+% | (=u)
y:2u]

x="Tu ; Broj je 728
z—8u

Diferencija dvaju pozitivnih i cijelih
brojeva za 11 je veéa od njihova
kvocijenta. Koji su to brojevi?

x

R.: x-—y—~-—:11
= (y* +11J) (y—l)
g—1 je
= 1 ——— | mjera od
T 2+y—l 121t d

Za koje je vrijednosti od x izraz

a®x* -+ b puni kvadrat?

R.:mVa®x* - b=—max+n
Ltbmt =
¥~ 2am.n

6x — by +-3z=1

- R.:Za jednu nepoznanicu uzme se

vrijednost po volji i onda se rje-
Sava kao 1 obiéno.
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10a.

10D.

11.
12,

13.

14.

147

Zadaci
Rijedi u cijelim brojevima: '

a) 5x—Ty =4, b) —;—-yg—z I, ¢ x—2y+32=4, 5x+4y-132=1,

d) x+ 5y 4+ Tz=2

Rijesiti u cijelim i pozitivnim brojevima:

i e ) ;Zé Y b) 3x+-5y+ Tz =67, d) 17x— 11y =S86.

e) Koje vrijednosti od x i y, koje se nalaze izmedu 10 i 30, zadovoljavaju

jednadzbu 16x + 9y =576? (x=27, y =16

a) Odrediti troznamenkaste brojeve koji su djeljivi sa 7, a podijeljeni
sa 9 daju ostatak 3.

b) Periferiju kruga razdijeliti u 2 dijela od kojih prvi ima 9 a drugi 12
jednakih dijelova. Koliko stupanja iznosi svaki dio?

¢) Neko treba iz posude od 17 11 pretoéiti u boce po# | i2 1. Koliko mora
uzeti jednih i drugih?

Kolo sa 84 zupca goni drugo sa 222. U poletku hvata prvi zubac prvog

kotata zadnji zubac drugoga. Nakon koliko okretaja prvog kotafa hvata

njegov prvi zubac 18-ti zubac drugog kotata? Koje zupce on nikada ne

zahvata? (Perioda doticaja je 37 okretaja prvoga ili 14 okretaja drugoga).

TroSak izleta od 3000 D platio je svaki muskarac po 80 D, svaka Zena po

60 D, a svako dijete po 30 D. Koliko je bilo jednih, a koliko drugih?

Broj 1000 podijeliti u takva 3 dijela, da je prvi djeljiv sa 18, a drugi sa

24 i tredi sa 30.

Neka je Zena prodala guske po 50 D, patke 30, koko$i 20 i golubove po.

10 D u svemu za 480 D. Koliko je bilo svake vrste? (3, 5, 4, 10)

U nekom racunu stoji: © 1 kg po 2,8 D —=°98,38 D. Tamo gdje je © brojka

je nejasna i prebrisana. Koje su prebrisane cifre?

Neko Zeli da kupi za 100 D olovaka po'2, 4 i 6 D. Koliko ¢e dobiti od svake

vrste?

Jedan kemijski proces zbiva se po jedn.: u.AlLCls+ x. Naa=y Al +

+ z Na CI; odredi najmanje cijele brojeve za u, x, y, z, da ova jedn. postoji.

[Bu+2x=2y +22z]. |

Isto za xCaCs +y H:O —uCa(OH); + v C: Hs (proces u acetilnoj lampil).

[CaC: + 2 H:O = Ca(OH)2 + C2H.).

Isto za: x Zns Ass +y Ho SOa—u As Hs + v Zn SO, [Formula: Zns As: +

+3H2SO4:2ASH3—|—32H504]. ;

Razlomak 421 rastaviti u 3 razlomka sa jednocifrenim nazivnicima. (+§+§)

Jedan kut nekog trokuta djeliv je sa 8, drugi sa 9, a tre¢i sa 16. Koji su

to kutevi? (36, 48, 96) :

Vodovodna cijev duga 150 m moZe se sastaviti iz komada po 2 m, 26 m

i 3 m; od prvih treba uzeti to je moguée manje komada. Koliko je po-

trebno svake vrste?

Jedan kotad sa 17 zubaca zahvata u drugi sa 13 zubaca. Koliko je okretaja

potrebno, da svaki zubac prvog zahvati u istu luknju drugoga? (Iza 13 u

okretaja prvoga ili 17 u drugoga).

10¥
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15.

m—1

m——_l 4.4
;X‘——V/m, y=m \/m

2...y=1, 4 %
16.
[R.: x = (c—n?) : (2 an—b))].
17.
R.: x—1, x, x+1, jedn.: 3x>—y? =12

x=(a+ b)"+(a— )"

-----

Za koje je cijele ili razlomljene brojeve X! =y*? R.:ig=mx;. ..x=

1! 2!

Za koju je vrijednost od x izraz a®x? +'b x + ¢ potpuni kvadrat?

Odrediti trokute, ¢ije su stranice uzastopni brojevi, a povrdina racionalna.

rijeSiti u cijelim brojevima.

Poznata rieSenja x=4.(3, 4, 5) i x = 14

(13, 14, 15), x = (24/3)" (2 — /3)"... 51, 52, 53

18.

Neko kupi na berzi 48 tona Zita za 10.000 Din i to pSenicu po 260 Din,

raz 190 Din, zob 170 Din. Sjetio se poslije da je broj tona razi djeljiv

sa 10; koliko je kupio svake vrste Zita?

B. Funkcije. Graficko rjesavanje jednadzbi

Def.:

- | — i —
1. Konstante: 1, 2,..100. zadrza-
(stalne veli¢ine) vaju tokom ra&una uvijek istu

e b

. vrijednost.
|

2s Varijable: u, v, r... X, y, x... mije-
s
x odgovaraju odredene vrijednosti od y t. i.

promjenu x-2 prati promjena y-2...

Za | x —-—-——»’ Xy ’ Xy ‘x;;...’ Xn

! ‘
Vi ‘ Yoo | Yn |

F slijedi: | y =f(x) —~ | W

4. Opseg (0 = y) istostran. trokuta je funkeija
i ~ njegove stranice (a = x) :y —3x
{

kel g f 3
._y:Bx—r.!l ‘3”[_':6.

i ]
| 9 |i2..]

(promjenljive vel.) njaju tokom raduna vrijednost.
y je funkcija od x ako zadanoj vrijednosti od |

" s Povréina‘kru_gaf jest funkeija njegova polumjera |
. ™ I -
P:rgﬂL—l!z‘B‘
| dEa ]l Lan | on |
6. 8) g=f() ili b) f(ny) =0
F o y—F) Fxg =0
7s Pty i (B==%tr)
0= 2 (O=q¢(r)
s— & (s = ¢ (%)
W e ()

J

1—2. Vrste veliéina

3. Odnos ‘izmedu varijabli
(V == abc; V je funkcija ili
zavisno-promjenljiva vel.
od q, b, ¢, dok su ove medu-
sobno nezavisno-promj.

4. y=/(x)
g = funkeija (zavisna
varijabla)
x = argumenat (neza-
visna varijabla)

Pazi! Formule = funkcionalni

~ odnosi

Fizik. zakoni = funkcionalni

odnosi

Primjeri = ?

Opéa oznaka funkcio-

nalnog odnosa

a) Eksplicitna funkcija

b} Implicitna 3

7. Funkcionalne jednadibe
(izri¢u naéin, kako ovisi
jedna varijabla o drugoj)

8. z je funkeija od x, y ...



149

Grafi¢ko predogivanje funkcije

h
k o/
| I 7 I - O = ishodiste koordantnog sustava ’
W ﬂz@’/_-.zig_j ______ 74 X o O
: M, (%002 = os apscisa I
| st LRk
: | i Y = os ordinata
X E o] j ¢ M (xy,y;) = koordinate tatke
IR T RS S S TR 1, i i . {
| ' M, i to x, = apscisa
[ SRS . SR _
M (25,0 M5y Y, = ordinata
e -2 8 .
I W I, II... kvadranti _ ﬂ
v . |
Slika 3
1. Pravokutni koordinantni sustav (Sl. 3)
2. O (o, 0) = koordinate ishodista
Sta se razumije pod koordinatama tatke? (Mjerni brojevi njezine projekcione

‘ udaljenoati od Y-osi i X-osi) 'I
Nacrtaj tagke M, (— 1, 3), M, (3, —4) ‘

Osnovka istrostr, trokuta pada u X-os a visina u Y-os. Koordinate vrhova
ﬂ} trokuta — ?

2 : e —_— e e e

A ————— —

3. Funkcionalni odnos y=—f(x) grafi¢ki J 3. Funkcionalnoj jedn. y=f(x)
(geom. slika) predoluje se linijom, i to: pripada linija 1 obratno
a) Argumenat x odgovara apscisi
b) Funkecija y odgovara ordinati
H c) Svakom paru argumenta i funkeije t. j.
pripadajuéim rjesenjima: (x, y,), (x; y5)...
odgovara geometrijski tatka, a nizu rje- |
senja linija (Sl 4).

y1 Mtxeyo Mattath) H
y=fx)

—

(8
|
. 7% yz}
| \ i o
.___T-\—_,_w
X2
Slika 4
4. Koordinate svake talke jedne linije za- || 3—4. Odnos izmedu linije i
dovoljavaju njezinu jednadZbu i obratno: funkec. jednadibe
Il svakom paru rjeSenja zadane jadnadZbe

odgovara 1 (ili viSe) tadaka pripadajuce
linije.

e —e— — __‘
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|
5. X=y=0, ordinate su:0 | 5: Jednadiba X-osi i Y-osi
Y =x=0, apscise su :0
6. Odnose 3—4 provijeri na liniji y = x - 1 }I 6. Treba najprije naéi nekoliko
, (SL 5). . 1 rjesenja zadane jedn. i time
odrediti nekoliko taaka ko-
jima prolazi linija i dalje na njoj
ispitivati odnose..

7. Jednadibe su nulificirane funkcije. ( 7. Jednadibe i funkcije

—

8. flx) =y—ikx-+b Tprt f 8—11. Algebarske funkcije
=Ax-+By+¢c=0 } funkeija (Varijable su vezane algebar-

skim operacijama: sabiranjem,
oduzimanjem, korijenovanjem,

9. y:a0+a1x—{—azx2+...
TN o= a 4 ayx -+ a;x’ "]" — Racionalna
by bx b .

e
11. y=\Va* — 2 } Iracionalna

stepenovanjem)

12. y=—qr Eksponencialne 12. Transcedentne funkcije
y=¢alogx Logaritamske
! y=sinx
—cos x
:Z =145 Goniometrijske ‘
y=cotg x ]

13. Inverzne funkcije (SI. 6)

(Linije su simetri¢ne obzirom

z7. 2o M

na pravac-y ==x t. |. ogle-

X2y davaju se na tom praveu.
h Na pr. y=x 1 y=yz
0 B - L
| % < 7
|
l

(e — ] et |
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a) Algebarske funkcije
Primjer 1

1. Linearna funkcija — pravac

————

|

1. Funkecija y = kx - b pretstavlja pravae p \
2. Jednadiba praveca p=...y —=kx-} b

3. b = otsjetak na Y-osi

’ k= ‘Zi :% .. tga = koeficijent smijera ‘
Al I

1) Predoditi grafi¢ki y —x -+ 1 2)Nasl. 719 ijasn-i poiedine funkeije
R.: Odrediti najprije nekoliko tadaka - :

(dvije) kojima prolazi zadani pravac yex=0
(sl. 8) W,
¥ J£t 2y
R
1 l 2
Oy
AR
/7-1,01 i .
o Slika 8 | | Slika 9
3) Rijesi grafi¢ki linearnu jednadzbu: 4) Rijesi sistem jednadzbi: y — 3x = — 2,
2x —2=0 _ g+2x=3
R.: KonstruiSe se pravac y=2x — 1 R.: Koordinate sjecista pravaci
i njegovo sjeciSte sa X — osiju y=3x—21 y=——2x | 3 jesu
(y = 0) daje korijen jedn. (sl. 10) korijeni jedn. (sl. 11).
Rjesenje :
p 1\ ! !
y ‘5('2!"1 x! g \y,-z.x-rs =1
K=" =11
, 1 0 ynax"z
k)
Rjesenje (49
X =14

©-14 Slika 10

Slika 11
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5) Iz mjesta O krene glasnik sa brzinom 6) Rijesi Diofantovu jedn. : 3x 2y =20
¢=D5 km na sat. Nakon jednog sata (sl. 13) u cijelim brojevima.
krene za njim drugi sa brzinom od

6 km. Kada i gdje ée se sastati?
(s =ctl) ‘
R.: Put prvoga je s=—5¢ drugog

7)
i3
9)

10)

11)

A

7

s =6 (¢t =1) = 6¢{ — 6. Sjeciste gor-
njih pravaca=—7? (sl. 12)

R.:
t==56
s ==30

Slika 12 -

Rijesi grafitki jedn.: a) —3x+2=0; b) 2x+3=0; c) dbx+2y+1=0
2x+3y+2=0; d)2x—y+5=0, 6x—3y41=0; e)2x+3y=16u
cijelim brojevima; f) isto 5x 4 2y — 16. ' _

Dva mjesta O i A udaljena su 22km. Iz O pode u A glasnik sa brzinom 5 km
na sat, a iz 4 u O istovremeno drugi brzinom 6 %&m. Kada i gdje ée se sastati?
Rijediti graficki. R.:S=5¢f1i S=—6¢4+22; ...¢=2... |

Svakog dana o podne polazi parobrod iz Havrea u New-York, a u isto vrijeme
iz New-Yorka u Havre. Prijevoz traje 7 dana. Koliko ée drugih sresti na putu
parobrod koji danas o podne ostavlja Havre? R.:Puteve parobroda predoéiti
grafi¢ki. 1 u luei pri polasku, 1 u luci pri dolasku i 13 na otvorenom moru.

Suma je funkcija sumanda, diferencija minuenda i suptrahenda; predodi to graficki
(a+x=y, a—x=y; x—a—y...; a—=1,2..)) ‘

Na 12% pokrivaju se kazaljke na satu; kada ée se drugi puta pokrivati?
Rijesiti graficki.

Primjer 11

1. Funkcija y—=x»

fre— — -

predoduje parabolu za n >0 | y= ax? — upravno razmjerne veliine

. ) AT a ‘ :
hiperbolu ,, n >0 | y—=ax—r ili y=— —, — obrnuto " veliine

RS SN R R

e —— == - = |




a) n=parni broj > 0:

153

W= O

1) F(x) =gy —==x* (parabola) 2) y=vz ili x=g* (sl. 15)
i ’y 3 A lj'—‘gxf' - x* y
0 0 “ y I, ’,’/ y:x 0
1 ] \\ I’ /I’ 1
1R L el 2 e
2|4 \ A S
—214 \%J/f' : WA o
@ ‘ e
[ |2 /’ T
Shika 14 -
Slika 15
b) m = neparni broj > 0:
*3) F(x) =y—=x® (kubina parabola)
Tok funkcije :
x—=1y 2 —1,—2
gk Bl =ik, —8a I
Slika 16
8--.—
4) Flx)=y=Vx ili x=7"
7| 5‘7’3 g
o Ve Tok funkcije:
! IR
i oy
7 — oo <X, < x..<0| —00y, <yy.. <0
0lx <xp.. <00 | 0y, <gpo . <+ 00
~+ oo | o0
Slika 17

Koje vrste parabola razlikujemo? Koju proporcionalnost predocuju one grafi-

&ki? Kakvu ulogu igraju kod parabola tatke 0 (0, 0) M, (1, 1) i M, (— 1, -1)?
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¢) n=neparni broj < 0:

5y y=x-1yili g :% (istostraniéna hiperbola sl. 18)

X Jiws
v +0 | oo
i +oo | +0
! 1 1
(N &
L8 /;g — 1] -1
4 20 3
’/’ \\\ L .
-5’—_,m' \a 2 2
‘%\\L:w .
R R |
" Slika 18
d) n — paran broj < 0:
1 .
6) y = x —2 ili y = 7z (hiperbola sl. 19)
ui [ f’z > x |y
L | iz* +0 | +oo
f . o
‘. t +2 1
| 1 i3 4
[} | | L
i : +3 3
oz “h‘-h—h_’_e .
pirE JI_ " J —— ‘tl:
2 i
Slika 19

Koordinatne su osi asimptote linije (sijeku se s njome u neizmjernosti i ne-
prestano joj se priblizuju!)

) Earillin infis = et >0 a) Sta predouje funkcijay — xnzan =
oy S parni broj > 0a Sta za n=neparni
oy broj > 07? ‘
f TR b) Kakav je odnos izmedu linija

T ' Dy=x"iy=vs_
Z) TN s
S)eg ==l i

4) xy=11xp*—17

14
'
\
1
\
V
)
1

-

= N St o L

TEEm— X <) Objasni na sl. 20 linije za n—1, 0,
1
—1, —.
‘%‘imizyia_ ZIIM/_{_L_ TP

d) Predodi graficki 1) sve vrste para-

yx' mnza A :
' bold; 2) sve vrste hiperbola.

. Pazi: Linije za — n neparno spadaju u grupu
Slika 20 slike 18, a sa - n parno u grupu slike 19.
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2. Graficko rjeSavanje jedn. viSeg stepena pomocu parabola
1) Rijesi grafi¢ki jedn. ax*+bx+¢c=0 3) Rijesi graficki ax’ -+ bx +c¢=0

R. RjeSenje = sjeciste linija: RjeSenje — sjeciste linija
y=ax’ 1| . Dna pr.: =3 i
ay+bx=c | 2x*+3x4+1=0? ay - bx + ¢ =0,
na pr.: x> —x =0
2) Rijesi grafigki jednadzbu: N gz’
-;i Lbxde—0
R. : Sjeciste hiperbole i pravea:
HEE
=S P
T ey Sjeciste linija:
Isto tako — -+ bx 4 c=0 ili | y=xig=x (SL2)
o 3 Rien==0

n |, .nt1 v L
px _J[_q-x, e Slika 21 x, =1

=1

3. Fuﬁkcija (Rvadr.) y=ax*+bx-+tc

b\* — b b 4ac — b*
== a(x -+ %) - %a—c_‘i-i = parabola, koja ima tjeme (vrh) u taéki(— L) ;

a 2¢" 4a
s b
0s joj je pravae x = — 5~
1) y=x*—4x+3 R.: y=x*—4x 143
grafigki prestavlja ' =(x—2)—1
parabolu sl. 22  Sjecidte sa Y-o0si =7
i » X-081=—7

Tieme parabole: 77(2,—1)

T (2-7)

4. KruZnica K (0, 0 r)=x>*f+y*=r?

Srediste C(0, 0),r = polumjer; opéenito K(p, ¢,7) = (x — p)* + (g — ¢)* =1r°
1) Rijesi graficki jednadzbe: x* -} y* =9, y=—=2x
R.: Sjeciste kruZnice i pravea (Sl 23)=7?

R y=—rrigdes
(-3.0 /. sy, Mao X

Tok funkeije x* + y* =1r":

-3
Slika 23
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5. Elipsa (o, 0 a, ) bx*t+aty'=a’ b’

1) RijeSi graficki sistem jednadZzbi: v 4
4x* 4+ 9y* =36 | — elipsa
y* =2x | — parabola
= 3
R.: Sjeciste elipse i parabole (sl. 24)! ) Xy &
_a .':
O:a(3) i 6(2) su polu-osi elipse &‘ :
Tok f(x,y) =0: —a<x<-ta
—b=y=s+5b ; Slika 24

Roix =15, y,; =+ 173
6. Hiperbola H (o0, 0 a, b) = b*x* — a’y* =a’b®

1) Rijesi graficki sistem jedn.:
4x®* — 9y* =36 | — hiperbola
xtyi= — krug

R.:Sjeciste hiperbole i kruga
(sl. 25)="7?

b
O:Pravacp=y=+ —x zove

se asimptota hiperbole [tan-
genta hiperbole u tagki
M (o0, o0)]

b) Transcedentne funkcije
2) y="log x

Slika 26
Tok funkcije: Slika 27
x 1 E —1 ‘ ~2' '} Tok funkcije:
y|1)2] 4. 3| | | o ]U‘O"OO\ ot 001\
X-os je asimptotaodf(x):y—a-’" y , I 1 | 2 i ;_._1 ‘ ') \

Sjeciste linije sa Y-osi = ?
: l Y-0s je asimptota od f (x) = y—=clog x
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A 3) y=—sinx
gy e A
x|y}
010}
o ‘ |
AT /?\ Z
B2 ,,,,TJ%’C i
|0
==l Slika 28
3
el : g 1 ) !
] Sinus linija (sinusoida)
2r| O

4) y—=-cosx

¢) Geometrijsko mjesto: niz tadaka, koje zadovoljavaju zadani uslov.

Pokretna tatka koja neprekidno mijenja svoje koordinate prema zadanom uslovu
opisuje geometr. mjesto (liniju!). Taj uslov izraZen pomocu relacije koordinata pokretne
tagke jest jednadzba odgovarajuéeg geometrijskog mjesta.

1) Odredi geom. mjesto tadaka &ije koordinate sa koordinantnim osima zatvaraju
pravokutnike konstantne povrSine a. Rix.y=—a l t. |. hiperbola sl. 18

2) Odredi geom. mijesto ta¥aka koje su jednako udalj.ene od zadane tatke C(p, 9).
A — s
R.: Udaljenost = r. Za pokretnu tacka M(x, y)

vrijedi odnos:

(x —p)2+ (y — q) =12 t.|. kruZnica!l

Slika 30 .
3) Koje je geom. mjesto sredista svih krugova koji dodiruju zadani krug K (8,0, 5)
i pravac x = — 37

R.:Neka je M(u, v) srediste takvog jednog kruga sa polumjerom r.
Postoji sistem jednadibi:
(4 — 8 0= (54 1) |

u-{—@:t' I

(u —8Y+*=(8 +u) il v*= 3?_1_;; dakle .parabola!
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4) Odrediti gem. mjesto teZiSta svih trokuta nad velikom osi elipse, ako im se
suprotan vrh nalazi na opsegu elipse b%x® -+ a’y® = o*b* ‘
R.:Koordinate vrhova trokuta su A(— a, 0), B(g,0), C(x, y), a koordinate teZiita

u:—;—, v:%. Supstitucijom tih koordinata u jedn. elipse ;:—;—}—EL;—-l do-
CACHNVAAY. a b

biva se: (_cg) —}-—(é_) —=1; dakle je geom. mjesto elipsa sa poluosnima 373
3 3

5) Medu kracima pravoga kuta leZe duZine jednako duge (s). Gdje leZe srediita
tih duzina? (R.: na krugu 4u® - 4v° =s? slika ?)

b) Rjesavanje jedn. 3¢ stepena:
1. Jednadba x® - ax? 4 bx - ¢ =0 supstitucijom x =y — % najprije se svede na
reducirani oblik y®* -} py+ g =0 i onda riesava grafi¢ki:
1) Konstruie se poznatim nalinom odgovarajuéa linija i odrede njezina sjeciSta sa

X-osi.
Napr.: x*—3x4+1=0

Rjesenja:
=,

gaX-dXt! g =153

Xy =034

LB x, = — 1'88
75
Slika 31
2) Odrede se rjefenja sistema y = x* — kubi¢na parabola!
y—3x+1=0]| - pravac.

2. lii se traze koordinate sjeciSta linija
gy

gt+a+bx+c=0

Slika 32
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3. Algebarski prema formuli (Kardanovoj):

D) ¥ dpetg=0 Za (£)" +(2)’ >0 ili 279° 4+ 49* > 0;

el (8 (ORIC RS (e (O RIO RN

111\’_?1

[x2=11u"‘i“i2'03 x3——7i2u—}—iiv; Iy ==

Za 27q° 4+ 4p® < O: = — P cos L f - .
(Casus irreducibilis!) _i 3 A rg;lm

T éﬁ) mora biti p < 0
3 3

Prema tome su rjeSenja jednadibe x® —px +qg=0: x, =2 \/—--— cOS —-

X, = — 2 \/—g cos (~} = 600) y Xy= —2 \/_g‘ cos (”3‘ + 600) » gdie je

fI

V()

_ Zadaci

1) Dokazi za funkciju f(x) = x® odnos f(— x) = f (+ x).

2) Nacrtaj grafi¢ki funkcije y =+ 3x* i y = +1 x% Kakav je njihov odnos
prema y — X x2?

3) Pretstavi graficki funkcije y =x* i y == x% Kakav je njihov odnos
prema y — x°? ,

4) Pretstavi grafi¢ki funkcije y =3x* i y =1 x* Kakav je njihov odnos
prema y — x°?

5) Dokazi za funkciju f(x) = x*® odnos f(— x) =—1(+ x).

6) Predo¢iti grafi¢ki odnos izmedu povrSine kruga i polumjera (y = m. x?).

7) Isto za odnos izmedu volumena kocke (kugle) V i brida (polumjera)
(y=%* 4 y—“—X)

8) Predoditi grafitki: a) y = — x*; b) y =— x?; ¢) y — — x5 Kakav je njihov
odnos prema f(x)=x%x*..7?

9) Ispitati grafi¢ki i aritmeti¢ki tok funkcija f (x) = x*, £ x%...

1) Grafitki predotiti i ispitati tok funkcije a) 7(x)=1Vx b) f(x)=— Vx;
¢ £ (%) =2 Vx. Kakav je odnos te “funkcije prema y—xz‘?’

2) Isto tako za funkcije: a) y= \/x, b) y~—2\/\f, c) y = \:4x Kakay je

odnos funkcije y = \/x prema y=x""?
e 3
3) Grafitki i aritmetitki ispitati tok funkcije a) y=Vx?; b) O =06 V3

c). yt = x* [R. - 13\);—2 == i]f;) . (\'f;)]-
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o
4) Predociti grafi€ki odnos izmedu brida i volumena kocke (y=\/x).

m m
5) Kako se konstruiSe linija y = [x" i fea) = \/x? '
6) Energija mase m upravno je razmjerna sa kvadratom brzine i sa masom
(E=2%"). Predotiti taj odnos grafitki.
1) Predoditi graficki i ispitati graficki i algebarski tok zadanih funkcija:
1 2 1
a) flx)=L3; b)g=is cg=5;i da=—%
2) Napetost i volumen gasa uz stalnu temperaturu jesu obrnuto razmjerni

(Boyle-Mariottov zakon!). Predociti taj zakon grafiéki. (R.:xyzk,

k
y=4) _

3) Predotiti grafitki funkcije: a) y=153; b) gx®=2; ¢) 2y2=3x >

4) Kakav odnos postoji izmedu funkcije y:%—i y = %,,, gdje je n = ne-
paran cio broj?

5) Prédociti graficki i ispitati tok funkcije a) y=;c'g; b) y= —;:-2-

6) Isto za funkcije a) y:;cl;; b) y x6 =2. Kakav je odnos izmedu funkcija
Y= | y=3n za n—paran cio broj?

7) Newtonov zakon gravitacije predoéiti graficki (yz%@ ckiliog =;)

8) Jakost polia sile opada sa kvadratom udaljenosti od izvora. Predoditi
taj odnos graficki!

9) Predoditi graficki y = x" za n ;0 na istom koord. sustavu.

1) Predotiti graficki i ispitati tok funkcije a) x*+y2=4; b) (x—1)?+

+(y—2)=9; ¢c) x2+y2—2x+4y=13

2) Predotiti grafi¢ki i ispitati tok funkcije a) 4 x® 4+ 25 y2 = 100; b) 4 x*> —
—25y2=100; ¢) x*—y*=4; d) 4x>*+9y*—8x—36y +'4=0.

3) Predoditi graficki a) y=x*+2x4+5; b) y=—2x*+4x—8.

4) Predotiti grafitki a) y=x+x2—2; b) y=x+ 1) Ex—=1 &+ 2);

i 1 0 = = SN 3 ek
c) y zx+;, d) y:x~_\_—2—i— ;) y= T 1) Ve e ==l

1) Predotiti grafi¢ki na istom koodr. sustavu funkeije: a) y =3¢ | y= (%)x;
b) y =3 i y=>3logx; ¢) y=10° i y="logx. Kakav odnos postoji iz-
medu njih? Ispitati graficki i aritmeti¢ki tok zadanih funkcija.

2) Predoditi grafitki funkeije i ispitati njihov tok: a) y=¢€*; b) y=x-4¢*;
¢) y=x+10"; d) y =x*—2%; e) y==¢tlogx; f) y=x— Ylog x;
g) y="log x4 1. |

1) Predotiti graficki: a) y=sinx; b) y=cosx; ¢) y=tgx; d) y=cotgx

2) Isto za funkeije: a) y = x* sin x; b) y=-sinx+ cosx.

Rije§i grafi¢ki sistem jednadibi:

1) *+y*=9 2) xz—}——yz——-—]?). 3) y* = 6x
x-+yg =1 :f+3!;= 1’ 2% —y=6 °
4) xy =10 5 x*+y* =20 _ 6) y=3x24-4x—5

2x 13y = 19° g =2x -+ 10° g+x=1
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N oty =5 8) #t | # 9 y=(x—17+2_

FRSRE—EE 5 ; y+x=3
x* ity 16
. 16\ o597 .23
Rijesi graficki 1) y =x* 2) y* =2px S)sy ="
e x*=2py’ y= \T
Rijesiti grafi¢ki i algebarski: a) x* — 12x - 16 =0 (x, = — 4, x,,;, = 2);
b) ¥ —3x+2=0 (x, = — 2, x,,,=1); ¢) x*—x=0 (graficki i algebarski);
d) ¥ +12x*+45x +50==0; ) x* —x*—dx+-4=0; f) »»—3x-+2=0;
g) ' =2 —x+2=0R.:x, =1, x,=—1, x,=2); 'h) x*—x=0;

l) x: — \-‘-:ﬂ- —(i)>

Rijesiti graficki jednadibe: 1) x*+x*=2; 2) x* 4+ Tx=3; 3) »" 4+ 2x=1;
X @ x 1

4) Yy x=05; 5) X = x; Da) 10P=—x; 6) x — (%) =0; 7 Ylogx = (io)x

Ta) ¥*=10; 8) x =sinx; 9) sin x =tg x; 10) sin x = sin 2x;

10a) logx = 4x; 11) cos x — x* = (; 12) cos x = x (x, = 42° 20’ 47");

13) x*==100x (x, = 42, x, = 0,009)

Rijesiti graficki: 1) log x = — x; la) x +logx =2;

2) x+logx=xlogx; (x, =123... x, =0,3)

Isto tako jednadibe: a) acosx T bsinx =c¢. Up.: Staviti cosx =u, sihx=wv i

odrediti sjeciste linija au + bv =ciu® -+ v*=1 (krug!). Tako rijeSi: a) Scosx =

3sinx; c) 4cosx+2sinx=1; d) sinxtcosx=1V2; e€)sinx.cosx=1];

f) 2sin x = cos®x (parabola i krug!); g) sinx - cosx =1

12. Koja. jedn. ima za korijene: a) 1, } 3, 4; b) +2, +2i; ¢) =1, +i, 3?

13. Rijesiti graficki (i racunski!) simultane jedn. x —y = 20° cos x4 cosy =106
R.: Najprije se nacrta linija u = cos x + cos (x — 20°), $to se najzgodnije &ini tako
da se nacrta u=cosx I u=cos(x — 20°) i ordinate jednakih apscisa zbroje;
slika se funkeije u = cos (x — 20°) dobije tako da se slika funkcije cos x pomakne
za 20° u osix. RjesSenje zadatka daju apscise tataka, u kojima pravac u = 06
sijede liniju u = cos x 4 cos (x — 20% '

Na isti nadin rijesi: 1) x -+ y=60; cos x -+ sinx =08;
2) x —y=40, 2sinx-+siny=1; 3) x+y=30° tgxcotgx=2
Infinitezimalni racun
(diferencijalni i integralni)
r‘—;—‘"“ g T =1 II 1—2. Neizmjerno male i neiz-
. I L
l 1. Beskonaéno mala velifina je ona varijabla, | 1) i Scin el We = R
H &ija apsolutna vrijednost mo¥e postati manja od | 1—:,, a .O'Ia’O'Ola ...0
ma kako malene stalne veligine: = ili x — 0 . 1 T
e n ’ | 1 | 2 ’ e O
2. Beskonaéno velika velid¢ina x — oo postaje —
‘ veta od ma kako velike stalne velidine. 2) II)H |1 ‘10}]00! 1000%. : ’ co
____l,_.l__ l_';—:._.._.___
L"E »_ . e e Il IOLI]2'3J]...lOO

11
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—_— T w———

E 3. Granica zadane varijable je onaj stalni broj I 3. Graniéne vrijednosti
kojemu se varijabla po vrijednosti tako priblizuje, zadane varijable
da je razlika izmedu njih beskona&no mala. l o e . —;+ bl
Em fa(x) = b ) — limes f(x) za x —>a je b! | lim (?;T-_&J = lim N b(
— H o i )
. L x— 0 — c0
l b—f(a)=0 i
Dt 10-1 ‘0-01 Ilo-oox io-oom! .0 " a
nlOl 1 2 \ 3 l 4 (oo
o e & e
2)’1_}21—0,;:0 3) ]1m;:.—.oo
| X 0
| 4 lm10" =0 49) lim = =0 A
iy B |
| 9 lim = i
6) lim( g )——-1 H
20 \3 T X ;
| A Slika 33 5 ;
n sinx < x < B2 g g, ,
7) lim (144) =271828... = |
X — 00

' 4. Funkcija je neprekidna, ako uzastopnim vrlo || 4. Neprekidna funkcija
I malim prirsstajima argumenata odgovaraju uza-

stopni vrlo mali prirastaji funkeije. Vrijednosti
su funkecije odredene i konaéne.

I —

1—2. Cim se bavi diferen-

1. Omjer beskonaéio malih veli¢ina moZe prestav-
cijalni raé¢un?

l |
| |
, ljati odreden broj (T%’i : %,’l = 8 =2, zan= oo) {

Takav omjer igra veoma veliku ulogu pri ispi-

tivanju funkecija u fiziel i matematici.

\; 2. Diferencijalni raé¢un bavi se isporedivanjem
beskon. malih veli¢ina i time proradunava
I konac¢ne veli¢ine.




L‘ l
"/
/ Slika 34 |

Alx f(0)]; Bl +8x f(x+ A9);

Ax = prirast argumenta; Ay = prirast funkije;
Ay = fix + Ax) — f(x)

N CE TS I w

(= koefxcqent smjera sekante
= srednja brzina pokretne tacke A4)

2) S = sekanta, 7 = tangenta il
Za B— A, Ay— dy = diferencijal funkeije — 0
S—>T, Ax—dx= , argumenta— 0
pn 30 fle40) — fx) _ limtgo
Rk Ax —Bad T
Az —0 Ax—0
) =
=tg1= e k
df(x) _dy
3 —— = = —=cff ==
e e e

( = koeficijent smjera tangente)

dy __ diferencijal funkeije

4y &

) dx — diferencijal argumenta

5) dy e (koeflcqer.lt“smlera tangente
dx zadane linije)

6) j: = v (momentana brzina pokretne tatka 4) '

: (dz]
8) Ci\_df) =y" -d—y,, gr=72, yg=7?
dx dx
9 y=x . Ay
lim ==y =1
e g =acbax g, Ty A |
|
== —= 4-==1

7) dy = f'(x) dx
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3. Derivacija, izvod ili di-
ferencijalni kvocijent
(sl. 34)

2) lzvod kao granidna vrijed-
nost .

— (y'&it. y-crta, f'(x): f-ertax,

d'} : de y kroz de x)

4) Radunsko znadenje log iz-

voda
5) Geometrijsko znadenje 1og
izvoda

7) Diferencijal funkcije

8) 2wi, 3-¢ .., izved

9—11. Primjeri

11%
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W=
| yhly= (e Ay
Ay =(rf-Axp—
A ) — 2
i S g Cecthd gt
I Ax — 0 Ax dx Ax
1) y=sinx
g+ Ay = sin (x + Ax)
Ay = sin (x -+ Ax) — sinx |
Ay 2 il AQT za dx — 0 t
N (x + 5‘) a  dsmw_ |
| ’ | . dx |
Pravila
1. y=a 2. y=af(x) 1. Izvod konstante (= 0)
il 0 y =af (x) I 2. Konstanta ne _utje(‘ie naizvod f(r)
3. g=x" | 3. Izvod potencije
.,l = 1L e ; A A 1
4. l._—_d‘—:‘_l———a x"—n y S TR 1 g & o
‘= gy = 2
L X +1
5. y=\f(x)= [f(x)]‘% ! 5. Kvadratni korijen
) |
o= _‘f[——_ |
2Vf(x) |
6. y=u(x)o(x)+ 6. Izvod sume (razlike)
y=utot... [é&iﬁd(”i”"*ﬂ__@. L8 J
7. y=u.v=F(x) . f{x) dx dx dx —dx =
é} e + o' 7. Izvod produkata funkciji
8 y= ? = % 8. Izvod kvocijenta
v X
o AHEE Gt
Uy == q)-z
9. (y=F[f(x)] ili 9. Posredna funkcija
‘{[l = F(u), u= f(x) (Funkeija od funkeije!)
o = F (0)-. ) ih y = F(f(x)] na pr.
0 e g'=Vu=VI4
dx du dx
10. y =sinx 13. y=cotgx 10.—15. Transcedentne funkcije
y =cosx e A L
l’ L sin’x
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11. y =cosx U y=d L 14, Baza logaritama = ¢

‘(]’*-_'—_Sinx ‘(]':axloga ]i J::()J;;l}_e!\] —C"'

| 12, y=tgx 15, y=log [f(x)] | 9= lolg ~
) 1 »op ) gy =
V7 Gosix I=Fa | :
Opaska:
l' 1. z= fixy) 2. flxy)=0 “ L dflxy) . 9 f(xq)
I If of af af J x dy
dz = T dx 3y o dx + i d‘f—o " parcijalni izvodi
| , _a/i 2. Implicitna funkcija
dy _ _ Ox

H dx ‘?Z l

Funkecija se diferencira po svakoj varijabli napose
(parcijalni izvodi), a pri tom se smatra druga
varijabla konstantnom pa se djelomiéni diferen-
cijali zbroje i t. d.

c?y[
|

+ygi=r }
D ~+ 2ydy =0 .
di . L x H
die g
4. Dokazi se izvadaju iz osnovnog pojma izvoda kao |
graniéne vrijednosti koli¢nika ;. flx 4 4x) — f(x)
= y’, na pr.: Ax -0 Ax
a) y=uv
g+ Ay=(u-+ Au) (fv—]—Av)—u'v + vAu + ulv+Adudv
d { 3aAx -0
a’i/c o + a’\c . Av =0
u -
b)y#—;:uv Vit d
¢) g=F[fx)], gdie f(x)=u
[ oAy Ay Au
Ax An Ax
dy _dy du |
h dx ~ du ' dx ‘|

3. Primjer

4. Dokazi

se
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Primjer I

1. y=ax+45b

yl=a; y" = 0; g =0; y(n):o
Lo e g e el O NG

2. y=x" 4+ ax®+}-x x’l+x3+x+c 7

R. :y:x"+-ax3-}-x——ax—":—{—bx'—3—{—x“—l—}—c-——%
y'-:nx"“1 4+ 3ax® + | + (znxm"—l——3[))(*4—x“2
’ T— ) Sb 1
y = nx \'501—1—1+ "+1 ;4“——;;
- o S an 22
8, y=3xt—11Vx o= —5
Vx x @
R4 y=3x5—7x}7+ T N,
TR =N DI = e g
AR oo LM s g
7" = 1oxt 5 X 3 ¥ 3 x3
Al S = — 2
yl______l5x4__’g_ ;__.g*x 3__:_2_1 23
]5‘(‘ —7—':'—53._._‘—23}’_:
©2Vx 3Yxt 3Ve
i — n— 9
4, y=\x —{-x\/x 4 x\ x — _:+ -
Vx .l/ x\/x
a1 —n=1
J—Al+x3+r A2 ‘—~3,x —1-nx -
1 | n -1 =, g ' —-42_—:_.1-__1
—1 n == s e n
y=gbp S dgntl, S T
1 3\’): n—-1 1 9 I
J ’—r_'—l[__' _+ s e r——} .r";—-;t—n—{—:
2Yx o o0 Vo o 2V 58 \/ 0 + 1

5. y=x" — 3P4 2x*— 1; y’-——‘nx"_l—ng—}—tl;

g’ =n(n — l)xn_"zw 18+ 4; y”"=n(n—1) (n — 2)x"“'3— 18 y(VI) =
Primjer II

1. y={(ax 4 b) (ax — b) 3. y=Y1 - x* (Posredna funkcija!)
RN = bk EhY =P
R yl a(a)f )+ (ax ()Iva; a’x dy _dVTER (1)

y'=2a% " =0; v =0 - ; —
, da  d(l+x) dx
2x* 4 3 '

2.y *4;_)‘—]JL-- _d(+ x1)2 Ld (14 )
, (Ax+1)(4x—1) —(2x* + x=+ 3)4 Cdifx) dx
y: ’ B 2 =3 1

(4’(——]) —_—*__,,____.,"2)(: : —
L hE = 13 2V 1 + x* VH‘xa

" 16x — 8x 1
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4, y=sin"x 6. y=_(a+bx+cx?)"
g =din"x dsinx g = dladbxA-cx?)" d(a+bxtex’)
dsinx  dx d(a+bx+cx?) dx
v =nsin® " lx. cosx =n(a+bx 4 ex?)" ! b+ 2cx)
B\ e cng axdl 7. 7= ax+ smax——bco%
R.; Supst. ax = z, dz = adx S A S z
Primjer I
1. y = x4 ;fO —x22x —a Ao — \,'"bx “+y
A 6 - x4 9 9 R.: 9y2 —_= b’c——',—_y_
e S 18ydy = bdx + dy; 18ydy — dy = bdx
=SSO RS dy __ b
g = 120x® 4 6x dx — T8y—1
3. y*=2py 4, bix’+ alyt =o%h’
2ydy = 2pdx ‘ 2xbdx T+ 2aydy = 0
dy _ p dy - bix
dx — g dx T a%
Zadaci
1) Odrediti izvod funkeije y =2x*-+2 —3x za x, = —3; (¢ =4x—3=—13)
2) Isto funkeije f(x) =3x8+ 2x°—x® za x, = 1; (% =8 .3x"-2. 9x% —6x° =36)
3) y=7x +5 4) y=a2—3x+2 5) y=ax’ + b’ fox+d
: (3" = 3x2 — 3) (v = 3ax* + 2bx + ¢)
(¥ = 3)6';.) Y = ?) :
y/// - ')) L 3
6) y=x*4 %’; L) | GESs V?,z;l 8) y—=ux V“’:;:? EL 3.; y=2y"="?
(" =7?)
o) y—siiy: PO L
v 10)  y=+\x+yx +rt b

(y = \Jx) ll—_—g"%_]“m—_—— )
Gy R

2 B 11a) Koliki je uspon krive linije y —= x* u tacki (1 o
(' —=tg o == 3). Predo¢iti graficki.

N T

W= x? PR
12) g=ar + 5 — 1, D) Vot - Var = =g

eI (s =?)
% ] = 7 ) T

(y' = 2ax =T 5, ) 14) y=Vax* 4+ bx+c 14a) 4y = V3x24-2x
15) y=x*(x*+1)(x — 1) 16) = {(ax + b) sin x

(y'" =?) g = (ax + b) cosx + asin x

17) y=acosx-+bsinx+c 18)y==(x2—i~x)i/;+x\'ia2——x2
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19) y = sin x cos (. — x) 20) y:xsinx—g—sinz
" = cos x cos (« — x) -+ sin x sin (x — x (y' = ¥ cos |- sin ¥ — S5 cos }6)
21) A 22) y= (ax+ 8" - (" — 1)"
=i T '
M [y =an(ax+ )" 4 m(E"— )n. Pt
24) b*x*+ a?y®=a*b? 24a) y? = 2px
23) g :zi—?' bRy dy p
)2 .?C2 ( —_) (- — __)
Tty dg g,
24b) (x —p)*+(y—q)}=r 24¢) b (x —p)* L a*(y — g)* = a*b°
SR dy - bl =p)
dx y—4q dx " a*(g—q)
24d) (x—p)® | (y—9)’ = 25) 2y = Yx: — g 26) xy—4x +6=0
2 2 A X , 6
¥ 3 (y = gy) (y — x)
27) y2— 2px — Z xa—it) 28) x +y* — 3axy =0 29) d’y = x*(a — x)
30) y = cos?x + cos 2x — x sinx "31) y = asin"x 4 sin 2% . cos (bx + ¢)
32) yzsin nx -+ sin "x 33) y=e°"* + xa* 34) y =tg x | cotg x
35) = : ;I:OXSF—[— 2 cos’ —;ﬁ - sml—,—smxsm(l — x)

36) 1 ]—acos~— . t+log 2#* 10° +

Primjena diferencijalnog racuna

=

i 1o =gy :fl(""l) (x — xl) Ovdje ie 1. Jednadiba tangente na
’ 1 d danu liniju f(x) u tagki
| oy o B ) B o) =% — & [ zadanu linij
l ATt F(x,) ( i) fA ) 7 | ‘H M, (xu.!h)
- 2. Normala (okomica na tan-
gentu u M (x, y,)]
| 3. | 3. Ekstremne vrijednosti
i A , funkcije (maksimum je naj-
l 4 - Ar 770 Vit ' veéa, a minimum najmanja
: i _ % = maksimum vrijednost funkcije f(x) u
1 f FJ@T) Y3 = minimum zadanom intervalu od x)
| *' ¢ Mo(xap) = in- || O.: Tangente su na zadanu
}
!
i

3‘% fleksiona {pre- liniju u t. M1 iM3 (SL

vojna) tacka:

¢ > — X g1 =10 35) paralelne sa X-osi,
M | o e
- Slika 35 zato je k== f(x) =

=tg0°=0

fx)=0, f"(a) >0

y = minimum za x =aq, kad je

fx) =0, f"(a) >0

|

| |

y = maksimum za x = q, kad je i
|
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4—6. Neki specijalai slu¢a-

4. y = — ima ekstremnu vrijednost za u'v — v'u =0
jevi

> I
|

n,;
5. y = \F (x) ima ekstremnu vrijednost za F’ (x)=0

a . e ’ =
= F(x) ima ekstremnu vrijednost za F'(x) =0

7. Funkeija f(x) raste (linija se penje) za y’ >0, 7. Tok funkcije
a opada za y' <0
8. dy = f{x)dx 8. Pogreska 4y
9 Normala NV — y\_fl;y:g (Pogresci argumenta = <x
SR
Tangenta 7' — y,\jl +y |

S
¥

odgovara pogreska funkcije

£/() b

Subnormala S, =yy’; Subtangenta .St = 9. Dirali$ne velicine

—

Primjer 1

1. Odrediti jednadzbu tangenata linije y — (x — 1) (x — 2) (x — 3) u njezinim sjecistima
sa X-osi. B
R. : Sjecidta se nadu iz jednadibe (x — 1) (x —2) (x — 3) =0 (zasto?), a ta su

M, (1,0), M,(2,0) i M, (3,0). Tangenta u tacki M, :y —y, = Zz (x — xy),

gdie je x, =1, y, =0, %‘T? g=(x—1) (x—2) (x—=3)=x"—06x21

—}—llx——ﬁ.j;l]-:f'(xl)-——-3x2—-12x—}—11—"3 12—12. 1411
dx o

Konaéno je tangenta u M, (1,0): y=2(x — 1)

e il kojoj tatki linije y = 2px* njezina tangenta zatvara X-os (457
1

e 1 A s dy __ e g
R. : Mora bltxz,;— tg 450 =1, dakle-dx, =anx ==L, T ==X — 5
B 28 L. SRaE i O S ! : 7. il
i y—f(4p,) —2p ( 4p) =5 TraZena tatka je Ml(4p’ ———SP)

3. Zakon puta kod nekog kretanja je s—csinx .t — -*gﬁt“’. a) Kako glasi zakon brzine

i akceleracije ? b) Kolika je brzina nakon 10sek.?

d .
R.: a) fv:——s-—csinoc~—gt, a:—i:——g. b) viy=csinx— 10g -

dt dt?

Primjer II

1. Odrediti ekstremne vrijednosti funkeije y = x* — 6x2 4 9x - 4
R. : Prvi se izvod funkeije izjednadi sa O i odatle odredi x; dakle:
y=3x>—12x+9=0, x,=3,x,=1, Zax=1]je f'(x) =0, f'(1)=—6<0;
Funkecija za tu vrijednost prima svoj maksimum t. j.
y=1"—6.1>4+9.1-+4+4-—8, a za x==3 prima minimum =— 4,
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2. Pomocu ekstremne vrijednosti odrediti srediste (p, g) i poluosi elipse £ = 4x* -9y —
—16x — 18y — 11 =0
R.:2b—=ymax — ymin.; ¢ —ymax — b; a=3, b—2; S(2, 1) Za tjemena lijevo
i desno postoji ¥’ =00, a za druga dva y’ =0.

3. U zadani krug (r) upisati pravokutnik maksimalne povrsine (sl. 36).
R.: PovrSina pravokutnika P = xy.
Po Pitagorinu poutku nade se y = \4-> —x°.
Zato je P(x) = x\/Zrl_——xE =4 x* — x*,
< | PovrSina je maksimalna, kad je izraz pod korijenom

maksimalan; dakle:
s flx) =4 x% — x*
Fx)=—8x —4x* =0
X ::rvz, y:r\/z
Pravokutnik je kvadrat!

Slika 36

4. U wuspravan konus (v, 2} upisati valjak maksimalnog volumena (sl. 37).

g V———xgg_f
/\ ABSC—EDC paje h:r=g:(r—x)
; 7/1(1‘:_;«_7), b V___x‘?: . hir —_—x)
i r r
%, I‘V o v o L7 — D p 3 pi—
7o — > e )i pp e T ) rx—3x*=0
A Rt s SREy sl Vmak __A4rthx
Slika 37 S BT WS S

5. U zadanu kuglu (#) upisati: a) konus maksimalnog volumena (sl. 38);

b) cilindar maksimalnog plasta

R R g e S ) et

3 3

3 .
L/ =) 0% — 29
Fx)=x* - %;x—'- =il
r 2rg—= o« df
RS 3’ y_—'g\“Z) h- g
Slika 38 Ml 1 32r%
4 (§)<0, V maks — 31

b) P=—2onh=2xyn; y —\V4r*—4x?; P = 2nxVdr* — 4x* — 2\ dra? — 4yt

f(x) =4r*x® —4xt; f/(x) =8r2x — 16x° =0, .\"—WZ

T2 S

P maks — 2r* 7 (istostrani¢an cilindar!)

6. Iznad sredine stola nalazi se vertikalno pokretljiva lampa. U koju se udaljenost
(x) iznad stola mora ona postaviti da najbolie osvijetli jednu tatku na stolu uda-

lienu od njegova sredista za a=3y27?
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R.: Ako je jakost svietla i/, onda ée u udaljenosti od izvora — d biti jakost

I1S1n ¢
T —71,—’0, gdje je ¢ — & pnklona zrake svjetlosti i ravnine, dakle:
_isin@ecos®® i(sin g — sin’¢)
Ea a.‘_’ T aZ
0 ) . , 1 a
g — cos ¢ — 3 sin*p cos ¢ =(; smcp:“:,—-,{; x—=atg g ::,—2:3
Ve / 2

Primjer III
1. Ispitati tok funkeije y = x* — 3x (slika 39).

R:y=3x*—3=
Xy =11
TR

Maks.: f(—1) =+ 2
Minim. : f (1) = —
0 (0, 0) = infleksiona t.

Slika 30

Iz oblika f (x) = x (x* — 3) slijedi da je funkecija neprekidna; da je za x = + oo
i y =1 co. Linija prolazi ishodistem (l korijen jedn.=0). Druga 2 korijena jedn.
dobiju se iz x* —3 = 0 pa ée linija sjeéi X — os u tatkama. 4 (— V3, 0)i B (Y3, 0).
U intervalu — oo S x <{ —1 linija se penje 1 konveksna joj je strana okrenuta na
viSe Sto slijedi iz 3 (x* — 1) =y’ > 0.za gornje vrijednosti od x, i y”< 0. U inter-

valu — 1 < x <1 linija opada a nakon toga raste.
2. Ispitaj funkeiju y = 5;31_12):!*5
R.: = 1224260 —12=0; " x,;, =13
Maks. u M, (3, 1), minim. M, (2, — 4—)

g =1 = asimptota linije. Funkcija raste

u intervalu [Z, ] inae opada.

3. Isto tako za funkeiju y = x* { x—1

4. Ispitaj tok funkcije y= x—{— (Prekidna
Slika 40 linija! Graficki predoditi).

5. Kojim uvjetima moraju zadovoljiti koeficijenti opéenite funkcije f (x) = x* -} ax* |+
4 bx + ¢ da 2) ta funkeija poprimi za x =— 1 maks, a za x =1 minimum i
otsijeca na Y-osi duZinu 3; b) ta funkeija ima infleksionu tadku (2, 0), a sijege
X-0s u tatkama (— 3, 0) i (2, 0)?

R.:a) —1 i 4 1 moraju b1t1 korijeni jedn. y' =0 t j. 3x2—]—2ax—{—b—-0 ili

e (—14+1)=0i =1, dakle a=0, 5=—13.

TraZena je funkeifa: f (x) = x* —3x -+ 2. Predotiti je grafi¢ki i ispitati!
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6. Svaka tatka u krugu mora leZati u njegovu centru! Dokaz: P (e, 0) = zadana
tacka, M (x, y) tagka K (0,0, ) onda je PM =2 = (x — ey =(x—e)2 L
1t —x%; u=\e*+ r* — 2xe. Iz toga je %‘; — — : =0t.j. e==0! Dakle je tatka
P (e, o) srediSte kruga! Pogreska?
Zadaci
1. Odrediti jednadzbu tangente i normale pomodéu difer. racuna slijedecih
linija:
1) 2+ g =7 2) (x—pP+y—q)y=r 3) 6% 4~ a’y* = a’b”
4) xy—k 5) b°x* — a*y* = a*b* ‘-
6) y> =2px u tadki M, (x,y,); T=y—uy, —_yﬂ (x —x,)
1
R :Tang. 1) y —y =— 2 (x—x); 2) (x—p)(t,—p)+—q) (1n—q) =1
2, Qdrediti jedn. tangente I normale na liniju y — x® + x2—4x + 4 u tacki
M (—1, 0). _
3. Isto za liniju xy —=4 u tacki M (1, ?). _
4. U kojoj tatki tangenta parabole y —2x2+ 2x 4+ 1 zatvara sa X-osi
< 13597
5. Pod kojim kutem sijefe linija a) vy =sinx; b) y =cosx; ¢) y — x*—
P X-08?
6. Pod kojim se kutem sijeku krive linije x*—y? = 2; x* + y* == 16.
7. Naéi tangentu na parabolu y — x* 4+ 4x —1 u njezinim sjeciS$tima sa
X-osi.
8. Isto za krug x% 4 y?* —2x — 3 u tatkama, gdje krug sijece Y-os.
8a. Naéi jedn. tangente Krive linije x® + y2—12x + 10y — 39 a) opcenito;
b) one tangente koja je paralelna (okomita) sa pravcem y — x —1. Isto
za normalu.
9. Pomodcu ekstremnih vrijednosti odrediti:
a) Polumjer kruga x*-+y?— 2x+8y —8=0 (r=>5); b) Poluosi i sre-
diste elipse 4x* 4 Yy® — 16x — 18y — 11==0; c) Poluosi i srediste hiper-
bole 4x* — 9y*> — 8x — 18y —41; d) Tjeme parabole y — x* - 2x — 1.
10. Treba odrediti ekstremne vrijednosti funkcije :
1) —ax*+bx+-c
2) y= x—{—';“; Yminn=2 za x=1, Ymaks. = —2 za = — 1
: 9 e 3 4
= x3 — 3x? 4)!]:X\11‘2——x2;Ymaks.=%Za olp e \’}:2

5) y*=x*(1 —x); Riiza x=0, y =0; x =2, y= +\/5*, istovremeno maks.
1 minimum! Nacrtaj.

et s

3 ¥

6) F(x) = 2z 22V — x*; R.:maks. za x —

1
5 O+ %y —a*b*; O—=4 (a+ b) = minimum

Tl I 1%):_1_ . x'ff:rr”; IQ.:Min.V:%§r3zax:=z*\’I§ 8a) y =x + T




8b)
9)

10)
11)

11a)
11b)
1le)

12)
15)
17)

18a)
11.

12.

1)

5)
12a)

13.

13a.
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y=x"— 12x" - 4bx — 50; gy maks.=4 za x=3, ymin.=0 za x =15
2y = 2x* — Ox® — 24x -+ 6; Maks..za x=— 1, min. za x =4
I g 2 2 .
O A U e Ve
=8 et o S N e e e , s=4 b
\' xt UV a? — x? Va(a =+ 8) vVb(a--b) d Ll
b*x* + a*y = a*b* :
A e
Ekstr. vrijednosti od P =7?
2hd 7 S
V min, = -2 1,_ = ?, b*x® 4 a*y* = a*b*; V min. = M
3xy* 2
2( 4 D3 T
Vmaks = 7 (x + 7) =?, ako je x*+g*=1r?; R.:Vmaks. = P’fﬁﬁf =
3 i 81 3
Isto Pmaks. =2xym =7 ako je dr* = p* - 4x*; P=2rnzax = i_;_l y=2Xx
X3——x 13 — it iho 2 14) - t 1
nyT—_“x‘)—JI_—l )y——smx—}—-z-sm X xX —tgx—y
y=—=asin’x +bsinx-+c¢ 16) y = P cos x . cos (@ — x)
2 2 2
x® +y* — a? (asteroida!)  18) (x*-}-y°)2—2a*(x*—y) — k*=0 (lemniskata!)

ol ST R e
Posis=2(a—x)g, y'=2pxs P« \Praz—1

Koje vrijednosti moraju poprimiti koeficijenti funkcije a) y = x*-+ ax*-+ bx-|-¢
da funkeiju za x=1 primi maksimum —8, za x — 3 minimum =4, a na
Y-osi odrezuje duZinu 4 (y =x® — 6x* 4+ 9x 4+ 4). Kako glasi jedn. njezine
tangente u M (4,8)? Kolike su joj duZine tangente, normale, subnormale i
subtagente

g 8
i
= ra =11 b) Koje posebne koef. mora imati funkeija y — ax?4- bx -+ ¢,
da bude y —0 za x —4 i y minimum=—=8 za x 67

za tu tagku? N-—y Vll EEL (8y82), T = ;, V1 —+ y - g\,gz St =

Ispitati tok funkeije: odrediti ekstr. vrijednosti, prijevojnu ta&ku i predodéiti je
graficki!
y:x+%; 2) y = sin x; 3) y=x*+4x —1; 4) g=x*— x;

9

g=x'—3x+2; 6) y=xt—x*—1; T7) x%--}—!]3 =4; 8 x*—ay*=0
Ispitati tok funkeije y=—x*—3x -1 u tagki a)x, =?, y, =72, b)x, =1,
y=27 Isto za y—==x* — x u takama x, =0, 1,2...
U kvadrat stranice a upisati 1) istokradan trokut sa jednim zajednic-
kim vrhom i maksimalnom povr§inom (opsegom); 2) pravokutnik smak-
simalne povrSine; 3) kvadrat minimalne povrSine.

= a !

R.:1) Osnovka x = a \ 2, visina h:%\'f2§ 2) Kvadrat: y=—=x="9 V2;
a L N Sy e S Al s

P = 9 ’ 3) p——-x 1] "l—(a y) 3 y —— 2 A —— 2—\/2;p______2

Oko kvadrata stranice a opisati istokralan trokut tako da stranica
kvadrata pada u osnovku trokuta. Kolika mora biti visina trokuta,
da mu povrsina bude minimalna? -

WP =g oo —3 —yg:(y — a); visinay—2a, P—2a"]
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13b.

14.

15.

16.

i7.

18.

5

20,

21a)

1)

Oko zadanog pravokutnika opisati drugi maksimalne povrsine. [R.:

Stranice opisanog pravokutnika moraju biti nagnute prema stranicama

zadanog pod < 45°].

Oko pravokutnika sa stranicama 2a i 2b opisati 1) romb minimalne
povrsine Cije su dijaganale simetrale stranica pravokutnika; 2) isto-
kracan trokut na diju osnovku pada osnovka pravokutnika, a opseg
(povrSina) mu je minimalan. R.: 1) Dijagonale su romba 4a, 4b; stranica:
2y a? B2

U krug polumjera r treba 1) upisati najvedi istokradan trokut. R.: P —

= (x + N — X x= udaljenost sredista kruga od osnovke; a=—r\3,
h=— .‘ii;

2

2) Opisati oko njega minimalan istokractan trokut (trapez); 3) Nad
dijametrom polukruga upisati trapez maksimal. povrine (opsega);
R.: o —5r

1) Koji kruzni isjecak opsega 2s ima maksimal. povrSinu? R.:x— —
2) Koji kruzni isjecak povrSine P ima maksimalan opsecg?

U kruzni isjeCak (r, 2a) upisati pravokutnik maksim. povrSine (opsega),
da mu stranice budu paralelne sa simetralom centritnog kuta. U kak-
vom odnosu stoje povriine toga pravokutnika i isjecka?

Nad tetivom t kruZnog otsjetka visine h upiSe se maksimalan trapez.
Kolika je povrSina izmedu luka i stranice trapeza?

Koji trokut sa vrhom u centru kruga (r) ima maksim. povrSinu ako
rl!
2

Duzinu a razdeliti na takva dva dijela da je suma povrSina istostr.

trokuta sastavljenih iz tih dijelova minimalna.

Koji od trokuta stranice a i sume drugih dviju stranica — s-ima mak-

. = . i — =T I'r
mu je osnovka tetiva? R.: P = xy — x\ r’ — x*; osnovka:rV2, P

S

7y

Odredi maksimalan trokut stranice a i supratnog kuta a.

I*.: trokut je istoskradan.

Odrediti najveéi trokut, ako je zadan kut o i suma stranica b - ¢ —=s.
Koji od svih pravokut. trokuta zadane hipotenuze ima najvedi srp
Hipokratov?

Zadana je suma kateta pravokutnog trokuta a -+ b —=s; treba odrediti
trokut minimalne hipotenuze. Isto, ako je zadana povrsina trokuta — P,
U krug (r) povudi tetivu, da ona rotacijom oko paralelnog dijametra
opide povrdinu maksimalnog volumena.

Koji pravokutan trokut opsega—2s ima maksimalnu povrsinu?

simalnu povriinu? b=c¢—

Od trokuta ABC duzinom DE odreZe se trokutADE — ' .1 A4BC

n
be

n

tako da je D E minimalno; R x—y = "\l

Koji trokut opsega — 2s ima maksimalnu povrSinu?
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22

23.
23a)
24,

25.

29.
30.

31.

32.

33.

1Y)

2)
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Odrediti povrsinu kruga za koji sektor opsega 2s ima maksimalnu
povriinu. y=—s, x: :—%—

Odrediti polumjer kruga za koji sektor povriine P ima maksimalni
opseg. R.:r=\P,[=2\P

Tetraedar treba presjeéi ravaminom, paralelnom sa 2 brida koji se
sijeku, da presjek bude maksimalan. R.: x =y Isto za uspravan &unj
Koji oblik mora imati zlatni novac odredene vrijednosti da se naj-
manje izlize? ‘
Kanal prayokutna poprefnog presjeka povr$ine — P mora se napraviti
uz minimalan potrosak materijala; koje dimenzije mora imati presjek?
Odrediti onaj istokracan trokut kraka a, u koji ¢e upisani k'rug imati
maksimalnu povrSinu. R.: osnovka x = a (\/5~ -— 1)

U kakvom odnosu mora stajati osnovka prema vinisi trokuta, da
upisani Kvadrat bude iznosio Sto veéi dio trokuta?

U zadanu elipsu b*x2+4a*y? — 2ab? treba 1). upisati najveéi pravokutnik;
2) upisati najveci istokracan trokut sa vrhom u jednom tjemenu elipse.
Na zadanu elipsu povuéi tangentu tako da 1) sa koord. osima zatvara
minimalan trokut; 2) da povrSina izmedu nje i1 koord. osi opiSe rota-
cijom oko X-osi ¢unj minim. volumena. Isti zadatak sa kruZnicom

x*+y*=r* R: 1) DiraliSte je M(xoye); P= 20, o — %[y
2 Xy, 2

(i = o v Sl 5 st |
yOZ?\/Q, 2) SR 3\!{3, y:—_g\/6 z
U zadani kvadrat upisati najveéu elipsu. R.: krug!
Oko elipse opisati romb minimalnog opsega i dokazati da je povrsina
u taj romb upisanog LKkruga jednaka povrSini elipse. R.: Omin =

fa* ~ bt
4 \j-"g-l—“z -4 (a+b)

X u ‘ .
Koliki je polumjer kruga koji je koncentritan sa elipsom E(0, 0, 3, 2)
i sijee je pod najveéim kutem?
U istokradan trokut (a, ) upisati najvecdu elipsu i odrediti u kojem
odnosu stoji njezina povrSina prema povrsini preostalog dijela tro-
kuta. (Velika je os elipse paralelna sa osnovkom trokuta).
Isto za istostranican trokut.

b3

s . v . . X g =5
U kojoj tatki elipse —- -+ ‘Z - —= 1 tangenta zatvara sa radij vektorom
e

e

najmanji kut? x, = Z \I,‘"g, y,—»g \;”2
Na osi parabole y? = 2px nalazi tatka M (x — 3p). Odrediti onu tacku
parabole koja je najbliza tacki M.

U zadan istokracan trokut upisati parabolu maks. segmenta sa tjeme-

s . = h
nom u sredi$tu osnovice trokuta. R. :visina parabol. segmenta x — R
) . .
tetiva y— 3

[stokracnom trokutu opsega—=2s treba tako odrediti stranice, da on
rotacijom oko svoje visine opiSe funj ekstremnog volumena.
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36,

37.

38.
39.
40.
40a.

40b.

41.

41a,

41b.

42.

42a.

-42D.

43.

44,

Zadana je taCka Pa),b) u paraboli y—=x2 Njom se mora tako

povuci sekanta, da se dobije parabol. segment minimalne povrSine.

Iz uspravnog ¢unja sa vr8nim <¢ 2 o i stranicom s treba isjeéi parabolu

maksimalnog segmenta.

Medu kuglinim segmentima zadanog volumena V— 100 = odrediti onaj

minimalne povrsine.

Odrediti jedn. pravca koji prelazi tackom P (3,1) i zatvara sa koord.

osima minimalan trokut.

[z trokuta (a—12, b =14, ¢ = 10) treba izrezati pravokutnik da se iz

njega moze saviti cilinder maksim. volumena.

Kruzni isjetak zadanog kruga (r) smota se u lijevak. Koliki mora biti

sredidnji kut, da bi lijevak zahvatio maksimum tekucine.

Treba napraviti cilindri¢nu posudu zadanog volumena V tako da se

utrodi $to manje materijala.

Treba napraviti bure oblika krnjeg funja sa volumenom V i yadanim
" g 3 ——

P r“'k damu povrsinabude $to manja. r—\ 3Vin k2 (k2 + 3k + 3)

R=(k+t1)r

Odrediti maksimalan istokraéan trapez opisan oko kruga (r).

nagibom

2
B &> g :
R. y—=x-1 —; izlazi kvadrat!
%
Prozor se sastoji iz pravokutnika sa polukrugom na gornjoj strani;
kako se moraju izabrati dimenzije prozora kojemu je opseg -—u, da
kroz njega prodire najviSe svijetla?

T 2
R.: 11’—X-'|--2y—{—:;—;—7c; P X u

8 ===

fi i+=
U zadani ¢unj (r, h) upisati valjak maksimalne 1) povrsine; 2) volu-
mena; 3) plastu

2r h 4rin h
N o = isi = ——
2) 55 visina % I maks. % _
U krugu () upisati 1) uspravan &unj maksim. volumena; 2) uspravan valjak
; ; ] . i ol 32
maksim. volumena; 3) najveéu kvadratidnu piramiru. 1) V' =: SIiﬂ 2) Valjak
43

‘maks. volumena Vm—r-gw

[ s ; 8rin
Oko kugle opisati ¢un minimalnog volumena. V min. = =

Na povrsini kugle (r) lezi sredi$te druge kugle. Koliki se mora uzeti
radius posijednje, da njezina kalota unutar prve kugle bude maksimalna?
4r

TraZzeni r

U ‘trokut (a, h) upisati pravokutnik iz kojeg se da ‘saviti cilindar
maksim. volumena.

Na centrali ¢=235 dviju kugala (n=9 i rs=4) treba odrediti onu
taCku s koje je suma osvuetIJemh kuglinih povriina maksimalna.

crﬂ/r1 o7

"1\ ry +r3‘l;'2
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U paraboloid visine A upisati maksimalan cilindar. U kojem odnosi
stoje volumeni obaju tjelesa?

Medu svim kuglinim a) sektorima, b) segmentima, ¢) slojevima treba
odrediti onaj sa maksim. volumenom, ako im je zadan pripadajuéi dio
kugline povriine P.

Kaje je najtamnije mjesto na liniji koja spaja dva izvora svjetlosti i i
. 5 e , T R :3‘,":‘

I, udaljena za duZinu d? x = dy i Wi Ty ,2)

U koju se udaljenost x od plakata duZine a m koji je prilijeplien u
visini b, mora postaviti posmatra¢, da ga najbolje vidi. Oko posmatra-
¢evo je nad horizontom za c. [R.: x = \:"’(_a_—i—lT—- ¢) (b —c¢)  Vidni
< Y=yi—Yys tg y=tg (yi—vy» i t. d; yiiys su kutevi izmedu
horizontale kroz oko i vizirnih linija prema krajnim tackama plakatal.
Koji kut priklona mora imati kosa ravan sa bazom b da tijelo niz nju
pane u najkracem vremenu? (R.: 45°).

Oko posmatracevo nalazi se h metara iznad horizonta. U koju udaljenost
moramo staviti kip visine m vertikalno, da bi ga posmatrad najbolje
vidio?

Dvije sile Py, P: zatvaraju <¢ o. U kojem je smjeru suma rada ovih

sila na putu s maksimalna?
Sredinja udaljenost dviju masa my i me jest r; koju tatku izmedu njih
jednako privlace obe mase?

P\my _ rim,

= = ’,-.___;xiysuudalje-
L Ymy \" m, Vm, +— Vm,

nosti tatke od pojedinih masa).

Sa smjerom vietra zatvara brod <f a. Kako se mora postaviti jadro, da

xifr —x)=Vm:\m, ;x

pogon vjetra bude maksimalan? x = -

2 e

Iz cilindri¢kog drveta (r) treba istesati pravokutan balvan tako, da on
uzmogne podnijeti $to vedi teret. (P =—=x"y, X = visina, y — Sirina
balvana).

Kako se mora reflektirati sunéana zraka od glatke povrsine da pre-
valjeni put od tatke A do tatke B bude minimalan?

Rt s=AC+BC=\Va* 4 x* +
VB =
ds X 1"')&7

dx \"'ar"'m—_l-;j("' Vb2~ (I —x)?
=ginae —sinp=01t ] a=§
(zakon refleksije).

sl, 41
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Koji put treba odabrati zraka svjetlosti za prelaz iz tatke A jednog
sredstva u tacku B drugog sredstva da upotlebljeno vrijeme bude
minimum? (R.: Sli¢no kao pod 52. Mora biti Sy O n,

(zakon loma svjetlosti)! BEE <.

Galvanske elemente sa unut. otporom w i elektromotornom silom e
treba tako spojiti sa vanjskim otporom x da jakost struje bude maksi-
malna. Koliki se mora uzeti vanjski otpor? [R.: w —=wil.

Pobocna ploha jedne posude treba da dobije otvor, da kod konstantnog
nivoa tekudina najviSe skade; kako duboko pod povrSinom treba da
bitde taj otvor?

U udaljenosti BC = b od ravne ceste AB — a leZi na manje prohodnom
terenu zgrada C. Na kojem mjestu M mora neko, koji se uzduz AB
vozi kolima konstantnom brzinom ¢, saci s kola, 1 iéi pjeSice brzinom

-cy < ¢y da dode Sto hrze do‘zgrade €? [R.: x=bhcs: Vo' — ¢,

Katete pravokutnog trokuta a =200, b — 300 izmjere se sa maksimal-
nom greskom A = 0.01%. Kolika je ta kod hipotenuze?
a-la - b-1b

\:raﬂ __{_"_5'-5 _
Gregka kod mijerenja polumjera r=>5c¢m 1 visine h =06 cm uspraviog
Cunja jest maksimum 01 mm; kako utjele ona na 1) povrsinu i 2) vo-

lumen tijela? R.: 2) zrﬂh Ar + 5 Sk Isto tako za kuglu. .

Ae =

Odredivanje gustoée : p = tezina tijela u zraku, py v vodi, A p i /A p
odgovarajuce maksimalne pogxeske pri mjerenju.

P g5 Pdpi= pidp

P — P (p —p,)

Integralni racun
(= inverzna operacija diferencijalnog)

(bavi se sabiranjem néizmjerno malih veli¢ina)

Def. : Integrirati zadanu fnnkeiju znadi iz poznatog diferencijala te funkcije f’(x) dx

odrediti prvotnu funkeiju f (x).

afls byl 1. f(x) = integral (prvotna f.)
s dx SV, L= f (x) = integrand
= Sf’(r) dx u wi ¢ & integral
2. \f (x) dx — £(x) 2. Integriranje i diferenciranje,
suprotne ‘operacije, ukidaju se
3. V (x) dx ——f x)+C 3. Neodredem mtegral ‘
n-1 : (C = integraciona, adiciona kon-
4. S e | +C, n#E—1 i stanta koja kod dlferencu‘an]a
‘ e 1scezava) '
| 5. Ssinxd,V‘_—cosx+C
N . | 4—8. Pravila
| 6. Scos xdx—sinx+ C
| 7. {af()dz=qa [ f(x)dx




E (’[F(r) b fG) L plde= (F et |

,i— . ___. f(v rﬁ\f(r)_d't 8 _
: b |

9 jf’(x) dx:[f(x)] = F(B) — £(b) 9. Odredeni integral

' ’ (¢.: integral od @ do b)

10 Sf(‘f) = ﬁhm [f((z) et alb su granice integrala
B | 10. Integral kao suma

+-- ] : ' | od neizmjerno mnogo neizmjerno
Sumiranjem neizmjerno malih veligina malih velidina (elemenata!)
mogu se prorafunati konadne velidine! '

11. Odredeni integral nade se iz neodrede- | 11. Kako se nade odredeni inte-
I‘ nog tako da se argumenat x ovoga po- ‘ gral ?
5 slijednjeg supstituira sa gornjom (&) i |

| donjom (a) granicom i odredi razlika |
T! nadenih vriiednosti ll

[ @ (f(x)a’x—Yf(x)dvﬂf(x)dx—l—

b a
_."_...Sf(x)dx; b) f SI I
) b

(R M R e
. i
: -1 : i
i‘ 12. Dokaz: \t "dx o) + C jer . ﬁ 12. Dokaz
n—+1
d{i_ -} C] _ !-
F e e R
| o el T e iy

Primjena integralnog racuna

—

H

1. Integral kao suma
elemenqta neke veh-

1. Osnova primjene: Suma neizmjerno mallh elemenata
(diferencijala) neke veli¢ine moZe biti konagan broj.

9, g

(,lne :
2. Povrsina linije
y=f(x)
(P = ABM,M,)
sl. 42. - Kvgdratura

ydx < dP < (y+ dy)dx
' Fipdenh il

dP—= _]de — elemenat ili diferencijal povrSine

e
el
\l

l Lo *2
= 5 ydx = 3 f{x)dy
(S T T e el e .__—_._ 12%




—
]
E 3' 3. Zajedn. povrSina
zadanih linija (sl. 43)
—0
| 4. | 4. Volumen rotacio-
| nog tijela (sl. 44)
“ Kubatura. (Linija f(x)
‘ ' rotira oko X-osi)
| O.: Sta predoduje
\ Ya
‘ % % — nlxdy?
| et \ e gf(x)zdx % formula V Téx dy
’1 Xy Xq ’1
e - — _— — | 5. Volumen bilo ko-
i Xy jeg tijela
7‘ 5. A= \ P(x)dx | P(x) = presjek
‘ b e d okomit na X-os
Primjer 1
a 1 . s e r.
1. 8(1 FxFadt. T x”,‘_['_;:;;ixn)dx: S dx -+ \ xdx + \ xidx ...+ \ x" dx+
cdv | [ dx - - C o
_tsx2+\;';z=8dr-1—5 vcdx—i—jx'“’dxi._ ’r‘jx”dv4 \xzd\r?y\x X =
b ] M 2T T ARt o ples sl 18
N A ST =y X RS SR e A Te L
Ao S e e G S T T
1
= ) 4
(n 1)x"_1 L

\'(\—; 48 r\_v L x'{/; oL X L KL B x”\l/"“J dx = Sx'g’fdx 4l S T I \ ;%1 dx 4

X X
2 : Lok 1
l\_l SRRty e e ] ey T
T )* 3a’x—|—' S ER s 3 -+ 5 —{—2,2_{_'*‘]—-1*2):2 “+nx" -+ C=

3 5 2n 4+ 1
§ (a sin x - b cos x)dx = a‘g' sin xdx -+ bS cos xdx = —acosx 4 bsinx -+ C
| 4xds =4[";] — ) =6
'I 1
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% @ : |
(*dx ¥ | - .
e Tl s e s e
1 1 1
T (N
6. g(asmx I—bcosx—}—c)dx—[——acosx—} b mx—{—cx]:wacosw.—{—bsm'l‘—}~

0 0
+cr+4acos0° — bsin0° —¢ . V=a+dcnta=2a-+cn

Primjer II
1. Povr§ina kruga slika 45)

A

T,
J R.: Elemenat povrgine
d P = 2xmdx
r T
> P=5'2xftdx=2ﬂf§xdx
‘ 0 0
»® r
X 3
X s = 27 —;—]

0

R
P'—‘—rﬂ' [0 PV]JCHCH"—QHXACIX_'

=r (R* — r2)J
Slika 45

2. Pomo¢u integralnog rauna odrediti opseg kruga (slika 46)

R.: Elemenat (diferencijal) luka:
dl = rdep

27 25

= {rdp=r][q]=2r
4] 0 -

Slika 46

3. PovrSina elipse °x* - a%y® = a*b*

R. P——-—4SJdi=-—4 b f\f’a"—x"’. Prema zadatku 1. je f\a“—x*m%ﬁ
0 0 0

4b 2
(Zetvrtina kruga), dakle P = ek 047

. ab?_r

4. PovrSina parabolié¢no segmenta.
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5. Odrediti zajednitku povriinu krivih linija: y* = 2px i x* = 2py (slika 47).

; *1 Ay 2
Y y F ‘x.Z:Z]gy ‘ P — s (Y—-— y) dx — ‘ (\fsz - ,.‘C ) dx
A \‘0 D 2p

Slika 47 . 3 6p 3

(O. Sjeciste parabola dobije se rjeSenjem njihovih jedn. pa e x, = 2p).

6. PovrSina simsoide y — sin x (slika 48).

7 7
R.:P:\sinxdxz [—-cosx]::
2 :

\"r

.ﬂ’\\J/ = —cos 7 — (— cos 0") =2

Slika 48

Primjer III

1. Odrediti volumen uspravnog ¢unja pomo¢u integralnog rac¢una (slika 49).

R.: Konus nastaje rotacijom pravea y = kx oko -X-osi;
h h ]
dakle: V= S k*x* dx = k? [x;_]
iy, 0 0
3 3
Vo f—;}é, jer je kh=h tg e=r

Stika 49

[O.:Za kriji konus ih‘cegri‘rai u granicama h; 1 h,. Razlika h, — h, = A.
Dobije se I = :IBA (R*+ Rr+ )]

2. Integrirati volumen kugle.

r

37 2 2
R.: V:ﬂS(r“’—-xg) d.YZW[rg.r—%—_l; Vzﬂ(r:’—%—l—rg—%—)

—=z.r

43
V= 7

2a) Kuglin segment

h | 52
V.= rbg (2rx — x¥)dx; V. = fgh— (3r — h)
0
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3. Volumen rotacionog elipsoida (sl. 50)

R. : Oko X-osi rotira elipsa bx® - o’y =

= 0°b*; prema tome:

y e b
V=nlplde=n\ — (o — x*) dx
==frac=si
¥r ¢ % 4ab*n
Vx == —a._ [aa X T 3-] = ‘—3—
b1
Slika 50 Vy = do: j— (sferoid!)
4, Volumen paraboloida
X x X %
(s : 2 2 X"
RV == 5\ yidx = Tté 2pxdx =2pm (I;if] —anxt, Vy=- g]—

4a) Volumen, Sto ga rotacijom oko X-osi opise zdjednic”:ka povr§ina linija Y= F(x) i
y = f(x) prema medusobnom poloZaju linija jest: kubatura prve linije + kubatura
druge linije.

5. Odrediti pomoéu integr. raéuna volumen piramide (sl. 51).

R.: Neka je B, povrsma pres;eka onda ie

Bt b —H
Bx~
; Bis s
h h
D V=Yfg dx = —}?Srdr:b)h
S e j ) 3
7S Slika 51
6. Objasni slijedece odnose :
dt
a) V= S=S'Udi
A d*s
b) dR = pds——mads*md, ds
:..SS'pds___ mads gm___ds Emdv -d—s“—:’tilln‘vdvz m,v2-_ m'UO:!
50 s0 %5 dt =) 2 2

7a) Funkcija y = sin x graficki prestavlja X-os! Dokaz:

52" sin xdx = [-— cos x]zn —1-4-1=0. Pogreska?
(/]
b) Sinusi i cosinusi svih kuteva su =+ 1!
sin x to%x 1 3 b s a ol
—dx = == —; tg'x = —; sin’x=1; sinx,,, = + 1. Integriranje
Scos*’x & 5 Dcosix’ 8 cos® A e g !

provieri diferenciranjem!

c) Xsin x cosx dx = }sin®x = — } cos®x ili tgx =1 i



184

d) Hiperbola x* — y* =1 rotira oko X-osi; volumen desnog dijela hiperboloida u
2 2 - 4n
granicama x =1 1 x,=2 V, ==z gy dr-—-rS (*—1)= 35 Volumen dvostru-
i
+2 An
kog tolikog dijela V,== S ey — 5 t. j. tijelo dvaput veée od samog sebe! Po-
=2 N
- greska?
Zadaci
1. Integrirati
1) d

2)

3)

4)
5)
6)
7a)
8)
9
10)
1)
12)

13)

7o 2 3
\(a_{"bx"\‘c-"?z—lffr_{'—i)dﬂ R.:ax—{—%—{—% —t—

(n-l -1t

8(1 dx -+ xl +xVe— 2 Vx+ %)d,v;
AR R ZW 2
R..l+2 x+ 5 +2aVxtc
\(\a_a_—[—\/ rfi—‘: /x—l'—"'_ = “];:)dx
x \/x-{- V
S‘XJ‘E—._Z dx i S_j__v_:x_tl T
o 2\‘,)6 . Vx
3 Xt I :
S(x——l) (x—2) (x+3) dx; R T -2—x2—§—6x—{—c
(¥4 L) e D e 4 e b o
. N
ﬂ.x 2V x 41
—"":‘“*“dx; R.: 2 r\x—LZ\—-[—2\] ¢
¥ x
Ve Vx4 1 3\x® 3§ o 3\/x
A AL S e Jn e S =
g 2\/ dkr R" 10 | 8 _l_ 2 I }_'C
X
(ctqmoc—i—ctcoscz—} at®) dt
S(asmx——bcosx{ %)dx, R.:—acosx——bsinx—z-—l—c
dx _ _ (2ydy _ 2 S et
\\"Zﬁ.‘—ﬁ_s 48 — LNaFbx | atbr =y, bdx=2ydy
© ed ) s
S--J—.é——i:;: g—-ydz = — Va?—x* l Iz @® — x*=y*
o= . |
Ssin"’xdx=8—1—~~%giz—/\- dx i t. d.
cosax.dx=v—5cosz.dz l axzz,dx-—“—-gf
a [ : a

T e [ g
=i dx; R..6x+3x x—{—c



Izrac“:unati odredeni integral:

: - Uth T

1) g(x +dx  2) g wdx (Ro=-) 3) ié;_—_,(az—xz)dx

,2 %
4) { (x4 1)de = ((x3+x2+1)dx+5 (¥® - x* 1) dx  (Provieri!)

0 1

-+ r h ‘

R ' 453 g J b2
5) igr (r* — x*) dx (R.:- ”‘ ) 5a) 5’ (2rx — x?)dx = %(3r — h)

b 96
6) | (3 x—a)(\! L )i 6a) S(\fx ——F)dx (R.: 134)

a 1 | x

N 3 __Zp. L8
7) ‘)S x(x — 3)*dx=3%n (Provjeri!) 8) \""2/0 S Vxdx=1p* (Provjeril)
9) ﬁ([lﬁx—(.;x+g-):]dx (R :8) 10) ~{ (e —xde (R.:2 ")

i ' ‘ a B 12

5 [o0) d
11) [ — 124"+ 45x +20)dx  (R.: 144) ST =

3 X

2 % Tk
13) j'sm xdx = S‘cos xdx = — (Provlen') 13a) j’ (sin x 4 cos x 4+ 1) dx

27 a 16 e

: ; ey e . 422

14) '(S) sin x dx 14a) S‘cos 2xdx gsm 2xdx 15) \ (\’41\‘ I 32) dx (R.:42%)

]6) (ax—{—bcos,t (R Si) -+ b)

O )

16a) (\1—{—cosxdx (R 2cosz dx—\z

1) Odrediti pomoéu integralnog rafuna a) opseg kruga, b) povrSinu kruga,
c) povriinu kruZnog vijenca, d) povr§inu parabol. segmenta parabole y°=2px

2) Naéi zajednitku povr$inu linija a) g°=x 1 y=x%; b) y=x* | y=kx;
c) Y’ =4x i x*=8y;d)y=ax® i y=rkx [R.:a)P=1]

3) Izradunati povréinu koju na paraboli y? = 4x reZe pravac x +y =1 [R.: 73]

3a) Parabola y = ax® ogledava se na praveu y = x. Kolika je povrSina izmedu
tih krivih linija? Rj: P=—

4) Kolika je povrsina izmedu X-osi i krive linije a) g =(x — 1) (x — 2} (x = 3);
b)y=x*—4x; ¢)y=x*—x; d)y=x—4x¥; e) y=x*—3x+}2;
R.:e) P=1}, e) P=28%

5) Neka se odredi povrSina omedena lukom Kkrive linije y — x*—3x + 2,
osi apscisa 1 ordinatama koje pripadaju ekstremnim vrijednostima od y.
[R.: L= 4]

6) Isto za krive linije: a) y =x*—3%X; b) y=x*—6x2+9x+4; ¢) y =
ek — X I =t 12k, e Y = =



3.

=

6a.

©

10.

11.

7)

8)
9)
10)

11)

12)

Y12 o : e e . . .
Odrediti povrSinu krive linije a) == U granicama ry, o; b) y =sinx
(0, 271); ¢ g =cosx (0, 27)
Treba raspoloviti povrSinu linije y — asinb x (granice o, @) para-
lelom sa Y —osi i odrediti poloZaj paralele.
Povuéi okomicu na X — os tako, da ona dijeli .povriinu linije y = '«
(granice: 0, 10) u omjeru m:n i odrediti polozaj okomice.
Zari§tem parabole y? = 2p x povuéi pravac pod < 135° prema X — osi.
Odrediti povrSinu dobivenog parabol. segmenta.
Povrsina kruga i elipse:

r 0 ::T > 5 2”

S ydx = — 4r* J sin® pdy = r'z. b) ‘O:‘S —dp = — 5 dyp it d.

i T ‘ 2 2

i f 0 0
X =rsing i dx=drcos x = — rsin ¢dep. [zvedi sli¢no i za elipsu kao pod a)
s I 15 3 UL . ! : 2 Xt
Kolika je povriina linije y® —= x* u granicama oi x? P= F)j

Pomodu integralnog rafuna odrediti a) volumen kugle; b) volumen
kuglina sloja; c¢) volumen kuglina segmenta; d) volumen valjka;
f) volumen kruje piramide i krujeg konusa; g) elipsoida i sferoida;
) volumen krnje piramide i krnjeg konusa; g) elipsoida i sferoida;
elipsoida i sferoida. v

Parabola a) y‘-’:?px; b)Y ¥y = ax® rotira oko X-osi. Odrediti volumen
tijela Sto ga opiSe zajednicka povrsina zadane parabole i pravca y — kx

2p

K? 3
R.: a) V= {(2px— &%) dx= g'zi

0

U kakvom odnosu stoje volumeni elipsoida i sferoida zadane elipse?
Prvi nastaje- rotacijom elipse oko X-osi, drugi oko Y-osi.
Parabola y = ax® rotira oko X-osi; koliki je volumen rotacionog tijela
omedenog sa ravninom x — K.
e ; Tk
U kakvom odnosu stoje volumeni Sto ih opiSe zajedni¢ka povriina
linija y* =2py i x*=2py vrtnjom jedamput oko X-osi, drugiput oko
Y-0si? -
U onoj tatki elipse u kojoj radiji-vektori stoje medusobno okomito
povulena je tangenta u prvom kvadrantu. Odrediti volumen tijela, §to
ga opiSe povriina izmedu luka elipse, X-osi i tangente, od dirali§ta do
sjeciSta sa X-osi, rotacijom oko X-0si?
Integrirati volumen sloja elipsoida §to ga opide elipsa 4x* 4+ py* — 36
izmedu ravnina okomitih u fokusima.
U kakvom odnosu stoje volumeni paraboloida visine ‘;i koji nastaju
rotacijom parabole y* = 2px oko X-osi i Y-0si? [R.: opéenito bp:y).
Koliki je volumen paraboli¢nog ogledala, kojemu je normalni presjek
parabole y* = 8x, a visina —= 10?

10
R: V== k Sxdx

o

0



12.

13.

14.

15a.

16.

16a.

17.

18.

18a.

19,

19a.

20.
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Integriraj volumen sferne leée, kojoj su zadani radiji krivina i =— b,
rs—3 1 debljina d =2. [R.: Leta nastaje rotacijom zajednitke po-
vriine krugova x® 4 y2—95 i (x —6)? 4+ y2 —=9].

U Kkrajnim tackama parametara elipse 9x® + 25y% — 225 povuku se
tangente na elipsu, a cijeli sistem zavrti oko X-osi. Treba izrafunati
veli¢inu prostora izmedu nastalog rot. elipsoida i duplog konusa. Isto
tako za elipsu b?x2 + a? y2 — a2b2.

Iz tacke M(— 4, 0) povuku se tangente na parabolu y® — 6x. Treba odre-
diti povrSinu izmedu tangenata i paraboli¢nog luka i volumen tijela,
koje nastaje rotacijom te povrSine oko X-osi.

U elipsu b*x* 4 a*y? —a’b® upiSe se pravokutnik maksimalne povrSine, a
cijeli sistem zavrti oko X-osi. Odrediti a) povrSinu izmedu pravokutnika

'i elipse; b) veli¢inu prostora koji nastaje rotacijom te povrSine oko

X-osi.

U krajnjim tackama parametra parabole y®> = 6x povuku se tangente.

Treba odrediti povriinu lika izmedu paraboli¢nog luka i tangenata i

volumen koji nastaje rotacijom te povrSine oko X-osi. '
Na elipsu b2x® + a?y? — a2b? povulene su tangente tako, da sa koord.

osima zatvaraju minimalne trokute. Treba odrediti povrSinu izmedu

tangenata i elipse i volumen tijela koje nastaje potacijom te po-

vriine oko X-osi.

U paraboloid izvodnice y2 — 2px upiSe se kugla sa srediS$tem u Zaristu

paraboloida tako, da se oba tijela sijeku pod maksimal. kutem. Odrediti
veli¢inu zajednitkog prostora.

Kolika je veli¢ina prostora koji nastaje rotacijom sinosoide y — simx
oko X-osi (0,27)? Isto za cosinusoidu u granicama o i -

2

2 | e
R.:m jcos“xdxz‘z

0
Koliki je volumen rotacionog tijela Kkoje nastaje vrtnjom a) linije

y = ~k_; oko X — osi{e, «0); b) zajedn. povr¥ine linija y = x* i y = {/x
2

Oko X-osi rotira hiperbola xy — 2. Koliki je volumen rotacionog tijela

u granicama 2 1 oo ?

Integrirati volumen tijela koje nastane rotacijom zaledmcke povrsme
linija a) x +y2=9 i y?=8x; b) 9x*+ 26y2 =225 i x* + y*=16; c)

y2=2px i x2=2py,; d) 4x2 4+ 9y2 =361 y? =4x; e) y>’=2px i y = kx.
Povriina omedena lukom krive linije y = x*—3x, X-osi i ordinatama

koje pripadaju ekstremnim vrijednostima od y, rotira oko X-osi; odre-

i o o 3
diti volumen rotacionog tijela, R.: 3 -22- 7

2
- t), gdje su r

i T konstante, Odrediti brzinu i elongaciju (udaljenost od poloZaja mira).

7T 2 a5 Tg
R.:v= Sadf: %—(cosg% : t); x=s=Svdt-_—_lz__,s'n2; —__—__._iﬂz

Akceleracija kod harmoniénog kretanja a =—r sin(
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21. Akceleracija kod kretanja niz kosu ravninu a— gsina, gdje o= kut
priklona. Odrediti zakon brzine i puta. '
Za c=0:v=g sina. {; s:‘g—%glg-tl?
22, Isto za vertikalni hitac u vis, ako je a—= — g, odrediti v i s.
‘ 7]
( éxdx
23. TezZiSte homogene ravne Zice duzine I: T § = S
3 dx
0
X X j
ngdx § yrdx
24. TeZiste povrsine: T[ i L n=1 el
=Xy ' 2 Xy
S ydx gyd'x
xl 3'(.:1
A{5) =
25. Sila u elektricnom polju P= — -»-——gr == . = (derivacija potencijala
F r-
E

—po smjeru sile s protiv, predznakom).

Potencijal ? U elektriénom polju naboja £ u tagki &ja je udaljenost od iz-

o0
vora = r potencijal je IV = \n Ec{’
e
3
X9 ————
26. Povrsina rotacionog tijela P = 27 g g Y14y dx

Xy



Treci dio
Red (progresija)

(= niz brojeva po odredenom pravilu)

I Aritmeticki red

Def.: Niz brojeva u kojem je razlika svakog &lana i &lana pred njim stalna

— — — —

1. a, a,, a3 . . . a,— aritm. red, ako je 1. @, = podetni, prvi ¢&lan

d ﬁ a, = opdi &lan reda

l

Gy — @y, =Qp . — Oy, = . . =q — q,

1 2

|
i 2.a, a, +d, a,+2d, a, +3d .

d = diferencija reda

= ! i 2. Red predoéen pomocu

3.ap=a, -+ (n—1)d a, i d (dvije nepozna-

4 Sp=a+a,+. . Fa,=7? | mice))
i 5 = % T L : | 3. Opéi ¢lan reda
| d : 4. Sumareda. (Kada éemo
=7 [2a;, + (n — 1) d] upotrebiti prvu, a kada
: L2, | drugu formulu?)
] )
i b —a d ; ! "
288 T — T e, razlika interpoliranog 5. Interpolacija (umeta-
roda | nje!) aritm. reda od r
H 6.8 = =, e d) 4 (ot 2d) A= ay Al 1) d f:lrznova medu brojeve a
= o+ (@ — d)F (an—2d)+. . ay— (n = 1) d s
: 6. Dokaz!
QSu = n (g l‘ ap) 1t d.
Dokaz za a, = ? pomodéu indukeije od a, na l
an - 1- ,

Il Geometrijski red

Def. : Niz brojeva, u kojem je kvocijent svakog &lana i &lana pred njim stalan.

. by by H L o L,
1. b, by, by . . b, - geom. red, ako je ST | 1. b, = poéetni &lan
b, » by = opéi &an
S e e e I = kvocijent reda
n—

2. Red predocen pomodéu

. b, b 2L et '
2. b, b,q, b @, b,q b, i ¢ (dvije nepozna-

; 1. nice!)
3. by=05,¢"" ll 3. Opéi &lan geom. reda




190

4.

s

|

. p——— o S ———]

bnq oy b

1 g"
=0 q——l

ML

=y ,_bq = 2t
=)

Geom. red je konadan ili beskonacan prema tome,
da li ima odreden broj ¢lanova ili neizmjerno
mnogo. Beskonadan je red konvergentan ili diver-
gentan prema tome, da li mu suma prima odre-
denui konadnu graniénu vrijednost ili ne za n - oo

b, .
S= g | <1

L—g gdie je S=1lim .S,

n— 0

-~

G £
¢, = \2 ~Vg

S,=b,+b qg+b ¢+ .

/

an = bl (] _i.— Z)l(l,’2 "I&_

b |

S.q-—S,=bqg"—b it d

A ——

4. Suma geom.reda. (Kad
¢emo upotrebiti koju for-
mulu ?)

5. Beskonaéni geom. red
je: konvergentan za

gl <[|tj —1<q <1,

divergentan za [ g | <1

6. Suma besk. konverg.
reda

7. Interpolacija reda

8. Dokaz!

Primjena geom. progresije

I Radun slozenih kamata (kamatno-kamatni)

Kamate se u odredenim intervalima pribrajaju glavnici (kapltahzxralu sel),

da 1 one nose kamate

. Cn= Cqg" Ovdjejeg=1+4 -2 100 = kamatni faktor |

. — — —

Svota C uloZena uz p’ly na sloZene kamate na-
raste za n godina na:

S

Cp = Cq" = =cq’ (1 +q)oos) g . gr

r

5 S :
2 L]
= 047’"(1 s '1’60') , gdie(1+ £5) "

= konformni kamatnjak |

Cn:C(l_i_]Fg;)m.ny.

p.n

v *‘mh::nog(l —l_ 100m)m = Ce 1001
gdie e=271828....D.; 20" —

e p-n .
ili m= 100’ C LSI ) ]100 o 100

1—2. GodisSnje ukamadi-
vanje
C = pod&etna glavnica;
Cn = konatna (nakon °
n god.);
faktor:
uz 1%, na 1 godinu

¢ = kamatni
1 Din ulozen

naraste na g.
. % S
2. m == cio broj; =

= pravi razlomak

3. Ukamadivanje sva

kog m-tog dijela go-
dine.

4. Neprekidno ukama-

¢ivanje (rast, rasplodi-
vanje organskih bidal)



—

191

5. Dekaz: Na kraju prve godine C, == C -+

=G (1 mo) = Cq
C,=C 4 SE=Cg it d.

|
i
|

_le g |
100

|

|

=(+243+. . Ly

—_—_—— e

H Racdun renta
— e e > s I
UlaZe li neko kroz n godina svotu r na slozene 4 P. Primitak i izdatak svesti na isti
'.- kamete uz p%,, to je njegovo potraZivanje | momenats
]I Sn=rgn—14rgn-2+ ...+ rq+r ili: l
i n— 1
IS e— rq' 1 (u vr qeme Zadngp upla’te) 1. Pravo na neki periodifan pri-
| (] hod (rentu) stiemo ili jednom
9 ElA (40 { My ( e : dii 5te) | uplatom (mizom) ili obro&nim
Il . n [] == ] g nu dana 1za zadnle uplate |I uplatama (premijama)
H }J H
e, i :
7100 [
PRI AT e [oes .
(ea) €= (dekurzivna) 3. Sadanja (kupovna!) vrijednost
| gHq - l) ; : .
| ( ‘ rente: a) dekurzivna renta . j.
Al T = diZe se krajem godine i
U b) C_qn ]((1 (ant1c1pat1vna) f b) anticipativna (diZe se pocet-
2 |
3 i k rodi
| [Antlmpatlvno ukamacwan]e: f— igo == q!] ' PpaRie
gn — 1
H 4, quz =S 1“ ‘ 4. Amortizacija (otplata) duga
Al : | C {u obroénim ratama r)
gr — i
5. Cqn+ =TT s 5. Ulo%enoj svoti C dodaje se
_ JAd1 i ol LY (oduzima) u obrocima svota r
6. a) C= 2 (l] 1) Nl i b ot
. a gn+ ]((] = ( e urzwna) ; 6. Kupovna vrijednost 1-godiZnje
) rente koja poéinje tek poslije
r{qn 1) o i L godina
b) C_@_ﬂ—f 2G—1) (anticipativna) ' &
| n—1)—n(g — 1 ) |
!! 7._ === Q’ (q n() = 1;? ) (I‘, 2r, 3r.. ) , 7. Sadanja vrijednost rente koja
i q ‘q 3 raste u aritm. progresiji
gqn — en : '
B C—r aﬂ (q—;?) (r, er;y ewr... ) 8. Isto tako kad renta raste u
geom, progresiji
! | .
9. Sn= a‘lb “L' (a1 “‘&‘ d) g + (0'1 + 2d) 1q° . 9, Geometrijsko-aritm. red
__ab q }_bdql-—nqﬂ-—lJ_(n—])qﬂ ‘
; P T—q (1= |
110, Sn= 121224+ 34 ...+ n*= i (n. i 12(2‘”?!—.1) 10. Suma kvadrata i kubusa prirodnih
! _ 1.2.3 brojeva
1 1)}2
Sp=1942314 3% 4 "("+__2] o
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1.

2

o

Primjer I
Odrediti aritmeticki red, ako je zadano: a, -+ z, = 18. az* = 121.
R.: Clanovi se izraze pomocdu @, i d; dakle:
a, + 2d - o, + 6d = 18
(a, + 5d)* = 121

a, +4d =

i S

75 e [ SR Red: S8
o' =89, d, = — 20 89, 69, 49 ..

Pet brojeva Cine aritm. red; njihov je zbroj 15, njihov produkt 120, Koji su
to brojevi??

R : Oznadivsi srednji broj sa x, bide red: x — 2d, x — d, x, x +d, x - 2d.
Zato je:

x—2dt+x—d+tx+xt+d+x+2d=15

(x _——_Qc:l) (xw-—- d) x (x T d) (x + 2d) =120

5,\_‘ — 15 ; X == 3
B—2d)(3—d).3(3+d) (34 2d) =120
4 1 ! . . ‘ i
d* —-fdf = — 514, d,,=+1 Brojevi su (racionalni): 1, 2, 3, 4, 5.

Stranice pravokutnog trokuta stoje u aritm. progresiji; visina na hipote-
nuzu iznosi 2°4. Kolike su stranice?

R.: Stranice su: a—d, a, a + d, dakle:

(e —d)ft+ad=(at+d)} 2P=ala— d) = (a+d) 24

d == 1, stranice su 3, 4, 5

Korijeni jednadzbe 4og stepena stoje u aritm. progresiji; njihova je suma
— 0, a suma njihovih kvadrata — 80. Kako glasi jednadzba?
R.: Korijeni su: a —3d, a —d, a + d, a1 3d (srednja su dva: a —d, a-}-d,
ostali?); dakle: ¢« —3d+a—d+at+d-+a+4+3d=0; a=0
20a* = 80, d;,, = = 2; d =24,

Korijeni su: —6,—2, 2, 6
Jednadzba: x+6)(x+2)(x+2)(x —6)=0

i x* — 40 x* + 144 =0

Treba interpolirati izmedu prvih 10 ¢lanova aritm, reda, koji je zadan sa
as—as — 12, as. as — 540, novi red da suma interpoliranog reda iznosi 380.
Kako glasi interpolirani red?
R.: (e, +7d}) — (a, + 4d) == 12
(a, + 1d) (a; + 4d) + 54
a=2 d=4, a,=38
380 = a, + an) ’—; = 405'——?1-

Red je: 2, 4, 6. ..

=20n; ' n=19;, d, =2
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Primjer Il
Tri broja tine geom. red. Sumia njihova iznosi 14, a zadnji je dvaput vedi
od srednjeg; koji su to brojevi?
R.: Clanovi se izraze sa b, i g, dakle:

by 4 b,9 + b,9* = 14

=2 Brojevi: 2, 4, 8

DuZina, Sirina i visina kvadera formiraju geom. red. Kolika je povriina
kvadera, ako mu je volumen V = 216, dijagonala = 3 {21 ?
R.: 216 =06, . b,9 . bg* = b,%q® | |

b +b6,°¢" +6,9* =189 |1l

el
Dy— \/216::6; b= g—Supst. a Il:

6
%m%+%mﬂw

Q' — L 1 =039 =12, qu=1£4
Bridovi su: 3, 6, 12; povrSina: 252
U posudi ima a (30) ! Zeste. Izvadimo b (5) I Zeste, i dodamo b I vode, i tako
pet puta uzastopce radimo. Koliko je Zeste joS ostalo u posudi?

R. : Iza kako smo izvadili b ! Zeste ostalo je u posudi Zeste a— b, a na 1/
b a—b

smjese i :— [. Nakon ponovnog vadenja ostane u posudi a — b — et b=
=@—:a—b—);ieste ili na 1 / smjese EE_,—E)}—H ko
d _(Q:_b_)s 25°
= o = =50t [ (zeste)

Pet brojeva tine geom. red; njihova sumi iznosi 155, a produkt 32; koji su
to brojevi ?

R.: Brojevi su: 2f, & , by, 0,9, b,9,, pa ]e%— % Jby L b b P=0=32
b=

3.,—}- -?—- + 29 +2¢* =155

1
z(q +2) 20k ) =135 ot =ui0 =2 = dan=2
Brojevi su: 3, 1, 2, 4, 8. ‘

Primjer III

Nad visinom istostrani¢nog trokuta stranice a nacrtan je drugi istostranic¢an
trokut, nad njegovom visinom treci i t. d. Koliki je zbroj povr8ina svih
trokuta?

13
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R.: PovrSine Cine beskonacan konvergentan geom. red.

g6y doo SO a'_ V3 o -

Se=2 V3 i e Jm e e e Ly
4\5 4 " 1——(] g a’ = 2\3
a =\? @ et

= 2\}3)_3 i .4\3__2;'§

R i L) e T

2. lzracunaj zbroj beskonaénog geom. reda, koji nastaje iz beskonalnog
reda a+aq+ag®+ ... (g<1), kad se izmedu svaka njegova dva &lana
interpolira (n—1) broj.

z :

R.: 5= 1_"'[]“, gdje je @, = kvocijent novoga reda.
= b
g = \,’ TR i =
P 1—Vgq

3. U kocku brida a upisana je kugla, u kuglu kocka i t. d. U kojem odnosu
stoji suma povrdina svih kocaka prema sumi povrSina svih kugala? Isto
tako za volumene.

R. : Polumjer prve kugle r, = =

: r = o a -
5 zato je a=2r,=2a, V3 t.j al:f;& = brid

druge kocke, a polumjer druge kugle r, = % =2 it d.
S A Oa* oo 1 ba* .
Oizba——-l-bai'+...=r:q, g = ;2-—_—';??', ,=I__§:9a';
4% T 32T - ) In
02: 1 )__—*'—};—:— = C; Dakle 1e Ol H 0529: 21!1 6 YR

4. Zadanom tatkom povuleno je n medusobno jednako razmaknutih pravaca.
[z jedne talke prvog pravca, koja je udaljena od zadane talke za duZinu
a, spustena je normala na drugi pravac, iz njezina podnoziSta normala na
{re¢i pravac i 1. d. Kolika je duZina nastale izlomljene spirale?
R: : Dijelovi spirale su: a sin o, a sin o cos o . .
S=uasina-} asina cos & -} .
asin & asin o % 360°

— e —_— = t = = ] —
=g 1 — cosa acogz,gdle!ea

Primjer IV

1. Zbroj triju brojeva, koji &ine geometrijski red jest 14. Oduzme li se od tre-
¢eg Clana 2, red prelazi u aritmetitki; koji su to brojevi?
R:6(14+g+g3)=14

bg* —2 —bg=>bg—5b

bt 0= o) e e A

(¢*—29+1) 2.
Brojevi su: 2, 4, 81 §, 4, 2.

l
-J
[
3
=
L]
|
s
l
=
=
i
H:»—l
BSjCR
|-+
=8
e
|
e
o
b
|

2. Tri broja ¢ine geom. red. Ako se srednjemu pribroji 8, red prelazi u
aritmeticki; ako se na to zadnjem doda 64, red prelazi- poslije opet u
geometrijski. Koji su to brojevi?
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R.: 5, bg, bg* geom. red
a, a-+d, a-+2d aritm. red
b, b9 -8, 69°+4-64 geom. red

@ ==h

bg+8=a-t+d

bg* = a -+ 2d

b9*-- 64 bq+8

bq] N

a(g — 1) =d~—38

a(¢*—1)=2d

b*q* - 64b = b°¢* 4~ 1669 - 64

a(g—1)=d—8 ‘ 2d 9—1 'd—8

(= ytd - | ST g g o e S
a(d—q)=4 ‘
20 100

Brojevisu: 4, 12, 36; - 9 =3 9

3. Tri broja Cija je suma 10 ¢ine aritm. rcd, a druga 3 geom. Oduzmemo li od

¢lanova geom. reda odgovarajuée &lanove aritm. dobijemo redom 2, 5, 11.
Kako glase redovi?

ra+ta +chz+2d=—'10

b—a=2 ) ' L

bg —(ad-d) =5 Redovi: 2, 3, 5; 4, 8, 16 1 ?

b9* — (a-+2d) = 11

Primjer V

Kapital 16.590 Din uloZen je na sloZene kamate prvih 10 godina uz 5%,
slijedeé¢ih 10 godina uz 4% . Na Kkoju je sumu narastao nakon 20 godina?
R x = 16590 . 1-05" . 1-04"*
log x = log 16590 - 10 log 1:05 + 10 log 1'04
x = 40000 Din

Kako se mora promijeniti ¢ =1 +---da konalna 00d1§njcl vrijednost ka-

wa
pitala bude ista, kad je kapitaliziranje svakog Tn—dije]a godine kao kad

je godidnje?

3 m . m J".-l -,E..__P;
R.:Cqg=Cqmilig,=Vqt i ¢ =V "7 700

Prije koliko je godina neki kapital uloZen uz 4% na sloZene kamate
iznosio Y/, svoje sadadnje vrijednosti?
R.: C1:04* =3C
104 =3
xlog 104 = log 3

log 3
100 104
x = 28 godina 1 3 dana.

X =

13%
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.U'l

Koja glavnica uloZena uz 9% na sloZene kamate za 8§ god., 7 mjeseci i
20 dana i polugodisnje kapitaliziranje naraste na 25677,25 Din?
R.: Glavnica x uloZena je 17 polugodi$ta uz 4:5%, a zatim na prosti
interes od te vrijednosti kroz 50 dana. Zato je:
0 R IR g O S
.1, 0457 + 360 00 = 256677, 25
‘h 25677, 25 . 360 . 100
"~ 36000 . 1,045 1,045 . 9, 50
x = 12000 Din.
Izraunaj diskont od 2350 Din (4%), koji beskamatno dospijevaju iza
3% g., ako je kapitaliziranje polugodi$nje. R.: Sadanja otplatna vrijed-

Ch o 2350 — 2045'80. Di = 2350 — 20458 = 204'2

nost C = ‘—?Tn = 1027

Primjer VI

1. A ulaZe na pocletku svake godine n D kroz 30 godina, B pak ulaze za to vri-
ieme 2n D na podetku svake druge godine. Ko ¢e na kraju 30 godina dobiti
vise 1 za koliko?

930___ (30_1

Na kraju 30 codine imaée B:2n 5 wq A:n ‘;“_—1 9
g1, 90— 29%(9%— 1) — q(g A=D)ieN 1) | (g —1)¢
2nq2~19 nq_l‘i—n gt — 1° q -+ 1

R.

a) A ulaze 20 godina na pocletku svake godine 2r D uz 4%, B ulaZe kroz to

vrijeme svako pola godine r D na pocetku polugodista; koji ¢e dobiti vise
na kraju 20 godine i za koliko. Kapitaliziranje polugodiSnje.

: Na kraju 20 godine svi ulosci, $to ih ulaze A imaju vrijednost:

2rg, ' - 2rq,%® +
g gy, =14 o5 200 (polugodi$nje)

Razlika dobitaka = r&-—1q — 2,271
azlika dobitaka r(l__lql r‘?, 1‘21
1:02%° — 1 102*—1'. -

Koji smisao ima negativna razlika? Primjer r — 500 Din
b) Kako se mijenja gornji rezultat, ako osgba A ulaZe 2r D kroz 20 godina

krajem godine, a B r D kroz to vrijeme polugodi$nje (krajem polugodista)

uz godiSnje i polugodiSnje kapitaliziranje?

R.: Nakon 2() godina uloSci m()he A vrijede:

2 q 3 9140 .
q —~ 1 g == 1
(Neka je kapitaliziranje godiSnje za A i B).

. Koliki se dug moZe otplatiti polugodi$njim ratama od 33487 Din kroz 15
godina, ako se racuna 4%°?

R.:

a 33487 , 33487 | 33487
=— o Tgm *T g 1028 T T
30
33487 (1 02 ‘1_)__75000

- 102%
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4. U nekoj Sumi ima sada 145678 m*, a godiSnji je prirast 2*/,%. Koliko se smije
godisnje izvoziti kroz 18 god. da konaéno ostane 191.720 m® drva?

18
R.: 145678 . 1:225% — x| 2(2)5225 191720 ; x = 1175 m?

5. Neko.ima kroz 20 godina na koncu godine da pla¢a 2500 Din; mjesto toga on
bi htio da otplati dug u 4 jednaka obroka i to na pocetku 1., 6., 11. i 16. godine.
Koliki je pojedini obrok, ako se 4% kamate priklapaju glavnici koncem svake
godine?

R. : Isporede li se sadanje vrijednosti obaju obroc¢nih otplata izlazi:
2500 25600 2500 x
—_— A e T T e g
1'04+ 1:042 g {0420 ~ * 71 1'045+ +1'04"‘”
2500 104" —1  «x 1°042° — 1
1:0420 ° 104 —1 1042 " 104 —1

6. Neko ima pravo na godi$nju rentu od 3000 Din kroz 20 godina, no prvih 6
vodina ne diZe rente, nego ugovori s bankom, da mu povisi preostale obroke.
‘Koliki su novi obroci?

IS oy

R.: Sadanje se vrijednosti renta izjédnace:

2 __ 41 000 (g=°*— 1
B LD e e
@ @—1  @-ng el
7. Neko Zeli godiSnju rentu r pretvvoriti u mjeseénu x; kolika je mjesecna renta?
! '
1 19 == Bz = ]
Ro\ri= xq%3 + xqig —+ .., r=x *gi =L x:rq—--——l
q—fg - 1 q =
. : i ey
O: Za Cetvrtgodi$nju rentu r, uz p% ing. S, =r ql"‘ TS i Sy==0r *5___1_
1 =

8. Za uporabu mosta mora jedna opéina drugoj platiti svake godine (ili m-te
godine) na kraju godine r = 500 Din (4%). Kojom se sumom moZe to odjednom
isplatiti?

R.: Jedna opéina ima pravo na dozivotnu rentu

n
Cq" = ri(?-—— y’ gdie je n=co. Sadanja vrijednost doZivotne rente je:
' : 100~ -
C = g _i_ = “_p“ ili za m intervale C—— 7 y :p =12,

9. Koju svotu mora neko uloZiti, da iza 12 godina na koncu svakog mjeseca prima
2000 Din kroz 10 godina, ako se 4% kamate priklapaju glavnici krajem godine?
R.: Vrijednost svih svota, §to se primaju mjesetno, na kraju godine jeste:

a=2000 + 2200411 opp 2000-4-10 9000, 124+

12. 100 12.100 :
4.2000 66.2000  1266.2000
“+ —= 1200 (14+. .4+1)=12.2000 + — 00 Y= T 100 = 25320.
e a a a
Zato ge:x-——:aﬁ;—}—q—ﬁ-}—. y .-{—qu—-?
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Dodatak. Amortizacioni plan
(Pregledna tabela stanja duga i otplati)

|| Dug se redovno amortizira obro&nim uplatnim sumama: anuitetima (obi¢no go-
di$nje) ili amortizacionim ratama. Jedan dio anuiteta sluZi za smanjivanje duga
(amortizaciona kvota, otplata), a drugi za isplatu interesa. Neka je ¢ = dug
ll (zajam), @ = anuitet, £ = kamate, b = amortizaciona kvota.

a*)
4:: Godisnje kamate God. amorlizaciona | Cjelokupna Ostatak duga
& kvota, otplata uplata |
_ _og—=1. ' |
YR P Py e
i ili = a— k, !
T 21 k, —(c——b)loo b,=b,q ky-+b,=a | c—b,—b,=c—b,—b,q l
.3 ky=(c— 6)100 by="5,¢ ¢ — b —bqg—b,¢°
¥ , |
im ka(c—-b —b;—' bm=biqm'1= . gm—1
(q—]) knl+bpn=a C"“bl 4
— rgin-1 =7
: 100 N Li,
I a=c vt (—q——* 1—) — anuitet.
l g — 1
. = —_— = —_— —CP - — — —
Dokaz: b, =a — k, = a 100° by=a—ky=a— b) 100

1 cp | byp
= ke 100 b+100

= (‘"*“100 = ]

Primjer: Zajam od 10000 Din treba awmortizirati za 5 godma sa 8%, kamata.
Amortizacioni plan?

cqn(q — 1) 10000 . 1:08° . 0:08

R.: Anuitet @ = - e T = = 2504'55
a = 2504'55

!God. God. kamate | Otplata Cjelokupno Dug

1] 800 1704,55 2504,55 10.000 |
2| 66364 1840,91 805,45

£ 8 516,36 1988,19 , 6454,54 ||
| 4 357,31 214724 4466,35

‘ 5 18553 | 2319,02 2319,11

Svega: 9999,91 &0 10.000
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b*) '} Zajam u obligacijama: Veéi se zajmovi podijele na manje dijelove, na obvez-
nice ili obligacije sa nominalnom vrijednoséu 100, 500 i t. d. Broj izvu&enih
obveznica raste sa obrocima, jer amortizaciona kvota raste, a kamate opadaju.

“ Neka je ¢ =dug, x = broj obveznica u pojedinim godinama, v = njihova nomi-
\| nalna vrijednost. Broj svih obveznica X +x+. ... xn=m
| a= qn szq Sali 1M [ anuitet -

l o N iy = l

, Broj Godxsn]e Godisnja amort. Potrebna |

“ God. D“g obveznica kamate kvota suma

e etV T R cp I
1 (¢ X, —=m gon 1 ﬁ_/{‘ Xv=a— 158 x,u+k,
2 le—xw | x,=x9 (c—x,v) = P—k| xo=a— (c — xv) £
i el T R 7100
) o] e o — N e, g% = x,qu ‘
g — XU XU = x,Q*v
) : xXn=x,91-1= . !
’ n . —— ﬂll(iﬂlw) xn'v:?
Jighesti & ot Al ol]: el 7o Tl e Lile RS
s B "2 c(l—q) c(l—g)qn-1 b
) Za antlclpa_tlvno ukamacwan!e: a = *'1—_:—(1,‘!; = '—’"‘1 ?q”” —s 0o ('11',
b, ‘ . p
6325...; b+ by, ...bn=1c. Odmah se plati R)f)’ g =1 ~ 106

1. Neka opéina pozajmi 600.000 Din uz 4°/, za kanalizaciju grada. Dug je podijeljen
na obligacije sa nominalnom vrijedno$éu od 500 Din i treba se isplatiti u 20 go-

dina. Napraviti plan otplate.

R.: Anuiteta a =¢ 7 1— . Qi = 44150 Din

qrz
la godina: Kamate ]c = fgz) — 24000 Din; amortizaciona kvota b, = a — k =
= 20150 Din. S tom se svotom moze prikupiti 40 obligacija, a

ostatak amortizacione kvote ¢d 150 Din doda se slijedeéoj amor-
tizaciono] kvoti | ukamaduje se;

Dug je 600.000 — 20.000 = 580.C00 Din; kamate: 23.200; amorti-
zaciona rata 44.150 4 150 - 150 . 0'04 == 44.306, od &ega ostane
44.306 Din — 23.200 Din = 21.106 Din za otplatu duga. Tim se

moZe kupiti 42 obligacije 1 t. d.

22 godina:

a = 44.150 Din

- God kam?te Amort ka;a‘ ‘13_1—:)-1 (;i)iig. ” 6§t:e\tak K
lGOd' Dug (%) (a — k) po 500 Din | anuiteta a
1 600.000 24.000 20.150 49 150
| 2 580.000 23.200 21.106 42 106

3 . |
|2 |
[Eee |
l! §vega [
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2. Zajam uz 5%/, izdan u 400 obligacija po 1000 Din treba otplatiti u 15 god. a

pri tome uz 59, povisene vrijednosti obligacija.
R.:Neka je m = broj svih obligacija, a = anuiteta, v = nominalna, v* = poviSena
vrijednost obligacija, onda je'

1a godina: Anultet a= -2 + x,v'; ostatak duga: ¢ — x, v

100
2a . a=(c— x,v) be)+x' v 1t d
1
(xi:::mQQn sxn'_"len 1 ddle ]e Q—l—l_ 100)
3. Amortizaciona rata zajma c (4%,) iznosi x = 2% CI]G].OO duga. Kada ée se moéi

dug isplatiti ?

pec x i_:__l__ :
100, 1600 0 oo B

4. Zajam od 1,000.000 Din sa 9°/, podijeljen na 1000 obveznica, otplatiti za 6 god.
_Izraditi plan otplate (Karljikovic).

R.: Ovdje je m = 1000, v = 1000, a = 222919,78; x, = 110880 __0_019 132,550 133
x, = 132,565 . 1,09 = 144,48 o0 145
= 144,48 . 1,09 = 157,48 o 158
Plan otplate: a= 222919 78
> L BrO]:;v;;—r s o A;nort.;\_fota Potrebna —
God Dug za isplatu God. kamate (otplata) kvota 1“
1 1000000 133 90000 133000 223000
2 867000 145 78030 145000 223030
[ 3 722000 158 64980 158000 222980
4 564000 172 50760 172000 222760
5 392000 187 35280 187000 222280
ﬂ 6 205000 205 18450 205000 223450 lF
i Svega 1000 337500 1000000 1337500 !h
Zadaci™)
Aritmeticki redovi
1. Odrediti aio 1 S20 aritm. reda: 4, 2, 0, — 2. ..
2. Sabrati sve godine od rodenja Kristova do danas.
3. Koliko se cClanova reda 33, 30, 27... mora sabrati, da suma bude — 0?
(= 23].
4. Odrediti red, ako je zadano: :
1) a,+a; =8 - 2) @, —a, =4 (R.: —4,
a‘—%— q._.224 (R 4 —2..., 12, 10) a34'—032=16 (l 2 )
3) ata+a;+a =16 4) @y —a,=6 5) a, =2
a? - a, =~ a*, + a*, = 64 Gty T ==ty an = — (4 -1 3n)

* Rezultati su dani redovno u racion. cijelim brojevima.
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6) a, =3 7 a, a, aya, =175 8) a;, +a, =9
d = 4a, ‘ a+a, =8 a’, =25

9) S: =15, §; (a, + a3 + a;) = 54 (Red: 1, 2,...)

10) a% - a®%=63; a, + a,=1; ) a4y +a's =17, a; . gy = — 2

5. Kako glasi red, kojemu je a) Sn =n% b) Sa=n (n—2). R.:a) ai—=1;
A=

6. Koliki je pocetni ¢lan i suma svih ¢lanova reda koji je zadan sa an — 24,
d =3 n=—22 R a=29, Sn — 363.

7. U rastuéem aritm. redu od 10 ¢lanova produkt krajnih ¢lanova iznosi 19, a
produkt srednjih 99. Odrediti sumu reda. R.: 1, 3,5..

8. a) Cetiri broja Cine aritm. progresiju; njihova suma iznosi 16, a produkt 105
Koji su to brojevi? b) Suma od 4 broja, koji stoje u aritm. progresiji iznosi
16, a suma njihovih kvadrata 84. Koji su to brojevi? R.:a), b): 1, 3, 5, 7 i
ol

9. Tri broja &ine aritm. progresiju sa diferencijom d; zbroj njihovih reciproénih
vrijednosti — 0. Koji su to brojevi? _

10. Tri broja &ine rastuéu aritm. progresiju; suma je njihova 18, a umnoZak 162.
Koji su to brojevi? [3, 6, 9].

11. Koji je tlan aritm. reda 20, 18, 16... jednak jednoj devetini sume svih pred-
hodnih ¢&lanova? [n = 6].

12. Koji je &lan aritm. reda 28, 26... jednak svome rangu? [n=a, = 10].

13. Bilo koje tri velicine iz slijedeée tablice uzmi kao zadane, a ostale 2
proracunaj.

—— —— — ——

@, d ‘n an Sn

7 : 0 . _IU_ e e (13) i, (1001“ 14. Koliko ima trozna-
3 oy 10 9 ©) menkastih brojeva,
Y WG X IEE 1on- " - koji su djeljivi sa
85 — 05 12 &) ? 13? (n=76)

0 12 (16) (?) 144

15, Cifre troznamenkasta broja stoje u aritm. progresiji; njihov je zbroj 9, a
srednja je cifra osmina broja iz krajnih cifara. Koji je to broj [234].
16. a) U aritm. redu je an jednako aritm. sredini izmedu an—r 1 an 4+ » Dokaz?
b) Aritmeticka sredina od ma koliko uzastopnih ¢lanova aritm. reda jednaka
aritm. sredini prvoga i posljednjeg ¢lana. Dokaz?
¢) Kako mora biti gradena aritm. progresija, da suma bilo kojih dvaju ¢la-
nova bude jednaka opet jednom ¢&lanu reda? R.: an+(k—1)d + a1 +

+(—1)d=a(x—1)d... a; mora biti viSekratnik od d!

d) Ako izrazi ——— | ——— ¢&ine aritm. red to isto &ine i brojevi a?, D, ¢’

1
atb b+ c—+a
Dokaz?

17. U kojoj ie aritm. progresiji tre¢i ¢lan jednak kvadratu prvoga, a ujedno 1
tetvrtini produkta prvog i Cetvrtog? (3, 6, 9).
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18!

20.

22.

23.

254.

26.

27.

28.

29,

30.

31,

broju tlanova. Koji je to red? [4, 6, 8, 10].

Suma cifara trocifrena broja jednaka je njihovu produktu — 6. Koji je to
broj, ako mu cifre stoje u aritm. progresiji? [123 ili 321].

Suma korijena jednadZbe Cetvrtog stepena iznosi 10, a njihov produkt 24.
Kako glasi jednadZba, ako korijeni ¢ine aritm. progresiju® (x —1)(x-—2)
(x—3) (x—4)=0.

Suma korijena jedn. treceg stepena iznosi 2, a suma njihovih kvadrata 5.
Koji su koeficijenti jednadzbe, ako korijeni stoje u aritm. progresiji? [Jedn.:
20— x4 2 =0

. Koeficijenti a, b i ¢ jedn. treceg stepena x*® - ax®> + bx -- ¢ = 0 ¢ine rastucu

aritm. progresiju sa sumom 14 i produktom — 64. Odrediti korijene jed-

nadzbe? (x® + 2% +4x +8=0; Xi=—=—2, Xog=— * 2i).
Korijeni jedn. tredeg stepena stoje u aritm. progresiji. Kako glasi jedn., ako
je suma korijena — 14, a suma njihovih recipro€nih vrijednosti — 1?2 R.: x* —

— 14x® + b6x — 64 = 0; 2, 4, 8.
Korijeni jedn. x*—6x* 4 11x —6 =10 &ine aritm. progresiju. Treba rijeSiti
jednadzbu. R.: 1, 2, 3.

. Odrediti vrijednost od k jedn. x"— (3k + 4) + k> =0, za koju korijeni te

ledn. stoje u aritm. progresiji.
Tijelo padajuéi prevali u prvoj sekundx--z--r-— 5 M u svakoj slijededoj za g
viSe nego u prehodnoj. Koliki je put nakon ¢ sekunda? R.: S:—éi #

Od dva aritm. reda sa jednakim pocetnim ¢lanom suma prvoga iznosi 207, a
zadnji mu je ¢lan 39, suma drugoga — 917, a zadnji &lan 123. Koliko tlanova
imaju pojedine progresije? R.: neodredene jedn., 9; 14; a —7.

Dvije tatke A i B, koje su udaljene a m krecu se jedna prema drugoj. A
prevali u prvoj sekundi b m a u svakoj slijedeéoj za ¢ m vise nego u pred-
hodnoj. B krene n sek. kasnije, prevali u prvoj sekundi d m u drugoj d —e,
u trecoj d—2e it d. Kada i gdje ¢e se sastati?

Po opsegt kruga kredu se dvjie tatke A i B. Tatka A prevali u prvoj sekundi
1°, a u svakoj slijedeéoj sekundi za 1° viSe nego u predhodnoj. Tatka B
kreée se jednoliko sa brzinom ¢ — 1°. Kada i odje ¢e se sastati prvi puta ako
se kreéu u istom smjeru, a kada i gdje ako se kredu u suprotnom smjeru?
Na cilindri¢nom mosuru promjera 3 ¢cm i visine 20 c¢m namotan je konac |
debljine 0.25 ¢m i pravi 4 ¢m debeo namot. Kolika je duZina konca?

U gramofonsku plo¢u utisnuta je pjesma na spirali sa230 jednako razmak-
nutih zavoja; kolika je duZina spirale ako je dijametar najSireg zavoja
-= 240 mm a najuZeg — 121 mm? (Naputak: Neka se spirala zamjeni sa 230
koncentr. kruga). R. x — 130 m.

Neko je pozvao sebi u goste nekoliko svojih drugova. Svaki se drug pri
ulazu pozdravi sa svima prisutnima. Takvih je pozdrava bilo 120. Koliko je
hilo pozvano drugova? (n— 15).

Prvi i drugi ¢lan rastuéeg aritm. reda jesu racionalni korijeni simulantnih
jednadzbi 3% —4 .2~ % =80 i 3* 427 7= 0'5. Treba izmedu njih interpolirati
red tako, da se suma tih dvaju ¢lanova podvostruti. Koliko je ¢lanova inter-
polirano? [x1=2, ys=1; red je 1, 1, 1%, 2, interpolirano je 2 ¢lanaj.
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32. Korijeni sistema jedn. \,fx+ Ty =3, (x

33

34.

35.
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2% = 1296 predocuju Sesti i
sedmi Clan rastuce aritm. progresije; koliko se &lanova mora sabrati, da
suma iznosi 5? [as—4, ar-— 11' nfloj

Vedi racionalni korijen jedn. \/ 154 x -+ 82 —x=5 predo&uje sumu, a maniji
prvi ¢lan i diferenciju jednog arltmttlckog reda. Koliko ¢lanova ima red?
R =X =1l X2:66, n=—11

Stranice pravokutnog trokuta stoje u aritm. progresiji; odrediti stranice (i
kuteve), ako je zadan a) radius upisanog kruga p — 2; b) polumjer opisanog
kruga r =25; ¢) opseg 0=12. R.:3, 4, 5; d) povr$ina P — 150. R. : 15, 20, 25;
f) visina na hipotenuzu h—=96. R.:12, 16, 20; h) diferencija d — g;
Stranice su 3g, 4p, 5p; [R.: Stranice su: a) 6, 8 i 10; b) 6, 8 i 10]

Stranice trokuta stoje u aritm. progresiji sa diferencijom d = — (p = polumjer
n

upisanog kruga). Treba odrediti stranice i polumjer opisanog kruga?
Primiiecsn =3

140 13p 15¢
4° 4’ 4
Stranice trokuta stoje u aritm. progresiji. Povrdina mu je /3 povrSine isto-
strani¢nog trokuta sa istim opsegom; koliki su kutevi trokuta?

Stranice trokuta formiraju aritm. progresiji. Uveca li se svaka stranica za
50, polumjer upisanog kruga uvecéa se za 17; doda li se svakoj stranici 60,
to se polumjer upisanog kruga povedéa za 20. Kolike su stranice i polumjer
opisanog kruga? R.: stranice su x — d X, x-—}—d Fa ie

R O = \fs_(s——a) (s — &) (s — ¢); za n = 4 stranice su:

[

7

2= ks u

Caane—=t i) 6—261, =&l
38.

39.

40.

41.

42

Polumjeri tangencijalnih krugova na zadani trokut g, g, ¢; stoje u aritm.
progresiji sa sumom =— 9. Kolike su stranice i povrSina trokuta, ako je
: : . 12
polumjer u njega upisanog kKruga ¢ =—3-?
12 = 1 Bl
Ro: P=_7Y26;0 =2 0=3 0,=4, - — e e —
13 P €1 Pa P3

Zadane su dijagonale tetivna getverokuta d; = 51, ds =4, a stranice mu stoje
u aritm. progresiji; odrediti stranice, ako je a) poznata povrSina P P =2130
[R:P=Vs—a) s—b) (s—¢) (s—a)]

b) opseg — 14. [Stranice su 2, 3, 4, 5]. ,

Bridovi kvadrati¢ne krnje piramide stoje u aritm. progresiji sa diferencijom
d = 1, a pobo¢ni je brid srednji ¢lan reda. Koliki je volumen piramide, ako

joj je visina h— \{2? V= \?z (10 - V3)

Polumjeri od 11 koncentr. krugova stoje u aritm. progresiji; opseg najmanjeg
kruga iznosi 4n a najveceg 24w Kolika je povrSina srednjeg kruga?

[P = 49r]

Stranice od 5 istostr. trokuta ine aritm. red, a cjelokupna im je duZina — 40.
Suma povrdina najmanjeg i najveéeg trokuta za 10y3 manja je od sume
povriina ostalih trokuta. Kolike su stranice trokuta? Koliki je volumen onog
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43.

44.

45.

46.

47.

o4.

55a.

tetraedra, ¢ija je povr8ina jednaka sumi povrSina svih trokuta? [Stranice
su 4, 6,8, 10, 12].

Polumjeri od 5 krugova stoje u aritm. progresiji, a cjelokupna im je duZina
40=. Povrsina najmanjeg i najvedeg kruga zajedno za 40m je manja od sume
povrSina ostalih krugova. Treba odrediti volumen one kugle &ija je povrSina
jednaka sumi povrSina zadanih krugova. [Polumjeri: 4, 6, 8, 10, 12].

Stranice istokralnog trapeza stoje u aritm. progresiji u kojoj je srednji ¢lan
krak trapeza; kolike su mu stranice i povrsina, ako je visina trapezawv==2y15,

a polumjer opisanog kruga r — V174; R.: Stranice su 10, 8, 6].

Koliki su kutevi pravokutnog trokuta, ako mu stranice stoje u aritm.
progresiji?

Kutevi deseterokuta stoje u aritm. progresiji sa diferencijom d = 10°. Koliki
su oni?

Opseg deseterokuta jednak je!broja njegovih dijagonala, a stranice mu stoje
u aritm. progresiji. Prva stranica jednaka je kvadratu diferencije; kolike
su pojedine stranice?

Tangensi kuteva trokuta &ine aritm. progresiju sa diferencijom — 1. Koliki
su kutevi? R.:tga=1, tg=2, tgy=3. Prema: tgu-}tgl-}-tgy=tge . tgh . tgy
U pravokut. trokutu sinusi kuteva &ine aritm. progresiju; koliki su kutevi?
R.:sine=2, sinfp=4% siny=1

: 1 2
Isto za cosinuse. R.:cosy =0, cos o= = cos f=—

y Vs

. Stranice trokuta &ine aritm. progresiju sa diferencijom d =— 1. Povr8ina tro-

kuta je 84; kolike su stranice i kutevi? [R.: 13, 14, 15].

Povriina trokuta, kKojemu stranice stoje u aritmetitkoj progresiji sa diferen-
O
W7 O

cijom d==1, data je izrazom \ . Odrediti stranice i najmanji kut trokuta.
1

x‘_,

1]
12

[R. : Stranice su; 13, 14, 15].

Minimum funkcije y —= x*— 12x 4+ 1 jednak je brojtano povrSini pravokutna
trokuta, Cije stranice stoje u aritm. progresiji. RijeSiti trokut. [R.: Stranice
su 3, 4, 5].

Dijagonala i stranice pravokutnika stoje u aritm. progresiji, a njegova
povrdina jednaka je povrSini linije y — x*—3x u granicama ekstremnih
vrijednosti te funkcije. Odrediti povriinu segmenta, Sto ga na opisanom
krugu otsjeca manja stranica pravokutnika.

Stranica romba sa njegovim poludiagonalama ¢&ini opadajudéi aritm. red,
kojemu je diferencija d — 1. Odrediti kuteve romba i polumjer upisanog
kruga. [di =38, d2=6,2a=>51t. d.].

Oko deltoida moze se opisati krug, a njegova veéa dijagonala formira sa
stranicama opadajudi aritm. red diferencije d = 2. Kolika je povr§ina kruZnog
vijenca izmedu opisanog i u deltoid upisanog kruga?



Geometrijski redovi®)

. Neka se odredi b7 (bio) i sn (520) geom, reda: 1) 3, 9, 27...
2, 1 e SISt S e e ALl =tk
. Rije8i red ako je zadana: 1) b, =2, ¢ =235
b, — by, = 60; R.: b¢*°{(¢* —1) 5
2 : 2 = — = =t )l
) b, —6—48,(S° ); b (=) 7 ¢ +2, red.: 1,&,4...
3) b, + b, = 65; 4) b+ b, b =173;
by . b, =64, Btk B =00, R.: kao pod 2).

6) bbb =21, o
e R R kae perad)

3. Kolikﬁo se ¢lanova geom. reda 4, 6, 9... mora sabrati, da suma iznosi 32:5?
4. Iz slijedeée tablice uzeti po 3 broja poznata i odrediti druga dva (ona u
zagradil).
b1 q n bn Sn
12 == 5 %) (825)
5 2 (6) (160) 315
2 2 (5) 32 (62)
1 (—2) (5) 16 11
— 4 (—32) 4 135 (6:5)

ba.

Odrediti an 1 Sn geom. redova:

D #-=rigeirgi S ST == © 2) r e — + +qn_,=?;

3) Vet + a4 {ab .. {5 9 x+vxy+\/w + ety

B ax ~TF a2t a5+ a 6) Sy=a-— bi-—lf-—»li_...?-

3

20 ch b i o
Prvi je ¢lan geom. progresije ,2 a trec V —; treba odrediti
X

1) sumu prvih 5 ¢&lanova; 2) Sn; 3) S2n.

Odrediti sumu beskonaénih geom. redova:
3) Odrediti Sz i Sco geom. reda i V..
R B (e Rt L

REEEE LI S e

J
pem— ._3_ ._t.—l -§-_ —_— \’ 2 1 _{_7 —_— — J_, + )
(3 : I\"“2_ . 2 ] .) ( \1 2 1 -‘l 2 o L .

*) Rezultati su dati redovno u racionalmm brojevima.
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2

ba) aig+<aig)—|—...a>0

6) Pretvoriti dec. brojeve a) 1:33; b) 2:36; c) 0'5456; d) 2'45 u obitne razlomke

7) Izmedu x i y treba interpolirati n ¢lanova; kako glasi red?

8) lzralunati sumu geom. reda od r Clanova koji su interpolirani izmedu
alhb.

9) IzraCunaj zbroj beskonaCnog geom. reda koji nastane iz beskonatnog
redaa+ aq +aq*+...(¢ <1), kad se izmedu svaka 2 ¢lana interpo-

liraju 3 broja; S= ——a“f-

=
1—Vg :

10) Treba izmedu &lanova reda 1 -+ % - % - ... interpolirati takav red, da se
suma zadanog reda time potrostrudi; koliki je kvocijent novog reda i
koliko se brojeva interpolira izmedu prva dva ¢lana?

7. Odrediti onaj ¢lan reda 1, 2, 4... koji je jednak kvadratnom Kkorijenu

umnoska svih predhodnih ¢lanova. [n = 6].

8. Koji je €lan reda 1, 3, 9... jednak a) kvadratu Cetvrtoga €lana; b) produktu
drugoga i petoga ¢lana?
9. U geom. redu je $s— 13 i s¢— 83 — 351. Kako glasi red?
it n 1 1
10. Koji red ima za a) S, 2;_'211—2-' (a=%0a =12 B)Sn=—= aa _:
11. U geom. progresiji od 10 &lanova produkt prvog i zadnjeg 3, a suma srednjih
tlanova 4. Kako glasi red? [R.:Jq, L ...2437]
12. U kojem je geom. redu Sesti ¢lan jednak umnosSku prvog i desetog, a osmi
Clan kubu Sestoga? R.:kao kod 11).
13. Treba dokazati slijede¢e odnose kod geom. progresije: 1) Sa+1— Sn=bn

=

2) Ako brojevi b, b,, b, ... &ine red sa kvocijentom = ¢, onda tvore geom. red
! 1 1
1 brojevi s = = 7 -~ ... sa kvocijentom = ;
: gt T -y =2 i M = : 9
k—i j. bl) "'—_1
. = PR : g ; h T
3) b/) = \/ *6;’_;{' 4) b, = Vou—r bn+r (rije¢ima?)

5) Ako se u geom. redu zbroji po r ¢lanova koji dolaze jedan iza drugog,
opet se dobije geom. red. Dokaz? _
6) Produkt P od a ¢lanova geom. reda jednak je drugom korijenu iz n-te

potencije prvog i zadnjeg ¢&lana. Dokaz?
n n{n—1mn

P:blbg...bnz(blbn)ah:bﬂ . q 2
) bk, =y b = =

n
8) Pm): = (%) Dokaz! (P = umnoZak od n ¢&lanova, Sp = suma, Sp/ = suma
n .

reciprodne vrijednosti od n &lanova)
9 Sn(S3n— S2n) = (S22 — Sn)*
14. Kako mora biti graden geom. red da produkt bilo kojih dvaju ¢lanova bude
opet jedan ¢lan reda. '
Ri:bgk bgt - 1 b g* " 1= b‘-’lqk +1=2 akl: b, = potencija od 9.



15.
16.
17.

18.

19.

b

23.

26.

EA7e

28.

29,

30.

31

207

Logaritmi geom. reda Cine aritm. red. Dokaz? Kolika je diferencija reda?
Tri broja koji stoje u geom. progresiji imaju sumu 13, a sumu kvadrata 91;
koji su to brojevi? R.: 1,3, 9;(1-+¢*+9¢): (1 +¢g+9)="?

Tri broja ¢ija je suma — 13, a umnoZak — 27, stoje u geom. progresiji; koji
su to brojevi? R.: Brojevi su %, b, s o | e

Cetiri broja stoje u geom. progresiji kod kbje jie kvocijent jednak treéem
¢lanu; koji su to brojevi, ako njihov umnozak iznosi 817? [{, 1, 9, 81]

Cifre jednog trocifrenog broja Cine geom. red; zadnja je cifra jednaka
trec¢ini broja iz prve dvije, a broj tije cifre idu obratnim redom veéi je za
297 od danog broja. Odrediti taj broj. [124.].

. Suma prva ¢etiri ¢lana geom. progresije — 3-75, a suma slijededa etiri — 60.

Koja je to progresija?

U geom. progresiji kvocijent jednak je Cetvrtom ¢&lanu, a suma tredeg |
Cetvrtog iznosi 4. Koji ¢lan reda pomnoZen sa predhodnim ¢lanovima daje
sam sebe? R.: n=06; red je §, 1, 1...

Suma neparnih lanova geom. reda iznosi 1010°10101, a suma parnih
10101-0101; kako glasi red, ako mu je broj &lanova 10?

Korijeni jednadzbe tredega stepena stoje u geometrijskoj progresiji; njihova
suma iznosi 7, a suma njihovih kvadrata 21. Kako ¢lasi jednadzba? R.: Ko-
rijene oznaciti sa f;, b, 69 ...; jedn. glasi: (x —1) (x —2 (x—4)=01 t. d.

Produkt korijena jedn. Cetvrtog stepena — 24, a njihova suma — 10. Kako

glasi jedn., ako korijeni stoje u geom. progresiji?

Korijeni jednadibe ¢&etvrtog stepena ¢ine geom. red. Odbijemo i sumu

srednjih ¢lanova od sume vanjskih ¢lanova, dobi¢emo 3. Odbijemo li sumu

kvadrata srednjih ¢lanova od sume kvadrata vanjskih ¢lanova, dobivamo 45.

Kako glasi jednad?ba? R.: (x — 1) (x —2) (x —4) (x —8) =0

a) Cifre tetveroznhamenkastog broja stoje u geom. progresiji; produkt prve i
zadnje iznosi 8, njihova suma 9. Koji je to broj? [1248].

b) Produkt prvog i zadnjeg ¢lana geom. reda 1711051 — 288, njihova bll]'ﬂd 93,
a suma svih &anova 63. Odrediti red. R.: b, =96, ¥, =—3, 9= —1
¢ =—2, n==6

Tri broja ¢ine geom. red. Suma njihova jest 13. Odrediti red a) ako produkt

geom. i aritmetitke sredine krajnih- ¢lanova iznosi 15; b) ako produkt geom.

sredine i sume krajnih ¢lanova iznosi 30. R.: Rac. cijeli brojevi: 1, 3, 9

Koeficijenti jedn. 4-og stepena ax® -+ bx® 4 cx* + dx + e = (J stoje u geo-

metrijskoj progresiji; njihova je suma 31, a umnozak 1024, Odrediti korijene

e jednad?be. R.: racion. koeficijenti: 1, 2, 4, 8, 16; jedn. x* + 2x® - 4x* -

—+ 8x -} 16 = 0; staviti x - »i:y it d.

Suma neparnih ¢lanova geom. reda — 21, a parnih — 10. Kako glasi red, ako
mu je broj &lanova n —=5. [Red: 1, 2, 4, 8, 16].

Kolika je suma beskon. geoni. reda u kojem umnoZak prva tri ¢lana iznosi 1
a suma kubusa tih ¢lanova ==94? Red.: 2, 1, L...; §=4

Stranice trokuta stoje u geom. progresiji, a opseg mu iznosi 5. Suma prvih
dviju stranica za 0°5 veéa je od trece stranice. Kolika je povrdina trokuta?
IStranica: 2, 3, 4'5; P — ?]. Koliki je kut nasuprot najmanjoj stranici?
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32.

33.

34.

38.

39.

40.

41.

42,

43.

44.

46.

Povriina trokuta — \3, polumjer upisanog kruga¢=2, a polumjer 1 tan-
gencijalnih krugova na zadani trokut stoje u geom. progresiji. Rije§iti
trokut. R.: g, =2, ;=1,0s=4 1 t. d '

Stranice pravokutnog trokuta stoje u geom. progresiji; koliki su kutevi
trokuta?

Dvadeset  elasti¢nih kugli, ¢ije mase stoje u geom. progresiji sa ¢ = 1,
dodiruju se tako, da svi njihovi cenfri stoje u istom pravcu. S kojom se
brzinom krefe najmanja kugla, ako najveca sa masom 1 udari slijedecu sa
brzinom 1?

Stranica romba Cini sa njegovim poludijagonalima geom. red. Odrediti ku-
teve romba?

Kod kojeg tangencijalnog cetverokuta stranice stoje u geom. progresiji?
R. : kvadrat.

Diagonale deltoida ¢ine drugi i zadnji ¢lan jedne geom. progresije, kojoj su
ostali ¢lanovi stranice deltoida. PovrSina deltoida je 18, a umnozak dviju
nejednakih stranica — 16. Kolike su stranice?

Polumjeri koncentriénih krugova &ine opadajuéi geom. red sa kvocijentom
¢ — 1, povrSina vijenca izmedu krajna dva kruga iznosi 487« Kolik je volu-
men one kugle, &ija je povrSina jednaka sumi povrsina od neizmjerno mnogo
zadanih krugova? Red: 8 4...

Bridovi kvadera tvore geom. progresiju; volumen je kvadera 1000 cm?,
a povrsina 700 cm?; Koliki su bridovi? [5, 10, 20].

Bridovi kvadera tvore geom. red; volumen mu je — 216, a povrsina osnovaka
prema cjelokupnoj povrsini poboénih ploha odnosi se kao 1:6. Kolika je
povrsina kvadera?

Stranica krnjeg uspravnog ¢unja srednji je ¢lan geom. reda sa kvocijentom
g — 3/» kojemu su polumjeri ¢unja ostala dva ¢lana; koliki je volumen cunja,
ako mu je visina y11? [4, 6, 9]

Polumjeri od 5 koncentri¢nih krugova stoje u geom. progresiji. Opseg svih
5 krugova zajedno iznosi 3l a suma povriina prvog i zadnjeg 1znosi
64257, Kolika je povrSina kruZznog vijenca izmedu dva krajna kruga? (R.:
=18y T =& P =48

Recipijent uzduSne pumpe ima volumen R — 3dm?® a njezina sara volumen
V =12dm* koliko se puta mora Cep potegnuti, da se napetost uzduha
by — 760 mum snizi na napetost bn — 4 mm? [1547].

Metalno zrcalo apsorbira kod svake refleksije 10% svjetlosti, koja na nj
pada. Koliki je intezitet jedne zrake svjetlosti, koja se reflektira n puta,
ako joj je intenzitet na poletku bio =/?

Onaj koji je pronasao Sah trazio je za nagradu toliko zrna psenice, koliko
ih ti‘eb&, da na prvo polje 8aha stavi 1 zrno, na drugo 2 i tako na svako
slijedeée polje dvaputa toliko zrna koliko je na predaSnjem; koliko bi hl
plenice morao dobiti ako u 1 Al ima 1,5600.000 zrna? (R.: 12298 . . . bilijuna
hektolitara).

Metaina zrcala postavljena su tako, da zraka jakosti —/ pada na prvo pod
=5 607, od ovoga reflektuje na drugo pod istim kutem, a od njega na
trec¢e i tako dalje. Svako zrcalo apsorbira 10% jakosti upadnute zrake;
a) na kojem ¢emo zrcalu dobiti samo 00001 prvotne jakosti zrake, b) kolika

f iz o . !
je jakost zrake, koja se reflektuje od 10-tog zrcala? [R.:/, =- clc;)s e 2
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[z tacke A na kraku kuta a —45°, udaljene od vrha za duZinu a, spusti se
normala na drugi krak; iz njezina produZi$ta opet normala na prvii t. d.

Kolika je duZina nastale cik-cak linije? (la —SEE—-)

2

Korijeni jednadZzbe -+ i—-_m;=l ujedno su prva dva ¢&lana rastude

B0
geom. progresije; koliko se Clanova reda mora sabrati da suma bude jednaka
kvadratu manjeg korijena jednadibe?

Leptiri legu godidnje najvife 100 jaja. Ako od toga uspije da se razvije
a) 10 leptira, b) 5 leptira i ako povr8ina svakog leptira iznosi 10 cm?; kada
bi potomci samo jednog leptira prekrili a) cijelo kopno (= 146.10% km?)
b) cijelu povrdinu zemlje uz pretpostavku da ne nastane nikakva izvanredna
poremetnja u njihovom razvoju? (R.: Kopno bi prekrili za a) 17/16 . . god.;
b) 24'56 . . god.).

Neke gljive oblika kugle sa r — 0.005 mm mnoZe se dijeljenjem. Ako podvo-
strucavanje uslijedi svakog sata, nakon koliko bi se vremena a) posuda od
1 cm® ispunila gljivom b) nakon kojeg bi se vremena od jedne gljive razvila
kugla velika kao na8a zemlja? [R.: a) 30'8 sati b) 120'6 sati].

Iz jutra u 8 sati neko saop$ti novost dvojici svojih prijatelja; nakon 1 sata
svaki od ovih saop§ti istu novost dvojici novih prijatelja i tako se to ponavlja
svako } sata. Nakon koliko bi vremena doznali za tu novost svi stanovnici
Sarajeva?

Kada bi neki zavodnik kroz 20 godina Zivota svojim primjerom ili namjerno
zaveo svake godine samo jednog Covjeka, a od ovih svaki opet godiSnje po
jednog; koliko bi zavedenih imao na dusi onaj prvi u dasu smrti?
(R. : 1048575).

. 76 g srebra stopi se sa 20 g bakra. Od mjeSavine uzme se 20 g i doda po-

novno 20 g bakra. Koliko ¢e joS ostati srebra u smjesi, nakon $to je ovaj
proces ponovljen 24 puta (0,27911 g)

275 kg plave boje pomijesa se sa 213 kg Zute; 278 kg mijeSavine pomijesa
se po drugi puta sa 213 kg Zute boje. Koliko se puta mora poduzeti ova-

7T : { ]
ko mijeSanje, da u smesi ostane o plave boje (oko 8 putal).

. U Burmeisterovoj: »GrundriB der Naturgeschichte« nalazi se ovaj zadatak:

Uzima se da na zemlji ima 1 milijarda ljudi (naime g. 1848.) i da svake

33 godine izumre jedna generacija, dok je po prilici prirast ziteljstva %.

Pretpostavljajuéi da je to tafno, prije Kkoliko je godina Zivio prvi par

ljudi, a koliko je ljudi Zivielo u vrijeme Kristovo? (R. 5610 god. Zidovska

godina!)

a) U istostr. trokut stranice a upiSe se krug, u krug istostr. trokut i t. d.
Kolika je suma povrSina 1) svih krugova; 2) svih trokuta?

b) U zadani istostr, trokut upisati drugi, kojemu su vrhovi u srediStu stra.
nica prvoga; u drugi na isti nacdin, treé¢i i t. d. Kolika je povtdina
(opseg) svih trokuta zajedno? Isto tako za trokut sa stranicama: a = 13,
bretig ig—=— 15 :

¢) U istostrani¢an se trokut upiSe kvadrat, nad ovim drugi, nad drugim
tred¢i 1 t. d. Suma povrSina svih kvadrata = ?

14
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60.

61.

62.

63.

64.

66.

67.

68.

69.

a) U krug upiSi kvadrat, u kvadrat krug, u ovaj opet kvadrat i t. d. U
kojem odnosu stoje powsme sviii kvadrata prema povrSinama svih kru-
govar

b) Isto tako za krug i prawlan sebtelokut?

¢} U kvadrant kruga (r) upisati drugi krug, u njegov kvadrant tredi i t. d.
Kolika je povrSina svih krugova zajedno?

.a) U trokut (a, h) upiSu se krugovi jedan iznad drugog. Suma povrSina

svih krugova — ?
b) Isto tako za Ccunj (r, h) i kugle. ,
c) U elipsu je upisana druga elipsa jednakog numeri¢kog ekscentriciteta

¢ Ay e T AN - : " : 3 e 5
g = %: : Cija je velika os jednaka maloj osi prve elipse. Sli¢no je u

drugu elipsu upisana treca i t. d. Koliki je zbroj povrSina svih elipsa?
[Sp =20a*% : 9]

. Na kocku brida a postavi se druga tako da joj ugiovi leze u sredini osnov-

nih bridova prve; na isti nacin postavi se na drugu treéa i t. d. a) Koliki
je volumen i povrSina svih kocki; b) Do koje visine dopire ovaj stup od
kocki?

U kuglu polumjera r upise se kocka, u kocku kugla i t. d. a) U kojem
odnosu stoje volumeni svih kugli prema volumenu svih kocki; b) Doka-
zati da je suma od beskrajno mnogo volumena kuglinih slojeva izmedu
pojedinih kugli jednaka volumenu zadane kugle.

U <& 20 upisati kvadrat stranice a tako, da mu dva vrha leZe na simetrali
kuta, do ovoga drugi manji, do njega na isti nadin treéi i t. d. Neka se izra-
¢una povrsina svih kvadrata? [R.: 45° — o + x, a=a tg (45 —a) it d.].
U kut 20— 60° upisati krug polumjera r=>5cm; ovaj krug i krakove
kuta dodiruje drugi manji, njega na isti nadin treéi i t. d. Neka se izra
¢una suma povrsina svih tih krugova? [R.:Sm (1 ~i- gin %) : 4sin%]

U ¢unj, polumjera r i kuta pri vrhu 2¢, upisati jedan iznad drugog a) vaijke,
b) kugle. Naéi sumu 1) povrSina, 2) volumena svih tih tjelesa,

U éunj (r, 1) upisati jedan iznad drugog valjke maksimal. volumena. Odrediti
sumu povrsina svibr tih maksimalnih valjaka.

. U istostranitan trokut stranice a upisati jednu iznad druge maksimalne

elipse. Odrediti 1) povrsinu pete elipse; 2) sumu povr$ina svih elipsa.

U istostr. trokut upisati jedan iznad drugog pravokutnike maksimalne po-

vriine i odredi sumu svih tih pravokutnika?

U istostranitan trokut upisati krug, u preostali dio trokuta krugove tako,

da se svaki doti¢e stranica trokuta i jednog kruga. Kolika je pcvrSina onog

dijela trokuta koji se nalazi izmedu krugova? ’

U krug polumjera r upisati istokrafan trokut maksimalne povriine, u njega

krug, a u taj krug opet trokut maksimaine povrdine i t. d. Odrediti sumu

povrsina svih trokuta.

a) U kvadrat (a) upiSe se istokralan trokut maksimalne povrSine, u njega
kvadrat, a u taj opet istokr. trokut maksimalne povrSine; u kakovom
odnosu stoje sume povriina kvadrata prema sumi povriina svih trokuta?

b) U kvadrat (a) upife se drugi minimalan kvadrat, u njega na isti nacin
tredi i t. d. TraZi se suma povr§ina svih kvadrata?
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Beskonacan geom. red sa kvocijentom ¢ — o ima isti poletni Clan 1 istu
sumu kao i aritm. red od n ¢lanova, kojemu je zadnji &lanan =6, a dife-
rencija d =— 1. Koliki je prvi ¢lan beskonatnog reda i koliko ¢lanova ima

arit. red? RuS= —— == (a-+6), 6=atn—1; n,=06, a =2,

‘ L+ 2
n, =28, a, = — 21

U rastucem geom. redu realnih ¢lanova suma prvi triju ¢lanova — 14, a
produkt — 64; u aritm. redu suma prvih triju &¢lanova iznosi 18, produkt
192. Koji se ¢&lan aritm. reda podudara sa ¢Eetvrtim &lanom geom. reda?
R.:a)2.4,8...b)4 6... n=1.

Kvocijent rastu¢eg geom. reda realnih &lanova jednak je diferenciji jednog
rastu¢eg aritm. reda reainih ¢lanova. Suma prva tri ¢lana geom. reda iz-
nosi 14, aritm. 18, a oba se reda slazu u trecem ¢&lanu. Koji je &lan geom.
reda jednak petnaestom c&lanu aritm. reda? [n =25, kao pod 71].

Aritm. i geom. red podudaraju se u prva dva ¢&lana, diferencija prvoga
jednaka je kvocijentu drugoga. Treéi ¢lan geom. reda za 2 je vedi od
treceg Clana aritm. reda. Kako glase oba reda?

Zbroj triju ¢lanova, koji tvore geom. red iznosi 14; oduzme li se od tre-
¢eg Clana 2, red prelazi u aritmeticki. Kako glase oba reda?

. Tri broja Cine aritmeti¢ki, a druga tri geometriski red. Pribrojimo li ¢la-

novima prvoga redom 1, }, 2 dobije se drugi. Kako glase redovi ako je
suma prvoga 15°?

. Prvi, tredi 1 sedmi &lan jednog aritm. reda Cine geom. red, kojemu suma

prva tri Clana iznosi 28. Koji je ¢lan aritm. reda ujedno peti ¢lan geom.
reda?

Tri broja ¢ine geom. red. Ako se srednjem pribroji 3, red prelazi u aritme-
ticki; doda li se ponovno zadnjem <¢lanu 135, red opet prelazi u geome-
trijski. Koji su to brojevi? [6, 12, 24 i = ?].

Ako se dijagonale romba smalraju kao prva dva clana aritm. progresije,
razlika izmedu cetvrtog i tredeg C¢lana iznosi 2; a ako se smatraju kao
prvi Clanovi geom. progresije, razlika Cetvriog i treceg iznosi 4'5. Kolika
ije povriina u romb upisanog Kkruga? ld, =4, ds—=106....: ].

U kvadrat stranice a upife se krug, a u preostale dijelove krugovi jedan
za drugim. Kolika je suma povrSina svih krugova? '

Prvi Clanovi triju geometrijskih progresija fine opet geom. progresiju sa
kvocijentom —= 3; kvocijenti sve triju redova stoje u aritm. redu sa dife-
rencijom d=1. Suma drugih d¢lanova sve triju progresija =47, a suma
prvih triju ¢lanova prve progresije = 7; kako glase progresije? [1, 2, 4..
3,9 27... 9, 36, 144 ... i = 7]

a) Iz bureta u kojemu je 60 [ Cistog alkohola izvadi se 6 [ i nalije toliko
vode. Iz te smjese izvadi se opet 6 I i napuni bure vodom i t. d. Koliko
se puta to mora ponoviti da na koncu u buretu ostane a) 30 I alkohola;
b) 1 I alkohola.

b) Isti zadatak ako je u buretu 100 J vina i vadi se po 1/ kao gore svega

69 puta. Koliko je ostalo u buretu?  [50 I].
14%
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¢) U posudi ima 180 | vina; doda se vode, izmije$a i vadi od smjese ono-
liko, koliko se dodalo vode. Ovako se ufini 25 puta i ostane +1, dio
vina; Koliko je vode naliveno prvi puta? 37,4651).
[Uputa: Imade li u badvi a I vina, to ¢e poSto smo x puta izvadili po
b 1 vina i dodali svaki put po b [ vode, ostati u hacvi vina:

@—b)(t—2) "
a) a, a+a, a+2d...|

b, b9 b9*
Thos g e ST n-1
Sw=ab+ (b @by = D L 2L frgnt g — 1) — (g — 1)
Izvesti
B) 148 44L1t ... e) 11 b - 0% 4 1481 ..
. 2 2. __1__ 5 _ 2l
d) S;=1+42x—+3x*+4... 4 5x* —x~1(5¥ x——l)

Estremne vrijednosti funkcije y = x* —6x>+ 9x + 4 ¢ine prvi i treéi €lan

ledne geom. progresije, a argumenti koji odgovaraju tim vrijednostima

prvi 1 treé¢i Clan jedne aritmet. progresije. Koii ¢lan aritmet. progresije

odgovara petom ¢lanu geometr. progresije? [xi1=1, xe=3, ¥, =4, V2 =28,
- 16].

Prvi ¢lan i diferencija opadajuceg antm reda jednak je vrijednostima ne-

nepoznanice y sistema xy+ == 11\/x X = 101_03_’ a vrijednosti od
druge nepoznanice odgovaraju prvom i drugom ¢lanu rastuée geom. pro-
gresije; Koliko se ¢lanova aritm. reda mora sabrati, da se dobije Ceivrti
¢lan geom. progresije?
U istostranitan &unj upife se kugla, u kuglu istostr. ¢unj i t. d. Suma vo-
lumena svih kugli jednaka 1,—;’- volumena rotacionog tijela, koje nastaje
rotacijom oko X-osi luka linije 3y —x (x—3)2 =0, §to ga na njoj ofsje-
X-os; Koliki je volumen éunja's; _
R.: Volumen rotacionog tijela: ng(x — 3y dx = 97:; \ 3
30 4 3
Kroz tactku A povuleno je Sest jednako razmaknutih pravaca. Iz tatke B
prvoga pravca moze se doci do A ili tako da se ide okomicom od prvoga
pravca na drugi, od ovoga na isti nacin na prvi i t. d. ili da se ide okomicom
od prvoga na drugi, od drugoga okomicom na trec¢i i t. d. Koji je put duZi,
ako prva okomica — a? R.: putevi su jednaki.

Raéun sloZenih kamata

. Na koji ¢ée iznos narasti svota od .30.000 Din uz 7% godiSnjeg kapitaliziranje

za 20 godina? Na koji uz polugodi$nje kapitaliziruje?

Neko je pred 15 god. uloZio 10.000 Din uz 4'/:% godiSnjeg (polugodisSnjeg)
kapitaliziranja. Koju svotu moZe sada traziti?

Neko uloZi 1740 Din uz 4*/s% god. kapital. Koliko ¢e moéi di¢i nakon 11
godina? (R.: 282376 Din).

Da je 1 Din bio uloZen na sloZene kamate uz 4% u vrijeme Kristovo, koliko
bi se danas moglo traZiti?
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5. a) Na koju vrijednost naraste glavnica 1500 Din za 4 godine i 3 mjeseca

=2

10.

11.

12.

13.

14.

16.

17.

18.

19.

20.

20a.

uloZena uz 4% i CetvrtgodiSnje kapitaliziranje? (R.: 177644 Din).
b) Isto za glavnicu 1000 Din uz 4% =za 24 godine i polugodi¥nje kapita-
liziranje.
U nekoj Sumi ima 100.000 m* drva, a godidnji je prirast 1'5%. Koliko ¢e dr-
veta biti u toj Sumi nakon 20 godina?
Kraljevina Jugoslavija ima sada 13,929.988 Zitelja, a godine 1921 imala je
11,982.911. Koliko ¢e imati stanovniS$tva u god. 1940, ako prirast ostane isti?
(Apsolutni prirast za to vrijeme jest 16.23%). 5
Koja glavnica uloZena uz 3'/,% na sloZene kamate naraste kroz 16 godina
na 346797 Din? (R.: 2000 Din).

. Koja glavnica naraste uz 4'5% god. kapitaliziranja za 11 god. i 8 mjeseci na

istu vrijednost kao glavnica 1044'04 Din uz 4% za 12 godina? (R.:= 1000D).
Neko treba da iza 6 godina plati beskamatan dug od 10.000 Din; kojom
bi svotom mogao sada isplatiti dug, ako se uzima 8% i polugodidnje kapita-
liziranje?

Kapital, koji se trebao isplatiti nakon 6 godina, isplati se odmah sumom
2372 Din uz odbitak od 460’3 Din, Koliko se postotaka rafunalo?

R.: 2832:3 = 2372 (1 + ), % =3

Neka glavnica uloZena 6 godina uz 4% na sloZene kamate pa onda 104 go-
dina uz 6% naraste na 100.000 Din. Kolika je bila ta glavnica, ako je kapita-
liziranje godiSnje? (R.:¢ . 1'04°. 1:06*° . 1'03 = 100.000 i t. d.)

Za Koje se vrijeme podvostrudi (n-terostru¢i) neka glavnica a) uz 4% god.
kapitaliziranja; b) 8% polugod. kapitaliziranja?

Za koje vrijeme glavnica od 1300 Din uz 41 % 1 polugodisnje kapitaliziranje
naraste na 24785 Din (R.: 144 god.).

Japan broji prema zadnjem popisu Ziteljstva iz 1930 god. 64,447.000 dusa;
kroz pet zadnjih godina porasto je stanovni$tvo za 4,017.000. Koliki je go-
diSnji procentualni prirast Ziteljstva u Japanu? Koliko ¢e Zitelja imati Japan
god. 19507

Zajam od 10.000 Din osigura sebi lihvar mjenicom od 16.500 Din, koja do-
spijeva nakon 4 godine. Koliko je % radunao?

Uz koliko % se glavnica poenterostruéi (potrostruci) za n (30) godina, ako
ie kapitaliziranje svakog n-tog (treceg) dijela godine? (R.: 369%).

Ako se kamate priklapaju glavnici svake godine, uz koliko ée % glavnica u
egodini dana narasti toliko, koliko naraste uz 4% kad se kamate kapitaliziraju
svake a) polovine; b) <etvrtine; c) n-tog dijela godine? (R.: b): uz
100 (1°04*—1)%.

Za pet godina narasla je glavnica na 74024 Din, a za 12 god. na 10.415'9 Din
Kolika je glavnica i uz koliko je % bila uloZena?

Masina koja stoji 22.500 Din kroz 12 godina uslijed uporabe spane na vrijed-
nost 7760 Din. Koliko se "% svagdaSnje vrijednosti oduzima radi godiSnie
uporabe? [22500 (1 e 1—’50)“ = 7750 (p = 8/,%/,)

Masina stoji 26.700 Din, godidnji troskovi oko nje 2400 Din i svake desete
godine mora se kupiti nova. Koliki je potreban kapital da se kupi nova
masing i trajno uzdrzaje? (p =4%,). R.:x= 26700 - 60000 4 55625 = 142325
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1

Tri velidine iz slijedeée tablice smatraj poznatim i odredi ostale
C 0,'10 il Kapit{illi- Cn
ziranje
32500 3 24 god. 1 33566
5000 4 7-35 6689:31
5800 5 15 1 12058
c 41/, 16,65 1 2¢
60000 37 9 e 83954,2

. Suma od 100.000 Din. uloZena je uz 8% na sloZene kamate kroz 10 godina;
koliko bi godina trebala ista svota leZati pod prostim interesom 6%, pa da
dostigne istu vrijednost?

Instalacija fabrike stoji 500.000 Din; kolika ¢e joj vrijednost biti nakon 10
godina, ako se godiSnje otpisuje 10% svagdanje vrijednosti?®

R:x=c(1— /)" =500000(1—5)"

Od duga 50.000 Din otplati se poslije 10 god. 20.000 Din, a poslije daljnih 5
godina jo§ 15.000; koliki je taj dug poslije 18 godina, ako se uzima 6% slo-
Zenih kamata? '

R.: K =[(cg™ —¢;) g1 — ¢,] 9% = [(50.000 . 1-06*° — 20.000) 1°06° — 15,000] 1-:06*

. Neki Covjek zaduzi se 300.000 Din uz 10% slozZenih kamata da otvori radnju.

Poslije 5 godina vrati povjereniku 120.000 Din, a opet poslije 4 god. 170.000
Din; 5 godina nakon drugog placanja htio bi platiti sav zaostatak duga.
Koliko jo$ ima da plati? (x = {(300.000 . 1-1° — 120.000) . 1‘1* - 170.000} 1°1°)
Kada ¢e se izjednaciti kapitali 18.000 Din i 20.000 Din uloZeni uz 8% sloZenih
kamata, ako se prvi kapitalizira polugodi$nje, drugi godi¥nje?

R : 18.000 (1 + 505)™" = 20.000 (1 +55)"

Neko je ulozio 1925 god. 30.000 Din uz 8%, a 1930 god. 40.000 Din uz 6%.
Kada ¢e mod¢i di¢i sumu od 100.000 Din?

Otac uloZi u §tedionicu na dan rodenja svoga sina neku sumu uz 8%; nakon
10 godina snizi se stopa na 4 % i on plati jo§ 10.000 Din, da mu sin u 21
godini primi 80.000 Din. Koliko je prvi puta uloZio?

R.; 80.000 = [x . 1'08** 4 10.000] 1-:04511

Racun renta

. Neki trgovac ulozi v radnju glavnjcu 500.000 Din, koja mu nosi 8%, ali na

kraju godine mora da otpiSe 1:2% od svagdasnje vrijednosti u ime troSkova.
Kojim ¢e kapitalom raspolagati poslije 20 godina?

. 1-2 . 500.000 1-082° — |
. j— N 20 = = e
R.: x = 500.000 . 1-08% — 0 08 — i

1. Prvog januara rodi se dvoje djece. Otac prvoga uloZi 15.000 Din uz 10%

sloz. kamata i polugodiSnje kopitaliziranje. Otac drugoga godiSnje ulaZe po
300 Din. Koje ¢e djece navrietkom 20 godina dobiti vise?
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Neko ulaZze 24 godine na poéetku svake godine 246:03 Din uz 4%. Koliko c¢e
dobiti koncem 24 godine? (x = r‘—’;—"— q = 10. 000)

Ako se 20 godina na potetku svake godine ulaZe 500 Din uz 6%. Koliko ¢e se

~dobiti koncem 20 godine, ako se kamate kapitaliziraju polugodi$nje?

91““’—1 SRR )
(91 cgl=x = 500103_1103)

Svaki puta kad minu 2 godine ulaZe osoba A uz p% C Din. Koju ée svotu

I \ q2n—1
dobiti 2 godine nakon n-te uplate? (x== ° g 9°

A ulaZe 30 godina na poletku svake godine 500 Din, B ulaZe za to vrijeme na
pocetku svake druge godine 1000 Din. Ko ¢e na kraju 30 godine dobiti viSe i

30 -
el (B dohivh Hoe e 500(; = D9, o p Lo )
—]_ -

7. Svaki put. kad produ dvije godine uloZi se neka svota uz 4'5% sloZenih

kamata. Dvije godine iza desete uplate dobije se 20.102 Din. Kolika se svota
ulagala?

Koliku svotu treba neko uloZiti sada i iza 5 godina da sebi osigura rentu od
76323 Din, koja bi trajala 20 godina, a pocela iza 10 godina? (R.: 4000 Din).

Kolika je svota hila uloZena uz 3%, ako se od nje oduzimalo krajem svake
godine 4612 Din i za 45 godina glavnica se podvostrucila?
' 1 03"’—— 1 ]
(x 11031 — 4612 —— = 2x. .. x= 240.000 Dm)
a) A ima u banci 40( ).OOO Din uz 4%. Koju svotu ne smiju njegovi izdaci pre-
masiti, ako hocée da mu se imetak ne umanji?
b) Koliko ée mu .ostati iza 10 godina, ako godi$nje trosi 30.000 Din. (R.: Ako

neée da mu se imetak ulnanji(MlErosilce samo kamate 16.000 godiinje.
1 =
i 10 i
b) Sn = 400.000 . 1-04*° — 30.000 =504
c) U Sumi ima 150.000 m*® drva, a godi$nji prirast iznosi 1'6%. Koliko se drveta
smije svake godine sjed¢i da nakon 15 godina ostane u Sumi 100.000 m*
drva?
3 -postotni zajam treba otplatiti u 35 godina; koliki procenat zajma treba

upotrebiti za godidnju otplatu kamata i duga (amortizaciju). (c. 1'035% =
¢ l 035% — 1

~ 100 ° 0-035
Treba amortizirati zajam od 11,000.000 Din, sklopljen uz 5% za 30 godina.
Kolike su godi$nje otplate (anuiteti)? (R.: 715.566 Din). Napraviti plan otplate.

, x = 5%,). Napraviti plan otplate.

Neki se dug otplati u 12 obroka koji dospijevaju iza 2, 4,.. 24 godine, a svaki
obrok iznosi 856-3 Din. Koliki je bio dug? Plan otplate? (R.: 6400 Din).

Dug ¢ treba otplatiti u n jednakih obroka koji dospijevaju na koncu svake

godine. Prvih ;l t,odma ukamacuje se po 5% a onda po 4%. Koliki je jedan
obrok? R.: (cql-zl —x qg' _—il )f]l’il _— x-qqi» 1 ="@. N.pr. ¢ =100.000, n = 12
S 9 — i, —
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15,

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

Neko ima pravo da iza 11 godina podigne najednom svotu od 20.000 Din.

Mjesto toga on bi Zelio dizati koncem godine rentu kroz 18 godina. Kolika je
ta renta, ako se racuna 5% sloZenih kamata?

R wi DL . x  9®—1 20000

(R.: Sadadnje vrijednosti T o

Osoba A ima pravo da svake 3 godine u svemu 10 puta digne kod banke svaki
puta 10.000 Din. KOJU bi svotu mogao za to odmah dobiti ako se raduna 6%?

1-06%° —

(R.: 10.000 1067 — -l— = x,« 1'062%)

x=1000 D)

Renta r Din dospijeva kroz n godina na koncu svake godine. Kad ima ona
vrijednost nr? [Na pr. n =25 i nr =25r; R.: Iza 13011 god.].

Neko uloZi sada i iza 6 godina 10.000 Din, da sebi osigura rentu koja bi trajala

20 godina, a godiS$nje bi iznosila 1200 Din. Kad je moZe podeti uZivati, ako se

1-04%0 — 1
004 . 0-04%
Koju bi svotu morao neko uloziti, da osigura sebi rentu od 20.000 Din, koja
podinje 3 godine kasnije i tece 25 godina?
O.: Do posljednjeg obroka rente protele 27 godina.

uzima 4%7? R.: (10.000: 1-04¢ 4 10.000) 1-04x — 1200

a) Renta r, koja je prorafunata na n godina, ima se odgoditi m godina i onda
isto tako teéi n godina. Koliko iznosi odgodena renta?
n

it
R. :)"(‘?———1 = xd —Il, x=rq"

=0 e
b) Neko ¢e iza m godina uZivati rentu r proradunatu na n godina, no rado bi
je zamjenio drugom, koja potinje odmah i tete isto tako n godina. Kolika
__i_-_ qll = = I r qfl B 1 i7
P e i =
Qr- == q—1 9
Otac ulozi za svoga sina najprije na njegov rodendan pa onda 3, 6, 9, 12, 15,
18, 21 godine svaki put po 1000 Din. Koliku rentu moZe on uZivati kroz 10
rgigt e - (g — 1)
R.: =
P —1 ¢°(g—1)
Mjesto da se kroz 20 godina na pocletku svake godine prima renta r Din,
radije bi se pet puta, i to na potetku svakog kvadrenija primila svota kOJd

- 20 1 v 20 1 —_— 1
odgovara. Kolika je ta svota? (,_’_ T 9 A (q )

9% g =17 g% g1 " T gP(g=)
Posjednik dvadesetgodidnje rente r (10.000 Din) ne diZe je prvih deset godina.
T __
Kolika je renta slijededih 10 godina, ako s¢ rafuna 5%? (r qq: 11 — c; =T

Kolika je kupovna vrijednost polugodiSnje rente od bOO Din, koja traje 35

(e
godina, ako se ractuna 4%? (x . 11027 = 800 : O% o X 30.000 Din)
Osoba A Zeli pretvoriti godiSnju rentu od 1000 Din, koja traje 10 godina u
polugodiS$nju rentu, koju bi vukla 8 godina. KOllkd je ta renta, ako se uzima

' peifi s 10
49 sl. kamata? fie = 1000 Lals s x = 5977 D)

je ta renta? R.,:

godina iza navrSene 24 godine?

* 102 . 0:02 02 004.1 0410’
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27,

28.

29.

30.

31.

32.
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Neko ima pravo na godiS$nju rentu r, koja traje n godina. Koju svotu mora on
uplatiti, ako bi Zelio dizati rentu ry, koja traje m godina manje od prve, a

it—m 4
raduna se p%? (rlﬁ £ r(_‘?_ —1)172 - x)
= S 9 — 139

Renta od 16.000 Din, koja dospijeva na poletku svake godine ima se pretvoriti
u drugu, koja tece isto toliko godina, a dospijeva svake pola godine. U oba

2n__ Yygh
slutaja je polugodiSnje kapitaliziranje. (ﬂh Aol — el = ), x="%_ )
9" — 1 9y — 1 91
Neko ima pravo na rentu 1297-19 Din, koja dospijeva 16 puta koncem svake
godine; on je Zeli pretvoriti u drugu rentu od 1200 Din, koja traje 24 godine
a isplacuje se krajem godine. Koliko jo§ mora poloZiti u banku, da dobije
200 ¢*—1 129719 ¢'*—1 2
M= e 4 %, x==2500Din
=5l g% el
Koliko godina mora neko ulagati potetkom svake godine 1000 Din, da stekne
pravo na rentu od 2716’7 Din, koja podinje godinu dana. iza posliednje uplate,
a ispladuje se svega osam puta, ako se raluna 6% sloZenih kamata?

(1000 gh—1i 2767 gt —1 12)
=, T Y e e ———at L=

pravo na drugu rentu? (

qw_lq—l qx-k’] q_l

Neko ulaze kroz n godina na poéetku svake godine r Din, daljnjih n godina
isto tako 2r Din, a jo$ daljnjih n godina 3r Din. Koliko puta moZe on za to
uzivati godiSnju rentu od a Din, koja polinje godinu dana iza posljednje
uplate, ako se uzima p%?

r gt —1 F 2r q”-— 1 31’ qn = a 9* —1
qn—-l 1___1 q2fl__1 q_l ___1 9__1_“(111—1—}—x q_l
qx.r9211(9n__‘1)(1_'r_ )—-aq .

q"
Renta od 4000 Din, koja se ima isplatiti u 10 puta na pocetku svake godine,

ima se pretvoriti u fetvrtgodidnju rentu, koja pofinje u isto doba, a ima se
isplatiti 40 puta. Kolika je ta, ako se kamate uz 4% kod prve priklapaju
glavnici godisnje, a kod druge na koncu svaka 3 mjeseca?

4000 1:04*°-—1 101¥—1 x

R.; — = - =
) Tog 004 001 101
b) Ako ¢e kamatnjak ostati nepromjenjen t.j. kamatni se faktor tako udesi,
da je vrijednost godiSnjih iznosa ista priklapale se kamate svake godine
ili svake !/, godine, ondaje x¢g = xq'...q, = 4\('—(2— Sto se supstituira gore. -
a) Godisnja renta, koja se ispladuje 25 puta na pocetku godine, a iznosi

224663 Din, ima se pretvoriti u drugu rentu od 10.000 Din, koja traje isto
toliko godina, a isplacduje se na poletku godine u jednakim obrocima,
koliko se puta mozZe ta isplatiti, ako se raduna 4% i polinje u isto vrijeme?
2246 63 1:04*° — 1 10.000 1 042° —___1_ _5
104 T 004 0 104%—x 104x —1° * T
h) Neko ima pravo na desetgodiSnju rentu od 1000 Din; koliko godina mora
otkazati uZivanje rente, da nakon toga vule drugu od 1400 Din kroz

6 godina?
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34.

36.

37.

38.

39.

40.

c) Rentu r koja tete 20 godina treba pretvoriti u veéu koja potinje isto-
dobno i tece 12 godina. Kolika je ta, ako se ratuna 6% sloZenih kamata?
rQ“O e U 91" —1

g @—1) T ot(g—1)

- Neko ulozi 10.000 Din u banku na potetku dvadeset prve godine Zivota, a u

potetku 22 godine i daljnih 9 godina ulaZe po 400 Din na sloZene kamate, da
bi svrietkom trideset i pete godine osigurao rentu, koja bi trajala 25 godina
anticipativno. Kolika je ta, ako se uzima 5% sloZenih kamata?

10 RE =
10.0009" -+ 4009™ - . .. 400g" — 10.0009" - 4009° %*_ 1L | 9—3 (q-_—ll)
Na ime duga od 100.000 Din otpladeno je poslije 4 godine 50.000 Din a poslije
kasnijih 5 godina jo3 20.000 Din. Koliko je jo§ ostalo nakon 10 godina, ako se
uzima 6%?

5. Neko je ulagao u banku kroz 25 godina po 5000 Din uz 6% sloZenih kamata;

koliko ¢e godina poslije toga uZivati rentu od 10.000 Din.

R.:rqn_ : =) qm—l
q—1 {g—1)9q"

Koja svota se mora uloZiti da se iza n ‘)Odllld na koncu svakog mjeseca kroz

m godina prima r Din, ako se p % sloZenih kamata u oba slutaja puhlapam

glavnici na koncu godine?

Godisnji iznos svih mjeseénih primitaka
11
. Fp Tk
= 12r + - :
R A T TR T B A

= 12r +66’P dakle

ol A - " —1
*—;ZJ;NL T A E AT ik m g

q q qg—1
(Primjer: n = 12, m =18, p°, =4, r == 1031'64 Din).
Neko uloZi svotu C, da iza n godina na poletku svakog mjeseca prima sta-
novitu svotu kroz m godina; kolika je ta, ako se p % kamata priklapaju
glavnici u oba slucaja na koncu godine? »
Godiénjem iznosu svih mjesecnih primitaka cquivalentna je svola:

-4.12 4 e it 26’(
s 100 S 12’"7()6"'+ “F o210 T 0
o lzzm
"= 100

1226 1226x 1226x  1206x (" — 1

100.¢"T1 7 100. g7 T2 100 . ¢"T™  100.q" T (g —1)

(Primjer : ¢ == 1121895 Din, p = 4%,, n =10, m = 20).

Neko rac¢una da je joS 20 godina sposoban za rad; koliko treba za to vrijeme
1) godi$nje, 2) mjeseno ulagati uz 4% sloZenih kamata, da nakon toga
uziva a) kroz 15 godina godidnju rentu od 10.000 Din; b) mjesenu rentu
od 1000 Din kroz 15 godina?

Kad se od nekog kapitala ulofena uz 5% tro%i a) godiinje 380.000 Din,
b) mjesetno 2500 Din, on bi trajao 15 godina; za koliko se mora umanjiti
godi$nji rashod da kapital traje 20 godina?

Neko uloZi u banku 100.000 Din uz 5% s time, da mjese¢no diZe 2500 Din dok
sve ne utro$i; koliko ¢e trajati to dizanje?



41.

42.
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Neko se osigura za slufaj smrti sa 120.000 Din; za to mora plaéati a) go-
didnje 4000 Din, b) mjesetno 250 Din, Kad je posh\e 20 godina umro koliki ije
gubitak ili dobitak osiguravajuceg drustva?

Neko uloZi pocetkom 20 godine svotu 100.000 Din, da osigura svome sinu
dvadesetgodisnju rentu, koja polinje iza m godina, pada na potetak godine,

a iz godine u godinu raste za 200 Din; kolika je ta, ako se ratuna p %?

43.

44.

‘1+__b__l_x_+_'Qb Iy x—\—(n = 1)[) x (g" — 1)
q q* T qn—l —?n_1(9_1)
L bl9"= gt —1] _ o
' n—l(‘?ﬂl)

Zajam od 500.000 Din uz 30% treba otplatiti u 30 godisnjih rata koje svaki

puta narastu za 1'56%. Kolika je prva rata? :

r.9®+4-r.q*®.q 4 rg*9.* ... rq2* =500.000 1-035* = 1403395

(ql '0_"1 30 30
I

o

e
Neko ulozi 46872 Din i Zeli da iza 20 godina digne neku rentu koja traje 10
godina, a iz godine u godinu raste za 10%; kolika je ta renta ako se ratuna
5%.

l .n 8 9 108 e 10
ap8T2 = o My P 9 ) e s
o T G T — 91 (@ )

g0 —

, 9, = 1015, g = 1035 (r = 22575'5)

Kombinatorika

[bavi se spajanjem i razmje$tanjem elemenata u grupe (kompleksije)
po odredenom pravilu]

Permutacije: Elementi se tako redaju u kompleksije ( Permutacije = ?
(permutacije!), da svaka kompleksija sadrzaje sve | :
zadane -elemente, a pojedine kompleksije razlikuju

se samo poredajem elemenata

1 p(n) = et n = nl [, faktoriel® ili}

o1 fakultet) 1. P(n) = broj permutacija

od n raznih elemenata.
’ 2. Pr, s(n) = broj permuta-
cija od n elemenata,

nl
sl

2. Pr s (n) =

3. n elemenata se tako permu’cix"a, da se svaki ele- (

2 - medu kojima su r i s
menat spoji sa permutacijama od (n— 1) eleme- | Al i
nata, na pr. elementi a, b, c daju 3!==1.2.3=06 | R =

permutacija: abe, ach, bac, bea, cab, cba. Elementi | Pazi! Formule 1.i2. izvedi
iz nadina kako se redaju
elementi. Podetisan=1,
2, 3 ... 1 zakljugiti

su visi, koji u rasporedu dolaze kasnije; elementi

u podetnom rasporedu &ine najnizu kompleksiju. |
Bilo koja dva elementa &ine inverziju, ako je prvi 2
I
I
1

elemenat visi od drugog.

|

—_
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Il Kombinacije: Kombinirati n elemenata do &-tog
razreda zna&i od zadanih elemenata sastavljati kom-
pleksije od k &lanova tako da se nijedna ne pod-
udara u svim &lanovima sa drugom t. j. da nema
inverzija. Za k=1, 2, 3, 4, 5.
ambe, terne, kvaterne, kvinterne . . .

nn—1){n—2)...(n —k-+1
L Gn=() =" rr g

l 2. C'rin)= (n_l_i_ 1)=

_nn41)(n-+2)...(n+—k—1)
- 102 3k

3. Kombiniranje elemenata bez ponavljanja: Svaki

. Imamo: unione,

se elemenat spoji sa svakim od njega viSim, a

| kod kombiniranja sa ponavljanjem svaki se ele-
. menat spoji sa sobom i sa svakim visim. Na. pr
‘ _ambe od a, b, ¢, d

a) ab, ac, ad b} aa, ab, ac, ad

be, bd bb, bc, bd
cd ce, cd
dd

S e =(20);
GG

| III. Varijacije (k-tog razreda): elemente kombinirati

do k-tog razreda pa ih onda permutirati.
1. Vk(n)=(k’?)k!—_— AR T e

2 V’k(iz) = nk

3. Varijacije sa ponavljanjem prave se: a) drugog
razreda da se svaki elemenat spoji sa svakim
| zadanim; b) k-tog razr. do se svakom elementu
| pripoji svaka varija (kK — 1)-tog razreda.
| Varijacije drugog razreda od q, b, ¢, d:

] 1) bez ponavljania 2) sa ponavljanjem

——

|

e —

——

i ab, ac, ad aa, ab, ac, ad
‘ ba, be, bd ba, bb, bec, bd
ca, ¢b, cd ca, cb, cc, cd
da, db, dc da, db, dc, dd

— —

I
-

Kombihacij e

1. Ceiny= (Z) t.]. n nad
k = broj kombinacija
k-toga razreda bez po-
navljanja

2. C’'r(n) sa ponavljanjem

Dokaz za formule izvodi se
iz naéina kako se redaju
elementi. Podeti sa n=1,
2,3 ... 1 zakljugiti (in-
dukeija).

Varijacije = ?

1. Vi(n) = broj varijacija,
k-tog razreda bez po-
navljanja

3. V'r(n) sa ponavljanjem

Za dokaze vrijedi gornja
primjedba.
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IV Binomni (Newtonov) poucéak (binom izrazen po-
tencijama obaju &lanova):

1. (a}+8)"=ad" (1) g (2) iy C
(3) n- 3[)2—1—
[ 2. Opéi oblik ) n-(k-1) k-1
svakog ¢lana: k — 1
1
g

3 Paskalov trokut: B

i (e T T
1 4 6 4 1

| 15 10 10 5 |

Racun vjerojatnosti

(radi o sludajnim dogadajim

S —

— —

,; 1, Matematska vjerojatnost dogadaja (apsolu- |
] tna!) za kojeg govorl a govoljnih, n mogumh

a
sludajeva: v = =

— ——

|
2. Protivna vjerojatnost o' =1—w '

3. Totalna vjerojatnost — ,ili, ili“ —, da ¢e se |
od nekoliko dogadaja sa istim brojem moguéih
sludajeva zbiti jedan, bilo koji:

v=o; v, . .

SloZena vjerojatnost —
jedno ili jedan iza drugoga zbiti vise dogadaja:

|

.’Un

o1, 1“ — da ée se za-

.U

V=V Uy, Uy

Isto vrijedi za dogadaje medusobno ovisne, samo
treba vijerojatnost svakog ' slijedeéeg dogadaja
uzeti onako kakva je kad su se veé zbili pred-

hodni dogadaji. Na pr.: kolika je vierojatnost, ‘
da ¢e se iz zare od 4 bijele i 6 drugih kugala |
tri puta redom izvudi bijela kugla? R.: v, 2147)’ ’A
= g; dakle

3 . Tt -+
v, =5 (jedna je veé izvu¥enal), v,

P e

U=35:3:33

—

Relativna vjerojatnost: dogadaj A(v) prije Ce

V=

se zbiti od dogadaja B(v)

Wt+v'

-

R—— ———

i

‘1 Pazi! () (rz—k)

Dokaz. Iz produkta:
(x—+a) (x+-b) (x+-c). ..
nadi pravilo za koefi-
cijente.

o7

I

Horizontalni redovi tro-
‘ kuta sadrze koeficijente
razvijenith binoma Ote,

1te, 2e, = e

|
|
|
|
!

potencije

a)

1. Matematska vjerojatnost

je vierojatnost ,a priori;
suprotna joj je ,a posteriori®
asnovana na pokusima. One
se sve to vise slazu, Sto broj
pokusa raste (Bernouillijev
zakon velikih brojeva).

Primjer 1
1) Kolika je vierojatnost da se
sa 2 kocke baci suma 8?
R.:Moguéi sludajevi su va-
rijace 20¢ razr, sa po-
navljanjem od 6 eleme-
nata, dakle n = 6* =36.
Povoljni su sluajevi:
2, 61503, U655 47 34505,535
6, 2, dakle a:5

Prema tome v = 36

2) Kolika je vierojatnost sa
2 kocke baciti ili sumu 8
ili sumu 127
R.: Ovdje je totalna vjero-

rojatnost.
5
Uy =g Uy = 36‘ dakle
N
=S oG
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6. Matematska nada: umnozak izmedu od&ekiva-
nog dobitka i njegove odgovarajuce vierojatnosti
1) N_‘: ¢ U ﬁ
R =

3) ¢ v, =¢, v,

2) Vjerojatnost da ¢e se

3)

Opaska:
1) Za v==0

izasobice V = on H

Vijerojatnost dogadaia

a)

b)

c)

d)

e) Vierojatnost da ¢e se zbiti samo jedan

h)

)

k)

——

u,, Uy ... ulodci

dogadaj |
o < v < ‘}) ” 3
== ?12‘ 3 1]

.§<'U<1 »” 1
v = ]

nemogué
nevjerojatan |
dvojben
vierojatan .
siguran

b24 b

dogadaj desiti n puta

A ije v,, B v, pa e
Vierojatnost da ée se ‘desiti i 4 1 B:

V=uv, v,

Vierojatnost da ée se desiti 4 ne B:

V=(00—uv,)v
|
Vierojatnost da se

V=(1—v)o

nede desiti 4 nego B:

Vierojatnost da se nede desiti ni Ani B: |

V=01 —2) (1 —w) |

bilo koiji

V=91 —v) 4 v, (Il —wv,)
Vierojatnost da ée se zbiti barem jedan:
V=1—(1—v) (1~ v)

Vierojatnost da se neée zbiti oba, nego
jedan (najvise jedan):

VY= — ' o,

Vierojatnost da ée zbiti obadva ili ni jedan:
V=1=o,(1 —v) =9, (1 —,)

Vierojatnost da ¢e se desiti A n-puta,
B m-puta izvjesnim redom :
V=uo v,m

Vierojatnost da ¢e deseti bilo kojim redom:

n! m!

y_ (ntm)

Najmanje jedan V=2, +v, — v, v,

f
= Wln 'Uzm 1 i

e—

3)

4)

5)

6)

Lutrija izmedu 100 brojeva
ima 60 koji dobivaju; ko-
lika je vjerojatnost sa 10
loza izvuéi 3 zgoditka ?

R.:n= 11%)), = (630) (470)
Tt =— (16000 :
=)
_BE)_G)E)

e

Kolika je vierojatnost, da

se izmedu 2 izvudena bro-
ja lutrije od 90 brojeva,
nalazi izvijesna terna?

90 87
R (%), a— ()
. {87y . /80
v=(3): ()
Kolika je vierojatnost, da
je iedan bilo koji dvozna-
menkost broj djeljiv sa 3
ili sa 47

22 14
R.:-vi‘—-gﬁ, Uy =155
8 - 1 :
Uy = g5 (djeljivi sa 3 i
sa 4)
22 14 8 22
v =555 T 90 = 45

(v, djeljivi sa 3 a ni-
jesu sa 4!)
A se. kladi sa B, da de
on sa 2 kocke baciti dva
jednaka broja i mecde sumu
100 Din; koliko mora po-
loziti B?
R s, =2, 4, =100

Uy = Uyt Uy U =200

%
__.6,\12



223

Primjena ratuna vjerojatnosti — Zadaci o osiguranju Fivota

, 1. Tablice o pomoru rade na temelju statistike. 1. Sta pokazuju tablice o po-
! n = broj godina ' moru ?
In = broj osoba, koje su iza n-god. jo§ na Zivotu | O.:U nekim je tablicama
71—“-"[—’5—1—1_11—4-—1—‘}—" +[z q—-l i : Nx:Dm_!_Dw_!—l—i’—.'
. qn " gn+ 9z’ ]OO D 100 = Sx

ili Sn=Dn+Dn+1+4...Dntz; p= N
[z = zadnja vrijednost [prazli¢ita od 0, obi¢no Z10()
Dn = diskontirani broj Zivih starih n-godina.

| 2. Vjerojatnost Zivota (da ée n-godiSnja os>ba
doZivieti svrSetak godine):

2. Kolika je vjerojatnost Zi-

vota n-godisnje osobe ?

a1 k : z Zrz+1
In
3. Vjerojatnost n-god. osobe da ée dozivjeti jos || 3. Kolika je vierojatnost, da
ln+=

x godina. v = 7
n
r‘ 4. Srednje trajanje Yivota n- god. osobe:

lnTI +int2+f. ..tz
i : Mnp =1 - 0 !

(Granica pogreske manja od § godine)

|
|
|
v == ———; vjerojatnost smrti =1 — —— ’5
In
|
|
l i .
I vieti jos x-godina.
l

# ¢e n-godi$nja osoba dozi-

4, Srednje ’crajahje Zivota ?

(305

' 5. Vjerojatno trajanje (x) n-godi$nje osobe: | 3. Vierojatno trajanje Zivota
% L AT, e Zn' n-god. osobe =?
| (vrijeme za koje je vieroj. Zivota = §) In+o = 5
6. Osiguranje glavnice -za sluéaj doZivlienja | 6. Uvijek se uzima, da sa
. uplatow mize. : zavodom sklapaju po-
‘ Koliki iznos x treba platiti zavodu n-godisnja | godbe mjesto jedne
osoba, da iza m godina dobije glavnicu C, ako osobe njih In vrSnjaka.
doZivi, u protivnom sludaju dobije svotu | Isplata pada na kraj go-
| zavod? | dine.

R.: 5 istogodjdnjih osoba, koje sklope isti ugo-

vor sa zavodom uplatiée Din xln. Medutim

zavod isplati iza m godina, onima, koji ostanu
na fivotu, a tih je [n-+m svotu Clnim ili sa-

: C

danju vrijednost toga ——Z—”ﬂ. Prema tome je |
] __Cln—{—m ¥ _E lfH—m Cl._)_”iﬁ’_

T gm “gn In Da

MRESL N _|
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——

7.

10.

— S ——

Osiguranje glavnice za slu¢aj smrti upla-
tom mize. Nasljednicima se nakon smrti n-go- |
disnje osobe osigura svota C uplatom mize

e c(l” Ll ) i
9 9
dn dn 41
= (QH'F1+9"T2+ )
In Int1 ' [z
X[IZ-_—: C(? “\"*'ZZ—Z— o .—"z[z—_lz_*—_l)——
ln i‘l Zz
—C( e qz*'ﬁ>
Cqn~18, — Cqn8n st
X =
In
_Con=1(Sn—qSn+1) _ - Mn
= 4 “In 5 Dn,

Osiguranje glavnice C nasljednicima za
slu¢aj smrti placanjem godi$nje premije Xx:
’cl + 1 xlz
L --:— .+-(}z—li:X(IIZSIl:
= Cqn—1(Sp — 9 Sn +1)
_C(Sn—9Sn+1) _
q bn

xln

Mn
=5y
Sada$nja vrijednost doZivotne rente
— FSnt1: ¢S
- In Dn

Sadagnja vrijednost temporarne doZivotne
rgt(Sn+1—Sn+k+1)

In g
Sn+1—S8Sn+krf1
, Dn

rente x =

-

=

Primjer 1

7. U nekim je tablicama
ln—"lrz—}-]_:dszbrOj
umrlih

dn
i — R — = diskontirani
q"

broj mrtvih
Cn "‘:" Cn +1 +Cn. +2 ‘r .
S Mn.

Pazi:

Drustvo isplati nasljedni-

cima:
dn dn+1
C— -
q T 9

= Cqn Mn

BIECH,

In +1 r
24V g
[z r ’
2; 5 qz -+n
10. Renta traje k-godina ili
' do smrti osobe, ako prije

umre.

1. Kako glasi 68. permutacija od elemenata 1, 2, 3, 4, 5?

R.:Sa prvim elementom podlinje 4! permutacije t. j.

24. Tako sa drugim

Prema tome 49. permutacija glasi 31245. Od 24 permutacije, koje po-
Cinju sa 3 sa svakim slijedeéim brojem pocdinje ih 3!=—=6 1 t. d. 67 per-

mutacija je 35124 a 68. 35142.

2. Iz koliko se elemenata dade napraviti 4845 kvaterna bez ponavljanja?

R.:

x (x — l) (x —2) (x

—3)
= = 4845

(xz——Sx) (x*—3x1+2)=116280 | x¥* — 3y =y

y® -2y = 116280
y =340, x =20
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U koliko se tafaka sijee n pravaca od kojih je m paralelnih?

R.: Radi se o kombinacijama drugog reda dakle n_(rlz :é Ll (Tz—_:—l)

Na koliko se nalina moZe 12 karata razdijeliti medu 3 osobe tako, da
prva dobije 2, druga 4, a treéa 67

12\ (10\ (6\ 12.11_ 10.9.8.7 .
R“(z) (4) (6)_ﬁ T b A

. Broj terna bez ponavljanja iz nekih elemenata odnosi se prema ternama

sa ponavijanjem iz istih elemenata kao 7 :15. Koliko je elemenata?
nn—101)n—=2) nln+1)(r+2) . . L v

Rt = Uy Sl w2 A0 i

Koliko ima troznamenkastih brojeva, kod kojih su cifre medusobno razlidite?

R.: Ako se uzme 10 cifara, varijacije od 10 elemenata freceg reda dade
broj trocifrenih brojeva: V3(10). Medutim ih sa nulom poéimlje Va(9).
Prema tomu je V3(10) —Va(9) =10.9.8—9.8 =648 brojeva.

Koliko se detiriznamenkastih brojeva dade napisati iz cifara 1, 4, 67

R.:Radi se o varijacijama sa ponavljanjem detvrtog razr. od 3 elementa.
Vi 8 = 34—=G1

Koliko takovih brojeva potinje sa 6. R.: V/, (3) =3%=2T.

Opticki -telegraf ima 6 precki od kojih svaka moZe zauzeti 4 razna polo-
7aja. Koliko se znakova mioZe njime dati? R.: V, (6) = 6* = 4096.

Primjer II

Neka lutrija ima n (30) sredaka i m (6) zgoditaka. Neko imade p (5) sre-
¢aka; kolika je vjerojatnost, da ¢e on dobiti a) s (4) zgoditaka, b) barem
(p-2) (3) zgoditka, ¢) da ¢e wvopce dobiti?

3 & . T m e - |2 Du L

R.:a) m zgoditaka moZe iza¢i na ( ) nacina $to su mogudéi slulajevi.
n

Povoljni su, kad se izmedu izvucenih brojeva nalaze igracevih s; to

je moguée na (p) nacina. Jer se vule m brojeva, to(m — s) zgodi-

S

taka izlazi iz ostalih (n — p) srecaka. Svaka(p)kombinacija sa sva-
S
n—p oW iy ; PR |
kom kombinacijom daje jedan povoljan slucaj, ili svega
m — ¥

(P) = —p) povolinih slucajeva. Prema tome je:

S m — §

R G

(n 30

m) (6)

D) Vijerojatnost da ée dobiti barem 3 zgoditka sastoji se iz. vjerojat-
nosti, da ¢e dobiti ili 3 ili 4 t. j. V= Vs + Va.

¢) V=Vi+ Vo+...Vp. Zadatak se moZe rijediti i pomocu protivne
vijerojatnosti.

s —

-

15



220

10. Ako bacamo 2 kocke, onda je a) vjerojatnost nakon 1 hica, da ée u obe
izi¢i broj 6 jestys;
b) da u obe nede izi¢i broj 6 jest 1 —%;
¢) da u obje n puta po redu nede izi¢i broj 6 : (1l — ) 7;
d) da ¢e u n hitaca u obje bar jedanput izi¢i 6 vjerojatnost je:
E=m (k=) %
e) za 1 i (1 == ?;II).')H == i T i
za n < 24 vierojatno je da ¢e u obe kocke izaéi barem jedanput broj 6.
Provjeri to!
11. U Zari u kojoj je n kugala izvuce se jedan dio (ili sve); kolika je viero-
iatnost da ¢emo povuéi parni broj kugala?
R.:Jedna se kugla moZe na toliko nadina izvuéi koliko je kugli t. j. n

nadina, dvije kugle na (g), tri’ (g) it d., dakle
- . n’ n n'-_‘ (<G N
mogudi sl..(l)—l-(zl)—l—(g){...(\n)—2 o

povolj. sl.: a:(g)% ( Z)+ L= ortl o

12, Kolika je vjerojatnost sa 3 kocke baciti a) najmanje dva jednaka broja;
b) tri uzastopna broja ili tri jednaka?
R.: a) n = V/; (6) =216. Nepovoljni su slutajevi V;(6) =6.5.4=120. Pro-

120 5 5 4
3 - . St > —le— ——— 1 hi :,2, 3
tivna vierojatnost 26 =9 traZena g g b) Svakl hitac: 1, 2, 3
24 1 6

2,3,4;3,4,5;4, 5,6 mogud je na 6 nadina, zato je v; = 216 §§ Vy = 216;
5

prema je v: v, -{-—1;2--—-—36
13. A se okladi sa B da ¢e sa 3 kocke najmanje baciti sumu 15 i meée kao
okladu 100 D; koliko mora poloziti B?
R. :Polozi su upravno razmjerni sa vjerojatnostima.
Za sumu 15 povoljnih je slu€ajeva 10, za 16 povoljnih 6, za 17 povolj-

104+6-+-34+1_ 5

nih 3, za 18 samo 1. Zato je v, = —— =15 = &L Protivna je vije-
R

rolatnos B4 B

5 49

—— = sx; x=980 D.

71 54 100 : x; x=98

14. Otac ima 33 godine, majka 28 a sin 6 godina. Kolika je vjerojatnost da
¢e 1) sve troje biti na Zivotu iza 15 godina; 2) dijete ostati bez oca nakon
10 godina; 3) ostati bez roditelja nakon 20 godina?
R.:a) Vjerojatnost da ée otac biti na Zivotu iza 15 godina

: 143 121

Lis :
48 5 L 5
V=T =g U= a) v=wv v,v, 1 t. d.
33 28 ]
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15. Tridesetgodisnja osoba poloZi osiguravajuéem drustvu 10.55675 D i Zeli
vuc¢i zato rentu, koja pocinje nakon 10 godina i pada na poletak godine.
Kolika je ta renta? (% — 3'5)

R. 1130 osoba uplate druStvu 10.556°75. I, Nakon 10 godina plati drustvo
L. 2 ! L /i 2
x {0, god. kasSnje x/{,; 1t d.; dakle 10.556'75 . [, = x (?41% 9;11 - )
" ] °
10.556'75 . q“o =x(D,y+Dy+...)

30
10.556'75 D, 10.556°75 L,y
e i x =

Sh T bt — S, . 1035%
16. Cetrdesetgodidnja osoba plaéa godi$nju premiju 60773 D, da po svojoj
smrti osigura nasljednicima neku svotu; kolika je ta, ako se rafuna 4%?

e e—

R00775 (fot b ) = (e ) - (et
+ g=== 4O)] 60773 . 9 2 S"O T xqasy (840 4 ‘IS“)
L0073 .Sy . g 60TT3. S,
Sio — 9S4 M,,

17. Dvadesetgodi¥nja osoba plaéa godidnje neku svotu i Zeli time osigurati u
60 godini Zivota rentu u iznosu r— 150050 D. Koliku godiSnju rentuy

[
uplaéuje ta osoba? x (L_,O - %—'--J[— : —) ( LU "1 .);

Yo U L ls ls
xq*° (‘1:"’“ + s C]"’%) = a9 (q(:s% 4+ b‘(;i 3 ')’
X (820 3 Suo) =rSup; X (Szo == SGO) = 151050 SGO =7?
18. Tridesetgodinja osoba plada kroz 10 godina premiju x, da osigura svo-
jim nasljednicima 10000 D. Kolika je premija?

! l dal 1ty
x(zﬁo-%Jr...-.ng) — 10000 (_(.;ur?;. h )

Ly L. i I an f A d.
xq3° (q;ﬁ) 6?1' 1= E G —l— q—}%) = 10000 930(“9%3 “q'% i )

x (830 — Sg) = 10000 (Cyy 4~ Cyy - - - )
X (Sao s 40) = 10000 M;o
__ 10000 M,o

S30 = ‘-’40

—? (Vidi 81)

19. Provjeri ove formule:
a) Sadanja vrijednost anticipativne dozivotne rente n-godiSnje osobe

Sn
A ¥ . D—n"
b) Isto za rentu, koja se odgodi m godina
_ Satm.,  Satm .9t
A=r Dn il = — 7
(Diskontna obveza osiguranih je = ADn!)
Sn— Sn 4 n
¢) Sadanja vrijednost temporarne rente od m godine: 4 = P D: H

15+
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)Kupovna vrijednost osigurane svote C, koja se isplacuje nakon m godina

Dn+m
A= C— Ds

e) Kupovna vrijednost osigurane glavnice C za sludaj smrti:

1
aSn — S

qon n—+1
A= P

f) Ako osigurani umre u m godina nije du¥no drudtvo nista platiti ; kupovna

1
i =5 Sll —I—m_g?’ S)‘l—}—m—_l—__l_
Dn
g) Svotu C ispladuje drustvo u sludaju smrti osigurane osobe, a najkasnje nakon
m godina (nasljednicimal)

vrijednost osigurane svote :

1
A= C—‘—I-(Sn -Sn +7n) —(Sn—l—l —Sn+771+1)
Dn

h) n-godi¥nja osoba osigura sebi doZivotnu rentu r uplatom mize :

Kupovna vrijednost:

In +1 In -+ 2 1100‘ )
M =P CSe SR e e
g Sn—}—l.]. yrerbigs
x=r—pm,—1ll za an Icipativnu
rentu x = r S
= " Dn
k) n-godisnja osoba pla¢a godisnje r D osiguravajuéem zavodu da naken m go-
dina uziva rentu x: r(ln- abndis I m 1~) X il =iz )
9 qm — 1 qm
SII — Sn—i—m
X =r—
. S!z—!—m _
Pazi! Dn 4 x4+ Dnpx4+1+.. . + D4+ Dyy=8n+x; Dn+Dn+1+...+

+Dntax—1=81+8n +x
Od teoretske premije (,,neto premija )uzm*xa se obiéno £ viSe (,bruto premija®)

Zadaci

1. Na koliko se natina daju poredati faktori produkta a) abcdefgh, b) a*b* =
= aa bbb, ¢c) o * T Y b%Y? Poredaj ih!
2. a) Kako glasi 51. permutacija od elemenata 1, 2, 3, 4, 5? (R.: 31425).
b) Koja je permutacija cadaab od elemenata aaabcd? (R. 90).
¢) Koja je permutacija taoc od otac?
d) Koja je permutacija Toma od atom; mir od Rim?

3. Koliko se amba, terna, kvaterna, kvinterna nalazi. u 90 brojeva? (R.: 4005
amba, 117480 terna i t. d.).

4. Dokazati a) (Z:})+ ...+(§:})=(z); b) (n-n—k)= ()

5. Na koliko se natina da rastaviti produkt abcdef g u tri faktora? (R.: 35).
Isto produkt 2n faktora rastavi u produkte po 2 faktora.

6. Poznata je trigonometrijska formula a-— 2r sine; dvije veli¢ine moraju biti
zadane, koliko je mogudée sastaviti raznih zadataka koji se rjesavaju po-
mocu te formule?
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Isto za a) Sp= — (al +an); b) S __]_._q, S 9q”_i11_.

Sastaviti nekohko zadataka u slutaju ¢).

. U kemiji ima 80 elemenata koliko moZe biti tjelesa koja se sastoje iz 2, 3

ili 4 elementa?

Na koliko se nafina mogu pomije3ati po 2, 3, 4, 5 od Sest boja: crvena na-
randasta, Zuta, zelena, modra, violetna, Nabroj neke smjese!

Koliko ima desetznamenkasti brojeva sa raznim ciframa (3265920)?

Koliko se pravaca moZe povuéi kroz a) n (12) tafaka, od kojih nikoje 3 ne
stoje u istom pravcu; b) Koliko dijagonala ima n-terokut?

o=l b e i (R 3) of . a2 L)
R. : a)- 5 ——=66; 'b)- 5 (z 5 n)

Koliko se trokuta dobije spajanjem 14 tataka, od kojih nikoje 3 ne leZe na

- istom pravcu? (R.: 364 trokuta)

13.

14.

15.

16.

16a.

17.

18.

19.

20.

21.
22.

Koliko presjednih tataka i presjenih pravaca tvori 10 ravnina, od kojih
nikoje 4 ne prolaze istom tackom? (45 pravaca, 120 tadaka)

a) 1.2-+23 .. +n(n+1)___2(n§2) b) 1 & 2;4_%_:_;_‘_“.___(,1_3‘_1)

Koliko Cetverokuta (peterokuta) moZe se dobiti sa n-pravaca koji se sijeku;

koliko, ako ih je m paralelnih? Na pr. n =24, m = 4.

Izmedu A, B i C treba podijeliti 15 raznih knjiga, tako da A dobije 4, B 5,

C 6. Na koliko se nadina moZze to u&initi? R.: (}2) (};1) (§) =7

Neko ima 5 kaputa 2 prsluka i 4 pantalone; na koliko se nacina moZe obudi?

(R. : 40). |

Zadaci Apolonijevi odreduju krug iz 3 elementa, od kojih svaki moZe biti

tacka, pravac ili krug; koliko ima raznih zadataka Apolonijevih i koji su?
nf{nt-1)(n+2)

R.: [ 23 = 10 gdje je n=3.

Koliko duZina moZemo povuéi izmedu sjeci$ta od n pravaca?

R:ln(n—1) (n—2) (n—3)

Koliko se 2, 3, 4, n —-sloZnih stopa dade napraviti iz kvantiteta —, o ?

R. : 4 Dvoslozne: — — (spondens), —  (trohej), . — (jambus), . (Pyrrhichius),

8 trosloznih. 27 n-sloznih

Koliko vrsta heksametara ima? (R.: Heksametar se sastoji iz 6 daktila
(-- wn), od kojih mjesto zadnjih stoji uvijek spondej ili trohej. Prva 4
mjesta dopuStaju bez razlike spondej mijesto daktila. 5. mjesto ima katkada
spondej, a vrlo rijetko sa prethodnim spondejom).

iL__; —_——

‘) = X ,Q‘__ S 5 | ! | | (Katul 116 . 3)
G A e &l =l e B TE W R e et Vergil.

S e e R

4) i< . “[ : *l \.J\_/‘ A | ‘A

Na koliko se nacina daju po 3 glasa ¢ e g u 7 oktava medusobno spojiti (343).
Koliko ima troznamenkastih brojeva svega? V7, (10) — I/, (10) = 900



230

23

. Pismo Morzeovog telegrafa sastoji se iz tadaka i crta, a ti se znaci upotreb-
ljavaju ili pojedince ili se sastavijaju po 2, 3 ili 4 elementa. Koliko se raznih
znakova moZe dobiti tim nadinom?

R.: V4 2+ V9, (2) + V5 (2) + V/, (2).

24. Sa znamenkama 0, 3, 4, 5 moZe se napisati V/;(4) — V', (4) = ? brojeva; s koliko
' su znamenaka ti brojevi? (R.: 6). '
Bl phie 1\
25. 1) 3-F+v3)* —(3-—3)° la) (1 - x)
2) n n n’ i n ' n .
S)H(T) n):z Dokaz! 27 = (14 1)" i t. d.
2a) (1 —g)y =72 3) (3i+1)>=316— 121
4) Kako glasi 6-ti &lan binoma (Vx—x \TJ) —
I i T 6
5) Kako glasi 3-¢lan binoma (\/ g -+ \/%6)
| | Q
) Isto za srednji ¢lan binoma (a -} 5)27
T) Koiji je srednji &lan binoma (¢~ 3v%)% (== 5670a* b?)
8) 0:09° = (1 — ,1;)* (= 09227469 . ) 9) V1 — x* razviti u red
10) 1___’;/‘1____} < S 10a) 1:05° = (1 + +35)°
X
_ b\
11) Koliki je koeficijent od a" ~ 7 b, kad se razvije (a—}——g) , ako se zna, da ie
n treéi &an geom. reda, ¢&ija suma od prva 3 &lana iznosi 19, a suma njihovih
kvadrata 133; r je broj &lanova aritm. progresije kod koje suma parnih &la-
nova iznosi 12, a neparnih 18?2 Geom. red je: 4, 6, 9; aritm.: 2, 4, 6, 8 10;
n=9 . r=5
L i F
12) \/l — 05 sin 60° na 9 dec. pomoéu binomnoeg poutka 12a) (a — b)—2
V. 3
26. Vjerojatnost da ¢emo sa 3 kocke baciti sumu manju od 10 jest T da

27.

28.
29.

30.

: Nt 47 =3t
¢emo baciti sumu 10 : ——  Provjeriti!

216
U jednoj Zari nalazi se 8 crnih i 3 bijele, a v drugoj 5 crnih i 7 bijelih
kugli. Kolika je vjerojatnost, da cemo od prvi put izvudi bijelu kuglu?
Kolika bi bila, da je samo jedna Zara? (R.: Vjerojatnost, da ¢e pogoditi

. Iy ] ) : Al I 3

rukom u prvu zaru :-Q—prema tome da ¢emo izvudéi bijelu kuglu v, = TBETI
o : : ' 1 /3 7" 3+5
i t. d. Sliéno je i sa drugom Zarom. v = —— ———-A—,); v, = ~
RS ek i AT 12 SR [ R

Kolika je vierojatnost sa 3 kocke baciti sumu 117

Djecak koji ima 7 kugli za igranje, igra sa »parom« i »neparom«. Kako se
odnosi vjerojatnost »par dobiti« prema par ne dobitic? (63 :64).

Kolika je vjerojatnost da éemo sa 3 kocke dobiti brojeve koji stoje a) u
aritmeticko] progresiji; bh) u geometrijskoj progresiji?
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31. Ako od 100 lozova dobiva 10, a neko ima 20 lozova, kolika je vierojatnost
za njega 1) da ne dobije ni jedan, 2) da dobije jedan?

80
10 |

R.:‘UJ_: 100 ;’02:1—"01
10

32. Kuglom polumjera 5cm baca se prema prozoru sa kvadrati¢nim pregradama
duzine 8 cm; kolika je vjerojatnost da ¢e kugla uletiti kroz prozor? Koliko
se zgoditaka moZze ocekivati, ako se kugla baci 30 puta?

33. Oklada izmedu A i B iznosi 1000 Din, da ée A sa 2 kocke bhaciti sumu 10;
koliko mora poloziti A, a koliko B?

33a. Kolika je vjerojatnost da ¢e izmedu n utenika jednog razreda makar jedan
: . . x 364\"
imati danas svoj rodendan? R.:v=1-—| =

365

34. A1 B se sloZe da onaj dobije cijeli iznos koji prvi dobije 4 partije Saha, a
vierojatnost je za svaku partiju i. A dobije 1 partiju B 3 i prekinu igru;
kako ce podijeliti okladu? (R : Da A dobije v, =, za B 7. Dijelovi ée se od-
nositi kao 1: 7. A da dobije morao bi izasobice dobiti triputa v, =1}, . } . :=1)

35. CetrdesetgodiSnja osoba poloZzi osiguravajuéem drustyu C = 10.000 Din i
obveze jos uplacivati godiSnje poletkom godine r = 500 Din, da nakon n — 10
godina podne vuéi dozivotnu rentu x; kolika je ta?

1 l T A0
ol 4= o)

1000 D, 500 (S,, — S; ;
= 40 +350 ( 4 _._0_) (P:\%'ﬁ"olo)

36. 36. godisnja osoba uplati 55.000 Din, da diZe rentu kroz 30 godina ili dozi-
votno, ako ranije umre; kolika je renta?

37. Cetrdesetpet godi¥nja osoba plati osiguravajucem zavodu 48942 Din. Koliko
ce dobiti nas]jednici'nakon smrti te osobe?

38, Dvadeset&etirigodi$nja osoba placda godiSnju premiju 1216:14 Din. Koliku je
svotu time osigurala svojim nasljednicima?

39. Neka tridesetgodiSnja osoba Zeli kroz 20 godina pladati osiguravajudem
drustvu premiju x, da iza toga vremena uzmogne uzivati doZivotnu rentu od
10.000 Din. Kolika je ta premija?

[ L [5 15 !
x(l30 +% S e th9) = 10.000 (;21_00 9361 4. )

x (S50 — S;,) = 10000 §;, 1 t. d.

40. N-godi¥nja osoba treba m godina ili do svoje smrti, ako ranije umre, placati
premiju x Din osiguravajuc¢em druStvu, da iza r godina sebi, ili svojim na-
sliednicima, ako ranije umre osigura glaviicu c.
x9(Sp —Sn+m)=cqt—1(S5n — Sn + m)— Cq(Sn-+1—S8n+m 1)

41. Cetrdesetzod. osoba uplati sumu ¢ — 30.000 Din, da stekne rentu koju ce
poceti uzivati nakon 20 godina kasnije i uZivaée je 15 godina ili do smrti, ako
ranije umre na pocetku svake godine. Kolika je ta renta?

1’1 I ‘ l 3] 1 ( N l-,
“61 ST ;[%I) ili [_-,9 - == xq—!)(ém) —_ 675)

/

Ly
lw.c-‘zx(q%—i—

(I‘ll
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42, CetrdesetpetgodiSnja osoba plaéa kroz 10 godina neku premiju, da svojim
nasljednicima osigura 100.000 Din. Kolika je premija?

(14,4 ot ) 100000(";“ | 9"—*!"——-...)

947
1’5 Io i} S d" d
xq*s(-;;;+ et = 10000007 (54 ey )

x (84 — Sy3) = 100.000 My i t. d.

O 10 20 30 40 80 60 7o L0 g0 10

100 000 70
g0 000 ' 4
80 000 : 0¥
?0 000 w 07
- A
b L
60 000 = g _?_5 -
g
50 000 " : | Alos R
\ ; / A
~§> 40 000 | i@ 7 g 4;5 9
L bl ISl I v 4, £33
A 5 \ AL o3 S
- 30000 - fraie 31
ik . _ 3
20 000 | o 3 22
: —t / R
70 060 5 (‘)’_2;
0 o - = 000

0 10 20 30 % S0 6o 0 o 90 700
Godine Rivota
a Luua peroptiosti Zivota Ly Coukorye
b Lintia vperoptuostt gmré.
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Tabla mortaliteta /7 dvadeset britanskih drustava. — 3%/,°/,

S —— —

l n ” In dn l Dn Sn Cn Mn n
0| 1279283 14 358 127283 | 2553065 | 13872 40 948 0
1 H 122 925 3 962 109 110 2 425 7792 3 6985 27 0755 1
2 || 108 963 2 875 101 720 | 2316662 21421 923 377-0 9

! 3 106588 ° 1646 96 137 9 214 942 14844 21 234-9 3
4 “ 104 942 1325 91 451 2118 805 11156 19 800°5 4
51 108617 1061 87 243 2 027 354 86314 | 1868494 | 5

! 6| 102556 852 83 430 1940 111 66967 | 17821'80 6 |
7 101 704 683 79 939 1856 681 51868 | 17152°13 7

Il 8| 101021 557 76 717 1776 742 40870 | 1663345 8

1 9 100464 464 73 714 1 700 025 32894 | 16224'75 9

h 10 | 100 000 408 70 892 1626311 279:46 | 1589581 | 10
11 99 592 369 68 215 1555 419 24420 | 1561635 | 11

r 192 99 223 346 65 664 1487204 | 22124 | 1537215 | 12 |
13 | 98 877 337 63224 | 1421540 20819 | 1515091 | 13 |

J 14 98 540 337 60 877 1358 316 201°15 | 1494272 | 14

15 | 98203 360 | 58615 | 1207439 20761 | 1474157 | 15 |
16 || 97 843 384 56 426 19238 824 21396 | 1453396 | 16
17 | 97 459 425 54 304 1182 398 22880 | 14 820700 | 17

[ 18 | 97034 465 52 238 1128 094 24187 | 14091'20 | 18
19 ‘ 96 569 508 50 231 1075 856 95530 | 1384933 || 19 |
20 | 96 061 548 48 277 1 025 625 266:09 | 1359403 | 20 |

|l 21 95 513 582 46 378 977 348 27304 | 1332794 | 21

| 22 [1 94 931 609 44 537 930 970 276°05 | 13 054'90 | 22

Il 23 94 3292 631 42 754 886433 | 27635 | 1277885 | 23 F

[ 24| 93691 647 41 033 843 679 27377 | 1250250 | 24

Ji 95 l 93 044 658 39 371 802 646 96902 | 1222873 | 25 |

4 26 | 92 386 664 37 771 763 275 26229 | 1195971 | 26

|27 | 91722 673 36 231 725 504 256:86 | 1169742 | 27

| 28 ‘ 91 049 678 34 750 689 273 250:01 | 1144056 | 28 |

‘ 929 90 371 686 33 324 654 523 24441 | 1119055 [ 29 [L

I 30 | 89685 691 31 953 621 199 237°86 | 10 94614 || 30

‘ 31 H 88 994 700 30 634 539 246 232:81 | 1070828 | 81

H' 39 88 294 709 20866 | 558612 2927:83 | 1047547 || 32

b 83 ‘ 87 585 719 28 145 529 246 2923923 1024764 | 33
34 86 866 799 26 970 501 101 218'69 | 1002441 || 84 H

I 35 86 137 742 25839 | 474 131 21506 980578 | 85

36 | 85395 756 94 750 448 299 211-70 959066 | 36 |

L 37 84 639 770 28702 | 423542 20833 9378:96 || 37 |
38 83 869 786 99 692 399 840 205°47 917063 || 88 |

| 39 83 083 806 21 719 376 148 20358 8 96516 | 39 |
a0 || 82977 823 20 781 355 429 900°84 8 761-58 || 40

r 41 81 454 846 19 877 334 648 19947 856074 | 41
42 80 608 871 19 006 314 771 19849 8361°27 | 42 H
43 79 787 | 895 18 165 295 765 196-99 816285 | 43 |
44 78 842 924 17 853 277 600 19649 7 965'86 || 44 |
45 77 918 954 16 570 260 247 19602 7769:37 | 45 ‘

H 46 76 964 988 15 814 243 677 195°74 757385 |l 46

g 47 75 978 1021 15 083 297 863 19583 737761 | 47
48 74 957 1061 14 377 212 780 19663 718178 | 48

|49 73896 | 1101 13 694 198 403 197°14 698515 || 49




'5 n | In | dn | Dn Nn | " Ca | Mn n |
| 50| 72795 | 1144 | 13034 184709 19791 | 678801 50 |
o1 765 1193 | 12895 | 171675 199-41 6 59010 511
5ol 70458 | 1243 | 11777 | 159 280 20074 | 639069 52|
53| 69215 1296 | 11178 [147508 | 20222 | 6189:95 53
~ 54| 67919 ' 1353 | 10598  |136 325 20398 598773 54
| 55| 66566 | 1414 | 10035 125727 20596 | 578375 55
| 56 | 65152 1475 94901 |115691'8 | 20758 k 557779 56
57 63 677 1541 89615 |106201°7 20954 | 537021 57 ‘
| a8l 62136 | 1612 8448'9 | 972402 | 21178 516067 58 |
| 59| 60524 1682 79515 | 387918 | 21351 4 94889 59 |
| 60 58842 1755 74691 | 808398 | 21524 4 735'38 60 |
61 57087 1830 | 7TO001'8 | 733707 | 21685 \ 452014 | 61
62 55257 1906 65476 | 663694 | 21821 | 430329 62
\ 63| 538351 1983 6108:0 | 598217 | 219'85 | 408508 63 |
64| 51368 2 059 56821 | 537137 | 22006 | 386573 64 |
| 65 49309 2133 52700 | 480816 | 22026 | 3 64567 65 |
1 66| 47176 2904 | 48715 | 426716 | 21959 \ 3 49541 66
67/ 44972 2 273 4486'8 | 378901 | 21911 4 20552 67
| 68 42699 9334 | 41160 | 334033 | 217:38 2 98641 68
69 “ 41365 | 2888 | 37595 | 292873 | 21489 276903 | 69
| 70 37977 2 434 34174 | 255278 | 11162 2 554°24 70
| 71 | 35543 | 2468 | 30902 | 221104 | 20732 2 34252 ol
|72l 33075 | 2490 927784 | 190202 | 202:09 2 135°20 72
| 73 “ 30 585 2 496 2 482°3 162418 | 19573 193311 73
74 28 089 | 2487 22027 | 137595 | 18843 173738 74
75 | 25602 2459 | 19397 | 11556'8 | 180°01 154895 | 75
76l 23143 2412 16941 96171 | 17060 136894 76
CrTl 20731 2 343 14663 79230 | 160711 | 119834 i
78| 18388 2 955 1 2566 6456'7 | 14889 1 03823 78|
79| 16133 2 146 10652 | 52001 | 13690 88934 | 79
| 8o 13987 2018 892:96 | 4134'89 | 124-38 75244 | 80
81l 11969 1873 78772 39242'63 | 11154 628'06 | 81,
l g2 10096 1712 60123 250491 | 98503 516521 | 82
| 83 8 384 1540 48939 190368 | 85611 418018 | 83
81| 6844 1361 38047 142129 | 73102 332:407 | 84|
85 5 483 1180 29450 1040'82 | 61236 259305 | 85
| 86 5 303 1002 29331 746-32 | 50.241 | 198'069 | 86
87 3 801 830 16552 523'01 | 40210 | 147828 | 87
| 88 2471 671 11971 357-49 | 31407 107°618 | 88
89 1 800 527 84252 937:784 | 23833 76211 | 59|
90 1273 402 57571 153582 | 17565 | 52378 | 90
| 91| 871 296 38058 95961 | 12496 |  34'813 | 91
H] 92 575 209 24°275 57908 |  8.5251 223170 | 99
93 | 366 144 14:929 33:628 | 56751 13-7919 | 93,
94 | 222 93 8749 18:699 | 35412 s1168 | o4
l 9% 129 58 4912 9950 | 21838 45756 | 95
. 96| 3 34 2:612 5:088 | 1:2086 24418 | 96 |
| 97 37 18 1-315 2496 |  0:6183 12382 | 97
| 98| 19 10 0653 1111 | 03317 06149 | 98
} 99 | o | 5 0-296 0458 | 01603 02832 | 99
1100 | 4 3 0128 01159 | 00930 011229 | 100
101 ” 1 1 0031 0031  0:0299 0:0299 | 101
102 0 = = e U - 1102




Tabla mortaliteta 23 njemacka drustva
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Disk().ﬂﬁ- Sum“a ; Diskonti- | Suzlna "
God. |Broj Zivih | rani broj 'diskontiranog God. | Broj Zivih | rani broj diskontiranog
o3 ; Fivih broja Zivih .: 7 Fivih broja ¥ivih |
‘ i Dn Sn 0 ‘ s Dn Sn
; 20 100 000 | 50257 1 03_1 224 60 55 892 7 0946 72 8082 ﬂ
RER 99 081 | 48111 980 967 61 53 916 66123 65 713°6
22 98 173 | 46 0568 932 856 62 51 878 6 1473 59 1013
23 97 286 | 44 098 886 798 63 49781 | 56993 52 9540
24 96 425 | 42 230 842 700 64 47 632 5 2688 47 2647
25 95 590 | 40449 800 470 65 45 435 4 8559 41 9859
26 9774 | 38 747 760 021 66 43 189 44597 37 1300
27 93 970 | 37 119 721 274 67 40 887 40793 32 670°3
28 93 173 | 35 560 684 155 68 38 532 3714:3 28 5910
29 92 378 | 34 064 648 595 69 36 133 _ 3 3653 24 8767
30 91 578 : 32 627_ 614 531 70 33701 | 30326 21 511;4
31 90 770 | 31 246 581 904 71 31249 .| 27169 18 4788
32 89 952 | 29 917 550 6563 72 28 794 24188 15 7619
33 89 121 | 28 639 520 741 73 26 358 2 1392 13 343°1
34 88 280 | 27 409 492 102 74 23952 | 18782 11 2038
35 87 424 | 26 225 464 693 75 21 592 16359 9 325°6
36 86 551 | 25 085 438 468 76 19 293 14123 7 6897 -
37 85 662 | 23 988 413 383 77 17083 | 12083 62774 F
38 84 756 | 22 932 389 395 8 14 980 10237 50691
39 _83 828 | 21914 366 463 79 12 998 8582 4 Oi54_
40 832 878 | 20933 344 549 80 11 150 711°29 | 3 187'_2 1
41 81903 | 19 987 323 616 31 9 420 580-61 247591 .
42 80897 | 19074 303 629 82 7 821 46575 1895°30 |
43 79862 | 18193 284 555 83 6378 366°97 1 429:55
44 78799 | 17 344 266 362 84 5114 284-30 1 062:58 ‘
45 77707 | 16525 249 018 85 4 034 216°67 77828
46 76 590 | 15 737 232 4938 86 3 138 162:85 561-61 J
47 75 450 | 14 978 216 756 87 2 423 121-488 39876 I
48 74 281 | 14 247 201 778 88 1857 89:962 277272 |
49 | 73077 | 13 543 187 531 89 1415 . 66°232 _ 1?7?10 w
50 71_8131 i? ?61 1773 988 90 v 1071 48435 _i?l.‘OTS__ _
51 70 528 | 12 201 161 127 91 724 31635 72+643 i
52 69 166 | 11 561 148 926 92 463 19°546 41008
53 67 741 | 10 940 137 365 93 275 11-217 21:462
b4 66 261 | 103375 126 425 94 149 5872 10:245 |
55 64 695 97533 i 1160875 96 72 2:742 4:373
26 63 074 | 91874 106 334-2 96 30 1-104: 1-631
57 61 383 8 6387 97 1468 97 11 0:391 0527 A
58 59 624 81074 88 508'1 98 3 0°103 0136
59 57 792 7 592'5¥ 80 400-7 99 7 1__ 0:033 0‘033_
60 55 892 70946 72 8082 100 0 0] 0




Ispravci

Pokraj i najvede painje prokralo se nekoliko $tamparskih grelaka,
koje treba odmah, prije same upotrebe ove knjige, ispraviti:

Na strani 22, zadatak 1.1) treba da stoji: R, : — 18a%" — 3x?7
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1
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1
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)
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38,

43,
41,
48,
53,
98,

60,
96,

97,

111,

113,

118,
127,
127,

165,

. 168,

168,

179,

redak 1 odozdo treba da stoji na podetku: y* mijesto x*

n
R s o o S OHE R \/ a,a,a, . . . an

» 2 odozgo w i Uviet:ia...b...c
zadatak 8. 2) . w ot (mx+ny):(mx—ny)=a:b
,, 3. 2) - w i Roix*4+2x+1
redak 3 odozgo , , , : 8. Eksponent korijena < 0
ot [ y ot omir=Y = a1t bi|
x—z 3

zadatak  47) jed. druga treba da stoji: - =

¥ 51&) ” ” » ” ” .7—1_ y +_Z~:7
| . 3000 .8 . x
2 65) » » » ” y - 3000 — ‘—-1—06--1-5— -]L
2000 .10 . x .
NN 00 1 T e
Tt : 3+2x)’ 3+2x
Primjer II 1. 5 wherr Tl okt (th) —:| 2“}_‘_x 15
i I » ” »” » » R 2 x=9 mjesto 2x*=9
zadatak 131) . o w et xt(l—x)t =17

» 13]3) 2 » » » »n ¢ x5+ (l T x)5 =1

AEE LAy Au
redak 6 odozdo treba da stoji: =) mjesto =
n 3 ” » ” ” :f’ x):()’ fll()<0
na kliseju S SR T 8 A

b b
redak 3 odozgo , » i (f(R)de=[fx)]=F() — F(a)



Napomena za dake

Zadatke pod rubrikom ,Primjeri treba viSe puta izraditi; najbolje
bi bilo svaki zadatak raditi toliko puta, dok ga ne budemo znali pot-
puno sigurno i samostalno rijesiti bez uputa u kn]lZI Istom tada moZemo
pristupiti rjesavanju drugih zadataka.
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