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PREDGOVOR

Reé¢ namenjena ucenicima

Ova je knjiga pisana samo za Vas da se njome pomaZete kod
kuée, kod ulenja nacrtne geometrije.

Kad se studira nacrina geometrija, ne sme se nikada preéi u t.
zv. mehanizam. To zna¢i da se ne sme otvoriti crtarija u knjizi i
ovako uliti: Ovde se pusti normala, tamo se opet povuce paralela,
onde se nanese ova ili ona duZina (duZ) itd. Knjigu treba Citati redom,
polagano i paZljivo. Ono §to se Cita, treba usporedivati s onim Sto je
nacrtano, a kod svega toga treba jo3 i tano razumeti ili, kako se to
kaZe u deskriptivnome govoru, videti da sve Sto je u crtariji nacrtano,
potpuno odgovara onome kako je to u prostoru. Dakle kod nacrtne
se geometrije viSe gleda negoli u¢i. Tim se gledanjem prima a prima-
njem se stvara, te nam se nekako Cini kao da se sve ono i pre znalo
negoli se o tom Culo, ¢italo i videlo.

VaZno je da se u proufavanju nacrine geometrije nikada ne pre-
lazi dalje dok se nije ono $to je pred tim potpuno usvojilo. Videcete
da ¢e Vam ono, Sto ste naulili prvoga momenta u nacrtnoj geometriji,
trebati uvek dok Cete se njome baviti. Zbog toga se ne sme nikako do-
goditi, ako se Zeli nacrtnu geometriju znati, da se koji njen deo, po
izgledu moZda i neznatan, povrSnije proudi.

Ako se talno drZite toga naputka, bie Vam nacrtna geometrija
najlaglji 1 najmiliji predmet, jer kod nje nema mehaniCkoga pamdcenja.

Nacrtna je geometrija kao lepota prirode koju, $to je vise gledamo,
to viSe volemo i upoznajemo. Lepota se prirode ne u¢i nego gleda.
Tako je i s nacrtnom geometrijom. Dobro otvoriti o€i i1 promatrati.

Radeéi tako, i Vi Cete se uveriti da je svaki posao kod nacrtne
geometrije neke vrsti laksi ili teZi problem koji zabavlja, oStri pogled,
a kod toga ne umara.







davob

8§ 1 Zadatak i znacaj nacrtne (deskriptivne)
geometrije

Prva 1 temeljna zadaca nacrtne geometrije je predolivanje pro-
stornih telesa crtanjem u ravnini (ravni), tako da se iz njihovik slika
moZe tatno odrediti poloZaj, veliina, oblik, omer dimenzija i nagib
svih ploha kojima su ta tela omedena i reSavati crtanjem raznolike geo-
metricke zadatke koji se odnose na te prestavijene oblike (tako je na-
stao i naziv ,nmacrina geomelrija®).

Veé¢ kog prostoru€noga crtanja i u matematici svaki je ulenik
crtao na plodi i u pisanci razna jednostavnija i1 sastavljenija geome-
tricka tela. lz takve slike ne znamo kako je telo veliko, ne vidimo
tatno za koliko je koja ploha vefa ili manja od druge plohe, i ne
znamo pod kojim se kutovima (uglovima) pravci (prave) i ravnine
(ravni) medu sobom seku. Sama fotografska snimka nam verno predo-
Cuje svaki predmet, ali ipak iz nje ne moZemo tatno odrediti veli¢inu
predmeta, omer dimenzija i nagib ploha medu sobom. Dobra crtarija
ili fotografska snimka jasno nam predoCuje neki predmet, ali ga zato
ipak ne moZemo izraditi, kad bismo bili i veSti izradivanju, upravo
onako i ba$ u onoj veliini kakav je on doista. Kod crtarija u nacrinoj
geometriji, naroCito u onoj vrsti nacrtne geometrije koja je ovde u
ovoj knjizi obradivana, ne vidi se predofeni predmet onako zorno kako
to pokazunje fotografija ili dobra crtarija, ali zato je moguce svakome
onome koji nacrtnu geometriju razume da iz takve deskriptivne crinje
tatno odredi veliinu i poloZaj svake i najmanje sitnice dotinoga pred-
meta. U stanju smo da doti¢ni predmet koji je deskriptivski predocen
izradimo upravo onako kakav on zaista jest. Poznavanjem nacrtne geo-
metrije moZemo da one deskriptivski predolene predmete koji joS ne
postoje izradimo upravo onako kako si ih je zamiSljao onaj koji ih je
predocivao. Upravo u tome najveca je vrednost nacrine geometrije kod
njene primene u praksi.



Ve¢ iz ovoga kratkoga prikaza vidi se veliko znaCenje nacrtne
geometrije u praktitnom Zivotu kod izrade planova za najjednostavnije
1 najsloZenije objekte. Danas ne moZemo zamislili gradnju 1 jedno-
stavnih kuca, a kamoli oblakodera, kazaliSta, monumentalnih gradevina,
velikih mostova, tunela itd.,, ako nemamo plan (deskriptivou sliku)
za takve objekte. Cim udemo malo dublje u sam predmet, videce
se koliko znalenje ima nacrtna geometrija ne samo u prakti¢nu Zivotu
nego 1 za vas uCenike koji Cete, ufeci nacrtnu geometriju, dobiti bolji
i precizoiji pogled na prostor, jasnije i taénije predodZbe o prostornim
odnosima. Dobar ¢e deskriptivar uza sve to jo§ 1 veZbati svoj mladi
duh u logi¢nom zaklju€ivanju kod reSavanja zadataka, te time pospe-
Siti budenje onoga svojstva u sebi koje ¢e ga povesti do samostal-
noga, stvaralatkoga rada.




I DEO
PROJECIRANJE NA JEDNU RAVNINU (RAVAN)

2. Projekcija tacke i prusSca (duZi)

Tacke imenujemo velikim slovima A, B, C, ... Pusti li se se iz
neke talke A,B... (slika 1) u prostoru okomica (normala) na neku
ravninu (ravnu) =« i nade probodiSte te normale s tom ravninom i,
onda se to probodiSte naziva normalna projekcija ili samo projekcija
tactke A, tacke B,... na n, a obiljeZuje se s A" (Citajte: A crtano) ili
B’ (B crtano). Buduc¢i da se iz jedne tatke u prostoru na neku rav-
ninu moZe pustiti samo jedna normala, izlazi jasno da jednoj tacki u
prostoru odgovara samo jedna (normalna) projekcija na jednu ravninu.
Raynina =, na koju se iz taCke pulta normala, naziva se ravnina pro-
Jjekcija ili ravnina crinje. Sam postupak naziva Se projeciranje. Za rav-
ninu projekcija uzima se ravnina na kojoj crtamo (‘crtanka, ploa).
Ravninu projekcija smatramo neizmerno velikom. Prema tome je rav-
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ninom projekcija Citav prostor podeljen u dva dela i to: pozitivni
(+) deo i negativni (—) deo. Pozitivni deo je onaj deo prostora nad
ravninom = kada crtamo na horizontalnoj ravnini (crtanka), ili pred
ravninom = kada crtamo na vertikalnoj ravnini (plo€a); negativni deo
prostora je onaj deo ispod, odnosno iza ravnine =.



Tacka u prostoru nije dostatno odredena, ako je poznata samo
njena projekcija, jer ta projekcija odgovara svim onim tatkama u pozi-
tivnom 1 negativnhom delu prostora koje se nalaze na normali puste-
noj iz projekcije tacke na ravninu projekcija. Zbog toga je potrebno
pokraj projekcije tacke zabeleZiti i adaljenost tatke u prostoru od
ravnine projekcija (slika 2). Ta se udaljenost tacke u prostoru od rav-

nine projekcija naziva kota, a

: 32;;, prema koti naziva se ta vrsta
Ao normalnoga projeciranja koti-
@ rana projekcija. Ako je kota

G=C 4-, tatka je nad ravninom

(pred ravninom) crtnje, ako je
kota —, tatka je pod ravninom (iza ravnine) crtnje. Na pr. A’g), B’ 9),
C’(o) (Sllka 2)

Veli¢ina jedinice za kotu uzima se po volji. U slici 2 predoCene
su tako projekcije tataka A, B i C s kotama 5, —2,0. Zelimo li pri-
kazati gde se u prostoru nalazi tacka A, moramo u A’ (projekcija tacke
A) pustiti normalu na ravninu =z (znadi pustiti normalu na ravninu na
kojoj crtamo) i naneti 5 jedinica mere nad =, ako je ravnina m hori-
zontalna ili 5 jedinica pred =, ako je ravnina m vertikalna. Kod tacCke
B nanaSamo na normalu u njenoj projekciji B’ pod, odnosno iza «, dve
jedinice, jer B’ ima kotu —2. Budué¢i da tatka C nema nikakve uda-
ljenosti od =, mora se C nalaziti ba§ u n. S toga je kod projekcije C’
stavljen indeks O,

U praksi se kod kotirane projekcije uzima redovno ravnina pro-
jekcija horizontalno, jer nam ona najfede sluzi za prikazivanje visin-
skih odnosa na tlu (terenu).



Spojimo i pravom crtom dve tacke prostora, nastaje pruzac (duz)
Uopce, kad ¢e se govoriti o spojnici dveju tataka, misliCe se na spoj-
nicu tih tataka u pravcu. PruZac i pravac (pravu) imenujemo malim
slovima a, b, c...

U slici 3 pruZac 4 i normale puStene iz krajnjih tafaka A i B
pruSca 4 na ravninu projekcija « odreduju ravninu koja mora biti nor-
malna na =, jer se normalom na neku ravninu mogu poloZiti samo
normalne ravnine na tu ravninu (stereometricki zakon). Takva se
normalna ravnina na =, koja u sebi sadrZaje pruZac, naziva ravnina
prometalica ili projecirajuca ravnina za ravninu =z, Buduéi da se sve
normale puStene ma iz koje tatke prusca AB (sl. 3 tacke M, N) nalaze
u ravnini prometalici, morae se i projekcije sviju tataka pruSca d nala
ziti u preselnici ravnine prometalice s ravninom x. Kako je presecnica
dveju ravnina uvek pravac (prava), mora biti projekcija pruSca (duZi)
opet pruZac (duz). U slici 3 je dakle A’B’ projekcija prusca AB. Spo-
jimo li projekcije tih tataka, dobi¢emo projekciju toga pruSca.

Ako je u prostoru AB=—d, onda je projekcija A’B’ — d’; "ako
je dl| = (d paralelno n), onda je d = d’ (slika 4). Sto strmije stoji o
prema =, to je 4’ krace. Ako je je d | =« (¢ normalno n), onda je pro-
jekcija pruSca d tacka, tj. A’ i B’ padaju u istu tatku, pa je prema tome
duZina projekcije d' = O ili A’ = B’ (4’ identi¢no B’). (Slika 4 a).

oA

[ zakon: Frojekcije pruZaca paralelnikh s ravninom crtaje (x)
jednake su svojoj naravnoj duZini; prusSci normalni na ravninu crinje
imaju za projekciju tacku.



ProduZi li se (slika 5) pruac MN = m sve dok ne sele svoju
produZenu projekciju M'N' = m’, dobije se tatka P, u ravnini . Kut
(ugao) ¢, koji je nastao produZenjem pruSca m i njegove projekcije
m’, je najmanji kut izmedu svih pravaca ravnine = povulenih tackom
Py, i produZenoga pruSca m koji je izvan ravnine n. Iz stereometrije
znamo da se takvi najmanji kut naziva prikionim kutom (uglom) pravca

odnosna prusca prema ravnini.

Iz ovoga Sto je reCeno i zakona [ jasno sledi da projekcija ne-
koga prusca, koji nije paralelan s ravninom crtnje, ni normalan na rav-
nini crinje, nije jednaka ni njegovoj naravnoj duZini ni tacki. Prema
tome je duZina projekcije pruSca ovisna o priklonu kutu samoga
pruSca prema ravnini crinje. Sto je prikloni kut prusca prema = vedi,
to je i njegova projekcija kraca. Ako je prikloni kut jednak 90° pro-
jekcija pruSca je taCka; ako je prikloni kut 0° njegova je projekcija
jednaka duZini pruSca u prostoru.

PruZac u prostoru i njegova projekcija ine prema = zapravo dva
kuta (ugla) (¢ i «,) koji su medu sobom suplementni. (Slika 5). Kad se
govori o priklonu kutu pruSca, uvek se misli na onaj manji kut,
Dakle, prikloni kut pruSca prema ravnini crtnje uvek se nalazi izmedu
0° 1 90° Bududi da je projekcija pruSca kod 0° (slika 4) jednaka nje-
govoj duZini u prostoru, a kod 90° (slika 4 a.) jednaka tacki, sledi da
se veliCina projekcije pruSca kre¢e izmedu njegove duZine u prostoru
i tacke.

Il zakon: Projekcija prusca, koji nije paralelan s ravninom
crinfe, uvek je manja od njegove duZine u prostoru.



Spojen I s Il zakonom glasio bi ovako: m’ < m ili m > m’, ako
je pruZac kos prema =; m’ =0, ako je pruZac normalan na x; m’' = m,
ako je pruZac paralelan s m.

Iz svega $to je dosad pokazano o tacki i pruScu vidi se da je i
pruzac istom onda u prostoru potpuno odreden, ako poznajemo nje-
govu projekciju i kote dveju njegovih krajnjih tacaka.

3. DuZina i prikloni kut prusca (duzi) (Trapez
prometac)

Kad crtamo projekciju nekoga pruSca, onda to ne radimo onako
kako je to ulinjeno u slici 3, ve¢ uzimamo naSu crtanku, odnosno
plo¢u kao ravninu crtnje (x), 1 na
njoj nacrtamo samo projekciju prus-

ca. U slici 6 je tako predocen pru- B

Zac AB. Pokraj projekcija krajnjih /

tataka stavimo u zagradi kote nji- g
hove [A’3), B's]. To znadi da se A

(taCka u prostoru, izvan ravnine

crtnje) nalazi na normali na = iz A’ 3 jedinice u pozitivnomu delu
prostora, a B na normali na # u B’ 5 jedinica od B’ takoder u pozi-
tivnom delu prostora. PruZzac AB nije paralelan s ravninom crinje, jer
je totka B (kota 5) udaljenija od = negoli A (kota 3). Prema tome je
i projekcija A’B’ kra¢a od pruSca AB u prostoru.

Da odredimo duZinu prudca AB, treba da razmotrimo Cetverokut
ABB'A’. (Slika 3). Prema stereometrickom poutku koji kaZe: Svi su
pravci, koji prolaze noZistem normale na neku ravninu a leZe u toj
ravnini, normalni na onoj normali; sledi da je AA’ i BB’ normalno
na A'B’. Osim toga, kad znamo da su sve normale neke ravnine medu
sobom paraleine, sledi da je AA’ | BB'. Prema tome je Cetverokut
ABB’A’ trapez kojemu su kutovi na stranici A’B’ pravi. Taj se trapez
naziva frapez prometac.

Sto dakle poznajemo od trapeza prometata ABBA™

- Poznajemo A’B’; to je zadana projekcija. (Slika 3). Poznajemo
kutove u 4’ i B’ (£ A’ = < B’ = 90°). Znamo duZine stranice AA’ i
stranice BB’ (AA = 3, BB’ = 5). Trapez prometa¢ ABB'A’ je dakle
potpuno poznat, jer poznajemo njegove tri stranice i dva kuta njegova.
Ovaj se trapez moZe konstruisati u ravnini projekcija ovako: (Slika 7)
Postavimo u A’ i u B’ normale na A'B’ (obje normale na istu stranu,
jer su kote istoimene) i nanesemo od A’ 3 jedinice a od B’ 5 jedinica.




Te dobivene tatke oznatimo s 4, i B,. Spojnica A,B, daje nam onu
Cetvrtu stranicu trapeza, tj. duZinu prusca AB. A,B, = AB. Takvo odre-
divanje duZine pruSca je odredivanje pomocu trapeza prometata. Mi

el

P=p;, o

smo zapravo, nacrtavsi u slici 7 trapez AB’'ByA,, rotirali (obrtali) onaj
prostorni trapez prometal ABB'A’ oko A’B’ dok nije pao u = Dru-
gim refima lo kazano: pruZac AB preloZen je oko svoje projekcije u
ravninu crinje (n), i u tom Se preloZenom poloZaju pokazuje njegova
duZina.

Tacke prostora preloZene u ravninu slike imenuju se istim slovom
kako se i u prostoru zovu, a dodaje im se indeks nula ili se stave
u zagradu. Na pr. tacke 4, B, C obiljeZene su u preloZenom polo-
Zaju s A,, B, odnosno C, (slika 7) ili tatke M i N u preloZaju ozna-
¢ene su s (M), (N) (slika 9).

ProduZimo li preloZeni poloZaj i projekciju pruSca do njihovoga
seciSta P = P’(;), dobijemo probodiSte produljenoga prusca s ravninom
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crinje (slika 7). Da je to doista probodiste, vidi se odatle, Sto ta
tatka P’ ima kotu = O. Prema tome se mora tatka P nalaziii u rav-
nini =.

Ima li se odrediti udaljenost z neke tatke C prusca AB kojoj po-
znajemo projekciju C’, onda se to odreduje pomocu trapeza prome-
tata kako je to pokazano u slici 7.

Nalaze li se krajnje tacke pruSca na raznim stranama ravnine
crtnje, onda se trapez prometal izrodio u neSto drugo kako se to vidi
u slici 8.

Za lik MNN'M’' kazemo da je izrodeni trapez. Trapez prometac
prelazi u izrodeni trapez samo u onom slufaju, ako su tacke pruSca
na raznim strana ravnine crinje, tj. jedna je krajnja tacka u poziti-
vnom, a druga u negativnom delu prostora. Takav pruZac uvek probada
ravninu slike. To probodiste P kcd obrtanja ostaje na miru.

Kod odredivanja duZine prusca, koje-
mu su krajnje tatke na raznim stranama rav- ("D
nine = (slika 9), moraju se one normale "
M(M) i N'(N) na projekciju prusca (M'N’)
pustati svaka na drugu stranu. I u ovome
slu¢aju je (M)(N)= MN.

Ill zakon: Tacke prusca s iste strane ra- M
vaine crinje imaju i svoje preloZene poloZaje
na istoj strani projekcije prusca; tacke prusca
na raznim stranama ravnine crinje imaju
Svoje preloZene poloZaje na raznim strana- (N)
ma projekcije prusca. Probodiste prusca s
ravninom crtnje ostaje kod prelaganja na syome mestu.

Zadaci:

1.) Zadano je A’y Bw; A'B = 3 cm. Odredite: a) poloZaj
prudca u prostoru; b) dvZinu pruSca; c) projekciju tatke C na pruScu
AB koja ima kotu 5. d) probodiste

P pruSca AB s ravninom = (tacka

C\
B';"’/g‘s’ P ima kotu = O, dakle je P u
A ’ et kR seciStu preloZenoga poloZaja i pro-
- PP '- jekcije).

\ (ReSenje zadatka 1) nalazi se

S, U slici 10)
e Jedinica za kote uzima se po

volji, ako nije izrekom oznalena
njena veli¢ina. U nasem sluCaju
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uzeli smo jedinicu za kote po volji, a A'B’ je 3 cm, jer je tako zada-
no. a) Da pokaZemo poloZaj pruSca u prostoru, zamislimo u A’ nor-
malu pod ravninu (iza ravnine) crtnje; na tu normalu nanesemo jedi-
nicu za kote, jer je to oznafeno s A’j; u B’ na normalu nad (pred)
ravninu crtnje nanesemo 3 jedinice, jer je B'. Spojnica tako dobi-
venih ta¢aka u prostoru pokazuje prostorni poloZaj pruSca AB. b)
Zasto su A i B na raznim stranama A’B? Hoce li biti A,B, uvek
jednako dugo, ako je jedinica kote veca ili manja negoli je to uzelo
u slici 10? ¢) Vidi se iz slike kako je postupano. d) Hoce li P me-
njati svoje mesto, ako se menja veli¢ina jedinice kote?

2.) Zadan je pruzac MN sa svojom projekcijom M’( o Na; M'N’
— 6 cm; jedinica kote je 0,5 cm. Odredite duZinu pruSca MN; na
M N’ uzmite po volji §’ i odredite kotu totke S.

3.) Na pruzac ST [S'qy T"w); ST = 4 cm] nanesite od S prema
T iod 7T prema S po 1 cm i odredite projekcije tih tacaka.

4) Pruzac AB [A'y B 5; A’B = 3 cm) produZite u pozitivni
deo prostora, pa od njegova probodista s = nanesite na pruZac 4 cm;
odredite projekciju krajnje tatke produZenoga prusca.

5) Zadana je projekcija prusca A’ @B =5 cm; odredite kotu
tatke B, ako je AB==7 cm. A je bliZe n negoli B (Odredi se A4,, pa
se iz A, presefe normala u B duZinom od 7 cm).

6.) Zadana je projekcija prusca P pR = 4 cm; odredite kotu tacke

R, ako je PR =6 cm. R neka bude u negativnom delu prostora.

7.) Nacrtajte u naravnoj veli€ini trokut (trougao) ABC, ako je
zadano A, B( 1, Cw. A, B i C’ uzmite po volji. (Odrede se duZine
trokutovih stranica i na strani se nacrta trokut ABC.)

8.) Odredite preseCnicu s = i vidljivost trokuta ABC u 7 zadatku.
(Odrede se probodista prusca AB i prusca BC s =; spojnica tih pro-
bodita je traZena preseCnica; deo trokuta u pozitivnom delu prostora
je vidljiv.)

9.) Kakav polozaj ima pruZac AB prema ravnini x i kolika je
njegova duZina u centimetrima, ako je A’ = B’? Jedinica za kote
neka je 0,5 cm.

4. Odredivanje duZine i priklonoga kuta prusca
pomocu diferencionoga trokuta
Dosad smo odredivali duZinu pruSca pomocu trapeza prometaca.

Taj se postupak moZe neSto skratiti, ako se radi pomocu razlike
(diferencije) kota.



Zamislimo (slika 11)
da je pruzac AB paralelno
pomaknut po projecirajuéim
zrakama u poloZaj A'B,. Ti-
me se trapez rastavio u iro-
kut i paralelogram. Tada se
taj paralelogram i trokut ro-
tira oko svoje projekcije
A'B u = Iz slike se 11
vidi da je pakon rotacije u
prostoru BB = B’B,= 3,
a B'B, ——B(B)——l jer
je paralelnim pomakom isti
put prevalila tatka B kao
i tacka A. Tacka A prevalila
je put = 2, dakle isti put
i tatka B. Buduéi da je
BB — 3, mora biti B,B" =

, dakle i u prelozenom
polofa]u mora biti B’ (Bl) ==

. Prema tome je B’B —
—BB = B'B, — By(B,) =
=3 — 2 = 1. Ne moramo
dakle, ako Zelimo odrediti
duZinu pruSca, nanasati obe
kote normalno na svoju pro-
jekciju kako je to radeno
kod trapeza prometaCa, ne-
go je dostatno da u jednoj
(svejedno kojoj) projekciji
krajnje tatke prusca na-
nesemo na normalu razli-
ku kota.

1>

U slici 12 prikazana je na taj
nadin duZina prusca AB. [A'5 B’
— 3 cm.] Pudtena je naime nor-
mala u A na A'B’ i nanesene
2 jedinice na tu pustenu nor-
malu, jer je razlika kota == 2.
5 — 3 =2).
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Tako je dobivena tacka A,; spojnica A,B" je duZina prusca AB.
Ovakvo odredivanje duZine pruSca je odredivanje pomocu diferenct-
onoga trokuta. To isto smo mogli uiniti mestou A" u B,

~
.
N
e e m
'ﬂ

Nalaze 1i se tatke A i B na raznim stranama ravnine (slika
13), postupak je isti. Opet se AB pomakne paralelno u polozaj 4,8,
i onda A,B, preloZi u = PreloZeni polozaj A’(B,) je duZina prusca
AB. 1 ovde je B,B’ jednako B'(B,) =5, tj. 5 je diferencija kota ta-
Caka A1 B; 3 —(— 2) = 5.

U slici 14 je pomofu diferencionoga trokuta odredena duZina
pruSca AB. Tatka A (kota je — 2) je u negativnom, B (kota — 3)
u pozitivnom delu prostora. Morali smo dakle na normalu u A" naneti
o jedinica, jer je difirencija kota tataka A i B jednaka 5; [3 —
— (—2) = 5]

(4) DuZina prusca odredivace se
uvek diferencionim trokutom, ako
se narocito nezahteva odredivanje
pomocu trapeza promelaca, jer je
nacin diferencionoga trokuta kraci
a usto pokazuje se redovno i
velicina priklonoga kuta () prus-
ca prema ravnini crtnje =, Kod

2) diferencionoga trokuta treba do-
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bro drzati na umu da seciste preloZena polaZaja s projekcijom nije
probodiste prusca s ravninom n kako je to bilo pokazano kod trapeza
prometaca, jer kod diferencionoga trokuta pomifemo pruZac paralelno po
projecirajué¢im zrakama dok ne padne jedna njegova tatka u =.

U slikama 12 i 14 prikazana je pomocCu diferencionoga trokuta
duZina pruSca AB = A, B’ odnosno AB = (A)B” i veliina priklo-
noga kuta («) prusca AB prema ravnini crtnje .

Zadaci:

10.) Odredite duZinu prusca AB, ako je zadana njegova projekcija:
a) A’(1) B,(Q) = 4 cm. b) A,(_a)B’(g) = 5 cm.

Wy Iem P?z) 7
! jedinica kote ;'\B)
— i
|
|
15-2
]
g
!‘
!
|
|
éa
Bey

O

11.) Odredite kotu tatke B, ako je zadana projekcija A'_nB" ==
37cm prusca AB = 5 cm, [izrada toga zadatka je u slici 15. Zadatak
ima dva reSenja. TaCku B, jer njena kota nije zadana nego se traZi,
mozZemo zamiSljati 1) u pozitivnom, 2) u negativnhom delu prostora.]

12.) Odredite prikloni kut pruica PR prema =, ako je: a) P g
PT(s) — 4 cimi; b) P’(_l) R’(_a) = 3 CIm1, C) P’(_2) R,(s) = 3 cm.

13.) Odredite kotu tatke N, ako je od prusca MN poznata nje-
gova projekcija M' o N' = 4 cm. i priklon prema =« a) o« = 30°; b) «
= 60% ¢) a = 45% d) « = 90% e) o« = 0° Talka N neka se nalazi
u pozitivnom delu prostora.

14.) Odredite geometriCko mesto probodiSta sviju pruZaca s ra-
vininom = koji prolaze tatkom V” 3, a zatvaraju s x: a) 30% b) 60°%; c) 45°.

15.) Odredite geometri¢ko mesto probodista s ravninom = sviju
pruZaca VP = 6 cm, ako je zadano V')

Nacrtna geometrija 2
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16.) Nacrtajte trokut ABC u njegovoj naravnoj veliini, ako je za-
dano: a) A'w, B'@, C'e; bY Ay, B'rs, C's ©) Ay B’y Clio; d)
A’ 9, B @, C' . (Pogledajte zadatak 7) Sto ste primetili kod d?

17.) Odredite projekcije C" i D" romboida ABCD, ako je zadano
Ao B 3’@ = 4 cm. Ravnina romboida neka ]e normalna na =, a stra-
nica AD s AB neka zatvara kut od 30% AD = 3 cm. (Projekcija
romboida pada u isti pravac)

~__18) Odredite projekcije P’ i R" kvadrata MNPR, ako je zadano
M yN @ = 3 cm, a ravnina kvadrata normalna je na n. (M, i N,
odredite trapezom prometaem)

19.) Odredite projekciju C’ istostranoga trokuta ABC, ako je ABC
1L =, i ako je zadano A’y B’ = 3 cm. Nacrtajte oba reSenja i
odredite vidljivost trokuta. (Trapez prometac)

20.) Odredite kote i projekcije srediSta S 1 M upisane i 0plsane
kruZnice trokutu ABC R 2 Zadano: A (Q)B( 3 == g cm, B( '3) (i) =
1 cm. (Trapez prometac)

5. Pravac (prava) i njegov prikloni kut (ugao)

Zamislimo |i pruZac produZen na obe njegove sirane u besko-
nacnost, postaje od pruSca pravac. Kako je pravac potpuno odredern

sa svoje dve tacke, sledi da ¢e nam pravac u prostoru biti potpuno
poznat, ako smo si ga zadali s dve projekcije njegovih tacaka obele-
Zenih kotama.

U slici 16 je tako predofen pravac AB = p. Zelimo li prikazati
poloZaj pravca p u prostoru, moramo u A’ i u B’ postaviti normale na
ravninu =« (ravninu crinje) i naneti od A" na normalu 2 jedinice za
kote, 1 od B’ na onu normalu u B’ 5 jedinica. [ 2 jedinice, i 5 jedini-
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ca nanaamo u pozitivni deo prostora, jer su obe kote pozitivne. Na
taj natin dobili smo u prostoru talke A i B; spojnica taaka A i B
produZena preko Ai B daje nam pravac p u prostoru.

Svaki pravac koji nije paralelan s ravnrinom crinje probada je.
Kad se govori o probodiStu pravca, a ne spominje se s kojom ravni-
nom, razumeva se probodiste s ravninom =.

IV zakon: Seciste preloZenoga pravca, odredenoga pomocu tra-
peza prometaca, sa svojom projekcijom daje njegovo probodiste. (Sl. 16)
ProbodiSte oznafujemo velikim slovom pravca kojemu dodajemo
indeks 1. Na pr. pravac p ima probodiste P,; pravac a — A;; b — B,;
t — T,. PreloZeni poloZaj pravca oznacujemo istim malim slovom s
indeksom 0 (nula) ili () (zagrada). Na pr. preloZeni poloZaj pravca
p oznalujemo s p, ili (p); a — a, ili (a); b — b, ili (b).
Svaki pravac u svome probodiStu prelazi iz pozitivnega dela pro-
stora u negativni deo ili okrenuto. Dakle, sve projekcije tacaka s
iste strane probodi$ta na p’ imaju kote istoga predznaka. U slici 16
sve tatke desno od P, na p’ imaju pozitivne kote, a levo od P, na p’
negativne, Deo pravca u pozitivnom delu prostora je vidljiv, a onaj u
negativnom delu je nevidljiv. Vidljivost se pravca prema tome menja
u probodi§tu njegovu. Cesto se zbog toga crta projekcija pravca tako
da onaj deo do P,, koji je u pozitivnom delu, bude izvu€en, a onaj
u negativnom delu crtkan. Za tako nacrtani pravac kaZemo da je uz
projekciju odredena i njegova vidljivost.

Ovde neka bude pokazano da je prikloni kut pruSca, odnosno
pravca, prema ravnini n najmanji kut Sto ga ¢ini s kojimged pravcem
koji ide probodiStem produZenoga pruSca, odnosno pravca u ravnini x
U slici 8 povucen je iz P = P’ kakvigod pravac i uinjeno je da ]e
PR = PM’ — d. Buduéi da je MM’ < MR, jer je MM’ | =, mora biti
i kut a < B, jer trokuti MM'P i MRP imaju dve stranice medu sobom
jednake (stranica MP im je zajednitka, a M'P=RP).

Veliinu priklonoga kuta odredujemo isto kao i kdd prusca. Nacr-
tamo preloZeni poloZaj pravca (slika 16). Kut §to ga zatvaraju prelo-
Zeni poloZaj pravca i projekcija njegova, odreduje veli¢inu priklonoga
kuta pravca prema ravnini crinje.

V zakon : PreloZeni poloZaj pravca i njegova projekcija odreduju -
velicinu priklonoga kuta s rawvninom =.

Kad se govori o priklonom kutu pravca, a ne spominje se naro-
¢ito s kojom ravninom, razumeva se kut s ravninom =

Al



Zadaci :

21.) Odredite probodiste, vidljivost i prikloni kut pravca: a)m = AB
[A’(s) B'(l) = 4 cm]; b) n=CD [C,(—2) D_’(s) = 3 cm]; c)o= PR
[P'sy Riy=4cm]; d)p=MN [Mp Ny =>5 cm].

22.) Zadana je projekcija p” pravca p i na njoj A’ ; odredite
probodiSte njegovo, ako je prikloni kut o = 60°

23.) Odredite projekcije tataka na pravcu koje imaju kote 2,1,—3
i —5, ako je zadana projekcija pravca i njegov preloZeni poloZaj. Je-
dinica za kotu neka je 0,5 cm.

24.) Odredite kotu tatke A, ako je poznato A’, ako je poznata
projekcija pravca p, probodiSte P i prikloni kut njegov. A je na pravcu
2, prikloni kut « je 30°.

25.) Projekcije pravaca p i r padaju u isti pravac (p’ = r’); odre-
dite projekciju sjeciSta pravaca pir i veli¢inu kuta Sto ga ta dva pravca
zatvaraju, ako je ovako zadano: p — AB[A"(,) B’ 3 = 5 cm) r = CD
[C’a D"y =3 em]; A’ = C'. (Sve ¢e se to odrediti iz preloZenoga
poloZaja.)




Il DEO
PROJECIRANJE NA DVE RAVNINE

1 otsek
TACKA 1 PRUZAC (DUZ)

6. Dve ravnine projekcija

Dosadasnji na€in projeciranja (kotirana projekcija) sastojao se u odre-
divanju tafaka u prostoru, pomocu projekcija tih taCaka na jedru ravninu.
Kod toga je bilo potrebno da se kod svake projekcije neke tatke zabe-
leZi i njena kota da bi se mogao doti¢noj tacki odrediti njen poloZaj u
prostoru. Da se tome izbegne, projecira se na dve ravnine. Kotirana
se projekcija upotrebljava, kako je bilo refeno, vecinom kod prikazi-
vanja terena na topografickim kartama, te kod reSavanja geodetikih
problema 1 sli¢no.

Metoda kotirane projekcije za tatku, pruZac i pravac prikazana
je u ovoj knjizi samo zbog toga da se lakSe razume projeciranje na
dve ravnine, Ako se usporedi ono Sto ¢e biti kazano o projekciji tatke,
prusca i pravca na dve ravnine s onim, $to je bilo kazano kod proje-
ciranja na jednu ravninu, opazie se da zapravo nije to niSta novo,
nego je samo ono isto primenjivano kod dveju ravnina. Narolito se
s toga preporuCa da se, pre negoli se prede na dve ravnine, dobro
prouce i potpuno shvate one nekoje konstrukcije koje su dosad po-
kazane.

Kod projeciranja na dve ravnine sluZimo se dvema ravninama
koje stoje jedna na drugoj normalno. (Slika 17) Jedna od tih ravnina
je wvertikalna, a druga prema tome mora biti horizontalna. Vertikalnu
ravninu oznalujemo S =, Vertikalna ravnina ili ravnina =, je uvek
crtanka ili ploca, dakle tavnina na kojoj crtamo, pa se prema tome
naziva i ravnina crinje.

Rekli smo da je m, vertikalna ravnina. Crtamo li u crtanku na stolu,
onda je ravnina =, (ravnina crtnje, horizontalna. Zbog toga moramo uvek;
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kada predocujemo ono sto je w crtanki projecirano, nasu crtanku po-
staviti u vertikalan poloZaj, i to tako da nam pov:sina crtanke bude
paralelna s licem.

Onu drugu, horizontalnu ravninu, oznalujemo s x,.

Svakome je uleniku neophodno potrebno, ako hoée potpuno ra-
zumeti takvo projeciranje na dve ravnine, da ulini od tvrda papira
(kartona) takve dve ravnine. To e se ulinili ovako:

Iz {vrda papira izrezace se dva dostatno welika, najzgodnije,
medu sobom sukladna (podudarna), pravokutnika (pravougaonika).
Pravokutnici se u polovistu svoje duze stranice proreiu do svoga
srediSta. Sada se ti prerezi ture jedan u drugi i posiave tako da jedan
pravokuinik stoji na drugom normalno. Jedan od njik uzimamo za =,
[ drzimo wvertikalno tako da povrSina njegova bude paralelna s licem
onoga Roji drZi =, i ny. Drugi pravougaonik je ravnina =, wn, | =,.
Ti pravokutnici prema tome moraju imati izgled kako je fto pokazano
u slici 17. Tim se pravokutnicima moramo u pocetku kod projeciranja
neprestano pomagati.

Projekcije pojedinih tataka prostora dobivamo normalnim proje-
ciranjem na horizontalnu (=), odnosno vertikalnu (x,) ravninu isto
onako kako je to pravljeno kod kotirane projekcije, a same projekcije
zovu se borizontalna, odnosno vertikalna projekcija.

Projekciju taCke, prudca ili pravca na =; oznafujemo sa

r7

d

a na
)
T, Sa Sve horizontalne projekcije oznafene su istim imenom kako

se taCka, pruZac ili pravac zove u prostoru, samo $to imenu dodajemo



‘. a kazemo prva projekcija. Vertikalne se projekcije imenuju takoder
istim imenom kao u prostoru, s tom razlikom S&to im se doda "/, a
zovu se druga projekclja. Na pr. hor. projekcija totke A je A" (A
crtano), hor. projekcija pravca p je p’ (p crtano); vert. projekcija tolke
A je A” (Citaj: A dvaput crtano), vert. projekcija pravca p je p”’ (p
dvaput crtano). Da pokraj horizontalne, odnosno vertikalne projekcije
talke nije potrebno staviti kotu u zagradi, kao to je dosad bilo radeno
u kotiranoj projekciji, biée pokazano posle.

PreseCnicu horizontalne ravnine s vertikalnom ravninom oznadu-
jemo s x, a naziva se os x. [(;m<m) = x.] Os x je neomedeni
pravac, budud¢i da ravnine =, [ 7, smaframo neograniceno welikima.
Prema tome je ravninama =, i =, Citav prostor podelen u Cetiri dela
koje nazivamo kyadrantima. Prostor pred =, iznad n;, je [ kvadrant,
prostor iza n, iznad n, je Il kvadrant, prostor iza x, ispod «, je IIl kva-
prant, a prostor pred =, ispod n, je IV kvadrant. (Slika 17)

Da moZemo horizontalnu projekciju (projekciju na «i;), koja je izvan
ravnine crinje (7,), ipak predofiti u ravnini crinje, rotiramo prednji deo
ravnine m, oko osi x dole dok ne padne u x,. Tim obrtanjem preloZi se
onaj straznji deo ravnine =, oko osi x gore kako je to lukom pokazano
na slici 17. Prema tome sve one prve projekcije koje se nalaze pred
m,, posle rotacije budu ispod osi x, a prve projekcije koje su iza =,.
budu nakon ‘obrtanja iznad osi x. Ovde neka bude odmah spomenuto
da sve Sto se nalazi iznad =, ima svoju drugu projekciju iznad osi x,
a sve S$to je ispod =, ima svoju drugu projekciju ispod osi x.

Ovu vrstu projeciranja na dve ravnine nazivamo Mongeovom
(MonZovom) projekcijom, jer ju je osnovao Gaspard Monge u 18 veku.

7. Projekcije tacCke

U slici 18 prikazana je tacka A u I kvandrantu. Pustimo li normalu
na =z, dobijemo A" (A crtano, prva projekcija tatke A ili horizontalna
projekcija tacke A); normala na =, daje nam A" (A dvaput crtano, druga
projekcija tatke A ili vertikalna projekcija tacke A). Pravci A A" i A4”
odreduju ravninu koja je normalna na =, i na =,, dakle i na os x. Ta
ravnina (AA" A”) sefe =, u praveu A" T, a x; u praveu A" T. Tacke
AA" i AA” zatvaraju pravokutnik (pravougaonik) i zbog toga je AA”
jednako AT, a AA"”" = A’T. Te udaljenosti A'T'i A" T zovu se ordinate.
Rotirali se ravnina 7, oko osi x (prednji deo dole dok ne padne u =),
rotirace se i pravac A'T. Nakon rotacije pad¢e A'T u produZenje A''T.
Rotirano A’ nalazi¢e se u produZenju A" T ispod osi x, od T udaljeno



upravo za A'T, Za tu duZinu AT tatka A je
udaljena od n,. Tom rotacijom doveli smo
prvu i drugu projekciju tatke A u m,. Jer je
ravnina AA’A’" normalna na os x, morace,
nakon $to je A’ rotirano u x,, biti A7 takoder
normalno na os X, te prema tome A'TA”
pada u jedan pravac koji je normalan na
os x, a koji se zove ordinala.
Pretpostavimo sada (slika 19) da imamo
samo w1, (7, je sada u =), i u x, nacrtanu
os x. Zadamo li si A"’ i rotirano A’, pa u
A" zamiSljamo postavijenu normalu na =,
i na tu normalu nanesenu udaljenost od
rotiranoga A’ do osi x, dobi¢emo poloZaj
tatke A u prostoru. Taj si postupak moZemo
pomiSljati i tako da je w; podignuto u svoj
prostorni poloZaj i da je onda izdignuta
normala u prvoj i drugoj projekciji. Seciste
tih normala daje tatku u prostoru. Zbog




toga nije potrebno pokraj projekcija pojedinih tataka oznaCivati kote,
jer nam udaljenost druge projekcije tatke od osi x pokazuje udaljenost
tatke od n,, a udaljenost prve projekcije od osi x pokazuje udaljenost
tacke od =,.

Uzmemo li napokon da je ravmina =, nada ravnina crinje i da
je u njoj nacrtana horizontalno os x s projekcijama A’ i A" (slika 20),
pa postupamo isto tako kao u slici 19, dobi¢emo tacku A u prostoru.

Ponovo upozoravam da treba uzeti one kvadrante naCinjene od
dvaju pravokutnika, postaviti ih u pravilni poloZaj, zamisliti tacku A
u /. kvadrantu (na$ slucaj), odrediti
projekcije tacke A i onda rofirati prednji B’ 5
deo ravnine n, oko osi x dole dok ne 2
padne u n,. Na taj natin doveli smo :
ravninu m, u =, tj. A" um, Nadi pra-
vokutnici s projekcijama tatke A sada
izgledaju kao u slici 19. Uzmemo li
sada =, (naSe pravokutnike u novom
poloZaju) i poloZimo na nasu crtanku
tako da se os x u crtanci (slika 20)
pokriva s osju x na =, (pravokutniku),
opazicemo da je u slici 20 osju x i
projekcijama A’ i A" tatka A u pro-
storu potpuno odredena. Crtanku mo-
ramo svakako kod toga podi¢i u ver-
tikalan poloZaj i postaviti tako da nam
ravnina crtanke bude paralelna s licem,
a os x horizontalna.

Kod odredivanja projekcija tatke B (slika 18, 19 i 20) postupano
je isto kao i kod tatke A. Budu¢i da se B nalazi u Il kvadrantu, mora
se B’ nalaziti iznad osi x, jer se rotacijom ravnine m, u x, njen straznji
deo prebaci nad os x. Prema tome se nalaze obe projekcije tatke B
nad osi x.

Tacka C nalazi se u Il kvadrantu slika 18, 19 i1 20. Postupajuci
isto kao i kod tataka A i B dolazimo do prve projekcije C’ nad osi
x i do druge projekcije C'' ispod osi x.

U slici 18, 19 i 20 pokazano je to isto i za tatku D u IV kva-
drantu. D’ je ispod osi x, jer je D pred n,, D" je takoder ispod osi
x, jer je D ispod m,.

I kod taCaka B, C i D treba se sluZiti onim pomoénim kvadran-
tima. Svaku pojedinu tacku treba projecirati na m, 1 na =, obrtati
prednji deo ravnine s, oko osi x dole i promatrati poloZaj prve i




druge projekcije tatke obzirom na os x. Tim promatranjem dolazimo do

VI zakona: Sve tacke koje se nalaze pred =, imaju svoje prve
projekcije ispod o0si x, a tacke iza =, imaju svoje prve projexcije
iznad osi x; sve tacke iznad n, imaju svoje druge projekcije iznad
0si x, a taCke ispod =, imaju svoje druge projekcije ispod osi x. [
okrenuto, poloZaj tacke u prostoru ovisan je o smestaju njenih projekcija
prema 0Si x.

Osim toga pokazano je, da spojnica prve i druge projekcije neke
tatke uvek stoji normalno na os x. Ta se spojnica naziva ordinala
doti¢ne tacke.

Udaljenost prve projekcije do osi x oznafujemo s y. Ta uda-
ljenost y pokazuje nam udaljenost tatke od =,. Ako je y ispod
osi x, tatka je pred m,, a ako je y nad osi x, tatka je iza m,. Ako
je y ispod osi x, smatramo y pozitivnim, ako je y iznad osi x, onda
je vy negativan. Udaljenost druge projekcije do osi x oznalujemo sa z.
Ta udaljenost pokazuje prostornu udaljenost tatke od =,. Ako je z nad
osi x, tatka je nad n; (4 2), ako je z ispod osi x tacka je ispod
7, (— 2).

Da se odredi poloZaj ordinale, uzima se gdegod na osi x tatka
O koja se zove ishodiste. Udaljenost ordinale od ishodista obeleZuje se
s + x ako je desno od ishodista, a s — x ako je levo.

U slici 21 predolene su tacke P, R, S,i T. Na$a je zadac¢a da tim
tatkama odredimo ta¢no njihov poloZaj u prostoru. Jedinica mere moZe
se uzeti po volji. U naSem primeru uzimamo za jedinicu mere 1 cm.

Ponovo se upozoravate da, pre negoli odredujete prostorni polo-
Zaj tih tacaka, morate ravninu crtnje (knjigu u ovome slucaju) podici
u vertikalan poloZaj tako da bude paralelna s vaSim licem i da os x
lezi horizontalno. Sad zamiljamo da osju x prolazi horizontalna ravnina.
Ta horizontalna ravnina je z,, a ravnina crtnje (podignuta knjiga) je ..

Drugu projekciju svake tacke dobili smo tako da smo iz tatke u
prostoru postavili normalu na =z,. Obrnuto, poznajemo li drugu pro-
jekciju tacke, a Zelimo odrediti njen poloZaj u prostoru, moramo u
njenoj drugoj projekciji postavitt normalu na ravninu =, (ravoinu crtnje).
Sasvim sigurno na toj normali mora se tatka nalaziti spreda ili straga
ravnine m,. Spreda ¢e se nalaziti, ako je njena prva projekcija ispod
0si x, a Straga, ako je prva projekcija iznad osi x. Budu¢i da uda-
lienost prve projekcije tactke do osi x pokazuje udaljenost tacke od =,,
nane¢emo tu udaljenost na onu zamiSljenu normale na =, u drugoj
projekciji tacke napred ili natrag, ve¢ prema tome da li je ptva pro-
jekcija ispod ili iznad osi x. Istom onda, kada je to sve potpuno shva-
¢eno, iCi cemo na odredenje poloZaja talke P.



Ordinala tatke P nalazi se desno od ishodiSta O za 2 jedinice.
(Slika 21) Talka P dakle ima x = 2. Prva projekcija P’ je ispod osi
x za 3 jedinice, dakle 3 jedinice pred=,. Prema tome tatka Pima y = 3.
Druga projekcija P’’ je iznad osi x za 4 jedinice, dakle nad =,, pa je prema
tome z = 4. To beleZimo krae P (x =: 2, y =3, z == 4) ili jo§ krace P
(2, 3, 4). Prva brojka oznaluje x tj. udaljenost ordinale od ishodista.
Druga brojka oznaluje udaljenost prve projekcije od osi x, a jer je -+ y,
nalazi se P’ ispod osi x. Tre€a brojka oznaluje udaljenost druge pro-
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jekcije od osi x. a jer je 4 2, nalazi se P’ iznad osi x. Postavimo
li sada, podigavdi ravninu crinje u njen odredeni poloZaj, normalu u
P’ i nanesemo na tu normalu od P napred 3 jedinice, dobi¢emo
tatku P u prostoru. Tatka P nalazi se u [ kvadrantu.

Tactka R (—1, —3, 2), jer ima x == — 1, nalazi seza 1 levo od
ishodiSta. Prva projekcija R” je nad osi x, jer je y = — 3. Druga projekcija
R’ je takoder nad osi x, jer je z= 2. Tacka je dakle iza x, iznad =,. Da
prikazemo ta¢ku R u prostoru, moramo u R’ pustiti normalu na ravninu
crtnje i na nju naneti 3 jedinice natrag. Prema tome se tacka R nalazi
u Il kvadrantu.

S (0, —1, —4). Da S prikaZemo u prostoru, treba u S’ pustiti
normalu i na nju naneti 1 jedinicu natrag. Tatka S nalazi se u Il
kvadrantu.



T (35, 4, —2). Da T prikaZemo u prostoru, moramo u 7'
pustiti normalu i na nju naneti 4 jedinice napred. Tatka T nalazi se
u IV kvadrantu.

O udaljenosti ordinale od ishodista desno ili levo nije ovisan po-
loZaj taCtke obzirom na kvadrante.

VII zakon: x = -+ (desno); x = — (levo);
y = + (dole) y = — (gore);
z = -} (gore); z = — (dole);
£ |
Tacka l X ¥y ' z | kvadrant
A + | + | + |- I (nad =, ispred =,)
B + | — | 4+ | IL (iznad =, iza =,
C + | — | — | lL (ispod = iza x,)
D + | + | — | IV.(ispod =, pred =,)

Tatke A i B u slici 21 nalaze se u s, jer normala puStena u
A", odnosno u B”, leZi u =,. A je pred =, B izan, Tatke C i D
u slici 21 nalaze se u m,, jer je udaljenost prvih projekcija do osi x
jednaka nuli (y == 0). Cjepod =, upravou C”, D je nad =, upravouD".

VIII zakon : Sve tacke koje leze u n, imaju svoje druge pro-
Jekcije u osi x, a sve tacke koje leze u =, imaju svoje prve pro-
jekcije n osi x.

Tatka £ u slici 21 nalazi se u osi x.

Za taCke koje leZze u n, ili un, ne kaZzemo da se nalaze u ovome
ili onome kvadrantu, ve¢ kaZemo da se tacka nalazi u =, pred =, ili u
n, ispod =, itd.

Ovde neka bude spomenuto zbog zadataka koji slede da je rav-
nina sumernosti (o, slika 22) ravnina koja prolazi osju x kroz I i Il
kvadrant i raspolavlja prikloni kut ravnina =, i m,,

Ravnina istovetnosti (p, slika 23) je ravnina koja prolazi osju x
i raspolavija 11 i IV kvadrant.



Sve tatke, koje
leZe u ravnini sumer-
nosti (simetrije) ili u
ravnini istovetnosti (ko-
incidencije), jednako su
udaljene od =7, i od =,
jer su obe ravnine Si-
metralne ravnine rav-
nina =, 1 m,.

Zadaci: (SluZite
se vaSim kvadrantima
od papira).

26.) U kojem se
kvadrantu nalaze tacke
A, B, CiD, ako su

LI

o
M

ovako zadane: A iza =, iznad #,; B pred =, ispod =,; C iza ny ispod =,;

D pred =, nad =,.

27.) Bez obzira na ishodiSte O nacrtajte projekcije tataka: A u

III kvadrantu; B u I.; C u=, pred
n,; D 1 osi x; E u ravnini sumer-
nosti u I.; F umy ispod =,; G u rav-
nini istovetnosti u IV.; H u =, iza
n,; I 1 ravnini sumernosti u Ill; K
ulv;, Lus, iznada; M ull; N
u ravnini istovetnosti u II kva-
drantu.

28.) Bez obzira na ishodiste
nacrtajte projekcije tafaka: A u |
kvadraniu tako da bude tafka bliZa
ravnini 7, negoli ravnini n,; B u 1l
bliZa n, negoli 7,;; C u l. bliZa x,;
D u IV. bliza x;; E u Il. bliZa n,;
F u lll. bliZa =;; G u Il bliZa n,;
H u IV. bliZa =,.

29.) Nacrtajte projekcije taCaka A (1,—2, 3); B (—2, 1, 2); C
O, 2, =3); D (—3, —4,4); £ 4,0, —2); F 3, =2, 0); G (2, 3,
—3Y;, H (—4, —4, —4); 1 (5, 3, 0); K (-5, 0, 3); odredite tacan pro-
storni poloZaj svake pojedine talke i napiSite gde se koja tatka nalazi.



30.) Odredite projekcije tataka, ako je:
a) ordinala 2 jedinice levo od ishodista, tatka je 3 jedinice

piedm, 2 IRHMIGE BEOd % < 5 - . . . . o s e . e e . A,
b) ordinala 3 jedinice desno od ishodista, tatka je 3 jedinice
f#a g, 4 jediniceé Spod =, . . . . ... ... ... . b;
¢) ordinala 4 jedinice levo od ishodidta, tatka je 1 jedinicu
izam, 2 jedinice iznad 7, . . . . . . . . . .. . . .. s
d) ordinala 2 jedinice desno od ishodista, tatka je 2 jedinice
pred =,, 3 jedinice iznad =, . . . . .. .. .. ¢ @7
e) ordinala 1 jedinicu desno od ishodista, tatka je 4 jedinice
PIEEANE o b s E v s 5 s e s E e om e § e m s | 4
f) ordinala 1 jedinicu levo od ishodiSta, tacka je 2 jedinice
L e . . s s v « & . o 8 ns b5 oa ! T
g) ordinala 4 jedinice desno od ishodista, taéka mm w3
IR R - @ o 5" w . o w B e el Ll G;

h) ordinala u ishodiStu, tacka je u =, 2 jedinice pred =, . . H,

31.) Nacrtajte projekcije tacke P u ravn. sumernosli
u | kvadr., udaljene 4 jedinice od n,;
Nacrtajte projekcije tatke R u ravn. istovetnosti
u IV kvadr., udaljene 2 jedinice od =,;
Nacrtajte projekcije tatke S u ravn. istovetnosti
u Il kvadr., udaljene 3 jedinice od =,;
Nacrtajte projekcije tatke 7 u ravn. sumernosti
u Il kvadr., udaljene 2 jedinice od =,;

32.) Nacrtajte projekcije nekih tacaka Il kvadranta koje su jednako
udaljene: a) od m,; b) od =,.

33.) Koja je Kkarakteristika projekcija tataka jednako udaljenih:
a) od n,; b) od =,?

34.) Koja je karakteristika projekcija tafaka koje leZe: a) u xy;
b) u =,; ¢) u raynini sumernosti; d) u ravnini istovetnosti?

35.) Odredite poloZaj tataka A, B, C, D i E u slici 21.

8. Projekcije prusca (duzi)

Znamo da je pruZac najkra¢a spojnica dveju talaka. Kako je
pruZac omeden dvema taCkama, a za tatke znamo da imaju svaka
po dve svoje projekcije, to mora prema tome i pruZac imati dve pro-
jekcije. Spojnica drugih projekcija krajnih tacaka pruSca odreduje drugu
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projekciju prusca, a spojnica prvih projekcija krajnjih taCaka prusca
odreduje prvu projekciju njegovu.

U slici 24 pruZac AB i normale, pustene iz A i B na x,, odnosno
na w,, odreduju ravninu prometalicu za x,, respektive za w, (kao kod

tumacenja sl. 3). Prema tome preseCnica ravnine prometalice (AA’BB’)
za n, S ravninom =, daje prvu (horizontalnu) projekciju prusca AB, a
presetnica ravnine prometalice (AA”'BB”) za m, s ravninom =, daje
drugu (vertikalnu) projekciju prusca AB. Vidimo da je i u Mongeovol
projekciji projekcija pruSca opet pruZac.

U slici 25 A”B” = a’ je druga (vertikalna) projekcija.prusca
d, a A’B = d’ je prva (horizontalna) projekcija pruica 4. Buduéi da je
druga i prva projekcija normalna projekcija pruSca na =, odnosno na
m, vrede i ovde isti zakoni koji su pokazani pre u § 2. (I i I zakon)

Kako neki pruZac moZe da bude prema =, strmiji, a prema =, po-
loZitiji i obrnuto, to se prva i druga projekcija medu sobom po veli-
¢ini razlikuju, U slici 25 lako na temelju toga zaklju¢imo da je priklon
pruSca prema =, manji od priklona prema n, jer je d’ > d"’. (Predo-
Cite tatke A i B u slici 25 prostorno, uzmite olovku, poloZite je preko
prostornih taaka A i B, pa Cete opaziti da je priklon prema m manji
od priklona prema )

PruZac moZemo zamiSljati da je sastavljen od samih tafaka koje
su posve jedna pokraj druge. Kako svaka takva tatka ima svoje dve
projekcije, 1 kako spojnica drugih projekcija sviju tacaka odreduje drugu
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projekciju prudca, a spojnica prvih projekcija sviju talaka odreduje
prvu projekciju prudca, sledi sam po sebi

IX zakon: Tacka je na pruScu, ako je njena druga projekcija na
drugoj projekciji pruSca, a prva projekcija na prvoj projekciji prusca.

U slici 25 tatke £ i F nisu na pruscu AB — d; tatka C jest na
pruscu d.

9. Odredivanje duZine pruica pomocu trapeza prometaca

DuZinu prusca, i u Mongeovoj projekciji, odredujemo pomocu tra-

peza prometata ili pomocu diferenciona trokuta. Pre, u kotiranoj pro-
jekciji, videli smo da postoji sa-

-y sl W mo jedan trapez prometal za
] neki pruZac¢, obzirom na ravninu

m koja je u kotiranoj projekciji
ravnina projekcija. Buduci da u
. : , Mongeovoj projekciji projeciramo
X : " 5 } na dve ravnine, postoje i dva
' B trapeza prometaca: jedan za ra-
vninus,, a drugi za ravninu w,. Ta

se dva trapeza medu sobom ne
podudaraju niti su jednaka, nego

imaju jednu zajedniCku stranicu

£ | kako se to vidi u slici 24. Trapez
@ prometal za , je ABB’A’,a za =,

5 ¢ ABB''A”. Zajednitka im je stra-
nica AB.

E

!
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Kad odredujemo duZinu prus-
ca pomocu trapeza prometaca, postupamo isto kao i u kotiranoj projekciji.

Trapez prometal za ravninu =, (slika 26) je ABB'A’. U A" i B’
su pravi kutovi, a paralelne stranice trapeza su AA’ i BB'. Trapez
ABB'A’ rotiramo oko A'B’ — 4’ dok ne padne ux, a onda z, oko
osi x dok ne padne u s, Paralelne stranice trapeza AA’ || BB’ pokazuiju
udaljenosti tacaka A i B od n,. Te udaljenosti, koje oznatujemo, kako
znamo, sa 2z, vide se tatno iz drugih projekcija tataka Ai B: AA’ = A"
do osi x, to je 2z tatke A; BB’ = B’’ do osi x, to je z tatke B.

Pruzac AB = d, prostorni trapez prometal ABB’A’ i njegov pre-
loZeni polozaj A'B’B,A, prikazani su zomo u slici 26. Taj isti pruZac d
1 njegova duZina prikazani su u Mongeovoj projekciji u slici 27. Da
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5 v
odredimo A, i By (slika 27), pustamo u 3"
A’ i B’ normale na A’B’ i nanaamo na R Epemey .
te normale od A’ udaljenost A’* do osi x, A/
a u B’ udaljenost od B"" do osi x. Tako 2

smo dobili preloZeni trapez prometad
A'B'B,A, u 7. Spojnica A,B, =d, poka-
zuje nam duZinu prusca AB ==d u pro-

B
storu. J %
J

U slici 28 prikazan je {rapez pro- G \q
metat MNN'M'' zan,, U M’ i N’ su 12
pravi kutovi, a paralelne stranice trapeza D_,__,_‘i,-——d,
su MM’ i NN'. Trapez MNN"'M"' ro- Ao
tiramo oko M”"N"’ u =, Paralelne stra- ‘ @
nice trapeza MM" || NN” pokazuju uda-

ljenost tataka M i N od n,. Te udalje-

nosti koje oznaCujemo s y vide se taCno iz prvih projekcija tacaka
MiN MM’ =M do osi x =y tatke M;NN”" = N’ do osix=y
tacke N. | T

Pruzac MN = m, prostorni trapez prometaé MNN''M’ " i njegov
preloZeni poloZaj m, prikazani su zorno u slici 28. Taj. pruzac MN
= m i njegova duZina prikazani su u Mongeovoj projekciji, u. sli-

Nacrtna geometrija 3



ci 29. Da odredimo
M,N, = m, (slika 29),
pustamo u M” i N”
normale na N'M" i
nanasamo na ie nor-
male od M” udalje-
nost M" do osi x (y
tacke M), a u N’ u-
daljenost N’ do osi x
(y tacke N). Tako smo
dobili preloZeni trapez
prometa M”'N” N,M,
u n,. Spojnica M,N,
= m, pokazuje nam
duZinu prusca MN —
m u prostoru.

1,
)
2 2SN
il z
R U
bR | "
M :
My =3
)
m
i B

{P)

U slici 30 pruzac PR = d preloZen je u =, oko svoje prve projekcije
d’ i u x, oko svoje druge projekcije d’’. Prelaganjem u x, i u =, dobili smo
duzinu pruica PR. Kod prelaganja u x, postupali smo kao u slici 27, a kod
prelaganja u =, kao u slici 29. lako su kod preloZenoga trapeza prometaca

razliCite veliCine projekcija (P'R">P"'R’) i razli¢ite veli¢ine onih para-
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lelnih stranica koje odgovaraju udaljenostima tataka P i R od =, (2),
odnosno od =, (¥), ipak je PR, = (P)R), jer i P,R, i (P)R) pokazuju
duZinu jednoga te istoga pruSca PR. To se tatno. vidi u slici 30. Ako i
sami nacrtate po volji kakavgod pruZac, pa odredite njegovu duZinu
prelaganjem na x; i na @, videCete da Ce se duZine toga pruSca
podudarati.

Cesto se dogada da su krajnje tatke prusca u raznim kvadrantima,
a ne u istom kvadrantu kao Sto je to bio sluaj u naSem primeru.
U takvu se sluéaju moramo setiti drugoga dela Il zakona koji glasi:
Tatke prudca na raznim stranama ravnine na koju se projecira imaju
i svoje preloZene poloZaje na raznim stranama projekcije. Uocimo li
jo§ usto da sve tatke pred =, imaju svoje prve projekcije ispod osi x,
a one iza m, iznad osi x, i da sve taCke nad =, imaju svoje druge
projekcije iznad osi x, a one pod =, ispod osi X, lako ¢emo opaziti
da je u Mongeovoj projekciji poloZaj taCke u prostoru ovisan samo
o smeStaju njenih projekcija prema osi x. Dakle, kod odredivanja du-
Zine pruSca pomocu trapeza prometaCa, necemo nikada pogresditi, ako
kod prelaganja na =, pazimo na poloZaj drugih projekcija prema osi
x. Cim su druge projekcije dveju tataka na raznim stranama osi X,
znak je da su te tacke na raznim stranama ravnine =m,. Dakle, kod
prelaganja u m, nanaSaCe se udaljenosti drugih projekcija do osi x na
razne strane. Ako su opet pive projekcije dveju tataka na raznim
stranama osi x, znafi da se i te talke nalaze na raznim stranama
ravnine x, Prema tome cCe se, kod prelaganja u s, udaljenosti pmh
projekcija do osi x, nanaSati i na razne strane.

U slici 31 pri- Ao
kazan je pruZac AB.

Tatka A je u I kva-
drantu, a tacka B u
IV kvadrantu. Prema
tome se tatke A i B
nalaze na raznim stra-
nama raviine w7, a S
iste strane ravnine m,.
Kod odredivanja du-
Zine prudca AB morali
smo to uzeti u obazir.
Prelaganjem prusca
AB na =, nanadali smo udaljenosti drugih projekcija na razne strane,
jer se i druge projekcije nalaze na raznim stranama osi x. U prostoru
su, dakle, tatke na raznim stranama ravnine =,. (Pogledajte sliku 8 i

3*
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njeno tumacenje o izrodenu trapezu) Kod prelaganja prusca AB nan,
ulinjeno je to na istu stranu, jer su i prve projekcije s iste strane osi
x. U prostoru su, dakle, tatke s iste strane ravnine =x,.

U slici 32 nalaze se tatke M i N s iste strane ravnine =, a na
raznim stranama ravnine n,. M je u Il., a N u | kvadrantu. Zbog toga
' su druge projekcije tataka M
i N na istoj strani osi x, a
prve projekcie na raznim stra-
nama osi x. Prema tome je
udeSeno i odredivanje duZine
prudca MN u slici 32.

U slici 33 nalaze se ta-
¢ke P i R na raznim stranama
i ravnine =, 1 ravnine m, P
jeul,a R u II kvadrantu,
Dakle, kod odredivanja duZine

prudca PR morale su se u obe

projekcije nana$ati udaljenosti

@ N, projekcija od osi x na razne
strane.

U slikama 31, 32 i 33 odredivana je duZina prudca prelaganjem
trapeza prometaCa na obe ravnine projekcija samo zato da se pokaZe,
kako se u pojedinim sluéajevima
postupa; inafe se prelaZe trapez
ili samo na n,, ili samo na x,. Pre-
laZe se na onu ravninu i na onu
stranu, gde ima viSe prostora.

Zadaci:

Pre nego li polnete reSavati X
sve ove zadatke, treba gradu pred
zadacima potpuno razumeti i zna-
ti; osim toga pre grafitkoga re-
Senja treba svaki pruZac tacno
prostorno odrediti tako da se od-
redi poloZaj njegovih krajnjih ta-
Caka u prostoru. Umisljena spoj-
nica tako dobivenih prostornih
tataka daje nam prostorni poloZaj prusca. Od 36 —39 zadatka be-
zuvetno se morate sluZiti vasim kvadrantima nacinjenima od papira.

36.) Predotite pruzac u Mongeovoj projekciji tako da se on &itav
nalazi: a) u | kvadrantu; b) u Il.; ¢) u IIL.; d) u IV kvadrantu.

(P)




37

37.) PrikaZite projekcije prudca koji ide: a) iz I. u 11 kvadrant;
b) iz II. u liL.; ¢) iz . u IV.; d) iz IV.u 1 kvadrant.

38.) PrikaZite projekcije pruSca koji prolazi: a) iz I. kroz Il. u Ill
kvadrant; b) iz I. kroz IV. u Il kvadrant; c¢) iz II. kroz lll. u IV kva-
drant; d) iz Il. kroz 1. u IV kvadrant. (Na svakom tom pruScu moZemo
odabrati tatke koje se nalaze u doti¢nome kvadrantu kroz koje on mora
prolaziti)

39.) Predocite pruZac koji: a) leZi u ravnini sumernosti; b) leZi u
ravnini- istovetnosti; c) see os x i prolazi I i lll kadrantom; d) see
0s x i prolazi II. i IV kvadrantom; e) paralelan je s n,, a prema n, neka
je nagnut; f) paralelan je s n,, a prema =, nagnut; g) paralelan je s
osi x u I, pa onda u Il., u Ill. i u IV kvadrantu; h) normalan je na
w, ul; ull; ulll; i u IV kvadrantu; i) normalan je na=, u 1; u I.;
u 1ll.; pa u IV kvadrantu; k) nalazi se u =, pred n,; 1) nalazi se u s,
nad n,; m) nalazi se un, | =, pred n,; n) nalazi se un, | a1, pod x,.

40. — 43.) Predotite pruzac AB u Mongeovoj projekciji i odre-
dite njegovu duZinu, ako je on ovako zadan:

40.) A (— 3,1, 4), BA(,3 3.

41) A 2, — 3, 1), B (O, — 1, 5).

42.) A (—1,—2,—5),B (2, — 4, —1).

43) A (—5,2, — 3), B (— 1, 4, — 1).

44, — 48. Predotite pruzac MN u Mongeovoj projekciji i odre-
dite njegovu duZinu, ako je zadano:

44) M (1, 3, 8), N (4, — 2, 1). (Kroz koje kvadrante prolazi ?)

45-) M (_2’ 1’ 3), N (1:_29 _l) ( » o o» » » 9)
46.) M (—4, 2,49, N©,5 — 1). (., ., s o) I
47) M 3,— 1, 4), N (— 121)-(,, b " -y,
48) M (2,—2—2), N5, 1,4). ( » .» " aisi KD

49. — 53. Odredite prostorni poloia] zadanoga prusca PR prema =,
odnosno prema 7, Sto ste konstatirali kod odredivanja njegove duZine?
(I zakon, § 2) .

49)P(—23,2), R(,52).

50.) P (3, 4, 1), R (1, 4, 5).

ol P(1,—2,3), R(— 3, — 2, — 1)

92.) P (2, 3, 1), R (2, 3, 5).

3) P (=3, 4 — 2),R(— 3, — 2 — 2).

54. — 57. Odredite duZinu prusca CD, ako je on zadan ovako: |
54) C (2, 8, — 3), D (5, — 2, 2).(Sto znatekazatio tom pruscu?) :
)yC(— 1,4, 4,D@3,2,2. (, ., o D . P
26.) C (—1,—-3,-3),D 3,2,2. (., , NP y D)
57) C (_1141_4)’ D (_5a 1"—'1)' ( e B n o» » n - ?)
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58.) Odredite B”" prusca AB = 5, ako je zadano A ( — 1, 2,
HiBx=1,y=3 z="7?).

59.) Odredite L’ prusca KL — 6, ako je zadano K (3, — 2,
1)i L (0, 2, 3).

60.) Odredite na pruscu MN [M (2, 4, 3), N (—1, 1, — 5)]
tatku S koja je od w, udaljena 1, i taCku F koja je od =, udaljena — 1.

61.) Zadani pruzac PR [P (—2, 4, —3), R (2, 2, 1)] produZite
preko R do S tako da S bude od n, udaljeno 3; odredite duZinu pro-
duZenoga prusca.

62.) Zadani pruzac MN [M (—2, 4, 2), N (1, 2, —1)] produzite
preko N za njegovu dvostruku duZinu. (Je li potrebno crtati preloZeni
poloZaj pru$car)

63.) Zadani pruzac CD [C (—I1, 2, 0,5), D (0, 1, 1)] produzite
preko C dox, a preko D do =, i odredite duZinu prusca od =, do C
i od D do =,

64.) Zadani pruzac TV [T (3, 1,5, 3); V (1,5, 1, 1)] produZite
preko V do =, onda do w,, pa odredite duZinu onoga dela prusca
izmedu =, i x,.

10. Odredivanje duZine i priklona prusca pomocu
diferencionoga trokuta*

Pre negoli zapocnete s ovim paragrafom, opetujte o diferecionom
trokutu ono, sto je protumaceno i pokazano 11 i 12 slikom.

Znamo da kod diferencionoga trokuta crtamo normalu na
projekciju samo u jednoj tacki, a ne u dve kako je to radeno kod tra-
peza prometata. Kao sto smo radili u kotiranoj projekciji, radicemo i
u Mongeovoj projekciji. Razlika je jedino u tome, Sto kod Mongeove
projekcije postoje dva diferenciona trokuta, jer se projecira i na dve
ravnine, a u kotiranoj .projekciji imali smo samo jedan diferencioni
trokut.

Znamo da je kod diferencionoga trokuta najvaZnije odredenje
diferencije kota. U kotiranoj smo projekciji - dobili diferenciju tako da
smo kote odbili. Tu dobivenu diferenciju naneli smo na onu normalu
koja je puStena u jednoj tatki na projekciju prusca. U Mon-
geovoj projekciji ¢inimo to isto s tom razlikom §to ovde ne provadamo

* U ovome je paragrafu, ako vreme ne dopudta, dostatno uzeti samo jedan di-
ferencioni trokut. Kod crtanja je najjednostavniji onaj u sl. 36.

8
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odbijanje broj¢ano, ve¢ odbijamo udaljenosti tataka od =,, odnosno
udaljenosti tataka od =,.

Svaka tatka odredena svojim projekcijama talno nam pokazuje
udaljenost tactke u prostoru od m, i od n,. Od prve projekcije svake
facke dc osi x je udaljenost tacke
u prostoru od =,, a od druge pro-
jekcije tatke do osi x je uda-
ljenost tacke od m,. Ako imamo,
dakle, zadane projekcije prusca
(slika 34 i 35), lako éemo doz- «
nati udaljenosti krajnjih tafaka
od =, i0d 7. 1 u Mongeovoj éemo
projekciji diferenciju odaljenosti
tacaka A i B od =,, odnosno od
n,, odrediti paralelnim pomakom
pruSca AB po kotama dok ne
padne jedna od krajnjih tataka u
7,, odnosno u s,. Takvim para- ‘
lelnim pomakom odredena je diferencija 6, za =, i diferencija 3, za x,

u slici 34. DuZina 8, raziva se prva diferencija, duZina 8, druga dife-
rencija. -

Prva se dakle diferencija nade, ako se vue paralela s drugom
projekcijom pruca AB iz osi x (T) do ordinale tatke B. Od secista
te paralele s ordinalom do osi x je diferencija 8,. To isto mogli smo
wdiniti i iz V tako da smo vukli paralelu s A”B” do ordinale tatke
A. Odsecista te paralele s ordinalom do osi x bila bi takoder diferencija 8,.

Da odredimo duZinu prudca AB, nanesemo diferenciju 5, na not-
malu na A’'B" u B’ ili u A’. Tako dobijemo A,, odnosno B, Kod nas
u slici 34 pustena je ta normala u B’ i na nju nanesena diferencija

8, te je dobivena tatka B,. Spojnica B,A” pokazuje du¥inu pruica AB.
Da smo u A" pustili normalu i naneli na nju §,, dobili bismo A, Onda
bi A,B’ pokazalo duZinu pruica AB.

DuZinu prusca moZemo odrediti i pomocu druge diferencije 8,.
Diferenciju 8, nademo, ako vu¢emo paralelu s prvom projekcijom prusca
AB iz osi x (V) do ordinale tatke A. Od seciSta te paralele s ordi-
opet dobili 3,. Kako nam 8, pokazuje dijerenciju udal]enostl tataka A
i B od =, moramo tu diferenciju 8, naneti na normalu na drugu projekciju
pruSca AB. Svejedno je, da li 8, nanaSamo na normalu u A" ili u B”.
Tako je dobivena tatka A, (Slika 34) Spojnica A,B” pokazuje duZinu



pruca AB. Da smo to u€inili u B”, dobili bismo B,. U tom bi sluéaju
bilo B,A” = AB.

Diferencije 8, i 8, moZemo odrediti i na drugi nain. (Slika 35)
| | Da odredimo prvu diferenciju §,,
moramo naci razliku udaljenosti tataka
A i B od n,. Te udaljenosti su kote ta-
Caka A i B za ravninu =, a vide se iz
drugih projekcija tataka A i B. A”T
je udaljenost tatke A od m,; BV je
udaljenost tatke B od n,. B"V—A"' T=
=38,. U slici 35 dobiveno je 8§, tako
da je iz A" povufena paralela s osi
x do ordinale tacka B. Od seciSta te para-
lele s ordinalom tatke B do B” je
prva diferencija 9,.

Kako nam &, pokazuje diferen-
ciju udaljenosti tataka A i B od x,, a znamo da je od A’ do osi ¥,
odnosno od B’ do osi x, udaljenost tataka od n,, to moramo odrediti
upravo diferenciju udaljenosti prvih projekcija tataka A i B od osi x.
Diferenciju 8, tih udaljenosti (A’T — B’V == §,) nademo, da B’V na-
nesemo od T na A’T. U slici 35 nadeno je 8, tako da je iz B’ povu-
Cena paralela s osi x. Od seciSta te paralele s ordinalom tatke A do
A’ je druga diferencija 8,.

" Kad smo doznali 8, i 8,, postupa se isto kao u slici 34.

D, g D

Videli smo da za svaki pruZac postoje dva diferenciona trokuta.
Onaj s diferencijom 8, naziva se prvi diferencioni trokut, a onaj s dife-
rencijom 8, naziva se drugi diferencioni trokut. Kod odredivanja duZine
prusca upotrebljava se ili samo prvi, ili samo drugi diferencioni irokut.
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Kod nas u nadim slikama nacrtana su oba diferenciona trokuta samo
zbog foga da se prikaZe kako se koji trokut konstruira, te da se po-
kaZe da su prvim i drugim diferencionim trokutom dobivene duZine
prusca medu sobom jednake.

Ima jo§ i tre¢i nadin za odredivanje duZine prudca (slika 36). Ka-
tete prvoga diferencionoga trokuta su 8, i A’B’ (znamo iz slike 34 i 35);
katete drugoga diferencionoga trokuta su 6, i A”B’ (sl. 34 i 35).
Znamo da su dva pravokutna trokuta medu sobom kongruentna (po-
dudarna), ako imaju jednake katete. U slici 36 je trokut MNB" prvi a
KLA' je drugi diferencioni trokut, jer su mu katete MN = A'B’ i
odnosno KL == A’B” i 8,. Prema tome je hipotenuza trokuta MNB”
duZina prusca AB, a isto je tako i hipotenuza trokuta KLA" duZina
prusca AB. Mora dakle biti BN = A'L = AB.

. Kod . odredivanja duZine pruSca pomocu diferencionoga trokuta
svejedno je koji ¢ete od ta tri nalina upotrebljavati.

Kut, Sto ga zatvara nadena duZina prusca (hipotenuza) i projek-
cija njegova, je prikloni kut pruSca. Budué¢i da u Mongeovoj projekciji
projeciramo na dve ravnine, postoje i dva priklona. Priklon prema =,
oznaCujemo s o, a priklon prema s, oznaCujemos 3. U prvom diferenci-
onom frokutu prikazana je veliCina priklona prema =, («), u drugom
prema x, (8). Ti su prikloni kutovi oznaleni s « odnosno s u slikama
34, 35 i 36.

Pre negoli predemo na reSavanje zadataka, svakako je potrebno
razmotriti ta¢ni sastav diferencionih trokuta. Oba diferenciona trokuta
su pravokutna, Kod prvoga diferencionoga trokuta katete su 8, i prva
projekcija pruSca, a hipotenuza je duZina prusca. Prva projekcija pruSca
i duZina pruSca pokazuju priklon («) prema s,. Drugi diferencioni tro-
kut ima za katete 8, i drugu projekciju pruSca, a hipotenuza je duZina
prudca. Druga projekcija prusca i duZina pruSca pokazuju prnkldn (%))
prema m,.

Sad ¢emo da reSimo neke tipi€nije primere o prudcu. Kod re-
Savanja zadataka, koji zahtevaju stanovito razmisljanje, mora se u prvom
redu zadatak potpuno razumeti, tj. tafno znati S$to zadatak zahteva.
Nakon toga treba, pre konstruktivnoga reSavanja, ispitati njegovo pro-
storno reSenje. Istom onda reSava se zadatak konstruklivno. Samo se
sobom razume da se kod prostornoga reSavanja mora uogiti: da li je
rezultat uvek mogu¢é, da li je jednoznalan, dvoznalan ili viSeznadan.

1. Odredite duzinu i priklone kutove prusca AB [A (— 2, 4, —3)
B (3, 2, 2)]. (Slika 37)




Samu provedbu konstruk-
cije nije potrebno tumaditi, jer se
sve iz crtnje ta¢no razabira, Kako
su tacke A i1 B na raznim stra-
nama ravnine s, mora paralelnim
pomakom biti §, = 2— (—3) =
5 Sto se na slici i vidi. Ovde je
upotrebljen diferencioni trokut
prema slici 34.

2. Odredite projekcije tacke
C na pruscu AB, ako je AC —
I cm.

Izrada toga primera je u

slici 34 i 36. Na nadenu duzinu prué.ca_A—B nanese se od A, (slika 34)
odnosne od N (slika 36) 1 cm. Tako se dobije C. Vratanjem C, na

drugu projekciju prusca dobijamo C’, pa onda u ordinali na A’B’
dobijemo C'.
3. Produzite pruzac AB preko B za 1 cm. (Slika 34 i 36)

Nadenu duZinu prusca AB produZimo za 1 cm do D,. Vratanjem
na drugu projekciju dobijemo D, pa onda u ordinali D".

U 2 i 3 zadatku mogli smo to isto raditi pomocu prvoga dife-
rencionoga trokuta (slika 34), odnosno pomocu drugoga diferencionoga
trokuta (slika 36). Dobili bismo bili C’, odnosno D’ na istome mestu.

4. Odredite prou projekciju prusca AB [A (0, 2, 1), B (x =5,
z = 3)|, ako on s n, zatvara kat 3 = 30°. (Slika 38)

Prema zadatku poznata je druga projek-
cija prudca 477, A’ i kut 8. Od drugoga dife-
rencionoga trokuta, dakle, poznajemo A7 B” i
kut 8 = 30°. Buduci da je A"’ B’' B, pravokutan
trokut, on je s dva uveta potpuno odreden.
U A" nacrtamo kut 8 =30° i u B’ nor-
malu na A7B”. Seciste kraka kuta B s nor-
malom daje B,. B’B, = 6,. Iz A’ paralela s
osi x seCe ordinalu tacke B u tacki od koje
gore ili dole naneseno §,, te tako dobijemo
B'. Zadatak ima, kako se vidi, dva reSenja.
- Ovde je upetrebljen dijerencioni trokut kao
u slici 35,
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5. Kad bi zadatak glasio isto kao pod 4. (slika 38), samo bi mesto
kuta B bila zadana duZina prusca, onda bi se u B’ postavila nor-
mala na 4787 i iz A"’ preseklo normalu sa zadanom duZinom pruSca,
pa bi se dobilo B,. Dalje bi se postupalo isto kao u slici 38. (Pogle-
dajte zadatak 11)

6. Odredile prvu projekciju prusca AB [A (— 2, 3, 4), B (0, ?,

1)|, ako on ima prema =, kut priklona «=45°
(Slika 39)

Poznato je A’B”, A" i kut«. Prvi di-
ferencioni trokut potpuno je odreden, jer
poznajemo 8, i kut o. Upotrebom prvoga
diferencionoga trokuta doznali smo duZinu
prve projekcije (A’B’ = KL). Lukom iz A’
polumera (polupreénika) KL presetemo ordi-
nalu tatke B, le dobijemo B’. Zadatak ima
dva reSenja. Ovde je upotrebljen diferen-
cioni trokut kao u slici 36.
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7. Predolite pruzac AB = 6, ako on ima kutove priklona
= 15% B = 60° Zadana je tacka A (0,6, 4). (Slika 40)

U ovom primeru poznata je jedna krajnja tatka prusca, kutovi
priklona prema r, i prema =, i duZina pruSca. Prema tome nam je od
prvoga i od drugoga diferencionoga trokuta poznata hipotenuza i u
svakome trokutu po jedan kut uz hipotenuzu. Diferencioni su trokuti,
dakle, potpuno odredeni, jer znamo od svakoga po dva uveta. Kako
prvi i drugi diferencioni trokut za isti pruZac imaju jednake hipotenuze,
nacrtali smo u slici 40 na strani ova dva difereciona trokuta tako da
imaju zajedni¢ku hipotenuzu A,B”” = A,B’ = 6. Oko hipotenuze na-
crtana je kruZnica i nanesen kut « kod B’ i kut g kod B’’. Kutovi
kod A" i kod A" su pravi, jer su periferni nad polukruZnicom.

Iz nacrtanih dlferenciomh trokuta doznamo duZinu prve projekcije
A'B’ i druge projekcije A”B”’ i duZinu diferencija 8, i 5,. . OpiSemo li iz A',
odnosno A", kruZnicu polumera A’B’, respektwe A'B", pa u udalje-
nosti od A’, odnosno od A"/, za §,, respektive za §,, povuCemo paralele
s osi x, dobijemo projekcije druge krajnje tatke prusca B’,, B,, B, B,
odnosno B”,, B”,, B, B”/,. Time je traZeni pruZac predofen. Za-
datak, vidimo, ima cetiri reSenja. Da se jo$ bolje uverimo o ispravnosti
te konstrukcije, nacrtajte iz sada poznatih projekcija prusca AB dife-
rencione trokute. Ti e {rokuti biti kongruentni s onima, §to smo ih
crtali na strani.

[Da zbroj (zbir) priklonih kutova pruSca prema =, i prema n, ne
moZe biti ve¢i od 90° pokazano je u § 13, slika 51]

Zadaci:

Kod ovih zadataka upotrebliavajte samo diferencioni trokut.

65. — 70. PrikaZite poloZaj pruSca AB u prostory, odredite nje-
govu duZinu i njegove priklone kutove prema n, i prema r,.

65.) A (—2, 4, 1), B (3, 2, 5).

66.) A (3, 1, 3), B (—1, 4, 5).

67.) A (-1, —2, 4), B (2, 3, ]). Kroz koje kvadrante
68.) 4 (2, —3, —1), B (3, —1, 4). prolazi pruzac AB? Gde
69.) A (=2, 4, —1), B3, —2, 2. }  se nalazi ovaj pruzac?

70) A (—1, =3, 3), B (4, 2, —2).
71. — 75. PrikaZite poloZaj pruica MN u prostoru, odredite nje-
govu duZinu i priklone kutove prema =, i prema x,.

71) M (— 1,0,3), N (2,1,0). 1
72) M 3, —1,2)), N (0,3, —1).
73) M (2,0, — 1), N (— 3,3,0).
74) M (3,—4,0,) N (0,0,2).
75.) M (—1,—-3,0), N (2,0,—4). |

Gde se nalaze tacke M i N?

—
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76. — 80. Odredite duZinu i prikloni kut prema =, odnosno
prema =, prusca PR. (Najpre odredite prostorni poloZaj prusca, pa Cete
uotiti, a da i ne traZite, njegovu duZinu i prikloni kut)

76) P (—2,0, 3), R (5,0,0).
77) P (1,00), R (— 2,4,0).
78.) P (0,0,0), R (—3,—2,0). | Gde se nalazi pruzac PR?
79) P (—2, 3,0), R (330).
80.) P (2,0,1), R (2,0,5).
Kod primera od 81 — 84 treba da se narotito pomaZete kva-
drantima nacinjenim od papira.
81.) Predotite pruzac ST | =, tako da bude prikloni kut § = 30°;
ST = 5cm. a) ST je u | kvadrantu; b) ST je u Il kvadrantu; ¢) ST
je u Il kvadrantu; d) S7 je u IV kvadrantu,

82.) Predogite pruzac AB || n, tako da ima prikloni kut o = 60° i
da je 2 cm udaljen-od n,. AB =4 cm. a) AB je ul; b) AB je u ll;
¢) AB je u lll; d) AB je u IV kvadrantu.

83.) Predotite pruzac CD :=6 c¢cm u n, tako da bude prikloni
kut § == 40°: a) pred =,;, b) iza =,.

84.) Predotite pruzac KL — 5 cm u =, tako da je prikloni kut
« = 30° a) nad =;; b) pod =,.

85.) Zadano je: AB [A (2,3,1), B (3, 1,?)]; odredite B”, ako je
AB = 9.

86) Zadano je: MN [M (—3, —1, 2), N (=1, ?, 4)]; odredite N,
ako je MN = 8.

87.) Odredite drugu projekciju prudca PR, ako je zadano: a) P
3,2 1),R(@,D5,?) ikuta = 60°% b) P(— 1, — 3,2, R (2 2 3)
i kuta = 45°% )P (I, — 2, —4), R (—2, —1, ?) i kut o = 30°
(Slitan je zadatak u slici 38)

88.) Odredite prvu projekciju pruSca MN, ako je zadano: a) M
(— 2, 1,3, N(A,? —1)ikut B = 43% b) M(2,—3,—2), N (—1,
?, 1) i kut B = 30°% (Slian je zadatak u slici 38)

89.) Odredite prvu projekciju prusca AB, ako je zadano: a) A
(1, 3,5, B (1, ?,—2)i kut « = 30° b) A (—1, —1, 1) B (2, ?, 3)
i kut @ = 60" (Sli¢an je zadatak u slici 39)

90.) Odredite drugu projekciju pru$ca PR, ako je zadano: a) P
3,2 ?),R(0, 4 1)i kut p= 45% b) P(2, — 1, — 3), R(—2
3, ?) i kut B = 60° (Sli¢an je zadatak u slici 39)




40

91.) Nacrtajte prvu i drugu projekciju prusca TV = 5, ako je
poznata: a) tatka T (3, 5, 7), kut « = 30° kut 38 = 45% b) tacka T
(2, — 3, 6), kut « = 45° kut B = 30°; c) tatka T (— 2, 4, 3), kut
= 60°, kut B = 30° (Slican je zadatak u slici 40) [U ovome zadatku
pod c¢) morace, ako je tatno crtano, projekcije pruSca 7'V stajati nor-
malno na os x. Zadatak pod c) ima samo 2 reSenja]

2 otsek
PRAVAC (PRAVA)

11. Projekcije pravca (prave)

Znamo da pravac nastaje, ako pruzac neograni¢eno produZimo
preko njegovih krajnjib tataka. Prema tome moZemo od svakog prusca
pre¢i na pravac tako da ga jednostavno produZimo. U&inimo li to isto
s projekcijama pruSca, postae od projekcija pruSca projekcije pravca.
(Slika 41) 1 za pravac vredi zakon da se samo onda tatka nalazi na
pravcu, ako ona ima svoju drugu projekciju na drugoj projekciji pravca,
a svoju prvu projekciju na prvoj projekciji pravca.

Kod predocivanja prusca sluZili smo se predolenjem dveju nje-
govih krajnjih tafaka. Da on bude potpuno odreden, dostatno je kod
pravca nacrtali samo njegovu drugu i prvu projekciju (sl. 42). Tima

»

dvema projekcijama, a da i nisu istaknute dve talke pravca, on je pot-
puno odreden.

lzuzetak (Cini jedino pravac kojemu su obe projekcije normalne
na os x. Kod ovakva pravca (pravci n i o u slici 43) ne dostaju samo
njegove projekcije nego je potrebno da se na njemu istaknu dve tatxe
da on bude potpuno odreden. Za pravce kojima su projekcije nor-
malne na os x, kaemo da leZe u ravnini, normalnoj na os x.

Kod odredivanja prostornoga poloZaja pravca odredenoga samo

njegovim projekcijama, moramo si zamisljati gdegod na tom pravcu



dve tatke. OdredivSi poloZaj tih tataka u prostoru odredujemo i sam
pravac.

Nacrtamo 1i drugu projekciju pravca sasvim po volji, pa onda
prvu projekciju po volji, uvek je tim dvema projekcijama pravac pot-
puno odreden. Jedino se ne sme uiniti da bude jedna od projekcija
kosa prema osi x ili paralelna s osi x, a druga da bude normalna
na os x ili da bude tacka. (ZaSto?) Ako je jedna od projekcija nor-
malna na os x, onda mora biti i druga projekcija normalna na os x

ili moZe biti taCka. (Zasto?) Obe projekcije pravca ne mogu biti tacke.
(Zasto?)
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Za pravce koji su nagnuti prema =, 1 prema =, kaZemo da su
opcenoga poloZaja (slika 41, 42 i 44), a oni drugi su posebnoga po-
loZaja. Kod pravaca opcenoga poloZaja obe su projekcije nagnule



prema osi x (slika 41, 42 i 44), a kod pravaca posebnoga poloZaja
ima svaki od njih neku svoju karakteristiku. Prema tome ovisan je
poloZaj projekcija prema osi x o poloZaju pravca prema =x, i w, kao
Sto je ovisan i poloZaj pravca u prostoru prema s, i 7, o poloZaju
projekcija prema osi x.

U slici 43 nacrtane su projekcije pravaca u raznim posebnim po-
loZajima. Kod svakoga pravca je zabeleZen njegov poloZaj. Te poloZaje
ne smete uciti napamet, nego trebate kod svakog pravca ispitati pomocu
svojih kvadranata ispraviost projekcija. Kad se bude od vas zahtevalo
da predocite pravac u nekome poloZaju, uzeéete kvadrante, tamo po-
staviti pravac (olovku) odredenoga poloZaja i projecirati ga nax, i
na s, pa onda istom crtati projekcije doti¢noga pravca. Posle, tek
veZbom, posti¢i ¢ete da odredujete projekcije i bez kvadranata.

12. Probodista (seciSta) pravca

Svaki pravac opcena poloZaja, jer je nagnut prema =, i prema =,,
mora w, i w, probadati. Tactka, u kojoj pravac probada =, zove se prvo
probodiste, a tatka, u kojoj pravac probada =, zove se drugo pro-
bodiste. Prvo probodiSte oznalivatéemo s /, a projekcije njegove s [’
i s I'”. Drugo probodiSte oznatujemo s /I, a projekcije njegove s /I’
is 1",

Buduéi da je prvo probodiSte tatka u =, mora se 7’ nalaziti u osi x
(VII zakon). Osim toga, jer je prvo probodiSte ujedno i tacka pravca,
mora se I’ i I’ nalaziti na odgovarajuéoj projekciji pravca (IX zakon).
Iz toga sledi da je uvek I'" u seci§tu druge projekcije pravca s osi x,
a I' u ordinali na prvoj projekciji pravca. Kad se dakle odreduju pro-
jekcije prvoga probodista
(slika 44), mora se naj-
pre produZiti druga pro-
jekcija pravca do osi x
(/”"), i odavle spustiti nor-
mala na os x do prve
projekcije pravca (/).

Drugo probodiste
je tatka u m,. Mora se
dakle nalaziti //' u osi x (VII zakon). Budu¢i da je drugo probodiste
takoder tatka pravca, mora se /I’ i /I" nalaziti na odgovarajucoj pro-
jekeiji pravca (IX zakon). Iz toga sledi da je uvek II' u seci§tu prve
projekcije pravea s osi x, all” u ordinali, na drugoj projekciji pravea.
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Prema tome, kad se odreduju projekcije drugoga probodista (slika 44),
mora se najpre produZiti prva projekcija do osi x (/I'), i odavle spu-
stiti normala na os x do druge projekcije pravca (/I").

Kod pravaca paralelnih s n, (a, b, i ¢ u slici 43), jer nemaju
prvoga probodiSta, ne moZemo ni konstrukcijom odrediti to prvo pro-
bodiste. Kazali smo da je za odredenje prvoga probodista potrebno od-
rediti najpre seciSte druge projekcije s osi x. Kako je druga projekcija
pravaca paralelnih s =, paralelna s osi x, ne moZemo odrediti njihovo
seciSte s 0si x, pa prema fome ni projekcije prvoga probodista. 1 kon-
strukcijom, eto, dolazimo do toga da pravci paralelni s &; nemaju pr-
voga probodiSta, odnosno moZemo re¢i da im je prvo probodiSte (/) u
neizmernosti. .

Sli¢no ¢emo opaziti i kod pravaca paralelnih s n,. Pravcima koji
su paralelni s osi x ne moZemo odrediti ni. prvo ni drugo probodiste,
jer su oni paralelni s &, i § ..

Ako je pravac u r vnini normalnoj
na os x, onda se probodista odreduju po-
mocu preloZenoga poloZaja pravca (IV za
kon). To je pokazano u slici 45. Trapez
prometal preloZi se u =, oko druge pro-
jekcije pravca U seciStu preloZenoga poloZaja
pravca s drugom projekcijom pravca nalazi
se [I”’. Prva projekcija /° nade se sliénim
postupkom.

U slici 45 prelagan je pravac p oko
p’ umn, ioko p’ umn. Da se dobije prvo
i drugo probodiSte, ne treba oba prelaganja. Dosta je da se pra-
vac preloZi ili samo u =,, ili samo u =,. Kod pravaca drugaega polo-
Zaja, videli smo, nije potrebno prelaganje za odredenje probodista.

U slici 46 prikazan je pravac p zorno

1 i oznaena su njegova probodista s /i s /.
Pravac je rotiran oko svoje druge projekcije u

P n,. Kod te rotacije klizi prvo probodiste
- I po 7; dok ne padne u =x,. Drugo probo-

_ P . diSte /I ostaje kod te rotacije na miru.
------ ' Prvo se, dakle, probodiSte nakon rotacije na-
lazi u osi x. PrimenivS§i to u slici 45 gde

ve¢ imamo preloZeni poleZaj pravca p u m,,

dobili smo [, u seciStu p, s osi x. Vraca-
juéi /, natrag dobili smo /', Kod toga moramo biti na oprezu, ako je
prvo probodiSte takvoga pravca iza =,, da onda kad vraéamo natrag,

Nacrtna geometrija 4
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okrenemo /, nad os x, jer se kod tafaka iza =, nalazi prva projekcija
iznad osi x. Tako isto treba paziti da li je drugo probodi$te nad =,
ili pod =,. |

U slici 47 rotacijom samo u s, odredena su oba probodista prav-

‘cap= AB [A (1, 2, 4), B (1, — 1, 2)]. Pravac p nije naime rotiran
iux iun, kako je to bilo pokazano u slici 45.
U slici 45 vidi se da je /* dobiveno na
»A. istome mestu rotacijom, kao i prelaganjem
oko p’ u x,. MoZemo, dakle, da odredimo
I’y a da ne prelazemo posebno pravac u =,.
Istim natinom moZemo dobiti i drugo pro-
bodiSte prelaganjem pravca p samo u n,.

Deo pravca u I kvadrantu izmedu pr-
voga 1 drugoga probodista je vidljiv. Tako
je na pr. u slici 44 vidljivi deo pravca iz-
vucen a nevidljivi crtkan. Uopée su vidljive
samo one tatke pravca koje se nalaze u prvome kvadrantu.

Odredivsi probodista pravca lako odredujemo njegov prostorni
poloZaj, pa onda i kvadrante kroz koje on prolazi. Najzgodnije ¢emo
odrediti iz projekcija prostorni poloZaj pravca, ako uzmemo kao o-
dredbenike pravca prvo i drugo probodiSte. Buduéi da je drugo pro-
bodiSte pravca tacka u =, (taCka u ravnini crinje), mora svaki pravac
prolaziti upravo kroz Il = II". Odredimo li joS poloZaj tatke / u pro-
storu pa spojimo // s /, dobijemo poloZaj pravca u prostoru.

Za pravce posebnoga poloZaja koji nemaju oba probodista, od-
nosno, kojima se koje od probodista nalazi u neizmernosti odredicemo
poloZaj u prostoru onoga probodiSta, koje za odnosni pravac postoji i
onda jos poloZaj kojegod tatke pravca. Spojnicom te tacke s odnosnim
probodiStem odreden je prostorni poloZaj pravca. Promatrajuci poloZaj
pravca u prostoru odredujemo kroz koje kvadrante on prelazi. U slici
44 onaj pravac levo ide iz Il kvadranta u [. pa u IV.; onaj desno iz I
u IV, pa u Ill. Svaki pravac opfenoga poloZaja, ako ne see os x,
prolazi kroz tri kvadranta.

Zadaci:

92.) PrikaZite prostorni poloZaj pravaca nacrtnih u slici 43 i odre-
dite njihovo probodiSte s =,, odnosno s ..

93.) Nacrtajte projekcije pravca koji prolazi tatkom A (— 2,3,
— 1) tako da on bude: a) | =a,; b)|lx; )| =5 d)[| 7y €) L 73
f) u ravnini koja je normalna na os x. Odredite probodiSta i vidljivost
tih pravaca. [Da li je pravac pod f) odreden?]
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94.—104. Nacrtajle projekcije pravca p = AB; odredite njegovu
vidljivost i probodiSta; napiSite kojim kvadrantima on prolazi i odre-
dite obe projekcije tatke C ako je zadano:

94) A (— 1,3 — 2, B 3, — 2, —5), C (y = — 1). Odre-

dite duZinu prusca BC.

95) A (— 3, — 2, — 4), B (2, — 2, 3), C (z = — 3). Odredite
duZinu prusSca AC.

96.) A(3, 3, 0), B(— 1, — 2, 3), C(x — — 4). Odredite duzinu
prudca I 1I. '

97.) A(3, — 3, — 2), B(0, — 1, 2), C(y = 1). Odredite duZinu
prusca [ /1.

98.) A(— 1, 3, 2), B(3, 1, — 3), ((z = 1). Odredite duZinu
pruica AC.

99.) A(2, 3, 1), B(— 3, 0, 3), C(y = 2). Odredite duZinu prus-
ca AC.

100) A(— 3, — 8, — 3), B2, 1, 1), C(z = 2). Odredite duZinu

prusca BC.

101.) A(— 2, 0, 0), B[3, 2, 2), C(x = — 3). Odredite duZinu
prusca [ /1.

102.) A(2, 3, 5), B(2, 1,2), C(y = 4). Odredite duZinu prusca AB.

103) A(— 3, 6, 4), B(— 3, 4, 2), C(z = — 2). Odredite duZinu
prusca BC.

104. A2, — 3, 1), B(2, 5, — 4), C(y = 2). Odredite duZinu
prusca [ /I.

13. Prikloni kutovi pravca

Veé otpre znamo da se prikloni kut pravca prema nekoj ravnini
oCituje u kutu Sto ga Cine preloZeni poloZaj pravca i projekcija njegova.
Buduci da kod Mongeove projekcije projeciramo na dve ravnine, po-
stoje i dva priklona kuta. Prvi prikloni kut (c) je kut pravca prema
n, a drugi prikion: kut (8) je kut pravca prema ..

Veli¢inu kuta a odreduje prva projekcija pravca i njegov preloZeni
poloZaj u n,; veli€inu kuta 8 odreduje druga projekcija pravca i njegov .
preloZzeni poloZaj u s, U slici 48 preloZen je pravac p oko p’ ta-

4*
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ko da je preloZeno njegovo drugo probodiste u //,. Prvo probodiste
I ostaje na miru kod prelaganja, jer se ve¢ nalazi u =,. Kut (p’ p,)
daje kut «. [stim
postupkom pre-
loZen je pravac
p oko p’" u m,.
Kod toga se pre-
laganja preloZi /
u (/), a Il osta-
je na miry, jer
je ve¢ u =, Kut
[p”" (p)] daje kut B. Kod toga postupka zaprave nije niSta drugo uci-
njeno nego odredena duZina pruSca / // pomoéu trapeza prometaca.
Kako taj trapez ima jednu od paralelnih stranica jednaku nuli izrodio
se on prema tome u trokut. Vidimo, dakle, da se kod odredivanja pri-
klonoga kutla pravca prema =, ili =, upolrebljava odredivanje duZine
onoga dela pravca Roji je izmedu prvoga i drugoga probodista. To
¢inimo pomocu trapeza prometaca ili, moZemo reci, i pomocu diferen-
cionoga trokuta. (Slika 48)

Priklone kutove pravca moZemo odrediti jo§ i tako da pravac
rotiramo oko osi koja je normaina na =, odnosnona =,, ve¢ prema tome
koji od priklonih kutova Zelimo odrediti.

Tako ¢emo na pr. prvi prikloni kut pravca p (slika 49) odrediti
zamiSljajuéi da se pravac p rotira oko pomoénoga pravca o dok ne
padne u w,. Pomoc¢ni pravac o je onaj koji prolazi drugim probodiStem
pravca p | =,. Ta rotacija prikazana je u slici 49 a) zorno, a u slici
49 b) u projekciji. Kod te rotacije ostaje // na miru, a / klizi po =,

i / I. |

i 49

dok ne padne u os x. Rotirano [ oznaceno je s I, SrediSte rotacije je
o' = II', a polumer rotacije je /' II'. Kut, $to ga zatvara spojnica




II I, s osi x, pokazuje veli¢inu priklonoga kuta pravca p prema =,

(kut «). /"I, je ujedno duzina dela pravca p od prvoga do drugoga
probodista.

Kod odredivanja drugoga priklonoga kuta rotiramo pravac p oko
pravca m dok ne padne u s,. Pravac m je pomoéni pravac koji prolazi
prvim probodistem pravca p | =, Kod te rotacije / miruje, a // klizi
po w, dok ne padne u os x. Rotirano // oznaeno je s /I,  Rotirani
pravac pr i os x pokazuju veli¢inu drugoga priklonoga kuta (kut ).

Ta rotacija pravca p oko m prikazana je u slici 50 a) zorno, a
u slici 50 b) u projekciji. 7'/, ujedno je duZina dela pravca p izmedu
prvoga i drugoga probodista.

Vidimo, dakle, da veli¢inu prvoga i1 drugoga priklonoga kuta
odredujemo: 1) odredivanjem duZine (///) dela pravca od prvoga do
drugoga probodiSta ili 2) rotacijom pravca oko pravca koji je normalan
na m,, odnosno na w,, a prolazi drugim, odnosno prvim, probodistem
pravca.

Veé otpre znamo da moZemo i pomou diferencionoga trokuta
odrediti priklon pruSca. Dogodi li se da kod predolenoga pravca pada
jedno od probodista ili oba probodiSta predaleko, onda se na pravcu
odaberu dve tatke po volji. Te dve talke pretstavljaju pruZac na pravcu.
Taj pruZac ima isti prikloni kut prema =, i prema n, kao i
pravac. Odredivsi, dakle, duZinu toga prusca (slika 34, 35 i 36) pomocu
diferencionoga trokuta odredili smo i priklone kutove pravca.

Sad cemo jo§ da razmotrimo odno$aj prvoga i drugoga priklo-
noga kuta pravca. U slici 51 nacrtan je pravac p sa svojim probodi-
Stima / i /. Kut (p"’ p) je drugi prikloni kut (B) pravca p, a kut
(p’p) je prvi prikloni kut («) pravca p. Znamo da je prikloni kut
pravca prema nekoj ravnini najmanji kut od svih kutova, Sto ga taj



pravac zatvara sa svima pravcima ravnine koji prolaze probodiStem
pravca s ravninom. Budu¢i da p* i Il II' leZe u m i prolaze probo-
diStem pravca p s 7,, mora biti kut §
manji od kuta y, jer je kut 8 prikloni
kut pravca p. (Slika 51) Kako je y
~+ « == 90° jer je trokut // /I’ I pra-
vokutan, te buduci da je 3 manji od
T kuta y, mora # 4+ o biti manje od 90°.

Dakle, suma priklonih kutovu prav-

EN g
T, ¥ ca prema =, i prema w, manja je
@ od 90°.

« -+ B imace upravo 90° samo

u onom slucaju, ako mozemo pravcem

poloZiti ravninu koja je normalna na os x, tj. ako su projekcije pravca

normalne na os x. Da je kod takvoga pravca o - 3 = 90° vidi se u
“slici 45, 46 i 47.

Ako se pravac nalazi u posebnom poloZaju, nije potrebno po-
sebno odredivati veli¢inu priklonoga kuta toga pravca. Kut, Sto ga za-
tvara ona neparalelna projekcija pravca u posebnom poloZaju s osi x,
pokazuje veliinu priklonoga kuta prema onoj ravnini projekcija s ko-
jom nije pravac paralelan. |

U slici 43 oznaCeni su prikloni kutovi onih pravaca kod kojih
odmah vidimo veli¢inu njihovu. Suma priklonih kutova kod pravaca »
1 0 u slici 43 iznaSa 90°. Pravci @, £ i &£ ne zatvaraju s =, ni $ x, ni-
kakve kutove.

T

X zakon: Suma priklonik kutova pravea prema =, i prema i,
ne moze biti veca od 90°.

Zadaci:

105.—110. Odredite priklone kutove prema =, i prema 72 1 Vi-
dljivost pravca p = AB, ako je zadano:

105.) A(— 2, 3, 1), B (2, 1, 5) [pomocu odredenja duZine prus-
ca /11

106) A (1,1, 2), B (4,3, 1) [pomocu rotacije].

107.) A (—2, 1, 3), B (—4, 05, 1) [pomocu rotacije].

108.) A (1, 1, 4), B (5, 0,5, 3) [pomocu odredenja duZine prus-
ca I 1]

109:) A (O, 2, 4), B (—4, 0,5, 0,5) [pomocu odredenja duZine prus-

ca /1] |
110) A (—1, 3, 2), B (3, 0,5, —2) [pomocu rotacije|.



111.) Nacrtajte projekcije pravca m i odredite njegov prikloni kut,
ako on prolazi tatkom M(2, 3, 2) i ako je: a) paralelan s z,; b) para-
lelan s n,; ¢) normalan na =,; d) normalan na =,.

112)) Odredite projekcije pravca s, ako on prolazi tatkom S(0,
2, 3) i ako je: a) paralelan s =, a s m, zatvara kut g = 00% b) para-
lelan s n,, a § 7, zatvara kut o = 30°.

113.) Predolite pravac opcenoga poloZaja u ravnini sumernosti i
odredite njegove priklone kutove. (Sto ste opazili kod priklonih kutova?)

114.) Predocite pravac opfenoga poloZaja u ravnini istovetnosti i
odredite njegove priklone kutove. (Sto ste opazili kod priklonih kutova?)

115) Zadana je tacka // (3, O, 4); odredite projekcije taCke A
(y = 1) na pravcu p, ako on prolazi tatkom /I i ima priklone kutove
o= 30° B = 60° (Pazite na poloZaj pravca p u prostoru)

116.) Tatkom M (0, 2, 3), poloZite pravac m koji ima priklone
kutove a=60° B =30° Odredite projekcije tatke N na pravcu m, ako
se tatka N mora nalaziti u drugome kvadrantu.

117.) Odredite probodiSta pravca p, ako on prolazi tatkom P
(3, 4, 3) i normalan je: a) na ravninu sumernosti; b) na ravninu isto-
vetnosti (o = B = 459, '

118.) Odredite p” i kut o, ako je od pravca p = AB [A (—2, 4,
1), B (1, ?, 3)] poznat kut B —=30° (Pogledajte sliku 38)

119.) Odredite r”" i kut B, ako je od pravca r-= MN [M (3, 2, 5),
N (—1, 4, ?)] poznat kut o =60°. (Pogledajte sliku 38)

120.) Nacrtajte projekcije pravca, ako on prolazi tatkom P (0, 3,
4) i ako ima priklone kutove o= 30° B=45° (Pogledajte sliku 40)

121.) Odredite p’ i kut B, ako je od pravca p= MN [M (-2,
?, 3), N (1, 2, 1)] poznat i kut e = 60°. (Pogledajte sliku 39)

122.) Odredite p* i kut «, ako je od pravca p= PR [P (3, 1, ?),
R (—1, -3, 5)] poznat i kut B =60° (Pogledajte sliku 39)

123.) Odredite p”, ako je od pravca p poznato p’, njegova tatka
A (2, 3, 4) i duZina prusca od A do prvoga probodista A /= 6; p’
s 08l x zatvara 45°%)

124.) Odredite p’, ako je od pravca p poznato p’’, njegova tatka
M (0, 2, 4) i duZina pruSca od M do drugoga probodista MI/ = 6;
p’’ s osi x zatvara kut od 60°. |

125.) Odredite geometricko mesto prvih probodista sviju pravaca
koji prolaze tatkom V (2, 3, 6), ako je od tacke V do prvoga probo-

1) Kut, 8to ga zatvara projekcija s osi x, merimo desno od secidta projekcije
s osi x, i to uvek od osi prema dole za prvu projekciju, a od osi x prema gore za
drugu projekciju.



dista VI=5. Pokatite veli¢inu priklona o« svih tih pravaca. (Svi ti
pravci Cine stoZac (kupu) kojemu je vrh u tacki V, a baza u =)

126.) Odredite geometricko mesto drugih probodista sviju pravaca
koji prolaze tatkom V (1, 5, 2), ako je od tacke V do drugoga probo-

dista VIl = 4. Pokatzite veli¢inu priklona B svih tih pravaca.

127.) Odredite geometricko mesto prvih probodista sviju pravaca
koji prolaze tatkom V (—1, 2, 4), ako svi ti pravci zatvaraju s =, kut
a = 60°.

128.) Odredite geometriCko mesto drugih probodiSta sviju pravaca
koji prolaze tatkom V (0, —1, 5), ako svi ti pravci zatvaraju s =, kut
B = a0

129.) Odredite na praveu p=MN [M (—1, 2,5, 1), N (1, 0,5,
1,5)] tatke P i R koje su jednako udaljene od =, i od x,. (Od P’
do osi x=o0d P’ do osix; tatka P je u ravninl sumernosti. R'=R"’;
tatka R je u ravnini istovetnosti, Pogledajte sliku 126)




III DEO
PROJECIRANJE NA TRI RAVNINE

14. Bo¢na ili profilna ravnina

a) Tacka

U konstruktivnim zadacima nacrine geometrije €esto je potrebno
pomagati se treCom ravninom projekcija da se dode do Zeljenoga rezul-
tata. To ¢inimo da se pojednostavi postupak ili da bude telo predoeno
1 svojom trecom projekcijom, te time bolje uoceno.

Zapravo postoje tri vrste tre¢ih ravnina projekcija. U ovome para-
grafu zabaviCemo se treom ravninom koja je normalna na =, i na =,
i razmotriCemo odnoSaj projekcija na tu ravninu prema projekcijama
na #, i na m,. |

Iz stereometrije znamo da je ravnina koja je normalna na dve
ravnine, normalna i na presecnicu tih dveju ravnina. Postavimo li neku
ravninu normalno na =, i na m, bie ona normalna i na os x. Proje-
cira li se na takvu ravninu, normalnu na os x, onda se ona naziva
treca ravnina projekcija ili profilna ili bocna ravnina. Tu ravninu
imenujemo sy, a projekcije na nju nazivamo Zrecim projekcijama. TreCe
se projekcije oznaluju znakom triju crtica ("’"). Na pr. A" (A triput cr-
tano) ili p”’ itd. Presenicu ravnina sy i @, nazivamo osju »Xs, a presecnicu
ravnina myim, 0Sju ,xs. Prema tim nazivima &esto se os x naziva osju
1Xs. Os ,x; kod profilne ravnine, ne ¢emo upotrebljavati u ovoj knijizi,
jer sve §to moZemo da postignemo osju ,x, postizava se i osju ,X,.

Trecu projekciju neke tatke dobivamo, ako pustimo normalu na
sy iz te taCke. ProbodiSte te normale s ravninom =, odreduje trecu
projekciju tacke.

U slici 52 zorno su predotene sve tri ravnine projekcija. Izvan
tih ravnina nalazi se tatka kojoj je odredena prva, druga i tre¢a pro-
jekcija. Ako ho¢emo, da A" dode u =, znamo, da moramo =, roti-
rati oko osi x dole dok ne padne u x,. Kako je A’ izvan ravnine
crtnje (), moracemo i =, rotirati da A"’ dode u =,. Ravnina =,
rotira se oko osi ,x;, svejedno je desno ili levo, dok ne padne u =..



Ravnina se sy zove botna ravnina jer se uzima desno ili levo (kao o
boku) od onoga sto je ve¢ predoCeno svojom prvom i drugom projek-
cijom, a profilna zate,

3 % ‘ jer su slike u njoj crta-

T, ne u profllp. U slici
: 02 prednji je deo ra-
= : vnine s, preloZen levo
: oko osi ,Xx; u 7, Rav-

W s nina m, smela se pre-
TR loZiti u =, i desno, ali
e ) Tk it ——  to nije uéinjeno zato,
' Y jer je leva strana slo-

x—k bodnija. Time $to smo
/ I preloZili =, u s, do-
- . i

i spelo je i A" u ravni-
' A nu crinje (n,). Iz slike
02 vidimo da je od
A"’ do osi ,x, jedna-
ko daleko kao od ta-
R s cke A uprostoru do =,.
Kako je 4 A” = od

@ A’ do osi x, mora biti
|' 4" da.all ooy = 4

do osi x. 1z toga sledi

X[ zakon: Udaljenost od trece projekcije svake tacke do osi ,x,
Jjednaka je udaljenosti od prve projekcije le tacke do osi Xx.

Kod profilne ravnine stoji uvek os ,x; normalno na os x. (Slika
03) Buduéi da su ravnine =, i n, jedna na drugoj normalne, wvredice
isti zakoni za odnosaj izmedu druge i trece projekcije kao oni za od-
nosaj izmedu prve i druge projekcije. U prvome redu spojnica druge
i tree projekcije neke taCke uvek je normalna na os »x;. (Zasto?)
(Procitajte § 7 u pocetku) Iz prve i druge projekcije dobije se treca
projekcija tacke tako da se u drugoj projekciji pusti normala na os
.Xy, 1 Na tu normalu od osi ,x; nanese udaljenost od prve projekcije
tacke do osi x. Os ,x; uzima se po volji.

U slici 53 u A”" pultena je normala na o0s ,x3 i na tu normalu
nanesena je levo od osi ,x, udaljenost od A" do osi x. Mogli smo
u€initi i tako, da smo udaljenost od A" do osi x naneli na desno od
osi ,X3. Zavisi o tom na koju smo stranu preloZili ravninu s,.

Kad se odreduju tre¢e projekcije od viSe tataka koje su u
raznim kvadrantima, moramo se uvek ravnati po trefoj projek-




<iji tatke koju smo prvu odabrali. Sve taCke' s iste strane =x, imaju
svoje treée projekcije na istoj strani osi ,x,. Iz toga sledi

X1l zakon: Sve tacke, kojima su 1Xs
prve projekcije na raznim stranama 0si X, N
Imaju [ trece projekcije na raznim stra-
nama 0si ,x,. ?’

U slici 53 sve tacke, kojima su prve : '3
projekcije ispod osi x, imaju trece projek- L
cije s sleve strane osi ,x, a tacke, ko- {hS o8 ;
jimasu prve projekcije iznad osi x, imaju = e---e- oo} -ioo0” A
s\oje treée projekcije s desne strane osi st
,X;. Smelo je to biti i okrenuto. U slici .
53 preloZeno je s, u n, levo, a da smo
na drugu stranu postavili tre¢e projekcije
taCaka, onda bi x; bilo preloZeno desno u =,

U slici 53 pokazane su tre¢e projekcije ta¢aka u raznim kvadran-
tima. 1z slike se talno razabira da se trec¢e projekcije onih tacaka, ko-
jima su prve projekcije ispod osi x, nalaze levo od osi ,x;, a desno
0od osi ,x, one, kojima su prve projekcije iznad osi x.

Zadaci:

130) Odredite trece projekcije tataka A (1, — 2, 3); B (3, 4
— 2 C (2 3,1 D (4 — 3, —1)

131.) Odredite tre¢e projekcije tataka A (— 2, 0, 3); B (2, 3, 0);
C1,00;,D(—1,0 —4); E(— 3 — 20). :

132.) Odredite prve projekcije tataka, ako ste ih po volji oda-
brali tako da su im poznate druge i tre¢e projekcije.

133.) Koja je karakteristika treih projekcija tataka koje leZe u n,?

134.) Koja je karakteristika tre¢ih projekcija tataka koje leze u =,?

135.) Koja je karakteristika prvih i drugih projekcija tacaka koje
leZe u my? ‘

b) Pruzac i pravac

Ravnom spojnicom trecih projekcija dveju tacaka odredena je treca
projekcija prusca. ProduZi li se trea projekcija pruSca preko svojih
krajnjih tafaka, dobije se tre¢a projekcija pravca.

DuZina se pruSca odreduje prelaganjem na m, pomocu trapeza
prometaa ili pomocu diferencionoga trokuta.

U slici 54 prikazana je duZina prusca AB u treCoj projekciji
pomo¢u diferencionoga trokuta i pomocu trapeza prometaca.



Iz same se slike razabira kako
je nadena diferencija §,, te kako je
pomocu te diferencije odredena du-
Zina pruSca AB. Diferenciju 8, mo-
glo se je naneti i na normalu u B,
Iz slike se takoder vidi kako je odre-
dena duZina pruSca pomocu trapeza
prometafa. Samo se sobom razume
da ¢e ta duZina biti potpuno jed-
naka duZini pruSca odredenoga pre-
laganjem na =, ili na =,.

S ravninama ny; i 7, postupa se isto kao 1 S ravninama =, i .
Razlika je, mogli bismo reé¢i, samo u tome, Sto os x ne stoji horizon-

4 AT rrrs

talno ve¢ vertikalno i Sto su projekcije oznaCene s- ' 1 s- a ne

Vi

ot I - S

U slici 55 a) i b) prikazan je pravac p sa sva tri svoja probe-
diSta. Tre¢u projekciju pravca odredili smo da smo odredili tre¢e pro-
jekcije prvoga i drugoga probodiSta. Spojnica //”" /I’" daje p”’. Kako
smo dobili prvo i
drugo probodiste i
njihove trece projek-
cije, znamo ve¢ ot-
pre. Treée probo-
diste je tacka /// u

1T3’ NG 17’(3

E“

T -
E'“.d:-- .; Hm

AN
. LB

kojoj pravac p pro- T A s
bada ravninu . ‘ ] P

Buduéi da sve tacke e

koje leZe u m, imaju ), o, @ b)

svoje druge projek-

cije u osi ,x,,a kako je tacka /// na pravcu p, mora se ///"" nalaziti u
seciStu p”” s osi ,x;. Buduéi da se prema IX zakonu tatka nalazi na
pravcu samo u onome sluaju, ako se 1 trea projekcija tacke nalazi
na tre¢oj projekciji pravca, morace se /I/”’’ nalazitiup’”’. Da, se, dakle
odredi trece probodiste pravca, mora se druga projekcija pravca pro-
duZiti do osi ,x, (1) i u lome secistu pustiti normala do trece pro-
jekcije pravea (III"7). Tako je dobiveno [/I'" i /llI’”. Prva projekcija
treCega probodiSta (///") mora se nalaziti na prvoj projekciji pravca (p').
Ako je tatno crtano, mora biti udaljenost od ///"’" do osi ,x, jednaka
udaljenosti od ///" do osi x, jer je trea projekcija taCke uvek jednako
udaljena od osi ,x; kao prva projekcija odnosne tatke od osi x.
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U slici 55 b) nalazi se //I’ iznad osi x, a /lI"" s leve strane osi
2X4 jer smo kod odredivanja [’ (to je prva tatka kojoj smo odredili
trecu projekciju) ravninu n, preloZili desno. To zna¢i da pravac p pro-
bada ravninu iza =, a =, pred m,. U slici 55 a) to nije slulaj, jer se
prvo i treCe probodiste nalazi pred =,. Vidi se, dakle, kako mora doci
kod koustrukcije do izraZaja raznolikost poloZaja tatke u prostoru prema
n, 1 u trecoj projekciji.

U slici 56 odreden je tre¢i prikloni kut y pravca p. Prema pr-
vome i drugome priklonom kutu jasno je da je i treci prikloni kut pravca
najmanji kut Sto ga pravac zalvara s
ravninom w,. U slici 56 nije crtana prva
projekcija pravca p, nego samo druga i
trea projekcija pravca samo zato da se
bulje istakne jednakost postupka kod
odredivanja treega priklonoga kuta s
postupkom odredivanja prvoga, odnosno
drugoga, priklonoga kuta. Odredivanje
treCega priklonoga kuta pokazano je u
slici 56 na dva nacina, i to: 1) pomoéu
odredenja duZine dela pravca od drugoga
do treCega probodiSta i 2) pomocu rota-
cije pravca u =, oko pomoénoga pravca m | m; (m je os rotacije, a
Il TII'” je polumer rotacije). Ta dva nalina za odredenje priklonoga
kuta upotrebljavali smo i kod odredivanja prvoga i drugoga priklo-
noga kuta.

Postavi li se u slici 56 o0s ,x, horizontalno i druga projekcija
smatra prvom projekcijom, a tre¢a drugom projekcijom, odgovarace
7, ravnini w;, a w, ravoini 7,. Ako sada u tom poloZaju odredujemo
prikloni kut prema =, (a doista je to prikloni kut prema n3), dobi¢emo
istu konstrukciju koja je pre bila provedena kad smo odredivali treci
prikloni kut. Vidi se dakle potpuna podudarnost postupka kod odre-
divanja treCega priklonoga kuta s onim drugoga, odnosno prvoga, pri-
klonoga kuta.

VeC pre je kazano da izmedu druge i tree projekcije vrede isti
zakoni kao izmedu prve i druge projekcije. Ponovo se upozoravate na
I 11l zakon u § 2 i [l zakon u § 3. Vasim kvadrantima mozZete jo$
prikijuciti 1 ravninu w3, pa se i sami jo$ uveriti o ispravnosti svih zakona
za =, i n,, koji vrede za @, i =,.

Zadaci:

136. — '140. Nacrtajte treéu projekciju prusca AB, ako je on

ovako zadan:




62

136) A (—2, 8, 2), B (3, 1, 5).
137) A (=1, —2, 4), B.(3, 4, 1).

SRl U Lok B S B 1), Koji poloZaj ima pruZac
139.) A (—1, —2, 3), B (—1, 4, ). B ] p

140, A (1, 2, 4), B (=3, 2, 4). AB obzirom na m,?

141. — 145. Odredite duzinu pruica MN pomoéu tretega trapeza
prometata, ako je pruZac ovako zadan-

141) M (2, 1, 4), N (5, 4, 3).

142) M (—1, =3, ), N (3, 2, %).

143.) M (—1, —3, —2), N (2, 3, —1).

144) M (—1, 2, 3), N (2, 2, ).

145) M (=3, 2, 1), N (—3, 5, 2).

146.) Odredite prvu projekciju i sva tri probodiSta pravca, ako
je poznata njegova druga i treca projekcija. (p”’ i p”"’ uzmite po volji)

147.) Odredite prvu projekeiju i prvo probodiSte pravca, ako je
njegova druga i tre€a projekcija paralelna s osi ,x..

148.) Odredite prvu i drugu projekciju i treCe probodiSte pravca,
ako je njegova tre€a projekcija tatka. (p”’’ uzmite po volji)

149.) Odredite prvu i treéu projekciju i prvo i treée probodiste
pravca, ako je njegova druga projekcija tacka. (p’’ uzmite po volji)

150.) Odredite drugu i treéu projekeiju i drugo i trece probodiste
pravca, ako je njegova prva projekcija tacka. (p’ uzmite po volji)

151.) Nacrtajte veli¢inu trokuta 4 (1, 2,3), B (1,4, 1), C (1, 1, ).
(Zasto je A" B C'"" L ABC?)

152.) Predocite kvadrat ABCD || 7, ako je poznata njegova tatka
A (—3, 4, 3) i tacka B (—1, 3, 4). (Zasto je A" B C" D"
L ABCD?)

153.) IstraZite da 1i se tacke A (3, 2, 4), B 3,1,2)i C (3,5, 1)
nalaze se na istome pravcu?

154.) Koliko je tatka P (1, —2, 1) udaljena od pravca a = AB
[A (1, 2, 3), B (I, 4, D?

155.) Odredite tre¢i prikloni kut pravca p =MN [M (—2, 2, 3),
N (—4, 1, 9)].

156.) Odredite tre¢i prikloni kut pravca s= ST [S (1, 3, 2), T
-1, 1, D]

157.) Odredite prvi i drugi prikloni kut pravca p= PR [P (2,
3, 1), R (2, 1, 4)] pomoéu njegove trece projekcije.
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158.) Odredite probodista pravca p, ako on prolazi taCkom A
(2, 3, 1) i paralelan je s m;, a s =, zatvara kut g = 30°

159.) Odredite projekcije tataka B i C istostranoga trokvta ABC,
.ako je vrh trokuta u A (—1, 3, 1), stranica AB ==3 i zatvara s x, 60°,
a s w, 30° Trokut ABC leZi u ravnini koja je paralelna s ravninom n,.

160.) Odredite sva tri probodista pravca openoga poloZaja, ako
poznajete njegovu tre¢u i prva projekciju. (Treéu i prvu projekciju
pravca uzmite po volji, ali prema zadatku moraju biti obe projekcije
kose prema 0Si, X, 1 prema 0si X.)

15. Transformaciona ravnina

a) Tacka

Videli smo, narolito kod zadataka prijaSnjega paragrafa, da se
najCeS¢e sluZimo profilnom ravninom u slu€ajevima u kojima je ono
Sto predoujemo normalno na =, ili paralelno x;. Od profilne ravnine
nemamo gotovo nikakve Kkoristi, ako se njome Zelimo ispomoc¢i kod
neCega Sto je u openome poloZaju prema m,. U takvim sluajevima
sluZimo se novom vrstom projekcionih ravnina. Takva projekciona ra-
voina imenuje se takoder x,, a normalna je ili samo na =, ili samo na
7,. Projeciranjem na tu novu ravninu =, koja je po strani zamenjujemo
ravnine projekcija, tj. premeStavamo (transformiramo) udruZenu prvu
i drugu projekciju u poloZaj da bude prva, odnosno druga, projekcija
udruZena s tre¢om. To nadopunjavanje ravnina projekcija =« i =, naziva
se transformacijom, a sama ravnina s, transformaciona ravnina.

U slici 57 prikazane su zorno ravnine =, m, i 3. Ravnine n, i
7, stoje u svome obi¢nome poloZaju, dok je ravnina s; postavljena
normalno na my, a s ravninom =, zatvara neki Siljati kut. U takvome
poloZaju zove se ravnina w, transformaciona ravnina. Da se odredi
tre¢a projekcija neke tacke (na =), pusti se iz tatke normala na s, U
seciStu te normale s =, nalazi se trec¢a projekcija odnosne tacke. Bududi
da je tako dobivena trec¢a projekcija tacke izvan ravnine crtnje, mora
se my preloZiti u ravninu crtnje (7,). Zbog toga se ravnina m, rotira
oko preseCnice ravnina n, i 7, svejedno na koju stranu, dok ne padne
u 7,. Tom rotacijom ravnine sy dospe i tre¢a projekcija tatke u ..
Time se udruZe druga i tre¢a projekcija. Prese¢nicom ravnina =, i =,
nastane 0s ,x;. I ovde e spojnica druge projekcije s trecom projek-
cijom taCke stajati normalno na os ,xs.
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U slici 57
vidimo da je (pre
prelaganja rav-
nine @y U m,) U-
daljenost od A"’
do osi ,x; je-
dnaka udaljeno-
sti AA”. Bududi
da je AA”=od
A" do osi x=y
taCke A, bice i
nakon preloZaja
ravinine my u 7,
od A" do osi
X3=—o0d A" do
osi x. Dakle, i
kod transforma-
cije za odredenje
treCe projekcije
neke taCke mo-

rae se puStati normala iz druge projekcije na os ,x3, i od seciSta te
normale s osi ,x, naneti udaljenost od prve projekcije do osi x. (§
14, zakon X) Tatke na raznim stranama ravnine s, imace i svoje treCe
projekcije na raznim stranama osi ,x,. Vidimo, dakle, da je postupak
isti kao i kod profilne ravnine s tom razlikom, Sto os ,x; ne stoji nor-
malno na os x, ve¢ je oS ,X; prema 0si x po volji nagnuta.

U slici 58 odredene su na taj nacin tree projekcije taCaka koje
'se nalaze u raznim kvadrantima. Budu¢i da su tatke A i D (1ilV

kvadrant) s iste strane ravaine =, imaju
i svoje treCe projekcije A" i D" s iste
strane osi ,x;. Tatke B i C (II i IIl kva-
drant) imaju B i C"”" s iste strane osi
»X,, ali protivno od A" i D", jer se na-
laze s druge strane ravnine =, negoli
tatke A i D. Iz prvih projekcija pojedinih
taCaka razabiramo raznolikost poloZaja
tacaka obzirom na =,. Ako su prve pro-
jekcije tataka na raznim stranama osi x,
onda su i njihove treCe projekcije na raz-
nim stranama osi ,x;. Vidimo, dakle, da

X3

"
‘ﬂ A

i za transformacionu ravninu vredi XI zakon u § 4.



Kao §to smo pre uzeli ravninu s, normalno samo na =, tako
isto moZemo da uzimamo ravninu s, normalno samo na =, tako da bude
nagnuta prema ravnini n,. U ovo-
me slucaju je presecrica ravnina ':

7, 1 7w, 08 X, a udruZene Ce biti
prva i1 treéa projekcija. U slici

59 zorno je prikazana takva ra- "";.l--1-["5’:.";._'.'.:.,1\"*. 0
vnina n,. Buduéi da su prva i T V{A " PR
treca projekcija udruZene pro- 5 A
jekcije, mora spojnica prve pro- T | A e}
jekcije tacke s trecom . projekci- X X s

jom stajati normalno na os X;. - ‘
Kao i dosad, preloZi se n; oko osi
X, dok ne padne u =, Dosad LV
smo prelagali oko preseCnice (oS ‘
,Xg) ravnina m, i 7, U m,, a sada, jer prelazemo oko preseénice (0s ,xX;)
ravnina w1, i 7, ne moZemo m, preloZiti u x,, nego samo u: x,, a onda
istom zajedno preloZenu ravninu sz i ravninu n, oko osi x preloZimo
u n,, i to, kao uvek, prednji deo ravnine =, dole. Od treée projekcije
taCke do osi ,x; biCe isto tako daleko kao od tacke u prostoru do
prve projekcije. Buduéi da je od tacke u prostoru do prve projekcije
isto toliko, koliko je od druge projekcije do osi x, sledi

XIIl zakon: Treca se projekcija tacke dobije, .ako se u prvoj
projekciji tacke pusti normala na os ,x; i nanese od seci§ta te nor-
male s osi ,x, na normalu udaljenost od druge projekcije do osi x.

Buduéi da se prelaze oko osi ,x,, tj. oko

3 pravca u ravnini =, morace tatke na raznim
N ~ stranama ravnine s, imati-i svoje trece pro-
@ L I » e - -
s jekcije na raznim stranama osi ;X,.-

U slici 60 prikazane su tacke ‘A, B,
CiDul Il H i IV kvadrantu. Buduéi da
se tatke A i B nalaze s iste strane z, (A"
i B” je nad osi x), nalazi se i A" i B
s iste strane osi ;x; a buduéi da se tacke

Y .C i D nalaze ispod =, u Il odnosno u IV

A a2 kvadrantu, nalazi se, dakle, i C”/ i' D”‘ na
@ - protivnoj strani od A”" i B, jer se i C”’
i D" nalazi na protivnoj strani od A” i B”.

Vidimo da ‘se iz druglh projekcija odreduje smesta] trecih prolekcqa
Odavde sledi’ '

g
o & oy
Py s
" 3
. “
- SE = i
-’ . *
y "
9 .
%
G it s R
A H
. e
i =
" s it s Il pue o
al® . .
. ¥ o
LN r

Nacrtna geometrija 5



XIV zakon: Ako su druge projekcije na raznim stranama osi x,
onda su i njihove trece projekcije na raznim stranama o0si ,x,. (Uspo-
redite ovaj zakon s XII zakonom u § 14)

Zadaci:

161.) Odredite tre¢e projekcije tataka A (2, 3, — 1), B (—1, 3,
A (=20 =1, 8, D@, — 2, —4) a) ng | my; b) r, L =,

162.) Odredite trece projekcije taCaka M (— 2, 3, 0), N (— 1,
0,—~2),0(03),P(1,—20,R@3,00):a x, | n;b)m, | 7.

163.) Odredite druge projekcije tacaka, ako su im poznate prva
i tre¢a projekcija. Prvu i treCu projekciju uzmite po volji. (x, | =)

164.) Odredite prve projekcije taCaka, ako su im poznate
druge i treCe projekcije. Druge i treCe projekcije uzmite po volji.
(s L 7)

165.) Koja je karakteristika prvih, odnosno drugih, projekcija
taCaka koje leZze u tranformacionoj ravnini, normalnoj na x,, odnosno na =,?

166.) Gde se mora nalaziti tacka u prostoru: 1) ako se prva pro-
jekcija tacke nalazi u osi ,x,; 2) ako se druga projekcija nalazi u osi 5x,;
3) ako se treCa projekcija nalazi: a) u osi ,x;; b) u osi ,x;?

b) PruZac i pravac

Kod transformacione ravnine koja je normalna samo na =, ili
samo na n, udruZuje se prva s treom, odnosno druga s treCom, pro-
jekcijom. Buduéi da su =, i m,, odnosno x, i «,;, ravnine medu sobom
normalne kao ravnine =, i n, i buduéi da se i na n; normalno proje-
cira, moraju za prvu i tre¢u, odnosno za drugn 1 trecu, projekciju vre-
diti svi oni zakoni i konstrukcije o pruScu i pravcu koje smo videli i
naucili kod ‘njihove prve i druge projekcije. DuZina i priklon prusca,
probodiSta 1 prikloni kut pravca i u opce sve Sto ¢e joS biti pokazano
kod prve i druge projekcije, mo€i ¢e se primeniti na udruZenu prvu,
odnosno drugu, s treom projekcijom. Sva je razlika u tome, Sto os x
stoji uvek horizontalno, a os ,x,, odnosno os ,x;, nekako nagnuto ili
vertikalno.

Ako se znadu i razume sve dosadasnje konstrukcije, doistane bi bilo
ni potrebno da se posebice provadaju. konstrukcije za-udruZenu prvu, o-
dnosno drugu, s tre¢om projekcijom, jer su one identi¢ne s onima pri-
jasnjima. Ipak, za jaCe utvrdenje srodnosti postupka, pokazane su na
primerima neke konstrukcije izvedene pomocu transformacije.

U slici 61 odredena je duZina prusca AB: 1) pomoCu trecega tra-
peza prometaCa udruZene prve i trece projekcije i 2) pomocu trecega

diferencionoga trokuta udruZene druge i treCe projekcije. Iz same slike
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jasno izlazi provedba konstrukcije. Na taj naCin odredena duZina prusca
AB [AB= A,B,=— A”7(B)] pokazuje samo srodnost postupanja, ali
nam ne pruZa nikakve prednosti koju bismo imali od transformacije.

U slici 62 naprotiv pokazano je odre-
denje duZine i priklon prusca zgodnim smje-
Stajem osi ,x,, odnosno osi ,x; tako da iz
same treCe projekcije odmah vidimo i njegovu
duZinu i njegov priklon prema =,, odnosno
prema n,. Ako je pruZac paralelan s nekom
od ravnina projekcija, znamo da je projekcija
toga pruSca na tu ravninu jednaka njegovoj
duZini (§ 2, I zakon) i da je kut, Sto ga pro-
jekcija zatvara s osi, jednak priklonu pruSca
prema onoj udruZenoj ravnini. (Pogledajte ot-
seCak u § 13 pred X zakonom)

Budu¢i da je os ,x, odnosno os ,x,
uzeta paralelno s A” B, odnosno s A” B,
mora biti pruZac AB paralelan s ravninom g,
a prema tome mora da bude A”’B”’ duZna
prusca AB (AB=A""B""), a kut, §to ga A"’
B’ zatvara s osi ,x;, mora da pokazuje veli-

¢inu priklona pruSca prema x,, odnosno prema m,,
B’, obzirom na os ,x,,

Kod odredivanja tre¢ih projekcija A’ i

A,

nanaSane su udaljenosti od druglh projekcija do osi x na razne strane

0si ,x,, jer je A” i B” na raznim stra-
nama osi x. (§ 15, XIV zakon) Kod A"’
i B, obzirom na os ,x,;, to se ne sme
uCiniti, jer su prve projekcije s iste
strane osi x.

U slici 62 pokazano je kako se po-
mocu transformacije moZe da odredi du-
Zina i priklon pruSca prema n,, odnosno
prema n,. Ovde je dakle do$la do izra-
Zaja vrednost transformacije koja ce se
naroCito posle jo§ bolje ocitovati kod
prereza uglatih (rogljastih) telesa.

Cesto se uzima os ,x, ili os ,x,
kroz prvu, odnosno drugu, projekciju

prusca ili pravca da se uStedi na prostoru i na crtama,

U slici 63 prikazano je kako se odreduje trec¢e probodiste pravca
kad su udruZene prva i treca projekcija. Kod odredivanja trecega pro-

h%



bodiSta pravca ne moZe se pogresiti, ako se drZi na umu da jé treée
probodiste facka pravca u n,. Talka se nalazi samo onda na pravcu,
ako je prva, druga i tre¢a projekcija tactke na prvoj, drugoj i trecoj
projekciji pravca. Tacka je u =,
ako je njena prva projekcija u osi
X3 Tre¢e probodiSte /// je tatka na
pravcu, i u ny, dakle, //I” mora biti
na p/, i uosi ,x,, To je moguce
samo u seciStu p’ s osi ,x, Trefa

rrr

projekcija treCeg probodiSta //I'" je

u ordinali za os ,x; u p'”.

Kod odredivanja bilo kojega
probodista pocetnici rado zamenjuju,
— kad se govori o prvom, drugom ili treCem probodistu — probodista
s prvom, drugom ili tre¢om projekcijom. Mora se dakle misliti na to
da prvo probodiste nije prva projekcija, da drugo probodiste nije druga
projekcija, a treée proboditte da nije tre€a projekcija. Svako probo-
diste za sebe je tacka koja ima svoje dve ili tri projekcije, vec prema
fome, sluZimo li se samo s =, i s =, ili takoder i s n,.

U slici 63 prikazana je i velitina tre¢ega priklonoga kuta y. Kut
Y je odreden tako da se odredila duZina dela pravca izmedu prvoga
i trecega probodista.

Ima 1li se odrediti tree probodiste i tre¢i prikloni kut obzirom
na 0s ,X,;, postupa se isto kao s profilnom ravninom, s tom razlikom,
Sto je sada os ,x, nagnuta prema osi x, a kod profilne ravnine je
normaina na os x.

Zadaci:

167.) Nacrtajte treéu projekciju i sve tri projekcije prvoga, dru-
goga i treCega probodista pravca p, ako je on odreden tatkama A
(— 1, 2, 2) i B(2, 6, 5). Uzmite da: a) os ,x, zatvara s osi x tupi kut;
b) os .x, zatvara s osi x tupi kut.

168.) Odredite duZinu pruSca A(— 4, 2, 1) B(0, 1, 3) pomocu
treCega trapeza prometaa. Os ,x, ili os ,x; uzmite po volji. |

169.) Odredite duZinu pruSca M(— 5, 2, — 1) N( — 1, [, 3)
pomocu treCega trapeza prometaca, ako: a) os ,x, prolazi ishodistem i
zatvara s osi x kut od 120° b) os ,x, see os x u tactki — 7 od
ishodiSta i zatvara s osi x kut od 60°.

170) Odredite pomoéu transformacije prvi i drugi prikloni kut
pravcap = AB[A(— 1, 3, 2), B@3, 6, 5)]. (Zakut o bice os ;x, || 7/, a
za kut B bice os ,x; [ p”) -

171.) Zadajte si po vyolji p’”, 0s ,x, i p”’; odredite p’.

",

172.) Zadajte si po volji p’, 0s x i p’”’; odredite p”.
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173.) Odredite tre¢e probodiSte pravcap | =,; 0S ,X, uzmite po volji.

174.) Odredite tre¢e probodiSte pravca o |_=,; 08 ,X, uzmite po volji.

175.) Odredite tree probodite pravca p || x; os ,x; | x.

176.) Smestite os ,x, tako da pravac a || r, bude normalan na
n,. Sto ée biti treéa projekcija pravea a? (;x; L p)

177.) Smestite os ,x, tako da pravac b || n, bude normalan na =,
i onda odredite &', (,x, L p)

178.) Poznato je A"/, A" i p’ pravca p, odredite pomocéu trans-
formacije p”/, ako je prvi prikloni kut pravca p = 30° Odredite i ve-
li¢inu drugoga priklonoga kuta (3) pravca p.

179.) Poznato je A", A" i p”’ pravca p; odredite pomo€u trans-
formacije p’, ako je drugi prikloni kut pravca p = 60° Odredite i ve-
li¢inu prvoga priklonoga kuta («) pravca p.

180.) Odredite drugu projekciju pravca p | =,, ako on prolazi
tatkom A(— 3, 2, 4). Po volji odaberite os ,x, i p'”.

181.) Odredite p’ i sva tri probodiSta pravca p, ako ste po volji

rr7

odabrali p”, os ,x; i p’”.

Polozaj pravaca medu sobom

a) Paralelni pravci (pafalele)

U slici 64 prika-
zani su zorno prav-
ci alb|c Prav-
cem ¢ i normalama
AA”, odnosno BB”,
odredena je ravnina
«, pravcem b i nor-
malama CC”, od-
nosno DD, odre-
dena je raynina 3,
pravcem ¢ i norma-
lama EE”, odnosno

FF”, odredena je
ravnina y. Ravnine
®, P 1 y moraju
biti medu sobom
paralelne ravnine,
jer u svakoj od njih imamo po dve medu sobom paralelne raznosmernice.
Taj je zakljuak izveden prema stereometritkom zakonu koji kaZe da




su dve ravnine medu sobom paralelne, ako mozZemo dve raznosmer-
nice (dva pravca, koji se seku) jedne ravnine nacrtati paralelno u dru-
goj ravnini. Buduéi da paralelne ravnine seku trecu ravninu u samim
medu sobom paralelrim pravcima (stereometricki zakon), moraju i preseé-
nice ravnina o, B i y s ravninom =, biti medu sobom paralelne. Svaka ravni-
na, koja prolazinormalomna neku ravninu i sama jena turavninu normalna
" (stereometricki zakon). Prema tome ravnine «, 8 i y, osim §to su medu so-
bom paralelne, jo$ su i normalne na x,. Odavde izlazi da su presecnice ra-
vnina «, 8 i y s ravninom s, projekcije pravaca a, b i ¢ na n,. Kako te presec-
nice moraju biti medu sobom paralelne, sledi da je a”’ || " || ¢”’. Dakle su
ravnine o, B i y ravnine prometalice pravaca a, b i ¢ za =, jer prolaze
pravcima normalno na ravninu projekcija.

Za ravninu 7, postoje takoder ravnine prometalice, tj. ravnine
koje prolaze pravcima normalno na =,. | te ravnine prometalice bice
medu sobom paralelne, pa ¢e prema tome i njihove prese¢nice (upravo
prve projekcije pravaca) biti medu sobom paralelne. Iz toga sledi

XV zakon: Paralelni pravci imaju medu sobom paralelne istoimene
projekcije.

U slici 65 prikazani su pravei a i b. Pravac a paralelan je s
pravcem b, jer je a’’ || 6" i a’ || &'. Kad bi bile samo druge projekcije

v o 3 medu sobom paralelne a prve ne

p b — ili okrenuto, pravci ne bi bili

' medu sobom paralelni. U istoj

slici nacrtane su i trece projek-

cije pravaca a i b. lz slike se
vidi da je i a”" || b""".

Paralelizam pravaca dosta-
tno je odreden medusobnom pa-
ralelno$¢u prvih i drugih projekcija.

Izuzetak &ine pravci koji su
paralelni s profilnom ravninom.
Kod takvih pravaca uvek su nji-
hove druge 1 prve pro]ekc1]e medu sobom paralelne. Da ispitamo para-
lelizam takvih pravaca, moramo jo§ nacrtati i njihovu trecu projekciju
(najzgodnije profilnu projekciju). Istom kad su trece projekcije takvih
pravaca medu sobom paralelne, pravci su i u prostoru paralelni. U
slici 66 na taj je nalin ispitan paralelizam pravaca o i p. Kad ne bi
bilo o™ || p’”/, pravci ne bi bili paralelni, iako je o” | p"" i 0’| p'.

”

b) Raznosmerni pravci (raznosmernice)
Raznosmernicama nazivamo pravce koji se seku. Dve raznosmer-
nice prema tome moraju imati jednu zajedniCku tacku. To znaci da ¢e
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morati kod projekcija raznosmernica postojati jedna zajednika taCka
kojoj ée se druga projekcija nalaziti na drugoj projekciji jednoga i
drugoga pravca, a prva projekcija na prvim projekcijama obiju pravaca.
Usto moraju biti projekcije te zajednitke tatke (toga secista tih razno-
smernica) u ordinali.

U slici 67 prikazani su pravcei a i

o L b tako da im se

| seci§te drugih

ol Pl projekcija i se-

N R ciSte prvih pro-

o ] jekcija nalazi u
il 18 08 ordinali. Budu- *

o ] @ € da se tatka S

ol o3 } nalam. i na prav-

| cu a i na pravcu

b (IX zakon, § 8),
mora tatka S biti zajedniCka tatka pravaca a i b, te prema tome i nji-
hovo secite. Iz toga sledi

XVI zakon: Dva se pravca u prostoru samo onda seku, ako im
se seciSta istoimenih projekcija nalaze u ordinali.

Dve raznosmernice ¢ine uvek Cetiri kuta od kojih su dva susedna,
suplementni kutovi. Kad se govori o kutu dvaju pravaca, misli se uvek
na onaj Siljasti kut. Ako su pravci jedan na drugom normalni, onda
su ona cetiri kuta pravi kutovi.

U projekciji je veli¢ina kuta dvaju pravaca ovisna o svome polo-
Zaju prema ravninama projekcija. Projekcija takvoga kuta moZe biti
veta ili manja od svoje veli¢ine u prostoru
kako nam to zorno pokazuje slika 68. Lako se
iz slike moZe uociti da Ce biti " < g; 9" > .

Ako su oba kraka kuta paralelna s jed-
nom od ravnina projekcija, onda se kut u toj
projekciji vidi u svojoj wvelicini.

Ako je samo jedan od krakova paralelan
5 jednom ravninom projekcija, projekcija je
kuta manja od njegove velic¢ine. Ako dva pravca
zatvaraju pravi kut, a jedan je od njih para- V
lelan s jednom od ravnina projekcija, onda i
projekcije. tih pravaca na tu ravninu cine pravi
kut. (O ispravnosti tih nekih spomenutih tvrdnji
za projekcije kuta dvaju pravaca lako se uverite i bez dokaza — dobrim
razmatranjem kod projeciranja)
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¢) Mimosmerni (vitoperi) pravci ili mimosmernice

Dva su pravca mimosmerna, ako se ne seku niti su paralelni.
Budu¢i da mimosmerni pravci nisu paralelni, ne smeju imati ni istoime-
ne projekcije medu sobom paralelne, a jer se mimosmerni pravci ne seku,
ne smeju im ni secista istoimenih projekcija leZati u ordinali. Prema tome,
ako nacrtamo projekcije dvaju pravaca tako da oni ne zadovoljavaju

uvete XV i XVI zakona, onda smo nacr-
\n - @’ tali mimosmernice.
/c\ U slici 69 prikazani su mimo-

i

smerni pravci @ i b. Pravcia i b su mi-
mosmernice, jer @'’ nije paralelno 4" ni
a’ nije paralelno &’; osim toga seciSte
a’’ s b” neleZi u ordinali sa seciStem a’
i b'. Iz slike vidimo da se a”” i b" seku
u tacki koja je obeleZena s A” = B”.
Kad bi to bila zajedni¢ka tatka pravaca a i b, onda bi ta tatka mo-
rala prema XVI zakonu imati svoju prvu projekciju u secistu prvih
projekcija @’ i &’. Povuemo li ordinalu u A" = B”/, seCe ta ordinala
a uA ab u B. Prema tome su to dve tatke kojima se druge pro-
jekcije pokrivaju. To isto vredii za tacke C i D. Pravci su a i b dakle
mimosmerni, jer im istoimene projekcije nisu medu sobom paralelne
i jer se secista istoimenih projekcija ne nalaze u ordinali.

Pre negoli predemo na zadatke, reSeni su neki primeri u savezu
s poloZajem pravaca medusobom. Ti ¢e primeri biti kao vodic za reSa-
vanje narednih zadataka.

. Odredite projekcije pravca r | =, (z=2) tako da on bude
transverzala zadanih mimosmernica a 1 b. (Slika 70)

Transverazala dvaju pravaca je pravac koji oba pravca sece.

U prvome redu znamo da je "’ || x, jer je 7 || ;. Buduéi da je 2=2,
bie r” od osi x udaljeno za 2 jedinice. Ako pravac r sefe pravac {a
mora se S’ nalaziti na @’ u ordinali iz S”. (§” je u secistu v’ i a”)
Kako pravac r treba da sele i pravac b, '
nalazice se P’ na b u ordinali iz P”.
(P’ je u secidtu & i r’") Spojnica S’
P’ je prva projekcija () pravca r. X

2. Odredite na praven a (y= 2, z
= 3) || x tacke B i C tako da budu one
udaljene od tacke A (0, 5, 2) za 4 je-
dinice. (Slika 71)

Budu¢i da ¢e se B, odnosno C"’,nalaziti na a’’, bi¢ce diferencija
8, za tatke Ai B, odnosno 4 i C, jednaka udaljenosti od A” do a”’. U
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slici je to oznateno s A”M = §,. Kako je prvi diferencioni trokut
sastavljen od prve diferencije, prve projekcije prusca, duZine prusca
i pravoga kuta, lako ga konstruiramo, =

B" M et AN

jer kod M imamo pravi kut, a poznajemo  o— =

diferenciju 6,; ako sad iz A"’ preseCe- W
mo &’ duZinom 4, dobijemo N. Time : A

je sastavlijen prvi diferencioni trokut
A”"MN. (Pogledajte o tom difer. trokutu : : :
sliku 36) Kod trokuta A”MN stranica _,_ : ~
MN je duZina prve projekcije. Ako, : : ’
dakle, sada iz A’ preseemo a’ duZinom
MN, dobit¢emo B, odnosno C’. Zadatak je ;/ @
time i reSen. Ispravnost toga reSenja moZe- A

mo kontrolisati, ako podemo okrenutim putem, te odredimo, kojimgod na-
¢inom, duZinu prudca AB, odnosno AC. Videéemo da ¢e biti AB =
AC = 4.

3. Odredite veli¢inu kuta ASB (slika 72)')

I na¢in: Najpre se uzme na svakome kraku po jedna taCka u
istoj visini nad x,. Kod nas je krak SB produZen do tacke C. Time
smo postigli da su tacke A i C u istoj visini nad n, (A”"C" |l x)-
U¢inivsi to, rotiramo Citavi kut
oko pvavca o | =,. Pravac o
prolazi jednom od onih dveju
tataka na kracima. U. naSoj
smo slici uzeli da pravac
0 | =, prolazi tatkom A. Kod
rotacije rotira se tatka C oko
tatke A dok ne padne u C,

tako da bude AC, paralelno s

osi x. Luk CC, vidi se u prvoj
projekciji u svojoj veli€ini, jer
je paralelan s ;. Druga se
projekcija toga luka projecira
u pruzac C’C’ || x. (Tacka
C rotirana je za kut 8) Kod te se rotacije rotira i tacka S za isti kut 8
koji je opisala tacka A, Time je tatka S dospela u tacku S, Itacka S

23
o St g i
r e = oem

72

1) Ovaj se nalin relavanja zasad moZe izostaviti pa uzeti posle, ako za nj
dostaje vremena.
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opise luk paralelan s =, te se on zato vidi u prvoj projekciji u svojoj
velicini, a u drugoj projekciji taj je luk pruZac, paralelan s osi x. (S”S” || x)
Tom rotacijom doveden je zadani kut u poloZaj AS, C, kod <(ega su
tatke A i C, doSle u poloZaj paralelan s osi x.

Napokon se sada tatka S ponovo rotira oko A C, tako dabude
¢itav kut AS, C, paralelan s n,. Buduéi da je AC, | =, (profilna ravnina),
videc¢e se luk Sto ga ponovo opisuje tacka S, u trecoj projekciji u
svojoj veliCini, jer je paralelan s m,. Druga se projekcija toga luka pro-
jecira u pruzac S”S” | x, a u treCoj projekciji nastane A”’S” | ,x,.
Budu¢i da je sada taj dvostruko rotirani kut ASB paralelan s x,, vidi
se on u drugoj projekciji u svojoj veli¢ini. Samo se sobom razume da
se kod obeju rotacija rotirala i tatka B. U slici to nije oznaleno, jer
nije bilo potrebno za odredenje veli¢ine kuta. Taj nadin odredivanja
veliCine kuta dvaju pravaca nazvacemo odredwan]em pomocu dvostritke
rotacije.

II nacin: Taj isti zadatak .mogao se reSiti itako da se zadani kut
ASB smatra trokutom. Odrede se duZine pojedinih stranica trokuta, te
se onda na strani konstruira taj trokut ASB u svojoj veli¢ini, gde ce
se pokazati i veli¢ina traZenoga kuta.

Najzgodnije ¢emo veli¢inu kuta dvaju pravaca odrediti pomocu
prelaganja njihove ravnine u =, ili u #,. To ¢e biti pokazano posle u
§ 26 u slici 140 s pravcima m i n. S toga se razloga ni ne mora zasad,
ta dvostruka rotacija uzeti, i ako je zgodna za ve’bu u predodivaniju.

4. Na zadani pravac p iz tacke A pustzte normalu pomocu trans-
formacije. (Slika 73)

Znamo da se pravi kut vidi u svojoj ve-
li¢ini u onoj projekciji s kojom je bar jedan
krak pravoga kuta paralelan. Postavimo 1li da-
kle ravninu =, tako da ona bude paralelna sa
zadanim pravcem morace Sse zbog gornjega
uveta pravi kut koji nastane, ako pustimo nor-
malu iz A na p, videti u trecoj projekciji u
svojoj veli¢ini. Ako je =, || p, mora ,x,, odno-
sno ,x,, biti paralelno s p”’, odnosno s p’. U
slici 73 uzeta je os ,x, baS§ u p'. To znali da
n, prolazi pravcem p. Kad je odredeno p’”’ i
A", pusti se iz A”” na p’”’ normalao”’. Tre-
¢e projekcije o’ i p’’’ seku se u 8. Odre-
dimo 1i & i §” pa spojimo s A, odnosno s
A", dobijemo 0" i 0”. Na istome mestu dobili bismo o’ i 0", da smo
uzeli yx; | p/ ili x5 1| p”.
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Taj se nacin odredivanja normale na neki pravac naziva odredi-
vanje pomocu lransformacije.

5. Odredite os mimosmernih pravaca o i p, ako je o | =, @
p || 7. (Slika 74)

Os dvaju mimosmernih pravaca je njihova
najkraca udaljenost. Ta os ije pruZac kojemu su
krajnje tacke na mimosmernim pravcima, te stoji ¢l & p
normalno na obe mimosmernice.

Buduéi da je o | «, a p || 7,, morace se pra-  x
vi kut videti u prvoj i u drugoj projekciji. Svaka
tacka pravca o ima svoju prvu projekciju u o’. Bice,
dakle, i ona jedna krajnja tacka osi mimosmernih
pravaca u o’. U naSem slucaju to je tacka P. Spusti-
mo li iz P’ normalu na p’, dobijemo S’. Druga projekcija S’” je na p’’. Pru-
7ac SP je os mimosmernih pravaca o i p. Budu¢i da je SP || =, vidi se os
u prvoj projekciji u svojoj duZini.

6. Odredite os mimosmernth pravaca a i b, ako su oni opcenoga
poloZaja. (Slika 75)

Da odredimo os takvih mimosmer-
nih pravaca, moramo zgodnom transfor-
macijom dovesti pravce prema ravninama
projekcija u poloZaj kakav je u prijaSnjem
zadatku. To se moZe posti¢i, ako upotre-
bimo Ccetvrtu pomocnu transformacionu
ravninu (). Taj se nalin naziva dvostru-
ka transformacija.

U slici 75 uzeta je os ,x, || & Sto
znaci, n, || &. Poznatim postupkom odre-
deno je @’”" i b””" UdruZene su projekcije
pivai treca. Da se odredi Cetvrta projek-
cija tih pravaca, uzima se =, |_n, tako da
je 4, 10" Cetvrte se projekcije pojedi-
nih tataka nadu da se na normale na os
%, (ordinale za Cetvrtu i treu projekciju)
u tre¢im projekcijama nanaSaju od osi ,x, udaljenosti od prvih pro-
jekcija do osi x;. Opcenito je odnoSaj izmedu trece i Cetvrte projekcije
spojene s prvom projekcijom isti kao odnoSaj izmedu prve i trece
projekcije spojene s drugom projekcijom.

U naSem slu¢aju uzeli smo =, tako da je pravac p | =,. Prema
tome je 4x, 1 b"’. Cetvrta projekcija pravca b je tatka = bV (b
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Cetiriput crtano). Od 6 do ,x, je isto toliko kao od &' do ,x,.
Cetvrta projekcija a'V je odredena pomoéu prve projekcije, tj. u A"
i B’ puStene su normale na ,x, i nanesene od zx, udaljenosti od 4,
odnosno B’, do osi 4x;.

Promatramo li sada a””’ i ¥’ i a'V i b1V obzirom na os . x, vi-
de¢emo da imamo isti poloZaj kao u slici 74. Isto ¢emo, dakle, 1 postupati:
PV SV | a'V, To je os PS u Cetvrtoj projekciji. Vidi se u svojoj
duzini, jer je P”’S”” || 4x,. Buduéi da se tatke P i S nalaze na prav-
cima b i a, mora se i P' i §’, odnosno P’ i 8, nalaziti na &' i na a’,
odnosno na 4 i na a”’. (U naSem primeru je sasvim slucajno ispalo
tako, te je P'S’i P”S” normalno na os x. To inace ne mora da bude)

Pre reSavanja zadataka treba svakako dobro razumeti i znati pro-
vesti konstrukcije ovih 6 nacrtanih primera.

Zadaci:

182.) Tatkom A (2, 3, 1) povucite pravac m || p i odredite pro-
bodiSta pravca m s ravninama =, i m,. Pravac p neka je odreden ta-
¢kama P (2, 1, 3) i R (—1, 5, 1). |

183.) Odredite projekcije tatke D romboida ABCD, ako su po-
znate njegove tacke A (-1, 2,3), B (2 1, 5) i C(3, 3, 2).

184.) Odredite probodista pravca p || m = MN [M (2, 3, 1), N
(2, —1, 5)], ako pravac p prolazi tackom P (—1, 2, 3). (Pogledajte
sliku 66)

185.) Odredite prvu projekciju pravea bila (y = 3, 2 = 1) || x,
ako pravac b prolazi tatkom A (2 = 3) i udaljen je od pravca a za
4 jedinice. (Pomozite si profilnom ravninom. Ovaj zadatak ima dva
reSenja. U kojem sluaju bi imao jedno, a u kojem nijedno reSenje?)

186.) Odredite o’ pravca o, ako je on paralelan s pravcem p
(x =3,y =4) | =, u udaljenosti od pravca p za 3 jedinice. Dru-
ga projekcija o’ ima x == 2. (Dva, jedno ili nijedno reSenje?)

187.) Odredite o” pravca o, ako je on paralelan s pravcem p
(x = — 1, 2 = 3) | =, u udaljenosti od pravca p za 4 jedinice.
Prva projekcija o’ ima x = |.

188.) Odredite a” pravca a, ako je on paralelan s pravcem &
(y = 3, 2 = 2)| x u udaljenosti od pravca b za 2 jedinice. Druga
projekcija @’ ima z = 3. ‘

189.) Odredite n”’ pravca n. ako je on paralelan s pravcem m =
MN M (1, 2,2), N(— 2, 5 2)]iod njega udaljen za 3 jedinice.
Pravac n neka prolazi tackom A [A" (x = 2, y = 3)]. (Uzmite u po-
mo€ os ,x; | m’)
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190.) Na dva medu sobom paralelna pravca opéenoga poloZaja
nacrtajte transverzalu f | =, u udaljenosti od =, za 1cm. (Pogledajte
sliku 790) '

191.) Odredite udaljenost pravaca a (y=2, z = 2)||xi b (y =
2,2 = 5| .

192.) Odredite udaljenost medu sobom paralelnih pravaca m =
MN M (—2 3 4, N(,3, 2]in, ako pravac n prolazi tatkom P
0, 4,0,5). (Uzmite u pomo€ o0s ,x, 1 m'’)

193.) Kakav poloZaj obzirom na os x imaju projekcije pravaca:
a) paralelnih s ravninom sumernosti; b) paralelnih s ravminom isto-
vetnosti?

194.) Nacrtajte raznosmernice p 1 r, ako je: a) p | =, *| 7y, b)
pllms r |75 € p. L Ty Ml 75 d) p # wy, 7|y € pu ravnini isto-
vetnosti, 7 1 opCenom poloZaju.

195.) PoloZite tatkom M ( tako da on
sefe pravac n. Pravac n zadajte si u opcenom poloZaju, tako da on ne
prolazi tatkom M.

196.) Odredite a’ [a”" (2 = 3)] pravca a || x, ako on sele pravac

= AB [A (1, 3, 2), B (1, — 1, 4)]. (Pomozite si profilnom ravninom)

197.) Dvema zadanima mimosmernicama opc¢enoga poloZaja nacr-

tajte transverzalu u opCenom poloZaju i odredite duZinu onoga dela
transverzale koji se nalazi izmedu seciSta sa zadanim pravcima.

198.) Zadani su pravci a = AS [A(3,2,4), S(—1,1,2)] i & = BS
[ B(5,1,2)]; odredite na zadanima pravcima tacke P i R, tako da tacke
SPR tine istokracni trokut kojima su kraci SP = SR = 4. Odredite
duZinu stranice PR.

199.) Nacrtajte transverzalu na mimosmerne pravce al[ =, i &
(x = 1,5, y=25) | =,, tako da bude transverzala paralelna s pravcem
p=MN [M(— 1,2,4), N (— 3,1,2)].Pravac a prolazi tatkom A(0,2, 1,5)
i ima drugi prikloni kut B = 60° Odredite duZinu onoga dela trans-
verzale koji se nalazi izmedu seciSta sa zadanim pravcima.

200.) Ta¢kom M(0,2, 3,5) poloZite pravac p koji seCe zadani pravac
a || =, u tadki S, tako da je MS — 5. Pravac a prolazi tatkom A(2,3,2)
i ima kut B = 30° (Pogledajte § 16, 2, slika 71)

201.) Isto kao u 200 zadatku, samo neka je pravac a || n, a kut «
neka je 30°.

202.) Zadan je pravac a—AB [4(—1,4,2), B(1,1,2)] i tatka P
(0,4,3); tatkom P poloZite pravac p koji sece pravac a u tacki S, tako
da je PS = 6. (PomoCu ,x; | @ doveScete a’ i a”’, P i P"" u ist
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poloZaj kao u slici 71, pa pomocu diferencionoga trokuta kao u slici
71 odredite projekcije tacke S.)

203.) Odredite udaljenost tacke B (0,4,3) od pravca p (x =3,
2= 1)l .

204.) Odredite udaljenost tatke A (—2,3,2) od pravca p || 7, ako:
pravac p prolazi tatkom P (—2,1,2)1i zatvara s n, kut od 60°. (U drugoj
se projekciji vidi pravi kut u svojoj veli€ini; treba joS odrediti duZinu
te udaljenosti. MoZe se reSiti i pomocu ,x, | p’)

205.) Odredite udaljenost tacke P(—1,3,2) od pravca ¢ = AB
[A(—1,4,1), B(1,1,0)]. [Pomoc¢u jednostruke (slika 73) ili dvostruke
(slike 75) transformacije]

206). Odredite veli¢inu kuta, Sto ga zatvaraju pravci a = AB
[A(—2,3,1),B(—2,1,—-3)]ib=CD [C —2,1,2),D(—2, —2,5)].

207). Odredite veli¢inu kuta 3to ga zatvaraju pravcip | n, i s=MN
(M (—1, 3, 2), N (=3, 1, 1)], ako pravac p prolazi tackom M. (Tacku
N rotirajte oko pravca p tako da bude N, u istoj visini s tatckom M.
Luk rotacije-vidi se u z, u svojoj veli¢ini)

208). Odredite veli¢inu kuta, Sto ga zatvara pravacp (y=2,z = 3)
| x s pravecem r = PR [P (=3, 2, 3), R (—1, —1, 4)]. (Pravac r rotirajte
oko p, tako da bude r, | =, ili r, || n,. Luk rotacije vidi se u profilnoj
ravnini u svojoj velicini)

209). Odredite veli¢inu kuta, $to ga zatvaraju pravci a = AB
[A(—2 9 1),B(1,3 4 ib=BC[B (1, 3 4,C 3, —1, 8).
(Pomocu dvostruke rotacije; slika 72)

210). Odredite os mimosmernih pravaca a (x = —1,z2=3) | =,
i b| 7, Pravac b prolazi tackom B (0, 2, 1) i zatvara s =, kut od 30°.
211). Odredite os mimosmernih pravaca a (x =2, y = 4) ' =,
i b| 7, Pravac b prolazi tatkom B (2, 2, 3) i zatvara s =, kut od 60°.
212). Odredite os mimosmernih pravaca a (y = 3, z = 4) | x

ib—= AB [A (-2, 2, 0), B (—2, 1, 5)).

213) Odredite os mimosmernih pravaca a— AB [A(0, I, 2)
B(— 2,2, 1)]i b= CD [C(— 1, 1, 5), D(3, 0, 3)]. (Pomotu dvostruke
transtormacije; slika 75.)

214.) Odredite os mimosmernih pravaca p || n, i r = MN [M(l,
4, 1), N(— 2, 2, 3)], ako pravac p prolazi tatkom P(0, 2, 3) i zatvara
s m, kut od 45% (,x;_L p")
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RAVNINA

17. Prvi i drugi trag ravnine

Iz stereometrije znamo da je ravnina potpuno odredena: 1) s tri
tacke; 2) pravcem i tackom izvan pravca; 3) dvema raznosmernicama
i 4) dvema paralelama.

U nacrtnoj se geometriji obiCno predocuje ravnina s dva pravca.
koja se seku (dvema raznosmernicama). 7e su dve raznosmerni-
ce upravo one u kojima fa ravnina sefe ravnine =m, i m, 7Ti Se

/ T,
N @ 1

b o

\
Jr—"/

1
'
- -

pravci nazivaju tragovima ravnine, i to prosetnica ravnine s m, je
prvi trag, a preselnica s w1, je drugi trag ravnine. Ravnine imenujemo
grékim slovima, a tragove njene odgovarajuim latinskim slovom s
indeksom | ili 2, ve¢ prema tome, da li je prvi ili drugi trag. Na pr.
ravnina « ima tragove a, i a,; B... b, i by p...ryiry; itd U
slici 76 i 77 zorno su prikazane ravnine « i o s tragovima a, i 4.,
odnosno r, i r,.

Iz stereometrije znamo da se tri ravnine, koje ne prolaze jednim
pravcem i nisu medu sobom paralelne, seku u tri pravca koji prolaze
jednom tackom [vrh trostranoga ugla (roglja)]. Iz toga poucka sledi
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XVII zakon: Prvi i drugi trag ravnine seku se uvek u osi x.
U slici 78 prikazani su tragovi b, i b, ravnine B u projekciji.
Budué¢i da su tragovi b, i b, pravci, morali bi imati i svoje projekcije
by, b i b, b',. Kod ravnina nije o-
b, bi¢aj da se tragovi obeleZuju sa’, odnosno
sa’’ zbog toga Sto su to pravei u =, od-
X M A nosno u m, te imaju svoju drugu,
odnosno svoju prvu, projekeciju u osi x.
Za b, moramo uvek znati, da je to u-
A:. istinu b,”. Buduéi da je b, upravo na o-

b - e
y . nome mestu gde je i nacrtano, nije zabe-
leZeno krivo kad se napiSe, kako je o-

rr

bi¢aj, samo b, bez

Buduéi da su tragovi ravnine (u slici 78 prvi trag je b, a drugi
je b,) takva dva pravca koja odreduju onu predoCenu ravninu, moci
¢e se i prostorni poloZaj ravnine potpuno odrediti, ako se ta dva traga
prikazu u prostoru i onda njima (tim dvema pravcima ravnine) poloZi
ravnina.

PoloZaj ravnine u prostoru, kad ve¢ imamo nacrtana oba traga
ravnine, pokazaemo najzgodnije tako da uzmemo trokut kojim crtamo
i da prislonimo njegovu hipotenuzu na drugi trag ravnine (u naSoj 78
slici prislonimo hipotenuzu trokuta na &,), jer se drugi trag ravnine
nalazi u n,, upravo na onome mestu gde je i prikazan (nacrtan).

Zamislimo si zalim =, podignuto dok ne bude | =, Time je
prvi trag doSao u svoj prvotni poloZaj. Rotiramo li sada trokut, tako
da hipotenuza miruje na drugome tragu b, dok on ne prolazi prvim
tragom (b,) u prostoru, dobi¢emo upravo prostorni poloZaj ravnine za-
dane svojim tragovima. Svaka, dakle, ravrina koja je predocena trago-
vima prolazi upravo nacrtanim drugim tragom i prostornim poloZa-
jem prvoga traga. Prema tome nacrtamo li kakvagod dva pravca, da
se oni seku u osi x, te jedan od njih smatramo prvim, a drugi dru-
gim tragom ravnine, oni nam onda predocuju i odreduju jednu jedinu
ravoinu u prostoru. ;

Svaka je dakle ravnina potpuno odredena sa svoja dva traga.
Izuzetak ¢ini ravnina koja prolazi osju x, jer se kod svih takvih rav-
nina nalaze oba traga u osi x. - Da takvu ravninu imamo potpuno o-
dredenu, moramo, osim tragova u osi x, nacrtati joS i projekcije jedne
njene taCke, odnosno njen tre¢i (profilni) trag, kako ée.to biti posle i
pokazano. _ | ‘ ,

] ravnine mogu da se nalaze u opcenom ili u posebnom polo-
Zaju. Ravnina je opcenoga poloZaja, ako nije ni paralelna ni normalna



81

obzirom na n, i =, niti prolazi, niti je paralelna s"osi x, inafe se kaZe
da je u posebnom poloZaju. U slici 78 predocena ravnina je ravnina opéeno-
ga poloZaja, jersm, i sm,zatvara kut veé1 od 0° a manji od 90° a ne
prolazi niti je paralelna s osi x. Projekcijom je to istaknuto, ako ni-
jedan od tragova ne zatvara s osi x ni 0°, ni 90°. Cim je jedan od
tragova normalan na os x ili paralelan s osi x i ravnina prestaje biti
u opéenom poloZaju, ona prelazi u posebni poloZaj.

U slici 79 prikazane su ravnine u raznim posebnim poloZajima.
Uzmite svoje kradrante od papira i ravninu'), pa se uverite za svaku

l); d!
a, b
X X X
e b, d,
o “ X (3J. X 3 1 T,
o t,
X X X
o"
wlT, oIl T,

@,

predocenu ravninu u slici 79 da joj doista tragovi moraju imati onaj
poloZaj kako je to u slici prikazano. Ravnina p ima samo prvi trag
(r,), jer je paralelna s n,, a drugi trag r, nalazi se u neizmernosti. Rav-
nina r ima samo drugi trag (f,), jer je paralelna s =, a prvi trag ¢, na-
lazi se u neizmernosti. Postavite pravokutnik ili knjigu kroz druge tra-
gove ravnina prikazanih u slici 79 i odredite tatan poloZaj svake pojedine
ravnine pomocu prostornog poloZaja prvoga traga. Ako ravnina jedan
od tragova nema, onda je ona s odnosnom ravninom projekcija paralelna.

1) Kod ravnina posebnoga poloZaja najbolje Cete se ispomoéi, ako uzmete ka-
kvigod pravokutnik (pravougaonik), recimo knjigu.

Nacrtna geometrija 6
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Tragove ravnina zadajemo brojkama: p (x, y, z). Brojka x ozna-

¢uje udaljenost seciSta tragova (M u slici 78) od ishodista. Pozitivno x
je desno, a negativno x je levo od ishodiSta. Nakon S$to smo odredili
u osi x seciSte tragova ravnine, pustimo normalu uvek u samome
ishodi$tu. Pozitivno y nanaSamo od ishodiSta dole, a negativno y od
ishodiSta gore na normalu puStenu u ishodiStu. Tom tatkom i onom
pre, odredenom u osi x, prolazi prvi trag ravnine. Drugi trag ravnine
odreden je tatkom na normali pustenoj u ishodiStu, tako da pozitivno z na-
nesemo gore a negativno z dole i onom tatkom, odredenom u ishodistu.
U slici 80 prikazane su ravnine p (2, 3, 1) i 6 (— 3, — 4, 2)

sa svojim tragovima r, 1 r,, odnosno s, 1 s,. Kod ravnine p je x =2,
' dakle u osi x dve je-
dinice desno od isho-
diSta (ishodiste je o-
znaceno s 0). Kod rav-
nine ¢ je x=—3,

x e s dakle, tri jedinice levo

. od ishodista. U toj se

talki seku tragovi 7, i
A, .

r,, odnosno s, 1 8§,
Kad znamo seci$te tragova ravnine, pustimo u ishodiStu normalu na
0s x. Ravnina p ima x = 3. Moramo, dakle, na normalu u ishodiStu
naneti 3 jedinice dole. Ravnina ¢ ima y == — 4. Nanesemo na nor-
malu 4 jedinice gore. Ravnima p ima 2z = 1, a ¢ ima z = 2. Jednu,
odnosno dve, jedinice nanasamo na normalu gore. Da je kod koje od
ravnina z negativno, naneli bismo z dole. Spojnica tih tacaka s onom
tatkom u osi x (kod p desno, kod & levo od ishodiSta) daje prvi,
odnosno drugi, trag ravnine. Prvi se trag izvladi ispod osi x, a drugi
iznad osi x, jer su samo ti delovi tragova vidljivi.

Kod ravnina posebnoga poloZaja uvek je po koja vrednost za x,
y ili z neizmerno (co) velika. Na pr. u slici 79 ravnina « ima x=— oo,
jer se a, i a, seku u osi x u neizmernosti; ravnina 8 ima y = «© i 2
= oo, jer O, i b, seku normalu puStenu u ishodidtu u neizmernosti,
ravinina 6 ima 2z — ©°; ravnina « ima y = &;ravnina p ima x =
1 2 == ©0; ravnina 7 ima x = © j y = oo,

Kad se ravnina zadaje seciStem tragova i kutovima Sto ga prvi,
odnosno drugi, trag ravnine zatvara s osi x, onda se taj kut meri uvek
desno od secisSta traga s osi x, i to od osi x prema dole za prvi trag,
a od osi y prema gore za drugi trag ravnine.

Kut, Sto ga &ine tragovi ravanine u prostoru (osim ravnina para-
lelnih s osi x), uvek je manji od kuta $to ga ¢ine tragovi ravnine predotene
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svojim tragovima, jer se prelaganjem ravnine =, u 7, uvek i prvi trag
preloZi u =, te time odmakne od svoga drugoga traga.

U slici 81 prikazana je ravnina p i odredena je velitna kuta S$to
ga tragovi ravnine r, i r, ¢ine u prostoru. Veli¢ina se toga kuta o
odreduje tako, da se u prvome (tatka B) i u drugome (taCka A) tragut uzme
po jedna tacka, tako da je AP paralelno s profilnom ravninom. Te dve
taCke (A i B) sa seciStem (C) tragova Cine trokut. DuZina se stranice
AB = A”B, odredi poznatim nalinom. Stra-
nica AC = A”C”, jer leZi u =,, a stranica
BC = B’ C, jer lezi u . Sad poznajemo
velitine svih triju stranica AB, BCi AC,pa
lako takav trokut konstruiramo. Kut Sto ga
zatvaraju stranice AC i BC pokazuje veli-
¢inu kuta ¢. Taj trokut ABC nacrtan je sa
stranicom BC = B’C’ na prvome tragur,, a
stranice AC = AC’ i AB— AB’ su konstru-
isane. Kut AC'B’ == ¢; to je veli€ina kuta
Sto ga tragovi r, i r, Cine u prostoru. Posle
¢emo videti da se veli¢ina kuta ¢ moZe i jednostavnije odrediti.

Zadaci:

215.) Predocite nekoliko ravnina opcenoga poloZaja te prikaZite
njihov ta¢ni prostorni poloZaj.

216.) Predocite ravnine: a) « || x, tako da tragovi a, i a, budu 1znad
osi x; b) B || x, tako da oba traga budu ispod osi x; c) 8 || x, tako da trag d,
bude iznad osi x, atrag d, ispod osi x. PokaZite za svaku ravninu njen
prostorni poloZaj.

217.) Nacrtajte tragove ravnine: a) p || n, ispod =,; b) o || =, iza
7,y €) T X, tako da ravnina t sefe n, iza m,, a =, iznad n«,.

218.) Nacrtajte tragove ravnine: a) « (— 1,2, —3); b) B (4, —
3); ©) Y (o0, 2, o) d)8(2 o, oo); e) ¢ (o0, 00, — 4); f) p (3, —
w); g) 6 (— 5 3, —4) h)« (— 2, o™, 5). Pokaite prostorni polo-
Zaj svake pO]edme ravnine.

219.) Nacrtajte tragove ravnine koja prolazi ishodiStem: a) p [kut
(7, x) = 30°% kut (r, x) = 135°]; b) o [kut (s x) = 120° kut (s,
x) = 30°%; c) © [kut (¢, x) = 60°% kut (f, x) = 120°; d) « [kut (a,
x) = kut (a, x) = 45°; ¢) B [kut (b; x) = 1200 kut (b, x) == 135°]
Prikaiite svaku ovu ravninu u prostomom poloza]u

220.) Nacrtajte tragove ravnine koja prolazi tatkama A(3, 2, 0),
B(2, 0, 4) i ishodiStem; odredite kut Sto ga Cine tragovi ravnine u
prostoru. (Pogledajte sliku 81)

221.) Odredite kut tragova ravnine p (— 2, 3, — 1).

222.) Odredite kut tragova ravnine ¢ (3 o, 2). Koliko stepeni

mora da izna3a taj kut? 6*
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18. Tredi trag ravnine

a) Trag na profilnu ravninu

Kao Sto je prvi i drugi irag ravnine prese¢nica ravnine s ravninom
s;, odnosno $§ ravninom =, tako je i tre¢i trag ravnine (profilni trag)
presecnica ravnine s profilnom rav-
ninom n,.

Budu¢i da ravnine =,, 7, i p
(slika 82) ne prolaze jednim prav-
cem i nisu medu sobom paralelne,
moraju se njihove presednice seéi u
jednoj taCki (ugao, rogalj). To znaéi
da se tragovi r, i r, moraju seéi u
osi ,X,, a to se u slici 82 lepo vidi.
Nazovemo li preseCnicu ravnina s,
i n, osju ,x, morafe se iz istih
razloga tragovi r, i r, se€i u pre-
secnici ;x,. U prostoru dakle prolazi
tre¢i trag ravnine seciStem drugoga
traga r, s osi ,x, 1 seciStem prvoga traga r; s osi ,x,.

Buduéi da se tre¢i trag r, nalazi u m,, tj. izvan ravnine =,, znamo
da ravninu =, moramo preloZiti oko osi ,x, levo ili desno u =n,. Kod
nas je m, preloZeno desno. Kod toga e se prelaganja preloZiti i r, u
n,. U slici 82 to prelaganje je oznaeno, a preloZeni treci trag r, je
crtkan i oznaCen s r,””’. Kod toga prelaganja seciSte tragova r, i r, s
0si ,x, ostaje na miru. :

Taj postupak prenesen u projekciju prikazan je u slici 83 kod
ravnine p. U prvome redu prelaZe se, osim ravnine =, i ravnina s,
oko osi x u =m, Kod toga pravac x,

i 08 ,x, padnu u isti pravac, a r; u
poloZaj kako je to u slici oznaceno.
Onaj luk u =, iz slike 82 prikazuje se u
projekciji u svojoj veli¢ini. Da se dakle
odredi treéi trag neke ravnine, vaZno je
seciSte M drugoga traga s osi ,x; 1 se-
ciSte N prvoga traga s osi ,x,. Tatka M % ‘
ostaje uvek na miru, a tacka N se okre- K

ne lukom sa srediftem u seciStu osiju ik n\

»X, 1 x dok ne padne u os x (u tatku AL

Nr). Tatka N moZe se okrenuti u N,

desno ili levo, ve¢ prema tome na koju smo se stranu odluéili pre-
oZiti ravninu =, Spojnica tataka M i N’ daje tre¢i trag r, rav-

X

Xy Q3
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nine . Treli se trag ravnine oznaluje kao prvi i drugi, samo s r,
bez <7,

U slici 83 prikazana je i ravnina ¢ kod koje prvi trag s, sefe
ravninu =, iza ny (N, je iznad osi x). Prelaganjem ravnine n, na desno
mora pasti N, levo u tatku N,, Iovde je spojnica MN,, tre¢i trag s,
ravnine ©. (Kod crtanja se ne imenuju nikako tatke M, N i N, )

Zadaci :

~ 223.) Nacrtajte trag na profilnu ravninu ovih ravnina: a) « (2, 3, 5);
b) B (—3,3, —2); ¢}y (3,—5,9); d)8 (0,3,2); €) p(—3,00,4); f) ©
(5,3, 00); 8) T (00, 00,2); h)e (00,3, o).

224.) Nacrtajte tragove na profilnu ravninu ravnina p i o, ako su
ravnine zadane ovako: a) p (—3,2,4), d (—3—5,4); b) p (2,3, 4)
6 (2,—3,—4); c) p (00,4, 2), 6 (00, —2,4);d) p (o0, 3,4), 3 (o0, 3, —3).

22b.) Nacrtajte trag na profilnu ravninu: a) ravnine sumernosti,
b) ravnine istovetnosti. (s,;, odnosno i, prolazi seciStem osi x i ,x, i
raspolavlja kut osi s desne, respektive s leve, strane osi ,x,, ako smo =,
preloZili na desno)

226.) Nacrtajte tre¢i trag ravnine koja prolazi osju x i tackom
A (2, 1, 4).

b) Trag na transiormacionu ravninu

Pre negoli predemo na odredivanje traga na transformacionu
ravninu, potrebno je da razmotrimo ravninu koja je normalna na koju
od ravnina projekcija (ravnina prometalica, slika 64).

Cim je jedan od tragova normalan na os x, i ravnina je normalna
na jednu od ravnina projekcija. U slici 79, jer je d, ! x, i ravnina je
8 L =, ; isto tako je o, L x, pa je i w L=, Ravnina « u slici 79
normalna je na profilnu ravninu te je i a, 1 ,x,. [z toga moramo za-
kljuCiti da ce neka ravnina biti normalna i na transformacionu rav-
ninu, ako je 0s .x,, ili 0s ,x, normalna na
prvi, odnosno na drugi, trag ravnine. p

U slici 84 imamo predoenu ravninu pro- EQ\

. ; P Q
metalicu p L n, za tatku A i za pravac p. Veé : A
od pre znamo da ¢e se A'i p’ nalaziti u pre- \
seCnici ravnina p i n,. Sada, kad znamo za
tragove ravnine, moZemo ovo gornje kazati Wi T
i ovako: Tafka A i pravac p imace svoju / N :
prvu projekciju A’, odnosno p’, u prvome
tragu ravnine p ako ta ravnina p prolazi tatkom A, odnosno prav-
cem p, normalno na =,. U slici 84 vidimo da se A" i p’ nalazi u ,.
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U slici 64 a”, 6" 1 ¢’ ujedno su i drugi tragovi a, b, i c,
ravnina o, 3 iy, jer smo kazali za te tri ravnine da stoje normalno
na =, (ravnine prometalice za =,).

Iz svega ovoga moZemo zakljuditi da Ce se i tree projekcije (pro-
jekcije na profilnu ili na transformacionu ravninu) svih taCaka i pravaca
koje se nalaze u nekoj ravnini koja je normalna na =, nalaziti u treem
tragu odredene ravnine, jer je isti odnoSaj izmedu s, i 7;, odnosno
7, 1 @, kao 1 izmedu =, 1 m,.

XVIII zakon: Svaka tacka i svaki pravac ravnine koja je normalna
na w,, na w,, 0dnosno na s,, ima svoju prou, svoju drugu, 0dnosno SVoji
trecu, projekciju u prvom, u drugom, odnosno u trecem, tragu ravnine.

U slici 85 prikazana je rav-
nina p sa svojim tragovima ry i T..
Da se odredi tre¢i trag ravnine ry
-(prese¢nica ravnine p s ravninom m,),
uzima se uvek =, (transformaciona
ravnina) normalno ili na r;, ili na
r.. Prema tome mora stajati ;x, | #,,
odnosno ,x; |_7,.

Uzmemo li os ,x, (svakako je
Xy L ry) bice udruZeni tragovi r; i
r,. Buduéi da je r; 1 ,x, DbicCe rav-
nina p | 7, a odavde, prema XVIII
zakonu, nalazi¢e se treCe projekcije
svilk taaka ravnine u treCemu tragu
re. Uzmemo li, dakle, taku 4 u drugome tragu [to je taCka ravnine
(A" ur, a A uosi x)], te odredimo A"/, mora ry prolaziti taCkom
A", Kako se tragovi r, i r, moraju seéi u osi ;x,, prolaziCe r; i tim se-
ciStem. Spojnica, dakle, toga seci§ta s A’ je trei trag r, ravanine p.

U slici 85 pokazano je takoder kako se odreduje treci trag r, ako
je transformaciona ravnina za m, preloZena na x,. U tome se sluCaju uzme
Xz | Iy, Odabere se jedna tatka (B) u prvome tragu r, i odredi njena
treca projekcija (B”/). Trei trag mora prolaziti tatkom B”’ i secistem
drugoga traga r, s osi ,x,. U tome su slufaju zdruZeni drugi trag r,
i tre€i trag r, ravnine p. |

Transformacionu ravninu =, uzimamo uvek normalno na r;, od-
nosno normalno na r, zbog toga da nam ona zadana ravnina, koja je
prema m, i ny u oplem poloZaju, prede u ravninu prometalicu za =,
S takvom nam je onda ravninom (u tre€oj projekciji) jednostavnije re-
Savati mnoge zadatke. Vrednost Ce se transformacije narolito istaknuti
kod odredivanja prereza telesa. |
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Zadaci:

228.) Nacrtajte tre¢i trag ravnine: a) « (3, 2, 4); b) B8 (—3, 2, —4);
<€) vy (3, —2, 4); d) 8 (3,—2,—4) uzevsi os ,x,, normalno na prvi trag
zadane ravnine.

229.) Nacrtajte trei trag ravnine: a) o« (2, 1, 3); b) B (2, —1, 3);
€) vy (2, 1, —3); d) 8 (2, —1, —3) uzevsi os ,x,, normalno na drugi
trag zadane ravnine.

230.) Odredite drugi trag ravnine p, ako je zadano r, (x = 4,
Y = 2), X, 17y, akut (ry ,x;) = 30°.

19. Pravci i tacke ravnine

Svl pravci neke ravnine, ako nisu medu sobom paralelni, moraju
se se€i. Zamislimo 1i kakavgod pravac neke ravnine koji nije paralelan
ni s prvim ni s drugim tragom te ravnine, morace, prema gornjemu zakonu
odnosni pravac se€i prvi i drugi trag ravnine. Buduci da su tragovi rav-
nine pravei u m,, odnosno u =, morace
se seciSta pravca ravnine s tragovima
nalaziti u m,, odnosno u x,. Tacke, koje
se nalaze u m,, odnosno u =,,i koje se i /]
nalaze na nekom pravcu ravnine, nisu :
niSta drugo negoli prvo, odnosno drugo, &/
probodiste njegovo. ': c

U slici 86 zorno je prikazana tho 2
ravnina p i ravnine =, i 7,. Ravnina ST R
p see m, 1 m, u tragovima r, ir, Na / ol S
slici se lepo vidi kako se prva pro- /1"' 3 n,

bodista ({) pravaca a, b, ¢, i d moraju X/}/f

nalaziti na r,, a druga probodista (/) ™ &
na r,. Iz toga sledi

- XIX zakon: Pravac se nalazi samo onda u ravnini, ako je nje-
govo prvo probodiSte u prvome, a drugo u drugome iragu ravnine.
U slici 87 a) i b) prikazana je ravnina ¢ u Mongeovoj projekciji.
Prema XIX zakonu pravci @, 4, ¢ i d nalaze se u ravnini o, jer su im
druga probodiSta u drugome tragu, a prva u prvome tragu ravnine.
Buduéi da svako probodiste (kao i svaka druga tatka) ima svoje dve
projekcije (/I'i I’ u osi x, a Il”’, odnosno /” u s,, respektive u s;) mora
A, b, i d G kroz II i, aa,b,c idkrozl'’ill.Prema
tome vidimo da se ne sme, ako se Zeli prikazati pravac u nekoj ravnini,
po volji odabrati obe projekcije pravca. Prva projekcija pravca ovisna



je o drugoj projekciji njegovoj, a druga projekcija o prvoj projekciji.
MoZemo kazati da je a’ funkcija od a”, isto tako je 4" funkcija od &’ itd.

i okrenuto. Smemo, dakle, ako pravac ima da leZi u nekoj zadanoj rav-
nini, odabrati ili samo prvu ili samo drugu projekciju pravca po volji,
a onda drugu, odnosno prvu, projekciju moramo istom odrediti.

U slici 87 pravci a, b, ¢ i d nisu medu sobom paralelni. Kako
svi oni leZze u jednoj ravnini, moraju se medu sobom se€i, pa prema
tome i zadovoljavati XVI zakonu. Iz slike se to razabira: a”’ b" sefe
se u P/, @’ & u P. Buduéi da P’ P’ leZi u ordinali, pravci se a i
b seku; tako isto je i s pravcima c i d.

Evo nekoliko primera koji su u savezu s pravcima ravnine,.

1. Odredite a’, ako pravac a leZi u ravnini c, a zadano je s,, s,
i a”’. (Slika 87)

Projekcija a’’ se produZi, tako da sefe s, i os x. U seciStu a’’
s drugim tragom s, nalazi se //’/, a u seciStu a’’ s osi x nalazi se /”.
Ordinala u /I'" se€e os x u /I', a ordinala u /" sete s, u /. Spojnica
II' I' odreduje prvu projekciju a’ pravca a. Pravac @ je sigurno u
ravnini ¢, jer mu se //” nalazi u s,, a I' u s,. (XIX zakon)

2. Odredite ¢/, ako pravac ¢ leZi u ravnini 6, a zadano je s, S,
i ¢’. (Slika 87)

ProduZeno ¢ sefe s, u I, a os x u /I, Ordinala u /I’ sefe os x
u [/, a ordinala u //” se€e produZeni s, u //”. Spojnicom /'’ I’ odre-
deno je ¢’. Ovde smo videli da se kojiput moraju tragovi ravnine,
odnosno projekcije pravca, ako je to potrebno, produZiti i preko
osi X.
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MoZe se desiti da bude ravnina crinje premalena za takvo pro-
duZenje projekcije pravca i traga ravnine. Kod toga si pomaZemo na-
rofitom vrstom pravaca u ravnini. To su t. zv. glavni pravci ili su-
traznice.

Glavni pravac ili sutraZnica je pravac koji leZi u ravnini, a
paralelan je s prvim, odnosno s drugim, tragom te ravnine. Prema
tome postoje dve skupine glavnih pravaca: skupina pravaca ravnine
paralelnih s prvim tragom, to su glavni pravci (sutraZnice) prve sku-
pine ili krae prve sutraZnice, i skupina pravaca ravnine paralelnih s
drugim tragom ravnine, to su glavni pravci (sutraZnice) druge sku-
pine, ili krace, druge sutraZnice. Buduci da su prve sutraZnice paralelne
s prvim tragom ravnine, one su paralelne i s =, te im je prema tome
druga projekcija paralelna s osi x, a prva projekcija paralelna s prvim
tragom. Osim toga, jer prve sutraZnice leZe u ravnini, moraju im se
druga probodiSta nalaziti u drugome tragu ravnine.

U slici 88 a) prikazane su prve sutraznice g i & ravnine p. Po
volji odaberemo g’ || r, ili # | r, i onda pomocu /I’ i /I’ odredimo
g” | x, odno-

sno A" || x. To 2 : [:.z
smo mogli u- / "

¢initi i tako da s d . .
Smo najpre o- | _ ¥ / ET K
dabrali g’ || x Ei__\'\ 4 r LR r

ili || x, pa »
onda odredili ‘
pomocu 1" i | @ h)
II" prve projek- -

cije g’, odnosno #’.

Kako su pak druge sutraZnice paralelne s drugim tragom ravnine,
one su paralelne i s x,, te prema tome imaju prve projekcije paralelne
s osi x, a druge projekcije paralelne s drugim tragom. Prva probo-
dista drugih sutraZnica nalaze se u prvome tragu, jer su pravci ravnine,

U slici 88 b) prikazane su druge sutraZnice ¥ i / ravnine ¢. Po
volji se odabere k" | s, ili /"] s,, i pomoéu /' i I’ odredi & || x,
odnosno /" || x. MoZe se i okrenuto postupati da se najpre po volji
odabere %' || x, ili /' || x, pa pomo¢u [’ i I’ odredi &” | s,, odnosno
I | s,

SutraZznicama se ponajéeSce sluZimo kod odredivanja projekcija
tatke koja se nalazi u ravnini. Svejedno je, kojom se sutraZnicom
sluZimo. Na pr. slede¢i zadatak:
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J. Odredite A” i B', ako se tatke A i B nalaze u zadanoj rav-

nini p. Poznato je A" i B”. (Slika 89)
Taj bi se zadatak mogao reSiti i pomocu pravca opéenoga polo-
Zaja u zadanoj ravnini, koji prolazi tackom A, odnosno tackom B.
K Upotrebljava se, jer je prakti€nije, sutraz-

\\f\ nica prve ili druge skupine. Za odredenja
traZenih projekcija tataka A 1 B upotre-

B ;_,,\\\ bljena je u slici 89 druga sutraZnica. Opi-

X sivanje postupka nije potrebno, jer sama

slika sve jasno pokazuje.
@ Beleska. Buduc¢i da se kod reSavanja
raznih zadataka mnogo upotrebljavaju glavni

pravci, oni se najceS¢e nikako ne imenuju u slici. JoS se vise moramo
ispomagati probodiStima pravca kod reSavanja raznih zadataka,- pa se
zbog toga najobicnije ni probodiSta nikako ne oznaluju ili, ako se vec
oznate, onda se oznaCe samo s // mesto s //’” ili samo s / mesto s /', a
II' i I uopce se ne beleZe. Tako je to ulinjeno i u slici 89.

4. QOdredite m'” pravca m ravnine ¢, ako poznajete njegovu prvu
projekciju m’. (Slika 90)

Poznati su tragovi a, i a, ravnine « i prva projekcija m’ pravca
m. Prva projekcija m’ je tako zadana, da seCe a, izvan dohvata naSe
ravnine crtnje. Za odredenje m’" ispo-
maZemo Se sutraZnicom prve ili druge
skupine. Znamo da ¢e m’ prolaziti
drugim probodiStem // pravca m. Na
m’ odaberemo P’ i odredimo P po- x
mocCu prve sutraZnice (mogla se je
uzeti i druga sutraznica). Spojnica // P’
daje m”.

5. Kad bi bilo zadano, da za-
dana projekcija pravca neke ravnine ne seCe u dohvatu ravnine crinje

<t

" | ni trag ravnine, ni os x, pomogli bismo si
g b O tako da na zadanoj projekciji pravca odabe-
\ remo dve tacke, pa pomotu sutraZnica od-

E i redimo one nepoznate projekcije onih dveju

odabranih taaka. Spojnica tih dobivenih
: projekcija tafaka onoga zadanoga pravca
. a) 5P_ r,  dala bi nam traZenu projekciju pravca.

U slici 90 a) poznat je od ravnine p

njen prvi trag r, i jedna njena tatka P; treba odrediti drugi trag r,
ravnine p.
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Ta ravnina p potpuno je odredena, jer poznajemo jedan njen pra-
vac r, i jednu njenu tacku P. Mora, dakle, da postoji samo jedan r, na
svome odredenome mestu. Odmah znamo da Ce r, prolaziti seciStem traga
r, s osi x. Dalje znamo da je prva sutraZnica paralelna s prvim tragom.
Bice dakle o' || r,, a g@" | x. Nacrtamo kroz P’ projekciju g’ | r,, a
kroz P’ projekciju ¢ || x. Odrediv§i drugo probodiste // pravca g,
dobili smo joS jednu taCku drugoga traga r, ravnine p.

Zadaci:
231.) Odredite druge projekcije tataka A(x = 2, y — 3), B(x =3,
y=4), Clx=—4,y=2) i Dx=1, y= —5), ako one leZe u

ravnini p (— 2, oo, 3). (XVIII zakon)

232.) Odredite m’, ako pravac m leZi u ravnini ¢ (— 2, 3, 4).
m'=A"B" [A” (x=2,z= 1), B’ (x=1, 2= 2)]. (Slika 87)

233.) Odredite @'/, ako pravac a leZi u ravnini « (3, — 1, 4).
a=AB [A" (x=4,y=1), B (x=2, y=2)]. PredocCite tacke
M, N, Oi P u ravnini «, tako da bude Mul, Null, O u I, a
P u 1V kvadrantu, L

234.) Zadana je ravnina p (oo, 3, 4) i p”’' = P"R" [P’ (x =2,

z==1);, R (x = —1, z== 3)]; odredite p’, ako pravac p leZi u ravnini p.
235.) Odredite m’’, ako pravac m leZi u ravnini p (oo, 3, — 1).
m=MN [M (x=0,y=2), N (x=—1, y = 4)]. |
236 ) Odredite 4", B”, C”” i D", ako tatke A, B, C i D leZeu
ravnini o (3,1, 4). Uzmite, da je: A" (x=—4, y=2), B’ (x = 0,
y=1.0 (x=2y=—2), D (x=3, y=2).
237.) Zadana je ravnina B (2, 1, —2) i A" (x = — 2, z=1),
Blfx =4 z=2y C7" (x= =1, 2=—2) i D &=1%6, 23

odredite 4’, B, C’' i D’, ako te tatke leZe u ravnini B.

238.) Zadana je ravnina 8§ (oo, 2,4); A" (x=2,y=1)i B
(x =—1, y=23); odredite A" i B”, ako tacke A i B leZe u ravnini
8. (SutraZnicom se kod paralelnih ravnina s osi x ne moZete pomodi.
Pomozite si pravcem AB)

239.) Odredite tre¢i trag profilne ravnine o« (— 3, 2, 3) i pokaZite
da se treCe probodiSte pravca p nalazi u a,, ako pravac p leZi u rav-
nini. Uzmite p = A'B' [A" (x=2,y=2), B (x=14, y=1)].

240.) Zadana je ravnina p (7, 5, 7) i p' =A'B’ [A" (x =4,

— 2), B’ (x =06, y = 4)]; odredite p"’, ako pravac p leZi u ravnini
o. (Slika 90)

241.) Odredite m’, ako pravac m leZi u ravnini ¢ (6, — 10, 6).
Zadano je m''— A”B” [A” (x=— 10, z=6), B (x = — 1,
z=2>5)]. (§ 19, 4)
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242.) Zadana je ravnina p (oo, 6, 4) i @' = AB’ [A" (x=—4,
y=—=4), B' (x=2, y = 3,))]; odredite a”, ako pravac a lei u zada-
noj ravnini p. (§ 19, 5) (U ovome slutaju ne€emo si mo¢i pomoci
sutraZznicom, jer je ravnina p || x. Namesto sutraZnica uze¢emo pravce
opfenoga poloZaja u ravnini p prema uputi za sutraZnice u § 19, 5.
MoZemo si pomo¢i i profilnom ravninom)

243.) Gde se nalaze prve projekcije taCaka svake ravnine, ako se
druge projekcije tih tafaka nalaze u drugome tragu?

244) Gde se nalaze druge projekcije tafaka svake ravnine, ako
su njihove prve projekcije u prvome tragu?

245.) Zadana je ravnina © (3,4,5) i druga projekcija trokuta A
(1,21), B (—2,2,2), C (—1,2,4); odredite prvu projekciju trokuta ABC,
ako on leZi u zadanoj ravnini.

246.) Zadana je ravnina p (—3,—4,2) ; predodite: a) pravac g rav-
nine p, tako da je pravac g| =m, i da se nalazi 2 jedinice nad n«,;
b) pravac & ravnine p, tako da je pravac k| n, i da se nalazi za 3 je-
dinice pred m..

247.) Nalazi 11 se tacka A (3,2,4) u ravnini p (—2,2,3)?

248.) Zadan je r, (x =05,y =4) i tatka P (—1,2,3) ravnine p;
odredite r,. (Slika 90 a)

249.) Odreditte r, ravnine p, ako poznajete njen drugi trag r,
(x =5, z==3) i jednu njenu tacku P (2,2,2).

250.) Zadano je r, (2 = 3) ravnine p || x; odredite r,, ako rav-
nina p zatvara s =, kut g = 60° (Pomozite si profilnom ravninom)

251.) Odredite r, ravnine p || x, ako je zadano r, (y = 5) i ako
ravnina p s «, zatvara kut a = 30° (Pomozite si profilnom ravninom)

252.) Zadan je r, (y = 4) ravnine p || x; odredite r,, ako je drugi
priklon ravnine p (kut ravnine p s ravninom =x,) jednak 45°. (Pomozite
si profilnom ravninom)

20. Prikloni kutovi ravnine

Svaka ravnina zatvara sx, i s 7, neki odredeni kut. Kut s =, naziva
se, kao i kod pravca, prvi prikloni kut i oznatuje se s «, a kut ravnine
s 7, naziva se drugi prikloni kut, i oznacujes B. Svaka ravnina ¢ini
s ravninom =, jedan prostorni kut ili kut diedar, a s ravninom 5, drugi
prostorni kut. Veli¢ina se prostornog kuta odreduje, tako da se u bilo
kojoj taCki preseCnice onih dveju ravnina koje &ine prostorni kut povuce
normala u jednoj i u drugoj ravnini na prese¢nicu. Kut, $to ga zatvaraju
te dve normale, je kut Sto ga Cine one dve ravnine.
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U slici 91 prikazana je zorno ravnina o i ravnine =, i n,. Prese¢-
nica ravnina ¢ i %, je 5, a 6 i 7, je s, Ako tatkom A u s, pustimo
normalu p” na s, tako da ona leZi u =, pa onda jo§ iz 4 u s, pu-
stimo normalu p na s,, tako da ona
leZi u ravnini o, pokazace nam te nor-
male p” i p prvi prikloni kut « rav-
nine o. Drugi prikloni kut 8 ravnine
o dobili smo tako da smo u tatki
B pustili normale na s, (prese¢nica
ravnina ¢ i n,). Normala r”* leZi u
m,, @ normala r leZi u ravnini ©.

Buduéi da pravci p i p’, odno-
sno r i r” ¢&ine ravninu, koja je
normalna na s, respektive na ,, biCe p’ prva projekcija pravca p, a r’’ druga
projekcija pravca r. Iz toga sledidace prviprikloni kut pravca p biti jednak
prvome priklonome kutu ravnine o, a drugi prikloni kut pravca r bice jednak
s drugim priklonim kutom ravnine o. Pravci p i r zovu se prva, odnosno
druga, priklonica ravnine ¢, Prema tome postoje dve skupine priklonica
za svaku ravninu. Priklonice prve skupine, ili krace, prve priklonice su
pravci ravnine koji stoje normalno na provome {iragu, a priklonice
druge skupine (druge priklonice) su pravci ravnine koji stoje normalno
na drugome tragu. Kut s =, 5to ga Cini koja od priklonica prve sku-
pine, je prvi prikloni kut ravnine, a kut s =,, Sto ga ¢ini jedna od
priklonica druge skupine, je drugi prikloni kut ravnine. Inace svi pravci
koji leZe u ravnini a nisu normalni na prvi, odnosno na drugi, trag
ravnine, zatvaraju manji kut negoli je prvi, odnosno drugi, prikloni
kut ravnine. Iz toga sledi

XX zakon: Priklonice su pravci ravnine koji zatvaraju s =,, od-
nosho s m,, najveci moguci Rut.

Zadana ravnina i ravnine =z, i n, Cine trostrani ugao (rogalj). Iz
stereometrije znamo da je suma kutova, Sto ih zatvaraju medu sobom
plohe trostranoga ugla, veca od 180°. Kako =, i =, Cine kut od 90°,
bi¢e suma priklonih kutova svake ravnine sz, i s n, veca od 90°. Dakle,
za priklone kutove ravnine je (o 4 B) > 90° Kod pravaca smo videli
da je (« 4+ B) <€ 90° Izutetak &ini pravac paralelan s profilnom ravni-
nom, jer je kod njega (« 4+ B) = 90°. I kod ravnina ima izuzetaka.
Suma priklonih kutova ravnina paralelnih s osi x jednaka je 90° Kod
takve su ravnine priklonice prve i druge skupine medu sobom para-
lelne i paralelne s profilnom ravninom. Dakle, kod ravnina, paralelnih
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s osi x, suma priklonih kutova mora biti jednaka 90°. (« - B = 90°%
Prema tome je kod ravnina (« 4 B) = 90°

U slici 92 prikazana je ravnina o i
odreden njen prvi prikloni kut «. Prvi pri-
kloni kut odredujemo pomocu prvih priklo-
nica. Nacrta se najpre p’ | r,. Buduci da se
; priklonica p nalazi u ravnini p, laks odre-
./ dimo poznatim postupkom p”. (XIX zakon)
=1, Nakon toga odredimo prvi prikloni kut pri-
klonice p. Prvi priklon pravca p ujedno je

i prvi priklon ravnine p.

U slici 93 prikazana je ravnina ¢ i njen drugi prikloni kut . Drugi se
prikloni’kut odreduje pomoéu druge priklonice. Nacrta se r”” __s,. Buduci
da se priklonica r nalazi u ravnini ¢, poznatim naCinom odredimo ‘. Nakon

toga odredimo
drugi priklonikut
priklonice r. Taj
priklon B pravca
r ujedno je drugi

prikloni kut rav- x 7\\4;
nine. A

U slici 94 e i

prikazan je treci @
- prikloni kut y ravnine «. Prikloni kut y o- '

dreden je pomocu priklonice trece skupine
(trece prikionice). g’’’ | a, Drugu projekciju g’’ odredimo pomocu za-
kona o pravcu ravnine. Kut, Sto ga ¢&ini tre¢a priklonica g s ravninom
7y, je tre¢i prikloni kut ravnine .

Sad ¢emo reSiti neke znaajnije primere koji su u savezu s pri-
klonim kutovima ravnine.

1. Odredite prvi trag ravnine «, ako je zadan drugi trag a, rav-
nine o i drugi prikloni kut 8. (Slika 95)

Kod izrade toga primera postupac¢emo isto kao u slici 93, samo
Sto ¢emo prema slici 93 iz rezultata i¢i na zadatak.

Znamo da druga projekcija druge priklonice stoji normalno na
drugome tragu ravnine «. Nacrtamo dakle r’” ! a,. U drugome probo-
diStu /7 priklonice r nacrtamo zadani kut 3. Tako smo dobili preloZenu
priklonicu r,. Gde paralela s a, iz /”” seCe r,, dobije se /,, Ako sada
na ordinalu u // nanesemo udaljenost /’7, gore ili dole, dobijemo /.
Time nam je odreden prvi trag a, ravnine « i zadatak je resen.
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Zadatak ima dva reSenja. Uistinu i u prostoru moZemo jednim
pravcem poloZiti dve ravnine koje zatvaraju neki odredeni kut prema.
nekoj ravnini. (Slika 96)

2. Odredite prvi trag ry ravnine
o, ako je zadan njen drugi trag r, i
proi prikloni kut o. (Slika 97 i 98)

Sve tangencijalne ravnine na neki X s ‘,'
uspravni stoZac (kupu) =zatvaraju s i
ravninom baze. ]ednalfe kutvove.- Ti Y 1\
kutovi jednaki kutovima S3Sto ih stos- .

Ceve izvodnice ¢ine s ravninom baze.
Na temeiju te spoznaje osniva se reSenje gornjega zadatka.

U slici 97 prikazano je reSenje zadatka zorno. U drugome tragu
r, uzme se gdegod stoSev vth V s bazom u =, tako da njegove

izvodnice zatvaraju s m, zadani kut o. Pravcem r, koji prolazi vrhom
poloZene su na stoZac dve tangencijalne ravnine (tangiraju stoZac u
izvodnicama £). Te ravnine seku =, u r,. To su dakle prvi tragovi rav-
nine p. Da ti pravci r, moraju biti tangente iz M na bazu, jasno je
samo po sebi. Vidimo, dakle, da zadatak ima dva reSenja.

Kad bi se desilo, da je r, ba$ sama izvodnica stoSca [kut (r, oS
x) = «}, zadatak bi imao jedno reSenje. Ravnina p bila bi normalna
na 7,. TaCka M nalazila bi se upravo na konturi stoSCeve baze.

Kona¢no, kad bi se desilo da je kut (r, os x) > «, tatka M bi
pala u stosCevu bazu, pa ne bismo mogli nacrtati tangencijalne ravnine
na stoZac. Zadatak ne bi imao reSenje.
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Prema tome je primer pod 2 u ovome paragrafu reSiv samo u
onome sluéaju, ako je kut (r, 0s x) < « (dva reSenja), ili, ako je kut
(r, 0s x) = « (jedno reSenje).

ReSenje zadatka 2 u Mongeovoj projekciji nalazi se u slici 98.
Da se bolje razume tumacenje slike 98, mora se neprestano upore-
divati sa slikom 97 gde je sve prikazano zorno.

U drugome tragu r, uzme
se gdegod V”. Prva projekcija
V' je u osi x. Visina stoSca na-
lazi se u w,, a baza u =x,. Jedna
polovina baze nalazi se pred n,,
a druga polovina iza =,. Prva
projekcija citavoga stodca je kruz-
nica. Druga projekcija stosca je
istokracni ftrokut kojemu je o-
snovka u osi x, jedan vrh u V",
a kraci mu zatvaraju s oSl x

zadani kut o. Ona kruZnica u =, (baza stosSca) ima svoje srediSte u
poloviStu baze trokuta (S = S’), a polumer joj je jednak polovini
trokutove baze. Tangente iz tacke M odreduju prve tragove r, traZenih
ravnina.

3. Nacrtajte tragove ravnine o, ako ona raspolavija prikloni kut
«. zadane ravnine p. (Slika 99)

Ravnina o, koja raspolavlja prikloni
kut o ravnine p, zove se simetralna rav-
nina ravnina p i =,. Ta simetralna rav-
nina mora prolaziti preseCnicom ravnina
p i z,. To znaci da e se r, i s, nalaziti
u istome pravcu. Prvi prikloni kut traZene
ravinine ¢ bi¢e za polovinu manji od pr-
voga priklonoga kuta zadane ravnine p.
Zbog toga odredimo kut « ravnine p pa
ga raspolovimo. Budu¢i da je r, = s,,
pokrivae se prve projekcije prvih pri- s
klonica obeju ravnina, zadane i traZene.

Prema tome raspolovnica je kuta a ujedno i preloZena priklonica p
ravnine d. Sad, ve¢ poznatim nainom, odredimo (//) pa I/. Time je
S, potpuno odreden i zadatak resen.

4. Zadanom tackom V u zadanoj ravnini p treba poloZiti pravac
p tako da on leZi u ravnini o i da ima prvi prikloni kut ¢ = 60°.
(Slika 100 i 101)
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U slici 100 prikazana je zorno zadana ravnina p i u njoj tatka V.
Tatku V smatramo vrhom uspravnoga stoSca. SrediSte baze je u =,
a izvodnice moraju da zatvaraju s

n, zadani kut ¢. Ravnina p, koja ;

prolazi vthom V pomoénoga sto3ca, bf |
sete stoac u dve izvodnice, ako [T A

je prvi priklon zadane ravnine vefi 4

od kuta ¢. Ravnina p dira¢e po-
mocéni stoZac, ako je prvi priklon

zadane ravnine upravo jednak za- I AR N
g - L - ’.)-s----- I 1 Ta

danome kutu ¢. Napokon, ravnina R 4

p ne ¢e seéi oblinu (pladt) pomo¢- = !

noga stosca (osim u V), ako je njen
prvi priklon manji od zadanoga kuta ¢.

U slici 100 sve izvodnice zatvaraju s =, kut ¢. Buduéi da ravnina
p seCe taj stoZac u izvodnicama a i b, one leZe u zadanoj ravnini p,
zatvaraju s «, kut ¢ i prolaze zadanom tackom V. Vidimo da zadatak
ima dva reSenja.

Kad bi kut « ravnine p bio upravo jednak kutu ¢, zadatak bi imao
jedno reSenje,

Prema XX zakonu, ako je kut o < ¢, zadatak se ne moZe resiti,
jer ne moZemo u nekoj ravnini nacrtati pravac koji bi imao prikloni
kut veci od priklonoga kuta ravnine.

U slici 101 re3en je zadatak 4 u Mongeovoj projekciji. I ovde treba
kod tumacenja slike 101 usporedivati sliku 100 u kojoj je sve prika-
zano zorno.

Pomo¢u sutraZnice prikazane su pro-
jekcije V' i V' tacke V ravnine p. Druga
projekcija pomocnoga stoSca je istokraéni
trokut kojemu je vth V”, a kraci toga
istokranoga trokuta zatvaraju s osi x
kut ¢ = 60° Prva projekcija stoSca je
krug sa srediStem u V’. Polumer toga
kruga (prve projekcije stoSca) jednak je
polovini baze istokra¢noga trokuta (druge
projekcije stoSca). U tatkama, u kojima
r, seCe krug, nalaze se prva probodista
pravaca a i b. Prve projekcije @’ i b pro-
laze tatkom V' i njihovim probodistima /. Druge projekcije @”’ i b” prolaze
takom V*’ i tackama /’{. Time su predo¢ena ona dva moguéa pravca aib

Ly ]
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koji prolaze tatkom V, leZe u ravnini p i zatvaraju s z; kut od 60° a
to se i traZilo zadatkom pod 4.

Da sluéajno r, dira krug, onda bi imao zadatak jedno reSenje.
Kad r, ne bi sekao krug, zadatak ne bi imao reSenja.

Zadaci:

253.) Odredite priklone kutove « i B ravnine: a) a (3, 2, 4); b)
B(—243);¢c)y 43 —1)d) s (—3, —2 4).

254.) Odredite priklone kutove « i B ravnine: a) p (— 2, «, 4); b)
6 (3,2 o);c)t(0,0,3); d ¢ (0,2,0); e ¢ (—3,0,0); )3
(o0, 3, 4). Morate li se kod ovih ravnina pomagati priklonicama?

255.) Odredite prikloni kut y prema profilnoj ravnini ravnina,
odredenih u zadatku 242. (Pogledajte sliku 94)

256.) Zadan je drugi trag r, (x = 3, 2 = 4) ravnine p. Odredite
prvi trag r,, ako ravnina p zatvara s =, kut: a) B = 30% b) B = 459%
c) B == 60° (Pogledajte sliku 93)

' 257.) Zadan je prvi trag s, (x = —3, y = 2) ravnine o. Odredite
drugi trag s,, ako ravnina o zatvara s =, kut: a) @« = 30% b) a = 45%
c) « = 60° (Sli¢no kao u slici 95)

258.) Odredite tragove simetralne ravnine, ako ona mora raspo-
lavljati prvi prikloni kut o« ravnine: a) o (— 4, 5, 4); b) p (3, — 2, 4).
(Pogledajte sliku 99)

259.) Odredite tragove simetralne ravnine, ako ona raspolavlja
drugi prikloni kut g ravnine: a) a (3, 3, 5); b) a« (— 3, 3, — 3).
(Sli¢no kao u slici 99)

260.) Odredite prvi trag ravnine p, ako je zadan njen drugi trag
r, (x =295, z=23) i njen prvi prikloni kut: a) « = 45°; b) « = 60°.
(Pogledajte sliku 98)

261.) Odredite drugi frag ravnine o, ako je zadan njen prvi
trag s, (x:=—25, y=3) i njen drugi prikloni kut: a) 8 = 43°; b)
B=060° (U ovome Cete primeru uzeti vrh pomoénoga stoSca u s,
a bazu u =, Sli¢no kao u slici 98)

262.—263. Zadana je ravnina p i tatka V u zadanoj ravnini. Na-
crtajte projekcije pravca p, ako on prolazi tatkom V, leZi u ravnini p
i zatvara s =, kut o. (Pogledajte sliku 101) Uzmite:

262.) p (2, 3,6), Vix=—1, z2=1), a = 45"

263) p (—2,—3, 1), V(x=— 1,y =3), a =30°

264.—265. Odredite projekcije pravca p, ako on leZi u ravnini p
(2, 2, 4), zatvara s n, kut g = 30°% a prolazi taCckom V{ x = — 2,

z==3) ravnine p. (Tacka V je vrh pomoc¢noga stoSca s bazom u =,.
Sliéno kao u slici 101) Uzmite:
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264) p (2, 2, 4), V (x = — 2, 2= 3), p = 30°.
2%5)p (3, — 1,3), V(x=—4, y=3), = 45"

21. Odredivanje tragova ravnine

[z Sterecometrije znamo da je ravnina odredena: a) dvema ra-
znosmernicama (dva pravca koja se seku); b) dvema paralelama; c)
pravcem i taCkom izvan prav-
ca i d) trima tatkama koje ne
leZe na jednome pravcu.

U slici 102 zadane su
raznosmernice a [ b i onda
odredeni tragovi ravnine p ko-
ju le raznosmernice odreduju.

Buduéi da raznosmernice -
odreduju jednu jedinu ravninu,
moraée postojati samo jedan prvi i samo jedan drugi trag te ravnine,
a usto morace se tragovi se¢i u osi x, Odrede se, dakle, oba probo-
dista pravaca a i b. Spojnica prvih probodiSta odreduje prvi trag r,
ravnine p, a spojnica drugih probodiSta odreduje drugi trag r, ravnifie
p. Prema XIX zakonu pravci a i & leZe u ravnini p. Time je zadatak
reSen.

Kod odredivanja tragova ravnine nije potrebno naéi oba druga i
oba prva probodiSta zadanih raznosmernica. Dostatno je da e nadu
oba prva i jedno drugo probodiste, odnosno oba druga i jedno prvo
probodiste pravaca. Ako smo odredili dva prva i jedno drugo probo-
diSte, onda spojnica prvih probodista daje prvi trag, a drugi trag do-
bijemo, ako spojimo seciSte prvoga traga s osi x s onim drugim pro-
bodidtem. Slino radimo, ako smo odredili dva druga i jedno prvo
probodiste.

5 U slici 103 zadane su parulele a i
b i odredeni tragovi r, i r, ravnine p koju
te paralele odreduju.

Postupak je sasvim isti kao kad su
zadane dve raznomernice. I kod paralela

- dostatno je odrediti ili oba druga i jedno
prvo probodiste, odnosno oba prva i jedno
drugo probodiste.

Ako je zadan pravac a i neka tacka
A izvan pravca, pa treba odrediti tragove

ravnine koja je odredena pravcem a i tatkom A, onda se taCkom A

povute kakavgod pravac koji see zadani pravac a. Time je sveden

7*
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zadatak na dve raznosmernice, pa se nakon toga i postupa isto kao u

slici 102.

Isti se - zadatak moZe reSiti i tako da se tatkom A povuce para-
lela sa zadanim pravcem a. Time je zadatak sveden na dve paralele

kao Sto je to u slici 103.

Najprakti¢nije je da se tatkom A povuce pravac koji je paralelan
s m, ili s m,, tako da on sele pravac a.

§te pravca nismo morali ni o

U slici 104 nra taj su nacin o-
dredeni fragovi ravnine p koja je za-
dana pravcem a i 'talkom A. lz slike
se vidi da je odredeno drugo probo-
diSte pravca a i pomotnoga pravca g
koji prolazi zadanom tatkom A para-
lelno s «, i se¢e pravac a u tacki S.
Spojnicom drugih probodista pravaca
a i g prolazi r,, a seciStem r, s osi x
prolaziprvitrag r, || g/, jerjepravacg pr-
va sutraZnica ravnine p. Prvo probodi-

drediti.

Ako odredujemo tragove ravnine koja je zadana frima lackama
A, B i C, postupamo ovako: Spojimo dve i dve tatke (npr. AB i AC).
Time je zadatak sveden na dve raznosmernice. (SI. 102)

Ili, spojimo dve tatke, atreCa taCka ostane izvan pravca (spojnice).
Zadatak je sveden na pravac i tatku izvan pravca. (Slika 104)

Pre negoli predemo na za-

datke u savezu s tim paragrafom
potrebno je pokazati na nekoliko
primera neke slufajnosti koje se
desavaju kod odredivanja tragova
ravnine.

1. Zadane su raznomernice
m 1 n svojim projekcijama; treba
odrediti tragove ravnine (mn).
(Slika 105)

U ovome su zadatku pravcim
i n zadani tako da od pravca m
zbog nedostatnog mesta na kom
crtamo, ne moZemo naci prvo, a

od pravca n drugo, probodiste. Osim toga tragovi r, i r, ravnine (m n)
seku os x predaleko, te se tom tatkom u osi x ne moZemo pomoci.
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Da se ipak odrede tragovi te ravnine, uzme se u pomo¢ tre¢i pravac
p, tako da on sele zadane pravce m i n. Kod toga treba paziti da se

odabere takav pravac p kojemu ¢e se modi odrediti prvo 1 drugo pro-
bodiste.

Pravac p seCe pravce m i n u tatkama P i R. Odredivsi druga
probodista // pravaca m i p, pa onda prva probodiSta / pravaca n i p,
dobijemo spojnicom tih drugih, odnosno tih prvih, probodista drugi
trag r,, odnosno prvi trag r, ravnine (m n) = p.

Mogli smo se kod toga primera ispomo¢i takoder sutrazZnicom
ravnine p. Nacrtali bismo, naime, prvu sutraZnicu, tako da ona sece
zadane pravce m i n. Njome bi nam bio odreden smer prvoga traga
ravnine p. Prvi trag prolazio bi prvim probodiStem pravca n paralelno
s prvom projekcijom prve sutraZnice. Zatim bismo nacrtali drugu su-
traZnicu, tako da ona see zadane pravce m i n. Njome bi nam bio
odreden smer drugoga traga ravnine p. Drugi trag r, ravnine p pro-
lazio bi drugim probodistem pravca m paralelno s drugom projekcijom
druge sutraZnice. Samo se sobom razume da bi se na taj naCin odre-
deni tragovi r, i r, morali pokrivati s onima koje smo pre, drugim po-
stupkom, dobili.

2. Nacrtajte {ragove ravnine p, ako [je ona zadana pravcima
al b x. (Slika 106)

Buduéi da su pravci @ i & para-

lelni s osi x, morae i ravnina p X
biti paralelna s osi x. Tragovi r, i1, 5 f o
morace, dakle, biti takoder paralelni s : V o T 1
osi x. Odredimo @’’’ i &'”. Jerje rav- b / =" {
nina p L m; (profilna ravnina), pro- * . :
lazi¢e r, ravnine p tatkama a'’’ i &', o' B
Kad znamo r,, lako ¢emo odrediti r, : : ' 3

;

i r, kod ravnine koja je paralelna s ;
osi x.

Taj smo primer mogli reSiti i bez

profilne ravnine. MoZe se, naime, nacrtati kakavgod jpravac p koji sele
zadane pravce a i b. Tragovi r, i r, ravnine p, koja je odredena prav-
cima a | & || x, prolazi¢e prvim, odnosno drugim, probodiStem pravca
p paralelno s osi x. I na taj su nain u slici 106 odredeni tragovi r, i
r,. Iz slike se vidi da su tragovi dobiveni na istome mestu kao i pre.
.Samo se sobom razume da kod reSavanja toga zadatka, kao i uopce
kod svakog drugog zadatka, nisu potrebna oba postupka.
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Vrlo je Cesto praktitnije neke primere, koji se reSavaju pomocu
ravnine, reSavati tako da se tragovi ravnine ni ne nacrtaju. Taj postu-
pak imademo u slede¢em zadatku:

3. Odredite A’, ako je zadano A"
P* | ako tacka A lezi u ravnini zadanih
raznosmernica p i q. Taj ¢emo zadatak
At reSiti ne upotrebivsi tragove ravnine (pg).

& T (Slika 107)
Vi Tatkom A poloZi se kakavgod po-
mocni pravac { koji seCe zadane mimo-

. ' smernice u tat¢kama 7 i V. Druga pro-
Py | jekcija t” sefe p” u T, aq’ u V.

Odrede se prve projekcije 771 V' nap’, odnosno na ¢". Spojnica T'V
daje prvu projekciju ¢ pravca ¢{. Buduci da pravac f seCe pravce p i
g, on se mora nalaziti u ravmini (p ¢), pa se prema tome i A’
nalazi na ¢'.

Jednim se pravcem moZe poloZiti neizmerno mnogo ravnina, ako
nije izrekom jo§ Stogod o ravnini, osim pravca, zadano. Zbog toga se
mora, ako se baS Zeli nekim pravcem poloZiti samo jedna ravnina,
jo§ Stogod o ravnini istaknuti. Na pr. zadanim pravcem p treba polo-
Ziti ravaninu p normalno na =, ili na =, ili paralelno s osi x, ili tako da
pravac p bude priklonica prve ili druge skupine, itd. Evo jedan slian
primer.

4. Zadanim pravcem p neka se poloZi ravnina p koja ima prut
prikloni kut o = 60°. (Slika 108 i1 109)

U slici 108 prikazano je reSenje zadatka zorno. Gdegod na
pravcu p uzme se tatka V i sma-
tra vthom uspravnoga stoSca. Sre-
diste 1 baza toga pomocnoga
StoSca je u m,. Izvodnice zatva-
raju s s, zadani kut . PoloZimo
li zadanim pravcem p tangenci-
jalne ravnine p i ¢ na pomocni
stoZac, one Ce sigurno zatvarati
s m, kut «, jer su tangencijalne
ravnine stoSca kojemu izvodnice
zatvaraju s =z, kut o. Prvi su tra-
govi r, i s, ravnina p i ¢ tangente iz prvoga probodista pravca p
na bazu stoSca. Sve se to tatno razabira u slici 108. .

To isto je prikazano Mongeovom projekcijom u slici 109. Gde-
god na pravcu p odabere se tatka V (V' na p”, a V' na p’). Prva




projekcija pomoc¢noga stoSca je kruZnica, a druga njegova projekcija je
istokraéni trokut kojemu kraci s bazom ¢&ine zadani kut o. Tangente
iz I na kruZnicu daju prve tragove
r, is,, a drugi tragovi r, i s, pro-
laze drugim probodiStem // pravca
p. Time je zadatak reSen. Vidimo
da zadatak ima dva reSenja.

Kad bi baza pomoc¢noga stoSca
prolazila upravo prvim probodistem
I pravca p, mogli bismo nacriati
samo jednu tangencijalnu ravninu
na stozac. To bi znaCilo da zadani
pravac zatvara s =, upravo zadani
prikloni kut «, tj. taj bi pravac bio
prva priklonica traZene ravnine.

Kad bi se desilo da / pada unutar baze pomocnoga stoSca, ne
bismo mogli iz / povuci tangente na bazu, pa prema tome takav za-
datak ne bi imao uople reSenja. To se dogada u onome slucaju, ako
se zahteva da se pravcem poloZi ravnina koja zatvara manji kut s =,
negoli $to ga zatvara sam pravac.

Zadatak 4 prema tome ima dva reSenja, ako je kut o« veéi od
prvoga priklonoga kuta pravca p; jedno reSenje, ako je kut « jednak
prvome priklonome kutu praveca p, ili nijedno reSenje, ako je kut «
manji od prvoga priklonoga kuta pravca p.

5. Pravcem p treba poloZili
ravninu o, tako da bude para-
lelna sa zadanim pravcem n. [Sli-
ka 109 a)]

Odabere se na pravcu p
gdegod tatka P i povue tom
tatkom pravac r || n. Pravei rip
odreduju ravninu ¢ koja je para-
lelna s pravcem n, jer prolazi

o) “*%  pravcem r, ar je paralelno san.
Osim toga ravnina o prolazi i
pravcem p, dakle, zadovoljava zadatku.

Zadaci:

266. — 275. Nacrtajte tragove ravnine, ako je ona zadana razno-
smernicama a i b. Uzmite:



266.)a==A4AB [A (2,1, 3), B 3,3, 2)], 6=BCI[B(3,32),
C 5, 1, 5)].

267.) a = AB [A (—2, —1, 4), B (—4,5,1)], b= AC [A (-2,
—1, 4), C (1, —2, 2)].

268) a — AB [A (=2, 2, 1), B (4, 1, 3)], = BC B 4, 1,
3), C (-2, 3, 2)]. :

269.) a = AB[A (2,1, 3), B (5,4, 2)], b=BC [B (5 4, 2),
C (8, 4, 4)]. (U ovome primeru dostatno je odrediti 'samo dva probo-
diSta da se mogu nacrtati tragovi ravnine)

270) a == AB [A (0, 3, 2), B (2, 3, 9)], b = BC [B (2, 3, 5),
C (6, 6, 5)]. -(Dostatno je na¢i jedno probodiSte da se odrede tra-
govi ravnine)

271) a = AB [A (2, 5, 5), B (—6, 6, 2)], b = AC [A (2, 5, b),
C (—4, 4, —2)]. (Pomozite si drugom sutraznicom)

272) a = AB [A (2, 6, 2), B (2, 6,3)], b = CD |[C (2, 6, 5),
D (4 46) (p L )

213) a (y = 2, z=4) | x, b = AC [A (2, 2, 4), C (4
3, 9)l. (o [l X)

214) a (x = 3, 2 = 4) L n,, bl x (o] =)

275.) a = AB [A (0, 3, 2), B (0, 2, 4)], b = BC [B (0, 2, 4),
C (—2, 17, 3)

276.) Zadani su pravci a = AB [A (2,1, 2), B (—1,2, 1) i

= CD [C 4, 1, 2), D (—2, 2, 4)]. MoZe li se pravcima a i b polo-

Ziti ravnina?

277.) Nacrtajte tragove ravnine p, zadane tatkama A (3, 3, 3),
B (1,6 1)i C (5 2, 4)ito: a) pomocu pravaca AB i BC; b) pomocu
pravca AB i paralele s pravcem AB povucene tackom C.

278. — 281. Nacrtajte tragove ravnine o, zadane pravcima m | n.
Uzmite da je:

2718) m (y =3, z =08 ||ln (y = 1, z = 2) || x. (Pogledajte
sliku 106)

219) m (y =4, 2=2)||n (y = — 2, 2z = — 4) | x. (Po-
gledajte sliku 106)

280) m = MN [M (2, 4, 2), N (4, 4, 3)]; pravac n prolazi
tatkom P (—2, 2, 4).

281y m = LM [L (0, 0, 0), M (3, 2, 2)]; pravac n prolazi
tatkom N (0, 5, 3).

282.) Nacrtajte tragove ravnine, ako je ona odredena pravcem a
u ravnini sumernosti i pravcem & u ravnini istovetnosti. Pravci se a i
b seku. Uzmite da je kut (&’ os x) = 30° kut (&' os x) = 60° (Po-
mozite si suiraZnicom koja se€e pravce a i b)
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283. — 288. Nacrtajte tragove ravnine p, ako je ona odredena
pravcem p i taCkom M. Uzmite da je:

288)p (v = —2,z=3) | x; M (0, 2, 1).

288y p (x = — 2, 2z = 4)_I_n1;M(l, 1, 3).

285) p (x =3,z =4) | a,; M (0, 2, 4).

286) p = PR [P (2, 3, 3) R (—4, —1, ); M (=2, 1, 3).

287) p=FR [P (3,2, —3), R (8, 3, —2);, M (0, 2, 5).

288) p = PR [P (-2, 3, —3), R (—2, =3, 3); M(, 4, 2).

289.) Nacrtajte prvi trag ravnine o, ako je zadan njen drugi trag

= MN [M (—2, 0, 0), N (0, O, 4)] i njena tatka P (3, 3, 3).

290.) Nacrtajte drugi trag ravnine p, ako je zadan njen prvi trag
r,= AB [A (3, 0, 0), B (0, 3, 0)] i njena tatka C (3, 2, 3).

291.) Odredite drugi trag ravnine « || x, ako je zadan njen prvi
trag a, (y = 3) i njena tatka 4 (—2, 1, 2).

292.) Nacrtajte drugi trag ravnine p, ako ona prolazi tatkom V
(—2, 3, 5) i zatvara s nr, kut o« = 60° Prvi trag r, zatvara s osi x
kut od 45° (Pomozite si uspravnim stoScem kojemu je tatka V vrh,
baza u =, a izvodnice ¢&ine s w, kut od 60°. Tangenta na bazu pod
kutom od 45° s osi x je prvi trag r,. Drugi se trag odredi pomocu
sutraZnice, poloZene tatkom V)

293. — 294. Pravcem p poloZite ravninu koja zatvara s m, kut
a, odnosno, s w, kut B. Uzmite:

293) p = PR [P (-2, 2, 3), R (2, 5, 9)]; kut a = 60°. (Pogle-
dajte sliku 109)

294) p = PR [P (2, 3, 2), R (—2, 4, b)]; kut 8 = 45° (Pomo¢u
stoSca s bazom u =,, a vthom u pravcu p)

295, — 296. Odredite drugu projekciju A" tatke A (—2, 3, ?),
ako ona leZi u ravnini (m n), tako da ne crtate tragove ravnine (m n).
(Pogledajte sliku 107)

295.) m = LM (L (3, 8,5), M (4, 2, 7)]; n — LN [L (3, 3, 5),
N(—1, —1, 3).

206) m (y =1, z=4)|n(y = — 2, 2= 35)|x

997.) Zadane su tatke A (3, —2, %), B (1, 3, 2)i C (—1, 1, 1);
odredite P’ tako da ne crtate tragove ravnine (ABC), ako tatka P
(2, ?, 3) ima leZati u ravnini (4BC).

298.) Zadanim pravcem p = MN [M (=2, 2, 3), N (2, 4, 6)]
poloZite ravninu: a) p | =,; b) p | @, ¢) p |l x; d) p tako da pravac
p bude prva priklonica; e) p tako da pravac p bude druga priklonica.

299.) Zadanim pravcem p = MN [M (—2, 3, 1), N (4, 5, —1)],
poloZite ravninu p, tako da bude paralelna s pravcem a = AB [A
(—2, 1, 2), B (2, 4, 1)]. (Pogledajte sliku 109a)



22. Paralelne ravnine

Iz stereometrije znamo da ravnine koje su medu sobom paralelne
seku kakvugod ravninu u paralelnim pravcima. Budué¢i da su tragovi
ravnine, preseCnice ravnine sravninama =, i 7,, moraju kod paralelaih
ravnina prvi tragovi — a takoder i drugi — medu sobom biti para-
lelni. Ako su kod ravnina medu sobom paralelni prvi tragovi, a drugi
nisu, ili okrenuto, ravnine nisu medu sobom paralelne, U takvu je slu-
Caju ravnina s,, odnosno ravnina z, paralelna s prese¢nicom onih medu
sobom neparalelnih ravnina. Odavle sledi

XXI zakon: Dve su ravnine medu sobom paralelne, ako su im
istoimeni tragovi medu sobom paralelni.

Da se konstatira paralelizam dveju ravnina, dostatno je da budu
medu sobom paralelni prvi tragovi i drugi tragovi. To je pokazano u

slici 110. Budu¢idajer, Il s, i7, || s, TS
moraju biti ravnine p i ¢ takoder E a)
medu sobom paralelne, a prema - b
XXI1 zakonu mora biti i 7, | s.. ._.-'\“s_.""’s
LY a' \ )
JXSVE 2y ]:1

X3 s b]
/ b,
X . .
X— b, \ b, .'Sa.,

\ ',-\A 7.-\r
b (1)

Izuzetak &ine ravnine koje su paralelne s osi x.

U slici 11l nacrtane su ravnine « | x i B || x. Kod takvih je rav-
nina uvek a, || b; i a,| b,, pa ipak te ravnine ne moraju biti uvek
medu sobom paraleine. Istom onda su te ravnine medu sobom para-
lelne, ako su im i treéi tragovi medu sobom paralelni.

U slici 111 a) ravnina « nije paralelna s ravninom @, jer nije
a, || ;. U slici 111 b) paralelne su medu sobom ravnine « i B3, jer je
a, | b

1. Nacrtajte tragove ravnine o, ako ona mora prolaziti zadanom
tackom P paralelno sa zadanom ravninom p. (Slika 112)

Znamo ve¢ unapred da Ce biti s, (7, 1 S | r, jer moraju biti
ravnine p i ¢ medu sobom paralelne. Buduéi da znamo smer tragova
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traZene ravnine 6, moZemo nacrtati zadanom tatkom P sutraZnicu prve ili
druge skupine i odrediti njeno drugo, odnosno prvo, probodiste. Uslici 112
poloZili smo tackom P prvu sutraZnicu :
g. Mora dakle biti: g’ ||r, a g’ lx. ™ \

. .= ‘ . 3 q" P
Drugim probodiStem [/ sutraZnice g
prolazi drugi trag s, ravnine ¢ para-

lelno s r,, a prvi trag s, je paralelan x -
s r,. Time je zadatak reSen. . \\\
Treba upamtiti da se uwvek ispo- |

mazemo sutraZnicama kod odrediva-
nja lragova ravnina, ako znamo smer tragova.

2. Odredite tragove ravnine p, ako ona treba da bude paralelna
s ravninom odredenom raznosmernicama a i b, i mora prolaziti zadanom
tackom P. Zadatak neka se reSi, a da se ne crtaju tragovi zadane
ravnine (a b). (Slika 113)

Kad se u zadatku ne bi narolito zahtevalo da se ne crtaju tra-
govi ravnine (ab), onda bi se taj zadatak teSio tako da se nacrtaju
tragovi ravnine (a b) i onda bi se postupalo isto kao u slici 112. Po-
loZila bi se, naime, tatkom P, pomocu prve ili druge sutraZnice, ravnina
p paralelno s ravninom (ab).

Budu¢i da se ne smeju crtati tragovi ravnine (ab), mora se po-
stupati kako to pokazuje slika 113. Nacrtaju se glavni pravci g i £
ravnine (e b). Pravci g i & moraju sei zadane pravce a i b. Pravac
g | 7, seCe pravce a i b u tackama A i B, a pravac % || =, see pravce
aib utackama C i D. Prva projekcija g" pokazuje smer prvoga
traga r, (r, || £7); druga projekcija 2" po-
kazuje smer drugoga traga r, (r,| 4&").
Sada, kad znamo smer tragova ravnine
p, povule se zadanom tatkom P prva ili
druga sutraZnica, odredi njeno drugo,
odnosno prvo, probodiSte i nacrtaju tra-
govi ryir, U slici 113 nacrtana je tatkom
P druga sutraznica m (m” || &, m’ || x) i
odredeno njeno prvo probodiste /.
Prvi trag r, prolazi probodiStem / para-
lelno s g, ar, || A".

Taj bi se zadatak mogao i ovako reSiti: Talkom P povukla bi
se dva pomocéna pravca od kojib bi jedan bio paralelan s pravcem a,
a drugi s pravcem b. Odredila bi se probodista tih pomoénih pravaca
nacrtali tragovi i zadatak bi.bio reSen. Taj je nafin jednostavniji i



praktiCniji od onoga u slici 113. Ipak se u slici nismo drZali toga na-

Cina, jer seje htela pokazati upotreba sutraZnica.
3. Odredite tragove ravnine p, ako ona prolazi zadanom tackom

P paraleino s ravninom istovetnosti. (Slika 114)
Xy U ptvome redu moramo
Y = opaziti da ¢e ravnina p biti pa-
R ralelna s osi x, jer ravnina isto-
B LRSS vetnosti prolazi osju x. Prema
f SN ; tome ¢ée bitir, | r, | x. Treéi trag
N i o ~——Y————>— | ravnine istovetnosti raspolavlja
: o kut (0s x 0s ,x;) s leve strane
@ P osi ,X,, jer n, prelazemo na desno,
Tre¢i trag r, traZene ravnine p

rrr

; ' prolazi treCom projekcijom P
paralelno s i;. Sada, ve¢ poznatim
nacinom, odredimo r, i r,.

Zadaci:

300. — 306. Nacrtajte tragove ravnine o, ako ona prolazi tatkom
A i paralelna je sa zadanom ravninom p. Uzmite:

300.) A (4, 1, 3); p (— 4, 2, 3).

301.) A, 3, 3); p (— 2, — 5, 1)

302.) A (2, — 1, 3); p (4, 6, 3).

303.) A (— 2,4, 3); p(y=—1, 2= 4)| x. (Pomozite si pro-
filnom ravninom)

304.) A (—2, 2, 3); p (4, 3, o).

305.) A(—1, 3, 5); p (oo, oo, 3). >

306.) A (2,4, 1); p (— 1, oo, ),

307.—313. Odredite tragove ravnine p, ako ona prolazi zadanom
taCkom P 1 paralelna je sa zadanim pravcima a i 6. (Tatkom P po-
loZeni pravci paralelno sa zadanim pravcima odreduju traZenu ravninu
p) Uzmite: -

307.) P(—2,8,4,a=AB [A(—3,1,3), B(@O, 2 2)], b=
CD [C (1, 2),D(,4 3)

308.) P2, 3 5;,a=AB [A(0,6,1), B2 3,4)], b (x=25
y=4) | =,

309.) P (—2,—3,6); a (y=2,2=4)||x, b = AB [A (0, 2, 3),
B (2, 1, 5)]. (Zadto mora biti p || x?)

310.) P(3,3,2); a =2, 2=3)|lb y=—4, z=1)| x.

311.) P(— 4, 4,3, a=AB [A(—2, 3,2), B (1,3,4)], b = CD
[C (— 2, 09 5)’ D (2’ 3, 1)]
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312) P(1,4, 2, a=AB [A(—2,3,1),B (2,3, 4), b=CD
[C (O, 2, 4), D (4,1, 4)].

313) P(— 2,3,—6)j;a(x==2,2=4) 1 m,,b (y=4, 2=3) || x,

314.) Tatkom P (0, — 3, 6) poloZite ravninu p tako da bude:
a) paralelna s ravninom sumernosti (r = r,); b) paralelna s ravninom

istovetnosti.
315.) Tatkom M (3, 4, 3) poloZite ravninu p tako da ona bude

paralelna s ravninom, odredenom tackom A (1, 1, 6) i osju x.

316.) IstraZite da li su raynine a (y =3, z=—1)|x i B (y =
2, 2= 3) || x medu sobom paralelne,
317.) Zadana je ravnina o (y = — 2, z = 4) || x; cdredite drugi

trag b, ravnine B (y = 2), ako su ravnine « i 3 medu sobom paralelne.

23. Presecnica dveju ravnina

Dve ravnine koje medu sobom nisu paralelne, seku se u pravcu
koji se naziva presecnica. Buduéi da je presefnica pravac koji se na-
lazi u jednoj i u drugoj ravnini, morace se prema XIX zakonu nalaziti
prvo probodiSte u prvome tragu jedne i druge ravnine, a drugo pro-
bodiSte u drugome tragu jedne i druge ravnine. ProbodiSta se prese¢-
nice nalaze, dakle, u secitu istoimenih tragova.

U slici 115 prikazane su ravnine
o i ¢ i odredena njihova presecnica p.

Buduéi da kod ravnina p i ©
nisu istoimeni tragovi medu sobom
paralelni, nisu ni ravnine medu sobom
paralelne. Da odredimo prese¢nicu rav-
nina p i J, moramo odrediti seciSte e
(/I'") drugih tragova r, i s, i seciSte & @

(/") prvih tragova r, i s,. Prva projek-

cija drugoga probodidta /I’ i druga projekcija prvoga probodista /'’
nalaze se u ordinali u osi x. Spojnica /I’ i I’ daje p”’/, a spojnica /'
II' daje p’. Prema tome je p, prese€nica fravnina p i &, potpuno odre-
dena, jer poznajemo obe njene projekcije p”’ i p’. Prema XIX zakonu
nalazi se p u ravnini pi u ravnini 6. To je, dakle, zajedni¢ki pravac
ravnina p i ¢, pa prema tome i njihova preseénica.

Drugi, odnosno prvi, tragovi dveju neparalelnih ravnina ne mo-
raju se uvek seCi iznad, odnosno ispod, osi x. U takvome se slu-
¢aju produZe prvi, odnosno drugi, tragovi dok se ne seku, i tamo se
onda dobije prvo, odnosno drugo, probodi3te preseCnice. U slici 116
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seku se drugi tragovi ispod osi x u /I’}, a prvi tragovi iznad osi x
u I’. Opet spojnica //” I'’ daje p’’, a spojnica /' /I’ daje p’ kako to
slika 116 pokazuje.
Dogodi 1i se da su samo drugi ili samo prvi tragovi medu sobom
paralelni, ravnine se ipak seku, pa prema tome moraju imatii preseCnicu.
U slici 117 zadane su ravnine « i B tako da je a, | b,.

Prvo se probodisSte prese¢nice p ravnina « 1 3 nalazi u seciStu
prvih tragova. Odredimo dakle /* i ///. Druga projekcija p’’ presecnice
p mora prolaziti tatkom /' i seciStem drugih tragova a, i b,. Bududi
da se to seciSte //”” drugih tragova nalazi u neizmernosti, bice p” || a,,
odnosno p”’ || b,, a to se iz slike razabira. Prva projekcija p’ morace i¢i pa-

ralelno s osi x kroz /', jer je to druga sutraZnica ravnina o« i B. (Vidi §
19 glavni pravci ili sutraZnice)

U slici 118 prikazana je preseCnica ravnine p s ravoinom o || «,.

Kako je ravnina ¢ zbog toga,
S$to je paralelna s x,, ujedno i normalna
na nt, (ravnina prometalica za =), morace
se p’ prese€nice p nalaziti u prvome
tragu s, ravnine o. (p° = s, XVIII
zakon) Budu¢i da je p’ || x, morace
biti p” || r,. (§ 19 glavni pravci ili
sutraZnice)

Kad bi bila ravnina d || x,, onda bi bilo p’ || s,, a p”’ = s,.

Preselnica ravnine paralelne s #,, ili paralelne s x, s nekom
drugom ravninom istaknuta je ovde zbog toga, $to se njome Cesto mo-
ramo ispomagati kod odredivanja preseCnice dveju ravnina kod kojih
se prvi ili drugi tragovi, odnosno prvi i drugi tragovi, seku negde iz-
van dohvata ravnine na kojoj crtamo.
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U slici 119 prikazana je presecnica ravnina o i ¢ kojima se
seci§ta istoimenih tragova nalaze izvan dohvata ravnine na kojof
crtamo.

Znamo otpre, a i u ovoj
je knjizi spomenuto u § 17
pred XVII zakonom, da se tri
ravnine, ako ne prolaze jednim
pravcem 1 nisu medu sobom
paralelne, seku u jednoj tacki.
Ako, dakle, imamo zadane dve
ravnine koje nisu medu sobom
paralelne, te ih se€emo nekom : |l
trecom ravninom, onda ¢e se _ A azh
preseCnice te treée ravnines A"
onima zadanima ravninama :
sei u tacki koja pripada prese¢nici onih dveju zadanih ravnina. Na
temelju toga osniva se reSenje zadatka u slici 119.

Uzme se pomoc¢na ravnina p. | x, i odrede presenice a i & te
raviine sa zadanim ravninama p i 6. Bi¢e dakle: @' = & = m,;
a’ | ry, b | s, Prese€nice a i b seku se u tatki M. Druga projekcija
a’ sete b u M”, a u ordinali na a’, odnosno na &', nalazi se M'.
Tacka M je ona taCka koja pripada traZenoj preseCnici p ravnina p i o.
Zatim se uzme jo$ jedna pomoc¢na ravnina 1 || =, i odrede presenice
¢ i @ te ravnine n sa zadanim ravninama p i 6. Biée: ¢’ =d"’ = n,;
| ry, d | s,. Prese€nice ¢ i d seku se u taCki N. Prva projekcija ¢
seCe &’ u N’, a u ordinali nac¢’’, odnosno na d’/, nalazi se N’/. Tatka
N takoder je tatka traZene preselnice p zadanih ravnina p i 6. Pozna-
vaju¢i dve tatke M i N traZzene preseCnice p ravnina p i ¢ poznajemo
i samu preseénicu p. '

Zadatak u slici 119 mogao se reSiti i tako, da su bile, obe uzete
ravnine w i n, paralelne s =, ili s n;. NajvaZnije je kod toga da se
nadu dve taCke traZene presecnice koje onda odreduju samu presecnicu.
StaviSe te pomocne ravnine p i n ne bi morale ni biti paralelne s
n, odnosno s w,, ve€¢ bi mogle biti i u opfenu poloZaju. Ali obi¢no
se ovako uzimaju te ravnine zato, jer se brie nade presenica ravnine
paralelne s =, ili s 7, s nekom drugom ravninom negoli §to bi to bilo
moguce, kad bi ravnina bila u opfenu poloZaju.

Cesto se ispomaZemo kod odredivanja presetuice i tako, da odre-
dimo smer traZene preselnice. Ako poznajemo jednu tatku i smer pre-
seCnice, preseCnica je opet odredena.
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U slici 120 prikazana je preseénica ravnina o i o, ako se seciste
drugih tragova nalazi izvan dohvata ravnine na kojoj crtamo. (Slika 120)

U seciStu prvih tragova nalazi se
prvo probodiSte /° presenice p. Druga
projekcija /I’ je u osi x. Poznata je, da-
kle, jedna tacka presecnice p. Sad bismo
se mogli ispomo¢i s jednom od paralel-
nih ravnina s =, ili s n, kako je to bilo
pokazano wu slici 119, i odrediti joS
jednu tatku presecnice. Time bi bio za-
datak i resSen.

U slici 120 nije tako reSavano. Uze-
li smo pomoénu ravninu p | o (my || 8, m, | Ss,), tako da se i prvi i
drugi tragovi seku joS u dohvatu. Presecnica a ravnina p i p mora biti
paralelna s traZenom preseCnicom p, jer dve medu sobom paralelne
ravnine seku treéu ravninu u paralelnim pravcima. Tackom [/ prolazi,
dakle, prese¢nica p ravnina p i d paralelno s pravcem a.

U slici 121 prikazano je

odredenje presecnice ravnina p I ; i |
6, ako su one paralelne s osi Xx. s N
Budué¢i da su ravnine pid s s
paralelne s osi x, morace i nji- X '
hova prese¢nica biti paralelna s v 1 :
osi x. Profilna e projekcija p’”’ i
preseCnice p ravnina p i 6 Diti |
tacka upravo u seciStu treéih tra- c.
///, i

gova r, i s, Kad znamo p
kad znamo da je preseCnica p || x, lako ¢emo odrediti p”” i p” kako
se to vidi u slici 121.

Zadaci:

318. — 334. Odredite projekcije prese€nice p zadanih ravnina p
i ¢. Ravnine uzmite ovako:

318) p (3, 1, 2), 5 (5, 7, 3).

319) p (=3, 1, 2), 0 (—5, 7, 3).

320) p (—3, —4, —2), ¢ (4, 1, 10).

321.) p (—9, 4, 5), o (—3, 2, 2). (Pogledajte sliku 120)

322) p (2, 2, —1), ¢ (4, 5,3).

323) o (5, 8, 5), o (2, 2, 3). (Pogledajte sliku 119)

324) p (—3, 6, 2), 6 [s, (X = 6, 2 = 6), s, | 7). (Pogledajte
sliku 117)
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325.) p (4, o0 4), 5 (3, 3, 2).

326.) p (—1, o0, d), 6 (—2, 5, 2).

327.) o (2, 3, ), 6 (6, 5, ). (p | =)

328.) p (4, o0, 4) G (00, 00, 2). (p | 7).

329.) o (4, 3, ), ¢ (7, 2, o). (p | =,).

330.) p (3, 3, ), ¢ (—4, o0, — 3).

331.) p (o0, o0, 3), 6 (00, 4, o0),

332.) p (—8, 5, 6), ¢ je ravnina sumernosti. (Pomozite si pro-
filnom ravninom. Presefnica p prolazi seciStem tragova ravnine p)

333.) p (—8, —10, 6), o je ravnina istovetnosti.

334) p (4, 2, 8), 5 (4, 4, b).

335.) Nacrtajte ravninu p paralelno s ravninom sumernosti i rav-
ninu o paralelno s ravninom istovetnosli; odredite presecnicu tih dveju
ravnina.

336.) Zadana je ravnina p tatkama A (—3, 2, 1), B (2, 3, —3)
i€ (0, 5, 3) i ravnina ¢ (3, 4, 2); odredite preseCnicu ravnina p i o.
{Nacrtajte tragove ravnine p)

337.) Zadana.je ravnina p pravcima a || 6 i ravnina o || x. Odre-
dite prese€nicu tih dveju ravnina, ako je zadano ovako: a = AB [A
(—5, 6, 2), B (— 2, 1, 3,)], pravac & prolazi tatkom C (0, 2, 1) ' a;
ravnina o || x odredena je pravcem m — MN [M (2, 1, 3), N (4, 3, 1)].

338. — 341. Nacrtajte projekcije pravca m, ako on prolazi tatkom
M i paralelan je s ravninama p i . Odredi¢ete presenicu p ravnina
p 1 o i tatkom M poloZiti pravac m || p. Uzmite ovako:

338.) o (=5, 3, 4), o (-9, —5, 5), M (3, 3, 3).

339.) p (—4, =5, 3), 6 (o0, 3, —5), M (2, 4, —1).

340.) p (2, —2, 2), 6 (00, o0, —3), M (—4, 2, 2).

341) p (—4, |, —4), o (—4, —8, 8), M (2, 4, 5).

342.) Odredite preseCnicu p ravnina p (—4. 2, — 2) i 6 (— 4,
—17, 7). (Prese¢nica p je paralelna s profilnom ravninom)

24. Probod pravca s ravninom

Svaki pravac koji nije paralelan s ravninom probada je u jednoj
ta¢ki. Tu zajedni¢ku tacku pravca 1 ravnine nazivamo probodom.

U slici 122 prikazan je zorno probod P pravca a S ravninom p.
Probod se P nade, ako se pravcem a poloZi kakvagod pomocna rav-
mina p i odredi preseCnica m ravnina p i p. U secidtu presefnice m

Nacrtna geometrija 8
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i zadanoga pravca @ mora se nalaziti probod P, jer je P tatka na
pravcu @ i u ravninama p i p.

Kod odredivanja proboda pravca
s ravninom u Mongeovoj projekciji ne
uzima se ta pomoc¢na ravnina p. kako-
god, nego se ona uzima tako, da bude
normalna na =z, ili na =, (ravnina pro-
metalica) zbog toga, Sto se takvom
ravninom najbrze odredi ona presec-
nica m.

U slici 123 prikazan je probod zadanoga pravca a sa zadanom
ravninom p.

Pravcem a poloZi se pomoc¢na ravnina (ravnina prometalica) p.J n,
(m,=a’’, m, 1 x) i odredi prese€nica x =
m pomocéne ravnine p i zadane ravni- .
ne p. Dobivé§i poznatim nainom m”
i m’ odredi¢emo seciSte P pravaca m i a.
Prva projekcija P’ je useciStum’ia’.  x
U ordinali iz P’ na a” je P”. Time ~
je 1 probod P potpuno odreden. Sve-
jedno bi bilo, da smo pravcem a po-
lozili ravninu p J =,. .

U slici 124 prikazan je probod ik @
pravea a | =,- S raveinom p | x. o

Sve taCke koje se nalaze na pravcu a imaju svoje prve projek-
cije u @’. Prema tome e se i prva projekcija P’ probodista P morali
nalaziti u a’. Pomo¢u pravca m u zadanoj ravnini p odredi se druga.

projekcija P’’ proboda P. Buduéi da

T je tatka P u ravnini p i na pravcu a,
: ne moZe da bude tatka P drugo, ne-
goli probod pravca a s ravninom p.

Mozemo si kod toga primera za-
miSljati da smo pravcem @ poloZili rav-
ninu prometalicu w ) n, (m,=m’, a
m, 1 x), te onda zadatak resili kao u
slici 123.

U slici 125 prikazan je probod
pravea a || x s ravninom p u opéenome:
polozaju.

Pravcem a poloZi se pomocna ravnina prometalica p. ) =,. Ravni-
na p. ujedno je i paralelna s =z, jer je pravac a.| x. Dakle je m, =a’,.
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a my ne postoji, odnosno nalazi se u neizmernosti. Odredi se presec-
nica m ravnina p i p. (Pogledajte sliku 118) U ovome sluéaju ta
prese€nica m je prva sutraZnica ravnine p. U
seciStu zadanoga pravca a s presenicom m

nalazi se. Qrobod P. Taj se je primer mo- TP

gao resiti i tako, da smo upotrebili ravninu P e

prometalicu za .. ; /
U slici 126 prikazan je probod pravca A ob SR

a s ravninom sumernosti i s ravninom isto- ' P'/' |

vetnosti. (Pogledaj sliku 22 i 23, i zadatak v, m

31 i 129) oo

Tacka se nalazi u ravnini sumernosti, ako je prva projekcija tacke
isto tako daleko od osi x kao i druga projekcija tatke. Nacrta se, dakle,
u seciStu M druge projekcije a”’ s osi x pomoéna zraka m, tako da

m s osi x zatvara isti kut kao @'’ s osi
% x. Os x je sada simetrala kuta (a’’m). U
secistu pomocne zrake m s a’ dobije se
P, a P” je u ordinali na a’’. Buduéi
da je tatka P jednako udaljena od osi x,
nalazi se ona u ravnini sumernosti. Osim
toga je P’ na @', a P” na a”’. Tatka P
je dakle i na pravcu a. Iz toga sledi da
je tatka P probod pravca a s ravninom
sumernosti.

Probod R pravca a s ravninom istovetnosti nalazi se u secistu
projekcija pravca. (Slika 126) Budué¢i da je R = R, nalazi se tacka
R u ravnini istovetnosti, a jer je R’ na a’, a R na a’/, nalazi se
tatka R i na pravcu a. Prema tome ne moZe tacka R biti drugo, ne-
goli probod pravca a s ravninom istovetnosti.

U slici 127 prikazan je probod P zadanoga pravca p s ravninom,
odredenom tackama A, B i C tako da nisu nacrtani tragovi ravnine
(ABC).

Postupak kod traZenja proboda pravca p s trokutom ABC, moZe
se re€i da je jednak postupku kad se odreduje probod pravca s ravni-
nom. PoloZi se pravcem p ravnina prometalica p | n,. U tom je slu-
Caju m, =p’’. Prvi trag m, ravnine p nije potrebno ni crtati. Ravnina
"1 seCe trokut ABC u pravcu m. Druga se projekcija m’’ preselnice m

pokriva s m,. (m" = m,) Zasto? Buduéi da prese¢nica m leZi u ravnini
trokuta ABC, morace ona sei stranice trokuta ABC. U slici 127 druga

projekcija m’’ sete A”B” u M, a A”C” u N". Prve projekcije M’
i N’ nalaze se u ordinali na A’B’, odnosno na A’C’. Spojnica M'N’
8*
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daje m’. Gde m’ seCe p’, nalazi se P’. Druga projekcija P je u ordi-
nali na p”’. Time je traZeni probod P potpuno odreden, jer poznajemo
obe njegove projekcije.

Kod takve vrste primera redovno se
odreduje i vidljivost pravca p. Jedan deo
pravca, ako pravac trokut probada, mora
trokutom biti prekriven. Onaj prekriveni deo
pravca nee se videti, stoga se to u projek-
ciji crtka ili uopcée ne izvlaci. Kod odredi-
vanja vidljivosti treba gledati na s, odozgo,
u smeru zraka projeciranja za m;, a na m,
spreda, u smeru zraka projeciranja za m,.
Prema tome ¢e se one vide taCke (udalje-
nije od x,) videti u prvoj projekciji, a one niZe se nece videti. U dru-
goj Ce se projekciji videti one tacke koje se nalaze najdalje pred .,
a one blie =, neCe se videti. Sto je neka tacka visa nad =,, to joj je
[ druga projekcija vise nad osi x. Slo je neka tacka jace pred =, to
Jjoj je prva projekcija niZe ispod osi x. Kad se, dakle, odreduje vidlji-
vost u prvoj projekciji, ravna se po drugoj projekciji, a kad se odre-
duje widljivost u drugoj projekciji, ravna se prema prvoj projekciji.
Onaj deo pravca, koji je u projekciji izvan projekcije trokuta, sasvim
sigurno se vidi, jer nije ni€im prekriven. Nadalje je jasno da e pravac
promeniti vidljivost u samome probodu.

Nastaje, dakle, pitanje, koji ¢e se deo pravca do proboda videti,
a koji ne?

Kod odredivanja vidljivosti u drugoj projekciji postupamo ovako:
(Slika 127) Pravci p i AB su mimosmerni pravci, dakle se ne seku.
A”B” i p”" seku se u tacki M= K'"'. Tatka M je na AB, a K je na
p. Prema tome se M’ nalazi na A’B’, a K’ na p’. Buduéi da je K’
nize ispod osi x od M’, znali da je tatka K na pravcu p dalje odmak-
nuta od =, negoli tacka M, pa ¢e se i p”’ videti sve do svoga pro-
boda. Onaj deo p” u trokutu od proboda P’ se ne vidi dok ne izide
iz druge projekcije trokuta.

Kod odredivanja vidljivosti u prvoj projekciji postupamo ovako: A’C’
ip’ sekuseu/ =L’ Tatka /je na pravcu p, a tacka L na pravcu AC,
jer su to mimosmernice. Druga projekcija /’ nalazi se, dakle, nap”’, a L”
na A”C"”. Buduéi da je L’* viSe iznad osi x od /", znac¢i da je tacka
L na stranici AC trokuta ABC viSe nad =, negoli tacka /. Prema tome
je deo pravca od tatke / do proboda P’ u prvoj projekciji prekriven
trokutom ABC. Od K’ dalje projekcija pravca ¢e se opet videti.
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Ovde neka bude joS spomenuto i to da lik moZe imati, obzirom
na gledanje na n,, odnosno na =,, takav poloZaj, da on pokazuje gle-
daju¢i na =, istu stranu kao i kod gledanja na =, ili da pokazuje razne
svoje strane. Ako je kod obeju projekcija lika poredaj vrhova lika u
istome smislu, vide se i iste strane njegove kad gledamo na =, (odozgo)
i kad gledamo na =, (spreda).

U slici 127 kod trokuta ABC vide se njegove razne strane gle-
dajuéi na =n,, te onda na =, jer sled vrhova A’B’C" ide smerom ka-
zaljke na uri, a kod A”B”C” protivno od smera kazaljke na uri. U
slici 128 kod oba trokuta ABC i MNO vide se razne strane. Zasto?
U slici 128a) kod trokuta i kod paralelograma vide se njihove iste
strane. Zas$to?

Ravnine koje su zadane tragovima pokazuju istu stranu kod gle-
danja na =, i na =, ako im oba traga zatvaraju Siljati, odnosno tupi,
kut s osi x, a razne strane, ako jedan trag zatvara Siljati, a drugi tupi
kut s osi x. Ako je prvi, odnosno drugi, trag normalan na os x, onda,
gledajuéi na 1, odnosno na x,, ne vidimo nijedne strane ravnine. Citavu
ravninu vidimo kao pravac.

U slici 128 prikazana su dva trokuta kako jedan u drugi zadiru.

Probod R stranice AB s trokutom MNO i probod P stranice
MN s trokutom ABC odreden je istim postupkom kao probod pravca
p s trokutom ABC u slici 127. Iz drugih projekcija vidimo da stranice
BC i NO uopée ne probodaju. Ako bismo traZili probod stranice MO
ili AC, videli bismo da ona preseCnica, koju dobijemo polaganjem
normalne ravnine na =, ili na =, stranicom MO, odnosno AC, ne bi
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sekla projekciju MO, odnosno AC. Zbog toga te stranice me probo-

daju trokut, nego im je samo jedan deo trokutom prekriven. Vidljivost
odredujemo kao u slici 127.

U slici 128a) prikazan je zador trokuta i paralelograma.

Postupa se isto kao 1 u slici 127 i1 128.

Kod predocivanja likova, koji imaju vise od fri stranice ne smeju
se u projekciji sasvim po volji uzimati svi vrhovi, jer je vec trima tacka-
ma ravnina potpuno odredena. Projekcije triju vrhova lika moZemo
uzeti sasvim po volji. Cim Zelimo predogiti Getvorokut, smemo od &e-
tvrtoga vrha po volji uzeti samo drugu ili samo prvu projekciju, a onda
istom odrediti preostalu. Cetvrti, peti itd. vrh mora leZati u ravnini
onih po volji odabranih triju vrhova. Kako se odreduju projekcije Ce-
tvrtoga, petoga itd, vrha, pokazano je 107 slikom.

Zadaci:

343. — 347, Odredite probod pravca a s ravninom p. Uzmite:

343) a = AB [A (0, 1, 2), B (2, 3, 0,5)} o (— 6, 3, 5).

344y a = AB[A(—2,3,3), B (2, 2, 1)]; p(— 2 1, — 4).

345)a = AB[A(—2, 1,4, B2 3 D;p (— 3, —2 2

346) a = AB[A (0, 4,1,) B3, 0, 3); o (— 5, 1, 3).

347 a = AB[A 0, 2, 1), B4, 3, 2)]; p (— 17, 4, 5).

348. — 353. Zadana je ravnina o 1 pravac p, odredite probod
zadanoga pravca sa zadanom ravninom. Uzmite:

348) 6 (00, 2, 5, p = MN [M (2, 2, 1), N (4, — 1, 3)].

349.) ¢ (— 6, oo, 4); p (v =4 2= 2} || %

350) o0 (—2, 2, ™) p(x =2 % =4) ] =

35]) @ (oo, o0, 3); p= MN (M © § 1) & (—2 3, O:3)

352) o (o0, — 3, 4; p(x=3, y=3) | m

353)c6(—3,3, —3); p(y=4 2z =3)|x

354. — 359. Odredite probod pravca p s ravninom, odredenom
ujenim odredbenicima, a da ne crtate tragove ravnine. Uzmite ovako:

354) p = MN [M (0. 7, 6), N (4, 3, 3)|]; ravnina je zadana pa-
ralelamaa = AB[A (— 2,1, 3), B (4, 3, 6)] i b. Pravac b prolazi
tatkom C (4, 7, 2) || a.

355.) p = MN [M (— 2, 10, 1), N (6, 1, 6)]; ravnina je zadana
pravcem a = AB [A (0, 1, 4), B (§, 3, 0)] i tatkom C (5, 7, 3).

356) p = MN [M (—38, 5, 1), N (2, 3, 4)]; ravnina je zadana
tatkama A (— 4, 8, 2), B (1, 1, 7) i C (5, 0,5, 3).

357) p = MN [M (— 2, 5, 6), N (2, 2, 3)]; ravnina je zadana
pravcima ¢ (x = — L,y =86) L =m 116 (g = 6, &= 4)§iix
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358) p = (x = — 3,y = 6) | =,; ravnina je zadana prav-
cmaa(y=4z=20b@(y=172—=3)Ix

359.) p (y = 3, z = 5) || x; ravnina je zadana tatkama A (— 4,
1,2), B(,6, 8iC (40, 4).

360.) Odredite prese¢nicu ravnine p (— 6, oo, 5) s ravninom,
odredenom tatkama A (— 3,6, 1), B (1, 1, 8) i C (6, 3, 4) tako da
ne crtate tragove ravnine (ABC).

" 361.) Odredite prese¢nicu ravnine p (— 7, 4, 6) s ravninom odre-
denom raznosmernicama @ = AB [A (— 4, 2, 7),B(0,3,4)]i b= BC
[B@© 3 4), C(— 2 6, 1) tako da ne crtate tragove ravnine (ab).
{Spojnica proboda pravaca a i b s ravninom p daje traZenu presecnicu)

362. — 263. Odredite prodor trokuta ABC i trokuta MNO.
Uzmite ovako:

362) A(— 4,3,2,B(0,88),C3,1,4; M(—3 1,7, N
3,7, 1), O @1, 6).

- 363.)A(— 2,6,8),B(— 26,2, C(6 4 4); M (—4, 1, 5),
N 4, 7, 2), O (6, 2 8).

364. — 365. Odredite prodor trokuta MNO i paralelograma ABCD.
Uzmite ovako:

364.) M (— 5, 8 5. N(— 2,14, 12), 08, 2, 1); A (— 8,4, 2),
B (— 2, 2,8), C (10, 8, 10). (Tatku D treba odrediti)

360.) M (— 6, 2, 2), N (4, 12, 10), O (10, 8, 4); A (—5, 7, 9),
B (5, 4, 0), C (9, 6 2). (Tacku D treba odrediti)

366.) Odredite prodor paralelograma A (— 4, 2, 2), B (0, 8, 10),
C (8, 10, 8), D i paralelograma M (— 5, 9, 5), N (1, 12, 3), O (9, 1,
11), P. (Tatke D i P treba odrediti)

367.) Nacrtajte Cetvorokut A (2,2, 0), B (— 1, 3, 1), C(5,5,7),
D (10, ?, 4). (Nacrtaéete dijagonale A”C” i B’ D”idijagonalu A'C’.
Dijagonalu B’D" moéi Cete odrediti, ako nacrtate prvu projekciju se-
ciSta dijagonala)

368.) Zadan je pravac a = AB [A (— 4, 3, 3),B (4, 6, 7)], pra-
vac p = MN [M (—4, 3, 7), N (4, 0, 5)] i tatka T (3, 8, 3). Odre-
dite projekcije pravca s koji prolazi tatkom 7 i seCe zadane mimo-
smernice @ i p. (Pravac s je spojnica tatke 7 s probodom jednoga od
zadanih pravaca s ravninom, odredenom drugim pravcem i tackom /)

369.) Odredite probod pravea p = MN [M (— 3, 5, 2), N (—3,
2, 3)] s ravninom sumernosti.

370.) Odredite probod pravca p = MN [M (— 2,6, 3), N (—2,
4, 1)] s ravninom istovetnosti. '

371.) Odredite probod pravca p (x = — 3, 2 = 4) 1 =, Srav-
ninom sumernosti i s ravninom istovetnosti.
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372.) Nacrtajte pravac p u ravnini p (4, 2, — 4) tako da on sece
mimosmernice a (y = 5,2 = 9)|xim= MN [M (4, 2, 6), N 6
3. 9)]. (Odrede se probodi pravaca ¢ i m s ravninom p)

373.) Nacrtajte pravac m | n = NP [N (— 6, I, 3), P (— 2,
3, 4)] tako da on sefe mimosmernice a = AB[A (0, 6, 5), B(4, 4, 10)
ib= CD|[C 4,1, 5), D6, 2, 3)] (PoloZi se jednim od mimosmer-
nih pravaca pomo¢na ravnina paralelno s pravcem n (slika 109 a) 1
nade probod one druge mimosmernice s pomoénom ravninom. Tim
probodom prolazi pravac m || n)

25. Normalitet pravca i ravnine

a) Pravac normalan na ravninu

Iz stereometiije znamo da je pravac normalan na ravninu, ako
je on normalan na dva pravca ravnine koji prolaze njegovim probodom.

U slici 129 predocena je ravnina p [ u tacki P ravnine uzdig-
nula je normala na ravninu p.

U ravnini p ta¢kom P prolaze glavni pravci g i 4 Glavni pra-
vac ¢ je paralelan s 7, a glavni pravac /4 je paralelan s =,. Iz § 16 znamo,
ako dva pravca Cine pravi kut a jedan je od tih pravaca paralelan s #, ili s
n,, da se onda vidi u prvoj, odnosno u drugoj, projekciji pravi kut
u svojoj veliini. Postavivsi, dakle, u
P’ normalu na g/, a u P normalu na
k’’, dobili smo 0" i 0o”. To su projek-
cije normale o na ravninu p, jer je
pravac o | ¢ 1 o | h, tj. pravac o
normalan je na dva pravca ravnine p.
Budu¢i da je g’ || r,, a A" | r,, mora
biti 1 o L r, a 07 L r’. lz toga
sledi

XXII zakon: Pravac je normalan
na ravninu, ako mu je druga projek-
cija normalna na drugi trag, a prva projekcija na prvi trag ravnine.

Izuzetak Cini ravnina koja je paralelna s osi x, a pravac paralelan
s profilnom ravninom. Kod takve je ravnine uvek 7, || 7, || x, a 0" i 0o
je normalno na x. Prema tome je uvek o’" | r,, a 0" | r,, ako i pra-
vac o0 nije normalan na ravninu p. Kod takve ravnine i pravca ispitu-
jemo normalitet pomocu profilne ravnine.

U slici 130 predocena je ravnina p || x i pravac o || n, (profilna
ravnina).
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Odredili smo r, i 0o’”. Budué¢i da o’’’ nije normalno na r;, ne stoji
pravac o normalno na ravnini p. Kad bi pravac o bio normalan na
ravninu o, onda bi moralo biti i
g - B &

b) Ravnina normalna na pravac e ERTR i T

Ako je pravac normalan na

neku ravninu, onda je i ravnina nor- ‘ 5l
malna na pravac. Mora dakle vre- ,
diti i ovaj ) ol
XXIII zakon: Ravnina je nor- \

o]

malna na pravac, ako joj je drugi

trag normalan na drugu projekciju,

a prvi trag na prvu projekciju pravca.
] u ovome zakonu Cine izuzetak ravnina koja je paralelna s osi x,.

i pravac koji je paralelan s profilnom ravninom.

U slici 131 pokazano je kako se odreduju tragovi ravnine p, nor--
malne na pravac p, ako ona mora prolaziti
. zadanom talkom P.

Ve¢ unapred znamo (XXIII zakon) da ¢e
biti 7, | p”,ar, 1 p’. Prema tome moZemo
nacrtati sutraZnicu prve ili druge skupine rav--
nine p, jer znamo smerove tragova ravinine,
U naSoj slici uzeli smo prvu sutraZnicu g i
odredili njeno drugo probodiste. Drugim
probodiStem // prolazi r, | p’’, a seciStem
drugoga traga r, s osi x prolazi r, | p’.
Ravnina p je normalna na pravac p, jer zadovoljava XXIHI zakon.
Tatka P leZi u ravnini p, jer leZi u glavnome pravcu g ravnine p. Dakle-
je ravnina normalna na zadani pravac p i prolazi zadanom tackom P.

Videli smo, ako pravac postavljamo normalno nekom tatkom na
ravninu, da jednostavno nacrtamo normalu na drugi i na prvi trag kroz:
drugu, odnosno prvu, projekciju tacke. Postavljamo li ravninu normalno-
na pravac, moramo se ispomoci sutraznicom, jer poznajemo smer tragova..

'PJc's\ Ya

¢) Pravac normalan na pravac

Kod pravaca koji stoje jedan na drugome normalno istoimene:
projekcije ne stoje jedna na drugoj normalno, ako su oba pravca u.
opCenome poloZaju.
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U slici 132 pokazano je kako se na zadani pravac p pusta nor-
mala o iz zadane tacke P.

Ima li se iz neke tatke pustiti normala
na neki pravac, ne moZe se takav zadatak
direktno reSiti, ako je pravac opcenoga po-
loZaja. Najpre se zadanom tatkom poloZi
ravnina normalno na zadani pravac, a zatim
se odredi probod te normalne ravnine sa
zadanim pravcem ; spojnica proboda sa za-
danom tackom daje normaluna zadani pravac.

U slici 132 poloZena je pomocu druge
sutraznice (2" k') ravnina p | p i odreden
je probod R ravnine p ipravca p. (p L =)
Spojnica R Pdaje normalu o. Pravac o mora
biti normalan na pravac p, jer o leZi u ravnini p (p | p) i prolazi pro-
bodom normale p s ravninom p.

d) Ravnina normaina na ravainu

Ravnina je normalna na ravninu, ako prolazi jedna od njil
pravecem koji je normalan na drugu ravninu. Ima li se dakle nekom
tatkom poloZiti ravnina normalno na drugu ravninu, mora se tom tac-
kom pustiti normala na onu ravninu i tom normalom poloZiti kakva-
god ravnina. Zadatak je mnogoznacan, jer se jednim pravcem (onom
normalom) moZe poloZiti neizmerno mnogo ravnina. Kod takvoga se
zadatka mora osim taCke jo§ Stogod zadati da on ne bude mnogo-
znacan.

Ako su ravnine medu sobom normalne, istoimeni im tragovi nikad
nisu jedan na drugome normalni. Stavise, ravnine mogu stajati jedna
na drugoj normalno, a kod toga su im prvi, odnosno drugi, tragovi
medu sobom paralelni. Ako je ravaina normalna na neku ravninu, a .
usto je ona normalna i na w,, odnosno na =, onda Ce im biti medu
sobom normalni prvi, odnosno drugi, tragovi. Izuzetak Cine ravnine od
kojih je jedna paralelna s osi x, a druga je paralelna s profilnom rav-
ninom. Kod takvih su ravnina istoimeni tragovi medu sobom normalni,
a i ravnine u prostoru su jedna na drugoj normalne.

U slici 133 poloZena je tackom P rawvnina « normalno na rav-
ninu p, tako da ona s m, zalvara kut o = 60°.

Najpre se predodi uspravni stoZac kojemu je vrh taCka P, baza u
n,, a izvodnice s, zatvaraju zadani kut o. Svaka tangecijalna ravnina
na taj stoZac zatvara s m, kut o. Zatim se tackom P nacrta normala na
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zadanu ravninu p (0" | r,, 0" | r,). Svakaravnina poloZena pravcem o
normalna je na ravninu p. PoloZi li se pravcem o tangencijalna ravnina
w na stoZac bi€e, svakako, ravnina w

normalna na ravninu p, jerje o 1. p, L __

i zatvarae s =, kut o, jer je tan- : ‘\;\o"
E 2

gencijalna ravnina stoSca kojemu
izvodnice s m, zatvaraju kut c.
Kako izgleda u projekciji sto-
Zac i njegova tangencijalna ravnina,
znamo otpre iz slike 98 i 109. Bu-
dué¢i da u naSem slufaju ravnina w
(slika 133) mora prolaziti pravcem o,
nacrtatemo iz prvoga probodista /
pravca o tangente na bazu stoSca.
To su prvi tragovi o, i n, ravnina
w 1 n normalnih na ravninu p. Pre-
ma tome ima zadatak dva reSenja.
Drugi tragovi o, i n, prolaze se-

ciStem prvih tragova s osi x i dru-

gim probodistem // pravca o.
U naSoj se slici drugo probodiSte // pravca o nalazi izvan do-

hvata. Pomogli smo si s toga glavnim pravcem g kao u slici 90 a), te
smo dobili 0,. Drugi trag n, ravnine n potpuno je izvan dohvata za
nase ogranieno mesto u knjizi, te se nije mogao ni nacrtati.

tumadenje slike 109)

.ol

Zadaci:

I ovde takvi zadatak ima dva, jedno ili nijedno reSenje. (Pogledaijte

U slici 134 prikazano je kako je
pravcem p poloZena ravnina « normaino
na zadanu ravninu p.

(Gdegod na pravcu p uzme se tacka
P i tom taCkom poloZi normala o na rav-
ninu p. Zadanim pravcem p i normalom
o odredena je ravnina «. Odredivsi pro-
bodista pravaca p i o nacrtamo tragove
0, i 0, ravnine «, Buduéi da ravnina «
prolazi zadanim pravcem p i normalom
0 na ravninu p, odgovara ona ravnini
traZenoj u zadatku.

374. — 279. Odredite udaljenost tatke M od ravnine p (slika 129).

(Tatkom M poloZi se normala na ravninu p i odredi s njom probod P.
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Duzina MP pokazuje udaljenost tacke od ravnine, DuZinu prusca MP
odredujte pomocu diferencionoga trokuta) Uzmite ovako:

374) M (0, 6, 2), p (— 5, 4, 3).

375) M (— 2, 4. 4), o (— 2, 1, 3).

376) M (— 3, 4, 3), p (o9, 3, 3) (Pomozite si profilnom ravni-
nom. Zasto je M”’P”’]ednako MP?)

377) M (— 1, p (o0, o0, 3). (Zasto je M”14 M'P7 = MP?)

378.) M (1, 6, 4) p (3 3, c0). (ZaSto je M’ P’ jednako MP?)

379.) M (0, — 6, 6), p (— 4, — 4, 4).

380. — 386. Odredite udaljenost paralelnih ravnina p i c. (Odre-
duje se pomoc¢u normale na obe ravnine) Uzmite ovako:

330.) p (6, 6, 5) || 6 (x = 10).

38Blyp (— 2,2, — 4 |o (x=— 2)

382) p (o0, 4, 3) |6 (y = 2).

383.) p (— 4, o0, 3) |6 (x = 2).

384.) p (o0, 3, o)l 6 (y = 6).

385.) p (ravnina sumernosti) | ¢ (y = 3). (Pogledajte sliku 126)

386.) p (ravnina istovetnosti) || o (z = 4).

387.) Zadana je ravnina raznosmernicama ¢ = AB [4 (— 4, 4,
1), B (2,4, 5)]ib=BC|[B(2 4,5), C (0, 2, 9)]; odredite udalje-
nost tatke M (6, 5, 3) od ravnine (ab), a da ne crtate njene tragove.
(Zasto je o | a”, o' | b’? Pogledajte sliku 127)

388.) Odredite udaljenost tatke M (— 2, 3, 5) od ravnine zadane
tackama 4 (3, — 1, 2), B (— 1,2, 4), C (1, 3, 1), tako da ne crtate
tragove ravnine (ABC). (Pomoéi Cete si glavnim pravcem prve i druge
skupine da doznate smer tragova)

389. — 394. PoloZite tatkom AM na zadani pravac a normalnu
ravninu p. (Slika 131)

389.) M (2,6,2),a=A4B A (— 2,1, 2), B (2, 3, 4)]
390) M (2, 3,4),a = AB[A(— 2, 1, 4), B (2, 2, 1)}

391) M (— 4,4, 4),a= AB[A@4, — 3, 3), B(—6,2, — 2)],
392) M (— 3, 1 5), a = AB [A (— 2, 4, 3), B (2, 2, 3)].
393) M(1, 1, 4),qft=—3 y=25 | =

394) M (— 2, 6 2, a=AB[A(— 2,2, 7, B (— 21, 5
395. — 402. Nacrtajte ravninu o, tako da bude sa zadanom rav-

ninom p paralelna i od nje udaljena za duZinu d. (Nacrtaete normalu
ravnine p i na nju od proboda naneti duZinu d. Pogledajte 3 u § 10)
Uzmite:

395) p (3, 2, ¢); d = 2

396.) o 3, — 3, 1); d = 3.

2897) ¢ (o0, 4, 1); d==8.
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398) p (o0, — 5, 3); d = 3.

399.) p (— 4, 3, x); d = 4.

400.) p (o0, o0, 3); d = 2.

401.) p (ravnina sumernosti); d = 5.

402.) p odreduju paralele a = AB [A (— 2, 3, 2), B (2, 1, 4)]
1 4. Pravac b prolazi tackom C (4, 3, 3); d = 3.

403. — 409. Odredite udaljenost tacke P od pravca m. (Tatkom
P poloZiete normalnu ravninu na pravac m. Slika 132) Uzmite ovako:

403.) P (3, 6, 3), m = MN [M (— 2, 1, 3), N (2, 3, 9)].

404.) P (4, 6, 3), m = MN [M (0, 3, 3), N (6, 1, 5)].

405.) P (0, 0, 6), m = MN [M (— 2, 5, 4), N (4, 2, 4)].

406.) P 4, 3,6), m (x =1, 2 = 3) 1 =.

407) P(— 1,2,3), m(y =5,z =17

408) P(—2, 1, 3), m (y = — 2, 2z = 5) || x.

409.) P (2, 2, 5), m se nalazi u osi x.

410) Tatkom P (3, 8, 2) poloZite ravninu w normalno na zadanu
ravninu p (—4, 2, 4), tako da bude: 3) w 1 7;; b) w 1 @y € 0, | 1y;
d) 0| 135 € @ x.

411.) Zadanom tackom P (— 9, 7, 5) poloZite ravninu w nor-

malno na zadanu ravninu p (— 4, 1, — 3), tako da ona zatvara a) s
n, kut o = 45% b) s n, kut B = 60° (Slika 133)
412 — 415. Zadanim pravcem p poloZite ravninu w normalno

na zadanu ravninv p. (Slika 134) Uzmite ovako:
412) p == MN [M (— 2, 2, 3), N (2, 3, 1)]; p( 4, 4, 2).
413) p ¥y =4 2 =19 x p (4 — 3, 3).
414y p = MN [M (— 2, 3, 1), N (5, 3, 4)]; p (3, 2, ).
415) p = MN [M (— 2, 1, 3), N (2, 4, 6)}; p (c0, 5, 3).







VDEO
PREDOCIVANJE LIKOVA

26. Prelaganje ravnine

Znamo da se projekcije kutova, projekcije likova itd., ako se nalaze u
ravninama koje su nagnute prema ravninama projekcija, pokazuju druga-
Cijima, negoli su oni u istini. Da se odredi projekcija nekoga lika kojemu
poznajemu oblik, veliinu i raviinu u kojoj se nalazi, mora se on nacrtati
u preloZaju. PreloZiti ravninu znaci okrenuti je oko njenoga prvoga ili oko
njenoga drugoga traga u ravninu =, odnosno u ravring =, Tim pre-
laganjem ravnine biva preloZen i sam lik. Lik se u preloZenu poloZaju
pokazuje u svome pravome obliku, jer se nalazi u n,, odnosno u =x,.

Pre negoli se prede na saino predofivanje likova pomoéu prela-
ganja ravnine, razmotriCemo ponajpre 3o se dogada kod prelaganja
tatke oko traga ravnine u x,, odnosno u m,,

U slici 135 prikazana je zorno tacka A u ravnini p.

Kod prelaganja ravnine p oko r,

u x, rotirae se i tatka A oko r,. Bu-

du¢i da luk A(A) (slika 135) leZi u

ravnini koja je normalna na r, (dakle i ,
na n,), morae se preloZena tacka A, 2
koja je oznaCena s (A4), nalaziti u nor-
mali iz A" na r,, jer se sve projecira u
prvi trag te normalne ravnine. PruZac
Al je prva priklonica ravnine p. U
preloZenu poloZaju mora biti (4)/ = Al
Svejedno je na koju se stranu prelaZe ravnina.

Kod prelaganja u =, oko r, dogada se isto, samo s tom razlikom,
Sto je A7 (A) L r, i $to je (A = Al

U slici 136 prikazan je preloZaj (A) tacke oko prvoga i oko dru-
goga fraga u Mongeovoj projekciji. TumacCenje slike 136 uporedujte
sa slikom 135.
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Ve¢ smo rekli da se (4) mora nalaziti u normali na r, iz A"
.odnosno u normali na r, iz A”. U seciStu normale s r,, odnosno s 7.,
nalazi se prvo, odnosno drugo, probodiste
prve, odnosno druge, priklonice. Radi se joS
samo otom, kako Ce se odrediti udaljenost
(A)dol, odnosno(A4) do /1. Odredi se duZina
priklonice A/, ili A7, prelaganjem pravokut-
noga trokuta AA’/, odnosno trokuta AA”//
oko katete A’/, respektive A”’/I. Buduéi da
je I, odnosno /I u =, respekiive u m,,
ostaju tatke /1 // kod prelaganja na miru.
Pomoéu diferencionoga trokuta odredi
se A, u n, i A,u n; i zaokrene do (A4).

Budué¢i daje A’/ projekcija prve priklonice, a A,/ preloZeni poloZaj
prve priklonice, mora biti kut §to ga zatvaraju A’/ i A/, prvi prikloni kut
a ravnine p. Isto je tako A”’// projekcija druge priklonice, a A,// preloZena
druga priklonica. Kut, $to ga &ine A"/l i A/, je drugi prikloni kut p
ravnine p. Ta nas spoznaja dovodi do toga da moZemo iz preloZenoga
poloZaja tacke neke ravnine odrediti prvu, odnosno drugu, projekciju tacke,

U slici 137 pokazano je kako se iz preloZaja (A) tacke A oko r,
-doslo do A", pa A’, ako A leZi u ravnini p.

Najpre se odredi, pomocu druge pri- St
klonice, drugi prikloni kut g ravnine p, jer
je ravnina preloZena oko drugoga traga r,.
Sad se crta sasvim isto kao u slici 136, sa-
mo Sto se sada radi okrenutim putem. Ide
se, naime, od rezultata na zadatak. Iz (A4)
pusti se normala na r, i u seci§tu s r, na-
nese kut B. Ulini se da je Al = (A)I,
te se tako dobije A,. Paralela iz A, sele
normalu na r, u A”. Prva se projekcija
A’ odredi pomo¢u glavnoga pravea ili se nanese 4,47 od osi x do
A’ na ordinalu tacke A.

Kad bi tatka A bila preloZena oko r,, onda bi se morao odrediti
prvi prikloni kut « raynine p i pomocu njega bi se odredila najpre
prva, a onda druga, projekcija tacke A.

Kod prelaganja viSe tataka oko traga raynine u koju od ravnina
projekcija ne postupa se kod svake pojedine tatke onako kako je to
pokazano u slici 136. Citav se postupak znatno pojednostavljuje pri-
menom tzv. afiniteta ili afine srodnosti koja postoji izmedu preloZe-
noga polozZaja i projekcije. (Posle ¢emo videti da postoji i kolinearna
1sodnost ili kolineacija)

LA) 5
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U slici 138 pokazan je pravac p ravnine p i odreden po-
mocu afiniteta njegov preloZeni poloZaj.

Da se odredi preloZeni poloZaj ne-
koga pravca ili lika, svakako se mora najpre -
da odredi preloZaj jedne njegove tacke.
Kod nas u sllci 138 odredili smo najpre
preloZaj (B) tatke B ve¢ poznatim nadi- X
nom, istumadenim u slici 136. Kod pre- -
laganja ravnine p oko r, ostaju sve tacke
traga r, i nakon prelaganja na svom pri-
jadnjem mestu. Kako je prvo probodiste
I pravca p tacka u iragu, ostace / i na-
kon preloZaja na istome mestu. U / nala-
zice se i (/). [[= (/)] Spojnica (B) I odre-
duje preloZaj (P) pravca p.

Imademo li, dakle, da odredimo preloZaj tatke A, a (B) smo vel pre
odredili, ne moramo provesti za tatku A onu istu konstrukciju koju
smo proveli kod tacke B. Dostatno je da se u A’ pusti normala na
r,, te odredi seciSte te normale s (p). U tom seci$tu nalazi se (A).

Za pruZac se A'B’ kaZe da je afino srodan s pruscem (A)B), jer
ima to svojstvo da se produZeno A'B’ i (A) (B) sastaje u pravcu t,,
i $to je A’ (A) || B’ (B). Trag r, zove se os afiniteta. Talke A’ i (A), B’ i (B)
zovu se homologne, korespondentne ili odgovarajuce tatke, a pruZac
A’B’ je homologan s pruscem (A) (B) ili pruzac A’B’ odgovara pruscu
(A) (B) u afinitetu. Spojnice A" (A), B’ (B) zovu se zrake afiniteta.

XXIV zakon: Dva su lika afino srodna ili u afinitetu, ako su
im spojnice homolognih tacaka medu sobom paralelne, a secista se

homolognih produZenih stranica lika nalaze na jednome pravcu koji
Se zove 0s dfinileta.

Prva projekcija i preloZeni lik, oko prvoga traga ravnine u =, su
u afinitetu, Isto su tako druga projekcija i preloZeni lik, oko drugoga
traga ravnine, u afinitetu. Os afiniteta je prvi, odnosno drugi, trag rav-
nine, a zrake afiniteta u oba su sluaja normalne na os afiniteta, tj.
na prvi, odnosno na drugi, trag ravnine.

Vilo se Cesto poletnici bune kad imaju nekoliko ravnina, te ako
treba da neSto prelaZzu, ne znaju, koju ¢e od ravnina prelagati. Treba
dobro upamtiti da se moZe prelagati samo ono, oko prvoga ili oko
drugoga traga u =, odnosno u =, Sto leZi u ravnini- koja se prelaZe.

Sad ¢emo na primerima od 1—8 u ovome paragrafu pokazati
prakti¢nu stranu prelaganja ravnine s upotrebom afiniteta. Pre negoli

Nacrina geometrija 9



130

se prede na proufavanje tih primera, svakako neka ucenici predoce

pravilne i nepravilne likove koji se nalaze ili su paralelni s horizontal-
nom, vertikalnom, odnosno profilnom, ravninom.

\. Predocite u zadanoj ravnini p (6, 3,— 7) istostranicni trokut
kojemu poznajete jedan vrh A (4, ?, 5). Jedna stianica iz vrha A neka
zatvara s r, kut od 60° i neka bude duga 4.

Najpre se pomoc¢u druge sutraZnice £ odredi A’; zatim se odredi
prelozaj (A) tatke A. lz (A) se povuCe pravac koji s r, zatvara 60°.
Na tome se pravcu nalazi tacka (B). UCini se tako da je (A)(B) =4.
Zatim se konstruira istostrani¢an trokut (4)(B)(C). ProduZena stranica tro-

kuta (A)(B) se¢e r, u /. Bududi

da je /" prvo probodidte pravca

AB, ostaje kod prelaganja ravnine

I’ na miru. Na spojnici /" A" i

.. 1 na normali na r, iz (B) nalazi

/ se B’. ProduZena stranica trokuta

(C)(B) se¢e r, u I’. Na spojnici

I B" i na normali na r, iz (C)

nalazi se C’. Time je dobivena

prva projekecija A’'B’C’  trokuta
ABC.

Druga projekcija taaka B i
C mogla bi se dobiti pomocu
glavnih pravaca. Kraéi je postu-
pak da se odredi /' (u osi x)
pravaca AB i BC. Na spojnici /" A” i u ordinali iz B’ nalazi se B”,
a na spojnici / B” i u ordinali iz C’ nalazi se C”.Tako su konatno
dobivene i druge projekcije B i C”, te je time i potpuno odredena
druga projekcija trokuta ABC.

U slici 139 (A)(C) sele r, u neizmernosti, jer je (A)(C) || . (Tako
to izlazi prema zadatku) Zbog afiniteta mora i A'C” seéi r, u neizmer-
nosti. Prema tome je i A'C’ || r,. Taj se paralelizam mogao zgodno pri-
meniti za odredenje prve projekcije, a i druge projekcije trokuta, jer
je zbog tog paralelizma takoder A”’C” || x. (PruZac AC || n,)

Tu smo videli, ako je preloZeni poloZaj pravca paralelan s tragom
oko kojega se on prelaZe, da je onda | njegova odgovarajuca projek-
cija paraleina s tim tragom. Vredi i okrenuto. To se svojstvo afiniteta
ima redovno primeniti kod konstrukcije, jer se time konstrukcija mnogo
puta znatno pojednostavi.

Cn

2. Odredite velicinu kuta 8 Sto ga cine ravnine p i ©. (Slika 140}



131

Da se odredi kut dveju ravnina p i o, poloZi se normalna ravnina
@ na preseCnicu p ravnina p i o, Kul, $to ga zatvaraju presecnice m
1 n ravnine w S ravninama p i G, je traZeni kut zadanih rawvnina. To
prostorno reSenje prikazano
je u slici 140. Isto se tako
postupa i u projekciji. Sliku
140 uporedujte sa slikom
140 a).

U slici 140 a) nadena
je najpre preseCnica p rav-
nina p i 6. Na presecnici p
odabrana je po volji tacka
S; tatkom S pomocéu glav-
noga pravca g poloZena je
ravnina @ normalno na p. Ravnina « je normalna na obe ravnine p i
d, jer je normalna na njihovu preseCnicu., Zatim se odrede prese¢nice
m i nravnine w S ravninama
o i 6. Pravci m i n moraju
prolaziti taCkom S, jer se
oba pravca nalaze u ravnini
w koja prolazi tatkom S i
kod toga je pravac m u rav-
nini p, a pravac » u ravnini
o. Projekcije m’ i n’ pro-
laze, dakle, seciStem tragova
r, odnosno s,, s tragom o,
_ iprojekcijom S’. (m' = S/,
n" = S'I') Projekcije m’’
i n”" prolaze projekcijama
' i 8%, (' = K8, 8"
== ATN)

U slici 140 svakako moramo prelagati oko o, ili oko o, jer se
oba pravca m i n nalaze u ravnini w. Ne moZemo prelagati oko 7,
ili oko r,, jer se pravac n ne nalazi u ravnini p. Tako isto ne moZemo
orelagati ni oko s,, ni oko s,, jer se pravac » ne nalazi u ravnini o.

Posto se preloZi ravnina w oko prvoga traga o,, bivaju preloZeni
i pravci m 1 n. Prva probodista /” pravaca m i n kod prelaganja ostaju
na miry, a (S) dobijemo ve¢ poznatim nafinom. Spojnice (8) /7 daju
nam preloZaje (m) i (n) pravaca m i n, te prema tome i velifinu kuta
8. (Kut dvaju pravaca AS i BS prikazan je u slici 72 pomocu dvo-
struke rotacije) 1 ovde smo mogli odrediti veli¢inu kuta pravaca min

g#

R
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pomocu dvostruke rotacije, ali to nismo Cinili, jer je jednostavnije po-
mocu preloZaja ravnine (mn).

3. Odredite velicinu kuta p. Sto ga medu sobom zatvaraja fra-
govi ravnine p.

a) Prvi i drugi trag u projekciji pokazuju veci kut negoli je on
u istini, jer se prelaganjem ravnine =, u n, odmakne prvi trag od
drugoga traga, pa kroz to nastaje i veéi kut. Da se odredi veli¢ina
takvoga kuta, preloZi se prvi trag oko drugoga traga u =, ili drugi trag oko
prvoga traga u =n,. U slici 141 preloZen je prvi trag r, oko drugoga
traga r,, tako da se uzela u prvome tragu tacka A (A" ur,, a A" u
osi x) i prelozZila se oko r, u =, Tako se je dobio preloZaj (A) tacke
A. Budu¢i da seciSte tragova M ostaje kod prelaganja na miru, mora

(v spojnica toga seciSta M s preloZenim

L \IA\ (A) dati preloZeni trag (r,) u =, Kut,

¥ Sto ga &ine (r,)) i r,, je traiem kut p
tragova r, i r,,

b) Taj se kut moZe joS i ovako
odrediti. (Slika 141) Kad se uzela tacka
A u r, znamo da e se (A) nalaziti
nakon preloZaja u normali iz A” na r,.
M A’ prikazuje se u svojoj velidini, jer
je u m,, pace prema tome morati biti i
M(A) = MA’, jer je M(A)un,

Ta konstrukcija pod b) je zgo-

dnija od one pod a), jer je kraca.
4, Odredite kut § Sto ga pravac p ¢ini prema ravnini p. (Slika 142)
Kut se pravca prema ravnini od- K
reduje, da se pravcem poloZi ravnina
normalno na onu ravninu s kojom se
odreduje kut. Kut, Sto ga Cini zadani
pravac s presecnicom normalne ravnine
sa zadanom ravninom, je kut pravca
prema ravnini.
U slici 142 na taj je nacin odre-
den kut 8. Najpre je odreden probod P
pravca p s ravninom p. (Za konstruk-
ciju odredenja proboda pravca s rav-
ninom pogledajte sliku 123) U tacki
P pustena je normala o na ravninu p. (Pogleda]te sliku 129). Ravnina
), poloZena pravcima o i p, normalna je na ravninu p. Sad se odredi
prese(‘fnica s ravnina p i w. (Pogledajte sliku 115) Pravci p i s moraju

'O"
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se seCi u tacki P. PreloZeni poloZaj pravaca p i s oko o, (moglo se je
i oko 0,) pokazuje veliCinu kuta o, Sto ga pravac p Cini prema ravnini p.

5. Odredite udaljenost d paralelnih ravnina p [ o.

Kako se reSava takav zadatak, pokazano je ve¢ u zadacima od
380 — 386. Zgodnije se gornji zadatak reSava pomocu prelaganja,
tako da se na zadane ravnine poloZi normalna ravnina koja je ujedno
normalna ili na =, ili na n,. PreloZene presefnice normalne ravnine s
paralelnim ravninama pokazuju veliinu traZene udaljenosti.

U slici 143 zadane su para-
lelne ravnine p i 6. Gdegod se po-
stavi normalna ravnina « na rav-
nine p, ¢ in, (pogledajte § 25 d);
odrede se presetnice m i n ravnine
w S ravninama o i 6. m' = n' a
m’ 1 n’’ nije ni crtano, jer nije po-
trebno za odredenje preloZaja pra-
vaca m i n. Razmak d - preloZenih
preseCnica m i n pokazuje udalje-
nost zadanih paralelnih ravnina.

6. U slici 144 pokazano je
kako se moZe talka ravnine oko
traga preloZiti u =, ili uw =, nesto kracim postupkom negoli je to
dosad pokazano.

Prema slici 136 morali bismo u A", odnosno u A”’, povudéi paralelu
s r;, odnosno s r, i na nju naneti 2, odnosno y tatke A, da dobijemo
A,. Nanese li se duZina 2, odnosno y
tatke A na sam trag r,, odnosno r, (slika
144), bice A” M = A, K (preloZena prva
priklonica), odnosno A”N = A,L (prelo-
Zena druga priklonica), jer su to dijagonale
pravokutnika. Nanese li se zatim A" M

A A na normalu iz A" od K, odnosno nanese
: @ W li se A” N na normalu iz A” od L, do-
bije se preloZena tacka (A).

7. Nacrtajte projekcije pravilnoga Sestorokuta, ako je zadana
njegova ravnina p, preloZeno srediste (S) i duZina polumera r njemu
opisane kruznice. Jedna dijagonala Sestorokuta koja prolazi sredistem
S, neka bude paralelna s =, (Slika 145)

Zadano je, dakle, r,, r,, (S) i r opisane kruZnice. Pomocu prikio-
‘noga kuta B odredi se S (pogledajte sliku 137), a pomocu glavnoga
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pravca g odredi se S'. U preloZenom se poloZaju nacrta oko (S) kruZnica
polumera r. U tu se kruZnicu upiSe pravilni Sestorokut tako da mu je

dijagonala (7) (4) | r.. To zna-
¢i da je dijagonala 14 i u pro-
storu paralelna s 7,, te je prema
tome /4 paralelno i s ravninom
n,. Buduéi da je (1) (4) || r.
bice i "4 | r,a I’ 4 | x. Po-
mocu afiniteta odrede se tacCke
5" 1 2”, Kako dijagonala (5) (2)
sete os afiniteta r, u 7/ i pro-
lazi preko (S), mora i 5”7 1 2"
prolaziti tackom //”" koja miruje,
i tatkom S”. Pomocu zraka afi-
niteta odredene su tacke 2 i 5”.
Istim se postupkom dobiju tacke
-

Prve se projekcije //' drugih
probodista dijagonala 25 i 36na-
laze u osi x. Buduéi da se tacke
21i51itake 3 i 6 nalaze na

pravcima S //, mora se 2' & i 3 6  nalaziti na spojnicama /I S’.
Time je odredena i prva projekcija Sestorokuta 123456.

8. Ako se dve tacke ravnine
nalaze na raznim stranama ravnine
ny, 0dnosro ravnine =, onda je i
njihov prelozaj oko r, odnosno
oko r, na raznim stranama tragova,
jer preloZaj dela ravnine s jedne
strane ravnine x,, odnosno ravnine
n,, padne na jednu stranu, a onaj
deo ravnine s druge strane =,, od-
nosno x,, kod preloZaja padne na
protivu stranu prvoga, odnosno
drugoga traga.

U slici 146 prikazana je rav-
nina p i u njoj dve tatke A i B
na praveu p, tako da se tatka A

(P!

nalazi u I, a B u Il kvadrantu. Nakon preloZaja oko r, nalazi se
(A) s jedne, a (B) s druge strane r,, jer su i u prostoru tacke A i B
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na raznim stranama traga r,. Vidi se iz slike da i sama konstrukcija
{(afinitet) tome dovodi.

Kad se prevaljuju tatke A i B oko r,, dobije se (A) i (B) s iste
strane traga r,, jer su tacke A i B i u prostoru s iste strane traga r,.
PreloZaj tacke A odreden je postupkom koji je protumaden u slici
144, a tacka (B) odredena je pomocu afiniteta.

Kod odredivanja preloZaja tataka pomo€u afiniteta, ako se i ne
misli na to kako se taCke u prostoru nalaze obzirom na trag oko
kojega prelazemo, dolazi se do ispravnoga rezultata. Kad bismo pre-
lagali tatku po tacku (bez afiniteta), svakako bismo morali na to
mnogo paziti da se ne dogodi da tatke ravnine, koje su na raznim
stranama traga, ne padnu kod ptreloZaja na istu stranu.

Zadaci:

416. — 422. Odredite preloZaj tatke A, ako ona leZi u ravnini
p. PrelaZite ravninu p prvi put oko r,, drugi put oko r, na¢inom istu-
macenim u slici 144.

416.) A (2, ?, 2), p (—6, 3, 4).

417) A (6, 4, ?), p (3, —2, ).

418.) 4 (0, ?, 5), p (—4, 2, o). PrelozZite tacku A oko r,.

419) A (2, 6, ?), p (5, 0, 6). Tatku A preloZite oko r..

420) A (0, I, ?), p (oo, 3, 4).

421) A (4, 2, ?), p (oo, —2, 5).

422) A 4, ?, 3), p (5, 7, 3).

423. — 430. Odredite prvu i drugu projekciju tacke A, ako je
poznat njen preloZaj (A4) i ravnina u kojoj se taCka A nalazi. (Pogle-
dajte sliku 137) Kod ovih ¢e se primera smatrati da je A preloZeno
oko onoga traga kojemu je (A) bliZe.

423) (A) [x = —4, 2 = 6], p (—8, 7, 9).

424) (A) [x = —2, y = 6], p (3, 2,3).

425) (A) [x =9, 2 =T}, p (3, 2,—6).

426) (A) [x = 6,y = 1], p (—5, 2, —8).

427.) (A) [z = 5], p (o0, 5, 3).

428.) (A) [y = 6], p (oo, 2, 4).

429 (A) [x = —2, z = 6], p (=5, oo, 4).

430.) (A) [x = 0, y = 2], p (5, 6, co).

431.) Nacrtajte preloZaj prve i druge sutraZnice ravnine p (—3, 2, 5).

(Prelozite secidte sutraZnica i onda radite dalje pomocu afiniteta. Po-
gledajte sliku 138)
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432.) Nacrtajte prvu i drugu projekciju pravca m ravnine p (3,
— 2, 3), ako preloZeni poloZaj (m) pravca m prolazi tatkom / (x = —1),
i zatvara s r, kut od 60° [Uzme se gdegod na (m) tacka (M)]

433.) Odredite kut Sto ga pravac p = AB [A (x = 2, z = 4)
B (x = —1, 2 = — 1)] zatvara s r,, ako on leZi u ravnini p (10,
6, 7). (Pogledajte sliku 146)

434.) Nacrtajte projekcije pravca p, ako on leZi u ravnini p (oo,
—3, 5), ako prolazi taCkom P (x = 3, y — 2) i zatvara s r, kut
od 45°.

435.) Odredite duZinu prusca A (2, 3, 5), B (—5, 4, 2) pomocu
preloZaja njegove ravnine prometalice.

436.) Predocite u ravnini p (—8, 3, 6) kvadrat kojemu je jedna
dijagonala (d = 4) normalna na r, i, ako se jedan njegov vrh ‘A
(x = 0) nalazi u r,.

437.) Predodite u ravnini ¢ (5, 4, —7) istostrani trokut od kojega
poznajemo preloZaj srediSta (S) [x = 4, y = 7] njemu opisane kru-
Znice s polumerom r = 3. Nijedna stranica trokuta neka ne bude pa-
ralelna s r,.

438.) Predocite u ravnini p (co, 4, 5) pravilan Sestorokut, ako je
njegovo srediSte u tacki S (x == 0, y = 2), a polumer opisane mu
kruZnice r = 2. Jedna glavna dijagonala S3estorokuta neka zatvara s
r, kut od 60°.

439. — 442. Odredite veli¢inu kuta p. Sto ga medu sobom za-
tvaraju tragovi ravnine p. (Pogledajte sliku 141)

439) p (—2, 3, 95).

440) p (3, —2, 4).

441) p (—2, o, 3).

442) p (—3, 4, —4).

443.) Predodite u ravnini p (co, 5, 2) pravilan Sestorokut, tako da
mu se jedna stranica nalazi u r,, a druga, nasuprotna, u r,. (PreloZicete
r, oko r, ili r; oko r,)

444.) Predotite u ravnini p (=5, 3, 5) trokut ABC, ako se njegov
vth A nalazi u osi x, stranica AB = 4 u r,, vth C u r, tako da je
stranica BC = 7. (A" = A” u seci$tu tragova. Drugi trag r, pre-
loZite oko r,)

445.) Predocite istokra¢ni trapez u ravnini p (6, 4, 6), tako da
mu jedan krak leZi u r,, a drugi u r,; jedna paralelna stranica = 3,
a druga je 7. (PreloZiCete r, oko r, ili r, oko r,)



137

446.) Predoc¢ite u ravnini p (5, 3, —5) deltoid kojemu je dulja
dijagonala (¢ = |2) simetrala tragova ravnine p, a krafe se njegove
stranice @ = b == 5 nalaze u tragovima njegove ravnine.

447.)) Odredite drugi trag r, ravnine p, ako je zadan njen prvi
trag r, (x = — 3, y = 3) i ako preloZeni drugi trag r, zatvara s r;:
a) 30°; b) 120°

448.) Zadan je pravac a = AB[A (—2, 2, 1), B (2, 1, 3)],
pravac b = BC [B (2, 1, 3), C (0, 4, 5)] i tatka A (x = — 0,5,
z = 3) u ravnini pravaca a b; odredite veliinu kuta S$to ga pravac p
zatvara s pravcem b, ako pravac p leZi u ravnini (ab), ako prolazi
tatkom A i ako s pravcem a zatvara kut od 45° (Nacrtacete tragove
ravnine p i u preloZenom poloZaju nacrtati pravac p pod zadanim
uvetima) |

449. — 452. QOdredite kut 8 Sto ga Cini pravac p prema ravnini p.
(Pogledajte sliku 142)

449) p = MN [M (—4, 1, 4), N (1, 3. 1)]; p (—7, 4, 5).

450) p (y =3, z=4) | x; p 4, 4, —4).

451y p (x = —2,y =6, | xn,; p (—4, 1, —3).

452) p = MN [M (-2, 5, 2), N (3, 5, 5)], p (—3, 4, ).

4563. — 455. Odredite razmak paraleinih ravnina p i 6. (Pogle-
dajte sliku 143) '

453.) p (—3, I, 4) || o (x =1).

454.) o (2, 4, —1) || o (x = 5).

455.) p (—2, =3, 3) || o (x = 2).

456. — 460. Odredite veli¢inu kuta 8§ Sto ga ¢ine ravnine p i d.

(Pogledajte sliku 140)

456.) p (—5, 2, 3), o (—2,2, 2).

457.) p (—4, 3, 2), o (b, —1,7).

458.) p (—4, oo, 3), o (—S8, 9, 4).

459) p (8, 6, o), G (5, 8, ).

460.) p (oo, 3, 4), 6 (—2, —4, 2).

Zadaci za ponavijanje

U ovome d¢emo se delu ograni¢iti samo na nekoliko za-
dataka koji su u tesnoj vezi s gradivom Sto je dosad protumaceno, i
koji ¢e obuhvatati uglavnom sav materijal, potreban za dalji studij na-
crtne geometrija. Kod zadataka nefe se upozoravati na slicna reSenja
u knjizi, niti e se pokazivati put kojim valja poci da se dode re-
zultata. Svaki ¢e ulenik po dosad skupljenom znanju morati sam te
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zadatke rediti. Istom onda kad budete nalistu sa ¢itavim gradivom,
moci Cete nastaviti dalji studij bez smetnje, StaviSe, biCe vam nacrtna
geometrija jedan od najlaganijih i prema tome i najmilijih predmeta.

461.) Na zadani pravac p = MN [M (—2, 1, —3), N 3, 5, 1)]
postavite normalnu ravninu «, tako da ona buda od tatke M uda-
ljena 4 jedinice.

462.) Predocite romb kome su stranice u pravcima a = AB
[A(—2,1,3),B(246))ib==BC][B(2 46) C (b 2 8). Tra-
gove ravnine romba nemojte crtati; stranica romba duga je 3 jedinice,
Koliko reSenja ima zadatak?

463.) Odredite priklone kutove « i B ravnine, odredene pravcima
m=MN [M (—4,6,5, N (1, 2,3)] i n = NO [N (1, 2, 3),
O (—1, 1, 3j].

464.) Nacrtajte prvu projekciju pravca p, ako je od njega poznato:
tatka M (2, 4, 3), druga projekcija tatke M (x = 6, z = 4) i drugi
prikloni kut 8 = 60° Drugo prebodiSte pravca p neka se nalazi desno
od ishodista.

465.) Tatkom P (—1, 6, 8) na pravce a | b poloZite normalnu
ravninu i odredite udaljenost proboda paralela s ravninom w. Uzmite:
a=AB [A (0, 1, 2), B (2, 1, 3)], pravac b neka prolazi tatkom C
©, 4, 5).

466.) Odredite udaljenost tacke M (2, 2, 4) od ravnine « (—S5,
4, —4).

467.) Odredite srediSte S upisane kruZnice trokutu, koji postane
tragovima r,, r, i ry ravnine p (—7, 4, 7). Profilna ravnina neka prolazi
ishodistem.

468.) Odredite udaljenost tacke A (3, 2, 4) od ravnine koja pro-
lazi osju x i tatkom M (4, 3, 1).

469.) Na mimosmernice m (y=4, 2=3) |[xin= MN [M
(=17, 1, 3), M (3, 3, 6)] nacrtajte transverzalu o, tako da ona bude
normalna na pravac m i da bude udaljenost seci$ta te transverzale s
pravcima m i n jednaka 3 jedinice.

470.) Odredite, probodiSte pravca p = MN [M (0, 4, 6), N (6,
7, 3)] s ravninom p (4, 3, 6) pomocu transformacione ravnine.

471.) Odredite, pomoc¢u dvostruke transformacije, projekcije pravca
p tako da on bude paralelan s paralelama a = AB [A (— 4, 1, 4)
B(— 2 2 6),]ib=][C(0,6,3)]idaje od pravca a udaljen za 3, a
od pravca & za 4 jedinice.

472.)) U polovistu prusca 4 (— 4, 2, 2) B (6, 10, 6) nacrtajte
na njega normalu 7, tako da tanormala zatvara s z; kut od 45° Odre-
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dite duZinu dela normale od polovista prusca AB do prvoga probo-
dista. Ima li viSe takvih normala?

473.) Tatkom S (x = 2, z = 3} u zadanoj ravnini p (— 8, 6, 5)
nacrtajte pravac p, tako da on s =, zatvara kut od 30° Qdredite pro-
jekcije pravca m, ako on mora prolaziti tatkom S i zatvarati s prav-
cem p i s ravninom p kut od 60° Predocite istostrani trokut kojemu
je jedan vrih u tacki S, a one dve njegove stranice koje polaze iz
toga vrha, neka se nalaze u pravcima p i m. Stranica istostranoga
trokuta duga je 5 jedinica. Ho€e li biti viSe reSenja?

474.) Predodite u ravnini p (— 6, 5, 4) kvadrat kojemu je stra-
nica duga 6 jedinica, a leZi u r,. Jedan vrh kvadrata neka bude u r,.







VI DEO

PROJEKCIJE UGLATIH (ROGLJATIH) TELESA

27. Trostrani ugao ili trostrani rogalj

Trostrani ugao (trobridac ili trostrani rogalj) poznajemo ve¢ otpre

iz stereometrije. Ovde neka budu, pre negoli predemo na samo pre-

dodivanje njegovo, spomentti sa-
mo nazivi 1 najvazniji poucci o
njemu. Talkue V u kojoj se sa-
staju plohe (ab), (bc) i (ac) na-
zivamo vrhom trostranoga ugla.
(Slika 147) Bridove ¢emo ozna-
Civati s a, b i ¢, a kutove Sto
ih ¢&ine bridovi ab, bc i ac, na-
ziva¢emo y, o, odnosno p. Dakle:
kut (ab) = vy, kut (bc) = a, kut
(ac) = 8. Kutovi «, B 1 y zovu
se bridni kutovi. Suma je bri-
dnih kutova uvek manja od 360°.
(¢« 4+ B + y) << 360°. (Na to treba
paziti kod zadataka) Suma dvaju
bridnih kulova uvek je veca od
trecega bridnoga kuta. (I na to

b

treba paziti kod sastavijanja zadataka) Kutovi, §to ih ¢ine plohe tro-
stranoga ugla, nazivamo plosnim kutovima. Plohe (ca) i (ab) Cine
ploSni kut a, plohe (ab) i (bc) Cine ploSni kut b, plohe (bc) i (ca) Cine
plodni kut ¢ Vrhovi ploSnih kutova @, & i ¢ nalaze se na bridovima
a, b, odnosno ¢. Bridnome kutu « leZi nasuprot plodni kut a, bridnome
kutu B plosni kut b, a bridnome kutu y ploSni kut ¢. Osim toga, dva
bridna kuta zatvaraju jedan ploS$ni kut, Na pr. o i B Cine kut ¢; B i
v kut a; o i y kut b. Jednom bridnom kutu susedna su dva plosna
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kuta. Na pr. kutu o susedni su kutovi b i ¢, kutu 8 kutovi a i ¢, kute
vy kutovi a i b. Suma je plosnih kutova veca od 180°, a manja od 540°.
(180° << @ + b 4 ¢ > 540°) Vecem plosnom kutu leZi nasuprot veci
bridni kut [ okrenuto. Ako su u. trostranome uglu dva plosna kuta
medu sobom jednaka, onda su im i bridni kutovi koji im leZe nasu-
prot medu sobom jednaki. Vredi i okrenuto.

Vidimo, dakle, da kod trostranoga ugla uglavnom razlikujemo
tri bridna (@, B, y) i tri ploSna kuta (a, b, ¢). Da bude trostrani ugao
potpuno odreden, potrebno je poznavati:

1 sva tri bridna kuta o, B i v;

2 dva bridna kuta i jedan plosni kut koji se nalazi izmedu ona
dva zadana bridna kuta Prema tome mora biti zadano za faj sludaj
i, Bic ilia yibilip vyia;

3 dva bridna kuta i jedan plosni kat koji je jednome od zada-
nik bridnih kutova nasuprot. Za taj sluCaj mora biti zadano «, 8 i
kut a ili kut b; dalje B, vy i kut & ili kut ¢; i napokon «, y i kut a
ili kut ¢

4 jedan bridni kut i dva plosna kuta koja su zadanome bridnome
kutu susedna. Dakle: o, b ic, ili B,aic iliy, ai b

5 jedan bridni kut i dva ploSna kuta od kojih je jedan zada-
nome bridnome kuatu susedan, a drugi mu je nasuprot. Na pr. «, a
ibilic B biailicy cialilb;

6 sva fri plosna kuta a, b i c.

Vidimo da postoji 6 sluajeva za potpuno odredenje trostranoga
ugla.’)

Svaki pojedini slucaj trostranoga ugla razresiti znaci: iz ona tri
zadana uveta naéi preostale tri veliine.

U slici 148 prikazano je reSenje 1 slucaja. TraZe se plosni kutovt
a, b i ¢, ako su poznati bridni kulovi o, B i y. a = 30°, B = 45°,
Yy = 60°.

ReSenje toga trostranoga ugla prikazano je u kotiranoj projek-
ciji. Kad znamo reSenje u kotiranoj projekciji, lako ¢emo sve o njemu
reSavati i u Mongeovoj projekciji.

U prvome redu pretpostavimo da nam je ugao zadan tako da
njegovi bridovi a i b leZe u ravnini slike. Kako oni zatvaraju bridni
kut y, prikazae se taj bridni kut y, a i bridovi @ i & ne samo u
svojoj veli¢ini nego upravo na istome mestu kako je to u prostoru.
Brid se c¢ izdiZe iz tacke V nad ravninu slike, te ¢ini s bridom a kut
B, a s bridom & kut «. Time su nastale ravnine (ca), (cb) i (ab) koje

1) 2, 3, 5 i 6 slu€aj mogu se svesti na } i 4 sluéaj. Uzimajte s toga samo 1 i
4 slucaj, a ostale sluCajeve koliko vreme dopusti.
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medu sobom ¢ine ploSne kutove ¢, b, odnosno a. Nas je zadatak
odrediti veli¢inu tih plo$nih kutova.

10—

)

U slici 148 nacrtani su bridovi a i b tako da zatvaraju zadani
kut y = 60° Ako ravninu (ac) i ravaninu (b¢) oko a, odnosno oko &,
preloZimo (razastremo) u ravninu slike, dobiéemo (c) na dve strane.
Kako je sad i brid ¢ u ravnini slike [doSao je u (c)], pokazuju se
bridni kutovi B i o u svojoj veli¢ini. Treba, dakle, kad smo nacrtali a
i b, uz a nacrtati kut g =45° a uz b kut o« = 30° Sad imamo ku-
tove: a=1[b (c)], B=1[a (¢)] i y = (ab). U (c) uzme se tacka (P).
Buduéi da oba (c) pretstavljaju jedan te isti preloZeni brid ¢ (jedanput
oko a, drugiput oko &), mora V(P) na obema stranama biti jednako
dugo. [l ona dva (P) pretstavljaju jedan prostorni P] Kad rotiramo
plohu a(c) oko a, odnosno b(c) oko & u njen traZeni poloZaj, opisace
tatka P luk koji se projecira kao pruZac iz (P). Projekcija toga luka
je normalna na a, odnosno na b. Ta se dva pruSca (u prostoru zapravo
dva luka) seku u P’. SeciSte P’ je projekcija tatke P. Spojnica VP’
daje projekciju ¢’ brida c.

Kad imamo ¢’, mo¢i ¢emo odrediti ploSne kutove a i &. Taclka
P u prostoru nalazi se u normali na ravninu slike iz P’. Tacke P,P’
i M ¢ine pravokutan trokut, kome su katete PP" i P’M. Taj pravo-
kutni (pravougli) trokut PP’M preloZimo oko katete P’M u rayninu
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slike. Tactka P, kad je preloZena, dolazi u polozaj P,. PruZac P'P, je
normalan na P'M, jer se i u prostoru kod P’ nalazi pravi kut. Od M
do P je isto toliko, koliko je od M do (P), jer se pruzac MP nalazi
u ravnini (ac). Da se dakle odredi P, mora se u P’ postaviti normala
na MP' i lukom sa srediStem u M prese€i ta normala duZinom M(P).
To secite daje nam preloZenu tacku P koju smo oznaéili s P, Buduéi
da se trokut PP'M nalazi u ravnini koja je normalna na brid a [a je
prese¢nica ravnina (ab) i (ac))), i jer se trokutova stranica MP nalazi
u ravnini (ac), a stranica P’M u ravnini (ab) (PM | ai PM | a),
moraju stranice PM i MP’ zatvarati kut koji je jednak kutu $to ga
medu sobom cine ravnine (ab) i (ac). U preloZenu se poloZaju taj
plo$ni kut @ = kutu P,MP’ pokazuje u svojoj velidini.

Da se odredi ploSni kut b, postupa se isto kao pre, samo Sto
onde dolazi u obzir trokut PP'N i plohe (ab) i (bc).

Trokuti PP’Mi PP’'N imaju zajednitku katetu PP". To se otituje
i u preloZenu poloZaju tih dvaju trokuta. Ako se, naime, zabode Sestar
u P i otvori do P, i opiSe luk, mora taj luk prolaziti i kroz onaj
drugi P,. DuZina PP, je upravo udaljenost tacke P od ravnine (ab).

Da se napokon odredi ploSni kut ¢ Sto ga Cine plohe (ac) i (bc¢),
mora se u tacki P postaviti normalna ravnina na brid c. Presecnice te
normalne ravnine s ravninama (ac) 1 (bc) pokazuju veliCinu ploSnoga
kuta c¢. Prema tome tatkom P prolaze dve normale na brid ¢ od kojih
se jedna nalazi u ravnini (ac), a druga u ravnini (6¢). Te normale na
¢ pokazuju se i u preloZenu poloZaju. Moramo dakle u jednom i u
drugom (P) postaviti normalu na (¢) dok ne sefe a u tacki K, a b u
tatki L. Spojnica KL (tatke K i L leZe u ravnini crinje; dakle su to
proboditta normala PK i PL s ravninom crinje) je trag r one ravnine
koja je poloiena tackom P normalno na c¢. Ako je ta¢no crtano, mora
biti r | ¢’. Zasto?

Da se odredi [P] (to je tatka P preloZena oko ) traga 7 u ravninu
crtnje), opisu se lukovi iz K, odnosno iz L, polumera K(P), odnosno L(P),
dok se oni ne seku. Ako je tatno crtano, moraju se ta dva luka sastati
upravo u ¢’. (ZaSto?) Talku [P] mogli smo nadi i tako da smo postupali
kako se postupa kod prelaganja tacke oko traga ravnine. To je bilo
pokazano u slici 136.

Spojimo li dobivenu tacku [P] s tatkama K i L, pokazuje nam
kut tih spojnica veli¢inu plo3noga kuta ¢. Spojnice KP' i LP’ ¢ine
projekciju ¢ kuta c.

Ima li se trostrani ugao resSiti u Mongeovoj projekciji, postupa
se nalinom kako je to pokazano u slici 148 s tom razlikom, $to se
sve to prenasa medu ravnine =, i =,
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Kad znamo reSiti 1 slucaj trostranoga ugla, onda moZemo da re-
Simo i sledeCi zadatak: Nacrtajte pravac ¢ koji prolazi seciSlem pra-
vaca a i b i zatvara s pravcem a odredeni kut B, a s pravcem b
odredeni kut «. Taj se zadatak reSava pomocu trostranoga ugla.

Kako se prenosi trostrani ugaoi u Mongeovu projekciju, poka-
zano je u slici 149.

Upozoravate se da nipoSio ne resavate i ne studirate sledece pri-
mere o trostranome uglu dok niste sliku 148 (I slucaj trosiranoga
ugla) ne samo potpuno razumeli
nego i konstruktivno upamtili, jer
Ce se Rod sledecih slucajeva trostra-
noga ugla vrio Cesto morati traZili
iz rezultata zadatak obzirom na sli-
ku 148, pa prema tome konstrukcije

koje su u slici 148 izvoditi okrenu-
tim redom.

U slici 149 predocen je tro-
strani ugao u Mongeovoj projekciji,
ako je zadana ravnina plohe (ab)
= p, vth V 1 brid a u ravnini (ab).
Bridni kut y neka je 30° (Cine ga
bridovi a i b). Bridni kut « neka je
75° (Cine ga bridovi b i ¢), a plo-
Sni kut b uzmite da je 60° [njega
zatvaraju plohe (cb) i (ab)]. To je 2
slucaj trostranoga ugla. Poznala su,
naime, dva bridna kuta vy i i plo-
Sni kut b koji se nalazi medu tim
bridnim kutovima.

U slici 149 nacrtana je ravni-
na p i u njoj odabran vrh V kojim
prolazi brid a. Oko r, (moZe se i
oko r,) preloZi se vth V i brid a.
U prelozenom se poloZaju nacriaju te)
kutovi y == 30° « = 75° Dakle, u preloZaju imamo (a), () i (¢). U
(c) (prema slici 148) odaberemo po volji (P). Iz (P) pustimo normalu
na (b) i u noZidtu N te normale nacrtamo zadani plosni kut b — 60°.
Okrenuvsi (P) do P, i pustivsi iz P, normalu na produZeno (P) N do-
bijemo (P,). U preloZzenom poloZaju vidimo da je tacka P nad ravni-
nom (ab) za duZinu P, (P,). Treba, dakle, odrediti P," i P,” i u toj

Nacrtna geometrija 10
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tacki pustiti normalu na ravninu (ab). Na tu se normalu nanese od P,
pomocu diferencionoga trokuta duZina P, (P,), te dobije tacka P. Spoj-
nica PV daje brid c.

Kad bismo hteli jo$ odrediti bridni kut 8 i ploSne kutove a i ¢,
morali bismo postupati isto kao u slici 148. (U naSoj slici to nije pro-
vedeno da se ono prvasnje jasnije razabira)

ReSenjem 2 sluCaja trostranoga ugla znademo reSiti sledeci za-
datak: SeciStem pravaca a i b poloZite pravac c¢ tako da bude kut pra-
vaca b i ¢ = 75° te da ravnine (ab) i (bc) cine kut od 60°.

U slici 150 prikazan je 3 slucaj trostranogae ugla. Poznata su
dva bridna kuta i jedan plosni kut koji je jednome od zadanih brid-
nih kutova nasuprot. U naSoj su slici zadani bridni kutovi o = 45°
i B = 30° i plosni kut a = 60°,

: Da se taj trostrani u-
F‘ﬁ’(c) gao razreSi nacria se bridni

kut 8 [Cine ga bridovi a i

(c)] 1 kut « [Cine ga brido-

vi (¢) i ()] Kod toga sma-

tramo da je brid a u rav-

nini crinje, brid (¢) pretsta-
b vlja preloZeni brid ¢ oko bri-
da a, brid (b,) pretstavlja
brid 6 koji je preloZen naj-

pre oko ¢ u ravninu (ac), a
onda sve skupa oko a u ravninu crtnje. Vidimo da je brid & prelagan
zapravo dva puta, te je s toga i oznalen u preloZenom poloZaju sa (b,)
(Citajte: & nula u zagradi). Bridovi @ i (¢) ¢ine zadani kut g = 30O a
bridovi (¢) i (b,) kut « = 45°,

Na (¢) odaberemo tatku (P) i poznatim nacdinom, nacrtavsi ploSni
kut a = 60° na bridu a, dobijemo P’. Time smo doznali projekciju
¢’ brida ¢ 1 visinu tacke P nad ravninom (ab). (Bridovi se a i b nalaze
u naSem slufaju u ravnini crtnje) Ta visina je P’P,. Setimo li se sa-
da (pogledajte sliku 148) onog pravokutnog trokuta P'P,N vidimo
da nam je od toga trokuta poznata kateta PP” = PP, DuzZinu hi-
potenuze P,N nademo prema slici 148, ako u (P) postavimo normalu
na (6,). U noii§tu te normale dobijemo tacku (N,). Buduéi da je (P)
(No) _L (b,), Sto odgovara u prostoru normali iz P na b, doznali smo
duzinu hipotenuze PN pravokutnoga trokuta PP'N. Tu smo hipo-
tenuzu u slici 148 oznacili s P,N. Ako poznajemo katetu PP’ i hipo-
tenuzu PN = P,N, lako konstruiramo taj pravokutni trokut, te tako-

(hy)
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doznanio i duZinu druge katete NP’. Taj se pravokutni trokut moZe
nacrtati gdegod na strani, ali je ipak zgodnije, ako se iz P, presele
produZena spojnica (P)P’ duZinom (N,) (P). U tome se seciStu dobije
N,. Pruzac P'N, je duZina traZene katete P'N. Opise li se sada iz
P’ kruZnica polumera P’N,, i povue tangenta iz V na tu kruZnicu,
dobije se trazeni brid b. Spojnica diraliSta N s tatkom P’ daje fra-
zenu katetu P’N. Dalje se postupa isto kao u slici 148.

Budu¢i da iz V moZemo povuéi dve tangente, ima taj zadatak
(3 slutaj trostranoga ugla) i dva reSenja. Zbog toga imamo u slici 150
dva brida b.

Zadatak bi imao jedno reSenje, kad bi ona kruZnica prolazila
upravo vthom V, a nijedno kad bi vrh V pao u kruZnicu.

Kad znamo reSiti taj trostrani ugao (3 slucaj), znali bismo reSiti i
slede¢i zadatak: Tackom V na pravcu a povucite pravce ¢ i b tako da
pravci a i ¢ Cine kut od 30°, pravci b i ¢ kut od 45°, a ravnine (ac)
i (ab) da zatvaraju kut od 60°. Samo se sobom razume da se veli¢ine
tih kutova mogu uzeti po volji, ukoliko se ne moraju podvrgavati
zakonima o trostranome uglu.

U slici 151 prikazan je ceturti sluéaj trostranoga ungla. Poznat
Jje, naime, jedan bridni kut o = 120° i dva susedna plosna kuta b
= 45° i ¢ = 75"

Uzmimo bri-
- dove b ic u rav-
nini crtnje, tako- da
oni zatvaraju 120°,
Gdegod na b oda-
beremota¢ku G i na-
crtamo kut b = 459,
1 gdegod na ¢ oda-
beremo tacku H i
nacrtamo kut ¢ =
75° U ravnini (ba)
nacrtamo  gdegod
glavni pravac g (o’
Il ), pa onda glav-
ni pravac 2 (k' | ¢
tako da su seciSta projekcije i’ s krakovima kuta ¢ jednako udaljena
kao i seciSla projekcije g’ s krakovima kuta b. Zbog tih se jednakih
udaljenosti nalaze sutraZnice g i £ u istoj visini nad ravninom (bc), te
se prema tome moraju ta dva pravca se€i. Oni se seku u tacki P, a
njihove projekcije u P’. Pustimo li iz P/ normale na & i na ¢, dobi

10%

(a)
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¢emo taCku M, odnosno N. U M 1 N nacrtaju se ploSni kutovi b, od-
nosno ¢. Time dobijemo one dve tatke P, Crtavdi dalje okrenutim
postupkom negoli je to u slici 148, dobiCemo one dve taCke (P). Kad
imamo (a), doznali smo i bridne kutove 8 i y.

Na temelju toga razreSenja trostranoga ugla moZe se reSiti sledeci
zadatak: Nacrtajte secistem V pravaca b i ¢ pravac a, tako da ravnine
(ba), odnosno (ca) zatvaraju s ravninom (ab) kut b = 45°, odnosno
kuat ¢ = 75

U slici 152 prikazan je peti slucaj trostranoga ugla. Poznat je,
naime, jedan bridni kut 3 = 45° jedan susedni plosni kut a = 45°
i nasuprotni plosni kut b = 60°.

Nacrta se a i (¢).
Ta dva brida Cine kut
. Nacrtavsi, gdegod na
bridu a u tacki M, za-
dani plo$ni kut a, do-
biéemo P i ¢.Na P
P,, u produZenju MF”,
nacrta se trokut P,P'N,
tako da je kut kod N,
() jednak zadanome plo-
Snome kutu b. Iz P’
@ opiSe se kruZnica po-
b ‘ lumera P’ N, ipovuce
tangenta iz vrha V na tu kruZnicu, te se tako dobije brid &.

Zadatak ima dva, jedno ili nijedno reSenje kao i u slici 150 (3
sluaj trostranoga ugla). Sve ostalo odredi se ve¢ poznatim nacinom.

Na temelju razreSaja 5 slutaja trostranoga ugla osniva se reSenje
sledecega zadatka: Tackom V na zadanome pravcu a u zadanoj ravnini
p nacrtajte pravac ¢, tako da on s pravcem a zatvara zadani kuf 3
i da ravnine (ac) i p zatvaraju kut a; odredite u ravnini p pravac
b, tako da on prolazi tackom V i da ravnine (bc) i p cine kut D.

Napokon bi do3ao poslednji, 6 slucaj razreSaja trostranoga ugla,
ako su poznata sva tri plosna kuta, a imaju se odrediti bridni kutovi
njegoui. ;

Iz stereometrije znamo da se, ako iz kojegod tatke V, (slika 153)
unutar trostranoga ugla puste normale na plohe zadanoga ugla, dobije
novi trostrani ugao koji se naziva polarni ili suplementni ugao za-
danoga ugla. Isto vredi i okrenuto. Onaj zadani trostrani ugao je
polarni ili suplementni ugao spram onoga dobivenoga trostranoga ugla.

iy v

() —
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Takva dva medu sobom suplementna trostrana ugla imaju, kako znamo
iz stereometrije, to svojstvo da je svaki bridni kut jednoga trostranoga
ugla suplementan (suma dvaju kutova — 180°) s onim plosnim kutom
drugoga trostranoga ugla. Posle ¢e se to jo§ jasnije videti.

Takva dva su-
plementna trostrana u-
gla prikazana su zorno
u slici 153. Najpre se
nacrta trostrani ugao
V (abc). Gdegod unu-
tar toga trostranoga
ugla uzme se tacka -
V,. 1z V, puste se nor-
male a, | (bc), b, 1
(ac) i ¢, | (ab). Time
nastane novi trostrani
ugao V, (a, b, ¢,) koji je s prijaSnjim suplementan ili poiaran. Kod
trostranoga ugla V, (a, b, ¢,) bridni su kutovi a,, 8,1 y,, a ploSni a,,
b, 1 c¢,. Prema pre spomenutom zakonu mora biti « 4+ a, = 3 + b,
=y -+ =0 +a=8+ 0=y, + c= 180° jer su sve to
medu sobom suplementni kutovi.

Kad to znamo, 6 slutaj trostranoga ugla reSi¢erno indirektnim
putem. Nacrtademo, naime, trostrani ugao tako da su mu bridni katovi
suplementni sa zadanim ploSuim kutovima. NaSavSi ve€ poznatim na-
¢inom plosne kutove toga nacrtanoga trostranoga ugla, znademo 1 bridne
kutove traZenoga trostranoga ugla, jer je svaki taj dobiveni ploSni kut
suplementan s bridnim kutom onoga traZenoga trostranoga ugla.

Drugim nainom moZemo odrediti veliine bridnih kutova, tako
da nacrtamo trostrani ugao kome su bridni kutovi suplementni sa za-
danim ploSnim kutovima. Nacrtamo li sada polarni frostrani ugao
ovome nacrtanome trostranome uglu, dobijemo trostrani ugao koji ima
upravo zadane ploSne kutove. Odredivsi bridne kutove toga polarnoga
trostranoga ugla resili smo zadatak.

Ima i direktnih na€ina za razreSenje 6 slucaja trostranoga ugla’
ali ih ovde ne spominjem, jer je za njih poirebno vece poznavanje na-
crine geometrije negoli je to dosad.

U slici 154 prikazano je redenje zadatka koje se osniva na tro-
stranome uglu. |

Zadani su mimosmerni pravci a i b paralelni s n,; treba na-
crtati pravac p (precnica ili transverzala) koji sece zadane pravce a
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i b tako da pravac p s pravcem b zatvara kut o = 45°, a s pravcem
a kut B = 60°. (Slika 154)

Uzme se na
pravcu @ ili na
pravcu & gdegod
tatka V' i nacrta
pravac koji je
3 paralelan s prav-
), cem b, odnosno
s pravcem a. U
slici 154 uzeto je
V' u secistu pro-
jekcija @' 1 b
Druga projekcija
V" nalazi se u
(€} ordinali na a”.

(Znaci da smo mi

uzeli tacku V na

pravcu a) Kroz

a tatku V' povucen
@ jepravacd, || b.Jer

je tako uzeto,izla-

zidajeb,’ =0’ a
@’ = b’/. Pravci a i b, leZe u ravnini paralelnoj s ravninom x,. Ta
dva pravca smatramo bridovima trostranoga ugla. Nas$ je sada zadatak
nacrtati pravac ¢ (brid trostranopa ugla), tako da s pravcem a zatvara
kut 3 = 60° a s pravcem 6, kut « = 45°. Kako je a i b, paralelno
s m,, konstruiraCemo u prvoj projekciji trostrani ugao kojemu znamo
bridove a i b, (to su kod nas projekcije a’ i &’,) i bridne kutove o i .

Iz slike se vidi kako je dobiveno (¢) pomocu kutova « i B.

Pomocu tacke (P) na (¢) dobijemo P’. Pomoéu P, doznali smo
visinu z = P’P, tatke P nad ravninom (ab). Tu visinu nanesemo na
ordinalu u P’ nad @'’ te dobijemo P”. Spojnice PV’ = ¢’, odnosno
P’V = ¢" daju nam prvu i drugu projekciju pravca ¢. Pravac ¢ zatvara
s pravcima a 1 b, zadane kutove.

oy 8,

-l

Sad se pravcem a 1 pravcem ¢ poloZi ravnina p i nade probo-
diSte S pravca b s tom ravninom p. Povule li se taCkom S pravac
p || ¢, dobijemo traZeni pravac p. Pravac p mora sigurno seéi pravce
b i a (a seCe u tatki T), jer prolazi tatkom S na pravcu & i jer leZi
u ravnini p koja prolazi pravcem a. Pravac p, osim toga, mora da
zatvara s pravcima a i b zadane kutove, jer je paralelan s pravcem c.



151

Zadaci:

475. — 481. PredoCite trostrani ugao u kotiranoj projekciji i

odredite njegove nepoznate bridne i ploSne kutove. Uzmite, da su
zadani :

475.) Bridni kutovi o = 75°% B = 60° i y = 120°.

476.) Bridni kutovi « = 45° B = 90° i y = 60°. (Prema slici
148 paSce tatka M u tacku V, ako ste uzeli da se bridovi a i & na-
laze u ravnini crinje) |

477.) Bridni kutovi o = 60° i B = 45 i ploSni kut ¢ = 75°
(Taj Cete trostrani ugao rediti prema slici 149 u kotiranoj projekciji.
Bridove 6 i ¢ uzmite u ravnini crtnje)

478.) Bridni kut § = 60° i plo$ni kutovi @ = 60° i ¢ = 75°
(Pogledajte sliku 151. Bridove @ i ¢ uzmite u ravnini crtnje)

479.) Bridni kutovi a = 60° i y = 75° i plodni kut ¢ = 45°
[Pogledajte sliku 150. Brid ¢, te preloZeno (6) i dva puta preloZeno (a,)
uzmite u ravnini crinje]

480.) Bridni kut y = 75° i ploSni kutovi & = 60° i ¢ = 75°.
[Pogledajte sliku 152. Brid ¢ i preloZeno (a) uzmite u ravnini crinje.]

481.) Plosni kutovi @ = 120° & = 135° i ¢ = 60° (Bridne ku-
tove zadanoga trostranoga ugla odredidete tako da polarnom trostranom
- uglu, koji ima bridne kutove « = 180° — 120° = 60° B = 180° —
135° = 45° i y = 180° — 60° = 120° odredite ploSne kutove. Po-
gledajte tumacenje kod slike 153)

482.) Nacrtajte pravac ¢ koji prolazi tatkom Vi zatvara s pravcem
a= AV[A (O 6 1), V(2,3 2)] kut od 60° a s pravcem & = BV
[B (4, 9, 1), V (2, 3, 2)] kut od 45° (/ slufaj trostranoga ugla)

483.) SeciStem pravaca a = AB[A (— 2,0, 2), B (0, 0, 4)] i
b= CD [C (2, 0, 8), D (3, 0, 4)] poloZite pravac ¢, tako da ravnine
(ac) i (ab) tine kut od 60° a ravnine (bc) i (ab) kut od 30° (4 sludaj
trostranoga ugla)

484.) Nacrtajte transverzalu p na mimosmerne pravce a = AB
[A(—6,25),B(—652)]ib=CD[C(—3 2 2),D(—3,6,
4)], tako da ta transverzala s pravcem a zatvara kut od 75° a s prav-
cem b kut od 30° (ReSiete pomocu profilne ravnine istim postupkom
kao u slici 154 gde nije bila potrebna profilna ravnina)

485,) Tatkom V (— 4, 6, 5) poloZite ravninu koja ima prema
7, priklon od 45° a prema =, priklon od 60°. (Tackom V poloZicete
pravac @ | =, 1 b | =, te pomocu profilne ravnine nacrtacete pravac ¢
taCkom V, tako da s pravcem a Cini kut od 45° a s pravcem & kut
od 60° TraZena ravnina bife normalna na pravac ¢. Na Cemu se te-
melji to reSenjer)
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28. Piramida i njena mreZa

Razlikujemo uspravne i kose piramide. Svaka piramida, bila ona
uspravna ili kosa, ima bazu ili osnovku, pobocne trokute (plast) i vrh.
Bridove na osnovici nazivamo osnovnim bridovima, a bridove koji
Cine pobocje zovemo pobocnim bridovima. Udaljenost viha od ravnine
baze zovemo visinom piramide. Piramide kojima je baza pravilan lik
a uspravna je nazivamo pravilnima.

Kod predocivanja piramide najvaZnije je da se predoCi baza i
vrth. Spojnice vrha piramide s uglovima baze ¢ine piramidu predofenom.
Vrlo je vaZno da se odredi vidljivost osnovnih i pobo&nih bridova.

Kod svakog predoCenog tela razlikujemo prava konturu i prividnu
konturu. Pod pravom konturom tela razumevamo sve one plohe koje
omeduju odredeni prostor te ine telo. Pod prividnom konturom razume-
vamo sve one medasnje bridove (osnovne i pobocne) koji €ine u projek-
ciji zatvoreni poligon tako da se izvan te prividne konture nece nalaziti ni-
jedan brid, nego ¢e se svi bridovi nalaziti unutar nje (zatvorenoga poligona).

|
:
[
1]
t

L%
G H* T An—v" E-v' B“‘D“

&

Kad se govori o konturi tela u nacrtnoj geometriji misli se uvek
na prividnu konturu.

Ovde neka bude odmah spomenuto da se kontura uvek vidi, a
vidljivost bridova unutar konture, dobrom predodzbom, lako ce se odre-
diti. Posle se ta¢nije govori o odredivanju vidljivih i nevidljivih bridova.
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U slici 185 predofena je u horizontalnoj, vertikalnoj i profilnoj pro-
jekciji kosa osmorostrana piramida kojoj je baza u ravnini, paralelnoj s =,.
Kontura u prvoj projekciji je A’B'C’D’'E’F'G’H’, u drugoj A”B"H"'C"”
G'D"F’'E"V"”, a u tretoj G'..C""V""". Kod odredivanja vidljivosti
znamo da se uvek gleda u smeru zraka projeciranja za onu ravninu
projekcija u kojoj se odreduje vidljivost.

U slici 155a prikazana je pravilna petorostrana piramida u
u Mongeovoj projekciji. U istoj slici nacrtana je i njena mreZa. Za-
dana je ravnina baze p, srediSte S, polumer r opisane kruZnice bazi i
visina v piramide.

33.) a)

Budué¢i da §” i §" poznajemo, a poznajemo i ravninu baze, lako
odredimo (S). U (S) opiSe se kruZnica polumera r i konstruira petorokut
u preloZenom polozZaju.

Da se odredi duZina stranice pravilnoga petorokuta, nacrta se,
gdegod u kruZnici koja je petorokutu opisana, promer KL. [Slika 155a]
Iz sredidta se kruZnice na promer KL postavi normala dok mne sete
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kruznicu, U naSoj slici ta normala sefe kruZnicu u taki (1). Polumer
(S) L se raspolovi te se tako dobije tatka P. Zabode se Sestar u P i
otvori do (1), te presece lukom (1) N promer K L. Spojnica N(/) je du-
Zina traZene stranice petorokuta. Nas je petorokut smeSten tako da mu
je (@)(3) || 5)(2) | r,. Sad imamo preloZeni petorokut (1) (2) (3) (4) (5).

Pomoc¢u afiniteta odredi se prva projekcija petorokuta, a onda iz
prve projekcije odredi se njegova druga projekcija. Kako se kod toga imade
postupati, znamo otpre (slika 139 i 145), a vidi se i iz slike 155a).

Da se odredi vrh V piramide, pusti se normala iz srediSta S na
ravninu baze p, jer je piramida uspravna. Budu¢i da nam je visina v
zadana, moramo na normalu od S naneti tu zadanu visinu. Kako se
na pravac od zadane taCke nanaSa odredeni pruZac, pokazano je u
slict 34 i 36. Odaberemo, naime, (naSa slika) gdegod na normali iz
S tatku M, pa pomoéu diferencionoga trokuia dobijemo S”M,=SM.
Od S”" nanesemo na S”’M, visinu . Tako dobijemo V,. Vrativii Vo
na S”M" dobijemo V'’ a u ordinali V.

Kod odredivanja vidljivosti u prvoj i u drugoj projekciji piramide
postupa se ovako: Najpre se izvule njena kontura koja je, kako znamo,
u svakoj projekciji uvek vidljiva. Kontura je u naSoj slici u prvoj pro-
jekeiji V' 2 3" 4" § V', a u drugoj projekcifi V'’ 37 27 I’ 57 V", U
prvoj je projekciji unutar konture /° a u drugoj 4”. Kod slike 127
bilo je protumacleno ta¢no, kako se gleda, kod odredivanja vidljivosti,
na m,, a kako na =, i kako se odreduje vidljivost pojedinih tafaka
koje mogu biti ne¢im prekrivene te se ne vide. Kod odredivanja vi-
dljivosti tatke !’ u prvoj projekciji gledamo na poloZaj projekcije 1”.
Budu¢i da je 7 blizu osi x, $to znaci, da je nisko nad =, i prema
tome sigurno prekriveno plohama piramide koje su nad tatkom /,
ne¢e se /' kao ni svi bridovi iz /” videti. Kod odredivanja vidljivosti
za 4" gledamo na 4. Vidimo, 4 je blizu osi x, dakle se 4 i svi
bridovi iz 4" takoder ne vide.

Ovde se u ovoj slici lepo oCituje ono Sto je bilo reCeno u § 24
pre iumaclenja slike 128 da se, naime, ako je poredak vrhova lika u
prvoj 1 u drugoj projekctji protivnoga smera, vide njegove razne strane,
a ako je poredak istoga smera, iste strane. Evo na pr. baza 12345 i
pobocka 23V pokazuju istu stranu, dok ostale poboCke pokazuju razne
strane, obzirom na gledanje prema =, i prema =,.

MreZa se piramide nacrta tako da se iz V opiSe luk polumera,

koji je jednak pobo&nome bridu piramide i na nju nanese 5 stranica
osnovke. (DuZina kojegagod pobo¢noga brida, jer su svi jednaki, odre-
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dena je pomocu diferencionoga trokuta. U naSoj slici V'2, = V2. Na
jednu stranicu petorokuta prisloni se baza piramide. Time je nacrtana
i mreZa zadane piramide,

U slici 156 pri-
kazana je kosa ne-
pravilna Cetvorostra-
na piramida s ba-
zom u x, i nacrtana
njena projekcija na
profilnu ravninu 1
na transformacionu
ravnoinu.

Po volji je oda-
bran trapezoid u
prvoj projekciji.
Druga se projekcija
trapezoida (baza pi-
ramide) nalazi u osi
x. V' i V" (vth pi-
ramide) uzeto je sa-
svim po volji. /.

ABCVDA VvV
je vidljivo, jer je to kontura prve projekcije piramide. Buduéi da je
vrh najviSa tacka piramide, moraju se svi pobo€ni bridovi u prvoj
projekciji (gledano odozgo) iz V' videti.

Kako svi osnovni bridovi, osim brida C’D’, padaju u konturu, oni
se sviivide. C'D” se ne vidi, jer ga prekrivaju poboZne plohe.

U drugoj se projekciji sigurno vidi kontura A”V"”C”A”. Buduti
da na =, gledamo spreda, onaj se pobofni brid iz B ne€e videti,
jer je B’ najbliZe ravnini =, tj. B’ je najbliZe osi x.

Projekcija se piramide na profilnu ravninu odredi tako da se
odrede treCe projekcije pojedinih uglova piramide. Kontura se BV’
D"'B""" kao uvek sigurao vidi. Pobo€ni se brid iz C”’’ ne vidi, jer na
ravninu m, (profilnu ravninu) gledamo u smeru zraka projeciranja za
7,. Tatka C je nabliZza ravnini =, jer je C”' najblize osi ,x;. Prema
tome se brid iz C”’ ne vidi.

Da je profilna ravnina bila postavijena s leve strane piramide,
onda bi i os ,x, bila na levoj strani druge projekcije piramide. Vidlji-
vost bi se piramide u tom slufaju odredivala kao i pre, samo $to se
gleda s.desna na levo u smeru zraka projeciranja za nr,, UopCe se na
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tre¢u ravninu projekcija redovno gleda kao i kod ravnina n, i 7, u
smeru zraka projeciranja.

U slici 156 prikazana je projekcija piramide i u transformacionoj
ravnini. Najpre se odrede treCe projekcije svih uglova. Kontura B’
V”'C""B"" je vidljiva. Buduéi da je A" i D’ blizu osi ,x,, $to znaci
da je A i D blizu =n,, bridovi se iz tih tafaka nece videti.

Iz ove se slike vidi da je kod svake od ove Cetiri projekcije dru-
gatija kontura i drugacija vidljivost, Sto znadi da je piramida gledana
s raznih strana. Kako telo i u prostoru gledano s raznih strana iz-
gleda drugaCije, mora se to izraZavati i kod projekcija.

Kad bismo hteli nacrtati mreZu piramide predolene u slici 156,
morali bismo odrediti duZine poboc¢nih bridova. Najzgodnije ¢e se
duZina pobo¢nih bridova u ovome slu¢aju naéi onako, kako je to bilo sli¢no
pokazano u slici 45, 47, 491 50. U paSoj je slici, kao primer, odredena
duzina brida V C, tako da je brid rotiran oko pravca m | '« (m pro-
lazi vthom V') dok nije doSao u poloZaj paralelan s n,. U momentu,
kad je rotiran brid V C || n,, prikazuje se on u drugoj projekciji u
svojoj duZini. Odredivsi duZine sviju pobocnih bridova nacrtaemo po-
botne trokute svaki uz svoj osnovni brid na osnovci koja je nacrtana
-1 svojoj veliCini.

Konstrukcija mreZe kose piramide nalazi se u slici 157, s tom
razlikom da tamo nisu odredivane duZine poboc¢nih bridova pomocu
-rotacije.

U slici 157 prikazana je kosa trostrana piramida sa svojom
mrezom.

Ta piramida sme$tena je tako da joj se osnovni brid AB nalazi
u m,, a pobocni brid A AV je paralelan s n,, Prema tome je A’ A'B =
AB,aA”’V” — AV. Bridovima ABi AV ne ¢e se morati odredwatl
njihova duZina.

Nacrtavsi bazu i vrh piramide izvuCemo konturu u prvoj i u drugoj
projekciji. U prvoj ¢e projekciji biti nevidljiv ili brid A’C” li brid
B'V', jer su ostali bridovi u konturi koja se uvek vidi. Gledajuéi pira-
midu odozgo (na =, u smeru zraka projeciranja), jasno je da cCe se
u prvoj projekceiji videti svi bridovi koji' polaze iz vrha V, jer je vrh
najviSa talka piramide. Prema tome se sigurno BV’ vidi. Clm je BV
vidljivo, ne moZe biti viSe vidljivo A’C’.

U drugoj se projekciji neée videti ili BV ili A”/C”, jer su ostali
bridovi u konturi. Gledaju¢i na s, ispred =, neéemo onaj pobo&ni brid
iz B videti, jer je on najbliZi ravnini =, (B’ je najbliZe osi x). Dakle
se B”V” ne vidi a A”C” vidi.
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MreZa se kose piramide dobije, ako se nacrta baza u svojoj na-
ravnoj veli¢ini. To je u slici 157 nacrtano na strani. Baza je ABC.

Duzine stranica AC i BC nadene su tako da ravninu (ABC) oko
svoga traga A'B’ prelozimo u =,. (A’B’ je u =,, dakle je to prvi trag
ravnine baze) PreloZeno (C) spojeno s A" i B’ daje duZinu stranica
AC i BC.Duzina poboénoga brida BV odredena je pomocu rotacije
oko osi m dok ne bude brid BV || n,. Tatka B dolazi u polozaj B, a
tacka V ostaje kod rotacije na miru. U tome je poloZaju V’B!' = BV. Du-
Zina brida CV odredena je pomoc¢u diferencionoga trokuta kako je to
bilo pokazano u slici 36, a i u slici 157 jasno se to razabira.

Sad poznajemo duZine svih pobo¢nih i osnovnih bridova. Na svaki
osnovni brid pricrtamo, na onu bazu na strani, duZine poboc¢nih bri-
dova, tako da dobijemo uz bazu razastrte pobolne trokute. Kad bismo
sve te pobolne trokute preklopili oko osnovnih bridova, da se sva tri
V zdruZe u jednu talku, dobili bismo upravo onu piramidu koja je u
slici 157 predocena.

Zadaci:

486.—489. Predodite trostranu piramidu kojoj je baza trokut ABC,
a vrh tacka V. Sastavite mreZu te piramide. Uzmite:

486.) A 3, 2, 1), B (—1, 1, 3), C (1, 3, 2); V (4, 4, 5).

487) A (—2,3 2),B (0,1, 2, C(, 5, 2),;V(—1,3,6).

438.) A (3,0,2), B(1,0,4), C(—20, 1j; V(—5,6, 5).

489) A (— 2, 1,4), B(—2,5,8), C(—2,8,2); V(4,4,H06).
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490.—493. Predotite uspravnu trostranu piramidu kojoj je baza
trokut ABC, a visina joj je jednaka najduljoj stranici baze. Sastavite
mreZu te piramide. [Visina se uzdiZe u sred $tu opisane kruZnice bazi..
To ¢e se srediSte odrediti u preloZzenom poloZaju, ako se baza ne po-
kazuje, u kojoj svojoj projekciji, ve¢ u svojoj veli¢ini. MreZu Cete nacrtati
kao u slict 155a)]

490) A (2, 3, 3), B (4, 2, 5 C (6, 5, 2).

91)A(—2,1,4),B(@21),CL69 17

492) A (— 3,6, 2), B2 2 2), C (6 8. 2)

493) A (— 10, 7, 4), B (— 6, 5, 6), C (0, 2, 2).

494.) Predocite pravilnu trostranu piramidu, ako je zadan osnovni
brid 4 (x =2, y==3), B {(x =28, y= 1) ¥ & savming ke ek &
n, Cini kut od 60° Visina je piramide 6.

495.) PredoCite trostranu piramidu s osnovkom u =, ako su
osnovni bridovi AB = 4, BC = 5 CA = 6. Pobotka ARV, BCV,
odnosno C AV priklonjena je prema =, pod kutom od 60° 45°, odnosno:
75°, (Te tri ravnine poboclaka seku se u vrhu V piramide)

496.) U ravmini p (3, 2, — 7) predocite po volji kvadrat sa sre-
diStem u tacki S (x=0, z= 7). U srediftu uzdignite na ravninu
kvadrata normalu na jednu i na drugu stranu ravnine, nanesite na nor-
malu na obe strane pola dijagonale kvadrata i smatrajte te dve tacke kao
vthove dveju piramida, a kvadrat kao zajedni¢ku bazu. (Dobiveno telo
je oktaedar)

497.) Predotite pravilnu cCetvorostranu piramidu kojoj je vrh u
tatki V (— 4, 8, 8), a baza u ravnini p (oo, 4, 6). Pobo¢ni bridovi te
piramide neka su dugi 9. Jedan ugao baze nalazi se u praveu m = MN
M(x=—1 2=2), N (x= — 7, y=6)] ravnine p.

498 ) Predodite pravilnu Sestorostranu piramidu s bazom u rav-
nini p (5, 8, 3), a vrhom u tacki V u =,. SrediSte bazi opisane kru-
Znice s polumerom r = 2,5 nalazi se u tatki S (x = — 1,5, 2 = 2).

499) Predodite pravilnu Sestorosiranu piramidu s bazom u ravnini
p (oo, 4, 5) tako da joj je jedan osnmovni brid u =z, a drugi nasuprotni
u =, Vrh se piramide neka nalazi u m,.

500.) Predoclite piramidu kojoj je baza kvadrat ABCD. ako je
zadan ugao kvadrata A (— 3, 2, 7) i pravac m = MN [M (2, 2, 4)
N (— 2. 5, 4)] u kojem se nalazi jedna stranica baze. Vrh V neka se
nalazi u osi x i neka bude udaljen od tatke A za 11 jedinica. Na-
crtajte mreZu te piramide.

501.) Predoéite i nacrtajte mreZu pravilne petorostrane piramide,
ako joj je baza u ravnini p (co, oo, 3), srediSte bazi opisane kruZnice
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s polumerom r = 5 nalazi se u tacki S (0, 6, 3). Za visinu piramide
uzmite 8 jedinica.

502.) Predolite tetraedar kojemu je jedan pobocni brid pruZac A
(=3, 10, 1), B (—1, 6, 3), a pobotka u kojoj je brid AB zatvara
s m, kut od 30° (Ravninu te pobolke nacrtatete pomocéu stoSca kako.
je to pokazano u slici 108 i 109)

29. Uspravna i kosa prizma

Svaku prizmu moZemo smatrati piramidom kojoj se vrh nalazi u
neizmernosti. Prema tome za predocivanje prizme nema nekih novih
konstrukcija koje bi se morale narolito istaknuti. Kako su svi pobo¢&ni
bridovi prizme, bila ona uspravna ili kosa, medu sobom paralelni, mo-
raju biti i istoimene projekcije poboc¢nih bridova medu sobom paralelne.

Imademo li, dakle, predoditi prizmu, moramo najpre predoditi bazu.
u osnovnoj ravnini. Ako je prizma uspravna, postavitemo normale
na osnovnu ravninu u svakome uglu baze i naneti ve¢ odredenu (zadanu):
duZinu poboc¢noga brida. Na taj nalin dobijemo uglove one druge baze
koja je uvek sa zadanom bazom sukladan (podudaran, kongruentan)
lik i u projekciji.

Ako je prizma kosa, postupamo jednako, samo s tom razlikom,.
§to poboc¢ni bridovi nece stajati normalno na ravnini baze, ve¢ nekako
nagnuto. Taj se nagib pobo¢nih bridova kose prizme, ako se hote da
ona bude potpuno odredena, uvek zada.

U slici 258 prikazana je uspravna Cetvorosirana prizma s bazom

fD)

B, Ay
A B-x ¢ 4 D1 A»s
X
A B C D A
A D

u ravnini normalnoj na n,. Baza je nepravilni Cetvorokut (trapezoid);
visina je jednaka najkracoj stranici baze,
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Nacrtana je najpre ravnina p | w, U preloZenu poloZaju nacrtan
je po volji nepravilni Cetvorokut ABCD (baza). Druga se projekcija
baze prikazuje kao pruZac u r,. Prvu projekciju baze nademo, ako na
ordinale iz drugih projekcija od osi x nanesemo odgovarajuéu udalje-
nost od r, do preloZenoga poloZaja pojedinih- tacaka (A4) (B) (C) (D).

Pobo¢ni se bridovi u drugoj projekciji vide u svojoj veli€ini, jer
su paralelni s ravninom =, (A”A,” | r. BB, 1 r,...).a prve se
projekcije tacaka A,, B,, C, i D, nalaze na ordinalama iz A,”, B,”,
C i D", (A4, | ry B8 18t

Kod odredivanja vidljivosti izvuce se kontura u prvoj i u drugoj
projekciji. U prvoj se projekciji A,” ne vidi, jer je A,”” najbliZe osi x
U diugoj se projekciji ne vidi B”B,”, jer je B'B,’ najblize osi x.

Pokraj predocene uspravne nepravilne ¢etvorostrane prizme nacrtana
je 1 njena mreZa koja se uvek lako nacrta, kad se pozna baza i duZina
poboc¢nih bridova. Nacrtati mreZu kose prizme neSto je sastavljeniji

posao. MreZa kose prizme posebno je obradena u § 31.

Zadaci:

503.) Predolite uspravnu trostranu prizmu kojoj je baza trokut
A (@3, 3,5), B (—6,12, 11), C (-2, 4, 2), ako je visina prizme jednaka
polumeru opisane kruZnice bazi. Nacrtajte mreZu te prizme. (Nacrtacete
ravninu baze koju odreduju tactke ABC, i u preloZenu poloZaju naci
veliinu polumera opisane kruZnice)

504) Predotite pravokutni paralelepiped, ako mu se baza ABCD
(pravokutnik, pravougaonik) nalazi u ravnini p (8, 10, 6). Uzmite da
e Ax=0,y=14), A (x =4,y = 2). Tacka C neka je viSa od
tatke B i neka je BC = '/, AB; visina paralelepipeda jednaka je duZini
dijagonale baze. Nacrtajte mreZu toga paralelepipeda.

505.) Predolite kosokutni paralelepiped, ako mu je romboid
ABCD [A(—2,7.1),B(4,9,5), C (1,3, 6) baza, a A4, [4, (—86, 9, 10)]
jedan pobocni brid.

506. — 509. Predolite kocku kojoj se donja baza nalazi u
ravnini p i ako je njen osnovni brid AB. Uzmite:

506.) p (—4,4,5); A (x=1 y=2), B (x=23, y =1J),
Nacrtajte mreZu te kocke.

807) p (6,5, ®); A (x=—1,2=1), B (x = 2,z =2).
Nacrtajte transformacionu projekciju te kocke, ako ,x, zatvara s osi x
kut od 30° -

508.) p (0, 3,6); A(x=—2, y=2), B(x=1,y= 1.

509.) p (—4, w0, ©); A (—4, 2, 6), B (—4, 3, 10).
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510.) PredoCite kocku kojoj je poznat brid A (2, 2, 0), B (6,
5, 0) osnovke ABCD. Tacka D neka se nalazi u n,. (Brid AB nalazi
se u m,, a tatkom D upire se kocka na m,)

511.) Predodite kocku s pobotkom u ravnini opéenoga poloZaja
i na svaku njenu pobocku postavite uspravnu piramidu tako da je baza
piramide pobo&ka kocke, a visina svake piramide jednaka je pelovini
pobotnoga brida kocke. (Dobicete rombic¢ki dodekaedar)

512.) Predodite pravilnu Sestorostranu prizmu kojoj je S (1, 6, 4)
sredidte donje baze, a O (8, 4, 9) srediSte gornje baze. Nijedan osnovni
brid neka ne bude paralelan ni s n, ni s n, i svaki neka je dug 3
jedinice. (Ravnina donje baze prolazi tatkom S normalno na SO)

513.) Predotite pravokutni paralelepiped kojemu je baza pravo-
kutnik ABCD [A (—12, 4, 0), B (—4, 4, 0), BC = 4]. Gornji nasu-
protni osnovni brid 4, B, neka se nalazi u x,. Poboéni brid A4, = 10.
(Ispomognite si profilnom ravninom)

514.) Predotite pravilnu Sestorostranu prizmu kojoj je poznat
poboéni brid A (—2, 6, 0), A, (3, 0, 12). Brid AB — 3 donje baze
nalazi se u =x,. Odredite projekciju te prizme na transformacionu
ravninu, ako je os ,x, 1 r,. (p je ravnina baze)

515.) PredoCite pravilnu trostranu prizmu s bazom u ravaini p
{00, 5, 3). Visina prizme neka je jednaka osmovnome bridu.

516.) Predocite pravilnu trostranu prizmu kojoj je zadan pobo¢nti
brid A (-2, 10, 3) A, (-8, 6, 12), ako se osnovni brid BC nalazi u
n,. Odredite projekciju te pravilne trostrane prizme na profilnu tavninu.

30. Ravan presek piramide i prizme

a) Kolineacija i afinitet

Odredivanje preseka piramide ili prizme sastoji se u tome da se
odrede probodi pojedinih bridova s ravninom prereza.

PreseCe li se piramida ili prizma ravninom paralelnom s ravninom
baze, presetni je lik slian liku baze kod uspravne i kose piramide, a
kongruentan bazi kod uspravne i kose prizme.

Kod odredivanja paralelnoga preseka piramide i prizme postupa
se tako, te se made probodiSte jednoga pobotnoga brida s ravninom
preseka, a onda se iz onog probodiSta nastavljaju stranice prese¢noga.
lika paralelno sa stranicama baze.

Sefe li se piramida, odnosno prizma ravninom koja sefe sve
pobolne bridove a usto je ona nagnuta prema ravnini baze, presednt

Nacrina geometrija 11
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je lik kod piramide kolinearno srodan ili u kolineaciji s likom baze,
a kod prizme je afino srodan ili u afinitefu s likom baze.

Pre negoli se prede na samu konstrukciju preseka, potrebno je
poznavati svojstva kolinearno. srodnih likova. O likovima u afinitetu
govorili smo ve¢ pre u § 26 zakonu XXIV.

U slici 159 nacrtan je cetvorokut ABCD i njemu kolinearno

srodan cetvorokut A,B.C,D,.

i Zadamo si kakavgod lik, u

=77 na$emslucajuéetvorokut ABCD.
Uzmemo gdegod u ravnini Ce-
tvorokuta pravac s 1 izvan
pravca gdegod tacku V. Pravac
se s zove 0s kolineacije, tatka
V orh ili centar kolineacije, a
spojnice tataka ABCD sa cen-
trom kolineacije zovu se zrake
kolineacije.

Odaberemo gdegod na spojnici AV, BV, CVili DV tatku A,, B,, C, ili
D .. S jednom od ovih odabranih tataka zapocinjemo. Uzmimo da smo poéeli
s tackom A, tj. na AV odabrali smo gdegod A,. ProduZimo na pr.
AB (svakako produZujemo jednu stranicu Cetvorokuta ili njegovu dija-
gonalu koja prolazi tatkom A) do osi s. Seci$te te produZene &etvoro-
kutove stranice s osi s.spojimo s A, (4, je homologna tacka s tatkom
A) dok ne sefe zraku kolineacije koja prolazi tatkom B. Time je do-
bivena tatka B,. Tako se to
1 dalje nastavlja dok se ne
nadu sve homologne tac-
ke. Vidi se da je to go-
tovo isti postupak kao i
kod afiniteta. Jedina je
razlika u tome Sto su zra-
ke afiniteta medu sobom
paralelne, a kod koline-
acije zrake polaze iz jedne
tacke.

XXV zakon: Dva
su lika kolinearno — (kaZe se i perspektivno) srodna ili u kolineaciji,
ako im spojnice homolognik tacaka polaze iz jedne tacke koja se zove
centar ili vrh kolineacije, a seci§ta se svih homolognih produzZenih
stranica lika nalaze na jednome pravcu koji se zove os kolineacije.
U slici 160 prikazan je zorno ravni presek nepravilne kose pira-
mide s ravninom o. Ravnina baze je ravnina p. Iz slike se vidi da su
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baza ABCDEF i presek A,B,C,D,E,F, kolinearno srodni likovi, jer im
spojnice (zrake kolineacije) homolognih tataka AA,, BB,, CC, . . ..
prolaze jednom tatkom V (centrom kolineacije), a produZene se homo-
logne stranice AB i A,B;,, BC i B,C,, . .. sastaju u jednome pravcu
s (os kolineacije). Iz slike vidimo da je centar kolineacije vrk piramide,
da su zrake kolineacije pobocni bridovi njeni, a os je kolineacije pre-
secnica ravnine baze s ravninom preseka. Kako se projeciranjem dovodi
prostornost u ravninu, vredie ti zakoni iz prostornosti i u projekciji.

U slici 161 prikazan je ravni presek nepravilne kose cetvoro-
strane piramide. Ravnina baze je ravnina p, a ravnina preseka je
- ravnina . :

U prvome se redu odredi
presenica s ravnina p i c. Pre-
se¢nica s je os kolinacije, 1 to &
za prvu projekciju a s’/ za drugu
projekciju. Nakon toga odredi se
probodiSte kojegagod pobo&noga
brida s ravninom preseka. U na
Soj je slici odreden probod B,
brida BV s ravninom o. Tatke B
i B, su homologne talke. U pro-
jekciji su homologne tacke B’ i
B,” za os kolineacije s’, a u dru-
goj su projekciji homologne tacke
B” i B,” za os kolineacije s”.

Sad se postupa kako je po-
kazano u slici 159, odnosno 160. Stranica A’B’ produZi se dok ne sefe
s’. To se seciSte spoji s homolognom tackom A,’. Ta spojnica se¢e AV’
u A,’. U ordinali na A”V" nalazi se A’,. Time je pomoéu kolineacije
odreden probod brida AV s ravninom J. Zatim se produzi A’D’ do
s’; to se seciSte spoji s A,’; ta spojnica se¢e D'V’ u D’,; u ordinali iz
D," na D"”V" nalazi se D’,’. Tako se to nastavlja dok se ne dobiju sve
tatke preseka. Spojnice pojedinih tataka preseka, onako kako je to na
bazi, daju prese¢ni lik A,B,C,D,. Na vidljivim pobo¢kama su i stranice
presetnoga lika vidljive, a na nevidljivim su nevidljive.

Dogodili se da koja stranica baze se€e predaleko os kolineacije,
onda si pomaZemo njenom dijagonalom, pa pomo¢u homolognih dija-
gonala odredimo tatku, koja nam jo§ manjka.

U naoj slici pokazano je, $to inae nije potrebno, da su i likovi
A"B"C'D" i A,”"B,”C,”D,” kolinearno srodni za os kolineacije s”.
Svejedno je, dakle, koja se projekcija preseénice s uzima kao os koli-

11%
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neacije. Cesto se dogada da se iz jedne projekcije prelazi na drugy,
ako se pokaZe da je u onoj drugoj projekciji zgodnije raditi negoli u
onoj kojom se je zapocelo.
U naSoj se slici sasvim sluajno dogodilo da ravnina preseka
prolazi upravo tackom C. Zbog toga je C' = C,” i C’' = C,".
Ima li se odrediti ravni presek prizme, postupa se sasvim jednako
kao i kod piramide. Odredi se, naime, najpre probod jednoga poboc-
noga brida s ravoinom preseka; produZi se ona stranica baze, koja
prolazi onom tatkom kojom i pobocni brid, do osi s" ili do osi s”;
ta se tatka u s’, odnosno u s’ spoji s pre dobivenim probodom.
Time se dobila nova tatka preseka. Tako se to nastavlja dok se ne
dobiju konacno sve tatke preseka. Vidimo, dakle, da apsolutno nema
nikakve razlike izmedu ovoga postupka i onoga koji je pokazan i
protumacen u slici 161. Sva je razlika samo u imenu. Kod piramide
se taj postupak naziva kolineacija (zrake kolineacije polaze iz jedne
tatke), a kod prizme afinitet (zrake af.n.teta su medu sobom paralelne).
Kolineacijom, odnosno afinitetom dobivene tatke preseka nisu
posve sigurne zbog pogreSaka koje nastaju netatnim crtanjem, a kojima
ne moZe izbe¢i ni najvestiji crta€. S toga treba dobivene tatke preseka
v» kontrolisati i kojom drugom meto-
f dom. Osim toga mora se kod upo-
A <7 | trebe kolineacije, odnosno afiniteta
o odabirati takve stranice ili dijago-
nale koje os kolineacije ili os afi-
; niteta nece seéi pod suviSe malim
v e kutom, jer se takvo seciSte teSko
ot X c" tatno odredi.

b) Transformacija

Presek se piramide ili prizme
moZe odrediti i pomo¢u transfor-
macije (pomocu ravnine ).

Pre negoli se prede na sa-
mo odredivanje preseka pomocu
transformacije, prikazan je u slici

@y 162 presek kose Cetvorostrane
_ piramide s ravninom ¢ | m,. Ba-
za te kose piramide nalazi se u m,, Buduéi da je ravnina preseka ¢

normalna na n, (ravnina prometalice za =,), morace se prema XVIII
zakonu prikazati Citav presek kao pruZac u drugome tragu s, presecne
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ravnine. Prve se projekcije pojedinih uglova preseka nalaze na odgo-
varaju¢im prvim projekcijama bridova kako to pokazuje slika 162.

U slici 162 a) prikazana je nepravilna kosa Ccetvorostrana pri-
zma i odreden njen presek pomocu transformacije. Ravnina ba-
ze je ravnina p, a ravnina preseka ravnina o. Transformaciona rav-
nina s, uzme se normalno na ravninu preseka o zbog toga da se
dovede ravninu preseka koja je opfega poloZaja u poloZaj ravnine
prometalice. Kod toga mora biti os ,x;, odnosno os ,x, normalna na
S,, odnosno na s,. U slici smo uzeli os ,x, | s;. Nakon toga odredi
se trea projekcija prizme i tre¢i trag s, ravnine preseka ¢. Buduci da
je ravnina ¢ | mg, na-
lazi€e se sve trece pro-
jekcije sviju taCaka
ravonine ¢ u s, (XVIII
zakon). Prema tome
¢e i probodi AY, B,
CY i D}’ pobo¢€nih bri-
dova prizme s ravni-
nom o pasti u treéi
trag ravnine s, Kad
poznajemo trecu pro-
jekciju preseka, lako
odredimo pomoéu or-
dinala na odgovaraiu-
¢im poboc€nim brido-
vima prva, odnosno
drugu, njegovu pro-
jekceiju.

Istim bismo nadi-
nom — pomocu trans-
formacije — odredili

i presek piramide s @ a)
nekom ravninom. |

U slici 163 prikazane su tacke P i R u kojima pravac p probada
nepravilnu petorostranu piramidu.

Najpre je predolen nepravilni petorokut ABCDE. Kako u toj
slici nije crtana ravnina baze kojom bismo se mogli pomagati kod odre-
divanja prve i druge projekcije petorokuta, morali smo si pomocCi nje-
govim dijagonalama da odredimo njegove obe projekcije. To smo uci-
nili, tako da smo si po volji zadali ¢&itavu drugu projekciju petoro-
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kuta i njegove tri tacke u prvoj projekciji. Uzeli smo, dakle, po volji
A”, B, C", D", E” i A B'i C'. Dijagonala B” i E"" sefe dijago-
nalu A”C”. U tom se seci$tu nacrta ordinala na A’C’. Spojiv§i B’
s onom tatkom u ordinali na A’C’, dobijemo dijagonalu B’E’. Isto
tako dobijemo i D’.
! Da se odredi probod pravca s piramidom ili s prizmom, poloZi se
pravcem kakvagod ravnina i odredi presek te ravnine s piramidom,

odnosno s prizmom. Tacke, u kojima pravac sefe presek (ako pravac
probada telo, onda on mora sei i presek) jesu talke u kojima pravac
probada telo. Najzgodnije se to reSava tako da se pravcem, za koji tra-
Zimo probod, poloZi ravnina normalna na =« ili na =, Presek, takvom
normalnom ravninom na =y, ili na =,, moci ¢emo najbrZe odrediti.

U naSoj slici smo pravecem p poloZili ravninu p | =, Druga
projekcija preseka je pruZac. (ZaSto?) U ordinalama, na odgovaraju¢im
bridovima, dobije se prva projekcija presexa. Projekcija p” see prvu
projekciju preseka u tatkama P’ i R’. U ordinalama na p”’ dobije se
P71 R,

Iz prve projekcije vidimo da
je tatka P na pobotki ABV, a
tatka R na pobolki EDV. Te se
dve pobocke u prvoj projekciji vide.
Prema tome su tatke P’ i R’ vid-
ljive, te Ce se i Citavo p” videti, osim
onoga dela koji se nalazi izmedu
P i R, jer je taj deo pravca u
piramidi.

X U drugoj se projekciji poboc¢ka
A”B"V’" ne vidi dok se pobocka
E”D”V" vidi. Prema tome je P”
168

528.) Zadajte si pravilnu Sestorostranu prizmu s bazom u ravnini
optenoga poloZaja. U pobolnoj plohi koju ¢ine bridovi iz A i B,
uzmite pravac m blizu donje osnovke, a u plohi odredenoj pobo¢nim
bridovima iz £ i D uzmite tatku M blizu gornje baze. Odredite presek
koji nastane ravninom (Mm),

529.) Presecite pravokutni paralelepiped koji je zadan u primeru
504 ravninom, tako da preselna ravnina prolazi jednim osnovnim bri-
dom i poloviStem jednoga pobo¢noga brida.

EETal e "
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Konstrukcija mreZe kose prizme pomocu normalnoga preseka
provedena je u slici 164 i u slici 165.

U slici 164 odreden
je normalni presek i nje-
gova prava velifina, a u
slici 165 nacrtana je mre-
Za one prizme, predoene
u slici 164.

U nasem sludaju u-
zeta je nepravilna kosa
trostrana prizma. Ravnina
baze nije crtana. Normal-
ni presek proveden je
transformacijom, tako da
smo transformacionu rav-
ninu sw, uzeli paralelno
spoboénim bridovima pri-
zme (0s ,x, paralelna je
s prvim projekcijama po-
bo&nih bridova), i to zbog
toga da nam se u trecoj
projekciji pobo¢ni bridovi
prikaZu u svojoj duZini.
DuZinu ¢emo pobo&nih
bridova trebati kod mreZe.

Kad nacrtamo tre€u projekciju prizme, postavimo tre¢i trag r,
preseCne ravnine p normalno na treCe projekcije pobo&nih bridova
ptizme. Prvi trag r, normalan je na prve projekcije pobo¢nih bridova
i prolazi seciStem treCega traga r, S osi ;x,; drugi je trag ry normalan
na druge projekcije pobofnih bridova prizme i prolazi seciStem prvoga
traga r, s osi x. Dakle je ravnina p normalna na pobolne bridove
zadane prizme, te prema tome odreduje i njen normalni presek.

Dobivdi M’//N'"’0""" (treta projekcija normalnoga preseka), odre-
di¢emo, ve¢ poznatim nafinom, prvu i drugu projekciju preseka.

Jo§ nam treba odrediti veli¢inu prese€noga trokuta MN O. Naj-
brZe i najjednostavnije dobitemo veliinu toga trokuta tako da ravninu
preseka preloZimo oko r,. Buduéi da je ravnina preseka p normalna na m,,
nalazice se tatke (M) (N) (O) (to je veli¢ina normalnoga preseka) u norma-
lamana r, iz M"”/,N’"" 1 O""" u udaljenosti od r; za M’ do osi ,x,, N" do osi
. X5, odnosno O’ doosi,x,. [Ovde jeistiodnoSsjizmedu prveitrece projekcije
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i preloZenoga poloZaja (M) (N) (O) kao u slici: 158 izmedu druge i
prve projekcije i preloZenoga poloZaja (A) (B) (C) .(D))]
Time bi bile sve pripreme za crtanje mreZe gotove.
i | U slici 165 nacrtana je mre-
: A 7a kose prizme, predofene u
slici 164,

A, + Kad prizmu razastremo u
C, ravninu, padaju stranice trokuta
MNO, kako je vel pre receno,
u jedan pravac. Zbog toga oda-
N 0 M beremo gdegod pravac i na njega
nanesemo duZine stranica preseka

MN O. Tako smo dobili na pravcu
/ tatke MNOM. MN =(M\(N), NO
A /A =(N)(0), OM =(0)(M). Budu-

¢i da poboc¢ni bridovi u prostoru
stoje normalno na stranicama

s preseka, morace oni stajati i kod

mreZe normalno na pravac MM, nakon Sto su razastrti u ravninu. Iz
tacaka MN OM na normale nanesemo iz trecih projekcija veli€¢ine M'"" A",
N"B"”,0"C"”,iM"" A" na jednu stranu, a M"'A,”’,N"B,”, 0"
C,/” i M”A;” na drugu stranu, tako da je M A" — MA, N
B”” = NB, itd. Dobivenoj mreZi plasta prislone se na odgovarajucu

stranicu baze. Veli¢inu baze ABC = A,B,C, ne moramo traZili, jer se
njene stranice mogu izmeriti iz mreZe plasta prizme.

Zadaci:

536.) Nacrtajte mreZu nepravilne fetvorostrane kose prizme s ba-
zom ABCD [A" (— 3, 1), B’ (— 8, 6), C' (—4, 11), D’ (5, 5)] u =,
ako je poznato A,” (12, 6) i visina v = 14.

037.) Nacrtajte mreZu kose prizme kojoj je baza istostrani trokut
ABC [A" (—3,7), B" (I, 3)] u ravnini p (— 5, o0, 5) i, ako su
njeni pobofni bridovi dugi 10 i paralelni s osi x. '

538.) Nacrtajte mreZu kose prizme, ako je baza kvadrat ABCD
[A(— 1, 3), B  (— 4, 9)] u =, i, ako su pobo¢ni bridovi paralelni s
profilnom ravninom, tako da zatvaraju s =, kut od 60°. Ugao A, gor-
nje osnovke neka se nalazi u m,.

039.) Nacrtajte mreZu prizme zadane u primeru 523.
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32. Dvostruki afinitet

Dvostruki afinitet sasvim je sli¢an afinitetu koji smo veé spomi-
njali i njime se sluZili kod ravnoga preseka prizme. Kod dvostrukoga
se afiniteta sluZimo dvema afinitelnim osima. Prednost je dvostrukoga
afiniteta u tome, Sto kod njega ne moramo najpre traZiti probod jed-
noga pobocnoga brida s ravninom preseka te onda nastaviti pomoéu
afiniteta, ve¢ to Cinimo direktno ¢im poznajemo obe afinitetne osi, a
prednost mu je i u tom, Sto su dobivene tatke na bridovima sigurne,
jer se svaka tatka dobiva kao seciSte presefnica susednib pobocaka,
a ove se opet dobivaju kao spojnice dveju sigurnih taCaka.

U slici 166 prikazana je zorno nepravilna kosa Cetvorostrana
prizma.

Kod te prizme ravnina donje baze je ravnina (8, a ravnina gornje
baze je ravnina o. Ravnina preseka je ravnina p. Pravci s i £'su pre-

senice ravnina « i1 B s ravninom p. Te dve presenice s i [ ravnina
baza s ravninom preseka su afinitetne 0si.

Donji osnovni brid AB produZi se do osi £, a gornji odgovara-
juéi osnovni brid A;B, produZi se do osi s. Budu¢i da se spojnica tih
seci§ta osnovnih bridova s osima s i ¢ nalazi u pobotki ABBA; i u
ravnini preseka p, mora M\ biti jedna stranica preseka MNOR. Isto
se tako dalje nastavija s ostalim osnovnim bridovima (BC i B,C,, CD
i C,D,, itd.) dok se ne dobije Citav presek.
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Dogodi i se da koji od osnovnih bridova predaleko sede koju
od afinitetnih osi, onda se ispomaZemo dijagonalama kako smo to
radili i kod obi¢nog afiniteta.

Sve se to moZe zgodno
primeniti u Mongeovoj pro-
jekciji. Taj nalin odredivanja
ravnoga preseka prikazan je u
slici 167.

U naSem je slucCaju rav-
nina donje baze u =,. Zbog
toga je jedna afinitetna os (pre-
seCnica donje baze s rayninom
preseka) upravo prvi trag r,
ravnine p (¢ = r)); druga je
afinitetna os (prese¢nica gornje
baze s ravninom preseka) ps-
va sutraZnica s. Sad se po-
stupa jednako u prvoj ili u
drugoj projekeiji kako je to
zorno bilo prikazano u sli-
ci 166.

Produzi se, naime, A'B* do ¢ = r, (samo u naSem slucaju, jer
je baza u =,), a A, B, do s’. Spojnica onih seciSta produZenih pro-
jekcija osnovnih bridova sa ¢/, odnosno sa s’ daje tacke M" i N’ na
pobolnim bridovima A’A,’, odnosno B’'B,’. Tako se to nastavlja i s
ostalima osnovnim bridovima dok se ne nadu svi vrhovi presc¢noga lika.

Zadaci:

540.) Odredite pomoc¢u dvostrukoga afiniteta presek kose Sestoro-
strane prizme [donja baza je pravilni Sestorokut u ravnini p (w0, oo, 4);
srediSte opisane kruZnice bazi je u tacki § (— 10, 8, 4), r = 5; sre-
diSte gornje baze je u tacki S, (0, 12, 14); nijedna stranica baze nije
paralelna s osi x ni normalna na os x| s ravninom p (— 9, — 2, 6).

041.) PredocCite uspravnu trostranu prizmu kojoj je baza trokut
A(— 53 2),B(—3,1,6), C (0, 6,4) avisina v = 14; odredite
pomoc¢u dvostrukoga afiniteta presek s ravoninom p (— 9, — 4, 5).

542.) Predotite pravilnu €etvorostranu prizmu s bazom u ravnini
p (1, oo, 6), ako je jedan njen osnovni brid A4 (x = — 3, y = 5)
B (x == 2, y = 3) a visina v == 12. Odredite presek, ako je prizma
preseCena ravninom p (15, —5, 5).
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Zadaci za ponavijanje

U ovome se paragrafu ve€ina zadataka moZe reSiti na razne na-
<ine. Svakome se uleniku prepusta na volju, koji ¢ée nalin odabrati.
Uvek se za reSenje zadatka smatra onaj nacin boljim koji vodi kraéim
putem do rezultata.

Neki zadaci nisu potpuno jednoobrazno zadani, ve¢ se prepusta
uéeniku da kod zadatka i sam bira poloZaj, bilo ega, po volji.

543.) Odredite prve projekcije tacaka A i B, ako su poznate njene
druge projekcije A” (x = — 4, 2 = 3) i B” (x = 4, z= 6) i, ako
je udaljenost od prvoga do drugoga probodiSta pravca AB jednaka
10. Prvo se probodiste pravca AB neka nalazi 4 jedinice pred m,.

544.) Zadan je prvi trag ry, (x = — 8, y = 4) ravnine p i A”
{x = 0, z = b); odredite A’, ako ravnina p s =, zatvara kut od 60°.

545.) Predocite pravokutni trokut ABC, ako je poznata njegova
hipotenuza 4 (— 3, 3, 2) B (5, 7, 4) i druga projekcija C” (x = 0,
z = 6) tacke C.

546.) Zadanim pravcem a = A”B” [A” (x = 2,z = 2), B”
(x = 6, z = 6)] u ravnini p (2, 1, — 2) poloZite ravninu ¢ koja sa
zadanom ravninom p zatvara kut od 30°. _

547.) Zadan je pravac @ = AB [A (— 2,3, 4, B4, 7, 8)] i
tatka C (4, 5, 4). Polozite tackom C ravninu, tako da je pravac b
probada u tacki, koja je od C udaljena 8 i da ta ravnina s =, zatvara
kut od 75°.

548.) Odredite prese¢nicu ravnine p (— 8, —4, 8) i (4, 3, — 6).

549.) Predocite kocku u I kvadrantu ako se jedna njena pobocka na-
lazi u ravnini p (— 4, 3, — 6), a druga, nasuprotna pobocka u ravnini
koja prolazi taCkom A (0, 3, 7). .

550.) Predocite kocku kojoj je poznat brid A (— 6, 6,0), B (4, 6,
0), ako se brid A, B, nalazi u =,

551.) Predotite pravokutni paralelepiped koji se donjim osnovnim
bridlom AB upire na =, a uglom B,, kojileZi na gornjoj bazi, na =,
Uzmite: A (— 6, 4, 0), B (0, 2, 0), visina v = 10, osnovni brid
BC = 4. Nacrtajte mreZu toga pravokutnoga paralelepipeda.

552.) Predotite pravilnu Sestorostranu piramidu kojoj se pobo&ka
ABV nalazi u n,, ako ravnina baze zatvara s =, kut od 60°. Uzmite:
A(— 2, 2,0), B (1,6, 0), V5,1, 0). Nacrtajte mreZzu te piramide.

563.) Predodite pravilnu Cetvorostranu prizmu kojoj se poboéni
brid AA, nalazi u =,, ako joj pobotka ABB,A, (ta je pobotka bliZe
n, negoli pobo¢ka ADD,A,) ¢ini s =, kut od 30°. Uzmite A (—3, 9,
0), A, (3, 4, 0). Presecite zadanu prizmu ravninom p (—7, 13, 7).
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554.) Predotite pravilnu trostranu ‘piramidu kojoj je srediSte baze
u tatki S (—6, 2, 6), ako je ravnina baze paralelna s osi x tako da
je srediste S jednako udaljeno od prvoga i od drugoga traga ravnine
baze; visina piramide neka je 6, a jedan ugao baze neka je u ..

555.) U ravnini p (—6, 7, 4) u 1 kvadrantu predocite kvadrat
ABCD. Nacrtajte kosu prizmu (baza je kvadrat ABCD, visina v = 4)
i njenu mreZu, ako joj je poboéni brid AA, = 6. Citava prizma neka
bude u- 1 kvadrantu.

556.) Odredite tatke u kojima pravac p = MN [M (—2, 11, 1),
N (5, 2, 6)] probada piramidu A (—4, 4, 6), B (2, 1, 2), C (6, 8, 4),
V (1, 12, 0).

557.) Predodite pravilnu Sestorostranu piramidu kojoj je baza u
ravnini paraleinoj s n, u [ kvadrantu, tako da joj se vrh nalazi u x,.
Presecite piramidu ravninom o | x tako da presek bude petorokut.

058.) Predotite po volji pravilnu Sestorostranu prizmu s bazom
u ravnini opéenoga poloZaja. Odredite presek te prizme pomocu dvo-
strukoga afiniteta, ako ste i ravninu preseka odabrali po volji.

559.) Odredite tatke u kojima pravac m (y = 4, z = d) || x pro-
bada prizmu kojoj je baza A (2, 2, 0),B (6, 6, 0), C (-5, 8, 0), D
(—3, 4, 0), a pobo¢ni joj je brid AA, [4, (5, 0, 8)].

560.) Odredite presek koji nastane, ako prizmu A (—10, 2, 0),
B (—16, 8, 0), C (12, 12, 0), D (6, 6, 0), A, (4, 6, 12) preseCemo
ravninom p (11, 22, 16). Nacrtajte mreZu te kose Cetvorostrane prizme
i-u mreZi onaj presek koji je nastao kad je prizma presetena rav-
ninom p.




Kazalo za neke strucne izraze

Cetvorokut = &etyorougaonik
Deskriptivna geometrija = nacrtna geometrija
Identi€no = posve jednako, istovetno.
Kongruentan = podudaran

Kut — ugao

Normala == upravna prava

Normala na ravninu = upravna prava na ravan
Normalan = upravan

NoZiste normale = presek upravne prave
Okomit = upravan

Omer = razmera

Osnovka = osnovica (baza)

Petorokut — petougaonik

Polumer = polupreénik (radius)
Poucak =- teorem

Pravac = prava

Probodiste = seciste

Pravokutnik = pravougaonik
Pravokutni trokut — pravougli trougao
Prikloni kut = nagibni ugao

Promer — pre¢nik (dijametar)

Pruzac = duz

Ravnina = ravan

Rotacija = obrianje

Rotirali = obrtati

Simetralna ravnina = simetrijska ravan
StoZac = kupa

Sukladan = podudaran

Sestorokut = 3sestougaonik

Tangenta = dirka

Transverzala — pre€nica

Trobridac = trostrani rogalj

Trokut — trougao

Ugao = rogalj
Usporedan = paralelan
Zbroj = zbir

Zormo = uofljivo (plasti¢no)



178

11.
12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19,

20.

21.
22,

Odredivanje duZine prudca pomocu trapeza prometaca

Odredivanje duZine i priklona prusca pomocéu diferencionoga

GORUER "o o v o e e e e U

2 otsek
Pravac (prava)

Projekeije pravea L o 2 st aas fama e LR L
Probodifta pravea’ % 2« wle %00 S ah -
Prikloni kutovi pravea . . . . . . . . . . .
K ZABOR ", o .a (w78 6 1 PORr e R

il deo
PROJECIRANJE NA TRI RAVNINE

Bo¢na ili profilna ravnina . . . . . . . . ..
AF-ZhkoR . .5 e Wit I B
Al 22KAR « o . 9 3l e i S
Transformaciona ravnina . . . . . . . . . .
AN zAKOM .-« . o T o R
XV -gakon ¢ .. ¢ S5 8 et e 19 1 pe

PoloZaj pravaca medu sobom (paralelni pravei) . . . . . &

AN R T L T R ey .
Raznosmerni pravci (raznosmernice) . . . . . .
KV witon 50 o v S R T SR

IV deo
RAVNINA

Prvi 1 drugi trag ravoide s LA el e =
AV Zakon | . ) 5 hede o R
Treéi trag ravnine (trag na profilnu ravninu) . .
Ttrag na transformacionu ravninu. . . . . . .

ANIT CAROE 5+ 5 soiarts Ll L R SRS S I

ARK., 28000 0 L o0 4 e S e DR et . wtena
Glavni pravci ili sutrazoice . . . . . . . . . . . . ..
Prikloni kutovi ravnine . . . . . . . . . . .. .. .. |

o RO o L ettt T

Odredivanje tragova ravnine . . . . . . . . . .. . ..

Paralelne ravnine . . . . . . .« « v« 4 o . .

.....

ooooo

Strana:

32

38

46
48
51
o4

o7
o8
59
63
65
66
69
70
70
71
72

79
80
84
85
86
87
87
89
92
93
99



23.
24.
25.

27,
28.

29.

30.

<
32.

179

Sirana:
X1 28000 v & W . v W s d e el et e e G « oV 106
Presenica dvejuravnina . . . . . . . . . G s TSR L & 109
Probod pravca s ravninom . . . . . . . . . . . . . . . 113
Normalitet pravca i ravnine (pravac normalan na ravninu) . 120
ROl SREIERS o o A 0 e se e el e g n R R ENE b 120
Ravnina normalna na pravac. . . . . . . . . . . . .. 121
ZENML-Za0 » o wc b 1 E e P e e o w1 121
Pravac normalan na pravac . . . . . . . . . . . . . . 121
Ravnina normalna na ravninu . . . . . . . . . . . . . 122

V deo
PREDOCIVANJE LIKOVA
Prelaganje faviing . 2 . . £ & sieaet v s ahoo e s 4 e 127
RBIN ZHROB- 2 1 ' w v w d AR s e s s e . I 129
Zadaci za ponavljanje . . . . . . . .. 0.0 0. 137
VI deo
PROJEKCUE UGLATIH (ROGLJASTIH) TELESA

Trostrani ugao ili trostrani rogalj . . . . . . . . . . . . 141
Piramida i Dijlena mreZa . . « 2 « 2 v a0 o wh s e el 152
Uspravna i kosa prizma. . . . . . . . . . « . « « 159
Ravan presek piramide i prizme (Kolineacija i afinitet) . . 16l
G AT TG I SR SR MR N i PR S e S | 162
TEARIOOMACHA . « « ¢« & & & an v wede g w R e 164
MreZa kose prizme . . . . . . . . .4 0w e e e e 168
Dvostruki afinitet . . . . . . . . . . .. 000 171
Zadaci za ponavljanje . . . . . . . ..o .. 173

Kazalo za neke stru¢ne izraze . . . . . . « « « « « « 175




21
82
86
86
86
86
120
128
129

»

Popravak onih greSaka koje mogu dovesti do nerazumevanja:
. 24 redak 11 odozgo:

1 odozdo:
20 |,

7 odozgo
11 odozdo
10 ,

- "

. A

1 odozgo
15

| Stamparske greske

mesto N(g) treba da bude N(5)

»

(ravnina crtnje, treba da bude (ravnina crinje)

x = 3 treta da bude y =3

odredene ,
na =, .
(B) »
(B’”) .,

0// _L r// .

iz A” . .
(P) g g

»

n

R

odnosne
na =,

B

B//'

0" L 7
iz A
(r)



	Full page print 0
	Full page photo 1
	Full page photo 2
	Full page photo 3

