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PREDGOVOR PRVOM IZDANJU

Ovaj je udzbenik sastavljen prema nastavnom programu za ma-
tematiku od god. 1930. Taj program propisuje ovu gradu za 7 raz-
red realnih gimnazija:

Kvadratni trinom (Rastavljanje na faktore, znak trinoma).

Nejednadzbe drugog stepena.

Kvadratne nepoznanice s dvjema nepoznanicama. (Obje jed-
nadzbe drugog stepena, ali jedna homogena, binomne, bikvadratne,
simetriCne, logaritamske i eksponencijalne jednadzbe).

Aritmeti¢ki redovi.

Geometrijski redovi.

SloZen kamatni racun. {Dekurzivan). — Anuitet, amortizaciia,
renta.

Izradujuci taj udzbenik nastojao sam — prema zahtjevima na-
stavnog programa — svratiti osobitu painju na to da se uzmogne

uz razne mehanizme u raCunima u ucenika razviti Sto viSe i misaona
strana matematike. Tako ée se na pr. uz mnogo jednostavnih zada-
taka naci dosta i takovih za koje drzim da su zgodni, da jacaju i
izo$travaju snagu mi$ljenja i zakljulivanja.

Kod sastavljanja tog udzbenika Dbili su mi uzorom odli¢ni udz-
benici francuski i njemacki od Cammana, Humberta, F. G. 1., Bour-
leta, pa Firbera, Lichtblau-Wiesea, Zupanci¢a, Bauer-Hanxledena,
zatim udZbenici Hoclevar-Varicak, a znatan dio grade ovog udzbe-
nika uzet je iz mog udzbenika Aritmetike i algebre za preparandije
i trg. akademije,

NajljepSe se zahvaljujem gg. recenzentima za Glavni prosvjetni
savjet za njihove savjete i opaske i to g. dr. Simonu Dolaru, g. Mi-
Janu Kariéu i g. dr. Radivoju KaSaninu.

U Zagrebu, po¢etkom rujna 1931.

Stjepan Skreblin.






| Poglavlje

Kvadratna funkcija. Kvadratne nejednadzbe.

§ 1. Predznak i svojstva kvadratne funkeije. Opéi je oblik
kvadratne funkcije:

y = ax® -+ bx -+ e.

Korijeni su kvadratne funkcije one vrijednosti od « za koje se
ona ponistava. Da ispitamo koji je predznak te funkecije za bilo koju
vrijednost varijable, treba da prema predznaku diskriminante 6% — 4dac
razlikujemo ova tri slutaja : _

1. b* — dac < 0. Kvadratna se funkcija moZe pisati u obliku

ymfle + i~ b o+ F et i

b2 — dac
Aq?
tome kvadratna funkcija jednaka produktu broja e sa zbrojem dvaju
pribrojnika koji su uvijek pozitivni. Dakle je kvadratna funkcija uz
b? — 4dac < 0, kad je a pozitivno, wvijek t. j. z2a svakw realnu vri-
Jednost varijable pozitivna, a kad je a negativno, wvijek negativna.
2. 2 — 4ac = 0. Sad moZemo pisati.

b )2

Uiy = (x = 9]
Dakle je u sluéaju #* — 4ac = 0 kvadratna funkcija jednaka
produktu potpunog kvadrata i broja a@. Ona je prema tome i sad

Izraz u zagradi jest, jer je < 0, pozitivan, pa je préma

uvijek istoga znaka kao i @ osim za vrijednost od # = — —2%, kad je
ona jednaka nuli.
: = b? — dac o
3. 82 — dac > 0. U tom je slucaju izraz Ta? pozitivan,

a kvadratna se funkcija moZe pisati:

w00+ o= [(o 4 g ) (P 2) ]
a(x_|_ b ]_/_bz——llic) (x—l-—;——l/bz”@) ol

%2a %2a %a
( —bh— l/b2—4ac) (x — b+ ]/b2—4a_c)
a \* — % B % '

Skreblin: Aritmetika © algebra za VII razred. 1



2 2
T |- dac —b+ }/b — dac
2a 2a
(s #; oznatujemo ovdje manji korijen) zadane kvadratne funkcije, to
moZemo pisati
az® + bz + ¢c = a (2 — ) (& — @,).

Kad je dakle 4> — 4ac > O, kvadratna se funkcija moze napi-
sati u obliku produkta broja e s dva realna faktora prvog stepena ili
linearna faktora. Zovemo li faktore x — @, i @ — @, korijenim faktorima
kvadratne jednadibe az® 4 bx + ¢ = 0, mozemo to i ovako reéi:

Kvadratna  funkcija y = ax® ++ bx -+ c¢ jednaka je, kad je
b2 — dac > 0, produkiu broja a s korijenim faktorima.

Ujedno se razabira da kvadratna funkeija moZe biti jednaka nuli
samo sa dvije vrijednosti od x 1 to za x; 1 2, 1 ni za jednu vise.

Nadalje se vidi da je kvadratna funkcija djeljiva sa svakim Fo-
rijenim faktorom. ' ,

Primjer. Neka se rastavi u produkt linearnih faktora y — 22° —
— 72 -+ 5. Kako su korijeni jednadibe 222 — 72 ++ 5 = 0, 2, = 1 i
b —;—, to je 222 — T2 +5=2(x — 1) (ac — %) = (x—1) (22 — 5).

Kvadratna se funkeija moZe napisati u obliku produkta linearnih
faktora i onda, kad je b* — 4ac < 0, samo su tad ti faktori konju-
girano kompleksni.

Primjer. 4y = 2% — 6x + 10 = (x — 3 — i) (x — 3 -+ 1), jer su
korijeni jednadibe 2> — 6x -+ 10 = O brojevi 3 + ¢ 1 3 — i,

Izvedi to opéeno!

Da odredimo kakav je predznak kvadratne funkeije, kad je
b* — dac > 0, sjetimo se da je prema naSim oznakama z;, < z,,
pa naéinimo ovu tablicu:

korijeni #, i a,

& ===z Zy &y + ®
(z—2) (&—2x) | + i 0 - 0 4+ + o
a(x — z;) (x — x,) znaka od ¢ ( znzﬂ.{:kfrgglv:a 0 znaka od a

Vidimo da je uz 4 — 4ac > 0 kvadratna funkcija wvijek istoga
predznaka kao i a osim za wvrijednosti od x koje se nalaze izmedu nje-
zinih korijena x; i ,.

Uzevdi sve u obzir moZemo dakle izreéi ovaj poucak:

Kvadratna funkcija y = ax® - bx 1+ ¢ wvijek je istog predznaka
kao i a osim kad se w slucaju pozitivne diskriminante x nalazi izmedu
njezinih korijena x, i x, t. j. kad je b® — dac > 01 2, < x < «,.
Jedino je tada predenak kvadratne funkcije protivan predsmnaku od a.
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Primjeri, 1. Odredi predznak kvadratne funkcije y = 52% 4 6x -+ 25.
Buduéi da je diskriminanta 36 — 500 = — 464 negativna, to je ta kva-
dratna funkecija uvijek istog predznaka kao i koelicijenat od z? t. j. ona je
uvijek pozitivna.

2. Odredi predznak kvadratne funkcije y = — 22* + 3z — b. Bu-
duéi -da je diskriminanta 9 — 40 = -— 31 negativna, {o je ta kvadratna
funkeija uvijek istog predznaka kao i — 2 t. j. ona je uvijek negativna.

3. Neka se odredi predznak kvadratne funkcije ¥y = a® — 4z -+ 3.
Kako su njezini korijeni 1 i 3, to je ta funkecija uvijek pozitivna osim za
vrijednostt od « koje udovoljavaju nejednadzbi 1 < o < 3.

4. Neka se odredi predznak kvadratne funkeije y = 252% — 40z -} 16.
Buduéi da je diskriminanta 1600 — 1600 = 0, to je la kvadratna funkeija

potpuni kvadrat; ona je jednaka nuli za £ = -— a inace je uvijek pozitivna,

5
5. Za koju je vrijednost od me kvadratna funkcija
mz? — 2 (m + 2)x + m — 3 negativna za svaku vrijednost od z?
Treba da je diskriminanta negativna kao 1 koeficijenat od 2® negativan.
Moraju dakle biti ispunjeni ovi uvjeti:
1) 4 (m + 2)2 — dm (m — 3) < 0im < 0.
4

Iz prvog uvjeta izlazi 7 m < — 4, m < —

4
Obadvjema je uvjetima udovoljeno, kad je m < — =

§ 2. Mijenjanje kvadratne funkeije. Kvadratna funkcija

y = ax® + bz 4 ¢

moze se, kako smo vidjeli u predadnjem para&rafu napisati u obliku

e ,[(“+za)+%—:_bz]

Prvi izraz u uglatoj zagradi jest promjenljiv, drugi je stalan. Kad

se x mijenja od — co do - oo, izraz —+ % neprestano raste od
— oo do 4 oo, a za ¥ = — % jednak je nuli. Njegov kvadrat t. j.

2 > j
(:r; - ﬁ) uvijek je pozitivan te rasteili pada kad z raste veé prematomu da

2
hJeu(,—l—o)b pozitivno ili negativno. Za 2 = Qb poprima (x - QZ;)

vrijednost nulu, a to je najmanja vrijednost koju taj izraz uopée meZe
St
da poprimi.. Kako Je drugi pribrojnik stalan, kao (:z: - L) ’istc’;'se’

- %a

tako mljenja i citav izraz u uglatOJ zagradi, te prema tomu .i on po-
¥



prima za # = — g~ najmanju vrijednost $to je unopée moze da po-
primi. Ako je sad a pozitivho, kvadratna funkcija ¥ poprima za

b . ; : . T dac — b*® ..
L= — 5= SVOJu maymanju vrijednost 111 minimum — Taj je

minimum pozitivan, jednak nuli ili 'negativan veé prema tomu da lije
diskriminanta 8% — 4ac < 0, 5* — 4ac =0 ili b2 — 4dac > 0. Ako je
pak a negativno, ¥ poprima za z = —==, svoju najvedu vrijednost il
dac — b

ha :
Taj je maksimum pozitivan, jednak nuli ili negativan ve¢ prema

maksimum

tomu da li je b — Zac g 0. Iz svega izlazi dakle ovo:

Kvadratna funkeija y = ax® -+ bx + ¢ poprima za z = — —Qb—a

dac = b*

" vet prema tome da li je a negativno
i

maksimum ili minimum

il je a pozitivno.

Maksimum je pozitivan, jednak nuli ili je negativan prema tome
da Ui je diskriminanta b® — 4dac > 0, b2 — dac = 0, ili je b> — dac < 0.
Minimum je pozitivan, jednak nuli ili je negativan prema tomu da Ui je
b — dac < 0, b2 — dac = 0, ili je b*> — 4ac > 0.

Primjeri. 1. Neka se istraZi tok funkcije

y = — x° — bda + 12.

Buduéi da su @ 1 ¢ protivno oznaceni, diskriminanta je veéa od nule,
kvadratna je funkecija uvijek negativna osim za vrijednosti od « koje se
nalaze izmedu korijena — 6 i 2. Za # = — 2 poprima ona maksimum 16.

2. Neka se istrazi tok funkeije

y = 4a? — 8x -+ 5. _

Kako je diskriminanta jednaka — 16 t. j. negativna, kvadratna je

funkeija uvijek istoga znaka kao 4 t. j. ona je uvijek pozitivna. Za

= — 1 poprima ona minimum 1.

T
§ 3. Graficko predoéivanje kvadratne funkeije. Funkeija y = az?
(@ > 0) poznata nam je ve¢ od prije. Ona je graficki predoéena
parabolom koja se dobiva iz parabole y =22 (sl. 1), ako se ordinata
svake njezine tatke promijeni u omjeru 1 : a. Za razne vrijednosti od a
dobivaju se parabole koje s parabolom y = 2? imadu zajednic¢ki vrh
u ishodistu te im je svima os y os simetrije. Kad je a > 1 i sve
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jace i jace raste, krivulje bivaju sve uZe 1 uZe, ako je a < 1, te
se sve vise i vise umanjuje, krivulje bivaju sve Sire 1 Sire. Sl. 2 nam
predotuje parabole y =32% y=2% y = 122

Slitno kao kri-
- vulje y = ax?, gdje je
a pozitivno iz y = 2%,

_ i YA
crtajusekrivulje y=az?,

odje je a negativno,

iz y = — «*. Parabola \ 3

y=—uz?(sl. 3) kongru- \

entna je s parabolom \ +7 [
¥ = x?, njezin je vrh

takoder u ishodistu, \ 16

0S ¥ Joj je os simelrije, \ l
ali joj je os okrenuta \ e /
prema dolje.

Funkcija y = az?

—+ ¢ znati parabolu s

koja za isto z ima or- \

dinate za ¢ veée od | B
ordinata parabole y = \ /
— az®. Vrh je dakle te | \ +2 /
parabole tacka M (0, ¢),

a os ordinata joj je os n
simetrije. N

/
Ako je y = (z—2)? =K =R ) \6/ up Do
izlazi da su za od-

redene vrijednosti od

z vrijednosti od y isto St 1
tako velike kao za 2

- manje vrijednosti od x kod funkecije ¥y = z*; tako je na pr. za
2 =2 y=0 a tek za 2 = 4 jest y = 22 = 4. Parabola y =
= (x — 2)% nastaje dakle iz parabole ¥y = 2? paralelnim pomakom

za 2 jedinice w smjeru pozitivne osi apscisa. Vrh je dakle te parabole
tadka M (2, 0). (Sl 4). Sliéno nam y = (z -+ 2)® predoc¢uje parabolu
kongruentnu s parabolom y = 2% a vrh joj je tatka M (— 2, 0).

Opéeno znaéi dakle y = a (x — m)? parabolu koja je kongru-
entna s parabolom y = az? te nastaje, ako se parabola y = ax?
pomakne za m jedinica u smjeru pozitivne osi x. Kako nastaje iz
y = ax* parabola ¥y = a (z + m)??

Sad ¢éemo lako moéi graficki predoéiti- opéenu funkeiju drugog
stepena y = az* + bz -+ ¢. Buduéi da je



[y b\¢, dac — 0] ) dac — b?
y"—al_(x—%—%)_l__la? T .t +2a T

to na temelju predasnjih razmatranja izlazi da ¢e ta funkcija biti
predotena parabolom koja nastaje iz parabole y = ax? dvostrukim

pomakom i to najprije za z == — G% u smjeru pozitivne osi z, 1 za’
dac — b o

— ——I! smjeru pozitivne osl y. Vrh palabole y=ax:+4 bz 4 ¢
jest taéka M (—— ;;, o —~ b) Praveg 7= == -——5% jest os simetrige

\ YA

>X
St 2

te parabole. Uz parabolu y = (# — 2)* predoééne su na slici
4 1 ove parabole: y = %2 — 4o + 3 = (# — 2)% — 1:
y=2*4+ 24+ 3=@+ 1) 4+ 2 y=— 22— o — 3 =
= — (# + 2) + 1.

Razabira se u skladu s razlaganjima u predasnjem paragrafu da
prva funkcija poprima za # = 2 minimum — 1, druga za 2z = — 1
minimum 2, a treéa funkecija za ¥ = — 2 maksimum 1.

Primjer. 1. Kako ée se gr.afi(:‘ki predoditi parabola y = 2% + 2z — 3°?
Buduéi da je 2® 4+ 22 — 3 = (z -+ 1)2> — 4, to je vrh te parabole
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M (— 1, — 4). Ta parabola nastaje dakle iz parabole y = % pomakom
za 1 u smjeru negativne osi z i onda pomakom za 4 u smjeru negativne osi .

2. Kako ée se nacrtati parabola y = 4a® — 4o — 5°9
' . L\
Buduéi da je y = 4 (a: — f) -— 6, to ta parabola nastaje iz parabole

s 1 * LI ) . - -
Yy = 4x* pomakom za -~ U smjer pozitivne osl 2 i pomakom za 6 u smjeru

negativne osi .

§ 4. Grafiéko razrjeSavanje kvadratnih jednadzbi. Tackama
u kojima parabola y= az®+ bz -+ ¢ sijede os apscisa, pripada ordinata 0;
zato su apscise tih tacaka ko-
rijeni jednadibe az?® -} bz |
+ ¢ = 0. Da se dakle kva-
dratna jednadzba az? 4 bz -}
-+ ¢ = 0 graficki razrijedi, na- = i Erae
crtade se parabola y = az® | /

bx 4+ ¢ 1 odrediée se apscise
presjeciSta te parabole s osi x.
Na slici 4 graficki su razrije-
Sene ove kvadratne jednadZbe:
2? — dx + 4 =0, 22 — 4o -} .
4 83=0, —a® — 4z — 3 =0; | I \
korijen je prve jednadzbe z = l
= 2 i on je dvostruki; druga 1 ¢
jednadzba ima korijene , = 1, — ] \
%z, = 3, a treta jednadzba », = ] 5 ' B
= — 3, z, = — 1. Kvadratna \
jednadzba 22 + 22 4+ 3 nema
realnih korijena, jer je njezina SL 3
diskriminanta manja od nule;
to se vidi i na slici, jer funkcija y =224 % + 3 = (¢ | 1)2 | 2
ne sijete uopée osi .

Nacrtaj kvadratnu funkciju u svih 6 sluéajeva koji se mogu do-

goditi ve¢ prema tomu da li je 82 — 4dac % Oia i 0 pa razmaftraj
tok dobivenih krivulja.

“Drugi naéin kojim se moZe razrijeSiti kvadratna jednadZba na-
pisana u normalnom obliku 22 4+ px + ¢ = 0 sastoji se u tom

da se nacrta parabola y = &% i pravac y = — pr — ¢ 1 odrede
njihova presjecista. Svako presjeciste pripada i praveu i paraboli
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i njegova je ordinata za pravac 1 parabolu jednaka; dakle je
= —pr, —qiliz?® 4+ pr, +¢ =0, 1 sliéno i 2,°*+ pz, + ¢ =0
t. j. apscise x;, 1 x, presjecidta pravca 1 parabole su korijeni te
jednadzbe.

=l
;—:.e“
~9)2

2
Py

/
+
o
M
- [ —
2
e

L2 ‘

N

N\
b
——=F
T~

1
[
(7}
|
[X]
|
e =
4
-+
Y]
o
+

Da se dakle graficki razrijesi kvadratna jednadzba 22 pzr 4+ ¢=0,
treba potraziti apscise presjecista parabole y = 2 i praveca y = — pz —q.

Ovaj je nagin zgodniji od predasnjega, jer je dovoljno da se para-
bola y = «® nacrta jedanput za svagda, a 1 pravac y = — px — ¢
moZe se lako nacrtati, pa se tako mogu rjeenja neposredno odrediti.

Ako pravac y = — pxr — q dira parabolu y = 2?2, jednadzba
x* 4+ pz + ¢ = 0 ima dvostruki korijen; njegovu vrijednost odreduje
-apscisa diralista; ne sijeée li uopée pravac parabole, korijeni su ko-
njugirano kompleksi.
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Primjer. Da razrijesimo jednadzbu 2* -+ 2 — 2 = 0, nacrtacemo
parabolu ¥y = «2 i pravac y = — 2 -+ 2 (sl. 5). Razabiramo da pravac
sijece krivulju u tackama M, i M, kojih su apscise 2, = — 2, %, = 1.

Hodemo li graficki razrijesiti jednadzbu 22 4 22z + 1 = O, treba
uz parabolu ¥ = «? nacrtati i pravac ¥ = — 2z — 1. Taj pravac dira
parabolu u tacki M (— 1, 1). Vrijednost — 1 jest dvostruki korijen zadane
jednadzbe; korijeni jednadibe z® + 2z + 2 = O nisu realni, jer pravac
y = — 2 — 2 parabole ¥y =— 2* uopde ne sijece.

W A7 )

\ +5

7 +4 /|

=

N/
M)
+1 L
4
=) %()/ +fi i +3
|
Sl 5

Py

Zadaci. Rastavi u produkt linearnih faktora:

b, a) y = 2* — 202+ b2 —a? 6. 4a)y
b) y = (@—a)>—bz—a—c)—be. b) y

12 — 2a%z + a* — b,
% —2(a’>+bHx+|(a*—b32

L a)y = a® + 12 2 — 160, 2.a) y = 2 — dx + 3,
b) y = — 2> 4+ bz -} 36, b)) y = — x* — Tz + 30,
¢) y = 22 — 62 - 9. Ny = — 22 — 3 | 4L
d) y = x> — 4z — 21. d) y = 22 — 2abx + a2

3. @) y = 4z 4+ 92 + 2, 4. a) y = — 182% - 57x |+ 145,
b) y = — 3z* | 10x — 3, b) y = — b56z2 372 — 6,
¢) y = 16z — 16 + 3, ¢) y = 25z® — 200 -+ 3,
d) y = — 2% — x + 1. d) y = 92 — 24x + 11.
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Istrazi predznak 1 tok ovih funkeija /

4. a) y = a? — 8z -+ 15, 8.4) y = a? -+ 6z 4 8,
b) y = x> — 6z + 10, , b,y = a® - 4x.

9.a) y =22 — 82 + 23, “10.a)y = — 22 4+ 62 — T,
b)) y = a* — 9z — 10, b)) y = — 22 — 2 4+ 2,
Oy =2 + 5z Oy = — @— 3+ 4
d)y:m‘*’-j:g d)y = 2 — 2 + 1.

11. a)yzs —8x—|— 23, 12.a) y = 122* + 4a -+ 7,
b) y = = =y Sy gy = — 12® |- 82 — B,
¢) y = 322 — 2z + 1, / ¢) y = — 2% — Tz + 4,

d) y = — 3z 4+ 4z - 5. d)yz--——xz—l—x

13. Neka se odredi m fako da ovi trinomi budu potpuni kvadrati:
@) y = 32> — m — 2z + m + 7,
b) y = (m + 9)2* — 30 4 m ) - m — 15.
14. Broj a (144) rastavi u dva dijela da je njthov produkt &to vegi.
15. Izmedu svih pravokutnika zadana opsega 25 neka se odredi onaj
koga je povrdina Sto veda.
16. Izmedu svih kvadrata upisanih u kvadrat stranice @ neka se od-
redi onaj koji je najmanj.
19. Zadanom trokutu upigi pravokutnik tako da jedna strana pravo-
kutnika padne na bazu trokuta 1 da povriina pravokutnika bude $to veéa.
18. Zbroj kateta pravokutnog trokuta jest s; kolike su katete, ima li
hipotenuza biti §to manja.
19. Koji od svih pravokutnika opsega 2§ imade najmanju dijagonalu?
20. Izmedu svih pravokutnih trokuta konstantne sume kateta s neka
se odredi onaj kome je povriina najveca.

tjes1 graficki ove kvadratne jednadibé:

1.-a) 2* + 4z = 0, 2. a) 2% 4 b5z 4 & =
b) 22 — bx |+ 6 = 0, b)x2—|—9x—{—20-_0
e) 2! — 2 — 2 =0, ° Frt—x — 6 =0,
@) ¥* — 2z — 15 = 0, d) 22 + 22 +1 =0
Ra) — 2+ 4x4-5=0 R4, a)x2—5x—|—~2—=
_b)‘xz—-élm—gzo. b)) 4?4 3 — 4 = 0.

2D. Neka se dokaze da jednadiba ax? -+ bx -+ ¢ = 0O imade oba
L.orijena realna i @) da je broj o sadrian izmedu tih korijena, ako je
af (o) < 0; b) da su oba korijena veéa od «, ako su ispunjeni uvjeti
D > 0, af (oc) >0, a < N, gdje N zna¢i kakav god broj koji se nalazi
izmedu korijena; najzgodnije je za N uzeti polovicu zbroja korijena
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S b

2_—251

, jer se ona uvijek nalazi izmedu korijena; ¢) da su oba ko-

Y

rijena manja od «, ako su ispunjeni uvjeti D > 0, af (a) > 0,% < a; d)da je

jedan od korijena sadrian izmedu o« i 3 (8 > «), ako je ispunjen uvjet

fle) - f(B) < 0; za af (@) > 0 imamo a <z, < B < &, 22 af (¢) << O

imamo z; < « < %, < [; ¢) da su oba korijena sadriana izmedu 21§,
i X : . S
ako je ispunjeno ovih 5 uvjeta: D > 0, af () > 0, af () > 0, « <—§— < 8.

26. Odredi ne razrijesivsi jednadzbe ima li realnih korijena jednadiba
@) * — 15 ¢ — 34 = 0 i ako ih ima, da i broj 1 nalazi ispred kori-
jena, izmedu njih ili iza njih; b)) 222 — 132 + 5 = 0 i ako ih ima, da
li se broj 4 nalazi ispred korijena izmedu njih ili iza njih; ¢) 2%} 82z — 4
1 ako ih ima da li se broj 5 nalazi ispod korijena, izmedu njih ili iza njih;
¢) 1222 4 18z — 90 = 0 i ako ih ima. koji je poloiaj brojeva — 2 i
-+ 2 prema tim korijenima; e) 62% 4 13z — 63 = 0 i ako ih ima
koji je poloZaj brojeva 1 i 3 prema tim korijenima; f) 22 4+~ 2 — 2 =0
1 koji je polozaj brojeva — 31 -+ 3 prema tim korijenima; g) 2 — 4z —5 =20
1 kojije poloZaj brojeva O 1 6 prema tim Korijenima; h) 102 — 392 - 35 =0
1 koji je poloZaj brojeva — 4 i 2 prema tim korijenima ; i) 482 — 110z -4 63 =0
1 poloZaj brojeva — 2 i 1 prema tim korijenima.

§ 5. NejednadZbe drugog stepena. Opéi je oblik nejednadzbe

drugog stepena s jednom nepoznanicom ovaj:
ax® + bx +¢ > 0 ili ax® + bz + ¢ < O.

Da se takova nejednadzba razrijesi, primjenjuju se poudei o

svojstvima kvadratnog trinoma. Razmatraéemo nejednadzbu
| ax® + bx + ¢ > 0,

druga se nejednadzba razrjesava sasvim analogno. Prema predznaku
diskriminante D = b* — 4ac moramo razlikovati 3 slucaja:

1) 82 — 4ae > 0. Kvadratni trinom 1ima realne korijene
a1y (@ < &)

Ako je @ > 0, nejednadibi jest udovoljeno za svaku vrijednost
od «z izvan intervala (2;, @,) t. j. za vrijednosti x < 2, i * > «,.

Ako je a < 0, nejednadzbi jest udovoljeno za svaku vrijednost
od z koja se nalazi izmedu 2, i @, t. j. za o, < v < .

2) b — 4ac = 0. Kvadratni trinom imade dvostruki korijen
X = — —05%. Ako je a > 0, nejednadibi udovoljava svaka vrijednost
od x izuzevii £ = — i, za koju je vrijednost kvadratna funkecija

2a
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jednaka nuli. Ako je a < 0, nejednadzbi ne udovoljava nijedna vri-
jednost od z.

3) b2 — dac < 0. Kvadratna funkecija nema realnih korijena.
Ako je a > 0, nejednadzbi udovoljava svaka vrijednost od z; ako je
a < 0, nejednadzbi ne udovoljava nijedna vrijednost od .

Primjeri: 1) Neka se razrijesi nejednadzba:

22 — 8z 4+ 15 < 0.

Buduéi da su korijeni funkeije y =a*— 8z - 15, @, =3, x, =5,
izlazi da je funkeija ¥ negativna za 3 < x < 5.

2) Neka se razrijesi nejednadzba:

— 3z* 4+ 22 — 1 > 0.

Kako je diskriminanta 4 — 12 = — 8 negativna, toje y = — 32° + 20— 1
uvijek istog zonaka kao i — 3 t. j. uvijek negativno. Gornjoj nejednadzbi ne
udovoljava dakle nijedna vrijednost od .

3) Neka se razrije§i nejednadiba:

3x + 2
5 — 2z b

Ova se nejednadzba ne smije pomnoziti s

2z, jer je izraz 5 — 2x
promjenljiv pa kao takav moZe biti 1 pozitivan 1 negativan veé prema vrijedno-
stima od 2. Da se rijeSimo nazivnika, nejednadzba ée se pomnoziti s (5 — 2x)*
koji je izraz pozitivan za svaku realnu vrijednost od . Dobivamo:
(32 + 2) (> — 2x) > 0. Ta se nejednadiba moZe pisati
2 5
== G(x—i—-é—) (x—7)> 0.

P
-

Korijeni su od y = (x -+ ,,é_.-) (uc = —%—), sy ke o
koeficijenat od 2° jest — 6; nejednadZbi jest udovoljeno za
2 . 5
— <z < 5
. ar 4 b : ) .
Opéena nejednadzba ﬁ7> 0 razrjesava se sliéno. PomnoZimo

je s (ex 4+ d)?, imamo (az + 8) (cz -+ d) > 0 ili
b) ( d
ac e x4 — 0.
(++2) (= £)>
Korijeni tog trinoma jesuw, = — Z, T e Ako je ac < 0,
nejednadzbi jest udovoljeno za svaku vrijednost od x koja se nalazi izmedu
tih korijena. Ako je ac > 0, nejednadzbi jest udovoljeno za svaku vrijednost
od 2 koja se nalazi izvan tih korijena.
&) Neka se razrijesi nejednadzba:
(2 —— z — 6) (622 — bz + 1) < 0.



13

Korijeni prvoga trinoma jesu 2z, = — 2, @, = 3; korijeni drugog
. : 1 | N iz :
irinoma jesu &, = 5 X, = 5 Karakteristitne vrijednosti od 2 jesu
1
3 ?
ucavati predznak svakog faktora i odatle izvesti znak za produkt. Jedno-
stavnije je naciniti tabelu:

— 2, , 3. Mogli bismo prema razli¢itim vrijednostima od y pro-

to|

" Predznak od Predznak od Predznak
2 —ax — 6 6x? — Bz + 1 produkta
— O
- 5 o
]
- e .
1
E}
i - +
2
— e —
3
- - -
+ )

1 1
Rjesenje jest: — 2 < 2 < 35 g < 2 N3,
5) Neka se razrijei nejednadzba oblika:

ax? + bx e
da? + ex :|F——f Zia
Nejednadzba ‘pomnozice se s (a2 + ex + f)? pa ée se dobiti
(ax® + bx + ¢) (dz® + ex + ) > 0.
Nejednadzbu tog oblika razmatrali smo u primjeru 4.
6) Nejednadzbe o) az® -+ bz 4 ¢ z k, B) %{—3 z
ax®* + bx + ¢ >
9)
dz? +ex + f <
sludaju B) 1 8) svede lijeva strana na zajednicki nazivnik. Time se dobivaju
nejednadzbe poznatog oblika.
7) Neka se odredi, kako se mijenjaju korijeni jednadibe
(m 4 3)z® — dmz + 1 — m = 0, kad se m mijenja — o do + o,
Da korijeni te jednadzbe budu realni, treba da je ispunjen uvjet:
16m? — 4(m + 3) (1 — m) = 0 ili
om* 4+ 2m — 3 > 0.

k,

k razrijesiée se da se & prenese na lijeva stranu i u
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£

Korijeni su te kvadratne funkeije — 11 da ta kvadratna funkeija bude

5 ')
pozitivna treba za m dati vrijednosti koje se ne nalaze izmedu — 1 1 5
Predznak korijena zavisi o njihovu zbroju 1 njihovu produktu. Zbroj
4m I —m
je korijena 8 = ———, a produkt P = ———.
I e m —+ 3’ P m -+ 3
Ti razlomei mijenjaju znak za m = 0, m = 1, m = 3.
Karakteristicne su vrijednosti od # prema tomu ove: — 3, — 1, 0,
3 .
— 1. Treba dakle da razmatramo ove sludajeve:
3 ‘
1. — oo < m < — 3. Produkt je korijena negativan, zbroj pozi-

tivan. Korijeni su nejednako oznadeni, pozitivni korijen ima vedu apsolutnu
vrijednost. T. j. 2, < 0 < @y, @y > |24].

2. m =— — 3. Zbroj 1 produkt korijena jest beskonadno velik. Jedan

je korijen beskonadno velik; drugi izlazi iz jednadibe, kad se ondje stavi
. Tom ¢ 1
m_:—s. J..'].xlr-—?-:-——-—‘g—.

— 3 < m < — 1. Zbroj korijena je negativan, produkt je kori-
jena poutwan Oba Su korijena negativna. T. j. 2, < x, < 0.
4. m = — 1. Diskriminanta je jednaka nuli, oba su korijena jednaka.
g .
Dakle je ; = z, = 5
' o
b, — 1 < m < ~ . . Diskriminanta je negativna, korijeni nisu realni.
3
5

Diskriminanta je opet jednaka nuli, oba su korijena

S 1
jednaka. T. . @, = @, = ig‘ ==
< m < 1. Zbroj i produkt korijena su pozitivni. Oba su

korijena pozitivna. T. j. 0 <z, <x,. '

8. m = 1. Produkt korijena jednak je nuli; jedan je korijen jednak
nuli. Drugi korijen jednak je zbroju t. j. 2, = § = 1.

9. 1 < m < oo. Produkt je korijena negativan, zbroj je pozitivan,
korijeni su protivno oznadeni, pozitivni korijen ima veéu apsolutnu vrijednost.
T ) 2, <0 < gy ko) <5

§ 6. Simultane nejednadZbe prvog i druvog stepena s 1 ne-
poznanicom. Ako nam je na pr. zadan sistem:
pr + ¢ > 0,
ax® 4+ bx 4+ ¢ > 0,
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pa treba naéi vrijednosti od « koje udovoljavaju obje zadane neje-
dnadzbe, odrediée se korijen 2z, jednadzbe pxr 4+ ¢ = 0, zatim kori-
jeni @, 1 w, (ako su oni realni) jednadizbe az® 4 bx + ¢ = 0 1 te
ée se vrijednosti poredati rastuéim redom. Na taj je nadin interval
od — oo do 4 oo rastavljen na vige parcijalnih intervala; u svakom
parcijalnom infervalu odrediée se predznak svake funkcije i napokon
ée se napisati intervali koji sadriavaju brojeve koji zadovoljavaju
obje nejednadzbe.

Primjer. Neka se razrije$i sistem:
3z — 4 > 0,
a2 — 58 + 6 > 0.

Korjjeni ;, %y, %y poredani rastuéim redom jesu 57 2, 3. Imamo

dakle intervale ( — o0, %), (—g—, 2); (2, 3); (B + oo) U intervalu

4 % e -
( — 00, ?) jest 3¢ — 4 < 0, * — 52 4 6> 0; brojevi sadriani
u tom intervalu ne odgovaraju; u intervalu (é, Q) jest 3z — 4 > 0,

2* — bz + 6 > 0; -brojevi sadrZani u tom intervalu zadovoljavaju obje
nejednadzbe ; brojevi sadrZani u intervalu (2, 3) ne zadovoljavaju drugu ne-
jednadzbu; brojevi sadriami u intervalu (3, oc) zadovoljavaju obje neje-
dnadzbe. Dakle rjesenja obiju nejednadZbi sistema jesu:

—g—<x<2, 3< < oo

Slitno se razrjedava i sistem od 2 simultane kvadratne neje-
dnadZbe s 1 nepoznanicom:

ax® + bz + ¢ > 0,
dz? + ex -+ f > O.

A moZe se postupali i tako da se izmedu 3 intervala sto ih
odreduje prva jednadzba (ako je b2 — 4ac > 0) eliminiraju oni, u
kojima sadrzani brojevi ne zadovoljavaju toj nejednadzbi: izmedu
preostalih intervala odrede se sad oni ili onaj, gdje su sadrZani bro-
jevi koji udovoljavaju drugoj nejednadibi. Tako se dobivaju vrijednosti
koje zadovoljavaju obje nejednadzbe.

Neka se na pr. razrijesi sistem:

622 + 7z + 2 < 0, 2 — 4z — 21 < O.
9 1.
5
. : 2 2 1 1
imamo dakle intervale (oo, ~ T)3 (—?, — ?); (—'E’ -|- oo),

)

3=

Korijeni su jednadzbe 62° 4 72 + 2 =0, 2, = —
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vrijednosti koje zadovoljavaju nejednadzbu 62 4+ 72 + 2 < 0 jesu sadr-

zane u intervalu (——

su jednadzbe z?

2
3 9

1
— 5 ) Ostala se dva intervala izostavljaju. Korijeni

s i — i Pl Bty — 2

jest << 0 u intervalu (— 3, 7). Dakle ée objema nejednadzbama biti udovo-

ljeno za vrijednosti od z koje zadovoljavaju nejednadzbu — 5 L <L — 5"

1

Sliéno se radi kad je zadan sistem od viSe kvadratnih nejednadzbi
s jednom nepoznanicom,

Zadaci. Razrijesi ove nejednadZbe:

1. a) 2 + da — 45 < 0,

2. a) 2522 — 10z + 1 > 0,

b) 22 — dx — 12 > 0, b)) — 32 + 22 — 1 < 0O,
¢c) 2 — 1z — 12 < 0, ¢) 2 — 8x — 9 < 0,
) a* — 14a + 49 < 0. d) — 25 2* 4 20z — 1 > 0.
3,a) — 2 —xz + 72 > 0, 4,.4) «® + z > Tz — 10,
- b)A8x <« 8L | 27 b)) 92 < 202 - 1,
¢) Q¢ > x* - 2, ¢) 20 + 3 — x2 > zlx — 3),
d)——3x2—|—7x——10<(0. d)x(x—3)—|—4e>m—3—%-.
- 1 3z — 4
Q..)Zaﬂ—— > +— 6.6!) °)x—5<0
3 1 )9 T — &
Te — 6 .
¢) x2—4a:r—|—a2<0(a 0). c) . iy < — 3
3z — 4 P 1
7.a4‘x_3> 8.a)x>1w—__—3,
1 8 19
b)3+az 1>2x+1' =
9. a) (@*—3x+1) @+ 32-+2)>0; b) (22 —5x—24) (2*—32) > 0;

¢) Ax*—122+5) (x*°—52+4)<0; d) (@2—2—12) (—4dx2—32+ 1)>0;

e) z(x? + 2 4+ 1) Qx2+7m+3)(m2—3x+9)<0
H)-5a) izlgz—t§>0b) 2_10;)37 48>0 )9x3—1—13w:v > 0,

R === ﬁj?ii”+l < s
g X e i I > L

Razrijesi ove simultane nejednadibe:
x? — bx 4+ 6 < 0, 13.
2+ 3 >z + 2

22 — 10z + 32 > 0,
% < T8
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14, —a® — 524+ 6>0, 15, a2 — 13z + 36 < 0,
12¢ 4+ 3 > 2 4+ 25. 152 + 3 > 10.
16. 72> — 132z — 2 < 0, 17. 62> — 13z 4+ 6 < 0,

0. x® 4+ dx — 5 < 0.
18. — 22 — b5z +3>0 19, 22 — 3z — 40 < 0,
1022 4 172 — 20 < 0. 2? — 3z — 28 > 0,
Za koje vrijednosti od m jest za svaku vrijednost od 2 funkeija:
0. a) m—+1) 22 F+mx+m <0,b) (m— 1) 22— mzx 1+ 2m <0,
¢) me*+(m—1)xz+m—1<0,d) (4d—m)z*—32z+ 44 m >0,
e) (m — 2) z? — 2m + 1) z 4+ 3(m + 1) = 0°?
‘Neka se odredi kako se mijenjaju korijeni jednadibe: i
Bl @) (m—1)2>2—20+m—1=0,0) 222+ (m—3)z+3—m=0,
¢c) @m — 3) x> —mx —m =0, d) mx® — (m — &) x +
' +m+1=0 ¢ (m -+ 22> — 2 (m — Dz + 3m =20
kad se m mijenja od — oo do + oo? | '
Isti zadatak za ove jednadibe: | .
B3, o) (m +3)22 —383m — 1)z +m 4+ 1 =0 b ma?—
— (m+ &)z +m =0 ¢ (m— 2 + 2@m — 3) z +
+ 5m — 6 =0, d) m? — &)x? + d(m — 1)z — 4 = 0,
e) (m — 5)x*> — dmax + m — 2 = 0.
23. Kako treba odrediti 7 da se 1 nalazi izmedu korijena jednadzbe
(2m — 1)a® + (3m — 2a — 6m = 0°?

[Iz (2m — 1) f (1) < 0 izlazi — co < m —3,71;< m < oo]

24. Kako treba odrediti m da se 3 nalazi izmedu korijena jednadibe
(m + 2)z? — dmx + m — 1 = |
%5, Kako treba odrediti m da se 1 nalazi izmedu korijena jednadibe
(m — ) — mex + m — 2 = 0°?
%6. Kako treba odrediti m da se — 1 nalazi izmedu korijena Jednadzbe
(m + 1)a® — 2mx + 1 = 0°?
. 27. Koje vrijednosti treba dati broju m da trinom mz? -+ 2z —I- m
bude veéi od 12 za svaku vrijednost od «?
28. Za koje su vrijednosti od m oba korijena jednadzbe
(m + 1) «? — 3mx | 4m = 0 veéa od — 1°? -
[MOI‘&JU 1stodobno biti ispunjeni uvjeti (str. 10zad. 25) 1) (m 4+ 1} f(— 1) >0,

9)—1<-‘,3)D>0 Izl)lzla21m<-——11hm/——é—,
2 16 A
iz2)m < — 1iim > — 57 — 7 < m X 0; rjesenje:

_%6$m<—1,—~%<m§0].

Skreblin: Aritmetika 1 algebra za VII razred. 2
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29. Za koje su vrijednosti od m oba korijena jednadibe?
1 —m)a?— 42 —m)oz-+ 2(2— m) = 0 manja od 27
[lz (1 — m) f(2) > (),—g—< 2, D> 0 izlazi 1 < m < 2 ili
3 < m < 4]
30. Za koje je vrijednosti od m samo jedan korijen jednadibe
mx® — (m — 3) x -+ 1 = 0 sadrian izmedu — 1 1 2?

[z f(— 1) F@) <0ili 2 (m —1) (2 m+ 7) < 0 izlaz
————<m<1]

31. Za koje je vrijednosti od m samo jedan korijen jednadZbe
2mx? — 3z — m =— O sadrian izmedu O i 1‘p
[Za m < O ili za m > 3].

32. Za koje je vrijednosti od m samo jedan korijen jednadzbe
22 — (m — rx + 2m® — #? = 0 sadrian izmedu — 7 1 -+ r?’

[Mora biti f (— #) - f (4 #) < 0. Kako je f (4 ) = 2m®> —
— mr -+ »? uvijek pozitivno, izlazi f (— r) = 2m* + mr — »r? < 0

t.j.——r<m<_—;—].
33. Za koje se vrijednosti od # oba korijena jednadibe
(1 —m) 2> — 4 (2 —m) v-}2(2— m)=0nalaze izmedu — 11 6?
[Treba da su ispunjeni uvjeti (vidi str. 10 zad. 25) 1) D>0,2) (1-—
—m)f(—1) > 0,3) (1—m) f£(8) >0, 4)—1 <Q, 5) 5 5 & bk
212—m) (B —m>0ilim < 2, m > 3; iz2)izlazi (1 —m) (—T7Tm -+
413) > O dlim < 1,m ;>§; IR (] = ) (R

2 (2 — m)
L —m

<6i1im<_;—,m = !

—-8)>0ﬂim<-——£,’m>1; iz 4) izlazi — 1 <
2 (2 — m)
1 — m

i m << 1, m >

5 B) izlazi
4

Svih tih 5 uvjeta ispunjeno je za m < — = iza 1—73 L m L 2]

34. Za koje su vrijednosti od m oba korijena jednadibe
(m — 1) 22 — (m — 3) 2 + m — 1 = O sadrjana izmedu — 21 3?

[D>0z2a —3 < m __§l, af (—2) >0 zam< 1 im>§,

5 S : 9
af(3)>02am<—7i;za m > 1, — 2 <—0)—zam<11m>€,
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S il e ) il |
5 < 3 zam < Flm > 1. Svih 5 uvjeta ispunjeno za — 3 < m <

-

B 15

} 7
<~—717<m§~3—].

35. Za koje su vrijednosti od m oba korijena jednadibe
x2 — 2mzx + dm — 1 = 0O

sadrzana izmedu — 1 1 4+ 1°? .
.[IZ D>0,af(— 1) >0 af (1) >0, — 1 <—§—, g<1izlazi
redomm‘l—&m—l—lgo, 6m >0, 2m >0, — 1 < m m < 1.

Svih 5 uvjeta ispunjeno je z2 0 << m< 2 — J/ 3]
36. Za koje su vrijednosti od m oba korijena jednadzbe
2z — 6mxr + m — 1 = 0 sadrZana izmedu — 11 4 12

~

s O T 1 1
[z gornjih 5 uvjeta izlazi TN ot < m < ]

€.

37. U krug polumjera » neka se upiSe pravokutnik kome je razlika
stranica jednaka d.

lz x —y =d, 22 4+ y* = 4r? izlazi 2y + 2dy — (4r%2 — d*) = 0.
Da koji korijen te jednadibe udovoljava problemu, treba da je realan, po-
zitivan 1 manji od 2». Samo jedan korijen udovoljava, ako je f 0 - f(2r) < O
ili (d* — 4% (2r + d)* <0 t. j.d < 2r; oba bi korijena udovolja-

S
vala, kad bi istodobno bile D > 0, 2f (0) >0, 2f(2r) > 0, 0 < - <

< 9r; alizbog e 0 ti uvjeti ne mogu nikad bitiistodobno ispunjeni].

38. U polukrug promjera ADB = 2r neka se upie trapez opsega 2s.

[Ako je x jedan krak trapeza, 2y gornja njegova baza, to je #® =
=2 (r—y) i 2+ y+ r=2; odatle izlazi 2% — Qrx + 2r (s — 2) =0.
Da koji korijen te jednadibe udovoljava problemu, treba da je realan,
pozitivan i manji od ]/Q, jer je samo onda y pozitivno. Problem ima
samo 1 rjesenje, kad je 2r << s <7 (l/§ + 1); dva rjesenja kad je » (/2 +
+ 1) <s< 25 - 7].

39. U krug polumjera 7 neka se upige istokrac¢ni trokut kome je za-
dan zbroj njegove baze i visine L.

[Ako je baza trokuta 2y, visina z, to je. z + 2y =1, y* == (2r — 2);
odakle izlazi Ha? — 22 (I + 4#) + I? = 0. Da koji korijen te jednadibe
udvvoljava problemu, treba da je realan, sadrian izmedu O i 2 1 manji
od 1. Ako je 1< 2», {0) - f(I) < O, problem ima samo jedno rje§enje.

Ako je 1> 2r, problem ima 2 rjesenja, ako je uz to I<r (1 4 1/ 5).
Za | = 9r izlaze takoder 2 rjegenja, od kojih jedno grani¢nol.

*



Il Poglavlje

Jednadzbe koje se dadu svesti na kvadratne.

§ 7. Reciprocne jednadibe, Ako su u jednadzbi koja je pore-
dana po padajuéim potencijama nepoznanice, koeficijenti ¢lanova je-
dnako dalekih od oba kraja, jednaki ili protivno jednaki, jednadzba
se zove 1ec1proCna Opéi je cdakle oblik reciprotne jednadzbe n-tog
stepena: _

1} gt + axn —1 + a2 24 ... £+ a® £ e + a, = 0,

gdje u drugom dijelu vrijede u isti ¢as ili gornji ili donji predznaci.
Reciproénom se jednadZbom zove takova jednadzba zalo $to je, ako
je x, korijen te jednadzbe i %— t. j. recipro¢na vrijednost od z, ta-

1
koder korijen te jednadzbe. Uvrstimo li naime u jednadZbu 1) mjesto

vrijednost 2;, mora to] jednadzbi biti udovoljeno, t. j. treba da bude:

9) anln —l" alx]n =" —l_ a2x1n ——2+ © oo o i algxlg IJIZ al‘,’cl :i'_‘_ aO == O
: ; iy . - 8. 1
Stavimo li sad u lijévu stranu jednadZbe 1) za x vrijednost PR
JI§
imamo
2
a a a
0 1 s
x1’2+xn—1—|—x;z—2+ xlzizi“o—

1

T (£ @ £ o2 £ ax® + . @ e T+ ).
1

Budu¢i da je zbog 2) izraz u okrugloj zagradi jednak nuli, to je

citava lijeva strana te jednadZbe jednaka nuli, pa jednadzbi 1) doista

udovoljava vrijednost z ———;—, ako joj udovoljava vrijednost 2 = z,.
1

§ 8. RazrjeSavanje reciproénih jednadzbi. Reciproéne jednadzbe
treceq stepena opteg su oblika:

ay2® 4 ax® + ax — a
ili ag® 4 a@® — a2 — a

0,
0.

Da razrijesimo jednadzbu

ad + a4+ ax + a; = 0,

spojicemo ¢lanove s jednakim koeficijentima. Na taj ¢emo nadin dobiti

(@ 4 1) + a2z (@ + 1) = 0.
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Izluéimo li odatle zajednicki faktor # - 1, imamo:
(@ + 1) [a, (* — 2z + 1) + az] = 0.
Ova se jednadzba raspada u dvije jednadZbe, jednu kvadratnu i
Jjednu linearnu i to:
x+1=01a2*— (¢, — ) z + a, = O.
Dobivamo dakle 3 korijena. Sliéno se rjefava i jednadzba
ax® + a2 — oz — ay, = 0.
Reciproéne jednadzbe 4 stepena opéeg su oblika
a2t + a2 -+ ax® + ax + a4y = 0
ili axt + ax® — aqx — a; = 0.
U prvom sluéaju treba jednadzbu podijeliti s #® i sp0J1t1 tlanove
s jednakim koeficijentima. Time dobivamo jednadzbu :

1 -y
@y (5’52‘}‘?)“"&1(““"'?)"_02:0'
Stavimo i sad z 4 — = y, onda je 2* 4+ 2 4 —y — ¢ il

:c‘z—l—aci2 = y? — 2. Uvrstimo i tu vrijednost u gornju jednadzbu, imamo
a(y®* — 2) + ay + o = 0.

Ovo je rezolvanta gornje reciprotne jednadzbe. Razrijesivsi je
dobivamo 2 vrijednosti %, i y,. Za svaku od tih vrijednosti od y izlaze
iz x + —!— = yilia? — 2y + 1 = 0 dvije vrijednosti za . One su realne,
ako je y* — 4 > 0 t.j. ako se y ne nalazi izmedu — 21 4 2. U syemu
izlaze dakle 4 vrijednosti. '

Da razrijedimo reciproénu jednadZbu 4 stepena:

agr* + a2 — a,x — dy, = 0, _
spojicemo opet ¢lanove s jeédnakim koeficijentima. Tako dobivamo
ozt — 1) 4+ ax (* — 1) =

Izlucivsi zajednicki faktor 22 — 1, imamo

@* — 1) [ag(z® + 1) 4 az] = 0.

Ova se jednadzba raspada u ove dvije:

P—1 =0 g@* + 1) + ax = 0.

Iz svake od tih jednadzbi dobivamo dva, ukupno dakle 4 kori-
jena zadane jednadzbe.

Recipro¢ne jednadzbe pefog stepena opéeg su oblika:

a® + a2t + ax® + a2 + ax + g, = O.

Spojivai dlanove s jednakim ili protivnim koeficijentima i izlu-

¢ivsi zajednicki faktor moZe se ta jednadzba svesti na 2 jednadibe,
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od kojih je jedna # + 1 = 0, a druga je recipro¢na jednadzba 4
stepena prvog oblika.
Primjer. Neka se razrijesi jednadzba:
8x® — 22a* — bHba® -+ Hbx? + 220 — 8 = 0.
Spojivsi ¢lanove s protivnim koeficijentima imamo:
8(x® — 1) — 22z (2% — 1) — 6522 (¢ — 1) =
Izlu¢ivii & — 1 kao faktor izlazi:
(z— 1) 8(x*+a® 22+ 2+ 1)] — 2 (22 + 2 + 1) — 5bx® = 0.
Ova se jednadzba raspada u ove dvije:
x—1=018@*+a¥+224+2+1) — 2222+ 2+ 1) — 5522 =0.
Iz prve dobivamo z; = 1; druga se moZe pisafi
8t — 14a® — 692% — 142 4 8 = 0,
Ovo je reciprodna jednadiba detvrtog stepena. Podijelimo li je s #? i
spojimo li ¢lanove s jednakim koeficijentima, izlazi:

]S —_— o 1, ) = = O‘
8 (x — - 4 \z -+ = 69
: 1
Stavimo li 2 - % = vy, onda je z% -4 pr s y? — 2. Imamo

8y — 16 — 14y — 69 = 0 ili 8y> — l4y — 85 = O.

: A " : 17
Iz te kvadratne jednadZbe izlaze ove 2 vrijednosti za y : y;, = T
5 ; ot : 1 :
Yy — — ; Uvrstimo 1t ih u jednadibu x - i dobivano napokon
1 ]
[L'E = 4, x3 == Z" ./,(;4_ = — O_,), "1,‘5 = — _é__

Od simetriénih jednadzbi viseg stepena moZe se opéeno na kva-
dratne jednadzbe svesti samo ova jednadzba:
a2’ + ax% + aaxt — a2 — ax — a; = O.
Ako spojimo ¢&lanove s jednakim koeficijentima i izlu¢imo za-
jednic¢ke faktore, imamo
ay(x® — 1) + ez (2* — 1) + a2? (22 — 1) = 0 ili
(@ — 1) [ao(x* + 2 + 1) 4 a2z (@* + 1) + a2®’] =
Ova se jednadzba raspada na ove dvije: 22 — 1 = 0,
agzt + a,2® 4+ (a, + a&)2® + a2 + a, = 0 koje znamo razrijesiti.

§ 9. Binomne jednadZbe. Binomne su jednadzbe opceg oblika
z* + a = 0.
Supstitucijom z =y }/a, gdje se pod |/ @ razumijeva apsolutna
vrijednost korijena, prelazi ta jednadZba u jednostavniju jednadZbu
y* + 1 = 0.
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“Mnoge se binomne jednadzbe dadu svesti na kvadradne jednadZzbe.
Primjeri. 1. y* —1=0. Kako je * —1=(@w—1) (@2 +y+ 1.

to su korijeni jednadibe y® — 1 = 0 oni koji udovoljavaju ili jednadibi
y — 1 =0 ili jednadzbi %* + v + 1 = 0. Dobivamo y, = 1,

— 144 |73

Yo 3 — 9 y
29 +1=0, 4+ D —y+1) =0 yp =—1,
1 + i })/3

?/2,3:"‘——‘%—11““'

Byt —1=0,—1D) PP+ ) =09 —1=0,y"+1=0,
Yo = £ 15 Y0 = x &

4, y* + 1 = 0. Kako je * + 1 = o* - 2> + 1 — 2% =
=@+ 1) == 1+ VD @+ 1—y V2) tose
jednadzba y* + 1 = O raspada u ove dvije:

¥+ylV2+1=0 -y V2 f1=0
Iz prve jednadzbe izlazi:
Yo = — ]/22 (1 + 4), a iz druge y,,, = l—/Qg (1 + 4

B ® o b= O (=) Yy e P SR s et
y—1=0, ¢* + ¥ + ¥ +y +1=0; y = 1; druga je
jednadzba recipro¢na jednadzba 4 stepena, prvog oblika; njezini su

korijeni : _ :
—14+Vs5+il/104+2)5 —1—)s5+il10—2)5
Yo = — 7 Yas = L '
6.9 +1=0,  +DW =¥ +y¥ -yg+H=06
Yy o 1 =10y = pPudsiyt e g lla==0i) ==l
; 145 xil10—2)F , 1=V +il/10+2V5
g == 4 P d4s A

7. y¥*—1=0, (?/3"|—1) (Z/s—l— 1) =0, 3/3— 1 =0, y3—|-1=0.
Korijeni su tih jednadzbi izra¢unati u primjerima 1 i 2.

8.y + 1 =0, (4 + %) (y¥* — i) = 0; stavimo li y = i
dobivamo jednadibe 22 — 1 = 0 i 22 4+ 1 = O kojih su korijeni
izracunati u primjerima 1 i 2.

2y —1=0w—DEw+1)=0,3y*—1=0y*+1=0.
Korijeni su tih jednadzbi izradunati u primjerima 3 i 4.

10 y*—1=0, =D (v*+1)=0, y>—1=0, y°+1=0.
Korijeni su tih jednadzbi naznadeni u primjerima 5 i 6.

11, y2—1=0, (y*—1) @*'+1)=0, y*—1=0, y*+1=0.
Te su jednadZzbe razmatrane u primjerima 7 i 8.
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Jednadzba 4» 4+ 1 = O ima » medu sobom razlizitih korijena.
Ako je y,, korijen jednadZbe y» — 1 = 0, to je i y,?, gdje
je p bilo koji cio broj, takoder korijen te jednadibe. Jer iz
y* — 1 = 0 izlazi ponajprije y,* — y,* = 0, (%" — 1 =0,
odatle y,3" — ¢, = (5" — 1 = 0 itd. i
Zadaci. Razrijesi ove jednadzbe: -
1. @) 32® — 1324182 —3 =0, ) Ta® 4 572" |- 572 |- 7 =0,
¢) 23 + 322 — 3 — 2 =0,d) 32> + 2> — z — 3 = 0.
2. a) 62* — bx® — 382* — Bxr + 6 = 0,
b) 24zt — 1102° + 17322 — 110z + 24 = 0,
¢) 102* — 2723 — 11022 — 272 4+ 10 = 0O,
d) 60x* + 1192° — 4582% 4 1192 4 60 = 0.
3. a) 62t — 132® + 13x — 6 = 0, b) x4—5x3—|—ox—— 1 =0,
¢) 152t — 34a® -+ 84w — 16 = 0, d) Bat — 2628 4 262 — 5 = 0.
4, a) 22° 4+ 2t — 192% 4- 1922 — 2 — 2 = 0,
b) 12x° — 232* — 13562% 4 1352% + 23z — 12 = 0,
¢) 152> + 432* — 2022% — 209222 4 43z + 15 = 0,
d) 62> — Bzt — 2923 — 2922 — 5z | 6 = 0.
8. a) 3x® — 10x° 4+ B2* — 322 + 10z — 3 = 0,
b) 2x® + 3x° — 182! + 1822 — 32z — 2 = 0,
¢) 152° — 198x% 4 275zx* — 2752* + 128x — 15 = 0.
11z — 6
0. 8 = 6 — iT"
7. PokaZi da se jednadzba 2* + aa® 4 bx* -+ amx + m®> = 0O

; 5 10k , m
moZe razrijesiti, ako se stavi z -+ = =1

8. Uz koji se uvjet recipro¢na jednadiba 6 stepena

2% 4+ ax® 4 ba* + ex® 4 b2® +axr -1 =0

dade razrijediti s pomocéu kvadratnih jednadibi?
(Podijeli jednadzbu s 23 i stavi z - -15 = y; onda je x® —}-513 = y3 — 3y.
Izlazi ¢ — 2a = 0).
9, Neka se diskutira jednadzba: a) 2* — 2ma® 4 (m - 4) 2> — Imx -
+1=0, b) ma*+ 62° 4 (3m — 8) 2> + 62 + m = 0.
10, a) 2 — 27 = 0, b) 272 4+ .195 = 0, ¢) «* 4+ 16 = 0.
11. a) a®* — 1 == 0, b) 2562* — 625 =0, ¢) a®2z* + b*=0.
(12, a) 162* — 81 = 0, 1),a® — 32 = 0, ¢) a° + 243 = 0.



25

13. 4) ©° — 729 = 0, b) 2® + 64 = 0, o 28 — 256 = 0.

14. a) 210 '1024 =0, b) 22— 4096 =0, ¢) 256° — 6561 = 0.
| 15. U kojoj su relaciji korijeni jednadzbe #® — 1 = 0 prema kori-
jenima jednadzbe 23 4 1 = 0°?

16. Neka .je ¢ jedan kompleksni korijen jednadzbe x® — 1 = O.
Uvjeri se da &* i €° daju ostale korijene te jednadzbe.

§ 19. Bikvadratne jednadZbe. Opéi je oblik bikvadratne jednadzbe
ax* + bx® + ¢ = 0 |

Ta -ée se jednadzba razrijesiti, ako se stavi 22 = y; tako se dolazi
do kvadratne jednadzbe ay® + by + ¢ == 0 koja se zove rezolvanta
bikvadratne jednadzbe.

Ako su korijeni te jednadZbe y, i y,, korijeni bikvadratne je-

dnadzbe jesu
Zt]/% it Vyz

Bikvadratna jednadzba imade dakle 4 korijena od kojih su 212
protivna. _

Priroda korijena moZe se razabrati 1z koeficijenata jednadzbe
ne razrijesivéi same jednadzbe. Treba razlikovati 3 slucaja:

1) 82 — dac > 0, 2) b2 — dac = 0, 3) b® — dac < O.

Diskusija je sama vrlo jednostavna te se rezultat diskusije moze
ovako sabrati:

2 ___Zz_> 0, %, iy, > 0, & realna korijena u z,
a =N g)b 4 imag. korijena u z
o . y
_7{<O’ yi iy <0, 2 1 2 protivna,
b , 3 realna korijena,
¢ _E> 0,4, =0,%>0, (# = O dvostruki).
6 —dac > 01 —=0 b = 0 dvostruki korijen
a L e L gE= vostruki korijen,
B xd Yo > druga dva imaginarna.
_C_ / . dva realna korijena i dva
a Ol B <0< % imaginarna korijena.
I i dva dvostruka realna korijena,
b — dge = g
l ; dva dvostruka imaginarna korijena.
b2 — dac < 0, sva 4 korijena kompleksna (dva i dva konjugirana).

Buduéi da je ay® + by + ¢ = aly — %) (y — %) to je
azt+ bt + c=a(@®—x,2) (2 —z,2) =a(lx— ) (¢ + ) (@ —2;) (z T 2,).
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Ovo nam pokazuje kako se bikvadratni trinom y = az* 4 ba* -+ ¢
moZe rastaviti u produkt od 4 faktora prvog stepenakoji mogu biti
ili realni ili kompleksni.

Primjer 1. Neka se unaprijed odredi priroda i predznak korijena
jednadibe d2* — 1322 4 4 =: 0. Diskriminanta jest b* — 4ac = 169 —

4 b .
—8():89dakle>0;--%:=——>0;—;=gt.3.>O; -

()|

4 korijena jesu dakle realna.

2) Neka se unaprijed odredi priroda i predznak korijena jednadibe
22* - 72?2 — 12 = 0. Diskriminanta jest 49 4 96 = 145 t. j. > O:
¢ b 7

= =01 < 05 — =was ==t Rt [

o

jednadibe imade 2 realna korijena [y, i — ]/;_y; i dva imaginarna + |/v,.
3) Neka se odredi kako se mijenjaju korijeni jednadibe:
9at — 6(m -+ )22 + m® — 9 = 0, kad se m mijenja od co do -+ oo.
Korijeni ne mogu biti realni ako diskriminanta rezolvante nije pozitivna
ili jednaka nuli. Treba dakle da je
36 (m 4 1)2 — 36 (m* — 9) > 0 ili
2m -+ 10 > 0, m > — 5,

' 2
Zbroj korijena rezolvante jest S == T(j— (m + 1) = = (m 4 1); pro-

3
m*—9  (m -+ 3) (m — 3)
9 B 9 -
Karakteristiéne vrijednosti od m poredane rastuéim redom jesu dakle
— 5, — 3, — 1, 4+ 3.
S obzirom na te karakteristiéne vrijednosti treba nam razmatrati ove
slucajeve:

dukt korijena jest P =

1) — oo < m < — 5; korijeni jesu konjugirano kompleksni.
4
2) m = — 5, D= 0; dvostruki korijen y — reka = %, ot

nema realnih korijena.
=5 L m g — 3; S <« 0 B 0NN e

su 4 korijena imaginarna; dva i dva protivna.

é’ P=0; ylz_é’ Yo=0; o4

imaginarno i protivno, z; , = 0.

5) —3<m<—1,8<0, PO, g <0< yp;0,=+ Vo,
druga dva korijena imaginarna i protivna.

ym=—1;S=0, PLO; y; =— Y3 %, = + Vs

Z; o lmagmarno 1 protivno.

e
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N —1<m<3,8>0,P<0;uy <0< y; Zy=+ Vs

%y 5 imaginarno i protivno.

8 )
8y m=3;8>0,P=0;y, =05y, =73,%,=0; 4, =+ /?

9) 3<m<oo, 8> 0, P>0; 0<y, <y,32,,=+ ]/yl;xm = + Vv,
Biljeska. Razrjesavanje bikvadratnih jednadzbi dovodi nas desto do izraza
oblika ]/A 2 VP—. Zbog lagljeg izracunavanja takih izraza kad B nije pot-

puni kvadrat, mogu se upotrebljavati poznate formule:

Va+-VEB = I/A—i—]/A‘Z — B+ | /4a-—-VAr—B
2 )

|/a—VB= I/A + V4 — B — I/A — /4 — B
P 2

Na pr. Neka se razrijesi jednadzba 2* — 102 + 1 = 0. Izlaz

2 =5 + V2t; kako je |/5 + 12 =3 + V2,

Vs —Vu =13 — V2 toje
=+ V3 + V2, z.=+ 3 — V2
§ 11, Trinomne jednadZbe. Opéi je oblik trinomne jednadibe

ax™ + bax® 4+ ¢ = 0.
Na kvadratnu jednadzbu dade se trinomna jednadzba svest1 samo

onda kad je m = 2n. Da se razrije$i jednadzba
az*? -4 bx* 4 ¢ = 0, treba staviti 27 = y. Tad imamo ay® + by + ¢ = 0.
w0, o Vb — dac

Iz te jednadzibe izlazi a* = To je opet bi-

20
nomna jednadzba koju u nekim jednostavnim slu¢ajevima moZzmo
razrijesiti s pomoéu kvadratnih jednadZbi.

Primjer. Neka se razrijesi jednadiba 2562% — 1312z* |+ 81 = O.
' 1

Stavimo li «* = ¥, imamo y? — -8—2 Y+ 281( = 0. Odatle izlazi y, _?—6
_ 81 1
el : o S e o e R UL
Y = 1¢" Jog treba razrijesiti binomne jednadzbe z T 0, x 06 0.
Korijeni tih jednadZbi jesu: z, = %, ] —3;% 2y = %z, X, = ——% i,
1 1 {5 15
L =§, L ’—:-——Q—, %'7:@@, xsr——?’l.

Zadaci. Razrijesi ove jednadzbe:
1. a) z¢+ — 1022 + 19 = 0, 2. a) 42t — 3722 + 9 = 0,
b) a* — 8z — 9 = 0, b) 9zt + 122% + 4 =

|
f=
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¢) xt — 1%2® + 25 ). ¢) xt — 4zt + 1 =0,
S d) zt — 28z% 187 = 0 d) xz* — 152>+ 56 = 0.
S.a) xt — 822 + 9 = 0. 4, a) z* - dabx® — (a® 4 %)%= 0,
b)) at — 102% + 26 = O, b) a*bix*— (a*+-bhe’+a%h*= 0,
¢) xt — 18z% + 64 = 0. ¢). ekor s Mot — it —orbEi=—10)
5., a) (2e—5)t+5(2x—5)2=36,  b) (x*—4x-|3)2 —8(x2—4z) = ¢
6. a) (322 + »z — 2)% — 3022 — 10x + 36 = O,
b) (z* + 2 — 1) — 15 (2* 4+ 2 ++ 2)* 4 35 =

7.( 2 g 1) —1022 (22— -1)2 4 92¢ 4 0. Stavi (“”"2——??1):
8.]/x4—14 Vx2+4o = .

Odredi ne razrijeivi jednadzbe da li su korijeni ovih jednadzbi realni
ili imaginarni odnosno kompleksni, kao i njihov predznak, ako su oni realni.
9. a) a* — 132% + 36 = 0, b) ¢ — Tz — 144 = 0,
¢) x* 4+ bx® + 6 = 0, d) z* + 2* + 1 = 0,
¢} 362t — 1322 4 1 = 0, f) 20z* - 72 — 3 = 0.
Napigi bikvadratnu jednadzbu kojoj su korijeni:
10, @) + 4 + 1:8) £ 2 + 350 £+ 5 + 8;d) + V5 £ V7;
1 Sl 3 5} 7 3 "
6’):1:@, _T_?;f):i: 2 £ F;g)i—g—, =3 7z h) + 4
+54, 9+ Yo+ Vs £l/e—13 wi Vet 17
+ Vo VT, ) £ 6+ 4i), £+ B — i)

Rastavi u produkt linearnih faktora:

Y.

11. o) y = z* — bBx? + 4, b)) y = x* — 132% 4 36,

)y = x* — 202% + 144, d) y = 144z* — 4022 4 1.

Kako se mijenjaju korijeni ovih jednadzbi, kad se m mijenja od — oo
do 4+ oo

12. @) (m —1)2z*—3ma?+ 2m =0, b) (m—1)yxt4-2(m 1) 2% +m=0,
¢) (m? — 4)at + 4(m — 1) — 4 = 0,
d) (m — 2a* — 2mx* + m — 1 = 0°?
Razrijesi ove jednadzbe:

13.\a) 25 — 162° — 324 — 0, | 14/ g)@ — 97z* + 1296 — O,

I

b) % — 3ba® 4 216 = 0, 7 b) 2'* | 632® — 64 = 0,
¢) 52t — da® — 20224 = 0. ¢) 28— (mt—+nt)zttmint=0
15. Odredi ne razrijesivsi jednadzbe polozaj brojeva 1 i — 3 prema korije-

nima od a) #* — Tx? + 12 =0, b) 92* + 112 — 14 = 0.
16. Koji uvieti moraju biti ispunjeni da jednadzbe a) 22* — (a® 4 %) «®
+at —b=0,8) 2" —a@Bb—a)z®—08 Ba—b)=0

gdje @ 1 b znade pozitivne veli¢ine, imadu korijena izmedu O i b?



§ 12. Logaritamske jednadZbe. Jednadzba se zove logaritamska,
ako u njoj dolaze logaritmi izraza koji sadrZe nepoznanicu. Takova ¢e
se jednadzba razrijediti da se svede na oblik log f (x) = log g (2),
odakle izlazi jednadzba f (z) = g ().

Primjeri. 1: Neka se razrijesi jednadzba:

log (x — 2) —log (x — 4) = log 5. Ova sé jednadiba mozZe pisati:

x — 2 z — 2 9

log = log 5, odakle izlazi

e . Ml
= = 91 X = .

r — 4 2

2. Neka se razrijesi jednadzba:

log (x — 1) + log (x — 2) = log 6 + log (x — 3). Ta se jednadiba
moZe pisati
log [(@ — 1) (z — 2)] = log [6 (z — 3)];
odatle izlazi

—1)(x—2 =6 @@ —3) ili 22 — 92 -4 20 = 0.
Korijeni su te jednadibe x, = 5, xz, = 4.

§ 13. Eksponencijalne jednadZbe. Jednadzba u kojoj nepozna-
nica dolazi u eksponentu zove se eksponencijalna jednadéba. Opéi je

oblik takove jednadzbe:
al (%) — b.

Razrjesavanje te jednadzbe osniva se na poulku: ako su dva
broja jednaka, to su i njihovi logaritmi s obzirom na istu bazu ta-
koder jednaki. Logaritmiramo ]i dakle obje strane eksponencijalne
jednadzbe, dobivamo f (x) loga = logb, odakle se u jednostavnim
slu¢ajevima dade izradunati z. |

Eksponencijalne jednadibe koje se dadu svesti na oblik
af (@ = av®, mogu se razrijediti i bez primjene logaritamskih tablica.
Kako su potencije a/ (i g¢ @ jednake, a i njihove baze takoder jed-
nake, izlazi da su i eksponenti jednaki. Dobivamo dakle jednadzbu
f (@) = g (x). Ipak treba iskljuéiti vrijednosti baza 0 1 1.

Primjeri. Neka se razrijedi jednadiba:
¢ — 3¢—2 —— § . 3% —1 _]_ 47 —1,
Ta se jednadzba moZe pisati
42 — fz—1 — 5 . 32— 1 + 395—2’
fe—1 (4 — 1) = 3*—1 (5 4 37 1)
(4)95—1__ 5+3—1_15+1_16_(4)2
3

3 9 9 7
z—1=12 = 3.
9. 31 ~+ 4z ___ Q3x —3 — 93z—1 __ 349:,

31+4s | iz — 932 —1 | 93w -5
pEE; (3 _l_ 1) — 93 (2—1 _%_ Q—S),



(34)x_9-—1+2—5_ I L TR

93 3 =k L T AU S R iR

(g
.8/ 128’
z (log 81 — log 8) = log 17 — log 128,

_ log 17 — log 128
log 81 — log 8

I

— — 0,87205.

Zadaci, Razrijesi ove logaritamske jednadzbe:

1. a) log (z + 2) = 2, b) log (x + 2) = log (22 — 3).
R. log (x + 7) — log (x — B) = log 2.

3. log (x 4+ 2) — log (x — 3) = log (# 4 &) — log (x 4 3).
4, log Bz + 4) — log 5 = log (z + 2) + log 2

3. log (x + 4) + log (x — 6) = log 96.

6. 2 log (4o — 1) = log (252 — 1).

7. 009 32z — 2 4 log V4a — 7 = log 13.
Razrijesi ove eksponencijalne jednadzbe (bez logaritamskih tablica):

a) 3 =27, b (—3)F =9, ¢(—3)~—*=09.

. ()'-) (—_ ‘6)-‘)-x T —é, b) 1003 +2 — 0,1, g) 52x+3 — 3125,
‘..-“' 4 x+3
{10)' @) 8% - 4% =3 = 16= T35, D) ]/a‘+2—]/ax+1
¢) 195%—38 ; 192x—1 — 198x+2 . 19dx—4,

11. a) 4% 45X~ 1= 5% — 4x— 1 p) 4x+2. 162+1 —= §4x+2,
¢) 3.2+3 =192 .3¢-3 ) 8x+1 = (,125% 3%,

12, a) 8% . 4% = 163x+0, p) 275%—0. 812x+3 — gix+5 ., 3x —2

13, @) 8% = 7x L 7x—1, p)7x+1 —9x—1—=15.7x L 3. 9x+3;
2k 32 L 4. 3%—2 4. 3%—1 =97,

/14910)w——1 BRI e s o 3x--3

#~ Z))gx_l_3x~1_l_3x-2_f_3x‘—3_i_3x—4__365

15. @) 2+ 1 - 4% = 80, b) 2¥ 4 4* = 272,
) 3¢ +2 4 9gx+1 = 810, ) (105 —*)56—% == 100.

@AZ)) g —4x—2 — 97, p) 92X — 1025 - 9% - 1024 = 0.

""""“““’ 3 2x 3 \*
“18. @) 12 (7[) — 9% (7[) 4+ 12 =0

b) 3z logx o 100z — 10¢x = 40,

19. 13% = 2197, 20, 5logx | 3lgy — 39,
55+ -4 — {, 5logx . 3lgy — 135-

C,(



21. 3% 4 4y = 265, 22, glogy = 4,
3¥ . 4 = 2304 zy = 200.
y
23. y* = 19683, 24, 3% | J/9x= 35,
2x
y = 3, 9 — 9y = 665.

25, 2x + 3y = 17, 2= —|— 3 —. 145,

Razrijedi s pomocu logaritamskih tablica:

2. @) 24% —2 = 10000, b) 7—* = 60, ¢) 1000—* — 0,04.
1
27. a) 1000 = 250, b) 3* — 100.

28. a) axtl . b¥—2 = ¢ b)) a* - b¥—1 = ¢¥ . @*+1

o (2F (2" oyE= s

29, a) — 3% _I,_ 9x—4 — Hhx+2 __ 5x+3,
b) el 33x—2 = 72x+1 __ 3PBx+2

’ 4 x——3_ A \x—2 e, 320
o (57" (3) "+ e =22

D

BL. 8% 4 8.3¢—3 = 7.5% 4 2. 5x+1,
82, @) 97 = 11€D), p) 36) = 5E).
33, 5rx+2) . Qx4 = 4. 10%,

34, 27x+1.5x—-1 — 375,

=
=
+

§ 14. Kvadratne jednadZbe s 2 mepoznanice. Ako nam je za-
dana kvadratna jednadzba s dvije nepoznanice az* -+ 2bzy + cy* -+
4 2dz + 2y -+ f = O i jos linearna jednadzba mz + ny |+ p = 0,
sistem ée se taj razrijesiti, ako se vrijednost za z ili za y iz linearne
jednadzbe uvrsti u kvadratnu jednadzbu i dobivena jednadzba rijesi.
To nam je poznato veé od prije.

Ako je pak osim zadane kvadratne jednadzbe zadana jo$ i druga
kvadratna t. j. ako nam je zadan sistem

ax? + 2bay + ey + 2dz + 2y + f = O, (1)

a® + 22y + ¢y + 2dx 4 20y + f1 = 0, (2)
to eliminacija jedne nepoznanice izmedu te dvije jednadZbe dovodi
redovno " do jednadzbe 4 stepena koja se ne da razrijesiti s pomoéu
jednostavnih metoda. PomnoZimo li jednadzbu 1) s ¢, jednadzbu 2)
s — ¢, 1 zbrojimo li obje dobivene jednadzbe izlazi,



(ae, — ca,) 2* + 2 (be; — ¢b) 2y + 2 (de;, — ed)) 2 - (3)

+ 2 (e, — ce)) y + fo — ¢, = 0.

Ta jednadzba ¢ini s jednadZzbom 1) sistem ekvivalentan sa zadanim
sistemom. Izra¢unamo li iz te jednadzbe y, dobivamo izraz ovog oblika

Ax* + Bx + C
¥ = Dx + E

Uvrstimo li ovu vrijednost u jednadzbu 1) pa pomnoZimo li onda
dobivenu jednadibu s najmanjim zajedni¢kim viSekratnikom, izlazi
jednadzba ovog opéenog oblika

Lx* + Mz 4 Na* + Px + @ = 0.

Ta je jednadiba cetvrtog stepena. Na kvadratnu se jednadzbu
moze ona opéeno svesti u ta tri slucaja:

a) ako je ona bikvadratna Lz* 4+ Nz* LN )

b) ako se lijeva strana te jednadzbe dade napisati kao produkt
dvaju faktora drugog stepena,

¢) ako je lijeva strana jednadzbe 1) ili 2) potpuni kvadrat ili se
dade rastaviti u racionalne faktore prvog stepena.

Primjer. Neka se razrije3i ovaj sistem:
| z? — 6xy + 9y — 1 =0
22% 4+ 3y* = 110.

Prva se jednadzba sistema dade napisati u obliku
—38y)?—1=0¢tj@x—3y—+1)(x—3y — 1) =0,

Odatle izlazi:

x —3y+1=02z—3y —1=0

Ovo su linearne jednadibe. Uvrstimo li vrijednosti od # u drugu

jednadzbu, dobivamo ova 4 rjeSenja zadanog sistema:

47 18

501:”7—’91:‘7_')502:“7’%:_9’
47 18
x3:7’y3=9:x4=__7":y4:_7‘

Ipak se u slucajevima, kad su neki koeficijenti u jednadzbama
1) ili 2) jednaki nuli ili kad imaju neke osobite vrijednosti, zadani
se sistem moZe razrijeSiti s pomoéu kvadratnih jednadzbi.

To su ovi slucajevi:
1. Zadan je sistem oblika:
ax® + cy® = d,
a,z? -+ ¢y = d,.



Uzmemo li za nepoznanice x? i y? nalazimo

Pl Gl el = O v
ac, — a,¢ ’ ac, — a,c¢ :
Zato je xr =+ VE, y= + /L.

Izlaze 4 rjeSenja:
xe.:_]/l—{j%:_l/ﬂ Ly _VK%:_"VZ,_
2. Jedna od zadanih jednadzbi jest homogena t. j. oblika
ax® + 2bxy + cy? = 0.
Ta ée se jednadzba podijeliti s * i odrediti omjer = :y. Time
smo dobili drugi sistem u kom je jedna jednadzba linearna.

|

3. Obje jednadZbe sistema jesu ne obaziruéi se na opéi &lan
homogene t. j. oblika:
ax® 4+ 2bzy + ¢y = d,
a x4+ ey + oy = d,.
PomnoZimo 1i gornju jednadzbu s d, donju s — d i zbrojimo li
obje jednadzbe, dobivamo homogenu jednadzbu:
(ad, — a,d) z* + 2(bd, — b Dzy 4 (cd, — ¢ d) y? = 0,

iz koje opet treba odrediti omjer Z

Primjer. Neka se razrijedi sistem:

22 4 3zy + 4y? 23,
2 — Txy + 5y* 35.

PomnoZimo li prvu jednadzbu s 35, drugu s — 23 i zbrojimo li dobi-
vene jednadzbe, dolazimo do homogene jednadzbe 122* — 56zy - 25y% =0.

2
Podijelimo li je s 2 imamo 12 (%) — 56 —Zi—|— 25 = 0. Korijeni su

I

te jednadibe (%)1 = QFD, (2)2 == % Uvrstimo li u prvu jednadzbu 2 = %y,

Y
dobivamo y% = gg 1 Yo = g ;!)g 3, onda je &;,, = =+ 25 ¥53.
Uvrstimo li u prvu jednadibu x = ;y, imamo 23y*> = 92, y;,, = + %,
e —=A e S
Tako izlaze 4 rijeSenja: &t
FUES s V53 6]/53’ xzz—g_gl/f’—e’s ?/2=_§_5L35_33
Zp = 1, yS_Q, o= —1 y,=—2.

Skreblin : Aritmetika i algebra za VII razved. G
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4. Koeficijenti nepoznanica u jednadzbama zadanog sistema jesu

takovi da se jednadZbe 3to ih dobijemo, kad obje jednadzbe sistema
zbrojimo ili ih odbijemo, dadu lako svesti na kvadratne jednadzbe
s jednom nepoznauicom.

Ha?

10,
11.

13,

15.

(s =

19.

21.

23.

Primjer. Neka se razrijesi sistem:

— 10zy 4+ 4% 4 10z = 61, 22 4 22y — 5y* — 62 4 24y = 52.
Odbivsi obje zadane jednadibe dobiva se jednadzba:
2z — 3y)* + 8% —3y) = 9
i odatle (22 — 3y); = 1, (v — 3y), = — 9 ild.

Razrijedi ove jednadzbe:

dtrtoty-6 R2ty—1
169.7:2—}— %y —= 171, 4. 3933/ —|— 5 (.c——— 7)) = 2L
1x2—4~y— 3. 2y — 3 (x — y) = 47.

- | r+y x—y 15
52"+§/T— < | Ofv—J vty &

4 | Z .2 A
w4yt — ay = 19, 8 (. — 3 4 (y — 2)* = 4,
x4+ y + ay = 23 (x—1)+(J+1)'*=99.
(@ — 8 + (y — 5)° + 6w 4 10y — 297,

(@ — 11)2 — (y — 1) + 222 — 2y = 215.
@+ 9+ @ — ) 20 (o +5) = B, 0P — 52 = G5

x? 4 y? = 45, \32
2y = 2 (= + y)- '
A 0 LS = Tk == T 14.
zy = 2 (& + y).
x? 4+ wy — 1°)y 0, 16.
%2 - a2y + y* = 352

— bry + 6y* = 0, 18.

a,‘—}—me—?)y = 20.

22 -+ 5xJ — 1242 = 0, 20.

x? — y* = 20. |

222 — 3xy + 2® = 28, 22,

322 — bxy + By?

a2 —— Tay -+ 4vy°
? — 8xy + by’

i

97, N
99, )
50.

2%+ ¢y = 61,

"'.xy=30(x—J)

4+ ¥ 4+ 2 4 y = 62,
dzy 4+ 4 (2?2 4+ y?) = 328.
x? — bry — 24y* = 0,
3z — by* = 88,

322 — Txy 4 4y* = 0,
bx? — 3zy — y? = 35.
m2—-xy_|-y3:_28,

r? ="yl 90

x? — xy + y® = 19,
3x® 4+ a2y 4+ 3y* = 33,
3z? + Tay + by? == B3,
x® + 6y* = 15,



2. 22 — 5y* + 32y = 60, 26, 322 — 22y 4+ bHy* = 35,

62% 4+ 5y* — 11ay = 60. x? — 2% = 1. _

322 + 5y? 93

M. il o P 98, = [=5

7. ax + b.’L‘y T ay as, 8 22 _|__ me _|_ 3@/2 67°
bx? + axy + by* = 0o z* -+ y* = 25,

29, 4a? + 122y + 9y* — 62 = 37,
322 1+ Sy - 5y? 1 19y — 45.

30. 72® — 492 + 3y* — 21y =110, 31. 2* - 32y — y* — 22 -+ by = 10,
8x? — bbx + 2% — 14y = 40. 3x2 4+ xy + 2° — 4o — By = 8.

32, (z + ) + 2% = 41, 33, 28 — 4 = 91,

zy (x +— y) = 20. zy = 30.
34, 2% + o = 133, 35, z* + y* = 641,

zy = 10. zy (22 + 3 = 290.
36, 2t 4+ y* = 82, 37, z3 + 43 = 341,

& — 4. 2%y -+ wy* = 330.

38. Zbroj kvadrata dvaju brojeva jest s (244). Uveéa li se prvi broj
za m (2), a drugi za n (3), zbroj njihovih kvadrata jest s' (369). Koji su
to brojevi?

39. Koji je dvoznamenkasti broj za 4 manji od zbroja kvadrata svojih
znamenaka a za 5 veéi od dvostrukog produkta tih znamenaka?

40. Zbroj kvadrata dvaju brojeva jest s (625). Umanji li se prvi broj
za a (2), drugi za b (3), zbroj je kvadrata s’ (468). Koji su to brojevi?

41, Dva se tijela gibaju po krakovima pravoga kuta jednoliko prema
vrhu. Na pocetku je prvo tijelo udaljeno od vrha a, (50 m), drugo a, (36 m).
Nakon ¢, (1) sekunda njihova medusobna udaljenost jest d; (53 m), nakon
¢, (3) sekunda d, (37 m). Koja je brzina obaju tijela?

42. Neka se odrede katete pravokutnog trokuta kome je hipotenuza
jednaka ¢ (634 ¢m) 1 povrsina p (462 dm?).

43. Stranica je romba a (130 c¢m), povriina p (14784 cm?). Kolike su
diagonale ? .

44, lzracunaj katete pravokutnog trokuta, ako je zadana hipotenuza ¢
i zbroj katete 1 pripadne teZidnice 2s. '

45. U zadanu kuglu upisi valjak zadanog plagta p.

46, Izratunaj polumjere baza prikradenog sto$ca, ako je njegova vi-
sina v (30 em), stranica s (34 ¢m), i obujam V (53560 & em?).

47. U polukruznici polumjera # povuci tetiva CD paralelnu s pro-
mjerom AB tako da oplogja koja nastaju rotacijom od CD i BC oko AB
budu u zadanom omjeru m.



I Poglavlje

Aritmetiéki i geometrijski red.

§ 15. Redovi. Redom zovemo niz brojeva koji su poredani po
odredenom zakonu. Pojedini se brojevi reda zovu njegovim ¢lano-
vima; kazemo prvi &lan, drugi ¢lan, ... »-ti ¢lan reda. Clanovi se reda
oznaéuju redovno ovako: a;, @, ... a,. Clan a, zove se podetni &lan,
a, opci ¢lan. Neki je red rastuci ili padajuéi veé prema tomu da li je
svaki slijedeéi ¢lan veéi od prethodnoga ili je manji od njega. Red
jest konacan, ako imade konaénu, odredenu mnoZinu ¢&lanova; ako je
pak broj ¢lanova neogranicen, red jest beskonacan.

§ 16. Aritmeti¢ki red. Aritmeti¢ki je red takav niz brojeva,
gdje je razlika izmedu svakog clana i ¢lana pred njim stalna. Na pr.
5,9, 18, 17, 21 ... Stalnu razliku izmedu svakog ¢lana i ¢lana pred
njim oznadujemo s d. Aritmeti¢ki red raste, ako je d pozitivno, pada,
ako je d negativno.

Buduéi da je prema definiciji aritmeti¢koga reda

ay=a, +d a,=a,+d=0a,+2d, o =0a,+d=a, +3d,...
to je a, = a, + (n — 1)d.

Ovo je formula za opéi clan aritmeti¢kog reda.

Primjer. Neka se odredi 20 ¢lan u aritmetickom redu 5, 9, 13 ...

Imamo:
g =, + 19d =5 4+ 19.-4 =5 | 76 = 81,
Kako je @y — -1 = d, 1 @41 — a, = d, to je
Ap — Qp—1 = Oy 41 — Uy ili a, = L _2|_an+1-

U aritmetickom je redu svaki ¢lan aritmeti¢ka sredina izmedu
obaju susjednih ¢lanova. |
Zbroj s, od n C¢lanova aritmetickog reda moZe se izraéunati

ovako:

o=+ @+ D)+ ...+ [a + @0 — 2] + [a + @ — ).



Desnu stranu ove jednadzbe moZemo i ovako pisati:

Sp =0y + (@ — d) + .. + [ay — (n — 2)d] + [a, — (n — 1)d].
Zbrojimo li obje jednazbe, imamo:
28, = n (@, + a)

1 odatle s, = —g—(a1 -+ a,).
Kako je @, = a, + (n — 1)d, to je takoder s, =+ [2a; 4 (n— 1)d].

Ovo su formule za #broj od » &lanova aritmetickog reda.

Primjeri. 1. Zbroj od 20 prvih ¢lanova aritmeti¢kog reda 5, 9, 13...

bide _
20
S0 = 5 (2a, 4+ 19d) = 10 (10 + 76) = 10 - 86 = 860.
2. Zbroj prvih #» prirodnih brojeva jest:
Sy == % (n -+ 1); zbroj prvih = neparnih brojeva 1, 3, ... 2n — 1 jest
S % + In = n

U jednadzbama za a, i s, dolazi 5 veli¢ina: a,, @,, », d i 5,. Ako su
3 od njih zadane, mogu se ostale dvije izradunati, Takih je zadataka mo-
guée 10. Ako je zadano a,, d i 8, ili d, a, i S,, dolazi se do kvadratnih,
ina¢e do linearnih jednadzbi.

§ 17. Interpolacija. Izmedu dva zadana broja @ i b interpolirati
aritmeti¢ki red od » ¢&lanova znaéi odrediti » brojeva koji zajedno s a
i b ¢ine aritmeticki red kome je a prvi ¢lan, a & posljednji ¢lan.
Oznadi li se diferencija traZenog aritmetickog reda s'8, to je, buduéi
da je sad zajedno s a i b ukupni broj ¢lanova » -+ 2,

b=a 4 (r 2 — 1)3,
P L8 =l

r 4+ 1
Primjer, Izmedu 7 1 19 interpoliraj aritmeticki red od 5 ¢lanova.
Kako je 8 = 2, to je traZeni red 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19.

Zadaci. 1. Izracunaj a) a,, iz a, = 4, a, = 9, b) ay, iz a; = 2,
a, = 8, ¢) a, iz g = 3, a, = 4,5.
2. Koliki je zbroj prvih ® parnih brojeva?
3. Koliki je zbroj a) prirodnih brojeva izmedu 15 i 95 (ovi brojevi
ukljucivo), b) parnih brojeva izmedu 11 i 65, ¢) neparnih brojeva izmedu
11 i 65.



4, Koliko se clanova aritmetickog reda mora zbrojiti da se za zbroj
dobije 2808, ako je prvi ¢lan 2 i diferencija 10?
. lzradunaj iz
a) a; (250), a, (— 100), d (— 30) n i s,
)@, (5), a, (32), n (10), d i s,

¢ b/ 1 :
dol 1) 3 (1), winmi

o

a a, (— 4), »(9), s, (144) a. i d,
e) a, ‘(15), a, (— 27, s, (—48) d i n,

9 d (%) W (80 e
g) d (— —?)i), n (11), s, (176), a, i a,,
B d(—8), an (—13), su(—4), 4, in,

. 3 r :
i) n (20), a, (— GIZ), 8, (— 576) a, 1 d.

6. Kako glasi 8 ¢lan aritmetickog reda 7a + 3b, 5a — b, 3a — 50...2

Izracdunaj @, i d, ako je zadano: .

Yya) ag + a; = 48, a, - a; = 4565 b)la,® + a;° = 785,
a;® -+ a,? = 425, (c)a, + a, = 29, a, ra, = 190.

8.a)a, vag =2 :5 a -0 = 100; b a + a, = 18,
a, +a, = 16.

9. a) 0, = a,, a, = Bag; b) a, - ay = 115, a, - a5 = 136.

10, a) @, : 0, = 5:14, a; - ¢y = 544; ) a; - a,, = 82, a, - a;, = 460.
¢) a, - a, = 48, ag - a;, = 80.

11. Zbroj aritmetickog reda od 8 ¢lanova jest — 4; produkt od zbroja
prvih 4 ¢lanova i zbroja posljednjih 4 ¢lanova jest — 572. Kako glasi red ?

12. U aritmetickom redu od 15 ¢lanova srednji je ¢lan 26, a produkt
od cetvrtog 1 posljednjeg ¢lana 658. Koji je prvi élan 1 diferencija?

13. Zbroj aritmetickog reda od 5 ¢lanova jest 15; pomnoZi li se peti
clan sa zbrojem prethodnih c¢lanova, dobije se 44. Koji je prvi ¢lan i di-
ferencija ?

14. Zbroj od 4 clana aritmeti¢kog reda jest 2, zbroj recipro¢nih vrije-

dnosti krajnjih ¢lanova jest za %0 veél od zbroja reciproénih vrijednosti srednjik

¢lanova. Koji su to brojevi?

15, U aritmetickom redu 18, 15, 12 . . . neka se odredi ¢lan koji
je jednak petom dijelu zbroja svih prethodnih ¢lanova.
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Kako‘je a, = a,q" — !, to je a,g = a,9"; zato je takoder
Gy q — G
= T
Primjer. Zbroj 7 clanova geometrijskog reda 4, 12, 36 ... bide
| B
s —a2l—=1_ 9. 9185 — 4370,

3 —1

U jednadzbama za a, i s, dolazi 5 veli¢ina a;, a, n, di s,.
Ako su 3 zadane, mogu se ostale dvije izratunati. Izmedu 10 moguéih
zadataka dolazi se u 3 slucaja na linearne jednadzbe, u jednom na
binomnu jednadzbu, u dva (kad je zadano a,, =, s, ili %, a, $;) na
jednadzbe viSe stepena. Kod ostalih zadataka treba rijesiti eksponen-
cijalnu jednadzbu.

§. 19. Interpolacija. Izmedu dva zadana broja a i b interpolirati
geometrijski red od « ¢lanova znac¢i odrediti » brojeva koji zajedno
s @ 1 b ¢ine geometrijski red kome je @ prvi ¢lan, a & posljednji ¢lan.

Oznadi i se kvocijent traZenog geometrijskog reda s ¢', to je,
buduéi da je sad zajedno s a i b ukupni broj ¢lanova r 4~ ¢,

TRt ] r+1
b = aq’ = ag
r+1

/b
i odatle ¢' = l/ =i

Ako su a 1 b tlanovi geometrijskog reda s kvocijentom gq, to je
takoder

r+1
=Va
Primjer. Izmedu 6 1 24576 treba interpolirati geometrijski red od 5
¢lanova. Izlazi

6/
e 245% _ VI — ]/G) 5 _

§ 20. Beskonaéni geometrijski redovi. Neki je red konvergentan,
ako se zbroj s, od % ¢lanova toga reda, kad broj #» beskonaéno raste,
pribliZava odredenoj grani¢noj vrijednosti; postaje li pak zbroj s,, kad
broj » beskonatno raste, po apsolutnoj vrijednosti veéi od kako mu
drago velikog broja A4, kaZemo da je red divergentan.

Geometrijski je red komvergentam, ako je |g| < 1 t. j. ako je ap-
solutna vrijednost kvocijenta manja od 1; inace je divergentan.



Da to dokaZemo, treba da prije dokaZemo ova dva poucka:

1. Potencije broja vedeg od 1 koje slijede jedna za drugom, rastu
beskonacno, kad wjihovi eksponenti beskonacno rastu.

Neka je ¢ broj veéi od 1; onda se ¢ moZe napisati u obliku
g=1 + a, gdje je a pozitivni broj. Iz ¢ > 1 izlazi, ako obje strane
te jednadZbe pomnozimo s ¢" — 1% ¢ > ¢" — L Dakle je bilo koja po-
tencija od ¢ veéa od prethodne potencije; potencije dakle rastu.

Potencije od ¢ mogu postati veée od bilo kojeg pozitivnog broja 4.
Iz ¢ — 1 = « izlazi, ako tu jednadZbu postepeno mnoZime s ¢, ¢2%
q%...q" ~ 1 koji su brojevisviveédiod 1, > —qg > o, ¢®*—¢* > a,...
¢"— "~ > o

Zbrojimo li jednadZbu ¢ — 1 = « i sve te nejednadzbe, izlazi
" — 1 >mna i g® > 1 -} na. Da ¢* bude veée od bilo kojeg pozitivnog
broja 4, dovoljno je uzeti 1 4~ ne > 4, odakle izlazi n > A

Dakle je ¢* vete od 4, ako je eksponent n veéi od == 1;

o

g" moZe dakle kad » raste i ¢ je > 1 postatl veée od kako mu drago
velikog pozitivnog broja.

T. j. lim q"

n

0O,
O,

(N

Primjer. Da se odredi cio broj #, za koji je (1,000 001)* > 1 000 000,
1000000 — 1., 1000000

treba uzeti ' 001
reba uzeti n > 0,000 001 in > 0,000 001

2. Potencije broja manjeg od 1 koje slijede jedna za drugom, wma-
njwpu se kad n raste, te se priblizavaju nuli kao gramici, kad wnjihovi
eksponenti beskonacno rastu.

= 1 000000 000 000.

Neka je ¢' broj manji od 1; ¢ moZemo pisati u obliku

!

g = % gdje je g > 1.
Imamo zato:
gn = r
Iz te jednadzbe izlazi:
Kad » raste, g7 se umanjuje, jer ¢” raste, te se ¢'* priblizava nuli
kao granici, kad » beskonafno raste.

Ako Je ¢ negativno, oba poulka vrijede za apsolutne vrije-
dnosti od g¢.



Sad nam ne ée biti tesko dokazati da je geometrijski red kon-
vergentan, kad je |g9| < 1. Zbroj s, od » &lanova geometrijskog reda
moze se pisati 1 ovako:
1 a; 9"

i — J T

Prvi dio izraza za s, jest nezavisan o # t. j. stalan, drugi je
dio zbog izraza ¢* promjenljiv. Ako je |g| > 1, vrijednost g¢* raste, -
kad » raste, te ée prijeéi, ako je » dosta veliko, kako mu drago ve-
liki broj 4. Zato je

N —

lim 8, = oo.
Ako je ¢ = 1, to je s, = n - a,, pa je takoder lim s, = oo,
za lim n = co.
Ako je pak |g| < 1, ¢” teZi prema nuli, kad » beskona&no raste,
a §, se pribliZava graniénoj vrijednosti 1—“_‘—q. Ta je graniéna vri-
jednost zbroj beskonadnog geometrijskog reda. Dakle je
lim s, = L.
n = © &= q
Primjer. Neka se odredi zbroj beskonadnog geometrijskog reda
1 .
1—}—i+—1~—|— Kako je ¢ = —, to je
o 9 3
lim s, = - SR
nm”_l ol s el i iy
3
Sto se zhiva sa zbrojem beskonadnog geom. reda, ako je ¢ = — 1?

Svaki se periodski decimalni razlomak moZe smatrati za besko-
naéni geometrijski red pa se po formuli za zbroj beskonatnog geome--
trijskog reda moZe pretvoriti u obiéni razlomak.

Primjeri. 1 036 = o0 4+ 2 4. =20 . 1 —
L =1
56 56
T 102 —1 99° ,
! 9 . 35 35 2 35 1
ARl i Sy sige s TS ) TGS s e
~ 102
9 35 _ 2.10® —2 4+ 35 _ 235 — 2 233
—‘1_0’*'10(102—-1)_ 10 (102 —1) 990 — 990"
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Opéeno vrijedi za disto periodske decimalne razlomke:

G 1 @ .
10f i 102” 7 103‘ it = er 1 10t — 17
Te=s e
_ 10¢
Y} ,?
A
-
K
L
H
J
E
G
a3
D
aq_Q 1571 E
aq2
B/« ’
aw /C |
ot |
le
o 450 : ..
B 5 A Dy F) H, K3 M IZ, X
Stika 6.
a za mjedovito periodske decimalne razlomke:
8 i QS Qt 1 -
10# +105+‘+10S+"’ gas M7 1% T 0=t B i
I
10!
== QS _|__ Qt e (})\ 10¢ o Qt = Qs
i 108 (10t — 1) 1o rgs — 1) i

U tim jednadibama zna¢i ), f-znamenkasti period napisan kao de-

kadski broj, a @, s-znamenkasti pretperiod napisan kao dekadski broj. Izrazi
te jednadzbe rije¢ima!

§ 42. Graficko predocivanje zbroja geometrijskog reda. Zbroj
konvergentnog geometrijskog reda moze se grafiéki predoéiti ovako: na
os apscisa pocevdi od ishodista nanesimo duzinu 04 = a; ishodistem
povucimo pravac pod kutom a tako da je iga = ¢q (¢ <7 1), a tatkom 4
drugi pravac pod kutom 45°% Sjeciste obaju pravaca neka je U (sl. 6.).
Iz U spustimo okomicu UV na os z. Tad je OV jednak zbroju kon-
vergentnog geometrijskog reda s kvocijentom ¢. Iz slike izlazi naime:



AB=a-tga=aq=BC=A4AD,; CD=aq - ¢g=0a¢>=DE= D, F|;
EF = FG = F H, = a¢® ild. Zato je
OV=a—+aq+ ag®+ ag®+ ...

t. j. OV jest jednako zbroju konvergentnog geometrijskog reda.

YA
ag?
y, aqf 5/ E
aq?
A
; aq C
aq
‘ cL 5o -
0= - X

Shika 7.

Ako je ¢ > 1, tad je a > 459 pravei OB i AC (sl. 7.) se ne
sijeku, geometrijski je red divergentan.

Zadaci;@ﬂ\laéini geometrijski red iz:
4 3
5’ q=z_; ¢) ay = 8l, g = —

?

w‘ ot

a) ay =3, g =4; b)a, =

n
d) a,l-_—m2, ==W

@7 Napisi Sesti, osmi 1 deseti ¢lan geometrijskog reda kome su prva
(= ) prv
| o8
dva dlana @) 5, 15, 3) 10, — 2, ¢) — 08, — 0,16, &) 7, —g—
Odredi zbroj od @) 4, b) 6, ¢) 8 ¢lanova tih redova.
f_/ o) Izradunaj iz:

a) a, (—;7), n (9), ¢ (—— %) a; i Su.
B (%) o (824’), e R

¢) a; (— 3), a (3é4), S» (295) n i g.
d) a; (— B), ¢ (— 3)y s, (910) n i a,.
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e) a (%), ay (48), » (7) ¢ 1 Sp.
f) a, (864), ¢ (— 6), s. (740) a, i &.
g) n (6)1 q (_ 3)s Sa (79‘8) G 1 Oy

Izradunaj a; 1 ¢ 1z:

4, a, — a;, = 756, a, — a, = 432

9. ay + a, = 52, a, + a, = — 12

6. a; + a, + ay = — 35, a,a, = 225.
ﬁ a. — a, = 1404, a, — a;, = 1296.

8 a, + a, + 0, = 248, ay — @, = 192,

1
a, + a, = 244, a; + a, = 86.

10, Zbroj od drugog, treceg i Getvrtog ¢lana geometrijskog reda jest
18, razlika Sestog 1 tredeg ¢lana 108. Kako glasi red?

11, Tri broja ¢ine geometrijski red. Zbroj njilov jest 21, a produkt
geomeflrijske sredine i zbroja krajnjih ¢lanova 90. Koji je prvi ¢lan i kvocijent?

12. Zbroj neparnib clanova geometrijskog reda od 5 ¢lanova jest 453,
zbroj parnih 150. Kako glasi red? ,

13. Aritmetidki i geometrijski red podudaraju se u treem c¢lanu koji
je jednak 243 produkt prvih ¢lanova jest 18, drugih 108. Kako glase ti
redovi ?

14. Zbroj triju brojeva koji ¢ine geometrijski red, jest 39. Oduzme li
se od tredeg ¢lana 9, red prelazi u aritmeticki; koji su to brojevi?

15, U geometrijskom redu od 2n — 1(5) ¢lanova poznat je zbroj S,
(336) prvih » ¢lanova i zbroj S, (21) posljednjih % ¢lanova. Koliki je prvi
¢lan 1 kvocijent toga reda?

16. Zbroj 3 brojeva koji ¢ine geometrijski red jest 26, zbroj njihovih

recipro¢nih vrijednosti -l—g Koji su to brejevi?

17. Tri broja cine geometrijski red; njihov je zbroj @ (19), a zbroj
njihov kvadrata b (133) . Koji su to brojevi?
18. U nekoj baévi imade 100 ! vina Izvadimo 2 [ i dodajmo 2 vode;

izvadimo ponovno 2 ! smjese i dodajmo 2 ! vode itd. Koliko se puta mora
taj postupak ponoviti da napokon bude u badvi samo 80 ! vina?

19. Dokazi ovaj poucdak: ako brojevi a, b, ¢ ¢ine geometrijski red,
postoji relacija:

a? b% ¢* (%—1—;—34—;—3)——— a® 4 b 4 ¢
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20. Dokazi da jednadiba ax® 4 2bx 4+ ¢ = 0 ima dvostruki korijen
ako @, b, ¢ ¢ine geometrijski red.

21. Dokazi, ako tri broja ¢ine u isti das i geometrijski i aritmeticki
red da su oni jednaki.

22. Odaberi z tako da brojevi @ + 2, b L2, ¢+ #, cine geome-
trijski red.

23. Intrpoliraj a) izmedu 5 i 160 geom. red od 4 c¢lana,

/@bj’ﬁ?i 324 geom. red od 3 ¢lana.

A4 Izmedu 1 1 10 interpoliraj geometrijski red od 19 c¢lanova i odredi
zbroj toga reda.

1 R |
8' 64’ 512
poliraj 2 nova ¢élana i odredi zbroj svih ¢lanova novoga reda.

26. Izracunaj ove Abro]eve
/‘16—|—1°)-|—9—[— < C@f Z )4— (_14—)6+
¢) 15 — 15 (0,8) + 15 - (0,8)* — 15 (0 8)® -+
pure(S)re (& +o (8 +
0 3+5-—_2“+3-i+5.(— ( il ( )i
Dadbstodats. 216 ( ko
o2 4
1/92+1
S ]/2—1 2 — ]/2 + ,
‘(,;;Z,-Pretvorl u obiéne razlomke: a) 0,48, ,4?10_,1.6‘5.,,227
#0271, e) 0,16, £ 0,1590, ¢) 0,15740, &) 0,6428571 i) 0,29.
28, Zbroj:

a) 1 — coso + cos?o — cos®a - .

A + sina + sin*a -+ sindo + .
‘Specua]m slucajevi: a = 30°% o = 459 / == 600

9. a) 1 +tgo + tg?a 4+ ..., D) l—tg%ri}tg o —tgda 4 ...

(@ < 459).

30. Zbroj ove razlomke:
a> oz i :
a) ‘b—é — E)TL + W = —i— o 1070 (x < adb2),

. . p\2
b)1+a+2+(3—3;%) 4 ... @>0, 5> 0).

inter-

20, Izmedu svaka 2 ¢lana geometrijskog reda 1,
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31, Zbro] beskonacnog geometrijskog reda jest 18, prvi je ¢lan 12.
Kako glasi tre¢i ¢lan?

32. Zadan je istostrani¢an trokut stranice a@. Spojimo raspoloviita
stranica tog istostranog trokuta i u dobivenom trokutu spojimo opet raspo-
lovista stranica itd. Neka se odredi: @) zbroj opsega 1 povrSina svih
istostranih trokuta, &) zbroj opsega i povrsina krugova upisanih u te trokute.

33. U istostrani¢ni trokut stranice @ upisan je krug, u krug opet isto-
strani¢an trokut, u trokut opet krug itd. Neka se odredi a) zbroj opsega
i povr§ina svih trokuta, &) zbroj opsega i povrina svih krugova, ¢) zbroj
oplosja 1 obujma tjelesa koja nastaju vrtnjom trokuta oko jedne njegove
visine.

34. U zadani kvadrat stranice @ upisan je drugi kvadrat koga stra-
nice raspolavljaju stranice prvoga kvadrata, u tal je opet upisan treél koga
stranice raspolavljaju stranice drugog kvadrata itd. Koliki je zbroj opsega 1
povr$ina svih kvadrata? T

35. U krug polumjera KB upisan je kvadrat, u kvadrat opet krug, w
krug opet kvadrat itd. Koliki je @) zbroj opsega i povrsina svih kvadrata,
b) zbroj opsega i povriina svih krugova?

36. Vrh vedeg &iljastog kuta @ u pravokutnom trokutu neka je A.
Nacrtajmo u A okomicu na hipotenuzu ¢ i produZimo je do sjecista s pro-
duZenjem katete @. Na tu okomicu nacrtajmo u tom sjecidtu opet okomicu
i produzimo je produZenja katete b itd. Kolik je zbroj svih tih okomica?

37. U kocku brida @ upisana je kugla, u kuglu kocka, u kocku opet
kugla itd. Koliki je zbroj oplo§ja i obujmova @) svih kocaka, b) svih kugala ?

38. U uspravni stoZac kuta na vrhu 2o upisana je kugla, u prostoru
prema vrhu upisana je druga kugla koja dira prvu kuglu i1 plast stofca itd.
Koliki je zbroj oploija i obujmova svih kugala, ako je polumjer prve kugle r.

39. U kutu 2 < 90° wupisan je ditav niz kvadrata kojima jedna
dijagonala leZi u simetrali kuta 20, vrhovi na simetrali se podudaraju, dok
ostala dva vrha leZe u krakovima kuta 2a. Koliki je zbroj opsega i povrsina
svih tih kvadrata, ako je stranica prvog kvadrata s?

40, Kugli polumjer R upise se tetraedar, u tetraedar opet kugla, u

kuglu opet tetraedar itd. Koliki je zbroj obujmova a) svih tetraedara,
b) svih kugala?



IV Poglavlje

Kamatno-kamatni radun, raédun amortizacije i renta.

§ 21. Objasnjenja. Ukamadéivanje neke glavnice jest jednostavno,
ako uloZena glavnica ostaje uvijek jednaka t. j. kad kamate 3to ih
ona donosi, ne sluZe poveéanju glavnice. Na taj se nadin ukamaéuju
na pr. drZavni zajmovi: svake pd godine dizu se kamate iskupljivanjem
kupona.

Ako se pak kamate, 3to ih donosi neka glavnica u odredenom
razmaku vremena (na pr. 1 god., i god., 4 god.), priklapaju glavnici
tako da i kamate nose kamate kaZemo da je glavnica uloZena na
kamate od kamata ili na sloZene kamate.

Primjer. Glavnica od 2000 d nosi za godinu dana uz 5% 100 d ka-
mata. Priklopi 1i se tih 100 d glavnici 2000 d izlazi vrijednost glavnice za
godinu dana 2100 d; 2100 d daje opet za godinu dana 105 d kamata.
Zalo je vrijednost glavnice iza 2 godine 2205 d itd.

Ako se ukamadivanje zbiva na koncu svakog razmaka vremena,
kako je to u tom primjeru, ukamacivanje jest dekurzivno.

Raduna 1i pak vjerovnik duzniku kamate wunaprijed t. j. na po-
tetku svakog roka ukamaéivanja, ukamacdivanje glavnice jest anticipa-
tivno. Ovdje éemo se baviti samo dekurzivnim ukamadéivanjem.

§ 22. Konaéna vrijednost glavnice uz dekurzivno ukamadivanje.

Glavnica ¢y naraste uz p% za godinu dana na ¢, = ¢ | Ig()—pi)
¢ (1 - —15—0), 1 | 1—‘86 zovemo kamatni faktor i oznacujemo ga

kraée s ¢q. Zato je

9 = 99.
Na koncu druge godine biée vrijednost glavnice

. . VRY - sl o

Na koncu treée godine biée vrijednost glavnice
95 = 9 + fﬁ,ﬁ = ¢, (1 5 —1—’6—0—) = 0,9 = 94"

Skreblin: Aritmetika © algebra za VII rasred. 4




Na koncu #-te godine vrijednost je glavnice:

gn == gn—1 -+ 9"100 =Gn—1 (1 i s 1—10%) = 99"~ "' q = 99"

Ova formula daje konadnu vrijednost glavnice nakon # godina,
ako se kamate priklapaju glavnici na koncu svake godine. Iz te for-
mule izlazi za sadasnju vrijednost. glavnice

g =%2—;zatimg” —g—” e —l/g"
log g, + kolog g

log q
Tako se moiZe izradunati svaka od ¢Cetiriju veliGina g,, g, ¢ i n,

ako su ostale {ri zadane.

nadalje » log ¢ = log g, -+ kolog g, n —

Vi
3DIn
4Din <
3 Din

p\S
2Dint
1Din- 1|
5 =i _& A | . . ; .

P R R R R R T r
Sl 8

Krivalja I (sl. 8) prikazuje nam grafi¢ki, kako raste 1 d uloZen
na dekurzivne sloZene kamate uz 5%, pravac II, kako raste 1 d uloZen
na jednostavne kamate uz 5%, dok pravac III graficki predoduje da
glavnica 1 d ne nosi nikakovih kamata.

Primjeri 1. Na koju vrijednost naraste glavnica od 2000 d uloZena na
slozene kamate uz 6°, 1 godi¥nje ukamacivanje za 15 godina.

Izlazi g,, = 2000 - 1,05'. Logaritmiramo li ovu jednadZbu, dobi-
vamo log ¢, ‘— log 2000 - 15 - log 1,05 = 3,30103 -+ 0,02119 - 15 =
= 3,30103 -+ 0,31785 == 3,61888. Zato je ¢, = 4158 d.
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2. Za koje vrijeme naraste glavnica od 50000 d uloZena na sloZene
kamate od 7':% 1 godinje ukamaéivanje na 119095 d?
[ 119095 = 50000 - 1,075% izlazi
119095

1,076" = o, m - log 1,075 = log 119095 + holog 50000,
_ log 119095 - kolog 50000 _ 5,07589 + 0,30103 — 5 0,37692
= log 1,075 i 0,03141 ~0,03141

= 12 godina.
Ako se kamate priklapaju glavnici svake po godine, vrijednost
je glavnice iza p6 godine

ik = ) (1 -+ QOO) i za godinu dana ¢, = ¢ (1 IS “)OO)

2
g == (1 - '2—(%)’ a vrijednost je glavnice iza n godina

\ 2n
=0 (14 o)

Dakle se mjesto kamatnog faktora 1 - -

100 mora uzell ka-

matni faktor 1 - 2—50, a mjesto broja godina % broj rokova ukama-

éivanja 2n.
Kod banaka jest najobi¢nije polugodisnje ukamadivanje.
Priklapaju li se kamate glavnici svakog m-tog dijela godine, ko-
naéna je vrijednost glavnice ¢ iza »n godina

, p mn
o' =9 (1 + 1063)

Primjer. Na koju vrijednost naraste svota od 750 d uloZena uz 4%
nakon 12 godina, ako se kamate svake ¢etvrtine godine priklapaju glavnici?
Budué: da su kamate za ¢etvrtinu godine 1%, to je kamatni faktor

q = 1+ T.O = 1,01. Zato je konac¢na vrijednost glavnice iza 12 godina

g'ys = 750 - 1,01%8 = 12090 d.

Da se posfignu toéniji rezultati, treba upotrebljavati logaritme na vige
od 5 decimala,

Biljeska. Imade 1li kamatnjak ostati nepromijenjen t.]. imade i glavnica
za godinu dana narasti na istu vrijednost, kad se kamate priklapaju glavnici
na koncu svakog m-tog dijela godine na koju bi narasla, kad se kamate
priklapaju glavnici na koncu godine, tad vrijednost kamatnog faktora za me-ti

dio godine ¢; = 1 |- %_%W nije ispravna. U tom slucaju kamatni faktor

%
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treba biti tolik da 100 d za godinu dana naraste na (100 4 p) d. Oznaci
li se taj kamatni faktor s ¢';, mora postojati jednadzba
100 ¢';m = 100 - p,

m
odakle izlazi ¢';, = l/l Lo 100 VQ-
q', zove se konformmi kamaini faktor.
Ako je n mjesoviti broj t. j. » = v + V', gdje je v cio broj
godina, a v’ pravi razlomak, a kamate se priklapaju ‘glavnici na koncu
godine, onda se u praksi ratuna obi¢no ovako:

= 2
At (1 i 100)
Glavnica gV donosi za v' godina (po jednostavnom kamatnom

v Y] !

00—
o= (4 38) =9 (48 (1430

Gn J"Jr100""(14100)_9(1+100 I+ 700

=y AV AY

=94 (1+100)

Kad bi se sluzili formulom g, = g¢” t. j. kad bismo upotrijebili
- konformni kamatnjak, dosli bismo do rezultata koji se od prvog raz-
likuje razmjerno vrlo malo.

ratunu) g P dinara kamata. Zato e

Primjer. Na koji iznos naraste glavnica od 25000 d uz 341% za 10 go-

dina 1 3 mjeseca?

Ra¢unamo li po formuli g, = g¢g¥ (1 - 1\_/6%)’ izlazi

gn = 25000 - 103010(1 +4o6) = 95000 - 1,035 - 1,00875 = 35573 d.

Ragunamo li prema konformom kamatnjaku, imamo
g, = 25000 - 1,0851°7 = 35570 d.

§ 24. Neprekidno ukamaéivanje. Jakov Bernuji (Bernoulli) je isiraZivao
na koju vrijednost naraste glavnica, ako se kamate priklapaju glavnici svaki
momenat. Priklapaju 11 se kamate glavnici svakog m-tog dijela godine,

min
vrijednost je glavnice iza % godina ¢'ny = ¢ (1 -} Tag—) Stavi i se
100 m npx

e = & ili B = I%%, imamo dmn =48 (1 -+ 1)100

Kad m sve jade raste t. j. kad se kamate priklapaju glavnici u sve
- - . . . IIPA’
manjim razmacima vremena, raste sve jafe 1, a 1zraz ¢ ( 1 -+ )100 =



i\ L . 1\ B :
g [(1 —l——) ]100 priblizava se, buduéi da se (1 -[——3?) pribliZava  vri-
jednostt e = -,7189818%4 . ., vrijednosti
EE
@ =i 110,
Po toj formuli treba racunati, kad se radi o rastu organskih bida u
prirodi na pr. o rastu drveéa, bilja itd.

Zadaci. 1. Na koju vrijednost naraste@)OOO d uz 8%, za 20 godina,
b) 12548 d uz 7%, za 24 godine, ¢) 70060 d uz 51%, za 18 godina?
Na koju bi vrijednost te svote narasle uz jednostavno ukamadivanje?

2. Na koju vrijednost naraste glavnica od a) 2000 d za 10 godina
uz 8%,, ako se kamate priklapaju glavnici ) polugochénje, ¢) Cetvrtgo-
dignje?

3. Na koju bi vrijednost narastao 1 d, kad bio uloZen uz sloZene ka-
mate od a) 5%,, b) 8%, ¢) 10%, 100 godina, a na koliku, kad bi bio
ulozen 1000 godina?

4. Glavnica od 40000 d bhila je uloZzena 5 godina vz 6%,, 4 godine
uz 9%, 1 3 godine uz 8%, Na koju je vrijednost narasla ta glavnica? Na
koju bi vrijednost narasla ona za 12 godina, kad bi bila uloZena kroz to
vrijeme uz srednji kamatnjak od 1—152— B-64+5-9-4+3-.8)%,?

d. Banka primi 100000 d uz 8%,, a posudi uz 12%,. Koliki je nje-
zin dobitak za 12 godina?

Ko;a glavnica naraste za 10 godina uz 8%, na 120000 d?
. Koju svotu mora netko uloZiti da iza 20 godma uzmogne podiéi
svotu od 250000 d (p = 6%,).

8. Koja je sadasnja vrijednost glavnice koja se ima isplatiti @) za 5
godina uz 5%, u iznosu od 50000 d, b) za 4 godine uz 8%, u iznosu od
75000 d, ¢) za 6 godina uz 10°%, u iznosu od 100000 d.

9, Vrijednost neke glavnice za 10 godina uwz 10Y%, biée 20000 d.
Kolika je bila njezina vrijednost prije 5 godina?

10. Koja glavnica naraste za 30 godina uz 8%, i polugodisnje ukama-
¢ivanje na ista vrijednost kao za 10000 d veca glavnica uz 6(’/0 i godlane
ukamacivanje ?

11, Kolika je bila glavnica koja je za 24 godine narasla na 60000 d,
ako se prvih 8 godina ukamadivala sa 4 oo/o, slijedeéih 8 godma uz 6%,,
a dalnjih 8 godina uz 8%,? |

12. Koja glavnica naraste uz 4%/, za 8 godina na istu vruednost kao
20000 d uz 8%, i za 4 godine?



13. Glavnica od 500000 d ulozena je 10 godina uz 6%,. Za koliko

je kona¢na vrijednost te glavnice veéa, ako se kamate priklapaju glavnict
mjesto svake godine svake pé godine? Za kamatni fakior za po godine uzmt
a) 91:1"|’%6’ b) ¢y = /[—1_',"1—%96

14. U sumi ima 60000 m® drva. Godi$nji prirast iznosi 2°,. Kolike
ée drva biti u to] Sumi iza 12 godina? Racunaj prema neprekidnom uka-
madivanju.

15. Koja je sadasnja vrijednost glavnice koja uz 6°/, za 20 godina
naraste na 200000 d?

16. Netko je ulozio prije 20 godina 18000 d uz 4%,, prije 12 go-
dina 20000 d uz 4,5°%, i prije 8 godina 30000 d uz 5%,. Kolika je nje-
gova imovina?

17. Za koliko godina naraste glavnica od 50000 d uz 109, na istu
vrijednost kao 80000 d uz 8%/, na 15 godina?

18, Netko ima da plati 16000 d iza 8 godina, 8000 d iza 12 go-
dina. Kad moZe mjesto toga najednom da plati svotu od 8000 4 16000 =
— 24000 d, ako se raduna 8%,?

19. Za koliko se godina potrostrué¢i glavnica vz a) 4%,, b) 6%,
&) 8%, d) 10%,?

20. Za koliko se godina podvostruci glavnica uz 6%,, (8%,, 10%,,
129,) i @) godisnje, b) polugodisnje, ¢) cetvrtgodisnje, d) mjesetno uka-
macivanje 2

Kako dugo mora biti uloZena glavnica od 24000 d uz 7%, da
naraste na istu vrijednost kao 20000 d uz 8%, za 20 godina?

R2. A ulozi 25000 d uz 3,56%,, B uloii 8 godina kasnije 30000 d
uz 49, . Iza koliko ée godina biti obje glavnice jednake i koliko su one onda ?

23. Uz koliko postotaka mora biti uloZena glavnica od @) 12000 d
da iza 10 godina naraste na 25000 d, b) 30000 d da iza 8 godina na-

raste na_ 45000 d?
Uz koliko se postotaka @) podvostruéi glavnica za 8 (10, 12, 15,

20)~godina, b) potrostruci glavnica za 12 (15, 18, 25) godina?

25. Netko uzajmi 1728 d uz uvjet da iza 12 godina plati 2687,94 d.
Koliko je postotaka racunato?

26. Uz koliko postotaka mora biti uloZena glavnica da iza 30 godina
1 Cetvrtgodisnje ukamacivanje naraste na peterostruku vrijednost?

_ 2¢. Uz koje postotke mora otac ulozZiti na dan rodenja svog sina svotu
od 21800 d da ta svota uz polugodisnje ukamacivanje iza 23 godine naraste
na 48093 d?



§ 25. Konacna i sadaSnja vrijednost periodskih uplata. Ako
netko ulaZe svotu r kroz » godina potetkom svake godine na sloZene
kamate uz p°;, prva svota lezi do pocetka n-te godine ulozena (n — 1)
godinu i naraste na vrijednost rg”»—1; druga svota lezi uloZena (n — 2)
godine i naraste na vrijednost r¢#—? itd. Konagna vrijednost svih tih
uplata na pocetku n-te godine biée zato

Sp =rg» 1 4rgn 24 ... 41

To je geometrijski red, gdje je prvi €lan r, kvocijent g (¢lanovi
su napisani obrnutim redom). Zato je
g il
(el

Buduéi da te uplate narastu na vrijednost S, iza (x — 1) go-
dina, to je sadasnja wvrijednost tih uplata

S,

qn—l *
Vrijednost svih uplata na koncu n-te godine biée

y Eo= @‘_‘1
Sn—rqq_l.

s — 7

S =

§ 26. Povecanje glavnice periodskim ulaganjem. Ako se glav-
nica g uloZena na sloZene kamate od p°, i godisnje kapitaliziranje
.kroz » godina na koncu svake godine uvecava za svotu », biée vri-
jednost glavnice g i svih uplata na koncu n-te godine

Ako se oduzimlje glavnici ¢ kroz #» godina na koncu svake go-
dine svota r, vrijednost je glavnice iza n godina

" — 1

Sn=gg”——rq_1.

Uveéava li se odnosno umanjuje li se glavnica g svotom 7 kroz
n godina na potéetku svake godine, biée onda njezina vrijednost na
koncu n-te godine

¢ —1
g — 1
Primjer. Na koju vrijednost naraste svota od 25000 d za 10 godina

uz 8%, sloZenih kamata, ako se ona na koneu svake godine uvecava za
4000 d?

Sy = 99" + rq



51

1,081 —
Imamo S;, = 25000 - 10810 -+ 4000 Tos 7 D# izratunamo
’ =
, . S I 1,081 -1
s pomocu logaritama S,,, stavimo 25000 - 1,08 = 4 i 4000 = =B

pa izracunajmo napose 4 i B, Nalazimo log 4 = log 25000 - 10 log 1,08 =
= 4,39794 + 10 . 0,04342 = 5,73214. Zato je 4 = 53969 d. Hocemo ki
izracdunati B3, treba da najprije odredimo vrijednost od 1,081° = y, Kako je

1,15875

log y = 0,33420, to je y = 2,15875. Dakle je B = 4000 - oos_ll g B—

— log 4000 + Tog 1,15875 + kolog 0,08 = 3,60206 + 0,06399 -+ 1,09691 —
— 4,76296. Izlazi B — 57938 i S, = 53969 -+ 57938 = 111907 d.

§ 27. Anuiteti. Drzave, gradovi, opéine, poduzeéa trebaju &esto
novaca za razne investicije pa su prisiljeni sklapati zajmove koje Zele
otpla¢ivati u jednakim obrocima iza odredenog vremena na pr. na
koncu svake godine. Ti se obroci zovu anuitefi; jednim se dijelom
anuiteta isplaé¢uju kamate, a drugim se dijelom otplaéuje glavnica.

Formula
Qn = I
g — 1
pokazuje nam, koliki je jo§ dug iza » godina, ako se posudena glavnica
g otplacuje u jednakim anuitetima @ na koncu svake godine. Ima li
iza n godma dug biti potpuno isplaéen, onda je B = 0, pa imamo

R =gy —a

L
97" = @ %_— 2)
Ovo je formula amortizacije duga. 1z te formule izlazi:
e —1)
a == g gn [ 1 : Q)

Ta nam formula kazuje, kolikim se anuitetom moZe otplatiti dug
od g dinara za n godina na koncu svake godine uz pY%,.

Da izratunamo #n, pomnoZimo jednadzbu 1) s ¢ — 1; dobivamo

(@—1) 99" = ag" — a |
log a = kolog [a — (g — 1) g]
log q

Primjer. 1. Kolikom godisnjom otplatom na koncu svake godine moze
se amortizirati dug od 61490,3 d za 30 godina, ako se raduna 5%, slo-
Zenih kamata ?

Formula 2) daje

i odatle g” [a—(g— 1) g]|=aili n=

1,05% . 0,05

6= 614903 ey




Kako je 1,053 — 1 = 3,3222, to je
log a = log 61490,3 -~ 30 log 1,06 4 log 0,06 - Fkolog 3,3222 —
= 4,78882 4+ 0,63570 4 0,69897 — 2 4 0,47857 — 1 = 3,60206;
= 4000 d. 7

2. Iza koliko ée se godina otplatiti dug od 10760,8 d godisnjim ot-
platama od 2400 d na koncu svake godine, ako se raduna 3%"/0 sloZe-

nih kamata?

L 1,0396% — 1 ..,
| Iz 10760,8 » 1,03756* = 2400 0,0375 izlazi |
1,0375* (10760,8 - 0,0375 — 2400) = — 2400, 1,0375* = i&OO_
b © Oy » > b 1996,47 °
log 2400 4+ kolog 1996,47 :
log 1,0375 S EPGE:

3. Dug od ¢ d ima se otplatiti u jednakim godisnjim obrocima od
-« d na koncu svake godine. Neka se odredi, koliko se svake pojedine go-
-dine plada za kamate, a koliko za otplatu glavnice.

Za anuitet @ imamo prema formuli 2).

n ===
g =97 g — 1)
g" — 1
Kako su kamate za prvu godinu &, fgo to za otplatu glavnice

gEro MES gp e !
ostaje &, — a — 100" Dug na koncu prve godine jest ¢ — z,. Na
koncu druge godine treba platiti kamate samo od glavnice ¢ — =z, t. j.

_g—=2)p : ) odorth b g—2)p _
Joy = oo > & %@ otplatu glavnice ostaje 2, = a 100 ==
= Bs . Pl s ( L) =
3 (“ 100) Tio=%T10 =2 ! Tim #g. Na
koncu trece godlne treba platiti kamate samo od svote ¢ — z; — %,, pa
Jje zato

. (9—2,—%)p (9 — 331_)27 Pz, bz,
e TS 100 =% =55 T 100 2T igo

= &9 = 9"
Opéeno je 2, = z,g™ 1.
\ . q" — 1
Kako je 2, + z, -+ . . . F 2 = q_T———g,
: — 1
to je @y = ggm — 1 9

7 kil
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Primjer. Dug od 100000 d ima se isplatiti za 4 godine uz 4%..

Neka se sastavi otplatna osnova.
1,06 — 1
1,04+ — 1
£, = mq = 93549 - 1,04 = 24490,96 d,
x,q = 24490,96 - 1,04 = 25470,60 d,
25470,60 . 1,04 = 26489,44 d.

Nalazimo z; = 100000 = 23549 d,

L3

I

I

Ty = X349

Anuitet moze se izradunati direktno po formuli za anuitet, a moZe:
se 1 tako da se kamate pribroje otplatnoj kvoti. Otplatna osnova bide:

Koncem 49/ Otplatna :
. godine Dug kamgte kvota Anuitet
0 100000 - ~ —
1 716451,00 4000,00 2354:9,00 2754.9,00
2 51960,04 3058,04 244:90,96 27549,00
3 264.89,44. 2078,40 25470,60 27549,00
4 — 1059,56 264.89,44 27549,00

Otplatna kvota na koncu 4 godine mora biti jednaka preostalom dugu
na koncu 3 godine; kadsto izlazi posljednji anuitet nedto razli¢it od ostalih
i to zbog korekcije zadnje znamenke.

§ 26. Rente. Rentom zovemo svotu koja se plaéa svaki put, kad
prode odredeni razmak vremena obi¢no godina dana. Razlikujemo
privremeny rentu koja se plaéa samo kroz odredeni broj godina i do--
Zivotnu renfu na koju ima netko pravo sve do smrti svoje.

Plac¢a li se renta na koncu odredenog razmaka vremena, ona je
dekurzivna; plaéa li se na pocletku, ona je anficipativna.

Pravo na rentu mozZe netko steéi uloZivsi jednom za svagda odre-
redenu svotu koju zovemo sadasnjom vrijednosti rente ili mizom ili opet
da plaéa viSe puta odredene iznose koji se zovu premije.

Osnovna formula racuma renta. Dospijeva li neka renta kroz =
godina na pocletku svake godine, njezina je vrijednost na pocletku
n-te godine

Sﬂ=rg""1—|—rg"—2—|—...—|—r=rq;—_1—1. 1)

Oznac¢imo li svotu &to je moramo uloZiti na pocetku godine da

steknemo pravo na rentu r» kroz » godina na koncu svake godine sa S
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i uzevsi u obzir da svota S i rente » za n godina moraju narasti na
istu vrijednost, dolazimo do jednadzbe

2)

Jednadzba 2) osnovna je jednadiba racuna renta. 1z te jednadzbe
izlazi
_ Sgrlg—1), g . " 9" — 1, " __log r +kolog [r — 8 (g — 1)}
g" q— 1’ log ¢
Veli¢cina S jest sadasnja vrijednost rente r koja kroz n godina
dospijeva na koncu svake godine.

Do jednadzbe 2) mogli smo do¢i takoder tako da smo isporedili
vrijednosti od S i vrijednosti renta » o bilo kojem roku na pr. po-
¢etkom prve godine. Kako prva renta dospijeva na koncu prve go-
dine, imamo

g Ty i
q+q2+ +9”

Izraz na desnoj strani jest geometrijska progresija, gdje je prvi

¢lan é’;, kvocijent ¢;

. 7 — 1
zato je § = _r; prae
Thl—al

Trazimo li sadasnju vrijednost rente koja kroz » godina dospijeva

na potetku svake godine, nalazimo
r g —1

AR CA

Primjeri. 1. Koju svotu mora netko uloZiti da si osigura rentu od
1000 d koja kroz 20 godina dospijeva na koncu svake godine, ako se ra-
¢una 4%, sloZenih kamata ?

1000 1,042 — 1
1,04 1,04 — 1

8 =

= 13589 d.

Nalazimo S =

9. Netko ulaZe kroz 12 godina na podetku svake godine 1000 d.
Koliko puta moZe on uZivati rentu od 2716,7 d koja se pocinje godinu
dana iza posljednje uplate, ako se racuna 6%, sloZenih kamata?

Isporedujuéi sadagnje vrijednosti obaju iznosa nalazimo

1000 (1,062 — 1)  2716,7 F 9716,7 4 2716,7
1,061 (1,06 — 1) 1,06 ' 1,06 T 1,061%+=x~1
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1000 (1,0612 — 1) 2716,7 1,06 — 1

1,067 (1,06 — 1)  1,06T+* 1,06 — 1

2716,7 .

2716,7 — 1000 (1,06° — 1)

3. Renta r koja dospijeva kroz # godina na koncu svake godine, ima

se pretvoriti u drugu rentu 2 koja se pocinje & godina iza posljednje uplate

prve rente i traje m godina. Kolika je ta posljednja, ako se racuna p%
sloZenih kamata?

it

odakle izlazi 1,06 = Z =3 pias

Isporediéemo sadasnje vrijednosti obiju renta. Sadainja je vrijednost prve

" —= = ,
rente S, = é-;z— gq —= ; sadagnja je vrijednost druge rente S, = ——ki—n -+
x x 2 g — 1
I = - — s
+ gk+n+1 N + qk__{_n_*_qn__]_ - Qk+”+ﬂl—l g ™ 1- hako Sl
r g” — — x qm = 1

mora biti jednako §,, imamo pal e i

N, qu'—i—m——l (gn ——= 1)

@ pr—

Do istog bismo rezultata dosli da smo isporedili vrijednosti obiju renta
o bilo kojem roku.

4. Renta od 2000 d koja se ima isplatiti 20 puta na podetku svake
godine ima se pretvoriti u cetvrtgodisnju rentu koja se pocinje u isto doba,
a ima se isplatiti 80 puta. Kolika je ta potonja, ako se kamate racunaju
s 4%,, te se kod prve rente priklapaju glavnici na koncu svake godine, a
kod druge rente na konecu svake cCetvrtine godine?

Sadasnja vrijednost prve rente jest

2000 2000 2000 1,042 — 1

2000 Yol + 1047 — 1,041 104 — 1

Sadagnja vrijednost druge rente jest

X Z z 2 . 1,018 — 1
X Xy g = )
*FTior Tior T T 10 = 1017 101 — 1
L@ 1,019 —1 9000 104 — 1
" 1,000 1,00 — 1 1,04® 1,04 — 1
: 79 , L20
e & — 2000 1017 001 (LOI0 —1) _ o0 ge o

- 1,047 . 0,04 - (1,018 — 1)
5. Koju svotu mora netko uloZiti da iza 10 godina na koncu svakog
mjeseca kroz 20 godina prima 1000 d, ako se 4%, kamate u oba slucaja
na koncu svake godine priklapaju glavnici. -
Treba prije svega odrediti kojoj su svoti na konecu godine ekvivalentne
svote od 1000 d, sto se pladaju na koncu svakog mjeseca. Svota od



1000 d, sto se plaéa na koncu prvog mjeseca ekvivalentna je na koncu

godine svoti od (1000 -+ 10(1)80*4“) d. Svota od 1000 d sto se plaéa
na koncu drugog mjeseca, ekvivalentna je svoti od (1000 -+ - 1000 fOOlO

d itd. Svota r kojoj su ekvivalentne na koncu godine sve svote $to se
placaju na koncu pojedinih mjeseca biée dakle

1000 -
a 3 Q
r = 1000 - 12 + o5+ 1@ - 1)
1000 - 4 11
prmm— . Q —————‘—»r*-ﬁ.
TS
12230 1@290 12220 ¢20 —1

= 112188 d.

Zato je & = - —
_’- —l— q30 e 1
Zadaci. 1. Netko ulaZe pocetkom svake godine 3000 d uz 3—2—0/0.
Kolika je njegova imovina na podetku 8 godine?

! : , 1
2. Koju svotu mora netko 15 godina podetkom svake godine uz 47 L

ulagati da pocetkom 15 godine njegovi ulogci narastu na vrijednost 12960 d?

3. Koliko mora netko pocetkom svake godine staviti u banku da iza
25 uplate ugtedi 250000 d (p = 6°h)°?

4. Netko ulaZe 12 puta na pocetku svake godine 2400 d. Prvih 6 godina
iznosi kamatnjak 6"/, kasnije 5%. Kolika je njegova imovina na koncu 15 godine ?

D. A ulozi pocetkom svake godine 3000 d uz 4°%. Kolika je njegova
imovina na koneu 20 godine, ako se kamate priklapaju glavnici svake p6 godine?

6. Netko plati 5 puta i to pocdetkom svake druge godine svotu od
10000 d. Na koju vrijednost narastu njegovi ulogci 10 godina iza prve
uplate, ako se ratuna 6%, sloZenih kamata?

7. Netko de ulagati kroz 10 godina podetkom svake godine 1000 d.
uz 8%. Kolika je vrijednost svih ulozaka @) pocetkom prve godine, b) po-
¢etkom 5 godine, ¢) na koncu 10 godine?

8. Za neko zemljiste daje A 103000 d odmah, B 120000 d iza 2
godine, C' po 35000 d u 4 godisnja obroka na pocetku svake godine.
Koja je ponuda najbolja, ako se racuna 8% sloZenih kamata?

9, Netko ulozi 20000 d uz 6% i oduzima kroz 5 godina na koncu
svake godine 4000 d. Koliko mu jo§ preostaje na koncu 5 godine?

10. Netko ulozi 12000 d uz 74°. Koliko treba on dodavati toj svoti
kroz 15 godina na koncu svake godine da bude imao na koncu 15
godine 100000 d?

11. Netko uzajmi 20000 d uz 8%, a upladuje kroz 10 godina na
koncu svake godine 2400 d. Koliko je jo§ duZan na kraju 10 godine?



12, A kupi kuéu za 250000 d; odmah uplati 125000 d, a iza 2, 4;
6, 8 godina 35000 d. Koliko je jo§ duZzan na koncu 8 godine, ako se 8%
‘kan1ata‘prib’ij§ju glavnici svake p6 godine?

Lf;w«?f]’f;fﬁDug od 50000 d ima se otplatiti s 10 obroka koji dospijevaju na
koncu svake godine. Koliki su ti obroci, ako se 4% kamate polugodisnje
priklapaju glavnici?

14. Iza koliko ée se godina otplatiti dug od 26902 d godisnjim otpla-
tama od 6000 d na koncu svake godine, ako se raduna 3%.% sloZenih
kamata? -

}Flfi’"'ii'i.’?‘l)oslije koliko godina biée otpladen dug od @) 400000 d godisnjim
ofplatama od 25000 d, uz 5%, b) 300000 d godisnjim otplatama od
26982,34 @ uz 4’/ na koncu svake godine?

16. Netko wulozi 240000 d uz 3°%. Krajem svake godine oduzima

4612 d. lza koliko ée se godina njegova glavnica podvostruditi?

17. Koliki je bio dug, ako se kroz 10 godina krajem svake godine
otplaéivalo 2000 d i ako je na koncu 10 godine jos preostalo 2000 d
(p = 4%)°?

18. Dug od 80000 d ima se otplatiti za 8 godina uz 4%. Sastavi
otplatnu oOsnovu!

19. Dug od 25000 d ima se otplatiti za 5 godina uz 5%. Sastavi
otplatnu osnovu!

20, Driava izda 4449000 komada obveznica uz hominalnu vrijednost
1000 d koje se imaju amortizirati za 50 godina uz 2,5Y/,. Uvjeri se da je
anuitet 156863000 d 1 izradunaj koliko je otpalo prvih pet godina na ka-
mate a koliko na otplatu glavnice.

21. A imade kroz 25 godina na koncu svake godine da plati 2246,63 d;
mjesto toga on bi htio da otplati dug u 5 jednakih obroka i to na pocetku
1, 6,11, 16 i 21 godine. Koliki je pojedini obrok, ako se 4%, kamate pri-
klapaju glavnici na koncu svake godine?

22. A4 nudi odmah 100000 d i kroz 5 slijedeéih godina na kraju
svake godine 20000 d; B nudi odmah 50000 d i kroz slijedeéih 10 go-
dina na koncu svake godine 16000 d; za koliko je ponuda .4-ova povoljnija
od ponude B-ove, ako se racura 4%/, sloZenih kamata?

R3. Netko uloZi u banku odredenu svotu uz 6%, 1 uveca je iza 2, 4,
6, 8 1 10 godina za 2000 d. Kolika je bila ta svota, ako je iza 10 godina
imao 60000 d°?

24. Otac uloZi na rodendan svog sina 5000 d, a svakog slijededeg
rodendana uveca on taj uloZak za 1000 d. Iza koliko ¢e godina sin imati
pravo na svotu od 35900 d, ako se raduna 3%/, sloZenih kamata?
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25, Koiiko mora otac uz 4%, uloZiti na rodendan svog sina da njegov
'sin na koncu 18 godine dobije 18000 d, a koncem svake slijedeée godine
kroz 10 godina 5%, vige negoli predasnje?

26. Netko ulozi 20000 d i poveéava svoj imutak svaki put iza 3, 6,
9, 12, 15 i 18 godina za 10000 d. Kolika je njegova imovina za 20 go-
dina ? (p 6%,).

_ eka se izraduna sadas$nja 1 konacna vrijednost rente od 4000 d
koja kroz 12 godina dospijeva koncem svake godine, ako se racuna 6%,
sloZenih_kamata ?

P olika je sadasnja vrijednost rente od 12000 d koja kroz 24 go-
dine dospijeva na koncu svake godine (p = 71%,)?

29. Netko ulozi 25000 d; na koju rentu ima on pravo kroz 25 godina
na koncu svake gedine, ako se sloZene kamate od 8%, a) svake godine,
b) svake pd godine pribijaju glavnici?

30. Netko placa 12 godina pocetkom svake godine 5000 d da uzmogne
pocevdi od 13 godine kroz 20 godina dizati neku rentu. Kolika je ta renta?
(p = 8%).

31. Rentu od 2000 d koja dospijeva 15 godina podetkom svake go-
dine, treba pretvoriti u drugu koja poéne istodobno s prvom, traje 10 godina
i dospijeva podetkom svake po godine. Kolika je ta (p = 719,)?

32. Kolika je vrijednost ®-godisnje rente » o m-toj uplati uz p%,:
a) r = 2000d, n = 20, m = 12, p=6%,; ) »'="5000 d, » — 18,

== &g =100 N — SOLENR == TR == (R RN

33. Koju sadadnju vrijednost imade renta od 1000 d koja kroz 10 go-
dina dospijeva svake pd godine, ako se sloZene kamate od 10%, svake po
godine pribijaju glavnici?

- 34, Netko ima pravo na rentu od 2000 d kroz 15 godina koncem
svake godme Kad moZe on tu rentu prodati za 30000 d (p = 8%,)°?

SQ;Q‘KOJU svotu treba da ulaZe netko kroz 12 godina pocetkom svake
.go.dixfe*“"’"da si podevéi od konca 12 godine osigura rentu od 4000 d koja
kroz 15 godina dospijeva na koncu svake godine (p = 6%,)°?

36, Netko ulozi sad pa iza 2, 4, 6 godina 10000 d; na koju godisnju
rentd” ima on pravo kroz 10 godina podevsi od konca 8 godine, ako se ra-
cuna 6%, kamata?

37. Koju svotu mora netko uloziti da si osigura rentu od 20000 d
koja se pocinje 10 godina kasnije i traje 15 godina (p = 5%,)?

38. Otac ulo#i za svog sina na njegov rodendan pa iza 3, 6, 9, 12 i
15 godina 1000 d. Koliko godi$nju rentu moZe sin uZivati kroz 8 godina
iza navr§ene 18 godine? (p = 69%,).
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39, Netko ima pravo na rentu od 1200 d kroz 24 godine na koncu
svake godine; mjesto toga Zeli on da diZze drugu neku rentu koja se podinje
istodobno s prvom, dospijeva 16 puta i jos da dobije odmah 2500 d. Ko-
liko je /t/a /wga renta ako se racuna 5%, slozenih kamata ?

Netko ima pravo na rentu od 18000 d kroz 30 godina: mjesto
togd htio bi on imati drugu koja traje samo 20 godina i1 pocinje istodobno
s prvom. Kolika je ta, ako se racuna 6%, sloZenih kamata?

41, Netko Zeli da rentu od 10000 d, koja dospijeva kroz 25 godina
podetkom svake godine, pretvori u polugodisnju u iznosu od 5977 d i koja
pocinje istodobno s prvom. Kako dugo traje ta potonja, ako se 41%, kamate
priklapaju glavnici na koncu svake godine?

43, A Zcli rentu od 2000 d koja traje 15 godina, pretvoriti u polu-
godisnju koja traje 20 godina i pocinje istodobno s prvom; kolika je ta
potonja, ako se u prvom slucaju kamate priklapaju glavnici na koneu svake
godme, axu drugom svake pé godine (p = 4%/,)°

437 Renta od 10000 d koja dospijeva kroz 30 godina pocetkom svake
lg-é’/d/ne, ima se pretvoriti u drugu koja podinje istodobno s prvom i traje
15 godina. Kolika je ta? (p == b%,).

44. Netko Zeli da iza 10 godina podigne 5000 d, iza 11 godina 10%,
vise, iza 12 godina opet 10%; vie itd.; ukupno 10 puta. Koju svotu treba
on sad da uloZi, ako se sloZene kamate racunaju sa 6°?

45. Netko ulozi 100000 d da iza 12 godina podetkom svakog mje-
seca prima stanovitu svotu kroz 18 godina. Kolika je ta, ako se 49, ka-
mate priklapaju glavnici na koncu svake godine?

46. Godisnja renta od 10000 d neka se pretvori u @) polugodisnju,
b) cetvrtgodidnju koje se pocinju istodobno s prvom. Kamatni faktor za po

godine uzmi ¢, = ] 1 4 P4 za ceturt godine ¢, = 1/1 -+ =
(2 = 6%).
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