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Yorwort zur vierten Auflage.

Die neuen Lehrpline vom Jahre 1909 verlangen flir den mathe-
matischen Unterricht in den obersten Klassen der Gymnasien und
Realschulen dasselbe, nimlich ,Zusammenfassende Wiederholungen
aus dem Gesamtgebiete des mathematisechen Schulunterrichtes, na-
mentlich der Gleichungen und Reihen, der Stereometrie, Trigonometrie
und analytischen Geometrie, Anwendungen auf die verschiedenen
Gebiete des Unterrichtes und des praktischen Lebens an Stelle blof3
formalistischer Aufgaben®. ‘

Auf Grund dieser Forderungen hat der Verfasser die dritte
Auflage des Biichleins, das dem jungen Lehrer eine Sammlung von
passenden Priifungsfragen und dem Schiiler eine Kontrolle bieten
goll, ob seine Losungen der zur Wiederholung des gauzen Lehr-
stoffes notwendigen Beispiele richtig sind, einer griindlichen Revision
unterzogen, dabei 46 Beispiele als minder tauglich gestrichen und
durch neue ersetzt. Darunter befinden sich keine Konstruktions-
aufgaben (Figuren: 2, 5, 10, 11 sind weggefallen), dafiir aber Auf-
gaben tiber Maxima und Minima der Funktionen und iiber Anwendung
der Integralrechnung zur Flichen- und Yolumsberechnung.

Die aufeinanderfolgenden 82 Gruppen sind so geordnet, dal
leichtere Beispiele vorangehen, ihnen schwierigere nachfolgen und
erst von Nr. 62 an eine griflere Schwierigkeit eintritt.

Der Anbang enthilt — als Zugabe fiir Realschiiller — 8 Auf-
gaben aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung und 15 aus der sphi-
rischen Trigonometrie.

Moge auch dieser neuen Auflage eine freundliche Aufnabme
beschieden gein!

Briinn, im Mai 1925. _
Josef Gajdeczka.



Nr. 1.
1. In einem Halbkreise sind zwei parallele Sehnen a = 88 dm,
b= 56dm und ihr Abstand e = 3 dm gegeben; wie grofl ist der
Radins des Kreiges?

b2
Ist » der Zentralabstand der groferen Sehne ¢, so ist 72 = (v} 3)2 +Z
Ct?'
und auch = z? RN

Aus 2?2462+ 9-1-7-84 = 2?-}- 19836 erhilt man z = 0'42.
Demnach 72 = 0-1764 - 1936 und » = J19'5364 = 4:42 dm.
g, —

: ) / / =
2. Bestimme den Logarithmus von l/a2] bye—1!

3

4 12
log ]/aﬂ’ Vb2c—1 = log YaBble—1 = 11_2(8109a—|— 2logb — loge) =

g 1t S
__g-loga-—]——glogbw——mlog@- :

3. Bestimme den Basiswinkel eines gleichschenkeligen Drei-
eckes mit der Basis o —= 124 e¢m und dem Schenkel & = 168 em!

Dureh die Hohe fq zerfillt das gleichschenkelige Dreieck in zwei recht-
. . y : ; = @ 124 31
winkelige; aus jedem derselben ergibt sich fiir cosg = 95 = 8168 — 8i-
log cosf = 1-49186 — 10
1-92428 — 10
956708 — 10
663
" 4500: 53 = 85"
260 g = 68°22" — 85" = 68°20°35".

4. Durch 4 (2,—2) und B (8, 10) ist eine Gerade bestimmt;
wie lautet die Gleichung einer Geraden; die durch C (—3,5) geht
und zur ersten 1. parallel, 2. normal ist?

— 2
Der Richtungskocffizient der Geraden 4B ist gleich Hl == -15 = P
L=
Jede zu ihr parallele Gerade muB den Richtungskoeffizienten 2 haben.
1
5 . w s pormale g 5 = % e -

Die Gleichung der parallelen Geraden lautet also y — 5 = 2 (x -} 3).
» " , normalen 5 2 , Y—b = ___;_(w =g

Gajdeczka, Maturitatsprifungsfragen aus der Mathematik, 4. Aufl. 1



Nr. 2.

1. Zwei Vielecke haben zusammen 18 Ecken und 58 Dia-
gonalen; wieviel Fcken hat jedes Polygon?

Ein Vieleck mit = Ecken hat ——2—---) Diagonalen

(18 — ) (15 — )
9

i~

Das 2. Vieleck mit (18 — z) Ecken hat Diagonalen.

Die Summe der Diagonalen liefert die Gleichung x? — 18x — — 77;
By ey, =11,

2. Yon einem Wiirfel schneidet man durech Ebenen, welche
durch die Mitte der Kanten gehen, alle Ecken weg; wie groff ist
die Oberfliche des Restkorpers?

Von jeder Wiirfelfiiche werden 4 Dreiecke, jedes mit dem Flidcheninhalt
1 o  a? a?
PR i abgeschnitten; der Rest jeder Wiirfelfliiche betrigt darnach -

An Stelle einer jeden Lcke tritt ein gleichseitiges Dreieck mit der Sute
"k 2 S
§ == %-]— %—, also mit der Fliche : ¥3; die Gesamtoberfliche des Rest-

kiorpers betrigt also:

b %2—{—8 —vs a2 (3--V3).

3. ‘Von einem schiefwinkeligen Dreiecke sind folgende Stiicke
gegeben: o = 351997, b—¢ — 136, o« — 42°32'4"; welches Stiick
148t sich daraus zunichst berechnen?

a:(b—c)=sma:(sinfi— siny)

= 23@'73% cos %: 2sin /3—_2“— cos é:'?_—? da cos - ﬁ—}— Y = sin% ist,
go lafit sich aus a:(b—¢) = cos% :sz'nﬂ 5 sa»zﬂgv berechnen.
log smﬁ 2 = 213354
996937 — 10
Z;gf(ﬁ ﬁ_’z‘l — 23° 20’ 4" W p= 9204
9'59732— T ﬂ—‘; — 68° 43 58" ] y = 45° 28 54"
200:49 = 4"

4. Welche Linge hat die Strecke von P (6, 7) bis zum Durch-
schniftspunkte von 3z —y =4 und 224y = 5?
Der Durchschnittspunkt (S) der gegebenen Geraden hat die Koordinaten

9 7
(g, —5')’ daher

PS— 1/(6 —3)+ (7 —%)_ VW;E T =




3.

1. Wie verwandelt man das Binom /14 +6y5 — )14 —6 |5
in eine einzige Wurzelgribe?
Man setzt das Binom = « und quadriert die Gleichung; aus
2? =14+ 6V6 — 2V14* — 86.5 414 — 65 = 28 — 216 = 20

erhilt man @ = 2 V%_

2. Durch jéhrliche Abschreibung von 6°/, ist der Buchwert
einer Maschinenanlage in 10 Jahren auf 12540 K gesunken. Wieviel
hatte die Anlage gekostet?

Die Anlage hat « K gekostet; (1 —006)1= 12540, 2= 7(1).25443.
log x = 409830

0731301  z=23281 K.
436700

3. Das charakteristische Parallelogramm eines schiefen Zy-
linders mit dem Volumen 22956 dm?® ist ein Rhombus mit dem
Winkel a — 60°; berechne den Radius der Grundfliche!

22956
T Ay e R e e T
22?5 6 = r2n.2rsm 60°, 7 = 55 605! log 7 0-87506,
r = 75 dm,

. ’ : i 0 (/e
4. Es ist der Flicheninhalt der Ellipse 100 +§1 =g
berechnen.

Um ¥ = abx zu berechnen, miissen die Halbachsen bekannt sein. Zu

LR
diesem Zwecke bringt man die Ellipsengleichung auf die Form = 4+ LA
g g g e

b
92 =92 R R, e ity ol
.A.HS mo—}"fsz = 1, d. 1. 10) —l—-(——8——> = ] folbta--- _53_75_?’
3 3
daher F = 5 7.
Nr. 4.

1. In welcher Potenz von (¢ —b) kommt ein Glied mit a® &°
vor und wie lautet der Koeffizient dazu?

In (@¢—b)" ... kommt beim - b1, bei - ... b% ... also umgekehrt
( 1 9

bei 0°,.. kommt (};) a’b% und zwar mit —; A efens utadal = — 792,

1.2.8.4.5
1%



2, Wie groB ist der Zahlenwert von (6 —15) V 60 4 11730°?

4
— V(604 11730) (11 —2Y30) = /30 = o.

Fid b 5_17_12_ — 036028 o — 2:3403.
22
"60:18 =3

3. Wird auf jede Fliche eines Wiirfels mit ¢ — 32 em die-
selbe gerade Pyramide aufgesetzt, so wird dadurch die Oberfliche
des neuen Korpers um 1536 em?® grofer als die des Wiirfels. Be-
rechne die Hohe (x) dieser Pyramiden!

Ob,, = 6.322 = 6144. Obp = 24 gleichschenklige A mit der Hothe

R TR
]/ (—;i) -+ 2 x = 20 ¢m.

4. Es ist die Gleichung einer Parabel abzuleiten.

Nr. 5.
1. Die Summe der Diagonalen eines Rhombus mit der Fliche

9 dm? betriigt 7 dm; wie grof ist der Umfang des Rhombus?

Sind = und y die Diagonalen, so ist -y = 7 und £L‘2y =G, darl

gy = 12.° Die Auflosung dieser Gleichungen gibt: x = 4, y = 8; die Seite

/ 12
8 =’1/ g o (%) "——-g—, also der Umfang u :g .4 = 10 dm.

2stna -4 sin2a
S Ysina—stn 2«

auf eine logarithmisch brauchbare Form

zu bringen. ]
. . 2 cos? —
2stina-+2sitna cosa 1-4-cosa 2 G
T - — — = colg* —.
2sma—2stna cos a 1 -—cosa Lok 2
2 S'ZT?:Q ?

3. Wie verbalten sich die Volumina der einer Kugel () ein-

und umgeschriebenen Hexaeder zueinander?
= 7 873
Beim eingeschr. Hexaeder ist die Diagonale ¢ 3 = 27, also ¢ =—=-und ;= 3—1f_3-.

w umgeschr, " » » Kante A = 2r, also V,= 8#3%

Es ist V;: V,=1:8}8.

4. Wann ist eine Gerade y — ax -+ b Tangente einer Parabel
Y= 2px?



Fiir den Durchschnitt dieser Linien muf y? = 2p i sein.
a
gur 2P —2ph 4 77 /jp2—2pa,12
. Aus y Sl erhillt man y = =ik L T,so]lynur

einen Wert haben, so mufl p2—2pad = o, also p = 2ab sein.

Nr. 6.

."lﬂf . 3 =
JU1. Wie groB ist der Zahlenwert von (3 —75) J/9 + 4 5 ?

— f/ (94 475)(72—32Y5) = ff"'(g +475)(9—475).8 =2,

2. Die Seiten eines rechtwinkligen Dreieckes bilden eine arith-
metische Reihe; das vom Scheitel des rechten Winkels auf die
Hypotenuse gefillte Lot = 216 dm. Wie grof sind die Dreiecksseiten ?

Egist a2 f-(@a—dyP=(e+d)? d.i. a == 4d. N ist 2N\ = a (e —d) =
= (a-d)21'6,d.1. 4d.83d =5d.21'6, 12d = 108, d = 9. Die Seiten: 27, 86, 45 dmn.

3. Einem geraden Kegel (#, ) soll ein Zylinder mit moglichst
grofem Rauminhalt eingeschriehen werden. Bestimme die Hohe
dieses Zylinders!

Ist » der Radius, y die Hohe des Zylinders, so ist dessen Volumen:

v = 2?n.y; zwischen x und y besteht ein Zusammenhang: x:(h—y) = r: A,
h : /
goe=as (r — o, somit » = xﬁn—; (r —x). Da von den konstanten Griofen das

Maximum oder Minimum nicht abhiingig ist, hat man zu untersuchen, wann

—— = ra? — x° ein Maximum wird; dies tritt ein bei der Wurzel der Gleichung,

ah

wenn die erste Ableitung (der Differentialquotient) des gegebenen Ausdruckes
: ; o 7

gleich Null gesetzt wird: 272 — 822 =0 gibt » = g— 7, damit ist y == -%i

4. Wie lautet die Gleichung der Geraden, welche durch den
40— 7 Y = — 39
Sr+4y =15
der x-Achse die Strecke — 4 abschneidet?

Die verlangfc Gerade geht durch den Durchschnittspunkt 4 (— 1, 5) der
gogebenen Geraden und durch den Punkt B (—4, 0); ibre Gleichung lautet
0—5

also y — 5 = -—F—T(w—}—l), d.i. 3y — 5= 20.
SN

Durchschnittspunkt. der Geraden { geht und von

Nr. 7.
1. Wieviel Uhr ist es, wenn die beiden Zeiger einer Uhr
zwischen 8 und 9 genau iibereinander stehen?



Ist es genau 8k, so ist der Minutenzeiger auf 12, der Stundenzeiger auf 8

bis der Minutenzeiger auf 8 zu stehen kommt, alse 40'-Striche zuriicklegt, riickt
der Stundenzeiger um a'-Striche weiter, die der Minutenzeiger auch zuriick-
legen muB. Aus 40 + x = 12z folgt » = 8 ; Minuten, Es ist 8h 43 38",

2. Aus dem Kubikinhalt ¥ eines gleichseiticen Kegels die
Oberfliche zu berechnen.

5 =1

3 /‘ o f'._-

Aug V= %731/—?: erhiilt man 7 = |/’ Vs ;
T

, L3R 3
0 =38rin=38=n ‘/‘ — :-—~3]/3;EV2_

x -+y = 90° } .
. ' aufzulosen.
cosx cosy = 043301
(cos (x4 y) == cos ® cos Yy — SIN X SNy
cos (& — Y} == COS L COS8 Y —}- STN T St Y
erhilt man eos (x+y) + cos (¢ — y) = 2 cos w cos y = 6'86602; weil cos (x| y) =0
ist, bleibt cos (x —y) = 0:86602, daher x —y = 30°, x = 60°, y = 30°,

Aus den Fundamentalformeln:

4. Es sind die Koordinaten der Durchschnittspunkte der Linien
(3y? = 162 und 8x 4 9y = 24) zu rechnen.

Die 1. Gleichung gibt eine Parabel an mit p = —38— Zur Konstruktion

der 2. Gleichung (einer Geraden) hebt man zwei Punkte hervor: « =0, » -—-% und
T = 0, o= 3.

Fiir den Durchschnittspunkt sind # und » in beiden Gleichungen gleich:

_ 2

80 =24 —9y in die 1. Gleichung gesetat, gibt: y* 4 6y =16, also y=1{" ¢

u Yy = 2 geh'drt Ty = —g—, A yQ::__._S gehb‘rt T 19.

Nr. 8.

1. Die Spitzen der beiden Zeiger einer Turmuhr haben um
6 Uhr den Abstand 126 ¢ und um 9 Uhr den Abstand 90 em.
Wie lang ist jeder Zeiger?

Man hat die Gleichungen © -}y = 126 und «? - 2 8100 aufzulisen.

y = 126 — = in die 2. Gleichung eingesetzt, gibt x? — 1262 —= — 3883;

r==0634+ 9= { ;i Der Stundenzeiger (Minutenzeiger) ist 54 (72) em lang.
2. Wie grol} ist das Volumen des Doppelkegels der durch,
Rotation eines gleichseitigen Dreieckes mit der Seite @ um eine

seiner Seiten entsteht? (Nach der Guldinschen Regel.)



-

T :ﬂ/'.&e:vr, € = -E))_— E—.’d
a’ = a = a®

Ty ol e

T~413-27-613 1"

3. Es ist ein Dreieck aufzulosen aus: b +c= 1117, a = 537
und f = 75° 32’ 24"

b4ct+a)i(b+ec—a)=(sinf-+siny-+sina): (sinf + siny — sin a)

: 1 Al e IR e PR a
1_654 1580 = 4@5 5 €08 5 COS? 4 sin 5 ST 5 €os 5

827:290 = coly g : tg»;i ty —; = 57 eoly g

4. Wie lautet die Gleichung der Geraden, welche durch den
p = Tx—4
Durchschpittspunkt der Geraden{y 5
Yy =—2x -+
x-Achse einen Winkel von 45° bildet?
Die verlangte Gerade geht durch den Durchschnittspunkt 4 (1, 8) der

gegebenen Geraden und bat den Richtungskoeffizienten = 1; ihre Gleichung
lautet also: y —3 =1z —1), d.i. y =z 2.

5 geht und mit der

Nr. 9.

1, Von zwei Fulgingern legt 4 60 m, B 75 m in der Minute
zurlick. In welcher Zeit wird B den A4 einholen, wenn dieser um
10 Minuten frither wegging?

War B durch x Minuten unterwegs, so war 4 durch « - 10 Minuten
unterwegs; A hat 60m (v 10)mal, B hat 75 m xmal zuriickgelegt.

Aus 60 (z-}10) = 75z folgt x = 40.

3__ o 5 4 6__
2. Ya2.Va®.Ya* i Yad . Yo = ?
80 60 60 5 1
= Val%: Yol = o= = Yo—1 = e
VE
3. Es ist das Volumen eines Pyramidenstumpfes abzuleiten.
B, b und A& sind bekannt.

: h B/
Esist V=P—p =B ‘?',“”_bg 32—]—%(8——1»).
/
. Wegen B:b = (h-}x)?:2? ist s VB = (b + x) Vb, x—”}T—b}T, somit
Bh B—b kYo h
V= B B+V0)Ve| = & (B+VBb + b
+E S [B+(B+19) V2] = 5 (B+VEG +0).



4. Auf der Geraden 4x—y =6 ist derjenige Punkt zu be-
stimmen, der von den Punkten 4 (0, 10) und B (7, 9) gleich weit
entfernt ist.

Der gesuchte Punkt ist der Durchschnittspunkt der Streckensymmetrale

von A5 und der gegebenen Geraden.

.y 1 )
Der Rmhtungskoefﬁnent von 4B = J}——J%i = — e der Halbierungs-
b

punkt von 4B hat die Koordinaten (;—, —12—9) Die Gerade y — 199 =17 (:n — —;—)

< =

schneidet sich mit 4z —y = 6 im Punkte D (3, 6).

Nr. 10.

1. Die Seiten eines rechtwinkeligen Dreieckes bilden eine
arithmetische Reihe; der Fliacheninhalt ist = 294 dm®; wie groB sind
die Seiten?

Die Seiten sind: x —d, », * +d und es ist (v --d)?> = (x — d)* 4 a*

also x = 4d. Aus 294 = L2 5 == = 64?2 erhillt man ¢ = 7; die Seiten des

Dreieckes sind: 21, 28, 35 dm.

2. Um wieviel muB man den Radius eines gleichseitigen Zylinders
vergriflern, damit bei ungeinderter Hohe die Oberfliiche des neuen
Zylinders 8mal so groff wird?

0, =2riz 4 2rx.2r =672x.

0, — 4872 =2 (r-ta)ad-2(r+a)z.2r; die Auflosung der Gleichung
(r + 2> - 2 (r 4~ ) = 24r? gibt r 4 v = 4r, also & = 3.

vV 3. Bestimme die Unbekannte aus der Gleichung:

logx = log a4+ nlog b —log (c + d) — 3 log e.

3
Aus log x = log @ -~ tog b — log (¢ - d) — log e*

ab” alb®
folgt A = 3

(c+d)Ved (e-+d)Ves

= log

4. Konstruiere die Kurve aus der Gl. #* — 422z 9? + 41 = 0
und bestimme ihre Durchschnittspunkte mit den Koordinatenachsen!
22 — 42054212 49 = — 411212, d. i. (@ — 21)2 42 = 202 ist eine
Kreisgleichung; K (21, 0, 20).
Fiir den Durchschnitt mit der z-Achse ist y = 0. Dazu gehvrt «, = 1, x, —41.

» " # » » ®-Achse , x=0; das y ist imagindr, d. h. die
y-Achse wird nicht geschnitten. Die Figur zelgt dies.



Nr. 11,

1. Die Linge, Breite und Hohe eines rechtwinkeligen Parallel-
epipedes bilden eine geometrische Reihe; bestimme diese Dimensionen,
wenn die Oberfliche O — 252 und das Volumen V7 = 216 ist.

Aus 216 = w.ugq.uq? erhiilt man uq = 6.
252 = 2 (u?q + u?q* + u?¢® gibt: 126 = w?q (1 + q 4 ¢?).
. 6 . ;
Wird «? durch ‘?—) ersetzt, die erhaltene Gleichung aufgeldst, erhilt man

1
q = 2 oder 5

R¢8.87<-4 374+1 L5, 3“+2—-— 2025, 2° ist ohne Logarithmen
aufzulgsen.

3.874+12.8%°4+5.9.8% = 202:5.2"
. 20
: 3\ 2020«81u27 3\8
2. , x 2 SF: PR 25| S
60 .87 — 202'5. 2%, also (2) G 3= % (2) . = 8.
3. In ein zum Teil mit Wasser gefiilltes Gefal von der Form
eines gleichseitigen Zylinders mit » = 5y5 em wird ein kleinerer
gleichseitiger Zylinder geworfen. Wie grof ist dessen Radius, wenn
dadurch das Wasser um 2 ¢m gestiegen ist?
Das Volumen des verdringten Wassers = 223z hat die Form eines
geraden Zylinders mit der Basis 72z == 125z und der Hohe 2 = 2om. Aus

3
1257 .2 = 22%x folgt = = V125 = 5 em.

4. Es sind die Punkte: 4 (— 10, 7), B (5, —18), O (14, 17)
gegeben; bestimme den vierten Punkt D so, dal ABCD ein
Parallelogrammm wird!

Die Diagonalen eines Parallelogrammes halbieren einander im Punkte O

4 LSl
O als Mitte von 4 C hat die Koordinaten ___“%—Ll_ =i + = 12
, ' ht+xr —1834-y
0 7 2 n BD n n n ~ 2—'1 —T_
D'JZF‘” — 2 gibt & = — 1;
'y—zl-—%-.—rlZ " _2/:37.

Nr. 12.

1. Wie schwer ist eine Kugel, die im Wasser zum griferen
Teile eintaucht und so schwimmt, daB sie an der Oberfliche des
‘Wassers einen Kreis von 48 ¢m Umfang bildet, wihrend ein grofiter
Kreis den Umfang 73 e hat?

—



10

Der Radius der Kugel = —253 em. Die Hohe 2 des Kugelabschnittes ist

———  1/(3L48 (18 —48) _ 55
um u—l/7 e = 5

grofer als der Kugelradius #;

92

also k= %—i em Volumen des Kugelabschnittes = %« (8r — h).

B ,1 :r—rl .-/ ha—71 5.«"‘ 1—2z =
]/ Ja Ja Ja = 1 aufzuldsen.
Wird die Gleichung zur 60. Potenz erhoben, so erhilt man:
(a’?——3x‘)30 4 (ax+1)20 . (aﬁx—’l‘)lf)‘. (a7—2x)12 e a/O_

Aus o292 — 50 folgt 190 =209, = = 11.

3. Einen rechten Winkel so zu teilen, daf die Differenz der
Sinus seiner Teile = 1 ist.

smx — stn (90 — x) = %— gibt stn w — L2 — eos & = V1 — sin?z. Durchs

3
14117

- e . D) 4
Quadrieren erhdlt man: sin’x — -sthw = g5 nur die Wurzel sinx = o

B}
ist zu brauchen.

4. Wie lang ist derjenige Durchmesser der Ellipse
162% 4 25y? = 400, welcher durch den Ellipsenpunkt M (4, +y)
hindurchgeht ?

Fir x =4 ist 25y% = 400 — 256 = 144, also y = + %—2
: : 12 " 12
Der Ellipsendurchmesser hat also die Endpunkte (4, - 5) und (— 4, — 5—)
, | (2%)? 8
seine Lange V8 —5—) l/l FoE =g ]- 34.
Nr. 13.

1.. Ein gleichschenkeliges Dreieck habe den Flicheninhalt
I = 61460 dm? und den <« = 119°36"30". Wie grof sind seine
Seiten ?

a @ o e /
Aus F = ? h=—2—.—2—cotg§ erhdlt man a=1/4p,gg_;_ — 650 dm.

& = 316am.

@ e,
Tz—:bsm§ gibt b = 3=
2stn -

2

- 2, Wie lautet die stetige Proportion, wenn die Summe der
drei Zahlen 89 und die Summe ihrer Quadrate 819 betrigt?



1k

atbto=239, a2l b2l ¢?=—819, b?=aec.

(@ + e)? = (39 — b2

9 0o — 9 B } subtrahiert, gibt: a?-}¢? = 1521 — 784 — 42

d i: 819 — b2 — 1521 —78b—p2 2=

Proportion: 27:9 = 9:38.
a0 8. Auf der Grundfidche einer Halbkugel (» = 10 cm) steht ein
30 ¢ hober gerader Kegel; wie grof} ist die aullerhalb des Kegels
liegende Zone?

Ist o der Radius des Schnuittkreises der Kegelfiiche mit der Kugelfliiche,
x die Hohe der Zone, so ergibt sich aus 7:90=30:(30—2) 39 =380 —u=z,
d. i. 8 Y100 — #? = 80 — m, daraus z = 6.

Zone. = 2rak = 120=,

4. Wie lautet die Scheitelgleichung der Parabel, die von der
Geraden 4y — 3x — 8 berithrt wird?

Eine Gerade ist dann Tangente einer Parabel, wenn die Relation
p = 2ab besteht; y = -2 x—+42 gibt a = —Z, b ==12; eq ist also p = 3; die
gesuchte Gleichung lautet 4% = 6.

NI“- 14.
e B / e
L. }etye l eYe® Yt =2
15 8 24 120 120 120 10

= Vel? o2, Vet . ¢3: Voil = Yeliz gi0s, Vo2 —= Yol = Ye.

2. log 1838 — log (31% — 42) = log 2 aufzulvsen.

log 1838 — log & = log (31% —— 42), daher %8 = 817 — 42;

Slx — 961 — 312 und r = 2

3. Ein sechsseitiges Prisma mit regulidrer Basis ist 274 dm
hoch und enthilt 455'6 dm?; wie grof ist die Grundkante?
4556
411Y3 "’

2 .
4556 = 6. %‘ V3.2:74; also o =

log a = 265858
0'61384
0'23856}

1-80618: 2 = 0-90309. a = 8 dm.
4, 4 (8, 5), B(— 8, 3), € (4,y) sind Eckpunkte eines gleich-
schenkeligen Dreieckes mit der Spitze C. Wie grof} ist y?

Es ist CA = OB, also V(4 —3)2 -+ (y — 5)2 = V(4 + 32+ (y — 8)?
144> —10y-+25 =49+ 92— 6y 49, y=— 8.
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Nr. 15.
1. Zu wieviel Prozent sind 4900 K angelegt, wenn sie in
51 Jabren ebensoviel Zinsen bringen wie 7700 K in 41 Jahren zu
einem um 1 kleineren Zinsfulle?

Die Zinsen vom 1. Kapital betragen 49 X 5iu;
n ” y 2 ” " 77><4-‘%(55——1>5
Aus49 X 11x = 77X 9 (z — 1) folgt = =4%.

2. stna 4 sin@ —siny in ein Produkt zu verwandeln.

e e y( a=f  atp
=25 g 008 —5— = 2s1n & 008 5 =2cos 5 (cos g s — ) =
== 2 cos ;— (cos -;— cos -éi - sin —g— sin —‘g — ¢os —g— oS -’g— -+ sin % sim —5—) =
=4 sin % s —‘g o8 —g.

3. In einer reg. vierseitigen Pyramide, deren Grundkante «
und deren Seitenkante Ja ist, steht ein Wiirfel so, daf seine obere
Grundfliche eine Durchsehnittsfigur der Pyramide ist. Welchen
Inhalt hat der Wiirfel?

/

o { e : 4 e TEgE | ta
Die Hohe der Pyramide betrigt lﬂ 18 % Sy
at (a 2 a (a a.
2. 2:___: = g2y .'. r = | = —— ‘0lo .:!’, —
Aus o’ 16 (4 a:),dla,x i (4 m)folot 6=5%, &=~

a®

125°

4. Wie lautet die Gleichung des Lotes, das vom Punkte N (3, 7)
auf die Gerade 42— 3y = 6 gefillt ist; wie lang ist das Lot?

Die Gleichung lautet y — 7 = — 3 (v — 8) oder 4y -+ 8z = 37.

Die Linge des Lotes = 3. »

Nr. 16.

1. Der <Ca = 63° an der Spitze eines gleichschenkeligen Drei-
eckes wird in 3 gleiche Teile geteilt. Wie grol sind die Stiicke
der Grundlinie ¢ = 307

Durch den <Ca ist der Basiswinkel § = 58° 30" bekannt und die Héhe
h = 1519 58° 30'.

Der Basiswinkel # des inneren gleichschenkeligen Dreieckes mit der
fraglichen Basis = betrigt 58° 30" + 21° = 79° 30'.

Nun ist -;i — & cotg 79° 80, also x = 3014y 58° 30" cotg 79° 80'.
log & = 147712
021268
9-26797 — 10
0 95777 v
x == 9°0734; die HuBeren Stiicke der Basis des gegebenen Dreieckes

30-90734
—

betragen zusammen:
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2. Bei einem rechtwinkeligen Parallelepiped sind alle Seiten-
flichen angegeben: F| = 135, F, — 345, F, — 207; wie grof} sind
die Kanten? :

Aus 135 = abd

345 = ac ¢ folgt (abe)? =5.27.5.69.9.23
207 = be
also abe = 5.23 . 27; a==15 b=9, ¢ = 23.

3. Fir welche Winkel ist:
sinfx 4 cos?x + tg*x + cotg? x - sec’x 4 cosec?r = 77
Es ist tg2x 4 cotg?x 4 (1 + tg2x) 4+ 1 4 cotg?xz = 6.
1
2 —— 1y — fg2p = — .
tg,v-{—ég?w 2, tgtx—12(g'x 1
igte =1, fgoi== ¥ a2y = 45°, 2, == 185°.

4. Berechne die Seiten eines Dreieckes aus den Koordinaten
zweier Kckpunkte 4 (— 4, 3) und B (5,11) und den des Schwer-
punktes .S (— 10, 7)!

also C (— 81, 7). Darnach ist 4B = V81 164 = 145,
AC =122 4, BC=Y362] 42

Nr. 17.

1. Ein Gefligelhédndler kaufte « Ginse um 6000 K; er behielt
davon 20 Stiick und verkaufte jedes Stiick von den iibrigen um
15 K teuerer, so dall er wieder 6000 K loste, Wie viel Ginse hat
er gekauft?

x Ginse um 6000 K, so kostete 1 Gans 6(;00 K und beim Verkaufe

(6000 (6000
@

= - 15) K. Aus e 15) (x—20) = 6000 erhdlt manx?2 —20 % -} 8000 = 0;

z = 10490 = 100 K.

2. Die Wurzeln einer Gleichung des 4. Grades bilden eine
arithmetische Reihe. Bestimme die Gleichung, wenn die Summe
ihrer Wurzeln = 0 und die Summe ihrer Quadrate — 20 ist.

Die Wurzeln sind mit: x—3d, v —d, x| d, x4 3d zu bezeichnen;
ihre Summe == 0.

Die Summe ihrer Quadrate: 2 94?2, 224 d? x*-d% 2%+ 9d2=20
(die doppelten Produkte geben bei der Addition 0). 4?4 20d? = 20 oder
22+ 5d% =5, gibt =0, d*=1,d= + 1. i

Die Wurzeln sind: —3, — 1, + 1, +3 und die Gleichung (x-l-3)
@—38) (3—1) (5+1) = &t — 1002+ 9 = 0.
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3. Aus einem Zylinder wird durch 2 Schnitte, welche in der
Achse des Zylinders einen Winkel ¢ = 36° bilden, ein Stiick heraus-

geschnitten. Wie grof ist der Ausschnitt und seine Oberfliche, wenn
7 = 9 em und die Hohe des Zylinders 30 cm ist?

Der Ausschnitt betrigt wegen ¢ = 36° den 10. Teil des ganzen Zylinders:

riah
L
; 10
Die Oberfliche besteht aus 2 Grundflichen zu tl()—, den 2 Schrittfiichen:
2ral
zu »k und der Mantelfiiche —?15——6.

4. Durch eine Grundkante eines Wiirfels wird unter < a=
— 36° 52" 12" gegen die Basis eine Ebene gelegt; die Flidche der
Schnittfigur betrigt 20 em2 Wie grofl ist das Volumen des Wiirfels?

Ist v die Hypotenuse zur Wiirfelkante z, so ist xy == 20 = y?cos a, y* == 25,
v=4, also V = 43 == 64 em®.

Nr. 18.
1. 9.5% 4 8.52+1—=1225 aufzulisen.
9.,5%4-40,5" = 1225, B¥ =1925:49 = 25 =52, @ == 2.

2. Zwei Schnittkreise einer Kugel haben die Radien ¢, = 7 em,
0, = 15 e¢m; ibre Entfernungen vom Kugelmittelpunkte verhalten
sich wie 6:5; wie grofl ist der Kugelradius?

Der Zentralabstand zu o, betriigt 62, der zu o, 5w; ist » der Kugel-
radius, so ist 72 == 49 -+ 362 und anch = 225 - 2522; 1122 = 176 gibt © = 4;
darnach 7? = 49 4 576 = 625 und » = 25 em.

3. Zur Auflosung eines Dreieckes sind die Grofien: a, b, <y
gegeben. Wie findet man die anderen Umfangsstiicke?

Sind die Seiten o und & durch 1- oder 2ziﬁ”rige Zahlen ausgedriickt, so
kann man den Cosinussatz anwenden: ¢? = @2 -}- b2 — 2ab cosy; hierauf den
Sinussatz: @:¢ = stna: siny

Sind jedoch ¢ und b mehrziffrige Zablen (wo das Quadrieren &2 4% und
das Produkt 200 umstindlich ist), beniitzt man den Tangentensatz:

| =
(a +0): (@ — D) = tg —— Jﬁw,,f

L

woraus man, da {y ——ﬁ == coly - 2 ist, i—;——é bestimmen kann; durch Hinzu-
, L ot ¥ oo ‘. ; )
nahme von B - 90 — 5 ist a, § bestimmt. Nach dem Sinussaiz findet man

dann e.
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4, Wann ist y = 22% — 922 4- 122 ein Maximum, wann ein

Minimum ?

Wird 3y = 6x — 182+ 12 = 0 gesetzt, erhilt man @, = 2, 2z, = 1;
Maximum (Minimum) tritt ein, wenn " = 122 — 18 fiir die gefundenen Wert(, fiir
eine negative (positive) Zahl gibt. x, = 2 gibt ein Minimum, 2, = 1 ein Maximum.

- Nr. 19.

1. Die Summe der beiden ersten Glieder eincr geometrischen
Reihe betrigt 28, die Summe der beiden folgenden 252; wie heilt
die Reihe?

w-tuqg = u(l-4q) =28 } 252

wg?+ugd = ug? (14 q) =252 28 1 L

Die Reihe lautet: 7, 21, 63, 189 . . .

2. Die Gesamtoberfliche eines abgekiirzten Kegels betrigt
2450 7z; wie grofl ist die Hohe des Korpers, wenn R = 28,
r = 21 ist? :

94507 = R2x + 72z -+ (R-+#)ms, also s = 25 und k = V2 — (R - r)? = %4,

Z == 45°
3. Y= :> aufzuldsen.
2tgr = 3tgy )
_ lgm-tgy 2 . y *
tg (x +9) = i ———_éthgy == 1. #gy durch 3 tgx ersetzt, gibt die Gleichung

1

5 B [
tyx 4+ 5 fgx = —, somit {gw =<
l — 8 (hier nicht zu brauchen).

tgw =05, lgtgx — 969897 — 10. x = 26° 83 53".
37
6000: 58 = 118" ~  somit y = 18° 26" 7.

4. Wie lautet die Gleichung eines Kreises, welecher dureh 4
(8, 6) geht und beide Koordinatenachsen beriihrt?

In der Gleichung (83 —p)*-4 (6 — ¢)? = 72 soll p = »r = ¢ sein; diese
Substitution gibt »2 — 187 == — 45, », = 15, r, = 3. Die Gleichungen lauten:
(x — 152} (y — 15)2 = 152

und (x— 3)? L (y—38)2 = 3%

Nr. 20.
1. Verdoppelt man die Anzahl der Seiten eines regelmiligen
Vieleckes, so wichst dadurch jeder Winkel desselben um 10°. Wie
grof ist die Anzahl der Seiten?

Im n-Eck betrigt jeder Polygonwmkel( ;4) =,
 tmEk i ) - (4n—4) P

' 2n
Aus @%@é)—@ —10°= (_2”_72% erhilt man » =18,
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2. Die Grundkanten eines rechtwinkeligen Parallelepipedes
betragen a="76 em, b=16 cm, die Raumdiagonale d= 84 em;
wie grof ist die Oberfliche?

e?=d? — q? — b2 =T056 — 5776 — 256 = 1024; c= 82.
Oberfliche =2 (ab -+ ac - be).

3. Unter allen Hoblmafen von der Form eines geraden Zy-
linders mit der Oberfliche O—84'78 dm® dasjenige zu bestimmen,
welches den grofiten Inhalt hat. ==314.

Aus 8478 =2?n | 2% .y kann man y durch x ausdriicken:

2t 2oy = %‘%?5:27, also y = 272_;53_

14 A 27 — w?
=" . — Y

T 2

, Nun ist das Volumen V= z?xy und

2—5 = 27x — 2% wird Max.,, wenn 27 — 32> =0, algo x =3 wird; in diesem

Falle ist anch y = 3.

4, In welchem Verhiltnisse teilt die Gerade y =3z + 9 die
Strecke zwischen den Punkten 4 (0,48) und B (36,0)?

Die Strecke 4B hat die Linge = V362 |- 482 = 122 (37 - 4%) — 12. 5 —
= 60; ihre Gleichung lautet: y — 48 = ——;:—-.n:

Der Durchschnittspunkt M der Strecke mit der Geraden ergibt sich aus:
y:—§4$+48=3£-{—9, also x =29, y:::36.

Nup ist AM=V¥(9 — 0,24 (86 — 48)2 =}81 -} 144 — 15. Die Strecke ist
im Verhiltnisse 1:3 geteilt.

Nr, 21,
2 3 _4\20
1. \x® x%ie 2)19=79
2 4 5 4 4Y20 183120 133 ¥ 8 3 —
:($§+Z+3‘)T9:(x60 )19:m BT — ¥ =2, g3 =22

2. Béi einem Kreisausschnitt ist » =9 und ein Zentriwinkel
o =102° 6’ 48"; wie groB ist die zum Winkel o gehbrige Sehne
und der Kreisabschnitt?

Es ist—;—:m'nf‘z'i; s=14. Ab= Adus— A,

3. Berechne den kleinsten Winkel des Dreieckes mit den
Seiten =99 cm, b="78 ¢cm, ¢ =067 em!
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Der kleinsten Seite ¢ liegt der kleinste Winkel y gegeniiber; zu seiner
Berechnung beniitzt man die Formel

. / R b 09 A4 =y
y /s —a)(s—b) 28 =244 Y __1/23.44 /92
BTV seta s =122 v5= 1 192,55 © ] 610’
log tg% = 196379
2:78533
(9:17846 — 10): 2 = 9-58923 — 10 it A e SR
269 9 = 21° 18" 26
5400 : 63 =86" y = 42° 26" 52"

4. Berechne die Koordinaten der Durchschnittspunkte der Linien:
{5[) —5y+60=0
22— y? = 144
Fiir den Durchschnitt besteht folgende Relation:

| i |
95y — 600y - 3600 — y2= 144, ol %‘1—0 + V‘)OOOU ST b

242 — 19
Zu y, = 16 gehort o, = 5y — 60 = 20.
” yZ‘_—"-" 9 ” m2:5y—60:::—_15.
Nr. 22.

1. Zwei Polygone haben zusammen 21 Seiten; das eine hat
doppelt soviel Diagonalen als das andere; welche Polygone sind es?

Das erste Polygon =oll x Seiten haben; dann hat es m—(x—;—gz Diagonalen.

Das zweite Polygon hat dann 21 — x Seiten und e a:)2(18 =) Diagonalen.
| Y |4

(21 — x) (18 — ) =2 (v — 8) gibt 2?8324 =378, also x = 233 i;l_ =

S ¢
" \— 42 nicht zu brauchen.

Die Polygone sind ein 9- und ein 12-Eck.

2. Bei cinem geraden dreiseitigen Prisma sind die drei Seiten-
flichen: f; =25, f,=29, f, =386 und die Grundfliche = 10
gegeben; wie grofl ist der Kubikinhalt?

£ 2 ‘h— - 25 Aus den Seiten a, b, ¢ der Grund-
bt Rl R Rt fiiche LiBt sich letztere berechnen;
Al pilag ool 29 es ist also = ﬂ

5 Fe 138 29, TEEE L 200
fa =ch = 36, n ﬂ:§6 “ l h h h h h? -

h == 6, somit Volumen == 60.

3. Welcher spitze Winkel geniigt der Gleichung: 1 —sinx—
=2 (1l —cosx)?

Gajdeczka, Maturititspritfungsfragen aus der Mathematik, 4. Aufi. 2
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1 — stnw =2 — 2Y1 — sin’m, 21 — sin?s =1 sinw; diese Gleichung,
. ; e 2] 3 s ol nod E)’
quadriert, gibt: sin’x - - sine =, somit stnx=— -+ —={5
) 5 5 O b 1

Aus sinx =06 erhilt man 2= 36° 52" 11"

4. Wie launtet die Gleichung der Geraden, die von A (14, 6)
den Abstand p =10 hat und von der z-Achse das Stiick + 6
abschueidet?
Die Gerade geht durch den Punkt (6, 0); sie hat also zur Gleichung
y=a (5 — 6).
Die Formel fiir den Abstand des Punktes M von dieser Geraden
10 _% ——l_a:v‘ -+ 6a
1+ a*
—4

Wurzel a = =

Die gesuchte Gleichung lautet: y = :;35 (x— 6).

gibt die Gleichung 8 — 4 =511+ o’ mit der einzigen

Nr. 23.
1. Wie groff ist der Barwert von 2735 K, wenn diese Schuld
bei 34°/, Zingeszingsen 5 Jahre frither gezahlt wird?
Aus 2785 = 4. 1:0875° folgt log A — log 2785 — 5log 1:0375 = 343696 —
— 0079956 = 3:35701.

2. Oberfliche eines Kegels — 4056 =; berechne den Radius
der Basis und die Hohe des Kegels, wenn s = 6'5 ist!

Aus 40587 == r2a—f-ras folgt 12 4 6:57=40'56, » = — 825 ++ T'15=39.
h=YV65"—892 =1}104 X 2'6 = 52.

3. Wie grof ist die Hypotenuse eines rechtwinkeligen Dreieckes
mit dem Winkel ¢ = 64° und dem Umfang « — 84:14 em?

Aus84'ld=a+b+c=c(sina-fFsinf-fsiny)==c.4cos 2 cos -[29 c0s 45°

2
21035
¢os 32° cos 13° cos 45°°

folgt: e =

loge == 1"55631. ¢ == 36.

4. Fir welchen Punkt der Linie %®> = 15z schlieBt die Tan-
gente mit der z-Achse einen Winkel von 45° ein?

Die Gleichung der Tangente lantet: yylr-:—lzg(:v—{— x,), worin @y, un-
bekannt ist.

b
Aus der Bedingung Ql—y— =1 ergibt sichy, = lz?, daher o, =2+ =
1



Nr. 24.

1. Die Diagdhalen eines Rhombus verhalten sich wie 4 : 3.
Verlingert man die grofere um 8 em und verkiirzt die kleinere
um 4 cm, so bleibt der Inhalt unverindert. Wie groB sind die

Diagonalen?
Die Diagonalen lauten 4x und 3x; daraus die Fliche des Rhombus
dr, 3% V.
5 — = 6
-+ 8) Bz —4)

Nach der zweiten Angabe ist ( = 602

2

1222 -} Bx — 32 = 122? gibt © = 4; die Diagonalen sind 16, 12 cm.

2. In welcher Hohe mull man eine Pyramide von der Héhe A
parallel zur Basis schneiden, um % derselben abzuschneiden?

P:p=3:1 (nach dem Text)) h

Fzpi—="hE# (Ahnhchkeltssata)f = oy T
V3

3. Wie lang ist der Schatten einer 8 m hohen Telegraphen-
stange, wenn die Sonnenhthe 42° 38" betriigt?
=28 cotg a; log I = 030309 =869 em
100359
0-93901
4. Bestimme die Halbachsen, den Halbparameter p und die
Koordinaten der Brennpunkte von der Ellipse mit der Gleichung

1622 -+ 2572 = 100!
5)

a2\, [(y\? e N
Aus (—i—)—{—(?) =1 sieht man @ = 3 b =23
2

&

o] oo

daher ¢ = Ya? — Zﬁ:—g-; fiir m:e:{z ist y =p=

Nr. 25.
1. Ein Kapital von 2500 X ist nach 8 Jahren bei ganzjdhriger
Verzinsung auf 342140 K angewachsen; zu wieviel Prozent wurde

es verzinst?
Aus 34214 — 2500 . (L4 p)° folgt log (1 +p)— 22 0‘34208— PR T

— 0:01703; 1-Lp—104, P= 47,

2. Wie grofl sind die Seiten eines Dreieckes mit dem Inhalt
5184 dm?®, wenn sie sich wie 9:10:17 verhalten?

Die Seiten kann man mit 92, 10z, 17z bezeichnen; darnach ist nach
der Heronschen Formel 5184 =V18x.9%.8x .2 = 38622 a?=144, z=12.

Die Seiten sind also 103, 120, 204 dm.

2*
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3. Das Volumen eines dreigeitigen Prismas = 6048 ¢m?®; berechne
die Hohe, wenn die Basis ein rechtwinkeliges Dreieck mit der
Kathete ¢ = 84 ¢m und dem Winkel ¢ =19° 17" 23" ist?

v 6048.2 12096  12096tga ..
Aus V - B. }Zf()lgt h = —B == (Zb a2(0£J = A‘W—-Ub e,

4. Wie grofl ist der Abstand der parallelen Geraden:
y— )84 = 0,
y —aY3—2= 0

Wir heben aus der I. Geraden einen Punkt z==0, also ¥ = — 4 heraus
und bestimmen scine Entfernung p von der 2. Geraden.

Yy — - r113—-—2 _ -l- _.3

Yi43 2
Wird umgekehrt in der 2. Geraden ein Punkt x = 0, also y = 2 gewihlt
und seine Entfernung von der 1. Geraden gerechnef, so erhilt man:

Esg ist p = —

p=—2 —il_l!'j_%— b R e o i (wegen des
V14-3 2
— Zeichens) einander entgegengesetzt parallel.
Nr. 26.

1. Es ist die Gleichung 2® — 82% — 8x 4+ 1 = 0 aufzulbsen.

@+ 1) —38x(w +1)=0.

(@+1)(x2—2-+4+1—38x)=0. Diese Gleichung zerfillt in o 1=20
und x? — 4w+ 1 =0. Die Wurzeln der vorgelegten Gleichung lauten: @, == — 1,
2, =24 V8 und w,=2—73. :

Aus zyxy—=4-—3=1 sieht man, daB ;= E der reziproke Wert
von w, ist. 1

2. Bei einem geraden Kegelstumpf ist die untere Basis drei-
mal, die Mantelfliche viermal so grof8 als die obere Basis; unter
welchem Winkel ist die Seite gegen die Basis geneigt?

Aus der Angabe B2z = 8»%x crhilt man R =r}3

4 2 4y
n n " (Iﬂ—l—?) ns =4r’x , S b= - = }

Nun ist R —7==7(}8—1)=s cos a, somit SR e
r(3—1) (841 _ 1
4r T
3. Ein Kapital, welches sich die ersten 10 Jahre hindurch zu
6%/,, die folgenden 10 Jahre zu 4°/, verzinst hat, ist mit den Zinses-
zinsen auf 40000 A angewachsen; wie groll war dassclbe?
Der Endwert des Kapitals nach 10 Jahren: A 1:051° ist fiir die folgenden
10 Jahre als Anfangswert zu betrachten; der Endwert betriigt 4 .1:05%, 1:0410

und nach dem Text = 40000.

L dgbpa’ (T
D(LhEI 4= 1—'0')1—0—1-6—4:10 16090K

o=t

cos8 a ==
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4. Bestimme die Fldche des durch die Punkte 4 (3, 4), B (7, 8),
C (9, 5) bestimmten Dreieckes auf zwei Arten!

0) 28 =2 (Y, — ¥3) + %, (¥ — y1) + %3 (y1 — %) I 2F=38.3 7.1+
+9.(—4)=— 20, also F=10. Das —-Zeichen sagt, dal die Punkte 4, B, C
im Sinne des Uhrzeigers aufeinanderfolgen.

b) Wird A4B=116 416 =472 als Basis genommen, so hat man die
dazu gehorige Hohe zu berechnen. Die Gleichung von AB lautet y — 4 =
st (x—3), d. . y—2xz—1=0. Die von C(9,5) darauf Senkrechte hat

die Linge p::_?/i_-"cl*—l______o—g.__l_ 5

Y141 IR
Es ist also F=4']-‘"2_-—5,: = 10 (wie friiher).
22
Nr. 27.

1. Die Gleichung 13z -+ 5y — 82 in ganzen positiven Zahlen
aufzuldsen. '

82—1 2 — 3z -
a) y = __5_3(_1;. =16 —2x 4 — 5806:: 16 — 221w, wobeli Su, —
= 2 — 3« ist; daraus
05 2 —2u : : .
B) r= 30251 = —u, 4 —?-Z—{i = — Uy~ Uy, WODCl Bry = 2 — 2, ist;
daraus
2 —: 22 B, . .
) uy .——_—;ﬂ: 1 — u,— 2—2; —1-2{1 wird dann eine ganze Zahl sein,

wenn u, == 2u, ist; dadurch ist
e) wy=1—2us —us=1— 8u,
by 2= —1-Bus+ 8uy=— 14 5u,
a) y=16 4-2 — 1023 41 — Buy =19 — 13u,.

Soll z > 0 sein, 80 muf 5z, > 1, u, > —;,

Soll ¥ > 0 sein, s0o muB 19 > 18w, wuy < ig, also w,=1, 0, —1, —2 .. sein.

also w, =1, 2, 3 .. . sein.

Fiir den einzigen gemeinsamen Wert #;=1 ist x =4, y = 6.

2. Die Volumina zweier sghulicher Zylinder sind 7, = 421 m?,
V,= 1125 m?; wie hoch ist jeder, wenn der eine um 15em hoher
ist als der andere? '

Vi Vy==(x -+ 0-15)3: a5

3—?; ¢ 76—,12:: (-} 015)%: 2® oder —Z— 5 -2—: (x4 018):x; 2= 027m,

- 015 = 042 m.

3. In wieviel Jahren erreicht ein Kapital von 1200 K bei
4'5°%/, Zinseszing den Endwert 2322-4 K?
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- 93924
Aus 2822+4 = 1200.1:045" folgt 1045™ = %60—
7. 0001912 = 3:36594 '
— 307918 n = 0-28676 : 0-01912
— (-28676 — 986871912 = 15.

4., Berechne die Seite des Quadrates, welches der Kllipse
25x% -+ 4y? — 100 eingeschrieben werden kann.

Fiir jeden Eckpunkt des Quadrates ist .v:y.:___g;;

o5. 2 1 4. % _ 100 = w2200 _
daber 25 4—}—4 1 1005 a 59 a T

Nr. 28.

1. [/ £%V* =10 aufzultsen.

29 V5 102 log Vo . logw = 2, (logw)2 =4, logw = —+ 2;
also ;= 100, a, =001

2. Die Seiten eines Dreieckes sind 68, 65, 57; wie grof} ist
der Radius des 1. eingeschriebenen, 2. nmgeschriebenen Kreises?

. g abe
Es ist Q——m und r = 4:F
68 - 65 J- 57

2
F=—1V95.27.30.38=}19.5.9.3.5.6.19.2=19.5.3.6=1710

1710 68.65.57 17.13
hesgy =5, A e i

Die Fliche F# ist bestimmt durch

F=Vs(s—a) (s —b) (s —c), wobei s = = 95 ist.

3. Bei einem geraden Kegel von 24 m Hohe verhilt sich die
Grundfliche zum Mantel wie 7:25; bestimme das Volumen des
Kegels!

Aus 7?2z :rms=="7:25 erhilt man s= 2;1.— iF
; /== U AR " . 576 15
s?=r2-}h? gibt 9 ri=r24 242 d. i %J— r? == 242 oder einfach:
24
- =124, somit r=717.

7
V' =3892 x m3.

4. Die durch die Punkte 7 (6, 8) und I (10, 0) bestimmte
Strecke soll iiber jeden Endpunkt um ihre Hilfte verlangert werden;
wie lauten die Koordinaten der neuen Endpunkte?
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Die Mitte G von EF hat die Koordinaten > 7; L =8, %—8—:4.

Ist H der Endpunkt der Verliingerung iiber F hinaus, so ist B die Mitte
4+ 8 4 _
von GH: also ° ”g 247 i;gi — R, daher H (4, 12). Ist L der Endpunkt der

81w
+5 1,

Verlingerung iiber F' hinaus, so ist F' die Mitte von GL; somit

4'59 —0; und L (12, — 4).

Nr. 29.
1. Welche sechsziffrige Zahl hat die Eigenschaft, dall sie sich
verdoppelt, wenn man die beiden ersten Ziffern 14 links wegnimmt
und rechts anhiingt?

Die sechszifirige Zahl ist mit 140000 -}- z zu bezeichnen, wobei = eine
vierziffrige Zahl bedeutet. Aus z . 100 -+ 14 = 2 (140000 - x) erhiilt man x == 2857.
Die Zahl lautet: 142857,

2. Wie groB sind die Katheten (@, b) eines rechtwinkeligen
Dreieckes, dessen Hypotenuse 41 dm und dessen Flicheninhalt
180 dm? ist?

a? -+ b? = 1681 ] durch Addition: (o4 )2 = 2401

4. %b = 720 I » oubtraktion: (¢ — 0)? = 961

AL } gibt @ =30, b=29.

3. In welcher Hohe mufl eine Halbkugel (») parallel zur Basis
geschnitten werden, damit beide Teile eine gleich grofie Ober-
fliche haben?

Ist « der Zentralabstand des Schnittes (o), so betriigt die gesamte Ober-
fiiche des unteren Teiles 72w - o*>x+277.2 und die des oberen Teiles

ox -+ 2ra (r — x).
Aus 72x ~ 2rax ==2rx (r — x) ergibt sich x = —2—

4. Fiir ein Haus bietet 4 32000 K bar, B 38400 K nach
4 Jahren. Wer bietet mehr, wenn man sein Kapital zu 42°/, an-
legen kann? : '

Sollen zu verschiedenen Zeiten fillige Kapitalsbetrige miteinander ver-
glichen werden, so muf man sie auf denselben Zeitpunkt reduzieren. Wir fragen
also, welchen Endwert wird das Kapital 32000 X am Ende des 4. Jahres haben?

F=382000.1-0475%. log ¥ = 4-50515 E— 385526 K
0-08060
4:58575 A bietet mehr.
69
—6—0 3 11 — 55

9
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Nr. 30.

1. B legt 7500 K zu 5%, und gleichzeitig 8700 K zu 41°%/,
an; in wieviel Jahren wird er von beiden Kapitalien 4332 K an
Zinsen einnehmen?

In 2z Jahren erhilt er vom 1. Kapital 75.5.2 Kronen Zingen;

2. L 87. ~w %

n»n n n » »

Ans 375z - 33—3— z=4332 erhiilt man « =8 Jahre.

n

DO ©

2. Einer Kugel (r) wird ein gleichseitiger Zylinder und ein
gleichseitiger Kegel umgeschrieben; wie verhalten sich die Volumina
dieser Korper zueinander?

Es-igt ¥ = g 7

‘37E, Vé —=7rig. 3r =271,

h X = b

¥ == 5 wobei h=R}3=23r, also R-=+}3 ist, demnach
Wy =Brix 28ty VPl V3::i§~:2:3:-:4:6:9.

3. Zwei Winkel eines Dreieckes sind gegeben durch die
Gleichungen: 4%#+%y—=8 und 16%*—#%¥=8; wie groll ist der
dritte Winkel?

22WEt 1Y) — 93 oibt tgw 19y = 3.

i00* 2 =1 _ 9% gibt mit Beriicksichtigung der ersten Gleichung:
tgx — lgy = }

Daraus folgt: fyx =1, x = 45° ,

tgy = 05, logtgy == 969897 — 10, y = 26°88'53",
37
6000 : 53 = 113"
70
170

4. Wie lantet die Gleichung des Kreises, der durch M (7, 5)
geht und dessen Mittelpunkt im Durchschnittspunkte der Geraden
62 —y =16 und 7z — 5y = 11 liegt?

30w — b == 80 -~ ; E=
7“"‘5.2’::11} gibt © =38, y==12; also 9":]-*'(7-3)“’{(5_2)2:5.

Die Gleichung des Kreises: (x — 8)--(y — 2)% = 25.

Nr. 31.

1. Wieviele Glieder miissen zwischen 82 und 101 eingeschaltet
werden, wenn die Summe der dadurch entstehenden arithmetischen
Reihe 211% betragen soll? Wie lautet die neue Reihe?



Ist » die Anzahl der zu interpolierenden Glieder, so iat

7 -2

211§ = (8% 4 10%)

, algo n = 20.
104 ist also das 22. Glied einer arithmetischen Reihe; somit
0% = 8% 4 21d, daraus d =%
Die neue Reihe lautet: 87%, 834, 814, 9.
2. Um einen Wiirfel mit der Kante x, wobei x der Gleichung

9¢—2 __ 3*+1 — 4374 entspricht, wird eine Kugel beschrieben. Es
ist der Radius dieser Kugel zu rechnen.

_Aus 8774 3.8 =4374 folgt: 87— 248 .3 = 354204;
8% 24_3*2124_? . 799, 729::93—;36? also @ =6. Der Radius der Kugel

— 4 Diagonale des Wiirfels, d.i.: — =3 = 373.

3. Zur Berechnung der Hypotenuse (¢) eines rechtwinkeligen
Dreieckes ist ¢—a =9 und B = 14° 51’ 46" gegeben.

c—ceosf=9 log ¢ = 095424
c(l —cosp)=29 0:30103
35 B 9-11173 — 10}
e I e
i Teghetion =< 911178 — 10 |
= 9 242975
T 2sin?7° 25" 58" ¢ = 269.

4, Die Gerade 32— 4y + 30 = 0 ist Tangente eines KIGISGS
Wie lautet die Mittelpunktgleichung dieses Kreises?

Man vergleicht die gegebene Gleichung y = «Ej mit der Gleichung
der Tangente an a?--y?=1r2 Aus vaz!+ yy! =172 folgt: y == 72;1"bi1— Es ist
also 2— = — ":—/}1 und »125— = ;_.zi; P = %32 und ot == ;—; sind Punktt; des Kreises,
folglich ;g - 1%')(—) =1, r= 1;50 =0,

Nr. 32.

1. Der B1u0h1 -{—z __V”l__y

Vot-y+ Yz —y

ist mit rationalem Nenner

darzustellen.

Wird der Bruch mit (Y27 — Jo —y) erweitert, so erhiilt man

vty —2BP—y’ta—y Zx—2)a?—y z—ui—y’
sty —@—y) 2y Y '
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- 2. Die Grundkanten eines dreiseiiigen Prismas hetragen: 75 em,
61 cm, 34 em; die Seite s =80 em ist unter dem Winkel ¢ ==87° 44’
gegen die Basis geneigt; wie grof ist das Volumen des diesem
Prisma eingeschriebenen Zylinders?

Es ist V' =1%zs stn ¢; » als Radius des der Basis eingeschriecbenen Kreises

b oF = R0 Zelal e Pp-v'y e et T, SR
ist = S et = 12; dabher V=144xn.5.s8m s = 361625 cm?,

3. Die Gleichungen x -y — 90° und sinzx.siny = 020337
aufzulosen.

Aus cos(x — y) == cos T cos y -~ Sin T sty |

und cos (2 y) = coswcosy — sinw siny |

cos (v — y) — cos (w4 y) = 2 stn w sitny = 040674; aber cos (x| y)==0,
daher cos (x — y) = 040674 und x — y = 66°.

r —1— J ] 900 l

x—y =66°

erhiilt man

gibt » == 78°, y=12°.

4. Im Mittelpunkte der Ellipse 1622% - 25y? — 400 liegt der
Scheitel einer Parabel, deren Brennpunki mit dem Brennpunkte
F, (+¢, o) der Ellipse zusammenfillt; wo schneiden sich diese
Linien?

Da ¢=Ya?—5* =3 der Ellipse gloich 5 der Parabel ist, so lautet die
Parabelgleichung %% =12 .

Fiir den Durchschnittspunkt muB 16 %2 4- 300 & == 400, also

400 75 1/5625 1600 75
"2 Al el o e Ay =3 —
a? 4 BE= 18 und o= 3 1/

4

3} 1
Dem einzigen Werte fiir # = 1T (warum?) entspriecht % = -- }15.

—_— = -+ éf sein,
64 = 8

Nr. 33.
1. (322 42 —2)? —302% — 102 = — 36 aufzuldsen.
Ba?42—22—10Ba2fao —2=—36-+20=—16 ist in bezug auf

R
das Trinom eine quadratische Gleichung; daber 32242 —2 =15 4 83 = { o
Es ist 84?2z =10 und auch 822z =4. "

4

Die Wurzeln lauten: z, = —g», By =—2; w3=1, o, =— 5

2. Einem Kreise () wird ein regulires n-Eck cin- und um-

geschrieben, so dal die Seiten (s) des einen parallel sind den Seiten

(S) des andern; wie grof} ist die zwischen beiden Umtidngen liegende
Flache?
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2 3 ' .. 360
Der Zentriwinkel des Bestimmungsdreicckes ist e kurz o.
o ) L;' l
Die Fliiche des grofen Dreieckes == 12—-7' =T fg—%;
) ] 2 a
" . » Kkleinen b = sina = r?sin ? cos 3.

Die Differenz derselben nmal genommen, gibt die verlangte Fliiche;

3\

o 1 a a a

P g diogaprae ] el o — \ =ity = | gin? —-

also = nr?sin 5 =008 5| = N1 ty g - S 5
€08 =

3. Aus der Kante @ eines regulidren Tetraeders das Volumen
zu berechnen.

Man findet V= ABC. —]71 = %1 ]fi’;-.g. SO =h; AO als Radius des der
abe a® @
Basis 4.8C umgeschriebenen Kreises ist e Demnach
4/ 2|3 V'3
S0 = / : -:a:i = g gl = % 9.
T o

4, Eine Gerade geht durch den Punkt S (3, —4) und bildet
mit der positiven Richtung der x-Achse einen Winkel von 135°;
wo schneidet sie die Parabel ¢ — 627

Die Gleichung der Geraden ist von der Form y -4 = a (r — 3); aber

@=g135° = —1, daher die: Gleichung's = —y—1; diss in die 1. Gleichung
substituiert, gibt P B b,
also y=—38+ 3 und z=2 F 3.

Nr. 34.

1. Die Zahl 24 in zwei solche Faktoren zu zerlegen, dall dle

Differenz der Kuben dieser Teile 485 gibt.

Die Faktoren sind 2 und %%, a;‘*—(-z_-%] = 485 reduziert sich auf
\u‘/l

485  1/2905621 485 539 [ 512

g T % po— . ; e e i e N L >
wh — 485 23 = 13824; daraus = 5 =+ i o el | — 27.

xy =28; &x,=—3.
Die gesuchten Faktoren sind: 3, 8 oder — 8, — 3.

‘2. Zur Auflosung eines rechtwinkeligen Dreieckes ist gegeben:
F'=— 840, ¢ = 58.

== %ZZ, 2F=c¢sina.ccosa, daher 4 F=¢*.2snacosa = c?sinla;
im0y LE_ 3360 log sin 2 = 352634 9= 187°1%
R T T 352686 a == 43 36,

9:99948 — 10
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3. Der Radius einer Kugel ist bekannt (= r); berechne das
Volumen eines Kugelsegmentes von der Hohe %!

r—h

O

1))

Segment = Sektor — Kegel = 2rxzh. -;)— — 0*m

Radius der Basis des Kegels), o*=# (2r — k).

(o bedeutet den

2
Segment == g—%h— (8r — h).

Anmerkung: Ist statt » der bequemer zu messende Radius o des Grund-

2 h2
kreises des Abschnittes gegeben, 8o ist » durch %—l- zu ersetzen. Man erhiilt:

2 3,
Segment =— @ ;h -+ ]—LGT

4. Welcher Punkt des Kreises K (2, 6, 5) hat die kleinste und

welcher die grofite Entfernung von der Geraden 8y -4 =— 1017

Den Punkt mit der kleinsten Entfernung findet man, indem man vom
Mittelpunkte des Kreises die Normale auf die gegebene Gerade zieht; der
Durchsehnittspunkt mit der Kreislinie ist der gesuchte Punkt. Die Verlingerung

der Normalen bis zum zweiten Durchschnitte mit der Kreislinie gibt den zweiten
~ gesuchten Punkt.

Die Gleichung der Normalen zur Geraden lautet: y — 6:%(9; —2);

diese Gerade schneidet sich mit (x — 2)2-} (y — 6)% = 25.

Aug (x—2)2 -+ i% (x — 2)* = 25 erhiilt man (v — 2)? =16, * — 2 = -+ 4,
also v, =6, xy=—2.
Zu z, = 6 gehort y, == 9 (Punkt mit der kleinsten Entfernung);

w To=—2 ,  y,=-3 (Punkt mit der griften Entfernung).

Nr. 35.
1. In wieviel Punkten schneiden sich 10 Gerade, unter denen
sich 4 Parallele befinden?

Zu jedem Durchschnittspunkte sind zwei Gerade notwendig; 10 beliebige

2

aber 4 Gerade zueinander parallel; die berechnete Anzahl (120 ) ist um (3)

Gerade geben also so viele Durchschnittspunkte als (10) angibt; dabei sind

z11 vermindern.

100 /4, 10.9 4.3
(2)_(2):T§_1_:_2:45—6=39.

9. Vier Zahlen bilden eine arithmetische Reihe mit der Differenz
3; das Produkt aller Zahlen — 880; welche Zahlen sind es?
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Die Zahlen lauten: ¢ — 3d, a—d, a-+d, a-3d, wobei 2d=3,

d 3'5 ist,

9 ; 1 ( : L 5
Aus (aﬁ-’ — _ii_) (w- —- 84—) =880, d.i. a*— ‘ig a? = 131%)—1- erhilt man

== o

Die Zahlen: 2, 5, 8, 11 oder — 11, — 8, — 5, — 2.

3. Einem Wirfel mit der Kante ¢ wird eine Kugel umge-
schrieben; wie grofl ist das Kugelsegment, das durch eine erweiterte
Wiirfelfliche abgeschnitten wird?

Die korperliche Diagonale des Wiirfels d =a )3 ist Durchmesser der
Kugel; also r = -Ci V3. Das Volumen eines Kugelsegmentes ist nach der Formel

h?
%’— (8r — h) zu rec}men, wobei % die Hohe des Kugelsegmentes bedeutet; in

unserem Falle ist - —»r — e 2 ]/ 1) daher

2
V:i?:~ fi- (4 =8 213>(a1~3 oo —-) = %’ (3 15— 4).
4. Wann ist eine Gerade y = Az + B Tangente einer Ellipse
b2 x? 4 a?y? = o?b??
Fiir den Durchschnitt beider Linien muf 62224 a? (4222 24 Be - B?) =

3 o 2 4B a? x b —Bra?
= a?b?, +bl+11a2 3 b2 A2 RO,

2 ABao? ’A**B’a,“ —+ a? 2ht — Bla2h* A’u'b’—-—zl Brgh
- SOU. ¥r = — 52 :L_ ]/ +

5+ A2 (02 - A2a?)?
nur einen Wert haben, so muB der Zihler des Wurzelausdruckes = Null sein,
Aus a?b! - A2atb* = B2a2b? folgt b2 A%2a? = B? oder 4%a?=DB*— b

Nr. 36.
1. 472243 72z — 21 = 8}2x - 27 aufzulvsen.
Wird die Gleichung quadriert, so erhiilt man
16 (22 -}-8) 4 8 V4w — 36w — 63 - 22 — 21 = 18 -} 243;

die reduzierte Gleichung V4% — 866 — 63 == — 2% -+ 27 muB nochmals quadriert
werden; man erhiilt = 11.

2. Wie groll ist der Flicheninhalt eines gleichseitigen Drei-
eckes: ausgedriickt durch den Radius 1. ¢ des eingeschriebenen,
2. 7 des umgeschriebenen Kreises?

2 ..
Es ist F:—-~l3 abero—k-:: 1/3‘5 -»~S V3, 341303-—_?19
3 V3
» T xg; = i V8, also s =13
32

Demnach ist bei 1. F'==30%}3, bei 2. F= —-1/'
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3. Der Kubikinhalt einer gleichkantigen vierseitigen Pyramide
ist="V; wie lang ist jede Kante?

h / > / a
V=0a®. &, aber h=|/a?— —=|/a* — = |/ = = —.
3 VeS¢
i

. 3 - e
Daher V= 3—6%9 und @ = VB Vye.

4. Berechne fiir den Punkt M (4, &) der Ellipse 25y? 4422 =100

die Berfihrungsgrofen!

Gleichung der Tangente: 25y . —g— ~+4x .4 =100; fiir den Durchschnitt
. ; o 25
mit der z-Achse ist y = 0, also T=— E( 1 0).
, o T/2V (B N 9
Linge der Tangente Mfﬂ—], (4) (—) Subtangente == KN — 5

Gleichung der Normalen: ¢ — —-; == 1: (@ —4); fiir den Durchschnitt (D)

84 D (84 O).

mit der z-Achse ist y =0, also v = 95 TR
T16\2 , /6 | 84 16
Normale — I/(gg ) - (T) i Subnormale =4 — 95 = 55

Nr. 37.
1. Welcher Zylinder hat bei gegebenem Volumen V= 1024n

die kleinste Oberfliche?

: 1024 ;
Aus 10247 = rizh folgt h = - Nun ist
0= 2ra—+48rah = 27z 2048?7-.
—2 = 47*—%?—‘4—8 - 0 gesetzt, gibt » =— 8 und 2 = 16.

2. Den rechten Winkel so zu teilen, daB die Differenz der

Sinus seiner Teile = 1 ist.
sinw — stn (90 —z) = & gibt sinaw —§ =
L sinx = ¢; nur die Wurzel

geordnet: sin?x — 3 s
14-y17 012310__08 £385

V1 — sin*x, quadriert und

$IN T =— 6 = 5
- ist zu brauchen.
log stnw — 9-98138 — 10
x = 98° 38,

3. Einem Kreise (» = 6 ¢m) ist ein Dreieck umgeschrieben,
dessen Seiten sich wie 5: 56 : 34 verhalten. Wie grof sind die Seiten?
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Die Seiten kann man mit 5z, 56z, 34> bezeichnen; aus den Seiten
146t sich nach der Heronschen Formel die Flidche des Dreieckes berechnen:
f=1V7x.2¢.14z.36x = S4z2

Fiir den Radius » des einem Dreiecke eingeschriebenen Kreises hat man
dic Formel » = —QE—~ darnach ist 6 = Hite
a-Fb+c’ (%

Seiten des Dreieckes sind: 25, 28, 17 em.

= 122, also £ = 5; die

4, Welchen Winkel schlieBen diejenigen Tangenten mitein-
ander ein, welche man von O (0, 0) aus an den Kreis K (6, 4, 4)
ziehen kann?

Die Gerade y = a2 ist dann Tangente eines Kreises, wenn die Normale
vom Mittelpunkte des Kreises auf diese Gerade gleich dem Radium des Kreises

ist, wenn also die Gleichung Z—/‘,_;_:- = r stattfindet.

¥1 - a?
s i 12
Aus 4 —6a = 4)1 -} «? erhiilt man ¢, =0, a, = -
! A-—a 12
Darnach ist tg ¢ = m; = -
log ig ¢ = 107918 @ = 67°22 48",
0-69897
= (-38021
7992
2900: 60 = 48.
50
2
Nr. 38. -

152 — 372 + 18

102* — 332 - 27

| Zum Abkiirzen des Bruches muf man Zihler und Nenner in Faktoren

zerlegen. Da 15.18 = --270 ist; muB — 87 in zwei Teile geteilt werden, die
als Produkt aueh - 270 geben; also — 87 = — 27 — 10.

152 — 272 — 102+ 18 =80 (b — 9)— 2 (ba—9) =Bz — 9) Bv — 2).

Ein Trinom kann auch dadurch in [aktoren zerlegt werden, da8 man

dieses Trinom als ein Gleichungstrinom ansieht und es durch die Wurzel-
faktoren ersetzt.

1. Der Bruch

soll gekiirzt werden!

36 9
33 97 . 33 /1089 — 1080 33 3 987 b
A, = — T —— ————— T e e e IS
BES g = 202 20 = 20 l_a_
Y 3 2 1
Die Faktoren lauten: 10 (;v~— —g—) (.L—%) oder (5x—9)(2x — 3); der

Jr— 2

gekiirzte Bruch = Dy
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2. Bestimme die Seiten eines Dreieckes aus folgenden An-
gaben: a? - b% = 27476, ¢ = 46 und Xy = 21° 37 30".
6 = g? 4~ b2 — 2abeosy,d.1. 2116 — 27476 — 2abeosy gibt 2ab — 2{‘))‘?60 — 27980.
T

(@ -+ b)2 = 27476 27280 — 54756 und o + b = 284.) o — 124
(@ — b)? = 27476 — 27980 = 196 und ¢ —b = 14.f & — 110.

3. In einen Zylinder (r, %), der teilweise mit Wasser gefiillt
ist, 140t man ein regelmifliges Tetraeder mit der Seite & fallen;
um wieviel steigt das Wasser?

Das Volumen V' des Tetraeders soll in eincn Zylinder mit der Basis »

) ‘

u

verwandelt werden. V: 4 = Vcﬂ — _‘_ = h%_; daher V == 19 “2

ad ;/o

a S—
= = rig.x gibt ¥ =
i [2 rin . x gibt x T

4, Wie lautet die Gleichung des Kreises, der durch die Punkte
4 (0, 0), B (4, 0), C (2, 1) bestimmt ist?

Die gesuchte Gleichung ist von der Form (x— p)? -+ (y — ¢)> =2, worin
x, y die Koordinaten der Punkte des Kreises bedeuten;

4. ist ein Punkt der Peripherie; daher p*- ¢* =172 ] Die Aufls-

B noo» ) ” » » (4: —— p)z + fj2 =0T - oBung dieser

C 5 » - » 2 (2 —p)2--(1 —q)2 =72 J Grleichungen
5

gibt p=2, ¢g=— —;, r= g die Gleichung des Kreises lautet:

2?‘
@—2pt (y+ ) = -
Nr. 39.
1. Welche Formeln haben wir fiir die Berechnung des Flichen-
inhaltes eines Dreieckes?

1. In der Planimetrie: F'= 9_2{2_ und F=}s(s—a)(s— b)(s —¢),

] U .
worin § — ~2~ 18t.

: . 1 b
2. In der Trigonometrie: # = — seny und

9
3. Inder Analytik: 2 A=, (Yp—y;) + %2 (Ys— Y1) + %5 (Y1—Us)-
Es ist die Heronsche Formel (150 v. Chr.) abzuleiten.
Zieht man von der Spitze C des Dreieckes A B C die Hohe CD,
go zerfallt die Grundlinie ¢ in die Teile BD =2z und AD=¢ — .
folgt: a? =10% — ¢ 4 2¢cz, also
12— h? L 2
2e

Aus h?=q? —2*
und A2 =58 — (¢ —x)? £ =
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Nun ist |
B = (a+x)(a — 2) = 2&0—1—0’26 b +c _g,_(m a’z"j;b Cizd

_dgte)—b* B—lu—=c)t .

2 ] 2¢
__(adc+b)(adc—b)b+a—c)(b—a+e)
g= 4c? :

Bei a+b+c¢c=2s, wird b+c—a=2(s—a)
at¢c—b=2(s—b)
64+b—c=2(s—e¢)

j o ch ¢ /s.2(s—a).(s—b).2(s—¢c) _
__Z'M—Z_l c? i

=Vs(s—a)(s—b) (s—e¢).

| 2. Eine Kegelbahn ist 2826 m lang; eine hinausrollende Kugel
(s=21) dreht sich 75mal. Wie schwer ist sie?

2826 m : 75 = 03768 m; dies ist der Umfang 2rx der Kugel; daraus
r=3768 cm : 628 = 6 cmn.

Gewicht der Kugel N -;— 3z . 2:1g.

3. Wie bestimmt man das Volumen a) einer Kugel, 5) eines
Kugelabschnittes mittels der Integralrechnung?

a) Als Element einer Kugel kann man eine Kugelschale mit
dem Radius o und der sehr kleinen Dicke dx ansehen; in diesem
Falle ist

r r r
8 | 3
A I ¥
V= 4®n.de=4n |[dr=4n. —|=——
3 3
0 0 ' 0

Betrachten wir die Kugel als Rotationskorper, so ist fur ein
Kugelelement die Formel d V=9%n.d« zu nehmen. Bei Benfitzung .
der Scheitelgleichung des Kreises: y?> =« (27 — ) haben wir diese
Elemente von =0 bis =27 zu summieren; also

2 2r
] 2 B\ 4rPxm
) Qrrdr —x2dr)y —ml2r 2 — 2} —
V__a-vj( redx a:dr)__n(27 5 3)’—— 5

0o 0

b) Das Volumen eines Kugelabschnittes
h h

23
= 75[(27':1: dx —x2dx) =n (9'132 — _3—)

0 0

v
sl e gy

3

Gajdeczka, Maturitatspritfungsfragen ans der Mathematik, 4. Aufl. 3
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4. Existiert ein regelmifiges Vieleck, bei dem » == 544 und
o = 54193 ist?

Wird der Zentriwinkel des Bestimmungsdreieckes mit 2¢ bezeichnet, so

ist, wenn die Hohe = g gezogen wird, cos ¢ = %O Man findet 2&=10°; das
o]
Vieleck ist ein ?)1(-5095 = 36-Eck.

Nr. 40,

1. Aus 2(log2 + log 3) + log (2 + 7*) = log 12 - log 189 —
— xlog7 ist x zu berechnen.
Es ist 2log 6 -1 log 2 + 1%) = log 12. 189 — Jog 7%, log (2 - 17) 4 log T =

=63, somit 72°+42.7° =63,

LA o5t

[ S = <=
7"=-—-1+4+8 {__ 9 (nicht moglich).

2. In einem rechtwinkeligen Dreiecke ist eine Kathete das
geometrische Mittel zwischen der anderen Kathete und der Hypotenuse;
berechne einen Winkel dieses Dreieckes!

b*=uac gibt cicos’a =c?sina oder sin’a--sina=1; nur die Wurze]
sina =% (5 — 1) ist zu brauchen.

st o = 1'2?60—6- =0-61803; log stn a == 9-79101 — 10
2
095
800 : 28 — 21
a =38 10" 21", 40

3. Der Punkt M (11, 8) hat von eciner durch den Punkt
P (0, —4) gehenden Geraden die Entfernung 1; wie lautet die
Gleichung der Geraden?

Die Gleichung der Geraden ist von der Form v+ 4 =a(z—o0). Die
Entfernung des Punktes M ist gegeben durch

Y +4—az,
T+a?

3

=1, di. T—1le= V1o daraus a=_10 -_“1..?’___{4.
’ £t 190 T 120 — 1} 8
15

Man erhilt also zwei Gerade: y = 7 z—4 und y == s x— 4,

15

Nr. 41.

1. Wie lautet die stetige Proportion, wenn die Summe der drei
Zahlen 39 und die Summe ibrer Quadrate 819 betriigt?



a+b+c=389, a*-}0:-+fc?+ 819, O’=ac

(x "l_ 0>2 72 (39 ‘“' b)2 } subtr, gibt, a2 —!-- 2 =1521 — 78b6 — 62;
2ac=2 d. i. 819 — b2 — 1521 — 785 — b2
= 9.

Die Proportion lautet: 27:9=9:3,
%. Wie grofl ist die Oberfliche eines geraden Kegelstumpfes,
dessen Hohe das harmonische Mittel zwischen den Radien ist?

Ist b das harmonische Mittel zwischen @ und ¢, so besteht folgende

. \ 2ac
Relation: (b —a):(c —b)=a:¢,als0 b= PRy
2Rr = R2 L 2 :
¢ i e SRR == V }2 — )2 = L |
Darnach: 2= o und s==}Jh*4-(B—7) y somit

O=Riz++ria— (R-+ryns =2x (R r?).

3. In ein Quadrat ein gleichseitiges Dreieck so einzuzeichnen,
dall eine Spitze in einem Eckpunkt des Quadrates, die andern
Spitzen in die Seiten des Quadrates fallen. Fig. 1.

Ist EF'C (in Fig. 1) das verlangte Dreieck, dann p it C
mufl Io2 1T seiny daraus s? = a2 - 22; aber aus III ist : 5
§2 = (g —2)*.2=20> —4ax -+ 22% Diec Gleichstellung E
beider Werte gibt die Gleichung 2?—4ax = — 0?2 s/ la

. e S s 5 - g
woraus gich fiir x=2¢ 4 aV3 ergibt. %

. i~ -
Da z < a ist, so kann nur =202 —a |3 sein.

= ‘ : B
a) 3 stellt die doppelte Hohe eines gleichseitigen R A

Dreieckes mit der Seite ¢ vor. Der Ausdrueck fiir = ist also leicht konstruierbar.
4. Fir den Parabelpunkt z, = 2 ist die Subnormale — §;
welchen Winkel bildet die Tangente mit der z-Achse?
Bei der Parabel ist die Subnormale =p. Da p =28 ist, so lautet die
Parabelgleichung: »2 = 16z; fiir o, =2 ist y, = + 4)'2. |
Gleichung der Tangente: yy, =8 (x4 ,); ihr Richtungskoeffizient —
8 8 2 /

= = = T ‘—‘Zl*g ZOg tga = 015051 a=54° 44" 7",
yoo 4¥2 Y2 48
300:44 =17
Nr. 42.

1. 4 148t einen Stein in einen Schacht fallen und hort ihn
nach ¢ Sekunden aufschlagen; wie tief ist der Schacht?

3*
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Die Tiefe x des Schachtes ist in der Zeif { zweimal zurtickgelegt worden;
vom fallenden Stein in der Zeit = und vom am Boden erzeugten Schall in der
' g

librigen Zeit { — 73 es ist also « = 5 72 und auch = (! —7) ¢, wo ¢ die Fort-

pfianzungsgeschwindigkeit des Schalles (333 m) bedeutet. Aus ,g 7? = ¢t —ecr
' S I 1

erhilt man v = — _;_+ l/ o_j—chg_t; mit z ist auch x = (¢ — 7)¢ bekannt.

2. @) In einer Urne sind z schwarze und « + 10 weifie Kugeln;
die Wahrscheinlichkeit, eine weile Kugel zu ziehen, ist = 3. Wieviel
schwarze Kugeln sind vorhanden?

W giinstige

= TEh Fille. g == x -+ 10 Fille, m = 2x -} 10 Fille; also
-2-3—_?_'—_—}1% 0 und » — 5.

b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, bei dreimaligen Werfen
mit einem Wiirfel 6 nicht zu werfen?

Die Wahrscheinlichkeit 6 nicht zu werfen, ist = %, daB dies dreimal
hintereinander nicht geschieht -— () Rl
intereinander nicht geschieht, = T) = 216

3. Bei einem geraden Kegelstumpfe ist B = 20 dm, » = 8dm
und der Neigungswinkel der Seite gegen die Basis « — 28° 6’ 37"
gegeben. Wic grof} ist der Radius einer Kugel von gleichem Inhalte?

ah

V:_'__-S—(R2+RT+T2):%HJ3E‘ h = (B—r)tga.

(B2 4+ Br-+rH)(R—7r)tga
4

4 =

— 156.12/g « = 1872/g o

log x = 827231
972769 — 10 .
3:00000:8 = 1, o == 10 dn.

4. Es ist die Gleichung 9z*— 182z + 2542 4+ 100y = 116 zu
konstruieren und die Durchschnittspunkte mit den Koordinatenachsen
zu rechnen!

9 (22 — 20 4 1)+ 25 (> + 4y -+ 4) = 116 - 9 -}- 100 = 225 oder
9(@w—1)2+425(y+2)2 = 225 ist die Gleichung einer Ellipse mit den Halb-
achsen: @ == 5, b = 3, also ¢ = Ja? — b* — 4 ihr Mittelpunkt hat die Koordi-
naten (1, — 2).

w oy

Fiir den Durchschnitt mit der z-Achse ist y —= 0; 2*—2x = E;-E gibt =1+ 1%—’»-
; 1 316
s ww o y-Adhse , a=03pt+dy =22 , y——24%00

25

O
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Nr. 43.
] 2x4~ 3% — 2?2 — 3x 4 2 = 0 aufzulosen.
1 1
’E2)3($2+ ) ( x - —5) =1." Wird x—{-T durch y, also 2?2 Jl,
durch »*—2 ersetzt, so Iaute.é die Gleichung: 2(y*—2)—8y =1 oder
. 5 5
Y=gy =3; daraus: y, == 2, ¥y, = — L
1 T, 1
% 4 — = gibt x, = 208 == 5
PR NI [ TSRESRRINE RETICR!, i SCSE S o
z BHI Wy =T g s "‘“4‘“'2_zl

Aug 252, =1 folgt: x, = %«
3

2, Wie grof ist das Volumen eines Kugelsektors, dessen Segment
gleich seinem Kegel ist?

- .2 pe :
Sektor = 27/ - % = 27—3’-%; Segment = ;’ (87 —1); Kegel = g _5_5’
Aus jfk_ Br—h)=~h@r—"h).xn 3 " erhilt man die Gleichung

2 —8rh = — 7?2 mit der emzlgen Wurzel 4 = ‘%r_ —2 V5 = :2— (5“1 >>

Demnach: Sektor = —-3— (8 —V5 )

3. Zur Auflosung eines Dreieckes ist gegeben: o b =173,
2y = 388°50" und die Fliche F' = 2280.

Aus F = C-L—bsmy erhiillt man ad = “4569 = 72372,
2 sy
a—+4b =173 1, et e
2b — 7979 I gibt: a = 101, b = T2, |
g I i ke Ao 7
(@+4b):(a—b) = colyg —2-.ZQ 5 lg g = (ﬁ}_bcoigg.

4, Auf welcher Kurve liegen die Halbierungspunkte der
Ordinaten des Kreises a? -}- y? = »2?
Sind %, v die Koordinaten dieser Halbierungspunkte go ist w == w.

Y Vme=t . 1 vm—s 2
S T Jr?—a? = Q—]/ﬂ— u?, 40 = r? —? oder —; (
d. i. die Gleichung einer Ellipse mit den Halbachsen: ¢ = r, b = g—

Nr. 44.
_ 3__
1. Wie viele Werte hat 1 ? Bestimme sie!
3

Wird y1 = « gesetzt, so ist 1 = 2% oder 23— 1 = 0 und in Form von
Faktoren: (x — 1) (@*+2 -4 1) = 0.
[,5——-1 =0, also z = 1.

Diese Gleichung zerfillt in zwei: V3e

L\'i o=,

l 2441 =0,als0 & = — ;—i
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2. Ein Quadrat mit der Seite @ = 8'5 rotiert um eine Achse,
welche durch einen Eckpunkt geht, und zur Diagonale des Quadrates
senkrecht ist. Wie groB ist O und 7 des Rotationskdrpers?

Es ist V= Fl.2exn, wobei ¢ die Entfernung des Schwerpunkies von der

Drehungsachse ist; also V=a2.2 % 7 =atan )2 = a*zx 2 und

O=.F, PBsr—==%dg .9 g_n:4aianl/é“_::4a._,z.il;zz

3. In einer geometrischen Reihe von zehn Gliedern betriigt
das Produkt des ersten und letzten Gliedes 4608, die Summe der
beiden mittleren Glieder 144; bestimme die Reihe!

4608 = u2g®
144 T 20736

144 = 4 q* (1 4 q); daraus u?=—= [

1+l  FuFa”
9 5 a
Tja
fiir g==2 ist #—38; die Reihe: 3, 6, 12, 24 . . . .. .. .. 1536.
n 4= —;— » u=1536; die Reihe 1536, 768, 384 . . ... ... 3.

4. Durch die Endpunkte des Parameters einer Parabel legt
man Tangenten; wie grofi ist die Fliche zwischen den Tangenten
und dem dazwischen liegenden Parabelbogen?

Die Gleichung der Tangente im Punkte M (—%, 23) lantet: y =« - %’
flir den Durchschnitt mit der z-Achse ist ¥ =0, also z = — /—_)j

Die obere Hilfte der verlangten Fliche = Dreieck — Parabelsegment —

_pr 2 p P

5 g

Daher die ganze Fliche = %—
Nr. 45.

¢ 1. In einer arithmetischen Reihe von 21 Gliedern betriigt die
Summe aller Glieder mit Ausschlull des letzten = 650, die Summe
der Glieder mit Ausschluff des ersten — 710. Wie lautet die Reihe?

wg by A ..ty = (1 - uyg) 10 == 650, also 2w, -+ 19d = 65.
Uy by o gy == (U ) 10= 710, , 2w, }-21d="TL

d==idy W=,
Die Reihe lautet: 4, 7, 10, 13 . . .
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2. Aus der Seite des einem Kreise (7) eingeschriebenen n-Eckes
ist die Seite des demselben Kreise eingeschriebenen 2#n-Eckes zu
berechnen. Fig. 2.

Ist (in Fig.2) 4B=s, OC_ AB, dann ist
AC=8B0=s8opm

Im N\ACE ist AC?= CE . C’D::Q?"(r—- OD) =

9 Silz
= 2rlr— ‘-~———&—)——7 QH] 4——-- ; somit
52%——?‘1/2——l/‘i—bi

qpemellu Fille: Fiir s, =s,==7}2 erhiilt man s, =7» G ¥ 2.

—— P — u) - - v "n
n Sp==85 =17 4 " ,512-_-91/2—1‘9.

3. Uber einem grofiten Kugelkreise (7) steht eine Kugelschichte,
- deren Mantelfliche gleich der Basis ist; berechne das Volumen
dieser Schichte!

i : I Rz
Volumen einer Kugelschichte = (0,2 - 0,2 5 = 5
Aus 27mh =1%x erhiilt man Iz%, 0y =7 Py= g— V3, somit
. 22 11
oy s
1 =R =gy

4. Mit dem Radius » = 10 soll ein Kreis beschrieben werden,
der die Gerade 4z + 3y = 70 in dem Punkte M (10, 10) beriihrt.
Wie lautet die Gleichung des Kreises?

Der Richtungskoeffizient der gegebenen Geraden = — gi Die Gleichung
3
;f(
dieser Geraden liegt der Punkt C, der von A den Abstand = 10 hat; somit
(& — 10)2 4 (y — 10)2 == 100 .. . 2)

der darauf Senkrechten im Punkte M lautet; ¥y —10==— (x —10) ... 1); in

1) mit 2) verbunden: (x — 10)* - % (& — 10)? == 100

(v — 10)2.

0o
O‘J' o

—100, d.1. z — 10 = + 8,

also x, = 18; zu x, gehort y, — 16

Bo= 25 . &y n Yo= 4

(v — 182 F (y — 16)2 = 100
g K /
es gibt also zwei Kreise (@ — 2)2-}(y — 4)2=100.
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Nr. 46.

1. Welche Zahlen unter 1000 geben durch 13 geteilt den Rest 5, .
durch 12 geteilt den Rest 67

Eine durch 13 teilbare Zahl muB 13z heifien; soll sie noch den Rest 5
haben, so ist sie mit 132} 5 zu bezeichnen.
Aus 18x 4 5 == 12y -} 6 erhiilt man:
1832 —1 v—1 . -
TAE R T x -} u,, wobei 124, = x —1 ist.
2. w==12%, 4+ 1, mithin die Zahl 18% 4 5 = 156 %, 4- 18.
Jetzt erst wird die weitere Bedingung beriicksichtigt: 156w, - 18 < 1000
. L 4
gibt fiir «, < 6 1—5%; also v, =6, 5, 4, 3, 2, 1, 0.
Die Zahlen: 954, 798, 642, 486, 330, 174, 18.

l.y::

2. Eine 8 kg schwere Bleikugel (s = 11:35) soll mit einer
Kugelschale aus Kork (0= 024) so umgeben werden, dafl die
Kugel bis zur Hilfte in Wasser eintaucht. Wie dick muf die Kork-
schale sein?

_ 4 o j 6 d "
Aus 8 = g s folgt » = l, 55 Das Gewicht des schwimmenden

Korpers betrigt 8~[—%—:—n.(R3———¢3)0'24 und das Gewicht des von ihm ver-

dréngten Wassers EnRS. Aus der Gleichstellung dieser beiden Ausdriicke

3
erhilt man nach einigen Reduktionen K3 = 207 ¢ + B =1-796 dm und

~ 1185.0522
R —r=1244 dm. _
_ 3. Der Inhalt eines gg¢raden Kegels sei V' = 100w dm®, seine
Erzeugende unter dem Winkel o« = 67° 22" 48" gegen die DBasis
geneigt; wie grofl ist die' Mantelfliche?

g

-2 /<
Aus 1007 = z'—i{r tga erhilt man + = ],‘ﬂ) == 3 dm.

3 g a
§ = c—%— log s = 069897

1-11394 M=1rnxs—=065xn.
x* P :

4. Welche Tangente der Iyperbel 55 G =1 schneidet von

den Koordinatenachsen gleich grofie Stiicke ab?
Die Tangente 9xx, — 25yy, =—= 225 mub den Richtungskoeffizienten 1
haben; somit 9z, =25y,. (x,y,) ist aber ein Punkt der Hyperbel, somit

81 " : 20 . 9
9x,? — 25, E33 Zyp%=22b; 4. 1. (@ =t L somit % == + T

4 ) Qs
Die Beriihrungspunkte sind: M, (%-), —49:) und A, (— Qf, - Z))
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Nr. 47.
1. In einem gleichschenkeligen Dreiecke mit dem Umfange
u =256 cm hat die zur Grundlinie gehtrige Hohe die Linge 2 = 80 ¢m.
Wie grofi sind die Seiten des Dreieckes?

Bezeichnet man die Linge des Schenkels mit », dann ist die Basis mit
256 — 2z zu bezeichnen. Aus 8024 (128 — 2)? = »? erhiilt man x==289; die
Basis ist also = 78.

2. Finen gegebenen Kreis (») durch konzentrische Kreise in
3 gleiche Teile zu teilen.

: - g | rix
Ist o, der Radius des innersten Kreises, so ist 0,27 = ——, also =
&1 ; 1 3 b 1

/
l/ - '§’ welche Strecke als mittlere geometrische Proportionale zwischen »

und 3 kongstruierbar ist.

Aug r?n — g)tw = g ergibt sich g,% == 3 r?, algo 0, = -/f%z‘- 7.
2 3 3 3
8. Uber derselben Kreisfliiche (r) erheben sich zwei Kegel
nach oben; der hohere unter dem Neigungswinkel «, der niedere
unter dem Neigungswinkel §. Wie groff ist das Volumen zwischen
beiden Mantelflichen?

; H h »2x r2x
7 2 ——— — -2 _— (] _ 1 = L 1 5
Ve=rtn = —rin o= lge—righ)= 5 o — g B);

sino  smf  sin(a— ﬂ)

Ua——t‘j‘g_c_c—)s—&_—cosﬁ'—

37 sin(a— f)
daher V= bl = A)
cos acos B’ 3 cosa.cosf’

4. Es ist zu untersuchen, ob die Gerade 5z - 4y = 80 Tan-
gente des Kreises x? 4 ? = 100 ist,

4 _ 80 — 5x\2
@) Fiir den Durchschnittspunkt dieser Linien miifte x* -|- ( i I) =100
sein. Die Auflosung der Gleichung «?— %%(—) T = — %—Q gibt fiir » einen

imaginiiren Ausdruck, d. h. die Gerade schneidet den Kreis nicht.

) Eine Gerade ist dann Tangente eines Kreises, wenn die Normale vom
Mittelpunkte des Kreises auf die gegebene Gerade —» ist.

Akl D ik
; . y R L o R
Die Normale p ist der Linge nach = — — = = —
-;.=1_]_25 Va1 y4r’

l 16

also griéfler als der Radius. r=10; die Gerade liegt auBerhalb des Kreises.
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Nr. 48.

1. Die Fliche eines Trapezes aus den vier Seiten: den parallelen
a = 22, ¢ = 8, den nicht parallelen & = 13, d = 15 zu berechnen.

Zerlegt man das Trapez in ein Parallelogramm und ein Dreieck, so ist
die Fliche des letzteren nach der Heronschen Formel zu bestimmen: A = 84.

Aus 84 = Th folgt fiir die Hohe des Dreicckes und auch die des Trapezes

)
h o= 12; somit F = 9_‘;__0 12 = 180.

2. Das Volumen eines geraden Zylinders, dessen Basisdurch-
messer sich zur Hcohe wie 2:5 verhilf, betriigt 109760 % ome®; wie
groff ist seine Mantelfldche ? "

Aus 72z . 57 == 109760z erhilt man » = }21952 = 28 em.

M=%2ra.5r = 10r2a = 7840x ecm™.

3. Aug den drei Seiten eines Dreieckes die drei Schwerlinien
zut rechnen.
Wird im A ABC ¢, gezogen und der spitze Winkel bei D mit ¢ be-

. Heah 3 a?
zeichnet, 8o ist 0% = tﬁ’—}—i» — at, cos q.

2
ot == 1,2+ %:— — aty cos (180 — @)

also B2 ¢? = 3¢.2- 1 %—:-, somit ¢, = %-Vz‘bi+ 20 — g,

Darnach ist ¢, = % V2e-2a2 — b2 und ¢, = %—]*’2&2 + 242 — ¢

4. Wie lautet die Gleichung der Normallinie im Punkte N(2, 2)
der Ellipse 20 y% 4+ 522 = 1007

Die Gleichung der Tangente lautet: 20y .2 + 5x. 2 == 100, ihr Richtungs-

koeffizient ist = — %

Die Gleichung der Normallinie (als Linie, die durch IV geht und zur
Tangente normal ist) lautet: y —2=4 (x—2), d.1. y = 4w — 6.

Nr. 49,

1. Ein Holzhéndler kaufte von einer Gemeinde ein Stiick Wald
fiir 12000 K und sollte davon 7000 XK bar, 3500 K nach 9 Monaten
und 1500 K nach 11 Monaten bezahlen. Wann konnte er die ganze
Summe auf einmal bezahlen?

Dadurch, daff der Kiufer 3500 K durch 9 Monate und 1500 K durch
11 Monate fiir sich nutzbringend zu p°, anlegen kann, erspart er an Zinsen
1|

Eiy

9
85.p. 13- 150
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Er wird daher die Zahlung der ganzen Summe von 12000 K so lange
(durch = Monate) zuriickhalten diirfen, bis die Zinsen davon ebensoviel betragen
als bei den Teilzahlungen.

120x . p
11

= 301) — -§~ 15p —= il erhiilt man @ == 4»

Aus R

2. Zur Auflosung eines Dreieckes sind gegeben die Stiicke:
r =285, a + b = 78656 und ¢ — B = 16°,

78656 =27 (sina--sin ) = 4r sin - +ﬂ )8 ZA ,.-'ina;_ﬁ:-:78'656:11400380.

|
2 £ 44210 una © . —F 80 gibt: 0 —52°107, f— 36°10, y= 91° 40"

3. Bestimme das Volumen (V) des Rotationskorpers, der durch
Umdrebung eines Kreissegmentes (mit der Sehne BE = s) um einen
aulBerhalb desselben liegenden Halbmesser (4 o)
entsteht!

Durch Rotation des Kreisausschnittes BO X

(Fig. 3) entsteht ein Korper mit dem Volumen

o 22
2')':.7:FD.—;; -~ ?g x . FD.

Durch Rotation des Dreieckes BOZFE cntsteht ein

Fig. 8.

Korper mit dem Volumen anh.—g—, wobei o den Ab-

stand der Sebne B X vom Kreismittelpunkte bedeutet, Die Diflerenz beider
rzh 2 s  mhs?
O Eh il Tl 2 QY == b=
Korper gibt: V= — (r - % ah 1 g
4., Welchen Winkel schliefen die beiden Asymptoten der

Hyperbel 42? — 5 y* = 100 miteinander ein?

¢ b
Die Gleichungen der Asymptoten lauten: y == __;; x und iy = — -
4 —a
Der Winkel zwischen beiden 1i8t sich nach der Formel tg ¢ = = f{’“
berechnen.
— b b
; @ a 2ab

=i

Um die Halbachsen @, & der Hyperbel zu erhalten, hat man die Hyperbel-

2
gleichung in der Form ( (—4 =1 zu schreiben.

422 542 ( Z BN 7 Al
mo" 100 — 1 oder \5) (V’)O) =1 glbt (l'——-5, 6—1207

daher fg o= 2120 =415.



44

Nr. 50.

2* 4 8¥=19 |

2x+ 82y — 265 J

Wird die 1. Gleichung quadriert 22% 4 2,2%38% -1 3%¥ — 361, davon die 2.
subtrahiert, so erhilt man 2.2 3% = 96.

Aus 2274 820 __ 9 9%3Y — 965 — 96 = 159 crhiilt man 2% — 8Y —13
(wenn man nur den positiven Wert behilt).

1_. aufzulosen!

z e
2737+ 19] gibt 2% = 16 == 2% , also z =4,
279*3!:13[

) 8¥ = 8, also y=1.

2. Einer Kugel () wird ein gleichseitiger Zylinder und ein
gleichgeitiger Kegel umgeschrieben; wie verhalten sich die Ober--
flichen dieser Korper?

Es ist O;,=47*z und 0, =06¢2x.

Der Achsenschnitt des der Kugel umgeschriebenen Kegels ist ein gleich-

23 : ) O e — -
scitiges Dreieck mit der Hohe — V3, wobei s = 2R den Durchmesser der

: sV R
Basis des Kegels bedeutet; in diesem Dreiecke ist = :::F_g;, also

k=r VST und O; =3 Bz — 9¢2x.
Demnach O : Oy: Oy = 472a: 672m: 9727 = 4: 61 9.

3. In einem Rechtecke verhilt sich der Umfang zur Diagonale
wie 14:5; wie grof sind die Seiten, wenn die Fliche F# = 768 cm?
betrigt?

Die Seiten sind: G (273 £e __) Vq,z+ 7 — 14:5 erhiilt
925 . 25 TF
. . 4 ; ‘12 )_ 3l 1 . AP ) A e
man die Gleichung ~——121 = — 02 2i= 2~—4If TR Z, =382, #—2%

4. Innerhalb der Parabel y*= 6x liegt der Punkt M (4, 3);
wie lautet die Gleichung derjenigen Sehne, die in 3 halbiert wird?

Sind 4 (z, %,) und B (z,y,) die Endpunkte der Sehne, so ist g{" :—? ihr
Richtungskoeffizient. R
Aus 9,2 =6z
U1, e folgt (v s ua) (v + ) = 6 (1, — ),
Yyt =6,
\ Yo=Y __ b
daher “—=—~ —
sy Yo Uy »
M (als Halbierungspunkt einer Strecke) hat die Koordinaten Ji_gji,
Yot Yy .{/_1_“!"

5 5 3 gibt y,-y, = 6. Der Richtungskoeffizient der gesuchten

Sehne = —?)« =1; die Gleichung lautet y —3=ux— 4 oder y=w — 1.



45

Nr. 51.

1. 'Wie lautet die Gleichung der Hyperbel, deren numerische
Exzentrizitdt e = & und die Nebenachse 2b = 6 ist?

3 . L ) . e
Unter numerischer Exzentrizitit versteht man den Quotienten =7 Aus

Va3 12:q=5:4 erhilt man 16 (a®-+ 52) = 2502, also a:%ﬁ:fi.

Die Gleichung der Hyperbel lautet also 9u2— 1642 = 144,

2. Der Umfang eines rechtwinkeligen Dreieckes ist 90, die
Summe der Radien des ein- und umgeschriebenen Kreises = 24°5;
wie groB sind die Seiten?

Der Text gibt folgende Gleichungen: -

4

1) a?-- b2 = ¢ 2y a+b=90—c¢; 3) —éi:{—_,b——{:?é - —;- = 245,
Wird 2) quadriert und 1) beriicksichtigt, so erhélt man abd — 4050 — 99e.
Dadurch ergibt sich aus 8) ¢ =41..
a+b= 49} gibt: a =140
ab = 360 b= &

- 3. Bei einer arithmetischen (steigenden) Reihe ist 2, 4- 2, = 18

und o,® -+ %% == 3402. Bestimme diese Reihe!
Aus x-+7==18 und 23-4%= 8402 erhiilt man v =8=12, und y=15=1,.
Uy =u,+ 8d = 3

A o 15} gibt d = 3. Die Reihe: —6, —3, 0, 3, 6, 9, 12, 15.

4. Wenn jede Kante einer vierseitigen Pyramide mit regulirer
Basis a dm betragt, wie grof} ist der Radius der der Pyramide ein-
geschriebenen Kugel?

‘Wird die Pyramide mit der eingeschriebenen Kugel von der Spitze aus

durch die Halbierungspunkte zweier gegeniiberliegender Basiskanten geschnitten,
so erhillt man als Schnittfigur ein gleichschenkeliges Dreieck (mit der Basis a

nund dem Schenkel % 13), dem ein Kreis (mit dem Radius o?) eingeschrieben

ist. Es ist also - o -
oOF AT al2

Tt Pe lptain) - o)

Q

Nr. 52.

1. Einer gegebened Kugel ist ein gerader Kreiskegel von
groftem Inhalte einzuschreiben. ’

Ist 2 der Zentralabstand der Basis (mit ¢ = y) des eingeschriebenen

x-+r

Kegels, so ist x-}-» die Hohe desselben; also V'=y*x 5 wobei 2242 = 73,
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37 .
also y? =72 —2? und ,:g_ = @t —2?) (w+r)=1rv—®+r*—ra? Die
erste Ableitung davon lautet: #?—3x* — 27u. |

2 »2 .

Die Gl 72 —3a2—2r2 =0 gibt 2 = —;: und y? = 7% — Tr 3;2
-8 4r 32 8 4 8

Das gesuchte Volumen = ?7&‘” g = a1’ = =737 37, d. . a7 der

ganzen Kugel.
2. Beim geraden Kegelstumpf ist V = 79767, = 24 und
R+ r=36. Man bestimme die Mantelfliiche!

7976 — 8 (B2 Ry 122, B = 86 — 7,

097 — 1296 — 727 472 472 L 867 — 72,

also
o ’ 23
y— 367 = — 2990 gibt r = {13-,_ » =13, R = 98.

6; somit M = (R -+ r)ws=36.26a.

=V (B —r)? = 11"'2@“_}_"1@ —

3. Auf der Verlingerung der Parabelachse ist derjenige Punkt
zu finden, von welchem aus die Tangenten gezogen werden kinnen,
die mit der ihre Beriihrungspunkte verbindenden Sehne ein gleich-

seitiges Dreieck einschliefen.

Die Gerade vom Punkte M (— u, o) aus schlieft mit der z-Achse einen |
Winkel von 80° ein; ihre Gleichung lautet y = —/L (x -+ w); diese Gerade ist
Tangente einer Parabel, wenn p — 24, also K

So g ?]—J" d. i. u:—g—p ist.

) ¢

Vg S

Der gesuchte Punkt ist M (——g—p, o).

~ 4. Einem Kreise () wird ein reguliires Sechseck ein- und
umgeschrieben; wie verhalten sich die Flichen dieser Polygone?
Esist f= 6 . — st 60° = 372 522 60°.

_55
Sr o 2 D,
F —6.-—2»-—6¢ rlg 80° = 6r2£530°;

daher f: I'= s 60° : 24g 80° = V4 ;2 V—El,)— —=19:214 =8 4,

Nr, 53.

1. Das Volumen eines Quaders betrigt 288 dm?, seine Ober-
fliche 288 dm? und der Umfang seiner Grundfliche 20 dm. Wie
grofl sind Linge, Breite und Hohe desselben?
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1) wys = 288; 2) ay—-axx-byx=144; 3) x4y = 10.

288
vy =~ vy = 144 —zx (@t y) == 144 — 10
10%? — 1442 = — 288, x? = ?52. = — 124, =12 - =18=1= 4,

/

2. In einem Dreiecke sind zwei Seiten @, & und die Trans-
versale ¢ zur dritten Seite gegeben; berecchne die dritte Seite!
Liegt a dem spitzen Winkel gevenﬁber, den die Transversale mit ¢

einschlieft, so ist a? = 24 ( ;) 2¢ § cos @

und 62 = ti—l—( ) +2t— cos @

2
somit a2 b2 = 24 %und ¢ = 2 (a? - b2 — 272).

3. Um eine Kugel (r) wird ein gerader Kegel beschrieben,
dessen Hohe 6mal so groB ist als der Kugelradius; wie verhalten
sich die Oberflichen dieser Korper?

Die Oberfliiche der Kugel: 0, = 4»%a.

Die Scite des Kegels besteht aus den Tellen o und V2572 — 2, wobei o
den Radius des Kegels bedeutet.

Nach dem pythagoreischen Satze ist (67)2 4 o* = (0 124s2)"; daraus

L 37’ | r /~— I 5?‘ —
Q = Tfé— = -2—16 und s = ——2— V6
. 6r2x r = 5r 6riz 8072z
B, O P\ L /6. e VB = 9
Nun ist O, == @*n--pons == 7} 7-216 zﬂxb— y -+~ TR

= 97%x; somit O,: 0, = 4:9.

4, Wie lauten die Gleichungen der gemeinschaftlichen Tan-
genten der Parabel y2=—8x und des Kreises 5x? - 5y2 = 64°?
Die Gerade y = A;B—I—B ist Tangente 1. der Parabel %2 == 8z, wenn
: 2 . el » /64
H=248 4 & B= 7 ist, 2. des Kreises 2?4y = %%, wenn 1;(3;_‘ =

B g

= ———— 18t.
Vi 42
4

= + _5"“ AQ ':_41‘) glbt A4+ ‘A') T3 156} Sonlit A =

L un

4

danach B = 44 und die gesuchten Gleichungen lauten: 7 = + —- x4
und & = — — z—4,

Nr. 54.

1. Wie grof sind die Seiten eines Dreieckes, wenn dieselben
durch drei aufeinander folgende ganze Zahlen ausgedriickt sind
und die Fldache des Dreieckes 84 dm betrigt?
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Sind v — 1, @, -+ 1 die Zahlenwerte der drei Seiten, so ist nach der

Heronschen Formel 84 = Vs (s—a)(s—b)(s—¢) = —;- ] 3 ( /:1—) - 1); daraus

pt a8 j '
16 4
ot 42 — 37632 es ist also a2 == 2 -+ V37686 = 2 - 194 — 196.

x = 14; die Seiten des Dreieckes sind: 13, 14, 15.

folgt: 7056 = 3( ) und geordnet:

2. An einem geraden Kegel bildet die Seitenlinie mif der Basis
cinen Winkel von' ¢ = 26°34’; wie grofi ist der Radius (») der
Basis, wenn dieser Kegel mit ciner Kugel (¢ = 2m) inhaltsgleich ist?

2
: ;77, = %9375, h = riga, daher 7%ge = 4¢° und
3\—4—.—-———-——-
P o= QV4: cotga = 4 m.

Es ist

3. Auf der Parabel 7? =— 122 soll derjenige Punkt gefunden
werden, fiir welchen die Tangente und die Normale mit der z-Achse
ein gleichschenkeliges Dreieck bilden.

Die Tangente yy, = 6 (x -+ «,) muB mit der x-Achse einen Winkel von

Q
45° eingchliefien; daher ist 75— =1, also y, = 6; wegen y,> = 12z, ist x; = ;—g == 3.
1

Der gesuchte Punkt ist M (8, 6).

4. Vier Zahlen bilden eine geometrische Reihe; wie heiflen
diese Zahlen, wenn w,; + 2, = 3650 und w, + u, = 450 ist?
w(l+¢8) = 3650} 144 365 73
ug(14+¢) =450 J(14+q¢q 45 9°
e giee B L R
1 Q—}—q—gqgﬂ)tq* 5 — 9 9).
g, = 9 gibt die Zahlen: 5, 45, 405, 3645.

92:?1{ gibt dieselben Zahlen in umgekehrter Reihenfolge.

Nr. 55.

1. Von den Kanten eines rechtwinkeligen Parallelepipedes mit
der Oberfliche O = 780 ¢m? ist eine das geometrische Mittel der beiden
andern und bildet mit ihnen die Summe s = 39 ¢m; wie grol sind
die Kanten?

780 =— 2 (ab -+ ac - be), a = Ybe, Vbe+b e = 89.

be = 890 — a (b - ¢); |

be = 390 —15¢(39 = Vbe) gibt Voe = 10.

Aus be = 100 und b+ ¢ = 29 erhdlt man b = 25, ¢ = 4,
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2. In einer geo metrischen Reihe ist die Summe der drei

E) .
e Wie grol3

ist die Summe der ins Unendliche fortlaufenden Reihe?

ersten Glieder = 21, die Summe der drei folgenden —

utuqg+ugr =2l =u(l4+qg4+q9? ! : ;
21 Durch Division: 64 = —, ¢ = -1
ug® -+ ugt 'f'?’q”'_@—@“l (1TQ+ )J q* 1=73
it = L R A (1+ L1 a2 g
el L i6 T AT i
. 7 16 64
Nun ist ;S’QQ.__IT(}(__E =
4

’3.___Wie lautet die Mittelpunktsgleichung der Hyperbel, welche
durch die Punkte M, (2, 1) und M, (10, 7) geht?

Die Mittelpunktsgleichung einer Hyperbel lautet: 5222 — a?y? = @202,
wo =, y die Koordinaten der Punkte (M) der Hyperbel bedeuten. Es mubB
sowohl 4b? — a? = o2b? als auch 10062 —49¢® = a2b6? sein. Wird aus der

1. Gleichung 5% =

2
& a2in die 2. Gleichung eingesetzt, so erhillt man «? = 2,

=
dadurch wird 4*=1. Die verlangte Gleichung lautet:
2?2 — 2y2 = 2,
Nr. 56.

1. Bestimme x aus folgender Gleichung:
4x+1 4 162+1 —=1536!

Man schreibt: 4% .44 16 . — = 1536 und geordnet:

’51['-‘

42 1 64.4 =24576; daraus erhiilt man:

&= —824 160:{ o
— 192 (nicht zu brauchen).

4% —198 —4.82 =22 25 =297, 228 —97 gibt 2z =", w- _.;_

2. Die Gesamtoberfiiiche eines Kugelausschnittes betrigt 4 der
Kugeloberfliche; wie verhilt sich der Kugelausschnitt zur ganzen
Kugel?

Aus 27axh -+ gnr =’z erhiilt man 24 -f o=

e g Jop 7 (nicht moglieh).

r—Qh="V1h(@r —h) gibt h=2"14 2" =7 ,

5 5 5

29‘2:11& 2? b

Volumen des Ausschnittes — S SRRy - V7, wihrend

= % r3x igt; daher V,: V,=1:10.

Gajdeczka, Maturititspriifungsfragen aus der Mathematilk, 4. Aufi 4
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/3./ Wie lauten die Gleichungen der den Kreisen ?-y%=4
und'a? 4+ 4% — 12 2 =0 gemeinsamen Tangenten?
Die Gerade y = A x -+ B ist Tangente

. . t_Awt B B
1. des ersten Kreises, wenn oo e Yy =,

VI 4? 11 42

also 2V1 4 42 = B ist.
64+ B .

— 18t

e

Aus beiden Gleichungen ergibt sich B =34 und 4 = + l//lf..
3

2. des zweiten Kreises: (x — 6)?- y? = 86, wenn 6 —

e
Die gesuchten Gleichungen lauten: y == + (- 8) V_i_

Nr. b7.
1. Vier Zahlen bilden eine arithmetische Reihe; ihre Summe =20,

' I 2 . e , )
die Summe der reziproken Werte:;ﬁ; wie heillén die Zahlen?

Die Zahlen sind mit w — 3d, v —d, w-+d, v+ 83d zu bezeichnen.

42 =20 gibt » = 5.

1 X 1 ) 1 1 Y 25
(u——_ 5d T wsd) T (u—;—d + T
10 10 25 5
D—9ﬁ+?hﬂp g BT 9w+9) T4
5
—— nicht zu brauehen.
154 145 T 68 ] 9
G etk i e | R Y 2 e
Geordnet: d 5 d? — 5 ; daraus 4 7 =7 J g iy
3 r

2. Die Seite des einem Kreise (7) eingeschriebenen regelméfigen
Zehneckes ist = —- (}’a — 1); berechne die Fliche dieses Zehneckes!

Die Fliche des regelmaﬁlgen Zehneckes besteht aus 10 glelchsdlonlxeho en

/ D) '
Dreieck it der Hohe |/r?— > =]/r2—" (g _oy5)= L
reiecken mit der 01eL9 3 19 16“6 2V5) i , 10+31)

7 T ‘s '/ f _T = /"' ;T
N i S |4 GRSl i (1 RS B 1 [ e f40—8 =:i_ /10— 2}
p= )4|, +2715 = | 5 = 8]0 215,
| L 4B R
Demnach: .F’—IO/;—.-Z_ 9 L 10 —275.

3. Den geometrischen Ort der Schwerpunkte aller Dreiecke zu
suchen, die liber der grofen Achse einer Ellipse stehen und ihre
Scheitel im Umfange der Ellipse haben.
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Die Koordinaten der Eckpunkte des Dreieckes sind: 4 (— «, 0), B(a, ),
C(z, y). Sind (u, ») die Koordinaten des Schwerpunktes dieses Dreieckes, so

; x P o ke N A :
st w=—, v==- Wird in o L (—— = 1 @ durch 8, y durch 3 v ersetzt, so

3 3 b
2 N2 2
erhilt man: G -1 (?U- =1, oder: 3— -+ 2R —1 et geometrische
- 2 41 1
3 3 -
Ort der Sehwerpunkte dieser Dreiecke ist ¢cine Ellipse mit den Halbachsen %’ —?T
Nr. 58.

1. Der Inhalt eines geraden Kegels und seine Gesamtoberfliiche
sind gegeben: V = 100m, O = 90s=. Wie grof} ist der Radius der
Grundfliche und die Hohe des Kegels?

Die aufzulosenden Gleichungen sind: 724 == 300.. . ) und »? —{— =
=88 e STE e

/

Aus beiden folgt: 91/ 72 -f (—T—) — 30 — 7% Diese Gleichung, quadriert
und geordnet, gibt 74 —45s2=—500; 7, =5, r, = 2}/5. Zu », =5 gehort h=—12;
zu 7y =2Y5. .. h=15.

2. Wie groff ist die Oberfliche und der Kubikinhalt einer

dreiseitigen Pyramide mit den gleichen Grundkanten @ und den
gleichen Seitenkanten 2a?

Ol =4/ 2 o =
1. O:;%]/i—} -+ 8 A mit der Hohe l/él-co'l—-— % = % ¥15;
9
O T i
/\_ ‘5 ¥15 i 15
o "2 P e
=Zy540 w——=-i—;fs(1+15)

o V== E] 8- ?, der Fulpunkt der Hiohe der Pyramide hat von einem

Eckpunkte der Basis den Abstand - d g V3 = 1:1
p -2 11 3 fri]._
es ist H2=4a?— -Cf—: —ag? H=uaq i/ =113
3 3 :
rot ad —
Daher V== " o F11.

3. Welches Dreiecksstiick 146t sich aus den Angaben b =1915,
a-+c=2925 und h, 4 h, = 2775 zuniichst berechnen?
Es istb:(ad-c)=snp:(sinatsiny) 1. und ha="0bsiny
he=0bsina
daher ha -+ ke = b (sin o+ sin y).
4*
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Aus (a--¢)sinf =0 (stna -+ siny)=ha-+he ergibt sich
hao+-he 2775

s ff = = 50.98 log sin f = 144326
R 146464
997862 — 10
61
p="12° 107127,  100: 8 ==12.

4. In einer Ellipse stehen die Brennstrahlen eines Punktes auf-
einander senkrecht; wie grof sind die Halbachgen der Ellipse, wenn
der kleinere Brenustrahl gleich der linearen Exzentrizitit ist?

+ ¥ + ¥

ey und "“’—1;

da sie aufeinander normal sind, so ist ——~— = — ?—:i”i», also y, 2 422 =¢2
“}‘ “*1 i

Der Abstand der zwei Punkte (x,#,)} und (e, 0) betrﬁgt nach der Angabe e;

Die Richtungskoeffizienten der Brennstrahlen sind:

02
daher ¢? = (x, —¢)>+ y,2 oder 2ex, =¢2 d. i z, = 2, gsomit 7,2 = ¢ — — —

4
e?
:2-4— Fiir den lingeren Brenunstrahl erhiilt man:

(26 — ¢)* = (Zg) ok (;_ ]5)~ , daraus a = % +V3);

/

S SRR V'38), somit b= é V93,

da a?— b2 =—=¢? ist, 50 ist 62=a%?—e¢

H=*| S

Nr. 59.

1. Den gemischt-periodischen Dezimalbruch 0916 in einen
gemeinen Bruch zu verwandeln.

Auflésung a).
Aung 0916 = x folgt 10002 == 916666 .. . 1 =
und 1002 = 91666 ... daher 9002 = 916 — 91

25
916 — 91 825 ~ 83 11

T Y00 900 36 12
Auflosung 0).
91 6 6 6

B L T ]
0-916 100+103, T0i 105—{—.,.111 infinitum,

also o=

- $ 6 1 1 )__91 6 g L
=+ (ot TE T TT00 I 1

91 819 +6 825 11 10

1oo+900 7900 QU0 12
2. Ein gleichschenkeliges Dreieck mit der DBasis @ rotiert um
den Schenkel 4. Wie groff ist die Oberfliche des Rotationskorpers,
wenn der Winkel an der Spitze des Dreieckes 1. ein spitzer, 2. cin
stumpfer ist?
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Im ersten Falle entsteht ein Doppelkegel, der & und b zu Seiten und
hy zum gemeinsamen Basisradius bat.

/ 3
Aus ahq = bhy erhilt man Ay = — l b2 — ii

/ ko3
Oberfliche = my -.I_ Ty == ]ZQRa + 712915 g (CL+ b) abn ]/(72 4 %

Im zweiten Falle entsteht ein ausgehthlter Kegel; o ist die #uliere, & die
innere Seite. Die Oberfliche ist dieselbe wie bei 1.

3. Den geometrischen Ort der Halbierungspunkte paralleler
Sehnen einer Parabel zu suchen.”

Sind 4 (x,y,) und B (,y,) die Endpunkt’e einer der vielen Sechnen, so
ist / / ~>—" ihr Richtungskoeffizient. Aus J ol Zp '”} folgt:

Yo Y 2p
(2 Yp) (Yo — yy) = 2 — %), daher =*— — e,
Yo+ Y1) (U — ) P (&, s 2y — @, Yy -1
Dieser Richtungskoeffizient bleibt fiir alle zu A4 B parallele Sehnen gleich,
z. B. = k. Sind (%, ») die Koordinaten des Halbierungspunkies von 4 B, g0 ist
Prsies Y1t o5 S T NIRRT e - D~
5 d gad J2‘|“?/1 gt o i k. = ist die

Gleichung einer Geraden, die zur x-Achse parallel ist. (Durchmesser der Parabel.)

== ¢ M = v, also

Nr. 60.
1. log Y3z —2 -+ log V4% — 7 = 111394 aufzulssen!

Aus log (V82 —2.Vix —17) = log 18 folgt (3% — 2) (4% — T) = 169;
5

29 155 29 91
£) _____ o AL - P A ol <=l |
[———mcht zu brauchen.

12
2. Zu zeigen, daB fiir jedes ebene Dreieck die Gleichung
o o o =
coty ?—-{—coég ‘ﬁ +c0tg — = €01y 5" 01 ‘2 - htig ist.
cos = cos B stn iﬁ st~ s -] f
2 4 2 4+ 2 ) e 2_ _
Ay o I R e w B L
2 2 2 RITR 2
s
L sl L e F ) cos (L':)_‘.“ ﬂ—‘ - 811 ; sz'ﬂfzw
= I ——— p o B | = cos- — ==
2 |sin 72 5N 5 008 —5 a5 2 qu iy
== B g 2
c0s *-cos = cos i
= _2-1 2 - cot —-(oa‘t ﬂ-coz‘( 4
sin = sin

7] z'*:é
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3. In oin gleichseitiges Dreieck mit der Seite ¢ wird ein Kreis
beschrieben, in den Kreis wieder ein gleichseitiges Dreieck, in dieses
Dreieck wieder ein Kreis usf, in infinitum. Wie groB ist die Summe
der Flichen o) der Kreise, 5) der Dreiecke?

s gt 2
Der Radius des ersten Kreises ist »; = e f_| =T H Wird diesem
| e al : . . . cwc 63
Kreige ein gleichseitiges Dreieck eingeschrieben, so ist »; = i — b | ——— %50
: 73 a
und b = 7, V3 == ’
: : : L . b, a
Der diesem Dreieckeeingeschriebene Kreis hatden Radiugr, — ;-1“5 =95 V8
| . b a i
die nichste Dreieckseite ¢ = S i
s o ; r ‘at | a’ \ a ki 1
Somit (7-124-7~22-g-7-32-1....).7m1(ﬁ-;-@-}-...): (1+ +o [-...) =

atx a?

= U2 ol Py Py R
Efi 9 4 ST ‘ 4. ‘N B 4 \ T ST -f = g .

4./Es ist eine Gerade y — 22— 2 und ein Punkt § (3, 9)-
gegeben; wie lauten die Koordmaten des zu S symmetrigchen
Punktes?

Der Durchschnittspunkt der Senkrechten von S auf die gegebene Gerade
ist der Halbierungspunkt einer Strecke, von welcher der zweite Endpunkt zu
suchen ist,

y—9 = — % (¢ — 3) schneidet sich mit ¥y — 2z -— 2 im Punkte M (5, 8):

f:%-lr- &L

1
2;__—_501btfv~—-7 9—; =8 gibty=17 § (@ 7)

Nr. 61.

1. Unter 30 jungen Minnern eines Dorfes sollen 12 durchs

Los ausgehoben werden; darunter sind 3 Briider. Wie grof ist die

Wahrscheinlichkeit, 1. dal alle drei zugleich, 2. daf nur einer von
ihven, 3. daB keiner von ihnen bezeichnet werde?

27\ BN

- () 0= (5

giinstige

W=
‘mogliche

27
93 = (12) .

2. Die Seiten eines rechtwinkeligen Dreieckes bilden eine
arithmetische Reihe, die groflere Kathete ist — 24; wie grof8 sind
die anderen Seiten?

Die kleinere K-(Lthete. = 24 — z, die -Hypotenuse — 24 1 z.

Aus (24 2) (24 — x)* -+ 2 folgt 96z — 576, © = 6.

Die Seiten des Dreieckes sind: 18, 24, 30.

Fille. Mogliche Fille — (]‘g) g,



(W24
(W1

3. Wie groli ist das Volumen eines Kugelsektors, dessen konische

Fliche gleich der sphérischen ist?

Volumen eines Kugelsektors = 2 rah. — 3 = 27rix- Z

Ist o der Bagsisradius des Segmentes, so ist o= » die konische, 2 rx . 2 die
sphérische Fliche des Kugelsektors; aus omr = 2rxh bleibt o = 2/4. Aber

0> = h(2r—h); daher 44 =2vh — A% h = % r und V= é;) 377,

4. In der Hyperbel 92® — 7% — 63 sind diejenigen Punkte
zu finden, in denen die Radienvektoren senkrecht aufeinander stehen.

=9 a?="7 e=Va2 2=+ 4; F, (4, 0), F, (—4, 0).

Ist M (w, ») der gesuchte Punkt, dann lautet die Gleichung

fir F,M ..y = ?”:z (x —4) und fiir B, M . .y = ﬁl (L 4).

; w—4 it sl A
Im Falle, als #, M | F, M ist, muB (+4 R d. i. »2 = 16 — 2 sein.
7./52 — 11760’ + -z-l
Aus »2=16 —u? und 9u?— T22=63 erhilt man 81 9
l?’ YEL

Nr. 62.
1, A zahlt, um eine Schuld zu tilgen, die xu 4!/,°/, Zinseszinsen
aufgenommen war, durch 20 Jahre am Ende eines jeden 84565 K;
wie grol war die Schuld?

Die heutige Schuld von x Kronen hat am Ende der 20 Jahre den End-
wert x.1:04520; ebensoviel miissen alle Raten betragen. Die erste Rate F hat
den Endwert: E.1'04519%; die zweite hat den Endwert: & .1:04518 ysf,, bis die

1:04520 — 1

letzte, die nur R betrigt; alle zusammen : R——mu—« = 2. 1-045%, somit
) L 10450 —1 LELIT, o
= 4a0ien 0045 . 104520 84554 0045 .2:4117 L1000
2. Das aus den Seiten des einem Kreise Fig. 4.

(r) eingeschriebenen regulidren Fiinfeckes, Sechs-
eckes und Zehneckes konstruierte Dreieck 1ist
rechtwinkelig.

Beweis: Es sei 4B =s, (Fig. 4). Man ziche
BC| A0 und OC||AB. Da < AOB= OBD = 72°
und A BOD gleichschenkelig ist, 8o ist <2 BOLD = 36°,
d. h. BD=gs,,, BC=r ist im Punkte D stetig geteilt:
5DV = B - 0D,

Wird von C die Tangente CE gezogen, so ist CF*=BC. OD; folglich
CFE = BD = s;,. A OCE ist immer rechtwinkelig und s, die Hypotenuse.
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3. Fiir jedes ebene Dreieck besteht die Relation:

B
r—=4 R sin -2-- SU1 'Q“ SN %j—

‘ . i __abe D | abe
Ersetzt man in der Gleichung Rr = 5F b dme e

a durch 2R sine, b durch 2Rswnf, ¢ durch 2R siny, so erhilt man

3 Ay ¢
Dy — 2[;;%(];37;?% am:zﬁ.smwz . 2R?stnasinf siny 4D, \mfsm /;’ w?n-g—.
o+ sinf+ 7) 4(09—80%—é cas—Qi
2 2 2
Daraus ist r = 4 R sin — smE i
2 2 2

4.yWie groB ist das von den beiden Parabeln y?> — 2pz und
x? = 2py eingeschlogsene Flichenstick?
Fiir den Durchschnitt beider Linien erhiilt man 22 = 2p}2p=, d. i

2® = 8% oder x=2p, dazu gehvrt y = 2p. Die fragliche Fliche besteht aus

¢ ; . : el : 2 5 : AN
zwei gleichen Teilen; der eine betrigt % rYy — [\ = 3 APt —2p?= ELA

somit I = %pi.

Nr. 63.
TR T TR TL P AP '
*y fx4+y 1/1 Y 10]
"V z—y -1y 3 aufzultsen!
x? —y? = 81 l
1 10 [ ;
Die erste Gleichung hat die Form w--— = —:; u =1 1.
u S l‘-—
2
T4y y 45 5 B e el - ; a0 2
—y 3 gibt y = T dies in die 2. Gleichung eingesetzt, gibt z — |- 15, |
dadurch ist y — -+ 12.
1
3_1_ "3 3 gibty = — —g— x; dies in die 2.Gleichung eingesetzt, gibt © = - 15,

dadurch ist y — 4+ 12.

2. Zur Auflosung eines Dreieckes ist gegeben: a=2>5, b+ c¢=9,
y = 81°41"49"; welches Umfangsstiick 140t sich daraus zunichst
rechnen?

Aus (b+c4a): (b4-¢ — a)=(sinf -+ siny 1 sina): (sinf + siny — sina)
e o i o

=408 — & C0s — cos 1 4
- —_— —_ GlH \UZ =GOS ==
2 2 - 2 2 2

a2
L R :
== colg 5 /(/ 2 folgt:



ox
-1

coty- £3 e + g f- = 35y 15° 50" 541 logcoty —ﬂ == 0:54407
Z) —}— c—a? 3 | 4 945314 — 10
B . 9-99721 — 10
v 45° 11" 8" 697
B=00° 22" 6" 2400 : 42 = 57

3. Die durch den Punkt 3 (8, 3) gehende Gerade bildet mit
den Abschnitten auf den Koordinatenachsen ein Dreieck mit der
Fliche F' = 50; wie lautet die Gleichung der Geraden?

Aus der Gleichung y — 3 = a (v — 8) erhiilt man

8a—3

den Abschnitt auf der x-Achse durch y = 0; z = s
" » w o Y om . w:—-O;ly—:-3——8w.
wy = 100 gibt die Gleichung aﬂ-;--}ga =S 691’ also oy = — 7, t = — {t’é
Die verlangte Gleichung lautet: y — 3 = — % (x — 8)
oder: y — 3 = — ﬁ (x — 8.
16

Nr. 64.
+ 4 — 2482
1. Welche reelle Wurzeln hat die Gleichung: | atcrg o i
L2+ 2y==10

(@ -+t = o' 4 dady 4 6a?y? 44wy’ 4y = 10000

2uy 22+ Sawy + 29%) = 7518, aber a? |- y? = 100 — 2y, daher

2xy (200 — xy) = 7518 -
(2y)? — 200 (vy) = — 8759; xy = 1004 79 = {

-4y =10
wy == 21

179 nicht zu brauchen.
21.

Aug } erhialt man: x = 7, y = 3 oder nmgekehrt.

2. Wie groB ist der kleinere spitze Winkel eines rechtwinke-
ligen Dreieckes, dessen Seiten eine geometrische Reihe bilden?

Aus w? - u2¢* = u?¢* erhiilt man ¢? = —%* + .‘/‘/—Z—, wovon nur der eine
1 . -
Wert. g2 = —2« (14+V5) zu brauchen ist. Ist u die Kathete a, ug also dio
. /3
Kathete 5, so ist 24 == == ’ — 1—,—] )) = cotga.

14-V5 __823606

5 = 1'61803; colga = 1161803

0-20899

S 10-10449 — 10

07
a == 38° 12" — 98" = 38° 10" 22". 4200: 43 = 98

log colga ==
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3. Es ist der geometrische Ort derjenigen Punkte zu suchen,
von denen aus die zwei an eine gegebene Parabel gezogenen Tan-
genten einen rechten Winkel bilden.

Sind (u, ») die Koordinaten eines Punktes, der die verlangte Eigenschaft
hat, 50 soll die Gerade y —v=—=a (& — %) eine Tangente der Parabel y*>=2px
sein. Eine Gerade y =— aw — aw-} v ist dann Tangente einer Parabel, wenn

e

. b

2ab==p ist. Aus 2a (—aw-}»)=p erhilt man die quadratische Gleichung

, T ¢
v y . " v vt —2pu
aﬁ*ﬂc&::—p,aus der sich fiir o, == =+ : e
o 2u 2u
v — V02— 9pu :
fiir @, = l—‘ “L7 ergibt.
£ AT} ‘
Da diese Tangenten zueinander normal sein sollen, so muff @, @, = —1

2 — 2 1 Qnu . .
477-%—1— gleich — 1, so erhalten wir
2

sein. Setzen wir also o,a, =

fg == ~~i§-; dies ist die Gleichung der Leitlinie der gegebenen Parabel.
Nr. 65.
1. Zwei Zahlen haben das harmonische Mittel 112, das

I3
Produkt aus ihrem arithmetischen und geometrischen Mittel ist = 156.
Wie heiflen die Zahlen?
2z
Die Zahlen = und y ergeben sich aus den beiden Gleichungen 1_4,,1/ -

@ -4y

- 144 R I e M x -y / : 3wy
=I5 un —5 - Yoy = 156. Da 3 der 2. Gleichung durch Tk

., 18xzy ,— 3 ==t .
ersetzt werden kann, so ist i Yoy = 156 aufzulisen; aus @y Jay, d. i

(Vy)? = 1923 erhiilt man xy == 144; dadurch wird z--y=26; die Auflosung
dieser Gleichung gibt = 18, y = 8.

2. Wie groBl ist der Radius desjenigen Parallelschnittes, der
einen abgestumpften Kegel (L, r, ») halbiert?

Wird der Kegelstumpf zu einem vollstiindigen Kegel ergiinzt, so sind
die drei Kegel k,, %, &k mit dem Basisradius », z, & #hnlich; demnach
by s hoy s leg == ® ¥ RS,

- Daraus ergibt sich (ky —/&,): fy == (B3 — @) : 23

und (b, —k,) s by = (@3 — %) : 3,
Da kg —ky,=k,— k, sein soll, so mufl R?®— &%=a%— 93
R34 =2a°

3

[ B3 4%
& == 1/ —— sein.
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3. Von einem Dreiecke gind die drei Winkel und der Flichen-

inhalt bekannt; wie groB ist der Radius des diesem Dreiecke um-
geschriebenen Kreises?

e abe 2BRstna.2RsimpB.2Rsiny QR stnasinfsin
Es ist B = p YL Bsiny

iF iF o ’
7 / rF
it B2 == v =}/ 7
gsomit B D sin o sin B siny und E 1/ 2smma s f siny

4 )Wie lautet die Gleichung des Kreises, welcher die Parabel
y? =12z im Punkte M (3, 6) von aulen berithrt und seinen
Mittelpunkt in der Scheiteltangente der Parabel hat?

Die Parabeltangente 7.6 =— 6 (v -1 8) ist gleichzeitiz Tangente des
Kreises; der Kreismittelpunkt liegt demnach in der Normalen zu y= + 3,
also in der Geraden y — 6 —= — (x -— 8) und gleichzeitig in der y-Achse; fiir
x=o0ist y=3-4+6 = 0.

Der Kreismittelpunkt ist Z (0, 9), der Radius des Kreises =
= V(B —=0)74-(9 — 6)2= V18 und die gesuchte Gleichung '

(@ — 0 4(y — 9 = 18,

Nr. 66,

1. 8xloz L1002 — 7%= 35 aufzulbsen!

100 e o gE 100
397 L T 85, (zl9* 2 — E_ml‘g“’ = —
e TR 40 30
35 /1225 — 1200 85 5 [—— == —
Tl 20 Fietetie T le et yig- )
" s 56 lG 5
e)
(log #)® = 1'80108  logw = + V02891 = -+ 0-90770;
' 0-47712 189:18 (log x)? = log b
0-82391 18 91: 1807 gibt anch noch
126 zwei Wurzeln.
]
Aus log v, = -} 0:90770 folgt », = 8:0854
68
20:5 =
Aus log xy = — 090770 = 009230 — 1 folgt ., == (0:12368
02
280:35 =8
0]

2. Wie verhalten sich die Volumina der einer Kugel () ein-
und umgeschriebenen reguliren Tetraeder zueinander?

40y
=

Ist ¢ die Kante eines Tetraeders, so findet man fiir die Hohe — a,]’
3
und fiir das Volumen 7 = %}@:
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- N1 | i) 3
Aus e?=a l/‘ é . 27 erhiilt man fiir ¢ =2 }'] /_6- daher fiir 7, = —)_—'

Ly 9{5

A3 = A% o r ) 1/ 3 I o 7
Aus 17 Ve =4. = ¥3 £l erhdlt man 4 —4»r i 5 danach ist

V, =833 und V;:V,= 5%5:1/3' = 1:27.

3. Umn die Ellipse 8% 2% 4 o®y* = ® b% ist ein gleichseitiges
Dreieck beschrieben; wie groB ist dessen Flicheninhalt, wenn seine
Spitze in der Verlingerung der grofen Achse liegt?

Die Gerade, die durch die Spitze (v, o) des Dreieckes geht, hat zur

. 1 w8
Gleichung y:——],Tg— (x — w); sie ist dann Tangente der Ellipse, wenn
2 2 e §
C—;)— = %— — b2 also u="1Va>-- 8% ist.
Dle Hiohe des Dreieckes betriigt «--Va*--30% somit die Fliche =
2 (atVa2 852

=T B
Nr. 67.

1. In einem hohlen Glaskegel mit » =12 cm und A = 24 em
steht gefirbtes Wasser 6 ¢m hoeh, Wie hoch steht das Wasser,
wenn man den Kegel auf die Spitze stellt?

Das Wasser hat die Gestalt eines Kegelstumpfes mit 2 =6 ¢m, R =12 cm
und R:r=24:18, r="9cem, also V= 2z (144 -} 108} 81) = 666 . Beim
Umkehren des Glases nimmt das Wasser die Gestalt eines Kegels mit der

. . % CANE T 237
Hohe %z und dem Basisradius 5 also (~2) T =y
G 1
666 = 75 gibt x = y7/992 = (fast) 20 e

2. Ein Rhombus mit der Seite @ — 64 dm dreht sich um eine
Achse, die im Endpunkte der lingeren Diagonale zu dieser normal
ist; wenn der Neigungswinkel der Seite gegen die Achse 58° De-
tlagt wie groB ist das Volumen des Rotationskorpers?

. Nach der Guldinschen Regel ist V' = F.2¢m;
4
2

= a cos f§, wobei f = 907 — o == 32° ist; I = a?sin 2p, also
W ,

V=2a%ncos §.sin2p.
log V' = 0-30103

2:41854
0-49715
9-92842 — 10
9:95366 — 10

3:09880 V = 125555 dm?.
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3. Um die Ellipse 0?2® -+ a’y? = a?)? ist ein gleichseitiges
Dreieck beschrieben; wie grof} ist dessen Flidcheninhalt, wenn seine
Spitze in der Verlingerung der kleinen Achse liegt?

Die Gerade, die durch die Spitze (o, ») des Dreieckes geht, hat zur
Gleichung ¥ — » = V3 ; diese Gerade ist dann Tangente der Ellipse, wenn
die Relation A2a? = B?—52% d.i. 8a? == »? — 4% besteht; demnach ist z =
= V3> 5% und die Hohe des Dreieckes b--)3a?—+0?%; durch die Hohe
eines gleichseitigen Dreieckes ist auch dessen Flidche bekannt:

PO O S TR D
V3 V3 '

Nr. 68.
1. In einem geraden Kegelstumpf mit & — 84 em, r — 836 cm,
h = 63 cm werden zwei Kegel eingezeichnet, von denen jeder die
eine Grundfliche des Stumpfes zur Basis und die Spitze im Mittel-
punkte der anderen Basis hat. Bestimme das Volumen des gemein-
samen Doppelkegels!
Ist o der Radius der Basis des Doppelkegels und x seine Entfernung

| ¢ g . /
von der Deckfliiche, so ist R:p =h:z und r: 9 = h:(h—x); wird v = %‘)
a3 ; L 3 v Ly ! ! 63
in die zweite Proportion eingesetzt, erhilt man o — B = Q' m. 5.

0 1_,6 e (16\er 26 aufzulosen!
= \81 T(Slj 2 |

16\sinrz 16 (8l\sen*z 26 (16 \sintz
73 1 —— el _ — _— Setz ¥ a
Wird in (81) &1 (16) 57 (81) 1y gesetzt, 30 erhilt
[ 2
man y> — Zg Yy = — g’; daraus folgt y == - 8

|7
16\stn? ] 9 \4 sintw 2 . . i
(gi) = kg ("3‘) = o gibt sinw = + -

9 7

NnRe \d sin2 3 :

3. Die Gerade 3z -4 5y = 50 ist Tangente einer Ellipse mit
o = 10; wie lauten die Koordinaten des Bertthrungspunktes M?

!

i oo

Die Gerade y = = I",—{_ i ist dann Tangente der Ellipse 0?x?--
] (3]
3
4-10042 = 10052, wenn A4?24? — B*— b? ist; dabei ist 4 = — 5 B==llr

man findet 5% = 64.
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Aus 642?-4 100y% = 6400 ergibt sich die Gleichung der Tangente
6400 — 6daw, . 3

64 w0, 100y y, = 6400; wird y = — — mit y = — —w--10 ver-
100U1 :)
glichen, so erhilt man
64 — 64, 3 \ , _
i i - —_——— = — (.1, o, = M 3+4),
i = 10, also y, = 64 und - 100y, £ d.i. z, = 6, also M (6, 6-4)
Nr. 69.

1.) Zwei Orte M und N sind 119 km voneinander entfernt.
A geht von M nach N und legt am ersten Tage 20, am zweiten
o} H
am dritter o, ick. 3 geht von N aus 2 Tage spiiter
18, dritten 16 k... zuriick. 5 geht von N aus 2 Tage spiit
em A entgegen und legt am ersten Tage 10, am zweiten 13, am
dem A entgegen und legt am ersten Tage 10, am iten 13,
dritten 16 A ... zuriick, Wann und wo werden beide znsammentreffen ?

Der Weg des 4 besteht aus » Stiicken, die eine arithmctische Reihe bildeny
7’/
a, = 20, d = —2, also ay= 22 —2n und s, = (¢; - mz\ — == (42 — 2‘;3}—2'—,

Der Weg des B besteht aus » — 2 Stiicken, die eine cLlltllantiSLhO Reihe
n—2
bilden; «;, = 10, d = 3, also un—2 =1 87 und s, = (g + tm—2) —5— =
: —2
= (11 - 37?) 5

s+ 8 = 119 = (42 — 2n) ﬁ -+ (11 - 3n) &;—2,

‘. ST
; Ty R e C ] A
nt-L4Tn = 260, n == 5 i“ 2 l_ nicht zu brauchen.

Fiir » = 5 Tage betrigt der Weg des 4 80 km

2. Welches Stiick mufl man von jeder Seite eines gleichseitigen
Dreieckes abschneiden, um durch Verbindung der Abtragungspunkte
ein anderes gleichseitiges Dreieck zu erhalten, das die Halfte des
gegebenen ist?

Das abgeschnittene Dreieck mit den Seiten @ und @ — wx lifit sich mit
dem gegebenen der Fliche nach vergleichen.

2
. (47
z@—w)yar=1:6,d 1 2> —ax = — %"
o al3 : . )
=5 = & wobei nur das — -Zeichen zu brauchen ist.

Der Ausdruck -g———%}’%— 1afit sich leicht konstruieren; denn —2—]?
bedeutet die Hiohe des gegebenen gleichseitigen Dreieckes.
3. Bestimme den geometrischen Ort derjenigen Punkte, von

denen aus die zwei an den Kreis #? - y® — 32 gezogenen Tangenten
einen rechten Winkel bilden!
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Die Gerade ¥y —v = « (v — w) ist Tangente des Kreises, wenn

Yy — v —ax -+ au

=182, d. i. — v+ au = )32 (14 a?) oder

V14 a?
iy M -+ 1*"'32 (252 — 32 + o2
C&2+ 2up Q@ == 0.~———82 ist: ala — 32
39 — w2 32 —u? \ __’152)—]/32 TR
R u? — 32
292 — 32 (u? — 32 -1 2
ara = 229 32 (u 32 -1- u?) P YAk AR

(u? — 82)2

22 (2 — 82) — 82 (u? — 32) = — (u® — 32)%, v2— 82 = — (2 — 32) oder
w492 = 8%, d. 1. die Gleichung eines Kreises.

Nr. 70.

: . 202 — By -+ y*

A leichunge : ;

1. Die Gleichungen S Iy — 99

Dies sind homogene Gleichungen; man setzt y — ¢ und ver-

bindet beide Gleichungen durch Division:
29 —3af i+ 2®® 23+ 14
3zt — 09222 34+1r—9:2° 9

41 24 162 3 — 8
CRSIE L NS, e T — by ————
! y P und ¢, 57

4]

:: - . ’
4 QJ aufzulogen !

daraus: 1352 —41¢== 24;

135 1357 270 5

. D = Y . 4
Bei ¢, = — ist y = —« in eine der gebebenen Gleichungen ein-
5

zusetzen, Man erhilt «® = 25, x = 5, also y = 3. Probe!

2. Den geometrischen Ort der Schwerpunkte aller Dreiecke
zu suchen, die tiber der groflen Achse einer Ellipse stehen und ihre
Spitzen im Umfange der Ellipse haben.

Aus 4 (—a,0), D (4 a,0) und C(z,y) folgt fiir die Koordi-

naten (w, v) fiir den Schwerpunkt des Dreicekes 4 BC u.—__——';i
und » ::—23/— In der Gleichung der Ellipse 5%2? 4+ a?4%= ¢?b* hat

U o 2
man 2 durch 5 und y durch 5 ersetzen: 962 u® -+ 9a?0? = a®0?,

L8

2 2 2 AN S
MDY 0L e ({}) +( % ) —1. ‘Dies’ 8t die

a@? b b__
. D

8
b

Gleichung einer Ellipse mit den Halbachsen - g und 5
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3. In einem gleichseitigen, auf der Spitze stehenden hohlen

Blechkegel liegt eine Kugel mit # ——1/225 em; man gieft nun so
viel Wasser ein, dall die Kugel gerade mit Wasser bedeckt ist.
Wie hoch wird das Wasser stehen, wenn die Kugel ans dem Kegel
herausgenommen wird?

Ist s die Seite des Achsenschnittes des Kegels mit der eingeschriebenen
Kugel, so ist das Volumen des Kegels bis zum obersten Punkte der Kugel

L2 C A S ) sz
V:(‘—‘—)ST.T——-‘——R’-.—— == —— .. 1)
2 3 813 )

L\Jl

Um dieses Volumen durch o auszudriicken, beniitzen wir die Formel:
sdx

2 /\ s1Y3 s e 60 n
R 3 — 580 y0q = 27 5020 Demnach
Q @ bFe =i %9 1 somit s ]3 ung 8]3 o*n. Demnac

I

. - 4 3 e !
ist das Volumen des Wassers allein 8%z — 5 o*n = 5 Q. Dieses Volumen

hat die Form eines gleichseitigen Kegels, dessen Hohe x zu rechnen ist.

Volumen eines gleichseitigen Kegels durch » ansgedriickt, lautet 17— %ZIE,

aber h=r 13 somit » = —h— und V= ]ig—r.
¥3 9

as
—g" 0¥ = ‘bgT gesetzt, gibt @* = 15.225 =15.15%, also x =15 em.

Nl‘. 71.
1. % als Summe zweier Briiche mit den Nennern 5 und 13
darzustellen.

g: L gint 17 = 182 45y,
,/,—27_—55_1: 15—23;*}—2_53‘”; da x und y ganze Zahlen sein

s

. 2—38x . X
miissen, so muB auch g eine ganze Zahl == », sein; aus 2 — 3z = Sy,

2 —5u 221,1

folgt » = = ety —}— = — Uy + Uy; 2—2u, = 3u, gibt
1, == gng Y =1 — Uy — -%3; —;—3 ist eine ganze Zahl fiir o, = 2u,.
Danach ist #;, = 1 — 3wy, & = — 14y,

y =154+ 2 —10w; + 1 — Buy = 18 — 13w,
2 ist positiv, wenn S > 1, also w-3>—§)—, d.i. uy3=1,2,83 ... gesetst
wird. y ist positiv, wenn 18 > 18«,, also 213<%-§, d.i. wy=1,0,—1, —2. ..

gesetzt wird.
Der beiden Reihen gemeinsame Wert fiir u; ist 1, also v = 4, y = 5.



2. Lin Parallelepiped hat die Seitenflichen F,, F}, F,; wie
groB sind die Seitenflichen eines ihm #hnlichen Parallelepipedes;
dessen Inhalt 1 des ersteren ist?

Nach dem Text ist V:o = 4:1 und nach dem geometrischen Satze
Vie= A%: a® (4 bedeutet eine Kante des gegebenen Parallelepipedes).

A7 A

Daher 4%:a® =4:1, a® = o=

V4
Ahnliche Flichen verhalten sich wie die Quadrate homologer Seiten:

A2 et ’

also Ify:fy = A0 = A% o— = 2)2:1; daber f, = —I,;l—' ; ebenso
V1 272

. F. F

/2: 32 und fB —— 3—3

272 272

3. Die Ellipse b%2? + ¢? y? = ¢2b* dreht sich um die grofie Achse.
Wie grof} ist das Volumen des Rotationskorpers ,des Ellipsoides“?

Das Volumen dieses Korpers ist gegeben durch 7 = 2 [ yrady =

/]
a a £

b2 b? , 20 %)
— — 2 g2 R — e 2 ¥ ,’2 O ——h 2.. S
ana?(a' w2y dx = 2x azf(a v?) da 2 (a 47 3)
0

@ [

RSP 3
— z b ] (a,'s =5 Ci) — —4 (LZI?'JZ.

0 4]

a? 3 3

Nr. 72.
1. Wieviel 3ziffrige Zahlen lassen sich aus den 9 Zahlzeichen
bilden, in denen keine Ziffer mehr als einmal vorkommt? Wie

wiirde das Resultat lauten, wenn die Null auch vorkommen darf?
a) die Anzahl der Variationen der 8. Klasse ohne Wiederholung ist
9

(3).6 —9.8.7 = 504.

b) Mit 1 an erster Stelle gibt es n (n — 1) =9 . 8 Variationen ohne Wieder-
holung. Dasselbe gilt fiir 2, 3 . . 9 an erster Stelle.

Anzahl der Zahlen ist also == 72 X9 = 648.

2. Die kleinste Seite eines schiefen Kegels (r = 4 dm) ist
s = b5 dm, der Neigungswinkel der Mittellinie gegen die Basis
¢ = 70°; wie grof ist das Volumen des Kegels?

7y 8, <J7 ¢ bestimmen ein Dreieck; 7:s = sinn:sin 70°,

Also logsing = log — sin 70° = 0-90809 — 1 y = 48°44'37" und
i 0-97299 — 10 der dritte Winkel dieses
9.87608 — 10 Dreieckes o = 61°15"23"
1
700:19 = 37
ey -
Wird die Hohe gezogen, so ist 2 = sswna, folglich V" = " :f'bi.si-n a.

€.

Gajdeczka, Mataritatsprifungsfragen aus der Mathematik, 4. Aufl. )
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(3. /Eine Jahresrente, die 15mal nicht behoben worden war,
wird am 16. Auszahlungstermin mit 8521'5 K auf einmal behoben.
Wie grof war die Rente bei 4'5°/,?

! ‘ L 1:04510 — 1
Die Summe der 16 Raten betrigt am Ende des 16. Jahres:a-w
al < 85215 X 0045 o o
llnd ist = 8521‘0; ¥ == mic—i—-— == 3SD 468 H 1 0223:1: 3(5 If.

4. Das Dreieck, welches eine Tangente einer Hyperbel mit
den Asymptoten bildet, hat einen konstanten Inhalt.

Die Eckpunkte des Dreieckes sind O (o, 0); der obere Eckpunkt B ist
Durchsehnittspunkt der Tangente 2wz, — a?yy; = b mit der Asymptote

a*b @l )

b
y= —u, also B[~ —, —
@ bry — ay, bx, — ay,,

Der untere Eckpunkt C ist Durchschnittspunkt der Tangente mit

a*b ab? )
by +ay’ by, tay,)

Nach 2F = », (y, —ys) -t ¥ (Y3 — ) -1~ 23 (¥, — v,) erhilt man

b
Yy =—— % also C (

353 D 8 b3
QF: __‘_‘2(1/ b S g—(,{'—[i—-:?ab.
[}2'51 SE “,/l CE)‘/)"
Nr. 73.

1. Eine Kuge! soll bei gegebener Mantelfliiche 72 ein moglichst
grofies Volumen haben. Bestimme den Radius # der Basis, die Hohe
des Kegels und den Winkel an der Spitze des Achsenschnittes?

22y B N T "y m? 9
V= 5 M= xm V- y% daraus y* = T
IS 92 a2 2,}2
(_3}{) = wly? = at (_92&_7 = q,l) s “;' — a5
A JedLs aT*
2 272
die erste Abteilung davon == 0 gesetzt, gibt z! = g —, also % = — ”f’_.,
¥ & 37* )3
4 A M ]/3 my3 _ 2m l““!3
o R 39 gy 1+ VBT IE
gt T8 by T R S — 9-84944 — 10;
T oo Ty l/ <V8 2mys  j2 @ ’

2. In den Durchschnittspunkten der Kurven 9z?% 4 25y? =225
und 2? 492 —8x -+ 12=0 werden Tangenten an heide Kurven
gelegt; berechne die Fliche des Viereckes, das von den Tangenten
gebildet wird!
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2% - y? = 8w — 12 stellt einen Kreis X (4, 0, 2) vor.
Fiir den Durchschnitt der beiden Kurven: 942-}-25y%2=225 |

+
und 25222542 =200 % — 300/ subtr.
‘ 2 Clemaral ) L
daraus m:_lf; (3{3 nicht mtiglich-) 1622=200 5 —525;
. 15 . g _ e 63
Belsr_---—-é ist y?=8x— 12—z = 1p
¥=H gt Pi(?z”), Pz(“f’—*l“)'

Gleichung der Tangente un den Kreis: (m—é)(%—— 4)—}— Y. ——[ 7 =4,

Fiir den Durchschnitt D, mit der X-Achse ist y =0, somit (x — 4) (—- -;T) =4,
©=—12; D, (— 12, 0). Ay A
Glmchung der Tangente an “die Ellipse: 9. ——[—257 -»1 7 ==225; bei

2
—3_‘.
Die 4 Punkte P,, P,, D, und D, bilden ein Deltoid mit der Fliche

P22 .

n_l

D, ist y =20, also o=

3. Wie groB ist der Zentralabstand des Schwerpunktes ) eines
Halbkreisbogens, &) einer halben Kreisfliche und ¢) einer halben
Kreisringfliche? |

Bei .der Drehung um einen Durchmesser des Kreises () erzeugt ) der
Halbkreisbogen die Kugelfiiiche 4+2z, &) die halbe Kreisfliche die ganze

Kugel % r¥z und ¢) die halbe Kreisringfliiche eine Hohlkugel%n (r® —0%).
Nach der Guldinschen Regel ist:

@) ra . Bex =4r2x, also c“——gw; b 5 2em = : o, also ==

# 3 o
bl e chpemEp Ll | VR Ly S ants e _"’_79_____ et &
und ¢) (v ——Q)—~—2 Remw = 5 7z (7 0%, alsoe= r 0 Sx’

Der zweite geometrische Ort fiir den gesuchten Schwerpunkt ist der
Radius, der den Kreisbogen halbiert.

Nr. 74.

£
1. Aus der Gleichung log (53V=—4/» — 624:996) = — 2:39704
ist & zu berechnen.

4
Aus log (53V2—4V% _ 694.996) — 0-60206 — 3

folgt 53‘/“5-“”* 624996+0004M62a, d. i, = 252 = 54,

oo

o — 477 = e S SEPESSIEIGNE, 8
3z 4;/: 4g1bt]a, 3,_] - -t 2
3
4
Daher @y =2'=16 und “’2:(—' ?2") = é?
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2. Ein Kreissektor rotiert um die - Halbierungslinie seines
Zentriwinkels, Wie grofl mull der Zentriwinkel 2« sein, wenn der
Kegel des Kugelausschnittes gleich dem Segmente sein soll?

2 -2
Es muB Abschnitt ——;_ Kugelkegel sein: l;— (3-*r——h):7——§-]—7/, d. i
h(8r — k) =172

Nun ist » — h =rcos a, also A =7 — r cos a, somit

(1 — €08 %) (2 - €0S %) =1 oder geordnet: cos® - + 008 5 = 1.

O’__——l%—}"gm : . &l ey e
cos —2; s ———2——“’ =*{ 61803} 5 = 51° 49" 38
a == 103° 39" 16",
'3, Wie lautet die Mittelpunktsgleichung der Ellipse, welche

die Geraden x4+ 2% —= 27 und 7x -+ 4y — 81 beriihrt?

Eine Gerade y = Az -} B ist dann Tangente der Ellipse 622? - a?4® =
= a?p?, wenn A2a? = B? — h? ist.

Dies auf die gegebenen Gleichungen angewendet, soll sowohl

2 2 2 52
% :_—(257) — 5% als auch (—Z—) A= (%) — b2
stattfinden. , o} ~

Man findet 52 =162, a?> = 81; die verlangte Gleichung lautet:

16222 -1 8142 — 162. 81,

Nr. 75.

1. Jemand legt 100 K in eine Sparkassa ein und zahlt monat-
lich 10 K nach; wieviel hat er nach 15 Jahren zu fordern, wenn
die Zingeszingen zu 3°/, gerechnet und monatlich zum Kapital ge-
schlagen werden?

Von 8%, auf 12 Monate entfillt auf 1 Monat 1/,%,, was bei den Raten-

cinzahlungen und beim Stammkapital zu beachten ist. Der Endwert der Stamm-
einlage betriigt 100.1-:002518¢,

Die erste Rate wiichst an auf 10. 1-0025%7, die zwelte auf 10, 1:0025178 , . |
die letzte betriigt nur 10 £. Die Ratenzahlungen haben also den Endwert
1-0025180 — 1 1-0025180 —1

—— 180 .
10~ 5sme—, mithin 2= 100.1-0025%0 4 10 — ==

2. Bestimme die Seiten eines Dreieckes, wenn sie eine arith-
metische Reihe mit der Dlﬂ'elenz~ bilden! (¢ = Radius des dem

Dreiecke einveschriebenen Kreises)

or \
Die Seiten sind: z — —-, z, x—{— — und g == e also a -+ b-1-e=
=g = —Q—F— Die Seiten lauten jetzt: Z—F ——Q- 2F 2F + & ; aus ihnen
Q 30 4’ 3o
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L i
90? 16)’

146t sich die Flache des Dreieckes berechnen: =

|

. /’/ 1
l’ 3

daraus findet man: F'= %} 0%

2F 21 7 14
“+b+0~——3fv—---@"— B M= 8T 0
. 4 . . 13 15
die beiden andern Seiten sind: Rty und = @

Fiir o =4 lauten die Seiten: 13, 14, 15.

3. Bestimme die Fliche, welche von den Linien 1. y = 4z
und 2. y = 22 4+« + 2 eingeschlossen wird!
Die zwei Linien schneiden einander in z;, =1 und z, = 2.
Die Fliche zwischen der Geraden und der X-Achse im Intervalle
2

von x; = 1 bis z, = 2 ist :/450939:: 4.%i: 6 (auch alg Fliche
1

eines Trapezes.) Die Fliche zwischen der Kurve y =— 2?4+ 2z +- 2
und der X-Achse fiir dieselben Grenzen ist

9
; z 7 [ire S
.2 —_—f S5 | i
j(m+m+2)dw (d—{—2~1~2x)' =
1 1
35 1

demnach die verlangte Fliche =— 6 — =%

Nr. 76.

1. Jemand kauft eine Halbjahresrente von 800 K fiir 30000 K;
wie 1ange wird ihm diese gezahlt, wenn 49/, Zinseszins berechnet wird ?

30000 K wachsen in » Jahren, d. i, in 27 Terminen zu 2%, Zinseszinsen
auf 30000 . 1-02%" an; 800 K, die man am Ende eines jeden dieser 2# Termine

1 092?3 1
erhiilt, haben einen Endwert von 800 — 07

[9 3 : 1
Aus 300.1-02%% — 400 (1-022" — 1) erhiilt it ) = . also
4 1-022"
1:022% — 4, 25 = 6020'6: 86 — 70 und 2 = 85 Jahre.

2. Einer Kugel wird ein gerader Kegel so eingeschrieben, daf
seine Hohe im Mittelpunkte der Kugel stetig geteilt wird; in welchem
Verhiltnisse stehen die Volumina beider Kérper?

Aus (h—7r):r=1r:h erhilt man A= —g— G54+ 1)
Danach ist 2r — 2 = i- (3 —V5) und @* =1 (27 — lz») == % (e 1)

Volumen des Kegels = -»-2 (/5 — 1) — (]fo—l[ 1)
Kegel: Kugel =1:4.
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43,? In der Geraden 4y — 52 — — 28 einen Punkt zu bestimmen,
der von M (1, 5) und N (7, — 8) gleich weit entfernt ist.

Der gesuchte Punkt liegt auch in der Symmetrale von MN.
Die Mitte von MN hat die Koordinaten: L5l = 4, e 5 5

S L SR

Der Richtungskoeffizient von MN = T et

. 3
Die Gleichung der Symmetrale von MN lautet also: y — 1 :-—I(;u—éi),

d. i. 4y — 3w = — 8. Der Durchschnittspunkt dieser Geraden mit der gegebenen
gibt den gesuchten Punkt.
[’ 4;/—5:1;:—.—--—28] e
8 ¢ erhiilt man x =10, Y=

Aus 4y — 3w = —
et 3
Nr. 7%.

1. 4 hat von heute an regelmilig alle 3 Jahre, im ganzen
10mal, jedesmal 4000 K an B zu zahlen; wie grofi ist bei 3!/,
die heutige Ablésungssumme?

Die erste Rate B kann bei B unter denselben Bedingungen auf B . 1-085%7,
die zweite auf £2.1:0352 . ., die dritte auf £.1:0835%! . . . anwachsen; die
letzte- betriigt nur Z.

n , y : 1-085%0 —1

B hat also am Ende des 80. Jahres einen Betrag von 4000 ~1_035——T_——1—Kronen.

~-B wird mit einem solchen Anfangskapital K zufrieden sein miissen,
welches durch 30 Jahre zu 31/,%/, Zinseszinsen zu der eben angegebenen Summe

N2530 __
anwichst. Aub K, 1085% = 4000 xbeo 11 ergibt sich A = 23687 Kronen.

1.085% —
2. Einer Kugel (») wird ein Oktaeder ein- und umgeschrieben;
wie verhalten sich die Volumina dieser Korper zueinander?

3  prom—
Ist @ eine Kante eines Oktaeders, 8o ist V= %—H

Beim eingeschriebenen Oktaeder ist 27 ==« 2, also a=»}2 und V; = j 7%

, umgeschriebenen == e V'd-%, also 4 =r)6
und ¥, =4,3y3; somit ¥, '1@:%:1%:1;31-3“.

3. Bestimme den geometrischen Ort der Spitzen aller Dreiecke
CDE, welche dieselbe Basis 26 und denselben Winkel ¢ an der
Spitze haben!

Wird die Mitte der gegebenen Strecke CD =20 zum Anfangspunkte
des Koordinatensystems gewiihlt, so hat jede Gerade, die durch



1L

U (— b, 0) geht, zur Gleichung y = 4 (x+ b),} ) e ST W SNy

D(+b0) , t y=Al(x — b).J x4-b x—b
AR e S 20y T :
ergibt sich fiir fg ¢ = T ALl =Ly — 5 Wird diese Gleichung geordnet,
5 20y b \? 1
Y i A2t =k = =02 —\ d. 1.
so erhilt man: x*4-y2— b Fa oder: z +(z 7 fP) b (1 —{—ch), d. i

eine Kreisgleichung.
Fiir den speziellen Fall ¢ == 90°, g ¢ == oo erhiilt man: x? 4% = 0% d.h,
jeder Winkel im Halbkreis ist ein rechter.

Nr. 78.

(1) Ein Kapital, welches zu 41,%/, auf Zinseszinsen angelegt
war, hatte sich, obwohl jahrlich 420 X behoben wurden, in 18 Jahren
verdoppelt. Wie grof war das Kapital? .

Das Anfangskapital 4 hat nach 18 Jahren den Wert A . 1:045!8, Durch

die erste Rate von 420 X, die man am Ende des Jahres behoben hat, hat man
das Vermdgen um 420.1:045'" vermindert.

Die zweite Rate vermindert das Vermdgen um 420.1-045'° usf., bis zur

: 4 7 1-04518 —1
letzten Rate 420 K. Die Summe aller Raten betriigt 420W
Q1518 _

Aus 4,1:045'% — 420 LQ_L:)_:__]_. = 2.4 erhdlt man fiir
0-045
1-04518 — 1

A = 420 = 54100 K.

0-045 (104518 — 2)

2. Einer Kugel (r) wird ein gleichseitiger Kegel und ein gleich-
seitiger Zylinder eingeschrieben; wie verhalten sich die Oberflichen
dieser Korper?

Oberfliiche eines gleichseitigen Zylinders O, = 60%7; aus 472 =40 | 40*
2
, also O, = 3ria.

erhillt man @* = %

Oberfliche eines gleichseitigen Kegels 0, == 3a?x; um @ zu finden, beniitzt
man den Satz: (2z)2 = 27 . h, wobei 2 = x}3 die Hohe des gleichseitigen

]-"é—; folglich' Oy = %77 o

9

2
und O, : O,: Oy = 42% : 372 : —%7‘23 = ]z 12% %

Kegels bezeichnet. Aus 4a? = 2rx}3 folgt & =

3. Es soll der geometrische Ort der Mitten aller parallelen
Sehnen einer Ellipse bestimmt werden.
Sind (®,%,) und (x,y,) die Koordinaten der Endpunkte einer Sehne, so soll

Y , : b2, + a’y,? = a?b?
P2 7 ponstant bleiben, also = ¢ sein. Aus ,, 32+ 2‘7_/“’2 5 ‘)1
Ly — Xy x4 oty =a o[

. Yy — 1 b2 (wy ~+ @)
O W S e T T (R A Fady oo e T A
b*(x, Xy @t (Y Y1°) 0, also %, — 1, a(ys + Yy

erhilt man;



Durch die Koordinaten der Endpunkte einer Strecke sind auch die Koor-

, , . ' X ~— . Yy == 1
dinaten des Halbierungspunktes bestimmt; es ist —1»}2— Py, N ;»—'-13 = y;
by b2
daher: — e ¢, oder v = — &Eu, d. i. eine Gleichung einer Geraden

durch O. Die Mitten paralleler Sehnen einer Ellipse liegen in einer Geraden,
die durch O geht.

Nr. 79.

1. In einer Halbkugel (» = 25 ¢m) liegen 2 parallele Schnitte
mit den Halbmessern  und y. Wie grof ist die Oberfliiche und der
Inhalt der Kugelschichte, wenn

(x? —y y) =360 und (2*—y?)(x —y) = 1359 ist?

Aus u—+v = 860 und wr = 1359 erhiilt man leicht » —» = 342,
Aus der Summe und der Differenz derselben Zahlen ist 4 = 851 == x> —?
md v =9=2—y; @—y):@—y)=uwv-ty=239 =24 y=15.

(91 + o0, th  hix
9 = 5

V (der Kugelschichte) =

2. Zur Auflosung eines Dreieckes ist F'=1800, b4 ¢ =175
und @ == 145 gegeben; welches Stiick lifit sich daraus zunichst
berechnen?

— —= 1 &
ig - B V(S 8 (g)fa) ) — L wg (51:— D 16N915 =
log tg ;‘- = 9-87506 & = 86°52'11"
9%60 : 44 = 11, @ = T3° 44’ 92"
Yoima—F gibt be= 20 = 3750, b =150, ¢ = 25.

3. Jede Tangente einer Ellipse bildet mit den Brennstrahlen
zum Bertibrungspunkte gleiche Winkel.

Ist GH eine Tangente im Berithrungspunkte M (x,y,), IV, (— e, 0), I, (¢, 0),

50 lautet der Richtungskoeffizient von F, M .. __'1/_1;_
P,
, — Z)"‘.lf1
von F,M...—=" und von der Tangente — ——-
3 B '""1 ay,
Y O
G — A= eh g e b UG
T 14 4o = Drayy, T dPey - dPuyyy —- oy,

a%yy (eFay)
_ afbl-blewy &%

= dlay, F Py, e,
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_ P
M — P e P(—ewtah) b
v >2—1_ _.bi%ﬂi___ 3J1(a —ex,) ey,
(¢ —w)ay,

Daher < GMF, =—= HMF.,.

Nr. 80.
1. Ein Besitzer einer 15jihrigen Rente von 1600 K bezieht

dieselbe durch die ersten 4 Jahre nicht; wie grol ist dann jede der
folgenden 11 Raten bei 4'5°/, Zinseszins?

Ri5
Die 15 Raten haben den Endwert 1600 — gl 1
T 0045
1:04511 — 1
Die 11 Raten haben den Endwert 1/——0 0B
Aus der Gleichstellung beider Ausdriicke erhiilt man
1600 (104515—1) Q93 528 = gl
1045 — 1 1600O G908% 240213 K.

2, Eine Kugel werde zylindrisch so ausgebohrt, dafi die Achse
des Zylinders durch den Kugelmittelpunkt geht., Wie groB ist der

Radius des zylinderférmigen Korpers, wenn sein Kubikinhalt 1621—-5
der ganzen Kugel betrigt?

3
Der Restkorper hat den Kubikinhalt 6:245 4‘5 # und ist als Rotations-

‘korper, entstanden durch Umdrehung eines Kreissegmentes, zu betrachten. Das
Volumen eines solchen Kiorpers ist nach der Formel %82 zu berechnen.
In unserem Falle ist die Sehne s gleich der Hohe h

64 4/3n arh3 8 7l §
= —— ¥ e ]/ B S =t
198" "3 8 erhiilt man % ke und o= ] r i £

3. Fir welchen Punkt der Hyperbel &*2? — a?y? —=a?b* ist
die Subtangente gleich der Subnormale?
Die Gleichung der Tangente lautet: b2z, — a’yy, == a*b%;

: a? ) 2,2 — a?
fiir y =0 ist v = =4 daher die Subtangente — ame
" *
Die Gleichung der Normale lautet: 3 — g, = — 22 (& — a,);
ie Gleichung der Normale lautet: y — vy, = — Pz (@ — )3
o - bix
fiir y =0 ist @ — %, = —* = Subnormale.
a ‘
—a? bz iz , a?
Aus = ——— =1 erhiilt man @, = - ————— und aus der Hyperbel-
@ @ Vot — b2
B2

leichung 4, — + — —.
g g8 Y Vot — 5
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Nr. 81.

1. 4 will eine Jahresrente von 1000 X, die noch 10 Jahre
lauft, in eine Halbjahresrente von R =05977 K verwandeln; wie
lange erhélt er diese, wenn 4°/, Zinseszins gerechnet wird?

Der Endwert aller Raten ist als Endwert eines gewissen Anfangskapitals A

10410 — 1 1-0410 — 1

= 0410 . et e by )
o A, 1-0419, also 4=1000 004 . 1°0410 und (nach
1022n —1 '
0:02.1:022n"

1:02%n —1  0-43024:1000 240-12

zu betrachten; 1000 -

der zweiten Art)=2R

B=Toaen = 9. 045024 148024
1 24012 1
= Thz7s — 577 Tasozd — 02718 fogme = 07T

27n =16 Halbjahre = 8 Jahre.

2. Es ist der Kubikinbalt «) eines Kegels, b) eines Kegel-
stumpfes nach den Regeln der Integralrechnung abzuleiten.

Wird eine Kurve mit der Gleichung # = f(2) um die X-Achse gedreht,
so beschreibt sie eine Fliche, welche einen Rotationskiorper umschliefit. Zwei
auf der Achse senkrechte Ebenen, deren Abstinde von dem Nullpunkte gleich %
und -} dx sind, schneiden aus dem Korper ein Raumelement d V7 heraus,
das fiir ein sehr kleineg dz durch einen Zylinder mit der Hthe da und der
Grundfliche ¥z ersetzt werden kann.

a) Beim geraden Kegel ist y=— Az, daher dV = A?2?zdx und
oy Z, :

V= Aznf:vzdm = Az:r d

8
0 0

w

@ Y __Ba Hohe
= A3 A —3~1—~y TT s —3—:- Ba X*_—

b) Beim geraden Kegelstumpf hat man diese Raumelemente d V= A%24?ndx
von m; bis 2, zu addieren; z,-—z, stellt die Hohe des Stumpfes, y; bedeutet

z, z

]
23| A2
r und y,=R. Es ist also: V= A2z ’ 2idex— d27. % == 82 (1,3 — 2,%) =
%, zy
. s Y (A2, 2 | A% 7 s A2 ahk R
—‘g“(mz—“d)( @y 4 A2y @, - APw)?) = ("+”’F7)

3. Vom Punkte (i, v) werden zwei Tangenten an eine Hyper-
bel (6%2® — a?y? =a?b?) gezogen; bestimme den geometrischen Ort
von (u, v), wenn die Tangenten einen rechten Winkel einschliefien:

Die Gerade y —» = 4 (v — ) ist Tangente der Hyperbel, wenn die Be-
ziehung A%a? = B? -} b2 besteht; da B=— Awu -} » ist, so lautet die Gleichung
. Ll B
—24uw 4 A%+ b2 = A?qa? oder 42— ‘Qup A= i

w—a? S ul—a*’
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@I TPY 27,2 )
Daraus 4, = wp | — b2 - a?b - o’

u? — a?
, Aus 4, 4, = — 1 erhilt man
uv —Y — b*u? - a?b? | a?o?
A= ut — g?

— (wu?—a?) =0 (W — o) + 0 (u* —a?), d. 1. w2+ 0? =a®— b% dies ist die

Mittelpunktsgleichung eines Kreises mit dem Radiug a? — b2

82.

1. Durch den Punkt 4 (8, 3) soll eine Gerade so gelegt werden,
daB sie von den Mittelpunkten der Kreise #2442 — 22+ 2y —2 =10
und 2% -+ y?—8x = 0 gleichen Abstand bat. In welchem Punkte
und unter welchem Winkel schneidet diese Gerade die Potenzlinie
der beiden Kreige?

1. Kreis: (@— 12+ (y+12=4; K (, —1,2).

2. Kreis: (z —4)24¢? = 16; K, (4, 0, 4).

Die Verbindungsgerade C; mit C, gibt die Richtung der Geraden durch

4(8,8) any (O, ¢, hat den E.(C = —; daher die verlangte Gerade

wl}—n

y—3 -:-:—-:];-(74-—3)
Die Gleichung der Potenzlinie findet man aus K, = K,; man erhilt

y ==— 32 -} 1. Dic Potenzlinie ist zur Geraden durch 4 normal. Den Schnittpunkt
beider Geraden hat die Koordinaten = _—1%—3: und y = —1—%

2. Es sind die Gleichungen: logx + logy — 0:68124 — 1 und
log(1— )+ log (1 —y?) = 036248 — 1 aufzulosen.

vy =048 und (1 — 23 (1 —4?)=02304, Wird in 1 —a22—y?--2*y*=0-2304
fiir 22y? der Wert 02304 eingesetzt, so erhdlt man 2 y?>=1; dazu
9wy = 096 gibt: & = 08, y = 06.

3. Bestimme die Fliche, welche von den Linien 8y = 2% 4- 2
und 8y = 6x— 3 eingeschlossen wird.

Die 2 Linien haben 2 Schnittpunkte », = 1, «, = §; die Kurve liegt
innerhalb des Intervalles 1—5 unterhalb der Geraden (x =2 oder z = 3
zeigt dies).

Fliche zwischen der Geraden und der X-Achse =

5 5
1 e Al
:-—8—/.(6b*—3)d~0-——-§—(\6.—2—'-—3b) = '—2—‘.
1 1
Fliche zwischen der Kurve und der X-Achse =
5 5
T 1. /(3 \ 37
_— 2 A = ] — 2x — =
HS.)/(m 1 9)da 8(3_{_27) -
3 15 387 4 ;
. 7 o 381
‘Die verlangte Fliiche = o e



Anhang.

iinige Aufgaben @) aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung,
b) aus der sphirischen Trigonometrie.

1. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, mit 3 Wiirfeln ein
Sequens zu werfen?
Anzahl der giinstigen Fille
Anzahl der moglichen Fiille
Giinstige Fille sind: 1, 2, 3; 2, 3, 4; 8, 4, 5; 4, 5, 6. Davon ist jede
Kombination, wie z. B. 2, 3, 4 auf 3! = 6 verschiedene Arten moglich; daher
el b
216 97

Eg ist W =

g
=2

gibt es 24 giinstige Fille; also W =

2. Eine Urne enthilt 5 weile und 7 schwarze Kugeln; wie
grof ist die Wahrscheinlichkeit, dall unter 6 herausgenommenen
Kugeln 2 weille sind.

_Anzabl der giinstigen Fiille
~ Anzahl der moglichen Fille

W
Die Anzahl der moglichen Fille ist durch (162\) gegeben,

‘ 4
Die Anzahl der giinstigen Fiille, 2 weille Kugeln zu ziehen, ist (g),

o h n 4 schwarze , ., , @

da nun jeder giinstige Zug der ersten Art mit jedem der zweiten Art zusammen-
5\ (7
: ] AVEAR R (2) 4

treffen kann, so gibt es im ganzen (2) ( 4J glinstige Fille; daher W = ———15)-
6,

3. In einem Gefifle befinden sich 8 schwarze, 5 weille, 10
gelbe und 4 rote Kugeln und zwei derselben sollen gezogen werden.
Wie groff ist die Wahrscheinlichkeit, dal diese eher eine schwarze
und eine gelbe, als eine weifle und eine rote seien?

Die schwarzen und die gelben lassen sich auf 8.10 =80 Arten und die

weifen und roten auf 5.4 = 20 Arten verbinden. Hier wird nach der relativen
Wahrscheinlichkeit gefragt; die relative Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses
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wird erbalten, wenn man die absolute Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses
durch die Summe der absoluten Wahrscheinlichkeiten der in Betracht kommenden

80 : (27)
Ereignisse dividiert; daher W — 2 AESN e S0 i)

97 NCE 20180 ~ 10
20:(2)—}-80:(2) =8

4. Jemand will mit zwei Wiirfeln zuerst 4, dann 5 werfen.
Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit 1. daBl beide Wiirfe gelingen,
2. daff keiner gelingt, 3. dafl nur der erste, 4. daB nur der zweite
gelingt?
Die Wahrscheinlichkeit 4 zu werfen, betrigt ;3?),
4
n n 3 " n » '3'61
: 3 4 1 - o 8% 80 L #Be
danach ist Wl—'3—6.§6-——1—0—8’ W2 = :9;6.:—36—-?7.
. - A Be| BTN SaRag P
"o =g53 =977 "+ 5 3% 108
b. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, mit 2 Wiirfeln beim
ersten Wurf 11, oder, wenn das nicht geschieht, beim zweiten Wurf
9 Augen zu werfen?

e gi=s . - 2 1 .

Die Wahrscheinlichkeit, 11 zu werfen, ist = 3% = & Die entgegen-
gesetzte Wahrscheinlichkeit = i—g Die Wabhrscheinlichkeit, 9 zu werfen,
gk = ?{% —= —é— DaB die dem ersten Falle entgegengesetzte Wahrscheinlichkeit
mit der zweiten eintritt, ist durch -}é%— gegeben; die Wahrscheinlichkeit, daf
entweder das erste oder das zweite eintritt, betrigt also: %3+T§7§ —
ool R
TrEge9 gl

6. In einer Urne befinden sich 20 Lose mit den Nummern
1, 2, 3 ...20. Welche Wahrscheinlichkeit hat man, daB zuerst
Nr. 1, dann Nr. 2 und daranf Nr. 8 gezogen werde?

Die absolute Wahrscheinlichkeit, Nr. 1 zu ziehen, betrigt —21(-); da diese
Nummer nicht zuriickgegeben wird, so betrigt die Wahrscheinlichkeit, Nr. 2

zu ziehen, --1-15 und ebenso fiir Nr. 3 i% Die Wahrscheinlichkeit, daf alles

dies nacheinander eintrifft, ist durch das Produkt der absoluten Wahrscheinlich-

keiten — .

1 .
501618 gegeben.
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-~

7. o) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, bei nmaligem

Werfen eines Wiirfels mindestens einmal 1 zu werfen?

Die W., 1 nicht zu werfen, ist =

5\

R daB dies nmal nicht geschieht

=

= (— )n. Die verlangte W. ist also P ::1——(—9—)72; fiir P:—é—, in welchem

\6/

Falle das Ereignis zweifelbaft ist, ist (_5_)7;; 1

6

6
y o
und 7 = laydi

5 e

d. h. beim 4. Wurf ist ey wahrscheinlicher, 1 zu werfen.

b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, mit 2 Wiirfeln min-

destens einmal 3 + 3 zu werfen?

Die W., 3 4- 3 nicht zu werfen, ist i

dies #mal hintereinander nicht
8h

8_6;

., (35\r . s n e T,
zu werfen, ist (—) . Die verlangte W, ist also P=1 — (—) phelE— 5 ist

36
. log 05 =
thss log 85 — log 86

36

=246, d. h. bei 24 maligem Werfen mit 2 Wiirfeln ist das

3 4 8 weniger wahrscheinlich als das Nichtfallen.

8. In einer Tasche befinden sich 9 Geldstiicke; wie grofl ist

die Wahrscheinlichkeit, mit einem
ungerade Anzahl zu greifen?

Griff «) eine gerade, () eine

Aus den Binomialkoeffizienten ist bekannt, daf

(0)+(8)+ @)+ )+

¥

Demnach ist (g) -+ (Z) -+ (g’) 4. ..

Yy (R n n -, n
und (7) 4 (5) 4 (5)+ (1) + .. - =2.2
n—1 o
: el —1_ 23
Es ist also W, = T

(@Jr(?) i ('{) + .o =2""1 st
1N 2-97,—-1 =
_1‘——1:.::2” = 1
S ol ons
und ”ﬁ_iﬁfi ot

9. Zur Auflosung eines rechtwinkeligen sphirischen Dreieckes
sind beide Katheten: ¢ = 151° 2' 32" und b = 68° 14’ 12" gegeben.

COSE = Co0Sa . COSh

— s1n61° 2" 32" cost |

180 —e=T1° 4" 10", ¢==108° 55" 50"

1 Jog cos (180 — ¢) = 9-94200 — 10

956911 — 10
9-51111 — 10
043

6800 :62 = 110"

tg 4 — fg@"‘b o 00’9862._}2& 2 32 . logty (180 — A)= 974300 — 10
: 4§ 9:94200 — 10
9:80100 — 10
084
180 — 4 = 32° 18’ 34" _ lgh ~ 1600: 47 = 84"
A =147° 41" 26" ~ sina 190



Korrigenda

£

»Gajdeczka, Maturitiits-Priifungsiragen
aus der Mathematik¢.

Vor dem Gebrauche dieser Aufgabensammlung bittet der Vorfasser fol-

gende Fehler zu korrigieren:

S. 4. Die 2.Z. der Auflosung des Beisp. 3 soll heilen:

w2

8. 47,
S. 48.

6.
. 10.
A=
13.
19.
22.

25.

. 26.
. 31
S. 35.
S. 42.
S. 44.

. 49.

. 50.

e a
H =20cm. Die verlangte Hohe o = l/ H? — (%) ‘
Im Text der Aufg. 1 ist sta't 9dm? . .. 6 dm? zu setzen.

5. Z. in Nr. 4 beginnt mit y =0 (statt x =0).
. 73 G4

In der 1.Z. lies r = — [statt =—|.

27 27

Auf der letzton Z. ist statt des Bruches 30 — x zu schreiben.

Im Resultat von Nr. 1 ist bei 100 die Beneunung K zu strcichen.

Z.7 v.unten ist im Minuenden des Bruches das Zeichen log zu streichen.

In der Auflosung von Nr. 4 ist die Seite des Quadrates anstatt mit @ . .

mit s zu bezeichnen.

: - : we P .
In der vorletzten Z. von Nr. 4 ist dem Bruche z!=—-— das — Zeichen

10
vorzusetzen,
In der 2. Z. von Nr. 1 fehlt vor dem —=Zeichen die Klammer ).
In der 2. Z. des klein Gedruckten lief ,Radius® statt ,BRadium¥.
1. Z. oben fehlt nach ¢? das Gleichheitszeichen =.
In der Losung von 3, 4. Z. lies 2¢,2, (statt 3 ¢,2).

5. Z. von oben: lies statt 159 . .. 169!
und 5. Z. v. unten: von den zwei gleichen Faktoren soll der zweite
Yy — ¥y lauten.

Die letzte Z. von Nr. 4 hat mit y (statt ) = ... anzufangen.

In der 2. Z.‘ von unten lautet der Klammerausdruck (39 — Vbe).

Im Text der Aufg. 1 soll statt 16°+1 . . 16! stehen und zwei Zeilen
tiefor fehlen die Exponenten: 42° 64 .4% — . . . "

4. 7. v. oben ist vor dem Bruech fiir . . . das — Zeichen zu setzen.



: | : 2 it 30
S.99. 3. Z. in Nr. 1 ist @:—9 (und nicht = %‘) :
6 3\ o
: ! ! ; . ! D
8.60. 6.Z. in Nr. 2: die Gleichung hat wit ¢ anzufangen; &
S. 63. 8. Z. v. unten statt —?;— und —Z— ist 3% und 3 # zu schreiben.
8. 64. 2. Z. v. oben ist im Text statt » ... o zu schreiben.
3 o
S. 65. 8 7Z.v.oben statt Y1 ...716 zu setzen,
S. 66. Ersetze im Text von 1: ,Eine Kugel® durch ,Ein Ke gel“!
S. 67. die in Aufgabe 1 gegebene Gl. lautet:
4
L 'f—-_ w— ]7‘ I+

log V2 =412 __ 394-995 — log (— 2:89794)1 1og (— 2-89794) = log (0-60206— 3).
S. 63. 2. 7. v. oben ist bei 2@, 2 zu streichen und im klein Gedruckten statt

giplit] —% zu schreiben.
S.71. 7.7 v. unten: ¥ 2 ist bei uv:—;—/? durch V—B’— zu ersetzen.
S.74. In der Auflosung von 2 @) ist im ersten Faktor des Produktes

A? z, m~—3—1 statt ©, . . . z,* zu schreiben.

Josef Gajdeczka.
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10. In einem rechtwinkeligen sphirischen Dreiecke sei die
Hypotenuse ¢=102° 24’ 32" und die Kathete b = 76° 36" 13";
berechne einen Winkel und die zweite Kathete!

Es ist sin B —:z—g—i, log sin B == 9-98802 — 10 B=284° 54" 50".
" ' 998973 — 10
cosd =2 7999829 — 10
tge
cose — sin 12° 247 327 \ £ sen 12° 24" 327
o8 @ = = , somit cos (180 — a) = ;
cosb cos b cosb

logcos (180 — a) = 9-33221 — 10

9-36490 — 10

996781 — 10
27 180 —a = 21° 57 10"
T 400: 8 =50 a=158° 2 50".

11. Zur Auflosung eines rechtwinkeligen sphirischen Dreieckes
ist die Hypotenuse ¢ = 106° 24’ 30" und der schiefe Winkel
A =161° 29" 35" gegeben.

Es ist 1. stna = sine.sind = sin 73° 85" 307 . san 18° 30" 25" ;

logsinag = 9:98194 — 10 a=17° 43 40" und 162° 16" 20", was hier zu
9:50164 — 10 nehmen ist, weil auch 4 > 90° ist.
9:48358 — 10

2. lgb=1tge.cos A = — cotg 16° 24" 80" (— sin T1° 29" 35").
logtg b == 1053096 — 10
: 9-97695 — 10
0-50791 b="74° 44 58".
48
4300 74 = 58"

3. colg B=cosc . tg 4.

12. Zur Auflosung eines rechiwinkeligen sphirischen Dreieckes
sind die beiden schiefen Winkel: 4 = 52° 8 50", B = 61° 14’ 20"
gegeben,

1. cose = cotg 4 . colg B; logcosc = 9-89051 — 10 c=64° 45" 2".
973947 — 10
962998 — 10
2. cosb == CO.SB. 72.
sind 2600 : 45 = 58"
logcosb = 968229 — 10
9-89740 — 10
9-78489 — 10 =252 27" 19+
18 cos 4
3. cosa=

1100 : 27 = 41" sin B’
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13. Von einem sphirischen Dreiecke sind alle Seiten bekannt:
a == 70° 49" 38", b=119° 18" 14", e=125% 40’ 16"; 2 A zu
berechnen,

A y/sin(s — b)sin(s — c) . abdte L,
) *—]/ stms.sin(s —a) | MO = ol aes
logty —;—1 = 979508 — 10\ also s —a == 87° 4’ 26"
9:72702 — 10/ s —4b = 38° 3§ 50”
952210 — 10 8. — e = RA° 13" 48"
957543 — 10
999943 — 10
19-94724 — 20
= 9:97362 — 10 A "
2 90 o 43° 15 37
4200: 43 = 97". 4 = 86° 31" 14",

14. Von einem sphérischen Dreiecke sind alle Winkel bekannt:
A =52° 32" 6", B=101° 37 22", C=38° 46" 9"”; Seite ¢ zu
rechnen!

¢ 1/eos (S—A) cos (S — B) S N
Es ist cos 5 bl/ B , wobei S=-—"1 5 =

196°27° 477, also S— A —48°55" 41" und S— B=—5°9" 85" ist.
log cos =~ — 985746 — 10

AL B

" 999825 — 10
§:85569 — 10
9:89967 — 10 | »
999107 —10 3 =16°10"
: e — 8909
09— _ g q5007 _ 1, ¢ =82°20.

15. Ein schiefwinkeliges sphirisches Dreieck aufzulosen, wenn
gegeben sind: a=74°14'36", b=>57°28'44" und '=88°21"12"".
A4 B _cosf(a—b) ¢

Es ist ¢ -~ ¢olg — und
T s (a4 b) 4T
ty fl__—;'—B_sz'n?(a——_b_) ity C
5 sing(at-b) 2
a6 181°48'20° . . .1, a—b  16°45'52" . orrnn
= =68 B e 2—--7_8 22° 56,
log tg f-t;—]?: 9:99538 -— 10 ) + log ty i_f == 916369 — 10
10-05050 — 10 | 005050
1004583 — 10| 9-21419 — 10
961167 — 10 f 996026 — 10
1043416 — 10 925893 — 10
346 65
7000 : 65 = 108’ 2800 : 121 = 23"
A+ B 69047 48" “B 700 107 23"

2
A=179°88"11", B=59°37" 25",



81

16. In einem gleichseitigen sphirischen Dreiecke sind die Seiten
— 45°; den Radius () des eingeschriebenen Dreieckes zu finden!

'sin (s — a). stn (s — b) . sin(s —¢)
811 8
also s—a=s—b=s—¢c=22°30" ist.

Es ist fgr =
= “+b+‘° — 67° 30,

, wobei

sm3 220 30 log tg r = 28:74852 — 30\
18'782926 — 20 — 9-39145 — 10.
36
r=13° 50" 10". 900:91 = 10"

17. In einem gleichseitigen sphirischen Dreiecke sind die
Winkel — 66°; den Radius (R) des umgeschriebenen Kreises zu
rechnen!

- —oes S
Esist tg B = sz(,s — Ajeos (S —B) cos (§— C)’

e Mw.ggo,mso S—Ad=8—B=28—(C=33° ist

wobei

stn 9° log tg B = 9-19483 — 10
gas I/co*s3 330" 9977077 — 30
19-423526 e N
53
R=—97°14 48", . SEm R

18. Den sphirischen Exzell eines rechtwinkeligen sphérischen
Dreieckes aus den beiden Katheten ¢ = 155°, b = 120° zu rechnen.

Es ist tggrz fg—g .tg% =1y 77° 80" . 19 60°;

log tg 5-—10 65424 — 10 g —82° 49’ 21"
10-23856 — 10 B ety
e F —165° 94’ 42"
4d
3600 : 168 — 21"

*19. Berechne fiir Briinn (p =49°11'39")

die Dauner des lingsten Tages!
Stellt NZ.S (in Figur 5) den Meridian und
NS den Horizont des Beobachtungsortes, ¢ Q" den
Himmelstiquator und G den Parallelkreis vor, den
die Sonne scheinbar beschreibt, so gibt A1 den
halben, ATT den ganzen Tagbogen an. Im sphiirischen
Dreiecke N PUist & N= 90°, NP=g¢, PU—90° —d,
NU=180°—qgund <« NPU = 180° — s a bedeutet

* Fiihre diese Rechnung durch: 1. fiir Prag mit ¢ =50°5"19", 2. flir
Neapel mit ¢ =—40° 51" 47" und 3. fiir London mit ¢ =51° 381" 30""!

Raidacnlra Matnrititenriifunesfragen aus der Mathematik, 4 Aufl, 6
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das Azimut und s den Stundenwinkel der untergehenden Sonne. 1) Den

halben Tagbogen s findet man aus
cos (180 — s) = coty (90 — @) . cotg (90 — d)
Fiir den lingsten Tag ist die Deklination der Sonne gleich der schiefen

= g plgd.

Ekliptik: d=23°227"10".

log cos (180 — s) = 10°06382 — 10
9-63733 — 10 180 — s = 59° 50’
970115 — 10
¢]
2y 166- = 8011 Stunden.

s =120° 10" und in Stunden umgesetzt: — 15
Die Sonne geht um (12 — 8011) Uhr aunf, um 8011 Uhr unter. Die Dauer

des Tages betriigt 16:022 Stunden.
*20. Berechne fiir Petersburg (¢ = 59° 56’ 35”") die Dauer des
kiirzesten Tages!
Aus dem sphiirischen Dreiecke NUP (in Fig. 5) folgt:
cos (180 — s) = coty (90 — @) . coty (90 — d) = fg p . {g d.
Fiir den kiirzesten Tag ist die Deklination der Sonne = — 23° 27 10"
710

somit cos (180 — 8) = — tg ¢ . lg 23° 27’ 10”” und cos s =1y ¢ .ty 23° 27" 10"

A 5 - =0
lOg cos s = 10:23739 10 — 41° 267 14//7 ]ﬁ: == 4_114,',_'3_1, = 2:762 Stunden.

15
9:63695 — 10 Die Sonne geht um (12 — 2:762) Uhr =
=l = 9:238 Uhr auf und um ate 2:762 Uhr unter.
9-87487 — 10 15

Die Dauer des kiirzesten Tages betrigt —?—5 == 5524 Stunden.

*21, Berechne fiir Wien (¢ = 48°12'35"") die Abendweite an

dem lingsten und kiirzesten Tage!

In Fig. 5 ist NU = 180° — w, wobel w das Azimut der untergehenden
s d

cos @

Sonne bedeutet. Aus dem sphiirischen Dreiecke N UP ist cos (180 — ) =

Am ldngsten Tage ist d = 28° 27" 107;

daher log cos (180 — w)=959988 — 10
9-82874 — 10
9-77614 — 10
09
500 : 28 = 18"

180 — w = 53° 19" 42”. Das vom Siidpunkte iiber Westen geziihlte Azimut
w == 126° 40" 18” und die vom Westpunkte geziihlte Abendweite = 36°40’ 18”

nordlich.
Am kiirzesten Tage betrigt die Abendweite 90° — 53°19742” — 36°40/18"

siidlich.
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