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Structure d'un systéeme normal d'équations
aux derivees partielles du premier ordre,
aux intégrales données des caractéristiques

PAR
M. N. SALTYKOW

(Présenté a la Séance de I’Académie des Sciences naturelles du 4 mai 1936)

1. Il s’agit, dans les lignes qui vont suivre, d’exposer plu-
sieurs considérations sur la solution d’'un beau probleme posé
par M. D. Michnevitch, dont il vient d’étudier') la solution.

Le premier complément a ses dernieres recherches concerne
les formules qui résolvent le probléeme dans le cas, oit les inté-
grales données sont en involution.

La seconde remarque a pour but d’établir les conditions
générales de solubilité du probleme étudié¢ dans le cas d’un groupe
quelconque des intégrales données.

2. Considérons, d’abord, pour fixer les idées, un groupe de
r fonctions distinctes et en inwvolution:

Jofesoos /o (r<n) (1

Y Formation du systéme normal d’équations aux dérivées partielles du
premier ordre au moyen dintégrales données des caractéristiques. (Bulletin
de ’Académie des Sciences Math. et Nat. A. Sc. Math. et Phys, Belgrade 1936
N 3. p. 149.).
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162 N. Saltykow

a 2n variables canoniques:

x], xg 3 e v ey XIZ) (2)

pj,pz,---,prz-' (3)

La question se pose de former un systeme normal de m
équations en involution aux dérivées partielles du premier ordre
a une fonction inconnue z de z variables indépendantes (2):

Fi (xi)xg,..,xn,pl,pg,...,pn)=o’ ]
(4)
=12, m (n<n), |

oit les variables (3) désignent respectivement les dérivées partielles:

9z oz 0%
oxy 0xy 77 0x,’

et dont les fonctions (1) seraient les intégrales des caractéristiques.

Il va sans dire, que les fonctions cherchées F; doivent re-
présenter ies solutions distincies en involution du sysiéme normal
de r équations lin€aires aux dérivées partielles du premier ordre
a une fonction inconnue £ suivantes:

(Jo F) =0, l
()
k=1, 2, ... r I

les parenthéses désignant celles de Poisson.

Comme il est bien connue, le systeme complet des solu-
tions distinctes de ce dernier systeme (5) se présente sous la
forme canonique:?)

fl; f2> Yyt f/" Py Qo 5evey $nn—r, ]

By barooes ner, | ©)

2y N. Saltykow. — Méthodes classiques d'intégration des équations
aux dérivées partielles du premier ordre. Paris. Gauthier-Villars et Cie 1931
Chapitre IV. p. 37. n% 20.
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jouissant des propriétés canoniques suivantes:

(95, 9i) =0, (§s, bi) =o,

(s, i=1,2,... n—r),

(s W)= o, 2

Cela étant, on tire aisément du systeme (6) plusieurs sys-
témes des 7 intégrales distinctes en involution.

Leur forme générale peut étre écrite de la maniere suivante:

fj;fz;---yfr)C‘?i;CPQ:“-,‘-Pb /
(7
('I)l+:1-) (‘pl—i--Q:'-"'q)n—r)

olt il est permis de donner & Pindice [ une valeur arbitraire
quelconque de 1 a n-—r.

Tout systeme de m fonctions arbitraires W;, formées des
solutions (7), sera encore en involution.

Par conséquent, les m fonctions caractéristiques requises
pourraient étre définies par les formules:

Fi :__IIJL- (f]’f2 ,...fr, Cpi,(pz,...,@[, ¢l—{—1""’ q)n_,,),
(8)

les fonctions W; étant arbitraires.

Or, il faut bien prendre en considération que les équations
formées au moyen de ces derniéres fonctions F; ne devraient point
se réduire aux équations indépendantes des variables canoniques
de la seconde classe (3).

On démontre, dans la théorie des intégrales canoniques?),

3) N. Saltykow. — Méthodes classiques d’intégration ... p. 35, no 18.
11*



164 N. Saltykow

que seules les intégrales canoniques de la premiére ligne (6),
dites de la premiere classe, jouissent de la propri¢té d’étre tou-
jours distinctes par rapport aux variables canoniques de la se-
conde classe. Par conséquent, pour étre siir, du point de vue
théorique, que les équations formées ne vont pas se transformer
en celles qui n’impliqueraient pas toutes les variables (3), il ne
faudrait prendre que les expressions (8), oit I'on a posé [=n —r.

Formons, par exemple, tous les systémes normaux d’équa-
tions aux dérivées partielles du premier ordre admettant les in-
tégrales suivantes des caractéristiques en involution:

P2+ X

gl
p4+x3) 1)8 i xé' (9)

pl —1L x2;

Pour composer le systéme canonique des intégrales en question,
égalons les fonctions (9) & de constantes arbitraires que 1'on
désignera respectivement par a,, a@,, et a,.

Le systeme normal des trois équations aux dérivées par-
tielles du premier ordre, a quatre variables indépendantes, que
'on obtient de cette maniere, admet comme intégrale complete
la formule:

2=0, %4 C (Qa Xo+Xy)+ a3 X3 — X3 Xo — X3 %4 + Cy,

C et C, désignant deux constantes arbitraires.

Cela posé, le théoréme généralisé de Jacobi*) produit les
deux intégrales du systeme correspondant:

4)1 = Xo (p2 + x:l)

- Xy,
Pa+ Xg T

O =P+ Xy

vérifiant la relation

((‘P]) dfl) = l

4) N. Saltykow. — Méthodes classiques d’intégration.... p. 34, n® 18.
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On obtient, donc, le systeme cherché d’équations aux dé-
rivées partielles du premier ordre sous Pune des deux formes
suivantes:

- X
]Ij‘l (171*}*)(?2, pzi); , /73—|—.)C*, p4 I ,X'3) = Q, ]
P 3 (10)
[ = 1, 2, ... m, ]
ou bien
- X Xy (PetX
@i (pl +x21 p2_!_ 1, p3_|")C4, ! (p.-; ]) + x‘;)ﬂo‘
Pa X3 Pat X3
(11)
i=1, 2, m,

les fonctions W; et O; étant arbitraires.

Selon les valeurs que l'on donnera a I'indice m, a partir
de 1 jusqu'a 4, les équations (10) ou (11} définissent respecti-
vegient soit une équation, soit un systéme normal des deux,
trois cu quatre ¢équations dont les caractéristiques admettent les
fonctions données (9) comme un systeme incomplet d’intégrales.

Or, il est évident que, dans le cas des quatre équations ol
m = 4, les formules (10) ont Pavantage de définir quatre équa-
tions distinctes par rapport aux variables canoniques de la se-
conde classe py, p,, ps €t p,. Cependant les équations (11) pro-
duisent, avec la méme hypothése m=4, des équations indépendantes
de ces derniéres variables.

3. Passons a I’étude d’un ensemble quelconque des r fonc-
tions distinctes:

fi, for - [ (r < 2n) (12)

des variables (2) et (3).

Il est d’abord évident que les fonctions (12) doivent en-
gendrer un groupe fonctionnel pour pouvoir représenter les in-
tégrales des caractéristiques.
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Ce théoréme que M. D. Michneviich avait particulierement
¢tudié dans le cas d'une seule équation®j, s’étend évidemment
aussi au cas quinous occupe, pour la formation d’'un systéme en
involution des m équations aux dérivés partielles:

Fi (X4, Xoy o+ Xpy D1y Porv - Pp) = O, ]
| (13)

l.=l, 2,...,772, (ﬂl<n),.

dont les fonctions données (12) doivent représenter les intégrales
des caractéristiques.

Cela étant, supposons que les fonctions (12) représentent un
groupe fonctionnel possédant p fonctions distinguées que l'on
désignera par @, D, ..., Q’)u. \

Ecrivons, donc, que le groupe (12) peut étre représenté
d’une autre maniere par la suite des fonctions distinctes suivantes:

Pi, Doy oo Ppo fugv fugn oo Sr (14)

Il s’ensuit que les p premiéres fonctions (14) se trouvent
en involution entre elles et avec les autres fonctions du groupe
fonctionnel considéré (12).

D’autre part, on a la relation suivante:9)

P20 | (15)

car la différence, entre les nombres représentant Pordre r du
groupe (12) et p désignant le nombre de ses fonctions distin-
guées, est toujours pair.

Par conséquent, si le groupe fonctionnel (12) ne possédait
point des fonctions distinguées, l'ordre r en serait pair 2 p.

5) Formation des équations aux dérivées partielles du premier ordre
au moyen d'intégrales donndes des caractéristiques (Bulletin de '’Académie des
Sciences Math. et Nat. A. Sciences Math. et Phys. Belgrade 1935, N 2, n® 8,
p- p.- 223—224).

8) N. Saltykow. -~ Méthodes modernes d'intégration des équations

eux dérivées partielles du premier ordre & une fonction inconnue, Paris,
Gauthier-Villars et Cie. 1935, Chapitre III. p. 29.
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En partant de I’hypothése générale que le nombre p soit
quelconque, cherchons le nombre maximum de nouvelles fonc-
tions en involution entre elles et avec les fonctions du groupe (14).

A cet effet, calculons d’abord une seule solution du systéme:

(@i, F)=0, (fuyop F) =0, ]

(16)
i=1,2 ...,p0 Jj=1,2 ...%. ]

Supposons que @y, 4 soit la solution cherchée du systeme
(16), distincte des autres p solutions connues @;, P, . ... G)ph

Pour trouver, dans ce cas, la nouvelle solution (Dp +9,
intégrons le systéme composé d’équations (16) et de I'équation
suivante:

(@p 11, F)=o0. (17)

En procédant de cette maniere, on aboutira finalement a
un systéeme de n 4 p €quations lincaires, formées des équations
(16), (17) et les suivantes:

((A’Dp‘+2, F):O, (Cbll‘_f”&’ F):O, c ey

(GD/Z—*Q) F) = 0,

dont on connait le systéme complet des solutions distinctes en
involution entre elles.

Ce dernier systeme est donné par les fonctions:
Q)j, (1)2, oy q)l_L, (;DI_L+1, (;DKL__}_Q, “eey CDIZ-—P’ (18)

représentant le nombre maximum de n—p fonctions distinctes
qui se trouvent en involution entre elles et avec toutes les inté-
grales données des caractéristiques (12).

Le calcul des fonctions (18) peut étre toujours effectu¢ de
telle maniere que ces dernieres soient distinctes par rapport aux
variables canoniques de la seconde classe (3).
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il 'y a ici deux cas a distinguer suivant que:

10 le nombre m de fonctions caractéristiques cherciiées F;
est supérieur aw nombre n— p des intégrales (18), auquel cas le
probléme posé devient impossible; et

20 le nombre m de fonctions cherchées F; est au plus égal
& n—p, auquel cas le probléme éludié admet toujours une so-
lution donnée par les formules:

Fo =W, (&), @y .. Py, Dy, ... Ppy),

i=1,2,,...m,

W, désignant des fonctions arbitraires. [I va sans dire que le
nombre m doit étre supérieur a 1. En eifet, si m=1, la fonction
caractéristique correspondante unique F; s’obtiendra alors par un
calcul plus simple que celui qui vient d’étre exposé.

Remarquons, enfin, que le probléeme ftraité, au n® 2, ne re-
présente qu’un cas particulier de ce dernier probléme correspon-
dant a I'hypothése particuiiére, p = o.

Il n’y aurait qu'une derniére remarque a faire, concernant les
conditions qui doivent étre satisfaites pour que les intégrales
données (12) représentent un systéme complet des intégrales
distinctes des caractéristiques du systéme (13).

La relation suivante devrait, alors, avoir lieu:

20—m =r,
ou bien

m=2n—r=n-+ (n—r). (19)

- Comme il est impossible que m soit supérieur & n, on en
tire I'inégalité complémentaire:

r =, (20)
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Les deux formules obtenues (19) et (20) s’expriment, d’une
autre maniere, par les relations suivantes:

m=2n—p)—p pt+2p=>n
Sans ces dernieres conditions, le groupe fonctionnel (12)

représentera toujours un systéme incomplet des intégrales des
caractéristiques.
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