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Un probléme sur la chaleur rayonnante.

Par
MICHEL PETROVITCH.

On a déja songé que l'observation a distance de la tem-
pérature propre d’un iceberg pourra peut-étre servir a déceler
sa proximité. Des appareils calorimétriques perfectionnés, des
thermo - multiplicateurs extra-sensibles, permettent aujourd’hui
de déceler, sous certaines conditions, a quelques kilometres de
distance, une source assez faible de chaleur, par ’energie rayon-
nante qu’elle émet. Bien qu’il n’y ait pas une grande différence de
température entre liceberg et I’air ambiant, la sensibilité des
instruments permet d’espérer relever la proximité d’un iceberg
de taille moyenne lorsque l’air ambiant est de quelques degrés
plus chaud que celui de l'iceberg.

Ayant, lors d’'un voyage dans la région polaire en été
1931, réfléchi a ce probléme, j’ai pensé qu’il serait possible, du
moins théoriquement, d’¢tablir une correspondance mathéma-
tique entre les indications de linstrument et la distance de
liceberg. C'est T'idée qui sera exposée dans ce qui suit, sous
la forme d’'un probléme purement théorique que, sous certaines
restrictions, on peut résoudre d’une maniere trés simple. Il n’y
sera point question de I'applicabilité pratique de la solution.

Supposons qu’en un point B de l’espace se trouve un ap-
pareil thermo-multiplicateur, composé d’une chaine thermo-élec-
trique et d’'un galvanomeétre trés sensible. Il existe de tels ap-
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2 Michel Petrovitch

pareils, transformant I’énergie rayonnante en trés faible courant
thermo-€électrique mesurable par un galvanomeétre a résistance
treés faible, dont la sensibilité va jusqu’a 10—° volts et 10—
amperes.

Supposons également qu’avant d’étre exposé a l'influence
de la chaleur rayonnante d’une source, linstrument soit orienté
de maniére que les spires du galvanometre soient paralléles a
la direction de son aiguille. La quantit€ de chaleur regue ou
perdue par la chaine thermo-électrique sera mesurée par le
sens et la grandeur de la déviation de l'aiguille; entre certaines
limites il existe la proportionnalité entre cette déviation et la
quantité de chaleur.

Supposons enfin:

1° qu’en un point A de l'espace, a la distance x du point
B, se trouve une source de rayonnement calorifique dont la
température est 7y et que ses radiations influencent le thermo-
multiplicateur qui se trouve en B;

20 qu’a cette influence s’ajoute celle de la chaleur de P’air
ambiant, porté a la température 7.

Quelle sera la correspondance entre linfluence simultanée
de ces deux facteurs et les déviations de l'aiguille du galvano-
metre?r

Tout d’abord, il y a, entre certaines limites, proportionna-
lité entre la déviation et la quantité de chaleur regue ou per-
due par la chaine thermo-électrique. D’autre part, il y a propor-
tionnalité entre cette quantité de chaleur et la température de
la chaine. Il y a donc, du moins dans certaines limites des
températures, la proportionnalité entre celle-ci et la déviation
de laiguille.

Or, la température en B varie sous linfluence de deux
causes 1° et 2° La loi exacte de rayonnement serait celle de
Stefan-Boltzman, mais pour les températures ne dépassant pas
une certaine limite elle se réduit sensiblement a la loi de New-
ton: la quantit¢ de chaleur que, dans l'unité de temps, recoit ou
perd le corps exposé€ & linfluence d’'une source de chaleur, est
proportionnelle & la différence des tfempératures du corps et de
la source. Nons nous en tiendrons a cette loi suffisante pour les
différences de température que nous supposons dans le probléme
envisagé. Dans ce cas, [I'’équation aux dérivées partielles ré-
gissant le probleme dans le cas général se raméne a une équa-
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tion différentielle ordinaire dans laquelle la distance x joue le
role de parametre et qu'on peut aussi former directement de la
maniére suivante:

L'influence de la cause 1° sur la température T au point
B a l'instant f, nulle lorsque 7 =7, et d’autant plus sensible
que la différence T— T, est plus grande, sera inversement pro-
portionnelle au carré de la distance x. Elle décroit, en méme
temps, par suite de 'absorption des radiations de la source A
par 'atmosphere, et cela de maniere qu’a distance x de A elle
sera égale a celle correspondant a l'unité de distance multipliée

par le facteur exponentiel e %% oi1 £ est la constante positive
définissant le pouvoir absorbant de l'atmosphere dans la di-
rection AB. Cette influence tend a égaliser les températures T
et 7,; l'accroissement d7 qui lui est di est proportionnel a la
différence T— T, et de signe contraire a celui de cette diffé-
rence. Il en est de méme de l'influence de la cause 2° propor-
tionnelle a la différence T—T7,, de sorte que les variations de
la température 7 au cours du temps #, sous l'action simultanée
de ces deux causes, seront régies par une €équation différenti-
elle de la forme

dT ae—kx

- (T-T)—b(T—T,

(ot a et b sont deux constantes positives) ou bien

—kx / —kx
(1) 9T+(b+i§ )T"(bn+fw

x2

dt ﬂ)zo’

ol la distance x joue le role de parameétre.
L’intégrale générale est

ag—kx
T=W@+Q@;(ﬂ +0’

a
oll, en posant 5 =% on aura
—kx
e
To+ = Ty
X
V(X) — B R
g kX
1+ &
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C(x) étant la constante d’intégration, dépendant de x. Cette con-
stante est a déterminer par la condition que pour f=0 on ait
T=T, d’oil 'on tire

—kx
ae
% (T=T)
Clx) = —Fx
1
X

La dérivée zTT ayant le signe contraire a celui de la diffé-

rence T,—7,, si T,> T, la température 7 décroitra au cours
du temps partant de la température 7; si T, < 7, elle croitra
a partir de T,. Et comme le facteur exponentiel décroit con-
stamment au cours du temps et tend vers zéro lorsque ¢ aug-
mente indéfiniment, la température 7 tendra vers la limite

(2) r'=V(x),

comme fonction monotone décroissante ou croissante, suivant
que la différence 7,—7, est positive ou négative. Aprés un
temps suffisamment long, elle se confondra avec la tempéra-
ture 7' dont elle ne différera plus sensiblement. La température
T' est la température stationnaire en B, déterminée d’apreés
I’équation (1) par la condition

dT
Pt
LLa relation

=T TI—' TO Cie:kfc
T ag~ fex x?

12

montre alors que 7' différera de moins en moins de T, lors-
que la distance x augmente et se confondra avec celle-ci a une
distance suffisamment grande.

L’expression (2) de la température stationnaire contient deux
constantes 7, et 7, directement mesurables. Elle en contient
encore deux constantes o et £ quon peut déterminer a l'aide
des températures stationnaires 7T," et 7, au point B a deux
distances connues x, et x, (x,<wx) a la source A. Les deux
équations
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Ty o' x? efx1 T,
14 o/ x2 efx

T, :
T, o' xiefxe T
2 2 0

T, = 0
i 14+ a/x5 effre

b

avec la notation o =a—"1! fournissent

!/ / M
n'—T el T2 =T,

3 1x2 ek).'l: =L
(3) o' X To Ty T 7

d’oli, en divisant on obtient,

(4) (Jiz)zek(xz—xl): (7‘2,“" T:l) (To e 7‘1:) .
X1 (1Y —Ty) (T, —Ty)

On en déterminerait la constante # au moyen des gran-
deurs directement mesurables

xt, X2, To, T], TII’ le .

Cette constante étant calculée, on aurait la constante posi-
tive o/ p. ex. de la premiére équation (3) qui fournit

,7w /__ T e—l{xl
of — 1 1 .

To"—T] xlz
[’équation
T —T,
% kx _ 4 1
a’x2e 7T,

fournirait alors la distance x comme abscisse du point d’inter-
section unique de la parabole

Py o'y

et de la courbe exponentielle

y = Ae k%,
olt A désigne la constante positive
A Ti=Ty,
T,— 1y

Si 'on désigne par x; la distance entre les points 4 et B
a laquelle la température stationnaire au point correspondant
B, a une valeur fixe 7, la loi reliant la température 7 a la
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distance x s’exprime de la-maniére suivante: expression

o mDUDT)
X—Xy (T —=T) (To—T7") \x ) °

conserve une valeur invariable pour toutes les distances x et cette
valeur est celle du coefficient d’absorption k.

Pour formuler la loi de correspondance entre la distance
x et la déviation de l'aiguille du galvanométre, désignons:

1° par §, la déviation, qui ne serait diie qu’a la différence
7,—T,, de la température ambiante et celle de la source A;

2° par §, la déviation qui ne serait diie qu'a la différence
T,—T' de la température ambiante et la température stationnaire
en B;

3° par &, la déviation die a la différence 7,—T' de la
température de la source et la température stationnaire en B;

4° par §, la déviation die a la différence 7,— 7T, de la
temoérature de la source et la température stationnaire en By .

Remplacons dans la formule (4) x, par x et T, par T';
les déviations §,, 6,, 8;, 8, seront proportionnelles aux différen-
ces correspondantes de température

Ty—Ti, T,—T', n—T’, B—T15

le coefficient de proportionnalité €tant le méme pour toutes ces
différences. L’expression

1 8, Og [X,\?
X—X, e [62 8, (x)
garde, donc, pour toute distance x, une valeur invariable et

¢gale au coefficient d’absorption 4.
Si 'on pose alors

8g x
—8 _ gx2pkx
5, Bxfe™,

on trouve
gl et
6y X4®
Or, les déviations &, et §, ne dépendent pas de x; B est
donc une constante par rapport a x, de sorte que la loi de cor-

respondance entre les déviations §,, 8, et la distance x s’expri-
me de la maniere suivante;
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L’expression
S, X2
conserve une valeur invariable pour foutes les distances x.

Dans le cas ol l'absorption de lUatmosphére est négli-
geable, cette loi prend la forme suivante:

N

S . . ;
Le rapport X est inversement proportionnel au carré de la

Os
distance de !appareil a la source.



Sur une condition nécessaire de rotation
en bloc d’'un svstéme continu ayant des
parties fluides.

Par
WENCESLAS JARDETZKY.

On a souvent envisagé dans les recherches sur les figu-
res des corps céléstes ainsi que dans la théorie de leurs mouve-
ments une condition nécessaire de rotation en bloc des divers
systemes.

N. Joukowsky 1) a démontré que, si ua corps solide a des
cavités remplies d’un liquide visqueux, le mouvement du syste-
me tend vers la rotation en bloc autour d’un des axes princi-
paux d’inertie. Ce résultat a été¢ généralisé par W. Stekloff 2),
qui a énoncé le théoréme suivant: tout mouvement d'un systeé-
me, soumis aux forces extérieures, dont le moment résultant
par rapport au point fixe est nul, et composé d’un corps solide
recouvert par un liquide visqueux et ayant un certain nombre
de cavités quelconques, remplies par des liquides visqueux, tend
a un mouvement limite, dans lequel l'un des axes principaux
d’inertie coincide avec la direction fixe du moment résultant
des quantités du mouvement et le systéme tourne uniformément
autour de cet axe comme un seul corps solide. P. Appell 3) a

1) N. Joukowsky. Sur le mouvement d'un corps solide qui a des cavités
remplies par un liquide homogene (en russe). Journal de la société phys.-chim.
St.-Pétersbourg. T. XVIL 1. p. 81. 1885.

2y W. Stekloff. Sur le mouvement d’'un corps solide ayant une cavité de
forme ellipsoidale remplie par un liquide incompressible et sur les variations des
latitudes p. 229. Annales de Toulouse. III série. T. I. Année 1909.

3) P. Appell. Traité de méc. rat T. IV. p. 42. 1921; C. R. 179 p. 119.
1924; C. R. 179 p. 795. 1924; Acta Mathematica T. 47. p. 45. 1926. Voir aussi:
H. Poincaré. Figures d’équilibre. p. 28 1903. Lejeune-Dirichlet. Crelle Journal,
B. 58. p. 215, |
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étudi€ la condition nécessaire de rotation d’ensemble d’une
masse fluide (homogéne ou hétérogene). Il suppose: 1° que les
forces agissantes sont les attractions des particules d’aprés la
loi de Newton et des pressions, 2° que la pression sur la sur-
face libre est constante ou fonction du temps. Dans ce cas le
mouvement d’ensemble sera possible, si I'axe de rotation uni-
forme est fixe dans l'espace et se confond avec un axe prin-
cipal d’inertie. On peut démontrer ¥) que la méme condition est
nécessaire dans le cas d’équilibre d’'une masse fluide avec des
corps flottants.

L’étude d’équilibre relatif dans les divers cas suivants:

1° un solide rempli d’un liquide,

2° un solide recouvert par un liquide,

3% un fluide libre,

4° un liquide avec des corps flottants,
nous conduit a une proposition générale:

Soit donné un systéeme matériel continu (M) ayant des par-
ties fluides et isotropes, isolé dans l'espace et soumis aux for-
ces, qui dérivent d’un potentiel. Ce systéme pourra se mouvoir
comme un corps solide si ce mouvement se réduit a une rota-
tion uniforme autour d’un axe principal d’inertie.

Le systeme (M) a des parties déformables. Donc, on doit
satisfaire a I'équation du mouvement d’un milieu déformable:

> > 1
(I) w=F+-Q—VCD,

> -
oll p est la densité, w — Paccélération d’'un point. F la résul-
tante des attractions rapportée a l'unit€ de masse, le vecteur
V@ est la divergence du tenseur

(X< Xy X,
o)V Y, Y,
| Z« Z Z,

En vertu des hypotheses faites sur le systéme, on a

F=VU,

%) W. Jardetzky. Sur les figures d’équilibre d’'une masse liquide avec des
gorps flottants, Acta Astronomica, Sér, a, Vol. 2. p. 83. Cracovie. 1931,
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en outre pour les parties fluides, le tenseur @ se réduit a un
scalaire — p, multipli€ par le tenseur-unité. Le frottement n’in-
tervient pas dans le cas du mouvement d'ensemble des fluides
visqueux. La densité étant une fonction de la pression p, nous
pouvons écrire

VD=~ Vp=—VH(p),

Q
ol

o Ui

p)= | —.

- [

En posant encore |

Q=U—(p) .
T
V=W,

—
ol v est la vitesse d'un point, nous aurons l'équation fonda-
mentale de I'hydrodynamique

2) v=VQ

qui remplace maintenant I'équation (1).
Dans le cas du mouvement d’ensemble du milieu continu
envisagé on doit satisfaire a cette équation.

—-> —>
Soient: Q la vitesse angulaire et r le vecteur qui donne
la position du point considéré par rapport au centre d’inertie.
Le systéme se meut comme un corps solide. On a

—r >
| v=[Qr]=
et AR
v=[Qrl+[QV].
Prenons le rotationnel du vecteur v. De I’équation (2) on
tire .
rot v=rot grad Q=0,
ou

. > —-> >
rot [Qr]+4rot [QV]=0
Mais un calcul simple montre que
> > > > >
rot[Qv]=rot[Q [Qr]]=0

.. > :
car Q n’est pas une-fonction des coordonnées.
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Il reste:

-
3) rot [Qr]=0,
D’apres la formule connue de la théorie des vecteurs

.\.)' .
rot [Qr]=2Q,

et on conclut, que la vitesse angulaire n’est pas une fonction
du temps. Les équations d’Euler pour les solides montrent donc
que le mouvement d’ensemble du systeme envisagé est une ro-
tation uniforme autour d'un axe principal d’inertie.

Il est évident que la condition dont nous avons parlé est
seulement nécessaire. La surface libre d'une masse fluide, par
exemple, doit étre équipotentielle pour que la rotation en bloc
soit possible.

Remarquons, enfin, que la méme condition est satisfaite
dans le cas du mouvement permanent d’un fluide autour d’un
axe fixe, la vitesse angulaire étant la fonction de la distance
du point a l'axe de rotation. '



Sur les solutions asymptotiques des équations
différentielles linéaires.

Par
TADYA PEYOVITCH.

M. O. Perron ') et H. Spith ?) ont étudié a un point de
vie les solutions asymptotiques d’une €quation différentielle li-
néaire d’ordre n

ar x a—lx dx
(1) jn T n () gt T T (l‘)gf +ay () x=1£(t)

ol a; (f) sont des constantes ou des fonctions continues de la
variable réelle ¢ >, >0, qui tendent vers des limites finies,
lim a; (f)=a; ; £(f) étant une fonction continue de la variable

-= OC

réelle #>17, >0, qui tend également vers une limite finie,
lim £(¢) = 0.
t==oc

Dans ce Mémoire nous nous occuperons du méme point
de vue des solutions asymptotiques d’'un systeme d’équations
linéaires du premier ordre
dxi .

T +ain () x;+ap@) xa4+ ... Fan@xa =560 (=1,2,...,0n)
otr aj(f) sont des constantes ou des fonctions continues de la
variable réelle f>f, >0, qui tendent vers des limites finies,
lim ai(?) = aix; £i (f) étant des fonctions continues de la variable

= oC

1) Mathematische Zeitschriff, B. 6 (1920) et B. 17 (1923).
2) Mathematische Zeitschrift, B. 30 (1929).
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réelle £ >>1¢, >0, qui tendent également vers des limites finies,

lim i (f) = b . Enfin, nons retrouvons les résuitats de H. Spath
f= oc ’

concernant Péquation (1), qui peuvent étre considérés comme un
cas particulier de nos résultats ?).

I. Systeme d’équations a coefficients constants.

Considérons d’abord avec H. Spidth I'expression 2)

t
(2) u(t)=e”[fe‘”<p(t) dt—f—C],
fo
@ (¢) €étant une fonction continue de la variable réelle ¢ >, >0,
qui tend vers zéro pour f=oc et C la constante d’intégration.
Cherchons la valeur de I'expression (2) pour {= oc.
Nous allons distinguer plusieurs cas.

1. r est un nombre réel et positif (r>0).
L’expression (2) devient
t
fe" o (f) df+ C
fo

lim u ($)=1lim —,
t:oc()tzoc e"’t

Puisque le dénominateur tend vers zéro, cette expression peut
‘tendre vers une limite, si le numérateur tend vers zéro. Mais
on peut disposer de la constante C de sorte que 'on ait

1 oc

lim | e~ To(t) dt + G :——fe—rtcp(z‘) dt+C, =0.
t=oc,

% fy

La derniere égalité peut étre écrite sous la forme

1) La question des solutions asymptotiques des équations différentielles a
fait Uobjet de travaux de plusieurs Mathématiciens comme Poincaré, Liapounoff,
Bohl, Cotton, Perron et autres.

2) Cette expression est la solution générale de I’équation

du
g7 T = (1) .
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1

- " |
fe_”cp (f) di+ C1=fe~ﬂ<p(f) dz‘+[ e—Tlo (t) di+C, - 0
tg - fo ¢

d’ol

t oc
JQ*WMnm+Q=—j}~”mnm;
fo

par conséquent, 'expression (2) devient,

oC

u(t) = ——e’"ff e o (f) dt .

t

En appliquant la régle de L’Hospital, on aura

o

fe—”@uwﬁ

lim ()= —limt— = fim & P _ g

f— oc f— oc e o< e Tt
c’est-a-dire il existe une constante C=C, de Sorte que l'expres-
sion (2) tend vers zéro.

2. r est un nombre réel et négatif (r<0).

En appliquant la regle de Stolz & I'expression (2), car le
dénominateur tend vers l'infini pour = oc, On aura

1
fe~”¢awﬁ+c:

lim o (f) = lim °— -
t=0c [=o0c e— T

e _

= lim

t = oc

b

c’est-a-dire l'expression (2) tend vers zéro, C étant arbitraire.
On peut alors disposer de la constante C de maniére que
’expression (2) prenne une valeur quelconque pour f={, Remar-
quons que la constante arbitraire peut €tre écrite sous la forme
b
CJe‘”@U)W.

ly
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3. r=o-+i est un nombre complexe & partie réelie g > 0.
On aura

t
u(t)| = e frﬁq)(z) a’z‘+C(
|
f

d’ ol
t

[

fe—"'fcp(t )a’H—C!
| |
|

| fo

lim |u ()| =lim -

t =oc 1= oc (Z_pt

En appliquant la reégle de L’Hospitai, le dénominateur tendant
vers z€ro pour f=oc, tandis que lintégrale au numérateur con-
verge, on aura, '

| ,— rt
lim | (%) | -—llm—e— (P(t)le,'

t= oo t=oc,, pe— Pt

c’est-a-dire: il existe une constante C= C; de sorte que lexpres-
sion (2) tend vers zéro.

Comme au premier cas, la solution qui tend vers zéro est
de la forme

O

u(z‘)=~e”‘fe*”cp 1) dt (r=q-+i).
i

4. r=g+&i est un nombre complexe @ parfie réelle g < 0.
On aura, comme au cas précédent, :

t
|u(t)| = et | e~ To(t) dt+C

y |
d’olt
| 1
'fe—ffcp-(z) a’z‘+C)

lim | «(#)| = lim 10 —
f= oc f= oc e~ P

Puisque le dénominateur tend vers linfini, on aura, d’aprés la
régle de Stolz,
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| ¢ f
‘fe—”‘cp(z‘)dt—FC!
|

| | p— 1t |
lim | u(#) | = lim ¥t LT L _(%t)—l =0,

t=oc = oc e I =oc pe

c’est-a-dire: lexpression (2) tend vers zéro, C étant arbitraire.
Comme au deuxiéme cas, on peut alors disposer de la con-
stante C, qui peut étre écrite sous la forme

4
Cfe“”‘cp(t) dt,
fo

de sorte que l'expression (2) prend une valeur quelconque pour
t=t0.

5. r=3i est un nombre imaginaire ou égal a zéro (avec
&+ =0).

Pour que I'expression (2) tende vers z€ro pour f=oc, C=C
¢tant une constante convenable, il faut et il suffit que I'on ait

o t |
1im1u(t)=1im'e&’tu il (t)dtj-cl];z

t:OC t:OC
0

= ’j e 'a'itcp(l‘) di+C
()

c’est-a-dire que !'intégrale

3) J el

fo

=0,

converge (avec i=0, pour r=0). En supposant que cette inté-
grale converge, I'expression (2) tend vers zéro, C= C; étant une
constante convenable. Si l'intégrale (3) converge, on peut écrire,

Je—&lt () di +C, f &’f@(z)dzJ-f Sy =D

fo

d’ol1
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t - .
f e Yo dtrc, - — f e Yo d
fo f

et la solution, qui tend vers zéro, est de la forme

u(t) = —e&“‘f e V0 (t)
t

(avec &i=0, pour r=0).

Par conséquent, si r est un nombre réel différent de zéro
ou complexe a partie réelle différente de zéro, i/ existe une
constante C=C, de sorfe que [expression (2) tende vers zéro
pour t=oc. Si r=xi, lexpression (2) tendra vers zéro, si lin-
tégral (3) converge (avec &+i=0, pour r=0)1).

Cela posé, considérons un systéme d’équations

(4) g';ﬁ +anx1—l—aux2+ ceo FAinXy = fi (t) (l= 1’ 2: ey Il)

oll ay sont des. constantes, fi (f) des fonctions continues de la
variable réelle f>>1¢,>0, qui tendent vers des limites finies,
lorsque ¢ augmente indéfiniment

lim £ (f) = b gat'e 0 e

t=oc
Changeons les fonctions
(5) X=y + 4 (i=1,2,...,n)),
oll A; sont les solutions des équations
(6) At A;+aip A+ . .. +QinAn = b; (f=1,2,...,1),

les équations (4) deviennent

dv;
(7) a%+any1+aizy2+. @y = £ )b = 1 (D)
(= T (N
oll
lim £ ()—b; = lim¥; ()=0.
1) Dans tous les cas les solutions convergentes lim u (f) = 0 de l'expres-

=0

sion (2) admettent les dérivées qui tendent vers zéro, lim u’'(f) = 0.
l( = CC

Publications mathématiques. 2
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Il est bien connu que I'on peut fransformer les €quations
(7), par une substitution linéaire a coefficients constants et conve-

nablement choisis

(8) u = bil]ﬁ “}“bizyz'}‘ L +binyn,
dont le déterminant est différent de zéro, a la forme spéciale

du
Efl — 1ty = @y(f),
du

9) EZ —Cally—Tyllg = @y (1) ,
du,
F_leh_cnzuz_ oo —Cun—tln—1—"n Uy = @Pn {f)

oil r; sont les racines de I’équation caractéristique
ay+r a,, ...Qn |

(10) sy oo +1 .. . 2g =0,

anl an9 0 /0 ann_{“r

&

qui peuvent étre rangées d’'une maniere quelconque; ci (k< i)
€tant des constantes déterminées et

(10) @i () = by () + by ()4 . ..+ () (1=1,2,..., 1)

des fonctions continues de la variable réelle ¢>{¢,>0, qui
tendent vers zéro }).

1) D’apres la nature des racines de l'équation caractéristique (10), il faut

distinguer deux cas:
10, Le cas des racines inégales; on peut choisir les coefficients bix de ma-

niere que les équations transformées prennent la forme simple

dui
(a) ;ﬁ—l —riug = ¢ ).

20, Le cas des racines multiples; on peut choisir les coefficients bik de
maniere que les équations transformées se partagent en un certain nombre de
groupes d’équations ayant une forme simple. A chaque racine multiple d’ordre
k correspond un groupe d’équations de la forme

du

‘—ﬁ—l—rlll = (pl(t),

du

¢F2 — Coqlly — Ty = Py(l) ,
duy,

— Cqlly — Cppllg — + . — Cp g Uy g — T =@ (F) .
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Les intégrales générales des équations (9) sont données
par les formules

(11)

t
ulxerlt[fe_’ltcpl(z‘) a’H-Cl],
fo
t t
uz=er2f{fe_r2t<p2(t) dt+c2]fe—’2tu1(z‘) a’z‘+C2] :
A ' f
t t
un=ernf[ fe_rnfcpn(z‘) dt + cmfe—rntal(t) dt+- ...
f )
t
. e n_1fe'—rntun_1(t) dt+c,,} )
%o

Soit, par exemple, r=a une racine multiple d’ordre &, 7, =7, =...

cee=rx =

(12)

a, on aura,
p B
u, =eat[fe—atcp1(t) dt+ ClJ :
Lo
t d
i, = e% [ f e~ %o, (1) dt +c21j‘ e %y, (1) dt+C, ] ,
A ) A
¢ t
uK=eat[je-atcpk () dt + i f e Cy (i« s
to J to
t 1)
cee e k—lf e~ %u_((t) dt + Ck} :
fo

1) A chaque racine multiple d’ordre & correspond un groupe d’intégrales

de la forme (12).
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Il est évident que les intégrales générales (11) et (12) sont de
la forme (2).

Supposons d’abord que toutes les racines r; de I'équation
caractéristique (10) soient réelles, différentes de zéro ou comple-
xes a parties réelles différentes de z€ro. On peut alors dispo-
ser des constantes Ci (i=1,2,...,n) de sorte que les intégra-
les (11) admettent un systéme de solutions qui tendent vers
zéro, c’est-a-dire on aura, d’aprés I'expression [ (2), 1., 2, 3., 4.],

lim |, | = lim |29
“mNMSUm!%U)+ummm\ﬂ@g
o Fimos | DI
d’oli
|
ﬁm\%\zum?dﬂwzo,
( { s !
lim |, | <{lim P2 (1) + | €5, | lim |(P‘1(t)l:0,
t=oc [ =oc 2 t=o<:|’1r2|

Il s’ensuit, d’aprés les transformations (8) et (5), que les
équations (4) admettent un systéme de solutions, dont les va-
leurs asymptotiques A; sont données par les €quations (6) et,
par conséquent, leurs dérivées tendent vers zéro,

(13) lim x; = A; lim = = (i=1,2,...,n).

Puisque dans les solutions #; , qui tendent vers zéro, fi-
gurent encore les constantes arbitraires G (i=1,2,...,p) ol
p est un ensemble de racines réelles négatives ou complexes a
parties réelles négatives, on peut, d’'aprés l'expression [(2) 2., 4.],
disposer des constantes Cj (i=1, 2, ..., p) de sorte que l'on ait,
pour le méme systéme de solutions

(14) Xi (fo)=Ai 1) (=1,2, .1 .,p).

1) Les valeurs xi {f,) peuvent étre quelconques, parce que les constantes
arbitraires Ci ({ = 1,2,...,p) peuvent &tre choisies de sorte que les solutions
xi (fp)(i=1,2,...,p), d’apres les transformations (8) et (5), prennent des valeurs
quelconques.
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St toutes les racines de I'équation caractéristique (10) sont
réelles, négatives ou complexes a parties réelles négatives, il
est €vident, d’aprés Texpression [(2), 2., 4.], que les intégrales
gé€nérales des équations (4) admettent les propriétés (13). Dans
ce cas, on peut déterminer les constantes C ({=1,2,...,n)
de sorte que les équations (4) admettent un systéme de solu-
tions qui satisfont aux relations (13) et (14) avec p =n.

Supposons maintenant que I'équation caractéristique (10),
en dehors des racines citées plus haut, ait des racines imagi-
naires pures et égales a zéro. On peut alors disposer des cons-
tantes C; de maniére que les équations (4) admettent un syste-
me de solutions, qui satisfont aux relations (13) et (14), si, d’ap-
res (12), pour chaque racine imaginaire pure (ou égale a zéro,
¢i=0) d’ordre /, un groupe d’intégrales de la forme

it
Je— oo lt) dt p=1,2...,0,
(15) !
fe—&ltuk(t) dt et B L1, 3 )
to

converge; pour /=1 les intégrales ci-dessus deviennent, d’apres
OC
— it
(a), f e @, (f) dt .
fo

Mais dans le cas de racines €gales a z€ro, on aura
| @ Q... am

A:\ dzr Q22 ... a2 lI:O'
| |
[

|, aai an2 . .. Aan

Pour que les équations (4) admettent un systeme de solutions
asymptotiques finies A; , données par les équations (6), il faut
et il suffit, a cause de A=0, que l'on ait

imf () =b; =0 (i=1,2,...,0n).

t=oc

Dans ce cas, il est facile de voir, qu’il existe un systeme de
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solutions des équations (4), qui satisfont aux relations

, dx; .
th__{nof=0, tllmdtﬁ_o (i=1

Xi (t) =0 (i=1,2...,p).

Il faut remarquer que les intégrales (15) peuvent étre €cri-
tes sous une autre forme. En supposant que les intégrales (15)
convergent, pour une racine multiple d’ordre /, on peut dispo-
ser des constantes Cj (i=1,2,...,/) de maniere que les solu-
tions (12), pour cette racine multiple, tendent vers z€ro. Mais,
les solutions, qui tendent vers zéro, d’aprés I'expression [(2), 5.],

sont
a1=—e&ltf — it o, 16) dt,

Dl it G

b/

t
Uy = —e&tt[ fe_ Hig 0, (¢) dt + cmf &lt u, (t) dt},
t t
d’oll
2 = _ew‘}zt o= &ztﬁpl' () dt
f
Uy = “e&l[{[‘—’— &lt@z(t) dt — fdt J {“tz Py (£s) dtz:‘ ;
£ e

Puisque les solutions ci-dessus tendent vers zéro, les intégrales,
qui doivent étre convergentes et qui remplacent les intégrales
(15), sont

f — e v fa’tlj = e
Ly 4
fdz‘ fa’t feﬂ(}m @y () dty,
0

-y
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o

o< o

— it — Jit

f e Vo) dt, f dt, f & Vg, (1) at,, ..
A

to
O oC (o o ﬂ.'t
—rll—
...,fdtlfdtz .. .fe oy (fiey) dtiy,

te h f_,

f V00 dt,
to

(avec &i=0, pour cette racine égale a 2éro).
Il faut remarquer que les intégrales ci-dessus se réduisent,
d’aprés (10'), aux intégrales

f e Yy 0 at j dt, f e Yy 1y at,
: f, 1t
(16) 0 0 1
1. . ’fdtlfdtz . . .fe—— ltl \]/k(tl) dtl
L 4 by
k=1,2,...,n).

Le raisonnement est analogue pour les autres racines ima-
ginaires pures (ou égales a zéro, +i=0) et a chaque racine
multiple d’orde [ correspondront les intégrales (16), qui doivent
érte convergentes.

Par conséquent nous avons le théoréme suivant:

1. Soit donné un systéeme d’équations

\ dx-, .

(4) ar F Qi X, F QX+ . . A AnXa=1 () (@=1,2,...,n)
oit ay sont des constantes et fi () des fonctions continues de la
variable réelle t >t, >0, qui satisfont aux conditions

lim £; (£)=b; (i=1,2,...,n).

t=cc

Si foutes les racines de I'équation caractéristique (10) sont
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différentes de zéro (A 0) et si, pour chague racine imaginaire
pure d'ordre I, les intégrales (16) convergent, les équations (4)
admettent un systéme de solutions, qui satisfont aux relations

(13)  limx =4,  lim =0 i=1,2,...,n)
. I =oc ¢ == ot _
(14) X ()= A i=1,2...,p)

ol les solutions asymptotiques A; sont données par les équations
(6) a11A1+a12142+ v W +ainAn=bi ([=1, 2,... ,Il)

et p est un ensemble de racines réelles négatives ou complexes a
parties réelles négatives.

Si léquation caractéristique (10), en dehors des racines ci-
tées plus haut, posséde des racines égales a zéro (A=0) et si,
pour chaque racine imaginaire pure (ou égale a zéro, &i=0),
d’ordre 1, les intégrales (16) sont convergentes, les équations (4)
admettent alors un systéme de Solutions asymptotiques finies, Si
lon a en plus

lim £ () =b; =0 (=052, craiei
I =oc
Dans ce cas, il existe un systéme de solutions satisfaisant aux

relations

limx = 0, i SR (=it 2% 8 sl
t =oc t:ocdt

xi (/) =0 i=1,2,...,p).

Enfin, si toutes les racines de ['équation caractéristique
(10) sont réelles négatives ou complexes @ parties réelles négati-
ves, les intégrales générales des équations (4) admettent les pro-
priétés (13). Dans ce cas, il existe un systéme de solutions, satis-
faisant aux relations (13) et (14) pour p=n1t).

1) "Les résultats, contenus dans ce théoréme concernant les racines iné-
gales de 1'équation caractéristique (10), ont déja été obtenus par moi-méme
d'une maniére un peu différente (Bulletin de la société des Sciences de Cluj
(Roumanie), t-V, 1-re partie. 1930).
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II. Systéme d’équations a coefficients variables.
Considérons le systeme d’équations

(17) Ex‘ Fan(t) x4 @) Xo+ ... @ (l) xo = £ (©)
: (i=1,2,...,n),
ai () et fi(8) ( k=1,2,...,n) étant des fonctions continues
de la variable réelle ¢ >¢, >0, qui tendent vers des limites
finies
(18) lim aik(z‘)=aik, limfi(z‘)=bi (l'—”l,Q,...,IZ).

t:O(: t=OC

Ecrivons les équations (17) sous la forme

dxi n
(19) iﬁ Lanx, Faptst ... +@nxe = F; (t)+k§16;k(t) Xi

(i=1,2,...,n)
oll

(20) Sik(f) = aik—aik(z‘) , lim iy (t) =0 (i, k=1,2,... , 1)

= oc

et résolvons les équations (19) par la méthode des approximations
successives,
Soit, pour, {>£,>>0, x;=x° un systtme de solutions bor-
nées des é€quations a coefficients constants
v | = = -
(21) g TanX ot Xt .+l = fi (B,
(i=1,2,...,n)

dont les valeurs asymptotiques sont bornées.

En partant du systéme x de solutions des équations (21),
on peut déterminer les suites des fonctions

1 2 m )
Xiy, Xiy, ..., Xi,... =1, &, ey

)

comme les solutions suiccessives d’équations

dxm m m $ m—
El‘—i Fan X+ Qpxy + ... Fanxn =1 (0 +1§18ik (t)xe

ou, en posant
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1 1 {
(22) W=x, Pi=Xi—Xi,... ,ph=xi—x ...,
(i=1,2,...,n),
on obtient des fonctions y™ (m=1, 2...) comme les solutions
successives des équations

(23) +any1 + Y .. Ay = L Sic(?) i 1

(m=1,2,...).

dz‘

Les suites (22) donnent les séries

(24) x;=lim xl SR TP S —35,+2y,.

m = m=] m=1

Si les séries ci-dessus convergent uniformément pour
131,50, elles représentent les solutions des équations (17),
qui satisfont aux relations

lim #* = lim x® (k=0,1; i=1,2...,n).
t = oc t =oc
Pour cela, faisons une substitution linéaire
(25) ui' =buyi +beyz + . .. +biay

et choisissons les coefficients b;,, dont le déterminant est dif-
férent de zéro, de maniére que les équations (23) prennent la
forme

duf’ "
dt—l"’lul =y (1),
(26) diy m i
a'tiz— —Coy Uy — Fallz = @y (£) ;

oll ry sont les racines de I'équation caractéristique (10), e (k<)
des constantes déterminées et

(27) @i ()= by RZ_ISIk(f) y&“‘l + biZkZlSZk () y?“ e

. +biy §l5nk () y'ﬁ'_l

des fonctions continues de la variable réelle £ >1f,>0.
Les intégrales générales des équations (26) sont données
par les formules
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t
up = e’“lt[ f e, () dt+ CT" }
2
(28) t t
Uy = efzt[ f e~ "2l () df +c,, f e~ up) dt_.LCS‘] ,
ta to

Il faut résoudre les équations ci-dessus en posant successive-
ment m=1, 2, ...

Supposons d’abord que toutes les racines r; de I'équation
caractéristique (10) soient réelles différentes de zéro ou complexes
a parties réelles différentes de zéro. On peut alors disposer

des constantes C™ (/=1, 2,..., n) de maniére a avoir, d’aprés
Pexpression [(2), 1., 2., 3., 4.],
hm oM | = lim | P () ,
t = t=ocl Nt
| ,.m
lim | uf | < lim {9;7(—) + | €y, | lim “% ,
f=oc f=oc|l "2 t-:oct '
d’olt
, (
lim | i | = lim t)%,
t = oc I = oc i
(29)
, m : f {
lim |z | < lim AU + | €y | lim (r) :
t = oc t = oc Fa f t=oc| T172 |

Mais, dans les solutions 4", figurent encore p constantes
arbitraires, oll p est un ensemble de racines réelles négatives
ou complexes a parties réelles négatives. On peut alors disposer

des constantes C;™ (i=1, 2, ..., p) et obtenir, a cause des
transformations (25),

Yt =0 i=1,2,...,p).

En choisissant de cette maniére les constantes G =1,
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2, ..., p), les solutions successives ui’, c’est-a-dire les solu-
tions y"(i=1, 2, ..., n) dépendront uniquement des fonctions

Pi () V).

1) Considérons, par exemple, deux équations a deux inconnues et soit
ry une racine réelle positive ou complexe a partie réelle positive, et ry une ra-
cine réelle négative ou complexe a partie réelle négative. Les solutions, qui
peuvent tendre vers une limite pour £ = oo, sont, d'aprés 'expression [(2), 1.,
2., 3., 4.],

'OC

a‘f‘% *e”ltj e~ o, (f) dt |
{
(b) ¢
uy = elet [fe‘rzt(pz(t) dt + C?:l _
‘o

et les fonctions y{'( = 1, 2) sont données, d’aprés (25), par les formules

m m m
Vi =0 Uy +04 U2,

Y2 = Olgy Uy ~+Clyy U3
Puisque la constante Cy' est arbitraire, elle peut étre déterminée pour que I'on ai
Vi (fe) = 0 = ayy uy (t ) + 05 13 (o)
ou, d’aprés (b),

o
0= —ay, ef1f0f e—ritqh (t) di+ 0o G erzfo;
%

c’est-a-dire, la constante Cj', dépend de la fonction ¢, (£). Par conséquent, ies

solutions " et, par suite, les solutions y]" dépendent seulement des fonctions
p; ©).

Remarquons encore que les constantes arbitraires C{" (i=1,2,....,p)
peuvent étre écrites sous la forme
21
P = Cijeritq)i(z‘) dt (i=1,2,...,p0
to

ot Ci sont des constantes arbitraires et r; les racines réelles négatives ou com-
plexes a parties réelles négatives. Cela veut dire que l'on peut faire les majora-
tions’ successives des fonctions u;", c’est-a-dire des fonctions y™, laissant les
constantes C; (i =1, 2,...., p) arbitraires; enfin, elles peuvent étre déterminées

de sorte que l'on ait yim (foy =0 =1, 2, , 'L h
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Posons maintenant m=1; on aura, d’apres les inégalités
supposeées

e =ll<c @=12.. 0,
pour les relations (27)

| i () | <C € 8 (F) i=1,2,...,n)
oll

@) &0~ bilzgw@m(t) |+ b ﬁ_ll Sanlt) |+ - -

e B | Su®) |

k=1

avec )
lim 8 ()=0 (i=1,2,...,n)
I =oc

a cause de relations (20). Il s’ensuit que les inégalités (29) pour
m =1 deviennent ‘

lim | a1 < Clim =
|1y ]

t = oc t = oc

\ryr

{
lim |u§|<C{ lim %2 f) + | ¢y | lim MI‘)«} =0
t:(x:'rzl t=oc‘12|

t:-: oC
d’oll, pour £ 17, >0,

| i | < Ci (6) i=1,2...,n
lim n;i (t)=0.

= oc

avec

Les transformations (25), qui peuvent éire écrites sous la
forme

(30)  ¥Yi"= api A+ oy + ... gy (ouy = const.) |
donnent, pour m=1 et pour {> 1%, >0,

(31) |y << Cei (1) << Cs (i=1,...,n)
avec |

lim & (£) =0, | g; = max g; ().
= oc
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Par conséquent, on aura pour le méme systéme de solu
tions

lim y} =0 i=1,2,... 0
t = oc
yilto)=0 =1,2,...,p)

Connaissant les fonctions yl, qui satisfont aux relations (31),
les équations (27), pour m=2, donnent

| @, (&) << Ce 5(%) =2 . i)

Cela posé, les équations (28) pour m=2, d’apres les transfor-
mations (30), donnent, pour ¢ >1{, >0,

Y < Ceiei(8) < Cé? i=1,2...,n)
avec
lim y?=0, (i=1,2, ..., n,
t =oc
Yi(t) =0 (C=1, 2,05, .5 D)
En continuant ainsi, on obtient, pour > ¢, >0,
<< Ce e () < Cef (m=1,2,...)
avec
lim e ()=0, e =max &;(f) .
t:OC

Par conséquent, on aura

lim yi"=0 (=il 0 2s . . A0}
t=oc

- (=, o)
yilto) =0 (=1,2,....p).

Si l'on choisit #, assez grand pour que l'on ait, pour
t —=1t,>0,

e; =max & () < 1

ce qui est possible & cause des relations lim e, (f) =0, les séries

t=OC

S p (=1,2,...,n
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convergent uniformément pour > 7¢,> 01). Il s’ensuit, que les
séries (24) convergent uniformément pour £>74,>0 et repré-
sentent un systéme de solutions des équations (17) qui, en admet-
tant les conditions (18), satisfont aux relations

lim 8 = lim x{* (k=0,1; i=1,2,...,n)
= ocC t = oc
ou
A= x40 (1) (k=0,1; i=1,2,...,n)
avec
Xi {t,) = xi (%) (i=1,2,...,p).

Si toutes les racines de I'équation caractéristique (10) sont
réelles négatives ou complexes a parties réelles négatives, il est
évident que l'on a

W =x®io), xilt) = x@,) (k=0,1;i=1,2,...,n).

Supposons maintenant que 'équation caractéristique (10),
en dehors des racines citées plus haut, ait des racines imagi-
naires pures et égales a zéro et soit, par exemple r,=r,= ...

. =n =17 une racine imaginaire pure (ou égale a zéro, ¢/ =0)
d’ordre /. A cette racine correspond, apres les transformations
(25), un groupe d’équations

duy’ . m

- — WUy = 4

dt W 1 (Pl( ) )

duy m q:

dtz — Coy ul — ity = 95 (1),

duy’ m m m . m

d_t—l — O U — Cplly — . .. — Cli—1 W—y = ¢ (2) ?),

dont les intégrales générales sont

oC
1) 11 faut remarquer que les premiers dérivées des séries Z y‘i“ con-
m=1
vergent uniformément, pour #>=>fy >0, car les fonctions successives uim(t) et
par suite, les fonctions y;“, qui tendent vers zéro, admettent, d’aprés (28), les
premieres dérivées qui tendent vers zéro, pour £ = oc,

2) A chaque racine imaginaire pure (ou égale a zéro. P = 0) d’ordre [,
correspondra un tel groupe d’équations.
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t
ut = e&ﬁ[ fe_ q(}‘ifcpl(z‘) df+ C{“] y
fo
p t
iy = it {fe_ &itcpz (9 a’z‘+c21f A ui(t) dt -+ Cé“}
fo fo
(62 ) -
t {
U= e&it[f e &ifq)l (f) dt + ¢y f e &ﬁu‘f‘(z‘) THoAL
o fo
t 2
T f Vi dz‘+C{“J :
f

Posons dans les équations (32) m=1 et supposons que les
intégrales

fe_&itcpp(t)dt p=1,2,...,D
331

fe*&”u}((t) dt (k=1,2,...1—1)

%o

convergent. Ou peut alors disposer des constantes Cl(i=1, 2,

..., D) de manitre que les solutions u{ (i=1,2,...,[) tendent
vers z€ro. Les solutions, qui tendent vers zéro, d’aprés I'expres-
sion [(2), 5.], sont

ull= — e&ltje"' it o, (f)di,
£

o<C

lel _ e'ﬁ’ll‘[fe—q()'l'l‘ Py (f)dl‘ 8 C21fe— 'ﬂ’l.l‘all (l‘) dt} :
t {
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d’ou

lllli _ ’fe—&ltcpl(f) dZ‘|<:\:f’(P1(t)’(ﬁ’
§ t

up gf\%(z),rdtﬂcm \f\u}(t)\dt<
i t

=

fl 9: (6 |ty

gj ps (2) | dt+[021lj dt,
foog

33

Puisque les équations (27) pour m=1, & cause de relations sup-

posées
o= |x]<<C k=1,2,...,n),
donnent |
rcpi(f) <L C o (f) (L PR )
on aura
n| < Cfél('t}dt,

-t

CONRPA c[ [T PG dfz],
t t ty

Si les intégrales

Publications mathématiques,
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jéx(t) dr, fdtlfél(tz) dty, . ..
o[ [
1 L
' oc oc  oc
J%mda IWJ}NQMW.
(35)
% AN
e ’fdtlj dt, . . .fﬁz(nq) dtiy,

fo - te s

f 01(f) dt

to

convergent '), ce qui entrajne la convergence des intégrales
(33), les inégalités (34) peuvent étre écrites sous la forme

| ui | << G () (i=1,2...,0
avec
lim n; (1) =0,

= oc

Il faut remarquer que les intégrales (35) se réduisent, d’a-
pres (29'), aux intégrales

1) Pour /=1, les intégrales ci-dessus se rameénent a l'intégrale

oC

ffd (t) dt,

A

c’est-a-dire, d’apres (35%), a Vintégrale

% 11

wammwt ®=12...,n.
k=1

fo
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f 3 Salt) | dt, f dt, J 3 o) | dit, . . .
k=1

k=1
fo R

(35))

21 S
...,fdl‘ljdfg. . Z'Spk(tl)‘dtl
k=1
to 1y H_q

p=1,2,...,n.

Le raisonnement est analogue pour les autres racines ima-
ginaires pures (ou €gales a zéro, i=0) et, a chaque racine
multiple d’ordre /, correspondront les intégrales (35'), qui doi-
vent étre convergentes.

Les transformations (30), pour m =1, donnent avec les au-
tres fonctions uj(i=1I1+1,...,n),

1y < Cei (H < Cri (=1,2,...,n
avec
lim i (£) =0, gi — max g; ().
I = oc

Connaissant les fonctions yi, qui satisfont aux relations
ci-dessus, on aura, par le méme raisonnement comme plus haut,

yE | < Ceei(t) < Cef (i=1,2,...,n0.
En continuant, on obtient, pour { >1{, >0,
evile? o0
Y| << Ce e () < Cel S lnd
avec - i=1,2,...,n
lim Ei(t) =0 , € = Max g; (t) .

t=oc
Si 'on choisit #, assez grand pour avoir, pour { Z>=f, > 0,
si=max g (f) <1,

les séries

ygn (i'_:l’Q"")n)
1

7 DR

convergent uniformément pour f >1,> 0.
Par couséquent, si, pour chaque racine imaginaire pure
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(ou égale a zéro, Fi=0) d’ordre / les intégrales (35') conver-
gent, les séries (24) convergent uniformément pour ¢>7,>0
et représentent un systéme de solutions des équations (17), qui,
sous les conditions (18), satisfont aux relations

A= x"ro(1) (k=0,1; i=1,2, ...,n).

Nous avons donc le théoréme suivant:

/1. Soit, pour t>t,> 0, xi = x{ un systéme de solutions
bornées des équations (21).

Si toutes les racines de 'équation caractéristique (10) sont
réelles, différentes de zéro ou complexes a parties réelles diffé-
rentes de zéro, a un tel systéme de solutions x= xi correspond
un systéme de Ssolutions des équations (17), données par des
séries (24), et qui satisfont, sous les conditions (18), aux rela-
tions '

A5 =xMo(1) (k=0,1; i=1,2,...,n)),

pour t sty >0, 1, étant assez grand, avec

Xi {fy) = xl(fo) ' (et 2, el

oit p est un ensemble de racines réelles négatives ou complexes
a parties réelles négatives.

Si I'équation caractéristique (10), en dehors des racines ci-
tées plus haut, a des racines imaginaires pures et égales d zéro,
les équations (17) admettent les mémes propriétés, si, pour cha-
gue racine imaginaire pure (ou égale a zéro, ¥i=0) dordre I,
les intégrales (35') sont convergentes.

Enfin, si toutes les racines de ‘I'équation caractéristique
(10) sont reelles négatives ou complexes a parnes réelles négati-
ves, on aura

=xF o), xit) =xi(t,)  (k=0,1;i=19...,n).

IIl. Equation d’ordre 1 a coefficients constants.

Soit donnée une équation différentielle d’ordre n
(36) AL g Ay e = ()

a; étant des constantes et 7(¢) une fonction continue de la va-
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riable réelle ¢ >>1,_>0, qui tend vers une limite finie

lim £(£)=b.

= oc
Les transformations
[ X=X,
(37) | { A =x,,

l x(u—]) = Xn

réduisent I'équation (36) a un systeme d’équations

d
ALl
- dxu—l
dt 1 0 )
Z;C“+ajxl+a2x2 oo T Xy = f(t)
En posant
(39) 5ot A (=12 0.
les équations (38) deviennent
d
d
(40) . . . . P
dyn_
di‘)‘ : ‘”_yn = O’
dyn , fit)—b
g eyt Gt e = F) 0=V ()

ol

37
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lim f(f)—b=1lim y(f)=0.

= cc< 1= cc

(41) A =", A=0 (=2 ..., n).

Une substitution linéaire a coefficients constants et convenable-
ment choisis

(42) thy = bil})1 ‘P‘bizyg‘)‘ SN +binyn y

dont le déterminaat est différent de zéro, réduit les €quations
(40) & une forme spéciale

du
dl‘i _rlul = (Pi(t)7

du,
(43) dt —Coly —1plly = @y (),

dlln . 1
dz‘ rd '—Cﬂ‘[lll—(./"zllz'— P S —CH n—1 llll"lh¥rﬂ lln == (‘Pn (t) )

olr ri sont les racines de I'équation caractéristique

r —I Y I ¢ 0

0 r —1 ...0 0
(44) . 5 5 5 . . . p 5 =y =/‘“+anl‘““‘+..‘—.‘~a1:0,
0 '@ 0 ...r —1

(li (12 (),'3 « o (ln.,_1 r"i"an

1y Dans les cas des racines incgales les équations transformées peuvent
¢lre de la forme

dui
(c) avtl — = @ .

Dans le cas des racines multiples, a chaque racine multiple d’ordre k&
correspondra un groupe d'équations de la {forine

du
Jt_l — ruy = @ l1),

dug

— = Coylly — Iy = /i ’

g7 el 5 = Pa'l)

duy,

dT— _ Ckluj_. — .. - Ck k—1 uk—l_ = I‘llk = (Pk (t) .
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qui peuvent étre rangées d’'une maniere quelconque; cik (£ <i)
étant les constantes déterminées et

' (44/) @i (f) = bm\lf(l‘) (l; B TP ERSHE 1)

des fonctions continues de la variable réelle ¢ >¢, >0, qui ten-
dent vers zéro.
Les intégrales générales des €quations (43) sont

f
u, ~ et [fe—rlfcpi(t) dz‘+C1} ,
fo
: ;
uz=ef2f[ f e e, () dt +c,, J e~ ey (t) dt + c} ,
(45) f fo
ot t
un=ernt{ [e‘rnt@,l(t) dt - c,nfe_"ntzzl(t) dt+ ...
f ty
t
. +Cn an e b uy  (£) di+ Cn]
o '
avec
t
1, = e [ f e~ %y () dt+ Cl} ,
tO
t t
i1, ~ e [ f e~ %o, (1) dt +c21f &~ Ty R+ Gy ] ,
fo to
(46) C e . . Ele &
t t
uk=eat[f e~ %o (£) dt +cu f e~ %y (Hdt+ . ..
to %o
t
v i el k,_lf e~ My (8) dt + Ck\

)
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pour r,=ry= ... =rg = a une racine multiple d’ordre £ 1).

Comme on le voit, les intégrales générales (49) et (46)
sont de la forme (2).

Supposons d’abord que toutes les racines de I'équation
caractéristique (44) soient réelles, différentes de zéro ou com-
plexes a parties réelles différentes de zéro, il existe, d’apres
I'expression [(2), 1., 2., 3., 4.], un systéme de solutions des
intégrales (45), qui tendent vers zéro

lim u,|=lim @, (8 )r

I = oc = oC ’1 |

3 — ( ] u, (f)

lim |y | <tim | #2941 g, tim |40
it = cc ! — o« ry ‘ 3 o Sl

d’ou
. |
lim u, = lim !@1‘() =0,
= oc t:oc} 'y
P2 Z (£) |

lim |1, | < lim PZ‘-) + [ gy | lim | =2 )x_r_o’
t=tos £ =loe| e t=oc | T172|

Il s’ensuit, d’aprés les transformations (42) et (39), que les
équations (38) admettent un systeme de solutions satisfaisant, vu
Jes ¢€quations (41), aux relations

lim x, = Aizb, lim % = 4;=0 SE=2. 4. 11,
I = oc A = oc
: a’xi "
lim =0 =2 U T
t:ocdt ( )
b " ;
X1(t0):‘41:5— ’ Xj (to): Ai :0.‘) : (l;?') e . 71));
1

ot p est un ensemble de racines réelles négatives ou comple-
xes a parties réelles négatives.

Par conséquent, I'équation (36), d’apres les transformations
(37), admet une solution, qui satisfait aux relations

1) A chaque racine multiple d’ordre & correspondra un groupe d'intégrales
de la forme (46).

) Les valeurs x; (%)) peuvent étre d’ailleurs quelconques, car dans les so-
lutions u; , qui tendent vers zéro, figurent p constantes arbitraires
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47 lim x(f) = b , limx (=0 (@=1,2
{=oc a, = cc

(48) x(to)zg, XN t)=A; =0 (i=1,2,...,p—1).

1

n

g = LU 0

Si toutes les racines de I’équation caractéristique (44) sont
réelles négatives ou complexes a parties réelles négatives, il
est évident que l'intégrale générale de I'équation (36) admet les
propriétés (47). Dans ce cas, il existe une solution delequahon
(36) satisfaisant aux relations (47) et (48) pour p =n. ‘

Supposons maintenant que 'équation caractéristique (44),
en dehors des racines citées plus haut, ait des racines imaginaires
pures et égales a zéro. Il existe alors une solutions de I’équa-
tion (36), qui satisfait aux relations (47) et (48), si, d’aprés (46),
pour chaque racine imaginaire pure (ou égale a zéro, ¥i=0)
d’ordre [, un groupe d’intégrales de la forme

j —it @) dt (=12 ...,0,
to

(49) |
je—&ltuk(t)dt e 10w, 1)
to

converge; pour [ =1, les intégrales ci-dessus deviennent, d'apres
— it
© j 0. (0) .

Mals dans le cas des racines égales a zero on aura

| @ieesBiL 11D L il 90|
[0 0 —1...0 0 |
o U | © (S g 131 '—_—_——_a1:O
0 0 0...0 —I
| a, @ a,...0Qu Qo

Pour que l'équation (36) admette une solution asymptotique fi-
nie, il faut et il suffit, a cause de a,=0, que lPon ait 0 =0.
Dans ce cas il existe une solution qui satisfait aux relations
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lim x0(f) = 0 =0 2
t = oc
©0(t,) = 0 (i=0,1,2 .., p—1).

Remarquons que les intégrales (49) peuvent étre écrites
sous une autre forme. En supposant que les intégrales (49) con-
vergent, pour une racine multiple d’ordre /, on peut alors dis-
poser des constantes Cj (i=1,2,...,/) de sorte que les solu-
tions (46), pour cette racine multiple, tendent vers zéro. Mais,
les solutions, qui tendent vers zéro, d’aprés 'expression [(2), 5.],

sont
[0, &1

e __e«f}ztj e—&lt@l ) dt,
t
iy = -e&lt[ fe— &ltcpz(t) dt + ¢, Jew ﬁ'ltui (1) dt} ]
t t
d’oll, a cause des relations
@i () =binl () (=2
Uy = — by eq(},ltfeh ﬂ‘lt‘lf (1) dt, |

3

oC

i, = —e&lt[bzll feﬂ B‘ltxlf (8) dt— c,, bmfdtjfe_&ltz V() dfz] ;
t t ty

Puisque les solutions ci-dessus tendent vers zéro, les intégrales,
qui doivent étre convergentes et qui remplacent les intégrales
(49), sont

OC

f L dr, f dt, f o ey
51

f !
(50) 0 0

2 ,Jdtifdtg 1o .fe"w‘q/(n) at,
o4

f—y
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(avec i =0, pour cette racine égale a z€ro).

Il est facile de voir, d’aprés (44’), qu'a chaque racine ima-
ginaire pure (ou égale a zéro, i =0) d’ordre /, correspondront
les intégrales (50), qui doivent étre convergentes,

Comme on le voit, nous retrouvons les résultats obtenus
par M. O. Perron et H. Spith.

On a donc le théoréme suivant:

[11. Si toutes les racines de I'équation caractéristique (44)
sont différentes de zéro (A=a,=0) et si, pour chaque racine
imaginaire pure d’ordre [, les intégrales (50) convergent, I'équa-
tion (36) admet une solution satisfaisant aux relations

(47) lim x(t):g—, limx0@) =0 (=1,2,...,n),

t:CX: i I = oc

(48) x(t,) = %, x(t) = 0 (i=1,2,...,p—1)
1
oit p est ensemble de racines réelles négatives ou complexes a
parties réelles négatives.

Si léquatior caractéristique (44), en dehors des racines ci-
tées plus haut, a des racines égales a zéro (A=a,=0) et si, pour
chaque racine imaginaire pure (ou égale a zéro, ¥i=0) d’ordre
[, les intégrales (50) convergent, ['équation (36) admet une so-
lution asymptotique finie, si l'on a b=0. Dans ce cas, il existe
une solution de I'équation (36), qui satisfait aux relations

lim xO(f) =0 ({=0,1,2 .4 2,0,
I = ocC
x0(£) =0 (i=0,1,2...,p—1).

Enfin, si foutes les racines de I'équation caractéristique
(44) sont réelles négatives ou complexes a parties réelles néga-
tives, lintégrale générale de ['équation (36) satisfait aux rela-
tions (47). Dans ce cas, il existe une solution qui satisfait aux
relations (47) et (48) pour p =n.
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1V. Equation d'ordre 2 & coefficients variables.

Soit donnée une équation différentielle d’ordre n
(51) X tan () X004 Lt ay(t) ¥ +ax=1(D),

ai (f) et f(¢) étant des fonctions continues de la variable réelle
t >t, >0, qui tendent vers des limites finies

(52) imai () =a;, lLmf@=0>b (i=1,2,...,n).

Les substitutions (37) transforment I’équation (51) en un syste-
me d’équations

[ ax, X

(53) . ],

~a () X aB x . a () X = ().

Ecrivons les équations (53) sous la forme

dx,

g =0

(54) . . . . .
(a{-txn-vL gl 0)
dxy x , T
i Fa X+ X+ o 4 Anky = £+ 0k (£) Xk

k=1
avec
(55) O (B)=ax - ax (), limd (£)=0 (k=1,2,...,n)

t:OC

et appliquons la msthode des approximations successives.
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Soit donnée une équation a coefficients constants

(56)

jg(n)__,__ an /?(n_l)_‘“ e + az-’?-—i" alx_: I‘<Z() )

qui, d’aprés les transformations (37), peut étre €crite sous la
forme d’un systeéme d’équations

(37)

dx, —
d—f —XZMO,

de -
ar %a=0

— Xn :O.)

N L x, Xy . an = £(D)

et soit, pour £>>14,>>0, x;=x un systtme de solutions bor-
nées des équations (57). En partant du systéme xi' de solutions
des équations (57), on peut déterminer les suites de fonctions

1 2 m N
Xi, XiymooyBhyhdis (1= 132p e i)

comme les solutions successives des €quations

ou, en posant

(58)

ax™

at 0

dxe { ot

d{z —x =0,
m

dxm n1 i

i B a4 axs 4. . Aauiy = F(7) +k;1 Sy (f) xx
yo=x plex—xf, =

(=170 2 n);

on obtient des fonctions yi'(m=1,2,...) comme les solutions
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successives des équations

dyi’

a 20
dyz _om_
a‘t—' —'y3 = O )
(59) i Law .y
dy,'f‘_l m
dt —J’n = 0 ’
d ‘1;1 i = = e m—
d;) +a,pr +a,pz 4. . o +aQn P :kx—lék(t)yk "

Les suites (68) donnent les séries

(60)  xi=lim xi“==y§’+§ R :x?+§j y?’=§i+§ iz

1 = o m==1 m=1 m=1]

({=1, 2, 0%

Si les séries ci-dessus convergent uniformément pour £ ¢, =0,
elles représentent les solutions des équations (53), qui satisiont
aux relations

A =ibo(l)  (k=0,1; i=1,2,...,m),

c’est-a-dire, d’aprés les transformations (37), I’équation (51) ad-
met une solution, qui satisfait aux relations

X = x® 4 o(1) (i=0,1,2,...,0n).
Pour cela faisons une substitution linéaire
(61) llri“=bilylln+b12yr2n+ 50 B +bm)’g1

et choisissons les coefficients by, dont le déterminant est diffé-
rent de z€ro, de maniére que les équations (59) prennent la
forme

duy’
aft’l* —rn =gy (f),
(62) dus "
di‘z — o U] — 13115 = @, ()




Sur les solutions asymptotiques des équations différentielles linéaires. 47

oll r; sont les racines de I'équation caractéristique (44), cik (k <i)
des constantes déterminées et ¢; (f) des fonctions continues
de la variable réelle { >, >0

(63) (Pl(t) :biﬂznﬁk(l‘)yk—-l (l.::], 2) < .. ,ﬂ).
k=1

Les intégrales générales des équations (62) sont données
par les formules ‘

t
b l‘it —°I'1t o
u =€ [je (pl(f)df“}”C]},
2
(64) t t
m r2t '—rgt —]'2t i L -
U =é€ [je po(?) dz‘Jr)c?,fe uy (f) dt—}«Cz},
7 4 X .

Il faut résoudre les équations ci-dessus en posant succes-
sivement m=1, 2, ...

Supposons d’abord que toutes les racines de I'équation
caractéristique (44) soient réelles différentes de zéro ou com-
plexes A parties réelles différentes de zéro, on aura, d’apres
Pexpression [ (2), 1., 2, 3., 4.],

lim | a" | = lim %1 (0 :
t:OC t:(x; r‘
‘ | 256¢
im o <tim [P 11y 1lim |2
£o=oc f=ocl T2 o oc| T2
d’ol
, ()
lim o | = lim @‘\t)g,
I = oc t = coc rl
(65) e
tim |y < tim | 220 4 (¢, [lim [ 2O
t = oc t—ocl T2 | ¢t — ocl 112

Mais dans les solutions 43" figurent encore p constantes arbitrai-
res oll p est un ensemble de racines réelles négatives ou com-
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plexes a parties réelles négatives. On peut alors disposer des

constantes C{"(i=1,2,..., p) de sorte que 'on ait, a cause des
transformations (61),

Y (ty) =0 (i=1,2,...p).

En choisissant de cette maniere les constantes Ci" (i — 1, 2,
., p), les solutions successives u;’, c’est-a-dire les solutions

pi ne dépendent que des fonctions ¢; (2).
Posons maintenant m=1; on aura, daprés les inégalités
supposées :

pei= || C (k=1,2 .1.,0);
pour des relations (63)
657 1o ()] <Clbwl¥ |8 (@) =Clbu| ()
k=1

(=1, 22 osin)
avec
n
lim Y 0k ()| = lim 5(£) =0
t = oCk=1 1= oc
a-cause des relations (55). Il s’ensuit que les inégalités (65), pour
m =1, deviennent

|

lim'u}[QC' brln-' lim&(8) =0,

tf:OC,
| {
lim]zzé'QC[léz*] lim (S(zf)‘}—(lcz_iﬂ[_)l"l lim O(z‘)]:O,
t=ococ Tolt =oc | Ty |t = oc
d’oly, pour £ 4, >0,
Lt | << G (B) ({=142, {. ., )
avec
limn (1) =0.
= o<

Les transformations (61), pour m =1, donnent

(66) 91 < Coi (1) < Cey a9 . me

avec
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lim e (§) =0, ei = max g (f).
t = oc

Par conséquent, on aura pour le méme systeme de solutions

lim y{ =0 (i=1,2,...,n),

= oc

¥ilt) =0 i=1,2,...,p).

En connaissant les fonctions yp{, qui satisfont aux relations
(66), les équations (63), pour m=2, donnent

@i (6)]| < Cai ;bm;g;al{@;:c& b | 5(2).

Cela posé, les équations (64), pour m=2, donnent, comme pré-
cédemment, pour ¢ 55f, 0,

yi < Ceei(t) < Cef (i=1,2,...,n)
avec
lim yf =0 @i=1,2...,n,
[ = oc
ylz(f0)=0 (i=l)2s'°')p)'
En continuant ainsi, on obtient, pour > {, >0,
P Cl e (<L CeP (m=1,2,...)
avec
lim g (1) =0, gi = max &;(f).
= oc

Par conséquent, on aura

lim yi* =0 i=1,2,...,n
b= oc (m=1,2,...,)
yi'(fg)=0 (i-1,2,...,p).

Si Pon choisit #, assez grand pour avoir, pour ¢ >, > 0,
gi=max g () < |

ce qui est possible a cause de relations lim g (f) =0, les séries
I =oc

Publications mathématiques, 4.
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convergent uniformément pour 73 #,> 0. Il s’ensuit que les sé-
ries (60) convergent uniformément pour f>£,>0 et représen-
tent un systéme de solutions des équations (53), qui, sous les
conditions (52), satisfont aux relations, pour ¢ >, >0,

w=x+o(l)  (k=0,1; i=1,2,...,n),

Xi (Z‘O) =}i(t0) (i=1;2"")p)'

Si toutes les racines de I’équation caractéristique (44) sont
réelles négatives ou complexes a parties réelles négatives, on
aura

xgk)=;i(k)+0(l), Xi (4) :Ei(fo) (=0, 1; i=1,2,...,n).

Puisque les équations (o1) et (56) correspondent respective-
ment aux systémes d’équations (563) et (57), 'équation (H1) ad-
met une solution, qui, d’aprés les transformations (37), satisfait
aux relations

X = x® 4 0(1) (i=0,1,2,...,n),
2V(t) = x(t,) ((=0,1,...,p=1)

avec p=n, si toutes les racines de I'équation caractéristique (44)
sont réelles négatives ou complexes a parties réelles négatives.

Supposons maintenant que ’équation caractéristique (44),
en dehors des racines citées plus haut, ait des racines imaginaires
pures et égales a zéro et soit, par exemple r,=r,=...=rn = i
une racine imaginaire pure (ou égale a zéro, Ji=0) d’ordre /. A
cette racine correspond, apres les transformations (61), un groupe
d’équations

dui" i

g i =y (0),

dus’ o

atﬁz—czl HT”“&ZUZ = Qg (ZL),

du” m 5 | b

Zz’t_l —Culuy —...—/(C [_1111_1“—8‘1[11 =P (f) 1) -

dont les intégrales générales sont

1) A chaque racine imaginaire pure (ot égale a zéro, $ = 0) d’ordre /
correspondra un tel groupe d’équations, '
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t
up = e&n‘{ f e &zt(pi(t) df+ C,m:] :

fo
t ¢
iy = (it {fe—&iz‘%(t) dz‘+czlf e q9’1.2‘11{“(1‘) df -+ C?’J A
fo fo
u?‘:e&”[ f e Mo () dt e, f M dit
fo f
t .
e f oY o) dz‘+Ci“J .
fo

Posons dans les €quations ci-dessus m=1 et supposons que
les intégrales

fe—f’"ff%(t)df =12,
614 "

fe“&"fulk(t) dt (k=1,2,...1=1)

to

convergent, Il existe alors un systéme de solutions uj (i = 1, 2,
.., ), qui tendent vers z€ro. D’aprés l'expression [(2), 5.], les
solutions, qui tendent vers zéro, sont

oc
= — er&[t e it ¢y (?) dll ;
:
oc
! = — e&ﬂ[fe_ﬁ’if 0, (1) dt + czlje’ Fit 1,1 (2) dl‘} ,
: i

L * ° * * . L} . L] . L]

d’oy
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1 P _9it | o
, (0 dt|< (1o, dt,
i ‘;I‘e ¢, (9 '\\;f ¢ (2)

OoC OC

!uéKfm(t)ldt+lc21lf|u}<t>\dt<
t

<fi<p2(t>l dt+|c21tjdt1f|<p1<t2>!dt ,
t t h

Puisque les équations (63) pour m=1, a cause de relations sup-
posées

FAEREARS
donnent
| oi )| <CC b | B[ 8k(t)]|=C|bin| 58,
k=1
on aura
Iul\<cwm;fa(z)dz,
t
(68)

fa(z) dt, fa’tlfé(tz) diy, . ..

) fh K

OoC OC

N deflf‘dg - J'a(tl) d,

h 4 h-y
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convergent, ce qui entraine la convergence des intégrales (67),
les inégalités (68) peuvent étre écrites sous la forme

| ui | < Cryi (t) (i=1,2,...,0
avec
lim ni (t)=0,

= oc

Le raisonnement est analogue pour les autres racines ima-
ginaires pures (ou é€gales a zéro, i=0) et, a chaque racine
imaginaire pure d’ordre / correspondent, d’aprés (63'), les inté-
grales (69).

Les transformations (61), pour m=1, donnent avec les au-
tres fonctions uf(i=1+1,...,n),

lyi < Cei () < Co (i=1,2,...,n)
davec
lim €i (l’) =0 , €; = 1Max gj (t)
t = oc

. . 1 . . 5
En connaissant des fonctions y;i qui satisfont aux relations
ci-dessus, on aura, par le méme raisonnement

YL Cosi (<< CE ((-1,2,...,n).

En continuant ainsi, on obtient, pour { >>¢, >0,

Ly < CeM e (1) L Ce (mzl’g"." )
TS TR i=1,2,...,n
avec
lime, (£)=0, ei = max g (f).
t-::OC

Si I'on choisit f, assez grand pour obtenir, pour > £,> 0,
e, =max g (f) <1,

les séries
3y (=12 ..., 1)
m=:1

convergent uniformément pour ¢ >1¢,> 0.
Par conséquent, si les intégrales (69) convergent pour cha-
que racine imaginaire pure (ou égale a zéro, i =0) d’ordre I,
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les séries (60) convergent uniformément pour #>£,>0 et re-
présentent un systéme de solution sdes équations (53), qui, sous
les conditions (52), satisfont aux relations

A =xro(l) (k=015 i=1,2,...,n),

c’est-a-dire, d’aprés les transformations (37), 'équation (51) ad-
met une solution, qui satisfait aux relations

x® = xD40(1) ((=0,1,2,...,n).

Nous retrouvons donc les résultats de M. O. Perron et
H. Spith.

On aura donc le théoréme suivant:

IV. Soit, pour t>t,>0, x = x° une solution bornée de
I'équation (56), dont les n—1 premiéres dérivées sont bornées.

Si toutes les racines de l'équation caractéristique (44) sont
réelles différentes de zéro ou complexes a parties réelles diffé-
rentes de zéro, a une telle solution x=x° correspond une Solu-
tion de I'équation (51), doanée par la série (60) et qui satis-
fait, sous les conditions (52), aux relations

x® = x4 o(1) (i=0,1,2,...,n)
pour t>>t,> 0, {, étant assez grand, avec
xO(t5) = x0)(t,) {=0,1,...;5—1),

oit p est un ensemble de racines réelles négatives ou complexes
a parties réelles négatives.

Si léquation caractéristique (44), en dehors des racines ci-
tées plus haut, a des racines imaginaires pures et égales d zéro,
Péquation (51) admet la méme propriété, si, pour chaque racine
imaginaire pure (ou égale a zéro, $i=0) dordre I, les inté-
grales (69) sont convergentes.

Enfin, si toutes les racines de [I'équation caractéristique
(44) sont réelles négatives ou complexes @ parties réelles négati-
ves, on aura

x = x4 o(1) (=10 1,'2, . .. R)

b

x0{(t) = x)(t,) (i=0,1,...,n—1).




Sur les propriéiés topologiques des quadriques
complexes.

Par
ELIE CARTAN.

Nous nous proposons d’exposer certaines propriétés topo-
logiques de la quadrique complexe et de montrer leurs relations
d’'une part avec des résultats classiques de la géométrie algébri-
que des variétés fracées sur cette quadrique, d’autre part avec
la théorie des espaces riemanniens symétriques clos; des théo-
réemes importants dus a G. de Rham nous conduiront a retrouver
par une voie curieusement détournée les valeurs de certaines
intégrales multiples classiques.

[, La quadrique complexe considérée comme espace symé-
trique clos.

1. Considérons daus l'espace projectif complexe a n-1
dimensions une quadrique non dézénérée (Q), que nous pouvons
définir par I'éguation

(1) Xe+x+ +x§+1+xi+z:0;

nous dirons que les coordonnées x, d’'un point de (Q) sont nor-
males si elles satisfont a la relation

(2) X Xl +x2 -J_Cz“l— — +Xn+1}n+1+xn+2;n+g = 2 .

ol xi désigne la quantité conjuguée de xi . En posant x, = & i1
les relations (1) et (2) sont équivalentes aux relations
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k=n+2 =142

.k:n+2
(3) Eé:i: Eﬂi=l, ch'qu:o.
k=1 k=1 k=1

Les coordonnées d’un point ne cessent pas d’étre normales si
on les multiplie par un méme facteur arbitraire de module égal a 1.

La quadrique peut étre regardée comme un espace clos a
2n dimensions réelles, Elle admet en elle-méme une infinit€é de
groupes de transformations transitifs clos *). Il suffit par exemple
de considérer le groupe G des substitutions orthogonales réelles
de déterminant 1 effectuées sur les x :

k=n42 ’
(4) Xi= ) @i X (i=1,2,...,n+92).
k=1

Ce groupe est transitif, car si x = &k + ing sont les coordon-
nées normales d’'un point de (Q), il existe en vertu de (3) une
infinité de matrices orthogonales dont les deux dernieéres colon-
nes sont formées des & et des nx : le groune G contient donc

une infinité de transformations transformant le point (0,...,0, 1, i)
dans un point arbitrairement donné de (Q).
2. Le groupe des rotations g autour du point (0, .. .,0, 1, 7),

que nous appellerons le point-origine, est le plus grand sous-
groupe de G laissant fixe ce point; on voit immédiatement qu'il
résulte d’une substitution orthogonale réelle de déterminant 1 ef-
fectuée sur x,, x,, ..., xp, accompagnée de la substitution

Xn1 = Xng1 COSO — Xai 8in O

Xn2 = Xnt1 Si0 O + X5qp €OS O

cette derniére engendre un sous-groupe commutatif avec toutes
les transformations de ¢.

D’autre part tout point infiniment voisin du point-origine,
si 'on suppose, ce qui est permis, que la coordonnée normale
xny1 est réelle et positive, est completement défini par ses n pre-
miéres coordonnées, les deux derniéres étant 1 et /. En normant
ainsi sans ambiglité les coordonnées de ce point, les équations
du groupe des rotations deviennent

: h=n
(5) xi(=e’02akhxh fe=r1,20, <2 T
h=1

1) Voir, pour la notion de groupe clos, E. Cartan, Groupes simples clos
et ouverts et géométrie riemannienne (J. Math. pures et appl,, 8, 1929, p. 1—33).
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la matrice des ayx, étant orthogonale, réelle, de déterminant 1.

On peut dire encore que fout vecteur ( Xy ) issu du point-
origine est transformé par le groupe des rotations suivant les
Jormules

. h=n
(6) Xé=ewZathh (h=1,'2, . 5, ny.
h=1

H

La quantité X, X,+ ... +Xy Xu, invariante par le groupe des
rotations, est le carré de la longueur du vecteur, ce qui permet
de définir dans (Q) une métrique riemannienne invariante par G.

3. La quadrique (Q) peut étre regardée comme un espace
de Klein dont le groupe fondamental serait G. De ce point de
vue, c’'est un espace symétrique 2). Cela signifie qu’on peut atta-
cher a chaque point M de (Q) une transformation ponctuelle in-
volutive o, (symétrie par rapport @ M) jouissant des trois propri-
étés suivantes: :

1°. Le point M est un point invariant isolé pour cy;

2°. La transformation o, transforme entre elles les trans-
Jormations de G;

3°. La transformation o, est invariante par chacune des
transformations de G qui laissent fixe le point M.

Il suffit en effet de prendre pour c,, I’homographie invo-
lutive qui a pour axes la droite réelle A joignant le point M au
point imaginaire conjugué M, et la variété plane [T polaire de
A par rapport a (Q). Le transformé d’un point P par 6, s’ob-
tient alors en menant par P la droite qui s’appuie sur A et []
et prenant le conjugué harmonique de P par rapport aux deux
points ou cette droite coupe A et [I.

La symétrie par rapport au point-origine est donnée par

7 ’ ! ’
X1= —X, .00y Xn=—Xn, Xnr1=Xnft, Xn+2= Xn42;

elle fait partie du groupe des rotations (5), avec la valeur = de
I’angle O,

2) Voir E. Cartan, Lecons sur la géoméirie projective compléxe (Pa=
ris, Gauthier-Villars, 1931, p. 74—76).
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II. Les nombres de Betti de la quadrique complexe.

4, J’ai démontré 3) que dans un espace symétrique clos de
groupe fondamental G, le nombre de Betti d'un ordre donné
h est égal au nombre des invariants intégraux linéairement in-
dépendants de degré f: I’élément différentiel d’un tel invariant
est une forme différentielle extérieure invariante par G. Elle est
completement déterminée par la valeur qu’elle prend quand, dans
ses coefficients, on donne aux coordonnées xi les valeurs qu’el-
les ont au point-origine: on obtient alors une forme extérieure
invariante par le groupe des rotations.

Comme le groupe des rotations contient ici la symétrie par
rapport au point-origine et que cette symétrie change de signe
les variables Xy et X, , il ne peut exister aucun invariant inté-
gral d’ordre impair,

Théoréme 1. Les nombres de Betti d’ordre impair de
la quadrique complexe sont tous nuls.

D’une maniére plus précise, le groupe des rotations com-
prenant la transformation

/ io v ~10 Vv
Xp=1¢€"X, Xi=c¢e Xk »

toute forme extérieure invariante doit contenir dans chacun de
ses termes autant de variables X que de variables Xy, ce qui
entraine la parité du degré.

0. Le groupe des rotations étant un groupe linéaire por-
tant sur les 1 variables complexes X,, X, , ..., X., les nombres
de Betti d’ordre pair sont tous positifs #). La recherche des for-
mes extérieures de degré 2/ invariantes par g revient a la dé-
termination des groupes linéaires irréductibles dans lesquels sa
décompose éventuellement le groupe linéaire qui indique com-
ment le groupe orthogonal transforme entre elles les coordon-
nees plickeriennes

Pigiy...iy = Xy Xy oo Xy ]

d'un €lément plan a & dimensions complexes issu du point-ori-
gine. Chacun de ces groupes irréductibles, portant par exemple

8) E. Cartan, Sur les invariants invtégraux de cerfains espaces homoge-
nes clos et les propriétés topologiques de ces espaces (Annales Soc. pol. Math.,
8, 1929, p. 110—-125). :

1) Cfr. les N 30—31 du mémoire cité 3), p. 203—2.4,
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sur des variables u,, u,,...,u., combinaisons linéaires des
Pigiy. .. iy > laisse invariante une forme d’Hermite définie positive,

quon peut supposer étre u, u,+ i, + ... Fuvuv , et il suffit
alors de remplacer les up par leurs valeurs et de regarder les
produits u, u, comme des produits extérieurs pour avoir une des
formes extérieures invariantes cherchées.

Ici les choses sont extrémement simples. Pour /z?&g le

groupe orthogonal opérant sur les p; A est irréductible, d’oil
le théoreme:

Théoreme II. Le nombre de Betti d’ordre 2h#n de la
quadrique complexe est égal a 1.

Si n est pair, le groupe orthogonal opérant sur les Pijiy...i,
est réductible. Les quantités z

olt (i,7,...0y) désigne une permutation paire des indices
n n
. z |
1,2,. .., et ol e?=(~1)°, sont au nombre de - C: indépen-

dantes: on a en effet
n
0 1
q; i =Di ... i, PCDepi = i
2 1 3! 2 2
Le groupe orthogonal se décompose ainsi en deux groupes
irréductibles non équivalents, l'un portant sur les variables

9, ...i » Vantre sur des variables analogues provenant du chan-
o0

2
gement de ¢ en —e, d’oll le

Théoreme Ill. Le nombre de Betti d’ordre n (n pair)
est égal a 2.

6. La forme extérieure de degré 2 invariante par g est
manifestement

@ XK XK o+ X Ko

; ! : n .
en l'élevant a la puissance h =, on a la forme extérieure

invariante de degré 2h.
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Si h= g on obtient, outre la forme précédente élevée a

la puissance £, la forme

DXy e X D)X e X A=
‘ P 7 1 z z 11

—(Xiy .= Xi )X e X )]
2 PRk 7 7 1

A un facteur constant pres, c’est la forme

(8) XX, Xy Xg Ky o2 X ]

n n
PR

la somme étant étendue a tous les couples de combinaisons
(A 5 N { S [ ) tels que la permutation (7, Z,... ) soit

paire. On peut encofe I'obtenir en remplagant dans [X; X, ... Xu],

de toutes les manieres possibles des facteurs par leurs com-

n
52
plexes conjugués et faisant la somme de tous les produits ainsi
obtenus.

Les invariants intégraux correspondant aux formes (7) et
(8), considérés au point-origine, se déduisent de ces formes en
y remplagant X, par dxy; nous verrons plus loin leur expres-

sion complete.

7. Les résultats qui viennent d’étre obtenus sur les nom-
bres de Betti de (Q) sont en accord avec un théoréme important
de S. Lefschetz %) qui, de son cOté, si on admettait le théoreme I,
permettrait de les retrouver. Ce théoréme donne le nombre algé-
brique des points invariants par une transformation biunivoque
d’'un espace clos a un nombre pair 27 de dimensions, lorsque
cette transformation peut se relier d'une maniére continue a la
transformation identique. Dans le cas particulier oli I’espace est
analytique complexe, la position d’un point étant définie par n
nombres complexes Xx,, X,, ..., X;, et ol la transformation est
analytique par rapport aux x., [z nombre des points invariants,
supposés isolés, est égal & la différence entre la somme des
nombres de Betti d’ordre pair et la somme des nombres de Betti

5, S. Lefschetz, Complexes and Manifolds (Trans. Math. Am. Soc., 28,
1926, p. 1 —49); On Transformations of closed Sets (Annals of Math., 31, 1930,
p. 271—28)).
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d’ordre impair. Ici, d’apres le théoréme I, il n’y a a considérer
que la somme des nombres de Betti d’ordre pair qui, en tenant
compte des nombres de Betti d’ordre zéro et d’ordre n, égaux
chacun a 1, est égale a n41 pour n impair et n+4+2 pour n
pair.

Or considérons une transformation arbitraire du groupe G,
réductible, comme on sait, a

Xok—1 = Xok—1 COS O — Xoi SIN oty ,

=2, ot - )2
X2k = Xou—q Sill ot -+ Xz COS O

Si n est impair, on a xp+;=Xu41 et les points invariants sont
ceux dont toutes lcs ccordonnées sont nulles sauf xp—1=1,
Xoo =+ I: ils sont effectivement au nombre de n+41; st n est
pair, ce nombre s’éleve a n+ 2.

Si, admettant le théoréeme [ et s’appuyant sur la propriété
des nombres de Betti d’ordre pair d’étre tous positifs, on utili-
sait le théoreme de Lefschetz, on retrouverait immédiatemet les
résultats des théorémes II et IIl: e seul nombre de Betti égal a
2 ne peut étre en effet que le nombre d’ordre moyen n,

III. La base des homologies de la quadrique complexe.

8. Etant données, dans un espace clos orienté a v dimen-
sions réelles, deux variétés fermées orientées V et W, a h
et v—/ dimensions, on définit en Analysis situs ) le nombre
(algébrique) des points d’intersection de ces deux variétés, qu'on
désigne par le symbole /. W. Il ne change pas quand on rem-
place VV et W par des variétés homologues (avec division) 1’
et W

On démontre d’autre part que si p est la valeur commune
des nombres de Betti d’ordres /7 et v—/A, on peut trouver p va-
riétés fermées orientées a /s dimensions V,, .., Vp, et p varié-
tés fermées orientées a v--/i dimensions W,, ..., W, de telle
sorte que le déterminant des nombres Vi . W; soit égal a 4 1.
Ces variétés constituent, les p premires une base pour les ho-
mologies d’ordre /4, les p dernieres une base pour les homolo-

6) Voir, par exemple, G. de Rham, Sur UAnalysis situs des variétés a n
dimensions (J. Math. pures et appl., 10, 1931, p. 138 et suivantes).
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gies d’ordre v—h. Toute variété fermée orientée IV 4 7 dimen-
sions est homologue (avec division) a une somme de multiples
entiers, positifs, nuls ou négatifs, de V,, V,, ..., V,:

Vlel/i_!‘mgl/z—}‘ w B\ +Inp Vp .

cela signifie- en particulier que si W est une variété fermée
orientée quelconque a v—/4 dimensions, on a

V.W=mV, W+mV, W+ ... +myV,. W.

Si donc on trouve 2¢ variétés fermées orientées Vi et
W/ a h et v—h dimensions, telles que le déterminant | I/i. Wy |
ne soit pas nul, c’est que le nombre de Betti d’ordre /2 est au
moins €égal a q.

9. Un cas important est celui ol l'espace est analytique
complexe et oll les variétés IV et W sont elles-mémes définies
par des relations analytiques entre les coordonnées complexes.
L’espace, ainsi que chacune des variétés analytiques fermeées
qu’il contient, admet alors une orientation naturelle, indépen-
dante de toute transformation analytique effectuée sur les coor-
données. Cette orientation sera définie par exemple en regat-
dant comme direct en un point le (212) — édre obtenu en con-
struisant les 2n vecteurs

> > > o> R
€ 015 Ea) r]zr""eﬂyr]n,

—> >
les vecteurs ¢, et n, étant tangents respectivement aux lignes

obtenues en faisant varier la seule coordonnée xi et en lui don-
nant respectivement un accroissement réel et positif et un ac-
croissement purement imaginaire positif.

On démontre 7) que si deux variétés analytiques fermées
a 2h et 2n—2h dimensions réelles sont orientées naturellement
et n'ont que des points d’intersection isolés, tous ces points doi-
vent éfre comptés positivement dans [Iintersection.

Cest ce qui se passera, a l'intérieur de la quadrique com-
plexe orientée naturellement, pour deux variétés algébrigues a
h et n—h dimensions complexes plongées dans (Q).

10. Ces théoremes rappelés, il est trés facile de trouver,
pour les homologies de (Q), une base formée de variétés algé-
briques.

7y Voir L. van der Waerden, Topologische Begriindung des Kalkiils der
abzdhlenden Geometrie (Math. Ann., 102, 1929, p. 337—362),
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Soith<'g—; nous prendrons pour base des homologies

d’ordre 24 une variété plane a 2 dimensions complexes AW
située tout entiere dans (Q); nous prendrons pour base des ho-
mologies d’ordre 2n—2h la section A®r—2h) de (Q) par une va-
riété plane a n—/h+1 dimensions complexes. Si ces variétés
algébriques sont orientées naturellement, on aura en effet

A(Zh). A(Zn—Zh)=1 )
Le probleme est ainsi complétement résolu pour n impair.
Soit maintenant 1 pair et £ = ’21 On sait que (Q) admet
alors deux familles continues distinctes de variétés planes géné-
n

ratrices a 5

dimensions complexes. Posons pour un instant

Xy dixa =0y, XgtiXg=1iy .. ., Xopi+iknta=Unyz,
2

X~ z'xz =V, x3—~ix4 =V, .o, xnjq—ix,,_ghg = V,}j__z_,
2
de sorte que P'équation de (Q) se réduise a

WV +UsVy+ ..o FlngoVugz=0.
2 2

Désignons respectivement par AM, B et C les variétés

u, =0, 112=O,...,u£=0, Uptz2=0;
2 2

=0, uy,=0,...,u0,=0, Vy2=0;
2 2

v,=0, v,=0, y Vu =0, Vny2=0.
2 2

On a manifestement

A Cw =0, Bm CoI=1,

égalités qui prouvent que AM™ et B@W ne sont pas homologues.
Or on démontre facilement que la variété qui se déduit de A™
en remplacant un nombre pair d’équations ux = 0 par les équations
correspondantes vx = 0 appartient a la méme famille continue

, n : . :
-que A®™,_ Si donc 5 est pair, C® est homologue a B™ et I'on a
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AW B =0, AM AW = g0 BW =
Si au contraire n est impair, C" est homologue a A™ et I'on a
A Bm =1 - A AW = B B - (.,

Dans les deux cas, A™ et B™ constituent une base pour les
homologies d’ordre 7, le déterminant

Am_ 4w Al Bm |
B, Am  Bm Bm |
1
étant égal a (—1)2.
En revenant aux notations initiales, nous pouvons prendre
pour bases A™ et B des homologies d’ordre n les variétés
planes

( A(Il): x1+iX2 = F xﬂ *’3+l‘xn“~2 i .Xnﬂ-l +ixn i
= xly}-l + an+2 i 0 )
(9) n
BW:  X,—ixy= .. .= Xn_s—{Xng = Xn 1+ (—1)Z ixy =

= Xn41 + ixn—f»z = 0.

10. Toute variété algébrique V' a i dimensions complexes
plongée dans la quadrique (Q) satisfait a une homologie ¥)

Voo mAE (2 5= n);

entier positif m, ordre de la variété, est égal au nombre des
: . . n
points communs a V et A@i—2») §j p =5 On a

V o mA® 4 pBW;

.y . n :
la variété a deux ordres m et y; si 5 est pair, on a

m="V. AW, p=V.Bw,

. n : :
Sl 5 est impair, on a

m=V.BW, p=1V.Am

Si Vet W sont deux variétés algébriques respectivement

_ 8)'Nous’supposerons daps tout ce qui suit que toutes les variétés algé-
briques considérées sont orientées naturellement. .



Sur les propriétés topologiques des quadriques omplexes. 65

. . : n 1
a i et n—n dimensions complexes (/1;7& 5)’ d’ordres respectifs
m et m’, le nombre de leurs points communs est mm’, en vertu
de I'égalité

V. W=mA@ m’ AC—20) — mm'

: I .
Si h=—;, etsiles ordres de V sont m et p, si ceux de W sont

2)
m' et n, on a
V. W =mm'+pp’ si g est pair ,
V. W= mp'+pm si g est impair .

11. On peut enfin considérer lintersection de deux vari-
€t€s fermées orientées telles que la somme de leurs dimensions
2h et 2k dépasse 2n: on la définit en Aralysis sifus comme
une variété fermée oriéntée a 2414 2k—2n dimensions. Si I'on a

VeomA@®, W oom AW,
on a
V. Woomm A@, A9,

Les variétés d’intersection des vari€tés algébriques de base se

trouvent immédiatement. On a, en supposant d’abord /£ = 3712 :

(10) A@h)| 42K o A(@h+2k—2n)

sauf si fz>’21, k>’21, h+k<§’Z

5 auquel cas on a

(1 A@D), 42 g 2 A(2h+2k—2n) |

On démontre cette derniere homologie en prouvant que la va-
riété AUWn—2—2k) coype en deux points la variété commune a
A@) et A@9; il faut en effet chercher les points de (Q) qui
sont communs a trois variétés planes a 141, k+1 et 2n—/Ni —
— k+1 dimensions complexes, c'est a dire qui sont sur une
droite donnée.

Si n est pair, on démontre facilement les formules

Publications mathématiques, 6.



66 Elie Cartan.

A(Zl"x). A(Zn—Zh)N Am) =i Bm (]1 > g) i

/

(12)

AW, @) o B0, A o AR (/z > g) .

Toutes ces formules permettent de calculer l'ordre ou les
ordres de lintersection de deux variétés algé€briques plongées
dans la quadrique, quand on connait les ordres de ces variétés.

IV. Applications des théorémes de G. de Rham.

12. On doit a G. de Rham °) des théorémes remarquables
dont nous allons indiquer I'énoncé.

Dans un espace clos orienté a v dimensions, on peut as-
socier a chaque variété jfermée orientée V a v—h dimensions
une intégrale de différentielle exacte [w de dégré h, de ftelle
sorte que cette intégrale étendue a une variété fermée orientée
quelconque W a I dimensions soit égale a V. W. De plus, si la
somme des dimensions v—h, v—k de deux variélés ferimnées
orientées V et V, est supérieure a v, le produit extérieur [w, w]
des éléments d’intégrale associés a V et V, est Uélement de
Lintégrale fw,w associde a la variété d'infersection V. V..

A lespace total est associée la forme de degré 0 qui se
réduit a la constante 1; a la variété a 0 dimension constituée
par un point est associée une intégrale [« de degré n qui,
étendue a tout l'espace orienté, a pour valeur 1.

Ici nous pouvons prendre pour les intégrales associées
aux différentes variétés de base des homologies les invariants
intégraux dont nous avons signalé I'existence, chacun d’eux
€tant multiplié par un facteur constant convenable.

Prenons d’abord /i =2; nous avons un invariant intégral
dont 1’élément différentiel se réduit, au point-origine, a

dx,dx, +dx,dx,+ ... +dx, dx,.

Cet élément différentiel est

w = dxidki -_.1' dX2d.£2+ v e _%_ dx“_{_Zd/r_n_‘LZ 5

%) Voir le mémoire cité €), Chap. III, p. 165—190,
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Il suffit, pour s’en convaincre, de remarquer

19, qu'il est effectivement invariant par toute transforma-
tion de G; :

2°, qu'il ne change pas quand on multiplie les coordon-

nées normales par un méme facteur e, constant ou variable 1°),

En posant xy == & + in, on a, a un facteur constant prés;
w=d&dn +dé,dns+. ..+ déntadnnia.
Calculons la valeur de lintégrale [w étendue & la droite
A® d’équations
X i, =x,+ix, =Xg=Xg=...=Xny2=0.

Si 'on suppose, ce qui est permis, x; réel et positif, on
aura

Eo=—ny, me=§&, &=0, n=§, &G=m=...=0,
avec
2+ 5 =1.

Tout point de A sera défini biunivoquement par les coordon-
nées rectangulaires &, n, d’un point intérieur au cercle-unit€,
On a d’autre part

w =2d§, dn,,
d’oll
fo=2=x.
Nous prendrons donc comme invariant intégral associé a A®"—2)
lintégrale
1
IQ it Enfdgldrh +d§2dﬂ2+- . -+d§n+2dﬂn+2 =
(13) '

= :;dexldxl—{— A .+dxnf2dfn+2.

Il en résulte immédiatement, d’aprés les relations (10) et
(11), que linvariant intégral associé a A2 pour h = 5 » est

. n b Febowr o dt
fQ st h<g, et QfQ st h>75 .

1) Voir, par exemple, E. Cartan, loc, cit.3), Ne 214, p. 287—288.
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Pour 4 =~ la formule (12) montre que ['invariant intégral

n
fQ est associé & la variété A+ BW,

13. 1l nous reste a déterminer linvariant intégral associé
a Am—Bm, Partons pour cela de la forme (8). Considérons la
forme différentielle

"‘ ——
=2 (% X
ll—rl

la somme élant étendue a tous les couples de combinaisons
(i, 0y ...10y), (lns1inyz), tels que la permutation (4, 4,...1%)
soit paire; on a désigné par le symbole { dx; dx; ... dx; | la
somme de tous les produits extérieurs obtenus en remplagant
n
2
forme @™ se réduit, a un facteur prés, a la forme (8). Il est fa-
cile de voir:
1° qu’elle est invariante par toute transformation de G;

20 qu’elle ne change pas si on multiplie toutes les coor-

données, suppos€es normales, par un méme facteur e’

L’intégrale [ est donc associée a une variété fermée
orientée d’ordre n. Etendue & A et a4 BM elle a des valeurs
égales et opposées, car d’apres (9) on passe de lune des
intégrales a 'autre en donnant a x,, x5, . . ., Xut1 les mémes va-
leurs, mais en changeant de signe un nombre impair de coor-

TS

xi ) {dxg dx,. ax. i,

127 fnk In

—X;
n--2 1~

des différentielles par leurs conjuguées. Au point-origine, la

. . . n :
données Xx,, X;, ..., & savoir X,, X4, ..., Xn—2 pour o Pair, et

Xa, X4y . - ., Xy pOUT ’21 impair. Il résulte de la que [lintégrale

Jm est associée a un multiple de A—Bm,
Pour avoir l'invariant intégral [ /1 associ€¢ a AM™M—BM, il
faut multiplier @ par un facteur tel que l'intégrale obtenue €ten-

due a AM soit égale a
n

AW, (A By — (— 1)2:

—
=1

autrement dit il faut que l'intégrale [IT et Iintégrale f(—l)EQ_
aient la méme valeur, étendues a AW,
Si nous nous reportons au voisinage d’'un point de (Q), par

o]
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exemple au voisinage du point-origine, nous avons

Q=5 [dxdt tdxdigt . adF),

n n EEE
7 2 \2

Q=i dxdx,dxdx, ... dxn1d¥n— .
(2m)

D’autre part on a, dans les mémes conditions,
W=—2{dx, dx, ... dx,}=—2i (dx,dx,+dx, dx,) (dx,dx,+
+dx, dx,) . ..

11

+ _ e =
—(—20)% dxdx, dx, dx, . .. dXy_y dXn_1 .
Nous prendrons donc
Y
i (2)
(14) M=, — Z(x,
(4ﬂ)

in+2 X +2x’ L) dxdyg,.dx }

et [I1 est linvariant intégral associé ¢ AM— B,

14. Nous allons déduire des résultats précédents des con-
séquences curieuses. D’aprés ce qui a €été vu au n® 12, Pinva-
riant intégral associé a A est %fQ“, de sorte que linté-
grale fQ", éteadue a toute la quadrique orientée, est égale a
2. Nous pouvouns supposer que la coordonnée normale xppz d'un

point de (Q) est reel ile et positive, de sorte que les relations
(3) condulsent aux formules

E+ 8+ ... + &2,
1]% I 1]%+ s a s ';— Iﬁ-f—l = I 3
§1rl1 _’ §21)2.’§* oo ”Jr'\én_l_q 1']n+1 ] 0 :

il y a une correspondance biunivoque entre les points de (Q)
et les couples de points réels (&), (n) de lespace euclidien a
n+1 dimensions, le point (n) décrivant la surface de Thyper-
sphéere de rayon 1 etle point (§) lintérieur de cette hypersphere,
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de telle sorte que ces deux points soient constamment vus de
P'origine sous un angle droit. Par une transformation de G, les
points (§) et (n) subissent une méme rotation, et d'autre part
rélément d’intégrale Qn est invariant: on peut donc, pour cal-
culer lintégrale, se placer au voisinage du point particulier
(= ...=10a=0, nop=1) de Phyperspheére; comme on a
alors &1 =0, et ‘

n!
O = @ d&dn,dé,dn, . . . déndnn,

!

on obtient le produit par f,'zl_:z.)ﬂ du volume V, de hypersphére
de rayon 1 dans lespace a n dimensions, hyperspére décrite
par le point (§), par I'élément de surface de I'hypersphére de
Pespace a (n-+1) dimensions. Comme la surface totale de cette
hypersphere est égale a (n+1) Vi, on a

o (D! 2
Jar= (2m)" Va2,
d’otlt 31030
2"
Vn Vn»f—l — (ﬂ 1")7 :

Cette formule permet de calculer I/, de proche en proche
en partant des valeurs V, =2, V, == =x; en se servant de la re-
lation évidente

Vn+1 _& 2m

Vn-_.l l’l—l—-l /
on retrouve les formules connues

2 (2m)P
3.5...2p+1)’

Qe TN
N SR T

(15) V2p+1= V2p=

156. Comme autre application, considérons une quadrique
réelle non dégénérée = A n dimensions: c’est une variété fermée
plongée dans la quadrique complexe (Q) correspondante. Si n
est impair, cette quadrique réelle, dans le cas ou elle est orien-
table | est homologue a z€ro; elle n’est du reste orientable que
si la premier membre de son €quation est réductible a une
somme de n+41 carrés positifs et 1 carré négatif.

Si n est pair, la quadrique réelle est toujours orientable
parce que, plongée dans l'espace projectif réel & un nombre
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impair de dimensions, qui est orientable, elle est bilatére, puis-
qu’elle partage cet espace en deux régions distinctes.

Comme la quadrique réelle peut, au besoin par une homo-
graphie, étre obtenue en donnant a un certain nombre des co-
ordonnées normales x, des valeurs réelles et aux aufres des va-
leurs purement imaginaires, la forme Q est identiquement nulle

1n

sur cette quadrique; lintégrale f()?étendue a la quadrique
réelle est donc nulle, autrement dit on a

AW, S 4+ B, ¥ — 0,
d’oli
T oom (A —Bm)y

On a la valeur de m en cherchant les points communs 2
AW et 2. Prenons I'équation de 3 sous la forme

2 2 2 2 2 2
X1+ Xao-.. .+x,-+1 —Yi—Vo—...— V51 = 0 (f—l— S = IZ) i
oll X, Xy ..., Xe4y SONt réels et oll 'on a posé
Xrtkt1 = [Pk

Comme les équations de A sont
XXy = Xp+ix, = .. . = Xnq1 + Xop2=0,

on voit que st r et s sont impairs, les deux variétés n’ont aucun
point commun; si au contraire r et s sont pairs, elles ont un
point commun et un seul.

Théoreme. — Toute quadrique réelle obtenue en annu-
lant une forme quadratique réductible a un nomlre pair de car-
rés positifs et a un nombre pair de carrés négatifs est homolo-
gue a zéro a lintérieur de la quadrique complexe correspondante.
Si la forme quadratique est réductible a un nombre impair de
carrés positifs et a un nombre impair de carrés négatifs, la qua-
drique réelle est, a lintérieur de la quadrique complexe corres-
pondante, homologue a la différence de deux wariétés planes
génératrices de systémes différents de c2tte quadrique complexe.

16, Plagons-nous dans le dernier cas et prenons I'équation
de Z sous la forme

2 2
B+ x—)—. -~V +Xapr—Yara =0
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(p+q- 2 p=49).
On a, en coordonnées normales,

Xt X txan = 1,
(16? Vit Ayt yige = 1;
il y a donc une correspondance entre les points de X et les
couples de points des surfaces de deux hypersphéres de rayon
1 dans les espaces-a 2p+1 et 2g-+-1 dimensions; mais il faut
remarquer qu'un point de X correspend a deux couples de
points diamétralement opposés des deux hypersurfaces.
Plagons-nous au point (x, = ... =X, =0, X1 = 1;
Py = .o = Y2 =0, ynp2 = 1), Nous orienterons X en convenant
de regarder comme positif I'élément d’intégrale dx, .. . dxpdy; ..
. dysq au voisinage de ce point, Les procédés de I’Analysis
situs montrent qu'on a alors

n

S oo (—1)2 (A — By

Cette formule montre que lintégrale [/7 étendue a > est
égale a 2; si donc on I'étend a tous les systémes de valeurs
satisfaisant aux relations (16), on doit trouver 4. Or au voisi--
nage du point (0,...,0,1) de la premieére hypersphere et du
point (0,...,0, 1) de la seconde, on a, d’aprés (14),

)

11 = = { dx, dx, s 7V gl
(4m)*
en remplagant dxzp.1, ..., dxy par idy,, ..., idy,, nous trou-

vons
{dx dx, .. dx,}=(—1)9[C9—Chy CB T4}, C3y P21
O [dx, .. dx, dy, . . dya).

On a donc, en remarquant que les surfaces des deux hyper-
sphéres sont (2p+4-1) Vapyr et (2g+1) Vogyq, la formule

(1) P+ cE

(4s)p+a —Caq Chy "+

+CE (2p+1) Vaprr 29+1) Vagpa = 4.
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Appliquons maintenant la premiere formule (15); nous en
déduisons

CR LGl G, O

3...(2p—1)X1.3...(2¢—1)
(p+9)! i
Cette formule -arithmétique, ot on a suppos€ p _>g¢q, peut
se vérifier de la manieére suivante. Le premier membre est le
coefficient de #*+9 dans le développement du polynome (£4-1)%
(t—1)9, ou encore le résidu relatif au pole #=0 de la fonction
(t+1)% (t—1)2 . , .
FoFati . En calculant ce résidu au moyen d’une intégrale
étendue au cercle de rayon 1 de centre =0, on trouve qu’il
est égal a :

(17)
=(—1)3 2vfa 1_

Y

2
(—1)a 2pra %fcoszl’ 6 sin29 6 doO .

On en déduit donc, par comparaison avec (17), la formule

comnnue
7

E’ ’ p -
(18)fc082p€9 sin2eg go — © 1:8..Cp—1)xX1.3...(2¢9—1)
' 0

T
2 2.4...(2p+29)

V. Remarques finales.

17. Le cas n=6 est particulierement intéressant, car il y
a correspondance biunivoque entre les points de (Q) et les droi-
tes complexes de I'espace a trois dimensions, La variété A®
correspond au faisceau plan de droites, la variété 4A® au com-
plexe linéaire, les variétés A® et BW aux congruences des droi-
tes issues d’un point fixe et des droites situés dans un plan fixe.

On peut encore remarquer que la quadrique complexe (Q)
est homéomorphe 2 la variété des droites orientées réelles de
Pespace projectif 4 n+1 dimensions. En effet si l'on regarde
dans I'équation (1) les xx comme des coordonnées réelles, tout
point M de (Q) est imaginaire et détermine univoquement la
droite réelle A qui le joint a son conjugué; on oriente la droite
A en choisissant celui des deux points imaginaires oll elle coupe
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(Q). Les variétés AM™ et BM, pour n pair, correspondent aux
deux especes de congrueices paratactiques orientdes de I'es-
pace elliptique a un nombre impair de dimensions. Aux vari€tés
algébriques de (Q) correspondent des classes spéciales de vari€tés
réglées algébriques.

On peut enfin remarquer que la quadrique complexe de
'espace a quatre dimensions est homéomorphe a la variété des
cycles réels de l'espase conforme a trois dimensions.



-Sur les produits de deux systémes
de vecteurs glissanis.

Par

ANTOINE BILIMOVITCH.

L’algébre du systéeme de vecteurs glissants se développant
dans les directions différentes, dont il faut noter la direction
formelle de la généralisation de la théorie des quaternions (Clif-
ford) et la direction géométrique (Ball, Kotelnikoff, Study, v.
Mises), n’a pas encore re¢u jusqua présent de forme systéma-
tique définitivement établie.

Dans ce qui suit nous voulons traiter la notion fondamen-
tale de cette algebre, notamment le produit de deux systemes
de vecteurs glissants. Nous établissons les notions des produits
scalaire, vectoriel et diadique sous une forme nouvelle, généra-
lisée, dont on peut tirer, sous certaines conditions, les formes
spéciales de ces produits que nous rencontrons chez les auteurs
différents. En discutant la nature géométrique du produit dia-
dique, nous utilisons celles des interprétations géométriques que
nous avons données dans notre travail: ,Fondements géomé-
triques de la théorie des diades. I. Diade et affineur® ?),

1l est bien connu que I'on peut caractériser chaque systéme
de vecteurs glissants par deux vecteurs: résultante générale

ﬁ et moment résultant M© pour le pdle déterminé, soit le point

1) T'eomeTpujcke OcHose pauyHa ca auanama. l. [lnapa u Adunop. Beo-
rpaa. 1930.
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O. Quand on change le pole, la résultante générale reste telle
quelle, tandis que le moment résultant recoit en général une
valeur nouvelle définie par la formule

> > - >
M® = MO +[R, r],

-
oll r est le vecteur du point A par rapport au point O; les pa-
renthéses [ ] indiquent le produit vectoriel de deux vecteurs.

Nous voulons désigner le systeme de vecteurs glissants
- >
rapporté au péle O par S© ou par R, M,

On sait qu’il existe trois produits fondamentaux de deux
vecteurs. Ces produits, — scalaire, vectoriel et diadique — nous
allons les désigner par

= == ' > > > >
(A, 8), [A, B], {A, B}.
A cOté de ces produits fondamentaux on peut déduire les
autres produits dérivatifs qui sount les fonctions linéaires des

produits fondamentaux. Par exemple, nous avons: le produit
algébrique représentant 'affineur de la forme suivante:

L
2

= >

AXB =1 ({4, B)+{B, A} );

le roteur-diade de Jaumann avec la valeur

> >

Ar o {E) A}——'-(fl, B)I)

oll I représente laffineur-unité, c’est-a-dire [’affineur de la
forme

T={, ) +{, 7. +{x, k),
ot 7, j, k sont les vecteurs orthogonaux de la longueur d’unité;
puis le déviateur de Schouten

—-> —> > -
AxB-L 4, Bl.

3
[’axiateur du diade peut €tre considéré aussi comme étant
le produit de deux vecteurs, parce qu'on peut écrire
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> >
aX{A,B}:'?:'

—>

({A,B)—(B, 4)).

Dans ce qui suit, si nous ne voulons pas distinguer la na-
-> >

ture du produit de deux vecteurs A4 et B, nous allons écrire
> >

A.B.
Soient deux systemes de vecteurs glissants S et S don-
nés par les vecteurs

> -
S (R, M),

S (R, , M.

Nous définissons le produit
N RAA

de ces systemes, de quelque nature déterminée soient-ils, par
'ensemble de quatre produits que nous allons écrire sous la
forme d’une maftrice

l

3 1 1fisy > e, |
R, .R,, R, .M |
MO R,, M. M {
ol la nature de chaque produit correspondrait a celle du pro-
duit des systémes.

Analysons les produits fondamentaux de deux systémes:
scalaire, vectoriel et diadique.

Pour le produit scalaire nous avons

(= = o |
(5(0) S(O)) l (Rl RQ): (RJ ()) ‘
]l *’(o) (M(") M“’) ]

Ainsi le produit scalaire se compose, dans le cas général
de quatre membres. Cependant on peut former de ces membres
des invariants importants pour les systémes; ces invariants peu-
vent étre soit absolus soit relatifs. Les invariants absolus ne
changent pas leur valeur avec le changement du.pdle; les inva-
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riants relatifs changent en génZral leur valeur primitive, mais on
ne peut construire la nouvelle valeur qu’en utilisant les membres
du produit et le vecteur du pdle nouveau par rapport au pole
ancien, sans se servir des vecteurs sépar€s des systemes-facteurs.

Pour le produit scalaire on peut indiquer deux invariants
suivants:

i1=(—§1,§2)1

e
lzz(Rly'/wz )+(M1 7R2)'

Il est facile de voir que ce sont des invariants absolus.
D’une maniére formelle, on poturrait obtenir ces invariants en
utilisant 'unité e de Clifford qui satisfait la condition ¢*=0. En
représentant chaque systéme par la somme

3 b
SV =R, +eM®,

- >

S8 = R, + eMS”

nous avons pour le produit scalaire I’équation suivante:

SO g, _ > > 2 >0y 7
( 1 5, 2 ) (R1’R2)+8[(Rja1wz )+(M1 )RQ)])

qui donne immédiatement les invariants sus-dits.

La condition =0 pour l'unité e est un peu artificielle et
il serait plus naturel de retenir le membre avec e® dans le pro-
duit de Clifford.

Le systéme logique d’algébre est encore plus infirmé si le
produit scalaire ne se réduit qua linvariant i,, nommé le mo-
ment relatif de deux systémes. Quand on omet le premier in-

-> >

variant i =(R,, R,), en cas de dégénération de chaque systéme
en un seul vecteur, le produit scalaire de ces deux systémes ne
dégénere pas en produit scalaire de vecteurs, mais reste toujours

égal a zéro, ce qui est contraire aux lois fondamentales de foute
algebre.

Le membre quatre dépend de la position du pdle et ne
représente l'invariant ni absolu ni relatif. Outre le naturel de la
constuction de la matrice du produit, c’est la raison d’analogie
qui nous fait conserver ce membre, étant donné que dans les
autres produits, par exemple diadique, le membre en question
est nécessaire.
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En cas du produit vectoriel nous avons

T e O
(R, Ro], [Ry, , MY
[Sg())) SZ(ZO)J =

=3 > —> > '
MO, Ry), (M, M) |

Pour ce produit il existe aussi deux invariants dans le sens
indiqué:

>

> >
R=[R,, Ry,

MO = R, MO MO, Ry

le premier est l'invariant absolu, le second est relatif, parce que
nous avons

-> - > >
(1) M® = MO 4R, r].

L’ensemble de ces invariants sous condition (1) correspond
a un systtme de vecteurs glissants, Cet ensemble repiésente le
produit vectoriel de deux systemes pris dans le sens de Clifford.

Nous y noterons que pour la démonstration de l'invariance
~>
relative du vecteur M i] faut utiliser la formule suivante:

- —>

@ [R, R, r1-1R Ry, 11+ [Ry, F1 R

Enfin, nous allons construire le produit diadique de deux
systemes par la matrice

(% R 7e g |
(3) {3(0) S(O)} (R, R}, {R, ,Mg)}
) 1 3 O2 =

l { (0) R2} { (0) M(O)} J

Le produit diadique de deux systémes, de méme que les
produits précédents, présente une image géométrique. Ce n’est
pas seulement un opérateur, mais une image complétement auto-
nome qui, d’apres les régles que nous avons indiquées (I. c.),
pourrait étre construite dans Iespace (fig.).

Avec la méme raison que dans les cas précédents, nous
pourrons former deux invariants qui seraient des membres du
produit pris dans Ie sens de Clifford. Ce sont les invariants
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> >
AR, R,
(o) - - - —->
A= (R, M) +{MO, R,
Le premier invariant est absolu, c’est le diade construit sur

- -> !
les vecteurs R, et R,. Le deuxiéme, comme nous allons voir, re-
présente un invariant relatif, c’est un affineur planaire.

o Tr ﬁ g

O— O- O

: ! ; : S (0)
Pour la démonstration de linvariance de laffineur A :
calculons sa valeur pour le pdle nouveau 4. Alors nous aurons:

(A) > > —-> —->
A = (R, M) H(MP, R, =

A" LR Ry 1)+ (R, FI Ry



(4)

|

]{fi,&
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Maintenant introduisons par la formule

> >

> > >
({4, B} Cl-{A[B, CI}+{I4, C B)
analogue a (2) le produit que nous nommerons, par abréviation,
le produit diadique du diadé ‘et du vecteur a droite ).
Alors nous aurons I'égalité

(A) (0) > >
AP AL (B R,

. : : . » ces (o)
qui démontre linvariance relative de I'affineur A .
L’expression

A+BA(O)

représente le produit diadique de deux systémes pris dans le
sens de Clifford.

Il faut considérer le produit (3) comme le produit diadique
fondamental. De méme que dans le cas de deux vecteurs, pour
les deux systémes on peut construire les produits dérivatifs
comme les fonctions linéaires des produits diadiques différents.
Par exemple la matrice

0, (Ray Ry} — (Rl,RgI

-5

définit un produit spécial de deux systemes. Ce produit repré-
sente un invariant. Si nous désignons les coordonnées du pro-

" duit diadique fondamental par le schéma

1) Dans notre travail (I. c.) nous avons donné tous les produits fondamen-
taux du diade et du vecteur. Ici, ce sont les produits vectoriels de nature dia-
dique [ (58)— (65) p. 74} qui nous intéressent. Le produit, que nous avons brié-
vement nommé produit diadique du diade et du vecteur a droite, represente
une fonction linéaire, la somme des produits (58) et (65); de telle maniére on
pourrait écrire:

((A,B)C)=4[{A,B)C] +4C{A B)]-

-

~{A[B,Cl}+{I4, CI B},

Publications mathématiques. 6*F

|

Ry, R L, Ry, MOV 41 MO, Ryl —[ (R, , M)+ (M, Ry) 11}
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all a12 L } 016
Qo1 Gop - - . Gog

b
Agy  Gsg - -« Ugg

aux coordonnées du produit (4) correspond le schéma suivant:

0, 0, 0, — (a2 + az), day » asy
0, 0, 0, g, — (@11 + as3)» ags
0, 0, 0, _ 13 93 — (@11 + ag)
— (@221 agg), a1, a3y, — (@ + agg + a5z + Ggg) 015 1 g2, 16 + 43
2, — (A + Ag3),  agg, o4+ G5, — (ay4 + Ay + G35 + Ge3) agg + U2
a3, g, — (a1 ag), g1+ 34, I35+ Gga,  — (A4 + gy + Qo5 + gp)

Il est évident que la régle de composition du produit (4)

est analogue a celle du roteur-diade de Jaumann.
De la méme maniére on peut composer le produit algébri-

que et les autres formes des produits de deux systemes de vec-
teurs glissants.




Sur une classe de fonctions analytiques.

Par
MILOCH RADOITCHITCH.

Introduction.

Soit £, (z) f,2),...,fa(2),... une suite de fonctions
analytiques; si la fonctlon analytique F(z) conserve sa  valeur
lorsqu’on substitue a 2z l'une quelconque des fonctions £, (2),

c. a d. si
F{fy (@)} =F() pour n=1,2,

la fonction F(z) est dite automorphe *).

Les fonctions automorphes les plus générales qui ont €té
particulierement étudiées sont celles, pour lesquelles les fonctions
fu (z) sont des fractions linéaires de z. Ce sont les fonctions
automorphes au sens plus étroit du mot ou, plus exactement,
les fonctions linéairement automorphes.

Ici, nous allons considérer une catégorie générale de fon-
ctions automorphes dont la définition est basée sur un critére
d’autre espeéce. Nous ne bornerons pas les fonctions f; a une
classe plus ou moins particuliere; nous les laisserons quelcon-
ques, car nos considérations étant de nature géométrique ne pré-
cisent pas les expressions analytiques.

La fonction inverse, z=®(g) d'une fonction automorphe,
F(z)=¢, est une fonction multiforme dont les déterminations sont
liées entre elles par les fonctions £, . Si 'on divise la surface

1) Je me tiendrai & la nomenclature de F, Klein, que je préfere a celle
de H. Poincaré, car elle me semble plus convenable aux considérations qui ont
un caractere général.
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de Riemann de @(c) en feuillets recouvrant tout le plan, leur
entrelacement caractérisera a un certain point la nature des
fonctions ;. A cette division en feuillets correspondra une di-
vision du domaine d’existence de F(z) en domaines partiels qui
joueront en partie un role semblable a celui des polygones gé-
nérateurs ou domaines fondamentaux dans les fonctions linéaire-
ment automorphes (selon qu’on se tient a la nomenclature de
Poincaré ou de Klein). En s’y rattachant, nous aussi, nous ap-
pellerons .nos domaines, fondamentaux. La division du domaine
d’existence de F(2) en de tels domaines nous fournira une image
de l'automorphie de F(2), que nous allons examiner. Je dis,
automorphie; en effet, si on laisse les fonctions 7, quelconques,
il s’agit moins d’une espéce particuliere de fonctions telles que
F(z), que d’une propriété générale des fonctions analytiques.

Dans la premiére partie nous allons définir la catégorie de
fonctions qui seront I'objet de ces considérations. Nous les ap-
pellerons fonctions absolument automorphes; automorphes —
parce que leur domaine d’existence peut étre divisé en domaines
fondamentaux qui expriment ’existence des fonctions 7, ; abso-
lument — parce que ces domaines fondamentaux sont une es-
pece d’éléments irréductibles, absolus (F(z) est univalente dans
chacun d’eux et y prend toute valeur). Puis, nous envisagerons
quelques faits fondamentaux concernant les fonctions absolument
automorphes.

La seconde partie se rapporte aux fonctions absolument
automorphes uniformes. Nous les considérerons d’abord du point
de vue général. Puis, nous passerons a quelques cas particuliers:
aux fonctions qui sont en méme temps linéairement automor-
phes; aux fonctions entieres et méromorphes, car celles-ci sont,
toutes, absolument automorphes; enfin, aux fonctions uniformes
ayant un ensemble dé€nombrable, quelconque, de points singu-
liers transcendants.

Tout cela ne représente que quelques pas, dans une di-
rection de recherches qui pourra, comme je le crois, contribuer
a la solution de certaines questions générales et fondamentales
de la théorie des fonctions analytiques.
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PREMIERE PARTIE.

CONSIDERATIONS GENERALES.

1. Les domaines fondamentaux.

L’une des notions principales de la théorie des fonctions
linéairement automorphes est le domaine fondamental, — le po-
lygone générateur de H., Poincaré. La fonction y prend toutes
les valeurs dont elle est susceptible et cela, le méme nombre
de fois. En outre, le domaine d’existence d’une telle fonction
peut étre divisé entierement en domaines fondamentaux -et, par
conséquent, si I'on connait la disposition de ces domaines dans
le plan et les propriétés de la fonction dans 'un d’entre eux, on
connaitra celle-ci partout. Dans le cas des fonctions périodiques,
Je domaine fondamental devient un parallélogramme ou une
bande de périodicité. .

Cependant le domaine fondamental dont nous nous occu
perons ici a un sens un peu différent: nous appellerons ainsi un
domaine ol la fonction ne prend ses valeurs qu'une seule fois.
On obtient ainsi une notion qui peut servir de base aux consi-
dérations générales qui vont suivre. Je lai introduite pour la
premiére fois dans ma note ,Sur les domaines fondamentaux
des fonctions méromorphes“ 2)). Ici, en m’aidant de mon travail
paru plus tard ,Sur une maniére de partager les surfaces de
Riemann en feuillets“ 3) je compléterai, entre autres, les résultats
communiqués dans cette premiere note.

La définition que je propose est la suivante:

Définition 1| — Un domaine ouvert de la surface de
Riemann d’une fonction analytique sera un domaine jfondamen-
tal, s’il a les propriétés suivantes:

1° la fonction y prend chaque valeur une fois seulement;

2° elle prend toutes les valeurs, soit a lintérieur, Soit sur

2y C. R. Acad. Sc., t. 190, p. 356.
3) ,Glas“ de I'Acad. Roy. Serbe, t. 146, p. 37., 1931,
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la frontiére, c. & d. en général comme une valeur limite;
3° chaque partie de cette frontiére est commune & certains
domaines de la surface, extérieurs qu domaine consideére.

Par conséquent, un domaine fondamental ne peut pas aug-
menter sans perdre la propriété 1°, ni diminuer sans perdre la
propriété 2°; quant a la propriété 3° elle est ajoutée pour sup-
primer les parties de la frontiére qui seraient superflues; ce se-
raient, pour ainsi dire, des lignes entaillées dans lintérieur du
domaine et par lesquelles celui-ci ne limiterait aucun domaine
extérieur.

Il existe évidemment une relation étroite entre un domaine
fondamental et un feuillet de la surface de Riemann qui appar-
tient a la fonction inverse. D’aprés la définition du feuillet dont
je me sers ici, les domaines fondamentaux et les feuillets cor-
respondent exactement entre eux. Par conséquent, on peut
’énoncer de la facon suivante 4):

‘Définition II — Un domaine ouvert d’une surface de
Riemann sera un feuillet, S’il a les propriétés suivantes:

1° il ne recouvre le plan dans aucune partie plus d’'une fois

90 [l recouvre le plan de telle sorte, qu’il ne reste aucun
domaine complémentaire;

3° chaque partie de sa frontiére est commune a certains
domaines de la surface, extérieurs au domaine considére.

De méme que les domaines fondamentaux, les feuillets ne
peuvent étre non plus ni augmentés ni diminués sans cesser
d’étre des feuillets,

Je crois utile de faire une remarque générale sur les surfa-
ces de Riemann. Elles figurent dans ce travail seulement comme
identiques aux domaines d’existence des fonctions analytiques
(c. a d. aux domaines oi1 ces fonctions sont uniformes et, sauf
pour les singularités algébriques, régulieres). Donc la surface de
Riemann est un domaine ouvert et sa frontiere est formée par
les singularités transcendantes, isol€ées ou non, de la fonction qui
lui est rattachée.

Il est évident que toute surface de Riemann n’a pas de feuil-
lets, Par ex., on peut concevoir des fonctions multiformes qui
ne peuvent pas €tre prolongées a l'extérieur d'un cercle. Alors

4) Voir la note citée 2),
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aucun feuillet ne peut satisfaire a la définition II. La surface
d’une fonction algébrique a au contraire toujours des feuillets.
Une telle fonction possede également des domaines fondamen-
taux. Mais, si la surface de la fonction inverse d’une fonction
analytique est restreinte a4 un domaine du plan, qui est par ex,
borné, alors au contraire cette fonction n’a aucun domaine fon-
damental. — Ceci nous montre que les notions du feuillet et du
domaine fondamental s’appliquent seulement a certaines espéces
de fonctions qui, bien que trés générales, ne comprennent pas
toutes les fonctions analytiques. Il est vrai qu’on pourrait €largir
d’avantage ces notions, mais cela dépasserait nos buts actuels.

2. La division en domaines fondamentaux.

L’intérét qui existe a considérer les domaines fondamen-
taux, n’est pas contenu dans un seul de ces domaines mais dans
le fait qu'une partie plus ou moins grande de tout le domaine
d’existence de la fonction envisagée peut étre partagée en de
tels domaines. Je passe donc a une définition exacte de cette
division 8). Elle ce rapporte au domaine d’existence tout entier
et s’applique aux feuillets aussi bien qu’aux domaines fonda-
mentaux.

Définition U, — Diviser la surface de Riemann d’une
fonction analytique en feuillets — ou en domaines fondamentaux
— signifie: concevoir une suite de feuillets — ou de domaines
fondamentaux — de cefte fonction, qui n’ont pas de points com-
muns et qui ne laissent subsister sur cette surface aucun do-
maine extérieur a cette suite.

Une telle suite sera appelée un systéme de feuillets, respec-
tivement, de domaines fondamentaux.

Toutes les surfaces de Riemann ne peuvent pas étre par-
tagées, soit en feuillets, soit en domaines fondamentaux. Cela est
évident d’apres les remarques du paragraphe précédent. Il existe
par ex. des fonctions qui, bien que possédant quelques domaines
fondamentaux, ne permettent pas la formation d’un systéme com-
plet de ces domaines. Or, si une surface est divisible en feuillets
ou en domaines fondamentaux, généralement, cette division peut

p) Voir 2),
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étre changée d’une infinité de manieéres. En effet, les frontieres
des feuillets sont tout simplement des lignes de ramification qui
sont toutes variables, excepté aux points de ramification. Par ex.
en variant la forme d’un seul feuillet, tout le reste pourra chan-
ger convenablement, de facon a maintenir le systéme intact.
Cependant, on pourrait imaginer des surfaces de Riemann divi-
sibles en feuillets ou en domaines fondamentaux, mais d’une
maniere qui ne serait pas variable comme a l'ordinaire: si 'on
voulait changer la forme d’un feuillet, ou se heurterait a certaines
lignes infranchissables qui conserveraient la forme, entiere ou en
partie, fixe; la méme chose pourrait se passer avec les domaines
fondamentaux.

Or, dans ce travail nous allons nous ocecuper seulement
d’une catégorie de fonctions qui sont toutes divisibles en
domaines fondamentaux et leurs inverses en feuillets, et pour
lesquelles une variabilité du systéme de ces domaines existe, pa-
reille a celle qu’on connait dans les fonctions algébriques. Ces
fonctions, nous les nommerons absolument automorphes, pour
des raisons qui vont étre connues,

3. Les surfaces de Riemann illimitées.

Pour établir une classe générale de surfaces de Riemann
qui peuvent étre partagées en feuillets, j’ai introduit dans l'un
de mes travaux antérieurs 6) la classification des surfaces de
Riemann en surfaces [limitées et illimitées. Leur définition est
basée sur la notion auxiliaire du cercle de limitation 7):

Définition IV — Soit D) une fonction analytique; un
cercle © du plan de ¢ est un cercle de limitation pour @(c) si,
en prolongeant analytiquement un certain élément de D(q) situé
dans O et de toutes les maniéres possibles sans sortir de 0, il
existe un_domaine dans O ou l'on ne peut pas pénétrer.

La définition que je voudrais énoncer maintenant se rap-
porte en méme temps aux fonctions et a leurs surfaces; je
Vexprimerai ainsi:

: 6) Sur la division des surfaces de Riemann en feuillets, ,Glas* de 1'Acad.
Roy. Serbe, t. 134, p. 63, 1929,

7) Voir 3),
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Définition V — Une jfonction analytique (<) (ou sa
surface de Riemann) sera dite limitée ou illimitée, selon qu’elle
possede ou non des cercles de limitation.

Par conséquent, les surfaces de Riemann illimitées se dis-
tinguent par le fait qu’il n’y a aucune ligne singuliére située
sur cette surface, qui présenterait des limitations au prolongement
analytique. Il faut remarquer qu’il peut y avoir dans ce cas né-
anmoins des lignes singulieres non seulement en projection sur
le plan, mais effectivement, sur la surface méme. La nature des
surfaces illimitées peut étre exprimée aussi de la facon suivante:
,S0it dans le plan une courbe continue quelconque; si nous
pouvons prolonger analytiquement la fonction le long de toute
cette courbe, en ne nous écartant d’elle que d’une distance in-
férieure & un nombre arbitrairement petit, la surface de Riemann
est alors illimitée“, Auparavant j'ai basé sur cette propriété la
définition méme des surfaces illimitées 8. On reconnait facile-
ment sa validité par de la définition V.

Toutes ces notions étant fixées, jénonce le théoreme sui-
vant, fondamental pour l'objet du travail actuel:

Théoreme 1. — Toute surface de Riemann illimitée peut
étre divisée en feuillets dont les frontiéres sont continucs et cela
est possible de maniére qu'au voisinage de chaque point de la
surface ne se trouve qu'un nombre fini de feuillets.

Je rappelle que la frontiére d’un domaine est dite continue, si
tous ses points sont accessibles c¢. a d. si 'on peut atteindre chaque
point de cette frontiére par des chemins convergents et passant
par l'intérieur de ce domaine. Si la fronti¢re n’est pas continue,
elle contient des ,bouts“ inaccessibles.

La démonstration du théoréme 1 fut exposée dans deux
de mes travaux antérieurs ?), Elle est trop longue pour étre re-
produite ici. D’aprés ce théoréme, toute surface de Riemann
illimitée peut étre partagée en feuillets de maniere que dans le
voisinage des points situés sur la froatiere de la surface, et la
seulement, peut atteindre une infinité de feuillets; auprés d’un
point qui appartient a l'intérieur de la surface ne se trouve au
contraire qu'un nombre fini de feuillets.

8) Voir 3; et 6).
9) Voir 3) et 6),
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Enfin, on peut s’assurer dans la démonstration du théoréme
1 que le systeme de feuillets d’'une fonction illimitée est infini-
ment variable. Il y régne une liberté semblable a celle qui
existe dans les fonctions algébriques. On peut méme dire que
les fonctions illimitées sont les seules qui possedent une telle
liberté car, dés qu’il y a un cercle de limitation, méme si celui-ci
n‘empéche pas tout a fait la formation d’un systeme, il donne
au moins aux feuillets une forme en partie invariable.

4. Les fonctions absolument automorphes.

A la division de la surface de Riemann d’une fonction ana-
lytique en feuillets correspond la division de la surface de Rie-
mann de la fonction inverse en domaines fondamentaux et ré-
ciproquement. Par conséquent, au théoréme 1 doit correspondre
un théoréme analogue, concernant la division en domaines fon-
damentaux de la surface d’'une fonction qui a la propriété de
pouvoir étre congue comme linverse dune fonction illimitée.
D’oli le théoréeme suivant:

~Théoréme 2. — La surface de Riemann d’une fonction
analytique dont l'inverse est illimitée peut étre divisée en domai-
nes fondamentaux de maniére que 1° leurs frontiéres soient con-
tinues en chaque point de la surface et que 2° un nombre fini
de ces domaines fondamentaux, seulement, peut atteindre dans
le voisinage d’un point quelconque de la surface.

1l est évident que ce théoréme découle du théoréme 1. —
Soit @(c) la fonction illimitée, citée dans le théoreme 1 et soit
F(z)=¢ la fonction inverse. Envisageons un feuillet A du théo-
reme 1 et un point « situé sur la frontiere de A. A A corres-
pond un domaine fondamental D situé sur la surface de F(z),
au point a, un point @ situé sur la frontiere de D. Si a ap-
partient a la surface de F(z) et non pas a sa frontiere, c. a d.
si F(z) est réguliére en ce point, ou au plus singuliére algébri-
quement, @(c) est réguliere en «, ou au plus singuliére algébri-
quement. Donc, on peut décrire sur la surface un cercle K de
centre o tel que @(c) y soit réguliere, sauf peut-étre en «,
Par conséquent, a chaque ligne continue contenue dans K, cor-
respond une ligne tracée sur la surface de £(z), situ€e auprés
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de a et qui est aussi continue. Or, la frontiere de A étant con-
tinue, celle de F(z) 'est donc aussi, auprés du point @. Ainsi la
propriété 1° citée dans le théoréme 2 se trouve démontrée: les
seuls points oll les frontiéres des domaines fondamentaux ne
sont pas nécessairement continues, sont situés sur la frontiére
de la surface de Riemann: ce sont les points singuliers trans-
cendants de F{(z).

On démontre de la méme facon la propriété 2°. — Puis-
que, d’aprés le théoréme 1, un nombre limité de feuillets doit
atteindre prés d’un certain point « de la surface de @, la méme
chose aura lieu avec les domaines fondamentaux prés d’un point
semblable de la surface de F et cela, griace a la régularité men-
tionnée, dans un cercle K de centre a. Donc les points situés
sur la frontiere de la surface sont les seuls auprés desquels peu-
vent atteindre les points appartenant a une infinité de domaines
fondamentaux différents; ce sont les points transcendants de
F(z). — Ainsi le théoréme 2 est complétement démontré.

Les fonctions inverses des fonctions illimitées possédent la
propriété essentielle des fonctions automorphes. En effet, leurs
domaines d’existence peuvent étre divisés en domaines fonda-
mentaux dans lesquels, si 'on inclue les frontiéres, toutes les
valeurs de la fonction se reproduisent. De plus, dans chacun de
ces domaines la fonction est univalente; enfin, selon les pro-
priétés 1° et 2° du théoréme 2, ces domaines peuvent affecter
des formes et une conformation simples. Nous appelerons donc
ces fonctions, absolument automorphes. Jénonce ceci pour plus
de clarté sous la forme d’une nouvelle définition:

Définition VI — Une fonction analytique sera dite ab-
solument automorphe si sa fonction inverse est illimitée.

Usant de cette dénomination, qui sera justifiée encore, au
cours de ces considérations, j’énionce une seconde fois le théo-
réme 2, en faisant en méme temps ressortir le role des singu-
larités transcendantes:

Théoreme 2., — La surface de Riemann de toute fonc-
tion absolument automorphe peut éfre divisée en domaines fon-
damentaux de maniére que 1° leus frontiéres soient coniinues,
sauf peut-étre aux points singuliers transcendants et que 2° une
infinité de domaines fondamentaux peut atteindre uniquement

————

auprés_des points singuliers transcendants,
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5. La correspondance des domaines fondamentaux entre eux.

Apreés avoir dit un mot sur les expressions analytiques de
la division en domaines fondamentaux, nous rejoindrons la dé-
finition des fonctions automorphes générales, mentionnée dans
UIntroduction et le caractére automorphe des fonctions absolu-
ment automorphes sera manifeste.

D’aprés ce qui a ¢té dit dans llntroduction, sur la divisi-
bilit¢ du domaine d’existence d’une fonction analytique F(z) en
domaines fondamentaux, correspond un groupe de transforma-
tions effectuées par les fonctions £, (z) et qui font que #(z) est
automorphe. Cette correspondance est la plus évidente quand
les fonctions £, (z) sont linéaires, car ces founctions transmettent
alors une suite de représentations conformes du systéme des
domaines fondamentaux sur lui-méme. Or, il est intéressant
d’étudier comment se comportent les domaines fondamentaux
dans des représentations analogues, quand il est question de
fonctions absolument automorphes.

Soit F(z) une fonction absolument automorphe et soit
z=®(c) sa fonction inverse. Nous supposons que la surface de
F(z) est divisée en domaines fondamentaux, D, D, D,, ... et
la surface de @ (<) en feuillets, A, A,, A,..., ceux-ci étant con-
struits d’aprés les regles de la démonstration du théoreme 1. Dé-
signons par A/ la projection de A (v=0,1,2,...) sur le plan.
Puisqu’au cours de la construction du feuillet A, on ne franchit
jamais, dans le plan, les frontieres des domaines A’ Ay, . .. A’y
(la démonstration du théoréme 1 nous le montre), il est impos-
sible que ces frontieres, avec la frontiére de A’ divisent le plan
en plusieurs domaines distincts. Donc, si 'on envisage deux
domaines quelconques, A/ et A’, on sait d’autant mieux que
leurs frontieres ne partagent pas le plan en domnaines séparés:
Par conséquent, les frontiéres de ces deux domaines font en-
semble la frontiere d’un certain domaine ouvert que nous désig-
nerons par [I7 . Ce domaine recouvre tout le plan, comme A/
et A’, et il est en méme temps contenu dans chacun de ces
deux domaines. Si I'on projette /1/ ~de nouveau sur les feuillets
Ay et Ay, on recoit un domaine [1,, qui appartient au feuillet
Ay et un nouveau, [l qui appartient au feuillet A,. Pour plus
de clarté je-dirai qu'on obtient II,, de A,, en dessinant dans
Ay, certaines lignes continues qui ne morcellent pas Ay, et, peut-
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étre aussi, quelques ensembles discontinus de points, destinés
tous a former la frontiere de I1,,.

La fonction @ transmet une représentation conforme et
biunivoque de 1y, sur un domaine ouvert, soit Py, contenu
dans Dy; et de la méme maniere, de IT,,, sur P,n, contenu
dans D, . (Fig. 1 — Les frontieres
ajoutées dans D, pour offrir
I'image de Pn,, sont indiquées en
pointillé. La figure représente une
région ou F(z) est uniforme).

Puisqt’il ne correspond aux
domaines I, n et I1,m qu'un seul
domaine [I; =~ dans le plan de
¢, les deux représentations carac-
térisées peuvent étre umnies en
une seule, c¢. a d. on peut repré-
senter directement Py nsur Pum
et inversement, Ceci sera ac-
compli par la fonction 2"'=@® {F(z’)}, ol 2’ et 2z désignent z
dans Pun et P, respectivement., Je désignerai cette fonction
par z'’ - fmn(z’). La fonction fiyn(z) est donc uniforme dans Py,
et elle fournit une représentation biunivoque et conforme de ce
domaine sur P,,. De méme, la fonction inverse £, n(2) fournit
la représentation inverse, de Py, sur P

La maniére dont est définie la fouction £, nous montre
qu'elle ala mémz= valeur en 2’ eten z’. Donc, les fonclions fina
sont identiques aux fonctions £,(z). — Ainsi, la relation entre
nos considérations géométriques et la définition d’une fonction
automorphe est établie.

Les circohstances devinnent plus simples si les domaines
Pun et Py, se réduisent aux domaines fondamentaux Dn, et Dy.
Ce cas se présente lorsque [y, est uniforme dans D, et de
méme, sa fonction inverse fnm dans D,. — La réciproque est
également vraie. Si /. est uniforme dans Dy et fy, dans Dy,
alors fi,n transmet une représentation conforme, biunivoque de
D, sur D,.

Si, au contraire, le domaine P, n'est pas égal a Dy, cer-
taines parties de la frontiere de Pnn sont contenues dans D, .
A ces parties correspondent alors des parties de la frontiere de
D.. Soit a un point situé dans D,,, sur la frontiere ge Py, Si

Fig. 1.
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a west pas un point extreme, c. & d. si @ morcelle la frontiere
de Pun, désignons par / une partie contenue dans D,,. Soit C
une courbe continue fermée, contenue dans Ppn, sauf le point
a par lequel elle passe et entoure I D’aprés la condition 3° de
la définition du domaine fondamental, 3 C correspond dans D,
une courbe C' qui est généralement ouverte (car au point a cor-
respondent en général deux points distincts, a’ et a”, situés sur
la frontiere de Dy ). Si lon avait a’=a" il suffirait, pour éviter
cette égalité, de choisir au lieu de @ un point sur /, aussi pres de
a que I'on voudrait. — Donc la fonction f,, est multiforme dans
Du; les parties de la frontiere de Py, situées dans D, sont des
lignes critiques. — Soit b un point extreme de /; on peut choisir
dans sa proximité des points semblables & a et 'on peut décrire
des courbes semblables & C, et qui entourent & d’aussi prés que
’on voudra; b est par conséquent un point critique de £y n.

Dans lintérieur du domaine P, la fonction f,n, est uni-
forme et réguliere excepté, peut-étre, en un seul pdle qui est
alors du premier ordre. Or, quel est 'ensemble de tous les points
singuliers, situés sur la frontiére de Pn,? — Dans le cas géné-
ral cette frontiere n’est pas continue; soit donc K 'ensemble des
points oit cette frontiere est continue, (Plus exactement, K est
I’ensemble des bouts entiérement accessibles, car on a fait ab-
straction des points dits inaccessibles).

D’autre part, puisque la surface de @ est illimitée, l'en-
semble de tous les points singuliers situés sur la frontiére du
feuillet Ay (celui-ci a sa frontiére continue par hypothése) est
évidemment parfout discontinu,

Or, l'ensemble E, des points singuliers de F(z) situés sur
K est partout discontinu. En effet, il est composé de points qui
correspondent aux points singuliers de @D(¢), situés sur la fron-
tiere de A,, et de quelques points singuliers algébriques de [(2),
qui se trouvent sur K. Ces deux ensembles de points étant par-
tout discontinus, E, I'est aussi.

Enfin, puisque 'ensemble des points singuliers de @D(c) si-
tués sur la frontiere de A, est partout discontinu, I’ensemble
correspondant sur la frontiere de IT,, l’est aussi, et de 1a on
tire la méme conclusion pour l'ensemble correspondant, situé
sur la partie K de la frontiére de Pyn. Désignons cet ensemble
par E,.

Puisque la fonction f,, est composée de F et de @, les
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ensembles E, et E, contiennent tous les points singuliers de fiq
situés sur K. Autrement dit, en faisant exception des points inac-
cessibles de la frontiére du domaine P, ., 'ensemble des points
singuliers de £, situés sur cette frontiére est partout discontinu
sur la surface de Riemann de F(2).

Il résuite donc, entre autres, que chaque fonction 7, peut
étre prolongée analytiquement au dehors de P,y a partir de
chaque endroit de sa frontiére. En effet, 'ensemble E,+ E, étant
partout discontinu, il se trouve dans le voisinage de chaque
point de la dite frontieére un point, ot fn, est réguliére et d’oll
le prolongement peut commencer. Considérons ces prolonge-
ments. — Prolongeons la fonction 7, en sortant de Pp,na sur
un seul endroit de sa frontiere et restons dans le premier des
domaines ol nous venons de pénétrer; soit Py m, ce domaine.
A ce prolongement correspond dans I'image conforme la sortie
‘du domaine Py, ,, et l'entrée dans un autre domaine, Py my. —
Les qualités de £, par rapport a F restant partout les mémes,
on voit que fy . est dans P identique a £, . €t que par con-
séquent, elle fournit une représentation biunivoque, couforme de
Pmr,nr sur Py

Généralement m’'s2m et n'sen; alors Py, se trouve a
I’extérieur de D, et appartient au domaine fondamental limi-
trophe, Dp,. De méme, P, ., se trouve alors a 'extérieur de
D, et appartient au domaine Dy, limitrophe a D,. Si au con-
traire m’=m (le cas ol simultanément n'—n est exclu), le pro-
longement ne sort pas de D, mais dans l'image conforme, on
sort de D,. Enfin, si n'=n et m' = m, on sort de D,, mais 'on
reste dans D,.

Ce prolongement analytique peut étre continué dans tous
les domaines Dy, indéfiniment, c. a d. les fonctions fan(2) (qui
sont identiques aux fonctions fy (z)) existent dans tout le domaine
d’existence de la fonction F(z). Elles transforment le sysiéme
des P en lui méme ou, plus précisement, un aspect de ce sys-
teme (celui oll Pny se trouve dans Dum, Py, dans D, et c.) en
un autre aspect du méme systéme (celui oll Pym est dans Dy,
— et non pas P,, — et c.). Cependant, la surface de Riemann
de fmn(z) est dans le cas général ramifiée sur la surface de F(2).
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DEUXIEME PARTIE.

DIFFERENTES ESPECES DE FONCTIONS ABSOLUMENT
AUTOMORPHES.

6. Les fonctions absolument automorphes uniformes.

La catégorie des fonctions absolument automorphes, étant
trés générale, embrasse une grande variété de fonctions analyti-
ques, auxquelles on peut appliquer le théoréme 2 (ou 2') et en
tirer les conséquences qui se présentent dans chaque cas. Voyons
d’abord quelques propriétés générales des fonctions absolument
automorphes uniformes, puis nous passerons a certaines classes
connues de fonctions pour lesquelles on peut démontrer, sans
trop de difficulté, qu’elles sont absolument automorphes. Il s’agira
toujours des fonctions absolument automorphes uniformes.

Rappelons en passant que le domaine d’existence d’une
fonction uniforme générale est un domaine ouvert du plan et
que sa forme peut étre quelconque. Sa frontiere est formée par
les singularités transcendantes et, par conséquent, a I'intérieur, la
fonction ne peut avoir que des pdles. La fonction inverse d’une
fonction uniforme se distingue par le fait qu’elle prend chaque
valeur une seule fois: elle est univalente sur sa surface de Rie-
mani.

La condition de I'uniformité simplifie les circonstances. Le
systtme de domaines fondamentaux obtient alors une forme
quon peut imaginar facilement; c’est comme un filet curviligne,
irrégulier, étendu dans le plan et qui recouvre tout le domaine
d’existence de la fonction considérée. Cependant, je dois remar-
quer que les résultats qui vont €tre signalés ne sont pas tous
liés a l'uniformité. Pour la plupart ils pourraient étre étendus
assez facilement aux fonctions multiformes,

D’abord, je démontre le théoréme suivant, valable pour
toute fonction absolument automorphe uniforme:
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Théoreme 3. — Quelque soit le systéme de domaines
Jondamentaux d’une fonction absolument automorphe uniforme,
une infinité de ces domaines arrivent au voisinage de chaque
point singulier transcendent de cette fonction.

Démontrons ce théoréme d’abord pour un ensemble par-
tout discontinu de points singuliers, puis pour un ensemble qui
contient des parties continues, c¢. a d. des lignes singulieres.

Soit E un ensemble partout discontinu de points transcen-
dants de la fonction considérée F(z); on peut supposer que E
se trouve dans la partie finie du plan. Enfermons E dans un
contour rectifiable C, qui passe par les points réguliers de F(z)
et n’enferme aucune autre singularité transcendante. Il est im-
possible que lintérieur de C, soit réparti parmi un nombre li-
mité de domaines fondamentaux. — En effet, si ce nombre était
limité, désignons le par n. Envisageons ces n domaines fonda-
mentaux et les n feuillets correspondants de la fonction inverse,
D(c). |

Puisque n est limité on peut toujours obtenir de F(e), par
une transformation homographique, une fonction qui est bornée
a l'intérieur de C,. En effet, soit ¢=B un point situé dans la
partie finie du plan de ¢ et auquel correspond un point intérieur
sur chacun des 7 feuillets envisagés (n# étant fini, un tel point
B existe toujours). Considérons au lieu de F(z) la fonction
1/{F(2)—B = Fy(2). C’est naturellement, aussi une fonction abso-
lument automorphe. Soit @y () sa fonction inverse. La fonction
Fo(z) a dans C, les mémes singularités transcendantes que F(2).
Ensuite, F,(z) est bornée dans C, excepté au voisinage d’un
certain nombre de poles, au plus égal a n. Donc on peut deé-
former C, d’'une maniére continue en diminuant le domaine ren-
fermé, de facon qu’on ne traverse ni ne touche aucun point singu-
lier transcendant, mais pourtant que tous les pdles mentionnés
deviennent extérieurs a C,. Cette déformation ne supprime pas
la condition que E soit I'ensemble des points singuliers en-
fermés dans C,. Or, F,(z) est maintenant bornée dans -C, et
nous pouvons continuer la démonstration.

Déformons C, en tous ses points, en agrandissant le do-
maine qu’il renferme, mais de maniére a ne traverser ni ne tou-
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cher aucun point singulier de Fy(z). Soit C, le nouveau contour,
C, et C, renferment un domaine doublement connexe et dans
lequel #,(z) est holomorphe; donc, on a dans ce domaine, d’a-
pres la formule de Cauchy:

1 Falx
Fie) = oy | 55 ax
Ci+ Gy

En désignant

1 (Fol®) ,. 1 [Fl®) 4,
ol | 7=z el e f B Vel

Cy Cy

on peut écrire: Fy(z) =V, (2)+V,(2). La fonction ¥,(z) est régu-
liere a Vintérieur de C, et nulle a Pinfini; J,(z) est au contraire
réguliére dans C,. La fonction V,(z) a dans C, les mémes sin-
gularités que Fy(z), car elle n'y différe que par une fonction ho-
lomorphe. ,(z) est donc bornée dans C, et, par conséquent,
elle est bornée dans tout le plan.

Il s’ensuit que la surface de Riemann de la fonction inverse
de y,(2) s’étend seulement sur une partie finie du plan de ¢;
c’est donc une surface limitée. Cette limitation provient de I'en-
semble singulier de cette fonction inverse. Soit X cet ensemble,
2 correspond a £, puisque E est I'ensemble de tous les points
singuliers de V,(z). Comme F,(z) ne differe dans C, de ¥,(2)
que par une fonction holomorphe, @,(<) ne difféerera auprés
des points de l'ensemble ¥ de la fonction inverse de , que
par une fonction holomorphe. Donc, Z appartient a I’ensemble
singulier de @, et, par conséquent, il effeciue la limilation de
la surface de @, Autrement dit, @ (<) doit étre une fonction
imitée. Or C’est faux, puisque Fy(z) est une fonction absolument
lautomorphe. Donc la supposition que n est limité était fausse,
— Ainsi est accomplie la premiere partie de la démonstration.

Il reste a démontrer le théoréme 3 pour les lignes singu-
lieres. Avant tout, les considérations peuvent étre simplifiées en
supposant que les lignes singulieres de F(z) ne forment aucun
bout discontinu, ¢. a d. que la frontiere du domaine d’existence de
F(z) soit continue. Ceci est permis. En effet, ce domaine peut
étre représenté conformément et biunivoquement sur un domaine
dont la frontiére est en totalité continue, ce domaine étant si-
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tué dans le plan d’une nouvelle variable # Soit z=G(?) la foric-
tion qui effectue cette représentation. On considére F{G(f)}=
= [,(#) au liew de F(z) et on applique les résultats obtenus ainsi
a F(z): Sile théoreme 3 est valable pour F,(f) il Pest atussi
pour #(z), — la représentation conforme auprés des bouts inac-
cessibles nous le montre immédiatement.

Il suffit de montrer que le contraire de ce qu’affirme le théo-
réeme 3 ne peut pas avoir lieu. Il est impossible qu’un nombre fini
de domaines fondamentaux seulement arrivent au voisinage d’un
point situé sur une ligne singuliere. Car, autrement, on pourrait
déterminer un arc L d’une ligne singuliére et un nombre fini n
de feuillets, qui seraient les seuls & avoir des points prés de L.
— Soit d’abord n7=1; donc, soit Dm le domaine fondamental
unique qui limite a l'arc singulier L. La fonction F(z) transmet
une représentation conforme de Dy, sur le feuillet A, et, d’a-
pres lallure d’une telle représentation sur la frontiére, tout un arc
A situé sur la frontiere de A, devrait correspondre a l'arc L.
/1 serait une ligne singuliére, ce qui est évidemment incompatible
avec le fait que P(¢) doit étre illimitée,.

On démontre facilement le cas général, n > 1, en s’aidant
uniquement du cas précédent. (Je ferai ainsi pour éviter d’em-
ployer les propriétés de la représentation conforme des domaines
qui ne sont pas uniformes, ces propriétés €tant peu connues).
Soient Dy, Dy, - oy Dy, les seuls domaines fondamentaux
qui limitent a L (du coété considéré); soit D la somme de tous
ces domaines réunis en un seul et soit A le domaine correspon-
dant, compos¢ des feuillets Ay, Ao ooy Ay A lare L, qui
est une partie continue de la frontiere de D, devrait correspondre
tout un arc / situé sur la frontitre de A. Or, d’aprés ce qui a
¢t¢ démontré dans le cas précédent, a I'ensemble des points si-
tués sur L, qui appartiennent a la frontiére d'un seul domaine
Dy, v=1,2...,n), ne peut correspondre aucun arc apparte-
nant a 4. Donc il ne lui correspond au plus qu'un ensemble
de points non-dense sur /. La somme pour tous les v de ces
ensembles non-denses est nécessairement un ensemble de méme
espéce, situé sur A; cependant, ce devrait étre I'arc A tout en-
tier: i1 y a donc une contradiction qui prouve de nouveau le
théoréme 3. Ce théoréme est pas conséquent complétement dé-
montré.
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On peut simplifier I'énoncé du théoréme 3 et des théoré-
mes qui vont suivre, en introduisant la notion du point limite
de domaines fondamentaux.

Définition VII. — Un point z=c sera dit un point li-
mite de domaines fondamentaux, si lon peut déterminer une
suite de points qui convergent vers c et qui appartiennent a une
suite infinie de domaines fondamentaux différents. — Plus exac-
tement, ¢ est un point limite de la dite suite de domaines fon-

damentaux.
Il faut remarquer qu'une suite infinie de

domaines fondamentaux, si elle a un point

limite, n’est pas nécessairement une suite con-

p vergente; elle peut avoir plus d’un point li-

mite, toute une ligne vers laquelle s’approche

cette suite (fig. 2). Seulement si une suite

j/ de domaines fondamentaux posseéde un point

% limite unique, elle converge directement vers

¢ ce point. | |

Fig. 2. On peut donc €noncer le théoréme 3 de

la fagon suivante:

Théoreme 3'.— Tout point singulier transcendant d’une
fonction absolument automorphe uniforme est un point limite de
domaines fondamentaux. -

Je reviens au théoréme 2. Si 'on compare la définition
VII a la propriété 2° de I'énoncé€ 2’; on voit que cette propriété
peut étre exprimée ainsi: Les points singuliers transcendants
sont les seuls qui peuvent étre des points limites de domaines
fondamentaux. Ou bien: Les points réguliers et les pdles d'une
fonction absolument automorphe uniforme ne peuvent pas éire
des points limites de domaines fondamentaux. Ou encore: Cha-
que point limite de domaines fondamentaux est un point singu-
lier transcendant. En complétant le théoreme 3’ par cette cir-
constance nouvelle, on obtient la proposition suivante:

Théoréme 4. — Le domaine d’existence d’une fonction
absolument aufomorphe uniforme peut étre divisé en domaines
Jondamentaux de maniére, que Ses points singuliers transcen-
dants solent identiques aux points limites de domaines fonda-
mentaux ou, en d’aufres ltermes, que la froatiere du domaine
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d’existence soit identique a l'ensemble des points limites de do-
maines fondamentaux.

Un tel systéme de domaines fondamentaux est marqué dans
le plan par un filet de lignes, qui se condense infiniment auprés
de chaque point transcendant, isolé ou non. (Fig. 3 — R désigne
le domaine d’existence, L une ligne singuliere et p un point
singulier transcendant), |

Remarquons que la propriété 2°
du théoréeme 2’ peut é&tre €noncée
aussi dans les termes suivants, qui
I'€lucident d’'un autre coté: Il suffit
d’enlever au systéme de domaines fon-
damentaux un nombre fini d’enfre eux,
pour que le reste soit contenu dans
’ensemble de cercles décrits des points
singuliers transcendants comme cen-
tres, et de rayons inférieurs a un
nombre aussi petit que 'on veut. Une
exception a naturellement lieu au voisinage du point a l'infini:
les mots précédents ne s’y appliquent qu’aprés 'avoir transféré

. . s
au voisinage de lorigine, par ex., par la transformation -ty 2

Quand on envisage certains ensembles particuliers de points
singuliers transcendants, le théoreme 4 donne naissance a des
circonstances spéciales. — Soit
d’abord z=a un point trans-
cendant isolé. Décrivons de a
comme centre un cercle C n’a-
yant, ni a lintérieur ni sur la
circonférence, aucune autre sin-
gularité transcendante. D’aprés
le théoreme 4, a est le seul
point limite des domaines fon-
damentaux, situés dans C ou
sur sa circonférence. L’ensem-
ble de tous les domaines fon-
damentaux, qui ont des points
dans C, forme donc une suite qui converge vers a (fig. 4). On
a par consequent:

Fig. 4.
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Théoréme 5. — Le domaine d’existence d’une jfonction
absolument automorphe uniforme peut étre divisé en domaines
fondamentaux de maniére que tout point singulier transcendant
isolé soit un point limite isolé de domaines fondamentaux, vers
lequel converge [ensemble de tous les domaines fondamentaux
qui atteignent au voisinage de ce point *°).

D’ici on passe immédiatement aux points d’un ensemble
réductible de points transcendants, pour se diriger vers le cas
général des ensembles partout discontinus de points transcendants.
Dans ce cas on peut énoncer le théoreme suivant:

Théoréme 6. — Le domaine d’existence d’une fonc-
tion absolument aufomorphe uniforme peut éfre divisé en domai-
nes fondamentaux de maniére, que toute suite infinie de ces do-
maines, qui a un point limite dans un ensemble partout discon-
tinu de points singuliers trancendants, converge vers ce point
limite.

En d’autres termes, si ¢, est un point limite d’une suite de
domaines fondamentaux et si ¢, appartient a un ensemble dis-
continu de points transcendants, il est impossible qu’une infinité
de domaines de la méme suite ait en outre un point limite c,
diiférent de c¢,. Car, §'il en était ainsi, il y aurait tout un con-
tinu de points limites reliant ¢, a ¢, — Ceci est un fait géomé-
trique évident et de démonstration inutile., (D’abord il faudrait
prouver lexistence d’une suite finie de points limites allant de
¢, a ¢y, la distance de deux points consécutifs étant < e. Puis,
en faisant tendre e vers zéro, on obtiendrait la proposition).

En ce qui concerne les lignes singuliéres, il faut dire que
des considérations analogues aux précédentes ne s’appliquent pas
sans de nouvelles difficultés. Aussi je laisse ici sans réponse la
question: Une suite de domaines fondamentaux qui a un point
limite sur une ligne singuliére, converge-t’elle nécessairement
vers ce point, on non? — Si les lignes ne sont pas continues,
la réponse est certainement négative; si elle sont continues, on
doit espérer une réponse affirmative.

Si une infinité de domaines fondamentaux converge vers
un point, ce point est évidemment une singularité essentielle

10) Jinsiste sur le fait que le voisinage d’'un point est un domaine tel
que Cy c. a d., qui contient ce point et qui est suffisamment petit.
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d’indétermination compléte, appellée ainsi, parce qu’en allant vers
ce point, la fonction peut s’approcher de toute valeur sans ex-
ception. Le théoréme 6 montre que chaque point appartenant a
un ensemble partout discontinu de points singuliers transcendants
est un point singulier essentiel d’indétermination compléte. 1l s’en-
suit, en particulier, le fait bien connu, que fout point singulier
transcendant isolé d’une jfonction absolument automorphe uni-
jorme est un point essentiel d’indétermination compléte.

La propriété 1° mentionnée dans le théoreme 2' est restée
inappliquée jusqu'a présent. Or, il résulte immédiatement de cette
propriété qu'un domaine fondamental, tel que celui considéré
dans ce théoréme, a sa frontiere continue partout, sauf au plus
aux points d’une ligne singuliere. En d’auntres termes, tout point
inaccessible d'une telle frontiere appartient a une ligne singu-
liere. Insistons sur ce fait en lui donnant la forme d’un théoréme
particulier:

Théoreéme 7, — Le domaine d’existence d’une fonction
absolument automorphe uniforme peut étre divisé en domaines
Jondamentaux dont les fronfiéres sont continues, sauf aupres des
lignes singuliéres.

Si la fonction n’a aucune ligne singuliere, tous les domai-
nes fondamentaux ont donc leurs frontiéres parfaitement conti-
nues. Par conséquent les domaines fondamentaux qui intervien-
nent dans les théorémes 5 et 6 ont aussi leurs frontiéres conti-
nues.

7. Les fonctions linéairement automorphes.

Soit F(z) une fonction absolument automorphe uniforme.
Son domaine d’existence est divisé en domaines fondamentaux
de la maniére exposée dans le théoréme 2; nous les supposons
rangés en une suite, Dy, Dy, Dy, ..., Dy, ...

Or supposons maintenant que certaines d’entre les fonc-
tions f,(z) soient des fractions linéaires, c. a d. que (2} soit
une fonction linéairement automorphe. Puisque ces fonctions £,
sont uniformes dans tout le plan, elles effectuent, d’aprés ce qui
a ét¢ dit au paragraphe 5, un ensemble de représentations con-
formes et biunivoques du systéme des domaines Dy sur lui-méme.
Considérons ces représentations,
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Envisageons parmi toutes les fonctions f,, qui sont des
fractions linéaires, (en y ajoutant aussi la fonction fy(z)=2) un
groupe c. a d. un ensemble qui satisfait aux conditions suivan-
tes: si fy, et £, sont deux éléments de I'ensemble, £y, {fu(2) }
est aussi; si 7 est un €lément, sa fonction inverse lest éga-
lement (la troisieme condition, I’associative, est remplie d’elle
méme). — On s’occupe en général non pas des fonctions £, mais
des transformations que ces fonctions effectuent; nous désigne-
rons donc le groupe considéré de transformations, qu’on appelle
alors, linéaires ou birationnelles, par I'. Le groupe I peut con-
tenir toutes les fransformations lindaires qui existent pour F(2),
mais ce n’est pas nécessairement le cas.

Les fonctions 7, de I' transforment le domaine D, en une
suite d’autres domaines fondamentaux, soit D, o D\l, .., Dy ..
(D,,= Do). Si cette suite ne contient pas tous les domaines D,
(par ex. st toutes les fonctions £, ne sont pas des fractions lmealres),
soit D', l'un d’eux, non contenu, qui est limitrophe de D, (ceci
peut toujours étre supposé). Puisque la fonction qui transforme
D, en D, est uniforme dans tout le plan, elle transfome aussi
D', en un domaine D’Y0 qui est limitrophe de D, et qui n’ap-
partient pas & la suite des domaines D, . Joignons D, et D', ,
et appelons le nouveau domaine, R'y; procédant de méme avec
D, et D', , nommons leur somme, R/. Si I'ensemble de tous
les domaines R’ (m=0,1,...) ne contient pas encore tous les
domaines D,, on doit répéter le méme procédé. Soit alors

D, un domaine fondamental qui est limitrophe de R, et qui n’ap-
partient pas a I'ensemble des domaines D et D, et soit R”
la réunion de R; et de D{ . Si 'ensemble de tous les domaines
R"(m=0,1,...) ne contient pas, non plus, tous les D, on
répétera le procédé jusqu’a ce que tout le systéme des D soit
€puisé. Désignons par R, la forme finale vers laquelle a con-
vergé la suite R’ R, ... RM ... . Cette suite a été infinie ou
finie; si eile a ete finie, chaque domaine R, contient un certain
nombre fini de domaines fondamentaux, le méme pour tout Ry;
si la suite a été infinie, Rm contient une infinité de domaines
fondamentaux.

Or, les domaines Ry, (m=0,1,2,...) sont les domaines
fondamentaux du groupe I' de transformations, chaque R, est un
polygone générateur de Poincaré, C’est une notion fondamen-

tale de la théorie des fonctions linéairement automorphes; elle
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se rapporte directement a un groupe donné de transformations
et non pas a une fonction F(z). En cela consiste la différence
principale entre la notion du domaine fondamental, employée dans
la théorie des fonctions linéairement automorphes et la nbtre.
La premiere appartient a un groupe de transformations et la se-
conde a une fonction. Le domaine fondamental ,d’une fonction“
est, d’'un certain point de vue, un cas particulier du domaine
fondamental ,d’un groupe de transformations analytiques géné-
rales“, On obtient la premiére quand on envisage, au lieu d’un
groupe quelconque de fonctions f,, 'ensemble de toutes ces
fonctions qui appartiennent & une fonction donnée F(z); alors
en particulier, F(z) est univalente dans chaque domaine fonda-
mental 11),

Les domaines Ry, et leur disposition dans le plan sont con-
nus, les divers cas possibles étant classés et étudiés. — La dé-
finition du point limite des domaines fondamentaux s’applique
¢galement aux domaines Ry ; ce sont les points limites du grou-
pe I, vers lesquels convergent les suites infinies de domaines
Ry Comme on le voit imméditement, tout point limite de I est
en méme temps un point limite des domaines fondamentaux D, ;
le contraire n’est pas exact, on peut dire que les points limites
de I’ appartiennent a lensemble des points singuliers (transcen-
dants de F(z). — Si 'on considére les domaines R, séparément,
on peut dire que R,, par ex., est compos€ des domaines D,
D, D, ..., DY ... et que les points limites de ces domai-
nes constituent un ensemble de points, situés a lintérieur et sur
la frontiere de R,. Ceux qui sont a l'intérieur forment I'ensemble
de tous les points singuliers transcendants situés a lintérieur
de R,. .

Tout cela se rapporte aux fonctions absolument automor-
phes qui sont en méme temps linéairement automorphes. Mais,
toutes les fonctions linéairement automorphes ne sont pas abso-
lument automorphes. Pourtant nous savons que foutes les fonc-
tions linéairement automorphes qui le sont aussi absolument,
 forment une classe assez générale pour embrasser foutes les
fonctions linéairement automorphes qu’on envisage dans la théo-
rie de ces fonctions.

11) 11 faut remarquer qu’on ajoute généralement au domaine fondamental
,d'un groupe“ certaines parties de sa frontiére, de sorte que F y soit non seule-
ment univalente mais qu’elie y prenne toute valeur.
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En effet, dans la théorie des fonctions linéairement auto-
morphes on réduit en premier lieu les considérations aux fonc-
tions qui sont dans chaque domaine R, et sur sa frontiere, —
sauf, évidemement, aux points limites du groupe I, — liores de
singularités transcendantes. En second lieu on ajoute la condition
que les transjformations fondamentales, génsratrices de I soient
en nombre fini. En vertu de cette restriction, £, a un nombre
limité de sommets et par conséquent, un nombre limit¢ de points
singuliers transcendants, situés sur la frontiére de R,. En der-
nier lieu on se borne a considérer seulement les fouctions guf
ne prennent dans Ry leurs valeurs qu'un nombre limité de fois,
c. a d. qui sont p- valentes dans R,, p ¢étant un nombre en-
tier, positif, quelconque. Cette derniére condition renferme la
premiere. 11 y a donc en tout deux conditions différentes, qu’on
suppose remplies au début de la théorie des fonctions linéaire
ment automorphes, Or je veux démontrer que la fonction, que
nous désignons de nouveau par F(z), est alors toujours absolu-
ment automorphe.

Selon la définition VII il faut montrer que sa fonction in-
verse @ (<) est illimitée. Soit P, le domaine de la surface de
@, correspondant a R,. Py a une forme telle, que si 'on joint
les parties de sa frontiére, correspondant aux mémes projections
dans le plan, on obtient une surface de Riemann algébrique.
En particulier P, recouvre le plan p fois. Puisqu’il n’y a aucune
singularit€ transcendante dans Ry, il n’y en aura pas non plus
dans Pm. Mais sur la frontiere de P, il peut y avoir des points
de ramification transcendants et cela en nombre limité (puis-
qu’ils correspondent aux sommets transcendants de Ry). Comme
D () est une fonction linéairement polymorphe, que sa surface
est composée de domaines P, et que les valeurs prises par @
dans les différents P, au méme point ¢ sont en dépendance
birationnelle entre elles, a chaque point algébrique ou transcen-
dant dans un P,, correspond un point de méme espece dans
tout autre P,. Par conséquent, ’ensemble des singularités trans-
cendantes de @ se projette dans le plan en un ensemble fini
de points. Donc, il est évident que @ ne peut pas avoir de cer-
cles de limitation, — elle est illimitée 12),

12) On pourrait démontrer la méme chose pour des classes plus larges
de {fonctions linéairement automorphes, mais je dois me borner ici a aborder
les problémes dans leurs formes les plus simples,
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Comme on le voit, le chemin que nous avons parcouru
est opposé a celur qui a €té pris dans la théorie des fonctions
linéairement automorphes. Dans cette théorie on part des tran-
formations en formant et en étudiant les groupes discontinus
qu'elles peuvent composer, puis, on arrive aux fonctions auto-
morphes, ¢ a d. invariantes pour un groupe donné: on dé-
montre I'existence des telles fonctions et 'on trouve des expres-
sions analytiques qui les représentent. Dans ce travail, au con-
traire, nous sommes partis des fonctions analytiques générales
et, en leur imposant certaines conditions, nécessaires pour con-
server le sens de l'idée fondamentale, on déduit le systeme des
d »maines fondamentaux, qui représente le groupe correspondant
de transformations. Ainsi, nous sommes arrivés a quelques faits
généraux que nous avons €nonc€ pour la plupart comme des
théorémes. Tous ces théorémes peuvent étre appliqués mainte-
nant aux fonctions qui sont a la fois lin€airement et absolument
automorphes.

8. Les fonctions entiéres et méromorphes.

La catégorie des fonctions absolument automorphes com-
prend toutes les fonctions entiéres et méromorphes, quelque soit
leur généralité. En effet, on peut énoncer le théoréme suivant:

Théoréme 8. — Toute fonction entiére ou méromorphe
est une fonction absolument automorphe; le plan ot une telle
Jonction est définie peut étre divisé en domaines fondamentaux
de maniére, que la frontiére de chaque domaine Soit continue
‘et que tous les domaines convergent vers le point a linfini *3).

Soit F(z) une fonction entiere ou méromorphe quelconque,
et @(c) sa fonction inverse. 1l faut montrer que D () est une
fonction illimitée. Or, ce fait a été¢ démontré par M. F. Iversen %)
dans un théoréme que nous pouvons exprimer au moyen du

18) Voir ma note 1). — La derniére affirmation de ce théoréme n'y figure
pas encore.

1) F. Jversen ,Recherches sur les fonctions inverses des fonctions méro-
morphes“. — M. G. Valiron (C. R. Acad. Sc., t. 166) en a simplifié la démon-
stration. J'en ai donné aussi une dans ma note ,Sur les fonctions inverses des
fonctions méromorphes®, ignorant les travaux des M. M. Iversen et Valiron.
Celle de M. Valiron est la plus simple.
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,cercle de limitation®, et qui s’énonce ainsi sous une forme tout
a fait bréve: ,La fonction inverse d'une fonction entiére ou
méromorphe n’'a pas de cercles de limitation“. — Je ne repro-
duirai pas la démounstration du théoréme de M. Iversen, puisqu’
une généralisation du théoréme 8 sera exposée au paragraphe 10
et que celle-ci nécessitera une démonstration complete.

Donc, F(z) est une fonction absolument automorphe unifor-
me et par conséquent, le plan de z peut étre divisé en domai-
nes fondamentaux comme il a été dit dans le théoréme 2’.
Donc, puisque z=oc est la singularit€¢ transcendante unique, les
théorémes 5 et 7 s’appliquent immédiatement, De 1a découle le
théoréeme 8.

Ajoutons encore quelques mots. Si l'on connait, si peu
soit-il, le systeme des domaines fondamentaux d’une fonction
entiere ou méromorphe, on connait aussi la structure de cette
fonction. — En général, certains domaines du systéme auront
des sommets a linfini, d’autres n’en auront pas et seront donc
situés dans la partie finie du plan. Les premiers nous donnent
une connaissance des chemins de détermination, c. a d. des
chemins qui vont a linfini et sur lesquels la fonction tend
vers une valeur déterminée, dite asymptotique. — Par ex. si
un chemin va a Tlinfini et s’il ne passe que par un nombre
limité de domaines fondamentausg, il est sirement un chemin de
détermination. — Si tous les domaines fondamentaux sont bor-
nés, [F(z) n’a aucune valeur asymptotique et partant aucune
valeur exceptionnelle, elle est donc en tout cas méromorphe.
Mais, si tous les domaines fondamentaux sauf un nombre limité
d’entre eux, ont des sommets infinis, la fonction peut avoir des
valeurs exceptionnelles. Telle sera aussi la nature du systéme
des domaines fondamentaux dans les fonctions entiéres. — Comme
on le voit par ces remarques, 'étude des fonctions méromor-
phes ou entiéres est polarisée a deux problémes distincts: 'un
est fopologique et il se rapporte a la configuration du systéme
des domaines fondamentaux; l'autre est analytique -etil compléte
le premier en se rapportant a la distribution conforme des va-
leurs de la fonction considérée dans chacun des domaines fon-
damentaux.
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0, Sur la disposition des domaines fondamentaux.

A propos des remarques précédentes signalons quelques
considérations sur les fonctions absolument automorphes unifor-
mes, générales. Ainsi le sujet sera rattaché directement au para-
graphe 6, qui se rapportait a la disposition des domaines fonda-
mentaux dans le plan. Ce sera aussi l'objet du paragraphe pré-
sent, Mais, comme on se heurte & chaque pas a des problémes
irrésolus, en partie nouveaux, ce qui sera mentionné ici ne con-
tiendra que quelques remarques, concernant plutdt les méthodes
qu'on pourra employer dans des recherches futures.

Avant tout, il faut dire quelques mots sur la forme d'un
domaine fondamental. Cette forme est caractéris€e par les som-
mets. On appelle ainsi, quand il s’agit des fonctions linéairement
automorphes, les points par lesquels se rencontrent plus de deux
domaines fondamentaux différents. Ici cette définition doit étre
généralisée en disant qu'un sommet est un point situé sur la
frontiere d’'un domaine fondamental, tel que dans son voisinage
il existe toujours des points appartenant a plus de deux de ces
domaines différents. Par conséquent, chaque domaine fondamen-
tal peut €tre regardé comme un polygone curviligne que I'on
peut nommer aussi, polygone fondamental. Les arcs de la fron-
tiere, découpés par les sommets sont
les cotés du polygone; deux cotés
consécutifs enferment un angle qui
est généralement curviligne {fig. 5).

On peut distinguer les som-
mets algébriques des sommets frans-
cendants, ces derniers étant ceux
dans lesquels la fonction a des sin-
gularités transcendantes et les pre-
miers, ou elle n’en présente pas. Si
le systéme de domaines fondamen-
taux est tel que le théoreme 4 soit
applicable et, si le sommet est al-
gébrique, son voisinage est réparti parmi un nombre limité de
domaines fondamentaux et ce sommet est le point de rencontre
d’un nombre limité da ces domaines (dans la figure, par ex.:
S,, S, Sy et §,); si, au contraire, le sommet est transcendant, son
voisinage est réparti parmi un nombre illimité de domaines fon-

Fig. 5.
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damentaux et deux cas peuvent se présenter: ou bien, dans le
sommet se rencontre une infinité de domaines fondamentaux
différents (par ex.: Sg) ou bien, le nombre de ces domaines est
limité (par ex.: s;, quand ce nombre est égal a 1).

Dans la fonction inverse de celle considérée, aux sommets
algébriques correspondent les points de ramification algébriques
d’ordre supérieur 4 un, et aux sommets transcendants, les points
de ramification transcendants. — En supposant qu’en un certain
sommet commun a plusieurs angles curvilignes, appartenant a plu-
sieurs domaines fondamentaux différents, toutes les frontieres aient
des tangentes déterminées, on pourrait mesurer ces angles. Dans
ce cas, si le sommet est algébrique et si un nombre m de domai-
nes fondamentaux différents 8’y rencontrent, ces domaines forment
en ce point, d’ordinaire, m angles €égaux entre eux (ex.: s, et s,).
Mais, généralement, un seul domaine peut avoir plusieurs angles
au méme sommet (ex.: s, et s4); la somme de ces derniers est

alors égale a %ZE, le nombre total des angles étant naturellement

plus grand que m. Si un domaine fondamental a un seul angle
en un certain sommet et si cet angle est nul (si les denx cotés
de l'angle ont la méme tangente), alors ce sommet est transcen-
dant (ex.: sz). — En un sommet transcendant les angles sont en
général nuls. On se rendra compte ais€ément que cela se produit
pour tous les angles formant une suite infinie et ininterrompue
d’angles adjacents (ex: $g); si au contraire cette suite contient
un nombre limité d’angles, ceux-ci pourraient étre aussi de gran-
deur finie (ex.: $;).

Nous arrivons maintenant a la disposition des domaines fon-
damentaux dans le plan. Tous les problémes se rapportent prin-
cipalement au voisinage des singularités transcendantes (qui sont
normalement des singularités essentielles). Les domaines fonda-
mentaux s’y accumulent en nombre infini et U'important est de
connaitre de quelle maniére. Or, nous nous bornons a considérer
parmi ces singularités uniquement celles qui forment dans le plan
des continus isolés. Jentends par 1a qu'une telle singularité est un
continu de points singuliers dont aucun des points n'est un point
limite d’autres points singuliers transcendants (c. a d. de ceux
qui nappartiendraient pas au méme continu). Un tel continu est
généralement une ligne cantorienne a peu prés quelconque mais,
nous y ferons entrer aussi le cas spécial oll le continu est ré-
duit @ un point unique,
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Les considérations gagneront en clarté si Pon simplifie tout
d’abord la forme d’un tel continu par une transformation du plan,
convenable. Pour ce but on considere le continu singulier com-
me la frontiere totale d’un domaine du plan et 'on fait la repré-
sentation conforme de ce domaine sur I’xtérieur d’'un certain cer-
cle A. Si Uon désigne de nouveau la variable par z et la fonc-
tion absolument automorphe par F(z), on a A pour continu sin-
gulier transcendant isolé, et 'on peut définir celui-ci en deman-
dant que tous les points de A soient singuliers transcendants et
qu'on puisse entourer A d'un cercle A’ concentrique et plus grand,
tel que dans Panneau circulaire limité ainsi, il n'y ait pas d’autres
singularit€s transcendantes. En particulier A peut représenter un
seul point singulier essentiel, soit z = a.

Il convient de distinguer trois circonstances principales qui
“peuvent se produire dans la disposition des domaines fonda-
mentaux autour de 4: On bien, tous les domaines fondamen-
taux autour de 4 {c. a d. ceux qui ont des points dans un cer-
cle tel que A’) sauf au plus un nombre limité d’entre eux, ont
des sommets situés sur A; ou, au contraire, ces domaines, sauf
également un nombre limité d’entre eux, ne possedent; aucun
sommet situé sur 4; ou bien encore une infinité de domaines
fondamentaux a de tels sommets et une autre infinité n'en a
pas. Jappellerai la disposition, et de méme la singularité dans
ces trois cas respectivement: de la premiére espece, de la se-
conde et de la froisieme espéce. — Les deux premiéres espeéces
sont opposées l'une a lautre tandis que la troisieme est mi-
xte. Les singularités de la premiére espéce peuvent étre re-

1 b a
présentées par la fonction e*,
les singularités de la seconde es-
pece par une fonction elliptique

Lo

de ;- (fig. 6, a et b;— en suppo-

sant que la fonction elliptique soit
du 2° ordre, deux domaines fonda-
mentaux correspondent a un pa-

r L ]
rallélogramme de périodes; 5 @ Fig. 6.

¢té choisi au lieu de z pour ramener le point essentiel & Porigine
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afin d’avoir un meilleur apercu de la disposition des domaines
fondamentaux) 19),

Appliquons maintenant au cercle A certaines notions men-
tionnées au paragraphe précédent, ol A représentait un point
unique. Ces notions sont, la valeur exceptionnelle, 1a valeur asymp-
fotique et le cliemin de détermination. Une valeur ici sera dite
exceptionnelle si elle n’est pas prise par F(z) autour de A (dans
un cercle tel que A’); asymptotique si F(z) converge vers cette
valeur sur un chemin qui se termine en un point de A; un tel
sera appelé alors un chemin de détermination.

Ajoutons encore une notion, celle du faisceau d’angles
(d’angzles aux sommets des domaines fondamentaux). Nous nom-
merons ainsi ’ensemble de tous les angles ayant un certain som-
met commun et formant une suite ininterrompue d’angles adja-
cents, — Plusieurs cas sont a distinzuer. Si 'on range ces angles
dans Pordre cyclique qu’ils occupent autour du sommet commun,
le faisceau consiste alors ou bien
en une suite finie: oy, o,. .., ap
(fig. 7, a et b) ou bien en une
suite infinie (¢ et d). Dans ce
v dernier cas la suite peut étre in-

finie dans un ou dans les deux
(44
‘X-l
! as (Az (XI )

sens, ¢. & d. on peut avoir la
Fig. 7.

d suite: o, o, ... (¢) ou la suite:
e CUg) Oy, Uy, Cyy Ly, . .., (d).
On peut distinguer aussi les cas
d’un faisceau fermé (a) et d’un
faisceau ouvert (b, ¢ et d). Si le
faisceau est ferms$, son sommet est algébrique, s’il est ouvert, son
sommet est transcendant. Donc on peut nommer ces faisceaux
respectivement, algébriques et franscendants. Un faisceau algé-
brique contient tout le voisinage du sommet qui lui appartient,
tandis qu’un faisceau transcendiant ne le contient jamais entiére-
ment; quand un faisceau est transcendant son sommet est tou-
jours un point limite de domaines fondamentaux qui n’apparti-
ennent pas a ce faisceau. — On voit nettement que si le fais-
ceau est du type ¢ ou ¢, son sommet ne peut pas étre de la
2-de espece.

15) La figure 4 peut donner une idée dec la disposition des domaines fon-
damentaux autour d’'une singularité de la 3-éme espéce.
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Remarquons qu’il ne peut y avoir de valeurs exception-
nelles que quand A est de la 1-ére espéce. Les faisceaux frans-
cendants peuvent donner des indications sur les chemins de
détermination. Ainsi, si un chemin tend vers le sommet d’un fais-
ceau transcendant en ne passant que par un nombre fini de ces
angles, il est slirement un chemin de détermination. Au contraire,
si un chemin tend vers le sommet commun a deux faisceaux
transcendants o, et o, et s’il rentre sans cesse, alternativement
a lintérieur d’'un angle de o, et d'un angle de o, il ne peut
pas €tre un chemin de détermination. — Si A est de la seconde
espéce, il ne peut y avoir qu'un nombre limité de valeurs asym-
ptotiques. — Tout cela est évident.

Une considération géométrique simple nous méne a la pro-
position suivante: Si la fonction
F(z) tend vers la méme valeur
asymptotique «, @ lintérieur de
deux angles o, et a, (fig. 8) ou
bien, dans la partie du plan situé
entre ces deux angles elle converge
toujours vers w, ou bien, elle s’ap-

«
proche de foute valeur donnée arbi- ;
trairement.

Démontrons ceci. Les angles
a, et a, ont en général deux som- A

mets distincts, Désignons par D la
partie mentionnée du plan; en pré-
cisant on peut I’égaler a un domaine limité par un arc [ de A,
par un arc /' d’un cercle concentrique A’ et par deux cOtés f,
et £, des angles a, et a,. — Si o, et a, appartiennent au méme
faisceau, 7 (z) convergera dans D vers w sur tous les chemins
qui se terminent en /; c’est le premier cas. Si «, et «, appar-
tiennent a deux faisceaux distincts o, et 6, on sait, d’apres la
définition du faisceau, que D contiendra une infinité de domai-
nes fondamentaux. Ceux-ci s’accumulent auprés de [, donc il
suffit d’envisager un suite partielle de ces domaines, soit Dy,
D+, ..., pour s’assurer- que £ {(z) s’approche dans D de toute
valeur sans exception. Ainsi la proposition est démontree,

A cette proposition se rattache la suivante: Si la fonction
F(z) tend vers deux valeurs asymptotiques différentes, dans

Fig. 8.

Pubiications mathématiques, 8
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deux angles différents, a, et «,, dans la partie du plan située
entre ces deux angles, elle s’approchera de toute valeur donnée
arbitrairement.

En effet, dans ces circonstances, «, et o, appartiennent a
deux faisceaux distincts, ce qui nous rameéne au second cas de
la démonstration précédente 19),

10. Les fonctions uniformes & un ensemble dénombrable de
points singuliers transcendants.

Le théoreme 8 du paragraphe 8 peut étre €tendu facile-
ment aux fonctions uniformes qui ont, non pas un point trans-
cendant unique, le point a l'infini, mais un ensemble quelconque
dénombrable de ces points. Puisque un tel ensemble doit étre
fermé, il est en méme temps un ensemble réductible. — D’oll
le théoreme:

Théoreme 9. — Toute fonction analytique uniforme
dont lensemble des points singuliers transcendants est dénoni-
brable est une fonction absolument automorpie; le plan ot une
telle fonction est définie peut étre divisé en domaines fondamen-
taux de maniere que la frontiére de chaque domaine soit con-
tinue et que toute suite de domaines jfondamentaux qui a un
point limite 17), converge vers ce point,

Pour le démontrer il faut prouver que la fonction inverse,
z=®(c) de la fonction donnée, ¢=F(z) est illimitée, c. a d.
qu’elle n’a aucun cercle de limitation.

Supposons par impossible qu’il existe un cercle de limita-
tion, 6. En prolongeant analytiquement @ dans © a partir d’un
certain élément, on décrit un domaine A de la surface de Rie-
mann. A se projette en un domaine A’ situé dans @ mais ne le
recouvrant pas entierement. Soit Q un domaine dans 6, com-
plémentaire a A’. Q peut n’avoir aucun point commun avec le
bord de O, mais en choisissant dans ce cas pour O un cercle
plus petit, contenu dans le premier et dont le bord coupe Q,
on peut toujours obtenir que la frontiere de @ ait un arc w

16) Si A estun point, ces deux propositions se déduisent de certains faits
connus, Voir par ex. le ch IV des ,Legons sur les fonctions uniformes a point
singulier essentiel isolé“ de M. G. Julia.

17} Voir la définition VII.
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commun avec le bord de O; supposons ceci. — Soit alors D le
domaine ouvert du plan de z, correspondant a4 A par les valeurs
de @. Nous supposerons que D se trouve dans la partie finie
du plan. Puisque © se trouve aussi (on peut le supposer) dans
la partie finie du plan de ¢, la fonction £(z) est bornée dans
D. En outre, F(z) est réguliere dans D et sur sa frontiere C,
except€é aux points de C qui sont transcendants et dont 1'en-
semble E, est par hypothése, dénombrable.

D’abord nous supposerons que E contient un point unique,
puis qu’il contient un nombre fini de points, enfin qu’il est in-
fini, et nous allons démontrer chaque fois que c’est impossible,

1.-Soit donc z=a, le seul point singulier transcendant si-
tué sur la frontiere C de D. Nous reprendrons la démonstration
de M. Valiron. Elle contient le lemme suivant:

,o50it un domaine ouvert D, extérieur a un cercle y; sup-
posons qu'une fonction analytique et réguliére dans D et sur le
contour C, sauf peut-étre au point @ de C, ait son module cons-
tant et égal & A sur C (@ excepté) et inférieur & A dans le
domaine D; dans ces condition, ou bien D renferme des zé-
ros de cette fonction, ou bien il existe dans D des chemins
aboutissant en a, sur lesquels la fonction tend vers zéro“ %),

D’ici on déduit immédiatement !'impossibilité du cas con-
sidéré. En effet, on peut toujours supposer que le domaine D
est extérieur a un cercle y et que 6 est décrit de ¢=0 comme
centre, avec un rayon égal a A; enfin, que ni A’ ni la frontiére
de A’ ne contient le point ¢=0. (Ceci peut €tre obtenu par une
substitution homographique de ¢, ce qui n’altere pas les circon-
stances essentielles). Mais alors, puisque 7 (2) est holomorphe
dans D et sur C sauf au point a, et puisque | F(2)| <A dans
D et =A sur C sauf peut-&tre en a, nécessairement F(2) dev-
rait tendre vers zéro sur des chemins tracés dans D et abou-
tissant en a. Or, d’aprés la position de A’, ceci est impossible,
Donc, le premier cas est exclu.

2. Considérons le second cas; supposons par impossible
qu'il se trouve sur C un nombre limit€ quelconque, n, de points
transcendants. Divisons D en n domaines tels, que la frontiére
de chacun d’eux ne contienne qu’un point transcendant unique.
Cette division est effectuée par certaines courbes qui ne s’appro-
chent d’aucun de ces points. Désignons par L I'ensemble de ces

18) Voir 14),
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courbes. Soit A l'ensemble des points du plan de ¢, qui cor-
respond a L (fig. 9). A n’a évidemment aucun point commun
avec la frontiere de Q. Donc, on peut tracer un cercle 6, con-
tenu dans O, tel que / reste a
Pextérieur et qu'a lintérieur de
6, il y ait en méme temps des
points de A’ et de Q, c.a d. que
0, soit un cercle de limitation-
Soit A, une partie du domaine
A que I'on décrit en prolongeant
analytiquement un certain élément
de @ situé dans 6,, de toutes
maniéres possibles, sans sortir de
Fi g. 9. B,; soit D, le domaine ouvert
correspondant, situé dans D,
Puisque /A n’a aucun point commun avec A,, L n’en aura pas
avec D, donc, D, est contenu dans I'un des 7 domaines de D,
Par conséquent, sur la frontiere de D, il n’existe qu'un point
transcendant unique; or c’est le premier cas qui vient d’étre réfuté.
3. 11 nous reste encore a considérer le troisieme cas. Si
ensemble E, dénombrable, a un nombre limité de poinis limites,
le procédé suivant conduit au but. — D’abord, par une considé-
) © ration z}nalogue a la pr.éc.éde.nte on
construit un cercle de limitation 6,,
contenu dans 6 puis le domaine D,
sur la frontiere duquel se trouve
un seul point limite de points trans-
cendants, a (fig. 10). Il faut alors
prouver I'impossibilité de ce cas.

Décrivans trois cercles, 6,, O,
Fig. 10. et O,, extérieurs 'un a l'autre, con-
tenus dans 6, et situés de part et
d’autre de la frontiére qui sépare A, de Q,. 6,, 0, et O, sont
trois cercles de limitation auxquels correspondent {rois domaines,
D, D, et D, contenus dans D,, extérieurs l'un a l'autre. Il est
impossible que D, par ex., n’ait pas a sur sa frontiere, car,
autrement, cette frontiére contiendrait un nombre fini de points
transcendants et ce cas a €té exclu. Donc, ces trois domaines
ont a sur leurs frontiéres.
Dans de telles circonstances, 'un d’eux, soit D, est situé
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ou bien entre les deux autres, ou bien entre deux bouts,
finissant en a, d’un seul de ces domaines. — Si la frontiére de
D, est continue en @, c’est le seul point transcendant situé sur
la frontiere de D, et 'on a de nouveau le premier cas, réfuté,
Si la frontiere de D, n’est pas continue en @, une considération
plus précise est nécessaire.

Le point a appartient alors & un seul ou a plusieurs ,bouts®
de la frontiére de D,, qui ne se réduisent pas tous au seul point
a, mais qui contiennent en outre une partie plus ou moins grande
de la frontieére de D, et, par conséquent, une infinité de points
transcendants de #~(z). La proposition de M. Valiron n’est donc
pas applicable directement; il faut d’abord transformer D, en
un domaine plus simple. Dans ce but envisageons la frontié¢re
extérieure de D,, c.a d.les points de la frontiere de D, qui sont
nécessaires pour diviser le plan en deux domaines dont 'un con-
tient D, et lautre, le point a Vinfini. Faisons la représentation
conforme du premier de ces deux domaines sur un domaine
dont la frontiere est continue, un cercle par ex.. Soit z=\V(7) la
fonction qui effectue cette représentation. A D, correspond un
domaine D,” contenu dans ce cercle. La fonction ¢=(f)=
= F{\(¢) } est holomorphe dans D, et sur sa frontiere, excepté
en un seul point, qui correspond aux bouts mentionnés de D..
Les autres conditions du théoréme de M. Valiron étant alors
remplies également, on obtient le méme résultat que dans le
premier cas, donc, ici encore, la présence d’un cercle de limi-
tation est exclue.

Continuons la démonstration en nous aidant des cas précé-
dents; d’abord en supposans que la seconde dérivée de £ a un
nombre limité de points, puis en passant aux dérivées successives
et dont 'ordre ne peut dépasser un nombre fini.

Donc, la fonction @ (¢) est vraiment illimitée. De cette con-
clusion le théoreme 9 découle immédiatement comme consé-
quence des théorémes 6 et 7.

Avant de terminer notons une généralisation de nos con-
sidérations. Au lieu d’exiger que toute une surface de Riemann
soit illimitée, on peut se borner a un certain domaine quelcon-
que d’une telle surface, Un domaine 2 de la surface de Riemann
d’'une foncticn @ (¢) sera dit illimité, s'il n’existe aucun cercle
© tel, qu'en prolongeant analytiquement @ a partir d’'un élément
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y appartenant a ¥ et situé dans O, on ne puisse pas recouvrir 8
entitrement, @ moias qu'on ne rencontre la frontiére qui sépare
Y du reste de la surface. Ainsi, on aurait aussi la notion d’une
fonction ,illimitée dans un domaine® de sa surface de Riemann.

Soit § le domaine de la surface de F(z) correspondant a
2. Si @ est illimitée dans Z, on pourra nommer F{z) absolu-
ment automorphe dans le domaine S. Evidemment, ce nom perd
son vrai sens quand F(z) est trop simple dans S, c. a d par
ex. si elle y est univalente. Mais si, par ex., S est un domaine
du plan dans lequel F(z) a des poins singuliers transcendants
isolés, ce nom prendra sa pleine valeur,

En ce qui concerne la division du domaine S en domai-
nes fondamentaux, ceci doit signifier que § est divisé en domai-
nes et que ceux-ci sont fondamentaux, excepté, peut éfre, ceux
qui rencontrent la frontiére qui sépare S des autres parties du
domaine d’existence de F(z).

Avec ces notions généralisées on peut énoncer, entre autres,
les deux propositions suivantes, analogues aux théorémes 8 et 9:

Théoreme 8% — Toute fonction analytique est absolu-
ment automorphe au voisinage de chacun de ses points singi-
liers transcendants isolés ou elle est uniforme; un tel voisinage
(qui ne contient pas d’autres points singuliers transcendants) peut
élre divis¢ en domaines jondamentaux de maniéere, que la fro:a-
tiere de chacun d’eux soit continue et qu'ensemble ils convergent
vers le point singulier t{ranscendant considéré.

Théoréme 9% — Toule branche d’'une fonction analy-
tique est absolument automorphe dans chaque domaine du plan,
dans lequel elle est uniforme el n’a qu'u1 ensemble dénombrabl:
de points siaguliers transcendants; ce domaine peut étfre divisé
en domaines jondamentaux de maniére que la frontiére de cha-
que domaine soit coatinue et que toute suife de ces domaines
qui a un point limite dans le domaiue considiré, converge vers
ce point.



Rapport entre les limites d’oscillation des pro-
cédés de sommation d’Abel et de Cesaro.

Par
JOVAN KARAMATA.

Soit ay, v=1, 2, 3,..., une suite de nombres réels, tels
que la série

(1 f(n= § ay rv  converge pour tout r<1;

on a alors l'inégalité bien connue

(2) lzm sup (1—r) Z‘ ay rv < lim sup Z a ,
=1

v=1 ﬂ“— =1

qui exprime que la limite supérieure de lintervalle d’oscillation
du procédé de sommation d’Abel ne peut dépasser celle du pro-
cédé de sommation de Cesaro, quelque soit la suite de nom-
bres réels { ay }.

Or, dans une de mes Notes '), j’ai démontré que pour les
suites de nombres { a, } a termes positifs, on a méme la double
inégalité suivante:

(3) lzm sup (1—r) f(r) m sup }z-éav <L e lim sup (1—r) £(r),
r=1

= o< v=1

f(r) désignant la fonction (1) et la constante e étant la base des
logarithmes naturels.

1) J. Karamata, Sur la moyenne arithmétique des coéfficients d’une série
de Taylor, Mathematica vol. 1, p. 99 et 100 (Cluj, 1929).
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La seconde des inégalités (3) complete donc P'inégalité (2)
dans le cas des suites a termes positifs et exprime que dans ce cas
la moyenne de Cesaro doit rester bornée toutes les fois que la
moyenne d’Abe] l'est. (Evidemment ce fait n’a pas lien pour les
suites a termes réels quelconques, comme on le vérifie, du res-
te facilement sur 'exemple a, = (—1)Vv?, v=1,23, ...).

D’autre part, puisque e > I, il ne résulte pas des inégalités
(3) que (pour a, > 0) les deux limites supérieurs

(4) A = limsup B ﬁ‘ ay et ={im sup (1—r) £ (r),

n=occ v=1 ==

doivent étre égales entre elles. La question suivante se pose
donc tout naturellement: Les deux limites supérieures A et X
sont-elles égales entre elles, lorsque les termes de la suite { a, }
sont positifs ? Ou, ce qui revient au méme, peut-on dans ce cas
remplacer la consfante e par l'unité et, si ce n’est pas le cas,
cette constante e est-elle la plus petite possible, pour que la
seconde inégalit€é (3) ait lieu pour toute suite {a, | a termes
positifs? :

Nous allons montrer ici par un exemple, que la réponse
a la premiere question est négative, contrairement a celle de la
seconde. En d’autres terimes, nous allons construire effectivement
une suite de nombres {av } qui satisfait a I'égalité

(5) lim sup — Z ay = elimsup (1—r) (),

n —= o< I ie=:

c’est-a-dire pour laquelle A = e,
Cette suite des nombres { a, | est la suivante:

n si n=pl
6 an= ’ :]’2,3,..-
©) { 0 st n#p! A

Pour montrer que I'égalité (5) a lieu lorsqu’'on y remplace
la suite { ay} par la suite (6), il suffit de démontrer que l'on a

1 =1
(7) lim sup Zav = lim sup 3 opl=1,
n=oc n=oc p.:zl

et

(8) limsup (1—r) £(r)= lzm sup (1 —r)}] pl i =1/e.
=1

r=1 pe=1
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La relation (7) est facile a vérifier; d’une part, on a

1 ML 1 P
- Z p'<‘17 ) p! pour tout (p—1)! <n< pt,
}.L: _
et puisque
p! N
2 1 > oc,
p%lp p—(p—11" " P
il s’ensuit que
nl < np
lzmsup— 3 pI<1
n=oc p.:l

D’autre part, il existe effectivement une suite de valeurs
ny,, p=142,3,..., de n telle que

ce que l'on voit en posant n, = pl.
Des deux derniéres relations il résulte affirmation (7).
Pour démontrer la relation (8), il suffit de montrer que I’on a

(9) nm sup (1—r) zpmﬂ 1/e.
=1
n=1

Car, d’aprés (7) et la seconde inégalité (3), il résulterait que

1 < e lim sup (1—7r) Z wl rtt<lefe=1,
=1 po=1
c’est-a-dire l'affirmation (8).

Or, l'inégalité (9) peut étre obtenue par des considérations
suivantes.

Remplacons, d’abord, r par e~ °; alors, pour que r - 1, il
faut que o - 0, etl'on a dans ce cas (1—r)=(1—e %) ~c lorsque
c - 0.

Par suite, au lieu d’étudier les limites de [I’expression
(1——r)oi vIrY, lorsque » - 1, on peut étudier celles de c%v! e—ov!

v=1 v=1

lorsque ¢ - 0, Mals cette expression ayantla forme 2 ov! e—""'

v=1
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'on voit qu'elle a pour valeur la somme des ordonnées de la
fonction xe™* aux points xy = ovl, v=1,2,3,...

Soit sur l'axe des X un intervalle quelconque, mais fixe,
(s, M), oli ¢ et 1/M peuvent étre choisis aussi petits que I’on veut.
Il est facile de montrer que, pour ¢ suffisamment petit, il peut
y avoir au plus un parmis les points xy = ovl, v=1,2,3,..., qui
soit situé dans lintervalle (e, M). En effet, pour que ok! soit
situé dans cet intervalle il faut que e < k!, et pour qu’un second

v

-
y=-xe

[N SUPE—

!
i
€

6xl

point y soit situé il faudrait en outre que o (k+1) < M; en multi-
pliant ces deux inégalités membres a membres, il résulterait

e (k+1) < M. k devrait donc étre inférieur a %4~—1, ce qui con-

tredirait la premiere des deux inégalités précédentes : k!}f
d’aprés laquelle on peut choisir ¢ assez petit pour que & dépasse

Lo M 5 P
la quantite - 1. Donc, en choisissant ¢ assez petit, si I'un

des points xv, v=1,2,3,..., est situ€ dans (e, M) tous les
autres doivent étre extérieurs a cet intervalle, ce qui démontre
I’affirmation.

Considérons, a présent, la somme des ordonnées de la
fonction y =xe™* correspondant aux points x, extérieurs a I'in-
tervalle (e, M). La somme des ordonnées correspondant aux
points a droite de M est évidemment inférieure a la surface

O

xe~*dx =eMe—M, En ce qui concerne la somme s des ordon-
M—1 ,
nees correspondant aux points 4 gauche de g, 'on a
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Pl = ¢ . ov! £ e
S= ; | csvv< };1 dvlge(—~+~—+—.+..

! I 1 !
+ oy +;~—}-1)/\e(;+v-+;+...+;+1)<2e.

Par suite, puisque pour o suffisamment petit, un des points
Xy =V, v=1,2,3 ..., au plus est situé dans lintervalle (g, M),
et puisque la plus grande valeur de la fonction xe™* est 1/e, la
somme de toutes les ordonnées de cette fonction correspondant
aux points ovl, v=1,2,3,..., ne peut dépasser la quantité
9e+e 1 +eMe— M, cest-a-dire, on a I'inégalité

(l——r)ZvirV'——cgvle V< oetrelreMeM
v=1

pour o suffisamment petit. Donc
lzm sup (1—r) Evl <L 2ete T4eMeM
=1 v=I

et puisque dans cette inégalit€ on peut choisir, d'une part, e
arbitrairement petit et d’autre part, M arbitrairement grand, 'on
en déduit Pinégalité (9), et par suite I'affirmation (8).

Il est, du reste, facile de trouver une suite particuliére
ro, p=1,2,3,..., de valeurs de r, telle que

(10) (1—rp) Ev! r;! e lorsque rp > 1.
v=1

Une telle suite est, par exemple, r, = e‘]/P-’,_p= 1,2,3,..
En effet, du fait que

(1—rp)=(1—¢ Py oo 1/p!, po oc,
et des relations
o %v!e“’vpl Z et =1 L Z v eVt
v=1 p v==1 pt, Ve=pet1
vorrgl 1
12”8 P 12 =5 =1 121/!**0 p>oc,

v=1



124 Jovan Karamata.

I K e @D (p+D (p+2) S
ol 2 Ve P Tan e 1S X v
v=p-1 v=p-+1
_ ety
- e__])2ep -0, P = o<,

il résulte Taffirmation (10).

Cet exemple suffit pour donner les réponses completes aux
questions posées au début de cette Note,

D’ ailleurs, on peut en donner une infinité de suites { ay |
satisfaisant 4 la relation (5). Ainsi, par exemple, toute suite { a, }
de la forme

an={ . POUT =Ty Npiiiashans
0 pour n#ng,

oll ny, k=1,2,3,..., est une suite d’entiers tels que ~"‘l+—1—> oc
k
avec k, satisfait a la relation (5); ce que l’on peut montrer en

suivant la méme marche comme il vient d’étre exposé pour la
suite (6). (Dés que dans ces suites le quotient ]{»— ne tend

pas vers linfini, I'égalité (5) ne peut avoir lieu).
Ainsi, on a démontré le théoréme suivant:
Tout suite de nombres positifs { a, } satisfait aux inégalites

lim sup (1—r) OZC] ay 1Y

%Z ellmsup(l—r)Zavr 3
r:1 v—1 v=1

r=1 v=1

ot la constante e, base des logarithmes naturels, ne peut étre
remplacée par aucun nombre plus petit, tant qu’on reste dans le
cas géenéral considéré.

Beograd, le 25 mars 1923.



Sur une propriété de fonctions de deux
variables réelles, continues par rapport
a chacune de variables.

Par
WACLAW SIERPINSKI.

Une fonction continue d’une variable réelle est, comme on
sait, déterminée, lorsqu’on connait ses valeurs sur un ensemble
dense. Le but de cette Note est de prouver qu'une fouction de
deux variables réelles f(x, ), continue (séparément) par rapport
a x et par rapport & p, jouit d’'une propriété analogue. On a
notamment ce

Théoreme, Une fonction de deux variables réelles f(x,y),
continue par rapport a chacune de ces variables séparément, est
déterminée, lorsqu’on connait ses valeurs sur un ensemble de
points (x,y) donné quelconque D, dense dans le plan.

En d’antres termes: si D est un ensemble de points (x, p),
dense dans le plan, et si f(x, y) et g(x, y) sont deux fonctions
de deux variables réelles, continues par rapport a chacune de
ces variables (séparément), et si

f(x,y)=g(x,y) pour (x,y)€D,
on a

f(x)y)=g(x> ./V)r

quels que soient lés nombres réels x et y.

Une différence de deux fonctions £(x, y) et g(x, y) conti-
nues par rapport a x et par rapport a y étant de méme nature,
il suffira évidemment de démontrer que si 'on a pour une fon-
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ction f(x, y), continue par rapport & x et par rapport a y
(1) f(x,9)=0 pour (x) €D,

on a constamment f(x, y)=0.

Soit (x,, ¥,) un point du plan donné quelconque et soit ¢
un nombre positif donné.

La fonction f(x, y) étant continue au point (x,, y,) par rap-
port & x, il existe un nombre positif §, tel que

(2) [ F% =1 (X, po)| <& pour |x—x,] < 0.
Soit maintenant n un indice donné et supposons que nous
avons déja défini les points (xy, ¥o), (X4, Y1)y« + +» (Fu—1, Yu—1) €t
les nombres &, 8,, ..., Ou_1.

L’ensemble D étant dense dans le plan, il existe un point
(xn, yn) de D, tel que

6n—-—l
2

1
(3) | Xn — Xn—1| < et lyn——y0|<E.

La fonction f(x, y) étant continue au point (xn, yo) par
rapport a x, il existe un nombre §,, tel que

(4) 0 <8, < ;_ 5o

et que

(5) F(X, yn)—fF(xn, yn)|<e pour |x—ux,|<8y.

1

Les points (x,, v,), (%3, ¥5), .. . de I'ensemble D et les nom-
bres &, 8;, 8,, . . . sont ainsi définis par linduction et on a les
formules (3), (4) et (5) pour n=1,2,3,...

D’aprés (3) et (4) on a, pour >k >0

‘xn'—xk ‘ Q;xn—anl + ‘xn—-1—‘xu——2§ =] -+ lxk-{—l‘—xk} <

Op—1 . 642 Sy Sk Ok Ok S
< - 277—{— -—n2-+.. A+ 7<Q_n—ii+éﬁ—kfl +"'+7<8k<2?0’
donc

5
(6) lxn—xk/<8k<§2— pour n>k_>0

d’on résulte qu’il existe la limite
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(7) lim x, = &.
n = oc
D’apres (6) et (7) on a, pour k=0,1,2, 3, ...
(8 | §— x| << O,

donc, d’aprés (5)
| £(§, y)—1 (%, yi}| <e,
ce qui donne, d’aprés (1) et (xx,y )ED, pour £=1,2,3,...:
| (&) i<e, pour k=1,23,...,

et, d’aprés (3), la fonction f(x, y) étant continue au point (&, y,)
par rapport a y:

®) [£(8 yo) e

Or, d’aprés (8) (pour £=0), on a |§—x,|<(9,, donc, d’a-
pres (2):

| E(§ yo)—F(xe ¥o) [ <k,
ce qui donne, d’aprés (9):
| £(Xo, po)| < 2e .

Le nombre positif ¢ pouvant étre quelconque, cela prouve
que
f(xp ¥0)=0,

c. q. f. d. Notre théoréme est ainsi démontré.

Un théoréme analogue a lieu pour les fonctions de n va-
riables réelles, continues par rapport a chacune de variables
séparément. La démonstration est tout a fait analogue.

Dans le cas particulier, ot D est I'ensemble de tous les
points (x, y) aux coordonnées rationnelles, la démonstration de
notre théoréme est immeédiate et résulte de la formule

£(x, y)=lim  lim f(Er%E, @i’)

m=oc Nn=oc I
qui a évidemment lieu (pour x et y réels) pour toute fonction
f(x, y) de deux variables réelles, continue par rapport a chacune

de variables séparément (olt Et désigne l’entier le plus grand,
ne dépassant pas ).
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Il est & remarquer que pour des telles fonctions on a aussi
la formule
f(x, y)=lim £u(x, y),

n=oc
oll

fa(x,y)=(1—nx+Enx) (E,’;x" y>+(rzx—Enx) f (

Enx-+1 )
= ,_,’y .

Les fonctions fu(x,y) (n=1,2, 3,...) sont, comme on voit
sans peine, continues (par rapport a l'ensemble de variables
x, y), d’oil résulte tout de suite le théoréme connu de M. H. Le-
besgue, d’aprés lequel toute fonction de deux variables réelles,
continues par rapport & chacune de ces variables (séparément)
est limite de fonctions continues 1),

Quant a notre théoréme, il est a remarquer qu’on peut le
déduire facilement d’une proposition de M. R. Baire ?) de la-
quelle résulte que si la fonction f(x, y) est continue par rapport a
chacune de variables x, y séparément, il existe sur tout segment
parallele a 'axe OX ou a 'axe OY un point, ot la fonction
f(x, y) est continue par rapport a I’ensemble de variables (x, y).

——

1) Cf. mon livre ,Funkcje przedstawialne analitycznie*, Warszawa 1925
(en polonais), p. 66—67.
2) R. Baire: Sur les fonctions de variables réelles (Thése) Milan 1899,



Bahnkurve der sédkularen Polverlagerung.
Von
M. MILANKOVITCH.

Die isostatische Lagerung der aus Sial aufgebauten Konti-
nentalschollen auf der Simaunterlage hat, wie ich es an anderer
Stelle gezeigt habe %), sidkulare Verlagerungen der Rotationspole
der Erde zur Folge, unabhingig davon, ob sich die Kontinente
gegen einander verschieben oder nicht. Der Geschwindigkeits-
vektor » der Polverlagerung erscheint dabei durch den Aus-
druck

(1) D= 2—_(5—A—) grad Q
veranschaulicht.

Hinsichtlich der in obigem Ausdruck vorkommenden Gros-
sen ist folgendes mitzuteilen. Wenn die Kontinentalschollen auf
die Dichte der Simaunterlage kondensiert wdiren, wiirde der
Erdkérper durch ein glattes Ellipsoid, das innere Referenzellip-
soid, begrenzt erscheinen. Die Tragheitshauptmomente des der-
art geformten Erdkorpers sind oben mit 4, B, C, (B=A) be-
zeichnet worden. Das Triagheitsmoment beziiglich einer beliebi-
gen, durch den Erdmittelpunkt hindurchgehenden Achse sei J.
Denkt man sich die Kontinentalschollen auf ihre normale Dichte
vertikal ausgedehnt, so wird sich das Tragheitsmoment J um

1) Sikulare Verlagerungen der Rotationspole der Erde. Berichte der ko-
nigl. serbischen Akademie 1932. Vollinhaltlich iibersetzt und veroffentlicht als
das Kapitel 28 des Bandes 1 des Gutenbergschen Handbuchen der Geophysik.
Berlin 1932.

Publications mathématiques. 9
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einen bestimmten Betrag O verdndern. Die oben vorkommende
Grosse Q kann als das Tragheitsmoment der Sialdecke bezig-
lich der in Betracht gezogenen Achse bezeichnet werden. Jedem
Punkt der Erdoberfliche kann also ein bestimmter Wert der
Grosse Q zugeordnet werden, als das Trédgheitsmoment der
Sialdecke beziiglich der durch diesen Punkt und den Erdmittel-
punkt hindurchgehenden Achse. So erscheint die Erdoberfldche
als das Feld eines Skalars Q; der Geschwindigkeitsvektor v der
Polbewegung ist dem Gradient dieses Skalars direkt proportional.
Die im Proportionalitatsfaktor vorkommende Grosse = stellt den
Anpassungskoeffizient des Erdkorpers dar. Derselbe kann als
konstant betrachtet und aus den astronomischen Beobachtungen
der Breiteschwankungen ermittelt werden. Die Grossen C und
A unterscheiden sich um ausserordentlich geringe, rechnerisch
ermittelbare Betrdge von den bekannten Trédgheitshauptmomen-
ten des ErdkoOrpers, wadhrend die Grosse Q aus der Form und
Machtigkeit der Kontinentalschollen berechenbar ist. Auf diese
Weise stehen alle erforderlichen Daten zur Berechnung der Pol-
verlagerungen zur Verfligung.

Die Gleichung (1) stellt die Differentialgleichung der Pol-
bewegung dar; hier soll ihre, bisher nicht vorgenommene Inte-
gration durchgefuhrt werden.

Der Berechnung der Grosse Q muss das gegenwdrtige
Gradnetz der Erde zu Grunde gelegt werden, weil sich alle An-
gaben iiber die Form der Kontinentalschollen auf dasselbe be-
ziehen. Verlegt man also in den Mittelpunkt der Erde den Ur-
sprung O eines orthogonalen Koordinatensystems, dessen Z—
Achse nach dem gegenwdrtigen Nordpol und dessen X— Achse
nach dem Schnittpunkt des Greenwicher Meridianes mit dem
Aequator gerichtet ist, und bezeichnet mit ¢ die geozentrische
Breite, mit 1 die geographische Lénge eines beliebigen Punk-
tes der Erdoberflache, so ist

(2) x=rcosqcosy; y=rcosqosiny; z=rsing.

Die erstrebbare Genauigkeit, mit welcher die Polbewegung
mathematisch beschrieben werden kann, gestattet oben r als
eine Konstante zu betrachten und die geozentrische Breite mit
der geographischen zu identifizieren. Seien 7,, 1, I, A,, Ay A,
die Trdgheits — bzw. die Deviationsmomente der Sialdecke hin-
sichtlich der Achsen X, Y, Z, so ist das Trdgheitsmoment
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der Sialdecke beziiglich einer durch den Ursprung O des Koor-
dinatensystems gehenden Achse, welche mit den Koordinaten-
achsen die Winkel «, B, y einschliesst, dargestellt durch

Q =1, cos* a+/, cos® B+/; cos? y—
(3)
— 2/, cos B cos y— 21, cos Yy cos a—2/1, cos o cos B.

Dreht man das Koordinatensystem derart, dass die Devia-
tionsmomente zum Verschwinden gebracht werden, so wird weil

(4) X=rcosa; y=rcosf; z=rcosy
ist, mit Beniitzung von (2)
(5) Q =1, cos® ¢ cos® +1, cos? ¢ sin® {+/, sin? o,

wobei ¢ und ¥ die Polarkoordinaten beziiglich des gedrehten
Koordinatensystems bedeuten.

Legt man durch den Punkt M (o, V) der Erdoberfldche eine
Tangentialebene und in derselben ein orthogonales Koordina-
tensystem £—n, dessen Ursprung in M und dessen § — Achse
in der Meridianebene des Punktes M sich befindet und gegen
den Aequator gerichtet ist, so kann dieses System zur Aufstel-
lung der Bewegungsgleichungen des Poles benutzt werden. Dass
sich dasselbe von Punkt zu Punkt dndert, tut nichts zur Sache,
weil fiir die ausserordentlich langsam und mit Ueberwindung
von Widerstanden verlaufende Polbewegung das Trdagheitsgesetz
nicht zu beriicksichtigen ist, sonst aber die nachstehenden Glei-
chungen fiir jeden Punkt der Oberfldche ihre Giltigkeit behal-
ten. Man bekommt auf diese Weise statt der Vektorgleichung
(1) folgende zwei Skalargleichungen

aé % 0Q
dt — 2(C—4) of’
(6) J
n % 00
dt ~ 2(C—A) on -

Es ist, wenn man die Grossen § und n im Bogenmass misst,
d. h. r=1 setzt

(7) dé=—do; dn=coso dl,

und man bekommt statt (6)
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do = % 0Q

) dt = 2(C—A) dp ’
(9) dy . x 1 00
7 dt ~ 2(C—A) coste O}
Es folgt daraus
9209
¢l L oM

(10) dp  cos*¢ 0Q

)

als die Differentialgleichung der Polbahnkurve.
Es ist wegen (5) und (10)

11) d—‘lj— (]2‘11) sin 2\1}'
( dq) a ([3 B ]2 Sin2 '\l_/' — [1 COS‘Z \‘I) Sln 2({) .

Unser Koordinatensystem moOge derart orientiert werden,
dass das Trdgheitsmoment /, der Sialdecke beziiglich der X —
Achse das Minimum, jenes beziiglich der Z — Achse das Maxi-
mum ist, dass also die Ungleichheit besteht

(12) Iy <l <0
Setzt man also
| fy—1 _
(13) ]2 pF [] j = k )

so ist k positiv und uberdies
(14) k>1.

Die Gleichung (11) kann leicht auf folgende Form gebracht

werden

d\r

1
(15) ksin2\11~§ta“g‘l’d‘l’:“

Gp
sin 2¢

Diese Gleichung lédsst sich sofort integrieren und man be-
kommt

(16) cos  tangk{ = C, tang ¢

als die Gleichung der Polbahnkurve,
Die Konstante C; ist durch die gegenwdrtige Lage der Ro-
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tationspole der Erde gegeben. Sind die Koordinaten des Nord-
poles im gedrehten Koordinatensystem gleich ¢, und ¥, so ist

_cos tangk_\lxo
(17) C,= g o, :

Hat man die Gleichung (16) der Polbahnkurve im gedreh-
ten Koordinatensystem ermittelt, so ldsst sich dieselbe ohne wei-
ters auf das urspriingliche Koordinatensystem, d. h. auf das ge-
genwdrtige Gradnetz der Erde transformieren.

Es folgt aus (9) und (5)

a % (!2_11)

(18) dt = 2(C—Ay

sin 24 |

d. h. durch Integration

%o —11) 4

(19)  tangV-Ce C74

Wird Zeit von der Gegenwart aus gezdhlt, so ist

»

(20) C, = tang W,

zu setzen.

Durch die vorstehenden Gleichungen ist nicht nur die Pol-
bahnkurve, sondern auch der zeitliche Verlauf der Polbewegung
eindeutig gegeben. Dabei kommt es nur auf die nummerische
Ausrechnung der Grossen [, [, I3 A, A,, A, an. Die Ergeb-
nisse dieser Ausrechnung werden im Band VIII des Gutenberg-
schen Handbuches der Geophysik verdtfentlicht werden,



Intégration des équations aux dérivées partielles du
premier ordre par les éléments intégrables.

Par
NICOLAS SALTYKOW.

1. Dans les pages qui vont suivre, il s'agit d’étudier en deé-
tail le probléme qui se pose toutes les fois que l'on a un élé-
ment intégrable d’'une équation, ou d’un systeme d’équations si-
multanées aux dérivées partielles & une fonction inconnue de
plusieurs variables indépendantes.

Considérons, pour fixer les idées, le systéme des m équa-
tions en involution,

(1) { Fic (%1, X o5 Xay PuPar oo Pa) =0,
k=1,2,...,m,

vérifiant la condition

F.,F, ..., F
% D ( TRERN ’_m) =9,
) Py Doy v oy P )

Formons, maintenant, le systeme correspondant d’équations
linZaires aux dérivées partielles de la fonction inconnue £, a
savoir: ’

(3) { (Fk,f)—:O,

k=1,2,...,m,

les parentheéses désignant celles de Poisson.

Si 'on connait le systéme complet des intégrales distinctes
de ce dernier systéme (3), dont les m premiéres intégrales sont
représentées par les fonctions figurant aux premiers membres
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des équations (1), alors Uintégrale compléte du systéme (1) s’ob-
tient, comme il est bien connu, par une quadrature (v. N. Sal-
tykow. — Sur la Théorie des Equations aux dérivées partielles
du premier ordre d'une seule fonction inconnue. Mémoires de
I’Académie R. de Beglique Cl. des Sc. Col. in 4° Deux. Série,
t. VI, fasc. 4. Bruxelles 1925. Chapitre III, n® 24, p. 44).

2. Le sujet de cette Note concerne un systeme incomplet
des intégrales distinctes formant un élément intégrable du syste-
me lineaire (3) Dans ce dernier cas, comme on le sait bien le
probléme d’intégration des équations (1) se réduit au premier
probléme que I'on vient de citer. Mais, dans cette derniere hy-
pothése, le systeme (1) sera remplacé par un autre, d’une forme
toute particuliere, jouissant de certaines propriétés que l'on va
étudier dans les lignes suivantes.

Supposons, par exemple, que ['élément intégrable du sy-
steme (1) soit donné par P'ensemble des intégrales distinctes du
systeme (3), a savoir:

(4) iji:z)-",Fm)f17f2)--~7fn+9""m7 (Q<n_m))

formant un groupe fonctionnel.
Cela veut dire qu'en plus des m fonctions distinguées évi-

dentes F,, F,, .. ., Fn, le groupe (4) posséde encore p fonctions
distinguées que 'on va désigner par

(5) Fm+1; Fm-{—gr ey F‘m—f—py
ou l'on a

(6) m+p+o=n1t.

Il est alors évident que le probléme de lintégration du
systéme donné (1) revient a intégrer le systeme des m+p. équa-
tions en involution '

== : F P = Ci
@ =05 Pt
k=1,2,...,m; =1,2,...,p,
C; désignant p. constantes arbitraires,
Le systeme formé (7) jouit de la propriété, que le systeme
linéaire correspondant, a savoir:

1y v. N. Saltykow — Sur la théorie des équations... Chapitre VII n0 no
67, 68, p. 111, A
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(Fk, ) =0; (Fop, )=0,
k=1,2,...,m; i=1,2,..1 1,

(8)

posséde le systéme complet des intégrales distinctes (4).
Il va sans dire que les fonctions distinguées (5) représen-
tent des fonctions des intégrales connues

f 3 f. Wl ﬁ1~}—_)~m.
1 2 b v

Si 'on introduit donc I'hypothese, que

. F 41 4’-';‘ 42y o v iDm.{.u
9 D mels G B gt o T =
( ) fn—l—p—m-—}l-; 1, f11+9—rn—p+2, ey I"u—l—p—m et o

alors le systéme complet des intégrales (4) peut étre remplacé
par le systéme suivant des intégrales distinctes:

(10) Fl’ Fz, .o Fm, Fm—H’ .pm«}—Z, . o F2 FmJ(-}:L, fi) f2, oo fn»,‘—p——mr--p .

Par conséquent, toutes les fois que l'on connait les fonc-
tions distinguées (5) du groupe (4), le probléme de l'intégration
du systéme (1) revient a celui du n° 1.

3. Or, il est aisé d’étendre ce dernier résultat au cas oil
les fonctions distinguées (5) restent inconnues.

Comme on le sait, le calcul des fonctions (5) exige l'inté-
gration d’un systeme d’équations linéaires aux dérivées partielles
du premier ordre a une fonction inconnue *). La généralisation,
dont il s’agit, présente l'avantage d’éviter lintégration du sy-
steme mentionné définissant les fonctions distinguées ().

S. Lie avait démontré, que le nombre p des fonctions (5)
peut ¢tre. néanmoins établi par le calcul algébrique de l'ordre
du déterminant caractéristique, a savoir:

Ogp  Olgg .« .« Cggy
| Upg Ugg oo Uy
|
| (113 (‘123 . s (sz)3
| ’
| * |
|
|
L] L]
l
U120 X220 . .+ o« Ug5 90 f

% v. N. Saltykow — Sur la thforie -des équations.., Chapitre VII, n0n0
59, 63, p. p. 99, 105.
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les ays représentant les parentheses de Poisson formées par les
deux intégrales f; et 75 .

Le nombre pair 2¢ désigne l'ordre de ce dernier détermi-
nant caractéristique, n+4¢q étant le nombre total des intégrales
connué (4).

Cela étant, les fonctions distinguées en question sont en
nombre égal a l'excés de celui n, des variables indépendantes,
sur le nombre g, c’est-a-dire que d’apres I'égalité (6), I'on a:

(11) m-+p =n—ag.

Ces préliminaires posés, on se passe aisément du calcul
des valeurs explicites pour les fonctions distinguées (5), gréace
aux considérations suivantes:

Le but de la démonstration requise est de montrer que
I'expression '

(12) dz :ﬁ ps dxs ,

s=1

devient une différentielle exacte, en vertu des équations que I'on
obtient en égalant & zéro les m premiéres intégrales (4) et en
posant toutes les autres égales a des constantes arbitraires di-
stinctes.

4. Observons, tout d’abord, que si 'on connait les fonc-
tions distinguées (5) sous leur forme explicite, I'élément inté-
orable considéré €tant représenté par les intégrales (10), le théo-
eme, dont il s’agit, devient un corollaire immédiat de la théorie
des caractéristiques généralisées 8),

Il importe donc a présent de se borner sealement a I’hy-
pothese de I'existence des fonctions distinguées et a la connais-
sance de leur nombre, sans connaitre leur forme explicite.

Supposons, pour cela, que les €quations

F,=0, F,=0,...,Fn=0,

OB |
fl = C1 y fz == Cz, o - ey fnv}—p——m = Cn+'o—--*m y

vérifiant la condition

3) N. Saltykow. — Méthodes classiques d’intégration des équations aux
dérivées partielles du premier ordre. Paris. Gauthier — Villars 1931, Chapitre
V, n0 22, Chapitre VI, no 30.
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(14) D( Fl’ F2""’7Fm’ fl) f27---,_fn—f—p—m )%
Pis Pos+ ooy Pmy Pm+1y ¢ o+ y Pny Xn—po41, . . ., X

nous donnent les formules suivantes:

Xn—p-+i = @Pj (xn Xos « v oy Xn—p, Cn C2; ’ C"+.0—m) y
=10 205 el
(15) d
Ps =\]/s (xl, Xy « o ., Xn—p, Cl) Cz, T s Cn—{—p~m),

s=1,2,...,n

Il est évident que ces dernieéres valeurs (15), étant substi-

tuées dans les €quations (13), les rendent identiquement satis-
faites.

En différentiant, par rapport aux x,, x,, , Xn—p, les iden-

tités obtenues de cette maniére, on en tire les nouvelles iden
tités, a savoir:

or o35 ARG
(16) Oxh ()Xn P—H Oxh ()ps ()Xh

s=1

I=1,2...,m;, h=12...,n—0p.

Ofo ° ofs OV

) 0fs 0ys _
(17) Z OXH —p-+i ()xh §1 Ops Oxh :

sy nto—m; h=12,...,

cs=1,2 n—o.

On met, d’autre part, les conditions d’involution que véri-
fient les équations (13)

(’F-jkyi;‘l)::()’ (Fk)fc)zor

(18) k, [=1,2 ... 8 w=0% , I

c=1,2,...,n+o—m,
sous la forme explicite suivante:

" O0F OF P, OFk OF;

( oF OF;
2 Oxn Oxn Z Opﬂ—pﬂ 'Oxn_qﬂ Z Oxs 0ps A

k,1=1,2,...,m,
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2 on o * Besn e~ 3 0n o5, 0
k=1,2,...,m; c=1,2,...,n+e—m.
En substituant dans ces dernieres formules les valeurs des
dérivées th et ?)fh définies par les égalités (16) et (17), il en
résulte les nouvelles identités:

Zp 0 OFl (n P 0Fx OCPj 0Fx )

oot \ 2 Opn O Opuor) T

| Ops Opn Oxy + 0Xs
[=1,2,...,m,

EOFI (niooz«“ M5 OFk) 0!

Ep_()fc OFk OCPJ 0Fx )

Xn—p-i (Z dph ()Xh Opn—p+j +

0fs ["ZPOFy O\IIS 0F) k) 0

i 2-'  Ops (hz Opn Oxn T 0x,

c=1,2,...,n+0—m.

Les identités obtenues, au nombre de n-+p, sont linéaires

et homogénes par rapport a n-o expressions mises en paren-
théses, et cela pour chacune des valeurs de l'indice 4, a partir
de | a m.

Puisque le déterminant formé par les coefficients qui se
trouvent aupreés des expressions citées, est égale a celui du
premier membre de l'inégalité (14), il s’ensuit que les expressions

mises en parenthéses s’annulent identiquement. On a, donc, les
identités suivantes:

npaFk OCPJ_ OF]{

., j=1,2,...,0,
2 Oph Oxh Opn—p—{—J J » e

(19) "0 OF, OV OFk
Z oph Oxh Oxs b] 1) 2, . ) IZ,

{ k=1,2,...,m
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5. Nous allons, a présent, profiter des propriétés que jouis-
sent les fonctions distinguées, dont l'existence a été €tablie, en
les introduisant dans nos considérations théoriques, qui vont
étre développées. Cela posé, les fonctions distinguées vont dis-
paraitre d’elles mémes dans les formules définitives, dont on
devra se servir pour les applications pratiques.

Le point le plus délicat est de montrer que les valeurs
antérieurement obtenues (15) doivent encore vérifier identique-
ment les €quations aux dérivées partielles des caractéristiques
de N. Saltykow *) correspondantes au systéme en involution (7).

En effet, puisque chacune des suites des fonctions (4) et
(10) représente un systeme complet des intégrales distinctes du
systeme (8), comme il résulte, d’ailleurs, de la définition méme
des fonctions distinguées, on a les égalités

Fm iEQi f, f, VAT, fn—l-o"m 7
(20) + (1 . )
i=l,2,...,}l,

oll les fonctions ©; admettent des valeurs bien déterminées.
La substitution des valeurs (15), dans les égalités (20)
produit les identités suivantes:

)

[:m Fi (-Xl, Xza st Xn_p, Pi1s P2y ooy q)ll'“m: \1’]) \]‘rz; O T Y | \lfll) ==
- @l (C]’ CQ! vy Cl]'f P»}—m) ]
L='l, 2. .51,

Il en résulte de nouvelles identités que I'on obtient par
différentiation de ces derniéres par rapport aux variables indé-
pendantes x,, Xy, . .., Xm,

t)

[ oii:m*H pw anrH 0<P] - 0Fm+i dl‘lf“‘
Omti | OFmpt 0y | 5y OFmis O _
(21) OXn j%‘n OXn—p+i OXn §1 Opn  Oxy ’
l i=1,2,...,}l; 1221’2)-"’,1_Q)

Les fonctions Fun.i vérifient de méme les conditions d’in-
volution suivantes:

4) N. Saltykow. — Méthodes classiques d’intégration des équations aux
dérivées partielles du premier ordre. Paris Gauthier-Villars 1931, p. p. 41 et 48,
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(Fm+i,Fl):05 (}:m‘i-i’ fc)
i=1,2,...,p; [=1,2,...,m; o=1,2,...,n+0—m.

L’application a ces derniéres formules et aux égalités (21)
et (17) des considérations analogues a celles que lon vient
d’exposer, conduit immédiatement a étendre les formules (19)
aux fonctions considérées Fp.pi.

Nous allons, donc compléter les égalités (19), en les rem-
plagant par celles qui vont suivre:

" OF dg;  OF:

i=1,2,...,0,
= Opi 0% Opnpri’ 7 Q
(22 n—o \ )

) OFe Vs OFc o 1 9 g,

2 ()pk Oxk Oxs ’

r=1,2,...,mm+1,...,m+p.

6. Grace a ces derniéres, les identités (16) et (21) vont de-
0F; 0F:

venir, en y substituant les valeurs des dérivées -, - et
Oxh OXu—p%ﬂ
OF,
OPror’ tirées des formules (22):
Iﬁ) aFr Q\]/h O\lfk I \1/r1~r+g (?(pj . O\]/n—-ofi—g acpl 0
2 0px [Oxk ’ ]_;Zl( 0xc  Oxn 0xn dxk) ’

=1,2,...,mym+1,...,m+p; h=1,...,n—a.

Observons que la relation citée antérieurement (11) dé-
montre U'égalité des deux nombres

m+yp et n—o,

Les égalités (23) sont linéaires et homogeénes par rapport
aux expressions qui y figurent entre crochets. Supposons, de
plus, que le déterminant fonctionnel |

(24) D (ﬂ Far oo s oy Frngty - an)
pl’p"")pm) pm-}—I,---,pI‘h—p
5, N. Saltykow. — M¢thodes classiques d’intégralion des équations aux
dérivées partielies du premier ordre. Paris. Gauthier-Villars, 1931 p. 47 nQ 25,
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soit différent de zéro.

Si cette derniere hypothése n’avait pas lieu, il suffirait de
faire la transformation des variables d’aprés les indications de
la théorie dite de perfectionnement ),

Revenant a4 I’hypothése que le déterminant (24) n’était pas
nul, considérons le systtme de m+p=n—q €galités (23) cor-
respondantes a une valeur quelconque de l'indice A.

Il en résulte les n—e identités suivantes

On Q‘lf_k . 0\]/,,_04.] OCPJ 0‘1’11—0+s a‘Ps
Ci T 2 ( Oxk ()xh ()xh Oxk ) ! y

=1
k=100 . sil=0gs

et cela pour chaque valeur de lindice A, a partir de 1 jusqu’a
n—o.

Or, les identités obtenues se mettent bien sous la forme
comme il suit:

0 & 09, 0 Op;
g (14 B ¥emriigg, | = g (e B eongrr)
pour toutes les valeurs distinctes des deux indices £ et A, a
partir de 1 jusqu’a n—o.
Les identités que I’on vient d’obtenir démontrent que les

expressions ces variables (15) rendent effectivement la relation
(12) une différentielle exacte.

Donc Pintégration du systéme considéré (1) s’acheve par
la guadrature de cette derniére différentielle exacte et par des
€liminations algébriques 6).

7. Comme application de la théorie exposée considérons
I'équation aux dérivées partielles du premier ordre d’une fon-
ction inconnue a trois variables indépendantes, a savoir

(25) Fy=(p,+x5) (pa+x)) (p3+x)—a=107.

Les équations différentielles des caractéristiques correspon-
dantes possédent trois intégrales

6) N. Sallykow. — Sur la théorie des équations... Chapitre VI, p. 76.

7 N. Saltykow. — Méthodes classiques d’intégration des équations aux
dérivées partielles du premier ordre. Paris. Gauthier-Villars. 1931, p. 28 n® 15,
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(26) f,=p,F+x=C,; L, =p,+x,=Cy; [=p;+X=Cs,
vérifiant les conditions | |
(fi)fz):_:]" (flrfB)E_ly (fmfs)EI)

C,, C,, C, étant trois constantes arbitraires distinctes.
Le déterminant caractéristique étant

0 1
=1=0,
L o|FR
il s’ensuit que g=1 et qu’en efiet le groupe des intégrales ci-
tées engendre un élément intégrable. '

Par conséquent, dans le cas considéré, la formule (12) de-
vient une différentielle exacte, en vertu de I'équation (25) et
des intégrales données (26).

En effet,ces derniéres relations nous donnent les formu-
les suivantes:

1
Xy = g(Ca—Cl—J—xl +x, +R),

1 _
Dy = 9 (Ci+Cy—x,—x, F R),

p, = C,—x,, ps = Cy—x.,

oll on a posé

4a
T2
X,—X,— Cy

R = \/ (Ci+ G+ x— x,)* +

Il en découle pour dz la différentielle exacte:

1 _
dz = 9 (Ci+ CG—x,— X, + R) dx,+(C,—x,) dx,

|
+ g(cz_xz) d (x1+x2 i R),

dont l'intégrale s’obtient par une quadrature sous la forme sui-
vante
G, X4 x

I
2= (C+CHCy) x+ (c, 4 7) sty T
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5 (G Rt g | RE (i) +C,

C étant la constante arbitraire additive.

L’intégrale complete de I'équation donnée (25) en dérive
par les opérations d’éliminations algébriques, qui viennent d’étre
mentionnées.



Sur une inégalité relative aux fonctions
convexes.

Par
JOVAN KARAMATA.

Soient donnés n nombres xy, v=1,2,3, ..., 1, situés tous
dans un intervalle (a, b). Jensen ) a montré que l'inégalité

1 n - l 1
R RS
est valable pour toute fonction 7(x) convexe dans [Pintervalle
(a, b). Cette inégalité fournit une borne inférieure a la somme

1
3 £(xv). En cherchant a déterminer une borne supérieure a
v=]
cette méme somme je suis arrivé a me poser la question sui-
vante:

Solent xy et Xy, v=1,2,3,...,n, 2nnombres situés dans
un intervalle (a, b). Quelles relations mutuelles doit-il exister

entre ces nombres pour que l'inégalité
v=—=1 v=I

ait lieu pour toute fonction f(x) convexe dans (a, b)?
En désignant par x(f), resp. X(f), le nombre des x,, resp.
X, , inférieurs ou égals a f, c. a. d.

1) J. Jensen, Sur les fonctions convexes et les inégalités entre les va-
leurs moyennes. Acta Mathematica 30, p. 175—193 (1903).
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(3) xB)=21 et XB=-21,
Xy <t Xy =t

les expressions figurant dans Tinégalité (2) peuvent s’exprimer
~sous forme d’iategrales de Stieltjes, de sorte que la question
proposée revient a la suivante:
x(t) et X(¢) étant deux fonctions non decroissantes dans
(a, b), a quelles conditions doivent-elles satisjaire pour que I'iné-
galité
b b

4) [rodi=n< [r0dixo

!
o/

a a

ait lieu pour toute fonction f(t) convexe dans (a, b)?

Or, pour que l'inégalité (4) ait lieu pour toute fonction con-
vexe il faut qu’elle soit verifiée par toute fonction linéaire af+-0.
Mais les constantes a et & pouvant prendre des signes quel-
conques l'inégalité (4) n’aura lieu que lorsque

b b b b

~ ‘©
{

wxfdum}~‘wxun et }fmxm}=jhuxun.

L%

a a

En prenant, en particulier, x(a)= X(a)=0, ce qui ne re-
streint pas la généralité, ces conditions prennent la forme

b b
C(6) x(@)=X(@)=0, x(b)=X(b) et }xmdf~rﬂ0dﬁ
| a i
D’autre part, puisque toute [onction convexe £{(z), 4 un
terme linéaire af+b prés, peut éire uniformement approximée
par des sommes de la forme

n
3 ayn t—uyn| a coefficients ay,, >0,
v=1

pour que l'inégalité (4) soit satisfaite pour toute fonction con-
vexe f(f) il faut et il suffit que les conditions (5) soient sati-
sfaites, et que 1'on ait

b ’ b
(7 | t—u d {x(0) } < || t—uld {X({))
e
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pour tout u.

Or, en supposant que les conditions (6) sont satisfaites, il
est facile de voir que la condition (7) est équivalente a la sui-
vante:

il faut et il suffit, outre les conditions (6), que [’on ait

u u
(8) fx(t) dtgf)((z‘) df, pour tout a<Cu<Cbo.
a a
En effet, en posant
2max (%, )= x—y +(x+y),
d’aprés (5) et (7) on a

b b
fmax (¢, ) d {x(£) } << fmax (4, u) d {X(®)},
c. a. d.
u b u b
qu{meffd {x<z>}<ufd{)<<t>}+frd{X<t>},
a u a U

d’oli, en tenant toujours compte des relations (6), 'on obtient
facilement Pinégalité (8)., Inversement de I'inégalité (8) et des
relations (6) il résulte I'inégalité (7).

Cela nous conduit au résultat suivant:

Pour que [linégalité (4) soit vérifiée pour toute fonction
convexe [(f), il faut et il suffit que les conditions (6) et (8)
soient satisfaites.

Pour appliquer ce résultat a I'inégalité (2) i1l est préférable
d’exprimer la condition (8) sous une autre forme, qui découle
du lemme suivant: '

Lemme. Soient x(t) et X(f) deux fonctions non décrois-
sant dans (a, b) et satisfaisant aux conditions (6); soient y(f) et
Y(t) leurs inverses. De linégalité (8) il résulte

u u

(9) jy(f) df}J‘Y(i) dt, o< u<x(b)=X(b),
d
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et inversement.
Or, en prenant pour x(f) et X(f) les fonctions définies par
(2), les x, et X, étant supposés rangés par ordre de grandeur,

on a
k k

o

* k k
Jy(t)dt:Z‘xv et JY(t)dr=ZXv, k=123, . ..1,
0

y==1 v=1
0

de sorte que ces résultats, appliqués aux sommes (2) nous four-
nissent, en définitif le

Théoreme. Pour que l'inégalité
11 - n
2 () <KX H(X)
v=1 v=1
ait lieu pour loute fonction convexe f(f), il faut ef il suffit que

k k
(10) M X, < M &, pour tout k=1,2,3,...,0-1,
v=1 v=1 j

et

1) N Xe=> x,
v=1 v—1

les nombres x, et X, étant supposées rangés par ordre de gran-
deur.

Remarquons enfin, que ce résultat contient comme cas par-
ticulier l'inégalité (1) de Jensen. Car en multipliant Vinégalité
(1) par n, elle prend la forme de I'inégalité (2) ol tous les ter-
mes du membre gauche sont €égaux entre eux. Et pour s’assu-
rer que dans ce cas les conditions (10) et (11) sont vérifies il
suffit de remarquer que, les xy €tant rangées par ordre de gran-
deur, on a

1 /1 1l

EEX\]\\\”?‘ZXV,

v=I v—1

pour tout £=1,2/3,...,n—1; pour k=n Iégalité ayant évi-
damment lieu.

Beograd, le 13 mai 1932.



Sur une {onctionnelle.

Par
MICHEL PETROVITCH.

Soit
(1) X1, Xo, v o oy Xp
une suite de nombres réels posilils; f(x) une fonction réelle et

convexe dans un intervelle (a, b) contenant la suite (1).
Désignons par p. et M la moyenne arithmétique des x; et

celle des f(x; ), de sorte que

_ Xi+Xo+ ... +7J‘cp_
p )
. FENH )+ ()
p

Il est manifeste que M ne peut pas étre considérée comme
fonction de p. Néanmoins, a une variation donnée de p ne cor-
respondent guére une variation entiérement arbifraire de M:
entre les deux variations existe une certaine loi de dépendance

exprimable sous la forme suivante:
La valeur M varie autour de la valeur moyenne

. S(pp)+pfw)+(—1) f(0)

et Uamplitude de ces variations, ne pouvant jamais étre dépas-
sée, mais pouvant étre effectivement atteinte pour une fonction

f(x) quelconque, aura pour valeur
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flpp)—pflw)+ (p—1) F(0)
2p )

(3)

Pour démontrer cette proposition, remarquons d’abord qu’elle
exprime la double inégalité

@) fp) < M (p 1) /0)+£(pp)
S p

et nous allons montrer que celle-ci est valable pour tout x, po-
sitif et pour toute fonction f(x) convexe dans lintervalle (a, b).

En ce qu'il concerne la premiére inégalité (4), c’est I'iné-
galité bien connue de Jensen valable pour tout x, réel. Quand
a la seconde, elle ne se trouve démontrée dans un de mes tra-
vaux 1) que pour les fonctions £(x) analytiques et a coefficients
tayloriens positifs. Cette inégalité est pourtant valable pour toute
fonction f(x) convexe dans (a, b), ce que 'on peut montrer en
la déduisant d’une proposition plus générale démontrée par M.
J. Karamata dans son travail paru dans ce méme volume (p. 145).

LLa proposition est la suivante:

Pour que l'inégalité

(5) Z f xh IL( Xh)
h__

ait lieu pour toute fonction f(x) convexe, il faut et il suffit
qu'on ait

(6) X1+X1+ ¢ s, +Xh < xl‘}’x.g“_ e '%‘xh
pour tout £ égal a 1,2,...,(p—1) et
(7) XotF Xob o oo Xy = Xy b ot .., 4y,

les x, et X, €tant supposé€s rangés par ordre de grandeurs crois-
santes.
En y prenant
Xi"—_X__."——'. . .=Xp~1=0
(8)
Xp =X1+X+...Fx%,,
les conditions (6) et (7) seront satisfaites pour tout x, positif, de
sorte que l'inégalité (5) dévient

1) Théoréme sur la moyenne ar tthmetu]ae des guantztt,s positives (Iin-
seign. mathém. mai-juillet 1916; Genéve).
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S ) < (p—1) AO)+ F( Xyt Kok o . 455 )

k=1
et €quivaut a la seconde inégalité (4) qu’il fallait démontrer.

Remarquons que les limites inférieure et supérieure de M,
assignées par la double inégalité (4), sont effectivement atteintes
pour une fonction f(x) convexe quelgonque. la limite inférieure
est atteinte lorsque tous les x, sont égaux entre eux, etla li-
mite supérieure lorsqu’ils sont tous nuls, sauf un seul parmi eux.

L’amplitude des variations de M autour de la valeur mo-
yenne (2) s’exprime ainsi a l'aide de la moyenne arithmétique
de la fonctionnelle

A (f p) = LpX—p! (X>p+ (p—1) £(0)

(9) )
appliquée a la fonction f(x) et a 'entier p.

2. La fonctionnelle A (f, p) jouit de la propriété arithméti-
que indiquée dans ce qui suit.

Designons comme nombre e, rattaché a [entier p, tout
nombre entier positif 7 pour lequel la difference pr—1—1 est di-
visible par n sans que p le soit. Désignons par E, l'ensemble
des nombres e,. Cet ensembe contient tous les nombres pre-
miers ne divisant pas p (théoréme de Fermat); pour qu'un
nombre s, faisant partie de E,, soit un nombre premier, il suf-
fit que p* ne soit divisible par n pour x égal a une partie ali-
quote de n—1 (théoréme de E. Lucas). L’ensemble E, contient
également des nombres e, composés ne satisfaisant pas a la der-
niere condition; ces nombres sont d’ailleurs rares. Le plus petit
nombre composé parmi les ¢, est le nombre

e, =341=11.31;
viennent ensuite les nombres
e, =1100=5.13.17,
e, =4369 =17 . 257 etc.

Pour que, par exemple, un nombre entier, compris enfre
2 et 341, soit un nombre e, il faut et il suffit qu’il soit premier.

Pour qu'un entier, compris entre 2 et 4369 soit un nombre
e, il faut et il suffit qu’il soit premier ou bien qu'il soit 1100.
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Faisons parcourir a o la suite des nomdres entiers n=e¢,
- et calculons la suite d’entiers correspondants

Ay = pr—1 _

n

Les points du plan, désignés comme points de Fermat rai-
tachés a lentier p, sont les points (c, B) ayant pour abscisse un
nombre : \

X ==Ey

et pour ordonnée le nombre correspondant
B=2x,.

Ainsi, dans le cas p=2, ce sont les points ayant pour co-
ordonnées

3,1, (£ 3), (7,9, (11,93), (13, 315) etc.
Ceci étant, soit
(10) A (f, p)=by+ b0yx+box*+. ..
le dévelloppement de.la fonctionnelle A; son rayon de conver-

R N - . L4 .
gence sera 7 olt R désigne le rayon de convergence de la série

(11) IF(X):CZO—;-(ZlX‘Fagxz'}—. ..

La proprié¢té en question consiste alors en ceci:

Le coefficient b, est un multiple entier de na, pour tout
rang n égal & un nombre e, ; il est un multiple fractionnaire
Irreductible de na, pour tout autre rang n.

Car on trouve

b,=0, b6,=0, b, = (p»'—1) a,;

n—1__
pr—1 soit un entier, il faut et il suffit que 7 soit un

pour que p
{
nombre e, .
Il s’en suit que le double de I'amplitude (3) est dévelop-

pable en série des puissances de la moyenne arithmétique
fop2 4 hgpd4-. ..

dont le coefficient /1, est un multiple de na, pour n égal a un
nombre e, et un multiple fractionnaire irreductible pour tout
autre rang n.
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Dans le cas, par exemple, ou les nombres x, xs7 ..., X
/

sont tout compris dans l'intervalle (0,;—), et la fonction f(x)
étant

1
f(x)zT_?)

on voit que la valeur de la moyenne arithmétique

N 1 1
Mﬂg[fxﬁ7i£+uﬁw_%},

varie autour de sa valeur moyenne

1 1 'p
l: +1_‘#+p—~1],

2p | 1-pp
Pamplitude des variations étant la moitié de
1 1 | v B ) 4
E [I——qﬁlv—ﬁ*}; Tp_l} —‘hz}l +h3p +
oll :
iy =p"'—1.

Pour que, le rang n étant compris entre 2 et 341, le coef-
ficient 2, du développement

L1 2
2 |1=2x 1—x’
soil un multiple entier de n, il faut el il suffit que n soit pre-
mier.
Envisageons encore la fonctionnelle

(12) A(f, p)—mxt' = > [f(px)—pf(x)- (p— 1) {0) | —mxf'(x),

1
p
ol m est un parametre. Son développement suivant les puissan-
ces de x a pour coefficient de x" I'expression

(pr—t—mn—1) a, ;

pour qu’il soit nul, il faut et il suffit ou bien que a, soit nul ou

bien que
b1 Bl
m=2T0
n
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Il s’en suit que: pour que le terme d’un rang n soit un
terme lacunaire du développement (12), il faut et il suffit que
point (m, n) soit un point de Fermat rattaché a p, ou bien que
n coincide avec le rang d’un terme lacunaire de f(x).

3. D’aprés ce qui précéde l'intégrale

X
dx
(13) 8 ()= [ A6 T
0
est une fonctionnelle jouissant de la propriété que le coefficient
gn de son développement

(14) Ay (f, p) = goX®-- g X+ ..

est un multiple entier du coefficient a, toutes les fois que n est
un nombre e, ; c’est un multiple fractionnaire de a, pour tous
les autres rangs n.

Car on a

pn~1__1

S Y R e
&n n 3

Tel est, par exemple, le cas de 'intégrale
X
1 , i dx
(15) A (h2)=7 f [£(2) - 20(x) + F(0)] .
0

f(x) ¢tant une fonction quelconque positive et convexe dans
Iintervalle (a, b), holomorphe pour x=0. Pour que, le rang 7
compris entre 2 et 341, le coefficient g, soit multiple entier du
coefficient correspondant a, de f(x), il faut et il suffit que n
soit premier.

Dans le cas particulier oli

1
f(x) = 1—%’
on trouve que
| 1 (1—x)?
Ai (f, 2) - 2” log ]’.—_i'x b

et cette fonction jouit, en effet, de la propriété que soun coeffi-
cient de x, est un nombre entier ou fractionnaire suivant que
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est un nombre e, ou non. Parmi les coefficients dont le rang
est compris entre 2 et 341, ceux dont le rang est un nombre
premier, sont des entiers; les coefficients de rang égal a un
nombre composé sont des nombres fractionnaires.

Envisageons encore l'intégrale curvilique

(16) J (e B)"‘f‘Aﬁ" DBy,

Z(L+l

(ol 7 désigne f(z), o et B étant deux paramétres], prise le long
d’un contour fermé ne contenant aucune singularité de f.
Comme l'intégrale
dz
Zo-F1

est nulle pour toute valeur entiere de o, Uintégrale J se ré-
duit a

J (o, B) = f B— f(pz)— BI{'(Z)J z7 %z .

L’équation indéterminée [(c, B) =0 a une infinité de solutions
en nombres entiers positifs: pour qu’une paire d’entiers positifs
(o, B) en soit une, il faut et il suffit: ou bien que le point
(—1, B) soit un point de Fermat rattaché a lentier p, ou bien
que oa—1 coincide avec le rang d’un terme lacunaire du déve-
loppement de f(z).

Car on frouve pour o« entier

S, B) =y _1—B)a, 1.

Si 'on prend pour le contour d’intégration le cercle ayant
pour centre V'origine, et pour rayon une longuer plus petite que

g, on aura une proposition analogue pour les intégrales defi-

nies de la forme
2
j Ll) f(pret)— Bf(reﬁ)} e — gt
0

Pour « entier I'intégrale a pour valeur

2nr” (0, — B) a,,
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de sorte que, par exemple, l'intégrale
27

e, - [ E f(ereft)— Bf(re”)} e =,

0

jouit de la propriété suivante:

Pour que H («, 8) s’annule en un point (e, g = entiers posi-
tifs) du plan «0f, compris entre les deux droites u =2 et a =341,
il faut et 1l suffit: ou bien que o soit un nombre premier et p
'ordonné du point de Fermat correspondant, ou bien que «
coincide avec le rang d’un terme lacunaire de f(2).

La proposition s’applique menifestement a cdes intégrales
réelles de la forme

T

27 2
fc.b (t, B) cos af dt et J & (¢, B) sin ot df |
0 0

dépendant d’une foncticn f(z) convexe arbitraire, et oil le para-
metre B figure linéairement, ainsi quaux solutions entieres pu-
rement 1maginaires d’intégrales de la forme

27

fcp (¢, B) e" dt .

0



Sur les séries de fractions rationnelles.
Par
PAUL MONTEL.

1. Considérons une suite de fonctions

(1) f(2), f,(2), ..., HLWi(2),...,

holomorphes dans un domaine (D) du plan de la variable com-
plexe z. Comme on sait, il revient an méme de considérer la
convergence d'une suite ou celle d’une série; pour étudier cette
convergence, ou peut supposer que les fonctions de la suite
sotent des polynomes puisque chaque fonction 7, (z) peut étre
remplacée par un polynome qui en différe en module de moins

de /lz‘ lorsque z appartient au domaine (D).

On dit que la suite (1) converge uniformément en un point
du domaine, lorsque la convergence est uniforme dans un cercle
ayant ce point pour centre: l'ensemble des points de conver-
gence uniforme est un ensemble ouvert. En un point z, ol la
suite ne converge pas uniformément, ou bien la suite n’est pas
convergente dans un cercle arbitraire de centre z, ou bien la con-
vergence n’est pas uniforme dans ce cercle. L’ensemble E des
points z, est un ensemble fermé. |

Supposons que la suite (1) converge en chaque point du
domaine (D) vers une valeur limite finie. Dans ce cas, I'ensemble
E est non dense dans ce domaine. En d’autres termes, comme
I'a démontré M. Osgood!), dans tout domaine intérieur a (D),

1y Annals of Mathematics, 2¢ s, t. Tl n0 1,
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il en existe un autre dans lequel la suite converge uniformé-
ment vers une fonction limite £(z) qui est nécessairement holo-
morphe dans ce domaine partiel. Ces domaines partiels peuvent
étre en infinité dénombrable; la fonction limite /(z) peut coincider
dans chacun d’eux avec des fonctions holomorphes toutes diffé-
rentes et ce cas peut se présenter méme lorsque la fonction li-
mite est une fonction continue ).

Les points frontieres des domaines de convergence uni-
forme forment l'ensemble E des points de convergence non
uniforme. Cet ensemble est parfait, continu et d'un seul tenant
avec la frontiere du domaine 3). Les points de I'ensemble E sont
les points irréguliers de la famille des fonctions £, (z), c’est-a-dire
les points du domaine en lesquels la famille n’est pas normale,
Autour de chaque point z,, les fonctions £, (z), prennent dans leur
ensemble une infinité de fois chaque valeur sauf une valeur au plus.

Sur 'ensemble E, la fonction f(z) est une fonction de
premiére classe de Baire: elle est ponctuellement discontinue
sur tout ensemble parfait. On a récemment caractérisé les en-
sembles E et les fonctions £(z) tels qu’il existe une suite de
fonctions holomorphes convergeant vers f(z) et admettant les
points de l'ensemble £ comme points de convergence non uni-
forme %),

2. Une fonction continue arbitraire de z ne peut donc étre
representée comme limite d’une suite de polynomes en z. Il est
nécessaire, dans le cas général, d'introduire une série double de
polynomes ®). Mais un polynome ou une fonction holomorphe
de z sont des fonctions qui admettent un valeur exceptionnelle:
la valeur infinie. Ne pourrait-on obtenir uné représentation de
toute fonction continue de z comme limite d’une suite de fonc-
tions n'ayant aucune valeur exceptionnelle c’est-a-dire de fonc-
tions méromorphes ou rationnelles? Nous allons voir qu’il n’en
est rien et que les suites convergentes de fonctions méromorphes
possedent aussi la propriété de converger uniformément en des

2) P Montel, Sur les séries de fonctions analyliques (Bulletin des Scien-
ces mathématiques, 2¢ s, t XXX, 1906).

8) P. Montel, Sur les suites infinies de fonctions (Annales Sc. de I'Ecole
Normale supérieure, 3¢s,, t. XXIV, 1907).

4y Lavrentieff, Sur un probleme de M. Montel (Comptes-Rendus de I'Ac.
des Sc. de Paris, 1927). — Hartfogs et Rosenthal, Ueber Folgen analytischer
Funktionen (Math. Annalen, 1928).

6) H. Lebesgue. Sur la représentation analytique des fonctions continues
(Bulletin de la Société mathématique de France, t. XXVII, 1903, p. 82).
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points dont 'ensemble est partout dense, en sorte que la fonc-
tion limite est formée par la réunion de fonctions analytiques.

Il est nécessaire au préalable de rappeler les définitions
relatives & la convergence des suites de fonctions méromorphes.
On dit que la convergence est uniforme en un point ol une
suite fn{z) de telles fonctions a une valeur limite finie £(2),
si, dans un cercle ayant ce point pour centre, la différence
f(z)—1fy (2) a un module inférieur a tout nombre donné e, lorsque
n est assez grand. En un point ot la valeur limite et infinie, on

1 o 1
flz)  fal2)’
- f(z) est méromorphe autour d’un point de convergence uniforme,

On obtient des définitions plus symétriques en représen-
tant les valeurs complexes Z au moyen d’'une projection stéréo-
graphique du plan complexe sur une sphére de Riemann, a partir
d’un point de cette sphére qui correspond au point a l'infini du
plan. A la valeur Z correspond le point P de la sphere qui en
est I'image; a la distance des deux points Z et Z’ du plan, on
fait correspondre la distance sphérique des images P et P’ de ces
points, c’est-a-dire la longueur du plus petit arc de grand cercle
qui les joint, distance que 'on représente par la notation [Z, Z]. Les
fonctions méromorphes deviennent ainsi des fonctions continues
sur la sphére ou sphériquement continues. Une suite 7, (2) de
fonctions méromorphes converge vers la limite 7(z) si la distance

remplace f(2) et /; (2) par La fonction limite

. , 1
sphérique [/ (z), £, (2)] tend vers zéro avec = la convergence

est uniforme autour d’un point si cette distance tend uniformé-
ment vers zéro antour de ce point; elle est uniforme dans un
domaine si chaque point du domaine est un point de conver-
gence uniforme. Enfin, toute suite convergente de fonctions mé-
romorphes dans un domaine (D) peut étre remplac€e par une
suite de fractions rationnelles ayant la méme limite.

Ou peut démontrer la proposition suivante: Si une suite de
fonctions f, (2) méromorphes dans un domaine (D) converge
dans ce domaine, l'ensemble des points de convergence non uni-
forme est non dense dans le domaine (D) ®).

8) P. Montel, Sur les séries de fonctions méromorphes (Comptes-rendus
des séances de I'Acad. des Sc. de Paris, t. 183, p. 1323, 1926). — Ce théore-
me a été retrouvé par M. Caratheodory par une voie différente (Bull. of the
American Mathematical Society, 1928).
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En d’autres termes, dans tout domaine intérieur a (D), se
trouve un domaine dans lequel la suite converge uniformément.
Pour le démontrer, nous établirons que, étant donné un nombre
e positif arbitraire, il existe, dans tout domaine (D,) intérieur
a (D), un domaine en chacun des points duquel P'inégalité

(2) [fn(2), fn'(2) | <&

est vérifiée quels que soient les entiers n et 7' supérieurs a n,.

En effet, ou bien cette inégalité est vérifi€e dans (D,) quels
que soient n et n’ supérieurs a un entier 7n,; ou bien, il existe
une infinité de couples d’entiers pour lesquels [l'inégalité n’est
pas vérifiée quel que soil z. Soient douc n, et n, (n, <n,)
deux entiers tels que, au point z,, on ait

[fn(z,), Ins(2)) ] > €.

Les fonctions fn(2), fny (z) sont sphériquement continues; il en
est de méme de leur distance sphérique. On peut donc trouver
un domaine ([3;), intérieur a (D,), en chacun des points duquel

on ait
[£n,(2), fny (2)] > €.

Ou bien l'inégalité (2) est vérifiée dans (D,), a partir d’un
certain rang; ou bien il existe deux entiers n, et n,’, vérifiant
les inégalités

R RESTER
et un point z, intérieur a (D,), tel que
[7n5 (29), Tng’ (25) ] > & .

Ou en déduit 'existence d’un domaine ([,), intérieur a (D,),
pour lequel on a

[fny (2), fry’ (2)]> €.

Et ainsi de suite. Si I'opération se poursuit indéfiniment, on ob-
tient une suite d’indices croissant indéfiniment tels, que

[7np (2), Tn'p (2)] > &

dans le domaine ( D, ). Soit z, un poiat commun aux domaines
emboités (D, ); comme la suite converge en z, on a

[1n(20), T (20) | <<

pour n et n’ supérieurs a un entier 7,. Si 'on prend n, et n’y su-
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périeurs a n, on aboutit a une contradiction. Donc !'opération
g’arréte pour une valeur de p. En d’autres termes, il existe un
domaine (D), intérieur a (D,), pour lequel on a

[fn(2), S (@) | <&,

pour nn et n' supérieurs a un entier r, Laissons n fixe et pre-
nons un point fixe z, dans (D'); on peut choisir un domaine
(D) intérieur a (D) et contenant z, pour lequel

[fn(2), fn(20) | <C &,

puisque fn(2) est sphériquement continue en z,; on a alors
dans (D"),
[fn' (2), frn (20) | << 2e.

Si ’on a pris ¢ <521, on voit que les images des points fn(2) ap-
partiennent a une méme calotte sphérique de centre z,. Les va-
leurs de la calotte complémentaire sont donc interdites a ces
fonctions dans le domaine (D”) et la suite fn(z) est normale dans
(D”): onsait que, dans ce cas, la convergence est uniforme et la
fonction limite est méromorphe. On remarquera que la valeur
infinie n’a pas été exclue de nos raisonnements: quand nous di-
sons que la suite fn(2) converge en un point 2, nous entendons
que les valeurs fn(z) ont une limite unique, finie ou infinie, lors-
que n croit indéfiniment. Nous voyons que la fonction limite f(2)
coincide avec une fonction méromorphe dans chaque région de
convergence uniforme. Les points frontiéres de ces régions, les-
quelles peuvent étre en infinité dénombrable, forment I'ensem-
ble E des points odn la convergence n’est pas uniforme; c’est
aussi 'ensemble des points irréguliers de la famille des fonctions
fn(z), c’est-a-dire I'ensemble des points en lesquels cette famille
n’est pas normale. Cet ensemble est fermé, mais pas nécessaire-
ment parfait, comme dans le cas des fonctions holomorphes lors-
que la limite f(2) est toujours finie. Autour de chaque point de
E, les fonctions fn(z) —a ont, dans leur ensemble, une infi-
nité de zéros, sauf peut-&tre pour une seule valeur de a si le
point est isolé ou pour deux valeurs de a si le point n’est pas
isol€.

Dans certains cas, on peut affirmer que I’ensemble E dis-
parait et que la convergence est uniforme, dans [lintérieur de

Publications mathématiques, 11
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(D), vers une fonction méromorphe 7(z). Il en est ainsi, en par-
ticulier, lorsque les fonctions fn(z) sont univalentes, ou multi-
valentes d’ordre borné, ou, plus particulierement, lorsqu’elles ne
prennent qu’'un nombre borné de fois trois valeurs, fixes ou va-
riables, dont les distances sphériques mutuelles ont une plus pe-
tite limite positive.

3. Nous venons d’examiner une famille de fonctions méro-
morphes fn(z) telles que, en chaque point z du domaine (D),
’ensemble e, des valeurs limites des valeurs de ces fonctions
se reduise a un nombre unique.

Considérons plus généralement une famille de fonctions
fn(z), régulieres dans (D), c’est-a-dire, holomorphes ou méro-
morphes, en infinité dénombrable ou non, et considérons I'en-
semble &, des valeurs limites des valeurs de ces fonctions au
point z. Nous appellerons aussi e, 'ensemble des images de ces
valeurs limites sur la sphére de Riemann. Nous démontrerons a
ce sujet la proposition suivante:

Si l'ensemble des images des valeurs limites des valeurs
prises par les fonctions d’une famille pour la valeur z de la va-
riable ne couvre jamais foute la sphére de Riemann, on peut ex-
Iraire, de toute suite infinie de ces fonctions, une suite partielle
dont l'ensemble des points de couvergence uniforme est partout
dense dans le domaine (D) oit les fonctions de la famille sont
régulieres.

- Soit

(7’..1,();2,...,(’.‘),-..7

une suite infinie de valeurs dont les images sur la sphere for-
ment un ensemble partout dense. La notation «, désignera indif-
féremment une des valeurs ou son point-image. Soit (D,), un
domaine intérieur a (D), et fn(2) une suite de fonctions de la
famille. Ou bien, 'inégalité

[fn(2), o] > 1

est vérifiée dans le domaine (D,) a partir d’une certaine valeur
de n, ou bien il existe une infinit€¢ de valeurs de n pour les-
quelles l'inégalité n’est pas vérifiée en tout point de (D,). Soit
alors n, un entier et z, un point de (D,), tels que

[y (2y), a4l < 10

Comme la fonction fr,(z) est continue en z,, il existe un



Sur les séries de fractions rationnelles. 163
domaine (D,), intérieur a (D,), pour lequel

[fny(2), o] < 1.

Ou bien, l'inégalité

[Fr(2), 0] > ©

2

est vérifiée dans (D,) pour n assez grand, ou bien il existe un
domaine (D,), intérieur a (D,), pour lequel

[Fra (), 0a] <

n, désignant un entier supérieur a n,. Et ainsi de suite; ou bien
il existe un entier p tel que l'inégalité '

1
[ (@), 05 ] = 5

soit verifiée dans un domaine (D, ), intérieur & (D,), a partir
d’une certaine valeur de n; ou bien il existe une suite d’entiers
nl, n2 « s . ’Zp a e

croissant indéfiniment et une suite de domaines emboités (D, )
pour lesquels

[ fnp (2), op ] <[17

quel que soit p.

Cette seconde alternative est a rejeter. Soit, en effet, z, un
point commun a tous les domaines (D, ), je dis que I'ensemble
g, couvre toute la sphére. Soit « un point quelconque de cette
sphére et

akl,a,&a,en-,akm,---)

une suite de points o, convergeant vers a. On a

1
[fﬂkm(zq), (Ikm] < 7{‘1;1 ,

donc fny, (2,) et ay ont la méme limite o lorsque m croit in-

définiment. La seconde hypothése conduit a une contradiction.
On a dong, pour une valeur de p,
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£ (2), ]>;

pour n assez grand. Les valeurs de fn(z), pour n assez grand,
ne sortent pas de la calotte sphérique de centre o, et de rayon

spherique »l— La famille fu(z) est donc normale dans (D,) et
p P ;

on peut en extraire une suite partielle qui converge uniforme-
ment dans lintérieur de ( D, ).

Considérons alors un quadrillage du plan et soient (Q,),
(Q,), . .., (0On), les & carrés complétement intérieurs a (D). On
peut extraire, de la suite fn(z), une suite partielle convergeant
uniformément dans un domaine intérieur a (Q,); de ceite suite,
ou peut extraire une suite nouvelle couvergeant uniformément
dans un domaine intérieur a (Q,), etc.; finalement, on extraiera
de la suite donnée, une suite partielle convergeant uniforme-
ment dans # domaines respectivement intérieurs aux /1 carrés
(Qy), (Qz)a s I @y N8

Dessinons maintenant une suite de quadrillages au moyen
de droites paralléles a deux directions fixes et dont les équidis-

: 1 l
tances seront respectivement 1, 5o ,13 oy
De la suite donnée 7} (2), on extraiera une suite

FIEL oo o

convergeant uniformément en des points intérieurs a chaque
carrté du premier quadrillage qui est intérieur a (D). De cette
suite, on extraiera une suite nouvelle

BL NG S N

n,n--

convergeant uniformément en des points de chaque carré du se-
cond quadrillage qui est intérieur & (D). Etc.; on définira une
suite

1 2 4

zq,fz,...,fg,z‘p 7y spli e

p+1?

convergeant uniformément en des points de chaque carré du p®
quadrillage qui est intérieur a (D). La suite diagonale

f11, £2 o

510 n?*

converge uniformément en un ensemble de points partout dense
dans (D).
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Pour le montrer, considérons les points situés dans le voi-
sinage d’un point z, de (D), c’est-a-dire dans un cercle (y) de
centre z, et de rayon assez petit. Pour p assez grand, il exis-
tera un carré du pe quadrillage contenu entierement dans (y).
Dans ce carré, il y a des points de convergence uniforme de
la suite X,

Remarquons que, dans le théoréeme précédent, on peut rem-
placer le domaine (D) par un arc de courbe ou un continu
arbitraire.

Remarquons aussi que 'on peut remplacer la suite £ (2)
par une famille de fonctions f2(z) qui dépendent d’un parametre
A variant d’une maniere countinue, Les ensembles e, correspon-
dront aux valeurs limites des valeurs de f.(z) lorsque A tend
vers une limite, Vinfini par exemple. Tout domaine contiendra
un domaine partiel dans lequel I'inégalité

[£).(2), o] 0> 0

sera vérifiée pour A assez grand.
4. Donnons une application du résultat précédent. Soit f(2)
une fonction méromorphe dans le plan et soit

Hr.(z)=rf(2), 0 A<+ o

Lorsque 2z est un point fixe, de module un par exemple, et
un nombre réel positif, le point az décrit la demi-droite qui joint
Vorigine O au point z et, lorsque A augmente indéfiniment, 'en-
semble &, constitue 'ensemble d’indétermination des valeurs de
f(z) sur la demi-droite considérée,

Soit ab un arc de la circonférence =z =1 tel que l’en-
semble e, ne comprenne jamais tout le plan lorsque z est situé sur
ab. D’apres le paragraphe précédent, tout arc intérieur a ab con-
tient un arc a’d’ tel que

[fr(2), a] =0

lorsque z est sur @'b’. Donc, dans le secteur ¢’Ob" limité par les
demi-droites Oa’ et Ob’, les valeurs de f(z), lorsque |z est assez
grand, ont des images qui restent dans une calotte fixe de
la sphére de Riemann, La fonction ne peut prendre une infinité
de fois aucune des valeurs correspondant a la calotte complé-
mentaire. Donc le secteur @’Ob’ ne contient aucune droite J de
condensation des zéros de f(z) — a pour toute valeur de a sauf
deux au plus. Appelons chemin d’indétermination compléfe toute



166 Paul Montel.

ligne aboutissant au point a linfini et telle que les valeurs que
prend f(z) aux points de cette ligne soient denses dans tout le
plan, ou sur toute la spheére de Riemann. Appelons droite I, toute
demi-droite d’indétermination compléte issue de O. Il n’existe
pas toujours une telle droite comme le montrent les fonctions
e, tg z par exemple. Il résuite de la remarque précédente que:

Si un angle est tel que toute demi-droite issue du sommet
et contenue dans [angle est une droite |, 'ensemble des demi-
droites | qui sont des chemins dindétermination compléte est
partout dense dans cet angle.

En particulier, pour une fonction f(z) telle que toute de-
mi-droite est une droite J, I'ensemble des droites 1 est partout
dense.

5. Considérons maintenant l’aire des régions couvertes sur
la sphére de Riemann par les images des valeurs d’une fonc-
tion f(z). '

Pour une famille de fonctions holomorphes dans un do-
maine (D), |'ai établi précédemment que cette famille est nor-
male lorsque les aires des régions du plan complexe couvertes
par les valeurs de ces fonctions sont bornées 7). Je me propose
d’établir le théoréme général suivant:

Si une famille de fonctions méromorphes dans un domaine
(D) est telle que les images des valeurs de chaque fonction sur
la sphére de Riemann couvrent des régions dont ['aire est bornée
par un nombre inférieur @ laire de la sphére, cette famille est
norinale dans lintérieur de (D).

Soit 7, (2) une suite infinie de fonctions de cette famille;
I'aire de la région couverte par les images de ces valeurs ne
dépasse pas, par hypothese, le nombre 4z (1—0o2), si le rayon de
la sphére de Riemann est €gal a l'unité. Soit a, une valeur que
fy (2) ne prend pas; de I'image de a, comme centre, décrivons
sur la sphere un petit cercle de rayon sphérique e; la calotte
ainsi déterminée a pour aire

2n (l—éos g) = 4 sin® %— <4 X Z

Prenons e < a, l'aire de la calotte est inférieure a 4mo?, il
‘existe donc a l'extérieur un point non couvert, image d’une va-

7y Sur les familles normales de fonctions analytiques (Annales sc. de
I'Ecole Normale Supérieure, 3¢ s. t. XXXIII, 1916, p. 240).
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leur by non prise par f;(z) et on a
[an 3 bn ] Pedt= 0

Tragons les calottes sphériques de centres a, et b, et de rayon
sphérique ¢; 'aire totale couverte par ces deux calottes ne dé-
passe pas

>

o2
45 ¢ ) < 4’

il existe donc un point non couvert, extérieur a ces deux ca-
lottes correspondant a une valeur ¢, non prise par f;(2); et
'on a |

[an, Cn]>8, [.bn, Cn]>8.

Les fonctions

Qu (2) =

n (2)—
(

n (Z)—

Sl e
Py
=
|
=y
(=

ne prennent dans le domaine (D) aucune des valeurs 0, 1, oc.
Elles forment une famille normale de fonctions holomorphes et
toute suite infinie de forctions de cette famille est génératrice
d’'une suite partielle que nous appellerons encore g, (2) conver-
geant uniformément vers une fonction limite g(z) et telle que
les suites an, &y, ¢q correspondantes aient respectivement pour
limites des nombres @, b, ¢ qui vérifient évidemment les inéga-
lités
[a, b =¢, [b,cl>=e, [c,al>c¢.

On en déduit aussitdt que la suite 7, (2) correspondante con-

verge uniformément vers la fonction méromorphe £(z) définie
par P'égalité

_8@—a -

f(Z)_g(Z)"—b * c—

‘Voici une application du théoréme précédent:

Soit une suite de fonction f,(z) méromorphes dans un do-
maine (D) et convergeant en chaque point du domaine vers une
valeur limite f(z). Si les aires couvertes sur la sphére de Rie-
mann par les images des valeurs de ces fonctions sont inférieures
a un nombre fixe plus petit que laire de la sphére, la con-
vergence est uniforme dans lintérieur de (D) et la fonction f(2)
est méromorphe dans ce domaine.

a
5 -
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On sait en effet qu’une suite de fonctions appartenant a
une famille normale ne peut converger dans un domaine sans
converger uniformément,

6. On peut, dans I’énoncé du théoréme qui fait 'objet du
paragraphe précédent, supprimer la condition que la limite Su-
périeure des aires couvertes soit inférieure a celle de la sphere,
Supposons seulement que cette aire soit bornée et désignons
par 4N un nombre supérieur aux aires des régions couvertes,
chacune d’elles étant comptée autant de fois qu'il y a de feunil-
lets distincts correspondant aux valeurs prises par la fonction,
On peut toujours supposer que N est le plus petit entier véri-
fiant la condition précédente.

Un raisonnement tout a fait semblamble a celui du para-
graphe précédent montre que l'on peut associer a chaque fonc-
tion 7y (2) trois nombres a,, 6., ¢, dont les distances sphéri-
ques mutuelles sont supérieures a un nombre positif fixe e et tels
que les fonctions £y (2)—an, fuw(2)—bn, fu(2)—c, aient moins
de N zéros dans le domaine (£). On en déduit que la famille
des fonctions g, (2) est quasi-normale d’ordre total NV au plus et
qu’il en est de méme pour la famille des fonctions 7, (2).

Dans les conditions précédentes, toute suite convergente
converge informément sauf peut-€tre en N points au plus.

En particulier, si les fouctions f, (z) sont holomorphes et
si la limite f(z) est toujours finie, la convergence est partout
uniforme. En d’autres termes:

Si une suite de fonctions holomorphes dans un domaine
(D) converge en chaque point de ce domaine ei si les aires des
régions couvertes sur la sphére de Riemann par les images des
valeurs de ces fonctions restent bornies, la suite converge uni-
formément dans [lintérieur de (D).

7. Voici une application des théoremes qui précédent. Soit
f(2) une fonction entiere ou méromorphe dans le plan, On sait
que la famille des fonctions

fa(®)=1(2"2)

definies dans le cercle z|< 1 n’est pas normale dans ce cercle.
Elle admet un point irrégulier qui est distinct de Porigine O si
f(z) n’est pas une fonction de genre zéro du type exceptionnel
défini par M, Ostrowski 8). Dans tous les autres cas, soit P un

8) Ueber Folgen analytischer Funktionen, etc. (Mathematische Zeitschrift,
Bd. 24, 1923, p. 241).
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point irrégulier distinct de l'origine. Dans un petit cercle (y) de
centre P, l'aire couverte par 7y (2) ne peut demeurer inférieure
a celle de la sphére de Riemann. Or, 'aire couverte par £ (2)
lorsque z est dans (y) est la méme que l'aire couverte par £(?)
lorsque z est dans le cercle ( y,) homothétique de (y) par rap-
port au point O et dans le rapport 27. Désignons par A la de-
mi-droite OP: Dans tout angle si petit soit-il ayant A pour bi-
sectrice intérieure, Il existe une infinité de cercles ( Y. ) tels que
Paire sphérique couverte par les images des valeurs de f(z) lors-
que z est dans (yn) ait pour limite l'aire de la sphére.

De méme si I'on excepte certaines fonction méromorphes
de genure zéro du type particulier défini par M. Walter Saxer ?),
on sait que la famille £, (z) ne peut étre quasi-normale d’ordre
fini. On en déduit la proposition suivante:

Pour toute fonction méromorphe non exceptionnelle, il existe
une droite A’ telle que tout angle st petit soit-il ayant A" comme
bisectrice intérieure contienne une infinité de cercles ( Yo ) pour
lesquels l'aire sphérique couverte par les images des valeurs de
f(2) augme.ite indéfiniment.

Ces propositions s’é¢tendent aisément aux fonction £(z) mé-
romorphes autour d’un point essentiel isolé. Elles sont a rap-
procher des résultats de M. Milloux '9).

9) Math. Annalen. 1928.

10) Le théoréme de M. Picard. Suites de fonctions Iolomorphes Fonc-
tions méromorphes et fonctions entieéres. (Journal de Mathématiques, s. 9, t. 111,
1924, p. 347). — Sur le théoréme de M, Picard (Bull. de la Soc. Math, de
France, t. LllI, 1929, p. 181).



Sur une propriété caractéristique
de f{onctions de Baire a valeurs distinctes.

Par
WACLAW SIERPINSKI.

D’aprés un théoréme connu de M. N. Lusin (théoréme
d’unicité) toute fonction de Baire (d'une variable réelle) a valeurs
distinctes (c’est-a-dire telle que 7(x')# 7(x) pour (¥ # x) trans-
forme tout intervalle (et, plus généralement, tout ensemble mesu-
rable B) en un ensemble mesurable B 1).

Le but de cette Note est de démontrer que réciproquement:
une fonction d'une variable réelle a valeurs distinctes qui trans-
forme tout intervalle (fermé) en un ensemble mesurable B est
une fonction de Baire.

Démonstration. Soit f(x) une fonctien d'une variable
réelle & valeurs distinctes qui transforme tcut intervalle (fermé)
en un ensemble mesurable B. Soit A 'ensemble de toutes les
valeurs de f(x) pour x réels. La fonction £(x) étant a valeurs
distinctes, il existe pour tout nombre v de H un el un seul
nombre réel x, x=o(yp), tel que f(x)=y. Posons encore ¢(y)=0
pour les nombres réels y qui n'appartiennent pas a H. La fonc-
tion ¢(y) est ainsi définie et univoque pour tous les nombres p
réels.

Désignons, pour % entiers, par fy I'ensemble de toutes les
valeurs que f(x) prend pour k<Cx<_k+1; daprés I'hypothéese
sur la fonction f(x), les ensemble M, (k=0, +1,4+2,...) sont
tous mesurables B, donc aussi leur somme qui coincide évidem-

1y Voir p. e. N. Lusin, Fundamenta Mathematicae, . X (1926), p. 60,
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ment avec I'ensemble H. Le complémentaire CH de l'ensemble
H est donc aussi mesurable B.

Soit maintenant @ un nombre réel donné quelconque. Si
a > 0, 'ensemble E.[p(y)_>a coincide évidemment avec l'en-
semble de tous les nombres f(x), ol x >=a. Or, ce dernier en-
semble est évidemment la somme de la série infinie d’ensembles
e, +eo+e3+. .., oll gx désigne 'ensemble de toutes les valeurs que
f(x) prend pour a+k—1<_x=<_a i k: daprés ’hypothése sur Ia
fonction f(x) il est donc mesurable 5 (en tant qu'une somme
d’une infinité dénombrable d’ensembles mesurables B). Or, si
a<_0, 'ensemble Ey [¢(y)>>a] se compose évidemment de l'en-
semble CH et de I’ensemble de toutes les valeurs de f(x) pour
x > a: il est donc aussi mesurable B (en tant qu’une somme de
deux ensembles mesurables B).

Les ensembles Ey [o(y)_ > a]| sont donc mesurables 3 pour
tout nombre @ réel: il en résulte, comme on sait, que ¢(y) est
une fonction de Baire. Son image géométrique, c’est-a-dire I'en-
semble J de tous les points (x, y) du plan, oli x = ¢(y), est donc un
ensemble mesurable B1). Or, I'image géométrique de la fonction
y = 1f(x) est évidemment la différence /e, oll & est 'ensemble
de tous les points (x, y) du plan, ou x=0 et y€CH. L'ensem-
ble CH étant mesurable B, s l’est aussi. L’image géometrique de
la fonction y =f(x) est donc une différence de deux ensembles
mesurables B, donc mesurable B. Il en résulte, comme j'ai dé-
montré ') que 7(x) est une fonction de Baire.

Notre théoréme est ainsi démontré,

Nous pouvons dounc €noncer la proposition suivante:

Pour qu’une fonction d’une variable réelle a valeurs distin-
ctes soit une fonction de Baire, il faut et il suffit qiu’elle trans-
Jorme tout intervalle en un ensemble mesurable B.

Il est a remarquer qu'une fonction d’une variable réelle qui
transforme tout ensemble mesurable B en un ensemble mesu-
rable B peut étre méme non mesurable (L) (p. e. une fonction
non mesurable (L) qui ne prend que deux valeurs: 0 et 1).

1) Voir: W. Sierpinski, Fundamenta Mathematicae t. 11, p. 78 (Théo-
reme IfI).
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