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PREFACE

M. de Montessus de Ballore me fait I’honneur de me demander
d’écrire la préface de son nouveau livre, Probabilités et Statis-
tiques.

Sans doute le devoir du préfacier est-il principalement de
faire apprécier la portée, 'utilité, l'opportunité de I’ouvrage
qu’il présente,

I’intervention de M. de Montessus de Ballore dans la statistique
mathématique est assez heureuse pour que cette tache soit
extrémement facile. ‘

En vue des applications du Caleul des probabilités & la Statis-
tique, le probléme essentiel de ce Calcul est le suivant.

Dans une épreuve, un événement a une probabilité p, dont le
complément & 'unité est ¢. On a 'intention de faire m épreuves.
Un nombre z est proposé, auquel on donne le nom d’écart, moindre
que mp et que mgq, et tel que mp — @ (et par conséquent aussi
mq -+ @) soit un nombre entier. On demande la probabilité y
que le nombre de fois que I'événement arrive soit mp — a.

La solution rigoureuse de ce probleme est

i nj'l _ oy MP—Tamg+z
N4 WS

Y= (mp — o)l (mg + 2)

Les calculs de factorielles ont été considérés jusqu’ici comme
trop pénibles. Aussi les théoriciens introduisent-ils dans I’énoncé
de ce probléme certaines hypothéses simplificatrices.

1° Le nombre m d’épreuves est assez grand pour que des
factorielles telles quem !, (mp) !, (mq) !, et par conséquent (mp — ) !,
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(mg + @)!, puissent étre calculées par la formule approchée de
Stirling, -
n! = nr e-”\/27m :

ceci suppose que, eu égard a 'approximation adoptée, p et ¢
1 .\ \
sont suffisamment proches de 5. Cette premiere hypothése

simplificatrice transforme y dans

, 1—(1 x._mp+x-1§<1+x ——mqwx—;
v = \/2zmpq mp) mq)

\

: : , . 1
20 Le premier ordre de petitesse étant celui du rapport \—/—_,
m

et le rapport ;707, étant assez petit pour que 2 e soit pas une quan-

tité petite, on se contente d’obtenir y aux quantités petites du
quatrieme ordre pres. Cette deuxicme hypothéese simplificatrice
réduit y' a

2

1 ziq—p) z?

Smpg

i

y ==, ——e 2mp
2nmpgq

89 Les auteurs cherchent a justifier une nouvelle simplification
de maniére a pouvoir écrire
1 L
——— & Zmpq’

V2mmpg

nt

Yy

ce qui est la formule de Laplace.
Leur raisonnement semble étre le suivant.
Au moyen de I'écart relatif i défini par 1’égalité

m)u = Z,
I’exposant de e dans y'' a pour valeur

Mg —p) __ mi

2pq  2pg’
et le nombre m est assez grand pour que le terme qui ne renferme
pas m soit négligeable devant celui qui le contient. Mais ce rai-

sonnement ne tient pas compte de la petitesse de :2 = A qui se

présente au second degré dans le terme. conservé et seulement au
premier degré dans le terme supprimé.
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L’expression classique 3’’’ n’est donc légitime (et moyennant
les deux premiéres hypothéses simplificatrices) que lorsque p

et g sont extrémement voisins de 9

Nous voici ramenés & l'expression y'’. Mais celle-ci n’est pas
beaucoup plus commode que la formule rigoureuse y, et les deux
premiéres hypothéses simplificatrices mne constituaient guére
qu’un artifice didactique par lequel nous nous laisserions mener
de D'expression rigoureuse & la formule de Laplace.

C’est & cet artifice, qui vient de perdre presque tout avantage,
que renonce M. de Montessus de Ballore. Il montre comment
il n’y a pas lieu de se laisser rebuter par le calcul des factorielles,
et que c’est la loi rigoureuse, la loi binomiale, qui s’applique
efficacement a I’étude des statistiques.

En quoi consiste done, dans le sens qui lui est donné ici, I’étude
d’une statistique ?

L’observation nous met entre les mains, sous la forme d’un
tableau en deux colonnes, une collection de nombres, # et Y,
se correspondant deux a deux. N étant la somme des nombres Y,
il s’agit de trouver une équation

Y=N'f($,a, b,C,-“)

a laquelle, & une approximation donnée et déclarée satisfaisante,
et moyennant certaines valeurs numériques de parametres a, b, c,...
aussi peu nombreux que possible, satisfassent les couples (z, Y)
des nombres du tableau proposé.

Certes, dans son extréme simplicité, et avec son seul parametre
mpq, I’équation de Laplace

N _.
= ———¢€ 2mpq
\/27mpq
est bien tentante & appliquer. Mais, — l'auteur de ce livre en
fait la preuve, — la statistique ne se plie & pareille simplicité

que dans des circonstances tout & fait exceptionnelles : parmi
de multiples conditions, ne faut-il pas que, dans la mise en dia-
gramme du tableau statistique, les points représentatifs des
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couples de nombres (2, Y) se distribuent le long d’une ligne ad-
mettant une droite de symétrie parallele a4 1’axe des Y ?
Au contraire, c¢’est a la lol binomiale

m!

Y=Ntmp —2)Img +a)

| PO,

avec ses trois paramétres m, p, g, qu'obéissent (pour une position
convenable de I’origine des ) les statistiquesles plus intéressantes,
les plus instructives, celles dont 1’étude est vraiment efficace, —
du moins dans ’état actuel des ressources mathématiques dont
nous disposons.

Dans quelle mesure considérable nous devons ces ressources
a M. de Montessus de Ballore, on le verra dans ce livre, ou 'auteur
a réuni, sous une forme didactique, les travaux qu’il a fait
paraltre, depuis sept ans, principalement dans les dnnales de
la Sociéte scientifigue de Bruzelles. — 11 était temps de les réunir.
Cependant la question est loin d’étre épuisée, et de nouveaux
problemes apparaissent, si intéressants, et si complexes, que
leur énoncé et leur classification sont déja bien méritoires.

Lorsque la statistique obéit & la loi binomiale, le calcul des
valeurs qu’y prennent les paramétres de cette loi constitue
toute son étude, et nous possédons désormais des méthodes
stires pour ce calcul. On ose méme envisager les causes des faits
observés en disant qu’alors « un seul phénomeéne est en jeu »,
tandis que, si quelques mesures font exception, un « phénomene
principal est en jeu » ainsi que « des phénomeénes secondaires ».

Au contraire si la lol binomiale est insuffisante, on dit bien
que « des phénomeénes du méme ordre d’intensité se superposent »,
mais il reste, précisément, & les dégager les uns des autres, en
déterminant les fonctions qui expriment les effets de chacun d’eux
et en calculant les valeurs actuelles des parameétres que ces fonc-
tions renferment. — Par un essai, qui réussit, de superposition
de deux lois binomiales, M. de Montessus de Ballore montre
que telle est bien la voie des prochaines recherches.

M. ALLIAUME,
Professeur 4 "Université de Louvain.




PROBABILITES ET STATISTIQUES

CHAPITRE PREMIER

PROBABILITES DIRECTES

. — PRINCIPE DE BERNOULLI

1. Une urne contient des boules, toutes identiques les unes
aux autres, sauf que les unes sont rouges et les autres sont noires.

L’urne renferme n boules noires et r boules rouges.

On tire une boule, apreés s’étre bandé les yeux, pour s’interdire
le choix entre une noire et une rouge ; on note la couleur de la
boule sortie ; on remet la boule sortie dans 'urne ; on mélange les
boules ; on tire une seconde boule, on la remet apreés avoir noté
sa couleur, on tire une troisiétme boule, ete...

Aprés N coups, on a tiré n’ noires et 7’ rouges,

n 4 r' = N,

Ici, nous allons énoncer un principe :

!

n
PrinciPE DE BERNoULLI : Le rapport -~ est, en gros, d’autant plus
voisin de . que N ou n' + r' est plus grand.
2. Le mot «en gros », que nous choisissons & dessein, veut dire
que la différence

R. Dt MoNTESsus DE BALLORE. — Probabilités et statistiques 1
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est, le plus souvent, moindre que

quand

5 i
autrement dit,

tend vers zéro, mais tend irrégulierement vers zéro quand n' + r-
augmente indéfiniment.

n n’
T

cela n’a rien de contradictoire : par exemple les nombres
124, 1248, 12497,

124996, - ..
s’éloignent progressivement de

125, 1250,

12 500, 125600, - - -
mais les différences

1 124 1

1248 1
8 1000’

g 10000’
diminuent de plus en plus.

112497
8 7 100008’

4. Le principe de Bernoulli peut étre regardé soit comme une lot
naturelle, soit comme un postulat, soit comme une définition, au
méme titre que, par exemple, le principe de l’action et de la
réaction.

On peut le démontrer, explicitement ou implicitement, en le
remplacant par un principe équivalent.

1. — DEFINITION DE LA PROBABILITE

5. Cas favorables. — Pour une raison ou pour une autre, j’ai
intérét & tirer une boule noire de 'urne : le tirage d’une boule
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noire est alors appelé « événement favorable » ou « cas favo-
rable ».

6. Probabilité. — Par définition, la probabilité est le rapport
du nombre des cas favorables au nombre des cas possibles.

Dans 'urne de tout & I’heure, le nombre des boules noires
est » : il y a n cas favorables si 'on désire tirer une boule noire.
Le nombre total des boules est n + r: il y a n + r cas possi-
bles. Par définition, la probabilité de tirer une noire est

n
n 4+ r

7. Soient deux événements E, E’' exclusifs, c’est-a-dire que,
seules, deux alternatives sont possibles : E se produit, ou bien
E’ se produit, tel est le cas de boules de deux couleurs contenues
dans une urne : la boule tirée est rouge, c’est I’événement E,
ou bien elle est noire, c’est I'événement E’. ' '

Si p est la probabilité de E, c’est que N étant le nombre de cas
favorables et P le nombre de cas possibles, on a

N
p:P.‘

N est par exemple le nombre de boules noires, P est le nombre
total de boules noires et rouges, c’est-a-dire que s’il a en tout
N boules noires et R boules rouges, P = N + R.

La probabilité de tirer une rouge est, désignons-la par g,

R P—N N
e = T e
on voit que

g=1—p ou p+q=1.

q est la probabilité complémentaire de p et p est la probabilité
complémentaire de q.

8. Nombre probable d’arrivées d’un événement. — Si la proba-
bilité d’un événement E est p, et si 'on fait N épreuves (si 'on
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tire N boules de I'urne, successivement), le nombre probable
d’arrivées de E est
Np.

Par exemple, si une urne renferme 6 boules noires et 7 rouges.
6 .., :
i3’ si 'on tire une boule
26 fois de suite, en la remettant chaque fois et en mélangeant les

la probabilité de sortie d’une noire est

boules, le nombre probable de sorties d’une noire est

26 ,J% 12,

Cela veut dire que s1'on fait 500 tirages de 26 boules chacun,
— au lieu de 500 on pourrait choisir un nombre queleconque, mais
de préfévence assez grand — le nombre de tirages ou il y aura
12 boules noires pour 26 boules tirées, sera ordinairement plus
grand que le nombre de tirages ol il y aura 11 noires pour 26 tirées,
13 noires pour 26 tirées, etc.

9. Probabilité nulle, certitude. — Si1’urne, au lieu de renfermer,
comme tout & ’heure, des houles rouges et des boules noires, ne
renferme plus que des boules rouges, c’est-a-dire si n = 0 la

probabilité de tirer une noire, 0Ly est nulle; comme il est impos-

sible ici de tirer une noire, la probabilité zéro correspond a l'im-
possible.
D’autre part, dans les mémes conditions, il y a certitude de tirer

une rouge et la probabilité de tirer une rouge est 1:la

”
O + r =
probabilité un correspond done & la certitude.

Parconséquent la, probabilité est une fraction positive, comprise
entre zéro et um, et pouvant atteindre les limites zéro (impossibilité)
et un (certitude).

Il n’y a pas lieu de chercher & interpréter les probabilités exté-
rieures & I’ensemble des nombres compris entre zéro et un.
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M. PROBABILITES DIRECTES. LEUR CALCUL EFFECTIER

10. Toutes les fois qu’on peut évaluer exactement les nombres
de cas possibles et de cas favorables, leur rapport est une proba-
bilité que nous appellerons directe.

L’évaluation des nombres de cas possibles et des nombres de
cas favorables est plus ou moins facile.

ExemprLE 1 : Cas d’un jeu de 82 cartes. — Le nombre des cas
possibles est 82, puisqu’il y a 82 cartes.

Si la sortie d’un as est un cas favorable, le nombre des cas favo-
rables est 4, puisqu’il y a 4 as.

4
g OU ¢

La probabilité de tirer un as est done 3

ExeMmpir II : Le jeu de dés. — Deux dés sont dans un cornet,
Chacun des deux dés est marqué des points 1, 2, 3, 4, 5, 6 sur ses
faces. On jette les deux dés sur une table. Quelle est la probabilité
d’amener un point fixé & 'avance, par exemple le point 9 ?

Les combinaisons possibles sont au nombre de 36; les voiei :

e I8 O PR S S P4 44 =% 5LfigY 5 i
142=3 2+%=4% 34929=% 4+2=6 542=7 6+2—38
{ B =4 248=85 F48=6  LLB=7  B+8=8  643=0
i =5 24 4—-6 3+&=9 4LLGE=8 5+4=0 " 6+ 4&=10
L4 5=6 245=7 8+4+5=8 4+5=9 51510 645=11
PR =T B e MU= e =2 g R B By

Le point 5 peut étre amené par 1 et 4, 2 et 8, 3 et 2, 4 et 1 ;

o i 4
sa probabilité est 36° ; le point 8 peut étre amené par 2 et 6, 3 et 5,

La probabilité du point 2
4

1
est 5 seulement. L.a probabilité du pomt 9 est aussl 36"

4 et 4,5 et 8, 6 et 2, sa probabilité est 36

IV. — COMBINATSONS DI PROBABILITES ELEMENTATIRIES

11 est nécessaire de savoir combiner des probabilités, comme on
sait combiner par exemple des Forces, en Mécanique.
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A) Probabilité totale

11. 8% les cas favorables d un €vénement se partagent en plusieurs
groupes, les groupes réunis contenant tous les cas favorables, et
figurant une seule fois dans I’ensemble des groupes, la probabilité
de 1’événement, dite probabilité totale, sera la somme des proba-
bilités pour qu’il appartienne & chaque groupe.

En effet, les probabilités partielles, relatives a4 chaque groupe,
sont des fractions de méme dénominateur

%1 e @s ... an
D’ D’ D’ D’

La probabilité résultante, que I’on appelle probabilité totale

est donc

Gy + ay + -+ an
b :

ExeMPLE.— Supposons qu’une urne renferme n boules blanches,
n' boules rouges et n'’ boules noires, avec un nombre queleonque
de boules d’autres couleurs, de maniére que le nombre total de
boules soit N.

Quelle est la probabilité de tirer une boule de 'une des trois
couleurs blanche, rouge, noire, indifféremment ?

Le nombre des cas favorables est n - n’ - n'’. Le nombre
des cas possibles est N.

La probabilité cherchée est done

Lo Lo / "

On peut adopter cet énoncé : lorsqu’un événement peut se pro-
duire dans diverses hypothéses dont les probabilités sont différentes,
la probabilité de cet événement est la somme des probabilités des
hypothéses favorables et la probabilité de I'événement est, par défi-
nition, une probabilité totale.

Voici un autre exemple de probabilité totale.

Quelle est la probabilité, en jetant deux dés, numérotés chacun

de 1 & 6 sur leurs faces, d’amener un point total supérieur a 8 ?
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Les cas favorables sont les sorties des points 9,10, 11,12. D’apres
le Tableau du n° 10,

. . . 4
la probabilité de sortie du pomnt 9 est z55

3 -
« « 10 36°
2
« « 11 36;
« « 12 é%;
la probabilité cherchée est donc

4 3 2 1 443+241 10
6 73673 3 36 36

B) Probabilité composée

12. La probabilité composée se rapporte a la coincidence de
plusieurs événements favorables, indépendants les uns des autres.

Tirer un roi d’un jeu de cartes, et amener le point 7 avee deux
dés, est la coincidence de deux événements indépendants ; la
probabilité de cette coincidence est dite composée. '

La situation dans le temps de I’événement final n’entre pas
en ligne de compte. La probabilité est la méme :

que Von tire d’abord une carte et que ’on jette ensuite les dés,
~ que lon jette'd’abord les dés et que l'on tire ensuite une carte,

que par un dispositif quelconque, I’on tire une carte, en jetant
en méme temps les dés.

Soit p’ la probabilité du premier événement, et soit p’’ la pro-
babilité du second événement. On a

g p=pn

N’, N'' sont les nombres de cas favorables, et P/, P"' sont les
nombres de cas possibles.

Le nombre total de cas possibles est P’ P’’, car & chaque cas
possible de la série P’ on peut adjoindre tous les cas possibles,
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au nombre de P’/, de la deuxiéme série. De méme, le nombre total
de cas favorables est N’ N'. Donc la probabilité composée p est

B NINH
p - PVP// .
Ainsi, pour I'exemple choisi, il y a 82 cartes et (n® 10) 36 cas
possibles avec deux dés :
Pz 32 P" = 36 PP’ = 32 x 36;
il y a 4 rois et (n® 10) 6 manieres d’amener le point 7 :
N =4 N =17 N'N'=4 x 7;
done
N'N" 4 x T
P=pp7 ™" 32 x 36
Il résulte de 1'identité suivante

N'N" N N '
P=ppr = p Xpr T PP
que la probabilité composée est le produit des probabilités compo-
santes.
Ceei étant vrai de deux catégories d’événements, le sera aussi
de plusieurs catégories.

Quand les événements simples sont indépendants, le nombre N
des cas résultants possibles est le produit des nombres de cas
possibles

/ 17 i
pproPY .

de chaque catégorie. De méme, le nombre P de cas résultants
favorables est le produit des nombres de cas favorables

NI’ NII’ N/H’ .

de chaque catégorie. |
La probabilité composée est done

NI.NN. NI!I‘ AN Nf NII Nlll

PI;P/i.P//r- === = P'/ X P X 15'7/1'7 "

Nous nous bornons a ces indications sommaires sur la proba-
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bilité totale et la probabilité composée, qui sont étudiées en grand
détail dans les ouvrages concernant le Calcul des Probabilités. Ce
que nous en disons ici sufit aux applications usuelles de la sta-
tistique.

C) Probabilité renforecée

13. La probabilii¢ totale, la probabilité composée ne sont pas
les seules probabilités résultantes de probabilités simples : il existe
d’autres résultantes de probabilités simples.

La probabilité renforeée apparait dans le probleme suivant.

Prerre est atteint d’une maladie ow se manifestent des symptomes S
et des symptomes S'.

Quand les symptdmes S se manifestent seuls, la probabilité
de guérison est p : on la suppose connue @ priori. La probabilité
de non guérison est done 1 — p ; il est en effet certain (probabi-
lité 1) qu’il y aura guérison ou non guérison et on a

p+({(1—p =1

On sait aussi a priore que : quand les symptomes S’ se mani-
festent seuls, la probabilité de guérison est p'.

On demande quelle est la probabilité n de guérison quand les
symptémes S et S’ se manifestent ensemble.

Considérons N cas.

Les symptomes S se présentent dans un nombre de cas que
nous désignons par NP ou P est inconnu (n° 8).

Les symptdmes S et S’ se manifestent ensemble dans un nombre
de cas que nous désignons par NPP’, ot P’ est inconnu.

Pour ces NPP’ cas, ol S et S’ se manifestent ensemble, la pro-
babilité de guérison résulte de S et de S’ ; puisque S et S’ sont
indépendants, elle est (n® 12)

!

pp'.
De méme, la probabilité de non guérison pour ces NPP’' cas
ou S et S’ se manifestent ensemble est

(1 —p)(1—p).
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Il n’y a pas lieu de faire entrer en ligne de cbmpte la probabilité
p(1 —p’)
~ de guérison d’aprés les symptomes S et de non guérison d’aprés

les symptdomes S’ ; on ne fera pas non plus entrer en ligne de
compte la probabilité

(1—p)p’
de non guérison d’aprés les symptdmes S, mais de guérison d’apres
les symptémes S’.
Le nombre probable des cas de guérison n° 8,
NPP'pp’
d’une part, et le nombre probable des cas de non guérison d’autre
part, | |
| NPP(1 — p) (1 —p')
ont pour somme
NPPpp" + (1 —p)(1 == p)] = NPP'(pp’ + q9')-
Par conséquent, la probabilité de guérison quand S et S’ se
manifestent ensemble est

_ NPPpp’ -
NPP(pp + q¢)’
done

Copp g

C’est Pexpression de la probabilité renforeée.

Elle se présente dans certains phénomenes météorologiques et
peut-étre, dans des maladies causées par des associations de mi-
crabes.

Eerivons

VT pp’ pp
) (L= p) T — (ot p) + 2pp”

Zéro est Je signe de ’'impossibilité (n®9);si p' = 0, la probabilité
de guérison est nulle quand les symptémes S’ se manifestent, que
les symptémes S se manifestent ou non. On doit donc avoir

=(p, 0) =
il en est bien ainsi.
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De méme si p = 0, on doit avoir — et on a en effet — :
=(0, p') = 0.

On doit encore avoir, puisque 1 est le signe de la certitude
(n° 9),
app) +w(l—p, 1 —p)=1:

il est facile de vérifier qu’il en est ainsi (*).

D) Autres probabilités résultantes

14. 1l ewiste d’autres probabilités résultantes.

Voici un exemple.

On sait que : quand un nuage A, d’aspect donné, vient de I'W,
lafprobabilité de pluie est p; on sait aussi que : quand un nuage B,
d’aspect donné encore, vient du S, la probabilité de pluie est p’.

Quelle est la probabilité de pluie quand les deux nuages sont
simultanément en vue ?

La probabilité totale

'

p+p

- comprend les cas suivants :

A déclanche la pluie & lui seul ; B déclanche la pluie & lui seul ;
A et B déclanchent la pluie par action de I'un sur Pautre ; ce
dernier cas, dont la probabilité est -

pp’
rentre dans les deux précédents ; donec p + p’ renferme pp’;

pp' doit étre retranché de p + p’, pour ne pas étre compté deux
fois ; la probabilité cherchée est donc

(2) p+p—pp.
On a
¢g=1—p; 4¢=1-—p4
par conséquent
p+p—pp=2—qg—q¢d—(1—Ul—¢)=1—4qq;

(1) Laprobabilité renforcée, Annales Soc. Scient. de Bruxelles, t. XLIII, 1t partie, 1923.
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le produit de ¢ <= 1 par ¢’ <1 est plus petit que 1 ; done
0<1—gqd <1
et, comme il est nécessaire,
O0<p+p —pp <L

Nous arrétons ici cette question des probabilités résultantes :
elle mérite d’étre approfondie. Nous en reparlerons au n° 16.

V. -—— APPLICATIONS

15. M. L. Besson a dressé les Tableaux suivants (1) qui sont des
statistiques portant sur environ 1.600 journées des mois de dé-
cembre, janvier ¢t février, ot il ne pleuvait pas a 9 heures du matin.

Taprmau A

Nombre de cas
Pression en mm. T—— e Prob. p'
| de pluie
de pluie total

| — B ] . N

728 1 1 1
7 7 11 0,64
R 15 P - 18 21 0,86
FE0. . bt 60 0,73
LT 88 121 0,73
750, 119 197 0,60
T 153 > 293 0,52
| 760.. .. ... ... P 138 325 0,42
V4L TR 89 299 0,30
S0 36 188 0,19
5L T 6 26 0,23

T80 0 A 0

|

Dans le tableau A, sont notées le nombre de journées ou le
baromeétre a marqué par exemple 7830 millimetres & 9 heures du

(1) Annales de I'Observatoire municipal, Gauthier-Villars, Paris, 1905,
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matin, et ol il a plu avant minuit, ainsi que le quotient

7 . o .
13 — 0,64 qui est la probabilité de pluie correspondante.

TasrLeavu B

| |

} Nombre de cas i
Direction du vent b e —— é)éorl)iuib(a

‘ de pluie ] total |

oW, DN IO N R |

o AR R o R | 13 55 0,24 |
i Tt L gt St BBy | 25 | 75 0,33
2 ik s b R ' 24 96 0,25
T e R S A ] ' 12 79 0,15
Rl e S T 17 69 0,25
SISV T S i S R ; 19 56 0,34
Bl iy L Ak = - ' 32 86 0,37
BEER .. .2t on sl 46 115 0,40
T Je o L ek S [ 84 ' 146 0,58
BRVE, . o T Bt | Oy ; 89 131 0,68
i g el LS, S 110 | 148 0,7
VARSIV . el Lo b 66 88 0,75
v R — R | B e | 57 104 0,55
ATINAG A TR L TR e A 34 5 96 0,46
A L T IO Gl o « y 26 1 65 0,40
(D N T SRR A 11 - 37 0,30
"Ik S, SRR I SRR | 24 ‘ 100 0,24

Dans le tableau B, on a compté 69 journées ou le vent venait
de P’est & 9 heures du matin ; sur ces 69, il en est 17 ou il a plu

Y -l ; L L7
avant minuit ; la probabilité de pluie est ici .o = 0,25,

' 2 et
Dans le tableau C, les chiffres os par exemple indiquent qu’on

a relevé 28 journées ou le vent venait a4 9 heures du matin ’ENE
et o, en méme temps, le barométre marquait 770 millimetres ;
sur ces 28 journées, on en a compté 2 ou il a plu avant minuit; la

™o o din s B MEy T e A
probabilité de pluie 55 n’a pas ¢té indiquée en décimales dans

le Tableau.

Les probabilités observées du Tableau C concordent assez bien
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avec les probabilités renforcées déduites des tableaux A
et B (1). |
Par exemple, colonne S et ligne 755,

prob, = 3? = 0,66
dans A, pour 755,
p = 0,51;
dans B, pour S,
p' = 0,568;
ici
pp' =030, q¢ = (1 —p)(1—p) =031,

0,30 30
" =030 + 0921 = 8221 = 0,59 (& comparer avec 0,66 observé)

Puis, colonne SSW et ligne 745

prob. == j—g = 0,79
dans A, pour 745,
pre=UiA .
dans B, pour SSW,
p’ = 0,68;
pp' = 0,50;  g¢¢' = 0,27 x 0,32 = 0,09,

= 0,50—0’_200-,0—9 = 8:?8 = 0,81 (& comparer avec 0,79 ohservé).

La conséquence est la suivante :

St la statistique B concorde avec les nombres déduits de A et B
comme mous venons de le faire, le vent et la hauteur barométrique
sont deuw conséquences d’un méme phénomeéne.

Sinon, p et p’ seralent pcut-étre combinés par la formule

p+ p—pp';
or dans le 1¢€” cas,
p+ p'— pp' = 0,79, au lieu de 0,66 obs.

(1) Sur la prévision locale du Temps, C. R. des Accid. de Paris, t. CLXXVI, & juin 1923 :
ibid,, 25 juin 1923.
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et dans le second cas,
p +p —pp = 0,91, au licu de 0,79: obs.

Ce n’est donc pas cette dernicre formule qui est en jeu, le vent
et la hauteur barométrique ne sont pas deux phénoménes indépen-
dants Uun de Uautre.

St la probabilité ren’orcée cst reconnue applicable, par calcul
direct (p. e. pour les nombres élevés du Tableau C, comme nous
Pavons reconnu pour deux cas), elle permet de substituer des
nombres obtenus par le caleul aux nombres observés faibles, donc
peu siirs, du méme tableau C.

Ainsi pour N et 740M™m le tablcau € donne 2 ¢t 4, nombres

treés faibles, qui conduisent & la probabilité incertaine p” = - = 0,5.

4
Mais lc tableau A donnce p = 0,78 pour 740m™ et le tableau B
donne p° = 0,24 pour N. On en déduit, avec beaucoup de streté

par le tableau C :

. 073 % 0,24 + 0,27 x 0,76

p= 0,73 % 0% = 047

0,47 est, plus exactement que 0,5, la probabilité de pluie, dans
les conditions ou s’est placé M. Besson, quand le vent est N et
le barometre a 740m™, T1 y aurait licu d’é¢tudier le cas, ol trois
phénomenes (ou quatre, ou plus) Py, P,. P, sont tels que les pro-
babilités résultantes de P, ¢t P,, de P, et de P, solent soumises 7
la probabilité renforcée, ct la possibilité de caleuler la probabilité
finale, P,, Py, P, entrant simultanément en jeu, car il serait alors
difficile de dresser un tableau D cn triple entrée, ou les observa-
tions tiendralent compte des trois phénomencs.

Le statisticien pourra rechercher si la loi de combinaison de
p et de p' est de la forme

! h ! 5
8) PP h(p+p—pp— - ) 0<s<;
(3) pp -+ qq (f) P pp #—qq)
cette formule devient
pp’ y ,
pp - qq" p -+ p —pp

r

pour 6§ =0, (=1
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s’il trouve pour 5 une valeur non nulle, ¢’est qu’il y aura dépen-
dance partielle entre les deux phénomenes :
hauteur barométrique, direction du vent.

16. Voici un exemple de statistique ou la composition des
probabilités partielles ne peut étre faite ni par la probabilité
composée, ni par la probabilité renforcée, ni par une combinaison
simple de I'une et de l'autre.

Statistique des mariages suivant le sexe et I’dge combinés des époun
en 1926, en France (V)

Age des épouses

e R e~
Age des ¢poux A T r Totaux

i T 25 | 30 | 35 40 | 50 |60 ans

20 ans | 2% ans | 20 ans |34 ans | 39 ans | 49 ans |59 ans|et plus
| = e ol SN S S e
Moins de 20 ans.| 2.893] 1.952 206 38| 9 — 1y el 5.100
20 a 24 » [35.801| 86.360116.194 2.366 468 127 10 1(141.327
25 a 29 » (16.478| 58.531|29.066f 7.180] 1.754 547 21 4{113.581
300 & 3% » 1.811 1(’?.589‘1].2’12 6.684| 2,396 934 57 8] 33.651
35 a 39 » 362 2.770) 4.756 4.959] 3.128| 1.627| 164 o) I e 17
40 a 49 » 131] 1.053] 2.5601 4 480 & 671 5.579[1.()69 89| 19.652
50 a 59 » 21 131 44 0411 1.528) -’t,'l£’212.337 382 9.986
60 ans et plus. 6 31 89| 195 289 1.110i1 609/1.014] " 4,343
Totaux......... 57.523(161.417 64.537!26.843 1420314 .11 f‘)::3.269‘5‘1 .007|345.415

D’apres ce Tableau, la probabilité concernant les mariages
d’hommes de 30 a 34 ans est par exemple

33651

P= 345415 °

0,099 ;

La probabilité concernant les mariages de jeunes filles ou femmes
de 25 a4 29 ans par exemple est

. 64537

T s

(1) Statistique générale de la France. Annuaive statistique, 1928, Imprimerie, Nationale, p. 9.

R. Dt MONTESSUS DE BALLORE. — Probabilités et statistiques. 2
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La probabilité concernant les mariages d’hommes de 30 a 34 aps
et de jeunes filles ou femmes de 25 & 29 ans est

11212

P gasat = 0032
Iel
pp’ = 0,018;
puis
qq = 0,732
.done
b, 018 0,025

pp 4+ q¢ 0,732
la probabilité p’ ne résulte donc de p et p’ ni comme probabilité

totale ni comme probabilité renforcée ; ce n’est pas non plus une
combinaison linéaire de l'une et l'autre ; si 'on pose en effet

ol L Iv[’PI -+ (]ql L ..:\" —= 0.032
Y ' ' - 1 =
pp o P py)
0,018 + 5 x 0,007 = 0,032,
on a
0,014
f— i
7= 0,007 7
or, on ne peut faire de telles combinaisons que si
0<<6<1.

Enfin p” n’est pas non plus une combinaison de Iespéce (3),
car en prenant % pour inconnue, on trouve (3)

5 = 0,029;

or, si 'on part du nombre 4959 du tableau, si 'on prend encore 5
de la formule (8) pour inconnue, on trouve ici

5 = 0,075,

valeur nettement différente de la précédente.




CHAPITRE 1l

PROBABILITE DANS LES EPREUVES REPETEES

. — FORMULL DI BASE

17. Les probabilités respectives de deux événements contradic-
tovres K, E' étant p, p’, quelle est la probabilité que, dans une série
de m éprewves, I’événement B se produira = fois et que 'événement E’
se produtra m — « fois?

La probabilité que la premiere épreuve amenera E est p ; la
probabilité que E sera suivi de E’ est la probabilité composée
(n® 12) pg ; la probabilité de la succession E, E', K est pgp. Plus
généralement, la probabilité d’amener « fois E et m — o fois E/,
quand on fize lesordres d’arriwées de K, E’, est

pxqm——‘a ;
si rien n’est fixé quant & cet ordre, le nombre des cas possibles,

c’est-a-dire le nombre des suites de m événements dont « sont

de I’espece K et m — « de I'espéce E’, étant le nombre de combi-
naisons possibles

m!
ol (m — a)!

)
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de m objets dont » sont E et dont m — 2 sont K, la probabilité
cherchée T, est

|
(1) xR

al (m — a)

Par exemple, les probabilités sur 2, 4, 6, 8, 10 coups joués a la
roulette d’amener aussi souvent la rouge que la noire sont

91 11 41 1 3 6! 1 5
frgr X 9e 9 9T91 X T g 3781 % 98T 1p°
3] 35 00 1 63
| |

5151 % 910 = 95g?
ou
128 96 80 70 63 .
2567 267 2567 2567 256°
on voit que la probabilité déeroit quand le nombre d’épreuves
croit.

18. La probabilité (1) peut s’éerire
Ty = Cprgm—2:

Ts est le terme en p2gmn—* du développement de (p + ¢g)*
Par conséquent, si on envisage toutes les valeurs possibles de «,

(2) ST, = (p + q)* = 17, 3T, = 1.

Ce résultat peut étre généralisé :

Les probabilités respectives de n événements s’excluant les uns
les autres, ¥y, By, ..., En, étant py, py, ..., pn (il est nécessaire que
Py + Py oo+ pa = 1), la probabilité que dans une suite de m
épreuves, K,, se produira =, fois, E, : o, fots ; K, : 2, fois ; ... ;
En 2 2, fois (g + 25 + ... 4+ 2, = m) est donnée par le terme en
P11 P®e Py u.. Pr¥n du développement de

(3) (py -+ pe 4+ -+ + pa)m.

19. La formule (1) est la base de la théorie des épreuves répétées.
On peut ’écrire |

(4) T — C):n'c—-:z W paqm—l;

e d
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II. -~ NOMBRE D’ARRIVEES LE PLUS PROBABLLE

20. Comparons T, 1, Ty, Tuy 1. On a (n° 17, formule 1)

m !

T o e S L
L e e T s —— A B L e T
T, = ITI_' —— At — 2
* = gl (m—a) | P71
m !
SRous e 1 m—a—1
2 R e ey o e B
Donc
rlr’l'a om—ad S ”'l‘x res &t oL
%1 o q Py 1 m-—a P

Ecrivons que T, est plus grand, a la fois, que Tx—1 et Tu 1.
Il vient, '

m ——-_a‘—{—_{l 1y el ! 2+ 1 v dears

e S e T s il
x q m—ua " p
ou puisque ¢ = 1 — p,
S Spatl 1 .z,+1 ¥ i—«p>1,
o 1 —p m—a p

ou encore
mp 4 p—LE<la<mp'Hp
ce qul revient &
(1) mp — q <Z «<mp -+ p.
On remarquera que les deux limites de = different exactement
de 1 unité puisque
mp +p-—(mp—yq)=p+qg=1

I résulte de (1) que le nombre o(= est forcément entier) d’arrivées
le plus probable de E (dont la probabilité est p), quand on fait m
éprevves, est le nombre entier compris entre mp — q et mp + p.



22 PROBABILITES ET STATISTIQUES

21. On doit évidemment avoir par symétrie et semblablement
(formule 1), quand on considére les événements E’,

(2) mg — p < m-—axa<mq-+ q,

car p et ¢ sont échangés et o est changé en m — ». Cette double
inégalité (2) est en effet une conséquence de (1) qu’on peut écrire
successivement

m(l —q) 4 p>2>>ml —q) —gq
m-—mg —+ p o =m—mg—gq
—mg = p=—mf x> —mg—q

my — p <l -— 2z <_mq -+

22. Soit par exemple
mo= 80, p = 0,33, = 0,67 ;

les formules (1, 2) donnent, ce qui revient au méme :

25,73 < 2 < 26,73
53,27 <7 80 — o < 54,27.

La probabilité mazimum est que E aura lieu 26 fois et que E'
aura lieu 80 — 26 ou 54 fois. Cette probabilité est

80 !

96 1541 < 0,33% x 0,67% = 0,0944.

Les probabilités

8_(_) 932 55 / 25 67 1742
80 ! b4 33 1782
,7,53[003 X 0,67°% = 0,0944 x 57 X E* = (0,0944 x 1309

que E'aura lieu 25 fois (et E’ 55 fois), que E aura lieu 27 fois
(et I&’ 53 fois) sont moindres que la précédente,

23. Distinciion entre p << q et p > q.
I. » < q. Soit par exemple m = 864, p = 0,1, ¢ = 0,9 ; on a

mp = 30,4, mp—gq=355 mp -+ p=365;



PROBABILITE DANS LES EPREUVES REPETEES 23

le nombre d’arrivées le plus probable de E est (n° 20) le nombre
entier 86 compris entre 85,5 et 36,5 :

36 = mp — 0,4 = 36,4 — 0,4,
IT. p > q. Reprenons m = 864, mais soit p = 0,9 et ¢ = 0, 1. Ieci,
mp = 327,6, mp-—q=23275, mp+ p=3285;
le nombre d’arrivées le plus probable est 828. Ici
328 = mp + 0,4 = 327,6 + 0,4.

En conséquence, st mp n’est pas un nombre entier, le nombre
d’arrivées le plus probable est le nombre entier mp = s défint comme
il suit
10 : s est positif si p > q ; s est négatif st p < q.

20 : g est compris entre — 1 et + 1 ;
Cas de p = q et de m pair : le nombre d’arrivées le plus probable

est 72",‘_
2

Cas de p = q et de m impair :
il y a ici deux nombres d’arrivées les plus probables ; ce sont

m m

()’ + 075 el () N 0,5

24. Ces distinctions sont importantes.

Néanmoins, nous aurons bien rarement d nous inquiéter st pm
est entier ou n’est pas entier.

La considération de boules tirées d’une urne, qui nécessite
I’adjonction d’une fraction s & mp quand mp n’est pas entier,
ne figure ici qu’a titre d’introduction a I’étude de la fonction de «

i '

(3) -

= )I_m*‘l.
2 (m—a)lt 9

[{I. — LA FONCTION DI: PROBABILITE STMPLLE

25. La notation (1 du n° 17) est incommode.
Posons

a=mp—z dodt m—oa=m—(mp—2z)=m(l —p)+ = mqg+ z.
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(3 n° 24) devient
m |

ymp —— & +
(mp —x) ! (mg + z)! prE TR,

et nous allons considérer la fonction

& - " prp —sqma 4 2,

(mp — ) ! (mg -+ z)!
que nous appellerons Fonetion de probabilité simple on la désigne
aussi sous le nom de fonciion binomiale; mais son roble est st
important que nous préférons la premiere dénomination.

Dans le cas de boules rouges et noires contenues dans une urne,
dans la proportion p et ¢, y, est la probabilité de tirer mp — @
boules rouges et mq + « boules noires, m étant le nombre de
tirages et mp étant un nombre entier.

S1 mp n’est pas entier, nous lui adjoignons, quand nous voulons
spéeifier qu’ll s’agit de boules tirées d’une urne, cas exceptionnel,
la fraction s définie au n° 23 et nous écrivons
- m : £ mp—s—=u mq»l~s—}-x§s>0 S,i P<(]_

(mp—s—a)! (mg-+s+a) ¥ -1 1s<<0sip>gq

Dans (4) et (4'), z a les valeurs entiéres 0, & 1, == 2, -&- 3; .....

soumises bien entendu a 'une des conditions

(&) ye

O<mp—aet0=Zmgt+ao; 0<mp—s—aet 0 mg+ s+ z.
La probabilité mazimum est, dans le cas de (4), (mp et mgq entiers)

m |

Yo = np ! mq | prEgT

et dans le cas (4') :
m !

= —— — pmp — sgmq -+
Yo = (mp — s)1 (mg + sy 1 P00

Les valeurs de y voisines de y, sont dans le cas de (4)

Yo = - m ! pI)Y])+2 % qm(] — 9.

m ! - l
YT (mp 1) L (mg — ) 1P AT

. . pmr X gm.(/ :
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m !

(mp — 1) ! (mg + 1)

' m! ‘

Y2 = (mp —2) ! (mg + 2) 1 P70 T 4T

et dans le cas de (4’) les valeurs voisines de y, sont :

Y= G PP X gmat

m !

Y=1= (mp — +2) I (mg F 5 —2) | P77 X gratei
!
R v ey U g e it
m !
0= (mp —s) I (mg +5) 1P T XM
m | ‘
V1= (mp—s — 1) Vmg & 5 1) | P72 T8 Xy
m !

E— ( lpmp —35—2 X qmq 4 s+ 2 :

mp —s—2)! (mg + s + 2)

26. Les Courbes de probabilité simple (notation y au lieu de Y)

m! 1
Y= lmp—a)lmg =yl LTE
sont dissymétriques par rapport & I’ordonnée dont I’abscisse est
nulle, mais cette dissymétrie n’est jamais trés forte () (on suppose
mp et mq entiers, s = 0; rien & modifier si s = 0, formule 4').
Exemple m = 10000; p = 0,001; ¢ = 0,999 (fig. 1) :

10000 ! P 9990 4 2
Y7 (10 — 2)1 (9990 + a;)IO,OOJ_lU X 0,999%90 % 2,

: Valeurs de x| y Valeurs de x y !

| 0 1 0,12 517 + 1 0,12 516

T g | 0,11 379 2 0,11 262

P 0,09 482 3 0,09 007

B g | 0,07 292 A 0,06 302
— & | 0,05 207 5 0,03 780
=5 i 0,03 470 6 0,01 889
ALY 0,02 168 7 0,00755 |
ey 0,01 274 8 0,00 226
8 | 0,00 707 9 0,00045 |
— 9 | 0,00 372 10 0,00 005 |
— 10 ( 0,00 185 [

(*) Le cas de dissymétrie le plus élevé rencontré est représenté fig. 9. p. 134
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La courbe a deux points d’arrét A et B, qui ont pour abscisses
mp et mq, ici :
+ 10 et — 9990

Il en est de méme, dissymétrie et points d’arrét, pour les
courbes (4') ol mp, mg sont entiers ou fractionnaires, ol s est
fractionnaire :

|
ik | prP—s—& X g +s+z,

y:(mp—s——x)!(mq—{—s—l—x).

[V. - DEVELOPPEMENT EN SERIE DE Log y,
VALEURS APPROCHEES DI LA FONCTION y,

R7. Rappelons tout d’abord la formule de Stirling. On a, en
logarithmes déctmaux (particularité trop souvent passée sous
silence)

log n! = log \.:"2t + (n -+ 21) 1ha n — Mn
M M M M
N 12 n 360 nd T 1260 n% — 1680 n? T
M = log e = 0,434294 481903 25...

log M =1 6377843  ou 1,63 778.

Dans les calculs & 7 décimales, les termes qui suivent 360 75

sont presque toujours négligeables.
Dans les calculs qui concernent les satistiques, on négligera meéme
M :

3607 °F les termes suivants..

La série ne converge pas. Mais elle donne un grand nombre de
décimales exactes, au moins 35, en prenant ses premiers termes
en nombre convenable, pour n entier compris entre 0 et 3.000.

La série’définit Log !, dans la mesure ou elle converge, pour
n fractionnaire.

Appliquons cette formule a y, (form. 4, n° 25).

m!

(4) Yz = (mp = {1,)‘ (;nq + x) !pmp—xgmq-i-x .
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pour I'appliquer & la formule (4'), on remplacerait dans ce qui
suit mp par mp — s.
On trouve, pour la formule (4) :

logyz = log m!—log (mp — z)! — log (mgqg + z)!
+ (mp — ) log p + (mq + ) log ¢

zlog\/27t+ (m +

(I , M M
) log m — Mm + m ™ 360

2l =

——l()g\/,?r_—(mp —_— —

AN

é) log (mp — ) + M(mp — z)
M M
T 1%(mp —a) T 36

(mp — )

—log\/27 — (mg + x -— -l)-) log (mg + z) + M(mq -+ z)

i 7
/

M | M
T 12(mg + 2) T 360imq + x)®

ou
‘ - 1 m
| log ye — — 10;%‘\/27 + 2 log (mp — ) (mg + )
i loe TP Jlog
V ‘ -+ (mp R .],) IO_s [}'),[) — + (mq + a/) lOg mq + T
(d) M M m
om0 (mp —z)(mq + z)
Mo 1 - )
avec

— log \' 2= = 1,600 ©101

Comme nous le verrons, la formule (5) est d’une grande impor-
tance au point de vue pratique.

S mp < mp — x,
mp mp —x
on rem )la(‘c mp-—72T 1() Y- ) ay —(mp—2o l()O' T b
1 (mp—m)log o (mp—=)log =,
81 mq < mqg + =,
n m x
on remplace  (mg + z) log - - par —(mg -+ 2)log- g .

mq + @ mq
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La formule (5) permet de développer log y en série. Il suffit
d’appliquer la formule de Mac Laurin a chacun de ses termes. On a

AT ane - -l o el 8 RN T AL
| log yz = — log\/2= 5 log mpq o ( =7 m)
U e e Y >__
+ 350k g T
g = p Lodigt-=ps (o Mlgs Sl ]
J<uy =y S
©) i | 2 mpgq 12 (mpg)® ' 120 (mpq)* i
> K —
| awmf_etp e+ 18+, 2t
mpq 2 (mpqg)?®* 6 (mpq)® 12

mihes 2t =Bty (0! oes Jfﬁ
il Bt R e e o R

| l o+ = R
T T mpe® i (mpg® T oa T

ou tous les termes en p, ¢ ; P ¢*; p° ¢° p*, ¢* des coefficients
de @, 2%, %, a* et du terme indépendant de @ sont écrits (1).

28. Cas particuliers.

1

.[. 1 == ==— - .

% \V 27mpyq

) z?
[1. Yo = — | . impg LAPLACE.
V 2nmpg
=P, . % __ 4—p
I11. Yz = __ _i‘ G‘Zmpqx_—:hr;ﬂd T 6{mpg)? %
V/2rmpg
gl 1 1
Iv. g = —L ),
' \V2rmpg

On voit avec quelle facilité les formules I a IV peuvent étre
établies (). On notera que la formule (6) en dehors des cas 1,
11, IV, n’a aucun intérét pour les calculs pratiques.

(1) Annales Soc. Scientifique de Bruxelles, 1927,
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V. — CALCULS NUMERIQULS

A) Emploi des Tables de factorielles et de la formule (5)

29. Soit & calculer, par exemple,

100!
Y= 35165
formule (5) ou m = 100 ; p = 0,85 ; ¢ = 0,65.
Les Tables de factorielles (*) donnent, avec 8 décimales,
log 100! == 157,97000 365
log 35! = 40,01423 265
log 65! = 90,91633 025.

1% 0,35% x 0,65%,

On a ensuite, avec 10 décimales,
log 35 | = 40,01423 26484
log 34 | = 38,47016 46040

par soustraction :log 35 = 1,564406 80444.
log 651 =+ 90,91633 02540
log 641 == 89,10341 68973

par soustraction : log 65 == 1,81291 33567.
Connaissant log 85 et log 65 avec 10 décimales, on aura, avec

8 décimales,
log 353 = 47,09407 416

log 65% = 117,83936 819
En remplacant 0,35% X 0,65% par
3% x 65
100107
Nous avons les éléments nécessaires et suffisants pour calculer
log y, avec 7 décimales exactes. On trouve
log 1, = 2,921 1905,
1y, = 0,083 4047 :

(*) F. J. DUARTE ¢ Nowvelles Tables de Log n! a 33 décimales depuis n — 1 jusqu’ d
# = 3000, Imprimerie A. Kundig, Genéve, 1927,
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Y, est la probabilité cherchée, avec 7 décimales exactes.

30. On trouverait les mémes valeurs de log y, et de y, en em-
ployant la formule (5).

31. Observations relatives a la formule (5).
I. Les multiplications

. mp | —
(mp — @) log " (mg + =) log i

peuvent entrainer des erreurs sur les deux derniéres décimales
de log y-.
II. La formule (5) s’applique quand les nombres

m, mp — z, mq + x

sont fractionnaires: mais on ne pourrait alors calculer y. par les
Tables de factorielles.

B) Formules de réeurrence

82. Y= ct yo—1 peuvent se déduire 'un de I'autre par la formule
(7) (mpg + pa)ys = (mpg — g2 + g)ys—1
qui est une conséquence immédiate des formules (4)

m'
I (mp —a)! (mq + =
m!

et e e N e

) | pmp—.'cqmp-{-:r

mp —z-}—lqmq-}-z—-l

Au point de vue pratique cela est fort importani. Faisons
x =1, 2, 8,... dans la formule (7) ; il vient

¥ ,V,ﬁgq e _ mpg—q " fnpq—2q
N mpg 4+ p Y0 2T mpg+2p ¥ BT mpg +3p 2

Faisons maintenant dans (7), « = —1, — 2, — 3 ; on a
mpyg mpq — p mpg—2p

Y—1 — mpq_l_ql/o, Y—o= mpq+2g“’ 17 Y—3= mpq—l—%qy 2Rl
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le caleul des diverses valeurs de y, a partir de y;, est ainsi fait
rapidement.

A ces formules, on doit substistuer les suivantes, quand il
s’agit de calculs numériques :

i mp ¢ ) mp — 1 q .
N lx Yoo Y2 = o 9 X oY
g (Tt q+2 7 p
/ L et BVE N
Y == mq + 3 y 2,
mq P mqg — 1 2 .
\ J 1 — [”p + J_ X l/o, y__2 — ;r-lp—+ ‘2 b ‘g"y"‘l)
Y / g 2 Ly,
!\ y; - /‘l[) + 13 y 9,
VI. — ROLE DEs FORMULES APPROCHEES
33. —— La formule II du n° 28 donne une asscz bonne représen-

tation approchée de la fonetion binomiale ou fonction de proba-
bilité simple (n® 25), quand
p=qg=10p5

Cette formule Il est a la basc de emploi de la fonction ©
(Chapitre ITI) dont le réle est trés important.

On a tenté de représenter la fonction de probabilité simple
quand p = ¢q par la formule III du n° 28 ou par une formule
dérivant de celle-ci.

On cst arrivé a des résultats satisfaisants (1). Mais des travaux
plus réecents, exposés aux Chapitres VI et suivants, ont rendu
cette représentation peuw utile.

(1} Annales Soc. Scient. de Bruxelles, t. XLV et XLVI, 1926,



CHAPITRE 11

LA FONCTION 6

I. — LES TABLES DE LA FONCTION ©

34. La fonction © est définie par

2 {‘u B
(u) = \/ﬂu e .

gt

(1) 0

On a construit des Tables de cette fonection (%).
On notera que

Voici les problemes usuels qui se posent a propos de
la fonetion ©. Ce sont uniquement des problémes d’interpolation.
Comme les différences tabulaires varient trés lentement quand
on se borne a 4 décimales, ce qui nous suffira dans tous les cas que
nous étudierons, 'interpolation se fera toujours par parties pro-
portionnelles.

I. Avant d’étudier les deux problemes qui peuvent se poser,
remarquons que

2 [—u 2 [u

e—Vdt = — —— / e—Vdt;
}0 \/T 0

(1) Le lecteur trouvera une table de la fonction © dans : R. DE MONTESSUS DE BALLORE,
Legons élémentaives sur le Calcul des probabilités, Gauthier-Villars, 4 Paris.

V7

R. pr MONTESSUS DE BALLORE. — Probabilités et statistiques.

(o8]
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donc
(2) O(— u) = — O(u).

Les cas de u négatif et de ©) (u) négatif se ramenent donc de
suite au cas de u et O (u) positifs.

I1. On connalt u, calculer © (uw). La solution du probleme est
immédiate si u se trouve dans les Tables; par exemple

©(0,93) — 0,8116.

Envisageons donec le cas ou u ne figure pas dans les Tables. Soit
par exemple

= 0,9372.
On a
6)(0,93) = 0,8116;
quand on ajoute 0,01 & 0,93, le nombre 0,8116 est augmenté de
la différence tabulaire d
d = 0,0047 = 6(0,94) — 6(0,93) ;
on doit done augmenter 0,8116 de

0,72 % 0,0047 — 0,0034,

quand on ajoute 0,0072 & w.
Ainsi

0(0,93) = 08116,  d = 0,0047,  0,72d = 0,0034
0,0034

A(0,9372) = 0,8150.

III. — On connait O (u), calculer w.

Si® (u) est dans la Table, celle-ci donne immédiatement u.

Supposons que O (u) ne figure pas dans la Table. Soit par
exemple, O (u) = 0,8150; u est compris entre 0,93 et 0,94, puisque

©(0,93) — 0.8116,  ©(0,94) — 0,8163.
On lit dans la Table
((0,94) — ©(0,93) — d — 0,0047.
De plus,
A1) — ©(0,93) = 0,8150 — 0,8116 = 0,0034 ;
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a 98 on doit done ajouter

00036 . ..
z = 00047 = %72

et 98 devient 98,72 ; donc 0,93, devient 0,9872 ; autrement dit

u=093+ 150 X o7 — 0,93 40,0072 — 0,9372.

Nous allons utiliser la fonction ® pour le calcul approché
d’expressions numériques

m!

(mp — ) ! (mg + o G

[, — LA FONCTTON DI PROBABILITE SIMPLI
T LA FONCTION 0 (1)

Casdep = ¢

35. Quand p = ¢ = 0,5, on a approzimativement (n° 28, formule 11),

; I
oUP =g¢g=>5:
,l 2t
Y - —e "
\ =m 2
Posons
_ 1
/.2 = i
: A 2
il vient
- ke il
(d) Y === e—/fdx-:
V7

formule fondamentale, approchée, donnant une valeur de la fonc-
tion de probabilité simple (n® 25, formule 4) quand p = ¢ = 0,5.

(1) La fonction © dans le Calcul des Probabilités, Aun. Soc. Scient. de Bruwlles, 1929;
uelques points obscurs du Calcul des Probabilités; Revue Gén. des Sciences, 15 avril 1929.
ques p
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Elle cst asymptotiquement exacte quand m-tend vers Pipfini
¢t quand @ tend vers zéro.

Nous disons bien : cette formule est approchée. Nous ajoutons :
c’est 4 tort queé des mathématiciens ont pris cette formule comme base
du Calcul des probabilités, comme permettant de définir la proba-
bilité : il ne' parait pas possible de justifier I’hypothése ainsi
faite (). '

m

A. Cas de m parr. — Iei, o est un nombre entier, : la 'valeur

maximum dey est y, (n° 23) et a pour expression

m!

Yo = ' m m 0o
| !

(2)(2)!
de plus

Y-z = Yz,
car

!
Y—g = £ N 0,5”’, Ya = | = 0,5m
m v,oim \ m m
(s—f—m/)l(—i——x/): (2—33)!(\7—1-&7)!

Envisageons la somme
Y-z T Y-etr s T YA F Yo Ty F o Ty
—_ g (8__]1--.,,:_ + e—Ria—1)? oL b e—h? + 1+ e—h? -+ - —|4?6"k2m2).

Nous remplacerons le second membre par 1’intégrale dite de
p

Larrace (Cf n® 41 in finem)

kool - e .
_ ‘ ey = J e,
Vi — i)
en nous proposant de trouver a postemom une expression conve-
nable de la fonction inconnue f(z). Il est naturel d’essayer

pour f(z) une fonction linéaire de la forme ba - c.
Faisons 2 = O ; on aura, puisque f(@) = ba + ¢,

2/ .
Yo = \/f J . dz,
équation qui déterminera ¢. Introduisons la fonction ©; posons
ha = ]

(*) Cf. note de la page 60.
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on a i
9 e

Yy = —r= / e—tdt = O(c) :
LURECA N

cette relation permet le calcul de c.
On a ensuite, pour @ = 1,
*

; /V.b Jr 4 L )
vo + 25 = / ekatdy
TRRU

relation qui détermine b.
Des considérations que nous ne rapporterons pas conduisent a

prendre b = k.
On a par conséquent, mais approximativement,

2/{- v'k.’L‘"l {1} o
Y-zt y—etit - Fyatyo i+ Fys= 7 [ eheda
)
ou
Y-z b y—eir 4 - - '["y—1+y0+y1+ RERE =5 17
9 hrie |
=y, + 2y, + 2ys + - - - + 2y = 3 { e—rdt = O(ka -+ ¢)
VT ;
avec
Yy, = BOlc).

Soit m = 20. Le calcul direct pour p = ¢ = 0,5, donne (n°29)
1y, = 0,1762.
Les Tables de la fonction ® donnent & leur tour, en éerivant

0,1762 = BO(c):
¢ = 0,1575;
or,
k=\/2:m = \/7 20 = \/1: 10 = 0,3162,

]

= {EAB8Y.

b

on voit que, ici, 5 différe peu de c.
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Cest un fait général, que ]; differe peu de ¢. Pour m — 1.000, le

caleul direct (p = ¢ = 0,5) donne (n° 29)
y, = 0,0252;
si 'on éerit
0,0252 = O(c),
les Tables de la fonction © donnent
¢ = 0,0223;
or,
ko =1/2:m =/0,002 = 0,0447 = 2 x 0,0223.

On est ainsi conduit 4 prendre dans tous les cas :

ke
C:~2—.
Il en résulte
sy—x"i*y—x+1+ o Y-1 Yoty T e
, ,
. ) ‘ fi s
(%) [ =2yt 2= (ke )

et, en particulier

w=0(5)=6(5v2im)

T

On déduit ensuite de la formule (4)

5) Yo — j[o(zx + g>“ O ka -_]j)]

Il est difficile d’évaluer analytiquement (%) I'approximation
que donnent les formules (3) et (5), mais on peut vérifier que, d’une
part :
la somme de toutes les valeurs possibles de y est 1; d’autre part,
pour z Infini (n° 34)

cette concordance était nécessaire. Elle va se retrouver dans les
cas numériques que nous traiterons.

(1) CL. D, MIRIMANOKY, Le jeu de pile vu face et les formules de Laplace el de J. Eggen-
berger, Commentarii Mathematici Helvetici, vol. 2, 1930, jasc. 2.
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36. Examinons quelques cas concrets (p = ¢ = 0,5).
I. m = 20.
On trouve
Valeurs V;dmll;rs Valeurs _V?'lcilérs“
vrales S Toias calculées
(form. 35) (form. 5)
Yo 0,1762 0,1769 Yo 0,1762 0,1769
Yo + 2y, 4966 4976 Y 1602 1603
Yo + 2 + 2u| 7368 7364 o 1201 1194
Yo + -+ + 2y, 8846 8824 Ys 0739 0730
Yo + -+ + 24 9586 9558 Yy 0370 0367
Yo+ ++ + 2y 9882 9857 Ys - 0148 0150
Yo -+ + 2y, 9974 9963 Ys 0046 0053
' Yo + -0 4 2y 99946 9992 Y 0011 0014
Yo + ¢ -+ 2y 1,0000 9998 Ys 0002 0004
[ B _ S Y =4
II. m = 1.000.
On trouve
T — — T S
| Valeurs Valeurs | Valeurs Valeurs
} vcraiosk ‘E"llculégi ' vraies calculées
| (form. 5) (form. 5)
Yo ' 0,0252 0,0251 Yo 0,0252 0,0251
Yo + 2uy 0756 0755 U 0252 0252
Yo + 2y, + 2y, 1256 1255 Yo 0250 0250
® % 8 o+ 8 4 = s e ; * L) . ¢ 9 ..
Yo+« + 2y w‘ 4933 4932 ' y s
Yo =+ o« 4 2y, 5581 5328 ( Y 0,0199 0,0198
Yo + + 21,4 0,99827 0,99825 SRR v
Yo + + 2950 99861 ' 99860 ‘ Yso ’ 0,00017 0,00017
= o S _!

On voit de quel ordre est I'approximation. Elle est d’autani
plus grande que m est plus grand : la formule est asymptotique.

37. B. Cas de m impair. — Nous écrivons comme il suit la for-

mule 4 (n° 25) correspondant & ce cas (p = ¢ = 0,5) :

m !

0’57n :
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nous devons donner a z les valeurs = 0,5 ; == 1,5 ; = 2,5; ete...,
(n° 25, formule 4', cas ot mp n’est pas entier).

Ainsi
Y = Yoy = i 0,
(’;"—00)| (7 + 05)!
ml o

Y15 = Y15 = (*m‘ N
) (" !
v 15) (2 + 1’5>

Ici, nous avons a évaluer la somme

Y _g—05 T Y_ 20541 oY 15T Yo T Yo 5T Y5 Yetq,5

= 2?/0,5 + 23/0,5 + 2?7’x+0,5

= 2}__/?[6—7\*9><0,5'3 4R X5 L R X 2,5 L L Rz £ 0,5)°),
Vo

Nous remplacerons le second membre par

ou f(z) est a déterminer.
Posons
k(z + 0,5) =1 d’ ol kdz = di;
il vient

- 2 (=)
205 T 21,5 - 00 2Ypes == L/ f e—tdl = Of(z).
V©do

Prenons, comme dans le cas de m pair,
(&) = kz 4 ¢
et faisons # = o ; ¢ est défini par la relation
2y,,s = BO(c).
Par exemple, sim = 19, le calcul direet (n° 29 ct suiv.) donne
Yo,5 = 0,1762; |

si ’on éerit
Oc) = 2 x 0,1762 = 0,3524,
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on a, pour les Tables de la fonction © :
¢ = 0,3233.
Or,
k= /2 :m=14/2:19 = 0,3244,

valeur qui différe peu de 0,3233.
Cela conduit 4 prendre

et & écrire, approximativement bien entendu,

2o + 2Y1s + 2o + 00 F 20— Ol + 1)k]

ou
1
Yos + Y15 + Y25 + T Yrpos = 9 O(xz + 1)k],
avec b=\2:m.

On en déduit immédiatement
Lot o
yx+5,5 = G)[(T == l)]aJ -—1). (.-4)(‘1; + ]f),

Changeons dans cette formule 2 - 0,5 en « ; elle devient

= o T g o Iy
C’est la formule (5) qu’on a trouvée pour m pair (n° 85).
Ainsi la formule 5 bis :

1 i (S \
Yz = 5 (“)(ka; =+ 2) =" (“)(. ky — } |

o 25

s’applique aux deux cas :
m pair, m impair,

avec la différence que voiei :
si m’est pair, on donne a ¢ les valeurs 0; =1, =+ 2 ;£ 8 ;...
sim est impair, on donne a @ les valeurs += 0,5 ; == 1,5; == 2,5...

Application & un cas numérique quand m est impair. Soit
m = 19 ; on trouve |
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Wik (form. 5 b1s) vraes (form. 5 bzs)
%ars 0,3526 | 0,3535 (| wes | 0,1762 | 0,1767
2205 L+ 2,5 6408 6411 Y1ys 1442 1438
Rars b -+ 2uurs 8330 | 8313 || yus 0951 0951
Wors + -+ - 2yas 9364 9335 Yoss 0517 0511
................. [ g o

38. Les formules que nous venons de donner sont basées sur
I'emploi de la fonction 0, et nous permettront de ce chef de traiter
le probleme de I'interpolation (n% 41 et suiv.). Klles donnent a
peu prés la méme approximation que les formules suivantes,
d’apres M. Mirimanofl (*) :

A. Formule de Laplace :

. ~ . ,/" Qg
Y, + 9 ) y, = () + \ e .
m

B. Formule d’ Eggenberger (%) :
. |
Yo Zzyx == (J(a'), T =2+ \.Zm

1

Ces formules A et B sont des cas particulicrs d’une formule
indiquéc par M. Mirimanoff (1), qui a discuté ¢t indiqué son appro-
ximation trés grande :

g

, IN Y = Oy /2 - op
Yy + ‘2‘/1__‘?/1 — ()(I) + \/ TTT)’LB (RS P

(*) Se reporter & la note de la page 38.

(?) J. EGGENBERGER, Beifrige zur Darstellung des Beyrnoulli’schien Theorems der Gamma-
funktion und des Laplace’schen Integrals, Thiése, Berne, 1893 et Berner Mitteilung, t. 50,
1894, Zeitschrift fiir Math. und Phyvsik, t, 45, 1900; cette formule avait déja ét¢ donnée
par Dt MORGAN en 1838, d'aprés L. BENDERSKY (Sur une formule de permulations,
Bulletin des Sciences mathématiques, 20 série, t. LII, déc. 1928},

Le lecteur pourra consulter aussi un Mémoire de M, L. BENDERSKY : Sur la sommaiion
des termes du binome de probabilité, Bull. des Sc. math., 2¢ série, t. L1V, janv. 1930. Voir
note p. 108,
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avee

S VBT o e S
By = (,\“z‘”+“‘)m+ v (.‘*zz+'”"3>;n \/'m‘

WV s\/2:m

TTL2

2] <075  |:] <0,

Cas de p = ¢.

39. Quand p différe notablement de ¢, la fonction © ne donne
plus une aussi bonne approximation. On peut cependant l'utiliser
pour certains problémes, comme nous le verrons.

11 s’agit de la fonction

m!
I (mp — ) (mg + )17

mp-.vq w4

oup Z ¢.Soit par exemplem = 80 ;p = 0,83 ; ¢ = 0,67 (n° 22).
Tei

P rod’ %0 ! A A 753 617
Y = OB A= T (Ba.6 ayl o0 K DT,

Les nombres
264 —x:53,6 + =z

doivent étre entiers, si 'on envisage le tirage de boules d’une
urne (n° 25 : cas ol mp n'est pas entier). Dans le cas présent, les
nombres de boules rouges et noires de l'urne seraient propor-
tionnels & 38 et 67.

Sil’on veut mettre en évidence que 26,4 — x et 53,6 | x sont
entiers, on peut écrire

80!

Ve = DRA =)L BaE )l <. o SRR

et spécifier qu’on donnera a « les valeurs

0,4 1,4 24 -

—0,6; —16; —26;.-.
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On a par calcul direct (n° 31 et 32)

!
Yoru = 26819574_! 0,33% x 0,67% = 0,0944
96 0,67 54 0 33
Yua = Yous X B5 0 33~ 0,0906  y—g,6=140.4 X 0 6= = 0,0930
25 0 67 . 53 0 33 ,
y214 J1,4 >< r’6 0733 = O 0821 @/"'lvﬂx y—o 6 28 O 67 ————0,0851

5) 0,33
.......................... y—Q,G'Z;y 1,6 29 0 67

---------------------------

-0,0766

Introduisons la fonetion 6.

Nous sommes en présence d’une fonction y, que nous désignerons
par (m, p, q), définie par la formule (4) du n® 25. Nous allons
construire une autre fonetion semblable (m'; 0,5 ; 0,5) ayant méme
ordonnée y, que la fonction (m,p,q). La fonction (m'; 0,5; 0,5)
évaluée par lafonction O, sera substituée a la fonction (m, p, ¢).

Ona

m' i m . ’
! \ 075173.;

— D=2 g Hig4-T e
U= (mp—a)l (mq ) 1P T4

puis (n° 28, formule 1)
1 :

Yo = \/ — Yo =
pq’ \/%m y

/

L’introduction de y,, y,’ suppose que mp, ﬂ; sont entiers. Nous

DO =
|

i

: : : . : m . ,
conviendrons de les introduire méme si mp, , sont fractionnaires.

2
Nous écrivons en conséquence
1T 1
2mm / 1
\ pq \/-/ 2mm' X 5 X g
ce qui donne
m' = dmpq.

Par conséquent (n°® 35, A)
K o=\/2:m
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a 1ci1 la valeur

\/2 A mpq
ou
e By
T \V/2mpq
Considérons maintenant la valeur approchée (n° 28, II)
/l xz
74 —mie ST TR
(#) y /Zqu
de la fonction
m!

: v mp—zgmita
(mp-——a:)!(mq—}—:c)!pplqn 1

remplagons p et ¢ par 0,5 et m par m'; () devient
1 m

==

P —— r

\/"m 2

et on a (n° 35, formule 5; n° 86 formule 5 bis ou 'on fait

= jp== \/Zmpq):
Dy’ = (")(’k'x -tk ]g) — (*)('k'a; — l;“):
' \ . '\ =

les 4.’ seront des valeurs approchées des y..
Pour Pexemple choisi
2B Di=Siaa ¢ = 0,67,
on a
= 1

V2 % 80 x 0,33 x 0,67

&t nout devons calenler s | s 1y'y g5 3Y_o 8 8 Yonltse--

les valeurs approchées des valeurs déja calculées de

Yo g0  Ybag " G Y gs °°

On aici:

— 0,1681

qui seront

2y.= 00,4k + ’;) —0 ( 0,4 k' Lt ) = 0(0,9%') — O(— 0,1K)

2/

I
@

2y’_o,e=®<—~0,6k'+§)_0( 0,6k — ’;)
O(—0,1k) — O(— 1,1k
6(

ll

H

0
(0,9%") + ©(0,1%') = 0,1691 4+ 0,0193 = 0,1884

1,1k") — ©(0,1%') = 0,2063 — 0,0193 = 0,1870
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2y'—y 5 = O(2,1K) — O(LLK) == 0,3824 —0,2063 == 0,1761

@hf~®ﬂAk+g%—®“Ak—ﬁ

rel

> = 0,3485 = 0,1691 = 0,194

.........................................................

Yons = 00766 Y — a6 = 0,0782
Vs = U862 Y 16 — 0880
Y- g, = Y3V Yo = 0935
Yo,a =  094% Yo, = 0842
i,y = 0906 Y1, = 0897
Y20 7 U821 Yo,y = 080%

40. La représentation de la fonction (m, p, ¢) par la fonction
(m'; 0,55 0,5) telle que nous venons de effectuer, appelle les
remarques survantes :

I. Elle est d’autant moins bonne que p differe davantage de ¢ ;
elle est moins bonne par exemple pour p == 0,1; ¢ — 0,9 que pour
p = 0,33 ; g = 0,67.

11, Elle est d’autant moins bonne qu’on s’éecarte davantage de y,.

II1. La formule (5) convient non seulement pour les valeurs
de a rendant mp — @, mg 4 x entiers, mais encore pour des va-
leurs quelconques de x, pourvu qu’elles différent toutes de 1 unité,
quand on passe de 'une a I'autre ; ces valeurs seront par exemple

26, — 1,6, —06;, 04; 1

b 24 ..

comme tout-a-I’hcure. Mais il ne peut plus étre question de boules
tirées d’unc urnc, simp — @, mg -+ & ne sont pas entiers.

IV. Au lieu d’identifier les ordonnée y,, y,” on aurait pu iden-
tifier deux ordonnées de méme rang, par cxemple :

y-1 et oy oou oy, el Yy,

nous le ferons & propos de I'interpolation (n° 42).
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ITI. — INTERPOLATION

41. Considérons la fonction tres simple

(6) y = z¥= [z 4 10— Elz).
Il est évident que F(2) est de la forme
(7) ['(z) = ax® + ba® 4+ cax + d.
Si’on porte dans (6), on trouve par identification
, ] B o gk
[ ()= 3 A% — 9 & - g

’ = 7 -~ ’ 1 ’ .
La dérivée de F(z) étant 2, —  + g2 O peut écrire

g 1y 1
(8) Y = .’1:2 —— : ’x (\ 132 _ _+_ 5 )d”l
Posons maintenant
(9) ola) =12 + 22 4 32 4- .-+ + a%  x entier positif.
On a, d’apres (8) :
w1 /l‘ )
(10)  ofz) = /” (2 — 2+ ¢ Jda id.

On peut conventr que (10) définit o (2) pour des valeurs de @ non
entiéres, mais positives, définition que (9) ne donne pas.

Par exemple pour # = 8 + i, on définira @(‘3 dl 1) par
: . .
e 1 i S RS
(3 + )= ‘U (¢ —a + 6)“7"‘" = 5l i) —2( 4 ) + 6< i)

Sion calcule
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on interpole (cetie maniére d’interpoler est spéciale au caleul des
probabilités) la fonction (9); on y remplace a* par 4 termes

1

B!
(VA [k 1 x+2 -"x-i—“ g
j <x2 —a 6)dx’ ( , (Fda, j P J 3
RA o 4|~ l; oA - o _*_ 5

2 b
rx 41
2
dont la somme, J , est a”.
o/ X

B Q2

C’est une interpolation aw quart.
2 | 3
A A ~1 T RIS By z 4
I 10 10
Les nombres : o J e
v ‘- d

7 ? 3
[Vt (s - i S
z+ 10 1

réalisent une interpolation au diziéme, et les normbres

1 2
% AL A —

“{ou 1oy
[ .

I !
v AT v

o=l

99
oo

réalisent une interpolation au ceniiéme.

Il arrive qu’on veut interpoler une fonction F(z), comme nous
avons interpolé o (), mais qu’on ne puisse pas mettre ¢(z) sous
forme d’intégrale définie telle que (10). On éerit alors parfois

1) + [(2) + -+ [Jla) — (a}‘)l')r()ximativemén‘t) lx/(x) dx,

0
quitte & se rendre compte de l'approximation par des calculs

numériques : ¢’est ce que nous avons fait quand nous avons éerit
la formule de Laplace (n® 85, A) qui peut étre ¢iablie, mais non
justifiée, par des cousidérations mathématiques, pour adapter
ensuite cette formule a la veprésentation de la fonction de proba-
bilité simple (n% 35 a 39).
De méme que nous avons interpolé la fonetion
12422 4 32 4 o0 4+ 2?

par la formule (10), nous pouvons actuellement interpoler lajfonc-
tion de probabilité simple par la fonction 0.

42. Eecarts. — abcisses 2 ont regu le nom d’éearts. Si p = q et si
m pair, la formule (4) du n° 35 nous permet de calculer

Y=z T Ymazt1 + - T Y1 T Yo Ty + 0 A Y
pour des valeurs de 2 non entieres.
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Nous connaissons ainsi la probabilite

Y=o+ Yzt1t+ - tys+ Yty + oo+ Y

que Uécart @ sera compris entre — x et 4 @, en pouvant atteindre
-les limites — z, + @ quand 2 est fractionnaire.
Cette probabilité a pour valeur approchée

3

Par exemple la probabilité que 1’écart sera compris entre — 0,3
(en pouvant atteindre — 0,8) et 4+ 0,3 (en pouvant atteindre 0,3)
sera

(H)("0,3;€ + 12“)
\

Ces probabilités d’écarts fractionnaires n’ont aucun sens quand
il s’agit de boules tirées d’une urne, puisqu’on envisage alors seu-
lement les nombres y, ol @ a les valeurs entiéres =1, =2, ...,
et la valeur zéro. Nous verrons qu’elles ont au contraire un sens
en statistique.

Si p = ¢ et m impair, nous interpolons par la formule (5 bis),
identique a la formule (5).

Par exemple m =: 19 avee p = ¢ = 0,5. Quelle est la probabilité
d’un éeart positif, compris entre 0 et 2,7, pouvant atteindre 0 et
2,7 ? Cctte probabilité est. :

) \
% (*‘)(k:,y 4 g) pour & = 2,7
Oou
1 1 |
- \/m : 2
ou
1

5 O(1,038) = 0,429,

On notera que y, a été partagé en deux : une moitié de ce
nombre est ajoutée & y, + y, -+ - --; Pautre moitié est ajoutée
é'y—l +y—2+y—3 +

R. pr MoNTrssSUS DE BALLORE. — Probabilités et statistiques. 4
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Cas de p = ¢. Nous calculons

éyo+.'/1+yz A Y
soit par la fonction © (n° 37 in finem) soit dircctement, selon le
degré d’approximation que nous voulons obtenir.
Pour interpoler entre n et n -+ 1, nous procéderons comme il va
étre dit. '
Nous allons traiter le cas de

o= 100, p = 0,1, g — 0,9

et nous proposons d’interpoler entre @ == 2 et @ = 3. Powr avoir
un critére numérique, nous interpolerons entre @ == 2 et = 4.
Tei
100!

N 110—z ~ ()90
SO0 — a0+ a)! 0,1 X 0,97,

On a, en valeurs vrates,

o = U, 1319 _.]{]/n = 0,0065Y
yp = 0,1304 iyo oy - 0,1963
g2 = 0, 1148 .J_;!/o ot U = 0,811
i1y 0,0884 _.ilf/o 4+ i oy oY = U 4000
ay = 0,0596 :_E-’JO ok oy oy Loy = 0, 4596
175 = 0.0339 é;_t/o s == ), 4953

............................................

Eerivons, comme si p était égal a ¢ (n° 35, formule 4) :

L o 1 k 1
o Yo T Yy 03111 - (")(211‘ -+ 2): 5

=~

un caleul rapide donne

S = 0,6237 k= 0,2495 ];“ = 0,1247.
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En partant de cette valeur de k, on trouvera

' 1 (N k
valeur appr. de o Yo Y1 Y T Y Ty (H)( bk + 2)

\

9%y 1 , 1 .

) =, O(1,1227)= ,, 0,8512 = 0,4438
qui differe de 0,0158 avec 0,4596, valeur vraie, donnée un peu
plus haut. |

Nous écrirons en conséquence, comme formule d’interpolation

valabledea = 2 a @ = 4.

«

1 S | .
(1) gyt %yz ~ ., O ke + y) T (v —2) X 0,0079

ad N

avee
k

k= 0,2495: . = 0,1247;

le nombre 0,0079 a été choisi de mnicre que I’égalité (1) restitue
0,311 et 0,4596

pour z = 2 et @ = 4,
Le eritérium nous est donné en faisant # = 8 ; on trouve

LI ,
o3k 4+ 5) + (3 —2) x 0,0079 = 0,3999

au lieu de 0,4000, valeur vraie.

La formule (1) permet done d’interpoler avee une erreur d’un
petit nombre de dix-milliemes entre @ = 2 et @ = 4.

Par exemple,
' 2,5 s>
- Y g = 5 O(2,5k - 5) 4 0,5 x 0,0079 — 0,3630
2.7/0'1—&‘%’__2 (f" Z)T By . S g

: ‘,

Ce résultat donne lieu a I’énoncé suivant :
La probabilité d’un écart allant de 0 & 2,5 (0 et 2,5 compris) est

0,3630 (& quelques dix-milliemes pres).
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on a de méme, toujours pour m = 100, p = 0,1, ¢ = 0,9

1
Yo = 0,1319 5%0 = 0,0659
1
1
y—g = 0,0988 y¥0 + Y—1 T+ Y-z = 0,2846
. .
y—3 = 0,0743 5Yp + y—1+ y-2t+ y-3 = 0,3589
La formule d’interpolation est ici, dex = — laz = — 2:

—X

1 3 1 /. k
(2) 9 Yo + }-_,yx = 5 @(/{x |- 2> — (z — 1) x 0,0058,

—1 :

k02981 ¥ 01140

el

le nombre 0,0058 a été choisi de maniére que la formule donne,
0,1858 pour ¢ = — 1 et 0,3589 pour 2 — — 3. '
Pour #— — 2 (critérium), la formule donne

0,2842  au lieude  0,2846 (valeur exacte).

La formule (2) donne done, a quelques dix-milliemes prés, la
probabilité d’un écart donné compris entre — 1 & — 3, les extré-
mités — 1 et =— 3 de l'intervalle pouvant étre atteintes.

IV, — [CAIYT PROBABLE

3. L’écart probable est Uécart qui a chances égales d’étre dépasse
ou de me pas étre dépassé.

Cette définition usuelle est & préciser.

Nous étudions, ne 'oublions pas, la fonction

m !
mp — 2)! (mg + z)

}n—x mo+x
!Pp q .

yz:(
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44. Cas de p = q = 0,5.
1. m est pair. '
Soit un entier x défini par

) Yz:y—z+y—x+1+"" +y—1+yo+y1+ +y1<0,5
{ Yot = Y—x""y-z—l + Yzt1 > 0,5

on dira que @ est 1’écart probable (ou mieux I’écart le plus probable)
4 moins de 1 unité pres.

Il est clair que Vinterpolation, telle que nous 'avons faite, permet
de définir I’écart probable, 4 0,1 pres, 4 0,01 pres, etc.

Si Pon interpole par la fonction 0, et si « est 1’écart probable, la
formule (4) dun® 35

\\

Ym0 Yomsgors e TS Yo B T e +yx==@(kx+ Q‘)

donnera
0,5 = (H)(ky »-l—- g).

Cette relation donne une valeur approchée de 1’écart probable
« : approchée puisque la fonction © est une représentation appro-
chée de la somme des y; les Tables de la fonction © donnent

ko + IQ€ = 0,477

d’ot 'on tire

477
. o 0,477 ~ D5
ke
j ; ’ : 1
Sil’on se reporte & la valeur de k (n° 85 au début) qui est - —
' VI @ a2

on a
(1) écart probable =« = 0,477 \/m : 2 — 0,5,

Cette formule peut se déduire de la formule d’ Eggenbergel
(n°88) comme I'a remarqué M. Mirimanoff.

Observations. — A. Cest a tort que, dans la formule usuelle, 0,5
ne figure pas.

B. On écrit souvent, 0,477 avec plus de 8 décimales : cela est
inutile, Papproximation obtenue n’est pas meilleure.
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C. II faut distinguer ’écart probable a4 gauche et Uécart probable
a drotte.
o == ¢e. prob. a gauche = — (0,477 \/m : 2 — 0,50),

1
-~

= &e. prob. & droite == 0,477 /m : 2 — 0,50;

ou les valeurs de m différent quand p = g.
I’écart probable a gauche est tel que

—
Yo \ 05
.éO 4 L Yy = 0,2;)

I’écart probable a4 droite est tel que

—f—(l”
%" _: Yy, = 0,25
- + 1
Pour p = ¢ — 0,5,
s — 2//
Exemple : m = 970 et m = 968 (p = ¢ = 0,5).
Pour
m - = 970, ko= ;—L = 0,04545
v 970
d’ou (1)
2 == 10,005 = 10 4 =;
pour
m = 968, fe 4 " O 1043
/968 @ 2
d’ou (1)

9,994 = 10 — <.

Dans ces deux cas, ’éeart probable est done trés sensiblement 10.
En cffet, le caleul direct (exzact) des y donne

pour m == 970 y, -+ 2y, + 2y -+ A+ 2 2410 = 0,4998 (val. exacte),
pour m =968  y, 4 2y, + 2y - - - 2y, ==0,6002 (val.exacte);

on a remplacé

Yoo T Yoo+ < Fy—y + 1o+ yy + o0 Ay

par la somme identique

Yo T 2.7:’1 + 2y, o -+ + 2?/10-
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Les écarts probables a gauche et a droite sont, pour m = 970,
o = — (10 + ¢), o =10 + :

et on a

%O‘f‘%“{"yz‘l"""f‘?/lo:%‘o“%y--l‘*"y“z‘l" C Y10 0,20 4=

I1. m est empair. On écrira ici (comparer avee le n° 87) :

-

240,86 Yo 1a—+ Y 2 0,551 - yOo+JJ—0 + - +l/r4.03';\0’;')
Y

Y
240,541 .T—L-O s T Y_oo 0,51 1 Yzr0,541 = 0,5
@ sera ’écart probable & 1 unité pres.
Puisque
Yow—05 " Yayos,
on a

' - ‘ R B ¥ .
ch+o,5 = 2y0,5 -+ 2y1,5 i '—)‘.’/x+0,5a

cette somme a pour valeur approchée (n° 37).
Ol(ax + k).

Soit s; + 0,5 I’écart probable a une unité prés. On a

YS};+O,$ = Ol(s; + DA <05,
/ == O (s 20k =05
Sh40,541 Of(sy + 2)k] = 0,55
On a bien, I’écart probable a gauche étant — (10 - )

1 o=
9 Yo T Yo+ Y= 0,25 + 7

et 1’écart probable a droite étant encore 10 -+
1 .
S0 Yt e e = 025 47
.. " 1s : 1
Soit s» + 0,5 I’écart probable a ,, Pres. On a semblablement

Ol(sn + Dk <05 (")[(sn 41 - ;Jl‘)]fJ> 0,5;

enfin si
¢cart probable o == s + 0,5,
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N | T
c’est-a-dire si . est négligeable, compte tenu de approximation
que la fonction O peut donner, on a

O(s + 1)k] = 0,5;
d’ou il résulte
(s + 1)k = 0,477
0477 0477

puis

o == 0,477 \/m :2—0,5:

c’est la méme formule que précédemment (m pair).
Soit par exemple m = 481.On a

o= 0,477 \/431 :2-—0,5 = 6,502 = 6,5 + ¢
Par ailleurs, en prenant les valeurs exactes des v :
Y 65 T Yoss T -0+ Y_o5 T Yo,5 F Yyt o T Yo —
23/0,5 + 2y1,5 + e 23/6,5 = 0,5007 :
il y a concordance, & quelques milliémes prés ; en effet, puisque
23/0,5 + 23/1,5 o 2.7/6,5 >0,
la formule devrait donner
a=06,0—:¢

au lieu de 6,5 + = L’emploi de la fonction 0, quine donne que des
valeurs approchées, comporte des erreurs de cet ordre.
Ici encore, nous avons ’écart probable & gauche

— (6,5 4 #),
et ’écart probable a droite
6,0 —»:
1/4 des nomb. y ont leurs absc. compr. entre — 0 et — (6,5 + 7)
1/4 » » » 0 et 6,5 + %
fl./f.t » » plus petites que — (6,5 +i%)

114 » »  plusgrandes que- 6,5 + 7
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45. 1I1. Cas de p Z q. — Quand p Z ¢, Y. et y—, différent Vun
de Dautre, sauf pour une seule valeur particuliére de @, qui n’est
pas & considérer ici.

L’écart probable qui se rapporte aux valeurs négatives de @
(écart probable @ gauche) différe done de 1’écart probable qui se
rapporte aux valeurs positives de @ (écart probable a droite).

Traitons le cas de m = 100 ; p = 0,1 ; ¢ = 0,9.

Nous avons trouvé (n° 42)

Yy, = 0,1319
Yo + 2y, = 0,1858,
Yo -+ 2y1 + 2y, = 0,6223;

I’écart probable a droite est donc compris entre 1 et 2, puisque
Cela revient a

1 1 "
9 Yo + y1 << 0,25, 9 Yo + ¥y + yo > 0,25.

Nous avons enterpolé par la formule
\ 1\ | :
zyw+\yr_zo@x+2)fap—m><wmm k= 0,245 :

nous eCI‘IVOIIS €n conséquence
1 1 |
2®Mw+2)+m—J)XQWW=ﬂM5 ko= 0,2495;

la valeur de z qui vérifie cette équation :
x = 1,45

est I’écart probable a droite.
De méme
y, = 0,1319,
Yo + 2y—, = 0,3717,
Yo + 2y-1 + 2y—, = 0,5693,
I’écart probable 4 gauche est donc compris entre —1 et — 2,
puisque
Yo + 2y—; < 0,50
Yo + 2Yy-1 — 2y-» > 0,50,
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ce qui revient a

1 A 1. N _
5 Yo + y—1 <2 0,25 5 Yo + Yo + y-o > 0,25,

Nous avons interpolé par la formule

e _
ll'_yo ‘{*Eyl = (g (")(]f:c -+ /;) — (x—1) x 0,0058 k= 0,2281;
1 : =

L

nous écrirons en conséquence

) (x — 1) x 0,005 — 0,25;

Ok +

la valeur de z qui vérifie cette équation,

v — 1,60
est ’écart probable a gauche.

Lies équations qui intervicnnent se résolvent sans peine par ta-
tonnement. Les écarts probables obtenus sont exacts, comme les
mterpolations, & un petit nombre de milliémes pres.

Tei,

1/4 des val. de y ont leurs abse. comprises entre. . et 1,40
114 » » » .. Oet—1,606
1/4 » » plus grandes que. . 1,45
1/4 » » plus petites que. . — 1,65

46. — L’¢écart probable est fort long a calculer quand p = gq.
On peut en calculer rapidement une valeur approchée, que nous
appellerons éeart probable moyen.

I1 s’agit d’une courbe de probabilité simple

m!

19 o TP =T W AT -
(12) ¥y = (mp — a)! (mqg + x)! P P= g

Nous avons montré (n° 89) que eette fonction admet la repré-
sentation approchée

'
f

m . = ! =
/ \ . O,;) p prene) q = O,D

(5 =)t (% + )

v /
\ s

(13) y =

oulonam’ = 4mpyq. '
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On a posé aussi
K = \/2 0 P = \-/"/)"xmpq == !
Sept TV 2mmpg

et la fonction (18) a pour écarts probables :
écart probl. a gauche = — 2.0,477 vm' . 2—05]
écart probl. & droite = + 5“(),/:‘77 \ m — 2 —05 .
L’expression
(14) 0,477 /m' :2—0,5
est ce que nous appellerons U’éeart probable moyen de la fonction
(12).
Remplacons m’ par sa valeur.
L’écart probable moyen de (12) a pour valeur

(15) 0,477 \/2mpg — 0,5.
Les écarts probables moyens a gauche et a drote de (12) seront
— (0,477 \/2mpg —.0,5), + (0,477 \/2mpg — 0.5).
Dans le cas de m = 100, p = 0,1, ¢ = 0,9 (n° 45), ils sont
| — 152 et 152
les écarts probables vrais (ou du moins approchés & quelques

milliémes) étant, comme on I’a vu,

— 166 et + 1,45.

Dans les cas usuels, Uécart probable a gauche vrar différe de
moins d’une demi-unité de Uécart probable a gauche moyen ; de méme
Pécart probable & droite vrav différe de moins d'une demi-unité de
Uécart probable a droite vrai.

La formule (14) peut étre déduite d’une formule donnée par

Kggenberger, que nous avons indiquée au n® 38.

47. Si p = ¢ la probabilité moyenne 7 d’un écart compris entre
@ ¢t x est semblablement (se reporter au no 42)

- o+

l

k= \'Qmpq.
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IV. — RULE DIE LA FONCTION &

48. On admet généralement que Pintégrale (n° 85) dite de

LAPLACE,
2k % ..
—[ e N g
\:‘/T:.t }

ou que la fonction 0, cela revient au méme, représente EXACTE-
MENT la lot du hasard, par exemple la loi des erreurs acciden-
telles d’observation.

A ce sujet, on lira avec intérét un Mémoire de M. Maurice
IF'rEcHET (%).

Nous verrons que la foncton de probabilité simple ou fonction
binomiale (n° 25) représente convenablement un grand nombre de
phénoménes naturels dont la cause fondamentale est assimilable
au hasard (Chapitre XI). La fonction 0, qui donne une bonne
représentation approchée de la fonction de probabilité simple,
interviendra pour les caleuls pratiques d’écarts et d’interpolation
de cette fonction.

(1) Sur Phypothese de P'additivité des erreurs particlles, Bull. des Sciences Maih, 2¢ série,
t. LII. mai 1928. M. Fréchet pense qu’il serait nécessaire de reprendre et de dévelopyer
Iétude expérimentale des lois de probabilité et de conironter ces résultats avec les lois
au’on a proposées, '




CHAPITRE 1V

LA MODE

49. La Mode est I’'abscisse de ’ordonnée maximum de la fonc-

tion
|

1 = m ] mp=a& qmg 42
(1) Y (mp —a)! (mqg + z)! p et
et plus généralement de toute fonction représentative d’une
statistique.

Il est tres important de connaftre la mode.

La Mode en premiére approzimation.
La fonction (1) est approximativement représentée par la
fonction (n° 28).

g—p z? —p
—_ — 1_ e2mpg © T 2mpg T 8lmpg)?
V 2zmpg

le maximum, ou mode, est donc la racine voisine de zéro de
I’équation

dy
B
ou
e R MRt
(2) g + z 9 0.
A ’équation (2) on peut pratiquement substituer celle-ci :
(3) a=tok

car le coefficient de 2% qui est %ﬂm;% , est ordinairement petit.

La formule (8) donne la mode en premiére approzimation et cette
approximation suffit presque toujours.
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=l

50. La mode en deuaiéme approximation.
Reportons-nous & la formule (5) dun® 27 :

(I m Ny P
logy =—logy\/ 27 +5 log rem—T Py o 4 (mp —a)log o
» Voo my M . M m
+ (mq + ) log mq -+ x T 2m 12 (mp — x)(mq + )

ou les deux derniers termes ont été négligés.
On a, en utilisant cette formule,

dlocy J( I o 1 )Il B ;L( i L 1 )I
da 2y — mg + x| 6\mp-—a ' mg 4 a/.

Ty g mp X

+ M log Iz TN log /‘)717(] —

11 s’agit done de calculer la racine voisine de zéro de I’'équation

] 1 1 by 1 , 1
/ . ==~ A
() 2<\ mp —.x ny - .zr)l 1 O (-m,p — 2  mq - r>
1 1 myp — &

: o q =L = o - f =
I log P M tog mq 4 @ 0

cela revient & caleuler Pabseisse commune aux deux courbes.

?

(' | A | ) | | ( il . 1
\ Y1 I = o mq e /| 6 \mp-—ux " mq - “L)

2 q 2 Mgy =X

e p— log r_ loo .

Y2 MO MR g o
Ce calcul est tres facile : 1° parce que nous connaissons unc valeur
approchée g -— p de la racine cherchée (form. 3); 29 parce que les
deux courbes (4) different peun de lignes droites aux environs de

leur point commun.

On observera que 'ordonnée maximum de la fonetion (1) quand
on envisage SEULLMENYT (es valeurs entiéres de

mp - x, mqg + x
correspond a la valcur entiére de @ vérifiant les inégalités
Mp — g 2T = mp .

Le caleul que nous avons fait se rapporte au cas ol ’on fait
varier ¢ de facon continuc.

ExempLes. — Soit  m = 10000, p = 0,001, ¢ = 0,999
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On a

yo, = 041379  y,= 012517 gy, = 0,12516

/]

A priori, le maximum est tres voisin de 5 puisque y, et y,

différent trés peu I'un de 'autre.
La formule (3) donne

g—p 0,998
= h

9 E

Soit encore

— 0,499

m = 100 p = ¥ =

La formule (8) donne pour valeur approchéé de ’abscisse cor-

respondant au maximum

q—p
2

== Dk

Appliquons les formules (5) & 0,35 et a 0,45.

l
y 1
0,100 i | N
98 107
7
96,
94 ! / +—
92 // ’:171” —
’ T I
0,090, %
88| L =
86 | ,/ > || I |
|
84 /// ~ | % - i
= ]
0,0 | R
v
781.% | £ j
l i b 4 i
0,35 0,40 041 0,45 x
Fig. 2. — Résolution graphique d’une équation transcendante.
On a
mp = 10 mg = 90
x=0,35 &= 0,45
mp—x=9,65 mq - 2= 90,33 mp—z=9,55 mg—a = 90,45
1 ) ! 1 - , 1 1
— i : — ¥ = 1047 — i .
g 088 e = 0, 00007 s 0A0ARE | e =0, 04408

yy = 0,09078

yy” = 0,09184
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log (mp — ) = 0,98453
log (mg—ax) = 1,95593

MPp—% = oo o gn
log oy 5= 1,02860 = —0,97140
2 4
log 3; = 0,66325

yy' = 0,0790

log (mp — z) = 0,98000
log (mgq + z) = 1,95641

log P77 % T 02359 — — 0, 97641
mq -+ &

2 q
M—logl—) = 4,3945
Yy = 0,1010

La figure 2, qui équivaut a une interpolation par parties pro-
portionnelles, montre que la racine commune aux équations (5)

est un peu plus grande que 0,4.

Appliquons les formules (5) & 2= 0,40 et @ = 0,41.

On trouve
pour  x = 0,40 pour oz = (&l
gy = 0,09050 ys = 0,09280
Y
0,093L
| )4
V4
0,092 | d
- LA
// _}y! 1
7 1 7 |
0.091] /| ;
A1 i
%
0.090 |
ul
| I
!
0,400 0,403 0404 0,410 X
Fig, 3.. — Complément de la figure 2.

L’imterpolation graphique, par parties proportionnelles (fig. 8)
montre que « est trés voisin de 0,403 4 0,404,
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o}

Ot

Cas de % différent de zeéro

51. Pour la fonction

m!

mp — x)! (mg -+ z)

la mode est donnée par la formule approchée

Y= | PIPTgrTE,

S’il s’agit de la fonecticn plus générale qui interviendra bientot
dans nos ealculs

m! '
— Mp—z—hpmg+z-h
Yot b (mp —ax —h)! (mg + x4+ h)tP g g™ ?

la mode sera donnée par

&+ h = 1 ;~p-
Soit la statistique
3 Y—o4p = 10,1 ou
) Y—y+p = 13,2 h = — 0,089 p = 0,289 q= 0,714
7 Un = 15,1 '
9 Yi+r = 15,5 ' g—p = Oa!"‘22
i1 Yo-+p = '3,0 .

...................

La mode est donnée par

oL = 9‘2‘1’(” e h) ko= (0,211 — A} + k = 0,300 + h.
Eecrivons

12

7 7+ 0 yo+a

7435 713 Y00tk

9 74+ 9 i+

on voit que
=2 % 0,300 = 0,600

la mode, dans I’échelle (a) est donc 7,600,

R. DE MONTESSUS DE BALLORE. — Probabilités et statistiques.
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Soit encore la statistique

.............. ou
— 09,5 y_yin ho—=0,5228 p=002915 g¢=0,
— 10,5 y, 177 P = 0,2085
— 295 Yita
Ici
4 h=T7"= 10,2085 — h) + b = — 0,543 + k.
Kerivons
— 10,5 + 1 Y1+
— 19,5 + = Y—0,31431 4
— 195+ 0 Y2+h

on voit que la mode est

10,5 4 0,3143 = — 10,1857.



CHAPITRE V

ROLE DISTRIBUTIF DES CONSTANTES m, p, ¢ (*)

82. La probabilité de tirer 10 —a  boules rouges et 90 +
boules noires quand on fait 100 tirages d’une urne contenant
1 boule rouge et 10 boules noires est (n° 25)

100! : | ;
e o i he e . SRR i
Le nombre probable de sorties de 10 — 2  bcules rouges

et de 90 + @ boules noires quand on fait 1000 séries de
100 tirages chacune est

(2) Y, “= 1000y,

ot les Y, sont arrondis a 'unité, puisque ce sont évidemment des
nombres entiers.

Cette notion de « nombre probable » est tout aussi importante
que la notion de « probabilité ».

Dans le cas présent (1,2), les valeurs de y, et Y, sont les sui-
vantes (?) :

(L) Revue générale des Sciences 31 mai et 15 juin 1928,
(3) Voir le Tableau en Note a la fin du volume.



68 PROBABILITES ET STATISTIQUES

Y -1z == 0,000075 Y.y
Y12 = 0,000198 Y -1
y—q1 — 0,000 496 Y 11
y—19= 0,001 171 Y 19
Y—g = 0,002 602 Y_.g
y—g = 0,005 426 Y_g
y—_, — 0,010592 Y_,
y-.g = 0,019292 Y _g
y_s — 0,032682 Y5
y_4 — 0,051 304 Y.,
y—g — 0,074302 Y_g
y—o = 0,098 788 Y.g =
Y1 = 0,119877 Y 4 ==
Yo = 0,131 86:) YO
¥y = 0,130 416 Y,
Yo = 0,11’11 823 YE
‘ys = 0,088 895 Y
yy = 0,059 579 Yy
ys = 1,033 866 Yy
Yg - (), 015 911 Yo
%7 - {3,005 892 Y,
cyg = 0,001623 Yy
Yyg = 0,000295 Yy
Yo = 0,000 027 Y1

= 0
= 0
= 1
—~ 3
S
T
= 1Y
~ 33
— 51

b

—_—
Lo Oy o=
eI e e R

Nembres probab'es des sorties
== 0 fois 23 rouges et 77 noires

Total : 1000

22
21
20
19
18
17
16
15
14
13
12
11
10

»
D)
pl
Pl
B
»
b
D
P
»
P

D

78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100

»
»
n

D’apres ce tableau, la série composée de 12 rcuges et 88 noires

sortira probablement 99 fois ;

la série composée de 11 rouges et 89 noires sortira probablement

120 fois, ete.
On peut préciser.

Considérons la série composée de 12 rouges et de 88 noires.
Il y a 1000 séries, donc 1000 cas possibles.
La série envisagée doit sortir 99 fois : il v a 99 cas favorables a
la soruvie de 12 rouges et 88 noires. Il y a done

1000 — 99 = 901

cas défavorables.

La probabilité = de sortie de 12 rouges et 88 noires est

probabilité de non sortie est 1

99

901

71000 1000°

99
1000’

la

L’écart probable moyen concernant le nomhre de sorties 99
de cette série (n° 46) est, a moins d’une demi-unité prés :

S (0,477 \/2 % 1000 x

99

901

1000~ 1000 —
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L’écart probable a chances égales d’étre dépassé ou de ne pas
étre dépassé. Done si I'on envisage par exemple 40 groupes de
1000 séries chacun, sur ces 40 groupes :

dans 20 groupes, 12 rouges et 88 noires sortiront plus de
99 — 6 = 938 fois et moins de 99 4 6 = 105 fois,

dans 10 groupes, 12 rouges et 88 noires sortiront 98 fois ou
moins de 93 fois,

dans 10 groupes enfin, 12 rouges et 88 noires sortiront 105 fois
ou plus de 105 fois.

Les nombres effectifs de sorties s’écarteront d’ailleurs peu, en
moins, de 93 et peu, en plus, de 105; on pourrait préciser dans
une certalne mesure ce mot : peu.

Importante remarque concernant les ajustements
de statistiques

53. Il v a lieu de signaler aux statisticiens une particularité

intéressante.
Considérons les nombres suivants ou les Y sont arrondis &
Punité
= alis_ 0.15—% ¢ 0,995+ 1 Y, = 500
Yo = F—=rn)! (@b Fay! T @ Sreslis
On a
300 .

y_o = 0,000 21 Vg = D
y—_g = 0,000 72 Y_g= 0 0,360
yn = 0,002 22 s 1,110
y—g = 0,00613 = 3,065
Yoy = 0,01518 Vb= B 7,590
y—_q = 0,033 33 Vg ) 1 16,663
y_g5 = 0,064 28 Yog= 32 32,140
o= 0,107 63 Y49 53,815
y_1 = 0,154 10 Y ;= 77 77,050
yo = 0,184 92 Y, = 92 500 = 1y, 92,460
Sy =0 80.9% Y, = 90 90,455
78 — 0,188 57 Yo = 68 69,285
yx = 0,077 94 Y, = 3 38,970
y, = 0,028 63 Y = % 14,315
4= = 0,00515 Y, = 3 s

- Total : 499



70 PROBABILITES ET STATISTIQUES

Le total n’étant pas 500 mais 499, pour obtenir 500, il faut
remplacer | o
500y, par (500 4 2)y..
ou : est juste assex grand pour augmenter I'un des Y, et un seul,
de 1 unité. :
En consultant la 8¢ colonne des produits exacts par 500, et
500 y,, on. voit que le multiplicateur doit étre un peu plus grand que

92,5

500 > 997160

Ce qui remplacera 92 par 93, mais n’augmente aucun des autres
nombres Y.
La répartition de 500 séries se fait donc comme 1l suit :

T 3 &8 17+ 77 93 90... 3.

Cas d’exception. Soit

B 601 A
Yo = (30 — 2)1(30 4 21 00 € Ya= 300y,

ou les nombres Y, sont arrondis a I'unité; ici

Valeurs de x ‘ 310y Y.
e — - _ !
0 | 30,7734 31 31 4 compter 1 fois
+ 99,7807 30 30,27, ... a compter 2 foie
? 26,9268 27
3 298996 23
-4 18,2151 18
5 13,5087 14
= 6 9,3813 9
+ 7 | 6,0852 6
+ g 3,6831 b
-9 2,0775 2
- 10 ‘ 1,0908 ]
=11 00,5322 1
12 0,9409 0
I \ Total : 301

Il faudrait un multiplicateur qui transforme 18,5087 en un
nombre un peu inférieur & 18,5 ; mais 14(pour 13,5087) étant compté
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deux fois, si on le transforme en 18, le total sera 801 — 2 = 299 ;
1l n'est donc pas possible d’obtenir le total 800.

Cette particularité et la maniére de résoudre le probléme posé
se rencontrent dans TOUS LES AJUSTEMENTS DE STATISTIQUES.
S1 par un procédé de calcul quelconque on remplace des nombres
entiers donnés a, b, c..., par des nombres a', ¥, ¢,... si Xa’ différe
de Xa de quelques unités, on doit procéder semblablement pour
amener Xa' 4 la valeur Xa.

Ecarts et fréquences

54. Il est terhps d’introduire la notion de fré'quence : les
nombres x sont des £CARTs (n® 42), les nombres Y sont des FRE-
QUENCES.

Dans le Tableau qui préceéde, il y a par exemple 81 fréquences
dont I’écart est zéro; 80 dont 1’écart est 1; 30 aussi dont ’écart
est — 1:...; 1 dont I’écart est 1; 1 dont l’ecart est — 1.

Nous n’envisageons ici que la loi de distribution (8), wnfra;
mais ces dénominations, Ecarts et Fréguences, s’appliquent a
une loi de distribution quelconque.

Le role des constantes m, p, ¢, apparait quand on distribue un
méme nombre N de fréquences par des lois
(3) Y=N o ey

(mp — ) (mg + 2)!
ou m, p, q, ont des valeurs différentes.
Exemple. On peut dresser le Tableau de la page 73.
Colonne A : 100 fréquences sont réparties en 28 groupes, définis

par leurs écarts :

écarts — 11, — 10, — 9,..., — 1, 0, 1, ..., + 11 ;
Colonne B : 100 fréquences sont réparties en 19 groupes, définies
par leurs écarts : — 9, — 8, ..., + 9

Colonne C : 100 fréquences sont réparties en 16 groupes, définis
par leurs écarts : — 8, — 7, ..., + 6, + 7.

On apergoit ainsi pourquoi des figures correspondantes
(fig. 4, 5, 6) présentent des aspects plus ou moins étalés, ou
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Fig. 4. — A. Répartition de 100 fréquences en 16 groupes, — 8 &4 4+ 7.
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1
-11-16-9-8 7-6-5-4-3-2-1 (1 2 3

Fig. 6. — C. Répartition de 100 fréquences en 23 groupes, — 11 & + 11,
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A B C
m = 100 m = 60 ‘ m = 100
j)::q:(),5 p =¢q=0,5 =01 ¢g=0,9
X 100y 100y 100y
— 192 0
— 11 1
— 10 1 0
— 9 2 1 0
— 8 ) i 1
= 3 2 1
— 6 4 3 %
— 5 0 5 3
—_ 4 6 6 5
— 3 7 8 7
— 2 7 9 10
— 1 8 10 12
0 8 10 13
1 8 10 13
2 7 9 12
3 7 8 9
A 6 6 6
5 ) 5 3
6 4 3 2
7 3 2 1
8 2 1 0
9 > L 100
10 1 0
g e e e i
12 0 ! | .
100 ‘

aplatis, surtout si l'on relie les extrémités des ordonnées par
un trait continu, comme on le fait souvent.

Le role des constantes m, p, q est de modifier la distribution d’un
nombre donné de fréquences.
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CHAPITRE VI

INTRODUCTION DE LA CONSTANTE DE DEPLACEMENT (%)

35. Les formules (4) du n° 25 et (3) du n° 54

m! +
f e L N —I ARG+ T
Ya (mp — a)! (mg —}—:1:)!p a
g m!
= my—a ping4
Yo=N (mp — )! (mg 4+ z)! ey

sont nsuffisantes pour I’étude des problémes qui se présenteront
dans la suite. Nous devons les remplacer par les formules plus
générales

"L! NP —Rh—T N 4T
(1) Yorn = o ey 3 TamE bt o)l PP A gt it
z =01 =2 -
(2 Y = N m! mp—h—ramg4R+z
() 2+h = N (mp—h—a)! (mg + h 4+ 2)! k.

x=0,E1,=x£2 .-

ou h ordinairement fractionnaire, mais pouvant étre entier, est
en général, mais pas forcément, compris entre — 1 et + 1.

Quand mp, mg sont entiers, quand h et x sont entiers, on a
(n° 17) |

(3) Zyx-{.h = 17

() Revue Gén. des Sciences, 31 mai et 15 juin 1928,
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ou le signe ¥ indique qu’on donne & @ toutes les valeurs possibles,
c’est-a-dire les valeurs ne rendant pas

mp — h —z, mqg 4 h 4+ x

négatifs. .
Quand mp, mg ne sont pas entiers, la relation (8) n'est peut-
étre pas exactement vérifide. On n’aurait donc pas

'\:‘Ny:c-;-h - Nzym-[-h = N7

mails la différence
XNy, ., — N

apparait comme si faible qu’on peut la négliger dans les applica-

tions.

FFormules de récurrence

Les formules (8) et (9) du n° 82 deviennent iei

" . _ my—+h o mq—l—h——[ P
Y_14n —_1721)——h+] yh, Y oip=— mp — h+9 y~1+h

_mgq —|— h— 2 P,
Y_gon = mp — h + 3 X /-2+h7

\ _ mp—h q mp——-h——l g
Y1en ° ~mg+h ]|_J L/ha Yorn = mq + h £ X pJ1+h>

_..mp——h-——~2 q .
Yaypn — mqg 4+ h 4+ 3 X P Yagns * e

On a par conséquent, formule (2)

. _mg + h . mg+h-—1
\ —1+4+h = m]) L + l Yh, Y-_2+h == n’fp___h D) 5 \i Y 14k
Yo 3in = mq Sk __% r Y..z+h; o
(5) ¢ mp —h + 3 <
v mp — h g.Y- v  mp—h—1 Y
14k == “mg +h+1 < b Btk = mq —+ h—+1 >< L+h;
— h —2
Yain = :ng L h—3 X P Y2+h

Quant & y, et Y» on pourra les calculer, le premier par la for-
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mule (3) du n® 27 o I'on remplacera mp par mp — h et mq par
mq + h, et ot l'on fera & = 0,
ce qui donne

( TR ¥ B o ! _ m
S 08 Yn ]0g\/21? 5 2 log (mp — h)(mg + h)
m m
(6) / + (mp — h) log mp g— h + (mq + k) log mg -It{h
| M M m

o

\ i 12m 12 % (mp — h)(mg + h)’

A

c’est un cas particulier de la formule

1

Sl
o = —log\/27 + & log ; "
logy, ) log \/ i 2 58 (mp —h —x)(mg + h + z)

m m,
0] o TR g o

M A m _
+ 12m 12 % (mp—h—2x)(mqg+h +a)’

\

obtenue en remplagant @ par # + k dans la formule (5) du n° 27.
On aura ensuite

(8) th ST N,l/la-

56. Importante remarque, — Il est EXTREMEMENT PRECIEUX de
faire la remarque swivante, qui dispense d’employer la formule (6).
Quand on a a calculer

2T AT LTI IR, (L TN (RIS ) PR R

AY

ol
Y _ith-1, Yo ipn_g, +--

Yitht, Yjphyn, » oo

sont négligeables, on peut se borner a calculer des valeurs provi-
sovres

N'eR0 B SRR, S A Y s, e, Yign

Y,1+h, Y’2+h, 43 Q0 Y’H-h

des Y en faisant Y = 1 dans les formules (5). On fera ensuite la
somme
Y= Yl__1+h —]— Y’_2+h —f— Dol 0 —-}— Y’-o‘+h+1
-}— Y'1+h + Y12+h —l— . —{-— Y'H-h



78 PROBABILITES ET STATISTIQUES

et on obtiendra les Y en multipliant les Y’ par I;I’ de telle sorte

que
. . N
(9) Yign == Y'ign X -
Comme on déduit de (9) :
s N . N .
,3_.\::,»/2 == E J}..Y/?'_q-h == *‘)_"‘ 2 = N,
~ Y:E+iz ’ -
b N 1, )‘y_x+h =

la formule (9) suppose donc¢ que, comme au n° 18,
Y, .
L‘!/:I‘-{-h — ], .

or il n’en est peut-étre pas ainsi. Mais certainement, dans les cas
usuels,

1 B
| "‘y5z+)a'

est assez petit pour pouvoir étre négligé.
D’ailleurs, si on emploie la formule (6) ce qui donne y;, puis

Y» = Ny, |

si on emploie ensuite les formules de récurrence (5), la somme X’
des Y obtenus ainsi différera un peu de N et on devra multiplier

tous ces Y par ., ce qui revient au calcul & faire & partir de

Y, = 1.



CHAPITRE VI

FORMULES DE SOMMATION (%)
| MOMENTS

l. — CAS DE A = 0

57. Nous considérons les nombres y, définis par la formule

1
Frd
MNP~ ¢ r
y P ? q 9+

75 I8 (mp — x)! (mqg + z)!
ou mp, mq peuvent étre fractionnaires. Les valeurs de « sont

O =4, - =3 =SmNELAS

avec
mp—az>0, mg-+ x>0,
On a
m! :
—_ Sip—a41 mg4x—1.
Ya—1 (mp —& + 1)!(mq—{—m——1).p : A
done
Vg P —& =1 g A LR A + q
Yoo ~ mg+=z T p o mpg+ pzx
et
(1) mpqys + ¥pYz — mpgY,_y + (# — 1)gy,_, = 0.

() Annales Soc, Scienls de Bruxelles, 1927 et RAGNaR FriscH, Skandinavisk Akiua-
rietidskrift, 1924, p. 161, Biometrika, 1925 p. 170; Cf, aussi D. MIRIMANOFF, sur une
formule de M. de Montessus de Ballore, Enseignement Mathématique, 1929, p. 144,
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Faisonsax = 1,2, 8, ..., n:

mpgy, + pyy — mpqy, =0
mpqy, + 2pys — mpgy. -+ qn =0
mpqys + 3pys — mpqys  + 2qy; = 0

-----------------------------------------

mpqin + NpYa — mpqy, 4 + (0 -—1)qy, ; = 0.

Ajoutons ces identités en éerivant leur somme comme il suit’:

| Yo ]
mpq |y, A+ p |y —mq |y +g = 0.
Yo 2y, | Y2 Y1
Ys 3Ys Ys 2Yy
o S
| :L/;n—l (n — 1 VWin_1 Yn_1 i (n — Dy,_4
Ya | Y !
Posons
Yot Y T Yy ot Y =Son
Y1 + 2y2 + 3?/3 + e nYy, — Sll,n
yi + 2% 3y, A o A PPy, = e
Y1+ 2%y + By - 4 0y = san
Yot 2%y + By o iy, = s
(3) < .................................

Yor bt Yma b Y= b F yew = g
Y-1 T 2y—a + 3y—y + -+ A RlY—p = slw
y—1 + 22y, -+ 323/_3 4 e+ nlzy._,n/ .
Yy + By + By, + - F 0y = s
Y-y 22y o+ 3y_,+ - Yy, = .

........................................

Les sommes s sont connues sous le nom de MOMENTS.
L’identité (2) s’éerit
! 7 ) 1 -
mpq S'on P81 mpg(sy, + Yo — Yu) + q(s"y , — nya) =0;
apres réductions :

(4) §'t 0 — mpay, + (mpg — qn)y, = 0.
De méme

(&) St — Mpgqyy + (mpgq — pr'Yy, = 0.
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Premiére série de formules de sommation

58. Multiplions maintenant la formule (1) par
z=(zx—1) 4+ 1
en assoctant x a y, et x — 1 & y, , :

mpqay, + paty, — mpy(x — 1)y, _, — mpqy,_,
+ gz — 1)*%z-1 + gz — 1) = 0.
Faisons
g=1,2 3, 50n

ol n est un nombre entier quelconque, et ajoutons les équations
obtenues :

: | Yo ,
mgp |y1 +p|yi —(mpg—q) |y1  — mpg } v+ q | % =30
2y 22y, 219, Ya ‘ 22y,
? 3%/3 32y 3!1/3 Y3 32{/3
RiYn n2yy, (n—1)yp—1 l Yn—1 (”"”"1)2.’/1&-“1
cela revient a
mpq | §'1m 4 plsan — (mpg — ¢ l St —mpg|Yyy +q|Sem =0;
! —1ifn F8om | 1n
| | —UYn

ou, puisque p + ¢ = 1,
S+ g5 — mpq(s'e n + Yo) + (n + 1)(mpg — gnly, = 0.
De méme

o+ PS1w MPY(Sow + Yo) + (n' 4+ 1)(mpg — pn)y. = 0.

59. Multiplions maintenant la formule (1) par
= (v — 1) + 2(z —1) 4 1,
toujours en associant x et y,  — 1 et y,_,; on a

mpqa’y, + pady, — mpg[(v —1)% + 2(x —1) + 1y, 4
+glle — 12 + 2z —12 4+ (2—1)ly,_, =0,

R. p& MONTESSUS DE BALLORE. — Probabilités et statistiques. 6



82 PROBABILITES ET STATISTIQUES

ou
patys + glo — 1Py, + mpqaty, — (mpq — 2q)(x — 1)%y,
— (2mpqg — e — Dy, 3 — mpgy,_, = 0,

Faisons

ct ajoutons, en modifiant Pordre des termes pour miecux mettre
les réductions en évidence

Yo
plyr —qlyy  ~mpglyr —impg-—-2q)iy 11 ~{2mpg—aq)lyy —mpqlyy =0;
23y 23y 22y, ' Uz | 2y2 | Yz
i 3 Ln—13y,0q | ’(/l')l 2ipa {(f;~’l).!/n-1 (n—"1)v,
| ”3.‘/71, 1 l 2i/74 i

cect revient a

p S’m--q[s’s,n -=mpq | g, (mpq-—2q) | s, —(2mpg--q) |5y, --:-mpq]yo =0,
1Yy, — 12y, —ny, |+ som

i
ou

s's0 + 2qs'2.0

(2mpq — q)s'1n — mpq(s'o,n + y,)
+ (n + 1)2mpg — gn)yn = 0;

de méme

S;;ni,' + zzjsgrnl - (2’]npq - p)S;’_’n' - T)ILI")(J(SSWL' + yo)
+ (' + 1)*(mpq — pn')y, =0

Nous exprunons ainsi les sommes
S1 Sy Sz

en fonction des sommes de degrés moindres.

60. ¥n multipliant (1) par

At = (v — )P 4 Bl — 1) 4 3z —1) + |
W= (v — 1 b4 — 1) - Bl — 1) A — 1)

et en associant toujours # a y, ct 2 — 1 a y,_,, on obtient sem-

blablement les sommes s,, s; qui sont écrites un peu plus loin.
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On a ainsi les formules :

80 — Mpqy, + (mpg — qn)y, = 0
S'an 48’y —mpqls'y, + yo) + (0 A+ 1) (mpq — qn)y, =0
Sy + 208, — (2mpg — gls' . — mpq)s’s . 4 Y)
+ (0 + 1)mpg — gn)y, = 0
'y n + 3¢5’y , — (3mpg —3¢)s'y,
— (

3mpq — q)s'y » — mpq's’y n + Yo)

+ (n + 1)%(mpg — qnly, = 0

§'sn 1 Ags'y , — (4mpq — 6¢)s’y , — (6mpg — 4q)s’y ,
— (&mpq —q)s'y , — mpqs'y , + Yo)
+ (n + 1 {(mpg — qn)y, = O.

On obtient les formules en s en remplacant p par ¢ :

S $1,, — mpgyo + (mpq — pnly, = 0
() ( Syunt T PSL, — Mpq(sg, -+ yo) + (0" 4+ 1)(mpg — pn'ly, = 0.

61. Les formules (4) et (5) sont Exacres quel que soient les

nombres entiers n.
Deux cas se présentent si 'on donne a n ses valeurs extrémes.
10 Si mp est entier, on peut donner a n la valeur mp et

mpq — gn devient nul,

Jes termes complémentaires en y, disparaissent,
20 Si mp n’est pas entier, si 'on donne a n la valeur entiére

mp —+ k

ol k est la plus petite fraction possible, les termes complémen-
taires en y, peuvent étre négligés (de méme pour les termes en n'.

On a ainsi les formules suivantes, EXACTES si mp entier, TRES-
APPROCHEES simp n’est pas entier, sous condition qu’on épuise
les valeurs possibles de m, ce que nous indiquons par la nota-
tion

I ! . 7
S, Sa S35 ¢

1 1 14
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sy —mpgy, = 0
sy 4 g8y —mpg(sy + yo) =0
sg' + 2gsy — (2mpg — q)s1" — mpq(sy" + yo) = 0
sy + 3qsy’ —(3mpq—3q)sy' —(3mpq—q)s,'—mpq(sy +y,) =0
85 1 4gsy — (dmpq 6q)sy’ ~ - (Ompg — 4q)s,)’
— (dmpq — q)s;" ~——mpqlsy 4+ yo =0

----------------------------------------------------

s, — mpqgy, = 0
9" 4 ps)" — mpqlsy” + yo) = 0
s 2psy’ — (@mpg — pl” — mpglsy” + y) = 0

----------------------------------------------------

(6) -

Deuxiéme série de formules de sommation

62. Reprenons la formule (1) du n° 57. Multiplions-la succes-
sivement par

z—1,

(2 —1)% = a? — 22 + 1,

(x — 1)} = 2% — 32® + 32 — 1,

(. —1)* = o' — 4a® 4 ba® — 6z 4 1,

en assoctant, comme précédemment x a y et ¢ — 1 a y,_,.

En procédant exactement comme fout-a I’heure, on arrive
aux formules suivantes, qui, au fond ne different pas des pré-
cédentes.

§'s0— DS, — Mpqs'y , + n(mpq — qn)y, = 0
'y n — 2P8'y o —(2mpg—p)s'y ,+mpgs’y 4+ n*(mpg—gn)y,=0
\ 'y — 3PSy — (3mpg — 3p)s’y , + (3mpg — p)s'y ,,
(47) — mpgs'y , + n¥(mpg — qn)y, = 0
) S,S,n — 4p3,4,n — (Ampq — GP)3l3,n + (6mpg — 4p)8r2’?l
~— (4mpg—p)s'y y+mpgs’y ,+n*(mpg—qn)y,=0

----------------------------------------------------
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Les formules analogues aux formules (5) et (6) sont

(1) S T @Stw —mPgse, + n(mpg — pr)y, = 0
s — ps;’ — mpgsy’ = 0
s3 — 2ps) — (2mpg — p)s," + mpgsy = 0
sy — 3psy’ — (3mpg — 3p)sy’ + (3mpq — p)s,’ — mpgsy’ = 0
85— 4ps, — (4mpg — 6p)sy’
+ (6mpg — 4p)sy’ — (4mpg — p)sy’ + mpgsy’ =0

....................................................

(6%) <

sy — g¢sy — mpgsy” = 0

83" — 2gsy" — (2mpq — q)s," + mpgs,” = 0

.....................................................

Les formules (4') et (5') sont EXACTES, quel que soit le nombre
entier n positif, comme le sont les formules (4) et (5).

Quand aux formules (6') elles sont ezactes si ’'on peut donner
a n la valeur mp (formules s') ou mq (formules s”’). Si cela n’est
pas possible, ¢’est-a-dire si mp, mq ne sont pas entiers, les for-
mules (5'), (6') sont seulement trés-approchées quand on donne
a n la valeur entiére se rapprochant le'plus possible de np pour
les §', de ng pour les s”.

63. En écrivant (formules 6 et 6') :
s — mpg(hs;y’ + 6sy + 4sy" + 8y)
u & + q(4s,’ + 65y +_482’ + s1') — mpgy, = 0
/ 55— mpq(hs; — Bsy" + 4sy’ — s50)
— plés, — Bsy" + 4sy — 1) = 0,
on apercoit immédiatement les formes de s,, quil est facile

de vérifier.
La combinaison des formules (7) donne de nouvelles formules

intéressantes.
1. CAS DI A == 0.

64. Considérant la fonction (n° 55)

m!

__ ° ] mp—h—2x mg+h+x
Yern = (mp — h — 2)! (mg + h + @)t P77 X4
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nous avons

m!

== —— pymp—h—z—1 gl —r4-1
Yothtt = b)) (mg b Lo P
et
Yoin mg—+ h+ 241 p _ mpgq —-i—P(a, i"lr p
= — T2 o LT T .
Yegnyr . Mp —h—x q mpy — q(x + k)
Posons
(8) mpg + ph = % mpq — ¢h = v.
d’ou
9 - ho=7—u;

la formule qui précede s’écrit

Yagn 24 px £ p

Yoghgt g qr

On a ailnsi

(10) PYopn = 4¥Ywqpn }‘yx+h+1 — plz + 1—)?/:v+h+1 = 0.

Posons (comparer avec les formules 8)

!
Y T Yaqn T T Yaga = 80,
Y1i4n + 2y2+h + - Y pin =157 x
2 2 = Ty
Y14n + 2 Yorn + - ¥ + n Yngh = Son
(11)
"
Y_ 14 -+ Y_oon + e Y_nin > 80,71'

s ! oy

Y_14n -+ zy-_2+h + -4 n Y wgn = Si,n
2 . ol

Y_1pn T 2% gy + -+ n Y_ngn = Sap-

A. Dans (10), remplacons & par 0, 1, 2, 8, ..., n — 1 et faisons
la somme des égalités obtenues, ce que nous écrivons

T — & ~ 0
Y |-h y1+h y1+k (y1+h
Han 2?/2+h Yopn 2y2+h
| :
| s ; '
: : '
: | 5
Yu1gn ](n T j'/"yn—l-i-h yn_1+11 (n - 1)yn——1+h
‘yn-}-h n’yn_{_h
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on a (11)

! ! ! 4
.U‘(yh + s O,n-_l) — gs 1,n-1" hs o,n ps 10 — 0.
ou encore

!

(12)  pls's n + ¥n — Yugn) —als

1,n " nyn+h) — 7‘Slo,n — psll,n = 0.
B. Multiplions (10) par z et écrivons comme il suit le résultat
de la multiplication :
VXY g4 h _'”qfczyf.;.h — iz + 1)yx+h+1 + )‘-ym+h+1_‘P($ + 1)23/z+h+1
+ Pl + DYy = 0;
faisons ¥ =0, 1, 2, 8, ..., » — 1 et ajoutons les égalités obtenues;

on a

v

| 1 - -
Y Y1en — QY1 — /M Yypn T4 yl+1z"“P'yl+h TP|Y1en = 0
2 [4) !
2y2+h ‘2 yz+h ‘y2+h y2+h l22y2+h 2y2+h
" E 2 i )
“3?/34.}: 3 Yain ’3y3+h Y3 n 3%s_ 3y3+h
, ' b ' : :
| o - o ! :
1 | ' ] ' 1 I
b N : ’ ; ' i
I(n—l)n——l-i—h I(TL———J.) y71_1+lz, E E :' e
2
]lly,,+,, [yn-g-h (1 yn+h nyn-{-h
ou bien
( ! N 2 ~
(l 3) \ [J.(S 1 nyn+h) — 4.3 2n n yn-{-h> /8 1,n
- ) Nt ' ! .
f + /s on  PSan + ps 1,0 = 0.

C. Dans (12) changeons n en — »n’ ; il faudra changer p en g,
remplacer ). par p et u. par 7 ; on a ainsi

5 s " / o r —
{ 14) /"(SO,'n’ Y _"y-_n’_;_h) —"p(81,7z’ —n y_n’+71) T USo w TS =0.

D. Dans (13) changeons de méme n en #’, p en g, échangeons 2.
et v ; 1l vient

" ? ‘" 92 , i
. \ )-(so,w’ —n y—n’-{-h) — pxs2,n’ — n y-—7z'+h) = 1""81,"/1.’
(f]f)) i y" [ i O
. / T l,’j_so,n! — qsz’nf + qsl’n’ — N
65. Formules approchées. — On peut négliger les termes en

Yuti» Y—n+1,> S1 Uon prend n et n’ assez grand, ce que nous ferons
toujours.
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Posons done (comparer avee les formules 11)

sy = Yigr T Youn T Ysia =
8 =Y _ 14 I Yaahyer Yok SRt
sy = Yien - 23/2+/;. = 3'37’3+h T
5, = Y_1. T 23/_2+h o 3?/_3.,le gy
'y = Yign T 22?/2+h. + 32y3+.71. Zhate

DSy =Y _qan T 2 aqn + 3 s

en excluant seulement les y,+5, Y¥—n+, Négligeables.
Les identités (12, 14) deviennent

an | et e

g 1{(sg + Yn) — S0

I

et 'on en tire

818y 4 8180 + 81'Ys
¥ I v
yu(s'y -+ S + yn)

7 i "7 1]
3 §'180 T $18°0 + S1Ys
- = / "
yh(b‘o _l— 80 + yh)

On a d’autre part

(18) o+ so+y,=1
dans le cas olt mp, mq sont entiers et quand & = 0 (n° 18).

Dans le cas général, I’égalité (18) n’est, vraisemblablement
qu’approchée. Mais son degré d’approximation est tel que nous
pouvons ’employer.

Elle permet d’écrire

L —

(19) ) = Z/Eh -+ s} o= yah + ')
en posant
(20) a = s'18y + s18,;
On en déduit (9)
(21) ho— p =8y — s/,
\(22) h = s]—s,.

Nous allons exprimer y; en fonction des sommes (16). A cet
effet, nous écrivons les équations (18, 15), en négligeant les termes

en yn+lu y—n’—l-h .

L (23) ( ps's — Msy —s)) = s’ — psy

I y " R
) Asy — w(s1 — 8g) = sy — g5y}

\
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multiplions la premiére par s,”, la deuxiéme par s;” et ajoutons :

3 [ . F (= 1) | 5 e
hsg'81 + psgsy = 8p'sy + 858y — 81’513

posons
(24) b = 8,s] + s8," — s'381 3

remplacons 7 et . par leurs valeurs (19) ; on a

a 1 \ o . 0wl 1 1 n_? ? /4
<y- + 81 )So s+ | — ~}— sl 88’y = 8981 T 8981 — 848,
Jh

d’ou

(25) _a' — b = (8,1)23;3 = (ST{)ZSI()?
Y -

et ’

. a?

(2’6) Y, =— 3 2 u "

b — (s'1)%0 — (s1)%y
La relation (25) permet d’écrire (19) et (20) comme il suit :

- b—(31)2”“(~51) b“‘"(’)zlr‘i"soslsl

/\ = S” =
@ + ! a
L !
— {_) | /Su 81 $1
a | V10 4
(22)
b S /8”
)= - 4 p =t de méme
gV TeT
(2 ( b ; sl’ss
g o= - )
a

Les équations (23) donnent ensuite
(28) psi = sy + O —p)s) — hs);  qsy = sy — (A — p)st — 150 ;

remplacons 7. — u par sa valeur (9), i et y. par leurs valeurs (27 )s
on trouve

gpzﬁ bsh%@—w )

$q a sy
9
(2 ) S‘” Z) 'Su 81088)
% USo g g S,
L g s1 a st ( @
\

44

Il est facile de voir que p + ¢ = 1, quels que soient sy", $,",
s, 8", 85, 85" Les formules (29) comportent donc un élément de vért-
fication des calculs effectués.
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66. Formules de sommation eoncernant les quantités Y, ..
Nous considérons ici les quantités Y,+, du n° 55.
Nous avons
!
Yz = N m L o wmp—x—homg+ardh
+ (mp—ax—h)! (mg+ = —l—h)lp ! ™
(30) = “\vy +

Nous posons

Dy = Y1+h + Yz-;.h + -Y3+h 4
\ Sg T Y-1+h + Y_2+h + Y_3+h + -
(31) / S’1 =T Y1+h + 2 Y2+h +3 Y3+h 4

/ S =Y 2Y i 3Y g 4
Sl2 = Y1+h + 22Y2+h + 32Y3+/! _{— o

p = T 22Y—2+h + 32Y*3+n +
et de plus
(32) S =05+ 5+ Yr;

nous nous arrétons aux Y,+a Y-w+z quand Yoty Yartntpsee
sont négligeables.
Nous avons (16)
(33) 8, = Nsy, S5 = Nsl, Sy = N/, = N, 8,/ == Nsy, 81 = Ns.
Par conséquent (32)

5 = N(s'y + s + Yh)
ou (18)

(34) S=N
inégalité vraisemblablement approchée seulemert (texte concer-
nant la formule (18) ; ensuite (22, 34)

1 aki
J, — & — tlll
P T= 8§, — 8§ 7= N ,

: _si—%,
(35) ho= St

Remplacons les s par les S dans a et dans b (20, 24) ; posons
(36) A =538y + 515,
(37) B = 5,57 + 5,87 — 845} :
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on a
A= N2, BB = N2
done (27)
(59) | B hss'
U= A A

et (29)

| s, BSy s'os;;>
. \ P=gi—as t(P—h7R
(39) \

Slok i,

_ 5 5o S
( g=gi— s (h—h7R)
ou h est défini par (85). On notera les formules suivantes de
vérification, déduites de (23) :
S S 7 q 1 S 11
(40) Pﬁ'lw-{—/—“u—/s,, q—sus"/ >'_"{1g31r

67. Connaissant les sommes S,, S;, S,, S (81, 82), les formules
(89, 88) permettent de calculer p, ¢, 7, v ; les formules (8)

mpq = ). — ph = 1. + q¢h

permettent ensuite, 2, v, p, ¢ étant connus, de calculer m.
La formule (26) permet de calculer aussi Y,; on a

A2
v S Sa? 5 54
P T b — () — ()5 T B (S8, (5,8,
g2 & g3 T 3
A2
(41) Y, == o

BS — (8,)%8," — (S,")"8,
Sim=100;p =0,1;¢9 =0,9; 2= 0,3,0na

BS = 9,07849, (S,)2S,” = 0,48984, (S,”)%S, = 0,73505,

d’ott (41)
BS — (S.)%8," — (5,")%S, = 7,85360
Y, = 0,13304 ;
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Le calcul direct & 4 décimales, donne 0,1880 (formule 5 du no 27,
ou 'on remplace @ par 0,3).
En remplacant S par S) + S, +— Y,, on tire de cette formule

(42) BY,% + [B(SOI + Sou) - (Sll)zsol/)zsorJYh A% — 0,

formule qui permet de calculer Y, en partant des sommes S,
S, -+, S84, S,

Quand Y, (observé) a une valewr trés douteuse, cette relation
permet de le remplacer par un Y, calculé a partir de Sy, S,", - -,
Sy, Sy et daborder les caleuls des Yuin avee U'Y, caleulé au lieu
de U'Y; observé. |

Cette remarque peut &tre précicuse, car il w'est pas nécessaire
de prendre pour Y, la plus grande valewr des 'Y observés ; il suffit
pratiquement de prendre Y, voisin de la plus grande valeur des Y.

On pourra done prendre 'Y douteux, s'il existe, pour Y, et
le remplacer par la racine positive de (42), si cet Y douteux n’est
pas trop loin de I'Y maximum.

68. Nous allons donner une idée de la puissance de cette mé-
thode de calcul en traitant le cas suivant.

Reportons-nous aux nombres, 1, 3, 6, 15, ..., 10, 2 du n° ,
qui sont déduites de la loi de probabilité simple

m! :
— R e — mp—x—h ~s gingtr+h
Yt (mp — & — ! (mqg + v+ h)! prrTET X g

oum=100;p=0,1;¢9¢=109;h=0,3

Calculons directement le nombre 7, par la formule (5) du n° 27
cu ’on remplace m, p, ¢ par leurs valeurs

100;  04: 09

et @ par 0,3; calculons ensuite les y,, , par les formules de récur-

rence (4) du n° 55. On trouve les nombres désignés dans lc
Tableau qui suit par le terme « Données ».

Partons de ces données. On trouve les nombres désignés par le
terme «Calculé», en effectuant les caleuls indiqués sur le Tablcau
ct pages 94, 95 :
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I

8666 ‘0

W\

.S = (6660
S =GI1%°0 SII% 0 1%05°¢ IS = 698077 OS = g1r%‘o A%
48,6 = Zo0o 910°0 = 6 X 8100°0 = 6 X 2000 0 = Y+6R

0700 0%90 =138 X 0800 = 1§ X 0700

2%00 6005 = 1¢ X L8720 =¢( X 1%00

1310 9¢er =g X 95L0 =9 X 1210

L0 0069 =¢ X 08¢T =¢ X 9£70

3120 618 =1 X 850z =% X T80

1080 60z, =1¢g X go%z =g X 1080

6L07 gy =17 X 9¢ig =17 X 84071

| YTLAE = gLzt 12510 =1 X 1Le1'0 =1 X PE10 = YU
YA = 0ge10 08€1°0 . Ui = 7810
LR = gCgHp ges% 0 L°S = g9s5‘¢ XS = 0L88%T S = 9ge% ) 985% 0
- fi = (371 9%z1 =1 X 9%%1°0 = I X 99510 = ¥ IR

£e0T 85tk =g X I =7 X LSOT
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Caleul des 3.
Prenons

m = 98,78 mg = 88,77 mp = 10,01 kA = 0,30

on a
mq + h = 89,07 mp — h = 9,71 ;

caleulons %" pour la formule (5) du n° 27 ou & = 2; on a

1 m — T 0877
¢ (mp — h) (mg + h) = HOPTT
1/ oo = L 4K .
/s log (np — B (mq £ 1) 1,52886 ;
avec 7 décimales, pour les multiplications,
log —F — = 0,0132149
mp — h
o mq_ == — ] ;
log Mgk 0,0014653
mp . P
(mp — h) X ey Ty 0,128316679
mg -
(mg + h) X mg LB 0,130514271
m m .
(mp — h) log mp — p p T (mp + h) log %7 — 0,00220
‘ (réduit a 5 décimales)
puils
M - M m
12m — 0,00037, 12 X (mp — h) (mgq + h) = 0,00413,
— log \/27 = 1,60091 ;
finalement

logy, = 1,12381:  y, = 0,1330.

On calcule ensuite

t 7 I
Y 3o ¥ —opnr " 0 Y 184

Yipnr Yapns 7 Yorn
par les formules de récurrence (4) du numéro 55, qui donnent la
colonne « calculé » du Tableau précédent.
La comparaison des y’ et des y, des X7, X/, X avec 5,7, 5y, S
justifie complétement la méthode de caleul. Elle satisfait a tous
les besoins de la statistique.
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Quant & p, g, mp, mg, m qui étaient primitivement 0,1; 0.9 ;
10; 90 ; 100, les nombres trouvés 0,1013 ; 0,8986 ; 10,0071;
88,7700—; 98,7771 les restituent avec une erreur relative d’envi-
ron un centiéme.

Mais ce ne sont pas ces nombres qui nous intéressent le plus ;
ce sont les nombres y* dont la coincidence avec les y importait.

Au Chapitre 1X, nous verrons un exemple avec vérifications au
cours des calculs.

Cas ou les données sont incomplétes

69. Il arrive que les termes en Y, 4 Y ., ne soient pas négli-
geables dans les équations 18 a 15 du n° 64. |

Ce cas se présente si les valeurs extrémes des Y ne sont pas
connues ; par exemple si les données du Tableau du n° 68, étant
limitées a 0,0067 dans un sens et a 0,0276 dans 'autre sens, les
nombres

0,0033 20,0000 et 0,012 1 0,0002

étaient inconnus.
Dans ce cas, on éerit les équations 28 a 26 complétes, avee les
Setles Y :

( 9 T Yh n+]z) Om + 53 R gn'Yn_Hz = 0,

( Do,nt —l— Yh n’+h) JSO nt + Sl,n' —l“ pn Y—"ft’—{-h — O,
\ .(S’]m nYnM) (Sllm = S:_,m) -+“ pS'lm + gn2Yn+h —'—Sé,n = U,
(53) ) M(Dy,w — 1 Y--n’-{-h) - .U-(Sli,n/ — Sp,nr)
' + q ’1!,72’ .-i— pnzY-—n’-l-h ‘23’“ e O

(52)

On aurait ici

Puis on résout les quatre équations par rapport a p, ¢, 7, p, ce
qui se fait alsément.

Trois cas peuvent se présenter.

1° On trouve exactement.

I

on poursuit les calculs.
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20 On a, a peu pres seulement,
p+gqg=1;
on modifie alors légerement p, ¢ en les remplacant par des
nombres tres voisins p', ¢ tels que

prt+q¢=1

et on poursuit les calculs avec p', ¢' et les valeurs qu’on a trouvées
pour 2, ¢ ; on a

h=X%—p, mpq =k—ph=yp-+qh
relations qui donnent h, mp’, m¢q', m.
39 La relation
ptg=1

n’est pas vérifiée et, pour la vérifier, les corrections & faire subir
a p, ¢ sont inadmissibles ; ou bien J ou p. sont négatifs ou bien p
ou g sont négatifs.

Dans ce cas, les données Y n’appartiennent pas a4 une courbe
de probabilité simple.

Note. — Un cas spécial se présente assez souvent: les Y man-
quant sont petits sans pouvoir étre négligeables. On peut alors les
obtenir graphiquement, ce qui permet de se servir des équa-
tions (27), (29) du n° 65.

On en trouvera un exemple au n° 92, statistique B.

R. DE MONTESSUS DE BALLORE. — Probabilités et statistiques. i



CHAPITRE VIII

LES MOYENNES

I. — MOYENNE ARITHMETIQUE (%)

70. Considérons des nombres quelconques
Qyy Gy vy Qg 5
la. moyenne arithmétique M, de ces nombres est définie par

M _a1‘|‘02+""‘|“a‘;.
@ [

I1 arrive que plusieurs de ces nombres a soient égaux ; si I'on
envisage
#; nombres b,

la moyenne arithmétique des b est

o bt bt by b by e bk b e
@ &% + Oy 4+ -0 F @y
ou '
M — 7~1bl+azb2+"'+aelz'z'.
a 0‘1+a2+"'+ai

(') Revue Générale des Sciences, 31 janvier 1930. — CH. JORDAN, Statistique Mathéma-
tique, Gauthier-Villars, Paris, 1927.
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71. 1. Soit la fonction de probabilité simple

m !
mp —x) | (mq + x)

Yy = ( i pmp—a:q'im-[-a; 4

Sil’on a une urne ou des boules rouges et noires sont mélangées
dans la proportion 2—7, si 'on fait m tirages, si mp, mq sont des
nombres entiers :

Y. est la probabilité de sortie de mp —— x boules rouges; y, est aussi
la probabilité de U'écart x ; ainsi

La probabilité de Iécart zéro est y, ;

...................... _|_1.y1’
...................... +2..,y2;
S e s e e te o m s a e n e e vy R _.1.‘..y_1;
...................... M g iy
...................... __._3...y_3;

la moyenne M. de ces écarts sera par conséquent, en probabilité,

M =9><yo-|-1><y1+2><y2—|----—1><y_1_2y_2_...
’ Yo+ Y1+ Y+ - Y1 T Yo+ -

Si l'on pose, en épuisant les valeurs possibles de # :

y 51 =yt 2y oA (mg)y—mg,
[ s/ =y, + 2y, + -+ -+ (mp)yup,
on a

I
s, —s1

T ot Y Ya b Yy F Y1 Yoz T T Yy

et puisque mp, mq sont entiers (n® 61, 1T¢ et 6¢ formule 6)

M

sy — 87 =10
avec (n° 18)
Yo T Y1 +"‘+ymp‘|‘y—1+y—2+"'+9_mq=1

done .
(1) M, = 0.

Si mp, mq ne sont pas entiers, la formule
s = 8 = mpq

est seulement approchée (premiéres formules 4 et 5 du n° 60);
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par conséquent la formule (1) est elle-méme approchée, en fait
trés approchée.
II. Considérons maintenant la fonction

m ! F .
Yerr = (mp — & — h) L (mg + o + ) L P77 T4

et reportons-nous aux formules (approchées, mais trés approchées)
du n° 65 :

— Asy’ + (s yu) =)

Msg 4 yi) — psh = s

o = Yi4n + Yopn + Y + -0

S’(,) =~ Y14 + Y_oin + Y_s4n + e

s = Y, on 29y, + 3y3+h + .-

St = Y_an T Wy T Y a0

les deux premiéres donnent par soustraction
h— o= h =38 —s

puisque ’on a tres sensiblement

so +y,+ s =1

Comme
s o Y T2t et = ot 2Y o 3yt )
N Zyz-l,-h i
on a
M, =i "0~
"‘yz+h

il ne sera pas inutile d’approfondir cette question,
La moyenne arithmétique des nombres

m!

Yorh = A (mp —a —h)! (mg + 2 + h)

; pmp—x—hgmg+x+h

pU P’on donne & x toutes les valeurs entiéres possibles, ¢’est-a-dire
toutes les valeurs entiéres telles que

mp —x —h =0, mqg+ 2+ h=0
est un nombre & tel que I’on ait

Y 14 + 2y-2+k + 3y-—3+k + o =Yy s 2y2+/‘r +1 3‘!/3.;.1.: + e
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1¢ m et mp sont entiers et A est nul.
Tel,
Y-1 + 29— + 3Yy—3 + .- = mpg
Y1 + 2 + 3y, + - =mpg
done la moyenne arithmétique M, ou — A est nulle.
Soitm =100 ;p =10,1 ;9 =10,9 ; A = 0, A = 100 ; la moyenne
arithmétique est zéro; c’est aussi la valeur de 4. On a ici (page 68)

Multiplicateurs Produits

y—13 = 0,0075 13 0,0975
= 0,0198 12 0,2376
y—13 = 0,0496 11 0,5456
= 0,1171 10 1,1710

y—g = 0,2602 9 2,3418
= 0,5426 8 4,3408

y—r, = 1,0592 7 7,4144
= 1,9292 6 14,5752

y—5 = 3,2682 ) 16,3410
= 35,1304 4 20,5216

Yy—g = 7,4302 ;] 22,2906
= 9,8788 2 19,7576

Y-, = 11,9877 1 11,9877

118,6124 = S;”

yy = 13,0416 1 13,0416

yo = 11,4823 2 22,9646

ys = 8,889 3 26,6685

yy = 6,9579 4 23,8316

ys = 3,3866 5 16,9330

ye = 1,5911 6 9,5466

y; = 0,5892 7 &, 1244

ys = 0,1623 8 1,2984

yo = 0,0205 9 0,2655

S = 99,9697 118,6742 = Sy’
On voit que S, == 5,"; la petite différence vient de ce qu’on
n’a pas épuisé les valeurs possibles de 2. On a aussi

L S"—S/ ___ 00618
'— S 99,9697

et on aurait 2~ = 0 si on avait épuisé les valeurs possibles de .
20 m et mp sont entiers ; h est entier et n’est pas nul.
Soit

m = 100; p=01; - ¢=209; h=12; A = 100.
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Nous réalisons ce cas en écrivant la suite qui précede a partir de

m!

— = = - = - mp—hamq+k
U = HETE8 = A Gup — ) L (mg + L P
on a

Multiplicateurs Produits
Y—11+5 = 0,0075 11 ‘ 0,0925
Y—10+p = 0,0198 10 0,1980
Y—g+n = 0,0496 9 0,4464
Yy—sg+r = 0,1171 8 0,9368
Y—q+n = 0,2602 7 1,5214
Yag+r = 0,5426 6 3,1556
Yy_g+p = 1,0592 5 5,2960
Y—g+n = 1,9292 4 7,7168
Y—g+p = 3,2682 3 9,8046
Y—otp = 09,1304 2 10,2608
Y—1+n = 7,4302 1 7,4302

: 46,8631 = 5"
Y = 9,8788
Yirn = 11,9877 1 11,9877
Yo+p = 13,1865 2 26,3730
yz+p = 13,0416 3 39,1248
Yarp = 11,4823 4 45,9292
Ys+n = 8,8895 5 44 4475
Ye+n = 95,9579 6 34,8474
Yr¢p = 3,3866 7 23,7062
Ys+n = 1,591 8 12,7288
Yo+n = 0,5892 9 5,3028
Yo+n = 0,1623 10 14,6230
S = 99,9970 : ' 246,3949 = S’
Tei
L S"—Sy 1995318
S 99,9970 °

Nous trouvons un nombre un peu différent de — 2, parce que
nous n’avons pas épuisé toutes les valeurs possibles de z, nous arré-
tant 4 — 11 et &4 — 11 : sinon nous eussions trouvé exactement — 2.

Comme au 19, la moyenné arithmétique correspond a la valeur
18,1865 de y ; elle correspond & y, ; donc &

Yotn = Yo—2 = Yo
la moyenne arithmétique est donc 2 ; elle est égale & — h.
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8° m et mp sont entiers, h est fractionnaire.
Dans la formule
m!

R S - . pyIp—T—hamgtr+h
yz+"—(mp—x——h)!(mq-—}-x—}—h)!pp ZEERE

la moyenne correspond, comme au 19, a

m!

mp! g ‘ pmpqm.g;
elle correspond donc 4 # 4+ A = 0, donc a
x = —h;

par exemple pour |
m=100; p=01; ¢=09; Lr=03; A =100,
la moyenne arithmétique est (n° 68)
= Msg=-—0,3;

la valeur correspondante de y est y,, tout comme précédemment.
4° m, mp, h, sont quelconques.
Nous sommes toujours en présence de la formule

m !

hyl(mg ~ 2 + k)1 P

mp -~:r—fzgmq+x+h ;

yz-{-h = (mp —

la moyenne arithmétique correspond encore & y,; elle est done

encore
Tz = Ma Al h,
Cependant, cela suppose que
Yy + 2yy + 3ys + - =y + 2y—y + 3y—3 + - -

ce qui n’est rigoureusement exact que s1 m et mp sont entiers ;
mais cette égalité est suffisamment approchée pour qu’on puisse
I’employer comme si elle était exacte.

Il peut y avoir lieu de placer la moyenne obtenue.

Exemple (n° 88), la moyenne étant — 0,5055,

pour 17/30 2 19/30 = 18/30 = 20/30 —2/30 ona y_;.,
(Movenne) pour 20/30 — /30 » Y_nin

pour  19/30 & 24/30 = 20/30. .- eii » ity
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on voit que

2 1,0110
n o= g4 X 0,5055 ~"5,

et que '
20 1,0110 18,9890

Maz“a———‘BO-**:mB—o—-—,

72. La mode est treés sensiblement définie par (n° 49)

x+h:1:£ ou gL £ =,

2 2 !
la mode et la moyenne arithmétique ne sont donc confondues que si
=1 P |
ou si
q—p = 0,
done si
p=¢q=10,5b.

Cependant, dans le cas particulier de tirage de boules d'une
urne avec mp entier, les fréquences, ou les ordonnées & considérer
ont pour abscisses 7 _

0, =1, =2, .3
I’ordonnée maximum, parmi celles-ct, a plour abscisse 0, et, d’autre
part, la moyenne a pour abscisse 0 aussi : il y a identité entre
I'une et l'autre ; mais I’abscisse de la plus grande des ordonnées
a considérer n’est pas, absolument parlant, la mode.

La moyenne arithmétique différe d’autant plus de la mode,
abscisse de Pordonnée maximum, que la courbe de probabilité
différe plus d’une courbe de probabilité simple, sauf cas tout a
fait exceptionnels.

C’est une erreur de prendre la moyenne arithmétique pour
valeur la plus probable ou mode, sauf dans le cas que nous
venons d'envisager.

Mais on sait que la somme des écarts quadratiques

(.7/'1 - mm)z _}— (:62 - mm)z —I— v + (xi — xm)2

est minimum si
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En effet, la somme en question, fonction de z= est minimum si
sa demi-dérivée par rapport & zm est nulle. si

x;—“afm-}—ﬂ)g——xm—}— Shzhse +$’£——mm=0
e i W R nl 2

Im — g
l

= moyenne arith. des xi.

73. Le calcul numérique de la moyenne arithmétique est gran-
dement facilité par cette remarque : que retrancher un nombre
constant p & chacun des termes dont on prend la moyenne,
retranche aussi p de la moyenne ; par exemple

3+54+74+11 .
= —
(3—p) j‘i5_“—PH;(7—P);H“-—P) SR
Soit le tableau
x= 8§ y= 1 g =—=k ry=— 4
12 3 — 3 — 9
16 S =0 . — 140
20 34 —1 — 34
24 67 , 0
28 21 1 21
32 23 2 46
36 8 3 2
40 7 4 28
Total : 168 Total : —-—6—{
La moyenne des @’ est
62
Mo = — 168
mais
x = 4z’ + 24
done
‘ 62
M, =4M, -} 24 = —4 X 168 + 24 = 25,476.

Cela est plus simple que de calculer

M o L X8+ 3 X125 X164 .- 4 40 X7
=T TR ok



LES MOYENNES 107

II. — MEDIANE

74. A propos de la moyenne, s’introduit la notion de Médiane
Soit le tableau

Ecarts Fréquences
T=7 y = 28 observations
12 36 »

17 42 »
22 26 »
27 20 »

Ce tableau est & interpréter comme il suit : il y a

28 observations comprises entre £ = 7 — 12~;—7 etz =7 4 4«2—{;7
donc 28 » » » x= 4,9 et z=9,5
36 » » » 9,5 » 14,5
42 » » » 14,5 » 19,5
26 » » » 19,5 » 24,5
20 » » » 24,5 » 29,5
par conséquent
dex=14,5 a 2=9,5 ilya y; = 28 observations
45 » 14,5 ~ » Yo = y1 + 36 = 64 »
4,5 » 19,5 » Yz = yo + 42 = 106 »
4,5 » 24,5 » Yo = yg + 26 = 132 »
£.5 » 29,5 » Ys = Ya + 20 = 152 »

. . , 152 :
Quelle est ’abscisse @ qui correspond & 1§~ = 76 observations ?

Cette abscisse & est la médiane.
A défaut de formules donnant

,

VY Yy T

(y-1+y-—2+---
en fonction de m, p, ¢ ou
Sy1+h +y2+h + .-
2 Y_ien T Y_apn + e

en fonction de m, p, ¢,.h, on calcule approximativement la médiane
en faisant une interpolation par parties proportionnelles :
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76 étant compris entre 64 et 106, la médiane .. est comprise
entre
145 et 19,5;
interpolons par parties proportionnelles dans cet intervalle ;

z, —145 76 —64 12 ., . g L ..
105 — 145 = 106 —65 — 40 400 @, =145 45X j5=159;

il serait vain de calculer beaucoup de décimales, d’écrire p. e.
%, = 15,929,
procéder par parties proportionnelles étant une approximation.

Méme dans les cas les plus simples, on ne sait pas calculer la
médiane. On se sert souvent de la relation suivante :

M, + 2M, = 3M

ou M, est la mode, M, la moyenne arithmétique, M la médiane ;
cette relation empirique est illusoire (*).

I —MOYLENNES GEOMETRIQUES ET MOYENNE IIARMONIQUE

75. A la moyenne arithmétique se rattachent la moyenne géo-
métrique et la moyenne harmonique.

Moyenne géométrique. — Soient des quantités x,, @, - -, @y;
leur moyenne géométrique M, est

Mg = \/.??]:L'z IR N

n )

par conséquent

log M, _ log #; + log 25 + - -+ + log xﬁ;
n

la moyenne géométrique peut étre définie ainsi : son logarithme

est la moyenne arithmétique des logarithmes des éléments.

Moyenne harmonique. — La moyenne harmonique de

est définie par

g o -
1T372+ T

M, n

1,1 1
x

(1) Le lecteur pourra consulter a ce propos un Mémoire de M. L. BENDERSKY, Bullelin
des sciences maihémaiiques, 1930 (non encore paruj.
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On ne connait aucun moyen de déterminer exactement, ou
approximativement, la moyenne géométrique ou la moyenne
arithmétique.

La moyenne arithmétique est plus grande que la moyenne
géométrique ; la moyenne géométrique est plus grande que la
moyenne harmonique : il est facile de le démontrer.

IV. — DISPERSION

76. Soit M, la moyenne arithmétique et & = x; — M, les
écarts comptés a partir de la moyenne arithmétique. Solent
encore f(a;) les nombres de fréquences d’abscisses ;.

L’écart quadratique, ou DISPERSION, est défini par

N%Ziff(wi), N = Zf(z).

On admet, en statistique, que la répartition ou DISPERSION des
fréquences est mesurée par Uécart quadratique. On notera que la
dimension de I’écart quadratique est la méme, et cela est néces-
saire, que la dimension des grandeurs 2.

V. — ECART MOYEN

77. L’ECART MOYEN est la moyenne des valeurs absolues des
écarts entre les grandeurs a; et leur médiane M :

1
X 2| m— M | fla).

I. Dans le cas de la fonction de probabilité simple (n°® 57), on a

_w o 3Y—s 2yt y— ity + 292+ 3ys+-
Feart moyen =k = cY—gF+ Y-+ Y11+ vy, + Yo tYs+- -
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Le dénominateur a pour valeur un; le numérateur a pour
valeur (n° 61, formule 6) :

sy + s = 2mpqy,.
Or (n° 28, formule 1), approzimativement :
2mpqy, = 2mpq j;:if,t = L V2mpg.
V2rmpg /@

Comme (n° 48, formule 15)

E, = Ficart probable (moyen) = (appx?) 0,447 \/2mpq — 0,5,
on a |
(1) E, = 0845 E,, — 0,5 (formule approchée).

II. Toujours dans le cas de la fonction de probabilité simple

(n® 57), on a (n° 76)

Ecart quadr, = E,= = 2= TR
cart quadr 1 'y—3+y-—g+y—-1+yo+y1+y2_l"y3+ e

By = s, + 8",
Or (n° 61, formule 6)
sy s3 = mpgy, + mpq(sy’ + so") = mpqly, + s¢’ + s,");

donce
By = mpq;

comme I, a pour valeur (ci-dessus)

1
2mpqy, = = V2mpg»

iy

Em - EQZ \/72-[,

Er = 0,798 Eq (formule approchée).

1l en résulte




CHAPITRE IX

CALCUL « A POSTERIORI » DES CONSTANTES m, p, ¢, k
D’UNE LOI DE PROBABILITE SIMPLE ;
CONDUITE DES CALCULS. ECARTS PROBABLES
.ABSOLUS ET RELATIFS

NoraTioN. — Nous écrirons désormais y,. ,: la distinetion
entre ¥, , et Y, , n’étant plus nécessaire dans les applications.

78. Nous poursuivons U étude du probléme fondamental que voici :
On donne un jeu complet de nombres ¥, vérifiant une loi de pro-
babilité simple inconnue

m |
(1) ym+h:N(er_p—x+h)!(mq+x+h)
z=0 =1 =2 +3, ...

pmp—:c—kqmq+x+h

on propose de calculer les constantes m, p, q, h.

Nous avons déja étudié un probleme analogue n° 68. Nous allons
donner ici un type de calcul, concernant des nombres ¥, 4, qui ne
suivent pas tout a fait exactement une lov de probabilité (1). Nous
introduisons des vérifications utiles aux calculateurs. Nous ob-
tiendrons une loi (1), @ pew prés suivie par les nombres donnés.

On remarquera que la valeur de m est fractionnaire, tandis
qu’elle est entiére dans les nombres y,4, dérivés de tirages de
boules d’une urne. Cela n’a rien de surprenant. La soustraction,
la- division, opérations inverses de ’addition, de la multiplication,
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introduisent les nombres négatifs et fractionnaires, qui généra-
lisent les nombres entiers positifs. De méme nous faisons une
opération inverse de celle qui consiste a calculer des probabilités
de tirage de boules d’une urne ; cette opération inverse introduit
des valeurs fractionnaires de m (*). Nous reviendrons sur ce point
a la fin du chapitre XIL.

Nous partons de la suite O (Données ou Observations),
page 112. Nous désignons la plus grande valeur de y, dans la
suite O, par y,+,; exceptionnellement (n° 93, G) la plus grande
valeur de y calculée (C) ne correspondra pas a y,+, de O : celan’a
pas d’importance.

Nous wutilisons toutes les donndes (& I'exemple de ce qui se fait
quand on applique la Méthode des moindres carrés) : cela est
nécessaire car les données, expérimentales, ne suivent jamais
exactement une loi de probabilité simple, mais s’en écartent par-
fois trés peu, parfois beaucoup, comme on le verra dans les Appli-
cations, et IL FAUT COMPENSER LES ECARTS EXPERIMENTAUX
PAR L’UTILISATION DE TOUTES LES OBSERVATIONS.

79. Reportons-nous au Tableau de la page 118, a la colonne O
qui sont les données (O = observé). On a (n° 66)

ho— %—§§SSA — 015323  log h = 1,185 3457,
Ensuite
par logarithmes S,"”S,'= 34 626 700 directement 5,'S,'= 34 626 696
» S/S,'— 34363870  » S/, = 34 363 875
d’otr
A=S5,"5,'4+S5,S,"” et ici A= 68990571 (3
par logarithmes 5,'S," = 205 042 400 divectement 5,'S,"”= 205 042 425
» S,’S,'= 194 078 300 » S,"S,'= 194 078 295
» S,/S,"= 71816 330 » $9,8,"= 71816325
d’olt
B=S,S,"+5,"S,/—S/S,.” et ici B= 327 304 395 (2)

(1) Revue Générale des Sciences, 31 mai et 13 juin 1928.
(®» 11 eut suffi de prendre les nombres calculés par logarithmes.
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80. Calcul de p, ¢
On a (n° 66, formules 89).

SOISOH) ._] §I C .Siof
p'—(\h'—'h A )T II*KSI;
/] SOISOH I Szll C SOH
q_'— (\h—‘h’A: )—Sl’ﬁ ASIH
Iei,
82’ _ g "
g, = 285509 gom = 2,70243
C SO’ C g "
Y 9 = QO
AS) 2,27008 S, 0, = 298744
done

(h Lp 3;) — 0,58501,
¢+ (h —h 2000) = 0,44499,

Vérification : la somme des deux premiers membres est (et doit
étre) 1.
De
h = 0,15323

h —050 — 0,03680, h—h 30—5)— — 0,11643,

w

il résulte
p = 0,58501 + 0,11643 = 0,70144
g = 0,41499 — 0,11643 = 0,29856
et on a bien

p+qg=1

81. Calcul de 7, p.
On a (n° 66 formule 38) :

B . S8, B . S/S,
el ey Wi e e
Ici,
1 ! Q ’q "
Zé — 474419, S—-Asw — 0,07691, h 221 — 0,07632
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d’otr
) = 4,82110 . = 4,66787 ; vérification (n° 66, formule 20)
h— u = 0,156323 = h.

Vérification : appliquons les formules (40) du n” 66 :
ici
) —u =h =0,15323

q” SII

gn = 270243, . g% = 2,25064

1l en résulte, comme tout & I’heure :
g = 0,29856 ;
il suffit de vérifier I'un des deux nombres p ou gq.

82. Calcul de mp, mq, avec vérification :
On a (n° 66, formule 19)

Véri ﬁcatibn X
mpq = ). — ph mpq = . + gh |
ph = 0,10748 gh = 0,04575 ph + qgh = h
mpq = 4,71362 mpg = 4,71362
mp = 15,78838 mq = 6,71982
m = 22.50820 m = 22 50820 mp + mg =m
83. Calcul des 4’ en négligeant la 5¢ décimale :
mp — b = 15,6352  mgq + h = 6,8730;
12 Les formules (5) du n° 55 donnent
; mg+h p - mg+h—1p ,
Y_ 140 = mp__h_|_1tha y_2+h=,hp—_7f’_}__~2q”y_1+m

J mg—+h—2p ,
Y_s4r = mp—h—l—3qy —eqhr "

on prend y;’ = 1;
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20 Les mémes formules donnent

‘= _mp—h ¢ , . mp—h—1lqg
Yien mq—l—hﬂ—l—‘lpyh’ yz+h—mq+h-{-2py1+h’
mp—h—2q ,

y,3+h:mq _i_h_'__:jpyz-]-k; iy

on prend y;" = 1 (n°® 56) ;
on trouve ainsi les nombres suivants :

y —1op = 0,97073 Y11n = 0,84525
Y _grp = 0,75955 Yoy = 0,59338
Y —gin = 0,46666 Yarn = 0,84879
y —gap = 0,21627 Yasn = 0,17251
¥ —s4p = 0,07075 ysan = 0,07195
 —gen = 0,01439 Yern = 0,02530

y —n = 0,00130 Yoin = 0,00748  (Sy7) = 2,49965

E— yl8+h = 0,0 185 yh/ =
(Sg') = 2,49965 Y'o+pn = 0,00038 (Sg") = 2,06697
(S¢’) = 2,06689 5’ = 5,56654

80 Pour avoir les y, il suffit de multiplier les y’ par
S 9998
S" 7 5,56662
on trouve ainsi les nombres C; du tableau qui suit qui, arrondis A
Punité donnent les nombres C,. Ensuite, la somme des C, étant

= 1796 = y;

9996 et la somme des données étant 9998, on procede comme il a
été dit au n° 53 : on multlplie les nombres C, par 1 + ¢, ot < est
choist de maniere telle que deux des nombres C, et deux seulement,
1743 et 627, soient augmentés chacun d'une unité. On obtient ainsi
les nombres déﬁnitij‘s C, dont la somme est 9998.

84. Le calcul des 3" et des y a été fait par logarithmes & 7 déci-
males. En faisant le calcul par logarithmes & 5 décimales, & partir de

mp = 15,788 mg = 6,720 h = 0,153 p = 0,701 ¢ = 0,299,

on trouve

S 9998

— 1797 :

4 une unité prés pour quelques-uns, les y’ ainsi calculés sont
identiques aux y calculés par logarithmes a 7 décimales.
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Calculé 0—-C Lcarts
Observé prob.
0 T T | T T | des C
- C, C, C + —_ 2K
| SO Y_ngin = 3 2,3 2 2 1
R 29 25,9 26 26 3 2,9
- S i 140 127,41 127 127 13 7:1.%
oo 372 388,4 388 388 16 12,8 *
 JRN 801 838,1 838 838 37 16,2 *
6. 1362 |1364,2 | 1364 |1 364 2 | 22,7
. 1765 |1743,4971 743 |1 744 21 25,1
. yp = 1821 [1796,1 [1796 |1796 25 25,4
: SN 1554 |1518,1 |1518 1518 36 23,2 *
ot ..., ... 1058 [1065,7 (1066 | 1066 8 20,3
1M1......... 592 626,45 626 627 35 159>
12......... 316 309,8 310 310 6 11,4
13......... 122 129,2 129 129 7 |
1&.6....... 32 45,54 46 46 14 b,1*
15......... 20 13,46 13 13 7 1,5
16......... 8 3,3 3 3 5
7.0 00un... Yotr = 3 0,7 1 1 2
9 998 9996 19998 | 119 119
|

85. Cette statistique se rapporte aux nombres premiers. Nous
I’avons désignée par F dans le classement général : n°s 90 & 92.

A gauche de la colonne O, on a inscrit les nombres 1, 2, 3, 4.

En voici ’explication : les nombres premiers inférieurs & 10° se
répartissent comme il suit :

3 centaines contiennent chacune.... 1 nombre premier
29 » » .... 2 nombres premiers
140 » » oo, 3 »
372 » » cee. & » ete.
En tout
3 X1 +29%x2x140x3%x372x4 4 ... = 78498

nombres premiers.
Ne figurent pas :
1 centaine contenant 21 nombres premiers, 1 centaine conte-
nant 25 nombres premiers. Il n’existe pas de centaines contenant
18 ou 19 ou 20 ou 22, 23, 24 nombres premiers 1,

() M. KRrAITCHIK, Recherches sur la Théovie des Nombres, p. 24, Gauthier-Villars, 1924,
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La fonction de probabilité simple définie par les nombres 9998 ;
h=0,15323; p =0,70144; ¢ =0,29856; m = 22,50820;

qui donne les nombres de la colonne C, est une forme approchée
de la fonetion qui représente la distribution des nombres premiers
par centaines.

Les écarts probables des nombres C doivent étre calculés et
doivent étre mis en regard des différences O — C; (nous avons
marqué d’un * les écarts probables placés en face des O — C les
plus grands) on se sert pour cela de la formule (n°® 52)

/

Ec. prob. = == 0,477 \/" 2% S X ?/5 % igy

/ .
== 110 G \/ 2y X i q—g;
ainsi, pour 1066, I’écart probable est
-+ 0,477 \/2 x 1066 X 519&89_6_-_981 s D g ="K,

Nous verrons au n° 90 Pusage a faire des écarts probables.

Eeart probable relatii

86. Dans certaines statistiques on consideére non pas les nombres
absolus d’événements, mais leurs pourcentages ; il arrivera, par
exemple, qu’on divisera par 5 les nombres O de tout & 'heure,

Dans ce cas écart probable est divisé par \/5 & 0,5 prés.

Si l’on divise par m, Pécart probable, a4 0,5 pres, est divisé
par {/n, & peu prés.

En effet, au lieu de

1066

de tout & ’heure, on a
1066 : 5 = 213,2;
au lieu du total 9998, on a

9998 : 5 =19 ,6;
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donc ’écart probable est

0,477 \/2 y 1%66_ , 9998 : 59;81066 5 _ o5

)

ou

fe ./ 9998 — 1066 E
11 faut bien prendre garde que ces écarts probables sont relatifs,
tandis que tout & I’heure, ils étaient absolus.
Nous en trouverons plus loin des statistiques ol les écarts sont
tant6t absolus, tantdt relatifs. _
Voici ce qu’on obtient pour la statistique précédente, en divi-

sant les nombres O et C par 5.

0= Ecarts prob.
o c T — e des C'
+ _ ==
0,6 _ 0,4 0,2
5,8 5,2 0,6 1,0
28,0 25,4 2,6 2,9
744 77,6 3,2 5,4
160,2 167,6 7,4 7,9
272 .4 272,8 0,4 9,8
353,0 3488 ,2 10,9
364,2 359,2 5,0 11,1
310,8 303,6 7,2 10,5
211,6 213,2 1,6 8,8
118,4 . 195,4 7.0 6,8
63,2 - 62,0 1,2 4,8
244 25,8 1,4 259
6,4 9,2 2,8 1,0 *
4,0 2,6 1,4 0,6 *
1,6 0,6 1,0
0,6 | 0,2 0,4

On voit que les écarts probables ne sont plus dépassés que dans
deux cas : mais ici, les écarts probables sont relatifs.

Du non-dépassement de ces écarts probables relatifs, on ne
peut pas conclure que la statistique swit une loi de probabilité
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simple dans toute son étendue, emception faite powr les valeurs
de x qui correspondent aux astérisques : c’est la statistique ré-
duite qui suit une loi de probabilité simple, sauf aux deux points
précités, ce n’est pas la statistique vraie.

Toutefois I’emploi des statistiques réduites est trés utile quand
les différences O — C dépassent souvent, bien que d’assez peu, les
écarts probables ; ces dépassements sont moindres dans les statis-
tiques réduites correspondantes et les anomalies importantes sont
ainsi mieux mises en évidence dans les statistiques réduites que
dans les statistiques vraies (Ezemple : Statistique E, n° 91).




CHAPITRE X

EXISTENCE DE STATISTIQUES SUIVANT
LA LOI DE PROBABILITE SIMPLE

87. Il existe des statistiques qui suivent la Loi de probabilité
simple, compte tenu des écarts probables.

Il est trés tmportant que de telles statistiques existent : cetle exis-
tence est utile pour justifier ce que nous dirons au n° 90.

Nous allons étudier trois statistiques de ce genre.

La premiére est une statistique réduite, ol I'on considérera les
écarts probables relatifs. La seconde et la troisiéeme sont des sta-
tistiques vraies, c’est-a-dire non réduites, ot ’on considérera les
écarts probables absolus.

Les observations de la température de air faites & Montsouris
pendant les 50 années 1878-1922 ont donné lieu aux résultats T
que voici (1) (Cette statistique est désignée par A; dans le classe-
ment du n° 90).

(1) L. BESSON, La température & Paris depuis 50 années d'observations, Annales de I’Obser-
vatoire de Montsouris, 1926, p. 221,
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Température -
ma?imtlmf T T—7 |T—7 0—C JC)(;'(:)ES
Mois Iré(]fielélliriellt ObS(C)I'Vé calE\UIé S o =] lles (‘
observée ==
dans te mos 1 —
Janvier.,...... 8o Y_gpn=1 1 0 0
Février........ 9 2 % 0 ’
Mars.......... 11 Yy_gin=4]| 3 1 0,7
Avril ..o ool 43 T P — 7 1 1.3
Mai........... 18 im [ 0 0
Juin........... 22 yE- TR 0 0
Juillet......... 24 yh =18\ 117 0 0
Aolit.......... 23 16 | 16 0 0
Septembre..... 18 1] 11 0 0
Octobre ....... 13 6 6 0 4=l
Novembre .. ... 9 o' RERVEI (NG
Décembre .. ... 7 | Yspp =10 0 0 ‘ 0
91| 1 | 1 l 1

On a retranché 7 de T pour avoir une suite 0 dont les termes
extrémes solent nuls, car il n’est absolument rien qui impose

0° comme point de départ : on peut aussi bien prendre 7°

que 09,
Ici,
S =9 S, = 3Y S,” == 87 S, = 263
S, =35 S =064 S, = 146
h = 0,253 A =551 B = 23966
p = 0107  ¢=0893 . =A4A439  u=4186
mp = 4,041 mqg = 411,235 m = 416,176
Iécart probable qui concerne y_,_,
¢ T r 8 —l\‘.
4 (0,477 \/2 X 91 X 93,1 X ()? — 0,:)) ==+ 0,7

n’est dépassé que d’une maniére insignifiante ; I’écart probable qui
concerne y_,, , n’est pas dépassé.

Ici, les écarts prcbables sont relatifs.

La figure est tout & fait analogue & la figure 4 : les écarts 0 — C
y sont imperceptibles.
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88. Voici un exemple de statistique vraie, suivant la loi de pro-
babilité simple sans que les écarts probables soient dépassés (fig. 7).

Cette statistique est désignée par A, dans le classement du
n° 90.

La colonne observé est une statistique de la fécondité de juments
sous certaines conditions (%)...

0 —C Ecarts
0 C probl.
observé calculé T | des B
e = —+

1/30 A 3““'30 ..... y/—.‘)'ih: 2 Y_g+p== ’1,3

330 » 5780..... 7,5 4,0
5/30 » 72/30..... 11,5 10,9 0,6 1,7
7/30 » 9,30 ..... 21,5 26,7 5,2 3,0
930 » 11,30 ..... 55 5%. 4 2.4 4,5
11/30 » 13:30 ..... 104,5 108,8 4,3 6,4
13780 3 45:30,..... 182 180,2 1,8 8,1
15/80 » 17/30..... , 274,53 259,0 | 12,3 9,6
17/20 » 19,30 .....|y" —145= 315 Y_1+4= 320,0 5,0 | 10,6
19/80 » 21/30 .. .. Y = 337 Yp = 335,8 1,2 10,8
2130 » 23 30 81E s SE y/l-}.h: 293,5 y1.|.h:=294,6 1,1 10,2
23/30 » 25/80 ..... 204 211,1 | 8,8
25/30 » 27 30 ..... 127 119,8 7.2 6,7
27930 » 29730 .., 49 51,3 Zio 4,3
29 30 3030 .5 ... Ysin= 19 19,2 0,2 2,5

Total : 2 000 Total : 2 000,1 | 27,5 | 27,6
On a ici
S = 070,5 S — 23845 S, = 80685

S, = 6925 S, =13735 S, = 35115
h— 05055 A—208,28 B = 16173278
p = 02158 ¢ =078:2
) = 5,6453 . =51398, mp = 7,0697, mq = 25,6343,

I

Le calcul donne les nombres de la colonne B.

(1) Statistique donnée par G. UDNY YULE, An Introduction to the Theory of Statistics 6° ¢di-
tion, London, 1922, p. 96.
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Pour ces nombres B, on a

S, = 968,3 aulieude 970,56 observé
S, = 696,0 » 692,5 »

La probabilité de I’écart h, quand on fait 2000,1 épreuves, est
335,8 ey .
20001 — p’ ; la probabilité complémentaire est

3358  1664,3

¢ =1—90001 = 20001

I’écart probable qui se rapporte & 835,8 est

- ) 4
-+ (0,477 \/2 % 2000,1 x 2335’05 X éggg f 0,5) — + 10,8,

L’écart probable n’est dépassé que de peu quand il est et
les O — C ne suivent pas de loi définie : les données A suivent
donc une lot de probabilité simple.

Pour la fonetion

ﬁ!

Y (mp—a— k) (mg F o B P

la mode est donnée par la relation (n° 49)

o b= 1P BIBR2 S QROB _  ogp
et
' = 0,2842 — b = 0,2842 — 0,5055
= —0,2213 = (— 0,2213 — k) 4+ h = — 0,7268 + h;
Y_ypnserapporte d Uinterv. 17/30 2 19/30, done se rapporte & 18/30;
Y, » 19/30a 21/30, » 20/30;
18/30 correspond & Y-118 = Y—_110,5055 = Y_o0,4945 >
n/30 » Y—o0,7268+8 = Y_0,7268+0,5055 — Y_o0,2013
20/30 » Yorn = Yoto0,5055 = Yo,5055 1

on voit que, dans 1’échelle

—1  —0,7268 0,



STATISTIQUES SUIVANT LA LOI DE PROBABILITE SIMPLE 125
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Fig. 7. — Exemple de statistique suivant presqu’exactement [a Loi de probabilité simple. Sauf les trois -,
qui sont presque sur la courbe, obtenue par le calcul, toutes les autres données sont sur la courbe.
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n correspond a — 0,7268 ; done

n — 0,7268

n =18 4+ 2 x 0,7268 = 19,4536

Ce maximum a donc lieu pour

19,4536/30.

Moyenne. — La moyenne relative & cette statistique a été
étudiée n° 78.

Cette statistique est désignée par A; dans le classement du
n° 90.

89. Voici un autre exemple de statistique vraie, ot I’écart pro-
bable n’est pas dépassé.

Ascensions drotites de I’ Etoile polaire : 487 observations faites a
Greenwich de 1836 & 1839 inclusivement.

On peut les répartir comme il suit par 05,5 de temps; on a fait
correspondre 05 au nombre le plus élevé d’observations :

| 6= Ml
Observé \ Calculé Aide LC}%’]TS
5 e o i
— 38,5 Yomip= 1 2 1
— 3 6 4 2
— 2.5 12 11 1 1,8
— 2 21 21 0 0
— 1,5 36 38 2 | 3,2
— 1 61 58 3 4,3
— 0,5 Y—14p= 73 73 i 4,9
08 . yp= 82 84 2 5,2
+ 0,5 ypn— 72 77 5 | 4,9
1 63 59 4 4,3
1,5 38 35 3 1ol
2 16 16 0 0
2,5 5 6 1 0,7
3 1 1 0 0
487 487 13 13
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On a ici

h = 0,1704 A = 181020 B = 958834 ‘
p= 02550 ¢ = 0,7450 L ==15,3773 © = 5,2068
mp = 71,1595 = mq = 20,9170 m = 28,0765

On ne peut pas dire que 1’écart probable soit dépassé pour
Y_e¢1n = 4, car au lieu de 6 observations, on aurait pu, raisonnable-
ment, en trouver seulement 5; cette statistique suit donc la loi de
probabilité simple.

Moyenne. — Elle correspond & — b ;

—h =—0,1704 ;
puisque — 1 -+ h correspond a — 08,5,
—h+h=—01704 + A
correspond a
— 08,5 X 0,704 = — 08,0852.

Mode ou valeur la plus probable :

q¥—££ =1 0,255 ;

la mode correspond &
(0,255 — k) + h = (0,255 — 0,170) 4~ A = 0,085 + h;
puisque 1 + k correspond a 0'5, la mode correspond a ‘
03,5 % 0,085 = 08,0425,

La figure représentative est tout a fait analogue & la figure 4.
Les écarts 0 — C sont imperceptibles.




CHAPITRE XI

APPLICATION A L’ETUDE DE STATISTIQUES DIVERSES

90. Les statistiques que nous étudions présentent wun sewl
maximum ; nous les appelons statistiques du premier genre,

Les nombres calculés suivent soit de tres pres, soit de pres, soit
de loin les nombres observés : les statistiques étudides sont
dans 1’ordre qu’on vient ainsi de définir.

Pour toutes, I'étendue de la statistique calculée est zdentzque a
U'étendue de la statistique observée, ce qui est un fait des plus
remarquables.

Parfois, nous en donnons des exemples & la fin, le calcul est
impossible,

Nous admettons ceci :

Quand une statistique du premier genre est réductible par le calcul
a la loi de probabilité simple, un seul phénoméne est en jeu.

Quand une statistique du premier genre est réductible a la loi de
probabilité simple, avec exceptions en quelques points, un phéno-
meéne principal est en jeu, mais des phénomeénes secondaires sont
ausst en jeuw. Les points exceptionnels sont indiqués par la compa-
raison entre les écarts probables des nombres calculés et les écarts
entre le calcul et I’observation.

Mais il n’y a réellement exception et indice de phénoménes secon-
daires que daus les deux cas suivants :

R. DE MONTESSUS DE BALLORE. — Probabilités et statisticues. 9
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10 des écarts conséeutifs O — C, qui dépassent les écarts pro-

bables, croissent puis déeroissent :

O]__'C1<02_C2'< - <()n_cn
()n — Cn = On-[-l EF Cn-;-l B On+k o Cn+k’

tels sont les écarts disposés autour des nombres 5, 9, 11. 14 de la
1re colonne du Tableau concernant la statistique étudiée au
n° 82 : il y a des anomalies autour de chacun des points, 5, 9, 11, 14.

Par contre, dans la statistique du n° 89, ou les écarts probables
ne sont pas dépassés, on doit admettre qu’il n’y a pas d’anomalies,

29 1] existe un écart is0lé (ou plusieurs écarts isolés) tres grand,
p. e. dont la probabilité est 1 :100; une probabilité de 1 : 100,
méme de 1:50 ou 1 : 25 est si faible qu'on peut la regarder
comme V'indice d’une anomalie.

Reportons-nous & la statistique B du n° 92, qu’elle est la pro-
babilité de I’écart 8, qui y figure ?

Il 'y a 649 cas. Les cas « favorables » (colonne C du tableau) qui
sont 1ci les cas envisagés, sont au nombre de 25; les cas défavo-
rables sont done au nombre de 649 — 25 = 624 ; les probabilités
correspondantes sont, par suite,

25 624
649’ 649
La probabilité moyenne d’un écart 8 est (n® 47)

(—)(8h 3. ]z‘) — O(T5h) ;
Icl ‘
% = \/2mpg = \/z X 649 x 6%459 X 832,
ho— 0,144,
O(8,5k) — A(1,224) — 0,917 ;

en examinant la probabilité complémentaire, tout-a-fait accep-
table, _
§ — 0,905 = (081

on se rend compte que la probabilité 0,917 est absolument normale,
que ’écart isolé 8 ne décele pas d’anomalie.
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Un écart 20 au licu de 8, de probabilité moyenne
(_)(Q-Oh 4 ’2‘) — 9(20,5h) = O(1,471) — 0,962,

pourrait indiquer au contraire une anomalie.
Il v a ici élément d’appréciation.

Quand une statistique du premier genre n’est pas réductible a une
loi de probabilite simple, des phénomenes du méme ordre d’intensité
se superposent.

L’analyse mathématique nous donne ainsi des renseignements
qu’il n’est pas possible d’obtenir par une autre voie.

De plus, elle réalise I ajustage quand la statistique est réductible,
ou & peu pres réductible, a une loi de probabilité simple.

La statistique I (n°s 84 et 92) concerne la Théorie des nombres.

Les statistiques A (n°s 84 et 91), C (n® 92), Q (n° 94) se rap-
portent & I’Astronomie. |

Les statistiques B (n° 92), H et K (n°938), S, T et U (n° 95)
appartiennent a la Démographie.

Les statistiques A, (n° 88 et 91), D (n° 92), R (n°® 95) ont
I’Histoire Naturelle pour objet.

Les statistiques A; (n° 87 et 91), E (n° 92), G, I, J, L, M,
N, OetP(n°98), V, X, Y et Z (n°® 95) concernent la Météoro-
logie : leur nombre élevé vient de ce que certaines circonstances
nous ont fait envisager souvent des questions de météorologie.

I. — STATISTIQUES DU PREMIER GENRE REDUCTIBLES A LA
LOT DE PROBABILITE SIMPLE

91. Statistiques enticérement réductibles a la loi de probabilité
stmple : nous avons donné des exemples de telles statistiques aux
numéros 87, 88, 89, statistiques Ay, A, A,

La statistique du n° 87 montre que la température moyenne
mensuelle 2 Monstouris est fonction d’un seul phénomene, que
nous savons ¢tre 'obliquité de 1’équateur sur I’écliptique.

92. Statistiques ow le calcul met en évidence un phénoméne prin-
cipal el un petit nombre de phénomenes secondaires,
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Voiel de telles statistiques, B a F.

Ici, I’écart probable des nombres calculés joue un réle impor-
tant. Quand les conditions qu’on vient d’indiquer sont remplies,
il y a indice d’un phénoméne secondaire, qui ajoute son action
a celle du phénomene principal.

Il faut distinguer avec soin les écarts probables absolus, qui
indiquent tous des anomalies, des écarts probables relatifs, qui
indiquent seulement les principales anomalies (n® 86).

B. — Statistique concernant Uétude du paupérisme en Angleterre :

Nombre des bureaux de bienfaisance en fonction du pourcentage de la population a laquelle
la Loi sur la bienfaisance est applicable (1)

NOMBRE DE BUREAUX

0—2C
d Fourcentage Observé Calculé i E(;:I){)tq
e la population p__..__
4 It
1 (2) 0 1
2 (2) 1 1
5 (2) 4 1
10 (2 12 2
0,75 a1,25.......... 18 26 8 2,9
1,25 » 1,75, ... ... 48 46 2
1,75 » 2,25, ... ..... 72 69 3
2,26 » 2,75.......... 89 | 88 1
2,75 » 3,25, .. ....... 100 97 3
3,25 » 3,75....... ... 90 93 3
3,75 » &,25....... ... 75 78 3
.25 » &75. ... .. 60 57 3
5,95 » 5,25, .. .. ... 40 37 3
5,25 » 5,75.......... 21 22 1
5,75 » 6,25.......... 11 11 0 0
1 6,25 »6,75.......... 5 5 0 0
6,75 » 7,25.......... 1 2 1
7,25 % 7,75, ..., |1 1 0 0
649 649 18 ‘

(*) G. Upny YULE, dn Inireduction to the Theory of Statistics, 6° édition, Griffin & Londres,
1922, p. 93.

(%) Ces nombres ont été obtenus par extrapolation graphique : cela était nécessaire, car le
caleul suppose que la statistique est complete. On peut utiliser les statistiques incompléies
(n° 69) mais cela complique beaucoup les calculs (Cf, no 69, NOTE).
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Ici

h = 0,38829 A = 362239 B = 2528795

p = 0,71281 qg = 0,28719 )= 6,73296 u = 7,12124
mp = 24,40784 mq = 9,83396 m = 34,24181

Les nombres observés suivent la loi de probabilité simple, I’écart
O — C = 8 étant certainement possible, bien que plus grand que
I’écart probable 2,9 : nulle part ailleurs, I’écart probable n’est
dépassé.

La figure est encore tout a fait analogue a la figure 4 ; les don-
nées sont sur la courbe correspondant aux nombres calculés C.
Les écarts O — C sont imperceptibles.

C. — Distribution des étoiles variables (fig. 8).

Les nombres d’étoiles variables, classées d’aprés les durées de leurs périodes sont
indiqués ci-apres (1) colonne O:

Nombres d’étoiles =R Ecarts
Périodes en jours 0 C | prob.
+ u, +
50 8 100, ... o.uin... Y_sin= 5 4 1
100 » 150, .. ......... 15 13 2 1ied
150 » 200, ........... 24 - 32 8 St
200 » 250, .. ... ... 71 60 11 4,3
250 » 300............ 78 83 5 5,0
300 » 350 .. ... ... ... | =85 87 2
350 » 400............ i 64 ', 65 1
400 » 450, ........... 37 ; 34 3 3,2
450 » 500............ : 10 11 1
500 » 550. ... .. ... Coatr= 2 (3 2
391 | 3w 19 ‘ 17
Ici,
ho= 0.5117 A = 76,567 B = 225534
p = (1,3735 g = 0,675 A= 3,1724 v = 2,6607
mp = 4,7519 mg = 8,0048 m = 12,5767

Il n’y a pas d’anomalies,

(*) BIGOURDAN, Eloiles variables, Ann, Beau des Longitudes 1909, p. 24. Comparer avec
Ibid., p. 55.
(?) Nombre obtenu par extrapolation graphique,
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Fig. 8. — Distribution des étoiles variables. La courbe est obtenue par le calcul.
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D. — Epinoches classées d’aprés les nombres de leurs plagques
osseuses latérales (*) (fig. 9).
Nombres | 0—-C S
Nombres de pl de sujets Lo
p aques o C B RO oy prob.
observés e
+. — A i
3 .................. ;],/_2_‘1_11 == 3 6 3
v Y Tl - R 46 49 3 4,0
S LY, Sl yn = 79 77 2
R .| Yren = b 62 12 4,5
ot L R 29 31 2
B nd i llknd B, 3%, 4 3 11 8 1,1
| | SIS N -J 2 3 0
DN i oWl s aa s 2 1 1
/5 TR ¥ S S 1 0 1
240 240 16 16

-
|

— 0,488 A = 14105 B = 19266
p = 0,874 g = 0,126 ) = 1,080 =1,
mp = 1,723  mg = 11,940  m = 13,663

67

ot

Les anomalies pour 6 plaques et pour 8 plaques indiquent que
ces épinoches appartenaient en grande majorité & une espece
dominante, ou race, ou sexe dominant.

Une ou deux autres espéces, ou races, ou sexe, ayant un peu plus
de plaques que la classe dominante, étaient représentée par un
petit nombre d’individus.

La courbe représentative est une des plus dissymétriques que
NOus connaissions.

Pour 6 plaques, la probabilité de 1’écart 12 défini par (n©s 44, 46)

1 / 62 178

log k = 1,01818

|

(1) L. BERTIN, Recherches bionomiques, biomélriques et systématiques sur les Epinoches. Thése
présentée a la Faculté des Sciences de Paris, 1925, in-4° 204 pages et 71 figures. Blondel la
Rougery & Paris,
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a pour valeur

@(m s é“) = 012 5k) = ©(1,303)

\

— 0,935 ;

la probabilité complémentaire 1 — 0,935 = 0,065 = ou environ
1%7' est assez faible pour qu’on puisse voir ici l'indice d’une ano
malic, de méme pour 8 plaques (n° 90),

La Mode

w4 h=17F = 0374 = (— 0374 —h) + h = 0,114 + &

correspond & '
6 plaques 4 0,114 = 6,114 plaques,

soit un plus de 6 plaques.



E. — Statistique des températures observées a Paris,
au Parc Saint-Maur, de 1890 4 1899 () (fig. 10)

en tout 87 648 observations horaires réduites par M. Baldit au total 999,2 (pour 1 000).
Les nombres O indiquent les nombres d’heures sur 1000 (999,2) ol les températures
ont eu les valeurs .

Températures Observé Calculé Q=1 Ecarts
en degrés 0 C T —— prob.
centigrades s £ -+
— 15 Y—o54n == Oall 0a2
14 0,3 0,3
13 0,5 0,6
P 0,6 0,8
11 1,0 1,1
10 1,5 1,6
9 2,4 2.2
8 2.8 3,0
7 3,7 hot
6 5,3 5.4
5 7,3 7,1
4 7,7 9,1
3 10,7 11,5
2 13,8 14,3
— 1 19,6 17,5
0 28,0 21,1 6,9 | 2,6
+ 1 29,3 25,0
2 3J,8 29,1
3 33,5 33,2
4 33,6 37,4 3,8 3,1
5 39,5 413
6 440 44,9
7 47,0 48,0
8 47,8 504
9 5.8 52,0
10 Yn = 52,9 52,8
11 487 526 3,9 i, 2
12 48,2 5 5
13 47,0 49,6
14 45.9 46.9
15 48,5 43,5 5,0 3,9
16 49,2 39,7
17 36,5 35,6
18 3,7 31,3
19 27,9 27,0
20 24,1 22,9
21 19,8 19,1
22 16,5 15,6
283 12,5 12,5
2% 10,2 9,9
25 7,9 7.6
26 5.6 58
27 4,4 43
28 2.8 3.1
29 29 2.9
39 1,8 1,6
31 0,9 1,1
32 0,5 0,7
33 0,3 0.5
34 0,2 | 0,3
35 yosgr= M1 10,2
999, 2 999,2 ]

(1) A. BALDIT, Sur la fréquence des températures @ Saint-Maur et @ Zi-ka-wei, 10 années,
1890-1899, Ann. Soc. Météor. de France, 1906, p. 195, Paris, Gauthier-Villars.
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Ici:

h=—01858 A = 2875450 B = 163650820
p=03743 ¢=06257 1=0568197 p = 57,0055
mp = 90,9147  mg = 152,0058  m = 242,9205

Un phénomeéne principal est en jeu : la variation de I'inclinaison
de I’équateur sur I’écliptique.

Il y a anomalie certaine pour 0°, ce qui s’explique par ’action
régulatrice de la glace fondant sur la température.

Il y a peut-étre anomalie pour 15° et pour 49.

Si 'on considére que ’on devrait multiplier les nombres 0 et C
par

87 648
999 9 = 57,72

et les écarts probables par environ

/87 648

/ 9993 = 936

pour passer de cette statistique & la statistique vraie, ct pour
passer des écarts probables relatifs aux écarts probables absolus
\n° 86}, les anomalies pour 15°, 4° deviennent certaines; il s’en
ajoute méme d’autres, en particulier une anomalie pour 11°,

Mode.
ig-—p- = 0,1257 = 0,257 — h + h = 0,1257 - 0,1858 + &
= 0,3115 + h:
la mode est done
100 4 00,3115 = 100,3115 :

c’est la température la plus probable.

Moyenne. — Elle correspond &
— h = 00,1858 ;
soit
100 Yorr = Yo—_0,1858
z© Yo, 18584

110 Yier = Y1-0,1858



0CT 011 ‘0% ‘o0 sernieipdway s3f anod ‘sorrepuodss soupwoudyd op sevrpur ‘ssrpwrous sep ® A [f anbsiiels ey sp serquiou $I| .,EOm + s97
"[NO[E NP JEIMSHI 3] 159 3qIN0D T 6687 ¥ 0681 Op S2I1Ef NUp[ed ‘W Ied 0007 [6303 NE SIINPII ‘SATTRIOY SUOTIBAIISAO §%9°48 : IneJy-jures ored ne saxmerdwd], — *0F *Sig

oGt 0S¢ oS} ol oY o0 o0l— oSl—
I..llu,wll._ 3 . 5
124 ?
e
\V ol

, N A 0z
| N 7
£l % } 14
| / L X i
El Y 0¢

5]
™
3

N\ 58|
.7 . / _ 1 10%




140

on a

x = 10,1858,

PROBABILITES ET STATISTIQUES

F. — A cette catégorie, on peut rattacher la statistique des
nombres premiers, donnée au n° 84.

93. Statistique mettant en évidence un phénoméne principal et
un assez grand nombre de phénomenes secondaires.

G. — Hauteurs barométriques a Southampton (') (fig. 11)

e ; 0= & Ecarts
Hauteurs fn pouces Obselare ©) Cal(c:ule o,
. is ==
28,45 4 28,55 ou 28,50. .. 1 0,2 0.8
55 5 65 »  60.. 2 0.5| 1,5
65> 75 »  70.... 9 1,3] 0,7
75 » 85 » 80.... 4 2,8| 1,2
85 » 95 » 90. .. 8,5 6,0 2,5
95 » 29,05 » 29.00. .. 13,5 | 12.1] 1,4
29,05 » 15 » 10. ... 21,5 23,3 1,8 ‘
155 25 » 920, ... 37 426 5.6 ‘
25 » 35 »  30.... 79 73.9] 5,1 |
35 » 45 » 40. ... 108 121,0 13,0 6,8
455 55 »  50.... 181,5 | 1866 5,
55 » 65 » 60, ... 254,5 270,2 15,7 | 10,5
655 75 »  70.... 348.5 | 3657 17,2 | 11,9
75 » 85 » 80.... 463,5 460,51 3,0 |
85 » 95 »  90.... 548,5 | 536,8| 11,7 14,2‘
95 » 3,05 » 30,00....|y—qsn=602,5| 5759|266 14,7
30,05 » 45 »  10....| oy, =619,5 | 5644 55,1 14,5
15 » 25 » 20.... y1-+h:500 50’1,3 ’1,3 ’
25 » 35 » 30. ... 382 399 .4 17,4 | 12,4
85 » &5 » 40 .. 937,5 | 2818 4.3 | 10,6
45 » 55 » 50.... 189,5 173 3] 16,2 &,
555 65 v 60.... 88.5 | 91,0 2.5 |
65 » 75 » 70. ... 43,5 39,6 3,9 |
79 » 85 » 80. ... 7 137 6,7
85 » 95 » 90. ... 4 .51 0.5
30,95 » 31,05 » 31.00. ... 1 06| 0,4 |
5748,0 | 4748,0[130,6 |130,6 i

(1) YULE, Loc. cit. Statistique B, p. 97.
(%) Nombres de jours oli la hauteur barométrique observée a été comprise dans les limites L.
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ILei,
h = 1,18576 A = 22745738 B = 235197600

p = 0,02835 g = 0,97165 2 = 10,83232 v = 9,64656
mp = 11,1137 mq = 380,9070 m = 392,0207

Mode.
Lo P = 047165 = (0,47165 — ) + h = — 0,71411 + h;
— 1 + h correspond a 307,00 ;
— 0,71411 + h » 30,00 4+ z;
h » 30°10;
done la mode est

1 ‘[,
307,10 — 971'0‘ L 30°,028589 = 762m» 71,
en prenant
1 pouce = 0m™ 254,

La moyenne est

— 1,18576;
donce
29 90 correspond & — 2 4+ h = — 2 4 1,18576
x » — 1,18576 4+ 1,18576
307,00 » — 1 + 1,18576
en placant z relativement a
— 1 — 1,18576 — 2,

on a
x = 207 918576 = 759mm 93,

On a calculé les seuls écarts probables correspondant aux va-
leurs élevées de 0 — C.
~ La courbe des observations oscille autour de la courbe calculée.
Il y a une forte anomalie pour 80,00 a 80,20, soit 762mm &
767mm_ (Voir n® 101). '

Observation. — Les formules de calcul ne supposent pas que ’on
choisisse pour y, la plus grande des valeurs observées. 1l convient
cependant de le faire. Il arrive parfois, comme ici, que v, calculé
n’est pas la plus grande des valeurs calculées.
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H. — Habitants du Pays de Galles classés & aprés leurs poids (1)

T Nombres 0—C N
_ Poids o d’indiv%dus C il ARIPETS ]'; (1:’5(1)11*}5
en livres anglaises Observé (2) 1 be
i iy =
BT b e hofh Camems ol e Y—g+n = 1 0 1
WOOL ., vy w vin e 2 0 2
Ly T R S S 10 6 4 :
Bl wnk an ] o 5us Ll 23 37 14 55
5= R EEE I Y 68 90 22 5,4
B s vt b ws wtdhe Tk 153 139 14 6,7
) T11 | A=K FON A & yp = 178 154 24 6,8
DL ul < N oot 1o 134 131 3
1 A I | Aty EERN 102 90 12 5,4
i1 S TR I SRR 34 51 17 4.1
DB oot p b e d s o 14 24 10 1,8
220 11 A IR AT 7 10 3
L1 LR i TN L 8 4 A
1) A S I 1 1 0 0
ST TP S ARPCR I I Ysrh = 2 0 2 _
737 737 66 66

Iei

h = 0,2551 A=279742 = B = 938096
p = 0,2124% g = 0,8876 3,6462 b= 3,3911
mp = 4,0756 mq = 32,1840 m = 36,2593

~
I

L’écart probable est souvent dépassé. Puisque, dans I’ensemble,
la statistique suit une loi de probabilité simple, une race prédo-
mine, mais elle est accompagnée de races secondaires dont les
représentants sont en nombres élevés.

(M) G. Upny YULE, loc. cit. Statistique B, p. 95.
(3) Le nombre 1 a été obtenu graphiquement (n® 69, NOTE).
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I. — Températures moyennes mensuelles a Paris
ramenées aw niveaw de la mer (1)

Ces températures ont été toutes diminuées de 22,5 pour que les données
extrémes soient voisines de zéro; il n'y a aucune raison de prendre 0° pour
ordonnée nulle,

0=C Ecarts
Temp. 0] C przso:b.
+ —
Janvier............. 20,5 0,0 0,4 0,4
Février ............. 39,9 1,4 1,2 ] 0,2
Mars ............... 60,2 Se7 3,41 0,6
Avell oo 100,3 7,8 6,4 | 1,4 1,1
Mal oooveeee e, 130 4 10,9 | 11,0 0,1
Tuin. . oooeeiinn, 160,9 |y_qpn=14.4 | 15,4 1,0
Juillet......... .. ... 180,6 iy =181 17,7 1,6 2,0
Aottt .. ..ooioo ... (1800 | yien=15.5 | 16,8 0,8
Septembre . ......... 159,0 12,5 12,0 | 0,5
Octobre ............ 100.8 7,8 6,81 1,0 1,2
Novembre .......... 60,0 3,5 2,91 0,6
Décembre........... 20,9 0,4 0,8 0,4
94,0 | 94,0 | 4,7 | 4,7
Tel
h = 0,016 A = 6283,76 B = 27684,28
p = 0,347 g = 0,653 A = 4,413 v = 4,397
mp = 6,749 mq = 12,700 m = 19,449
Mode :
L = 0,153 = (0,153 —h) + h = 0,437 + h.
h correspond au 15 juillet
0,137 » 15 4 = juillet
h+1 » 15 aofit ;
donc.
x 0,153 .
—_— = — —_ /J .
30 T o z 1159

(M) Annuaire du Bureau des Longitudes, 1929, p. 193.
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le maxmum correspond a 15 juillet 4 5 jours = 20 juillet ; I’ob-
servation donne
23 jt 4+ 235 ;

le calcul conduit & une erreur de 6 jours sur 365.

Les écarts probables ne sont pas dépassés ou de bien peu. Mais
ce sont des écarts probables relatifs. Si on exprimait les tempéra-
tures en 10¢¢ de degrés, on trouverait par exemple

0 ' C Ec. prob.
Jt 161 177 +2,51/10= =+ 8,0
Il y a donc anomalie pour avril, octobre, juillet, cette derniére
s’étendant sur juin et aofit.

Le phénomene principal en jeu est la variation de I’inclinaison
de I’équateur sur ecliptique. '

J. — Températures mensuelles a Bordeaux (*)
Degrés ((:)entig. e c _ i/\i_ B I;'rcgéis
=t
+ =
Janvier .. ........... Ygtp= 0 0,4 0,4
Février ............. 142 1,1 0,1
Mars ...vvviineinnn, 3,8 2.8 1,0 0,6
s 6,9 58 | 1,1 1,1
7t PR AL | i ) 10,1 | 10,0 0,1
117 1 A 13,2 14,4 1,2 L53
Juillet . ............. yp=15.1 16,9 1,8 2,0
312,71 ) <L A g 15,5 16,2 0,7
“eptembre .......... 13,0 12,4 0,6
Octobre ............ 8,4 742 1,2 1,2
Novembre . .........] 8,3 3,1 0,2
Décembre. ... ...... ys+p= 0,7 0,9 0,2
91,2 91,2 4,3 4,3

(%) 1875-1928, Communciation de M. MEMERY, directeur de I'observatoire de Talence, Gironde

(?) Les températures sont

50.3; 69,5; 9°,1;
' f m a

R. DE MONTESSUS DE BALLORE. — Probabilités et statistiques.

a

S

o

12¢,2; 1504 ; 180,5; 2004; 200,8; 189,3; 13°7; 89,6; 69,0
mo ] J

elles ont toutes été diminuées de 598, pour rendre le calcul possible,

d

I0
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Iei,

h = — 0,089 A = 6015,45

h = 0,289 g = 0,711
mp = 6,291 mq = 15,478

B
)

m

|

|

27011,10
4,447
21,769

Mémes observations que pour la statistique I.

Mode : q:

— P _
5 =

culée se rapporte a
15 juillet 4 313 x 0,211 = 15 juillet + 6541 = 22 juillet
K. — Hauteurs de taille aux Etats-Unis (1) (fig. 12)

I

— 4472

0,211 ; la température moyenne maxima cal-

: : D=0 Ecarts
Observé Calculé | e b
0 C PR
+ —
Y-13+r = 4 0 4 ‘
1 0 1 %
3 0 3 |
7 0 7
6 2 4
10 13 3
15 58 43 4,6
50 195 145 o
526 512 14 14,6
1237 1 092 145 21,3
. 947 929 18 28,0
3019 2 868 151 33,6
3475 3633 158 37,2
yp = 4050 3 958 92 39,1
3631 3 731 100 37,6
3133 3058 75 34,6
2075 2189 114 28,7
1485 1 368 117 23,8
680 748 68 N
343 357 14 12,2
181 149 32 EE)
42 54 12
9 17 8
6 5 1
B Yi1+p = 2 1 1
Nombres d’individus.. 25937 25 937 565 565
(*) D’aprés Quételet. CH. JORDAN, Statistique mathématique, p. 209 ; Gauthier-Villars

Paris, 1927.
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Ieci,

h =—0,217758 A= 575539306 B

p = 0,63101

relativement parlant, les nombres observés. Les discordances
peuvent étre mises sur le compte d’un mélange de races peu diffé-
rentes les unes des autres, comme il était en effet lorsque cette

g = 0,36899 X
mp = 1819703 mqg = 10,64045 m _
Les écarts probables sont largement dépassés dans un sens
ou dans 'autre, mais les nombres calculés suivent d’assez pres,

statistique a été établie.

3 850 966 524
6,57693
28.,83749

v = 6,79419

Divisons les nombres de la statistique par 10, elle devient

0 ¢
0,4 0
0,1 0
0,3 0
0,7 0
0,6 0,2
1,0 1,3
1,5 5,8
5.0 19,5

52,6 51,2
123,7 109,2
194, 7 192,9
301,9 286, 8
347,5 363,3
05,0 395, 8
363,1 373,1
313,3 305,8
207,5 218,9
148,5 1368

68,0 74,8

34,3 35,7

18,1 14,9

4,92 5,4
0,9 1,7
0,6 0,5
0,2 0,1
9 593,7 2598,7

|

0—C
I Ecarts prob.
i
+
0,4
0,1
0,3 [
0,7
0.4
0,3
4,3 B
14,5 Dol
1,4 4,3
14,5 6,4 *
1,8 8,5
15,1 10,3 *
15,8 11,4 *
8.2 12,4
10,0 11,6
7,9 10,6
11,4 (o1
11,7 vy
6,8 o, 20
1,4 3,5
3,2 PRIl
Aok
0,8
0,1
0,1
56,5 56,5
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Sous cette forme, il apparalt mieux que la statistique suit la
méme loi que les nombres calculés C, et les écarts principaux

O — C désignés par un * sont plus visibles.

L. M. N. — Températures a Greenharbour, Spitzberg (%)

149

I II IIT
Juillet Juillet Juin
Températures Année 1912 Année 1914 Année 1916
en degrés centigrades e et SN (P T e JINS. L
|
0 C o | C 0 &
N [
9,0 & 8,1..... ‘,
8,0 » LR - 2 | 0 1 g |
7,0 0 6,4..... 6 2 29 15 |
6,0 » 5. 1..... 1 5 46 35
5,0 » bol..... 4 1 12 14 59 68
4,0 » 3,1..... 6 4 20 32 102 106
3,0 » 2,1..... 14 18 39 56 135 134
2,0 » 1,1. 34 53 114 93 124 137
1,0 » 0,1 140 113 127 127 121 109
0,0 » —0,9.....] 1M1 173 168 142 68 68
— 1,0 v — 1,9..... 178 186 101 127 31 31
— 2,0 » —2,9.....| 123 132 9% 88 10 10
— 3,0 » — 3,9..... i 35 51 b4 1 2
— 4,0 » — &,9..... 3 9 5 14
— 5,0 » — 5,9.....
— 6,0 » — 6,9.....
— 7,0 » — 7,9.....
744 } 744 744t | 744 720 720
On a ict
I\ h = 0,52285 A = 231717 B = 532150 -
p = 02015 g = 0,7085
) = 2,5247 u = 2,0019
mp = 3,3487 mq = 8,1350 m = 11,4837
IT. h = 0,26613 A = 325818 B = 1368688
p = 02177 g = 0,7823
) = 4,3261 u = 4,0600
mp = 5,4559 mg = 19,6056 m = 25,0615

() Lec. cit., & Statistiques & V ~ ¢, p. 137,
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h = —0,41528 A = 332605
p = 0,34742 g = 0,652:8
A= 41281 1 = 4,4434.
mp = 06,6114

mg = 12,4197

m = 19,0311

B = 1411402

Ici, la comparaison des 0 et des C ne nécessite pas le calcul des
écarts probables.

Pour 1:

obs.

34 + 140 =
obs. 123 + 71 =

174
194

cale.

53 -+ 113
cale. 132 - 55

166
187,

il y a anomalies pour 20,0 &4 00,1 et — 29,0 &4 — 39°,9.
Pour IT :

obs.

39 + 114
obs. 168 + 101
il y a anomalies pour 89,0 4

Pour III :

obs.

153
269

46 4+ 59 = 105
obs. 124 + 121 = 245
il y a anomalies pour 620 & 401 et 29,0 & 0°1.

cale.

cale.

3=

56 -+
cale. 142 + 127
a 19,1 et 09,0 4 — 19,9,

93

|

(8 =

149
269

103

cale. 137 4 109 = 246

O. — Orages a gréle en France (1)
O —0
0 C e —
| ,*_ P
. _ & | . .
Janvier ........... ... PR | 0 2
Février.. ............. 4 1 3
Mars. ..o eennnn. 29 80 53
Axvril 390 34k 46
Mai.................. 1 088 877 211
Juin ... 1283 1424 |
Julllet «. ... L. 1 338 yp, = 1532 194
Aolt. oo 1109 1093 16 | |
Septembre. ........... 622 500 122 | |
Qctobre. ............. 131 133 % il
Novembre . ........... 6 16 10
Décembre.. ........... 0 Yk | = 0 0 0 f
6000 | 6900 400 | 400 _1

(*) 1868-1928. Observaitons communiquées par M. PIRoN, chef du service de la branche

Gréle 4 la compagnie d’assurances la

Nationale,



APPLICATION A L'ETUDE DE STATISTIQUES DIVERSES 151

Iei,
h = —0,3333 A = 166479 x 102 B = 37030 x 103
p = 0,488 g = 0,512 A = 23793 n = 2,0459

mp = 4,329 mq = 4,542 m = 8,871.

Le calcul ne suit ’observation que de loin. Le calcul des écarts
probables est inutile.

Les fortes anomalies de mai et septembre ont de I'intérét pour
les compagnies d’assurances, qui oni reconnu la premiere, mais
non pas la seconde.

P. — Proportion des orages en France (*)
Q:—C Ecarts
0] C e prob.
+ === A=
Janvier............. 1,04 0,66 0,38
Février ............. 1,42 1,75 0,33
Mars............. . 3,47 4,00 0,53
AT o) = o o e b5 by 4 7,37 7,84 0,47
Mai................| 16,00 | 12,97 3.03 1,8
DI r0 s bl 2120 a1 5 19,02 17,80 1,22
Juillet .. ooerrenn. .. 18 .50 | 19,84 1,34
Aotit ...............| 1560 | 17,87 1,77
Septembre . ......... 9,45 11,34 ,
CITOOIHE oo Foms o 5,07 5,06 0,01
Novembre . ......... 1,89 1,28 0,61 |
Décembre. . ......... 1,17 0,09 0,08 |
100,00 | 100,00 | 5,33 5,33
Ieci
h = — 06277 A = 60525 B = 25931
p = 0,159 g = 0,841 A = 3,935 U = 4,563

mp = 4,798 mq = 25,377 m = 30,175

Le calcul des écarts probables est inutile.

Forte anomalie en mai, ou la proportion des orages dépasse
beaucoup le chiffre indiqué par le calcul. Cette anomalie a, on
Pa dit, de 'intérét pour les compagnies d’assurances-gréle.

(1) 1881-1913, proportion calculée par I'RON, AUGER, DONGIER, d’aprés CH. MAURAIN,
L’Onde électrigue, avri 1929, Chiron a P Fis.
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Le phénomene principal est la variation de l'inclinaison de
Péquateur sur ’écliptique.

Comparaison des orages et des orages a gréle en France

Orages a gréle ramenés du total 6000 au total 100,
- pour permettre la comparaison qui suivra

0—2C “
0 C e —— i ————
e
Janvier, .......... 0,03 0 0,03 ‘
Février.......... 0,07 0,02 0,05 '
Mars.............. 0,45 1,33 0,88 |
Aveil oo 6,50 5,73 0,77 |
Mal..oovverennun. 18,413 14,62 3501
Juin ......... ..., 21,38 23,73 2589
Juillet............. 22,60 25,33 2,93
Aot ... ... ... 18,48 - 18,22 0,26
Septembre......... 10,37 8,33 2,04
Octobre .. ......... 2,18 224 0,03
Novembre......... 0,10 0,27 0,17
Décembre ......... 0,00 0,00 0 0
98,595 99,99

Comparaison de ces nombres avec ceux de la statistique P :

ke 4
T LT
_1_ —
i A e [ S
(3}3‘2’5585) g (é?—tggésgs) Stat. P
Janvier ........... 0,03 0,38
Février. ........... 0,05 0,88 0,33
Mars.............. 0,53
Avell oo 0,77 0,47
Mai. oo 3,51 3,08
Juin.............. 1,22 2,35
Juillet . ........... 2,93 1,34
Aolt., ..., 0,26 1577
Septembre. . ....... 2,04 1,89
Octobre ........... 0,01 0,03
Novembre......... 0,61 0,17
[ Décembre... .. ... 0 0,08 0
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Ce Tableau montre qu’en mai un phénomene d’une assez grande
importance accroit le nombre des orages et le nombre des orages
a gréle.

II. — STATISTIQUES NON REDUCTIBLES A LA LOT
DE PROBABILITI. SIMPLE

94. Statistiques réductibles en apparence seulement d la lov de
probabilité simple.

Ces statistiques ont l’allure des statistiques que nous venons
d’étudier. Mais quand on leur applique le calcul, on trouve des
nombres C qui difféerent trop des nombres O pour qu’on puisse
les leur substituer.

On ne peut établir dans ce cas des formules relevant de la loi
de probabilité simple. | |

Il est a présumer que la statistique est alors la résultante de
statistiques composantes, bien que le graphique ne I'indique pas.

Q. — Etoile variable U Céphée (%)

———— &
iy
Heures Grar(ljiieur 9,250—— G C _ -
+ N
0,30 . eiina... 9,25  |y_gip= 0,00
S 9,20 0,05 | 0,17 0,12
l1,3o ............. 8,80 0,45 | 0,32 0,13
) 2 8,40 0,85 | 0,64 0,23
12,80 ... 8,00 1,25 | 1,08 0,17
{15 PP (. 7,65 1,60 | 1,56 0,04
3,80, ..., 7,50 1,75 | 1,93 0,18
N TR S 7,48 yp=1,77 | 2,05 0,28
A, .vien .. ... 7,60 1,65 | 1,88 0,23
- S S 7,75 1,50 | 1,49 0,04
5,80, ...k, 8,25 1,00 | 1,02 0,02
YR ST 8,45 0,80 | 0,60 0,20
ok R S 8,80 0,45 | 0,30 0,15
ANl B 9,20 | yeep=20,05| 0,13 | 0,08
| 13,17 | 18,17 0,92 0,92

(*) BIGOURDAN, Ann. du Bureau du Long. 1909 ; Etoiles variables, p. 35.
(%) Ibid., p. 38.
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el

h=0,0380 - A =1595725 B = 1043,385
p = 0,5425 g = 0,4575 L = 6,5578 u = 6,5198
mp = 14,306  mgq = 12,039 m = 26,343.

Les nombres 0 — C montrent que la statistique n’est pas réduc-
tible & la loi de probabilité simple : ils sont trop grands vis-a-vis
des C. ‘

Cela n’a rien de surprenant car les nombres 0 suivent une
loi mathématique bien définie. En effet, U Céphée cst consi-
dérée comme formée de deux étoiles, 'une brillante, I’autre obscure
et plus petite, dont les diametres sont dans le rapport 5 a 3 ; le
compagnon aurait une orbite relative ; en supposant celle-ci
circulaire, le rayon de l'orbite serait double de celui de 1’étoile
principale.

On remarquera ’analogie des nombres 0 — C avec les nombres
0 — C de la statistique E.

95. Statistiques formellement irréductibles a la loi de probabilité
symple.

On reconnait qu’il en est ainsi quand p et ¢ ne sont pas compris,
chacun, entre 0 et 1. ‘

Ici, des phénomenes de méme ordre d’intensité sont superposés,
bien que le graphique ne présente qu’un seul maximum.
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1574
618
526716

R. — Epis de blés classés d’aprés leurs longueurs (*)
Longueurs en pouces Nombres d’épis
|
3,0 1
3,5 0
4,0 1
4.5 0
5,0 2
.5 3
6,0 9
6,5 "8
7,0 12
7,8 19
8,0 32
8,5 40
9,0 Uph = 67
9,5 63
10,0 38
10,5 21
11,0 8
11,5 2
12,0 1
S =327 8, =127 S, = 362 Syt =
S, = 133 S, = 250 X
B 2lesiges AL S nagedl SRl
B = 17773 g = —0,7773

Bien que la courbe représentative soit en forme de cloche, la
fonction de probabilité simple ne représente pas la statistique.
Les épis n’appartenaient pas & une méme espéce ou race, mais a

plusieurs espéces mélangées.

Le calcul par la formule (42) du n° 67 donne

y, = 44.

(*) HorACE SECRIST, An Iniroduciion lo stalistical Methods

p. 228.

Macmillan, New-York, 1925,
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S. T. U. — Individus de divers pays classés d apres leurs poids (%)

r Nombres d’individus
Poids en Livzes anglajges Angleterre Ecosse Irlande |
S T U '
90. 2 ‘
100, . o LT 26 1 5 |
110, 133 8 1
120, ..o TR 388 28 7
1830 e 694 63 42
140, .. ol 1 240 173 57
LAS0 . 1075 255 51
160, ... oo e T 881 275 36
1 492 168 25
180, . oo 304 125 13
190, . e 174 67 8
200 . 75 24 ]
290, .o 62 14 1
220, .. e e ae 33 7
' 230, . 10 4
240 ... 9 2 ‘
250, . e 3 4 ! |
260, .. 1 l %
On a ici :
S.  h=—113132, A = 15145073, B — 67495136
p = 1,0508, g = — 0,0508.

T. k= 0,013707,

p = 1,2075,

U. h=09876,

p = 1,0595, — — 0,0595.

A = 856914,

A = 23958,

B

g = — 0,2075.

B

3749 894

67215

Aucune de ces trois statistiques n’est réductible a une loi de

probabilité simple.

Dans chacune d’clles, des races différentes, ou les individus
sont en nombres comparables, sont mélangées.

On peut observer qu’en groupant les données, dans les cas ol p, g,
ne sont pas compris entre 0 et 1, on peut obtenir parfois une suite de
fréquences donnant lieu a des valeurs dep, ¢, comprises entre O et 1.

Par exemple, en groupant 2 4 2 les fréquences de la statistique T,

on obtient les nombres
9 85 428

443 192

(Y) G. Vony Yure. loe. cit., statistique B, p. 95.

38

11

6



APPLICATION A L'ATUDE DE STATISTIQUES DIVERSES 157

et le calcul appliqué a cette suite donne
p=0848; ¢=0152; L=0248; m = 9186
Les nombres qu’on déduit & ces constantes sont
153 408 380 194 62 13 2:
i1ls ne représentent pas les données.
Le groupement peut donc permettre d’établir une courbe de

probabilité simple, mais cet artifice, souvent employé par les
statisticiens, ne nous donne pas ici de résultat intéressant.

V. X. Y. Z. — Températures du mois de juillet a Greenharbour,
Spitzberg ()
T ; I I1 11T v
en de%rﬁz}; zg:ltzirgefades Année Année Anncée 19?9? n;egsl 41 91315
1913 1915 1916 10U L
9,0 » 9,1 ... ... 1 1 2
8,0 » 8,1 ......... 6 0 8
7.0 T A 14 3 6 29
6,0 » 6,0 ......... 14 13 15 43
5,0 » o 13 10 32 71
50 v 3,1 .. ....... 23 9 38 96
3,0 » A I 41 23 64 181 |
20 » 21 ...ei.... 66 39 77 330 |
1,00 0,4 .0uuei... 90 76 98 531
0,0 » — 0,9 ......... 158 163 124 784
— 1,00y — 1,9 . ... ... 141 144 135 699
2.0 9 — 2,9 .. ... ... 98 147 95 557
— 3,0 » — 3,9 ......... 60 81 40 303
— 4.0 » — 4,9, ........ 15 30 13 70
— 5,0 » — 5,9 ........ 0 6 6 12
68w — 09 . ..... 2 2
- 7,0 » — 72.9......... 2 2
l1h= 0,18548 A = 397242 B= 2503893 p=—10,71901 ¢=1,71901
IT:h=—0,56855 A= 310227 B= 1717368 p= — 10,6409 ¢=1,6409
Hl:h=—1,49731 A= 325818 B= 1368688 p=—20,20596 g=1,20597
IV:h=—0,01935 A =8947928 B = 44754688 p= —0,33334 ¢= 1,33334

Ces températures ne suivent pas la loi de probabilité simple.

(*) Données commnuiquées par M. G. Rempp, professeur a I'Institut de Physique du globe
4 I’Université de Strasbourg.

Voir aussi : G. REMPP, La variabilité de la température au Spitzberg, Annuaire de I'Institut
de Physique du globe de Strasbourg pour 1926,
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Observation relative aux valeurs de la econstante I

96. Considérons encore la statistique formée par les deux pre-
miéres colonnes du Tableau qui suit :

00— C, 0 — G,
0 C, . Oy |
- = +
18 1 1 0 0 1 0 0
19 1 : 1 3 2
20 7 4 3 6 1
21 9 9 0 0 10 1
22 13 16 3 i8 5]
23 20 28 8 30 10
24 46 IAA 2 46 0 0
25 73 66 7 66 7
26 105 91 14 91 14
27 130 119 11 119 11
28 135 152 17 147 12
29 171 174 3 170 L
30 177 190 13 190 13
31 210 195 15 194 16
32 194 189 5 190 4
33 171 172 1 174 3
34 143 149 6 151 8
35 111 121 10 123 12
36 89 93 & 94 5
37 72 68 4 68 b4
38 54 47 7 46 8
39 27 30 3 29 2
40 20 19 1 % 3
4 11 11 0 0 9 2
42 4 6 2 5 1
43 b 3 1 2 2
4h - 1 1 1 1
2 000 2 000 71 71 2 000 74 74

En voici T’explication :
On a partagé les nombres compris entre

9000000. et 10 000 000
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en 2.000 tranches (1) (fig. 18).

9000001 4 9000500; 9000501 & 9001 000 :
9001001 4 9001500; 9001501 & 9002000 ; ete.

et on a compté combien il y a de nombres premiers dans chacune
de ces 2.000 tranches,
On a trouvé — 1T¢ et 2¢ colonne du Tableau :

1 tranche contenant 18 nombres premiers ;

1 » » 19  » » -
7 tranches » 20 » »
9 » » 21 » » :
2 » » 44 » »

Le graphique des nombres O affecte sensiblement la forme en
cloche.
S1 ’on soumet les nombres O au ealcul, on trouve (2).

h =—0,04b; A =5804430; B = 97442604 ;
p=06021; ¢ =0,3979; 4= 16,7652 ; = 16,8102
mp = 42,202; mq = 27,890 ; m = 70,092 ;

les nombres C, ont été calculés & partir de ces constantes.

Donnons a m la valeur entiére 70 voisine de 70,092 et prenons
pour p et g les valeurs

06 et 0,4

voisines de 0,6021 et 0,3979»; puis donnons a Ak la valeur O, voi-
sine de — 0,045.

Calculons ensuite les nombres y définis par la formule
= 2000 (mp :v)'(mg + a;f)ilp eV
mh="T05, 5 ="06: "gs=04; o =0, £, 4B Fo="3 =

Nous trouverons les nombres C,. qui différent fort peu des

nombres C,.
Les nombres C,, étant ceux qu’on trouverait — théoriquement

() Ce travail a été fait par M, KRAITCHIK : Etude de statistique des nombres premiers, Bulle-
tin de la classe des Sciences de I’ Académie Royale de Belgique, 1°T février 1930 .

(%) Annales Soc. scient. de Bruxelles, tome L, série A, 1930, et Revue Gén. des Sciencess
31 juillet 1930,
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— en faisant 2000 séries de tirages de 70 ‘tirages chaque, d’une
urne renfermant des houles rouges et noires dans la propor-
tion 6 : 4, nous conecluons :

S les nombres O peuvent étre regardés comme représentant conve-
nablement 2000 séries effectives de 70 tirages chaque, on pourra dire
que les nombres premiers envisagés sont répartis suivant la loi du
hasard, en donnant au mot hasard, son sens le plus étroit.

Calculons les probabilités des écarts les plus élevés, 10 et 14.

Si ’

10 + 0,5

30 _ 2000 — 30
\/2 X 2000 % 5955 % —3000

/10,5
= O —— )= 0(1,356) = 0,94b,
(60 )= 0E:3%9)
1 — 0,945 = 0,055 = environ 1 : 20

est la probabilité d’un écart 10 ou plus grand que 10. Cette
probabilité est certainement possible, car cet écart sera atteint —

A=0

la différence

théoriquement — 1 fois si I'on fait 20 séries de 2000 épreuves.
La probabilité de I’écart 14 pour 91 tirages est, semblablement,
0,12 ; cet écart 14 sera atteint — théoriquement — une fois si

’on fait 9 séries de 2000 tirages chacun, puisque
0,12 = environ 1 : 9.

Par conséquent, le mot hasard étant pris dans son sens le plus
restreint : dans les tranches de 500 nombres de la suite des nombres
entiers de 9000.001 ¢ 10.000 000, la répartition des nombres pre-
maers est soumise aux lois du hasard.

97. Ce qui intéressera ici le statisticien, c’est la possibilité,
sans modifier sensiblement les résultats, de se borner & la considé-
ration de valeurs entiéres de la constante m : on peut en effet rem-
placer les valeurs fractionnaires de m par la valeur entiére la
plus voisine, comme on vient de le voir.

A dire vrai, nous ne voyons nullement d’ailleurs la nécessité
de rendre enticres les valeurs de m.

R. pE MONTESSUS DE BALLORE., — Probabilités et statistiques. 1L



CHAPITRE XII

CAS DE DONNEES UNILATERALES

98. 1l arrive que les données sont toutes croissantes, ou toutes
décroissantes. Le graphique affecte alors non plus la forme de
cloche, mais simplement d’un arc de courbe.

Appelons-les wunilatérales, comme pouvant se rapporter toutes
soit 4 des y-z+1 soit & des yz4+4s d’une courbe de probabilité simple.

Les équations (52) et (53) du n° 69 déterminent en principe
(ce mot sera expliqué un peu plus loin) la courbe de probabilité
simple, si elle existe.

Soit par exemple le cas théorique obtenu en choisissant comme -
données les nombres

0,0015 & 0,1057

de I’exemple numérique traité au n° 68.
Choisissons 0,0228 pour terme en y, et écrivons, comme dans le
cas ow les données sont complétes,

Y_gtp=0,0015 X & = 0,0060 X & = 0,0240

Y_gip=0,0033 X 8 = 0,0099 X 8= 10,0297

Y_gip= 10,0067 X 2=0,0134 X 2= 0,0268

Yoq1p=0,0128 X 1=0,0128 x1=0,0128
0,0243 0,0243 = S} , 0,0421 = SY , 0,0933 =S4 4
0,0228 yp, = 0,0228

Y1+ = 0,0377 x 1 = 0,0377 X 1=0,0877

Yo+n = 0,0578 X 2 =0,1156 X 2=0,2812

ysap = 0,0817 X 3= 0,2451 X 3 =0,7353

Yavn = 0,1057 X &= 0,4228 X &=1,6912
0,2829 0,2829 = Sj,4 0,8212 = S/ 4 2,6954 =S 4

0,3300 =5
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On a ici

(a) m = 100 p=10M g =0,9 1 — 4
Pour £, il est visible que (tableau de la page 98).

(b) h=0,3—6=—57.
Remplagons Y, par 10.000 y,; on aura

S'on Y — Ynyn = 2829 4 228 — 1057 = 1998
qny71+iz = 380514

et la premicre équation (52) du n° 69 devient

1998y — 8212 — 2829 + 3805,4 = 0;

en remplagant

p.par mpg — qgh = 9 — 0,94,
.. par mpq + ph =9 + 0,14,
on a
2081,1h = — 11885,6
et
h = —5,7112

pour — 5,700 (b) |

La premiere équation (52) est donc vérifiée par (a, b) ; il en est
de méme des autres équations (52, 58) : les équations (52, 58),
permettent pratiquement de remonter a la courbe, comme déter-
minant m, A, p.

Mais il ne faut pas se dissimuler qu’un calcul de ce genre, 4 pro-
pos d’uns statistique ou les y ne sont pas exactement connus, risque
d’étre gravement faussé pour ce motif que les données sont trop pew
nombreuses.

99. Application aux erreurs accidentelles d’observation. —
Certains statisticiens ont I’habitude regrettable et condamnable
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de donner dans leurs écrits, non pas les nombres qu’ils ont obtenus
directement, mais des nombres qu’ils ont déduits de ceux-ci,

Il arrive souvent par exemple que des erreurs accidentelles
d’observation classées comme il suit

Nombres d’erreurs
accid. observées

a s 00

de — 084 4 — 08,3 ¥

» — 08,3 » — 05,2 !
» —082» —081 '
» —081» 080 o
» 08,0 » 4 081 o'’
» + 08,1 » 4082 5
» 4 082» 4 083 val
» + 083 » 4 084 J"

LI I @ ¢+ 00

soient groupées de la maniére suivante :

o -+ o' = a erreurs
13: _|_ ﬁ” —_— ﬁ »
7/ + 7” — 7 »
8/ _J’_ BII —_— 8 »

de 08,0 & 08,1
» 08,1 » 08,2
» 08,2 » 083
» 08,3 » 08,4

et que ce ne soit pas les nombres
! ! - .;I ! S
'76773 Tty Y 18,
qui soient donnés, mais les nombres

0‘7161'7,87"'

On sera alors réduit A essayer si une courbe de probabilité simple
ou h = 0 et p =¢ = 0,5 convient.
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Exemple (1). :

0 C 0—C
YU
9% 92 2
88 89 1
78 79 1
58 66 8
51 51 0 0
36 37 1
26 25 1
14 15 1
10 9 1
7 5 2
8 2 6

470 470 12 12

On écrira ici

9% =y, ‘ 1

y, =88  x 1= 88 0,965

78 X 2= 156 0,862

58 X 3= 174 0,719

51 X 4= 204 0,558

36 X 5= 180 0,402

26 X 6= 156 0,269

12 x 7= 98 0,167

10 X 8= 80 0,096

7 X 9= 63 0,051

. 8 X 10°= 80 0,025

376 376 = S,’ 1279 = S, 5,114
470 = 8, |

(W) C. S. PEIRCE, On the Theory of errors of Observations, U. S. Coast Survey for the yeay
ending, november 1, 1870, Washington govt. Printing Office, 1873, Appendix, n° 21, pp. 200-
204 and plate n° 27.

On pourra consulter 4 propos duMémoire de C. S. Pierce : E. B, WILSON, Proceedings of
the National Academy of Science, vol. 15, p. 120-125
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et la premiére formule 6

Sy = mpq¥, (Y, pour y,)
du numéro 61 donnera

AR
m = —YT = 54,4

mp = mq = 5%’4 = 27,2.

On emploiera ensuite les formules de récurrence (4) et (5) du

n® 53, otk = 0, en prenant y, = 1, ce qui donne les nombres 1 ;
0,965 ;... qui ont pour somme 5,114.

En multipliant ces nombres par

470
5,114

)

on obtient les nombres C

92, 89, ...
du tableau.

Mais 1l eut été beaucoup plus intéressant de connaitre séparé-
ment les nombres d’erreurs d’observation positives et les nombres

d’erreurs d’observation négatives et de leur appliquer es mé-
thodes générales de calcul.




CHAPITRE XIII

APERCU SUR LES STATISTIQUES
DE GENRES SUPERIEURS

100. L’étude mathématique des statistiques dont les graphiques
présentent plusieurs maximum, et des statistiques dont les gra-
phiques en cloches non réductibles & des formules de probabilité
simple laissent entrevoir la présence de plusieurs courbes de pro-
babilité simple voisines et superposées, fera faire a la statistique
mathématique des progres d’une haute importance.

Nous nous bornerons & indiguer comment on peut faire corres-
pondre des tirages de boules d’urnes a des statistiques formées de
courbes de probabilité simple superposées.

Considérons les formules

50 1

Y,‘_:E)OO (B—x) ;)(()45_}_%) [ 0,15~ZX0,945+$, m:50,p=0,9,g:_—.09
,, 100 ! o .
Z,= 1000 50 —2) I (50 - 2) ! 0,5190: m =100 ;p=q¢=05

50 ! _x 4o
Yo =B —a) T (45 £ o)1 17 X 0.9%7

100 ! - 100

| % = 50— 150 4 a)1
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On a
A Rouges Noires
y—g == 0,000 21 Y= 0 14 36
y—g = 0,000 72 Y<g= 0 13 37
y—n» = 0,00222 Yoqg= 1 12 38
y—g = 0,00613 Y =S 11 39
y—p = 0,015 18 Yo = 8 10 40
y—q = 0,033 33 Y4 =17 9 41
y—g = 0,06428 - Y3 = 32 8 42
y—g = 0,107 63 Y_g = 54 7 43
y—1 = 0,154 10 Y_ =77 6 44
yo = 0,18492 Yo = 98 ) 45
y; = 0,180 91 Y =180 4 46
ye = 0,138 57 Y =59 3 47
ys = 0,077 94 Y; = 39 2 48
yg = 0,028 63 Y, =14 1 49
ys == 0,00515 Yy = 3 0 50
500

Cela veut dire que sur 500 séries de 50 tirages chacune, il est
probable que

1 série sera composée de 12 rouges et de 38 noires,
3 » 145 *5 39
8 » » 10 » 40  »

-------------------------------------------
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On a semblablement

%12
713
%14
%15

%16

I

I

i

I

I

I

I

I

|

I

I

I

Il

I

I

0,000 458
0,000 864
0,001 560
0,002 698
0,004 474
0,007 111
0,010 844
0,015 869
0,022 292
0,030 069
0,038 953
0,048 47%
0,057 958
0,066 591
0,073 527
0,078 028
0,079 589
0,078 028
0,078 527
0,066 591
0,057 958
5,048 474
0,038 953
0,030 069
0,022 292
0,015 869
0,010 844
0,007 111
0,004 474
0,002 698
0,001 560
0,000 864
0,000 458

l
RIS ESUEE - )

11
16
22
30
39
48
58
67
7k
78
80
78
74
67
58
48
39
30
22
16
11

N | I | | | 1 T | I

i

I
S =R W Wy N3

Il

1000

Rouges

66
65
64
63
62
61
60
59
58
57
56
55
54
53
52
51
50
%9
48
47
%6
45
44
43
49
41
%0
39
38
37
36
35
3%

Noires

34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
&4
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66

171
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Cela veut dire que sur 1 000 séries de 100 tirages chacune, il est
probable que

1 série sera formée de 65 rouges et de 35 noires

2 » » 64 » » 306 »
3 » » 03 » N »
etc PP

150 o

100 —

50

35 40 45 50 58§ 60 65

Fig. 14 — Exemple de deux suites de probabilité simple superposées. La figure laisse aperce-
voir un second maximum,

Réunissant les résultats obtenus en fenant compte seulement des
nombres de noires :
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Nombres de sorties A B A+ B
De 35 noires . ............. 0 1 1
» 36 v .. 0 2 2
» 37 ol S s L 0 3 3
» 38 % .. 1 4 5
b 88 3 aaaiedh....... 3 7 10
» 40 D e : 8 11 19
n o 41 D e 17 16 33
» 42w L 32 22 54
» 43w L. 54 30 84
» oAb o, 77 39 116
» 45 A 93 48 141
» 46 v L. 90 58 148
» A7 v i 69 67 136
» 48 v L. 39 74 113
» 49 D e 14 78 92
» 50w L 3 80 83
» o1 S ' 0 ‘ 78 78
» B2 vy L . - 74 74
» B3y . 67 67
» 54 D e 58 58
» 55 D e 48 48
» B6 v L 39 39
» 87 v 30 30
» B8 » i 22 22
» B9y 16 16
» B0 B e 11 11
» Bl oy e 7 7
» 62 D T 4 4
» 63w 3 3
» 64 D e 2 2
» 65N e 1 1

A la colonne A -+ B correspond la figure 14 : elle présente un
maximum pour # = 46 et une forte déviation vers ¢ = 52, qui
indique qu’elle n’est pas du premier genre (fig. 14).

101. Voici un exemple de supefposition de deux courbes de pro-
babilité simple, qu’il a éié possible d’obienir par le caleul (fig. 15).

Revenons 4 la statistique des hauteurs barométriques de Sou-
thampton (G, n° 93).
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Multiplions les nombres C par

fraction dont le numérateur et le dénominateur sont les nombres
O (observé) et C (calculé)

pour 29 pouces 60.

Nous obtiendrons ainsi une nouvelle courbe C,, non tracée sur
les figures 11, 14, analogue & la courbe de la figure 11, avec les
mémes extrémités que celle-ci, mais un peu au-dessous.

Tous les points observés O, de 29 p. 60 & 30 p. 80 seront au-des-

g
sus de C, (non tracée, on I’a dit) ; %’0%2 a été choist a cet effet.

Soit done

2545

C;=0C X g705°
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Nous obtenons, en décalant de gauche a droite de 29 p. 60
a 30 p. 80, ce qui donne les quatriéme et cinquitme colonnes
ci-dessous :

0 Cy 0 C, 0 —C,
+ —
28P 50 1 0,21 0,79
60 2 0,51 1,49
70 2 1,19 0,81
80 4 2 65 1,85
90 8,5 5,61 2,89
29¢ 0 13,5 11,87 2,13
10 21,5 21,91 0,41
20 37 40,12 3,12
30 79 69,57 5,43
40 108 113,96 5,96
50 181,5 175,79 5,71
60 954.5 254,50 9,49
70 3485 344,39 4,11
80 463.5 433,66 29,84
90 548,5 505,53 42,97
30°, 0 602,5 542,30 60,20
10 619,5 531,58 87,92
20 500,0 472,16 27,84
30 382,0 376,16 5,84
40 237,5 265,42 27,92
50 189,5 163,23 26,27
60 88,5 85.67 2 83
70 3.5 37,28 6,22
80 7 12,89 5,89
90 4 3,31 0,69
31P, 0 1 0,55 0,45

20 = 1029,0 1011,24 = 2C,

Les nombres 4,11 & 5,84 de ’avant-derniére colonne paraissent
constituer les éléments d’une courbe de probabilité C, : nous allons
nous en assurer. |

Auparavant, ramenons le total 1011,24 4 1029,0 en multipliant
les nombres C, par |

1029,0 |
1011,24
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ce qui donne

1029,0

O G=Cxpmam ©
287,50 1 0,21
60 2 0,52
70 2 1,21
80 4 2,69
90 8,5 5,71
29%, 0 13,5 11,57
10 21,5 22,30
20 37 40,82
30 79 70,79
40 108 115,97
50 181,5 178,89
60 254,5
70 3485
80 4635
90 548,5
30°, 0 602,5
10 619,5
20 500,0
30 382,5
40 237,5 270,08
50 189,5 166,10
60 88,5 87,10
70 53,5 37,%
80 7 13,12
90 4 3,37
317, 0 1 0,57
S0 =1029,0  1029,04 = G,

=[5} 5%

958,98
350,45
441,29

514,42

551,84
540,93
480,46
382,77

1029,0
27 1011,24

g

+
0,79
1,48
0,79
1,81
2,79
1,98

8,21

2,11

0,80
3,82

ViR

22,21
34,08
50,66
78,57
19,54

4 48
1,95

923,40
1,32
5,56

0,63
0,43
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Les nombres suivants (données) sont extraits sauf les deux
premiers et le dernier, de la colonne O — C, :

Données
zéro  pour — 4,48
Zéro » — 1,95
2221 y 22,21
34,08 » 34,08
50,66 » 50,66
40 + 38,57 » 38,57
19,54 » 19,54
Zéro » — 0,77
165,06 157,86

soumettons-les au calcul ordinaire avec S — 157,86 ; ils conduisent &

h=0,0064; p=0,449; ¢q=0551; A=1415; p = 1,409
mp = 2,564 ; mqg = 3,147 ; m = b,711.

On a mis & part, par interpolation graphique, le nombre 40 : on en
fera I'usage qui sera indiqué plus loin. Partant des données pré-
cédentes, on trouve par le caleul :

Données Calculé
Z¢ro 0,34
zZéro _ 7,63

22,21 17,15

34,08 32,17

50,66 44,58

78,57 33,72

19,54 ' 16,55
ZETO0 5,32

0
157,86

R. pt MonTESSUS DE BALLORE., — Probabilités et statistiques. 12
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Ce sont les €léments d’'une courbe de probabilité simple C, qui
vient se superposer & C,; comme le montre le Tableau suivant,
résumé des calculs effectués :

0 C; ¢, C=C3;+C, 0—C Ec. prob.
+ — e
28P 50 1 0,21 0,21 0,79
60 2 0,52 0,51 1,48
700 2 1,21 1,21 0,79
80 4 2,69 2,69 1,31
90 8.5 5,71 71 2,79
29, 0 13,5 11,57 e 41,57 4,93
10 21,5 22,30 g 22,30 0,80
20 37 40,82 S 40,82 3,82
3 79 70,79 70,79 8,21
40 108 115,97 115,97 7,97 °
50 181,5 178,89 0 178,89 2,61
60 254,5 258,98 0,84 25982 5,82
70 348 5 350,45 7,53 357,98 9,48
80  463,5 441,29 17,15 458 44 5,06
90 5485 514,42 382,17 546,59 1,91
30°, 0 602,5 551,84 44 58 596,42 6,08
10 619,5 540,93 33,72 40,00 574.65 4,85 19,0 (pour 40)
20 500 480,46 16,55 497,01 2,99
30 389 382,77 5,32 288,09 6,09
40 237,5 270,08 0 270,08 32,58 10,2
50  189,5 166,10 166,10 23,40 8.0
60 88,5 87,18 87,18 1,32
70 43,5 37,94 37,94 5,56
80 7 13,12 13,12 6,12
90 4 3,37 3,37 0,63
31P, 0 1 0,57 0,57 0,43
4748  4550,18 157,86 40 72,14 72,18
157,86
&0
4 748 04

Subsistent seules les anomalies a’,b, ¢ de la figure 15. On peut
meéme se demander si ce sont des anomalies (n° 90).
En effet, pour &

I’écart probable relatif a C, est

540 93 4550,18—540,33 o
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et I’écart probable relatif a C, est

£ p 6 —33,72
017y /2 x 15738 x JTE X BIB=BT_ 5 _ g
? ?

’écart probable total pour &’ est done 16,0 + 3,0 = 19,0 ;

pour b,
écart probable =102
pour ¢,
écart probable = 8,0.

En définitive, il y a une anomalie tmportante pour 80 pouces,
mise en évidence par la courbe C, et peut-&tre des anomalies secon-
daires pour 80 p. 10, 80 p. 40, 30 p. 50.

Remarque. — Pour rendre le calcul formellement irréprochable,
il faudrait recalculer la courbe C, avec les nombres :

0,84 au lieu de 710
7,53 » Z€ro
22,81 » 22,81
34,08 » 34,08
50,66 » 50,66
38,57 » 38,57
19,54 » 19,54
5,32 » Z6ro

on obtiendrait des résultats si voisins des précédents qu’il n’est
guere utile de le faire.




CHAPITRE X1V

STATISTIQUES CONTINUES ET STATISTIQUES
DISCONTINUES

I. — CLASSIFICATION DES STATISTIQULES EN STATISTIQUES
CONTINUES ET EN STATISTIQULS DISCONTINUES

102. Quand on tire m fois de suite des boules d’une urne, quand
on note le nombre 7, de boules rouges sorties et le nombre #n, de
boules noires sorties, quand on recommence ces m tirages un cer-
tain nombre de fois, les nombres

Fiy Pgy Fgy * 0
constituent une statistique ; les nombres
Ny, Mg, Ngy * * *

constituent aussi une statistique.

Ces statistiques sont discontinues par opposition aux statistiques
continues dont nous allons parler.

108. Soit un lot d’épis de blé. Je les classe d’apres leurs lon-
gueurs : 19 je puis les classer par millimétres (arrondis) de longueur,
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en comptant pour 6 millimetres par exemple les longueurs allant
de 5 mm. 5 &4 6 mm. 5; je puis aussi les classer par pouces, en
comptant par exemple 8 pouces pour les longueurs allant de
2 p. 5 4 8p.5:la statistique sera dite continue; les nombres qui
fisurent dans les statistiques continues dépendent de l'unité de
mesure choisie. On transforme les statistiques continues en statis-
tiques discontinues, accessibles au calcul, en choisissant une unité
de mesure et en arrondissant les mesures aux multiples entiers
de P'unité.

La plupart des statistiques sont continues. Il existe cependant
des statistiques discontinues. Nous en avons vu un exemple
(statistique D, ci-dessus). Un autre exemple serait les nombres
de pétales de différentes roses portées par un méme rosier.

104. Admettons qu’'une statistique continue, faite en partant
d’une certaine unité de longueur, de temps, de température, ou
autre, suive la loi de probabilité simple

m |
(1) Yz = (mp —ax—h)! (mg + 2 + h)! Pt g B
et changeons 'unité de mesure.

La nouvelle statistique suivra-t-elle encore une loi de pro-
babilité simple telle que (1), définie par de nouvelles valeurs
(m/, p’, q’, h’) des constantes ?

Nous allons montrer que, sous certaines réserves, il en est ainsi,
malgré que la fonction (1) n’ail pas de théoreme d’addition.

Nous considérerons a cet effet une suite de nombres vérifiant
la loi (1) ; nous les grouperons 3 a 8, puis 5 & 5, ce qui revient
a changer I'unité de mesure, a la prendre d’abord 8 fois plus grande,
& la prendre ensuite 5 fois plus grande, et nous verrons que les
nombres obtenus par ces groupements peuvent encore, sous cer-
taines réserves avons-nous dit, en fait compte tenu de I’écart pro-
bable ou d’écarts raisonnablement possibles, étre représentés parde

nouvelles lois (1).
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II. — CHANGEMENT DE L'UNITE DE MESURE
DANS LES STATISTIQUES CONTINUES

105. On a (voir NoTE, page 204), en posant

m!
mp —z)! (mg + z

m=1000 p=01 ¢=0,9:

Yz = ( )!pmp-—rqmq+x

Y_ag = 0,000 000 0000 00523
Y_qg = 0,000 000 0000 00992

y_y = 0,041 600 783
yo = 0,042 016 791
y, = 0,041 970 157

yss = 0,000 000 0000 0171 04
yeo = 0,000 000 0000 0052 223

Ces nombres ont été calculés avec suffisamment de décimales
pour assurer 6 décimales exactes a foutes les sommes et a tous les
nombres qu’on va en déduire.

106. Groupons les nombres y comme il suit ; posons

Beg=Y—5 + Y=o T Y1
2oy =Y-pt Y3+ Y-
) =Y TY T+ Y-
2 =Yy tYs Y

---------------------
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on trouve les résultats numériques suivants :

293 = 0,000 000 0000 21325 zy = 0,121 058 055
0001 26516 105 429 058
0007 0348 082 721 246
0036 6295 058 297 783
0178 44k 036 785 864
0812 44 020 709 399
3453 & 010 364 347
Z—14 = 0,000 001 3689 004 592 675
005 0549 7'y = 0,001 794 2313
017 3331 615 1237
055 4432 184 1369
164 2628 047 8668
451 0239 010 7411 8
719 = 0,001 146 0735 7’14 = 0,000 002 0670 0
' 2 691 093 3386 66
5 830 038 0468 686
11 633 973 0054 2989
21 347 746 0005 2142 9
85 954 872 319 = 0,000 000 0000 4104 35
55 477 724
078 264 662

100 733 432
¥_y = 0,118 025 925
7y = 0,125 587 731

Dans quelle mesure les nombres z* qui résultent du groupement
des y pris 8 a 8, suivent-ils une loi de probabilité simple, en raison
du fait que les y suivent eux-mémes une telle loi ?

Les procédés de calcul que nous avons développés donnent
pour les 2" :

S =1,000000 S,”=0,431800 S,”= 1,255819 S,”=5,148766
S, =0,442618 S, = 1,255822 S,” = 4,925808
h=—0,00003 A =1,098105 B =10,074768
p' = 0,367811 ¢’ = 0,632189 = 43,37295 :

h est négligeable.
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En calculant 2, par la formule (5) du n° 27 ot 2 = 0 :

log z,

on trouve

log z,’

— 1
— log \/2ﬁ-|—-2

—1,096316

1
18 oupg T 1

N/
z, = 0,

M _ M
2m "~ 12mpgq’
124838 ;
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les formules de récurrence (8) et (9) du n® 838 donnent ensuite
les 2’ de la troisitme colonne du Tableau que voici :

2, obtenus par groupement 2. calculés
x des yo3 a3 comme on 'a dit
— 16 0,000 001 0,000 001
— 15 ) 3
17 12
55 42
164 137
451 400
— 10 0,001 146 1 063
2 691 2 573
5830 5 682
11 634 11 455
21 348 21 593
35 955 36 339
55 478 55 878
78 265 78 473
100 733 100 564
— 1 118 026 117 455
0 125 687 124 838
4+ 1 121 058 120 437
105 429 105 215
82 721 82 955
58 328 88 782
36 786 37 250
20 709 20 985
10 364 10 430
4 593 45 531
179 1701
10 0,000 615 943
184 145
48 31
1 5
2 1
15 0,000 000 0
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On a ensuite, les nombres 100 000 O et 100 000 C étant arrondis
a P'unité, et les écarts probables concernant les nombres 100 000 C

(fig. 16) :

0, — €,
100000 O 100 000 C Ecarts prob.
X . C1 e ™t -+
+ S
— 15 1 1 0 0 0,5
2 9 1 0,5
6 b 2 1,0
16 14 2 A
45 40 ) 4.3
— 10 115 106 9 6,9 **
269 257 12 10,8 *
583 568 15 16,0
1163 1146 17 23,0
2135 2159 24 30,3
— 5 3595 3634 39 39,9
5 548 5 588 40 49,0
7 826 7 847 21 57,4
10 073 10 056 17 64,1
— 1 11 803 11 745 58 68,7
0 12 559 12 482 77 0= BT
+ 1 12 106 12 043 63 69,4
10 543 10 521 29 . 65,4
8272 8 295 23 58,8
5833 5878 45 50,2
5 3679 3725 46 40,4 *
2071 2098 27 30,6
1036 1 043 7 21,7
459 453 6 14,3
179 170 9 8,8
10 62 54 8 f,9 **
18 45 3 2,6
5 3 2 1,2
13 1 1 0 0,5

L’écart probable n’est vraiment dépassé que pour les nombres
ou figure un * ou surtout deux **,

Multiplions les nombres O, et C, par x. Ils deviendront par
exemple pour z = 5,

3679z et

<o
.l
)
e
)



80
70
60
50
40
30
20
10

10
20
30
40
50
60
70
80
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I’écart O; — C, deviendra

46 ;
I’écart probable

% foh 3725 100000 — 3725

deviendra

3725z 100000z — 3725 ¢
e \/2 X 4000002 X 1600002 X 1000008

= E; V2 = 40,4 \/x.

3 N ¢
?
| ! / |
g ‘ —¥ e N [ ]
o \ / \ AT T
i S B i
Lo \ !
j 3 ¢ 3
NV
[
[ ] L
Fig. 16, — Comparaison entre une suite de nombres qui suivent approximativement une

loi de probabilité simple et les écarts probables. La courbe se rapporte aux différences
entre la suite de nombres et la loi de probabilité simple correspondante, Les @ figurent les
écarts probables.

\ 2
4*0’4‘) — 0,77 118,

Donc si nous multiplions les nombres O, par <TLG—
ou, ce qui revient au méme, si nous multiplions les nombres O
non plus par 100 000 mais par 77118, I’écart probable n’est plus
dépassé pour # = 5 dans les nombres 77118 2’ ; comme

10.8\*
Bt e — 1
(*08) = os1,
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il n’est pas dépassé non plus pour & = — 11.
Si I’on veut que I’écart probable ne soit pas dépassé non plus
pour

ce qui au point de vue pratique est bien inutile, il faudra multiplier
par

/ 2
1ooooo(ﬁf) — 37502,

au lieu 77118.

On s’arréterait & 77 118 si les nombres O provenaient d’une
statistique.

En toute rigueur, compte tenu de Uécart probable, les nombres

37502z,

suivent une lot de probabilité simple, bien que résultant du groupe-
ment 3 a 8 de nombres y qui suivent euzx-mémes une loi de probabilité
stmple ; ils la suivent tout comme s’ils se rapportaient & des tirages
de boules d’une urne.

On pourrait substituer 1’dcart possible & 1’écart probable, mais
cela nous entralnerait a des considérations qui n’ont gueére leur
place ici. |

107. La comparaison des nombres O’ — C; du Tableau précé-
dent et des nombres O — C relatifs a certaines statistiques, par
exemple « Etoile polaire », n° 89, et B, n® 92, donne lieu de penser
que le choix du nombre d’observations ou le choix de I'unité
(millimetre, centimetre, par exemple), iaue le choix en fait du
multiplicateur (100 000, 77 118, etec.) peut conduire & une repré-
sentation plus ou moins serrée, par la loi de probabilité simple,
d’une statistique donnée.

En effet, nous venons de voir que les y, sont mieux représentés
que les

100000z, ou les 77118z, ¢
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or 'unité de mesure des y, est trois fois plus grande que celle des
Rz

Au point de vue pratique, dans I’étude des statistiques ordi-
naires, ces considérations n’ont peut-étre actuellement qu’un
intérét médiocre : quelle que soit la maniére de grouper, par
exemple, les nombres de la statistique E, n° 95, les anomalies
signalées dans cette statistique, ainsi que les conséquences de ces
anomalies, resteront en évidence ; mais la maniére de grouper pour-
rait intervenir dans des études particulierement serrées de statis-
tiques. Iln’est pas douteux en effet que telle unité demesure donnera
une meilleure répartition suivant la loi de probabilitésimple que telle
autre unité de mesure et que, parmi les unités de mesure, il en
sera une donnant la répartition la meilleure. Nous dirons qu’une
répartition 2’ (ou 2’’) est meilleure qu’une répartition 3’ quand le
multiplicateur faisant descendre les O — C des 2’ au-dessous des
écarts probables est plus grand que le multiplicateur correspon-
dant des 2’ ; et parmi les répartitions z’”, g, &', y, il se peut
qu’il y en ait une y qui soit optimum au point de vue de la loi de
probabilité simple. Les groupements 5 & 5 vont préciser ce point de
vue.

Nous devions d’ailleurs les mettre en évidence, pour bien établir
la base de nos calculs.

108. On peut grouper aussi les y comme 1l suit :

_Zla =Yg+ Y-5 + Y-
2Ly =Yg+ Y- + Yo
2Ly =Yt Y-2+ Y-s
Z, =Y +y1 + Yy
2 =Ys + Y TYs
2 =Yy +Ys -y

---------------------
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295 = 0,000 000 0000 38882 # = 0,116 933 647
0002 25163 98 388 272
0012 2829 74 509 645
0062 559 50 628 857
0298 004 30 767 696
1326 21 16 661 805
5508 3 8 010 836
715 = 0,000 002 1328 z5 = 0,003 405 4783
007 6557 9274 4952
025 7828 417 8439
080 2993 119 4093
9231 9846 029 5759 7
260 8316 006 3101 8
219 = 0,001 536 8380 20y = 0,000 001 1518 9
3 513 6818 1785 68
7 407 836 0233 150
14 877 679 0025 403
25 644 598 zlg = 0,000 000 0002 285 9
41 957 923 |
62 849 897
86 014 816
107 322 750
2, = 0,121 805 821
= 0,125 445 274

Ici, pour les 2,

S = 1,000001 S,” = 0,473401 S,” = 1427630 S, = 6,049517
Sy = 0,401155 S, =1,094329 S, = 4,135686

Ces nombres sont tous exacts & 0,000 001 pres.
On en déduit

h= 10333301 A =1,0913275 B =10,9620944
p=0,368611 g¢= 0,631389 m =43,31108.

et, par la formule 50 du n° 66 : y, = 0,124 8638. Les formules de
récurrence du n® 55 donneront ensuite 2"_z+n et 2"z4n.
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109. Groupons maintenant les y 5 & 5 de la maniére suivante :

25y =Y-s+ Y-+ Y-+ y-s + y—
2 =Y +¥ +Y% +Y-1+Y-.
5=y, +¥ +Y +Y +Ys
%' =Y +Yu Y +Y + Ys

--------------------------------

Yoici les valeurs des nombres 2"’ :

2" 14 = 0,000 000 0000 24170 2 = 0,185 028 787
& 58796 124 196 334
72 7215 62 002 496
958 504 | 22 679 807
235 = 0,000 001 0456 11 5 977 11922
69 1396 2l = 0,001 118 4617
414 5155 143 4523
g = 0,002 012 0812 2 = 0,000 012 4643 &
7 855 8948 7092 78
24 497 509 0255 365
60 548 324 2 = 0,000 000 0005 581
2", = 0,117 633 144
2/ = 0,178 019 593
2 = 0,207 785 821

Avec 6 décimales exactes :

S —1,000001 S,” = 0,391061 S,” = 0,747823 S,” = 1,879891
S, = 0401155 S, = 0,747825 S, = 1,799113
A =0592437 B = 2,192005

h=—0,000002p = 0,421018 ¢ = 0,578982 m = 1517867

En négligeant £ :

|

log z," = 1,3094132  z," = 0,203898.



192

PROBABILITES ET STATISTIQUES

On a ensuite

10 000 2" D==\C
2" par 10 000 2” Ecarts
X par addition | 2" calculés [groupement| par calcul |-~~~ prob.
desy5a5d des y5a 5 ==
0 V=R
— 9 0,000 009 0,000 001 0 0 0 0 0
— 8 69 24 1 0 1 0
— 7 415 262 4 3 1 1,2
— 6 2 012 1702 20 17 3 2,8
— 5 7 856 7 746 79 77 2 5,9
— & 24 498 25 340 245 253 8 | 10,6
— 3 60 548 62 555 606 626 20 | 16,3 *
— 2 0,117 633 0,119 003 1176 1190 14 | 21,8
— 1 0,178 019 0,176 309 1 780 1763 17 25,7
0 0,207 786 0,203 898 2078 2 039 39 27,2*
+= 1 0,185 029 0,183 067 1 850 1831 19 26,1
2 0,124 196 0,125 792 1 242 1258 16 | 22,4
3 62 002 64 578 620 645 25 | 16,6 *
& 22 680 23 546 227 235 8 | 10,2
5 5977 5 602 60 56 & 4,8
6 1113 729 11 3 & 1,9*
7 143 0,000 025 1 0 1 0
10 000 10 000 G =g

Comme on I’a expliqué & propos des

2,

I

il suffirait de substituer

a 10 000 le plus petit des 8 nombres

16,3

10000( 2%

2 P 2 A 2
) =6642, 10000( ?7’2) 4,864, 10000(16£) 4409,
\ 3Y 25

done 4 409, pour que les nombres (O — C) soient tous en dega des
écarts probables ; le statisticien négligera en effet 1,9.
Ainsi, les nombres

Az A < 4409,

12747

oty les 3" résultent du groupement 5 a 5 des y, suivent une loi de
probabilité simple, comple tenu de Uécart probable, tout comme si

les nombres Az'"’ résultarent du tirage de boules d’une urne.
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IIT. — JUSTIFICATION DE LA CONSTANTE DE DEPLACEMENT A

110. Dans les tirages de boules d’une urne, il n’y a pas lieu
d’envisager de constante de déplacement.

Pourquoi celle-ci s’introduit-elle dans 1’étude des statistiques ?

Nous pouvons actuellement répondre & cette question.

Pour les 2" de tout & I’heure, la constante de déplacement est

1
nulle. Pour les 2/, la constante de déplacement est 3°

C’est done la maniére de grouper les éléments qui introduit la
constante h.

Si nous apprécions une suite de données thermométriques en
ramenant celles-ci aux degrés arrondis

,Oo, 10’ 20 307 cee,

?

; 1 :
si nous trouvons h = 5> Dous trouverons 2 = 0 en appréciant les

températures suivant I’échelle ...

Ll ()

A\ /

249
de méme qu’en passant de 2’ & 2”.
En refaisant une statistique quelconque sur une échelle nouvelle,

indiquée par la valeur de h, on pourrait donc s’arranger de maniére
a ce que A soitnul : non pas en modifiant I'unité de mesure, mais en

; . . : 1 ]
décalant les mesures d’une certaine fraction, 3 de degré dans le

cas précédent.

Il w’y a aucune utilité pratique a procéder ainsi. — 11 y aurait
méme souvent impossibilité, parce que la plupart des statistiques
a étudier ne comportent pas la possibilité de changer d’échelle.

Mais il était nécessaire de montrer pourquoi la constante de
déplacement s’introduit dans les calculs et pourquoi les nombres
Y,.n Se substituent ici aux nombres y, qui représentent les proba-

bilités de tirage de boules d’une urne.

R. DE MONTESSUS DE BALLORE. — Probabilités et statistiques. 13
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IV. — LES CONSTANTES m, p, ¢ DANS LES GROUPEMENTS
Etude de mpq

111. Quand nous groupons 27 -4 1 4 2n -+ 1 des nombres qui
suivent une loi de probabilité simple, quand nous écrivons

--------------------------------------------------

T-1 =Y _ 35 1 + Y_szn G g € + Y_n-1 :
Zo=y_n+y~_n+1+"‘+y—1+y0+y1+"'+yn
2y == yn-[-l + yn+2 + iy = + y3n+1

--------------------------------------------------

nous obtenons, sous certaines conditions qui ont été indiquées,
une suite

telle que les nombres
vo, Az_e, Azoa, Az, Az, Az,---

ol A est convenablement choisi, suit une loi de probabilité simple,
compte tenu de I’écart probable.
Il en est de méme des suites
-+, Bz_;, Bz_, Bz, Bz, Bz,---

pourvu que

B A,
On a sensiblement (n° 28)
(1) Yo = /4 1: ’
. V/2ampq

Soient m’, p’, ¢’ les constantes relatives & la suite 3 ; on a, de
méme,

1

Za e o

= \_/2_7:m’p"qﬂ
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or
= (2n 4+ 1)y, ——en=—:‘zn—{_1 — n
\/ 21mpq
donc
0 0 e f 1
\/2rmp g \2mmpq: (2n 4 1) ’
\V/2nm'p'q’ =\/2nmpq : (2n + 1)2 + 7,
(2) m'p'q’ = mpq : 2n 4 1)® 4 on,
Soit

m ==16800, p =045 q=20,9, “mpg = 8l
10 Groupons les ¥ 8 & 8 ; pour les g’ ainsi obtenus :
m'p'q’ = mpq : 2n + 1)iu, = mpq : 330, = 90 : 9pu;, = 10 4 o,
Nous avons trouvé (n° 102)

p = 0,367811, ¢ = 0,632189, m = 43,37295,
d’ot '
m'p'q’ = 10,09 ;
on a done
0y = 0,09,

On peut trouver une valeur approchée de o, ; en effet (n° 55)

m | .
y—1=,}i§ij§yo: Yy, = mqiipyo’
done
gm0 mTmbe s _@9_‘)
o =Y\t pg + ¢ T mpg + p

3(mpq) + 2mpq + Pq.

0 (mpq)® + 2mpq + pg’
St [(mpq) + mpq 4+ pql®
Zo* Y, [3(mpq)* + 2mpg + pq[?

ou formule (1)

R [(mpg)* + mpq + pq]®
"PT = TP [3(mpq)® + 2mpq + pq?
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en remplagant mpq par sa valeur 90, on trouve
m'p'q" = 10,074 ;

la valeur vraie est 10,085.
Dans le groupement 2,

m'p"q” = 10,045 :
d’un groupement » & » & un autre groupement n a n, par exemple
2’ et ,/, m’p’q’ ne différe pas beaucoup de m'’p’’q”’ si n est petit

(n = 2 oun = 8)
20 Pour le groupement 2/, la formule (2) donne

ml/lplllql’/ — 3,6000 —l— Wn

et on a
ml!lplllqll.' = ‘:3,6990

d’ou
wn = 0,09999.

Etude de p et de g

112. Nous avons écrit

---------------------

Cela revient & construire la fonction (fig. 17)
(3) ZI =1 yn—l —I— Yn + yn+1'

mais & envisager seulement les valeurs entiéres de z ; & la fonetion 2’
correspond la courbe Iz, de méme qu’a y correspond la courbe I',;
nous spécifions : &, parce que en écrivant

Zn = Ygp_1 T Ysn fie Ysnt1

nous faisons correspondre I’indice nde z & 'indice 8n de y, ce qui
introduit deux unités d’abscisses, les @ et les £ qui sont triples
des z.
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118. Pour déterminer la mode ou abscisse du maximum, nous
remplacons (n° 28, formule IIT ol le terme en 2? est négligé) la
fonetion

m ! bt
Y= (mp—a) L(mg + ) 171"
par la fonction
G—ph i N
(y) = _*'1 NE 2mpq :z: 2mpg

Vﬁnmpg

et c’est l’abscisse g,;_}g du maximum de (y) que nous prenons

pour valeur (valeur approchée) du maximum de y (n° 49).
A 2’ substituons de méme

(7)) = Ap *lr — 1+ Blz—1)2 +Aeaw+«x 4 Ae x+1)"+A a(z+1)+ B(z4+1)2

ou

V 2rmpgq MRy

la valeur de @ qui rendra (2’) maximum s’obtiendra en écrivant

[« 4 2{5(33 —1)] eHe—1) + flz—1)? + (o + 2;93;)(3@:1:—}— R
+ [2 + 2f 4 25 U TR g,
i

Cette équation peut s’écrire

1) 4 Bz—1)2 — az— S

(o + 2f3x — 2[‘5)33‘(“C
+ (% +252) 4 (o +252+-2[9)e” (z-41) + pla1)2—ar—(a _ g

(4 28a)(d + o * IR 4 xR
_2[@(8—1—25m+§_61+2;¢x+{5) —0;

on voit qu’elle admet la solution

v 4 2z =0,
g—p __ 2z _
2mpg ~ 2mpg — 7

g—pP.

xr = *‘—2**
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au degré d’approximation ov nous sommes, U'abscisse OH du mawi-
mum de 'z ou 2 est done la méme que Uabscisse OK du maximum
de T, ou y (fig. 17).

Mais, sous certaines conditions qui ont été précisées a I’aide de
I’écart probable, 1': ou 2’ peut étre représentée par

m' !
(mp"—Z) T (m'g + &)1 F

et P’abscisse du maximum est ici

mrpr___';‘- mrq! =tt

z= A q

wH = & = L =2
on a par ailleurs |
1
wH mesuré en £~ 3 OK mesuré en iz ;
done
OK _¢—p
B1 L
et, comme
0K = 1-F,
il en résulte
lg—p_4q¢—p
3 7 2
ou
¢ —p =152

114. Le raisonnement valable pour le groupement 5 & 5, car ici
nous avons a considérer

[+ 2‘,9(3;_2)]6“(“?—2) + Bz —2)? + [« + 2‘9(:8-—1)]6‘1(33_1) + Blaz—1)2
+ [o + 2fle™ T 4 (o 4 28(w 4 1)]e + 1)+ Bl 1)
[ + 2l -+ 2)ele Bk g

)

que nous écrivons

(o + 28 — 2)]e 2 4T 4E [0 4 2 — g)JeT =2+ B
+ [o + 280] + [o + 28(z + 1)]e” T B
+ [ + 2B(@ 4 2)]e* T e T L= 0
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quand « + 2@z est nul, les trois termes du milieu disparaissent,
on I’a vu, et 1l reste

e =
— 406" 4+ Afe*F

|
qui est nul.

B D

gl R S

ST e B e S A

e
=
o

I

|

i
'y1 ‘% : ‘y‘l yZ y3 \y(\ -ys 2/6

|

K x
T o[+ t 2 3 & 35 8

] ' E
----- T e e s R

Enréalité w E est placé sur Qac; onla place sur une droste distincte de Ox pour
faciiter la compréhension du texte.

Fig. 17. — Quand on groupe 2 4 2, 8 4 3, # & n les termes d’une suite (7, p, ) soumise 4
la loi de probabilité simple, on obtient, sous certaines conditions, une nouvelle suite soumise
également 2 1a loi de probabilité simple, wmais les constantes ', ¢/, ¢’ de la nouvelle suite:
différent de m, p, q : Cest un lait caprial.

Le raisonnement est valable de méme pour tout groupement
symétrique 2n + 1 a 2n 4 1 :

y_n+y_n+1+"' Sy oF Yo =t YL NN G

Ici

Qanps == P'ongr = ;TT}_pi .
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115. Passons aux groupeménts dissymétriques, tel que

-----

-----

Les courbes I': et I', sont les mémes que tout & I’heure ; mais au
lieu des points N et D, nous considérons les points N; et D, ; le
maximum a encore pour abscisses » H et OK ; on a done encore

" ’" QI—P’

Ul = e
et, pour un groupement 2n + 1 a 2n + 1 :
B

‘];n+1 _"P§n+1 = G

116. Groupements 2 a 2, 2n @ 2n. — Le plus simple de ceux-ci
est le groupement 2 a 2 et parmi les groupements 2 a 2 nous consi-
dérons celui qui résulte de :

mp! mp -}—%——x mq—}—;—l—x
L T AR, A 4 :
Qmp—l—?—‘—x)!(mg—{—z—{—x)l

qui a pour valeur approchée,
oul’on a
1= F (.?,‘ — 1 -+ ———1 (1, v 1 %
Ae 2mpg 2) t 2mpq 2 )

Le groupement 2 a 2 s’obtiendra en donnant a @ deux valeurs

conséecutives
z et xz-+4+1

et nous aurons ainsi le terme général du groupement :
N~ B S )
Ae 2mpq (a: 2 2mpq : ‘2) + Ae 2mpq ATE 2 Impg g 2 '

Nous avons donc & chercher une racine de I’équation

o asfo gyl

¢ e [ =2 1 51 N2
+[a+2@(”x+§) TR
oulon a | )
£roes ploieeadl gt Lty
2mpq’ = 2mpq’



STATISTIQUES CONTINUES ET STATISTIQUES DISCONTINUES 201

cette équation est encore vérifiée par

a+ 2Bz =0,
en effet,
' 102
a(\x—%)+ﬁ(x—é) :ax__%a—}—ﬁxz—ﬁx—l-é,

g

1 ‘ 1\2 | .
a(m+2>+,3(x—|-2> =”$+39’+ﬁx2+ﬁx+4,

nous pouvons diviser I’équation par

[#]
ax+§5w2+z

et il reste
1 n 1 5
T ye— i §a+ ks
(2 + 2w — fi)e + (2 4 2Bz + Pe — 0;
si
&« —l— 2,6.72 = O, ‘
on a bien
— fe® + (Be® = 0.

De 14 on passera aux groupements 2n a 2n symétriques, et des
groupements 2n a4 2n symétriques, on passera aux groupements
2n a 2n dissymétriques.

117. D’une maniére générale, mais approzimativement, quand
on groupe n & m, si p’, ¢’ sont les valeurs de p, ¢ applicables au

groupement, on a
’ r q ——_B .
9 —P = 7

puisque

il en résulte .
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Applications. — Pour 2’ et 2", on a par ces formules
p=p"=03667 ¢ =q"=0,6333;
les valeurs vraies sont, avons-nous vu,

p’ = 0,3678 g = 0,6362
p" = 0,3686 q" = 0,6314;

nous les obtenons done, pour la formule

; Sl
?

n
4 1 ou 2 milliémes pres.
Pour z’”’, la méme formule donne
p" = 0,4200 qg" = 0,5800
au lieu de
p"" = 0,4210 qg" = 0,5790 :

nous les obtenons encore & 0,001 pres.

Il est trés vmportant de faire ressortir que p et g ne sont pas con-
servés, loin de la, quand on groupe les termes d'une suite qui procéde
suivant la lot de probabilité simple.

118. Il y a encore lieu de remarquer que la formule

g—p=15F

n’est réversible que dans des limites étroites. Ecrivons en effet

q—p =n(¢g —p) avec q+p=1;

on a
1 I 1 L e

p=g—nigt g=jfator.

et on aurait
g>1

si

I_I 1 L , 1

nq_”z__>2, n(¢ —p)>1, n > :__};7;

'=0,9 b =200



STATISTIQUES CONTINUES ET STATISTIQUES DISCONTINUES

on a

A ) { = 14
g —p =08 T_-?r—(),g—i,?ﬁ

et la formule renversée ne s’applique plus si
n>1,25;

par exemple si ¢ = p', on aurait

q=%+2><058=1,3
1 08
p=5—2+75 =—03.
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