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1

Uvod

Tema ovog rada su uglavnom problemi koje nije moguée reSiti sredstvima
klasi¢ne logike. Prvo su infinitarne logike L, i [,fl primenjene u teoriji
modela, za reSavanje problema kontinuuma za odredjene klase modela. Za-
tim su u verovatnosno-temporalnim logikama reSeni neki otvoreni problemi
primenom infinitarnih pravila izvodjenja. Na kraju, dati su novi semanticki
rezultati u oblasti nemonotonih logika i merenja protivrecnih teorija, koji
omoguéuju razvoj novih infinitarnih aksiomatsih sistema.

Sve tri glave rada sadrze originalne rezultate. Delovi druge glave objav-
Jjeni su u [72], delovi trece glave objavljeni su u [18, 19, 84], delovi cetvrte
glave objavljeni su u [17, 21, 16|, dok su delovi druge, trece i ¢etvrte glave
na recenzijl.

Druga glava rada prikazuje dva opSta pristupa za pokazivanje da za
skupove opisivim nekim od teorija i formula infinitarne logike L., vazi kon-
tinuum hipoteza. Drugo poglavlje te glave prezentuje jednostavan nacin za
kodiranje raznih pojmova, pre svega prebrojivih struktura i nekih kombina-
tornih problema. Preciznije, definisana je operacija * koja kodira recenice
jezika L, ., u infinitatni iskazni racun, sa prikladno odabranim skupom iskaz-
nih slova koji zavisi od razmatrane strukture. Time se na uniforman nacin
dokazuju teoreme Kukera, Rejesa, Makaija i teorema Burisa i Kvajtineca.
Osnovna ideja je da se pokaze da je broj kodiranja raznih pojmova analiticki
podskup skupa svih valuacija, koji, generisan diskretnom topologijom na pre-
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brojivom skupu iskaznih slova, postaje izomorfan Kantorovom skupu. Tada
se, kori§¢enjem teoreme o savrSenom podskupu, pokazuje da za skupove koje
opisujemo vazi kontinuum hipoteza. Primeri su gore navedene teoreme, broj
linearnih pro$irenja parcijalno uredenog prebrojivog skupa, prostor Zariskog
1 neki kombinatorni pojmovi. Tre¢e poglavlje bavi se prebrojivim modelima
prebrojivog jezika. Tada broj valuacija, snabdeven odgovarajuc¢om topologi-
jom, postaje Berov prostor. Pokazano je da za broj tih valuacija koje zado-
voljavaju fiksirani tip jezika L, vazi kontinuum hipoteza. Isti rezultat je
pokazan i za Siru klasu modela, koja nije nuzno prebrojiva, pri ¢emu se ili
ograni¢avamo na, egzistencijalne formule, ili prihvatamo pretpostavku Pro-
jektivne determinisanosti.

Tre¢a glava rada bavi se razvojem potpunih aksiomatskih sistema za
verovatnosno-temporalne logike. U drugom poglavlju ove glave data je ak-
siomatizacija za temporalne logike prvog reda sa razgranatim vremenom, kao
1 njeno prosirenje sa dva tipa verovatnosnih operatora. Infinitarnim pravilima
izvodenja prevaziden je problem nekompaktnosti kako temporalnog, tako i
verovatnosnog dela logike, i obezbedena je jaka potpunost. Sledece poglavlje
se bavi verovatnosno-temporalnim rezonovanjem o svedocenju. Halpern i
Pucela su razvili aksiomatski sistem koji je u osnovi iskazni, ali sadrzi kvan-
tifikaciju preko realno vrednosnih promenljivih. U tom radu, postavljen je
problem iskazne aksiomatizacije, na koji ovo poglavlje daje odgovor.

Cetvrta glava se odnosi na pristup rezonovanju sa nekonzistentnim i
nemonotonim znanjem. U njenom drugom poglavlju, definisano je neko-
liko mera protivrecnosti iskaznih teorija, kako semanticki, tako i sintaksno
zasnovanih 1 ispitani su odnos izmedu njih i veza sa postojeéim merama pro-
tivreénosti. Prelaskom na uslovne verovatnosne mere, dobijeni su rezultati
koji se na viSe nacina mogu dovesti u vezu sa nemonotonim rezonovanjem. To
se odnosi na konacne aproksimacije difolt pravila Sistema P Krausa, Lemana i
Magidora, kao i na kombinaciju aproksimacija sa racionalnim zakljucivanjem,
pri cemu se koriste hiperrealne verovatnoce. Trece poglavlje razmatra neke
potklase klase racionalnih relacija. Koris¢enjem rezultata Lemana i Magi-
dora, predstavljena je nova semantika za te relacije, bazirana na nestandard-
nim verovatnocama. Takode su prvi put koriSéene nestandardne verovat-
nosne mere za definisanje preferencijalnih relacija koje nisu racionalne. Do-



bijeni rezultati omogucéavaju razvoj verovatnosnih logika u kojima ¢e moéi da
se modeluju pomenute relacije. Poslednje poglavlje se vra¢a na standardne
verovatnoce. Primenom takozvanih verovatnoca sa skokovima, razvijen je
formalni sistem u kome se mogu modelovati nemonotone relacije.

Veliki deo disertacije je proizvod zajednickog rada sa profesorima Zo-
ranom Ognjanoviéem, Zarkom Mijajloviéem, Miodragom Raskoviéem, Zora-
nom Markoviéem, Aleksandrom Perovi¢em i Nebojsom I[kodinoviéem, kojima
dugujem veliku zahvalnost i bez kojih ovaj rad ne bi bio mogud.
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Infinitarne logike 1 kontinuum
hipoteza

Neka je X poljski prostor. Familija Borelovih podskupova od X je najmanja
o-algebra na P(X) koja sadrzi zatvorene podskupove od X . Neprekidne slike
Borelovih skupova zovemo analitickim skupovima.

Prema radovima Kukera [60], Rejesa [93], Barvajza [4] i Makaija [70] ,
odredene klase matematickih objekata S vezanih za prebrojive strukture A,
kao na primer AutA (automorfizmi od A), ponasaju se upravo kao analiticki
podskupovi Kantorovog prostora. To znac¢i da na njih mozemo primeniti
sledecu teoremu:

Teorema 2.0.1 (Suslin) Ako je X beskonacan analiticki podskup poljskog
prostora, onda je | X| =Ny ili | X| = 2%, O

Suslinova teorema vazi i za ma koji projektivni skup, uz jaku pretpostavku
Projektivne determinisanosti (PD). Kazemo da za klasu X skupova vazi kon-
tinuum hipoteza (CH), ako je svaki neprebrojiv skup S iz X kardinalnosti
2o,

Kako se borelovi skupovi dobijaju (od zatvorenih) prebrojivim unijama
1 presecima, oni su prirodno povezani sa infinitarnim logikama opisanim u
narednoj glavi. Koristec¢i tu vezu i Suslinovu teoremu, u ovom delu rada
¢emo, interpretiranjem u infinitarne logike, pokazati da za razne klase skupo-
va vezane za neke (uglavnom prebrojive) strukture vazi CH.

9
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2.1 Logike L, i £fl

Logika L, je ekstenzija klasi¢ne logike prvog reda L,,. Pored uobicajenih
logickih simbola, ona sadrzi konjunkcije (/) i disjunkcije (\/) prebrojive
duzine [51]. Na primer, ako jezik sadrzi prebrojiv skup konstanti c,,n € w,
onda formula ove logike

YV \/ T =cy,

new

tvrdi da je domen prebrojiv. Mnoge matematicke strukture koje se ne mogu
opisati klasi¢nom logikom prvog reda, mogu se opisati pomocu L, . Relacija
zadovoljenja se prosiruje na logi¢an nacin, kao i aksiomatski sistem, koji je
potpun. Sa druge strane, Teorema kompaktnosti ne vazi za logiku L, ..

Sa druge strane, logika .CZfl je ekstenzija klasi¢ne iskazne logike sa skupom
iskaznih slova P, koja takode dopusta prebrojive konjunkcije i disjunkcije.
Skup formula Fp logike £ definisemo rekurzivno:

Fo - 7),
Fop1 = FaU{mp [0 € FJU{AS | S € [R5} U{V S | S € [Fa]°},
‘7:'P - Unew F'”"

Pri tom, zapis [X]=% oznacava skup svih najvise prebrojivih podskupova od
X. Ako je S = {¢n | n € w}, onda se za AS i\ S uvodi zapis A, ¢n
i V,co ¢n, redom. Preslikavanje p : P +— 2 zovemo valuacijom. Vrednost
formule pri valuaciji p definiSemo indukcijom po slozenosti formule:

plu] = plp), peP,

(Anew n)lt] = T,co wnli], gde je [1,c. @nlp] infimum skupa
{onlu] | n € w} u Bulovoj algebri 2 = (2,-,+,,0,1),

(Vew n)lt] = D c0 0nli], gde je 37 o @nlu] supremum skupa
{onlp] | n€w}u 2,

(=) (1] = plp]”
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2.2 Metod interpretacije u ,Cfl

U ovoj glavi opisa¢emo metod za kodiranje nekih svojstava prvog reda. Na
primeru Kukerove teoreme (videti [60]) ilustrovac¢emo metod interpretacije u
infinitarnu iskaznu logiku.

2.2.1 Kukerova teorema

Teorema 2.2.1 Neka je A = (A, ...) prebrojiva algebra prebrojivog jezika L.
Tada broj automorfizama od A zadovoljava kontinuum hipoezu.

Dokaz

Na pocetku, opisujemo iskaznu teoriju prikladnu za kodiranje pojma au-
tomorfizma modela A.

Neka je f € AutA. Uvodimo skup iskaznih slova P = {ps | a,b € A}, pri
¢emu pgp intuitivno znaci f(a) = b. Teoriju T, koja formalno opisuje svojstva
automorfizma, definiSemo na slede¢i nacin:

o Tl = {_‘(pabl /\pabg) ‘ bl 7é 6270‘7 b17b2 S A}
Primetimo da je M(T1) = (| ez, ¢ [1], pa je M(T1) zatvoren podskup

Kantorovog prostora 27. Oécigledno, T} kodira pojam funkcije.

- TQ:{prab | a € A} A
Posto je MM(T3) = (N, U, 054 [1], zakljuéujemo da je M (T,) G5 podskup
od 27. Primetimo da T3 opisuje ¢injenicu da je A domen funkcije.

- T3 = {ﬁ(pcub /\pagb) 1 aj 75 as, a1, 09,b € A}
Primetimo da je 9M(T3) zatvoren skup u 27, kao i da T opisuje injek-
tivnost funkcije.

- Ty ={V,pa | b€ A}
Sliéno kao u slucaju teorije To, M(T}) je G5 podskup od 27. Teorija T}
opisuje pojam surjekcije.
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— Neka je F' n-aran funkcijski simbol jezika L. Teoriju T definiSemo na
sledeéi nacin:

Tr = {_‘<pa1b1 AN /\panbn) VpFA(al,...,an)FA(bl,...,bn) 1 a;, bj € A}-

Ako je Ts = |Jp T, ocigledno je M(T;) F, podskup od 27. Primetimo
da teorija T obezbeduje kompatibilnost funkcije f sa F. Dakle, Ty
opisuje ¢injenicu da je f endomorfizam algebre A.

Neka je T'= T U- - -UTs. Jasno je da teorija T kaze da je f automorfizam
algebre A. Dakle,

M(T) = ()T

je Borelov podskup od 27, kao konacan presek Borelovih skupova. Tada
M(T") zadovoljava kontinuum hipotezu.

Konacno, preslikavanje H : 9(T) — AutA definisano sa H(u)(a) = b
akko p(pay) = 1 je bijekcija, pa za broj automorfizama prebrojive algebre
vazi kontinuum hipoteza. ]

2.2.2 Preslikavanje x

U ovoj sekciji prezentujemo opsti metod za kodiranje svojstava prvog reda
prebrojivih struktura valuacijama recenica infinitarne iskazne logike L, .

Za formulu ¢ definiSemo funkciju ¢ : 27 — 2 takvu da je $(u) = o[u]
za sve P — 2. Ako je formula ¢ konacna, primetimo da je funkcija ¢
neprekidna. Primetimo da je valuacija g model formule ¢ ako je ¢(u) = 1.
Ako pretpostavimo da je skup 2 snabdeven diskretnom topologijom, skup
valuacija 27 je Kantorov prostor. Kako je ¢ Borelova funkcija, skup 9(y)
svih modela od ¢ je Borelov podskup od 2. Time je dokazana sledeca
teorema.

Teorema 2.2.2 Neka je T teorya logike [lf:l sa prebrojivim skupom iskaznih
slova P. Tada je M(T) Borelov podskup Kantorovog prostora 2% .
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Na osnovu Suslinove teoreme dobijamo:
Posledica CH vazi za M(yp).

Neka je A = (A,...) prebrojiva struktura prvog reda na prebrojivom
jeziku L ineka je Ly = LU{a | a € A}. Dalje, neka je (A, a)4ca prosta
ekspanzija A u L4. Skup iskaznih slova P sastoji se od znakova oblika
PFay,anb 11 QRa1,..an, gde su F'1 R funkcijski i relacijski simboli jezika L
arnostin, aa; € Aib € A. Preslikavanje * iz skupa Senty,, svih £, -reCenica
jezika L 4, u skup [,Zf] infinitarnih iskaznih formula nad skupom iskaznih slova
P definisemo rekurzivno, na sledeéi naéin:

(Flay,...,a,) =b0)" = Pray,. anp DIl Cemu je ppg, 4. p 0NOVO iskazno
slovo, a F' funkcijski simbol jezika L,

(R(ays---,84))" = QRay....an, Dl CEMU j€ R, .. 4, NOvVO iskazno slovo,

a R relacijski simbol iz L,
(—j9>* = —'9*7 (/\nEw 9")* /\nEw 0:17 (\/nEw 6"1)* Vnew 9:7,?
(V]JQ)* - /\aeA Q(Q)*, (HIQJ* = VaeA 9(9)*1

(F(tl( {7 ERRE 7-@im)n7 Ce 7tn(gi17 T zm)) - b)
/\(bl,...,bn)EA" (/\z:l(bz - ti(gilv e anm))* - pF,bl,u-’bn,b))

(R(tl( Qips - zm) . 7tn(azlﬂ"' Lim ))
Aoy pyenn (Nizs til@ins - -5 Qi) = 0)" A QR p0)-

a;
Teorema 2.2.3 Neka je A = (A,...) prebrojiv model prebrojivog jezika L
i neka je L' prebrojiva ekspanzzya Od L. Ako je T L, .-teorija jezika L',
onda je skup svih L'-ekspanzija A" od A koje su modeli od T moguce kodirati
Borelovim skupom u Kantorovom prostoru.

Dokaz Neka je, pri gore uvedenoj notaciji, 7% = {¢* | ¢ € T}. Tada je
skup M(T™) = (,cr P(¢") Borelov, kao prebrojiv presek Borelovih skupova.
Potrebno je pokazati da postoji bijekcija izmedu valuacija koje su modeli od
T* i ekspanzija A" od A u L' koje su modeli od T'. Preslikavanje h, koje svako]
valuaciji p € M(T™) pridruzuje ekspanziju h(p) = A, od A, definiSemo na
sledeé¢i nacin:
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Ako je F' € L’ funkeijski simbol, tada je
F%(ay,... an) =b akko (F(a,...,q,) =20y =1,
odnosno F*(ay, ..., a,) = b akko p(pra,.. anp) = 1.
Ako je R € L' relacijski simbol, tada je
R*(t1,...,tn) akko (R(ty,...,t.))H] =1,

odnosno R (ty,...,t,) akko u(qryy. .t,) = 1.

Jednostavnom indukcijom po sloZenosti formule ¢ moze se pokazati da je A,
model teorije 1', kao i da p # v povlaci A, # A,. Dakle, preslikavanje i
je injektivno. Sa druge strane, ako je A’ L'-ekspanzija od A koja je model
teorije T',valuaciju p,s definiSemo na sledeéi nacin:

pa(Pray...anp) = 1 akko A" = F(a,,...,a,) =b.
tar(qriy. 1) = 1 akko A" = R(ty,. .., ty).

Posto je A’ model teorije T, i pas je model teorije T*, odnosno Aus) = A'.

Dakle, preslikavanje h je i surjektivno. Na kraju, primetimo da preslikavanje

h~! kodira ekspanzije A'. O
Prema posledici Teoreme 2.2.2, pri pretpostavkama prethodne teoreme

Ima- mo:

Posledica Ako je skup svih L/-ekspanzija A’ od A koje su modeli teorije T

neprebrojiv, njegova kardinalnost je 2%°.

Iz Teoreme 2.2.3 moze se lako izvesti varijanta Makaijeve teoreme iz [70].

Za recenicu 1 logike L, kaze se da je Xi-reCenica, ako je oblika IRp(R),
pri ¢emu je p(R) formula logike £, na jeziku LU{R}, gde relacijski simbol
R nije deo jezika L.

Teorema 2.2.4 Neka je A = (A,...) prebrojiv model prebrojivog jezika L,
a L' prebrojiva ekspanzija od L. Ako je = IRp(R) Li-recenica jezika L' u
Low @ R nyge iz L', Onda se skup svih L'-ekspanzija A" od A koje su modeli
recenice Y moze kodirati analitickim podskupom Kantorovog prostora.
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Dokaz Oznacimo sa S skup svih ekspanzija A” = (A’, R) koje zadovoljavaju
reCenicu @(R), pri ¢emu je A’ ekspanzija od A u jezik L'. Prema Teoremi
2.2.3, S se moze kodirati Borelovim podskupom B Kantorovog prostora 2%
gde je P skup iskaznih slova definisan na pocetku poglavlja. Oznacimo sa P;
skup iskaznih slova iz P ¢iji indeksi ne sadrze relacijski simbol R, a sa Ps skup
preostalih iskaznih slova (onih u kojima se R pojavljuje medu indeksima).
Ocigledno je da vazi P = PyUP, i PyNP, = (). Dakle, B je Borelov podskup
od 271 x 272 Njegova projekcija B’ na 2%* kodira S’, skup svih ekspanzija A’
koje zadovoljavaju formulu ¥. Kona¢no, B’ je analiticki skup, kao projekcija
Borelovog skupa. [

Primetimo da se rezultat prethodne teoreme moze pojacati stavljanjem
prebrojivog niza egzistencijalnih kvantifikatora oblika R ispred formule ¢,
umesto samo jednog. Dokaz bi koristio iste argumente, prakti¢no bez izmena.

Napomena 2.2.1 Kao posledica, CH vazi za broj: linearnih ekstenzija par-
cijalnih uredenga prebrojivog skupa, kongruencija prebrojive algebre (teorema
Burisa i Kvagtineca), prostih ideala prebrojivog prstena (prostor Zariskog),
maksimalnih lanaca 1 antilanaca prebrojivog parcijalnog uredenja. Takode,
CH vazi i za broj reSenja nekih kombinatornih problema, koji se mogu kodi-
rati direktno, kao u sluc¢aju Kukerove teoreme. U njih spada bojenje ¢vorova
prebrojivog grafa u cetire boje, pri cemu se susedni cvorovi boje razlicitim,
bojama, kao i dole kodiran broj poplocavanja ravni Vangovim dominama.

Primer 2.2.1 Vangove domine

Ovaj primer je povezan sa problemom poploc¢avanja ravni dominama [101]
(videti @ [55], (Vol. 1, pp 381-884)). Pretpostavimo da imamo prebrojivo
mnogo domina, pri cemu je svaka domina kvadrat duzine jedan, koji je pode-
lien dyagonalama na éetiri trougla u koje su upisani prirodni brojevi.

Dominu predstavijamo uredenom cetvorkom prirodnih brojeva (a,b, ¢, d),
pri cemu su a, b, ¢ i d brojevi upisani u donjem, levom, gornjem i desmom
trouglu, redom. Neka je S konacan skup tipova domina.

Ravan se pokriva dominama na dole opisan nacin. Temena domina imaju
celobrojne koordinate. Pozicija domane je koordinata gornjeg desnog temena.
Domine se slazu na vobicajen nacin, pri cemu se zahteva da trouglovi koji se
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dodiruju budu oznaceni istim brojem. Prema Pravilu prenosa iz nestandardne
analize, postojanje pokrivanja prvog kvadranta povlaéi postojanje pokrivanja
cele ravni. Naime, pretpostavimo da postoji pokrivanje prvog kvadranta. Ko-
risteci princip prenosa, dobijamo pokrivanje nestandardnog prvog kvadranta.
Ako je H bilo koji beskonacan prirodan broj, onda je pokrivanje galaksije
tacke (H, H) takode i pokrivanje standardne ravni.

Sada éemo razmotriti broj mogucih pokrivanja ravna.

Neka je P = {p)y | (a,b,¢,d) € S,;m,n € w} skup iskaznih slova, pri
cemu je nameravano znacenje slova plyr “domina tipa (a,b,c,d) je na pozi-
ciji (m,n)”. Odgovarajucu iskaznu teoriju T koja opisuje pokrivanje ravni
definisemo na sledeci nacin:

T; = {Vriply | mon € 2}

To = {Papea V ~Ppgrs | @ 7 7, Docas Pty T € 51,

Ts = {~Phpea V ~Ppgis ™ | 0 # 8, Doegs Pyars ™ € 5,

Ty = {~Papog V ~Dpers™ | € 7 D, Doy P+ € S,

Ts = {~Pobea ¥ "Phora™ | 4 7 s Doeas Prs™ € S},

T=TyU...UTs.
Primetimo da teorya Ty opisuje pokrivange ravni, dok teorye Ty, T3, Ty 1t T5
opisuju svojstva slaganja domina. Takode, ocigledno je M(T) = ﬂ(peT o1,
pa je IM(T) Borelov podskup Kantorovog prostora 2 i (T zadovoljava kon-

tinuum hipotezu. Kako postogi bijekcija izmedu skupa pokrivanja ravni 1 skupa
suth modela teorije T, 1 broj pokrivanja zadovoljava kontinuum hipotezu.

2.3 O broju valucaija u Borelovim modelima

U ovom poglavlju ¢emo se baviti topoloskim i kardinalnim svojstvima skupa
valuacija koje zadovoljavaju formulu infinitarne logike L, . Osnovna ideja
je da se domen modela snabde odgovaraju¢om topologijom.
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2.3.1 Broj valuacija u sluéaju prebrojivih modela

Neka je L jezik infinitarne logike L, ., sa prebrojivim skupom promenjivih
V ineka je B = (B,...) prebrojiv model jezika L. Ako domen B snabdemo
diskretnom topologijom, skup svih valuacija BY je homeomorfan Berovom
prostoru.

Neka je ¢(z1,...,x,) proizvoljna formula prvog reda jezika L. Preslika-
vanje ¢ : BY — 2 definigemo sa

R _ 1, BE=oplyl
9"(“)“{0 B ol

Lema 2.3.1 Funkcija ¢ je neprekidna.
Dokaz Skup

e {1}] = {peB" |BE¢u}
= [ Jm a0 N {and] | @ € B ABE glay, ..., a0},

je otvoren, kao unija otvorenih skupova. Sliéno, ¢~ [{0}] je otvoren skup, pa

je preslikavanje ¢ neprekidno. ]
Neka je t(z1,...,2,) = {om(z1,...,2,) | m € w} prebrojiv tip jezika L,
sa skupom promenjivih {z1,...,2,}. Funkciju £ : BY — 2V definisemo na

sledeéi nacin:

t(u) = (nlp | n € w).

Kako za svako m vazi 7, ot = (4, i kako je svaka funkcija (,, neprekidna,
neposredno dobijamo sledeée tvrdenje.

Posledica Preslikavanje ¢ je neprekidno.

Skup svih valuacija koje zadovoljavaju tip t(zy,...,z,) je t 2 [{{1 | n €
w)}], odakle sledi:

Posledica Skup svih valuacija koje zadovoljavaju tip t(zy,...,2,) je zatvo-
ren podskup Berovog prostora BY .

Posmatrajmo sada formule p(z1, 29, . ..) 1 tipove t(z1, zo, . . .) (logike L,.,)
sa prebrojivo mnogo promenljivih, kao i njima odgovarajuce funkcije ¢ i ¢.
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Teorema 2.3.1 Za proizvoljnu L., . -formulu ¢(x1, 22, . . .) funkcija ¢ je Bo-
relova.

Dokaz U dokazu koristimo indukciju po slozenosti formule ¢. Ako je formula
@ atomicna, prema prethodnom tvrdenju je ¢ neprekidna funkcija.
Pretpostavimo da je formula ¢ oblika \/, . ¢n. Tada je

7 {1 = U e,

new

Borelov skup kao prebrojiva unija Borelovih skupova. Neka je ¢ formula —1p.

Tada je skup A
¢ {1} = ¢~ H{0}],

Borelov, prema indukcijskoj hipotezi. Ako je formula ¢ oblika
Axp(x, 21,20, . . .),
onda je skup

G = {ueBY | Bk Jog(e,ar, .. )ul)
= UtneBY | B E vz, )ul},

beB

Borelov kao prebrojiva unija Borelovih skupova. O]

Posledica Skup svih valuacija koje zadovoljavaju tip t(xy, 2, . . .) je Borelov
podskup Berovog prostora, pa zadovoljava kontinuum hipotezu.

Primer Za broj preseka prebrojivog linearnog uredenja vazi kontinuum hipo-
teza. Zaista, pojam preseka moze se opisati konjunkcijom sledeéih formula:

Vz \/ T =z, /\ Toi < T9i+2, /\ Z2i+3 < T2i+1,

1E€W 1EW 1EW

: [ ..
/\ Zoi < T2j+1, /\ \/ ZToi < Ty, /\ \/ Toj+1 < T2i+1-

1,]Ew €W jEW 1EW jJEW
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2.3.2 Broj valuacija u sluc¢aju neprebrojivih modela

U ovom poglavlju ¢emo razmatrati moguénost prenosenja rezultata prethod-
ne sekcije u sluéaju da modeli nisu nuzno prebrojivi. Preciznije, posma-
tratemo model A = (A, ...) jezika L, ¢iji domen A je poljski prostor i ¢ije su
sve funkcije i relacije Borelove. Takve modele ¢emo zvati Borelovim mode-
lima.

Primetimo da su, u slu¢aju da je A prebrojiv skup, sve relacije i funkcije
Borelove. U Borelovom modelu A mozemo identifikovati valuacije iz skupa
AV sa elementima poljskog prostora A“.

U ostatku poglavlja ¢emo koristiti sledece ¢injenice:

Lema 2.3.2 Pretpostavimo da je A poljski prostor, a B Borelov podskup od
A™. Ako je m permutacija skupa {0,...,n— 1}, onda je skup

{(a’Tr(O)7 st 7a’7r(n—1))‘(a07 s )an—l) S B}
Borelov.

Lema 2.3.3 Pretpostavimo da je A poljski prostor, a B Borelov podskup od
A" Tada su B x AF i B x A¥ Borelovi podskupovi od A% § A redom.

Neka je A Borelov model jezika L i neka je t = t(xy1,za,...,Zy) term
jezika L, pri ¢emu su z1, Zs, . . . , T, SVe promenljive koje se javljajuut. Term-
preslikavanje fi: A™ — A definiSemo na prirodan nacin: fi(ay,as,...,an) =
tAla1, ag, . . ., ay). Prema slede¢oj lemi, u Borelovim modelima term-preslika-
vanja su Borelove funkcije.

Lema 2.3.4 Neka je A = (A,...) Borelov model jezika L i neka je t term
jezika L. Tada je funkciya fi Borelova.

Dokaz Tvrdenje dokazujemo indukcijom po slozenosti terma. Ocigledno,
termi sloZzenosti 0 definisu unarne funkcije koje su ili identiteti ili konstantne
funkcije.

Neka je t = g(t1,...,t,), pri ¢emu je g funkcijski simbol, a t1,...,%, su
termi manje slozenosti. Dalje, neka su x1, zo, . .., ., sve promenljive koje se
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javljaju u termu t. Termity, ..., t, definisu Borelove term-funkcije hy, . .., hy,
prema indukcijskoj hipotezi. Dokazac¢emo da je funkcija f = g*o(h,..., hy)
Borelova, tako $to ¢emo pokazati da je (hy,...,h,): A™ — A™ Borelova

funkcija. Graf funkcije (hy,...,h,) je skup

{((ZQ, e, by, .,bn) c Amwﬂ\hi(ao, . .,am) =b;,1 € {1, - ,n}} =

() {(a0, - am, b, ., ba) € A" Ry(ag, .. am) = b}

1<i<n

Dalje, skup
{(ao, vy Qyp, bl; C. 7bn) € Am+n+1‘h1((lo, . ,am) = bl} =

{(CL(), T 7a'm>bl) vt 7bn) = Am+2|h1(a’0a s 7am) = bl} X An_—l

je Borelov, prema prethodnoj lemi. Sli¢no se pokazuje da su i ostali ¢lanovi
preseka Borelovi skupovi, pa je i funkcija (hy,. .., h,) Borelova. ]

Teorema 2.3.2 Neka je A = (A,...) Borelov model. Ako je ¢ formula
jezika L, ., bez kvantifikatora, onda je skup valuacija za koje vazi formula ¢
Borelov podskup od AV .

Dokaz Kako je

{veA"AE /\ Pnt = ﬂ{’/ € A|A F ¢n}

new new

{reA'lAE v} ={re A"lA =),

dovoljno je dokazati tvrdenje za atomicne formule.

Neka je R(ti(zg, ... Zm)y -, tn(Zo, ..., Tm)) atomicna formula. Poka-
zimo da je
S ={(ag,...,am) € A" Rt a0, - .., Qm), - - - t2]a0, . .., am])}

Borelov skup. Primetimo da je S = 7(S51), gde je

Sl = {(ao,. . . ,am,bl,. . ,bn) € Am+n+1|RA(b1,.. .,bn>,bi = tﬁ[&o,. .. ,(lm]},
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am: AmTTl s A™FL je projekcija

7((ag, -, Am, b1, -, 00)) = (Gg, - - ., Ap).
Tada je
S1={(ag, ..., am,b1,...,by) € A" RA(by, ... by)IN
() {(ao, -, Gm, by, - -, ba) € A" b = t2ao, . .., am]}.
1<i<n

Prema pretpostavkama teoreme i na osnovu Leme 2.3.3, skup
{(ag,...,Gm,b1,...,b,) € A™T T RAGD, ... b)) =

AT {(by, ... by) € AM[RA(by, ... bn)}

je Borelov. Na osnovu lema 2.3.2, 2.3.3 1 2.3.4, zaklju¢ijemo da je
{((1.0, vy Qup bl; N 7bn) € Am+n+1‘b1 = t?[ao, C ,(Lm]} =

{((1,0, ey Oy, bl) ~ Am+2|bl = t?[ao, c ,G,m]} X An—_l

Borelov skup, kao i ostali ¢lanovi preseka. Dakle, skup S, je Borelov.
Projekcija 7 je neprekidno preslikavanje. Primetimo da je restrikcija 7|g,

injektivna. Dakle, S je Borelov skup kao injektivna slika Borelovog skupa S;

(videti Teoremu 15.1 iz [53]). O

Posto je neprekidna slika Borelovog skupa analiticki skup, dobijamo slede-
¢e tvrdenje.

Posledica Pretpostavimo da model A = (A, ...) jezika L zadovoljava uslove
prethodne teoreme. Ako je v Ly, . -formula oblika 3z, ... z,1, pri cemu 1y ne
sadrzi kvantifikatore, za broj valuacija koje zadovoljavaju ¢ vazi kontinuum
hipoteza.

Na isti nacin kao sto je dokazana Teorema 2.3.3, moze se dokazati i sledeée
tvrdenje.
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Teorema 2.3.3 Neka je A = (A,...) model jezika L, pri ¢emu je A poljski
prostor 1 sve funkcije © relacije modela A su projektivne. Ako je ¢ proizvoljna
formula jezika L, ., onda je skup valuacija koje zadovoljavaju ¢ projektivni
podskup AV .

Posledica Neka je A = (A, ...) model jezika L, pri cemu je A poljski prostor
i sve funkcije i relacije modela A su projektivne. Pod pretpostavkom PD
(Projektivna determinisanost), za skup valuacija koje zadovoljavaju formulu
jezika L, vazi kontinuum hipoteza.



3

Neke temporalne verovatnosne
logike

3.1 Verovatnosne i temporalne logike

Prvi rad koji sadrzi model-teoretski pristup teoriji verovatnoée je poznati
Kislerov rad [52], u kojem su uvedeni verovatnosni kvantifikatori oblika Pz >
r. Formula (Pz > r)¢(z) je tatna, ako je mera skupa {z | ¢(x)} veéa od
r. Koristec¢i dopustive 1 prebrojive fragmente infintarne logike, Huver je dao
rekurzivnu aksiomatizaciju u [46]. Svoju popularnost i razvoj verovatnosne
logike duguju primenama u rezonovanju u prisustvu neodredenosti. Prvi
rad iz verovatnosnih logika usmerenim ka modelovanju neodredenosti je [30]
Fagina, Halperna i Megidoa, baziran na idejama iz [74, 75]. Izrazajnost logike
povecana je ugradnjom aritmetickih operacija u sintaksu. Primer formule je

2 3
3P(a) =5P(6) > 4,

gde su a1 @ klasi¢ne formule, a nameravano znacenje od P(a) je “verovatnoca
od @”. Standardna semantika za verovatnosne logike je specijalna vrsta Krip-
keovih modela, pri ¢emu je relacija medu svetovima zamenjena konacno adi-
tivnom verovatnosnom merom.

Znacajno je ista¢i da Teorema kompaktnosti ne vazi u verovatnosnim
logikama, sa realno vrednosnom semantikom. Naime, ako formula « nije ni

23
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tautologija ni kontradikcija, onda konacéno zadovoljiva teorija
T={P(a) >0} U{P(a) < 107" | n € w}

nije zadovoljiva (P(a) mora da bude infinitezimala). Na osnovu toga, nijedna
konacna aksiomatizazcija verovatnosnih logika nece biti potpuna. Temeljan
prikaz verovatnosnih logika sa infinitarnim pravilima izvodenja dat je u [83].

Moderni razvoj temporalnih logika poéinje radom Prajora, polovinom
proslog veka [89]. U osnovi, glavna ideja temporalnih logika je u doda-
vanju vremenske komponente odnosu moguéih svetova - relacija dostizivosti
izrazena je preko proslosti (prethodni svetovi) i buduénosti (naredni svetovi).
Kao i u modalnim logikama, informacije o pojedinacnom svetu izrazavaju se
pomocu klasi¢nih formula, dok temporalni operatori govore o vezama izmedu
svetova. Njihovoj popularnosti doprinele su mnoge primene u teorijskom
ra¢unarstvu [29].

Osnovno pitanje vezano za modelovanje konkretne temporalne logike tice
se protoka vremena. On moze biti linearan ili razgranat, neprekidan ili diskre-
tan. Druga podela je vise filozofskog nego prakti¢nog tipa i vecina istrazivanja
u ovoj oblasti bavi se opisom vremena koje je diskretno. Sa druge strane,
prva podela je znacajna i sa prakti¢nog stanovista. Ako je vreme diskretno,
nekada je zgodnije pretpostaviti da je vreme razgranato, odnosno da neki
vremenski trenutak moze da ima viSe potencijalnih naslednika.

U ranim radovima, klasi¢ni logicki jezici obogadeni su unarnim opera-
torima I (future) i P (past). Potpuna aksiomatizacja prikazana je u [7]. Za
logiku sa izrazajnijim jezikom, sa operatouma, U (until) i S (since), potpunost
je pokazana u [12].

Potpuna aksiomatizacija iskazne logike sa linearnim vremenom, sa oper-
atorima () (next) i U, prikazana je u [38, 65], dok je njeno progirenje prvog
reda dato u [68]. Jako potpun aksiomatski sistem za predikatski slucaj dat
je u [79], a njegovo verovatnosno prosirenje u [81].

Iskazna logika sa razgranatim vremenom, sa osnovnim operatorima (),
Ui A, opisana je u [27, 28]. Za razliku od linearnih operatora () i U koji
govore o fiksiranom putu, temporalni operator A omogucava promenu puta.
Malo je potpunih aksiomatizacija iskazne logike sa razgranatim vremenom
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(94, 97]. Prva potpuna aksiomatizacija u predikatskom slucaju prikazana je
u [18].

Sliéno kao i kod realno-vrednosnih verovatnosnih logika, nekompaktnost
je odlika temporalnih logika sa diskretnim vremenom. Standardan primer
nezadovoljive, a kona¢no zadovoljive teorije (pri ¢emu je protok vremena
izomorfan sa (N, <)) je

T:{F ﬁ@}U{OQXOO@,OOOQ%},

gde je znacenje izvedenog operatora F' “desice se”.

3.2 Verovatnosne logike sa razgranatim vre-
menom

U ovom delu rada prikaza¢emo potpunu infinitarnu aksiomatizaciju razgra-
nate vremenske iskazne logike sa dve vrste verovatnosnih operatora, kao i
proSirenje prvog reda.

3.2.1 Formule 1 modeli

Neka je P najvise prebrojiv skup iskaznih slova. Skup For svih formula
logike pBTL je najmanji skup sa slede¢im osobinama:

o P C For,
e ako o, 8 € For, onda a A 3, -« € For,
e ako o, € For, onda Oa,aUf, Aax € For,
e ako a € For ir € QN[0,1], onda P o, P$, .« € For.
Intuitivno znacenje operatora je:
e (Oa: a e vaziti u narednom vremenskom trenutku na odredenom putu,

e aUf: a ée vaziti u svakom stanju (na odredenom putu), sve dok £ ne
postane tacno,
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e Ax: « vazi na svakom putu koji poéinje datim stanjem,

o PZ «a: verovatnoca da a vazi u slu¢ajno izabranom stanju na odrede-
nom putu je bar r,

e P a: verovatnoCa skupa puteva (¢iji je zajednicki pocetak odredeno
stanje) na kojima vazi « je bar r.

Za formulu kazemo da je formula stanja ako je bulovska kombinacija:
iskaznih slova, formula oblika P a i oblika Aa. Sa St ¢emo oznacavati skup
svih formula stanja. Za n € w, Q)" a definisemo kao O(O"a). Ako je T
skup formula, onda sa ()T oznatavamo skup {Oala € T}, a sa AT skup
{Aca|a € T}. Temporalni operatori F' (nekada), G (uvek) i F (egzistencijalni
kvantifikator puta) uvode se na sledeéi naéin:

o o je TUq,

e Ga je "Fa,

o Fa je 7A—a.

Zapis ¢emo pojednostaviti i uvodenjem ostalih verovatnosnih operatora:

o Pl o je zamena za ~PY o, PZ a je zamena za PY)_ —a, PL.a je za-
. P . pp p P
mena za —Pg ., dok je PZ a zamena za P5 a A Pga,

k) S 5 3 8 " ] . 15 P
o P2, PZa, PS ai Pia uvodimo na slican nacin.

Primer formule je
EGa — P;%P;a,
~3

sto citamo na sledec¢i nacin: “ako postoji put na kojem formula o uvek vazi,
onda na bar pola puteva « vazi u bar trecini stanja”.

Definicija 3.2.1 Model M je svaka uredena Sestorka
(S,v, R, %, Prob*®*, ProbP*")

za koju vazi:
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e S je neprazan skup stanja (vremenskih trenutaka),
e v:SxP —{0,1} svakom stanju pridruzuje valuaciju.

e R je binarna relacija na skupu S, koja je totalna (za svako s € S postoji
t € S takvo da je sRt),

o ¥ je skup w-nizova o = Sg, S1, So,...Stanja 1z S, za koje s;Rs;11 vazi
za svako v € w. FElemente skupa ¥ zovemo putevima. Pretpostavljamo
da je ¥ zatvoren za nastavke, odnosno: ako je ¢ = Sg,S1,So,... put,
onda je put i S;, Siy1, Sigo, - -, 20 SVako 1 € w,

o Prob®®e pridruzuje svakom stanju s € S verovatnosni prostor
Probs = (Hg, us) , za koji vazi:

— Hy je algebra podskupova od g = {0 € & | 09 = s} (sadrzi L
kao element i zatvorena je za komplemente i konacne unije),

— us : He — [0, 1] je konacéno aditivna verovatnosna mera:

* MS(HS) =1,
x ps(X UY) = ps(X) + us(Y), kad god su skupovi X 1Y dis-
Junkini.
e Probpeth pridruzuje svakom pulu o € X, 0 = Sg, 81, - - -, S5 Sit1, Sit2, - - -

verovatnosni prostor Prob, = (Ay, lie), za koji vazi:

— A, je algebra podskupova od
Sa = {ﬂ- €X ’ T = 5§y Si415 425 - - - }fOT"I; € w};

— o Ay — [0,1] je konacno aditivna verovatnosna mera.

Neka je ¢ = sq, S1, S, ...Zbog jednostavnijeg zapisa, ubuduée éemo
koristiti sledeée oznake:

® 0>; je pub 8, Siy1, Sit2, - -

e 0, je stanje s;.
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Definicija 3.2.2 Neka je M = (S, v, R, %, Prob¢ Prob?®") bio koji mo-
del. Relaciju zadovoljivosti = (¢injenicu da je formula o zadovoljena na putu
o modela M oznacavamo sa M,o |= «) definiSemo rekurzivno, na sledeci
nacin:

e ako jep € P, onda je M, o = p akko v(sg,p) =1,
e M,o = —~a akko M, o | a,

M,0c =anf akko M0 =a i M,o =3,

Mo = Qa akko M,051 = a,

Mo = Aa akko za svaki put m o = my povladi M, [ «.

M,o = aUpB akko postoji i € w takvo da je M,o5; = [ i za svako
J € w takvo da je 0 < j < i vazi M,os; = a,

o M,o = P,a akko poo{m € Xoy | M, 7 =} >,
e M,o = P o akko po{m €S, | M,ml=a}>r.

Primetimo da zadovoljivost formula stanja zavisi samo od pocetnog stanja
puta.

Za dati model M = (S, v, R, %, Prob®*®¢, ProbP*") i put o € ¥ uvodimo
sledec¢e oznake:

° [a]%t’; ={res, | M rEa},
o [y ={r el | M,x = a}.
Mogué problem sa definicijom 3.2.2 je da mozZe da postoji formula « takva

da [a]f(fttg i [o]%4% ne pripadaju A, i H,. Da bismo prevazili taj problem, u
daljem tekstu razmatra¢emo samo takozvane merljive modele.

Definicija 3.2.3 Model M = (S, v, R, %, Prob®® Prob?®") je merljiv, ako

1spunjava dole navedene uslove:

. [a]f)&“; € A,, za svaku formulu o € For,



3.2. VEROVATNOSNE LOGIKE SA RAZGRANATIM VREMENOM 29

o [af$4% € H,, za svaku formulu o € For.

Verovatnosnu logiku sa razgranatim vremenom, karakterisanu klasom
merljivih modela, oznac¢ava¢emo sa

Izraz. M, o |= T znadi da je M, o = « za svaku formulu a € T'. Formula «
je zadovoljiva, ako postoje model M i put ¢ tog modela, za koje je M, o E «.
Formula je valjana, ako je M, o |= « za svaki model M i svaki put o modela
M. Zapis T = a.koji ¢itamo: “« je semanticka posledica od 77, znaéi da za
svaki model M i svaki put o modela M, M,o =T povlaci M, o E a.

3.2.2 Aksiomatizacija

Iskazne aksiome
A1. sve tautologije klasi¢ne iskazne logike

Temporalne axiome

A2. Ofa — ) = (Oa — OBf)
A3. O a e O

Ad. aUB < GV (e AO(alUp))
A5.p— Ap, peP

A6. Ep—p, peP

AT7. Ao — a

A8. Ala — ) — (Aa — Ap)
A9. Ao — AAa

A10. Fa — AF«

Verovatnosne aksiome (z € {p, s})
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Al1.
A12.
A13.

Al4.

A15.

3. NEKE TEMPORALNE VEROVATNOSNE LOGIKE

Pha

Pia— Pia,t>s

PZ.a— PZa

(PEa APS,B AP (maV =p)) — Pgmin(1,s+r)(a v p)

(P2 A PZB) — Pi i (aVP),s+r<1

Temporalno-verovatnosne aksiome

Al6

A17.

A18

A19

P
- Ga — Pa
S
Ac — P5ia
s s
. PZT(X — A_Pz,,.a

S S
. EPS .o — Pa

Pravila izvodenja

R1.
R2.
R3.
RA4.

R5.

iz {a, 0 — [} izvesti [
iz a 1zvesti O
iz « izvesti Aa

iz skupa pretpostavki

{7 = ~((Neeg OF ) AO™B) | i € w}

izvesti v — —(aUpf)

iz skupa pretpostavki
m T 1
{B—)QPZT_%alkew7k2;}

izvesti § — O™P%,a (za ma kojem € wiz € {p,s})
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Prema aksiomi Al i pravilu izvodenja R1 (Modus ponens), pBTL je ek-
stenzija klasi¢ne iskazne logike. Aksiome A2-A4 su standardne aksiome za
temporalne logike sa diskretnim linearnim vremenom, dok se aksiome A5-
A10 bave nelinearnim aspektima temporalnih logika [97]. Verovatnosne ak-
siome opisuju osnovna svojstva verovatnosnih mera: nenegativnost i konac¢nu
aditivnost. Poslednja grupa aksioma govori o odnosu temporalnog i verovat-
nosnog dela logike.

Pravila izvodenja R2 i R3 su varijante modalne nesesitacije. Ta dva prav-
ila mogu se primenjivati samo na teoreme.

Pravila R4 i R5 su infinitarna pravila izvodenja. Prvo od njih karakterise
temporalni operator U, a intuitivno znacCenje drugog je da verovatnocéa koja
je proizvoljno blizu broju r ne sme da bude manja od 7.

Kazemo da je formula « sintaksna posledica (ili “izvodiva iz”) skupa
formula 7', u zapisu 7" F «, ako postoji najvise prebrojiv skup formula
g, 1, ..., a, takav da je svaka formula o, ili aksioma, ili pripada skupu
T, ili je izvedena uz pomo¢ nekog od pravila izvodenja (pri ¢emu se pravila
R2 i R3 mogu primeniti samo na teoreme). Takav niz zovemo dokazom for-
mule « iz T'. Kazemo da je formula « teorema, u oznaci - «, ako je izvodiva
iz praznog skupa. Skup formula 7' je neprotivrecan ako postoji formula koja
se 1z njega ne moze izvesti; inace je protivrecan. Kazemo da je neprotivrecan
skup formula 7" makslimalno neprotivrec¢an, ako za svaku formulu o € For,
laeTii-aeT.

Saglasnost gore izlozenog aksiomatskog sistema, u odnosu na posmatranu
klasu modela, moguce je pokazati indukcijom po slozenosti izvodenja.

3.2.3 Potpunost

Teorema 3.2.1 (Teorema dedukcije) Ako je T' skup formula, a ¢ for-
mula @ ako vazi T, =, onda je T @ — 1.

Dokaz Teorema se dokazuje transfinitnom indukcijom po duzini dokaza.

[lustrova¢emo dokaz na primeru primene pravila izvodenja R4.
Pretpostavimo da je T, + v — —(aUf) dobijeno primenon pravila

izvodenja R4. Tada je T, p v — =((AiLy OF @) A O1B), za svako i € w.
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Prema induktivnoj hipotezi, T F ¢ — (v — —((Ai_, OF @) A O™15)),
za svako ¢ € w. Primenom aksime Al neposredno dobijamo T'F (p A y) —
(=((N_y OFa) AO11))), za svako ¢ € w. Na osnovu pravila R4 je T F (¢ A
v) — (=(aUpB)). Konactno, prema aksiomi Al je '+ ¢ — (7 — —(aUpR)).
Slucajevi kada je formula 1) teorema i kada primenjujemo Modus ponens
su standardni, dok su slucajevi kada se primenjuju pravila R2 1 R3 trivi-
jalni, posto se ta pravila mogu primeniti samo na teoreme. Slucaj kada se
primenjuje pravilo izvodenja R5 je sli¢no razmatranom slucaju (R4). ]

Lema 3.2.1 Neka su a, 8 @y proizvolyne formule. Tada vazi:

1. sledeée pravilo 1zvodenja je izvedeno pravilo: iz skupa pretpostavki

{v—>0O0|icw}

izvesti v — GB,

ako je - &, onda je - Ga,
GO a o OGa,

F(Oa — OB8) = Ola — 8),
O p) « (OanOB),

FO(aVB) < (OaVvOB),
Gal Ota za svako i > 0,

ST N SR

=

8. ako je T+ «, pri cemu je T skup formula, tada je OT + Oa.
9. za svako j > 0 vazi OB, 0%, ..., tat alUp,

10. ako jeT" skup formula takav da T+ o, onda AT + Ac.

11. F Ga < a N (OGa,

12. F G(a — B) — (Ga — GB),
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13. F Gla — Oa) — (a — Ga),

14. = (Gla = o1) A (aUB)) — (aaUB),
15. H(G(B — B) A (@UB)) — (aUpB),
16. - Fa < F-—a

17. FaUpB — Fp.

Dokaz (1) je neposredna posledica pravila R4, gde su o 1 § zamenjeni sa T
i =0, redom. (2) sledi iz (1) i R2.

Dokazi za (3), (8) 1 (9) mogu se pronaéi u [81].
(10): Koristi¢emo indukciju po duzini izvodenja formule « iz T. Pret-
postavimo de je T (Vz)a dobijeno iz T' F « primenom pravila R2. Tada
je:

o I'F a,

e AT Aa (prema induktivnoj hipotezi),
o AT+ (Vz)A«a (primenom pravila R2.),
o AT F A(Vz)a (na osnovu aksiome A15).

Ostali slu¢ajevi se razmatraju na slican nacin.
(14): Primetimo da je, prema (9):

a,UB) — ~ (AL OF ar) A O), za svako i > 0,
) = (Ao OF en) = = OF B), za svako i > 0,
aUB) — (NZp OF @) = ~ O B), za svako i > 0,
) — (N2 OF @) A O'), za svako ,

)

— =((aUp)), prema pravilu R4,
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odakle dobijamo tvrdenje. Tvrdenje (15) moZemo dokazati na sli¢an naéin,
dok (16) sledi iz definicije Fa = TUa i prethodnog. (17) sledi direktno iz
(14), zamenom «; = T. Preostala tvrdenja su jednostavne posledice tempo-
ralnog dela uvedene aksiomatizacije. U

Znacajno je ista¢i da aksiome i pravila izvodenja, predloZena kao delovi
aksiomatizacije nekih (slabo) potpunih aksiomatskih sistema [12, 94, 97| za
temporalne logike, vaze u naSoj logici, prema Lemi 3.2.1. Na osnovu toga,
ovde predlozena aksiomatizacija je dovoljna za opis semantickih svojstava-
operatora (O, A1 U.

Teorema 3.2.2 Swvaki neprotivrecan skup formula T moZe se prosiriti do
maksimalno neprotivrecnog skupa formula T™.

Dokaz Pretpostavimo da je For = {a; | i € w}. Maksimalno konzistentan
nadskup 7™ definisa¢emo na sledeéi naéin:

1. Ty=T.
2. Ako je «; neprotivretna sa T;, onda je T;11 = T; U {oy }.
3. Ako je q; protivrecna sa T}, onda:
(a) Ako je formula o; oblika v — =(alUf), onda je
Tivr =T, U {y = (N2 OF @) AO™ 1 B)},

pri ¢emu je ng ceo broj za koji je skup 7.1 neprotivrecan.

(b) U suprotnom,ako je formula a; oblikay — O™P%.8, zax € {p, s},
onda je

Tip1=TU{y—--0O" P; 1B}
21—
pri cemu je ny ceo broj za koji je skup 75,1 neprotivrecan.

(c) U suprotnom, T;,1 = T;.

4.7 =, Tn.
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Pokazimo postojanje broja ng u koraku 3(a) konstrukcije. Ako bi vy —
(A7_y OF a) AQ™ 1) bio protivrecno sa T;, za svako n € w, onda bi prema
Teoremi 3.2.1 vazilo T; = —(y — ((AZ_y OF @) A O™13)), za svako n € w.
Na osnovu aksiome Al zakljuéujemo T; b v — —((A7_, OF a) A O™10), za
svaki n € w. Na osnovu pravila R4 dobijamo T; v — —(aUf), &to je u
suprotnosti sa pretpostavkom. Na slican nacin mozemo pokazati da postoji
broj n iz koraka 3(b) konstrukeije.

Lako se pokazuje da je skup 7; neprotivrecan za svako i, kao i da za svako
a€ For,liaeT"ili ~a € T™.

Primetimo da bi deduktivna zatvorenost skupa 1™ povlacila njegovu ne-
protivreénost: iz T F 1 bi sledilo 1. € 1™, pa bi postojao ¢ takav da | € T5,
$to je u suprotnosti sa konstrukcijom. Da bismo dokazali da je skup 77 deduk-
tivno zatvoren, dovoljno je da pokazemo da je zatvoren za pravila izvodenja,
posto su instance aksioma ocigledno u T™. Pokaza¢emo samo zatvorenost
za pravilo R4, posto je slucaj kada razmatramo pravilo R5 slican, a ostali
slucajevi su trivijalni.

Pretpostavimo da v — —(aUf) ¢ T* i da je v — =((Aiy OF @) A
O16) € T* za svaki i € w. Zbog maksimalnosti skupa 7%, —(y —
=(aUQ)) € T*, odnosno y A (eUB) € T*. Sledi da jey € T* i aUpB € T*, pa
postoje m,n € w takvida jey € T,, i «UB € T,,. Ako je v — —(aUf) = «y,
onda, prema konstrukciji skupa 7™, postoji prirodan broj ny takav da je
v — (AP OF «) AOQ™*18) € T;. Na osnovu Leme 3.2.1(9) je T; + aUS.
Odatle sledi Tiax(i,mmny = L, $to je u suprotnosti sa neprotivrecnosti skupa
T max{l,m,n}- ]

Relaciju ekvivalencije ~ na skupu svih maksimalno neprotivre¢nih skupo-
va formula definiSemo na sledeéi nacin:

Ty ~ Ty akko TY NSt =T5 N St.

Klasa ekvivalencije od T* je [T*] = {Ty | Ty ~ T*}.

Lema 3.2.2 Ako je T* maksimalno neprotivrecan skup i ako Aa ¢ T, pos-
togi skup T" € [T™] takav da o ¢ 1",
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Dokaz Neka je T = T* N St. Ako je skup T'U {—«} neprotivrecan, on se,
na osnovu Teoreme 3.2.2 moze prosiriti do maksimalno neprotivreénog skupa
T'. Posto je T =T"N St, dobijamo T" € [T™].

Ako je skup T'U{—a} protivre¢an, onda T F a. Na osnovu Leme 3.2.1.10
dobijamo AT F Aa. Posto je T C St, na osnovu aksioma Ab, A9,A101 AlS je
T+ Aa. Odatle sledi da je Aa € T, §to je u suprotnosti sa pretpostavkom.
]

Kanonicki model M* = (S, v, R, 3, Prob®e ProbP*") definisemo slede-

¢im uslovima:

e S={[T"] | T* je maksimalno neprotivre¢an skup formula},

o v([T*],p) =1akko T* Fp, peP,

o [TY]|R[I3] ako postoje Ty ~ 17 1Ty ~ Ty takvidaje Ty = {a| O a €
T3},

e X je skup puteva oblika [T¢], [T7], [I5] ,...za koje je Ty, = {a| O« €

T}, za svako i € w. Ako niz {7} };c, odreduje put o, skup T;* éemo
oznacavati sa o (i),

e Prob”" je odreden verovatnosnim prostorima Prob, = (As, lis), za
o= [1¢], [T7], [15] ,- - -, takvim da vazi:

o AU - {[&]U ‘ Q€ FOT}> gde je [a]a - {0-;7/ l I.TZ* - Clg’l: & w},
— Ho(la]s) = sup{r € QN [0,1] | 15 F P% a},

o Prob™e ge definise na sledeéi nacin: za svako stanje s, verovatnosni
prostor Probs = (Hg, us) je odreden uslovima:

- Hy={[a]s | @ € For}, gde je [a]s = {n | 7(0) ~ T§, 7(0) F &},
— ps([a]s) = sup{r € QN[0,1] | Tg F P a}.

Teorema 3.2.3 M* je pBTL-model.

Dokaz Posto definicije v 1 u, zavise od izabranog elementa klase ekvivalen-
cije, potrebno je pre svega pokazati da je definicija M* korektna:
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e v je dobro definisano, posto je P C St, pa 17 F p akko T3 + p, kad god
jelt ~T5, peP.

e Definicija relacije R je takode korektna. Naime, koriste¢i temporalne
aksiome, mozemo pokazati da se svojstva neprotivre¢nosti i maksimal-
nosti prenose sa T* na T4 = {a| O a € T"}.

Pretpostavimo da je skup T protivrecan, odnosno da je 75 F a A ~a,
za neku formulu a. Prema Lemi 3.2.1.9, 7* F O(a A —«a). Na osnovu
Leme 3.2.1.5 i aksiome A3 dobijamo 7% F OaA—()«a, sto nije u skladu
sa neprotivrecnosti teorije 7.

Pretpostavimo da skup 7# nije maksimalan. Tada postoji formula «
takva dg a.gé I5ni-a ¢ T(*) Qdatle .dobijamc_) Qa. gé T"i-Qag¢T”
(po aksiomi A3), sto protivreci maksimalnosti teorije T*.

Takode, R je ocigledno totalna relacija.

e A, je algebra skupova. Lako se pokazuje da je S, = [T],, [ = [—a],
i[a], U[Bls = [aV B, Takode, H je algebra skupova.

e Funkcija p, je dobro definisana, posto je svaka formula oblika P$ a
formula stanja, pa pripada maksimalno neprotivrecnom skupu 77 ako
i samo ako pripada svakom drugom skupu 73 € [T}]. Odatle dobijamo

sup{r € QN [0,1] | TT F PS,a} =sup{r € QN[0,1] | T3 P;Ta}.

Prema aksiomi All, ps(a) = 0, za svako o« € For. Na osnovu pravila
izvodenja R3, = AT, pa je po aksiomi A17 T* = P$; T, za svaki maksimalno
neprotivrecan skup 7*. Posto je Hy = [T];, ocigledno je us(H,) = 1. Na isti
nacin dobijamo i p,(A,) = 1 (na osnovu Leme 3.2.1(2) i aksiome A16).

Za dokaz konac¢ne aditivnosti funkcija ps i i, upuéujemo na [81], gde je
dokazan veoma sli¢an rezultat. ]

Primetimo da je, posto svaka klasa [T*] sadrzi vise maksimalno nepro-
tivrecnih skupova, mogucée da iz jednog stanja kreée vise puteva.

Teorema 3.2.4 (Teorema potpunosti) Svaki neprotivreéan skup formula
je zadovoljiv.
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Dokaz Neka je T' neprotivrecan skup formula i neka je M™* gore konstruisan
model. Dokazaéemo da za svaku formulu a € For vazi M*, 0 = « akko
a € o(0).

Ako je « iskazno slovo, to je neposredna posledica definicije v. U slucaje-
vima kada je o konjunkcija ili negacija, dokaz je standardan.

Ako je a = (Of, onda je M, o = a akko M, 05, = B akko 8 € o(1) akko
a € 0(0) (prema konstrukeiji M).

Pretpostavimo da je a = SU7y. Neka vazi (M, o) |= BU~. Tada postoji
J > 0 takvo da je (M,o05;) |= v izasvako k, 0 < k < j, (M,0o5) = 5.
Prema induktivnoj hipotezi, v € 0(j) 1 6 € o(k), zasve j > 0,0 < k < 7.
Prema konstrukeiji M je Oy € o(0) i OF8 € 0(0), zasve j > 0,0 < k < j.
Na osnovu Leme 3.2.1.9 sledi U~ € ¢(0). Za dokaz u suprotnom smeru,
pretpostavimo SU~vy € o(0). Prema Lemi 3.2.1.17 je Fy € ¢(0), odnosno
—Fy = G-y ¢ 0(0). Na osnovu konstrukcije M, postoji j > 0 takvo da je
O’y € 0(0), odnosno v € o(j). Neka je jo = min{j : Oy € 0(0)}. Ako je
jo = 0, onda je v € 0(0), pa prema induktivnoj hipotezi vazi (M, o) k= 7.
Odatle je (M, o) = BU7.

Neka je a = AB. Ako je M* o & Af, postoji put 7 € %,, za koji je
M* 7 |= =f. Na osnovu induktivne hipoteze je =3 € 7w (0), pa 8 ¢ 7(0).
Prema aksiomi A7 vazi AS ¢ w(0). Iz n(0) ~ o(0) i AB € St dobijamo
AB ¢ o(0). Za dokaz suprotnog smera, pretpostavimo da je M* o = AS.
Tada za sve puteve 7 € ¥, vazi M*, o = (. Prema induktivnoj hipotezi, za
sve € Xy, je § € m(0). Ako je AG ¢ o(0), na osnovu Leme 3.2.3 dobijamo
da postoji put p € ¥,, za koji vazi § ¢ p(0), suprotno pretpostavci.

Neka je a = P 0 (u slucaju kada je o = P%_ dokaz je slican). Pret-
postavimo da je M* o = PS, (3. Ako je sup{t € QN[0,1] | P28 € 0(0)} =1,
onda je P$, 3 € ¢(0), na osnovu maksimalnosti skupa ¢ (0) i pravila izvodenja
R3. U slucaju da je sup{t € QNJ[0,1] | P56 € o(0)} > r, postoji
g € QN (r,sup{t € QN [0,1] | P56 € o(0)}] takvo da je P58 ¢ o(0).
Iz deduktivne zatvorenosti skupa o(0) sledi P3G € ¢(0). Sa druge strane,
ako je P56 € ¢(0), onda je us({m | m(0) ~ &(0), 7(0) F B8}) = sup{t €

Qnlo,1] | 75,8 € ¢(0)} > r. Prema induktivnoj hipotezi, {m | #(0) ~
0(0), m(0) b 8} = {m | 7(0) ~ 0(0), M*, 7 k= B}, pa vazi M*,0 |= PS,8.
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Konaéno, pretpostavimo da je T maksimalno neprotivre¢an skup formula
za koji je T C T*. Akojeo = [T, {o| O a e T}, {a| O*a e T} ...,
onda je M*, o ET. H

Primetimo da na osnovu dokaza prethodne teoreme vazi
o, ={oxi | T} Fayicecw={rel, | M7 Ea} = [a]’ﬁﬁ. Sli¢no,

state

[a]s = [a] ¥, pa je model M* merljiv.

Posledica 3.2.1 Ako je T = «, onda je T+ a.

Dokaz Neka vazi T = a. Tada skup T'U {—a} nije zadovoljiv. Prema
Teoremi 3.2.4 je T'U {—a} F L, pa je prema Teoremi dedukeije , T'F . O

3.2.4 Predikatski slucaj

U ovom poglavlju opisa¢emo logiku prvog reda pBTL/°, koja na prirodan
nacin prosiruje logiku pBTL i skiciramo osnovne ideje, izbegavajuéi ponavl-
janje veé izlozenih tehnickih detalja.

Razmatra¢emo jezike koji predstavljaju najvise prebrojiva proSirenja
klasi¢nog jezika prvog reda. Svaki jezik sadrzi klasi¢ne veznike, temporalne
operatore i dva tipa verovatnosnih operatora kao i u iskaznom slucaju, kao
i kvantifikator V i, za svaki prirodan broj n > 0, n-arne relacijske sim-
bole Fj, Pl',... i n-arne funkcijske simbole Fg, FT*,... Funkcijske simbole
duzine 0 ¢emo zvati simbolima konstanti. Termi, pojam terma slobodnog za
promenljivu i formule definiSu se na uobicajen nacin. RecCenice su formule bez
slobodnih promenljivih. Odgovaraju¢i modeli su uredene sedmorke oblika

(S,D,I,R,%, Prob®°, ProbP*"),
pri ¢emu:

e S, R, ¥, Prob®®€ i ProbP™" se uvode na sli¢an naéin kao i u iskaznom
sluéaju,

e D je neprazan domen
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e [ pridruzuje interpretaciju I(s) svakom stanju s € S, tako da za sve j
1 k vazi:
— I(s)(F}) je funkcija iz D* u D,
— zasve s,t € S vazi I(s)(FF) = I(t)(FF),

— I(s)(P}') je n-arna relacija na skupu D.

Neka je (S, D, I, R, %, Probst Prob*®") model. Valuacija v pridruZuje
element domena svakom stanju s i svakoj promenljivoj x, odnosno v(s)(x) €
D. Ako je s € S, d € D i ako je v valuacija, onda je v[d/z]s valuacija koja
se razlikuje od v samo po tome §to je v[d/z]s(s)(z) = d.

Vrednost terma t u stanju s pri valuaciji v (u oznaci I(s)(t),) definiSe se
na slede¢i nacin:

e ako je t promenljiva z, onda je I(s)(z), = v(s)(x),

o ako je t = FF(ty,...,tx), onda je I(s)(t)y = I(s)(FF)(I(s)(t1)w, ---,
I(s)(tk)o).

Primetimo da koristimo domene sa fiksiranim modelom, §to je sli¢no objektu-
alnoj interpretaciji za modalne logike prvog reda. U slu¢aju odbacivanja tih
pretpostavki, mogudéje su neocekivane posledice, poput nevazenja neki stan-
dardnih aksioma logike prvog reda. Sada definiSemo §ta znaci da je formula
« zadovoljena na putu ¢ u modelu M pri valuaciji v, u oznaci M, o,v = «:

d M707,U |: ij(tl: R 7tk) akko <I(00)(tl)va R I(UO) (tk)v> S [(O_O)(—P]k)a
o M,o,v k= (Vz)o akko za svako d € D vazi (M, o,v[d/z],,) E @,

e slucajevi kada je formula konjunkcija, negacija, kao i kada je dobi-
jena primenom temporalnih ili verovatnosnih operatora, isti su kao u
iskaznom sluc¢aju.

Zapis M,o &= « znadi da je M,o,v = a za svako v. ReCenica « je
zadovoljiva ako postoji put ¢ u modelu M takav da je M,o = «. Skup
T recenica je zadovoljiv ako postoji put ¢ nekog modela M takav da za
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svaku formulu a € T vazi M,0 = a. Model je merljiv, ako su merljivi
svi skupovi vremenskih trenutaka odredeni recCenicama. Kao i u iskaznom
slucaju, razmatracemo podklasu merljivih modela. Infinitarni aksiomatski
sistem sadrzi sve sheme aksioma i sva pravila izvodenja logike pBTL (pri
¢emu se kod aksiome A5 1 A6 iskazna slova zamenjuju atomi¢nim formulama),
kao i sledece sheme aksioma:

A20. (Vz)(a — B) — (e — (Vz)F), ako promenljiva z nije slobodna u «

A21. (Vz)a(z) — at/z), gde je a(t/x) dobijena zamenom svih slobodnih
pojavljivanja promenljive z u a(z) termom ¢, koji je slobodan za x u
afz)

A22. (Vz) O alz) —» O(Vr)a(x)
A23. (Vz)Aa(z) — A(Vz)a(z)

Q

i pravilo izvodenja
R6. iz « izvesti (Vz)a.

Aksiome A22 i A23 su varijante Barkanove formule, dok je pravilo R6 Gede-
lova Generalizacija. Saglasnost ovog aksiomatskog sistema se lako proverava,
pravolinijskom indukcijom po duzini izvodenja. Ilustrujmo to na primeru ak-
siome A23. Neka je o put modela M i neka je M, o | (Vz)Aa(z), odnosno
ta svaku valuaciju v vazi M, o, v = (Vz)Aa(z). Sledi da za svaku valuaciju
visvako d € D vazi M, o,v[d/xz],, = Aa(z). Dakle, za svako v i d i za svaki
put 7 iz M, ako oy = 7y onda M, 7, v[d/z],, = a(z). Tada za svako v i 7
vazi da o9 = mp povlaci M, 7, v | (Vz)a(z). Odatle, za svaku valuaciju v
vazi M, o,v E A(Vx)a(z), odakle je M, o = A(Vz)a(z).

Potpunost dokazujemo slicno kao 1 u iskaznom slucaju. Teorema deduk-
cije 1 Lema 3.2.1 se dokazuju lakim modifikacijama. Na primer, dokazimo
dodatni sluéaj Leme 3.2.1(10), kada se formula (Vz)a dobija pomoéu pravila
izvodenja R6. Tada je: T + a; AT F Aa (prema induktivnoj hipotezi);
AT F (Vz)Aa (po pravilu izvodenja R6); AT + A(Vz)a (prema aksiomi
A23).

Maksimalno neprotivreéne skupove koji zadovoljavaju uslov:
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ako —(Vz)a(z) pripada skupu, tada za neki term ¢ i ~a(t) pripada tom
skupu.

zovemo zasi¢enim skupovima.
Sledeca teorema odgovara Teoremi 3.2.2.

Teorema 3.2.5 Neka je T neprotivrecan skup recenica jezika L 1 neka je
C' prebrojivo beskonacan skup simbola konstanti van jezika L (CNL =10).
Tada se T moZe prosiriti do zasicenog skupa T u jeziku L U C.

Dokaz Dokaz je zapravo dopuna dokaza Teoreme 3.2.2. U kompletiranju
teorije pojavljuje se novi slucéaj:

Ako je a; = =(Vx)B(z), onda je T;.1 = T;U{—06(c)} za konstantu c € C
takvu da je teorija 7;,; neprotivrecna.

Dokaz postojanja takve konstante je standardan, kao i slucaj zatvorenosti

teorije za pravilo izvodenja R6. ]
Kanonitki model M = (S, D, I, R, %, Probs4¢ ProbP") definisemo na
sledeci nacin:

o definicija S, R, &, Prob®®¢ i ProbP®" je slicna definiciji u pravljenju
kanonskog modela u iskaznom slucaju,

e D je skup svih terma bez promenljivih jezika L,
e za s €5, I(s) je interpretacija takva da:

— za svaki funkcijski simbol FF, I(w)(FF) je funkeija iz D™ u D

takva da za sve terme bez promenljivih t¢y1,...,¢; jezika L vazi
Hw)(EF) (b, te) — Ff(tl, o te),

~ za svaki relacijski simbol PF, I(w;)(Pf) = {(tl,.. ty) za sve
terme bez promenljivih ¢,, ...t jezika L P (t, tk) € w;}.

Teorema 3.2.6 M* je pBTL°-model.
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Dokaz Dopuni¢emo dokaz Teoreme 3.2.3 pokazivanjem da je skup T zasi-
¢en, ako je zasiCen skup T". Pretpostavimo da postoji —(Vz)a(z) € T
takva da za svaki term bez promenljivih ¢ jezika L vazi ~a(t) € T7y. Tada
je O~ (Va)a(z) € T* 1 za svaki t je O—a(t) € T*. Koristedi aksiome A3 i
A23, dobijamo —(Vz) O a(x) € T i za svaki term ¢ je = O a(t) ¢ T*, sto
protivreci zasi¢enosti skupa T™. ]

Teorema 3.2.7 (Jaka teorema potpunosti) Svaki neprotivrecan skup
recenica je zadovoljiv.

Dokaz Jedini novi slu¢ajevi u odnosu na iskazni slu¢aj odnose se na atomicne
reCenice i recenice oblika (Vz)3. Ako je a atomicna, po definiciji I vazi
M* o |= o akko a € 0(0). Neka je a = (Vx)5. Ako je a € ¢(0), prema
aksiomi A21 je f(t) € ¢(0) za svaki t € D. Prema induktivnoj hipotezi je
M* o = B(t) za svaki t € D, pa M* o = (Vz)B. Ako o & ¢(0), tada
postoji t € D takav da M*, o = —=f(t), posto je skup o(0) zasi¢en. Odatle
je M* o = (Vz)p. [

3.2.5 Srodni radovi

Razgranata vremenska logika PCTL koja kombinuje temporalno i verovat-
nosno rezonovanje uvedena je u [42]. Temporalni deo logike je takozvana CTL
logika [26]. Formule su interpretirane na Markovljevim lancima sa diskretnim
vremenom i opisan je algoritam za proveru zadovoljivosti formula na datom
Markovljevom lancu. Ne postoji aksiomatizacija. Logika prati podelu iz CTL
na formule stanja i formule puta. IzvrSeno je sledec¢e proSirenje klasi¢nog
iskaznog jezika:

o aUStF i ald=3 su formule puta, ako su o i B formule stanja i ¢t €
w U {oo}. Intuitivno znacenje formule aUS'f je sliéno kao i formule
al 3, sa razlikom da § mora da postane tacno za najvise ¢ vremenskih
trenutaka (ako je t = oo, onda se US! i U poklapaju). Veza alf='3 i
aldf = aUP V Ga je analogna prethodnoj.

o aUS!A i aldS!A su formule stanja, ako su a i 6 formule puta it €
wU{oo}. Zadovoljenje je, prevedeno na nasu terminologiju, definisano
sa:
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M, o = aUS!B akko pig, ({7 | 09 = Mo, M, = @USB}) > 1,
PCTL formule su izrazive u naSem jeziku. Na primer:
o aU="B je izrazivo formulom B8V /1 (A, OF @) AOB),
e aUS![3 se moze zapisati kao P2 (3 V \/?:1;((/\2;10 OF a) A OB)).

Sa druge strane, operator Pﬁr nije izraziv u PCTL. Takode, bulovske kom-
binacije formula stanja i puta (“meSane”) nisu PCTL-formule.

Izrazajnija verovatnosna logika sa razgranatim vremenom, PCTL* opisa-
na je u [3]. Ona koristi jezik CTL* sa kvantifikatorima stanja zamenjenim
verovatnotama (P-q, Psg). Dakle, iskazni jezik je prosiren sa:

e formulama stanja: P>, (a je formula puta),
o formulama puta: Oa, aUB (a i f su formule stanja).

Ako posmatramo zadovoljivost, njihov operator Py, odgovara nasem P3
dok nas operator Pﬁr nije izraziv u PCTL*. Kao i u slu¢aju PCTL, kon-
junkcija formule stanja i formule puta nije formula. Ni u ovom radu nema
aksiomatizacije.

Verovatnosna modalna logika PPL uvedena je u radu [100]. U njoj je
dozvoljena primena verovatnoé¢a na konacne nizove formula. Predstavljen
je potpun aksiomatski sistem Gencenovog tipa. Verovatnoce se izrazavaju
pomocu terma, sli¢no kao i u [30]. Jezik dopusta linearne kombinacije terma
oblika P(a1,...,a,), a dozvoljena je i iteracija verovatnoca u termu. Sa
semantickog stanovista, formulu P(asy,...,a,) > r mozemo izraziti u nasoj
logici kao P, (A;; O'e;). Sa druge strane, PPL-formule ne mogu da govore
o verovatnoci formule na putu (za razliku od naSeg operatora Pf ). Klasi¢ni
temporalni operatori nisu definabilni u PPL. Tako na$ jezik ne dozvoljava
linearne kombinacije verovatnoca, kombinovanje tehnika iz [19, 20, 86] i ideja
iz ove glave bi rezultovale logikom u kojoj su PPL-formule izrazive.

Napomenimo da su u nekim radovima razmatrana verovatnosna prosire-
nja intervalnih vremenskih logika [41, 47, 66].
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3.3 Dinamicka verovatnosna logika

3.3.1 Svedocenje (Evidence)

Halpern i Fagin [44] su predlozili da se evidence posmatra kao funkcija koja
slika verovatnoée pre opservacije u verovatnoce posle opservacije (iako za
englesku re¢ evidence postoji vise prevoda, nijedan od njih ne poklapa se u
potpunosti sa znacenjem koje ¢emo razmatrati u ovom poglavlju). Navodimo
uvodni primer iz [45].

Pretpostavimo da imamo kutiju sa novci¢ima, od kojih su neki stan-
dardni, dok su neki sa dve glave. Neka je jedan od novcic¢a sluc¢ajno izvucen,
bez gledanja. Posle kona¢no mnogo (recimo 10) bacanja tog novéica, sta
mozemo da kazemo o hipotezi da je on nestandardan, ako ne znamo broj
stadardnih i nestandardnih nov¢ic¢a u kutiji?

Ako je bar jednom “palo pismo”, hipoteza je ocigledno pogresna. Sa
druge strane, ako je u svim bacanjima “pala glava”, svakako da eksperiment
ide u prilog hipotezi.

Naravno, proporcija novcica u kutiji je dovoljna za racunanje verovatnoce
posle eksperimenta. Kako su u praksi su prethodne verovatnoce ¢esto nepoz-
nate, izraCunavanje nije moguce. Ipak, eksperiment bi trebao da govori u
prilog jednoj ili vise hipoteza.

Intuitivno, verovatnoca hipoteze zavisi od:

e prethodne verovatnoée (odnosa standardnih i nestandardnih novéiéa u
kutiji);

e toga u kojoj meri eksperiment podrzava hipotezu.

Druga stavka je formalizovana tezinom evidence-a. To je funkcija koja pridru-
zuje broj iz intervala [0, 1] svakoj opservaciji i hipotezi. Prelazimo na opis
modeliranja evidence-a.

Neka je P skup iskaznih slova, a Florp odgovarajuéi skup formula. Funkei-
ju p: Forp — [0, 1] koja zadovoljava uslove:

1. u(gp) =1, ako je ¢ tautologija;
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2. u(¢) =0, ako je ¢ kontradikcija;

3. 16V ) = p(g) + ) — u(g Av)

zovemo konac¢no aditivnom verovatnosnom merom.

Neka je H = {hq,...,hn} skup medusobno isklju¢ivih hipoteza, koji je
potpun, a O = {o1,...,0,} skup moguéih opservacija.

Za hipoteze h;, neka je p; funkcija koja zadovoljava

o 1 : O —[0,1];
o pi(01) + ...+ pilon) = 1.

Pretpostavljamo da za svako o € O postojii € {1,...,m} takvo da je u;(0) >
0. Evidence prostor je E = (H,O, 1, - .., 4m). Za dato E, definise se tezinska
funkcija wg sledeé¢im uslovima:

o wy:Ox H—[0,1];

pj(03)
p1(0i) 4 A pm(0;) °

o we(o;, hy) =
Sledeca teorema [45] obezbeduje karakterizaciju tezinskih funkeija.

Teorema 3.3.1 Neka je H = {hy,...,hn}, O = {o1,...,0,} 1 neka je f :
O x H — [0,1]. Tada postoji evidence prostor

E= <H707,u’17"'7,um>
takav da je f = wg akko f zadovoljava:
1. flos,ha) + ...+ f(oi, hm) =1, za svako i € {1,...,n}.

2. Postoje 1, ...,z, > 0 takvi da za svako j € {1,...,m},
xlf(ol, h]) + ...+ $nf(0n, hj) = 1.
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Takode, ako su zadovoljeni uslovi 1. 1 2., onda se y;, ¢ € {1,...,m} moze
definisati sa

Nj(oz') — f(O;h])

Ako znamo i verovatnoce pre opservacije, mozemo koristiti Dempsterovo
pravilo za racunanje posteriornih verovatnoca.

Ono kombinuje verovatnosne distribucije 17 1 15 na H na sledeéi naéin:
za svaki merljivi skup H C H

_ D her V1(h)va(h)
> nen Vi(R)va(h)

Neka je p verovatnosna mera na For(H ), skupu iskaznih formula nad H,
koja zadovoljava

(n ® vs)(H)

Kako hipoteze isklju¢uju jedna drugu, u bi trebala da zadovolji pu(h;Ah;) = 0,
za 1 # 7. Tada je p(hy V...V hy) = p(hy) + ... + p(hm), pa se potpunost
skupa hipoteza moze izraziti sa p(hy) + ... + p(hy) = 1.

Primetimo da za svako ¢ € For(H) postoji ¢' € For(H) oblika \/
zaneko I C {1,...,m}, za koje vazi u(¢p) = u(¢’).

Zaista, ocigledno vazi ¢ € H; pretpostavimo da je pu(¢1) = u(@d)) ip(ds) =
w(@s), gde je @) oblika \/ieI1 hi, a ¢, oblika \/ieh h;.

Tada je p(d1 A d2) = p((d1 A ¢2)') 1 p(—¢1) = p((=¢1)') za (d1 A ¢2)’ =
\/iellﬁfg hi 1 (—’ﬁbl)/ = \/ie{l ..... m\I1 hi.

U [45] je primedeno da za svaku opservaciju o za koju je pi(o) + ... +
tm(0) > 0, vazi wg(o, hy)+. . .+we(0, hy) = 1, pa postoji jedinstvena verovat-
nosna mera na For(H) koja prosiruje wg(o, -), takva da su hipoteze iskljucive.
Tu meru ¢emo takode oznacavati sa wg(o,-). Neformalno, mozemo shvatiti
elemente od For(H) podskupovima od H.

h’i)

i€l

Ako je p pocetna verovatnoca hipoteza, mozemo racunati verovatnoce
posle opservacije o na slede¢i nacin:

Ho = p @ we(0, -).
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Ako je E= (H,O, 1, ..., hm) evidence prostor, definisemo
E*:<H7O*7ILL,{7"'7/'L:TL>:
o O ={(0'...,0"|k €w,o € O},

e 1O — [0,1] se definisu kao
wi((o" ... L0°)) = pi(0") - - i (0F).

U [45] je pokazano da je wg-((o* ..., 0F),-) = wg(o,-) ® - @ wg(0F, ).
Neformalno, we- ({0 ..., 0"), k) je tezina da je h tacno, posle opservacije
o' ..., 0% Takode, u aksiomatizaciji dinamicke logike koristi¢emo i ¢injenicu

da je wg-((0* ..., 0%), h;) jednako:

wgs (01, hy) - - - wgs (ok, h;)
Wgs (01’ hl) C e WEs (Ok, hl) 44 UJ};*(Ol, hm) - WEs (Ok7 hm)

Ako je poznata pocetna verovatnoéa u na H, verovatnocu posle niza opser-
vacija {o'...,0") ratunamo na slede¢i nagin:

Lot oky = 1 we(0, ).

3.3.2 Staticka logika

Neka je For(V) skup formula nad skupom iskaznih slova V.
Neka je H = {hy, ..., hn}, O ={o1,...,0,} 1 C ={c1,...,cn}.

Definicija 3.3.1 Skup Term svih verovatnosnih terma je:

o Term(0) = {Py(a), P(a)|la € For(H)}U{w(o,h)lo € O,h € HYUCU
{0,1}.

o Term(n+1)=Term(n)U{(f +g),(f-g),(—f)|f,g € Term(n)}.

e Term = |J Term(n). O

n=0
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Verovatnosne terme oznacavamo sa f, g 1 h. Uvodimo i uobicajene skrace-
nice: f+gje (f+g), f+g+hje ((f+g)+h),f-gje(f-g)i(f-g)-h==-(g-h).
Slicno, —f je (—f), f —gje (f+(—g)),2=1+1,3=2+1,2f =f +£...

Definicija 3.3.2 Osnouvna verovatnosna formula je svaka formula oblika
f > 0.

Skup For formula je naymangi skup koji sadrzi osnovne verovatnosne formule,
opservacije 1 hipoteze koji je zatvoren za bulovske veznike. 1

Formule oznacavamo sa ¢, 1 6. Radi jednostavnijeg zapisa, uvodimo sledece
skracenice:

e £ 0je—f2>20.
e £>0je(f <0).

o £<0je—(f>0)

e f=0jef<0ANLf20

e f£0je(f=0)

o f >gijef—g>0. Slichosedefinsuf <g f>g, f<g f=gi
f #g.

Mozemo pretpostaviti da su i racionalni brojevi takode termi. Na primer,
formula %f P> %g je zamena za 2f — 3g > 0.

Model M je bilo koja uredena (n + 4)-ka (E,u,0,h,dy,...,d,) za koju

vazi:
e E=(H,0,pu1,..., 1) je evidence prostor.
e 4 je konacno aditivna verovatnosna mera na For(H), takva da je

plha) + o+ plhm) = 1.
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e 0 € O je opservacija.
e h € H je hipoteza.
e di,...,d, su pozitivni realni brojevi za koje vazi
diwg(o1,h;) + ... + dpwg(on, hy) =1
(njihovo postojanje obezbeduje Teorema 3.3.1).

Veé smo napomenuli da se elementi od For(H) mogu smatrati pod-
skupovima od H. To nam omoguéava primenu Dempsterovog pravila u
sledec¢oj definiciji.

Definicija 3.3.3 Neka je M = (E, u,0,h,dy,...,d,) proizvoljan model.
Relaciju zadovoljivosti = definiSemo rekurzivno:

e Ako je ' € H, onda je M =1 ako h' = h.

o Ako je o' € O, onda je M =0 ako o' = o.

e M Ef >0 ako f™ >0, gde je £M rekurzivno definisano:

- M=0, M=1.

- M =d,.

~ Po($)™ = p(9), ¢ € For(H).

— w(o, h)M = wg(o, h).

— P()M = (n @ we(o,))(¢), ¢ € For(H).
- (f+gM =M+ g

— (f-g)M =M. gM,

- (=5)M=—(tM).

o M= —¢ ako M £~ ¢.
e MEOANY ako ME @ i M E . O
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Formula ¢ je zadovoljiva ako postoji model M za koji je M | ¢. For-
mula ¢ je valjana ako je zadovoljena u svakom modelu. Skup formula T je
zadovoljiv, ako postoji M takav da M = ¢ za sve ¢ € T.

Aksiomatizacija

Iskazne aksiome

Al. 7(¢1,...,¢n), pri Cemu je 7(p1,...,pn) € Forc iskazna tautologija.

A2. f=g—(o(...,f,...)—=o(..,g...))

Verovatnosne aksiome (7 € {0,1})

A3. P(a) >

Ad. P(T) =

A5. Py(a) = Py(f), kad god je o < f tautologija.
A6. Pi(aVv B) = Pi(a) + F(B) — Pi(a A B).

Aksiome o hipotezama
A7. hy V...V hy,.

A8. h; — —hj, zasvei,j € {l,...,m}, i #J.

Aksiome o opservacijama

A7. 01 V...Vo,.

A8. 0, —» —oj, zasvei,j € {1,...,n}, i # j.

Aksiome komutativnog uredenog prstena
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A10. 0 < 1.

All. f4+g=g+f.

Al2. (f+g)+h=f+(g+h).
A13. £4+0=1.

Al4. £ —£=0.

Al5. f-g=g-f.

Al6. £-(g-h)=(f-g)-h

Al7. £-1=1.

Al8 f-(g+h)=(f-g)+ (f -h).
Al19. £ > £.

A20. £2g V g> 1.

A21. (f>2g AN g>h)—f>h

A22. £f>2g — f+h2>2g+h

A23. (f2g Ah>0) -f-h>g-h

A24. (f2g AN h<0) -f-h<g-h

Aksiome za evidence

A26. w(o,h) 2 0,0€ O, h € H.
A27. w(o,hy) + ... +w(o,hy) =1, 0€ 0.

A28. 0 — Py(h)w(o,h) = Py(h)(Py(h1)w(o, hy) + ...+ Po(hm)w(o, hy)), 0 €
O,heH.
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A29. ¢; > OA ... A¢y > 0N cw(o,hi) + ...+ cow(on,h1) = T A ... A
c1w(01, ) + ... + cow(on, hy) = 1.

Aksiome A27 i A29 odgovaraju stavkama 1 i 2 Teoreme 3.3.1, redom.
Specijalno, aksioma A29 eliminiSe kvantore iz aksiome E4 u radu [45], §to je
vazno za dobijanje slabo potpune aksiomatizacije u tom radu.

Pravila izvodenja
R1. (Modus ponens) Iz ¢ 1 ¢ — 1) izvedi 1.
R2. (Arhimedovo pravilo) Iz skupa premisa
{¢p - £>-n"1|n=123,...}

izvedi ¢ — £ > 0.

Da bismo uvideli neophodnost pravila R2, posmatrajmo formalni sistem
bez njega. Tada je skup formula

T = {Py(h) > 0} U {Po(h) < 10°" | n € w}.

konacno zadovoljiv, pa i neprotivreé¢an u redukovanom sistemu (bez R2).
Kako 1" nije zadovoljiv, redukovani sistem nije potpun.

Klju¢é za nepotpunost redukovanog sistema lezi u Cinjenci da uredena
grupa realnih brojeva nije wi-zasi¢ena. Posto teorijama mozemo formalno
izraziti stavove poput “verovatnoca hipoteze h je beskonacno bliska racional-
nom broju s, ali i1 razlic¢ita od njega”, mozemo formalno reprezentovati i
tipove oblika

{x#stU{s—10"<z<s+107" | new}

koii su svi ispusteni u (R, <, s . Arhimedovim pravilom sve te teorije
J X 0 )s€(0,1)NQ
pravimo protivreénim. Konacno, izraz “Arhimedovo” naglasava da su samo
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standardne verovatnoce dozvoljene, pa kodomen verovatnoce ili tezinske funk-
cije ne moze da bude nearhimedovsko polje.

Pojmovi izvodenja, teoreme, protivrecosti, deduktivne zatvorenosti i mak-
simalno neprotivreénog skupa definiSu se na uobicajen nac¢in. Naravno,
duzina izvodenja moze da bude bilo koji ordinal naslednik manji od wjy.

Teorema 3.3.2 Svaki neprotivreéan skup formula T moZe se prosiriti do
maksimalno protivrecnog skupa T, odnosno do skupa koji zadovoljava uslov:

za svako ¢ € For, ili je ¢ € T, ili je =¢ € T™.

Dokaz Dokaz je veoma slican dokazu teoreme 3.3.5, pa ¢emo ga preskociti.

[

Za kompletiranje T, definiSemo kanonski model
M* = (E,p,0,h,dy,...,dy):

o d; =sup{r€[0,1]NQ | T*F¢ =1}

e Evidence prostor E = (H,O, i1, . .., lim) je definisan skupovima H i O
i funkcijama p,; : O — [0, 1];

we(0;, h;
o) = BeCuTs)
j

gde je wg(0i, hy) =sup{r € [0,1]NQ | T* - w(os, h;) = 1}
(@) =sup{r € [0,1]NQ | T" F Py(¢) > r}.

e h je jedinstvena hipoteza za koju je T* - h.

o je jedinstvena opservacije za koju je T™ I= o.

Lema 3.3.1 M* je model.

Dokaz Potrebno je da dokazemo da je p verovatnosna mera, odnosno:
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Lou(T)=1.
2. u(p) = p(v), kad god je ¢ <« ¥ tautologija.
3. u(@ V) = p(@) + () — p(d A ).

Posto su prve dve stavke trivijalne, dokazimo 3. Koristeéi ¢injenicu da je
skup Q gust u R, moZzemo izabrati rastu¢i niz ¢y < a; < a, < - -- 1 opadajudi
niz @y < @ < a2 < --- u Q tako da je limga, = lima, = u(¢). Na osnovu
definicije mere p 1 maksimalne neprotivreénosti skupa 7™, dobijamo

T* |_P0(¢> Zgn/\Po(Qﬁ) < Qn

za sve n. Slitno, biramo i rastuce nizove (b, )new 1 (¢, )new, kao i opadajuce
nizove (bp)new 1 (Cn)new U Q, za koje je limb, = limb, = u(¢) i limg, =
ime, = p(o AN).

Pomocu aksioma komutativnog uredenog prstena dobijamo
Tt a, +b, — T < Po(¢) + Po(¢p) — Po(¢p Ah) < G+ by — ¢,
za sve n. Posto je b Po(d V) = Po(¢) + Po(v)) — Po(p A ), imamo
T*Fa, +b, — ¢ < Py(pVp) <ap+b, —c,
za sve . konac¢no, iz

(@ V) =suplr | T"+ Ro(¢ V) > r}

= G = (@) + p(¥) — (P A1),

dobijamo u(¢ V ¥) = () + u(v) — u(e A ).
Sada ¢emo dokazati jednakost dywg(o1,h1) + ... + dpwe(on, h1) = 1. Kao

i gore, biramo rastuce nizove racionalnih brojeva (@ )kew 1 (b)) kew, kao i

lima, +b, — ¢, =lima, + b,

opadajuce nizove racionalnih brojeva (@ )eew 1 (Ejg)kew, i€ {l,...,n}, takve
da vazi lim g’ = limai = d; i imb% = limb, = wg(0;, 1) (i € {1,...,n}).

Jednakost je neposredna posledica sledecih ¢injenica:
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T*Farby +... +afbp <1, zasvek.

T* b aib, + ... +alb, > 1, za sve k.

Feiw(or, hy) + ...+ cuw(on, hy) = 1.

limaib, + ... + alby = limfi,lcg,lc + ..+ apb, = dywg(oy, hy) 4+ ...+
dn’wE(On, hl)-

Na slican nac¢in se pokazuje da su 1 ostali uslovi teoreme 3.3.1 zadovoljeni, pa
je wg tezinska funkcija i pomocu nje se mogu definisati funkcije ;. Konaéno,
iz aksioma o hipotezama i opservacijama i maksimalne neprotivreénosti skupa
T direktno sledi da postoji jedinstven h takav da je 7™ F h i jedinstven o
takav da je T - o. l

Teorema 3.3.3 (Teorema jake potpunosti) Svaki neprotivreéan skup je
zadovolyiv.

Dokaz Prema teoremi 3.3.2, neprotivrecan skup formula 7' se moze prosiriti
do maksimalno neprotivreénog skupa T koji definise model M*, na gore
opisan nacin. Potrebno je pokazati da za svaku formulu ¢ vazi M* = ¢ akko
¢ € T*. Dokaz sprovodimo indukcijom po sloZenosti formule. Preskoci¢emo
slucajeve kada je formula opservacija i hipoteza, kao i slucajeve kada je
bulovska kombinacija u koraku indukcije.

Neka je £ > 0 € T*. Pomocéu aksioma komutativnog uredenog prstena
mozemo pokazati da je

Ff=rigi+... 4+ " Ens

za neko ng € w, gde je svaki g; oblka g; = hy - - - hy,,, za neki h; € Term(0) \
{0,1}.
Primetimo da vazi - g; 2 01 hM =sup{r € [0,1]NQ | T* F h; > r}.
Koriste¢i rastuée nizove racionalnih brojeva (ai)re. i opadajuée nizove
racionalnih brojeva (@.)rec., za koje je limal = lima, = hM" moze se
pokazati, slicno kao i u dokazu prethodne teoreme, da je

1 g —1 —T;
Fapa) <g <ap-apl,
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za svako k € wii € {1,...,ns}, paje
gf\’l =sup{r € [0,1]NQ | T*F g >r}.

Bez gubitka opstosti, pretpostavimo da je 7" F 7, > 0za 1 < i < ms 1 da
jeT" Fry < 0zams <1< ng. Ponovo, koristedi rastuce nizove (by)re, i
opadajuce nizove (b} )kew, takve da je lim bt = lim @, = gM", dobijamo

—ms+1

F7'1Qi+...+7‘mszlf + P05, +...—|—rnf5,r:f < f,

Ff<rb,+...+ rmﬁ;nf + rmf+1bkmf+1 + . b,

za svako k € w.

Konacno,
M = sup{r €[0,1]NQ | 7"~ £ > 1},

pa je M > 0, odnosno M* = £ > 0.

Za suprotan smer, neka je M* = f > 0. Ako je f > 0 ¢ T*, prema
konstrukeiji T* postoji n takav da je £ < —n~! € T*. Ponavljajuéi postupak
opisan gore, dobijamo £ > 0, §to je kontradikcija. Dakle, £ > 0 € T*.

[]

3.3.3 Dinamicka logika

Sada ¢emo predstaviti temporalnu logiku koja je podesna za rad sa nizovima
opservacija napravljenih tokom vremena. Kako je logika sa linearnim vre-
menom (izomorfnom skupu prirodnih brojeva), jezik ¢e sadrzati temporalne
operatore ()i U.

Skup terma T'erm definisemo rekurzivno, kao i u statickom sluc¢aju. Raz-
lika je samo u tome Sto nam nisu potrebna dva verovatnosna operatora, posto
je verovatnoca posle opservacije P, sada reprezentovana kao verovatnocéa u
sledeé¢em vremenskom trenutku.

o Term(0) = {P(a)|la € For(H)} U{w(o,h)lo € O,h € H}UCU{0,1}.

o Term(n+1)=Term(n)U{(f +g),(f-g),(—1)|f,g € Term(n)}.
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e Term = |J Term(n).

n=0

Skup formula For definiSemo rekurzivno, kao najmanji skup koji zado-
voljava sledeée uslove:

e Zapisi oblika f > 0, f € T'erm opservacije i hiporeze su formule.

e Ako su ¢ i1 formule, onda sui ¢, ¢ A, O i pUy formule.

Zapis pojednostavljujemo zamenama kao i u statickom sluc¢aju. Takode,
O% je ¢, a O™ ¢ je O(O™¢). Ako je T skup formula, ()T oznacava

{Odlp € T}, a O~ oznacava {¢| O ¢ € T}.

Dalje, operatori F' i G se uvode na uobic¢ajen nacin.
Jedan primer formule je

(o ANw(o,h) Z7r ANG(P(h) >0)) = F(o— P(h) = s)

$to bismo citali na sledeéi nacin: “ako je primeceno o, tezina opservacije o
za h je bar r i ako je verovatnota od h uvek pozitivna, onda ¢ée nekad u
buduénosti verovatnoca od h biti bar s, ako je primeéeno 0”.

Usvajanjem semantike iz prethodnog poglavlja, definifemo model M kao
beskonacan niz (Mg, M1, Ma, .. ), takav da je

My = (E* i, h,dy, ... dn, 0", 0%, ... 0F)

(posebno, Mo = (E*, i1, h,dy, ... ,dy)).
Za model M = (Mg, My, M,,...), rekurzivno definidemo relaciju zado-
voljivosti =

o My = h ako je b = h.
e M; =0 ako je o = o,
o M £ >0 akoje M > 0, gde je £™ definisano na slede¢i nadin:

— M =0, Mk =1, Mr =4,

2
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P(¢)Mk - :u@wE*(( 1)"'70k>7')(¢)7 ¢ € FOT(H)'
— w({o", ..., 0%), K YMe = we((0", ..., 0%) ).

- (f+ g)Mk = M 4 g,
(f )Mk — fMk . ng_
- (-

£ = —(£).

Mk‘:—'gb ako./\/lkbéqb
My |= ¢ A ako My, = ¢ i My = .
Mk }:qu ako Mk+1 }-——'¢

M, | ¢Ur ako postoji | € w takvo da je My = 9, a za svako I’ € w
takvo da je I’ < I, Myyy = ¢.

Skup formula 7T je zadovoljiv ako postoje model M i k € w takvi da je
My = ¢ za svaku formulu ¢ € T. Formula ¢ je zadovoljiva ako je skup
{¢} Zadovoljiv. Formula ¢ je valjana, ako za svaki model M i k € w vaii
M E ¢.

Modifikovacemo aksiome prethodnog poglavlja; aksiomatizacija ukljucuje
Iskazne aksiome, aksiome o opservacijama i hipotezama i aksiome komuta-
tivnog uredenog polja, kao i verovatnosne aksiome, ali ¢emo izbaciti indekse,
posto sada imamo samo jedan verovatnosni operator P.

Aksiome A26, A27.1 A29 su deo novog sistema. Aksioma A28 se zamen-
juje sledecom aksiomom:

A30. O(P(h) =2 1) — P(h)w(o,h) = r(P(h1)w(o, hy)+...4+P(hm)w(o, hym)),
o0, he H rel0,1]NnQ.
Takode, dodajemo i aksiomu

A31. w(o*, h)---w(ob® h) =
w({o!,...,0%), h)(w(ot hy) - w(ok hy) 4+ +w(o!, hy) - w(ok, hny)).
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Temporalne aksiome

A32. O — ¥) — (Od — O).

A33. =0 ¢« Oné.

A4, QU = PV (6 A O($UY)).

A35. ¢Up — F.

A36. ¢ = O, ¢ € For(H).

A37. £ >0« O(f > 0), ako se u f ne javlja operator P.

Pravila izvodenja
Rl. Iz ¢ i ¢ — v izvedi 9.
R2. 1z ¢ izvedi (¢, ako je ¢ teorema.

R3. Iz skupa premisa {¢ — O™t > —n~! | n=1,23,...} izvedi ¢ —
O™f = 0 (za bilo koje m € w).

R4. Iz skupa premisa {¢ — O™p|n=1,2,3,...} izvedi ¢ — G¥.

Pravilo R3 je temporalna modifikacija Arhimedovog pravila. Pravilo R4
tice sc slicnog fenomena nekompaktnosti. Naime, kako je protok vremena
izomorfan skupu (N, <), moZemo formalno izraziti tip beskona¢nog elementa
u jeziku linearnih uredenja:

p(x)y={z>n|neN}

Naravno, ovaj tip je ispusten u standardnom skupu prirodnih brojeva (N, <).
Formalni primer tipa beskona¢nog elementa u naSoj logici je:

T ={F-a}U{Q" | n € N},
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gde « nije ni kontradikcija ni tautologija. Poredeéi p(xz) i T, z stoji za
vremenski trenutak u kom je =« zadovoljen.

Svojstva temporalnog dela aksiomatizacije koji se koristi u dokazu naveden
je u sledecoj lemi:

Lema 3.3.2 1. FO(pA9) < (Od A QOp).

2. O V) < (OoVOY).
3. Ako T+ ¢, onda OT = (O¢.

4. {8,09¢,...,O"'¢, O™} - ¢UY.

Teorema 3.3.4 (Teorema dedukcije) Neka je T proizvoljan skup formula
i neka ¢,% € For. Tada T U{¢} F ¢ poviaci T+ ¢ — .

Dokaz Dokaz je transfinitnom indukcijom po duzini izvodenja. Slucaj kada
je ¥ teorema je standardan, kao i slu¢ajevi kada se primenjuje pravilo R1.
Slucajevi kada se 1 dobija primenom pravila R2 je trivijalan, posto se R2
moze primeniti samo na teoreme, pa su ¢, ¥ 1 ¢ — 1 teoreme.

Pretpostavimo da je T'U {¢} F ¢, gde je ¢ dobijeno primenom pravila
R3. Tada je 9 oblika 6 — O™f > 0,iTU{¢} F 0 — O™f > —n~', za svako
n € w. Na osnovu induktivne hipoteze dobijamo 7'+ ¢ — (8 - O™f >
~n1), odnosno T' + (¢ A O) — O™f > —n~! za svako n € w. Konaéno,
koriste¢i R3 dobijamo T'F (¢ A0) — (O™ >0, pajeT - ¢ — .

Neka je T U {¢} F ¢ — GO dobijeno pomocu pravila R4. Tada je T'U
{¢} F ¢ — O™, za svako n € w. Sliéno kao i gore, T' F (¢ A1) — O™,
za svako n € w. Koriste¢i R4 dobijamo 7" F (¢ A ¢) — GO, odakle je
TkH¢— (v — GO). ]

Teorema 3.3.5 Swvaki neprotivreéan skup formula T moZe se prodiriti do
maksimalno neprotivreénog skupa.

Dokaz Pretpostavimo da je For = {¢; | t = 0,1,2,3,...}. Definiimo T* na
slede¢i nacin:
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1. To=T.
2. Ako je ¢; neprotivrecno sa T;, onda Ty = T; U {¢;}.
3. Ako je ¢; protivrecno sa T;, onda:
(a) Ako je ¢; oblika ¢p — (O™f > 0, onda
Tin=TU{y - O™t <—n"'},

gde je n prirodan broj za koji je skup 7;4; neprotivreéan (posto-
janje takvog n obezbeduje teorema dedukcije; ako je T; U {¢p —
O™f < —n~1} protivreéno za sve n, mozemo zakljuciti

TFep— QM= —-nt

za sve n. Prema R3, T; F ¢ — (O™f > 0, pa bi T bilo pro-
tivre¢no).

(b) U suprotnom, ako je ¢; oblika 1» — G6, onda
j—IH-l :ﬂu{wHﬁOneig

gde je n prirodan broj za koji je T;.; neprotivreéno (postojanje
takvog broja se dokazuje sli¢no kao u prethodnom sluc¢aju, pomocu
teoreme dedukcije).

(¢) U suprotnom, T;.1 = T;.
4. 7" =U,e, T

Pokazaéemo da je 1™ maksimalno neprotivre¢an skup.

Ocigledno je svaki 7; neprotivrec¢an. Pokazimo maksimalnost: za svaki
¢ € For,ilije ¢ € T ili je m¢ € T*. Neka je ¢ = ¢; 1 79 = ¢;. Ako je
1o & T*1-¢ ¢ T* onda prema konstrtukciji 7* i teoremi dedukcije vazi
T, = ~¢ 11 = ¢. Ako je n prirodan broj takav da je n > 17,7, onda je
T, F ¢ A —¢, pa bi T, bio protivrecan; kontradikcija.

Sada éemo pokazati deduktivnu zatvorenost skupa 7™, odnosno da T* + ¢
povlacéi ¢ € T*. Aksiome su sigurno u 7, pa ¢emo pokazati zatvorenost za
pravila izvodenja R1-RA4.
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R1: Neka je {¢,¢ — 9} C T™ i pretpostavimo da je ¢ = ¢;, ¥ = ¢, i
—) = ¢p. Ako je = € T™*, onda za svaki n > ¢, j,k vazi T,, - ¥ A .
Kako je T, neprotivretan, - ¢ T*, pa zbog maksimalnosti 7% vazi
Y e T

R2: NekajeFoi-OQd=¢;. Ako-QOQodpeT*, ondaTi1 F-OdNOo
(F ¢ povlaci = (O¢), pa bi T;,1 bio protivrecan. Prema maksimalnosti
T, O eTr.

R3: Neka je ¢, = (¢ — Q™ > —n~1) € T*, za svako n € w. Ako je
¢, =¢ — O"f =20¢ T onda (¢ — O™ = 0) € T}, za neko
i € w. Dakle, T; F ¢. Prema konstrukciji skupa 7%, ¢ — O™f <
—m~Y) € Tjy1, za neko m € w. Ako je k > 4,J,l, onda Ty + ¢,
T - O™ < —m™tiT, = (O™f > —m~!. Dakle, T} bi bio protivrecan.

R4: Neka je ¢y, = (¢ — O™p) € T* za svakon € w. Ako ¢; = ¢ —
Gy ¢ T*, onda —(¢ — Gv) € T;, za neko i € w (pa je T; F ¢).
Po konstrukeiji 7%, ¢ — = (O™ ¢ € Tj41, za neko m € w. Ako je
k>1i,75,ln, onda Ty = ¢, pa Ty = O™ A = (O™ 1; kontradikcija.

Konac¢no dobijamo da je skup 7™ neprotivrecan: ako je 7" = L, na osnovu
deduktivne zatvorenosti 7™ je L € T™* pa 1 € T; zaneko: € w; kontradikcija.
[J

Lema 3.3.3 Ako je skup T* maksimalno neprotivrecan, takav je i skup

O~\1*.

Dokaz Ako O7'T* = {¢| O ¢ € T*} nije maksimalan, postoji formula ¢
takva da ¢ ¢ O7'T* 1 —¢ ¢ O Tada Od ¢ T* i O—¢ ¢ T*, pa po
aksiomi A33 = () ¢ ¢ T*, sto protivre¢i maksimalnosti skupa 7*.

Ako je()™IT™* protivrecan, postoji formula ¢ takva da je Q721" = ¢ A—d.
Kako je T* = O(O~'T*), prema lemi 3.3.2 je T* = O(¢ A—¢), a prema isto]
lemi i aksiomi A33 je T* F (O¢ A = () ¢; kontradikcija. O]

Prema teoremi 3.3.5 1 lemi 3.3.3, za dati neprotivrecan skup 7" mozemo
da napravimo model M na slede¢i nacin:
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e Prvo proSirimo 7' do maksimalno neprotivre¢nog skupa 7.
e Za svaki pirodan broj n, neka je TF = O~ 'Tr_;.

o Zan € w, nekaje M/ = (E*, u, h,dy, ..., d,,0") kanonski model maksi-
malno neprotivrecéne teorije T, definisane kao u statickom sluc¢aju (sa
razlikom pu(¢) = sup{r € [0,1]NQ | T* - P(¢) > r}, posto sada imamo
samo jedan verovatnosni operator).

o M, = (E*, u,h,dy,...,dy0"...,0"), gde je
L= (E wh,di, .. dy, 0F),
za svaki kK < n.
o M= (Mo, My, My,...).

Model M je dobro definisan, posto aksiome A36 i A37 obezbeduju da hipote-
ze 1 tezinske funkcije ne zavise od vremenskog trenutka. Aksioma A30 obezbe-
duje da se mera p u sledeéem trenutku menja u skladu sa opservacijom u tom
trenutku.

Dokaz teoreme potpunosti se bazira na dokazu teoreme u statickom sluca-
ju. Dokazuje se da za svaku formulu ¢, M; = ¢ akko ¢ € T, indukcijom po
slozenosti formula. Dva nova slucaja - kada je formula oblika ()¢ ili ¢pU1p,
dokazuju se slicno kao i u slu¢aju logike sa razgranatim vremenom (prethodna
glava).

Dakle, vazi slede¢a teorema:

Teorema 3.3.6 (Teorema jake potpunosti) Svaki neprotivrecan skup je
zadovoljiv.
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Mere protivrecnih teorija i

difolti

4.1 Uvodna glava

4.1.1 O protivrecnim teorijama

U mnogim primenama klasiénih logika u praksi, istrazivaci se sre¢u sa po-
javama protivre¢nih teorija i nepreciznog modelovanja “implikacija sa izuzec-
ima”. Iako se sa stanovista matematicke logike protivrecnosti smatraju
nepozeljnim, a Cesto 1 neinteresantnim, neki autori ih vide kao potencijalno
korisne (36, 37].

Mnogi logi¢ki formalizmi za izvodenje netrivijalnih zakljucaka iz pro-
tivrenih teorija su razvijeni: parakonzistentne logike, difolt pravila izvode-
nja, formalno argumentovanje i posibilisticke logike [24, 25, 39, 48, 59, 63,
88, 69, 2]. U takvim formalizmima, dve razli¢ite protivreéne teorije mogu
imati razlic¢ite skupove posledica.

Razvoj tih tehnika ukazao je na potrebu za poredenjem protivreénih
skupova formula [50]. U radovima [40, 56|, merenje stepena protivreénosti
bazirano je na veli¢ini dela logickog jezika koji uti¢e na protivreénost. Drugi
pristup prati ideju filozofa Sorensena [99], po kojoj je protivrecan skup A
bolji od protivretnog skupa B, ako je najmanji broj formula iz A potreban

65
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za izvodenje kontradikcije veéi nego najmanji takav broj formula iz B. To svo-
jstvo vazi u ne-adjunktivnim logikama [57, 92|, specijalnoj vrsti parakonzis-
tentnih logika.

Sorensenove ideje prvi je formalno istrazivao Najt [54], povezujuéi ih sa
postojanjem odgovarajuéih verovatnoca na protivretnim skupovima formula.
Glava 4.2 predstavlja prosirenje i dopunu Najtovih rezultata, ukljucéujuéi i
primene na difolte.

4.1.2 Hiperrealni brojevi

Hiperrealan broj je je element nekog fiksiranog wi-zasi¢enog prosirenja R*
uredenog polja realnih brojeva R. Sa [0, 1]* oznacava¢emo jediniéni interval
hiperrealnih brojeva, odnosno skup svih a € R* takvih da je 0 < a < 1.
Infinitezimala je bilo koji element skupa R* koji je strogo manji od svakog
pozitivnog realnog (standardnog) broja, a strogo veci od svakog negativnog.

Zapis a ~ b znaci da je a — b infinitezimala.

Hiperrealan broj a € R* je prava infinitezimala ako je a = 01 a # 0 (w;-
zasienost obezbeduje postojanje pravih infinitezimala); a € R* je konadan
ako postoji b € R takav da je a = b. Standardni deo kona¢nog broja a € R*
je jedinstveni b € R za koji je a =~ b. Standardni deo od a se oznacava sa
st(a).

Neka su a, b € R*, a > 0, b > 0. Kazemo da je a strogo manjeg reda
nego b (sto zapisujemo kao a < b), ako je a/b infinitezimala. Primetimo da
relacija < ima sledeée osobine:

akbiakcpovlatia €K b+c¢;, a<cib<cpovladia+b < c.

4.1.3 Verovatnosne mere

Neka je P najvise prebrojiv skup iskaznih slova, a Forp odgovarajuéi skup
iskaznih formula. Kona¢no aditivna verovatnosna mera na Forp je funkcija
w: Forp — [0, 1]* sa svojstvima:

1. p(a) =1, ako je a tautologija,

2. pla Vv p) = pla) + n(f), ako je a A B kontradikcija.
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Verovatnosna mera je standardna, ako p : Forp — [0,1], inace je nes-
tandardna. Lako je pokazati da svaka verovatnosna mera p ima svojstva:

o p(a) =1~ p(a)
o plaVp)=p(a)+pu(B) — planp),
o (o) = u(B), ako je a « [ tautologija.

Indukcijom po n, lako se pokazuje da je

(LA N dn) = p(dr) + -+ p(dn) — (n—1). (4.1)

Verovatnosna mera p je ¢ista, ako u(a) = 0 povladi da je a kontradikcija.
Uslovne verovatnosne mere se definiSu na uobitajen na¢in: za p(a) # 0,

__ k(ans)
u(ﬁ\a) = )

4.1.4 Preferencijalne relacije

Pojam difolt pravila je jedan od osnovnih pojmova nemonotonog rezono-
vanja. Grubo govoreéi, difolti su pravila sa izuzecima, koja dozvoljavaju
izvodenje zakljucaka iz dostupnih ali nepotpunih podataka. U [35], Gabej
je predlozio da se proucavanje default rezonovanja fokusira na odgovarajuce
relacije izvodenja. Ubrzo zatim, Kraus, Leman i Magidor su u radu [59]
naveli skup svojstava, nazvan Sistem P (P kao pocetno slovo reéi preferenci-
jalna) koja bi svaka nemonotona relacija izvodenja trebala da zadovolji. Ta
pravila su opste prihvac¢ena kao jezgro nemonotonog rezonovanja (videti, na
primer, [34]).

U [59] je pokazano da je svaka preferencijalna relacija generisana nekom
preferencijalnom strukturom. U radu Lemana i Magidora [63] ispituje se do-
datno pravilo Racionalna monotonost. Za tu potklasu preferencjalnih relacija
data je 1 preferencijalna i nestandardna verovatnosna semantika.

Preferencijalna relacija [59] je binarna relacija |~ na Forp koja zadovol-
java dole navedena svojstva, koja ¢ine Sistem P ( RE F-Reflexivity, L LFE-Left
logical equivalence, RW-Right weakening, C'M—Cautious monotonicity):
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‘_
REF - LLg. e her
F@PVOK By
RW - o — b, ”VO‘, AND:M;
e ok, oo
apby, By apf, apy
OR: ————; CM :
aV By o ABpy
Relacija je nemonotona u smislu da ne zadovoljava Pravilo monotonosti:
M - O‘—M.
alB iy

Preferencijalna relacija |~ je racionalna relacija, ako zadovoljava restriko-
vanu formu monotonosti, takozvanu Racionalnu monotonost:

oy, aptop
RM :
a By
Neka je p konacno aditivna verovatnosna mera na Forp. Binarna relacija
~~, na Forp definisana sa

al, B akko p(fBla) ~1ili pula) =0

je racionalna relacija [63].

Leman i Magidor su u [63] pokazali da je svaka racionalna relacija gener-
isana nekom c¢istom kona¢no aditivnom verovatnosnom merom. Drugim
reCima, za svaku racionalnu relaciju p~ postoji ¢ista hiperrealna verovatnosna
mera 4 na Forp za koju je fv=pv,,.

4.2 Merenje protivrecnosti

4.2.1 n-neprotivrecnost i n-verovatnost

Definicija 4.2.1 Neka je P = {p1,...,pm}. Atom je bilo koja formula ob-
lika
Epr A A Lp,

pri cemu je +p zamena za p, a —p 2a —p.
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Za svaku formulu ¢ € Forp postoje atomi ay,...,ar takvi da je ¢ ek-
vivalentno sa a; V - -+ V oy (disjunktivna normalna forma formule ¢). Zato
¢emo dalje u ovom poglavlju pretpostavljati da se skup formula sastoji od
predstavnika klasa ekvivalencije, odnosno da ne sadrzi ekvivalentne formule
(za predstavnike ¢emo uzimati bas formule u DNF).

Definicija 4.2.2 Teorija T je n-neprotivreéna ako joj je svaki podskup T' C
T kardinalnosti n neprotivrecan.

Pretpostavimo da je P = {p1,...,pm}. Tada postoji 2™ atoma i 2% ra-
zlicitih klasa ekvivalencije formula (elemenata odgovarajuce Lindenbaumove
algebre). Dakle, mozemo pretpostaviti da ima 22" razli¢itih formula.

Definicija 4.2.3 Teorija T je strogo n-neprotivrecna ako je n-neprotivreéna,
a nije (n + 1)-neprotivreéna.

Tako postoje neprotivrecne teorije kardinalnosti 22" ~!, prema sledeco]
teoremi ne postoje strogo n-neprotivrecne teorije za veliko n.

Teorema 4.2.1 Neka je P = {pi1,...,pm}. Postoji strogo n-neprotivrecéna
teorija T C Forp akkon < 2™,

Dokaz Skup S svih negacija atoma (komplemenata atoma u Lindenbau-
movoj algebri) formira jednu (2™ — 1)-neprotivreénu teoriju koja nije 2™-
neprotivreéna. Zaista, negacija bilo kog atoma ekvivalentna je disjunkciji
svih preostalih atoma, kojih ima 2™ — 1, tako da je konjunkcija bilo kojih
k formula iz S ekvivalentna disjunkciji 2™ — k£ atoma. Posebno, konjunkcije
duzine 2™ — 1 ekvivakentne su nekom atomu, a konjunkcija duzine 2™ je
kontradikcija.

Slicno, za k < 2™, skup koji se sastoji od negacija bilo kojih k£ atoma i od
konjunkcije negacija preostalih 2™ — k atoma ¢e biti k-neprotivrecna teorija.

Obrnuto, pretpostavimo da je T' = {1, pa, ..., Pam, ...} strogo n-nepro-
tivrecna teorija, za neko n > 2™. Bez gubitka opStosti, mozemo pretpostaviti
daje {¢1,. .., dns1} minimalno protivrecan podskup od 7"i da su sve formule
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iz T" disjunkcije atoma. Tada ¢; nije tautologija, pa ¢; sadrzi najvise 2™ — 1
atoma.

Tvrdimo da postoji atom iz ¢; koji nije u ¢4 1 obrnuto, da postoji atom
iz @9 koji nije u ¢;. U suprotnom, ¢; povlaci ¢, ili ¢5 povlaci ¢, pa skup
{¢1,..., ¢ny1} ne bi bio minimalno protivrecan. Dakle, ¢ 1 ¢ sadrze najvise
2™ — 2 zajednicka atoma.

Sli¢éno, za bilo koji k < 2™ postoji atom koji se javlja u ¢ A. .. A¢y, ali ne
iU ¢re1, kao 1 atom koji se javlja u ¢ryq alineu ¢1 A .. Adg, pa @1, ..., Ops1
sadrze najvise 2™ — (k + 1) zajednicka atoma. Sledi da ne postoji zajednicki
atom za formule ¢y, ..., dom, pa je skup {¢1, ..., ¢om} protivrecan, suprotno
pretpostavci. ]

Definicija 4.2.4 Teoriyja T" C Forp je n-verovatna za meru p : Forp —
0,1] ako
1
) > 1 — —
(o) -
za sve ¢ €T
Teorija T je n-verovatna ako postogi verovatnosna mera p takva da je T

n-verovatna za .

Lema 4.2.1 Svaka n-verovatna teorija je n-neprotivrecna.

Dokaz Neka je T n-verovatna.Ako T' ne bi bila n-neprotivrecna, postojao bi
protivre¢an podskup {¢1,...,¢,} od T, bi bilo

w1 A=A y) =0,

za svaku meru p. Odatle je

w(=py) + - 4 p(=dy) = p(=gr V-V mg,) = 1.

Sa druge strane, T' je n-verovatna, pa pu(—¢;) < =, za neku p; kontradikcija.
O

Naredni primer pokazuje da obrnut smer u prethodnoj lemi ne mora da
vazi.
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Primer 4.2.1 Definisacemo strogo n-neprotivrecnu teoriju kardinalnosti
n+ 2 koja nije n-verovatna. Konstuisacemo formule teorije tako da svakih n
formula ima zajednicki atom (nekog konacnog jezika).

Neka je n proizvoljan prirodan broj i P’ proizvoljan podskup od P kardi-

nalnosti m takav da je 2™ > (llig)Q(iJr—l—).Dalje, neka je {ay; | 1 <1< j<n+2}
neki skup atoma nad P’ 1

T = {¢17 - 'J¢n+2}>

gde je ¢y formula \/ «u; (drugim recima, «;; se pojavljuje kao disjunkt u
ki, j

svakoj formuli izuzev u i-toj i j-toj). T je strogo n-neprotivre¢na, posto svakih
n formula od T imaju zajednicki atom koji definise model za taj skup formula,
ali ne postoji zajednicki atom za n+1 formula iz T. (Na primer, zan = 3 je
$1 = Qaz V Qg Vs V g V ags V s, @2 = i3V ang Vogs Vazs Vass Voags,
P3 =iV aa VagsVagg Vo Vags, o0 = apVaizVagsVagsVagsVass,
G5 = o V gz V g V gz V oy V sy Atom ays obezbeduje neprotivrecnost
skupa {¢1, ¢, 3}.)

Pretpostavimo da je {¢1, ..., Pnt1} n-verovatna za meru p. Pokazalemo
da je broy

s = pi(Pnt2) = Z pis)

JFEN+2
veoma mali. Bez smanjenja opStosti, pretpostavimo da je
> plag) =1
1<i<j <n+2
Kako je po pretpostavei u(¢;) > 1— =, i €{l,...,n+ 1}, sledi da je

n+1

a6 > (n+ D= )
pa je

D1 =)+ (n—1)s > (n+1)(1 — %).
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Dakle,

1 1
s<n—(m+1)(1-=)==
s<n—(n+1)( n) -

odakle T nije n-verovatna (zan > 2).

Kako je pojam n-neprotivrecnosti slabiji od pojma n-verovatnosti, definisemo
novi pojam, koji odgovara n-neprotivre¢nosti.

Definicija 4.2.5 Teorija T C Forp je lokalno n-verovatna ako je svaki pod-
skup T kardinalnosti n 4+ 1 n-verovatan.

Teorema 4.2.2 Teorija 1" C Forp je lokalno n-verovatna akko je n-nepro-
tivrecna.

Dokaz Neka je T' n-neprotivreéna. Neka je Ty = {¢1,. .., ¢ns1} proizvoljan
podskup od T kardinalnosti n + 1. Neka je Pr, = {p1,p2, .., Pm} skup svih
iskaznih slova iz Tp, a Pp, = {r1,72,...,7n} drugi skup iskaznih slova za
koji je Pr, NPy, = 0. Posmatrajmo atome nad Pp, U Prp,. Kako je T n-
neprotivrecna, formule ¢o, ..., ¢,.1 ¢e imati bar jedan zajednicki atom. Neka
je jedan od njih . Na slican naéin, neka je a; atom za skup {¢1, ..., dni1}\
{¢;} takav da a; # o, za sve i < j. Primetimo da uvek postoji takav atom,
jer su nad skupom slova Pr, U Pr, .
Neka je p: Forp — [0, 1] bilo koja mera za koju je:

o wfa) =y i€ {1 n+ 1}
o (o) =0,i€l\{l,...,n+1}.

Tada je pu(¢;) > 757 za j € {1,...,n + 1}. Primetimo da, ako je skup
{¢1,. .., ny1} protivrecan, onda p(¢;) = 2, za svaki j.

Dokaz u suprotnom smeru je isti kao dokaz leme 4.2.1. ]

Posledica 4.2.1 Teorija je strogo n-neprotivrecna akko je lokalno n-verovat-
na 1 nije lokalno (n + 1)-verovatna.
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Primer 4.2.2 pokazuje da se kardinalnost podskupa ne moze povecati, ako
zelimo da ocuvamo ekvivalenciju iz teoreme 4.2.2.

Primer 4.2.2 Neka je T = {¢1,. .., Pnra} teorija iz primera 4.2.1. Izracu-
najmo maksimalno r € [0, 1] takvo da postoji mera p za koju je

p(es) =r, ie{l,...,n+2}.
Na isti nacin kao $to smo dobili nejednakost (4.2) mozemo da dobijemo
s<n—(n+1)r (4.3)

Sa druge strane, posto je
p(Prt2) = T,

dobijamo

Iz (4.8) i (4.4) zakljuCujemo

n-+2
]

Prethodni primer je u vezi sa teoremom Najta [54, Corollary 4.12] koju
navodimo, reformulisanu u skladu sa uvedenom terminologijom.

Teorema 4.2.3 Neka je T' n-neprotivreéna teoryja kardinalnosti m. Tada
postoji verovatnosna mera u, takva da je p(¢) = = za sve ¢ €T

Primer 4.2.2 pokazuje da se teorema 4.2.3 ne moze pojacati u smislu da
je + maksimalan, odnosno da ne postoji r > = za koji postoji u tako da je
(@) = rforall g € T.
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4.2.2 Uslovna n-verovatnost i n-neprotivrecnost

Neka je ¢ € Forp i neka je u mera na Forp takva da je u(¢) > 0. Ako je
uslovna verovatnosna mera definisana sa

olg) = HEA Q)
ule) == 5

poznato je da je i g : Forp — [0, 1], definisana sa us(¢) = pu(i|¢), takode
verovatnosna mera.

Definicija 4.2.6 Teorija T' je n-verovatna modulo ¢ ako postoji verovat-
nosna mera i takva da je p(¢) > 0 i p(¥|¢) > 1— 1, za svep € T

Lema 4.2.2 Ako je T n-verovatna modulo ¢, onda je T m-verovatna 1 n-
neprotivrecna.

Dokaz Prema lemi 4.2.1, dovoljno je pokazati da je T' n-verovatna. To je,
medutim, direktna posledica definicije 4.2.6 1 ¢injenice da je 4 takode mera.
[

Teorema 4.2.4 Neka je T' konacna n-verovatna teorija @ ¢ € Forp. Ako
je @ neprotiwrecno sa svakim neprotivre¢nam podskupom od T', onda je T
n-verovatna modulo ¢.

Dokaz Neka je p verovatnosna mera za koju je u(y) > 1— %, zasve ¢p € T.
Na ovom mestu ¢emo koristiti dokaz teoreme [54, Lemma 4.7], gde je
pokazano da ako postoji mera p takva da je u(¢) > r za sve ¢ € T i neki
r € [0,1], i ako je ¢ neprotivreéno sa svakim neprotivrecnim podskupom od
T, onda postoji i mera v takva da je v(¢) > u(y) zasve p € T1v(¢) = 1.

Dalje, za 1 € T imamo

V(16) = v(®) = p() > 1 - =.

n
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Definicija 4.2.7 Teorija T je n-verovatna modulo {¢1,...,¢r}, ako postoji
mera p takva da je pu(pr Ao A gg) > 0, za sve i, j € {1,...,k}, u(pild;) >
1— 2,4 za sve i € T postogi indeks i € {1,...,k} takav da je

1
pn(Plg:) > 1 — o

Teorema 4.2.5 Ako je T n-verovatna modulo {¢1,..., ¢}, onda je T (n-
k+1)-verovatna modulo ¢1 A ... N\ ¢y.

Dokaz Neka je v(¢) = u(p|dp1A---Agy). Zasvey € T postojii € {1,...,k}
takav da je

1
p(Plps) > 1~ n

Izaberimo proizvoljno ¥ € T'. Bez gubitka opstosti, neka je odgovarajuéi
indeks 4 u prethodnoj formuli jednak 1. Tada je:

PO AL A A gy)
plpr A= N gy)
p( Ny A= N i) /()
(g1 A= A )/ (1)
P A o A A dildn)
p(Pa A A Gildr)
p()dr) + plda A A drldr) — 1
p{da A - N il 1)
1= p(le)
p(da A= A Gild)
. 1—(1-4)
plda A -+ N Grldr)

1
a 1ﬁnﬂ(¢2/\"'/\¢kl¢1).

Primenjujuéi nejednakost (4.1), dobijamo

plpa A Norldr) = u(daldn) + - + pu(drld1) — (K —2)

v(Y) =
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1
> (k—l)(l—g)—(k—Q)
B n—k+1
— - _
Sledi
1
V(¢) > 1_n_n—k+1
B 1
B n—k+1

O

Posledica 4.2.2 Ako je T n-verovatna modulo {¢1,...,¢r}, onda je T i
(n-k+1)-verovatna, dakle i (n — k + 1)-neprotivreéna.

Sada definiSemo sintaksni analogon ”n-verovatna modulo skup formula”.

Definicija 4.2.8 Ako suT i S skupovi formula, T je n-neprotivrecna modulo
S ako je za ma koje 1, ..., n €T skup {1y,..., ¥} US neprotivrecan.

Posledica 4.2.3 Ako je T n-verovatna modulo {¢1,...,¢r}, onda je T' (n-
k+1)-neprotivrecna modulo {¢1,. .., ¢r}-

Dokaz Za meru v iz dokaza teoreme 4.2.5 1 za ma koje ¢ € T imamo v(¢; A

AN GE) =11v(W) > ]‘_n—i—f—i Dakle, V(1 A . . AYp_ps1 AP1A. .. Apy) >0

zasve Y1 A ... AUy g1 €T. O

4.2.3 Jaka n-verovatnost

Definicija 4.2.9 Za nestandardnu verovatnosnu meru i kaZemo da je 1 ji-
posledica od ¢, ako u(yp|p) ~ 1. Takode kazemo da je T C Forp skup
w-posledica skupa ® C Forp, ako za svako v € T postoji ¢ € @ takvo da je
¥ p-posledica od ¢.
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Primer 4.2.3 Neka je ¢,6 € Forp, u(¢) = 5, p(0) ~ 0 1 u(f) # 0. Tada
je u(dlo V) ~ 1, u(=¢l=o Vo) ~ 1 iu((¢VO)A(-¢VH)) = pul®) #0.
Dakle, skup ® = {pV 0, =¢pV 8} je neprotivrecan, ali skup njegovih p-posledica

T ={¢,—¢} je protivrecan. O

Cilja nam je da definisemo nov pojam n-verovatnosti (vezan za meru p) koji
¢e biti oCuvan za u-posledice.

Definicija 4.2.10 Neka je n prirodan broj. Teorija T je jako n-verovatna
za w, ako za svakih n formula 1y, ... ¢, € T broj u(yy A ... A\ y,) nije
infinitezimala.

Teorija T je jako verovatna za 1, ako je jako m-verovatna za [ za Sve
necw.

Primetimo da je, za datu meru p, jaka n-verovatnost (za p) pojam jaci
od n-neprotivrecnosti i da jaka verovatnost (za u) povlali neprotivrecnost.

Teorema 4.2.6 Neka je ® neprazan skup, jako n-verovatan za p 1t neka je
T skup p-posledica od ®.Tada je T takode n-verovatna za L.

Dokaz Neka je T = {1;]i € w} i neka je za sve i € w ¢; element od P
takav da je u(v;|¢;) ~ 1 . Bez gubitka opstosti, dovoljno je dokazati da
(b Ao Ahy) & 0 ne vazi. Neka je ¢ € {1,...,%,} 1 zbog jednostavnosti
pretpostavimo da je ¥ = ¥;. Kao 1 u dokazu teoreme 4.2.5, vazi

1—M(¢1‘¢1)
p(da A A pnldr)

Posto je p(1]|o1) = Lip(pa A .. Adn|d1) = p(d1 A. .. Ady) nije infinitez-
imala, po pretpostavci, sledi p(|¢1 A ... Adn) = 1, zasve p € {11,...,¢¥n}.
Primenjujuéi nejednakost (4.1) na meru u(-|é1 A ... A ¢y,), dobijamo

(1 A ARG A LA Bn) >

p(hr|dr Ao o ANdn) 4o p(pldr A AN Gy) — (n—1) = 1.

plor A AN ) 21—
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Dakle,
,Uf(’d}l/\-u/\'d)n/\le/\---/\(bn)

w1 AL A dy) ~ L

Odatle je

PN AP NGL A A D) R (P A A ).

Kako p(¢1A. .. A¢y,) nije infinitezimala, po pretpostavei, ni p(w A. . . Ay,)
nije infinitezimala. Sledi da je T' jako n-verovatna za f. [l

Posledica 4.2.4 Neka je ® neprazan skup, jako verovatan za i i neka je T
skup p-posledica od ©. Tada je i T jako verovatan za [i.

Prema posledici, jaka verovatnost ® obezbeduje jaku verovatnost sku-
pa “posledica” T. Ako smo zainteresovani samo za obi¢nu neprotivrec¢nost
skupa 7', ovaj uslov nije neophodan:

Primer 4.2.4 Neka je ® = {¢;|i € w} neprotivreéna teorija i neka je T =
{1;|i € w} skup formula. Neka je p verovatnosna mera za koju vazi:

- za sve i € w postofi infinitezimala €; takva da je u(v;|é;) = 1 — &5,
- p(pr A AN Gn) > nmax{e;li =1,...,n}, za sven € w.
Kao @ u dokazu teoreme 4.2.5, moZemo izvesti nejednakost (za i € w)

1 — p(i] i)
(D1 A Pia Adiga Ao A D)

p(ilgr A A pp) > 1~
7

Prema pretpostavct, 1mamo

&;

(1 A A gn)

Sledi da je skup {in,..., ¥} n-verovatan, pa i neprotivrecan. Neprotivred-
nost skupa T je posledica teoreme kompaktnosti. ]

(sl gy AL N pr) > 1 —

1
plee) 21—~
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4.2.4 Veze sa difoltima i verovatnosnim logikama

Prema pomenutom rezultatu Lemana i Magidora [63], relacija p-posledice iz
definicije 4.2.9 se moze shvatiti kao racionalna relacija, a teorema 4.2.6 se
moze interpretirati kao rezultat o otuvanju jake n-verovatnosti pod racional-
nim difolt izvodenjem. Sada ¢emo definisati sintaksni analogon jake n-
verovatnosti.

Za formulu ¢ kazemo da je izuzetak (za relaciju pv) akko T ~ —¢ (videti
63]).

Definicija 4.2.11 Teorija ® je jako n-neprotivrecna za racionalnu relacyju
ko, ako za svakihn formula ¢q, . .., ¢n € ®, formula d1A. .. Ay, nige izuzetak.

Teorija ® je jako neprotivreéna za b, ako je jako n-neprotivreéna za
za sve n € w.

Koristeéi teoremu 4.2.6 i rezultate iz [63], neposredno dobijamo sledeéi
rezultat:

Teorema 4.2.7 Neka je ® neprazan skup, jako n-neprotivrecan za |~ i neka
je VU skup takav da za svaki ¥ € VU, ¢ bp vazi za neki ¢ € . Tada, ¥ je
takode n-neprotivreéna za p.

Sada se okre¢emo drugoj primeni i u stilu Nilsona [74] 1 Dzefa Parisa [85]
pokuSavamo da koristimo standardne mere, ali sa kontrolisanim opadanjem
verovatnoce tokom izvodenja.

Definicija 4.2.12 Neka je p ¢ista verovatosna mera na Forp. Za svakon €
w definiserno binarnu relaciju - na Forp, sa a0 akko p(Bla) >1— 1.

Izostavljac¢emo p u P kad god je jasno iz konteksta. Sledeéi rezultat
navodi svojstva slicna Sistemu P.

Teorema 4.2.8 Neka je p ¢ista verovatosna mera na Forp. Ako su relacije
. definisane kao gore, onda vazi:



80 4. MERE PROTIVRECNIH TEORIJA I DIFOLTI

Fae fap Y.
REF, : LLE, : n
b aﬂ o Ty
o — Y o 2n 2an
RWn ) ANDTL : i
o % ﬁ baﬂb”tﬁf !
o ¥ o XY
OR,, : 2n oY ; CM,, : n L
oV By o Bl

Dokaz Dokazi za REF,,, LLE, i RW, su trivijalni.

C'M, je specijalan slucaj teoreme 4 2.5, zan = 2.

AND,: Neka je p(Bla) > 1 — 5= 1 p(yla) > 1 — 5=; koristeéi C'Ma,
dobijamo p(yla A gG) > 1 — ZT-T' Iz jednakosti

p(B A le) = p(Ble)u(yle A B)

sledi (B Aryla) > (1—5:)(1 — - H)=1-1 paJeafv BN
OR.,: Neka je pu(vla) > 1—5-1 p(v|8) > 1— =—. Koristi¢emo oznake ayq
i06gzaaN—yif Ay, redom

pllaAy) VvV (BAY))
u(’y\a\/ﬂ) = ,LL(O!\/,B)
p((aV B)\ (a0 V 5))
plaV B)
S pla Vv B) — plag vV B)
- eV p)
| _ (o V Bo)
pla Vv pB)

Po pretpostavei, pu(ag) < “2(2) < “(‘2‘:3) /,L(ﬂ ) < “(O‘Vﬂ , odakle je pu(cg V
BO) < u(aV.B)_

Konacno, u(ylaV ) > 1 -2, odnosno a V § 7. O

Sledece pitanje je: ako u zakljucivanju koristimo i racionalnu relaciju hv
i v, u pravilima nemonotonog izvodenja, da li se n prenosi u zakljucak?

Teorema 4.2.9 Neka je |~ racionalna relacija na Forp, a u odgovarajuca
nestandardna mera. Ako su binarne relacije tv, na Forp definisane sa
apon 3 akko p(Blo) > 1 — L ili p(Ble) = 1 — =, onda vazi:
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LLES . —© ;’fo‘ ) R O _)52 al,
v Y
n ° o V|'\J/6 Envk\‘; n " a)’\/”\lén/g ”/: /_y Vi
~ a )& ’)/ ~ a ,& ,y
CM17 - . ; CM2; - ne
a By a By

Dokaz Dokaz je laka modifikacija dokaza teoreme 4.2.8. Na primer, za dokaz
ORY neka je p(vla) =1 —e1ip(y]8) > 1 -2 — & (61,62 = 0). Kaoiu

dokazu OR,, dobijamo u(ylaVv @) > 1— %, gde je ag oznaka za a A —y,

a B za BNy Iz pleg) < erp(aV B) 1 p(Bo) < (2 + 5 )u(a V B) dobijamo
plogV By) < (e1+e2+2)u(aV B). Dakle, u(ylaVp) > 1—2 —e1 ey~ 1—1.
]

Ova teorema je u duhu [67, Theorem 5.1], gde je prezentovana sli¢na
kombinacija nemonotonog i verovatnosnog rezonovanja. Logika LPP? iz
rada [91] je prikladna za modelovanje racionalnih relacija. U njoj je iskazni
ra¢un prosiren verovatnosnim operatorima primenjenim na iskazne formule:
CPsq(a, ), CP<s(ar,B) 1 CPuys(a, ), sa ofiglednim znacenjima. Tako se
formula C Py (c, 8) moze koristiti za modelovanje 5 b «. na primer, pravilo
OR? moze se zapisati kao

szl(f)/?&) A (CPZI—%(r%ﬁ) \% szl——(fyaﬁ)) -

1
n

(CP21—;1;(f}/aa \/16) v C‘le——%<ry7a \/ﬁ))

Rad [91] daje jako potpunu aksiomatizaciju logike, pa su ( LP P®-prevodi)
svih P-pravila teoreme te logike. Isto vaZi za ( LPP®-prevoda) svih pravila
iz teorema 4.2.8 1 4.2.9.

4.3 Verovatnosni pristup difoltima

Posle rezultata Krausa, Lemana i Magidora[59, 63], mnogi istrazivaéi su
proucavali razne klase preferencijalnih relacija, dobijenih dodavanjem pravila
izvodenja Sistemu P (8,9, 32, 33, 96, 105]. Preferencijalna semantika za neke
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od njih, nastale dodavanjem pravila jaéeg od RM, data je u [9], a slabijih od
RM u [104, 105]. Sa druge strane, verovatnosna semantika za te klase nije
istrazivana.

Nas cilj je da obezbedimo nestandardnu verovatnosnu semantiku za razne
preferencijalne relacije.

4.3.1 Neke klase preferencijalnih relacija

U radovima [32, 33] uvedena su slede¢a pravila (Negation rationality, Dis-
junction rationality):

apB, a Ay DR,avﬁkw,awv
a A —ypp ' By '

Zna se da je NR strogo slabije od DR i da je DR strogo slabije od RM
(pretpostavljamo, kao i u ostatku poglavlja, prisustvo pravila Sistema P).
Jos jedno pravilo (Weak rational monotonicity), koje je slabije od RM ali
neuporedivo sa NR i DR, uvedeno je u [105]:

O‘l'\”Y: a/\ﬁb('f% O‘}?L_'ﬁ
Tk —a

NR:

WRM

Pravilo (Determinacy preservation)

ap B, a Ny Rt -p
aANyp B

koje je uvco Makinson u [69], lezi izmedu RM i M.
Sledeca dva pravila (Rational contraposition, Weak determinacy)

al“’ﬁ) —‘6}76&_ ) le_jaa O‘béﬂ
B WD : Py, .

DP -

RC

su slabija od DP i neuporediva sa RM, videti [9, 8]. Zna se da RC povlagi
WD i da je DP=WD+RM.
Pravila (Fragmented disjunction, conditional excluding middle)
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ARV OB, Ay A
—Bhy ap—p

su neuporediva sa M i striktno ispod DP, vidi [9, 96]. Uz to je CEM strogo

iznad FD.

Preferencijalne relacije koje zadovoljavaju neko dodatno pravilo zvaéemo
po tom pravilu. Na primer, DP-relacija je preferencijalna relacija koja zado-
voljava pravilo DP.

Za neke od ovih relacija napravljena je preferencijalna semantika. Sledece

poglavlje sadrzi novu, verovatnosnu semantiku za tri od ovih relacija: CEM,
DP i FD.

FD

4.3.2 Verovatnosna reprezentacija

Kazemo da nestandardna mera p indukuje racionalnu relaciju p~ akko
a8 akko w(fla)~1ili u(a)=0.
CEM

Definicija 4.3.1 Konacéno aditivna verovatnosna mera p : Forp — [0, 1)*
je CEM-mera akko
(8)

M%O or ——==~0

) )
za sve o, § € Forp takve da b —(a A ), i u(a) # 0 ili u(5) # 0.
Teorema 4.3.1 Neka je |~ racionalna relacija. Tada je ekvivalentno:
1. |~ je CEM-relacija;
2. Svaka mera p koja indukuje |~ je CEM-mera.
Dokaz 2 = 1 : Neka je |~ racionalna relacija koja ne zadovoljava CEM,

odnosno postoje a1 [ takvi da je ot 81 a p¢ =3. Neka je p bilo koja mera
koja indukuje p~. Tada je

pla A B)
pu(a)

pla A\ =)

#1 p(c)

% 1. (4.5)
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Posto je £er8) 4 “(ZM@ =1, iz (4.5) sledi da

pla@) (@)
(oA B) )
o) 70 oy 0

Odatle je

planp) o marp)

wan-5 70 a7

Takode, a A 31 a A = su disjunktne formule, pa u nije CEM-mera.

1 = 2: Pretpostavimo da p indukuje f~ i da postoje disjunktne formule
B 1 takve da % #Z0 1 Z—% =k # 0. Tada, st(k) > 0. Ako je « formula
GV, onda je

po) 1
p(B) +ply)  k+1

Sliéno, p(—8la) = kiﬂ % 1. Sledi a ¢ B 1 alt -, pa ) nije CEM-relacija.
L

u(Bla) = % 1

Teorema 4.3.2 (Reprezentacija CEM) Preferencijalna relacija |~ zado-
voljava CEM akko postoji CEM-mera p koja indukuje .

Dokaz =: Pretpostavimo da |~ zadovoljava CEM. U prisustvu sistema P,
CEM povla¢i RM. Prema teoremi Lemana i Magidora za racionalne relacije,
postoji Cista nestandardna mera y takva da je

ap f akko p(fla)~lilia=1

za sve a, 3 € Forp. Prema teoremi 4.3.1, u je CEM-mera.

<=: Neka je p CEM-mera koja indukuje |~. Ponovo, prema teoremi 4.3.1,
~ zadovoljava CEM. [

DP
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Definicija 4.3.2 Konacno aditivna verovatnosna mera u : Forp — [0, 1]*
je DP-mera akko
M ~0 il
) wa)
za sve o, B € Forp takve dat —(a A ), p(a) # 0l u(B) #0, i pla) =01

n(B8) =~ 0.

Teorema 4.3.3 Neka je |~ racionalna relacija. Tada je ekvivalentno:
1. |~ je DP-relacija;

2. Svaka mera u koja indukuje |~ je DP-mera.

Dokaz U dokazu koristimo ¢injenicu da je relacija DP-relacija akko zadovol-
java RM i WD.

2 = 1 : Pretpostavimo da racionalna relacija [~ ne zadovoljava DP i neka
je 4 ma koja mera koja indukuje . Tada postoje i 3 takvi da je

wanp) , . panp)
Wy PN T P (46)

Mozemo dokazati kao i u dokazu teoreme 4.3.1, da vazi

w(a A B) 0 pla A —p)
u(a/\ ﬂﬁ) ,U(CY/\ﬁ)

pu(e) = 0,

% 0.

Posto je u(a A B), ula A =8) < pla) = 0, u nije DP-mera.
1 = 2: Sli¢no dokazu 1 = 2 teoreme 4.3.1, uz dodatni uslov p(G) ~ 01
u(y) = 0. O

Teorema 4.3.4 (Reprezentacija DP) Preferencijalna relacija |~ zadovol-
java DP akko postoji DP-mera p koja indukuje .

Dokaz Slican dokazu teoreme 4.3.2. J
FD
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Definicija 4.3.3 Konacno aditivna verovatnosna mera u : Forp — [0, 1]*
je FD-mera akko je i DP-mera takva da je u(a) = 0 ili u(B) = 0 i p(y) = 0,
kad god su svake dve od formula «, B iy disjunktne.

Teorema 4.3.5 Neka je |~ racionalna relacija. Tada je ekvivalentno:
1. p~ je FD-relacija;

2. Svaka mera p koja indukuje |~ je FD-mera.

Dokaz 2 = 1: Neka je u FD-mera koja indukuje . Neka je o | 5V 7,
a G 1apty. Dalje, neka je

a = plaN=F A=), b= plaNB A=),
c=plaN=pAy), d=plaNBNAYy).

Tada je
_ __btd
(]‘) M(,B‘CY) T a+b+ct+d % 1
_ c+d
(2) p(yla) = S5 # 1

(3) WGV la) = et ~ 1

I2(3) direktno sledi a ~ 0. Primetimo da je u(a) =a+b+c+d.
Tvrdenje 1. p(a) % 0.

Zaista, ako vazi p(a) = 0, onda je < totalno uredenje na {a,b,c,d}
posto je p 1 DP-mera. Iz (1) sledi da ni b ni d nisu maksimalni elementi od
({a,b,c,d}, <); sliéno, ni ¢ nije maksimalan zbog (2), pa je a maksimum. Sa
druge strane, maksimalnost a povlaci u(8 V v|la) = 0, §to je u kontradikeiji
sa (3).

Tvrdenje 2. b 01 c % 0.

Zaista, ako je b = 0, onda -a+‘giff+d ~ %j =1 (a je infinitezimala) $to nije
u skladu sa (2). Primetimo da je b+c¢+d % 0, na osnovu tvrdenja 1. Sli¢no,
¢ ~ 0 nije u skladu sa (1).

Tvrdenje 3. u(—a) =~ 0.
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Ovo je direktna posledica prethodnog tvrdenja i ¢injenice da su —a, a A
BA—yiaA A -y disjunktne formule i da je u FD-mera.
Konac¢no, prema prethodnim tvrdenjima vazi

p(o(BV 7)) _ ploe) + ulaA=6A )

p(—y=8) =

p(=6) ple A=B Ay)
_ u(ﬁa)%—amo
C 7

odnosno —f3 p .

1 = 2: Tvrdenje ¢emo dokazati kontrapozicijom. Sa jedne strane, pret-
postavimo da p indukuje f~ 1 da p nije DP-mera. Po teoremi 4.3.3, |~ nije
D P-relacija, pa nije ni FD-relacija. Sa druge strane, pretpostavimo da u
indukuje |, © je DP-mera i postoje disjunktne formule 3, v i § takve da
w(B) % 0, u(vy) % 01 u(d) % 0. Neka je o formula 8V . Lako se vidi da

ap fVy, affiaphy,al

_ p(=(BVY)
KR = T0E 2 e

pa =0 ¢ . Dakle, v nije FD-relacija. O

Teorema 4.3.6 (Representacija FD) Preferencijalna relacija |~ zadovol-
java FD akko postoji FD-mera p koja indukuje |~.

Dokaz Sliéan dokazu teoreme 4.3.2. U]

4.3.3 ¢, u preferencijalna relacija

Ovo poglavlje je zapocelo verovanjem da svaka prirodna verovatnosna repre-
zentacija nemonotonih relacija izvodenja treba da ukljuci uslovne verovatno-
¢e. Zma se da p(a|lf) =~ 1 ne moze da se koristi za relacije koje nisu
racionalne. Uvedena relacija |~., predstavlja pionirski pokusaj da se ne-
standardnim verovatnosnim merama “side ispod” racionalne monotonosti.
Definicija relacije f~. , je zapravo modifikacija uslova u(fla) > 1 —«.
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U ovom poglavlju, € ¢e biti fiksirana strogo pozitivna infinitezimala, a
p o Forp — [0,1]* fiksirana Cista nestandardna verovatnosna mera. &,
relaciju f~. , na Forp definiSemo na slede¢i nacin:

a pe., B akko € £ p(—f)e) ili p(a) = 0.

Sada ¢emo precizno ispitati polozaj uvedene relacije u hijerarhiji prefer-
encijalnih relacija (iz poglavlja 4.3.1).

Teorema 4.3.7 ., je preferencijalna relacija.

Dokaz U ispitivanju pravila REF-CM razmatracemo samo netrivijalne
slucajeve, bez pojavljivanja L ili T.

Posto je p(ala) = 11 p je verovatnosna mera, imamo da je pu(—ala) = 0,
pa je € € p(—ala), odnosno « v, . Dakle, vazi refleksivnost. Dokaz RW
1 LLE ¢emo izostaviti, zbog jednostavnosti.

And. Pretpostavimo da je o pve, B 1 a e, v Tada, € € p(—pla) i
£ K 'u(—m/‘og)’ pa

e L p(=fle) + p(—|e).

Takode,
p(=(B A7y)la) = p(=BV ~vle) < p(=Bla) + u(-vla),
pa e & pu(—(8 A vy)|a), odnosno « e, B Ay
Or. Pretpostavimo da je o e, v 1 8 e, 7. Prema definiciji p. ,, pos-

toje pozitivnir, s € R* takvidar £ 0,5 % 0, e/u(—~y|la) = rie/u(—|3) = s.
Odavde izvodimo

p(=y Aa) = Zp(a) 1 a(~y A B) = Zu(B).
Posto

% (plen) + plaz)) < ploa V ag) < plaa) + plas) (4.7)
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za sve a1, g € Forp, imamo da je

p(yAa) V(7 A D))
pla v )
-y Aa) +p(-y AB)
3 (@) + p(8))
2p(a) + Zu(B)

u(a) + p(B)
2e

min(r, )’

p(—yla Vv B)

N

N\

odakle je
€ min(r, s)

plevpg)y = 20
odnosno ¢ € p(—y|laVvg), sto je po definiciji fve , ekvivalentno sa aVvg p. , 7.
CM. Nekaje o poey fia e, v, Ize € p(—f|a) sledi da je u(—f5|a) = 0,
pa je u(fla) ~ 1. Dalje,

plaNBA=y)  plaANBAy)/ula)  p(BA—|a)

p(—yla A B) =

pwang) — planB)/ple) p(Ble)
pa je
€ e p(Bla) e p(fla)
p(=vla AB)  p(B Al g p(—y|a) #0,

posto je m #% 01 u(Bla) = 1. Konactno, prema definiciji fve ,, imamo

aAf e,
L]

Teorema 4.3.8 [~ , zadovoljava DR i NR.

Dokaz Pretpostavimo da e < p(—y|a) i e < p(—vy|f3). Tada postoje pozi-
tivne infinitezinale § i n takve da m =01 Fevlﬁ—) =1, §to je ekvivalentno

sa p(—y Aa) = gu(a) 1 p(~y A B) = £u(B). Dalje, prema (4.7),
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£ _ ep(aV f)
p(yle v B) p((yAe) VvV (=y AB))
2¢(p(a) + p(B))
p(=y Aa) + p(=y A B)

2e(p(a) + p(B))

5u( a) + Zpu(0)

2e(p(a )+u(ﬁ))
)+ u(B))

N

N\

maX(&n) (1
2max(,n)

~ 0,

odakle oV 3 ., 7. Posto DR povlaci NR, tvrdenje je dokazano. [l

Teorema 4.3.9 |~ , ne mora da zadovoljava WD, RC, DP, FD, CEM, M,
RM i WRM.

Dokaz prema poglavlju 4.3.1, dovoljno je dokazati da ne vaze WD i WRM.
Za dokaz postojanja dole konstruisanih mera, pozivamo se na [90].

Konstruis§imo kontraprimer za WD. Pretpostavimo da je p éista mera za
koju je p(po) = 2u(po A p1) = 1 — . Tada je:

€ £ €

WCpol ) Ty I-(1-¢
e _ 3 _ e(po) _ell—e) _
u(pilpe) 1 —ppalpe)  wlpo) — plpo Apr) (1 —¢) ’
e eplpo) (1-e¢ _,

wrlpo) — wloo Ap)  1(1—¢)

Dakle, T }NE,;L —Po, Po bés,u p11po "765# —pP1, Pa WD ne vazi.
Sada ¢éemo konstruisati dokaz za WRM. Neka su x 1 A infinitezimale za,
koje vazi € < k1€ < A. Dalje, neka su «, # 1 v formule za koje a A —y
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povlaci o A G (dakle, o A =y A (B je ekvivalentno sa a A ), pla) = k,
planN—y) =exiplanf) = k. Kako je a A=y A B ekvivalentno sa o A —y,
dobijamo p(a A =y A B) = pla A ) = ek.

£ £
® & e =—-= O;
e LG
£ ep(a A pB) ep(a A f)
o a NG ey v = = =
U op(lens)  wlen-yAB)  plaA=yAB)
EAK
— = A= 0
EK
€ ep(a) EK €
o alt., 6 — = —=—=0;
Pen B Bla) ~alanB) " aw A
€ €
o T ., " ———=—=0.
e 708 L)~
Dakle, WRM ne vazi. O

4.3.4 Veza sa verovatnosnim logikama

Verovatnosna reprezentacija nekih nemonotonih relacija moze se videti kao
prirodno produZenje istrazivanja Lemana i Magidora [63]. Ona predstavlja
finu vezu izmedu uopstenog proucavanja nemonotonog rezonovanja i verovat-
nosnih logika. U verovatnosnoj logici Az pps iz [91] moguce je formalno
reprezentovati racionalne relacije. Na osnovu rezultata izlozenih u ovoj glavi,
moguce je razviti logiku sa bogatijom sintaksom, u kojoj su prisutne arit-
meticke operacije, u kojoj bi bilo moguée reprezentovati relacije CEM, DP,
FD i poe .

4.4 Realno-vrednosna logika za modelovanje
difolta

Kao $to je veé refeno, rezultat Lemana i Magidora [63] omoguéio je ak-
siomatizaciju verovatnosne logike, sa Hardijevim poljem kao kodomenom,
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koja moze da modeluje difolte. U ovoj glavi predstavljena je jednostavna
realno-vrednosna verovatnosna logika koja moze da modeluje preferencijalne
relacije.

4.4.1 Verovatnoc¢a sa skokovima

Nekoliko godina posle nestandardne semantike za racionalne relacije iz [63],
razvijena je i standardna semantika koja koristi specijalnu klasu verovatnos-
nih mera, takozvane verovatnoce sa skokovima [6]. Tu se pretpostavlja da je
skup iskaznih slova P konacan.

Verovatnoda sa skokovima je Cista verovatnosna mera koja zadovoljava
uslove

(1) Zat,emp,p(at,)@(at) plat’) < p(at), za sve at € Atp,
(2) p(at) = p(at’) akko F at < at’, za sve at € Atp,

pri cemu je P = {p1,p2,...,0n}, & Atp = {£p1 T po+ - £ pu| +p; =
pi, —pi = —p;} je skup atoma od Forp. Ako se ograni¢imo na verovatnoce sa
skokovima, onda se a rf moze reprezentovati uslovom

u(Bla) > p(=pla), (4.8)

ili, ekvivalentno,

(4.9)

N

p(Bla) >

U ovoj glavi ¢emo prikazati logiku sa jednostavnom sintaksom i semantikom,
ali ipak dovoljno izrazajnu da se u njoj moze modelovati . Logika ¢ée
sadrzati operatore oblika P, kao 1 operator kvalitativne verovatnoce < iz
[82], pri ¢emu a < [ znaéi da je “B verovatno bar koliko i o”. Tada se uslov
(4.8) moze izraziti kao

p(BAa)> p(=f Aa), (4.10)

pri cemu « nije kontradikcija.
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4.4.2 Sintaksa i semantika za LBSP
Neka je P = {p1,p2,...,Pn} skup iskaznih slova, Forp skup formula i Atp
skup atoma od Forp. Skup formula For logike LBSP je najmanji skup za
koji vazi:
—{Ps,a,a X0 | a,f€ Forp,r € QN 0,1]} C For,
— ako ¢,¥ € For, onda ¢ A1), —¢ € For.
Pored veé koriSéenih pojednostavljenja zapisa, koristimo i zamene:
~a<fjeaxfA-B=a,

— a = f1a> 3 sedefiniSu na sli¢an nacin.

Semantiku za LBSP ¢ini klasa verovatnoca sa skokovima na Forp, u
oznaci Meashg. Za p € Measps, zadovoljenje se definiSe na logican naéin:

o 1= Poraako p(a) 27,
o 1= a=pako p(a) < u(f),

o M = —-¢iME ¢ A1) se definisu kao 1 ranije.

Zadovoljivost 1 valjanost se definisu uobiéajeno.
Napomena 4.4.1 Primetimo da, prema (4.10), formula
(aAN=f<aAf)V Poa

modeluje a b~ (. O
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4.4.3 Aksiomatizacija i potpunost
Aksiome
A1l instance iskaznih teorema
A2 Pyya
A3 leoz; ako je a tautologija
A4 P.ga, ako « nije kontradikcija
AS Pgoa — Posa,zar < s
A6 P.,o — Pgo
AT P_i(a — () = (Psra — Ps,.0)
A8 (Psra A PyB N Psi(—aV —f)) = Pomingir+sp(@V B)
A9 (Pga A Pesf) > Pers(aV ), zar+s< 1
Al0 (o R B A Pspa) = Ps,f3
A1l (Ngpegat = at’) — at =\ yegat’, zasve S C Atp

Al2 A =(at < at’ Aat’ < at)

at,at’' € Atp,at#at’

Pravila izvodenja

Rl iz aia— fizvedi

R2 iz ¢ — Py, _10 za svaki k > Lizvedi ¢ — Psra

R3 iz ¢ — (Pyra — P5,0) zasvakir € QN [0,1] izvedi p — o X [
Potpunost sistema se dokazuje na nacin slican onom koji je prezentovan u

drugoj glavi, u kombinaciji sa [82], zbog ¢ega preskacemo detalje. Dokazimo
samo
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D atreatp platy<ptar) H(at) < plat), za sve at € Atp,
pri ¢emu se p definiSe pomocu odgovarajuceg kompletiranja 7%, kao

pla) =sup{r € [0,1]NQ | T" + Ps,a}.

Dakle, neka je at € Atp i neka S oznacava skup {at’ € Atp| plat’) <
p(at)}. Ako je at’ € S, onda {r € [0,1]NQ | T* F Psat’} C {r € [0,1]N
Q| T* = Psrat}. Dakle, T* b Ps.at’ — Ps,.at, za svaki r € [0,1] N Q.

Pomoéu pravila R3 (za ¢ = T) dobijamo
T F at’ < at. (4.11)

Ako je T* - at < at’, prema Al1Q imamo T + Ps,at — Ps,at’ (za sve r), pa
je u(at) < p(at'); kontradikcija. Po maksimalnosti T* je

T+ =(at < at’). (4.12)
Kako (4.11) i (4.12) povlace T* F- at > at’, na osnovu aksiome A1l dobijamo

T at ~ \/ at’. (4.13)
at'€S

Posebno, T* = at = \/ g at’, pa je prema A10 T* F Ps. \/ ycqat’ — Psat.
Dakle, p1(\ pegat’) < u(at). Sa druge strane, ako je u(at) < pu(\ pegat’),
na osnovu definicije 4 imamo T™ F Psyrat — Psr\/ cqat’, za sve r, pa je
po R3 T* F at 2\ yegat’; §to protivreci (4.13). Sada tvrdenje sledi iz
jednakosti p(V pegat’) = Zat’GAtp,,u(at’)<u(at) plat’).

4.4.4 Veza sa logikama LPP; 1 LPP, <

U ovom poglavlju poredimo logiku LBSP sa logikama LP P, 1 LP P, < (videti
(77, 82]). Podrazumevamo da je |P| < Ny. Za logiku £, odgovarajucu relaciju
izvodenja oznacavacemo sa b .

Skup formula logike LPP; je Forp U Fory, gde je For; skup formula
iz For u kojima se simbol < ne javlja. Nije dozvoljeno meSanje klasi¢nih
i verovatnosnih formula, ni ponavljanje verovatnosnog operatora. Logika
LPP, sadrzi aksiome Al, A2, A5, A6, A81 A9, pravila R1 i R2, kao i pravilo:
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R4 1z o izvedi Ps .

Sa LP, oznatavatemo podlogiku od LBSP sa skupom formula Fory i
aksiomama Al1-A3, A5-A9 i pravilima izvodenja R1 i R2. Prema sledecoj
teoremi,ako identifikujemo klasi¢no reprezentovano znanje prikazano formu-
lom o € Forp sa verovatnosnim, datim formulom Ps o € Fory, jaina logike
LP, jednaka je jacini logike LPP;.

Teorema 4.4.1 Neka je T C Forp U Fory i neka je Ty = {Ps1a0 | a €
TN Forp} U (T N Fory). Tada je:

1. ako T Fppp, a, onda Ty Fpp, Py, o € Forp,

2. T }_Lpp2 @ akko Tl |"Lp2 ¢, ¢ € FO’T‘l.

Dokaz (1): Pretpostavimo da T tr,,, « Onda T N Forp by ., o i
svaki dokaz za « je konacan. Neka je ag,a1,qs,...,a, = a dokaz formule
«. Primetimo da je svaka formula «; ili instanca aksiome Al, ili pripada
skupu T' N Forp, ili je dobijena iz prethodnih formula pravilom izvodenja
R1. Pretpostavimo da je pravilo R1 koris¢eno u dokazu m puta. Neka je
oy prva formula u dokazu dobijena pomocéu R1. Tada postoje i,7 < k1 [
takvida je oy = Bila; =0 — ax. Iz Py(8 — ax) 1 ATy = Py (B —
ag) = (P=1f — P-iax) (instanca aksiome A7) zaklju¢ujemo (prema R1)
(P=1f — P-j0q). Iz prethodne formule i P_; imamo P-jay. Dakle,
ATy, Poyay, P<ioy, Pojoy, je dokaz za P=yay in LP,. Nastavljajudi, dobijamo
da je A71, A?Q, C. ,A7m, leao, P=1041, P:1042, ceey le(){n = le()é dokaz za
P_jo, pa{Ps1a |« € TN Forp} Frp, Ps.
(2): Neka je T tp; ., ¢ ineka je ©g,0;,0,,...,0, = ¢ dokaz za ¢ (O; €
Forp U Fory). Tada modifikujemo dokaz, kao i u (1), zamenjujuéi formule
oblika ©; € Forp sa P»,0;, kao i dodajuéi instance aksiome A7 pri svako]
primeni R1.

Za suprotan smer, primetimo da su aksiome A3 i A7 teoreme logike LPP,.
]

Logika LPP, < ima skup formula Forp U For i sadrzi aksiome Al, A2
A5, A6, A8, A9, A10 i aksiomu
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Al13 (P@a AN P;rﬁ) — o X ﬂ
Pravila izvodenja LPP, < su R1-R4.

Napomena 4.4.2 Aksioma A13 je teorema logike LBSP 1 redundantna u
LPP, <. Zaista, 1z Po,a N Py, 3 dobijamo Pgr o, P, 0 and Ps, o0 —
P55

- Neka jer € (r,1]NQ. iz Pg , prema A5 dobijamo P_.«, odnosno
—Ps,.a. Dakle, Pspa — P, 3.

- Neka jer € [0,71) N Q. Iz P, B dobijamo Pgi_,,—0B. Prema aksiomi
Ab je Pey_,mB. Dakle, P<i_,—0, odnosno Ps.3. konacno, Ps,a —

P..0.
Dokazali smo da & (Pgna A Py 8) — Psra — Py vaZi za svako
r€[0,1]NQ. Na osnovu R3 jet (P a A Py ) — a X 5. O

Neka je LF; < podlogika od LBSP sa aksiomama A1-A3, A5-A10 1 prav-
ilima izvodenja R1-R3. Vidimo da je aksiomatizacija za L P, < dobijena do-
davanjem aksiome A10 i pravila izvodenja R3 aksiomatskom sistemu logike
LP,. Prema Napomeni 4.4.2, mozemo primetiti isti odnos za LP <LPs i
LP, <LP, <. Na osnovu teoreme 4.4.1 dobijamo:

Posledica 4.4.1 Neka je T C ForpU For, i Ty = {Ps1a | « € TN Forp} U
(T'N For). Tada:

1. ako T Fppp, . «, onda Ty Frp, . Psia, o € Forp,

2. Ttrpp, ¢ akko T} Frp, < @, ¢ € For. O
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