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APSTRAKT

U ovom radu posmatramo princip dualnosti (i jake dualnosti)
za Osermanove mnogostrukosti i uopxtavamo ga za pseudo-Rimanov
sluqaj. Osnovni ciǉ je dokazati princip dualnosti za Osermanove
mnogostrukosti u opxtem sluqaju ili konstrukcija eventualnih kon-
traprimera. Za sada smo u staǌu da damo samo rezultate pod speci-
fiqnim dodatnim uslovima. Prva mogu�nost je mali indeks pseudo-
Rimanove mnogostrukosti, gde dokazujemo da jaka dualnost va�i za
Rimanove i Lorencove prostore. Druga mogu�nost su prostori malih
dimenzija gde dokazujemo da jaka dualnost va�i kad dimenzija nije
ve�a od qetiri. Posledǌa olakxavaju�a okolnost sa kojom radimo
tiqe se malog broja sopstvenih vrednosti redukovanog Jakobijevog
operatora, gde posmatramo dvolisno-Osermanove tenzore krivine. U
tom sluqaju radimo sa jakim uslovima iz definicije kvazi-specijalnih
Osermanovih tenzora krivine i �elimo da doka�emo da pod ǌima va�i
princip dualnosti. Konaqan rezultat je da skoro-specijalan Oser-
manov tenzor krivine mora biti specijalan Osermanov. U nastavku
postavǉamo obratan problem, te pokuxavamo da istra�imo pod kojim
uslovima algebarski tenzor krivine za koji va�i princip dualnosti
mora biti Osermanov. Potvrdan rezultat dobili smo u dimenziji
tri, kao i u sluqaju kada se Fidlerova suma sastoji od samo jednog
qlana.
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ABSTRACT

The duality principle for Osserman manifolds

In this work we investigate the duality principle (and strong duality princi-
ple) for Osserman manifolds and we generalize it in a pseudo-Riemannian case.
The main aim is to prove the duality principle for Osserman manifolds in gen-
eral or construction of counterexamples. So far, we are able to give just results
under some specific conditions. The first restriction is a low index of pseudo-
Riemannian manifold, where we prove that the strong duality principle holds in
Riemannian and Lorentzian setting. The second restriction is a low dimension
of manifold, where we prove that the strong duality principle holds in dimen-
sions not greater than four. The last restriction is a low number of eigenvalues
of reduced Jacobi operator, where we look at two-leaves Osserman curvature
tensors. The final result is that an almost-special Osserman curvature tensor is
necessarily special Osserman.
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PREDGOVOR

Pojam krivine osnovni je koncept diferencijalne geometrije, dok
je centralni problem povezati svojstva tenzora krivine sa geometri-
jom odgovaraju�e mnogostrukosti. Xta se mo�e re�i o metrici ako
su poznate sekcione krivine mnogostrukosti? Najprostiji sluqaj je
prostor konstantne sekcione krivine i tada je metrika u potpunosti
odre�ena. Naredni po jednostavnosti je sluqaj kada Jakobijev opera-
tor JX ima konstantan karakteristiqan polinom, nezavisan od taqke
mnogostrukosti i jediniqnog vremenskog ili prostornog vektora X.
Takve mnogostrukosti zovu se Osermanove, a qitav ovaj rad bavi se
izuqavaǌem ǌihovih svojstava.

Mora li Osermanova mnogostrukost biti ravna ili lokalno si-
metriqan prostor ranga jedan? Ovo pitaǌe, poznato kao Osermanova
hipoteza, jox uvek nije u potpunosti rexeno, a prilikom rexavaǌa
prirodno se pojavila implikacija

JX(Y ) = λY ⇒ JY (X) = λX,

koja, ukoliko va�i, u znatnoj meri olakxava raqun. Ova implikacija
je poznata kao princip dualnosti, a ǌena validnost u Rimanovom
sluqaju je znaqajno doprinela rexavaǌu nekih sluqajeva hipoteze.
Kasnije je postalo popularno rexavati varijantu Osermanove hipoteze
u pseudo-Rimanovom sluqaju, a moja osnovna ideja je bila uopxteǌe
principa dualnosti.

iv



Princip dualnosti za Osermanove mnogostrukosti v

U Glavi 1 uvodimo osnovnu notaciju i terminologiju, te defi-
nixemo algebarski tenzor krivine, Jakobijev operator i Osermanov
uslov. Glava 2 izuqava izotropne vektore. U Glavi 3 posmatramo k-
xtajn uslov koji nam daje neke konkretne jednaqine. Glava 4 definixe
princip dualnosti i jake dualnosti u pseudo-Rimanovom sluqaju, a
zatim se dokazuju osnovne teoreme. Princip jake dualnosti za Oser-
manove mnogostrukosti va�i u Rimanovim i Lorencovim prostorima,
kao i za mnogostrukosti dimenzije qetiri. Glava 5 izuqava dvolisno-
Osermanove tenzore krivine i pokuxava da ukloni neke uslove iz
definicije specijalnih Osermanovih mnogostrukosti. Glava 6 bavi
se obratnim problemom, odnosno ispituje pod kojim �e uslovima mno-
gostrukost za koju va�i princip dualnosti biti Osermanova.

Ova doktorska disertacija prirodan je nastavak moje magistarske
teze koju sam odbranio 2006. Kǉuqni rezultati ove teze, pre svega
mislim na Glavu 5, bili su spremni u oktobru 2008, a sama teza
ispisana je aprila 2009. Kako se priqa oko odbrane otegla, u januaru
2010. dopisao sam celu Glavu 6 u skladu sa mojim novim rezultatima.

Ovom prilikom se zahvaǉujem svom mentoru dr Zoranu Raki�u
na brojnim diskusijama koje smo obavili. Tako�e bih iskoristio
priliku da se zahvalim i kompletnoj komisiji za pregled i ocenu
doktorske disertacije u sastavu (u azbuqnom redosledu): dr Sr�an
Vukmirovi�, dr Bo�idar Jovanovi�, dr Stana Nikqevi� Simi�, dr
Miroslava Petrovi�-Torgaxev, dr Zoran Raki� (mentor). Oni su
revnosno proqitali rad i svojim primedbama ga unapredili.

Beograd, januar 2010.
Vladica Andreji�
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GLAVA 1

OSERMANOVE
MNOGOSTRUKOSTI

U ovoj glavi uvodimo osnovnu notaciju i terminologiju koju �emo
koristiti kroz qitav rad. U Sekciji 1.1 definixemo osnovni ob-
jekat naxih posmatraǌa, pseudo-Rimanovu1 mnogostrukost. Skalarni
proizvod na vektorskom prostoru odre�uje normu vektora, qiji znak
vrxi opxtu podelu vektora na prostorne, vremenske i izotropne. U
Sekciji 1.2 uvodimo Levi-Qivita2 povezanost, preko koje definixemo
operator krivine, tenzor krivine, kao i ǌegov kovarijantni izvod.
Oni nam omogu�avaju da uvedemo prirodne operatore i tenzore, gde
je Jakobijev3 operator izraziti predstavnik. Sekcija 1.3 donosi vre-
menske i prostorne Osermanove4 uslove u taqki, te uvodimo koncepte
taqka po taqka Osermanove i globalno Osermanove mnogostrukosti.
Kako sopstvenu strukturu Jakobijevog operatora odre�uje ǌegova �or-
danova5 forma, to uvodimo pojam �ordan-Osermanove mnogostrukosti,

1Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826–1866)
2Tullio Levi-Civita (1873–1941)
3Carl Gustav Jacob Jacobi (1804–1851)
4Robert Osserman
5Marie Ennemond Camille Jordan (1838–1922)
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2 Vladica Andreji�

kao i pojam dijagonalne mnogostrukosti kao ǌen najjednostavniji speci-
jalan sluqaj. Sekcija 1.4 definixe algebarski tenzor krivine kao
qisto algebarski koncept. On ilustruje geometrijska dexavaǌa u
taqki mnogostrukosti, te preuzimamo sve geometrijske pojmove iz pret-
hodnih sekcija, od Jakobijevih operatora do Osermanovih uslova, u
potrazi za lokalnim rezultatima. Ovde �emo videti i prve primere
za Osermanov tenzor krivine. Glavu zavrxavamo Sekcijom 1.5 u kojoj
konstruixemo razne familije Osermanovih mnogostrukosti signature
(2,2). Konkretnim raqunima dobijamo primere globalno Osermanovih
mnogostrukosti koje mogu, ali ne moraju biti �ordan-Osermanove.

1.1 Osnovni pojmovi
Na poqetku uvodimo osnovne objekte diferencijalne geometrije,

kao i notaciju koju �emo koristiti kroz qitav rad. Uvodna priqa i
oznake su uglavnom zasnovane po Greju6 [20], dok je kao uzor za priqu
o prirodnim operatorima i tenzorima poslu�ila Gilkijeva7 kǌiga
[17]. Napomenimo i da je oko nekih definicija i dokaza pripomogao
Do Karmo8 [11].

Neka jeM Hausdorfov9 prostor, odnosno topoloxki prostor u kome
se svake dve razliqite taqke mogu razdvojiti disjunktnim otvorenim
okolinama. Otvorena karta na M je ure�en par (U,ϕ), gde je U otvoren
podskup od M , a ϕ homeomorfizam sa U na otvoren podskup od Rn.
Glatka struktura na M dimenzije n je familija otvorenih karti
(Uk, ϕk)k∈Λ na M , gde su ϕk(Uk) za k ∈ Λ otvoreni podskupovi od Rn
tako da va�e aksiome:
(1) M =

⋃
k∈Λ Uk;

(2) Za svaka dva indeksa i, j ∈ Λ preslikavaǌe ϕj ◦ϕ−1
i je glatko pres-

likavaǌe sa ϕi(Ui ∩ Uj) na ϕj(Ui ∩ Uj);
(3) Familija (Uk, ϕk)k∈Λ je maksimalna familija otvorenih karata za
koju va�i (1) i (2).

Definicija 1.1 Glatka mnogostrukost dimenzije n je Hausdorfov pros-
tor sa glatkom strukturom dimenzije n.

6Alfred Gray (1939–1998)
7Peter Belden Gilkey (1946)
8Manfredo Perdigão do Carmo
9Felix Hausdorff (1868–1942)



Princip dualnosti za Osermanove mnogostrukosti 3

Neka je M glatka mnogostrukost (u daǉem tekstu kra�e samo ”mno-
gostrukost”) dimenzije n. Sa F(M) oznaqi�emo skup svih glatkih
realnih preslikavaǌa na M

F(M) = {f : M → R | f je glatko}.

Za α, β ∈ R i f, h ∈ F(M) prirodno se definixu preslikavaǌa αf + βh
i fh putem jednaqina

(αf + βh)(p) = αf(p) + βh(p) i (fh)(p) = f(p)h(p),

koje va�e za svako p ∈M . Primetimo da je F(M) u odnosu na prethodno
definisane operacije komutativan prsten (sa jedinicom), kao i alge-
bra nad R.

Definicija 1.2 Tangentni prostor TpM mnogostrukosti M u taqki
p ∈M je skup svih preslikavaǌa X : F(M)→ R takvih da je

X(αf + βh) = αX(f) + βX(h) i X(fh) = f(p)X(h) + h(p)X(f)

za svako α, β ∈ R i f, h ∈ F(M).

Mnogostrukosti su po svojoj prirodi zakrivǉeni prostori i kao
takvi mogu biti veoma komplikovani za izuqavaǌe, dok su vektorski
prostori priliqno jednostavniji i pru�aju mnoxtvo pogodnosti. Po
prethodnoj definiciji TpM je vektorski prostor i mo�e se shvatiti
kao najboǉa linearna aproksimacija mnogostrukostiM u taqki p ∈M .
To je razlog xto smo skloniji da umesto originalne mnogostrukosti
koristimo ǌen tangentni prostor.

Definicija 1.3 Vektorsko poǉe na mnogostrukosti M je glatko pres-
likavaǌe X : F(M)→ F(M) koje zadovoǉava

X(αf + βh) = αX(f) + βX(h) i X(fh) = fX(h) + hX(f)

za svako α, β ∈ R i f, h ∈ F(M).

Skup svih vektorskih poǉa na mnogostrukosti M zovemo tangentno
raslojeǌe mnogostrukosti i obele�ava�emo sa X (M), dok prethodna
definicija jasno pokazuje da je X (M) jedan modul nad F(M). Vek-
torsko poǉe na mnogostrukosti M mo�e se intuitivno shvatiti kao
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glatko preslikavaǌe X : M → X (M) koje svakoj taqki p ∈ M do-
deǉuje tangentni vektor Xp ∈ TpM . Veza koja objediǌuje prethodne
koncepte vidi se iz formule (X(f))(p) = Xp(f), koja va�i za X ∈ X (M),
f ∈ F(M) i p ∈M . Na X (M) prirodno uvodimo osnovne operacije tako
xto za α, β ∈ R, f ∈ F(M) i X,Y ∈ X (M) definixemo αX + βY , fX,
XY i [X,Y ], tako da za svako h ∈ F(M) va�e slede�e jednakosti

(αX + βY )(h) = α(X(h)) + β(Y (h)),
(fX)(h) = fX(h),
(XY )(h) = X(Y (h)),

[X,Y ] = XY − Y X.

Skalarni proizvod na vektorskom prostoru V dimenzije n je si-
metriqna bilinearna forma g : V × V → R, a on je nedegenerisan ako
g(X,Y ) = 0 za svako Y ∈ V povlaqi X = 0. Iz linearne algebre je
poznato da za vektorski prostor V dimeznije n koji je opremǉen nede-
generisanim skalarnim proizvodom postoji baza (E1, ..., En) takva da
je g(Ei, Ej) = 0 i g(Ei, Ei) ∈ {−1, 1}, za 1 ≤ i 6= j ≤ n. Za takvu bazu
ka�emo da je pseudo-ortonormirana (ili kra�e ”ortonormirana”), a
za V da je nedegenerisan. Ako sa ν oznaqimo broj negativnih g(Ei, Ei),
broj pozitivnih g(Ei, Ei) bi�e n − ν i on ne�e zavisiti od izbora
ortonormirane baze. Tada ka�emo da skalarni proizvod g ima sig-
naturu (ν, n− ν).

Definicija 1.4 Pseudo-Rimanova metrika (ili kra�e samo ”metrika”)
na mnogostrukosti M je g : X (M) × X (M) → F(M) koje svakom p ∈ M
dodeǉuje nedegenerisan skalarni proizvod gp : TpM × TpM → R, pri qemu
se signatura od gp ne meǌa. Pseudo-Rimanova mnogostrukost (M, g) je
mnogostrukost M opremǉena pseudo-Rimanovom metrikom g.

Osnovna pretpostavka je da signatura skalarnog proizvoda gp ne
zavisi od izbora taqke p ∈M , te ka�emo da je ona ujedno i signatura
metrike g, kao i signatura pseudo-Rimanove mnogostrukosti. Broj
ν zovemo indeks skalarnog proizvoda, odnosno metrike, kao i indeks
pseudo-Rimanove mnogostrukosti. Qesta pojava kod izuqavaǌa mno-
gostrukosti M je ǌeno posmatraǌe u konkretnoj taqki p ∈M . TpM je
restrikcija od X (M) i zato �emo u daǉem tekstu i vektorska poǉa i
tangentne vektore, radi jednostavnosti, obele�avati istim slovima.
Sliqno, radi kra�eg zapisa, i skalarni proizvod gp obele�ava�emo
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kratko sa g kad nema bojazni od zabune, odnosno kada je taqka p do-
bro poznata. Norma tangentnog vektora igra va�nu ulogu u pseudo-
Rimanovoj geometriji i za ǌu uvodimo skra�enu oznaku.

Definicija 1.5 Norma vektora X vektorskog prostora V opremǉenog
skalarnim proizvodom g je

εX = g(X,X).

Znak norme vektora odre�uje ǌegov tip.

Definicija 1.6 Za vektor X ∈ V ka�emo da je:
1) prostoran ako je εX > 0;
2) vremenski ako je εX < 0;
3) izotropan ako je εX = 0;
4) definitan ako je εX 6= 0;
5) jediniqan ako je εX ∈ {−1, 1}.

Uvodimo i posebne oznake S+(V), S−(V) i S(V) za skupove jediniqnih
prostornih, jediniqnih vremenskih, odnosno jediniqnih vektora.

S+(V) ={X ∈ V | εX = 1}
S−(V) ={X ∈ V | εX = −1}
S(V) =S+(V) ∪ S−(V)

Uopxteǌe po svim taqkama mnogostrukosti daje odgovaraju�a jediniqna
raslojeǌa.

S+(M) ={X ∈ X (M) | g(X,X) = 1}
S−(M) ={X ∈ X (M) | g(X,X) = −1}
S(M) =S+(M) ∪ S−(M)

1.2 Prirodni operatori i tenzori
U ovoj sekciji postepeno uvodimo nove va�ne pojmove, kao xto su

prirodni operatori i tenzori. Polaze�i od Levi-Qivita povezanosti
definixemo operator krivine, a onda i tenzor krivine, kao i ǌe-
gov kovarijantni izvod. Na kraju sekcije uvodimo Jakobijev i ǌemu
srodne operatore.
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Definicija 1.7 Afina povezanost na mnogostrukosti M je preslika-
vaǌe ∇ : X (M)×X (M)→ X (M) sa oznakom (X,Y ) 7→ ∇XY i osobinama

∇fX+hY Z = f∇XZ + h∇Y Z; (1.1)
∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ; (1.2)
∇X(fY ) = f∇XY + (X(f))Y ; (1.3)

za sve f, h ∈ F(M) i X,Y, Z ∈ X (M).

Levi-Qivita je narednom teoremom, koju dajemo bez dokaza, pokazao
da od mnogobrojnih afinih povezanosti na pseudo-Rimanovoj mnogo-
strukosti jedna ima poseban znaqaj.

Teorema 1.1 Na pseudo-Rimanovoj mnogostrukosti (M, g) postoji jedin-
stvena afina povezanost ∇ koja zadovoǉava

[X,Y ] = ∇XY −∇YX; (1.4)
X(g(Y, Z)) = g(∇XY,Z) + g(Y,∇XZ); (1.5)

za svako X,Y, Z ∈ X (M).

Simetrija (1.4) govori da je povezanost ∇ bez torzije, dok (1.5)
predstavǉa kompatibilnost metrike g i povezanosti ∇. Jedinstvena
afina povezanost iz Teoreme 1.1, naziva se Levi-Qivita povezanost.
U daǉem tekstu (M, g) �e uvek biti pseudo-Rimanova mnogostrukost,
a ∇ ǌoj odgovaraju�a Levi-Qivita povezanost.

Definicija 1.8 Operator krivine je preslikavaǌe R : X (M)3 → X (M)
definisano sa R(X,Y ) = [∇X ,∇Y ]−∇[X,Y ], za sve X,Y ∈ X (M).

Prethodna definicija zapravo znaqi da je

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,

za svako X,Y, Z ∈ X (M). Napomenimo da neki autori operator krivine
definixu sa −R(X,Y ), me�utim ta razlika u znaku suxtinski nixta
ne meǌa, no ipak treba biti oprezan. Osnovne osobine operatora
krivine vide se u narednoj teoremi.
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Teorema 1.2 Za operator krivine R va�i

R(fX + hY, Z) = fR(X,Z) + hR(Y,Z); (1.6)
R(X, fY + hZ) = fR(X,Y ) + hR(X,Z); (1.7)

R(X,Y )(fZ + hW ) = fR(X,Y )Z + hR(X,Y )W ; (1.8)
R(Y,X) = −R(X,Y ); (1.9)
R(X,X) = 0; (1.10)

R(X,Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0; (1.11)

za svako X,Y, Z,W ∈ X (M) i f, h ∈ F(M).

Dokaz. Linearnost (1.6) je posledica linearnosti komutatora, kao
i osobine (1.1) povezanosti

R(fX + hY,Z) = [∇fX+hY ,∇Z ]−∇[fX+hY,Z]

= [f∇X + h∇Y ,∇Z ]−∇f [X,Z]+h[Y,Z]

= f [∇X ,∇Z ] + h[∇Y ,∇Z ]− f∇[X,Z] − h∇[Y,Z]

= fR(X,Z) + hR(Y, Z),

dok se (1.7) sasvim sliqno dokazuje. Linearnost (1.8) �emo dokazati
u dva koraka. Aditivnost je posledica osobine (1.2)

R(X,Y )(Z +W ) = ∇X∇Y (Z +W )−∇Y∇X(Z +W )−∇[X,Y ](Z +W )
= ∇X∇Y Z +∇X∇YW −∇Y∇XZ −∇Y∇XW −∇[X,Y ]Z −∇[X,Y ]W

= R(X,Y )Z +R(X,Y )W,

dok za mno�eǌe skalarom intenzivno koristimo osobine (1.3) i (1.2)

R(X,Y )(fZ) = ∇X∇Y (fZ)−∇Y∇X(fZ)−∇[X,Y ](fZ)
= ∇X(f∇Y Z + Y (f)Z)−∇Y (f∇XZ +X(f)Z)− (f∇[X,Y ]Z + [X,Y ](f)Z)
= f∇X∇Y Z +X(f)∇Y Z + Y (f)∇XZ +XY (f)Z − f∇Y∇XZ
− Y (f)∇XZ −X(f)∇Y Z − Y X(f)Z − f∇[X,Y ]Z − [X,Y ](f)Z
= f∇X∇Y Z − f∇Y∇XZ − f∇[X,Y ]Z = fR(X,Y )Z.

Antisimetrija (1.9) je oqigledna

R(Y,X) = [∇Y ,∇X ]−∇[Y,X] = −[∇X ,∇Y ]−∇−[X,Y ] = −R(X,Y ),
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dok je (1.10) ǌen specijalan sluqaj za Y = X. Formula (1.11) poznata
je kao Bjankijev10 identitet i ǌu dokazujemo vixestrukom primenom
formule (1.4)

R(X,Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y
= ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z +∇Y∇ZX −∇Z∇YX −∇[Y,Z]X

+∇Z∇XY −∇X∇ZY −∇[Z,X]Y

= ∇X [Y,Z] +∇Y [Z,X] +∇Z [X,Y ]−∇[X,Y ]Z −∇[Y,Z]X −∇[Z,X]Y

= [X[Y,Z]] + [Y [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0.

Posledǌa jednaqina je dobro poznati Jakobijev identitet za vektorska
poǉa, qime kompletiramo dokaz teoreme. �

Definicija 1.9 Tenzor reda r je r-linearno preslikavaǌe T : X (M)r →
F(M).

Tenzor je linearan po svakom argumentu, te mo�emo pisati

T (X1, ..., fY + hZ, ...,Xr) = fT (X1, ..., Y, ..., Xr) + hT (X1, ..., Z, ...,Xr),

za sve X1, ..., Xr, Y, Z ∈ X (M) i f, h ∈ F(M).

Definicija 1.10 Kovarijantni izvod tenzora T reda r je tenzor ∇T
reda r + 1, odnosno tenzor ∇ZT reda r, pri qemu je

∇T (X1, ..., Xr, Z) = ∇ZT (X1, ..., Xr)
= Z(T (X1, ..., Xr))− T (∇ZX1, ..., Xr)− ...− T (X1, ...,∇ZXr),

za sve X1, ..., Xr, Z ∈ X (M).

Jedan dobar primer tenzora je sama metrika g. Ona je oqigledno reda
2, a kako po (1.5) va�i

∇Xg(Y,Z) = ∇g(Y, Z,X) = X(g(Y, Z))− g(∇XY,Z)− g(Y,∇XZ) = 0,

to je ∇Xg = 0, xto znaqi da je g paralelno tenzorsko poǉe.

Definicija 1.11 Tenzor krivine je preslikavaǌe R : X (M)4 → F(M)
definisano sa R(X,Y, Z,W ) = g(R(X,Y )Z,W ), za svako X,Y, Z,W ∈ X (M).

10Luigi Bianchi (1856–1928)
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Teorema 1.3 Tenzor krivine R je tenzor reda 4 i za ǌega va�i

R(X,Y, Z,W ) = −R(Y,X,Z,W ), (1.12)
R(X,Y, Z,W ) = −R(X,Y,W,Z), (1.13)
R(X,Y, Z,W ) +R(Y,Z,X,W ) +R(Z,X, Y,W ) = 0, (1.14)

za svako X,Y, Z,W ∈ X (M).

Dokaz. Tenzor krivine je zaista tenzor jer je po formulama (1.6),
(1.7) i (1.8) preslikavaǌe R linearno po svim komponentama. Po
Definiciji 1.11 to znaqi da je R linearno po prve tri komponente, ali
je tako i po qetvrtoj jer je g bilinearno. Formula (1.12) je direktna
posledica (1.9), dok je (1.14) direktna posledica (1.11)

R(X,Y, Z,W ) = g(R(X,Y )Z,W ) = g(−R(Y,X)Z,W ) = −R(Y,X,Z,W ),
R(X,Y, Z,W ) +R(Y, Z,X,W ) +R(Z,X, Y,W )

= g(R(X,Y )Z +R(Y,Z)X +R(Z,X)Y,W ) = 0.

Primena formule (1.5) daje g(∇X∇Y Z,Z)+g(∇Y Z,∇XZ) = Xg(∇Y Z,Z)
i g(∇[X,Y ]Z,Z) + g(Z,∇[X,Y ]Z) = [X,Y ]g(Z,Z) iz qega dobijamo

R(X,Y, Z, Z) = g(∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,Z)

= Xg(∇Y Z,Z)− Y g(∇XZ,Z)− 1
2

[X,Y ]g(Z,Z)

=
1
2
XY g(Z,Z)− 1

2
Y Xg(Z,Z)− 1

2
[X,Y ]g(Z,Z) = 0.

Vixestruka primena ove osobine i vixelinearnost tenzora daje

0 = R(X,Y, Z +W,Z +W )
= R(X,Y, Z, Z) +R(X,Y, Z,W ) +R(X,Y,W,Z) +R(X,Y,W,W )
= R(X,Y, Z,W ) +R(X,Y,W,Z),

xto dokazuje formulu (1.13) i kompletira dokaz teoreme. �

Formule (1.12) i (1.13) predstavǉaju Z2 simetrije, dok je (1.14)
poznata kao prvi Bjankijev identitet.
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Teorema 1.4 Za kovarijantni izvod tenzora krivine ∇R va�i

∇R(X,Y, Z,W, V ) = −∇R(Y,X,Z,W, V ), (1.15)
∇R(X,Y, Z,W, V ) = −∇R(X,Y,W,Z, V ), (1.16)
∇R(X,Y, Z,W, V ) +∇R(Y,Z,X,W, V ) +∇R(Z,X, Y,W, V ) = 0, (1.17)
∇R(X,Y, Z,W, V ) +∇R(Y, V, Z,W,X) +∇R(V,X,Z,W, Y ) = 0, (1.18)

za svako X,Y, Z,W, V ∈ X (M).

Dokaz. Formule (1.15) i (1.16) se dobijaju pravolinijski primenom
osobina (1.12) i (1.13). Na primer

∇R(X,Y, Z,W, V ) = V (R(X,Y, Z,W ))−R(∇VX,Y, Z,W )−R(X,∇V Y, Z,W )
−R(X,Y,∇V Z,W )−R(X,Y, Z,∇VW )

= −V (R(Y,X,Z,W )) +R(Y,∇VX,Z,W ) +R(∇V Y,X,Z,W )
+R(Y,X,∇V Z,W ) +R(Y,X,Z,∇VW )

= −∇R(Y,X,Z,W, V ).

Formula (1.17) je posledica vixestruke primene (1.11) i (1.14)

∇R(X,Y, Z,W, V ) +∇R(Y, Z,X,W, V ) +∇R(Z,X, Y,W, V )
= V (R(X,Y, Z,W )) + V (R(Y, Z,X,W )) + V (R(Z,X, Y,W ))
−R(∇VX,Y, Z,W )−R(Z,∇VX,Y,W )−R(Y, Z,∇VX,W )
−R(∇V Y,Z,X,W )−R(X,∇V Y,Z,W )−R(Z,X,∇V Y,W )
−R(∇V Z,X, Y,W )−R(Y,∇V Z,X,W )−R(X,Y,∇V Z,W )
−R(X,Y, Z,∇VW )−R(Y, Z,X,∇VW )−R(Z,X, Y,∇VW )
= V (R(X,Y, Z,W ) +R(Y,Z,X,W ) +R(Z,X, Y,W ))
− g(R(∇VX,Y )Z −R(Z,∇VX)Y −R(Y, Z)∇VX,W )
− g(R(∇V Y, Z)X −R(X,∇V Y )Z −R(Z,X)∇V Y,W )
− g(R(∇V Z,X)Y −R(Y,∇V Z)X −R(X,Y )∇V Z,W )
− g(R(X,Y )Z −R(Y,Z)X −R(Z,X)Y,∇VW ) = 0.
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Preostaje nam formula (1.18) zbog koje posmatramo ∇R(X,Y, Z,W, V )
po definiciji. Ako iskoristimo (1.5) dobijamo

∇R(X,Y, Z,W, V ) = V (g(R(X,Y )Z,W ))−R(X,Y, Z,∇VW )
−R(X,Y,∇V Z,W )−R(∇VX,Y, Z,W )−R(X,∇V Y,Z,W )
= g(∇V∇X∇Y Z −∇V∇Y∇XZ −∇V∇[X,Y ]Z,W )
− g(∇X∇Y∇V Z −∇Y∇X∇V Z −∇[X,Y ]∇V Z,W )
− g(∇∇VX∇Y Z −∇Y∇∇VXZ −∇[∇VX,Y ]Z,W )
− g(∇X∇∇V Y Z −∇∇V Y∇XZ −∇[X,∇V Y ]Z,W ).

Prethodno raspisivaǌe mo�emo zapisati sa

∇R(X,Y, Z,W, V ) = g((T1(X,Y, V ) + T2(X,Y, V ) + T3(X,Y, V ))Z,W ),

pri qemu je

T1(X,Y, V ) = ∇V∇X∇Y −∇V∇Y∇X −∇X∇Y∇V +∇Y∇X∇V
= [∇V , [∇X ,∇Y ]];

T2(X,Y, V ) = ∇Y∇∇VX −∇∇VX∇Y +∇∇V Y∇X −∇X∇∇V Y
+∇[X,Y ]∇V −∇V∇[X,Y ]

= [∇Y ,∇∇VX ] + [∇∇V Y ,∇X ] + [∇[X,Y ],∇V ];
T3(X,Y, V ) = ∇[X,∇V Y ] +∇[∇VX,Y ].

Jakobijev identitet nam ovoga puta daje

T1(X,Y, V ) + T1(Y, V,X) + T1(V,X, Y )
= [∇V , [∇X ,∇Y ]] + [∇X , [∇Y ,∇V ]] + [∇Y , [∇V ,∇X ]] = 0.

Primena formule (1.4) daje

T2(X,Y, V ) + T2(Y, V,X) + T2(V,X, Y )
= [∇∇V Y−∇Y V−[V,Y ],∇X ] + [∇∇XV−∇VX−[X,V ],∇Y ]
+ [∇∇YX−∇XY−[Y,X],∇V ] = 0.

Iz ponovne primene formule (1.4) i Jakobijevog identiteta imamo

T3(X,Y, V ) + T3(Y, V,X) + T3(V,X, Y )
= ∇[X,∇V Y ] +∇[∇VX,Y ] +∇[Y,∇XV ] +∇[∇XY,V ] +∇[V,∇YX] +∇[∇Y V,X]

= ∇[X,∇V Y−∇Y V ] +∇[Y,∇XV−∇VX] +∇[V,∇YX−∇XY ]

= ∇[X,[V,Y ]]+[Y,[X,V ]]+[V,[Y,X]] = 0.
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Konaqno, objediǌavaǌem prethodnih rezultata dobijamo

∇R(X,Y, Z,W, V ) +∇R(Y, V, Z,W,X) +∇R(V,X,Z,W, Y )

= g

 3∑
j=1

(Tj(X,Y, V ) + Tj(Y, V,X) + Tj(V,X, Y ))Z , W

 = 0,

xto u potpunosti dokazuje tvr�eǌe. �

Formula (1.17) je kovarijantni izvod prvog Bjankijevog identiteta,
dok je (1.18) drugi Bjankijev identitet. Mo�emo posmatrati i vari-
jantu kovarijantnog izvoda baziranog na slede�oj definiciji

R(X,Y, Z,W ;V ) = ∇V (R(X,Y, Z,W )) = V (R(X,Y, Z,W )).

Za ovako definisan R(X,Y, Z,W ;V ), tako�e va�e osnovne simetrije.

Teorema 1.5 Za kovarijantni izvod tenzora krivine va�i

R(X,Y, Z,W ;V ) = −R(Y,X,Z,W ;V ), (1.19)
R(X,Y, Z,W ;V ) = −R(X,Y,W,Z;V ), (1.20)
R(X,Y, Z,W ;V ) +R(Y,Z,X,W ;V ) +R(Z,X, Y,W ;V ) = 0, (1.21)
R(X,Y, Z,W ;V ) +R(Y, V, Z,W ;X) +R(V,X,Z,W ;Y ) = 0, (1.22)

za svako X,Y, Z,W, V ∈ X (M).

Dokaz. Formule (1.19), (1.20) i (1.21) su direktna posledica primene
kovarijantnog izvoda na formule iz Teoreme 1.3. Da bi izbegli kom-
plikovane raqune, poput onih u dokazu Teoreme 1.4, poslu�i�emo
se standardnim trikom, koji znaqajno ubrzava stvari. �elimo da
poka�emo da formula (1.22) va�i u konkretnoj taqki p mnogostrukosti.
Zahvaǉuju�i vixelinearnosti dovoǉno je pokazati formulu kada su
X,Y, Z,W, V bazni vektori u odnosu na neki reper. Ako izaberemo
normalne koordinate u p, za svaku taqku p ponaosob, a X,Y, Z,W, V
postavimo za bazne vektore, oni �e imati dva veoma bitna svojstva,
koja neproceǌivo uprox�avaju stvari. Prvo je to da su ǌihovi ko-
mutatori nula, a drugo da su ǌihovi kovarijantni izvodi u taqki p
nula. Formula (1.22) je tada oqigledna posledica (1.18). �

Veoma va�nu ulogu u naxem radu imaju Jakobijev i ǌemu srodni
operatori. Po uzoru na Gilkija [17] definixemo polarizovan Jako-
bijev operator.
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Definicija 1.12 Polarizovan Jakobijev operator je J : X (M)3 → X (M)
definisan sa

J (X,Y )(Z) =
1
2

(R(Z,X)Y +R(Z, Y )X) , (1.23)

za sve X,Y, Z ∈ X (M).

Definicija 1.13 Jakobijev operator za X ∈ X (M) je preslikavaǌe JX :
X (M)→ X (M) definisano sa JX = J (X,X).

Na osnovu prethodnih definicija lako mo�emo videti da za Jakobijev
operator va�i

JX(Y ) = R(Y,X)X, (1.24)

za svako X,Y ∈ X (M). Napomenimo da je Jakobijev operator JX jedan
simetriqan operator, odnosno takav da za ǌega va�i g(JX(Y ), Y ) =
g(JY (X), X). U pitaǌu je drugi zapis za R(Y,X,X, Y ) = R(X,Y, Y,X),
xto je, na primer, posledica dvostruke primene formule (1.12).

Iz svojstva (1.13) imamo g(JX(Y ), X) = R(Y,X,X,X) = 0, xto daje
JX(Y ) ⊥ X, te je kodomen Jakobijevog operatora JX zapravo X⊥ =
{Y ∈ X (M) | g(Y,X) = 0}. U sluqaju jediniqnog Z ∈ S(M), prostor
Z⊥ bi�e nedegenerisana hiperpovrx tangentnog raslojeǌa X (M). Sa
druge strane (1.10) daje JZ(Z) = R(Z,Z)Z = 0, te je Jakobijev opera-
tor JZ odre�en u potpunosti restrikcijom na Z⊥.

Definicija 1.14 Redukovan Jakobijev operator za Z ∈ S(M) je pres-
likavaǌe J̃Z : Z⊥ → Z⊥ definisano sa J̃Z(Y ) = JZ(Y ), za Y ∈ Z⊥.

Trag polarizovanog Jakobijevog operatora je Riqijev11 tenzor.

Definicija 1.15 Riqijev tenzor je preslikavaǌe Ric : X (M)2 → F(M)
definisano sa Ric(X,Y ) = Tr(J (X,Y )) za X,Y ∈ X (M).

Za kraj sekcije definisa�emo sekcionu i skalarnu krivinu.

Definicija 1.16 Sekciona krivina nedegenerisane ravni σ = Span{X,Y }
je data sa

κ(σ) = κ(X,Y ) =
R(X,Y, Y,X)

εXεY − (g(X,Y ))2
.

11Gregorio Ricci-Curbastro (1853–1925)
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Ovako definisana sekciona krivina je dobro definisana, jer vred-
nost κ(σ) ne zavisi od izbora baze za ravan σ. Naime, ako X1 = αX+βY
i Y1 = γX + δY qine neku drugu bazu ravni σ, tada je zbog linearne
nezavisnosti αδ−βγ 6= 0, a nakon pravolinijskog raquna lako dobijamo

R(X1, Y1, Y1, X1) = (αδ − βγ)2R(X,Y, Y,X),

ε2
X1
ε2
Y1
− (g(X1, Y1))2 = (αδ − βγ)2

(
εXεY − (g(X,Y ))2

)
.

Iz prethodnih jednaqina lako je videti da va�i κ(X1, Y1) = κ(X,Y ),
te je sekciona krivina dobro definisana.

Definicija 1.17 Skalarna krivina Sc ∈ F(M) je trag Riqijevog ten-
zora, odnosno Sc = Tr(Ric).

Ukoliko je (E1, E2, ..., En) ortonormirana baza od X (M), skalarna
krivina se mo�e zapisati sa

Sc =
n∑

i,j=1

εEiεEjR(Ei, Ej , Ej , Ei),

i ona ne zavisi od izbora ortonormirane baze.

1.3 Osermanov uslov
Ovu sekciju zapoqiǌemo Osermanovim uslovima koji se posmatraju

u taqki mnogostrukosti. Zapravo, posmatra se operator na TpM koji
je restrikcija Jakobijevog operatora u taqki p mnogostrukosti.

Definicija 1.18 Neka je (M, g) pseudo-Rimanova mnogostrukost, a ωX
karakteristiqan polinom operatora restrikcije JX u taqki p ∈ M .
(M, g) je vremenski Osermanova u taqki p ako je ωX nezavisan od izbora
jediniqnog vremenskog X. (M, g) je prostorno Osermanova u taqki p ako
je ωX nezavisan od izbora jediniqnog prostornog X.

Kasnije �e se ispostaviti (Teorema 3.1) da su vremenski Oser-
manova i prostorno Osermanova mnogostrukost u istoj taqki ekviva-
lentni pojmovi, te takve mnogostrukosti zovemo Osermanove u taqki.

Definicija 1.19 Pseudo-Rimanova mnogostrukost (M, g) je Osermanova
u taqki p ∈M ako je i vremenski i prostorno Osermanova u taqki p.
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Osermanov uslov u taqki p ∈M , dakle, zahteva konstantnost karak-
teristiqnog polinoma Jakobijevog operatora JX na jediniqnim pseudo-
sferama S−(TpM) i S+(TpM). On se mo�e proxiriti na qitavu mno-
gostrukost na dva osnovna naqina koji opisuju koncepte taqka po taqka
Osermanove mnogostrukosti i globalno Osermanove mnogostrukosti.

Definicija 1.20 Neka je (M, g) pseudo-Rimanova mnogostrukost. (M, g)
je taqka po taqka Osermanova ako je (M, g) Osermanova u svakoj taqki
p ∈ M . (M, g) je globalno Osermanova ako je karakteristiqan polinom
operatora JX nezavisan od izbora X ∈ S−(M) i nezavisan od izbora
X ∈ S+(M).

Termin Osermanova mnogostrukost uobiqajeno podrazumeva glo-
balno Osermanovu mnogostrukost, a oqigledno je da tada ona mora
biti i taqka po taqka Osermanova. Me�utim, postoje primeri mno-
gostrukosti koje su Osermanove taqka po taqka, ali ne i globalno
Osermanove [9].

Osermanov uslov prvobitno je bio postavǉen u sluqaju Rimanovih
mnogostrukosti, odnosno u signaturi (0, n). Definitnost metrike u
tom sluqaju omogu�ava da se Jakobijev operator, kao simetriqan,
dijagonalizuje, te se Osermanov uslov mo�e ekvivalentno iskazati
kao konstantnost sopstvenih vrednosti Jakobijevog operatora raqu-
natih sa vixestrukostima. U pseudo-Rimanovom sluqaju situacija
se meǌa jer sopstvena struktura Jakobijevog operatora nije u pot-
punosti odre�ena karakteristiqnim polinomom, ve� ǌegovom �or-
danovom formom. Navedimo i neke dobro poznate stvari iz linearne
algebre [16].

Definicija 1.21 �ordanov blok dimenzije k × k koji odgovara realnoj
sopstvenoj vrednosti λ ∈ R je matrica J (k, λ) definisana sa

J (k, λ) =


λ 1 0 · · · 0 0
0 λ 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · λ 1
0 0 0 · · · 0 λ

 . (1.25)

U sluqaju kompleksne sopstvene vrednosti λ = a + ib, �ordanov blok
dimenzije 2k × 2k koji odgovara vrednosti λ ∈ C je matrica definisana
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sa

J (k, a, b) =


A I2 0 · · · 0 0
0 A I2 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · A I2
0 0 0 · · · 0 A

 , (1.26)

gde su A i I2 blokovi dimenzije 2× 2 definisani sa

A =
(

a b
−b a

)
, I2 =

(
1 0
0 1

)
.

Teorema 1.6 Za svaki operator J na realnom vektorskom prostoru V
postoji baza za V u kojoj on ima blok dijagonalnu matricu sastavǉenu od
�ordanovih blokova opisanih u (1.25) i (1.26). Neure�ena kolekcija gore
opisanih �ordanovih blokova naziva se �ordanova forma operatora J .

Daǉa uopxteǌa Osermanovog uslova tiqu se sopstvene strukture Jako-
bijevog operatora, te tako dolazimo do narednih definicija.

Definicija 1.22 Neka je (M, g) pseudo-Rimanova mnogostrukost i p ∈
M . (M, g) je vremenski �ordan-Osermanova u taqki p ako je �ordanova
forma operatora JX nezavisna od X ∈ S−(TpM). (M, g) je prostorno
�ordan-Osermanova u taqki p ako je �ordanova forma operatora JX
nezavisna od X ∈ S+(TpM). (M, g) je �ordan-Osermanova u taqki p ako je
i vremenski i prostorno �ordan-Osermanova u taqki p. (M, g) je taqka
po taqka �ordan-Osermanova ako je �ordan-Osermanova u svakoj taqki
p ∈ M . (M, g) je globalno �ordan-Osermanova ako je �ordanova forma
operatora JX nezavisna od izbora X ∈ S−(M) i nezavisna od izbora
X ∈ S+(M).

Vremenski i prostorni �ordan-Osermanovi uslovi nisu ekviva-
lentni [16], a mnogi autori odmah rade uz pretpostavku da je mno-
gostrukost globalno �ordan-Osermanova. Idealan sluqaj za pseudo-
Rimanovu Osermanovu mnogostrukost je kada se Jakobijev operator
mo�e dijagonalizovati, odnosno kada �ordanova forma Jakobijevog
operatora ima za blokove samo matrice 1× 1.

Definicija 1.23 Pseudo-Rimanova mnogustrukost (M, g) je dijagonalna
u taqki p ∈ M ako za svako X ∈ S(TpM) postoji ortonormirana baza
tangentnog prostora TpM u kojoj restrikcija Jakobijevog operatora JX



Princip dualnosti za Osermanove mnogostrukosti 17

u taqki p ima dijagonalnu matricu. (M, g) je dijagonalna ako je dijago-
nalna u svakoj taqki p ∈M .

Dijagonalne pseudo-Rimanove mnogostrukosti najbli�e su matiqnom
Rimanovom sluqaju. Veliki broj rezultata u narednim glavama dajemo
uz pretpostavku dijagonalnosti. Gilki i Ivanova12 [18] su pokazali
da je je taj uslov na neki naqin i prirodan jer �ordan-Osermanova
mnogostrukost signature koja nije neutralna (n 6= 2ν) mora biti di-
jagonalna.

1.4 Algebarski tenzor krivine
U teoriji pseudo-Rimanovih mnogostrukosti veoma qesto se traga

za algebarskim rezultatima, odnosno posmatraju se osobine u konkret-
noj taqki mnogostrukosti. Neka je (M, g) pseudo-Rimanova mnogostru-
kost i p ∈ M ǌena taqka. Restrikcija od X (M) u taqki p postaje
vektorski prostor V = TpM . Prirodni operatori i tenzori tako�e se
mogu posmatrati u taqki p, xto dovodi do pojma algebarskog tenzora
krivine.

Definicija 1.24 Neka je V vektorski prostor sa skalarnim proizvodom.
Za tenzor R : V4 → R ka�emo da je algebarski tenzor krivine, ako va�i

R(X,Y, Z,W ) = −R(Y,X,Z,W ), (1.27)
R(X,Y, Z,W ) = −R(X,Y,W,Z), (1.28)
R(X,Y, Z,W ) +R(Y,Z,X,W ) +R(Z,X, Y,W ) = 0, (1.29)

za svako X,Y, Z,W ∈ V.

Va�no je primetiti slagaǌe Definicije 1.24 sa Teoremom 1.3,
odnosno tenzor krivine pseudo-Rimanove mnogostrukosti restrikovan
na taqku jeste algebarski tenzor krivine. To znaqi da sve ono xto
izvedemo iz algebarskog tenzora krivine mo�emo kasnije primeniti
na tenzor krivine pseudo-Rimanove mnogostrukosti, xto je sluqaj sa
narednom lemom koja daje simetriju po parovima.

Lema 1.1 Ako je R algebarski tenzor krivine na vektorskom prostoru
V, tada za svako X,Y, Z,W ∈ V va�i

R(X,Y, Z,W ) = R(Z,W,X, Y ). (1.30)
12Raina Ivanova
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Dokaz. Primenimo (1.28), zatim (1.29) i na kraju (1.27) i (1.28), te
dobijamo

2R(X,Y, Z,W )− 2R(Z,W,X, Y )
=R(X,Y, Z,W )−R(X,Y,W,Z)−R(Z,W,X, Y ) +R(Z,W, Y,X)
=(−R(Y, Z,X,W )−R(Z,X, Y,W ))− (−R(Y,W,X,Z)−R(W,X, Y, Z))
− (−R(W,X,Z, Y )−R(X,Z,W, Y )) + (−R(W,Y,Z,X)−R(Y,Z,W,X))

=−R(Y,Z,X,W )−R(Y, Z,W,X)−R(Z,X, Y,W ) +R(X,Z,W, Y )
+R(Y,W,X,Z)−R(W,Y,Z,X) +R(W,X, Y, Z) +R(W,X,Z, Y ) = 0.

Deǉeǌem ove jednaqine sa 2 dobijamo (1.30). �

Primetimo da se po prethodnoj lemi jednaqina (1.28) u Defini-
ciji 1.24 mo�e zameniti sa (1.30), jer (1.28) je direktna posledica
jednaqina (1.27) i (1.30).

Restrikciju operatora krivine u taqki mnogostrukosti zovemo afi-
ni operator krivine i ǌega mo�emo povezati sa algebarskim tenzorom
krivine po formuli

R(X,Y, Z,W ) = g(R(X,Y )Z,W ),

za svako X,Y, Z,W ∈ V. Oznaku R za tenzor krivine i R za operator
krivine smo namerno zadr�ali da bi po analogiji preuzeli termi-
nologiju iz globalne priqe. Ako je (E1, ..., En) proizvoǉna ortonormi-
rana baza prostora V, to povratna sprega mora biti

R(X,Y )Z =
∑

1≤i≤n

g(Ei, Ei)g(R(X,Y )Z,Ei)Ei =
∑

1≤i≤n

εEiR(X,Y, Z,Ei)Ei.

Preuzimaǌe pojmova i oznaka nastavǉamo sa Jakobijevim i ǌemu srod-
nim operatorima, a onda i sa Osermanovim uslovima u taqki.

Definicija 1.25 Neka je R algebarski tenzor krivine i R ǌemu odgo-
varaju�i afini operator krivine. Tada za X,Y ∈ V i Z ∈ S(V)

1) polarizovan Jakobijev operator J (X,Y ) : V → V definixe (1.23);
2) Jakobijev operator JX : V → V definixe (1.24);
3) redukovan Jakobijev operator J̃Z : Z⊥ → Z⊥ definixe J̃Z = JZ |Z⊥ .

Definicija 1.26 Neka je R algebarski tenzor krivine nad vektorskim
prostorom V i neka je ωX karateristiqan polinom, a ω̃X �ordanova
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forma Jakobijevog operatora JX , za X ∈ V. Tada za R ka�emo da je:
1) vremenski Osermanov ako ωX ne zavisi od X ∈ S−(V);
2) prostorno Osermanov ako ωX ne zavisi od X ∈ S+(V);
3) Osermanov ako je i vremenski i prostorno Osermanov;
4) vremenski �ordan-Osermanov ako ω̃X ne zavisi od X ∈ S−(V);
5) prostorno �ordan-Osermanov ako ω̃X ne zavisi od X ∈ S+(V);
6) �ordan-Osermanov ako je takav i vremenski i prostorno;
7) dijagonalan ako je JX dijagonalizabilan za svako X ∈ S(V).

Pogledajmo sada osnovne primere za Osermanov algebarski tenzor
krivine. Konstrukciju vrximo pomo�u afinog operatora krivine na
vektorskom prostoru V sa skalarnim proizvodom g.

Primer 1.1 Neka je R0 afini operator krivine na V definisan sa

R0(X,Y )Z = g(Y,Z)X − g(X,Z)Y.

Za jediniqan X ∈ S(V) ortogonalan na Y , redukovan Jakobijev opera-
tor postaje

J̃ 0
X(Y ) = R0(Y,X)X = g(X,X)Y − g(Y,X)X = εXY,

te za svako jediniqno X imamo J̃ 0
X = εXId. Za X ∈ S−(V), kao i za

X ∈ S+(V) preslikavaǌe J̃ 0
X je konstantno, te je takav i odgovaraju�i

karakteristiqni polinom.

Primer 1.2 Neka je J : V → V ermitska13 kompleksna struktura,
odnosno J2 = −Id i g(JX, JY ) = g(X,Y ) va�i za sve X,Y ∈ V. Afini
operator krivine mo�emo definisati sa

RJ(X,Y )Z = g(JX,Z)JY − g(JY, Z)JX + 2g(JX, Y )JZ.

Ovako konstruisan RJ je Osermanov jer kako je g(X, JX) = 0 imamo za
odgovaraju�i Jakobijev operator

J JX(Y ) = RJ(Y,X)X = −3g(Y, JX)JX =
{
−3εXId na Span{JX}

0 na Span{JX}⊥ .

13Charles Hermite (1822–1901)
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1.5 Primeri Osermanovih mnogostrukosti
U ovoj sekciji dajemo prve netrivijalne primere Osermanovih mno-

gostrukosti. Garsija-Rio14, Kupeli15 i Vaskez-Lorenco16 [15] kon-
struisali su pseudo-Rimanovu mnogostrukost (R4, g) sa metrikom

g =


x3f1 a 1 0
a x4f2 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

 (1.31)

zadatoj na reperu (E1, E2, E3, E4) tangentnog raslojeǌa X (R4), gde je
Ei = ∂

∂xi
za 1 ≤ i ≤ 4, pri qemu su f1 = f1(x1, x2) i f2 = f2(x1, x2)

glatke realne funkcije koje zavise samo od x1 i x2, dok je a ∈ R realan
broj. Osnovni problem kod konstrukcije metrike je taj xto ona ne sme
da meǌa signaturu od taqke do taqke, te je zato Vokerova17 metrika
[29] jako zahvalna. Kako g iz (1.31) predstavǉa familiju Vokerovih
metrika, ona �e imati fiksiranu signaturu (2, 2).

Da bi doxli do Levi-Qivita povezanosti moramo najpre sraqunati
Kristofelove18 simbole, xto su koeficijenti u razvoju povezanosti

∇EiEj =
n∑
k=1

ΓkijEk.

Oni se raqunaju po narednoj formuli [20]

Γkij =
1
2

n∑
l=1

gkl
(
∂gil
∂xj

+
∂gjl
∂xi
− ∂gij
∂xl

)
, (1.32)

gde su gij elementi matrice g iz (1.31), a gij elementi ǌoj inverzne
matrice

g−1 =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 −x3f1 −a
0 1 −a −x4f2

 .

14Eduardo Garćıa-Ŕıo
15Demir Nuri Kupeli
16Ramón Vázquez-Lorenzo
17Arthur Geoffrey Walker (1909–2001)
18Elwin Bruno Christoffel (1829–1900)
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Konkretan raqun daje nam sve nenula Kristofelove simbole

Γ1
11 =− 1

2
f1, Γ3

11 =
1
2
x3
∂f1

∂x1
+

1
2
x3f

2
1 ,

Γ4
11 =− 1

2
x3
∂f1

∂x2
+

1
2
af1, Γ3

12 =Γ3
21 =

1
2
x3
∂f1

∂x2
,

Γ4
12 =Γ4

21 =
1
2
x4
∂f2

∂x1
, Γ2

22 =− 1
2
f2,

Γ3
22 =− 1

2
x4
∂f2

∂x1
+

1
2
af2, Γ4

22 =
1
2
x4
∂f2

∂x2
+

1
2
x4f

2
2 ,

Γ3
13 =Γ3

31 =
1
2
f1, Γ4

24 =Γ4
42 =

1
2
f2.

Tako dobijamo sve nenula koordinatne kovarijantne izvode

∇E1E1 =− 1
2
f1E1 +

(
1
2
x3
∂f1

∂x1
+

1
2
x3f

2
1

)
E3 +

(
−1

2
x3
∂f1

∂x2
+

1
2
af1

)
E4,

∇E1E2 =
1
2
x3
∂f1

∂x2
E3 +

1
2
x4
∂f2

∂x1
E4,

∇E1E3 =
1
2
f1E3,

∇E2E2 =− 1
2
f2E2 +

(
−1

2
x4
∂f2

∂x1
+

1
2
af2

)
E3 +

(
1
2
x4
∂f2

∂x2
+

1
2
x4f

2
2

)
E4,

∇E2E4 =
1
2
f2E4.

Konaqno, nenula koordinatni operatori krivine su

R(E1, E2)E1 =
1
2
∂f1

∂x2
E1 −

1
2
x3f1

∂f1

∂x2
E3+

+
1
4

(
2x3

∂2f1

∂x2
2 + 2x4

∂2f2

∂x1
2 + (x3f2 − 2a)

∂f1

∂x2
+ x4f1

∂f2

∂x1
− af1f2

)
E4,

R(E1, E2)E2 = −1
2
∂f2

∂x1
E2 +

1
2
x4f2

∂f2

∂x1
E4−

− 1
4

(
2x3

∂2f1

∂x2
2 + 2x4

∂2f2

∂x1
2 + x3f2

∂f1

∂x2
+ (x4f1 − 2a)

∂f2

∂x1
− af1f2

)
E3,
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R(E1, E2)E3 =− 1
2
∂f1

∂x2
E3, R(E1, E2)E4 =

1
2
∂f2

∂x1
E4, (1.33)

R(E1, E3)E1 =
1
2
∂f1

∂x2
E4, R(E1, E3)E2 =− 1

2
∂f1

∂x2
E3,

R(E2, E4)E1 =− 1
2
∂f2

∂x1
E4, R(E2, E4)E2 =

1
2
∂f2

∂x1
E3.

Matricu Jakobijevog operatora JX mo�emo dobiti raspisivaǌem
X u naxoj bazi X =

∑4
i=1 αiEi i nije texko videti da formule (1.33)

daju blok matricu

JX =
(
A 0
B AT

)
,

gde je

A =

 1
2
α1α2

∂f1

∂x2
−1

2
α2

1

∂f1

∂x2

−1
2
α2

2

∂f2

∂x1

1
2
α1α2

∂f2

∂x1

 .

Karakteristiqan polinom operatora JX oqigledno ne zavisi od ma-
trice B

ωX(λ) = det(λId− JX) = det(λId−A) det(λId−AT ) = (det(λId−A))2.

Kako je

det(λId−A) = λ2 − 1
2
λα1α2

(
∂f1

∂x2
+
∂f2

∂x1

)
,

mo�emo zakǉuqiti da konstantan karakteristiqan polinom, imamo
samo u sluqaju da je

∂f1

∂x2
+
∂f2

∂x1
= 0, (1.34)

u svakoj taqki mnogostrukosti R4. Prihvati�emo formulu (1.34) za
osnovnu pretpostavku i tada karakteristiqan polinom Jakobijevog
operatora JX postaje ωX(λ) = λ4, xto dokazuje da je ovako konstru-
isana pseudo-Rimanova mnogostrukost (R4, g) globalno Osermanova.

Ovaj primer je jako zgodan za ispitivaǌe �ordan-Osermanovog
uslova. �ordanova forma operatora JX zavisi�e od ǌegovog mi-
nimalnog polinoma. Ako u nekoj taqki mnogostrukosti va�i uslov

∂f1

∂x2
=
∂f2

∂x1
= 0, (1.35)
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tada se formule (1.33) znaqajno pojednostavǉuju i koordinatni ope-
ratori krivine u toj taqki nisu nula samo za

R(E1, E2)E1 =
1
4

(
2x3

∂2f1

∂x2
2 + 2x4

∂2f2

∂x1
2 − af1f2

)
E4,

R(E1, E2)E2 = −1
4

(
2x3

∂2f1

∂x2
2 + 2x4

∂2f2

∂x1
2 − af1f2

)
E3,

i tada je

JX =
1
4

(
2x3

∂2f1

∂x2
2 + 2x4

∂2f2

∂x1
2 − af1f2

)
0 0 0 0
0 0 0 0
−α2

2 α1α2 0 0
α1α2 −α2

1 0 0

 i JX2 = 0.

Mo�emo zakǉuqiti da je u taqkama gde su ispuǌene jednaqine (1.35),
λ minimalan polinom u taqkama 2x3

∂2f1
∂x2

2 + 2x4
∂2f2
∂x1

2 − af1f2 = 0, dok je λ2

minimalan polinom u taqkama 2x3
∂2f1
∂x2

2 + 2x4
∂2f2
∂x1

2 − af1f2 6= 0. Konkretne
Osermanove mnogostrukosti mo�emo dobiti pogodnim izborom za f1,
f2 i a.

Primer 1.3 Za f1(x1, x2) = 1, f2(x1, x2) = 1 i a = 1 je

∂f1

∂x2
=
∂f2

∂x1
= 0, 2x3

∂2f1

∂x2
2 + 2x4

∂2f2

∂x1
2 − af1f2 = −1 6= 0.

Po zakǉuqku minimalan polinom u svakoj taqki mnogostrukosti je λ2.
Zato je ovako konstruisana mnogostrukost �ordan-Osermanova, ali
nije dijagonalna.

Primer 1.4 Za f1(x1, x2) = x1, f2(x1, x2) = 1 i a = 1 je

∂f1

∂x2
=
∂f2

∂x1
= 0, 2x3

∂2f1

∂x2
2 + 2x4

∂2f2

∂x1
2 − af1f2 = −x1.

Po zakǉuqku λ je minimalan polinom u taqkama gde je x1 = 0, a λ2

u taqkama gde je x1 6= 0. Ovako konstruisana mnogostrukost jeste
globalno Osermanova, ali nije �ordan-Osermanova.
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Radi kompletnosti i jox nekih mogu�ih primera, mo�emo izraqu-
nati i instance u matrici B. Uz uslov (1.34) ima�emo

A =
1
2
∂f1

∂x2

(
α1α2 −α2

1

α2
2 −α1α2

)
, B =

(
b11 b12

b21 b22

)
,

gde je

b11 = −1
2
α2

2x3
∂2f1

∂x2
2

+
1
2
α2

2x4
∂2f1

∂x1∂x2
+

1
4
aα2

2f1f2

− 1
4
(
2α1α2x3f1 + α2

2x3f2 − α2
2x4f1 + 4α2α3 + 2aα2

2

) ∂f1

∂x2
,

b12 =
1
2
α1α2x3

∂2f1

∂x2
2

− 1
2
α1α2x4

∂2f1

∂x1∂x2
− 1

4
aα1α2f1f2

+
1
4
(
2α2

1x3f1 + α1α2x3f2 − α1α2x4f1 + 2α1α3 + 2aα1α2 − 2α2α4

) ∂f1

∂x2
,

b21 =
1
2
α1α2x3

∂2f1

∂x2
2

− 1
2
α1α2x4

∂2f1

∂x1∂x2
− 1

4
aα1α2f1f2

− 1
4
(
α1α2x4f1 + 2α2

2x4f2 − α1α2x3f2 − 2α1α3 + 2aα1α2 + 2α2α4

) ∂f1

∂x2
,

b22 = −1
2
α2

1x3
∂2f1

∂x2
2

+
1
2
α2

1x4
∂2f1

∂x1∂x2
+

1
4
aα2

1f1f2

+
1
4
(
2α1α2x4f2 + α2

1x4f1 − α2
1x3f2 + 4α1α4 + 2aα2

1

) ∂f1

∂x2
.

Pravolinijski raqun nam daje

JX2 =
(

0 0
BA+ATB 0

)
=

1
4
εX

(
∂f1

∂x2

)2


0 0 0 0
0 0 0 0
−α2

2 α1α2 0 0
α1α2 −α2

1 0 0

 ,

JX3 =
(

0 0
(BA+ATB)A 0

)
= 0,

za svako X. U sluqaju ∂f1
∂x2

= − ∂f2
∂x1
6= 0 to znaqi da je minimalan

polinom za JX jednak λ3. Sekciju zavrxavamo jox nekim konkretnim
primerima.
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Primer 1.5 Za f1(x1, x2) = x2, f2(x1, x2) = −x1 i a = 1 je

∂f1

∂x2
= − ∂f2

∂x1
= 1 6= 0.

Minimalan polinom je λ3 u svakoj taqki mnogostrukosti, xto daje jox
jedan primer �ordan-Osermanove mnogostrukosti.

Primer 1.6 Za f1(x1, x2) = x1x2, f2(x1, x2) = − 1
2x

2
1 i a = 1 je

∂f1

∂x2
= − ∂f2

∂x1
= x1, 2x3

∂2f1

∂x2
2 + 2x4

∂2f2

∂x1
2 − af1f2 = −2x4 −

1
2
x3

1x2.

U taqkama za koje je x1 6= 0 minimalan polinom je λ3, u taqkama
x1 = 0, x4 6= 0 minimalan polinom je λ2, dok je u taqkama x1 = x4 = 0
minimalan polinom jednak λ. Mnogostrukost jeste globalno Oser-
manova, ali ǌen minimalan polinom se popriliqno meǌa od taqke do
taqke, ali je naravno fiksiran u svakoj taqki ponaosob.



GLAVA 2

IZOTROPNI VEKTORI

Ova kratka glava obuhvata neke rezultate iz linearne algebre koji
se tiqu izotropnih vektora, a koje �emo intenzivno koristiti u nared-
nim glavama. Ogromnim delom u pitaǌu su originalna vi�eǌa autora
koja su nastala u texkoj borbi sa problemima iz Glave 5. U Sekciji
2.1 prikazujemo na koje naqine se izotropan vektor mo�e rastaviti
kao zbir me�usobno ortogonalnih definitnih vektora. U Sekciji 2.2
definixemo pojam skroz izotropnog prostora i dajemo ograniqeǌa za
dimenziju skroz izotropnog potprostora nekog nedegenerisanog vek-
torskog prostora.

2.1 Rastavǉaǌe izotropnog vektora
Izotropni vektori, odnosno vektori norme nula, kǉuqni su za

razumevaǌe pseudo-Rimanovih mnogostrukosti. Kako naxa uro�ena
svest lako prihvata samo pozitivno definitnu metriku, odnosno Ri-
manove prostore, izotropni vektori su priliqno nezgodni i qesto kon-
traintuitivni. Qitava ova glava razra�ena je kao koristan aparat za
borbu protiv texkih problema iz Glave 5 i ogromnim delom u pitaǌu
su originalna vi�eǌa autora [2]. Zapoqnimo jednom dobro poznatom
lemom iz linearne algebre.

26
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Lema 2.1 Svaki vektorski prostor V signature (p, q) mo�e se rastavi-
ti kao ortogonalna suma V = V+⊕V−, gde je V+ maksimalan prostoran
potprostor dimenzije q, a V− komplementaran maksimalan vremenski
potprostor dimenzije p.

Dokaz. Neka je (E1, ..., Ep, F1, ..., Fq) ortonormirana baza vektorskog
prostora V, gde su Ei, za 1 ≤ i ≤ p, vremenski, a Fj, za 1 ≤ j ≤ q,
prostorni vektori. Vektorski potprostori V− = Span{E1, ..., Ep} i
V+ = Span{F1, ..., Fq} su me�usobno ortogonalni i oqigledno va�i V =
V+ ⊕ V−. �

Lema 2.2 Svaki izotropan vektor N 6= 0 iz nedegenerisanog prostora
V mo�e se rastaviti sa N = S + T , gde S, T ∈ V i εS = −εT > 0.

Dokaz. Po Lemi 2.1 imamo N ∈ V = V+ ⊕ V−, te postoje S ∈ V+ i
T ∈ V−, tako da je N = S + T . Iz V+ ⊥ V− bi�e g(S, T ) = 0 i zato
0 = εN = g(S + T, S + T ) = εS + εT . Kako je N 6= 0, bi�e S 6= 0, te εS 6= 0
i konaqno εS = −εT > 0. �

Me�utim, rastavǉaǌe iz Leme 2.2 nije jednoznaqno, qak ni u istoj
ravni Span{S, T}. Postavimo li S1 = θS + (1− θ)T i T1 = (1− θ)S + θT
za neko θ > 1

2 ima�emo S1, T1 ∈ V sa S1 + T1 = S + T = N , kao i

g(S1, T1) = g(θS + (1− θ)T, (1− θ)S + θT ) = θ(1− θ)(εS + εT ) = 0.

Daǉe je εS1 = θ2εS + (1 − θ)2εT = (θ2 − (1 − θ)2)εS = (2θ − 1)εS > 0,
dok g(S1, T1) = 0 povlaqi εS1 + εT1 = εS1+T1 = εN = 0, odakle dobi-
jamo zavrxno εS1 = −εT1 > 0. Ova konstrukcija za svako θ > 1

2 daje
novo rastavǉaǌe, xto nam omogu�ava rastavǉaǌe na jediniqne, kao
poboǉxanu verziju Leme 2.2.

Posledica 2.1 Svaki izotropan vektor N 6= 0 iz nedegenerisanog pros-
tora V mo�e se rastaviti sa N = S+T , gde S, T ∈ S(V) i εS = −εT = 1.

Dokaz. Neka je N = S + T rastavǉaǌe po Lemi 2.2. Po prethodnoj
diskusiji uze�emo θ = 1+εS

2εS
> 1

2 i dobiti εS1 = −εT1 = 1, odnosno

N =
(
εS + 1

2εS
S +

εS − 1
2εS

T

)
+
(
εS − 1

2εS
S +

εS + 1
2εS

T

)
bi�e naxe rastavǉaǌe sa tra�enim svojstvom. �
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Nove konstrukcije mogu�e su u drugim ravnima. Ako je dimV > 2,
tada postoji definitan W ∈ V, takav da je W ⊥ Span{S, T}. �elimo
skalare α, β, γ, tako da je S1 = αS+βT+γW i T1 = (1−α)S+(1−β)T−γW ,
xto garantuje S1 +T1 = S+T = N . Za ortogonalnost S1 ⊥ T1 potrebno
je

0 = g(S1, T1) = α(1−α)εS+β(1−β)εT−γ2εW = ((α−α2)−(β−β2))εS−γ2εW

i zato mora biti

γ2εW = (α− β)(1− α− β)εS . (2.1)

Posledǌi uslov εS1 > 0 donosi

0 < εS1 = α2εS+β2εT +γ2εW = (α2−β2)εS+(α−β)(1−α−β)εS = (α−β)εS ,

xto radi samo za α > β. U sluqaju prostornog W biramo α + β < 1,
dok u sluqaju vremenskog W biramo α+ β > 1, xto po jednaqini (2.1)
sa α > β odre�uje konaqne uslove za α i β. Za sve α i β ograniqene sa
te posledǌe dve nejednakosti dobijamo nova rastavǉaǌa, a za ǌih je

γ = ±

√
(α− β)(1− α− β)εS

εW
.

Posledǌi rezultat u ovoj sekciji je rastavǉaǌe u potprostoru u
odnosu na neki definitan vektor koje �emo koristiti u Glavi 5.

Lema 2.3 Neka je U ≤ V nedegenerisan potprostor i neka je X ∈ V
definitan. Tada se svaki izotropan 0 6= N ∈ U ortogonalan na X mo�e
rastaviti sa N = S + T , gde je S, T ∈ U i εS = −εT > 0, tako da je bar
jedan od vektora X − S i X − T definitan.

Dokaz. Po Lemi 2.2 imamo rastavǉaǌe N = S + T , gde S, T ∈ U i
εS = −εT > 0. Ako ni X − S ni X − T nisu definitni imali bi
0 = εX−S = εX − 2g(X,S) + εS i 0 = εX−T = εX − 2g(X,T ) + εT , xto daje

2g(X,S) = εX + εS , 2g(X,T ) = εX − εS .

Zbir prethodnih jednaqina bio bi 2g(X,S) + 2g(X,T ) = 2εX , i otuda
0 = g(X,N) = g(X,S + T ) = εX 6= 0, xto je kontradikcija. �
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2.2 Skroz izotropan prostor
U ovoj sekciji definixemo pojam skroz izotropnog prostora, a pro-

cena ǌegove dimenzije omogu�i�e nam da u Glavi 5 odbacimo mnoge
sluqajeve i tako doka�emo neka va�na tvr�eǌa.

Definicija 2.1 Ka�emo da je vektorski prostor skroz izotropan ako
se sastoji samo od izotropnih vektora.

Lema 2.4 Vektori iz skroz izotropnog prostora su me�usobno ortogo-
nalni.

Dokaz. Neka X i Y pripadaju skroz izotropnom prostoru U . Kako je
X + Y ∈ U , imamo 0 = εX+Y = εX + 2g(X,Y ) + εY = 2g(X,Y ), odakle
sledi X ⊥ Y . �

Lema 2.5 Ako je V vektorski prostor signature (p, q), tada je dimU ≤
min(p, q) za svaki skroz izotropan potprostor U ≤ V.

Dokaz. Ne umaǌuju�i opxtost mo�emo pretpostaviti da je p ≤ q.
Pretpostavimo, suprotno tvr�eǌu, da postoji skroz izotropan U ≤ V
za koji je dimU > p. Neka je V = V+ ⊕ V− ortogonalna suma iz Leme
2.1. Tada postoje linearno nezavisni vektori V1, . . . , Vp, Vp+1 ∈ U i oni
se za 1 ≤ i ≤ p+ 1 mogu zapisati sa Vi = Pi +Qi, gde Pi ∈ V+ i Qi ∈ V−.
Kako je dimV− = p, to postoje skalari α1, . . . , αp+1, koji nisu svi nule,
tako da je

∑p+1
i=1 αiQi = 0. Odatle je

p+1∑
i=1

αiVi =
p+1∑
i=1

αiPi +
p+1∑
i=1

αiQi =
p+1∑
i=1

αiPi.

Leva strana
∑p+1
i=1 αiVi ∈ U ima normu nula, a desna

∑p+1
i=1 αiPi ∈ V+

pripada pozitivno definitnom potprostoru i zato je
∑p+1
i=1 αiVi = 0,

te vektori Vi nisu linearno nezavisni i imamo kontradikciju. �

Posledica 2.2 Za svaki skroz izotropan potprostor U nedegenerisanog
vektorskog prostora V va�i dimU ≤ 1

2 dimV.

Dokaz. Neka je (p, q) signatura vektorskog prostora V. Po Lemi 2.5
je dimU ≤ min(p, q) ≤ 1

2 (p+ q) = 1
2 dimV, xto dokazuje tvr�eǌe. �

Neke va�ne osobine mogu se produ�iti sa definitnih na sve vek-
tore, xto se vidi iz naredne leme.
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Lema 2.6 Neka su U ,W ≤ V i neka je Ξ : U → W linearno preslikavaǌe
takvo da je Ξ(X) izotropno za svako definitno X ∈ U . Tada je Ξ(U)
skroz izotropan.

Dokaz. Ξ(N) je ve� izotropan za definitno N , kao i Ξ(0) = 0 zbog
linearnosti, te je dovoǉno dokazati da je Ξ(N) izotropan za svaki
izotropan 0 6= N ∈ U . Po Lemi 2.2, N se mo�e rastaviti sa N = S+T ,
gde S, T ∈ U i εS = −εT > 0, te mo�emo raspisati

εΞ(αS+βT ) = εαΞ(S)+βΞ(T ) = α2εΞ(S) + 2αβg(Ξ(S),Ξ(T )) + β2εΞ(T ). (2.2)

S, T ∈ U su definitni, te po pretpostavci leme εΞ(S) = 0 i εΞ(T ) = 0.
Kako je ε2S+T = 4εS + εT = 3εS > 0, to je 2S+T ∈ U tako�e definitan i
va�i εΞ(2S+T ) = 0. Jednaqina (2.2) za α = 2 i β = 1 daje g(Ξ(S),Ξ(T )) =
0, dok nam drugi pogled na tu jednaqinu, ovoga puta za α = 1 i β = 1,
daje εΞ(N) = εΞ(S+T ) = 2g(Ξ(S),Ξ(T )) = 0. �



GLAVA 3

K-XTAJN USLOV

Ova glava posve�ena je algebarskom tenzoru krivine koji zadovo-
ǉava k-xtajn uslov. U Sekciji 3.1 definixemo k-xtajn uslov preko
konstantnosti tragova stepenova Jakobijevog operatora na pseudo-
sferama. Zatim dokazujemo ekvivalentnost k-xtajn i Osermanovog
uslova, kao i da Osermanov uslov povlaqi da sve sopstvene vrednosti
Jakobijevog operatora za izotropan vektor moraju biti nule. U Sek-
ciji 3.2 pokazujemo da su Ajnxtajn1 i 1-xtajn uslov ekvivalentni,
a zatim dajemo karakterizaciju Ajnxtajn uslova preko koordinatnih
komponenti tenzora krivine. U Sekciji 3.3 opisane su formule koje
va�e pod cvajxtajn uslovom. Sekcija 3.4 rexava pitaǌe Osermanovog
tenzora krivine u Lorencovom2 prostoru, gde dokazujemo da je svaki
cvajxtajn tenzor krivine u Lorencovom prostoru konstantne sekcione
krivine. Glavu zavrxavamo sekcijama 3.5 i 3.6 gde uz pretpostavku da
je algebarski tenzor krivine dijagonalan Osermanov izvodimo va�ne
formule

∑
p∈Λa

Zpp = 0 i
∑
p,q∈Λa

ZpqZqp = 0. koje �emo koristiti u
Glavi 4.

1Albert Einstein (1879–1955)
2Hendrik Antoon Lorentz (1853–1928)
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3.1 Definicija i ekvivalencije
Qitava ova glava bavi se Osermanovim algebarskim tenzorom kri-

vine, odnosno tenzorom krivine koji je posledica Osermanovog uslova.
Osnovna ideja je dokopati se konkretnih jednaqina koje su posledica
Osermanovog uslova, a zatim iz ǌih izvu�i zakǉuqke koji se onda
prirodno preslikavaju na Osermanove mnogostrukosti.

Definicija 3.1 Za algebarski tenzor krivine R ka�emo da je k-xtajn
ukoliko postoje konstante Cj za 1 ≤ j ≤ k takve da jednakosti

Tr(JXj) = (εX)jCj (3.1)

va�e za svako jediniqno X.

Tragovi stepenova linearnog operatora koji se javǉaju u Defini-
ciji 3.1, mogu se povezati sa koeficijentima ǌegovog karakteris-
tiqnog polinoma na slede�i naqin.

Lema 3.1 Ako je J linearan operator na n-dimenzionom vektorskom
prostoru sa karakteristiqnim polinomom ω(λ) = λn + σ1λ

n−1 + ... +
σn−1λ+ σn, tada za svako 1 ≤ m ≤ n va�i

mσm + σm−1Tr(J ) + σm−2Tr(J 2) + ...+ σ1Tr(Jm−1) + Tr(Jm) = 0. (3.2)

Dokaz. Ako su λ1, λ2, ..., λn (ne nu�no razliqite i ne nu�no realne)
sopstvene vrednosti operatora J , to je

ω(λ) = λn + σ1λ
n−1 + ...+ σn = (λ− λ1)(λ− λ2) · · · (λ− λn).

Izrazimo koeficijente σm za 1 ≤ m ≤ n po Vijetovim3 pravilima.

σm = (−1)m
∑

i1<...<im

λi1λi2 · · ·λim .

Daǉi raqun nam za 1 ≤ j ≤ m− 1 daje

σm−jTr(J j) = (−1)m−j(λj1 + λj2 + ...+ λjn)
∑

i1<...<im−j

λi1λi2 · · ·λim−j ,

3François Viète (1540–1603)
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xto se, ako uvedemo oznaku

Spq =
n∑
i=1

λpi ·
∑

j1<...<jq, jl 6=i

λj1λj2 · · ·λjq ,

mo�e kra�e zapisati sa

σm−jTr(J j) = (−1)m−j(Sj+1
m−j−1 + Sjm−j).

Na taj naqin dobijamo

m−1∑
j=1

σm−jTr(J j) =
m−1∑
j=1

(−1)m−j(Sj+1
m−j−1 + Sjm−j) = −Sm0 + (−1)m−1S1

m−1.

Oqigledno

Sm0 =
n∑
i=1

λmi = Tr(Jm),

dok je

S1
m−1 =

n∑
i=1

λi ·
∑

j1<...<jm−1, jl 6=i

λj1λj2 · · ·λjm−1 .

Svaki sabirak iz sume

(−1)mσm =
∑

i1<...<im

λi1λi2 · · ·λim ,

na primer λ1λ2 · · ·λm, pojavǉuje se taqno m puta u S1
m−1, xto daje

S1
m−1 = m(−1)mσm. Konaqno dobijamo

m−1∑
j=1

σm−jTr(J j) = −Tr(Jm)−mσm,

a to je upravo jednaqina (3.2). �

Sada na raspolagaǌu imamo jednaqinu (3.2) za Jakobijev operator
i mo�emo ispitati vezu izme�u Osermanovog i k-xtajn uslova. Neka je
R algebarski tenzor krivine na vektorskom prostoru V koji je k-xtajn.
Po Definiciji 3.1 postoje konstante Cj tako da va�i (3.1), xto odmah
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daje konstantnost tragova stepenova Jakobijevog operatora na pseu-
dosferama S+(V) i S−(V). Veze (3.2) daǉe povlaqe konstantnost ko-
eficijenata karakteristiqnog polinoma, te je karakteristiqan poli-
nom Jakobijevog operatora konstantan na pseudosferama, xto znaqi
da je R i vremenski i prostorno Osermanov.

Pretpostavimo sada, na primer, da je R vremenski Osermanov.
Karakteristiqan polinom ωX(λ) = det(λId − JX) ne zavisi od izbora
X ∈ S−(V), te su koeficijenti karakteristiqnog polinoma konstantni
i po vezi (3.2) postoje konstante Cj takve da za svako X ∈ S−(V) va�i
Tr(JXj) = (εX)jCj. Poka�imo da to va�i i za X ∈ S+(V).

Neka je (E1, E2, ..., En) proizvoǉna ortonormirana baza vektorskog
prostora V. Radi lakxeg zapisa uvex�emo oznake εi = εEi , Ji = JEi i
Jij = J (Ei, Ej), te za 1 ≤ i 6= j ≤ n posmatrati vektor

X = αEi + βEj .

Jakobijev operator JX raqunamo po definiciji, odnosno po (1.24)

JX(Z) = R(Z,αEi + βEj)(αEi + βEj)

= α2R(Z,Ei)Ei + αβR(Z,Ei)Ej + βαR(Z,Ej)Ei + β2R(Z,Ej)Ej
= α2JEi(Z) + 2αβJ (Ei, Ej)Z + β2JEj (Z),

xto daje
JX = α2Ji + 2αβJij + β2Jj . (3.3)

Za normu vektora X va�i

εX = g(X,X) = g(αEi + βEj , αEi + βEj) = α2εi + β2εj ,

odakle dobijamo va�nu vezu

α2 = εXεi − εiεjβ2. (3.4)

Jednaqine (3.3) i (3.4) daju nam osnovnu formulu

JX = εXεiJi + 2αβJij + β2(Jj − εiεjJi). (3.5)

Ona nam omogu�ava da izrazimo trag operatora JXk i postavimo
Tr(JXk) = (εX)kCk za X ∈ S−(V). Pogodan izbor α i β spregnutih
sa (3.4) jednostavno daje jednakost na slobodnom qlanu

Tr((εXεiJi)k) = (εX)kCk.
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Namestimo li εX = εj = −1 i εi = 1 sa α2 = β2−1, to je Tr(Jik) = (εi)kCk.
Proizvoǉnost ortonormirane baze daje nam mogu�nost da svaki vek-
tor iz S+(V) postavimo za koordinatni vektor, te Tr(JXk) = (εX)kCk
va�i i za svako X ∈ S+(V). Ovim smo pokazali da, ukoliko postoji
vremenski vektor u V, vremenski Osermanov algebarski tenzor kri-
vine mora biti k-xtajn za svako k. Sasvim sliqno mo�emo pokazati
da to va�i i za prostorni Osermanov algebarski tenzor krivine, xto
kompletira dokaz Gilkijeve[16] teoreme.

Teorema 3.1 Ako je R algebarski tenzor krivine na vektorskom pros-
toru signature (ν, n− ν), tada su slede�a tvr�eǌa ekvivalentna:

1) Ako je ν ≥ 1 onda je R vremenski Osermanov;
2) Ako je ν ≤ n− 1 onda je R prostorno Osermanov;
3) R je k-xtajn za svako k ∈ N.

Zato su vremenski Osermanov i prostorno Osermanov ekvivalentni
pojmovi i samim tim, ukoliko je barem jedna od stavki iz Teoreme
3.1 ispuǌena, za algebarski tenzor krivine ka�emo da je Osermanov.
Tako�e, Osermanov algebarski tenzor krivine mora biti k-xtajn za
svako k, xto �emo qesto imati u vidu. Me�utim, ograniqeǌe na je-
diniqne X u definiciji k-xtajn algebarskog tenzora krivine (Defini-
cija 3.1) nije neophodno, xto vidimo iz naredne teoreme, koja je kod
Gilkija[16] zapravo definicija.

Teorema 3.2 Algebarski tenzor krivine R na vektorskom prostoru V
dimenzije n ≥ 3 je k-xtajn ako i samo ako postoje konstante Cj za
1 ≤ j ≤ k takve da jednakosti Tr(JXj) = (εX)jCj va�e za svako X ∈ V.

Dokaz. Produ�eǌe ograniqeǌa sa jediniqnih X na definitne je
oqigledna, jer se svako definitno X mo�e napisati kao X = αX0,
gde je X0 = X/

√
|εX | jediniqno i α =

√
|εX | 6= 0. Tada je

Tr(JXj) = Tr(JαX0
j) = Tr((α2JX0)j) = α2jTr(JX0

j)

= α2j(εX0)jCj = (α2εX0)jCj = (εX)jCj .

Preostaje sluqaj izotropnog X, te pretpostavimo da je εX = 0. Za
X = 0 tvr�eǌe je oqigledno, dok se X 6= 0 po Lemi 2.2 mo�e rastaviti
sa X = S + T , gde je εS = −εT > 0. Kako je n > 2 to postoji definitan
Y ∈ Span{S, T}⊥ i za ǌega va�i Y ⊥ X. Konstruiximo familiju
vektora {Zr | r > 0} sa

Zr =
1
r
X + Y.
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Zr je definitan jer εZr = g( 1
rX + Y, 1

rX + Y ) = g(Y, Y ) = εY 6= 0, te
k-xtajn uslov donosi konstante Cj takve da va�i

Tr(JZr
j) = (εZr )

jCj .

Sada je

Tr(JX+rY
j) = Tr(JrZr

j) = Tr((r2JZr )j) = r2jTr(JZr
j)

= r2j(εZr )
jCj = r2j(εY )jCj ,

i kada pustimo da r opada ka nuli dobijamo

Tr(JXj) = lim
r↘0

Tr(JX+rY
j) = lim

r↘0

(
r2j(εY )jCj

)
= 0.

Odavde je Tr(JXj) = 0 = (εX)jCj xto kompletira dokaz. �

Osermanov algebarski tenzor krivine po Teoremi 3.1 mora biti
k-xtajn za svako k, a po Teoremi 3.2 za svako izotropno X va�i
Tr(JXk) = 0. Koeficijenti karakteristiqnog polinoma Jakobijevog
operatora su po formuli (3.2) σ1 = σ2 = ... = σn = 0 i dobijamo
ωX(λ) = det(λId − JX) = λn, xto dokazuje jox jednu Gilkijevu[16] teo-
remu.

Posledica 3.1 Ako je R Osermanov algebarski tenzor krivine, tada su
sve sopstvene vrednosti Jakobijevog operatora za izotropan vektor jed-
nake nuli.

3.2 Ajnxtajn uslov
Nastavimo ideju iz prethodne sekcije i zadr�imo oznake. Uvo�eǌe

ortonormirane baze (E1, ..., En) za V daje nam mogu�nost da izrazimo
elemente matrica osnovnih operatora Jj i Jij preko koordinatnih
komponenti tenzora krivine.

Jj(Et) = R(Et, Ej)Ej =
∑
p

εpg(R(Et, Ej)Ej , Ep)Ep

Jij(Et) =
1
2

∑
p

εpg (R(Et, Ei)Ej +R(Et, Ej)Ei, Ep)Ep



Princip dualnosti za Osermanove mnogostrukosti 37

Prethodne jednaqine mogu se zapisati kra�e sa

Jj(Et) =
∑
p

εpRtjjpEp, Jij(Et) =
1
2

∑
p

εp(Rtijp +Rtjip)Ep, (3.6)

gde su Rijkl = R(Ei, Ej , Ek, El) koordinatne komponente tenzora krivi-
ne i one za 1 ≤ i 6= j ≤ n odre�uju Aipq i Zijpq kao elemente matrica
operatora Ji i 2Jij sa

Aipq = [Ji]pq = εpRqiip, Zijpq = [2Jij ]pq = εp(Rqijp +Rqjip). (3.7)

Kako je

[JXk]pq =
∑

p2,p3,...,pk

[JX ]pp2 [JX ]p2p3 · · · [JX ]pkq,

imamo
Tr(JXk) =

∑
p1,p2,...,pk

[JX ]p1p2 [JX ]p2p3 · · · [JX ]pkp1

i jednaqina (3.5) JX = εXεiJi+2αβJij+β2(Jj−εiεjJi) nam uz prevod na
jezik matrica po (3.7) i pretpostavku da R zadovoǉava k-xtajn uslov
donosi

εkXCk = Tr(JXk) = (3.8)∑
p1,p2,...,pk,pk+1=p1

∏
1≤l≤k

(
εXεiA

i
plpl+1

+ αβZijplpl+1
+ β2(Ajplpl+1

− εiεjAiplpl+1
)
)
.

Jednaqina (3.8) je osnovna u daǉim razmatraǌima, i mnoge korisne
informacije dobi�emo tumaqeǌem pojedinih specijalnih sluqajeva.

Definicija 3.2 Za algebarski tenzor krivine R na vektorskom pros-
toru V sa metrikom g ka�emo da je Ajnxtajn ako postoji konstanta
C takva da va�i Ric = C · g.

Lema 3.2 Tenzor krivine je Ajnxtajn ako i samo ako je 1-xtajn.

Dokaz. Neka je R algebarski tenzor krivine na vektorskom prostoru
V sa metrikom g. Ako je R Ajnxtajn to postoji konstanta C tako da je

εXC = C · g(X,X) = Ric(X,X) = Tr(JX)
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i R je 1-xtajn. Obratno, ako je R 1-xtajn imamo

Ric(X,Y ) = Tr(J (X,Y )) =
1
2

Tr (J (X + Y,X + Y )− J (X,X)− J (Y, Y ))

=
1
2

Tr(JX+Y − JX − JY ) =
1
2

(εX+Y C − εXC − εY C) = g(X,Y )C

i R je Ajnxtajn. �

Prethodna lema prikazuje Ajnxtajn uslov kao specijalan sluqaj
k-xtajn uslova za k = 1. Upravo to je razlog za naziv k-xtajn, koji su
duhovito odabrali Karpenter4, Grej i Vilmor5 [12]. Oni su prvi dali
uopxteǌe bazirano na Ajnxtajn uslovu, a kako ime slavnog matema-
tiqara i fiziqara Ajnxtajna (Einstein) na nemaqkom znaqi jedan kamen
(ein-stein), to su uopxteǌa postala cvajxtajn (zwei-stein, dva kamena),
drajxtajn (drei-stein, tri kamena) i tako daǉe.

Vratimo se na osnovnu k-xtajn jednaqinu (3.8), koja uz Ajnxtajn
uslov, odnosno za k = 1 postaje∑

1≤p≤n

(
εXεiA

i
pp + αβZijpp + β2(Ajpp − εiεjAipp)

)
= εXC1.

Pogodnom manipulacijom parametara α i β, koji su spregnuti sa (3.4),
mo�emo zakǉuqiti da koeficijenti uz αβ i β2 moraju biti nula.
Otuda jednaqine ∑

1≤p≤n

Zijpp = 0, (3.9)

∑
1≤p≤n

(Ajpp − εiεjAipp) = 0, (3.10)

koje u potpunosti odre�uju Ajnxtajn uslov.

Teorema 3.3 Algebarski tenzor krivine R je Ajnxtajn ako i samo ako u
ortonormiranoj bazi va�e formule∑

1≤p≤n

εiεpRpiip = Const = C1 (3.11)

∑
1≤p≤n

εpRpijp = 0 (3.12)

za svako 1 ≤ i 6= j ≤ n.
4P. Carpenter
5Thomas James Willmore (1919)
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Dokaz. Kako po (3.7) va�i∑
p

Zijpp =
∑
p

εp(Rpijp +Rpjip) = 2
∑
p

εpRpijp,

∑
p

εiA
i
pp =

∑
p

εjA
j
pp ⇔

∑
p

εiεpRpiip =
∑
p

εjεpRpjjp,

to su formule (3.11) i (3.12) ekvivalentne formulama (3.10) i (3.9).
One naravno va�e ako je R Ajnxtajn, te ostaje da se poka�e da one
qine i dovoǉan uslov.

Ako je (E1, ..., En) ortonormirana baza za V, to postoje αp ∈ R za
1 ≤ p ≤ n tako da je

X =
∑

1≤p≤n

αpEp.

Jakobijev operator JX mo�emo izraziti preko osnovnih operatora

JX = J∑αpEp =
∑

1≤p≤n

α2
pJp +

∑
1≤p<q≤n

2αpαqJpq.

Tragove osnovnih operatora mo�emo izraqunati iz (3.6) koriste�i
(3.11) i (3.12).

Tr(Jp) =
∑

1≤t≤n

εtRtppt = εpC1,

Tr(Jpq) =
1
2

∑
1≤t≤n

εt(Rtpqt +Rtqpt) =
∑

1≤t≤n

εtRtpqt = 0,

posle qega imamo

Tr(JX) =
∑

1≤p≤n

α2
pTr(Jp) +

∑
1≤p<q≤n

2αpαqTr(Jpq) =
∑

1≤p≤n

α2
pεpC1 = C1εX

i R je Ajnxtajn. �

3.3 Cvajxtajn uslov
Cvajxtajn (2-xtajn) uslov predstavǉa specijalan sluqaj k-xtajn

uslova za k = 2. Cvajxtajn algebarski tenzor krivine je, po defini-
ciji, svakako Ajnxtajn, odnosno va�e formule (3.9) i (3.10), a pride
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mo�emo razmotriti i naxu osnovnu k-xtajn jednaqinu (3.8) za k = 2.∑
1≤p,q≤n

(
εXεiA

i
pq + αβZijpq + β2(Ajpq − εiεjAipq)

)
(
εXεiA

i
qp + αβZijqp + β2(Ajqp − εiεjAiqp)

)
= ε2

XC2.

Ovoga puta koeficijenti uz αβ, β2, αβ3 i β4 moraju biti nula, pri
qemu su α i β spregnuti jednaqinom (3.4), te se svako pojavǉivaǌe α2

meǌa sa εXεi − εiεjβ2. Odgovaraju�e jednaqine su redom

0 =
∑

1≤p,q≤n

(
εXεiA

i
pqZ

ij
qp + ZijpqεXεiA

i
qp

)
,

0 =
∑

1≤p,q≤n

(
εXεiA

i
pq(A

j
qp − εiεjAiqp) + εXεiZ

ij
pqZ

ij
qp + (Ajpq − εiεjAipq)εXεiAiqp

)
,

0 =
∑

1≤p,q≤n

(
Zijpq(A

j
qp − εiεjAiqp) + (Ajpq − εiεjAipq)Zijqp

)
,

0 =
∑

1≤p,q≤n

(
(Ajpq − εiεjAipq)(Ajqp − εiεjAiqp)− εiεjZijpqZijqp

)
.

Raqun se mo�e uprostiti korix�eǌem simetrije
∑

1≤p,q≤n =
∑

1≤q,p≤n,
a ǌenu primenu mo�emo videti na primeru∑

1≤p,q≤n

(AipqZ
ij
qp + ZijpqA

i
qp) =

∑
1≤p,q≤n

(AipqZ
ij
qp) +

∑
1≤q,p≤n

(ZijqpA
i
pq).

Posle simetrija i malo sre�ivaǌa naxe jednaqine postaju:

0 =
∑

1≤p,q≤n

AipqZ
ij
qp, (3.13)

0 = 2
∑

1≤p,q≤n

AipqA
j
qp − 2εiεj

∑
1≤p,q≤n

AipqA
i
qp +

∑
1≤p,q≤n

ZijpqZ
ij
qp, (3.14)

0 =
∑

1≤p,q≤n

AjpqZ
ij
qp − εiεj

∑
1≤p,q≤n

AipqZ
ij
qp, (3.15)

0 =
∑

1≤p,q≤n

AjpqA
j
qp − 2εiεj

∑
1≤p,q≤n

AipqA
j
qp +

∑
1≤p,q≤n

AipqA
i
qp

− εiεj
∑

1≤p,q≤n

ZijpqZ
ij
qp. (3.16)
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Ako pomno�imo (3.13) sa εiεj i dodamo na (3.15), odnosno ako pom-
no�imo (3.14) sa εiεj i dodamo na (3.16) dobijamo jednaqine∑

1≤p,q≤n

AjpqZ
ij
qp = 0, (3.17)

∑
1≤p,q≤n

AipqA
i
qp =

∑
1≤p,q≤n

AjpqA
j
qp. (3.18)

Objedinimo dobijene rezultate kroz naredno tvr�eǌe.

Teorema 3.4 Za cvajxtajn algebarski tenzor krivine R i proizvoǉnu
ortonormiranu bazu va�e formule (3.11), (3.12), kao i∑

1≤p,q≤n

εpεq(Rpiiq)2 = Const = C2 (3.19)

∑
1≤p,q≤n

εpεqRpiiqRpijq = 0 (3.20)

2
∑

1≤p,q≤n

εpεqRpiiqRpjjq − 2εiεjC2 +
∑

1≤p,q≤n

εpεq(Rpijq +Rpjiq)2 = 0 (3.21)

za svako 1 ≤ i 6= j ≤ n.

Dokaz. Formule (3.11) i (3.12) va�e po Teoremi 3.3 jer cvajxtajn
svakako mora biti Ajnxtajn. Za dobijaǌe preostalih formula izvr-
xi�emo zamenu po (3.7). Tako (3.18) kao direktnu posledicu ima
(3.19). Objediǌeǌe (3.13) i (3.17) uz malo simetrije daje formulu
(3.20), dok je (3.21) zapravo formula (3.14). �

3.4 Lorencovi prostori
U ovoj sekciji pretpostavi�emo da je R algebarski tenzor krivine

na vektorskom prostoru V signature (1, n − 1), odnosno Lorencovom
prostoru. Taj uslov veoma je restriktivan, xto se vidi iz naredne
teoreme koju su dokazali Bla�i�6, Bokan7 i Gilki [7], kao i Gilki
[16].

6Novica Blažić (1959–2005)
7Neda Bokan (1947)
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Teorema 3.5 Cvajxtajn algebarski tenzor krivine na Lorencovom pros-
toru mora biti konstantne sekcione krivine.

Dokaz. Lorencov vektorski prostor je signature (1, n − 1), te u
ortonormiranoj bazi (E1, ..., En) postoji samo jedan vremenski vektor.
Neka je to baxE1, odnosno postavimo ε1 = −1 i ε2 = ... = εn = 1. Pret-
postavimo da je R cvajxtajn algebarski tenzor krivine i fiksirajmo
i = 1 i j > 1. Kako je R cvajxtajn va�i�e sve formule izvedene u
prethodne dve sekcije. Formula (3.14) za ε1 = −1, εj = 1 glasi

2
∑

1≤p,q≤n

A1
pqA

j
qp + 2

∑
1≤p,q≤n

A1
pqA

1
qp +

∑
1≤p,q≤n

Z1j
pqZ

1j
qp = 0,

a primenom formule (3.18) ona postaje∑
1≤p,q≤n

(
2A1

pqA
j
qp +A1

pqA
1
qp +AjpqA

j
qp + Z1j

pqZ
1j
qp

)
= 0.

Ukǉuqimo li 2A1
pqA

j
qp = (A1

pq + Ajqp)
2 − (A1

pq)
2 − (Ajqp)

2, uz simetrije
Ajqp = εpεqA

j
pq i Zijqp = εpεqZ

ij
pq koje se vide iz (3.7), to dobijamo∑

1≤p,q≤n

(
(A1

pq +Ajqp)
2 + (εpεq − 1)(A1

pq)
2 + (εpεq − 1)(Ajpq)

2 + εpεq(Z1j
pq)

2
)

= 0.

Radi lakxeg zapisa oznaqimo

W 1j
pq = (A1

pq +Ajqp)
2 + (εpεq− 1)(A1

pq)
2 + (εpεq− 1)(Ajpq)

2 + εpεq(Z1j
pq)

2, (3.22)

tako da naxa jednaqina postaje∑
1≤p,q≤n

W 1j
pq = 0. (3.23)

Iz (3.22) je oqigledno W 1j
pq = W 1j

qp , dok elementi W 1j
pq imaju poseban

znaqaj za indekse 1 i j. Iz (3.7) va�i

A1
1q = A1

q1 = Ajjq = Ajqj = 0,

(Z1j
1q )2 = (Rq1j1 +Rqj11)2 = (−Rq11j)2 = (A1

jq)
2,

(Z1j
jq )2 = (Rq1jj +Rqj1j)2 = (−Rqjj1)2 = (Aj1q)

2.
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Za q > 1 je W 1j
1q = −(Aj1q)

2 − (Z1j
1q )2 i W 1j

jq = (A1
jq)

2 + (Z1j
jq )2, te otuda

W 1j
1q +W 1j

jq = −(Aj1q)
2 − (Z1j

1q )2 + (A1
jq)

2 + (Z1j
jq )2 = 0.

Posebno je W 1j
11 = (Aj11)2, W 1j

1j = W 1j
j1 = −(Z1j

1j )2, W 1j
jj = (A1

jj)
2, te

W 1j
11 +W 1j

1j +W 1j
j1 +W 1j

jj = (Aj11)2 − 2(Z1j
1j )2 + (A1

jj)
2 = 0.

Prethodni raquni dozvoǉavaju da iz sume (3.23) iskǉuqimo vrednosti
1 i j kao mogu�nosti za p i q, te je tako∑

p,q 6∈{1,j}

W 1j
pq = 0.

Za p, q 6∈ {1, j} je εp = εq = 1 i po (3.22) W 1j
pq je suma kvadrata

W 1j
pq = (A1

pq +Ajqp)
2 + (Z1j

pq)
2.

Suma kvadrata realnih brojeva je nula samo ako su svi sabirci jed-
naki nuli, odakle za p, q 6∈ {1, j} va�i A1

pq +Ajqp = 0 i Z1j
pq = 0, odnosno

Rq11p +Rqjjp = 0, Rq1jp +Rqj1p = 0.

Specijalno za p = q 6∈ {1, j} imamo Rp11p +Rpjjp = 0, xto daje

εpεjRpjjp = εpε1Rp11p.

Sekcione krivine su κ(Eu, Ev) = εuεvRuvvu, te prethodna jednaqina
govori da je κ(Ep, Ej) = κ(Ep, E1). Ako obele�imo κ = κ(E1, E2) imamo
κ(Eu, Ev) = κ(Eu, E1) = κ(Eu, E2) = κ(E1, E2) = κ za u 6∈ {1, 2, v}, te i

κ(Eu, Ev) = κ , za u 6= v.

Sekcione krivine na koordinatnim 2-ravnima su jednake, a kako to
va�i za proizvoǉnu ortonormiranu bazu lako je proxiriti jednakost
na sve 2-ravni i konaqno R je konstantne sekcione krivine. �
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3.5 Koeficijent uz αβ
Kao u prethodnoj sekciji uze�emo ortonormiranu bazu (E1, ..., En)

i fiksirati indekse sa i = 1 i j > 1. Ovoga puta vratimo se na
jednaqinu (3.5)

JX = εXε1J1 + 2αβJ1j + β2(Jj − ε1εjJ1)

i pretpostavimo da je R Osermanov, odnosno k-xtajn za svako k. U
Sekciji 3.1 posmatrali smo slobodan qlan u razvoju Tr(JXk), ali
mo�emo izjednaqiti i ostale koeficijente, xto je osnovna ideja za
nove rezultate. Radi jednostavnijeg zapisa uvodimo oznaku P [p] � Q[q]

za sumu svih mogu�ih proizvoda u kojima se P pojavǉuje p puta, a Q
pojavǉuje q puta, xto �e re�i

(
p+q
p

)
sabiraka. Najjednostavniji sluqaj

je koeficijent uz αβ u razvoju Tr(JXk) koji mora biti nula, xto se
mo�e zapisati sa

0 = Tr
(

(εXε1J1)[k−1] � (2J1j)[1]
)

= 2(εXε1)k−1Tr(J1
[k−1] � J1j

[1]),

odnosno
Tr(J1

[k−1] � J1j
[1]) = 0.

Kako je Tr(P + Q) = Tr(Q + P ) to redosled sabiraǌa nije bitan, dok
nam Tr(PQ) = Tr(QP ) daje Tr(J p1 J1jJ q1 ) = Tr(J q1 J

p
1 J1j) = Tr(J p+q1 J1j),

xto olakxava daǉi raqun

0 = Tr(J1
[k−1] � J1j

[1]) =
∑

p+q=k−1

Tr(J p1 J1jJ q1 )

=
∑

p+q=k−1

Tr(J p+q1 J1j) = kTr(J k−1
1 J1j).

Dobijeno Tr(J k−1
1 J1j) = 0 mo�emo po (3.7) prevesti na jezik matrica

0 = Tr(J k−1
1 J1j) =

1
2

∑
p1,...,pk

A1
p1p2A

1
p2p3 · · ·A

1
pk−1pk

Z1j
pkp1

. (3.24)

U opxtem sluqaju raqun poqiǌe da se priliqno komplikuje, te
�emo u daǉem tekstu ove glave pretpostaviti da je R dijagonalan.
Tada postoji ortonormirana baza za V u kojoj Jakobijev operator J1

ima dijagonalnu matricu i neka je (E1, E2, ..., En) upravo ta baza. Za
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1 ≤ p 6= q ≤ n ima�emo A1
pq = 0 i A1

pp = µp i zato u (3.24) vredi
posmatrati samo sluqaj p1 = p2 = ... = pk xto daje∑

p

µk−1
p Z1j

pp = 0.

Jednake sopstvene vrednosti mo�emo grupisati sa Λa = {p | µp = a},
gde je Λa skup svih indeksa p za koje je µp = a. Prethodna jednaqina
postaje ∑

a

ak−1
∑
p∈Λa

Z1j
pp = 0,

gde se sumiraǌe vrxi po razliqitim sopstvenim vrednostima opera-
tora J1. Uvedemo li oznaku

Wa =
∑
p∈Λa

Z1j
pp,

dobijamo sistem jednaqina, jer za svako k ≥ 1 imamo novu jednaqinu∑
a

ak−1Wa = 0.

Ako je m broj razliqitih sopstvenih vrednosti a1, ..., am operatora
J1, mo�emo uzeti prvih m jednaqina (za 1 ≤ k ≤ m) i sistem se mo�e
zapisati u matriqnom obliku na slede�i naqin

1 1 · · · 1
a1 a2 · · · am
a2

1 a2
2 · · · a2

m
...

...
. . .

...
am−1

1 am−1
2 · · · am−1

m




Wa1

Wa2

Wa3

...
Wam

 = 0.

Determinanta ∆ matrice ovog sistema je poznata Vandermondova8 de-
terminanta generisana razliqitim elementima a1, ..., am, te za ǌu va�i

∆ =
∏

1≤u<v≤m

(av − au),

8Alexandre-Théophile Vandermonde (1735–1796)
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odakle je ∆ 6= 0 i sistem mora imati jedinstveno rexeǌe. Sistem
je homogen i to jedinstveno rexeǌe mora biti trivijalno, odakle za
svako a va�i Wa = 0 i konaqno∑

p∈Λa

Z1j
pp = 0. (3.25)

Ovaj rezultat mo�emo zabele�iti imaju�i u vidu da po (3.7) va�i
Z1j
pp = εp(Rp1jp +Rpj1p) = 2εpRp1jp.

Teorema 3.6 Ako je R dijagonalan Osermanov algebarski tenzor krivine
tada za svaku sopstvenu vrednost a Jakobijevog operatora J1 i j > 1
va�i ∑

p∈Λa

εpRp1jp = 0

u ortonormiranoj bazi u kojoj J1 ima dijagonalnu matricu.

3.6 Koeficijent uz β2

Sliqno prethodnoj sekciji koeficijent, ovoga puta uz β2, u razvoju
Tr(J kX) jednaqine (3.5) mora biti nula. Vrednost β2 se regularno
javǉa u proizvodima u kojima jednom uzimamo β2(Jj − ε1εjJ1), dok su
preostali faktori εXε1J1. Me�utim, β2 se mo�e javiti i u sluqaju da
uzmemo dva faktora 2αβJ1j, ali dobijeno 4α2β2J 2

1j moramo zameniti
po (3.4) sa 4εXε1β

2J 2
1j − 4ε1εjβ

4J 2
1j, gde samo prvi sabirak ima uticaj

na koeficijent uz β2. Zato je

Tr
(

(εXε1J1)[k−1] � (Jj − ε1εjJ1)[1] + 4εXε1

(
(εXε1J1)[k−2] � J1j

[2]
))

= 0,

xto nakon deǉeǌa sa (εXε1)k−1 postaje

Tr
(
J1

[k−1] � (Jj − ε1εjJ1)[1]
)

+ 4Tr
(
J1

[k−2] � J1j
[2]
)

= 0. (3.26)

Napomenimo da sve raqune radimo uz pretpostavku da je R dijago-
nalan Osermanov algebarski tenzor krivine. Pri tome smo zadr�ali
sve oznake iz prethodne sekcije i (E1, ..., En) je ortonormirana baza u
kojoj J1 ima dijagonalnu matricu. Ovoga puta na raspolagaǌu nam
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je jednaqina (3.26) od koje oqekujemo nove rezultate. Levi sabirak
raqunamo kao ranije

Tr
(
J1

[k−1] � (Jj − ε1εjJ1)[1]
)

= kTr
(
J k−1

1 (Jj − ε1εjJ1)
)

= k
∑
p

µk−1
p (Ajpp − ε1εjµp),

odakle imamo

Tr
(
J1

[k−1] � (Jj − ε1εjJ1)[1]
)

= k
∑
a

ak−1

∑
p∈Λa

Ajpp − ε1εj |Λa|a

 , (3.27)

gde je |Λa| broj razliqitih p za koje je µp = a. Desni sabirak je
na�alost dosta komplikovaniji

Tr
(
J1

[k−2] � J1j
[2]
)

=
∑

s+t+u=k−2

Tr(J s1 J1jJ t1J1jJ u1 ).

Kako je

k
∑

s+t=k−2

Tr(J s1 J1jJ t1J1j)

=
∑

s+t=k−2

(s+ 1)Tr(J s1 J1jJ t1J1j) +
∑

s+t=k−2

(t+ 1)Tr(J s1 J1jJ t1J1j)

=
∑

s1+s2+t=k−2

Tr(J s11 J1jJ t1J1jJ s21 ) +
∑

s+t1+t2=k−2

Tr(J t11 J1jJ s1 J1jJ t21 )

= 2
∑

s+t+u=k−2

Tr(J s1 J1jJ t1J1jJ u1 ),

raqun mo�emo uprostiti

Tr
(
J1

[k−2] � J1j
[2]
)

=
k

2

∑
s+t=k−2

Tr(J s1 J1jJ t1J1j).

Elementi matrice preslikavaǌa J s1 J1jJ t1J1j su

[J s1 J1jJ t1J1j ]xy =
∑
q

[J s1 J1j ]xq[J t1J1j ]qy =
∑
q

µsx
1
2
Z1j
xqµ

t
q

1
2
Z1j
qy ,
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odakle dobijamo trag

Tr(J s1 J1jJ t1J1j) =
1
4

∑
p,q

µspµ
t
qZ

1j
pqZ

1j
qp ,

te je zato

4Tr
(
J1

[k−2] � J1j
[2]
)

=
k

2

∑
s+t=k−2

∑
p,q

µspµ
t
qZ

1j
pqZ

1j
qp

=
k

2

∑
p,q

Z1j
pqZ

1j
qp

∑
s+t=k−2

µspµ
t
q.

Za raqun sume
∑
s+t=k−2 µ

s
pµ

t
q potrebno je diskutovati sluqajeve. Uko-

liko je µp = µq, ta suma je oqigledno (k− 1)µk−2
p , dok za µp 6= µq imamo∑

s+t=k−2

µspµ
t
q =

µk−1
p − µk−1

q

µp − µq
=

µk−1
p

µp − µq
+

µk−1
q

µq − µp
.

Ako objedinimo zapa�aǌa za 4Tr
(
J1

[k−2] � J1j
[2]
)
dobijamo

k

2

∑
p,q,µp 6=µq

Z1j
pqZ

1j
qp

(
µk−1
p

µp − µq
+

µk−1
q

µq − µp

)
+
k

2

∑
p,q,µp=µq

Z1j
pqZ

1j
qp(k − 1)µk−2

p ,

xto nakon sre�ivaǌa uz pomo� simetrije po p i q postaje

k
∑

p,q,µp 6=µq

µk−1
p

µp − µq
Z1j
pqZ

1j
qp +

k(k − 1)
2

∑
p,q,µp=µq

µk−2
p Z1j

pqZ
1j
qp ,

i konaqno posle grupisaǌa sopstvenih vrednosti

k
∑

a,b,a6=b

ak−1

a− b
∑

p∈Λa,q∈Λb

Z1j
pqZ

1j
qp +

k(k − 1)
2

∑
a

ak−2
∑

p,q∈Λa

Z1j
pqZ

1j
qp .

Ovaj rezultat i (3.27) vra�amo u jednaqinu (3.26)

k
∑
a

ak−1

∑
p∈Λa

Ajpp − ε1εj |Λa|a

+ k
∑

a,b,a6=b

ak−1

a− b
∑

p∈Λa,q∈Λb

Z1j
pqZ

1j
qp

+
k(k − 1)

2

∑
a

ak−2
∑

p,q∈Λa

Z1j
pqZ

1j
qp = 0.
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Ukoliko definixemo Wa i Wab sa

Wa =
∑
p∈Λa

Ajpp − ε1εj |Λa|a, Wab =
∑

p∈Λa,q∈Λb

Z1j
pqZ

1j
qp

i prethodnu jednaqinu podelimo sa k dobijamo∑
a

ak−1Wa +
∑

a,b,a6=b

ak−1

a− b
Wab +

k − 1
2

∑
a

ak−2Waa = 0,

odakle je

∑
a

ak−1

Wa +
∑
b6=a

Wab

a− b

+
∑
a

(k − 1)ak−2Waa

2
= 0.

Uz nove oznake
Ya = Wa +

∑
b 6=a

Wab

a− b
, Za =

Waa

2

dolazimo do sistema jednaqina∑
a

ak−1Ya +
∑
a

(k − 1)ak−2Za = 0,

gde se suma vrxi po razliqitim sopstvenim vrednostima a Jakobijevog
operatora J1. Sistem od prvih 2m jednaqina (za 1 ≤ k ≤ 2m), gde
su a1, ..., am sve razliqite sopstvene vrednosti operatora J1, mo�e se
zapisati u matriqnom obliku. Nula kolona �e biti jednaka slede�em
proizvodu matrica.

1 · · · 1 0 · · · 0
a1 · · · am 1 · · · 1
a2

1 · · · a2
m 2a1 · · · 2am

a3
1 · · · a3

m 3a2
1 · · · 3a2

m
...

. . .
...

...
. . .

...
a2m−1

1 · · · a2m−1
m (2m− 1)a2m−2

1 · · · (2m− 1)a2m−2
m





Ya1

...
Yam
Za1

...
Zam


Determinanta ∆ matrice ovog sistema dobija se iz Vandermondove
determinante V (a1, ..., am, b1, ..., bm) sa

∆ =
∂mV (a1, . . . , am, b1, . . . , bm)

∂b1∂b2 · · · ∂bm

∣∣∣∣ bt = at, 1 ≤ t ≤ m,
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jer je m+ t kolona zapravo izvod t kolone. Sa druge strane imamo da
je Vandermondova determinanta V (a1, . . . , am, b1, . . . , bm) jednaka∏

u

(bu − au)
∏
u<v

(av − au)
∏
u<v

(bv − bu)
∏
u<v

(bv − au)
∏
u<v

(bu − av).

Ukoliko primenimo
∂V

∂bt

∣∣∣∣ bt = at dobijamo sumu u kojoj �ivi samo sabi-

rak u kome se diferencira (bt − at), jer se nakon zamene bt = at ostali
sabirci ponixtavaju. Kada ovo svojstvo primenimo za svako 1 ≤ t ≤ m
dobijamo

∆ =
∏
u<v

(av − au)
∏
u<v

(av − au)
∏
u<v

(av − au)
∏
u<v

(au − av).

Iz prethodnog dobijamo ∆ 6= 0, xtavixe ∆ = (−1)
n(n−1)

2 (V (a1, ..., an))4.
Homogen sistem jednaqina zato ima samo trivijalno rexeǌe Ya = 0 i
Za = 0, za svako a. Kako Za = 0 daje Waa = 0, to konaqno dobijamo
formulu ∑

p,q∈Λa

Z1j
pqZ

1j
qp = 0. (3.28)

Kako je Z1j
pqZ

1j
qp = εp(Rq1jp +Rqj1p)εq(Rp1jq +Rpj1q) = εpεq(Rp1jq +Rpj1q)2,

to dobijamo zavrxnu teoremu.

Teorema 3.7 Ako je R dijagonalan Osermanov algebarski tenzor krivine
tada za svaku sopstvenu vrednost a Jakobijevog operatora J1 i j > 1
va�i ∑

p,q∈Λa

εpεq(Rq1jp +Rqj1p)2 = 0

u ortonormiranoj bazi u kojoj J1 ima dijagonalnu matricu.

Za kraj sekcije napomenimo da je dokaz Teoreme 3.7 baziran na
argumentima koje je izneo Raki�[27]. Naravno ugra�ene su i odre�ene
modifikacije da bi uspexno pokrili pseudo-Rimanov sluqaj.



GLAVA 4

PRINCIP DUALNOSTI

Motivisan rezultatima zajedniqkog rada sa Sarnakom1, Oserman
je postavio centralno pitaǌe u teoriji Osermanovih mnogostrukosti
poznato kao Osermanova hipoteza. Prvi fragmenti principa dual-
nosti, koji znaqajno uprox�avaju raqun, javili su se u rezultatima
koje je dao Qi2 prilikom rexavaǌa hipoteze. Princip dualnosti
prvi je formulisao Raki�3 u nadi da �e biti korisna alatka u re-
xavaǌu Osermanove hipoteze. On je dokazao da princip dualnosti
va�i u Rimanovom sluqaju, a Nikolajevski4 je koriste�i upravo taj
rezultat napravio najve�i proboj u rexavaǌu hipoteze. Ova glava je
inspirisana time i qitava predstavǉa originalne rezultate autora
ovih redova. U Sekciji 4.1 dajemo definiciju principa dualnosti za
pseudo-Rimanov algebarski tenzor krivine. Sekcija 4.2 donosi mak-
simalno uopxteǌe, odnosno pojam jake dualnosti, te dokazujemo da
su u dijagonalnom sluqaju princip dualnosti i jaka dualnost ekvi-
valentni pojmovi. U Sekciji 4.3 koristimo raqune iz Glave 3 da
bi dokazali da princip dualnosti za dijagonalan Osermanov tenzor
krivine va�i ako ne postoji izotropan sopstveni vektor Jakobijevog

1Peter Clive Sarnak (1953)
2Quo-Shin Chi
3Zoran Rakić (1964)
4Yuri Nikolayevsky
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operatora. Posebno, princip dualnosti va�i za Rimanov Osermanov
tenzor krivine. Sekcija 4.4 odre�uje eksplicitnu formulu za alge-
barski tenzor sa konstantnom sekcionom krivinom, a zatim dokazujemo
da za ǌega va�i princip jake dualnosti. Za kraj sekcije dokazujemo
znamenitu Xurovu 5 teoremu o konstantnoj sekcionoj krivini. U Sek-
ciji 4.5 dokazujemo da princip jake dualnosti va�i za qetvorodimen-
zion Osermanov tenzor krivine.

4.1 Uvod i definicija
Poznato je da za Rimanove mnogostrukosti (M, g) koje su ravne ili

lokalno simetriqne ranga jedan va�i da lokalne izometrije od (M, g)
deluju tranzitivno na jediniqnom raslojeǌu S(M), te su samim tim
sopstvene vrednosti Jakobijevog operatora konstantne na S(M) i mno-
gostrukost je Osermanova. Motivisan rezultatima zajedniqkog rada
sa Sarnakom [25], Oserman [24] se upitao da li va�i obrat. Tako je
nastao centralni problem u teoriji Osermanovih mnogostrukosti poz-
nat pod imenom Osermanova hipoteza. Moraju li Rimanove Oserma-
nove mnogostrukosti biti ravne ili lokalno simetriqne ranga jedan?
Prilikom rexavaǌa pojedinih sluqajeva ovog veoma texkog problema
prirodno se pojavila implikacija

JX(Y ) = λY ⇒ JY (X) = λX, (4.1)

koja, ukoliko va�i, u znatnoj meri olakxava raqun. Prve rezultate
u ovoj oblasti dao je Qi [13], koji je dokazao hipotezu u sluqajevima
dimenzije n 6= 4k, k > 1. On je u svom radu koristio ne tako texko
tvr�eǌe da implikacija (4.1) va�i ukoliko je λ ekstremna (mini-
malna ili maksimalna) sopstvena vrednost Jakobijevog operatora. U
nadi da ispravnost formule (4.1) za svaku vrednost λ mo�e doprineti
dubǉem razumevaǌu Osermanove hipoteze, Raki� [26, 27] je prvi for-
mulisao princip dualnosti i dokazao ga u Rimanovom sluqaju. Dru-
gaqiji dokaz, kasnije je predlo�io Gilki [16], a ispostavilo se da
je princip dualnosti zaista koristan alat u rexavaǌu Osermanove
hipoteze. Naime, najve�i proboj u ovoj oblasti napravio je Nikola-
jevski [21, 22, 23] koji je koriste�i upravo princip dualnosti [22]
uspeo da poka�e vaǉanost Osermanove hipoteze za sve dimenzije osim
nekih mogu�nosti u dimenziji n = 16.

5Friedrich Heinrich Schur (1856–1932)
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Varijanta Osermanove hipoteze u pseudo-Rimanovom sluqaju tako�e
je zaokupila pa�ǌu. U Lorencovom sluqaju po Teoremi 3.5 Oser-
manova mnogostrukost (samim tim cvajxtajn) mora biti konstantne
sekcione krivine i problem je jednostavan, xto �emo videti u Sek-
ciji 3.4. Posmatraǌe Osermanovih mnogostrukosti u signaturi (2, 2)
bila je veoma qesta pojava, gde treba napomenuti rezultate koje su
dobili Bla�i�, Bokan i Raki� [8], a koji se baziraju na diskusiji po
mogu�im �ordanovim formama Jakobijevog operatora. Naxa ideja je
priliqno jasna, �elimo da ispitamo ispravnost principa dualnosti u
pseudo-Rimanovom sluqaju, xto bi mo�da dovelo do boǉeg razumevaǌa
Osermanovih mnogostrukosti i znaqajno olakxalo pojedine raqune.

Originalni Raki�ev [26, 27] princip dualnosti definisan je for-
mulom (4.1) za me�usobno ortogonalne jediniqne X i Y . Raki� [26]
je dao nagovextaj principa dualnosti u pseudo-Rimanovom sluqaju
preko iste formule, ali samo za istorodne X i Y , xto ne opisuje do-
voǉno dobro realnu sliku. To je razlog xto je autor ovih redova [1]
postavio definiciju na slede�i naqin.

Definicija 4.1 Neka je R algebarski tenzor krivine na vektorskom
prostoru V. Ka�emo da princip dualnosti va�i za vrednost λ ako
za sve me�usobno ortogonalne jediniqne X i Y iz V va�i

JX(Y ) = εXλY ⇒ JY (X) = εY λX. (4.2)

Ukoliko princip dualnosti va�i za sve vrednosti λ ka�emo da prin-
cip dualnosti va�i za R.

4.2 Princip jake dualnosti
Ovako postavǉena Definicija 4.1 oqigledno je uopxteǌe prin-

cipa dualnosti sa Rimanovog na pseudo-Rimanov sluqaj. Va�no je
napomenuti da u samoj definiciji nije neophodno zahtevati da X i
Y budu jediniqni, ve� je sasvim dovoǉno da budu definitni. Naime,
definitni X i Y se bezbolno po formulu (4.2) mogu skalirati do
jediniqnih

X0 =
X√
|εX |

, Y0 =
Y√
|εY |

,

pri qemu je JX0(Y0) = εX0λY0 ⇒ JY0(X0) = εY0λX0 ekvivalentno naxoj
formuli, dok se znakovi normi sla�u sa poznatim primerima.
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Prethodni rezultati navode nas da se upitamo koji su optimalni
uslovi za vektore X i Y iz formule (4.2) Definicije 4.1. Za izotropno
X ose�amo velike texko�e, jer pretpostavka postaje JX(Y ) = 0 i ne
zavisi od λ, dok se λ pita u sluqaju da je Y definitno. Uostalom,
sluqaj εX = 0 pada ve� u dimenziji 4 na konkretnoj mnogostrukosti
koju smo konstruisali u Sekciji 1.5. Za �ordan-Osermanovu mno-
gostrukost iz Primera 1.5 iz formula (1.33) imamo da je JE3(E1) = 0,
a tako�e i JE1(E3) = − 1

2
∂f1
∂x2

E4 = − 1
2E4. Za X = E3 i Y = E1 formula

(4.2) oqigledno ne prolazi ni u jednoj taqki. Me�utim, za sada nema
vidǉivih razloga za preostala ograniqeǌa, xto je dobar razlog za
uvo�eǌe principa jake dualnosti [3].

Definicija 4.2 Neka je R algebarski tenzor krivine na vektorskom
prostoru V. Ka�emo da za vrednost λ va�i jaka dualnost ako za sve X
i Y iz V va�i

JX(Y ) = εXλY ⇒ JY (X) = εY λX,

sa jedinim ograniqeǌem εX 6= 0. Ukoliko jaka dualnost va�i za sve
vrednosti λ ka�emo da jaka dualnost va�i za R.

Naredna tvr�eǌa povezuju princip dualnosti i jake dualnosti, a
prate argumente postavǉene u [1, 5]. Me�usobna ortogonalnost vek-
tora X i Y se lako eliminixe.

Lema 4.1 Ako formula (4.2) va�i za vrednost λ za me�usobno ortogo-
nalne X i Y sa εX 6= 0, onda ona va�i uz jedinu pretpostavku εX 6= 0.

Dokaz. Pretpostavimo da je JX(Y ) = εXλY za εX 6= 0 uz g(X,Y ) 6= 0.
Mo�emo razlo�iti Y = αX+Z, gde je g(Z,X) = 0, dok uslov g(X,Y ) 6= 0
daje α 6= 0. Kako je slika od JX ortogonalna na X imamo

0 = g(JX(αX + Z), X) = g(εXλ(αX + Z), X) = g(εXλαX,X) = ε2
Xαλ,

xto zbog εX 6= 0 i α 6= 0 povlaqi λ = 0. Kako je JX(X) = 0 imamo
JX(Z) = JX(αX +Z) = εXλ(αX +Z) = 0. Dobijeno JX(Z) = 0 uz uslove
g(X,Z) = 0 i εX 6= 0 po pretpostavci leme daje JZ(X) = 0 i imamo

JY (X) = JαX+Z(X) = αR(X,Z)X +R(X,Z)Z = −αJX(Z) + JZ(X) = 0,

xto dokazuje JY (X) = 0 = εY λX. �

Po Lemi 4.1, od principa dualnosti do jake dualnosti deli nas
samo omogu�avaǌe izotropnosti za vektor Y . To nije problem u sluqaju
dijagonalnog R, xto se vidi iz naredne teoreme.
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Teorema 4.1 Ako je R dijagonalan algebarski tenzor krivine onda su
princip dualnosti i jaka dualnost (za vrednost λ) ekvivalentni poj-
movi.

Dokaz. Neka je Y 6= 0 izotropan sopstveni vektor operatora JX za
sopstvenu vrednost εXλ koji je ortogonalan na definitan X, odnosno
va�i JX(Y ) = εXλY , g(X,Y ) = 0 i εY = 0. Dijagonalnost tenzora
krivine daje nedegenerisan sopstveni potprostor Ker(J̃X−εXλId) koji
sadr�i Y . Po Lemi 2.2 postoji rastavǉaǌe Y = S + T sa S, T ∈
Ker(J̃X −εXλId) i εS = −εT > 0, odakle je g(S, T ) = g(S,X) = g(T,X) = 0
sa

JX(S) = εXλS, JX(T ) = εXλT, Y = S + T.

Kako je εS+θT = εS + θ2εT = (1 − θ2)εS, to su za θ2 6= 1 vektori S + θT ,
S i T definitni, ortogonalni na X, sopstveni vektori operatora JX
za sopstvenu vrednost εXλ i ako va�i princip dualnosti imamo

JS+θT (X) = εS+θTλX, JS(X) = εSλX, JT (X) = εTλX.

Nakon zamene u standardan raqun

JS+θT (X) = JS(X) + θ2JT (X) + 2θJ (S, T )X, (4.3)

dobijamo εS+θTλX = εSλX + θ2εTλX + 2θJ (S, T )X. Za θ 6∈ {−1, 0, 1} je
J (S, T )X = 0 i jednaqina (4.3) postaje JS+θT (X) = JS(X) + θ2JT (X).
Posebno za θ = 1 imamo

JY (X) = JS+T (X) = JS(X) + JT (X) = εSλX + εTλX = 0 = εY λX,

xto dokazuje formulu (4.2) za X ⊥ Y i εX 6= 0. Dokaz zavrxava Lema
4.1 koja eliminixe uslov X ⊥ Y . �

4.3 Dijagonalan Osermanov
Osnovna ideja ove sekcije je prevesti uslov dualnosti (4.2) na

koordinatne komponente tenzore krivine, a zatim iskoristiti neki
od ve� uspostavǉenih raquna iz Glave 3. Sve rezultate u ovoj sek-
ciji dajemo uz uslov da je R dijagonalan algebarski tenzor krivine,
a zadr�a�emo i prethodne oznake.
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Teorema 4.2 Neka je R dijagonalan algebarski tenzor krivine na vek-
torskom prostoru V. Tada princip dualnosti va�i za vrednost λ ako
i samo ako za svako u ∈ Λε1λ i j > 1 va�i R1uuj = 0 u svakoj ortonormi-
ranoj bazi u kojoj J1 ima dijagonalnu matricu.

Dokaz. Neka je R dijagonalan algebarski tenzor krivine na vek-
torskom prostoru V i neka je (E1, E2, ..., En) ortonormirana baza za V,
takva da u ǌoj operator J1 ima dijagonalnu matricu. Za u ∈ Λε1λ =
{t | µt = ε1λ} je Eu sopstveni vektor operatora J1 koji odgovara vred-
nosti ε1λ, odnosno va�i J1(Eu) = ε1λEu.

Ako princip dualnosti va�i za vrednost λ, onda za u ∈ Λε1λ va�i
Ju(E1) = εuλE1, i za j > 1 je R1uuj = g(Ju(E1), Ej) = g(εuλE1, Ej) = 0.

Doka�imo obrat, te pretpostavimo da je JX(Y ) = εXλY za jediniqne
me�usobno ortogonalne X i Y . Postavimo E1 = X i E2 = Y , te ih
dopunimo do ortonormirane baze (E1, E2, ..., En) za V u kojoj J1 ima
dijagonalnu matricu. Sada je

J2(E1) =
∑

1≤j≤n

εjR122jEj = ε1R1221E1 = ε1g(J1(E2), E2)E1

= ε1g(ε1λE2, E2)E1 = ε2λE1,

xto daje JY (X) = εY λY i princip dualnosti va�i. �

Mo�emo primetiti da je karakterizacija principa dualnosti iz
Teoreme 4.2 ujedno i karakterizacija principa jake dualnosti, budu�i
da na dijagonalan R mo�emo primeniti Lemu 4.1. Za kraj sekcije
poslu�i�emo se Teoremom 4.2 za interpretaciju Teorema 3.6 i 3.7,
odnosno formula (3.25) i (3.28).

Teorema 4.3 Neka je R dijagonalan Osermanov algebarski tenzor kriv-
ine, takav da karakteristiqan polinom Jakobijevog operatora JX ima
jednostruku nulu εXλ. Tada princip dualnosti va�i za vrednost λ.

Dokaz. Jednostruka nula ε1λ karakteristiqnog polinoma J1 daje jed-
noqlan skup Λε1λ = {u}. R je dijagonalan Osermanov, te po Teoremi
3.6 imamo R1uuj = Ru1ju =

∑
p∈Λε1λ

εpRp1jp = 0. Kako to va�i u svakoj
ortonormiranoj bazi u kojoj J1 ima dijagonalnu matricu, to po Teo-
remi 4.2 za vrednost λ va�i princip dualnosti. �
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Posledica 4.1 Ukoliko je R dijagonalan Osermanov algebarski tenzor
krivine sa svim razliqitim sopstvenim vrednostima Jakobijevog oper-
atora, onda za ǌega va�i princip dualnosti.

Teorema 4.4 Ako je R dijagonalan Osermanov algebarski tenzor kriv-
ine, takav da za svako jediniqno X ne postoji izotropan sopstveni
vektor od JX , tada za R va�i princip dualnosti.

Dokaz. Neka je R dijagonalan Osermanov agebarski tenzor krivine,
takav da za svako jediniqno X ne postoji izotropan sopstveni vektor
od JX . Izaberimo ortonormiranu bazu (X = E1, E2, ..., En) u kojoj JX
ima dijagonalnu matricu. Nepostojaǌe izotropnog sopstvenog vektora
znaqi da svi sopstveni potprostori operatora JX ponaosob sadr�e
samo istorodne vektore. Kako Λa generixe sopstveni potprostor za
sopstvenu vrednost a to je u naxem sluqaju εp = εq za svako p, q ∈ Λa.
R je dijagonalan Osermanov, te po Teoremi 3.7 imamo∑

p,q∈Λa

(Rqj1p +Rq1jp)2 =
∑

p,q∈Λa

εpεq(Rqj1p +Rq1jp)2 = 0.

Suma kvadrata jednaka je nuli samo ako su svi sabirci nule, te za
p, q ∈ Λa imamo Rqj1p +Rq1jp = 0 i posebno za q = p ∈ Λa va�i R1ppj = 0.
Ovo va�i za svaku sopstvenu vrednost a, te Teorema 4.2 kompletira
dokaz. �

Posledica 4.2 Za Rimanov Osermanov algebarski tenzor krivine va�i
princip dualnosti.

Dokaz. Rimanov vektorski prostor nema izotropnih vektora sem
nule, te onda naravno ni Jakobijev operator nema sopstvenih izotrop-
nih vektora i tvr�eǌe sledi iz Teoreme 4.4. �

Napomenimo da je ovu veoma va�nu Posledicu 4.2 prvi dokazao
Raki� [26, 27], a da je kasnije drugaqiji dokaz prelo�io Gilki [16].
Ovaj dokaz ovde je originalno vi�eǌe autora [1, 5] koji je uspeo
da po uzoru na Raki�ev [27] dokaz qitavu priqu sprovede u pseudo-
Rimanovom sluqaju.
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4.4 Konstantna sekciona krivina
Prostor konstantne sekcione krivine je najjednostavniji primer

Osermanove mnogostrukosti. U ovoj sekciji izuqi�emo algebarski
tenzor krivine R sa konstantnom sekcionom krivinom. Ako je ta kon-
stanta κ(σ) = κ za svaku nedegenerisanu ravan σ, tada po Definciji
1.16 za svaka dva me�usobno ortogonalna definitna X i Y imamo

R(X,Y, Y,X) = εXεY κ (4.4)

Neka su sada X, Y i Z svi me�usobno ortogonalni definitni. Tada
za neko θ 6= 0, za koje je Y + θZ definitan, imamo polarizaciju

εXεY+θZκ = R(X,Y + θZ, Y + θZ,X)

= R(X,Y, Y,X) + θ2R(X,Z,Z,X) + 2θR(X,Y, Z,X)

= εXεY κ+ θ2εXεZκ+ 2θR(X,Y, Z,X)
= εXεY+θZκ+ 2θR(X,Y, Z,X),

odakle je
R(X,Y, Z,X) = 0. (4.5)

Neka su sada X, Y , Z i W svi me�usobno ortogonalni definitni.
Tada za neko θ 6= 0, za koje je X + θW definitan, imamo polarizaciju

0 = R(X + θW, Y, Z,X + θW )

= R(X,Y, Z,X) + θ2R(W,Y,Z,W ) + θ (R(X,Y, Z,W ) +R(W,Y,Z,X))
= θ(R(X,Y, Z,W ) +R(W,Y,Z,X))

i simetrije (1.27) i (1.30) daju R(X,Y, Z,W ) = R(X,Z,W, Y ). Ponovna
primena ove jednaqine daje

R(X,Y, Z,W ) = R(X,Z,W, Y ) = R(X,W, Y, Z),

te posle primene Bjankijevog identiteta imamo

0 = R(X,Y, Z,W ) +R(X,Z,W, Y ) +R(X,W, Y, Z) = 3R(X,Y, Z,W )

i konaqno
R(X,Y, Z,W ) = 0. (4.6)

Sada je sve spremno za eksplicitnu formulu za operator krivine R.
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Lema 4.2 Ako je R algebarski tenzor krivine na V sa konstantnom sek-
cionom krivinom κ, tada je

R(X,Y )Z = κ(g(Y,Z)X − g(X,Z)Y )

za svako X, Y , Z iz V.

Dokaz. Neka je (E1, E2, ..., En) ortonormirana baza prostora V i

X =
∑
i

αiEi, Y =
∑
j

βjEj , Z =
∑
k

γkEk.

Pre�imo na konkretan raqun.

R(X,Y )Z =
∑
p

εpg(R(X,Y )Z,Ep)Ep =
∑
p,i,j,k

εpαiβjγkRijkpEp

Po izvedenim formulama (4.4), (4.5) i (4.6) vidimo da je Rijkp 6= 0
samo za {i, j} = {k, p} i i 6= j. Daǉe je

R(X,Y )Z =
∑
i 6=j

εiαiβjγjRijjiEi +
∑
i6=j

εjαiβjγiRijijEj

=
∑
i 6=j

εj(εjεiRijji)αiβjγjEi +
∑
i 6=j

εi(−εiεjRijji)αiβjγiEj

= κ
∑
j

εjβjγj
∑
i 6=j

αiEi − κ
∑
i

εiαiγi
∑
j 6=i

βjEj

= κ
∑
j

εjβjγj(X − αjEj)− κ
∑
i

εiαiγi(Y − βiEi)

= κ

∑
j

εjβjγjX −
∑
j

εjαjβjγjEj −
∑
i

εiαiγiY +
∑
i

εiαiβiγiEi


= κ

∑
j

εjβjγj

X −

(∑
i

εiαiγi

)
Y


= κ (g(Y,Z)X − g(X,Z)Y ) ,

xto dokazuje tvr�eǌe. �

Naravno za prostore konstantne sekcione krivine va�i princip
dualnosti, xtavixe on va�i i u jakom obliku, xto �emo dokazati u
slede�oj teoremi.
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Teorema 4.5 Za prostor konstantne sekcione krivine va�i princip
jake dualnosti.

Dokaz. Neka su X i Y linearno nezavisni iz V sa εX 6= 0. Lema 4.2
daje

JX(Y ) = R(Y,X)X = κ(g(X,X)Y − g(Y,X)X) = εXκY − g(Y,X)κX,

te za JX(Y ) = εXλY iz prethodnog imamo κ = λ i g(X,Y )κ = 0. Simet-
riqna veza nam daje JY (X) = εY κX − g(X,Y )κY = εY λX i princip jake
dualnosti va�i. �

Za kraj sekcije mo�emo napraviti malu ekskurziju u globalnu priqu
o mnogostrukostima i dokazati znamenitu Xurovu teoremu [28].

Teorema 4.6 Neka je sekciona krivina κ(σ) konstantna u svakoj taqki
povezane pseudo-Rimanove mnogostrukosti dimenzije n ≥ 3, tada je ta
konstanta ista u svim taqkama.

Dokaz. Po Lemi 4.2 operator krivine sa konstantnom sekcionom
krivinom κ je oblika R(X,Y )Z = κ(g(Y,Z)X − g(X,Z)Y ), me�utim za
κ = 1 imamo specijalan sluqaj R0(X,Y )Z = g(Y, Z)X − g(X,Z)Y iz
Primera 1.1. Odatle je R = κR0, xto �e va�iti i za ǌihove tenzore
krivine R = κR0. Nakon pravolinijskog raquna dobijamo

(∇VR0)(X,Y, Z,W ) = ∇V (g(Y,Z)g(X,W )− g(X,Z)g(Y,W ))
− (g(Y,Z)g(∇X ,W )− g(∇X , Z)g(Y,W ))
− (g(∇Y , Z)g(X,W )− g(X,Z)g(∇Y ,W ))
− (g(Y,∇Z)g(X,W )− g(X,∇Z)g(Y,W ))
− (g(Y,Z)g(X,∇W )− g(X,Z)g(Y,∇W )) = 0,

xto daje ∇VR0 = 0 i R0 je paralelno tenzorsko poǉe. Zato je

∇VR = ∇V κ ·R0 + κ∇VR0 = ∇V κ ·R0,

te mo�emo raspisati

(∇VR)(X,Y, Z,W ) = V (κ)(g(Y, Z)g(X,W )− g(X,Z)g(Y,W )),
(∇XR)(Y, V, Z,W ) = X(κ)(g(V,Z)g(Y,W )− g(Y, Z)g(V,W )),
(∇YR)(V,X,Z,W ) = Y (κ)(g(X,Z)g(V,W )− g(V,Z)g(X,W )).
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Ako saberemo ove jednaqine, zbir na levoj strani bi�e nula po for-
muli (1.18) i dobijamo

0 = (V (κ)g(Y, Z)− Y (κ)g(V,Z))g(X,W )
+ (X(κ)g(V,Z)− V (κ)g(X,Z))g(Y,W )
+ (Y (κ)g(X,Z)−X(κ)g(Y,Z))g(V,W ).

Po pretpostavci n ≥ 3, te postoji tri me�usobno ortogonalna definitna
vektora, recimo X, Y i Z. Postavimo li Z = X naxa formula daje

0 = εXY (κ)g(V,W )− εXV (κ)g(Y,W ),

odakle za W = Y dobijamo V (κ) = 0, dok za W = V imamo Y (κ) = 0.
Sliqno zamenom Z = Y i W = V dobijamo i preostalo X(κ) = 0. Kako
bar jedan od vektora X, Y , V mo�emo birati proizvoǉno, to za svako
X va�i X(κ) = 0 i κ je lokalno konstantna. Mnogostrukost je povezana
odakle sledi globalna konstantnost xto kompletira dokaz. �

4.5 Qetvorodimenzioni Osermanov
Rexavaǌe pitaǌa principa dualnosti za Osermanov algebarski

tenzor krivine ispostavǉa se kao jako te�ak posao. Autoru ovih re-
dova i daǉe nije poznato da li postoji Osermanov algebarski tenzor
krivine za koji ne va�i princip dualnosti, a pozitivan odgovor smo
u staǌu da damo u nekim jednostavnijim sluqajevima. Olakxavaju�i
uslov mo�e biti mala dimenzija za V, gde naxe Ajnxtajn i cvajxtajn
formule dolaze do izra�aja. Sluqaj dimenzije maǌe od 4 se lako
rexava, jer tada Ajnxtajn tenzor krivine mora biti konstantne sek-
cione krivine, xto se vidi iz formule (3.11). Po Teoremi 4.5 za
prostore konstantne sekcione krivine va�i princip jake dualnosti,
te zato prvi netrivijalan sluqaj sre�emo u dimenziji n = 4.

Napomenimo da je qitava ova sekcija bazirana na originalnom
radu autora [3], koji priliqno poboǉxava prethodne raqune [1, 5].
Neka je R qetvorodimenzioni cvajxtajn algebarski tenzor krivine, a
(E1, E2, E3, E4) proizvoǉna ortonormirana baza prostora V. Po Teo-
remi 3.4 va�e Ajnxtajn formule (3.11) i (3.12), kao i cvajxtajn for-
mule (3.19), (3.20) i (3.21). One �e nam omogu�iti da uoqimo veze
izme�u koordinatnih komponenti tenzora krivine za qetvorodimen-
zioni sluqaj.
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Formula (3.11)
∑

1≤p≤4 εiεpRpiip = C1, za 1 ≤ i ≤ 4 daje qetiri
jednaqine

ε1ε2R2112 + ε1ε3R3113 + ε1ε4R4114 = C1,

ε2ε1R1221 + ε2ε3R3223 + ε2ε4R4224 = C1,

ε3ε1R1331 + ε3ε2R2332 + ε3ε4R4334 = C1,

ε4ε1R1441 + ε4ε2R2442 + ε4ε3R3443 = C1,

iz kojih je

ε2ε3R3223 + ε2ε4R4224 = ε1ε3R3113 + ε1ε4R4114,

ε2ε3R2332 + ε3ε4R4334 = ε1ε2R2112 + ε1ε4R4114,

ε2ε4R2442 + ε3ε4R3443 = ε1ε2R2112 + ε1ε3R3113,

i posle rexavaǌa sistema

ε2ε3R3223 = ε1ε4R4114,

ε2ε4R4224 = ε1ε3R3113, (4.7)
ε3ε4R4334 = ε1ε2R2112.

Formula (3.12)
∑

1≤p≤4 εpRpijp = 0, za 1 ≤ i 6= j ≤ 4 daje xest jed-
naqina

ε1R1231 + ε4R4234 = 0, ε1R1241 + ε3R3243 = 0, ε1R1341 + ε2R2342 = 0,
ε3R3123 + ε4R4124 = 0, ε2R2132 + ε4R4134 = 0, ε2R2142 + ε3R3143 = 0,

iz kojih je

R2443 = −ε1ε4R2113, R1442 = −ε3ε4R1332,

R2334 = −ε1ε3R2114, R1443 = −ε2ε4R1223, (4.8)
R3224 = −ε1ε2R3114, R1334 = −ε2ε3R1224.

Formula (3.19)
∑

1≤p,q≤4 εpεqR
2
piiq = C2 za 1 ≤ i ≤ 4 daje qetiri

jednaqine.

R2
2112 +R2

3113 +R2
4114 + 2ε2ε3R

2
2113 + 2ε2ε4R

2
2114 + 2ε3ε4R

2
3114 = C2,

R2
1221 +R2

3223 +R2
4224 + 2ε1ε3R

2
1223 + 2ε1ε4R

2
1224 + 2ε3ε4R

2
3224 = C2,

R2
1331 +R2

2332 +R2
4334 + 2ε1ε2R

2
1332 + 2ε1ε4R

2
1334 + 2ε2ε4R

2
2334 = C2,

R2
1441 +R2

2442 +R2
3443 + 2ε1ε2R

2
1442 + 2ε1ε3R

2
1443 + 2ε2ε3R

2
2443 = C2.
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Ako u ǌih ukǉuqimo (4.7) dobijamo

ε2ε3R
2
2113 + ε2ε4R

2
2114 + ε3ε4R

2
3114 = ε1ε3R

2
1223 + ε1ε4R

2
1224 + ε3ε4R

2
3224

= ε1ε2R
2
1332 + ε1ε4R

2
1334 + ε2ε4R

2
2334

= ε1ε2R
2
1442 + ε1ε3R

2
1443 + ε2ε3R

2
2443

xto posle primene (4.8) postaje

ε2ε3R
2
2113 + ε2ε4R

2
2114 + ε3ε4R

2
3114 = ε1ε3R

2
1223 + ε1ε4R

2
1224 + ε3ε4R

2
3114

= ε1ε2R
2
1332 + ε1ε4R

2
1224 + ε2ε4R

2
2114

= ε1ε2R
2
1332 + ε1ε3R

2
1223 + ε2ε3R

2
2113

i otuda

ε2ε3R
2
2113 + ε2ε4R

2
2114 = ε1ε3R

2
1223 + ε1ε4R

2
1224,

ε2ε3R
2
2113 + ε3ε4R

2
3114 = ε1ε2R

2
1332 + ε1ε4R

2
1224,

ε2ε4R
2
2114 + ε3ε4R

2
3114 = ε1ε2R

2
1332 + ε1ε3R

2
1223,

do konaqnog rexeǌa sistema

ε2ε3R
2
2113 = ε1ε4R

2
1224,

ε2ε4R
2
2114 = ε1ε3R

2
1223, (4.9)

ε3ε4R
2
3114 = ε1ε2R

2
1332.

Izvedene formule su dovoǉne da se doka�e princip dualnosti.

Lema 4.3 Za qetvorodimenzioni cvajxtajn algebarski tenzor krivine
va�i princip dualnosti.

Dokaz. Neka za jediniqne me�usobno ortogonalne definitne X i Y
iz V va�i JX(Y ) = εXλY . Postavimo E1 = X i E2 = Y i dopunimo
ih do ortonormirane baze (E1, E2, E3, E4). Poqetna pretpostavka je
J1(E2) = ε1λE2 i ona nam daje R2112 = ε1ε2λ, R2113 = 0 i R2114 = 0, xto
po (4.9) dovodi do R1224 = 0 i R1223 = 0. Konaqno je J2(E1) = ε1R1221E1+
ε3R1223E3 + ε4R1224E4 = ε2λE1, xto dokazuje princip dualnosti. �

Xtavixe u qetvorodimezionom sluqaju va�i i princip jake dual-
nosti. Izvrximo diskusiju po mogu�im signaturama prostora V. U
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Rimanovom sluqaju (signatura (0, 4) ili (4, 0)) znamo da je qetvorodi-
menzion cvajxtajn obavezno Osermanov [6, 19]. Tako�e, Rimanov ten-
zor krivine je uvek dijagonalan, te je po Teoremi 4.1 za jaku dualnost
dovoǉno pokazati princip dualnosti, a on sledi iz Posledice 4.2. U
Lorencovom sluqaju (signatura (1, 3) ili (3, 1)), po Teoremi 3.5 ten-
zor krivine mora biti konstantne sekcione krivine i po Teoremi 4.5
va�i jaka dualnost.

Pretpostavimo zato da je V signature (2,2) i neka je, ne umaǌuju�i
opxtost, ε1 = ε2 = −ε3 = −ε4. Primenimo formulu (3.20) za i = 2, j = 3
i za i = 3, j = 2.∑

1≤p,q≤4

εpεqRp22qRp23q = 0,
∑

1≤p,q≤4

εpεqRp33qRp32q = 0.

Kada ovo raspixemo dobijamo

R1221R1231 −R1224R1234 −R3221R3231 +R3224R3234

−R4221R4231 +R4224R4234 = 0,
R1331R1321 −R1334R1324 +R2331R2321 −R2334R2324

−R4331R4321 +R4334R4324 = 0,

xto nakon sre�ivaǌa uz pomo� formula (4.7) i (4.8) postaje

R2112R2113 −R1224R1234 +R1223R1332 +R3114R2114

−R1224R1324 +R3113R2113 = 0,
R3113R2113 −R1224R1324 −R1332R1223 −R2114R3114

−R1224R1234 +R2112R2113 = 0.

Zbir i razlika prethodnih jednaqina daju slede�e formule.

R2112R2113 +R3113R2113 −R1224R1234 −R1224R1324 = 0, (4.10)
R1223R1332 +R2114R3114 = 0. (4.11)

Primenimo formulu (3.21) za i = 2, j = 3.

2
∑

1≤p,q≤4

εpεqRp22qRp33q+2
∑

1≤p,q≤4

εpεqR
2
p11q+

∑
1≤p,q≤4

εpεq(Rp23q+Rp32q)2 = 0
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Nakon pa�ǉive zamene dobijamo

2(R1221R1331 − 2R1224R1334 +R4224R4334)

+ 2(R2
2112 +R2

3113 +R2
4114 − 2R2

2113 − 2R2
2114 + 2R2

3114) + (R1231 +R1321)2

+R2
1232 −R2

1323 − (R1234 +R1324)2 +R2
2321 −R2

2323 −R2
2324 −R2

3231 −R2
3232

+R2
3234 − (R4231 +R4321)2 −R2

4232 +R2
4323 + (R4234 +R4324)2 = 0,

xto posle primena formula (4.7), (4.8) i (4.9) postaje

2R2112R3113 − 4R2
2113 + 2R3113R2112

+ 2R2
2112 + 2R2

3113 + 2R2
4114 − 4R2

2113 − 4R2
2114 + 4R2

3114 + 4R2
2113

+R2
2114 −R2

3114 − (R1234 +R1324)2 +R2
2114 −R2

4114 −R2
3114 −R2

3114 −R2
4114

+R2
2114 − (R1324 +R1234)2 −R2

3114 +R2
2114 + 4R2

2113 = 0.

Sre�ivaǌem imamo

4R2112R3113 + 2R2
2112 + 2R2

3113 − 2(R1234 +R1324)2 = 0,

te konaqno dobijamo

(R2112 +R3113)2 = (R1234 +R1324)2. (4.12)

Ove novoizvedene formule bi�e nam sasvim dovoǉne.

Teorema 4.7 Za qetvorodimenzioni cvajxtajn algebarski tenzor kri-
vine va�i jaka dualnost.

Dokaz. Kako princip dualnosti va�i po Lemi 4.3, to je imaju�i
u vidu Lemu 4.1 dovoǉno ispitati implikaciju za X ⊥ Y sa ε2

X = 1
i εY = 0. Mo�emo postaviti E1 = X, a onda Y po Posledici 2.1
rastaviti sa Y = E2 +E3, pri qemu su E2 i E3 me�usobno ortogonalni,
jediniqni, ortogonalni na X, tako da je εE1 = εE2 = −εE3 . Dopunimo
ih jediniqnim E4 do ortonormirane baze (E1, E2, E3, E4), te kako je
po prethodnoj diskusiji dovoǉno posmatrati samo signaturu (2, 2),
ima�emo ε1 = ε2 = −ε3 = −ε4 i mo�emo koristiti sve formule sa
poqetka sekcije. �elimo da doka�emo implikaciju

J1(E2 + E3) = ε1λ(E2 + E3)⇒ JE2+E3E1 = 0.
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Pretpostavka je

ε1λ(E2 + E3) = J1(E2 + E3)
= ε2(R2112 +R3112)E2 + ε3(R2113 +R3113)E3 + ε4(R2114 +R3114)E4,

odakle dobijamo

ε2(R2112 +R3112) = ε1λ = ε3(R2113 +R3113), ε4(R2114 +R3114) = 0,

i konaqno

R2112 +R3113 + 2R2113 = 0, (4.13)
R2114 +R3114 = 0. (4.14)

Iz (4.14) je R3114 = −R2114, xto zamenom u (4.11) daje

R1223R1332 = −R2114R3114 = R2
2114 = R2

1223.

Sada je R1223 = 0 ili R1332 = R1223, me�utim iz (4.9) i (4.14)

R1223 = 0⇒ R2114 = 0⇒ R3114 = 0⇒ R1332 = 0

i svejedno va�i
R1332 = R1223. (4.15)

Zamenom (4.13) u formulu (4.10) dobijamo

(R1234 +R1324)R1224 = (R2112 +R3113)R2113 = −2R2
2113 = −2R2

1224.

Odavde je R1224 = 0 ili R1234 + R1324 = −2R1224. Sliqno prethodnom
primeǌujemo (4.9), (4.13) i (4.12) za

R1224 = 0⇒ R2113 = 0⇒ R2112 +R3113 = 0⇒ R1234 +R1324 = 0

i svakako
R1234 +R1324 = −2R1224 = −(R1224 +R1334). (4.16)

Vratimo se sada na JE2+E3E1.

JE2+E3E1 =
∑
p

εp(R122p +R123p +R132p +R133p)Ep

= ε1(R2112 +R3113 + 2R2113)E1 + ε2(R1332 −R1223)E2

+ ε3(R1223 −R1332)E3 + ε4(R1224 +R1334 +R1234 +R1324)E4
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Konaqno formule (4.13), (4.15) i (4.16) daju JE2+E3E1 = 0, xto kom-
pletira dokaz. �

Kako Osermanov algebarski tenzor mora biti cvajxtajn, to zavr-
xni rezultat ove sekcije vidimo u narednoj posledici.

Posledica 4.3 Za qetvorodimenzioni Osermanov algebarski tenzor kri-
vine va�i jaka dualnost.



GLAVA 5

SPECIJALAN OSERMANOV

Ova glava motivisana je specijalnim Osermanovim mnogostrukos-
tima, pojmom koji su uveli Garsija-Rio i Vaskez-Lorenco. Pored
standardnih texkih uslova, oni su nametnuli i princip dualnosti
da bi izvrxili kompletnu klasifikaciju. Osnovni ciǉ ove glave
je ispitati da li je princip dualnosti nu�na posledica original-
nih uslova. U Sekciji 5.1 pored uvoda u problematiku dajemo i
definiciju dvolisno Osermanovog tenzora krivine. Sekcija 5.2 tiqe
se globalnih problema i tu dokazujemo da nam pretpostavka da je mno-
gostrukost globalno Osermanova ne mo�e pomo�i daǉe od algebarskih
rezultata. U Sekciji 5.3 izuqavamo dvolisno Osermanov tenzor kri-
vine, te dokazujemo Lemu o dve instance. Dodatni uslov u Sekciji 5.4
definixe kvazi-specijalan Osermanov tenzor krivine. Tu dokazujemo
Lemu o slaboj dualnosti i dajemo neke rezultate u vezi sa potencijal-
nim presekom U prostora. Zatim koristimo sve prethodne rezultate
i postepeno se pribli�avamo konaqnom dokazu. Sekcija 5.5 dokazuje
da skoro-specijalan Osermanov tenzor krivine mora biti specijalan
Osermanov. Zavrxna Sekcija 5.6 objaxǌava klasifikaciju specijal-
nih Osermanovih mnogostrukosti koju su dali Garsija-Rio i Vaskez-
Lorenco.

68
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5.1 Uvod

Prirodni ciǉ ovog rada je dokaz da princip dualnosti za Oser-
manove tenzore krivine va�i u opxtem sluqaju, odnosno konstruk-
cija kontraprimera ukoliko to nije taqno. Na�alost, ispostavǉa
se da je u pitaǌu popriliqno te�ak zalogaj i za sada smo u staǌu
da damo rezultate samo pod nekim specifiqnim dodatnim uslovima.
Prva olakxavaju�a okolnost bila je mali indeks ν pseudo-Rimanove
mnogostrukosti, odnosno skalarnog proizvoda. U sluqaju ν = 0 (Ri-
manov sluqaj) problem smo rexili u Posledici 4.2. Xtavixe, kako
je taj sluqaj dijagonalan to po Teoremi 4.1 va�i princip jake dual-
nosti. U sluqaju ν = 1 (Lorencov sluqaj) kǉuqna je Teorema 3.5 po
kojoj je Osermanov tenzor (kao cvajxtajn) konstantne sekcione kriv-
ine, a onda po Teoremi 4.5 va�i princip jake dualnosti. Druga olak-
xavaju�a okolnost bila je mala dimenzija. Dimenzija maǌa od 4 se
rexava jednostavno, dok nam Teorema 4.7 garantuje jaku dualnost u
qetvorodimenzionom sluqaju.

Posledǌa specifiqnost, a koju uvodimo u ovoj glavi, je mali broj
sopstvenih vrednosti redukovanog Jakobijevog operatora. Dijagonal-
nost je prirodan uslov, na primer kao posledica �ordan-Osermanovog
tenzora krivine u signaturama koje nisu neutralne, a u skladu sa [18].
Dijagonalnost i samo jedna sopstvena vrednost redukovanog Jakobi-
jevog operatora daje konstantnu sekcionu krivinu, a za ǌu va�i prin-
cip jake dualnosti. Prvi netrivijalan sluqaj je zato dvolisno Oser-
manov tenzor krivine koji definixemo na slede�i naqin.

Definicija 5.1 Neka je R algebarski tenzor krivine na vektorskom
prostoru V signature (ν, n− ν). Ako je R dijagonalan Osermanov takav
da za svaki jediniqan X ∈ V, redukovan Jakobijev operator J̃X ima taqno
dve sopstvene vrednosti εXλ i εXµ, onda ka�emo da je R dvolisno Os-
ermanov.

U ovoj glavi ispitujemo princip dualnosti za dvolisno Osermanov
tenzor krivine. Me�utim, ispostavǉa se da nametnuti uslovi nisu
dovoǉno jaki da bi dokazali princip dualnosti. Postepeno �emo
uvoditi dodatne uslove kako bi nas usmerili ka principu dualnosti,
a naravno uslovi �e biti prirodni, u smislu da se mogu videti na
najpoznatijim primerima dvolisnih Osermanovih tenzora krivine.
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5.2 Xurovi problemi
U ovoj sekciji vra�amo se globalnoj priqi i prikazujemo rezul-

tate u vezi sa problemima Xurovog tipa, po uzoru na Teoremu 4.6.
Ovoga puta naxi problemi povezani su sa k-xtajn uslovom iz Sekcije
3. Za pseudo-Rimanovu mnogostrukost (M, g) ka�emo da je k-xtajn,
ako je odgovaraju�i algebarski tenzor krivine u svakoj taqki mno-
gostrukosti upravo k-xtajn. Po Teoremi 3.1 svaka taqka po taqka
Osermanova mnogostrukost mora biti k-xtajn za svako prirodno k i
zato postoje glatka preslikavaǌa Cj ∈ F(M) takva da je

Tr(JXj) = (εX)jCj(p) (5.1)

u svakoj taqki p ∈ M , za svako X ∈ TpM i svako 1 ≤ j ≤ k. Osnovni
zadatak ovde je ispitati da li preslikavaǌa Cj iz jednaqine (5.1)
moraju biti konstantna, a sam problem se u literaturi sre�e pod
imenom Xurovi problemi [16].

Na poqetku definixemo pojmove koji �e va�iti kroz qitavu sek-
ciju. Neka je (M, g) pseudo-Rimanova mnogostrukost signature (ν, n−ν)
i neka je (E1, ..., En) ortonormiran reper za X (M).

Naredne dve leme qine osnovne rezultate u ovim razmatraǌima,
a neke ǌihove varijante (uglavnom restrikovane na Rimanov sluqaj)
mogu se prona�i u literaturi [6], [19], [16] i [15].

Lema 5.1 Ako je (M, g) Ajnxtajn i n 6= 2 tada je C1 konstantna.

Dokaz. Po�imo od skalarne krivine

Sc =
n∑

i,j=1

εiεjR(Ei, Ej , Ej , Ei),

gde je (E1, ..., En) ortonormirana baza za X (M). Kako je (M, g) Ajnxtajn
to imamo

∇EkSc = ∇Ek

(
n∑
i=1

εiRic(Ei, Ei)

)
= ∇Ek

(
n∑
i=1

εiC1g(Ei, Ei)

)
= n∇EkC1.

Sa druge strane primena drugog Bjankijevog identiteta, odnosno for-
mule (1.22), uz malu pomo� (1.19) i (1.20) daje
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∇EkSc =
n∑

i,j=1

εiεjR(Ei, Ej , Ej , Ei;Ek)

=
n∑

i,j=1

εiεj (−R(Ej , Ek, Ej , Ei;Ei)−R(Ek, Ei, Ej , Ei;Ej))

=
n∑

i,j=1

εiεjR(Ej , Ek, Ei, Ej ;Ei) +
n∑

j,i=1

εjεiR(Ei, Ek, Ej , Ei;Ej)

= 2
n∑

i,j=1

εiεj∇EiR(Ej , Ek, Ei, Ej)

= 2
n∑
i=1

εi∇EiRic(Ek, Ei) = 2
n∑
i=1

εi∇Ei(C1g(Ek, Ei)) = 2∇EkC1.

Ako objedinimo rezultate dobijamo ∇EkSc = n∇EkC1 = 2∇EkC1, te za
n 6= 2 imamo ∇EkC1 = 0 za svako 1 ≤ k ≤ n. C1 je konstantna po svim
pravcima i samim tim je konstantna. �

Lema 5.2 Ako je (M, g) cvajxtajn i n 6∈ {2, 4} tada je C2 konstantna.

Dokaz. Kako je (M, g) cvajxtajn, po Teoremi 3.4 za ortonormiranu
bazu (E1, ..., En) i 1 ≤ i 6= j ≤ n va�i (3.21)

2
∑

1≤p,q≤n

εpεqRpiiqRpjjq − 2εiεjC2 +
∑

1≤p,q≤n

εpεq(Rpijq +Rpjiq)2 = 0.

Uz malo sre�ivaǌa uz simetriju
∑
p,q εpεq(Rpijq)

2 =
∑
q,p εqεp(Rpjiq)

2,
cvajxtajn jednaqina postaje

εiεjC2 =
∑

1≤p,q≤n

εpεq
(
RpiiqRpjjq + (Rpijq)2 +RpijqRpjiq

)
.

Ovu jednaqinu mno�imo sa εj i sumiramo po j za sve j 6= i. Na desnoj
strani dodajemo i sluqaj j = i, te ga posebno oduzimamo, pri qemu
koristimo (3.19)

∑
p,q(Rpiiq)

2 = C2.∑
1≤j≤n,j 6=i

εiC2 = −3εiC2 +
∑

1≤j,p,q≤n

εjεpεq
(
RpiiqRpjjq + (Rpijq)2 +RpijqRpjiq

)
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(n+ 2)εiC2 =
∑

1≤j,p,q≤n

εjεpεq
(
RpiiqRpjjq + (Rpijq)2 +RpijqRpjiq

)
Sabirke na desnoj strani posebno diskutujemo. Za prvi sabirak isko-
ristimo Ajnxtajn formule (3.11) i (3.12)∑

1≤j,p,q≤n

εjεpεqRpiiqRpjjq

=
∑

1≤p 6=q≤n

εpεqRpiiq
∑

1≤j≤n

εjRpjjq +
∑

1≤p≤n

Rpiip
∑

1≤j≤n

εjRpjjp

=
∑

1≤p≤n

Rpiip · εpC1 = εiC
2
1 .

Zbog drugog sabirka definixemo formu Ω : X (M)2 → F(M) sa

Ω(X,Y ) =
∑

1≤i,j,k≤n

εiεjεkR(X,Ei, Ej , Ek)R(Y,Ei, Ej , Ek),

xto daje ∑
1≤j,p,q≤n

εjεpεq(Rpijq)2 = Ω(Ei, Ei).

Za posledǌi sabirak iskoristimo prvi Bjankijev identitet∑
1≤j,p,q≤n

εjεpεqRpijqRpjiq =
∑

1≤j,p,q≤n

εjεpεqRipqjRiqpj

=
1
2

∑
1≤j,p,q≤n

εjεpεq(RipqjRiqpj +RipjqRijpq)

=
1
2

∑
1≤j,p,q≤n

εjεpεq(Ripqj(−Ripjq −Rijqp) +RipqjRijqp)

=
1
2

∑
1≤j,p,q≤n

εjεpεqRipqjRipqj =
1
2

Ω(Ei, Ei).

Objedinimo prethodne rezultate za

(n+ 2)εiC2 = εiC
2
1 + Ω(Ei, Ei) +

1
2

Ω(Ei, Ei),

odnosno
Ω(Ei, Ei) =

2
3
εi((n+ 2)C2 − C2

1 ).
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Posmatrajmo ‖R‖2 =
∑

1≤i,j,k,l≤n εiεjεkεl(Rijkl)
2 i primetimo da va�i

‖R‖2 =
∑

1≤i,j,k,l≤n

εiεjεkεl(Rijkl)2 =
∑

1≤i≤n

εiΩ(Ei, Ei) =
2
3
n((n+ 2)C2 − C2

1 ).

Po Lemi 5.1 C1 je konstantno, te da bi C2 bilo konstantno dovoǉno
je pokazati konstantnost ‖R‖2. Kako je Ω(Ei, Ei) = 1

n‖R‖
2εi, to polari-

zacija na simetriqnoj bilinearnoj formi Ω daje

Ω(Ei, Ej) =
1
2

(Ω(Ei + Ej , Ei + Ej)− Ω(Ei, Ei)− Ω(Ej , Ej))

=
1
n
‖R‖2 1

2
(εEi+Ej − εi − εj) =

1
n
‖R‖2g(Ei, Ej).

Posmatrajmo
∑
i εi∇EiΩ(Ek, Ei). Sa jedne strane je∑

1≤i≤n

εi∇EiΩ(Ek, Ei) =
∑

1≤i≤n

εi∇Ei
1
n
‖R‖2g(Ek, Ei) =

1
n
∇Ek‖R‖2,

dok sa druge strane imamo komplikovaniji raqun.∑
1≤i≤n

εi∇EiΩ(Ek, Ei)

=
∑

1≤i,p,q,r≤n

εiεpεqεr∇Ei(R(Ek, Ep, Eq, Er)R(Ei, Ep, Eq, Er))

=
∑

1≤i,p,q,r≤n

εiεpεqεrR(Ek, Ep, Eq, Er;Ei)R(Ei, Ep, Eq, Er)

+
∑

1≤i,p,q,r≤n

εiεpεqεrR(Ek, Ep, Eq, Er)R(Ei, Ep, Eq, Er;Ei)

Kako drugi Bjankijev identitet daje∑
1≤i≤n

εiR(Ei, Ep, Eq, Er;Ei)

=
∑

1≤i≤n

εi(−R(Ei, Ep, Ei, Eq;Er)−R(Ei, Ep, Er, Ei;Eq))

= ∇Er

 ∑
1≤i≤n

εiR(Ei, Ep, Eq, Ei)

−∇Eq
 ∑

1≤i≤n

εiR(Ei, Ep, Er, Ei)


= ∇ErRic(Ep, Eq)−∇EqRic(Ep, Er)
= C1∇Erg(Ep, Eq)− C1∇Eqg(Ep, Er) = 0,
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to na desnoj strani jednaqine imamo∑
1≤p,q,r≤n

εpεqεrR(Ek, Ep, Eq, Er)
∑

1≤i≤n

εiR(Ei, Ep, Eq, Er;Ei) = 0.

Ponovo �emo primeniti sliqne trikove da bi dovrxili raqun.∑
1≤i≤n

εi∇EiΩ(Ek, Ei)

=
∑

1≤i,p,q,r≤n

εiεpεqεrR(Ek, Ep, Eq, Er;Ei)R(Ei, Ep, Eq, Er)

= −1
2

∑
1≤i,p,q,r≤n

εiεpεqεrR(Ep, Ei, Eq, Er;Ek)R(Ei, Ep, Eq, Er)

− 1
2

∑
1≤i,p,q,r≤n

εiεpεqεrR(Ei, Ek, Eq, Er;Ep)R(Ei, Ep, Eq, Er)

+
1
2

∑
1≤i,p,q,r≤n

εiεpεqεrR(Ek, Ep, Eq, Er;Ei)R(Ei, Ep, Eq, Er)

=
1
2

∑
1≤i,p,q,r≤n

εiεpεqεrR(Ei, Ep, Eq, Er;Ek)R(Ei, Ep, Eq, Er)

=
1
4
∇Ek

 ∑
1≤i,p,q,r≤n

εiεpεqεr(R(Ei, Ep, Eq, Er))2

 =
1
4
∇Ek‖R‖2

Ako objedinimo rezultate bi�e∑
1≤i≤n

εi∇EiΩ(Ek, Ei) =
1
n
∇Ek‖R‖2 =

1
4
∇Ek‖R‖2,

te kako je n 6= 4 imamo ∇Ek‖R‖2 = 0 za svako 1 ≤ k ≤ n i konaqno je ‖R‖
konstantno, a samim tim i C2. �

Ka�emo da je pseudo-Rimanova mnogostrukost (M, g) dvolisno Oser-
manova, ako je takav ǌen odgovaraju�i algebarski tenzor krivine u
svakoj taqki mnogostrukosti. Prethodne dve leme povlaqe naredni
rezultat.
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Teorema 5.1 Svaka dvolisno Osermanova mnogostrukost dimenzije n ≥
5 mora biti globalno Osermanova.

Dokaz. Neka je (M, g) dvolisno Osermanova mnogostrukost takva da
za X ∈ X (M) redukovani Jakobijev operator ima taqno dve razliqite
realne sopstvene vrednosti εXλ(p) i εXµ(p) sa vixestrukostima σ(p)
i τ(p). Kako smo uslovom n ≥ 5 iskǉuqili nepo�eǉne sluqajeve, to
mo�emo primeniti Lemu 5.1 i Lemu 5.2 po kojima su C1 i C2 iz (5.1)
konstantne. Me�utim, za svako j imamo

(εX)jCj(p) = Tr(JXj) = (εX)j(σ(p)λ(p)j + τ(p)µ(p)j).

Ako postavimo C0 = n− 1 imamo sistem jednaqina

σ(p) + τ(p) = C0,

σ(p)λ(p) + τ(p)µ(p) = C1,

σ(p)λ(p)2 + τ(p)µ(p)2 = C2.

Pa�ǉivim rexavaǌem iz prve dve jednaqine dobijamo

σ =
C1 − C0µ

λ− µ
, τ =

C1 − C0λ

µ− λ
,

xto zamenom u tre�u jednaqinu postaje

C1(λ+ µ)− C0λµ = C2.

Kako je τ ≥ 1 to je C1 − C0λ 6= 0 i iz prethodne jednaqine je

µ =
C2 − C1λ

C1 − C0λ
.

Sada mo�emo i preostala preslikavaǌa izraziti preko λ

σ =
C0C2 − C2

1

C0λ2 − 2C1λ+ C2
, τ =

(C1 − C0λ)2

C0λ2 − 2C1λ+ C2
.

U varijanti ove teoreme u [15] zahtevalo se da su vixestrukosti σ(p)
i τ(p) konstantne, me�utim kao xto �emo videti, to nije neophodno.
Osnovni argument ovog originalnog rezultata je da σ mo�e uzimati
samo cele vrednosti 1 ≤ σ ≤ n − 2, a prethodno izvedena veza izme�u
σ i λ ka�e da konkretnoj vrednosti za σ mogu odgovarati najvixe
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dve vrednosti za λ koje su zapravo rexeǌa odgovaraju�e kvadratne
jednaqine. To znaqi da λ mo�e imati najvixe 2(n − 2) konkretnih
vrednosti. Kako je Cj(p) = σ(p)λ(p)j + τ(p)µ(p)j, to po goreizvedenim
formulama Cj(p) za j > 2 mo�e uzeti najvixe 2(n+2) konkretnih vred-
nosti. Cj(p) je glatka, te i neprekidna, samim tim ona mo�e uzeti
taqno jednu vrednost i sva preslikavaǌa Cj moraju biti konstantna.
Sada je oqigledno da su sva preslikavaǌa (σ, τ , λ i µ) konstantna i
mnogostrukost je globalno Osermanova. �

Napomenimo da dijagonalnost u prethodnom dokazu nije neophodan
uslov. Zapravo jedna kompleksna nula α(p) + iβ(p) redukovanog Jako-
bijevog operatora mora povu�i i ǌoj konjugovanu α(p)− iβ(p) i to sa
jednakim vixestrukostima od n−1

2 . Na primer, mo�emo primetiti da
je n neparno, te signatura ne mo�e biti neutralna i ako je u pitaǌu
�ordan Osermanova mnogostrukost, po [18] ipak imamo dijagonalan
sluqaj. Naravno ovo mo�emo rexiti i bez pozivaǌa na texke teo-
reme, jer imamo konstantne C1 = (n−1)α(p) i C2 = (n−1)(α(p)2−β(p)2),
odakle su takve i α(p) i β(p), a samim tim mnogostrukost je globalno
Osermanova.

Kako smo u Posledici 4.3 princip dualnosti rexili za taqka po
taqka Osermanove mnogostrukosti dimenzije n ≤ 4, to nam Teorema 5.1
govori da nam u sluqaju dvolisno Osermanove mnogostrukosti ne mo�e
pomo�i uslov da je mnogostrukost globalno Osermanova. To je os-
novni razlog zaxto smo qitav problem postavili kao qist algebarski
koncept sa Osermanovim algebarskim tenzorom krivine, umesto rada
sa globalno Osermanovom mnogostrukosti i ǌenim tangentnim raslo-
jeǌem. Dakle, dovoǉno je da se skoncentrixemo na jednu taqku mno-
gostrukosti, odnosno da posmatramo dvolisno Osermanov algebarski
tenzor krivine, xto �emo i uqiniti u narednim sekcijama.

5.3 Dvolisno Osermanov

Naredni rezultati ove glave zasnivaju se na samostalnom origi-
nalnom radu autora [2], a posve�eni su dvolisno Osermanovim ten-
zorima krivine. Napomenimo da �e oznake koje �emo lagano uvoditi
kroz tekst va�iti kroz qitavu glavu.

Neka je R dvolisno Osermanov algebarski tenzor krivine na vek-
torskom prostoru V signature (ν, n − ν). Dijagonalnost i taqno dve
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sopstvene vrednosti za svaki definitan X omogu�avaju nam ortogo-
nalnu dekompoziciju vektorskog prostora V sa

V = Span{X} ⊕Ker(J̃X − εXλId)⊕Ker(J̃X − εXµId).

Veoma va�ni objekti ove glave bi�e potprostori L(X), M(X) i U(X)
i ǌihove dimenzije koje definixemo na slede�i naqin.

L(X) = Ker(J̃X − εXλId), dimL(X) = τ

M(X) = Ker(J̃X − εXµId), dimM(X) = σ

U(X) = Span{X} ⊕ L(X), dimU(X) = τ + 1 = n− σ

Prethodna dekompozicija mo�e se sada zapisati sa

V = Span{X} ⊕ L(X)⊕M(X) = U(X)⊕M(X)

i proizvoǉno Y ∈ V mo�emo rastaviti sa

Y = ξX + YL + YM , YL ∈ L(X), YM ∈M(X),

gde su X, YL i YM me�usobno ortogonalni, jer su takvi sopstveni pot-
prostori koji odgovaraju razliqitim sopstvenim vrednostima (L(X)
i M(X)). Odgovaraju�e projekcije mo�emo oznaqiti sa

ΠL(X,Y ) = YL, ΠM(X,Y ) = YM , ΠU (X,Y ) = ξX + YL.

Evo jedne leme koja va�i za proizvoǉan Jakobijev operator.

Lema 5.3 Za nenula skalare α, β, γ, δ va�i

JαX+βY =
αβ

γδ
JγX+δY +

α(αδ − βγ)
δ

JX +
β(βγ − αδ)

γ
JY .

Dokaz. Ovo je jednostavan raqun po definiciji.

JαX+βY = R( · , αX + βY )(αX + βY ) = α2JX + β2JY + 2αβJ (X,Y )

JγX+δY = R( · , γX + δY )(γX + δY ) = γ2JX + δ2JY + 2γδJ (X,Y )

Ako izjednaqimo 2J (X,Y ) iz prethodne dve jednaqine imamo

1
αβ

(
JαX+βY − α2JX − β2JY

)
=

1
γδ

(
JγX+δY − γ2JX − δ2JY

)
,
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odakle je

JαX+βY =
αβ

γδ
JγX+δY +

(
α2 − αβγ

δ

)
JX +

(
β2 − αβδ

γ

)
JY ,

xto dokazuje tvr�eǌe. �

Lema 5.4 (O tri instance) Neka je R dvolisno Osermanov. Ako za
nenula skalare γ i δ i definitne X, Y i γX + δY va�i Z ∈ M(X) ∩
M(Y )∩M(γX+δY ), onda Z ∈M(αX+βY ) za sve α i β za koje je αX+βY
definitno. Ako za nenula skalare γ i δ i definitne X, Y i γX + δY
va�i Z ∈ L(X) ∩ L(Y ) ∩ L(γX + δY ), onda Z ∈ L(αX + βY ) za svako α i
β za koje je αX + βY definitno.

Dokaz. Tvr�eǌe je oqigledno za α = 0 ili β = 0, dok za α, β 6= 0
mo�emo primeniti Lemu 5.3. Neka je Z ∈M(X)∩M(Y )∩M(γX + δY ).

JαX+βY (Z) =
αβ

γδ
JγX+δY (Z) +

α(αδ − βγ)
δ

JX(Z) +
β(βγ − αδ)

γ
JY (Z)

JαX+βY (Z) =
αβ

γδ
εγX+δY µZ +

α(αδ − βγ)
δ

εXµZ +
β(βγ − αδ)

γ
εY µZ

=
(
αβ

γδ

(
γ2εX + δ2εY + 2γδg(X,Y )

)
+
α(αδ − βγ)

δ
εX +

β(βγ − αδ)
γ

εY

)
µZ

JαX+βY (Z) =
(
α2εX + β2εY + 2αβg(X,Y )

)
µZ = εαX+βY µZ

Kako Z ⊥ X i Z ⊥ Y daju Z ⊥ αX + βY , to je J̃αX+βY (Z) = εαX+βY µZ
i Z ∈ M(αX + βY ), qime je dokazan prvi deo leme. Sasvim sliqno
dokazujemo i drugi deo tvr�eǌa, jer jox uvek ne pravimo razliku
izme�u vrednosti λ i µ. �

Lema 5.5 (O dve instance) Neka je R dvolisno Osermanov i neka za
definitne A i B va�i Z ∈M(A)∩M(B). Tada za svako α i β za koje je
αA+βB definitno va�i Z ∈M(αA+βB), ili postoji N 6= 0 takvo da
za svako α i β za koje je αA+ βB definitno va�i N ∈ L(αA+ βB).

Dokaz. Neka Z ∈ M(A) ∩M(B) za definitne A i B, i neka su α, β 6= 0
takvi da je αA + βB definitan. Kako je Z ⊥ A (zbog Z ∈ M(A)) i
Z ⊥ B (zbog Z ∈ M(B)), to je Z ⊥ αA + βB, te se Z mo�e rastaviti
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sa Z = Lαβ + Mαβ, gde je Lαβ = ΠL(αA + βB,Z) ∈ L(αA + βB) i Mαβ =
ΠM(αA+ βB,Z) ∈M(αA+ βB). Sada je

JαA+βB(Z) = JαA+βB(Lαβ) + JαA+βB(Mαβ),
R(Z,αA+ βB)(αA+ βB) = εαA+βBλLαβ + εαA+βBµMαβ ,

i nakon malog namextaǌa dobijamo

α2JA(Z) + β2JB(Z) + 2αβJ (A,B)(Z)
= εαA+βB(λ− µ)Lαβ + εαA+βBµ(Lαβ +Mαβ),

α2εAµZ + β2εBµZ + 2αβJ (A,B)(Z)

= εαA+βB(λ− µ)Lαβ +
(
α2εA + β2εB + 2αβg(A,B)

)
µZ,

xto posle sre�ivaǌa postaje

2αβJ (A,B)(Z) = εαA+βB(λ− µ)Lαβ + 2αβg(A,B)µZ,
1
αβ

εαA+βB(λ− µ)Lαβ = 2J (A,B)(Z)− 2g(A,B)µZ.

Desna strana posledǌe jednaqine

N = 2J (A,B)(Z)− 2g(A,B)µZ

ne zavisi od izbora α i β, odakle je

1
αβ

εαA+βB(λ− µ)Lαβ = N. (5.2)

Ako je Lαβ = 0 za neke α, β 6= 0, onda je Z = Mαβ, te Z ∈M(αA+βB).
Svi uslovi Leme 5.4 su ispuǌeni i zato Z ∈M(αA+βB) za svako α, β
za koje je αA+ βB definitno.

Ako je Lαβ 6= 0 za sve α, β 6= 0, tada je 1
αβ εαA+βB(λ−µ) 6= 0 i jednaqina

(5.2) pokazuje da su Lαβ i N kolinearni sa 0 6= N ∈ L(αA+ βB). Lema
5.4 nam omogu�ava da domen produ�imo i na α = 0 i na β = 0, te zato
N ∈ L(A) i N ∈ L(B), xto kompletira dokaz. �

5.4 Kvazi-specijalan Osermanov
Najpoznatiji poznati primeri dvolisno Osermanovih algebarskih

tenzora krivine imaju nexto zajedniqko, xto nas motivixe da uvedemo
dodatne zajedniqke uslove.
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Definicija 5.2 Za R ka�emo da je kvazi-specijalan Osermanov ako je
dvolisno Osermanov i za svaka dva definitna X,Y ∈ V va�i

Y ∈ U(X)⇒ U(X) = U(Y ). (5.3)

Definicija 5.3 Za R ka�emo da je specijalan Osermanov ako je kvazi-
specijalan Osermanov i za sve definitne X,Z ∈ V va�i

Z ∈M(X)⇒ X ∈M(Z). (5.4)

Garsija-Rio i Vaskez-Lorenco su postavili koncept specijalnih
Osermanovih mnogostrukosti [10, 15]. ǋihova originalna definicija
mo�e se u naxoj terminologiji prepoznati kao Definicija 5.3, xto
suxtinski znaqi dvolisno Osermanov tenzor krivine uz pretpostavke
(5.3) i (5.4). Oni su ujedno i uspeli da daju kompletnu klasifikaciju,
o qemu �e biti reqi u Sekciji 5.6.

Na prvi pogled deluje da definicija specijalnog Osermanovog ten-
zora krivine sadr�i previxe uslova, me�utim, ovaj rad je prvi ozbi-
ǉan pokuxaj da se iskǉuqi uslov (5.4). Ako pa�ǉivo gledamo mo�emo
primetiti da je uslov (5.4) usko povezan sa principom dualnosti. Za-
pravo, dodatni uslov koji od kvazi-specijalnog Osermanovog pravi
specijalan Osermanov upravo je princip dualnosti za vrednost µ.
Napomenimo da sada potprostori L(X) iM(X) igraju razliqite uloge,
dok je princip dualnosti za vrednost λ ukǉuqen u kvazi-specijalan
Osermanov zahvaǉuju�i veoma jakom uslovu (5.3).

Ciǉ naxeg rada je ispitati da li kvazi-specijalan Osermanov ten-
zor krivine mora biti specijalan Osermanov. Mo�emo li dokazati
da jaki uslovi za kvazi-specijalan Osermanov R povlaqe princip du-
alnosti? Na�alost nax rad ne pru�a konaqan odgovor, ali svakako
daje dobar temeǉ za budu�a istra�ivaǌa.

Napomenimo da specijalni Osermanovi nisu jedini primeri dvo-
lisno Osermanovih tenzora krivine. Na primer, mo�emo posmatrati
vektorski prostor V sa skalarnim proizvodom g i kvaternionskom
strukturom, tako da je {J1, J2, J3 = J1J2} kanonska baza te kvater-
nionske strukture. Definiximo operator krivine sa R = RJ1 +RJ2 ,
gde su RJ1 i RJ2 osnovni primeri Osermanovih operatora krivine
koje smo definisali u Primeru 1.2. Pridru�eni tenzor krivine
tako definisanom R je dijagonalan Osermanov, qiji redukovan Jako-
bijev operator ima taqno dve razliqite sopstvene vrednosti: λ = −3



Princip dualnosti za Osermanove mnogostrukosti 81

(vixestrukosti τ = 2) i µ = 0. Zato je on dvolisno Osermanov, me�u-
tim kako za svaki jediniqan X va�i

U(X) = Span{X, J1X, J2X} 6= Span{X, J1X, J3X} = U(J1X),

to on nije kvazi-specijalan Osermanov.
Naredna lema ima veliki uticaj na naxu teoriju kvazi-specijalnih

Osermanovih tenzora krivine.

Lema 5.6 (O slaboj dualnosti) Neka je R kvazi-specijalan Osermanov i
neka su A,B ∈ V definitni. Tada je

εΠL(B,A)

εA
=
εΠL(A,B)

εB
,
εΠM(B,A)

εA
=
εΠM(A,B)

εB
,
εΠU (B,A)

εA
=
εΠU (A,B)

εB
.

Dokaz. Neka su A = ξ1B + AL + AM i B = ξ2A + BL + BM prirodna
rastavǉaǌa sa AL = ΠL(B,A) ∈ L(B), AM = ΠM(B,A) ∈ M(B), BL =
ΠL(A,B) ∈ L(A) i BM = ΠM(A,B) ∈ M(A). Simetriqnost Jakobijevog
operatora daje naredne jednaqine

g(JA(B), B) = R(B,A,A,B) = R(A,B,B,A) = g(JB(A), A),
g(JA(ξ2A) + JABL + JABM , B) = g(JB(ξ1B) + JBAL + JBAM , A),

g(εAλBL + εAµBM , ξ2A+BL +BM ) = g(εBλAL + εBµAM , ξ1B +AL +AM ),
g(εAλBL, BL) + g(εAµBM , BM ) = g(εBλAL, AL) + g(εBµAM , AM ),

εAεBLλ+ εAεBMµ = εBεALλ+ εBεAMµ,

i dobijamo
(εAεBL − εBεAL)λ = (εBεAM − εAεBM )µ. (5.5)

Sa druge strane, jednaqine A = ξ1B + AL + AM i B = ξ2A + BL + BM
nam omogu�avaju slede�e skalarne proizvode

εA = ξ2
1εB + εAL + εAM , εB = ξ2

2εA + εBL + εBM ,

g(A,B) = ξ1εB , g(B,A) = ξ2εA.

Odavde je εAεB = ξ2
1ε

2
B + εBεAL + εBεAM , εBεA = ξ2

2ε
2
A + εAεBL + εAεBM i

ξ2
1ε

2
B = (g(A,B))2 = ξ2

2ε
2
A, a kad ih objedinimo dobijamo

εBεAL + εBεAM = εAεB − (g(A,B))2 = εAεBL + εAεBM ,

xto daje
εAεBL − εBεAL = εBεAM − εAεBM . (5.6)
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Kako je λ 6= µ, to iz jednaqina (5.5) i (5.6) mora biti

εAεBL − εBεAL = 0 = εBεAM − εAεBM

i odatle
εAL
εA

=
εBL
εB

i
εAM
εA

=
εBM
εB

, xto su jednaqine
εΠL(B,A)

εA
=

εΠL(A,B)

εB
i
εΠM(B,A)

εA
=
εΠM(A,B)

εB
. Na kraju dobijamo

εΠU (B,A)

εA
=
εA − εΠM(B,A)

εA
=
εB − εΠM(A,B)

εB
=
εΠU (A,B)

εB
,

xto kompletira dokaz. �

Lema o slaboj dualnosti ima va�ne posledice, posebno u specijal-
nim sluqajevima.

Posledica 5.1 Neka je R kvazi-specijalan Osermanov i neka su A,B ∈ V
definitni. Tada B ∈ L(A)⇒ εΠM(B,A) = 0 i B ∈M(A)⇒ εΠL(B,A) = 0.

Dokaz. Ako B ∈ L(A), to je ΠM(A,B) = 0 i naravno εΠM(A,B) = 0.
Sada po Lemi 5.6 va�i εΠM(B,A) = 0, xto dokazuje prvu implikaciju,
a sasvim sliqno se dokazuje i druga implikacija. �

Princip dualnosti za vrednost λ iz B ∈ L(A) povlaqi A ∈ L(B),
odnosno AM = 0, dok Posledica 5.1 daje samo εAM = 0. Simetriqno,
princip dualnosti za vrednost µ iz B ∈ M(A) povlaqi A ∈ M(B),
odnosno AL = 0, a Posledica 5.1 daje samo εAL = 0. Upravo to je
razlog xto Lemu 5.6 zovemo Lema o slaboj dualnosti.

Jedno od kǉuqnih pitaǌa u teoriji kvazi-specijalnih Osermanovih
tenzora krivine je mogu�e postojaǌe netrivijalnog preseka za U(A) i
U(B). Slede�e tvr�eǌe daje neka korisna ograniqeǌa u tom pravcu.

Lema 5.7 Neka je R kvazi-specijalan Osermanov tenzor krivine. Ako za
definitne A,B ∈ V va�i U(A) ∩ U(B) 6= 0, tada je εΠM(B,A) = 0.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji 0 6= N ∈ U(A) ∩ U(B). Ako je N
definitan, odmah je A ∈ U(A) = U(N) = U(B) i va�i ΠM(B,A) = 0, te
pretpostavimo da je N izotropan. Izotropan N ∈ U(B) se po Lemi
2.2 mo�e rastaviti sa N = S + T , gde S, T ∈ U(B) i εS = −εT > 0.
Primenimo Lemu 5.6 na vektore S i A, a zatim na vektore T i A

εΠM(A,S)

εS
=
εΠM(S,A)

εA
,
εΠM(A,T )

εT
=
εΠM(T,A)

εA
.
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Definitni S, T ∈ U(B) daju U(S) = U(B) = U(T ), te i M(S) =M(B) =
M(T ) = U(B)⊥. Zato je ΠM(S,A) = ΠM(B,A) = ΠM(T,A) i

εΠM(A,S)

εS
=
εΠM(B,A)

εA
=
εΠM(A,T )

εT
.

Kako je S = ΠU (A,S) + ΠM(A,S), to je

T = N − S = (N −ΠU (A,S)) + (−ΠM(A,S)),

gde N−ΠU (A,S) ∈ U(A) i −ΠM(A,S) ∈M(A), te ΠM(A, T ) = −ΠM(A,S).
Kako znak ne utiqe na normu εΠM(A,T ) = εΠM(A,S), xto nas dovodi do

εΠM(A,S)

εS
=
εΠM(A,S)

εT
,

ali εS = −εT daje εΠM(A,S) = 0, i konaqno εΠM(B,A) = 0. �

Poxto smo pripremili potrebne leme, sada smo spremni za pred-
stoje�i raqun. Neka je R kvazi-specijalan Osermanov algebarski ten-
zor krivine i neka su A i B proizvoǉni definitni takvi da B ∈M(A).
Osnovna ideja za konaqan dokaz je pokazati U(B) ≤ M(A), jer bi to
povuklo A ⊥ M(A) ≥ U(B), sa zavrxnim A ∈ U(B)⊥ = M(B) i R je
specijalan Osermanov.

Zapoqnimo priqu va�nim potprostorom P koji definixemo sa

P =M(A) ∩M(B).

ǋegovu dimenziju mo�emo proceniti sa V ≥M(A) +M(B), odakle je

dimV ≥ dim(M(A) +M(B)) = dimM(A) + dimM(B)− dimP.

Dobijamo dimP ≥ n− 2(τ + 1), te je dimP⊥ = n− dimP ≤ 2(τ + 1). Kako
U(A) ⊥ M(A) ≥ P i U(B) ⊥ M(B) ≥ P daju U(A) + U(B) ⊥ P, dobijamo
i U(A) + U(B) ≤ P⊥.

Sa druge strane B ∈M(A) znaqi ΠM(A,B) = B, te Lema 5.6 daje

εΠM(B,A) =
εA
εB
· εΠM(A,B) =

εA
εB
· εB = εA 6= 0,

i po Lemi 5.7 va�i
U(A) ∩ U(B) = 0.
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Sada je U(A)+U(B) direktna suma i zato je dim(U(A)+U(B)) = 2(τ+1).
Upore�uju�i ovaj sa prethodnim rezultatima (U(A) + U(B) ≤ P⊥ sa
dimP⊥ ≤ 2(τ + 1)) lako zakǉuqujemo dimP⊥ = 2(τ + 1) i konaqno

P⊥ = U(A)⊕ U(B).

Ako je X ∈ U(B) definitan, tada je U(X) = U(B), a kako B ∈ M(A)
daje ΠU (A,B) = 0, to po Lemi 5.6 primeǌenoj na A i X, pa na A i B
va�i εΠU (A,X)

εX
=
εΠU (X,A)

εA
=
εΠU (B,A)

εA
=
εΠU (A,B)

εB
= 0.

Dakle, ΠU (A,X) je izotropan za svaki definitan X ∈ U(B). Projek-
cija Ξ : U(B)→ U(A) zadata sa Ξ(Y ) = ΠU (A, Y ) je linearna i ispuǌava
sve uslove Leme 2.6, te je ΠU (A,X) izotropan za svako X ∈ U(B), xto
mo�emo zapisati sa

X = ΠU (A,X) + ΠM(A,X), εΠU (A,X) = 0. (5.7)

Sve je spremno za definiciju va�nih potprotora S i F putem

S = {ΠU (A,X) : X ∈ U(B)}, F =M(A) ∩ U(B).

S je, kao projekcija, vektorski potprostor od V. Xtavixe, zbog (5.7),
S je skroz izotropan potprostor od U(A), te po Posledici 2.2 va�i
dimS ≤ τ+1

2 . Nije texko primetiti da su S i F spregnuti sa

dimS + dimF = dimU(B) = τ + 1,

iz qega va�i dimF ≥ τ+1
2 . Naravno, mi �elimo da poka�emo da je

dimF = τ + 1, jer onda va�i U(B) ≤ M(A) xto u potpunosti rexava
postavǉen problem. Pretpostavimo zato da postoji neko D ∈ U(B),
takvo da je

ΠU (A,D) 6= 0.

Lako je na�i definitan D sa istim svojstvom, jer ako je D izotropan,
mo�emo ga zameniti sa D′ = D + θB ∈ U(B), za neko θ 6= 0 za koje je
θ 6= −2g(D,B)

εB
. Tada bi imali

εD′ = εD + 2θg(D,B) + θ2εB = θ(2g(D,B) + θεB) 6= 0,

te je D′ ∈ U(B) definitan i ΠU (A,D′) = ΠU (A,D + θB) = ΠU (A,D) 6= 0.
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Sada znamo da postoji definitan D = E + C ∈ U(B) za koji je
E = ΠU (A,D) 6= 0 i C = ΠM(A,D). Kako je E ∈ S izotropan, to je
εC = εD i C mora biti definitan. Kako je E ortogonalno i na E
i na C, to je E ⊥ E + C = D, te mo�emo primeniti Lemu 2.3 na
izotropan 0 6= E ∈ U(A) u odnosu na definitan D ⊥ E. Ona nam daje
rastavǉaǌe E = S + T , sa S, T ∈ U(A) i εS = −εT > 0, gde je D − S ili
D − T definitan, te ne umaǌuju�i opxtost mo�emo pretpostaviti da
je, recimo, D − S definitan.

Kako su S ∈ U(A) i D ∈ U(B) definitni to je

L(S) ∩ L(D) ≤ U(S) ∩ U(D) = U(A) ∩ U(B) = 0

i oqigledno ne postoji N 6= 0, takvo da za svako α i β za koje je αD+βS
definitno va�i N ∈ L(αD + βS), jer tvr�eǌe pada za α = 1, β = 0 i
α = 0, β = 1. Ovim smo pokazali da druga varijanta Leme 5.5 nije
mogu�a, te nam primena leme za Z ∈ P =M(A)∩M(B) =M(S)∩M(D)
daje Z ∈ M(αD + βS) za svako α i β za koje je αD + βS definitno.
Specijalno za α = 1 i β = −1, imamo po pretpostavci definitno D−S
i Z ∈M(D − S), xto dokazuje

P ≤M(D − S).

Ovu proceduru �emo ponoviti jox jedanput da bi doxli do �eǉenog
rezultata. Kako je ΠM(T,D−S) = ΠM(A,D−S) = ΠM(A,D) = C, to je
εΠM(T,D−S) = εC 6= 0, te po Lemi 5.7 imamo U(D − S) ∩ U(T ) = 0. Ovaj
rezultat, kao malopre, obara drugu varijantu Leme 5.5 koju ovoga
puta primeǌujemo na Z ∈ P ≤M(D − S) ∩M(T ) za konaqno

P ≤M(D − S − T ) =M(C).

Ovim smo pokazali P ≤ M(A) ∩M(C), a kako C ∈ M(A), to Lema 5.7
daje U(A) ∩ U(C) = 0, te sliqnom tehnikom sa poqetka priqe dobijamo

P⊥ = U(A)⊕ U(C).

Vratimo se sada na skroz izotropan S, gde S ⊥ S i S ⊥ M(A) daju
S ⊥ S +M(A) ≥ U(B). Odavde je S ⊥ U(B), te S ≤ U(B)⊥ = M(B) za
konaqno S ≤M(B)∩P⊥. Kako je E ∈ S, to je C = D−E rastavǉaǌe sa
D ∈ U(B) i −E ∈M(B). Odavde je ΠM(B,C) = ΠM(B,D−E) = −E ∈ S
i dobijamo

εΠM(B,C) = 0.
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Izotropnost za ΠM(B,C) �e nam za svako definitno X ∈ U(B) i svako
definitno Y ∈ U(C) dati izotropnost i za ΠM(X,Y ) i ΠM(Y,X), jer
Lema o slaboj dualnosti (Lema 5.6) daje

εΠM(X,Y )

εY
=
εΠM(Y,X)

εX
=
εΠM(C,X)

εX
=
εΠM(X,C)

εC
=
εΠM(B,C)

εC
= 0.

Definiximo sada potprostore H i Z sa

H = {ΠM(B,X) : X ∈ U(C)}, Z = U(B) ∩ U(C).

Po prethodnim razmatraǌima ΠM(B,X) je izotropan za sve definitne
X ∈ U(C), i linearno Ξ : U(C)→M(B) zadato sa Ξ(X) = ΠM(B,X) nam
po Lemi 2.6 daje skroz izotropan H = Ξ(U(C)). Kako je U(B) 6= U(C),
to U(B) ∩ U(C) nema definitnih vektora i zato je i prostor Z skroz
izotropan.

Vratimo se sada na P⊥ i poka�imo da je on nedegenerisan. Neka
je (B0, B1, ..., Bτ ) ortonormirana baza nedegenerisanog prostora U(B).
Rastavimo ove bazne vektore pomo�u V = U(A)⊕M(A) sa

Bi = Ai +Di, Ai = ΠU (A,Bi) ∈ S, Di = ΠM(A,Bi) ∈M(A),

za svako 0 ≤ i ≤ τ . Dobijamo

g(Bi, Bj) = g(Ai +Di, Aj +Dj) = g(Ai, Aj) + g(Di, Dj) = g(Di, Dj),

odakle je (D0, D1, ..., Dτ ) ortonormirana baza prostora M(A) ∩ P⊥ i
konaqno je P⊥ = U(A) ⊕ (M(A) ∩ P⊥) nedegenerisan kao ortogonalna
suma nedegenerisanih prostora.
P⊥ ≥ U(A) je nedegenerisan, te je M(B) ∩ P⊥ nedegenerisan pros-

tor dimenzije τ + 1. Kako su i H ≤ M(B) ∩ P⊥ i Z ∩ U(B) skroz
izotropni potprostori nedegenerisanih prostora dimenzije τ + 1, to
po Posledici 2.2 va�i dimZ ≤ τ+1

2 i dimH ≤ τ+1
2 . Primetimo da su

prostori Z i H spregnuti sa dimZ+ dimH = dimU(C) = τ + 1, xto nas
konaqno dovodi do

dimZ =
τ + 1

2
= dimH. (5.8)

Ovaj rezultat deluje priliqno qudno, tako da pretpostavǉam da
mo�e poslu�iti kao osnova za budu�u kontradikciju i konaqni dokaz.
On rexava ogroman broj sluqajeva u startu. Na primer, ako je τ parno
τ+1

2 nije ceo broj i (5.8) odmah dokazuje naxe tvr�eǌe.
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5.5 Skoro-specijalan Osermanov
Kako u prethodnoj sekciji nismo uspeli da reximo postavǉeni

problem, uvodimo novi pojam za koji mo�emo dati potpuni rezultat.

Definicija 5.4 Za R ka�emo da je skoro-specijalan Osermanov ako je
dvolisno Osermanov, takav da za sve definitne X,Y ∈ V va�i

U(X) ∩ U(Y ) 6= 0⇒ U(X) = U(Y ).

Na osnovu prethodnih definicija lako je uvideti da specijalan
Osermanov R mora biti skoro-specijalan Osermanov, kao i da skoro-
specijalan Osermanov R mora biti kvazi-specijalan Osermanov.

Teorema 5.2 Skoro-specijalan Osermanov algebarski tenzor krivine je
specijalan Osermanov.

Dokaz. Skoro-specijalan Osermanov tenzor krivine ne dozvoǉava
netrivijalne preseke U prostora, te mora biti dimZ = 0, xto je u
suprotnosti sa jednaqinom (5.8) po kojoj ukoliko tenzor krivine nije
specijalan Osermanov mora biti dimZ = τ+1

2 . �

5.6 Specijalan Osermanov
Posledǌa sekcija ove glave daje prikaz kompletne klasifikacije

specijalnih Osermanovih mnogostrukosti, odnosno tenzora krivine,
koju su uradili Garsija-Rio i Vaskez-Lorenco [10, 15]. Dokaz klasi-
fikacije je priliqno komplikovan i zato ga ne�emo navoditi.

Teorema 5.3 Kompletna i prosto povezana specijalna Osermanova mno-
gostrukost mora biti izomorfna jednom od slede�ih sluqajeva:
1) kompleksna prostorna forma signature (2p, 2q), p, q ≥ 0;
2) parakompleksna prostorna forma signature (p, p);
3) kvaternionska prostorna forma signature (4p, 4q), p, q ≥ 0;
4) parakvaternionska prostorna forma signature (2p, 2p);
5) Kejlijeva1 ravan nad oktanionima sa definitnom ili nedefinitnom
metrikom ili Kejlijeva ravan nad anti-oktanionima sa signaturom
(8, 8).

1Arthur Cayley (1821–1895)
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Za kraj glave opisa�emo sve mogu�e algebarske tenzore krivine
iz prethodne teoreme. Ve�ina tih mogu�nosti je zapravo linearna
kombinacija tenzora iz Primera 1.1 i 1.2. Da se podsetimo, u pitaǌu
su operatori krivine R0 i RJ koji su definisani sa

R0(X,Y )Z = g(Y,Z)X − g(X,Z)Y,

RJ(X,Y )Z = g(JX,Z)JY − g(JY, Z)JX + 2g(JX, Y )JZ.

Operator RJ(X,Y )Z se koristi kako u sluqaju da je J kompleksna
struktura, tako i u sluqaju da je parakompleksna struktura.

1) Kompleksna prostorna forma zahteva egzistenciju kompleksne
ermitske strukture J , a operator krivine je tada

R = µR0 − λ− µ
3
RJ ,

pri qemu je vixestrukost vrednosti λ jednaka τ = 1.
2) Parakompleksna prostorna forma zahteva para-ermitsku parakom-

pleksnu strukturu J (J2 = Id, dimV+ = dimV−, g(X, JY )+g(JX, Y ) = 0),
a operator krivine je

R = µR0 +
λ− µ

3
RJ ,

pri qemu je τ = 1, a signatura nu�no neutralna.
3) Kvaternionska prostorna forma zahteva kvaternionsku struk-

turu sa kanonskom bazom {J1, J2, J3}, a operator krivine je tada

R = µR0 − λ− µ
3

(
RJ1 +RJ2 +RJ3

)
,

dok je τ = 3.
4) Parakvaternionska prostorna forma zahteva parakvaternonsku

strukturu sa kanonskom bazom {J1, J2, J3}, gde je Ji = ωiId uz postojaǌe
dve varijante ω1 = ω2 = ω3 = −1 i ω1 = −ω2 = −ω3 = −1. Operator
krivine je tada

R = µR0 +
λ− µ

3
(
ω1RJ1 + ω2RJ2 + ω3RJ3

)
,

dok je τ = 3, a signatura neutralna.
5) Kejlijeva ravan je posledǌa mogu�nost, a u tom sluqaju je τ =

7 i n = 16. U pitaǌu su homogeni prostori: F4/SO(9), F 2
4 /SO(9),

F4/SO
1(9) i F 1

4 /SO
4(9).



GLAVA 6

OBRATAN PROBLEM

Motivisani prethodnim rezultatima stiqemo utisak da su Oser-
manov uslov i princip dualnosti u veoma bliskoj vezi, te se prirodno
postavǉa slede�e pitaǌe. Mora li algebarski tenzor krivine za koji
va�i princip dualnosti biti Osermanov? Uvod u ovo pitaǌe, kojim
se bavi qitava glava, nalazi se u Sekciji 6.1. Potvrdan odgovor
u sluqaju dimenzije n = 3 dajemo u Sekciji 6.2. U Sekciji 6.3 ko-
ristimo Fidlerove1 rezultate po kojima se svaki algebarski tenzor
krivine mo�e raspisati kao linearna kombinacija tenzora krivine
koji su generisani koso simetriqnom bilinearnom formom. U odnosu
na Fidlerov raspis dajemo ekvivalentan uslov principu dualnosti.
U sluqaju da su svi Fidlerovi qlanovi konstantnog znaka dokazujemo
da za dijagonalan Osermanov tenzor krivine va�i princip dualnosti.
U Sekciji 6.4 posmatramo sluqaj samo jednog Fidlerovog qlana i tu
dokazujemo da su princip dualnosti i Osermanov uslov ekvivalentni.

6.1 Uvod
Osnovni problem kojim smo se do sada bavili bilo je ispiti-

vaǌe principa dualnosti za Osermanov algebarski tenzor krivine.

1Bernd Fiedler

89
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Na poqetni uslov da je tenzor krivine Osermanov, postavǉali smo
dodatne uslove kako bi barem za neke parcijalne sluqajeve rexili
slede�u hipotezu.

Hipoteza 6.1 Osermanov tenzor krivine zadovoǉava princip dualnosti.

Kao xto smo do sada videli u pitaǌu je veoma te�ak problem.
Xtavixe, qak i ako pojaqamo tvr�eǌe (na primer zahtevamo da R zado-
voǉava princip jake dualnosti) i oslabimo pretpostavku (na primer
zahtevamo da je R dijagonalan Osermanov) i daǉe smo daleko od pris-
tojnog odgovora, a i ne raspola�emo odgovaraju�im kontraprimerom.
Kako za sada deluje da su Osermanov uslov i princip dualnosti u
bliskoj vezi, u ovoj glavi �emo izuqavati obratan problem.

Hipoteza 6.2 Ako za tenzor krivine va�i princip dualnosti onda je
on Osermanov.

Ova hipoteza bila je predmet najnovijeg samostalnog rada autora
[4] na kome je bazirana qitava ova glava. Naravno i prilikom re-
xavaǌa ovog pitaǌa mo�emo zahtevati dodatne uslove. Na primer,
mo�emo pretpostaviti da je tenzor krivine dijagonalan ili da za
ǌega va�i princip jake dualnosti. Da bi se xto boǉe iskoristila
pretpostavka, potrebno je prona�i xto vixe sopstvenih vektora za
Jakobijev operator, na koje bi daǉe primenili princip dualnosti,
odnosno jednaqinu (4.2). Upravo to radi naredna lema koja mo�e
igrati veliku ulogu u naxem istra�ivaǌu.

Lema 6.1 Ako za X ⊥ Y va�i JX(Y ) = εXλY i JY (X) = εY λX, tada za
sve α, β ∈ R va�i JαX+βY (εY βX − εXαY ) = εαX+βY λ(εY βX − εXαY ).

Dokaz. Ova lema je direktna posledica pravolinijskog raquna.

JαX+βY (εY βX − εXαY )
= R(εY βX − εXαY, αX + βY )(αX + βY )
= R(εY βX, βY )(αX + βY ) +R(−εXαY, αX)(αX + βY )

= −εY αβ2JX(Y ) + εY β
3JY (X)− εXα3JX(Y ) + εXα

2βJY (X)

= β(εXα2 + εY β
2)JY (X)− α(εXα2 + εY β

2)JX(Y )

= (εXα2 + εY β
2)(βεY λX − αεXλY )

= εαX+βY λ(εY βX − εXαY )

�
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6.2 Trodimenzioni sluqaj
U ovoj sekciji posmatra�emo najjednostavniji sluqaj Hipoteze 6.2,

sluqaj dimenzije n = 3. Iz Teoreme 3.3, zapravo iz jednaqina (3.11),
lako se vidi da trodimenzioni Ajnxtajn tenzor krivine mora biti
konstantne sekcione krivine. Naravno takav mora biti i trodimen-
zioni Osermanov tenzor krivine, zbog qega �emo narednu teoremu for-
mulisati na slede�i naqin.

Teorema 6.1 Trodimenzioni tenzor krivine za koji va�i princip du-
alnosti je konstantne sekcione krivine.

Dokaz. Za primenu principa dualnosti, potreban nam je par me�u-
sobno ortogonalnih jediniqnih vektora (X,Y ), tako da je Y sopstveni
vektor za JX . Neka je (E1, E2, E3) proizvoǉna ortonormirana baza za
V, za koju je ε1 = ε2. Matrica Jakobijevog operatora JE3 mo�e se
zapisati sa

JE3 =

 ε1R1331 ε1R2331 0
ε2R1332 ε2R2332 0

0 0 0

 ,

te redukovan Jakobijev operator J̃E3 ima karakteristiqan polinom

ω(x) = x2 − (ε1R1331 + ε2R2332)x+ ε1ε2R1331R2332 − ε1ε2R2331R1332.

Diskriminanta kvadratne jednaqine ω(x) = 0 je

D = (ε1R1331 + ε2R2332)2 − 4ε1ε2R1331R2332 + 4ε1ε2(R1332)2,

odakle zbog ε1 = ε2, imamo ε1ε2 = (ε1)2 = 1, i konaqno

D = (ε1R1331 − ε2R2332)2 + 4(R1332)2 ≥ 0.

Za D > 0 kvadratna jednaqina ima dva realna rexeǌa, a to su dve ra-
zliqite sopstvene vrednosti operatora J̃E3 , te zato postoje dva (nede-
generisana) jednodimenziona sopstvena potprostora. U suprotnom je
D = 0, xto daje ε1R1331 = ε2R2332 i R1332 = 0, a tada je J̃E3 dijago-
nalan sa dvostrukom nulom kojoj odgovara dvodimenzioni sopstveni
potprostor.

U svakom sluqaju prethodna diskusija dokazuje postojaǌe ornormi-
rane baze (X,Y, Z), takve da su Y i Z sopstveni vektori operatora JX .
Validnost principa dualnosti povlaqi da je X sopstveni vektor za
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operator JY , qime su ispuǌeni uslovi Leme 6.1 i zato je εY βX−εXαY
sopstveni vektor za JαX+βY . Xtavixe, za svako α, β ∈ R uz uslov
α2εX + β2εY 6= 0, vektori αX + βY i εY βX − εXαY su definitni i
me�usobno ortogonalni. Simetriqnost Jakobijevog operatora daje

g(JαX+βY (Z), εY βX − εXαY ) = g(Z,JαX+βY (εY βX − εXαY )) = 0,

te je JαX+βY (Z) ortogonalno i na εY βX − εXαY i na αX + βY , xto
daje JαX+βY (Z) ⊥ Span{X,Y } = Span{Z}⊥ i konaqno Z je sopstveni
vektor operatora JαX+βY . Princip dualnosti povlaqi da je αX + βY
sopstveni vektor operatora JZ , a to je mogu�e samo ako je Span{X,Y }
dvodimenzioni sopstveni potprostor za J̃Z . Sliqno mo�emo pokazati
i da je Span{X,Z} dvodimenzioni sopstveni potprostor za J̃Y . Ovako
smo doxli do jednaqina

R(X,Y, Y,X)
εXεY

=
R(Y,Z, Z, Y )

εY εZ
=
R(X,Z,Z,X)

εXεZ
= κ,

i R(Y,X,X,Z) = R(X,Y, Y, Z) = R(X,Z,Z, Y ) = 0, koje u potpunosti
opisuju R, te zato R mora biti konstantne sekcione krivine κ. �

6.3 Fidlerovi tenzori
U ovoj sekciji pokuxa�emo da opixemo kako izgleda R za koje va�i

princip dualnosti. Neka je (E1, ..., En) proizvoǉna ortonormirana
baza vektorskog prostora V, signature (ν, n − ν). Zapoqnimo levom
stranom jednaqine (4.2) koja definixe princip dualnosti,

JX(Y ) = εXλY. (6.1)

Dakle, Y je sopstveni vektor operatora JX za sopstvenu vrednost
εXλ. Jakobijev operator mo�emo izraziti preko tenzora krivine na
slede�i naqin,

JX(Y ) = R(Y,X)X =
∑
l

εlR(Y,X,X,El)El.

Postavimo li definitne X =
∑
i αiEi i Y =

∑
i βiEi, jednaqina (6.1)

postaje ∑
i,j,k,l

εlβiαjαkRijklEl = εXλ
∑
l

βlEl,
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odakle
(∀l)

∑
i,j,k

εlβiαjαkRijkl = εXλβl.

U skladu sa radom Fidlera [14] i kasnijim poboǉxaǌem od strane
Gilkija [14, 16], svaki algebarski tenzor krivine R mo�e se zapisati
kao linearna kombinacija algebarskih tenzora krivine oblika

RΩ(A,B,C,D) = 2Ω(A,B)Ω(C,D) + Ω(A,C)Ω(B,D)− Ω(A,D)Ω(B,C),

gde je Ω koso simetriqna bilinerna forma, odnosno tenzor reda 2
za koji va�i Ω(A,B) = −Ω(B,A). Ako pre�emo na koordinate, svaki
algebarski tenzor krivine R mo�emo zapisati kao konaqnu sumu

Rijkl =
∑
Ω

εΩ
1
3

(2ΩijΩkl + ΩikΩjl − ΩilΩjk) ,

gde εΩ ∈ {−1, 1}. Koriste�i ovu qiǌenicu, (6.1) postaje

(∀l)
∑
Ω

∑
i,j,k

1
3
εΩεlβiαjαk (2ΩijΩkl + ΩikΩjl − ΩilΩjk) = εXλβl.

Prethodnu formulu mo�emo uprostiti simetrijama izme�u j i k,∑
i,j,k

βiαjαkΩikΩjl =
∑
i,k,j

βiαkαjΩijΩkl =
∑
i,j,k

βiαjαkΩijΩkl,

∑
i,j,k

βiαjαkΩilΩjk =
∑
i,k,j

βiαkαjΩilΩkj = −
∑
i,j,k

βiαjαkΩilΩjk = 0,

posle qega dobijamo

(∀l)
∑
Ω

∑
i,j,k

εΩεlβiαjαkΩijΩkl = εXλβl.

Sume na levoj strani mo�emo razdvojiti

(∀l)
∑
Ω

εΩεl
∑
i,j

αiβjΩij
∑
k

αkΩkl = −εXλβl,

xto se nakon uvo�eǌa kra�ih oznaka

ΘΩ
PQ =

∑
i,j

µiνjΩij ,
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za P =
∑
i µiEi i Q =

∑
j νjEj, mo�e zapisati kao

(∀l)
∑
Ω

εΩΘΩ
XY ΘΩ

XEl
= −εlεXλβl. (6.2)

Koriste�i (6.1)⇔ (6.2) i ΘΩ
Y X = −ΘΩ

XY , dobijamo ekvivalentnu formu
za uslov principa dualnosti (4.2)

(∀l)
∑
Ω

εΩΘΩ
XY ΘΩ

XEl
= −εlεXλβl ⇒ (∀l)

∑
Ω

εΩΘΩ
XY ΘΩ

Y El
= εlεY λαl. (6.3)

Simpatiqan rezultat mo�emo dobiti ako prosumiramo svih n jed-
naqina (1 ≤ l ≤ n) iz (6.2) prethodno umno�enih sa βl. Tada dobijamo∑

l

βl
∑
Ω

εΩΘΩ
XY ΘΩ

XEl
= −

∑
l

βlεlεXλβl,

xto nakon zamena
∑
l βlΘ

Ω
XEl

= ΘΩ
XY i

∑
l εlβ

2
l = εY postaje∑

Ω

εΩ(ΘΩ
XY )2 = −εXεY λ. (6.4)

Zaustavimo se ovde da bi pokazali interesantno tvr�eǌe u sluqaju
da su Fidlerovi qlanovi konstantnog znaka, odnosno u sluqaju kada
je εΩ = Const.

Teorema 6.2 Ako je R tenzor krivine sa εΩ = Const, tada za ǌega va�i
princip dualnosti za vrednost 0.

Dokaz. Ako je εΩ konstantnog znaka za sve koso simetriqne tenzore Ω
u Fidlerovom smislu, tada jednaqina (6.4) daje

0 ≤
∑
Ω

(ΘΩ
XY )2 = −εΩεXεY λ.

Vrednost λ = 0 daje
∑

Ω(ΘΩ
XY )2 = 0, odakle je ΘΩ

XY = 0 za sve Ω.
Formula (6.3) je oqigledno zadovoǉena, te princip dualnosti va�i
za vrednost 0. �

Teorema 6.3 Dijagonalan Osermanov tenzor krivine R sa εΩ = Const
zadovoǉava princip dualnosti.
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Dokaz. Kao i u prethodnom dokazu, jednaqina (6.4) sa εΩ = Const daje
0 ≤ −εΩεXεY λ. Kako po Teoremi 6.2, R zadovoǉava princip dualnosti
za vrednost 0, postavimo λ 6= 0. Tada je εΩεXεY λ < 0, xto povlaqi kon-
stantnost znaka od εY i dokazuje da sopstveni potprostor operatora
JX za sopstvenu vrednost εXλ sadr�i samo vektore istog tipa. Dakle
u sopstvenom potprostoru operatora JX nema nenula izotropnih vek-
tora i po Teoremi 4.4 princip dualnosti va�i. �

6.4 Jednoqlan Fidler

Fidlerov zapis ima veliku prednost i pru�a nam mogu�nost da
konstruixemo razne algebarske tenzore krivine. Naime, proizvoǉna
postavka konaqnog broja n-dimenzionih koso simetriqnih matrica,
koje �e odgovarati tenzoru Ω u koordinatama, generixe nam alge-
barski tenzor krivine. Sa druge strane, u prethodnoj sekciji smo
dokazali da je formula (6.3) ekvivalentna principu dualnosti, te se
ona mo�e iskoristiti za pogodno podexavaǌe u ciǉu konstruisaǌa
eventualnog kontraprimera za Hipotezu 6.2.

Kako se raqun komplikuje kad se broj Fidlerovih qlanova pove�ava,
u ovoj sekciji posmatra�emo sluqaj kad se Fidlerova suma sastoji
od samo jednog qlana. Kako ovaj sluqaj oqigledno potpada pod Teo-
remu 6.3, to za dijagonalan Osermanov tenzor krivine va�i prin-
cip dualnosti. Preostaje nam samo da istra�imo pod kojim �emo
uslovima eventualno mo�i da konstruixemo kontraprimer Hipoteze
6.2, odnosno da prona�emo tenzor krivine koji nije Osermanov, ali za
koji va�i princip dualnosti.

Pretpostavimo li da se Fidlerova suma sastoji od samo jednog
qlana dobijamo znaqajna uprox�eǌa. Elemente matrice JX mo�emo
videti kao

[JX ]pq = εpR(Eq, X,X,Ep) = −εΩεpΩ(X,Ep)Ω(X,Eq),

odakle dobijamo
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Tr(JXk) =
∑

i1,...,ik

(−εΩ)kεi1 · · · εik(Ω(X,Ei1))2 · · · (Ω(X,Eik))2

=

(∑
i

(
−εΩεi(Ω(X,Ei))2

))k
= (Tr(JX))k.

Dokazano svojstvo Tr(JXk) = (Tr(JX))k ima veliki uticaj na sopstvenu
strukturu Jakobijevog operatora. Naime, ako je ωX(x) = xn+σ1x

n−1 +
...+ σn−1x+ σn karakteristiqan polinom od JX , to �e po Lemi 3.1 za
ǌegove koeficijente va�iti jednaqina (3.2), te se lako proverava da
u naxem sluqaju va�i σ1 = −Tr(JX), kao i σ2 = σ3 = ... = σn = 0.
Prethodna diskusija pokazuje da karakteristiqan polinom Jakobi-
jevog operatora mora biti

ωX(x) = xn−1 (x− Tr(JX)) .

Dakle, JX mo�e imati samo jednu sopstvenu vrednost razliqitu od
nule, ona je jednostruka i iznosi Tr(JX).

Vratimo se na princip dualnosti, odnosno formulu (6.3), koja u
sluqaju jednog Fidlerovog qlana postaje

(∀l) ΘXY ΘXEl = −εΩεlεXλβl ⇒ (∀l) ΘXY ΘY El = εΩεlεY λαl, (6.5)

dok se jednaqina (6.4) mo�e zapisati sa

(ΘXY )2 = −εΩεXεY λ. (6.6)

Sada na raspolagaǌu imamo i levu i desnu stranu formule (6.5).
Leva strana formule (6.5) odre�uje koeficijente βl, samim tim i
sopstveni vektor Y operatora JX koji odgovara sopstvenoj vrednosti
εXλ = Tr(JX) 6= 0. Ako na to dodamo (6.6) za svako 1 ≤ l ≤ n dobijamo

ΘXY βl =
(ΘXY )2ΘXEl

−εΩεlεXλ
=
−εΩεXεY λΘXEl

−εΩεlεXλ
= εlεY ΘXEl .

Sada �emo iskoristiti i desnu stranu formule (6.5)

εΩεlεY λαl = ΘXY ΘY El =
∑
u

ΘXY βuΩul

=
∑
u

εuεY ΘXEuΩul =
∑
u,v

εuεY αvΩvuΩul,
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xto posle deǉeǌa sa εY i mno�eǌa sa εl postaje∑
u,v

εuΩvuεlΩulαv = εΩλαl. (6.7)

Kako jednaqina (6.7) va�i za svako 1 ≤ l ≤ n, to se ona mo�e lakxe
zapisati u matriqnom formatu. Ako sa Ψ oznaqimo matricu koja za
elemente ima [Ψ]pq = εqΩpq, a sa A kolonu sa koeficijentima [A]p = αp,
dobijamo

εΩλ[A]l =
∑
u,v

[Ψ]vu[Ψ]ul[A]v =
∑
v

[Ψ2]vl[A]v = [Ψ2A]l,

xto daje matriqni zapis

Ψ2A = εΩλA. (6.8)

Matrica Ψ2 u potpunosti je odre�ena matricom Ω, dok jednaqina (6.8)
kazuje da ona ima sopstvenu vrednost εΩλ, odnosno εΩ

1
εX

Tr(JX).
Ukoliko Tr(JX) na jediniqnim pseudosferama uzima samo jednu

vrednost, karakteristiqan polinom ωX je konstantan i R je Oser-
manov. U suprotnom, Tr(JX) na nekoj jediniqnoj pseudosferi uzima
bar dve razliqite vrednosti, ali zbog neprekidnosti traga on uzima i
sve vrednosti izme�u, odnosno Tr(JX) na nekoj jediniqnoj pseudosferi
uzima beskonaqno mnogo vrednosti. Me�utim, ukoliko va�i prin-
cip dualnosti, Ψ2 ima beskonaqno mnogo sopstvenih vrednosti, xto je
nemogu�e. Dakle, eventualne kontraprimere Hipoteze 6.2 neophodno
je tra�iti me�u Fidlerovim sumama koje imaju bar dva qlana.



ZAKǈUQAK

Osnovna tematika ovog rada je ispitivaǌe principa dualnosti
i jake dualnosti za Osermanov algebarski tenzor krivine, odnosno
Osermanovu mnogostrukost. Mo�emo li dokazati princip dualnosti
u opxtem sluqaju ili eventualno konstruisati kontraprimer u kojem
ona ne va�i? Ovaj problem ispostavǉa se kao jako te�ak i parcijalne
rezultate smo uspeli da damo uz specifiqne olakxavaju�e okolnosti.
Najpre da sumiramo xta smo uspeli da uradimo.

Prvo ograniqeǌe koje smo postavili bio je mali indeks ν pseudo-
Rimanove mnogostrukosti, odnosno skalarnog proizvoda. U Rimanovom
sluqaju (ν = 0) princip dualnosti smo rexili u Posledici 4.2. Kako
je taj sluqaj nu�no dijagonalan to po Teoremi 4.1 va�i princip jake
dualnosti. Lorencov sluqaj (ν = 1) bazirali smo na Teoremi 3.5 po
kojoj je Osermanov tenzor (kao cvajxtajn) konstantne sekcione kriv-
ine, a za ǌega po Teoremi 4.5 va�i princip jake dualnosti.

Naredni olakxavaju�i uslov bio je mala dimenzija. Dimenzija
maǌa od 4 je ili Rimanova ili Lorencova, xto smo ve� ispitali.
Prvi netrivijalni sluqaj zato je dimenzija 4, odnosno signatura (2, 2),
gde smo u Teoremi 4.7 pokazali da va�i jaka dualnost. Na�alost ve�
u dimenziji 5 imamo silnih potexko�a i veliki broj nepoznatih (ko-
ordinatnih tenzora krivine) u odnosu na broj jednaqina (iz k-xtajn
uslova) kojima raspola�emo.

Posledǌa specifiqnost sa kojom smo radili bio je mali broj sop-
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stvenih vrednosti redukovanog Jakobijevog operatora. Ovde smo namet-
nuli i uslov dijagonalnosti, koji je priliqno prirodan jer po [18]
�ordan-Osermanov tenzor krivine mora biti dijagonalan, osim u
sluqajevima sa neutralnom signaturom. Dijagonalnost i samo jedna
sopstvena vrednost nu�no odre�uje prostor konstantne sekcione kriv-
ine i ponovo po Teoremi 4.5 va�i jaka dualnost. Prvi netrivijalan
sluqaj je dijagonalnost sa dve sopstvene vrednosti koji smo nazvali
dvolisno-Osermanov. Ovakav tenzor krivine i daǉe je bio daleko od
rexeǌa pa smo uveli i dodatni uslov o invarijantnosti U prostora
koji se uoqava na najpoznatijim primerima dvolisno-Osermanovih ten-
zora krivine i takav tenzor smo nazvali kvazi-specijalan Osermanov.

Sa kakvim texkim problemima smo se uhvatili u koxtac demon-
strira i to da qak ni pod silnim nametnutim uslovima za kvazi-
specijalan Osermanov tenzor krivine nismo uspeli da u potpunosti
poka�emo validnost principa dualnosti. Xta tek onda mo�emo oqeki-
vati od opxteg sluqaja? Tek sa malo jaqim uslovom koji smo nazvali
skoro-specijalan Osermanov dokazali smo princip dualnosti i samim
tim pokazali da on mora biti specijalan Osermanov.

Naredni rezultati mogu se oqekivati u nastavku priqe o kvazi-
specijalnim Osermanovim tenzorima krivine, jer rezultati koje smo
dali nisu usko vezani sa skoro-specijalim Osermanovim ve�rexavaju
mnoxtvo mogu�ih sluqajeva. Tako�e, mo�da bi se neki rezultati o
principu dulanosti mogli dobiti u signaturi (2, 3). U svakom sluqaju
autoru ovih redova i daǉe nije poznat ni jedan kontraprimer Oser-
manovog tenzora krivine za koji ne va�i princip dualnosti, pa qak
ni princip jake dualnosti.

Navedeni rezultati naveli su nas na pomisao da je princip dual-
nosti prirodno svojstvo vezano za Osermanove mnogostrukosti, te smo
postavili i obratnu pretpostavku. Ako princip dualnosti (ili jake
dualnosti) va�i za algebarski tenzor krivine, mora li on biti Os-
ermanov? Potvrdan odgovor dali smo u dimenziji n = 3 kroz Teoremu
6.1. Daǉi pokuxaj rexavaǌa ove hipoteze bio je preko Fidlerovih
suma, gde smo dobili potvrdan odgovor u sluqaju kad Fidlerova suma
ima samo jedan qlan. Naravno i ovde ostaje puno nerexenih pitaǌa,
te za poqetak mo�emo posmatrati hipotezu u Rimanovom sluqaju.
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[27] Z. Rakić : On duality principle in Osserman manifolds, Linear Algebra
Appl. 296 (1999), 183–189.
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