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UvoD

Nekoliko reci o nastanku ovog rada. U toku Skolske
1981/82 godine boravio sam na MNoskovskom Dr¥avnom Univer-—
zitetu na specijalizaciji kod V.A, Iskovskih. U jednom od
razgovora on jJje izneo misSljenje da je jedini singularitet
krivih nad kojim u normalizaciji leZi Jedna jedina tadka,
singularitet tipa parabole yp=xq sa uzajamno prostim p, g
i predlo%io mi da detaljnije ispitam takve singularitete.
Ispostavilo se medjutim da.ovakvih singulariteta ima znat-
no vise i da sa njima stoji u vezi malo poznata i malo izu-
¢avana klasa lokalnih prstena. Zatim Je postalo jasno da se
u slucaju singulariteta hiperpovrsi radi o vezi sa neras—
tavljivim elementima prstena formalnih atepenih redova,
Najzad, relativno nedavno sam &itajuéi radove VeloArnoljda
1 njegove Zkole o klasifikaciji singulariteta realnih fun—
kcija uvideo da se metoda Wjutnovih poliedara, koju je uveo
i1 ekstenzivno koristio Arnoljd (v.[31,[41), mo%e sa uspe-
hom primeniti i u problematici nerastavljivih formalnih
redova. Kao rezultat svega toge nastaii sSu moJji radovi
(221,0281,029] a zatim i ovaj rad.

Rad se sastoji iz dva dela. U prvom delu je sadrzana
motivacija ovog rada. Prvi odeijak je uvodnog karaktera i

sadrzi pregled osnovnih pojmova i stavova algebarske geo-
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metrije koji se u daljem koriste. Posle izvesnog kolebanja
resio saﬁ da ga uvrstim u rad, zbog komrletnosti kao i zbog
potrebe upoznavanja sireg kruga nasih matematicdara sa ovom
problematikon, ﬁ drugom odeljku se opisuje osnovni objekt
sa algebarskog i geometrijskog stanovista - jednograni lo-
kalni prsteni i jednograni singulariteti. Navode se malo-
brojni rezultati o ovim strukturama iz literature., 04 in-
teresa je dokaz teoreme 2.4. (ovo tvrdjenje se samo uzgred
pominje u [18] i nigde se ne dokazuje), kao i nezavisni do-
kazi teorema 2.l1l. i 2.3. (u [20] se oni baziraju na teore-
mi 2.2. koju ovde nismo dokazivali), a isto tako i lemz 2. G,
Drugi deo je glavni deo rada. U njemu se sistematski
izlaZze tehnika tzv. Njutnovih peoliedara i primenjuje na
izudavanje nerastavljivosti u prstenu formalnih redova.
Prvi odeljak o poliedrima 1 celobrojnim poliedrima Je uvod-
nog karaktera, ali sadrZi i neka jedneostavna tvrdjenja o ’
poliedrima koja se ne nalaze u standardnoj literaturi (v.
le3.,1.5,1.6.), vaZnu teoremu l.4, o kancelativnosti polu-
grupe poliedara, kao i novu definiciju nerazlozZivosti
(str. 34), prilagodjenu nasim potrebama, i njena elemen-~
tarna svojstva (v.1.10.,1.11.,1.12.). U drugom odeljku je
izloZena tehnika W>N-poliedara, koja je u literaturi siste-
matizovana samo u slucdaju n=2. 04 centralnog'su znacaja
teoreme 2.3, i 2.9. o strukturi polugrupe JN-poliedara.

Razvijena Jje tehnika valuacija pomoéu koje su dobijeni ne-

ki jednostavni neophodni (v. 2.7.) i dovoljni (v. 2.12.)




uslovi nerazlozivosti. Isto tako, poznataz teorema o sa-
birku dokazana Jje u sluéaju..N;poliedara (teorema 2.11.).
U trefem odeljku se uspostavlja veza izmedju generatora
polugrupe N-poliedara i nerastavljivih elemenata u prste-
nu formalnih redova, koja i opravdava razmatranje N -poli-
edara. 04 osnovnog znacaja pri tome je teorema %.l1. koja
predstavlja generalizaciju poznatog tvrdjenja u slucaju
poligona (n=2). Uvodi se pojam jake nerastavljivosti for-
malnih redova (str.46) i daju neki dovoljni uslovi. Raz-
matraju se kvazihomogene filtracije u prstenu formalnih
redova, u skladu sa radom [2]) , 1 koriste za nase ciljeve.
Od interesa su takodje teoreme %.5. i 3.6. koje predstav-
ljaju uvopstenja na kvazihomogeni slucaj poznatih teorema

0 homogenim polinomima. Uveden Jje pojam indeksa nerastav-
1jivesti (str.53) i u vezi s njim formulisana Jedna hipo-
teza. Cetvrti odeljak je posveden sistematskom izudavanju
slucaja n=2. U teoremi 4.l. nalaze se svi generatori polu-
grupe N-poliedara i dokazuje da je ona slobodna. Osnovna
teorema 4.5., koja je u stvari bazirana na poznatom proce-
su redukcije singulariteta, dokazana Jje bez korisdenja te-
oreme © razrasenju singulariteta (v.primedbu na str.62).
Iz nje je izvedena interesantna posledica (str.52) o broju
nerastavljivih faktora formalnog reda. Zatim Jje opisan al-~
goritam provere nerastavlijivosti, koji je implicitno sa-
drzan u radu [10). Takodje se u teoremama 4.6. i 4.7. na-

laze svi nerastavljivi elementi u Kl{x,y}] male viSestru-
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xosti (v. rad autora [291). U petom odeljku su opisane
dve famiiije generatora polugrupe N-poliedara u sludaju
n=% (teoreme 5.5. i 5.6.). Svi rezultati ovde su novi,
Korisdenjem jedne ideje Arnoljda [3] xlasifikovanil su u
teoreni 5.8. i svi kvazihomogeni polinoni za koje nijedna
osa nije singularna.

Najzad, u dodatku je kratlio prikazan globalni aspelkt
razmatranih problema i navedeni neki rezultati autora.

Tehnika .N;poliedara se u ovom radu oo prvi put pri-
menjuje sistematski u problemima nerastavljivosti formal-
nih redova. Relevantni podaci o poreklu 1 motivaciji poje-
dinih rezultata dati su, gde je to potrebno, u primedbama
i referencama. Sva tvrdjenja bez reference predstavljaju
autorov doprinos problematici. Sistem oznaka u radu je uo-
bidajen. Nekoliko crteZa Jje realizovano na racunaru ljuba-
znosSdu sarzdnika Matematicko-programerskog odseka Vazduho-
plovnotehnidkog instituta u Zarkovu, na demu im zahvaljujem.

Kao 8to &e &italac moéi da vidi, problematika obradje-
na u ovon radu ni izdaleka nije iscrpljena. Ctvoreno je 3si-
roko polje rada na daljem razvoju metode .Nlpoliedara, spe-
cijalno nalazenju relacija izmedju generatora polugrupa quj
(i»2), zatim istraZivanjima homeomorfnih radirenja prstena,
algebarskih svojstava Jjednogranih prstena i drugo. Autor
se nada da ée i on sam, a i drugi nasi matematicari even-
tualno zainteresovanl za ova pitanja, uskxoro datl nove re-
zultate.

U Beogradu, aprila 1985.
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JEDNOGRANI LOKALNI PRSTENI

I
JEDNOGRANI SINGULARITETT




§1. Algebarske mnogostrukosti i njihovi singulariteti

Cilj ovog odeljka je da se u najkrac¢im crtama opicu
osnovnl pojmovi algebarske geometrije koji se koriste u
radu. U njemu nema novih rezultata kXao ni dokaza, Izlaza-
nje se bazira uglavnom na knjigama Hartshorna (221 i Safa-

revida [35], gde se nalaze i odgovarajuéi dokazi,

1. Topologija Zariskog. Fiksirajmo Jjednom za svagda alge-

barski zatvoreno polje XK. Sa A" obeleZavamo uobidajeni n-
dimenzioni afini prostor nad K, skupovno jednak K =K=»,..*K,
Neka je A=K[X,,¢.+,X.]1 prsten polinoma sa n nepoznatih nad
poljem K. Elementi iz A definiSu funkcije na A® sa vrednos-
tima u K. Za svaki S A ime smisla definicija:
V(S)= {aﬁﬂf: za svako feS je f(a)=0}-. |

Ako je ideal I generisan skupom S, oéito je V(S)=V(I)=

=V (£ 400eyf) gde je £, ,...,fx (konadna) baza ideala I.
Definicija. Zatvoreni skup u A" (zatvoreni afini podskup)
je podskup u A" oblika V(S) za neki S <.

Komplementi svih zatvorenih skupova u A" &ine topologiju
na A', takozvanu topologiju Zariskog. Naime, konacna unija
i proizvoljni presek zatvorenih skupova, kao i g i A" su

zatvoreni skupovi:

V(S) VU V(T)=V(ST) , QV(SJ:V(LQJS“) , V(L)=g , V(O)=A".




Primer. Topologiju Zariskog na A' &ine 2, A' i komplementi.
kona&nihlskupova t.j. to je kofinitna topologija. Naime,
K[x] je glavnoidealskl prsten i V(8)=V(E£)=V((x=a,)eee(x-a,))
= {8 geees2y]e

Primetimo da topologija Zariskog u opsStem slucaju nije
hausdorfova t.j. T,

Definicija. Ireducibilni skup u topoloskom prostoru X Je

neprazni skup Y<=X koji se ne moZe predstaviti kao unija
dva prava zatvorena podskupa.

Ireducibilnost je sa topoloSkog aspekta veoma grubo svoj-
stvo. Na primer, svaki neprazni otvoreni podskur ireduci-
bilnog prostora je svuda gust,. A' je ireducibilan: pravi
zatvoreni podskupovi su konadni, a A' je beskonalan,
Definicija. Afina mnogostrukost je ireducibilni zatvoreni
podskup u A" . Kvaziafina mnogostrukost je otvoreni pod-

skup afine mnogostrukosti. ’

Teorema 1.1. Ako je X< A" i I(X)= {fei:Y PeX, £(P)=0},
tada je I(X) ideal u A i

(a) YcX =2I(Y)2IX)

(b) I(XVY)=I(X)NI(Y) ;

(¢) T(V(I))=rad(I) (Hilbertov Nullstellensatz);

(d) X=v(I(X)) .

(ve [22)str.19).

Posledica. Postoji obostrano jednoznacéna korespondencija
izmedju zatvorenih podskupova u A" i radikalnih ideala u A,

Zatvoreni skup je ireducibilan & njegov ideal Jje prost.
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Primeri. 1. A" je ireducibilan jer je I(A")=(0) rrost.

2., Neka je feA ireducibilan. Tada je (£f) prost Jer je
PF-prsten i V{f) je ireducibilan. Za n=2 to je ravna arina
kriva stepena deg £, za n=3% povrsS, za n>»3 hiperpovrs.

3. Maksimalni ideali u A odgovaraju minimalnim ireducibil-
nim zatvorenim podskupovima t.Jj. tackama u . Zato je sva-
ki maksimalni ideal u A oblika (X,=8,,e¢:0,Xn=8,)0

Primedba. Jednacdine koje zadaju zatvoreni skup X=V(f, yee0,T)
ne moraju generisati ideal I(X). MNa primer,
X=V(x-1,x2+y2-1)={(0,1)} i I(X)=(x-1,y)3p (x-1,x?+y%-1).
Definicija. Ako je X=V(I)< A" zatvoreni skup, prsten A(X)=
=A/I(X) se naziva afini koordinatni prsten od X.

A(X) je konalno generisana K-algebra. £ko je X ireducibilan,
A(X) nema nula-delitelja. VaZzi i obrat: svaka konadno gene-
risana K-algebra bez nula-delitelja je oblika A(X) za neki
zatvoreni algebarski skup X (v.[35]str.47). g

Primeri., 1. X=V(y-x?), A(X)=K[x,y]/(y-x?) = K[x].

2. X=V(xy-1), A(X)=K[x,y)/(xy-1) = K[x',x]¥ K[x].

3 Xﬁ{(t,tz,ta) : tGK}i:AP’je prostorna kubna kriva, ideal
I(X)=(y~x2,2-x>) 1 A(X) = K([(x].

2. Dimenzija. Pojam dimenzije koji se koristi u algebars-
koj geometriji ima korene jos u Euklidovim definicijama
tacdke, prave i ravni.

Definicija. Ako je X topoloski prostor, dimenzija dim X Je
subremum duZina strogo rastuéih lanaca ireducibilnih pod-

. skupova.




Odito, ako je X zatvoreni podskup u N, dim X = dim A(X)
je supremum du¥ina strogo rastudih lanaca prostih ideals,

tzv. EKrull-ova dimenzija prstena.

Teorema l.2. Ako je B konaéno generisana K-algebra bez nu-~
la~delitelja, onda je:

(a) dim B = tr degy E(B) , gde je K(B) polje razlomaka za B;
(b) ht P = dim B ~ dim B/P , gde je P proizvoljni prosti
ideal u B, a ht P supremum duzina strogo rastuéih lanaca
prostih ideala koji zavrsavaju sa P. Specijalno, ht I(¥) =

s codim X.

(v. [22] str.23).
Odavde odmah sledi da je dim A" = n, sto nam i treba.

Teorema l.3. Zatvoreni skup X< A" je dimenzije n-1 &
& X=V(f) t.j. X je hiperpovrs.
(v. [22] str.23). -

Drugim recima, ht I(X) = 1 & I(X) je glavni ideal. Ovo
tvrdjenje Jje poznato kao Krull-ova teorema o glavnim ide-
alima. Veé za codim X = 2 ovo ne vazi: dim X n-broj gene-

ratora ideala I(X), ali moZe biti i strogo >.

5. Regularne funkcije. U svakoj geometrijskoj teoriji, u

skladu sa opstom tendencijom "kategorizacije", pored obje-
kata moramo zadati i dopustiva preslikavanja.

Definicija. Ako je X (kvazi)afina mnogostrukost, funkcija
£f:X—»K Jje regularna u tacdki a€eX ako s ima okolinu (Zaris-

- kog) UcX takvu da je za svako x¢U, £f(x)=F(x)/G(x) za neke




polinome F, G iz A. £ Je regularna na X ako je regularna u
svako] tacki xeX,

Regularna funkcija je neprekidna (u topologziji Zariskog).

Ako se dve regularne funkcije na X poklapaju na nekom ot-

vorenom skupu, one se poklapaju na celonm X.

Definicija. Morfizam mnogostrukosti f:X — Y je neprekidna

funkecija koja prevodi regularne funkecije na ¥ u regularne
funkecije na X putem kompozicije ("Hom-funktor"):
’.

X‘-———r Y
fap
Sve afine algebarske mnogostrukosti nad poljem K sa ovak-
vim morfizmima &ine kategoriju Affg.

Definicija. Neka je X mnogostrukost. Skup &(X) svih regu-

-

larnih na X funkcija je prsten regularnih funlkcija na X.
za svaku tadku xeX, O, « Jje lokalni prsten tacke: to jJe
prsten "klica" regularnih funkcija ("germ"teng.), "Kein"
(nem.), "rostok"(rus.)) u tacki x t.j. faktor skupa svih
funkeija regularnih u x po relaciji ekvivalencije f~g <
postoji okolina W<=UaV gde su U,V oblasti definisanosti
f,g respektivno, takva da je f{w= g[w.

U.x Je lokalni prsten u algebarskom smislu: on ima jedin-
gtvenli maksimalni ideal TKhx={gve klice regularnih funkci-
ja jednakih O u x}. Naime, ako je £(x)#0, onda 1/f€ 0 .
Polje Ox‘x/%g‘x =k(x) ¥ k je polje ostataka u tadki x.




4. Racionalne funkcije. Na slican nacin kao u prethodnoj
tacki, ako u skup svih regularnih funkcija na ma kakvim ot-
vorenim podskupovima u X uvedemo relacijiu ekvivalencije
(£,U)~(g,V) & postoji W< UnV takva da je f\w= g\w,

skup klasa ekvivalencije ¢ini polje K(X), polje racionalnih

funkcija na X, Za svako xe€X je @7(}{)(_' (Q-rx < KXY i za
svaki otvoreni UcX je K(X)=X(U).

Teorema l.4, Neka je X< A" afina mnogostrukost. Tada je:
(a) OF) = a(X) ;
(b) ako je ‘m,={feA(X) : f(x)-—-O} , onda je (ﬂx,x = (0 (Lo-

kalizacija po maksimalnom idealu), dim @”= dim X i x+—M
je bijekcija izmedju tadaka u X i maksimalnih ideala u £(X);
(c) K(X)=A(X)“” (polje razlomaka) i to je konadno generisa-
no rasirenje polja K stepena transcendentnosti dim X

(@) O)= N{O. x : xex} .
(v.[22]str.35). g

Teorema l.5. Ako su X i Y afine mnogostrukosti, postoji pri-

rodna bijekcija HomA” (X,¥y) ¢ Homk_qeg (A(Y),4(X)) . Speci-
jalno, X 2 Y u Aff & A(X) & A(Y) kao K-algebre.
(V. E221 StI". 38""‘59) .

Primedba. Prsten 6KX) predstavlja prirodnu invarijantu sa-
mo u slucaju afinih mnogostrukosti, koji je nama i potreban.
Definicija. Racionalno preslikavanje mnogostrukosti ¢ :X ~-»Y
Je klasa ekvivalencije para (U,y) gde je U< X otvoren,

P:U—>Y morfizam i (U,¥)~ (V,p) <> ‘PlUn'V:‘P(UnV.




Racionalno preslikavanje ne mora biti funkcija u uobiclaje-
nom smislu: w nekim tacdkama nije definisano, u drugin Je
nejednoznadéno. ¢ je deominantno ako postojili predstavnik

p: U—~Y takav da je ¢(U) gust u Y.

Teorema l.6. Kategorija mnogostrukosti sa dominantninm raci-
onalnim preslikavanjima Jje inverzno exkvivalentna kategoriji
konacno generisanih rasirenja polja L/X.

(v.[22]str.46).

Izomorfizmi u ovoj kategorijli se nazivaju biracionalnim

(izo)morfizmima,

Teorema 1.7. X je biracionalno izomorfno Y <% postoje ct-
voreni UcX i VayY takvi da je UFV & KX)Z2K(Y) kao K-
algebre.

(v.[221str.47).

7Za nas najvainije regularno biraciornalno preslikavanje je

& -proces (engl. "blowing-up"”, ruski "razdutie"), koji se
moze opisati na sledeéi nadin (v.[22)str.48 ili [35]str.141),.
Neka je A'x P™' proizvod afinog i projektivnog prostora sa
koordinatama (X,ye¢e,%,) U A" 1 (¥, :e0.:y,) u P’ . Uolimo

"~ A" i mnogostrukost

projekciju p: A'x P
X = { ( (x[),(y‘;) ) XyJ; = X;¥; 28 i,j=1,...,n} < A x B,
Njena projekcija pokriva A'. SuZenje p‘x= v: X —”. Ovaj
morfizam nazivamo &-procesom ili razduvavanjem B u tadki
O. Za n=2 situacija se moZe ilustrovati slikom 1 (str.9).
Pravim kroz O sa razliéitim nagibima u ' odgovaraju razli-

. ¢ite prave u X,
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5. Singulariteti. Svaka tacka algebarske mnogostrukosti 1ma

afinu okolinu, pa prilikom izudavanja lokalnih osoblna mo-
Yemo smatrati sve mnogostrukosti afinim. FHeka je X<h™ ,
I(X)=(f, yeeeyfe) , dim X = d 1 x €X. Tangentni prostor T x
na X u tadki x je linearni podprostor u A" definisan siste-

mom linearnih jednacina

§=1
| »{x
Matrica tog sistema J(x) = ( %—" ) Jje Jakobijeva matrica
J

polinoma £,,...,f, u tacki x. Ako je r=rang J(x), ocito Je
dimJ o = n-r i dim X < dim T_ .

Definicija. Tadka x je regularna ako je d=n-r tj. ako jJe
dim X = dim ’J;X . U suprotnom (d<n-r), x je singularna,
Regularnost se moZe okarakterisati i preko lokalnog prstena
e, x tacke x ¢ X. Naime, f];,xg (’mx/'ﬂﬂf)* (dualni vektorski
prostor) i dim Q.}xs dimK WL:/WI:' . 22¢0, X je regularna &
vééi jednakost dimenzija & G&;cje regularni lokalni prsten.
Svi singulariteti u X &ine pravu podmnogostrukost (manje
dimenzije) Sing X.

Najjednostavnija mera sloZenosti singulariteta je nje-
gova viSestrukost (v.(22)]str.494 ili [33]str.?75 i 153). Za
tadke hiperpovrsi viSestrukost je jednaka stepenu pocetne
homogene forme jednadine hiperpovr3i u toj tacki. Tadka je
regularna & njena visestrukost je 1. Postoje i druge mo-
| guénosti klasifikacije singulariteta pomoéu osobina lokal-

nog prstena tacke,
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Definicija. Tacka x €X je normalna ako je @x,x celozatvoren
prsten (u svom polju razlomaka). |

Poznato je da je svaki regularnl lokalni prsten celozatvo-
ren (v.[34]str.73). Zato su sve regularne tacke normalne.
Ali normalni mogu biti i singulariteti: singularitet konusa

x*+y*-z*=0 u n je normalan.

Teorema l.8. Ako je mnogostrukost X normalna, ona je nesin-

gularna u kodimenziji 1 tj. dim Sing X < din X -2.

(v.[35])8tr.158 a takodje [22]str.241).

Odavde specijalno sledi da na krivoj ne moZe biti normalnih
singulariteta, a na povrsi je svaki normelni singularitet

izolovan (dim Sing X =0). Vazi i obrat.

Teorema l.9. Izolovani singularitet povrsi u a° je normalan,

(ve[2218tr.241).

- Definicija. Tacka x€X je faktorijaina ako Je Q__x PF-prsten
(prsten sa jednoznadnom prostom faktorizacijom).
Singularitet konusa pomenut malopre nije faktorijalan Jer

su (x+iy)(x-iy)=2z.-2 dve razlidite faktorizacije u @a,X'
O¢ito, regularnost = faktorijalnost = normalnost.

Grotendik Jje pokazao da Je svaki izolovani singularitet hi-

perpovrii u B" za n3» 5 faktorijalan.

©. Redukcija singulariteta. Za datu singularnu mnogostru-

kost Y od interesa Jje naéi mnogostrukost X i morfizam
Y : X—Y takav da je izvan Sing Y ¢ izomorfizam a da X

ime "jednostavnije" singularitete nego Y. To Jje problem




—]P =

redukcije singulariteta. Ako se zadovoljimo normalnosdéu X,
taj Je prbblem u potpunosti resen pomoéu normalizacije. U
afinom slucaju se ona opisuje na slededi nacin. X0 je A =
= A(Y) koordinatni prsten mnogostrukosti Y, B celo zatvore-
nje od A u njegovom polju razlomaka i1 X mnogostrukost koja
odgovara B (teorema 1.5. str.?7), tada imamo morfizam ¢¥:X— Y
koji odgovara inkluziji A< B i predstavlja trazenu normali-
zaciju jer Jje X normalna mnogostrukost. iko je Y kriva, X
je nesingularna (teorema 1.8. str.ll). Zato normalizacija
krivih resava u potpunosti problem razresenja singulariteta
tj. nalaZenje opisanog norlizma ¥ : X —Y sa regularnin X.
Problem razresenja singulariteta je dugo predstavljao plav-
ni problem teorije algebarskih singulariteta u algebarsko]
geometriji. U slucaju char K = 0 resenje za novrsi znali su
poéetkom ovog veka italijanski geometri. 111 tek 1964 god.
je Heisuke Hironaka dokazao postojanje razrefenja u svinm
dimenzijama, u radu [23] na preko 200 stranica. 3luca]

char K = p # O je reSen samo za povrsi (ibjankar, [11). To
je jos sloZeniji i mnogo manje geometrijski, a vise aritme-

ti¢ki problen,




§ 2. Jednograni lokalni prsteni i jednograni singulariteti

l. Jednograni lokalni prsteni. Proces normalizacije opisan

na str.l2 je vazno sredstvo u klasifikaciji sinsulariteta.
To je morfizam f:X —Y koji je lokalno generisan radirenien
prstena A<B pri emu je B celo zatvorenje &+ u njegovom po-
lju razlomaka. Prirodan diskretan parametar singulariteta
ye€ Y Jje broj tadaka u X koje leze nad y. Foito je celo za-
tvorenje lokalne oblasti polulokalan prsten, taj hroj je
uvek konacan. Jednostavan primer daje nam normalizacija
dvaju ravnih singulariteta na slici 2 (str.l4). U prvon
slucaju taj broj je 2, u drugom 1. Sinzularitet sa vrednod-
cu 1 moze se nazvati jednogranim. Po3to tadke sloja £7'(¥y)
cdgovaraju maksimalnim idealima ceZog zatvorenja pretena
(%,Y s 1okalni prsten takve singularne tadke mora inati oso-
binu da njegovo celo zatvorenje ima samo jedan maksimalan
ideal. Ovo je motivacija za slededéu disto algebarsku defi-
niciju jednogranosti.
Definicija. Neka je A lokalna oblast sa poljem razlomaka K.
Reéi demo da Je A jednograni prsten, ako je njegovo celo
zatvorenje A° u K lokalan prsten.

Ova klasa prstena Jje prirodna generalizacija klase ce-

 lozatvorenih lokalnih prstena. Koliko mi Jje poznato, prvi

put se pominje u Grotendikovom predavanju (181 i do danas
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o njoj ima malo rezultata. lieke od njih ¢emo navesti.

Teorema 2.,l. Neka je A lokalna oblast sa poljem razlomaka K,
Tada, A Je Jjednograna & svaki medjuprsten A< BCK koji Je
konacan kao modul nad A je lokalan,

(ve[B8lstr.40% i [201str.151).

Dokaz. (4= ) Neka je A° celo zatvorenje A u K, Tada je 4”7
unija svih svojih A-podmodula konacénog tipa:
A= [j~{Ai.:«:je konacan podskup generatora A’ nad A;} .

ok
Svaki A, Je lokalan sa maksimalnim idealom %ﬂﬂ. lieka Jje

'm.==y'm& e Za ACpH je A, C A i ?Yl.dcmp. Imamo sledecde:

P
M Je ideal (ako a€¢ A, , mc—’WLp onda am €Ay za ¥ =aUp);
1L éM (u suprotnom leM, za neko a );

ako je ICA pravi ideal, INA,CM_ pa je 1=g(1np_*)cm
i zato Jje A’ lokalan,

(=>) Neka je ACBCK. B je polulokalan. Heka su We i,
NcA’” i M;CB odgovarajuéi maksimalni ideali. Nad svakim
M, leZi neki prosti MN; u A°(v. 8 str.380) i podto su W;
maksimalni, takvi su i M;(v. 8 str.378). Zato su ’Mt- =N
iM.=MN.;Nn B=MNB za sve i tj. B je lokalan. O

Ieorema 2.2. Ako je (An, hgp) induktivni sistem jednogranih
prstena A, sa injektivnim lokalnim homomorfizmima h,,,» tada
Je A=lim A, Jjednograni prsten.

(v.[20]1str.151).

Napomenimo ovde konstrukciju kompletiranja. ko Je

!

(A, M ) lokalni prsten, uodimo skup svih nizova u & i uve-
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dimo konvergenciju sa x,—~ X & Vonellll , ©x,-x¢ ™" . Skup

svih Koéijevih nizova & postaje lokalni prsten - konmpleti-
ranje prstena A - koji sadrzi A. Skup {nﬂ“::1emn} nredstav-
1ja fundamentalni sistem okolina tacke C. % se mo¥e defini-

L - L » /\ - » i
sati i kao inverzni limes: A = lim a/m” .

Teorema 2.3. (a) Neka je A Neterova lokalna oblast. Ako je
K’oblast, onda je A jednogran.
(b) Neka je A konacdna algebra nad algebarski zatvorenim po-
ljem karakteristike O i lokalna oblast., Tada,

n

A je jednogran & A Jje oblast.
((a)v.[81str.403 i [20)str.151; (b)v.[19]11IV.24,).

' Dokaz. (a) Iskoristimo teoremu 2.1l.. Neka Je A<CBCK, B ko~

nadni A-modul i L polje razlomaka prstena A. Tada je BCE
za neki slobodan i-podmodul E u XK. Ali A je pljocnat (engl.

"f£lat", ruski "ploskii") pa su u dijagramu
F4

A & -~ B & »E C — K
N T

R =3eA > =i®B —=>A®E—> 20K = AKCL
A A A A

« i p monomorfizmi. Po3to je E slobodan, i d je mono. Zato
je i ¥ mono pa Jje K?B = ABcL jer je i najmanji podprsten
u L koji sadrzi i AiB. B je polulokalan Jjer je konacan
nad A. Neka je M maksimalni ideal u A4, M. svi maksimalni
ideali u B i R=radB. Tada je MBCR jer je MBNA=MWU a
RNA=MM NA=MN, pa je MBcM(ako ™M BCP onda je M=PNA
pa je P=M.). Zato je V(MB)=V(R) u Spec B i R < MBCR.
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Ali B je Neterov jer je konadan nad Neterovim prstenom A.
Sad je BEE=§= kompletiranje B po MB = kompletiranje B po

R. Ali (v.[8)str.231) B=[1 3B, . Poito je B=BAc I oblast,

m;*
k=1 i B je lokalan,

(b) Na osnovu korolara 37.6 u [33]str.139, broj prostih de-
litelja ideala (0) u A jednak Jje broju maksimalnih ideala

u A%, Zato, ako je A jednograni, A’ je lokalan, taj broj je

1 i (0) je prost ideal u A. IO

Uslov da jefﬁ oblast u terminologiji Nagate [33] se naziva
analitidkom ireducibilnoséu. Dakle, v “"geometrijskoj" situ-
acljl Jjednogranost & analitidka ireducibilnost.

Jedan od razloga zbog kojih su jednograni lokalni prs-
tenl manje izucavani od normalnih je i to Z%to se za razliku
od normalnosti svojstvo jednogranosti ne nasledjuje prili-
kom lokalizacije (v. primer u [201str.149).
| Razni rezultati u vezi sa jednogranim lokalnim prste-
nima se u poslednje vreme povremeno Javljaju u literaturi
(v.[13]1,0161,L171). U Grotendikovom predavanju [18] se me-
djutim pominje jedan interesantan rezultat W.-L. Chowa, ¢i-
Ji dokaz nije nigde publikovan. Koristedi tehniku algebar-
ske geometrije moZemo dati dokaz ove teoreme (v. rad auto-

ra [28], teorema 1.6.).

Teorema 2.4. Neka je A Neterova jednograna lokalna oblast,
<A maksimalni ideal, Gri = E? my/m™' asocirani graduisa-

-ni prsten. Tada je projektivni spektar Proj(GraA) povezan

(u topologiji Zariskog).




Dokaz. Neka je S=€Bﬁﬂﬁ, Proj S "razduvavanje" Spec A u za-
nzg

——

tvorenoj tadki M(v.(221str.213). Fostoii kanonski projek-
tivni biracionalni epimorfizam f£:Proj S —> Spec 4 sa staj-
novim razlaganjem (v.[22]1str.358):

Proj 8 —£—> 7 —*— Spec 4 , f=gh (%)
gde je h konadan i g, 0, =0,. Zato je h afini i Z=SpecB gde
Je '§=f‘(95 i B konacni A-modul., Mozemo smatrati da Jje Z ire-~
ducibilan jer Jje Spec A ireducibilan. ProsSirimo u (») bazu
do Spec k gde je k=A/M polje ostataka prstena A, Imamo

P=Proj S Spec k = Proj(Gri) , i dijagram

SpecA

P » Spec B/ B - = Spec k

]

Proj S 2 » Spec B - 7

A

» SPEC A

u-kome je donji red (=) i svi kvadrati su produkt-dijagrami.
- Ali 3*06 = @3 i na osnovu tvrdjenja u [22]1str.327,

r, % =p, ¢’ U, =j*8*(05 =3*0, = @é/me.

Zato morfizam p ima povezane slojeve (v.[221str.357). £1i

A je Jjednogran, B je lokalan (teorema 2.l1. na str.l5) i
Spec B/MB se sastoji iz jedne tadke. Sloj nad tom tadkon

je povezan, a to je upravo P=Proj(Gra), O

2. Jednograni singulariteti hiperpovrgi. Neka je x€X tacdka

algebarske mnogostrukosti X i @x,x njen lokalni prsten. CO:::,X

nije u dovoljnoj meri lokalna (u topoloskom smislu) karak-

teristika tacke. Recimo, izomorfizam (Qxx = 4 Y povlaci

biracionalnu izomorfnost X i Y (v. teoremu 1l.7. na str.8).
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Drugim redima, osobine (J,y utidu na skpro sve tadke mnogo-

strukosti., Medjutim, ako kompletiramo E&j{ (v.e str.l5), do-
o
bijeni prsten @L)( je u vedoj meri lokalna karakteristika

tacke,
Definicija. KaZemo da su talke x€X i y¢ Y analitidki izo-

-~ ~

morfne ako je @, . 3(’)”.{ .

Iz analiticke izomorfnosti tadaka x i y sledi dimX=dimY.
Isto tako, svake dve proste tadke na mnogostrukostima iste
dimenzije n su analiticki izomorfne. Naime, na osnovu struk-
turne teoreme Koena (v.[39)tom 2 str.355) u takvoj tadki je

N

@x,x =KllxX, ye0043XJ1 (prsten formalnih stepenih redova od n
promenjljivih). Znadi, analitidki izomorfizam je netrivija-
lan pojam samo u singularitetima,

Primer., Singulariteti u tadki O krivih X: y?=x*(x+1) i

Y: xy=0 (v.sliku 3) su analitidki izomorfni. Kompletiranje
njihovog lokalnog prstena je K{I[x,yll/(xy). Geometrijski,

to odgovara &injenici da X u okolini tadke 0(o,0) izgleda

kao dve prave koje se seku.

A

32=X2(X+1) xy=0
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Definicija. Neka je x é X singularna taika i @,y njen lo-
kalni prsten. Redi é&emo da Jje x jednograni singularitat ako
je @,y Jednograni prsten.
Na osnovu teoreme 2.3.(b) (str.l16) ovo je ekvivalentno za-
htevu da éz;: nema nula delitelja.

Neka je X glatka n-dimenziona mnogostrukost ("ambijent-
ni prostor"), ScX hiperpovrs u X, x€ 5. 0ito, lokalni prs-

ten (OX,X =ch4,i-o,xn] 9 @xls = x'x /(f) i:d.e je f=o (10""

(0)
kalna) jednadina S u X, f€ K[X,,...,%,]. Kompletiranjem do-

bijamo é;.s EKIL X, yeeeyXydd /(£) gde je sad (f) ideal generi-
san sa f u prstenu K{lx,,...,x,.1 . Vidimo da se izudavanje
klasa analitidki izomorfnih singulariteta hiperpovrii svodi
na izudavanje glavnih ideala prstena K[[{x,,...,%x,11. Zato
navedimo osnovne rezultate o tom prstenu koji ée nam biti

potrebni, Zasnivanje i osnovni pojmovi u vezi sa formalnim

stepenim redovima mogu se nadd u [7lstr.54 i dalje.

Iema. Red feKl[x,y.00.,x,]1] je invertibilan & £(0,...,0)#0.
(v.[7]str.71).

Reéli éemo da je red fé KI[x,,...,%X,]] regularan po promenj-
ljivoj x; ako f sadrZi &lan oblika cx; . Slededa teorema je

od sustinskog znacaja za prsten K{[x,,...,x. 1.

Teorema 2.5. Neka je f¢ K[{x,,...,x,1] regularan po x, i
ord £(0y...,0,%,)=k. Tada postoji invertibilni g e¢KIilx,,..,x.]]
ia;€¢Kilx,y0..,x,,1] sa 2;(0,...,0)=0 (i=1,...,k) takvi da

Je f(x)-g(x).(x:+ad(x1,...,xhﬂ)-xtd+...+akﬂx1,...,x“q) ).
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Ova teorema se naziva formalnom varijantom Vajerstrasove
pripremne teoreme (WETF) i moZe se nadéi u [39]tom 2 str.168,
Slucdaj dve promenjljive je obradjen u [8lstr.593. Xonvergen-
tna varijanta (sa K=C ) moZe se naéi na pr. u [61str. 445,
Elementi prstena K[[x,,.;.,xﬁqll[x“] se nazivaju Vajerstra-
sovim polinomima. WPTF dakle kaZe da se svaki rerularni po
X, formalni red moZe zapisati kao proizvod invertibilnog
reda i Vajerstrasovog polinoma po x, . Da uslov regularnos-

ti nije ogranicavajuéi, vidimo iz sledede leme.

Lema 2.6. Svaki feK[[x,,...,X,J1 K se moZe linearnom trans-
formacijom promenjljivih dovesti na oblik, regularan po bi-

Lo kom datom skupu promenjljivih.

Dokaz. Dovoljno je pokazati da postoji linearna smena y=Cx

. takva da je g(x)=f(Cx) regularan po istim promenjljiivim po
kojim Je regularan i f i jq? po Jjednoj promenjljivoj. Neka
f nije regularan po x,. Uzmimo nove promenjljive y,=x, ,

¥ =x;+€x, (i=2,...,n). Tada je novi red

g(x)=>Va; . ¢ xf‘(xz+€lx1fi ...(x“+5hxdf“ , Dpa je
B(O,X,4000,%,)=f(0,X;,...,%,) , a

g(xi,o,.--,0)= Z( ZI aii...ih &21"'8:\“ ) :{"I *

i (i >

F il

Kad bi svi kceficijenti ovog reda bili O, bilo bi identidki

£(1,6,,0..,&,)=0. Zato postoji izbor §,,...,£ takav da je

g8(x,40,.4.,0)=cx)+... sa c#0 1 g je traZeni red. O

Pomoéu teoreme 2.5. (WPTF) se dokazuje sledeéa znadajna te-

orema (v.[39]tom 2 str.290 za formalnu, [6)str.445 za kon-
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vergentnu varijantu, a takodje [81str.597).

Teorema 2.7. Prsten KL[x,,...,x,l] Je FFf-prsten.

Vratimo se sad na malopredjasniu situaciju x€¢ SCX.
Singularitet x € S je jednograni < ideal (f) je prost u
KELX,ye00,%,0] & £(x) je nerastavljiv u tom prstenu.
zato je u cilju klasifikacije Jjednogranih singulariteta od
interesa nalaZenje kriterijuma za utvrdjivanje analiticke
nerastavljivosti polinoma tj. nerastavljivosti u prstenu
formalnih redova. Tom zadatku je posveden drugi, osnovnl

deo ovog rada.

3. Izolovani singulariteti. Ovo je najjednostavnija klasa

singulariteta. U sludaju polja € postoji razradjena klasi-

fikacija ovih singulariteta do na difeomorfizam, uglavnom

u radovima Arnoljda (v.[3],[4]). Ispostavilo se da je teh-

nika razvijena u tim radovina izuzetno znacajna 1 za pita-

nja kojima se bavimo u ovom radu. Ovde ¢emo izneti neke

osobine tih singulariteta koje ¢e nam kasnije koristiti.
Neka je xe¢S<X sitvacija opisana na str.20 1 ¥ Je sin-

gularna tacka tj. resenje sistema
é_t—é_f_: :-.—3-—£-=O (*)

3x,’ — axl «- s 3}("

MoZemo smatrati da je x=C tez gubitka opstosti. Imamo

x je izolovani singularitet & dne¢l, m:xc(%’,m}%éﬂﬁi &
& dim (Ox,x/I <+eo0, Qva dimenzija se naziva Milnorovim
brojem singulariteta x i obeleZava m(v.[321str.59). p je

jednak visSestrukosti izolovanog korena x=0 u sistemu (%),




Dakle, x je izolovan < 1ima konacan Nilnorov bro¢j.

U literaturi postoji izvesna terminoloska zbrka. lFHil-
norov broj singulariteta se naziva i visSestrukoséu (v.[3}).
Medjutim, visSestrukost singulariteta u alg:l¢rsko]j geomet-
riji je nesto drugo (v. §1.5 str,10), pa éemo p zvati is-
kljucivo Milnorovim brojem. Isto tako, singulariteti sa ko-
nacnim p se nazivaju "konac¢nokratnim" i nedepgenerisanim.

I ovi nazivi su za nas neodgovarajuéi, prvi zbog drukcéijeg
pojma visestrukosti ("kratnosti'"), a drugi zato sto se u 1li-
teraturi o singularitetima realnih funkcija (teoriji kata-
strofa) nedegenerisanim nazivaju singulariteti sa nenultim
Hesijanom (v.[321str.59), za koje se koristi jof i termin
morsovski singulariteti zbog leme lMorsa. Zbog toga demo ko-
ristiti iskljuéivo naziv izolovani singulariteti. OZito,
svaki morsovski singularitet ima visestrukost 2 u algebro-
geometrijskom smislu i Milfnorov broj m =1,

Jedna od znacajnih razlika izmedju izclovanih i neizo-
lovanih singulariteta data Je slededéom teoremom Mathera,

dokazanom u [£321str.89 (v. i [61str.478),

Teorema 2.8. Neka f € KILX, ,4..,X,11 1ima izolovani singula-

ritet u O sa Milnorovim brojem mc+eo . Tada postoji k=k(nm )
(prirodan broj) takav da ako Je g¢KI[xX,,e0.,x,11 i f i g

se poklapaju do stepena k zakljudno, onda vostoji formalni
izomorfizam y,=X,+4ee 4 see , ¥,=X, +... Dprstena Kttxq,..,xhll

sa samim sobom takav da Jje f(y(x))=g(x).
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Primedba. U L3211 ocena za k je k=2m gde je m €INI takav da
TﬂmC(%E yo ooy §§“). Moze se dobiti i bolja ocena k=m+l (v.
[6lstr.478) kao i dokazati odgovarajuéa teorema u konver-
gentnom slucaju.

Jedna od najbolje izucdenih i najjednostavnijih klasa
izolovanih singulariteta su tzv. Briskornovi singulariteti -
singulariteti polinoma xﬁ‘+x§-+...+xf‘ za k.» 2 (v.[32]
str.?71). Lako se vidi da je svaki takav singularitet izo-
lovan, pa Jje svaki takav polinom analiticki nerastavljiv.

Ova se 8injenica moZe dokazati i nezavisno.

Iema 2.9, Svaki polinom f=a4xf‘+...+a"x:“ za n 25 je ana-
liticki nerastavljiv. Za n=2, £ Jje analiticki nerastavljiv

& Mk, ,k,)=1.

Dokaz, Za n=2 smer & Jje odigledan, a smer = de slediti iz

§4 drugog dela rada.

y
|

U opstem slucaju, polinom a4xf +azx:1 nema visestruke fak-
tore $to se neposredno proverava. Opsti sludaj sada sledi
indukcijom po n, primenon klasiénog Ajzendtajnovog krite-
rijuma na prsten KCIlx,,...,%,. JJ[x,1 1 Cinjenice da je Va-
Jjerstrasov polinom rastavljiv u tom prstenu €< on je ras-

tavljiv u KCExX, 4e00e4%x,11 (v.I61str.458).

U radu KuSnirenka L[24] data je izvanredna teorema o iz-
racunavanju Milnorovog broja singulariteta hiperpovrsi na
osnovu broja celobrojnih tacaka ispod tzv. Njutnovog dija-

grama reda f., Slic¢na metoda koriséena je u citavoj seriji
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radova ove Skole (v.[12]1,[25],[3%6])) za ispitivanje nekih
csobina ﬁ vezl sa singularitetima, Ovi radovi, a narocito
pomenuta teorema Xusnirenka, bili su osnovni podsticaj za
mene da primenim metodu Njutnovog dijagrama u razmatranjiu

nesto drukdéije problematike - nerastavljivosti.
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§1. Poliedri: osnovni pojmovi

U ovom odeljku édemo navesti neophodne definicije i re-
zultate teorije konveksnih poliedara, usglavnom na osnovu
knjige [211. Bide dokazani i neki jednostavni rezultati po-
trebni u daljem, koji se ne nalaze u standardnoj literaturi.
Terminologija se uglavnom poklapa sa (211, pri &emu pod po-
liedrom uvek podrazumevamo konveksni poliedar, koji ne nora
biti ogranicen.

Fiksirajmo afini euklidski prostor R~ sa standardnim
skalarnim proizvodom (x,y)=§‘, X.¥:. , pri cemu uvek identi-
fikujemo tacke i odgovarajuée radijus-vektore. loluprostor
H je skup {xe[R": (x,u)&m} sy 3de Je u vektor spoline norma-
le granice poluprostora - hiperravni L= 3H zadate sa (x,u)=«.
Afini omotad Aff S skupa ScR” je afini noderostor najnmanie
dimenzije koji sadrzi S,

* L - - ’ H - il .
Definicilja. Poliedar PC R Jje presek konalnog broja zatvore-

nih poluprostora: P={i H,, H{={xe43“: (x,ui)qu} . lMozemo
uvek smatrati da je ova reprezentacija neskrativa tj. da je
QL HJ;! P za sve i=l,...,Kk. Dimenzija dim P ¥ dim Aff T,
Poliedar je zatvoreni konveksni podskup u R . Hiperravan
oslonca L(P,v) poliedra P sa spoljnom normalom veR" je ni-
perravan (x,v)=sup{(y,v):yE}P}. FCP je strana poliedra P

ako je za neku hiperravan oslonca L(P,v), F=PNIL(P,v)., U
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tom sludaju obeleZavamo F=F(P,v). Dimenzija strane je
dim F‘g dim AffF. Strane dimenzije O su temena, 1 1vice, a
dimenzije dimP-1 stranice poliedra P. Skup svih k-dimnenzio-
nih strana je F,(P), skup svih strana F(F), broj strana
dimenzije k Jje f =f (F), od toga ogranicenih f, a neorrani-
Senih £2°. O%ito, f,=0. Ogranileni poliedar (sa svim f_ =0)
je politop.

Poliedar P je celobrojan ako su koordinate svih njego-
vih temena celobrojne. Skup svih poliedara (celobrojnih po-

liedara) obeleZavagdemo P( .(pc ). Iako se ustanovljuju slede-

ée osobine poliedara (v.[21lstr.21 i 27).

(a) Ako je P=fi\Hi neskrativa reprezentacija, onda je svaka
stranica P oblika F=P ﬂdHi 1 6P=\i)Fi .

| (b) Svako F€ F(P) je poliedar dimenzije dim F i presek ko-

nacénog broja stranica poliedra P.

(¢) F(P) je konaéan skup i mreZa u odnosu na inkluziju.

U partitivni skup P( [R") se standardno prencse opera-
cije vektorskog prostora [R : A+B= { a+b : 2€ 5, b€ B} i
)L.A={Aa T a¢€ A} pri ¢emu vaze uobicajene osobine
(A+B)+C=A+(B+C) , A+B=B+: , A A+B)=A~+AB , ()\jh)ﬁ:.\(:r}\)
kao i (A+pM)A=)A+pA za Ap30. Primetimo da ovo ne vaZi u

Bluﬁa,ju A M < 0,

Jema l.1l. Ako su P i Q@ (celobrojni) poliedri a Ae¢ R (Z ),
onda su i P+Q i AP (celobrojni) poliedri.

(v.[21l1str.316).




~20—

Primetimo da Jje dim(P+Q)ydimF, dimQ.

Grupa translacija prostora R (translacija za celobroj-
ni vektor) dejstvuje na P(F. ). Orbitu P u tom dejstvu obe-
lezavadéemo sa [P]. U teoriji poliedara veéding rezultata se
u stvari formulise za klase (orbite) tj. do na translacijiu,
Mi é&emo ipak praviti razliku s obzirom na kazsnije potrebe,
Operacije'sabiranja i mnozenja skalarom definisane u fp&;

- prenose se i u skupove translatornih orbita: [PI1+[Q1=[T+Q]
i ALP1=(API . Poliedar P je homotetilan poliedru (O sa koe-
ficijentom A ako je [(Pl= ALQI.

Neka Jje dat poliedar P=!ﬁ&{x64R": (x,ui)$d;} sde su u;
spoljasnje normale stranica. karakteristiéni konus P je
poliedar ccP=i\{x6 R": (x,u;)< 0}. Cn ima joi nekoliko ka-
rakterizacija:dto je maksimalni podskup u (R sa osobinomn
da Je za svako x ¢ P, x+ccPCP; to je skup svih zraka koje P
sadrzi transliraﬁih u koordinatni podetak (v.[21llstr.24-26),
P je politop & ccP={0} (v.[21]str.24 i 32). Svaki neosrani-
deni poliedar koji ne sadr?i prave mozZe ge predstaviti kao
P=D(P)+ccP gde je D(I') unija svih ogranidenih strana poli-
edra P, koju éemo zvati dijagramom poliedra P. Dijagram
D(P) je ogranidena poliedarska (hiper)povr3 odnosnc poliedar-
ski kompleks. U daljem éemo koristiti i graf G(P) poliedra
P tj. graf ivica kompleksa D(P). FPod grafom G(P) éfemo pone-
kad podrazumevati njegowvu fakticku realizaciju tj. l-skelet

poliedra P. U toj terminologiji D(P) je (dimP-1)-skelet P.




Za P& funkcija H(P,-): lR“—-r{Ru{oq} definisana sa
H(P,x)=sup{(y,x) : yGiP} se naziva funizcijom oslonca i ima

sledede osobine (v.[21lstr.13).

(a) Za H(P,v)<+p0 (x,v)=H(P,v) je jednadina L(P,v).

(b) H(P,-) je pozitivno homogena i konveksna funkcija tj.
H(P,Ax)=2H(P,x) za A0 i H(P,x+y)< H(P,x)+H(F,y).

(¢) H(P,~) je deo po deo linearna,

(d) Za svaku funkciju H koja zadovoljava osobine (b) i (c¢)

postoji P€®P za koji je H=H(P,-).

Teorema 1.2. (a) H(P,-)=H(Q,-) & P=Q;
(b) P=Q+R & H(P,-)=1i(Q,-)+H(R,-);

(¢) P=Q+R & VueR" F(P,u)=F(Q,u)+F(R,u).
(v.[21lstr.1l4 i 317 a takodje [5]str.31)

Dokaz. S obzirom da je (c¢) narodito znadajno za nas, dokaza-

éemo ovu teoreru, tim pre sto je u [21lon. data za politope,
(a) H(P,-)=H(Q,-) = Vug0 L(P,u)=L(Q,u) = P=Q.

(b)) =: H(P,u)=sup{(x,u):x € P} $ sup{(y,u) t Y € Q}+sup{(z,u) 172 € RB
=H(Q,u)+H(R,u). Ako je H(Q,u)=+o0, odito je i H(P,u)=+tso.

Ako jé pak H(Q,u)<+s0 1 H(R,u)<too , onda je za neko teme

glGQ odnosno r€ R, H(Q,u)=(gq,u) i H(i{,u)=(r,u). Sada je
H(Q,u)+H(R,u)=(q+r,u) sup{(x,u):xe P} =H(P,u) jer q+r € F.

&= H(P,—)=H(Q,-)+H(R,—)=H(Q+R,u) = P=(0+R na osnovu (a).

(¢) Neka su L(P,u): (x,u)=H(P,u) , L(O,u): (y,w)=H(Q,u) i

L(R,u): (z,u)=H(R,u) odgovarajude hiperravni cslonca. Na os—

novu (b) je I(P,u)=L(Q,u)+L(R,u) i F(P,u)=PAL(P,u)=
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=(Q+R) N (L(Q,uw)+L(R,u))> QN L(Q,w)+R N L(R,u). Ako je tadika
pé—(Q+R)r3(L(qu)+L(R,U)) onda Jje p=qg+r=q +  zde q €G, r€ R
a q¢eL(Q,u), r¢L(R,u). Sada je (r,u)=(q+r,u)< HQ,u)+3(R,u)
a sa druge strane (p,u)=(q +r",u)=H(O,u)+H(R,u) odakle Je
(q,u)=H(Q,u) i (r,u)=H(R,u), pa mora biti qe SNL(D,u) i

re RNL(R,u). O

i

Lema 1l.5. Ako 1‘-',Q,RG§?‘:) i P=RQ+R, tada se svako teme pel

predstavlja u obliku p=g+r sa g€ Q 1 T € R n= jedinstven na-

¢in, pri demu q i r moraju biti temena ¢ i R respektivno.

Dokaz. Na osnovu teorene 1.2.(c), p=g+r sde su a, r temena

Q, R respektivno. Ako je p=q +r” sa q'¢Q 1 r’¢R, onda su
p’=q+r’, p=gq+r, p7=q +r tri kolinearne tacke poliedra P i
p je srediste duzi p’'p’. PoSto je p teme, mora biti
p=p ' =p” " tj. ¢'=q 1 r’=r. Q

Teorema 1.4, Aditivne polugrupe P i P. su kancelativne:

T ————— — -

ako su P,Q,R e R, takvi da je P+Q=F+R, onda je Q=R.

Dokaz. Indukcija po d=dim(P+Q)., Za d=0 tvrdjenje je ofigled-

no jer se svodi na jednakost tacaka. Neka je din(P+Q)=n 1

neka je tvrdjenje tadno za sve d< n. Neka je F=¥(Q,v) stra-
na dimenzije k. Tada je F(P+Q,v)=F(2,v)+F(Q,v)=F(¥,v)+F(R,Vv)
=F(P+R,v) tj. F+IF(P,v)=F(R,v)+F(P,v). a nsnovu indulzcijske
pretpostavke je sad F=F(R,v). Dakle, Q i R imaju sve strane

iste pa je Q=R. 1

Ako je P celobrojan, Jjednacine svih stranica imaju ra-

cionalne koeficijente. $3licno vazi za proizvoljne strane.
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Lema l.>5. HNeka Pé?i_’ 1 FyF 000, F € F(F). strane takve da je

F=F, N ...NF,. Ako je F.=F(P,v;) i v=a,V, +...+a V, za neke

a; > 0, onda je F=F(P,v),.

Dokaz. Translirajmo P tako da je O teme od T i svilh 'y o Jed-
nadina svake hiperravni oslonca Xroz teine O je (x,v)=0 i
PC{XE[R“: (x,v)< O}. Neka je F’=F(F,v) sa v=§_}a{vi . 3ide
XeEFpxeF; = (x,v;)=0C =(x,v)=0=xeTF", Jakle, FCF’ i

O je teme F’. Aiko x&F’ onda je (x,v)=C. Poito x eP, imano
(x,v; )< 0. Kad bi neka od nejednakosti bila stroga, imali

bi (x,v)=Z:ai(x,vi)<:0 sto je nemosude. Zato su svi (x,v; )=0

Teorema 1l.6. ko Péﬁz i F€ F(F), vestoji celobrojni vek-
tor v koji odredjuje F: F=F(P,v)=PNIL(1,v).

Dokaz., MoZemo smatrati da Je dim P = n, Za stranice P tvr-
djenje Jje ccigledno. Proizvoljna strana F Je nreselr strani-
ca F=F, N...NF (v.str.28). Ako su v, celobrojni vektori
normala stranica F;, na osnovu lene 1.5. je vekter v=§§]vi

celobrojni vektor normale strane F. 1

U skup svih translatornih klasa poliedara mo¥e se uves-

ti jedna relacija poretka.

Lema-definicija 1.7, Neka P,Q € &, . Ako je za svako veR"
dim F(P,v) > dim P(Q,v) (%), onda postoji preslikavanje

skupa svih strana dimenzije r poliedra Q na skup svih stra-
- na dimenzije r poliedra Q za svako r. Ako je gp1,...,pm}

skup temena P i q; teme Q koje odgovara temenu p;, onda su
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qQ,yee+39,, Sva temena Q pri cemu se neki g, mogu poklapati.
Svakoj ivici €, =D; =P, poliedra P odgovara paralelna ivica
fi=q;~q; poliedra Q ake je q;#q; ili teme zko je q,=q;.
Ako je pored uslova (*) ispunjeno i |f lgle | (¥#) za sve

ivice e, poliedra P, reéi céemo da je P >Q.

(v.[21]str.518).

P=0)+R

Teorema 1.8. Za P,Q€ &, P2Q & 2AREF
(v.[21]lstr.318).

cJ:

Dokaz. Jedino sto nam preostaje da dokaremno u odnosu na ci-

tiranu teoremu u [21] je smer (=>») za celobrojne poliedre.
Toga radi napomenimo konstrukeciju poliedra R na osnovu F i

Q u [21]. Ako P ima k ivica i e,,...,e,, su vektori tih ivi-
ca po jedan u svakom smeru (dva za svaku ivicu), tada su

- -t . - 'f- - - b |
A8y gereyr, e, (0g A €1) vektori ivica Q. fko za svako

teme p; fiksiramo jedan put duZ ivica P koji ga spaja sa O

(prethodno smo translirali P i Q takc da je O teme P i odgo-

varajuée teme Q) tj. fiksiramo reprezentaciju Py =€, *eootCy ,

=

onda je q;=A;€; +e.e+ A, e; ~odgovarajuée teme Q. TraZeni

T

poliedar R je R=conv{x, ,...,r }gde su r, =p,-q,. Ali ako su

P i Q celobrojni, onda je i R celobrojan. [

Posledice. (a) P»Q 1 Q3R = P> R;
(b) P a+P za svako a¢ R";

(c) P>Q = P+R > Q+R:

(d) P2Q i Q> P = LPI=[Q1].

Dokaz. Sva tvrdjenja slede direktno iz teorema 1.8. i 1.%4.
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jema 1.9. Ako je P2Q i svi. A; (koeficijenti proporcionalno-
sti ivica) su medjusobno jednaki: A;=A , onda je [QIi=x[F]
tj. P 1 Q su homoteticni.

(v. 21 str.321).

Za nas je od osnovnop znacaja pojam nerazlozivosti po-
liedra. Uop3te uzev, kaZe se da je poliedar ¥ razloziv ako
je P=Q+R za neke poliedre Q i R. Nad IR se nedjutin svaki
poliedar moZe razloziti u sumu njemu homoteticnih: za O<A<1
P= AP+(1-2)P. Zato se u realnom sludaju takva razlaganja
smatraju trivijalnim i nerazlozivi poliedrl su oni koJji ne-~
maju netrivijalnih razlaganja (v.I211str.318). U slucaju
celobrojnih poliedara situacija se menja. Poliedar P¢ &,
édemo zvati nerazlozivim (ili Z-nerazlozivinm za razliku od
(R-nerazloZivosti) ako se on ne moZe predstaviti kao zbir
dvaju celobrojnih poliedare (makar i njemu howmotetiénih).
Neuporéﬁivosth— i Z-nerazloZivosti vidi se na primer 1z
slededeg: [R-nerazloZivi poligoni su samo trouglovi (v.L40]
str.35) dok ima Z-nerazlozivih mnogouglova, ali i Z-raz-
loZivih trouglova, Opisimo najjednostavniji neophodni uslov
( Z-)nerazlozivosti. Za svaki celobrojni vektor v neka Jje
2(v) broj intervala na koje v dele celobrojne tacke. Za
svaki P ¢ neka je m(P) najveléi zajednicki faktor svih
&v) kxad v prolazi %, (P). Za svaki P€F. oligledno posto-
ji jedinstveni najmenji P’e¢ 2 njemu homotetidan takav da

je P=m(P)-P’ i m(P’)=1. Isto tako, za né& Nl je m(nP)=n-m(P).




Lema 1,10, Ako je P¢ P, nerazloZiv onda je m(¥)=1.

Dokaz je odigledan, O3

Za trouglove je gornji uslov i dovoljan, ali veé za detvoro—

uglove nije,

Iema 1.11. (a) Celobrojni trougao P je nerazlofiv < m(P)=1.

(b) Celobrojni paralelogram je razlo’iv u zbir stranica, a
celobrojni trapez u zbir trougla i stranice.

(c) Ako je P celobrojni konveksni cetvorcugao koji nije po-
ralelogram ni trapez, tada postoji tadno jedno teme od I
takvo da paralele iz tog temena drugim dvema stranicama le-
ze unutar cetvorougla. P je razloiiv &> bar jedna od presed-
nih tacaka tih paralela sa naspramnim stranicama (a teda i
obe) je celobrojna. Specijalno, ako F nema celcbrojnih ta-

caka na ivicama osim temena, on je nerazlobiv.
Dokaz’ je elementaran. Fri tome se koristi problem 449 1z (40,0

Lema 1.12, (2) Ako su P i Q konveksni celobrojni poligoni,
Py2 1 r ukupan broj celobrojnin tafaka na ivicama P, @ i F+9Q
respektivno, tada je r=p+q. Svaka ivica P i % se u rubu P+
pojavljuje tadéno jedanput,

(b) Ako je P celobrojni vetougao bez paralelnih ivieca 5 begz

celobrojnih tadaka na ivicama osim temena, P je nerazloZiv,
Dokaz je elementaran. O

Ovih nekoliko jednostavnih lema bide nam potrebno u §5.
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Teorema l1l.8. nam daje op3ti neonnodan i dovoljan uslov

nerazlozZivi poliedri su minimalni ele-

nerazlozivosti u R
N

-
l .

mentl u uredjenju . Haravno, ovaj uslov nije efektivan,
veé Jje samo preformulacija iste osobine. U daljem éemo nadi
neke dovoljne uslove nerazloZivosti u jedrnod za nas znadaj.-
noj klasi celobrojrnih poliedara - INjutnovih ili N -poliedara.
Ovaj termin nosi Fjutnove ime Jer iz on nosritroo odre-
djenu geometrijsku kenstrukeiju u ravni (tov, Tivtnov narg-
lelogram), u vezi sa ekshonentinn folinomiialne Jodnadine
i koristio je za na2lafenje oriblilnin rafonjia e drdnacine
u obliku odsedaka sté?enog reda sa razlomlisnin sksnonconti-
ma, tj. poletnih odsedaka Puiseux—ovog.razvoje elo e as-
nije nazvan. Detaljan istorijski nrikag razvoia Uduntnoveg
poligona dat je u radu [111, kao i “miizi C61. Tek u najno-
vije vreme je ova metoda poprimila oblil kojil izlafeno i u

oveoil radu (v. Uvod).




§2. N-poliedri

. v i . n “ . . 9y
Neka je [R, prvi ortant i 4, mreza celobrojnih tacaka

4]

u njemu. Ako je SCZ_,

poliedar conv(S+ R ) zvademo Hjutno-
- » - - " - - “

vim ili MN-poliedrom, Skup svih WN-poliedara u (R, obele-

W s \N-(“} - - M v o s LI - - L"' 5

Zavacemo ili samo ako Jje dimenzija Jjasna iz konteks-

ta. Imamo jednostavnu lemu, ¢iji dokaz izostavljamo.

Lema 2.1, (a) Svaki Péwﬁﬁ”je celobrojni poliedar dimenzije n

sa karakteristiénim lkonusom ccP= R].
(b) Pé?.’._._ je (do na translaciju) MN-poliedar & ccP= {R_?.
(c) Svaki PeN™ se razla¥e u zbir P=D(P)+IR:.(Primetimo da

u ovom zbiru D(P) nije N-poliedar). O

Lema 2.2. Ako je Pe¢N , svaki vektor unutrainje normale
! .
strane 1ima sve nenegativne komponente. 3trana je neograni-

c¢ena & neka komponenta tog vektora je O.

Dokaz. Umesto unutrasnjih uodimo spoljne normale. To mogu

biti samo oni véR" za koje je H(P,v)<+mo . Heka je v=
=(844++4,3,) takav. Pretpostavimo da je a,> 0. Tada P sa-
drzi neki zrak L=p+ R,e,. fko Je x €L, bide H(P,v)=
=sup{ﬁy,v):y€rP}j>(x,v)=a1x1+c, 5to ocito teZi tro kada se
x udaljava od p (x —~tec). Zato moraju biti svi a;< O.

Neka je sad v=(0,az,...,an) unutrasnja normala i p neko
teme F(P,v). Zrak L=p+ R e, leZi u L(P,v) Jjer je e lv a
isto tako i u P jer je P=D(P)+[R:. Zato L F(P,v) i stra-
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na je neogranicena.

Neka je sad F=F(P,v) strana sa vektorom unutrafnje normale

L&t
<

v=(a1,...,ah) 1 Svi aiz.O. Jednadina L{(¥,v) Je 2 a3 =d 20,
L=

Ako su svi a, >0, onda L(P,v)ANR, < [110,1/a,d] pa je
1=1

strana F ogranidena.

Teorema 2.3. {(a) )N je :belova kancelativna prebrojiva po-
lugrupa u kojoj nijedan element #0 nema suprotni. Epecijal;
no, N je bez torzije.

(b) Za svako n,.N%m'sadréi J(mq,kao podpolugrupu.

(c) .Nw.je slobodna sa prebrojivim skupom generatora.

(4) .N'wza k>3 nije slobodna.

Dokaz. Ako P,Qe€N odigledno i P+Q€éN Jer je P+Q=D(P)+D(Q)+

+IR? . Nula element ove polugrupe Je [R:. Kancelativnost
sledi iz teoreme l.4.. Da iz P+Q=0 sledi P=Q=0 bicde coka-

{n-1)
> N se

zano niZe, u lemi 2.8.(b). Preslikavanje ¥:WN
lako konstruise: Pv—> Px(R,. Neposredno je jasno da Jec Y(P)
n-dimenzioni MN-poliedar. Lako se vidi da je Y monomoriizan.
Tvrdjenje (c) &e slediti iz rezultata §&4.

(d) dokazuje slede?i kontraprimer u N? Neka su

P, =conv{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} + &},

P, =conv{(3,0,0),(0,%,0),(1,1,1)} + R},
Q4=conv{(2,0,0),(0,2,0),(1,0,1)} + IR3,
Q2=conv{(2,0,0),(0,2,0),(0,1,1)} +-Ei (vesliku 4 na str.39).
Tada su P,,P, ,Q,,Q, N-poliedri u R, Neposredno se prove-
rava da je P4 +F, =Q,+Q,=
=conv{(#,0,0),(0,4,0),(3,0,1),(0,3,1),(1,1,2)} + ®}.
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slika &4,

Nerazlozivost ova Zetiri poliedra sledide iz rezultats 5
P ’

a lako se vidi i neposredno (v.posledicu leme 2.12). O

Primedbe. 1. Ideja primera u dokazu (d) potile iz [401.

2. Iz navedenog sledi da se N%moze izomorfno utopiti u
Abelovu grupu uU“Jkoja je za n=2 slobodna sa prebrojivim
skupom generatora. Za n2» 3 medju generatorima postoje ne~

trivijalne relacije.

U nekim slucdajevima moguée je izulavanje N -poliedara

svesti na izucavanje politopa.

Lema 2.4, Svaki P¢ N se moZe projektivnom transformacijon

prevestli u politop Q ¢ija je Jjedna stranica I (n-l)-simpleks,
sve strane Q incidentne sa P su slike neosranicdéenih strana P
a ostale strane Q imaju istu kombinatornu strukturu kao i

skup ogranicenih strana P (tj. D(P)).
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Dokaz., Ako je L hiperravan (x,v)=d odredjena sa v=(l,...,1),

d se moZe uzeti dovoljno veliko tako da sva temena od P

" . v i R .
leze u ogranidenom skunu rR+(\{x:(x,v)<:d}. ko je T pro-
Jektivna transformacija odredjena formulame

A "
neposredno se vidi da je to traZena transforracija, jer T
beskonacno daleku ravan odredjenu osama vrevodi u L a SUp
IR: preslikava u lRln{x:(x,v)<;d}. Strukture incidenci je

ogranicenih strana se pri tome &uva a neogranidene strane

prelaze u strane incidentne (n-l)-simpleksu F=LFHR: . L[l

-1 ‘ -1q
Posledica 2.5. Za svaki PeéN je _Z:(—-l)l'fi(P)=(-l)n .
150

n

K{-.') (k=o,-..,n—l) (V. EQ]_]

Dokaz. Za (n-1)-simpleks je £,(F)=
str.53), a za politop Q je na osnovu Ojlerove teoreme (v.[21]
Py | -
str.131) ﬁ{Z‘.(—-l)‘fi(Q)ﬂ—(—l)“. PoSto je £,(Q)=f (P)+f, (F),
0

odatle sledi tvrdjenje. O

Specijalno, za n=2 je f,(P)-f (P)=1, a poito je £,7 (P)=2,
imamo i ff(P)—fz(P)=l, sto se vidi i neposredno.

Isto tako, za n=3 je ff’=f”

., Pa je f,-f +f, =f>-F2+f7 =1,

Na polugrupi N se moZe prirodno definisati valuacija.
Neka je vé R proizvoljni vektor sa racionalnim koordinatama
p;/q; (i=1,...,n) iz prveg ortanta #0. Svaka hiperravan L Lv
ima jednadinu (v,x)=d. Zapidimo V=r/S-(Ty,.0.,7,) gde su
rySe€W, ;€ Z i M(ry,ye..,7,)=l. Dovolino je uzeti s=
=W(Q,34.4450,,) (R.z.5.) i r=M(p,S/Q,y+04,P,5/9,.) (n.z.d.).

Tada je jednadina I T X +eeetD, X, =m (=8d/r).




brojnu tacku iz prvog ortanta dodelilil smo meZ

U] -

Ako sad L sadrzi neku celobrojnu tacku, onda mé€Z,. Ia ta]
nac¢in, s#akoj ravni normalnod na v koja sadrii neku celo-
4y pri Cemu
raznim ravnima odgovaraju razliciti brojevi m. Frva pozi-
tivna vrednost m koja se pri tome deobija Je ma=min{ri: ri#O}
a najmanja vrednost m za koju ravan sadrzi celobrojne tadke
na svim osama (K ,0,.00,0)300.,(Cy00.,0,%,,) je m,="(2,,..,0,)
i kij=m,/r;. Iz odredjenih razloga odgovarade nam da ta vred-
nost bude 1 pa édemo jednadinu L zapisivati u obliku

X, /Ky +eootx, /K =n/m,= 4A(L) .
Odigledno, umesto proizvoljnog v na noletlu dovoljno je
uzimati vektore (r44e¢..,r,) (r;€Z, uzajanno prosti) ili
vektore (1/k,,...,1/k,) (k;¢M uzzajamno »rosti, pri cemu na
nekim.mestima umesto 1l/k moZe stajati 0), pri cenu je
m=W(Kk, e00,k,) 1 r;=m,/k;.

Neka je sad PeXN . Sa v(P)=d4(L(P,v)) je definisano
preslikavanje v: N——r,-’-;:zz;. Grubo recdeno, V(P) meri rasto-
janje hiperravni oslonca normalne na v od kocordinatnog
poletka. Najmanji korak izmedju susednih ravni je 1/m, 1

njega éemo obeleZavati inc(v). Najmanji element u V(N {0})

je ma/mia‘IHiIl{l/kd YL -'l/kn} -

Lema 2.6. (a) Za sve P,Q¢N i ve@: je TI{P+Q)=V(P)+v(Q).

(b) P2Q =2 ¥(P) > ¥(Q).
(c) (¥ve@))V(P)=F(Q) = P=Q.

Dokaz. (a) je oligledno jer je L(P+Q,v)=L(P,v)+L{Q,V).




o

(b) sledi direktno iz (a) i teoreme 2.11, (v.niZe).
(¢c) Dovoljno je primetiti da Jje V(E)=AH(F,v) i primeniti

teoremu 1.2. U

I
N
t:j
3

|
A
.

Obrat tvrdjenja (b) ne vazi, sto se vidi ve
U situaciji kao na slici je
v(P) 2 v(Q) za sve v ali nije

P2 Q Jjer nije uvek ispunjeno

dimF(P,v) 2 dinF(Q,v).
Ako je v=e; (i-ti vektor standardne baze), v(P)=e;(F)
je rastojanje P od koordinatne hiperravni E; Ll e.. leka Je

vektor e(P)=(e (P)ye..,e,(P)).

Tema 2.7. (a) P=(e(P)+[R:)+Q cde Jje e(Q)=0,
(b) e(P+Q)=e(P)+e(Q).
(c) e(a+IR:)=a.

Dokaz je ocigledan, O

Dobili smo jos jedan neophodan uslov nerazloZivosti: ako

je Peé N nerazloziv, onda je e(P)=0 tj. P ima tadaka u svim
koordinatnim hiperravnima. Neka Je J{;={P€iﬂ': e(P)=O}.

No Je podpolugrupa u N i za svako Pef postoji jedins-
tveni QeN, takav da je [P]=[Ql. Poliedar @ é&emo zvati
Jﬂ,—predstavnikom poliedra P..M; sadrzi sve nerazlozive
N'-poliedre osim jednotemenih e+ R (i=1,...,n).

U daljem éemo uvek smatrati da su sve kKomponente v >0,

Tema 2.8. (a) v(P)=0 & P=[R1(tj. 0 u polugcrupi N).
(b) P+Q= R} & P=Q= R,
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Dokaz. (a) se proverava nevosredno, a (o) sledi iz (a) ako

se za v uzme vektor (1,...,1). O

Teorema 2.9. Svaki poliedar Pe€N se mo¥e nredstaviti kao

konac¢na suma nerazlozivih. lerazloZivi N -pcliedri &ine

skup generatora polugrupe M.

Dokaz, Neka je ¥: N — Z, valuacija cdredjena vektoron v=
=(1lye.041) 1 neka je P=GQ+R netrivijalno razlaganje., Tada je
V(P)=V(Q)+V(R) i V(Q)£0, V(R)#0 (leme 2.6.(a) 1 2.8.(a)).
~Zato su v(Q) i V(R) prirodni brojevi strogo manji od V(P).
Odavde sledi da se svako razlaganje mora zavriiti nosle ko-

nac¢no mnogo koraka, O

Primedba. Na osnovu teoreme 2.3.(d) ovo razlaganje ne mora

biti jednoznadno za n 3 3.

Na osnovu svega redenog vidimo da se prililionm traienja
nerazloZivih elemenata N mo¥emo opraniciti na rseneratore

polugrupe A,

Iema 2,10. 4ko P€WN, 1 Q je sabirak od ¥, onda i Qe W, .

Dokaz. O=e(P)=e(Q)+e(R) = e(Q)=e(R)=0. QO

Teorema 2.11. iko P,Q €N, onda je P>Q & P=Q+R za neki ReN, ,

Dokaz. Jedino Sto nam u odnosu na teoremu 1.8, preostaje

da dokazemo je da u sludaju P2Q Postejl SelN, takav da je
P=Q+S. Na osnovu 1.8. imamo P=Q+R za necki Re B . Neka je
L(Rye; ): (x,ey)=a; i (x,e;)2»a, za x&R (i=1,...,n). Sta-

vimo a=(a,,...,2,) i translirajmo R za vektor -a. Tada je
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L(-a+R,e ): (x,e;)=0 tj. to je koordinatna raven E;le; i
—a+RCﬂR:; Zato je -a+R+lR1=S N-poliedar pa —aelRi. sada Je

e(-a+ R +P)=—a+e(P)=0, odakle je a=0, P=Q+5 i seN, . O

Kao 3to se iz teoreme vidi, nerazlozivi N -poliedri su
minimalni elementi uredjenja £ u skupu ﬂﬁ .

Posto za V(P) <1 ni u jednoj ravni nema celobrojnih
tacaka na svim osama, dobijamo Jjednostavnu xlasu nerazlo-
Zivih poliedara. Druga klasa se dobija isto tako Jedno-

stavnim argumenton,

Lema 2,12, (a) Ako je D(P)=1(P,v) (n-1)-simnleks sa teme-
nima na osama i v{(P)=1l, onda je P nerazloziv,
(b) Ako P ima stranu koja sede sve koordinatne ravni i

nerazlo¥iva je (u & ), onda je F nerazloiiv. CJ

Posledica. Sad se neposredno vidi da su voliedri korisceni
kao kontraprimer u dokazu teoreme 2.3%.(d) zaista nerazlo-

EiVi-

BCHOTTY EPFITINONLIA VNI PANA
SA MATEARAL Y, (7 rr ey ASTRENGMA D

ﬁl’ilﬂu.lu.l ....I.r\-l.:;:fll"\.
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---------------

Odartywm: L
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63, K[LX,y0..,%,01 : poliedri, filtracije

U prvom delu u §2 sveli smo pitanje jednogranosti sin-
gulariteta hiperpovrsi na pitangje rastavljivostli polinonma
koji ga definiSe u prstenu formalnih redova. Posto u metodi
koju gemo koristiti nije od znacaja to sto je f polinom,
radidemo sa proizvoljnim formalnim redom 1 pokusati da damo
neke informacije o njegovoj nerastavljivosti na osnovu nje-
govog Njutnovog poliedra.

Neka je A=KLLxX,,e¢..,%,]1] prsten formalnih stepenih re-

O

dova 1 £é A stepeni red f=|§3 aixi gde je i=(i,,...,1,) mul-
Y |

tiindeks, lil=i,+eee+in 5 8;=87...1, 1 X =X '...X". Stavi-
mo Supp(‘i‘)n{i{-E: . ai;éO}c: IR:_ i N(f)=conv(Supp(£f)+IR}).
N(f) je N-poliedar koji éemo zvati N-poliedrom reda f.
08ito, F (N(£))cSupp(f) i N(£)= R} & f je invertibilan
u A (vestr.20). Odgovarajuéi dijagram poliedra N(f) obcle-
savademo jednostavno D(f) i gvati N-dijacramom reda f.

Dobili smo preslikavanje N: A —= N,

Teorema 3.l. Za f,g € i Je H{fg)=K(L)+l(g).

Dokaz. Neka je f=2ai:~:i‘ , g=>b:;x" . U proizvodu fg imanmo

*

¢lanove Z: aib-x" gde Jje i+j=(id+j“...,in+jn). zato Je
l'+t.|.=“' 4

Supp(fg) c Supp(f)+Supp(g) i N(fg) N(£)+N(g). Neka je sada

N(£)+N(g)=P i p=q+r teme P na Jjedinstven nadin zapisano u
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obliku zbira temena q,r poliedara N(f), I(g) respektivno
(lema 1.3.). Drugim recima, monon x? se na Jedinstveni na-
¢in predstavlja u obliku x'=x x* sa q € Supp(f), r€ Supp(g).
Ali tada je koeficijent uz monom x? u proizvodu fg jednol

aqbz;éo tj. p €Supp(fg). Dakle, F,(P)c Supp(fg) pa je i

P=conv(3§(P)+IR:)c:conv(Supp(fg)+lRi):N(fg).

Posledica~-definicija. sko je N(L£)¢N nerazloiiv, onda je

f nerastavljiv u prstenu i, Takve nerastavljive elemente

zvalemo jako nerastavljivim a ostale slabo nerastavljivin.

Jako nerastavljivi su dakle oni redovi &ija se nerastavl;ii-
vost oCituje na njihovom M-poliedru. Fodto je f~g <
& N(£)=N(g) jedna relacija ekvivalencije u ., f je jako
nerastavljiv ako u njegovoj klasi ekvivalencije unems ras-
tavljivih elemenata. Nasi dalji napori bide usmereni na
nalazenje svih jako nerastavljivih elemenata u prstenu ..
Za n=2 ovo je pitanje u potpunosti relenoc u §4, dok su za
n»5 dobijeni neki dovoljni uslovi i opisane neke klase
nerastavijivih elemenata.

Neka je ve@) vektor sa pozitivnim racionalnin kompo-

nentama. Komponujmo valuaciju v: A/ — -:;'Z+ sa preslikavaniem

N: A— N . Dobijamo preslikavanje ord,:A — ,142+ kKoje de-
finise u A kvazihomogenu filtraciju odredjenu vektorom v
(v.C3]). 0&ito, ord,(f)=0 & f je invertibilan. Xvazistepen
monoma X =x,“...x% je ord (x")=¥(k+ R})=r, k, +...+1,k,

(vestr.40-41). Resi gemo da je filtracija reda fe¢ A jednaka
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d ako svi monomi u f imaju kvazistepen 2>d. rko je ‘4 skup
svih £ €A filtracije d onda je A=i O A«/mAD A " D...2(0)
i AgAp €Ay ti. A postaje filtrovani prsten (v.[E]str.189),
Red £ € A je kvazihomogen kvazistenena d ako svi nononil
u £ imaju kvazistepen tacno d. U tom slucdaju f mora bita
polinom: ako su d'<d dve uzastovne vrednosti filtracije
(m4d=m1d’+1) onda Jje Bd=A4/Ad‘ konadénodinenzioni velktorski
prostor nad K svih kvazihomogenib redova kvazisterena d 1
njegova dimenzija n(v,d) je jednaks broju monoma kvaziste-
pena d tj. broju celih tacaka u delu hiperravni é,‘ r; X, =d
sa x; »0 (i=1,...,n). Graduisani prsten B= @ B,=Gr(/) je
asociran sa filtrovanim prstenom A (v.[81str.1%4). Llementi
iz B4 su kvazihomogeni polinomi kvazistepena 4. Dakle,
n(v,d)=dimKBd. Svaki f € A se moZe jednoznacino predstaviti
u obliku sume svojih kvazihomogenih komponenti SRS S TTR
gde je d=ord (f) i ta suma konvergira u smislu topologije
u A indukovane filtracijom kao fundamentalnim sistemonm
okolina 0. Ako je v=(1,...,1), opisana filtracija Jje stan-~
dardna filtracija indukovana obic¢nim stepenom monoma 1
B & K[xX,yse0,y%,1(v.0C8I8tr.195). Ako je v=(1,,...,r,), onda
je f € A kvazihomogen stenena d & za sve X &K,
f(i“xa,...,xhxh)=k4f(x4,...,xh) tj. radi se o uvobicajeno]

definiciji kvazihomogenosti ili homogenosti sa teZinana.

Iema %.2. Ako je f kvazihomogen tipa v stepena 4 i f=gh,
tada su g i h kvazihomogeni istog tipa a stepena k 1 ¢

respektivno, pri Cemu Je d=k+f.
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Dokaz. Ovo neposredno sledi iz uporedjivanja kvazlstepena

leve i desne strane u Jjednakosti

£=(g, +8y., *eee)(hp+hy, +... )=gkh( +(g, h,, +8,., b, )P

pri demu Je « =inc(v). O

Ako je v proizvoljni tip kvacihomomenosti 1 © €., kva-
zihomogenu komponentu od f najmanjeg kvazisternena 4 cbele-
zavagemo sa fgﬂ . Bide f=f§7 +f§j cde Je

(v) Lq L (v) Zl Vs \ia
f — Z L - X PP 4 " .f = £1 . Pyt - » &l -

q (o =d  1tte T " T G >d  Aite T "
0&ito, (i,v)=d & i ¢F(D({),v). iko Jje v=(1,...,1) i filtra-

.« . w (v} w .
cija obidéna homogena, £, obelezavamo jednostavno sa f4 .

lema 3.3. (8) Poliedar kvazihomogenog pocetnos dela od f

ima Jednu stranu i to stranu NH{f) odredjenu sa v:
N(£ T )=F(N(L),v)+ R].
(b) Ako je f rastavljiv, onda Jje svaki njegov kvazibomogeni

podetni deo rastavliiv.

Dokaz je odigledan., U

MoZemo navesti nekoliko primera primene ove leme u kombil-

naciji sa 1l.1l. i 2.12.

Primeri. 1. xy+z3 je jako nerastavljiv: D(f) ima jednu
— \ |

stranu koja ima tacdaka u svim
koordinatnim ravnima i neraz-—

loziva je Jjer nema celocbrojnih

tadaka osim temensa.




O

2e xzyz+xzzz+y3z3 je jako ne-
ragtavljiv iz istog razloga:
D(f) ima jednu stranu - neraz-

lozivi trougao sa tackama u

svim koordinatnim ravnima,
5. xzy+xzz+xy1+yzz je Jjako ne-

rastavljiv jer je jedina stra-

na D(f) nerazloZivi Jetvorougao. ,é
4, Ako je za neki v ord.(f)=1 (takve f éemo zvati kvazili-
nearnim tipa v) i Supp(f) sadrZi sve tadke na osama tj.
D(f) je (n-l)-simpleks, onda je f jako nerastavljiv.

5. Za n2 % svaki red oblika a4xf‘+...+anx§'+g pde je
ord,(g)> 1 a v=(1/pyy.-.,1/D,), Jje nerastavljiv. Primetimo
ovde da f ne mora biti jako nerastavljiv (on to i nije kada
Je M(p,yeeesp,)#L) ali je uvek slabo nerastavljiv (v.lemu
I.2.9. na str.24). Ako je f Jjako nerastavljiv, onda moZemo

dopustiti i jednakost ord (g)=1.

Brojeve kvazihomogenih monoma odredjenog tipa raznih
stepeni tj. brojeve n(v,d):dimKBd vezuje slededéa manje-vise

poznata lema (v.[71str.79-80).

Lema 5.4. Neka je v=(r,,¢..,r )=m+(1/k,,...,1/k,) sde je

m=W(k, s..,k,) i r;=m/k;. Tada je

[t

Z.n(v,i/m) x* = !

i=o (A=x") .. (4~ x™)

Dokaz Je neposredan i dobija se razvijanjem desne strane u

proizvod stepenih redova a zatim njihovim mnoZenjem, uz
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napomenu da je n(v,d) broj celobrojnih tadaka u odgovaraju-

¢od ravni Lv a izmedju ravni nema celobrojnih tadaka. O

Tlustracije radi, za neke vrednosti vektora v navodino
prve vrednosti brojeva n(v,d) izracunate pomoéu jednostav-

nog programa za kuéni mikroradunar u sledefoj tabeli.

Tabela 1.

d 0 1 2 5 4. 5

re(d 1 1y o] 1 0 1 > 1 >
ATy 1 4 2 4 7 mn 6
net 2 9 6 3 12 9 12
= z 16 12 16 20 16 20
b 25 20 el 30 25 20

a4 0 1 2 3 It 5

111 0 1 1 2 3 4 5
V= EWZfG) 1 2 8 16 12 14 16
n=6 & 19 21 2L 27 30 5%
3 37 40 4l 43 50 5G

L 61 65 20 75 80 35

Primetimo da broj u prvoj koloni predstavljz celi deo d, a

broj u prvoj vrsti razlomljeni deo 4 pomnoZen sa m.

Sledece dve teoreme daju odgovor na pitanje koliko u
prostoru By kvazihomogenih polinoma datog tipa v i stepena d
ima nerastavljivih odnosno kolikoe njih ima izolovani singu-~
laritet (v. ¢1.2,) i predstavljaju prirodnu generalizaciju

odgovarajuéih poznatih teorema u honosenom sludaju.

Teorema 3.p. Skup svih rastavljivih kvazihonogenih polinoma

datog tipa v=(x yess T, ) i stepena de iz je zatvoren alge-—

barski podskup skupa svih kvazihomogenih polinoma tiva v

d)-
8tepena d tj. projektivnog prostora IPNMJ’.




nivd)-1

Dokaz. Neka je X<alP skup svih tacaka oje odrovaraju

rastavljivim formama, X, <X skup svih tadaka koje odgova-

raju formama koje se razlaZu u proizvod forni Lvazistepena
r 1 d-r. Tada je '.:{=l_{}(,t 1 dovoljno je dokazati zatvorenost
KXo+ Neka je n,=n(v,r), n,=n(v,d-r). inofenje formi definiSe

regularno preslikavanje f: P""x P Ln(r,ol}-f

pri cemu je

N1 n-1 "~ . . . . R
X.=£(IP"x P* ). Poito je ovaj proizvod projektivna mnoso-
strukost (v.[351str.67) a f regularno, X, je zatvoren (v,

[35]1str.70). QO

Primedba. Ova teorema je direkina generalizacija teoreme o

homogenim polinomima u [%5]str.72.

Teorema 3.6. Neka su £,y €6 Kix, oo yx,] kvazihomogené
forme tipa v stepena My 40004,y Tespektivno. Tada nostoje
celobrojne homogene forme Ryyee.3By 0d koeficijenata f,
kao promenjljivih, koje zadovoljavajiu uslov:

I,=ee.=f, =0 ima jedino reSenje (0,...,0) < Ra=e..=R, =0,

Dokaz. Neka je I=(f,,...,f.,). I’z osnovu Hilboxtovog Hull-
stellensatz~a, f=0 na skupu zajednidkih nulsa fasese,fq &
< 2a neko s, f’e I. Neka Je sad (0,...,0) jedini zajedni-
¢ki koren polinoma f£,,...,f,. Tada postoji (dovoljno velilko)
dé#Zﬁtakvo da svaki monom kvazistepena d leZi u I tj. ByC I.
Ako je e € By, e=g, I, +...+8. L, pri femu mo¥emo smotrati da su
8i kvazihomogeni kvazistepena d-m;. Zato polinomi oblika

el; gde e prolazi monome kvazistepena d-m; generisu B, nad

K. Obratno, ako za neko d polinomi ef{ menerisu B, nad K
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Kid . e : s
onda x?‘ € By pa jge (0y.4.,0) jedini zajednicki koren f;.
Dokazali smo sledeée: postoje netrivijalni zajednicki ko-
reni & za svako 4 polinonmi ef; kad e prolazi monome kvazi-

stepena d-m; ne generisu By nad K. FPosto monomi kvazistepena

3

d generisu By nad K, ef;= Zaye; gde a; € K a e; prolaze
sve monome kvazistepena d. Rang matrice (ay ,...,ai4) Je
strogo manji od m jer su ef; linearno zavisni, Zato su svi
minori reda m jednaki O, Heka su za fiksirano 4 ti minori
Ddﬁp(i=l,...,q(d)). Dakle, nosteje netriviislni zajednidki

koreni €& za svako 4 i sve i=1,...,q(d) je D4 ; =0. U idealu

(Dq ;) prstena Zlkoeficijenti f4,...,f.]1 izaberimo konaénu

homogenu bazu. To gu trazeni polinomi R, ,...,R, .

Primedbe., 1. Skup {Rd,...,RK se zove skupom rezultanti.
2, Za r<n taj skup Jje prazan tj. uvek imamnc netrivijalno
resenje sistema.

3. Za r=n=2 je k=1 tj. imamo samo Jjednu rezultantu koja se
podudara sa standardnom rezultantom dve forme.

4, Ovaj dokaz je direktna generalizacija na lkvazihonogeni

slucaj dokaza za homogene polinome u [%37]str.4C0-492,

Pogledica., Skup kvazihomogenih polinoma datog tipa v i ste-

pena d sa neizolovanin singularitetom je zatvoren algebar-
ski podskup skupa svih kvazihomogenih polinoma datog tipa

d) -~
i stepena tj. projektivnog prostora IPME )f

Izlozimo sada joS jedno interesantno pitanje koje Je

zasad nereseno., Neka je f € A. Redi éemo da je f rastavlijiv




modulc m ako postoji red gf}qnm(Tﬂ je maksimalni ideal u .,
M=(x4y44..,%x,)) takav da je f+g rastevliiv, 0Zito,

£ rastavljiv modulo m = f rastavljiv modulo m-1.

Supremum svih méMN takvih da je f rastavliiv modulo n,
uvecan za 1 zvacdemo indeksom nerastavljivosti reda £ i obe-
lezavati sa i(f). To je u stvari prvi broj m za koji sistem
(£, =g,h,

{ f2=g,h,+g,h,

(£, 78,8 +...+3 1

n 1

nema resenja PO G, ,-.+48, 304900040,
Primer. Za f(x,y,z)=xy+z" je i(f)=m,
Jasno da, ako Jje f rastavljiv, onda je i{(f)=+o00. Dz li ima

nerastavljivih f sa i(f)=+s0 7

Hipoteza. i(f)=+00 =p f Jje rastavljiv.

U prilog ovome govore i sledede dinjenice,

Dodavanje g& M " redu £ se na N(f) manifestuje dodavanjen
tadaka iznad ravni.{§;x¢=m i mozZe promeniti Njutnov dija-
gram. Ako je medjutim f regularan po svim promenjljivim
(vestr.20), onda se za dovoljno veliko m N(f) ne menja.
Ako nije regularan, neke neogranicene strane N(f) mogu po-
stati trouglovi. Zato, ako je f jako nerastavljiv i

l. regularan po svin promenjliivim, ili

2. D(f) ima nerazloZivu stranu sa tadkama u svim koordi-

natnim ravanima (v.lemu 2,12,),

onda je i(f) konadan i hipoteza va¥i.
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§ 4, Slucaj n=2: krive

U ovom odeljku razmotriéemo N -poliedre u IR* i rasztav-
ljivost elemenata prstena 4A=K{{x,y31. Zvi nerazlozivi N -po-

liedri se nalaze vrlo Jjednostavno.

Teorema 4.,l. Neka je PeN, i (n,0), (O,m) celobrojna temena
P koja leZe na osama. Tada, P je nerazlozZiv <& D(P) ima

jednu ivicu (n,0){(0,m) pri demu je M(m,n)=1.

Dokaz. Dovoljno je pokazati da ako je (k,€)¢ D(P) celobrojna

tadka razlicéita od krajeva (tj. /.
k#£0,€#0) onda je D(P) razloZiv.
Neka su D,(P) i D,(P) delovi
D(P) na koje ga deli (k,€) i

D’ i D’ njihovi N, -predstavni-

ci. Tada Je ocito P=Q+R gde su
Q=D'+[Ri, R=D""+IR2 . Za kraj dokaza potrebno je primetiti
da na duZi (n,0)(0,m) nema celobrojnih tacaka razliditih od

krajeva & M(m,n)=1.

Pogledica. Svaki WN-poliedar PeéN® se predstavlija u obliku
K

P=m B, +m, B, + E; Q; gde su B;=e;+ IR:'_ a D(Q i) duzi sz kraje-

vima (p;,0) 1 (0,q;) pri demu su p; i q; uzajamno prosti.

Ova reprezentacija je jedinstvena do na redosled sabiraka,.
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Dokaz. Ostaje da se proveri samo Jjednoznacnost., L1i eko

A —— -

je P=*ﬁi Q; onda je D(P) dobijen nadovezivanjem duzi D(Q{)
1=y

po rastudem nagibu. Posto su ti odselci jJjednoznaéno odre-

djeni na osnovu D(P), tvrdjenje je oligledno. O

Posledica, Red f €A Jje jalkko nerastavljiv & za nelzl tip

kvazihomogenosti v=(1/p,1l/q) sa Ii{p,q)=1 i neke a,be K~{0]
je f(x,y)=(axP+byV)+g(x,7) gde je ord.(g)> 1.

‘Dokaz. Ovo ocigledno sledi iz teoreme., (O

Uvedimo oznake Xoje édeno koristiti u dzlijem. Ileka jJe

f= ) %y xf’y" €A, v=(1/a,1/p) (ii(a,b)=1) proizvolini tip
L .

* * » (V \ . v .
kvagzihomogenostli i f d) 2 A X y¢ ¥vazihomogena lzompo-

nenta od f najmanjeg kvazistepena d. Ueka Je L, =F{D(f),v)
strana D(f) odredjena vektorom v koja leZi na pravo]
x/a+y/b=d (defgﬂ) i neka su (p,q) i (p“,q°) temena

(p=p’ i q=q° ako se {, svodi na jednu tadku). Prva celo-

-

brojna talka na ¢, susedna te- !
menu (p,q) je (p+a,q-b) a sve

celobrojne tacke na ﬁv su

(P+ia,q_ib) (i=0,---,k) gde |

9 -,
je k ukupan broj odsecaka sa o
P p
celobrojnim krajevima na €..
K : .
Tada je f‘:' = Z_ Aciia 416 x P yc’ L6 . Obelezimo sa
1o !

I..u.(t)== :Z aph.aﬂ_‘.s t', To je obican polinom po t stepena k

(=D

¢iji koeficijenti su jednaki koeficijentima f koji odgova-

raju temenima na fL. Zzvacemo ga polinomem asociranim sa
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stranom {, dijagrama D(f). Ako je v=(1,1) tj. filtracija
je obifna homogena, staviéemo L, (t)=L(t). iko su & ,...,0,
sve jednodimenzione stranice dijagrama D(f) i v;=(1/a;,1/b; )

vektori koji ih odredjuju, neka su Li(t)=Lr1(t).

Lema 4.2. (2) .ko su f,ge€K[x,y) honogene forme stepena n,n

respektivno, bez zajednickih linearnin faktora, onda je
(£,8)D (x,7)" za sve k3 msn-1.

(b) iko je f=f, +f;,, +e.. € KLIx,y]] razlacanje u sumu homo-
genih komponenti i pocetna forma fy=8.h, 8de su g, i h,
forme stepena r,s respektivno bez zajednidkih faltora, onda
teos)e

je £ rastavljiv i f=(gt+gz+‘+...)(hﬁ+h

(v.L22]str.61)

I+

Dokaz. (a) PoSto f,g nemaju zajednidki faktor, njihova rezul-

tanta je R(f,g)#0. Ako je he¢ (x,y)  forma stepena m+n-1,
Jjednakost h=af+bg sa ::1{f;(::-c:,}j}r)m'-'1 . bﬂé(x,yfn"' nam daje sis-
tem linearnih jednadina sa nepoznatim koeficijentima forni
a2,b u kome je broj jednadina (m+n-l)+l=m+n, a broj nepozna-
tih (n~1)+1+(m-1)+l=m+n, slobodni &lanovi su xoeficijenti
forme h a determinanta R(f,g)#0. Zato sistem ima jedinstve-
no re§§nje tJ. postoje Jjedinstveni a,b za koje je h=af+bg.
Odavde sledi tvrdjenje leme.

(b) sledi neposredno iz (a), izjednadavanjem homorenih de-
lova leve i desne strane u jednakosti

fd+fd+i +...=(g't+g7+f +---)(h1+h$*1 +--.)- 0
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Posledica. ko je f € A, broj nerastavljivin faktora od £

nije manji od broja razliditih korena polinone L(t).
Specijalno, ako je f nerastavljiv i £, pocetna homogena
forma od £, onda je i‘d,*-.=(a:w:-ﬂ::-:;,r)ﬂf stepen linearne forme 1
¢, je za v=(1,1) ili teme na osi (m,0) 1li (Cc,m), 1li ceo

odsedak (m,0)(0O,m).

Dokaz. Proj razliditih korena polinoma L(t) jednak je naj-

vedem broju faktora bez zajednickih linearnih faktora na
koje se homogena forma I, moze rezlo®iti. Cba tvrdjenja sad

slede na osnovu leme 4.2.(b). 0O

Neka je f€ A proizvoljan. iko je v=(1,1) 1 ¢, nena
teme na osi, onda je na osnovu gornje posledice f rastav-
1jiv. U daljem éemo uvek smatrati da fv ima teme na osi y
tj. D(£)> (O,m) gde je m=ord (f). Sa v deno obelezavatl
broj -1/A gde je A nagib ivice D(f) &ije je teme (O,m).

Pri tome Jje v2>1l. f
m

Na osnovu teoreme I.2.5. N{§)
(WPTF,str.20), postoji in-
vertibilni g & A takav da Je - "y

£(x,y)=g(x,y)  (F +a,(x)y™" +...+a, (%)) ().

Pri tome Je w*:max{ord a;(x)/i , i=1,...,m}. ixo je £
zapisan u obliku (%), reéi éemo da je normalizovan., -XO
jos primenimo tzv. transformaciju Tschirnhausena X X,
y—y-a,(x)/m koja indukuje formalni izomorfizan i .
dobiéemo sledeél oblik za f:

£(x,7)=8(x,5) (y™+a,(x)y" " +eeita, (x))  (H¥).
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Ovaj oblik ¢emo zvati redukovanin oblikom za f. Sve Sto
se u daljem odnosi na redukovane redove valri HETavno Samo

u sluéaju char K =0,

Lema %.5. Neka je f=f +f +...€A kao gore i ¥ > 1. Heka

je £7(x,7)=(1/x") £(x,xy). Tada £°¢ .\, odgovarajuée v's=y -1
i1 broj nerastavljivih faktora od f jednzk je broju neras-
tavljivih faktora od f’., Specijalno, f je nerastavljiv &

&~ £ je nerastavljiv.

Dokaz. Zapisimo £ u normalizovanom obliku (%) gde je

ord a;(x)>i (i=1,...,m) jer je ¥ > 1. Tada, f je rastavljiv
ui & yw#ad(x)yW"1+...+am(x) je rastavljiv u KUx11[y]
(kao polinom). Zato moZemo od vodetka smatrsati da je g=1.
Tada je i”'(}:,,y)=y’""~;-(::'1&4(:-::)/::c)y""""1 +eoat(a, (x)/x7) i
as(x)/x*=b (x) € K[[x1], ord bs(x)>1, v's T oy -],

Ako je f rastavljiv, odito je i £’ rastavljiv. ko je pak
£=£y-£; , f{:ym*+c4(x)y““4+... . f'=y“ﬁ+d4(x)ymf1+... i
m,+m,=m, onda je f£(x,y)=x"f’(x,y/x)=

"'=(:":I‘I.I'“l f: (x,y/x)) . (xwifé(:{,y/x))zfd(x,y)-f2 (3{,3’). (1

Primedba. Opisana smena koordinata geometrijski odgovara

. r
lokalnom razduvavanju (v.§I.1l) IT: S — S sa centrom u

tadki P&S gde je £f=0 jednalina krive CcS, P njena siague
larna tacka i £°=0 jednadina striktnog transformata C°
krive C. Broj n nerastavljivih faktora od f jednak je bro-
Ju algebroidnih (formalnih) grana krive C u tadki P, bro]

r tacdaka u C’ koje leZe nad P zadovoljava rgn i ako sz n’,




y' obelezimo odgovarajule parametre krive C’ tj., reda 7,

imamo slededu lemu.

Lema 4.4, iko je f redukovani red, onda
(a)v=1l = r>1 i svi n’< m;

(B)Y>1 = r=1imn<mili m =0 i v'=vy-1;
(¢) r=1 = (m'=m & Vv 2).

(v.[31]lstr.226 kao i rad autora [2G]lema 3).

Dokaz. Primetimo da ako je f redultovan, onds je i £’ redu-~

kovan. VY =1 oznalava da podetna forra f  sadrZi bar dva

1. m-1

™ i neki ax'y™". Hedjutim, f je redukovan, f, ne

clana: y

sadrzi stepen y“‘ pa ne moze biti potonun stepen., a osnovu
posledice leme 4.2, (str.57) f je restavljiv tj. »>1 i
viSestrukost svakog od faktora je < m=ord f. (b) sledi na
osnovu dokaza leme 4.3, kao i (c¢), ako primetimo da je

ord (&i(x)yhhi/xi)=m-21+ord a;(x). O

Teorema 4.>5. Neka je f € A nerastavlijiv i ord f =m. Tads

(a) D(f) ima jednu ivicu sa tenenima (n,0) i (0,n);
(b) kvazihomogena podetna komponenta f%ﬁ tipa v=(1/n,1/m)
je potpun stepen nerastavlijive kvazihomogene forme:

f(:)=(&1:x:"”‘/"’t+byw'“)"’l)"l pde je d="1(m,n).

Dokaz. (a) Dokaz izvedimo indukcijom po m=ord f. Za nm=1
tvrdjenje je ocigledno: D(f) sadr?i tadku (0,1) i mora
biti duz. Neka je ord f=m. Na osnovu posledice leme 4.2.
mogu nastupiti dva sludaja.

1. (v Jje odseéak (m,0)(0O,m), D(f):f&.i dokaz Jje zavrsen,
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2, £, je teme (O,m). Neka je vy lkao gore, VvV > 1. Stavimo
k=VY~1 ako je v ceo i k=[Cv]l inace. Primenom leme 4.J.
k puta dolazimo do smene X+—>» X, yr—> x"y i do reda |
£7(x,7)=(1/x"") £(x,x"y) pri Cemu je £’ nerastavljiv &
& f je nerastavljiv. Ova smena definise linearnu trans-

formaciju ravni eksponenata (i,j)+—> (i+lj-km,J) :

N($')

|
1

= _""-"""‘-;" ' '_;_h

my m(v-K)" |

Pri tome je v-k=1 ako je ¥ ceo i1 <1 inade. U prvom slu-
gaju, na osnovu posledice leme 4,2. D(£°) je duz (m,0)(0,m)
pa je i D{(f) duZ (mvy ,0)(0,m) i to je kraj dokaza, U dru-
gom sludaju je V'=v-k<l, ord £'=m¥'< m=ord f, pa je nx
osnovu indukcijske hipoteze D(f7), a s njim i D(f), duz.
Specijalno, mora biti mvy =ne€&ii.

(b) Neka je D(f) duzZ (n,0)(0,m) pri emu nmozemo smatrati
da ,jerle;mé, n, DokaZimo da se uzastopnom primenom smena iz
leme 4,3, xv>X, yr>Xy ili xr=>xy, Yy y noze docéi do
smene X +» X y®, v+ x°y% takve da je £(x%®, % y?¥)=
=xPy1£¥(x,y), D(£f¥) duZ (k,0)(0,k) i f nerastavljiv &
& t* nerastavljiv, pri cemu ako Je f reduxovan imano:
Ve N = £*(i ) rastavljiv, a v¢ B = ord f*< ord f.
Dokaz izvedimo indukcijom po m=ord f. Za m=1 trazena smena

Je x> x, y—> XL v tj. n-1 puta ponovljena transformacija
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leme 4.3, ILako se vidi da su ispunjene sve trazene osobine,
U op8tem sludaju, ako je m=n tvrdjenje je tacdno. Neka Je
n>m, Y=n/m>l i k kao u dokazu pod (a). U prvom sludaju
v =k= v'=1 i tvrdjenje je oligledno tadino. tko je pak
vy =k= y' <« 1, po indukcijskoj hipotezi tvrdjenje je talno
za £ (ord £°< ord f) pa vaZi i za f. Yeljena transforma-
cija () se moZe dobiti i eksplicitno., MHaime, uocimo algo-
ritam deljenja:

n=r_, =q_ T, +T,

M=Tq =q,IT, +T O, T, S oo ST, T,< T

2 1
* * rK=d=H(m,n), p=n/d, q=n/d4d .
Le-r =4 u_rk 9
Brojevi q_ ,...,9, mogu se definisati 1 kao delimicni kvoci-
jenti u razlaganju racionalnog ¥ =n/m u verizni razlomak:

n _ + 1
m"q" 9+ ¢

Neka su sad matrice

1 O 1 \ 1 oy ... (1 a
Ae(e D oasle s ““z(qg ) 21 lo 3

- * - - ” 1 O * - (l q _1
< = 1
zavisno od parnosti k i1 neka Je A, (qn-l 1)1_1 o & )'
= a b - » a’ b’ E!. b
C=h‘|--A° =(c d) 1 C =f1“h‘_‘ iooﬂ-a:(cf d’) =(C—a d-b) »

Tada Jje det C = det C’=1 i laliko¢ se vidi da je a=p, c=q z&
k parno odnosno b=p, d=q za Kk neparno,
Smena x+—+x, y—x'y dovodi do linearne transformacije

. s 1 k . . ;
ravnli eksponenata sa matricon A=(o 1), Foldte je C:(é %}C)
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r

xompozicija linearnih transformacija A ,e..,d , ,A, 110

matricu C’ i daje traZenu smenu prozenjljivih:

3 -

N(2) N{$¥)

n . p
Posto je transformacija C” obostrano jednoznalna, koeiici-
jenti u £ na D(f) odgovaraju koeficijentime u £* na D(E*),

Ali homogeni deo f: je potpun steven na osnovu posledice

leme 4.2, pa je 1 fﬁ? potpun stepen. QA

Primedba. Ova teorema je u sustini bazirana na procesu re-
dukcije singulariteta. Dokaz koJji koristili teoremu © razre-
Senju singulariteta izloZen je u [101str.90. U knjizi LC]
na str.634 izloZena je druga varijanta koja prolazl samno

u sludaju kada je osnovno polje K= C jer koristi klasicnu
topologiju €. Dokaz izloZen ovde proclazi za svako polje

i ne koristi (bar ne eksplicitno) teoremu o razregenju
singulariteta, veé je izveden iskljucdivo u terminima

formalnih redova.

Posledica. Ako je fE€XKIx,y]l, %iyes.,fn sve jednosimenzi-
one strane D(f), k;=deg Li(t) (=broj razlilitih odsedaka
sa celobrojnim krajevima na €;) i r; broj razlilitih kore-
na polinoma L(t), onda je

<
r & 2, r,{broj nerastavljivih faktora fg 2.k, .

\v4 1=




P

Dokaz. Neka je f=f, ...f, nerastavljiva rerrezentacija f.

Tada D(fi) ima jednu ivicu i H(f):ﬁ(f4)+...+ﬂ(fs) pa se

skup S={f1,...,f;} razbija na r podslupova S,,...,0, takvih
da fje~s£*¢# D(fJ) je paralelno f:. Pri tone je poliedar

D( jre_é;_(fj }) dobijen translacijom {; - to je niezov No—pred-

stavnik. Na osnovu teoreme, r; &card ) Lk, odakle sledi

L L ?

tvrdjenje posledice. O

Primer. Neka je f(x,y)=x"-x°y +x>v*+2x%y?+xv¥4v® . D(L) je

predstavljen na slici. Imano
r=5, k,=1, k,=k, =2,
L,(t)=1+t, r,=1,
L,(t)=1l+2t+t*, =x,=1,

Ly(t)=1-t+t*, 1r,=2.

Zato je 4 broj nerastavlijivih faktora £ 5.

Posledica. Svaki nerastavljivi kvazihorogeni polinom f je

jako nerastavljiv tj. oblika f(x,y)=ax"+by?% s5a r(p,q)=1.
Svaki kvazihomogeni polinom tipa (1/p,1/q) se jednoznalno

= .
predstavlja u obliku f(x,y):xﬂyﬁ'EliaixP+bLy$)wH.

Dakle, nerastavljivi kvazihormogeni polinomi f odnosno
njihovi singulariteti £=0 koresvondiraju tzv. toroidalnin
cvorovima (v.[61str.576). Za svaki tip kvazihomorenosti
postoji (do na linearni izomorfizam) tadno jedan jednograni

kvazihomogeni singularitet definisan sa y¥=xf (¥(p,q)=1).

Bazirajudédi se na postupku opisanom u dokazu teoreme

mozemo dati efektivan algoritam za proveru ireducibilnosti
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datog reda f & K{({x,yll. Ovaj algorit~m je implicitno sa-
drzan ﬁ £10] a eksplicitno opisan u radu autora [26]1, Ovde
édemo ga izloziti u poboljsSanom obliku.

Neka je f€ KCIx,yll takav da je D(f) duz (n,0)(C,m),

m=ord f<n, d=H(n,n) i f(: = (ax"v* +bywd )d

. Razlikujemo
dva slucaja.

l, m deli n tj. d=m 1 v & INL U ovomr slucaju dovedimo ¥ na
redukovani oblik f’. Smena x+» X, yr>y-a,(x)/m ne menja
m=m’ ali moZe promeniti n i to na dva nacdina:

~

(a) novi dijagram ne sele x-osu (n'=e0) tj. £ =(invertibil-
ni elemenﬁ}yﬁu. Tada je f potpun (m~ti) stepen nerastavliji-
ve forme y+a,(x)/m i zato rastavljiv;

(b) novi dijagram sele x-osu u tadki n’> n. Tolto je £’ re-
dukovan, na osnovu primedbe u dokazu teoreme 4.5. razliku-
jemo opet dva sludajz: ako je h'/m’=v'eW , £°(a zato i f)
je rastavljiv. ko je pak '¢ N, prelazimo na tadku 2 sa f£7,
2. m ne deli n tj. v¢ 00 . Tada primenimo smenu odredjei.u
u dokazu teoreme. Dobijamo red f’:(l/xqu)'f(x“yP,xEFJ) u
kome je ord f =d=tM(m,n)<ord £ i f;:(ax+byﬁd. o sad
izvrsimo linearnu smenu koordinata x v x, ¥y w»2x+by ako je
b#0 1li xk—bax+by,'yw—ry'ako je 2#£C dobijamo red £ nri

) _d ¢ord £ i £ je nerastavljiv <> takav je £@,

cemu je ord £
Opisani postupak ponavljamo za £ 4 dobi jamo £ ) 1t4,
Postoje dve moguénosti:

1) na nekom od koraka postupak se ne moZe nastaviti tj.

realizovao se neki od sludajeva 1l.(2) ili 1.(d)(prvi) ili




D(f) nije odselak ili pak ES? nije rotoun stepen, Tada Jje
f rastavljivg
2) postupak se moZe uvelk nastaviti. Tada dohiizmo niz
£=£ 2 1% 55 ord £ > ord £ > ... >ord £ > 1.
Ovaj slucaj je olito nemocué i posle konaldno nnozo koraka
’, s (K} . {n) - .
moramo doéi do ord f =1, Tada je T , & zato 1 £, ne-
rastavljiv,

e

Primeri. 1. f(x,y)=y"+2x®y%+x -xsy. Imamo m=4, n=6, also-

ritam deljenja daje 6=1-442, 4=2-2, q_ =1, q,=7, matrica

C'=(é %)'(% 8)=(§ %), smena X > Xy, ¥i»x'y daje
£(xy,x*y)=x’7H(x* +2xy+y% —xy ) =x* 7 ¥ ((x+7 )Y -xy?),
f'(x,y)=(x+y)2—xyz; Iinearna smena X +—»X+y, ¥ >3 daje red
fG)(x,y)=x2-xy2-y3. Ali M(2,%)=1 pa je ord £®_1 5 o Jje
kraj algoritma. f je nerastavljiiv.

2 f(x,y)=yq+2xsyz+xﬁ—x"yz. Prvi kKcral je isti kao u nrinme-
ru l. Dobijamo £7(x,y)=(x+y)* -x%y* i £"0(x,v)=x?-x2y%-
—2xy%—y“. Dobijeni red ne zadovoljava poletne uslove: nie~
gova po&etna'kvazihomogena forma je x*-y'#(ax+by1)*. Zato
Je £ rastavljiv (naravno, on je rastavljiv veé u K[x,y]
f=(y*+x3+x2%y) . (7 24> -x%y) ).

3. f(x,y)=y“+x3yz+x6-x;&. Podetna forma od f je y¥+x?y24x®#
;-‘(ax3+byz)z p2 f ne zadovoljava vocetne uslove i zato je

rastavljiv. Primetimo da Jje u K[x,y] f nerastavljiv &to

se lako vidi na osnovu Ajzenstajnovog kriterijuma.




Neka je fe KU[x,yll i m=ord f. Zz2pidinmo ga u reduci-
ranom obliku. Na osnovu svega redenog, neovhodni uslovi

nerastavljivosti su v¢ Wl i my€ 1l . Jasno je da se trans-
formacijama leme 4.3, moZe dobiti red £* takav da £ i £¥*
imaju isti broj nerastavljivih faktora, a da je od-ovara-
juce v*e&(l,z). FPosto za svako filksirzno m ima samo konal-
no mnogo moguéih vrednosti za v i to (am+l)/m,...,(2n-1)/m,
mozemo pokusati da nadjemo uslove za ncrastavljivost svih

f sa datin m polev od m=2, Na osnovu napred redenog, alo
sum i1 myY uzajamnno prosti f Jje nerastavljiv. Zato prvi ne-
trivijalni slucaj nastaje za m=4, v =3/2, U radu autora [29]
dobijen je potpun opis svih nerastavliivih redova sa tim

mivy , kao i delimicni opis prvih sledeéih sludajeva

m=6, "“’:!""/5, 5/21 5/3-

Teorema 4.6. 2ko je fé& K[[x,y]1 sa m=4, v =3%/2, tada pos-

toji formalni izomorfizam koji f prevodi u oblik

£t A
teee )T+X

y“+(a3x3+axx“+azﬂxm+...)y2+(b€xe+bfﬂx
sa a,#0, b, #0, k>3, €25 pri Zemu je f nerastavljiv <=

Dokaz. Reducirani oblik za f je y'+a®(x)yZra®(x)y+a®(=).
(1)

PoSto je ord a '3 iv =3i/2, bide a‘¥(x)=a(x) -x*, a (%)=

=b(x)-x§l Podto (6,0) € D(f), ord a™(x)=56 pa koordinatnon

. et 6 o : .
transformacijom xrﬂhﬁfé (x)/x® (X je algebarski zatvoreno

1 KCCx1] je korenski zatvoren !) dobijanmo a(”(x)=x6. Time

Je prvi deo tvrdjenja dokazan. Primenimo transformaciie




— —mpa s

X Xy yH>Xy a zatin yr—»7y¥ x%*. Dobijawme red
| ‘ \+2 .. .
vy 2o é.ai,(3’-:-1‘-"‘)“‘1 2, bi(y—xlj .x , ofda’tle rasnatranien
L% K A
D(f) dobijamo teoremu. O

Primer. Frethodna tri primera se pomoiu tecreme +.0H. prove-
ravaju neposredno iz zapisa reda f(x,y).

Na osnovu teorene lMathera (teorema I.2.8. na str.2?
vidi se da za svako fiksirano m proces gzavriava posle konac-
no mnogo koraka jer je svaki singularitet f£=0 formalno iz0-
morfan singularitetu dobijenom skradivanjem redova a“{x) do
polindma dovoljnog stepena. Medjutim veé za m=6 uslovi ne-

rastavljivosti postaju sloZeni i neefektivni,

Teorema 4.7. Neka je fé¢ K[Ix,y)] reduciran, m=6 i (a) V=4/3,

(b)vy =5/3, (¢)v=3/2. £ se moZe dovesti na oblik
(a) yﬁ+a(x)x3yq+b(x)xqy3+c(x)xgyz+d(x)x?y+xg
(b) yﬁ+a(x)x4y“+b(x)xyy3+c(x)x?yz+d(x)x5y+x“’
(c) y6+a(x)£3y”+b(x)x5§3+c(x)xsv2+d(x)fgy+x9.

W

Ako je f mnerastavljiv, onda je

(a),(d) v(0)=%2 ;

Ge) a(0)=3¢, c(0)=3€* gde je €°=1,

Stavimo

(a),(b) &« =ord a, ¥=ord c,Jl=min{_X,ord(a—d),ord(b—bo)};
(¢) « =ord(a-a,), p=ord b,?L=min{ord(b—d),ord(a—c—a¢+cb)}.

Tada, ako Jje

(a)y(b) (A<H6+8)Aa ( A% Omod2) ;
(¢) (A% Omod3)v (A= Omod3 A A< 3% +6 AX < 6p +9),
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onda je f nerastavljiv. iko je

(a),(b)' (A>6&+8) vV (l<6n(+8 AA=0mod2)V (A "Eﬂ*ﬁh.“ﬂc )
< | S

(¢) (A=0mod3) A (A>3u+6 YA>ER+O VA =34 +6<6p+9 v ) ,6’5"9‘}“6),

onda je f rastavlijiv.

Dokaz. Analogan je prethodnom (v.rad autera [29] teoreszs 7).

Eae v

cE Rk
-
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§5. Slucaj n=3: povrsi

U ovom odeljku razmotridemo Jf -poliedre u R* i ras-
tavljivost elemenata prstena A=K[[x,y,zl]. U odnosu na
ravnil slucaj situacija se jeko komnliltuje: nedju generato-
rima grupe JJh)pojavljuju se netrivijoline veze. Dobljen Je
samo opis nekih familigja nerazlozivibh Af—poliedara. Prime~
timo da Jje u ovom slucaju Z2-skelet noliedra PEN  jedno-
znacno odredjen l-skeletom tj. kombinatorna struktura dija-
grama D(P) je odredjena grafom G(P). Kombinatorni tip nije
presudan kod nerazlozivosti: homoteticni noliedri od kojih
jedan moze biti ragloziv & drugli ne imajuw isti kombinator-
ni tip.

Iema 5.1. Za Pe€N graf G(P) je planaran najviSe 3-pcvezan.

Dokaz. MoZ?emo primeniti teoremu Stajnica (v.(15]str.55 ili

(21llstr.2%5). Naime, G(P) se dobija iz poliedralnor srafa

odstranjivanjem nekih ivica (koje odgovaraju neo~ranicenim
ivicama P) pa poSto je poliedralni graf pleanaran i 3-pove-
zan, G(P) je planaran, najvise 3-povezan., Ilanarna reali-
zacija G(P) se lako dobija i eksplicitno: odaberimo ravan

x+y+2=d iznad koje P nema temena. Tada svaki zrak upravan

na tu ravan « seée D(P) u tacno Jjednoj tacdki zbog konveks-
nosti. Projektovanjem ivica D(F) na X dobijamo traZenu

ravansku realizaciju G(P). O
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Redéi demo da je ozranicena ivica f poliedra P slobodna
ako je ona incidentna samo neogranicenin 2-stranicama P td.
ako ivica koja joj odgovara u G(P) nije sadriana ni u jed-

nom pravom lancu.

Lema 5.2. Ako je £ slobodna ivica PE€N , onda je P=Q+R gde
Je Q .N;-predstavnik €+IR1, a R N;-predstavnik roliedra
dobijenog iz P izbacivanjem 1ivice { i njoj incidentnih

neogranicenih stranica.,

Dokaz. PosSto postoje dve vrste neosranicenih stranica, za

ivieu £ postoje dve mogudnosti:

Iz ovih crteZa tvrdjenje leme sledi neposredno.

mm. o aama e— e

Dakle, sve slobodne ivice mozZemo izdvojiti u poscbne sa-
birke. Na osnovu ove leme izdvaja sec klasa N -poliedara
koja se moZe smatrati direkitnim uopstenjem JVLpoligona:.ﬂﬂ
je skup svih PeN, ¢&iji je graf G(P) - drvo.

Lema 5.3. Ako PeN;, 1 G(P) je njegov graf, tada

(a) stepen svakog temena G(P) Jje najvise 3,

(b) postoji najvisSe jedno teme stepena 3.

Dokaz. (a) Neka je a €P teme u kome se sustide k >3 ograni-
genih ivica P. Ako je s broj stranica incidentnih a, onda

je k< s k+3. Posto ima najviSe 3 neogranidene ivice 1incl-
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J

O
[P

dentne a (paralelne osama), ost par ogranidenih ivica
0, ¢, izmedju kojih nema neogranilenih. Stranica & odre-
djena sa Q 1 51 je neorranicdena i mora biti vnaralelnz bar
jednoj od osa. Tada dve (neogranilene) stranice f3,¥ sused-
ne « moraju biti paralelne

drugim dvema osama (u suprot-

nom bi ivice ¢, i ¢, bile ne-

ogranidene). Ali onda postoji
stranica sa temenom a razlicita od «, p,¥ pa ona mora biti
ogranidena, 5to protivredi finjenici da P &N, .

(b) Ako se u temenu a €P sustidu tadno tri konalne ivice,
onda se u a sustidu (neogranidene). stranice naralelne sva-
koj od tri ose. Odavde sledi nemoguénost'postojanja dva

takva temena. O

Posledica. Graf G(P) poliedra P €N, mora biti

I : linearan > - - - " il

IT: sa jednom tackom grananja « . :::::f_"_‘ .

lema 5.4, Ako P €N, i dva temena D(P) leZe na dvena T

)

ARSI

ogama, onda je G(P) tipa I i sve ivice D(P) leZe u koordi-

natnoj ravnli tih osa.

o
(|
D
(U
o
O
O
{3y
<
o
3
4%
L <
d
=3

Dokaz, Situacija opisana u lemi icrleda ne

(1



7D

Poslzdica. Za P€N, dijagram D(P) mora biti jednog od

(1) | (2) (%) | (4)

.
"

Dokaz. D{(P) ne mozZec imati temena na sve tri os~ jer bl imao

ogranifenu stranu. iAko D(P) ima dva temena na osama, nrine-
nom leme 5.4, dobijamo tip (1). Ak%o D(P) ima same jadno te-
me n2 osi, on mora imati drugo zavrsno teme u naspramnno]

kooréinatnoj ravni. Ako je G(P) oblika I (posledica leme

5.3.), dobijamo tip (2). Kad bi G(F) bio oblika II, morao
bi izati ogranidenu stranicu. Hajzad, ako D(F) nema tenmena
na osama, on mora imati teme u svakoj koordinatnod ravnil.

7a orlik I to nam daje tip (3) a za II tiv (&), O

Teorema 5.5. (a) P €N, Jje nerazloZiv & D(P) ima samo
jednu ivicu na kojoj nema celobrojnih tadaka osim temena.
(b) Svaki P€eN, se Jjednoznalno do na redesled no%e razlo-
ziti 1 sumu nerazloZivih P € ,N',I lzoii odrovaraju celobroj-

nim odsedcima ivica D(F).

Dokaz. Induktivnom primenom leme 5.2. dobijamo razlaganje

P= >} P; gde P; odgovaraju ivicama P. ko je n;=n(P;) broj

celobrojnih odsedaka na iviei Py, Fy;=n;Q; cde je n(Q;)=1,




odakle je Q nerazloziv. Jednoznacinost je oliglednz iz

konstrukcije. O

Posledica. Jako nerastavljivi redovi £ €A <iii noliedar

H!'J
(o
N
-

. . "{’
N(£) €N, su samo redovi oblika f=ax’:by¥z':rlx,v,z) -

a,b#0, p,q,ré W takvi da je {p,q,r)=1 11i r=C i 1/

g
it
-

(3

¥

)
a N(g)CLN(xP+yqzm), kao 1 svi redovi dobijeni iz £ nern

1=

b

tacijom prormenjljivih x,y,z.

Dokaz. O8igledno, HW(Ff)=N(x'"+y'z') a D(£) du? (p,0,0)(C,q,r)

i na njoj nema celih tadlaka & FM(p,q,r)=1 ili »=C i M(p,q)=1.0

Primeri. 1l. xy+33 je Jjako nerastavljiv, sto ved znamo.

2. xy*-z2*je jako nerastavijiv: D(f) ima samo jednu ivicu -
duz (1,2,0)(0,0,2). Inade, singﬁlaritet 0 na ovo]j povrsi
nije iéolovan: Sing X Je prava {(a,0,0): a€Xj) Stose neno-
sredno vidi. 04 svih singulariteta, jedino je sincularitet
- za a=0 Jjednogran. Ostali nisu: lokalni polinom koji odsova-

ra tadki (a,0,0) je xy*+ay2-z*

y & on je za a0 rastavliiv.
Ovo je primer jednogranog neizolovanor; sinmulariteta. To
se intuitivno vidi na slici 5 (str.?74) koja prikazuje real-

ni deo ove povrsi. Kroz tacku O prolazi jedan list novrdi,

a kroz sve ostale tacdke singularne krive dva lista.

Drugu klasu -N; koju éemo ispitati &ine svi P €N,
cije su sve ogranilene stranice trouglovi i nemaju slobod-
nih ivica. Drugim redima, P&N, ako je svaka ivica G(P)
sadrzana u ciklu duZine 3. Ovo Jje analorijoc pojma simpli-

'Y

cijalnog politopa (politopa éija je svaka stranica simrleks),




7
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koji igraju vaznu ulocu u tToorijl pelitoya. crimetimo da
projektivna transformacija N -poliedra 365M£ razmnehrana

u lemi 2.4.(str.38) ne daje obavezno simliciizlinl nolitop:
neogranicene strane mogu predl u nessinvlicijelne. “leleda

teorema Je analogna odgovarajucem r=2zultatu za poelitone

(v.[211str.321).

Teorema 5.6. (a) P€ N5 je nerazloziv & m(P)=1,

(b) Svaki PeN, Jje homotetilan neraczloZivom Q €N, :

P=m(P)-Q pri cCemu je m(Q)=1.

Dokaz. Neka Je P=Q+R i vektor v¢ mi_odredjuje neku 2-stra-
nicu od P. Tada je F(P,v)=T(Q,v)+FT(R,v) i vofte je I (P,v)
trougao, F(Q,v) mora biti trourao honobetidan T(I,v). Foito
se svake dve ivice P mogu povezati trousslovima, sve ivice P
su proporcionalne odgovarajudim lvicama O sa istim koefici-
jentom A . Zato je (lema 1.9. na str.34) Q homotetidan P.

Ako Jem(P)=1 onda je i m(Q)=1 pa mora biti A=1 i P=Q,

(b) neposredno sledi iz (a). 4

Primeri. 1. Red f(x,y,z):xpyﬂzz+xﬁ+yﬂ+zm+g(x,y,z) je
nerastavljiv ako je p/k+q/f +r/m <1, ord (z) 2> 1 i m(D(£f))=1,
Njegov dijagram se sastoji od !

cetiri trougla. Specijalno,

xyz+x+y¢ +2" (+g(x,y,2)) Je

Jako nerastavljiv za sve S

k,{,me .




/e

5. za zvaxo g €Kilx,y]] red £(x,y,z)=z+g(x,y) Jje jako
nerastavl;iv za beskonadno m
mnogo vrednosti m€ill , na

rimer za sve vrednosti m za

T

koje po3tcjl teme (k,8) eli(g)

takvo da je M(k,{,m)=1. |

;
Ovo nan daje primer rastavljivog £ taivor da za svalko m
postoji red h filtracije m takav da je f+h nerastavljlv
(v. str.25).

Koristedéi jednu ideju Arnoljda (v.[5]) nofe se napra-
viti klasifikacija kvazihomogenih polinoma koJi imaju svoj-
stvo da nijedna od koordinatnih osa nije sadrfona u skupu
singulariteta (tu su specijalno svi kvazihomogeni polinomi
sa izolovanim sinsularitetima). Primetimo da se, rofito je
skup singulariteta dimenzije <1, uvek moZfe izsbrati ko-
ordinatni sisten tako da Je taj uslov ispunjen, ali se time

u opdétem slucaju gubi kvazihomogenost.

Iema 5.7. Neka je £ €A i r; najmanje rastojanje (u koordi-
natnim ravnima) od N(f) do i-te koordinztne ose., Tads,
(a) skup f=0 sadrZi osu 1 & r{2 1;

|

(b) osa i je singularna za f & r; > 2.

Dokaz, Uslov r; % 1 je ekvivalentan uslovu da f nije regu-
laran po X; a to upravo znadi da je £(O0,...,x%;,...,0)=0.
Uslov r; 2> 2 Je ekvivalentan uslovu da f ne sadrzi nijedan

. [ . . » - v e
monom oblika x: niti xf%f za sve J#i a to upravo znadi da
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je of/d X}(O,...,X{,...,O):O zx sve J tj. da Je osa

singularna. 04

Primetimo da lema 5.7. valii za »roizvolian oroj rroannilii-
vih. Uslov da nijedna osa nije sincularna za f je daXkle
ekvivalentan uslovu da N{(f) ima tedalc u Feordiniirnlm Iave—

nima na rastojanju najvise 1 od svake ose.

Teorema 5.8, Neka f €A i nijedna osa nije singularna za f,

(a) f mora sadrzati jedan od slededih tipova trojhi nonoma:
K ¢ w1 . K £ _m .
I{x",y5,2"}; IT {x“,y%,2"™} ;
x ¢ m _ ¢ , o, ¢ . _m__ .
III‘{X WV X2 x]-; IV‘[x“,y x,z"y} . YV Ix™ vy o,z 3} :

¢

VI {x“y,ycx,z”x} . VII;{x“y,y z,z”x} .

(b) Ako je f kvazihomogen, D(f) mora biti Jednos cd oblika:
i
{

1 I TIA

IITIa b I C

IVa b




Polinomi tipova I1Xa, IVa i1 b, Va 1 b, VIIa su Jako neras-
tavljivi. Polinomi tipova IIIa, VIa i 4 su rastavljivi

(deljivi sa x, kolidnik je tipa I odnosno IIa i b).

Dokaz. (a) je faktiéki dokazano u [31. Opidimo taj dokaz.
' Na osnovu redenog za svaku osu i r.¢l tj. postoji osa j
takva da f sadrzi monom'xij. Ako za svako i izaberemo po

jedno takvo j (na pr. sa najmanjim k) dobidemo preslikava-




nje i+>J troelementnog skupa U Samos sebe. Ukupno takvih
preslikavanja koje sSe ne svode jedno na druzgo permutacijomn

oga ima 7 i njihovi srafovi su:

s B RNV

g &)
I IT I1I iv v VI VIT
Odavde odmah dobijamo 7 tipova trojki monoma sadr-anih u L.
(b) Ako je f kvazihomogen, D(f) je ravai mncgougaoc i no os-
novu dokazanog pod (&) imamo upravo nzvedsne noguénosti.
Oznaka % u odsgovarajuéen dijagramu znaci da na oznaceno]

jviei nema celobrojnih tacaka osin krajeva. Tvrdjenja o ne-

rastavljivosti slede na osnovu lema 1,11 1 1.12. no str.725, 4

Primedbe. 1. Razmatranje nerastavljivosti 3vih ogvalih slu-

tajeva mogudée je lako sprovesti analorno, na osnovu pomenu-
+ih lema. Recimo, u sludaju I, f je Jjako nerastavljiv &
& M(k,¢,m)=1. Isto tako, u sluéaju VIb odgovar:judi Cob-
vorougao Jje paralelogram 1ll trapesz (i onda razlofiv), ili
je nerazloZiv i onda je f jako nerastavliiv.

2. Primetimo da ako Je f=gh 1 f spada u razmatranu lasu Tj.

nijedna osa nije sinsularna za f onda 1 ¢

{3
"3
£
o
0

u tu klasu,
3, Jednostavnim rasudjivanjima noguce Jjo dobiti sledece:
I=x-I , II=I-I1 ,

ITI=I-I11 ili ¥I-II , IV=I-IV ili II-IT1 , V=I-V 1li I1-I1 ,
Vi=T-VI ili II-IIT ili ITI-IV i1i II-V , VII=I-VIT ili II-IV
tj. na osnovu tipa f=gh moguée Je¢ odrediti meozude tTipove

faktora g i h. Odatle se na pr. dobija da je IIIb=ITa-lla
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tj. svaki faktor polinoma tipa 111D mora hiti tipa IIa,

4. Vidimo da je za izudavanje Jjake nerastavljivosti kvazil-

._I.

homogenih polincma opisane vrste dovolino isnitati (nec)-

{

razloZivost 3-, 4-, 5- i 6-uglova u ravni,

Neka je v=(1l/p,l/q,1/r) tip kvazihonorenosti, (=inc(v)
i de¢ ,{:zz stepen kvazihomogenosti. Jasno je da awto za datl
stepen 4 u nekoj koordinatnoj ravni nema celodbreojnih tacaka
onda su svi elementi iz By rastavljivi. Isvc tako, rastav-
1jiv je svaki kvazihomogeni polinom koji nena tacdalka u ne-
koj koordinatnoj ravni. Pretpostavimo da je f € By talkow da
D(f) ima tadaka u svim trima koordinatnim ravnima. Jaka ne-
rastavljivost f je ekvivalentna obiénoj nerazlozivosti no-
ligona D(f) u sumu celobrojinih poligona. Za svako fiksirano
v i d mogugée je odrediti sve nerazlolive poligone 1 na taj
nadin naéi sve jako nerastavljive elemente By, *ol" rine
zatvoreni algebarski podslup u nrojeltivaom prostoru a1-
menzije n(v,d)-1 (v.teoremu %.5. n2 str.50). Ilustrujr

situaciju sa nekolilko primera.

Primer 1. Kvazihomogeni polinemi tipa (2,2,%) stepena 1.

Na osnovu tabele 1 (str.50) n(v,1)=5, monemi u B, kojl
ga razapinju nad K su x®,x%y,xy%,y?*,z* i svaki £€B, Je
oblika f(x,y,z)=ax3+bxzy+cxyz+dya+ezz. Madjino sve f tojl
imaju izolovani singularitet. Imamc &f/4 x=3%ax Z2+2bxy+cy %,
df/d y=bx3+2cxy+3dy*, 3f/9d z=2ez. Postupkom eliminacije

opisanim u teoremi 3.6. (str.5]1) dobijemo da sisten
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Of/d x=0f/2 y= 3£/ 3 z=0 ima netrivijclno reienje &
& R = e-(18abed+b?e?-PPa*d’~lnc? -4bh3a) =0,

Daltle, skup izolovanih zinculariteta je u ik odreiion
jednacinom R#O i to je otvoreni slmp (u tonelo+=iii Zarislos
Lako se vidi da je f rastavljiv & (e=0) v (a=b=c=4=0) t3j.
skup svih rastavljivilk £ se sasteii iz unije badlie (nedo-

gleda e-o0se) 1 e-hiperravni i olito sadr’i sizun svih ino-

lovanih singulariteta (v.teoremu I.1.7. ns str.ll),

-
b
o
Y

o
p—

brojne tacke na odgovarajuéem dijagramu: (3,1,0), (
(0,2,1), (3,0,1), (0,1,2) i (0,0,3). &vaki £€¢ B, sc zapi-
suje u obliku f(x,v,z)=axy+dx3z+cy3+dyvizreyz?:pz3., OCi-
gledno, za faktore f su nogufe samo slededce kombinacije
kvazisfepena: 2/6 1 7/6, 3/6 1 6/6, &/6 1 5/6, Prvoj odro-
vara razlaganje o x( px"y+ ¥ x%z), druzoj - razlasanje ’
(e y+p2)(¥ x>+ d v2+ Eyz+ frzt) a tredoj «ax ( pxy+ ¥xz).
Svi ovi slucajevi razloZivosti su sadriani u skunu tadaka
odredjenom Jjednacinom aapnazbe+ab2d—b3c=0 i obratno. Slkup
svih nerastavljivih Jje dakle komnlement ove hiperpovrsi

u B°, Raspored celih tadaka na nasem dijacramu je

Iako se vidi da su jedina dva ncrazlofiva dijagrama ovi:
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Zato su jako nerastavljivi samo polinomi ax?y+br’z+dy®s
sa a.b.d£0 i ax®y+bx?z+eyz® sa a,b,ef£C. Talke koje inm od
a, ] l ax y-!- }.. Z red ad Sa 3 9 e - B S o 1l LT S O -
covaraju ¢ine zatvoren siup u P> zadat sa c=e=p=0C 1l1
c=d=p=0, sadrian u nasoj hiperpovrsi svih naractaviiivin

i jednak uniji dva dvodimenziona podprostora n (7,

Primer 2°. Isti tip kvazihonogenosti, stepen 11/5.

Neposredno se vidi da su svi dijarrani razlofivi 1 svi
f€B rastavliivi jer su deliivi sa . Skup svib neras-
"/6 : :

tavlijivih je @.
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Dodatak. Globalizacija: hemeomorfna raiirenia provena

Pojam jednogranosti o kome Je bilo reci w ¢vom rucl
je lokalan pojam., Ovde cemo opisati nelin plobalna svointva
(algebarska i ceometrijska) koja se nosu dovesTti U vezu =2
jednogranosdiu.

Sesto su od interesa norfizmi aljeborsiih mnerostru-
kosti koji zadovoljavaju neka dodatna siunovna ili topolof~
ka svojstva. Isticu se dve lase morfirzama: onoxfizmd £:07-—7
koji su bijekeije i morfizmi ¥oji su honoonorfizni (u topo-
logijama Zariskog). U sludaju kxada su X i ¥ Xkrive ove dve
klase se poklapaju. lNaime, topclogija Zariaslkos ne Xrivo]
je obidna kofinitna topclozija. Poitto svalka krivae ina llar-
dinalnost jednaku kardinalnosti osnovnofg vpolia, 3 2le dve
k¥rive su homeomorfne i svakz bijelcija jc noneomorfizan
(v.[221str.40,52). Sasvin je drugo pitanje da 1li se toQ
homeomorfizam mo¥e realizovati alsebarskim morfizmon i
kojoj meri se takav morfizan mose razliovati od izonerfiz-
ma. Jo§ je sloZenija situacija u vizin dimenzijama. Iz
iznetog vidi se da postoji interecs u proucavanju norfilzama
f:X—Y koji su bijekecije ili homeomorfizmni. U alsebarsike]
interpretaciji pitanje se svodi na proucavanje radirenic
prstena ACB koja indukuju bijekeciju ili honmeomcrfizem

spektara SpecB —>Speci. Takva rasirenic Aemo zvati bijek-
P ]
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tivnim odnosno homeomorfnims Bijektivna rairania su prou-
cavana u literaturi. U radu [14]1 ona se nazivaiju iodnorra-
nim (Yunibranched") ali je kod nas taj termin rezervisan zo
lokalnu situaciju. U radu (21 tretiran je noseban slulai ra-
Sirenja A<CB kod kojiih j¢ indulcvani norfisenm identiteta L3,

SpecA=5SpecB, U vezi sa “omeomorfrin rlireniing u radn nnto-

ra [27] dokazana je

Teorema. Ako su & 1 B algebre YWonairom tira nad alwcbeors-i
zatvorenim poljem karalteriastike O, homeonmorfnoe rajirenjc

ACB mora biti konadno.

Posledica. iAko je £:X —Y nmorfizam koji je homcomorfizam,
' a

nr — Y

normalizacija g:Y'—> Y se propusta kroz £ . ¢: ¥ —

-
FRLS [ ]

Ako je Y normelno, f jeo iszomorfizam. Tpecijalno, alo su ¥

i Y neizomorfne krive i1 Y zlatka, nijedan morfizan £ —Y

ne mozZe biti bijekcija tacdaka. On mora nefto da sl-pliuje.

Primetino da u situacijli kao gore, ako je X nornmalno,
onda je £:X— Y normalizacija Y. Zato ovisani nroblem dovo-
di do izudavanja mnogostrukosti sz bijektivnon normolizaci-
jom tj. do izucavanja singulariteta nad -ojima u nercaliza-
ciji lezi jedna tacdka. A to su koo Sto znamo jedncrrani
singulariteti.

Tzudavanje bijektivnih i homecomorfnih radirenja prste-

na je tek pocelo i ima perspeltivu.
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RECISTAR FOJUIOVE

Afina mnogostrukost

afini koordinatni prsten
analiticki ireducibilni prsten
- izomorfne tacke

asocirani polinom

Bijektivno rasirenje prstena
biracionalni morfizam
Briskornovi singulariteti

Celobrojni poliedar

Dijagram poliedra
dimenzija mnogostrukosti
- prstena

dominantni morfizam

Faktorijalna tadka mnogostrukosti
filtracija reda
funkecija oslonca poliedra

Graf poliedra

Hiperpovrs

hiperravan oslonca poliedra
homeomorfno rasirenje prstena
homoteticéni poliedri

. Indeks nerastavljivosti reda
ireducibilni prostor

Jako nerastavljivi stepeni red
Jjednograni prsten
- singularitet mnogostrukosti

Karakteristicéni konus poliedra
kompletiranje lokalnog prstena
kratnost v. visSestrukost
kvaziafina mnogostrukost
kvazihomogena filtracija

- polinom

kvazistepen monoma (reda)

Lokalni prsten tacke mnogostrukosti

Milnorov broj singulariteta
morfizam mnogostrukosti
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NerazlozZivi poliedar -
normalizacija mnogostrukosti
normalizovani oblik reda
normalna tacka mnogostruliosti

Njutnov dijagram reda
- poliedar
- - reda

Pocetni kvazihomogeni deo reda

poliedar

polinom asociran gsa stranom v, asocirani rolinonm
politop

polje ostataka tacke mnorostrulzosti

- racionalnih funkcija mnorostrulicsti

prsten regularnih funkcija mnogostruliosti

Racionalno preslikavanje

razduvavanje tadke

razresenje singulariteta mnosostrukosti
redukcija singulariteta mnogostrukosti
redukovani oblik reda

regularna funkcija

-~ lokalni prsten

~ tadka mnogostrukosti

rezultanta skupa formi

Sigma-proces v. razduvavanje
simplicijalni politop

singularna tacka mnogostrukosti

slabo nerastavljivi stepeni red
slobodna ivica poliedra

stepen kvazihomogenosti v. kvazistepen
strana poliedra

Tangentnl prostor mnogostrukosti
teorema Mathera

tip kvazihomogenosti

topologija Zariskog

toroidalni &vorovi
transformacija Tschirnhausena

Vajerstrasov polinom

~ pripremna teorema
valuacija poliedara
viSestrukost singulariteta

Zatvoreni afini skup
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H(P,v)
P> Q
€(v)
m{P)
N, N
AN

v
une{v)
e{P)
No
Supp(£)
N($)
D(4)

otd

nenegativnl cell

uobicajene oznake shupova brojeva

1 reainil brojevi

nijveéi zajednicki delilac celinh bHrojeva

najmanji zajednidki sadrZalac celih bhrojeva
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