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PREDCOVOR

7n nastanak ovog rada od velikog je[znaégjéﬂbiia knjica
([20]), u kojoj je prikazana interakcija izmedu teorije

5emi-Predholmovih, Fredholmovih i Rieszé Feratora na
Banachovom prostoru i, Banachovih élgebri;?U-ovom radu, osim
$to izlaZemo problematiku u vezi eSencijalnog Spektré ogra
nic¢enog linearnog dperatora na Banachovpm prostoru, Zelcli
smo da prikaéemo interakeciju izmedu ove problemétike'i heo~
rije Panachovih algebri. Sa te sstrane ovaj rad se mofe

shvatiti. kao nastavak ideja zapoCetih u gore pomenntom raiun
o).

Cvnj rad se sastoji od pet;giaV&,'a svaka glava se sSng-
toji ol nekoliko odweljaksg. Numeracija defindcija, teoremn,
lema i td. tede neprekidno: krogz &itav odeljak. Pri poziv-r-in,
na primer, na Teoremu 3. 2. 1, rel je o prvoj teoremi dru e
ndeljka trede glaves; oznaka glave, pa 1 odeljka obtpadnin
nkoliko se ima w vidu teorema iz iste glave odnosno irm oo
oleljka. '

Prva glava je uvodnog karaktera i u njoj su izlo“eni
poznati rezultati neophodni za dalji rad. Dokazi navedonin
stavova mogu se naéi u ([20], [24] , [91:[).
| T Arugo] glavi originalni rezultati su Teorema 2, 2., %,
Teorema 2. 3. 6 1 Cetvrti odeljak. U ovom odeljku polnnedid
oA merg nekompaktnosti operatora uvedena je funkcijn o lnin
”meri‘ne-strogu—singﬁlarnost operatora. Pokazano je da je
da je flunkclje g semimorma na skupu.svih ogranicenih lincor-
nih operatora sa Banachovog prostora X u Banachov prostor 7,
i data je veza izmedu ove funkcije i funkcije O razmatrane
u ([90]). Kao posledica ovakvog razmatranja dobija se Kabovn:
teorema (Posledica 2. 4. 1). Ukoliko je X:=:'Y Hilbertov
prostor pokazano je da je g = O (Teorema 2. 4. 6., |

Tredd glava Jje posvecena proulavanju esencijalmor

speltra ogranicenog linearnog operatora na Banachovom proci.
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0T 11, Oq1m Sto 1zla zemQ poznate rezultate, dokazana Jje nu
prvom ode]qku Po%ledlca 5. 1. 2, Udrugom odeljku koris-
tedi teoremu Nussbauma (Teorema 3. Z. 1) procenjujemo
poluprednik esesecijalnog spektra lokalne g-kontrakcije
(Teorema 3. 2, 3), odakle dobijamo rezultate iz ([23) ,
Lemma 2. 1, Lemma 2. 2, Lcmma 2.3, Théoremfé l"‘mheorpn

2. 2) kao i pojadanje ([2%], Lemma 2, 4). Oolm toga,
koristedi rezultate Kleineckea (Teorema 2. g 2) i pome-
nutu teoremu Nussbauma, dokazugemo neaednakes£-7a_polnpr~(w
nik esencijalnog spektra posebno definisanog operstora
(Teorema 3. 2. 4) na osnovu koje pokazujemo teoremu Alc

dera (Posledica 3. 2. 2). U treéem odeljku, koristedi teo-
remu Milididéa i Veseliéa (Teorema 3. 3. 1) dokazujemo K-=tovn
teoremu { Posledica 3. 3. 1). Osim toga, kao drugu posledirmn
ove tenreme dobijamo poznati rezultat o esenciljalnom speltru
samokonjugovanog operatora na Hilbertovom prostoru { Posle-
dica 3. 3. 2, Teorema 3. 3. 2). Sedmi odeljak je originnlinn.
Tnjemu se ispituje esencijalni aproksimativni tacdkasti

s pektar ogranid¢enog linearnog operatora na Banachovom Dros-—
toru, tj. najvec¢i podskup aproksimativnog tackastos spekilr~
koji je invarijantan. u odnosu na kompaktne perturbacije.
Pokazuje se da Jje ova] skup nadskup esencijalnog spektrn
Gustafisona i Weidmanna, a da je podskup Schechterovog emwng
cijalnog spektra, i da za rubove odgovarajucih skupova v
obrnuta unkluzija (Teorema 3. 7. 2). Esencijalni-aproksim: -
mativni tadkastl sPektar u odnosu na perturbacije pona.’in o
kao esencijalni spektar Gustafgsona i Weidmanna (Teorenn

3. To 3, Teorema 3. 7o 4), a u odnosu na preslikavanie npoli.
nomom kao Schechterov esencijalni spektar (Teoroma 5. 7. ©,
Primer®%. 7. 4). Polazedi od definicije operatora koji
zadovoljavaju Weylievu teoremu i svojstava samokoninecovano:r
ogranicenog linearnog operatora na Hilbertovom prostoru,
uveli smo operatore koji zadovoljavaju a-=Weylievu tooremn
(Definjcija %. 7. 2) i odredili potrebne i dovoljne uslove
da ogranicden linearan operator na Banachovom prostoru zodo.
voljava a-Weylievu teoremu (Teorema 3. 7. 7). Ako jno A o=
nicen linearam operator na Hilbertowom prostoru, i A* hipo-
normalan operator pokazalil smo da operator A zadovoljav
a~Weylievu teoremu.(Teorema %, T 6). Primer 3. 7. 6 hoi
nuje da postoje operatori koai,ne zadovoljavaju a-Weylicwu

.
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7 Cetvrto] crlaV:L originalni rezultati su Teorema /4.
Teorema 4. 3. 6 i Setvrti odeljak. U ovomi odel ki wrroda e
i dspituju polinimski kompaktni elementi u Banachovim alme-
brama kao upstenje polinomski kompaktnih operatora, “ati:
nn osnovu razmatranja U Banachovim algebrama doka7ujo g
teorema Gillfeathera za polinomski kompaktne oper tnro (”~~

.rema 4. 4. 1). ) A
U peto] glavd orlglnalnl rez ultatl su_Lém& 5.,4. 1, Mro-
rema 5. 4. 2, Lema 5. 4: 31 Teorema boi it

Koristim priliku i iskreno se zahvaljujem profesorimn

od kojih sam ufio funkciongilnu analizu: prof. Dr., Dranielovn
Mirkoviiu sa Prirodno-matematickog fakulteta u Beogradu, i
prof . Dr. Novaku Ivanowskom sa Matematidkog Takulteta u

Skopl jw.
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Glava 1
won

1. Kompaktni operatori (teorija Rieséézgaﬁéﬁﬁéﬁéf;z‘<- 

Sa X i Y oznadavamo beSkénaénb—dimenzidhalné’Banécho~
ve prostore. Banachov prostor svih ogranic¢enih linearrih
operatora A sa X u Y sa nhormom HAll:= s.up {HAxH\:lhﬂlsl},
oznadavamo sa B(X, Y). Ako je X = Y kaZemo da_ je operator
A na X, i wmesto B(X, Y) piSemo B(X).«

NEFINICIJA 1. Operator A € B(X, Y) je kompaktun ako ogra-
niidene skupove iz X preslikava u skupove &ije je zatvara-

nje u Y kompaktno.

Sa K(X, Y) oznadavaéemo skup svih kompaktnih opgratora i
B(X, Y). Umesto K(X, Y) pisademo K(X). K(X, Y) je zatvoren
potprostor u B(X, Y). Ako je Z treéi Banachov prostor, ta-
da je B(Y, Z)K(X, Y) C K(X, Z) i K(X, Y)B(Z, X)C ¥(7Z, X):
K(X) je zatvoren ideal u Banachovoj algebri B(X).
Nul-prostor (jezgro) operatora A € B(X, Y), oznadava uo
sa N(A), jeste skup svih x € X tako da je Ax = 0. MIAY e

potprostor u X i njegovu dimenziju oznalavamo sa o&(A). 81 i
ka operdﬁora A€ B(X, Y), oznadava se sa R(A), jesbe sknn
svih y € Y za koje postoji x € X tako da je Ax = y. R(A)

Je potjyostor uY i sa B(A) oznadavamo dimenziju PvncijonL
prostora Y/R(A), tj. B(A) = codim R(A) = Aim Y/R(A).

NERTINTCTJA 2. Operator A € B(X, Y) je konadno-dimcnziona.-

. lan (konadnog ranga) ako je njegova slika konadno-i4imen-

zionalan potprostor u Y.

Skup svih konadno-dimenzionalnih op-ntora iz B{Y, Y) oo
Savademo sa F(¥X, Y), a unesto F(X, %) visademo P(X). P(X, V)
C XK(X, ¥) i F(X) je ideal u B(X). Neka jeLF(X) ratvaronde
P(Y) u B(X). Tada je ?(X)(:iK(X). Ako je X Hilbertov pros-

1
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tor tada je F(X)-i K(X), medutim ako je X Banachov pros-
tor F(X) moZe biti i pravi podskup u K(X) ([29]).

TEMA 1. (Riesz) Neka je Xl'zatvoren‘i pravi potprostor

normiranog prostora X.-Tada za svako € (0 < € <.1) posto-

ji vektor x; € X, takc da je |Ixg|| '=’l;i d(x§j1 i);;g{,

gle d(xg, X;) oznadava rastojanje Vektgré;xgﬁaé?potprds;

s ?

tora Xl’

LEMA 2. Neka je S jedinidna zatvorena lopta u X. Sledeéa
tvroenja su ekvivalentna:

(i) X je konadno-dimengionalan prostor

(ii) S je kompaktan podskup u X

(iii) S je totalno ograniden podskup u X.

TEOREMA 1. Neka je P& B(X) idempotentan operator, t3.
P2 = P, Tada, ako je P kompaktan operator onda je on i

konac¢no-dimenzionalan operator.

» v . . .
Sa X~ oznadavamo dualni (adjungovani) prostor prostorn

X, tj. prostor svih neprekidnih linearnih funkcionela f
na X sa normom |{fll = sup {]f(x){ : x < 1}. Ako je M C X,
ada {f € X7 : £(x) =0 za svako x € M} je zatvoren not-
nrostor u X*i oznadavamo ga Sa M‘L . Ako je N C v * , tado

{xe X : f(xd = 0 za svako f € N} je zatvoren potprostor

u X i1 oznadavamo ga sa ty. Ako je A e B(£L, Y), sn A 0T

avano ad jungovani operator operatora A; AT e R(Y*, X)) i

definisan je sa (A"f)x = f(Ax) za fe€ Y i x e Y.

TEOREMA 2. (Riesz-Schauder )”Operator A € B(X, Y) je kom-

paktan akd 1 samo ako Je A? kompaktan.
THEMA 3. Neka je A€ B(X, Y). Tada

(i) Ako je R(A) zatvoren skup, tada je i R(A®) zatvoren

i R(A®) = N(A&.
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(ii) Ako je R(Aﬁ)”zatvoren skup, tada je i R(A) zatvoren

i R(A) = Lwea®).

ThOPFMA 3. Neka je X Banachov prostor, K e.K(Y), I iden-~
tidan operator na X i A= T~ K. Tada R(A) Je 7afvoren'

potprostor u X i d(A) = &(A*¥ ) oo, Sta Vlse,_R( .f= X i
N(A) = {0}, ili je R(A) # X i N(A) {o} |
Zadnje tvrdenje u Teoremi 3 je‘poznat' ,éi_:redhoLmova

alternativa.

Skup swih invertibilnih elemenata u Banachovoj alge-
bri B(X) &znadavamo sa G(X). Spektar operatora A. € B(Y),
oznadava se sa 6(A), Jjeste skup svih kampleksnlh»bxogeva

A tako da A -2 ¢ ()Y, t5. 6(a) ={r€EC : & -0l (x)}.
skup P(A) =€\ 6(A) naziva se rezolventni skup operatora
A. Skalar A €  je sopstvena vrednost operatora A, ako
postoji x e X 1 x # 0, tako da je Ax = Ax. Vektor x je

sopstveni vektor kojli odgovara sopstvenoj vrednosti M.

Skup svih sopstvenih vrednosti operatora A, oznacava se
sa 6p(A), naziva se tadkasti spektar operatora A. 6P<A>

Cé(h); ako je dim X <o, tada je 6 (A) £@, medutin kada |
je dim X =oomogude je i 6p(A) =¢. 6(A) je neprazan kom-
paktan podskup u € . Neka je r(A) = max-{iﬂﬂ: n e 6(A)}*

Broj r(A) naziva se spektralni poluprednik operatora A

r(4) = Lim AP, Punkeija By (4) :2 — (2 - A)7F, (a
Ny oo . .
€ P(A)) naziva se rezolventa operatora A, i analitlilka

je funkeija na P(A). Ako je A, lzolovana tafka u 6(4a)
(pod ovim se podrazumeva da je A0¢5 G6(A) i izolovana je
tadka u &(A)), tada je 2, i izolovana singularna tatka

rezolvente operatora A. Prema tome, postoji Lauvrentov
razvo] ove funkcije po stepenima Aﬁ—uﬂb. Zapieademno ovo

u obliku
[ve]
(AT - &) = L (A~ 2,)"8, + Z (A -2 )" .
| . n=0 tonm

1) desto plsacemo samo A umnesto A, kada to me dovodi do
z;bune.
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Koeficijewti B 1 C_ su iz B(X), 1 razvoj rezolvente u

red vazi za 0 < [A- AO\(‘ &, zde je 6 tako izabran broj
la sve tatke iz G(A) osim A su van uli na krugv |A-
7Lol =d. Oovi koeficijenti izra¥avaju se preko: formula
- 1 j Sen = 1,0 o=l
B o J M- 2 (AL - a)7an

i fan 2P tar Sy

n -~ ' ofi.

Q
|

gie je ¢ rilo koji krug |n -2 =P io<CpPLd , koji

se prelazi jednom u smeru obrnutom od kretanja kazal jke
na satu. Posebno koeficijenat Cl naziva se spektralna

pro-jekoija “k-oja o.d.g'oAv'arna tadki My 1 operatoru A, i ozna-

dava se sa P, (A). Kaor u klasidnoj teoriji funkcija, A
(o] .
se naziva pol rezolvente operatora A reda m ako i samo

aKo;jeCm;éOLCn=Ozan>m.

O

TOMA 4. Neka je A€ B(X) i A izolovana tadka u G(A).

Tada 710 je pol reda m rezolvente od A ako i samo alo je

(AT = a2 (a) = 0, (2T - A" T anO(A) #o.

TRORFMA 4. Neka je A € B(X) kompaktan operator. Tala ir:

(1) 8(A) je najviéé prebrojiv skup sa hulom jedino moerin
¢om tacdkom nagomilavanja. Ako je A #£ 0 i AE G(A), tadla A
je sopstvena vrednost operatora A.A je i pol reznlvente
od A.

Teka je 0 £ € G(A) 1 v(n) red pola rezolvents ol A
u tadki A
(2) 7a svaki prirodan broj n, (A -ﬂ,)nX je zatvoren pnl-

skup u X. Sta vise
(A =A% = (4 - A T 1y

za svako m » v(A), 1 v(a) je najmanji prirodan broj ua

ovom osobinom.
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(3) %a svaki prirodan broj n, N((A - 7L)n) je konadno-di-
menzionalan potprostor u X. Osim toga -

(A AP = N4 -t L)

"'f

za svako m 3 v(A), i v(A) Je najmanji prlrodan roj sa

ovom osobinom. o
(4) Spektralna projekcija P,(A) koja odgovara?tlvA, JP
konadéno- dlmenzmnalan operator i '

R(B(4)) = (4 =) Ay,

Nul-pros tor projekcije Py (A) od)re.éemf.je“s'a' '

+

N(E () = R((A -2 )"(P)y,

(5) Ako je d(A) dimenzija potprosto.. (Pp(A)), tada je
1 € v(n) g aln),

Brojevi v(A) 1 d(A) nazivaju se indeks i algebarska
viSestrukost ' pstwene vrednosti A, respektivno.

K-

2. Fredholmow i i semi-Fredholmovi operatori

A Fredholmovi operatori predstavljaju uopStenje opera-
tora: oblika I -~ K, gde je K kompaktan, a I identidan ore-

rator.

DEWINICTJA 1. Neka su X i Y Banachovi prostori. Overstor
A € B(X, Y) je Fredholmov operator ako zadovoljava sleinr-

ée uslove:

(1) LAa)< o,

(2) A1) < &,

(3) r(A) je zatvoren skup u Yll).,

Skup svih Fredholmovih cperatora iz B(X, Y) ornatava-
¢emo s a@(‘{ Y)e Q(X X) kratko pigemo @(X)

NERINICTIJA 2. Neka je

q)Jr(X" ) :{,A € B(X, V) T (A) <P A R(A) je zatvoren skup u Y}

1) Iz A(AYK O, sledidaje R{A) zatvoren skup u Y. Medi-
tim,.  uobidajno je da se istakne da je R(A) zatvoren skun.-



G
@ (x, Y¥) = {A € B(X, Y): @(A)(mi R(A) je Zatvor‘en_ skun n Y}.

Operatorl 17,@ (X Y)U{} (X, ¥) nazivaju se semi-TFred-

holmovi operatorl. Umes‘t.g Q)+(X, X) pisademo @+(X

DRFINTCIJA 3 Indeks operatora A € B (X;‘. Y”):»;"--“O"Zfri‘fa'(_”fava s':e
sa 1(A), defimisan je sa R |

. i) = ocm - A,

- -

ako je bar gedan od d(A), BlA) konaéan.‘

TEOREMA l: Neka je A € B(X). Sledeciguslovi su ekvivalentr
(1) redx),
(ii) positoji. operator B g B(X) tako da je

AB = I - K,

BA = I - K,,

B

o
2
D
@

w Ky 1K kompaktni operatori iz B(X),
(iii)  positoji operator B € B(X) tako da je

BA

1l

” .
gie su Fy 1 T, konalno-dimenzionalni operatori iz R{(7).

Ka' v je K(X) zatvoren ideal u Banachovoj alsebri R(X)}.
to je kvocijent algebra B(X)/K(X) = C(X) Banachova algc-

bra sa kvocijent normom

o - KGO = it Jla + Xll= Nally,
K€ K(X) |

gle je A € B(X).

e e e e

ﬂtmhrq (ﬂ@rebrq Calklna)

Sa T éemo oznafavati prirodno preslikavanje sa B(Y) nn



f), e TI(A) = A+ K(X) za A € B(X).

PEORTIA 2 . Operator AE B(X) je Fredholmov operqtor akn

alegebri C(X).

MA_}_ Neka su A 1 B Fredholmovi operator: 1{2’13(;(),
Tada AB Jje Fredholmov operator i S '

1(AB) = i(4A) + jL(.B).- | S

TOORRMA 4. Ako je A € Q(X), tada postoji€ > O tako da
za svako i € B(X) za koje je |[BlI<E imamo A + B ECI)(V?
i #(A + B) = i(A). Prema tome, indeks Je nepr‘ekldna fam -

kcija na otvoremo] semi grupi (D(X)

TEORTMA 5. Operator A &€ B(X) je Fredholmov operator ako
i samo ako je A" Fredholmov operator. Operator A e({)ﬂ(x)

ako i samo ako A E(D (X); u tom sludaju je a( = B(A).
A(A*¥) = L(a) 1 i(n) = - i(a%).

TROREMA 6. Operator A € B(X) je u@_(x) (}_(x)) arn 4

samo ako je (A - K)< 0@ (A(A - K)< o) za svako K & K(X)

NAPOMENA L. Teoreme 3 i 4 va¥e uz o¢igledne reformulac’ i

1 za semi-Fredholmove operatore. Mnogi rezultati u nvom
odeljku vage i Za®+(X, Y) i(b(X, Y)e

Oznagimo sa (I)r(}{) i (i)&(x) sledeéde podskupove v ,.(b'_(X)

$ 00
ONEY)
@@(X)

TEORTMA 7. Sa G, G, i G’ oznadimo skup svih invertibiinih

.{A€<D_(X) : postoji '-pro,jekcija iz B(Y) =n X na N(f\)}

i

{A,E@i_()() : postoji projekcija iz B(Y) s ¥ na R(A)}

desno invertibilnih i levo invertibilnih, respeltivnn,

alemenata u Calkinowoj algebri C(X). Tada je

G0y =77 e), Q.00 =T, Qux) =171




5. Rieszovi opei: . 1

Neka je A € B(X). Stavimo AO = T. Tada imamo sledece
skupdvne nejedna kosti
X—R(A )DR(A )'.'JR(A )D....
Ako postoji prlrodan broj n: tako da je R(A ) = R(An'+ 33
tada ka¥emo da operator A ima konadan. pad U tmn‘obuvan

najmanji takav brog n oznadavamo sa d(Ar;‘Wmomne postogv
takav broj n, pifemo d(A) = 0. (A) se naziva- pad opera-

tora A, Slmcno Imamo

{o}_N °) € w(a¥) < w(a? )c...

Ako postoji prirodan broj n tako da je N(A®) = w(a”" * 1)

’

tada kaZemo da operator A ima konalan rast, i najmanji

takav broj n oznadavamo sa a(A). Ukoliko takav broj n ne
postoji pisSemo a(A) =09, a(A) se naziva rast operatora A.
Ako je d(A) = m< o@ (a(A) = n<o0) tadra je R(A™) = r(A™),
(w(a™) =lN(Am)) za svako m > n.

TEMA 1. Neka je a(A)< @ i d&(A)g oo. Tada je a(A) = 4(A).

TIMA 2. Neka je A€ B(X), a(a) < oo, d(A) < 0@i alA) =
a(n) = p £ 0. Tada je

(1) ¥ = rR(AP) ® m(a"),
(2) R (Ap) i N(Ap) su zatvoreni invarijantni potprostord
operatora A, tj. dekompozicija (1) potpuno razla?e onern.

(%) oierator A bijektivno preslikava R(AP) na Rfﬂp), .
restrikcija operatora A na R(AP) je homeomorfizam,., Reotri.
keija operatora A na N(AP) je nilpotentan operator,

(4) A = 0 je izolovana tadka u G(4A),

(5) A= 0 je pol rezolvente operatora A,

(6) neka Jje B(A) spektralna projekcija koja oﬂgovmrﬁ 7L
i A. Tada jeR(B,(A)) = M(aP) 1 N(B(a)) = R(AP).

Obrnuto, ako jeZA = 0 pol rezoLvenme operatora A rrda py
tads je a(A) = d(A) = p.



PQEFINTCIJA 1. Neka je /v sopstvena vrednost operatora A

€ B(X). Dimenzija vektorskog prostora N(A -NA), ti. (A -
A), naziva se: wiSestrukost (geometrijska) sopstvene vredno-
Std A | |

DEFINICIJA 2. Neka je A € B(X), 2 izolovans taéka u W)
i PA(A) sipektralna projekecija koja odgovara s A Dimen-

zija slike operatora P,L(A) naziva se algebarska v19estrn..
kas fUJ Lacke A S o

Kako: je: .
UL N((A -72)™) CR(PA(A)),

n=1 '

to je viSestrukost (geometrijska) sopstvene vrednosti A
< od algebarske viSestrukosti tadke A.

Ako ]e Ba(A)) konadno-dimenzionalan operator, kaZe se da

je' A pol konadne viSestrukosti, i tada je 2L pol rezolven e
operatora A. '
DEFTINICIJA % .(Dieudonne (‘{_25;)], vol-TI, str.327, Problem 5))
Neka je X Banachov prostor i A € B(X). Tadka A € &(4A)
Rieszowva; talka operatora A ako je:

(i) A dzolovana tadka u G(A),

(ii) ¥ je direktna suma zatvorenog potprostora F(A) i
konadno-dimenzionalnog potprostora N(A), F(A) i N(A) su
invarijantni potprostori operatora A, restrikcija opera-
tora A na P(A) je linearan homeomorfizam, a restrileija
nperatdra A na N(A) je nilpotentan operator..

DEFINTCITA 4. (West ([L04])) Tatka A €&(A) je Riemnova
tacka operatora A, ako je 1spun|Jen uslov (ii) iz Defini-
cije 3. ' B '

Dieudonneova i Westova definiecija Rieszove tafke ope-
ratora A su ekwiwalenitne, jer u Defindeciji 3 iz (ii) oleltd
(1). Ako je A Rieszova talka operatora A, Pp(A) spoktral-
na projekcija koja odgovara A i A, tada je N(A) = (TR (A))
FA) = N(P(A)), i A je pol_z\konaéne viSegitrukos ti, odrospo
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N Jje talka sa konalnom algebarskom visestrukoS$céu., Obrnuto
je takode tadéno, tj. ako je A taCka sa: konalnom algebar--
skom viSestruko$éu, tada Je A pol konadne wviSestrukosti,

i A je Rieswowa talka operatora A.

DPF‘TNICIJAHS Operator & € B(X) je Rlesz'ov operator olko
je svaka tadka L # 0 1z G{A) Rleszova tacka operatorq A

Skup sv1h Rleszov1h operatora iz B(X) oznaoavamo sa R(Y\
Na osnovu Teoreme 1.4 sledi da je K(X) C_L ‘ '

TEORTMA 1. Neka je A e B(X) Rieszov operabor. aina je:

(1) 6(1\) j“e najvise prebrojiv skup s5a nplom jedino mogii—
édom tadkom nagomilavanja. Ako je A £ O i7\;€6(/\;), tada A
je sopstvena vrednost operatora A. 2L je i ‘pol rezolvente
od A. ”

Neka je O 9671.6 &(A) i v(A) red pola rezolvente od A
u tadki A, o
(2) 7a svaki prirodan broj n, (A =-2A)™ je zatvoren pod-

skup u X. Sta visSe

B4

(A =2 %= (a4 -2)™ + Ix

za svako m > v(A), i v(A) je najmanji prirodan broj sa
ovom osobinom. ' '
(%) Za svaki prirodan broj n, N((A -A)") je konaino-di-

menzionalan potprostor u X. Osim toga
N((A =2)) = N((a =" )

za svako m > v{A), i v(A) je najmanji prirodan brai i
nvom osobinom . )

(4) Spektralna projekcija B,(A) koja odgovara A i A, je
konadéno~dimenzionalan operator, i

A
R(D, (1)) = N((a -2 )" ).
Nul-prostor projekcije E,(A) odreden je sa

N By (A)) = R((A = 2)"M),

(5) Ako je d(a) dimenzija potprostora R(F,(A)), tada je
1< vn) gdln). ’
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NEFINTICIJA 6. Operator A € B{(X) je asimptotski kVaZi—Kme

E@ktqg»ako)ja

Lam (“Am“;{)l'/m = G
n-» .

P

tj. ako je JT(A) kvazi~nilpotentan'elémena£ uﬁdé1kinonj
algebri C(X). Operator A je asimptotski kvazi-konadno-di-

menzionalan ako jJe

n—p oo )

gde je [|Al; = ing{lla - C||: C € F(X)}.
TEOREMA 2. Neka je A € B(X). Slededi uslovi su ekvivalentni:

(i) A je Riesszow operator,
(i1) A je asimptotski kvazi-kompaktan operator,

(1iii) A je asimptotski kvazi-konadno-dimenzionalah operntor.

TCOREMA 3. Operator A€ B(X) je Rieszov operator ako i aann
ako je JT(A) kvazi-nilpotentan elemenat u C(X). =

POSTEDICA 1. Operator A je Rieszov operator ako i samo akn

je A — A Fredholmov operator za svakoA # O.

POSTEDICA 2. Ako je A Rieszov operator, tada 0€ &(A).

TEOREMA 4. Neka je A, B& R(X) 1 AB = BA. Tada je A + I'eR(X)

i AB € R(X). Neka jeAel. Tada AL € R(X).

-

U opStem sludaju zbir: 4 proizvod dva Rieszova operatorn
nije llieszov operator.

THOREMA 5. Neka je {A }~ | niz Rieszovih operatora iz P(X).

Pretpostavimo da je 1lim A = A 1 A A = AA_ za svako n.
e B n” o -

Tada A je Rieszov opera®war.
U opétem sludaju R(X) nije zatvoren skup u B(X).

THEOREMA 6. Neka je A€ B(X) Rieszov operator i V zatvoren
potprostor u X invarijantan u odnosu na A. Tada restrik-
chja operatora A na V jJe Ri@szov operator.
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OREMA 7. Operator A € B(X) je Rieszov operator ako i
.. » .
samo ako’je A Riesszov operator.

TRORMIA 8. Neka je A € B(X) Rieszov operator i 0 £AEGIA).
Tada, za svaki prorodan broj n mul-prostori N((A - ATy
N(( A - AT ™) imaju istu dimenziju. Osim toga slike spmi-
tralnih projekcija B,(A) i B (& ) imaju istu dimenzijn.




G‘Jia'waj‘Z
O NEKIM IDEALMA U B(X)

1. Rieszovi operatorl i Fredholmove perturbacue

DETINICTJA 1. [89]) Neka su A 1 B operatnrl iz B(X)
Ako Jje AB .- BA kompaktan operator kazemo da su operato

A 1 B s’coro komutativni. U awom slucagju piSemo AfP.

mior@is 1. ( [88], Theorem 9) ako.'ae §(x), E €R(X)
AR, tada A + B eP(X).

M L. ( [88], Iemma 11) Neka A € (X) i B € B(X). Tarn

EA € R(X) ako i samo. ako, AE € R(X).

TEOREMA 2. ( [88], Theorem 12) Operator E & R(X) ako i

samo ako A + EE @(X) za Swako A e(D(.XI.) za koje je AL

TORTEMA 3. ( [88], Theorem 13) Ako By, B, & R(X) i l«",]ﬁi",?l

tada B, + E2 € R(X).

l‘

DEFTINTOTIA 2. ([88]) Operator E € B(X) je Fredholmova
perturhacija ako je A + E€ @(X) za swako A E('i)(?{).

Oznadimo sa’ - - ”

-

7x) = {8 € : AE € R(X) za svako A € {¥X

V).

T_UE",“‘»T.’.\.: 2. ({38], Lemma 14) B & S«X) ako i samo akn I + AE

c (I)(X) za. svako AG@(X)

risonia 4. ([88], Theorem 15) E € JUX) ako i samo ake

A+ B G@(X) 7za svako AG@(X) Prema tome, §(¥) ae pov.

lapa sa skupom svih Fredholmovih perturbacija.

POSTEDICA 1. ( [B8], Corollar*y 16 ) Ako Eq, r,? & 57‘ ),
oo+ R, 65’(‘(). '

tada

POSTANTOA 2, '([88],\ Corollary 20) Ako E € F(X), tada AB

€ F(X) za svako B € B(X).
. 13,
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rosLEnIca 3. ([88], Corollary 21) Ako je E € B(X), L €

Tix) i ];_"ugoEmz E, tada je E € $(X).
Y e

TSOREMA 5. ( [88], Corallary 22) HX) je zatworen dvo-
sitrani ideal u B(X). ‘ A

Oznadimo sa

F00 = (B B00) : A+ 3 e, (0):5m ayeies ved, (1) (1)

TEOREMA 6 ([88], Ccorollary 32) ‘{}_(X) je zatvoren dvo-
strani ideal u B(X), i ¥ (X) € fx). |

TEOREMA 7. ([20]; (5.6-9) Theorem) QZ(X)'je‘zatmoren
dvio~sstrand ideal u B(X), i §_(X)}C §(X).

NAPOMENA 1. ([88]) R(X) nije ideal u B(X). Na osnovu Teo-
reme: %, widimo da je $(X) majwedi. ideal sadrZan u R(X).

Sta wiSe:, operatori iz R(X) okarakterisani su &injenicom
da se syvaki od ngihlpbmaéa kao Fredhmlmowa perturbacija
u odnosu na Fredholmovie operatore koji skoro komutiraju
sa njim (Teorema 2).

2. Perturbacione klase

DEFINICIJA 1. ([53]) Neka je S podskup Banachovog pros-

tora A. Perturbaciona klasa skupa S, oznacava se sa P(5),

jeste skup

Ps)={aeh : a+ s €S za svako s.€ S5}.
 Pretpostavljacemo da S zadowoljava uslov
AS < S (2)

za svaki skalar A # O.
Prime timo da ako je A = B(X), tada na .osnovu Teoreme /.1

jmamo:
P((x)) = F(x),

a iz (1) sideduje ;,
K, (X)) = F.(x).

s




A5

e 1. ({53], Lemma 2. 1) P(S) je potprostor u A. Ako
je S otworenlpodskup u A, tada je P(S) zatworen podskup
u A.

LEMA 2. ([53], Lemma 2. 2) Neka su 5, i S, Ppodisicupovi u

A koji zadowalljavaju usiliow ( (2). Pretpo&tawmmﬁﬁda Je bl

a/bworen, skup, Slc: 82 i daLSZ ne: sadrzm.mmJedmu rubmu' |

ﬁaéku skupa S, . Tada jes P(S ) C P(S‘L*'

'Dalje, pretposstavimo. da Je A B"an_achtova algebra sa jedii-

nicom 1 #,0, i da je G grupa invertibilnih elemenata u A.

IEMA 3. ([58], Lemma 2. 3) Ako je GS € S, tada je P(S)
levi ideal. Ako je SGC S, tada .je P(S) desni ideal.

TEOREMA 1. ( [53] , Theorem 2, 4) Ak.o je S otworen podskup
u'A koji zadowoljava us.lowe

GS C 3, G C 5,

&

tada P(S) je zatvoren, dvo-sstrani ideal.

DEFINICIJA 2. ([25], Vol II, sitr. 315, Problem 7) Neka
je A Banachova algebra. Radikal u A, oznadava se sa
Rad(A), Jjeste skup swili x € A tako da je r(ax) = O za
svako a ¢ A, gde r{) dznaéawa.&pektralni poluprednik
elementa b € A.

Algebra A je poluprosta (bez radikala) ako je Rad(A)
{0}; ako je Rad(A) = A, tada se kaZe da je A radikalna

algebra.

PEOREMA 2. ( [58], Theorem 2. 5) .P(G) = Rad(A).

THEOREMA 3. Neka je a €. Gy, i"Gé‘pomezana komponenta u G

koja sadrzi a. Tada Jje

P(G. ) = Radi(A). - |

a

L) Oviv. je Jacobsonov radikal. DetaLJnlJe o) rad1kalu.v1j(

wiou [17], (42, [77], [43] .
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DOKAZ: Pretpostavimo da je x & C-a i re Rad(A). Na osno-

vu Teoreme: 2 X + Ar € G za svaki skalar A . Prema tome
X + AT € Ga’ odnosno ri’ P(Ga). Owim smo. pokazali da je

Rad(A) = (G, ). )

Da bi. dokazali inkluziju u drugom smie'ru‘, iprv_plv.,i,_c':lj"emc poka~

zatl

Ragp) = aR(e) o

}P( Gy ) je dvostrani ideal, - (5)

gde G, oznadava powezanu komponentu u G koja sadrzi jedi-
nicu 1. DokazZimo (4); pretpostavimo da x e P(aGl) ibe

-~

G+ Tada a"lx 4 b = a-L(x + ab) € Gy, i kako je x = ala"tx)

sledi da x e aP(;Glh)' Obrnuto, pretpostavimo da x € aP(Gl)
i beGy. Tada postoji z & P(.Gl) tako da je x = az, i
prema tome x + al = a(z + b) e aGy, odnosno x & P aGl).

Ovim smo dokazali (4). Da dokaZemo (5), primetimo da je
P(Gl) potprostor u A (Lema 1), i da se svaki elemenat iz

A moZe mapisati kao zbir dva elementa iz Gy (tj. ako je

a € A, tada a = (a -2) +A; a -A & C—1 za dovoljno veli-

ko Ial ([26}, 2. 13 Lemma), i oligledno je da AL € G

1 i,
svako A # 0). Pretpostavimo da a € G,, b € P(Gl) Lceby.
Tada ab + ¢ = a(bJ+ a—lc) € Gy . Prema tome ab € P( Gl) i

P{ Gl) je levdi ideal. Da jJe P(Gl) desni ideal pokazuje seo

na slic¢an naéin. Ovim smo pokazali (5).
Na osnovu ([2631, 2. 9 Proposition) m'M’o~"Ga :'a(}J y L

zbog (3), (4) i (%) sleduje da je Rad(A) C P(aG,) = aP(i,)
- P(Gl). Tdeal P(Gl) sastoji se od kvagzinilpotentnih elec-
menata, i prema tome Je P(GL) c RadfA) ([77], Theorem (2.

3,5)(1i)). Ovim Jje teorema dokazana.
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Neka je A Ban_ac:hlova algehra. Elemenat z € A ([7 7], sbre.
20) je levi (desni) topoloSki delilac nule ako postoji niz
{z.} u A, tako da je Wz.!| = 1 za svako n, i 2z = 0 (2 7—>

0). Elemenat iz A koji je ili Levi ili desni topoloski deli-
lac nulie: naziva se: topolodSki delilac nule.,, Ako Je elemenat

i levi i desni topoloSki delilac nule, tada se on‘ na21va

dvio—s trani topoloSkii delilac nule. Skup svmh topolosklh deli-
'xmhl' desnlh) topolos- §
Jun.e-‘tlmo da je .

lacanule @znacava se sa Z. Skup s,w:uhlg

kih delllaca nule oznacaWa se Sa- Z (Z
7 = z¢ U zF Kommlementl ovm sk:upova w A oznacavagu se s2
HQ y gt 1 H% respektlvno. Oznaéwnoz sa Ge (,.Gr‘) s)k.up S)V"lhi levo

(desno) inwertibilnih elemecnata uh, i

TEOREMA 4. ([58] . Theorem 2. 6)

it

RH) ¢ (6,

P(H*) 7 %Ge) = Rad(a), . 1

'Rad‘(kA )e

i

’I‘EOREMA ‘5>. ([5)33 5 Thne,.or’em.Z.V‘Z) Neka j‘e—rlA = C(X) algebra
Calkina. Tada je SR '

PP(x)) = HPy(X)) = P (X)) =TM"H(Rad(4)).

% . Mere. nekompaktnosti

Neka je X Banachov prostor i Q ograniden podskup u X.
~

Oznadimo sa

nadéno mnego- otvorenih 1lop-

a(Q) = inf{r > 0 : Q se moZe prekriti sa J(o»}
ti polupreénika r o

Vidimo: da Je q(Q) = O ako i samo ako je Q totalno ‘ogra——
nicen skup, tj. ako jJe n,jegovo zatvarange Kompdktan skup.
Neka su Ql i- Q2 ogranicendi podskupov1 u X i Ql + Q2 m{x

S _XQ’ x; € ng » Ukoliko se Q moZe prekriti sa n
£ - lopti i ako se Q2 moZe prekriti sa m Mm-lopti tada se

Ql + Q5 moZe prekri*i sa nu(€ + 4 )-lopti. Prema tome

q(Q1+@) (@) + a(Qy)s




Za svaki skalar A imamo a(AQ) = \MQ(Q);

DERINICIJA l ([55] ) FUHKCJLJ& q maz:.va Sie mera, nekoma}rtno-
wtl, a q(Q) mera nekompak,tnos,tl skupa Q.

LEMA 1. 1. [53] Pr“oposmta.orn 4. 13) Ako Je X beskonqono A
menzionalan prostor, tada je q(SX) = l gde SX oz nadava
/3tvorenu jedinicnu loptu u X.fr ‘ ' .

7a A€ B(X Y) mtawmmo .

Wl - q(Ax(eY)) "
- MozZe: se l;a.l"c”o pr_o,veri ti- da je ”A[]q s.élﬁinorma_ na B(X, Y) i
da je. H A\\q R O'ako i samo. ako. j‘ef- A € ‘K(’_’X’", : Y). ‘Takbde imamo
o Al € “AH
e+ kil = l\A\\q, t K € K(X, ).
Sta vige:, . ako je Z Banaéhov Apr’osjtor?’i Be& B(Y, 2), tada Je
el ¢ WBi A,

( videti [53]).

7a A € B(X, Y) oznadimo: sa “A“rm najveéu donjn granicn

swih brojeva ¥ sa osobinom da -positoji potprostor M u X

sa ltonacniom kodlmenzmom i tako da je
Haxll g ”f”x\ xeM..

“A“m je seminorma na B(X, Y) i njaz,iyza_ se m=seminorma ( ["47]).

BORAMA 1. ([53], Theorem 3. 1) Neka je A &€ B(X, ¥), Tuln je

lall, /2 Nall, < 20l

POSTENTCA 1. ([53], str. 9) |JAll, = O ako i samo ako je

A€ K(X, Y). Prema tome

{la + x|, = “A“m’ K €K(X, Y).

Za A€ B(X, Y) oznadimo sa
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WAl = jﬁé&(x; oyl El

DEFINICIJA. 2. ([_53]) SemlintormeA “’l H “ i U “K Su mere

nekom paktnosfcl operatora .

PROBLEM 1. ([53]) Na kv*oclgent prostoru B(A, Yl_:/'K(.X Y)
seminorme |- ll e “ i n “ indukuju normu. Ovag pr'ostor je

‘kompletan u odnosu na normu 1ndukovanu S 'm,eOutun u

opdtem sludaju nlae poznato “da 1i ,]e komp’létan' i u odnosu
na normu :Lndukovanu sa ostalim semlnormama il [[ [E K |

TREOREMA 2. ( (f1, Theorerm 14. 3. 1) Ako Je X Banaehov pr oS —
tor i H Hilbetov prostor‘, tada ,]e‘ ,

Hally \lAl\

za svako A € B(X, H).

U radu ( [109)) uvedena je mera nékompaktnosti 3! C‘—a].{_"@m

brama, i izmedu ostalog dokazana je

 TECREMA 3 ( [vo9], Lemma) Neka je £ C’-algebra i J zatvo-
ren dvo-strani ideal uft. Oznadimo sa q(x) = inf {l\x - vil :
Ve j} y 28 X efc. Neka Jje p semimorma na # y tako da jJe
p(x) < alx) i p(xy) < p(x)p(y) za svako x, ye R ifxre &
p(x) = O} =7 . Tada je p(x) = q(x) za svako x efr.

Na osnovu ove teoreme pokazuje se

THEORENA 4., ([109] Theorem 1) Neka je H Hilbertov prostor
i A & B(H). Tada je

WAty =\all, =Wall,

TEOREMA 5. ( (53], Taeorem 4. 10) Operator A € B(X, 7) ie
u(I)+(X, Y) ako i samo ako postoji konstanta ¢ > O tako dn jo

a(Q) geala(a)) o (6)

za svaki ograniden podskup Q u X.
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DEFINICIJA 3. ([23]) Operator A € B(X) je g-kontrakcija
ako postoji k € {0, 1), tako da je ’

a(4(2)) < k'q(vQ )y

za svaki ograniclen podskup Q'u:X.

DEFINICIJA 4. ([23]1) Operator A G,B(X) Je lokalna qfkon_
trakeija alo za svaki ograniden podskuaniuVvao&

tOJl Pr e
rodan brOJ n = (Q), tako da Je = '

W q(An'(Q)) < ka(Q),
gde je k € [o, 1) fiksiran broj ko,ji'.'ne"zavisi.od Q.

Lokalna q-konmrakc13a je uopsStenje q- konmrak013e. Analogno,
Zeleli smo da polazeé¢i od (6) uopStimo operatore 12;¢L(A, b4

Na prvi pogled izgleda da jé to postignuto slededom

DEPINICIJA 5. Operator A € B('X, ¥) Je lokalni @, -operator

ako za svaki ograniden podskup Q u X postOJl prirodan broj
n = n(Q) tako da je

a(Q) g ea(a™Q)), (7)
gde je ¢ » O fiksiran broj koji ne zavisi od Q.

Kako uslov (6) povladéi uslov (7), to je svaki operator i~
@L(xg ¥) ujedno i lokalni.¢L~operator. Da va%i i obrnuto

'poka7uie sledeéa

samo ako Jje A lokalni<@+-operator. Drugim redims uslovi

(6) 3 (7) su ekvdvalentni.

DOKAZ: Dowvoel jno je pokazati da ako je A loka]nl(b =0Pera-.
tor, da je tada Aé.@ X, Y). Pretpostavimo da operator i
zadovoljava relaciju (7). Neka je K € K(X, Y). Da je oporin.
tor A iu<® (X, Y), zbog Teoreme 1. 2. 6, dovoljno je
dokazati da je\o((A - K)< @, Oznadimo sa QY {, e 7
el < 1 & x & N(A - KJ}. Kako operator A ispunjava uslov

(7), postoji prirodan broj m = n(QK) tako da je

b8



o) seala®e)). | (&)

Yakw je (. - kK)F = A" - Ky, gde je K, € K(X, Y), sleit da je -
a((a = K)P(Q)) = a(a™(Q))e L (9]

Tada, zato 8to je (A - K)™(Qp) = {0}, imamo q(a(0,)) = c.
Iz (8) sledi da je a(Qy) = 0, . Q J&:totalno ogranifen

skup, i prema tome (A - KJ <& 00(Lema 1. 1. 2). Ovim je oo
rema dokazana. '

4, Mere ne—stroge-sihgularhosti,dperatofa

17 prethodnom odeljku yy merili ’’ smo nekompaktnost
operatora i skupova. MoZe se postaviti pitanje da 1i moiia.
mo ,, meriti ’’ i druge operatore i skupove, tako da ta
y, mera '’ ima sliéna:osobiné:kqo mera nekompaktnosti?
Takvu ideju sproveli smo u ([ZO]), gde smo ,, merili’’

|
I
|
|
ne-strogu-singularnost operatera. U ovom odeljku izlo#i. . !
W [V s « . e L 4 - : i
cemo prosirenu verziju pomenutog rada. J

?

DEFINTCIJA 1. ([35], III, 1. L. Definition) Neka je A €
B(X, ¥Y). Operator A je strogo-singularan ako za svaki hoo.-

i

!

konaéno~dimenzionalan potprostor M u X, restrikeija opera- 5
. !

tora A na M nije homeomorfizam,

Skup svih strogo-singularnih operatora iz B(X, Y) osnaov. .
mo sa S(X, Y). S(X, X) kratko piSemo S(X).
Neka su M 1 N beskonacno-dimenzionalni potprostori o X.

Ako je A& B(X, Y) sa Aly oznalavamo restrikeiju operator:

A na M. U ([90]) uvedene su sledeée funkcije na T(X, V):

Dokazana je i sledela

THORFMA 1. ( [90])
(i) A € 8(X, Y) ako i samo ako jeA(A) = 0, (A € B(X, V) .
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(ii) AA + B) €4A) + A(B), (A, BeB(X, Y)).
(131), A(AT) S A(M)AT), (A€ B(X, Y), T €B(Z X)).

Za nas dalji rad'od_znaéaja je

TEOREMA 2. [35] l Theorem) Neka Je Aé. L(X,' aF
Slededa tvréenJa su ekv1valentna L '

(1) A€ S(X, ¥).

(ii)  Za svaki beskonaéno_dimeHZiOnélaﬂ po%prééfgf‘M:u 7y
postoji beskonacno-dlmen7lonalan potprostor NC M
tal’o da je restr1k013a operatora A na N kompaktnn

operator.

(iii) Za svako € > 0 i svaki beskonadno-dimenzionalan P b
‘ prostor M u X, postoji beskonadno-dimenzionalan
potprostor N C M tako da restrikcija‘operatoravA na
N ime normw koja nije veéa od. € - -

Po nasem miSljenju, povod za uvoden s I Lspltlvan1c fun~
keija [ ,fﬁ,ZlM"iLZS je Teorema 2(iii). U nasem radu ({70]),

posli smo od ekvivalentnog rezubtata Teorema 2(ii) i kori-
s;ited¢l meru nekompaktnosti‘umehi sledeée fiunkcije na B(X, 7):

ty(A) = mg 1A Nﬂq, g(A} = sup by (4), (12)

gde:su N 1 M beSkonaéno-dimenzionalni potprostori u X, i
A€ BX, Y).

TTORIMA 3. Neka je A € B(X, Y). Tada je

YN

g AM) £ 2g(A) (12)

D0KAZ: Kako je WAyl SHA\N\\, sledi t, () S (n) i alm)g

A(A). Da bi dokazali drugu stranu nejednakosti - (1%) dovo-
ljno je za svaki beskonadno-dimenzionalan potprostor M 1

pokazati slededu nejednakost

Dy(a) Segy(a). (14)

Neka jeg£ 3 O. Tada postoji beskonadno-dimenzionalan pot-



prosstor N w M, tako da je
llAlNuq < ty(A) + E.
Sala moZemo izabrati eleuente RLERERE ,ynl.e.._.y_’,..fﬁﬁ,_akg da je |

mi'nérille‘-‘ykll S ty(A) + €, x €Sy, (15)

gdte SN ozmadava zatworemu Jledm:xcmu leptubi»u"N,L Neka su

A

-;Yly---, y fhmkcmamelm iz ’f‘, lzabrann. tako da Je
uylé” = 1, yl;(yk) = uyk“ ";" 1 <€k < ny

i neka je L skup) swvim x é. X koji se. anuliraju sa A Yl”’"’
A y-n, tj. L = {l\ yl,..., A Y } Potprostor L ima konadnn

kodimenzdju w X, tj. codim. I, = dim X/L <©&°, Prema tome
W = NNZL je beskonadno-dimenzionalan potprostor u M (sleti
iz dimjenice da je X = L @ LlL’ gde Jje Ll konadno~d imnenzi.o-

nalan potprostor u X; i da je N= (N N L‘)QW(N f\Ll) i
diim N N Ll<00). Sa Sy ‘ozmaé;ﬁlo; Zétir-orénﬁ jédiniénu ‘J_o,n b
u W. Neka je x & SW’ i neka je Vi jedan od elemenata \ERRERS
Yn koji je najblizi elementu Ax. Kake je x e L, to je
y(Ax) = A yl;(x) = 0. Prema tome je

Wy lh = vy ) = vy = A=) £ llyy = Axll .

-

Iz, (.15) sledi da Je
Uyl € ty(A) + €

za, svako Yk koje je najbli2e nekom Ax, X € SW.
Kako Je
Haxll € flax -y 0+ Wyl s

imamo da Je

IAxil € 208g(a) +€), x e 5.
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Na osnovu definicije funkedije XM(A), zakljudujemo da je
Guh) € 2s(n) +€).

Zbog proizvoljnosti E'> O,'sle®1 (14) Kako Je M. pr01zvom
ljno izabran beskonacno—dlmen21onalan potprostOr X, i~
(14) sledi negednakootszA) <:2g(A), lee Je teorem1 d ol -

2ana .

POSTEDTCA 1. A€ S(X, Y) ako i samo ako je g(A) = 0.

DOKAZ: quosnovu Teoreme l (i) i’Teéreme_B;

TLORDMA 4 Neka Je A, Be BX, Y). Tada'je.

g(A + B) £ g(A) + g(B).

DOKAZ: Neka je € >» O . Tada za'3vakiMbeékonaénowdimenziom
nalan potprostor M u X postoji beskonadno-dimenzionalan
potprostor N u M, tako da je ]1A|Nﬂ <:tM(A)~P€ Premn

t ome: .

lKA+BMﬂ < Wiyl * Byl

'< f(0) + &+ Wyl

S
< alh) + € + I3y il
Odavde sledi da je B 4 ' ”

(A +B) S 8(A) + € + (B,

4 prema tome jJe
g(A + B) £ glh) + £ +,g(B).

Zhog proizvoljnosti € , teorema je dokazana,

DEFINTCIJA 2. Semimorme A 1 g su mere ne-sbtroge-ainoular-

nosti operatora.

1) Uradu ( [90]) napomenuto je da bi se funkcija & mogln
nazvati ,, mera ne~sitroge~singularnosti operatora 7.
ali se taj termin ne koristi.
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Do kraja odeljka sa V, M i N oznalavademo beskonatno-di-
menzionalne potprostore u X. Neka je A € B(X, Y) i

‘tA— uA n A) = by A 16
(a) MI Mgl s gM() ;épM (..) (16)

e

Tz definicije Tunkedja fM!i'g',.t;jv..? iz (12), si}ed:u da je

WA = (A),  (a) = nt ()

g(K) = g,(A), - g(a)=s (1)
TEOREMA 5>.‘7Neka je T € B(X Y) :uAe B(Y, z) Tada je

(A1) < g(M)gl™y. o o (1)

DOKAZ: Ne,ka je: M beskonaéno-—dmenzmonalan potprostor u X,
Pretpostavmo za, trenutaku da vazi silededa: negedna kost

tM(AT) ?M(T)gmM(A), (20)
gdie je dim ™ =00; ako je dim T < oetada je G (AT) =

Neka je N beskonaéno-dime’nzionalan'potprostor uM. Iz (20)
slied i ' '

5(AT) € (g py(A)

i prema tome o
ty(AT) £ 5 (T)s(A). — (71)

Kako je M proizvoljan beskonacno-dimenzionalan potprostor

w X, vidimo. da iz (21) sledi (19). Prema tome, da bi dAnki-.
zali teoremu potrebno je pokazati (20)s Neka jeé€ > 0. .
Tada postoji beskonadno-dimenzionalan potprostor N n M, talo
da je “T‘N“q & tM(T) + €. Osim toga imamo da je

tN(AT)

L

inf AT, € inf 1A ol Rl
Ve n "l VCN Lyl ‘Y q

nNo




Ako je dim TN <oo tada je ”T‘Nﬁq = 0. U tom sludaju je
tN(AT.) = 0 1 tMI(AT') = 0. Pretpostavimo da je dim TN = oo
i da Je W beskonaéno-dimenzionalan potprostor u Ti.Tadns
U= ¥ N T W) e beskonadno-dimenzionalan ‘:fpdAj;XS:pos_tor E
N, i TU= W. Prema tome ' R

It
et -

uf f o=
\IImCV HA‘TVH v?/ﬂé UA\WU |

mih)

i im (22) sledl
Iz izbora potprostora N i (23 ) siledi da-m& ‘

by (AT) € gpplA)(5(T) +€)

e (A)(g(T) + &),
Prema tome, imamo da j¢&
5 (AT) € Eqp(8) (& (T) + €).

7bogc proizvolijnosti € , dokazana je nejednakost (20). Ovim

i~ Leorema dokazana.

(V]

POSTLEDICA 2. S{(X, Y) je zatvoren potprostor u B(Y, Y).
S(X, Y)C KX, Y) 1 5(X) je zatvoren ideal u B(Y), 1)

NOKAZ: Kako jeOD(a)<< Nall i ga) Mall, A € By, ¥), dokaz
sledi na osmovu Posledice 1, ‘Teoreme 2, 4 1 5.

1nun 1. Neka je A& B(N, Y). Operator A€ P (X, 7) ako i
sano ako je t(A) > 0.

NOKAZ: Lako se moZe pokazati da je

in?  q(A(Q)) g u(a) g [ln), (24)
QCX ,
q(Q) = 1

cde ae infimum uzima po swvim ogranifendm podskupovima Q& w X

1) Ovaj rezultat je dokazivan visSe puta (Eﬂﬂ, [55}, [45],&9d§x



za koje je q(Q) = L. Ukoliko je AE @ (X, Y), tada je
infF{q(Q) : Q<€ X i q(Q) = 1} > 0 (Teorema 3. 5), te je

zbog (24) t(A) > 0. Obrnuto, pretpostavimo da je t(A) > O.

Iz (24 ) sledi da. je ,(A) +> 0, i.na osnovu [90], Theorem
2. 11) A € @ (X Y). Owim je lema doka7ana. }-,_.;_ :,5__‘_,"‘ -

CLEMA 2. Neka je A, B & B(X, Y’). Tad‘a "j_eg Sy

- t(A +"B)‘ g(A) + t(B’)

DOKAZ: Dokazlmo prvo dﬂa je

tN(A + B) é,ch‘(A) + ‘lé‘:‘N“'q’ o (25)

Neka je € > O. Tada postoji V€ N, tako dn je WAyl <ty (A)

+ £‘. Premn come . | |
0(a + B Diylly € Uayylly + Uil
| '»g \tN<A>-_¢ £ + Byl
Ovim smo pokazali da je o
(A + B) < tN_(A)‘;? uB‘Vqu + €. (26)

7bog proizvoljnosti € , iz (26) sledi (25). Tz (16), (17).
" (18) 1 (25) sledi |

" ty(A + B) Lg(A) + UByll,
odnosfio
inf t (A + B) L g(A) + inf \IB,NH. ’ ()

N N g

f£de se 1nf1mum uzima pos swim beskonacno-d:menm onalnim ok
prostorima N u X. Dokaz leme sledi iz (16), (17), (18) i (27).

POSTENDICA 3. Neka je A, B & B(X Y) Ako je g(B) <€ t(A), tada

je A FBE@(X Y).

DOKAZ: Kako je H(A) = (- B+ (A + B)) i g(= B) = 5(B),
ha osnovu Leme 2 imamo



t(4)<g(B) + (A + B),
thosno
5(4) - g(B) <.4(A + B).

Prema tome t(A + B) > 0, 1 A + B € @L(X; Yﬁf(iéhéﬂl)'
Ovim je lema dokazana. o S SRR

POSLEDICA 4. Neka je A€ (X, Y) 1 B€'S
A+vBed (X, vy

T:@;Tadabjg

DOKAZ: t([‘) > 0 ("_Le,ma 1) 1 g(B) = O( Posledica 1). Prema
tome, g(B) < %(A) 1 A+ Bed (X,.Y) (Posledica 3).

Neka je A € B(X, Y) i

llAI‘(s = dnd’ A+ sl
SES(X, Y) =

H'“q'je seminorma na B(X, Y) i A e S(X, Y) ako i samo alo
je “AHS = 0. Osim toga g(A) “A[( LAL)€ IIAHS. Seminormo
g, 1 ll~uc indukuju normu na kvocijent prostoru B(Z, v)/s(X,

Y). Ovaj prostor je kompletan u odnosu na normu indikoyvori
seminormom - | . '
)

PRODTEM 1. Da 1i je B(X, Y)/S(X, Y) kompletan prostor u
odnosu na norme indukovane sa g 1 A?

.4

Na osnovu teoreme 0 zatVorenom grafiku, problem e svodi oo
ispitivanje da 1i su norme indukovane sa g, Al ll-|l, ekviva-
lentne?

TEOREMA 6. Neka je H Hilbertov prostor i A € B(H). Tada o

g(a) ~A(A) = [TAfly = Hali.

"DOKAZ: Kako je H Hilbertov prostor, to je S(H) = K(H) ([45],
str. 287). Prema.tome [IAll, = “AH ¢+ Ostatak dokaza sledi i2 Teo-
reme 3. 3 i 3injenice da je B(H) C —algebra (dovolinn ie
nrethi J = K(I1)).

1) Ovaj rezultat je dokazivan viSe puta (f20],[3§],[4§1,%901}
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PRIMEDBA.l; U'ovom odel jku "merlll smo me-strogu— singii-
larnost" operatora A & B(X, Y). Mo¥e se postaviti pitanie
da 1i postoji neka funkeija, oznadimo je sa g, koja bi ,me-

rila ne- stBOgu~smngularnosf skupova" iz X, all tako dn e

g(h) = g(A(SX)), gde je Sy zatvorena Jedlnléna 1opta u i

U tom cilju ispitmvalﬂ smo»ﬂunkCMJu;g(Q) sun A q(Q/W NY;

| o M Ncu

gde su M i N bnskonaéno-dimehzionaln' otrrostorv u X, 2" Q
ogrannéen podskup u X. Moze se pokazatl da CH g(Q) q(d)
i g(A) F(A (S )). PltanJe je da 1i7iz g(A) ' oledl :(Afsx))

=0 ° Oommxtowa ako sw Q1 i Q2 ogranlcenl podskupovi u ¥
nismo mogli da pokaZemo nejednakost g(Q1 +Q,) £ EQ) +

g(Q2)° Ovio ukazuje da je za m%@rn ne—strogefSIngularnomtﬁ ‘

skupova" mofda potrebno uzeti neku drugu, ,bolju" funked in *
od ¥, ali koju ?

. P

5. 0 idealu nees en013a1nlh operatora

DEFINICIJA 1. ([20], str. 33) Neka je X BanachoV prostor,
c(X) algebra Calkina i T prirodno preslikavanje sa B(Y) nn
C(X). Oznadimo sa

T(x) =7~ L(raa(c(x)).

1(X) je zatvoren dvo-strani ideal u B{X) i naziva se ideal }
- 0 » ) T . ’
neesen013aln1h operatora. _ |
1

TEMA 1. ([20], 6. 1) Lemma) Svaki ideal J u B(X) Foji
se sastoji odvaeoz@ymh operatora sadrZan je u L[(X).

6

PEORTMA 1. (a7} T(x) =9~ L(Rada (B(X)/F(X)), gle je I
prirodno preslikavanje sa B(X) na B(X)/F(X).

TROREMA 2. ([47]) Néka je A € B(X). Slededa tvrdenja su
ekvivalentna:

(i) Operator A je invertibilan moduo ideal J(X).

(ii) Operator A je invertibilan moduo ideal ?(X}.

(1 ;1) Operator A jJe invertibilan moduo ideal F(X)
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TEORBMA 3 [20]' 9) Theorem) Za svaki Banachov

prostor X vaZe sledede 1nklu213e

(1) K(X>CS(X)CP@+(X) P(@x)) I()

(i1) K(x)C P<<D_<x>>cz><@ (X)) = I<x>

U opStem slucagu, ideali. pomenutl u Teorem] 3 (oolm
mofda S(X) i PG@ X)) za koje ostaJe otvore problem) SR

medusobno razliditi, i ideal S{X) nlJe uvek sadr7an u

208 (X ), ([20], str. 101)




Glava 3
ESENCIJALNI S PEKTAR

1. Nekolikd definicijavesenéijalnog;spggtga”

Neka je X beskonaéhb—diménéibnalan Banachov pPOStOP.l>
Postojii nekoliko definicija esencijalmog spektra operato-
ra A G;B(ﬁ), koje se poklapaju ako je A.samokonjugovar o)~
rator i X Hilbertov prostor (Teorema 5. 2). |

DEFINTCTIJA 1. ([84]) Wolfov2 ) esencijalni spektar operato-
ra A € B(X), oznadava se sa dew(A), jeste skup svih. kom-

pleksnih brojeva A, tako da A - /L nije Fredholmov operator,
tj. '

é

e

Sy ={recC :A-mgé(b(x)}. (1)

Kako je operator A € B(X) Fredholmov operator ako i samnn
ako je: JI(A) invertibilan elemenat u Calkinovoj alsebri {X)
(Teorema 1. 2. 2), to je Wolfov esencijalni spektar opern-
tora A jednak spektru elementa JT(A) u C(X), tj.

S (L) =6(i(a)). (2)

ew
Na osnovu (2) zakludujemo da je ébw(A) kompaktan, neprason
podskup ul, da je 6eW(A) invarijantan u odnosu ns kom b

‘tne perturbacije, tj.

C%W(A + K) =gébw(A)¢_ K € K(X), (3

i da Je
b (h) CEA). (4)

1) AkOo je dim X< 0@, tada je esencijalni spektar operators
A € B(X) prazan skup. B -
2) Koriste #e i termini Fredholmov spektar, Calkinov spol har,

31
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Tz (3) 3 (4) vidimo da se neke tadke spektra operatora A
ne mogu uklondti ako se operatoru A doda kompaktan opera-
tor. ‘Potrebno je odrediti najvedéi podskup spektra operatn.
ra A koji jJe :anarl,]antan u odnosu na kompaktne per f*ur‘bm
cije. Sa tim u vezi je slededa deflnlClJa

DERINTCIJA 2.([84]) Schlech.fter-ov'l) esencijalni’ spektar 0.0
ratora A€ B(X), oznalava se sa 6 (*A')‘,vjeste.‘._rié,j'veéi DO -

-odnosu n=.

skup spektra operatora A koji-je 1nvar1.3an ,\,_a-'
kompaktne ‘perturbacije, tj« ’

6.1 =N 6w+ n. (5)

Ta. -

Iz Nefinicije 2 i «(3) sledd da jJe:
Gy (B) €6 (A) CE(A). | (6)

TRORTMA 1. . ([91] , VII, Taeorem 5. 4)A ¢ &, () ako i
samo ako je A - REP(X) 1 1(4 - A) = 0, tj.

6. (1) =6 (M) U{AEC: A =2 €QX) L (A =) / T (1)

em

POSLEDICA 1. ([39], Theorem 2. 2) &(4) = & (1) UG (A

THOREMA 2., ([55] , 5. Lemma ) Neka je A izolovana tacdka v é(A)
Ta(A) sipektralna projekeija koja odgovara A i A. Tada e

(a) dim R(Pp(4)) < @i A ¢4, (A), il

-

“(b) Aim R(P (A)) =@ i A €4 (A).

THORFMA 3. ([102), IT, Trditev 13) Neka jeA€0@(A) neizo-
lovana tadka u @(A). Tada jen€g  (A).

IRTMER 1. Neka je A & B(X) kompaktan operator. Tadn e

6 (A) =

ew

(a) = {o}.

é. .
DOKAZ: Iz (5) sledi da je &g (A) CHA+ (- A)) = {0} . Kako

su ééw( A) i d (A) nepvazni ;provi, oni su jednaki {(.‘)}n

1) Oznaka dem(A) je Veyovatno zbog imena Martin Jchoechhor:

za ovaj. skup koris €l se 1 termin Weyliev spektar { [].]] ).
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PRIMER 2. ([1]J] Example 1. 2) Neka je U : 62-—; 32 opera-
tor Jednostranog pomerange, tg. -

U(Xlg:-xz, eso) = (O Xy s x.,z, o)y (x], x2 oo ) 662.

Tada je &, U)—c;(U) {AeC A< 1} 5 U)—{netr
Al = 1}.
DEFTNTICTJIA 3. ([30]1, sstr. 183) Neka

u komleksnoj rarvni . Rupa. u D- je ogranl-cena' komponenta -
pa £ \D.

5 "'p&ktan podsip

TEMA 1. ([30], star. 183) Ako su £ i F kompaktni podskupovi
u kompleksnoj ravni tako da ,je' ECF idF CE, tada F jo
unija skupa E i onih rupa u E koje imaju neprazan presel
. Drugim reéima F se dobija popun;)avan;)em izvesnih rupa u
E (ili je P = E). '

J primeru 2 vidimo da se vedi esenc:.galnm s pektar dm” U)

dobija iz manjeg esencijalnog spektradew( U) popunjavanjem

rupe u 6.,(U). To je i opSte tvrdenje.

TEOR TMA 4 o ([30],‘ Theorem (2. 4)) dem(A) se sastoji od

G, (A) zajedno sa jos moZda nekim rupama u dew(A)'

3chechterov esencijalni spektar ima ,preimué¢stvo” nad
Wolfovim esencijalnim spektrom jer je on najvecdi deo mpol.
tra koji Je invarijantan u anosurna kompaktne perturbancei i,
Meodutim, njegov ,nedostatak"” je Sto mozZe iskljuditi 1w
spektra &ak 1 otvorene skupove, tj. u izvesmom smisln 7ol
ki" deo spektra moZe hiti van Schechterovog esencijalnn:
sipektra. Browder je prosSirio Sehechterov esencijalni gnol -

tar dodajuéi mu sve neizolovane tadke spektra.

DEPTNICTJIA 4. ([84] ) Browderov esencijalni spektar onercfior:

A € B(X), oznadava se sa d (A), jeste unija skupa & (A1 i

em

oqupa svih tﬂhaka iz &(A) ko,]e nisu izolovane tadke 1 GfA

Ako jeﬂ_Cé A)\é b (A), tada A je izolovana tacka . 6(/3~)
i zbog Teoreme 2 (&) spektralna projekcija Pp(A) koin ol o
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vara tackl y PT) A je konadno-dimenzionalan operator. Prom-
tome A je Rieswova tadka operatora A. Cesto se Browderov

esencijalni spektar definise ekvivalentno sa

DEFINTCITA 5. ([55] ) Browderov esencijalni spektar opers br-
ra A € B(X), sastoji se iz svih tacaka iz 6( A7) osim izol 0.

vanih talakan€d(A) za koje jJe odgovaragucaygpactralna-prn

jekeija By (4) konaéno—dimenzionalan Qpérator,Atj;

c%b(A) = G(A)\‘{?\—éé-(A : Aje 1zolovana taoka 116( DI (&)
© &im R( 3B <A))<o°3

Nrugim reéima

éeb(A) = G(A)\@éé(/\):ﬂ.je Rieszova ‘taéka- opéra’tora /\}. (

U literaturi (r‘i?:} 1621, [63]) Browderov esencijalni
spektar definidc - ua

DEPINICIJA 6. ({62] ) Browderov esencijalni spektar oporalors

A E‘B(Y),l) jes to %kupﬁ.E(ﬂA), tako da je ispunjen bar oo

od slédedih uslova:
(i) R(A -A) nije zatvoren skup u X.

(ii) dim U N((A - A)) =00

nel

(iii) 2 je tadka nagomilavanja skupa G(A).

Nokaz da su DeflnlClJe 4, 5 1 6 ekvivalentne mo¥~ ©o naci

n([85)-

TEOPEMA 5. ([59] , Corollary) Neka je A &€ B(X). Tadn je

Gop(h) = m G(A + K). {10)
o KE€K(X)
AK = KA
1) Ovo je origimalna Browderova definicija esenciialnos
spektra za zatvorene gusto definisane operatore na Nans-
chovom prostoru uvedena u radu : ¥. E. Browder, On the, :pec-

tral theory of eliptic dJLfferentlal operators;, Math. Ann,
Vol. 142 (1961) 22-130.
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Iz (107 vidimo da u op$tem sludaju Browderov esencijal-
ni spektar nije'invarijantan u odnosu na kompaktne pertur-
bacije. To je njegov ,nedostatak" u odnosu na Schechterov

esencijalni spektar.

. POSLEDICA 2. 6op(A) = 6,(4) U(%QK(X) 6p(’.,A_"!%:;:K:) ) - (11)

DOKAZ: Pretpostavimo da N €g, (4) ﬂ\'--dém.(-.ﬂ)“" Ta@f_a na osnovuy

Teoreme 1 imamo da je A —nECD(X) i i(A <A) = 0. Ukol'-i c0

N ¢ f\ (A + K), postojao bi operator Kle K(X), tako
I(€P(X)
AK = KA

da je AK; = KjA 12 & So(A + Ky ). Tada je &(A + Iy - A) =
0. Kako je i(A -=A) = i(A + Ky =) = 0, to je A(A + K, -A)
= 0. Prema tome A + K1 — A je invertibilan operator, Sto o
z/bog'\("lo) u kontradikeciji sa pretpostavkom da A eéeb(A)’

Ovirﬂ smo pokazali jednu inkluziju u (11)..-Druga inkluzijo
sledi iz (10) i &injenice da je dp(A) C6(a) i@, (A)C

em
&, (1)

n “F‘TNICTJA- 7- [89]) Katov e'%encgalnl spektar operatorn
A€ B(X), oznadavacemo sa ¢ k(A) , jeste skup svih komvli .-

kenih brojeva A, tako da A -A nije semi~ Fredholmov ope-

rator, tj. ’ : ,
8. (8)={reC:u-agd U} cm
NERTNICTJA 8. ([89]) Neka je A € B(X). Oznadimo 58

O’e“(A) ={ne € . —7\.¢62F(X)}, (14)
Goplh) =fr€ € : 4 -A ¢H_(0)}. (14)

6ea(A) i 6eB(A) su esencijalni spektri operatora A prems

Gustafsonu 1 Weidmannu.

1) U literaturi ([89), (371, Wel, (58}, [36]) vatov esens
cijalni spektar se uvek razlidito oznalava. Ovde smo uwel’
‘oznaku éek(A) kao najpogodniju.
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Na sled_eéem dijagramu data je skupovno inkluziona yeza
medu gore pomenutim esencijalnim spektrima operatora A¢ B(X).

L Gep(A)
e

dop(0) & | >deWI(A) céem<A»)c:)de£3'f<‘Zi)"., (15)

Qée,}(A)

Mapomenimo da kada Jje dim X = 0@ | s:‘\r‘f'?'?@wﬁi‘_; kﬁpov1)1 nep-
razni i kompaktni podskupovi w G(A).

2. Polupreénik esencijalnog spektra -

TEOREMA 1. ([62], Theorem 1) Neka je A € B(X). Tada je

Vi [T YN 2 1an nA“uql/n = max { IM:1€6,,(A)} = r_(A)
n-y oo n-—y oo : '

1

THOREMA 2. ([55], 8. Corollary) Neka je A € R(X). Tada de

max |2l = max (2]l = max IAl = max 1Al =
/'(G_deb)(A) Aééem(A) ﬂwééew(A) . neéeot(/\)
= mak T2} = max 2] = re(A).
nee,,(A) NEG, (A)

puINTaTIA L. (162]) Neka je A € B(X) i r_(A) broj iv Teo-

reme 1. r‘e(A) se naziva poluprednik esencijalnneg snnlkbr:

cperatora A.

Na osnovu Teoreme 1 moZemo proceniti poluprednil esen-

cijalnog spektra lokalne q -kontrakeije.

r (A) <k o<1 (16)

NOKVAZ: Na osnovu definicije lokalne Q -kontrakcije noatbrii
prirodan broj m tako da je

a(A"(Sy)) S ka(sy), ke, 1), (17)

ade je SX zatvorena jedinidéna lopta u X. Kako je ﬂf\m“q



Ca(a™(Sy)) 1 a(8y) = 1 (Lema 2. 3. 1), iz (17) sledi
| HAm.quk , k €[o, 1).

1/n

Neka je B = Am. Na osnovu Teoreme 1 1 zato Sto JP [e" H

< UBll; imamo da je T <B> Lim  WB™| 1/’“ HBll £ k. Pt
' -y 00 . .

tome

I‘(A) x<1.'

' Kako je né(Am) = (re(A))m (Teorema 1), iz,(18) sledi da jeo

I{'e<A) é k‘o< 1,
. /m ..
gde. Je ko = k . Ovim Jje teorema dokazana.
Kao posledicu Tedreme 3 dobijamo rezultate iz ([23], Lemen
2, 1, Lemma 2. 2, Lemma 2, 3, Theorem 2. 1, Theorem 2, ?)
kao i pojadanje ([25] Lemma 2. 4)

-]

POSLEDICA 1. Neka je A € B(X) lokalna g-kontrakcija. Tad:

(i) iz Inl 21 sledi A - efx) 1 i(a -A) =

(ii) o(A) n{]l,e(f (7l > 1} je konadan skup i sastoii se om-

od siopstvenih vrednosti operatora A.

(iii) Ako Jelﬂ4 1, tada A je izolovana tadka w &(A) i
spektralna projekecija By (A) koja odgovara tacli 2

i A je konalno-dimenzionalan operator.

Doknn: Iz (16) i Teoreme 2 sledi da ako je IRl 21, tadn
A ¢6’Pm(A> L/ ¢ deb<A). Prema tome, (i) sledi n~ omnnvi

Troreme 1. 3%, a (i1) 1 (iii) slede iz definicije Rrowln.
rovog esencijalnog spektra operatora A.

TEOR EMA 4o Neka su X 1. ¥ Banachovdi prostori i T1’

tori iz B(Y), B(X) respektivno. Sa 1T, oznadimo opersator

ne B(X, Y), definisan sa

1To(8) = T8, (s € B(X, V).

T opor -
L RN
2 7




Tada je

NOKAZ: Na osnovu Teoreme 1. 2.’1‘(v1det1 i Teoremu 2. 5, )

za A € B(X) sledi da je lim A" Vo gy uArn“Pl/n
o noee Ko - naoe
Prema tome,_zbog Teoreme 1 imamo da Je Fc

T <A) = lim- \AmuFl/n .;yL;»S
| n-yoe . T

P

o
{

Neka su EE’ E > 0 zadati broaevm. 7bog (19) postoji n
tako ia za s¥ako n > n,imamo - '
™ ‘F <:re(Tl) + El’ (20)
i postoji n, tako da za 8vako n > n, imamo
; n 1/n : : .
U, g /n¢ r (Ty) + &, (21)

Iz (20) siedi da za svako n > ny postoji Fl n € (YY) tako
da je

iy - Fl,,»n“l/n <r(Ty) + &y (°2)

Na isti nadin, iz (21) sledi da za svako n > n, postoji
F, & F(X) tako da je
>, n

Fa
n 1/n P
Ue,™ - ¥y N <r(T2)+€ (23)
Neka je ﬁo = max (nl, n?).,Za svako n > ng sa 1.0t
, - ' ’ “y A

oznadimo operator na B(X, Y) definisan sa

T2, n;(s) = Fl

1, n S5Fy

nr (S €N, ¥)).

1 nTQ 0 je konadno-diménzionalan operator (Teorema 4. 2).
? . ¥

Osim toga, za svako n >»no,imamo da je

¥

o | |
'1T2n<3) -1, Tg (S)H—- HTL ST2 - Py 5P
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m m 1 n -
H(ll - Fl, n)STZ + Fl, nS(T2 FQ’ n)u

<liey™ = 7y UNsRU™ + ey HlsHD,™ - 7y

. (24)

Na osnovu (22) imamo da*je HTlnn.< “Fl nu + (ré(Tl) + Eﬂ)”,:

Prema tome, iz (22), (23) i (24) sledi da je za;évako n>ng

Ulfp2n(s) -1, nT, n_(S)HS v

(e (0y) + g1 sl + (ﬁllTiﬂ‘ll,% (£o(1y) + EDPIISI(r,(Ty)

+ 82)n,

odnosno

3PP < (e (2y) + €M™+ (2™ e m () &

E)(r (T,) + €5). | (25)

Tz (19) i (25) sledi da je

1/n

v (17,) =Zim I 0T T (r (7)) + E)r(T,) + (r(T)) +

i~ oo

ro(Ty) + €1)(r(1y) + €,).

Kako suusl i 22 proizvoljno izabrani brojevi, vidimo d~ Je

dokaz teoreme zavrSen.

Po5TENTICA 2. ([3], Theorem 1) Neka su T, i T

ratori. Tada je 1T2 Rieszov operator.

2 Riesznnvi ope-—

DOKAZ: Kako su Tl i T2 Rieszovi operatori, to je na osnovu

Teoreme 1. 3. 2 re(Tl) = re(TZ) = 0. Prema toms,”im,Toore—

me 4 sledi da Je re(sz) = 0, 1 ponovo primenom Teorem- 1. 3; e

2 imamo da Je 1T2 Rieszov operator.‘Ovim je posl-dica doka-

zana .
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'3. 0 rubufesehoijalhog épektra

TEORMMA 1. ([55], 7. Theorem) Neka je A € B(X). Tada va’o,

pored vec¢ navedenih (15) inkluzija, i sledede

%

06,,(4) CB6,,(4) C D, (4)

Iz Teoreme 1 vidimo da se Veéi:esencijalni spektar dobi ju

iz manjeg -popunjavaniem tzVeénih,rupa;aTo nam omoguduje o
Katovuteoremu([/%é]7 Theorem 5. 3.:3. IV) dobijemo kao pos-
liedicu Teoreme 1. _ B L A
PoSTEDICA 1. ( (461, Theorem 5. 3. 3. 1V) Neka je A € P(1)
(A) najvise grebrojiv,skup} Tada je 1 ©(A) najvife

i
ek '
prebrojiv skup, i Svaka tadka iz G(A)'\\G%F(A) je imolovi-

na sopstvena viednost sa kona&nom algebarskom viestrnkoiisn,

DOKAZ: Kako je G, (A) najviSe prebrojiv skup, on nema rupe
i zbog Teormie 1 imamo da je d%k(A) = C%b(A).-Skup SN )™
C%b(A) sn sastojli od 1l1zolovanih sopst#enih vrednosti konn-
¢ne al-oharske visestrukosti, a njih je néjviée prebrojivo

mnogo, Lo je dokaz posledice zavrsSen.

Ak~ je H Hilbertov prostor i A€ B(H) samokorincovan
operator, vise puta ([84], [8s5], [&6], 89}, o7, L37])
se navodi (bez dokaza) da su svi eszencijalni spektri oporo.
operatora A jednaki. To se moZe pokazati na osnovu Teo o

POSIEDICA 2. Neka je H Hilbertov prostor i A € P(I1) samo-

konjugovan operator. Tada su svi esencijalni spektri opo.

ratora A jednaki.

DOXAZ: Kako je @(A) realan, to su i svi esencijalni spali-
tri operatora A realni, i nemaju rupe. Zbog Teoreme 1 oni

su. jednaki.

U literaturi ((sa, [8%), [86), [89, [99], [4c], £37])

{e¢s+0 se pominje (bez dokaza) da je esencizalni spexilawr
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samokonjugovanog operatora na Hilbertovom prostornu jednak
skupu svih tadaka iz spektra operatora koje nisu izolova-
ne soputVene vrednosti konacéne viSestrukosti. Ako je ore-
rator samokonjugovan sVi;esencijalni spektri su Jjednaki

( Posledica 2), tako da‘he dolazi do zabune kada samo ka%o-
mo esencijalni spektar- samokonJugOVanog operator L. DA b
potpuno izbegli zabunu pokazacemo .

TEOREMA 2. Neka je H Hilbertov prostor.__f-l A‘"EiB(H) 5aMmoko-

njugovan operator. Oznadimo sa -

681,(A)V = 5(A‘)\{7L"€:6(A): A je: izolovana tadka u
&(4) i 0 <l ~AR)<00} (27)

Tada, svi esencijalni spektri operatora A su jednaki skunu

&, (r).

DAYAZ: Zbog Pusledice 2, do‘v“oljno je pokazati da je dph(A)
= de(A). 12 definicije sledi da je & (A)Co’b A). NDa bi

Aokazali obrnutu inkluziju, Pretpostavimo da A € &(A)\
dp(/\)\. Tada A je realan broj, A - A je samokonjucovan -

rator, O je izolovana tadka u 6(A ~A) i 0 <AA - A)L 00
Prema tomel, A - A je Fredholmov operator i i(A -A) = 0O
([91], XT. Temma 5. 5). Iz Teoreme 1. 1 sledi daA €@, (A)

a zbog Teoreme 1. 2(a)A ;ﬁ‘ de-b(A). Ovim je teorema dolnanin.,

DEFTINICIJA 1. ([84] ) Neka je H Hilbertov prostor i A € B(H' .

samokonjugovan operator. Esencijalni spektar samokon jnsro-
. 1)
vanog ‘operatora A jeste skup de(A) iz Teoreme 2. )

4. Perturbaclje esencijalnog spektra

TgoREMA 1. ( [BY), Theorem 2. 2) Oprrator B € B(X) sadoval iya .o ol

uslov
za svako A € B(X) ako 1 sawo axo E ¢ P(@+(X)) N P((I)__(XH,

1) FKoriste se i termini granmiéne tadke spektra ([78],
363 ), neprekidni spektar ([4]’ st . 3 ).
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LTEORENA ?7 ( ‘:8(; » Theorem 2 o ) Operator E & B(X) zadovo-
1java uslov f L T ‘

Soplh +4B) = 6, (),
za svako A € B(X) ak-'o;_' i"""s‘a‘m.ovako B €.P(¢+(X) ), ‘

TEOREMA 3. ( [89], Theorem 2. ) Oper: :ﬁ;s;r"E;_ "efi';(’x). 26d OV O

ljava uslov

G+ E) = 4,0,

~za svako A € B(X) ako i samo ako E é-P((D_(X)).

TSOREMA 4. ([89], Theorem 2. 3) Operator E € B(X) zadovo-
ljava uslov | T g

&y(A + B) = G (1), @ (28)
za svako A € B(X) ako i samo ako E € P((P(X,.)).
TEOREMA 5. ([89], Theorem 2. 4) Operator E € B(X) zmadovo-
ljava uslov ’ '

G2 + B) = ¢, (4), (29)

za svako A € B(X) ako i samo ako E & P(Q(x)).

TRORMA 6. ([89], Theorem 2. 5) Operator E € B(X) zadove-
ljava-uslov (28) (respektivno uslov (29)) za svaki oper:s-

1.

tor A € B(X) koii je skoro komutativan sa E ako i samo -

e R(K).

TEOR EMA 7. ({89], Theorem 2. 6) Operator E.E BL7) nndove.

Ljava uslov

d’eb(A + E) - éeb(A)’

za svalki operator A € B(X) koji je komutativan sa B alo
samo ako E € R(X).
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5. Preqlikavanle. es'encijalnog spéktra |

Ako je A € B(X) i T analititka funk01Ja u okolini 6(1\),
-tada na osnovu teoreme o presllkavan,]u spektra [5]] , 8tr.
48%, Teorema 8) imamo da Je ' B

d(f<A) ) = f{é(A)}

Analogno ispituje. se i ze esencmaln‘l; Cibag

TROREMA 1. [36]) Npka je f analltlcka funk033a u oko]wn
A(a). 'Pada Je

(1) GlTla)) = { <A>}

(ii) g o 6;b<'f<A)> = f{eseb A)} 4.
(iii) - .6ed(f(A))=;'f/{6ed(A)} ;-
() ) - s {66,,;<A>},
(v) | f- . 4 (£(1)) D :{@km}, |
(vi) G (£(A)) CE {6 (A)]

Tnkluzije (v) i (vi) u Teoremi 1 mogu biti i prave. To
pokazuju slededi primeri:

PRIMER 1. ([36] , str. 23) Neka je A € B(X) operator za
koji je R(T + A) zatvoren skup u X, k(T + A)< oo, BT + A)
=00, o/ -~ A) =00, B(I - A)0e?, i p polinom HZA) = (1 + 2
‘(’1 -A). Tada 0 € dek(p(A))“’ medutim 0 & p{éeki(/\)} .

PRIMER 2., [11] , Example 3. 3) Neka je T= U@ (" + 21),

gde je 1T operator jednostranog pomeranja, i p(a) = A(A -
Tada 0 & p{éem(T)} io §é6em(p(A))° ‘

U radovima ( [36] , [271, str. 1393), ([35], str. 162),

‘[89]) mspltu;)e se jo$ Jjedan esencijalni gpektar.
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DEPTNICTJA 1. ‘_(‘[8:91;)_ Neh_ka‘ijé A € B(X). Goldbergov_esenci~
jalni spektar operatora A, oznadava se.sa d L1 (A), Jeste

skup svih kompleksnlh bro,]eVa ktako da R(A ~ A) nije zat-
voren skup u Xo L ' ' ' '

Loy
- .

Skup del(A) moZe biti i" prazan ( na primer ako Je A ‘jﬂ'en.;
tidan operator), el(A) Cdk(A), i-w opstem %lu(mu 6@.‘-(_&_) "

",#ogﬁ u opdhem -

(&0} (D6,

‘nidje ni zatvoren ni otvoren podskup uc

sludajw nepostmgl weza mzmedu 6’1(f(A')

Cstr. 29). e
7 (,[36]) je dokazana spektralna vtéo}rema‘ za Banachc.we
algebre (Teorema 2) na OSnow}u koje se Té-or}ema L dobhija kao
s:pebcijalan sluéaj. Izlozidemo neke rezultate iz pbmenutr_wi

rada.

DEMINICIJA 2. ([36] Definition 1) Neka je B Banachova SARSYEES
bra sa jedinicom 1. Otvorena semi grupa & u D je F-semi

grupa ako ispunjava siledece uslove:

(i) dza, b€P iab=rtae@ sledi ael i be G,

(ii) postoji zatvoren dvostrani ideal R u f) , tako da e

G=q" l(S), gde je S otvorena semi grupa u /R toia salrai
grupu invertibilnih elemenata G uﬁ/ﬂ tako da je SN G nlvro-
ren skup, a Jl je prirodno presl_ikaVanje sa'ﬁ naB/fR.

NEFINTCTJA 3. ([36] Definition 2) Indeks na c‘-sprm, g

6 jeste neki lokalno konstantan homomorfizam 4 Jf()ﬂ presli.-
lkava G u semi grupu N.
Koristidemo sabiranje za binarnu operaciju u-N, 1 =a O orne-

cGavamo jedinicu u N.

A

s TORAA 2, D6] Theorem 1) Neka je 4 indeks na G tako o
je £(b) = 0 za svaki invertibilan elefiénat b€ BD. za ae@

neka je . }
dg(a) ={7Lé( R T ag_’ 6},

i 7a nm & N, neka je

(a) ={ne€ &(a) : 4(A - a) = n},
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gde je G( ) spektar elementa ‘a w odnasu na Banachovu alcre-
orud3d. Neka je £ analiticka funkcija na nekom otvorenom
skupu koji sadrzi é(a) Tada Vaze sledeca tvrodenia:

(a) f(a) € @ ako 1 sarm:niféko' jelff(z.)' # 0 za :.SY,?Koﬂeés( a).

(0) dft(a)) ) = I FENN

(c) Pretpostavimo da f(a)e G i neka"" ’i‘dj--n'u]a fn"r‘l—-

keije f na 6’( a) {brojanje ﬁula se. vr3i prema NllhOVm]
v1ses§rukostl), |gnorlsav31.komppnente,u 6,(a) gde ju

f identidki nula. Tada je

N .

Kada se Teorema 2 primeni na Banachovu algebr11j3::.B(X),
R - K(X), i na F-semi grupe (I)_._(X),(I)_(X) i(D(X) &ehija ve

dokaz Teoreme 1. Na ovim F-semi grupama indeks £ je uobi.-
¢ajen indeks i (Pofinieija 1. 2. 3). Osim pomenutih W-somi
grupa, u B(X) se mogu definisati jos neke F—sémikgrupe.
Oznadimo sa Ge(G ) skup svih levo (desno) invertibilnih ele-
menata u Calkinovoj algebri €¢(X), a sa i (") oznakimo trom-
plement u C(X) skupa svih levih (desnih) topolo&kih delircn
nule, i neka je H = HfY H. Tada ([36], str. 21)qr™ '(),

T~ 1(Gr),71— l(He),fT~ 1(Hr),1.ﬂﬁ l(H) su Fesemi grupe

B(X), indeks na ovim PF-semi grupama je uobidajen indeks
(Definicija 1. 2. 3), 1 na njih se moZe primeniti "Teoramn .

6. Operatori koji zadovoljavaju Weylievu teoremu

Ako Jje A ogranicen samokonjugovan operator na Hilhertoveon
prostoru, tada klasi®na Weylieva teorema ([78], str. 367)

ka%e da se prilikom perturbacije operatora A sa simmtriﬁﬁim
kompaktnim operatorom iz spektra operatora A mogu odstranili

samo izolovane sopstvene vrednosti konadne viestrilrosthi,

U cilju da se ova ‘teorema uopéti na Banachove prostore i da
se odredi klasa cperatora. k011 zadovolgavagu Weylievi teove-
mu uvedena Je




W
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DEPINICIJA 1. ([92], str. 68) Neka je X Banachov prostor
1A € B(X). Operator A zadovolgava Weyllevu teoremn (14

Weylieva teo“ema se prlmenguge na A) ako Je'

6em G(MI \ W(A) L SRR (300
giefl (A) oznadava skup izOlo\ran‘ih"SOps.tvenih' 'xfr‘ﬁéﬂhmqff
operatora A konaéne v:Léestrukostl (tJ ﬂ (A_) bp m\)to”

=2

od 1zolovanuh,taéaka7t}1z 6(A)»@3MKOJG‘J8 Qf
Coburn- ({21} ) je dokazao da‘whjibc’jﬁorm‘é’lni i Toeplitzovi
operatorl zadovolgavaJu Weyllevu teoremu. E

TROREMA 1. ([92] Theorem 2 1) Operator A € B(X) zad ov -
ljava Wpyllevu teoremu ako 1 Samo ako

(i) - Jzﬂ. € ﬂ ool A) sledl R(A 7\,) Je zatvor@n skup u X,

(ii) iz A =N e@(X) i l(A -7\,) -0 siedin nije 1mutro-
Snja tadka skupa &(A). - L ' :

TEOREMA 2. (192] ; Theorem 2. 2) Uslov (1) elvivalentan in sa

(iii) akon e M (A), tada A —7\.nlae k:va21n11potemmn nperator
ni na jednom beskonacno~d1men21onalnom invarijantnom pot-

prostoru. -

moRmMA 3, ([92], Theorem 2. 3',) Uslc’;v (ii) ekvivalentan fe sa

(iv) iJ?A—?\.E@(X)ll(A«?L) 0 sledi
ain \J w4 -0,

r]/l

- TEOREMA 4: ([92], The‘OI"em 2. 4) Ako je ispunjen mslov (1).

imamo

(v) ako je W 1nvar13antan potprostor operatora A 17\.ef (A)
je izolovana tacka u 6(A\W), taﬂa 7{. je qopstvpnq vradno
operatora A\W

moRAMA 5. ([02], Theorem 2. 5) Ako iz (A ~A)L 0o Lol
porqtor‘ A =P nije kvazinilpotentan ni na jednom beslon:
dimenzionalnom invarijantnom potprostoru, tada orm,_r_:t‘n. A
zadovoljava Weylievu teoremu, A |
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7¢'Esenéijalni aproksimétivni tatkasti spektar

Neks je A € B(X) i dé(A);gpfdkéiméti&ni tadkas ti s pek- ’ é
tar operatora A ([24],,D§finition 1..15), tj. E
6,(4) ={ne € : int JI(a -A)xl= o}, | ?
o » ixill=1 O . i
dg( A) Je zatvoren ngprazan podskup u6(A),bd(A\C d_q(A)
i 4 (0) C g (a) ([24], Mheorem 1. 16). S
Moglo bi se pqstaviti pitanjelkoji}je,najVeéi po&mkwp f
u da(A) koji je invarijantan u odnosu na kompaktne perti- ?
bacije? Sa tim u vezi . je slededa |
DEFINTCTIJA 1. T cijalni aproksimativni tadkasti spektnr
operatora A € B(X), oznaéavq se sa déa(A), jeste najvedi
podskup 6a(A) koji jJe invafijantan u- odnosu na kompalktre §
perturbacije, Lj. » lﬂ
. o o é
K €X(X) |
Tz definicije se vidi da'je-dea(A)fzatvoren'podSKUp r c&m(A): ?
Ako je A € B(X), definigimo funkciju € sa o
| g
€(n) = sup inf (A + K)xl. !
KeK(X) lxii=L . :
U ([33]) je ispitivana funkeija (minmimun modulus) | 0
M) = dnf  laxl, |
Wxil=1 5
lfllj‘i
i pokazana je ([33], Lemma 2. 2) slededa nejednakost 3

[M(a) - m(B)l < lla - Bl, (A, B €B(X))  (31)

(i) €AY = €A + K), K & K(X),
(1) |y —em) <lla - Bll, (o, B €B(X)),
(1i1) -0 LOa) < Wally. |

DOKAZ: Tz definicije funkeije € sledi (i). Neka je © € ¥(X).
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Tz (31) sledi da je

inf (A + K)xlW = inf nlel Hall.
Nxi=1 |  > uxu—~l ;

Kako je inf ~ WEKxll = 0, imamo da ae B
Ixi=1 , Sl

inf vu(A + Kxll £ llA\l
cll= 1

o samim tim je i C(A)£§ HA“ Prema tOme, (1117 aTedi 4 ()3
Ncka je K € K(X) iB e.,B(X). Iz (31) sledl da je ’

inf WA + K)xil - inf lI(B+ Kx\\ <la - Bl
Wxii=1 - \\x\l=l con -

oAnosno

inf WA 4 K)xll.{\lA};su .'BH,+ inf (B + x|,
Wxil=1 S xii=1 ‘

<A = B+ €(B).
Kako je K € K(X) preizvoljno izabran operator imamo da e
€a) - €&B) < A - Bl | (52)

Ukoliko operatorl AiB 7amene mesta iz (32) sledi (dii).
Ovim je dokaz leme zavrSen.

LiMA 2. Neka je A € B(X). Tada A €, (X) 1 i(a) g 0 avo

~

i samo . ako je ¢r) >o.

.

DOWAZ: Neka je A € (Pjh(fx) i i(A) < o; Na osnovu ( [1107],
Theorém 3. 9) postoje operatori A € B(X).i'K>€!T(K) ta ko

dn je A = Ay + K i d(Ay) = 0, Prema tome, Ay = A - K €
‘$F(X) i postoji konstanta ¢ % 0 tako da je‘cHxIls§lKA - K)xll

75 svako x € X. Samim tim je i @(A = K) >0, ti. &(r) > 0
(Tema 1(i)). Ako je e(A) > 0 postoji K € K(X) tako da je

inf HM4~MXH>O.HmmtmmA4—K€®JX)idM+—W
fixi=1 '

= 0. Odavde sledi da je i{A + K) 0, odnosno i(n) =0
Jvam je lema dokazana. '




LEMA 3. Neka je A€ B(X) Tada ,]e )

it
]

(i) A € 6 (A) ako 1 samo ako

(11) & n(A) f¢>

"'e: e(A =)

o

DOKAZ: (i) sledi iz definicije funkclge e y aprokf*lmthv~
nog tackac;tog spektra 1 esencijalnog aproksunatlvnog JClL-—
- kastog spektra.operatora A. (ii) sledi iz (i), Leme 2 i

ginjenice da je dim X —00( ak:o Je 6, (I Thata iz (1) v
i Leme 2 sledi da je d (A ¢,_St0 je u kontradikeiji sa S
pretpostavkom da je'dlm X =0),. Ov1m je lema dokazana. ; g ”,]

_ . P

IEOREMA 1. Neka je A € B(X). Tada/t ¢6 (-A)_akd‘ i samo
ako & -n €, (x) 1 i(a -7 < | "

DOKAZ: Na osnovu Leme 2 i Leme 3(:'_’)'.7'“

Iz Teoreme 1, vidimo da je

boa(h) = & (MURel:s -A€ D, (0) 1 3(a -A)D>0). (33) )
, e , . !
TROREMA 2. Neka je A € B(X). Tada je “*g
; —
(i1) é,,(A) S ¥ ,(4) C 38 (4). N
DOKAZ: (i) sledi iz (33) i definicije skupa S, ( Yo Tm (iYL
i injenice da jefa € B(X):n €@, (X) 1 i(a)> 0} otvoren
podskup w B(X), sledi da je 36 (A) C 36 (A)a M2 osnovn
‘Teoreme 3. 1, (33) i (i) sledi da je bém A)Caé (A\
Ovim je dokaz teoreme zavrsSen.
Iz 'I‘eoreme 2 vndlmo da se d (A) dobija popunjavanjem X
izvesnih rupa u deot(A)’ a da se dem(A_).dObija popunjava-

njem izvesnih rupa u 6ea(A).

[RTMFR 1. Neka je A ograniden samokonjugovan operator na
Hilbertovom prostoru. Tada je deo((A) = ¢, J(A) = ¢ (n). -
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DOFKAZ: Sledi na osnovu Teoreme 2;i’éinjenice da je €(A)

realam\

PRIMER 2. Neka Je U«operator Jednostranog pomeranqaf Tada
je 8,,(W) ={re C : 12l 1m:h} = c.

DO¥AZ: Iz [38]. Solution 67) sledi da'je 8‘(U) + Prema
tome @, (U) C C. Kako je & (1) _{Ae C . ml } prj_me;r,-

L. 2), sledi da je C C &, (U) (Teorexnai*:z:(

H?WWER R 3..Neka je U operator Jednostranog pomeranja. Tala
je &gy (U™ {neG : Al € 1} =D,

DOKAZ: Kako je @, (™) =D ([11) , Example 1. 2 and Corollary
2.6), sledi da je gea(U")D ¢ (Teorema 2(ii)). 7%a svako

i) <:1 , na osnovu Primera l. 2, -2 je Fredholmov ope-

rator i (U =A) = 1 (sledi iz &injenice da je i(U*) = 1).
Prema tome, na .osnovu Teoreme 1 imamo da je dea(U'):)[P\Cn

LEMA Z. Operator A € B(X) je Rieszov operator ako i samo
alko je dea(A) = {0}. | |
DOKAZ: Neka je A Rieszov operator. Teda &, (A) = {0}( Poric-
dica 1o 3. 1), 8 (A) = {0} (Teorema 3. 1), &8 (1) = {0}.
Obrnuto, pretpestavimo da je d = {o}. Tada je dem(A)
{0} (Teorema 2), i prema tome Je deW(A) = {o}. Ponovo,
primenom Posledice l. 3. 1 sledi da je A Rieszov operator,

¢ime je lema dokazana.

Oznac¢imo sa
§7(x) = {r € B(x) AE b, (0 1 1(a) < o}

Primetimo da Jje @:(X) otvorena multiplikativna semi pruna

u B(X), i da jeA@I‘(X)CCD:(x) za svako?\.% 0.

TRORTMA 3. Operator E € B(X) zadovoljava uslov

6, (h+ E)=d_(8), (51)




Ut
N

za svako Ae B(X) éko ii‘k s‘amo‘akof‘E € P(Q—(X)).

NOKAZ: Ako E € P((D (X)) i 71 ¢d (A), tada A ~7L€(E (x)

(Teorema 1), 1 prema tome A + E —/Led) (X). onovo, na

osnovu Teorem_e 1A ¢ 6 (A + E) Ov:z.m smo- pokazall da

6e ‘(A + E) Cé (A) Kako doblaena 1nkluz1-ga -va7:1 za s_vako
(A )

A€ B(X) i ‘svako B € P@ (X)), imamo ‘da je 6ea
Je 1s_p1fr’ijen

8, (8 + E+ (- E)) C 6 (A+ E) Obm&
uslov (34) 1 AeQ] (X), tada je A+ Eeib (X). Prema tome

s

E & P(Q—(X)), dime je dokaz teoreme zavréen.

maa‘m '4';‘ P@;<x))~'.—., p<<[>+;(x)'). T (35)

noraz: Q7 (X) je otvoren podskup u B(X) :L(I) (X)C (I) (x).
Kako (D (X) ne sadrsi ni Jednu rubnu tacku skupq@ (X)), no

osnovu Leme 2. 2. 2 imamo da ;Je
2@, (X)) C 2Q(x)).

Da bi dokazali (35), potrebno je jo$ dokazati inkluzijn
11 drugom smeru. Sa G(X) oznadimo skup svih invertibilnih
elemenata u B(X). Tada je 6(X)f, (X)c,(x),P (X))

(D_:(X) i na osnovu Leme 2. 2. 3 sledi da je P(@:(Y)) AV O
sitrani ideal. Tz Leme 4 i Teoreme 3 sledi da se ideal
P((I):(X)) sadr¥i u skupu Rieszovih operatora. Prema tome,

na osnovu Leme 2. 5. 1 i Teoreme 2. 5..3 imamo da je
rQ 0y C p@x)). - (36)

Pretpostavimo da A€ (D (X) i E € P (X)). Ako je A€
@;(X), tada je A + Eé@:(){). Prema tome A + EE(I)Jr(Y.) i
EE ‘P(®+(X)). Ako je A&@JX)\@I(X)_, tada na osnovu
Teoreme 1 imamo da je Aevé_‘_(X) i i(A)> 0. Ovim smo poka-

zali da je A € Q(X), i zbog (36) A + BE& (X). Prema tome
A+ EEQD (X) 1B € PP, (X)), time je teorema dokazana.




TEORFMA 5. Neka je A € ‘B(X): ip p-olinom:.' -’Taaa je

ea<p<A )c p@seamn | (37)

i’» L‘,~_ B

DOKAZ: Mozemo pretpos tav:Ltl da p nlge konstam”carle ir--tNeka
née p{éea(A)} Zap1savs1 FaNY

p(M) .‘.‘ﬂ"’::vc(l’l "‘1>~-< _—

. “
L ¥

imamo
B(A) - A = o(a -ﬂl>.“<A’;"ﬂn). o (33)

Za svako Ji p(,"!j y=2Rr €& p{d (A)} s préema tome /1 ¢ 6 (A,),
ti. A —MJGQ);(X)' (Teqrema__»l,;; Tada, iz (38) Sledl p(A) -
A E(D:(X),*tj.ﬂ ¢ 6ea(p(A)}‘~)l. ('eorema 1). Ovim je.iﬂ:éorema

dokazana.

Slededéi primer pokazuje da inkluzija (37) moZe Biti pravn,

stavnog pomeranja, i neka je p(n) = AA =~ 2). Tada O e
P{8,n(A)} 1 0 & 8,,(P(A)).

DOKAZ: p(A) = A(A - 2) = (U*@(U+ 2))((U*=-2)@ U);
kako je U* T'redholmov operator sa indeksom 1, i kako su U !
o q u* -2 inVertibilni operatori, gledi da su A i A - 7
Fredholmovi operatori sa indeksima 1 i - 1, respcktivno.
Prema tome, na osnovu Teoreme ls 2. 3, p(A) je Fredholmor
operator sa indeksom O, i O ¢ 6eta(p<A)) (Teofema 1). Falko

je A Tredholmov operator sa indeksom 1, iz (33) sledi d=
0O ed, (f&) Oovo pokazu,je da je 0 = p(0) € p{&ea(‘;’\,)}, %im

je dokaz 7avrsen .

Ako je A ogranicen samokon;]ugovan operator na Hilberto-
vom prostoru H, tada je é (A) =6, (A) (Primer 1). Osim

~

toga G(A) = da(A), i na osnovu ;Teoreme 3, 2 i (30) imamo

da jJe
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6ea<A>=._da<A_>\ﬁ,°<A.>_.‘ - o (38)

Moglo bi se po.;tav1t1 pltange KOJIL sve operatorl zadovol jo-
vaju rela013u (38)? Sa ,t:um u Vez:l. je Sledeca

DEF INICIJA 20 Neka je X Banachov prostor i A e R( ) Ope-
rator A zadovolgava a—-Weyllevru» teoremu ako Je

S 6’(A)\7T (A>,

ea

gde]lz(A)- -oznaéava Skup sopstvenih vz"ed:nosd_:i operatora A
konadne viSestrukosti i te sopstvene”vrednm;ti su izolovanc

tadke u d (A) (ti-ae g, (A) ako je O <a((A -A)<oc i 7\5

je izolovana tadks u 3, (A))

Relacija (39) vazlikmje we ‘od relécije (38), jer je u
op&tem sludaju ?TDIA)C”‘,&O(A!‘)'. Ako je A samokonjugovan opc-
rator, tada jefl (A) =772(A), i operator A zadovoljava reln-

ciju (39). Ova dinjenica navela nas je na ispitivanjé Gire
klase operatora koji zadovoljavaju uslov (39).

_._PRJ.T\/IER o .V Neka Jje A € B(X) .kompakté}n operator sa beskonadnim

s pektrom. Tada je’_dea(A)' - {O} ,ﬂi(A) = 8(A) {O} y da(A> -

Q(A) i operator A zadovoljava asWeylievu teoremu.

PRI R 5 . Neka je T operator sa Skrtim spektrom, razmatron
u ([10], Example 1). Teda je Sy (M) = 6(1) = Fg(m) = {of

([10] , Example 1), i operator T ne zadovoljava Weylievu
teoremu. Kako je d (T) = d ('I')v_.ﬂa(T) {O} operator T

‘ne zadovoljava ni a-Weylievu teoremu.

DEPINICIJA 3. ([21] y-Neka je H Hilbertov prostor. Operatcr
A € B(H) je hiponormalan ako je A A > AA*

TEOREMA 6. Neka je H iiilbertov prostor i A € B(H). Ako je
A" hlponormalan opeT‘O‘tor, tada operator A zadovol java

a-Weylievu teox £ mu

DOKAZ: Neka _jenﬁc;a(A),AkOﬂé%a(A), tada A -2 €Q, (1) 1




i(A - A) £ 0 (Teorema l). Prema tome O < of(A - )< 0o -
Kako je operator (A -7\.) hlponormalan ([91] Lemma
5. 3), imamo da je N((A - ) ) C N(A -A), odnognoo(((A -
2)") € AA =~ 2). Kako je BA - ) = d((a -2)") (reorems
‘1. 2. 5), vidimo da je‘»‘i*("A'- A) = a((A - A) = PA =) O
Prema tome i(A -=A ) = 0, i 1((A -—7L) ) = 0O (Teoroma 1. 2,
5). Na osnovu ([21], Theorem (3. 1)) 7 je . izolovara tatln

u g(A™), odakle sledi da je A izolovana tadka u 95(1\). Premn .

tomeAd € ﬂa(A) Ovim. smo pokazali da-"'":j"ié’i-‘fgi"f'(f
éea(A)o Pokazn,mo sada obrnutu 1nklu21,]u. Pretpo tavimo da
je € dea'(A). Ako je 2, € 120, .tada‘ je 0 Cel(h =2 )< 00
i postoji 8,) 0 tako da?l,ﬁéa(A) za svako A koje zadovol jn-
va uslov 0 < |A ﬂo\(J . Prema tome of(A - A) = 0, i kako

je (A -7\) hmponormalan operator ([91] XT. Lemma 5. 3),
sledi o( (A =A)") = 0. Prema tome A =R je invertibilan opn-
rator iﬂ.o je izolovana tadka u G(A), odakle sledi da je O

izolovana tadka u é((a -ﬂ. )*’). Kako je (A - o;khﬁ.pono:‘r:mn_m_

lan operator i O <O((A =~ A, )y = B((A o/ ) Yoo, na osnovn
([0, ¥T. Temma 5. 5) imamo da je (A -2 ) € Qur) & -

(A —7{_0)*) = 0. Prema tome 7-{0 ¢ dem(A*) (Teorema li. 1)

i A ¢gem(A) { [11], Corollary é. 9). Ovo .je u kontradilk-

ofi_ji sa pretpostavkom da 71 = 6 (A); Prema tome A, €

A)\ﬂ (A), &ime je teorema dokazana.

TLORFMA 7. Neka je X Banachov prostor. Operator :A € B(Y )
zadovol java a-Weylievu teoremu ako i samo ako

(i) j.zﬂeﬂi(A) sledi R(A - A) je zatvoren skup u X,

(94) iz A -—7\_&@1()@) sledi A nije unutragnja tatka wkuns

63(1\ ) o

DOKAZ: Pretpostavimo da operator A zadovoljava a-Wey lie u
teoremu i da Jeﬂ.éﬂw(A) Tada7t¢6 (A) 4 na osnovu Teo-

reme ﬂ R{A =) je zatvoren skup u X. Ovim je dokazano. (i)
Da bi dokazali (ii) pretpost avimo da je A —7\6('5?4_(“

's.;\-%ﬁff‘a(.ﬁ..) C S

N D
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Tada, na osSnovu Teoreme 1 mamo?\. ¢ d, (A), prema tome

A E (C\é (A))Uﬂ (A) Ovn.m Je pokazano da A nije unutra-

Snja tadka skupa .da(gt) Obratno, pretpostavnno da opera-

tor A zadovoljava usiOVe (i) i (11 ), i da Je7L €d (A)\
(A) frema tome A -716.(:{) (X) ('l‘eorema l), :n 1z (ii )

sledi da A nije unutradnja tadka skupa 6 (A) sim m;rn

kako je R(A -RA) zatvoren skup u X unamo cla' ".J_e O <o((A
A)< e~ Na osnovu [46] IV Theorem 5. 31) bo§t011§> 0,
tako da je gl(A - z) konstanta i A - zed} (X) za svako z
koje zadovoljava uslov O & |z - 7\,(<J Kako A nije unut-
rasnja tacka skupa daTA), postolii 2z sa gore pomehutom 08 ()

binon tako da je zeg C\da(A%\ ’rema tome of(A - z2) = O i
gore pomenuta konstanta je 0. Owim smo pokazali da A €

Mo(N), odakle sledi da je G,,(A) D6, (A)\ n5(n). Dbkaz:i_,mo
obrnutu inkluziju. AkoA € &, (1) IAENg(n), tada je 0 <

(A ~A)<oo i zbog (1) R(A -A) je zatvoren skup u X. Prema

tome A -he&);(x), i na osnovu Teoreme 1 imamo da je i(A -

A) > 0. Zhog neprekidnosti indeksa (Teorema l. 2. 4) e3e0dd
da je A unutras$nja tadka skupa da(A). Ovo je u kontradik-

ciji sa pretpostavkom dal éﬂi(A). Prema tome 6ea(A) .
dﬂ(A)\ﬂi(A), dime je dokaz teoreme zavrien.




Glavauﬁ‘ﬁ'”

RTESZOVA TEORIJA U BANACHOVIM ALGEBRAMA®™

1. Kompaktan elemenat pvareundlichafég

Proudavanje kbmpaktnih eleﬁenata:u‘BanachOVMm aleebromn
za svoj ukor ima tebriju,Riésza-SchéUdera"Za kompaktne opo--
ratore u Banachovo]j algebri B(X). U literaturi je zabele-
Yeno nekoliko razliditih deftnicija kompaktnog elementa u
Banachovoj algebri. o

DEFINICITA 1. ([31], Definition 3. 1 (3. 2)) Neka e A
komutativna Banachova algebr: . Elemenat a € A je kompaktar

(konadno-dimenzionalan) po Freundlichovo]j ako je presliks.

vanje x —»ax, X € A, kompaktan (kenadno-dimenzionalan)

operator na A.

Na. bi uprostili *=rminologiju, ako je a &€ A kombvalktan
(konadno-dimenzionalan) elemenat po Freundlichovo] nazivi -
demo ga f-kompaktan (f-konaéno-dimenzionalan) elemenat.

Skup svih f-kompaktnih (f-konadno-dimenzionalnih) elemen: tu

« 1
oznadavamo sa Ceg (Ff). )

TRORKMA 1. ([31], Theorem 3. 1) Neka je a € A invertibilon
elemenat. Tada a je f-kompaktan elemenat ako i samo ako in

A konadno-dimenzionalna algebra.

TBORIMA 2, ([31], Theorem 3. 2) Fo je idesl u A. C, je

zatvoren ideal u A,-Osim toga F.C F, € C..

Svaki f-konac¢no-dimenzionalan elemenat je i f-kompakten
elemenat; obrnuto nije tadno ([3I1, str. 276)

1) Da bi razlikovali razne vrste kompaktnih elemenats ([31].°

leﬂ, [101{) uvell smo oznake f-kompaktan, v-lrompvaktan,
k-ltompaktan, gde slova f, vi k odgovaraju podetnim slovin:g
imena autora respektivno. Analogno postupamo i kod pradl id0 .
tih vrsta Rieszovih elemenata (ﬁ;OI],[95], A,

56



T OREMA 3. ([31], Corollary 3 l) Ako Je a € A idempotern-
tan 1 f- kompaktan elemenat tada ;Je a. 4. f=~konadéno-dimen-

[

" zionalan elemenat.

TEOR EMA 4 [31] , S8tr.. ?\17) Neka je A heskonaono-dlmenzro-
nalna komutativna Banachova algebra. Ako Je a: e A f-konatino
dmenmonalan—el_emenat tada je e,lemena‘t a delllac nulo.

[ [3 .1}

TEOR HILA 5. [13], Theorem 2) Neka je a €A f- komqucan
elemenat, Tada O je Jedlno moguca tadka nagomllavanja e lnpa
d(a). Osim toga, ako je A # O i G.d(a), tada pOSLOJl vweEA
tako da je au—nu iu# 0. -

U opét‘em slucaju obrat Tedremel 4 ne -va‘%i ,4‘.;, LI . ?7/)

Neka je a € A f—kompaktan ememenat, Nt 01iA €d(a).

Oznadimo sa
= {x € A : (a—-](,)kx_-# O},. Rk= (a—-n)kA.
Na osnovu Teoreme 1l. 1. 4(3), postoji najmanji prirodan

broj v (indeks od A ) tako da je Nv + 1= Nv Mo%e se poka-
zati da jJje Nk = Nv za svako k>v

TROREMA 6. ( 13 , Theorem 3) (i) A = N @® R_.

(ii) 1 = p + q, gde su p 1 q idempotentni i jedinidni ele-
menti u podalgebrama /Nw i Rw respektivno.

(1ii1) (a = 2)q je invertibikan elenienat u odnosu na pod-
algebru R, tJ. postoji b € R tako da je (a = A)gb = b
(a ~7)q = q. ' :

(iv) (a = A)R, = R_.
(v) v je najmanji prirodan broj tako da je (a - a)" " T -

(a - A)A,

NAPC.M.ENA 1-“ U ([13-1 ) je pokazano da se spektralna taeoriin
Riesza-Schaudera za kompaktne operatore u B(Y) mo%e dobiti

primenom élementarne tehnlke Banachov;h algeb:r':t . Za takve

r‘amnatranga od zndcaga Je
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TIORMIA_T. ([13], Theorem 1) Neka je A € B(X) kompaltan
operator i sa YA oznac¢imo centralizator operatora A, tj.
= [B €B(X) : 4B = BA} . Tada preslikavanje B =¥ Al

Be&eY je kompaktan ope"ator na YA

A’

U (158, Theorem 5) je konstruisan operator A € B(X),
koji nije kompaktan operator a preslikavanje. B~9AP je ko

paktan operator na Y,. U tom sluoagu A:JeanOQHOGHO Riessow

operator ([14] , Theorem- 2).

2., Kompaktan eleménét po Véiz

Meka su By, E,, By, E, Banachovi prostori i B(E,, b,
RBanachov prostor ogranidenih linearinih operétora Sa Ei 1

o (i, k=1, 2, 3,’4). 7a operatore AG_B(E‘B, E4),, T e
B(EQ, E3) i0 e.B(El, E2) formirajmo kompoziciono preslils-.
vanje ATC : El—eiE4. Neka su A i C fiksirani operatori., -

T prolazi skupom B(E2,«EB). Stavimo ATC = v(T). Tada v Jjo

ogranic¢en linearan operator
v B(Ey, Bx)=9B(Ey sy By ).

okt 1. ([99], Theorem 3, [R0C), str. 3) Preslilavnni-
T—>v(T) = ATC, gde je A £ 0 1 C # 0, je kompaktan (ko -
éno—dimenzionalan) operator ako i samo akorsu A i C lrom-

-

paktni (konadno-dimenzionalni) operatori.

DP“TNIFTJA 1. EMDQD Neka Je A Banachova algebra i n & A.

Plomonqt a je kompaktan (konadno- dimenzionalan ) po Vali

nko je preslikavanje x—» axa, x € A, kompaktan (lo % no-

dimenzionalan) overator na A. .

T Danachovoj algebri B(X) elemenat B € B(X) je kompalitor
(konadno-dimenzionalan) po Vali ako i samo ako je B lmom.-
paktan (konadno-dimenzionalan) operator (Teorema 1).

Da bl uprostili terminologiju, ako je a € A kompaktan
(konaéno—dimenzionalan)'elemenat pe Vali nazivacdemo ga

v-kompaktlan (v-konacno-dimenzionalan) elemenat, Skup swib

D e i B e e 2
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v-kompaktnih (v-konadno-dimenzionalnih) elemenata ozna®a-
s o
vamo sa C,, (Fv)

| Neka je a € A. Ako JP preslikavanje x —» ax, x € A, loo-
paktan (kOnacno dimerizi Oﬂalan) operator tada je i presli-
kavanje x-» axa, X e A, kompaktan (konacno—dlmenmonﬂ'm)
operator. Prema tome,. svakl f~kompaktan (f konaonO»-dJmem.
zionalan) elemenat je v-kompaktan (v-—konanno—-dmen 1ons ’ 1)
ako je ‘B EB("\ i
preslikavanje T —»BT,.T éB(X), kompakfsan f»opei"ator na BEX),
tada je B nula operator (Teorema l, u ovom slucagn je 0 = I
1dentlcan operator). .

elemenat; obrnuto ne vaZi. Primetimo: ¢

LEMA. Vl ([10@ , Propos1t10n l) C ‘je zatvoren pédskup noh

POSIADTCA 1. [100] S str. 4) T, L F EC,.

LEMA 2. (Lloo] . Propos:.tlon 2) Ako je a & A idempotentu

. i v=kompaktan elemenat, tada je » v-~konadno-dimenzionslar
elemenat, .
LiMA 3. ([100], Proposition %) Neka je a @ A v-lkompaktan

- (v-konadno-dimenzionalan) elemenat. Tada su au i un Vel
paktni (v-konadno-dimenzionalni) elementi za svako u € A,

Medutim, u opStem sludaju Cvr (Fv) nije ideal (D_OC_)], st . 5,
PRIMEDBA 1. Postoje algebre kod kojih je skup G (W ) idrnl,
Na primer il Banachovoj algebri B(X) je ¢, = K{x) ( P, = X))

jdeal. U C -algebrama C.. (Fv_) je ideal ([108), Theorem).
T semi-prim Banachovim algebrama F . Jje ideal ([67], Coro-
llary 3. 5); nije poznato da 1i §&7i C_ ideal.

TRORFMA 2. ([’LO?J Theorem 1. 5) Neka Jje A Dpckonar no-im-
zhonalna Banachova algebra. Akou Je a € A v-konadno-dimen-

zionalan elemenat tada je a delilac nule.

TROR M A 3. ([lOO] y Proposition 10) Neka je a € A v-lkompnl.
. ) ; 1
tan elemenat i N = {u €A : au =Hu,a_i‘(l ~ a) u= O_} mo oo

1. ?,. Tada pos‘toji‘priroda‘n_ broj p, tako da je Nk‘_': NP

za svako k > p.
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TEOREMA 4. ((107], Theorem 1. 6) Neka je a € A v-kompalktb
elemenat. Tada je 4(a) najvisSe prebrojiv skup sa O 'ihflirm

moguoon talkom nagomilavanja. Spektar v-—konar*no duunnzln -
nalnog elementa je konacan skup.:

PosTEDICA 2. ([107], Oorollary) Neka je B. zatvorenq nod-
bra u A sa istom jedinicom kao i A. Ako Je a e B v=~kom pw!‘.--n
tan elemenat u B, tada je o’ (a) = a(a) E

TEORTMA 5. Neka ,je A beskonacno—dmenzvona ng ”‘Ranaohovq
algebra, a € A v-kompaktan elemenai e’ #: 0 ireg(a). Ako je

”(_,) s pektralna prOJ,ekqlga koja odgovara t_ackl?b 1oa, tado

je pﬁ(a“)‘ v-konaéno-dimenzionalan elemenat.
DOKAZ: Ako p, (a)Ap, (a) posmatramo kae Banachovu algebru
sa jedinicom p, (a ), tada je d (a)ap, (a) (ap (a)) = {ﬂ,}
(28], I. §4.,11. (25)). Prema tome ap, (a) je dnvertibilan
elemenat u k(a)pr(a)‘ i posth [ eﬁpw(a)Apn(a)-, talko A~
je pw(a) = apﬁ(a'b,ba. Kako je a v-kompaktan elemenat , o fin
i p’_(a\) v=kompaktan elemenat (Lema 3 ). Osim toga, lako o
p%(a) idempotentan elemenat wledi da jJe p”(a) v=konadn o

dimenzionalan elemenat (Lems 2). Ovim je teorema dokazan: .

PRITEDBA 2. Moglo bl se postaviti pitanje kakve osobinn

ima preslikavange v iz Teoreme 1L, ako A i C nidsw kom pa ot
operatori? Ukoliko su A i C Rieszovd operatori, moramon
zahtevati d je | = E, 1 B, = E,.

g ‘ e a .J‘ El o 3 b4

TEONFMA 6. ([3]), Theorem 2) Neka je 1T, operator definitan

u Teoremni 3. 2. 4. Tada
(i) 1T2 je k.waz'i__nilpotentan‘,Q_pejrt:'ator ako i samo ako e
’I“]j.,.- It T'2' kvazi-nilpotentan operator.

(i) Ako je T, Rieszov operator’i nije kvagi-nilpotenton

operator, tada su ’I‘l i T2 Rieszovi operatori.

Koristedi rezultate Teoreme 6 i Posledice 3. 2. 7,

J. 0. Alexander [3]) je uop$tio pojam Rieszovih oprra b
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ispitujuéi u prdizvoljnoj Banachovo] algebri A elemento

a e.Afﬂa koje Jje preslikavanje x —vaxa, x € A, Rie:zov
operator. PokuSali smo da slidéna razmatranja primenimo

na druge operatore. Kako je K(X) C S(X) < R(X) (Teorens

2. 5. 3), moglo se odékivati da ako su A ifC_étrovo—sin«
gularni operatori vaZi ,analogni" rezultat za preslikavenio

v iz Teoreme l. Medutim, sledede tvrdenJe nije tahno- Or e
ntorl A i C su srogo-singularni akevf“fam akoje T —>

V(T) ATC, T & B(E By, Eqg ), - strogo-sa.nguiaranioperutoro

Ao bi pretpostawili da je pomenuto tvrdenje talno, tad~

na isti nééin, kao $to se pokazuje kod kompaktnih opera-
tora ([13), Example 1), odnosno kod Rieszovih operators
([3]; atr. 231), pokazali bi da je operator A strogo-s=in.
'gularan ako i .samo ako je operator A strogo-singularar,

a ovo nije taénoA({3§l, str. 92 ). Prema tome, (za nas)
ostaje i dalje problem kako definisati strogo-singularsn
elemenat u proizvoljno]j Banachovoj algebri, tako da u Bana-
chovoj algebri B(X) strogo-singularan elemenat je strocvo-

£

singularan operator.

3, Kompaktan elemenat po Veselidu

DRPTNTCIJA 1. ([95], str. 145) Neka je A Banachova alsebra.
BElemenat a € A Je algebarski elemenat ako postoii ne-nula

kompleksan polinom p(z), tako da je p(a)

MoZe se pokazati da je ova definiecija ekvivalentn~
sa uslovom dim A(a)<®e, gde A(a) oznalava algebrn generi-

Aan S84 A.

“onqnno dlmenz1onalan (degenerlsan) po V”qe11”1 ’b” j”

ba nlrebarski elemenat za svako b € A,

Da bi nprostili terminologiju, ako je a € A kona®no-dimen-

zionalan elemenat po Veselidu kazademo da je a k-Konatho-

dimenzionalan elemenat. ) ¢ Skup svit k-konadéno-dimenzioralnih

elemenata o7nacavamo sa Fk'

1) Uzeli smo oznaku k-konano-dimenzionalan elemennt wmho-
imena KreSimir Veselié¢; abidno se koristi termin kona”nn-
uimenzionalan (konaan) elemenat a ne degenerisan clemmnl,
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0noR@iA 1 (10, Teorem 4) Fy je dvo-Strani ideal v .

POSTEDTCA 1. ([101], Corollary 5) Neka je a € A. Slededi
uslovi su ekvivalentni .

oL

(i) Aa se sastoji od;éigebarskih elemenatafikiw'

(ii) aA se sastoji od algebarskih elemenata,f;fff

(iii) Aah Se sasi 031 od algebarsklh elemenata

R
]

U Banachovo] algebri B(X) skup svih k-konaéno—di_mez‘izio—«
nalnih elemenats jeste ideal konaéno-—idimenziona1njl"1 opera-
tora F(X) ([48], str. 292); ovo se moZe. pokazati i wma oano.
vu Teoreme 5. 1, Jer je B(X) poluprosta Banachova aleebra
([77], str. 278), cokla (Defindicija 5. 1) u B(X) je ideal
mx) (771, str. 278) i Fk Je najveéi ideal sadrZan u sbuny

algebarskih elemenata (Teorema 1 i Posledica 1). » o,

TLOREMA 2. < D—'Ol] , Theorem 6) Ako je a € A v-konadno-dimeri-
zionalan ~iemenat, tada je a k-konadnodimenzionalan elemn~ngi.

Obrat Teoreme 2 ne vaZi ([101] , Example 7).

MJ.IU\ l A [lOl] , Proposition 9) Neka je a € A idempetentanr
elemenat. Tada a je k-konalno-dimenzionalan elemennt ako i
samo ako axa generisSe konadéno-dimenzionalnu algebru o
svako x € A.

NP TNTCTIA 3° ([95] str. 146) Noka je a€ h i (n) A

(A~ a) —,RE€ _?& a), rezolventna funk013a elementa ». Tnoln
2, € &(a) je pol za a ako je 7?, pol rezolventne funkei jr

Tala).

LM 2., CIB] , 8tr. 64) Neka je a € A i 710 izolovana tacdie
u o’(a)."') Ako je P, (a) spektralna projekcija koja odgovar:
o _

tadki A;1 a, i m prirodan broj, tada tacka 2, je pol redn

m rezolventne funkcije By(a) ako i samo ako je

(a = A)" 71 (2) 4.0, (2 =20, (a) = 0

1) Podrazimevamo da g € gd(a) i izolovana je tadka skupagia).
& -
i

R
[
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IZ'Definicije 3 1 Leme 2, vidimo da je tacdka A pol »a
a € A ako i samo ako je A izolowana tadka u &(a) i (»
z)pﬁ(a) je nilpotentan elemenato

DWWINICTJA 4 . EAHL Deflnltlon 10) Elemenat a € A 7@_
Hieszov elemenat po Veselicu (na21vacemo ga k—Rlpszov

elemenat) ako je svaka me nula tadka iz cKaJ pol zoa, a
i spektralna projekecija koja odgovara tog tackl 1 A oot

k-konacno—d1menz1onalan elemenat.

Primetimo da u Banachovoj algebri B(X) elemenat B &€ B(X)
je k-RieszZov elemenat ako i samo ako je B Rieszov opersbLor .

TRORIMA 3. ( [L0I], Proposition 11) Svaki k-konadno-dimori--
mionalan elemenat je k-Rieszov elemenat. '

DEFINICIJA 5. ( [L01] , Definition 16) Elemenat a € A je
kompaktan elemenat po Veselidu (mazivademo ga k-kompaktan

clemenat) ako se ideal Aa sastoji od k-Rieszovih elemenata.
Skup svih k-kompaktnih elemenata iz A oznacavamo ua C

TRORIMA 4 . (:[101], Theorem18) Ci. Je zatvoren dvo-stran’
ideal u A. Osim toga, F| C F‘k_ CCp.

o TANTeA 2. ( [101], Corollary 19) Neks je a € A. “ledeéi
uslovi su ekvivalentni

(4.) Aa se sastoji'odjk-Rieszovih elemenata,

(1) alA se sastoji od k-Riesmevih elemenata,
(iii) AaA se sastoji od k-Rieszovih elemenata.

Tz Definicije 5, Teoreme 4, Posledice 2 i Leme 2., 5. 1
sledi da u Banachovoj algebri B(X) skup svih k- kom paktn
elemenata jeste ideal neesencijalnih operatora 1(X).

1A 3. ([101, str. 302) Ako je a € A idempotentan i k-
kompaktan elemenat, tada je a k-konaéno—dimenzionnlﬂn
elemenat,

TRORFMA 5. ( [101] , Theorem 17) Neka je a € A v-lon ale o
elemenat. Tada Je a k-kompaktan elemenat.

Oprat Teoreme 5 ne vaszi (DAHJ, Example %da

* L
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THOREMA 6. Dlemenat a & A je k-Rieszov elemenat ako i some

ako je la) kvazmrnmlpotentanlelemenat u kvocijent nlgebrd
A/Pk, gde je 7TDr1rodno presllkavange sa A na A/

DOKAZ: Na. osnovu TeoremeMﬁu'6.

DEPINICITA 6. ([LOT , sir. 304) Esencualm s pellitar @TF""
(a), de

menta a € A (po Ve ellcu), oznadava se sa d%cs

nisan je sa

Gess(a) = a)\{_ﬂ.e(,(a) Z'Aaez'po'] zo a, i roek-
tralna projekecija koj= ndro-

vara tadki v i a je k-lonnino-

c : - dimenzionalan elemenntj .

Primetimo da u TFanachovo] algebrl B(Y), es en01jnin1
spektar elementa B € B(X) (po Vesellcu) jeste Browderov
esencijalni spektar operatora B.

TROREMA 7. ([L07, Theorem 2’3,{) Neka je 2 € A. Tada, =n
svaki k-kompaktar elenenat ¢, koji komutira sa a, imamo

d

Sta vige

4o PoWlnomakl kompaktnl elemevul u Banachov1m aleebrama

I prethodnim odeljcima izloZili smo neke rermultate za
RBarnachnve algebre koji predstavljaju nopStenje teonijn

Niesza-Schamdera za kompaktne operatore u B(X). 1T ovom

vdeljku dac¢emo abstraktno troliranje polinomski komnpali-
tnih operatora (Definicija 1), £j. u Banachovim algebraom:
ianpitivademo polinomski kompaktne elemente (Definiciim 7).

Iavedimo prvo neke rezultate za operatore.

DM THICTIA 1o ([32], str. 128) Operator B € B(X) je poli-
nomski kompaktan operator ako postoji ne nula kompJDV £

polinom p(z), tako da je p(Bﬁ kompaktan operator.

“7a polinomski kompaktan operator B postoji ne nula polirom
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p(z) najmanjeg stepena, tako da je p(B) kompaktan oper:-
tor. Sta vise, pdlimmm'p(Z) mo%e se jednoznadno odredi ti
ako se zahteva da njegov najs tariji kbef‘i‘c:ijenjat ima ol .
denu Tiksiranu vrednost . | -

DEFINICIJA 2. ([32], Definition) Za polin:dmsl:{ri:f Tom palcbarn
operator B & B(X), ne nula polinom p('z), najmanjes stbenens

i sa najstarijim koeficijentom 1, tako. da. Je p(u) Icom pa - hom

operator nazrva se minimalni pollnom opera“bera Be o

' NaSe proudavanje polinomski kompaktnih elemenata je n voui
sa slededom sitruktburnom teoremom za  polinomski kompalktne
operatore. ’

TEoREA 1, ([32], Theorem 1) Neka je B & B(X) polinomnki

_ n
kompaktan operator sa minimalnim polinomom p(2) = (7z -,71,,) L
»«,\‘ . * : . o
me :
eoslz - %k) . Tada Banachov prostor X razlafe se u direl-.

.tnu suiy X = Xle “aQXE LB = Bl@ o«'.@Bk, gde Je B,

restrikcija operatora B na Xi' Operator -(Bi‘- nﬁTQ

' kompaktan operator za svako i = 1, ...k. 3(B) je najvide
prebrojiv: skup 1 jedino moguée talke nagomilavanja toga
ckupa su nule polinoma p(z), tj. tadke A, ...A4 . Ake je

A EQJB)i 7L7§ 71‘1, =1y, ees k, tada A je sopstvena vrol.

" nost operatora B sa konadnom algebarskom viSestrukoddu.
Za svako 1 = 1, ... k, 7LjL je tadka nagomilavania skupa

sops tvenih vrednosti operatora B, ili je (Bi - 7&.‘!?.) Koiror 157 e

- nilpotentan operator na beskonacno-dlmen710nalnom prostorny

X CRENC T N KO
: ETE IR S
jL »

Nokaz Teoreme 1 dademo na kraju odeljka, koo posledicu
sllede¢ih razmatranja. _

Moglo bi se postaviti pitanje kako u Banachovim alge-
brama (gde vedé imamo nekoliko definicija kompaktnos ele-
menta) izgleda Teorema l? Sa tim u vezi “Jje
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DERTTCTIA 3. Neka je A beskonacno-dimenzionalna Bonachova

sa jedinicom 1 # O. BElemenat a € A je £, v, k-polinomski

kompaktan elemenat ako postoji ne nula kompleksan polinom

p(z), tako da je p(a) £, v, k-kompaktan elemenat respekti-
. . - -
vno. : "

DEFTNTICTIA 4. Za £, v, k~polinomski'kompaktan}elemenat'aea A,

ne nula kompleksan pollnom p(z), nagmanJeg btepena 1 sa
» _ f V . k~kom-
paktan elemenat na21va se £, v, ‘k-minimalni pollnom ele~

na jstarijim koeficijentom 1, tako da j&

menta a respektlvno.

Primetimo da su f i k-minimalni polinomi elementa a jedno-
znadno odreéeni(cf i Cp sUu ideali u A), a da u opStem sliu~

Saju v-winimalni polinom elementa a nije jednoznadno odre-
den (u opStem sludaju C, nije ideal u A). '

TIOREMA 2. Neka je A beskonadno-dimenzionalna komutativin

Ranachova algebra, a ¢ A f~polinomski kompaktan elcmenst

- m 'S
i p(z) = (z - ﬂl) ove(Z - nk) feminimalni polinom ele-

menta a. Tada

(i) s{a) je najvise prebrojiv skup, A, € 6(a) =n svako

i =1, cee k, 1 Jedino moguée tadke nagomilavanja skupa
d(a) su nule polinoma p(z), tju’taéke‘ﬂi, oo ﬁk.

- .
(id)  Ako jeﬂéd(a) i AL 7"-., i=1l, ... k, tada svnektralnn

projekel ja P (a) koja odgovara tackli@ i a Jeste f-konn-
o .

o-dimenzionalan elemenat.

(iii) Ako Je ﬂ% izolovana tadka ud(a), tada spektrains

projekeija p, (a) koja odgovara tacki . i a nije f-konn-
' i
¢no-dimenzionalan elemenat.‘Ca,:ﬂi)pn-(a) je kvazi-nilpo-

. - 5
tenitan elecmenat.

(iv) Postoji 1dempotentan elemenat e. € A, =1, ... I,

™Mr g
I

N
\13

talo da je a = i is a, = ., 1 (a. e
halo Qa je a ) gde J 2y ae;, 1 (aj N

[t
IO

menat.

ie f-kompaktan el
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DOKAZ: £i) Kako .je p(a} f-kompaktan elemenat, na osnovu
Teoreme 1. 5, sledi da je ﬁ(p(a)) najvisSe prebrojiv skup
sa 0 jedino moguc¢om tackom nacomilaVanjao Prema tome‘, kako
je na osnovu teoreme o preslikavanju spektra d( p(a))
p {& a)}, sledi da je @(a) najviSe prebroglv skup i Jed:mo
moguée btalke nagomilavanja toga skupa su nule pollnoma
p(z), tj. tadke A, ... 74 . PokaZimo da A, .éd(a) za qvﬂco
i=1, «o0 ko Pretpostavimo suprotno, ',
{1, ceay k} tako da 7 ﬁf éa) Tada je (av

frkompaktan elemenat (Teorema l. 2).. Neka je q(z) (z ~
J o , _
7li)" l‘p(z,). g(a) je f-kompaktan elrem'ena.t i stepen polinoma

4 Jje manji od stepena polinoma p. Ovo je u suprotnosti sa

pretpostavkom da je p(z) f-minimalni polinom elementa a.
Prema tome A, € &la) za svako i = 1, ceo, ko

(ii) Pretpostavimo da A € &(a) i da je A # 7Li, 1= 1, ecooka
Tz (1) sledi da je A izolovana tadka u &(a), i neka je

p, (a) spektralna projekcija koja odgovara ‘@aéki Aia,
Posmatrajuéi pn(a)Apn(a) kao Banachovu algebru sa jedini-
com p, (a), na osnovu (8], T. §4. 11. (25)) imamo da je

0, (2)AD (a)(aph(a)) = {71}‘.7 Kako je p(A) # 0, sledi da je

p(a)n, (a) invertibilan elemenat u p, (a)Ap, (a), i postoji
b € pa(a)pr(a) tako da jJe p(a)pﬂ-(a)br*= Py(a). 1n osnovu
Teoreme 1. 2 sledi da je p,(a) f-kompaktan elemennt. Knlo

je 1, (a) idempotentan elemenat iz Teoreme 1. 3 sledi dn b

je ph(a) f-konacno-dimenzionalan edemenat.

(iii) Neka je A, izolovana tacka u g(a) i P, (a') spektralng

3

rrojekcija koja odgovara tadki A; 1 a. Posmatrajudi

(L - p, (a))a(l - 'pn (a)) kao Banachovu algebru sa jedi-
i M -

nicom 1 = pn.(a),‘ na osnovu ([18], >Ic.7§4. 1. (25)) imrmo
da je &y . p, (a)a(l - p, (a))la(d - pn:.L(a)) = 6(‘“')\{n:i}'

i i

Trema tome a(l - P, (a)) - 7l (l - v, (a)) je invertibilan
l y 451

elemenat u Banachovog algebrl (1--»p (a))A(l - P, (a)) i
l i

AL

postoji ce (1 - p (a‘))A(l'-— D, (a)) tako da je
o T i ,
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(501 = p_ (a)) = A (1= p, (a)))e=1-np,

(a). Neka je
i _ i i ;

a(z) = (z - 2,)7 "p(2) 1 ala) = ala)p, (a) + a(a)(l -
| w s

p, (a)). Kako je a(a)(1-™= p, (a)) = cp(a)(l %:_97\" (9.))_

i i : BRI ER s
f-kompaktan elemenat (Teorema l. 2), iz f-minimalnosti

polinomg p sledi da b, (a) nije f—konaéno—dimehzionalan
i S L

elemenat! (Teorema 1. 2). Kao u dokazu (11n,3%§ﬁ5¥étije

7. izolovana tatka u 4(a), imamo da e dp (a)Ap ( )"

{7‘ } Odnoono d (a)pr <a>(apnl(é}) '—-nl‘p ; ‘{O}
l - ‘

i .
odakle sledi da je (a - ﬂi)p (a) kvazi-nilpotentan elemennt.
(iv) Konstruisimo ‘otvorene skupove {5} u@ tako da je
(a) A, €0, 7a svako i =1, ..., k,

(h) 351 je rektificijabilna Jordsnova kriva,

o (a)  ako je Ny izolovana tadka u G(a), tada je sjf\é(ﬂ)%{AAi

(&) dla)a \y &,
i=1

Neka Je ey spektralna projekcija koja odgovara skupn 6i

~

- - 1 e — - L.
T a, tJo ei ——27?'1— LJ (7!'- a) dn‘; i FLJ = aezjo Pada g
} ¢

1 - X
1= Yoe ia=Fa. . Sta vise, & Jﬂé(a

i E =1t eiAel 1 |
(8}, 1.84. 11. (25)), odekle sledi da je a, = Aoy Tneors

tibilan elemenat u e Ae; za J # i. Prema tome, za svako

j€{l, «oos K} 1§ # 4, postoji by 5 @ejhey ko 4o
.

= e,.. Tada je (ae -‘ﬂ e, ) T

jo (ag = Ayes oy 5= ey

gw’ by jp(a)e f- Kompaktan elemenat (Teorema 1.

je dokam teoreme zavrsSen,

2), Ovim



THEOREMA %-. Naka je A beskonalno-dimenzionalna Banachova

6%a. su nule pollnoma p(z) tg. tacke %l,

algebra, a € A v-polinomski kompaktanvelemenat i p(=z) =

. .
(z ~ 7y ) .“(z: - Z’k) w—mlnmalnl pollnom elementa a.

R Lyt

Tada

(1) &(a) je najvise prebroglv skup,ﬂ & 6(a) 22 swako
= 1, eeo, K, 1 jedino moguée tacke nagomllavanga skupa.

(ii) .Akoﬂ. € Gla) i &£ 71- = l‘, ...y k, tada spektralns

projekcija p (a) koja odgovaraktaéki'ﬂ-i a jeste v-kona-
no-dimenzionalan elemenat. '

(iii) ALko je ﬂi izolovana tadka u &(a) i ako je skup
v-kompaktnih elemenata ideal u A, tada spektralna projek—
cija’ pn (a) koja odgovara tacéki ﬂ. i a nije w-konadno-

dimenzionalan elemenat. (a - ﬂ-)pn (a) je kvazi-nilpoten-~
tan elemenat. |

(iv7) Postoji idempotentan elemenat e; €A, 1= 1,...,k,

k
tako da je a = T a.,

. . ; o o . i
& .= . . - .e.
;» gde je a ae., 1 (al ﬂiel)

! i

je v=kompaktan elemenafo

DOXAZ: (i) Kako je p(a) v~kompaktan elemenat, na osnovu
Teoreme 2. 4 sledi da Je 6(p(a)) najvise prebrojiv skup
sa O jedino moguc¢om tadkom nagomilavanja. Na isti nadin
kao u Teoremi'2(i)'pokazuje se da je ®(a) najvise preb-

rojiv skup i da su jedino moguée tacdke nagomilavanja tora

skupa nule polinoma p(z). Dokaz da A, € 6(a) za svako i =

Ly, oee k, dobija se iz dokaza Teoreme 2(i).ako.se wnesto .. -
3 ? ¢

f-kompaktan elemenat, f-minimalni polinom, Teorema 1. 2
piSe v-kompaktan elemenat, v-mlnlmalnl polinom, ILema 2. 7
respektivno.

(ii) Dokaz se dobija iz dokaza Teoreme 2(ii) ako se umesto

f-kompaktan elemonat, - konacno—dlmen210nalan elemenab,

. ;eorema l. 2, Teorema l. 3 pisSe v-kompaktan elemenat,

konadno~dimenzionalan elemenat, ‘Lema 2. 3, Lema 2. 2 Tes-
pektivno,

5 =
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(iii)' Pretpostavimo da A 194 (a), ¢, q imaju isto znadenie
. . i
kao u dokazu Teoreme 2(iii). q(a)(l.-_pn (a)) = ep(a)(l -

ol W

(a)) je W—-kompak.“b'an,»:leflemenatk (Iiema 2. 3 ), ;if. _j.z vemini-
i et

alnostl polinoma p(z) i pretpostavke da ;]e skup V—komp“/

tnih elemenata ideal u A sledi da p (a)nm.;}e v—komﬂcnlo-—d’_ e

l,

zionalan elemenat. Ostall deo dokaza Je lsf 54};&'@; u Teore-

mi 2(iii). - e T _
(iv) Dokaz se doblga iz dokaza Teoreme 2(1v) ako se umesto
- kompaktan elemenat, Teorema l. 2 piSemo v-kompaktan elc-
menat, Lema 2, 3 respektivno. Ovim je dokaz teoreme zavroom,

TROR EMA 4  Neka je A beskonadno-dimenzionalna Banachove

algebra, a € A k-polinomski kompaktan elemenat i p(z) =

n : n
- 711) oeol(z -'Z\k) k-mimimalni polinom elementa a.

Tada

(i) gla) je najvile prebrojiv skup, A € 8(a) za svako
=1, ..., k, 1 jedino moguée talke nagomilavenja skupn

6(a) su nule polinoma p(z), tj. tadke Ay eens A,

.

(1i) AkoA € G(a) 1 A # ﬂ.i, i=1,...,k, tads spektral..

rrojekeija pz_(a) koja odgovara talki A i a jeste k-kona-
¢no-dimenzionalan elemenat.

(iii) Ako Je 7“1 izolovana tatka u @(a), tada spekbralnn

pI‘OJ'ek-hcija Pz,'- (a) koja odgovara tadki 25 i a nije b-konaio.

1 .
dimenzionalan elemenat. (a - ﬂi)pn_ (a) je kvazi-nilpohenlnn

elemenat, L

(iv)  Postoji idempotentan elemenat e, € A, i = 1,...,l,
k ‘ N
tako da je a = Z ajy gde Je al = ae., 1 (ai - /’liei)

: i?
:L:l ‘

jie k-kompaktan elemenats -

DO}(AZ: Kako je p(a) k-~kompaktan elemenat, iz Definicije e O

i 3. 4 sledi da je <S(p(a)) najviSe prebrojiv skup sa O

jedino moguéom tadkom nagomilavanja. da isti nacin kno u
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Teoremi 2(i) pokazuje se da je &(a) najviSe prebrojiv stun
ida su jedino mogu¢e tadke nagomilavanja toga skupa nule
polirnoma p(z). Dokaz da 24 € d(a) za svako i = 1,...,k,

dobija se iz dokaza Teoreme 2(i) ako se umesto f-kompaktin
elemenat, f-minimalni pollnom, Teorema 1 2 plse k~kom pa b
tan elemenat, k-minimalni polinom, Teorema 39 __4 respektwmm
Dokaz za (ii), (iii) i (i¥) doblga se iz dokaVCL Teoreme 7

(ii), (xidi) 4 (iv) ako se umesto f= kp pak
—konacno-—dlmenmonalan elemenat, f—m:f

~~elem enat,
1 ‘polinom,

Teorema l. 2, Teorema 1. 3 pise k-kompaktan elemenat, [retr 0=
nadno-dimenzionalan elemenat, k-minimalni pol inom, Teore-

ma 3. 4, Lema 3. 3 respektivno. Ovim je teorema dokas

Dokaz Teoreme 1l: Polinomski kompaktan op'erator'B € B(X) un
minimalnim polinomom p(z) je i w-polinomski kompaktan ele-
menat u BqnachOVOJ algebri B(X)sa v-minimalnim polinomom
p(z) (‘I‘eorema 2. 1). Osim toga, skup v—kompaktnih elemc-
nata u B(X) je ideal K(X), a skup v-konadno-dimenzionalnih
elemenata u B(X) je ideal F(X) (FBrimedba 2. 1). Kao u lo'n
Teoreme 2(iv), za operator B uvedimo spektralne projelkcin
Ei (koristimo samo velika slova B, E1 umesto malih slov.

a, ey respektivno), = L, ;.., ke Tada Je B = B’L@ es- &
By, By = BE, B= 1y, ecey k, X = X1 @ oo ®BX, gle je
X o= R(El) Za i = 1, .¢., ko Dokaz teoreme sledi iz MTco-

reme 3, Potrebno. je jo$ jedino pokazati da je (Bi - 7L»-1 MW.) ’

” . .
kom paktan opgrgtor u B(X”i). Neka Je {An} rf:l ogranicden nin
u B(X; ), tJ. postoji konstanta I tako da je 0 £ 1i<00

| HAn“ixé L ,n=1,2,..., gde je

H.Anll L= sup{\lA () : = €X3 i x| g]_}.

Za svako n = 1, 2, ... oznadimo sa A, = A B.. Tu nojoi-
w, i ‘

'nakosbtl “Anr,. il\.{ LllEiu, n‘]”'= 1, 2,..., sledi da je {AH’ 'i} N1

ograniden niz u B‘(X ) ._,:.;Kako”.x,-.je ..v(‘B 7’- E ) v=lzompaktan

elemenat. u B(X) (Teorema 3(1W)), Sledl da nim {(B - u, i

L. . i(B’- -, ) }mJ 1, Sadrzi konwergentan podniz u RB(7).

5 B

T —

e o S e S




Iz:nejednakosti

. .
suDb H(B jo ) ( - ALEL) =
W<l ﬂi i 7T -
xeXii : : :
" W(E, - 7. )mi '( my
sup {{(B; - A,B.) "A_ (B, =A.B.) y
ooy WP = AP g (By = A0
_ xeX ‘ 'ﬂ;‘
siledil da niz {(B) - 7), E ) lAm(B ) }m l {1(11‘7,1

konveraentanlpodmmz w B(X bE OV1m smo ﬁg@aﬂje~-

(BE —-% E ) 4 vukompakmanjelemenat u B(X ) Iz Teoreme .

sledi da je (Bi'—.ﬂiEi) % kompaktanropérator nalXi. Ovim
je teorema dokazana.

5. Rieszova teorJJa u poluprostlm Banachov1m algebrqma

Tz Teoreme l. 2. 2 ssledi da. je nperator A € B(X) Fred-
holmov ako i samo ako je invertibilah moduo ideal kompnlr—

“tnih operatora. Sta vise, skup Fredholmovih operatora 17

"B(X) jednak je skupu svih operatora iz B(X) koji su inver.

tibilni moduo ideal konaéno—dimenzionalnjh operatora T()
(Teorema 2., 5. 2). Ideal F(X) je cokla (Definicija 1) v
algebri B(X) ([77], str. 278). Ova &injenica je polazn-
taCka uvopstene Fredholmove teorije na prstenovima i alsio-

brama ( 8], [91)° Naime, u owim radovima ispituju se elo-
mentli iz prstena A koJi su invertibilni moduo cokla 1 nawl

vaju se Fredholmovi elelenti, zatim se definiSe nopiteni
indeks na semi grupi Fredholmovih elemenata i pokaruje o
da ako je A Banachova algebra, da je uopéteni indeis nej-
rekidna funkCIJa na skupu Fredholmovih elemenata i t3 .
Tzlo%idemo neke rezultate iz QB4]) OvaJ rad se nadovesie

na gore pomenuta dva rada.

DEPINTCIJA 1. ([17], IV.§30. Definition 8) Weka je A Triiie

Ako & sadr?i minimalne leve ideale, tada najmanji levi

ideal koji sadr%i sve minimalne leve ideale naziva se lovi

cokla u A. Desna cokla definiSe se slicno preko desnih

ideala. Ako A sadrizi minimalne leve i desne ideale, 1 alo

se leva cokla poklapa sa desnom coklom, ona se naziva cokl

1 A i oznadava se sa soc(A). U owom sludaju kaZemo dn_coiln

pg Fodii,
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Ako Je A'poluprosta Banachova algebra, tada postoji coll-
w A ([17], Iv. 830. Proposition 5, §32. Proposition 5).

DEFINIC TJA ‘2— o ( {6 4] y S tI‘ . 304 ) Neka je A poluprosta Ban. -
chova algebra. Elemenat a g soc(A) naziva se bmkonadno-
dimenzionalan elemenat, ‘ T T

TEOREMA 1 ([05], Theorem 3. 2) Neka je A poluprosta RBei-
chova algebra. soc(A) je najvedi idesl sadr¥en u skupv .

algebarskih elemenata u A.-
\

F@SLEﬁiCAnl. Neka je A poluprosta Banachova algebra. Ti«-
menat a &€ A Je b-konadno-dimenzionalan'ako i samo ako i~

k-konadno-dimenzionalan.

DOKAZ: Skup k-konadéno-dimenzionalnih elemenata P je noi-
vedi ideal sadrZan u skupu algebarskih elemenata (Teor. .-
3,1 i Posledica 3. 1). Prema tome, iz Teoreme 1 sledi 'Io
je Py = soc(A)o

DERINICIJA 3. (641, 3. l.Definition) Neka je A pnlnmpycr: i
Banachova algebra i a € A. Tadka A € &(a) je b-Riesmovn
tacka elementa a ako je A pol za a i spektralna oroiel..

cija p,(a) koja odgovara tadki A i a jeste b-konadno-d:

z»ionalan elemenat.

mRoRmMA 2. ([4], 3. 5.Theorem) Neka je A b-Riesmova t - -
elementa a € A, 1 B, (a) spektralna projekcija koia olrn . -
tacki A 1 a. Tada p,(a) @soc(A) 1 A=~ a - P de A

tibilan elemenat.

DEFTNICTIA 4. (641, str. 304) Neka je A poluprostn i
chova algebra . Oznacimo sa IK =N l(Rad(A/ﬁﬁh(“)\,

gde je J7 prirodno preslikavanje sa A na A/Soc(A). IA g

ratvoren ideal u A 1 naziva se ideal b-neesencijninih i

menata .

THORMA 3. ([64]9 3. 9, Theorem) Neka je A poluprosa Proo-
chova algebra, a € A, ¢ 611‘ i A€ G(a). Ako je ne = an
L A~ a - ¢ = invertibilan elemenat, tada je A h-itiesio-

va btatka elementa a.

1) Tweli smo oznaku b-konadéno-dimenzionalan elemenat jor
je njih prvi prouavao B. Barnes (81, [9)); isto vaZi
za b~Rieszovelemenat i b-ngesencijalni clemenat.
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POSLEDTCA 2. ([64] , 3. 10. corollary) Tadka A je b-Rice-
zova talka elementa a € A ako i samo ako postoji ¢ € IA

tako da je aci = ca 1 7;¢_a - ¢ je invertibilan elemenat 1

| DEPTNTCTIA 5 ([641, str'y 320) Neka je A poluprostas Ben-

chova algebra i /] prirodno preslikavanje sa A nm A/soofﬂ)_

Klemenat a € A je b=Rieszov elemenat ako Je ﬁTa) kvani -

nilpotentan elemenat u kv0013ent algebrlﬂA/soc(A)

?EQQEMA 49 ([64]» 4. 13(3): (o)) Neka je A poluprootq .

chova algebra. Elemenat a ¢ A jé B~R1eszovze1emenat ako i
samo ako Je svaka ne nula tadka iz d(a) b-Rieszova tadlsn

elementa a.

6. Rlps7ova teorlja u uanachov1m algebrama

f)i?,w'rmchA 1. ([95), Definition 3. 3) Neka je A DPanachov-
algebra i I ideal sadrZan u skupu algebarskih elemensts .

Ako je a € B tada se a naziva konadno-dimenzionalan ele-

menadt.

Navedimo neke primere ideala F.

MRIMER 1. (195), Examples 3. 4(1i)) Weka je A = B(X). M-
postoje dva moguéa izbora za za P, naime {O} i ddeal koo

dno-dimenzionalnih operatora F(X).

IRIMER 2. Eﬁﬂ . Examples 3. 4(ii)) Neka je A polnunros o

- Ranachova algebra i F = soc(A) (Teorema 5. 1l). Qvo je ma'-

matrano u prethodnom odeljku.

P TR 3Q Neka je A Banachova algebra i P najvedi idaal

sadr#an w skupu aligebarskih elémenata (vidi Teoraru 3, 1

i Posledicu 3. 1). Tada je P skup svih: k-konachno-—dimenaig..

nalnih elemenataw A. Ovo Jje razmatrano u odeljkn 7.

TEonEMA L. ( [95], Theorem 3. 5) Leva cokla u Rannchove!
aleebri A jeste dvo-strani ideal sadrZan u skupu aloehe

skih elemenata u A.

mukk 4. ([95] , Exemples 3. 4(iii)) Za F se mo¥e umetl
Leva (desna) cokla u proizvoljnoj Banachovoj aloebri A

( Teorema 1).

A



IR TMER 5. ({9%], Examples 3 4(w)) Neka je P = {x € A
d:im yA < 00} : o

P_RIMER 6. ({95] , Evamples 3. 4(v)) Neka je S = {u A
dim uAu<c>a} iF= {x€&A : din xAu<oo za $vako u € ¢

I' je dvo-strani ideal al’rebarsklh elemenata kojl Jje w:lw
soc(A) ako je A Doluprosta Banachova algebra. 7 : '

DEPINITION 2. ([95], Definition: 4) “Ieka e Modvo-s trani
ideal w BanaChOVOJ algebri A il prlrodno preéllkavcmw

sa A na A/W. Blemendt a € A je Rieszov elemenat (u odnosn
na M) ako je r(a + M) = 0, gde je r(a + i) spektralni polir-
preénik elementa f(a) u kvocijent algebri A/M. Skup avih
Rieszovih clemenata w A oznadavaéemo saR . Neka JO I=

-.11(

T Rad{A/ff). Elemenat aGIje nxeesencmalnl elemenat u Ao

Iz Definicije 2 sledi da jeI zatvoren dvo-strani idnal
w A koji sadr¥i M. Rieszovi operatori‘u B(X) su poseban
sdiuc¢a] Rieszovih elemenata; oni se dobijaju za M = TF(Y)
(Teorema l‘o 3. 2). -

TEOPF‘MA 2. ([95] , Theorem 4. 2) Neka je J zatvoren dvo-atrand
ideal u A, tako da Jje M C JCR. Tada jJe xeR@)r(x + ) = 0.

TEOREMA 3. ( [95], Theorem 4. 4) 1 jenajvedi ideal sndrii
u R o '

TEOREMA 4. ( [95] s Theoremi 4. 5) leka je J zmatvoren dvo-
strani ideal u A. Tada je J =1 <& N C JeR i /T je nolo.
prosta algebra.

 TEORIMA 5. ( [95] , Theorem 4. 6) Neka je me R idempotentnn
elememat. Tada Jje a € M. ' |

DEPINTCIJA 3. ( [95] , Definition 5. .1) Neka je A Ranachove
algebra, I Ldeal algebarsklh elemenata w A i x & A, Toll

N eg(x) je konadan pol za x ako je A izolovana tadka u
d(j«{') i spektralna projekeija koja odgovara talki A i x
Jeste elemenat iz F. Ozadimo sa

Eg(x) ={7l € 6(}&) ‘: A nije kona8an pol za x}.

E@&(x) je esencijalni spektar elementa x ( w odnosu na I').




/ B

Primetimo da Je nonaéan pol i Ool w smislu Definicije 7. 9
jer, ma pr:.mer ako Je 0 konadan pol za X 1 p & P spektraln:
projekeija koja odgovara tadki -0 i x, tada je px algebri i
elemenat i §(px) = 40} ([181, I..§4 11 (20)). Prema boc

pX je nllpotentan elemernat i na osnovu Lemef'-Z..&'o‘ ? O 10 nol

28 X

TI:J—ORE‘J\’IiAé-.— ( [95] ” Thﬁeor:ema‘ 5. 3) x GR {‘—‘}' Eé(x {n}

E)
¥

~



e

Glava %

DODATAK

1. Kvazi-nilpotentni elementi w.Banschovimiakzebrama . .

Tz Teoreme 1. 3. 3 vidimo da je operator B & B(X)
operator dko i samo ako je J7(B) kvazi-nilpotentan elomon: i

1 Calkinovoj algebri C(X). Kako zbir (proizwvod ) dva Riroow-

operatorau opstem siudaju nije Rieszov operator, to i =hirn
(proizvod: ') dva kvazi-nilpotentna elementa u Banachovo].
algebri u opstem slucaju nije kvazi-nilpotentan element.

Sa tim u vezi je slededa

TEOREMA 1.( {947, Theorem) Neka je A Banachova algebra i N
skup svin kvazi-nilpotentnih elemenata u A. Slededi uslowri
‘su ekvivalentni:

(i) iz, X, yEN.sledd. x+ y &N, -
(ii) iz x, vy €N sledi xy & N,
(iii) N = Rad{A).

2. P’arakterlza013a dvo—stranlh ideala u Banachovim al:
brama preko opek‘cralnlh oVOjS‘tava njihovih el pmﬁnv' ,

TROREAA 1. (E/7] Theorem (2. 3. 2)(i)) Ako-A nije ratli' In

_ Panachova algebra, tada je Rad(A) jednak preseku svih -
mitivnih ideala u A )

‘Ako je M podskup u A, sa kh(M) oznadimo presek svih pri-
mitivaih ideala u A koji sadrZe skup M. Tz Teoreme 1 sl !i

da je

Raa(a) = ka({o}). (1

7
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L"IA l '[11.4] , Corolilary 1) Neka je A Banachova algebr -,
Elemenat 'b@ A pripada Rad(A)'ako. 1 samo ako je

E(a +b) 6(a) S ()
za svako a € A.

Ako je J zatvoren dvo-strani i'deal u A, tada je A/
Panachova algebra i gla + J) C&la ) za svako 2. G Ao O
toga, ako Je b,é, J, tada je 5 ‘

d(a+J>66(a+b> | | ()
7z svako a & A. Ako je za neko b € A ispunjen uvslov (%),

tada u opsStem slucaju ne sledi da je b GJ (D;lLﬂ);

primer ako je J nula ideal u nekoj ne nula radikalnoj nloo-

brid,tada je d(a + J) = 4(a + w) za svako b & A (Lema 17,
medutim ako je b.# O tada b ﬁ( J. Ako ideal J u A ima oro-
binu 4a ako je ispunjen uslov (3) za neko b & A, aledi -
je b E Jy ‘tﬂda se za ideal J kaZe da ima spektz:ﬂm] kare i

TEHEOREMA 2 ([1'1'411, Corollary 2) Neka je J zatvoren dvo-
strani ideal w A I W& A. Sleded¢i uslovi su ekvivalentbni:

(i) Gla + J) Céla + W) za'.svako a & A,

(ii) r(a + J) <r(a + b) za svako a €A

”
Ovi uslovi su ispunjeni ako i samo ako b € kh(J)., Prem-
tome, ideal J ima spektralnu karakterizaciju ako i snamo
nko je J = kh(J).

reorgva 3. (6], 1, %, Corellaire 5) Neka je J antroren
dvo-strani ideal u A, tako da je J = k¥h(J). Ako in » € £

nznadimo sa

'Wf(a) n é(q + )

Plemenat a € A pripada J ako 1 .samo ako je w(a + ») = w(x>

ma sVako x @Al



19

5 e Spe xtralm poluprecmk w kvoc:.gent algebrama

Ako je J zmatvoren dvo-stranl J.deal u Bananhovoq alee-
bri A, iz (3) sledi da de

/

e+ 3)gint wa+w) . ()

za, svako a @ Ao

TFOREMA 1. ([9%] , Example 7) T\Ieka Je X "‘Ban ??hj‘x}_f-*“'brosﬁo-v»ﬁ
A=B(X)1id=K(X). Tada “n#i jednakost u (4), ti. =n
svaki operator B'@ B(X) imamo da je

(B + K(X)) = in? (B + K).
| KEX(X) T

Jednakost u (4) ne vafi za svaki ideal J u A ([96_]
P*cfxmp‘le 1).

DT«’WTNIOTJA 1. [57}) Banachova algebra A je éR—’%lfeh‘f‘)
ako za svaki zqtvoren dvo-strani ideal J u A vaZi jedn~-
kost u (4).

T‘EOﬁEMA 2. ([57] orol'lary) c* -algebra je SR-algebra.

4, Bksponencijalnd spektar u Banachovim algebrama

DEFINTICIJA 1. ([40]) Neka je A Banachova algebra sa jelini.-

com 1 f O. Oznacd¢imo sa

Exp(A) { l 2...ek‘:k€N'; c

Blenenat a & Exp(A) naziva se uopSteni eksponencijnl.

Ako je G sku‘p. invertibilnih elerﬁnenata oA I Gl Dovaron
komponenta u G koja sadrZi 1, tada je Exp(a) = G, ([i?f»];

2. 14 Theorem).

DEFINICIJA 2. ( [40) , Definition 1) Eksponencijalni snel -
elementa a € A, oznadava se sa 6 ), Jeste skup

£(a) ~{7Le¢ :'a - A & Exp( A)}

Tzvdefinicije sledi da je &la) C €(a); zo razliku od
esencijalnog s:oektra koji je podskup spektra.

1, 02,--1‘;vf'.6 f‘

TR

i e e




DERINICTIA 5. (3;40'}) Neka je a € A. Oznadimo sa
{_7L e : a- 2 Jje: topoloski delilac nule u A_} .

T(a) je singularni spektar .elefnenlta a.

Ako je K kompaktan padokup u C y saﬂ]k oznar‘avamo
povemnu Ljusku skupa K, tJ. f‘/('( Je podskup u- (ﬁ ,,,,, e
sie (L\"]K sastoji od neogranilene komponente skupa K
Ako su K i K2 kompaiatrni podisk:upovn. e ¢ tadatj;z«BK C K

aledi K C-ff}Kz ([40]).

TFOQFMAI ([4C], Teorem 1) Neka Je a é A. €(a) je kor-
naktan noprazan podskup u@ i

26(2) C T(a) C6la) € £(a) C qéla).

TP"TA ‘1. Neka je B Banachova podalgebra u A sa jedindcom r,
Ako je a € B, tade Je ‘

(i) &(a) C &pla)

ogde EB(a, ) oznadava eksponencijalni spektar elementa n
(id) b%)('a)c E(a).

NOKAZ: (i) sledi iz dinjenice da je Exp(A) D Txn(l). Ao
jeA € J€pla), tadaA & d,(a) (Teorema 1), odakle sledi 1

je p €é de\(a)a Prema tome A € d(a) ([26] 2. 54 Thaoro:),

oinosnoA € &£(a). Ovim je lema dokazana.

Iz Leme 1 sledd da se .;:‘EB(&) dobija popunjavenien nokil

rupa u €(a).

OT?T‘T‘”A 2. Neka je b € A. Tada je

£(a + b) = E(a) za svako a & A (50
ako i samo ako je b & Rad(A)(’s’;

NDOIAZ: Pretpostavimo da b & A i da Je ispunjen usliovr (5.
Ako je a & BExp(A) = Gy 0 tada @¢ E(b) i prema tome O ¢
E(n + b:), odnosno a + b € G Gy - Iz Teoreme 2., 2. 3 sledi

An je b € Rad(A). Da bi dokazali teoremu u drugom Sueri,



W@HMmemodaJebGImMA),aelxln¢£“ﬁ Tadn » ~7A &

Gy i ponovo iz Teoreme-2, 2, 3 sledi da je (o + b) -~ A &

G o Prema tome A é £(a + »). Ovim smo pokazali d= je £la + b
C¢la). Iz proizvoljrics*ti b € Rad(A) 1 a e 4, sledi A= jin .
£(n) = €la + b+ (=~ b)) C:€(a + ), dime ge dokaz teor-
zavrsen.

)qﬁ)-Bmw%wx

P’ﬂﬁPW ([40]) Neka-je H Hilbertov prostor,
i ﬂ’prlrodno presllkavange sa -B(H) na C(H) fdda“je'vero”
nencijalni spektar elementa B.€ B(H) jednak spektru apor:.

tora B, i.eksponencijalni spektar elementa JAB) u (1) e
Schechterov esencljalnd spektar operatora B.

7a svaki polinom p 1 svaki -elemenat a é A imamo
E(p(a)) C pfE(a)} - | (6)

([40]). Inkluzija u (6) moZe biti i prava (Primer 1 i
Primer 3. 5. 2), 1 kaZe se da eksponencijalni spektar ne
zadovol java teoremu o spektralnom preslikavanju zo polineme | =

ti. u opStem sludaju nije £8.8n0
E(p(a)) = p{&(a)} (7)

7 svako a € A 1 svaki polinom p,.

Morlo bi se postaviti pitanje Sta se moZe redi n oo
nencijalnom spektru ukoliko on zadovoljava teoromu o o
likavanju spektra za pglinome, tj. uslov (7)2 Osim horo,
iz Teoreme 1 sledi da se g(a) dobija iz ¢(a) popuniaraiio
nekih-rupa u &(a). Ako je B zatvorena podalegebra n A

jedinicom 1, tada se i Gé(a) dobija popunjavonjen nekih
rupa u §(a). Da 1i postoji neka veza izmeou &(n) i ép(~3
kada se svaki od tih skupova d.obi ja popungavnn7om nekimh
rupa u &(a)? Pokazademo (Teorema 4) da u lZVP%hOm"MI‘IH

postojl veza izmedu gore dva pomenuta pitania.

DERINTCTIA 4. ([17], I. 5. Definition 15) Heka su I,
topolodki prostori, i za syako x & B neka je R +) polakin

u FP. Preslikavanje P je :polu-neprekidno odoz~o ako i a-min

Ako za svako x_ & E 1 svaku okolinu V skupa‘?(x ) postod
okolina U tacke x, b tako da je P(x) G-V za svako x & T/,
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Lia 2., | [17], I, 5. Lemma 16:) Neka je E metridki prostor,

T kompaktan metridki prostor i P preslikavanje Sa B ou sohvoe

rene‘podskupove skupa‘F. Presilikavanje Y je polu-neprekidio

odozgo ako i samo ako 3w ispunjeni sle’deéi‘ u.svlbovi-: iz o, &

B, y, e P(xy) (m=1, 2,...), x = lin xn',!'y = Lim y wleds
-y oo L n-m oo

v e Plx). -

LEIMA 3. Preslikavanje ‘P sa 4 u kompaktne podskupove shury ¢

definisano sa Y(a) = €(a), a €4, je polu-neprekidno ol .

DOKAZ: Devoljno je posmatrati E = fa € A : llall €T} 20 1 > 0,

im={neq : M <I}. %a svako a € B, Wa) = £(n) o

kompalktan podskup u F, 1 moZe se primeniti Leme 2. Ha'm o

a €EB,A_€ gla_), lim a_ = a i 1lim A =7L.. Ao & Ea).
n 7 n n ’nﬁwn neyoe 1 ¢

tada je a - 7L €BExp(A). Kako je a =A = lim (an -, )y lxp(A)
n-x0o

otvoren: skup ([5263 5 2+ 14 Theorem), sledi da je a, —/Lh €

Exp(A) za dovoljno veliko n, $to je u kontradikeiji ca probe
postavkom da je 7 € E(an), Ovim je lema dokazana.

TEOREMA 3. ([16], VI. 23. Theorem 1) Neka je P preslili-
vanje sa A u kompaktne podskupove skupa (I: , tako da e

(i) Y polu-neprekidno odozgo,
(ii) Qla)c Ka) (a €45, ;

(133) ®pla)) = p(P(a))  (a& A, p jo polinom).

Tndn, za svako a € A imamo da je Ya) C @(j y (n), cde
. 1.\ o .
A(n) oznadava rzatvorenu algebru generisanu sz o i 1.,

TUOREMA 4, Neka Jje A Banachova algebra 1 pretpostavimo i

eksponencijalni spektar zadovoljava teoremu o spektralnos
preslikavanju za polinome, tj. uslov (7). Tada je E(n) C

S

generisanu sa a i 1.

NOKAZ: Na osnovu Leme 3 1 Teoreme 3.

(a) za svako a € A, gde A{a) oznadava zatvoranu ol i
A a) ~
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